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TNTRuOUCTZ ON GENERALE ..................... 

Le t r a v a i l  que nous présentons dans ce mémoire concerne l ' é t u d e  

des systèmes échanti l lonnés non l i n é a i r e s  fonctionnant en régime dynamique. 

Ceux-ci sont  généralement c a r a c t é r i s é s  pa r  un modèle d é c r i t  sous l a  forme 

d'une équation de récurrence e t  l a  convergence de l a  solut ion de c e t t e  récurren- 

ce permet dans l a  p h p a r t  des cas de g a r a n t i r  l a  s t a b i l i t é  du processus é tudié .  

En ra ison du ca rac tè re  non l i n é a i r e  de tels syst&mes, il e s t  p a r f o i s  

d i f f i c i l e  d'entreprendre une étude d i r e c t e  de l a  s t a b i l i t é ,  dans ce cas, 

une technique usue l l e  cons i s t e  à déduire la  p ropr ié té  de s t a b i l i t é  du 

processus i n i t i a l  de c e l l e  d'un modèle s i m p l i f i é ,  p r i s  en référence.  

L e s  techniques de contrac t ion basées s u r  ce pr incipe  sont  pour l a  

p lupar t  une extension des travaux de LJAPUNOV e t  conduisent à l a  d é f i n i t i o n  

d'un système du premier ordre  dont l ' évo lu t ion  majore c e l l e  du système 

6 t u d i é  . 

Dans le  premier c h a p i t r e ,  nous déf in issons  l a  c lasse  des  systèmes 

que nous proposons d'aborder a i n s i  que les p r inc ipa les  représenta t ions  

u t i l i s é e s  pour d é c r i r e  l e u r  comportement. Le p lus  souvent, on adopte une 

représenta t ion du processus se lon un modèle mathématique m i s  sous la forme 

d'une équation d ' é t a t  e t  u t i l i s a n t  un nombre minimum de paramètres. 

La majoration pa r  un système du premier ordre  peut a l o r s  ê t r e  

directement envisagée pour ce type de représenta t ion.  On peut songer 

à i n t e r p r é t e r  ce  mode d'étude. En e f f e t ,  c e t t e  méthode implique généralement 

une p e r t e  d ' informations e t  impose pa r  conséquent aux paramètres, des 

con t ra in tes  de s t a b i l i t é  p a r f o i s  t r o p  r e s t r i c t i v e s ;  il est donc souhaitable 

de compenser cette p e r t e  d ' informations pa r  un a r t i f i c e  p a r t i c u l i e r .  



Dans ce sens ,  nous proposons de c h o i s i r  un modèle i n i t i a l  redondant 

obtenu p a r  l ' i n t r o d u c t i o n  de va r i ab les  supplémentaires; c e t t e  t ransformation 

eri t raine une augmentation de l ' o r d r e  apparent du modèle e t  conduit à é t u d i e r  

une nouvelle récurrence,  d 'ordre supér ieur ,  mais de forme identique.  

On peut a l o r s  u t i l i s e r ,  pour ce modèle, l e s  méthodes de cont rac t ion  

usue l l e s  e t  envisager l ' e f f e t  des redondances s u r  l e s  condi t ions  de s t a b i l i t é .  

Ains i ,  au cours du chap i t r e  II,  une t e l l e  modificat ion du modèle 

conduit à l 'énoncé de nouvelles  condi t ions  de s t a b i l i t é  asymptotique g lobale .  

Cet te  méthode développée pour l e s  systèmes du second ordre  permet l e  t r a c é  

d'un abaque f a c i l i t a n t  l ' i n t e r p r é t a t i o n  graphiquz des r é s u l t a t s .  

La mise en oeuvre est i l l u s t r é e  au chap i t r e  III s u r  deux exemples 

p a r t i c u l i e r s  du second ordre  e t  de s t r u c t u r e s  d i f f é r e n t e s .  L e  premier concerne 

l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  d'un système non l i n é a i r e ,  à non l i n é a r i t é  séparable  

e t  à commande échant i l lonnée  l i n é a i r e .  Le  second e s t  r e l a t i f  à 1 'étude de 

l ' asservissement  d'un système l i n é a i r e  à commande non l i n g a i r e  pa r  modulation 

de l a r g e u r  des impulsions. 

I l  convient de n o t e r  que les condi t ions  de s t a b i l i t é  d é f i n i e s  à 

p a r t i r  du c r i t è r e  de s t a b i l i t é  g lobale  doivent ,  pour permettre de conclure 

de façon d é f i n i t i v e ,  être v é r i f i é e s  à chaque i n s t a n t .  L 'appl ica t ion  p ra t ique  

d'un t e l  c r i t è r e  peut donc s ' avé re r  p a r f o i s  d é l i c a t e .  Ains i ,  au  cours 

du chap i t r e  I V ,  nous proposons de montrer que pa r  l ' a s s o c i a t i o n  d'un c r i t è r e  de 

majoration des  o s c i l l a t i o n s  limites aux c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  usue l s ,  il 

est p a r f o i s  poss ib le  de résoudre ce  problème e t  éventuellement de conclure 

à l a  s t a b i l i t é  i l l i m i t é e  du processus é tudié .  

La simulat ion s u r  c a l c u l a t r i c e  hybride d'un système a s s e r v i  commandé 



par modulation de largeur permet, au cours du chapitre V, d'illustrer ces 

résultats. 

Enfin nous proposons, au cours du dernier chapitre, une technique 

d'étude du comportement dynamique des systèmes asservis basée sur une 

majoration dfordre supérieur à l'unité. 



F0PAULATZl)hl DES SYSTEMES ECHANTI LWNNS NON LZNEAlRES 

Les systèmes dchantillonnés sont g6néralement décrits partir 

d'un modèle discret par der, équations de rgcurrence, ce mode & repré- 

sentation conduit à un synibolisme mathématique simple, de type matri- 

c i e l  ou scalaire. 

Après une pr6sentatio.u gén6rale des processus de régulation 

échantillonn6s, nous précisons dans ce premier chapitre la  classe des 

systèmes que nous nous proposons d'aborder ainsi que les  principaux 

modsles mathématiques 'qui pe met tent d' analyser leur comportement. 



Les syst&nes échantillonni% de type c o u r a t  se ramènent @;gn&ra~e- 

aient au achéma de la figure 1 . i . 

Le s y s t h  muftivariable S à commander es t  suppos6 linéaire. Un 

modulateur de structure non l i néa i r s  élabore $ partir drss signaux d'+ne 

t&e et &s rstours le vecteur de commande U . Si t désigne l'instant 
FI 

du ,ième échantillonnage, l a  connaissanctl des signaux d'entrée pour 

tout t a t no peut suffire à caractériser 1'6volution du système ; il n 

est également nticessaire de disposer de lfétat du système à l'instant tn . 
i Celui-ci e s t  dneralrment décrit par les q variables yn s\U. 

( i x l , . .  .,q) 
constitusnt les compos~tes du vecteur état yn 

La dinension q de l'espace dq6tat d6finit l'ordre du système. 



En r6girne auton~me , l'évolution du système l inéaire  à régler 

e s t  régie par une 6quation de l a  forme : 

M : Matrice à coefficients constants. 

Une relat ion l i a n t  l e s  é t a t s  du processus entre  les  instants 

successifs tn e t  tn+l se  déduit inddiatement de l'équation (1.1). 

Par intégration, il vient : 

La l inéar i t6  de l'organe asservi permet d'obtenir l'équation 

matricielle rêgissant l e  fonctionnement dynamique du système en adjoi- 

gnant au second membre de l'équation (1.2) un vecteur représentant l a  

contribution de l a  commande / 1/ : 

K(tll+l 9 t n )  désigne l e  vecteur contribution de l a  régulation à 

l ' é t a t  du s y s t h  à l ' ins tant  t . Szs composantes caractérisznt à n+ 1 

l ' ins tant  tn+l l ' é t a t  du système partant de conditions i n i t i a l e s  nulles 

e t  soumis l a  commande ~ ( t )  daas l ' i n t e rva l l e  tn , tn+l 



Dans le cas le p l  us gGnérd, kP equation 6 1.3) peut être d'une 

forme tras cclmplexe et c2'uqe exploita%ion diff ic i le .  EUe se simplifie 

toutefois beaucoixp avec Ea structure & l'ssser.vissement qui, h s  de 

nombreux cas, peut se ramener i3 un modèll nonovariable. 

Les B ~ S ~ & S  que nous proposons d'étudier sont repAsent6s par 

le schéma - bloc figure ( 1.2) 

figure 1-2 

Les grasidewe d'entrée et  de sortis sont notbes respectivement 

e( t )  e t  y(t) . Le filtre à régler est  &fini par une fonction de trans- 

fert L(p) dtardre q qui se ram8ne à une fraction rationnelle en p df! 

nudiratsur unité. 11 est soumis un signal de commande u(t) 6icJlor4 

par moUulation non linéaire du signai df erreur ~ ( t  ) pr&alabkment &chan- 



ti llonné carc.cfér5.se l e  signal de r2tour déf ini  par une conr 

binaison l inéa i re  des composantes du vecteur é t a t  . L'échantillonnage 

e s t  effectug a pgriode constante T par un échantillonneur sans m6- 

moire . 

L'étude du comportement dynamique d'un t e l  système peut S t re  

abordée d i f fgremmt selon l a  formulation mathématique adoptge. Daris 

ce sens, nous proposons de rappeler deux modales classiques de repx-6- 

sentation des processus échantillonnés. 

2.3. MISE EN EQUATIÛN 

1 . 3 . 1  - FORMULATION MATRICIELLE. ................................. 

La p6riodz d'échantillonnage T e s t  constante, il en résul te  

un modèle de l a  forme : 

avec 

A 1 gquation ( 1 .4) , il conviant d'adj oindre une re la t ion  qui 

expl ic i te  l a  ré t roact ion s o i t  : 



T 
Le vecteur ligne A définissant la chcne de retour de fonction 

de transfert  ~ ( p )  . 

L'échantillonneur es t  supposé sans memoire, le signal ds conmiande 

élaboré au cours d'une période ne dépend donc que de l a  dernière i n f o r  

mation discrète captée, il en résulte : 

Le vecteur de commande es t  souvent représenté lorsque cela a 

un sens, SOUS l a  fonne : 

Il en résulte pour le processus decrit figure 1.2 un comporte- 

ment dynamiqw caractérisé par l e  système d'équations non linéaires 

suivant : 



1.32. FOWE SCALAIRE DES E(LOAT2ONS. ............................ 

Le vscteur d 'état  introduit  un ensenible de paramètres instasita- 

nds dont l a  connaissance e s t  nécessaire 3 l a  détermination de l'6volu- 

t ion d'un système au contraire, l a  notion de séquence es t  re la t ive  

aux valeurs successives qui peuvent ê t r e  observées sur une variable 

donnée en des instants  discrets dis t incts  p une s u i t e  d'observations 

suffisctnt à pr6ddterminer l e  comportement dl un système, conetitue une 

séquence e t  peut permettre de conduire à une représentation récurrente 

sca la i re  ou vectorielle. 

A p a r t i r  d'une i té ra t ion  sur l a  relation (1.7) y il es t  possible 

de dgf'inir IV é t a t  du f i l t r e  à l ' ins tant  (n+m)~  : 

m 
Y,, = y + I: Ai-l * 

n ('n-tm-i ) . E  n+m-i ( 1  9 9 )  i = i  

Une s o m  pond6rée par l e s  coefficients ai des relations (1.9) 

lorsque i varie de O à q : conduit4 à 6cr i re  : 



Un choix des coeff ic ients  a .  correspondant à ceux du polynôme 
1 

caractéris-i;ique dz l a  matrice à coéf f i c i en t s  constants A définissant  

l e  régime l i b r e  dti système permet de s impl i f ie r  c e t t e  expression, il 

vient  : 

S o i t  en exprimant l ' e f f e t  du re tour  & f i n i  par l a  re la t ion  ( 1.8) : 

C e  resu1ta.t mène logiquement l a  r e l a t i on  : 

9 
f.(e ) , =  c a T q-k + ' '*l-' k=q-i+l k-q+i- 1 A A * ('n+q-i 

) + a  i (1.13) 

Il en r6suLte l 'équation de rgcurrence /2/ déf inissant  l'évolu- 

t i o n  de l ' e r r e u r  6chantillonnée : 

Dans le  cadre dl une étude de l a  s t a b i l i t é  du processus, on 

envisage un fonctionnement en régime autonome c 'es t  à di re  pour une 

évolution à partir de conditions i n i t i a l e s ,  l e  s ignal  d'entrée é tan t  nul. 



le syst8ricj est alors décrit  par une relation sans second 

membre e t  186quation ( 1 .14 ) devient d o m  : 

Iarsquo les coefficients f. ( . ) sont bornés, l a  nu l l i t é  6en 
1 

sur une s 6 q w a e  permet de garant ir  QUE? l ' é t a t  d'équilibre a t t e i n t  est 

B l 'origine, soit : 

Dans l e  cas l e  plus &nérai, c'est  ?i dire lorsque l'observa- 

b i l i t é  de l a  boucle ouverte e s t  effective pour l a  période d16chantil- 

lormage considéree, il en rgsulte l a  &me propriét6 pour l'asservisse- 

ment. 

CONCLUSION 

La bmzipt ion  4es ayastèmes discrets non l inéa i res  peut ê t ~ e  

enrisagée à 1' aido d'équations de Scurrence scalaires ou vectorielles. 

Dasjs cet te  hypothhe, l 'é tude de l eu r  comportement @adque aa 

m a n e  l e  plw soruvent à dgf'inir 1'évolui;ion des solutions de ces équa- 

t ions. Toutefois, l a  non l inéar i td  des coefficients ne permet générale- 



ment pas une 6tud.e directe et conduit à mettre en oeuvre des métho&s 

part icui ièrc .~  qui u t i l i s en t  pour l a  p l q a r t  i b s  notions de contrac- 

t ion, 

Ainsi, dans l e  prochain chapitre, nous proposons l a  mise en 

évidence dq una condition de stabilité asymptotique globala. à- pnrt ir  

d' un modèle math6rmtique particulier du processus . 



CHAPITRE II 

UT1LZSC;nOhi DE MODELES REVOP3PAbJTS A L'ETUûE OE LA 

S T A B I L  ITE DES SYSTEMES E C t l k U I L  WNN€S NON 

LINEAI RES 

De nombreux cr i tè res  /2/ ont 6t6 proposés en vue de 116tude de 

la s t a b i l i t e  globale des systèmes échantillonnés non linéaires.  Les con- 

ditions obtenues sont t r è s  générales, mais assez dures car e l l e s  ne 

tiennent souvent pas compte de l a  fome part icul ière des équations àe 

récurrence mises en oeuvre. De plus, l e s  modèles mathématiques de d6- 

part  ut i l isene toujours un vecteur é t a t  ou s6quence de dimension mini- 

male. 

Compte tenu de ces deux remarques, nous proposons dans un premier 

temps un c r i t%re  de s t a b i l i t é  asymptotique globale valable pour une classe 

assez étendus de systèmes usuels. La deuxième par t ie  de ce chapitre envi- 

sage l tapplicat ion de ce résul ta t  à p a r t i r  dsun modèle d'ordre supérieur a 
celui du système &udi6. La mise en oeuvre de c2s deux méthodes conduit dans 

l e  cas des asservissements discrets du second ordre à unabaque 

d' u t i l i sa t ion  simple. 



21.7, PEFlWZKiOid PIC LA CLASSE DES SYSTEh4E-S ETUVÊES . 

Les asservissemen.t;s discrets non linéaires que naus proposons 

d'analyser correspondent au schéma-bloc r k  la figure 2.1 : 

La boude ouverte de ces s y s % h s  monovariables comgarte succes- 

sivemrnt un &chantillonnewr non linéaire sasis &mire de période cons- 

tante T et un organe à commander, d'ordre g , de transnittance L(p) . 
La chaîne dd retour e t ~ t  caract6ris6e par une fonction de trwsfert R(p). 

Si nous convenons Be noter % lr signal d'erreur aux instants 

df6chantiLlonxag;., lt6quation de r6currtlnc8 qui rS@t ces s y s t b s  en 

&@lW 8U'b0n0XE9 e(t) O > & 1& f0rm2 : 



Lw fi (gn+p-i ) étant des fonctions scalaires  rée l les  qui d6- 

pendent de lq6chantillonneur e t  du f i l t r e  L 
(P) 

21.2. CRZTERE DE STAbZLlTE GLOBALE 

Toute solution de l'équation de rgcurrence (2 .1)  tend asympto- 

tiquement, quelles que soient  l e s  conditions i n i t i a l e s ,  vers l a  posi- 

t i on  d'équilibre stable 

quand est s a t i s f a i t e  l a  contrainte : 

quel que s o i t  le  paramètre réel a, 6 étant fix6 e t  t e l  que : 

Considdrons l e  système d'ordre q : 



ce modèle mathêmatique est un équivalent de l 'équation (2.1) que l 'on 

retrouve par  simple élimination des variables r ée l l e s  annexes y i 
n ( i = ~  9q )*  

Soi t  l a  s u i t e  W t e l l e  que : 
n 

11 vient, compte tenu du système (2.4) 

D ' O ~  par  association de l a  contrainte (2.3) impos6e aux coeff ic ients  



La su i t e  positive non croissante W tend vers une l imite dsoa : 
n 

l i n  lcn,l = O 

n + w  

Ce qui &montre 1s résul ta t  déj% Gnoncé. 

La condition de s t a b i l i t g  globale (2.3), valable pour l e s  sys- 

tèmes régis par me équation de récurrence de l a  forme (2.1) est moins 

res t r ic t ive ,  a s  ce cas part icul ier ,  qui? l e  c r i tè re  plus général de 

WEGRZYN e t  VIDAL /2/ . En e f fe t ,  ces auteurs analysent une équation de 

l a  forme : 

aucune hypothsse n'étant faite sur les  coefficients non constants f. 
1 '  

i ls  proposent l a  condition de convergsnce : 

Toutefois, l a  mise en oeuvre de ce t te  condition peut parfois 

s ' avérer dê l i  cats . 

Le rgsul tat  que nous proposons conduit 8 généraliser l a  notion 

de courbe caractdristique d'un système 6chanfiUonn6 non l inéa i re  intro- 



duite par P3VY à propos des asservissem,-nts commandés par modulation 

de largeur /4/. 

Dans l g ~ s p a c e  des coefficients f .  qui apparaissent dans l a  
1 

relat ion (2.8) , définissons l a  courbe dv  gquation paramétrique : 

f .  = fi (a) 
1 

(i=1, q) (2.10) 

Le c r i t ê re  proposé e s t  alors d 'ut i l isat ion simple ; en ef fe t ,  

l a  s t a b i l i t ê  globale e s t  assurée s i  l a  courbe caractéristique définie 

en (2.10) res te  pour a quelconque dans un domaine t e l  que : 

L'exploitation de ce résul ta t  e s t  particulièrement f ac i l e  dans l e  

cas des syst$mss du second ordre pour l e sqwls  l e s  interprétations graphi- 

ques apportent une aide non négligeable. 

2 2 2  - EXTEAISION PE LA COMDITIOIV DE STABZLITE GLOBALE : 

Le domaine de s t a b i l i t é  défini dans l'espace des coefficients par 

l a  condition (2.11) e s t  assez res t re in t  par rapport aux résul ta ts  obtenus 

dans l'hypothese l inéaire .  Diverses m6thodes qui ut i l i sent  souvent l a  

notion de contraction . permettent d' introduire d' autres contraintes su f f i -  

santes pour assurer l a  convergence des solutions de l'équation (2.1) / 5 / .  



Nous proposons i c i  d'opérer d'une manière dif fgrente  en intro- 

duis ant un vecteur séquence redondant puis en appliquant au nouveau 

système d'ordre plus élevé l e  c r i t è r e  pro-pos6 plus haut. 

VEFINTTZO14S f 7 PROPRIETES DU SYSTEME REBUNîlAMT. 

Effectuons une conibinaison l i n é a i r e  des deux expressions obtenues 

en écrivant l a  re la t ion  de fonctionnement (2.1 ) aux ordres (n+l) e t  n , 
il vient  : 

(2.12) 

a é t an t  un paramètre r6e l  e t  constant. 

Nous remarquons deux propriétes essen t ie l les  : 

- Les solutions di- l ' lquat ion (2.1) consti tuent un cas p a r t i c u l i e r  

de celles qui s a t i s f o n t  à l a  re la t ion  de r6currence (2.12), en effet, ces 

dernières sont  obligatoirement solution de : 

A é t an t  une constante a r b i t r a i r e ,  nous retrouvons l 'équation 

i n i t i a l e  (2.1) en fa i san t  : 



Par consEquen4, l a  s t a b i l i t g  globaïe des solutions de (2.12) 

implique la &me propriété relativement à l a  re lat ion (2.1 ) caracteris- 

t ique  6u système gtudié. 

- LD6quation (2.12) e s t  d'une s t ructure qui permet l 'appl icat ion 

du c r i t è re  ile s t a b i l i t é  globale (2.3) ; en ef fe t ,  e l l e  peut s'exprimer 

sous l a  forme : 

CONDlTlÛ[alS DE STABI LITE PEVUZT€S VU SYSTEME RE9OI11PAEJ7. 

Compte tenu des proprigtés que nous avons signalées à propos du 

système redondant, il vient  immédiatement pour l e  modèle étudié (2.1 ) 

l a  condition &e s t a b i l i t é  globale : 

a é tan t  f ixe, ce t te  contrainte doi t  6 v i d e m n t  ê t r e  s a t i s f a i t e  pour t ou te  

vaïeur du p w m ê t r e  r é e l  a 

Ainsi, l a  condition (2.15) permet pour une vaieur donnée de a 

de déf in i r  dans l 'espace des coefficients fi (i-l un domaine de - 3.-.,q) 

s t a b i l i t é  globale Da . 



Si  l a  courbe caractér is t iqus du syst&ne (2.1) étudié définie 

par l e s  équations paramétriques (2.10) r e s t e  à l t i n t 6 r i e u r  de D pour a 

toute  valeur rge l le  du paramètre a , l a  s t a b i l i t g  globale en résul te  pour 

l e s  solutions de 1 ' équation de récurrence correspondante (2.1 ) . 

APPLICATION AUX SYSTEMES P'OUûRE 2, 

Le probl$me dé? l a  mise en oeuvra de l a  condition de s t a b i l i t é  

n'est pas totalement résolu pour des systsmes d'ordre quelconque 4 en 

effet ,  l e  choix d.s q demeure à p r i o r i  a rb i t ra i re .  Il est toutefois indis-  

pensable dqimposer : 

Dans l e  cas contraire e t  comme lqinCtique l a  re la t ion  (2.131, l a  

s t a b i l i t é  du systsme redondant ne s e r a i t  pas assurée e t  l a  contrainte 

(2.15) ne permettrait  en aucun cas de conclure. 

Dans 12 cas des systèmes du second ordre,  l 'exploi ta t ion peut etre 

f a c i l i t é e  par  une représentation graphiquu. 

L'équation de fonctionnement (2.1) devient a lors  : 



Un domaine suf f i san t  de s t a b i l i t é  globale D e s t  a lors  précis6 
a 

par l ' i néga l i t 6  : 

La contrainte r e l a t i ve  au pa rms t r e  6 in t rodui t  dans l a  dgf ini t ion 

du domaine r e l a t i f  aux systèmes dvorcire q (2.15) implique en fait  l a  sup- 

pression de l a  f ron t iè re  de D . 
a 

L'étude b l a  re la t ion  (2.17) conduit à div iser  l e  plan f ,  , f2 

en huit zones d i s t inc tes  selon l a  forme p r i s e  par l ' i n é g d i t b .  

Nous supj?osons dans un premier temps que l e  paramètre a e s t  compris 

en t re  O e t  1 : 

Il est dors possible de dist inguer dans l e  plan f , f l e s  
1 2  

zones suivantes : 

Zone 1 



Zone 2 

Zone 3 

Zone 4 

- 'i 

Zone 5 

Zone 6 



Zone 7 

Zone 8 
_111 
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L' interpréta t ion graphique de ces divers r é s u l t a t s  dans l e  

plan fl, f 2  permet de dé f in i r  f igure  2-2 un hexagone A,B,C,D,E,F a 

l ' i n t é r i e u r  duquel il est possible de conclure à l a  s t a b i l i t é  

asymptotique globale des solut ions  de l 'équation (2-16). 

C e  domaine e s t  t r acé  pour une valeur pa r t i cu l i è r e  du paramètre 

I l  convient maintenant de préc i se r  l 'évolution de ce domaine 

lorsque a var ie ,  c'est-à-dire dé f in i r  l e s  l i eux  r e spec t i f s  des 

A,B,C,D,E,F. 

Afin d 'a l léger  l 'exposé, nous n'envisagerons pas l e  cas où a 

e s t  négat i f  compris en t r e  O et-1; en e f f e t ,  une analyse pa ra l l è l e  à l a  

précédente montre que le  chargement du signe de a rev ien t  à t r a c e r  un 

hexagone A '  B '  C' D' E ' F' symétrique du précédent par  rapport  à 

l 'axe v e r t i c a l  d'équation fl = 0. 

L'examen des inéquations précédentes nous permet de d é f i n i r  une 

équation paramétrique pour chaque sommet. C'est a i n s i  que nous avons : 

- Lieu de A (courbe ( 1 )  ) 

avec f l  d - 1 



- Lieu de B (courbe 2 )  

- I 
f2 - 7 avec 2 (4;-1.1 i f2 6 1 

- Lieu de C (courbe 3 )  

avec O s fi s 1 

- Lieu de D (Courbe 4 )  

- Lieu de E (courbe 5 )  

avec f O 
2 



Lieu de F 

F e s t  un point  f i x e  de coordonnées 

Nous avons t r a c é  figure 2-3 l e s  courbes (11, ( 2 )  ( 3 ) ,  (4 )  ( 5 )  

a i n s i  que l e u r s  symétriques correspondant aux valeurs  négatives du 

paramètre a. Il en r é s u l t e  un abaque gradué en va leurs  de a q u i  englobe 

tous  l e s  cas suscep t ib les  de s e  présenter .  





Compte tenu de l ' ana lyse  precédente, nous conclurons à l a  

s t a b i l i t é  des so lu t ions  de l ' équa t ion  (2-17) s ' i l  e x i s t e  dans l e  p lan  

( f,, f,) un domaine 
Da qui  contienne entièrement l a  courbe dé f in ie  

pa r  l e s  équations paramétriques : 

CONCLUSION . 

La mise en oeuvre d'une technique de cont rac t ion  s u r  un 

modèle redondant d'un processus donné permet de d é f i n i r  un ensemble de 

condi t ions  p a r t i c u l i è r e s  de s t a b i l i t é .  L ' in te rp ré ta t ion  graphique de ces 

condi t ions  f o u r n i t  un c r i t è r e  s i m p l i f i é  de s t a b i l i t é  asymptotique 

g lobale  pour l e s  récurrences du second ordre .  

Nous proposons au prochain chap i t r e  l a  mise en oeuvre de ce 

c r i t è r e  en vue d'une étude de l a  s t a b i l i t é  de c e r t a i n s  processus non 

l i n é a i r e s  du second ordre .  



APPLICATION PRQTTQUE VU CRIT€RE DE STABlLl?€ 

A VEUX SYSTEMES PARTICULIERS DU SECONO OWRE 

IMRûûüCTlON 

La mise en oeuvre du c r i t è r e  de s t a b i l i t é  présent6 au cours du p&6dent 

chapi t re  conduit pour les systèmes du second ordre -3 tracer dans l e  plan des 

coeff ic ients  il et  fp l a  courbe caractér is t ique de fonctionnement du systame 

étudié.  11 convient a l o r s  de chois i r  un domaine de s t a b i l i t é  qui contienne l a  

plus  grande p a r t i e  de c e t t e  courbe. 

Le premier exemple que nous proposons a f i n  d ' i l l u s t r e r  cet t e  étude 

e s t  r e l a t i f  à un système du second ordre a non l i n é a r i t 6  s6parable. La commande 

est 6laborée 3 p a r t i r  du s ignal  d 'erreur au moyen d'un 6chantillonneur l i n é a i r e  

de période constante T su iv i  d'un bloqueur d'ordre zéro. 

Dans un second exemple, nous envisageons une s t ruc ture  3 échantillonneur 

non l i néa i r e ,  l e  systsrne 3 asserv i r  e s t  un moteur commandé par modulation de 

largeur  des impulsions. 



Le système à commander compcmte une non Iin6aritg B ( E  ) prBcéCPInt un n 

organe linéaire caractsrisé par une fonction de transfert du second ordre de 

constantes de temps de l l e s  et dist inctes .  t et 5 Liemneur est échantillonn6e 3 2 ' 
et  bloquée à période constante T. te retour est unitaire. Figure 3.1. 

Figure 3.1. 

Ka partie l i n g a i r e  est  donc constituée de deux filtres du premier ordre 

en série, dont les wandews de sor'tie respectives y(t 1 et x( t  ) sont choisies cn- 

composantes du vectem état PCt), 

1 Le fonctionnement du système de La figure 3.1. est dgcrit par L 'équation 

matricielle : 

B( cn ) 
Lorsque l a  quantit6 - 

E 
est 3 variation bornée. Notons : 

n 
Iifc,) 

g r- 
'n 



Il vient pour 1 équation récurrente de 1 erreur échantillonnée 

Soit (I') le lieu caractéristique de l'évolution du système d'expression 

pararnétr ique : 

Dans ce cas particulier, lféchantillonneur étant linéaire, la cour:- 

(i') se réduit à une droite. 

L'exemple a été traité pour : 

T = l  Cl = 2 G2 = 3-95 

L1 étude graphique (figure3-2) met en évidence le choix de la val eV*- 

a = 0,35 permettant de construire un domaine adapté au problème. 

Il en résulte la contrainte suivante sur B -e 
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Dans le cas d'un système linéaire du même type, le gain maximal 

admissible sepait Bmax = 8,9 

711.3. EXEMPLE II 

Nous envisageons dans un second exemple, lf&tude d'un moteur commandé 

par modulation de largeur h partir d'un retour tachydtrique (figure3.3. ) . 

Les impuisions de commande sont rectangulaires, d'amplitude censtante l 
A e t  du signe du signal dtem?eur défini aux instants d16chantillonnage I 
T désigne la  période d * échant illonnage. I 
Tin = k /E,I la durée de lt impulsion en régime non satriré e t  l 
t l a  constante de temps du moteur. I 

caract6rise l'effet de retow . I 
111.3.1 - MISE EN EQUATION .......................... 

T En regirne non saturé : ( / L, 1 < Tl 

Le fonctionnement du système est décrit par l'équation matricielle (3-4) 



- Tin/l 
avec Din = e 

Un changement de représentation défini par la matrice de passage P 

conduit a l'équation d'état suivante : 

Une élimination de y' , permet d'écrire l'équation de récurrence de 
n 

1 'erreur échantillonné sous la forme : 



Dans cette expression les deux paramètres, amplitude et largeur de la 

modulation apparaissent distinctement ; l'étude de la stabilité du système décrit 

pour cette forme conduirait à définir des couples de valeurs K, et A vQrifiant 

certaines conditions. Toutefois, il est possible de se limiter à un seul 

paramètre noté Bo égal au produit du coefficient de proportionnalité k par 

l'amplitude cohstante A : 

Dans ce sens, notons 

L'expression 3.7 s'écrit alors 
* 

L'équation de la courbe (r ' )  caractéristique de ce systsme pour le 6gime 

non s a t d  ( lxnl < T/T) s'en déduit directement. Il vient : 

Soit la droite d'équation : 

f2 + 

= - 1 + B o  (1-D) 



T - E n  répime sa t iné  ( 1 e 1 > - ou J X n I  > TI+) n k  

Une étude tou t  à f a i t  s imila i re  peut être menée pour l e  cas  où l a  

largeur  des impulsions correspond à l a  période d'échantillonnage. Le fonctionnement 

c ? ~  mc~; l la te~~?  s';--??onte a l o r s  à ce lu i  d'un bloqueur, d'ordre z6ro s u i v i  d'une 

non l i n g a r i t é  du type "tout ou rien". 

L'équation mat r ic ie l le  (3.4) s ' é c r i t  a l o r s  

Le changement de base dé f in i  par l a  matrice de passage p exploi tée  

précgdemment conduit à 1 ' expression : 

e t  l ' é l iminat ion de y t n  en t r e  les deux équations e x t r a i t e s  de l a  forme mat r ic ie l le  

permet d ' é c r i r e  : 



En notant : 

e t  kA = Bo, on obtient  

(3.14) 

Il vient  i c i  encore l 'équation paramétrique d'une d r o i t e  (rH) : 

Soi t  : 

En déf in i t ive ,  l a  courbe (I') ca rac té r i s t ique  de ce systame Ci modulation 

de largeur  e s t  consti tuée de deux segments des d ro i t e s  ï" e t  ï'" graduées en 

fonction du signal d 'erreur  en(ou x 1. L'intersection de ces deux dro i tes  corres- n 
T pond à l a  valeur l im i t e  de rn = r; pour laque l le  il y a commutation du rdgime 

non sa turé  au Agime saturé.  



111 .3 .  - STABZLITE GLOBALE - METHODE GRAPHl<?UE ............................................... 

L'exemple e s t  t r a i t é  pour : 

Les courbes f '  e t  I'" t racées  dans l e  plan des coef f ic ien ts  f e t  f2 
1 

carac té r i sen t  l e  comportement du système. 

- En régime non saturé ,  l e  point ca rac té r i s t ique  de l 'évolution du 

1 
système appartient  au segment porté par l a  d ro i t e  T dt&quation (3.10) I fmit6  par les 

points  : 

5 = - - -  - 3 D = - 0,52 
4 f l  

- - - D  = - 
4 4 

x n = O  { e t x  = 1  
n 

- 1 1 1 f2 - 4 D  = 0,09 - - - D + - = 0,16 - 4 4 

- En régime sa turé ,  on obt ient  un segment de l a  d ro i t e  I'" d'équation 

(3.16) l im i t é  par l es  points  : 

Le paramètre a cho i s i  pour l ' app l ica t ion  du c r i t è r e  do i t  être t e l  que 

l e  domaine de s t a b i l i t é  correspondant contienne l a  plus grande p a r t i e  de c e t t e  

courbe. 



figure 3-4 



Ce r é s u l t a t  e s t  obtenu ( f i g u r e  3 .4 )  pour a = 0,28, t o u t e f o i s ,  l a  courbe 
. 8 

ï' n ' e s t  pas inc luse  totalement e t  son i n t e r s e c t i o n  av&d fa  limite du dorsaine de 

s t a b i l i t é  indique l a  valeur  maximum admissible pour x s o i t  : n 

OU encore : 

I l  convient en ce  point  de formuler une remarque importante. 

En e f f e t ,  l a  condit ion précédente ne peut c o n s t i t u e r  une condi t ion  

s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  asymptotique g lobale  que s i ,  dans l ' é v o l u t i o n  du processus,  

l a  va leur  du s i g n a l  d ' e r r e u r  cn r e s t e  e f fec t ivenen t  i n f é r i e u r e  à 4.6. 

Il convient donc d ' a s soc ie r  à c e  c r i t è r e  une condit ion supplémentaire 

a s su ran t  c e t t e  p ropr ié t é .  

D'autre p a r t ,  l a  méthode de cons t ruct ion  de l a  courbe c a r a c t é r i s t i q u e  

de c e  système conduit à quelques remarques q u i  peuvent permettre de con t r ibuer  

à une mei l leure  connaissance de c e  type de r é g u l a t i o n ,  

En e f f e t ,  q u e l l e s  que so ien t  les va leurs  des paramètres de régu la t ion  

(commande , r e t o u r ) ,  l a  d r o i t e  c a r a c t é r i s t i q u e  de fonctionnement en régime s a t u r é  

passe  p a r  un point  f i x e  de coordonnées : 



Le point  de fonctionnement tend ve r s  c e t t e  pos i t ion  lorsque l a  va leur  

du s i g n a l  d ' e r reu r  tend ve r s  l ' i n f i n i .  

Pour un f i l t r e  donné, l e s  paramètres de l a  boucle de r e t o u r  d é f i n i s s e n t  

l a  pente de c e t t e  d r o i t e .  

De l a  même façon, on remarque que l a  pente  de l a  d r o i t e  c a r a c t é r i s t i q u e  

du régime non silturé e s t  cons tante  e t  égale  à - 1, l a  pos i t ion  du point  d é f i n i  

par  E~ = O va r i an t  se lon  les va leurs  de Bo e t  A .  

Il appara l t  que l e  choix des  paramètres de commande e t  de r e t o u r  permet 

d ' a j u s t e r  l a  courbe c a r a c t é r i s t i q u e  du système en vue d 'ob ten i r  un mode de 

fonctionnement p a r t i c u l i e r  . 



l11.3.3 - CAS PARTICULIERS .......................... 

L'examen des  équations c a r a c t é r i s t i q u e s  montre immédiatement que ce 

choix du r e t o u r  l i n é a r i s e  l e  fonctionnement du système en régime non sa tu ré ,  

en e f f e t ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  f e t  f sont  a l o r s  des constantes e t  l a  courbe r '  
1 2 

e s t  r é d u i t e  à un point  dont l a  pos i t ion  est f ixée  par l a  commande Bo : 

f2  
= D (1 - Bo) 

Le point  s e  déplace donc s u r  l a  d r o i t e  

qui  se trouve être l a  courbe I'" c a r a c t é r i s t i q u e  du fonctionnement en régime 

sa tu ré .  

Plaçons-nous dans l e  c a s  l i m i t e  du domaine de s t a b i l i t é  l i n é a i r e  s o i t  

Bo t e l  que : 

11 vien t  

L 'appl ica t ion du c r i t è r e  ( f i g u r e  3.5) pour l a  valeur  O du paramètre a 

permet de  conclure à l a  s t a b i l i t é  s i  l a  valeur  du s i g n a l  d ' e r r e u r  r e s t e  i n f é r i e u r e  
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à l a  l i m i t e  correspondant à l ' i n t e r s e c t i o n  du domaine de s t a b i l i t é  avec l a  d r o i t e  

de fonctionnement : 

Compte tenu des  condi t ions  

La l e c t u r e  du graphique donne 

f 2  < 0,17 

S o i t  en remplaçant dans (3.15), il v i e n t  

Max lxnl < 4 

La s t a b i l i t é  du point  d ' é q u i l i b r e  se ra  par t icul ièrement  f o r t e  s i  1 'annula- 

t i o n  des c o e f f i c i e n t s  f e t  f s e  produi t  en ce po in t .  Dans c e  c a s ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  
1 2 

f l  e t  f:, tendent  à s 'annuler  en même temps que l e  s i g n a l  d ' e r r e u r  en. 

Il semble donc i n t é r e s s a n t  de déterminer X e t  Bo en vue de v é r i f i e r  c e s  

condi t ions .  

11 v i e n t  : 



figure 3-5 



X = .CD 

En supposant 

T = - T =  k = 0,8 

L'application du c r i t è r e  de s t a b i l i t é  ( f igure  3.6) pour a = 0,3 

conduit à imposer au s ignal  d 'erreur  l a  l imi ta t ion  suivante : 

Max lxnl = Max le,! 6,8 

Il convient encore de noter que c e t t e  contra inte  do i t  r e s t e r  vé r i f i ée  

pour permettre de conclure à l a  s t a b i l i t é  du processus. 





CONCLUSTOM 

La mise en oeuvre de condi t ions  de s t a b i l i t é  asymptotique g lobale  

pour un système du second ordre e s t  f a c i l i t é e  par  l ' u t i l i s a t i o n  d'un abaque 

gradué permettant un choix immédiat d 'un domaine adapté à un problème p a r t  iculis:? . 
En e f f e t ,  pour l e s  systèmes é tud i&s , , . l e  fonctionnement du processus e s t  ca rac -  

t é r i s é  par  une courbe paramétrique t r a c é e  dans l e  plan f 
1, f~ 

. Il  s u f f i t  a l o r s  

de c h o i s i r  un domine  contenant l a  p lus  grande p a r t i e  de c e t t e  courbe. 

L ' u t i l i s a t i o n  de c e t t e  technique permet d ' o b t e n i r  simplement des  condi t ions  de 

s t a b i l i t é .  Toutefois ,  c e l l e s - c i  d.oivent ê t r e  v é r i f i é e s  3 t o u t  i n s t a n t .  Or, pour 

un système dont on nc connait  que les condi t ions  i n i t i a l e s ,  il n ' e s t  pas poss ib le  

de prévoir  l e  régime t r a n s i t o i r e  sans  e x p l i c i t e r  les so lu t ions  de son modèle. 

Dans c e  sens ,  nous proposons dans l e  chap i t r e  suivant  d e  compléter 

c e t t e  i t u d e  de façon à g a r a n t i r  une v é r i f i c a t i o n  permanente de t e l l e s  condi t ions .  



STABZLTTE VIS A VIS DES VARIABLES - STABZLZTE TLLZMITEE. 

INJRODUCTT ON. 

La stricte application des critères de stabilité globale fournit 

généralement un ensemble de contraintes sur les paramètres décrivant 

le comportement du processus. Lorsque l'évolution de ces paramètres au 

cours du temps reste strictement indépendante de l'état du système, il 

s'agit de conditions de stabilité ne limitant pas le domaine d'évolution 

des variables. Dans le cas contraire, il convient de préciser, à partir 

de la condition de stabilité asymptotique globale, un domaine de variation 

des variables assurant la stabilité asymptotique du processus. 

Généralement, une telle étude est déduite des travaux de 

et conduit à la recherche d'équipotentielles particulières / 6 /. Toutefo;- 

cette méthode est d'une mise en oeuvre délicate lorsque la description 

du processus est redondante. 

Dans ce sens, nous proposons d'aborder ce problème par une 

technique différente en associant à une condition de stabilité globale une 

majoration de l'amplitude des oscillations limites du processus étudié. 



I V . 1  APPLICATION DES TECHNIQUES DE W5JOKATION DES OSCILLATIONS LIMITES i2 tlETUDE 
-1_----1--1--__-_------------------------------"---------~----*-----~------------ 

S o i t  D le domaine déduit de l t i ;pplication au système étudié 

de l a  condition de stabilité asymptotique globale d6f inie  au pr6eédent 

chapitre. 

L'Association de cette condition et d'une condition de majoration des osc i l la -  

t ions limites peut permettre de conclure à la stabil i té  ilfimitée d'un 

processus. En effet, X 'application d'un tel critère conduit à la définition d'un 

Domaine D' limitant lgmpl i tude  des osci l lat ions possibles du vecteur X 

figure 4-1. 

fig. 4-1 

Ainsi, quel que soit l ' é ta t  i n i t i a l  Xo du processus., au bout 

d'un temps suffisamment long, il l u i  comespond~a nécessairement un point de 

fonctionnement intérieur au domaine de majoration D* . 

Dans ce cas, si D* est inclus dans D, las conditions de 

stabilité asymptotique globale sont n6cessairement vérifiées. 11 est alors 

possible de conclum 3 l a  stabilité i l l imitée  du processus. 



IVL> MAJORATION DES OSCI LLATIONS LIMITES. - 
--- .................................... 

Nous u t i l i sons  une extension à l a  forme mat r ic ie l le  d'une méthode 

élaborée pour l e s  équations de récurrence s ca l a i r e s  /7/ /8/ .  

Le fonctionnement du système étudié e s t  d é c r i t  par le système 

d'équations non l i néa i r e s  : 

Notons : 

+ (X une nonne du vecteur Xn. 
n 

S ( A )  l a  norme correspondante de l a  matrice A .  
4J (4 

I l  v ien t  : 

4 (Xn+,) I S ( A )  . (4 (Xn> + Max 4 
cPcP 

Une majorante 0 des o sc i l l a t i ons  limites du processus (4-1) est 

déf in ie  par  l a  r e l a t i on  : 

Il  apparaî t  in téressant  d 'effectuer  c e t t e  étude graphiquement en 

t raçan t  séparément les courbes représentatives de deux fonctions du paramètre @ 

mises en évidence ci-dessus.~~intersection de l a  courbe somme avec l a  première 

b i s sec t r i ce  d é f i n i t  a lo r s  une majorante de l'amplitude maximum des o sc i l l a t i ons  

possibles.  



Nous proposons de mettre en oeuvre c e t t e  technique de majoration 

pour l e s  exemples t r a i t é s  au chapitre III. L'Association des r é s u l t a t s  a i n s i  

obtenus avec l e s  conditions de s t a ï i i t é  globale déjà déf inies  permet dans 

cer ta ins  cas de conclure à l a  s t a b i l i t é  i l l i m i t é e  du processus Qtudié. 

IV3 APPLTCATION AU SYSTEME A MODULATION D E  LARGEUR 

................................................... 

'"3.1. - MAJORATION QES OSCl LLATZONS LIMITES. 
........................................... 

Mous avons chois i  d'aborder l 'é tude d'un système commandé par  

modulation de largeur des impulsions dans le  cas pa r t i cu l i e r  du régime sa turé .  

En e f f e t ,  si  le  critère permet de déf in i r  une majorante d'éventuelles o sc i l l a t i ons  

pour ce type de fonctionnement, l e  problème est à f o r t i o r i  résolu  pour l e  

régime non saturé .  

Reprenons l a  représentation mat r ic ie l le  décr i te  en 3-17 

e t  effectuons un changement de base qui permette l a  diagonalisation de l a  

matrice carac té r i s t ique  du régime l i b r e  du f i l t r e .  Soi t  M l a  matrice de 

passage : 

L'équation (4-2) devient : 4 



Les nouvelles composantes du vecteur  d ' é t a t  s o n t  : 

S o i t  pour l e  s i g n a l  d ' e r r e u r  : 

E = Z  n n - X un (4-5) 

D'où, en in t rodu i san t  un paramètre h indépendant du système : 

L 

Notons 4 (Xn) = MaX(jzn], \ u n [  une norme du vecteur  d ' é t a t ,  il v i e n t  : 

P(Xn+l) 6 Max ( I l - h l ,  D) 4 (x,) + M (1 TA s igne  E -h cn 
ax n 

- h hunl A -  (4-7) 

Par  une nouvelle majorat ion,  on o b t i e n t  : 

Compte t enu  de l a  r e l a t i o n  (4-6), l a  d é f i n i t i o n  de l a  norme u t i l i s é e  

permet d ' é c r i r e  : 



" 3 - 2  APPLZCATZUN A R t  ETUVE V E  LA S T A B Z  LZTE 2 LLZMZTEE P A N S  LE CAS DES 

D I V E R S  REGLAGES ENVZSAGLS AU C H A P I T R E  PRECEVENT,  
................................................ 

Excniple 1 

Dans ce cas,  les valeurs caractér is t iques  du système sont : 

T = r  = k  = A = B o  = 1 

X = 0,25 

e t  une condition de s t a b i l i t é  globale étendue aux valeurs des var iables  

est déf in ie  par  l a  contra inte  : 

Cette condition carac té r i se  un domaine Dl dans l e  plan des 

var iables ;  La technique proposée consis te  à rechercher maintenant un 

domaine de majoration d'kventuelles o sc i l l a t i ons  du système étudié.  

Compte tenu des va 

/- A% 
O b Max ( I l - -h l ,  037) a + (4-12 ) 

I l  convient de noter  que c e t t e  r e l a t i on  (4-12) n 'a de sens,  

pa r  déf in i t ion ,  que pour l e  régime sa turé ,  c'est-à-dire pour des valeurs 

supérieures à l a  l imi te  de commutation s o i t  lorsque la contra inte  suivante 

r e s t e  vér i f iée  

I l  en r é su l t e  pour 9 l a  l imi ta t ion  suivante déduite de (4-5) : 

Dans ces conditions l a  construction graphique représentée 

f igure  4-2 conduit pour le choix de 

3 d é f i n i r  unemajorante 9 M : 
ax 

Max = 2 , l  (4-15 



La r e l a t i on  (4-5) implique a l o r s  

M 1 ~ ~ 1  < (1 + A )  4 = 2,6 ax (4-16) 

Cette dernière r e l a t i on  (4-16) caractér ise  un domaine 

D2 du plan des variables.  

Il est a i n s i  possible d 'affirmer que, quel les  que so i en t  

les conditions i n i t i a l e s ,  au  bout d'un temps suffisamment long, le 

point  représen ta t i f  du système devient e t  r e s t e  inclus  dans l e  domaine D,. 

O r ,  nous avons démontré que si  ce point  e s t  inclus  dans 

Dl, l a  s t a b i l i t é  e s t  garantie.  





Compte tenu du fait qua D2 est entièrement contenu dans D 
1 

(fig.4-3) l 'associat ion de ces  deux résu l ta t s  permet de  conclure à la 

* s t a b i l i t é  i l l imitée du systsme 6tudi.6. 

Figure 4-3 

Exemple II 

Nous avons vu au précSdent chapitre que le choix de l a  

valeur n u l l e  pour le  paramètre X conduit à un mode de fonctionnement 

particulier. Les paramètres sont alors : 

X = O  

et la commande est définie par 

Bo = 2,2 

valeur qu5 correspond à un p o i n t  de repos placé sur l a  front ière  du ~ O M ~ C  

de s t a b i l i t é  l inéa ire  dans le  plan des c o e f f i c i e n t s  fl , f2. 

Une condition de s t a b i l i t é  globale est d é f i n i e  par l a  contrainte . 

'ax lEnl < 4 
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L a  z i s c  en oïtivre de l a  technique de majoration des o s c i l l a t i o ~ ~  

l imi tcs  pcrmr:? alors de dé f in i r  l a  majorante suivante : 

C o r ~ ~ > t r  tnnu des valeurs num5riques, il vient 

Un raisonnement analogue 3 ce lu i  du paragraphe précédent conJ~~'-'  

à conclure à l a  s t a b i l i t é  i l l i m i t é e  du système étudié.  

Exemple III 

D e  l a  même façon dans le  troisième exemple où nous avons 

T = r =  k = 0,8 

s o i t  

A = r D = 0,29 

L'application du c r i t è r e  de s t a b i l i t é  conduit à imposer ail 

s i gna l  d 'erreur  l a  contrainte suivante : 

La méthodc de majoration des o sc i l l a t i ons  l imi tes  dé f in i t  

l a  l imi te  : 

Max IEnl < 495 

Il en r é su l t e  que pour ce type de s t ruc ture ,  calculée de façon 

à améliorer ! a  s t a b i l i t é  autour du point de repos, il e s t  possible de 

conclure également à l a  s t a b i l i t é  i l l im i t ée .  



CONC LUS ZOE! . ---------- 

L'utilisation d'un critère de stabilité globale conduit, 

pour un processus donné, à définir un ensemble de conditions suffisantes qui 

doivent rester vérifiées lors de l'évolution des paramètres. L'association 

d'un critère de majoration des oscillations limites peut permettre d'assurer 

la vérification de telles contraintes et dans cette hypothèse, la stabilité 

illimitée du proceesus étudié est garantie sous &serve d'une propriété 

particulière d'inclusion des domines mis en oeuvre. 

L'emploi de cette méthode dans l'étude de la stabilit6 d'un 

système moteur commandé par un modulateur non lin6aire du type "Modulation 

de largeur des impulsions~ a été envisagé pour divers réglages particuliers. 

Nous proposons maintenant de vérifier les résultats ci-dessus 

obtenus, en simulant sur calculatrice hybridequelques uns des modes de 

fonctionnement envisagés pour le système 3 modulation de largeur. 





s - i  1 
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CHAPITRE VI 

ETUOE VU TEMPS DE REPONSE PAR MAJORATION D'ORDRE a.  

INTRODUCTION 

La méthode de contraction directe au premier ordre simplifie considéra- 

blement l'analyse de l'évolution d'un processus. Elle permet ainsi, par majoration, 

de garantir un temps de réponse donné /2/. Toutefois, les conditions imposées aux 

paramètres du système sont généralement plus restrictives que si le système 

majorant est d'ordre supérieur 3 l'unité /g/. 

Dans ce sens, nous proposons dans ce dernier chapitre une technique 

d ' étude du comportement dynamique des systèmes asservis basée sur une majoration 
d'ordre a, a supérieur ou égal à l'unité, 



V l .  1. VEFINZTlON DU SYSTEME MAJORANT 

L'étude de l'évolution d'un processus échantillonne par contraction 

au premier ordre, conduit le plus souvent à définir une fonction des variables 

d'état caractérisant à chaque période d'échantillonnage l'écart du système 

à sa position d' équilibre. On peut songer à interpréter cette méthode en vue 

d'une majoration par un modèle d'ordre a &0'. Une telle étude peut être 

réalisée en introduisant une suite récurrente dont les termes se succèdent toutes 

les k périodes d ' échantillonnage . 

Nous supposons à priori que l'ordre q du système réel est alors un 

multiple de l'ordre a du système majorant : 

En effet, lorsque cette hypothèse n'est pas vérifiée, il suffit d'utiliser 

un modèle redondant / 3 / d'ordre q' r q et tel que l'on ait : 

q' = a'k 

Dans ce sens, nous serons amenés à noter V le terme d'une suite récur- 
N 

rente, associé à l'indice n et dépendant d'une séquence d'ordre k. Il est alors 

permis d'aborder l'étude du temps de réponse du processus initialement décrit par 

une récurrence scalaire d'ordre q, à partir de la vitesse de convergence d'une 

rdcurrence de la forme (6.1) : 

r constante supérieure 2 l'unité. 



V I .  2. CHOIX 1iE L4 BUTTE iW~RANTE 

Le système étudié  e s t  déc r i t  par l 'équation de récurrence s ca l a i r e  

suivante : 

Dans c e t t e  équation, E représente l e  s ignal  d 'erreur à l ' i n s t a n t  n 

d'échantillonnage nT ; les coef f ic ien ts  f .  sont des fonctions non l i n é a i r e s  des 
1 

E n+j (j = O, .:. , q - 1) e t  de n ; une t e l l e  représentation suppose un fonctionne- 

ment en régime autonome 21 p a r t i r  de conditions i n i t i a l e s  données. 

Le modsle chois i  d 'ordre q v é r i f i e  l a  r e l a t i on  

expression dans laquel le  a désigne l ' o rdre  du système majorant. 

Il vient  par  majoration : 

Soi t ,  en groupant les termes par fac teurs  de k éléments : 



Cette relation s'écrit encore plus simplement sous la forme : 

Par une nouvelle majoration, nous sommes conduits à ltexpression : 

Supposons vérifiée la contrainte suivante : 

Dans ce cas, 1' inégalité (6.6) se ramène à la forme : 



Par définition, chacun des éléments constitutifs de la suite MN 

doit majorer le groupe correspondant de k composantes du vecteur séquence. 

Pour que cette hypothèse soit vérifiée, il suffit de choisir M 
N 

selon la forme : 

Soit le système échantillonné régi par une équation récurrente de la 

forme : 

M14 = Max 
i 

La vérification de la contrainte (6..llj 

assure un amortissement de l'ensemble des composantes successives du vecteur 

séquence caractérisé par un coefficient d'atténuation égal à l/r selon la 

relation : 

Max ( 1 'n+q - Iki - (k-1)) 1 9 9 l'niq - ki 1 
i-1 r 

(6.9) 



avec vn = Max 
i ( l ' n + i l ) ( i = o  y . . . y  k-1) 

V I .  3 .  2.  - DEMONSTRATION 
- - - - - - - - - - - - - , - - - - - - - - - -  

L a  l o i  de formation proposée pour l a  s u i t e  M d é f i n i t  s ans  ambiguité 
N 

chacun de s e s  termes ; a i n s i  pour l e  terme M 
N + l Y  il v ien t  : 

( Ign+q - k -  ( 2  -1))  - k i  + k 
MN+1 = Max 

i-1 
(6.13) 

i r 
i = ly.. . ,  a 

I l  convient maintenant de p r é c i s e r  l a  valeur r e l a t i v e  des  expressions 

de M e t  MN+1 dans l e  but de d é f i n i r  une r e l a t i o n  e n t r e  ces éléments. N 

La comparaison des r e l a t i o n s  (6.9) e t  (6.13) m e t  en évidence l e  r ô l e  

prépondérant des  k termes suivants  

En e f f e t ,  t ous  les termes communs aux deux expressions appara issent  

avec un c o e f f i c i e n t  de pondération l/r dans l a  d é f i n i t i o n  de M 
N + 1 '  

Dans c e  c a s ,  pa r  a s soc ia t ion  des  r e l a t i o n s  (6.8) e t  6.91, il v i e n t  : 



~'incrémentation d'une unité des indices de la relation (6.8) 

conduit à écrire : 

Cette relation implique par conséquent 

Par itération, il vient : 

1 
Icn+ql F Y n 

Compte tenu des définitions de M et de M 
N N+1' 

il en résulte une 

majoration de la forme 

Soit alors V une suite majorante de la suite M définie par la N N 

récurrence 



avec l a  condit ion i n i t i a l e  

Dans c e t t e  hypothèse, l a  s u i t e  VN dont l e s  t e r n e s  s e  succèderit ':c:::css 

l e s  k périodes avec un af fa ib l i ssement  constant  l/r na jo re  l c s  E succesc;ii's 2 J 

p a r t i r  de  E avec l a  condit ion i n i t i a l e  : 
q 

i q-k l t q - l l  1' I'q-[ki-(k-l))l'**>l~q-kil I E k - l ,  
Vo = Max ,..¶ ,..¶ Y * . Y  a-1 a * . ,  i-1 1 r r I' 

Q . E . D .  

Le c r i t è r e  proposé se p r ê t e  à une i n t e ~ p r é t a t i o n  graphique s i q l :  

en e f f e t ,  nous devons d é f i n i r  l a  réponse du système d 'ordre  a de coefficient 

d ' a t t énua t ion  l/r q u i ,  pour l a  p lus  p e t i t e  condi t ion  i n i t i a l e ,  m a j o ~ e  ail:: q 

pmmiers i n s t a n t s  d 'échanti l lonnage l ' e r r e u r  en. 

Nous avons t ra i té  qua t re  exemples d e s t i n é s  à i l l u s t r e r  c e t t e  CL: :< : .  

L'appl ica t ion  p ra t ique ,  d i f f é r e n t e  se lon que l ' o r d r e  q du processus e s t  or nez 

mult ip le  de a est p réc i sée  dans l e s  deux premiers exemples. Les deux a u t r e s  

r e l a t i f s  aux va leurs  extrêmes a = 1 e t  a = q ,  permettent de d é f i n i r  l 'évcï.v :io 

des  condi t ions  imposées au  système selon l ' o r d r e  c h o i s i  pour l a  majorante, 



V I . 4 . , .  - PREMIER EXEMPLE : q = a k 

S o i t  l e  système a s s e r v i  r é g i  par  l ' équa t ion  récur ren te  : 

évoluant à p a r t i r  de condi t ions  i n i t i a l e s  

Nous proposons de d é f i n i r  un système d 'ordre  3 ,  majorant du précédent ,  

q u i  converge avec un c o e f f i c i e n t  d ' a t t énua t ion  1/2. 

En supposant v é r i f i é e  l a  condit ion : 

Le  c r i t è r e  proposé permet d'énoncer que l e  système é t u d i é  e s t  

majoré pa r  un système d 'ordre  3 ,  de c o e f f i c i e n t  d ' a t t énua t ion  1/2 e t  de condi t ion  

i n i t i a l e  : 

Ce r é s u l t a t  est rep résen té  f i g u r e  6.1. 



V?.4.2,  - DWIEME EXEMPLE : q t  - a' k 
-------*------------------------------ 

Afin de montrer les diverses possibilités d'application de cette 

méthode, nous proposons un groupement des termes par 4 permettant de d é f i n i r  

un système d'ordre 2 pa r t i cu l i e r ,  majorant du système pinÉcédant et  convergeant 

avec le coefficient d'atténuation 1/2. 

11 convient dans ce cas dVuti.liser En moiIsle redondant dont l'ordre 

soit murltiple de celui choisi. pour l e  système majorant. Compte tenu de ces condi- 

tions ; l ' appl icat ion du cri tere conduit au résultat représenté figure (60.2) 



La di f fgrence  fondamentale entre ces deux applications est due au rôle 

r e s p e c t i f  de chaqua paramètre ; en effet, les pondérations appara issant  lors de 

l ' a p p l i c a t i o n  du critère d6l;ecdent da S ' o rdre  d e  l a  majoration par 1 ' in t roduct ion  

de a coefficients d i f f é r e n t s  affect& aux coefficients f.. T L  en es t  de même pour 
1 

l e s  cond i t ions  initiales. 

V I .  - 1AOISIEME EXEMPLE : a = q 
- - - - - - * - - - - - L I - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

Envisageons l e  cas particulier où u = q ,  c ' e s t  2 d i r e  une majoration 

par un systeme d'ordre q. Nous retrouvons alors un critère énoncé antérieurement 

par P. VZDAL / / 

Supposons vérifiée l a  condit ion 

r constante  rée l le  s u p e r i e w e  ?i l ' u n i t é .  



Le système proposé est niajar6 par un système d'ordre qi de coefficient 
.. . . / 

6'att6nuation l/2 e t  d e  condition i n i t i a l e .  

L'illustration graphique de ce r k s u i t a t  es t  représentée figure 16.3) 

e t  f igure  (6.4)  

canditioa ioitialç du t g Z  

e y s t b  majorant. 

Nous remarquons la nature dissymétrique du domaine caractérisant les 

contraintes  imposées aux coefficients f, ; elle résulte de l a  p6ndératinn qui 
1 

consis te  2 a f f ec t e r  à chaque f .  un coeff ic ient  d i f fé ren t .  Il en est de &me 
1 

pour les conditions i n i t i a l e s  dont l 'ordre d'apparition revêt alors une grande 

importance. Toutefois, la vi tesse  de convergence garantie est i c i  maximale pour 

un coefficient d'attériuation donné puisque celu i -c i  intervient  à chaque période. 



En cho i s i s san t  a = 1, l e  système majorant e s t  a l o r s  du premier ordre  ; 

il en r é s u l t e  des  p a r t i c u l a r i t e s  mises en évidence par  l e s  f i g u r e  (6 .5)  e t  

f igure  (6.6) qu i  i l l u s t r e n t  l e  c r i t è r e  suivant  : 

Supposons v é r i f i g e  l a  r e l a t i o n  : 

S o i t  

Le système proposé est majoré par  un système du premier ordre  de coef- 

f i c i e n t  d ' a t t énua t ion  l/r e t  de condit ion i n i t i a l e .  

La condi t ion  i n i t i a l e  du système majorant e s t  d é f i n i e  i c i  par  c o m ~ a r a i -  

son d i r e c t e ,  sans pondération a r b i t r a i r e ,  des q  condi t ions  i n i t i a l e s  ; a i n s i ,  

chaque valeur  i n t e r v i e n t  de l a  même façon ; il en e s t  de même pour l e s  c o e f f i c i e n t s  

non l i n é a i r e s  f i  pour l e s q u e l s  l a  condi t ion  de convergence s e  t r a d u i t  par  un do- 

maine symétrique qu i  t rouve i c i  s a  dimension maximale v i s  à v i s  des  va leurs  de a . 



condition intiole bu 

syksa- majorant. 

Figure 6-5 

Figure 6-6 

Notons cependant que la  vitesse de convergence garantie au système 

correspond à un amortissement de l/r t o u t e s  les q périodes c 'es t  à d i r e  que, 

relativement au cas précédent ,  e l le  est considérablement rgduite. 

Lt6cart d'un système avec sa position d'équi l ibre  peut être carac- 

térisé par une fonction de s e s  variables d <état. L t  é tude  de cet te  fonction permet, 

par majoration, de d é f i n i r  un ensemble de c o n t r a i n t e s  suffisantes pour gEiIYtntir 

une vitesse de convergence donnée. 

La simplicité de l ' i n t e rp ré t a t i on  graphique permet une comparaison 

rapide des résultats obtenus par d ive r ses  majorations e t  faci l i te  a i n s i  un choix 

adapté à un problème p a r t i c u l i e r .  




