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INTRODUCTION GENERALE
Le travail que nous présentons dans ce mémoire concerne 1l'étude
des systémes échantillonnés non linéaires fonctionnant en régime dynamique.
Ceux-ci sont généralement caractérisés par un modéle décrit sous la forme
d'une équation de récurrence et la convergence de la solution de cette récurren-

ce permet dans la plupart des cas de garantir la stabilité du processus étudié.

En raison du caractére non linéaire de tels systémes, il est parfois
difficile d'entreprendre une étude directe de la stabilité, dans ce cas,
une technique usuelle consiste 3 déduire la propriété de stabilité du

processus initial de celle d'un modéle simplifié, pris en référence.

Les techniques de contraction basées sur ce principe sont pour la
plupart une extension des travaux de LJAPUNOV et conduisent d la définition
d'un systéme du premier ordre dont 1'évolution majore celle du systéme

étudié.

Dans le premier chapitre, nous définissons la classe des systémes
que nous proposons d'aborder ainsi que les principales représentations
utilisées pour décrire leur comportement. Le plus souvent, on adopte une
représentation du processus selon un modéle mathématique mis sous la forme

d'une équation d'état et utilisant un nombre minimum de paramétres.

La majoration par un systéme du premier ordre peut alors &tre
directement envisagée pour ce type de représentation. On peut songer
3 interpréter ce mode d'étude. En effet, cette méthode implique généralement
une perte d'informations et impose par conséquent aux paramétres, des
contraintes de stabilité@ parfois trop restrictives; il est donc souhaitable

de compenser cette perte d'informations par un artifice particulier.




Dans ce sens, nous proposons de choisir un modéle initial redondant
obtenu par l'introduction de variables supplémentaires; cette transformation
entraine une augmentation de l'ordre apparent du modéle et conduit 3 étudier

une nouvelle récurrence, d'ordre supérieur, mais de forme identique.

On peut alors utiliser, pour ce modéle, les méthodes de contraction

usuelles et envisager l'effet des redondances sur les conditions de stabilité.

Ainsi, au cours du chapitre II, une telle modification du modéle
conduit 3 1'énoncé de nouvelles conditions de stabilité asymptotique globale.
Cette méthode développée pour les systémes du second ordre permet le tracé

d'un abaque facilitant l'interprétation graphique des résultats.

La mise en oeuvre est illustrée au chapitre III sur deux exemples
particuliers du second ordre et de structures différentes. Le premier concerne
1'étude de la stabilité d'un systéme non linéaire, & non linéarité séparable
et & commande échantillonnée lindaire. Le second est relatif 3 1'étude de
1'asservissement d'un systéme lindaire 3 commande non lindaire par modulation

de largeur des impulsions.

Il convient de noter que les conditions de stabilité définies &
partir du critére de stabilité globale doivent, pour permettre de conclure
de fagon définitive, 8tre vérifides 3 chaque instant. L'application pratique
d'un tel critére peut donc s'avérer parfois délicate. Ainsi, au cours
du chapitre IV, nous proposons de montrer que par l'association d'un critére de
majoration des oscillations limites aux critéres de stabilité usuels, il
est parfois possible de résoudre ce probléme et &ventuellement de conclure

d la stabilité illimitée du processus étudié.

La simulation sur calculatrice hybride d'un systéme asservi commandé




par modulation de largeur permet, au cours du chapitre V, d'illustrer ces

résultats.

Enfin nous proposons, au cours du dernier chapitre, une technique
d'étude du comportement dynamique des systémes asservis basée sur une

majoration d'ordre supérieur 3 1'unité.




CHAPITRE 1

i

FORMULATION DES SYSTEMES ECHANTILLONNES NON LINEAIRES

INTRODUCTION

Les systémes &chantillonnés sont généralement décrits i partir
d'un modéle discret par des &quations de récurrence, ce mode de repré-
sentation conduit & un symbolisme mathématique simple, de type matri-

ciel ou scalaire.

Aprés une présentation générale des processus de régulation
échantillonnés, nous précisons dans ce premier chapitre la classe des
systémes que nous nous proposons d'aborder ainsi que les principaux

modéles mathématiques ‘qui permettent d'analyser leur comportement.




I.7. DESCRIPTION GENERALE DES SYSTEMES ECHANTILLONNES.

Les systémes €chantillonnés de type courant se raménent générale-

ment au schéma de la figure 1.1.

Modulateur :

entrees Elaboration de uct) S .*_Snnxins___£:>
la commande

Retours | -

figure 1~1.

Le systéme multivariaeble S & commander est supposé lin€aire. Un
- modulateur de structure non linéaire €lubore 8 partir des signaux d‘en—
trée et dss retours le vecteur de commende U . Si t désigne 1'instant
du n}éme &chantillonnage, la connaissance des signaux d'entrée pour
tout t 3 t ne peut suffire & caractériser 1l'évolution du systéme ; il
est également nécessaire de Gisposer de 1'6tat du systéme 4 1'instant t, -
Celui~ci est genéralement décrit par les q variables yi qui

N,
(131’~H:Q)
constituent les composantes du vecteur état v, -

La dimension Q de 1l'espace d'état définit 1'ordre du systéme.




En régime autonome, l'évolution du systéme lindaire 3 régler

est régie par une équation de la forme :
Y'=M .Y (1.1)
M : Matrice & coefficients constants.

Une relation liant les &tats du processus entre les instants

successifs t, et t se déduit immédistement de 1'€quation (1.1).

n+1

Par intégration, il vient :

(¢ -t )M
= ¢ ot m Y (1.2)

Yn+1

La linéarité de l'organe asservi permet d'obtenir 1'équation
matricielle régissant le fonctionnement dynamique du systéme en adjoi-
gnant au second membre de 1l'équation (1.2) un vecteur représentant la

contribution de le commande /1/ :

(tn+1 - tn) M '
Y, = e bR (6, . t)  (1.3)
K(tn+1 5 tn) désigne le vecteur contribution de la régulation &

1'état du systéme & l'instant toer Ses composantes caractérisent a3

1
1'instant L 1'état du systéme partant de conditions initiales nulles

*

et soumis 3 la commande U(t) dans 1l'intervalle tn . tn+1




Dans le cas le plus général, 1'8quation (1.3) peut &tre d'wne
forme trés complexe et d'une exploitation difficile. Elle se éimpliﬁe
toutefois beaucoup avec la structure de l'asservissement gui, dans de

nopbreux cas, peut se ramener A un modéle monovarisble.

I.2. DEFINITION DES SYSTEMES ETUDIES.

les systémes que nous proposons d'étudier sont représentés par

le schéma - bloc figure (1.2)

u(t)

) el L(P) ff .

()

figure 1-2
Les grandeurs d'entrée et de sortic sont notées respectivement
e(t) et y(t) . le filtre i régler est d8fini per une fonction de trans-
fert L(p) d'ordre ¢ qui se raméne & une fraction rationnelle en p de
nupérateur wité. Il est soumis 3 wn signal de commande u(t) &leboré

par modulation non lin€aire du signal d'erreur e(t) préalablement &chan—




tillonné . R(P) carectérise le signal de retour défini per wne com-
binaison linéaire des composantes du vecteur &tat . L'échantillonnage
est effectué & période constante T par un échantillonneur sans mé-

moire.

L'étude du comportement dynemique d'un tel systéme peut Stre
abordée différemment selon la formulation methématique adoptée. Dans
ce sens, nous proposons de rappeler deux modéles classiques de repré-

sentation des processus échantillonnés.

1.3. MISE EN EQUATION

1.3., - FORMULATION MATRICIELLE.

- . " W W - -

La période d'échantillonnage T est constante, il en résulte

un modéle de la forme :

=AY + K(t ,t ) (1.4)
n n

n+1 n+1
agvec

M(t -t ) MT
A=e n+1 n = =

A 1'8quation (1.4), il convient d'adjoindre une relation qui

explicite la rétroaction soit :




e = e - A ¥ (1.5)

Le vecteur ligne AT définissant la chalne de retour de fonction

de transfert R(p).

L'échantillonneur est supposé sans mémoire, le signal de commande
€laboré au cours d'wne période ne dépend donc que de la dernifre infor—

mation discréte captée, il en résulte :

K(tn ° tn+1

) = K(sn) (1.6)

Le vecteur de commande est souvent représenté lorsque cela a

un sens, sous la forme :

K(en) = k¥ (en) e

Il en résulte pour le processus décrit figure 1.2 un comporte-
ment dynamique ceractérisé par le systéme d'équations non linéaires

suivant :

(1.7)

]
>
=<
+
WN'
-~
o
sv
™

Yn+ 1

€ = e - A Y (1.8)




1.32. FORME SCALAIRE DES EQUATIONS.

- - - ————— - —— - . - A -

1.3, ; - Noiion de vecteur slquence.

Le vecteur d'étst introduit un ensemble de paramétres instanta-
nés dont la connaissance est nécessaire 3 la détermination de 1'évolu-
tion d'un systéme ; au contraire, la notion de séquence est relative
aux valeurs successives qui peuvent &tre observées sur we vafiable
donnée en des instants discrets distinets ; wne suite d'observations
suffisent & prédéterminer le comportement d'un systéme, constitue une
séquence et peut permettre de conduire & une représentation récurrente

scalaire ou vectorielle.

Fomulation .

1'32.2 R rktsg-satget-id

A partir d'une itération sur la relation (1.7), il est possible

de définir 1'état du filtre & 1'instant (n+m)T :

. € . (1.9)

nim-i n+m-i

Une somme pondérée par les coefficients a, des relations (1.9)

lorsque i varie de 0 4 q : conduit: & écrire :




q q . q-1 q
a. Y s = : Y + 1§ ¢ z
i ot g D gm0 P pegueq

a-k _*%x
A K (en+J) (1.10)

Og-J-1
Un choix des coefficients oy correspondant & ceux du polyndme
caractéristique de la matrice § coéfficients constants A définissant

le régime libre du systéme permet de simplifier cette expression, il

vient :
q q-1 q
q-k KX
L o, Y, .= I ¢ T o _._.A (e ) (1.11)
j=0 n+g-i J=o n+J k=J+1 k~J-1 n+dJ

Soit en exprimant 1l'effet du retour défini par la relation (1.8) :

q q ay q
I € P2 a
J=o " gege K7

o, € i = O, € L os pT a3k K?(€n+J) (1.12)
izo t P 4o 4

Ce résultat améne logiquement la relation :

q .
£ AT ATk X

).-

= I ) + a (1.13)
k=qg-i+1

E:n-O-q—:i. ak-q+i-1 n+q-i i

Il en résulte 1'équation de récurrence /2/ définissant 1'évolu-

tion de 1l'erreur &chantillonnée :

q

aQ
+ I f. (e (1.14)

a, e . =0 € ) .) . € .
. i - + . n+g-1 +q-1
j=o % nd+q-1 © ntq .4 1 Q n+qg
Dans le cadre d'une &étude de la stabilité du processus, on
envisage un fonctionnement en régime autonome c'est 3 dire pour wune

€volution 3 partir de conditions initiales, le signal d'entrée &tant nul.




Le systéme est alors dferit par une relstion sans second

membre et l'équation (1.14) devient alors :

) . € =0 (1.15)

3 (
€ Z f.(e ntq-i

n+qt j=q 1 n+q-i

Lorsque les coefficients fi(.) sont bornés, la nullité des ©paqei
sur une séquence permet de garantir que 1l'état d'équilibre atteint est

4 l'origine, soit :

= as =
Dens le cas le plus général, c'est & dire lorsque 1'observa-
bilité de la boucle ouverte est effective pour la période d'échantil-
lonnage considérée, il en résulte la méme propriété pour l'asservisse-

ment.,

CONCLUSTON

Le description des systémes discrets non linfaires peut &tre

envigsagfe & 1'aide d'€quations de récurrence scalaires ou vectorielles.

Dans cette hypothése, 1'étude de leur comportement dynamique se
ramdne le plus souvent & définir 1'évolution des solutions de ces &qua—

tions. Toutefois, la non linéarité des coefficients ne permet générale-
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ment pas une &tude directe et conduit 3 mettre en oeuvre des méthodes
particuliéres qui utilisent pour la plupart des notions de contrac-

tion.

Ainsi, dans le prochain chapitre, nous proposons la mise en
évidence d'une condition de stabilité asymptotigque globale.d partir

d'un modéle mathématique particulier du processus.
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CHAPITKRE 11

UTILISATION DE MODELES REDONDANTS A L'ETUDE DE LA
STABILITE DES SYSTEMES ECHANTILLONNES NON
LINEAIRES

INTRODUCTION

De nombreux critéres /2/ ont &t€ proposés en vue de 1'étude de
la stabilité globale des systimes &chantillonnés non linéaires. Les con-
ditions obtenues sont trés générales, mais assez dures car elles ne
tiennent souvent pas compte de la forme particuliére des €quations de
récurrence mises en oeuvre. De plus, les modéles mathématiques de 48—
pert utilisent toujours un vecteur &tat ou séquence de dimension mini-

male.

Compte tenu de ces deux remarques, nous proposons dans un premier
temps un critére de stebilité asymptotique globale valable pour une classe
-assez &tenduc de systémes usuels. La deuxiéme partie de ce chapitre envi-
sage l'application de ce résultat & partir d'un moddle d'ordre supérieur a

celui du systdme étudié. La mise en oeuvre de ces deux méthodes conduit dens
le cas des asservissements discrets du second ordre 3 unabaque

d'utilisation simple.
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11.1. DEFINITION DE LA CLASSE DES SYSTEMES ETUDIES.

les asservissements discrets non linZaires que nous proposons

d'analyser correspondent au schéma-bloc de la figure 2.1 :

ult) R
I | e IS "

(P)

- figure 2 - 1 ~ ¢

La boucle ouverte de ces systémes monovarisbles comporte succes—
sivement wn &chantillonneur non linfaire sans mémoire de période cons-
tante T et un organe & commander, d'ordre g , de transmittance L(p) .

La chaine de retour est caractérisée par we fonction de trensfert R(p).

8i nous convenons de noter €, le signal d'erreur aux instants
d'€chantillonnege, 1'équation de récurrence qui régit ces systémes en

régime autonome, e(t) = o , est de la formz :

Y. e =z 0 (2.1)

q
: £ ¢ n+g-i

€ .
i Tntg-i
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Les fi(€n+q~i) étant des fonctions scalaires réelles qui dé-

pendent de 1'¢chantillonneur et du filtre L(p)

I1.2. CRITERE DE STABILITE GLOBALE

ENONCE

Toute solution de 1l'@quation de récurrence (2.1) tend asympto-
tiquement, quelles que soient les conditions initiasles, vers la posi~
tion d'équilibre steble

€ = 0 (2.2)

quand est satisfaite la contrainte :

q
ol s 18 (2.3)
i=1

quel que soit le param@tre rfel o, 8§ &tant fixé et tel que :

DEMONSTRATION

Considérons le systéme d‘ordre q :




- 14 -

ntbt fi (en) L yi
y§+1 =T f2 (en) <&y yi
y2+1 =T f3 (en) P gyt yg
(2.4)
At )
yrql+1 =T fq (en) * n

ce modéle mathZmatique est un équivalent de l'équation (2.1) que 1l'on

retrouve per simple élimination des varisbles réelles annexes y;(i_1 Q)"
“lgee ey

Soit la suite Wn telle que :
- i
o= ]en] + 0z lynl (2.5)
1=2
Il vient, compte tenu du systéme (2.L4)
I £ (e ) oy (2.8
LAV 121' file I - lenl * ii Yn :

D'ou par association de la contrainte (2.3) imposée aux coefficients

’9n
=
i

8 e | (2.7)
n

n+1 n
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La suite positive non croissante Wn tend vers une limite d'ol :

lim je | = o
n
n >«

Ce qui démontre le résultat déja &noncé.

UTILISATION DU CRITERE /3/

La condition de stabilité globale (2.3), valable pour les sys-—
témes régis par une équation de récurrence de la forme (2.1) est moins
restrictive, dans ce cas particulier, que le critére plus général de
WEGRZYN et VIDAL /2/ . En effet, ces auteurs analysent une équation de

la forme :

)

o (2.8)

£ . (g .) . € .
n+q 1 1 n+g-1 nt+g-i

aucune hypothése n'étant faite sur les coefficients non constants fi N

ils proposent la condition de convergence :

q
r £, (e

. i " nt+g-i
i=1 @

g 1-8 (2.9)

Toutefois, le mise en oeuvre de cette condition peut parfois

s'avérer délicate.

Le résultat que nous proposons conduit & généraliser la notion

de courbe caractéristique d'un systéme &chantillonné non linésire intro-~
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duite par POVY & propos des asservissements commandés par modulation

de largeur /4/.

Dans l1l'espace des coefficients fi qui epparaissent dans la

relation (2.8) , définissons la courbe d'équation paramétrique :

fi = fi (c) (i=1, «v.5 Q) (2.10)
Le critére proposé est alors d'utilisation simple ; en effet,
la stabilité globale est assurée si la courbe caractéristique définie

en (2,10) reste pour o quelconque dans un domaine tel que :

q
z lfi (a)] & 1-38 (2.11)

i=1

L'exploitation de ce résultat est particuliérement facile dans le
cas des systémes du second ordre pour lesquels les interprétations graphi-

ques apportent une aide non négligeable.

T1T - EXTENSION DE LA CONDITION DE STABILITE GLOBALE :

Le domaine de stabilité défini dans 1l'espace des coéfficients par
la condition (2.11) est assez restreint par rapport aux résultats obtenus
dans 1'hypothése linfaire. Diverses méthodes qui utilisent souvent la
notion de contraction. permettent d'introduire d'autres contraintes suffi-

santes pour assurer la convergence des solutions de 1'équation (2.1) /5/.
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Nous proposons ici d'opérer d'une maniére différente en intro-
duisant un vecteur séquence redondant puis en appliquant au nouveau

systéme d'ordre plus &levé le critdre proposé plus haut.

DEFINITIONS ET PROPRIETES DU SYSTEME REDONDANT.

Effectuons une combinaison lin€aire des deux expressions obtenues
en &crivant la relation de fonctionnement (2.1) aux ordres (n+1) et n ,

il vient :

-

) n+q—i.-J

+ .
€n+q—i+;] & [;n+q+ i§1 fl(

).€

q
. (e

E:n*'q*- 1+ =1 mq-i+1 n+q-i
(2.12)

a étant un paramétre réel et constant.
Nous remarquons deux propriétés essentielles :
-~ Les solutions de 1'équation (2.1) constituent un cas particulier

de celles qui satisfont & la relation de récurrence (2.12), en effet, ces

derniéres sont obligatoirement solution de :

M0

.= A (-2)" (2.13)

£ + €., .) < E
ntq-1 ) n¥a-1

n+q fi (

i=1

A &tant une constante arbitraire, nous retrouvons 1'équation

initiele (2.1) en faisant :
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Par conséquen*, la stabilité globale des solutions de (2.12)
implique la méme propriété relativement 3 la relation (2.1) caractéris-

tique du systéme Ztudié.

- L'équation (2.12) est d'wne structure qui permet 1'application
du critére de stabilité globale (2.3); en effet, elle peut s'exprimer
sous la forme :
q-1 -
en+q_~i-1 * [f1(€n+q)+ 8] ' en+q * 121 fi+1 (En+q-i) * afi(en+q—i)—' * £n+q-i
(2.14)

+afq(en) .« €, =0

CONDITIONS OE STABILITE DEDUITES DU SYSTEME REDONDANT.

-~

Compte tenu des propriété€s que nous avons signalées & propos du
systéme redondant, il vient immédiatement pour le modlle &tudié (2.1)
la condition de stabilité globale :

(a) + a] + i [fi+1(a) + a fi(a)l + |a fq(a)l $1-68 (2.15)

1
a étant fixé, cette contrainte doit évidemment Stre satisfaite pour toute

valeur du paramétre réel a

Ainsi, la condition (2.15) permet pour une valeur donnée de a

de définir dens l'espace des coefficients fi =1 q)un domaine de
“lgensey

stabilité globale Da .
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Si la courbe caractéristique du systéme (2.1) étudié définie
par les équations paramétriques (2.10) reste 3 1l'intérieur de Da pour
toute valeur réelle du paramétre o , la stabilité globale en résulte pour

les solutions de 1l'équation de récurrence correspondante (2.1).

APPLICATION AUX SYSTEMES D'ORDRE 2.

Le probleéme de la mise en oeuvre de la condition de stabilité
n'est pas totalement résolu pour des systémes d'ordre quelconque ; en
effet, le choix de q demeure 3 priori arbitraire. Il est toutefois indis-

pensable d'imposer :

la] < 1

Dans le cas contraire et comme l'indique la relation (2.13), la
stabilité du systéme redondant ne serait pas assurée et le contrainte

(2.15) ne permettrait en aucun cas de conclure.

Dans le cas des systémes du second ordre, l'exploitation peut &tre

facilitée par une représentation graphique.
L'équation de fonctionnement (2.1) devient alors :

) . €

4
€ f1 (en+

n+2 + fz(en) . € =0 (2.16)

1 n+1




- 20 -

Un domaine suffisant de stabilité globale Da est alors précisé

par 1'inégalité :
|£, +a] + [£, + e £.]+ |af,] <1 (2.17)

La contrainte relative au paramétre 6 introduit dens la définition
du domaine relatif aux systémes d'ordre q (2.15) implique en fait la sup—

pression de la frontiére de Da .

£

L'étude de la relation (2.17) conduit & diviser le plan f1 » T,

en huit zones distinctes selon la forme prise par 1'inégalité.

Nous supposons dans un premier temps que le paramétre a est compris

entre o et 1 :

f les

I1 est alors possible de distinguer dans le plan f1 » T,

zones suivantes

Zone 1
f1 > - a
l-a
f2 > - a f1 f2 < - f1 t T (2-17-1)
£f. > o

2




Zone 2

f. < -a

f, < -af

+ 1 ( 2-17-2)

f2 >- 1 + fl (2-17-3)
£oo - f, 2 L1 (2-17-4)
2 1 1-a

£,> - 22 g _lta o, 100

i-a _ 1-a

2> % T T T (27178)
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- 1+a
fpefy v 13
£,<- £ - 1 (2-17-8)

&= O
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(2-17-7)

® o\ 12 L e
® ®
4 f2=-af1

figure 2-2
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L'interprétation graphique de ces divers résultats dans le
plan fl’ f2 permet de définir figure 2-2 un hexagone A,B,C,D,E,F &
1'intérieur duquel il est possible de conclure 3 la stabilité

asymptotique globale des solutions de 1'équation (2-16).

Ce domaine est tracé pour une valeur particuliére du paramétre

o]
1]

0,5

Il convient maintenant de préciser 1l'évolution de ce domaine
lorsque a varie, c'est-d-dire définir les lieux respectifs des

A,B,C,D,E,F.

Afin d'alléger 1'exposé, nous n'envisagerons pas le cas od a
est négatif compris entre O et-l; en effet, une analyse paralléle d la
précédente montre que le chargement du signe de a revient 3 tracer un
hexagone A' B' C' D' E' F' symétrique du précédent par rapport a
l'axe vertical d'équation f1 = 0.

L'examen des inéquations précédentes nous permet de définir une

équation paramétrique pour chaque sommet. C'est ainsi que nous avons :

Lieu de A (courbe (1) )

l-a
2 fl 1+a

Hh
"

+ 1




- Lieu de B (courbe 2)

- 1l-a
2 7 "1 1+a

~ Lieu de C (courbe 3)

f2 =0
. 1l-a
f1 T 1+a

- Lieu de D (Courbe 4)

2 1
- i1-a _ 1l-a
f2 - f1 1+a 1+a

- Lieu de E (courbe 5)

avec o f, g1

- 24 -
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Lieu de F

F est un point fixe de coordonnées

-1

£

Nous avons tracé figure 2-3 les courbes (1), (2) (3), (4) (5)
ainsi que leurs symétriques correspondant aux valeurs négatives du
paramétre a. Il en résulte un abaque gradué en valeurs de a qui englobe

tous les cas susceptibles de se présenter.




figure 2-3
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Compte tenu de l'analyse précédente, nous conclurons a la
stabilité des solutions de 1'équation (2-17) s'il existe dans le plan
(fl,

par les équations paramétriques

f2) un domaine Da qui contienne entidrement la courbe définie

Hh
H

f1 ( a)

Hh
1]

f2 ( a)

CONCLUSION .

La mise en oceuvre d'une technique de contraction sur un
modéle redondant d'un processus donné permet de définir un ensemble de
conditions particuliéres de stabilité. L'interprétation graphique de ces
conditions fournit un critére simplifié de stabilité asymptotique

globale pour les récurrences du second ordre.

Nous proposons au prochain chapitre la mise en oeuvre de ce
critére en vue d'une &tude de la stabilité de certains processus non

linéaires du second ordre.
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CHAPITRE 111

APPLICATION PRATIQUE DU CRITERE DE STABILITE
A DEUX SYSTEMES PARTICULIERS DU SECOND ORDRE

INTRODUCTTON

La mise en oeuvre du critére de stabilité présenté au cours du précédent
chapitre conduit pour les systémes du second ordre 3 tracer dans le plan des
la ecourbe caractéristique de fonctionnement du systéme

coefficients f, et f

1 2
étudié. Il convient alors de choisir un domaine de stabilité qui contienne la

plus grande partie de cette courbe,

Le premier exemple que nous proposons afin d'illustrer cette étude
est relatif 3 un systéme du second ordre 3 non linéarité séparable. La commande
est €laborée 3 partir du signal d'erreur au moyen d'un échantillonneur linéaire

de période constante T suivi d'un bloqueur d'ordre zéro.

Dans un second exemple, nous envisageons une structure 3 échantillonneur
non linéaire, le systéme 3 asservir est un moteur commandé par modulation de

largeur des impulsions.
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I11,1. SYSTEME DU SECOND ORDRE

Le systéme 3 commander comporte une non lindarité B(sn) précéd®nt un
organe linéaire caractérisé par une fonction de transfert du second ordre de
constantes de temps réelles et distinctes. gy et L, L'erreur est &chantillonnée

et bloquée 3 période constante T. Le retour est unitaire. Figure 3.1.

¢ - , ¢ 1 a(t 1 _ y(t)
l mamm | Bo -—9--’ H.L -w 1+11p :L..)ulﬂ?p :
Figure 3.1.

La partie linéaire est donc constituée de deux filtres du premier ordre
‘en série, dont les grandeurs de sortie respectives y(t) et x(t) sont choisies com-

composantes du vecteur état Y(t).

Le fonctionnement du systéme de la figure 3.1. est décrit par 1'équation

matricielle :

b o - L . 4 -
T B ) i ST )
y D = D, - D y 1 -D, ~ g -
n+l 2 cl ) c2 1 2 n 2 zl c2 1 2
= + B(en) ‘\—: .
Fne1 0 D, *n) 1 =Dy
. = R " ’
avec D1 z e D2 = g
B(en)
- Lorsque la quantité est 3 variation bornée. Notons :
ﬁ& ] B(sn)

€n
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I1 vient pour 1l'équation récurrente de l'erreur échantillonnée

- * - -l - 3-2°
€h42 ~ Dy + D)) €4y T D3 Dy +B . o [1-0D, oo, (D, -D,) (3-2
+B*. ~D. o D-lD +.__il_._._. (D - D) =0
" 17810 L, -t 1 20 T

Soit (T) le lieu caractéristique de 1'évolution du systéme d'expression

paramétrique :

=% °1
fl = - (D1 + D2) + 8 1- D, - I (D1 - D2)
1 2
3-3
% ;1
£, =D, D, + 8 - Dy +D, D, + T -, (D, - D)

Dans ce cas particulier, 1l'échantillonneur étant linéaire, la cour..
H

(') se réduit 3 une droite.

L'exemple a été traité pour :
C2 = 1,5

L'étude graphique (figure3-2) met en évidence le choix de la vale -

1]
1}

0,35 permettant de construire un domaine adapté au probléme.

Il en présulte la contrainte suivante sur B‘r

0 < 8*< 6,72




figure 3-2
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Dans le cas d'un systéme linfaire du méme type, le gain maximal

. admissible serait B = 8,9

111.3. EXEMPLE 11

Nous envisageons dans un second exemple, 1'€étude d'un moteur commandé

par modulation de largeur & partir d'un retour tachymétrique (figure3.3.),

y(¢)

|
I

(figure 3.3} é

1+{v-2)p ."'

P

Les impulsions de commande sont rectangulaires, d'amplitude constante
A et du signe du signal d'erreur défini aux instants d'échantillonnage
T désigne la période d'échantillonnage.
Ty, = klen] la durée de l'impulsion en régime non saturé et

T la constante de temps du moteur.

Xl caractérise 1'effet de retour.

111.3.1 - MISE EN EQUATION

- — - - - i o > B - -

En régime non saturé : (fent < %&

Le fonctionnement du systéme est décrit par 1'équation matricielle (3-4)
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r - sy - - 1'1
Vos1 1 (1 -D) Yn Tin + D (1 Din )
= + A signe € (3.4)
1
1
1 D y D (D, - 1)
y n+l LO n in
- o J . ’ ~ f
- T, /1
avec D, =z e O
i
- - - 1
et e [?n +(t-2Ny n] (3.5)
Un changement de représentation défini par la matrice de passage P
1 T - A
P =
0 -1

. - " - g ~ ..1\
- 1 A(1 - D) e . +1D (1 D; )
= + A signe e (
-1
- |l - ! -
Y nt1 Y D v, D (1 -D,)
e - b - - . . -

Une élimination de y'n, permet d'écrire 1l'équation de récurrence de

1l'erreur &chantillonné sous la forme :

" ‘€n+1|
- _ _M\AD } * } _ ADA _
€ne2 ~ Epel 1+D-%kA — (1 -¢ )+ € D - kAD TE;T (1L -e

= 0 (3.7)

3.6.0
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Dans cette expression les deux paramétres, amplitude et largeur de la
modulation apparaissent distinctement ; 1'étude de la stabilité du systéme décrit
pour cette forme conduirait 3 définir des couples de valeurs K, et A vérifiant
certaines conditions. Toutefois, il est possible / 1 de se limiter 3 un seul
paramétre noté Bo égal au produit du coefficient de proportionnalité k par

1'amplitude constante A :

Bo = kA
Dans ce sens, notons
en

X =k -

n T

L'expression 3.7 s'écrit alors

g s

- x 1+D-Bo(1+1>%1'e ) +x [D-Bo(D+D

Xn+2 n+l [xn+1| n T [xn' )J )

(3.8)

L'équation de la courbe (') caractéristique de ce systéme pour le régime

non saturé (|x | < T/1) s'en déduit directement. Il vient :

| Ix |
f, = -(14D)+Bo(1+D Al-e
. T X
n
(3.9)
x|
£, = D-Bo(p+p> L=©
T X
n
Soit la droite d'équation :
f. + £, = -1+ Bo (1-0D) (3.10)




- En régime satiné (|en| > %- ou Ixnl > T/%)

_35_

Une étude tout & fait similaire peut &tre menée pour le cas ol la

largeur des impulsions correspond 3 la période d'échantillonnage. Le fonctionnement

du medilatevr s'e~ravente alors 3 celui d'un bloqueur d'ordre z8ro suivi d'une

non linéarité du type "tout ou rien".

‘<l

i+t

_?'n+;

L'équation matricielle (3.4) s'écrit alors

1 (1 - D)]

(T -t + 7 D

(3.11)

Le changement de base défini par la matrice de passage P exploitée

précédemment conduit 3 1l'expression :

€
n+l

[1 - A(1 - D)

+ A signe €

(T - A(1 - D}

D-1 J

(3.12)

et 1'élimination de y'n entre les deux équations extraites de la forme matricielle

permet d'écrire :

n+2

n+l

A
n+l

1+D-~

A =
(T-xM1-DN) +e |D- TE;T (DT - AM(1 -D))| =D

(3.13)
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En notant :
€

n
X = k —
n T

et kA = Bo, on obtient

- _ Bo - - - Bo _ - -
X042~ ¥oe1 1+D T 1 (T - a(1 - D! + X D ;T;;T (DT - A(1 - D) = 0

(3.14)

I1 vient ici encore l'équation paramétrique d'une droite (T'") :

Hh
]

n

Bo ,
‘(1+D)+;T§—" [T")\(l'D)]

(3.15)
Bo

f2 =D - ;T;;T (DT - (1 - D))

Soit :

f1 + 1+0D £f. -D

2
T+ (D - 1) A(1-D) -TD

En définitive, la courbe (T') caractéristique de ce systéme 3 modulation
de largeur est constituée de deux segments des droites I'' et I'" graduées en
fonction du signal d'erreur en(ou xn). L'intersection de ces deux droites corres-

pond 3 la valeur limite de €, = %- pour laquelle il y a commutation du régime

non saturé au régime saturé.
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111.3.2 - STABILITE GLOBALE - METHODE GRAPHIQUE

- " S - - ——— A ——— - —— - o -~ — - = - -

Les courbes T'' et I'" tracées dans le plan des coefficients f1 et f2

caractérisent le comportement du systéme.

- En régime non saturé, le point caractéristique de 1'évolution du

~ * v . i Y a_ 2.~
systéme appartient au segment porté par la droite T d'€quation (3.10) limité par les

points :
. _5. _ _ __1_38_
fl = E'D = 0,46 f1 - % ﬁ'D = 0,52
X =0 et x =1
n n
_1.0 . I 1.
f2 = E'D = 0,09 f2 = m D + i 0,16

- En régime saturé, on obtient un segment de la droite I'" d'équation

(3.16) 1imité par les points :

Hh
'

= - 0,52 f -(1+D)=-1,37

£ = 0,16 £, =D = 0,37
Le paramétre a choisi pour l'application du critére doit &tre tel que
le domaine de stabilité correspondant contienne la plus grande partie de cette

courbe.




~ 38 -

&
‘A,"
AN
$$ 5.3
m e \
?7/ \
--( R} o.
™, Ne
'\ -
0'\ N k
N, &
. Q\‘ ‘\
3\ ] -
AN
‘ < e
x-! ’Q‘w \ \.\,&
Ny, N :
nf '\\
o~
c‘f
e

Q : \ &
\g NV \\ \'-§“\ _

QNN

WS
<

\ s
NN

* ()
‘(\ \
S \ -1
\ S
3

figure 3-4




- 39 -

Ce résultat est obtenu (figure 3.4) pour a = 0,28, toutefois, la courbe
I n'est pas incluse totalement et son intersection avée 1a iiﬁiie dﬁ demaine de

stabilité indique la valeur maximum admissible pour X soit :

Max 'an < .8
ou encore :
Mo le | <u.6

I1 convient en ce point de formuler une remarque importante.

En effet, la condition précédente ne peut constituer une condition
suffisante de stabilité asymptotique globale que si, dans 1'évolution du processus,

la valeur du signal d'erreur € reste effectivement inférieure 3 4,6.

Il convient donc d'associer 3 ce critére une condition supplémentaire

assurant cette propriété.

D'autre part, la méthode de construction de la courbe caractéristique
de ce systéme conduit 3 quelques remarques qui peuvent permettre de contribuer

d une meilleure connaissance de ce type de régulation.

En effet, quelles que soient les valeurs des paramétres de régulation
(commande , retour), la droite caractéristique de fonctionnement en régime saturé

passe par un point fixe de coordonnées :

H
"

- (1 + D)
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Le point de fonctionnement tend vers cette position lorsque la valeur

du signal d'erreur tend vers l'infini.

Pour un filtre donné, les paramétres de la boucle de retour définissent

la pente de cette droite.

De la m@me fagon, on remarque que la pente de la droite caractdristique
du régime non saturé est constante et égale 3 - 1, la position du point défini

par € = 0 variant selon les valeurs de Bo et A.

I1 apparait que le choix des paramétres de commande et de retour permet
d'ajuster la courbe caractéristique du systéme en vue d'obtenir un mode de

fonctionnement particulier.
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111.3., - CAS PARTICULTERS

. - > - — - . ————— -

111.3.,.
et P
L'examen des équations caractéristiques montre immédiatement que ce
choix du retour linéarise le fonctionnement du systéme en régime non saturé,
en effet, les coefficients f., et f, sont alors des constantes et la courbe T

1 2

est réduite 3 un point dont la position est fixée par la commande Bo :

fl = - (1+D) + Bo
£, = D (1 - Bo)
Le point se déplace donc sur la droite
- 2
f2 = D fl +D

qui se trouve &tre la courbe T'" caractéristique du fonctionnement en régime

saturé.
Plagons-nous dans le cas limite du domaine de stabilité linéaire soit
Bo tel que :
-Df + D% = £ -1
1 1
I1 vient

L'application du critére (figure 3.5) pour la valeur O du paramétre a

permet de conclure 3 la stabilité si la valeur du signal d'erreur reste inférieure
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a la limite correspondant 3 l'intersection du domaine de stabilité avec la droite

de fonctionnement :

A =0
_ D™ + 1 _ .
Bo =1+4D+ 35" = 2,2
La lecture du graphique donne
£, < 0,17

Soit en remplacant dans (3.15), il vient

Max )x ] < 4
n

0 " " — T - - — -

La stabilité du point d'équilibre sera particuliérement forte si 1'annula-
tion des coefficients f1 et f2 se produit en ce point. Dans ce cas, les coefficients

fl et f2 tendent & s'annuler en méme temps que le signal d'erreur e,

I1 semble donc intéressant de déterminer A et Bo en wvue de vérifier ces

conditions.

I1 vient :
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figure 3-5
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B°=1fb
A = 1D

En supposant
T = = %k = 0,8

- 1 -
Ona Bo = i-D ° 1,58
A = RB-E = 1,97
A = 1D = 0,29
L'application du critére de stabilité (figure 3.6) pour a = 0,3

conduit 3 imposer au signal d'erreur la limitation suivante :

Max Ixnl = Max |cn| < 6,8

I1 convient encore de noter que cette contrainte doit rester vérifiée

pour permettre de conclure 3 la stabilité du processus.
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CONCLUSTON

La mise en oeuvre de conditions de stabilité asymptotique globale
pour un systéme du second ordre est facilitée par 1l'utilisation d'un abaque
gradué permettant un choix immédiat d'un domaine adapté 3 un probléme particulier.
En effet, pour les systémes étudiés,.le fonctionnement du processus est carac-
térisé par une courbe paramétrique tracée dans le plan fl, £,. I1 suffit alors
de choisir un domaine contenant la plus grande partie de cette courbe.
L'utilisation de cette technique permet d'obtenir simplement des conditions de
stabilité. Toutefois, celles-ci doivent &tre vérifides 3 tout instant. Or, pour
un systéme dont on ne connait que les conditions initiales, il n'est pas possible

de prévoir le régime transitoire sans expliciter les solutions de son modéle.

Dans ce sens, nous proposons dans le chapitre suivant de compléter

~

cette &tude de fagon 3 garantir une vérification permanente de telles conditions.
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CHAPITRE TV

STABILITE VIS A VIS DES VARTABLES - STABILITE TLLIMITEE.

INTRODUCTION.

La stricte application des critéres de stabilité globale fournit
généralement un ensemble de contraintes sur les paramétres décrivant
le comportement du processus. Lorsque l'évolution de ces paramétres au
coufs du temps reste strictement indépendante de 1l'état du systéme, il
s'agit de conditions de stabilité ne limitant pas le domaine d'&volution
des variables. Dans le cas contraire, il convient de préciser, 3 partir
de la condition de stabilité asymptotique globale, un domaine de variation
des variables assurant la stabilité asymptotique du processus.
Généralement, une telle étude est déduite des travaux de
et conduit & la recherche d'équipotentielles particuliéres / 6 /. Toutefo’~

cette méthode est d'une mise en oeuvre délicate lorsque la description

du processus est redondante.

Dans ce sens, nous proposons d'aborder ce probléme par une
technique différente en associant 3 une condition de stabilité globale une

majoration de l'amplitude des oscillations limites du processus étudié.
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IV., APPLICATION DES TECHNIQUES DE MAJORATION DES OSCILLATIONS LIMITES & £'ETUDE
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B R R S e

Soit D 1le domaine d&duit de l'application au systéme &tudié
de la condition de stabilité asymptotique globale définie au précédent
chapitre.
L'Association de cette condition et d'une condition de majoration des oécilla~
tions limites peut permettre de conclure i la stabilité illimitée d'un
processus. En effet, l'application d*un tel critére conduit § la définition d'un
Domaine D¥ limitant 1l'amplitude des oscillations possibles da vecteur X

figure u-1.

fig. 4-1

Ainsi, quel que soit 1'état initial Xo du processus, au bout
d'un temps suffisamment long, il lui correspondra nécessairement un point de

fonctionnement intérieur au domaine de majoration Dﬁé.

Dans ce cas, si D"6 est inclus dans D, les conditions de
stabilité asymptotique globale sont nécessairement vérififes. Il est alors

possible de conclure 3 la stabilité illimitée du processus.
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IV, MAJORATION DES OSCILLATIONS LIMITES.-

e e e e e o - o - - o - -

Nous utilisons une extension 3 la forme matricielle d'une méthode

élaborée pour les équations de récurrence scalaires /7/ /8/.

Le fonctionnement du systéme étudié est décrit par le systéme

d'équations non linéaires :

Xn+l = A Xn + K (en)

(4-1)

Notons :

b (Xn) une norme du vecteur Xn.

S (A) la norme correspondante de la matrice A.

¢¢

Il vient :

¢ (X

n+1) £ S (a) . ¢(Xn) + Max ¢|K (e);]

b¢

Une majorante ¢ des oscillations limites du processus (4-1) est

définie par la relation :
O @
— A
o g [:S (a) . ¢(XnZJ + /§;; ¢L.K (en) ] = Fo(¢)

Max 0

¢(xn) < 9 ¢(xn) < 9

11 apparait intéressant d'effectuer cette étude graphiquement en

tragant séparément les courbes représentatives de deux fonctions du paramdtre ¢

mises en é&vidence ci-dessus.L'intersection de la courbe somme avec la premiére

bissectrice définit alors une majorante de 1'amplitude maximum des oscillations

possibles.
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Nous proposons de mettre en ceuvre cette technique de majoration

pour les exemples traités au chapitre III. L'Association des résultats ainsi

obtenus avec les conditions de stabilité globale déjd définies permet dans

certains cas de conclure d la stabilité illimitée du processus &tudié.

IV5 APPLICATION AU SYSTEME A MODULATION DE LARGEUR

- - > - > - s = e 4r - v A Aw A G e e e e e o

IV3 1" MAJORATION DES OSCILLATIONS LIMITES.

- - - " - " - - - - - A -

Nous avons choisi d'aborder 1l'étude d'un systéme commandé par

modulation de largeur des impulsions dans le cas particulier du régime saturé.

En effet, si le critére permet de définir une majorante d'éventuelles oscillations

pour ce type de fonctionnement, le probléme est 3 fortiori résolu pour le

régime non saturé.

Reprenons la représentation matricielle décrite en 3-17

p - -
o — —

Yn+1 1 7(1-D) y T-1t+1tD

+ A signe € 4-2

1
y n+l n

— - L, N

et effectuons un changement de base qui permette la diagonalisation de la

matrice caractéristique du régime libre du filtre. Soit M 1la matrice de

passage ; -
1 T
M =
0 -11
L'équation (4-2) devient : B
- - - =1 B - B
' J T
In+1 Ty n+l 1 0 Yn Ty n
= + A signe €
- ! - 1 -
Y nt1 ° P Y'n b-1
- . o _ . ...J L i

(4-3)




Les nouvelles composantes du vecteur d'état sont :

- '
zn--yn+"ryn
(4-4)
= - ?
un yn

Soit pour le signal d'erreur

€ = zZ =-2Xxu (4-5)

D'ol, en introduisant un paramétre h indépendant du systéme :

Z 41 ri*h 0 z_ T A signe € " h €,
= +

Uiy 0 D u (D-1) A signe €,

b L. ‘J

= . ' 18 il vient :
Notons ¢ (Xn) Max(Jznl, \unj ) une norme du vecteur d'état, vien
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(4-8)

o(X ,q) € M_ (1-h], D) o (X)) + M (| TA signe ehe -h Aunl ,A(1-D) ) (4-7)

Par une nouvelle majoration, on obtient :

O(X ) s M (]1-n}, D). $(X ) + M__ (|TaA signee - he_ |+] h A unl > A (1-D) )

n+l” °©

(4-8)

Compte tenu de la relation (4-6), la définition de la norme utilisée

permet d'écrire :

le | s +x)9
n (4-9)
A>0

- | - - 4¥-10
¢ s M (|1-h), D) a + M [}TA h(1#A) 8l + | hayl, AQ1 D);] ( )

O<(x<¢ Q < B,y<¢
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103_2 APPLICATION A R'ETUDE DE LA STABILITE TLLIMITEE DANS LE CAS DES

T e o e S e T o Nn e - T a———4— - - - - —_— g~ " > > 4= s s A o W e 0 e " o - o -

o - - e - e - - — - - = - — - " " - . = " -

Exemple I
Dans ce cas, les valeurs caractéristiques du systéme sont :

Tzt =k = A = BO:]_

A= 0,25
et une condition de stabilité globale étendue aux valeurs des variables

est définie par la contrainte :

M < 4,6 (4-11)

ax len’

Cette condition caractérise un domaine D, dans le plan des

1
variables; La technique proposée consiste 3 rechercher maintenant un

domaine de majoration d'éventuelles oscillations du systéme étudié.

Compte tenu des valeurs numériquesl il vient :

_ /_.__./ @ L P -~
: 5 1
¢ smM _ (|1-h), 037) d + M Lll—h. T8I+t nv), o,eaj (4-12)
O <a< ¢

I1 convient de noter que cette relation (4-12) n'a de sens,
par définition, que pour le régime saturé, c'est-i-dire pour des valeurs
supérieures 3 la limite de commutation soit lorsque la contrainte suivante

reste vérifiée

le | = 1 (4-13)

6 > = 2 (4-14)

Dans ces conditions la construction graphique représentée

figure 4~-2 conduit pour le choix de
h = 1 - D

a définir une majorante ¢ Mt

0 Max = 2,1 (4-15)




- 47 -

La relation (4-5) implique alors

ax Ienl < (14)) ¢ = 2,6 (4-16)

Cette dernidre relation (4-16) caractérise un domaine

D2 du plan des variables.

Il est ainsi possible d'affirmer que, quelles que soient
les conditions initiales, au bout d'un temps suffisamment long, le

point représentatif du systéme devient et reste inclus dans le domaine D,.

Or, nous avons démontré que si ce point est inclus dans

Dl’ la stabilité est garantie.
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Compte tenu du fait que D2 est entidrement contenu dans Dl’

(fig.4-3) l'association de ces deux résultats permet de conclure 3 la

-

stabilité illimitée du systéme étudid.

‘l Enel :
8,6
//Bl
2,6
Owwrdwd’””’*”’ 9§ |
255 ‘a§ s €

figure 4-3
Exemple II
Nous avons vu au précédent chapitre que le choix de la
valeur nulle pour le paramétre ) conduit 3 un mode de fonctionnement

particulier. Les paramétres sont alors :

T =1 Kk

1]
ot

A=0
et la commande est définie par
Bo = 2,2

valeur qui correspond 3 un point de repos placé sur la frontidre du domainc

de stabilité linéaire dans le plan des coefficients fl > £,

Une condition de stabilité globale est définie par la contrainte -

ax ’En' < N




_L',g_
La misc en ocuvre de la technique de majoration des oscillations

limitcs permet alors de définir la majorante suivante :

TA (1 +1)
ax gl < (1-D) (1=%)

Coupte tonu des valeurs numiriques, il vient

M. Ienl < 3,5

Un raisonnement analogue d celui du paragraphe précédent con- **

d conclure & la stabilité illimitée du systéme &tudié.

Exemple III

De la méme fagon dans le troisiéme exemple ol nous avons

B
= 1,58 A = L = 1,97

A= 1D =0,29
L'application du critére de stabilité conduit 3 imposer an

signal d'erreur la contrainte suivante :

La méthodc de majoration des oscillations limites définit
la limite :

M lenl < 4,5

I1 en résulte que pour ce type de structure, calculée de fagon
3 améliorcr la stabilité autour du point de repos, il est possible de

conclure également 3 la stabilité illimitée.
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CONCLUSTON.

- - -

L'utilisation d'un critére de stabilité globale conduit,
pour un processus donné, 3 définir un ensemble de conditions suffisantes qui
doivent rester vérifiées lors de 1'évolution des paramétres. L'association
d'un critére de majoration des oscillations limites peut permettre d'assurer
la vérification de telles contraintes et dans cette hypothd8se, la stabilité
illimitée du processus étudié est garantie sous réserve d'une propriété

particulidre d'inclusion des domaines mis en oeuvre.

L'emploi de cette méthode dans 1l'étude de la stabilité d'un
systéme moteur commandé par un modulateur non lipéaire du type "Modulation

de largeur des impulsions' a été envisagé pour divers réglages particuliers.

Nous proposons maintenant de vérifier les résultats ci-dessus
obtenus, en simulant sur calculatrice hybridequelques uns des modes de

fonctionnement envisagés pour le systéme 3 modulation de largeur.
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CHAPITRE V1

ETUDE DU TEMPS DE REPONSE PAR MAJORATION D'ORDRE a.

INTRODUCTION

La méthode de contraction directe au premier ordre simplifie considéra-
blement 1'analyse de 1'évolution d'un processus. Elle permet ainsi, par majoration,
de garantir un temps de réponse donné /2/. Toutefois, les conditions imposées aux
paramétres du systéme sont généralement plus restrictives que si le systéme

majorant est d'ordre supérieur 3 l'unité /9/.

Dans ce sens, nous proposons dans ce dernier chapitre une technique
d'étude du comportement dynamique des systémes asservis basée sur une majoration

d'ordre a, a supérieur ou égal 3 1l'unité.




VI.1. DEFINITION DU SYSTEME MAJORANT

L'étude de 1'évolution d'un processus échantillonné par contracfion
au premier ordre, conduit le plus souvent 3 définir une fonction des variables
d'état caractérisant 3 chaque période d'échantillonnage 1'écart du systéme
d sa position d'équilibre. On peut songer 3 interpréter cette méthode en vue
d'une majoration par un modéle d'ordre a AQ. Une telle étude peut &tre

réalisée en introduisant une suite récurrente dont les termes se succédent toutes

les k périodes d'échantillonnage.

Nous supposons a priori que l'ordre q du systéme réel est alors un

multiple de l'ordre o du systéme majorant :

En effet, lorsque cette hypothése n'est pas vérifiée, il suffit d'utiliser

un moddle redondant / 3 / d'ordre qQ' > q et tel que 1'on ait :

q" = a' k

Dans ce sens, nous serons amenés & noter VN le terme d'une suite récur-
rente, associé 3 1'indice n et dépendant d'une séquence d'ordre k. Il est alors
permis d'aborder 1'étude du temps de réponse du processus initialement décrit par

une récurrence scalaire d'ordre q, 3 partir de la vitesse de convergence d'une

récurrence de la forme (6.1) :

(6.1)

1]
Bl
<

Vn+1

r constante supérieure 3 l'unité.




V1.2, CHOIX DE LA SUTTE MAJORANTE

Le systéme étudié est décrit par 1'équation de récurrence scalaire

suivante :

(6.2)

m
+
H ™0

n+q 1 fi En+q-i =0

[

Dans cette équation, € représente le signal d'erreur 3 l'instant
d'échantillonnage nT ; les coefficients fi sont des fonctions non linéaires des

€ .. : . ; é i e un ctionne-
ntj (320, «iv , q - 1) et de n ; une telle représentation suppose un fon

ment en régime autonome 3 partir de conditions initiales données.

€ € €

0° 1°? s q-l

Le modéle choisi d'ordre q vérifie la relation

0
u
Q
~

expression dans laquelle a désigne l'ordre du systéme majorant.

I1 vient par majoration :

|en+q| $ lfll '€n+q-1 I 4 cevevennnnnns + lfél le, | (6.3)

t

Soit, en groupant les termes par facteurs de k éléments :

’ M’ax (le _1l 9 ece o |€ -k')
enrgl <7 [1£ + o 2 15] - ntg-l mak
' Max (e } e |
a n+k=1' , .. o, ' ')
r [Pfq_(k_l)l + oot quiz' T 4 (6.4)




Cette relation s'écrit encore plus simplement sous la forme :

a .
i
|€n+q' <z r [Ifki-(k—l)l toaiee. + 'fkil] .
izl
Max (|en+q - [ - (k-l)]‘ s vevee s len+q il (6.5)
i
r
Par une nouvelle majoration, nous sommes conduits 3 1l'expression :
x i
Ien+q| < 121 r [Ifki _ (k-l)' toaeees + 'fki'l .+ Max

1

Max (len+q —{ ki - (k-lj)‘ 300 len+q - ki|

- (6.6)
ol

Supposons vérifiée la contrainte suivante :

o .

i
z T {lfki _ (k_l)l toeeees + |fki}] < 1 (6.7)
i=1

Dans ce cas, 1'inégalité (6.6) se raméne 3 la forme :
Max (e . (s _ eiqy)) seeeees b i) (6.8)
le_ | Max n+q [kl (k l)] n+q - ki
nte i 1
: )




Par définition, chacun des éléments constitutifs de la suite MN

doit majorer le groupe correspondant de k composantes du vecteur séquence.

Pour que cette hypothdése soit vérifiée, il suffit de choisir MN

selon la forme :

Max (len_’_q - [ki - (k'l))l g ey |€n+q - ki']
N ri-l

(6.9)

J izl 5605 @

VI.3. ENONCE DU CRITERE - DEMONSTRATION

VI.3., - ENONCE

- — - - -

Soit le systéme échantillonné régi par une équation récurrente de la

forme :
q
g L 0 (entg-i) * Cneq-i = O (6.10)
La vérification de la contrainte (6.11)
ol
izl r 'fki _ (k‘l)l + eeees + lfki' < 1 (6.11)

assure un amortissement de l'ensemble des composantes successives du vecteur
séquence caractérisé par un coefficient d'atténuation égal 3 1/r selon la

relation :




(6.12)

avee v, = M?X (l€n+i')(i=o yeoos k-1)
VI.3.Z - DEMONSTRATION

- - —— - - - —

La loi de formation proposée pour la suite M  définit sans ambiguité

N

chacun de ses termes ; ainsi pour le terme MN+1’ il vient :

Max (|€n+q - [ki- (2 k-l))" e lsn+q - ki + kl]
Mypq Hex 1 J (6.13)

I1 convient maintenant de préciser la valeur relative des expressions

de MN et MN+l dans le but de définir une relation entre ces éléments.

La comparaison des relations (6.9) et (6.13) met en évidence le rdle

prépondérant des k termes suivants

Ien+ql 2 ottt IE:n+q+k—l'

En effet, tous les termes communs aux deux expressions apparaissent

avec un coefficient de pondération 1/r dans la définition de LT

Dans ce cas, par association des relations (6.8) et 6.9), il vient

M (6.14)




L'incrémentation d'une unité des indices de la relation (6.8)

conduit 3 écrire :

le
€n+q+1 < Méx T (6.15)
i T .
i=z1l, ... ,0
Cette relation implique par conséquent
1
|€n+q+1’ g |n+q| o M (6.16)
Par itération, il vient
1
len+q' r "
: 1
, 1 6.17
'en+q+1| r M ( )
1
|€n+q+k—1' <r M

Compte tenu des définitions de MN et de MN+1’ il en résulte une

majoration de la forme

= 6.18
Myer & 7 My (6.18)
Soit alors VN une suite majorante de la suite MN définie par la
récurrence

1 .
= = 6.19
N+1 r 7 ( /




avec la condition initiale

Dans cette hypothdse, la suite VN dont les termes se succédent toutes

les k périodes avec un affaiblissement constant 1/r majore les €5 successifs &

partir de eq avec la condition initiale :

leg-1! leguic! ‘eq-—[ki-(k-l)]"""Eq-ki‘ ey e ! \
V°=Max —T s T e vy o1 seesTGIT 0t oo i
r T L
(6.20)
Q.E.D.

VI.4. INTERPRETATION GRAPHIQUE

Le critére proposé se préte 3 une interprétation graphique siTpli:
en effet, nous devons définir la réponse du systéme d'ordre a de coefficient
d'atténuation 1/r qui, pour la plus petite condition initiale, majore auz q
premiers instants d'échantillonnage 1'erreur €, -

Nous avons traité quatre exemples destinés 3 illustrer cette &tudc.,
L'application pratique, différente selon que l'ordre q du processus est ou non
multiple de a est précisée dans les deux premiers exemples. Les deux autres
relatifs aux valeurs extrémes o = 1 et a = g, permettent de définir 1l'éveclutic:

des conditions imposées au systéme selon l'ordre choisi pour la majorante.




- -~ —— - - — - ———— - -

*n+6 = 0 (6.21)

-t

H ™Mo
h
™

i

Nous proposons de définir un systéme d'ordre 3, majorant du précédent,

qui converge avec un coefficient d'atténuation 1/2.

En supposant vérifiée la condition :

i
. 2 [Ifgi_ll + Ifzil] < 1 (6.22)

e
™M w

Le critére proposé permet d'énoncer que le systéme étudié est

majoré par un systéme d'ordre 3, de coefficient d'atténuation 1/2 et de condition

initiale :
i
M?x 2 Max (ley.| » |e21+1|) 120,1,2 (6.23)

Ce résultat est représenté figure 6.1.




n

‘(///’ Condition imitiale q=6

. k= 2

du systéme majorant.
! ’ r = 2
i : : .

]
Y

&
(8
£
L
o
~§

Figure 6~!

VI.4., - DEUXTEME EXEMPLE : q' = a' k

- W . W e - - o o - e o e M NE p e e . - o

2

Afin de montrer les diverses possibilités d'application de cette
méthode, nous proposons un groupement des termes par 4 permettant de définir

un systéme d'ordre 2 particulier, majorant du systéme précédant et convergeant

avec le coefficient d'atténuation 1/2.

Il convient dans ce cas d'utiliser un modéle redondant dont l'ordre
soit mdtiple de celui choisi pour le systdme majorant. Compte tenu de ces condi-

tions ; l'application du critdre conduit au résultat représenté figure (6.2)




q=6
g a'xé
/ k=l
5 =2
i .
. 4
X .
1
$
by )
H i P
i i _ t
EEEES .
3 ' ' .
0 & 2 3 b5 3
Figure 3 42

La différence fondamentale entre ces deux applications est due au réle
respectif de chaque paramétre ; en effet, les pondératigns apparaissant lors de
1'application du critére déperdent de l'ordre de la majoration par 1'introduction
de a coefficients différents affectés aux coefficients fi‘ I1 en est de méme pour

les conditions initiales,

- o U o g o i o W o A b S s v o

Envisageons le cas particulier ot o = q, c¢'est & dire une majoration
P 1s

par un systéme d'ordre q. Nous retrouvons alors un critére énoncé antérieurement

par P. VIDAL / /

Supposons vérifiée la condition

q -
o g <1 4
- i

i=1

r constante réelle supérieure & 1l'unité.




Le systéme proposé est majoré par un systéme d'ordre q, de coefficient
d'atténuation 1/2 et de condition initiale.

L'illustration graphique de ce résultat est représentée figure (6.3)

et figure (6.4)

q=2
k= |
el e eLs ro= 2
condition initiale du

systéme majorant. -

¥
I . -t
0 1 2 3 4
Figure 6-3 Figure 6-4

Nous remarquons la‘nature dissymétrique du domaine caractérisant les
contraintes imposées aux coefficients fi ; elle résulte de la pondération qui
consiste & affecter 3 chaque fi un coefficient différent. Il en est de méme
pour les conditions initiales dont l'ordre d'apparition revét alors une grande
importance. Toutefois, la vitesse de convergence garantie est ici maximale pour

un coefficient d'atténuation donné puisque celui-ci intervient 3 chaque péricde.




- - —_ - — . e S A S .~ —

En choisissant o = 1, le systéme majorant est alors du premier ordre ;
il en résulte des particularités mises en évidence par les figure (6.5) et

figure (6.6) qui illustrent le critére suivant :

Supposons vérifiée la relation

q

3 r |f.] <1
i=1 *
Soit

q

pooff | <2
i=1

Le systéme proposé est majoré par un systéme du premier ordre de coef-

ficient d'atténuation 1/r et de condition initiale.

La condition initiale du systéme majorant est définie ici par comparai-
son directe, sans pondération arbitraire, des g conditions initiales ; ainsi,
chaque valeur intervient de la méme fagon ; il en est de méme pour les coefficients
non linéaires fi pour lesquels la condition de convergence se traduit par un do-

maine symétrique qui trouve ici sa dimension maximale vis 3 vis des valeurs de o .




b
n
q =2
k = 2
r = 2
condition intiale du
systéme majorant.
' 1
T
]
]
} ]
RN
H _ >
n
e 1 2 3 4 5
-1
Figure 6-5 r
Figure 6-6

Notons cependant que la vitesse de convergence garantie au systéme

correspond a un amortissement de 1/r toutes les q périodes c'est a dire que,

relativement au cas précédent, elle est considérablement réduite.
CONCLUSTON

L'écart d'un systéme avec sa position d'équilibre peut
térisé par une fonction de ses variables d'état. L'étude de cette
par majoration, de définir un cnsemble de contraintes suffisantes

une vitesse de convergence donnée.

La simplicité de l'interprétation graphique permet une
rapide des résultats obtenus par diverses majorations et facilite

adapté 3 un probléme particulier.

&tre carac-
fonction permet,

pour garantir

comparaison

ainsi un choix
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