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THEORIE DE LA DECISION

ANALYSE DE QUELQUES CRITERES DE CHOIX

Y. Alexandre

(Feurnien 1973)




Ce travail vise i différencier les divers critéres de choix disponibles
pour la prise de décision en avenir incertain.

Dans une premiére grande famille de théories, les critéres de choix
s'exprime 4 1'aide de fonctions de risque comme dans la théorie générale de la
décision de A. WALD. Ces critéres concernent des fonctions de décisions statis-—
tiques (décision prise apr@s expérimentation) et les solutions optimales se dis-
tinguaient initialement par l'existence ou la non existence d'une distribution de
probabilité a priori sur les &tats de la nature. Plus récemment, d'autres critéres
ont té introduits, en particuliers des critéres mixtes correspondant 3 des struc-
tures de choix intermédiaires (la classification étant faite par rapport 3 1l'exis-
tence de la distribution a priori). Nous en examinons quelques cas : le critére
"mean-max" introduit apr H. KUDO, le critére "Beyes-minimax" de K.A. DOKSUM et
le critére minimax de R.A. BERAU.

En second lieu nous analysons des critéres de choix moins développés
quant 2 leurs aspects formels mais d'interprétation plus axiomatisée. Les condi-
tions d'optimalité s'expriment en termes de fonction d'utilité et de probabilités
subjectives (théorie statistique de SAVAGE par exemple) et le critére de choix
est la maximisation d'une espérance mathématique de celle-ci, espérance mathéma-
tique par rapport & la probabilité subjective mentionnée ci-dessus. La théorie

générale de P.C. FISHBURN correspondant i ce schéma est en particulier détaillée.




1 - PRELIMINAIRE

A la suite de 1'idée formulée par J. HAJEK (21), & propos de 1l'analyse
des concepts de base en statistiques, que les statistiques classiques sont riches
en méthodes et ne s'attardent pas sur les critéres et que la théorie de la décision
ajoute un grand nombre de critéres mais ne fournit que trés peu de méthodes, nous
allons nous interroger sur la nature des critéres de choix employés en théorie

de la décision.

Nous limiterons notre recherche aux seuls aspects formels des guelques
critéres de choix envisagés sans aborder les questionS, pourtant essentielles en
pratique, de leur interprétation ou celles des axiomes sur lesquels ils reposent.
Les élé&ments, autres que les critéres et ceux sur lesguels ces derniers sont

directement définis, ne seront pas discutés.

Nous nous attacherons spécifiquement au caractére incertain avec lequel
les problémes de choix sont envisagés. Ainsi nous n'aborderons pas les critéres
de choix qui ne visent pas explicitement & lever une indétermination posée par
une incertitude. Par exemple les théories diverses d'optimisation, celles de

choix collectifs, les méthodes & critéres multiples ... seront exclues.

N'ayant absolument pas la volonté d'&tre exhaustif sur

cette question du critére de choix dans 1l'incertitude, nous nous contenterons de

n'analyser que quelques formes de critére que nous jugeons néanmoins significatives.




1 A - Introduction de L'incerntitude.-

Le probléme que résoud un processus de prise de décision dans 1'incerti-
tude est schématiquement le suivant : quelle décision choisir, sachant que sa
conséquence est incertaine ? Dans cette question nous voyons au moins deux types

possibles d'incertitudes

1) Une incertitude entildrement 1liée 3 la dimension temporelle du
probléme. Son existence dépendra de la réponse 3 la question suivante : si les
conséquences futures des décisions sont certaines, le choix actuel de 1'une
d'entre elles est-il aussi certain ? Ce type d'incertitude peut &tre implicitement
pris en compte dans la recherche d'un critére de choix en fondant ce dernier sur
une fonction d'utilité (plus précisément, ce type d'incertitude est essentiellement
traduisible dans un modéle de décision par la nature essentiellement subjective qui

est attribuée & la fonction d'utilité. Nous y reviendrons ci-dessous en I A 2).

2) Une incertitude 1iée 3 une méconnaissance du contexte du probléme
de choix, et cela indépendamment de sa dimension éventuellement temporelle.

La traduction de cette incertitude n'est pas une question nouvelle
puisque, d'un point de vue synthétique, c'est l'objet des statistiques mathématiques.
Par opposition & l'incertitude due au temps, le traitement de cette méconnaissance
sera indépendante d'une éventuelle fonction d'utilité (voir également I A 2), et
d'une maniére générale nous distinguerons schématiquement deux types d'éléments

dans un modéle mathématique de prise de décisions

i) ceux qui traduisent cette incertitude atemporelle, comme par
exemple les distributions de probabilités sur divers ensembles composant chaque

théorie (ensemble des &tats de la nature, ensemble des décisions possibles,...)




ii) ceux qui prennent en compte cette traduction de 1'incertitude

(fonctions de risque, fonctions d'utilité, critére de choix ...).

1 Al.- Incentitudes atempornelles .-

Rappelons trés briévement d'abord les points classiquement soulevés
pour traduire ces incertitudes en théorie de la décision, les théories que 1l'on
rencontre présentant des traductions varides. Un premier point de divergence
réside dans la place d'assignation de l'incertitude : si la plupart des statis-
ticiens modernes assignent 1l'incertitude au niveau des &tats de la nature {ou
événements méconnus du responsable de la décision ; voir 1l'exemple précis des
éléments de la nature pris par WALD en I1 A 1) d'autres 1'assignent ay niveau
des décisions elles-mémes. C'est seulement cette seconde solution qu'il est
possible d'adopter si 1l'on veut englober les divers types de moddles de prise
de décision et en particulier ceux qui reposent sur une fonction d'utilité
(fonction définie seulement sur les conséquences des décisions 3 choisir).
D'ailleurs dans les modéles statistiques de prise de décision ol le choix a
lieu aprés expérimentation, et ol 1l'introduction de l'incertitude se fait au
niveau des &tats de la nature sous forme de probabilité, le report de 1'incerti-
tude au niveau des conséquences est possible en respectant les régles de calcul

des probabilités.

Si 1'on suppose que l'incertitude est traduite par une probabilité,
celle-ci pourra reposer sur des interprétations trés nombreuses. Citons-en
quelques unes : degré de confirmation, de conviction, de croyance rationnelle ;
probabilité empirique, géométrique, impersonnelle, induite, intuitive, de
Jjugement, logique, mathématique (au sens de l'axiomatique de Kolmogorov), objective,

personnelle, physique, psychologique ;hasard ;fréquence relative ; probabilité




subjective, statistique .... Néanmoins ces différents points de vue peuvent
se résumer essentiellement 3 trois écoles

~

i) 1'interprétation fréquentielle ol la probabilité est assimilée 3
une fréguence relative limite de quelque &vénement d'un ensemble donné. Cette

interprétation a été suivie par VENN, VON MISES, REICHENBACH, CRAMER, FISHER....

ii) le point de vue logique ol la probabilité est une relation unique
entre des propositions (KEYNES, JEFFREYS, CARNAP,...) Pour ces deux types de

probabilités on parlera de probabilités objectives.

iii) 1'approche subjective ol la probabilité est 1'expression d'une
confiance dans la vérité de quelque chose (RAMSEY, DE FINETTI, KOOPMANN, GOOD,

SAVAGE....).

Des définitions plus précises de ces interprétations sont données par

P.C. FISHBURN dans (13).

Un troisiéme point de disparité entre les divers modeles de décisions
réside dans les transformations qui peuvent 8tre effectuées sur ces probabilités
c'est le cas classique ol dans certaines théories, une distribution est introduite
comme distribution a priori et ol elle est transformée en distribution a postériori

~ ” . -
aprés expérimentation.

Remarquons, par ailleurs, que le fait de traduire l'incertitude par une
probabilité correspond i un niveau intermédiaire de connaissances : une des
limites correspond & une incertitude nulle ou certitude tandis que 1l'autre limite
correspond & l'incertitude maximale acceptable, et qui correspond pour le style
de théorie de décision envisagé dans ces lignes, & la seule connaissance de
l'existence des événements incertains possibles sans aucun jugement quant 3 leur
réalisation (Dans les mod&les de style "objectif", une incertitude nulle est

traitée avec des crité@res de choix déterministes, une incertitude probabilisable




avec des critéres d'espérances et une incertitude totale avec des critéres minimax).
Cette classification des théories de décisions selon le niveau de traduction de
l'incertitude pourrait étre affinée. A titre d'exemple, notons que des théories se
proposant de se situer entre le probabilisable et le totalement incertain en tra-
duisant 1'incertitude d'événements possibles par une relation de préordre (& titre
d'illustration, voir FOURGEAUD, LENCLUD, SENTIS, (18). De toute fagon, les rando-
misations utilisées en décision reposent elles—mémes sur des axiomatiques fort di-

verses et la littérature est abondante et variée sur ce sujet.

Cet examen sommaire de la nature de la traduction de l'incertitude va
nous permettre néanmoins d'isoler une premiére catégorie de théories de décision.
I1 s'agit de théories de décision statistique (la décision étant adoptée au vue
du résultat d'une expérimentation) ol les probabilités introduites sont essentiel-
lement objectives. La présentation de divers critéres de choix adoptés dans un tel
contexte est 1l'objet du chapitre II. Notons que cette présentation ne prétend 3
aucﬁne exhaustivité et ne vise qu'a analyser des critéres en falisant essentielle-
ment ressortir les propriétés des décisions optimales obtenues. Pour approcher ces
divers critéres, nous avons fait varier soit la structure générale de la théorie
de décision soit plus particuliérement le niveau de traduction de l'incertitude
comme cela a &té &voqué ci-dessus. Les critéres de choix examinds ne font pas
appel aux fonctions d'utilité&' dans le plein sens du terme mais uniquement 3 des
fonctions de pertes et de risques. De tels critéres peuvent ainsi &tre considérés
comme appartenant au domaine des statistiques classiques et 1l'on retrouve & leur
sujet les divergences qui existent par allleurs entre les diverses &écoles de

statisticiens.




1 A?2.- Subjectivité et utilité.-

Introduisons explicitement la dimension temporelle dans le probldme de
décision (décision en avenir incertain). Illustrons et analysons la notion d'utilité
de maniére littéraire en suivant une analyse faite dans le contexte spécifique du
comportement &conomique. Cette introduction a 1'utilité, tirée de G. BERNARD (L),
procéde en trois étapes

w U

1) Soit un objet 1 et la valeur m ou mesure de cet objet. (nous ne
mentionnerons pas la signification &conomique exacte des termes employés, ceux—ci
étant i prendre dans lé sens naturel pour cet exposé). Supposons que la mesure m
soit indépendante du temps (atemporelle) et de toute incertitude (certaine). Soit
M 1l'ensemble des mesures des objets “iﬂ possibles ; cet ensemble est alors inva-
riant du temps et de tout opérateur dans l'incertitude. Introduisons alors sur M
une fonction wu{m) appelée "utilité pour une personne donnée de la valeur m
certaine et atemporelle d'un objet 1i'" définie par :

&) elle est une opinion subjective qui dépend essentiellement d'une
personne (celle-ci pouvant &tre prise au large, l'essentiel consistant en 1'unicité
du décideur).

b) il n'existe pas de dimension utilité, 1'utilité étant de la
dimension de la valeur qu'elle concerne. Ceci suppose, entre autre, gue soit éven-
tuellement résolu par ailleurs le probleéme de l'expression d'une utilité scalaire
pour des objets multidimentionnels.

c) l'axiome de substitution s'applique dans un certain ensemble fermé
d'objets (axiome de substitution : étant donnée une valeur m d'un objet i de
dimension d, il existe une valeur mn' d'un autre objet 1i' de dimension 4' tel
que m' et m 2ient la mSme disponibilité pour une méme personne). Par cette
hypothése, des utilités de différentes dimensions peuvent &tre composées et

1'utilité semble alors &tre le seul concept quantitatif de la connaissance qui

ignore la barriére de 1l'hétérogéneité tout en demeurant scalaire, mais cela mal-




heureusement en référence & une seule personne par a).

d) 1'axiome d'indifférence est vErifié (une personne est capable
d'affirmer 1'indifférence ou la non-préférence entre deux utilités de la méme di-
mension ou de dimension différente).

e) 1l'axiome de correspondance aussi (si une personne affirme la non
préférence de deur utilités de la méme dimension, les valeurs correpondantes sont

égales).

2) Introduisons le seul temps en formulant la question suivante : la
disponibilité future d'une valeur était incertaine, en est-il de méme de son
utilité actuelle ? A cet‘e yuestion les deux réponses négatives et positives sont
concevables. Mais dans les deux cas une caractéristique généralement relevable est

l'aspect subjectif du concept d'utilité.

3) Introduisons l'incertitude pour des valeurs atemporelles. Nous suppo-
serons, bien que cela puisse paraitre artificiel, que la définition d'une utilité
actuelle des disponibilités incertaines atemporelles de valeurs repose sur deux
problémes

a) la recherche d'une traduction des incertitudes que contiennent
ces valeurs atemporelles. C'est 1l'objet de toute randomisation, qu'elle soit dans
notre cas dépmendante ou indépendante du décideur. Nous avons abordé ce point en
Tadiil.

b) la recherche d'une mesure, notre utilité, traduisant la perception
de cette incertitude lors d'un probléme de choix, cette perception s'exprimant par
l'intermédiaire de relations de préférence sur les valeurs incertaines. Cette démar-
che peut elle-méme prendre des allures trés variées
- recherche d'une mesure eﬁplicative de préférences observées.

- recherche d'une mesure "normative" de préférences (réelles ou artificielles) tra-

duisant des régles de comportements rationnels.




—- recherche d'une structure formelle et cohérente pour ces mesures, ces structures
fournissant un cadre formel aux mesures explicatives ou normatives qui respecte-
raient une axicmatique compatible & celle sur laquelle est batie la structure.
Cette derniére recherche est 1l'objet du paragraphe III A ci-dessous sur lcs éléments
de la théorie de 1'utilité.

Les clivages réalisés ci-dessus, bien qu'artificiels, ont 1'énorme avanta-
ge de faire ressentir isolement 1'importante question d'interprétation, (objectivité
ou subjectivité) contenue dans la quantification de l'incertitude. Ainsi cette
qualité d'objectivité ou de subjectivité de la mesure de l'incertitude ne prévaudra
en rien dans la rationnalité du processus dans lequel elle s'inserre. De plus, elle
permet de ne voir dans 1'utilité, quantification des préférences, aucune influence
sur le traitement de l'incertitude.

Si l'incertitude provient de la Nature, nous respectons par exemple par
cette position le Principe de 1'Infifférence de la Nature. Ce principe (parfois
appelé Principe de la Raison Insuffisante) est une des bases de la logique de
l'incertitude. Comme exemple ol ce principe est largement mis en relief, citons
le cas des jeux statistiques qui sont des jeux a deux personnes, et a4 somme nulle,
un partenaire étant ledécideur supposé intelligent et 1'autre étant la Wature
supposée neutre (voir D. BLACKWELL et M.A. GIRSHICK (6)).

Cette conception de séparer la question de la traduction des incertitudes
du probléme de définitions des fonctions d'utilité a le mérite d'autoriser 3
considérer comme équivalentes les interprétations suivantes des probabilités (en
tant que quantification de 1l'incertitude)
~- 1l'interprétation axiomatique des probabilités (BERNOUILLI, LAPLACE, KOLMOGOROV)

- l'approche naturelle ou normative en tant que loilis de la structure de 1l'incertitu-
de (le Principe de la Raison Insuffisante de BERNOUILLI, les critéres de LAPLACE,

le théoréme de BAYES, les chaines de MARKOV, le principe du Minimax de WALD, le
critére du Minimax Regret de SAVAGE, définition de la probabilité logique de

CARNAP ...)




- 1'approche objectiviste qui, en tant qu'objet de 1l'enseignement de la théorie des
probabilités, formalise en un édifice mathématique une certaine connaissance expé-
rimentale des phénoménes du hasard (GAUSS, POISSON, PEARSON, FISCHER, BOREL, GALTON,
LEVY, DARNOIS ....)

- l'approche subjectiviste (ou personalistique) qui tente d'associer les mathéma-
tiques et le comportement humain en avenir incertain (VON NEUMANN, DREZE,

DE FINETTI, SAVAGE ....). Dans ce cas utilité et incertitude temporelle sont for—
malisées simultanément.

D'une maniére générale 1'approche subjectiviste donne lieu i de nombreux
types de modéles de choix. En matiére de critére, c'est seulement pour cette
approche que l'on peut trouver les fonctions d'utilité, ces derniéres étant alors
un élément important des expressions 4 optimiser pour réaliser le choix. Ainsi le

chapitre III sera consacré aux critéres de choix en présence de fonctions d'utilité.

I B - Types de crnitérnes envisagés.-

Dans ce qui suit nous dégagerons ainsi deux grands types de critéres
de choix :
- ceux qui sont utilisés par la théorie statistique de la décision sous sa forme
classique. Le processus de choix comporte une expérimentation & la suite de laguelle
le choix est formulé ; les probabilités introduites sont généralement objectives et
il n'y a pas de fonction d'utilité au plein sens du terme, les critlres de choix
s'exprimant & l'aide de fonctions de risque.
- ceux qui sont utilisés par les théories subjectives de la décision inspirées de
celle de SAVAGE comportant accessoirement des probabilités objectives ou des

Pl . ‘ -
experimentations.

Remarquons que nous laisserons totalement de cdté, faute du temps néces-
saire, un grand type de critéres de choix : les critéres de choix dynamiques dont

les critéres séquentiels sont des exemples.
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Entre les deux types de critéres précédemments choisis, les liens sont

laches et pour construire une théorie générale de la décision dans l'incertitude

il serait nécessaire de les resserer.




1 - FONCTIONS DE DECISIONS OPTIMALES CLASSTQUES

La théorie générale de la décision &laborée par A. WALD (1) de 1939 &
1950 se base sur l'extension & tous les problémes de choix du principe gqu'une
procédure statitiq ue doit &tre évaluée par l'examen de ses conséquences en
diverses circonstances (ce principe étant initialement appliqué par NAYMAN et
PEARSON i leur théorie des tests d'hypothéses). Le modéle mathématique de cette
théorie de 1la décision est un cas particulier de celui de la théorie des Jeux
telle qu'elle a été introduite par E. BOREL en 1921 et généralisée par
VON NEUHANN et O. MORGENSTERN (39) de 1928 & 19Lk. Les contributions au dévelop-
pement de la théorie des décisions statistiques ont été par ailleurs trés nom-
breuses (voir 1'importante bibliographie relevée par D. BLACKWELL et M.A.

GIRSHICK (3)).

IT A - Esquisse de fa thionie de La décision de WALD.-

Les éléments définis 3 propos de cette esquisse seront repris tout

au long des autres théories abordées.

1T A.1.- Eléments de La thiéornie générale.-

La théorie de la décision repose sur les éléments formels suivants :
- un espace probabilisé (H,AH,u) ol les &l8ments h de H sont couramment
appelés états de la nature et la probabilité u sur la tribu AH’ probabilité
a priori des états de la nature. ’
- une variable aléatoire X & valeur dans R  dont la loi de probabilité dépend
de h ¢ H, cette loi pouvant Stre définie par sa fonction de répartition Fh.
- une suite {Xi’ i 3 1} de v.a indépendantes de meme loi que X. Un n-&chantil-

lon 7 est formé des n premiers termes de cette suite, (X1 oo Xn)’ dont la

loi de répartition, dépendant également de h, sera noté G, . Soit Z, l'ensemble des
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valeurs de Z avec Z CRT (m = nxv).
- un ensemble D de décisions 4
- un ensemble F de fonctions de déecision f de 2 dans D.

Une fonction £ associe & toute réalisation (x ,xn) du n-échantil-

120

.. . . . m
.. Xn) une décision 4 ((x,... xn) étant défini dans R avec

1 1
m = nxv). Une telle fonction £, par analogie avec la théorie des jeux, est

appelée fonction de décision pure. Remarquons que les fonctions f induisent

sur D une mesure de probabilité dépendant de h.

- une famille ¢ de fonctions de décision § de 7 dans A, A étant une famille
de mesures de probabilité ) sur une tribu fixée AD de D. Une fonction ¢

associe 3 toute réalisation x = (x, ... xn) du n-échantillon une mesure de pro-

1
babilité A e A.

Les fonctions 1 sont appelée fonctions de décisions mixtes (ou rando-
misées, ou aléatoires). L'ensemble F est un cas particulier de ¢ en prenant

pour A 1l'ensemble des mesures de proba ponctuelles E deD.

a’
- une fonction de perte L de H x D  dans R+. Cette fonction qui peut porter
d'autres poms suivant les contextes (fonction de cofit, gain ....) est elle-méme
une v.a, les €léments h et d &tant choisis aléatoirement conformément & leur
définition.

- une fonction de risque p définie par p(u,¥) = E(L) , E(L) &étant 1l'espérance
mathématique de L. En limitant 1'exposé au cas ol les mesures u et Gh intro-
duites ci-dessus admettent des densités, l'expression de la fonction de risque est

plu,d) = L(h,d) u(h) dng (z) dxay (4)

[HxeD
avec u{h) : densité correspondante 3 la probabilité
gh(z) : densité correspondante & la fonction de répartition @G

Cette expression peut s'écrire sous diverses formes
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. ouyp) = fH R(h,9) u(h) dn

avec R(h,¥) = J L(h,d) gh(z) dx dwz(d) qui est la fonction de risque associée

yAY))
4 ¥ conditionnellement & la réalisation de h ¢ H. On peut encore écrire

R(n,9) = f By {L(n,d)} & (3) dz
Z

~

o Ey est l'espérance mathématique avec la mesure ﬂz.
4 )

- ousd) = | x(a,0) P2 az
Z
u(n) gh(z)
avec r(z,§) = f L(h,d) uz(h) dh d@z(d) ol uz(h) = est la
H xp fH u(h)g, (z)an

densité de probabilité a postériori sur AH conditionnellement a la réalisation

X du n-échantillon et Pu(z) = J{ u(h) gh(z)dh, densité de probabilité sur 2
f

conditionnellement au choix de la densité & priori u. La fonction r(z,¥) est
la fonction de risque associée & 1 conditionnellement & la réalisation de =z

ou fonction de risque a postériori.

11 A.?2.- Cnitones de choix.-

La résolution d'un probléme de décision consiste & choisir une fonction
de décision Y dans ¢ (ou f dans F dans le cas des décisions pures, cas qui
ne sera plus envisagé par la suite puisqu'il est inclu dans celui des décisions
mixtes) relativement & un criteére de choix. Il existe essentiellement trois critéres
de choix classiques pour lesquels les propriétés des fonctions de décision ont été
étudiées avec des hypothises relatives aux divers éléments de la théorie peu res-
trictives. Il s'agit :

- du critére d'admissibilité ou axiome de préférabilité absolue
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- du critére de l'espérance ou critére de Bayes
- du critére du minimax.

Les deux derniers critéres sont compatibles avec le premier.

IT A.2.1.- Solutions admissibles .-

Déginition 1.- soit ¢, ' e o.

”

a) Yy _ est préféré & ¢' (P ¢') si

R(h,¥) s R(h,¥') Vh e H

b) Y est équivalent & ¢¥' (Y, Xy') sil'ona PR P et P' 2P simul-

tanément.

¢) Y est strictement préféré & ' (Y% ¢') si 1l'ona Y% 9" sans que Y R '

La relation (») est un préordre de préférence partiel.

Déginition 2.- Une fonction de décision wo est une solution admissible

si elle est maximale pour ce préordre. L'ensemble des solutions admissibles est @,

Déginition 3.- une partie CC ¢ est une classe compléte si

WécC, qo,CC:9 >

Déginition 4.- une classe compléte minimale est une classe compléte C

dont aucune de ses parties qui différent de C n'est une classe compléte.

Les propriétés suivantes découlent aisément de ces définitions

toute classe compléte contient toutes les solutions admissibles.
- une classe compléte peut contenir des fonctions de décision non admissibles

s'il existe une compléte minimale, elle coincide avec Q

si al est une classe compléte, c'est une classe compléte minimale.
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Ces propriétés justifient la recherche de la solution optimale dans (]L .
conformément & 1'axiome de préférabilité absolue, bien que CI,sxﬁi;souvent aiffi-

cile a4 exhiber directement.

IT A.2.2.- Solution de Bayes.-

Définition 5.- une fonction de décision @u est une solution de Bayes

par rapport & u , mesure de probabilité & priori si

Q(Ua‘ﬁu) ES Q(Ua\p) VD e ¢

Déginition 6.~ une fonction de décision 1§ est une solution de Bayes
s'il existe une mesure de probabilité & priori u telle que ¢ soit solution de

Bayes p.r. & u.
En écrivant p(u,9) = I r(z,¥) Pu(z) dz, les solutions de Bayes s'inter-
Z
prétent comme les fonctions de décisions qui minimisent 1l'espérance mathématique

du risque & postériori.

11.A.3.- Solutions minimax.-

Les fonctions de décisions sulvantes sont utilisées lors des problémes
de choix en incertitude pure, c'est—-3-dire dans des situations ol l'on se refuse

1l'introduction d'une probabilité & priori .

Définition ?.- une fonction de décision y, est une solution minimax

sup R(h,tpo) € sup R(h,¥) Ve e o
heH heH

IT A.3.- Proprietis des fonctions de décision.-

o, . .
Les propriétés qui seront énoncés ci-dessous et qui constituent 1'essentiel
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de la théorie générale de la décision de WALD nécesuilent la réalisation d'un certain
nombre d'hypothéses de nature topologique sur les divers Cléments introduit en
II. A.1.

Hypothése 1 :

Hypothese 2 :
Hypothése 3 :

Hypoth&se L :

Hypothése 5 :

sur H, il est possible de d&'inir une distance dn telle que

dn(h ) = sup{P(B|Fh ) - (B )]s ol n >0 est quelconque,
B 1

Jh F
15 B,

B est un borélien de R et P(BlGh) la probabilité pour qu'un
n—échantillon des f.r. Gh prenne ses valeurs dans B.

H est alors supposé séparable avec la métrique dn.
H est une v.a. discréte ou absolument continue, Vh ¢ H
L(h,d) est une fonction bornée de h et de d

sur D, il est possible de définir une distance, en posant

M%ﬂg=sw[Mmg)—Mm%H
heH

D est alors supposé compact avee la métrique &.

si ® est l'ensemble des fonctions des décisions dont dispose le
statisticien et E 1'ensemble de toutes les fonctions de décisions

possibles (@ C E), la convergence dans E sera définie par :

g > ¢ si Vze?Z et VD e AD

m O

on a :

9,(2)[p] > ¥_(2)[0].
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Alors
- ¥ est supposée convexe
- ¥ est une partie fermée de E avec la définition précédente de 1la

convergence.

Hypothése 6 : l'espace H est compact avec la métrique introduite dans 1'hypo-

thése 1.

Hypoth&se 7 : la fonction R(h,y) est bornée de h eH, V¥ ¢ ¢. Si les hypoths-

ses 1 a8 5 sont vérifides, on démontre :

Théeoneme 1,- & est un espace compact (selon convergence définie dans

1l'hypothése 5).

Théoréme 2.- le probléme de décision, considéré comme un jeu & deux

personnes de somme nulle admet un équilibre, soit

sup inf p(u,¥) = inf sup p(u,P)
ooy ¢

ol sup est pris p.r. & toutes les mesures de probabilité sur H et inf est

Lo ¥

pris p.r. aux éléments de ¢.

Théonréme 3.- & toute mesure d priori u sur H, on peut associer une
fonction de décision Wu e ¢, solution de Bayes p.r. & u. (p(u,ﬂu) < o(u,y)

VP e ¢).

Theondme 4.- il existe une fonction wo e ¢ minimax, soit

sup R(h,lpo) > sup R(h,y) Vo e o
h h
Théorndme 5.- si M, est une mesure de probabilité & priori la plus

s S
défavorable (soit inf p(uo,ﬂ) € inf o (u,®) ).

¥
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alors toute solution minimax est solution de Bayes p.r. & Mo

Avec les hypoth&ses 1 & 6 on a de plus

Théondme é.- i1 existe une mesure de probabilité & priori la plus défa-
vorable.

En ajoutant 1'hypothése T :

Théoreme ?,- la classe des solutions de Bayes forme une classe complte,

IT A.4.- Profongements de La théorie générale.-

A partir de la théorie de WALD schématisée ci-dessus, les directions
d'approfondissement ou d'extension sont trés variées et nombreuses, comme le
témoigne, par exemple, 1'importante bibliographie relevée par D. BLACKWELL et
M,A. GIRSHICK (6). Nous allons suivre, sans prétendre & aucune exhaustivité,

quelques uns de ces axes dans la mesure ou ils concernent le critére de choix.
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IT B - Théonie génthale et thiories statistiques classiques.-

La théorie de l'estimation et la théorie des tests ne sont que des cas

particuliers du probléme général de la décision. L'analogie de leurs structures est

schématisfe ci-dessous.

IT B.1.~ Fonetions de décision et estimation.-

Eléments de la théorie de la décision

Eléments de la théorie de 1'estimation

Ensemble H des états de la nature h
loi de probabilité & priori u sur H
Variable aléatoire X sur R de
fonction de répartition Fh’ h e

Echantillon de taille n

Ensemble T des décisions possibles
d’
Ensemble ¢ des fonctions de dfci-

sions non aléatoires
/- "> D
Ensemble ¢ des fonctions de déci-
sions aléatoires
m

fF R =]

A = ensemble des mesuwes sur D

Ensemble C) des valeurs possible 6 du

paramétre
sur @

sur R de fonction de

Loi de probabilité & priori u
Variable aléatoire X
répartition F(x,0), 6 ¢ ®

Echantillon de taille n

Ensemble 0 des choix pour les valeurs de 6
. Dans 1l'estimation ponctuelle 0 est une
correspondance bijective avec ®

- Dans l'estimation par intervalle, D est
une famille d'intervalles I C (', chaque
intervalle étant repéré par son centre 6

et sa longueur 24.

. En estimation ponctuelle

P e R )
. En estimation par intervalle :
0: R >P@)
Ensemble ¢ des fonctions de décision aléa-
toires
e Rm -+ A
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Fonction de perte L : . En estimation ponctuelle :
L: HxD~ R+ L(G,B*) avec 6 ¢ ®
6* e U = ®
. En estimation par intervalle
L(0,I) = L(6,67,8) avec 6 ¢ ®
" Ie?D

%
(I =1I(6 ,£) avec 6 = centre et £ =

longueur)

Parmi les questions soulevées par le probléme de 1l'estimation signalons en deux

~ l'utilisation de probabilités & priori est refusée, par principe, par certains,
bien que la théorie de la décision puisse éclairer sur la non contradiction pro-
fonde entre les divers points de vue.

- la définition d'une fonction de perte L est particuliérement délicate en soi
(celle-ci représentant des cofits d'erreurs souvent peu cernables dans la pratique)
et de plus les hypothéses H3 et H4 ne sont pas respectées avec les fonctions
habituelles.

Celles-ci, sont de la forme suivante (voir D. BLACKWELL et

M.A. GIRSHTCK- (3) ch. 11 - oll leurs propriétés sont &tudibes)

=a(6)]6 - 8% avec A(8) >0
(perte dépendant de 1l'zrreur absolue)

* L(0,6%) = 2(8)(6-8)° avec A(8) > O
(perte quadratique)

pour l'estimation ponctuelle et, pour 1l'estimation par intervelles

* L(0,I) = 0 si |e-6"| < £
=1 si |a-0"| > 2

* L(6,I) =0 si |6-87] ¢ ao™
=1 si |6-0"] < ad”
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11 B.2.- Fonctions de décisdion et tests.-

Eléments de la théorie de la décision

Eléments de la théorie des tests

Ensemble H des états de la nature h

loi de probabilité & priori u

sur H
Variable aldatoire X de fonection de

h

Echantillon de taille

répartition s hef
n

Ensemble D des décisions possibles &

¢ des fonctions de déci-

{1/

Ensemble
sion non aléatoire
§: R >0
Ensenmble ¢ des fonctions de déci-
sion aléatoire
(/I R+ A
Fonction de pertes L(h,d) :

HxDo> R+

Ensemble ® des valeurs possibles pour

le paramétre 6. Une hypothése H est un
€1ément d'une partition M, de ®
Loi de probabilité 3 priori u sur H

Variable aléatoire X de fonction de

répartition F(x,8), 0 € @)

Echantillon de taille n

Ensemble D des décisions, d; étant la
décision d'accepter l'hypothese Hi

(D est en correspondance bijective avec

une partition H() de M)

Ensemble ¢ des fonctions de décision
non aléatoire ¢ :
d = J(x)
Ensemble ¢ des fonctions de décision
aléatoire ¢ :
1= Y(x)
Fonction de perte L.6,d)

C)x D~ R+

Comme pour l'estimation, l'utilisation de probabilités a priori n'est pas

admise par tous et il existe ainsi des théories, celles de NEYMAN et PEARSON, qui

s'effacent de résoudre le probléme sans y faire appel, tout au moins en apparence.

Les formes retenues pour les fonctions de pertes sont diverses ; en voici par

exemple deux (voir E.L. LEHMANN (2L4) ) :
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o) L(8,d.) = Li(e) (i =0,1) avec LO(O) nul si 0 ¢ 0 et strictement crois-

i
sant si 6 2 eo, et LT(B) strictement décroissant ui O ¢ GO et nul si

8 3 eo dans le test de 1'hypothise “o : 0 € 0o entre l'alternative H1 : 8 > 60.

a) L(6,8) non négative, non décroissante par rapport & 6 pour 8 < 8 et nulle

pour 6 > 6 dans le cas particulier de la détermination d'un intervalle de con-

finnce (dont 6 est la borne supérieure).

1T C - RESTRICTION DE LA THEORIE GENERALE AU CAS FINT.

La restriction du probléme général de décision au cas o H ou D
est fini donne lieu & d'abondants approfondissements, 1'analyse du probléme de
décision avec de telles hypothéses restrictives &tant justifiée tant par la cor-
respondance avec des théories classiques (comme les tests) que par la vérification
de ces hypothéses dans de trds nonmbreux moddles de prise de décision élaborés dans
la pratique (voir, comme illustration, (29),(34),(30) ou (10) ). L'étude particu-
lidre des propriétés des fonctions de décision avec de telles hypothdses est 1'-
objet des ouvrages de D. BLACKWELL et M.A. GIRSHICK (6) et de H. CHERNOFF et
L.E. MOSES (7).

En matiére de critére de choix plus spécialement, 1l'hypothése ou X
est fini permet de faire simplement la liaison entre le probleéme de décision et ceux
plus généraux, d'optimisation. C'est ce que font D. BLACKWELL et M.A. GIRSHICK (6)
en employant le langage de la théorie des jeux. Signalons, & propos de leur line
deux €1éments de la procédure de choix non encore évoqués jusqu'ici
- dgns la théorie générale exprimée au II B, le n-échantillon (X1 . 0
de taille fixe. Si n n'est plus fixe, la procédure décrite devient séquentielle
(le critire ge choix devant alors comporter une régle d'arrét de l'expérimentation).

Ce type de procéddure de choix, largement explorée par WALD, =t reprise dans (6)

sous forme de jeu séquentiel, ne sera pas approfondi dans notre démarche.
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- le développement de la théorie des jeux fait appel & une nouvelle fonction non
introduite par WALD, 1'utilité, dont le rdle en matiére de décision est important.

Elle fera 1l'objet du chapitre III.

11 C.1.- Exemple de cas fini.-

Ci-dessous nous allons illustrer le cas fini en présentant, pour une
structure particuliére de probléme de décision telle qu'elle peut €tre rencontrée
en économie, des propriétés de solutions optimales relatives & divers critéres de

choix classiques. Ces résultats sont tirés de P. MALGRANGE (29).

Dans le mod&le particulier &tudié, l'incertitude introduite se limite
4 la considération de probabilités discrétes attachées aux états de la nature
(ceux-ci étant en nombre fini) et le choix se fait sans exprimentation. Les démons-
trations sous-jacentes aux propriétés présentées sont réalisées & partir de pro-
priétés utilisés de maniére générale dans les problémes d'optimisation. L'intérét
d'un tel modéle est de refleter une démarche proche de celles suivies par certains
auteurs postérieurs & WALD (comme SAVAGE) dans leur théorie de la prise de la
décision. On reconnaitra néanmoins dans ce qui suit un certain nombre de propriétés

énoncées ci-dessus dans la théorie générale.

11 C.1.1.- Données de modelLes :

- H = {hi, i=1,p avec p > 2}, l'ensemble fini des états possibles de la nature
- D , ensemble des décisions réalisables, supposé compact

: - : + P e . &
- G, forction de gain de HxD dans R (G ayant un rd.e identique & la fonc-

tion de perte L, au sens du préordre des préférences pres).

Posons : Gi(d) = G(hi,d), fonction continue en d Vi, et

¢, (a)
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- , fonction de choix, de RP® dans R. & chaque criteére de choix classique

correspond une forme de vy @
* critére de 1'espérance mathématique : y = v, avee
n
v, © 6(a) = Z u; G, (d)
) Y
avec u = {n, [i=1, p ; Wy O3 ) u =1}

% critére du maximin : vy = Yvp 2Vee :

o G(4d) inf Gi(d)

1

VM
#* critére du minimax regret : vy = Yyg &vec

o G(a) = inf(Gi(d) - sup Gi(d))
i deD

* critére du maximum de l'espérance minimum : y = YMem 2VEC

P
o G(d) = inf { } u; G;(a)}

YMem
1=1

P
avec u = {u, | i=1,p}

Mp = sous—ensemble compact du simplexe Tp

P * . . S . P
- Une décision 4 est optimale dans D, relativement au criteére de choix défini

. *
par v, si : y o G(d ) 2 vy o G(4)

IT C.1.2.- Solutions admissibles.-

Une décision 4 est admissible (soit A leur ensemble) si elle est maxi-

male pour le préordre de préférence partiel défini par : d, est préféré 3 d, si
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6(a,) > 6(a,) dens R®  (Notation : 4, % 4,)

A étant difficilement étudiable directement, on recherchera dans une
partie seulement de A, les solutions optimales en employant un des critéres défi-
nis ci-dessus comme critére de choix supplémentaire (ces critéres ayant été choisis

pour respecter 1l'axiome de préférabilité défini par le préordre précédent).

II C07¢3o_ SOWOVI de Bay%.'

Une décision est solution de Bayes par rapport 4 u si elle
optimale par rapport au critére de l'espérance mathématique, c'est—&-dire si elle
rend maximum A G(d) défini pour le systéme de probabilité discrete u.
(Une décision sera dite solution de Bayes s'il existe un up tel qu'elle soit solu-

tion de Bayes paf rapport & ).

Posons : % Bu = ensemble des décisions de Bayes p.r. & u = {dh}

* b(u) = Z:B (\(u o G(a)) = e G(du)

* Tp = {u} = ensemble des probabilités & priori sur H
% B = ensemble des décisions de Bayes = {du,Vu € Tp}

les propriétés des solutions optimales du et de la fonction b(u) sont

Pnagniétéé 1. =-Vue TP’ BU est un ensemble non vide et Eu N A
est non vide.
o

o)
- si T avec . = T avec s
weT, A lu e . My }

alors B C A.
u

Propriété 2.- si D est convexe et si Gi(d) sont concaves sur D,

alors Hu: AC Bu

Propriété 3.- - la correspondance u = 6p est semi-continue supérieu-
rement

- la fonction b(H) est convexe et continue
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- B est fermé

- si Gi(d) sont strictement concaves :

* Bu est une fonction continue sur Tp

% b(u) est différentiable sur Tp, sa différentielle étant le

vecteur G(du).

On y retrouve, entre autre, l'existence d'une solution de Bayes p.r. U pour
toute probabilité & priori u, ainsi que la compatibilité du critére de Bayes

avec l'axiome de préférabilité.

1T C.1.4.- Solution maximAn.-

Une dé cision est une solution maximin si elle est optimale par rapport

au critére du maximin, c'est-d-dire si elle rend maximum Yym © G(d). Si les

Gi(d) sont concaves on retrouve la propriété que les solutions maximin sont des
solutions de Bayes par rapport 3 une probabilité & priori la plus défavorable

(voir théoréme 5). Soit d'une manidre plus précise :
B g =) S ;
* D = ensemble des solutions maximin ; décisions d solution du
programme d'optimisation I
( Max f(d)

I= ( f£(d) = yy, o G(a)

B

. . : * %
* | = ensemble des solutions points selles (M »d ) € Tp x D tels que

* *
* 0 G(d) gy *oG(a) g G(d
XD (d) Y AD (a”) ¥y (a7)
)13
Yu e TP, Va ¢ D
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* . P ' P
* TP = ensemble des solutions les plus défavorables, décisions d

solution de :

IIr 0 f(w) = swp (v, o G(4a))

L M€ Tb

- . . . .
Mors si L n'est pas vide (il suffit que Gi(d) solent concaves par exemple)

- L =T x D*

-9*C B * w*erT
H P

*
- L est compact

Précisons le comportement du décideur suivant la solution adoptée, le décideur ayant
un comportement T s'il a un préordre de préférence totale sur les décisions repré-
sentable par l'application y tel que : d, )3 d, <=> Y(G(QJ}) P y(G(de)). Ainsi,
les propriétés ci-dessus montrent que le décideur & comportement maximin choisira
la méme décision que le décideur i comportement de Bayes qui aura adopté, fortuite-
ment, la probabilité a priori sur les états de la nature la plus défavorablé‘;

mais d'une manidre géndrale ils ne classeront pas toutes les décisions dans le

méme ordre et ainsi on ne peut interpréter le comportement minimax comme un compor-
tement de Bayes particulier. Cette remarque est i replacer dans le contexte plus
général de l'utilité ol un comportement maximin suppose une perception ordinale

de 1'utilité (les préférences sur les décisions &tant non plus lides aux gains

mais & une fonction strictement croissance quelconque de ceux—ci) tandis que le
comportement de Bayes suppose une perception cardinale de 1l'utilité (utilité défi-
nie & une fonction linéaire strictement croissante prés) —voir le chapitre III

sur l'utilité.

IT C.1.5.- Sofution minimax hreghret.

Une décision minimax regret est optimale par rapport au critdre corres-
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pondant, ce qui implique qu'elle soit maximin pour des fonctions de gain

Gi(d) = Gi(d)'— sup Gi(d)' Les propriétés de concavités et de continuité de
deD
Gi(d) étant nécessaireset suffisantesd celles de Gi(d), les propriétés des so—

lutions maximin obtenues pour Gi(d) sont analogues pour les solutions minimax

regret.

1T C.1.6.- Solution du maximum de L'espérance mathématique minimum. -

Dans ce cas, le décideurne dispose que d'une famille Mp de distribu-

tion & priori possibles wu, Mp étant donné et supposé compact. Une décision
est maximum de l'espérance mathématique minimum si, conformément au critére corres-
pondant, elle maximise la fonction 6(d)

n

o(a) = dinf { ) w; G/(d)}
. i
weM i=1
S

Le comportement du décideuren présence de Mp supposent que ses préférences

soient donc exprimés par 6(d). Remarquons

]
2]
e
=
4]

= ug, 1e décideur & un comportement de Bayes p.r. & Mg

|
[47]
=
"

Tp,le décideur & un comportement maximin.

A partir des solutions aux trois problémes suivants, les propriétés du

maximin se généralisent

Solutions max. de l'esp. math. mini : I Maximiser 6(d)

ﬁ 8(d) = Y Mer® c(d)

de?
. . * %
Solutions point selle II trouver (u ,d )

* *
* G < * & G
ﬁ Y * o (d)<wru OG(d)<YuO(d)

YVueM, Vae?D
1Y
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Solution les plus Mp—défavorables : III Minimiser o(u)
o(u) = sup (Yu o G(4a))
deD
ue M
L 1Y
. * * . - .
si D Mp, L Mp , F Mp sont les ensembles de solutions I, II et III respecti-

vement, si Bu est 1l'ensemble des solutions de Bayes p.r. & p, si U(d) est
. e . ~ “ P . *
1'ensemble de yu ¢ Mp minimisant Y, o G(d) & d donné et si L Mp n'est pas

vide, alors
*» "M = FM = DM
b b b

* L*Mp est compact

*

D*M C Bu* Vu* £ F*M
P b

*

F*u_C ua®  va* e o*u
jo p

IT C.1.7.- Remarques sur ces solutions.-

* La nature finie des €léments envisagés ci-dessus ainsi que les hypothéses de
continuité, compacité et convexité adoptées, permettent pour la recherche pratique
des solutions optimales relatives & un de ces critéres, d'utiliser des algorithmes
classiques d'optimisation. (méthode de gradient par exemple).
* Les propriétés énoncées ci-dessus se généralisent & des théories de type dynami-
que dans lesquels les &tats de la nature sont remplacés par des chemins d'états
de la nature et les décisions par des stratégies. Un exemple en est donné dans [5].
L'utilisation séquentielle d'un critére de choix se base sur le respect du principe
d'optimalité, principe naturel en avenir certain et qui doit &tre généralisé en
avenir incertain. Sur &noncé synthétique est : "une stratégie optimale ne peut &tre
formée que de sous stratégies optimales™".

Notons que, si le critére d'espérance peut vérifier un tel principe

(programmation dynamique Stochastique) et s'il en est de méme du critére du maxi-
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min, le minimax regret ne correspond pas & un comportement dynamisable, de méme

qu'en général le maximum de l'esperance minimum.

11 D - CRITERE DE CHOIX ET FONDEMENTS DE L'INFERENCE STATISTIQUE.-

Ie probldme soulevé par d'adoption d'un critdre de choix particulier
dans une théorie de décision statistique est une question traditionnellement sou-
levée en inférence statistique et n'est pas spécifiquement 1ié 3 la formalisation
de 1'inférence en terme de décision. L'é&tude générale d'une théorie de la décision
comme celle d'un critére de choix, él8ment particulier de la précédente, s'intéresse

aux décisions optimales sous deux aspects

- celui de leurs propriétés mathématiques qui doivent €tre telles que l'analyse et
la résolution effective du probléme de choix soient possibles.
- celui de leur interprétation vis-a-vis du comportement du décideur,

Nous allons examiner des concepts de base qui, dans 1'optigue du premier
point, guident 1l'adoption d'un critére. Pour cela‘nous suivons 1l'analyse de

J. HAJEK (21) sur les concepts de base des statistiques en utilisant les notations

définies en II A & propos de la théorie générale de WALD.

Si la probabilité & priori up sur les états de la nature h est connue ;
tous les statisticiens admettent que le choix d'une décision connaissant la réali-
sation 2z du n-échantillon 7 doit se faire sur la base de la distribution Pu
sur Z, distribution connue conditionnellement & l'adoption de u. Cette unanimi-
té est lide au fait qu'il n'existe alors qu'une seule distribution sur 1'ensemble
sur H x 7 de telle sorte que le probldme soit transféré du domaine des statis-
tigques 3 celuli de la théorie des probabilités. Dans ce cas, la fonction de risque

de Bayes r(z,P) est mathématiquement néturelle. Ce n'est que lorsque u n'est

pas parfaitement connu aue les divergences existent.
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Dans une situation non bayesienne bien spécifique, un type de solutions
nous est fourni par la théorie du minimax développée par A. WALD (LO). Mais les
principes & adopter pour justifier de la structure globale d'une procédure d'in-

férence statistique sont nombreux.

Citons—-en deux, la conditionalité et la vraissemblance avant d'examiner

en détail deux cas particuliers aux chapitres suivants.

IT D.1.~ CONDITIONALITE.-

Le principe de conditionalité s'introdult & partir du caractére condi-
tionel de la prise de décision dans la mesure od l'on envisagé des fonctions de
décisions f construites sur un ensemble de résultats d'expérience Z. Pour
raisonner dans un cas un peu plus général, supposons que f est une application
de T dans D, T #&tant l'ensemble des statistiques 7t = t(Z). Nous ne consi-
dérerons ci-dessous qu'un cas particulier de conditionalité en supposant de plus
que la statistiq ue envisagée est ancillaire (rappeions qu'une statistique v = u(Z)
est ancillaire par rapport & un paramétre h si sa distribution est indépendante de
ce paramétre h) ; ceci limite le champ de l'analyse de la conditionalité mais
notre analyse des principes de choix ne saurait bien évidemment &tre exhaustive
~ par exemple, nous n'envisagerons pas la procédure conditionnelle qui reposerait
sur une statistique suffisante pour un param@tre de nuisance comme cela a pu étre utili

utilisé avec succds dans la construction de test similairesles plus puissants

(E.L. LEHMANN (24)). Retenons 1'énoncé général suivant de la conditionalité

Principe de conditionaliteé :

Etant donné sur l'espace d'échantillonnage 27 une statistique U = u(Z2)
ancillaire par rapport & h e H, la résolution du probléme d'inférence doit &tre
basée sur la distribution conditionnelle gh(dle =u), c'est-3-dire que les
distributions gh(dle = u') pour u' #u et P{du) ne doivent pas Stre prises

en compte.
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(on suppose, pour 1'écriture, que les mesures de probabilités admettent des densitds).
Remarquons que cet énoncé n'est pas en contradiction avec les procédures de Bayes,
pour celles, toutefois, ol la distribution & Priori u est indépendante de 1'expérimen
tation. Interprétons en termes de risque cet énoncé général afin de satistaire une

des préoccupations de la théorie générale de la décision :

Autre gnoncé du principe de conditionalité

Une fonction de décision f définie sur 7 doit &tre associée au méme
risque que celle définie sur la restriction de 7 définie par U = u,
pour U = u(Z) une statistique ancillaire, le transfert de risque n'étant

possible qu'une fois 1'expérience réalisée et u observé.
Cet énoncé particulier s'écrit : R(h,U,u) = R(h) avec :

- R(n,0u) = J Ln,£(2)) g (2]u = waz
Z

- R(n) = J L(h,f(z) gh(z)dz
Z .

Cet énoncé ne stipule pas pour autant quelle statistique ancillaire doit &tre choi-
sie par batir la conditionalité et cela d'autant qu'il est en général impossible
de définir une statistique ancillaire maximale.

Par nature, cette forme est incompatible avec une procédure 3 risque Baye-
sien puisqu'elle nie l'intéret de toute randomisation des fonctions de décision.

Considérons une restriction de ce principe :

Prinedpe de conditionalité correcte :

Une fonction de décision f définie sur 2 et celle définie sur Uf1(u)

doitvent €tre telles que le risque vérifie

R(h,f,U,u) = R(h,f) b(U,u)




IT - 23

Ce principe restrictif n'est pas trop coniraignant puiqu'il est applicable aux
exemples généraux servant de support au principe de conditionalité en présence
de statistiques ancillaire. Ces hypothéses permettent d'obterir une propriété

(théordme 1) et une condition d'existence (théoréme 2).

Theondme 1.- si une procédure de choix vérifie le principe de conditionalité correcte

relativement & une statistique ancillaire U , alors

E(sup R(h,U,u)) = sup R(h)
h h
Theondme 2.- soit S = {s} un groupe de transformation bijective de Z sur lui-
méme et soit la famille ‘{Ps} générée par la distribution de proba-
bilité P sur Z (P est ci-dessus la distribution de fonction de
répartition G, ). Supposons que la fonction de perte L soit

h

S-invariante, c'est-a-dire telle que

L(rs,f(r(z))) = L(s,f(z)) Vr,s ¢ S

Vz € 2

Alors la conditionalité relative & la statistique ancillaire U cons-

truite sur les résultats S-invariants est correcte, soit R(s) = R

R(s,U,u) = R(U,u)
-1 ‘ d
= J L(s,f(r (2))) plz,rs|U = u) :XLEL
7 p (z)
avec : #* y = mesure de probabilité invariante sur CS’ champs des

parties de S (v(Cs) = v(sC) = v(C) Vs ¢S, VCe CS)’

-
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Le théoréme 1 montre qu'avec une conditionalité non correcte on ottiendrait

E(sup R(h,U,u)) > sup R(h)
h h
ce qui, du point de vue du minimax enleverait tout avantage & la randomisation,
ce qui est inacceptable dans des conditions non Bayesiennes.
Le théoréme 2 est une application d'un théoréme permettant, sous certai-
nes hypothéses, de calculer 5[r(z)] d'une part et l'espérance conditionnelle

par rapport & une tribu d'événements S—invariants (démonstration dans (21)).

Le théoréme 3 ci-dessus mentionne au cas de conditionalité& illusoire :

Théondme 3.- s'il existe une statistique compléte et suffisante T = t(Z), alors
R(h,U,u) = R(h) est vBrifié sur toute statistique ancillaire U et

chaque f qui soit fonction de T.
Mentionnons une nouvelle restriction possible définie par :

Deginition 1.- Une statistique ancillaire U wvérifie la .conditionalité correcte
la plus forte, si pour toute fonction convexe non-négative o et
toute autre statistique ancillaire U vérifiant une conditionalité
U vérifiant une auditionalité correcte on & :

E a(b(U,u) 2 E a(b(U,u))

avec b,b  correspondant & la définition p.II 22.
Sous les meémes conditions que celles utilisées dans le théoréme 2, cette définition
débouche sur un théoréme d'existence (voir (21)) et un principe de conditionalité

restreint correspondant est
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Un_principe restreint de conditicralite.-

. Si tcutes les statistiques ancillaires vérifiant la conditionalité
la plus forte donnert le méme risque et s'il exists au moins une telle

statistique, alors l'emploi d'un risque conditionel est obligatoire.

11 D.2.- Vnaisemblance.-

rappelons que l'expression P _(z)

Sur 1'espace d'Zchantillonnage (Z7,P W

W)
peut &tre considérée pour un z donné s A une constante multiplicative prés,

comme la fonction de h appelée fonction de vraisemblance, et notée ﬂz(h) pour

marquer le changement d'optique. Un &noncé général du principe est alors :

Principe de vraisemblance.-

La résolution du probléme d'inférence doit &tre basé seulement sur la
fonction de vraisemblance, négligeant tout autre €lément des expériences

réalisées.

Purmi les diverses interprétation possibles, retenons la suivante exprimée eh
termes de décision : pour un ensemble H donné, une fonction f de décision doit
étre regardée comme une fonction construite sur l'ensemble L des fonctions de
vraisemblance ol toutes les fonctions qui ne différent que par un facteur multipli-
catif sont ccnsidérées comme équivalentes. Alors pour un espace d'échantillonnage
(Z’Ph) donné tel que Kz(h) e L quel que soit z : f(z) = f(Kz(.)

Le théoréme qui suit montre les liaisons qui existent entre le principe
de vraisemblance et celui de conditionalité, tels qu'ils ont &€té respectivement

2 ” .
enoncés ci-dessus

Théoneme 4.- Si la résolution du probléme de décision est invariant 3 une trans-
formation biunivoque de l'espace d'échantillonnage dans un autre
ensemble hamomorphe et si 1l'on considére l'ensemble E des espaces

d'échantillonnages (Z,Ph) tels que leurs fonctions de vraisemblance
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pussibles appartiennent & un espace L donné, alors le principe de

conditionalité est équivalent au principe de vraisemblance.

Démonstration : Supposons que le principe de vraisemblance ne soit pas vérifié

pour des fonctions de décision f1 et f2 ; ainsi il existe deux espaces d'é&chan-

3 \ 2 .
tillonnage (Z]’P1h) et (ZQ’Pgh) tels que pour un z, et un 2z, l'on ait :
f1(21) # f2(z2) bien que P1h(z1) =c ch(zz) avec ¢ = c(z122) mais indépen-

dant de h. Supposons que Z, et 22 sont finis et disjoints et considérons un

1
1+c

nombre A tel que : O < A <

.

Considérons l'espace d'échantillonnage (Z]\J ZZ’Ph) = (Z,Ph)

Ph(z) = A P1h(z) si z g Z1

A ch(z) si 2z ¢ Z2 - {22}'

)) si z =2z

[}

1~ A(cHl - P1h(z]

Alors l'espace d'échantillonnage (Z,Ph(z=z|z € Z1)) cofncice avec (Zj,Pjh)

~

et (2,P (Z=2 2z €(2-(z,)) U {z,})) coincide avec (2Z!,P, ) &quivalent &
h : 2 1 27 2h ,
(Z2,P2h) a4 la transformation bijective prés a(z) =z si z ¢ Z, - {z2} et

(z

a(z.) = z,. Ainsi f1(z ) avec le principe de condi-

2 1 1

tionalité. Ceci est en opposition avec 1'hypothése fl(z1) # fz(zz) et le principe

) = £(z,) = £(z,) = £

1 2' 72

de conditionalité ne peut €tre vérifié.

Supposons que le principe de vraissemblance soit vérifié pour deux

'/ . . 1 -
espaces d'échantillonnage (Z1’P1h) et (22’P2h) tels que si 22(: Z1 l'on ait
£1z(h) et Ezz(h) différents & une constante multiplicative prés pour =z ¢ 22.

Alors £, et 22 sont identiques sur Z, et le principe de conditionalité est

1 2

vérifié.
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IT D.3.- Remarques.-

Les deux principes abordés ci-dessus ne sont que des exemples de prin-—
cipes adoptés pour guider la construction de la structure de prise de décisions
statistiques. Ces principes ne concernent que lsa définition de 1'espace de réfé-
rence & partir duquel sont prises les décisions et &videmment beaucoup d'autres
é1éments de la structure du processus de décision soulévent des problémes ou sont
l'objet de divergence entre les auteurs (voir par exemple dans (9) divers aspects
du probléme général de décision). En matidre de critére de choix les influences
réciproques entre les fondements de la structure de choix et la nature du critére
sont également trés variées. En II D2 et 3, il a été ainsi montré qu'en conditions
non bayésiennes, l'espérance du risque conditionel maximum est en général plus
grand que le risque maximum et qu'il faut passer 3 la conditionalité correcte pour
avoir 1'égalité. Citons ci-dessous un exemple inverse ol c'est le critére de choix
qui est recherchée pour satisfaire certains principes. Ce cas est tiré de

A. PLANT (31).

Le modéle envisagé par PLANT repose sur la structure de base classique : d'une

part, un variable aléatoire Z sur les réalisations 2z de lagquelle est batie

la fonction de décision f et d'autre part une fonction de perte L(h,f) dé-
pendant du paramétre h. La construction du critére proposé provient de la distinc-
tion entre d'une part une perte réelle L(h,f(x)) telle gqu'elle sera subie apres
le choix et des pertes idéales L(h,f(Ei)) ol (gili = 1,2) est une suite de
réalisation passées de z (1l'auteur se place dans une situation de décision
individuelle caractérisée par la prise d'une décision aprés l1l'observation d'un
unique résultat 2z d'expérience, ce résultat étant un €lément d'une suite de résul-
tats existant par suite de 1'interprétation fréquentielle sur lequel repose 1'échan-
tillonnage adopté). Aprés cette distinction il considére un risque mixte et la
définition d'une densité de risque vise & sortir, face au principe de conditiona-

1ité, du dilemme suivant : une trop faible conditionalité entrafne trop de mélange
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entre la perte idéale et la perte réelle et une conditionalité trop forte fait
rejeter de l'information. La densité de risque est définie & partir de la contri-
bution d'un voisinage de 2z de mesure AX(z) & l'espérance de la perte, cette
contribution étant estimée & L(h,f(z)) Gh(z) A A(z) (On suppose que 2z appar-
tient & un sous—ensemble A de Z A-mesurable), l'expression de cette densité

de risque est alors
p(h,fyz) = Gh(z) L(h,f(z))
Le risque ¢(h,f) est alors donné par :

p(h,f) = f o(h,fyz) dr(z)
A

risque sur lequel un critére minimax peut &tre appliqué : la fonction de décision

sera choisie pour minimiser la densité de risque maximale.

IT € - CRITERES MIXTES.-

Les cas d'optimalité envisagés ci-dessus ont été séparés en deux types
distincts suivant l'existence ou l'absence d'information & priori disponible
(des liaisons entre ces ceux types étant parfois assurées : comme, par exemple,
par l'identification de 1'un d'eux & un cas particulier de l'autre ou par les
relations de convergences ....). De leur cdté certains modéles se basent sur des
structures intermédiaires & information & priori partielle.

Ces structures de choix intermédiaires comportent évidemment des critéres

spécifiques. Donnons quelques exemples de telles situations.

IT E.1.- Risque "mean-max". -

Ce premier cas est tiré de H. KUDO (22). La fonction de risque initiale
r(h,f), heH et f ¢ F, est supposée non négative et AH—mesurable et bornée

dans H pour chagque f.
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Si- u est une probabilité définie sur AH et si B est une sous-tribu
de AH’ alors le couple (B,u) est appelé information & priori partielle.
(traduisant le fait que u n'est connu que sur B avant que l'expérimentation
n'ai eu lieu). Le risque "mean-max" est alors défini par la fonction r(B,u,f)

telle que :

h
r(B,u,f) = inf § sup r(h,f) . p(Ci)
CeB i=1 heC

oi C est une sous-tribu définie par une partition de H finie et B-mesurable

B g . H, Cj e B, Cirw Cj =@ i#j}. Les propriétés d'une telle

{C1,..,Ck;UJ.=1 3

fonction de risque sont :

* r(B',u,f) > r(B,u,f) Wu,f si B' est une sous-tribu de B.

* la fonction r(h,f) est B-mesurable & un ensemble de pu-mesure nulle pres.

Le concept d'optimalité correspondant est : soit R(B,u) = inf r(B,u,f), alors
feF

une procédure ¥ ¢ F est dite optimale pour une information & priori (B,u)
(ou (B,u)-optimale) si £* satisfait : r(B,u,f*) = R(B,u).

Ce critére d'optimalité pour les informations & priori (@,u) et
(AH,u), avec @ 1l'ensemble vide, correspond respectivement au minimax et au
critére de Bayes p.r. y.

Si de plus, u et v de AH coincident sur B, alors r(B,u,f) =
r(B,v,f) et la (B,u)-optimalité ne dépend que la distribution marginale de u
sur B (on retrouve que la procédure minimax ne dépend d'aucune distribution
| a priori si B = A¢).
D;ns (22), les propriétés de telles fonctions optimales ne sont pas

étudiées.

11 E.2.- Crniterne "Bayes-minimax".-

Un second exemple de critére intermédiaire est envisagé ci-dessous
]
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mais cette fois plus & fond puisqu'avec les propriétés du risque, celles des
solutions optimales sont présentées., Cet exemple est tiré de K.A. DOKSUM (11)
dont 1l'article fait le point sur un certain nombre de modéle de décision non para-

métrique de structure particuliére.

1T E.2.1.- Introduction.-

Le probléme de décision envisagé est d'obtenir une fonction de décision
optimale lorsque la forme de la distribution de probabilité sur l'ensemble des
résultats d'expérience n'est pas complétement connue. Plus précisément la fonction
de répartition E des X, (varisbles aldatoires & valeur dans R°) du
n-échantillon 2 = (X1""’Xn) est supposée appartenir & une classe E qui n'est
pas descriptible de maniére naturelle par un paramétre h appartenant & un ensemble
H (1le H envisagé par la suite sera supposé &tre un espace euclidien de dimen-
sion p). Soit R(E,f) 1la fonction de risque associde & la fonction de déecision

f lorsque E est la vraie distribution.

Face & ce type de probléme, différentes solutions ont &té envisagées :
- les solutions minimax minimisant le risque maximum sup R(E,f). De telles solu-
tions ont pu &tre précisées dans certains cas (par exeﬁige, si E est la classe
de toutes les distributions dans un voisinage d'une distribution normale, alors
les solutions minimax dépendent de statistiques dont les espérances mathématiques

sont liges)

-~ les solutions minimax regret qui minimisent l'erreur maximale

sup{R(E,f) - inf R(E,f)}.
EeE fefF
- les solutions de Bayes définies § partir d'une distribution de probabilité P
sur E et qui minimisent alors le risque de Bayes [ R(E,f)P(AE). De telles
E

solutions ont été explicitées pour certaines forme de P.
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Ci-dessous la solution envisagée est optimale pour un critére de mini-
misation intermédiaire entre celui du risque maximum et celui du risque espéré.
Le critére a &té envisagé pour une situation ol la probabilité P sur E n'est

).

pas entidrement spécifide et oll 1'on ne connait que la distribution de E(s1
. . . v

E(sz) pour certains points s;, 1= 1,....,£L de R’ avec Sy < eeens < 5p.

Plus précisément il consiste 3 minimiser 1'espérance mathématique du risque

maximum, espérance relative & la distribution A sur l'ensemble

{E(Si) ti=1, ...., L}

II EaZoZo— NOMOM e't déé‘:ymoMo-

Soit Z = (X, .. Xn) le n-échantillon composé des n premiers &lé-

1
ments de la suite {Xi} de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribudes par la distribution de probabilité E. Soit E 1l'ensemble connu des
E possibles, en supposant que E est un sous—ensemble mesurable d'une certaine
classe I de distribution de probabilité ; nous supposons de plus qu'il existe
une probabilité P sur la tribu AF de parties de I telle qué P(E) = 1.

Soit L(E,f(z)) 1la fonction de perte & valeurs réelles, f(z) =4

étant une décision de D.

Soit R(E,f) 1la fonction de risque, f &tant une fonction de décision

de F, telle que : R(E,f) Eg L(E,f(z)). Ainsi une fonction de décision &

sera minimax si R(f*) = inf R(f) avec R(f) = sup R(E,f) et £ sera de
TeF ~ Eet

Bayes si r(P,f*) inf r(P,f) avec r(P,f) = J R(E,f)P(GE).
feF E

Une fonction de décision mixte Bayes-minimax minimisera une fonction
intermédiaire entre R(f) et r(P,f). Cette fonction est le risque espéré lorsqu'~
une distribution discréte correspondant & P est connue, l'espérance étant calcu-

18 en respectant cette distribution. Précisons la définition de cette fonction.

Soit C(E), E e E, le plus petit sous-ensemble compact de AH tel que

E(C) = 1. Soit S(E) (E). Soit S5 i=1,...,£4, £ points de S(E) tels

= UEeE ¢
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que S, < ... <Sp . {E(si)} est un ensemble de £ nombres q; dans [0,1],

1

dont la distribution, connaissant P, est notée A(.3;F,£). Si 1'on pose

q = (q1,....,q£) avec O g q, €

Aq;P,L) = P(E;E(s1

)

oo qz £ 1, alors

£ Qs ceees B(sp) < qp).

Notons E(q,£) 1la classe de distribution de E dont la probabilité correspondante

de s; est q, i=1, ..,L ; soit E(q,L) = {Ee E ; E(s.) = q; > i=1,...,4}.

1

1

Alors 1l'espérance du risque maximum d'une fonction de décision f est définie par :

rz(P,f) = J [ sup R(E,f)] A(dq ; P,2)
Rk EeE(q,f—)

et une fonction de décision fo

rz(P,f), soit

r!_(P,fO)

sera mixte Bayes-minimax si elle minimise

= inf r,(P,f).
fefF £

v

Supposons que Z ¢ R°. Définissons la probabilité P sur l'espace

(R¥ x r, BY x AF

ou GE est laprobabilité sur R’

) oit B est la tribu borélienne sur R°, par :

correspondante & la distribution E sur AH'

On suppose que G_ est Ar—mesurable. De plus on suppose qu'il existe une distri-

E

bution conditionnelle de Z &tant donné E telle que :

et qu'il existe une distribution conditionnelle sur E &tant donné E(Si) = qQ.,

i=1,....,2, notée P9,

1
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1T E.2.3.- Théonreme d'exdistence.-

Lemme : Les risques définis ci-dessus vérifient les relations
* R(f) 2 rE(P,f) 2 r(P,f) avec £ 3 1

* si {I

: s < ., <8 est our m=1,2,... une suite de
m - “m,1 m,Zm} > P 2= ’

partitions telle que chaque partition soit plus fine que la précé-

dente, alors

) (P,f) > Ty SP,f) pour m < m' (1)
m m

Ce terme découle directement des définitions adoptées.

Soit une fonction de décision f£ qui soit, dans certains cas, mixte Bayes-

minimax. Soit s, = inf (s) et Sp = sup (s). Alors E(sz) = 1. Nous suppo-
seS(E) seS(E)
sons E(s1) =0, -=< Sy < cnes < 8p < o, et £ 2 3. Soit q = {q1,..,q£} avec
0= 4y € +ee0 £ qp = 1. Soit Eq 2 la distribution de probabilité dont les valeurs
9

sont qi pour Si’ i=1,...,£4 et dont les autres valeurs sont obtenues par
interprétation linfaire sur chacun des intervalles [si’si+11’ i=1, £-1. Soit E2
la fonction aléatoire dont les valeurs Eq,{ sont obtenues pour des ¢ distri-
bués par X = A(.;P,£). Nous supposons que E, est upe fonction mesurable d'un
certain espace sur (F,AP). Soit Pp la distribution de Ep et soit £, la
solution de Bayes pour Eq,ﬁ quand q admet une distribution & priori A (ainsi
£, minimise r(PL,f) = R(Eq,ﬂ’f) A(dq). Alors :
RV

Théondme : Si Eq,ﬂ e E pour presque tout q appartenant & C(A), si )

(solution de Bayes pour Eq,!, par rapport & \) existe et si

L(E,iﬁ) = L(stg) VE, F ¢ E(q,£) pour presque tout q de

C(r), alors f, est une solution mixte Bayes-minimax.

La démonstration dans sa grande ligne est la suivante :
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Soit Ni’ le nombre de valeurs de Z dans Jsi,si+{] , i=1, £-1. Alors

N = (N1"""’N£—1) est suffisant pour Eq ¢ St fps fonction de Z, ne dépend
]

que de N. La distribution de fﬂ’ en tant que fonction de %, est la méme pour

tout E dans E(q,2). Ceci et la relation (1) impliquent :
R(E,f,) = R(F,f,) VE, F e E(q,2).
Alors rﬁ(P,fz) = r(PK’fl)
et le étant optimale pour P£ , alors :
r(P,,f,) s r(P,,f) Vt.

Finalement, puisque E ¢ £ pour presque tout gq :

d.k

r(Py,f) s rp(P,f)

1T E.2.4.- Converngence de La sofution mixte vers La solution de Bayes.-

Le théoréme d'existence ci-dessus est complété par des propriétés de
convergence.

L'étude de la convergence repose sur l'introduction de l'ensemble D[O,1]
des fonctions sur [0,1] présentant des discontinuités du premier ordre au moins et

définies par y tel que

(i) pouwr O g s < 1 1lim y(r) existe et y(s+) = y(s) = 1lim y(r).

r¥s rys
(ii) pour 0 < s g 1 lim y(r) existe et y(s_) = lim y(r)
rts rts

D[O,1] est doté d'une topologie dont l'idée est que dans cet ensemble

deux fonctions y et y' seront proches l'une de l'autre si l'on peut passer du
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graphe de y(s) & celui de y'(s) par de petites déformations uniformes des abscis-
ses s et égalementdes ordonnées. Une telle topologie a été définie par Skorchod
(voir (5), par exemple, chapitre 3)
Soit A 1l'ensemble des fonctions de [0,1] sur lui-méme continues et
strictement croissante. Pour y et y' appartenant & D, do(y,y')

défini comme 1'infimum des o positifs tel qu'il existe dans A un

AS=Ar
s-r

log est une

A satisfaisent & : |[[A]] s o avee [[|A]] = swp
r¢s

métrique (modificied Skorchod metric dans son appellation anglo-saxone)

pour laquelle D est complet et séparable.

Avec les notations précédentes, nous pouvons prendre T D[b,1] et si '{Ez} est
une suite de fonctions aléatoires de distribution PK’ EK convergersa en lol vers
E si fry(E) Pz(dE) -+ !ry(E) P(dE) pour chaque fonction y de T & valeurs
réelles, continue et bornée (ou convergence faible de PZ vers P). Il s'agit
alors de montrer que le risque de Bayes pour la solution de Bayes par rapport a

la distribution & priori Po converge vers le risque de Bayes de la solution de

Bayes pour la distribution & priori P.

La premiére &tape consiste & utiliser une fonction de distribution GE
qui soit constante sur [?i’si+1[ et pour laquelle la fonction distribution asso-
cide Q, des 62(51)"""G£(SL) soit égale & celle des E(sj),...f,h(sz).

On montre alors que : si E CZD[O,1], alors G£ converge en distribution vers E.

Ensuite soit Gq 2 la fonction de distribution qui soit constante sur
9
[?i’si+1[ et dont la valeur en s est qi avec O = q, £ +aa & qk = 1. Soit
QK la foncti on de distribution des Gq ) lorsque q admet une distribution
1]

est alors une fonction de distribution aléatoire obtenue en donnant & q °

A GZ
de G ¢ 18 distribution A.
d,
Soit fz la fonction de décision qui minimise le risque de Bayes

T(Pt’f)' cette nouvelle étape consiste en le théoréme suivant :
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Théorneme : Si Gq,[ e E pour presque tout q appartenant & C(A), si une solu-
tion de BRayes £, existe, si L(E,fz(z)) = L(F,fz(z)) est vérifié
pour tout E, F ¢ E(q,£) et presque tout q de C(A) et si f a
dans E un risque continu et borné R(E,f), alors pour E<:.D[O,1],
f2 converge vers f dans le sens que le risque de Bayes r(P,fz) de

f£ converge vers le risque de Bayes r(P,f) de f.

e e e e e e e et o

[r(Q »f,)= inf r(Q ,f)]. Comme la fonction de répartition G est constante
2272 £eF Q3'e

entre les si, f@ ne dépendra sur 72 que de S = (S1,..., 82_1) ou Si est
le nombre de valeurs de Z égales & S, 4q bour i=1,...,£-1 (Par hypothése E(s,) = 0)
8 a la méme distribution que celle de N introduit précédemment pour Gq R

3

celle-ci étant elle-méme celle de N pour Fq 2 Alors f, est aussi solution
]

de Bayes pour QE’ ce qui se traduit par :
(1) rp(Pify) = x(Py,ty) = r(Qp,f,y) = r(Qy,f,) = r(Q),f,) < r(q,y,r)
Avec le précédent théoréme de convergence :

lim r(Qz,f) = r(P,f)

Lo

puisque G£ (de distribution Qﬁ) converge en loi vers E (de distribution P).

Ces deux précédentes inégalités donnent :

lim r(Qz,f) s r(P,f).
Lo

Par ailleurs nous avons avec le lemme de c)

rK(P,f 2 r(P,f

)e) - Z)
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et si f est solution de Bayes pour P :

r(P’fE) x> r(P,f).

L'ensemble d'inégalité conduit &

%im {éP,fz) = r(P,f)
—»C0
lim r(P,fz) = r(P,f)
L0

Lorsque € est l'ensemble des fonctions de distribution continue sur
B)ﬂ] (EC C[O,l], ensemble des fonctions continues sur B)J], ensemble sur
lequel les propriétés principales de convergence sont présentées, comme pour
D[Q,1] dans [17]), la convergence de fﬁ vers f peut 8tre démontrée avec des
conditions moins restrictives : si G g€ E pour presque tout q de C(A), si

q,

f£ est une solution mixte Bayes-minimax, si une solution de Bayes f existe telle
que £ ait un risque R(E,7) continue et borné, alors pour E C C[O,ﬂ R

lim r(P,fz) = r(P,f).
Lo

La démonstration de méme inspiration que la précédente repose sur un
lemme de convergence analogue & celui utilisé ci~dessus, & savoir :

si E C:C[C,f], alors E2 converge en distribution vers E.

1T E.2.5.- Exemple : un probléme de test.-

Examinons un exemple d'obtention d'une solution mixte qui, & partir du
théoréme d'existence précédent, peut 8tre obtenue (sous certaines conditions sur
la fonction de risque) en calculant la distribution & postériori d'un paramétre’
p = (p] v p£_1) ayant comme distribution & priori la distribution G de

( ~T - -
E\sq) L(sj), Es 5 E(s2), E(sz) E(s£_1).

Supposons le test suivant : avec E = EOLJ E1 (Eo N E1 =0 ,
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E,E

o Eq ® I') nous voulons tester H = {E ¢ Eo} contre H, = {E e E1}. Appelons

f = f(z), la fonction de décision, fonction de test. Prenons par exemple comme
fonction de perte, la fonction suivante. Classique en théorie des tests :
L(E,f) = L; avec L, >0 si H, est rejeté 3 tort, i = 0,1 et L(E,f) =0

autrement. Le risque de Bayes est alors

e(e,0) =1, [ m(e) tam) +n, [ (1w Pam)
E E
0 1

et l'espérance du risque maximum :

r,(P,f) =L [ ( sup E_(f)) A(dq;F,L)
£ ° ) meE(a0) F
(@]

+ L, J (. sup (1-EE(f))) A(dq;P,2)
Q EeE(q,L)
1

ol Q = {(E(s1),....,E(s )) s E¢ Ei} i=1,2 (ainsi Q, et Q1 sont les ensem-

k

bles de Rk correspondants i E1 et E2). On suppose que Qol1 Q1 a une proba-

bilité nulle. On vérifie facilement que la relation (1) du théoréme d'existence
est vérifiée et si de plus Eq o € E, le résultat correspondant peut &tre appliqué
, v
si Eq ? ¢ E, L(Eq £’f) n'est pas défini). Il y a un moyen naturel de définir
H 9
L(E_ ,,f) pour que E e E(q, ) pour q ¢ E ME, , L(E,7) a la méme valeur
q’£ q,'[-) . . (o] 1
pour chague E ¢ E(q,£) et soit L(Eq K’f) cette valeur connue. Nous le suppo-
9

gerons dans la suite.

Soit e(zlq) la densité de Eq g Avec le théoréme d'existence nous

pouvons conclure que la fonction de test mixte Bayes-minimax fk rejéte Ho si

£-1 Ni £-1 Ni

T ( - — s =

“1[ T oy, q;) © a(da) 3 L f . (a;,979;) ~ A(dq) i=1,2
Q 1=1 1=

1 o)
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8i 1'on précise Py T Q4,479 i=1 ... k-1

Ai = {(E(sz)—E(s

1)), cees (E(sz)—E(s£_1)) | E e Ei}

la relation précédente s'écrit :

£-1 N. i
i I P.” n(dp)
W) R )| L
A A,
ol T est la distribution de (E(sg)—E(s1), E(sz)—E(sz_])) quand E a une dis-

tribution P. Cette derniére expression est la solution de Bayes du test multi-
nomial dans lequel (N1...Nk_1[P) est une variable multinomial de paramétre p
et n, le test &tant celui de H = {p e Ab} contre H, = {P ¢ A1}.

ILa solution est la fonction de test fﬂ qui rejete Ho lorsque le

rapport des probabilités a postériori de Hy et de Ho est supérieur a Lo/L1’

soit si :
J g(p|NM)ap
Ia, L
> _°
LO
J g(p|N)ap
A
[e]

ol p 4 la densité a postériori g(p|N) avec N = (N1,...,N£_1).

IT E.3.- RISQUES "PLUS HAUTS" ET "PLUS BAS".-

Ce dernier exemple, tiré de R.J. BERAN (3), est plus limité puisqu'il
concerne essentiellement une procédure d'estimation. Mais par ailleurs, il a l'avan-—
tage de bien faire ressortir 1l'influence de la nature de 1l'interprétation sur
laquelle repose la traduction de l'incertitude, c'est-d-dire les probabilités, sur

le critére de choix a adopter (cet aspect est primordial dans 1'dtude de 1l'utilité)

IT E.3.1.- Strweture de La théornie.-

Si (Z,AZ) est un espace d'échantillonnage, nous supposons que l'on a :

z = E(x,h) heH

x e X
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Nous supposons que E et p, probabilité sur AH sont connus. Le pro-
bléme est de construire une procédure de décision concernant h & partir de la
dennée d'une réalisation z.

Aprés la réalisation de 1l'expérience, le triplet (z,h,x) ¢ 2 x H x X
est connu par : z a été observé, x est un &lément arbitraire de 1l'ensemble
Hz(x) = {h eH|z = E(x,h)}. Soit {(z,hi,xi) | i=1,2...} une suite d'hypothétigques
expérimentations indépendantes ; 1'évaluation de la procédure statistique sera
basée sur le comportement moyen des choix faits & partir de ces expérimentations ;
si la notation générale prOPn(Hi) est adoptée —propn(ni) = proportion de vraie

propositions sur (W, ... Hn) - la perte moyenne situfe aprés les n premiéres

i

»

expériences hypothétiques est :

o]

L(h, ,d) = ! prop_[L(n,,d) > y]ay
0

B8|—
Vs

S i=1

si L est une fonction de perte H x D > RY.

Le risque plus bas rZ(L,d) et le risque plus haut sz(L,d) sont les
espérances de pertes minimum et maximum obtenues suivant les valeurs de f. Ces
risques et leur interprétation fréquentielle conduisent & adopter le critére de
choix suivant :

"une décision d e D est minimax pour une fonction de perte £ et une observation
z si sZ(L,d) < sz(L,d) Va' € D et une fonction de décision f.e F est
minimax pour une fonction de perte £ si sz(L,f) < sZ(L,f') Vev e F

et Ve ¢ 2.,

Le théoréme central démontré dans (16) est alors le suivant

Théoreme : si H et D sont des espaces métriques compacts et si la fonction de
perte L : Hx D > R est continue, alors
- sz(L,d) et rZ(L,d) sont uniformément continues sur D

-~ les extrémum de rZ(L,é) sur D sont atteints
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L'adoption d'un tel critére minimax dans une prncédure de choix statis-
tique vise 4 remplacer celui de la théorie classique, ce dernier ayant montrer de
graves lacunes (on pourrait citer celle, en théorie des test, qu'un test dont
1'échantillon est de petite taille mais dont la puissance est élevée puisse donner

un choix qui soit en contradiction avec les données).




FONCTIONS D'UTILITE ET DECISIONS

La notion d'utilité dépasse largement le contexte de la seule théorie de
la décision. Elle est employ@e dés que 1l'on parle de représentation numérique de
"préférences" sur des €léments de description donnde. A ce titre les voies de ré-
flexion sur 1'utilité sont trés variées et pour notre démarche d'analyse des cri-
téres de choix employés pour la prise de décision, nous aborderons 1'utilité essen~
tiellement sous les deux aspects suivants
- la théorie générale de 1'utilité avec son axiomatique, ses propriétés et ses
théorémes d'existence.

- différentes formes de fonction d'utilité employées dans les modéles de décision.
Dans ce paragraphe nous rencontrerons des utilités de forme trés spécifique par
rapport & celles rencontrées au paragraphe correspondant au premier aspect. Cette
spécificité est principalement due & la structure particuliére des ensembles qui
interviennent dans les modéles de décision et & la grande part accordée aux ques-
tions de traduction de l'incertitude. Les formes d'utilités présentées seront
examinées pour l'axiomatique sur laguelle elles sont baties et pour les propriétés
qui en découlent ; les discussions sur l'adéquation des axiomes (adéquation dépen-
dante du but recherché - descriptif ou normatif par exemple - et du contexte - dé-
cision prise par uﬁ individu ou par un groupe d'individus, décision éconcmique,

décision médicale, ....) ne seront pas abordées.

11T A - ELéments de La thiorie de L'utilite.-

En général une fonction d'utilité est la représentation numérique de re-
lations de préférences (la nature précise de telles relations sera rappelée en
IIT A.1) et la structure d'une telle fonction dépend en général de trois facteurs
principaux :
. la nature de la relation de préférence que cette fonction d'utilité est censée

traduire (par exemple : la relation de préférence est-elle totale ? ou dénombrable
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- propriétés précisées en III A.1)

. la nature de l'ensemble des &léments sur lesquels portent les préférences (par
exemple : cet ensemble a-t-il une structure topologique, vectorielle ou de
treillis ?)

. le type de représentation numérique qui définit cette utilité (par exemple :
le moddle dans lequel rentre la fonction d'utilité est-il une loi &conomique ou

un processus de choix ?)

Les élé&ments présentés ci-dessous seront principalement extraits de 1'Introduction
3 la théorie de 1'utilité de MORINEAU (28). Dans la mesure ol cette présentation de
la structure générale de 1'utilité, structure & laquelle appartiennent les fonc-
tions d'utilités prises en compte en décision, sera assez schématique, nous ren-

voyons & (28) pour connaltre les détails omis.

111 A.1.- Relations de préférences.-

Définition 1.- Une relation binaire notée g, dans un ensemble X ayant plus de
deux €léments sera dite relation de préférence dans X (pour
X,y € X, X §'y sera lue : x n'est pas préféré & g), si elle
est :
- réflexive (Vx ¢ X, x $ x est vrai)
- non symétrique (3x,y £ X tels que x g y soit vraie et y £x
soit faux).
Le couple ordonné formé d'une relation de préférence ¢ et de
l'ensemble X dans lequel elle est définie, noté (g,X), sera appelé
systéme de préférencel
Dans la définition ci-dessus, la condition essentielle est la réflexivité, les

conditions de deux éléments au moins pour X et de non symétrie évitant seulement

les cas triviaux.
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Déginition 2.- Une relation binaire, notée ><', dans un ensemble X ayant au
moins deux &léments sera dite relation d'indifférence dans
X (pour x,y € X, x><y’ sera lue : x et ¥y sont indifférents)
si elle est :
- réflexive (Vx ¢ X, x>Xx est vraie)
~ symétrique (Vx, y ¢ X, si x>’<y est vraie, alors y\r(x l'est

aussi)

Définition 3.- une relation binaire, notée < , dans un ensemble X ayant au
moins deux &léments sera dite relation de préférence stricte dans
X. (pour x,y ¢ X, x <y sera lue : y est préféré a x) si
elle est :
~ irréflexive (Vx ¢ X, x { x est faux)

- asymétrique (Vx,y ¢ X, si x {y est vraie, alors y € x ne

l'est pas).

En général les relations de préférénce, d'indifférence ou de préférence stricte ne
sont pas totales, jeux éléments de X non liés par de telles relations seront dits
incomparables.

MNotations.- Soit R 1l'ensemble des relations binaires dans un ensemble
X. Précisons rapidement quelques éléments de R. Deux &léments x et y de X
1iés par R de R seront notés xRy tandis que deux &léments de X non 1lids
par R seront notés x Ry. La relation complémentaire de R de R est une
relation de R, notée %, telle que Vx,y ¢ X, x % vy = x Ry. La relation duale
de R de R est une relation de R, notée R_1, telle que : VYx, y € X
X R—1y => y R x. La relation d'égalité dans R sera notée A ; c'est une relation
de R telle que : Vx, y e X, x Ay = x =y, La relation vide de R sera notée
0. ¥, y e.X, x0y =>x=y =0 . De plus nous nous définissons les relations

suivantes dans R :
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L[}

si R,8,7e¢ R, T=RMNS =>si xTy alors xBy et xSy Vx,y ¢ X

si R,S,Te R, T=RUS =>si xTy alors xRy ou x,S5,y Vx,y ¢ X

si RSeR , RCS =>si xRy alors xSy Vx,y ¢ X

in

R.S => Vx,y ¢ X si xTy alors E]z e X tel que xRz et zSy.

1]

si R,S,TeR, T

On démontre alors facilement que si (£,X) est un systéme de préférence, les rela-
—— Ny, . N . ~ 2 o

tions N ¢ 1 et £ N X sont respectivement d'indifférence et de préférence

stricte.

Déginition 4.- Soit (&,X) un systéme de préférence. Ce systéme sera dit prétran-
- . - . - » . Vd * - .
sitif s'il existe une relation binaire dans X, notée £ , vérifiant

* .
- § est transitive

’\:*_1

- @GN Thad'n &

s? sera appelé extension transitive de ¢ dans X.
Cette proposition n'est pas vide de sens grace & la proposition suivante :
Proposition 1.- Soit (&,X) un systéme de préférence. Soit :
=405 5 Xe4n(

8i Ym,n entiers positifs on a & N ({1)n = 0, alors le systéme
(§sX) est prétransitir.

D'une maniére plus précise, la relation $* définie dans X par

{*=<*U>*<avec:

=YX
et
x* = st

s>0

est une extension transitive de &

2 . . * * .
Démonstration par construction § 2 < et <*2 X , donc { 2 < on vé-

rifie aisément que < et )=< sont des relations transitives et un raisonnement
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* * e
par récurrence montre que < NX"=0 et que 4? est transitive.

Cette propriété de prétransitivité d'un systeéme de préférence est moins contrai-

gnante que la propriété de transitivité.

Définition 5.- Soit (g,X) un systéme de préférence prétransitif ; il existe alors
: : b * 5
une plus petite extension transitive § de ¢ (g est une
extension transitive de ¢ et pour toute autre extension transitive
* * * *— : S
§ de g, {’C_I () ; notons X =& N £ Vv degatid on d'équi-
valence qu'elle définit. Le systéme quotient ( ii s —z) est alors
X* %
~
appelé systéme associé au systéme prétransitif et sera noté

(g,i), ce systéme est ordonné (& &tant transitif et antisymétrique

dans X).

11T A.2.- Notion de fonction d'utilite.-

Le but d'une fonction d'utilité est de fournir une représentation numé-
rique d'un systéme de préférence, l'adjectif numérique exigeant d'@tre précisé.
Le sens de ce dernier s'appuie sur la définition du nombre, extension du nombre

réel habituel.

Définition 6.- On appelle nombre un couple, noté (Q, N), ol N est un ensemble

dont les éléments sont des ensembles de nombres réels (&ventuelle-

ment réduits & un élément) et ol 2 est une relation d'ordre

totale sur N.

(Une relation binaire est une relation d'ordre si elle est reflexive, transitive et
antisymétrique. Elle est totale si tous les éléments de X sur lequel elle est

Ib—
définie sont comparables). TLa relation L =LMNL 1 est la relation d'ordre stricte
< g g
correspondante & L

EN

La notion d'utilité est alors donnée par :
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Déginition 7.- Soit (4,X) wun systéme de préférence avec == gN (_j et
<= r\§T1 respectivement comme relation d'indifférence et de
préférence stricte associées. Une fonction u sera une fonction
d'utilité sur le systéme de préférence (&,X) si c'est une applica-
tion strictement monotone de (&,X) dans un certain nombre
(%, N), cela signifiant que u est une application de X dans W
telle que : Vx,y € X x €y = ulx) Luly)
<
et  xXy = ulx) = uly)

Cette notion est précisée par une définition plus contraignante :

Deginition 8.- Soit (£X) wun systéme de préférence. Une fonction u sera une
fonction 4'utilité totale sur le systéme de préférence (&,X) si
c'est un homomorphisme de (g,X) dans un certain nombre (%,N),
cela signifiant que u est une application de X dans N telle

gue

X,y € X x £y <= u(x) L u(y)

Remarquons que, pour assurer la camparaison des deux définitions précédentes, que
la condition x ¥y <= u(x) % u(y) est équivalente & 1l'ensemble de x

x €y <= u(x) L (y) et xXy = u(x) =uly) avec les définitions de < et
><données dans la définition T. De plus, le passage entre ces définitions est assu-

ré par la proposition suivante :

Proposition 2.- Foit une fonction d'utilité u sur le systéme de préférence
(§,X) & valeur dans (%,N). Une condition nécessaire et suffisante
pour que u soit une fonction d'utilité totale est que la relation
de préférence £ soit totale sur X ({ #étant alors un préordre

total sur X).
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L'étude de l'existence de fonctions d'utilité peut Ztre zbordée par des cStés
différents suivant que l'on mette en relief les caractéristiques de la relation de
préférence, du nombre ou des éléments préférés intervenant pour définir 1'utilité.

lous allons donner les principaux résultats correspondants & ces divers optiques.

a) Théorémes d'existence de 1'utilité dont les hypoth&ses sont foncticn de la rela-

tion de prétférence utilisée.-—

Théoneme 1.- Il existe une fonction d'utilité sur un systéme de préférence
(£,X) si et seulement si
(1) (g ,X) est prétransitif
(ii) en appelant (%,X) le systéme associé a (4,X)
(f. Def. IIT.A.5), il existe une application monotone de
(g,k) dens un certain nombre (%,N), application qui soit bi-
jective de X sur N, c;est—a—dire que si u est une fonction
d'utilité sur (&,X), on peut écrire u=v o foi avec :
% 1 est l'application identique de X sur lui méme utilisée
*

comme application strictement monotone de (£,¥) sur (£ ,X)

S * . . s .
ou § est l'extension transitive la plus petite de {

#£ ) est l'application canonique de X sur X

. ~ * . . P
(X = ;f; ou >< est la relation d'équivalence définie par

le préordre <*).

*%% v est une application monotcne de (k,i) dans un certain

nombre (%,N) avec Vv bijective de X sur N. Autrement dit
. . s . *

81 x est sa classe d'équivalence dans X pour >< s Oon a :

u(x) = v(x).

Condition nécessaire : soit u une fonetion d'utilité sur (£,X), application strie-

. P *
tement monotone de (g,X) dans un certain nombre (%,N). En définissant <& par
- * .
u(x) L uly) <=> x <& y VYx,y ¢ X et >=< par u(x) = uly) <=> x = ¥, on peut

PR . * \_/ * . . ..
Géfinir la relation g = <* ~ qui est alors une extension transitive (et
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totale) dz £ telle que

X ( y <= u(x) L u(y)

-~

- W
L'application canonique de X sur la classe d'équivalence X = ;2; étant un
*
. X t3 « e, e .
homomorphisme de (g,X) sur Q:é; s :;;) = (§,X) ona: x§ y<=>x£y. Enfin
~
définissons une application v de X dans N par v{x) = u(x). Alors v est

bijective de X sur N et monotone de (<{,X) dans (%,N).

. _ , . - P P .. *
Condition nécessaire : Soit (€,X) un systéme de préférence prétransitif et ¢

. .. . . * * . P ..
l'extension transitive minimale de { (4% = ¢ UX*). Le systéme ordonné associé
est (&,X) soit v-une application monotone de (<,X) dans un certain nombre
(LsN). L'application identique i de X sur X est une application strictement
monotone de (,%) sur ($*,X). L'application canonique ¥ de X sur X est un

) * . s P
homomorphisme de (£ ,X) sur (&£,X). De par la définition de v, on montre que
v(P(i(x))) L v(Ppii(y))) si x =y. La fonction v o ¥ o i est alors l'utilité

recherchée.

Pour une relation de préférence transitive, l'ensemble se simplifie (corollaire 1)

comme dans le cas ol cette relation est préordre total (corollaire 2).

Conolhaire 1.- soit (&,X) un systdme transitif de préférence et soit ;< la rela-
tion d'indifférence associée. Il existe une fonction d'utilité sur
(€,X) si et seulement s'il existe un quasi-iscmorphisme v du
systéme ordonné des classes d'indifférences (1l'ensemble quotien ;é
étant appelé l'ensemble des classes d'indifférence) dans un certain
nombre (%,N). Plus précisément si u est une fonction d'utilité
elle s'écrit pour toutx de X : u(x) = vé) ol >§-_< est la classe

d'équivalence de x.
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Conollaine 2.- il existe une fonction d'utilité totale sur un systéme de préférence
(£,X) si et seulement si
(i) £ est une relation de préordre totale sur X
(ii) le systéme totalement ordonné des classes d'équivalence

(§-, K) est isomorphe & un certain nombre (L,N).
> g

b) Premisres propriétés des fonctions 4'atilité.-

Enongons rapidement quelques propositions 1liées au probléme de trouver,
grice a4 la fonction d'utilité, les éléments maximaux de X pour &, c'est-a-dire
les €léments y € X tels qu'il n'existe pas d'élément x e X qui soit strictement

préféré & y (quand on adpptecette démarche de choisir, en accord avec les préférences,

les él&ments maximaux de X, on dit souvent que le cholx se fait en suivant 1'axiome
9

de ratiocnalité)

Proposition 3.- S'il existe une fonction d'utilité u sur le systéme de préférence
(€,X) et si y e X est tel que u(y) e Max u(X) - avec Max u(X)
défini comme l'ensemble des éléments maximaux de u(X)E N pour

la relation induitc par L dans u(X) - alors y ¢ Max X.

<

La réciproque est fausse et d'une maniére générale la connaissance d'une fonction

d'utilité sur (£,X) ne permet pas de reonstituer la relaticn &. dans X.

Proposition 4.- s'il existe une fonction d'utilité totale u sur le systéme de
préférence (£,X), alors ng X = {y : uly) ¢ Max u(X)}. De plus
Max u(X) définit alors l'ensemble des &léments les plus grands
pour 4 dans X, c'est-d-cire l'ensemble des y € X tels que

X 4 y Vx ¢ X.

Proposition 5.- soit (£,X) un systéme de préférence et supposons qu'il existe
une fonction d'utilité wu appliquant (£,X) dans le nombre

(%,N), alors pour toute application strictement croissante w
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de (%,u(x)) dans (%,N), la fonction composée w O u est encore
une fonction d'utilité sur (£,X). De plus il n'existe pas en géné-
ral de fonction d'utilité u telle que w o u décrive l'ensemble
de toutes les lonctions d'utilité sur (£,X) lorsque « décrit
l'ensemble des applications strictement croissantes de (%,u(X))

dans (E,N).

-~

c) R6le de la structure des nombres sur l'existence de l'utilité.-

La théorie de 1'utilité exige,. 4 ce stade, de préciser la nature de
l'image numérique que la fonction utilité donne du systéme de préférence. Nous
esquissons trés sommairement cette vue, dans la mesure oll nous ne serons concernés
ultérieurement que par un de ses cas particulier. Pour connaitre les définitions
précises de termes employés nous renvoyons & (28), notre but n'étant ici que de

saisir l'esprit général de ce développement de la.théorie de 1'utilité.

Definition 9.- Soit (£.X) un systéme de préférence. On dira qu'il existe une

fonction d'utilité sur (£,X) s'il existe une application stricte-
ment monotone de (g,X) dans une puissance ordinale (%,aL) dont

la base L est une partie de R et l'exposant a un certain
nombfe ordinal.

On dira que la fonction d'utilité est Wy l'exicographique. S5i la
puissance ordinale est de la forme (%, o) ; aR—lexicographique

si elle est de la forme (%,GR) ; scalaire dans le cas ol la puissance
ordinale se raméne & (%,R) (R = ensemble de réels)
Mentionnons un théoréme d'existence (sans ici non plus expliciter

tous les termes employés)

Théoneme 2.- Si l'axiome de choix tient, et si 1'hypothdse génfralisde du contenu

est admise, alors pour qu'il existe une fonction d'utilité “%o-

lexicographique sur un systéme de préférence (&X), il faut et il




Théorneme 3.-

LT .= 1

suffit que

- (4,X) socit prétransitif (ou a fortiori préordonné)

- il existe une partie Y de X, de cardinal < Xa dont les
éléments sont 2 & 2 comparables pour £ mais non indifférents, et
telle que pour tout x,z ¢ X avec x € z, il existe y € Y avec
x4y et y £z,

Si (4sX) est totalement préordonné, la fonction d'utilité sera

totale.

Le cas particulier de la fonction d'utilité scalaire est

Une condition nécessaire, et si l'axiome de choix tient, suffisante
pour qu'il existe une fonction d'utilité scalaire sur le systéme de
préférence (4,X) s'énonce :

- (4,X) est prétransitif (ou & fortiori préordonné)

- il existe une partie au plus dénombrable y de X, dont les é1é-
ments sont deux & deux comparables et non indifférents et telle que
Vx,z ¢ Z avec x 2z, il existe yeY avec x4y et y £ z.

si (£,X) est totalement préordonné, la fonction d'utilité est

totale.

Précisons néanmoins que par axiome de choix il faut entendre : tout ensemble peut

€tre bien ordonné, c'est-d-dire que pour tout ensemble X, il existe toujours une

relation 4 définie sur X telle que le systéme (£,X) soit bien ordonné.

Ce théoréme 3 a été présenté ici comme un cas particulier de 2. Mais

historiquement l'existence d'une fonction d'utilité scalaire a &té souvent assurée

directement par des conditions imposées au systéme de préférence (conditions de

"continuité", de "substitution", d'Archiméde). Cela a été le cas de L.J. SAVAGE (37)

et VON NEUMANN et O. MORGENSTERN (39).
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’ £ J bk W ¢ : "
‘Le cas intermédiaire des fonctions d'utilité ~R-lexicographique (suites
: n ; : : e
dénombrables de nombres réels) et  R-lexicographiques (suites finies de nombres

réels) ne seront pas abordés dans ces lignes.

d) Rdle de la structure des éléments préférés sur l'existence de 1'utilité.-

Les problémes d'existence d'utilité peuvent également &tre abordés en
terme de topologie sur l'ensemble X des alternatives. Nous présenterons ci
dessous une application de cela au cas particulier ol l'ensemble des alternatives

osséde une structure d'espace vectorielle :
P

Définition 10.- 1le systéme ({,X) est appelé systime vectoriel de préférences si
l'ensemble des alternatives X est une partie d'espace vectoriel
réel et si la relation de préférence { satisfait les conditioms
suivantes :

(i) pour tout x,y,z € X, si x {y est vrai alors
(x+z) P (y+z) est faux
(ii) pour tout x,y ¢ X et a ¢ R (réels strictementfposififs)

si x {y est vral alors ax p» ay est faux.
Dans ce cas un théoréme d'existence est le suivant

Théongme 4.- Soit (4,X) un systéme vectoriel de préférences. Il existe une fonc-
tion d'utilité “R-lexicographique sur (£,X) qui soit linéaire de
X dans une partie de Rn, si et si seulement :
- la relation & est prétransitive
- l'espace vectoriel des classes d'équivalence de X pour une exten-—

sion transitive de £ est de dimension finie n.

Corollaine 3.- Avec les hypothéses du théoréme précédent, il existe une fonction
d'utilité totale ™R-lexicographigue sur (£,X) qui soit linéaire

de X dans une partie de R® si et seulement si
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- la relation { est un préordre total

- l'espace vectoriel des classes d'indifférence est de dimension
finie n.

Alors la fonction d'utilité est unique & une transformation 1liné-
aire prés qui fait passer d'une base lexicographigue (e1,...,en)

de 1l'espace des classes d'indifférence, & une base lexicographique

(e;,....,eﬁ) ; une telle transformation s'écrit d'ailleurs

e! =r. e. + r. e. o a e Vim1.2.....n
5 S i+1 Ti+1 n.n ( R :n)

avec ri & R et ri >0 (Yi,j=1,...,n).
Conollaine 4.- Il existe une fonction d'utilité scalaire sur le systéme vectoriel
(£,X) qui soit linéaire de X dans R si et seulement si £ est
prétransitive et l'espace vectoriel des classes d'équivalence de X
pour une extension transitive de { est de dimension 1.
Une telle fonction d'utilité scalaire est totale si =t seulement si

la relation de préférence est un préordre total.

Souvent les conditions d'existence de fonction d'utilité sur des ensembles
préordonnées sont exprimés en termes algébriques. Le cheminement esquissé ci-dessus
part de l'exploitation de propriétés topologiques des espaces ordonnées pour retrou-
ver des conditions courantes qui en constituent alors des cas particuliers. Comme
exemple d'approche directe basée sur la condition courante dite d'Archiméde (ou de

continuité ou de substitution suivant les auteurs) citons

Définition 11.- Un espace vectoriel de préférence (4,X) est dit archimédien si
la relation de préférence § vérifie la condition : pour bout nom-
bre naturel positif k, si x { ky est faux, clors y { 0 est

aussi faux.

Théondme 5.~ Soit (£,X) un espace vectoriel de préférence ; s'il est archimé-
b b 5
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dien et de dimension linie, 11 existe une {onction d'utili+& scalsi-
re (respectivement scalaire et totale) qui soit lindsire de X dans
R si et seulement si la relation de préférence est prétransitive

(respectivement prétransitive et totale).

11T A.3.- Foncetion d'utilit? de VON NEUMANN et MORGENSTERN.-

111 A.3.1.- Introduction.-

Les fonctions d'utilité couramment rencontrées en théorie de la décision
ne sont que des cas particuliers de celles abordées au paragraphe III A, cas par-
ticuliers essentiellement marqués par
—- une structure d'espace vectorielle pour l'ensemble des &léments préférés,
ceux—ci étant des aléas.

- une fonection de type scalaire.

Le caractére scalaire de la fonction d'utilité permet 1'emploi, comme
critére de choix, de la maximisation de cette utilité. Avec les notations précé-
dentes, un probléme de décision est donné lorsque 1l'on a défini un systéme de
préférences (4,0) et une fonction d'uitlité u sur (£,D). La résolution de ce
probléme est alors la recherche de la décision de D qui meximise wu(d) sur
D, D pouvant &tre composé d'éléments incertains.

L'introduction d'une utilité dans un mod&le de choix simplifie la schéma-
tisation, mais ne fait que reporter la richesse de la formalisation sur un seul
€lément, 1'utilité. Nous allons dans ce chapitre examiner différentes formes d'uti-

1ité proposée lorsque D est incertain.

Si nous remontons rapidement dans 1l'histoire des théories d'utilité
construite dans 1l'incertitude, nous trouvons essentiellement des théories d'espé-

rances ol l'utilité s'exprime sous forme d'espérance mathématique : selon la
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nature de cette utilité aipsi que celle des probabilités sur lesquelles 1'opérateur
d'espérance mathématique est construit nous trouvons
- la théorie de la valeur espérée, qui a été la premiére de ce type. suppose une
interprétation en termes &conomiques.

Cette théorie postule que le choix d'une décision incertaine se fait au
vue de la valeur de l'espérance mathématique de la valeur monétaire certaine de
cette décision (cette valeur monétaire étant calculée en supposant connu 1'état

de la nature, soit m(h,d)). La fonction d'utilité wu est alors définie par :
u(d) = E m(h,a)
P

P étant une probabilité objective de réalisation pour 1l'état de la nature h.
- la théorie de 1'utilité espérée (ou théorie de BERNOUILLI) ou la fonction d'utili-
té u de la décision incertaine d est égale & 1'espérance mathématique d'une

utilité de la valeur monétaire certaine :
u(d) = E v(m)
P

A ce stade l'incertitude est déjd prise en compte de maniére multiple, les pro-
babilités mise en oceuvre étant objectives.
- la théorie l'ﬁtilité subjective espérée qui est liée & la définition d'une
probabilité‘subjective sur D ol l'utilité d'une décision incertaine n'est plus
exprimée analytiquement en fonction d'éléments certains. Cette troisiéme théorie
a pour base les travaux de VON NEUMANN et MORGENSTERN (39) va étre l'objet de

la suite de ce chapitre III.

111 A.3.2.- Analyse de cette fonction d'utilité.-

Nous présentons son axiomatique & travers une généralisation qui en a
été faite par M. HAUSNER (20) et qui est extraite de (28). Le point de départ est
la définition d'une loterie sur un ensemble d'alternatives incertaines : si

do’d1 e D et'8i ¢ [b,T], on interprete (do,d1,x) comme le pari gqui donne
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do avec la probabilité A et d1 avec la probabilité 1-) et tel que 1l'on

alt

- (d d13 ) = (d1,d0’1—)\)

A
_ 1

- si 1,
et v = A1+A2—A1X2.
- (&, ) =a Ve [0,1]

- si pour A € 10,1], (do,dZ,A) = (d1,d2,x) alors d_ = d,.

Le théoréme d'existence est alors (avec les notations définies au III.A) :

Théondme 1.~ a) si D est un ensemble d'alternatives incertaines sur lequel
sont définis des paris, D est isomorphe & une partie convexe d'un
espace vectoriel réel.

b) soit £ une relation de préférence définie dans 0. Si les con-
ditions suivantes sont satisfaites
(i) § est prétransitive

(ii) si d £ d, alors Vﬁ e D et pour A e |O, 1[' (a y)e D

1292,
et (do da,k) e D sont tels que (d1, 5 SRR 4 (do,de,k).
(1ii) si (do,dz,l) £ (d1,d2,k) pour A ¢ ]0,1[ , alors d, {'do.
(iiii) si 1l'espace vectoriel des classes d'dquivalence de D pour
une extension transitive de 4§ est de dimension finie n.

alors il existe une fonction d'utilité nR—lexicographique u pour

(§,V) telle que :
u(dto,d1 A)) = u (do) + (1-1) u(d1)

c) si de plus la relation { satisfait la condition suivante
si 4, < (db,d1,k) Vi ¢ ]0,1]  alors d, k’dz alors l'application

u est une fonction d'utilité scalaire.

Comme nous le remarquons plus haut, ce théordme est considéré comme un cas parti-

culier des théordmes généraux d'existence. ilals la démarche dans un autre sens est
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envisageable. Soit D une partie finie de D, ensemble des alternatives ; soit
pp une distribution de probabilité arbitraire sur le sous-ensemble D ; soit la
relation de préférence £ définie sur l'ensemble des couples (D,pD), il est
alors possible de montrer qu'il existe, sous certaines conditions une fonction v
scalaire ou vectorielle telle que :

(D,pp) £ (D'sp,) =>E v(d) < E  v{d)

P, Doy

ol Ep est l'opérateur d'espérance mathématique pour la distribution p. Alors
les théorémes d'existence d'une fonction d'utilité sur un systéme gquelcongque de
préférence (4,D) seraient considérés comme un cas dégénéré, les parties finies
D de D étant réduite & un seul élément d et les distributions de probabilité
p étant telles que p(d) = 1.

Remarquons par ailleurs que dans le modéle de VON NEUMANN et
MORGENSTERN, les probabilités que définissent les loteries ne sont pas exprimées
et peuvent €tre ignorées du décideur. N'ayant pas de support d'interprétation, le
choix du décideura &té parfois jugé trop artificiel et ne tenant pas compte d'é-

ventuelles probabilités a priori et objectives de surcroit. Les contraintes

reconnues a leur axiomatique vont souvent dans ce sens.

ITT B - THEORIES GENERALES DES PROBABILITES UTILITES SUBJECTIVES. -

111 B.1.- Théorie de SAVAGE.-

La théorie de L.J. SAVAGE (37), largement discutée et citée (discussion
portant tant sur la validité de la cohérence interne que sur le bien fondé des
axiomes postulés) comprend une traduction de 1'incertitude sous forme d'une dis-
tribution de probabilité particuliére subjective, plus sophistiquée que celle

adoptée par VON NEUMANN et MORGENSTERN. Nous donnons ci-dessous un apercu détaillé
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du modéle de SAVAGE en nous inspirant fortement d'une note de lecture de

R. GUESNERIE et J.Y. JAFFRAY (19) (les auteurs ont d'ailleurs repris certaines
démonstrations jugées fragiles et erronnées).Les démonstrations de SAVAGCE sont
basées sur sept axiomes, et ceux-ci seront présentés au fur et i mesure de la dé-
finition des él&ments qui les composent. Un schéma de 1'organisation des démons-

trations est donné en annexe I & titre de guide.

171 B.1.1.- Premiens éléments du modéle.-

- les états de la nature h dont l'ensemble est l'univers H. Les événements sont
des ensembles d'é€tats de la nature. L'univers H est un événement certain ;
1'événement @ est 1l'événement impossible.
- une décision est toute situation que le décideurpeut et veut caractériser.
L'ensemble des décisions est 1.
- un acte est une application quelconque de H dans D telle que f(h) de D
soit l'image de h par f. L'ensemble des f est noté F.
- résoudre le probléme de décision revient & choisir un acte f.

Remarquons que suivant la structure globale du probléme de décision
(décision aprés expérimentation ou non, r8le de l'ensemble des états de la nature
- voir par exemple (22) pour avoir un apercu des divers formes de modélisation du
probléme de décision avec utilité) les fonctions de décision sont construites sur
divers espaces (Z en III.B.1, H ici) mais ce point n'influe pas la discussion

sur 1'utilité, elle-méme seulement construite sur F.

ITT B.1.1.- Relation de préférence sur Les fonctions de décisdion. -

La résolution du choix de f contre g dans F respecte une relation
de préférence. le premier axiome impose quecette préférence soit toujours pro-

noncée (méme pour 1'indifférence) et que les choix soient transitifs

Axiome 1 : il existe un préordre complet, noté & sur l'ensemble F des actes.
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A propos de la relation £, nous conserverons les notations introduites
dans III A. En particulier f et g coincident dans A CH si f(h) = g(h),
W e a.

Le second axiome impose que si deux actes colncident dans un ensemble

n
A, le complémentaire de A dans H, 1l'ordre relatif dans H ne soit pas changé

par une modification concrine dans A :
Axiome 2 : si f, g, f', g' sont tels que
n

1) dans A, f coincide avec g ; f' avec g' .

2) dans A, f coincide avec f' ; g avec g'

3) £4g alors f' {¢g

Ces deux axiomes permettent la définition d'un préordre de préférence cur les

actes conditionuellement & un événement A :

Déginition 1.- £ est dit non préféré & g conditionnellement 3 A si f' { g'

avec

' (h)=1(h) Vh e A
v
£'(h) quelconque si h e A

g(h) Vh ¢ A

(]

g'(h)

g'(h) = £'(h) si n ¢ ’Z\

Ce préordre noté (f § g)/A est démontré complet. Une autre relation est alors

ajoutée :

Définition 2.- un événement A est dit nul si VYr,g e F on s
(f {gl/A

On a alors immédiatement les théorémes suivants

Théondme 2.- 1) ¢ est nul

2) A nul <=> Vi,g : (£X<g)/B
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3) A oul, ADE= B
W & e, LRk tEe

5) (£4eg)/H <=> £ 4g

6) H nul => g VYretg

Théonreme 3.- si {Ai’i € I} est une partition finie de A, alors
Vi (f 4e)/A = (f £e)/A
si, de plus, 3 io e I tel que (f < g)/Ai , alors

o
(f {g)/A.
Cornollaire 1.- L'union d'un nombre fini d'éveénements nuls est nulle

Déginition 3.- un acte est dite constant si son image dans D est indépendante
des états de la nature :f constante <=> f(h) = £ Vh e H.

Un acte constant sera notée d.

On peut alors définir wie relation de préférence sur les décisions @ § d') si
et seulement si f =4, f' =4a' et f §f'. Cette relation ne sera véritablement
une relation de préférence sur les décisions que si elle ne dépend pas de 1l'ensem-
ble des 8tats de la nature réalisables. Ceci est alors assuré par le troisieéme

axiome :
Axiome 3 : soit £ =4, f'=4d' et A non nul ; alors (f ‘(f')/A» <=5 doe gt
Le théoréme 3 implique alors :

Théoneme 4.- soit {A;, 1 ¢ I} wune partition finie de A. Si ., Woe A;,
f(h) = d; g(h) = 85 oll d; £ 6i, alors (f § g)/B

si de plus 310 eI, q {3, ,ealors (f <g)/B.
o o
Il faut remarquer que les axiomes 1 et 2 et le théoréme 4 entrainent l'axiome 3.

¢) Probabilité qualitative (subjective) sur les &vénements.-

Un acte fA sera définie pour un événement A par
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fA(h)=d gi e A

a¥}
Qfissd 'hie Aveves dled g

£,(n)

On dira que l'acte f, offre une prime si A est réalisé. Les préférences entre
les actes offrant des primes "semblables" sur les divers &vénements permettent de
définir un préordre sur ces événements qui traduira la plus ou moins grande proba-
bilité que leur accorde le décideur.Une modification du montant des primes offertes
ne devra pas modifier le préordre. Il faut aussi qu'il existe au moins une possi-

bilité de prime. Ceci est contenu dans les axiomes 4 et 5.

Aiops U : si 4, ar, 5, &', f£,, T, gp» 8y sont tels que :

A' 7B

1) d' €4, § £ad

2) fA(h) = d, gA(h) =6 pour h e A ;
n
= g = §!
fA(h) ar, gA(h) 8 pour h g A.
3) fB(h) = 4, gB(h) =4 pour h e B ;
"
fB(h) = 4, gB(h) = ! pour h ¢ B
L) £, &£,

al ors g, £ &g

Axiome 5 : il existe au moins un couple de décisions d, d' telle que d £ 4'.

Cet axiome 5 entraine que H n'est pas nul. On dit que A n'est pas plus probable

que B, noté A & B si : lorsque d' {d et fA’ fB sont tels que :

]
dt “pour h'c A
v
d¥ -“ipour "h'e-B

fA(h) d pour h e A fA(h)

d pour h e B, f_(h)

f_(h) %

B

on a f, s g

La relation & entre évenements vérifie les conditions suivantes
(B,C,D #&tant des éveénements)

1°) 4. est un préordre complet
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2°) B{C = BUD& CUD lorsque BND=cND=2¢

3°) p4B; P4 S
On dit, par définition, que la relation est une probabilité qualitative (c'est la
probabilité subjective qualitative du décidem). Cette probabilité qualitative

possd&de, de par les conditions 1°), 2°), 3°) les possibilités suivantes :

p £ 34 c4s
cND=¢ alors: B <c <«>8UD <cUD

1) BCcC

2a) gi BN D

2b) si p & C et BNC=¢g, alors B & BUC

Y
3) si B4 C,C & B

ha) B4 C et cND=¢g=>BND & CcUD
g =>B & C
be) BL.C et cNp=¢=>BUD K cUD

Lb) BUD € cND et BND

4a) BUD cUD et BMND=9p=sB8¢cC

5a) B, $ C,, B, $ C,, ¢, Nc,=0=>38Us, §c Vg,
5b) B1UBE$C1U02 et 1310132=¢=>BJ $ ¢, ou B, §C,
5c) B, % C;s B, & Cps C, Nc,=p=> B,Y B, c, Uc,
5d) B,Us, ¢ c,Uc, et BMNB,=¢=s>3 ¢, ou B, 4C,

d) Probabilité quantitative sur les &veénements.-

Contrairement & 1'usage courant, SAVAGE définit une probabilité quantita-
tive ou mesure de probabilité comme une fonction d'ensemble P(B) attachant &

tout BCH un nombre réel tel que :

1) P(B) 20 et PH) =1

2) si BNc=p, P(BUC) = P(B) + P(C)

Toute probabilité quantitative permet de définir une probabilité qualitative sur les

événements.

La mesure de probabilité P est dite strictement compatible avec la

probabilité qualitative 4. si P(B) < P(C) <=> B £. C.
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Elle est dite presque compatible avec celle-ci si B 4. C => P(B) g P(C). Certaines
conditions sur 4. assurent 1l'existence d'une mesure de probabilité presque ou
strictement compatible avec elle. Le sixiéme axiome entrainera la vérification de
ces conditions et ainsi donc l'existence d'une probabilité quantitative dite subjec-—
tive strictement compatible avec la probabilité qualitative subjective construite

plus haut.

Une n-partition presque uniforme, notée "p.u" de B est une n-partition
de B telle que 1l'union de r de ses éléments n'est jamais plus probable que

1'union de (r+1) d'entre eux.

Théoreme 6.- Si l'ensemble des n tels qu'il existe une n-partition p.u de
S n'est pas bornée, il existe une unique mesure de probabilité P
presque comaptible avec &. ; de plus, pour tout p € [0,1] s tout

BCS, il existe CC B tel que P(C) =p P(B).

Une probabilité qualitative est dite fine, si, quelque soit BD @, il existe
une partition de S dont tout élément est moins probable que B. Deux événements
B et C sont dits presque équivalents (noté B =.C) si VG,H non nuls et

tels que BMNc=cNH=¢ ona:
BUGE. C et. CUH & B

Si deux éveénements presque &quivalents sont toujours équivalents, la probabilité

qualitative est dite serrée. Alors

Théoneme 7.- si & est fine, l'ensemble des n tels qu'il existe une n-partition
p.u de H n'est pas borné ; les conclusions du théoréme 6 sont alors

valables ; de plus B »*0 => P(B) > O

Cornoflainre 1.- si & est fine et serrée, la seule probabilité presque compatible
avec ¢ est compatible avec elle, et il existe des partitions de H

en des nombres arbitrairement grands d'éveénements équivalents.



IIT - 24

Théoneme §.- §. est fine et serrfe si et seulement si, Y8 & C, il existe une
partition de H telle que l'union avec B d'un quelconque de ses

€léments est <. C.

Un axiome minimum pour qu'il existe une mesure de probabilité compatible avec la
probabilité qualitative <+ serait : "si B 4-C, il existe une partition de H
telle que l'union avec B d'un quelconque de ses &léments soit moinsprobable que

C". Mais SAVAGE pose un axiome plus fort qui lui servira pour la construction

de 1'utilité.

Axiome 6 : Si g £ f et 4 wune décision quelconque, il existe une partition
de H telle que si g (ou f) est modifié sur un é1ément de la parti-
tion de maniére 3 y prendre en tout h 1la valeur 4, f dJdemeure pré-

~ P4 -~
.

féré & g modifié (ou f modifié demeure préféré a

Soit & une probabilité qualitative et @ £-D. On dira que "B n'est pas quali-
tativement plus probable que C, sachant D réalisé" - ce qui est noté

B &C/D- si BND &cNop.

Théondme 9.- Si & est une probabilité qualitative, (&-)/D l'est également. Si

de plus ¢+ est finie ou serrée, (4.)/D 1l'est aussi.

e) Utilité.-

La construction d'une utilité sur des actes quelconques se falt en passant
par celle d'une utilité sur une catégorie particuliére de fonctions (les loteries)
pour lesquelles les axiomes 1 & 6 sont suffisants, tandis qu'un nouvel axiome,

le septiéme, sera nécessaire dans le cas général.

Theoneme 10.- 8i 1) 4, ... d sont n €léments de D (n 2 1)
2) Py +++- P SONE des nombres tels que ) p; =1 i=1,...n
i

3) g et f sont des fonctions de décision telles que
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P{g(h)=di} = P{f(h)=di} =p; it iy

alors g><f.

Corollaine 2.- Si ECH tel que P(E) = p.
n
81 p% i pﬂ sont des nombres tels que z 0

1
Si g et f sont des fonctions de décision telles que :

K g(h)=d, N E} = P{(f(n)=4,;) N E} = p!

alors (g%f)/E.

On peut ainsi caractériser les actes dans un nombre fini de décisions par la liste
des décisions et les probabilités discretes associées. On notera z Py di la
classe de toutes les fonctions de décision pour lesquelles il existe des partitions
B, de H telles que P(Bi) =p. et f(h) = d; pour h ¢ B,. On posera

Y p; 4, = £, f Etent appelé une loterie ( gamble en anglais). Les combinaisons
de loteries sont définies de la fagon suivante. Soit '{jﬁ} une suite finie de
loteries (fj = g pij dij) et oj des nombres réels positifs tels que

) Gy 1. Alors :

Jd 13 13 1J

e, e Fiole p..)d.. gvec’ ) G.p. = 1
4 ags Ll *

L'extension du préordre précédent des actes aux loteries donne :
L £ <= Vel itk 2 ¥ £g
Théoneme 11.- soit £, 3, h et O sp £ 1. On a alors
pf + (1-p)h { p g(1-p)h <=> f £ g
Théondme 12.- soit f g et 0go<p g 1. On a alors :
pf + (1-plg { o £ + (1-0)g

Theondme 13.- soit f£' £ £f" et f' £g £ £". Alors il existe un p et un seul
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pf' + (1-p)f' g

Une fonction d'utilité est une fonction & valeur réelle des actes telle que si
f=7 p; d;s &= Y o5 Gj, on ait f4§ g si et seulement si, v é&tant elle-

méme une fonction & valeur réelle des décisions

] oy vlay) s% o, v(s,)

avec u(f) = z p; v(d) comme définition de cette fonction d'utilité.
i

Les probldmes d'unicité et d'existence sont résolus de la maniére suivante

Théondme 14.- siuest une fonction d'utilité et si p et o sont des nombres
réels avec p > O, alors u' = pu + ¢ est aussi une fonction

d'utilité.
Théoneme 15.- si u et u' sont des fonctions d'utilité, il existe des nombres
p et o tels que u' =pu + g avec p > O.

Théondme 16.- il existe une fonction d'utilité.

L'extension de 1l'utilité & des actes quelconques utilise le septidme

axiome :

Axiome 7 : Si (f £ () g(h))/B Vhe B
alors (f £ ()) g)/B

Des lermmes intermédiaires sont d'abord montrés :
Lemme 1.- Si pour toute décision d, f £ d et g € d alors f>=<g.

Lemme 2.- s'il existe une décision d_~ telle que f 'S d et si u(f(h)) < ug

Vh, alors il existe une loterie g telle que f £ g et u(g) s u

‘Lemme 3.- soit une partition Bi(i=1,...n) et u, des nombres associés.

Soit f un acte tel gque
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u(f(h)) < u; pour h e B,

alors u(f) <} u P(B;).
i

A ce stade le théoréme important est
Théoneme 17.- si f et g sont bornés, alors
f §g <= ulf) < ulg)

Si la fonction u est bornée, tous les actes le sont aussi. Ainsi le théoréme
précédent s'applique & des actes quelconques. Maintenant, le fait que u soit

borné découle directement des axiomes donnés.
Théoneme 18.- sous les axiomes 1 & 7, u est borné.

I1I B.2.- Remarques . -

A la suite de la théorie de SAVAGE précédemment abordée précisons deux

points avant d'aborder une généralisation.

ITI B.2.1.- Strwetwre du probleme de décision.-

Au cours du chapitre II, nous avons abordé des problémes de décision
pour lesquels la résolution consistait & trouver une fonction de décision f
(pure ou mixte) optimale. La condition d'optimalité s'exprimait & l'aide d'une
fonction de perte L sur H x D, et cela par 1'intermédiaire des diverses fonc-
tions de risque qui prenaient en compte les traductions de 1'incertitude adoptées.

Les schémas mathématiques de résolution que nous montrons dans ce chapi-
tre III correspondent d une logique différente sans pour cela &tre systématique-
ment contradictoire (nous intéressant & la structure mathématique de ces moddles
nous nous abstiendrons d'intervenir dans le conflit de leurs justifications philo-
sophiques). A partir des mémes ensembles H , états de la nature et D ensemble
des décisions constituées de toute situation que le décidewr veut caractériser, la

résolution du choix consiste & trouver une décision d "satisfaisante" compte
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tenu de l'existence d'une relation de préférence sur D. Cette formalisation, qui
par ailleurs ne distineue pas 1l'existence ou l'absence d'expérimentation, s'appuie
sur une notion d'optimalité quelque peu différente de la précédente puisqu'une
partie importante du critére de choix est inclue dans cette relation de préférence
(cette inclusion étant le reflet d'une analyse informelle réalisée par le décideur
préalablement & la construction de la structure formelle du choix telle que nous
l'analysons ici).

C'est cette différenciation de structure.formelle du critére de choix
qui fait 1'intérét de cette comparaison des deux résolutions du probléme de choix

dans l'incertitude.

111 B.2.2.- Probabifités subjectives.-

Dans le chapitre préliminaire (en I.A.1) nous rappelions les diverses
écoles d'interprétation des probabilités. Précisons actuellement le cas des pro—
babilités subjectives en rappelant que deux approches ont principalement &té& uti-
lisés pour les définir.

- d'une part l'approche intuitive utilisée par KOOPMAN, KRAFT, PRATT, SEIDENBERG,
SCOTT, GOOO, VILLEGAS, DE FINETTI (voir leur bibliographie dans (16)) et dans la-
quelle l'axiomatique applique une relation de probabilité comparative "est plus
probable que" 2 un ensemble d'éveénements.

- d'autre part 1'approche basée sur une relation de préférence-indifférence. C'est
cette approche qui est suivie par FISHBURN, RAMSEY, SAVAGE, SUPPES, LAVIDSON,
ANSCOMBE, AUMANN, PRATT, PAIFFA, SCHLATFER .... (voir également dans (16)). L'axio-
matigue permet la définition conjointe d'une mesure de probabilité et d'une fonc-
tion d'utilité subjective espérée, cette définition étant compatible avec la rela-

tion de préférence.

Avant d'aborder la seconde approche qui est donc celle utilisée dans la

suite de ce chapitre, mentionnons les quelsques grandes lignes de la formalisation
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de la premiére approche afin de bien seaisir les différences des structures qui

existent. Pour cela référons-nous a C. VILLEGAS (38).

Sur une alglbre d'événements A, une relation binaire g sera dite une
probabilité qualitative si elle satisfait les axiomes suivants

- axiome de préordrc : la relation g sur A est un préordre total des événements

avec @ corme premier €lément et A comme dernier.

- axiome de monotonie : si A1(W 82 =0, B Bp e A, alors pour A1 <= et

1 1

A, < B2, A1,A2 e A, on a A1\J A2 < B1lJ B2 (et si
A1 < B1 et A2 < B2, alors A1lJ A2 < B1 LJB2 ou si

=
N

B, et A, <B,alors A UA <B UB)
(voir par exemple SAVAGE - III B.1l.c)) et le couple (5,A) est appelé algdbre de
probabilité qualitative. Si A est une o-algdbre et si < est monotone continue,
(voir définition en (38)) (5,A) sera appelé o-algébre de probabilité qualita-
tive. Si deux événements A,B de A sont tels que A ¢ B on dira que "B est au
moins aussi probable que A" quelque soit, pour le point de vue axiomatique avec
lequel on présente de telles probabilités le contexte d'interprétation objectif ou
subjectif.

Par ailleurs une mesure de probabilité est, rappelons-le, définie comme
une fonction P qui assigne 8 tout événement A un nombre vérifiant

(i) Pl@)mo0 3 P(A)® 1 et Yac A 0gPlA) g1

(ii) si ANB=¢ alors P(AU B) = P(A) + P(B) VA,B e A

8i P vérifie (i) et (ii), (A,P) est une algdbre de probabilité. 5i de plus A

est une o-algébre et si

(iii) si {Ai: i=1,2....} est une suite d'événements tels que pour

i#] Ain A. = §, alors

P(

'_I
hCis8 e
™
I
e 8
g
[

1 i

alors P est une o-algébre de probabilité.
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On définit alors sur un ensemble d'événements A la compatibilité entre probabi-
1ité additive < et une mesure de probabilité P, si et seulement si

A g B <=> P(A) s P(B) VA,B e A,

Donnons & simple titre d'illustration quelques propriétés et conditions
d'existence sur ces probabilités qualitatives et mesures de probabilité compati-

bles (voir (38)) :

(1) " Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une mesure de probabi-
1ité P qui est compatible avec une probabilité qualitative g, soit
o-additive, est que la probabilité qualitative soit monotone continue."

(2) " Si une o-algdbre de probabilité qualitative est "
alors il existe une et une seule mesure de probabilité compatible, et
celle-ci est o-additive."

(3) " Si une algdbre de probabilité qualitative est fine et "serrée"
(voir (38)), alors elle peut &tre étendue 4 une o-algdbre de probabilité
qualitative."

(L) " oi une o-algdbre de probabilité qualitative est sans atome, alors elle

est fine et serrée."

Ces propriétés rappellent celles de o-additivité fondamentales en théo-
rie de la mesure. Cette théorie de o-additivité développée par VILLEGAS ne cons-—
titue qu'un exemple parmi d'autres théories voisines (voir par exemple celle de
R.D. LUCE (25) plus générale et dont T. FINE (17) montre que la liaison avec celle

de VILLEGAS).

111 B.3.- Théorie de FISHBURN.-

P.C. FISHBURN présente dans (24) une théorie générale de la décision
dans l'incertitude comprenant comme critére de choix la maximisation d'une utilité
subjective espérée. Cette théorie est une généralisation d'un ensemble de théories

récentes issues de la formalisation du probléme de choix de SAVAGE. klle vise &

sans atome" (voir (38))
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définir, sur une base axiomatique, une mesure de probabilité et une fonction d'uti-

1ité subjectives compatibles avec une relation de préférence.

111 B.3.1.- Structure des éLements .-

a) L'ensemble H des états de la nature est supposé non vide. Aucune
autre hypoth€se particuliére n'est formulée sur H alors que pour les théories de
H. CHERNOFF (8), R.D. LUCE et H. RAIFFA (26), F.J. ANSCOMBE et R.J. AUMANN (2),
J.W. PRATT, H. RAIFFA et R. SCHLAIFER (33), P.C. FISHBURN (16) H est supposé

fini et que pour celle de SAVAGE H doit &tre infini.

b) L'ensemble D des décisions (traduction adoptée pour l'anglais
"consequence") est supposé non vide et contenant au moins deux éléments. Les
théories de D. DAVIDSON et P. SUPPES (12), F.P. RAMSEY (35) et P. SUPPES (36)
supposent que D, est infini.

c) P est une famille de mesure de probabilité simple sur DU, hotées

p, et appelées lotteries (appellation prise pour 1l'anglais '"gamble". Les probabi-

1lités introduites par les subjectivistes sont essentiellement caractérisées par :
* peP= 4DCD, D fini : p(D) =1

* P est un ensemble mixte, 4 savoir que l'opération définie sur
P° x [0, dans P par ap+(1-a)q a les propriétés
(1) 1Ip+0q="P
(ii) oap+(1-a)g = (1-a)q + ap
(iii) o(gp+(1-B)q) + (1-a)q = (aB)p + (1-0B)q

pour p,q € P et a,8 ¢ [:0,1]

Ces probabilités sont dites externes dans la mesure ol leur interprétation n'est
pas précisée par la construction du moddle. Cela a déja été signalé & propos de
la construction de 1'utilité de NEUMANN et MORGENSTERN et c'est & rapprocher de

l'introduction de variables randomisées dans les théories statistiques classiques.
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d) @ est un ensemble de fonctions ¢ de H dans P, fouctions
appelées paris (en guise de traduction de "horselotterie"). Dans &, la combinai-

son linéaire de ¢1 et wg est définie par :
o € [0,1] 4 (a01+(1—a)$2)(h) = a¢1(h) + (1‘G)W2(h)-
On démontre facilement que ¢ est également un ensemble mixte.

e) Précisons encore le sens de divers termes en notations.

- Y € & est constant sur un sous—-ensemble H de H si et seulement si
¥(n) = P(h') Vh,h' ¢ H

et 1'on écrit P =p sur H quand ¢(h) = p Vh e H

- $1 et wg € & correspondent sur HCH si et seulement si :
W1(h) = ¢2(h) Yhehl

et 1'on écrit @1 = ¢2 sur H.

- 81 & est une relation binaire sur ¢, on définit les relations binaires

A

sur P & l'aide de la premiére par :
p§a<=>y €V, lorsque Y =p et 0, =q sur H
- HCH est dit événement nul si et seulement si :
v
w1>:;w2 lorsque w1 et 02 correspondent sur H

0y
(H &étant le complément de H dans H et la relation »< est déduite de £
conformément aux notations adopétées en III A.1).

- fed est dit borné si et seulement s'il existe des nombres réels a et b :

Plh : a € B(u) g b} = 1
¥(h)
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111 B.3.2.- Axdiomatique.-

Les caractéristiques suivantes de ces éléments sont précisées sous forme
d'axiomes. Dans ce type de théorie de proba»ilité et d'utilité subjectives asso-
ciées 3 une relation de préférence, on peut distinguer trois niveaux d'axiomes

(1) Les axiomes qui permettent d'obtenir une utilité exprimée sous forme
d'une espérance mathématique d'une fonction & valeurs réelles sur les états de la
nature, la distribution de probabilité associée &tant construite pour des événe-
ments sans rapport direct avec les é&tats de la nature.

(2) Des axiomes supplémentaires, le cas échéant, rendent chaque utilité
précédente égale & une somme d'utilités dépendantes chacune d'un des états de la
nature.

(2) Une derniére série d'axiomes permettent de définir chaque utilité
dépendante d'un état de la nature sur un méme ensemble. Ce n'est qu'a ce niveau
qu'apparalt la nature subjective des probabilités prises en compte ainsi que la
forme d'espérance mathématiqué prise par la fonction dtutilité, elle-méme
subjective.

Ces axiomes sont les suivants, pour w1,w2,03 e @
Axiome 1 : £ est un préordre total sur ¢.

Cet axiome se retrouve chez SAVAGE. Il existe également dans le modéle
de VON NEUMANN et MORGENSTERN (cet axiome permet en particulier d‘'assurer la
cohérence des préférences avec une structure vectorielle de 1l'ensemble des &léments
préférés), mais la généralisation de ce moddle présenté ci-dessus ne suppose qu'une

relation de préférence prétransitive.

Axiome 2 : Si w1 < ¢2 et o ¢ [0,1] alors aw1+(1—a)03 { a&2+(1—a)W3

Il est appelé axiome d'indépendance ou axiome de la chose certaine.

I1 est également courant (VON N et M, SAVAGE, RAIFFA....)
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Axiome 3 : Si w1 4 $2 et w2 4 03 alors 3 a,B € [0,1] :

ap +(1-)d, P, et @, <8P, + (1-8)),

Cet axiome est dit archimédien.
Ces trois premiers axiomes assurent les deux premiers niveaux précédem-

ment signal@s.
Axiome L : Hp,p' e P tel que : p < p'
La possibilité d'un cas trivial est seulement &carté.

Axiome 5 : S1 HC H est non nul

Si ¥ =p et ' =p' sur H

N
Y' sur H

si

alors : § £ ¢P' <=>p p'

Axiome 6 : Si lp1(h) £ 1[)3 Vh € H alors \01 P4 lD3

Si 1))3 < 02(h) Vh ¢ H alors xﬂ3 $ 9,

I11 B.3.3.- Propriétés d'existence.-

Le théordme central de cette théorie est le suivant :

Théoneme.- lLes axiomes Al & A6 impliquent qu'il existe une distribution de proba-
bilité P o-finie sur la tribu AH et une fonction réelle u sur
D telle que 1l'on ait pour tout 101,102 e d:

¥, 49, <=>E( E u(d) sE( E wu(d))
P ¢.(h) P 9,(n)

De plus, pour de tels 1,01 et LDQ, P et u on a les propriétés
(1) chaque pari ) est borné pour P et u
(i1)

ViiC H P(H) = 0 <=> H est nul

(iii) u est borné si et seulement s'il existe une partition finie de
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telle que chaque partie ait une probabilité positive avec P.
(11ii) une mesure de probabilité @ sur AH et une fonction réelle

u' sur D tels que V¢1,02 e d :

implique
(3) P=q

(3j) Ja,b réels avec a > O tels que :
u'(d) = au(@) +bv ¥Yae?
Examinons les &étapes de la démonstration.

Lomme 1.- 5i M est un ensemble mixte et si £ est une relation binaire satisfai-
sant les axiomes directement analogues aux axiomes 1, 2, 3, alors il
existe une fonction w & valeur réelle sur M telle que, Vh1,m2 e M
et a ¢ [b,1] :

)

(2) w(am]+(1—a)m2) = aw(m1)+(1—a)w(m2)

(1) m, gme <=> w(m1) < w(m2
si w et w' sur M satisfont chacun (1) et (2), alors il existe des
nombre a et b, a > 0 tels que
(3) w'(m) =awlm) +b Vme M

Ce lemme a été largement utilisé dans d'autres thé€ories et ne sera pas démontrer

ici (voir par exemple JENSEN (22)).

Lemme 2.- Si les axiomes 1,2, ..., 5 sont vérifiés et si '{H1,...,Hn} est une
partition finie de #H , alors il existe n nombres non négatifs
* ' . .
FH(Hi) de somme 1 et une fonction réelle w, sur D tels que,

v Pis Q; € P :

L}

si IDH
n
(4) 9, & 0y <= |

1

p. et ﬁﬁ = pi sur Hi 5y 1=1,...,n alors :

p;(Hi) - E u.(d) g ? P;(Hi) .+ B u,(d)
1 i=1 P!
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* s s .
De plus PH et e ont les propriétés suivantes :

. * :
(1) PH(Hi) = 0 <=> H. est nul ‘

.. P . * .
(ii) Les nombres non-négatifs PH(Hi) de somme 1 sont uniques et Uy

n'est unique gu'a une transformation linéaire prés.

Démonstration :

a) Supposons que les axiomes 1, 2 et 3 solent vérifiés ; alors le

lemme 1 est vrai pour M = ¢. Ainsi 1l existe une fonction vy sur ¢ vérifiant

(1) et (2).

Soit I = {i : i=1,....,n}. Soit p, € P fixé. Définissons la fonction

v, (p.), Vbi eP et VYiegl par:

H. "1
1
- - n-1
vHi(pi) - VH(¢i) VH(ao) n
N
1 gue = .o Y. = = H.
avec wi tel que : wi p; sur H1 5 01 P, Hl
Wo tel que : wo =p sur H
On en déduit :
n
(A) _Z vg (p;) = VH(ﬂH)
1=1 1
avec &H tel que : Vi eI @H =p, sur H, par application de (1) aux deux
n
.. P 1 n 1
g - 3 [ B LA, 1 — . ! a4
comblnalsons convexes égale N &H oy 00 d'une part et 121 a ﬂl d'autre
part, et par application de (2) & chaque utilité.
On obtient ensuite
(B) vy (apt(1-a)p') = a vy (p) + (1-a) vy p'  Vp,p' e P
i i i
o € [O,f
en posant wpp et ﬂp'p tels que :
0 )
= 1 P
@p P sur Hl wr p' sur Hi
V)
= ' =
wp p_ sur H1 wp p, sur Hi
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et en calculant v, (ap+(1-a)p') avec (A) d'une part ct avee (2) et (A) d'autre
i

part.

On démontre enfin que, oi i o, Vit et, vﬁ et Vﬁ satisfont chacun
1 i

les relations (1), (2) et (A), il existe alors des nombres bi tels que :
(c) vﬁ.(p) =a v. {p) + b, Yo ¢ P et imt, ....i%

&Veo bpsihe # e Ll A hl et a et b définis par la relation (3).

b) Soit v, sur ¢ vérifiant (1) et (2). Supposons que les axiomes

H

4 et 5 soient vérifiés et choisissons wo ¢ &. Soient vy o sur P vérifiant (4).
Soient v} et vy, les fonctions transformées par (3) etl(C) pour que
vﬁ(wo) =0 et vﬁ?(po) = 0 respectivement (pour simplifier nous reprendrons les
notations Yy et 1vHi au lieu de vﬁ et vé.). Si Hi est nul, posons
P;(Hi) = 0 de telle sorte que P;(Hi) / vH.(p) =0, Vp e P, ceci correspond
a vy =0 découlant de VH.(Po) = 0, de 1; définition d'un événement nul donné

i i

en III B.3.1. et de (1),

Seit L = {1 Hi n'est pas nul}. L'axiome L4 assure que J n'est pas
vide.

Appliquons pour i e I, la définition de £ sur P (voir III B.3.1),

1'axiome 5 et les relations (1) et (A) ; on obtient :

Vi D) & %, (p'] sesp D' o e P
i i
Chague vy vérifie également une relation similaire & (2) de par (B).
i
Appliquons alors le lemme 1 & P pour les vy  avec i=k d'une part et un 1
i

quelconque d'autre part. Par (3), il existe des nombres 8, > 0 et c;

[ = =
v () ® o8, A(p) + c; Vo e P avee 2 , 7
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Par construction v, (p ) = Vit (p.) = 0, ce qui impligue que g: %0 Yi ¢ 1.

Ainsi :

D'apres (A)

H* el ol gl
* s 1
Posons : P._(H.) = — Vi eI
H 1 Z e
el

et

Nous obtenons :

avec
» n
(E) PH(Hi) > 0 et Z P

et en appliquant (1) sur ¢ avec les notations du lemme 2.

o) aigley) Py (1) wy(p})

A
ne~—s

n
*
' =
(F) ¥y gV <= Z PH(H. :
1=1 1=1
* G . :
Montrons que les PH(Hi) ainsi obtenus sont uniques. Soient My et
* g :
Py satisfaisant (1), (2), (D) et (E) et supposons que les axiomes L4 et 5 sont

vérifiés. I n'étant pas vide, il existe p et p' e P tels que uH(p) < uH(p')
1

et p <p'. Soient ut o et P; satisfaisant (1), (2), (D) et (E) aussi. De plus

le lemme 1 : “ﬁ = A My * b avec a > 0 ; d'aprés (C) il existe des bi de somme

b tels que :

PR(H;) wi(p) = e Bp(H,) wy(p)  V¥peP , i=1,...n

5 ; g : = * * :
la résolution de ces équations entralne que PH = PH et de plus on montre facile-~

*
ment que si PH(Hj) = 0, Hi est nul.
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s

Enfin le passage de uH(p.) E uH(d) s'obtient en suivant le cheminement
P.

1
réalisé en a) et b) avec P & la place de ¢ et D pour H et P et en prennent

une partition finie de D, ce qui est possible puisque les p ¢ P sont o-finis,

Cette analogie conduit & une relation de la sorte :
T
Wp(Pp) = Z pD(Dj) uHD(dj)

. * L P .
et 1l'identification de pD a p; lorsque PD = pi est réalisée en appliguant
les proprié+és d'unicité du lemme 1 & l'ensemble mixte PD* défini par
* e . . .
PD* ={p:peP et p est constant sur D et D} si D CD (voir raisonne-

ment similaire suivi dans la démonstration du lemme 3).

Lemme 3.- Les axiomes 1 & 5 impliquent qu'il existe une mesure de probabilité

* . P
P sur H et une fonection réelle sur D telle que :

(5) P &v'<=>E(E u)) s E  u(d)).
o* o

pour ¥, ' €& ol & ={f: Y ® et Y est constant sur chaque
é1lément d'une partition finie de H}.

De plus, avec les axiomes 1 & 5 ef P* et u vérifiant (5)

V8, 0" ¢ ¢

(i) YA€ H, P*A) =0 = A est nul

o °

.. * 1 . . *
(ii) P° et u' satisfont (5) au lieu de P et u, et cela

. . %! L .
Vo, 9 ¢ ®o si et seulement si P =P et u' est une transformation

linéaire positive de u.

Démonstration :

Appliquons le lemme 2 avec deux partitions différentes de H en consi-

P et ¥ =p' constantes de H. Il en résulte :

dérant deux loteries ¢

E uB(d) < E uB(d) <=> E u (d) ¢ E uo(d)
P p' P p'

Dans un premier temps on montre en raisonnant sur l'ensemble mixte
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P que u, et u, ne sont définis qu'd une transformation linéaire positive

prés. On &crit alors (L) sous 1a forme :

1 n
o
040 <=> J Pi(r) B u(d) g § PLB.) E u(a)
o B e B ;
1=1 P.l 1=1 P!

Soit ensuite un événement A C Hl tel que

v

(G) QA ={Y : ¢ et | est constant sur A et A}

QA est un ensemble mixte. Choisissons 1€s partitions {B1

v v
contenant A. Alors, notant que { e ¢A’ g=p sur A et Yy=p sur A,

e Bn}, {c1 - cn}

(G) implique que

Vg, 9' € ¢ : Py(A) E u(a) + (1-P3(A)) B u(a)
P LV

A PA

*
LhE

a(A) E u(a) + (1-P5(A) E u(a)

D) '
A PA

si et seulement si

PL(A) E u(d) + (1-P3(A)) E w(a)
Pa EA
s P5(A) B u(d) + (1-P3(A)) B u(a)

1Y '
A PA

. . * * P .
Avec le lemme 1 il s'ensuit que PB(A) = PC(A) et l'on peut écrire pour une par-

tition non spécifique que #H :

n n
* *
(H) 9g¥' <= | P(B)E uld) ¢ § P*B,) E ula)
= i=1 he;
1
* b *»
Avec le lemme 2, P est unique et P (A) = 0 <=> A est nul et u est unique
4 une transformation linfaire positive prés.
B NG T o Y 4
En utilisant les partitions {A,B,(AUB) et {AUB, A UB} on montre

» s I * Lt i
qu'avec le raisonnement qui a donné (H) que P est o-finie. (avec AN B = @)
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Enfin on applique (H) & la partition :

{Biﬁ Cj FARL L BRSO Bifj ¢ ?}

et on obtient

P EP = J 7} P*(Biﬂ CJ.)E u(d) SZZ P*(Biﬂ Cj)E u(d)
i

Q s = 1

e B * s
et par o-additivité de P on obtient (5).

Lemme 4.- Les axiomes 1 & 6 impliquent que I soit vrai sur 1'ensemble des lote-

ries bornées.

Démonstration : Les étapes sont succintement les suivantes. H #&tant un ensemble

mixte il existe une fonction réelle v sur H vérifiasnt le lemme 1. Si 1'on

pose w(y) = E, ( E u(d)) pour ¢ ¢, et l'on montre que w sur ¢, est, a

P° {P(h)

une transformation linéaire positive prés,la restriction de v & ¢O. Il s'agit

donc de montrer que :

est vraie pour tout Y borné.
o~ 2 . ~ . * .
Une premiére étape consiste & montrer que si P (A) =1 et sic et d
définis ci-dessous sont finis alors :
(1) ¢ = inf E u(d) g v(¥) g sup E u(d) = d
w(h)|heA W(h)|heA
(c'est & ce niveau que 1l'axiome 6 est utilisé)
Aprés avoir €carté le cas simple ol c = d, on considére c < d et pour simplifier

c =0 et d=1. On considére alors la partition {A1 s An} sur H définie
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pour ¢¥'(h) vérifiant I et tel que v(¢¥') = v(¢).

On associe aux Ai les bp; € P tels que :

i~
n

£ E u(d) g % s PRy
Fy

En introduisant un P, convenable (pO =

ne-—1s

pi) on calcule v({y') par

¥
0=

i
encadrement.
Lemme 5.- Si les axiomes 1 & 6 sont vérifiés et s'il existe une partition dénom-

brable de H telle que chaque €lément de cette partition ait une pro-

N ey * 2
babilité positive avec P, alors u est borné sur D.

S e 2 *
Démonstration : A partir de la partition A dénombrable de H avec P (A) > 0O

- 2 = P . o * P ! =~

VA ¢ A, soit A1C A 1'élément qui maximise P (A). On définit ensuite A, CaA
5 S * = . . ; :
qui maximise P (A) sur A -{Aq} et ainsi de suite. On suppose alors la parti-

. On définit ensuite { et

tion A; et on définit p; par : E u(d) = *1

p; P (Ai)

¢
wn pour

Y = p; sur Ai’ Sl R

Wﬁ : constant sur chaque Ai pour 1 € n avec

B ufd) == = ey sk
] 7
9! (h) P (An) P (A;)
constant sur Ui=n+1 Ai avec w'%h) u(d) =0, h e Ui=n+1 Ai'
n

Enfin on suppose que u n'est pas borné et 1l'on montre alors que le v(y) obtenu

sur ¢ au lemme L (v(y) = E, (E u(d)) doit &tre infini
P” ¢(h)
n
Pl
(v(¢) 3 ——v - 21 +n3n).
P*(A P*(a ) ik
n n

Lemme 6.- Si les axiomes 1 & 6 sont vrais et s'il existe un entier n tel qu'il

n'y ait pas de partition de H en n parties telles que chaque partie
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. PRy o g * ;
alt une probabilité positive sous P , alors toutes les loteries sont

bornées.

Démonstration : Remarquons d'abord que si pour chaque n 1l existe une partition

telle que chacune des n parties ait une probabilité positive sous P* il existe
alors une partition dénombrable de H pour laquelle chaque partie a une probabi-
1ité positive et le probléme est résolu.

Dans le cas contraire envisagé dans ce lemme 6, il existe donc un m,
unique, tel qu'une partition de taille m ait au plus m parties de probabilité
positive. Supposons que u(s§) = 0 sur D. Soit un ¥' € ¢ non borné supérieure-

ment. Soit ¥ obtenu & partir de ' en remplagant chaque d ou y(h)(d) > O

¢ > Solh
et u(d) <0 par 6. P est alors un borné supérieurement et pour chaque n > 0 :

P08 uldy 3 al > 0.

¥(p)

W

Ainsi 1l existe un entier N et un o > 0 tel que

*

PLBE uld) znl=a Yo 2N .
P(h)
Seit B U(d) =1 pour im1,2,v..
P. \
i
g sur h: E uld)zal
P(h)
mé =
g, sur {(h: E u(d) g n}
P(h)
wn sur {h £ u(d) 3 n}
¥(h)
o=
¢ eur {h ¢ E uld) < n}
P(h)

On montre alors que pour un v(y¥) comme celui trouvé sur Ho au lemme 4 on a :
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et on aboutit & v(¢¥) 2= na-—-1 Vn 3 N ce qui est contradictoire. Egalement
¥' ne peut €tre pborné.

Situons rapidement cette théorie par rapport 4 d'autre vis-i-vis de la
fonction d'utilité. D. DAVIDSON et P. SUPPES (12) supposent, D &tant fini, que

1'utilité wu vérifie
e d1 < d2 et d3 £ dh
et si dans D il n'y a pas de décision entre d1 et d,» d3 et d).

F.P. RAMSEY (35) et P. SUPPES (36) supposent que,? #&tant également fini, si

u(d1) < u(d2) alors il existe d_. € D tel que

3

u(d3) = 05 u(d1

) + 095 u(dZ)'

On a vu que SAVAGE, qui demande que H soit infini, suppose que pour tout n
. . . Gal £h . *
entier, il existe une partition de H en n parties telles que P vale 1/n
: : oy
sur chaque partie. K.J. ARROW (1) suppose aussi cela sur P .

L'utilité obtenue, ) =B ( B u(d)), fait partie, en tant

P" y¥(h)
qu'utilité espérée aux utilités dites additives ; sur le plan pratique la litté-

rature est abondante en ce qui concerne leurs techniques de détermination : voir

par exemple P. C. FISHBURN (15) ou H. RAIFFA et R. SCHLAIFFER (3L4).

111 B.4.- Théonie conditionnelle de La décision.-

Le modéle ci-dessus de FISHBURN était une généralisation de 1l'idée
de SAVAGE. Présentons ci-dessous une variante de cette idée qui s'appuie sur 1'in-
troduction d'éléments conditionnels dans la formalisation. Il s'agit d'une théorie
qualitative de décisions conditionnelles. De telles théories conditionnelles ont
été suggérées par certains auteurs, dont P.C. FISHBURN (13) et présentée par
ailleurs sous forme axiomatique dans un cas simple par J. PFRANZAGL (32). C'est

une axiomatisation généralisant cette derniére que nous suivons ; elle a été

faite par R.D. LUCE et D.H. KRANTZ (27).
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111 B.4.1.- Introduction du modéle.-

Le prcbléme de décision se présente sous une forme conditionnelle ol
D est 1l'espace de décisions possibles et ol une décision conditionnellement un
événement A sera une fonction de A dans 0, fonction définie que dans A et
notée g L'ensemble G des actes, au lieu d'@tre l'ensemble des applications de
H (ensemble des états de la nature) dans 0D, sera l'ensemble des applications de
la tribu AH dans D, celles—-ci étant notées gy gi e AH‘ G posséde une
relation de préférence ¢ . L'axiomatique proposée sur G vise & permettre la cons-
truction d'une fonction d'utilité v sur 0 et une distribution de probabilité con-
ditionnelle P(.|A) de telle sorte que le choix respecte la macimisation d'une

utilité dans l'incertitude égale & une espérance conditionnelle

vig,) = E u(dA)

g
A
P(.|A)
Deux points essentiels différencient cette démarche de celle de SAVAGE :

- toutes les fonctions de décisions ne sont pas supposées avoir les mémes domaines

de définitions.
- 11 existe plusieurs espérances mathématiques définissant 1l'utilité, celles-ci
