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ANALYSE DE QUELQUES CRZTERES DE CHOlX 



Ce t r a v a i l  v ise  à d i f f é r e n c i e r  l e s  d ivers  c r i t è r e s  de choix disponibles 

C pour l a  p r i s e  de décision en aveni r  ince r t a in .  

Dans une première grande famil le  de théor ie s ,  l e s  c r i t è r e s  de choix 
I 

s'exprime à l ' a i d e  de fonctions de r isque comme dans l a  théor ie  générale de l a  

décision de A. WALD. Ces c r i t è r e s  concernent des fonct ions  de décisions s t a t i s -  

t iques  (décis ion  p r i s e  après expérixrentation) e t  l e s  so lu t ions  optimales s e  dis- 

t ingua ien t  in i t ia lement  p a r  l ' e x i s t e n c e  ou l a  non exis tence  d'une d i s t r i b u t i o n  de 

p r o b a b i l i t é  a  p r i o r i  s u r  l e s  é t a t s  de l a  na ture .  Plus récemment, d 'aut res  c r i t è r e s  

ont  é t é  i n t r o d u i t s ,  en p a r t i c u l i e r s  des c r i t è r e s  mixtes correspondant 3 des s t ruc-  

t u r e s  de choix in termédia i res  ( l a  c l a s s i f i c a t i o n  é t a n t  f a i t e  p a r  rapport  à l ' e x i s -  

tence de l a  d i s t r i b u t i o n  a  p r i o r i ) .  Xous en examinons quelques cas : l e  c r i t è r e  

l t  mean-max" i n t r o d u i t  apr  H. KUDO, l e  c r i t è r e  "~ayes-minimax" de K. A. DOKSUM e t  

l e  c r i t è r e  minimax de R.A. BERAU. 

Tn second l i e u  nous analysons des c r i t è r e s  de choix moins développés 

quant à l e u r s  aspects  formels mais d ' i n t e r p r é t a t i o n  p lus  axiomatis6e. Les condi- 

t i o n s  d 'op t ima l i t é  s'expriment en termes de fonction d ' u t i l i t é  e t  de p r o b a b i l i t é s  

sub jec t ives  ( t h é o r i e  s t a t i s t i q u e  de SAVAGE p a r  exemple) e t  l e  c r i t è r e  de choix 

. e s t  l a  maximisation d' une espérance mathha t ique  de ce l l e -c i  , espérance mathéma- 

t ique  p a r  rapport  à l a  p r o b a b i l i t é  sub jec t ive  ment ionde ci-dessus. La t h é o r i e  

générale de P.C. FISHBURN correspondant à ce schéma e s t  en p a r t i c u l i e r  d é t a i l l é e .  



A l a  s u i t e  de l ' i d é e  formülée par  J. HAJEK ( 2 1 ) ,  à propos de l ' a n a l y s e  

des concepts de base en s t a t i s t i q u e s ,  que l e s  s t a t i s t i q u e s  c l a s s iques  s o n t  r i c h e s  

en méthodes e t  ne s ' a t t a r d e n t  pas s u r  l e s  c r i t è r e s  e t  que l a  t h é o r i e  de l a  déc i s ion  

a j o u t e  un grand nombre de c r i t è r e s  mais ne f o u r n i t  que t r è s  peu de méthodes, nous 

a l l o n s  nous i n t e r r o g e r  s u r  l a  n a t u r e  des  c r i t è r e s  de choix employés en t h é o r i e  

de l a  déc i s ion .  

Nous l imi t e rons  no t r e  recherche aux s e u l s  a spec t s  formels des  quelques 

c r i t è r e s  de choix envisagés sans aborder  l e s  ques t ions ,pour t an t  e s s e n t i e l l e s  en 

p r a t i q u e ,  de l e u r  i n t e r p r é t a t i o n  ou c e l l e s  des  axiomes s u r  l e s q u e l s  i l s  reposent .  

Les éléments ,  a u t r e s  que l e s  c r i t è r e s  e t  ceux s u r  l e s q u e l s  c e s  de rn i e r s  sont  

directement  d é f i n i s ,  ne s e r o n t  pas d i s c u t é s .  

Nous nous a t t ache rons  spécifiquement au  c a r a c t è r e  i n c e r t a i n  avec lequel  

l e s  problèmes de choix son t  envisagés .  Ainsi  nous n 'aborderons pas l e s  c r i t è r e s  

de choix qui ne v i s e n t  pas  expl ic i tement  à l e v e r  une indéterminat ion posée par  

une i n c e r t i t u d e .  Par exemple l e s  t h é o r i e s  d ive r se s  d ' op t imi sa t ion ,  c e l l e s  de 

choix c o l l e c t i f s ,  l e s  méthodes à c r i t è r e s  mu l t ip l e s  ... seront  exclues.  

N'ayant absolument pas l a  volonté  d ' ê t r e  exhaus t i f  sur  

c e t t e  ques t ion  du c r i t è r e  de choix dans l ' i n c e r t i t u d e ,  nous nous contenterons de 

n 'ana lyser  que quelques formes de c r i t è r e  que nous jugeons néanmoins s i g n i f i c a t i v e s .  i 
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r .  p r i s  en compte dans la$3recherche?dt~hun, @r2t&re de chiaix:len fondant ce  dernier  sur. 
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une fonction d ' u t i l i t é  (plus précisément, ce type d ' incer t i tude e s t  essentiellement 

t raduis ib le  dans un modèle de décision par  l a  nature essentiellement subjective qui 

lti W?f e s t  a t t r ibuée  à l a  fonction d l u t l l i t é .  Nous y reviendrons ci-dessous en 1 A 2). 
I 

2) Une incer t i tude  ï i k e  à une méconnaissance du contexte du problbme 

de choix, e t  c e l a  indépendamment de s a  dimension éventuellement temporelle. 

pas une question nouvelle 

j e t  des s t a t i s t i q u e s  math6nî&tiquea* 

Pax opposition l ' i nce r t i t ude  due au temps, l e  trai tement de c e t t e  méconnaisssn~e 

sera ind6pen8snte d'une gventuelle fonction d ' u t i l i t é  (vo i r  bgalement 1 A 2), e t  

1 
civune ntruiii-re ~ L n b r a c  nousi distinguerons schbaiatiquement deux types d'bl6ments 

1 dmer tzn md*Ie math6matique de pr i se  de dlkcisions : 
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exemple les d i s t r ibu t ions  de probabi l i tés  sur divers  ensembles composant chaque 

théor ie  (ensemble des é t a t s  de l a  nature ,  ensemble des d6cisions possibles , .  . . ) 



ii) ceux q u i  prennent en compte c e t t e  t r a d u c t i o n  de l ' i n c e r t i t u d e  

( fonc t ions  de r i s q u e ,  fonc t ions  d ' u t i l i t é ,  c r i t è r e  de choix . . . ) . 

Rappelons t r è s  brièvement d'abord l e s  p o i n t s  classiquement soulevés  

pour t r a d u i r e  ces  i n c e r t i t u d e s  en t h é o r i e  de l a  déc i s ion ,  l e s  t h é o r i e s  que l ' o n  

rencont re  présentan t  des  t r a d u c t i o n s  v a r i é e s .  Un premier po in t  de divergence 

r é s i d e  dans l a  p lace  d ' a s s i g n a t i o n  de l ' i n c e r t i t u d e  : s i  l a  p l u p a r t  des  s t a t i s -  

t i c i e n s  modernes a s s ignen t  l ' i n c e r t i t u d e  au  n iveau  des é t a t s  de l a  n a t u r e  (ou 

évènements méconnus du responsable  de l a  déc i s ion  ; v o i r  l 'exemple p r é c i s  des 

éléments de l a  na tu re  p r i s  pa r  WALD en I l  A 1 ) d ' a u t r e s  1 'ass ignent  au niveau 

des déc i s ions  elles-mêmes. C ' e s t  seulement c e t t e  seconde so lu t ion  q u ' i l  e s t  

p o s s i b l e  d 'adopter  s i  l ' o n  veut  englober l e s  d i v e r s  t ypes  de modèles de p r i s e  

de déc i s ion  e t  en p a r t i c u l i e r  ceux qui  reposent  s u r  une fonc t ion  d ' u t i l i t é  

( fonc t ion  d é f i n i e  seulement s u r  l e s  conséquences des déc i s ions  à c h o i s i r ) .  

D ' a i l l e u r s  dans l e s  modèles s t a t i s t i q u e s  de p r i s e  de déc i s ion  où l e  choix  a  

l i e u  ap rè s  expérimentat ion,  e t  où l ' i n t r o d u c t i o n  de l ' i n c e r t i t u d e  s e  f a i t  au 

niveau des é t a t s  de l a  na tu re  sous forme de p r o b a b i l i t é ,  l e  r e p o r t  de l ' i n c e r t i -  

t ude  au  niveau des conséquences e s t  p o s s i b l e  en r e spec t an t  l e s  r è g l e s  de c a l c u l  

des  p r o b a b i l i t é s .  

S i  l ' o n  suppose que l ' i n c e r t i t u d e  e s t  t r a d u i t e  par  une p r o b a b i l i t é ,  

c e l l e - c i  pourra  reposer  s u r  des  i n t e r p r é t a t i o n s  t r è s  nombreuses. Citons-en 

quelques unes : degré de conf i rmat ion ,  de conv ic t ion ,  de croyance r a t i o n n e l l e  ; 

p r o b a b i l i t é  empirique, géométrique, impersonnel le ,  i n d u i t e ,  i n t u i t i v e ,  de 

jugement, log ique ,  mathématique ( a u  sens de l ' ax iomat ique  de Kolmogorov), o b j e c t i v e ,  

pe r sonne l l e ,  physique, psychologique ; h a s a r d  ;fréquence r e l a t i v e  ; p r o b a b i l i t é  



s u b j e c t i v e ,  s t a t i s t i q u e  . . . . Néanmoins ces  d i f f é r e n t s  po in t s  de vue peuvent 

s e  résumer e s sen t i e l l emen t  à t r o i s  éco le s  : 

i )  l ' i n t e r p r é t a t i o n  f r é q u e n t i e l l e  où l a  p r o b a b i l i t é  e s t  a s s imi l ée  à 

une fréquence r e l a t i v e  l i m i t e  de quelque évènement d'un ensemble donné. C e t t e  

i n t e r p r é t a t i o n  a  é t é  s u i v i e  par  VENN, VON MISES, REICHENBACH, C-SAMER , FISHER. . . . 
ii) l e  po in t  de vue logique où l a  p r o b a b i l i t é  e s t  une r e l a t i o n  unique 

e n t r e  des  p ropos i t i ons  (KEYNES, JEFFREYS, CARNAP, . . . ) Pour ces deux types  de 

p r o b a b i l i t é s  on p a r l e r a  de p r o b a b i l i t é s  o b j e c t i v e s .  

iii) 1' approche s u b j e c t i v e  où l a  p r o b a b i l i t é  e s t  l ' exp res s ion  d 'une 

confiance dans l a  v é r i t é  de quelque chose (RAMSEY, DE FINETTI, KOOPMANN, GOOD,  

SAVAGE . . . . ) .  

Des d é f i n i t i o n s  p l u s  p r é c i s e s  de c e s  i n t e r p r é t a t i o n s  s o n t  données pa r  

P.C. FISHBURN dans ( 1 3 ) .  

Un t ro i s i ème  po in t  de d i s p a r i t é  e n t r e  l e s  d i v e r s  modèles de d é c i s i o n s  

r é s i d e  dans l e s  t ransformat ions  qui  peuvent ê t r e  e f f e c t u é e s  s u r  c e s  p r o b a b i l i t é s  : 

c ' e s t  l e  cas c l a s s i q u e  où dans c e r t a i n e s  t h é o r i e s ,  une d i s t r i b u t i o n  e s t  i n t r o d u i t e  

comme d i s t r i b u t i o n  a  p r i o r i  e t  où e l l e  e s t  t ransformée en d i s t r i b u t i o n  a  p o s t é r i o r i  

après  expérimentat ion.  

Remarquons, p a r  a i l l e u r s ,  que l e  f a i t  de t r a d u i r e  l ' i n c e r t i t u d e  p a r  une 

p r o b a b i l i t é  correspond à un n iveau  in t e rméd ia i r e  de connaissances : une des  

l i m i t e s  correspond à une i n c e r t i t u d e  n u l l e  ou c e r t i t u d e  t a n d i s  que l ' a u t r e  l i m i t e  

correspond à l ' i n c e r t i t u d e  maximale accep tab le ,  e t  qu i  correspond pour l e  s t y l e  

de t h é o r i e  de déc i s ion  envisagé dans ces  l i g n e s ,  à l a  s e u l e  connaissance de 

l ' e x i s t e n c e  des évènements i n c e r t a i n s  p o s s i b l e s  sans aucun jugement quant à l e u r  

r é a l i s a t i o n   ans l e s  modèles de s t y l e  "ob jec t i f " ,  une i n c e r t i t u d e  n u l l e  e s t  

t r a i t é e  avec des c r i t è r e s  de choix dé t e rmin i s t e s ,  une i n c e r t i t u d e  p r o b a b i l i s a b l e  



avec des c r i t è r e s  d 'espérances e t  une i n c e r t i t u d e  t o t a l e  avec des  c r i t è r e s  minimax). 

Cet te  c l a s s i f i c a t i o n  des t h é o r i e s  de déc i s ions  se lon  l e  niveau de t r a d u c t i o n  de 

l ' i n c e r t i t u d e  p o u r r a i t  ê t r e  a f f i n é e .  A t i t r e  d'exemple, notons que des t h é o r i e s  s e  

proposant de s e  s i t u e r  e n t r e  l e  p robab i l i s ab le  e t  l e  to ta lement  i n c e r t a i n  en t r a -  

du i san t  1' i n c e r t i t u d e  d'évènements poss ib l e s  p a r  une r e l a t i o n  de préordre  ( à  t i t r e  
L 

d' i l l u s t r a t i o n ,  v o i r  FOURGEAUD , LENCLUD , SENTIS, ( 1 8 )  . De t o u t e  façon , l e s  rando- 

v misa t ions  u t i l i s é e s  en déc i s ion  reposent  elles-mêmes s u r  des axiomatiques f o r t  di-  

ve r se s  e t  l a  l i t t é r a t u r e  e s t  abondante e t  va r i ée  s u r  ce s u j e t .  

Cet examen sommaire de l a  na tu re  de l a  t r aduc t ion  de l ' i n c e r t i t u d e  va 

nous permet t re  néanmoins d ' i s o l e r  une ~ r e m i è r e  ca t égor i e  de t h é o r i e s  de déc i s ion .  

I l  s ' a g i t  de t h é o r i e s  de dec is ion  s t a t i s t i q u e  ( l a  déc is ion  é t a n t  adoptée a u  vue 

du r é s u l t a t  d 'une expér imenta t ion)  où l e s  p r o b a b i l i t é s  i n t r o d u i t e s  sont  e s s e n t i e l -  

lement ob jec t ives .  La p r é s e n t a t i o n  de d i v e r s  c r i t è r e s  de choix adoptés dans un t e l  

contex te  e s t  l ' o b j e t  du c h a p i t r e  II. Notons que c e t t e  p r é s e n t a t i o n  ne p r é t e n d  à 

aucune e x h a u s t i v i t é  e t  ne v i s e  qu ' à  ana lyse r  des c r i t è r e s  en f a i s a n t  e s s e n t i e l l e -  

ment r e s s o r t i r  l e s  p r o p r i é t é s  des déc is ions  opt imales  obtenues. Pour approcher ces 

d i v e r s  c r i t è r e s ,  nous avons f a i t  v a r i e r  s o i t  l a  s t r u c t u r e  géné ra l e  de l a  t h é o r i e  

de déc i s ion  s o i t  p lus  pa r t i cu l i è r emen t  l e  n iveau  de t r a d u c t i o n  de l ' i n c e r t i t u d e  

comme c e l a  a  é t é  évoqué ci-dessus.  Les c r i t è r e s  de choix  examinés ne f o n t  pas  

appel  aux fonc t ions  d ' u t i l i t é '  dans l e  p l e i n  sens du terme mais uniquement à des 
i 

fonc t ions  de p e r t e s  e t  de r i sques .  De t e l s  c r i t è r e s  peuvent a i n s i  ê t r e  cons idérés  

i. comme appar tenant  au domaine des s t a t i s t i q u e s  c l a s s iques  e t  l ' o n  re t rouve  à l e u r  

s u j e t  l e s  divergences q u i  e x i s t e n t  pa r  a i l l e u r s  e n t r e  l e s  d ive r se s  éco le s  de 

s t a t i s t i c i e n s .  



In t roduisons  expl ic i tement  l a  dimension temporel le  dans l e  problème de 

déc is ion  ( d é c i s i o n  en a v e n i r  i n c e r t a i n ) .  I l l u s t r o n s  e t  analysons l a  no t ion  d ' u t i l i t é  

de manière l i t t é r a i r e  en su ivant  une analyse f a i t e  dans l e  contexte  spéc i f ique  du 

comportement économique. Ce t t e  i n t r o d u c t i o n  à l ' u t i l i t é ,  t i r é e  de G .  BERNARD ( b ) ,  

procède en t r o i s  é tapes  : 

\\ " 

1 )  S o i t  un o b j e t  i e t  l a  va l eu r  m ou mesure de c e t  ob je t .  (nous ne 

mentionnerons pas  l a  s i g n i f i c a t i o n  économique exac t e  des termes employés, ceux-ci 

é t a n t  à prendre dans l e  sens  n a t u r e l  pour  c e t  exposé) .  Supposons que l a  mesure m 

s o i t  indépendante du temps (a tempore l le )  e t  de toute '  i n c e r t i t u d e  ( c e r t a i n e ) .  S o i t  

q\ /' 
M l 'ensemble des mesures des o b j e t s  i p o s s i b l e s  ; c e t  ensemble e s t  a l o r s  inva- 

r i a n t  du temps e t  de t o u t  opéra teur  dans l ' i n c e r t i t u d e .  In t roduisons  a l o r s  s u r  M 

une fonc t ion  u(m) appelée " u t i l i t é  pour  une personne donnée de l a  v a l e u r  m 

c e r t a i n e  e t  a temporel le  d'un ob je t  i l '  d é f i n i e  p a r  : 

a) e l l e  e s t  une opinion s u b j e c t i v e  qui dépend e s sen t i e l l emen t  d'une 

personne ( c e l l e - c i  pouvant ê t r e  p r i s e  au l a r g e ,  l ' e s s e n t i e l  cons i s t an t  en  l ' u n i c i t é  

du déc ideur)  . 
b )  il n ' e x i s t e  pas de dimension u t i l i t é ,  l ' u t i l i t é  é t a n t  de l a  

dimension de l a  va l eu r  q u ' e l l e  concerne. Ceci suppose, e n t r e  a u t r e ,  que s o i t  éven- 

tuellement r é s o l u  p a r  a i l l e u r s  l e  ~ r o b l è m e  de l ' e x p r e s s i o n  d'une u t i l i t é  s c a l a i r e  

pour  des  o b j e t s  mult idimentionnels .  

c )  l 'axiome de s u b s t i t u t i o n  s ' app l ique  dans un c e r t a i n  ensemble fermé 

d ' o b j e t s  (axiome de s u b s t i t u t i o n  : é t a n t  donnée une va leur  m d 'un o b j e t  i de 

dimension d ,  il e x i s t e  une v a l e u r  m'  d'un a u t r e  ob je t  i '  de dimension d' t e l  

que m 1  e t  m o i en t  l a  mAme d i s p o n i b i l i t é  pour une même personne) .  Pa r  c e t t e  

hypothèse,  des u t i l i t é s  de d i f f é r en te s  dimensions peuvent ê t r e  composées e t  

l ' u t i l i t é  semble a l o r s  ê t r e  l e  s e u l  concept q u a n t i t a t i f  de l a  connaissance qui  

ignore  l a  b a r r i è r e  de l1 i i é t é rogéne i t&  t o u t  en demeurant s c a l a i r e ,  mais c e l a  mal- 



heureusement en référence à une seule personne par  a ) .  

d) lt axiome d'indifférence e s t  vér i f ié  (une personne e s t  capable 

d'affirmer l ' indifférence ou l a  non-présrence entre  deux u t i l i t é s  de l a  même di- 

mension ou de dimension différente)  . 
e )  ;L'axiome de correspondance aussi  ( s i  une personne affirme l a  non 

I) 

préférence de deux u t i l i t é s  de l a  même dimension, l e s  valeurs correpondantes sont 

P égales ) . 
2)  Introduisons l e  s eu l  temps en formulant l a  question suivante : l a  1 

disponibi l i té  future d'une va;leur é t a i t  incer ta ine,  en e s t - i l  de même de son 

u t i l i t é  actuel le  ? A c e t h  question l e s  deux réponses négatives e t  posi t ives  sont 
I 
I 

concevsblecs. Mais aans les deux cas une caractdrist ique ggnéralement relevable e s t  

l 'aspect  sub jec t i f  du concept d ' u t i l i t é .  

3) Introduisons L' incerti tude pour des valeurs atemporelles. Mous suppo- 

1 serons, 2ien que cela  puisse p ~ * t r e  a i r t i f i c ie l ,  que l a  dsf in i t ion  d'une u t i l i t é  

admile  ôtes disponibif i t6s  incer ta ines  atemporelles de vsleurs repose sur deux 

a) le recherche &'une traduction des incer t i tudes  que contiennent - 
-.- .+ 

uaa mllsuss erteaporelles. C'est l'objet de toute  mdomisat ion,  qu 'e l le  s o i t  aans 

aoCm cas dgpendsnte ou ind&pendmte du &ci&eur. lqow avons abordé ce point  en 

ZIA. f e 

b) la recherche d'mm u u n .  aDtn util it( .  tndwis .ot  ir pr%qf iar 

r ' rke c&+a irzmrtiilslW lem bcm @mblh @ a d x ,  cstlte ptsmptim s'a g .<= : 

- 11in%ed8Xdre da re la t ions  de pr@Srence s u r  les valeurs incer t sLiw,  -2;h 

1 che peut elle-me^m prendre des a l lu res  tras variées : 1 
- recherche d'une mesure e ~ l i c a t i v e  de pr6Srences  observées. 1 
- recherche d'une niesure "normative" de préférences ( r ée l l e s  ou a r t i f i c i e l l e @ )  trs- 

dai;jmnt des raft%% de eomportemmts rationnels. - - 

- - - - --.-- - - - - - - .. .- - -  



- recherche d'une s t r u c t u r e  formel le  e t  cohérente  pour ces  mesures,  ces  s t r u c t u r e s  

fou rn i s san t  un cadre formel aux niesures e x p l i c a t i v e s  ou normatives qui respec te-  

r a i e n t  une axiomatique compatible à c e l l e  s u r  l a q u e l l e  e s t  b a t i e  l a  s t r u c t u r e .  

Cet te  de rn i è re  recherche e s t  l ' o b j e t  du paragraphe III A ci-dessous s u r  l e s  éléments 

de l a  t h é o r i e  de l ' u t i l i t é .  . 
Les c l ivages  r é a l i s é s  ci-dessus,  b i e n  q u ' a r t i f i c i e l s ,  ont  l 'ériorme avanta- 

F ge de f a i r e  r e s s e n t i r  isolement  l ' impor t an te  ques t ion  d ' i n t e r p r é t a t i o n ,  ( o b j e c ~ i v i t é  

ou s u b j e c t i v i t é )  contenue dans l a  q u a n t i f i c a t i o n  de l ' i n c e r t i t u d e .  Ainsi c e t t e  

q u a l i t é  d ' o b j e c t i v i t é  ou de s u b j e c t i v i t é  de l a  mesure de l ' i n c e r t i t u d e  ne prévaudra 

en r i e n  dans l a  r a t i o n n a l i t 6  du processus dans l e q u e l  e l l e  s ' i n s e r r e .  De p l u s ,  e l l e  

permet de ne v o i r  dans l ' u t i l i t é ,  q u a n t i f i c a t i o n  des p ré fé rences ,  aucune in f luence  

sur l e  t r a i t e m e n t  de l ' i n c e r t i t u d e .  

S i  l ' i n c e r t i t u d e  p rov ien t  de l a  Nature,  nous respec tons  par  exemple p a r  

c e t t e  p o s i t i o n  l e  P r inc ipe  de l f 1 n f i f f é r e n c e  de l a  Nature.  Ce p r inc ipe  ( p a r f o i s  

appelé  P r inc ipe  de l a  Raison I n s u f f i s a n t e )  e s t  une des bases  de l a  l og ique  de 

l ' i n c e r t i t u d e .  Comme exemple où ce p r i n c i p e  e s t  largement inis en r e l i e f ,  c i t o n s  

l e  cas  des jeux s t a t i s t i q u e s  q u i  s o n t  des jeux à deux personnes,  e t  à somme n u l l e ,  

un p a r t e n a i r e  é t a n t  l e d é c i d e u r  supposé i n t e l l i g e n t  e t  l ' a u t r e  é t a n t  l a  Nature 

supposée neu t r e  ( v o i r  D. BLACKWELL e t  M.A. GIRSHICK ( 6 )  ) . 
Cet t e  conception de s é p a r e r  l a  ques t ion  de La t r a d u c t i o n  des i n c e r t i t u d e s  

du problème de d é f i n i t i o n s  des  fonc t ions  d ' u t i l i t é  a  l e  mér i te  d ' a u t o r i s e r  à 

cons idé re r  comme équiva len tes  l e s  i n t e r p r é t a t i o n s  su ivan te s  des p r o b a b i l i t é s  (en 

- t a n t  que q u a n t i f i c a t i o n  de l ' i n c e r t i t u d e )  : 

- l ' i n t e r p r é t a t i o n  axiomatique des p r o b a b i l i t é s  (BERNOUILLI, LAPLACE, KOLMOGOROV) 

- l ' approche  n a t u r e l l e  ou normative en t a n t  que l o i s  de l a  s t r u c t u r e  de 1 ' i n c e r t i t u -  

Cie ( l e  P r inc ipe  de l a  Raison I n s u f f i s a n t e  de BERNOUILLI , l e s  c r i t è r e s  de LAPLACE, 

l e  théorème de BAYES, les cha ines  de MARKOV, l e  p r i n c i p e  du Vinimax de WALD, l e  

c r i t è r e  du Minimax Regret de  SAVAGE, d é f i n i t i o n  de l a  log ique  de 

CARNAP . . . ) 



- l'approche object ivis te  qui,  en tant  qu'objet de l'enseignemerit de l a  théorie des 

probabili tés,  formalise en un édif ice mathématique une certaine connaissance expé- 

rimentale des phénomènes du hasard (GAUSS, POISSON, PEARSON, FISCHER, DOREL , GALTON, 
1L 

m, DARIBOIS . . . . ) 
' 6  

u personalistique) qd'te&e'dqassocier les  mathErna- 
" / 3 , .  

z .', 7 k:?",' . , L , 3% 
.len .avenir y,,, .,, . '-k&ncertain. ,- (y03 $EXM&?N, DREZE, ., ,"+O'r& .L,.*J A . , , ,  i -  " '. : *&4, z?$&;?@,@$F. l . . . . ) . D&S ce cas ' ~ t i l i t % ~ t : i n ~ ~ # & t t i d e '  temporelle sont f o r  

Ja;.j &-+~ %$& .$&;y&q:;d 
.i 

' { 

$Y: 
> - 

n & r a e  l'approche subject ivis te  donne l i e u  $ de nombreux 

matière de c r i t è re ,  c 'es t  seulement pour ce t te  

spproche que l 'on  peut troiiver l e s  fonctions d ' u t i l i t é ,  ces dernières é tan t  alors 

un élément i m p o r t ~ t  des expressions à optimiser pour r éa l i se r  l e  choix. Ainsi l e  

-.. 
" 6  chapitre III se ra  consacré aux cr i tè res  de choix en présence de fonctions d ' u t i l i t é .  

Z 8 - Tqpeb de &AW envxbag&.- 

Dans ce qui s u i t  nous dggagerorzs ainsi  deux grands types de c r i t è re s  

(Y 

de choix : 

- ceux qui sont u t i l i s é s  par  la  thgorie s t a t i s t ique  de l a  décision sous sa forme 

classique. Le processus de choix comporte une expérimentation' à l a  su i te  de laquelle 

;Le choix e s t  formul6 ; l e s  probabili tés introduites sont géntiraiernent objectives e t  

il n'y a pas de fonction d ' u t i l i t é  au plein sens du terme, l e s  c r i te res  de choix 

s'exprimant à l ' a ide  de fonctions de risque. 

- ceux qui sont u t i l i s é s  par l e s  théories subjectives de l a  décision i n s p i d e s  de 

celLe de SAVAGE comportant accessoirement des probabili tés objectives ou des 

expérimentations . 

Remarquons que nous laisserons totalement de côté ,  faute du temps néces- 

sa i re ,  un, grand type de cr i tè res  de choix : l e s  c r i tè res  de choix dynamiques dnnt 

es séquentiels sont des exemples. 
. -. . . 



Entre  l e s  deux types  de c r i t è r e s  précédemments c h o i s i s ,  l e s  l i e n s  sont  

l aches  e t  pour c o n s t r u i r e  une t h 6 o r i e  généra le  de l a  déc is ion  dans l ' i n c e r t i t u d e  

il s e r a i t  néces sa i r e  de l e s  r e s s e r e r .  



FONCTIONS DE DECTSlONS OPT7MALES CLASSlQUES 

La t h é o r i e  g é n é r a l e  de l a  déc is ion  é l abo rée  p a r  A. ';JALD ( 1 )  de 1939 à 

1950 s e  base s u r  l ' e x t e n s i o n  à t ous  l e s  ~ r o b l è m e s  de choix du p r inc ipe  qu'une 

procédure s t a t i t i q  ue doit  ê t r e  évaluée pa r  l 'examen de s e s  conséquences en 

d ive r se s  c i rcons tances  ( c e  p r i n c i p e  é t a n t  i n i t i a l e m e n t  appl iqué  par  NAYMAN e t  

PEARSON à l e u r  t h é o r i e  des  t e s t s  d 'hypothèses) .  Le modèle mathématique de  c e t t e  

t h é o r i e  de l a  déc i s ion  e s t  un cas p a r t i c u l i e r  de c e l u i  de l a  t h é o r i e  des  jeux 

t e l l e  q u ' e l l e  a  é t é  i n t r o d u i t e  pa r  E .  BOREL en 1921 e t  g é n é r a l i s é e  pa r  

VON NEUHANN e t  O. MORGENSTERN ( 3 9 )  de 1928 à 1944. Les con t r ibu t ions  au  dévelop- 

pement de l a  t h é o r i e  des  déc i s ions  s t a t i s t i q u e s  on t  é t é  p a r  a i l l e u r s  t r è s  nom- 

b reuses  ( v o i r  1' importante  b i b l i o g r a p h i e  r e l evee  p a r  D . BLACKWELL e t  M .fi.  

GIRSHICK ( 3 )  ) . 

Les éléments h g f i n i s  à propos de c e t t e  e squ i s se  s e r o n t  r e p r i s  t o u t  

au long  des a u t r e s  t h é o r i e s  abordées.  

La t h é o r i e  d e  l a  déc i s ion  repose sur l e s  éléments formels s u i v a n t s  : 

- un espace p r o b a b i l i s e  (H,A,,,u) o ù  l e s  éléments h  de  /f s o n t  couramment 

appelés  é t a t s  de l a  n a t u r e  e t  l a  p r o b a b i l i t é  i~ s u r  l a  t r i b u  AH, p r o b a b i l i t é  

a p r i o r i  des  é ta ts  de l a  n a t u r e .  

- une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  X à v a l e u r  dans R' don t  l a  l o i  de p r o b a b i l i t é  dépend 

de h  r fi, c e t t e  l o i  pouvant ê t r e  d é f i n i e  pa r  sa fonc t ion  de r é p a r t i t i o n  . 
Fh 

- une s u i t e  {Xi ,  i :: 1 )  d e  v . a  indépendantes d e  même l o i  que X .  Un n-échant i l -  

l o n  Z e s t  formé des  n premiers  termes de c e t t e  s u i t e ,  ( X I  . . . X ) , dont l a  
n 

l o i  de r é p a r t i t i o n ,  dépendant également de h ,  s e r a  no té  Gh. S o i t  Z ,  l ' ensemble  des 



va leu r s  de Z avec Z C R~ (m = nxv).  
l 

l 
- un ensemble D de déc i s ions  d 

l 
l 

- un ensemble F de fonct, ions de déc is ion  f  de Z dans I?. 1 
Une fonc t ion  f  a s soc i e  à t o u t e  r é a l i s a t i o n  ( x ,  . . . , X  ) du n-échant i l -  n 

l o n  (x1 . . . X ) une déc i s ion  d ((x,. . . xn) é t a n t  d é f i n i  dans R~ avec n  
L 

m = nxv).  Une t e l l e  fonc t ion  f ,  p a r  analogie  avec l a  t h é o r i e  des jeux,  e s t  

w appelée fonc t ion  de déc i s ion  pure.  Remarquons que l e s  fonc t ions  f i ndu i sen t  

s u r  D une mesure de p r o b a b i l i t 6  dépendant de h .  

- une f ami l l e  0 ae fonc t ions  de déc i s ion  de Z dans A ,  A é t a n t  une f a m i l l e  
1 

de mesures de p r o b a b i l i t é  h s u r  une t r i b u  f i x é e  de p. Une fonc t ion  
1 

l 
as soc ie  à t o u t e  r é a l i s a t i o n  x  = ( x l  . . . xn) du  n-6chant i l lon une mesure de pro- 

b a b i l i t é  A E A .  

Les fonc t ions  IJ sont  appelée fonc t ions  de déc i s ions  mixtes ( o u  rando- 

misées,  ou a l é a t o i r e s ) .  L'ensemble F e s t  un cas  p a r t i c u l i e r  de Q en prenant  

pour  A l 'ensemble des mesures de proba ponc tue l l e s  d E 0. 

+ 
- une fonc t ion  de p e r t e  L de H x I? dans R . Cet te  fonc t ion  qu i  peut  p o r t e r  

d ' a u t r e s  gcrms su ivant  l e s  contex tes  ( fonc t ion  de coût , ga in  . . . . ) e s t  elle-même 

une v . a ,  l e s  éléments h  e t  d  é t a n t  c h o i s i s  a léa to i rement  conformément à l e u r  

d é f i n i t i o n .  

- une fonc t ion  de risqile p  d é f i n i e  p a r  p ( u , I J )  = E ( L )  , E ( L )  é t a n t  l ' e s p é r a n c e  1 
mathématique de L. En l i m i t a n t  l ' exposé  au cas  où l e s  mesures 1i e t  G~ i n t r o -  1 

l d u i t e s  ci-dessus admettent des d e n s i t é s ,  l ' e x p r e s s i o n  de l a  fonc t ion  de r i s q u e  est  : 1 

avec ( h )  : d e n s i t é  correspondante à l a  p r o b a b i l i t é  1i 

g h ( z )  : 6 e n s i t é  correspondante à l a  fonc t ion  de r é p a r t i t i o n  
Gh 

Ce t t e  express ion  peut  s ' é c r i r e  sous d ive r se s  formes : 



avec ~ ( h , d )  = 1 ~ ( h , d )  % ( z )  dx dé  ( d )  qu i  e s t  l a  fonc t ion  de r i sque  a s soc i ée  
z  

z x D  
à g condit ionnel lement  à l a  r é a l i s a t i o n  de h E fi. On peut  encore é c r i r e  : 

où E e s t  l ' e sp6 rance  mathématique avec l a  mesure qz 

u ( h )  g h ( z )  
avec r ( z , 9 )  = \ ~ ( h , d )  p Z ( h )  iih dqz(d)  O p Z ( h )  = e s t  l a  

f! .XD 1 p ( h ) g h ( z ) d i  
ti 

dens i t é  de p r o b a b i l i t é  à pos tg r i  o r i  s u r  A,, condit ionnel lement  à l a  r é a l i s a t i o n  

x  du n-échant i l lon  e t  P u ( z )  = 1 p(h )  gn(z)dh ,  d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  s u r  Z 
ff 

condit ionnel lement  au  choix de l a  dens i t6  à p r i o r i  p.  La fonc t ion  r(z ,$l)  e s t  

l a  fonc t ion  de r isqi ie  a s soc i ée  à fl condit ionnel lement  à l a  r é a l i s a t i o n  de z  

ou fonc t ion  de r i sque  à p o s t é r i o r i .  

, 

La r é s o l u t i o n  d'un problème de déc i s ion  c o n s i s t e  à c h o i s i r  une f o c c t i o n  

de déc i s ion  \IÈ dans Q (ou f  dans f dans l e  cas des  déc is ions  p u r e s ,  cas qu i  

ne s e r a  p l u s  envisagé p a r  l a  s u i t e  p u i s q u ' i l  e s t  i n c l u  dans c e l u i  des déc i s ions  

mixtes )  re la t ivement  à un c r i t è r e  de choix. 11 e x i s t e  e s sen t i e l l emen t  t r o i s  c r i t è r e s  

de choix c l a s s iques  pour  l e s q u e l s  l e s  p r o p r i é t é s  des fonc t ions  de déc i s ion  ont  é t é  

g tud iées  avec des hypothèses r e l a t i v e s  aux d i v e r s  éléments de l a  t h g o r i e  peu r e s -  

t r i c t i v e s .  Il s ' a g i t  : 

- du c r i t è r e  d f a d m i s s i b i l i t 6  ou axiome de p r é f é r a b i l i t é  absolue 



- du c r i t è re  de 1' espérance ou c r i t è re  de Bayes 

- du c r i t è re  du minimax. 

k s  deux derniers c r i t è re s  sont; compatibles avec l e  premier. 

C )  $ e s t  strictement p r é S r 6  à $Il (t j l  ) 91) s i  l 'on a 9 )  9' - s - . q ~ 8  III a , ) ~  

La re la t ion  ()) e s t  un préordre de préférence pa r t i e l .  . , 

- .!i 
,..x:;? 
Q: ' 
$T?U 
&@ b:L 

V b 6 i . W o n  2.- Une fonction de décision 0, e s t  une 

., . 
. . 
, . .. .., , .* > :, .;.;,!i;*.,!: 1 , - toute  classe coqpl&te contient toutes l e s  solutions admissibles. '..i;"ç .i 
< .. ' I .  

. ., .. ,,.: u ? ?Y . ,;;;>;; ,,;;- . * , ,  . . . , . . . . t .. 
,.. .* , ;s . ,. . ,.. . d , e  . une classe coaipl&te peut contenir des fonctions de décision noa admissibles ; -  .:Z!i,vl 

, L .  . ' ) f  

5% - - s ' i l  ex is te  une compl&ts minimale, 
k,,- ,*" 1 , -- 
-7---* a e8t me classe complète, c* 

. S .  i .., e l l e  coïncide avec a - . < -  A -  3 

. ,* - - a - ? ,.&.$& 
! 

est m e  classe complète minimals;-- 



Ces p r o p r i é t é s  j u s t i f i e n t  l a  recherche de l a  s o l u t i o n  opt i t ra le  dans a , 1 

conformément à l 'axiome de p r é f é r a b i l i t 6  absolue ,  b i e n  que s o i t  souvent d i f f i -  1 
l 

c i l e  à exhiber  directement .  I 

1 

Diidinifion 5.- une fonc t ion  de déc is ion  $ e s t  une s o l u t i o n  de Bayes 
lJ 

p a r  rappor t  à 1_i , mesure de p r o b a b i l i t é  à p r i o r i  s i  : 

V é d i n i ~ o n  6.-  une fonc t ion  de déc i s ion  $ e s t  une s o l u t i o n  de Bayes 

s ' i l  e x i s t e  une rilesure de p r o b a b i l i t é  p r i o r i  p t e l l e  que $ s o i t  so l l i t i on  de 

Bayes p , r .  à u .  
r 

En é c r i v a n t  ( l ~  ,O) = ] r ( z  ,Y)  P u ( = )  di, l e s  s o l u t i o n s  de Bayes s  ' i n t e r -  

p r è t e n t  comme l e s  fonc t ions  de déc i s ions  qui  minimisent l ' e s p é r a n c e  mathématique 

du r i s q u e  à p o s t S r i o r i .  

Les fonc t ions  de déc i s ions  su ivan te s  son t  u t i l i s é e s  l o r s  des problèmes 

de choix  en i n c e r t i t u d e  p u r e ,  c ' e s t - à - d i r e  dans des s i t u a t i o n s  où l ' o n  s e  r e fuse  

l ' i n t r o d u c t i o n  d'une p r o b a b i l i t é  à p r i o r i  u .  

D é @ d o n  7. - une fonc t ion  de dec is ion  $0 
e s t  une so lu t ion  mini* 

Les p r o p r i é t é s  qui se ron t  énoncés ci-dessous e t  qui cons t i t uen t  



de l a  théor ie  générale de l a  décision de WALD n6ccs::i l . c b r i l ,  I:L r é a l i s a t i o n  d'un c e r t a i n  

nombre d'hypothèses de na tu re  topologiqilc sur Lu:; t l  i vc. r:; < 16rrierits i n t r o d u i t  en 

II. n.1. 

Hypothzçe 1 : sur H,  il est pos:;it)le tic: d C " i r ~ i r  une d i s t a n c e  dn t e l l e  que 

dn(h $5 ) = s i r p / l ' ( ~ I ~ ~  ) - i ' ( l : I ~  ) 1 ,  où n > O e s t  quelconque, 
1 2  B 1 h2 

B e s t  un borél ier \  de R e t  P ( B \  G ~ )  l a  p r o b a b i l i t é  pour qu'un n 

n-échanti l lon des f . r ,  G prenne ses  valeurs dans B. ki 

H e s t  a l o r s  supposé séparable avec l a  métrique 

Hypathèse 2 : if e s t  une v.z. d i s c r è t e  ou absolument continue,  h E H 

Hypothsse 3 : ~ ( h , ù )  e s t  une fonct ion  bornée de h e t  de d 

~ y p o t h è s e  4 : s u r  D ,  il e s t  poss ib le  de d é f i n i r  une d i s t ance ,  en posant 

I l  e s t  a l o r s  supposé compact avec l a  métrique 6 .  

Hypothèse 5 : s i  @ e s t  l 'ensemble des fonctions des décisions dont dispose l e  

s t a t i s t i c i e n  e t  E l 'ensemble de t o u t e s  l e s  fonctions de décis ions  

poss ib les  ( $  C E) , l a  convergence dans E s e r a  de f in ie  p a r  : 



Alors : 

- e s t  supposée cwvexe  

- 9 e s t  une p a r t i e  fermée de E avec l a  d é f i n i t i o n  précédente de la, 

convergence. 

~ y ~ ~ t h è s e  6 : l ' e s p a c e  H e s t  compact avec l a  métrique i n t r o d u i t e  dans l 'hypo-  

t hèse  1.  

Hypothèse 7 : l a  fonc t ion  ~ ( h , $ )  e s t  bornée de h  E H , v$ E O. S i  l e s  hypoths- 

ses 1 à 5 s o n t  v é r i f i é e s ,  on démontre : 

ThéotLème 1 , -  cP e s t  un espace compact ( s e l o n  convergence d é f i n i e  dans 

l 'hypothèse  5 ) .  

T h é o h b e  2. - l e  probl&ne de déc i s ion ,  considéré comme un j eu  a. deux 
3- 

personnes de somme n u l l e  a m e t  un é q u i l i b r e ,  s o i t  

sup i n f  p (p  ,9) = i n f  sup P (U ,$) 
ri iP 9 ri 

où sup e s t  p r i s  p . r .  à t o u t e s  l e s  mesures de p r o b a b i l i t é  s u r  H e t  i n f  es t  
lJ iP 

p r i s  p . r .  aux éléments de Q. 

Théokème 3 .  - à t o u t e  mesure à p r i o r i  ci s u r  H , on peut  a s s o c i e r  une 

f o n c t i ~ n  de déc is ion  fiu e @, s o l u t i o n  de Bayes p . r  2 M. ( p ( p , g l J )  f p ( ~ , $ )  

vil E CB). 

Théohème 4 . -  il e x i s t e  une fonc t ion  E @ minimax, s o i t  

SUP R(h.go) 2 sup R(h ,J )  & ? E @  
h h 

ThéotLiw!~ 5. - si 
lJ O 

e s t  une mesure de p r o b a b i l i t é  à p r i o r i  l a  p l u s  

défavorable  ( s o i t  i n f  @(iio,4) 6 inf P ( U  , @ ) V U ) .  
4 9 



a lo r s  toute  solut ion minimax e s t  aoluticm de Beyes p.r. à uo. 
Avec l e s  hypothesee 1 à 6 on a de plus : 

Thtotcémg. 6.- il ex is te  une mesure de probabi l i tk  à p r i o r i  l a  p lus  d6fa- 

vorable , 

En &,joutant 1~bSrpothèse 7 : 
1 .  

11 A . 4 . -  ,Ptul%ng de &x $héo& géné&e. - 

A p w i r  de l a  th60rie  de WALD sch6matis6e ci-dessus, les direct ions  

$'app~ofondissemenC QU d'extension sant  t r è s  variées e$ nombremes, corne l e  

t$moigne, par exemglar, l ' importante bibliographie relevge par D. BLACKWELL e t  

M,A, GIRSHICK (6). N4uq akllon~ suivre ,  sens pr6tendre à aucune exhaust ivi té ,  

quelques Uns de ces axe@ CZanrs l a  mesure oa i l s  concernent l e  c r i t è r e  de choix, 



, , . ,  

$ :  R ~ + D  

Enaemble 9 des fonction8 de dgci- 



Fonction de p e r t e  L  : 

+ 
L :  H X D - t R  

. En e s t i n a t i o n  porictilelle : 

~ ( e , e * )  avec O E O 

e X E C = @  

. En es t ima t ion  p:tr i n t e r v a l l e  - 
m 

~ ( 0 ~ 1 )  = L ( ~ , o  ,L)  avec û E @  

?k * I E Û  
(1 = 1 , avec 8 = cen t r e  e t  1 = 

longueur) 

Parmi les ques t ions  soulevées p a r  l e  problème de l l ? s t i n i a t i o n  s igna lons  en deux 

- l f u f , i l i s a t i o n  de p r o b a b i l i t 6 s  à p r i o r i  e s t  r e f u s é e ,  p a r  p r i n c i p e ,  par  c e r t a i n s ,  

b ien  que l a  t h é o r i e  d. l a  déc i s ion  p u i s s e  é c l a i r e r  s u r  l a  non c o n t r a d i c t i o n  pro- 

fonde e n t r e  l e s  d i v e r s  p o i n t s  de vue. 

- l a  d é f i n i t i o n  d 'une fonc t ion  de p e r t e  L e s t  pa r t i cu l i è r emen t  dg l i cn t e  e n  s o i  

( c e l l e - c i  r ep ré sen tan t  des coû t s  d ' e r r e u r s  souvent peu cernables  d a n s  l a  p r a t i q u e )  

e t  de p l u s  l e s  hypoth?:;es H 3  e t  ~4 ne sont  pas  respec tées  avec l e s  fonc t ions  

h a b i t u e l l e s .  

Ce l l e s - c i ,  son t  de l a  forme su ivan te  ( v o i r  JI. RLACKWELL et 

M.A. GIRSHTCK- (3) ch. 1 1  - où I c u r s  p r o p r i é t é s  son t  é t u d i é z s )  : 

* * ~ ( e ,  8  ) = h ( e ) I e  - e * ~  avec A ( e )  > O 

( p e r t e  dépendant de 1' 2 r r e u r  absolue)  

X * ~ ( o , e  ) = ~ ( e ) ( e - 8 ) ~  avec A ( e )  > O 

( p e r t e  quadrat  iqiie ) 

pour I f e s t i m a t i o n  ponc tue l l e  e t ,  pour l ' e s t i m a t i o n  p a r  i n t e r v e l l e ç  : 



11 8.2.- f o n c i i a ~  de d E c i n i o n  et .tua.- 

1 l e  paramètre 8 .  Une hypothèse H e s t  un 

Eléments de l a  t h é o r i e  de l a  décis ion  

Ensemble fi des é t a t s  de l a  na ture  h  

élément d'une p a r t i t i o n  n e  de @ 

Eléments de l a  t h é o r i e  des t e s t s  

Ensemble @ des valeurs poss ib les  pour 

l o i  de p r o b a b i l i t é  à p r i o r i  p 

s u r  ff 

Loi de p r o b a b i l i t é  à p r i o r i  p s u r  ff 

Variable a l é a t o i r e  X de fonction de Variable a l é a t o i r e  X de fonction de I 
r é p a r t i t i o n  F h , n  E 

Echanti l lon de t a i l l e  n  

r é p a r t i t i o n  F ( x , B ) ,  0 E @ 

Echant i l lon  de t a i l l e  n  

Ensemble 0 des décisions poss ib les  d  Ensemble V des déc i s ions ,  di I é t a n t  l a  

décision d '  accepter  l 'hypothèse Hi 

(0  e s t  en correspondance b i j e c t i v e  avec 

une p a r t i t i o n  Q de 0) 
Ensemble des fonctions de déci- 1 Ensemble @ des fonctions de décis ion  

s i o n  non a l é a t o i r e  $ : 

4 :  R ~ + V  

non a l e a t  o i  r e  q!l : 

d = $(x) 

s ion  a l é a t o i r e  IJJ 

$ :  R ~ + A  

Ensemble $ des fonctions de dgci- 

Fonction de p e r t e s  ~(h,d) : 

f f x v + a  
+ 

Ensemble JI des fonctions de d6cision 

Fonction de p e r t e  L: 0 ,d)  

6 3 x v - t ~  + 

Comme pour l ' e s t i m a t i o n ,  l ' u t i l i s a t i o n  de p r o b a 5 i l i t é s  à p r i o r i  n ' e s t  pas 

admise p a r  tous e t  il e x i s t e  a i n s i  des t h é o r i e s ,  c e l l e s  de NEYMAN e t  PEARSON, qu i  

s ' e f f a c e n t  de résoudre l e  problkme s'ws y f a i r e  appel ,  t o u t  au moins en apparence. 

Les formes retenues pour l e s  fonctions de p e r t e s  sont  d iverses  ; en voici  p a r  

exemple deux ( v o i r  E.L. LEi-DJANN (24)  ) : 



a )  L(O,di) = Li(0)  ( i  = 0 , l )  avec  1, ( O )  niil si  il c O ~t s t r ic tement  cro is -  
O (J 

san t  s i  O 3 O o ,  e t  L I  ( O )  st,ricteimnL d6croisr;ant :;i il i O e t  nul  s i  
O 

O 2 Bo dans l e  t e s t  de l ' hypothc ' : :~  Il  : O $ O en t re  l ' a l t e r n a t i v e  H l : @ > @ .  
O O O 

a )  ~ ( 0  ,O) non négat ive ,  non décroissante  par  rapport à 2 pour f) < 9 e t  n u l l e  " - 
pour 8 2 13 dans l e  cas p a r t i c u l i e r  de l n  détermination d 'un i n t e r v a l l e  de con- 

r 

f i ~ n c e  (dont - 0 e s t  l a  borne supér ieu re ) .  

7 1  C - R E S T R I C T l O N  DE LA THEORTE GENERALE AU CAS F I N I .  

La r e s t r i c t i o n  du problème général  de décision au cas où ou D 

e s t  f i n i  donne l i e u  à d' abondants approfondissements, 1' analyse du problène de 

décision avec de t e l l e s  hypothèses r e s t r i c t i v e s  é t a n t  j u s t i f i é e  t a n t  par  l a  cor- 

respondance avec des t h é o r i e s  c lass iques  (comme l e s  t e s t s )  que s a r  l a  v é r i f i c a t i o n  

de ces hypothèses dans de t r è s  nombreux modèles de p r i s e  de décision é laborés  dans 

l a  pra t ique  ( v o i r ,  comme i l l u s t r a t i o n ,  ( 2 9 )  , (34 )  , ( 3 0 )  ou (10)  ) .   étude par t i cu -  

l i è r e  des p ropr ié t6s  des fonct ions  de décision avec de t e l l e s  hypothèses e s t  1'- 

obje t  des ouvrages de D.  BLACKWELL e t  M.A. GIRSHICK (6 )  e t  de H. CHERNOFF e t  

L.E. MOSES ( 7 ) .  

En matière de c r i t h  de choix plus spécialement,  l 'hypothèse où X 

e s t  f i n i  permet de f a i r e  simplement l a  l i a i s o n  e n t r e  l e  problsme de décis ion  e t  ceux 

p lus  généraux, d 'opt imisa t ion .  C ' e s t  ce que fon t  D .  BLACKWELL e t  M.A. CIFEHICK ( 6 )  

en employant l e  langage de l a  t h é o r i e  des jeux. Signalons,  a propos de l e u r  l i n e  

deux éléments de l a  procédure de choix non encore évoqués jusqu ' i c i  : 

- dans l a  t h é o r i e  générale exprinée au II B ,  l e  n-échaati l lon ( . . . . X est. 

de t a i l l e  f ixe .  S i  n n ' e s t  p lus  f ixe ,  l a  procédure d é c r i t e  devient s é q u e n t i e l l e  

( l e  c r i t z r e  de choix d e v m t  81016 com-gorter une règle  d ' a r r ê t  de 1' expérimentat ion) . 
Ce type de procédure de choix, largement explorée par  IJALD, 2 t  r e p r i s e  dans ( 6 )  

soils forme de j e u  séquen t i e l ,  ne s e r a  'pas approfondi dans not re  démarche. 



:i-dessous nous rillons il l e  cas f i n i  en présentant, pour une 1 
t e l l e  qu 'e l le  peut ê t r e  rencontrée 

L o ~ r i d t é s  de solutions optimales relat ives  $ divers c r i t è re s  de 

Le choix se f a i t  sans exprimentation. Les démons- ?.+. 
+ fpw-T.'*' 3P4@k 1 -  

;Ay$rT <+A ;$- 7. 

t é s  présentées sont réal isées  à p a r t i r  de pro- ,,,,- 

pr ié tés  u t i l i s é s  de nanière générale dans l e s  problèmes d'optinisation. ~ ' i n t é r ê t  * 
' -  

d'un t e l  modèle e s t  de r e f l e t e r  une démarche proche de ce l les  suivies par certains 

euteurs postérieurs b WALD (comme SAVAGE) dans leur  théorie  de Sa pr ise  de l a  

lécision. On reconnaîtra néanmoins dans ce qui s u i t  un cer tain nombre de propriétés 

énoncées ci-dessus dans la  thkorie générale. 

It C.1.1.- Povulléeb de modéeeb : 
L 

- H = (hi, i=f  ,p avec p 5 21,  l tmsemble f i n i  des é t a t s  possibles de l a  nature 

n - O , ensemble des décisions rgalisables,  suppos6 compact 

- G ,  f a c t i o n  da gain de HxO dans R+ (G ayant un rÔie identique l a  fonc- 

t ion  de perte  L, au sens du prgordre des prgférences g rès ) .  

~ o e o n s  : ~ ~ ( d )  ~ ( h  à), fonction continue en r i  Fi, e t  i' 



- y ,  fonction de choix., de R' dans R. k chaque c r i t è r e  de choix c lass ique  

corre;pond une f0m.e de y : 

* cri t , f ; re  de l ' espérance  inathématique : y = y u  avc c 

t c r i t è r e  du maxiein : y = y& avec : 

Y~ O ~ ( d )  = i n f  Gi(d) 

* c r i t è r e  du minimax r e g r e t  : y = ym avec : 

y, O ~ ( d )  = i n f ( ~ ~ ( d )  - sup ~ ~ ( d ) )  
i dcV 

r c r i t è r e  du maximum de l ' espérance  minimum : y = yMm avec : 

P 

Y b~em O ~ ( d )  = i n f  { 1 pi Gi(d)1 
i= 1 u CM- 

avec p = {pi [ i = 1 ,pl 

M = sous-ensemble compact du s i ap lexe  T 
P P 

- Une décis ion  d* e s t  optimale dans 0 ,  relat ivement au c r i t è r e  de choix d é f i n i  

Une décis ion  d e s t  admissible ( s o i t  A Leur ensemble) s i  e l l e  e s t  maxi- 

male pour l e  préordre Co préférence ~ a r t i e l  d é f i n i  par  : dl e s t  p ré fé ré  à d s i  
2 



r t i e  seulement de A 

ci-dessus comme c r  

décision e s t  solution de Bayes p,ar rapport 
:,'-,. ../ . 

'ie l 'espérance mathématique, .&il&6;@~~.: $ - 
, . A?..& , 

i n1  pour l e  système de probabili té discrete  LI. 
q+7d&x:& 

% , w - % ( ~ n a  décision se ra  d i t e  solution da Bwes s l i ï  ex is te  un ,, t e l  qu 'e l le  s o i t  801~-  &gc:: -- 
~ ? F I  ".Jtion de Bayes p& rapport à V I .  A%lat W.& "9 

.A' / 

* - * -  

Posons : * Bll = ensemble des d6cisions de Bayes p.r. à y = {du} 
l ,- 

* b(v) = sup (Y,, O G(d)) = y,, 0 G(d,,) 
a€P 

'b  {y)  ensemble des probabilitgs $ p r i o r i  sur  il 

* 8 = ensemble dcs d6cisic9s de Bayes = {d ,vu E TT} 
11 

Les ~ r o ~ r i 8 t b s  des solutions optimaes 
d,, 

e t  de L a  fonction b(u) sont : 

PmphiUE.6 7 .  - - &J E T 
P' @,, 

e s t  un ensembla non vids et e f l  A 
Li 

est non vide. 
O - si u r T avec ? = {u 111 ç 5 avec pi * O tti.1 
P P 

Phophi&@ 2. - s i  D est convexe e t  si Cii(d) sont concaves s u r  D, 

d o r s  3 ~ :  AC B 
Y 

3.-  - L a  correspont3ance ci .t B e s t  senci-continue s M r i e u -  
Y 

- la f a e t i o n  t . ( ~ )  est cavexei e t  continue 



- B e s t  fermé 

- si Di(d) sont strictement concaves : 

* e s t  une fonction continue sur T 
P 

* b(p) e s t  différent iable  su r  TD, s a  d i f fé rent ie l le  étant 1i 

vecteur Cla 

On y retrouve, entre  autre,  l 'existence d'une solution de Bayes p.r .  p pour 

toute probabili té Èi pr io r i  u, a ins i  que l a  compatibilité du c r i t è r e  de Bayes 

3c l'axiome de prdférabi l i té .  

Une dé cis ion e s t  une solution maximin s i  e l l e  est optimale par rapport 

au c r i t è r e  du maximin, c'est-à-dire s i  e l l e  rend maximum yHlm O ~ ( d ) .  S i  les 

Gi(d) sont concaves on retrouve l a  propriété que l e s  solutions maximin sont  des 

solutions de Bayes par rapport à une probabili té $ pr io r i  l a  plus défavorable 

(voir  t h6orbe  5 ) .  Soit d'une manisre plus précise : 

r D* = ensemble des solutioirs maximin ; decisions d solution du 

programne d'optimisation 1 : 

Max f ( d )  

f (d )  = ~k O G(d) 

d c D  

<.b&4'-r " * '  
;: y ;Lr 2- * * * L* = ensemble c tes*%lut i~ns  points s e l l e ,  (P ,d ) c Tp O t e l a  qW 



* 7 = ensemble des so lu t ions  l e s  p lus  défavorables,  décis ions  d 
P 

s o l u t i o n  de : 

Min f (il) 

III f ( e )  = sup (yIi O G(d) 

U 

de0 

P 

Alors s i  L* n ' e s t  pas v i d e  (il s u f f i t  que G. ( d )  so ien t  concaves par  exemple) : 
1 

- L* e s t  compact 

Précisons l e  comportement du décideur su ivant  l a  so lu t ion  adoptee, l e  d6cideur ayant 

un comportement r s ' i l  a un préordre de préférence t o t a l e  su r  l e s  décis ions  repré- 

sen tab le  par  l ' a p p l i c a t i o n  y t e l  que : dl ) d2 <=> y ( ~ ( d ~ ) )  P Y ( G ( ~ ~ ) ) .  Ainsi ,  

l e s  p ropr ié t é s  ci-dessus montrent que l e  décideur à comportement maximin c h o i s i r a  

l a  même décision que l e  décideur à comportement de Bayes qui  aura  adopté, f o r t u i t e -  

ment, l a  p r o b a b i l i t é  a  pr ior i .  sur  l e s  é t a t s  de l a  nature  l a  p lus  défavorable ; 

mais d'une manière générale i l s  ne c l a s se ron t  pas tou tes  l e s  déc i s ions  dans l e  

mAeme ordre  e t  a i n s i  on ne peut  i n t e r p r é t e r  l e  comportement mi-nimax comme un compor- 

tement de Bayes p a r t i c u l i e r .  Cette remarque e s t  à r ep lace r  dans l e  contexte plus 

g é n é r a l  de l ' u t i l i t é  où un comportement maximin suppose une perception o r d i n a l e  

de l ' u t i l i t é  ( l e s  préfgrences s u r  l e s  décis ions  é t a n t  non plus l i é e s  aux gains  

mais 2 une fon.ction s t r i c t ement  croissance quelconque de ceux-ci) t and i s  que l e  

comportement de Bayes suppose une percept ion  cardinale  de l 1 a t i l i t é  ( u t i l i t é  défi- 

n i e  à une fonction l i n é a i r e  s t r ic tement  c ro i s san te  p r è s )  -voir l e  chap i t r e  III 

s u r  l ' u t i l i t é .  

71 C . 1 . 5 . -  S a W o n  mihax  h q h e t .  

Une décis ion  minimax r e g r e t  e s t  optimale par  rapport  au c r i t è r e  corres- 



pondant, ce qui  implique q u ' e l l e  s o i t  maximin pour des fonctions de gain 

Gi(d)  = Gi(d) - sup G. (d ) .  Les p ropr ié t é s  de concavités e t  de cont inui té  de 
1 ~ E V  

G.  ( d )  é t a n t  nécessa i rese t  s u f f i s a n t e s à  c e l l e s  de G l ( d ) ,  l e s  p ropr ié t é s  des so- 
1 

l u t i o n s  maximin obtenues pour Gi(d) sont  analogues pour l e s  so lu t ions  minimax 

r e g r e t .  

7 1 C. 1 .6 .  - Solurtion du maxUnum do, 1' ehpékance mu-thémdque m i n i h u m .  - 

Dans ce cas,  l e  décideurne dispose que d'une f a m i l l e  M de à i s t r i b u -  
P 

t i o n  à p r i o r i  poss ib les  p ,  M é t a n t  donné e t  supposé compact. Une décis ion  
P 

e s t  maximum de l ' espérance  mathématique minimum s i ,  conformément au c r i t h e  corrcs- 

pondant, e l l e  maximise l a  fonction 8 ( d )  : 

n 
0 (d )  = i n f  { 1 pi Gi(d) l  

ri E M i = l  
P 

Le comportement du décideuren présence de M supposent que s e s  préférences 
P 

so ien t  donc exprimés pa r  8 ( d) . Remarquons 

- s i  Mp E p o ,  l e  décideur à un comportement de Bayes p . r .  à 
Fi0 

- s i  M = T , l e  décideur à un cornportment maximin. 
P P 

A p a r t i r  des so lu t ions  aux t r o i s  problèmes su ivan t s ,  l e s  p r o p r i é t é s  du 

maximin s e  généra l i sent  : 

Solut ions  max. de l T e s p .  math. n i n i  : I 

Solutions point  s e l l e  

Elaximiser 0 ( d )  

B(d) = Y M e m  

a E v 
* * 

t rouver  ( p  ,d ) 



Solution l e s  plus M -défavorables : III Minimiser a ( p )  
P 

a ( u )  = SUP ( y u  9 N d ) )  
del? 

si D*M 1% , F*M sont  l e s  ensembles de so1utior.s 1, II e t  III respect i -  
P '  P P 

vement , s i  8l.1 e s t  l 'enseml~le des solirtions de Bayes p . r .  à r i ,  s i  ~ ( d )  e s t  

l 'ensemble de u E M minimisant 
P y u  

O û(d) & d donné e t  s i  L*M n ' e s t  pas 
P 

vide ,  a lo r s  : 

r! L * M ~  e s t  compact 

* La nature f i n i e  des éï6ments envisagés ci-dessus a i n s i  que l e s  hypothèses de 

cont inui té ,  compacité e t  convexitg adoptées , permettent pour l a  recherche pra t ique 

des solut ions  optimales r e l a t i ve s  à un de ces c r i t è r e s ,  d ' u t i l i s e r  des algorithmes 

classiques d'optimisation. (méthode de gradient  par  exemple). 

* Les propr ié tés  énoncées ci-dessus s e  généralisent  à des théor ies  de type dynami- 

que dans lesquels  l e s  é t a t s  de l a  nature sont  remplacés pa r  des chemins d ' é t a t s  

de l a  nature e t  l e s  décisions par  des s t r a t é g i e s .  Un exemple en e s t  donné dans [5] . 
L 'u t i l i s a t i on  séquent ie l le  d'un c r i t è r e  de choix s e  base su r  l e  respect  du pr incipe  

d 'opt imal i té ,  pr incipe  na tu r e l  en avenir  c e r t a i n  e t  qui do i t  ê t r e  général isé  en 

avenir  incer ta in .  Sur énoncé synthétique e s t  : "une ~ t r a t é g i e  optimale ne peut  ê t r e  

formée que de sous s t r a t é g i e s  optimales". 

Notons que, s i  l e  c r i t è r e  d1esp6rance'peut v é r i f i e r  un t e l  pr incipe  

dynamique s tochast ique)  e t  s ' i l  en e s t  de même du c r i t è r e  du maxi- 



min, l e  rnininiax r e g r e t  ne correspond pas 5 un comportenient dynamisable, de même 

qu'en général  l e  maximum de l ' esperance  minimum. 

77 D - CUITEUE DE CffO7X ET FONDEMENTS DE L'ZNFEUENCE STATISTIQUE.- 
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Le problème soulevé pa r  d'adoption d'un c r i t è r e  de choix p a r t i c u l i e r  

. dans une t h é o r i e  de décision s t a t i s t i q u e  e s t  une quest ion t radi t ionnel lement  sou- 

levée en inférence  s t a t i s t i q u e  e t  n ' e s t  pas spécifiquement l i é  2 l a  formal isa t ion  

de l ' i n f é r e n c e  en terme de décis ion .  L'étude générale d'une t h é o r i e  de l a  décis ion  

comme c e l l e  d'un c r i t è r p  de choix, élément p a r t i c u l i e r  de l a  précédente, s ' i n t é r e s s e  

aux décisions optimales sous deux aspects  : 

- c e l u i  de l e u r s  p ropr ié t é s  mathématiques qui doivent ê t r e  t e l l e s  que l ' a n a l y s e  e t  

l a  r é so lu t ion  e f f e c t i v e  du problème de choix s o i e n t  poss ib les .  

- c e l u i  de l e u r  i n t e r p r é t a t i o n  vis-à-vis du comportement du décideur. 

Kous a l lons  examiner des concepts de base q u i ,  dans l ' op t ique  du premier 

p o i n t ,  guident l ' adopt ion  d'un c r i t è r e .  Pour c e l a  nous suivons l ' ana lyse  de 

J. W K  (21 )  s u r  l e s  concepts de base des s t a t i s t i q u e s  en u t i l i s a n t  l e s  no ta t ions  

dé f in ies  en II A à propos de l a  t h é o r i e  géngrâle de WALD. 

S i  l a  p r o b a b i l i t é  à p r i o r i  p s u r  l e s  é t a t s  de l a  na ture  h  e s t  connue ; 

tous  l e s  s t a t i s t i c i e n s  admettent que l e  choix d'une décis ion  connaissant l a  r é a l i -  

s a t i o n  z  du n-gchantillon Z d o i t  s e  f a i r e  s u r  l a  base de l a  d i s t r i b u t i o n  P 
11 

s u r  Z , d i s t r i b u t i o n  connue conditionnellement à 1' adoption de u . Cette unanimi- 

t é  e s t  l i é e  au f a i t  q u ' i l  n ' e x i s t e  a l o r s  qu'une seu le  d i s t r i b u t i o n  s u r  l 'ensemble 

s u r  fi x Z de t e l l e  s o r t e  que l e  problème s o i t  t r a n s f é r é  du domaine des s t a t i s -  

t iques  à c e l u i  de l a  t h é o r i e  des p r o b a b i l i t é s .  Dans ce c a s ,  l a  fonction de r i sque  

de Bayes r ( z  ,$) e s t  mathématj.qiiement n a t u r e l l e .  C e  n ' e s t  que lorsque p n ' e s t  

pas parfai tement connu O-ue l e s  divergences e x i s t e n t .  



Dans une s i t u a t i o n  non bayesienne b i e n  spéc i f ique ,  un type  de soLutions 

nous e s t  fou rn i  p a r  l a  t h é o r i e  du ninimax développée p a r  A. WALD (40) . "a i s  l e s  

p r i n c i p e s  8 adopter  pour j u s t i f i e r  de l a  s t r u c t u r e  g l o b a l e  d'une procédure d ' i n -  

f é r ence  s t a t i s t i q u e  sont  nombreux. 

Citons-en deux, l a  c o n d i t i o n a l i t é  e t  l a  v r a i s s e m b l a n c ~  avant d'examiner 
L 

en d e t a i l  deux cas  p a r t i c u l i e r s  aux c h a p i t r e s  s u i v a n t s .  

Le p r i n c i p e  de c o n d i t i o n a l i t é  s ' i n t r o d u i t  8 p a r t i r  du c a r a c t è r e  condi- 

t ioneL de l a  p r i s e  de déc i s ion  dans l a  mesure où l ' o h  envisage des  fonc t ions  de 

d é c i s i o n s  f c o n s t r u i t e s  s u r  un ensemble de résultats d 'expérience Z. Pour 

r a i sonne r  dans un cas  un peu p l u s  gEnéraL, supposons que f  e s t  une a p p l i c a t i o n  

de T dans 0, T é t a n t  l 'ensemble des  s t a t i s t i q u e s  s = t ( Z ) .  Nous ne consi-  

dérerons ci-dessous qu'un cas  p a r t i c u l i e r  de c o n d i t i o n a l i t 6  en supposant de p l u s  

que l a  s t a t i s t i q  ue envisagée e s t  a n c i l l a i r e  ( rappelons qu'une s t a t i s t i q u e  v  = U ( Z )  

e s t  a n c i l l a i r e  p a r  r appor t  à un paramètre  h s i  sa d i s t r i b u t i o n  e s t  indépendante de 

ce p a r m è t r e  h )  ; c e c i  l i m i t e  l e  champ  ci^ l ' a n a l y s e  de l a  c o n d i t i o n a l i t é  mais 

n o t r e  ana lyse  des p r i n c i p e s  de  choix ne saurait b i e n  é v i d e m e n t  ê t r e  exhaus t ive  

- p a r  exemple, nous n 'envisagerons pas l a  procédure cond i t i onne l l e  q u i  r e p o s e r a i t  

s u r  une s t a t i s t i q u e  s u f f i s a n t e  pour  un paramètre de nuisance c a m e  c e l a  a  pu ê t r e  u t i l i  

u t i l i s é  avec succSs dans l a  c ~ n s t r u c t i o n  de t e s t  s i m i l a i r e s l e s  p l u s  p u i s s a n t s  

(E.L. LEHEMN ( 2 4 )  ) . Retenons 1 ' énoncé g é n é r a l  su ivan t  de l a  c o n d i t i o n a l i t é  : 

Etan t  donné s u r  l ' e s p a c e  d 'échant i l lonnage  Z une s t a t i s t i q u e  U = U ( Z )  

a n c i l l a i r e  p a r  r appor t  à h E tl, l a  r é s o l u t i o n  du problème d ' i n f é r e n c e  d o i t  ê t r e  

basée s u r  l a  d i s t r i b u t i o n  c o n d i t i o n n e l l e  &(dz  I U  =u) , c  ' est-à-di  r e  que l e s  

a i s t r i b u t i o n s  gh(dz lu = ul) pour u' # u e t  P(du) ne doivent  p a s  ê t r e  p r i s e s  

en compte. 



(on suppose, pour l ' é c r i t u r e ,  que l e s  mesures de ~ r o b a b i l i t é s  a b e t t e n t  des d e n s i t é s ) .  

Remarquons que c e t  énoncé n ' e s t  pas en cont radic t ion  avec l e s  procédures de Bayes, 

pour c e l l e s ,  t o u t e f o i s ,  03 l a  d i s t r i b u t i o n  a p r i o r i  P e s t  indépendante de l 'expérimen. 

t a t i o n .  in te rp ré tons  en termes de r i sque  c e t  gnoncc général  a f i n  de s a t i s s a i r e  une 

des préoccupations de l a  t h é o r i e  générale de l a  dgcision : 

A u X m  énoncé du p ~ n c i p e  de con&onaei;té : 

Une fonction de décis ion  f dé f in ie  s u r  Z d o i t  ê t r e  associée au même 

r isque  que c e l l e  dé f in ie  s u r  l a  r e s t r i c t i o n  de Z dé f in ie  par  U = u, 

pour U = U ( Z )  une s t a t i s t i q u e  a n c i l l a i r e ,  l e  t r a n s f e r t  de r i sque  n ' é t a n t  

poss ib le  qu'une f o i s  l ' expér ience  r é a l i s é e  e t  u  observé. 

Cet énoncé p a r t i c u l i e r  s ' é c r i t  : R ( h , ~ , u )  = R(h) avec : 

Cet énoncg ne s t i p u l e  pas pour au tan t  que l l e  s t a t i s t i q u e  a n c i l l a i r e  do i t  ê t r e  choi- 

s i e  p a r  b a t i r  l a  cond i t iona l i t é  e t  c e l a  d 'autant  q u ' i l  e s t  en généra l  impossible 

de d é f i n i r  une s t a t i s t i q u e  a n c i l l a i r e  maximale. 

Par  na tu re ,  c e t t e  forme e s t  incompatible avec une procédure à r i sque  Baye- 

s i e n  p u i s q u t e l l e  n i e  l ' i n t é r e t  de tou te  randomisation des fonctions de décis ion .  

Considérons une r e s t r i c t i o n  de ce pr inc ipe  : 

P ~ n c i p e  de condi&'.on&.té cotLtrec.te : 

Une fonction de décis ion  f  dé f in ie  s u r  Z e t  c e l l e  d é f i n i e  sur u- ' (u)  

doi tvent  ê t r e  t e l l e s  que l e  r i sque  v 6 r i f i e  : 



Cc pr inc ipe  r e s t r i c t i f  n ' e s t  pas t r o p  conLraignant puiqul il e s t  appl icable  aux 

exemples géneraux servant  de support au pr inc ipe  de condi t io i ia l i té  en presence 

de s t a t i s t i q u e s  a n c i l l a i r e .  Ces hypothèses permettent d ' o b t e c i r  -me p ropr ié t é  

(théorème 1 )  e t  une conuit ion d 'exis tence  (théorème 2 ) .  

Théuhhe 1.- s i  iuie procédure de choix v é r i f i e  l e  p r inc ipe  de cond i t iona l i t é  co r rec te  

relat ivement à .me s t a t i s t i q u e  a n c i l l a i r e  U , a lo r s  

~ ( s u p  R ( h , ~ , u ) )  = sup R(h) 
h h  

Théotème 2 . -  s o i t  S  = { s )  un groupe de transformation b i j e c t i v e  de Z sur l u i -  

même e t  s o i t  l a  f ami l l e  {P ) générée pa r  l a  d i s t r i b u t i o n  de proba- 
s 

b i l i t é  P s u r  Z ( P  e s t  ci-dessus l a  d i s t r i b ~ t i o n  de fonction de 

r é p a r t i t i o n  G ~ ) .  Su~~posons  que l a  fonction de pe r t e  L s u i t  

S- invar iante ,  c 'est-3-dire t e l l e  que : 

Alors l a  c o n d i t i o n a l i t é  r e l a t i v e  à l a  s t a t i s t i q u e  a n c i l l a i r e  U cons- 

t r u i t e  s u r  l e s  r é s u l t a t s  S- invar iants  e s t  co r rec te ,  s o i t  R ( s )  = R 

avec : * v = mesure de p r o b a b i l i t é  inva r i an te  s u r  CS, champs des 

p a r t i e s  de S  CS) = V ( S C )  = V ( C )  as E s, VC E Cs). 



Le théorème 1 montre qu'avec une cond i t iona l i t é  non correcte on o k t i e n d r a i t  : 

E(sup R ( h , ~ , u ) )  > sup R(h) 
h  h 

ce q u i ,  du point  de vue du minimax en levera i t  t o u t  avantage à l a  randomisation, 

ce qui e s t  inacceptable dans des condit ions non Bayesiennes. 

Le théorème 2 e s t  une appl ica t ion  d'un théorème permettant ,  sous c e r t a i -  

nes hypothèses, de ca lcu le r  g [r( z)] d'une p a r t  e t  l ' espérance  condi t ionnel le  

par  rappor t  à une t r i b u  d'événements S-invariants  (démonstration dans ( 2  1 ) ) . 
Le théorème 3 ci-dessus mentionne au cas de cond i t iona l i t é  i l l u s o i r e  : 

Théokème 3. -  s ' i l  e x i s t e  une s t a t i s t i q u e  complète e t  s u f f i s a n t e  T = t ( ~ ) ,  a l o r s  

R ( h , ~ , u )  = R(h) e s t  v é r i f i é  s u r  tou te  s t a t i s t i q u e  a n c i l l a i r e  U e t  

chaque f qui s o i t  fonction de T .  

Mentionnons une nouvelle r c ç t r i c t i o n  poss ib le  dé f in ie  p a r  : 

zlé@~i.t.ion 7 .  - Une s t a t i s t i q u e  a n c i l l a i r e  U v é r i f i e  l a  , cond i t iona l i t é  co r rec te  

l a  p l u s  f o r t e ,  s i  pour t o ~ i t e  fonction convexe non-négative a e t  
- 

t o u t e  au t re  s t a t i s t i q u e  a n c i l l a i r e  U v é r i f i a n t  une cond i t iona l i t é  

Ü v é r i f i a n t  une a u d i t i o n a l i t é  co r rec te  on a : 

avez b ,b correspondant Èi l a  d é f i n i t i o n  p  .II 22. 

Sous l e s  mêmes condit ions que e s l l e s  u t i l i s é e s  dans l e  théorème 2 ,  c e t t e  d é f i n i t i o n  

débouche s u r  un théorème d 'exis tence  ( v o i r  ( 2 1 )  ) e t  un pr incipe  de c o n d i t i o n a l i t é  

r e s t r e i n t  correspondant e s t  : 



Un p h h c i p e  IruaeivLt de con W c n d L t E ,  - 

. S i  tou tes  l e s  s t a t i s t i q u e s  a n c i l l a i r e s  v é r i f i a n t  l a  condi t i  o n a l i  t 6  

l a  -g,l.us f o r t e  dc1nner.t l e  mgme risque e t  s ' i l  e x i s t ?  au moins une t e l l e  

s t a tLs t ique ,  a l o r s  l 'enrploi d'un r isque condi t ionel  e s t  o b l i g a t o i r e .  

Sur l ' e space  d 'hchanti l lonnage (.?.,Ph) rappelons que l ' express ion  Ph( z )  

peut ê t r e  considér6e pour un z donné Y 2 une constante mul t ip l i ca t ive  p r è s ,  

comme l a  fonction de h  appelée fonction de vraisemblance, e t  notée l z ( h )  pour 

marquer l e  changement d 'optique.  Un énoncé général  du pr inc ipe  e s t  a l o r s  : 

La réso lu t ion  du probl5me d ' inférence d o i t  ê t r e  basé sedement  s u r  l a  

fonct ion  de vraisemblance, négligeant  t o u t  a u t r e  6lément des expériences 

r 6 a l i s é e s .  

Parmi l e s  d iverses  i n t e r p r é t a t i o n  poss ib les ,  retenons l a  suivante exprimée en 

ternies de décision : pour un ensemble kf donné, une fonction f  de décis ion  do i t  

ê t r e  regardée comme une fonct ion  c o n s t r u i t e  s u r  l 'ensemble L des fonct ions  de 

vraisemblance où tou tes  l e s  fonctions qui  ne d i f f é r e n t  que par  un fac teur  mul t ip l i -  

c a t i f  son t  considérées comme équivalentes.  Alors pour un espace d 'échanti l lonnage 

(z,Ph) donné tel que e z ( h )  E 1 quel  qiie s o i t  z  : ~ ( z )  = f ( e z ( . )  

Le thgorème qui suit montre l e s  l i a i s o n s  qui  e x i s t e n t  e n t r e  l e  p r inc ipe  

de ~ r a i s e m b l a n c e  e t  ce lu i  de c o n d i t i o n a l i t é ,  t e l s  q u ' i l s  ont 6tbi respectivement 

6noncés ci-dessus : 

TCzéokEme 4 . -  S i  l a  r6so lu t ion  du problème de décis ion  e s t  inva r i an t  à une t r ans -  

formation biunivoque de l ' e space  d 'échanti l lonnage dans lm a u t r e  

ensemble hamcmiorphe et. s i  l ' o n  considère l 'ensemble E des espaces 

1 d 'échar~ t i l lonnages  ( Z  P ) t e l s  que l e u r s  fonct ions  de vraisemblance 

i 
' h  



pussibles appartiennent à un espace L donné, a l o r s  l e  pr incipe  d e  

conditional.ité e s t  équivalent au pr incipe  de vraisemblance. 

Démonstration ------------- : Supposons que l e  pr incipe  de vraisemblance ne s o i t  pas v é r i f i é  

pour des fonctions de décision f l  e t  f 2  ; a i n s i  il ex i s t e  deux espaces dléchan- 

t i l lonnage ( Z  ,P  ) e t  (z2,Pph)  t e l s  que pour un z e t  un z  l ' on  a i t  : 
1 1h 3 2  

f , ( z l )  # f2 (z2)  bien que P l h ( z l )  = c P 2 h ( ~ 2 )  avec c = c(z1z2)  mais indépen- 

dant de h. Supposons que Z1 e t  Z2 sont f i n i s  e t  d i s j o in t s  e t  considérons wi 

1 
nombre h t e l  que : O < h < - l+c 

Considérons l ' e space  d'échantillonnage (zl u z2,Ph) = ( z , P ~ )  

Alors l ' espace  d1 échantillonnage ( z ,ph( Z = Z  / z E Z ,  ) ) coîncice avec ( z ,  ,Pl h) 

e t  ( z , P ~ ( z = z ~  z E ( z - ( z2 ) )  U ( z l } ) )  coïncide avec (z;,Pgh) équivalent à 

(z2 , P ~ ~ )  à l a  t ransformation b i j e c t i v e  près  a ( z )  = z s i  z E Z2 - {z2} e t  

a ( z2 )  = z Ainsi f  ( z  ) = f ( z l )  = f ; ( z l )  = f  (z ) avec l e  pr incipe  de condi- 
1 ' 1 1  2 2 

t i o n a l i t é .  Ceci e s t  en opposition avec l 'hypothèse f l ( z l  ) # f 2 ( z2 )  e t  l e  pr incipe  

de condi t iona l i t é  ne peut ê t r e  v é r i f i é .  

Supposons que l e  pr incipe  de vraissemblance s o i t  v é r i f i é  pour deux 

espaces d'échantillonnage ( z l  , P l h )  e t  ( z 2  .Pgh) t e l s  que s i  Z2 C Z l ' o n  a i t  
1 

e l z ( h )  e t  e2z (h )  d i f f é r en t s  à une constante mul t ip l i ca t ive  près  pour z E Z 
2 ' 

Alors 1, e t  l2 sont identiques su r  Z2 e t  l e  principe de condi t iona l i t é  e s t  

v é r i f i é .  



Les deux priricipes abordés ci-dessus ne sont que des exemples de prin- 

cipes adoptés pour guider l a  construction de l a  s t ruc tu re  de p r i se  de décisions 

s t a t i s t i q u e s .  Ces pr incipes  ne concernent que l a  dé f in i t ion  de l ' espace  de réfé- 

rence $ p a r t i r  duquel sont p r i s e s  l e s  décisions e t  évidemment beaucoup d 'aut res  
I 

éléments de l a  s t ruc tu re  du processus de décision soulèvent des problèmes ou sont 

l ' o b j e t  de divergence en t re  l e s  auteurs ( v o i r  par exemple dans ( 9 )  divers aspects  

du problème général de décis ion) .  En matière de c r i t è r e  de choix l e s  influences 

réciproques en t r e  l e s  fondements de l a  s t ruc tu re  de choix e t  l a  nature du c r i t è r e  

sont également t r è s  variées.  En II D2 e t  3, il a é t é  a i n s i  montré qu'en conditions 

non bayésiennes , 1' espérance du r isque condit ionel  maximum e s t  en général p lus  

grand que l e  r isque maximum e t  q u ' i l  f au t  passer  à l a  cond i t iona l i t é  correcte  pour 

avoir  l ' é g a l i t é .  Citons ci-dessous un exemple inverse où c ' e s t  l e  c r i t è r e  de choix 

qui e s t  recherchée pour s a t i s f a i r e  ce r ta ins  pr incipes .  Ce cas e s t  t i r é  de 

A. PLANT (31) .  

Le modèle envisagé par  PLANT repose sur l a  s t r uc tu r e  de base classique : d'une 

p a r t ,  un var iab le  a l é a to i r e  Z su r  l e s  r é a l i s a t i ons  z de l aque l le  e s t  b a t i e  

l a  fonction de décision f e t  d ' au t re  pa r t  une fonction de per te  ~ ( h , f )  dé- 

pendant du paramètre h .  La construction du c r i t è r e  proposé provient de l a  d i s t i nc -  

t i o n  en t r e  d'une p a r t  une pe r t e  r é e l l e  ~ ( h , f ( x ) )  t e l l e  qu ' e l l e  s e r a  subie  après 

l e  choix e t  des pe r tes  idéa les  ~ ( h , f ( ~ ~ ) )  où (c i  1 i = 1,2) e s t  une s u i t e  de 

r é a l i s a t i o n  de z ( l ' a u t e u r  s e  place dans une s i t u a t i o n  de décision 

individuel le  ca rac té r i sée  pa r  l a  p r i s e  d'une décision après l 'observat ion d'un 

unique r é s u l t a t  z d'expérience, ce r é s u l t a t  étant un élément d'une s u i t e  de résul -  

t a t s  ex i s t an t  par s u i t e  de l ' i n t e r p r é t a t i o n  f réquen t ie l l e  sur lequel  repose l léchan- 

t i l lonnage adopté) .  Après c e t t e  d i s t i nc t i on  il considère un risque mixte e t  l a  

dé f i n i t i on  d'une densité de r isque v i se  à s o r t i r ,  face au pr incipe  de conditiona- 

l i t é ,  au dilemme suivant : une t rop  f a i b l e  cond i t iona l i t é  ent ra îne  t rop de mélange 



e n t r e  l a  p e r t e  i d é a l e  e t  l a  p e r t e  r é e l l e  e t  une cond i t iona l i t é  t r o p  f o r t e  f a i t  

r e j e t e r  de l ' informat ion .  La dens i t é  de r i sque  e s t  d é f i n i e  à p a r t i r  de l a  con t r i -  

bution d'un voisinage de z  de mesure AX(Z) à l ' espérance  de l a  p e r t e ,  c e t t e  

cont r ibut ion  é t a n t  estimée à ~ ( h , f (  z ) )  G ~ (  z )  A A(z) (on suppose que z  appar- 

t i e n t  à un sous-ensemble A de Z X-mesurable), l ' express ion de c e t t e  dens i t é  
C 

de r i sque  e s t  a l o r s  : 

Le r i sque  P ( h , f )  e s t  a l o r s  donné par  : 

r i sque  s u r  l eque l  un c r i t è r e  minimax peut  ê t r e  appliqué : l a  fonction de décis ion  

s e r a  cho i s i e  pour minimiser l a  dens i t é  de r i sque  maximale. 

Les cas d 'opt imal i té  envisagés ci-dessus ont  é té  séparés en deux types  

d i s t i n c t s  su ivant  l ' e x i s t e n c e  ou l 'absence d'information à p r i o r i  disponible 

(des l i a i s o n s  e n t r e  ces ceux types  é t a n t  p a r f o i s  assurées : comme, p a r  exemple, 

p a r  l ' i d e n t i f i c a t i o n  de l ' u n  d 'eux à un cas p a r t i c u l i e r  de l ' a u t r e  ou par  les 

r e l a t i o n s  de convergences ....). De l e u r  côté c e r t a i n s  modèles s e  basent sur des 

s t r u c t u r e s  in termédia i res  à information à p r i o r i  p a r t i e l l e .  

Ces s t r u c t u r e s  de choix in termédia i res  comportent évidemment des c r i t è r e s  

spéci f iques .  Donnons quelques exemples de t e l l e s  s i t u a t i o n s .  

11 E. 7 .  - U q u e  "mean-mm1'. - 

Ce premier cas e s t  t i r é  de H. KUDO (22) .  La fonct ion  de r i sque  i n i t i a l e  

r ( h , f )  , h E ff e t  f  E F ,  e s t  supposée non négative e t  -mesurable e t  bornée *H 
dans ff pour chaque f .  



Si. 11 e s t  une probabilité définie sur AH e t  s i  8 e s t  une sous-tribu 

AH, alors l e  couple ( 8 , ~ )  e s t  appelé infornation à priori partiel le .  

(traduisant l e  f a i t  que n'est connu que sur 8 avant que l'expérimentation 

'ai eu l i e u ) .  Le  risque "mean-max" e s t  alors défini par l a  fonction r(B ,it , f )  

Le concept dVogtînsalit6 co~yesgondaat est : s a i t  , R ( B , u )  = iaf r(B,u ,f) , 7~ alore 
., 

te , f CF: , . 
* 

:: ' une pmekdure f E F e s t  &'te optimale pour une'siafamtion $ priori ( 8 , ~  ) '' 

- % * 
' (DU ' ( B . ~ ) - ~ p t i m a b )  si f' eatisisit : r(%.~.f*)  = R(B,p).  

T ( & , V ~ ~ )  6% t&,p)-o#imtditaj ne +na que 1s ~ s t . r i b r r t b n  nw@aaîs 1 

rtw 8 (on satr~wc que la pmodtiure atiabma~. set 46pend d ' m c u ~  &ad;ributi.onr 

il priori ri B = A#). 

Dmac (22), h a  praqrrl&%s de tcsLlcs i~lbletias aptrraale~s na sont pns 



mais c e t t e  f o i s  p l u s  à fond puisqu'avec l e s  p ropr ié t é s  du r i s q u e ,  c e l l e s  des 

so lu t ions  optimales sont présentées ,  Cet exemple e s t  t i r é  de K . A .  DOKSUM ( 3 1 )  

dont 1 ' a r t i c l e  f a i t  l e  point  s u r  un c e r t a i n  nombre de modèle de décision non para- 

métrique de s t r u c t u r e  p a r t i c u l i è r e .  

Le problème de décis ion  envisagé e s t  d 'ob ten i r  une fonction de décis ion  

optimale lorsque  l a  forme de l a  d i s t r i b u t i o n  de p r o b a b i l i t é  s u r  l 'ensemble des 

r é s u l t a t s  d'expérience n ' e s t  pas complètement connue. P lus  précisément l a  fonction 

de r é p a r t i t i o n  E des Xi ( v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  à valeur dans R') du 

n-échanti l lon Z = (x, , . . . ,X ) e s t  supposée appar teni r  à une c las se  E q u i  n ' e s t  n  

pas d e s c r i p t i b l e  de manière n a t u r e l l e  par  Un paramètre h  appartenant à un ensemble 

ff ( l e  ff envisagé par  l a  s u i t e  s e r a  supposé ê t r e  un espace eucl id ien  de dimen- 

s ion  p ) .  S o i t  R(E,f)  l a  fonction de r i s q u e  associée à l a  fonct ion  de décis ion  

f  lorsque E est l a  v r a i e  d i s t r i b u t i o n .  

Face à ce type de problème, d i f f é r e n t e s  so lu t ions  ont  é t é  envisagées : 

- l e s  so lu t ions  minimax minimisant l e  r i sque  maximum sup R ( E , ~ ) .  De t e l l e s  solu- 
EEE 

t i o n s  ont  pu ê t r e  p réc i sées  dans c e r t a i n s  cas (par  exemple, s i  E e s t  la  c las se  

de tou tes  l e s  d i s t r i b u t i o n s  dans un voisinage d'une d i s t r i b u t i o n  normale, d o r s  

l e s  so lu t ions  minimax dépendent de s t a t i s t i q u e s  dont l e s  espérances mathématiques 

sont  l i é e s )  

- l e s  so lu t ions  minimax r e g r e t  qui  minimisent l ' e r r e u r  maximale 

s u p { R ( ~ , f )  - i n f  R ( E , ~ ) ) .  
EEE feF 

- l e s  so lu t ions  de Bayes d é f i n i e s  à p a r t i r  d'une d i s t r i b u t i o n  de p r o b a b i l i t é  P 
f 

s u r  E e t  qui  minimisent a l o r s  l e  r i sque  de Bayes R(E,~)P(~E). De t e l l e s  
JE 

so lu t ions  ont  é t é  e x p l i c i t é e s  pour carbaines forme de P. 



Ci-dessous l a  s o l u t i o n  envisagée e s t  optimale pour un c r i t è r e  de mipi- 

misation in termédia i re  e n t r e  c e l u i  du r i sque  maximum e t  c e l u i  du r i sque  espéré.  

Le c r i t è r e  a é t é  envisagé pour une s i t u a t i o n  où l a  p r o b a b i l i t é  P sur E n ' e s t  

pas entièrement s p é c i f i é e  e t  où 1 'on ne connaît que l a  d i s t r i b u t i o n  de E (  s , ) . 
E ( S  ) pour c e r t a i n s  po in t s  si, i = l , . .  .. ,e de R' avec 

L L 
s1 < ..". < Sl. 

Plus  précisément il cons i s t e  à minimiser l ' espérance  mathématique du r i sque  

maximum, espérance r e l a t i v e  à l a  d i s t r i b u t i o n  X s u r  l 'ensemble 

So i t  Z = (x,  . . . xn) l e  n-échanti l lon composé des n premiers élê- 

ments de l a  s u i t e  {X.) de va r i ab les  a léabtoi res  indépendantes e t  identiquement 
1 

d i s t r ibuées  par  l a  d i s t r i b u t i o n  de p r o b a b i l i t é  E. S o i t  E l 'ensemble connu des 

E poss ib les ,  en supposant que E e s t  un sous-ensemble mesurable d'une c e r t a i n e  

c l a s s e  r de d i s t r i b u t i o n  de p r o b a b i l i t é  ; nous supposons de plus q u ' i l  e x i s t e  

une p r o b a b i l i t é  P s u r  l a  t r i b u  Ar de p a r t i e s  de I' t e l l e  que P(E) = 1. 

So i t  L(E,f ( 2 )  ) l a  fonct ion  de p e r t e  à valeurs  r é e l l e s ,  f  ( z )  = d 

é t a n t  une décision de D. 

S o i t  R ( E , ~ )  La fonct ion  de r i sque ,  f é t a n t  une fonction de décis ion  

de F ,  t e l l e  que : R ( E , ~ )  = EE L ( E , ~ ( z ) ) .  Ainsi une fonct ion  de décis ion  f* 

s e r a  minimax s i  ~ ( f * )  = i n f  R ( f )  avec R( f )  = sup R ( E , ~ )  e t  f* s e r a  de 
f EF EEE . * 

Bayes s i  r ( ~ , f  ) i n f  r ( ~ , f )  avec r ( P , f )  = R ( E , ~ ) P ( ~ E ) .  
~ E F  E 

i Une fonct ion  de décis ion  mixte Bayes-minimax minimisera Une fonction 

in termédia i re  e n t r e '  R ( f )  e t  r ( ~ , f ) .  Cet te  fonct ion  e s t  l e  r i sque  espéré l o r s q u t -  

une d i s t r i b u t i o n  d i s c r è t e  correspondant à P e s t  connue, 1 'espérance é t a n t  calcu- 

l é  en respec tan t  c e t t e  d i s t r i b u t i o n .   réc ci sons l a  d é f i n i t i o n  de c e t t e  fonct ion .  

S o i t  C(E)  , E c E ,  l e  p lus  p e t i t  sous-ensemble compact de A H  t e l  que 

I E(C) = 1. S o i t  s ( E )  = UEEE c ( E ) .  S o i t  s i  i l  . . .  4 po in t s  de S ( E )  t e l s  
i 



que s < ... 
1 

< sL . { E ( s i ) ]  e s t  un ensemble de 1 nombres q i  dans [OJ] 9 

dont l a  d i s t r i b u t i o n ,  connaissant  P ,  e s t  no tée  A(.;F,~). S i  l ' o n  pose 

q =  ( q l ,  ...., ql) avec O ( q l  s .... qL 6 1 ,  a l o r s  : 

Notons 1 5 ( ~ , l )  l a  c l a s s e  de d i s t r i b u t i o n  'de E dont l a  p r o b a b i l i t é  correspondante 

de s i  e s t  qi,  i = 1 ,  . . ,C ; s o i t  E(q ,e )  = {E s E ; E ( s i )  = qiy i = l , .  . . ,el. 

Alors l ' e spé rance  du r i s q u e  maximum d'une fonc t ion  de déc i s ion  f  e s t  d é f i n i e  par  ; 

e t  une fonc t ion  de déc is ion  f o  s e r a  mixte Bayes-minimax s i  e l l e  minimise 

r ( ~ , f ) ,  s o i t  e 

r L ( p y f 0 )  = i n f  r e ( p , f ) .  
f  E F 

'L 

Supposons que Z E R'. ~ é f i n i s s o n s  l a  p r o b a b i l i t é  P s u r  l ' e s p a c e  

(R' x r ,  E' x A r )  où B' e s t  l a  t r i b u  boré l ienne  s u r  R', p a r  : 

où G e s t  = p r o b a b i l i t é  s u r  R' correspondante à l a  d i s t r i b u t i o n  E s u r  AH. 
E 

On suppose que GE e s t  Ar-mesurable. De p l u s  on suppose q u ' i l  e x i s t e  une distri-  

bu t ion  cond i t i onne l l e  de Z é t a n t  donné E t e l l e  que : 

e t  q u ' i l  e x i s t e  une d i s t r i b u t i o n  cond i t i onne l l e  s u r  E é t a n t  donné E( s i )  = qi , 

i = 1 , .  . . . ,&, notée P. 



f.QMme : Les r i sques  d é f i n i s  ci-dessus v é r i f i e n t  l e s  r e la t ions  : 

* R(f) a re(P, f )  5 r ( ~ , f )  avec l 2 1 

* s i  (rim : s < . .  < S  } e s t , p o u r  m=1,2 ,..., u n e s u i t e d e  
m,l m,Rm 

p a r t i t i o n s  t e l l e  que chaque p a r t i t i o n  s o i t  p lus  f i n e  que l a  pr6cé- 

dente,  a.lors : 

r ( P , f )  z r, ( P , f )  pour m < m i  
lm m i  

Ce terme découle directement des dé f in i t ions  adoptées. 

S o i t  une fonction de décision f, 
qui s o i t ,  dans c e r t a i n s  cas,  mixte Bayes- 

minimax, So i t  s = i n f  ( s )  e t  
se = :EE(E) 

( 8 ) .  Alors ~ ( s , )  = 1 .  Nous suppo- 
SES(E) 

sons ~ ( s , )  = 0 ,  - < s  < . .. . 1  < < +m, e t  1 a 3. S o i t  q  = {q, , . ,qe} avec 

- 1.  S o i t  E O = q ,  s . a . *  & qL - 
s ¶ L  

l a  d i s t r i b u t i o n  de p robab i l i t é  dont l e s  v a l e u ~ s  

sont qi 'Our 
= 1  , e t  dont l e s  au t res  valeurs sont obtenues p a r  

i 

i n t e r p r é t a t i o n  l i n é a i r e  s u r  chacun des i n t e r v a l l e s  [si 1, i = l ,  e-3. S o i t  E e 
l a  fonct ion a l é a t o i r e  dont l e s  valeurs E sont  obtenues pour des q d i s t r i -  s 9 1  

bués p a r  h = A ( .  ; P , l ) .  Nous supposons que E, e s t  une fonction mesurable d'un 

c e r t a i n  espace s u r  ( r  ,Ar )  . Soi t  Pl l a  d i s t r i b u t i o n  de El e t  s o i t  fL l a  

so lu t ion  de Bayes pour E quand q  admet une d i s t r i b u t i o n  à p r i o r i  h ( a i n s i  
r s 3 8  

f, minimise r ( ~ l , f )  = ] R ( E ~ , , , ~ )  h ( d q ) .  &ors : 

RV 

Théotème : S i  E E E pour presque t o u t  q  appartenant à C(  A )  , s i  fL 

( s o l u t i o n  de Bayes pour E pa r  rapport à A') e x i s t e  e t  s i  : 
9 ,  

QE, F E E(q,L) pour presqce tou t  q  de 

C ( h ) ,  a l o r s  f, e s t  une so lu t ion  mixte Bayes-minimax. 

La  démonstration üans s a  grande l igne  e s t  l a  suivante : 



S o i t  N i ,  l e  nombre de va leurs  de Z dans J si ,si+, 1 , i = 1 ,  4-1. Alors 

N = ( N ~  '.. . . . ,N e s t  s u f f i s a n t  pour E e- 1 
e t  f,, L'onction de Z,  rie dépend 

s s e  

que de N .  La d i s t r i b u t i o n  de fe, en t a n t  que fonction de Z, e s t  l a  mcme pour I 
I 

t o u t  E dans E ( q , e ) .  Ceci e t  l a  r e l a t i o n  ( 1 )  impliquent : 

1 

Aïors rL(P,fL) = r(pe,fe) 

e t  f, é t a n t  optimale pour Pt , a l o r s  : 

r(Pe,fe) s r (PL,f )  Qf. 

Finalement, puisque E c E pour presque t o u t  q : 
q ,k 

27 E. 2 . 4 .  - Convehgence de La a a ~ o n  mise v m  la aoluaXon de Bayes. - 

Le théorème d ' ex i s t ence  ci-dessus e s t  complété par  des p r o p r i é t é s  de 

convergence. 

L'étude de l a  convergence repose su r  1' in t roduct ion  de l 'ensemble D[O, 11 

des fonct ions  s u r  [0,1] présentant  des d i scon t inu i t é s  du premier ordre au  moins e t  1 
déf in ies  par  y t e l  que : 

( i )  pour 0 6  s <  1 l i m y ( r )  e x i s t e e t  y ( s + ) = y ( s )  = ï i m y ( r ) .  
r4-s r+ s 

( i i )  pour O < s 8 1 l i m  y ( r )  e x i s t e  e t  y ( s - )  = l i m  y ( r )  
r+s r+s 

D[o ,~ ]  e s t  doté d'une topologie dont l ' i d é e  e s t  que dans ce t  ensemble 

deux fonctions y e t  y '  seron,t proches l ' une  de l ' a u t r e  s i  l ' o n  peut passe r  au 



graphe de y ( s )  à ce lu i  de y t ( s )  pa r  de p e t i t e s  déformations uniformes des abscis-  

ses  s e t  égalementdes ordonnées. Une t e l l e  topologie a  é t é  déf in ie  par  Skorohod 

(vo i r  ( 5 ) ,  par  exemple, chapi t re  3 )  : 

So i t  A l'ensemble des fonctions de [0,1] su r  lui-même continues e t  

s tr ictement croissante .  Pour y e t  y '  appartenant à D ,  do(y ,y l )  

dé f i n i  comme l'infimum des a p o s i t i f s  t e l  q u ' i l  ex i s t e  dans A un 

h s a t i s f a i s a n t  à : 1 1 A [ 1 6 a avec 1 1 h 1 / = sup) log -1 e s t  une 
rfs 

S -r 

métrique (rnodificied Skorohod metric dans son appel la t ion anglo-saxone) 

pour l aque l le  D e s t  complet e t  séparable.  

Avec l e s  nota t ions  précédentes, nous pouvons prendre ï = D[o,~] e t  s i  {El] e s t  

une s u i t e  de fonctions a l é a to i r e s  de d i s t r i bu t i on  Pl, El convergera en l o i  vers 

E s i  1 y ( ~ )  P,(~E) +- [ Y(E)  P ( ~ E )  pour chaque fonction y  de I. à valeurs 
r J r 

r é e l l e s ,  continue e t  bornée (ou convergence f a i b l e  de P, vers P) . I l  s ' a g i t  

a l o r s  de montrer que l e  r i sque de Bayes pour l a  solut ion de Bayes par  rapport 2 

l a  d i s t r i bu t i on  à p r i o r i  P converge vers l e  r isque de Bayes de l a  so lu t ion  de 
O 

Bayes pour l a  d i s t r i bu t i on  à p r i o r i  P. 

La première étape consis te  à u t i l i s e r  une fonction de d i s t r i bu t i on  Ge 
qui s o i t  constante s u r  [ S ~ , S ~ + ~  [: e t  pour l aque l l e  l a  fonction d i s t r i bu t i on  asso- 

c iée  Ql des Ge(sl) ,...., Ge(sL) s o i t  égale à c e l l e  des E(S - , ) ,  ...., E(sL).  

On montre a l o r s  que : s i  E C D[O, 11 , a lo rs  Ge converge en d i s t r i bu t i on  vers  E. 

Ensuite s o i t  G l a  fonction de d i s t r i bu t i on  qui  s o i t  constante sur  

Csi [ e t  dont l a  valeur en S .  1 e s t  q. 1 avec O = q, d . . . 4< qk = 1. So i t  

Q, l a  fonc t i  on de d i s t r i bu t i on  des G lorsque q  admet une d i s t r i bu t i on  
s9l 

A ; G e s t  a lo r s  une fonction de d i s t r i bu t i on  a l éa to i r e  obtenue en donnant à q  . 
de G 

q,e 
l a  d i s t r i bu t i on  A ,  

So i t  
f, l a  fonction de décision qui  minimise l e  r isque de Bayes 

f .  c e t t e  nouvelle étape cons i s te  en l e  théorème suivant  : 



Th5ahème : S i  G E E pour presque t o u t  q appartenant à C( A ) ,  s i  une soïu- 

t i o n  de Rayes f, e s  , s i  L(E , f l(z)  ) = L ( F , ~ ~ (  z )  ) e s t  v é r i f i é  

pour t ou t  E, F E E(q , l )  e t  presque tout  q de C ( X )  e t  s i  f a 

dans E un r isque continu e t  borné R(E , f )  , alors  pour E C D [o,I] , 

fl converge vers f dans l e  sens que l e  r i sque de Bayes r (P , f l )  de 
t 

fl converge vers l e  risque de Bayes r ( P , f )  de f .  

. 
A 

Démonstration ------------- : So i t  fl l a  solut ion de Rayes pour l a  d i s t r i bu t i on  à p r i o r i  Ql 
Ci 

[ r ( ~ ~ , f ~ ) =  i n f  r ( ~ [ , f ) ] .  Comme l a  fonction de r épa r t i t i on  G 
q , l  

e s t  constante 
f €F 

A 

en t re  l e s  s i "  fL ne dépendra sur  Z que de S = (S , . . . , Se-, ) où S. e s t  
1 

l e  nombre de valeurs de Z égales à Si+1 pour i = 1 , .  . . , l - 1  (par hypothèse E ( S ~ )  = 0) 

S a l a  même d i s t r i bu t i on  que c e l l e  de N i n t r odu i t  précédemment pour 
Gq,e . 

cel le-c i  6 tan t  elle-même c e l l e  de N pour F 
q ¶R 

. Alors f, e s t  auss i  so lu t ion  

de Bayes pour Ql, ce qui s e  t r a d u i t  par  : 

Avec l e  précédent théorème de convergence : 

puis que Ge (de d i s t r i bu t i on  QL) converge en l o i  vers E (de d i s t r i bu t i on  P ) .  

Cés deux précédentes i néga l i t é s  donnent : 

. 
Par a i l l e u r s  nous amns avec l e  lemme de c )  



e t  s i  f  e s t  so lu t ion  fi.e Bayes pour P : 

L1ensenble d ' i n é g a l i t é  conduit à 
' 

l i m  $p, i l )  = r ( P , f )  
e- 

Lorsque E e s t  l 'ensemble des fonctions de d i s t r i b u t i o n  continue s u r  

[O ,1] ( E  c c [O, l] , ensemble des fonct ions  continues s u r  [O ,1] , ensemble sur 

leque l  l e s  p ropr ié t é s  p r inc ipa les  de convergence sont  présentées ,  comme polir 

~ [ 0 , 1 ]  dans [17]), l a  convergence de f, vers  f  peut ê t r e  &montrée avec des 

condit ions moins r e s t r i c t i v e s  : s i  
Gq ,l 

E E pour presque t o u t  de ~ ( h ) ,  s i  

f, e s t  une so lu t ion  mixte Bayes-mininiax, s i  une so lu t ion  de Bayes f  e x i s t e  t e l l e  

que f a i t  un r i sque  R ( E  , J ' )  continue e t  b o r d ,  a l o r s  pour E C C [O, 11 , 

l i m  r (p , f i )  = r ( ~ , f ) .  ,- 
La  démonstration de même inspira. t ion que l a  précédente repose s a r  un 

lemme de convergence analogue à c e l u i  u t i l i s é  ci-dessus,  à savo i r  : 

s i  E C ~ [ 0 , 1 1 ,  a l o r s  El converge en d i s t r i b u t i o n  vers  E .  

Examinons un exemple d 'obtent ion  d'-me so lu t ion  mixte q u i ,  à p a r t i r  du 

théorème dl exis tence  précédent ,  peilt ê t r e  obtenue ( sous ce r t a ines  condit ions s u r  

l a  fonct ion  de r i s q u e )  en ca lculant  l a  d i s t r i b u t i o n  à p o s t é r i o r i  d'un paramètre, 

P  = ( p l  Pl-1 ) ayant corne d i s t r i b u t i o n  à p r i o r i  l a  d i s t r i b u t i o n  G de 

E!S 9 ) -E(s , ) ,   ES^-E(S 2 , .. . . E(s , ) -E(s~- , ) .  

Si~pposons l e  t e s t  su ivant  : avec E = E U E l  (Eo  n E l  = 0 ; 
O 



E E r )  nous voulons t e s t e r  Eo)  1 H o =  {E E Eo} cont re  H l  = {E E E l} .  Appelons 

f = f ( z ) ,  l a  fonc t ion  de d é c i s i o n ,  fonc t ion  de t e s t .  Prenons p a r  exe~ ip l e  comme 

fonc t ion  de p e r t e ,  l a  fonc t ion  s ~ i v ~ a n t e .  Classique en th6orj.e des t e s t s  : 

b ( E , f )  = Li avec 1,. > O s i  H. e s t  r e j e t é  à t o r t ,  i = 0 , l  e t  L(l3,f) = O 
1 1 

autrement.  Le r i s q u e  de Bayes e s t  a l o r s  

e t  l ' e spé rance  du r i sque  maximum : 

où Qi = { ( E ( s l ) ,  ...., i ( s  ) )  ; E E Ei} 2  ( a i n s i  Qo e t  Q1 sont  l e s  enst:m- 
k 

b l e s  de l? correspondants  à E l  e t  E ) .  On suppose que 
2 Qo n QI a  une proba- 

b i l i t é  n u l l e .  On v é r i f i e  fac i lement  que l a  r e l a t i o n  ( 1 )  du théorème d ' ex i s t ence  

e s t  v é r i f i b e  e t  s i  de p l u s  E  E E ,  l e  r é s u l t a t  correspondant peut  S t r e  appl iqué  s 9 . 2  

s i  E  6 E, L(E f )  n ' e s t  pas  d é f i n i ) .  Il y  a un moyen n a t u r e l  de d é f i n i r  
(491 a ¶l' 

L(Eq ,l ,f) p o u r q u e  E E E ( ~ , ~  pour  ~ ~ E ~ ~ E , , L ( E , ~ ^ )  a l a m ê m e v a l e u r  s 9 1 .  

pour chaque E E E ( q , l )  e t  s o i t  L(EqSe,f) c e t t e  va l eu r  connue. Nous l e  suppo- 

! se rons  dans l a  s u i t e .  

S o i t  e ( z l q )  l a  d e n s i t é  de E  . Avec l e  théor8me d ' ex i s t ence  nous 
9  99 

pouvons ccmclure que 1.a fonc t ion  de t e s t  mixte ~ayes-minimax fk  r e j è t e  H s i  : 
O 



si l'on précise pi = qic1-qi i=1 ... k-1 

la relation précédente s'écrit : 

t où JI est la distribution de (E(s2)-~(s1 1, E(S~)-E(S~_~)) quand E a une dis- 

tribution P. Cette dernière expression est la solution de Bayes du test multi- 

nomial dans lequel (NI sNk-l I P )  est une variable multinomial de paramètre p 

et n, le test étant celui de Ho = {p E Ao) contre Hl = (P  E Al}. 

La solution est la fonction de test f, qui rejète Ho lorsque le 

rapport des probabilités à postériori de Hl et de Ho est supérieur à L ~ / L ~ ,  

soit si : 

où p à la densité a postériori g(p I N )  avec N = (N, , . . . yNe-l 1. 

17 E. 3 .- RISQUES "PLUS HAUTS" ET "PLUS BAS". - 
Ce dernier exemple, tiré de R.J. BERAN (3), est plus limité puisqutil 

concerne essentiellement une procédure d'estimation. Mais par ailleurs, il a l'avan- 

tage de bien faire ressortir l'influence de la nature de l'interprétation sur 

laquelle repose la traduction de l'incertitude, c'est-à-dire les probabilités, sur 

le critère de choix & adopter (cet aspect est primordial dans l'étude de l'utilité) 

71 E . 3 . 7  .- S&uc;tuhe de. La t h é o d e . -  

Si (z,A ) est un espace d'échantillonnage, nous supposons que l'on a : z 



si L e s t  une fonction de per te  If . 
. F - 1  , . .*. , . 

; 'q+ yqf 
k, :/?$y&, & j , r r ,  Le r isque plus bas rZ(Lsd)  e t  l e  r i s q ~ e " ~ l u s  haut s Z ( ~ , d )  sont l a s  

espérances de per tes  minimum e t  maximum obtenues suivant l e s  valeurs de f .  Ces 

r isques  e t  l eur  in te rpré ta t ion  f réquent ie l le  conduisent à adopter l e  c r i t è r e  de 

choix suivant : 

11 une décision d E 0 e s t  minimax pour une fonction Be per te  l e t  une observation 

z s i  s Z ( l , d )  g s . ( ~ , a )  vdl E 0 e t  une fonction de décision f B F e s t  

minimax pour une fonction de per te  l s i  S L , ~  g s ( L S f 1 )  vft E F 

e t  Vz E Z .  11 

Le t h é o r h e  cen t r a l  démontfi dans (16) e s t  a lo r s  l e  ouivant : 

ThZo&tc : s i  ff et D sont des espaces métriques compacts e t  s i  la  fonction de 

per te  L : I f  x 0 + R e s t  continue, a lo r s  

- s (L,d) e t  r ( ~ , d )  sont uniformément continues sur V 
Z Z 



'adoption d'un t e l  critère minimax dans une prr>céduae de choix s t a t i e -  

remplacer celui de l a  th6 e classique, ce dernier ayant montrer de 

graves lacunes (an pourrait. c i t e r  oe l le ,  en théorie ùes t e s t ,  qu'un te s t  dont 
$irï:$îi 

t 6 , -  . Wo.2 
lt6chantillon e s t  de petite  t a i l l e  mais dont l a  puissance es+ klev6e plaisse donner 



FONCTIONS 0 'liT1 LITE ET DECISI UNS 

La notion d ' u t i l i t é  d6pa::se largement l e  contexte de 13. seule  t h g o r i e  de 

l a  décisj.on. E l l e  e s t  employcc 32s qiie l ' o n  p a r l e  de représentati .on numérique de 

"préf6rencesf '  sur des éigments de descr ip t ion  donnée. A ce t i t r e  l e s  voies de ré- 

f lexion s u r  l ' u t i l i t é  sont  t r è s  var iées  e t  pour no t re  démarche d'analyse des c r i -  

t è r e s  de choix employgs pour l a  p r i s e  de décis ion ,  nous aborderons l ' u t i l i t é  essen- 

t i e l l ement  sous l e s  deux aspects  su ivants  : 

- l a  t h é o r i e  générale de l ' u t i l i t é  avec son axiomatique, ses  p ropr ié t é s  e t  s e s  

théorèmes d 'exis tence .  

- d i f f é r e n t e s  formes de fonct ion  d ' u t i l i t é  employées dans l e s  modèles de déc i s ion ,  

Dans ce paragraphe nous rencontreront: des u t i l i t é s  de forme t r è s  spgci f ique  pa r  

rapport  B c e l l e s  rencontrées au paragraphe correspondant au premier aspect.  Cette 

s p é c i f i c i t é  e s t  principalement due à l a  s t r u c t u r e  p a r t i c u l i è r e  des ensembles qui 

in terv iennent  dans l e s  modsles de dgcision e t  à l a  grande p a r t  accordée aux ques- 

t i o n s  de t r sduc t ion  de 1' incer t i t i ide .  Les formes d ' u t i l i t é s  présentées  se ron t  

examinées pour llaxioma.tique s u r  l a q u e l l e  e l l e s  sont; b a t i e s  e t  pour l e s  propri6t6ç 

qui  en découlent ; l e s  discussions sur l ' adéquat ion  des axiomes (adéquation dépen- 

dante du but recherché - d e s c r i p t i f  ou n o m a t i f  par  exemple - e t  du contexte - dé- 

c i s i o n  p r i s e  p a r  un ind iv idu  ou pa r  un groupe d ' ind iv idus ,  décision économique, 

décis ion  médicale, . . . . ) ne seront  pas abordées. 

En généra l  une fonction d ' u t i l i t é  e s t  l a  représenta t ion  numérique de re- 

l a t i o n s  de préférences ( l a  na ture  prgcise  de t e l l e s  r e l a t i o n s  s e r a  rappelée en 

III A. 1 ) e t  l a  s t r u c t u r e  d'une t e l l e  fonction dépend en généra l  de t r o i s  f ac teur s  

principaux : 

. l a  na ture  de l a  r e l a t i o n  de préférence que c e t t e  fonction d ' u t i l i t é  e s t  censée 

t r a d u i r e  ( p a r  exemple : l a  r e l a t i o n  de  référence e s t - e l l e  t o t a l e  7 ou dénombrable ? 



III - 2 

- propr ié tés  précisées  en III A. 1 ) 

. l a  nature de l'ensemble des élénents s u r  lesquels portent. l e s  préférences (pa r  

exemp1.e : cet ensemble a-t-il une struct'iire topologique, vec to r i e l l e  ou de 

t r e i l l i s  ? ) 

. l e  type de représentat ion numérique qui dé f i n i t  c e t t e  u t i l i t é  ( p a r  exemple : 

l e  modèle dcins lequel  ren t re  l a  fonction d ' u t i l i t é  es t - i l .  une l o i  économique ou l 
1 

w processiis de choix ? )  

Les éléments présentés ci-dessous seront  principalement e x t r a i t s  de l ' In t roduc t ion  I 
l 

à l a  t héo r i e  de l ' u t i l i t é  de MORIREAU ( 2 8 ) .  Dans la mesure oÙ c e t t e  présenta t ion de 
1 

i 
l a  s t r uc tu r e  générale de l ' u t i l i t é ,  s t r uc tu r e  à l aque l le  appartiennent les  fonc- 1 

t i ons  d ' u t i l i t é s  p r i s e s  en compte en décision,  s e r a  assez schématique, nous ren- 

voyons à (28) pour connaître l e s  d é t a i l s  omis. 

P é 6 i W o n  1,- IJne re la t ion  b ina i re  notée 4,  dans un ensemble X ayant p l u s  de 

deux éléments s e r a  d i t e  r e l a t i on  de préférence dans X (pour  

x,y E X,  x 4 y s e r a  lue  : x n ' e s t  pas préféré  à g ) ,  s i  e l l e  

e s t  : l 

- réf lexive  (Vx E X, x < x e s t  v r a i )  ~ 
- non symétrique E X t e l s  que x < y s o i t  vra.ie e t  y 6 x i 

l 
s o i t  f a u x ) .  l 
Le couple ordonné formé d'une r e l a t i on  de préférence \( e t  de i ~ 

l'ensemble X dans lequel. e l l e  e s t  dé f i n i e ,  noté (6,~) , s e r a  appelé i 
système de préférence.  1 

Dans l a  & f i n i t i o n  ci-iiessus , l a  condition e s s e n t i e l l e  e s t  l a  r é f l e x i v i t é ,  l e s  

conditions de deux é léaents  au moins pour X e t  de non symétrie év i t an t  seulement 

l e s  cas t r iv iaux .  



DPdirtiLion 2 .  - Une re la t ion  b ina i re ,  notée X , Yans un ensemble X ayant au 

moins deux éléments se ra  d i t e  re la t ion  d ' indifférence dans 

V X (pour x,y E X ,  x-y s e r a  lue  : x e t  y sont ind i f fé ren t s )  

s i  e l l e  e s t  : 

w - réflexive ('dx E X ,  X ~ X  e s t  v r a i e )  

- symétrique (b'x, y  E X ,  s i  x X y  e s t  v r a i e ,  a lo rs  y % x  l ' e s t  

au s s i )  

Dé&t'vti$bn 3 .  - une re la t ion  b ina i re ,  notée ( , dans LUI ensemble X wanC au 

moins deux éléments s e r a  d i t e  r e l a t i on  de préférence s t r i c t e  dans 

X. (pour x,y E X ,  x ( y  s e r a  l ue  : y e s t  préféré  à x) s i  

e l l e  e s t  : 

- i r r é f l ex ive  (vx E X ,  x ( x e s t  faux) 

- asymétrique ( Y X , ~  E X ,  s i  x ( y  e s t  v r a i e ,  a l o r s  y ( x ne 

l ' e s t  pas) .  

En général l e s  re la t ions  de préférence,  d ' indifférence ou de préférence s t r i c t e  ne 

Sont Pas totaIes,deux éléments de X non l i é s  par  de t e l l e s  re la t ions  se ron t  d i t s  

incomparables. 

!Jot&onn. - Soi t  R 1 'ensemble des r e l a t i ons  binaires  dans un ensemble 

X. Précisons rapidement quelques éléments de R. Deux éléments x e t  y de X 

l i é s  par  R de R seront notés xl?y tandis  que deux éléments de X non l i é s  

par  R seront notés x J? y .  La re la t ion  complémentaire de R de R e s t  une 
'Il C\i 

r e l a t i on  de R, notée R,  t e l l e  que Vx,y E X ,  x R y => x  R y .  L a  r e l a t i on  duale 

de R de R e s t  une r e l a t i on  de R ,  notée R-', t e l l e  que : vx, j B X 

- 1 x  R y => y  R x. La r e l a t i on  d ' éga l i t é  dans R s e r a  notée A ; c ' e s t  une re la t ion  

de R t e l l e  que : vx, y E X, x A y  => x  = y.  La r e l a t i on  vide de R se r a  notée 

O. Qx, y E X,  x O y  => x = y = @ . De plus  nous no-as définissons l e s  r e l a t i ons  

suivantes dans R : 



s i  R,S ,T E R , T = R n s => s i  xTy a lo r s  xF?y e t  xSy vxsy E X 

s i  R,S,T E R , T = R U S  => s i  xTy a lo r s  ou x,S,y Y X , ~  E X 

s i  R,S E R , R C_ S => si  xRy a lo r s  xSy VX,Y E X 

s i  R,S,T ~1 ?? , T = R.S => Vx,y E X s i  xTy a lo r s  3 2  E X t e l  que xRz e t  zSy. 

On démontre a l o r s  facilement que s i  ( 4 , ~ )  e s t  1x1 système (le préférence,  l e s  rela-  

t i ons  4 n 6-' e t  ( n 2 sont respectivement d ' indif férence e t  de préférence 

s t r i c t e .  

V E ~ i W o n  4 . -  Soi t  ( 4 , ~ )  un système de préférence. Ce système s e r a  d i t  prétran- 

s i t i f  s ' i l  e x i s t e  une re la t ion  b ina i r e  dans X ,  notée C, vé r i f i hn t  

- S* e s t  t r a n s i t i v e  

- \ <cc 
'Lf- 1 

- ( p % - ' ) c ( f n  4 ) 

s e r a  appelé extension t r a n s i t i v e  de dans X. 

Cette groposit ion n ' e s t  pas vide de sens grace à La proposit ion suivante : 

Pt~opa6.i-tlon 1 . -  So i t  ( 2 )  im système de préférence. So i t  : 

S i  ?m,n e n t i e r s  p o s i t i f s  on a g fI (cl)" = O ,  a lo r s  l e  systènie 

( 4 , ~ )  e s t  p r é t r a n s i t i f .  

D'une manière p lus  p réc i se ,  l a  r e l a t i on  < déf in ie  dans X par 

C = ( U  S2 avec : \ 

X*=  u x  
s 

s > O  
e s t  une extension t r a n s i t i v e  de $ 

Démonstration ------------- pa r  construction d > < e t  xf 2 , donc $ > 4, on vé- 

r i f i e  aisément que ? e t  X* sont  des r e l a t i ons  t r a n s i t i v e s  et. lui raisonnement 



Le but d'une fonction d ' u t i l i t é  e s t  de fournir  une repr6sentatio.n nwné 

rique d'un système de préfèrence, l ' a d j e c t i f  numérique exigeant d'être précisé.  

Le sens de ce dernier s'appuie sur  la déf ini t ion du nombre, extensioa du nombre 

s e l  habituel. 

D ~ ~ & i & i o n  6.- On appelle nombre un couple, noté (5, N où N e s t  un ensemble 

dont les éléments sont des ensembles de nombres r é e l s  (éventuelle- 

ment rédui ts  $ un élément) e t  03 TC e s t  une re la t ion  d'ordre 

t o t a l e  sur N. 

(Une r e l a t i on  binaire  e s t  une re la t ion  d'ordre si e l l e  e s t  ref lexive,  t r a n s i t i v e  e t  

entisym&trique. E l l e  e s t  t o t a l e  s i  tous l e s  é l h n t s  àe X sur lequel  e l l e  est 

definie sont coqparables). La re la t ion  L = L e s t  l a  re la t ion  d'ordre s t r i c t e  
< 6 6  

cûrrespondsnte $ . t 



V é & L W o n  - 7 .  - S o i t  ( 4 , ~ )  un système de préférence avec % = d n (' e t  

< = ,< f? 2' respectivement comme r e l a t i o n  d '  indi f férence  e t  i3.e 

préférence s t r i c t e  associées.  Une fonction u s e r a  une fonction 

d 1 u t i l i t 6  s u r  l e  système de préférence (Sax) s i  c ' e s t  .me applica- 

t i o n  s t r ic tement  monotone de ( 4 , ~ )  dans un ce r t a in  nombre 

($, N), c e l a  s i g n i f i a n t  que u e s t  une applicakion de X dans N . 
t e l l e  que : Vx,y E X x  < y  => U ( X )  L U ( Y )  

< 
e t  x)(y => U ( X )  = U ( Y )  

Cette notion e s t  prgcisée  par une dé f in i t ion  plus  contraignante : 

~é&huZAfian 8 .  - S o i t  x un syst&rle d e  préférence.  Une fonction u  s e r a  une 

fonction d ' u t i l i t é  t o t a l e  sin Le système de préférence x s i  

c  ' e s t  un homomorphisme de ( 4 , ~ )  dans un ce r t a in  nombre ($,IV) , 
4 

c e l a  s i g n i f i a n t  que u  e s t  une applicat iori  de X dans N t e l l e  

que : 

Remarquons que , pour assurer  l a  comparaison des deux d é f i n i t i o n s  précédentes,  que 

l a  condit ion x  4 y <=> u ( x )  L u ( y )  e s t  équivalente à l 'ensemble de x 
6 

x < y <=> U ( X )  4 (y )  e t  x X y  = U ( X )  = u(y)  avec l e s  dé f in i t ions  de < e t  

Xdonnées  dans l a  d é f i n i t i o n  7. De p lus ,  l e  passage e n t r e  ces dé f in i t ions  e s t  assu- 

r é  pa r  l a  proposi t ion  suivante : 

PtropabLtion 2 . -  ? o i t  une fonct ion d ' u t i l i t é  u  sur l e  système de préférence 

(6,~) à valeur  dans ($,N). Une condit ion nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  
% 

pour que u  s o i t  une fonction d ' u t i l i t é  t o t a l e  e s t  que l a  r e l a t i o n  

de préférence 6 s o i t  t o t a l e  su r  X ( étarit a l o r s  un préordre 

t o t a l  s u  x). 



L'étude de l ' e x i s t e n c e  de fonc t ions  d f i i t j . l i t é  peut s t r e  abordSe pa r  des  cô tés  

d i f f é r e n t s  suivarit  que l ' o n  me t t e  en r e l i e f  l e s  caractér-ist , iq.ues de l a  r e l - a t i ~ n  de 

 référence , du nombre ou des éléments p r é f é r é s  i n t e rvenan t  pour d é f i n i r  1 ' u t i l i t é .  

lTous a l l o n s  donner l e s  pr inc ipaux r é s u l t a t s  correspontlants 2 ces d ivers  op t iques .  

a )  Théorèmes d ' ex i s t ence  de l ' u t i l i t é  dont l e s  hypothèses sont  foriction de l a  rt.1-a- 

t i o n  de p ré fé rence  u t i l i s é e .  - 

Thtot2me 7. - Il  e x i s t e  une fonc t ion  d ' u t i l i t é  s u r  un systèrne de préférence  

( 4 , ~ )  s i  e t  seulement s i  : 

( i )  ( 4  x e s t  p r é t r a n s i t i f  

( i i)  en appelant  l e  système a s soc i é  à ($y:<) 

( f .  Def. 111 .A.5)~  il e x i s t e  une a p p l i c e t i o n  monotone de 

( 4 , i )  dans un c e r t a i n  nombre ( L , I ? ) ,  a p p l i c a t i o n  qui s o i t  b i -  
6 

j e c t i v e  de X s u r  N ,  c 'est-à-dire  que s i  u  e s t  une for ict ion 

d ' u t i l i t é  s u r  ((,x), on peut  é c r i r e  u  = v  O $ o i avec : 

* i e s t  l ' a p p l i c a t i o n  iden t ique  de X s u r  l u i  nême u t i l i s é e  

comme a p p l i c a t i o n  s t r i c t emen t  monotone de , s u r  ((*,x) 

où 4 e s t  l ' e x t e n s i o n  t r a n s i t i v e  l a  p lus  p e t i t e  de 4 
** $J e s t  l ' a p p l i c a t i o n  canonique de X s u r  

(X = - w* où h e s t  l a  r e l a t i o n  df6quiva lence  d é f i n i e  p a r  
X" 

l e  préordre  f ) .  
. . *** v  e s 5  une a p p l i c a t i o n  nonotone de (<,x) dans ur, c e r t a i n  

nombre ( L , N )  avec v  b i j e c t i v e  de s u r  B .  Lutrerfient dit 
,< 

s i  X e s t  sa c l a s s e  d 'équivalence dans X pour X*, on a : 

11(x) = v(X).  

C O M ~ O M  nécabcu'te : s o i t  u  une fonc t ior .  d ' u t i l i t é  s u r  (Q,x), a p p l i c a t i o n  s t r i c -  

tement monotone de ( 4 , ~ )  dans un c e r t a i n  nombre ( L , ~ u ) .  En d é f i n i s s a n t  (* p a r  
,< 

4 
U(X)  $ n ( y )  <=> x  < y  VX,Y E K e t  X* p a r  u ( x )  = u ( y )  <=) x r\ y ,  on peut  

u* 
d é f i n i r  I a  r e l a t i o n  ( = ( n qui e s t  a l o r s  une ex tens ion  t r e n s i t i v c  ( e t  
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t o t a l e )  de $ t e l l e  que : 

-7 
,L 

L'applicat ion canonique de X s u r  l a  c lasse  d'équivalence X = - 
X" 

é t an t  un 
I * . . . 

homomorphis~~e de ( 4 , ~ )  sur  X, = ($ ,k)  on 8, : r $ y <=> x ( y .  Enfin &* X" 
définissons une applicat ion v ?e X dans 11 par  v ( i )  = u(x) .  .4lors v e s t  

b i j e c t i ve  de X sur B e t  monotone de ( < $ )  dens ( 4 , ~ ) .  
4- 

* 
Can&.tinn n&c&!,nuihe : Soi t  ( X  un système de préference pré t ransi  t i f  e t  6 

l f ex t ens ion  t r a n s i t i v e  minimale de ( (4 = j* UX*).  Le système ordonné associé . 
e s t  X )  s o i t  v-une appl ica t ion monotone de (<,x) dans un ce r ta in  nombre 

($,N). L'applicat ion identique i de X su r  X e s t  une a.pplication s t r ic tement  
4 

monotone de ( )  su r  (8 ,~) .  1 ' appl ica t ion canonique 4 de X su r  es t  un 

homomorphisme de (<*,x) su r  ( 2 . i ) .  De par  l a  dgf ini t ion de v ,  on montre que 

v ($( i (x )  ) )  4 v ( $ { i ( y ) ) )  s i  x = y.  La foncfioc v O 4 O i e s t  a l o r s  l ! u t i l i t 8 é  

recherchée. 

Pour une r e l a t i on  de préf i rence  t r an s i t i ve ,  l'ensemble s e  s impl i f i e  ( c o r o l l a i r e  1 )  

comme dans l e  cas où c e t t e  r e l a t i o n  e s t  préordre t o t a l  ( c o r o l l a i r e  2 ) .  

CarroUaihe 1 .  - s o i t  ( 4 , ~ )  un système t r a n s i t i f  de préférence e t  s o i t  X l a  re la-  

t i o n  d ' jndif férence associée.  I l  ex i s t e  une fonction d 1 u t i l i t 6  sur 

( 4 , ~ )  s i  e t  seulenent s f i L  ex i s t e  un quasi-iscmorphisme v du 

X système ordonné des c lasses  d ' indif férences  (1 'ensemble quotien 

é t an t  appel6 1 ensemble des c lasses  d ' indif férence)  dans un ce r t a i n  

nombre (&,IV).  Plus précisément si u e s t  une fonction d 1 ~ u t i l i t $  
4( 

X X 
e l l e  s ' é c r i t  pour t o u t  x de X : u ( r )  = v(y! où g e s t  l a  c lasse  

d'  équivalence de x. 



Cotrat&he 2 . -  il ex i s t e  une fonction d ' u t i l i t é  t o t a l e  su r  lm système de préférence 

(Q,x)  s i  e t  seulement s i  

( i )  e s t  une r e l a t i on  de préordre t o t a l e  sur  X 

(ii ) l e  système totalement ordonné des c:.asses d'équivalence 

X (5 ,%) e s t  isomorphe 3 un ce r ta in  nombre ( L , ~ v ) .  & 

b) -- PremiSres propr ié tés  des fonctions d' , i t i l i t é .  - 

Enonçons rapidement quelques proposit ions l i é e s  au problème de t rouver ,  

grâce à La fonction d ' u t i l i t é ,  Les éléments maximaux de X pour 4, c 'est-à-dire 

l e s  éléments y E X teLs q u ' i l  n ' ex i s te  pas d'élément x E. X qui s o i t  s tr ictement 

préféré à y (quand on adopte c e t t e  démarche de cho is i r ,  en accord avec l e s  préférences,  

l e s  élgments maxinaux de X, or1 d i t  souvent que l e  choix s e  f a i t  en suivant l 'axiome 

de r a t i o n a l i t é )  

Phopoai.tion 3 . -  S ' i l  ex i s t e  une fonction d ' u t i l i t é  u sur l e  système de préférence 

( 4 , ~ )  e t  s i  y E X e s t  t e l  que u(y)  E Max U ( X )  - avec Max U ( X )  

dé f in i  comme L'ensemble des éléments maximaux de u ( X ) E N  pour 

l a  r e l a t i o n  indu i te  par 1, dans U(X) - a lo r s  y E Max X. 
4< 6 

La réciproque e s t  fausse e t  d'iine maniere générale l a  connaissance d ' m e  fonction 

d ' u t i l i t é  su r  ( X  ne permet pas de reons t i tue r  l a  r e l a t i on  . dans X. 

Phopoh.i&i,on 4.- s t i . L  ex i s t e  une fonction d 1 3 t i l i t 6  t o t a l e  11 sur l e  s y s t h e  de 

préférence ((,x) , a lo r s  Max X = {y : u(y)  c Max U(X) 1 .  De plus < 
Max u(x)  d é f i n i t  a l o r s  L'ensemble des éléments l e s  p lus  grands 

pour dans X ,  c 'est-à-dire L'ensemble des y E X t e l s  que 

x 4~ vx E X. 

Phopo~iR;icin 5 ,  - s o i t  ( 4 , ~ )  un système de préférence e t  supposons q u ' i l  e x i s t e  

une fonction d ' u t i l i t é  u appliquant ( 4 , ~ )  dans l e  nombre 

(L,N) , - d o r s  pour t ou t e  appl ica t ion s t r ic tement  croi--  < adante w 
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de ( L , u ( x ) )  dans ( l j , ~ ) ,  l a  fonction composée w O u e s t  enccre 
d % 

une fonction d ' u t i l i t é  s u r  ( 4 , ~ ) .  De plus il n ' ex i s t e  pas en gén6- 

r a l  de fonction d ' u t i l i t é  u t e l l e  que w o u décrive ifensemble 

de toutes l e s  fonctions d ' u t i l i t é  su r  ( 4 , ~ )  lorsque w d é c r i t  

l l 'ensemble des applicat ions strictement, croissantes  de ( ? , U ( X ) )  
P 

c )  Rôle de l a  s t r uc tu r e  des nombres sur  l ' e x i s t e ~ i c e  de l ' u t i l i t é . -  

I La théo r i e  de l ' u t i l i t é  exige ,  à ce s t ade ,  de p réc i se r  l a  nature de 

l'image numérique que La fonetion u t i l i t é  donne &u système de prgférence. Nous 

l esquissons t r è s  sommairement c e t t e  vue, dans l a  mesure où nous ne serons concernés 

I Ut6rieurement que par  un & ses  cas p a r t i c u l i e r .  Pous connaître l e s  dgf in i t ions  

précises  de termes employés nous renvoyons à (28) ,  notre but  n ' é t an t  i c i  que de 

s a i s i r  L 'espr i t  général de ce déve~oppement de l a  th6or ie  de L ' i l t i l i t é .  

o E & i d o n  9.- So i t  ( 4 , ~ )  ur~  système de préférence.  On d i r a  q u ' i l  ex i s t e  une 

fonction d ' u t i l i t é  su r  ( X  s ' i l  ex i s t e  une appl ica t ion s t r i c t e -  

nient inonotone de ( 4 , ~ )  dans une puissance ordinale  ( 5 , a ~ )  dont 
% 

l a  base L e s t  une p a r t i e  de R e t  l 'exposant a un c e r t a i n  

no mbre ordinal .  

On d i r a  que l a  fonction d f u t i l i t 6  e s t  m2- L'exicographique. S i  l a  

a 
puissance ordinale e s t  de l a  f o m  (k, " 2 )  ; R-lexicographique 

s i  e l l e  e s t  de l a  forme (L,'R) ; s c a l a i r e  dans l e  cas où l a  puissance 
,< 

ordinale  se  ramène & (L,R) ( R  = ensemble de r é e l s )  
6 

Mentionnons uE théorème d 'exis tence  (sans i c i  non p lus  e x p l i c i t e r  

tous  l e s  termes employés) : 

Théo/rëme 2 . -  S i  l'axiome de choix t i e n t ,  e t  s i  l 'hypothèse généralisée du contenu 

e s t  admise, a l o r s  pour q u ' i l  ex i s t e  une fonction d ' u t i l i t é  W U  2 - 

lexicographiqlie su r  un système de préférence (&x), il fau t  e t  il 
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s u f f i t  que 

- (&XI s a i t  p r é t r m s i t i f  (ou a. fo r t io r i  prgordonné) 

- il, existe w e  part ie  Y de X, de cardinal 4 Xa &nt l e s  

616mcnts son* 2 $ 2 comparables pour 4 maisr non indifférents ,  et  

teZle que pour tout X,Z E X avec x ( 2, i3, existe  y c Y avec 

x 4 y  e t  Y 4 z *  
S i  (&x) est totalemest préordonné, La fonction d ' u t i l i t é  sera 

to ta le ,  

L Le cas par t icul ier  de l a  fonction d f u t i l i t 6  scalaire  e s t  : 

T h # ~ r t h e  3.- tFna cm4i t ioa  n6cessaire9 et s i  ltaxioae de choix t i e n t ,  suff isante - 
pour qu'il edafé  me foizction d i u t i l i t b  scaiaim sur l e  s y s t h  & 

~ d i k r e n c e  (4.~1 s'baonce : 
P. - ((,x) eot  pr6traslsif i f  (ou $ f o r t i o r i  pdordonnd) 

- il e d s h  am pdSCil) ab pl- &aombrable y àe X,  dont les 616- 

me~tco sont dsiw $ deux compar&blea sot noa indif'jb%mnts et t e l l e  que 

#!ksi r Z avec x < n. il existe y a Y avec x L y  e t  y <. r .  

& Z h ç i o r ~ B m s  3 a %tg pr6sentb i c i  ccmm ua cru. d a x t i c ~ i e r  da 2,  U a  1 

dkm~%amat par ~ b s  c o n a i t i ~ ~ l g  irqposées au syerth ds pr6arence (confitions da 1 
l 

"ea21tinuitbn. dg "substifubion", dtArchidde). Cela a $ té  l e  cas de L.J. SAVAOE (37) 

cut; m 'liOEUHAIOR se 0. m- (39) .  



l e s  & nombres r ée l s )  e t  n ~ - ~ e x  

rée l  et si l a  re3,atim.d; 'préfkrence 4 satisfait l e s  conditione 

suivantes : 

( i )  pour tout x,y,z E X, s i  x ( y est vra i  a ïors  

(x+z) ) (y+z) e s t  faux 
+ 

( i i )  pour tout  x,y X e t  a r R (rgeie strictcniont:posi'tifs) 

s i  x ( y  e s t  vrai alors. ax) ay est faux. 

Dsns  ce clas un t h 6 o r h  hvexistsace e s t  Le  suivant : 

7h60~rhe 4.- Soi t  (4,~) un système vector iel  de préf6rences. Il exis te  une fonc- 

n t i on  d t u t i l i t é  R-lexicographique sur  ( 4 , ~ )  qui s o i t  l i néa i r e  da 

X dans une partie de R ~ ,  s i  e t  s i  seuLement : 

- l a  re lat ion 4 e s t  prétransi t ive 

- l 'espace vector iel  des classes dféquivaleace da X pour une exten- 

sion t r ans i t ive  de ( e s t  de dimension f i n i e  n. 

Colro&.&he 3.- Avec l e s  hypothèses du théorème précédent, il exis te  une fonction 

d f u t i l i t &  t o t a l e  'ER-~exico~~aphiqite sur ($,x) gui s o i t  ïin6aiz-e 

de X dans une par t i e  de Rn s i  e t  seulement s i  : 



- l a  re la t ion  4 e s t  un préordre to t a l  

- l 'espace vec tor ie l  des classes d'indifférence e s t  de dimension 

f i n i e  n. 

Alors l a  fonction d ' u t i l i t é  e s t  unique à une transformation l in& 

a i r e  près qui f a i t  passer d'une base lexicographiqe ( e , , .  . . ,e ) n 

de l'espace des classes d'indifférence, Èi une base lexicographique 

( e i  ,. . . . ,et ) ; une t e l l e  transformotiori a ' é c r i t  a 'a i l leuro : n 

Cotro&&&e 4.- 11 exis te  une fonction d ' u t i l i t é  sca îa i re  sur l e  système vec tor ie l  

( 4 , ~ )  qüi s o i t  Lingaire de X dans R s i  e t  seulement si 4 e s t  

prétransi t ive e t  l'espace vector iel  àes classes d'équivalence de X 

pour une exteasion t r ans i t ive  de e s t  de dimensian 1. 

Une t e l l e  fonction d f u t i l i t 6  sca la i re  e s t  t o t a l e  s i  o t  seulement s i  

l a  re la t ioa  âe pr66ssnce est un pdord re  total.. 

,Buvent l e s  conditions d'existence de fonction d ' u t i l i t é  sur  des ensembles 

préordonnées sont exprimés en termes algébriques. Le cheminement esquissé ci-dessus 

part de l 'exploi ta t ion de propriétés topologiques des espaces ordonnges pour ~.etrou- 

ver des conditj.ons courantes q;ii en constituent a lors  des cas par t icu l ie rs .  Camme 

exemple d'approche directe basée sur  l a  condition courante d i t e  d'Archimède (ou de 

. continufté ou de substitution suivant Les auteurs) citons : 

~ i ! ~ k ~ o n  1 1 .  - Un espace vector iel  de préférence ( 4 , ~ )  e s t  dit; archimédien s i  

l a  relat ion àe prgfgrence 4 d r i f i e  l a  condition : pour tout  nom- 

me naturel  pos i t i f  k ,  s i  x ( ky e s t  faux, d o r s  y < O est 

aussi  faux. 

ThéokQnre 5. - Soit ( 4 , ~ )  un espace vector iel  de pr6fémnce ; s 'il e s t  arcnzm- ' 



di t*n et, de ~iiiiit?ns Lori r ir i ie ,  i l  exi s  tc: une i'onction d'atilif 6 sca1a.j - 

r e  (respectiveinent s c a l a i r e  et, to t .a le)  qul s o i t  lin6bir.e d? X dais 

R s i  e t  sei~lement. s i  !a re la t ion  de prcférence e s t  p r6 t rans i t ive  

(respectivement p r é t r ans i t i ve  e t  t o t a l e ) .  

11 1 A .  3. - F a n d o n  d' W Z  de VOfJ NEUMANN e.t MORGENSTERN. - 

Les fonctions d ' u t i l i t é  couramment rencontrées en théor ie  de l a  décision 

ne sont que des cas p a r t i c u l i e r s  de ce l l e s  abordées au paragraphe III A, cas par- 

t i c u l i e r s  essentiellement marqués par 

- une s t r uc tu r e  d'espace vec to r i e l l e  pour l'ensemble des éléments préférés ,  

ceux-ci é t an t  des a léas .  

- une fonction de type s ca l a i r e .  

Le caractère  s c a l a i r e  de l a  fonction d ' u t i l i t é  permet l 'emploi ,  comme 

c r i t è r e  de choix, de l a  maximisation de c e t t e  u t i l i t é .  Avec l e s  notat ions précé- 

dentes, uh problème de décision e s t  donné lorsque l ' o n  a  dé f in i  un système de 

préférences ( & D )  e t  une fonction d ' u i t l i t é  u sur (4,D). La résolut ion de ce 

problème e s t  a l o r s  l a  recherche de l a  décision d E D qui maximise u (d)  su r  

0, D pouvant ê t r e  con?posé d'éléments incer ta ins .  

L' introguction d'une u t i l i t é  dans un modèle de choix s impl i f i e  l a  schéma- 

t i s a t i o n ,  mais ne f a i t  que r epo r t e r  la. r ichesse  de l a  formalisat ion sur  un s e u l  

élgment, l ' u t i l i t é .  Nous a l lons  dans ce chapitre examiner d i f fé ren tes  formes d 'u t i -  

l i t é  proposée lorsque D e s t  incer ta in .  

S i  nous remontons rapidement dans 1 'h i s t o i r e  des théor ies  d ' u t i l i t é  

cons t ru i t e  dans l ' i n c e r t i t u d e ,  nous trouvons essentiel lement des théor ies  d'espé- 

rances où l ' u t i l i t é  s'exprime sous forme d'espérance mathéma.tique : selon l a  



q a t m  da cet te  uti lAt6 Qlnsi que c e l l e  des probabilitiks sus lesquelles l 'opQrateur 

4' ~bsp6xaace msth6mcrtiqw eist construit  nous trouvons : 

- l a  Ohborie de l a  valeur espb&e, qui a 6t6 l a  premisre de ce type. suppose une 

Cette th6orie postule que l e  choix d'une iiécision incertaine se fait au 

vue de l a  valeur de l'espérance mathématique de l a  valeur monétaire certaine dè I 
ce t te  décision ( c e t t e  valeur monétaire étant  calculée en supposant connu 

i l i t é  u e s t  a lors  d6finie 

ur 1 ' 6 t s t  i- -- h. 

- l a  théorie '& r i u t i l i t é  e&€rée (0; théorië'de 'BERNoUIUI) où l a  fonction d 'u t i l i -  

ta u de l a  décision incertaine d e s t  égaie à l 'espérance mathématique d'une 

u t i l i t é  de l a  valeur mongtaire certaine : 

u(d) = E v(m) 
P 

e s t  déjà pr i se  en compte de maniare multiple, les pro- 

bab i l i t é s  miee en oeuvre é t an t  objectives. 

- l a  théorie  l ' u t i l i t é  subjective espérée qui e s t  l i é e  l a  déf ini t ion d'une 

probabili tg subjective sur 0 oa l t u t i l i t 6  d'une décision incertaine n 'es t  plus 

exprimée analytiquement en fonction dtb16ments certains.  Cette t r o i s i k  thgorie 

a pgur base l e s  travaux de VûIi I?ElJMANïV e t  MORGENSTERN (39) va ê t r e  l ' ob je t  de 

l a  s u i t e  de ce chapitre III. 

Nous prgsentons s o ~ l  axiomatique t ravers  une généralisation qui en a 

6t6 f a i t e  par M. HAUSNER (20) e t  qui e s t  ex t r a i t e  de (28).  Le point de départ e s t  

le, défini t ion d'une l o t e r i e  sur un enseinble d'alternatives incest;einss : s i  

d ,a1 e D e t  s i  x 6 [O, I] , on interprète  ( à  c i  A )  camme l e  par i  qui donne ~ ~ ~ p ~ p - ~ - - - ~ Y L - - -  - 
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do avec l a  p r o b a b i l i t é  X e t  d l  avec l a  p r o b a b i l i t é  1 e t  t e l  que l ' o n  

a i t  : 

- (do.dl'X) = (dl,do,l-X) 

Le théorème d 'existence e s t  a l o r s  (avec l e s  nota t ions  déf in ies  au  1 I I . A )  : 

Théatrgme 7 . -  a )  s i  D e s t  un ensemble d ' a l t e r n a t i v e s  ince r ta ines  sur l e q u e l  

sont dé f in i s  des p a r i s ,  D e s t  isomorphe à une p a r t i e  convexe d'un 

espace v e c t o r i e l  r é e l .  

b )  s o i t  (, une r e l a t i o n  de préférence dé f in ie  dans 0. Si  l e s  con- 

d i t i o n s  suivantes sont  s a t i s f a i t e s  

( i )  4 e s t  p r é t r a n s i t i v e  

(ii) s i  do 4 d l ,  a l o r s  E 0 e t  pour h E ]O,] [ (d l  ,da ,A ) E D 

e t  (do,d2,A) E D sont  t e l s  que (d l ,d2 ,h)  1 (do,d2,X). 

( i i i )  s i  (do,d2,X) < ( d l  )d2,A) pour A E ]0,1[ , a l o r s  dl K do. 

(iiii) s i  l ' e space  v e c t o r i e l  des c lasses  d'équivalence de pour 

une extension t r a n s i t i v e  de 4 e s t  de dimension f i n i e  n. 

n  a l o r s  il e x i s t e  une fonction d ' u t i l i t é  R-lexicographique u  pour 

( 4 , )  t e l l e  que : 

c)  s i  de plus l a  r e l a t i o n  4 s a t i s f a i t  l a  condition suivante : 

s i  d g (  (do,dl,X) VA ~ ] 0 , 1 ]  a l o r s  dl  Ka2 a l o r s  l ' a p p l i c a t i o n  

u  e s t  une fonction d ' u t i l i t é  s c a l a i r e .  

Comme nous l e  remarquons p lus  hau t ,  ce théorème e s t  considéré comme un cas p a r t i -  

c u l i e r  des théorèmes généraux d 'exis tence .  f.Iais l a  démarche dans un au t re  sens e s t  



envisageable. S o i t  D une p a r t i e  f i n i e  de 0 ,  ensemble des a l t e r n a t i v e s  ; s o i t  

PD 
une d i s t r i b u t i o n  de p r o b a b i l i t é  a r b i t r a i r e  s u r  l e  sous-ensemble D ; s o i t  l a  

r e l a t i o n  de  référence d é f i n i e  s u r  l 'ensemble des couples ( D , P ~ ) ,  il e s t  

a l o r s  poss ib le  de montrer q u ' i l  e x i s t e ,  sous c e r t a i n e s  condit ions une fonct ion  

s c a l a i r e  ou v e c t o r i e l l e  t e l l e  que : 

où E  e s t  l ' o p é r a t e u r  d'espérance mathématique pour l a  d i s t r i b u t i o n  p. Alors 
P 

l e s  théorèmes d 'exis tence  d'une fonction d ' u t i l i t é  sur un système quelconque de 

préférence ( 4  ,O)  s e r a i e n t  considérés comme un cas dégénéré, l e s  p a r t i e s  f i n i e s  

D de é t a n t  r é d u i t e  à un s e u l  élément d  e t  l e s  d i s t r i b u t i o n s  de p r o b a b i l i t é  

p  é t a n t  t e l l e s  que p ( d )  = 1.  

Remarquons pa r  a i l l e u r s  que dans l e  modèle de VON NEUMANN e t  

MORGENSTERN, l e s  p r o b a b i l i t é s  que d é f i n i s s e n t  l e s  l o t e r i e s  ne sont  pas exprimées 

e t  peuvent ê t r e  ignorées du décideur. N'ayant pas de support d ' i n t e r p r é t a t i o n ,  l e  

choix du décidema é t é  p a r f o i s  jugé t r o p  a r t i f i c i e l  e t  ne tenant  pas compte d 'é-  

ven tue l l e s  p r o b a b i l i t é s  à p r i o r i  e t  objec t ives  de s u r c r o i t .  Les con t ra in tes  

reconnues & l e u r  axiomatique vont souvent dans ce sens.  

I l l  8 - THEURIES GENERALES DES PROBABILZTES UTlLlTES SUBJECT1VES.- 

171 8.7 ,- T h é a ~ e  de SAVAGE. - 

La t h é o r i e  de L.J. SAVAGE ( 3 7 ) ,  largement d i scu tée  e t  c i t é e  (d iscuss ion 

por tan t  t a n t  sur l a  v a l i d i t é  de l a  cohérence i n t e r n e  que sur l e  b ien  fondé des 

axiomes pos tu lés )  comprend une t r aduc t ion  de l ' i n c e r t i t u d e  sous forme d'une dis- 

t r i b u t i o n  de p r o b a b i l i t é  p a r t i c u l i è r e  sub jec t ive ,  plus sophist iquée que c e l l e  

adoptée p a r  VON NEüMANN e t  MORGENSTERN. Nous donnons ci-dessous un aperçu d é t a i l l é  



du modèle de SAVAGE en nous i n s p i r a n t  fortement d'une note  de l e c t u r e  de 

R.  GUESNERIE e t  J . Y .  JAFFRAY ( 1 9 )  ( l e s  au t eu r s  ont  d ' a i l l e u r s  r e p r i s  c e r t a i n e s  

démonstrations jugées f r a g i l e s  e t  e r r o n n k e s ) * ~ e s  démonstrations de SAVAGE s o n t  

basées s u r  s e p t  axiomes, e t  ceux-ci s e ron t  p ré sen té s  au f u r  e t  à mesure de l a  dé- 

f i n i t i o n  des éléments q u i  l e s  composent. Un schéma de l ' o r g a n i s a t i o n  des démons- 

t r a t i o n s  e s t  donné en annexe 1 a t i t r e  de guide. 

7 1 1  8.7 . 7 . - Pfiemiea Cléme& du modèle. - 

- l e s  é t a t s  de l a  na ture  h dont l 'ensemble e s t  l ' u n i v e r s  H .  Les évènements son t  

des ensembles d ' é t a t s  de l a  na tu re .  L 'univers  ff e s t  un évènement c e r t a i n  ; 

l 'évènement @ e s t  116vènement impossible .  

- une déc i s ion  e s t  t o u t e  s i t u a t i o n  que l e  décideurpeut  e t  veut c a r a c t é r i s e r .  

L'ensemble des déc i s ions  e s t  l?. 

- un a c t e  e s t  une a p p l i c a t i o n  quelconque de ff dans t e l l e  que f ( h )  de  l? 

s o i t  l ' image  de h pa r  f .  L'ensemble des f  e s t  no té  F. 

- résoudre  l e  problème de déc i s ion  r e v i e n t  à c h o i s i r  un a c t e  f .  

Remarquons que s u i v a n t  l a  s t r u c t u r e  g loba le  du problème de déc i s ion  

( d é c i s i o n  après  expérimentat ion ou non, r ô l e  de l 'ensemble des é t a t s  de l a  na tu re  

- v o i r  p a r  exemple (22)  pour  a v o i r  un aperçu des d i v e r s  formes de modél i sa t ion  du 

problème de déc i s ion  avec u t i l i t é )  l e s  fonc t ions  de déc is ion  son t  c o n s t r u i t e s  s u r  

d i v e r s  espaces ( 2  en III.B.1, i c i )  mais ce p o i n t  n ' i n f l u e  pas  l a  d i scuss ion  

sur l ' u t i l i t é ,  elle-même seulement c o n s t r u i t e  s u r  F. 

1 7 7  B.7.1.- 1.- 
La r é s o l u t i o n  du choix de f  cont re  g dans F r e s p e c t e  une r e l a t i o n  

de p ré fé rence .  Le premier  axiame impose q u e , c e t t e  préférence  s o i t  t o u j o u r s  pro- 

noncée (même pour l ' i n d i f f é r e n c e )  e t  que l e s  choix s o i e n t  t r a n s i t i f s  : 

Axiome 1 : il e x i s t e  un p r é o r d r e  complet, no té  6 sur l 'ensemble F dev u c t e s .  



A propos de l a  r e l a t i o n  6, nous conserverons l e s  no ta t ions  i n t r o d u i t e s  

dans III A. En p a r t i c u l i e r  f e t  g coïnc ident  dans A C H s i  f ( h )  = g ( h )  , 

Vh E A. 

Le second axiome impose que s i  deux a c t e s  co ïnc ident  dans un ensemble 
'L 

A ,  l e  complémentaire de A dans ff , 1' ordre r e l a t i f  dans H ne s o i t  pas  changé 

p a r  une modi f ica t ion  coc~1i~1l.ie dans A : 

Axiome 2 : s i  f ,  g ,  f ' ,  g' s o n t  t e l s  que 
'L 

1 )  dans A,  f co ïnc ide  avec g ; f '  avec g 1  

2)  dans A ,  f co ïnc ide  avec f' ; g avec g '  

3) f 4 g a l o r s  f 1  ( g 1  

CPI de= ~ i o m e s  permettent  l a  d é f i n i t i o n  d'un préordre  de préférence  c u r  l e s  

a c t e s  c c ~ ~ i t i o m ~ é l l e m e n t  à un évènement A : 

 OR 1 .  - f e s t  dit non p r é f é r é  à g condit ionnel lement  à A s i  f' ( g 1  

avec : 

f '  (h )=  f'(h) % € A  
'L 

f l ( h )  quelconque s i  h E A 

Ce p réo rd re  no té  ( f  4 g)/A e s t  démontré complet. Une a u t r e  r e l a t i o n  e s t  a l o r s  

a jou tée  : 

Dé~inLiion 2 . -  uri évènement A e s t  dit n u l  s i  Vf,g E F on a 

On a a l o r s  immédiatement l e s  théorèmes s u i v a n t s  : 

Théakhe  2 .  - 1 ) @ e s t  n u i  

2 j  A n u i  <=> Vf,g : ( f X g ) / ~  



- 
1 - 8 ,  ,: *- -' -r 

4- 

< -  . *$ 
1 1  

On peut a lors  &f in iz  ule relat ion de prefbrence sur l e s  & c i s i a s  (d 4 dl) si 

e t  seulement si f = d, f 1  = dl e t  f 6 f l .  Cette re la t ion  ne sera véritablement 

une re la t ion  àe préférence sur  l e s  décisions que s i  e l l e  ne dépend pas de llensem- 

b le  des é t a t s  de la  nature &alisables.  Ceci e s t  alors assuré par $e t r o i s i h  

axiome : 

&orne 2 : s o i t  f = d, f 1  = dl e t  A non nul  ; a lors  (f 4 f ' ) / ~  d 4 dl. 

Le théorème 3 implique alors  : 

ThZoahe 4.- s o i t  { A ~ ,  i r I I  une par t i t ion  f i n i e  de A. S i  V i ,  Vh E Air  

f lh )  = d i ,  g(h)  ~6~ OÙ di ( 6 i ,  alors ( f  ( ( g ) / ~  

s i  de plus i E 1 di < 6i , alors  ( f  < g ) / ~ .  
O O 

Il faut remarquer que l e s  axiomes 1 e t  2 e t  l e  théorème 4 entrainent l1axiome 3. 
l 

c) Probabili té qual i ta t ive (subjective) sur l e s  6vhesents.- 



fA(h) = d s i  h E A 
'b 

fA(h) = d f  s i  h E A avec d t  d 

On d i r a  que l ' a c t e  fA of f re  une prime s i  A e s t  réa l i sé .  Les préférences entre 

l e s  actes offrant des ?rimes "semblables" sur l e s  divers évènements permettent de l 
préordre sur ces évènements qui t radui ra  l a  plus ou moins grande proba- 

leur  accorde l e  décideur. Une modification du montant des primes of fer tes  

ne devra pas modifier l e  préordre. I l  faut  aussi q u ' i l  exis te  au moins une possi- 

b i l i t é  de prime. Ceci e s t  contenu dans l e s  axiomes 4 e t  5. 

Axiome 4 : s i  d, d l ,  6 ,  6 ' ,  fA, fB, gA, gB sont t e l s  que : 

dl da ,  s ( d  
. >* 

pour h E A ; 
'L 

f A ( h ) = d l ,  g A ( h ) = 6 '  pour ~ E A .  

3 )  fB(h) = d, gB(h) = 6 pour h E B ; 
% 

fB(h) a', gg(h) 6 '  pour h E B 

4) fA 4 f B  

Axiome 5 : il exis te  au moins un c o q l e  de décisions d, dt  t e l l e  que d ( dl. 

Cet axiome 5 entragne que H n 'es t  pas nul. On d i t  que A n'est  pas plus probable 

pua 3, note A 4 B s i  : lorsque df ( d e t  -fA, fB s m t  t e l s  pus : 

'b 

fA(h) = d pour h F A ; fA(h) = dt  pour h E A 
'b 

fg(h) d pour h F B, fB(h) 3 d' pour h E B 

La relat ion 4 en t re  évènements vér i f ie  l e s  conditions suivantes 

(B,c,D €tant  des Bvènements) : 
7 
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2') B 4~ = B U D  (. C U  D lorsque B nD = C ~ D  = @ 

3")  @ 4 . B  ; 6 (. S 

On d i t ,  par  d é f i n i t i o n ,  que l a  r e l a t i o n  e s t  une p r o b a b i l i t é  q u a l i t a t i v e  ( c ' e s t  l a  

p robab i l i t é  subject ive  q u a l i t a t i v e  du décidem). Cette p robab i l i t é  q u a l i t a t i v e  

possède, de p a r  l e s  condit ions I o ) ,  2'), 3 O )  l e s  p o s s i b i l i t é s  suivantes : 

2b) s i  fl < C e t  B (? C = 6, a lo r s  B 4- B U C 
' L Q  

3) s i  B $ c , c Ç B  

d)  Probab i l i t é  quan t i t a t ive  s u r  l e s  évènements .- 

Contrairement à 1' usage courant ,  SAVAGE d é f i n i t  une p robab i l i t é  quant i ta-  

t i v e  ou mesure de p r o b a b i l i t é  comme une fonction d'ensemble P(B)  a t tachant  à 

t o u t  B C H un nombre r é e l  t e l  que : 

Toute p robab i l i t é  quan t i t a t ive  permet de d é f i n i r  une p r o b a b i l i t é  q u a l i t a t i v e  su r  l e s  

évènements . 
La mesure de p r o b a b i l i t é  P  e s t  d i t e  s t r ic tement  compatible avec l a  

p r o b a b i l i t é  q u a l i t a t i v e  4. s i  P(B)  < P ( C )  <=> B 4. C. 
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El le  e s t  d i te  presque compatible avec celle-ci si  B 4. C => P(B) f P(c). Certaines 

conditions sur  4. assurent l 'existence d'une mesure de probabili té presque ou 

strictement compatible avec e l l e .  Le sixième axiome entrainera l a  vér if icat ion de 

ces conditions e t  a insi  donc l 'exis tence d'une probabili té quantitative d i t e  subjec- 

t i v e  strictement compatible avec la probabili té qual i ta t ive subjective construite 
iI 

plus haut. 

r 
4 I 

1 " 

- Une n-partition presque uniforme, notée "p.uU de B e s t  une n-partition a . ," 
< .  , 

de , B .  : t e l l e  que l'union de r de ses,iéiéments n 'es t  jamais plus probable que ,'-I 

J :  

' l 'union de ( r + l )  d'entre eux. ' . - .  
I " 

Théohhe 6 . -  Si l'ensemble des n t e l s  q u ' i l  ex is te  une n-partition p,u de 

t n'est  pas bornée, il exis te  une unique mesure de probabili td P 

presque comaptible avec (. ; de plus,  pour tout  p e [O, 11 , tou t  
, " --,- - , pQyw@ "* \ti 

3 C S,  il exis te  C C B tei*que" P(C)  = p P(B) . 
Une probabili té qual i ta t ive e s t  d i t e  f ine ,  s i ,  quelque s o i t  B >  @, il ex i s t e  

une par t i t ion  de S dont tout  élément e s t  moins probable que B. Deux évènements 

B e t  C sont dits presque 6quivdents  (noté B =. C )  s i  VG,H non nuis et 

t e l s  que B ~ C  = C ~ H  = @ on a : 

S i  deux évènements presque équivalents sont toujours équivalents, l a  probabili tg 

qual i ta t ive  e s t  d i t e  serrée. Alors : 

Th@o&he 3 , -  s i  4 e s t  f i n e ,  l'ensemble des n t e l s  q u ' i l  exis te  une n-partition 

p.u de ff n ' e s t  pas borné ; l e s  conclusions du théorème 6 sont a lors  

valables ; de plus B )* O => P(B) > O 

C O J L O ~ X ~ U L ~  1 . -  si Ç. e s t  f ine  e t  serrge,  l a  seule probabili té presque compatible 

avec 4 est coaqzcrtible avec e l l e ,  et il existe  cles par t i t ione  de ff 

en des nombres arbitrairement grands d'évhements équivalents. 



Théonème 8 , -  4. e s t  f ine  e t  s e r r ée  s i  e t  seulement s i ,  % (. C, il ex i s t e  une 

p a r t i t i o n  de H t e l l e  que l ' un ion  avec B d'un quelconque de ses  

éléments e s t  <. C .  

Un axiome minimum pour q u ' i l  e x i s t e  une mesure de p robab i l i t é  compatible avec l a  

p robab i l i t é  qua l i t a t i ve  (. s e r a i t  : "si B < * C ,  il e x i s t e  m e  p a r t i t i o n  de tf 

t e l l e  que l 'union avec B d'un quelconque de ses  éléments s o i t  moinsprobable que 

C u .  Nais SAVAGE pose un axiome plus  f o r t  qui l u i  s e rv i r a  pour l a  construction 

de l ' u t i l i t é .  

Axiome 6 : S i  g  ( f  e t  d une décision quelconque, il ex i s t e  une p a r t i t i o n  

de +/ t e l l e  que s i  g  (ou f )  e s t  modifié su r  un élément de l a  p a r t i -  

t i o n  de manière à y prendre en t o u t  h  l a  valeur  d, f  demeure pré- 

f é r é  à g modifié (ou f  modifié demeure p ré fé ré  à g ) . 

Soi t  6. une p robab i l i t é  qua l i t a t i ve  e t  (d <-D. On d i r a  que "B n ' e s t  pas qual i -  

tativement p lus  probable que C ,  sachant D r é a l i s é "  - ce qui e s t  noté 

B ,(.CID- s i  B & c ~ D .  

Théonhe  9 .  - S i  4 .  e s t  une p robab i l i t é  qua l i t a t i ve ,  (40 ) / D  l ' e s t  également. S i  

de plus $ 0  e s t  f i n i e  ou s e r r ée ,  ( D  l ' e s t  auss i .  

e )  U t i l i t é . -  

La construction d'une u t i l i t é  su r  des actes quelconques Se f a i t  en passant 

par  c e l l e  d'une u t i l i t é  sur une catégorie pa r t i cu l i è r e  de fonctions ( l e s  l o t e r i e s )  

pour l e sque l les  l e s  axiomes 1 à 6 sont  su f f i s an t s ,  t and i s  qu'un nouvel axiome, 

l e  septième, s e r a  nécessaire dans l e  cas général.  

Théonème 10.- S i  1) d l  . . . d sont  n  éléments de D ( n  2 1) 
n 

2 )  P l  . a - .  Pn sont  des nombres t e l s  que 1 pi  = 1 i = l  , . . .n 
i 

3) g e t  f  sont  des fonctions de décision t e l l e s  que : 



p{g(h)=di1 = Pff(h)=d. 1 1 = pi iml,.. .. ,n 

u alors  g y\f .  

CamUuhe 2,- S i  E C H t e l  que P(E) P.  
n 

Si  p ;  ... p h  
sont des nombres tels  que 1 p l  = P 

1 
rn S i  g et f sont des fonctions de décision t e l l e s  que : 

l 4 g(h)=di n E} = p u f ( h ) = d i )  n E} = pi 
. . . , 

aïore  ( ~ X P ) / E .  1 O. 

On peut a in s i  .caractér iser  l e s  actes  dans un nombre f i n i  de -__-siens par l a  l is te 

des décisions et l e s  probabi l i tés  discrètes  associées. On notera 1 pi di l a  

classe de toutes  l e s  fonctions de décision pour lesquelies il exis te  des pa r t i t i ons  
l 

Bi de H t e l l e s  que ~ ( 8 ~ )  = pi e t  f (h)  = di p o u  h ï Bi. On posera 

1 pi di = 2, g é tan t  appelé une l o t e r i e  ( gamble en anglais) .  Des ccinbinaisons 

de l o t e r i e s  sont déf inies  de l a  fqcm suivante. S o i t  ' {f .) m e  s u i t e  f i n i e  de 
-J 

l o t e r i e s  (x j  = pi j  d. . ) e t  a des nombres réels g w i t i f s  t e l s  que 
1 1 J j 

L'extension du prdordre précbdent des actes aux l o t e r i e s  donne : 

, 
TkCwai~ 11, -  s o i t  g', p, & et O s P d 1- On a lors  
i 

Tkgo&&~ 12.-  soit f C g  et  O ,< 0 < P 4 1. a alors  : 
4 



Une fonc t ion  d ' u t i l i t é  e s t  une fonc t ion  à v a l e u r  r é e l l e  des a c t e s  t e l l e  que s i  

f = 1 pi  di ,  g =  1 a j  6 j ,  - on ait  r( g s i  e t  seulement s i ,  v é t a n t  e l l e -  

même une fonc t ion  à va leu r  r é e l l e  des déc i s ions  : 

avec u(f )  = 1 p i  v ( d )  comme d é f i n i t i o n  de c e t t e  fonc t ion  d ' u t i l i t é .  
i 

Les problèmes d ' u n i c i t é  e t  d ' ex i s t ence  son t  r é s o l u s  de l a  manière su ivan te  : 

Théatrëme 7 4 . -  s i  u  e s t  une fonc t ion  d ' u t i l i t é  e t  s i  p e t  a s o n t  des nombres 

r é e l s  avec p > O ,  a l o r s  u '  = pu + a e s t  a u s s i  une fonc t ion  

d ' u t i l i t é .  

Théotrèrne 75 . -  s i  u  e t  u '  s o n t  des fonc t ions  d ' u t i l i t é ,  il e x i s t e  des nombres 

p e t  a t e l s  que u '  = pu + a avec p > O. 

Théahëme 76.-  il e x i s t e  une fonc t ion  d ' u t i l i t é .  

L 'extension de l ' u t i l i t é  à des a c t e s  quelconques u t i l i s e  l e  sept ième 

axiome : 

Axiome 7 :  S i  ( f  d ( $ )  g ( h ) ) / ~  % E B  

a l o r s  ( f  b( ( 8 )  g) /B 

Des lemmes in t e rméd ia i r e s  son t  d 'abord montrés : 

Lmrne 1 .  - S i  pour t o u t e  déc i s ion  d ,  f 4 d e t  g 6, d a l o r s  f  Hg. 

Lerne 2 . -  s ' i l  e x i s t e  une déc i s ion  do t e l l e  que f  < do e t  s i  u ( f ( h ) )  < uo 

vh ,  a l o r s  il e x i s t e  une l o t e r i e  g t e l l e  que - f g g  e t  u(g) i uo 

h m e  3. - s o i t  une p a r t i t i o n  B ~ = ,  . l e t  u. des nombres a s s o c i é s .  
1 

S o i t  f  un a c t e  t e l  que 



u ( f ( h ) )  6 u. x .  pour h E B. 1 

a iors  u(2) ( 1 ui P ( B ~  1 . 
i 

A ce stade l e  théorème important e s t  : 

ThEonénne 77.- si f e t  g sont bornés, aïors : 

S i  l a  fonctio actes l e  sont aussi .  Ainsi l e  théorème 

précédent s ' applique à des actes quelconques. Maintenant, l e  f a i t  que u s o i t  

borné découle directement des axiomes donnés. 

Théohème 7 8. - sous l e s  axiomes 1 à 7, u e s t  borné. 

A l a  s u i t e  de l a  théorie  de SAVAGE précédenrment abordée précisons deux 

points avant d'aborder une généralisation.  

711 B.2.1.- S & u c t u ~  dupmbe$mti & â é ~ i o n . -  

A u  cours du chapitre II, nous avons &+O& des p m b l h s  de il6cisior-i 

pour lesquels l a  f i so lu t ion  cons is ta i t  2 trouver une fonction de décision f 

(pure ou mixte) 0ptimaJ.e. LÎ c ~ n d i t i o n  d'optimalité s ' e x p r l n d t  .Li l'hde d'me 

Ponction de per te  L sur H x O, e t  cela  par l ' interm&diaire d,es d l v e r ~ @ s  f a e -  

tians da r isque qui pmna5enut en &capte les t raduct ic  de l ' i n  

Les seh6mas mathématiques Be r6solution que nous montrons diaas ce chagi- 

t r e  III correspondent % une Logique di i fgrente  sans pour ce l a  ê t r e  syst61tmtigue- 

ment contradictoire (nous intéressant  à l a  s t ruc ture  mathématique de ces rnodblss 

nous nous abstienàrons d ' in tervenir  dans l e  con f l i t  & l eu r s  jus t i f ica t ions  philo- 

eqphiques). P- p a r t i r  des mhes ensembles ff , 6tats de h nature et  fl en-18 

des d6cisions constituées de toute  s i tua t ion  que le &cideUrveut carac tgr i se r ,  l a  



par  a i l l e u r s  ne d i s t i n p e  pas 1' existence ou l labsence d'expérimentation, s 'appuie 

sur une notion dloptimali té quelque peu dif férente  de la  précrdente puisqul un 

i e  importante du c r i t è r e  de choix e s t  inclue dans ce t t e  r e l a t i on  de p r é f i  

t e  11 .usion é t an t  l e  r e f l e t  d'une a n a u s e  i n f o r n i l e  rka l i sée  p 

dans 1' incer t i tude 

Dans l e  chapitre p e s  diverses,?* , 

in te rpré ta t ion  àes probabi l i tés .  Précisons actuellement l e  cas des pro 

ject ives  en rappelant que deux approches ont principalement é t é  

s G f i n i r .  

- d'une pa r t  1' ~pproche i n t u i t i v e  u t i l i s é e  par KOOPMAN , KRAFT, PRATT, SEIDENBERG, 

SCOTT, G000, VILLEGAS, DE FINETTI ( v o i r  l e u r  bibliographie dans ( 16) ) e t  dans la-  

quel le  l'axiomatique applique une r e l a t i on  de probabi l i té  comparative "est  plus 

probabï e que" à un ensemble d' évènements. 

- d'autre p a r t  llapp;or'he basée sur  une re la t ion de préférence-indifférence. C'est 

c e t t e  approche qui e s t  suivie par  FISHBURI? , RAMSEY, iiAVAGE, SUPPES , LAVIDSON , 
ANSCOMBE, AUMANFI, PRATT, RAIFFA, SCHIAIFER . . . . ( v o i r  également dans ( 1 6 ) ) .  L1 &O- 

matique permet l a  déf in i t ion  conjointe d'-me mesure! de probabi l i té  e t  d'une fonc- 

t i o n  df - t l t i l i t é  subjective espérée, c e t t e  déf in i t ion  é tan t  compatible avec l a  rela-. 

t i o n  de préférence. 

Avant d'aborder l a  seconde approche qui e s t  donc ce l le  rrtilisi-e dans l a  

suite de ce chmitre , rnentionnane les quelequesi gr-& lignes de la f d a a t i a a  



d e  l a  première a~proche afin de bien s a i s i r  l e s  dif  firences des s t ructures  qui 

exis tcnt .  Four cela rgfcrons-nous à C. VlLLEGAS ( 3 8 ) .  

Sur une algèbre 8dvènements A ,  üne relat ion binaire c sera  d i t e  une 

probabili té qual i ta t ive s i  e l l e  s a t i s f a i t  l e s  axiomes suivants : 

r - axiome de préordrc : 18 relat ion 6 sur  A e s t  un préordre t o t a l  des évènements 

l avec corne premier élément e t  A comme dernier. 

- axiome de monotonie : si  i ln  B2 = 6' B ,B E A ,  alors pour A i B e t  
1 2  1 1 

B2> E A,  on a A1UA2 6 B W B  ( e t  s i  
1 2  

B I  e t  A2 i B2. a lors  Al U A2 c B1 U Bg ou s i  

B1 e t  A2 < B I ,  a lors  Al U A2 < B I  U B ~ )  

(voir  par exemple SAVAGE - III B.1.c)) e t  l e  couple (.$,A) e s t  appelé a l g h r e  de 

probabil.ité qual i ta t ive.  S i  A e s t  une a-algèbre e t  s i  4 e s t  monotone continue, 

(voir  déf ini t ion en (38) ) ( c  ,A) se ra  appel6 a -a lghre  de probabili té qualita- 

t ive.  S i  deux évènements AyB de A sont t e l s  que A ç B on d i r a  que "13 e s t  au 

moine aussi probable que A" quelque s o i t ,  pour l e  point de vue axiomatique avec 

lequel on présente de t e l l e s  probabili tgs l e  contexte dt interp&tat ion object i f  ou 

subjec t i f .  

Par a i l l eu r s  u m  mesure de probdbilit6 e s t ,  rappelons-le, & f i n i e  aoEuae 

une fonctian P gui assigne & tou t  évbnement A un nombre &r i f i an t  : 

( i )  P(@) = O ; P(A) t I e t  VA E A O 4 P(A) 6 1 

( i i )  si  A R  B = Q) alors  P(A U B) = F(A)  + P(B) VA,B E A 

Si P vgr i f ia  (i) et  ( i i ) ,  (A,P) e s t  une alghre de probabiiitg. si de pl- A 

e s t  MO a-aigkbre e t  s i  : 

( i i i )  s i  (Ai: i=1,2.. . . 3  e s t  une s u i t e  d f é v h e m n t s  t e l s  que pour 



On déf in i t  alors sur  un ensemble d'évènements A l a  compatibilité entre probabi- 

l i t é  additive 6 e t  une mesme de probabilitd P, s i  e t  seulement s i  

Gonnons à simple t i t r e  d ' i l lus t ra t ion  quelques propriétés e t  conàitions 

f d'existence sur ces probabili tés qual i ta t ives  e t  mesures de probabili tê compati- 
l 

bles  (voir  (38))  : 

( 1 )  " Une condition nécessaire e t  suff isante  pour qu'une mesure de probabi- 
< I 

- ,  

l i t 6  P qui e s t  compatibld3avec$ une probabi l i té '  6, s o i t  

a-additive, e s t  que l a  probabili té qualitat,ive so i t  monotone continue. 11 

" Si  une a-algèbre de probabili té qual i ta t ive e s t  "sans atome" (voi r  (38))  

a lors  il exis te  une et une seule mesure de probabili té compatible, e t  

l -- celle-ci e s t  a-additive." 

( 3 )  " Si  une algsbre de probabili té qual i ta t ive e s t  f ine e t  "serrée" 

(voir  (38)), alors e l l e  peut ê t r e  étendue à une a-algèbre de probabili tg 

qual i ta t ive.  " 

(4 )  " Si une o-algèbre de probabili té qual i ta t ive e s t  sans atome, a lors  e l l e  

e s t  f ine e t  serrée. " 

Ces propriétés rappellent ce l les  de a-additivité fondamentales en théo- 

r i e  de l a  mesure. Cette théorie de a-additivité développée par VILLEGAS ne cons- 

t i t u e  qu'un exemple p a d  d'autres théories voisines (voi r  par exeqple c e l l e  Be 

R.D. LUCE (25) glua gsndrale e t  dont T. FINE ( 17) montre que l a  l ia i son  avec ce l le  
1 

de VILWEGAS) * 

111 8.3.-  ThZohie de F1SffBURN.- 

P.C. FISHBURN présente dans (24) une théorie  générale de l a  dgcision 

d a s  l ' incer t i tude  comprenant comme c r i t è re  de choix l a  maximisation d'une u t i ~ i t k  

subjective esphrée. Cette théorie  e s t  une généralisation d'un ensemble de thdories 

1 récentes issues de l a  formalisation @ +a, L A  du problème de choix de SAVAGE. Llle vise  à - 9 ,"2 



d é f i n i r ,  s u r  une base axiomatique, une mesure de p r o b a b i l i t é  e t  une fonc t ion  d ' u t i -  

l i t é  s u b j e c t i v e s  compatibles avec une r e l a t i o n  de prgférence .  

a )  L'ensemble ff des é t a t s  de l a  na tu re  e s t  supposé non vide.  Aucune 

a u t r e  hypothèse p a r t i c u l i è r e  n ' e s t  formulée s u r  ff a l o r s  que pour l e s  t h é o r i e s  de 

H. CHERNOFF ( a ) ,  R.D. LUCE e t  H .  RAIFFA ( 2 6 ) ,  F.J .  ANSCOMBE e t  R . J .  AUMANN ( 2 ) ,  

J.W. PRATT, H. RAIFFA e t  R. SCHLAIFER ( 3 3 ) ,  P.C. FISHBURN C 16) ti e s t  supposé 

f i n i  e t  que pour  c e l l e  de SAVAGE ff d o i t  ê t r e  i n f i n i .  

b )  L'ensemble des déc i s ions  ( t r a d u c t i o n  adoptée pour  l ' a n g l a i s  

"consequence") e s t  supposé non v ide  e t  contenant  au moins deux éléments.  Les 

t h é o r i e s  de D.  DAVIDSON e t  P. SUPPES ( 1 2 ) ,  F.P. WSEY (35) e t  P. SUPPES ( 3 6 )  

supposent que V, e s t  i n f i n i .  

c )  P e s t  une f ami l l e  de mesure de p r o b a b i l i t é  simple s u r  v ,  ho tées  

p l  
e t  appelées  l o t t e r i e s  ( a p p e l l a t i o n  p r i s e  pour  l ' a n g l a i s  "gamble". Les probabi- 

l i t é s  i n t r o d u i t e s  ar 1 s s u b j e c t i v i s t e s  son t  e s s e n t i e l l e m e n t  c a r a c t é r i s é e s  p a r  : 
* p  E % = >  ~ D c D ,  D f i n i  : P ( D )  = 1 

* i' e s t  un ensemble mix te ,  2 s a v o i r  que l ' o p é r a t i o n  d é f i n i e  s u r  

p2 x [0,1] dans P p a r  ap+( l -a )q  a l e s  p r o p r i é t é s  : 

(i) I p + o q = p  

( i i)  ap+( l - a )q  = ( l - a ) q  + ap  

a ( B p + ( l - ~ ) q )  + ( l - a ) q  = (aB)p + ( l - a ~ ) q  

p o w  p , q  E P e t  a,B E [0,1] 

Ces p r o b a b i l i t é s  sont  d i t e s  ex t e rnes  dans l a  mesure où l e u r  i n t e r p r é t a t i o n  n ' e s t  

pas  p r é c i s é e  p a r  l a  cons t ruc t ion  du modèle. Cela a déjà é t é  s igna lé  à propos de 

l a  cons t ruc t ion  de l ' u t i l i t é  de NEUMANN e t  MORGENSTERN e t  c ' e s t  à rapprocher  de 

l ' i n t r o d u c t i o n  de v a r i a b l e s  randomisées dans l e s  t h é o r i e s  s t a t i s t i q u e s  c l a s s i q u e s .  



III - 32 

d) 4 e s t  un ensemble de fonctions 9 de H d w s  P, fonctions 

11 appelees par i s  (en guise de traduction de horS@lotteriel ' ) .  ü a s  4, l a  combinai- 

son l i néa i r e  de Q1 e t  f12 e s t  d6finie par : 

On démontre facilement que e s t  également un ensemble mixte. 

e )  Précisons encore l e  sens de divers termes en notations. 

- $ E 4 e s t  constant su r  un sous-ensemble H de tf si  e t  seulement s i  : 

e t  l ' on  é c r i t  $ 3 p sur H quand $(h) = p # g H 

- 4, e t  E 4 ~ ~ i . ~ s p O l l d e n t  sur H C H s i  e t  seulement s i  : 

e t  l 'on é c r i t  0, $ s u r  H. 

- S i  4 e s t  une r e l a t i on  b ina i re  sur Q, on dé f in i t  l e s  re la t ions  binaires  4 
sur P l'aida de l a p r a , m i è r e p a r :  

'b 

lorsque 4, e t  Q cornsponaant a u r  a 
% 

(B &.nt l e  complément de li &mi H et  la r e l a t i on  % e s t  ~ d u l t e  ds *, 

confo n t  eux notations adop6ttirss en 111 8.1). $3 - $ E Q e s t  a i t  M d  si e t  aeLLtement s'il e x i s t e  dss nombree d e l e  a e t  b : Y 



Les ca rac té r i s t iques  suivantes de ces éléments sont précisées sous forme 

d'axiomes. Dans ce type de t héo r i e  de p roba5 i l i t é  e t  d ' u t i l i t é  subject ives  asso- 

ciées à une r e l a t i on  de on peut d is t inguer  t r o i s  niveaux d'axiomes : 

( 1 )  Les axiomes qui  permettent d 'obtenir  une u t i l i t é  exprimée sous forme 

d'une espérance mathématique dtuhe fonction à valeurs r é e l l e s  sur  l e s  é t a t s  de l a  

nature ,  l a  d i s t r i bu t i on  de p robab i l i t é  associée é t an t  const rui te  pour des évène- 

ments sans rapport d i r ec t  avec l e s  é t a t s  de l a  nature.  

( 2 )  Des axiomes supplémentaires, l e  cas échéant , rendent chaque u t i l i t é  

précédente égale à une somme d ' u t i l i t é s  dépendantes chacune d'un des é t a t s  de l a  

nature. 

(2 )  Une dernière s é r i e  d'axiomes permettent de dé f i n i r  chaque u t i l i t é  

dépendahte d'un é t a t  de l a  nature  su r  un même ensemble. Ce n ' e s t  qu' à ce niveau 

qu'apparaît  l a  nature subject ive  des p robab i l i t é s  p r i s e s  en compte a in s i  que l a  

forme dtespérance mathématique p r i s e  par  l a  fonction d ' u t i l i t é ,  elle-même 

subject ive .  

Ces axiomes sont l e s  suivants ,  pour $1,1P2y$3 E @ 

Axiome 1 : 6 e s t  un préordre t o t a l  su r  Q>. 

Cet axiome se  retrouve chez SAVAGE. I l  e x i s t e  également dans l e  modèle 

de VON NEUMANN e t  MORGENSTERN (ce t  axiome permet en par t icuLier  d 'assurer  l a  

cohérence des préférences avec une s t r uc tu r e  vec to r i e l l e  de l'ensemble des éléments 

p r é f é r é s ) ,  mais l a  général isa t ion de ce modèle présenté ci-dessus ne suppose qu'une 

r e l a t i on  de préférence p r é t r ans i t i ve .  

IL e s t  appelé axiome d'indépendance ou axiome de l a  chose cer ta ine .  

Il e s t  également courant (VON N e t  M ,  SAVAGE, RAIFFA ....) 



Axiome 3 : S i  q1 < q 2  e t  < J ) ~  a lo r s  2 a , ~  E [0,1] : 

1-,)b, < g2 e t  t2 < B iP1 + (1-6)Qg 

Cet axiome e s t  d i t  archimgdien. 

Ces t r o i s  premiers axiomes assurent  l e s  deux premiers niveaux précédem- 

ment s ignalés .  

Axiome 4 : 3p,p' E P t e l q u e  : p ( p l  

La p o s s i b i l i t é  d'un cas t r i v i a l  e s t  seulement éca r té .  

Axiome 5 : S i  H C ff e s t  non nu l  

Axiome 6 : Si  g l ( h )  ( g3 Qh c H a l o r s  $, 4 J-i 
si iD3 < iP2(h) mi E H a l o r s  q3 4 o2 

Le théorème c e n t r a l  de c e t t e  théor ie  e s t  l e  suivant  : 

ThdanZrne.- k s  axiomes A l  à ~6 impliquent q u ' i l  ex i s t e  une d i s t r ibu t ion  de proba- 

b i l i t é  P  a - f in ie  sur  l a  t r i b u  AH e t  une fonction r é e l l e  u  s u r  

O t e l l e  que l ' o n  a i t p o u r  t o u t  4 0 E a :  
1 '  2 

d l  ( 9, <=> E ( E u ( d ) )  6 E (  E u ( d ) )  
P  Q1(h)  P  1P2(h) 

De p lu s ,  2our de t e l s  ), e t  g2, P e t  u on a l e s  p ropr ié tés  : 

( i)  chaque p a r i  4 e s t  borné pour P e t  u 

( i i )  WI c H P (H)  = O <=> H e s t  nu l  

(iii) u  e s t  borné s i  e t  seulement s ' i l  ex i s t e  une p a r t i t i o n  f i n i e  de 



t e l l e  que chaque p a r t i e  a i t  une p robab i l i t é  pos i t ive  avec P. 

(iiii) une mesure de p robab i l i t é  Q s u r  AH e t  une fonction r é e l l e  

u f  su r  D t e l s  que VQ1 ,g2 E : 

implique 

( j )  P = Q  

( j j )  2 a , b  r é e l s  avec 3 > O t e l s  que : 

Examinons l e s  étapes de l a  démon,stration . 

Lemme 7 . -  S i  M e s t  un ensemble mixte e t  s i  e s t  une r e l a t i on  b ina i r e  s a t i s f a i -  

sant  l e s  axiomes directement analogues aux axiomes 3 ,  2, 3, a l o r s  il 

ex i s t e  une fonction w à valeur r é e l l e  sur  M t e l l e  que, Vml,m2 E M 

e t  a e [oYi] : 

s i  w e t  w '  s u r  M s a t i s fon t  chacun ( 1 )  e t  ( 2 ) ,  a lo r s  il e x i s t e  des 

nombre a  e t  b ,  a  > O t e l s  que 

(3)  wf(m) = aw(m) + b  V ~ E  M. 

Ce lemme a  é t é  largement u t i l i s é  dans d 'autres théor ies  e t  ne s e r a  pas démontrer 

i c i  ( v o i r  par exemple JENSEN (22) ) . 

Lemme 2 . -  S i  l e s  axiomes 1,2,  . . . , 5 sont v é r i f i é s  e t  s i  H l ,  H e s t  une - 
p a r t i t i o n  f i n i e  de tl , a lo r s  il e x i s t e  n  nombres non néga t i f s  

X 
F ( H . )  de somme 1 e t  une fonction r é e l l e  

II 1 
uH su r  0 t e l s  que, 

v p i ,  qi E P : 

- s i  G1 - pi e t  $; = p i  su r  H.  ; i = 1 ,  ... ,n a l o r s  : 
1 



* 
De plus  PH e t  1% ont  l o s  p r o p r i é t é s  s u i v m t e s  : 

i P*(V ) = O <=> H -i Hi e s t  n u l  

Y 
! T i )  Les nombres non-négat i fs  P ( H . )  de somme 1 sont uniques e t  H 1 U13 

n 1  e s t  unique qu'à une t ransformat ion  l i n é a i r e  p r è s .  

~ é m o n s t r a t i o n  : 

a )  Supposons que l e s  axiornes 1 ,  2 e t  3 s o i e n t  v é r i f i é s  ; al-ors le 

lemme 1 e s t  v r a i  pour  M = @. Ains i  il e x i s t e  une fonc t ion  v s u r  @ v é r i f i a n t  
H 

( 1 )  e t  ( 2 ) .  

S o i t  1 = (i : i = l ,  ... . ,n) .  S o i t  po E P f i x é .  ~ é f i n i s s o n s  l a  fonc t ion  

vH.(pi) ,  yp. E P e t  Y i  c 1 p a r  : 
1 

1 

'IJ - - avec $. t e l  que : Si - p i  s u r  H; ; gi - Po = H. 
1 6 1 

t e l  que : PO= Po s u r  ii 

Gn en dédu i t  : 

avec $ t e l  que : Y i  E 1 SH - - pi s u r  H. pa r  a p p l i c a t i o n  de ( 1 )  aux deux 
1 

1 
n  n  combinaisons convexes égales  - + - QO d'une p a r t  e t  1 

n %  n-I 1 ; Qi d l a i i t r e  
i = l  

p a r t ,  e t  p a r  a p p l i c a t i o n  de ( 2 )  à chaque u t i l i t é .  

On o b t i e n t  e n s u i t e  : 

en posant 
$PPpp 

e t  
o  'plpO t e l s  que : 

q P = p  s u r  Hi $: = pl sur Hi 
I 

.- 2, - 'IJ 

f - - p O  s u r  H; $& - P, sur Hi 



III - 37 

e t  en calculant v (ap+( 1-a)pt ) avec (A) ii'unc part ct :LVCC (2)  et  (A)  d'autre 
Hi 

par t .  

On démontre enfin q~ie. si. v cl. v e t  v;l e t  v '  s a t i s fon t  chanim 
1 I 11: H: 

I l. 

l e s  re la t ions  ( l ) ,  ( 2 )  e t  ( A ) ,  il ex i s t e  alors des nombres bi tels que : 

w 

( C I  v t  ip)  = a v (p) + bi vp c P e t  i = 1 ,  .... *n 
'i Hi 

* 
avec b = b, + '.... + bn e t  ' a e t  b déf inis  par  l a  re la t ion  ( 3 ) .  

. ,  - * T  A 

, , * I .  
.I , 

i ': I * b 

b) Soit  vH sur  P vér i f ian t  ( 1 )  e t  ( 2 ) .  Supposons que l e s  axiomes 

4 e t  5 soient vé r i f i é s  e t  choisissons ;Pot a. Soient v s u r  P vé r i f i an t  (A) .  
Hi 

Soient vil e t  v '  l e s  fonctions transformées par (3 )  e t  (c) pour que E: 
A 

VA(%) - O e t  v t  (po) = O respectivement (pour s impl i f ie r  nous reprendrons l e s  
fi; 
A 

notations v e t  vH au l i e u  de va e t  v.' ). S i  Hi e s t  nul,  posons H fi: * A * I 

pH(fii) = O de t e l l e  sor te  que pH(H;) . v (p )  = O, % E P ; ceci correspond 
& Hi 

il v 5 O découlant de v (po) = O ,  de l a  déf ini t ion d'un Evènemnt nul  danne 
H. 
1 Hi 

en III B.3.1. e t  de (A) .  

Soi t  1 { i  : 1 n 'es t  pas nul}. L'axiome 4 assure pue J n'est pra 

vide. 

Appliquons pour i c 1, l a  déf ini t ion de 4 s u r  P (vo i r  III B.3.1), 

l'axiome 5 et  l e s  re la t ions  ( 1 )  e t  ( A )  ; on obt ient  : 

Chaque vH. vé r i f i e  (galeirent une re la t ion  s imi la i re  a ( 2 )  de p u  (8). 
2. 

Appliquons a lors  l e  lemm 1 P pour l e s  v avec i=k d'une part e t  un i 
H: 

.L 

quelconque d'autre par t .  Par ( 3 ) ,  il exis te  des nombres a.  > O e t  c 
1 i *  

v ( p l  = ai ~ ( p )  + ci H. V p c P  avec A = V  
1 

Hk 



e t  en appliquant ( 1 ) sur  cP avec l e s  notations du lemme 2. 

* 
Montrons que les P (H. a ins i  obtenus sont uniques. S ~ i e n t  pH e t  H 1 

P: sa t i s f a i s an t  ( l ) ,  (21, (D) e t  (E) et supposons que Ica eucii~cmgs 4 e t  5 mat 

v6rif iés .  1 n'é tant  pas vide ,  il exis te  p et  p1 E P tel$ que va(@) 6 %(pg)  

* t  
et p ( p l .  Soient ri6 et PH sa t i s f a i s an t  ( 1 ) , (81, (D) et  (E) W S ~ .  D. pliu 

l e  luxam 1 : u;I b riH + b avec a . O ; dlaprb (c)  il existe da. bi de q 

'b t e l s  que : 

rE - PA l e  ~ é s o l u t i o n  de ces Equations e n ~ r d n e  que PH = e t  de plus on montre facile- 

74~:~: ment que s i  p;(Hi) = O, Hi est nul. & 



1 

~ n f i n  l e  passage de %(p i )  $ E %( d )  s ' o b t i e n t  en so ivan t  l e  cheminement , 

'i i 
r é a l i s é  en a )  e t  b) avec P à l a  p l zce  de 4 e t  pour  H e t  ? e t  e n  prennent  

une p a r t i t i o n  f i n i e  de P, ce qui  e s t  p o s s i b l e  puisque l e s  p E P sont  a - f i n i q ,  

Cet te  ana logie  conduit  % une r e l a t i o n  de l a  s o r t e  : 

+ 
e t  l ' i d e n t i f i c a t i o n  de pD à pi l o r sque  pD = pi e s t  r é a l i s c e  en  appliquait 

l e s  propr ié$és  d ' u n i c i t é  du lemme 1 à l 'ensemble mixte P + d é f i n i  par  D 

PD* = :p : p E P e t  p e s t  cons tan t  sur $ e t  D "J * 1 s i  D C D ( v o i r  raisonne-- - 
ment s i m i l a i r e  s u i v i  dans l a  a é m o ~ s t r a t i o n  du lemme 3 ) .  

Lemme 3 . -  Les axiomes 1 à 5 impliquent  q u ' i l  e x i s t e  une mesure de p r o b a b i l i t é  

P* sur H e t  mie fonc t ion  r é e l l e  s u r  D t e l l e  que : 

Pour 0, 9' E QO où = {$ : $ E @ e t  e s t  cons tan t  s u r  chaque 

élément d'une p a r t i t i o n  f i n i e  de If). 

De p l u s ,  avec l e s  axiomes 1 à 5 e t  P* e t  u v é r i f i e n t  ( 5 )  

Q$, 4' E m0 : 

( i )   AG E ,  P*(A) = O = A e s t  n u i  

(ii) P*' e t  u f  s a t i s f o n t  ( 5 )  au  l i e u  de P* e t  u ,  e t  c e l a  

ii! W ,  i p f  Qo s i  e t  seulement s i  P*' = P e t  u' e s t  une t r u i s f o m a t i o a  

l i n é a i r e  p o s i t i v e  de u.  

Démonstration : 

Appliquons l e  lemme 2 avec deux p a r t i t i o n s  d i f f é r e n t e s  de H en consi-  

dérant  deux l o t e r i e s  (J = p e t  4 = p '  cons tan tes  de H. I l  en r é s u l t e  : 

Dans un premier temps on montre en ra i sonnant  s u r  l 'ensemble mixte 



~ ' c-2 u, e t  u, ne sont déf in i s  qu'à une transformation l i n é a i r e  ~ o s i t i v e  

-r&. ûn é c r i t  a lo r s  ( 4 )  sous I:L rornie : 

UVAL, O K I ~ C L L L , ~  un ovenemen5 n ri r;el que : I 

'b 

(0) @A .' 19 : 9 E @ e t  $ es% constant s u r  A e t  A} 

QA e s t  un ensemble mixte. Choisissons l e s  pa r t i t i ons  {BI .. . Bn}, {Cl . . 
% 'L 

çn 

contenant A. Aïors, notant que Q E QA, 4 = p su r  A et  4 = p sur A, 

(G) implique que : 

s i  e t  seulement s i  : 

* !J! 
Avec l e  l e m e  1 il s ' ensu i t  que pB(A) = PC(A) et l 'on peut ( c r i n  pour me p u -  

t i t i o n  non spdcifique que tl : 

n Avec le  lsmie 2, P* est unique et  P (A) = O <=> A e s t  nul et ta est uiiqu. 

\ a une traasformation i i n r a i r e  p o s i t i ~ a  prae. 
ru 

Bi u t i l i a m t  les p u t i t i - 8  {*,&.(A U BI et f A  U 8, A +Io) m aolltrs 



1 existe une f 

( d ) )  pour $ E Qo e t  l 'on montre que o sur es-b, i 

a i r e  posit ive près , la  r e s t r i c t ion  de v à \. I l  s ' a g i t  

e s t  vrGe pour tout $ borné. 

Une prewiare étape consiste à montrer que s i  P*(A) = 1 e t  s i  e et d 

aéf in is  ci-dessous sont f i n i s  a lors  : 

(1 c in f  u(d) S V ( $ )  ~ s u p  E u ( d ) o d  
$(hl l h c ~  $(h) l h c ~  

(c ' e s t  $ ce niveau que l'axiome 6 e s t  u t i ï i s 6 )  

Après avoir &ar t€  l e  cas simple où c = d, on considare c < d e t  pour simplifier 

c = O e t  d = 1. On considère alors  l a  par t i t ion  A . . A aur ff d6liaig 

par  : 



pour q ' (h )  vér i f ian t  1 e t  t e l  que v($')  = ~ ( 9 ) .  

On associe aux Ai l e s  pi E P t e l s  que : 

1 En introduisant un p convenable (po 
1 O 

= - 1 pi)  
i= 1 

encadrement. 

l 
5 -  f < " >> 

Lemme 5.- si l e s  axiomes' 1 à 6 sont  vé r i f i é s  e t  s ' i  - 
l e  de H t e l l e  que chaque é l h e n t  de 

on caïcuïe v($' ) par  

IF 
1 ,  

1 ex i s t e  une p a r t i t i o n  d6nom- 

ce t t e  p a r t i t i o n  ait une pro- 
* 

habilité pos i t ive  avec P , a lors  u est borné sur 0. 

l Démonstration : A p a r t i r  de l a  p a r t i t i o n  À dénombrable de ff avec P*(A) > O 

* 
VA 'A s ,  so i t  Al C A 11616ment qui maximise P (A).  On dé f in i t  ensu i te  A2 C 

* 
qui maximise P (A)  s u r  A -{A1] e t  a in s i  de su i t e .  ûn suppose alors l a  pa r t i -  

t i on  Ai e t  on dé f in i t  pi par  : E u(d) = 7 . On dé f in i t  ensui te  $ e t  

Pi P (A$ 

I 9 = pi sur  Ai, i = l ,  ..., n 

$A : constant sur chaque Ai pour i g n avec 

constant s u r  U- A. avec E u ( d ) = 0 ,   EU. i=n+l 1 
A.. 

$;(hl 
1 1 1 

I! Enfin on suppose que u n 'es t  pas borné e t  l 'on montre a lo r s  que l e  v($) obtenu 

I sur au lemme 4 (v($)  = $ ( E u(d) ) doi t  ê t r e  i n f i n i  
$(h) 

n 
1 P * ( A ~ >  

( ~ ( $ 1  2 
1 - i = 1  + n r nl. 

P * ( A ~ )  P*(A n 

Lemme 6.- si l e s  axiomes 1 à 6 sont  vrais  e t  s ' i l  ex is te  un e n t i e r  n t e l  qu'il 
7 



* 
a i t  une probabi l i t é  pos i t ive  sous P , a lo r s  toutes  l e s  l o t e r i e s  sont 

rs bornées. 

Démonstration : Remarquons d'abord que s i  pour chaque n il ex is te  une par*t;ition 

t e l l e  que ch€iC~e des n p a r t i e s  a i t  me probabi l i t é  posi t ive  sous P* il exis te  

I. a lo r s  une pa r t i t i on  dén )rable de H pour laquel le  chaque p a r t i e  a une probabi- 

l i t é  posi t ive  e t  l e  problème e s t  résolu. 
l 

1 

Dans l e  cas cont ra i re  envisagé dans ce lemme 6 ,  il ex is te  donc un m, 
,',& 'i ,m.* / ;&$&&unique, t e l  qu'une p a r t i t i o n  de t a i l l e  m dt su  plus  m p a r t i e s  de probabi l i té  

pos i t ive .  Supposons que u(6)  = O sur 0. Soi t  un 0' c non borné supériewe- 

ment. So i t  $ obtenu à p a r t i r  9' en remplaçant chaque d oa $ (h ) (d )  . O 
I l 
I 

e t  u(d& O par  6. Q est a lors  un barné supérieurement e t  pour chaque n . O : 1 

Ainsi il exis te  un en t i e r  N e t  un a > O t e l  que 

So i t  E ~ ( d )  = i pour i=1,2,. . . 
\ 

P i  

P sur Ch : E u(d) à n3 
$(h l  

La sur C h :  E u(d) < n )  
$(hl  

su r  {h : E u(d) 2 n) 
q(h)  

( 9  sur  { h :  E u ( d ) < n l  
$(hl 

Qi montre d o r s  que pour un v(@) comme celui  trouv6 sur Ho au iemms 4 on a t 

v(Q) + n = v(O;) + v(iPU,) 



e t  on about i t  v($) 3 na-1 Vn :, N ce qui e s t  contradictoire.  QaJ.emn% 

$ ne peut S t r e  borné. 

I Situons rapidement ce t t e  théorie  par  rapport à d'autre vis-&-vis da la 

fonction d t u t i l i t é .  D. DAVIDSûN e t  P. L>UI'lJELi (12) supposent, @ é tan t  f i n i ,  que 

l l u t i l i t é  u v é r i f i e  

u(d,)  - u(d ) = u(db) - u(d3) s i  dl  < d 2  e t  d < d 4  
2 3 

@pg&&~T;$~$,':., *& 7, :* , <4$$**<: fb?& +$ 

SJ* .G-.,# 

e t  s i  dans D il n'y a pas de dkcision en t re  dl e t  d2, $ e t  dbe 

F.P. RAMSEY ( 3 5 )  e t  P. SUPPES (36) supposent que, 0 dtan t  égalsrnent f i n i ,  s i  

u(d l )  < u ( 4 )  a lors  il ex i s t e  d E O t e l  que : 3 

On a vu que SAVAGE, qui demande que ff s o i t  i n f i n i ,  suppose que pour t o u t  n 

en t i e r ,  il ex i s t e  une pa r t i t i on  de H en n pa r t i e s  t e l l e s  que P* valo l /n 

rl, 
sur chaque pa r t i e .  K.J .  ARROW ( 1 )  suppose aussi cela  sur P , 

L ' u t i l i t é  obtenue, v($) = E ( E u(d ) ) ,  fai t  par t ie ,  en t a n t  
p* $(hl 

q u ' u t i l i t é  espi-rée aux u t i l i t é s  d i t e s  addit ives ; sur l e  plan grclfique la  l i t t 6 -  

ra ture  est abondante en ce qui concerne leurs techniques de détermination : mir 

par  exemple P. C . FISHBURN ( 15 ) ou H. RAIFFA e t  R. SCHLALFFER (34) .  

Le modéle ci-dessus &a FIStiBURIQ B t a i t  une g h 4 m l i i a t i c m  dh l 'idik 

do SAVME. Présentons ci-dessous une variante de c e t t e  id6s qui s'qppuie sur l'in* 

tsoCauation d*é l6mnts  conditionnels dans la  f 'ormal is&ti~.  S1 r 'Mt tât u31s th6orfe 

qua l i t a t i ve  âe d&cisions conditionnelles. De t e l l e s  thgories  conditionnelles mt 

&tg suggér&s par  certaine auteurs,  dont P.C. FISHBüRM (13) et pr6sentCe glu 

eiif3ew-a LWRW fan&e SXh-#wki~  dana un cas simple par  3. E T R m A O L  (3). Cf@$% 

une axicmatisc~tion gBnéralisant c e t t e  derniare que nous suivons ; elle a été 



Le problème de décision se présente sous une forme conditionnelle oh 

D est l'espace de décisions possibles et 03 une décision conditionnellement un 

évènement A sera une fonction de A dans D, fonction définie que dans A et 

notée 
g ~ '  

L'ensemble G des actes, au lieu d'être l'ensemble des applications de 

ff (ensemble des états de la nature) dans D, sera l'ensemble des applications de 
L 

la ti u A,, dans V, celles-ci étant notées gA si A E A+,. G possède une 

lation de préférence ( . L'axiomatique proposée sur G vise à permettre la cons- 

truction d'une fonction d'utilité v sur D et une distribution de probabilité con- 

ditionnelle P(. ] A )  de telle sorte que le choix respecte la macimisation d'une 

utilité dans l'incertitude égale à une espérance conditionnelle 

Deux points essentiels différencient cette démarche de celle de SAVAGE : 

- toutes les fonctions de décisions ne sont pas supposées avoir les mêmes domgines 
de définitions. 

- il existe plusieurs espérances mathématiques définissant ltutilit6, celles-ci 
dépendant de plusieurs dis tributions de probabilité. 

111 8.4.2.- Axiomatique.- 

Soit N î, 'ensemble des évènements nuls N de A,, pour une distribu- 

tion donnée (pour cette distribution de probsbilité sur A,,, la probabilité de N 

est nulle) les axiomes suivants s'entendent 

VA,B E A,,-# 

Axiane A : (i) si A n B  = (8 alors g A U g g  

(i i ) si B C A, alors gA réduite 

Axiome B : > est un prdordre ccmglet sur G - 
Axiome C : si A n  B = et gAXgB, alors - 

c G 

2i B appartient 



nB = 6, In) étant une suite  de n w b  

alors so i t  in) est;: .  nie 

so i t  {gA avec i B ln} 1 e s t  non borné. 

A 
Axiome G : ( i )  si R E N e t  S C R ,  aïors S e 

(ii) R R N si e t  seulement s i ,  VgA F O ,  gAU R X g A  oi3 

e;, R 
e s t  réduite sur A. 

Axiome H : ( i )  A,,-N contient au moins trois  élbncn$s 2 a 2 disjoints.  -- 
( i i )  G / X  contient au moins dew classes d*BqUimd.ence distincte.  

Axiome 1 : ( i )  si A e t  gg sont donnés, alors ]hA c G pour lequel 

h A X  63,. 

( 1 )  u i i i )  s i  A n e  - e t  hA ~ B ) ~ A V B )  ht2) A u gg alors 



@ De plus P est  unique et v aussi a une transformation linCaire posi- 
%k! 3$& 
8%; tive prss. 

. ' . .Y . ' $& , ,&  <,'.Y gi&i- Y! C i - &  : . 
N o u s z s  à (25) pour avofr la  démonstration prgcise àe ce t h 6 e  

r h e ,  Par ailleurs il existe une variante au théorhe précédent bas6 sur une 

axiomatique similaire : 

Axiomes A l ,  B 1 ,  C l ,  D l .  G a ,  identiques à A,B,C,D,G 

Axiomes E l  : si  A,B,C,D E $,-hi, A n~ = C n D  = 9, 

(iIXh(i) ) 
A C i=1,2 

dilors gA1 ) u 4' ) 3 hi1 ) u 4' ) s i  et ssuïemcnt s i  

Axiome F 1  : ), est  totale sur G 



* r, 

g A n B u Q n B ) h ~ i  3 

'L 
ue B E AKN (B étant d o r s  appelé Bvène- 

'L 
ment propre) a lors  A e s t  ixldilgendant & B s i  AIB XAIB. 

ThCot~ème 1. - si l e s  axiomes A' à 1' sont vér i f iés  e t  s i  ii chque  evmement 

propre il existe un évènement propre qui s o i t  indépendant de Lui,, 

a lors  l e s  propositions du théorème sont vraies e t  de plus : 

s i  A,C E AH, B,D E AtrN alors  A I B )  C I D  si seulement s i  

L'extension de l a  notion d ' u t i l i t é  introdui te  ci-dessus e s t  possible dans cer tains  

cas au p r ix  de quelques définit ions supplémentaires. Un acte gA E G sera  d i t  

mnatunt s i  pour d E O e t  vh E A, gA(h) = d, décision notée dA. h acte condi- 

t ionnel  gA E G sera  appelé l o t e r i e  (toujours de l 'anglais  gamble ) s i  gA e s t  

- 



f i n i  - son image dans D étant  un sous-ensemble f i n i  de D) e t  s i  \(d E gA(A), 1 
g i l ( d )  E A+,-N. 

Un t h é o r b e  correspondant e s t  alors : 

TCr.iZotême 2 , -  supposons que l e s  hypothèses des t h é o r b e s  O e t  3 soient vér if iées  

r Supposons de plus que : 

11) Vd E E ,  3 ~ ( d )  E AH-N t e l  que d ~ ( d )  

( i i )  s i  d E O, A,B E AKN e t  dA $ E G 
1 

alors d A X  $. 

alors il existe  une fonction unique u à valeur r é e l l e  sur 0 

t e l l e  que pour chaque l o t e r i e  % E G avec A E AH*, 

03 u e t  P sont l e s  f0nction.s e t  dis t r ibut ions construites dans 

l e  t h é o r b e  I L I  B.20. 

1 Brièvement l a  comparaison de l'axiomatique ci-dessus avec ce l le  de 
L 

SAVAGE fait r e s so r t i r  essentiellement t r o i s  points de divergence. 
l 

Premièrement dans l a  théorie  conditionnelle, taus l e s  axiomes ne sont pas 
l ~ exprimés en fonction des mêmes éléments, l e s  éléments de l a  théorie conditionnelle 

a 
étant  plus pr imit i fs .  Cela e s t  déjà moins vrai  pour l e  théor8me 1 

G , ,  

Deuxihent e t  t o u j o ~  &hs l a  théorie  c o n d i t i o ~ e l l e  l'ensemble des 

é t a t s  de l a  nature n 'es t  pas nécessairement i n f i n i  alors que l e  caractère i n f i n i  

dernier u t i l i s a  l m p w n t  les d6cisions constantes dams ses  &monstrat ias ,  ce 

qui a 'a pas l i e u  &ans Ir p&ssntatian conditiçmnelle. Par BiUews,  mais asulemnt 

dajss tnr cles fiai  cm pis& montrer que 1s pagsage d'un ato881e b l ' a u t r e  est p~gs i -  



Nous avons vu ci-dessus diverses théories de décision dans lesquelles 

fonction d ' u t i l i t é  e t  dis t r ibut ion de probabili té subjectives étaient  déf in is  

con jointement pour ê t r e  compatiblesavec une re la t ion  de préférence définie. La 

P l i a i son  entre ce t te  probabili té e t  ce t t e  fonction e s t  réal isée par un opérateur 

de type espérance mathématique. De plus avec l e s  dis t inct ions f a i t e s  en 1, cet te  

dis t r ibut ion subjective incorpore toute l ' incer t i tude  temporelle (c 'es t  d 'a i l leurs  

celle-ci qui l u i  confère s a  caractér is t ique essent ie l le  de subject ivi tg) .  

11 e s t  nérubmoins souhaitable dlen.visager d'autres types de l i a i son  

entre  u t i l i t é  e t  probabili té subjectives . C 'est  ce que nous allons introduire  

en nous reportant $ nouveau $ BEBNARD (21 ) 

En reprenant l a  question de l ' u t i l i t é  avec une optique voisine de 

cel le  adoptée en 1, la  question générale posée e s t  : quelle e s t  l ' u t i l i t é  
1 

I 
4 

d'une variable al6atoire  pour le décideur P 

Par variable aléatoire  on peut entcadre ( a  p a r t i r  de l e  &finiticm de 

Soit  ff l'etisemble des é t a t s  de l a  Nature e t  s o i t  R un 61bnmaIt b 4 
cet ensemble obtenu par  l e  hasard : une variable a léa to i re  sur  if e s t  ua rranb~d 1 
H dont l a  valeur e s t  parfaitement déterminée lorsque R arr ive e t  e s t  tel que 1 
pour tout  nomb r e  certain h,  il y a i t  une probabili té &terminée que H < h 

probabili tg notée P(H < h)  . 
Avec ce t t e  déf ini t ion,  on s 'assure que. H.a 

Il  aicuw,tigwW, "natwelle" ou "subjective"). De glus on supgoslsra gudi ff as% 

f i n i  et; dancibrable ( f f  = {hi ; i=1.. . .n}). Le fa i t  que ff s o i t  l*ensenl>ls âes 
n 

é t a t s  r ée l s  de la  Nature implique que P = {pi ; i = l , .  . .n et 1 p a1 1. 
1 i 

Soit  F = {id ; jm1.. . .n} , l'ensemble dss actes possibles,  f i n i  et 

Bi.ble. Soi% P - 4%. Ml, ... 43 ilansanblc daa &cis ims pmsiblcs, f i n i  et 



En définissant l e s  termes $ pr io r i  e t  à postér ior i  par rapport 5 l a  

réal isat ion de h l e s  questions sont alors formulées par : 
j ' 

( i )  Quelle e s t  à pr io r i  e t  à postér ior i ,  ï t u t i L i t b  v ( f .  (h. ) ) d'une 
J 1 

décision incertaine pa r  l e  décideur ? 

( i i )  Quelle e s t  à p r i o r i  e t  à pos tér ior i ,  l ' u t i l i t é  u ( f j )  v ( f .  (h. ) )  
J 1 

d'un choix f pour l e  décidair,et cela en présence de l ' incer t i tude  sur l e s  
j 

résu l ta t s  ? 

42%gq* 
Ci-dessus ierk7e"e- 8: postério 

l 
plus. NOUS supposons a lors  q u ' i l  ex is te  des u t i l i t é s  acceptables vW(f .(h. ) )  e t  

J . l  
~ " ( f  .) qui seront des u t i l i t 6 s  d'actes certains.  

3 57 
Eraaain-ar eLlurs Z"iZSt6 Br priofi b'sctcs increipt*.Ql,ns rioit ut (f. ) - --  

J , - - A------. .-_--.-+&~ 
. l e s  &cisions f .  (hc 1 ~ a n t  une distr ibut ion de probabili tgs donniSi $ pr io r i .  a 

J 1 

. Q. e s t  vecteur dont les 616t~ents f .(h.) scat% âee p63eurs dimresi, atsis bc - 
J J 1 

haut ccanme II. Nous en scames d d u i t s  au v6r i t  

Sans Qtre  l imitée aux seuls cas f i n i s ,  une t e l  

n t ,  e t  cela  ccmfodliient cer tains  critsreis de ra t iona l i t& (au sebs Qr 

9-* p.- A ,J 

b siait sortir de l * s l t e rna t ive  suivante :  as; 
- disposer d'une vaieur A disponible avec cer t i tude 4; b 



- disposer d'une valeur B incertaine dont l a  probabili té à pr io r i  e s t  p 

Ainsi on é c r i r a  v f . ( h . )  = v(f . (h i ) ,g i ) .  
J = J 

A p a s t i r  de cet axiome, on supposera de glus l e  c r i t è re  d laddi t iv i té  

suivant : 

-- 
u ( f j )  = v(f i (h  ,pi) pi 

i= 1 , - 

A l i t é  en t an t  qu'axiomatique générale de ra t iona l i té  

par rapport aux seules formulations d l u t i  ;é l inéaire .  S i  certaines 

formes de t e l l e s  u t i l i t é s  sont proposées pour répondre de manière plus précise 

à t e l l e  ou t e l l e  ra t iona l i té  da comportement parti.culière, il ne semble pas 

ex i s t e r ,  $ ma connaissance, de théorie (axiomes de s t ructures ,  conditions d'exis- 

tence, propriét6s diverses) par de t e l l e  fonction d ' u t i l i t é .  



I Définitions e t  théorèmes 

1 )  3 un pr&&aia complet sur 1 Pr6férences conditionnelles 1 probabilités qualitatives IProbabilités quantitatives 1 Utilité 
1 

1"ensenble F des actes, 4 
I 

quantitative compati 

=> tous l e s  
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