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PROBLEME DE CAUCHY ANALYTIQUE CARACTERISTIQUE LOCAL

ET PROBLEMES DE GOURSAT.

Jean-Claude DE PARIS




O - INTRODUCTION.-

Les techniques de calcul d'ondes asymptotiques mises au point dans [3]
permettent 1'étude locale de problémes de Cauchy caractéristiques analytiques ;
clest d'ailleurs 1'étude de tels problémes, pour répondre a une question que

P

m'avait posée J. Vaillant, qui a été 3 l'origine de mes recherches.

E désigne une variété analytique (réelle ou complexe) et h wun
opérateur différentiel analytique sur E ; S est une sous-variété de codimension
1 de E, V un voisinage d'un point a € S , tel que S soit caractéristique
en tout point de VA S. Si f est une fonction analytique au voisinage de a,
on cherche les solutions (analytiques) de h(&) =f si y est astreint 3 satis-

faire certaines conditions initiales qu'on précisera dans la suite.

On résoud d'abord le probléme formel (travail dont les résultats

ont été publiés dans Bﬂ) puis on étudie des cas ol il y a une solution analytique.

I - RESOLUTION DU PROBLEME FORMEL.-

On note H 1le symbole principal de h. Si Q est un voisinage ouvert
connexe de a, contenu dans V, la restriction de H & T*(Q) est un &lément
de 1'anneau factoriel des applications polynomiales sur l'anneau des fonctions
analytiques dans le domaine  : il existe donc H1""’Hc’ é1éments irréductibles

de cet anneau, et u1,...,ac dans N* tels que

Si Y(x) = 0 est une équation locale de S, il existe un facteur HS

au moins tel que

VxeqQNs: Hs(x ; grad y(x)) =0




Si S8 est une hypersurface réguliére [11], c'est-d-dire si le vecteur

P(a) de coordonnées locales

9H
p,(a) = ﬁ (a, grad v(a))

n'est pas nul, il existe (Courant-Hilbert p. 558 [1]) une fonction ¢, définie
et analytique au voisinage de a, telle que
xeQNg==>%(x) =0
VxeQ: Hs(x ; grad P(x)) =0

grad P(a) = grad v(a)

(quitte & diminuer un peu Q).

On choisit des coordonnées locales telles que &a = 0O, et que

P(x) = x°, et on cherche y sous la forme

(-] o j .
y(x,x") = ) x)° Y (x1) (x' = (x1,...,xn))
j=0 J!

J
Si on pose fj(E) = ?T pour j 2 0 et fj(E) =0 pour j <O,

ona y= ) ¥ x (fj o¥) (les Y’ ne dépendant que de x').
jeZ

On a donc [3]

t .
Bp) = § L K0 T (5500
jez r=0

H'(§) est un opérateur différentiel de degréd s r , et ¢ &tant

caractéristique, on & H°(y) = 0. Par analogie avec [3], on note m({f) 1le plus




petit entier r tel que H (P) # O (on dit que ‘m(P) est la multiplicité de

la caractéristique 8).

-~

n,
On note Hp 1l'opérateur différentiel obtenu & partir de H en remplagant
un coefficient par sa dérivée p-iéme par rapport a x° sur x° = 0, et en

supprimant les coefficients pour lesquels il y a des dérivations par rapport a x°.

Avec ces notations, l'identification des développements en série de

h(y) et de f donne, pour j2 O

W Foy et ] -

r=0 p=0 ¢
(on sait de plus que H (@) =0 pour r =0, ..., m(P) - 1)

ﬁg(@) =0 pour tout j<J et pour r=0,..., t , alors pour
tout 'y, la valuation en x°  de h(y) est égale au mdins & J. En prenant
pour y des mondmes convenables, on voit alors que la valuation en xo de chacun
des coefficients de 1l'opérateur différentiel est supérieure ou égale & J.

Supposons J(y) et K(y) définis par

j<J@P) =>Vr=0,..,t ﬁg(a) =
Les r(0) (P ne sont pas tous nuls et K(J#) est le plus petit r

tel que h?(ﬂ) (@) #0 . (On a &videmment K(¥) > mn(¥)).

Une condition nécessaire pour qu'on puisse trouver une solution formelle
est que la valuation de f soit supérieure ou égale & J(V). Cette condition
étant supposée réalis€e, on simplifie les 2 membres de l'équation h(y) =
par (XO )J(‘«D)

et on est ramené & un nouveau probléme avec J(#) =0 , ce qu'on

supposera désormais. On note encore K(§) 1le plus petit r tel que ﬁz(ﬁ) # 0.




La premiére équation correspondant & J = O donne

t-K(9)

LT -

o

o yEK(P)-1 t-K( )

Si on suppose Y ,..., donnés, Y est déterminé par

1'équation aux dérivées partielles

t-K(9)-1 . |
(2) HEWD (g (XD apo - 7Y KT [v) :

r=0

Le probléme est donc de trouver une hypersurface de S, non caractéristique en a,
pour '4"75( v (0) ; mais comme les raisonnements qu'on veut faire doivent &tre
intrinséques, on va procéder de la maniére suivante. On suppose qu'il existe V¥,
analytique au voisinage de a, telle que ¥(a) = O , que grad ¥ (a) et

o 0 ”~ 3 - ” * 3
grad y (a) soient 2 vecteurs linfairement indépendants de Ta’ et que, si Hm(w)(ﬁ)

est de degré u(y) on ait le coefficient de (i»o)t;mop) (i»1)U(¢)
i(wolp"mfll)‘

dans h{e qui soit différent de zéro au voisinage de a.(On verra

que ce coefficient n'est autre que la valeur en grad ¥(x) du polyndme caracté-

m(d) ).

ristique de H

grad ¥(a) et grad ¢ (a) étant linéairement indépendants, on prend

les coordonnées locales au voisinage de a, de telle sorte que P(x) = x° et

p(x) = x| ; on a alors ﬁﬁ(w)(ﬁ) qui est de degré u(@) et x'=x°=0 (sous

variété de codimension 1 de S définie intrinséquement par ¥(x) = ¢(x) = 0)

n'est pas caractéristique pour cet opérateur.

En effet, on a

i(w ¢+m1¢)

o}

t , iw Y iw
T= 3 | ) [ el 1](iwo)t_r el o

h(y[e
. r=m




En notant Vv_ 1l'ordre de H (¥) (on a.donc v = u(¢)) on trouve
r m(w)
(avec des notations évidentes)
i(w Mo ¢) t  r _ v —s‘ i(w Prw, v)
e} 1 ) = 2 ) z Hr’s(lp,Ib) [y_] (iwo)t I‘(iw1) r e [e] 1
s=0

(3) hiye
r=m(

Si on note )(m(ﬂ) (x,q) 1le symbole principal de Hm(w)(ﬂ) et
iéf(m)(x',q') celui de ﬁg(W) , on a de maniére évidente (puisque

grad ¥(x) = (0,1,0,...,0))
)-(m(‘p)(o,x';o,1,o,...,o) :)"1‘:(‘9)(,(';1,0,,,,,0)

Or le premier membre de cette &galité est # O au voisinage de x' =0

tem(9) 5, D)

. . . P .
(c'est le coefficient de (1w0 ' dans (3)). On en déduit (si S

»
est 1'hypersurface de E d'équation locale ¥(x) =0) que T =S NS n'est
m({d)).

pas caractéristique en a pour h§<0) (donec K(9)

2
(x“,...,x")) pour

t-m(y)

Si on se donne 3 Yt_m(m)(O,X") (x"

(1)k
k =0,..., u(?#) - 1, la relation (2) détermine entidrement Y . I1 est
immédiat de constater, par récurrence, que la donnée pour tout j 2 t - m({¥)

et tout k =0,..., u(¢) - 1 de 8( Y(0,x"), détermine tous les Y’ d'une

Nk

maniére et d'une seule, donc détermine y.

On trouve finalement le théoréme d'existence et d'unicité formel

sulvant.

Théoreme 1.- Si S est une hypersurface caractéristique réguliére
de multiplicité m(y) pour h et s* une hypersurface non caractéristique
Hm(‘ﬂ) — 2 P . »*
pour (9) (P(x) = 0 &étant une équation convenable de S), S et S
n'étant pas tangentes en a, il existe une solution formelle et une seule de

h(y) = f siona t - m(y§) données formelles sur S et u(P) données




* . *
formelles sur S , compatibles sur T =S5 NS,

En fait le résultat correspondant, &noncé dans @] était plus faible
puisqu'il s'appliquait quand les Yj se calculaient par 1l'intégration 4d'&qua-
tions différentielles ordinaires le long des bicaractéristiques de S (résultat
qui serait surtout intéressant dans un cas non analytique en x' car dans le
cas analytique Cauchy-Kowalewski s'applique systématiquement). Il est cependant

intéressant de comparer les deux cas, afin de préciser m(¥).
N P

On considére une décomposition de h par rapport & Hs (un HS pour

lequel S est caractéristique).

(on note H, = K et k un opérateur différentiel de symbole principal K).

On 4éfinit m = min {vr +r |0 gr £t} , et on suppose que m = m(YP)
(On a toujours m £ m(¥) [h]). On a alors, si R={r e B),..,t] | v, +r= m}
P00 = 1 12 K]mT
reR T

On suppose alors l'existence de ro(ﬂ) tel que

reR, r< ro(xp) == Lg(x) = 0 au voisinage de a

LO
r (&) 70
o)
> 9K
Si P(x) est le vecteur de coordonnées locales pa(x) = 3—-(x,grad P(x))
et si on choisit au voisinage de a les coordonnées de maniére 3 ce que

->
P(x) = (0,1,0,...,0) (théordme de Frobenius), Hm(w)(ﬁ) s'écrit sous la forme




3 i
A (x) —
rsm—ro(ﬂ) r ax:
r
t i_\{m(lﬂ)__- A (0, ')_3_
© ° rSmEro(ﬁ) r% Bx?
avec Am—ro(W)(o) #0

Donc dans ce cas les YJ se calculent par 1'intégration d'équations
différentielles ordinaires le long des bicaractéristiques de S.(C'est d'ailleurs

toujours la méme équation, au second membre prés).

n 1

L'hypothése d'existence de ro(ﬂ) équivaut & x =0 n'est pas

caractéristique pour Hm(w)(w) ",

On a finalement le

Conollaine.- Si, dans les hypothéses du théoréme 1, on & une décompo-

sition de h telle que m = m(¢), alors les Y! se calculent par 1l'intégration

d'équations différentielles ordinaires d'ordre u(y) =m - ro(ﬂ)’ le long des

bicaractéristiques de S.

II - SOLUTIONS ANALYTIQUES QUAND u({#) = m({J).-

I1 serait facile d'utiliser la méthode des majorantes pour prouver la
convergence du développement formel obtenu dans le § II, quand u(d) = m(P). En
fait, on ve montrer que ce cas est justifiable de l'application d'un théoréme

de Darboux-Goursat-Beudon classique (Hormander p. 118 [5]).

On montre d'abord un lemme :




-8 -

Lemme.- Si S est une hypersurface cafactéristiqué réguliére, de
multiplicité m({y), pour h, et s* une hypersurface non caractéristique pour
Hm(w)(ﬂ) (de degré u(P)) , S et s* n'étant pas tangentes en a, l'expression
de h dans une carte locale telle que S ait pour &quation x° =0 , et S*

x' =0 , est telle que l'ordre de dérivation le plus élevé en x° est t - m(P),
et que parmi les termes ou l'ordre de dérivation en x° est t - m(@), il y en

a un ol l'ordre de dérivation en x! est u(y), et pour tous les autres cet

ordre est < u({).

e w4
1(woxo w1x1)

Il résulte des hypothéses et de (3) que le polyndme h(e )

est de degré t - m(J) en (iwo) et que le polyndme en iw1, facteur de
t-m('\o) - 2z « e . ao . a1
) est de degré u({¥). D'autre part le coefficient de (iw ) (1w1)
i(woxo+w1x1) a o, °
) n'est autre que le coefficient de D, D1 dans 1l'expression

(1w0
dans hie

de h, d'oll le lemme.

si u(¥) = m(P), alors on pose B = (t - m(¥), m(¥), 0,...,0) et on

écrit 1l'équation sous la forme

p® y(x) = b, o p* y(x) + £(x)
a|st

avec & # 0 ==> o <t - m(P) ou a =t - n(f) et d1 < m(y) .

B n'appartient pas & l'enveloppe convexe de l'ensemble des o tels que
a, # 0 et le théoréme 5.1.1' de Hormander ([5], p. 118) assure l'existence
d'une solution analytique et d'une seule de h(y) = f , avec t - m(y¥) données

sur S et m(y) données sur S*, compatibles sur sns*.




si  u({) < m(P) il s'agit d'un probléme ol le nombre de données
(t - m(P) + p(P)) est strictement inférieur & +t. Il serait déraisonnable
d'espérer montrer la convergence de la solution formelle sans hypothéses supplé-
mentaires sur les données. L'exemple bien connu de 1'équation de Fourier

(cas o m(f) =1 et u(P) =0)

2

19 =0

Do y - D

y(O,x1) = Yo(x1)

pour lequel Y° doit &tre une fonetion entidre telle que

MpkH%+1)

A

¥k |0 v°(0)]

(I d3ésignant la fonction d'Euler) si on veut que y soit analytique, confirme

bien cette remarque.

Le cas des coefficients variables donne des résultats encore moins
satisfaisants, et on a l'exemple dd & Riquier [1Q] de 1'équation :

1

3y+(1+x +(x1)2)y+1

Do y= D1

1
y(O,x ) =0

gui ne posséde pas de solution analytique.
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Des travaux récents de Persson ([6], [7], [B], [9]) donnent une
voie fort intéressante, utilisant le théoréme d'Osjannikov, pour &tudier ces
problémes ; mais les coefficients de 1'opérateur sont polynomiaux en x' ,

et on voit mal, encore, comment lever cette restriction.
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‘ EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. — Ondes asymploliques et probléme
.' de Cauchy caractéristique local pour un opérateur différentiel a caracté-
ristiques multiples. Réle des bicaractéristiques. Note (*) de M. Jeax-Cravne
De Pamis, présentée par M. Jean Leray.

On construit d’abord une onde asymptotique, pour un opérateur diftérentiel C~,
au voisinage d’un point d’une hypersurface caractéristique de multiplicité cons-
tante. Par des calculs analogues, on montre ensuite I'unicité de la solution ana-
lytique du probléme de Cauchy caractéristique local analytique, pour des données
« bien réparties », et on donne enfin un cas ot il y a existence et unicité. On constate
alors que les conditions pour étre dans ce cas sont en général réalisées quand h est
hyperbolique si les coefficients sont constants ou si le nombre des variables est 2.

1. Soit E une variété réelle C° de dimension n -+ 1, A un opérateur
différentiel C* d’ordre =t, a un point de E ou k est d’ordre ¢, et H(z, q)
le polynéme caractéristique de h. On suppose qu’il existe des polynémes
K, ..., K, a coefficients C* sur un méme voisinage V de a, tels que pour
tout z€V on ait

P
(1) H(z, q) :H[K,(x, Q) (a; est la multiplicité de K;).

=1

Si les f; sont des applications de R dans C telles que pour tout j€Z,
f;={fi-1, et ® une fonction C”, il existe [(*), (*)] des opérateurs diffé-
rentiels J¢"(®) d’ordre < r, indépendants des f;, tels que pour tout Y,
C® sur E, on ait

(2) RLYX(f;0 ®)] = 0= (®) [Y](fj-ro®).

r=o
-+

Si y=EY,-><(fjoq>) est une onde asymptotique () pour h, 9 et les Y;
j=0
doivent vérifier, pour j>—1 :
min (¢ t+))

(3) Y (@) [V rr]=0.

r=0

En particulier, puisque &C°(9)(z) = H(z, gradp(z)), ¢ doit &tre
solution de I’équation caractéristique.

Si 'un des facteurs, qu’on notera K, de (1) posséde un zéro réel simple
q°5% o, il existe un ouvert de coordonnées locales Q, et une fonction ¢ C*
sur Q (*) tels que pour tout z€(, on ait

H(z, 9) = [K (2, ¢)]"Lo (2, q) [v, est I'exposant de K dans (1)],
“) K (z, gradg (z)) =o et gradg (a) = ¢°,

{

>
P (z) de coordonnées locales p* () = (z, gradg (z)) est £ 5.

2q*
,(Q\\’/ & ‘f(\/,()‘\
‘/_S?/ 3* germ ‘f{;\\
T R TR o
RN Errkres
8 SOENGES (3o
\\C'(A.k_ i ‘/.r”\h;/

4 s
ool AR

k/\" -




(2)

Sur la sous-variété ouverte Q de E, on définit des opérateurs k et [,
de polynéme caractéristique K et Lo, et on forme hy = h — I, (k)". Onsuppose
que h, est d’ordre constant o, sur Q. Si ;= ¢ — 1, des hypothéses pour A,
analogues a celles faites sur h permettent de définir un opérateur [, et
un nombre v, tels que h,=h,— 1, (k)" soit d’ordre g,=t—2. Si
6,t—2, on convient que l,=o0 et v,=-4 . On obtient finalement

(5 h=1,(k)o+ L (kY. .+ LAY,

ou les l; sont des opérateurs différentiels d’ordre (t —j — sv;) (s1 s est le
degré de K), de polyndéme caractéristique L;.
Soit m=min{v,+ plo=pt}. On montre en utilisant (4) et (5) que

(6) 5 (9) =0 (oLrZLm—1), gem () :Za/[xn(?)]m_i’
jel

o J=1{j|y+j=m) aje) =Ly, grado(x)), et IC(p)=p*a,+ p*
[avec p* coefficient de (tw)* dans e~ k(e¥) (°)].

Si il existe ro€J tel que a;=o0 s1 jJE€J, j <1y, et a,(x) 7 0 pour tout
z€Q, H"(p) est d’ordre m —r,, et on a :

.

TutortME 1. — Si & est un opérateur différentiel C*, a caractéristiques
multiples, mais de multiplicité constante, et si q° est un zéro simple réel non
nul d'un facteur emishiide de lo décomposition de H(a, q), on peut cons-
truire une onde asymptotique pour h, de phase ¢ telle que grad(p(a)) = ¢°.
Le calcul des coefficients se raméne a Uintégration d’équations différentielles
linéaires d’ordre m —r, le long des bicaractéristiques (*).

2. Soit E une variété analytique réelle et A un opérateur différentiel
analytique sur E. Soit S une hypersurface analytique de E, et a €S, possé-
dant un voisinage V tel que S soit caractéristique en tout point de VN S.
L’anneau des séries entiéres convergentes étant factoriel, on a une
décomposition de H(z, q¢) analogue & (1), et un facteur K de (1) tel que
K(z, gradig(z)) = o si € V'NS [V’ est un voisinage de a et $(z) = o une
équation locale de S].

Avec des notations analogues & (4) on dira que S est caractéristique

réguliére si —P?(a) #o. Il existe alors [(*), (*)] 9 telle que au voisinage de
a K(z, grade(x)) = o, gradg(a) = gradi/a), et o(z) =0 s1 x€S.

On choisit dans Q des coordonnées locales telles que ¢(z) =z, et on
note d ¢ 'opérateur obtenu a partir d’'un opérateur J¢ en dérivant p fois
par rapport & x° les coeflicients de JC, puis en faisant z°= o dans ces
coefficients.

Si

. .

y:EY,x%, f:ZF,-x(-;—".“!l' o h(y)=f

j=0 : f=0




(3)
des calculs analogues & ceux de 1 donnent [avec f;(§) =E/[j 1],

t—m

(7) D D90, (@) [Yjpr] = F
r—0 p==0
SiY,..., Y isontdonnés, on obtient alors Y., Yo mityee oy Yimakso-o-
TutoriME 2. — Si S est une hypersurface caractéristique multiple régu-

liére il y a au plus une solution analytique d h(y) =, st on a des données
de Cauchy d’ordre (t —m) sur S, et d’ordre m —r, sur S* (hypersurface
transverse aux bicaractéristiques de S) compatibles sur SNS*. Les coefficients
du développement en série de y par rapport ¢ xz° (S d’équation z°= o)
s’obtiennent par Uintégration d’équations différentielles linéaires d’ordre
m —r, le long des bicaractéristiques.

On ne pourra évidemment pas prouver la convergence de la série obtenue
sans imposer des conditions supplémentaires aux données (cas de I’équation
parabolique par exemple). Cependant, si L,(a, grad¢(a)) £ o il résulte d’un
théoréme de (°) que A(y) =f a une solution analytique unique pour des
données compatibles d’ordre ¢ — v, sur S et v, sur S*. ‘

Tutortme 3. — Dans les hypothéses du théoréme 2, st ro=o0, h(y)=f
a une solution analytique unique. Les coefficients du développement en série
de y par rapport d z° s’obtiennent par intégration d’équations différentielles
linéaires d’ordre v,, le long des bicaractéristiques.

3. Dans le cas des coefficients constants, si on note {° le zéro de K
correspondant & S et si L,({°)20 pour tout r, I’hyperbolicité deh
entraine (*) v,>>v,— r pour tout r, donc r,=o.

St n=1, la condition v,>v,— r pour tout r est nécessaire pour que le
probléme de Cauchy soit bien posé, et est suffisante si elle est vérifiée pour
chaque facteur irréductible de (1) (®).

Si E=R"" et h homogéne, on retrouve les résultats de (*°).

4. v;>v,—1 ne dépend pas du choix de k et I, et équivaut i supposer
le polynéme sous-caractéristique (*) de h divisible par (K)“~'. Pour v, = 2,
on retrouve alors le cas II.b de J. Vaillant (*).

Si ki, ..., k,, sont des opérateurs différentiels de polyndme caracté-
ristique K, on obtient les mémes résultats en prenant, au lieu de I, (k)",
I'opérateur ky XkyX ... Xk a Xl Xk;iX ... Xk,

) Séance du 1er juin 1g7o.
) BERGER, Formes harmoniques, Séminaire Lichnerowicz-Avez-Berger, Collége de France.
) CHAaiLLou, Thése (a paraitre).
¥ %(COU(?SANT et HiLBerT, Meth. of Math. Phys., 11, Interscience Publishers, New-
rk, 1965. -
(*) GarpiNg, KoTAKE et LERAY, Bull. Soc. math, Fr., 92, 1964, p. 263-361.
(*) HorRMANDER, Linear part. diff. op., Springer Verlag, Berlin, rg64.
(°) A. Lax, Comm. pure and appl. math., 9, 1956, p. 135-16q.
(7; Lubpwie, Comm. pure and appl. math., 13, 1960, p. 473-508.
(*) VaiLLanT, J. Math. pures et appl., 47, 1960, p. 1-40.
§) VAILLANT, Comples rendus, 268, série A, 1969, p. 547.
W) VarLrLaNTt, Comptes rendus, 261, 1965, p. 2146.
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PROBLEME DE CAUCHY OSCILLATOIRE
POUR
UN OPERATEUR DIFFERENTIEIL
A CARACTERISTIQUES MULTIPLES :
LIEN AVEC L'IYPERBOLICITE

Par Jeaww-Cravne DE PARIS

(). IntrRODUCTION. — On se propose, dans cet article, de donner une
construction d’une onde asymptotique pour un opérateur dilléventiel /,
a coellicients C7 sur une variété C°, Ii, puis d’étudier le probléeme de
Cauchy oscillatoire pour h. Dans le cas d’un opérateur matriciel du premier
ordre, P. Lax [12] a étudié un tel probleme, puis D. Ludwig ([15], [16])
généralisant la notion d’onde asymptotique introduite par P. Lax, étudie
le cas d’un opérateur matriciel d’ordre quelconque; dans le cas d’un
opérateur scalaire, qui est celur auquel on va s’intéresser, il obtient des
résultats quand toutes les caractéristiques sont simples.

J. Leray [13], puis L. Garding, T. Kotake et J. Leray [8] généralisent
encore la notion d’onde asymptotique et construisent, pour un opérateur
matriciel d’ordre quelconque, des ondes asymptotiques, dans le cas ot
la phase 3 correspond & une caractéristique simple du systeme.

Mme Y. Choquet-Bruhat [4], étudic un probléme analogue, mais
pour un opérateur matriciel quasi linéaire du premier ordre, & caracte-
ristiques multiples, en utilisant la classiflication des systémes i caracté-
ristiques multiples de J. Vaillant [21].

J. Vaillant [22] montre, en reprenant les ondes asymptotiques au sens
de Lax, que le probléeme de Cauchy oscillatoire pour un opérateur matriciel
fortement hyperbolique posséde une solution.

La plupart de ces ¢tudes (saul celles de D. Ludwig [16], [} Vaillant [21]
et Mme Y. Choquet-Bruhat [4]) se font en considérant uniquement les
termes principaux des opérateurs scalaires, composantes de l'opérateur

/”W—‘T\
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malriciel (cas fortement hyperbolique). Dans D. Ludwig [16], J. Vail-
lant [21] et Mme Y. Choquet-Bruhat [4] sont étudiés des cas non fortement
hyperboliques, a caractéristiques doubles.

Le but de cet article est de déterminer, en faisant des hypothéses plus
faibles sur le terme principal de 'opérateur scalaire /i, quelles conditions
il faut imposer aux termes non principaux de A, pour avoir une solution
et unc seule au probleme de Cauchy oscillatoire (au sens de Ludwig [15)).
Les conditions obtenues, pour E de dimension quelconque, et les carac-
téristiques de multiplicité quelconque, coincident avec celles trouvées par
1. Levi [14] et Mme A, Lax[11] (quand E est de dimension 2), et par Mizohata
et Ohya [13] (quand les caractéristiques sont au plus doubles; dans leur
étude de la nature bien posée du probléme de Cauchy.

Dans le cas des coeflicients constants, nous comparons nos conditions
A celles obtenues par J. Chaillou [3] dans son étude sur hyperbolicité.

Je remercie vivement J. Vaillant de ses encouragements qui m’ont
¢té trés précieux..

1. Nortations ET RrEsuLTaTs. — Solent E une variété réelle C° de
dimension (n - 1) et s un opérateur différentiel C* sur L, d’ordre 1 au
voisinage d’un point « de E et de symbole principal H (v: ¢).

Pour x donné dans E, H (r; ¢) est une application polynomiale de T
{espace cotangent en v & K) dans R, et se décompose en un produit de
facteurs premiers deux a4 deux mais il n’y a pas, en général, de lien entre
les décompositions en deux points voisins. On fait I'hypothése qu’il existe

(1) VzeV, Vgel: H@; g =] |H @ 9l*

Pour v donné dans V, les H, sont des applications polynomiales premiéres
deux a deux de T* dans R, homogénes de degré =, a coellicients C" en v
sur V. Les H, sont deux a deux différents et z, est un entier non nul appelé
multiplicité du facteur H.. Pour cette raison I’hypothése (1) est appelée
hypothtése de multiplicité constante en @ au voisinage de «.

DErFiNrtion 1. — On dit que deuxr opérateurs différentiels sont congrus
modulo p st leur différence est d’ordre strictement inférieur a p.
On note cetle relation ~.
»

Quand ou s’intéressera i des propriétés relatives & un seul facteur de
la décomposition 11}, on notera K ce facteur et v sa multiplicité,
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On démontre la proposition 1.

Prorosition 1. — Il existe une sous-variété ouverte Q de E, contenant a,
des opérateurs 1, (0 <Zr 1) et k (de symbole principal K) sur Q, et des
nombres v lels que

/
\ o= ::l,.x(k)"r' (avec v == v),

(h;}_}:lP X (k)= pour lout 0 = r. "1

[l

Derinttion 2. — On dit que (2) est une décomposiltion de h par rapport
a K.

Si les f; sont des applications de R dans G ticlles que pour tout j€Z
(ou pour j j.), on ait [, ={f; , une onde asymptotique [15 pour h
au voisinage de « est un développement formel :

6) y=X Y/ x(f;o%)

tel que si on calcule formellement A (y) :

%

—~

hy) =Y Fx(f;o9

VARERE)

tous les F/ solent nuls sur un méme voisinage de a.

Les Y/ sont des fonctions C” sur un méme voisinage de «, appelés
coellicients de distorsion, ¢t 7 est une fonction C° appelée la phase.

Le théorcme 1 assure Pexistence d’une telle onde pour un opérateur h,
A caractéristiques multiples, mais suflisamment régulier au voisinage de «.

Tutorime 1. — St lun des facteurs K de (1), est tel que Uéquation
Kla; ¢) =0 a un zéro réel simple non nul q°, il eviste (') une onde
asymplotique pour h.

La phase de Conde est solution de

K (x; grad+ (x)) =0
el vérifie
grad v (a) = q".

(") Avee une hypotheése supplémentaire de régularité pour .

JOURN., DE MATH., T. L1, — ¥Fasc. 2, 1072 Bl
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Les coefficients Y/ s’obtiennent par Uintégration de la méme équation
différentielle (au second membre prés) le long des bicaractéristiques des
des hypersurfaces déquations 3 (x) = Cte.

Ce résultat était annoncé dans [7].

Remarque. — 51 les coellicients de & sont & valeurs complexes et les f;
définies sur G, on obtient un résultat identique en prenant pour ¢" un
zéro complexe simple non nul de I'équation K (a; ¢) = 0.

DeriniTiOoN 3. — On dit qu’'une décomposition de h par rapport & K est
une bonne décomposition si pour tout r (0 Zr =t), on a

Yy e vy — I,

On montre l'existence de solutions nulles au voisinage d’une hyper-
surface caractéristique multiple, mais réguliére, en reprenant et en simpli-
ftant un raisonnement fait dans [17] pour une caractéristique simple.

Prorosition 2. — Si K el h sont analytiques et st S est une hypersurface
caractéristique pour h au voisinage de a d’équation locale ® () = 0.
T
St grad @ (a) est un zéro réel simple non nul de I II"L (a; ¢q) = 0.
s=1
St la décomposition de h par rapport au facteur H, dont grad ® (a) est
zéro est une honne décomposition, il existe une solution Y de h(Y) =10,
non idenliquement nulle, analytique de chaque cété de S, nulle d'un cété de S,
et de classe C'** (p > 0).

Avec des hypothéses analogues a celles de [22] ot un probléme d’un
méme type est étudié pour les systémes, on montre que :

TutorimE 2. — Si Q est une hypersurface passant par a, dont la forme tan-

T
genle en a est une direction d’hyperbolicité siricte pour P (a; ) =I I H, (a; q),
y=1
alors 1l existe (*) un nombre ' =t tel que le probléme de Cauchy oscilla-
lotre avec t données sur Q posséde une solution et une seule quelles que sotent
les U premiéres données, a condilion que les (1 — U') derniéres atent une
valeur imposée. Il y a une solution et une seule quelles que soient les données
de Cauchy st et seulement sv h posséde une bonne décomposition par rapport
a chaque H, (*).

(*) Avec des hypothéses de régularité¢ supplémentaires sur les phases.
(") Les hypotheses de régularité sur les phases étant cette fois inutiles.
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Ceci généralise un résultat de [15] obtenu quand toutes les carac-
téristiques sont simples.

Ce théoréme montre que le cas « régulier » est celut ou / posscde une
bonne décomposition par rapport & chaque H,. Un opérateur g peut étre
décomposé de plusieurs maniéres; la proposition 3 assure I'invariance de
la notion de bonne décomposition.

ProrositioN 3. — Si h posséde une bonne décomposition par rapport

a Uun des facteurs H, de (1), toute décomposition de h par rapport a H, est
une bonne décomposition. '

Derintrion 3. — On dil que h est bien décomposable s’tl posséde une
bonne décomposition par rapport ¢ chaque facteur H, de (1).

Le théoréme 3 donne une caractérisation des opérateurs bien décompo-
sables qui correspond en deux variables aux conditions de [14] et de [11].

Tutorime 3. — Une condition nécessatre el suffisunle pour que h soul

bien décomposable est qu’tl eaiste des opéraleurs différentiels . (0 < r =1t)
et h,(1.Zs53) tels que

/
h ~_—21,. R .. X et

r=u

avec pour tout r = t,

Wl .
N O e R

p=0

(Avec [pl. =p st p>0 et [pl. =051 p=0.)

Plusieurs auteurs ([14], [11], [18], [20], etc.) ont ¢étudié la nature bien
posée du probleme de Cauchy pour des opérateurs bien décomposables.
On espére que les théorémes 2 et 3 permettront de progresser davantage
dans cette étude.

Si & est a coeflicients constants (sur K = R"*'), le lien entre les
opérateurs hyperboliques et les opérateurs bien décomposables est précisé
par le

T
TutoriMe 4. — h bien décomposable et P (q) =| I H, (¢q) strictement
a=1
hyperbolique équivaut a h hyperbolique et la multiplicité de H sur V (P)* est
localement constante.
On utilise, pour démontrer ce théoréme, une caractérisation donnée
dans [3] des opérateurs différentiels hyperboliques a « multiplicité loca-
lement constante ».
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Remarque. — 11 résulte du théoréme 2 et du théoréme 4 que si H est
hyperbolique et est & multiplicité localement constante sur V (P)*, h hyper-
bolique par rapport 4 une direction N équivaut a ce que le probléeme de
Cauchy oscillatoire posséde une solution et une seule quelles que soient
les données de Cauchy sur une hypersurface dont la forme tangente en «
est N. On obtient donc une caractérisation de I’hyperbolicité uniquement
par la considération de solutions formelles.

2. EXISTENCE D’UNE ONDE ASYMPTOTIQUE NON NULLE. — Soit un
développement formel '

g =S Y/ x(f;09).

j=un
Pour calculer formellement % (y) on montre d’abord :

Lemme 1. — St 2 est une fonction C” sur E, il existe des opérateurs

différentiels 3C" (%), d’ordre inférieur ou égal a r, tels que quelle que soit Y,
de classe C~ sur E, et quel que soil | €Z,

(@) ROYX(fr09) =2, (9) [Y]X(f )0 9)-

r=0

Preuve. — S1 'Y et ¢ sont de classe C” sur E, on a ([1], [9]) :

!

e—~im§ h (Y eim;) =2 P" ("Pﬁ Y) (l w)z.v—,-

r=0

avec P, (9, Y) de classe C” sur E.

Si on pose, pour j€Z,
eill)t

f/(£)=({r),=

on a

R(YX(fre9) = X Pr (2 Y)X(fj—trr09).

=0

‘n fait, la seule propriété ulilisée pour trouver ce résultat est que
f; ="fi, et la formule précédente vaut pour une suite (f;) quelconque
vérifiant cette condition.

Il reste a prouver que pour ¢ donnée, 'application Y --P, (3, Y),
qu’on notera JC” (), est un opérateur différentiel d’ordre .<Zr. Les P. (%, Y)
étant des invariants, 1l sullit de montrer que dans toute carte locale
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JC" (9) s’exprime comme un opérateur différentiel d’ordre =r et ce
résultat est bien connu ([8], [17]).

Remarque. — Si on prend Y =1 dans (4), on voit que #° (9) est la
multiplication par la fonction H (x; grad % (x)).

On calcule A (y) en utilisant (4) :

h@) =Y, F/x(fio9),

avec

mingt, 1

Fi= % a @)Y~

Les équations définissant ’onde asymptotique sont donc :

pour j>»—¢: F/ =0,

On montre maintenant la proposition 1 qui assure qu’un opérateur
« suffisamment régulier » posséde des décompositions.

On suppose ’hypotheése (1) réalisée, et soit K 'un des facteurs de (1),
v, sa multiplicité; on a H = L, (K)™. Soit 2 contenant @, un ouvert de
coordonnées locales sur lequel (1) est vraie. On définit sur la sous-variété
ouverte  de E des opérateurs différentiels k et I, de symbole principal
respectif K et L, : on a hr~v i, (k)™

Soit %, = h — 1, (k)" d’ordre 0 (7.,) au voisinage de a. 51 0 (#,) =1 — 1,
on appelle v, la multiplicité de K dans le symbole principal A, de A,;
on a donc A\, = (K)"XL, (avec v, = 0 éventuellement). Si /, est un opé-
rateur différentiel de symbole principal L,, on a

B, b (R o+ 1

Si0(7,) est Zt— 2, on prend [, = 0 et v, =t et la formule précédente
est encore vraie. Aprés un nombre [ini de telles opérations on peut écrire

h= 2L ()",

r=o

avec pour tout r=_1¢:

ko~ DL (k)

=0

4

Le lemme 2 donne 'expression des #¢* () pour un opérateur qui posséde
une décomposition.
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Lemme 2. — Soit une décomposition de h par rapport ¢ Kj on a, pour
a <t [en notant O (1) Pordre de 1., et 0 (k) celui de k] :

3
(5) 5 (3) = Z Z £ (9) x K (o) X ... x kP ().
ez a BB

o /;’3;40(#\
B~ \Y Bi=a—sn
oy

iz

Preuve. — Si b=k X...xk, avec 0(k)=1vy, on a, si «Z¥

i

»
<y =Ey,->, et avec des notations évidentes :
i 1

(9% @* () = 2 HI (@)K ... X I (o).
VLAY
»

M=

=

On démontre ce résultat par récurrence sur p; pour p = 1 il est évident,
pour p = 2, on utilise le lemme 1.

Soit b=k k. :

ko k. (Y em?) = k < ¥ ac (@) [Y)x ()i ">

Ag==0

=3 N ax (9) 3 () [Y]x ()T gog
R0 Gy=0
Ti+Te
= 3 @ @) [Y]x@Ew) e,
A=
d’ou le résultat.
Si (5)" est vrai pour 1, ..., p — 1, on le démontre pour p en utilisant
la formule qui vient d’étre établie.

Si

/
h = Zh,, avec 0(h)=1t—r,

P

on a

x

B () = e (),

L’utilisation de ces deux résultats donne le lemme 2.

F/ =0 équivaut a H (z; grad ¢ (z)) X Y" (z) = 0.
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S1 H (x; grad 9 (2)) = 0 au voisinage de a, on peut satisfaire cette
équation sans prendre Y" nulle. (En fait choisir ¢ de cetie maniére n’est
nécessaire que si [L et & sont analytiques.)

On suppose que I'un des facteurs, qu’on notera K, de la décomposition (1)
posséde un zéro réel simple non nul ¢" (pour x = ).

Un théoreme de [10] assure alors I'existence d’une fonction 3, 7 au
voisinage de «, et solution de K (v: grad » (2)) = 0, avec grad z (a) = ¢".

Avec ce choix de 7, la premiere équation est vériliée sans hypothése
sur Y".

Lemme 3. — Soit m=min|{v, +r|0ZLrLt)l. On a H*(p)=0
staZm—1,el,si R=\r|lv,+r=m!, ona

e (@) = ¥ e () [ )

rE€R

Preuve. — 51 2 < m, en reprenant Uexpression de J¢* (¢) donnée par
le lemme 2, on voit que dans chacun des termes de la somme définis-
sant JC* (¢), on a

N

51]4‘}15/':1"'-

izt

Si aucun des 3; (1 ~Zi=v,) n’était nul, on aurait v, a — r, ce qui

est impossible si 2 < m. D’apres le choix de 2, ' (2) est nul. Ceci démontre
p ] 1

la premicre partie du lemme.
St 2 = m, le méme raisonnement montre que les seuls termes non

nuls de la somme sont ceux pour lesquels :
m=v, +r, avec 3, =0, Bi=...=5,=1

>

Soit P (x) le vecteur de coordonnées locales :
N _IK .

p* (x) = TS (z; grad % (2)),

' >
grad 7 (a) étant un zéro simple de K (a: ¢) = 0, le vecteur P (a) est = Q,
done il reste non nul sur un voisinage de a (qu'on notera encore £1). Le
théoreme de Frobénius |37 permet de choisiv les coordonnées locales dans

-
de fagon 4 ce que P () = (1,0, ...,0), et Pexpression de ' (7) dans
cette carte locale est

J 13

K =
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Fin général, si r, est le plus petit élément de R, onal.,, (a:grads(a)) 0
et ‘

"me-ty

a ()l
'2' (g = 3 ; 4
(@) =2 9@ X Gy
/TT”
avec %, .. () non nul sur un voisinage de @ (qu’on notera encore (2).
(Cependant il peut se produire, pour certaines 9, que L, (a; grad (a))=0.
On fait alors une hypothése de régularité supplémentaire pour % : on
suppose qu'il existe r, (3)ER tel que st rER et r < 1, (3), on a

L, (x; grad 2 (x)) =0 sur Q
et

-
b
.

L,z (x; grad ¢ (7)) =< 0 sur

" (2) est alors un opérateur différentiel d’ordre v (%) = m — r, (3) (*).
Le premier F/ non identiquement nul est F~'*" et, en tenant compte

du lemme 3 :
F—r+m (x) = J" (’?) [Y“] (.’l?),

Y" est donc déterminé par lintégration d’une équation dillérentielle
linéaire ordinaire, d’ordre 1.(7) le long des bicaractéristiques des hyper-
surfaces caractéristiques d’équation 7 () = Cte. Si onsuppose Y*, ..., Y™
connus et de classe C” sur 2, on détermine Y’ en intégrant la méme équa-
tion différentielle, au second membre prés, qui est cette fois une fonction
connue et C” sur , mais pas nécessairement nulle.

Remarque. — Si les coefficients de i sont & valeurs complexes et les f;
définies sur C, on obtient le méme résultat en prenant pour ¢' un zéro
complexe simple non nul de K (a;¢) = 0.

Ceci termine la démonstration du théoréme 1. On va dans la suite appli-
quer ce théoréme i la construction de solutions nulles de /i (y) = 0, et a la
résolution du probléme de Cauchy oscillatoire pour h.

Soit E une variété analytique réelle et & un opérateur différenticl analy-
tique sur E. Soit S une hypersurface analytique de E et a €S, possédant
un voisinage V tel que S soit caractéristique en tout point de VN S. L’anneau
des séries entiéres convergentes étant factoriel, on a une décomposition
de H (z; q) analogue a (1) et un facteur K de (1) tel que K (z; grad ¥ (2)) =0
siz€V' NSV’ est un voisinage de a et ¥ (z) = () une équation locale de S].

(*) Remarquons que si «(z) = 0 (équation parabolique par exemple) la seule onde
- asymptotique est 'onde nulle,
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S est dite caractéristique régulicre [21] si le vecteur P (x) de coordonnées
locales

K
P* (o) = 5 (@ grad ¥ ()

est différent de 0 pour v = a. 1] existe alors ([6], [10]) une fonction 7 analy-
tique au voisinage de a telle que

K (z; grad ¢ (xr)) = 0 au voisinage de a,
grad 9 () = grad ¥ (a),
o(x)=0 si zxeS.

Le théoréme 1 assure D'existence d’une onde asymptotique pour h,
définie au voisinage de «, de phase 7, et dont les coellicients de distor-
stion Y/ sont cette fois analytiques sur un méme voisinage de @. On montre,
avec une condition supplémentaire sur h, que cette onde asymptotique
permet de construire des solutions nulles pour k; le résultat est bien connu
quand S est caractéristique simple pour A ([10], [19], [17]). C’est la méthode
de [17] que nous allons reprendre pour une caractéristique multiple.

On suppose que L posséde une bonne décomposition par rapport @
K =min|v+r|0=r<t!) et que L,(a;grad3(a))%0. On a
alors m = v, et r, = 0, et les Y/ sont des fonctions analytiques, déter-
minées par P'intégration d’équations différentielles d’ordre v, le long des
bicaractéristiques des hypersurfaces caractéristiques d’équations z' = Cte.
[Si les coordonnées locales sont telles que 3 (z) = 2".]

Soit g la série formelle & (n 4 2) variables (z°, 2*, ..., 2", z) :

z/H =,

g, 2) 12; Y @)X 51—y

et . Popérateur différentiel de (n -+ 2) variables :

/ /
-~ Jd ad > o g Jd - N\ or ¢ J a-r
"(“” 5oz o;) = () (w ;)?c) X o7 = ) (’” &) ra

r==n

Un théoréme de [10] assure I'existence ct 'unicité de Ja solution analy-

tique de 1'équation % (Y) = 0, avec v, données de Cauchy sur a' = 0,
g.(@',z) (0=u <), et t —v, données de Cauchy sur z =0 (qu'on
prend nulles), quand les données sont compatibles sur 2" = z = 0 (*).

(*) L’unicité de la solution série formelle a été montrée dans |7|.
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On prend
0@ 9 =3, 04 @)X GrET =5y
ce qui assure la compatibilité sur 2° =z = 0. Si les Y/ sont telles que
(l%"'.)”y/ 0, ') = g (z') pour tout j >0 et 0ZLu < v

<O.n peut imposer ces conditions de Cauchy puisque Y/ est déterminé

C L . , . . . ) '
par 'intégration d’une équation différentielle d’ordre v, en 0—'3'?0)’ alors g
est une solution formelle du probléeme précédent; elle est donc analytique
au voisinage de 'origine.
Si on prend les fonctions f; définies dans [17] :

E/‘+/+;

f/'(i)=m pour 2 >0 et fi¢)=0 sit<0

(avec 2, nombre entier donné, strictement positif), 'onde asymptotique
y= Y x(f;°9)
j=n
définit une fonction Y (z), avec

(xn)/-o-j-o-p

V@ =2V OX g

j=u

pour z* >0

et
Y@ =0 pour z° <0,

Il résulte de I’étude précédente que Y est analytique pour z' >0,
pour 2' < 0, et que sur le voisinage de P'origine ou elle est définie, elle
est de classe C+*",

Cecl assure bien I'existence d’une solution nulle, et termine la démons-
tration de la proposition 2.

3. ProsriEME pE Cavuchy oscinratoire. — Soit Q une hypersurface
contenant le point a, d’équation locale ' = 0, au voisinage de a, ¥ une
fonction C” de restriction ¥ & Q; on suppose grad ¥ (a) 0. On se
donne ¢ développements formels :

0-x<t: ga(x) =Z bl (@)X fi—a (¥ (&),

j=0
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Résoudre le probleme de Cauchy oscillatoire, c’est trouver un déve-
loppement formel y, somme d’ondes asymptotiques pour h, tel que chaque
phase soit caractéristique et vérifie 7 (0, 2") = ¥ (2'), et tel que

dia2y 0, ') = g+ () pour « <.

On suppose que la forme tangente en a 4 Q est une direction d’hyper-
bolicité stricte pour

P(a9) =] [ H. (@ 9.

Si 7, est le degré de H, et = celui de P, I’équation P (a; p., grad ¥ (a))
posséde = racines réelles distinctes p) (). On construit comme dans [22],
= fonctions 3/ (1 <1 = =) telles que pour chaque [, il existe un s unique
pour lequel :
H, (x; grad ¢/ (v)) = 0.
On a de plus

¢ 0 2) =4 @) et grad¢ (a) = (p, (a) grad ¢ (a)).
On a de cette fagon toutes les fonctions caractéristiques 2 telles que
9 (0, ') = ¢ (z').

Si chaque %’ vérifie la condition de régularité mise en évidence dans
le paragraphe 2, le théoréme 1 assure pour chaque [ I’existence d’une
onde asymptotique X

g =3 Y/ x(fio¢)
Jt

Les Y/ sont déterminés par l'intégration d’équations différentielles
linéaires d’ordre ., le long des bicaractéristiques des hypersurfaces d’équa-
tions ¢’ (z) = Cte.

Q n’est pas caractéristique en a pour JC" (2'), donc si on se donne
pour tout j > — ¢ :

dwuY{(0,2') pour 0Zu<p,

I'onde asymptotique y, est déterminée de facon unique.
On cherche la solution du probléme de Cauchy oscillatoire sous la forme

=Y X Y/ x(fi o9

=
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Tl ne reste done plus qu’d étudier de quelle maniére la donnée des g, (2')
détermine les 0., Y/ (0, 2'). Pour cela on va caleuler formellement les
dwsy (0,2') et les identifier aux g, (z).

LeMMe 4. — ST Y =Z Y/X(fio3), on a

JEL
’)"')“ Y =Z FJ/‘ X(f/**-'l ° ?)s
3

asvec
%

Fé = Cé ()u e)rk ’)\m/; Y/ 4 + y rg’ k ‘)(u)u Y'i—k
' el

k=0 [ -

ote les Ty' sont des fonetions connues, indépendanies de j.
On montre ce lemme par récurrence sur z. Pour 2z = 0, il est évident.
Si on le suppose vrat pour 0, ..., %, on a

dina Y =3 FIX(fj-a0 7).
iel

En dérivant par rapport & z°, on trouve

Fii i = (0 9)xF} 4 00 F§'.

On montre alors en utilisant I’hypothése de récurrence que Fj,, a la
forme annoncée dans le lemme 4.

L’identification des d.,y (0, ') avec les g, (') donne, avec des
notations évidentes, pour jo» —t, et 0 Z 2 < ¢:

N FLi (0, 2) = bl (@)

=

(en convenant que b =0 si j < 0).

On note Al cette équation et U/ le systéme des t équations A pour
a=0,...,t — 1. On se propose de résoudre successivement les différents
systémes €U/,

La valeur de F], et I'ordre des équations qui déterminent les Y; nous
incitent & prendre comme inconnues pour le systéme ¢l/, les fonctions

du Y7 (0, 2) pour 0. <u <y et 1<1cn,

On note 9/ ’ensemble de ces inconnues.
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Notations :

T
Ci=0 sik>2 et Xa=0 si p>g;
h=p

@)= 02) et [@&) =[O )

Avec ces conventions A} s’écrit :

B Yy 1

—~ ~ e A T

¥ N ot Y = d
/=1 k=0

avec

< %
; ; v ~ . . 0y ~ri—r | —,Z'_—Tg
d§=b;——z N CE Oy 0w YT+ I VT
=1\ k=1 [ TR P £

Si on suppose les inconnues de J 7, ..., /7' déterminées, on montre

que les d} sont des fonctions connues.

En effet, une fonction 0, Y/ pour 0 Zu <kt —1 cst une
inconnue du systéme U7* ™ et on a k—u>1. Si k> w, chaque

Ay A .
dwa Y/" pour u <y, est connue pour la méme raison (k— u> > 1),
. ’ , . . , . Pk .
donc on a pu intégrer I'équation qui détermine Y, " et cette fonction est
connue, ainsi que toutes ses dérivées.

Le lemme suivant précise le nombre d’¢léments de J7.

LemMe 5. — Le nombre t' des inconnues est inférieur ou égal a4 15 on a
t' =1t si et seulement si h posséde une bonne décomposition par rapport
& chaque H..

A chaque H, sont associées =, fonction 2’ et pour chacun de ces [, on a
h ?

-

ey s Ly
done

3

r =Z[J., 32 ooy =1

/=1 N

On a t = ' si et seulement si pour tout I, 4, = a,, c’est-a-dire si h posséde
une bonne décomposition par rapport a chaque H, et si r, (') = 0 pour
tout I. Cette derniére condition est nécessaivement vérifiée si P (a: ¢)
est strictement hyperbolique car grad 7' (a) est, pour tout [, zéro simple
de P ((l; ([) = ()

On a donec t = t’ si et seulement si h posséde une bonne décomposition
par rapport a chaque H. :

Le systéme ¢U est done rectangulaive et le nombre des inconnues est
inférieur ou égal au nombre des équations.
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LeMME 6. — Le déterminant des t' premiéres équations est différent de 0
au voisinage de a.

On suppose les [ ordonnés de fagon & ce que Y, soit une fouction
décroissante de [, et on note =’ (=’ = <) le nombre de v, 0. Le déter-
minant est formé de <’ tranches verticales de méme nature. La I tranche
se compose de 1, colonnes C/,...,C}*"' et le terme de rang (x4 1)
(OLa=Zt' —1) de la k" colonne de la I"™ tranche est Cj (2/)*,

| ; z l

D =|..C4 (") ... T oL (1) L L CE QT )‘QI

{ i i i N

i s i i Nl

0<k < 0=k < Ock<pr |°
12127

On note D (%', ..., A¥; W4, ..., o), ce déterminant. On va montrer

par récurrence sur 3’ que ce déterminant est différent de zéro. Si<'=1(%),
la matrice associée est triangulaire infévieure, et tous les termes de la
diagonale principale valent 1, donc ce déterminant vaut 1.

On montre maintenant que

D (Y ey 275 gy s ) = | [ 7= 2)mmexD (2 L B gy ),

Les 7/ étant deux & deux différents en a, donc au voisinage de a, D sera
bien différent de zéro au voisinage de a.

On retranche de chaque ligne (sauf de la premicére), la ligne précédente
multipliée par 2' (en commencant par la derniére). Le terme de rang (« + 1)
de la k' tranche de la [ colonne du déterminant ainsi transformé
est (pour 2> 1):

(uyx—4=1 (C4 1t — Ch_, 1),

En particulier la premiére colonne du déterminant a tous ses termes
nuls sauf le premier qui vaut 1. On développe D par rapport a la premiére
colonne, on obtient alors un déterminant a (¢ — 1) lignes et (¢’ — 1)
colonnes, égal a ). On va montrer qu’'a un facteur multiplicatif non nul

(*) ¥’ == 0 correspond au cas ou toutes les ondes asymptotiques sont nulles, et dans ce
cas il n’y a pas de solution sauf si tous les g, sont nuls.
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prés, on peut le mettre sous une forme semblable a celle de D.

i i % t |

D = .. C42 ()i e (CE 2 —CA_ ) Uy | ) j\ﬁ‘

; i : N

i H \*J:

1ZLk<py 0=k <y [
117,

On remarque que C; = Ci_i+ CiZ) (méme si k> z), donc dans la
premiére tranche (I = 1), on a

(CE— C4_) ()*+ = Gz, ()=,

Considérons maintenant la I'"™ (I 2= 2) tranche. On peut mettre (2’ — A')
en facteur dans la premiére colonne puisque le terme général de cette
colonne est (A’ — 2') (A/)*>'. Apreés cette mise en facteur, on retranche

la premiére colonne de la scconde dont le terme général devient
Ch (F— ) Q> ...

Apreés un nombre fini de telles opérations, dans chaque tranche, on trouve
D@y vy Wiy o) =[] /=D Oy —1, L )
et apres P transformations de cette sorte, on a

DOy 25y e pe) = [ =202 D (2 ey 375y ey o)

=2

et {inalement

| A R R 0 Il (M — diysw,
i

Voodl

D est donc dillérent de zéro au voisinage de a.

Le systéme ¢U posséde donc une solution et une seule si les dj (et par
conséquent les ;) ont une valeur imposée pour ' = z < t.
1l reste & résoudre L ' pour amorcer la récurrence. Les Y/ pour j < — ¢,
sont nuls par hypothése, et les b3 sont nuls, donc la seule solution c’est

Y- 0, ) = 0.
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Les premiéres inconnues non nulles s’obtiennent en résolvant le
systeme (1", Le premier Y/ non nul est donc Y; "', et

y = N YIx(fie¥)
l=t jm=— 1+t
1l résulte du lemme 5 et du calcul précédent qu'on a une solution et
une seule quelles que soient les données si et sculement si kb posséde une
bonne décomposition par rapport a chaque H,. Ceci termine bien la démons-
tration du théoréeme 2.

Remarque 1. — Si on suppose seulement /i décomposable par rapport
a chaque H, et si on n’admet pour solution au probléme de Cauchy oscil-
latoire qu'une somme d’ondes asymptotiques pouvant étre obtenues par
le théoréme 1, et associées & des phases 3’ telles que les grad 7' (¢) solent
des zéros réels, distincts, non nuls de P (a; q) = 0, on constate qu’une
C. N. S. pour qu’on ait une solution et une scule quelles que soient les
données de Cauchy sur Q, est que la forme tangente en a & Q soit une
dircction d’hyperbolicité stricte pour P (a; q) et que h posséde une bonne
décomposition par rapport a chaque H..

Remarque 2. — Si les f; sont définies sur C ct si les coellicients de A
sont 4 valeurs complexes, pour résoudre le probléeme de Cauchy oscilla-
toire avec des données sur Q d’équation locale 2" = 0, quelles que soient
les b, mais pour ¥ donnée, il suflit de supposer que I’équation en po,
P (a; p., grad ¥ (a)) = 0 posséde < racines complexes non nulles, distinctes,
et que & posséde une bonne décomposition par rapport a chaque H..

4. OPERATEUR BIEN DECOMPOSABLE. — Le théoréme 2 met cn évidence
la notion de bonne décomposition; un opérateur peut é&tre décomposé
de plusicurs maniéres. La proposition 3 assure invariance de la notion
de bonne décomposition.

Supposons que h posséde une bonne décomposition par rapport 4 un
facteur de K (1) : on peut écrire

h=1L@E"+LE" +...+ 1L @,

avee pour tout r, v, > v, —r.
En modifiant éventuellement les /,, on a

R=1 (k)" + 1, (k)" 4.+ L (k" +...+ L,

/
Soit h =Elr (k)" une seconde décomposition de & : on va montrer
= :

que pour tout r = ¢y 3,~§ Yy—r = Vg — TP
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On a 9, = v, car c’est la multiplicité de K dans la décomposition (1),
donc pour r = 0, le résultat est vrai. Supposons-le vrai pour 0, ...,r — 1
et démontrons-le pour r. (Si r > v,, c’est évident.) En modifiant éventuel-

lement les [;, Phypothése de récurrence permet d’écrire
R b () 4 T (R T (R) ™

On a donc

L (R) ~. 9 —<21 (k)'»—> (iz (k) ’-‘)

g- cst un opérateur différentiel d’ordre (¢t — r). On va prouver qu’il existe
un opérateur Y, tel que g~ Y, (k)»=" : on aura bien 9, > v, — r.

Lemme 7. — Soit 0 (k) Dordre de k et n§ = 20 (k) — (« — ). St § =«

il existe un opéraleur différentiel 15 tel que

Preuve :

ke = (k— K+ k) =Y 3 1L (k k—k),

1, est un cnsemble connu d’indices ct I (%, &k — k) un produit, dans
un ordre quelconque de p opérateurs k et de (x — p) opérateurs k — k,

M) <pl® +@—pOE—1) =20k —(2—p)

[car k — & est d’ordre inféricur ou égal a 0 (k) — 1].
Sip<fBeti€l, ona

On a, en effet, ,
I =px () avec 0= <p.

Si 8>3, c’est terminé, sinon, on écrit p. = ak b avec b ne contenant
plus de facteur &. On note [k, h| = kb — bk (cvochet des deux opérateurs),
et on a

0, = ab (K)* ' + a[k, b]x (k)®
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Si 8’ + 1 < 8, on recommence la méme opération avec ab (k)**!, On

écrit finalement |
0 =p* (B)° + 3 p3r (B)P (3 <8, <B),
jed

ur* (k)% est un opérateur différentiel d’ordre «8 (k) — (@ — p) — 1
contenant (p — 1) facteurs k, dont B; > B’ en facteur a droite. Si p> (B + 1),
on recommence la méme transformation avec chaque p}* (k)®. Aprés un
nombre fini de telles opérations on obtient bien le résultat annoncé
pour II;, d’ot le lemme 7. ‘

S10Lpr, on a

kv ~ 2z (k)

Qi
et par conséquent
Loko=e = L Wb (k)"

et
: . r—t
9~ < PR AV I A (,;),.,p> (k).
=0 =
Ceci termine la démonstration de la proposition 3.

On démontre maintenant le théoréme 3 qui caractérise les opérateurs
possédant une bonne décomposition par rapport a chaque H,. (On dit
qu'un tel opérateur est bien décomposable.)

Si h est bien décomposable, on a

I3 .
h =Z Lhiz—r+ .. X Hge—"
r=»u0
avec, pour r =,

,
h = 3 1 W= L. x R,
p=0

On montre ce résultat par récurrence sur r.

Pour r = 0, on prend I/, = 1 et h, un opérateur différentiel de symbole
principal H,; on a
h~h} X...X k3.
Si on suppose le résultat vrai pour 0, ..., r — 1, il existe des opérateurs
loy ..., Ly tels que

r—1
h/—T—f— |2 l{‘ h¥—f+ x ... X h?"_p"‘"".

=0
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r—1
Soit A, =h —zlp =8+ 5 X heTP+ c’est un opérateur diffé-

p=" " . . . .
rentiel d’ordre ¢ — r. On va montrer que son symbole principal est divi-

sible par H*~"™* x ... x Hf ~"*; pour z donné les H, (x; ¢) étant premiers
entre eux, il suffira que A, soit divisible par H{*~"+ pour tout s.

Si r> a,, c’est évident, sinon, soit

hp = lp hi|a‘—P:+ Xeoo X h[:’—m-ko

On pose
b=hr=t X ... x hg P (b=1si $=0),
On a
Xs—p
h‘f‘n—-P)x b = 2 CQJ_F b,, (h_.-)(“'-P’/’)’
p=0

avec bo =05, ..., bp = [hy, bp_1], ....

On a donc
&y —fo
A
h, = Z C4,_, Wp—Pe X ... X heri—tie b, X hz—e=r),

n=ue

B0 X RETP X by X B TP est d'ordre t — p — p et par consé-
quent :
r—p
hp‘:,Z CL,—p A= X .. X hlfege—F X by, R0,

p=0

On a donc un opérateur différentiel p tel que

r—t

|\ ; .
Dl ke XL X BB ~ g R,
p:o

Par hypothése h posséde une bonne décomposition par rapport a H,;
il existe donc un opérateur & tel que

h ~ BHE=",
et par conséquent
b=, (B — ) e

A, est donc divisible par H¥"; ce résultat étant vrai. pour toul s,

on a
A =L, H[la'—’.j“’ Xeeo X Hga*’"]—b.
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Si I, est un opérateur différentiel de symbole principal L, (’), on a
hz:’rz L b= .. X R =P+
p=0

Réciproquement des calculs analogues a ceux qui viennent d’étre faits
montrent que si

H
h =2 I R#—r+ X ... X hge—ri+,
r=0

avec pour tout r=¢,

.
h~ 2 L hz—ee X ... x BF7 =P,
p:o

alors & posséde une bonne décomposition par rapport a chaque H,, ce
qui termine la démonstration du théoréme 3.

Remarque 1. — En coefficients constants, le théoréme 3 est banal & cause
de la commutativité de la composition des opérateurs.

Remarque 2. — 11 résulte de la proposition 3 qu’on peut choisir les I,
et les h, arbitrairement (a4 condition qu’ils aient un symbole principal
imposé).

Remarque 3. — En deux variables, un vopérateur bien décomposable
vérifie les conditions dites de Levi-Lax ([14], [11]). Ceci sera précisé davan-
tage a4 la fin du paragraphe 5. :

5. LIEN AVEC L’HYPERBOLICITE DANS LE CAS DES COEFFICIENTS CONS-
TANTS. — S1 h est un opérateur différentiel a coefficients constants sur
E = R"', on démontre en utilisant des résultats de [3] que les deux
propositions suivantes sont équivalentes :

(A) h est bien décomposable et P (¢) = H H, (q) est strictement hyper-

bolique.

(Q) h est hyperbolique et la multiplicité de H sur V (P)* est localement
constante,.

o .
() Lr(x; ¢) est GC* en x, puisque P (z; ¢q) = [I H; (z; q) n’est le polynéme nul en

s=1

. aucun point x d’un voisinage donné de a.
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Si A est un polynéme de (n -+ 1) variables, & coefficients réels, on note
V (A) ’ensemble des zéros réels de A, et r, la fonction multiplicité qui a
E€R! associe le nombre entier r,(£), ordre de multiplicité de £ pour
le polyndome A [r,(§) =0 si 5§V (A)].

On note

V (A)* = V(A)—{0].

On dit [3] que la multiplicité de H sur V (P)* est localement constante
si pour tout £°€V (P)*, il existe un voisinage ¥ de £° dans R*** tel que
ry soit constante sur VNV (P)*.

On démontre dans [3] que la proposition (C) équivaut &

(B) 1° H est hyperbolique et la multiplicité de H sur V(P)* est loca-
lement constante;

20 tout point E€R™' de multiplicité ry () sur H est de multiplicité
re (8) 2 [ry () — k], sur H®®, (On note H*' la partie homogéne
d’ordre t — k de h.)

I1 suffira donc de prouver que (A) et (B) sont équivalentes.

On démontre d’abord que (A) entraine (B).

L’hyperbolicité stricte de P implique évidemment I'hyperbolicité de H.
D’autre part, si £°€V (P)*, il est zéro simple d’un seul polynéme H, et
il existe un voisinage ¥ de £° dans R™! tel que ryq(E) =ry (8°) =,
pour tout £E€¥ NV (P)*. Il reste a prouver B (2°).

. Par hypotheése h est bien décomposable; on utilise alors le théoréme 3
en prenant les opérateurs . et h, homogénes, ce qui est possible puisqu’on
est en coeflicients constants.

On a donc
Hl*)(k) [ Lk Hfl“i—k]+ X ... X H[a‘_:q*k]-o-'

Si £°€V (H)*, il est zéro simple d’'un seul H, done ry (§°) = a..

On a donc
re ") > [as — k) = [ra ¢°) — K]+

Si £° = 0, le résultat est banal car H*) est homogéne de degré t — k.

Montrons que (B) = (A).

L’hyperbolicité de H entraine celle de P. Montrons que I’hypothése de
multiplicité localement constante de H sur V (P)* entraine ’hyperbolicité
stricte de P.

On montre ([22], p. 36) que si (IL),.,.. est tel que ’équation en p,,
P (po, II) = 0, posséde une racine double, dans tout voisinage de (II;)
(dans R"), il existe (p;) tel que P’équation en po, P (po, p;) = 0, ne posséde
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que des racines simples. L’hyperbolicité de P par rapport 4 la direction
(1,0, ..., 0), et la continuité par rapport a (p;) des racines p, (p;) de
P (po, pi)) = 0 entraine que I’ensemble des zéros simples de P est dense
dans V (P)* (muni de la topologie induite par R"*'). Si la multiplicité
de H sur V (P)* est localement constante, tout zéro réel non nul de P a
pour multiplicité 1 : en effet, s’il existait £'€ V(P)* tel que ry (%) X 2,
dans tout voisinage de £°, on pourrait trouver 5 tel que 7, (§) =1 et la
multiplicité de H sur V (P)* ne serait pas localement constante.

On sait [3] que si P est hyperbolique par rapport a la direction (1,0, ...,0),
la multiplicité d’un zéro £° de P est égale a la multiplicité de £ en tant
que racine que l’équation en p,, P (ps, &) = 0. P est donc strictement
hyperbolique par rapport a (1,0, ..., 0).

Montrons pour terminer que h est bien décomposable. Il suffira pour
cela que chaque H'™*'* soit divisible par H% ™+ pour tout s. Si k> «,
c¢’est évident; supposons k < a,.

On considére H, et H** comme des polyndmes en p,, & coefficients
dans I’anneau des polynémes a n variables R [py, ..., p,]. L’hyperbolicité
de H, par rapport a la direction (1, 0, ..., 0) entraine que H, est de degré <,
en p, et le coeflicient de (p,)™ est un nombre réel non nul (H, (4,0, ..., 0))
donc un élément inversible de R [p,, ..., ps). On peut donc [23] faire la
division euclidienne (dans R [py, ..., p.) [ps]) de H*®® par H, :

H®% (po, p) = Q (pw p)XH. (pos p) + R (o, pi),

avec Q (po, pi) et R (po, p:) appartenant & R [p,, pil.

B (20) et k < «, entraine que tout zéro réel de H, est un zéro de H*'%,
Si (p;))€R* — { 0}, Phyperbolicité stricte de H, entraine que 1’équation
en po, H, (ps, pi) = 0 posséde =, racines réelles distinctes p, (p:) (1<L1<27).
On a donc R [p, (p:), (p)] = 0 pour 1 <1l L=, et R (po, pi) est de degré
strictement inférieur 4 7, en p,. Ceci implique R (po, p;) = 0, le résultat
s’étend par continuité pour (p;) = 0, et par conséquent H, divise H"*,
On a done H™* = M;x(H,)* (avec M; non divisible par H,). 5i «;
était strictement inférieur a («, — k), le raisonnement précédent entrai-
nerait M; divisible par H,, ce qui est faux, donc a; > a, — k.

Les H, étant premiers entre cux deux 4 deux, H*'* est divisible par
H = % ... x HZ "~ et par conséquent 'opérateur h est bien décom-
posable.

Remarque 1. — Si E est une variété différentiable C* de dimension 2,
on montre dans [11], [14] qu’une condition nécessaire et $uffisante (°) pour

(*) On suppose la condition (1) du multiplicité constante en x vérifiée,
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que le probléme de Cauchy soit bien posé par rapport a une hypersur-
face Q passant par a est que H (a; ¢) soit hyperbolique par rapport a la
forme tangente en a 4 Q, et que & soit bien décomposable. En deux variables
H (a; ¢) hyperbolique équivaut a P (a; ¢) strictement hyperbolique [I’hypo-
thése de multiplicité localement constante de H sur V (P)* est néces-
sairement vérifiée]. On a I’équivalence entre les trois propositions suivantes :

1° H (a; q) hyperbolique par rapport a la forme tangente en a a4 Q
et h bien décomposable.

20 Le probléeme de Cauchy avec données sur Q est bien posé.

39 Le probléeme de Cauchy oscillatoire avec données sur Q posséde
une solution et une seule quelles que soient les données.

Il résulte du théoréme 4 que si les coefficients sont constants (E = R?),
ces trois propositions sont encore équivalentes &

40 h est hyperbolique par rapport a la forme tangente en a 4 Q.
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PROBLEME DE CAUCHY ANALYTIQUE
A DONNEES SINGULIERES
POUR UN OPERATEUR DIFFERENTIEL BIEN DECOMPOSABLE

Par J.-C. DE PARIS

1. INnTRODUCTION. — Soit E une variété analytique réelle ou complexe
de dimension (n 4 1), h un opérateur différentiel sur E d’ordre ¢ 4 coeffi-
cients analytiques, et @ un point de E ou & est d’ordre t.

Soient @ et ¥ deux fonctions analytiques au voisinage de a, nulles en a
et telles que grad @ (a) et grad ¥ (a) soient deux vecteurs linéairement
indépendants de T. (On note T I’espace cotangent en z & E.) On note Q
(respectivement S) I’hypersurface d’équation locale ® (z) = 0 [respecti-
vement ¥ (z) = 0] et T = QN S. On note §' (1 =1 =) les hypersurfaces
caractéristiques issues de T.

On étudie le probléme de Cauchy analytique, non caractéristique, au

voisinage de a. Le second membre est «régulier» sauf sur U S¢ ou il
=1

possede des singularités de type donné (qui dépendent de la forme d’onde [9]

choisie) ; les données de Cauchy sont « réguliéres » sur Q — T et présentent

sur T des singularités analogues a celles du second membre : on montre

alors, si h est bien décomposable ([3], [4]), qu’il existe une solution et

une seule, « réguliére » sauf sur | J S, o elle présente des singularités
=1
du méme type que celles des données.
On vérifie bien, dans ce cas particulier, le principe général énoncé par
J. Leray dans (7] : « Les singularités de la solution appartiennent aux
caractéristiques issues des singularités des données ».

YE N
((,% \\‘ Qf\
LQ:/ et o ,_/;’.\\
J A~ B y w
Tol A6 [
= s i)
[ AR S ) LA F
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Cette étude se fait classiquement en deux temps ([9], [5], [6], [15]) :
d’abord la construction d’une solution formelle utilisant la technique des
développements asymptotiques ([17], [9], (8], [1], {10]), puis la démonstra-
tion de la convergence des développements obtenus.

On a montré dans [3] et [4] I’existence d’une solution formelle au
probléme posé; il reste donc a prouver la convergence.

Dans [9], D. Ludwig étudie un méme probléme pour un systéme de
type (H), qu'on sait [10] étre fortement hyperbolique. (ce qui, dans le
cas d’un opérateur scalaire, implique que toutes les caractéristiques soient
simples), et montre la convergence (quand le systéme est du premier
‘ordre) en se ramenant 4 un probléme de Cauchy caractéristique, et en
utilisant la méthode des majorantes. Dans [5], Y. Hamada étudie un
probléme analogue pour un opérateur scalaire & caractéristiques simples,

. et dans [6] il prolonge ses résultats au cas ou les caractéristiques sont
au plus doubles, pour un opérateur bien décomposable [3]. Sa démonstra-
tion de l’existence. d’'une solution formelle, pour des caractéristiques au
plus doubles, est un cas particulier de [2], [3], [4] ou on envisage le cas
des caractéristiques de multiplicités quelconques (mais constantes).
I montre la convergence en utilisant des techniques de calcul dues
a S. Mizohata. Dans [12], [14], [15], C. Wagschal étudie un probléme du
méme type, avec des singularités de forme plus générale, pour un systéme
dont toutes les caractéristiques sont simples; il montre la convergence
en utilisant la méthode classique des majorantes, améliorée par « Uintro-
duction de nouvelles fonctions majorantes particuliérement commodes pour
ce type de probléme » [15].

Notre étude se fait dans le cas d’un opérateur scalaire, & caractéristiques
de multiplicités quelconques, mais bien décomposable. (On suppose tou-
jours les multiplicités constantes.) On montre la convergence des
développements obtenus dans [3] et [4] en adaptant les calculs de [12], [15]
au cas des caractéristiques multiples. On généralise ainsi un théoréme
de [9], et on étend aux caractéristiques de multiplicités quelconques les
résultats de [5], [6] et [15].

Les résultats démontrés ici ont été annoncés dans [13].

Les notations utilisées sont celles de [3] et [4].

Je remercie vivement J. Vaillant de ses encouragements qui m’ont
été trés précieux.

2. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR L’EXISTENCE DE LA SOLUTION
FORMELLE. — Soit H (2; ¢) le symbole principal de k; pour & donné dans E,
c’est une application polynomiale homogéne de degré t, ou nulle. h étant

* d’ordre t en a, H (z; q) est de degré ¢t au voisinage de a, et ses coefficients
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sont des séries entiéres convergentes au voisinage de a. L’anneau des séries
entiéres convergentes est un anneau factoriel, et un anneau de polyndmes
sur un anneau factoriel est factoriel, il existe donc un voisinage V de a,
et des applications irréductibles H; (z; q) (1 < s < g), polynomiales en g,
homogeénes de degré =,, pour z donné dans V, a coefficients analytiques
en z sur V, et des entiers %, > 0 tels que pour tout €V et tout ¢€T,
on ait

M Ha g =[] M @or .

On sait [11] que les H, sont des invariants.

L’analycité des données implique que h posséde une decompos1t10n [4]
par rapport a chaque H.. .

On suppose en fait que k est bien décomposable, c’est-a-dire qu’il existe
des opérateurs différentiels k, (1 =~ s <~ o) de symbole principal H, (z;q),
et des opérateurs I, (1 =Zr <t) (avec l, = 1) définis sur une sous-variété
‘ouverte (2 de E, contenant a, tels que

(2) Zl Xh[ai ¢, “u—"]-'-

([a]+ =asia>0et 0si aL0),
avec pour tout r,

p=0

d’ordre ¢t — r — 1 au plus.
On suppose que I’équation en A,

6)) 11 H.(a; 2 grad @ (a) + grad ¥ (@) =0

posséde T =2 7, racines distinctes (on impose & ces racines d’dtre
$=1

réelles quand E est réelle. Dans le cas réel et quand toutes les multipli-

cités valent 1, on dit dans [16], si la condition précédente est réalisée,

que h est « réguliérement hyperbolique par rapport 4 Q et S ».
L’hypothése (3) permet de construire, comme dans [10], = fonctions

caractéristiques @' telles que ¢'(z) =" (z) si 2€Q. Si on note

A (1 £ 1<7) les racines de ’équation (3), 9’ est caractérisée par

grad ¢! (@) = A grad ® (a) 4 grad ¥ (a).

JOURN. DE MATH., T. LI. — FaAsc. 4, 1972 60
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On a ainsi toutes les solutions de I’équation caractéristique qui coincident
avec ¥ sur Q, et on peut remarquer que la condition précédente implique
que Q n’est pas caractéristique en a. Les hypersurfaces §', d’équations
locales ¢' (z) = 0, sont les caractéristiques issues de T.

Prorosition 1. — Soit E une variété analytique réelle (respectivement
compleze) de dimension (n + 1), h un opérateur différentiel réel (respecti-
pement complexe) d’ordre t, & coefficients analytiques, et a un point de E ot h
est d’ordre t.

Soient ® et W deux fonctions analytiques, nulles en a, et telles que
grad ® (a) et grad W (a) soient linéairement indépendants dans T;.

Soit f; une suite telle que pour tout €L, [, = fj_1.

Si on suppose que h est bien décomposable, et que 'équation en A,

I1 H: (@ 2 grad @ (a) + grad ¥ () = 0

.os=1

posséde T racines réelles (respectivement complexes) distinctes, alors il existe
une solution formelle unique

y=2 X Yix(fie9)

=1 j=1—W

de
h (y) =D =Z v, avec U =2 D’[. X(fi—t ° ‘Pl)

=1 j=1

telle que de plus [si les coordonnées locales sont telles que ® (x) = z°, et que
a=(0,...,0)] on ait, pour 0 =~ a <t,

oz ¥ (0, ) =N, bl @) X(fj=x = §) (&').

j=0

On note 2’ = (z, ..., "), ¥ la restriction de W a Q; W est égal & Pun des
nombres a, [avec s, tel que H, (a; grad ¢' (a)) = 0].

Les v] sont analytiques sur un méme voisinage de a, et les b, sur un méme
poisinage de a dans Q.

On cherche d’abord une solution de 4 (y)) = v.. Avec le choix qu’on
a fait pour v;, ceci conduit & des calculs identiques & ceux de [3] et [4].
‘On cherche y; sous la forme

yo= 3 Yix(fio9).

J=t—py
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On a

®

h@) =3 h¥Ix(eeN =3 D% @) [Y]X(f1iero9),

j=1—W J=1—W r=o

¢! est telle que
%0 (9) = 9¢! () =...= et~ (99) = 0.

J¢" (¢") est un opérateur différentiel d’ordre p; pour lequel Q n’est
pas caractéristique en a. (On a démontré ces résultats dans [4].)

Par conséquent :

h@) =Y, X5 @) [Y/]xX(fj—ter o @)

j=t—pr r=w

Si on pose k = j + r, on trouve.

h) =X D s @) (Y] | X (fie o 9)-
k=1) j+r=k
j=1—w
wiLr £t
Ceci justifie a posteriori le choix fait pour ¢, afin que l'identification
soit possible.

On doit donc avoir, pour k> 1,

(4 >, ger () [YI] = o}
JH+r=k
I 1—y
W r<t
On sait [2] que la détermination des Y/ se raméne a lintégration
d’équations différentielles linéaires d’ordre -, le long des bicaractéristiques
des hypersurfaces caractéristiques d’équations ¢'(z) = Cte. On sait
aussi ([2], [3]) que pour déterminer entiérement Y, il faut que les
90 Y/ (0, 2') soient connues pour 0 = u < w. La détermination de ces

fonctions a partir des b, se fait de maniére unique ([3], [4]), en utilisant
les relations

T -1
5), pour0<a<t: ¥ 3 Ci(AY)**0e Y™ =di,
=1 k=0

avec

% % i
di=bi — 3! B Ch@Ay*om Y+ N Takden YT

=1\ k=W oLu<k<La
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en posant A’ (z') = 9,9 (0, 2'), et en notant f la restriction & Q d’une
fonction f définie au voisinage de a. On convient que C; =0 si k>«

et que 20k=0 si p>m.
k=p .
(5); est un systéme de t équations linéaires i t inconnues, de déter-

minant non nul au voisinage de a [4]. On notera (A§),_.<. la matrice
0=fB<t ’

inverse; ses coefficients sont analytiques au voisinage de a et ne dépendent
que de 1'opérateur et des ¢’. De méme, les coefficients I';; sont analytiques
sur un voisinage de a dans Q, et ne dépendent que de & et des fonctions ',

On met maintenant les équations (4); et (5); sous une forme qui sera
plus commode pour la rédaction du paragraphe suivant ou on étudie la
convergence des développements obtenus.

En convenant que Y/ =0 si j<1— y Déquation (4); devient
pour j 1 :

4
3 o @) [¥17] = vl
re=thi
" (¢') est un opérateur différentiel d’ordre [, et les hypersurfaces
2° = c ne sont pas caractéristiques pour cet opérateur (pour ¢ assez petit).
En divisant chaque opérateur #’ (¢) par le coefficient de d,, dans
#" (¢') [on note encore &' (9') D'opérateur obtenu), et en posant
¥4 (¢') = 0y, — €1, avec ¢ opérateur différentiel d’ordre au plus
contenant au plus (. — 1) dérivations par rapport & z°, on peut écrire,
pour j > 0 (on pose v, = 0) :
d(o)p., Yll-_w =C (Yll'—p.l) + w,l" ’
1

avec w/ = v/ — 2 e (o) [Y/™7).

r=ip+1

6),

En résolvant le systéme (5); on trouve, pour j >0, 1 =11,
<<

t—1
Oon Y, "= Afd. (B dépendant delet de u).
x=0
(Rappelons que d()u Y/~ = 0 pour j < 0.)
En remplacant d} par sa valeur, cette relation s’écrit

t—1 T t—1 ]
d(o)u Y{_u =Z Ag bé — Z { 2 2 Ag C: (Am)a—k d(O)k Ylm—k
=0

A=Y k=VPm

T —1
_E{Z D AFTEX 0w Yot

m=1\a=0 0o<v<k<a

m=1
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On pose
r1—1
o= A3l
x=0

—1

thm=— X, A Cx (A7),
x=k

k t—2
= = <§; r> -

v=0 x=k

N, est un opérateur différentiel d’ordre k, 4 coefficients indépendants
6’ p . . . p
de z°, et dans lequel i1l n’y a de dérivations que par rapport a z°.

Avec ces nouvelles notations (5); s’écrit, pour j 0 :

pour l ZlZtet0Lu<<

Ti {—1 t—2
(7), S — ; X E iy
0(0)u Yll * = gé + 2 Z \.’B,m dlo)k Y{n +2 mg,k (ch 1) .
m=1\ k=Y, k=0
3. CONVERGENCE DE LA SOLUTION FORMELLE. — Les coordonnées

locales étant toujours telles que ® (x) = z° et que a soit I’origine de K™**
(K =R ou C), on démontre le théoréme suivant :

Tatortme I. — Si on suppose
’ _ . ) C/
Ba(x,:)—Zbé(x)xj—, O=a<)

j=0

analytique au voisinage de Uorigine de K™, et
yirg g g ’

Vi) =Wvi@yn (<lzx)

analytique au voisinage de Uorigine dans K™, alors les fonctions

gl

Y () = Z Vi @) x G+ —DI

J=r—

=iz

sont analytiques au voisinage de lUorigine dans K™

a. Rappels sur les majorantes. — On utilise la notation classique a <€ b
pour écrire que la série formelle de (n 4 1) variables b est une majorante
de la série formelle & (n -+ 1) variables a (!). Cette relation est antisymsé-

(1) Dans la suite on identifiera, par abus d’écriture, une fonction analytiqtie au voisi-
nage te l'origine et son développement en série entiére sur ce voisinage.
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trique et transitive, elle est compatible avec ’addition et la multiplication
par des séries formelles positives (majorant la série formelle 0), et elle est
stable pour la dérivation. De plus, si a<<b, ¢> 0 et ¢ (0) =0, alors
acc<boc,etsia<b,a(0)=>5(0)=0etc>0, alors coa < cob. Enfin,
si f est analytique au voisinage de 0 dans K**', il existe M >0et R >0

M| <R }, alors

i—0

tels que, si xEAR={x

f&) = —2—
R —-2 x!
b. Fonctions majorantes de [15]. — Soit Dy = {£|t€K et || < R|

et 6, (R, ) = ﬁl:—i analytique sur Dy; on pose
& j!
5 R, 8 =70 RO =m—m=-

Les fonctions 0; vérifient les propriétés suivantes :

10 0, (R; £) < R 0,4 (R; £).

On a en effet :

R 1 1 R
l<=——7p et >0 = R—E<(R—E)"'.

En dérivant j fois par rapport a £, on trouve le résultat annoncé.

20 Si r < R, on a pour (€D, :

re 0D <

0, (55 ).
On a

1 ) 1 _ 1 J!
R—_;O;(F,E)—ﬁj—aei(fai)—(R_r) ® =0 (,-._E)/>O

et
L 8, mn>0
R —_ E 7 L IRY ’
d’ou le résultat.

3 Sir<£R, on a pour €D, :

0, (R, &) < 0, (r; &), ,_l_: “Rl—g=(r-—(l;)_(—Rr)—i)>0
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et

R—:> " = R-g=<r—¢

En dérivant j fois par rapport a £, on obtient le résultat cherché.

AR =—“{x
Ap,r ={.‘B

lv,-(R;x)=e,<R,in> et d),(p,r;x)=e,<r;px°+2xt>.
i=0 i=1

Une conséquence du 1° et des rappels du (a) est que :

Notations :

’

Yz <R

pla'| + X2 <R

=1

LemMMeE I. — Pour z €4, on a

¥, (R;z) < RY¥;,, (R;2);
pour x €4, ., on a
®; (p,r;x) <r P (p, 15 2).

De plus on a, si r < R,

¥, (R, ) < ¥, (r,x) (d’aprés 3°)
et si p1,

n n
2:1:‘< p° +2x’,
i=0 =1

ce qui implique, d’aprés les rappels du (a), que
W(r;2) < ®;(p, 15 7).
On a done :
Lemme II. — Sir Z Ret o1, pour z€4A,,:
¥, (R;x)< ®,;(p r; x).

Enfin on rappelle [15], le résultat suivant :

Lemme III. — Si ¢ est un opérateur différentiel & coefficients analytiques
au voisinage de lorigine [ses coefficients admettent alors une -majorante
commune MXW, (R; z) sur un A, convenable].
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St pour z€4,,(r £ KR avec K donné, K <1, et p>1), on a
y @) < ®;(p, 15 7).

Alors il existe une constante Yy dépendant seulement de Uopérateur et de K,
telle que, pour €A, ,, on ait

c(®) @) <y Xp"X®Pjrm (p, 13 T),

ot m est U'ordre de Uopérateur et p Uordre de dérivation par rapport & z°.
Soit o = (&, &) [#, €N et & = (%, ..., %,) EN", avec %, < p et |a|m].

. Il '
On a <on note D* = O (dx,.),">-

D*y (@) <D*®; (p, r; 2) = p* X B0 (0, I3 2) < pr XR™ =121 @, (p, F; ),

donc

a, () D* g (z) < p» Xx Rm— 12! —Mn—— X®jim (p, T; X)

R —Z x!
i=o0

m—|%|
<pr X Rm—i%lx MxR

M
R—-7° Qjm(pyr; x)<PpX'W——I(—)Xd)1+m(P!r ;X).

S1oc(y) = 2 a, D*y, on pose

& fzm
QoL p

M x Rm—12|
=2 Rd—-K)
faj<sm

ce qui donne
¢ () (@) <Y X" X Pjom (p, T; X).

Y ne dépend que de M, K, R et m, donc ne dépend que de ’opérateur
et de K.

On montre enfin un résultat qui justifie, a posteriori, introduction
des fonctions ®;, et permet de voir pourquoi « elles sont d’un emploi
particuliérement commode » [12].

Lemme IV. Za, _]l analytique au voisinage de Uorigine équivaut

\

a Dexistence de nombres posttifs, M, r, o et c tels que, pour z€A4, ., on ait

a; () <« MxC/+tx®; (p, r; x).
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Si A (z,0) =Za,- (z) JC—I! est analytique au voisinage de 0, il existe M
j=o .

n

et R tels que, pour ||+ Y |2'| <R, on ait

i==b

B ... g
R —¢ —-2:1:1
i=0

En dérivant j fois par rapport a I, puis en faisant { = 0, on trouve

sl Z|x‘\ <8
=7

qui a bien la forme voulue, si on prend r =R, p =1, C =1,

Réciproquement, si a; (z) <K MXC/'X®; (¢, r;z), pour z€4,, on
aura

A )<

= = Mx W) (R; 2)

Ia(x)Wlﬂjé MXCX,.jl 77 X lj:l[/
<r—wxw —Zx'l>
MxC ¥ Cigl ",

r—pla| =Yl |r—pla| =

donc A (z,{) sera analytique pour C|{|+ p[a’| +X | <r

i=1t

¢. Démonstration de la convergence. — Soit

; —p
o/, Ciz) = (£) " xCrx #6r3 )

[le fait que les différentes caractéristiques n’ont pas la méme multiplicité,
comme c’était le cas pour des caractéristiques toutes simples, impose

I'introduction d’un coefficient multiplicatif (%)_I qui permet, ‘en quelque

sorte, de rendre « homogénes » les calculs qui suivent].
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On va démontrer par récurrence la proposition Z;(j > 0) :
1‘ (:1/' : 1 é lé Ty
Y, @) < ®/ " @, 1, C; 2);
B el ey e
00 YT T @) <00u ® T (o1, C; )

Z;

pour un choix convenable des constantes g, r et C.

1—u

Pour j = 0, le résultat est évident car Y; ™ = 0, ainsi que d(0. Y; '~
Supposons démontrés %, ..., €, et démontrons <,

Les équations qui déterminent les inconnues sont :

l=l=x d(mp.,Yll._W =0 (Y{—W) - wli,

t

6); A ! 5
©); avec w, = v, — 2 ser (98 (Y7 7);
\ re=ge+t
1Ll 0fu<p s
T 1259 t—2

) TIONyor mrp o T e R TS Y
( )U " l d(o) u YG : L gé l +Z { Z Tlé,m d(l))k Yin e +2 Jn'ﬂ,k (Yin 4 z) .

m=y kst k=0

Il résulte des hypothéses du théoreme I, et du lemme IV, qu’il existe
des constantes M et R telles que pour 1 =17, j> 0 (en convenant
que v; = 0), et x €Ay, on a

)< —2X!  oMxw,®: 9.
Jj+1
(R-Z=)

De méme, si 0 < o < t et j > 0, on a pour ' €A NQ,
Mxj!

(5B

Enfin, les fonctions Al Y’é,m’ et les coefficients des opérateurs IMNE,
sont des fonctions analytiques de z’, en nombre fini : on peut donc supposer
que pour 2’ €A, N Q, elle admettent une majorante commune M X T, (R; 7).
Les coefficients des c; et des JC" (3') étant en nombre fini et analytiques
au voisinage de 0, on peut supposer qu’ils admettent sur Ay la méme
- fonction majorante M X W, (R; z).

b (') < =MxY¥; (R; z).
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On cherche d’abord pour quelles conditions sur g, r et C, B/ est vérifié :

[T (@) <MxT,_, (R, z) < MxR‘®, ., (p,r;2) (sip>1etr<R),
Aj(r) < Mx W, (R, z').
On en déduit :

t—1
- a et IXMEXRC | = ,
0h ' @) = A3 @) b7 @) = SR X Brd (o 13 @),

X1=0

Si on impose r =~ K.R, avec K nombre donné, K < 1, on trouve

it — , IXMxR’
@), g @) <MxX®; i (p, 13 ) <M = m>’
Pour k. u,, on a, d’aprés I’hypothése de récurrence @/~!'"*=#nl:
Vi r = @l Qo G Yo' TH e g @57 T

(Remarquons que pour j donné, j > 0, on ne peut appliquer ’hypothése
de récurrence que si j>1 -4+ k — p,, Cest-d-dire s1 k=) — 1+ pn.
Comme k reste <t — 1, ceci est vérifié dés que j est assez grand. Pour
les premiers indices j, il existe des k="t — 1 tels que k > j — 1 4 n,
mais on a alors Y, f=0< ®/' ")

On a done :
. , k—
" Qo Y, (@) < 9ok L 7 (e Ci2)= ((%) XC/+tX Pyt (o, 13 )

D’autre part :
b (@) < Mx T, (R; 7).

On en déduit, si p 1, r < K.R (K < 1) et & =<1 pour k> i,
) C p 1}

3 ’ N NI —k o M i F Y ,
o @)X Oon Yo'~ * (@) < RA =R XV X Pt (s 13 7).
. ' txrt
Si on pose M, = _X_EEM_, on trouve
p Rd—K)
< —1
®), 3 N @) d Y @) = M XCH X B (o, 15 ).
m=1 k=u,,

Si j —2 — (k—v)>0, hypothése de récurrence B/ ~'~**' (on a
k — v >0) donne, si v < |, : '

j—k—2 Y mi k%t
()(Mu Y/In (Oa x’) < dle d){n * (.O’ r, C; x')-
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S1 j—1—(k—9o) <0, on a dy, Y, (0,2') =0, et dans ce cas
la majoration précédente reste vraie. ‘

Stov Pm, oD a k>~v> g, done Y, **<L®/* " (dapres
QUi g j 52 + k — t, ou parce que Y, F TP =0sij <14+ k — pn).

On a Mgy (') € Mx ¥, (R,2’) et par conséquent (en supposant
encore o > 1 et r <~ K.R) :

m, v Pk , M e sy ,
mgy (&)X 0,0y, Yn =10, 2) < RA—-K X Oy ®h T (0,1, C; ),
e v e kb Vo
Qoo BT = <é> X O <(E:> C/ kvt S @ e v

puisque k — v >0 et r £ K.R <R, on aura

P e V= fhm .
d(o)v (I),/n 2okt < <%> W CJ—1—k+vt s¢ Rh—v+1 ¢ 0]'—-14—[

L (8 i

"
< <%) i X G/t X R X @, ., (puisque k —v>x0et p 1)
Si on pose _
k
e\ _ p\k—¥n M xRE
F(¢) ‘2 2} 2 (&) " x
on trouve ‘

(10); 2 me YI’" - 2 (x) < 0/~ 1+IXF(8>X6/—I+J (o, r; ¥').

m=1 k=0

En additionnant (8);, (9); et (10);, on trouve

d(o)u Yll._u_l (-’CI) < <M1 + M‘Z X C/_H + F <(%> X Cj+l-i> X 61’—14—2 (P9 l‘; x’)'

Si on veut que do Y, 7' <€ 90y, @/, il suffit que

<M, + M, X C/*+ + Ci+=1 x F <§>> B\, < don®] ",
Or

P l—u u P / u—y K
oo @17 = (B) @ = (£) T X O x B

Si on veut assurer le résultat pour tout u < w, pulsque g <1, il suffit
que

(M, 4+ M. X G+ 4 G-t X F <(E:>> = (\g)‘i x G+,
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Si on suppose C > 1, il suffira pour cela que
P 1 P
(1) C(M:+Ms)+EXF<C>é1-

Si on suppose p, r et C choisis de maniére a ce que
s r<KR K<1), f<1
( -|-M)+C ( >41

(')I'o '°

alors 3’ est vérifiée. (On verra plus loin qu’un tel choix est possible.)
Pour démontrer @/ on utilise le résultat fondamental de la méthode
des majorantes qu’on rappelle ici.

Lemme V. — St ¢ est un opérateur différentiel d’ordre au plus (p. — 1)
par rapport a z°, ayant pour coefficients des séries entiéres formelles de
xz= (2% ' ...,2"), e¢ C un opérateur différentiel majorant c. (Chaque

coefficient de ¢ est majoré par le coefficient correspondant de C.)

St f est une série entiére formelle de z, et F une série majorante de f.
Si 2. (0 £ u < - — 1) sont des séries entiéres formelles de 2’ = (z', ..., 2"),
alors il y a une solution série formelle et une seule au probléme de Cauchy
formel :

{ dopy=c@® +f;
Ou<p: 0oy (0, 2) =2z, (x).

St, de plus, Y est une série entiére formelle telle que

{ dou Y > € (Y) + F;
OLu<p: 0ouY(0,2)> 2z, (2');
alors on a y < Y.

L’existence et l'unicité de la série formelle solution sont évidentes.
On montre la seconde partie du lemme en prouvant que pour tout u > 0,

0102 Y (0, ') < dio1 Y (0, T').

Pour 0 £ u < i, c’est I’hypothése sur les données de Cauchy.
Pour u = ¢, on a

0oy 0, ) =c(® (0, 2) + (0, z) < € (Y) (0, 2") + F (0, ') < 0oy Y (0, 7).

En dérivant les deux membres de ’équation, on en déduit le résultat
pour u=p+ 1, ...,u=p+2 ..., dou le lemme.
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Pour montrer @/, c’est-a-dire Y, <€ ®/~*** i] suffira donc de prouver
que

(12); Doy B4 > €, (@7H7) + W/,

avec C, opérateur différer iel « majorant » ¢, et W/ majorante de w/,
puisqu’on sait que :
dlo)p-z-—l YIl.—pll (09 x’) - d(o) hr—1 (D{_W-H (P, r, C; fE’) (d’aprés (’3/),

d(o) ey —2 YII._W (0’ x’) N '?(0) Br—2 Q{_w_H (P’ r, C; x') (d’aprés O?’i_‘)r

..........................................................

..............................................................

Yi M0, ') < @M (5,1, C3 ') (daprés B+,

Remarquons que si j — & + 1 < 0, les hypothéses de récurrence ne
donnent les résultats annoncés que pour k < j; sij < k < (. — 1), alors
Opu1—z Y, % (0,2') = 0, donc la majoration reste vraie.

Pour montrer (12),, il faut d’abord trouver une fonction majorante W/ de

t

wl =vf — N s @) [Y]

r=y1

Pour y+1=Zr<t ona Y/7'< ®/—"*', d’aprés les hypothéses de
récurrence @Y, ..., @~ V=¥ ou éventuellement, si j— (t — w) <O,
parce que les premiéres inconnues sont nulles.

Il y a un nombre fini d’opérateurs J¢" (¢') et c;, donc on peut, quand
on applique le lemme III, prendre le méme coefficient y. On a donc pour

r é ({J'l + 1)7
‘ iy - . re ‘
ser (@) [YI 1<y x e x <(£:> X Gt X B = X (%) "X G XD

done

¢
- 2 acr(cpl)[Yf"']<txyx<(3:>><C/'+‘+'><<D/+z

r=w+1t
(puisque (—P:é letr— > 1>.
D’autre part :

vl (@) < Mx W, (R;2) < MXR X @0 (0,13 7).
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On a donc :
w! () < (MR' +iyx g X Cf+'+l> @) (o, 13 1) = W/ (@),

. : i3 ) .
e (®f M) + W/ <y xpr—t x <§> X Gy, + W]

- ( X G4 MR £y X c/'+1+t> ®,...

o 12

D’autre part :

p) d’/""!-l= 14 'WX 14 WXC/'+1+1X(I).
{0) 1y { C C Jte

On aura donc (12); si
C/+1+rt v x C/i+t+t + MRt 4+ £+ X é x C/+1+t
jummm—n P »

donc a fortiori (puisque C 1) si
H x4 MR

Il n’y a plus qu’a montrer maintenant que toutes ces conditions sont
compatibles entre elles, et qu’on peut choisir r, p et C de maniére & ce qu’elles
soient simultanément vérifiées.

Les conditions sont :

\pél, r<K.R (avec K< 1), cp—él, C>1;
| p 1z(2 .

Y p . MR
“ P+(tY)><c+ c =1

1 . 1
(M, + M)’ 3ty

14
C
tout en laissant a ¢ et & C la possibilité de varier. F < %) a une valeur fixée
égale a F (e).
On choisit

Soit & =< min < ) On impose a & d’étre égal a ¢,

C>Co=max (3MR, 2F (¢), 1),
p>po=max (3v, 1).

On prend ¢ et C tels que C > Co, p > 5o et E = ¢. Quant a r, il suffit

qu’il vérifie r < K. R (avec K < 1). On voit d’ailleurs qu’on peut prendre r
aussi voisin qu’'on veut de R, puisque K peut prendre des valeurs aussi
proches de 1 qu’on veut (mais une modification de K change ¢, et C,).
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Pour ce choix de 2, r et C, on a bien, pour tout j > 1 — ,

’

. . —W
Y/ @) <® ", r,Ca)= (%) " G X B (o, T3 T).

Il résulte alors du lemme IV que chacune des séries

Y+

J=1—w

définit une fonction analytique au voisinage de I’origine dans K"*?, ce qui
terrine la démonstration du théoréme 1.

4, APPLICATION, DANS LE CAS REEL, AU PROBLEME DE CAUCHY ANALY-
TIQUE AVEC DONNEES SINGULIERES. SUPPORT SINGULIER DE LA SOLUTION, —
On suppose que E est une variété réelle, et h un opérateur différentiel
sur E dont les coefficients sont des fonctions analytiques a valeurs réelles.

Soit f, une distribution définie sur un voisinage ouvert de 0 dans R.
Il existe une fonction continue g, définie sur un intervalle |— «, 2[CYV,
telle que g™ = f,. (On dérive au sens des distributions.)

On pose

fm =4(, fm—i = g" sy fo = g‘””, f—i = g""*”,
et pour z€]— a, «f,

o @=[ 9@t

.......................

On construit ainsi une suite (f;) de distributions de @' (]— a, «[), telle
que pour tout jE€Z, on ait f; = f,_, (pour j > m, f; est une fonction de
classe C/™).

Si ¢ est une fonction indéfiniment différentiable sur un ouvert, telle que
grad ¢ ne s’annule pas, et f une distribution, on sait définir sur cet ouvert
la distribution fo ¢, par exemple en prenant un systéme de coordonnées
dont la premiére soit ¢. De méme, on peut définir fo ¢ (0, 2') = fo 3 (z').

On suppose les hypothéses de la proposition I et théoréme I vérifiées,
et on étudie le probléme de Cauchy :

h@) =3, Dol X (frr09); | :

=1 j=1

O<a<t: duay(0,2) =2 b @)X (fj-aod) @)

Jj=¢
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On trouve donc une solution formelle

=Y, X YIx(fie¢)

=1 j=1—py

telle que les séries entiéres Y, (z, () (1 = I < <) convergent sur un méme
voisinage de l'origine dans R™*.

On écrit y =u + Y, avec

m--t—1

=3 Y x(fe o,

=1 j=—pp+1

Y= X YIx(fe9)

=1 j=m+1t

u est une distribution définie sur un voisinage de l’origine dans R™?, et
on montre facilement que Y est de classe C‘ au voisinage de l’origine.

En effet, pour j > (m + t), f; est de classe C* au moins, ¢' et Y/ sont
analytiques sur un méme voisinage de V'origine et ¢’ (0) = 0, donc si &
est un nombre positif donné, il existe un voisinage V de I’origine tel que
pour z€V on ait | ¢ (z)] < ¢.

De plus, d’aprés la définition de f;, on a pour j>m,

[fFE<AX e (A, constante donnée).

(j—ml
Done, pour z€V et j>m, on a
o/—m
|f"(°P[(x»éAX(,-i—m)T

De plus, pour j >1 — p;, on a

Y@= (§) xCmx G+9!

J+i+t
<r —px° —Zx‘>
i=1t

Si on impose p|z°|+ |2 _4_%, on aura

i=1

| Ylj ® | = <%>_wx C/+1+t g_j—_t)_l

r\/+1+t
(2)

JOURN. DE MATH., T. LI. — FAsSc. 4, 1972 62




484 J.—C. DE PARIS
et par conséquent, pour z appartenant a un certain voisinage de I'origine :
i A —wm 2C\¢ 200\ j + 0!
Y @x (o) @< 5max (&) % () x(3) " x D

Si 28C < r, ce qu'on réalise, r et C étant fixés, pour & assez petit, ceci
est le terme général d’une série convergente indépendante de = : Y est done
continue. Le méme raisonnement montre qu’elle est de classe C’. En effet :

D+ (Y/ xfroq) = ¥, CED*BY/xDE(foq)
1£8<a

=¥ Y DBV Xy x(fjr 0 9D

0B re(8y

ot Y? est une fonction connue qui dépend de ¢’, mais pas de j, et qui est
analytique, donc bornée sur un voisinage de l’origine.

On voit donc que y = u -+ Y ou u est une distribution et Y de classe C’.
Si les singularités ‘des données sont d’une certaine forme, on a pu préciser
la partie singuliére de la solution. L’unicité de la solution résulte du théo-
réme de Cauchy-Kowalewski.

Ce résultat a été démontré dans [9] pour des systémes dits de type (H),
qui sont en fait des systémes fortement hyperboliques [11]. Dans le cas
d’un opérateur scalaire ceci imposait & toutes les caractéristiques d’étre
simples. On obtient ici le résultat pour des caractéristiques de multiplicités
quelconques (mais constantes) et sans hypothése d’hyperbolicité (puisque
la fonction ¥ est fixée), quand % est bien décomposable.

On peut méme préciser davantage dans le cas particulier ol le support
singulier de f, est l'origine. On montre alors, en reprenant le raisonnement
précédent, que y est de classe C” sauf pour les x tels que ¢’ (x) = 0, c’est-a-

T

dire surU S' et le support singulier de la solution est contenu dans le
=1
support singulier des données.

5. APPLICATION, DANS LE CAS COMPLEXE, AU PROBLEME DE CAucHY
ANALYTIQUE AVEC DES DONNEES POSSEDANT DES SINGULARITES POLAIRES
oU LOGARITHMIQUES. — Il est bien évident que le théoréme I permet de
généraliser au cas des caractéristiques de multiplicités quelconques (mais
pour un opérateur scalaire bien décomposable seulement) les résultats
de [15]. On reprend les notations de cet article.

Soit f, définie sur G et appartenant a k (p,q) [15] (p€C et ¢EN),
c’est-a-dire :

fo (§) =t x P, (log &) (P, polynéme de degré < ¢)
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si p n’est pas un entier < 0,

fo (§) =¢7 P,_s (log &) si p<0 et gx1;
L ©=0 si p<0 et g=0.

On sait [15] qu’on peut construire une suite (f;) (pour j€Z), avec
fi€h(p + j, q), telle que pour tout jE€Z on ait f; = fi_i.

Les caractéristiques n’ayant pas toutes le méme ordre de multiplicité,
il faut étendre la définition de H (p, q).

DeEriNiTION. — Soit y une fonction holomorphe sur le revétement simple-
ment connexe du complémentaire par rapport & un voisinage de a dans E

de{_J S

(=1

On dit que y€H (p, ..., p:; q) [avec (ps1y .... P:, Q) €EG XN]
st elle est de la forme .

y @ = [¢' @)+ x Pg (x; log ¢! (2))

=1

+ Y [ @V %P [z, logo! @] + Y, Py (@;log 9t (2)).

l=T4+1 {=7,+1
_Les =, premiers p, ne sont pas des entiers négatifs, les © — 7, derniers
sont des entiers négatifs [et g > 1, sinon les deux derniers termes de la somme
sont remplacés par 2 P! (x)] P, (x;{) désigne un polynéme en [ de degré

[=7%y+1

£ q, a coefficients analytiques en .

Prorosition II. — Le probléme de Cauchy

{ h(y =vo,
002y (0, ) =0b.(z) pour 0La<t

tel que
veH(p —t+1,...,p—1t+1;9

et pour 0 Lo <t, by€H (p — 2; q) posséde une solution et une seule

yeHp~p+1, ..., p—pe + 159
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st h est bien décomposable et si Uéquation en A,

15 ©: % grad g @) =0

s=1
posséde < racines complexes distinctes.

Remarque 1. — Si toutes les caractéristiques sont simples, tous les w,
valent 1, et on retrouve le résultat de [15] (dans le cas particulier d’un
opérateur scalaire).

Remarque 2. — Si les caractéristiques sont au plus doubles, on trouve
un résultat qui généralise [-] (les singularités sont de forme plus générale).

Toutes les démonstrations qui suivent sont exposées en détail dans [15];
j’en donnerai donc seulement un bref résumé.

Lemme VI. — Si la sérieZaf (z) X JC—I! converge au voisinage de l'origine,
j=¢

et si f,€h(p,q), alors

D& @X(fi—u°¢) (@) appartient @ H (p — p, q)-

j=o
On a en effet :

9
f; (©) = t+/ X P] (log ) = t7+/ X ¥ p/ x (log L),

donc formellement :

Yo/ @ X (fj—u 0 9) @ =@ @D (¢ @y~ xpi*log e @I

i=o0 r=o

q w
—Nle@P-+x) 3a/ @) x pi~* x[p @]} x[log 3 @]
r=o j=0
On montre comme dans [15] que la sériez pi ¥ X[9 ()] X &’ (z) converge
j=o
sur un voisinage de l'origine, et par conséquent, on a

D@ @) X (fi—p 2 9) @) = [9 @+ xPq (w; log 9 @)€H (p — 1 9)-

Soit maintenant v€H (p —t+ 1, ..., p — t + 1; gq). [Supposons par
exemple que (p — ¢t + 1) ne soit pas un entier négatif; on aurait une
- étude analogue dans ce cas.]
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On a
T (9
v (z) =Z Zvr,l (@) [log ¢¢ @I } X [9* (@)]P—t+.

=1\ r=o0

On pose f i (§) =P X (logl), et & partir de f_... on construit
une suite (f;). On aura f, €h (p, q) (puisque r < gq).

On résoud le probléeme de Cauchy h (y) = v, avec pour 0 Lo <t
d0ay (0, 2') = 0. D’aprés le théoréme I et le lemme VI, il y a une solution

y€H(p—p.+1,...,p— -+ 159).

7
Soit y =Zyr; i est solution de A (§) = v, avec des données de Cauchy

r==0
nulles sur z2° = 0, et

ﬁGH(P'—H1+1,---,P—Hr+ISQ)~
De méme : '

ba @) = [¥ @)]7~* X X\ Ba,r (&) X [log § @)}

r=o0

On pose b, = ($)7*XB., X (logd)” et on résoud le probléme de

Cauchy : h@) 0
doy(0,2)=0 pour 0 ZLu<<t et uz2q

I Y (0, ') = ba,r ().

Il y a une solution dans H(p — s + 1, ..., p — = + 15 9).

On refait le méme raisonnement pour chaque b,.(0La <t et
0 £ r < q), et on additionne les solutions obtenues et 7. Le y trouvé est
une solution du probléme posé. Il résulte du théoréme de Cauchy-
Kowalewski que c’est la seule, ce qui termine la démonstration de la propo-
sition II.

L’énoncé des résultats démontrés ici a été publié dans [13].
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