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O - INTRODUCTION.- 

Les techniques de c a l c u l  d'ondes asymptotiques mises au point dans [3] 

permettent l ' é t u d e  loca le  de ~rob lèmes  de Cauchy c a r a c t é r i s t i q u e s  analytiques ; 

c ' e s t  d ' a i l l e u r s  l ' é t u d e  de t e l s  problèmes, pour répondre à une question que 

m'avait posée J .  Va i l l an t ,  qui a  é t é  à l ' o r i g i n e  de mes recherches. 

E désigne une v a r i é t é  analytique ( r é e l l e  ou complexe) e t  h un 

opérateur d i f f é r e n t i e l  analytique s u r  E ; S e s t  une sous-variété de codimension 

1 de E ,  V un voisinage d'un point  a  c S , t e l  que S  s o i t  c a r a c t é r i s t i q u e  

en t o u t  point  de V Ci S. S i  f  e s t  une fonction analytique au voisinage de a ,  

on cherche l e s  solut ions  (analyt iques)  de h ( y )  = f  s i  y  e s t  a s t r e i n t  à s a t i s -  

f a i r e  ce r t a ines  conditions i n i t i a l e s  qu'on p réc i se ra  dans l a  s u i t e .  

On résoud d'abord l e  ~ r o b l è m e  formel ( t r a v a i l  dont l e s  r é s u l t a t s  

ont é t é  publiés dans [2] ) puis  on é tud ie  des cas où il y  a  une solut ion analyt ique .  

1 - RESOLUTION DU PROBLEME FORMEL.- 

On note H l e  symbole p r i n c i p a l  de h .  S i  R e s t  un voisinage ouvert 

* 
connexe de a ,  contenu dans V ,  l a  r e s t r i c t i o n  de H à T ( R )  e s t  un élément 

de l 'anneau f a c t o r i e l  des appl ica t ions  polynomiales s u r  l 'anneau des fonct ions  

analytiques dans l e  domaine R : il e x i s t e  donc Hl , . . . H u  , éléments i r r é d u c t i b l e s  

de c e t  anneau, e t  a , .  . a  dans N* t e l s  que u 

S i  + ( x )  = O e s t  une équation loca le  de S ,  il e x i s t e  un f a c t e u r  Hs 

au moins t e l  que 



Si  S e s t  une hypersurface régu l i è re  [II]  , c 'est-à-dire s i  l e  vecteur 
-3 

P ( a )  de coordonnées l o c a l e s  

aHs 
p,(a) = - 

a% 
( a ,  grad $ ( a > )  

n ' e s t  pas nul ,  il e x i s t e  ( c o u r a n t - ~ i l b e r t  p. 558 [l]) une fonction 9 ,  d é f i n i e  

e t  analytique au voisinage de a ,  t e l l e  que 

( q u i t t e  à diminuer un peu S I ) .  

On c h o i s i t  des coordonnées loca les  t e l l e s  que a = O ,  e t  que 

O g ( x )  = x , e t  on cherche y sous l a  forme 

j 
-ç- pour j 2 O e t  f j ( c )  = O pour j < O , Si  on pose fj(E) - j I  

on a y = 1 x ( f .  O 9 )  ( l e s  Y: ne dépendant que de x l ) .  
jaZ J 

On a donc [3] 

ffr($) e s t  un opérateur d i f f é r e n t i e l  de degré 6 r , e t  $ é t a n t  

c a r a c t é r i s t i q u e ,  on a HO($) = O. Par  analogie avec [31. on note  m($) l e  p lus  



petit entier r tel que ffr($) # O (on dit que m($) est multiplicité de 

la caractéristique s). 
1 

'Il 

On note ff l'opérateur différentiel obtenu à partir de ff en remplaçant 
P 

O O 
un coefficient par sa dérivée p-ième par rapport à x sur x = O, et en 

O 
supprimant les coefficients pour lesquels il y a des dérivations par rapport à x . , 

Avec ces notations, l'identification des développements en série de 

h(y) et de f donne, pour j b O 

f S. CPH?($) [YP+~ = ~j . 
r=O p=O J J-P 

(on sait de plus que ffr($) = O pour r = O , ..., m($> - 1)  

Si #?($) = O pour tout j < J . et pour r = O , . . . , t , alors pour 
J 

O tout y, la valuation en x de h ( ~ )  est égale au moins à J. En prenant 

O pour y des monômes convenables, on voit alors que la valuation en x de chacun 

des coefficients de l'opérateur différentiel est supérieure ou égale à J. 

Supposons J($) et ~(9) définis par 

Les %($) ( @ ne sont pas tous nuls et K($) est le plus petit r 

tel que Br 
J( $1 (9) Z O . (on a évidemment K( $) m(9) ) . 

Une condition nécessaire pour qu'on puisse trouver une solution formelle 

est que la valuation de f soit supérieure ou égale à J( g). Cette condition 

étant supposée réalisée, on simplifie les 2 membres de l'équation h(y) = f 1 
Par (XO)~(@) et on est ramené à un nouveau problème avec J($) = O , ce qu'on 

1 supposera désormais. On note encore K($) le plus petit r tel que O($) # 0. 1 
I 



La ~remi2r.e équation correspondant à j = O donne 

Si on suppose Y', . . . ,Y t-K( @-' donnés, est déterminé par 

l'équation aux dérivées partielles 

Le problème est donc de trouver une hypersurface de S, non caractéristique en a, 

pour a Ic( IP) (4 ) ; mais comme les raisonnements qu'on veut faire doivent être 
O 

intrinsèques, on va procéder de la manière suivante. On suppose qu'il existe 9 ,  

analytique au voisinage de a, telle que 4~ (a) = O , que grad $ (a) et 

>e 
grad 9 (a) soient 2 vecteurs linéairement indépendants de Ta, et que, si P(') (g) 

est de degré p($) on ait le coefficient de (ho) t l m ( i ~ )  (iol) rC (9 
i (o ,9 ) ' 

dans h(e ) qui soit différent de zéro au voisinage de a. (on verra 

que ce coefficient n'est autre que la valeur en grad 9 (x) du polynôme caracté- 

ristique de ffm(' ) ($ ) ) . 
grad $ ( a) et grad 9 ( a) étant linéairement indépendants , on prend 

O les coordonnées locales au voisinage ' de. a, de telle sorte que (x) = x et 

m ( 9  1 O 9 (x) = x1 ; on a alors (9 ) qui est de degré p ( J )  ) et x = x = O (sous 
O 

variété de codimension 1 de S définie intrinsèquement par $(x) = $(x) = 0) 

nt est pas caractéristique pour cet opérateur. 

En effet, on a 



En notant v l'ordre de @($) (on a donc v 
m( 9) = ~(9) ) on trouve 

r 

(avec des notations évidentes ) 

Si on note )( m(iP) (x,q) le symbole principal de P(') (Q) et 

w(9)(~1 ) celui de 
X o  P") , on a de manière évidente (puisque 

O 

grad $(x) = (0,1 ,O,. . . ,O)) 

Or le premier membre de cette égalité est # O au voisinage de x' = O 

(c'est le coefficient de (iool t-m($) (iwi ) dans ( 3 ) ) .  On en déduit (si S* 

est l'hypersurface de E d'équation locale $(x) = O) que T = S n S* n'est 

pas caractéristique en a pour #m(8) (donc ~(9) = m($)). 
O 

Si on se donne a 2 n 
( l ) k  

Y ~ O ,  x = x . . x  1 )  pour 

k = 0,. . . , p($) - 1 , la relation (2) détermine entièrement Y t-m(lB). 11 est 

immédiat de constater, par récurrence, que la donnée pour tout j 2 t - m(9) 
et tout k = O . ,  ( - 1 de a 

(l)k 
Y' (O ,xl'), détermine tous les Y' d'une 

manière et d'une seule, donc détermine y. 

On trouve finalement le théorème d'existence et d'unicité formel 

suivant. 

Théokème 1. - Si S est une hypersurface caractéristique régulière 

de multiplicité m($) pour h et S* une hypersurface non caractéristique 

( i p  1 pour Hm (0) ($(x) = O étant une équation convenable de s), s et S* 

n'étant pas tangentes en a, il existe une solution formelle et une seule de 

h(y) = f si on a t - m($) données formelles sur S et LI($) données 
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* 
formelles s u r  S  , c.omp&tibles s u r  T = S n s*. L 

En f a i t  l e  r é s u l t a t  correspondant,  énoncé dans [2] é t a i t  p lus  f a i b l e  

puisqu' il s ' app l iqua i t  quand l e s  Y' s e  ca lcu la ien t  par  1' i n t é g r a t i o n  d' équa- 

t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  o rd ina i res  l e  long des b i c a r a c t é r i s t i q u e s  de S ( r é s u l t a t  

qui s e r a i t  su r tou t  i n t é r e s s a n t  dans un cas non analyt ique en x' ca r  dans l e  

cas analy t ique  Cauchy-Kowalewski s 'applique systématiquement ) . Il e s t  cependant 

i n t é r e s s a n t  de comparer l e s  deux c a s ,  a f i n  de p réc i se r  m( 9). 

On considère une décomposition de h par rapport  à HS (un Hs pour 

l eque l  S e s t  c a r a c t é r i s t i q u e ) .  

(on note  Hs = K e t  k  un opéra teur  d i f f é r e n t i e l  de symbole p r i n c i p a l  K). 

On d é f i n i t  m = min I V  + r 1 O ,< r ,< t )  , e t  on suppose que m = m(0) r 

(on a  tou jours  m r m(lP) [ 4 1 ) .  On a  a i o r s ,  s i  R = I r  c [O,.. . ,t] 1 v + r = m l  
r 

On suppose a l o r s  l ' e x i s t e n c e  de r o ( Q )  t e l  que 

-t 
aK S i  ~ ( x )  e s t  l e  vecteur  de coordonnées l o c a l e s  ~ ' ( x )  =  rad $ ( x ) )  
a% 

e t  s i  on c h o i s i t  au voisinage de a l e s  coordonnées de manière à ce  que 
+ 
~ ( r )  = (0,1 ,O , .  . . ,O) (théorème de probenius) , ffm(')()) s ' é c r i t  sous l a  forme 



avec 

Donc dans ce cas les Y' se calculent par l'intégration d'équations 

différentielles ordinaires le long des bicaractéristiques de s.(clest d'ailleurs 

toujours la même équation, au second membre près). 

L'hypothèse d'existence de ro(lp) équivaut à " x1 = O n'est pas 

caractéristique pour P(') ($1  ". 

On a finalement le 

cotür&dW,- Si, dans les hypothèses du théorème 1, on a une décompo- 

sition de h telle que m = m($), aiors les Yi se calculent par l'intégration r 
1 d'équations différentielles ordinaires d'ordre V($) = m - ro($) le long des 

11 - SOLUTIONS ANALYTIQUES QUAND LI($) = m($).- 

Il serait facile d'utiliser la méthode des majorantes pour prouver la 

convergence du développement formel obtenu dans le $ II, quand ~(9) = m(9). En 

fait, on va montrer que ce cas est justifiable de l'application d'un théorème 

de Darbow-Goursat-Beudon classique  orma mander p. 1 18 [5] 1. 

On montre d'abord un lemme : 



imrime.- Si S est une hypersurface caractéristique régulière, de - 
* 

multiplicité m(g), pour h, et S une hypersurface non caractéristique pour 

(4) (de degré ~(4)) , S et S* n'étant pas tangentes en a, l'expression 

de h dans une carte locale telle que S ait pour équation x0 = O , et S* 

I O 
x1 = O , est telle que l'ordre de dérivation le plus élevé en x est t - m($), 

O 1 et que parmi les termes où l'ordre de dérivation en x est t - m($), il y en 

I a un où l'ordre de dérivation en x1 est u($), et pour tous les autres cet 

I ordre est < ~ ( $ 1  
I 

i(w x +w x ) 
O 0  1 1 )  

Il résulte des hypothèses et de (3) que le polynôme h(e 

est de degré t - m($) en (iw-) et que le polynôme en iw,, facteur de 
u 1 a a 

O 
(iw )t-m(4) est- de degré u($). D'autre part le coefficient de (iwo) (iw, ) 

1 
O i(w x +wlxl ) a a 

0 0 O dans h(e ) n'est autre que le coefficient de Do Dl1 dans l'expression 

de h, d'où le lemme. 

si l~($) = m($), aiors on pose B = (t - m($), dg), 0,- ,O) et on 

écrit l'équation sous la forme 

avec au # O -> a e t - m($) ou a, = t - m($) et al < m($) . 
O 

B n'appartienk pas b l'enveloppe convexe de l'ensemble des a tels que 

a f O et le théorème 5.1.1 ' de Hormander ( [5] , p. 118) assure l'existence a 

d'une solution analytique et d'une seule de h(y) = f , avec t - m(g) données 

sur S et m($) données sur s*, compatibles sur S n s*. 



S i  ( 9 )  < m il s l a g i t  d'un problème où l e  nombre de données 

(t - m ( $ )  + p ( 4 ) )  e s t  s t r ic tement  i n f é r i e u r  à t .  Il s e r a i t  déraisonnable 

d '  espérer  montrer l a  convergence de l a  so lu t ion  formelle sans hypothèses supplé- 

mentaires s u r  l e s  données. L'exemple bien connu de l ' équa t ion  de Fourier  

( c a s  où m($) = 1 e t  v ( $ )  = O )  

pour l eque l  Y0 d o i t  ê t r e  une fonction e n t i è r e  t e l l e  que 

( r  désignant l a  fonction d ' ~ u l e r )  s i  on veut que y s o i t  analy t ique ,  confirme 

b ien  c e t t e  remarque. 

Le cas des c o e f f i c i e n t s  va r i ab les  donne des r é s u l t a t s  encore moins 

s a t i s f a i s a n t s ,  e t  on a l 'exemple dû à Riquier [IO] de l ' équa t ion  : 

qui  ne possède pas de so lu t ion  analy t ique .  



Des t ravaux récen t s  de Persson ( [6J , 171 , [8] , [g] ) donnent une 

voie f o r t  i n t é r e s s a n t e ,  u t i l i s a n t  l e  théorème d'Osjannikov, pour é t u d i e r  ces 

problèmes ; mais l e s  c o e f f i c i e n t s  de l ' o p é r a t e u r  sont polynomiaux en x '  , 

e t  on v o i t  mal, encore,  comment l e v e r  c e t t e  r e s t r i c t i o n .  

[l] COURANT-HILBERT . 
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EQUAT~ONS aux DERIVEES PAHTIELLES. - Ondes asymptotiques et problBrne 
de Cauchy caractéristique local pour un opdrateur différentiel à carmtd- 
ristiques multiples. Rdle des bicaractéristiques. Note ( *) de M. JIAI-CLAUIBE .. DE PARIS, présentée par M. Jean Leray, 

On construit d'abord une onde asymptotique, pour un opérateur diffdrentiel CC", 
au voisinage d'un point d'une hypersurface caractdristi e de multiplicité cons- 
tante. Par des cihuls analo es, on montre ensuita l*uEité de la solution me 
lytique du roblbme de Cauc!! caractdristique local analytique, Our des donnba 

bien r4pa&es 8, et on donne enfin un cas oia il y a existence et unhté. On constate 
alors e les conditions our 6tre dans ce cas sont en géndIal réalisées quand h est 
hyper&que si les d c i e n t s  sont constants ou si le nombre des variables wt 2. 

1. Soit E une variété réelle Co de dimension n + 1, h un opérateur 
différentiel Cm d'ordre L t ,  a un point de E où h est d'ordre t, et H(s,  q )  
le polynôme caractéristique de h. On suppose qu'il existe des polynôrncs 
K i ,  . . . , K p  B coeficients Cm sur un mBme voisinage V de a,' tels que pour 
tout x E V on ait 

P 

(1) H ( r ,  q )  =n [K' (s, q) ]Q (at est la multiplicité de Kt). 
1=1 

Si les f j  sont des applications de R dans C telles que pour tout j é  Z, 
f i= f k l ,  et Q, une fonction C', il existe [('), (')] des opérateurs diffé- 
rentiels Sr(@) d'ordre / r ,  indépendants des fj, tels que pour tout Y, 
C' sur E, on ait 

1 

(9) h [ ~ x ( f , o @ ) ] = ~ ~ ( < - ( @ )  [Y]( f l - o @ ) .  
r r a  

iF a8 

Si y =Z Yj x (fi 0 9) est une onde asymptotique (') pour h, p et les Y, 
/=O 

doivent vdrifier, pour j A- t : 

En particulier, puisque X0 (pi) (x) = H (x, grad pi (x ) ) ,  pi doit dtre 
solution de l'bquation caractéristique. 

Si I b n  des facteurs, qu'on notera K, de (1) poglr&.de un zéro réel simplc 
if# o, il existe un ouwert de ~ooFdOmkGs locales a, Bt Ilne fonction (P Cg 
sur a fS)  td8 que pour tout ~ Q Q ,  on ait 

UY? .: Il'(#, q) = [ K ( x ,  g)pt* , (x ,  9 )  Cuo e% l ' e x v o t  de K dans (il], 

* (4) K(*, mdcp(*aci) =a et gdcpla)  =qO, 

P ( a )  de coordona6m.lodales pl" (x) = ( a ,  p d p  (.O) est # 0. 



( 2 )  

Sur la sous-variété ouverte Cl de E, on définit des opérateurs k e t  l,, 
de polynôme caractéristique K e t  L,, et  on forme h, = h - I l ,  (k)". On suppose 
que hi est d'ordre constant a, sur a. Si G, = t - 1, des hypothkses pour hi 
analogues à celles faites sur  h permettent de définir un opérateur 1, et  
un nombre v, tels que h, = h, - 1, (k)'jl soit d'ordre 5 , L t  - 2. Si 
G,L t - 2, on convient que 1 ,  = O et v,  = + oo. On obtient finalement 

où les l j  sont des opérateurs différentiels d'ordre ( t  - j - SV/) (si s est le 
degré de K), de polynôme caractéristique Lj. 

Soit m = min { v, + p 1 O L p L t }. On montre en utilisant (4) et  ( 5 )  que 

où J = { j j v j + j = m } ,  a j (x )=Lj (x ,  gradq(x)),  et  JC ' (q )=pad ,+p*  
[avec p*  coefficient de (iw)", dans e-i '"~k(ei~w) ( O ) ] .  

Si il existe r, E J tel que ai= O si j e  J, j < r, ,  et a,;(x) # O pour tout  
X E  Cl, %'"(y) est  d'ordre m - r,, e t  on a : 

T H É O R È M E  1. - Si /t est un opérateur différentiel Ca,  à caractéristiques 
multiples, mais de multiplicité constante, et s i  qo est un zéro simple réel non 
nul d'un. facteur ' " "Ye de la décomposition de H(a ,  q), on peut cons- 
truire une onde asymptotique pour h, de phase p, telle que grad(q(a))  = qn. 
Le calcul des coefficients se ramène à l'intégration d'équations différentielles 
linéaires d'ordre m - r, le long des bicaractéristiques ('). 

2. Soit E une variété analytique réelle e t  h un opérateur différentiel 
analytique sur E. Soit S une hypersurface analytique de E, et  a €  S, possé- 
dant  un voisinage V tel que S soit caractéristique en tou t  point de V n S .  
L'anneau des séries entières convergentes étant factoriel, on a une 
décomposition de H(x, q) analogue à (1), e t  un facteur K de (1) tel que 
K(x, gradwx))  = O si X E  V ' n  S [V' est un voisinage de a e t  +(x) = O une 
Aquation locale de SI. 

Avec des notations analogues à (4) on dira que S est caractéristique 
+ 

régulière si P(a) #o.  II existe alors [!", (')] 9 tcllc qiir ail voisinage de 
a K ( z ,  gradq(x)) = O, gradiplrr) = grad $ i n ) ,  r t  ?(x\  = O si X E  S. 

On choisit dans a des coordonnées locales telles qiir ~ ( 2 )  = x", e t  on 

note d(, , , iX l'opérateiir obtenu a partir d'un opérateur c7S cn dérivant p fois 
par  rapport à xO les cocficients de X ,  puis en faisant x"=  O dans ces 
coefficients. 

Si 
+ I O  + P 



des calculs analogues à ceux de 1 donnent [avec fj(E) = Ej/j !], 
1-ni i 

l ' = O  p z 0  

Si Y,, . . . , Yt-,-, sont donnés, on obtient alors Yt-,, Yt-,,+l, . . . , Yi-nt+k, . . . . 
THÉORÈME 2. - S i  S est une hypersurface caractéristique multiple régu- 

lière il y a a u  plus une solution analytique à h(y) = f, s i  on a des données 
de Cauchy d'ordre (t - m) sur  S, et d'ordre m - r, sur  S* (hypersurface 
transverse aux bicaractéristiques de S) compatibles sur  S n  S*. Les coefficients 
du développement en série de y par  rapport à x0  (S d'équation x n =  O) 

s'obtiennent par  l'intégration d'équations différentielles linéaires d'ordre 
m - r, le long des bicaractéristiques. 

On ne pourra évidemment pas prouver la convergence de la série obtenue 
sans imposer des conditions supplémentaires aux données (cas de l'équation 
parabolique par  exemple). Cependant, si L,(a, gradp,(a)) # O  il résulte d'un 
théorème de (y  que h(y) = f a une solution analytique unique pour des 
données compatibles d'ordre t - v, sur S et v, sur S*. 

T H É O R È M E  3. - Dans les hypothèses du théorème 2, s i  r ,  = O, h(y)  = f 
a une solution analytique unique. Les coefficients du  développement en série 
de y par  rapport à xO s'obtiennent par  intégration d'équations différentielles 
linéaires d'ordre v,, le long des bicaractéristiques. 

3. Dans le cas des coefficients constants, si on note Co le zéro de K 
correspondant à S e t  si L,(CO) # O  pour tout  r, l'hyperbolicité de h 
entraîne ( 2 )  V ~ L V O  - r pour tou t  r, donc r, = o. 

Si n = 1, la condition v,.\v, - r pour tou t  r est nécessaire pour que le 
problème de Cauchy soit bien posé, e t  est sufisante si elle est  vérifiée pour 
chaque facteur irréductible de ( 1 )  ('). 

Si E = Rn+', e t  h homogène, on retrouve les résultats de ( i O ) .  

4. v i & v o  - I ne dépend pas du  choix de k et  1, e t  équivaut A supposer 
le polynôme sous-caractéristique (') de h divisible par (K)'o-'. Pour v, = 2, 

on retrouve alors le cas I I .  b de J. Vaillant 
Si ki ,  . . ., k,, sont des opérateurs différentiels de polynôme caracté- 

ristique K, on obtient les mêmes résultats en prenant, au  lieu de l,(k)'o, 
l'opérateur ki x k2 x . . . x kj-4 x 1, x kj x . . . x k,. 

(2) Séance du ~ e r  juin 1970. 
( 1 )  BERGER, Formes harmoniques, SBminaire Liclinerowicz-Avez-Berger, Collége de France. 
(2) CHAILLOU, Thése (A paraltre). 
(:') COURANT et  HILBERT, Meth. of Math. Phys., II, Interscience Publishers, New- 

York,  1965. 
(') GARDING, KOTAKE et LERAY, Bull. Soc. math. Fr., 92, 1964, p. 263-361. 
(&) HORMANDER, Linear part. diff. op., Springer Verlag, Berlin, rg64. 
(9 A. LAX, Comm. pure and appl. math., 9 ,  I 956, p. I 35-169. 
(? LUDWIG, Comm. pure and appl. math., 13, 1960, p. 473-508. 
( 8 1  VAILLANT, J .  Math. pures et appi., 47, 1960, p. 1-40. 
!') VAILLANT, Comptes rendus, 268, serie A, I 969, p. 547. 
lu) VAILLANT, Comptes rendus, 261, 1965, p. 2146. 

( I 5 1, rue Jean- JaurCs, 
59-Halluin, Nord.) 



PROBLEME D E  CAUCHY OSClLLATOlRE POUR U N  OPERATEUR VlFFERENTlEL 

A CARACTEUZSTlQUES MULTlPLES ; LIEN AVEC L ' HYPERBOLICITE 
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J .  ,?Iutli. pures el appl . ,  
51, 1972, p. 231 256. 

O. I N I - I I O U U C * T I O N .  - On sc: I ) ~ O I ) ~ S C ,  (laris cet arliclc, (le tloiiiitbi. itiic 
coiisti.iic-iioii d'une oride asyriiploliqite pour iiri opCrateur dilI'érerilit:l II, 
h coc~~lici(:iils C' siir une vai*iCté (:', 1<, puis d'étudier le probli5iiit: tlt: 
(:aiit.hy osc.illatoirc pour II. 1)aiis le cas cl'iiri opérateiir iiiatriciel di1 prciiiit:r 
ordre, P. 1,ax [12] a étudié uri tcl l)robli:iile, puis 1). 1,udwig ([15], 1 l ( i ] )  
gé~iériilisiirit la notion d'onde asyiiil)totiqtie introduite par P. Lax, étitdic 
le cas cl'uri opérateur ~iiatriciel d'ordre quelconque; dans le cas (l '~11 
opérateur scalaire, qui est celui auquel on va s'inlérc~sscr, il obticiit tlcs 
résultats quaricl ioutcs les caractéristiques sont siniples. 

J .  1,chray [13], puis L. Gardirig, T. l<otalie e t  J. Leray jS] gCiibraliscnt 
encbort: la iioi iori d'oridc asyrriptoliquc et construis(:rit, pour uii opFratour 
iiiatrit-it:l (l'ordre qu(:lcorique, des ondes asyiripto~iqucs, daris Ic cas ou 
la 1)hasc: :j corrcsporicl iirit: c-araclCristique siliiple dii systéiiii~. 

I r l r l C  Y. C~~ioc111ot-131~iihut Id] ,  éluclic un proLli>iiio arii~logiio, iii;iis 
11011r un o1)Cinatcur i~iatric.icl quasi liriéaire du  preiiiicr oïdra, à c-aractF- 
1-istiqucs iiiiiltiplcs, cn iitilisarit la c-lassilicatiori des systi:iiies ;'i c:aracblé- 
ris tiques iriultiples tlc .1. Vaillari t [%il .  

, J .  Vaillant [221 iiioiitre, en reprenant les oridcs asyiriptoliques au seris 
de I,ax, qirc Ic ~)roblèirie de Cauchy osc.illatoii.e pouï un op6i.ateur riiatriciol 
lorteiiieiit hy~)erboliqiic possEtlo iiricb soliilion. 

La 1)1iil);1r1, tlc: c-tls 61 utlos i snitl ccblltbs tlcb 1). 1,ittlwig [ Ltij, .f. ~ ~ ; t i I l i ~ r i l  ( 2 l] 
e 1 Alme Y. C;hocl~tc~-Brulia t 141) se iorit cn coiisidéraiit uriiqucirient les 
teriries principaux des opérateui-s scalaires, coiilposa~ites de I'opbrateur 
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trialric+iel icbas forte~iieiit hyperbolique). Dans D. Ludwig ~l( i i ,  J. Vail- 
lant 1211 et JIme Y. Choqiiet-Rruhat [4? sont étudiés des cas non foi>teiilent 
hyperboliqiies, à caractéristiques doubles. 

I,e bu t  de c~:t article est cle déterminer, en faisant des hypothèses plus 
faibles siIr le terriie principal de l'opérateiir scalaire II, quelles conditions 
il iairt iiriposer aux termes non principaux de 11, pour avoir une solution 
(SI, lin(. sciile ail problkme de Cauchy osc~illatoirc i ail sens de lAud\vig 1 l ,id 1. 
J,cs (.onditions obtenues, pour E de dimension quclcoiique, et les csaracB- 
ii:ristiqucs dc iriiiltiplicité quelconqiie, coïncident avec, c~c.llcs ii-oiiv6c~s l);itB 
II. Levi [ l h ,  et Jlme -\. L a s  [Il! i quand E est de dimension 21, et par -\lizohal:i 
et  Ohya 118; iquand les caractéristiques sont au  pliis doiibles, dans leur 
étude de la nature bien posée d u  problème de Cauchy. 

Ilans le vas des coellicients constants, nous coniparons nos c-onditions 
:\ (*clles obteniies par  .J. (:hailloii [3] dans son étude sur l'hyl)ei~bolic~it8. 

.Je rciiiercie viveiiient .J. \-aillant de scs encoiirageiiicnts qui iii'oiit 
&té tr6s précieux. 

1. N o r . i ~ ~ o n s  E T  II{:SCLT.\TS. - Soient E iinc variété r8cb111: C r  cl(: 
tli~iicrision in + 2 )  e t  II un opérateur difîérentiel C' sur E, d'orclre 1 au 
voisinage d'lin point a de L.: et de symbole principal H i.1.: y). 

I'our n. donné dans E, H i.1.: q )  est une application polynoniialc de T': 
iespace cotangent en .r à E) dans R, et se décornpose en un produit dc 
facteurs premiers deux à deux mais il n'y a pas, en général, de lien entrc 
los déc.oliipositions en deux points voisins. On fait l'hypo~lrèsc qu'il csislc 
uri voisinage V dc tr, e t  des applications H, (1 < s .> s )  telles que 

ri 

(1) V ZE  V, V q~ L: : H (x; q) =I 1 [ H ,  (x; p.)]'.. 
\ : 1  

Pour .r donné dans Y, les H, sont des applications polynoniiales proinii*rc~s 
tlcux à dciis de TT dans R, hoiiiogènes de degré i,, W coellicients (:' cri . t  

sur V. Les H, sont deux à deux différents e t  y.,  est un entier non nul appel6 
inultiplicité du  facteur H,. Pour cette raison l'hypothèse i l )  est appclée 
hypothkse de multiplicité constante en .z. au  voisinage de u .  

I ) ~ F I N I . ~ I O N  1. - On di1 (lice deu.1. opérateurs diffëren/iels son! t~or~grzc.~ 
~rto(izc/o 1) si Isicr différence est d'ordre strictenwnt inf(:rieur ù p. 

( ! I I H I ~ ~ ~  011 s'iii~,i:r(:sserü il (14's propriétés relatives ii iiii seul  facnteiir de 
1;i (16(-oll1l)osil,ioii 1 I ) ,  oli iiolc:i.n I i  c-e lacteiir c l  '4 sa iiiu1til)lic-ité. 
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On démontre la proposition 1.. 

8 PROPOSITIOK 1. - I l  existe u n e  sous-occriélé ouverte 11 (le E ,  contenccrrt cc, 
tles opdrn/eurs 1, 10 /I r 4 1 )  et k (de  synll~ole p r i n c i ~ n l  l i )  szcr il, et des 
rzott~hres Y' /els que 

1 

1 = 1, x ( 1 )  (ciilcc = a,), 

(2) 

I 
I 

h - E l  x . polir loiil O 6 r 4 1. 

~)ÉFIS ITIOS  2. - O n  dit qzLe ( 2 )  esi une  (lico~t~po,siiiorz de h par rtcl)l)or/ 
ci K. 

Si les f ,  sont des al>plicatioils dc R dans C telles que ljoiir toiii ~ E Z  
(OU pour j j , , ) ,  on n i t  f', = f ,  ,, unc ondc asyiiil)totiqiic 1 IT, 1)oiii. II 
; I I I  voisiriagc dc tr est uii diivc1ol)pciiicnt foi.iiic1 : 

tous les F /  soient nuls sur un iliênie voisinage de ci. 

Lcs YI sont des fonctions (:' siir un iiiEiiie voisinage cle tr, al)l~olés 
coollic*icriis t l(:  tlistoi~sioii, c l  7 (?SL iiiie foiic+tiori ( : I  ap1)c~liic la ph;isr. 

J,e théoi.i*iric 1 assurc: I'o'ristciic~c d'iiric tell(: oride pour i i r i  oj)ér;i~aiii- I I ,  
;II carac*tiiristiqiics iniiltiplcs, rriais sulIisairiincnt régulier au  voisinage dc cc. 

T H E o ~ ~ È M E  1. - ,Si I ' U I Z  tles f(6c1ez~r.s I< de il), est iel qrLe l'dqzcctiion 
l i  i n ;  q)  = O n un zéro riel sir)iple n o n  nu l  q", il en.is/e ( ' )  une onde 
rrsyt~~p/otir/rce pour I I .  

],cc 1)11(rs(> ,le I'orulc cst soluiion de 

K (x; grad? (x)) = O 



Les coefficients Y,i s'obtiennent par l'intégration de la ntême équation 
différentielle ( a u  second membre près) le long des bicaractéristiqrtes des 
des hypersurfaces d'équations 3 ( x )  = Cte. 

Ce résultat était annoncé dans 171. 

Remarque. - Si les coelGcieiits de IL sont A valeurs coiiipleses e t  les f ,  
définies sur C, on obtient un résultat identique en prenant pour q" iiri 

zéro complexe simple non nul de l'équation I< ( a ;  q) = 0. 

DÉFINITION 3. - O n  dit qu'une décomposition de h par rapport à I< est 
une honne décolnposition s i  pour tout r ( O  r L t ) ,  on  CL 

On montre l'existence de solutions nulles a u  voisinage d'uiic liyper- 
surface caractéristique multiple, inais régulière, cn reprenant e l  en siiripli- 
riant un raisonnement fai t  dans [17] pour une caractéristique simple. 

PROPOSITION 2. - S i  E ei h sont analytiques et si S es/ une hypersurftrce 
caractéristique pour IL  a u  voisinage de a d'équation locale fD i.r) = O. 

d 

S i  grad <h ( a )  est u n  J r o  réel sinzple naiL nul  de 1 1 I I ,  ( C L ;  q) = O. 
, = 1  

S i  la d&corrzpo.sition de h par rccpport a u  fcccieur 1-1, dont grad (D i c i )  esl 
zéro est une honne déconzyosition, il existe une solzrtion Y de Ir t Y )  = O ,  
non identiquement nulle, analytique de chaque côté de S, nulle d ' u n  côié de S ,  
et de classe C'+p ( 8  '1 0). 

Avec des hypothèses analogues à celles de [22] où un problèirie d'un 
même type  est étudié pour les systènies, on montre que : 

T H É O R È M E  2. - S i  Q est une hypersurface passant par cr., dont lrc. forr~ie tan- 
D 

gente e n  a es1 une direction d'hyperbolicité stricte pour P ( a ;  q)  = 1 1 I I .  Ia; g), 
,= l  

alors i l  e.cisie i') u n  norrlbre 1' L t tel que le problAtle de Cauclry oscilla- 
ioire rcvec t donnies sur Q possède une solution et une seule quelles que soient 
les t' 1)ret)tières données, à condition que les ( 1  - 1 ' )  dernières aient une 
valeur inlposée. Il y a une solution et une seule quelles que soient les données 
de Cnuclry s i  et seulelrlent s i  h possède une bonne décolrtposiiion pur rapporl 
ti clrnque 1-1, ( 'j. 

(') Avec des Iiypotlièses de régularild supplémentaires sur les pliascs. 
(:') Les liypothèses de regularité sur les pliases étant cette lois inutiles. 
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Ceci généralise u n  résultat de [15] obtenu quand toutes les carac- 
téristiques sont simples. 

Ce théorème montre que le cas (< régulier , est celui oil Ir possi:de itne 
bonne décomposition par  rapport à chaque 13,. Un opérateur g peut Ctrc 
décoi~iposé de plusieurs manières; la proposition 3 assure l'invariaricc de 
la notion de bonne décomposition. 

PROPOSITION 3. - S i  IL possède une bonne dkconzposition pctr rccpl~ort 
ù l 'un  des fcccteurs H ,  de (l), toute déco l~ t~os i t ion  de h par rapport à 13, est 
une bonne décon~~os i i ion .  

I)ÉFINI.TION 3. - O n  di/ que Il es1 bien tldcoitrl)oscrl)le s'il possétlo une  
bonne ddcornposition pur rapport ù chaque facteur 14, dc i l ) .  

Le théorème 3 donne une caractérisation des opérateurs bien décoiripo- 
sables qui correspond en deux variables aux conditions de [14] et de [Il]. 

T H É O R È M E  3. - l / ne  conclilion rzicessaire el sujfisniîle pour que Ir. soi1 
bien décorngosable esi qu'il e.cisie (les opéraleurs diffdreniiels 1, ( O  L r L t )  
et h ,  i l  & s ci) tels que 

1 

avec pour tout r 4 t ,  

(Avec [pl, = p si p z 0  et [ p l ,  = O  si p O.) 
Plusieurs auteurs (1141, [ i l ] ,  [IS], [2O], etc.) ont étudié la nature bien 

posée du  probliirne de Cauchy pour des opérateurs bien décomposables. 
On cs11i.r~ que les théoriiines 2 e t  3 pernicttront de progresser davantage 
dans cette étude. 

Si IL est à coellicients oonstants (sur E = Ru+') ,  le lien entre les 
opérateurs hyperboliques et les opérateurs bien décoiriposablcs est précisé 
par  le 

0 

THÉOHBME 4. - h bien ~ lbo inposc~ l~ le  et P ( q )  = 1 1 H, ( q )  stricteoient 
<= I  

l~yperbolique éyuivccul à h hyperbolique et la n~ultiplicité de H sur V (P)* est 
localei,zent constante. 

On utilise, pour déliioiitrcr ce théori.irie, iinc caractérisitiori donnée 
dans [::] des opérateurs dilférentiels hyperboliques A <( iriiiltiplicité loca- 
leineil l consta11 te )). 
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Remarque. - Il 'ésulte d u  théorème 2 e t  d u  théorème 4 que si H est 
hyperbolique e t  est à multiplicité localement constante sur V i P ) * ,  h hyper- 
bolique par rapport à une direction N équivaut à ce que le problème de 
Cauchy oscillatoire possède une solution et une seule quelles qiie soient 
les données de Cauchy sur une hypersurface dont  la foriiic taiigciite eii (6 
est N. On obtient donc une caractérisation de l'hyperbolicité iiniquetnent 
par la considération de solutions foririclles. 

2. EXISTENCE D ' U K E  O X D E  ASYMPTOTIQUE K O N  NUL1.E. - Soit Li11 

développement forinel 

Pour calculer formellement h (y) on montre d'abord : 

LEMME 1. - Si 3 est une fonction C* sur E, il existe des opérateztrs 
différentiels JC" (?), d'ordre inférieicr ou  égcrl à r ,  tels que quelle grte soit Y ,  
de classe C' sur E, et quel que soit j E Z, 

(4) h (y x ( f i  .y ) )  =z per (7) [Y] x (f j - ~ - ~  O 7). 
l'-Il 

Preuve. - Si Y e t  y sont dc classe C" sur E, on a ([Il, [c)]) : 

avec P,. iq, Y) de classe Cm sur E. 
Si on pose, pour j E Z, 

lhi  fait, la seule propriété iililisée pour trouver ce résultat est que 
f ;  = f j  , , et la formule précédente vaut  pour une suite (f j) quelconqiic 
vérifiant cette condition. 

11 reste à prouver que pour donnée, l'application Y - , & *  Pr(?, Y), 
qu'on notera SCr(y), est un  opérateur différentiel d'ordre L r .  Les Pl 13, Y) 
étant des invariants, il siillit cle iiiontrer que dans toute carte locale 
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3P (y)  s'exprime comme un opérateur différentiel d'ordre L r et ce 
résultat est bien connu ([8], [17]). 

Remarque. - Si on prend Y = 1 dans (4), on voit que c X n  (?) est la 
multiplication par la fonction H (a ;  grad 7 i.~)). 

On calcule 11 (y) en utilisant (4) : 

avec 

Les équations définissant l'onde asymptotique sont donc : 

On montre maintenant la proposition 1 qui assure qu'un opérateur 
(< suffisamment régulier )) possi.de des décompositions. 

On suppose l'hypothèse i l )  réalisée, et soit I< l'un des facteurs dc (i), 
Y,, sa multiplicité; on a 1-1 = LI, (I<)'". Soit 11 contenant a, un ouvert de 
coordonnées locales sur lequel (1) est vraie. On définit sur la sous-variété 
ouverte L? de E des opérateurs différentiels k e t  1, de symbole principal 
respectif K et Lo : on a h 11, (k)". 

Soit ;., = II - l , ,  (k)'jo d'ordre 0 ( i . ,)  au voisinage de a. Si O (î. !)  = 1 1, 
on appelle v ,  la multiplicité de I< dans le symbole principal de l , ,  ; 
on a donc I = (K)'" x L, (avec v ,  = O éventuellement). Si 1, est un opé- 
rateur différentiel de  symbole principal L I ,  on a 

Si O (7. ,) est L t - 2, on prend 1, = 0 et v ,  = t e t  la formule précédente 
est encorc vraie. Après un nornhre fini tlc telles opérations on pcut ér:iliro 

avec pour tout r 4 t : 

Le lemme 2 donne l'expression des de" (?) pour un  opérateur qui possède 
une décomposition. 
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L E M M E  2 .  - Soit une décomposition de h par rapport à K ;  o n  a, pour 
a / t [ en  notant O il,.) l'ordre de l,., et O jk) celui de k] : 

(9 .,,.P",. asz (y) = 2: 2 ./::!Y (7) x ; I ~ ' Y ~ I  ( y )  x . , . c h  ( y ) .  
, . = = i l  i l /  ~ i i / o , l , . l  

II / ; j ,4rJ( i I  

;%,,Lx $;=z--,,  
,=, 

Preuve. - Si h =  k l x  . . .  xk,, avec O ( k , )  = yi, on a, si a - y  

y y )  et avec des notations évidentes : 

03% (y) = JC?n (f) x . . . X 3Cy (y). 
IlLz;&y; 

1' 

z ; = z  
i = i  

On démontre ce'résultat par récurrence sur p ;  pour p = 1 il est évident, 
pour p = 2, on utilise le lemme g.. 

Soit O = k, k ,  : 

k,  k:! (Y eif1'7) = k, JC:~ (y) [Y] x (i o)ï*-~¶ eiftl? ? 
., ., 
i l  , a  

= 2 I, J ~ Y .  (y) ~ ~ i . 2  ( y )  [YI X (i W ) Y I + * : < - ( ~ < + ~ < )  ~ i f i i )  

r , = n  a ,=()  

74 +:r  

= 2 ( O )  [YI x (i w).! -. & < I I -  y) 

z=<1 

d'où le résultat. 

Si (5)' est vrai pour 1, . . ., p - 1, on le démontre pour p en utilisant 
la formule qui vient d'htre établie. 

1 ) = 1 s  (y). 

L'utilisation de ces deux résultats donne le lemme 2.' 

F-/ = O équivaut a H (x; grad y (x)) x Yvx) = 0. 



I > R O R L ~ ~ : R I R  DE CAUCIIY OSCIT.LA7'01RR 239 

Si H ( r ;  grad (.Y)) = C )  au voisinage de O ,  on peut satisfaire cette 
équation sans prendre Y" nulle. iTfn fait choisir de cletrt,c! iiianii:rc n'est 
nécessaire que si T? et  1, sont analytiques.) 

On suppose qiie l'un des facteurs, qii'on notera K, tlc la déc~oiiiposition (1) 
possi.de un zéro réel simple non niil (1'' (pour .T = ( 1 ) .  

T J ~ I  théorerne de [IO] assiirc aloi-s l'cxistenc~c d'une fonc*iioii ?, C F  ail 
voisinage de cc, ct soliitiori de I< i . ~ :  grad 7 ( . 1 * ) )  = 0, avec grad 7 (0 )  = qO. 

Avec. ch(: chois (le ?, la pi~cinii~i~c éqiintiori est véisiliée sans hypothksc 
sur Y". 

LEMME 3. - Soit I T I  = niin i v ,  + r / O r C t /. On n 3L'" (?) = O 
.ri CI 4 1) )  - 2, el, si L ~ Z  = r 1 Y, f r = n7 on n 

Preuve. - Si x < i t i ,  en reprciiani, l'expression de dc'" ( 3 )  donnée par 
le lemme 2, on voit qiic daris chaciin des termes de la soninie définis- 
sant  Sc'" (?), on a 

'1,. 

e . + ' % = ~ - r .  
i - = l  

Si aucun dm F I  (1 -, i L v , )  n'était nul, on aurait  .J, 4 CI -- r, ce qui 
est impossible si x < nl. D'apri.~ le choix dc 7, AC'" (y)  est nul. Ceci démontre 
In premibre partie di1 lemme. 

Si x = rn, le m61iic raisonnement rrionti+c qiic les seiils ternies non 
niils de la sonime sont ceux polir Iesqiiels : 

m = v , + r ,  avec $ , , = O ,  $ , =  ...=$-,,,= 1 .  

+ 
Soit P ( .r)  Ic vecteiir de coordonnées locales : 

0 II; px (z) = - (z;  grad y (z)), 
f )qz  

+ 
grad r (us) étant  un zéro siinpli! de I< i r r ;  q )  = O, le vecteiir P (a )  est # O ,  
donc: il reste non niil siir un voisinage tlc a (qu'on notera encore Li). 1,o 
t h é o r h i e  de Frohériiiis / 51 periiici t l v  cthoisir Ics c-oordonnées locales t l r i i i s  LA 

-b 

de façon ii ce qiie P ( . ,a )  = i l ,  0, . . . , 01, cti, l'exl)i~ossioii de tfL' ( 3 )  clans 
cette carte locale esl, 

O 
.'fC1 ( i )  = + 3 

Oz" ' ' 
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l7n général, si r,, est le plus pel.i~, élément de 172, on a (0: gratl p (CI,)) # O  
e t  

avec z,,, ,,, (n.) non niil sur un voisinage de a iqii'on notera encore il). 
Cependant il peut se produire, pour certaines 3, que L,,, (O ; grad? ((0) = O .  

On fait alors une hypothèse de régularité supplémentaire pour y : on 
suppose qu'il existe r,, i?) E (9 tel que si r E ts2 et r < r,, (3), on a 

LI. (x; grad -, (x)) = O sur !! 

LI;(=, (x; grad 'J (rc))  %: O sur Si. 

;JCrl' (7) est alors un opérateur diflércnliel d'ordrc 1). (7) = ni - r , ,  ('7) ("). 
Le premier Fi non identiquement nul est F-""' et,  en  tenant compte 

d u  lemme 2 : 
F-/+,,, (x) = JC"' (/) [Y] (x), 

Y" est donc déterminé par  l'intégration d'unc équation dilf&i~cintiellct 
linéaire ordinaire, d'ordre ;J. (7) le long des bicaractéristiques des hypcr- 
surfaces caractéristiques d'équation 3 (.r) = Cte. Si on suppose Y", . . . , Y'- ' 
connus et de classe C" sur R, on détermine Y h n  intégrant la mCme équa- 
tion différentielle, au  second membre près, qui est cette fois une fonction 
connue e t  Cx sur R, mais pas nécessairement nulle. 

Remarque. - Si les coeificients de 11 sont à valeurs complexes e t  les f j  
définies sur C, on obtient le même résultat en prenant pour ql' un  zéro 
complexe simple non nul de Il; (cc ; y) = 0. 

Ceci termine la démonstration di1 théoréiiie 1.. On va  dans la suite appli- 
quer ce théorèirie r\ la constructioii de solutions nulles de II (y) = O ,  e t  A la 
résolution d u  problème de Cauchy oscillatoire pour 11. 

Soit E une variété analytique réelle e t  1b un opérateur différentiel analy- 
tique sur E. Soit S une hypersurface analytique de E e t   ES, possbdant 
un  voisinage V tel que S soit caractéristique en tout  point de  V n S. L'anneau 
des séries entières convergentes étant factoriel, on a une décomposition 
de  H (.x; q) analogue à (1) et un facteur I< de i l )  tel que I< (z; grad 4 (z)) = O 
si XE V' n S [V' est un  voisinage dc n et + (x) = O une équation locale de SI. 

(;) Remarquons que si ; A ( ? )  = O (éqiiatioii paraboliqiie par exeiiiple) la seulo oii(1c 
asyiiiptotiqiie est l'onde iiulle. 



locales 
OK 

pz (x) = - (x; grad ( (x)) 
Oqz  

est différent de O pour .T = a. Il existe alors ([ô], [IO]) une fonc~ion 7 analy- 
tiqiic ail voisinage de a telle qiie 

K (x; grad p (x)) = O au voisinage de a, 
grad (a) = grad ,+ (a), 
p(x)=O si XES. 

Le thkoriamc rl assiire l'existence d'une onde asymptotiqiie poilia Ir, 
définie aii voisinage (Ic ( 1 ,  de phase 7, et  doii~, les coc~1ic~icn1.s tlc dis~oia- 
sioii Y' soiil c d  l,c fois analytiqiies siir lin mCine voisinage de (6. On nioiiLiBc, 
avec iine condition supplémentaire sur Ib, que cette onde asymptotiqiie 
permet de construire des solutions nulles pour h ;  le résultat est bien connu 
quand S est caractéristique simple pour h ([IO], [191, [17]). C'est la méthodc 
de 1171 que nous allons reprendre polir une caractéristique multiple. 

On siippose qiie k possède une bonne décomposition par  rapport h 
J< (-il, = min ) .il + r 1 O L r 4 t I) et qiie LI, ( ( 1 ;  grad T (a)) # O. On a 
alors m = v , ,  et r,, = O, e t  les Y /  sont des fonctions analytiques, déter- 
minées par l'intégration d'équations différentielles d'ordre Y,, le long des 
bicaractéristiques des hypersurfaces caractéristiques d'équations x" = Cte. 
[Si les coordonnées locales sont telles que ? (x) = x".] 

Soit g la série formelle à (n  + 2) variables (x0, xi,  . . . , x", z) : 

e t  h l'opérateur différentiel de ( n  + 2) variables : 

Un théorème de [IO] assiire l'existcncr et  l'unicité de la solution analy- 

tique de l'éqiiation h (Y) = O, avec v , ,  données de Cauchy sur x" = 0, 
 IL ( X I ,  Z) (O 4 ZL < -il,), e t  t - 'j,, donilCes dc Cauchy sur z = O (qu'on 
prend nulles), quand les données sont compatibles sur x" = i = O (y. 

0) L'unicité de la solution série fornielle a étC. iiioiitrée dans 171. 
JOURN. DE MATH., T. LI. - FASC. 2 ,  1952 3 1 
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On prend 

ce qiii assiire la compatibilitA sur x" = z = O. Si les Yi  sont telles que 

O,' 
- Yi  (O, x') = (II; (2') pour tout j 1.0  et O L u < Y I I .  

(0s ) 

(On peut imposer cos conditions de Cauchy puisque Yi est déteiminé 
\ 

O 
par l'intégration d'iine équation différentielle d'ordre v , ,  en =)< alors g 

est une solution formelle di1 problème précédent; elle est donc analytique 
au  voisinago de l'origine. 

Si on prend les fonctions f i  définies clans 1271 : 

p j+l+F f . 0  - 
1 - -  pour 5 > O et f i  ('0 = O si [ L O 

(avec p, nombi*e entier donné, strictement positif), l'onde asymptotique 

définit une fonction Y (x), avec 

a (x"/+ j+? 
Y (x )  =x uj ( x ) x  

( t  +j + I-')! 
pour xn -0 

j=1, 

e t  
Y (x) = O pour x" O.  

Il résulte de l'étude précédente que Y est analytique pour z' > 0, 
pour .x2 < O, e t  que siir le voisinage de l'origine où elle est définie, elle 
est do classe Cl+?-'. 

Ceci assure bien l'existence d'une soliit,ion nullc, et  termine la clémona- 
tration de la proposition 2. 

3. P R ~ ~ L ~ M E  D E  CAUCHY OSCIT.T..~TOIIIE. - Soit Q une hypersurface 
contenant le point n ,  d'éqiiation lot~ale .ru = O, ail voisinage de a, V: une 
fonction C" tlc rcsti.iction ) h Q;  on siippose grad # ( a )  ,d O. On se 
donne t dbvcloppements formels : 

r 

O z < l : g. (2') =z b: (x') x fi-& (+ (x')). 
,=cl  
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Résoudre le problème de Cauchy oscillatoire, c'est trouver un déve- 
loppement formel y, somme d'ondes asymptotiques pour It, tel que chaque 
phase soit caractéristique et vérifie 7 (0, x') = $ ($0, et tel que 

On siippose que la forme tangente en a h Q est u'ne direction d'hyper- 
bolicité stricte pour 

S 

P (a; q) =n H,$ (a; 9). 
s=l 

Si :, est le degré de H, et 7 celui de P, l'équation P (a; p,, grad $ (a)) 
possède .c racines réelles distinctes p: (a ) .  On construit comme dans [22], 
T fonctions 7' (1 & I 7) telles que pour chaque 1, il existe lin s iiniqiie 
pour lequel 

(x; p d  3' @)) = 0. 

On a de plus 
. . 

Q (O, ) = + (x) et grad rgr (a) = @B (a), grad + (a)). 
On a de cette façon toutes les fonctions caractdristiques ? telles que 

Si chaque ?' vérifie la condition de régularité mise en évidence dans 
le paragraphe 2, le théorbmc 1 assure pour chaqiie 1 l'existence d'une 
onde asymptotiqiie w2 

Les Y[ gont déterminés par l'intégration d'équations diffBpentiellee 
linéaires d'ordre le long des biearaetdriatiques des hypelaudaces d%qua- 
tions (2) = Cte. 

Q n'est pas caractériatiqite en rn pour XR'r (.g'), donc si on 96 donne 
pour tout j - t : 

d , Y O ,  x )  pour O t u < pt, 

, ~ n d e  asymptotique yt est déteminee de façon unique. 
On cherche la soliition dit probléme do Cauchy oscillatoire sous la forme 
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Tl rie i*cstc donc pliis qu'A 6 tiitlirr tle qiirlle inanihiae la tloiinéc dcs g, (x') 
détermine les O,,, ,, Y: (O, 2'). Poiir cela on va cal~~ii lc i~ Coi~iiiellernent les 
d ,,, , y (0, x') et lrs identifier ailx g,  ix'). 

aoec 

oic lcs r:'" sottt {/CR f o t i ~ i i o n ~  c.o,ttrIics, intl,:p(>t,r/trnics (Je j .  
011 inontrc ce leinine par i~i:ciiri-ence siir x. Poiir x = O, il est évident. 

Si on le siipposc vrai polir O, . . . , x, on a 

En  dkrivant par rappoilt il .zn, on troiive 

On montre alors en utilisant l'hypothèsc de réciirrcncc qiie Fi,., a la 
forme annoncée dans le lemme 4. 

L'identification des 0,,,,.2/ (0, 2') avec les g, (.Y') donne, avec dos 
notations évidentes, pour j L . - t, ct  O L x < t : 

y FI./ (O, x') = b! (x') A 

(en convenant qiie h; = 0 si j < 0). 
On note A i  cette équation et CI,' le système des t équations A' pour 

a = O, . . . , t - 1. On se propose de résoudre successivement les différents 
systèmes CI.'. 

La valeur de FL., et  l'ordre des kquations qui déterminent les Y/ nous 
incitent à prendre comme iilconniies pour le système cl.', les fonctions 

O,, ,  ,, Y/-'' (O, x') pour O u < et 1 4 1  4. r. 

On note .'ii l'ensemble de ces inconniics. 
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Notations : 

C : = O s i k > z  et i d k = O ~ i p > q ;  
i = p  

1.1 X )  = 0, (O, xr) et f(xr) = f (O, x'). 

Avec ces conventions AL s'écrit : 

avec 

Si on suppose les inconnues de t! ', . . . , 1-' déterminées, on m o i i t i ~  
que les d i  sont des fonctions connues. 

E n  efyet, iinc fonction dio~ , ,  Y:-"poiir O L u < li. L 1 - l est une 
inconnue di1 systiarne cl/- L - " '  et on a Ic - u l. Si Ic 11.1, chaque -- 

Y:-' pour ZL < y . ~  C S ~  connrie pour la même raison (k - ic 2: l), 
donc on  a pu intégrer l'équation qui détermine Y : - h t  cette fonction est 
connue, ainsi que toutes ses dérivées. 

Le lemme siiivant précise le nombrr, d'éléments de 3.'. 

LEMME 5. - Le izon-ibre t' des inconniles est infirieur ou dgal ù 1; on t c  

t' = t s i  et seulement si h possède une bonne clécomposition par rapport 
à chaque H , .  

A chaque H, sont associées i, fonction 7' et  pour chacun de ces 1, on a 

On a t = t' si c t  serileinent si pour tou t  1 ,  j~., = a,, c'est-à-dire si Ib possède 
une bonne d6composition par rapport à chaque H, et  si r,, ('9') = O pour 
tout  1. Cette tlernièrc condition est nécessairement véi*ifiéc si P ( r c :  (1) 
est strictcinent hyperholiqiie var grad 7' ( a )  est, pour tou t  1, zéro siinple 
de P (0; q)  = 0. 

On a donc t = t r  si ct seiileiilent si Ii possède une bonne décomposition 
par r a p p o ~ t  à c.haqiic. 1-J,. 

J , c  systérrio cl1 ~ s t  cloiic' rc~ctariyiilaii.r* VI, le iioiril>re rles inconiiiios ihst 
iiifërieur oii C g i t l  nii iioiiibi.c clcs Eqriatioiis. 
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près, on peut le mettre sous une forme semblable à celle de D. 

On reinarque que C i  = Ci-,  + Ci-, (inêine si k 1_ A ) ,  donc dans la 
première tranche ( 1  = l ) ,  on a 

Considérons maintenant la 2"'""' ( 2  2) tranche. On peut mettre (L' - 1.') 
en facteur dans la première colonne puisque le terine général de celte 
colonne est (1,' - i ' )  (j..')'-'. Après cette mise en facteiir, on retranche 
la l)rci~iière colonne de la scconclc dont le terme général devierit 

Après un nombre fini de telles opérations, dans chaque tranche, on troiive 

et aprbs I J . ~  traiisIorrnations de cette sorte, on a 

D est donc dili'érent de zéro au  voisinage de a. 

Le système t'LI posséde donc une soliition e t  une seulc si les d: (ci, par 
coiiséquent les b:) ont une valcrir irnpostlc polir 1' .L x < t. 

11 reste li résoiidre d ' pour axiioi.cer la rGcurrerice. Les Y,! pour j < - t, 
soiit rii~ls par hypothèse, c t  Ics O,' s o ~ i t  iiuls, doiic la seulc solu'tion c'est 
Y-'(O, 2') = 0. 
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Les premières inconnues non nulles s'obtiennent en résolvant la 
système cl". Le premier Y/ non nul est donc Y,!L'+', et  

Tl résulte di1 lemme 5 et du  calcul prdcédei~t qu'on a iiiic soliition c:t 
iiiic seule quelles qiie soient les données si et  seulcinerit si 11 possbdc iiilo 
bonne décomposition par rapport à chaque H,. Ceci tcrmine hicri la dhmons- 
tration du théorbme 2. 

Rentarque 1 .  - Si on suppose sculemcnt Ii décoinposahlc par rapport 
à chaque H, et  si on n'admet pour solution ail problème de  Cauchy osril- 
latoire qu'une somine d'ondes asymptotiques pouvant etre ohteniics pal8 
le théorème 1, et associées à des phases )' telles que les grad 7' i«) soient 
des zéros réels, distincts, non niils de P ( ( 1 ;  y) = O, on constate qu9ii11c3 
C. N. S. pour qu'on ait iinc soliition et lino sciilc qucllcs qiic soirnt lrs 
données de Cauchy sur Q,  est qiic la forlnc tarigcntc cn CL A Q soit LIII(! 

direction d'hyperbolicité strictc pour P ( a ;  q )  et quc h possèdo uiic boiiiic 
décomposition par  rapport A chaque H,. 

Remarque 2 .  - Si les jli sont définies sur C ct si les coellicicnts do h 
sont à valeurs complexes, pour résoudre lc problème de Cauchy oscilla- 
toire avec des données sur Q d'équation locale z" = O, quelles que soient 
les b!, mais pour 1 donnée, il suf i t  de supposer que l'équation en P o ,  

P ( a ;  p,,, grad + ( C L ) )  = O possèdc : racines complexes non niilles, distinctes, 
e t  que k possède une bonne décomposition par rapport à chaque H,,. 

4. OPÉRATEUR BIEN D E C O ~ I I ~ O S ~ ~ B I . E .  - Le théorème 2 met cn évidcnco 
la notion de bonnc dFcomposition: i i r i  opOrat(:iir peut Ctro clt~coiiil~osG 
clc plusicurs rrianières. 1,a proI)ositiorl :I assure: l'ii~variaiicc: clc la iiotioii 
de bonne décomposition. 

Supposons que h possédc une bonnc décomposition par  rapport ii 1111 

facteur de K il) : on peut écrire 

avec p0111' tou t  r,  ' ) t .  1 ' J I ,  - 7'. 
E n  modifiant éventiiellement les l,., on a 

- - 
Suit A = x i ,  (c)"~ i i ~ i i -  se~~~01i(li: i18riiinposiiion dc 1; : on va inoiitrnr 

I = II 

q i ~ c  p o i ~ r  tou t  r 4 t, ï, :L ï,,- r - ' J , ,  - r. 
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On a = =JO car c'est l a  multiplicité de K dans la  décomposition (l), 
donc pour r = O, le résultat est vrai. Supposons-le vrai pour O, . . ., r - 1 
et démontrons-le pour r .  (Si r Y,, c'est évident.) E n  modifiant évcntuel- 
loment les 6, l'hypothèse de récurrence permet d'écrire 

h /y,, & (l)"tl  +. . . + r.-, (L)""-l'+l + t. (L)  '.. 
On a donc 

g,. cst un opérateur dif'férentiel d'ordre ( t  - r ) .  On va  prouver qu'il existe 
un  opérateur y,. tel que g,. N y,. (~)"-" : on aura bien 7,. 1 in - r .  

1-1' 

L E M M E  7. - Soit O (k) l'ordre de k et né = sr 0 (k) - (a - S ) .  Si  x ,  
il existe u n  opéraleur différentiel 1.; tel que 

Preuve : 
2 

1,, cst un ensemble connu d'indices et  I l i  (k., k - i) un produit, dans - M 

un ordre quelconque de p opérateurs k ct  de (sr - p )  opérateurs k - k, 

O (ni) L p O (k) + (Q - p) (O (k) - 1) = Q 0 (k) - (Q - p)  

[car k - k est d'ordre inférieur ou égal à 0 (k) - 11. 
Si p < p e t  i €  I , ,  on a 

II/ (K, k-L) O. 

Si p $ e t  i~ l,,, il existe un opérateur différentiel ini tel que 

I l i  (k", k - L )  y;, mi x k"'. 
Il 3 

On a, en efyet, 
II; = x (k)P' avec O $' L p. 

Si Ij' 1 $, c'est terminé, sinon, on écrit p. = a b avec b ne contenant 
plus do îactciir i. On notr  [&, 11 1 = 51, - 1,i (crochet des deu.x opérateurs), 
e t  ou n 

11, = ab (k")f'"' + a  [k, b ] x  (l)P'. 
JDVRN. DE JIATII., T. LI. - 1:~s~. 2, 1972 32 
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Si + 1 < a, on recommence la même opération avec ab (k)P1+'. On 
écrit finalement 

n , = p * ( E ) B + Z p j * ( E ) P i  ( P t ~ P j < P ) ,  

j e J  

IL;* (h)Pi est un opérateur différentiel d'ordre a6 (k) - (a - p) - 1 
contenant (p - 1) facteurs k., dont p j  2 p' en facteur à droite. Si p (p + l), 
on recommence la même transformation avec chaque p;* Après un 
nombre fini de telles opérations on obtient bien le résultat annoncé 
pour IIi, d'où le lemme 7. 

et par conséquent 
lo p o - P  lzl. lp qz; (QVu- I .  

et  

Ceci termine la déinonstration de la proposition 3. 

On démontre maintenant le théorème 3 qui caractérise les opérateurs 
possédant une bonne décomposition par rapport à chaque H,. (On dit 
qu'un tel opérateur est bien décomposable.) 

Si h est bien décomposable, on a 

avec, pour r L t, 
1. 

On montre ce résultat pas récurrence sur r. 

Pour r = O, on prend 1,, = 1 et h, un opérateur différentiel de symbole 
principal H,; on a 

hi-hil x ... x hJ.. 

Si on suppose le résultat vrai pour O, . . ., r - 1, il existe des opérateurs 
l , ,  . . . , Zr-, tels que 

1'-I 
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1 ' - 1  

Soit A,. = h -Z lr hli-RL x . . . x hBm-f"', c'est un opérateur difi'é- 
p = O  

rentiel d'ordre t - r. On va montrer que son symbole principal est divi- 
sible par Hl1+"'+ x . . . x Hrr-"]+; pour x donné les H, (x; q) étant premiers 
entre eux, il sufira que il,. soit divisible par Hfs-'']+ pour tout S. 

Si r cc,, c'est évident, sinon, soit 

h, = 1, h!ri- F + x . , . x hg#- P:+, 

On pose 
b = hias+ S+ I I -p l+  x . . x @"-Pl+ ( b  = 1 si S = a). 

a,-P 

h!:*-P) x b = 2 CL,- , b,, (hi)L.- P- PI, 

p z 0  

avec b, = b, . . . , bp = Chs, bpi], . . 
On a donc 

hfi-Pl+ x . . . x hIas-~- A 

.$ - 1 "+ X b P "  x h'"s-P-"l est d'ordre t - p - p et  par cons& 
quent : 

,.- p 

h, '_:Z C(.- ,  h[Fl-pl+ x . . . x hkaLii-P1-+ x b,, hpi-l-,~l, 
/ , = O  

On a donc un opérateur différentiel p. tel que 

Par hypothèse h possède une bonne décomposition par rapport H,; 
il existe donc un opérateur tel que 

et  par conséquent 
Al .  ,z,. (p - p) hJ*-"). 

A,. est donc divisible par H:'-"; ce résultat étant vrai "pour tout s, 
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Si 1,. est un opérateur différentiel de symbole principal L, ('), on a 

Réciproquement des calculs analogues à ceux qui viennent d'être faits 
montrent que si 

1 

avec pour tout r L t, 
1. 

alors h possède une bonne décomposition par rapport à chaque H,, ce 
qui termine la démonstration du théorème 3. 

Remarque 1. - En coefficients constants, le théorème 3 est banal à cause 
de la commutativité de la composition des opérateurs. 

Remarque 2. - Il résulte de la proposition 3 qu'on peut choisir les 1, 
e t  les h, arbitrairement (à condition qu'ils aient un symbole principal 
imposé). 

Remarque 3. - En deux variables, un opérateur bien décomposable 
vérifie les conditions dites de Levi-Lax ([14], [ I l ] ) .  Ceci sera précisé davan- 
tage à la fin du paragraphe 5. 

5. LIEN AVEC L'HYPERBOLICITÉ DANS LE CAS DES COEFFICIENTS CONS- 

TANTS. - Si h est un opérateur différentiel à coefficients constants sur 
E = Rn+', on démontre en utilisant des résultats de [3] que lcs deux 
propositions suivantes sont équivalentes : 

d 

(A) h est bien décomposable e t  P (y) = n H.(q) est strictement hyper* 
s=i 

bolique. 

(C) h est hyperbolique et la multiplicité de H sur V (P)* est localement 
constante. 

0 

(7)  L,(x; q) est Cm en x, puisque P (xi 9) = 11 Hs (x;  q) n'est le .polyndme nul en 
. s = I  

., aucun point x d'un voisinage donné de a. 
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Si A est un polynôme de (n + 1) variables, à coefficients réels, on note 

V (A) l'ensemble des zéros réels de A, et rA la fonction multiplicité qui a 
* 

6€Rn+l associe le nombre entier rA(6), ordre de multiplicité de 5 pour 
le polynôme A [r, (5) = O si F+V (A)]. 

On note 
V(A)* =V(A)-(O]. 

On dit [3] que la multiplicité de H sur V (P)* est localement constante 
si pour tout E 0  E V (P)*, il existe un voisinage 17 de 5' dans Rn+' tel que 
r ,  soit constante sur '7 n V (P)*. 

On démontre dans [3] que la proposition (C) équivaut à 

(B) 10 H est hyperbolique et  la multiplicité de H sur V(P)* est loca- 
lement constante ; 

20 tout point E€Rn+' de multiplicité rH (5) sur H est de multiplicité 
rk (E) 1 Crll (5) - k]+ sur H(*)(k).  (On note H(*)Ik la partie homogène 
d'ordre t - k de h.) 

Il suffira donc de prouver que (A) et  (B) sont équivalentes. 
On démontre d'abord que (A) entraîne (B). 
L'hyperbolicité stricte de P implique évidemment l'hyperbolicité de H. 

D'autre part, si E0 E V (P)*, il est zéro simple d'un seul polynôme H, et 
il existe un voisinage V de E 0  dans Rn+' tel que rH (E) = rH, ([O) = u8 
pour tout E V n V  (P)*. Il reste à prouver B (2O) .  

Par hypothèse h est bien décomposable; on utilise alors le théorème 3 
en prenant les opérateurs 1, et h, homogènes, ce qui est possible puisqu'on 
est en coefficients constants. 

On a donc 
H i * ) ( k )  = Lk H[,%-kl+ x . . . x ~ F n - k l + ,  

Si E0 E V (H)*, il est zéro simple d'un seul H, donc r, ( E O )  = a,. 

On a donc 
r k  0;") 1 [aS - k]+ = [ r ~  (50) - k]+. 

Si E0 = O, le résultat est banal car H'*)(k)  est homogène de degré t - k. 
Montrons que (B) 3 (A). 
L'hyperbolicité de H entraîne celle de P. Montrons que l'hypothèse de 

multiplicité localement constante de H sur V (P)* entraîne l'hyperbolicité 
stricte de P. 

On montre ([22], p. 36) que si (Ili)iLlLn est tel que l'équation en po,  
P (p,, IIi) = 0, possède une racine double, dans tout voisinage de (ni) 

(d'ans Rn), il existe ( p i )  tel que l'équation en p,, P ( p , ,  pi) = O, ne possède 
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que des racines simples. L'hyperbolicité de P par rapport à la direction 
(1, O, . . ., O),  et la continuité par rapport à (pi) des racines pf, (pi) de 
P (p,, pi) = O entratne que l'ensemble des zéros simples de P est dense 
dans V (P)* (muni de la topologie induite par Rn+'). Si la multiplicité 
de H sur V (P)* est localement constante, tout zéro réel non nul de P a 
pour multiplicité 1 : en effet, s'il cxistait t"€V(P)* tel qiic r,, ( E n )  &. 2, 
dans tout voisinage de E n ,  on pourrait trouver E tel qiic r ,  (5) = 1 et la 
miiltiplicité de H sur V (P)* ne serait pas localement constante. 

On sait [3] que si P est hyperbolique par rapport à la direction (1,0, ..., O), 
la multiplicité d'un zéro E n  de P est égale à la multiplicité de 51: en tant 
que racine que l'équation en p,, P (po, E f )  = O. P cst donc strictement 
hyperbolique par rapport à (1, 0, . . ., 0). 

Montrons pour terminer q11c h est bien décomposablc. Il sufiira pour 
cela que chaque Hl*'" soit divisible par Hya-L'+ pour tout S. Si k a,, 
c'cst évident; supposons k < a,. 

On considère H, et H ( * ) ( A )  comme des polynômes en Po, à coefficients 
dans l'anneau des polynômes à n variables R [p,, . . ., p,,]. L'hyperbolicité 
de H, par rapport à la direction (1, O, . . . , O) entraîne que H, est de degré 7 ,  

en p, et le coeflicient de (p,)'. est un nombre réel non nul (H, (1, 0, . . ., 0)) 
donc un élément inversible de R [p,, . . ., p,]. On peut donc [23] faire la 
division euclidienne (dans R [pi, . . ., p,] [p,]) de H(*"') par H, : 

avec Q (p,, pi) et R (pn, pl) appartenant à R [pn, p,l, 
B (20) et k < a, entraîne que tout zéro réel de H, est un zéro de H(*Jk. 

Si (pi) ER" - { O 1, l'hyperbolicité stricte de H, entraîne que l'équation 
en po, H,  (p,, p,) = O posskde 7 ,  racincs réelles distinctes pf, (pi) (1 1 LT,). 
On a donc R C p ( ,  ip,), (pl)] = O pour 1 L 1 L i,, et R (po, pz) est de degré 
strictement inférieur à 7, en p,. Ceci implique R (p,, pi) = O, le résultat 
s'étend par continuité pour (pi) = O, et  par conséquent H, divise HM'&. 
On a donc H(*lA = Mi x (H,)"; (avec Mi non divisible par H,). Si a: 
était strictement infsrietir à (a, - k), le raisonnement précédent entraî- 
nerait Mi divisible par H,, ce qui rst faux, donc a: 1 cc, - k. 

Les H, étant premiers cntrc eux deux A dcux, H(*'%st divisible par 
H~,=I-~I+ X . . . X H',".-"" , ci par conséqiient l'opérateur h e ~ t  bien décorn- 

posable. 

Remarque 1. - Si E est une variété différentiable Cm de dimension 2, 
on montre dans [Il],  [14] qu'une condition néceseaire et huasante (') pour 

( 8 )  On suppose la condition (1) du multiplicité constante en x vériflée. 



PROBLÈME DE CAUCHY OSCILLATOIRE 255 

que le problème de Cauchy soit bien posé par rapport à une hypersur- 
face Q passant par n. est que H (a; q) soit hyperbolique par rapport à la 
forme tangente en a à Q, et que h soit bien décomposable. En deux variables 
H ( a ;  q) hyperbolique équivaut à P (a; q) strictement hyperbolique [l'hypo- 
thèse de multipliciti: localement constante de H sur V (P)* est néces- 
sairement vérifise]. On a I'éqilivalence entre les trois propositions suivantes : 

10 H ( a ;  q )  hyperbolique par rapport à la forme tangente en n à Q 
et h bien décomposable. 

20 Le problème de Cauchy avec données sur Q est bien posé. 

30 Le problème de Cauchy oscillatoire avec données sur Q possède 
une solution et une seule quelles que soient les données. 

Il résulte du théorème 4 que si les coeficients sont constants (E  = R1), 
ces trois propositions sont encore équivalentes à 

40 A est hyperboliqiie par rapport à la forme tangente en a  à Q. 
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PROBLEME DE CAUCHY ANALYTIQUE 

A DONNEES SINGULIERES 

POUR UN OPERATEUR DIFF~RENTIEL BIEN DECOMPOSABLE 

PAR J.-C. DE PARIS 

1. INTRODUCTION. - Soit E une variété analytique réelle ou complexe 
de dimension (n + l), h un opérateur différentiel sur E d'ordre t A coeffi- 
cients analytiques, e t  a un point de E où h est d'ordre t. 

Soient Q, et Y deux fonctions analytiques au voisinage de a, nulles en a 
et  telles que grad Q, (a) et grad ?€' (a) soient deux vecteurs linéairement 
indépendants de Tn. (On note T,: l'espace cotangent en x à E.) On note Q 
(respectivement S) l'hypersurface d'équation locale Q, (3) = O [respecti- 
vement 'V' (x) = O] e t  T = Qn S. On note Sz (1 L 1 L 7 )  les hypersurfaces 
caractéristiques issues de T. 

On étudie le problème de Cauchy analytique, non caractéristique, au 

voisinage de a. Le second membre est (( régulier r sauf sur u S oii il 
1=1 

possède des singularités de type donné (qui dépendent de la forme d'onde [9] 
choisie) ; les données de Cauchy sont (( régulières )) sur Q - T e t  prdsentent 
sur T des singularités analogues à celles du second membre : on montre 
alors, si h est bien décomposable ([3], [4]),  qu'il existe une solution et  - 
une seule, (( régulière r sauf sur u Sr oh elle présente des singularités 

I= 1 

du même type que celles des données. 
On vérifie bien, dans ce cas particulier, le principe général énoncé par 

J. Leray dans [7] : (( Les singularités de la solution appartiennent aux 
car.actéristiques issues des singularités des données )). 
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i 

Cette étude se fait classiquement en deux temps ([9], [5], [6], 1151) : 
I d'abord la construction d'une solution formelle utilisant la technique des 

développements asymptotiques ([17], [9], [BI, [Il, [IO]), puis la démonstra- 
tion de la convergence des développements obtenus. 

On a montré dans [3] et [4] l'existence d'une solution formelle au 
problème posé; il reste donc à prouver la convergence. 

Dans [9], D. Ludwig étudie un même problème pour un système de 
$ype (H), qu'on sait [IO] être fortement hyperbolique. (ce qui, dans le 
cqs d:un opérateur scalaire, implique que toutes les caractéristiques soient 
simples), et  montre la convergence (quand le système est du premier 
'ordre) en se ramenant à un problème de Cauchy caractéristique, et  en 
utilisant la méthode des majorantes. Dans [5], Y. Hamada étudie un 
problème analogue pour un opérateur scalaire à caractéristiques simples, 

. et dans [6] il prolonge ses résultats au cas où les caractéristiques sont 
au plus doubles, pour un opérateur bien décomposable [3]. Sa démonstra- 
tion de l'existence d'une solution formelle, pour des caractéristiques au 
plus doubles, est un cas particulier de [2], [3], [4] où on envisage le cas 
des caractéristiques de multiplicités quelconques (mais constantes). 
II montre la convergence en utilisant des techniques de calcul dues 
à S. Mizohata. Dans [12], [14], [15], C. Wagschal étudie un problème du 
même type, avec des singularités de forme plus générale, pour un système 
dont toutes les caractéristiques sont simples; il montre la convergence 
en utilisant la méthode classique des majorantes, améliorée par (( l'intro- 
duction de nouvelles fonctions majorantes particulièrement commodes pour 
ce type de problème r) [15]. 

Notre étude se fait dans le cas d'un opérateur scalaire, à caractéristiques 
de multiplicités quelconques, mais bien décomposable. (On suppose tou- 
jours les multiplicités constantes.) On montre la convergence des 
développements obtenus dans [3] et  [4] en adaptant les calculs de [12], [15] 
au cas des caractéristiques multiples. On généralise ainsi un théorème 
de [9], et on étend aux caractéristiques de multiplicités quelconques les 
résultats de [5], [6] et 1151. 

Les résultats démontrés ici ont été annoncés dans [13]. 
Les notations utilisées sont celles de [3] et  [4]. 
Je  remercie vivement J. Vaillant de ses encouragements qui m'ont 

été très précieux. 

2. RAPPELS ET COMPLÉMENTS SUR L'EXISTENCE DE LA SOLUTION 

FORMELLE. - Soit H (x; q) le symbole principal de h ;  pour x donhé dans E, 
c'est une application polynomiale homogène de degré t, ou nulle. h étant 

* d'ordre t en a, H (x; q) est de degré t au voisinage de a, et  ses coefficients 
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sont des séries entières convergentes au voisinage de a. L'anneau des séries 
entières convergentes est un anneau factoriel, et un anneau de polynômes 
sur un anneau factoriel est factoriel, il existe donc un voisinage V de a, 
et des applications irréductibles H s  (x; q) ( 1  s L a), polynomiales en q, 
homogènes de degré .;,, pour x donné dans V, à coefficients analytiques . 
en x sur V, et des entiers c x ,  > O tels que pour tout x E V et  tout q E T:., 
on ait 

0 

(1) H (x; <I) = n IH. (x; q ) ~ 2 4 .  s 

s=L . * 

On sait [Il] que les H, sont des invariants. . . 
L'analycité des données implique que h possède une décomposition [4], 

par rapport à chaque H,. 
On suppose en fait que h est bien décomposable, c'est-à-dire qu'il existe 

des opérateurs différentiels h,  (1 L s L a) de symbole principal H ,  (x; q), 
e t  des opérateurs 1,. (1 L r L t )  (avec l o  = 1) définis sur une sous-variété 
ouverte Q de E, contenant a, tels que 

1, X h ~ t - r i +  ~ h r a - ~ l +  

( [a] ,  = a si a O et O si a L O), 
avec pour tout r, 

I' 

~ - ~ z ~ x ~ ~ : ~ - P " x . .  . xhk-Pl+ 
p = o  

d'ordre t  - r - 1 au plus. 
On suppose que l'équation en A ,  

(3) 11 H. (a; h grad (a) + grad Y (a)) = 0 

possède .r =ZT, racines distinctes (on impose A ces racines d'etre 
s=1 

réelles quand E est réelle. Dans le cas réel et quand toutes les multipli- 
cités valent 1, on dit dans [161, si la condition précédente est réalisée, 
que h est <( régulièrement hyperbolique par rapport A Q et  S *. 

L'hypothèse (3) permet de construire, comme dans [IO], 7 fonctions 
caractéristiques y' telles que y' (x) = Y (x) si XEQ. on note 
A' (1 L 1 L s )  les racines de l'équation (3), y1 est caractérisée par 

grad 9' (a) = h1 grad iP (a) + grad Y (a). 

JOURN. DE MATH., T. LI. - FASC. 4, 1972 60 
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On a ainsi toutes les solutions de l'équation caractéristique qui coïncident 
avec Y sur Q ,  et on peut remarquer que la condition précédente implique 
que Q n'est pas caractéristique en a. Les hypersurfaces S1, d'équations 
locales 9' ( x )  = 0, sont les caractéristiques issues de T. 

PROPOSITION 1. - Soit E une variété analytique réelle (respectivement 
complexe) de dimension ( n  + l), h un opérateur différentiel réel (respecti- 
vement complexe) d'ordre t ,  à coeficients analytiques, et a un point de E o ù  h 
est d'ordre t. 

Soient et Y deux fonctions analytiques, nulles e n  a ,  et telles , que 
grad ( a )  et grad Y ( a )  soient linéairement indépendants dans T:. 

Soit f j  une  suite telle que pour tout j E Z ,  f;. = 
S i  o n  suppose que h est bien décomposable, et que l'équation e n  A, 

5 n H. (a;  h grad '8d (a) + grad Y (a)) = O 
r = l  

possède .c racines réelles (respectivement complexes) distinctes, alors i l  existe 
une  solution formelle unique 

h (y) = o =x vl, avec 

telle que de plus [si les coordonnées locales sont telles que cP ( x )  = xO, et que 
a = (0, . . . , O ) ]  o n  ait,  pour O L a < t ,  

On note x' = (x i ,  . . . , xn), + la restriction de Y à Q ;  yl est égal à l'un des 
nombres a, [avec s, tel que H, ( a ;  grad v1 ( a ) )  = O]. 

Les v{ sont analytiques sur un même voisinage de a ,  et les b: sur un mdme 
voisinage de a dans Q.  

On cherche d'abord une solution de h (y,) = vl. Avec le choix qu'on 
a fait pour ul, ceci conduit à des calculs identiques à ceux de [3] e t  [4]. 
.On cherche y1 sous la forme 

= 
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plhst telle que 
zo (99 = aei (9') = . . . = zlepl-' ('pl) = O. 

Xpi  (pl') est un opérateur différentiel d'ordre pl pour lequel Q n'est 
pas caractéristique en a. (On a démontré ces résultats dans [41.) 

Par conséquent : .. t 

Si on pose k = j + r, on trouve. 

. a .  

Ceci justifie a posterior' ' s oT aat pour ut afin que 1.1 n 
soit possible. 

On doit donc avoir, pour k 1, 

/+r=t 
/ h ï - * i  
pl&r&t 

On sait [2] que la détermination des Y,/ se ramène B I'intCgration 
d'6quations différentielles linéaires d'ordre pl le long des bicaractéristiques 
des hypersurfaces caractéristiques d'équations (s) = Cte. On sait 
aussi ([2], [3]) que pour déterminer entihment Y,/ il faut que le8 * 
à(,,, Y{ (O, x') soient connues pour O L u < pd. La détermination de ces 
fonctions A partir des b! se fait de manière unique ([3], [4]), en utilisant 

1 les relations 
7 Y.1-1 

avec 
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en posant A' (x') = do y' (O, s'), et en notant f la restriction à Q d'une 
fonction f définie au voisinage de a. On convient que C i  = O si k > cc 

m 

et que x u k  = O si p > m. 

(5), est' un système de t équations linéaires à t inconnues, de déter- 
minant non nul au voisinage de a [4]. On notera (AB)OLQ<t la matrice 

0 L B < t  

inverse; ses coefficients sont analytiques au voisinage de a et ne dépendent 
que de l'opérateur et des yL. De même, les coefficients c:: sont analytiques 
sur un voisinage de a dans Q, et ne dépendent que de h et des fonctions y'. 

On met maintenant les équations (4), et (5), sous une forme qui sera 
plus commode pour la rédaction du paragraphe suivant où on étudie la 
convergence des développements obtenus. 

En convenant que Y/ = O si j < 1 - yt l'équation (4), devient 
pour j 1 : 

1 

HP' (y1) est un opérateur différentiel d'ordre pl e t  les hypersurfaces 
x0 = c ne sont pas caractéristiques pour cet opérateur (pour c assez petit). 
En divisant chaque opérateur Zr (y') par le coefficient de d,,,,, dans 
X p '  (y1) [on note encore W (y') l'opérateur obtenu], et en posant 
ZF1 (y1) = d,,),, - ci, avec cl opérateur différentiel d'ordre au plus pl 
contenant au plus (pl - 1) dérivations par rapport à xO, on peut écrire, 
pour j 1 0 (on pose up = 0) : 

( d(o) pi Y/;-ILi = CL (Y/;-pl) + w{, 
avec w/ = u[ - 2 xr (90 [Y{-']. 

En résolvant le système (5) ,  on trouve, pour j 1 0 ,  1 L 1 L 2, 

4.). Y{-" =x AB d! (p dependant de 1 et de u). 

(Rappelons que d(o), Y<-" = O pour j < 0.) 
En remplaçant di par sa valeur, cette relation s'écrit 
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3?2:,, est un opérateur différentiel d'ordre k, à coefficients indépendants 
de x O ,  et dans lequel il n'y a de dérivations que par rapport à x O .  

Avec ces nouvelles notations ( 5 ) j  s'écrit, pour j 1 0  : 

pour 1 d l L r  et  O & u <  p l :  
:, 1 t - i  1 - 2  

3. CONVERGENCE D E  LA SOLUTION FORMELLE. - Les coordonnées 
locales étant toujours telles que Q> ( x )  = xO et que a soit l'origine de Kn+i 
( K  = R ou C ) ,  on démontre le théorème suivant : 

THÉORÈME 1. - S i  on suppose 

analytique a u  voisinage de l'origine de Kn+', et 
= 

t' 
Vl (x9 t) =x 4 (x) fi (1 L 1 L T )  

analytique a u  voisinage de l'origine dans Kn+*, alors les fonctions 

sont analytiques au voisinage de l'origine dans Kn+2. 

a. Rappels sur les majorantes. - On utilise la notation classique a < b 
pour écrire que la série formelle de (n  + 1) variables b est une majorante 
de la série formelle à (n + 1) variables a ('). Cette relation est antisymé- 

( l )  Dans la suite on identifiera, par abus d'écriture, une fonction analytique au voisi- 
nage tie l'origine et son dCveloppement en série entiére sur ce voisinage. 
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trique et transitive, elle est compatible avec l'addition et la multiplication 
par des séries formelles positives (majorant la série formelle O), et elle est 
stable pour la dérivation. De plus, si a 9 b, c > O et c (O) = 0, alors 
soc< boc, et  si a <  b, a ( 0 )  = b ( O ) =  O et  c>O,  alors coa<cob.  Enfin, 
si f est analytique au voisinage de O dans Kn+', il existe M > O et R > O 

tels que, si X E  a. = 1 x 1 1 r i  1 < R / alors 
i = o  ! ' 

b. Fonctions majorantes de [15]. - Soit DR = j 6 1 E EK et 1 / < R j 
l 

e t  0 0  (R, E) = analytique sur DR; on pose 

Les fonctions O j  vérifient les propriétés suivantes : 

10 o j  (R; E) < R 0 j + i  ( R ;  5). 
On a en effet : 

En dérivant j fois par rapport à 6, on trouve le résultat annoncé. 

20 Si r < R, on a pour E E  Dr : 

d'où le résultat. 

30 Si r L R, on a pour S E  Dr : 

O i  (R, 5) < 0j(r; SI, 
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1 1 1 
3-0 -<-. R-E; R - 5  r -E;  

En dérivant j fois par rapport à 5, on obtient le résultat cherché. 

Notations : 

I A , ,  = x  plx" +Z l x ' l c  R  9 i I ,Il 
Une conséquence du 10 et des rappels du (a )  est que : 

LEMME 1. - Pour XE&, on a 

' F i @ ;  x ) <  R Y j + ,  ( R ; x ) ;  
pour xEAp,,., on a 

@ j  (p, r ;  X )  < r  @j+t  ( p s  

De plus on a, si r & R, 

Yi  (R, x) < Yi  (r, x) (d9apr&s 3") 

ce qui implique, d'après les rappels du (a), que 

Y j  (r; X )  < @ j  ( p ,  r ;  x). 

On a donc : 

LEMME II. - Si r L R et p 1, pour x€Ap,r : 

Y j  ( R ;  x) < @ j  (?Y r ;  

Enfin on rappelle [15], le résultat suivant : 

LEMME III. - Si c est un opérateur différentiel à coefficients analytiques 
au voisinage de l'origine [ses coefficients admettent alors une .majorante 
commune M X  Y ,  ( R ;  x) sur un A, convenable]. 

v 
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t 
Si  pour X E A ~ , ,  (r L KR avec K donné, K < 1, et P 1 l), on a 

Alors il existe une constante y dépendant seulement de l'opérateur et de K, 
telle que, pour x E A,,,, on ait 

c (y) (x) < X PP X a j + m  ( p ,  r ;  x), 

où m est l'ordre de l'opérateur et p l'ordre de dérivation par rapport cf xo. 

Soit a = (ao, a') [ao E N  et a' = (a,, ..., x,) ENn, avec Zn L p et 1 cc / L ml. 
dl21 

On note D z  = ( d z " ) Z 0  . . (dxn)Z,,) : 

Da y (x) < Da mi ( p ,  r; X )  = pz% 1 (p, r;  X )  < pp X R1"-tz; ai+, ( p ,  r ;  x), 

donc 

a, (x) Da y (x) -e p p  x Rm-lzl M 
X@j+rn(ptr;x) 

Si c (y) = 2 a. Da y, on pose 

ce qui donne 
c (y) (x) 4 y X P" X mi-+-na ( p ,  r ;  x)- 

y ne dépend que de M, K, R et m, donc ne dépend que de l'opérateur 
et  de K. 

On montre enfin un résultat qui justifie, a posteriori, l'introduction 
des fonctions <Pi, et  permet de voir pourquoi (( elles sont d'un emploi 
particulièrement commode )> [12]. 

OD 

t' LEMME IV. - 2 aj (x) analytique au voisinage de l'origine dguivaut 
j=o  

J 1 

à l'existence de nombres positifs, M, r, p et c tels que, pour X E  AP,,, on ait 

ai (x) < M x Ci+* x ai ( p ,  r ;  x). 



w 

Si A (x, l) = aj (x); est analytique au voisinage de U, II existe M 
/=a 

I )  

et R tels que, pour 1 I / +x 1 si 1 < R, on ait 
1 =O 

En dérivant j fois par rapport B I, puis en faisant I = O, on trouve ' 

n 

ai (x)  < M x j !  
n \ /+& = M x ~ / ( R ; x )  

qui a bien la forme voulue, si on prend r = R, p = 1, C = i. 
Rbciproquement, ai aj (x) < MX Ci+' X aj (p, r ;  x), pour ~adp ,r ,  on 

aura 
M x C x j !  1 r 1' 

i + l  jf 

[le fait que les différentes caractéristiques n'ont pas la meme multiplicité, 

comme c'était le cas pour des caractéristiques toutes simples, impose . l'introduction d'un coefficient multiplicatif (6)-* qui permet, *en quelque 

sort?, de rendre u hornogénes * les calculs qui suivent . 
I 

JOURN. DE MATH., T. LI. - PASC. 4, isn 
J 
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On va démontrer par FBcurrence la proposition (j 1.0) : 

a/: l L I L r ,  

(p, r. c; x) ; 

: l g l L r ,  O & u < p ~ ,  

(p. r, C; x') 

1 pour un choix convenable des constarites p, r et C. 

Pour j = O, le rdsultat est évident car Yi" = O, ainsi que d,.). Y ~ ' - " . ~ ~ ; ~ "  ,' 

$2 ,a*fJ 
Supposons démontrés BE., . . . , et démontrons BEj. - +" , ? -2 * ;y?% * 
1 Les éauations qui déterminent les inconnues sont : 

Il résulte des hypothéses du théoréme 1, et du lemme IV, qu'il existe 
des constantes M et R telles que pour 1 LI! 7, j O (en convenant 
que v: = O), e t  %€A,, on a 

v[ (x) a Mx j !  
" P. MX Y/ (R; 2). 

De mbme, ai O/a  < t et j & O ,  on a pour x * : ' ~ & f i Q ,  

Enfin, les fonctions A!, et les coefficients des opdrateurs 
sont des fonctions analytiques de s', en nombre fini : on peut donc supposer 
que pour zt 4 n Q, elle admettent une majorants commune M X Fe (R ; xt). 
Les coefficients des cf et des gr (prf) dtant en nombre h i  et analytiques 
au voisinage de O, on peut supposer qu'ils admettent sur 4 la mbme 

* fonction majorante M x 'Y (R ; s). 
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On cherche d'abord pour quelles conditions sur p, r et C, Lijj  est vérifié : 

b ( x )  M x i  (R ,  x )  < M x R + (p, r ;  x )  (si p l 1 et r  L R),  
A& (x') 4 M x vo ( R ,  x'). 

On en déduit : 
t - 1  

f x M 2 x R t  
g 1  ( x )  = 2 A ( x )  b ( x )  < - x q j - ~ + t  (p, r ;  x'). 

Si on impose r L K .  R, avec K nombre donné, K < 1, on trouve 

Pour k \- p.,, on a, d'après l'hypothèse de récurrence c2i-i"k-pr"' : 

(Remarquons que pour j donné, j 1 0 ,  on ne peut appliquer l'hypothèse 
de récurrence que si j 2 1 + k - y,, c'est-à-dire si k L j - 1 + p,,,. 
Comme k reste L t - 1, ceci est vérifié dès que j est assez grand. Pour 
les premiers indices j, il existe des k L t - 1 tels que k > j - 1 + :lm, 

- 0 .g @!,-l--k+t mais on a alors Y!;'-k - .) 
On a donc : 

k - P o .  
d , ~ ) k  (x )  < d,")k ( D { i ' - k + l  x Ci+' x ai-l+t (p, r ;  x). 

D'autre part : 

(x')  e M x vo ( R ;  x'). 

On en déduit, si p & 1, r L K . R  ( K  < 1) et &L 1 pour k L.:r,, 

M ri. .. (2') x djoik 
' 

(x') < R ( 1  - K) x Ci+( x Gi-l+t (p, r ;  x'). 

7 on trouve Si on pose M. = R ( l  - K) 

: 1-1  

(9)i 2 2 $,., (x') d , , , ) k ~ { ~ ' - " x ' )  4 M 1  x C j t t  x (p, ri XI). 
' 1 ,  = 1 k =  p,,# 

Si j - 2 - (k - u) \ 0, l'hypothèse de récurrence &j-'-("-"' (on a 
k - u 2 O) donne, si v < p,,, : 
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Si j - 1 - (k - v )  < O, on a d ,o , ,  Ykk-'  (O,xf) = O, et dans ce cas 
la majoration précédente reste vraie. 

Si u 1 p,, on a k \ v \ p,, donc YCk-' < Q > m k - ? + l  (d'après 
&i-P+k-p,,,) s i j L 2  + k - pm OU parce que Y!;k-' = Osi j < 1 + k - p,). 

On a 3?2~,'~ (XI) M X  vo ( R ,  x') et par conséquent (en supposant 
encore p \ 1 et r L K .  R) : 

322; (XI) x d l , , ,  Y!; k-2  
M j - k - 2 + t  

(09 2') 4 R (1 - K) x d(o)v m m  (pt r9 C ;  sr), 

puisque k -  v L 0  et  r L K . R < R ,  on aura 

4 x x Rk-~+l x <Pi-l+l (puisque k - u I. O et  p S 1). 

Si on pose 

on trouve 

En additionnant (8)j, (9)j et (IO)/, on trouve 

Si on veut que d ( , , r L  Y/;-L-14 .g d 6 > { - l - ~ + l  , il suffit que 

Si on veut assurer le résultat pour tout u < fi, puisque CL 1, il suffit 

que 
(M, + M' X Ci+' + Ci+l-l X F 
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Si on suppose C \ 1, il suffira pour cela que 

(11) P 1 c (M1 + M . )  + C ~ F  

Si on suppose 2, r et C choisis de manière à ce que 

alors & j  est vérifiée. (On verra plus loin qu'un tel choix est possible.) 
Pour démontrer on utilise le résultat fondamental de la méthode 

des majorantes qu'on rappelle ici. 

LEMME V .  - S i  c est un opérateur différentiel d'ordre a u  plus (p. - 1) 
par rapport à xo, ayant pour coefficients des séries entières formelles de 
x = (xO, x', . . . , xn), et C un opérateur différentiel majorant c. (Chaque 
coefficient de c est majoré par le coeficient correspondant de C.) 

S i  f est une série entière formelle de x, et F une  série majorante de f. 
Si zu (O L u < p - 1) sont des séries entières formelles de x' = (x', . . . , xn), 
alors il y a une solution série formelle et une seule au problème de Cauchy 
formel : 

dW), Y = c (Y) + f ;  
0 d u < p : djo)u y (O, x') = zu (x'). 

Si, de plus, Y est une série entière formelle telle que 

d(o,u Y > e (Y) + F; 
O L u  < d ,n ,uY(O,~ ' )>zu(~ ' ) ;  

alors o n  a y < Y .  
L'existence et  l'unicité de la série formelle solution sont évidentes. 

On montre la seconde partie du lemme en prouvant que pour tout u & O, 

d(n,u y (O, 3') 4 d,o),, Y (O, x'). 

Pour O / u < p, c'est l'hypothèse sur les données de Cauchy. 
Pour u = p., on a 

d,,,, y (O, XI) = c (y) (O, X I )  + f (O, x') e e (Y) (O, x') + F (0, x') 9 401, Y ( 0 , ~ ' ) .  

En dérivant les deux membres de l'équation, on en déduit le rdsultat 
POUR u = p. + 1, . . ., u = p. + 2, . . . , d'où le lemme. 
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Pour montrer tXj7 c'est-à-dire Y{-p1 < il suffira donc de prouver 

que 

avec el opérateur différer iel (( majorant 9 cl et W/ majorante de w{, 
puisqu'on sait que : 

yi- Pr d o p l - l  1 (0, x') . : 40) P I -  I @ r U 1 + l  (p, r ,  C ; x') (d'aprés f i i), 

y i - l* i  diol 1 (0, x') - P l - 2  @!-jL1+' (p, r ,  C ;  2') (d'aprés a i - l ) ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

yi-Pl i - p 1 + 1  d ~ 0 1 p ~ - ~ - ~  1 (0, 2') --" d i~ iu l - t -k  @I (F, r,  C; 2') (d'après mi-", 

y' - Ul  
1 (0, 2') < @!-'*"' (p, r, C; x') (d'après a i -p l+ l ) .  

Remarquons que si j - pl + 1 < O, les hypothèses de récurrence ne 
donnent les résultats annoncés que pour k L j; si j < k L ( p l  - l), alors 
d ~ o l , l - l - k  Y/;-,' (0, xl) = O, donc la majoration reste vraie. 

Pour montrer (12)j, il faut d'abord trouver une fonction majorante W{ de 

w: = 0: - 2 wl. (y') [y{-.]. 

Pour pl + 1 L r L t ,  on a Y';-'' < @J-'+', d'après les hypothèses de 
récurrence &j-', , &i - ( 1  - P I )  ou éventuellement, si j - ( t  - pl) < 0, . . .  
parce que les premières inconnues sont nulles. 

Il y a un nombre fini d'opérateurs X r  ( y 1 )  et CL, donc on peut, quand 
on applique le lemme III,  prendre le même coefficient y. On a donc pour 
r L- ( p l  + l), 

aer (y') [y/;- "1 4 y x p'. x 

donc 

( puisque 1 et r - pl L- 1). 
D'autre part : 

v j  (x )  -=z M x v'~ (R; x)  :) M x xR' x <if+, (p, r ;  x). 
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On a donc : 

W /  (XI --g M R ~  + t y x x cj+l+l (p, r ;  X) = W{ (x), ( 1 

D'autre part : 

,, = (g)-" (e)" Ci+'+. x a,,. 

On aura donc (12), si 

c j + 1 + 1 1  H X c j+1+1 + M R ~  + t .; x F x ci+l+l, 
- P C 

donc a fortiori (puisque C 1 1) si 

Il n'y a plus qu'à montrer maintenant que toutes ces conditions sont 
compatibles entre elles, et qu'on peut choisir r, p et C de manière à ce qu'elles 
soient simultanément vérifiées. 

Les conditions sont : 

r L K . R  (avec K < l ) ,  1 C L 1 ;  
1 

g ( M ,  + M ~ ) + ~ F ( ~ ) L I ;  
1 

1 1 
7 - )  On impose à 6 d'étre égal à o, soit ' L min ('9 2 (M, + M.) 3 1 y 

tout en laissant à p et  à C la p~ssibilit~é de varier. F a une valeur fixée 

égale à F (E). 

On choisit 
C 1 Co = max (3  MR1, 2 F ( E ) ,  l), 

p PO = max (3 y, 1). 

On prend p et C tels que C Co, p pa e t  6 = i. Quant à r, il suf i t  

qu'il vérifie r L K.  R (avec K < 1). On voit d'ailleurs qu'on peut prendre r 
aussi voisin qu'on veut de R, puisque K peut prendre des valeurs aussi 
proches de 1 qu'on veut (mais une modification de K change p, et Co). 
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Pour ce choix de 2, r et C, on a bien, pour tout j 1.1 - y./, 

Il résulte alors du lemme IV que chacune des séries 

définit une fonction analytique au voisinage de l'origine dans Kn", ce qui 
termine la démonstration du théorème 1. 

4. APPLICATION, DANS LE CAS RÉEL,  AU PROBLÈME DE CAUCHY ANALY- 

TIQUE AVEC DONNÉES SINGULIÈRES. SUPPORT SINGULIER D E  LA SOLUTION. - 
On suppose que E est une variété réelle, et  h un opérateur différentiel 
sur E dont les coefficients sont des fonctions analytiques à valeurs réelles. 

Soit fo Uhe distribution définie sur un voisinage ouvert de O dans R. 
11 existe une fonction cohtinue g, définie sur un intervalle 1- a, a[CV, 
telle que g("> = fo. (On dérive au sens des distributions.) 

On pose 

et  pour XE]-  a, a[, 

fnl+, g (t) 

On construit ainsi une suite (fi) de distributions de a' (1- a, a[), telle 
que pour tout j E Z, on ait f j .  = fj-, (pour j 1.. m, f j  est une fonction de 
classe Cj-"). 

Si v est une fonction indéfiniment différentiable sur un ouvert, telle que 
grad p, ne s'annule pas, et  f une distribution, on sait définir sur cet ouvert 
la distribution f 0 y, par exemple en prenant un système de coordonndes 
dont la première soit p,. De même, on peut définir f 0 p, (O, s') = f 0 jj (3'). 

On suppose les hypothèses de la proposition 1 et théorème 1 vérifiées, 
et  on étudie le problème de Cauchy : 

I 0 0  

( h (y) =Z ZV!  fi-t O?');  

/ = l  j = l  = 

O 4 < t : 4.). y (O, x') =x b: (x') x (fi-. O +) (3). 
j= O 
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On trouve donc une solution formelle 

telle que les séries entières Yi (x, c) (1 L 1 L 7 )  convergent sur un même 
voisinage de l'origine dans Rn+2. 

On écrit y = u + Y, avec 

u =x 2 Y: x (fj O ql), 

u est une distribution définie sur un voisinage de l'origine dans Rn+a, et  
on montre facilement que Y est de classe C1 au voisinage de l'origine. 

En effet, pour j (m + t), f j  est de classe C1 au moins, y' et Y{ sont 
analytiques sur un même voisinage de l'origine et  ?"O) = O, donc si 6 
est un nombre positif donné, il existe un voisinage V de l'origine tel que 
pour X E V  on ait 1 yl(x) 1 < 6. 

De plus, d'après la définition de f j ,  on a pour j & m, 

1 5 1i-11' 

I f j ( 6 ) l L A ~ ~ - ~ ) ~  (A, constante donnée). 

Donc, pour X E  V et j & m, on a 

De plus, pour j l - pl, on a 

p - P l  

Y: (x) < (C) X x U + O !  

r Si on impose p 1 xO 1 +x(si 1 Ls, on aura 
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et par conséquent, pour x appartenant à un certain voisinage de l'origine : 

Si 2 6 C < r, ce qu'on réalise, r et  C étant fixés, pour 6 assez petit, ceci 
est le terme général d'une série convergente indépendante de s : Y est donc 
continue. Le même raisonnement montre qu'elle est de classe CL. En effet : 

où est une fonction connue qui dépend de f ,  mais pas de j, et qui est 
analytique, donc bornée sur un voisinage de l'origine. 

On voit donc que y = u + Y où u est une distribution e t  Y de classe CL. 
Si les singularités ,des données sont d'une certaine forme, on a pu préciser 
la partie singulière de la solution. L'unicité de la solution résulte du théo- 
rème de Cauchy-Kowalewski. 

Ce résultat a été démontré dans [9] pour des systèmes dits de type (H), 
qui sont en fait des systèmes fortement hyperboliques [Il]. Dans le cas 
d'un opérateur scalaire ceci imposait à toutes les caractéristiques d'être 
simples. On obtient ici le résultat pour des caractéristiques de multiplicités 
quelconques (mais constantes) et  sans hypothèse d'hyperbolicité (puisque 
la fonction Y est fixée), quand h est bien décomposable. 

On peut même préciser davantage dans le cas particulier où le support 
singulier de f, est l'origine. On montre alors, en reprenant le raisonnement 
précédent, que y est de classe Ca sauf pour les x tels que v 1  (x) = 0, c'est-à- 

Z 

dire sur u S' et  le support singulier de la solution est contenu dans le 
1=1 

support singulier des données. 

5. APPLICATION, DANS LE CAS COMPLEXE, AU PROBLÈME DE CAUCHY 
ANALYTIQUE AVEC DES DONNÉES POSSÉDANT DES SINGULARITÉS POLAIRES 

ou LOGARITHMIQUES. - Il est bien évident que le théorème 1 permet de 
généraliser au cas des caractéristiques de multiplicités quelconques (mais 
pour un opérateur scalaire bien décomposable seulement) les résultats 
de [15]. On reprend les notations de cet article. 

Soit f o  définie sur c et  appartenant à h (p, q) [15] (p EC et   EN), 
c'est-à-dire 

fu (t)  = t P  x Pq (log C) (Pq polynbme de degré L q) 
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si p n'est pas un entier < 0, 

On sait [15] qu'on peut construire une suite ( f j )  (pour j E Z ) ,  avec 
f j E  h ( p  + j, q ) ,  telle que pour tout j E  Z on ait f;. = fi-*. 

Les caractéristiques n'ayant pas toutes le même ordre de multiplicité, 
il faut étendre la définition de H ( p ,  q). 

DÉFINITION. - Soit y une fonction holomorphe sur le revêtement simple- 
ment connexe d u  complémentaire par rapport à un voisinage de a dans  E 

Z 

O n  dit que y E H ( p i ,  . . . , p,  ; q)  [avec ( p l ,  . . . . p,, q)  E C' x N] 
s i  elle est de la forme 

Y (2) =z [P I  (z)lpl x p: ( z ;  log yp i  (x)) 
1=1 

Les si premiers pl ne sont pas des entiers négatifs, les z - 2, derniers 
r 

sont des entiers négatifs et q \- 1, sinon les deux  derniers- termes de la somme l - 
sont remplacés par 2 P: (x)  P, ( x ;  C )  désigne un polynôme en  C de degré 

l = i , + l  1 
L q, à coefficients analytiques e n  x .  

PROPOSITION II. - Le problème de Cauchy 

h (Y) = 0, 

d~,~,y(O,x')=b,(x ')  pour O L a < î  

tel que 
v ~ H ( p - t + 1 ,  . . . , p -  t + l ; q )  

et pour O / a < t ,  b ,  E H ( p  - a ;  q)  posséde une solution et une seule 
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si h est bien décomposable et si l'équation en A,  

possède T racines complexes distinctes. 

Remarque 1. - Si toutes les caractéristiques sont simples, tous les pl 
valent 1, et on retrouve le résultat de [15] (dans le cas particulier d'un 
opérateur scalaire). 

Remarque 2. - Si les caractéristiques sont au plus doubles, on trouve 
un résultat qui généralise [.'1 (les singularités sont de forme plus générale). 

Toutes les démonstrations qui suivent sont exposées en détail dans [15] ; 
j'en donnerai donc seulement un bref résumé. 

c, 

r i  LEMME VI. - Si la s é r i e zn j  (x) x 7 converge au voisinage de l'origine, 
j=o 

J 1 

et si f, ~h (p, q), alors 
.D 

2 a i  ( x )  x ( f ipP O y )  (2) appartient d H @ - p, 9). 
j=O 

On a en effet : 
'? 

f j  ( C )  = CP+' x P; (log C) = P + j  x 2 p! x @g CF, 
r=O 

donc formellement : 

+ m 
On montre comme dans [15] que la ~ é r i e 2 ~ : - ' ~  [p (x)]~x aj (s) converge 

j=o 

sur un voisinage de l'origine, et  par conséquent, on a 

Soit maintenant v E H ( p  - t + 1, . . . , p - t + 1 ; q). ' [Supposons par 
exemple que (p - t + 1) ne soit pas un entier négatif; .on aurait une 

., étude analogue dans ce cas.] 
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On pose f-,+i (t) = CPt+'x (log C)', et A partir de f-t+l on construit 
une suite (fj). On aura fo  E h ( p ,  g )  (puisque r L q). 

On résoud le problème de Cauchy h ( y )  = v, avec pour O u < t, 
d( , , ,  y ( O ,  x') = O. D'après le théorème 1 et  le lemme VI, il y a une solution 
y r e H  ( p  - pi + 1, . . . , p  - p:+ 1;q ) -  

'7 

Soit y =x y est solution de h ( y )  = v ,  avec des données de Cauchy 

nulles sur xO = O, et 

~"EH@-PI  + 1 ,  . . . , p - ~ r + l ; q ) .  
De même : 

'? 

ba (2') = [(J (x')]P-' x Z B ~ ,  r (2') x [log (J (x')]'.. 
r=o 

On pose ba, ,  = ($)Pax B a , ,  x (log S)' e t  on résoud le problème de 
Cauchy : 

h (Y) = 0, 
d(o,, y (0 ,x ' )  = O pour O L u < t et u # a, 

d(o)a y ( 0 , ~ ' )  = bz, r (XI ) .  

Il y a une solution dans H ( p  - pi + 1, . . ., p - p, + 1; q). 
On refait le même raisonnement pour chaque b,,, ( O  L cr < t et  

O / r < q), e t  on additionne les solutions obtenues et  Y.  Le y trouvé est 
une solution du  problème posé. Il résulte du théorème de Cauchy- 
Kowalewski que c'est la seule, ce qui termine la démonstration de la propo- 
sition II. 

L'énoncé des résultats démontrés ici a été publie dans [131. 
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