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I N T R O D U C T I O N  

Depuis l'introduction des grammaires contextuelles 

(type l), à contexte-libre (type 21, linéaires à droite (type 3), 

définies par Chomsky [CHI, à partir des grammaires à structure 

de phrase,en imposant des restrictions aux règles de production, 

la plupart des travaux relatifs aux grammaires se sont attachés 

aux C-grammaires et aux langages engendrés par différentes sous- 

classes de C-grammaires. 

Par contre, les résultats concernant les grammaires à 

structure de phrase qui ne sont pas de l'un des trois types 

précédents sont beaucoup moins nombreux. 

Certains ont été obtenus en considérant des dérivations 

spéciales CGS2, GS3, MAI. Ainsi, Matthews a montré que le langage 

engendré par dérivation la plus à gauche dans une grammaire à 

structure de phrase, est un C-langage. 

Deux autres résultats intéressants, obtenus en particu- 

larisant la forme des règles de production, mettent en relief le 

rôle spécial joué par les terminaux. Ginsburg et Greibach CGGll 

ont montré, en effet, que les grammaires à structure de phrase 

dont toutes les règles (resp. toutes les règles de longueur 

décroissante) contiennent un terminal, engendrent des C-langages 

(resp. des langages contextuels). 



Notre travail consiste à étudier certaines classes 

de grammaires à structure de phrase,, incluses dans l'ensemble 

$des classes de grammaires à variables distinguees, lesquelles 

sont définies en imposant uniquement des relations entre une 

partition des variables et la forme des règles de production. 

Plus précisément, nous dirons que L est une classe de grammaires 

à variables distinguées, s'il existe un alphabet E et une partie 

R de (E*)~ qui permettent de définir L de la manière suivante : 

Une grammaire à structure de phrase G = ( N , T , P , A )  

appartient à L si et seulement s'il existe un homomorphisme h de 

E* dans le monoide engendré par l'ensemble des parties de N U  T, 

tel que h ( E )  partitionne N u T et P soit inclus dans 
((h(u),h(v)) / (u,v) e R I .  

En particulier, toutes les classes de grammaires 

définies en considérant l'ensemble des variables comme l'union 

disjointe de T et de N, ensembles, respectivement, des terminaux 

et des non-terminaux, et en imposant aux règles de production 

t d'appartenir à une partie de N x (N U Tl* qui s'exprime unique- 

ment en fonction de N et T, appartiennent à LD. 

Moins trivialement, Ginsburg et Spanier CGS11 ont intro- 

duits les grammaires Ultralinéaires d'ordre k (k entier a 1) en 

restreignant la forme des règles de production des C-grammaires 

à l'aide d'une partition de l'ensemble des non-terminaux en k 

parties. 

De même les "standard matching choice set" de rang k 

(quasi-rationnel de rang k) ( h  entier b 0 )  définis par Yntema 



CYNI peuvent être caractérisés grammaticalement par un élément 

de L qui est contenu dans la classe des C-grammaires. D 

Dans la première partie, nous partitionnons l'ensemble 

des non-terminaux en deux sous-ensembles et nous définissons 

différentes classes de grammaires appelées monotones. Pour i e 11,31, 

les grammaires monotones de type i généralisent strictement les 

grammaires de même type et engendrent les mêmes classes de langages. 

Nous obtenons ainsi des conditions suffisantes pour qu'une grammaire 

à structure de phrase, qui n'est pas de type 1, engendre respective- 

ment un K-langage, un C-langage et un langage contextuel. 

En outre,pour i e 11,21, nous montrons que ces conditions 

sont compatibles avec les résultats de Ginsburg et Greibach rappe- 

lés plus haut ; c'est-à-dire qu'il suffit de considérer l'ensemble 

des règles de production ne contenant pas de terminaux. 

Dans la deuxième partie, les éléments de L,, que nous 

introduisons nous servent de support pour définir de manière simple 

d'autres classes de grammaires qui caractérisent divers langages 

déterministes. 

Ainsi, au chapitre IV, nous considérons les APi- 

grammaires (i e [ 1 , 3 1 )  qui engendrent les C-langages. 



En imposant aux règles de productions des conditions 

supplémentaires, nous obtenons une nouvelle caractérisation 

grammaticale pour les langages reconnus par des automates à 

pile de mémoire déterministes CGG21 ou engendrés par les LR(k) 

grammaires de Knuth [KNI . 

Si nous imposons, en outre, aux parties droites des 

règles de commencer par un terminal, nous définissons les AP3- 

grammaires déterministes qui engendrent les langages reconnus 

par un automate à pile de mémoire déterministe, A-libre et 

complet. 

Les langages LL(1) de Lewis et Stearns [LS] étant 

reconnus par une classe particulière de tels automates, il 

était normal de chercher une caractérisation de ces langages 

par des AP3-grammaires particulières. C'est ce que nous faisons 

en ajoutant une autre restriction à l'ensemble des règles de 

production pour définir les UAP3-grammaires. 

Au chapitre V, nous considérons la classe L' des 1 

langages reconnus par les automates linéairement bornés [MY]. 

Les LB-grammaires que nous obtenons à l'aide d'une partition de 

l'ensemble des non-terminaux en trois sous-ensembles, engendrent 

les langages contextuels. En ajoutant des conditions simples à 

vérifier, nous définissons les LB-grammaires déterministes et 

après avoir montré-que la classe L ;  est close pour les homomor- 

phismes inverses et les homomorphismes A-libres, nous établissons 

l'équivalence entre Li et la classe des langages engendrés par les 

LB-grammaires déterministes. 



Chapitre O 

NOTATIONS ET TERMINOLOGIE 

1 NOTATIONS 

Pour deux ensembles A et B quelconques, nous noterons : 

- I A l  = cardinal de A ,  

- ?'(A) = (D / D CA}, l'ensemble des parties de A, 

- A \ B = ( x e A / x d B } ,  

- AB = {xy / x e A, y e B I ,  le ~0ncatené de A par B. 

k 
Pour kS1, définissons A par récurrence en posant A' = A et 

k A ~ "  A A ; si A = { a l ,  ak désignera l'unique élément de A ~ .  Le produit 
cartésien d'une séquence finie d'ensembles Al,. . . ,A est égal à n 
{(a l,...,a ) / a. r A. pour i e [l,nl}. 

n 1 1 

Nous dirons que {A1,. . . ,A } forme une partition de A si A = 6 A 
P i=l i 

et si A. n A. f 0 implique i=j, V i, j r C1,pl. 
1 3  

Afin d'éviter un parenthésage trop important, nous conviendrons 

que la concaténation esr prioritaire par rapport au produit cartésien, lui- 

même prioritaire vis à vis de l'union et de l'intersection. 

Pour un ensemble fini T, appelé alphabet, posons T~ = fi Tk ; k= 1 t F = { A )  W T désignera le monoide libre engendré par T , le mot vide, A ,étant 

11é16ment neutre pour 1 'opérat ion dans p, notée mult iplicat ivement. 

De façon générale, nous appelerons mots les éléments de F, 
lettres ceux de T et langage toute partie de @. 

Pour tout mot w de ~ k ,  l(w),la 10ngMeMr de W est égale au nombre 
dloccurrencesde lettres de T dans W ; en particulier [ ( A )  = O ; l'image miroir 



Z ?, 
dé W ,  no tée  W ,  e s t  d é f i n i e  p a r  1 = A e t  W'a = aW1, V a e T ,  V W 1  e Tk. 

Enfin,  pour t o u t e  p a r t i e  A de @, nous no te rons  A' = A U { A ) .  

2 GRAMMAIRES ET LANGAGES 

I Une grammaire à structure de phrase e s t  un quadruple t  G = (N,T,P,A) où : 

- N e s t  un a lphabe t  (non terminal ) , 

- T,  d i s j o i n t  de N ,  e s t  un alphabet  ( t e m i n a l ) ,  

t - P est une p a r t i e  f i n i e  de N x (N U T)* dont l e s  éléments son t  appe l é s  

les r eg l e s  OU l e s  product ions,  

- A ,  l 'axiome de l a  grammaire e s t  un élément p a r t i c u l i e r  de N. 

Nous noterons V = N V T ,  l 'ensemble des  va r i ab l e s .  

Pour x, y e P, nous d i rons  que x engendre directement  y e t  nous 

é c r i r o n s  x 7 y ,  s ' i l  e x i s t e  (u ,v )  e P ,  x ' ,  xl' e @, t e l s  que x = x'uxfl  e t  

y = xlvxl'.  Nous d i rons  que x se dé r ive  en y ,  s ' i l  e x i s t e  une séquence z  O s  zl- 

. , de mots de W, appelée dé r iva t ion  (de  longueur p )  , t e l l e  que z0 = x ,  
P 

z  = y e t  z z p o u r i s  [O,p-11. 
P i G itl 

?, 

Si  P est i n c l u s  dans P, nous é c r i r o n s  x --) 
1 

y pour p r é c i s e r  que 
p, * l. 

x --> y en u t i l i s a n t  uniquement des r è g l e s  de P 
G 1 ' 

rb 

L ( G )  = ( W  e ?"+ / A W) s e r a  appelé  l e  langage engendré p a r  
G 

l a  grammaire G.  

Deux grammaires s e r o n t  d i t e s  équ iva l en t e  s i  e l l e s  engendrent l e  

même langage. 



I Une grammaire "mnotonic" est une grammaire à structure de phrase 

G = (N,T,P,A) vérifiant la propriété : 

Un langage est   ont ex tu el s'il existe une grammaire monotonic qui 

l'engendre. 

I une grammaire à contexte libre (C-gramnaire) Cc~l est une grammaire à 

structure de phrase G = (N,T,P,A) avec P C  N x Vk. Un langage est un 

C-langage s'il existe une C-grammaire qui l'engendre. 

Une C-grammaire est réduite si pour tout B e N, il existe u, v e VJc, 
* ;k 

W e * tels que A 7 uBv et B - G 
W. 

+ 
Une C-grammaire est A-libre si P C N  x V . 

Pour u, v e Vk, notons u ==&= v s'il existe W e ThL, ut e @ et (~,y) e P 
G 

tels que u = WBu' et v = Wyu'. 

désignera la cloture transitive de la relation - 
G et sera appelé 

G 

dérivation la plus gauche. 

I Une s-grammaire [KHI est une C-grammaire G (N,T,P,A) vérifiant : 

(i) P C N X T P  

(ii) V B e N, V a e T, V y, z e @, si (B,ay) e P et (B,az) e P alors 

y = z .  

Un langage est un s-langage s'il existe une s-grammaire qui l'engendre. 
6 

1 Une grammaire lineajre à droite est une C-grammaire G = (N,T,P,A) où P 

O 
est inclus dans N x PN . 



Un langage e s t  un K-1 angage ( langage régul  i e r )  s 'il e x i s t e  une grammaire 

l i n é a i r e  à d r o i t e  qu i  l ' engendre .  

3 AUTOMATES ET LANGAGES 

- Un automate d ' é t a t s  f i n i  e s t  un 5-uple M = (Q,T,g,qo,F) où : 

( i )  Q e s t  un ensemble f i n i  non vide (ensemble des é t a t s ) ,  

( i i )  T e s t  l ' a l p h a b e t  d ' e n t r é e ,  

( i i i )  g ,  appelée fonction de t ransi t ion,  e s t  une a p p l i c a t i o n  de Q x T 

dans Q, 

( i v )  qo e s t  un élément p a r t i c u l i e r  de Q ( é t a t  i n i t i a l ) ,  

( v )  F C Q e s t  1 'ensemble des é ta ts  terminaux. 

L 'appl ica t ion  g  e s t  prolongée en une a p p l i c a t i o n  de Q x * dans 

Q en posant  : 

- V q  e Q ,  g(q,A) = q  

- Y q e Q ,  V a  e T ,  V W e Fk, g(q,Wa) = g(g(q,W),a) 

Le langage recOtlnU p a r  M e s t  T(M) = ( W  e ~k / g(qO,W) e F}. 

On démontre qu'un langage e s t  un K-langage s i  e t  seulement s ' i l  

e x i s t e  un automate d l é t a t s  f i n i  q u i  l e  reconnaisse .  

- Un automate à p i l e  de mémoire est un 7-uple 

M = (Q,T,Z,g,zo,qo,F) où : 

( i )  Q,T,qO e t  F ont l a  méme s i g n i f i c a t i o n  que pour l e s  automates 

d '&ta& f i n i s .  

( i i )  z e s t  l ' a l p h a b e t  de p i l e .  

( i i i )  g ,  l a  fonc t ion  de t r a n s i t i o n ,  e s t  une a p p l i c a t i o n  de Q ' X  TO x Z 

dans l 'ensemble des p a r t i e s  f i n i e s  de Q x z*. 



( i v )  z e s t  un élément d i s t i ngué  de Z.  
O 

S i  pour t o u t  q e Q e t  z e Z ,  g(q,A,z) = la, nous d i rons  que M 

e s t  A-libre.  

Notons 1- l a  r e l a t i o n  b i n a i r e  s u r  Q x SC x Z* (appelée, mouvement M 

simple dans M) d é f i n i e  p a r  : 

O V q , q l  e Q , V W s ' P k , V b e T  , V y , y l  e ~ ; ~ , V z e Z :  

(q,bW,yz) IEi ( q '  ,W,yyl ) <- ( q '  ,y '  e g(q ,b ,z )  
* 

(appelé  m~uvement dans M) désignera l a  c l ô t u r e  t r a n s i t i v e  de l a  

r e l a t i o n  1 -  . M 

Le langage reconnu p a r  l 'automate M e s t  : 

5': 
T(M) {W e T* / f q e F, f y e Z* t e l s  que (qo,W.zo) 1- (q>A,y)}. 

M 

;k 
S i  pour t o u t  W e T(M), il e x i s t e  q e F t e l  que (qo,W,z 1 1 -  

O M 

(q,A,zo) nous d i rons  que M e s t  complet. 

On démontre que l a  c l a s s e  des langages reconnus pa r  un automate 

à p i l e  de mémoire co ïnc ide  avec l a  c l a s s e  des C-langages. 

Une p a r t i c u l a r i s a t i o n  i n t é r e s s a n t e  de ces  automates a é t é  i n t r o -  

d u i t e  p a r  Ginsburg e t  Greibach C G G ~ ] .  

Un automate à p i l e  de mémoire M e s t  dé t e rmin i s t e  s i  e t  seulement 

s ' i l  v é r i f i e  l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

- V q e Q ,  V b e T O ,  s i  g(q,b,zo)  # 0 a l o r s  il e x i s t e  y e Z* e t  q '  e Q 

t e l s  que g(q ,b ,zo)  = {(q' ,zoy)}. 



Un automate à pile de mémoire M est quasi-déterministe si V q e Q, 

V a e  T, V z  e Z, Ig(q,a,=)l + Ig(q,A~)I s 1. 

En fait, les automates à pile de mémoire déterministes et quasi- 

déterministes reconnaissent les mêmes types de langages, appelés C-langages 

détermi ni stes. 

- Un automate linéairement borné déterministe (sans marqueurs) C M ~ I  est un 

5-uple N = (Q,T,g,qo,F) où : 

(i) Q,T,qOyF ont la même signification que pour les automates détats 

finis. 

(ii) g, la fonction de transition, est une application de Q x T dans 

Q x T x (-1,0,+11. 

Notons 1- la relation binaire sur Q x F+ x 'Pk (appelée mouvement N 

simple dans N)Y dé finje par : 

V q q' e Q, V W, W1, W', W' e , V a, a' e T, 
1 

(q,W,aW1) I N  (q' ,W' ,W' < Wa 
1 

'wl = W'W' avec (ql,a',i) = g(q,a) et 
1 

C(W' )=&( W) + i 
-1. 

1; (appelé mouvement dans N) désignera la clôture transitive de b. 

Le langage reconnu par l'automate N est : 

>k 
T(N) = {W o T" / 3 q e F, 1 W' o Tn tels que (qo,AyW) I N  (q,W1,A)) 

N est sans boucle si pour tout w e F+, il existe q e Q, W' e T+ 

tels que : ;k 

(qoyAyw) I N  (qYw1 ,A). 

Soient $? et $ des symboles spéciaux (marqueurs). 



Posons T V  = T U {fi!$ 1 .  

S i  g' e s t  une a p p l i c a t i o n  de Q x T V  dans Q x T T  x $--1,0,+1) 

v é r i f i a n t  : V q e Q ,  V x e {@,$), g l ( q , x )  = ( q q , y , i )  Implique y - x ,  a l o r s  

~l ( Q , T , ~ ~ , ~ ~ , F )  e s t  un automate l i n h i r e m n t  borne d ~ t e r m i n i s t e  avec l e s  

rnargueurs f. e t $ .  

La r e l a t i o n  1- e s t  d é f i n i e  s u r  Q x T ' ~ C  x Tlk e t  l e  langage N ' 
reconnu p a r  N 1  e s t  : 

T(N')  = {W e T* / 1 q e F, W 1  e T'* t e l s  que (q0,@,w$) 

$: IN (q,@WS ,A)}. 

En f a i t  CGHI , ces  deux types  d'automates r econna i s sen t  l a  même 

c l a s s e  de langages no tée  L' 
1' 

4 TRANSDUCTIONS 

Soien t  X e t  Y deux a lphabe t s .  

- Un homomorphisme h de F': dans F k  e s t  une a p p l i c a t i o n  v é r i f i a n t  : 

V x ,  y e ~ ~ ~ h ( x y )  = h ( x )  h ( y ) .  Ceci implique que h(A) = A e t  h e s t  complè- 

tement déterminé p a r  s a  r e s t r i c t f o n  à X. 

S i ,  de p l u s ,  V a e X, h ( a )  # A ,  a l o r i s ,  h est A-l!bréo 

Et s i  V a e X ,  h ( a )  e Y a l o r s ,  h e s t  st r ic tement  a%phab6tiquea 

- 1 Pour t o u t  homomorphisme h de @ dans 9,  l C a p p l i e a t i o n ,  notée h , 

de P ( P ~ )  dans P ( x ~ ) ,  d é f i n i e  par  : 

s e r a  appelée un hornomorphi srw inverse*  



- Une p a r t i e  R de f i  x ? e s t  une K-transduction de XfC dans ?  il 

s ' i l  e x i s t e  un alphabet  Z ,  un K-langage K i n c l u s  dans Z* e t  des  homomorphismes 

hl e t  h2 de Zh dans,  respect ivement ,  f i  e t  @, t e l s  que 

- un transducteur séquentiel e s t  un 6-uple Ts = (Q,X,Y ,qO,H,qf) où : 

( i l  Q,X,qO ont  l a  même s i g n i f i c a t i o n  que pour l e s  automates d ' é t a t s  

f i n i s .  

( i i )  Y e s t  l ' a l p h a b e t  de s o r t i e .  

( i i i )  q e Q e s t  l ' é t a t  f i n a l .  f 

( i v )  H e s t  une p a r t i e  f i n i e  de Q x F k  x @ x Q. 

+ 
S i  H e s t  i n c l u s  dans Q x fic x Y x Q ,  nous dirons que T e s t  

S 

A- l i b r e .  

Notons 1- l a  r e l a t i o n  b i n a i r e  s u r  Q x fic x Y'; d é f i n i e  pa r  : 
s 

V q ,  q '  e Q ,  W ,  u  e Fk, W ' ,  v  e rk, 

(q,uw,wr) 1- (ql,W,W'v) <===+ ( q , u , v , q l )  e H 
T~ * 1- désignera l a  c l ô t u r e  t r a n s i t i v e  de 1-. * s s 

La t r ansduc t ion  S assoc iée  à T e s t  d é f i n i e  pa r  : S 

Pour L C xX, l ' image t ransductée  pa r  TS, 

fs(L) e s t  éga l e  à {W' e @ / (W,W1) e S, W c LI . 

- Une machine sequentiel l e  généralisee [cl e s t  un 6-uple MS = (Q,X,Y,qOr6 , A )  

où : 

( i )  Q,X,Y,qO ont l a  même s i g n i f i c a t i o n  que pour l e s  t ransducteurs  

s équen t i e l s .  



( i i )  6 e t  A s o n t  des  app l i ca t ions  de Q x X ,  respect ivement ,  dans Q e t  e. 

Les a p p l i c a t i o n s  6 e t  A son t  canoniquement étendues à Q x @ p a r  : 

l ' a p p l i c a t i o n  AS de @ dans d é f i n i e  p a r  

e s t  appelée une application séquentiel le. 



Première Partie 

GRAMMAIRES MONOTONES 



Chapitre 1 

FORMES STANDARDS DE GRAMMAIRES MONOTONES 

Nous allons introduire, dans ce chapitre, la notion de gramaire monotone. 

Pour ces grammaires, il existe un sous-ensemble de variables contenant strictement 

les terminaux, vis-à-vis desquelles ].es productions sont de longueur non décroissante, 

L'ensemble des non-terminaux est ainsi partitionné en deux. En ajoutant des restrictions 

liant ces deux sous-ensembles aux productions, nous définissons des grammaires monotones 

de différents types. Le premier travail consiste à trouver pour chacun de ces types, 

une forme standard équivalente, plus facile à manier, et à laquelle nous nous référons 

dans les chapitres suivants. Nous en déduisons, en premier lieu, une condition suffi- 

sante pour qu'une grammaire à structure de phrase, non régulière, engendre un langage 

régulier. 

Soient X un alphabet et Z une partie de X. 

Notâtion. Pour tout x r X*, LZ(x) représentera le nombre dvoccu~rences d'éléments 

de Z dans x et l(x) = %(x) désignera la longueur de x. 

Soient G = (N,T,P,A) une grammaire à structure de phrase, N une partie de 2 
N et V2 = N 2 U  T. (Par la suite, chaque fois que nous introduisons une grammaire G 
sans spécification, N,T,P désigneront respectivement l'ensemble des non-terminaux, 

des terminaux et des productions; l'axiome sera noté A etV sera l'ensemble des va- 

riables N \;P TI. 

NOUS dirons que G est monotone de type O (resp. de type 6) en Np si et 

seulement si (u,v) c P implique 1 b 4 (u) 6 (v) (resp. 1 = 5 (u) = 1 (VI). 
N2 2 V2 

Remarque Nous supposerons par la suite que A e N2. En effet dans le cas contraire 

(u,v) e P entraîne u if %et donc L(G) = !d 

Nous dirons que G est monotone de type O (resp. de type 6) si et seulement 

s'il existe une partie N2 de N telle que G soit monotone de type O (resp. de type 6) 

en N2. 



Remarquons que l a  no t ion  de grammaire monotone de type  O e s t  une généra- 

l i s a t i o n  de c e l l e  de grammaire "monotonie". (En prenant  N =N, nous retrouvons 
2 

l a  p o p r i é t é  : (u ,v)  s P implique 1 d &(u)  d ) 9 En f a i t  la p r o p r i é t é  suibante  m n t r e  

que l a  c l a s s e  des  langages engendrés p a r  une grammaire monotone de type  O e s t  beau- 

coup p l u s  l a r g e  que l a  c l a s s e  des  langages con tex tue l s .  

Propos i t i  on 1.1 Pour t o u t  langage récursivement  énumérable L G * ,  il e x i s t e  

une grammaire monotone de type O q u i  engendre L \ { A ) .  

Démonstration ------------- L é t a n t  récursivement énumérable, il e x i s t e  une grammaire G 

à s t r u c t u r e  de phrase t e l l e  que L(G) L.  A T f a i s o n s  correspondre biunivoquement 

l 'ensemble T = {a  / a s T )  t e l  que T n V = 0 e t  considérons l'homomorphisme h de V* 

dans (N~T)*déf in i  pa r  h(B) = B pour t o u t  B s N e t  h ( a )  = 5 pour t o u t  a e T. 

Posons N t  = N U T, V '  = N f  U T ,  P i  = { ( u , h ( v ) ) / ( u , v )  c PI 

P; 
{(:,a) / a E T )  P' = P i  U P; e t  G '  = ( N I  ,T,pf ,A) .  

I l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que L(G1) = L(G). 

Prenons maintenant M e t  A" d N '  (J T e t  posons 

pn = {(MU,  MV) / ( u , v )  E P;}, 
1 

P2 = {(MB,BM) / B E: Nf)  U{(BM,MB) / B E N'),  

plt = {(Ma,aM) / a e T ) U { ( M Z , ~ )  / a e T 1 ,  
3 

Pu = {(AN,MA)) U P; U Pz UP;, 

N2 @l,A1'}, V Z N  U T ,  N" = N2UNf,  V" : NVu T e t  Gw = ( ~ f ' , ~ , p l f , ~ f f )  2 2 

Remarquons que (ul ' ,v") e Pl' implique k! ( u n )  = 1 e t  (u")  2 1. Donc G t l  
N2 2 est monotone de type  O en N 2 .  I l  r e s t e  à montrer que L ( G u )  = L(G1) \ {A). 

- Montrons que L(GV) C L ( G f )  \ { A )  - 
A d L(Gft),en e f f e t  (uU,v")  s P" e n t r a î n e  k!(vl') :: e,, ( v f f )  > O ,donc vl'#A. Cons idé~ons  

2 llhomomorphisme g de vvadans  défini p a r  g(M) = 4 g(Au) A e t  g(B) = B pour t o u t  

B e V ' .  I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que (uqf ,v")  s Pl1 implique s o i t  g(u") = g ( v l f ) , s o i t  
* (g (u l ' ) ,  g (vU)  ) e P '  . Nous en déduisons que s i  x %r y a l o r s  g ( x )  => g(y)  e t  en 

* G * G ' 
p a r t i c u l i e r  An => W avec W e @ e n t r a î n e  g(An) = A => g(W) = W. 

G" 
Donc W e L(Gff) implique W e L(G1) \ { A ) .  



- Montrons maintenant que L( G ) \ { A )  C L(Gtl). - * * 
S o i t  x c L(G1) \ { A ) .  Il e x i s t e  une dé r iva t ion  A ==> h(x)  => x (33. s u f f i t  de 

G ' G ' 
regrouper  l e s  product ions de  PA après  c e l l e s  de P: dans l a  dé r iva t ion  de x ) .  De * L 

=> W2 
I* 

p lus ,  s i  W avec U W2 c N'*, a l o r s  MW => MU ( en  u t i l i s a n t  l e s  pro- 
G "  

1 ' * 1 G" 2 
n 

duct ions  de Pl1 e t  Pl1). Donc A" => MA => Mh(x). 
1, 2 G" G1' 

* + 
O r  Mh(x) => x s i  x Ê T (en u t i l i s a n t  l e s  product ions de Pu) ce  gu i  implique 

G 
3 * 

A11 - -> x e t  x e L(Gl1). 

Considérons maintenant une grammaire G monotone de type  6 en N , C  N. Le * L 

langage engendré par  G e s t  i n c l u s  dans T. En e f f e t  A => x implique L ( x )  = 1 
G " 2 

avec V = N2 U T. Donc x c L(G) e n t r a i n e  e (x )  = CT(x) = 1. Pourtant  il n ' e x i s t e  pas  
2 

d'algori thme généra l  pour déc ide r  s i  un mot appa r t i en t  au langage engendré pa r  une 

grammaire monotone de type  6. Montrons en e f f e t  l a  p r o p r i é t é  su ivante  : 

Proposi ti on 1.2 Pour t o u t e  c l a s s e  C de grammairscontenant  c e l l e  des  grammaires 

monotones de type  6,  il e s t  indéc idable  de savo i r  s i  un mot a p p a r t i e n t  au langage 

engendré pa r  une grammaire de C.  

Démonstration ------------- 11 s u f f i t  de montrer l a  p r o p r i é t é  pour une f ami l l e  p a r t i c u l i è r e  

de grammaires monotones de type  6. 

Ces grammaires n 'auront  qu'un s e u l  t e rmina l ,  

Posons T = { a l ,  NI = {E E 1 ,  N2 = {A,:} e t  1' 2 

( n )  A t o u t  n l l ,  à t o u t e  l i s t e  x = ( x ~ ; x ~ . . . ~ x  ) e t  à t o u t e  l i s t e  * n 
(n) - 

JI - (y19y29mv,y  ) de mots de N (x . , y .  s N pour j c Ll ,n l i  fa i sons  correspondre 
n 1 3 3  1 

l a  grammaire G( n ,x (n)  ,y '"'1 = (NI V N ~ ~ T , P ( ~ , x ( ~ ) , ~ ( ~ ) )  ,A) où 

I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que G(n,x (") ,y (")) e s t  une g r m m a i ~ e  monotone de type 6 

en N2.  Montrons q u ' i l  n ' e x i s t e  pas  d 'a lgori thme géné ra l  pour déc ider  s i  

a e L(G(n,x ( n )  , y (n ) )  



* - 
En e f f e t  a c L(G(n,x ( n ) , y ( n ) ) )  s i  e t  seulement s i  A => a c ' es t -&dire  

s i  e t  seulement s i  il e x i s t e  une s u i t e  de c o e f f i c i e n t s  il,i2, ..., i ( i j  e [ l , n l  
'L 'L * -  r 

pour j = l  ... r )  t e l l e  que xi ... x Ayi * * *  yi => a ou t e l l e  que x ... x - 
1 ir r 1 

i 
1 

i 
T> 

- Y i  
1 

i r 
ce q u i  e s t  l e  problème de correspondance de Post  pour deux l i s t e s  d'éléments de NT. Ce 

problème e s t  indécidable  puisque 1 N 1 > 1 [PO] . 
1 

Introduisons maintenant un c e r t a i n  nombre de sous-c lasses  de grammaires 

monotones de type O ,  en prenant s o i n  que ces  c l a s s e s  ne cont iennent  pas l a  c l a s s e  

des grammaires monotones de type  6 ,  ce  q u i  e n t r a i n e r a i t ,  d ' ap rè s  l a  propos i t ion  

précédente,  l ' i n d é c i d a b i l i t é  du problème du mot pour c e s  c l a s s e s .  

S o i t  T un alphabet .  Pour t ous  a lphabets  NI e t  N2 t e l s  que N , ,  l - 
N e t  T s o i e n t  d i s j o i n t s  deux à deux, posons : N = N I U  N 2 ,  V1 = NIU T ,  V2 = N 2 u T ,  

2 
V = N U T e t  dé f in i s sons  s u r  N+ x TSk l e s  p r é d i c a t s  su ivan t s  : 

O 
(u ,v )  - e t .  ( U  c N* N2) 

Remarque S i  N i 3  Np N i  3 N 2  e t  s i  N i ,  N i ,  T, sont  encore d i s j o i n t s  deux à deux, 

a l o r s  M (u ,v)  implique M 
N1'N2 

N t  , N '  (u9v) 
1 2  

Dans tou t  ce  q u i  s u i t ,  nous considérons une grammaire G = (N,T,P,A) à 

s t r u c t u r e  de phrase, une p a r t i t i o n  de N en N N e t  nous gardons pour V V2 e t  V 
1, 2 1 ' 

l e s  d é f i n i t i o n s  données ci-dessus.  

Nous d i rons  qu'une p a r t i e  P t  de P e s t  monotone de type i en Np s i  e t  

seulement s i  (u ,v)  e P t  implique ML (u ,v)  ; G s e r a  d i t e  monotone de type i en Np 

s ' i l  en e s t  a i n s i  pour P. 
N1 sN2 



NOUS dirons que G e s t  m0ROtORe de type i s l i l  e x i s t e  une p a r t i e  N de w 
2 

t e l l e  que G s o i t  monotone de type i en N2. 

Remarque Il e s t  décidable de déterminer s i  une grammaire G e s t  monotone de type i 

c a r  il e x i s t e  2P sous-ensembles d i f f é r e n t s  de N avec p = ! N I .  

En u t i l i s a n t  quelques lemmes, nous a l l o n s  t rouver ,  gour chaque type de 

grammaire monotone, une forme standard équivalente à l aque l l e  nous ferons référence 

t o u t  au long de l a  première p a r t i e .  

Leme 1.1 Pour tou te  r è g l e  T = (u ,v) ,  monotone de type i en N il e x i s t e  N 1  
2 ' 1 

contenant N1 e t  un ensemble PT de règ les ,  monotone de type i en N t e l  que : 
2 

- G r  = (N2 0 Ni, T,  (P  \ n)  U P l ,  A )  s o i t  équivalente à 6 .  

Démonstration 
----------a-- 

S i  % ( u )  = 1 (en p a r t i c u l i e r  pour i=2 ,3  ou 6 )  l a  p ropr ié t é  e s t  
r( 

v é r i f i é e  en prenant N i  = fi1 e t  P t  ={ml 

Supposons l a  p ropr ié t é  v ra ie  pour ( u )  s k .  
2 

Si i! ( u )  = k t 1  > 1, u e t  v peuvent s e  f a c t o r i s e r  en 
N, 

: u = XIBY e t  

v = X i  C X ;  Z avec X X',Xt 6 )$1, B E  N 2 ,  Y c Nt ,  C F V2 e t  Z e V2V% Prenons O 4 V 
1' 1 2 

e t  posons u = X B,  v = X; C X; D 1 1 1  , u2 = DY,  v2 = Z e t  N; = N I U { D } .  

Il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que quelque s o i t  l a  valeur de i, nous obtenons 

De plus s i  i = 4  Y c @N2 ce qui  implique M 
4 
Nll N ( ~ 2 9 ~ ~ )  
1' 2 

e t  s i  i = 5  Xi = A donc M 5 NI1 N (ulSvl)* 
1' 2 

i 
Nous en déduisons que M (u ,v)  en t ra îne  

1, 2 

hfi N : , N , ( ~ ~ '  v 1 ) e t  M~ (u2,v2) (pour i=0,1 ,4  ou 5 )  
NY , N o  

Considérons a l o r s  l a  grammaire Grl = (Nï U N 2 ,  T ,  Pl1, A )  où 

Pl' = \ n) u u l v  (u2.v2)}. 



i 
I l  e s t  év ident  que L(G1') = L(C) e t  corne nous avons MNll N , ( ~ 2  #v2) e t  ,, 

(u2 )  = k ,  nous pouvons employer l 'hypothèse  de récur rence .  I l  e x i s t e  donc 
N 9 

N t  3 N" e t  P; t e l s  que G 1  = (Ni (J N2,T,(Pq1 \ {(u2 ,v2 ) )  U P i ,  A) s o i t  équiva len te  à 
1 1  

G1' e t  t e l s  que ( u t  , v l )  r P' e n t r a i n e  M' 
1 

( u 1 , v ' )  e t  e ( u t )  = 1. N i  S N 2  M2 

En posant Pl = Pi  U {(ul ,vl)} ,  l a  p r o p r i é t é  e s t  v é r i f i é e  c a r  1 cul) = î 
N, 

Lme 1 . 2  - Pour t o u t e  r è g l e  T = ( u , v ) ,  monotone de type  i en N 
2 

t e l l e  que 

1 ( u )  = 1, il e x i s t e  N t  > N 2  e t  un ensemble de r è g l e s  Pl monotone de type i en N:, 
N2 2 L 

t e l s  que 
+ - P' e s t  i nc lus  dans ( N  N 1  U N;N1) x N; U N; x (VIU N;) 1 2  

- G '  = (N1 U N;,T,(P \ n) UP' ,A)  s o i t  équiva len te  à G .  

Démonstration ------------- Comme 1 ( u ) = l ,  u peut  s e  f a c t o r i s e r  en EBF avec B e N 
2 

2 
E, F c NT. Distinguons deux c a s  : 

( 1 )  F = A (en p a r t i c u l i e r  pour i=1 ,2  ou 4 ) .  

S i  E = A ,  Pe lemme e s t  v é r i f i é  en prenant  N 1 = N  e t  P l  = {TI. Sinon E se f a c t o r i s e  2 2 
en El E2 ... E avec E .  c N pour j  e [ l , p l .  Considérons A ..., A 6 V. I l  e s t  

P 3 1 1 P 
f a c i l e  de v o i r  que l a  p r o p r i é t é  e s t  v é r i f i é e  en posant N 1  = N2 2 U ( A . )  e t  

j =l 3 
P-1 

(2 )  F # A donc s e  f a c t o r i s e  en F F avec F. s N pour j  s C l , k l .  Considérons l ' k '  k 3 1  
k-1 

BI, .  . .Bk 6 V .  Posons N" = 2 N2 j = i  U {B.} ,  J Pu = { ( B F ~ , B ~ ) }  j = i  u I ( B ~ F ~ + ~ , B ~ + ~ ) I  

I l  e s t  c l a i r  que L(GV) = L(G) e t  que l ' o n  a Mi ,,(uW ,VI') pour t o u t e  (ul',v") .s Pu.  
N, 9% 

I l  r e s t e  à app l ique r  l a  t ransformat ion  du ( 1 )  à l a  r è g l e  (EBk,v) pour achever 

l a  démonstration. 

Ce r é s u l t a t  nous conduit  à poser  l a  d é f i n i t i o n  su ivante  : 

Nous d i rons  qu'une p a r t i e  Pl de  P e s t  monotone standard de type i en N p  

s i  e t  seulement s i  e l l e  e s t  monotone de t y p e  i en N2 e t  s i  en o u t r e  : 

O O 
- l o r s q u e  i e s t é g a l à  3 : P 1 ~  ( N 1 N 2 U N N )  2 1 x N 2 U N Î x  (TNÎUN 1 2  N ) 

O - lo rsque  i est d i f f é r e n t  de 3 : Pl C (NIN2 U N2N1) x N2 U N2 x (T U N 1 N 2  U N2N1 



La grammaire G s e r a  d i t e  monotone standard de type i en N p  s v i i  en  e s t  

a i n s i  pour P. 

L e m  1.3 - Pour t o u t e  r è g l e  n = (u ,v ) ,  monotone de type  i en N 2 
t e l l e  que 

u E: N il e x i s t e  N 1  3 N  e t  un ensemble de r è g l e s  P'  monotone s t anda rd  de type  i 2 ' 2 2 
en N i  t e l s  que G' = (NIU N;,T,(P\ n) WP1,A) s o i t  équiva len te  à S. 

Démonstration ------------- S i  l ( v )  = 1, il s u f f i t  de  prendre N 1 = N  2  2  e t  P f  = (TI. Sinon 

d is t inguons  deux c a s  : 

v s e  f a c t o r i s e  a l o r s  en v . . . v B avec B s V e t  v .  s V pour j  e E1,kl. 
1 k 2 J 1, k 

Considérons A ..A 6 Y.  La p m p r i é t é  s e r a  v é r i f i é e  en prenant  N v  = N2 1 ~ ~ )  
l e  k 2 

k-1 
j = l  

e t  p1 = { (u ,v  1 1  A 11 U ((Ak,B)} u {(Aj,vj+l Aj+l) l .  
j =l 

( 2 )  i # 3 .  

Nous pouvons supposer que & (VI  = O .  Dans l e  c a s  c o n t r a i r e ,  P l  s u f f i t  de  T 
reprendre  l 'ensemble ? e t  llhomomorphisme h d é f i n i s  dans la démonstrat ion de 

l a  p ropos i t ion  1.1. Posons P = {(:,a) / a c T I .  P e s t  b i en  monotone s tandard  

de type  i en N C) T. Nous a jou tons  P à P e t  nous remplaçons l a  r è g l e  (u ,v )  2  
p a r  ( u , h ( v ) )  q u i  v é r i f i e  b ien  l T ( h ( v ) )  = O .  Distinguons encore deux c a s  : 

v s e  f a c t o r i s e  en B v  
1 " *  

avec  B E Y2 e t  v .  6 Y pour j e [ l , p l .  
P a 

Considérons A l ,  ... A # V e t  prenons 
P 

P-1 
= N2 a { A . } ,  P t  = {(u,A v ) }  U {(Aj+l,Ajvj))  u {(A1,B)} 

j =l 1 P P j= l  

qu i  v é r i f i e n t  l e s  p r o p r i é t é s  du lemme. 

(b) i=0 ,2 ,4  ou 6 

v s e  f a c t o r i s e  en v .vk B El ... E avec B c Y 2 ,  v  e V pour j  E: [ l , p l  
P j  

e t  E c N1 pour s e [ l , p l .  Considérons AO ,A1,. . . , A k 9  BI'. .Pp3 B d V. 
S 

k P t 1  ~ + l  
posons N '  = N~ U (A.) u { B ~ }  e t  

2  j  = O  s= l  

I l  e s t  c l a i r  que pour i=O,4,6,  N' e t  P' v é r i f i e n t  l e s  p r o p r i é t é s  voulues.  2  - 
De p lus  s i  i = 2 ,  v  s V* donc p=O e t  ( u ' , v V )  e P q  e n t r a î n e  M 

2 

2 , N t  ( u '  S v '  ). 
1 2  



Des lemmes 1 q1, 1.2 ,  e t  1-,3 a nous  déduisons Immédiatement Ee r é s u l t a t  

su ivant  : 

Lemne 1.4 Pour t o u t e  p a r t i e  P de P ,  monotone de type i en N il e x i s t e  
1 2 ' 

N i  3 NI s N; 3 N 2  d i s j o i n t s  e t  P' monotone s tandard  de type i erp Na t e l s  que 

G f  = (Ni U N i ,  T ,  ( P  \ Pl)  U P f  ,A) s o i t  équiva len te  à G o  

En pa r t i cu l i . e r ,  s i  nous prenons P -P, nous obtenons : 1 - 

Corollaire 1.1 Toute grammaire monotone de type  1 e s t  6quiua len te  2 une 

grammaire monotone s tandard  de même type ,  

Etudions maintenant p l u s  pa r t i cu l i è r emen t  l e s  grammaires monotones de 

type 3 e t  montrons q u ' e l l e s  engendrent exactement l e s  K-langages. 

Lerne 1.5 Soi t  G une grammaire monotone s tandard  de type 3, Pour t o u t  B ,  C Ê N, * 
il e s t  décidable  de déterminer  s i  B => C .  

G  

Démonstration 
-------a----- 

* 
Remarquons dsabord que A => W implique W c !@ V donc l e s  r e g l e s  

G 
1 2 $  

appartenant  à N N x N2 ne pourront jamais ê t r e  appl iquées.  Nous pouvons a l o r s  supposer 
2 1 O O 

que P e s t  i n c l u s  dans N N x N2 U N2 x (TN2 U NIN2)" 1 2  

* - Si B = C a l o r s  B => C 
G  

- S i  B # C e t  s i  B s N ou C s N a l o r s  C ne peut  s e  dér-iver de B c a r  (u ,v)  s P 
1 1 

implique 1 ( u )  = 1 e t  1 ( v )  5 1. 
N2 "2 

- S i  B $ C e t  s i  B e t  C c N 2 ,  prenons Zo,qf,M 6 V e l  posons K = 8 LI (qf} 3 
e t  H = NI U I Z O L  
Considérons l 'automate à p i l e  su ivant  : 

M : (K,{a},H,g,Zo,B,{qf}) OU g e s t  d é f i n i  pa r  : 

Pour tout  A ê N2 2 

O 
g ( A 2 , ~ > Z 0 )  = {(B .Z E)/(B,EB2) e P avec B2 t N2 e t  E 6 N ~ )  

2 O 

Pour t o u t  A E N2 e t  E e N 2 1 ' 
g(A2,A,E) = I ( B ~ > A ) / ( E A ~ , B ~ )  E P avec B2 t N2} U ((B2,EE'i/(Aî,E'B2) e P 

O 
avec B2 E N e t  E s  c N 1 

2 1 

e t  g(C,a,Zo) = i ( q f ,Zo) l  



* 
I l  est f a c i l e  de v é r i f i e r  que B => C s i  e t  seulement s i  a G T(M) ce qu i  

G 
e s t  déc idable  puisque T(M) e s t  un C-langage. 

Proposition 1.3 L c T* e s t  un K-langage s i  e t  seulement s'il e x i s t e  une grammaire 

monotone de type  3 qu i  l 'engendre.  

Démonstration ------------- S i  L est un K-langage, il e x i s t e  une grammaire r 6 g u l i è r e  

G 1  = (N1,T,P',A) t e l l e  que L(G1) = L.  Comme G '  e s t  r é g u l i è r e  P s  esT i n c l u s  dans 

N'  x TN' O donc G '  e s t  monotone de type  3 en N '  . 

Réciproquement, s o i t  G une grammaire monotone de type  3 en N D'après l e  
2 * 

c o r o l l a i r e  1.1, nous pouvons supposer que G e s t  monotone s t anda rd  de type  3 en N 2  ' 
Considérons G r  = (N2,T,P1,A) avec 

O 
P '  e s t  i n c l u s  dans N x (TN U N  ) donc G t  e s t  l i n é a i r e  à d r o i t e  e t  L(G9) 

2 2 2 
e s t  un K-langage. De p l u s  L(G1) c - L(G) c a r  t o u t e s  l e s  r è g l e s  de G' sont  des  d é r i v a t i o n s  

dans G. I l  r e s t e  à montrer que L(G) cL(G'). - Pour c e l a  nous u t i l i s e r o n s  l a  p r o p r i é t é  (1): 

.i. ,. ;k 
(1) A => xB avec x e T*, B @ N implique A => xR. 

G 
2 

G ' 

Nous ra i sonnerons  pa r  récur rence  s u r  l a  longueur de x .  

S i  x  = A ,  ( 1 )  est v é r i f i é e  par  cons t ruc t ion  de P ' .  

Supposons que ( 1 )  s o i t  v r a i e  pour L(x)  r k e t  considérons l a  'dér iva t ion  
-i. ,, 

A => xaB avec x 6 T ~ ,  a E T e t  B s N2.  
G 

3; -b ,, 
Nous avons A => yC => yaD => xaB avec C , D  s N,, 

J. G ti 
G* 

y  => x e t  D => B (donc (D,B) E P' . ) .  

Comme & ( y )  = O ,  y=x c e  q u i  implique, en u t i l i s a n t  l ' hypothèse  de récur rence :  
N2 

S o i t ,  a l o r s ,  x  e L(G) : x = x t a  avec a  e T .  La d é r i v a t i o n  de x à p a r t i r  de 

A peut s ' é c r i r e  : * A => x'B => x l a  avec B e N 2 .  
G G 



(B,a) e P t  e t  l a  propr ié té  (1) implique : 



Chapitre  II 

GRAMMAIRES MONOTONES ET C-LANGAGES 

Dans ce  c h a p i t r e ,  nous a l l o n s  montrer que l e s  langages engendrés pa r  une 

grammaire G = (N,T,P,A) monotone de type  2 sont des  C-langages. En f a i t  nous obtenons 

un r é s u l t a t  p lus  f o r t  en montrant q u ' i l  s u f f i t  de cons idérer  l e s  r è g l e s  où ne f i g u r e n t  

pas de terminaux. Plus  précisément,  s ' i l  e x i s t e  une p a r t i e  N de N t e l l e  que 
2 

{ (u ,v)  / P / u c N \ N î  e t  e T ( v )  = O} s o i t  monotone de type  2 en N a l o r s  L(G) es t  
2 

un C-langage. 

Rappelons d'abord l e  théorème de Ginsburg e t  Greibach qu i  dorine une 

condi t ion  s u f f i s a n t e  pour qu'une grammaire à s t r u c t u r e  de phrase engendre un 

C-langage . 

Théoreme CGGl I  Soi t  G = (N,T,P,A) une grammaire à s t r u c t u r e  de phrase.  Si. 

l T ( v )  i 1 pour t o u t  (u ,v)  c P, a l o r s  L(G) e s t  un C-langage. 

En modifiant l e s  démonstrations qu i  on t  permis de montrer ce  théorème, 

nous a l l o n s  en t rouve r  une premisre g é n é r a l i s a t i o n  que nous u t i l i s e r o n s  pour o b t e n i r  

l e  r é s u l t a t  p r i n c i p a l  de ce  chap i t r e .  Nous conservons l e s  no ta t ions  du c h a p i t r e  1. 

En out re ,pour  t o u t e  grammaire G = (N,T,P,A),nous noterons : 

PT = {(u ,v )  e P / %(v) 2 1) e t  P = P \ PT. N 

L e m e  11.1 Pour t o u t e  grammaire G = (N,T,P,A), il e x i s t e  N t  3 N ,  T '  3 T ,  

Pb C N x N*N", P; c NUN x T t  N" UN' x T@ (en notan t  N q t  = N '  \ N) e t  un homomorphis- 

me h de T'* dans @ t e l s  que l a  grammaire G' = (N1,T',PN U PA U P;,A) v é r i f i e  

Démonstration ------------.. Soient rl . . . .r l e s  d i f f é r e n t e s  r è g l e s  de P Pour i c [l ,nl , 
n T * 

r. = (ui ,vi) ,  ui s e  f a c t o r i s a n t  en Xi l . . .  Xik. avec Xij  E N pour j  E I l  ,kil . De 
1 

J. 
même v = y .  b .  z avec y .  e N*, bi E T e t  zi e Pt. Prenons M ... ,Mik , ai l> .. . i i i i  1 il i 
a i(ki-1) 6 V e t  posons N i = (Mi l .  .. .Miki}> Ti = {aily.. . ,ai(ki-l)}, 

k . -1 
P; = { ( x i l , y . ~  ) }  e t  P! = { ( M ~ ~  ,bizi)l  tt) 

i il i j =l 



11 

Considérons l a  grammaire G 1  = (Nt ,Tt ,PN U Pb U P8,A) où T V  = T U T ~ ,  

B n  i=l 
N 1  = N i=l Ni ,  Pb = iûl PI e t  P i  = 1-1 .u Pe. 

Nous obtenons b ien  Ph c N x @Nt' e t  P: C Nt'N x T'N" lJ N '  x Tw avec 
n  

N" = u N .  = N '  \ N .  
i=l 1 

De p lus ,  il e s t  c l a i r  que h(L(G1)) = L(G), h  é t a n t  lthomomorphisme de Tl* 

dans 'Pk d é f i n i  par  h ( a )  = a pour t o u t  a  e T e t  h (a  ) = A pour t o u t  a  s T l  \ T .  i j i j 

Lemme 11.2 S i  P  e s t  i n c l u s  dans NNO x TV*, il e x i s t e  Tl = {ai ,a j  / 1 f i ( n} 
T  

d i s j o i n t  de Y, avec n  = /pTl  t I T I  , N '  SN, un ensemble P;, = { n i  / 1 L i f n} avec 
- 

n! s N ~ N ' O  x {a.a!} N T *  pour i s [ l , n l  e t  une a p p l i c a t i o n  s é q u e n t i e l l e  f  
1 1 1  S  

t e l s  que l a  grammaire G 1  = (N1,T1,P N U P;,,A) v é r i f i e  f S (L(Gt) )  = L(G). 

Démonstration ------------- A T f a i s o n s  correspondre biunivoquement = {a / a  e T l .  

Posons N t  = N IJ T e t  dé f in i s sons  l'homomorphisme g  de @ dans N t *  p a r  g(B) = B 

pour t o u t  B e N e t  g ( a )  = 5 pour t o u t  a  F. T.  Posons P- = {(u , ag (z ) ) / (u , az )  E PT T 
e t  a  E T l  U { ( a , a )  / a  c T l .  I P ? ~  = ]pTl t ] T I  = n.  Soient  nl , . . . ,n  l e s  d i f f é r e n t e s  n 
r è g l e s  de P- S i  n  = (u i ,b .z . )  avec b .  e T ,  posons n t  = T ' i 11. 1 a . a ! z . ) .  n1 e s t  i n c l u s  i ("i'  i 1 i i 
dans NN0 x {a.a!} N I " "  P x {aia i}  donc dans N I N I O  x ( a . a !}  Nt*.  

1 1  1 1  

Considérons l a  machine s é q u e n t i e l l e  géné ra l i s ée  

S  = (K,T1 ,T,qo,6,A) avec K = {qo,ql} 

6 dé f in i e  p a r  : pour i e [ l , n l  

6(qo.ai) = 6(ql,ai) = q1 

6(q ,a!) = 6(q ,a! = qo O 1 1 1  

e t  h dé f in i e  p a r  : pour i e [ l , n l  

A(qO,ai) = A(q , a . )  = 
1 1  

A(q ,a!) = A(ql,aj) = bi. 
O 1 

Comme L(G1) e s t  i n c l u s  dans {a.a! / i e [ l ,n l )* ,  il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  
1 1  

que fS(L(G1)) = L(G). 



Lerne 11.3 Z 
S o i t  IT une r è g l e  appartenant  à N x {a) l@ avec a ,  b  c T. 

S i  V (u ,v)  f P \ {DI, l , , jv) = ( v )  = O ,  il e x i s t e  Pl c N x 'Tt@ et un 
{b )  

K-langage R t e l s  que l a  grammaire G P  = (N,T,(P \ { n ) )  U P1 ,A) v617ifie L(G) = L(Gt ) $9 a 

Démonstration 
-------mm---- 

Posons IT = (BBv, abz) avec B ,  B' e N e t  z e: J h T ?  

P' = {IT ,TI ) avec n  = (B,a) e t  7r = (B' ,bz 'J ,  
a b  a  b 

R = ( (T  \ { a , b ) )  U (ab))* e t  Gt '  = (N,I,P V P t Y A ) *  

Comme R con t i en t  L(G) e t  que TT c P W P t ,  L(G) C - L(GW) fl R. 

Montrons que L(Gft) n R C - L(G). 

* 
S o i t  x  e R ~ L ( G " )  ; il e x i s t e  une dé r iva t ion  dans G" : A I= z x .  

G" 
Notons k  l e  nombre d h t i l i s a t i o n s  de l a  r è g l e  TT dans c e t t e  d é r i v a t i o n  e t  

a 
raisonnons pa r  récur rence  s u r  k .  

S i  k=O, l a  r è g l e  n  ne peut  e t r e  u t i l i s é e  dans l a  d é r i v a t i o n  sinon 
b 

x  $ R. x  s e  dé r ive  en n s u t i l i s a n t  que des r è g l e s  de L donc x  c L(G). 

Supposons que x  e L(G) s i  x  e R e t  s ' i l  e x i s t e  une d é r i v a t i o n  de x dans 

G" avec k d p.  

.ir 
,\ 

Considérons une de r iva t ion  A => x ~3 R avec k  = p+l .  Comme l a  r è g l e  n  
G" 

a 
a  é t é  u t i l i s é e  au moins une f o i s  e t  que x e R ,  x  peut s e  f a c t o r i s e r  en xrabxv' .  

Exhibons l ' a p p a r i t i o n  de c e t t e  occurrencede a ,  dans l a  d é r i v a t i o n  : * * J; * 
A => WBW' => WaW' => xlabx" ce  qu i  e n t r a î n e  W => x q  e t  W' --> bx" 

G U  G" G " G" 6" 

Distinguons deux cas  : 

>k 
( 1 )  W '  = bW" donc A => WBbW" 

1 
G" 

1 

Considérons l ' a p p a r i t i o n  de c e t t e  occurrence de b : * 3; 3c * 
A => W B'W; => W bzW1 => WBbWtt avec W => WB ex ZN'  =, W" ce  q u i  nous 

G" 1 GtX 1 1 G "  1 1 G" 1 G" 1 

permet de t ransformer l a  d é r i v a t i o n ,  en changeant I1orùx>e de l r em? lo i  des  r è g l e s  : 

J- 
i<\ 

mais WBBtWi =:> WabzW1 en u t i l i s a n t  l a  s e u l e  r è g l e  n  donc A => x e R 
G" 

1 GU 
avec k=p e t  x  e L(G) d 'après  l 'hypothèse  de récurrence.  



( 2 )  ~ a n s  l e  cas c o n t r a i r e ,  W1 s e  dérive de l a  façon suivante : * * 
~1 => ~ 1 ~ 1 1  => bzW11 => bxl1 e t  nous obtenons l a  dér iva t ion  : 

G" Gll  Gll 

* * * * 
A => WBW' => WBBIWv => WabzWl1 => xlabx" 

G" G" 1 Gtl  Gll  

* 
mais WBB'WII --> WabzWl1 en u t i l i s a n t  l a  r è g l e  a  donc A => x e R avec k=p 

1 Gll 1 G" 

e t  x e L(G)  d 'après  l 'hypothèse de récurrence.  

Posons maintenant G 1  = (N,T,(P \ { a ) )  u P 1 , A ) .  Comme a e s t  une dér iva t ion  

dans G 1  , L ( G 1  ) = L(Gl1) donc L(G)  = L(G1 ) n R.  De p lus  Pl e s t  bien inc lus  dans N x T@ 

e t  il e s t  c l a i r  que R e s t  un K-langage. 

Ces t r o i s  lemmes nous permettent de généra l i se r  l e  théorème de Ginsburg 

Proposi t ion 11.1 Soi t  G = (N,T,P,A) une grammaire à s t r u c t u r e  de phrase. Si 

(u ,v)  E P implique u D N ou l T ( v )  3 1, a l o r s  L(G)  e s t  un C-langage. 

Démonstration ------------- En appliquant l e  lemme 11.1 à l a  grammaire G y  nous obtenons 

N'  3 N ,  T '  3 T ,  PO c N '  x N I + ,  v1  N I  u T ' ,  P; c ~ 1 ~ 1 0  x , p1 = P u P; u P; N 
e t  un homomorphisme h de T '  * dans T* t e l s  que l a  grammaire G 1  = (N1 ,T ' ,Pt ,A)  v é r i f i e  

h(L(G1 1) = L(G). 

Ph, = {(u ,v )  D Pl / l T l ( v )  = 0) = PN U PA e t  comme par hypothèse PN e s t  

inc lus  dans N x #, Ph, e s t  inc lus  dans N t  x Nt*.  De plus P+l { ( u , v ) ~ P ~ / ~ ~ ~ ( v ) s ~ )  

= P: C ~ l ~ 1 0  x T'v'*, ce qu i  nous permet d lappl iquer  l e  lemme 11.2 à l a  grammaire G 1 .  
u 

I l  e x i s t e  donc N l 1 3 N 1 ,  Tl1 = {ai,a! / 1 .' i < "1 avec n = p l  + 1 ~ ~ 1 ,  
1 

PS,, = {ai / 1 s i f n )  avec n r Nl1N; x {a.a!} N1l* pour i i ElSn] e t  une appl ica t ion  
i 1 1  

séquen t i e l l e  f  de P(T'*) dans P ( p )  t e l s  que l a  grammaire Gl1 (N",T",PN, UP;1,,,A) S1 
v é r i f i e  fS(L(G1')) = L(G1 ) . 

En appliquant l e  lemme 11.3 à t ou tes  l e s  r èg les  de P;,, n N~~~ x T"*N1l*, 

nous obtenons enf in  un K-langage R e t  une grammaire G1" = (N1',T",PN1 tJ Plv1 ,A) t e l s  

que pqlf  c Nl1 x TllNll* e t  L(Gil) = L(G1ll) n R. Comme P i ,  e s t  inc lus  dans N" x Nt'*, 

G l t '  e s t  une C-grammaire, donc L(G1ll), L(G1l) = L(GII1) nR, L ( G ' )  = f S ( ~ ( ~ l l ) )  e t  

L(G)  = h(L(G1)) sont  des C-langages. 



POU- t o u t e  p a r t i e  N2 de N ,  notons, comme au chapi t re  1, NI = N \ N2,  

v2 
= N 2 u  T,  V = N U T .  

O O Posons N I  = W 2  (J N 2  x N1 x N 2 ,  V I  = N 1  T e t  définissons une fonction H 

de Vjf dans P(v'*) pa r  

Définissons auss i  une fonction Q de V'* dans P(@) par  

O - Q((A,A1,B2)) = {A1.B2} poun Al e Nl e t  B 
t N2 2 

* O - Q((A2>A1,B2)) = ( X  e @ / A1B2 T >  A x) pour Al e NI' A2 e N 2 ,  B e N2 2 2 

La fonction H e s t  in t rodu i t e  pour cons t ru i re  une nouvelle grammaire G '  

équivalente à G e t  l a  fonction Q va nous s e r v i r  à montrer l 'équivalence e n t r e  ces 

deux grammaires. 

Montrons d'abord quelques p ropr ié t é s  de l a  fonction H. 

Lemé 11.4 H v é r i f i e  l e s  quatre p ropr ié t é s  suivantes : pour t o u t  y e 

O 
(i) H(xy) = {tlt2/t1. c H(xA2), A 2 t 2  e H(y), A2 E N2} pour t o u t  x e <P 

( i i )  H(xy) = H(x) H(y) pour t o u t  x e @ V2 

/ (iii) H(xay) = H(x) t a }  H(y) pour t o u t  a e T e t  tout  x e Y* 

O 
( i v )  ~ ( x ~ ~ y )  = {tl(A2,Al,B2) t2/ A2,B2 N 2 ,  tl e HixA2)3 a2t2  H ( Y ) ~  

pour t o u t  A e N e t  tou t  x e V'Zc 
1 1  

Démonstration ------------- 
- Montrons (i) par  récurrence s u r  l a  longueur de x. 

O 
Posons R(x,y) = { t  t /t e H(xA2), A 2 t 2  e H(y), A2 e N2}. 1 . 2  1 
S i  x=A, t e H(A2) = {A2} donc tl = 

1 A 2  O 
e t  R(A,y) = {A2i2/A2t2 e H(y), A2 e N2j = H(y). 

Supposons que ( i )  s a i t  v é r i f i é e  pour C(x) 6 p. Considérons x de longueur p t l  e t  

distinguons deux cas : 



( 1 )  x = Dx' avec D r V2 

H(xy) = {DI  H(xqy) = {DI R(xl ,y)  (hypothèse de récur rence) .  

O r  D e V e n t r a î n e  R(Dxl ,y)  = {D) R ( x f , y )  donc R(x,y) = H(xy3. 
2 

( 2 )  x = A x1 avec A r N1. 
1 1' O 

S o i t  z e H(Alxly). Alors ,  z = A (A ,A ,B ) t avec A 2 ,  B2 e N2 e t  
2 2 1 2  

B2 t e H(xly)  = R(x l ,y )  c a r  & x l )  6 p. Donc t = t;t2 avec B t '  e H(x1C2) 
2 1 

e t  C t e H(y),  C appartenant  à N:. Posons tl = A2(A2,A1,B2) ti. Par  2 2 2 
d é f i n i t i o n  de H e t  R ,  t e H(Alx1C2) e t  z t t e R(A x l , y ) .  

1 1 2  1 

Réciproquement, s o i t  z e R(A x 1 , y ) .  Alors ,  z = t t avec t c H(Alx1A2), 
O 

1 1 2  1 
A 2 t 2  e H(y 1, A2 e N 2 .  t e H(Alx1A2) implique t = B ( B  A C ) y où B2 

b 1 2 2' 1' 2 
e t  C appart iennent  à N e t  C2y à H(x1A2). Nous en déduisons que 2 2 
C y t  e R ( x l , y )  e t  en u t i l i s a n t  l 'hypothèse  de récur rence ,  nous obtenons 2 2 
C y t  e H(xly)  e t  z = B (B ,A ,C ) y t 2  e H(Alxl,y). 2 2 2 2 1 2  

- Montrons ( i i )  

R(x,y) = H(x) H(y) U { t l t 2 / t l  E H(xA 2 1, A 2 t 2 c H(y) ,  A2 eN2) 

donc ( i )  implique H(xy) 3 H(x) H(y). 

Posons x = xlC avec C e V e t  s o i t  z e H(xlCy) = R(xl ,Cy).  I l  e x i s t e  A e N 
O 

2 2 2 ' 
t e H(x1A2), A t e H(Cy) t e l s  que z = tlt2. O r  H(Cy) = { C l  H(y) ce q u i  en t r a îne  
1 2 2 

. s o i t  C A t2 e H(y) e t  t e H(xlC) donc z e H(x) H(y) 2 ' 1 

. s o i t  A, = A ,  t e H ( x l ) ,  t2  e H(Cy) {Cl H(y) donc t = C t ?  avec t; e H(y). 
1 2 2 

Alors ,  tl C e H(x l )  {C) c H ( x l C )  - c e  qu i  e n t r a î n e  que z = t C t; e H(x) H(y). 1 

- Montrons ( i i i )  

 après ( i i )  H(xay) = H(xa) H(y) e t  comme H(xa) C - H(x) { a )  il nous r e s t e  à montrer 

que H(xa) C - H(x) a .  Soi t  z e H(xa) R(x,a) .  Alors ,  z = tl t2  avec 
O 

tl E H(xA2), A 2 t 2  e H(a) = { a )  e t  A e N2. 2 
A 2 t 2  = a implique A = A e t  t2  = a c a r  A2 & T. Donc t e H(x) e t  z = tla e H(x) { a ) .  2 1 

- Montrons ( i v )  
O 

Pour t o u t  A E N1, posons S(x,A ,y)  = { t  (A ,A ,B  t2  / A 2 ,  B2 e N 2 ,  1 1 1 2 1 2  
t e H(xA2), B 2 t 2  e H(y)).  S o i t  z e H(xA y )  = R ( X , A ~ Y ) .  Alors ,  z = ' t l  avec 
1 1 2 

O 
t '  e H(xA2), A t '  e H ( A ~ ~ )  e t  A2 e N2. 
1 2 2 

O 
A 2 t ;  c H(A y )  implique A 2 t ;  = A;(A;,A1,B;) s avec A;, B; c N e t  Bis e H(y). 

1 2 



Distinguons deux c a s  : 

( 1 )  A 2  = A .  Alors t 1  = A'(At A BI) s ,  t ; A i  r H(x) {A1} c H(xA7) ce q u i  e n t r a i n e  
2 2 2' 1' 2 2 - 2 

( 2 )  A 2  e N2 . Alors A '  2 = A 2 e t  z = t ' ( A  1 2 ' 1  A ,BI) 2 s e S(x,Al,y). 

Réciproquement, s o i t  z e S(x,Al,y). z peut  s ' é c r i r e  t (A A ,B  ) t avec 
O 

1 2 ' 1 2  2 
A ,B e N 2 ,  Tl e H(xA2) e t  B t e H(y) ce  q u i  implique A2(A2,A1,B2) t2  e H(A1y) 

2 2 2 2 

e t  Z = t (A A B ) t2  e ~ ( x , A ~ y )  = ~ ( x ~ ~ y ) .  
1 2 '  1' 2 

3r 
Lemme 11.5 Soient x ,  z c Vk e t  y E V I * .  S i  y e H(x) e t  z e Q(y)  a l o r s  x T >  Z .  

Démonstration ------------- S i  x = A ,  a l o r s  z = y = A .  Supposons que l e  lemme s o i t  v é r i f i é  

pour t o u t  x de longueur 6p . Considérons x de longueur p t l  e t  d i s t inguons  deux cas  : 

(1 )  x Cx' avec C e V Alors ,  H(Cxl) = fC) ~ ( x ' )  e t  y = Cy' avec y '  e ~ ( x ' ) ,  2 * 
3r 

Q(Cyt)  = {C} Q ( y l )  e t  z = Cz' avec z '  e Q ( y f ) .  Comme & x ' )  6 p,  x '  ~ > z '  
>k 

pa r  hypothèse de récurrence ; donc x = Cx' => Cz'  = z.  
G 

(2 )  x = A x '  avec A e N 
1 1 1' 

O 
Alors ,  y e H(A x ' )  peut  s e  f a c t o r i s e r  en A (A A ,B ) t avec A 2 ,  B e N2 1 2 2 ' 1  2 2 
e t  B 2 t  e H ( x f ) .  De même z qu i  a p p a r t i e n t  à Q(A (A A ,B  ) t )  peut  s ' é c r i r e  

2 2 ' 1  2 
A z z avec z e Q((A ,A ,B ) )  e t  z2  e Q( t ) .  Donc B z E Q(B2t)  e t  comme 

2 1 2  1 2 1 2  

2 
â2 B t e H(x ' ) , l lhypothèse  de récurrence e n t r a î n e  x '  -> B2 z2 .  O r ,  s i  A = A ,  G 2 

3r 
Q((A2,A1,B2)) = {A B } e t  zl = A1B2, s inon A c N2 e t  A B => A z 

1 2  2 1 2  G 2 1 '  
>k 3r 

Dans l e s  deux c a s  on o b t i e n t  x = A x '  => A B z => A z z = z. 1 G 1 2 2  G 2 1 2  

Ces r é s u l t a t s  s u r  l e s  fonc t ions  H e t  Q nous permettent de démontrer l e  

lemme de base de ce  c h a p i t r e .  Posons : = {(u ,v )  e PN 1 u e  N 1 e t  PN = P  \ P N .  
1 1 1 

L ~ n e  11.6 S i  PT e s t  i n c l u s  dans N x TF u N2N x TVhN2 e t  s i  P e s t  monotone de 

type  2 en  N 2 ,  a l o r s  L(G) e s t  un C-langage. 
N1 

Démonstration ------------- D'après l e  lemme 1.4,  nous pouvons supposer,  sans n u i r e  à l a  

g é n é r a l i t é  de l a  démonstration, que e s t  monotone s tandard ,  donc que P 
N,= NlN2 



Nous supposerons a u s s i  l a  p r o p r i é t é  su ivan te  : 

- (Co (u.v) e PT n N2 x T e  implique ( u A ~ , v A ~ )  e pT pour t o u t  A 2  e N ~ .  

En e f f e t  dans l e  c a s  c o n t r a i r e ,  il s u f f i t  de cons idérer  l a  grammaire 

G" (N,T,Pn,A) avec P" = P U Pt' où O 

P" O = {(uA2,vA2) / (u ,v)  c PT f) N2 x TV" e t  A2 o N2}. 

Comme (u",vll)  c P" e n t r a î n e  utl => v" e t  (u f l ,v" )  c N2N x TWN G" est 
O G 2  ' 

équiva len te  à G e t  v é r i f i e  l e s  hypothèses du lemme a i n s i  que l a  p r o p r i é t é  ( a ) .  

Considérons maintenant l a  grammaire G v  = (Nt IJ { A t ) ,  T,P1,A') obtenue à 

p a r t i r  de G de l a  manière su ivan te  : 

- 
pl = fi P; avec : 

j =l 

O - P i  = { ( s , ~ )  / ( s ,x )  E P, u E H(x), s O N2N2} 

O - - P; = { ( ( A  2  ,E 1 2  ,B ) , u )  / A 2  E N 2 ,  El e NI,  B2 e N 2 ,  A2u e H(Elx), (B2,x) E P 

O N1 
- P3 {((A ,E ,B ) , u )  / A2.B2 e N 2 ,  El c N I ,  A2u o H(xB2). (El+)  e P} 

2  1 2  

- P,'+ = { ( ( A  ,E ,B ),A) / (E1B29A2) o P ; A 2 9 B 2  e N 2 ,  El NI} 2  1 2  

- P r  = {(A2(A,El,A),u) / A 2  o N 2 ,  E1e NI,  (A2E1,x) e PT, u  e H(x) j  
5 

e t  P t  = P '  u {(A' ,u)  / u c ~ ( ~ 1 1 .  

Remarquons que ( u '  , v l  ) o P' U P t  U P,', e n t r a î n e  t ( u '  ) 1. 2 3 

S i  ( u f , v ' )  e P' il e x i s t e  x  t e l  que v '  s H(x) e t  l , ( x )  5 1, donc 
5 ' 1 

l T ( v l  ) b 1 ( p r o p r i é t é  ( i i i )  du lemme 11.4). 

D e  même, s i  (u '  ,v l  ) E P i  e t  s i  e ( u l  ) > 1, a l o r s  u '  e N: e t  il e x i s t e  x  t e l  

que ( u l , x )  e P e t  v1  e ~ ( x ) .  O r  ( u ' , x )  4 pN c a r  U '  I N~ e t  ( u ' , x )  1 PNq c a r  u '  4 NINî 

UN2. Donc ( u t  ,x) e PT e t  t ( x )  3 1, ce q u i  e n t r a î n e  l T ( v 1 )  2 l .  
T 

Donc ( u l , v l )  e Pt  implique u' e N t  ou t ( v ' )  2 1 e t  l a  p ropos i t i on  11.1 T 
permet d ' a f f i rmer  que L(G) e s t  un C-langage. 

11 nous r e s t e  à montrer que'G e t  G 1  son t  des  granmaires équ iva l en t e s .  Pour 

c e l a ,  nous a l l o n s  nous s e r v i r  d e s  deux p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 



* 
( B I  -> y. S i  (s,u) O If e t  y e Q(u) a l o r s  il e x i s t e  z e Q(s) t e l  que z G 

( Y )  S i  u G;> v e t  z e H(v) a l o r s  il e x i s t e  y e H(u) t e l  que y -> B. 

- Montrons d'abord ( 8 )  

Prenons y e Q(u) e t  dist inguons c inq  cas  : 

(1 )  ( s ,u )  e P i  : a l o r s ,  il e x i s t e  x t e l  que ( s , x )  e P e t  u r H(x). Le lemme 11.5 * 
implique x => y e t  en prenant z = s e Q(s) = {SI c a r  s e N NO nous 

G * 2 2' 
obtenons z => x => y. G G 

- 
( 2 )  (s ,u)  e Pb : a l o r s ,  s = ( A  2 ,E 1 2  ,B ) e t  il e x i s t e  x t e l  que (B2,x) e PN e t  

* 1 
A u e H(Elx). Comme A2y o Q(A2u), E x => A2y (lemme 11.5) e t  E B =, 

2 1 G 1 2  G * 
E x =>A2y. 
1 G * 

S i  A, = A ,  Q(s) = {E B } e t  z = E B => y. 
1 2  1 2  G * 

S i  A 2  r N 2 ,  il s u f f i t  de prendre z=y c a r  E 1 2  B => G 
A 2 y en t ra îne  y c Q ( s ) .  

( 3 )  (s ,u)  e P i  : a l o r s ,  s = (A 2 1 2  ,E ,B ) e t  il e x i s t e  x t e l  que * 
A2u e H(xB2) e t  (E1,x) o P. Comme A2y e {A2} Q(u) = Q(A2u), xB2 T >  A2y 

* 
(lemme 11.5) donc E1B2 y> xB2 y> A2y. 

S i  A e N2,  y e Q(s) e t  il s u f f i t  de prendre z=y. 2 

( 4 )  ( s ,u )  e P 4 :  a l o r s ,  s = (A E B )  avec ( E B  , A )  c P e t  U =  A ; d o n c  2' 1' 2 1 2  9 

y = A. Comme E1B2 A e t  que A2 # A ,  A r Q ( s ) .  2 

I l  s u f f i t  a l o r s  de prendre z = y = A .  

. ( 5 )  (s ,u)  e P; : a l o r s  s = A2(A,El,A) e t  il e x i s t e  x t e l  que (AîEl,x) e PT 
* * 

e t  u e H(x). Donc, d 'après l e  lemme 11.5, x => y ,  donc A E => x => y. 
G 2 1  G G 

Comme Q(s) = {A E 1, il s u f f i t  de prendre z = 2 1 A2E1* 

- Montrons maintenant l a  p ropr ié t é  (y ) .  

Posons u = u 1 S u 2 ' v = u  
x u avec ( s , x )  e P. S o i t  z e H(u x u2) .  Distinguons 

1 2  1 
encore c inq  cas : 



( a )  s e ii2 : a l o r s  d ' ap rè s  l e s  hypothèses x e T*?. Dans c e  ca s  H(u x u2) -. 2 1 
H(u x) H ( U ~ )  ( p r o p r i é t é  ( i i )  du lemme 11.4) donc z = zl z2  avec r 7  p. H ( ~ ? ~ x j  

1 & b 

e t  z c H(u2). 
2 

Posons x = a x l  avec a e T. Alors z s e  f a c t o r i s e  en z '  a z" avec z '  c H(ul) 
1 1 1 1 

e t  zl '  e H(x l ) .  
1 

Posons y = z '  s z Comme H(s) = { s ) ,  z i s  E H(u S )  donc y e H(u s )  H(u ) = 1 2' 1 1 2 

H ( U ~  s u2)  = ~ ( u )  ( p r o p r i é t é  ( i i )  du lemme 11.4) .  Enf in ,  comme ( s  ,azll) e P: , 
i I 

O 
( b )  s e N2 : a l o r s  d ' ap rè s  les hypothèses x e TVh U N  N 2 

Distinguons t r o i s  cas  : 

O - x e N N2 e t  u e P v 2  U { A )  : a l o r s  d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  ( i i )  du lemme 1 
11.4, H(u xu ) H(ulx) H(u2) = H(ul) H(x) H(u2) e t  z = z '  z" z avec 1 2  1 1 2  
z 1  e H(u ), z; e H(x) e t  z2  e H(u2). O r  ~ ( s )  = {SI  e t  ( s , z l ' )  e P i  donc 
1 1 1 

y z l s z  e ~ ( u )  e t  y 7, z.  
1 2  

O - x e N N2 e t  u e : a l o r s  H(u xu ) = H(ulx) H(u2) e t  z = z z avec 1 1 2  1 2  
z e H(ulx) e t  z e H(u 1. Posons u = u'E avec E e N D'après l a  
1 2 2 1 1 1  1 1 ' 

O 
p r o p r i é t é  ( i )  du lemme 11.4,  il e x i s t e  A e N t e l  que z = zvz1 '  avec 

2 - 2  1 I l  
U 

Z; e H(u; A2) e t  A2z; e H(Elx). Comme x e N N e t  s e N ( s , x )  e FN , 2 2 ' 
1 

donc ((A2,El,s),z1') e Pl  De p l u s ,  comme H(s) = Cs}, l a  p r o p r i é t é  ( i v )  
1 2 ' 

du lemme 11.4 implique que zi(A2,El,s) e H(ul E s ) .  A lo r syen  posant  
1 1  

y =  zi(A2,E1,s) z 2 ,  nous obtenons y e H(ul E s )  H(u2) H(u) e t  
1 1  

- x e T@ : Posons x = a x l  avec a e T. Alors d ' après  l a  p r o p r i é t é  ( i i i )  du 

lemme 11.4,  z = z az  avec z e H(u ) e t  z2  e H(x1u2) ; d ' ap rè s  l a  pro- 1 2  1 o1 
p r i é t é  ( i )  du lemme 1 1 . 4 ,  A 2  e N 2 ,  z '  e H(xlA 1 e t  z; t e l s  que 

2 

A z '  e H(u2) e t  z2 = z l z '  O r  d ' a p r è s  l a  p r o p r i é t é  (a), (sA2,ax1A2) e P. 2 2 2 
Donc, comme SA c N NO ( s A 2  ,az ' ) e Pl Posons y = z SA z '  Alors  2 2 2 ,  1 * 1 2 2' 



( c )  s s N : D'après l a  p r o p r i é t é  ( i )  du lemme 11.4,  il e x i s t e  B e N O 
1 2  2 y 

z  s H(ulxB2) e t  B z  e H(u ) t e l s  que z  = z  z  En appl iquant  c e t t e  
1 2  2  2  1 2 "  

p r o p r i é t é  une nouvel le  f o i s  pour H(u xB 1, nous obtenons z  = z l z "  
O 

1 2  1 1 1  
avec A 2  

e N 2 ,  z 1  e H(ulA2) e t  A z" e H(xB2). Donc ((A2,s,B2),z") e P' 
1 2  1 1 3 

e t  en posant y  = zi(A2,s,B2) z 2 ,  nous obtenons y  e H(u su  ( p r o p r i é t é  
1 2  

( i v )  du lemme 11-41  e t  y  => z .  
G ' 

- 
( d )  s e N N : donc ( s , x )  s PN1 e t  x  e N Alors  d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  ( i i )  

1 2  2  ' 

du lemme 11.4, z  peut  s e  f a c t o r i s e r  en z  1yz2 avec z e H(u x)  e t  z  c H(u2) 1 1 2 
Posons s = s 

1 s2 avec 
e N1 e t  s e N Al-ors, ( ( x , s l , s 2 )  ,A) e P,'+ 2  2  * 

e t  d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  ( i v )  du lemme 11.4,  y  z l (x , s  s ) z2  e H(u s s u ) 
1' 2  1 1 2 2  

( e )  s e N N . donc ( s , x )  e P e t  x  e T ~ N  
2 1 '  T 2 ' 

Posons s = s s e t  x  = ax1A2 avec s A2 c N s e N e t  a  e S. 
2 1 2 2' 1 1 

z  appartenant  à H(u ax'A u  1 peut  s e  f a c t o r i s e r  en z  a z ' z  avec 
1 2 2  1 2  

z  e H(ul), z '  c H(xtA2) e t  z 2  e H(u2).  Comme a z '  e H(ax1A2), 
1 

(s2(A,s1,A),az')  e P i .  O r  (A,sl,A) e H(s ce qu i  implique que 
1 

y  = z1s2(A,s1,A) z2  E H(ul s2 s1 u2)  e t  y  -> z a z ' z  = z .  
1 2  

Comme nous avons cons idéré  t o u s  l e s  c a s  p o s s i b l e s ,  l a  p r o p r i é t é  ( y )  

e s t  v é r i f i é e .  

Montrons maintenant que L(G) = L(Gf ) .  

$< 
S o i t  x  e L(G). I l  e x i s t e  une d é r i v a t i o n  A => x.  La p r o p r i é t é  ( y )  

G ;ir 

e n t r a î n e  immédiatement que pour t o u t  z  e H(x),  il e x i s t e  y  e H(A) tel. que y  -> z .  
.b ,. 

O P  H(x) = {x} c a r  x  e T;~.  De p l u s  (A1,y)  E Pl c a r  y  e H(A), donc A' y > x 

e t  x  e L(G1). 

-i. ,, 
Réciproquement, s i  x  c L(G1 ) , il e x i s t e  une d é r i v a t i o n  A '  - -@ Y. -> " 0  

O r  Q(x) = (XI  c a r  x  e 'J?. D'après l a  p r o p r i é t é  ( B I ,  e t  comme l e s  r è g l e s  u t i l i s é e s  
-L -0- 

8, 

dans l a  d é r i v a t i o n  y  x ,  appar t iennent  à P l ,  3 z  e Q(yO)  t e l  que z0 7 O G O 
> X. 

O 
Comme y. e H(A), y. peut s e  f a c t o r i s e r  en A (A ,A,A) avec A e N S i  A2 = A ,  z  = A ,  

-1. 

2 2  2  2  ' O 
-i- 
4, 

J- ,, 
s inon  z  = A z '  avec A --I A z '  Dans l e s  deux c a s ,  nous obtenons A - 

O 2  O G 2  O '  G >  'O 7' 



Nous pouvons maintenant démontrer l e  r é s u l t a t  l e  p lus  généra l  de 

ce  c h a p i t r e  : 

Proposition 11.2 Soi t  G (N,T,P,A) une grammaire à s t r u c t u r e  de phrase.  

S ' i l  e x i s t e  une p a r t i t i o n  de N en N N t e l l e  que l 'ensemble - 1' 2 

P ~ l  
= {(u ,v)  e P / u # N e t  bT(v)  = O )  s o i t  monotone de type  2 en N 2 ,  a l o r s  

1 

L(G) e s t  un C-langage. 

Démonstration ------------- D'après l e  lemme 11.1, il e x i s t e  N 1  3 N ,  N'! = N' \ N ,  Tt D T ,  

P' C N x IPN" , Pg C N"N x T ' N" U N T  x TV\ un homomorphisme h de T T *  dans T* e t  
O 

une grammaire G '  = (Nt ,T l  ,PN Ph U P8,A) t e l s  que h(L(G1))  = L(G). 

Posons P' = P N V P ; i  WP;, N; = N2 U N "  e t  V '  = Nt U T ' .  Alors 

P;, = P i c  N v  x T 'Y '*  UN;Nf x T ' V f *  N i .  En ou t r e  P1  = { ( u , v )  e Ph, / u d NI} = 
N, - I 

PN u (Pb n N i  x N'"Nt) e s t  monotone de type  2 en N t  c a r  P e s t ,  par  hypothèse, 
1 

2 2 
1 

monotone de type 2 en N c N 1  
2 2 '  

Alors ,  d ' ap rè s  l e  lemme 11.6, L(G') e s t  un C-langage, donc L(G) = h(L(Gt) )  

a u s s i .  
----------- 

Comme P con t i en t  P pour t o u t e  p a r t i e  N de N ,  P monotone de type  2 
N N, 1 N 

.L 

en N implique P monotone de type  2 en N 2 .  Nous en déduisons l e  r é s u l t a t  su ivant  : 
2 

N1 

Corollaire 11.1 S o i t  G = (N,T,P,A) une grammaire à s t r u c t u r e  de phrase. S i  

l 'ensemble des productions de P ne contenant pas de terminaux e s t  monotone de 

type  2, a l o r s  L(G) e s t  un C-langage. 

A p a r t i r  de l a  p ropos i t i on  11.2, nous obtenons un a u t r e  r é s u l t a t  : 

Corollaire 11.2 Un langage L e s t  un C-langage s i  e t  seiilement s ' i l  e x i s t e  

une grammaire monotone de type  7 q u i  engendre L \ {A). 

Démonstration ----.--------- Soi t  L un C-langage i n c l u s  dans pc. I l  e x i s t e  une C-grammaire 

A-libre G = (N,T,P,A) qu i  engendre L \ {A}. Alors (u ,v )  e P implique v # A donc 
2 M (u ,v ) .  Et G e s t  monotone de t y p e  2 en N .  
0 Y N  



Réciproquement s i  L \ { A )  e s t  engendrée p a r  une grammaire G = ( N , T , P , A )  

monotone de type  2. P C P e s t  monotone de type  2 e t  d ' ap rè s  ie corollaire 11.1, N 
L \ Eh) e s t  un C-langage donc L a u s s i .  



Chapitre  III 

GRAMMAIRES MONOTONES e t  LANGAGES CONTEXTUELS 

Le premier r é s u l t a t  de ce  chap i t r e  e s t  une r e l a t i o n  e n t r e  l e s  c l a s s e s  

C e t  C deslangages engendrés par  l e s  grammaires monotones respectivement de 4 5 
% 2> 

type  4 e t  5 : L a p p a r t i e n t  à C s i  e t  seulement s i  L = (x / x e L) a p p a r t i e n t  
5 

C4. Nous montrons e n s u i t e  l a  r é c u r s i v i t é  des éléments de C e t  donc c e l l e  des  
4 

langages appartenant  à C Pu& en reprenant  un argument  u t i l i s e  par  Chomsky 
5 ' 

E C H  page 143, no te  7al pour l e s  langages con tex tue l s ,  nous é t a b l i s s o n s  l l e x i s -  

tence  de langages r é c u r s i f s  q u i  n 'appar t iennent  n i  à C n i  à C Nous démontrons, 4 5 "  
a l o r s ,  que t o u t  langage engendré p a r  une grammaire monotone de type 1 e s t  un 

langage contextue l ,  e t  nous généra l i sons  ce r é s u l t a t ,  en montrant q u ' i l  s u f f i t  

de cons idé re r  l e s  r è g l e s  où ne f i g u r e  aucun t e rmina l .  

Introduisons une nouvel le  c l a s s e  de langages dont nous montrerons 

l ' équiva lence  à C S o i t  G = (N,T,P,A) une grammaire de type  O en N 
4 2 ' 

Nous d i rons  que G e s t  une grammaire monotone de type 4 b i s  en N p  
s i  e t  seulement s i  P e s t  i n c l u s  dans m2 x @v?. 

Par d é f i n i t i o n  t o u t e  grammaire monotone de type  4 b i s  e s t  monotone de 

type 4. Réciproquement, montrons que pour t o u t  langage L de C il e x i s t e  une 
4 ' 

grammaire monotone de type 4 b i s  q u i  engendre L. Pour o b t e n i r  ce r é s u l t a t  nous 

a l l o n s  d'abord montrer deux lemmes r e l a t i f s  à une grammaire G = (N,T,P,A) mono- 

tone  de type  O en N2.  

2 2 L e m  111.1 S i  P \ (Pn N2 x N  ) e s t  monotone s tandard  de type  4 en N2,  a l o r s  
2 * + + 

pour t o u t e  dé r iva t ion  (d):xE y => W avec E e N W e Vî, x e v~ e t  y e V , 
1 1 1' 

3; 
-> A2Z9 

>k 
il e x i s t e  A 2 ,  B E N2 e t  Z r 9 t e l s  que y - 

2 ElA2 => B e t  xB Z => W, 2 2 

en u t i l i s a n t  l e s  mêmes r è g l e s  que pour l a  d é r i v a t i o n  ( d ) .  



t 
Démonstration ------------- Comme W o V il e x i s t e  m e  r è g l e  q u i  f a i t  d i s p a r a î t r e  

2  ' 
l 'occurrence de E D l apres  l e s  hypothèses,  il e x i s t e  donc A B e N t e l s  que 

1 2' 2 2  
(E A B ) e P e t  ( d )  peut s ' é c r i r e  : 

1 2' 2  

3; 
avec x  => x1 e t  y A> A ~ Y ' .  

S o i t  k  l a  longueur de l a  dé r iva t ion  ( d l ) .  

+- >k 
S i k  = 1, x = x ' ,  y = A y '  e t  x B y '  = W e V donc y '  2  2  2 

e V 2 "  I l  s u f f i t  

de prendre Z y '  . 

Supposons l a  p r o p r i é t é  v r a i e  pour kSt e t  considérons une dé r iva t ion  ( d l )  

de longueur ttl. 

S i  y '  e p, il s u f f i t  de prendre Z = y ' .  Dans l e  ca s  c o n t r a i r e  y '  peut 
2  3; 

s e  f a c t o r i s e r  en y '  E l  y '  avec E '  E N e t  y; e Tg. La d é r i v a t i o n  x y 'E 'yl  => W 
1 1  2 1 1 iB2 l f 2  

e s t  de longueur i n f é r i e u r e  ou éga le  à t puisque l a  r è g l e  ( E  A B ) n 'y  e s t  pas 1 2' 2 
u t i l i s é e .  Donc l 'hypothèse de récur rence  implique l ' e x i s t e n c e  de A;,B; e N e t  de 

-6- ,, 2 
z 1  e v e r i f i a n t  y 1  &> A;zl, ' A 1  => B1 e t  xB y l B 1 z '  => W .  Posons Z = 

2 2  2  2 2 1 2  
yiB;z ' . 

3; 
Nous obtenons l e s  dé r iva t ions  : y -> A2yt = A 2 1 1 2  y l E ' y l  => A 2 1 1 2  y 'EvA1z '  => 

A y l ~ l z v  = A ~ Z  e t  XB z = XB y 1 ~ ' z t  W .  
2 1 2  2  2  1 2  

Comme Z e w, l a  p r o p r i é t é  e s t  b i en  v é r i f i é e .  
2  

Lemne 111.2 S i  P  e s t  monotone s tandard  de type  4 en N il e x i s t e  une p a r t i e  P  
2  ' O 

2  2  de N x N t e l l e  que G' (N,T,P1,A) s o i t  équiva len te  à G ,  avec 
2  2  

gg&ng;s;rgtioc 2 
Posons P  O = ((A 2 2  A 1 , B  2 2  B') e N ~ X N ~ / ( A ~ . B ~ E ~ ) . ( F ~ A ~ ~ ~ ; )  e P,  El e N. L 

P T  = ( P  \ (P  n N2 x N2N1)) Po, P" = P Po G r  = ( N , T , P q  ,A) e t  Gtv = (N,T,P1',A). 

Comme t o u t e  r è g l e  de P e s t  une dg r iva t ion  dans G e t  que P" con t i en t  P, 
O 

L(G1') = L(G). De même, comme P' e s t  i n c l u s  dans Pls, L(G1 ) C L ( G W )  . Pour montrer 

l ' i n c l u s i o n  inverse ,  nous u t i l i s e r o n s  l a  p r o p r i é t é  su ivan te  : 

>k + * 
( a )  W -> W 1  avec W ,  W 1  e V2 implique W => W ' .  

G 



III. 3 

Démontrons ( a )  p a r  récur rence  s u r  l a  longueur k de l a  d é r i v a t i o n  dans G*. 

Supposons l a  p r o p r i é t é  ( a )  v r a i e  pour k s t e t  considérons une dé r iva t ion  

de longueur t + l  . 
S i  aucune r e g l e  de ~ r \  N xN N n ' a  é t é  u t i l i s e e  dans c e t t e  d 6 ~ i v a t i o n ,  

2 2 1  * 
il e s t  évident  que W =?> W'. Dans l e  c a s  contrais?e,exhibons l a  première u t i l i s a -  

G 

t i o n  d'une r & g l e  appartenant  à P AN2xN2NI. Nous obtenons dans G'' l a  dé r iva t ion  

* J- 

su ivante  : -> xB;Eïy => W' avec A '  B '  c N 2 ,  E E NI e t  
=> xgA;J' - 2' 2 1 

2 2 Comme Pl1 \ (Pl1 nN2xN2) = P e s t  monotone s tandard de type  4 en N nous 
2 ) 

pouvons i i t i l i s e r  l e  lemme 111.1. I l  e x i s t e  donc A2,B2 e N 2 ,  z e 9 t e l s  que 

9; >'c 

E1A2 
3, B2,  y => A z e t  xlB'B z y> W ' .  Comme (A;,B;E~) e t  ( E ~ A ~ , B ~ )  sont  

G 2 2 2 G '  

des r è g l e s  de P ,  B ' B  ) appa r t i en t  à P e t  nous obtenons dans G" une dériva-  
( " P 2 '  2 2 O 

t i o n  de longueur t ;  

L'hypothèse de r.écurrence permet de conclure que W s e  dé r ive  en W' dans 

G' . 
En prenant  W = A e t  W '  e T*, l a  p r o p r i é t é  ( a )  implique que s i  W 1  e L(G"),  

a . l o r s W e L ( G 7 ) , d o n c q i n e L ( G " ) ~ L ( G ' ) .  E t  L ( G ' ) = L ( G " ) = L ( G ) -  

----------- 

II e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que l a  grammaire G '  obtenue ci-dessus e s t  

monotone de type  4b i s .  En u t i l i s a n t  Le lemme 1 . 4 ,  nous obtenons : 

Lemne 111.3 Pour t o u t  langage L appartenant  à C il e x i s t e  une grammaire 
4 ' 

monotone de type  4 b i s  q u i  engendre L. 

Nous a l l o n s  pxlocéder de l a  m ê m e  façon pour l e s  grammaires monotones 

de type 5. 



Nous d i rons  qu'une grammaire G = (N,T,P,A) monotone de type  O en # est 
2 

monotone de type 5 b i s  en N p  s i  e t  seulement s i  P  e s t  i n c l u s  dans N Kn" x v2W. 
2  

2  Lerne 111.4 S i  P \ ( P  n N2 x N2) e s t  monotone s tandard  de type  5 en N a l o r s  
2* + + 2 ' 

pour t o u t e  dé r iva t ion  (d):W => x E y  avec E  e N W e V 2 ,  x  c V e t  y  e V", 
1 >k 1 1 ' 3; 

il e x i s t e  A 2 ,  B e N 2 ,  z e @ t e l s  que W => z  A 
2  2  

y ,  A 2  => B E e t  zB2 => X ,  
2  1 

en u t i l i s a n t  l e s  mêmes r è g l e s  que dans l a  d é r i v a t i o n  ( d l .  

+ 
Démonstration ------------- Comme W e V il e x i s t e  une r è g l e  q u i  f a i t  a p p a r a î t r e  l ' occu r -  

2  ' 
rence de E D'après l e s  hypothèses,  il e x i s t e  donc A B e N t e l s  que (A2,B2E1) 

1 ' 2' 2 2 
J. ,. j, 

appart ienne à P. Et ( d )  peut s ' é c r i r e  (dl) :W => x1A2y' .h x lB  E y '  - x E l y  
2 1 

avec 

Soi t  k  l a  longueur de l a  dé r iva t ion  ( d l ) .  

S i  k = l ,  W = x'A2y1, yl:y e t  xvBî = x ; l a  p rop r i é t é  e s t  donc v é r i f i é e  

en prenant z  x'. 

Supposons l a  p r o p r i é t é  v é r i f i é e  pour kht  e t  prenons une dé r iva t ion  ( d l )  

S i  x1 r $, il s u f f i t  de prendre z = x V .  Dans l e  cas  c o n t r a i r e  x '  peut s e  

3c 
f a c t o r i s e r  en x lE 'x '  avec x '  E Wz, Ei  e N La dé r iva t ion  W 9 xvE'x lA y '  e s t  de 

2 1 2  2 1 1 1 2 2  

longueur au p lus  éga l e  à t ; donc l%ypothèse  de récur rence  e n t r a î n e  l ' e x i s t e n c e  
-*. 
0 

de A i ,  B '  o N 2 ,  z '  c V* t e l s  que W & zlA1x'A y ' ,  A; mo B I E <  e t  zlB; - x 1  
2  2  2 2 2  2  1 1 ' 

3; ;k 
Posons z  = z'A1x' z  appa r t i en t  à Pt De p l u s  W ---z zfAvx'A y '  = zA2y1 P;.c~. zA2yY 2  2 "  2"  2 2 2  

3t -ir 

zB2 = zlA'x'B =CLP, z lBIE1x 'B ===+ XIE; x ~ B  
2  2  2  2  1 2  2  1 1 L 2  

= x 1 a 2  33 x e t  A 
2 

- B E  La 
2 1' 

p r o p r i é t é  e s t  donc v é r i f i é e .  

Lemme 111.5 Pour t o u t e  grammaire G monotone de type  5 ,  il e x i s t e  une grammuire 

monotone de t y p e  5 b i s  équiva len te  à G .  

Démonstration ------------- S o i t  G = (N,T,P,A) une grammaire monotone de type  5  en N 
2  ' 

D'après l e  lemme 1 .4 ,  nous pouvons supposer q u ' e l l e  e s t  s tandard .  

2  2  Notons P  = {(A2.Ai,B2Bi) r N2W2 / (A2,B2E1) ,(EIA;,B;) e P. El NI} O 



III. 5 

I l  e s t  évident  que G '  e s t  monotone de type  5 b i s  en N 
2 ' 

Comme t o u t e  r è g l e  de P e s t  une d é r i v a t i o n  dans G e t  que P9' con t i en t  P ,  
O 

L(G1') = L ( G )  . Comme P '  e s t  i n c l u s  dans Pt ' ,  L(G1 ) C L(G1'). Pour montrer l ' i n c l u s i o n  

dans l ' a u t r e  s ens ,  é t a b l i s s o n s  l a  p r o p r i é t é  : 
n t Jr ( a )  W 7 W '  avec W ,  W '  o V implique W 
G 2 

Gi" W ' .  

Démontrons l a  p r o p r i é t é  ( a )  p a r  récur rence  sur l a  longueuc k de l a  

dé r iva t ion  dans G"'. 

Supposons l a  p r o p r i é t é  ( a )  v r a i e  pour t o u t e  dé r iva t ion  de longueur 

i n f é r i e u r e  ou éga le  à t e t  considérons une dé r iva t ion  de longueur t+l. 

S i  aucune r è g l e  de production appartenant  à P 6\ N 6J x N n ' a  é t é  
1 2  

-1- 

2 
,, 

u t i l i s é e  dans c e t t e  dé r iva t ion ,  il e s t  évident  que W W 7 .  Dans l e  ca s  c o n t r a i r e ,  

considérons l a  première u t i l i s a t i o n  d'une t e l l e  r è g l e .  Nous obtenons dans G u  l a  

* -L ,, 
dé r iva t ion  su ivante  : W --i. XE Aqy'  xBfy '  - W t  avec A;, 5; e N2, El e N1 

1 2  2  

e t  (EIA; ,B; 1 e P. Comme Pt' \ (Pt' n NE x N;) = P est  monotone s tandard  de type 5 

en N nous pouvons u t i l i s e r  l e  lemme 111.4. I l  e x i s t e  donc A?, B e N 2 ,  z e 2 ' 
4. 

2 
as n 

t e l s  que W - zA A'y',A2 B E e t  zD x. ( A  A" B E ' )  a p p a r t i e n t  à P 2  2 2 1 2 2 2 $ 2 : ,  - O 

c a r  (E A '  , B v  ) e t  (A ,B  E, ) sont  dans P. Nous obtenons, a lo r s ,  dans Gf',  l a  dé r iva t ion  
1 2  2  2 2 r  

9î k * 
su ivante  : W ZA ACyi ZB B1y' 

2 2 2 2  
- xB;yl 33 k i f .  

Cet te  dé r iva t ion  e s t  de longueur t puisque nous avons remplacé deux 

n 
r è g l e s  pa r  une s e u l e .  L'hypothèse de récur rence  permet d'en dédui re  que W 7 W ' .  

La p r o p r i é t é  ( a )  e n t r a î n e  immédiatement que L(Gf') C L ( G P )  ce q u i  implique que G '  , 

monotone de type 5 b i s , e s t  équiva len te  à G .  



S o i t  G = (N,T,P,A) une grammaire monotone de type  5 b i s  ( respect ivement  
% 'L 

4 b i s )  en N2. Posons Pl = ( ( u , v )  / (u ,v)  e P I  e t  G' = (N,T,Pf,A). 11 e s t  f a c i l e  
'L 

de v é r i f i e r  que L(G1) = {x  / x e LI e t  que G h s t  monotone de type  4 b i s  ( respec-  

t ivement 5 b i s )  en N Les lemmes 111.3 e t  111.5 nous permettent  d 'en dédui re  : 
2 ' 

'L 
Proposition II 1.1 'L 

L a p p a r t i e n t  à C s i  e t  seulement s i  L = { x  / x e LI 
5 

a p p a r t i e n t  à C 
4' 

Montrons maintenant l a  r é c u r s i v i t é  des  langages engendrés p a r  l e s  

grammaires monotones de t ype  4 e t  5 .  

Pour o b t e n i r  c e  r é s u l t a t ,  à t o u t  mot x non vide et à t o u t e  grammaire G 

monotone de type 4,  nous a l l o n s  a s s o c i e r  un C-langage q u i  con t i en t  l e  mot v ide  s i  

e t  seulement s i  x e L(G). 

Proposition 111.2 Pour t o u t  mot x e t  t o u t  élément L de l a  c l a s s e  C ( respec-  
4 

t ivement  Cg) ,  il e s t  déc idable  de déterminer  s i  x a p p a r t i e n t  à L. 

Démonstration ------------- Supposons d 'abord que L e C4.  Dvapr$s les  lemmes 1 .4  e t  111.2, 

il e x i s t e  une grammaire G = (N,T,P,A) e t  une p a r t i e  de N2 de N t e l l e s  que L(G) = L 

e t  P = P U Po avec P monotone s tandard  de t ype  2 en N e t  P C N2 x N 
2 

1 1 2 O 2 2 ' 

* 
~i x = A ,  x t L(G) puisque A --e> x en t r azne  t ( x )  2 1, 

v2 

t 
So i t  x e T ; posons t = & x ) .  A x e t  à G ,  f a i s o n s  correspondre l a  

grammaire G f  = (N1,T,P',A') d é f i n i e  de l a  manière su ivan te  : 

+ O + 
N '  = I(u1,u2) e v2 x N V / t (u,) r t(u1> 6 t l ,  A~ : (,,A>, 1 2  v, 

L 

Pl = P i  V P; UP; avec 

Comme P t  est une p a r t i e  f i n i e  de N t  x N1*, G T  e s t  une C-grammaire. 

Montrons d'abord l a  p r o p r i é t é  : 



. - 
( b )  S i  (u1,u2) 7 "vec Cu U ,  1  E N T s  a l o r s  u  

.1 2 2 r3 ul* 

S o i t  k l a  longueur de la d é r i v a t i o n  dans G r  . 
k 

S i k z l ,  u = u  e t d o n ç u  v u  
1 2 2. G 1' 

Supposons la p r d p r i e t é  (b) v r a i e  gour  une d é r i v a t i o n  de longueur  au  p l u s  égale 

à s ,  e t  considér~ons une dér ivat ior?  de longueur s7-L 2 2. S o i t  IY l a  première 

rSgle  u t i l i s é e .  Comme s+l. > 1, s e P 9  !J P i .  
1 

- Si .ii e P '  rious pouvons & r i r e  s = (hul,u2) , ( u  u t  ) )  avec u2 
1 1% 2 =- 

9< 
Comme l a  d 6 r l v a t i o n  ( u  u t )  7 A est de lcng-ueur s ,  l ' hypo thèse  de 1 ' 2  G 

9: J; 

récur rence  implique u '  =-=> u e t  nous obtenons - 
2 G 1 

LIq - " 2  -T- 2 G > 

- S i  n o P T ,  posu:ls n = ((ul,y'A2y"),(ul,y'z)(z,E,E y"))  avec ( A  F S ) r ? 
2 A 2  2 ' 2 

.ïk 
e t  u = y1A2y". Comme 3.a d é r i v a t i o n  ( u  , y 1 z ) ( 7  F B y") 7 A e s t  de lon-, 

2 1 A3*1 2 

g u e w  s ,  nous pouvons appl iquer  l ? h y p o t h è s e  de récurr*ence aux d é r i v a t i ~ n s  
k .** ,, 
- a e t  (z,E1B2y") A .  E t  nous obtenons yrA2y" =-+ y lE  H y" (u , ,Y'z)  7 

Jr 

G ' G 1 2  
,\ J; 

SGern, y ' z  - u 
G 2. ' 

Montro:is ma in tman t  la p r o p r i é t é  réc iproque  : 

.E; -L n 

(b') S i  y u1 e t  s i  (u1,y1 e N t  a l o r s  !al9y) 7 il. 
G G 

S o i t  k l a  longueur de l a  d é r i v a t i o n  dans G. 

Supposons ( b f )  t r a i e  pour k s s  e t  considérons une dé r iva t ton  de longueur s -PL  : 

ï'r 
u , ,  Carnrrie G e s t  monotone de t ype  4 en N 

Y T W 0 - ê -  2 ' 
1 (y )  6 Zy ( w u )  $ L(u ) 6 t (car (ul.y) e N ' ) .  
V2 2 1 

S o i t  *x l a  première règle u t i l i s é e .  

O + - S i s  .$ H2 x NIN,,, Wg c N V? er (u ,W ) e N t .  
1 2  Ti Q 

( (u l9~) , (u l9WO))  e s t  une règle de P t  e t  19nypothèse de récur rence  nous donne : 
1 

Jr 
( u ~ > Y )  -G;3 (ul>Wo) 7 A .  



- S i  n e N x N I N 2 ,  y  e t  W peuvent s e  f a c t o r i s e r  respectivement en Y1A2y" 
2 O 

O 
e t  y ' ~  B y'' avec A 2 , B 2  e N 2 ,  E e N I ,  n = (A ,E B ) e P ,  y '  c N \* e t  y" e '$. 

1 2  1 2 1 3  1 2  

Etant donné que P \ f P  n NE x N: ) = P e s t  monotone s tandard  de type  2  
1 

en N donc monotone s tandard  de type  4  en  N nous pouvons app l ique r  
2 ' 2 ' * * 

l e  lemme 111.1 à l a  dé r iva t ion  y'E B y" =-9 u ' il e x i s t e  a l o r s  z  e V 
1 2  G 1 '  2  ' 

D C 2  e N2 t e l s  que B y" --=+ C2z, E C D e t  y'U,z =--+ ul' Posons 
2  ' 2 G 1 2  G 2 6 G * 

z '  = D z .  z 1  a p p a r t i e n t  à V+ e t  comme y ' z '  7 ul, l ( z l )  s e(u1) - L ( y t ) .  
2 2  v* 

* 
De même E B y'' => z '  implique e ( z l  ) 2 e ( ~ ~ ~ " )  Donc ( (u l ,y  lA2yW) , ( u l , y l z v )  1 2  G * 
( z '  ,E B y"))  e s t  une r è g l e  de P; . Comme l e s  dé r iva t ions  y  ' z  ' e t  1 2  G Ui 

-1. 

E B y" ===7 z '  sont  de longueur au  p lus  éga l e  à s ,  e t  qu'en o u t r e ,  
1 2  G 

O + + + y ' z '  e N V E B y" r N1V2, z '  e V 2 ,  e ( y ' z ' )  r 1 e t e t  1 ( E  B y") 1 2 '  1 2  "2 1 v2 1 2 
6 l ( z l )  ,< t ,  nous pouvons u t i l i s e r  l 'hypothèse  de récur rence .  Mous obtenons : 

9r 
(ul9y) ( U  ,y1A2y") ( u l , y t z ' ) ( z ' , E  B y") G A .  

1 G 1 2  

Des p r o p r i é t é s  (b) e t  ( b ' ) ,  nous déduisons immédiate ment:^ e L ( G )  si 

e t  seulement s i  A e L(G') ce q u i  e s t  décidable  c a r  L(G1) e s t  un C-langage. 

2, 
S i  L a p p a r t i e n t  à l a  c l a s s e  C d ' ap rè s  l a  px>oposition 111.1, L a p p a r t i e n t  

2, 592, 
à C4.  Comme x  e L s i  e t  seulement s i  x c L ,  pour déc ider  s i  x e L il s u f f i t  de 

2, % 
déterminer  s i  x  e L. 

Montrons maintenant q u v i l  e x i s t e  un ensemble r écu r s i f '  sar~s mot v ide  qu i  

n ' appa r t i en t  n i  à l a  c l a s s e  C n i  à l a  c l a s s e  C Nous pouvons, sans n u i r e  à l a  
4 5  ' 

g é n é r a l i t é ,  supposer que T s e  r é d u i t  à un s e u l  élément. Posons T = { a )  e t  notons 
+ 

C l a  c l a s s e  des langages de C ou C5 q u i  sont  i n c l u s  dans {a )  . S o i t  RJ l 'ensemble 
4 

des e n t i e r s  n a t u r e l s .  Nous u t i l i s e r o n s  une première p rop r i é t& : 

Leme 111.6 11 e x i s t e  une app l i ca t ion  s u r j e c t i v e  H de IN dans C qu i  peut  ê t r e  

c o n s t r u i t e  effect ivement .  

Démonstration Rappelons d'abord l e s  d é f i n i t i o n s  de quelques fonc t ions  primi- 

t i v e s  r écu r s ives  c l a s s iques  que nous u t i l i s e r o n s  p a r  :a s u i t e  [DA]. 



- a  d é f i n i e  s u r @  pa r  a(x) = O s i  x>O, 1 s i  x=O 

- Pr  d é f i n i e  su rFJ  p a r  P r ( Q )  = O ,  P r (1 )  = 2, P r ( x + l )  = l e  p l u s  p e t i t  nombre 

premier  s t r i c t emen t  s u p é r i e u r  à Pr (x ) .  

- k a  où k e s t  un paramètre e n t i e r  p o s i t i f  d é f i n i e  s u r  @V par k a ( 0 )  = O 
ème 

k a ( x )  = l ' exposant  du k  nombre premier dans l e  développement de x en 

f a c t e u r s  p r e m i e r s a s i  x>O, 

1 2 - J d é f i n i e  s u r P x  I p a r  J ( x , y )  = [ ( x t y )  + 3x i- y ]  q u i  e s t  une b i j e c t i o n  

d e @  z >( s u r  IM. 

- QI e t  Q2 d d f i n i e s  s u r L  qui  sont  l e s  fonc t ions  coordonnées de l ' i n v e r s e  

de J e t  qu i  v é r i f i e n t  donc J(Q ( z ) ,Q2(z ) )  = z  p o w  t o u t  z efN,  1 
QI(J (x ,y) )  = x  e t  Q2( J (x ,y ) )  = y pour t o u t  x ,  y  eîN- 

pour tout j  m, posons i (  j  ) = ri + a ( l G l (  j + l ) )  , p 2 ( j )  = 2 Q ( j + l )  +2, 

p l ( j )  = 3 a ( j + i ) ,  q(j) = 4 & ( j + l ) ,  p ( j )  p , ( j )  -+ p 2 ( j ) -  

Soient  N;(j) = {A1,. . . ,A 1, N;(j) = iAp2(j) t  l,.b. ,Ap( j ) }  deux 
p 2 ( i )  

a lphabe t s  e t  N ' ( j )  = N;(j) U N ; ( j ) .  

Notons, pour s e [1,21, $ ( j , t )  = n " [Q ( t & ( j + i ) ) l .  
p ( j >  s 

Noüs pouvons maintenant a s s o c i e r  à f , l a  grammaire G = ( N t  ( j ) ,  {al, 
j  

P q ( j ) , A  ) avec P 1 ( j )  d e f i n i  de l a  manière su ivan te  : 
2 

c j >  (u'<j,t>,u;~j,t))~U~(~~>alI, 
j = t j t  / t e 5 ,  + j ,  j , N j  

1 2 

où M~ s o n t  l e s  p r é d i c a t s  d é f i n i s  page T.4. 
x,y 

Posons H ( j )  = L. = L(G.), 
3 3 

Par  cons t ruc t ion  6 e s t  une grammaire monctone de type  4 ou 5 en  N'(j) 
j 2 

e t  L(G.) e s t  i n c l u s  dans {al*. Donc H e s t  b ien  une aipplicatiori de IN dans C .  11 
3 

nous p e s t e  à montrer que H e s t  s u r j e c t i v e .  S o i t  L un langage de 1.a c l a s s e  C .  

Il donc une G = (N,{a},P,A) monotone de type  i ( i = 4  ou 5 )  en N 
1 " 



- I N  1 t 1 1  2   car^ o N ~ .  p l z  N I  P = P ~ + P ~ ,  Posons i l  = 5-i  b O ,  p2 - 
2 

q  = / p l ,  N; = {A l . . . A  1. N i  = A } e t  N '  = NiUN;. 
p2 P  

S o i t  h  une b i j ec t io i i  de dans N I "  v é r i f i a n t  h(A) = A?,  h ( a )  = Al,  

h(N1) = N' e t  h(NÎ) = Ni \ A .  I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que l a  grammaire I 

G 1  ( N I  ,{a},Pf { ( A ~ , ~ ) } , A ~ )  avec Pl = { ( h ( u ) , h ( v ) ) / ( u , v )  c P)  e s t  équivalenft  

à G e t  monotone de type  i en N v  Numérotons de façon a r b i t r a i r e  l 'ensemble P l ,  
a 

2 

en notant  : Pl = O {(uA,vi ) l .  
s=l  

i l  p2-2 P  4  J(n (nA),n ( v o l  
Posons j '  = 2 3 5 7* L ~ r ( 4 t s ) l  P s 

O s-1 

Comme tous  l e s  c o e f f i c i e n t s  des  f a c t e u r s  premiers son t  des  e n t i e r s  posi- 

t i f s  ou n u l s ,  jg e s t  s t r i c t emen t  p o s i t i f  e t  j  = jb-1 a p p a r t i e n t  àfN. 
O 

Montrons que L(H(j ) = L. Pour o b t e n i r  ce  r é s u l t a t ,  ~ ~ o u s  a l l o n s  v é r i f i e r  O 

que l e s  grammaires G e t  G 1  co ïnc ident .  
j  O 

Nous obtenons en e f f e t  : 

ce q u i  e n t r a î n e  N1(j  = N;, N 1 ( j  ) = N i ,  N 1 ( j o )  N t ,  P /~ '1+1 e t  G 
2 O 1 O l 

monotone de type i. 

Pour t o u t  s e Cl,ql,  en posant s1  = s t 4 ,  nous obtenons l a  r e l a t i o n  

su ivante  : 

( 1 )  slG&jb) = J ( n  ( u l  1, n  ( v l  1). 
P S  P S  

S o i t  ( u 1 , v V )  une r è g l e  de P t ( j Q )  \ {(Al,a)).  

- .. 
11 e x i s t e  s e [ l , q l  t e l  que u1  = n  l ( ~ l ( s l ~ ( j ~ ) ) )  e t  v q  n  ' ( ~ ~ ( s ' ~ e ( j 6 ) ) ) r  

P P  

ce qu i  e n t r a î n e  d ' ap rè s  L a ' r e l a t i o n  (1) e t  comme n  e s t  une b i j e c t i o n  u l = u  e t  v l = v  
P  S S 

donc ( u f , v ' )  e s t  une r è g l e  de P l .  



Réciproquement, s o i t  ( u l , v ' )  une r è g l e  de P t .  La r e l a t i o n  ( 1 )  donne 
S S 

- - 
u t  = n 1 ( Q l ( s v a ( j 6 ) ) )  e t  vS = n 1 ( ~ 2 ( s l a ( j b ) ) ) a  En o u t r e  M:, (uS,vS) est 
s P P 1 2  

v g r i f i é e  e t  s '  e [5,4tq], donc ( u l , v S )  e P T ( j 0 ) .  
S 

Nous en déduisons que P z ( j  ) = Pt  e t  donc 1,(&(jO)) L(G') = L(G). O 

H e s t  b i en  une a p p l i c a t i o n  s u r j e c t i v e .  

t 
S o i t  R = i x  e l a )  I x Ç ~ ( L ( x ) ) l .  

4- 
x e R s i  e t  seulement s i  x é H ( ~ ( X ) ) .  Comme x e {a )  , nous pouvons 

e f fec t ivement  c o n s t r u i r e  l a  grammaire monotone de t ype  4 ou 5 q c i  engendre 

H(&(x))  e t  déterminer  s i  x e l i (L(x))  (p ropos i t i on  111.21, Donc R e s t  r é c u r s i f .  

Supposons que R appar t ienne  à C e  Comme H e s t  s u r j e c t i v e  , il e x i s t e  j e N t e l  
j  que R = H( j 1. En prenant  x  = a ,nous obtenons une c o n t r a d i c t i o n  : a' e H( j ) = R 

s i  e t  seulement s i  a j  6 FI( j ) .  

Donc R n q a p p a r t i e n t  pas  à C e t  nous pouvons 6noncer : 

Propositaon 111.3 La c l a s s e  C e s t  s t r i c t emen t  i n c l u s e  dans l a  c l a s s e  des  
s ensembles r é c u r s i f s  de { a )  . 

Intéressons-nous maintenant aux grammaires monotones de type  1 q u i  

sont  des  ca s  p a r t i c u l i e r s  de grammaires monotones de type  4.  

L C  fic e s t  un langage con tex tue l  s i  e t  seulement s ? i l  

e x i s t e  une grammaire monotone de type  I qu i  l ' engendre .  

Démonstration ------------- S o i t  G = (N,T,P,A) une grammaire monotone de type  1 en N 2 * 

Dkpprès l e  lemme 1.4 ,  nous pouvons supposer q u ' e l l e  e s t  standax~cl. Neus pouvons 

donc app l ique r  l e  lemme 111.2. S o i t  G 1  = (N,T,Pf,A) l a  g r a m a i r e  obtenue. Alors  
.Ir 

( u , v )  e Pt (1 NÎ x implique v e T UN,&. Donc, A w m e  w e v:. L ~ S  

r è g l e s  appar tenant  à W W x N2 ne peuvent donc pas  etrs u t i k i s é e s  dans l e s  1 2  
d é r i v a t i o n s  à  parti^ de l 'axiome A. Posons Pw = P T  \ N N 

3. 2 
x N2 e t  G i q  = (N,T,P",A), 

Alors ,  (u",vP') e Pu implique 1(vs '3  2 e ( u f t ) s  Donc L ( G )  = i ( G 9  2 L ( G W )  e s t  un 

langage con tex tue l .  

Réciproquement t o u t e  grammaire c o n t e x t u e l l e  G = ( N , T , I , A )  e s t  monotone 

de t ype  1 en N. En e f f e t  ( u , v )  e P implique lNN(u) = l ( u )  s e ( v j  - %(VI. 



En f a i t  comme au c h a p i t r e  précédent ,  nous ob t iendrons  un r é s u l t a t  

p l u s  f o r t ,  en montrant q u ' i l  s u f f i t  de cons idé re r  uniquement l e s  r è g l e s  où 

ne f i g u r e  aucun t e rmina l  

Nous u t i l i s e r o n s  l a  p ropos i t i on  111.4 a i n s i  qu'un lemme p ré l imina i r e  

r e l a t i f  à une grammaire G = (N,T,P,A) e t  à PN = { ( u , ~ )  e P / e ( v )  = O}. 
7- 

Lemme 111.7 S i  P e s t  monotone de type  1 en N 2 ,  il e x i s t e  une grammaire N 
G 1  (N1,T,P',A) équiva len te  à G t e l l e  que : 

( 1 )  Ph, = {(TJ,V) e Pl / e T ( v )  = O} s o i t  monotone de type  1 en N$ c N ' .  

( 2 )  PT = {(u ,v)  E Pl / %(VI  > Q} s o i t  i n c l u s  dans N;kN1 >: V ' i t  en posant v 1  = N ' U T ,  
2  

Démonstration ------------- A N1 f a i s o n s  correspondre biunivoquement 6 1 = E NI} 
d i s j o i n t  de V .  Posons N t  = N2U fi1, V i  = N b  U T ,  N 1  = N 1  U N  V 1  = N ' U  T e t  

2 2 1' - - 
dé f in i s sons  llhomomorphisme h de V1* dans vk pa r  h(Ë1) = El pour t o u t  El E N1, 

h(X) = X pour t o u t  X r V v  \ NI. 

Posons P1 = { ( u , v l )  / (u ,v )  e PN e t  h ( v l )  = VI 
N ' 

- 
pi = { ( u l E l ~ v l )  / (u1E1,v) E PT, E 1 e N ~ ,  h (v1)  

P i  = Pb U p i ,  P' = Pi;, U P i  e t  G 1  ( N T  , T , P ~  , A ) ,  

La p r o p r i é t é  ( 2 )  e s t  v é r i f i é e  p a r  cons t ruc t ion .  

De P lus ,  comme Peut t o u t  ( u , v 1 )  B PM,, % , ( V I )  >- .C ( ~ ( - J I ) )  2 ( u )  = 
2 V2 N2 

1 , (LI),  P i ,  e s t  monotone de t ype  1 en N 1  
N, 2  

Montrons maintenant l ' équ iva l ence  e n t r e  G e t  G ' ,  en u t i l i s a n t  les deux 

p r o p r i é t é s  : 

.L ,, * 
( a )  S i  A W a l o r s  PA 7 W' pour t o u t  W 1  v é r i f i a n t  h(W1) W .  G G 

-L * 
(b) S i  A % W 1  a l o r s  A =-+ h(W1)- 

G 



III. 13 

Montrons l a  p r o p r i é t é  ( a )  p a r  récur rence  sur l a  langueur  k de l a  

d é r i v a t i o n  dans G .  

Supposons l a  p r o p r i é t é  ( a )  v r a i e  pour kbt  e t  considérons une d é r i v a t i o n  

de longueur t + l  en f a i s a n t  appa raz t r e  l a  de rn i è re  r è g l e  u t i l i s é e  : 

* 
A P . - L , W U W  

G 
W1vW2 = W avec (u ,v)  e P . S o i t  W '  t e l  que h(W7) = W = W vW 

1 2' 

Comme h e s t  un homorphisme, W '  peut s e  f a c t o r i s e r  en  W1v7W' v é r i f i a n t  h(W1) = 
1 2  1 ' 

h ( v l )  = v e t  h(W;) W2.  

S i  u  e @N2, posons ul:u ; sinon u peut s ' é c r i r e  u  E avec E 
1 1  l e N 1 :  

posons a l o r s  u'  = ulE1. Dans l e s  deux c a s  ( u l , v ' )  a p p a r t i e n t  à P1 e t  
4. n 

h(WiulW;) = W uW L'hypothèse de récur rence  permet donc dvobteni r :A q WfuTW$ 
1 2' G 1 

Comme h e s t  un homomorphisme v é r i f i a n t  h(A) = A e t  que ( u l , v f )  e P1 

implique ( h ( u l ) ,  h ( v l ) )  e P, l a  p r o p r i é t é  (b) e s t  v r a i e  a u s s i .  

Pour t o u t  x  e pk, h(x )  x .  Donc l e s  p r o p r i é t é s  ( a )  e t  (b) en t r a rnen t  

l ' équiva lence  des grammaires G e t  G ' .  

Nous pouvons maintenant énoncer : 

Propos i t ion  111.5 S o i t  G = (N,T,P,A) une grammaire à s t r u c t u r e  de phase. 

S i  PN = { ( u , ~ )  e P / eT(v )  = O }  e s t  monotone de type  1, a l o r s  L(G)  e s t  un 

langage contextue l .  

Démonstration ------------- I l  e x i s t e  N 2  C N  t e l  que PN s o i t  monotone de type 1 en N 2 .  

D'après l e  lemme 111.7, nous pouvons supposer que P e s t  i n c l u s  dans N"N2 x W. T 

Prenons d e t  d d V e t  posons T t  = T U { d l ,  N i  = N2 U { d l ,  V$ N: U T I ,  N 1  = N i  V N i ,  
V '  = N '  U T' , 
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p i l =  {(u,dtv) / (u ,v)  e pT9 t = e (u ) ,  U {( i i , a ) )  
N2 

et 6' = (N' , T t  ,Pt  ,A). 

Comme P e s t  i nc lus  dans N " N ~  X V" e t  que e N;, P;, est  i n c l u s  dans 
T 

NhN; x V;V* e t  G '  e s t  monotone de type 1 en N '  La p ropos i t i on  111.4 permet a l o r s  
2 ' 

d ' a f f i rmer  que L(G1) e s t  un langage contextue l .  

Notons h le homomorphisme de V'>k dans @ d é f i n i  pa r  h(db = h(d )  = A e t  

h(X) = X pour t ou t  X e V .  

-ic 
Comme ( u t  ,VI )  E P' implique h ( u 1 )  7 h ( v r ) ,  que h e s t  un homomorphisme 

v é r i f i a n t  h(A) A e t  que h(Tf*) = 'Pc, W '  e L(G1) e n t r a l n e  h W ' )  e L(G), 

Donc h ( L ( G 1 ) )  e s t  i n c l u s  dans L(G). 

Pour é t a b l i r  l ' i nc lus io r i  i nve r se  nous u t i l i s e r o n s  l a  p rop r i é t é  su ivan te  : 

* 
( a )  S i  A 3iq W ,  a l o r s  il e x i s t e  W q  e V'3ktel  que 1 (WB) = O $  h(WQ) = W e t  

G 
rir 

d 

A W f .  (Nous écr ivons 1 (W') à l a  p lace  de e ld l (W' ) ) .  
G d  

Démontrons l a  p rop r i é t é  ( a )  pa r  récurrence s u r  l a  longueur k de l a  

dé r iva t ion  dans G .  

S i  k=O, W = A = h(A). Comme 1 (A) = O il s u f f i t  de prendre W v  = A. d  

Supposons l a  p r o p r i é t é  ( a )  v r a i e  pour k6 t ,  e t  considérons une d i r i v a t i o n  

de longueur t tl ,  03 nous f a i sons  a p p a r a î t r e  l a  d e r n i è r e  r è g l e  u t i l i s é e  : 

3; 
A W1uW2 q" W1vW2 = W avec (u ,v )  e P. 

>k 
D'après l 'hypothèse de récur rence ,  il e x i s t e  Wu v é r i f i a n t  A w " 9  

l d (wU)  = O e t  h(W1!) = W1uW2. Donc W" peut s e  f a c t o r i s e r  en W"u"W2 avec h ( ~ ï )  = Wl, 
1 

h(u") = u e t  h(Wy) ; W î .  Comme u e Nt e t  que ed(u1')  = O ,  U" a p p a r t i e n t  à N 1 f  e t ,  
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* -s 
en employant l e s  r è g l e s  de P nous obtenons un  d u avec r = e ( u w ) .  O ' d 

(u ,v)  e s t  une r è g l e  de P ,  donc il e x i s t e  v' e V" vérifian: h ( v t )  = v , 

e d ( v l )  = O e t  ( u , v l )  E P r ,  e t  nous obtenons dans G ' ,  l a  dé r iva t ion  su ivan te  : 

Posons W 1  = w"zSv'w2. I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que h(Wt ) = W e t  
1 

ed(W1) = O .  Donc l a  p r o p r i é t é  ( a )  e s t  b i en  v é r i f i é e .  

S i  nous prenons W e L(G), l a  p r o p r i é t é  ( a )  e n t r a l n e  l ' e x i s t e n c e  de 
J- 

W t  e (T W {dl)* v é r i f i a n t  h(Wt ) = W e t  A W 1  . Il s u f f i t  a l o r s  de. remplacer 
G 

dans W '  l e s  d par  d  en u t i l i s a n t  l a  r è g l e  (d  ,d) , pour obf e n i r  W" e TI* v é r i f i a n t  
n n 

h(Wft) = h(W1) = W e t  A 7 W '  7 W f f .  Donc L(G) e s t  i n c l u s  dans h(L(G9))  e t  

Les homomorphismes q u i  ne sont  pas  A-l ibres ,  ne conservent pas ,en gén6ra2, 

l e s  langages contextue ls ,  Cependan t , s l i l  e x i s t e  k t e l  que,pour t o u t  x c L ,  langage 

con tex tue l ,  e ( x )  f k x R(h(x ) ) ,  a l o r s  h(L) e s t  encore un langage contextue l  

CGGI page 5701. 

Posons t = sup R ( u )  -t 1 e t  T' = T u ( 2 ) .  
O (u,v)eP N2 T 

Il e s t  s a lo r s  , f a c i l e  de v é r i f i e r  que ,pour t o u t  ( u t  ,v '  ) e P P  \ { ( d g d ) )  

e - c v v )  6 t X e T ( ~ ? ) .  
T' O 

* 
Nous en déduisons que , s i  A 7 W 1  avec ld (Wi )  = O ,  a l o r s  

G 

En e f f e t ,  ra isonnons pa r  récur rence  s u r  l a  longueur i de l a  d é r i v a t i o n .  

s i  i.0, W t  = A e t  e- (A) = %(A) = 0. 
T ' 

Supposons l a  p r o p r i é t é  v r a i e  pour id e t  considérons l a  dé r iva t ion  : 

* 
A 7 u U ' U  - u V ' U  de longueur 41-1 avec ( u l , v l )  e P l .  G 1 2 G  1 2  
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Comme e d ( v V )  = O ,  u '  # d ,  ( u l , v l )  e P' \ { ( d , d ) l ,  

( v )  t x l T ( v l )  e t  l- ( u l )  = e T ( u l )  = G. 
O Tl 

En u t i l i s a n t  l 'hypothèse de récur rence ,  nous obtenons : 

1 ( U  u 1 = 1- (uluVu2) L ta x t (U u f u 2 )  = ta x tT(u1u2) donc 1- (Y') = - 1 2  
T '  T '  

T 1 T l  

Jc , 9: 
S o i t  x1  E L(G'1. Il e x i s t e  x' e T';k e t  une d é r i v a t i o n  A -( xt===-9 x ' ,  

G G ' - 9c 
Comme l a  dé r iva t ion  x1 7 x l n ' u t i l i s e  que l a  r è g l e  ( d  ,d) , nous obtenons 

Donc L(G) h(L(GV))  e s t  un langage contextue l .  

En prenant l e  cas  p a r t i c u l i e r  où P e s t  monotone de type 1 en N N 
( l e s  r è g l e s  de P son t  de longueur c r o i s s a n t e )  nous retrouvons un r é s u l t a t  

N 
de Ginsburg e t  Greibach. 

Corollaire ,111.1 C G G l l  S o i t  G = (N,T,P,A) une grammaire à s t r u c t u r e  de 

phrase.  S i  dans t o u t e s  l e s  r è g l e s  de longueur s t r i c t emen t  déc ro i s san te ,  f i g u r e  

au moins un te rmina l ,  a l o r s  L(G) e s t  un langage contextue l .  



Deuxième Par t ie  

CARACTERISATION DE LANGAGES DETERMINISTES 



Chapitre IV 

A P i  - GRAMMAI RES ET C-LANGAGES DETERMIN I S T E S  . 

Dans ce chapitre, nous donnons une double caractérisation grammaticale 

des C-langages déterministes. Tour cela, iious introduisons les AP1-grammaires 

qui généralisent les C-grammaires A-libres et les AP2, AP3-grammaires qui con- 

tiennent les C-grammaires mises sous forme normale de Greibach [GR]. En fait, 

ces grammaires engendrent les C-langages. Nous définissons sur les déri- 

vations de longueur 1 des conditions de déterminisme et nous obtenons les 

APi-grammaires déterministes qui généralisent les s-grammaires CKHI'. Nous 

montrons que les notions de dérivation la plus à gauche et de grammaire réduite 

s'étendent aux APi-grammaires. Ensuite, à l'aide de résultats concernant les 

automates à pile de mémoire déterministes, nous obtenons la double caractérisation 

annoncée ainsi que celles des langages LL(1) [LSI et des langages reconnus par 

les automates complets déterministes A-libres. 
e 

Soierit G = (N,T,P,A) une grammaire à structure d~: phrase, N2 C N, 

NI = N \ N2, II = N U T  et VI!  = N 2 U T .  

Nous dirons que G est une 

G sera une Api-graBRd.ire s'il existe une partie N de N telle que G soit 
2 

une APi-grammaire en N (i=1,2,3). 2 

Toute APi-grammaire est une AP1-grammaire. En fait,ces trois types de 

grammaires sont équivalentes. 



Montrons en effet : 

Proposition IV.1 L est un C-langage si et seulement s'il existe une A?:-gramail ï 

qui engendre L \ { A ) .  

Démonstration ------------- Si L est un C-langage, il existe une C-grammaire G = ( N , T , P , A )  

sous forme normale de Greibach, qui engendre L \ {A). Donc P c N x TVk et Ü est 

une APi-grammaire en N. 

Réciproquement, soit G = (N,T,P,A) une APi-grammaire en N,. Considérons 
?, 'b ?, % % 

& 

la grammaire G = (N,T,P,A) avec P = {(u,v)/(u,v) e Pl. Posons N = N \ N2. L1ensemhlr 
>L 

1 
{(x,y) e P / x # N et 1 (y) = 0) est monotone de type 2 en N D'après la proposition 

>L 
1 T 7 2 ' 

11.2, L(G) est un C-langage et L(G) = L( ) aussi. 

Etendons aux APi-grammaires la notion de dérivation la plus à gauche, 

définie pour les C-grammaires. Soit G = (N,T,P,A) une APi-grammaire. Nous écrirons 

u -4 v si u et v se factorisent respectivement en u xu et u yu avec ul e T*. et 
G * 1 2  1 2  

g - 
(x,y) e P. =-=+ désignera la clôture transitive de % . 

G 

+ O 
Posons P (G) = {u e N / 3 v e V'k tel que (u,v) e Pl, et pour x e N N 

i3 

et a e T, notons 

- DG(x,a) = {y c P / x -Gr, ayl 

G est une Api-grammaire déterministe (en Ne) si et seulement si c'est 

une APi-grammaire (en N ) et si elle vérifie la propriété : 2 

(D) v x Ç P (G), V a c ~,I~~(x,a)l + 6 1. 
g 

Montrons qu'à l'instar des C-grammaires, pour toute APi-grammaire 

G = (N,T,P,A), si W e L(G), il existe dans G une dérivation la plus à gauche 
-L 

A -4" W. Nous utiliserons un résultat intermédiaire. 
G * 

Lemme IV.l + 
Si u u W e T avec u2 e V2Y", alors il existe W W2 tels que 

1 2 G  1 ' * * 
W = W1W2, u1 7 Wl et u2 7 W2 en utilisant les mêmes règles que dans la déri- 
vation initiale. 



Démonstration ------------- Raisonnons pa r  récur rence  sur la  longueur k de l a  dé r iva t ion .  

S i  k=O, il s u f f i t  de prendre W1=ul e t  W2=u2. 

Supposons l a  p r o p r i é t é  v r a i e  pour kdp et considérons une d&x4vation 

* O O 
u u - W de longueur p + l .  So i t  (x ,y)  l a  première r è g l e  u t i l i s é e .  C o r n  x e N2H1 
1 2  G * 

e t  que u e V2V , x e s t  un f a c t e u r  de u ou de u2. Distinguons l e s  deux cas .  2 1 

* 
- U, = U'XU".  Posons t = ulyu" ,  Nous obtenons l a  dé r iva t ion  u u =--+ % u ,iC - 1 1  1 1 1  1 2  e 1.2 G * 

D'après l 'hypothèse  de récur rence  appl iquée à l a  dé r iva t ion  t u -=+ W de  longue*^ 
1 2  G 

3r -/p 
p, W s e  f a c t o r i s e  en W W tels que u =-=+ t - W e t  u - W 1 2  1 G  1 G  1 2 G 2'  

- u = u'xu". Posons t2  = u'yu". u; e V2Yd< U { A }  e t  y e v2@ donc t2 s Y2W e t  2 2 2 2 2  * 
l 'hypothèse de récur rence  implique que W = W W avec u 4 W e t  u2 .G, t2 1 2  1 G  1 

* * 
Lerne 1V.2 Soient  u E @ e t  W c T*. S i  u W ,  a l o r s  u W e n  u t i l i s a n t  

l e s  mêmes r è g l e s ,  

Démonstration ------------- Soi t  k l a  longueur de l a  dé r iva t ion .  S i  k=O nous avons i m m é -  
7k 

diaternent u W .  

Supposons l a  p r o p r i é t é  v r a i e  pour ksp e t  considérons une dé r iva t ion  de 

longueur p t l .  

So i t  ( x , y j  l a  première r è g l e  u t i l i s é e .  u s e  f a c t o r i s e  en u xu e t  nous 
1 2  * 

avons l a  d é r i v a t i o n  : U = U X U  v u y u  1 2  G 1 2 T W *  

y o v2*. donc d r a p r è s  l e  lemme I V . l ,  W s e  f a c t o r i s e  en W  W t e l s  que 
1 2  * * 

u ===9 W1 e t  yu2 7 W2.  En u t i l i s a n t  l1hypothèse  de r écu r rence ,  nous obtenons 
1  G 
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Etendons a u s s i  aux APi-grammaires l a  notion de grammaire ~ é d u i t e ,  

Pour x e P (G), nous d i rons  que A dépend de x s ' i l  e x i s t e  dans G une 
g * 

dér ivat ion  A - uxv avec u, v e V*. Nous d i rons  quP une r è g l e  (x,y)  e P e s t  
G * * 

utilisable s ' i l  e x i s t e  une dér iva t ion  A 7 uxv 7 uyv v W avec u ,  v e V* G 

e t  W e T*. 

G s e r a  pré-réduite s i  e t  seulement s i  A dépend de tous l e s  éléments de 

P (G), e t  sera  réduite s i  e t  seulement s i  t o u t e s  l e s  r è g l e s  de P sont  i a t i l i sab les  
8 

Lemne IV .3  Pour tou te  APi-grammaire (dé te rmin i s t e ) ,  il e x i s t e  une APi-granunail-e 

(dé terminis te)  pré-réduite  équivalente.  

Démonstration -- ------ ----- Soient G = (N,T,P,A) une APi-grammaire e t  x e P g ( G ) .  

Prenons d 4 V e t  posons T ' = T U i d )  

P I  = P U {(x,d)} V {(B,a) / B e N ,  a e 

La grammaire G 1  = (N,T1 ,Pt  ,A) e s t  une APi-grammaire donc L ( G 1 )  e s t  un 

* 
S i  A dépend de x dans G ,  il e x i s t e  u, v e @ t e l s  que A uxv donc 

G * * 
A u x v ~  udv W dW avec W W2 e T* e t  L(G') fl@ {dl  T* # 8 .  G 1 2  1 ' 

* 
Réciproquement, si A 7 W dW avec W W 6 T*, l a  r è g l e  ( x ,d )  a é t é  

1 2  1, 2 

u t i l i s é e  une seu le  f o i s  e t  en regroupant l e s  r èg les  de P au début de l a  d & r i v a t i o c ,  
* * 

nous obtenons A 4 uxy 7 W dW Donc A dépend de x s i  e t  seulement s i  
G 1 2 '  

L = L(G1) n ?ck{d)'l? # 0 ce qui  e s t  décidable ca r  L e s t  un C-langage, 

Notons Xo l'ensemble des éléments de P (G) dont dépend A dans G e t  
g 

considérons l a  grammaire G = (N,T,PO,A) avec P = {(x ,y)  e P / x E x~]. 
O O 

Po C P  - donc Go e s t  une APi-grammaire, L(GO) c L ( O )  - e t  s i  G e s t  dé ter -  

min i s t e ,  G l ' e s t  auss i .  O 



* 
Toute r è g l e  (x,y) u t i l i s é e  dans une dér iva t ion  A c u ,  appar t i en t  à 

G 

Po. Donc L(G) = L(GO) e t  Go e s t  b ien  pré-réduite .  

Nous obtenons de m ê m e  : 

L~IWW I V . 4  Pour t o u t e  APi-grammaire (dé terminis te) ,  il e x i s t e  une APi-grammaire 

(dé terminis te)  r é d u i t e  équivalente,  

~ é m o n s t r a t  ion  ------------- Soient  G = (N,T,P,A) une APi-grammaire en N2 e t  ( ~ , y )  une règ le  

de P. Montrons q u ' i l  e s t  décidable de déterminer s i  (x,y)  e s t  u t i l i s a b l e  dans G. 

Pour c e l a ,  prenons d 4 V e t  considérons l a  grammaire G '  = ( N  ,T' ,Pt ,A) avec 

T t  = T U {d)  e t  Pt = P U {(x ,dy)) .  S i  (x ,y)  e s t  u t i l i s a b l e  dans G ,  nous avons l a  

* * 
dér ivat ion  A uxv uyv - W e *. Conme y e v2W, d'après l e  lemme I V . l ,  

G G G * * 
W se  f a c t o r i s e  en W W t e l s  que u 7 W1 e t  yv W2. Nous obtenons donc dans G '  1 2  * * * 
l a  dér iva t ion  A uxv 7 udyv 7 W dW Réciproquement s i  A -G;> W dW avec G G 1 2' 1 2  

W ,W e T*, l a  r èg le  (x,dy) a  é t é  u t i l i s é e  une f o i s  e t  une seu le  e t  nous avons l a  
1 2  * * * * 

dér ivat ion  A 7 uxv q udyv W dW ce qui  implique u 7 W1, yv k12 
G G G 1 2  * * 

e t  A 7 UV 3 uyv =-9 W W e * donc l a  r èg le  (x,y)  e s t  u t i l i s a b l e  dans G. 
G G 1 2  

Donc (x,y) e s t  u t i l i s a b l e  dans G s i  e t  seulement s i  L(G1) n p { d )  @ # $ 

ce qui  e s t  décidable puisque T* {d) e s t  un K-langage, 6 '  une APi-grammaire en N 2  

donc L(G') un C-langage. 

Notons P o C  P l'ensemble des r è g l e s  de P u t i l i s a b l e s  dans G e t  

Go = (N,T,PO,A). Go est une APi-grammaire en N e t  L ( G ~ )  c L(G). Comme tou te  2  - 
* 

dér ivat ion  A - W e T" n ' u t i l i s e  que des r èg les  de Po, t o u t e s  l e s  r èg les  de Po 
G 

sont u t i l i s a b l e s  dans Go e t  L(G) C L(G 1. De plus ,  comme Po C P ,  s i  G e s t  déter-  - O 

ministe,  Go l ' e s t  a u s s i .  



Montrons un premier résultat liant les APi-grammaires déterministes 

et les C-langages déterministes. 

L ~ F !  I V . 5  Tout langage engendré par une APi-grammaire déterministe est un 

C-langage déterministe. 

Démonstration ------------- Soit G = (N,T,P,A) une APi-grammaire déterministe en N 2 ' 

Nous pouvons supposer, sans nuire à la généralité de la d6monstration, que 

Considérons un automate' à pile de mémoire M = (Q,T,Z,~,Z~,A~{Z~}) 

avec Q = N U {q,z } (q,zo étant de nouveaux symboles d VI, Z = N U {zO} et g O 

définie de la manière suivante : 

'L 
- V ~ ~ T ' > V B ~ N  : g(B,b,zo)= {(q,zOY) / Y DG(B,b)} 

- V B e Z  : g(q,A,B) = {(B,h)}. 

Comme la grammaire G vérifie la propriété (Dl, l'automate à pile de 

mémoire M est quasi-déterministe et T(M) est un C-langage déterministe. Montrons 

maintenant que T(M) = L(G). 

O Soient z e N, b e T et y e M. S'il existe dans M le mouvement suivant : 

'L 'L 
alors d'après les transitions de M : zy 7 by! 

Nous en déduisons immédiatement la propriété : 

* 'L >k 'L 
(1) V W e *, V y e N*lq,W,zoy) (q,A,zoy') implique y .--, G Wy'. 

O 
Réciproquement si y by' avec b e T , y, y' a fi, nous avons dans G 

% * % 
M le mouvement (q,b,zoy) (q,A,zoy') et nous obtenons la propriété : 

'L gc % 
( 2 )  y % "yv avec w e F, y, y' e @ implique (q,W,z0y) (q,A,zg') 



- Prenons W e T(M). Nous avons dans M l e  mouvement : 
* 

(A,bW1 ,zo)  (q,wl .z$) 9 <q,A,z,) In (z,,A,A) 

'b 
avec b o T', bW' = W e t  DG(A,b) = {y}. Nous obtenons, en u t i l i s a n t  l a  p r o p r i é t é  

2, * 
(1) : A 7 by 7 bW' = W donc W o L(G). 

- Prenons W c L(G).  après l e  lemme IV.2, il. e x i s t e  une dé r iva t ion  A by G 

bWy = W ,  avec b L T', y e N)t e t  DG(A9b) = {y}'  

Donc, d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  (2 ) ,  nous obtenons dans M : 

* 
( A , ~ W ~ , Z ~ )  ( 4 . w ~ . ~ o ~ )  ( ~ , A , z , )  (z,,n,A) e t  = bwl E T ( F ~ ) .  

Montrons maintenant que t o u t  C-langage dé t e rmin i s t e  s u i v i  d'un double 

marqueur de f i n ,  e s t  engendré p a r  une AP2-grammaire dé t e rmin i s t e .  Pour c e l a ,  nous 

u t i l i s e r o n s  un c e r t a i n  nombre de lemmes r e l a t i f s  aux automates à p i l e  de mémoire 

dé t e rmin i s t e s .  

Rappelons d'abord quelques not ions  concernant ces  automates. S o i t  

M = (Q,T,Z,g,zO,qO,F) un automate à p i l e  de mémoire dé t e rmin i s t e .  

cl& 
Nous é c r i r o n s  (q,W,y) (q l ,W' ,y ' )  s i  

-Zr 
(q,W,y) $ ( q v  , W v  , y ' )  e t  s i  g(q l  ,A,.> = 9 pour z e Z t e l  que yl:y"z. 

d3; 
Td(M) désignera {W r @ / 4 q o F t e l  que (qo,W.zo) (q,A,y)} 

e t  W l t au toma te  (Q,T,Z,g,zo,qO ,Q\F). 

Nous d i rons  que M e s t  sans boucle s i  Tà(M) U T ~ ( W )  = @. 

Remarquons que M e s t  sans boucle s i  e t  seulement s i  V W e T*, 3 q c Q ,  

d* 
y e Z* t e l s  que (qo,W.zo) (q,A,y). De p lus  q e t  y sont  uniques. 

Considérons maintenant M = (Q,T,Z,g,zo,qo,F) un automate à p i l e  de 

mémoire non nécessairement dé t e rmin i s t e .  



Le couple (q,y) e Q x @sera dit accessible dans M slii existe w e @ * 
et y' e Z* tels que (qo.W.z(l) (qyAYy'y). 

IV.6 Il est décidable de déterminer si un couple (ql,y) e Q x Z* est 

accessible dans M. 

Démonstration ------------- Soit M = (Q,T,Z,g,zQ,qg,F) un automate à pile de mémoire. 

Si y = A notons M' l'automate ( Q , T y Z ~ g y ~ o y q o y ~ q ' ~ ) ~  

Sinon y se factorise en z ... z avec z e Z pour i e Cl,pl. 
P 1 i 

Prenons d 6 T, ql, ... q e Q. Posons T' = T U{d), Q' = Q u{q l...q 1 et consi- 
P P 

dérons l'automate à pile de mémoire Mt = (QI ,Tt ,Z,gl ,zoyqo,{qp}) où g8 est définie 

Par 

- v q e ~ , ~ b e ~ O , ~ z e ~  g1(q,bYz) = g(q,b,z) 

- g'(q' ydyzl) = {(ql,A)} 

- g'(qiyAyzi+l) = {(qi+l,h)} pour i e Cl,p-il 

- gl(q,b ,z) = 0 partout ailleurs. 

Si (ql,y) est accessible dans My il existe W e Tyc et y' e Z* tel que 

Réciproquement si W' e T(M1), alors il existe y' e Z* tel que 

* 
(%,Wf ,z0) b, (s,A,yl ) et nous avons obligatoirement w'= Wd avec W e T* et 

* * 
(qoyWd,zo) q Y ) 9, (P~.A.Y' 

P 

Donc (qf,y) est accessible dans M si et seulement si T(Mt) est non vide 

ce qui est décidable puisque T(Mt) est un C-langage, 



S i  M e s t  dé t e rmin i s t e ,  nous obtenons l e s  t r o i s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

L e m e  IV.7 Un automate dé t e rmin i s t e  M e s t  sans  boucle  s i  e t  seulement s i  

V ( q , z )  e Q x Z a c c e s s i b l e  dans M a  il e x i s t e  ( q ' , u t )  e Q x  tel que 

Gémonstrat ion  ------------... Supposons M sans  boucle e t  considérons ( q , z )  e Q x Z 

acces s ib l e  dans M. I l  e x i s t e  donc W e ? e t  y e Z* t e l s  que 

* 
( ~ , . w ~ z , )  /M ( ~ . A , Y z )  ( i l  

Mais comme M e s t  sans  boucle ,  il e x i s t e  qf  e Q, y >  E Z' t e l s  que 

df: 
(qo.W9z,) (4 '  > A , Y '  ) ( i i ) .  

On ne peut  p lus  f a i r e  de mouvement simple à p a r t i r  de l a  conf igura t ion  

d* 
( q r  , h , y l )  donc, comme M e s t  dé te rminis te  ( i )  e t  ( i i )  en t r a inen t  (q,A,yz) /M ( q ? , A , y 9 i ,  

e t  il e x i s t e  ql, . . . , q  e Q ,  xl,.. . 'xr e Z* t e l s  que q ; ql, yz = xl, pr = q ' ,  
r 

x r = y '  e t  (qi.h,xi) (qi+lsA,xi+l) pour i e E1,r-lI. 

Distinguons deux cas  : 

-t d* @ Y i c [î,rl ,xi = y x i  avec x '  e Z donc ( q , h , z )  (q '~h3x; ) .  
i 

@ 3 i E [1,r1 t e l  que x = y .  So i t  i l e  p l u s  p e t i t .  Nous obtenons i O 

Réciproquement, montrons p a r  récur rence  s u r  l a  longueur i de W ,  que 
d* 

v w e T*, ql î Q e t  yl e Z* t e l s  que (qoaW,zo) CM (q1,A9y1). 

S i  i = O ,  W rn A c ' e s t  v r a i  par  hypothèse. 

Supposons l a  p r o p r i é t é  v r a i e  pour i d  et prenons W = W1a avec &(Y') = 1 

e t  a e T. 

D'après l 'hypothèse  de récur rence ,  3 q2 e Q e t  y2 e Z* t e l s  que 

d$c 
z $ (s,.A,y,)* 



De plus ,  comme M e s t  dé terminis te ,  l a  p i l e  ne peut pas ê t r e  v ide ,  donc 

y2 e Z' e t  s e  f a c t o r i s e  en y '  z avec z e Z e t  g(q2,A,z) = 0. 2 

Posons g(q2,a ,z)  = (q" ,y f f ) .  Nous obtenons : 

S i  uff = y l y f f  e Z ,  nous avons p a r  hypothèse : 
2 

d* 
( P " , A > Y ; Y ~ ~ )  (91'"~1) 

k 
Supposons l a  propr ié tg  vra ie  pour u" e Z e t  prenons y 'yl '  = u"z" 

2 
avec 

di': 
z" e Z .  (qff,z1') e s t  access ib le  dans M ,  donc (qf ' ,A,zff) (qï,A,z'i). 

d* Si  z f f  e Z+ nous avons (q" ,A,uf'zf') (q<; ,~,u"z;)  sinon 
1 

Jr 
( q ~ ~ , ~ , u f f z ~ )  ( q l ; , ~ , u ' l )  avec u'f E zk e t  l 'hypothèse de récurrence implique : 

Leme IV.8 Pour t o u t  automate à p i l e  déterministe  M ,  il e x i s t e  un automate à 

p i l e  déterministe sans boucle M '  = ( Q f , T , Z 1 , g ' , z ~ , q ~ , F T )  t e l  que T d ( M f )  = T(M1) = 

T(M) e t  qui  v é r i f i e  l a  propr ié té  : 

(V) V q1 e Q I ,  V z f  e Z' ,  g ' ( q l  ,A,zl)  # 0 -=+ 3 q i  e Q'  t e l  que g l ( q T  ,A,zl)  = (qi,A). 

~ é m o n s t r a t  ion ------------- Nous pouvons supposer que M e s t  sans boucle, que . 
T ~ ( M )  = T(M) [ ~ m p a g e  6251 e t  que g(q,A,z) = 0 pour t o u t  couple (q ,z)  e Q x Z 

non access ib le  dans M .  

S i  no = 0,  l 'automate e s t  A-libre e t  l e  lemme e s t  v é r i f i é .  Dans l e  

cas con t ra i r e ,  considérons l'ensemble B = {y e Z* / q ,  ql e Q ,  z e Z t e l s  que 

g(q,A,z) = (ql ,y)l  e t  notons t0 = sup t ( y ) .  
Y ~ B  



S i  LO = O l e  lemme e s t  v é r i f i é .  

S i  1 > O considérons (q,z)  e Q x Z. O 

Comme M e s t  sans boucle, d 'après l e  lemme IV.7, il e x i s t e  q e Q e t  1 
d* 

y1 e Z* t e l s  que (q,A,z) ( q l , A , y l ) .  Montrons que l ( y l )  6 no x lo. 

Supposons l e  con t ra i r e .  I l  e x i s t e  a l o r s  un mouvement : 

(q,A,z) = (qlsA,y1zl) 9 ( q 2 ¶ A > ~ 2 z 2 )  ( s ~ ~ Y ~ z ~ )  ' ( ~ ' , A , Y ' )  

avec y e z*, z e Z i i 

e t  &yi)  < no x 1, 6 l ( y  1 pour i e [13n-11. 
n 

posons : 1 = { i  e [ l , n l  / V s e Ci,nl &ys) 2 &yi)}. 

l e s  éléments de 1 avec k = 111 Notons : il, ..., 1 k et i j  < i j+l  POU 

j e C1,kC. 

Montrons que pour j e [l ,k [, l ( y i  ) - l ( y i  c Lo 
j t l  j 

Posons 1 { i  e l i j , i j t l 1  / &yi) c l ( y i  ) + 10}. 
j 5 

Par dé f in i t ion  de i j y '(yi. +l ) a l ( y  1, e t  par  dé f in i t ion  de eO, i 
I j 

'(yi .+I ) < e(yi ) + eo. Donc, i.tl e 1. e t  1. # 8 .  
a j 1 3 1 

Soi t  t .  l a  borne supérieure de 1 
3 j ' 

Alors V i e l t j . i j+l[ ,  l ( y i )  2 l ( y i  ) + lO > 4?(yt 1. 
j j 

En ou t re ,  s i  X(Y. ) - .&(yi ) 1 a l o r s  par  d é f i n i t i o n  de i 
l j t ~  j j+i '  

r i e  Eij+,,nl, &yi) ? & y .  ) 2 1 ,  +'(yi > &(yt 1. 
l j + l  j j 

Donc t .  e 1 e t  i < t j  c ij+ls ce qui  e s t  con t rad ic to i re ,  
1 



Comme l ( y .  ) = O e t  l ( y .  2 no x los nous en  déduisons que k > no. 
'1 lk 

Donc il e x i s t e  deux e n t i e r s  r < r1 appartenant  à l a  séquence il, ..., ik e t  t e l s  

que % = qrl  e t  zr = z r , .  O r  d ' ap rè s  (11, 

Nous obtenons donc, pour t o u t  pbO, l e  mouvement : 

* * P /M ( ¶ , , ? > ~ , Y ~ ( Y ; )  zr) 9 (q,A,z) ( S , ~ > Y ~  

d* 
ce q u i  e s t  con t r ad ic to i r e  avec (q,A,z) I q l  ,A , y f  ) . M 

Construisons maintenant l ' au tomate  M f  de l a  manière su ivante  : 

Prenons q 1  t Q e t  z; 4 Z e t  posons Y = U zi, O i=l 

Y'  = {qxz / q e Q ,  xz e Y ,  z e Z e t  g(q,A,z 1 = 01, Q 1  = Q U Y '  UIqh1 e t  

Z t = Z  UIz81. 

d* 
Soient q e Q e t  xl e Z* t e l s  que (qO,A.ZO) l n  (ql,A,xl). 

1 

NOUS prendrons F f  = F U{ql / s i  ql e F I  W ( Y '  n FY). 
O 

Comme l 'automate M ne peut v i d e r  s a  p i l e ,  x e Z+ e t  s e  f a c t o r i s e  en x f z  avec 
1 1 1  

Pour t o u t  a e T ,  nous poserons a l o r s  

i )  g p ( q v  , a , z t )  = (q , z ' x t x  ) avec ( q  ,x ) = g(ql ,a ,z l)  e t  x t x  e z + -  
O 0 2 O 1 2  2 2 1 2  

Pour t o u t  couple ( q , z )  e Q x Z t e l  que g(q,A,z) = $, nous prendrons 

i i )  g l ( q , a , z )  = g(q , a , z )  pour t o u t  a e T 

e t  g l ( q , h , z )  = $ .  



Par contre s i  g(q,A,z) # il distinguons deux cas  : 

d* - (q,A,z) IT (p,A,xz 2  ) avec z  2 e Z e t  g(p,A,z2) = O .  

Dans ce cas e (xz2)  i nQ x eQ e t  pxzp e Y ' ,  nous poserons a l o r s  

i v )  gq(q,A,z)  = (pxz2,A) 

e t  g l ( q , a , z )  = il V a  e T.  

Soi t  qxz e Y '  avec z e Z.  Pour t o u t  a  e T e t  t o u t  z '  e Zf,nous poserons : 

v )  gf(qxz,A,z'-1 = 0 

e t  g l ( q x z , a , z ' )  = ( p , z l x x ' )  avec ( p , x ' )  = g(q ,a ,z) .  

Achevons l a  d é f i n i t i o n  de g' en posant pour -tout q '  e Q ' ,  z '  e Z r ,  pour 

l e sque l s  g '  n ' e s t  pas encore dé f in ie ,  g q ( q ' , A , z ' )  = @ e t  g ' ( q ' , a , z l )  = ( q l , z ' )  

V a e T .  

Par construct ion M '  v é r l f i e  l a  p ropr ié t é  (V) e t , d l a p r è s  l e  lemme I V . 7 ,  

M' e s t  sans boucle. I l  nous r e s t e  à montrer que T ~ ( M ' )  = T(M1) = T ( M ) .  

Soi t  tl 1 'homomorphisme de z '* dans Z* d é f i n i  par  t ( z  ' ) A ,  1 O 

Pour q e  Q ,  y  E: z*, qy e Q V Y ' ,  b e T" e t  x  e z '+ ,  

H ( q y  ,b ,x) désignera l a  configurat ion (q,b , t l (x )y ) .  I l  e s t  f a c i l e  de 

O 
v é r i f i e r  que p o u  q '  e Q UY1,  b  e T e t  x1  e Z 'Z*  t e l s  que x'  = z; en t ra îne  

1 3. 1 

q i  e Y ' ,  nous avons l a  p ropr ié t é  : 



Prenons W e T(M1 ) . 
d* S i  W : A ,  qi, e Fi donc (qg,A,zo) (ql,A,xl) avec ql t F ex JL T i n )  

S i  W # A ,  W = aW1 avec a e T e t  nous avons dans M 1  l e  mouvement 

* d* 
(qg,awl ,zg)  (q2,N1 ,zgxix2) ( q i  ,A,Y') w e c  q' e F' 3 (qO,AyzO)  CM (q l ,A ,x i7 i i l  

g (q l>a ,z I )  = (q2Sx2)'  

D'après l a  p r o p r i é t e  (21,  nous avons dans M : 

Ji 

(92 ,W1 , x t x  1 2  ) = H ( ~ ~ , w '  ,zgx;x2) 6 ~ < q ~ , n , y ~ ) .  

Ck~mme q i  e F ' ,  H(q ' ,A,y i )  = (p,A,x) avec p e F. 

Nous obtenons a l o r s  
;k 

(40 ,awl , z0)  (ql,awl ,xizl)  9 (q2,w1 ,x jx2)  tiy ( P , A > x )  

donc T ( M ' )  c T ( M ) .  - 

Réciproquement, montrons l a  p r o p r i é t é  

d* 
S i  (q,A;y) (p,A.yl) avec y e zt ,  a l o r s  il e x i s t e  y '  1 e ZR t e l  que 

(q,A,z;y) (pyi,A,zAy;) avec yby i  = yl. 

Raisonnons pa r  récur rence  s u r  l a  longueur de l a  d é r i v a t i o n .  S i  k O  

c q  e s t  évident  puisque g(q,A , z )  = 0 e n t r a î n e  g '  (q,A , z )  = !LI. Supposons l a  p r o p r i é t é  

v r a i e  pour k k  e t  considérons une d é r i v a t i o n  de longueur k t l .  

Posons y = y ' z  avec z c Z .  Soient  p e Q e t  u e zfr tels que 
1 1 

di': 
(a,A,z) ( p l , ~ , u 1 )  - 

Distinguons deux c a s  : 

di': - S i  u # A ,  nous avons a l o r s  (q ,A,yiz)  (pl,A,ylul) e t  1 
d': 

(q,A,z6y1z) IF (plul,A,zgy' ) p a r  une t r a n s i t i o n  i v ) .  

* d* - S i  u = A ,  nous avons (q,A,yiz)  (pl,Ayl) (p ,O1) e t  
1 

gl (q ,A,z)  = (pl,A)* En u t i l i s a n t  l ' hypothèse  de récurrence,nous obtenons b i en  : 



d* 
(~,A.Z;Y) IF, (p,.A,zgyl 1 (pji9A,z~y41 

Soit W e T(M) = Td(M). 

Si W = A, q, r F donc qb o FI et comme gq(q8,A9z8) = 0, A e T ( H f ) .  
il ' 

Si W # A, W = aW1 avec a e T et nous avons dans M :  

j; d* 
(go .awv ,zo) b (q19aW1 ,xizl) b (q29W1 3xjx2) (PsA~Y,) avec P F -  

La propriété (3) implique que,si 

-1- 

(q,b,y) 6 (p2,b,u2) & (p3,A,u3) avec b e T, alors 

>'c 
(q,b,zby) hl (p3,A,z1u 1. Nous en déduisons que O 3 

d'i 
(q2,W1 ,z6xix2) (py;,A,z~y;) avec ylyl = y et py; e FI. 

2 1  1 

Comme (qb ,aW1 ,zQ) h, (q, ,W1 ,z;xix2) , nous obtenons 

Td(M) C Td(M1 ) et Td(~l) = T(M') T(M). 

Lemme IV.9 Pour tout automate à pile détermiriiste M = (Q,T,Z,g,zo,qo,F) et 
Z 

pour d d T, le langage T(M) {d 1 est engendré par une AP2-grammaire déterministe. 

Démonstration ------------- Nous pouvons supposer que Z, T U{d) et Q sont disjoints 

deux à deux et que M vérifie la propriété ( v )  (lemme IV.8),ce qui implique 

g(qo,A,zO) = 0, puisque l'automate déterministe ne peut pas vider sa pile. 

Soient A, E et S de nouveaux symboles . 

posons N = Q U{A,E,S)V Z UQ x Z U F  x (SI 

NI = Z U{S}, N2 = N \ NI 



IV. 16 

considérons la grammaire G (N, T V{d) ,P,A) 

P2 U P5 U C N2N1 N2y Po II P3 u P,+ U P7 C N  x T@,donc G est une AP2- 

grammaire en N Et corrme M est déterministe, il est clair que G vérifie la 
2 

propriété (D), donc G est une AP2-grammaire déterministe. 

Montrons que L(G) = T(M). 

Etant donné que M vérifie la propriété (v), si (q,b,z) Iz (qf,A,y) 
O * 'L 

avec b e T et z E Z alors qz 7 bq'y (en utilisant les règles de P U P2 U PB). 1 

Nous en déduisons immédiatement la propriété : 

* 'L * 'L 

(1) Si (q,W,y) (ql ,A,yl) avec y e Z* et W e @ alors qy 7 Wq'y' . 

De même, si qz 7 q1 avec q, q1 o Q et z e Z alors (q,A,z) (q' ,A,A) 

et si qz - (q,z) l ~ c ,  aq'y avec q, q' o Q, a e T et z e Z alors G 
% 

(q,a.z) JH (9' 9A.y). 

Nous en déduisons la propriété : 

* * % 

( 2 )  Si qy =$9 Wqfyl avec q, q' e Qy W e et y e  alors (q,~,%) (ql,A,yl). 

Prenons W e T(M). 

Sinon W = aW' avec a e T et nous avons dans M le mouvement : 



ce qai e n t r a î n e  l ' e x i s t e n c e  de l a  dé r iva t ion  s u i v a n t e  dans G : 

2 
Réciproquement, prenons W c L(G). Il e s t  c l a i r  que LCS) c p { d  ),done 

O 
2 

W s e  f a c t o r i s e  en Wd avec W c p. 
O 

2 
S i  W = A , (A,d ) e P e t  qo e F donc h e T(M). 

Sinon W aW1 avec a  e T e t , d l a p r è s  l e  lemme IV.2, il e x i s t e  dans G une 

dé r iva t ion  de W31a p lus  à gauche; 

avec q '  e F puisque ( ( q t , z ) , d E )  e P e t  nous obtenons dans M : 4 

% * 2, (qo,aW1 ,zO) II (q9W1 ,Y) lm ((9' 9 A 9 ~ 1  ) donc W e T(M) 

Soient  L C ~k e t  d  4 L. S i  ~ i d ~ )  e s t  engendré par  une AP2 (AP~)-granmai~e , 

2 2 
d 'après  l e  lemme IV.5, L{d e s t  dé te rminis te  e t  L = {W e / Wdu e L{d ) avec 

u e {T U dl*) e s t  a u s s i  dé t e rmin i s t e  [ ~ Q p a . ~ e  6371. Donc, en  u t i l i s a n t  l e  lemme IV.9 

pour l a  réc iproque ,  nous obtenons une c a r a c t é r i s a t i o n  grammaticale des C-langages 

dé t e rmin i s t e s  : 

p p ~ p ~ ~ i t i ~ t l  IV, 2 L c T~~ e s t  un C-langage . dé t e rmin i s t e  si e t  seulement s i ,  pour 

2. 
t o u t  d  4 T, il e x i s t e  une AP1 (AP2)-grammaire dé t e rmin i s t e  q u i  engendre L{d 1 .  

Nous a l l o n s ,  maintenant ,  montrer qu'en a jou tan t  des  r e s t r i c t i o n s  aux 

APi-grammaires dé t e rmin i s t e s ,  nous obtenons des c a r a c t é r i s a t i o n s  nouvel les  pour 

d i v e r s  langages dé t e rmin i s t e s  t e l s  que l e s  s-langages, les langages LL(1) e t  l e s  



langages reconnus par les automates déterministes complets A-libres. 

En particulier les s-grammaires sont des APi-grammaires déterministes. 

Réciproquement, si G (N,T,P,A) est une APi-grammaire déterministe en N, avec 

i=2 ou 3, alors G est une s-grammaire. Par contre, si G est une AP1-grammaire 

déterministe en N, G n'est pas nécessairement une s-grammaire, mais L(G) est un 

s-langage. 

En effet, soit B e N. 

M D (B,A) # $ 3  (B,x ) e P et (B,x2) e P entraînent x = x2 (~ro~riété(~)) G 1 
-1- 

1 
a, * 

et si D (B,A) $ 9  (B,x1) f P et (B9x2) e P, XI 7 aYl et x2 G, aY2 avec a e T 
G 

impliquent x = xî = ax (propriété (D)). Donc G est une LL(1) grammaire. En outre, 1 

G est A-libre donc L(G) est un s-langage EKS page 2291. 

Nous pouvons alors énoncer : 

Proposition IV.3 L est un s-langage si et seulement siil existe une APi-grammaire, 

G = (N,T,P,A), déterministe en N, qui engendre L. 

Donnons maintenant une caractérisation nouvelle pour les langages LL(1) 

introduits par Lewis et Stearns CLSI. 

Nous dirons que G = (N,T,P,A) est une UAP~-grammaire (en N2) si G est 

une APi-grammaire déterministe (en N ) vérifiant la propriété : 
2 

(U) V B, B' e N, y e @, si BBi e P (G),alors (BBr,y) e P <- ($',y) e P. 
g 

Remarquons que si G est une UAP2-grammaire en N alors L(G) est un 2 ' 
s-langage. En effet P (G) n N2N1 = 0. Dans le cas contraire, la propriété (U) 

g 

entrainerait que P f l  N1 x N2 # !if ce qui est impossible car (x,y) e P avec x e N 

implique y e TW. Donc P est inclus dans N x T@< et la propriété (D) caractérise 



alors les s-grammaires. Par contre,les-UAP1 (UAP3)-grammaires engendrent les 

langages LL(1). 

Rappelons les définitions de deux types particuliers de C-grammaires 

qui engendrent les langages LL( 1). Une grammaire permutable lWAl est une 

C-grammaire G = (N,T,P,A) vérifiant la propriété suivante : 

A ==& WU A Wav. pour i e $21 implique vl = v2. 
G i G 1 

îk 

Pour B e N, notons S (B) = {a e T / 3 u, v e V tels que A - uBav). G G 

Une simple LL(1) grammaire [KSI (grammaire prédictive LWAI ) est une 

C-grammaire vérifiant les trois propriétés suivantes : 

(i) P c N x (TV*')' , 

( ii) V B e N, V a e T, V y, z e w, si (B,ay) e P et (B,az) e P alors y = z , 

( iii ) V B e N, V a e T, V y e P9 si (B,A) e P et (B,ay) e P alors a 4 SG(B). 

Montrons d'abord : 

Lerne IV.10 Pour toute UAP1-grammaire, il existe une grammaire permutable 

équivalente . 

Démonstration ----...-------- Soit G = (N,T,P,A) une UAP1-grammaire en N telle que 
2 ' 

P C NONO x V ~ W .  Posons N< = N v N x N~ et V' = N' u T. 
2 1 

Soit f l'application de @ dans V'* définie par : 



Il e s t  f a c i l e  de montrer que f  v é r i f i e  l e s  p r o p r i é t é s  : 

( 1 )  v x e @, v y E v2@, f (xy )  = f ( x )  f ( y ) ,  

( 2 )  V x ,  y  e P, V B e N ,  f(xBy) = zf(By) avec zB = f(xB).  

Posons N I  = IX  / x r P ( G )  n N'I c N2 x NI,  
2  g 

P j  = N; x { A }  e t  Pl = Pl îJ P; U PA. 
1 

Considérons l a  C-grammaire G '  = (Nt ,T ,Pt  ,A). 

Montrons q u ' e l l e  e s t  équiva len te  à G e t  q u ' e l l e  e s t  permutable. 

Soient (x ,y )  une r è g l e  de P  e t  C e N 
O 
1 

t - S i  x  e N ,  il e x i s t e ,  p a r  d é f i n i t i o n  de P i  U P;, x '  e N '  e t  y '  e V' t e l s  que 

( x g  ,y1 ) e Pl avec x'C = f(xC) e t  y lC = f (yC) .  

- S i  x  e N2N1. Posons x  = A A avec A e N2 e t  A e N 
2  1 2 1 1' 

Comme (x ,y )  e P, x  e P (G) e t  x e N; donc ( (A2,A1) > A )  e P i -  De ?lus,  Comme 
g 

G v é r i f i e  l a  p rop r i é t é  ( U ) ,  (A1,y) e P  donc il e x i s t e  x i  e N '  e t  y '  e V" t e l s  

que (x;,yl) E Pl avec xIC = f(AIC) e t  y lC = f (yC) .  En posant x '  = ( A  A ) x i ,  
1 2' 1 

g 
nous obtenons xlC = f(A2A1C) = f(xC) e t  x '  x i  7 y ' .  

+ ' 

Donc s i  (x ,y )  e s t  une r è g l e  de P  e t  s i  C e NO il e x i s t e  x1  e N 1  e t  
1 y 

t git' 
y '  e V '  t e l s  que x '  G,- y ' ,  x'C = f(xC) e t  y l C  = f ( y ~ ) .  

g t g>k 
Nous en déduisons que si u -=-+ v avec u  e N , a l o r s  f ( u )  f ( v ) .  G 

En e f f e t  posons u  = xul, v yu avec (x ,y )  e P. 
1 
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Distinguons deux cas  : 

@ u, e { A }   UN^@. Alors f ( u )  = f ( x )  f ( u l ) ,  f ( v )  = f ( y )  f ( u  ) e t  conne 1 

f ( x )  5 f ( y ) ,  nous obtenons f ( u )  
@ 0;. f < v > .  

@ u c N ~ @ .  Alors ul s e  f a c t o r i s e  en C u2 avec C E NI, f ( u )  = x t f ( C  u 2 ) ,  
1 

f ( v )  = y f f ( C  u2) avec xlC = f(xC) e t  y lC = f(yC3. O r  x '  y '  ,; donc 

g* 
f ( u )  ;-;.> f ( v ) .  

Prenons W e L(G) . ~ I a p r è s  l e  lemme IV.2, i1 e x i s t e  pour W une dér iva t iun  

a W e t  en u t i l i s a n t  l a  p ropr ié t é  précédente, nous obtenons : l a  p ius  à gauche A 

A = f(A) =$+ f(W) = W donc L ( G q )  t - L ( G ) .  

Réciproquement, s i  ( x l , y l )  e P i  UP;, il e x i s t e  C c N x e N, y c V" 

t e l s  que x f  = f(xG),  y '  = f(yC) e t  (x ,y)  e P. 

Nous en déduisons, en raisonnant de l a  méme f a ~ o n  qu'en @ e t  @ , l a  

p ropr ié t é  : 

+ 
( 3 )  S i  f ( u )  v1 avec u e  alors 1 v e V t e l  que u G 

v e t  f ( v )  = v'  . 
2 

En e f f e t ,  posons u = B u avec B e N .  
1 

- si u, e { A }  N ~ @ ,  f ( u )  = B f ( u l ) ,  V'  = f ( y )  f (u l )  avec ( B ~ Y )  c 

g 
Donc v1 = f ( y  u,) e t  B ul 7 Y ule 

- S i  ul e N Kh. Posons ul = C u avec C @ N 
1 2 1 

f ( u )  = (B,c)  f ( c  u 2 ) ,  v t  = y s f ( e  u2) avec ( (B,C) ,  Y') e donc Y'C = ~ ( Y C )  

g 
avec (B,y) e P ,  v1 = f(yCu2) e t  u = BC u2 7 Y C u2"  

Montrons maintenant l a  propr ié té  suivante : 



Raisonnons p a r  récur rence  sur l a  longueur i de l a  dé r iva t ion  : 

- S i  i=l, comme f ( u )  e N q +  e t  a e T ,  l a  r è g l e  u t i l i s é e  e P' \S Pi  e-t: d%ci~rtSi !? 
1 2 

t 
p ropr i é t é  ( 3 1 ,  il e x i s t e  v  e V t e l  que u  v  avec f ( v )  = a x v ,  donc v = r x  

G 
g* 

avec f ( x )  = x1 e t  u  7 y = UA ax. 
G 

- Supposons l a  p r o p r i é t é  v r a i e  pour i d L e t  considérons une dé r iva t ion  de longzexx- 

& + 1 :  

S o i t  n l a  première r è g l e  u t i l i s é e .  Distinguons deux c a s  : 

+ 
( i l  S i  n e Pl UP;, d l a p r è s  l a  p r o p r i é t é  ( 3 ) ,  il e x i s t e  u  r V t e l  que 

1 1 

A u Comme y '  e N t + ¶  u1 E Nt e t  nous obtenons a l o r s  f ( u l )  y; e t  u  1. 1 

l a  p rop r i é t é  ( 4 )  en u t i l i s a n t  l 'hypothèse  de récurrence pour l a  dé r iva t ion  

( i i )  S i  n e Pl Alors n = ((A ,A ) , A )  avec A 2  e N 2 ,  Al e N1 e t  A2A1 c P (G) ; 
3 * 2 1 g 

u  s e  f a c t o r i s e  en  A2A1u1, f ( u )  = (A2,A1) f(Alul) e t  y; f(A u  . Comme 1 1  

A e NI 1 , y; 4 N ~ N ' *  donc l a  r è g l e  u t i l i s é e  pour pas se r  de y; à y; a p p a r t i e n t  

D'après l a  p r o p r i é t é  ( 3 ) ,  il e x i s t e  u  e V+ t e l  que f ( u 2 )  = y; e t  2  

Alul _G) u2 donc u2 s e  f a c t o r i s e  en v  u  avec ( A  v  ) c P. 
1 1  1' 1 

Comme G v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  (U) e t  que A2A1 e P ( G ) ,  (A2A1,v1) e F, 
g 

donc A A u  vlul = u2. 2 1 1  G 

S i  y '  = a x l ,  a l o r s  u  = a v  e t  il s u f f i t  de prendre u = y = A2Alul e t  
2  2  2  

X = v2. 

t 
S i  y; f a x l ,  a l o r s  u  e N e t  il s u f f i t  dTapp l ique r  l 'hypothèse  de 

2  
@ 

2 
-99 a x l .  récurrence à y '  = f ( u2) y77 y ' 



Be p l u s ,  comme G v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  ( D ) , , l e  mot x  obtenu dans l a  

p r o p r i é t é  ( 4 )  ne dépend que de u  e t  de a. 

Considerons l e s  dé r iva t ions  : 

A l  w y; =$ys- Wa x! avec W e T*, a  E T ,  x i ,  y; e N t *  pour i e [1,21. 
G 1 

D'après l a  p r o p r i é t é  (4 ) ,  il e x i s t e  x  e t  yi e N4 t e l s  que A Wyi i G A wa xi 
G 

a u x  x! = f (x i )  pour i e 11,21. Mais x1 e t  x  ne dépendant que de A ,  de W e t  de a ,  
1 2 

nous obtenons x  = x e t  x '  = x '  donc G '  e s t  permutable. 1 2 1 2 ' 

gi'; 
Soi t  W E L(Gv) .  Comme A 7 W1yl avec W' e Th e t  y '  c N ' +  implique r,in 

y' e N ' ; ~ N ,  A C L(G1). Donc W s e  f a c t o r i s e  en W'a avec a  e T e t  b 3  e x i s t e  Urie 

dé r iva t ion  : 

g* 
D'après l a  p r o p r i é t é  ( 4 )  A ===+ Wy W1a avec y e N'. 

G 

Donc L(G1) cL(G) e t  l e s  grammaires G e t  G '  son t  équiva len tes .  - 

Réciproquement, nous obtenons : 

Lemme IV.11 Soi t  G = (N,T,P,A) une grammaire p réd ic t ive .  Pour d  d T, 

il e x i s t e  une UAP3-grammaire q u i  engendre L(G) { d l .  

Démonstration ------------- Notons N 2 = {B / ( B , A )  e P l ,  N1 = N \ N 2 ,  V = N UT ,  

V2 N2 u T e t  V1 = N U T. Nous pouvons supposer que P e s t  i n c l u s  dans 1 
2 

N x (Vh \ V V ~ N ~ V ~ )  [WAI, donc q u ' i l  e x i s t e  Po = N2 x { A ]  e t  P1 C N x TN@ tels 1 

que P = Po U Pl* 



G v é r i f i e  a l o r s  l a  p r o p r i é t é  : 

* 
( 1 )  S i  A 7 x A2 y  avec A2 e N2 a l o r s  x e { A )  U PT. 

Montrons l e  p a r  récur rence  s u r  l a  longueur i de l a  dé r iva t ion  . 

S i  i = O  c ' e s t  év ident .  

Supposons l a  p r o p r i é t é  ( 1 )  v r a i e  pour i 6 l e t  considérons une dé r iva t ion  

* 
G 1 - ~ 3  u1 v  u2 = x A2y avec (u ,v)  e P. A p u  u u 2  

* 
Distinguons t r o i s  cas  : 

- u = x A2 u i .  11 s u f f i t  a l o r s  d 'appl iquer  l 'hypothèse  de récur rence  à l a  
1 * 

dé r iva t ion  A =--+ 
G x A 2 u i u u  2  

- u2 = U; A2 y .  D'après l 'hypothèse de récur rence ,  u  u  u i  e { A )  u PT. O r  u  s N 1 

ce  qu i  en t r a ine  u '  e PT, donc ul v u i  = x e PT. 
2 

- v =  v A v Alors (u ,v )  e P e t  v  e T.  
1 2 2' 1 1 

Prenons A ' ,  F, d 4 V e t  considérons l a  grammaire G '  = (N',T' ,P' ,A1) avec 

Posons V'  = N '  U T ' .  S o i t  h  l'homomorphisme de V'* dans d é f i n i  pa r  

n (d )  = h ( F )  = A ,  h(A')  = A e t  h(B) = B ,  V B e V. Comme ( u 1 , v ' )  e Pl implique 
* 

h(u' j 7 h(v '  ) e t  que h(A1) A e t  h(T1*) = , nous obtenons h ( L ( G 1 ) ) c  - L(G). 

De p l u s ,  il e s t  c l a i r  que L(G1) C - I*k{d), donc L(G1) C - L(G) { d l .  

Montrons maintenant l a  p r o p r i é t é  : 



Raisonnons p a r  récur rence  s u r  l a  longueur i de W .  

S i  i = O ,  l a  première r è g l e  u t i l i s é e  a p p a r t i e n t  à P s inon  xu = A ,  ee q u i  
1 ' 

e s t  impossible c a r  x  e P (G). Donc x  = A ,  u  = A ,  (A,ay) e P e t  ( A f ,  ayF) e P f .  
g 

Supposons l a  p r o p r i é t é  v r a i e  pour id e t  considérons l a  d é r i v a t i o n  de Wayu avec 

& w )  = cil, où nous exhibons l ' a p p a r i t i o n  de b ,  l a  d e r n i è r e  l e t t r e  de W (W=W1b) : 

avec x1 e N ,  (x ,ay)  e P e t  u '  =G xu. 
G 

D'après l ' hypo thèse  de récur rence ,  A '  W'bulF. 

Distinguons deux cas : 

Pk g 
@ u1 = xu. Comme (x,ay)  t P l ,  nous obtenons A '  7 W'bulF = WIDxuF -Gp W1bayuF. 

G 

@ u1 # xu. Alors  u1  s e  f a c t o r i s e  en u 'u '  avec u q  e N. Comme u 'u '  
1 2  1 

G xu avec 1 2  6 
3- xu # u'u '  e t  xu E N , (u l ,A)  e Po e t  u i  e N2.  D'après l a  p r o p r i é t é  (11, 

1 2  1 

comme A -n ~ ' b u ' u '  ut d N ~ @ ,  donc u; = xu avec x e N Alors  ( x ~ a y )  e P 
G 1 2' 2  1 

implique ( u i x , a y )  e P l .  Nous obtenons : 

g* 6 A '  ==y7 W1bu1xuF =y+ W1bayuF = WayuF. 
G 1 G 

S o i t  W e L(G). 

S i  W = A ,  (A,A) e P donc A'? F  ===-9 d e t  d  e L(G'). 

S i  W # A ,  W = W1a avec a  e T e t  il e x i s t e  une d é r i v a t i o n  : 

g* >k 
donc v  -2 A e t  v e N mais, d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  (l), v e N: e t  VF G;) 2 

d .  

En u t i l i s a n t  l a  p r o p r i é t é  (2) ,  nous obtenons : 



donc L(G) {dl c - L(G1 ) et L(G) {dl = L(G1 ). 

De plus G1 est une AP3-grammaire vérifiant la propriété (U) par construction. 

Soit G" = (N,T,P",A1) 11AP3-grammaire en N pré-réduite équivalente à G1 2 

(cf. lemme IV.3). 

Gll vérifie encore la propriété (U). En effet, si A2A1 e P (G") avec 
g 

A2 e N2 et A e N A dépend de A2Al.donc de Al et (A2Al,x) e Pl1 c====~ (A2Al,x) e Pl 1 1' 

Il nous reste à montrer que G" vérifie la propriété (D). 

Comme G est une grammaire prédictive, nous avons par construction 

ID~'(B,~) 1 6 1, V B e N et V a e T9donc ID~,.(B,~) 1 6 1 (Pl' C Pl ) .  

De même V A e N Al e N a e T, il existe au plus un élément x de Nh 2 2 > 1 ' 
tel que (A A ,ax) e Pl'. Supposons que G" ne vérifie pas la propriété (D). D'après 

2 1 

ce qui précède, c'est qu'il existe A 2 e N2, Al e N1, a e T tels que I D ~ ~ ~ ( A ~ A ~ , ~ ) ~  > 1, 

ce qui implique alors qu'il existe xl, x2 e @ tels que (A A ,ax e PM et 2 1  1 

(A2,ax2) e Pfl avec x A # x . Alors, comme A A e P (Gu), A '  dépend de A2A1 dans G1 2 1 3. 
>k 

2 1  g 
-1. 

et il existe u, v e v'* tels que A' 7 UA A 
2 1 v ce qui implique A --O h(u) A A h(v). 

G 2 1 

Or (A A ,axl) e Pl1 implique (A2,A) e P et (A1 a ) e P ; de même 2 1 X1 

(A2,ax2) e P. Nous obtenons, alors, dans G, la dérivation : 

-k - h(u) A2axlh(v), donc a e S (A ) ce qui est 
A =-=c. h(u) A2Alh(v) G G 2 

contradictoire puisque G est prédictive et que (A , A )  et (A2,ax2) sont des règles 
2 

de P. 

Comme les langages LL(1) sont caractérisés par les grammaires permutables 

ainsi que par les grammaires prédictives et que pour L C  T* et d # T, L(d1 est un 

langage LL(1) si et seulement si L est un langage LL(1) [WAI, les lemmes IV.10 et 

IV.11, nous donnent le résultat suivant : 



Proposition IV.4 L c @ e s t  un langage L L ( ~ )  s i  e t  seulement s i ,  pour 

d 4 T ,  il e x i s t e  une UAPl (UAP3)-grarrmaire q u i  engendre ~ C d l .  

Etudions maintenant l e s  AP3-grammaires dé t e rmin i s t e s ,  pour montrer 

q u ' e l l e s  n'engendrent pas t ous  l e s  C-langages dé t e rmin i s t e s ,  mais seulement l e s  

langages reconnus pa r  un automate complet dé t e rmin i s t e ,  A-l ibre ,  s u i v i s  d 'un 

marqueur. 

Lemme IV.12 Soient  L C T ' ~  un langage reconnu par  un automate complet dé te r -  

min is te  A-libre e t  d 4 T. Alors L{d) e s t  engendré par  une AP3-grammaire détermini.st-e. 

Démonstration ------------- S o i t  M = (Q,T,Z,g,zo,qo,F) un automate complet, dé t e rmin i s t e ,  

A-libre t e l  que Q,T,Z s o i e n t  d i s j o i n t s  deux à deux e t  t e l  que T(M) L e t  d é Q u Z. 

Prenons A 4 Q U T  U Z e t  posons NÎ = Q lJ {AI, NI = Z ,  N = N U N2 et 
1 

P = Po V Pl V P avec : 
2 

% 

- Po = {(A,aqx) / a e T ,  q e Q e t  g (qo ,a ,zo)  = ( q , x ) l  U ! ( ~ , d )  / s i  qo f , 

2r - = {(qz ,aq 'y)  / a e T ,  q ,  q1  e Q, z e Z e t  g (q , a , z )  = ( q v  ,Y)], 

- P, = I (qzo ,d)  / q e FI.  

Considérons G = (N,T U { d l  ,P,A). 

I l  e s t  c l a i r  que G est une AP3-grammaire dé t e rmin i s t e  e t  que pour t o u t  
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Nous en déduisons immédiatement l a  p ropr ié t é  : 

Prenons W e T(M). 

- S i  W # A ,  W peut s e  f a c t o r i s e r  en au1 avec a e T e t  

* 
(qo,aW1 ,zO)  (q,W1 ,x) ( q l  ,A,y) avec q1 e F e t  y = z c a r  M e s t  complet. 

O 

Nous obtenons,alors,  en u t i l i s a n t  l a  p ropr ié t é  ( 1 )  : 
* 

A -, aq: =?+ aW1qlz aW1d donc ~ { d )  C L(G). 
Po 0 T  

Réciproquement s i  W e L(G), W = W1d avec W 1  e p. 

- S i  W '  # A ,  W '  = aw" avec a e 'ï e t  A - aqx aW"qlz - aW1ld avec 
Po O P2 

2, 
( q l z o , d )  e P2,donc q1  e F, (A,aqx) e Po,donc g(qo,a,zo)  = (q ,x) .  Nous obtenons 

a l o r s  en u t i l i s a n t  l a  p ropr ié t é  (1) : 

Pour montrer l a  réciproque,  nous u t i l i s e r o n s  un lemme qui  donne une 

condit ion su f f i san te  pour qu'un automate à p i l e  déterministe  s o i t  équivalent  à 

un automate à p i l e  déterministe  A-libre. 

Lemne IV.13 Soit  M = (Q,T,Z,g,zo,qo,F) un automate à p i l e  dé terminis te .  

S i  M v é r i f i e  l a  propr ié té  : 



n 3 n t e l  que V(q,zy) a c c e s s i b l e  dans M avec q e Q,  z e Z e t  y e Z , 
J- 

(q,A,zy) & ( q l  ,A,z) implique g ( q l  ,A,z) = 0 , 

a l o r s  il e x i s t e  un automate M T  dé t e rmin i s t e  A-libre t e l  que T(M1) = T(M). De  plu^ 

s i  M e s t  complet, M '  l ' e s t  a u s s i .  

Démonstration ------------- Raisonnons par  récur rence  s u r  n .  

S i  n=O a l o r s ,  pour t o u t  q E Q e t  z c Z,(q,z)  a c c e s s i b l e  implique 

g(q,A,z) = 0. I l  s u f f i t  de prendre g(q,A,z) = !il e t  g (q , a , z )  = (q,z3 pour t o u t  

a e: T ,  q e Q e t  z e Z t e i s q u e  (q , z )  n ' e s t  pas a c c e s s i b l e  dans M. 

Supposons l e  lemme v r a i  pour n6-e e t  considérons M v é r i f i a n t  i a  p r o p r i é t é  

( E l  avec n=X+l. 

3 Posons Z 1  = Z V jz ;}  avec z; d Z ,  y. ( z ' z l z  , Y = { ( u )  / u e Z 1 U 
Q O O 

{yo} e t  dé f in i s sons  l e s  app l i ca t ions  f de Z* U { z ' z l z  } Z* dans T" e t  r de 
O Q Q  

O 
Zït U {z;z&zO} Z* dans Z pa r  : 

Posons 5 = ( q  / q e QI e t  Q'  =  QU^. 

- 
q s ' i l  e x i s t e  q eF, U ~ ~ Z ' ~  t e l s  que 

ït 1 
v q e Q ,  v u e z*, v z e Z ,  notons s (q ,uz )  = ( q , ~ , z )  I M  (q1,~.ulI  

q s inon.  
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Notons h  l'homomorphisme de Q1* dans Q* t e l  que : V q c Q,  h(q)  = h(q)  = q 

e t  t l'homomorphisme de Y" dans @ d é f i n i  par  : t ( y o )  = zO e t  Y z  r Z ,  

2 
V u e Z J ( ( z u ) )  = U. 

O Considérons l 'automate M l  = (K,T,Y,gl,yo,qg,F1) avec K = Q I Z  U {kp} 

- O 
( k ~  

e s t  un nouveau symbole), qt) s(qQ,zQ),  F' = QZ e t  g'  dé f in ie  de l a  manière 

su ivante  : 

Soient q  r Q,  x  r Z O  e t  y  e Y. 

- S i  ( q , t ( y ) x )  n ' e s t  pas access ib le  dans M ,  nous poserons a l o r s  : 

gl(qx,A,y) 0 e t  g l (qx ,a ,y )  = (kp,y) V a  s T. 

- Dans l e  cas con t ra i r e ,  posons y  = ( v ) ,  vx = uz avec z  e Z e t  dist inguons t r o i s  cas : 

d* 
a) Il n ' ex i s t e  pas ql r Q ,  ul e Z* t e l s  que (q,A,z) (ql,A,ul). 

Nous poserons a l o r s  : 

gl(qx,A,y) = $ e t  g l (qx ,a ,y)  = (kp,y) V a  r T 

b )  (q,A,z) ( q '  ,A,u 'zl)  avec z '  e Z (donc g ( q l  ,A,zl)  = $).  

Nous poserons a l o r s  : g1 (qx,A,y) = 0 

e t  V a  e T gl(qx,A,y) = (k"r(uulul ') ,  f (uu lu l ' ) )  

avec g (q l  ,a ,z l  ) = (ql',ul') e t  kW = s(q1' , t (f(uu1u1'))  r (uu lu" ) ) .  

d* 
C )  (q,A,z) (qi,A,A). u  s e  f a c t o r i s e  en u l z '  avec a '  r Z. 

f 

O 
- $ s i  g ( q l , b , z l )  = 

a l o r s  V b e T , gl(qx,b ,y)  = - (k"r(u'ull) , f (u lu" ) )  avec 

Achevons l a  d é f i n i t i o n  de g '  en posant : 

- gt(k ,h ,y)  = $ e t  V a  e T, g1 (k,a,y)  = (kp ,y)  pour t o u t  k  s K e t  y  r Y pour 

l e sque l s  g1  n 'a  pas encore é t é  dé f in ie .  



I l  e s t  c l a i r  que M '  e s t  dé te rminis te .  Montrons, maintenant que 

T(M) T(M1). 

O + Pour q '  e Q I ,  x e Z , W e T*, y e Y notons 

H(qtx,W,y) = (h(q '  ) ,W,t(y)x). 

I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  l a  p r o p r i é t é  : 

+ s i  (k ,b ,y)  hl (kl,A,y')  avec b e T O ,  k ,  k '  e K \ ( k  1 ,  Y ,  Y' Y 
P 

31 
a l o r s  H(k,b,y) $ H(kl ,A,y ' ) .  

Prenons W e T(Mt). Nous avons a l o r s  : 

* - O 
(qhIW,yO) kt (k,A,y) avec k e QZ . Il e x i s t e  donc q e F e t  u e Z" t e l s  que 

.L 

1 1 

H(k,A,y) 6 (ql,A,u ) e t  ,en u t i l i s a n t  l a  p r o p r i é t é  ( l ) ,  nous obtenons : 1 

Réciproquement pour q e Q ,  W e p, z e Z e t  u t e l  que 

uz e z ' ~  u { z t z l z  1 Z*, notons O 0 0  

Par d é f i n i t i o n  de g ' ,  l 'automate M l  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  : 

d;k O 
S i  (q,A,z) ( q ' , A , u f )  e t  ( q t , b , u u ' )  CM (qt1,A,uT1) avec q E Q, b e T , 

( 2  z e Z ,  uz,  uu' e z3z* a l o r s ,  pour t o u t  W e ~ > k ,  ~(q ,Wb,uz )  $, G(~> ' ,w ,u" ) .  

Prenons W e T(M) . 
JI 

S i  W = A ,  il e x i s t e  q e F, u e Z* t e l s  que (qo,A,zo) $ (q1,L,u1) 1 1 

donc q t  = s (qO,zO)  = qO c F1 e t  A e T(M1 ). 
O 

S i  W # A ,  nous avons a l o r s ,  dans M ,  l e  mouvement : 



En a j o u t a n t  zbz6 en base de p i l e  e t  en posant u$ = zhzbu2, nous obtenons, 

d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  ( 2 )  : 

-1- - 
(48 ,WYyO) = G ( q O , W , z ~ z ~ z O )  1'' M G(q2 ,A,u$z2) ' ( q 2 y ( ~ l z 2 )  ,A,f(u6z2))  

donc W e T(M1) e t  T(M') = T(M). 

3r 
En o u t r e ,  s i  M e s t  complet,  il e x i s t e  p e F t e l  que (qo,W,zo) IN (p ,n ,z0) .  

-i- n 

Donc dans l e  mouvement ( i 1, nous pouvons supposer que ( q2 , A  .z2 ) ( P  , A  ,v2) avec 

u2v2 = zO. Distinguons deux ca s  : 

- - S i  u2 = A a l o r s  z2  = z0  e t  G(q2,A,u;zo) = (q2yAyyO)* 

7 - S i  u # A a l o r s  u2 = z0  e t  G(q2,A,u;z2) = (q2z2,A,yo) .  2 

Nous en déduisons que , s i  W e T(M1), a l o r s  W e T(M) e t  il e x i s t e  k e F '  
-1- 

t e l  que (q~.W.yO) 1; (k,A.yo) .donc M t  e s t  complet. 

I l  r e s t e  à montrer que M '  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  (E) avec n d .  

Supposons q u ' i l  e x i s t e  k ,  k '  e K, y e Y ,  u e 8 t e l s  que (k ,yu )  s o i t  
-a.. 

a c c e s s i b l e  dans M t  e t  (k,A,yu) 1, (k ' ,A,y> avec g1(k ' ,A,y)  # @. 

H(k ,A,yu) e t  H(k1 ,A,y) peuvent s ' é c r i r e  respectivement ( q , ~ , z z ' t ( u ) x )  e t  

O 
(q1 ,A ,zz ' x ' )  avec q ,  q '  e Q ,  z ,  z '  s Z ,  x ,  x' e Z , t ( y )  z z ' , k  = q x o u Q x e t  

- 
k t  = q 'x '  ou q ' x ' .  

D'après l a  p r o p r i é t é  ( l ) , ( q , z z l t ( u ) x )  e s t  a c c e s s i b l e  dans M .  Distinguons 

deux cas  : 



- &O. Comme g(k1,A,y) # 0,nous avons, d'après c), 
9: 

si x' = A, (qf,A,zz') IH  (q",A,z) avec g(qn,A,z) # 0 , 
* 

si x1 e Z, (qf,A,zzfx') 1 ( q A , z z f  avec ( q f A , z )  # 0, 

ce qui est impossible, puisque M vérifie la propriété (El avec n=l. 

Jr 9: - l>l. Comme g(k1 ,A,y) # 0,nous avons (q,A,zz 't(u)x) 1- (q' ,A,zzfxl ) IH (ql' ,A,zz1 1 M 

avec g(ql',A,z') # $,ce qui est impossihle puisque l(t(u)) = 2l 3 l +l. 

Lemme IV.14 Pour toute AP3-grammaire déterministe G y  il existe un 

automate M complet déterministe A-libre tel que T(M) = L(G1. 

Démonstration ------------- Soit G (NsT,PyA) une AP3-grammaire déterministe en N 2 y telle 

que P c N~N; x TM. 

Prenons zo,q,ql,q2 4 N et considérons l'automate 

M = (Q,~,z,g,~~,Ay{q,}) avec Q = N U{q,q1,q2}, 

Z = N U {zo) et g définie par : 



Comme G v é r i f i e  l a  p rop r i é t é  (D), M e s t  dé t e rmin i s t e .  Monerons que 

T(M) = L(G) e t  que M e s t  compl.et. 

Par constructi .on de g ,  nous avons l e s  p r o p r i é t 6 s  : 

g + 2, * ?, 

(1) S i  u av avec a e T ,  u ,  v e N , a i o r s  (q ,a ,z  u )  i N  (q ,A5zQv) .  
G O 

( 2 )  S i  (q , a  z  U )  I M  ( x , a , z o u f )  la (q,A,zov) avec u e e t  .i e T,al?rs v e K" e t  ' O 
?r 2, 

e t  u  av. 

Soi t  W e L(G). W # A puisque G e s t  A-l ibre .  Donc W s e  frlc"iori.se en aW1 

avec a  e T e t  nous avonç,dans G ,  l a  dé r iva t ion  A --7. au  
G 

& .W7. 
G 

E t  en u t i l i s a n t  l a  p rop r i é t é  (l), nous obtenons : 

q, Y: 
(A,aWr ,z ) 1- ( ~ , W ' , Z ~ U )  1% (qyA,zo) (M (q1 ,kz0 )  9 donc W 5 T("* 

O M 

Réciproquement, prenons W e ?'(MI. Comme A # ql e t  que V z e, Z ,  g(A,L,z) 9 ,  

W e s t  d i f f é r e n t  de mot vide e t  s e  f a c t o r i s e  en aW' avec a  e T. Nous avons donc, dans 

M, l e  mouvement su ivant  : 

Mais d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  ( 2 )  uzo c {zo} N* (donc v = h e t  Y e s t  complet) 

2, * 
e t  u """, W ' .  

5 * 
Nous ob-tenons a l o r s  A ===9 au aW1 = W, G 

e t  T(M) = L(G). 



* + 
De p l u s  (p,A,zy) I p  (pl  ,A,z) avec y e Z implique p=q e t  p '  = y e N 

donc g(p l ,A,z)  # 0 e t  d ' ap rè s  l e  lemme IV.13 il e x i s t e  un automate M F  dé t e rmin i s t e  

complet A-libre t e l  que T(M1) = T(M) = L(G). 

Lemme IV.15 Soient  L c e t  d  4 T.  S i   dl e s t  reconnu pa r  un automate 

complet dé t e rmin i s t e  A-l ibre ,  a l o r s  L l ' e s t  a u s s i .  

Démonstration ------------- S o i t  M = (Q,T U {d l  ,Z,g,zQ,qO,F) uri automate complet à é t e m i -  

n i s t e  A-libre q u i  reconnai t  ~ { d l .  

O 
Posons Q'  = QZ F' = {qz / q e Q ,  z  e  Z ,  g (q ,d ,z )  (ql,ul) avec 

q1 e F} e t  notons h ( z )  = z ,  V z  e Z \ { z O l  e t  h (zQ)  = A .  

Considérons l ' au tomate  M' = (Q' ,T,Z,g ' ,qo,zQ,F')  avec g '  d é f i n i e  de l a  

manière su ivan te  : 

(qz,A) s i  z  # zo 
g l (q ,A ,z )  = 

!qzQ,zo) sinon 

- V q e  Q ,  V z ,  z '  e Z ,  

g ' ( q z Y A , z 1 )  = 0 

e t  V a  e  T ,  g P ( q z , a , z ' )  = ( q ' , h ( z l ) u )  avec ( q l , u )  = g(q , a , z ) .  

L'automate M t  e s t  b ien  dé t e rmin i s t e  e t  v é r i f i e  l e s  deux p r o p r i é t é s  

su ivantes  : 

;'c 
( 1 )  S i  (q , a ,y )  I n  ( q ' ,AYy1)  avec a  e T ,  y ,  y '  e Z* a l o r s  ( q , a , ~ )  IE, ( ~ ' Y R , Y ' )  

( 2 )  S i  (qz , a ,y )  1- ( q '  ,A,y lz ' )  1- ( q ' z l  ,A,yU) avec q ,  q '  e Q ,  z ,  z '  e Z ,  a  e  T 
M ' M '  

e t  y ,  y ' ,  y'' e Z* a l o r s  (q , a ,yh (z ) )  IE (q l ,A ,y"h (z ' ) ) .  



Prenons W e L. Comme Wd e T(M), nous avons dans M l e  mouvement su ivan t  : 

>'ï 

( q o , ~ d , z o )  (q ,d ,yz)  1- (qi,A,zo) avec z  e Z e t  q  e Fi M 1 

* 
D'après l a  p r o p r i é t é  ( 1 )  (qg,W,za) I n ,  (q,A,yz) 

Distinguons deux c a s  : 

- S i  y  = A ,  z  = z, e t  (q,A,zo) I n l  (qzO,A,z ) avec qz, E F' O 

- Si y # A ,  y  = zO e t  (q,A,z0z)IC (qz,A,z0) avec qz E F ' .  

Donc L C T ( M 9  - e t  M M '  e s t  complet. 

Réciproquement,si W e T(M1), nous avons 

-1. 

( q 0 , w , ~ , )  l y ,  ( q O ~ O , ~ , z g )  1 ( ~ z , A , Y )  avec qz ,donc 

g ( q , d , z )  = (ql.ul) avec q  e F. 1 

D'après l a  p r o p r i é t é  ( 2 )  

>'ï 
(qQ,wd,zo) I g  ( q , d ,yh (z ) ) .  

S i  z  = z,, a l o r s  y  = y ' z  e t  O 

(q ,d ,yh (z ) )  = (q ,d ,y1z0 )  I n  ( q l . A , ~ l )  avec ql Fg 

donc T(M') = L. 

En o u t r e ,  s i  g l ( q ' , A , z )  # 0 ,  a l o r s  q 1  e Q e t  

g ' ( q l , A , z )  = ( q t z , u )  avec g l ( q ' z , A , z ' )  0  V z '  e Z, 

Donc, d ' ap rè s  l e  lemme IV.15, il e x i s t e  un automate M u  d é t e rmin i s t e  complet 

A-l ibre  t e l  que T(MU) = T(Mf) = L. 



Des lemes IV.12, IV.14 et IY.15, nous déduisons immédiatement le 

rÊsultat suivant : 

P ~ o P o s ~ ~ ~ o ~  IV .5  L CF est reconnu par un automate complet déterministe 

A-libre si et seulement si, pour d 4 T, L{d) est engendré par 'me APB-grammaire 

déterministe. 



Chapi t re  V 

L B - G R A M M A I R E S  E T  A U T O M A T E S  L I N E A I R E M E N T  B O R N E S  D E T E R M I M I S I E S  

Nous a l l o n s  nous i n t é r e s s e r ,  dans ce c h a p i t r e ,  à l a  classe L' des  
1 

langages reconnus pa r  un automate l inéa i rement  borné dé t e rmin i s t e ,  forme L. 1 
une a lgèbre  de Boole contenant l e s  C-langages [KU] e t  i nc luse  dans l a  c l a s s e  

e des langages contextue ls  CIAI. Mais l ' i n c l u s i o n  s t r i c t e  n i a  pu ê t r e  démontrée 
1 

jusqu'à p ré sen t .  

Nous donnerons une c a r a c t é r i s a t i o n  gramnaticale  Je L' en in t rodu i san t  
1 

l e s  LB-grammaires q u i  engendrent exactement l e s  lacgages de 6. et en aJoi;tant 
1 

à ces  grammaires des  condi t ions  de déterminisme pour o b t e n i r  l e s  1,B-grammaires 

dé t e rmin i s t e s .  

Pour démontrer l ' équ iva l ence  e n t r e  h' e t  l a  c l a s s e  des  langages engendres I 
par  ces  grammaires, nous u t i l i s e r o n s  quelques r é s u l t a t s  r e l a t i f s  aux t r a n s f o r r ~ ~ a t i o n s  

q u i  conservent L' Nous montrerons d 'abord,  qu'à l ' i n s t a r  de % 
1 ' 

1 2  i i e s t  c l o s  pour 

l e s  homomorphismes inve r se s  e t  l e s  hom~morphismes A-l ibres .  Nous g6néra l i se rons  

e n s u i t e  ce s  r é s u l t a t s  en é t a b l i s s a n t  que l ' image t ransductée  pap un t r ansduc teu r  

séquenti .el  A-libre d'un langage de & '  a p p a r t i e n t  encore 2 I s  
1" i ' 

Considérons un alphabet  T contenant une l e t t r e  r- e t  l'ho~iiomo~phisme h 
C 

de @ daas ( T  \ {c})* d é f i n i  p a r  hc(c)  = A e t  hc(a)  = a POUT t o u r  ï e T \ ( c l i  

$ m e  V . l  S o i t  L c ( T  \{cl )*. S i  L a p p a r t i e n t  à L ' alors h - ' ( ~ >  a p p a r t i e n t  
I % c 

a u s s i  à c e t t e  c l a s s e .  

Démonstration ------------- S o i t  N = ( Q ,Il ,qo ,g ,F) un au-tomate bin6alreme 2.t borne d e t e m i -  

nàs t e  q u i  r econna l t  L avec c d V. NOUS POUVOI~S supposer que 1.1 es+ sans boucle kb.1 - - 
e t  sans marqueur EGHI, A Q , f a i s o n s  correspondre bi.univoquement Q = (q J q c QI, 

Posons Q' = Q ! J G ,  V '  = VU{c}, étendons hc à v'* en posant h ( v i  2 *. pour tou t  
G 

v c V e t  considérons lku to rna t e  M' = (Q',V',qO3g1,F) OC g' est dé f in i ede  la maaiihe 

su ivante  : 



(ql,vi. i)  s i  g(q ,v)  = (q l ,v l , i )  avec i - O ou 1 

- g l ( q , v )  = 
(ql.vl,-1) - s i  g(q,v)  = (ql.v, A 9 - 1 1  

- - - g l ( q , c )  = ( q , c , + l )  e t  g l ( q , c )  = ( q , c , - 1 )  

- 1 
Montrons que T(M1) = h ( L I .  Il e s t  f a c i l e  de v e r i f i e r  que,pour t o u t  e 

rnouvemerit simple dans M (q ,x ,y)  (ql.xl,yl) e t  pour t o u t  x '  ,yf  appar tenant  - - 1 respectivement à hal(x) e t  h-'(y), il e x i s t e  x i  s hcl(xl) e t  y; e hc (y1) t e l s  
C C * 

que (q ,x l  ,y1 ) kl ( ( q 5 x i , y i ) .  Bous en déduisons immédiatement que s i  (qo,h,u)  
;k 

(q>v,A) ,  ~ ~ O P S , P O U P  t o u t  u v  e hcl (u) ,  il e x i s t e  v: e t  p>O t e &  que (qQ.A,ul ) 
* * bv ( ( P , ~ ; , ~ P ) .  Comme u t  e h-'(hc(uq c, 1) e t  que g1  ( q , c )  = ( q , c , t l ) ,  nuus obtenons, 

pour t ~ u t  u1  e V1*, l a  p r o p r i é t e  su ivante  : 

Jx .i. 

(1) (qo,A,hc(ul 1) 1?, (q,y,A) implique 1 z t e l  que (q,.,.iq.,ut) 6, (q9z5J.) 

De p lus  h c ( u l )  E V? e t  M est sans  boucle.  i>orc,your t o u t  a' E v'*, 
>k 

il e x i s t e  q e Q ,  y e Wk t e l s q u e  (qo,A,h !u9 1)  1- (q ,y ,b)  avec q c F s i  e t  seulement 
c M 

s i  h c ( u l )  e L ce q u i  implique d'après ( 1 )  u '  e T(Mt) s i  e t  seulemecf s i  h ( u l )  r. L 
c 

e t  T ( M I  ! = h - ' ( ~ ) .  
C 

i*, 

Leme V.2 
bllLBL 

Soient  T e t  Tt deux a lphabe t s ,  h un homomarphisme A-libre fie Tl" 

dans T'et L une p a r t i e  de . S i  L E L ' a l s r s  h - l ( ~ )  a p p a r t i e n t  a u s s i  à Li . 
1 .L 

Démoxistrat ion ------------- Soir  M = (Q,V,qo,g,F) un automate l inéairement  b ~ r i é  d é t e m i i n i s ~ ~ :  

sans  marqueur e t  sans  boucle qui  reconnai t  L. 

Posons 6 = {Q / q e QI, QI'= Q w G ,  C = sup e (h(a i  11, 
a'eT' 

k Vo = { ( Y )  / v e V avec l ~ k f ~ ~  e t  V'  Y. UT'. 

Comme M est sans boucle ,  pour t o u t  q c Q et tout u ,  v e fkJ nous avons : 



* - s o i t  ( ~ , u , v )  ( q '  ,u t  , A ) ,  dans ce cas ,  nous poserons U(q,u,v) = (q1du'),+l). 

* - s o i t  (q,u,v) (ql',A,ZV') avec z e V e t  g(qfl ,z)  = (q '  ,z' ,-1) ; nous Poserons 

a l o r s  U(q,u,v) = (Q1Jz'v') ,-1).  

Soient qh, q i  e t  q; 4 Q1< Posons Q' = Q I r  Uiqh,qi,q;} e t  considérons 

l 'automate M '  = (Q',V1,qO,g',F) avec l e s  marqueurs (,! e t $  , où g' e s t  d é f i n i e  de 

l a  façon suivante : 

- g l ( q , ( v ) )  U(q,A,v) 

- g l ( q , ( v ) )  = ~ ( 9 . v ~ .  . . V ~ - ~ , V ~ )  s i  v = v1 " '  k 

avec v e V pour j e Cl,kl 
j 

- g1(q0 ,a '  (qA,(h(al 1) ,+II  

- g ' ( q i , @ )  = (qo ,@,+l )  

- g ' ( q '  8 )  (q '  $ , + i )  pour q t  E Q I  \ {q;} 

- g ' ( q '  Sv') = (q;,v' , + î )  pour t o u t  q t  e Q'  e t  t o u t  v '  e ~1 

pour lesquels  g '  n ' e s t  pas encore dé f in ie .  

Par construct ion M '  e s t  un automate l inéairement borné déterminis te  

sans boucle e t  T(M') = T'*. 

Montrons que T ( M 1 )  = h - l ( ~ , ) ,  

Soi t  t l'homomorphisme de dans @ d é f i n i  par  t ( ( v ) )  = v pour tou t  ( v )  r V a " 

Pour q o Q ,  u '  e t  v '  e v:, notons : 

V tv")  s i  V '  = ( q , t ( u ' ) v l *  -vk-l, k (v1..*vk) v9' avec v.eV 
1 

H ( ~ , u '  , v ' )  = pour j e Cl,kl 



Il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que (q '  , u t  , v l )  (M, ( q '  ,ut , v l )  avec q1  e QI1,  
1 1 1  * 

u t ,  v1  E Vb implique q; e Q I t ,  u '  v' e % e t  H(ql , u l  , v l )  H(qT ,u l  v ' ) .  
O 1' 1 1 1' 1 

Nous en déduisons l a  p rop r i é t é  : 

3r ( s i  (qo,A,vl)  h, (qyy.A) avec v1  e P, 0 a l o r s  p e Q,  y E $ e t  

Prenons y '  e TI$:. y '  s e  f a c t o r i s e  en y ' .  1 . .y1 n qvec y! e T' pour j e [ l , n l .  
3 

Comme Ml e s t  sans  boucle ,  nous avons dans M l  l e s  mouvements su ivan t s  : 

-1. 

( q o , h , ( h ( y i ) )  . . . (h(yA)) )  (q , z ,h )  avec Z e V" O e t  

D'après l a  p r o p r i é t é  ( 2 ) ,  nous obtenons, dans M : 

k 
( q O > L h ( y l ) )  /M ( q , t ( z ) , A ) .  

S i  y '  e T(M1), q e F e t  h ( y l )  E L donc y ' e  h-'(L). 

S i  y '  4 T(M1), q r Q \ F e t  h ( y l )  6 L donc y ' d  h'l(L). 

T(M1) e t  h - l (L)  sont  i n c l u s  dans Tl*;  nous en déduisons que 

Comme t o u t  homomorphisme peut ê t r e  obtenu pa r  composition d'un homomor- 

phisme A-libre e t  d'homomorphismes du type h d é f i n i  pour l e  lemme V . 1 ,  nous 
C 

obtenons : 

Proposition V . l  L i  e s t  c l o s  pour l e s  homomorphismes inve r se s .  

L i  n ' e s t  pas c l o s  en généra l  pour l e s  homomorphismes. En e f f e t  t o u t  

ensemble récursivement énumérable e s t  l ' image homomorphe de l ' i n t e r s e c t i o n  de 

deux C-langages dé t e rmin i s t e s  CGGH page 4051 , donc, a u s s i  1 ' image homomorphe 

d'un langage de L '  Montrons cependant, à l ' a i d e  des  deux lemmes su ivan t s ,  que 
1 ' 

L i  e s t  c l o s  pour l e s  homomorphismes A-libres.  



Lermie V.3 Li est clos pour les homomorphismes strictement alphabétiques. 

Démonstration ------------- Soient deux alphabets T et Tl et un homomorphisme h de TJi' 

dans T'*, strictement alphabétique. Nous pouvons supposer h surjectif. En effet 

dans le cas contraire, il suffirait de remplacer T' par h(T) qui est un alphabet 

inclus dans Tt. Soit L C  @ reconnu par un automate linéairement borné détermi- 

niste sans boucle et sans marqueur, M = (Q,V,qo,g,F). 

- 1 Posons Tl = la;, . . . ,a1}, n = Ih (a;)/ pour i e [l,pl et l = sup n . 
P i ie [l ,pl 

i 

Comme h est surjectif, tous les n sont strictement positifs. Numérotons les éié- i 
éme ments des ensembles h'l(ai). Pour j e [l ,ni] , hyl(a! ) désignera le j élément de 

1 1  

3 
Soient qg,qi,q;,qj 4 Q. Notons Q1 = Q iyo {qj}, Vo = Tl x V x [l,ll 

et V1 T' U Vo. 

Considérons l'automate linéairement borné déterministe avec les marqueurs 

@ et $ , Mt = (Q1 ,Vl ,qg,gl ,F) où g1 est définie par : 

- - g'(ql O ,a!) 1 = (qg,(aj,hll(af),l),+l) pour i e [l,pl 

- gl(qg,$) = (q;,$ 9-1) 

- = q t  1 a !  i j  , h 1 a , j , -  pour ( a v j )  e "O 

- gl(q;,Q) = (qo,@,+l) 

- gl(q,(ai,v,j)) = (ql,(af ,vl,j),s) pour q e Q et (a! 1 ,v,j) e V O tels que 

g(q,v) = (qlyvl,s) 

i (q9$ ,+l) si q e F 

- g1(4,$) 
(q;$ ,-Il si q # F 

- 1 
(qi9(aiyhj+l(a;), jtl) ,-Il si j < ni 

- gt(q;,(ai,v,j)) = - 
pour (ai ,v, j )eVo (q~y(a;,h11(a~),l)9-l) si j = ni 

- g'(q',vl) = (q3,v1,+1) pour tout q1 e Q1 et v1 e V1 pour lesquels g1 n'est pas 

encorle définie . 



Il  e s t  f a c i l e  de v o i r  que M T  e s t  sans  boucle e t  que T ( M f ) c  Tt*. Montrons 

maintenant que T(M1) = h(L). 

Posons X = { ( a i , j )  / i e [ l , p l ,  j e [ l , n . l }  e t  X1 = {(ai ,ni)  / i r [ l , p l l  
O -. 1 

Soient t lfhomomorphisme de 9 dans @ d é f i n i  p a r  t ( ( a l , v , j ) )  = v e t  f, 2 ' i 

l'homomorphisme de @ dans yh d é f i n i  pa r  f ( ( a j , j ) )  = ( a  h a ,  j  Pour y=a! . . .a! 
O k  O j 

1 
1 

1 k 
notons n ( y )  = 1 h-l(y) 1 = t g 1  "ie 

e t  dé f in i s sons ,  pa r  récur rence  s ( y , j )  avec j  e(U : 

- s ( y y l )  = u' ... u t  avec u' = (a !  ,1)  pour t c [ l , k l  
1 k t l+ 

- s i  s ( y , j )  e X* a l o r s  s ( y , j + l )  = s ( y , j )  
1 

t-1 - sinon s ( y ,  j  s e  f a c t o r i s e  en v1  (a !  , j  ) v" avec v '  e X , j  < ni e t  v" c q, 
1 
t 

O 
t 

nous poserons a l o r s  s ( y ,  j + l )  = v ' ( a j  1 u ; + ~  . . . 
t 5* 

Notons G(y , j )  = f ( s ( y , j ) ) .  

A p a r t i r  de t e t  G ,  nous obtenons, pour t o u t  y e TI*,  une numérotation 
2 

b i j e c t i v e  de h-l(y). C 'es t -à -d i re  que pour j  e [ l , n ( y ) l ,  t 2 ( G ( y , j ) )  c h-l(y) e t  

pour t o u t  x e h-l(y), il e x i s t e  j  e [ l , n ( y ) l  t e l  que x = t 2 ( G ( y , j ) ) .  

Prenons y e TI*. Par  cons t ruc t ion  de g t ,  e t  comme M e s t  sans  boucle ,  

nous avons dans M '  l e s  mouvements su ivan t s  : 

(1.1 (q; ,e , f i )  $, ( q 0 , e , ~ ( y , l ) t )  

* 
( 2 )  (qo,$,G(y, j )$)  h, (q,QzS , A )  avec q e F s i  j  r n ( y )  e t  s i  t 2 ( G ( y , j ) )  e L 

- S i  y c h(L) ,  il e x i s t e  j  e [ l , n ( y ) l  t e l  que t 2 ( G ( y , j  1) e L. Notons j  O 

l e  p lus  p e t i t  j v é r i f i a n t  c e t t e  p r o p r i é t é .  Nous avons dans M f  l e  mouve- 

ment su ivant  : 
1 



* 1- (q,@$ , A )  avec q e F, donc y e T(Mf) * 
( 2 )  

- S i  y e T t * \  h ( ~ ) ,  pour t o u t  j o [ l , n ( y ) l ,  t 2 ( G ( y , j ) )  é L. 

Nous avons donc dans M 1  : 

( q h , e , ~ $ )  & (qO,e,G(y, l )$)  6 (qO,$,G(y,n(y))$) 

& ( q i  ,Lzl$ ,A), donc y e Tl* \ h(L) 

e t  nous obtenons b ien  h(L) = T(Mt),  

Considérons un homomorphisme h A-libre de T* dans e t  hl l'homomorphisme 

s t r i c t emen t  alphabét ique de T" dans Tl", c o n s t r u i t  à p a r t i r  de h ,  en prenant  pour 

t o u t  a e T ,  h l ( a )  = a '  s i  h ( a )  = a f x  avec a '  e Tt. Nous d i r o n s  que h e s t  1 - i n j e c t i f  

s i  e t  seulement s i  h e s t  i n j e c t i f .  
1 

Lemne V.4 L; e s t  c l o s  pour l e s  homomorphismes 1 - i n j e c t i f s .  

Démonstration ------------- Soient  C 4 T e t  M = (Q,V,g,qo,F) un automate l inéa i rement  

borné dé t e rmin i s t e  sans  boucle ,  s ans  marqueur, qu i  r econna i t  h ' l ( ~ )  ( c f .  Lemme V .  1 )  
C 

avec Q (i T t *  0.  

L 
Prenons qh, q t , q '  d Q e t  posons L = sup L ( h ( a ) )  - 1, Qo = u Ti,  

1 2  
ae T i=l 

Considérons l 'automate avec marqueurs, 

M '  = (Q' ,Vf,qg,g ' ,F)  avec g' d é f i n i e  par  : 

(qb , a ,+ l )  s i  h ( a )  = a '  

- V a '  e T t ,  g ' (q ; ,a l )  = 
(x '  , a , + l )  s i  h ( a )  = a ' x '  avec x '  e T t +  

t ( x H , c , + l )  si X I  = a ' x n  avec x l '  e T I +  

- VxfeQO,afeTt ,gl(xf ,a1)= 

( q g , c , + l )  s i  x' = a '  



- g1 ( q l  ,v l  ) = (q; ,v l  , + l )  pour t o u t  q1  r Q 1  , v 1  c iTf pour l e s q u e l s  g '  

n ' e s t  pas  e x o r e  d é f i n i e .  

Comme h e s t  1 - i n j e c t i f  e t  que M e s t  sans boucle ,  M '  e s t  bien détermi- 

n i s t e  sans  boucle.  

Montrons que T(M1) = h(L) .  

Prenons y '  c h(T) .  Alors  il e x i s t e  un s e u l  x  c T t e l  que y '  = h ( x )  

( h  e s t  1 - i n j e c t i f ) .  

I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r ,  par  cons t ruc t ion  de g l ,  que nous avons dans 

M l  l e  mouvement su ivant  : 

* 
(q6,Q,y1$) h, ( q 0 , Q / , 4  avec hc (z )  = x .  

7k 

E t  comme M e s t  sans  boucle ,  (qQ,A,z) ( q , z t , A ) .  S i  y '  e h(L) ,  x  e L 

donc z  E h- l (  L) e t  q  c F ce q u i  implique y '  c T(  M' ) . 
C 

S i  y '  r h(T) \ h(L) a l o r s  x 4 L donc z  d h i l ( ~ )  e t  q  6 F, ce q u i  implique 

y '  4 T(M1 ). 

Pour te rminer  l a  démonstration, il s u f f i t  de remarquer que s i  y '  { h(T) 
ri- 

a l o r s  ( q b , l , y b )  (q;,Qz$,A) e t  donc y '  # T(M'). 

----------- 

Ces deux lemmes permettent  d 'énoncer : 

Proposition V . 2  L 1  e s t  c l o s  pour l e s  homomorphismes A-libres.  
1 

Ill;ggstmgtigg S o i t  h  un homomorphisme A-libre de Pc dans T'*. Posons 

Tl1 = T q  u T x T l  e t  déf in issons  l e s  homomorphismes hl1 de T* dans T"'~ e t  h '  de 

T"* dans T '* par  : 

- V a e T, hll(a) = ( a , a l )  x 1  s i  h (a )  = a l x l  avec a '  e T' 

- h ' ( ( a , a l ) )  = a '  pour t o u t  ( a , a l )  e T x T'  e t  h l ( a l )  = a '  pour t o u t  a '  e T '  



Il e s t  c l a i r  que h" e s t  l - i n j e c t i f ,  que h 1  e s t  s t r i c t emen t  alphabét ique 

e t  que h  = h90hv .  Donc Tes lemmes V.3 e t  V . 4  impliquent Imm6diatement La p r o p r i é t é  

énoncée. 

----------- 

Les p ropos i t i ons  V.1 e t  V.2 vont nous s e r v i r ,  pour t rouve r  un r é s u l t a t  

p lus  géné ra l  : l ' image t ransductée  d'un langage de L ' ,  par  un t r ansduc teu r  séquen- 
1 

t i e l  h - l i b re ,  a p p a r t i e n t  à L' 
1 ' 

Pour o b t e n i r  ce  r é s u l t a t ,  p a r t i c u l a r i s o n s  l a  no t ion  de K-transducteur 

i n t r o d u i t e  pa r  Nivat  il. Nous d i rons  qu'une K-transduction T = {(hl(v) ,h2(v)) /veR) K 
e s t  h - l i b r e  s i  e t  seulement s i  h  e s t  un homomorphisme h - l i b re .  

2 

Ce t t e  d é f i n i t i o n  permet dlénoncer  l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

Lemme V.5 T e s t  K-transduction A-libre s i  e t  seulement s i  T e s t  l a  t r ans -  
ill K K 
duct ion assoc iée  à un t r ansduc teu r  s é q u e n t i e l  A-libre.  

Dérnonstrat ion  ------------- Prenons T une K-transduction A-libre de @ dans Fk. Il e x i s t e  
K 

donc un alphabet  Z , un K-langage R c zik e t  des  homomorp'riismes h e t  h respec- 
1 2 

t ivement de Z ~ C  dans @ e t  de z ; ~  dans yb' avec h  A-libre,  t e l s  que 
2 

TK = {(h l (v ) ,  h2 (v ) )  / v e K I .  

S o i t  M = (Q,Z,qo,g,F) l ' au tomate  d i & t a t  f i n i  qu i  r econna i t  R.  Prenons 

qf 4 Q ,  posons Q' = Q U !qf} e t  considérons l e  t r ansduc teu r  sgquen t i e l  : 

T~ = (Q<,X,y,q,,H,q avec H = {(q ,h l (v) ,h2(v) ,g(q ,v) )  / q Q ,  v  f Z) 
f  

Comme h  e s t  A-libre,  H e s t  i n c l u s  dans ( Q '  x X* x Y' x Q t  ) e t  TS e s t  
2 

A-libre.  Appelons S l a  t ransduct ion  a s soc i ée  à T S" 

S o i t  (x ,y )  E TK. I l  e x i s t e  a l o r s  v  e R t e l  que x -: h (v! e t  y  = h2(v) .  
I 

v s e  f a c t o r i s e  en v  ... v avec v  c Z pour i B [19nl  e t  il e x i s t e  q , . . . , qn  e Q 
1 n i 1 

t e l s  que g (q .  ,v ) = qi+l pour i E [0,n-11 e t  qn E F,  ce  q u i  impl-ique 
1 i + b  

(qi ,hl(vi+l) , h 2 ( ~ i + l )  ~ q ~ + ~  ) o M pour i E [0,n-21 e t  (4- 1' h 1 ( v  n  ) ,h2(vn) ,qf )  c H. 



Prenons maintenant (x ,y )  e S. 11 e x i s t e ,  a l o r s ,  x13* yx n  
e X3C e t  

+ 
yl, .  . . ,y Y t e l s  que (qi ~xi+l~yi+l ,q i+ l )  e H , qi e Q pour i e l0 ,n - l l  e t  a = qf .  n  

Il e x i s t e  donc pour i e [0,n-11, v  e Z v é r i f i a n t  h  ( v  ) = x  h  ( v . )  = yi,  i 1 i i' 2  i 

g(qisvitl) ' 9i+1 s i  i # n-1 e t  g ( ~ - ~ , v ~ )  e F. Donc v  e R ,  x  = h  1 ( v ) ,  y  = hÎ(v)  

e t  (x ,y)  e TK. 

Réciproquement, considérons un t r ansduc teu r  s équen t i e l  A-libre 

TS = (Q,X,Y ,qO ,H,qf). Soient  h  e t  h  l e s  homomorphismes de H" dans , respect ivement ,  
1 2  

f i  e t  ' fksdéfinis  p a r  : 

pour t o u t  W = ( q , u , v , q l )  e H ,  hl(W) = u e t  hZ(W) = V .  

+ 
Comme H e s t  i n c l u s  dans (Q x X* x Y x Q) h  e s t  A-libre.  2 

Considérons l ' au tomate  d ' é t a t  f i n i  M = (Q,H,qO,g,{qf}) où g e s t  d é f i n i  

p a r  g ( q , ( q , u , v , q l ) )  = q1  pour t o u t  q  c Q e t  t o u t  ( q , u , v , q l )  e H.  S o i t  R l e  K-langage 

reconnu par  M .  Montrons que l a  t ransduct ion  S  a s soc i ée  à T e s t  éga le  à 
S 

T~ = { ( h l ( e ) ,  h 2 ( e )  / e  E R)  . Prenons (u,;) e SI .  I l  e x i s t e  a l o r s  q 1,- 9 %  e Q ,  

+ 
u19* 

e X* e t  v  
1" 'Vn 

e Y t e l s  que e  i+l = (qi,ui+l,vi+19qi+l ) e H pour n  

i e [ O  ,n-11 , u  = u  l . . . ~ n ,  v = v ... v e t  qn = qf.  1 n  

Posons e  = e  ... e  . g(qo ,e )  = qf,donc e  e R e t  comme h ( e )  = u ,  h 2 ( e )  v ,  1 n  1 

(u ,v )  e T K *  

Prenons maintenant (u ,v)  e T Il e x i s t e  a l o r s  e  e R t e l  que u  = h l ( e )  
K' 

e t  v  = h 2 ( e ) ,  donc e l ,  ..., e e H e t  q  , . . . , q  e Q t e l s  que e  = el . . .e  n  1 n  n' qn = qf 

e t  g(qi = 4i+l pour i e [O,n-11 ce q u i  implique, par  d é f i n i t i o n  de g ,  

e  i+l = (qiyh 1 1  ( e  1, h2(e2),qi+l ), donc (u ,v )  = (h l ( e ) ,h2 (e ) )  e S. 



Considérons un t r ansduc teu r  s é q u e n t i e l  A-libre T e t  S l a  t r ansduc t ion  S 
de fl dans a s soc i ée  à TS. POUF L c fl, l ' image t r ansduc tée  p a r  TS9 fS(L) e s t  

éga l e  à {y e / (,,y) e S e t  x e LI.  D'après l e  lemme précédent ,  il e x i s t e  un 

alphabet  f i n i  2 ,  un K-langage R c  z*, des  homomorphismes h de Z* dans @, h2 
1 

A-libre de Z* dans @ t e l s  que S = {(h l (v) ,h2(v) )  / v e R I .  Donc fS(L) = {h2(v)  / 
v r R e t  hl(v) r L I  = h (R n h - ' ( ~ ) ) .  Des p ropos i t i ons  V . 1  e t  V . 2  nous déduisons 

2 
immédiatement : 

Propos i t ion  V.3 L'image t r ansduc tée  pa r  un t r ansduc teu r  s é q u e n t i e l  A-l ibre ,  

d ' un élément de L ' appa r t i en t  à i. ' 
1 1 

Int roduisons  maintenant un nouveau type  de grammaire q u i  va nous permet t re  

de donner une c a r a c t é r i s a t i o n  grammaticale des langages de L t  Nous d i rons  qu'une 
1 ' 

grammaire G = (N,T,P,A) e s t  une LB-gramnaire en N 
1 ' N 2 ,  N s i  e t  seulement s i  

3 
t IN ,N ,N 1 forme une p a r t i t i o n  de N e t  s i  P = P U P2 U P3 avec P C N1 x V , 1 2 3  

l +  1 P2 C(N2N3 U N3N2) X (N2N3 U N3N2) e t  P3 c q N 2  x N î T  

Dans ce cas  ,pour y e e  nous noterons R2(y) = { z  e @ / y ==-+ z }  c ' e s t - à -d i r e  
P, 

L 

l 'ensemble des mots obtenus à p a r t i r  de y en u t i l i s a n t  une r è g l e  de P2. 

Nous d i rons  que G e s t  une LB-gramnaire dé t e rmin i s t e  en N N ,N s i ,  en 
1' 2 3 

p l u s ,  l e s  t r o i s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  son t  v é r i f i é e s  : 

3; 
( 1 )  A W implique 1 (W) 6 1 

p, N o  

( 3 )  S i  E2 e N2 f i g u r e  dans une r è g l e  de P V A3 e N a ,  R2(A3E2) $ 3 ) 

Remarque ----- -- Les condi t ions  ( 2 )  e t  ( 3 )  sont  déc idables  c a r  e l l e s  ne concernent 

qu' un nombre f i n i  de mots. 

3; 
Notons LI = i W  / A W e t  R = (V \ N ~ ) *  N ~ ( V  \N2)* 

L e s t u n  C-langage e t  R un K-langage. La cond i t i on  ( 1 )  correspond à 1 
L C R c ' e s t - à -d i r e  à Ll n (@ \ R) = B ce q u i  e s t  a u s s i  déc idable .  
1 



NOUS d i rons  que G e s t  une LB-gramnaire (dé t e rmin i s t e )  s i  e t  seulement s i  

il e x i s t e  une p a r t i t i o n  de N enh l  N ,N ) t e l l e  que G s o i t  une LB-gramrilaire ( d é t e r -  
1) 2 3  

m i n i s t e )  en N N N 1' 2 ,  3 '  

Nous obtenons une première p rop r i é t é  : 

Propos i t ion  V.4 Tout langage de LI ( r e sp .  e s t  engendré par. une LB-grammaire 

( r e s p .  LB-grammaire dé t e rmin i s t e ) .  

Démonstration ------------- So i t  M = (Q,X,qo,g,F) un automate l inéa i rement  borné. Prenons 

A 4 Q U X ,  posont 6 = {q / q e Q I ,  N1 = { A } ,  N:, = Q uG, N3 = X X ,  

= {(A,C(x,x)) / x e X e t  C = A ou qo} e t  P = { ( ( x , y ) q ,  q f x )  / x,y e X ,  q  e F  3  
e t  q '  = q ou A}. 

Construisons P de l a  manière su ivante  : 
2 

- S i  g (q ,x )  = ( q l , x ' , f l ) ,  a l o r s  pour t o u t  y  e X 

$ q q s i i = 0  
- S i  g(q ,x)  = (q '  , x l , i )  avec i = Q ou -1, pos.ons qf '  = 2 il s i  i = -1 

I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que l a  grammaire G = (N,X,P,A) avec 

N = N U N UN e t  P = P u P U P e s t  bien une LB-grammaire. Montrons que 
1 2  3 1 2 3 

L(G) = T(M). 

Définissons l e s  homomorphismes t e t  t2 de (N Ul'r3)* dans x*, p a r  
1 2 

- 
t l ( q )  = t-(q) = t 2 ( q )  = t 2 ( q )  = A pour t o u t  q  e Q e t  t l ( ( x , ~ ) )  = x , t 2 ( ( x . y ) )  y 

pour t o u t  x ,  y  e X .  

Pour q e Q e t  u ,  v  e x~:. Posons : 

- {sq  / s E Y t (s) = U} s i  v  A 
2 

s i  v = v V' avec v  e X 
1 1 



C e t t e  no ta t ion  nous permet d'énoncer l a  p r o p r i é t e  s u i v a n t e  s 

* 
S i  (q ,u ,v)  ( q l , u ' , v l )  a l o r s  pour t o u ~  z e H(q,u,v) il e x i s t e  

4, 

z '  e H(q,ui , v 9  t e l  que z  z z f e t  tl(zl) = t l ( z ) .  
2  & 

Il s u f f i t ,  en e f f e t ,  d e  v é r i f i e r ,  en examinant P , que c e t t e  p r o p r i é t é  est 2  
Vraie pour t o u t  mouvement simple. Prenons W e T(M). I l  e x i s t e  a l o r s  un nouvement * 
dans M : (qo,A,W) (q,W1,A) avec q  e F. 

Nous avons dans G l a  d é r i v a t i o n  s u i v a n t e  : 

3r 
A - q W avec t (W ) = t2(W1) = W .  

1 
O 1 1 1  

qoWl E H(q ,A,W), donc il e x i s t e  W2q e H(q,Wf,A) v é r i f i a n t  t,(F2q) = 
SE ;k 

i 

t ( q  W )  = W ,  qOWl- W q e t ,  comme q e  F, 
1 O 1  

-7 t (W ) = W e  
P2 '24 p3 1 2 

$; J- $; 
Nous obtenons donc A - 3 W2q so W e t  W e L(G). 

qoW1 P2 3 

Pour t o u t  W ,  W '  e Ni'i W e  N e t  q  e Q notons : 3 '  1 3  

11 e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que s i  z  z avec z  e t  z  e Ni% 3 9 ~  1 5 ~ ;  
1 P2 2 1 2 3  2 ' 3  

a l o r s  H f ( z l )  H t ( z 2 ) .  

Prenons W e L(G). I l  e x i s t e  dans G, une d é r i v a t i o n  de l a  forme 

* $: J, 

A==-- w =& W, avec t (W ) = t2(Wo) = t ( W  ) = W ,  q  o F 
qoWo P2 1 P3 1 O 1 1  

Donc W e T(M) et L(G) = T(M). 

La grammaire G v é r i f i e  les p r o p r i é t é s  ( 1 )  e t  ( 3 )  de déterminisme. S i  M 

e s t  dé t e rmin i s t e ,  l a  p r o p r i é t é  ( 2 )  e s t  a u s s i  v é r i f i é e  ; G e s t  a l o r s  üne La-grammaire 

dé t e rmin i s t e .  



Pour t o u t e  LB-grammaire G ,  PN F { (u ,v )  e P / eT(v) = 01 e s t  i n c l u s  dans 

Pl U P2. Donc t o u t e s  l e s  r è g l e s  de  P sont  de longueur c r o i s s a n t e  e t  d ' ap rè s  l e  
N 

c o r o l l a i r e  111.1, L(G) e s t  un langage con tex tue l .  

La propos i t ion  V.4 nous permet a l o r s  d 'énoncer  : 

Proposition V.5 La c l a s s e  des langages engendrés s u r  une LB-grammaire e s t  

équ iva l en t e  à l a  c l a s s e  L 
1 

Montrons maintenant que t o u t  langage engendré p a r  une LB-grammaire 

d é t e r m i n i s t e ,  a p p a r t i e n t  à L' Nous u t i l i s e r o n s  t r o i s  r é s u l t a t s  i n t e rméd ia i r e s .  
1 * 

Lemme V.6 Soi t  M = (Q,V,qo,g,F) un automate l inéa i rement  borné dé t e rmin i s t e  avec l o s  

marqueurs @ e t  $ ,  t e l  que V ~ I Q  = 0. Il e x i s t e  un automate M l  = ( Q ' , v ~ , ~ ; , ~ ' , { ~ ; } )  

l inéa i rement  borné dé t e rmin i s t e  avec l e s  marqueurs & e t  $ , v é r i f i a n t  pour t o u t  u,veVJc e t  

t o u t  q  e Q l a  p rop r i é t é  : 

Démonstration ------------- ~ o s o n s  V '  = v U Q ,  Q '  = Q U V  u { q ~ , q i . q ~ , q ~ }  avec 

V l  n {q;,q;yq;,$} = @ e t  considérons l l au tomate  l inGairement borné dé t e rmin i s t e  

(q ,@u,v$)  6 (ql.@yt,A) 

Ml = (Qv , V l  ,q;,gl ,{qj})  où g 1  e s t  d é f i n i e  pa r  : 

( A )  

- g l ( q i y $  1 = ( q i , $ , - l )  

t O s i  v '  e Q 
- pour t o u t  v '  E V '  g ' (q ; ,v l )  = ( v l , q O , i )  avec i 

( 2  -1 s i  v t  c V 

* 
<- (qg,e,uqv$) JM9 (q;.@yqlt , A )  

O s i  v1  e Q 
- pour t o u t  v e V g l ( v , v '  ) = ( v '  , v , i )  avec i = 

e t  t o u t  v v  e V '  -1 s i  v 1  e V 

avec ql E: F 



- pour t o u t  q e Q g ' (q ,v )  = g(q ,v)  
e t  tsout v e VuCe) 

,q ,+il si. g(13,$) = !q l$  ,+1) (9; 1 
- pour t ou t  q e Q g l ( q , q O )  = avec q c F 

1 
(q,,n,.i 1 s i  g(q,$)  = (q2$  

avec i = O  ou -1 

- gl(q) ,$  = , + l )  

- g l ( q f  ,x) = (~ ; ,X ,+ I )  pour t o u t  q f  e Q '  e t  x e V '  V i$ ,el p o u  

I l e s q u e l s  g s  n ' e s t  pas encore d é f i n i e .  

Pour t o u t  u, v e pc e t  t o u t  q e Q ,  nous avons, dans M T ,  l e  mouvement 

su ivant  : 

9c 4. 

(qg,e,uqJL) IF@ (q;>euqv,$) 

-1. 

si (q ,@uyv$)  1; (qlY@y$,A) avec q a e F, i q t  e Q t e l  que 
9: 

( q , @ u ~ v $ )  l a  (4 '  ,@Y,$) e t  g (q '  ,$) = ( q l , $ > + l )  donc g f ( q l  ,qo) - (q; q 1 (cf . @ ). 
9; ;k 

-1, 

Réciproquement Y s i  (qb a@,uqd  ) (q i>Qyql$  , A ) ,  il e x i s t e  q2 e 9 t e l  

que : 
~ ' r  ,, 

(qy'uyvqg$) IF (q2"y>q0$) IF ) IF (q;y@Yq* ). 

ak 
Donc (q,@u,v$) IK (q2,@y,$)  e t  comme 

g f ( q 2 > q O )  = (q;9q1>f1)y g(q2>$)  = (q1>$9f1) 
>k 

e t  (q,@u,v$) ( q l , @ ~ l y A ) s  

Leme V.7 Soient M = (Q,YyqO,g,F) un automate l inéa i rement  borné dé t e rmin i s t e ,  

avec l e s  marqueurs e ,  $ e t  L C V". S i  Lo c L r  a l o r s  
-1. 

O 1 ' 
L1 { v  e ~9 (qoO>lyu$) I i  (qy!2v$,A) avec u e Lo e t  q r FI e 1;. 

Démonstration ------------- Posons v i  = Y x V, Q' = Q W iq;,q;,qp} avec Qn{q;,q;,$} = a 
e t  considérons M q  = ( Q ' , V ' . q 0 y g ' 9 { q ~ ) )  où g e s t  d é f i n i e  par  : 



1- pour x,  y  e V e t  q  e Q g l ( q , ( x , y ) )  = (ql,(xlYy) , i l  s i  g(q ,x)  = (qlYxl,i) 

2- pour q  e Q g l ( q , Q )  = g(qy$)  

3- pour q  e Q 

(q ly t  , i l  s i  g(q ,$)  = (q l .$ , i )  

g l ( q , $ )  = avec i = O  ou 1 

(q:,$,-1) s i  g (q ,  $1 = (ql,$ , t l )  

avec q  e F 
1 

4- pour x  e V,  g '  (q;,(x,x) 1 = (q;,(x,x) , - i l  

5- g l ( q ; , ~ )  = cq;,e,t i)  

6- pour v1 e V '  (J ( $ 1 ,  g1(q;,v ')  = ( q f , v l  , t l )  

7- g l ( q l  , v l )  = (ql ,v l  , t l )  pour t o u t  q b  Q 1  e t  v '  e V 7  W {@,$) pour l e sque l s  g' 
P 

n ' e s t  pas encore d é f i n i e .  

Il e s t  c l a i r  que M' e s t  un automate l inéa i rement  borné dé terminis te .  

-1, 

Posons L <  = I w '  e ~ ' * / ( q ~ , @ , h ~ ( ~ ~  )t 1; (qyQh2(W1 )O ,A) avec q  e F I ,  

h  e t  h  é t an t  l e s  p ro j ec t ions  canoniques homomorphes de v'* dans V'i d é f i n i e s  pa r  
1 2 

= x ,  h 2 ( ( x Y y ) )  = y pour t o u t  (x ,y)  e Y' e t  montrons que L' = T(M' 1. 

En e f f e t ,  si ( q , Q u l , v ' $ )  IF (q1 .Q~i ,v ;$)  avec q  e t  q  1 E 9, il e s t  

f a c i l e  de v é r i f i e r  que 

h2 (u1  ,v t  ) h 2 ( u i v i )  e t  que (q,@hl(ul  1 .hl(vl ) $ )  IM  (q1,Qhl(u;) ,hl(v;)$). 

Prenons W' e T(M') ; nous avons dans M' l e  mouvement su ivant  : 

7': * >k 
( q O y ~ . w i t )  1, (s2.aw;.r) IF (q;,e,w;r) IF cq;.ew;$ , A )  

avec g 1 ( q 2 $  = q  v  $ - 1  Ce q u i  implique : 

g(q2,$)  = (q ,$  > t l )  avec q  e F e t  h (W1) = h2(W;) ( c f . 4 )  
1 1  

;k 
Donc (qoy~yhl(wl )$ I n  ( q Y ~ , h 2 ( w 1  # ,A)  avec q e F e t  W '  e L '  

Réciproquement, pour t o u t  W v  , W 1  , z l  ,z; e v'* v é r i f i a n t  h (W1z') = h2(wiz i ) ,  
1 2  

si (q3~hl(W') .hl(z1)$ IEi (ql,Qh (W ' ), h  ( z ' 8  a l o r s  1 1 1 1  



* 
Prenons W 1  r L1 . Alors  il e x i s t e  q  c Q t e l  que (qo  ,l ,hl(H' )$ ) lT  2 

(q2dh2(W1 ),$) y g( q2 ,$ ) = (q,$ ,+l) avec q e F . En prenant W '  d é f i n i  pa r  
1 

rL * 
hl(W;) = h2(w;) = h 2 (W'), nous obtenons (q0,g,Wf$) 1 $  (q2,$!W;$ ) In;. (q;,eWi$ ,A) 

donc W 1  c T(Mt) .  

-1- 

L1 = {v  e Vh / (qo,$?,u$ IN (¶,@VI , A )  avec q E F e t  u  E L ~ I  
3: 

{h2(Wf) / W '  e v1* , (q0 ,Q .h l (~ ' )$ )  In (q,@h2(W1)$yA) avec q e F e t  h (W1) e L ~ I  1 

= {h2(Wf) / W '  e L 1  e t  h (W') e L ~ } .  
1 

Donc L = h2[h;1(~o) n L ' I .  
1 

Comme L e t  L '  c L' e t  que h e s t  un homomorphisme A-libre,  nous 
O 1 2 

déduisons des propos i t ions  V . l  e t  V.2 que L1 E L i .  

Lemme V.8 Pour t o u t e  LB-grammaire dé t e rmin i s t e ,  il e x i s t e  une LB-grammaire 

équiva len te  G '  = (N',T,Pv,A) dé t e rmin i s t e  en N 1 , N ' , N '  t e l l e  que, en posant  
1 2 3  

T i  = V '  \ N i  e t  Pl = Pl n ( N i  x Vit), l e  langage engendré pa r  l a  grammaire 
1 

G; = ( N '  , T l  ,Pt  , A )  s o i t  i n c l u s  dans N I *  N; N i t .  
1 1 1  3 

Démonstration ------------- Soient  G = (N,I',P,A) une LB-grammaire dé te rminis te  en N 
1 *  N23 

N e t  {P ,P, ,P 1 l a  p a r t i t i o n  de P correspondante.  Considérons G = ( N  T P ,A) 
3 1 2 3  1' 1' 1 

avec T = V \ NI. Posons L = L(G1) f)Pt e t  L2 = L(G ) f? T;~N':N,N"T~. Comme x e L(G1) 
1 1 1 3 2 3  

implique (x) L 1 ( c f .  p r o p r i é t é  1 de déterminisme), s i  W e i(G1) \ (LI kJ L12), 
2  

a l o r s  W ne peut pas s e  d é r i v e r  dans G ,  en un mot de 9. Donc, en posant L '  = 
-8- 

2 

{Z e T' / y z avec y e L ~ } ,  nous obtenons L(G) L U L;. 
1 

Prenons T = {a  / a c T )  d i s j o i n t  de V ,  E # T \b V e t  posons 

h é t a n t  llhomomorphisrne de Th d a m  T l é f i n i  pa r  : 
1 

C 
- 
x s i  x e T  

V x e S h(x )  = 
1 x sinon.  



Comme L e s t  un C-langage, il e x i s t e  une C-grammaire G 1  - l ,T1,P1,A) 
3  1 - ( N 1  1 1 

t e l l e  que L(G;) = L3 C N;*N;N;*. 

Posons R = {E2 e N2 / R (A E ) @ pour t o u t  A e N ~ I ,  2  3 2  3  

= P U { ( E ~ ~ , ; E ~ )  / a  o T e t  E2 e R I ,  
2  

3 = p3 i~ {(SE ,E a ) ,  (aE2,a)  / a  e T e t  E2 E RI 2  2  

U {(aE,Ea) ,(aE,a) / a  e TI 

I l  e s t  c l a i r  que G '  e s t  une LB-grammaire dé te rminis te  e t  que 
-i. 
,\ 

L ( G ' )  = { z '  e T" / y '  z 1  avec y '  e L ~ } .  

En o u t r e ,  il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que : 
-L ,, 

L1 
= { z f  O 'W / y 1  ~ ; 3  z 1  , y 1  e h ( l l )  {El}  

Donc L(G1) = L1 U L; = L(G). 

Soient G = (N,T,P,A) une LB-grammaire dé te rminis te  en N N , N  1) 2 3 '  
{P ,P ,P } l a  p a r t i t i o n  de P  obtenue à p a r t i r  de N1,N2,N3,  T = V \ N1 e t  

1 2 3  1 
G1 = (N ,T ,P A D'après l e  lemme V . 8 ,  nous pouvons supposer que L(G ) e s t  

1 1 1  1 
inc lus  dans @N 'N. Notons N; = {E2 e N2 / R (A E ) = 0 V A3 E Na). 

3  2  3  2  3 2  

D'après l a  condit ion 3  de déterminisme, pour t o u t  W e  il e x i s t e  

Wl e L(G e t  W2 e N*N' t e l s  que A =$- W k 
1 3 2  

- W .  
1 1 P2 W2 P3 

-1. Jr 
Posons L 2  = {W2 o N?$N; / A *w2} = {W2 e $Ni / W1 7 W 2 ,  W1 e L(G1)} 

2  * 
L(G) e s t  a l o r s  é g a l  à {W e T* / W P, W ,  W2 c L2}, 

P3 

w 'V 

Montrons que L(G) e s t  l ' image t ransductée  de L pa r  un t r ansduc teu r  2  

s équen t i e l  A-libre. 



Soient  k e t  kf 4 Ni. Posons K = Ni U {k0.kf}. X = N U N i  e t  considérons O 3  
l e  t r ansduc t eu r  s é q u e n t i e l  T = (K,X,T,k H k ) avec H d é f i n i  p a r  : 

S O '  ' f 

% ry 
T e s t  A- l i b r e  e t  l ' image de L p a r  T e s t  L(G). S 2 S 

Pour montrer que L(G) e L '  il s u f f i t  de montrer que L2 e L i .  En e f f e t ,  
1 ' 

% rV 
L E L '  implique L2 e L' e t  d ' a p r è s  l a  p ropos i t i on  V.3, L(G) e L i  donc L(G) e L i .  

2  1 1 

- - - 
Soient  qp Nî e t  N~ = { E ~  / E~ e N ~ I .  

Posons Q = N2 U i2(J{B} e t  considérons l1au tomate  l inéa i rement  borné 

dé t e rmin i s t e  M = (Q,N3,qp ,g,Ni) avec l e s  marqueurs @ e t  $ où g e s t  d é f i n i e  p a r  : 

(F2,B3y0) s i  (E A F B e P2 avec F2 c N2 2 3 ' 2 3  
- pour E 

2  N2 ,+1) s i  (E2A3'B3F2) e P2 avec F2 e  N 2  

e t A  e N 3  
3 ( Ë 2 y ~ 3 , - l )  s i  R2(E2A3) = 0 

( E ~ > $ , I - ~ )  s i  E e N; 
2  

- pour E 
2 N2 g ( ~ ~ , t )  = 

Ë ,  - 1  s inon  

e t A  c N 3  
3 

( (F2,B3,+l) s i  ( A  E B F ) c P2 avec F2 o N2 
3 2 ' 3 2  

- g(q ,x )  = 
'qP 

, x , t l )  pour  t o u t  q o Q e t  t o u t  x o N3 u {$ ,@} pour l e s q u e l s  g  n ' a  

pas  encore é té  d é f i n i e .  



Pour u ,  v c I$ e t  E2 e N notons C(uE2v) ( E ~ , @ U , V $ )  e t  2 

D((E,,@U,V$)) = U E ~ V .  Pour Ë2 e N 2 ,  

v '  s i  v = A v'  avec A s N 
3 .  3 3 

D((Ë2,Qu,v 1) = 
s i v = A  

Par cons t ruc t ion  de g ,  nous obtenons les p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

* - S i  w p g  W 1  a l o r s  C(W) INC(W1) 
2 

3r 
- S i  z 1; Z '  a l o r s  D(Z) D(ZV) .  

P2 

Nous en déduisons que pour t o u t  u ,  u t ,  v1 e , E2 r N 2 ,  E' e N i ,  
2 

-1. ,, * 
uE v - u'E' s i  e t  seulement s i  (E ,@u,v$) 1 -  (El ,Qu1$ ,A). 

P2 
2 2 M 2 

* 
Donc L = {ulE;/uE v --n u'E '  avec E EN E '  e N; e t  uE2v e LI} 

2 P2 2 2 2' 2 

- * 
- {uIE;/(E2,@u,v$) I K  (E;,Qul$,A) avec E 2 c N ~ ,  E '  2 r N;,UE 2 v e ~  1 1, 

Comme Q '  r) N3 = $, nous pouvons u t i l i s e r  l e  lemme V.6 e t  nous obtenons 

* 
un automate M l  (Q1,V',qh,g1,{q4}) t e l  que L2 {u1E;/(qA,@,uE2b) 1;' 
(q;,@u'~;$,A) avec E2 e N 2 ,  E; e N i ,  u ,  v ,  u '  e e t  uE v e L } .  

2 1 

Mais L est i n c l u s  dans WkN fi, donc 
1 3 2 3 

.Ir 

L~ = { y ' / ( q ~ , Q , y l )  1 %  ( q ; , ~ y ' t  ,A)  avec y e ~~1 fl W ~ N ;  

e t  d '  a p r è s  l e  lemme V.  7 ,  L2 e L ' 
1 

----------- 

Nous pouvons a l o r s  énoncer, en t enan t  compte de l a  p ropos i t i on  V.4 : 

Propos i t ion  V.6 La c l a s s e  des langages engendrés pa r  une LB-grammaire 

dé t e rmin i s t e  e s t  équiva len te  à l a  c l a s s e  L 1  
1 ' 
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