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INTRODUCTTION

Depuis 1l'introduction des grammaires contektuelles
(type 1), & contexte-libre (type 2), linaires i droite (type 3),
définies par Chomsky [CH], 3 partir des grammaires 3 structure
de phrase,en imposant des restrictions aux régles de production,
la plupart des travaux relatifs aux grammaires se sont attachés
aux C-grammaires et aux langages engendrés par différentes sous-

classes de C-grammaires.

Par contre, les résultats concernant les grammaires &

structure de phrase qui ne sont pas de 1l'un des trois types

précédents sont beaucoup moins nombreux.

Certains ont été obtenus en considérant des dérivations
spéciales [GS2, GS3, MAl. Ainsi, Matthews a montré que le langage
engendré par dérivation la plus d gauche dans une grammaire &

structure de phrase, est un C-langage.

Deux autres résultats intéressants, obtenus en particu-

larisant la forme des régles de production, mettent en relief le
rdle spécial joué par les terminaux. Ginsburg et Greibach [GG1]
ont montré, en effet, que les grammaires a structure de phrase
dont toutes les régles (resp. foutes les régles de longueur
décroissante) contiennent un terminal, engendrent des C-langages

(resp. des langages contextuels).
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Notre travail consiste & étudier certaines classes
de grammaires & structure de phrase, incluses dans l'ensemble
LDdes classes de grammaires 3 variables distinguées, lesquelles
sont définies en imposant uniquement des relations entre une
partition des variables et la forme des reégles de production.
Plus précisément, nous dirons que L est une classe de grammaires
3 variables distinguées, s'il existe un alphabet E et une partie

R de (E¥)2 qui permettent de définir L de la maniére suivante

Une grammaire 3 structure de phrase G = (N,T,P,A)
appartient 3 L si et seulemenf s'il existe un homomorphisme h de
E* dans le monoide engendré par 1l'ensemble des parties de N T,
tel que h(E) partitionne N |{JT et P soit inclus dans

{(h(u),h(v)) / (u,v) e R}.

En particulier, toutes les classes de grammaires
définies en considérant l'ensemble des variables comme 1'union
disjointe de T et de N, ensembles, respectivement, des terminaux
et des non-terminaux, et en imposant aux régles de production
d'appartenir 3 une partie de NT x (N U T)* qui s'exprime unique-
ment en fonction de N et T, appartiennent 3 LD.

Moins trivialement, Ginsburg et Spanier [GS1] ont intro-
duits les grammaires Ultralinéaires d'ordre k (k entier 3z 1) en
restreignant la forme des régles de production des C-grammaires
d l'aide d'une partition de l'ensemble des non-terminaux en k

parties.

De méme les "standard matching choice set" de rang k

(quasi-rationnel de rang k) (h entier 2 0) définis par Yntema



[YN] peuvent &tre caractérisés grammaticalement par un élément

de LD qul est contenu dans la classe des C-grammaires.

Dans la premiére partie, nous partitionnons 1l'ensemble
des non-terminaux en deux sous-ensembles et nous définissons
différentes classes de grammaires appelées monotones. Pour i e [1,3],
les grammaires monotones de type i généralisent strictement les
grammaires de méme type et engendrent les mémes classes de langages.
Nous obtenons ainsi des conditions suffisantes pour qu'une grammaire
d structure de phrase, qui n'est pas de type 1, engendre respective-

ment un K-langage, un C-langage et un langage éontextuel.

En outre, pour i e [1,2], nous montrons que ces conditions
sont compatibles avec les résultats de Ginsburg et Greibach rappe-
1és plus haut ; c'est-d-dire qu'il suffit de considérer 1l'ensemble

des régles de production ne contenant pas de terminaux.

Dans la deuxiéme partie, les éléments de Ly que nous
introduisons nous servent de support pour définir de maniére simple
d'autres classes de grammaires qui caractérisent divers langages

déterministes.

Ainsi, au chapitre IV, nous considérons les APi-

grammaires (i e [1,31) qui engendrent les C-langages.



En imposant aux régles de productions des conditions
supplémentaires, nous obtenons une nouvelle caractérisation
grammaticale pour les langages reconnus par des automates 3
pile de mémoire déterministes [GG2] ou engendrés par les LR(k)

grammaires de Knuth [KNJ.

Si nous imposons, en outre, aux parties droites des
régles de commencer par un terminal, nous définissons les AP3-
grammaires déterministes qui engendrent les langages reconnus
par un automate 3 pile de mémoire déterministe, A-libre et

complet.

Les langages LL(1) de Lewis et Stearns [LS] étant
reconnus par une classe particuliére de tels automates, il
était normal de chercher une caractérisation de ces langages
par des AP3-grammaires particuliéres. C'est ce que nous faisons
en ajoutant une autre restriction 3 l'ensemble des regles de

production pour définir les UAP3-grammaires.

Au chapitre V, nous considérons la classe Li des
langages reconnus par les automates linéairement bornés [MY].
Les LB-grammaires que nous obtenons 3 l'aide d'une partition de
l'ensemble des non-terminaux en trois sous-ensembles, engendrent
les langages contextuels. En ajoutant des conditions simples a
vérifier, nous définissons les LB-grammaires déterministes et
aprés avoir montré-que la classe Li est close pour les homomor-
phismes inverses et les homomorphismes A-libres, nous établissons
l1'équivalence entre Li et la classe des langages engendrés par les

LB-grammaires déterministes.



Chapitre O

NOTATIONS ET TERMINOLOGIE

1  NOTATIONS

Pour deux ensembles A et B quelconques, nous noterons

|A| = cardinal de &,

P(A) = {D / D C A}, l'ensemble des parties de A,

ANB={xeA/ x¢é B},

AB = {xy / x € A, y e B}, le concatené de A par B.

Pour k21, définissons Ak par récurrence en posant Al = A et
Akt - A*a ; si A = {al, a désignera 1'unique é1lément de Ak. Le produit

cartésien d'une séquence finie d'ensembles A .o est égal A

1’
{(al,...,an) / a; e A, pour i e [1,n]}.

P
Nous dirons que {Al’°"’Ap} forme une partition de A si A = ggﬁ Ai
et si Air\ Aj # ¢ implique i=j, v i, j e [1,p].

Afin d'éviter un parenthésage trop important, nous conviendrons
que la concaténation est prioritaire par rapport au produit cartésien, lui-

méme prioritaire vis d vis de l'union et de l'intersection.

Pour un ensemble fini T, appelé alphabet, posons Tt = J:g ™ 3
™= (A}UT désignera le monoide libre engendré par T, le mot vide, A,étant

1'élément neutre pour l'opération dans T, notée multiplicativement.

De fagon générale, nous appelerons MOts les éléments de T¥,

lettres ceux de T et langage toute partie de T*.

Pour tout mot w de T*, £(w),la longueur de W est égale au nombre
d'occurrencesde lettres de T dans W ; en particulier £(A) = 0 ; 1'image miroir
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7’ ’\l ” . . f\'
dé W, notée W, est définie par X=1hetwa-s= aW', YVaeT, VW eT*,
Enfin, pour toute partie A de T*, nous noterons A% = a U,

2  GRAMMAIRES ET LANGAGES

i Une grammaire & Structure de phrase est un quadruplet G = (N,T,P,A) ol :
- N est un alphabet (non terminal),
- T, disjoint de N, est un alphabet (terminal),
- P est une partie finie de N' x (N U T)* dont les éléments sont appelés

les régles ou les productions,

A, 1'axiome de la grammaire est un élément particulier de N.

Nous noterons V = NU T, l'ensemble des variables.

Pour x, y e V¥, nous dirons que x engendre directement y et nous

écrirons x =E=° y, s'il existe (u,v) e P, x', x" e V¥, tels que x = x'ux" et

y = x'vx". Nous dirons que x se dérive en y, s'il existe une séquence Zgs Zpee

ELA de mots de V¥, appelée dérivation (de longueur p), telle que Zg = X,

z T yetz, =
P i

o> 23, bour ie [0,p-1].

*
Si Pl est inclus dans P, nous écrirons x “5”3 y pour préciser que
1

¥*

XG> yen utilisant uniquement des régles de P

1

L(G) = {WeTr /A =%=9 W} sera appelé le langage engendré par

la grammaire G.

Deux grammaires seront dites équivalente si elles engendrent le

méme langage.
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Une grammaire "monotonic" est une grammaire 3 structure de phrase

G = (N,T,P,A) vérifiant la propriété :
V(u,v) e P, L(u) s &(v).

Un langage est contextuel s'il existe une grammaire monotonic qui

1l'engendre.

Une grammaire & contexte libre (C-grammaire) [CH] est une grammaire a
structure de phrase G = (N,T,P,A) avec PC N x V¥, Un langage est un

C-langage s'il existe une C-grammaire qui 1'engendre.

Une C-grammaire est réduite si pour tout B e N, il existe u, v e V¥,
ale

%
W e T* tels que A =5 uBv et B /= W.

Une C-grammaire est A-libre si P C N x vt

Pour u, v e V¥, notons u =€%¢ v s'il existe W e T*, u' e V¥ et (B,y) e P

tels que u = WBu' et v = Wyu'.

W
=%%9 désignera la cldture transitive de la relation =%=° et sera appelé
2

dérivation la plus & gauche.

Une S-grammaire [KH] est une C-grammaire G = (N,T,P,A) vérifiant
(i) PCN x TV¥

(ii) VBeN,VaeT,Vy, ze V¥, si (B,ay) e P et (B,az) e P alors

y = z.

Un langage est un $-langage s'il existe une s-grammaire qui 1'engendre.

*

Une grammaire linéaire & droite est une C-grammaire G = (N,T,P,A) ol P

est inclus dans N x T*NO.
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Un langage est un K-langage (langage régulier) s'il existe une grammaire

linéaire a droite qui 1l'engendre.

3  AUTOMATES ET LANGAGES

- Un automate d'états fini est un 5-uple M = (Q,T,g,qO,F) ol :

(1) Q est un ensemble fini non vide (ensemble des €tats),

(ii) T est 1l'alphabet d'entrée,

(iii) g, appelée fonction de transition, est une application de QxT
dans Q,

(iv) q, est un élément particulier de Q (état initial),

(v) FC Q est 1l'ensemble des états terminaux.

L'application g est prolongée en une application de Q x T* dans
Q en posant
-VaqeQ, glg,A) = g

-¥qeQ,VaeT, ¥V WeT" g(q,Wa) = glglq,W),a)
Le langage reconnu par M est T(M) = {We T* / g(qO,W) e F}.

On démontre qu'un langage est un K-langage si et seulement s'il

existe un automate d'états fini qui le reconnaisse.

- Un automate 3 pile de mémoire est un 7-uple
M= (Q,T,Z,g,zo,qO,F) ol :
() Q,T,q, et F ont la méme signification que pour les automates
d'état finis.
(ii) Z est 1'alphabet de pile.
(iii) g, la fonction de transition, est une application de Q x TO x Z

dans l'ensemble des parties finies de Q x Z*.
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(iv) z, est un élément distingué de Z.

Si pour tout q € Q et z € Z, g{q,A,z) = @, nous dirons que M

est A-libre.

Notons IE la relation binaire sur Q x T* x Z¥ (appelée mouvement

simple dans M) définie par :

Vg, q' €eQ, YWe T, Vb e To, Vy,y' eZ¥, VzelZ:

(q.bW,y2) |5 (a',W,yy") <= (q',y') e glq,b,2)
lﬁ- (appelé mouvement dans M) désignera la cldture transitive de la

relation 'ﬁ"

Le langage reconnu par l'automate M est
8 w*
T(M) ={WeT* /3 qeF,Iye 2% tels que (q,W52,) lﬁ-(q,A,y)}.

*

Si pour tout W e T(M), il existe q € F tel que (qo,w,zo) Iﬁ

(q,A,zO) nous dirons que M est complet.

On démontre que la classe des langages reconnus par un automate

d pile de mémoire coincide avec la classe des C-langages.

Une particularisation intéressante de ces automates a été intro-

duite par Ginsburg et Greibach [GG2].

Un automate 3 pile de mémoire M est déterministe si et seulement

s'il vérifie les propriétés suivantes

-¥qeQ,VaeT,Vzes3, |glg,a,z)] + |glq,A,2)] =1

-V¥qeQ, ¥be To, si g(q,b,zo) # @ alors il existe y e Z¥ et q' € Q

tels que g(q,b,z,) ={(q’,z0y)l



Un automate a pile de mémoire M est quasi-déterministe si V q e Q,

VaeT,VzeZ, |gq,a,2z)| + |glatrz)]| s 1.

En fait, les automates 3 pile de mémoire déterministes et quasi-
déterministes reconnaissent les mémes types de langages, appelés C-langages

déterministes.

- Un automate linéairement borné déterministe (sans marqueurs) [My] est un

5-uple N = (Q,T,g,qO,F) ol :

(1) Q,T,qO,F ont la méme signification que pour les automates détats
finis.
(ii) g, la fonction de transition, est une application de Q x T dans

Q x T x {-1,0,+1}.

Notons |— 1la relation binaire sur Q x T* x T* (appelée mouvement
N PP

simple dans N),définie par :

Vg, q' eQ, VW, wl, W', Wi e T, ¥a, a' ¢ T,

(q,w,awl) Iﬁ-(q',W',Wi) = Wa'w1 = W'Wi avec (gq',a',i) = g(q,a) et

L(Wt)=L(W) + 1i-

lé% (appelé mouvement dans N) désignera la clOture transitive de Fﬁ‘

Le langage reconnu par l'automate N est

T(N) = (We Tk /3 qeF, W eTr tels que (qy,A,W) |5

N (qﬂw' QA)}

N est sans boucle si pour tout W e T*, il existe q € Q, W' e T*

tels que ¥
(qoaA’w) lﬁ (q,W' 3A) .

Soient ¢ et$ des symboles spéciaux (marqueurs).
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Posons T' = T U {¢$}.

Si g' est une application de Q x T' dans Q x T' x {-1,0,+1}
vérifiant : Y¥qe Q, Vxe {¢3$}, g'(q,x) = (q',y,1) implique y = x, alors
N' = (Q,T,g',qo,F) est un automate linéairement borné déterministe avec les

margueurs £ et $.

La relation est définie sur Q x T'¥ x T'* et le langage

NI

reconnu par N' est :

T(N') = {We T/ 1 qeF, W e T'" tels que (qO,Z,W$)

|§-(q,¢W$ Y.

En fait [GH], ces deux types d'automates reconnaissent la méme

classe de langages notée Li.

4 TRANSDUCTIONS

Soient X et Y deux alphabets.

- Un homomorphisme h de X* dans Y* est une application vérifiant
¥ x, y e XX,h(xy) = h(x) h(y). Ceci implique que h(A) = A et h est complé-

tement déterminé par sa restriction d X.
Si, de plus, ¥V a € X, h(a) # A, alors, h est A-libre.
Et si ¥V a e X, h(a) ¢ Y alors, h est strictement alphabétique.

Pour tout homomorphisme h de X* dans Y*, l'application, notée h—l,

de P(Y*) dans P(X*), définie par :
nNL) = (ke ¥ /h(x) el} ¥ Le P(YY),

sera appelée un homomorphisme inverse.
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- Une partie R de X* x Y* est une K-transduction de X* dans Y* [Nil
s'il existe un alphabet Z, un K-langage K inclus dans Z* et des homomorphismes

h, et h, de Z* dans, respectivement, X* et Y¥, tels que

R = {(hl(W), h2(w))/ W e K}.

- Un transducteur séquentiel est un 6-uple Tg = (Q,X,Y,qO,H,qf) ol :

(i) Q,X,qO ont la méme signification que pour les automates d'états
finis.

(ii) Y est l'alphabet de sortie.

(iii) qg € Q est 1'état final.

(iv) H est une partie finie de Q x X* x Y* x Q.

Si H est inclus dans Q x X* x v x Q, nous dirons que Tg est

A- libre.

Notons |T— la relation binaire sur Q x X* x Y* définie par :
S

¥Yq,q' eQ, W, ue X¥, W, veYr,

(q,ui, W) [7= (@', W,H'v) <= (q,u,v,q') e H
S
¥

— désignera la cl3ture transitive de |=—.
TS TS

La transduction S associée a TS est définie par :

(qf,A,w')}.

%

T

S = {(W,H') e X¥ x Y* / (g, ,W,0) |
S

Pour L € X*, 1'image transductée par TS’

fS(L) est égale a3 {W' e Y* / (W,W') ¢ S, We L} .

- Une machine séquentielle généralis@e [G] est un 6-uple Mg = (Q,X,Y,qo,d,x)

(i) Q,X,Y,q, ont la méme signification que pour les transducteurs

séquentiels.
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(ii) § et A sont des applications de Q x X, respectivement, dans Q et Y*,

Les applications § et A sont canoniquement &tendues 3 Q x X* par :

-YqeQ, 8(gqg,A) = q 3 Ag,A) = A

-VqeQ, ¥WeX* VxeX, 6(q,Wx) = 8(8(q,W),x),

A(q,Wx) = A(q,W) A(S8(q,W),x).

1'application Ag de X* dans Y* définie par

¥ X e X*, AS(W) = A(qo,W),

est appelée une application séquentielle.



Premiére Partie

GRAMMAIRES MONOTONES




Chapitre I

FORMES STANDARDS DE GRAMMAIRES MONOTONES

Nous allons introduire, dans ce chapitre, la notion de grammaire monotone.
Pour ces grammaires, il existe un sous-ensemble de variables contenant strictement
les terminaux, vis-3-vis desquelles les productions sont de longueur non décroissante.
L'ensemble des non-terminaux est ainsi partitionné en deux. En ajoutant des restrictions
liant ces deux sous-ensembles aux productions, nous définissons des grammaires monotones
de différents types. Le premier travail consiste 3 trouver pour chacun de ces types,
une forme standard équivalente, plus facile 3 manier, et & laquelle nous nous référons
dans les chapitres suivants. Nous en déduisons, en premier lieu, une condition suffi-

sante pour qu'une grammaire 3 structure de phrase, non réguliére, engendre un langage

régulier.

Soient X un alphabet et Z une partie de X.

Notation. Pour tout x € X¥, lz(x) représentera le nombre d'occurrences d'éléments
de Z dans x et £&(x) = lx(x) désignera la longueur de x.

Soient G = (N,T,P,A) une grammaire 3 structure de phrase, N, une partie de

2
N et V2 = N2\J T. (Par la suite, chaque fois que nous introduisons une grammaire G
sans spécification, N,T,P désigneront respectivement l'ensemble des non-terminaux,
des terminaux et des productions; l'axiome sera noté A ¢tV sera l'ensemble des va-

riables Ny T).

Nous dirons que G est monotone de type 0 (resp. de type 6) en N, si et
seulement si (u,v) € P implique 1 ¢ £  (u) ¢ LV (v) (resp. 1 = £N (u) = £, (v)).
| N 2 2 V2
Remarque Nous supposerons par la suite que A € N,. En effet dans le cas contraire

2
(u,v) € P entraine u # Ajet donc L(G) = ¢

Nous dirons que G est monotone de type O (resp. de type 6) si et seulement
s'il existe une partie N2 de N telle que G soit monotone de type O (resp. de type 6)
en N2.
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Remarquons que la notion de grammaire monotone de type O est une généra-
lisation de celle de grammaire “monotonic'. (En prenant N2=N, nious retrouvons
la propriété : (u,v) € P implique 1 s £(u) s &(Vv)).En fait la propriété suivante montre
que la classe des langages engendrés par une grammaire monotone de type O est beau-

coup plus large que la classe des langages contextuels.

Proposition I.1 Pour tout langage récursivement énumérable L ¢ T¥, il existe

une grammaire monotone de type O qui engendre L N\ {Al.

Démonstration L étant récursivement énumérable, il existe une grammaire G

3 structure de phrase telle que L(G) = L. A T faiscns correspondre biunivoquement
l'ensemble T = {2 / a € T} tel que TNV = @ et considérons 1'homomorphisme h de Vil
dans (NYT)*défini par h(B) = B pour tout B € Net h(a) = a pour tout a € T.

Posons N' = NUT, V! = N'U T, P! = {(u,h(v))/(u,v) € P}

= {(a,a) /aeT} P'= P! UPé et G' = (N',T,P',A).
11 est facile de voir que L(G') = L(G).

Prenons maintenant M et A" € N' U T et posons

PE = {(Mu, Mv) / (u,v) e Pi},
Py = {.(MB,BM) / BeN'}YU{(BM,MB) / B € N'},
Py = {(Ma,aM) / aeT}U{(Ma,a) /aeT]},

Pt = {(A" MA)} UP" UP" Upn

=
"

M,A"}, V=N, U T, N = N,UN', V" = N"U T et G" = (N",T,P",A")

Remarquons que (u'",v") € P" 1mp11que Z (u") 1 et K (u") 2 1. Donc G"

est monotone de type O en N2 I1 reste 3 montrer que L(G") = L(G') N\ {A}.

- Montrons que L(G") € L(G') \ {A}
A ¢ L(G"),en effet (u",v") € P" entraine £L(v") 3 £ (v") > 0,donc v"#A. Considérons
1'homomorphisme g de V'*dans V'*défini par g(M) -A, g(A") = A et g(B)

B pour tout
B e V'. Il est facile de vérifier que (u",v") € P" implique soit g(u") = g(v"), soit

(g(u"), g(v")) € P'. Nous en déduisons que si x —g;> y alors g(x) j§'> g(y) et en
. . * %
particulier A" =zi> W avec W € T* entralne g(A") = A => g(W) =
G!
Donc W e L(G") implique W € L(G') \ {A}.
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- Montrons maintenant que L(G') \ {A} € L(G").

* *

Soit x € L(G') \ {A}. Il existe une dérivation A ==> h(x) ==> x (il suffit de
G! G!

regrouper les productions de P! aprés celles de P! dans la dérivation de x). De

2 1
*
plus, si W, ===> W, avec W., W, € N'*, alors MW, ==> MW_ (en utilisant les pro-
1752 1* "2 1 2
*
ductions de P" et P!), Donc A" ===> MA ==> Mh(x).
1’ 2 G" G"

*
Or Mh(x) => x si x € Tt (en utilisant les productions de Pg) ce qui implique
Gll
*
A" ==> x et x € L{(G").
G"

Considérons maintenant une grammaire G monotone de type 6 en N2(: N. Le

* . .
langage engendré par G est inclus dans T. En effet A ==> x implique (v (x) =1
) G 2

avec V2 = N2lJ T. Donc x € L(G) entraine £(x) = lT(x) = 1. Pourtant il n'existe pas
d'21gorithme général pour décider si un mot appartient au langage engendré par une

grammaire monotone de type 6. Montrons en effet la propriété suivante :

Proposition 1.2 Pour toute classe C de grammaires contenant celle des grammaires

monotones de type 6, il est indécidable de savoir si un mot appartient au langage

engendré par une grammaire de C.

Démonstration I1 suffit de montrer la propriété pour une famille particuliére

de grammaires monotones de type 6.
Ces grammaires n'auront qu'un seul terminal,

Posons T = {a}, N, = {E_,E.}, N, = {A,a} et
. 1 1’72 2

P = {(ElAEl,é), (E2AE2,5), (ElEEl,é), (E25E2,5), (a,a)}.

A tout n2l, 3 toute liste x(n) = (xl’x2""’Xn) et 4 toute liste
* ‘
y(n) = (yl,y2,,.,,yn) de mots de N, (xj,yj € Ni pour j € {1,n]) faisons correspondre

la grammaire G(n3x(n),y(n)) = (Nl\J N2,T,P(n,x(n),y(n)),A) ol

P(n,x(n),y(n)) = P L!{(A,xiA;i)/ i=1...n}

(n)

I1 est facile de vérifier que G(n,x ,y(n)) est une grammaire monotone de type 6

en N,. Montrons qu'il n'existe pas d'algorithme général pour décider si

2
ae L(G(n,x(n),y(n)).
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(n)

* .
En effet a € L(G(n,x 7,y (n))) si et seulement si A ==> a c'est-3a-dire

si et seulement si il existe une suite de. coefficlents 11,12,... (1 € (1,n]
*
pour j=1...r) telle que X. ...X, Ay se y ==> a ou telle que X, ...x S Y, ooy
i i i i i i
1 r ‘r 11 1 r 1 r
ce qui est le probléme de correspondance de Post pour deux listes d'éléments de N:. Ce

probléme est indécidable puisque ]Nll > 1 [po].

Introduisons maintenant un certain nombre de sous-classes de grammaires
monotones de type 0, en prenant soin que ces classes ne contiennent pas la classe
des grammaires monotones de type 6, ce qui entralnerait, d'aprés la proposition

précédente, 1'indécidabilité du probléme du mot pour ces classes.

Soit T un alphabet. Pour tous alphabets N1 et N2 tels que Nl’ |
N2 et T soient disjoints deux a deux, posons : N = Nl(J N, Vl = Nl'LI T, V2 = N, JurT,
V=NUT et définissons sur N' x V¥ les prédicats suivants

0

M (uyv) = (1 s £ (u) g (v))

N, N, Ny va
Mt (u,v) = MO (u,v) et- (ue N¥N))
Nl,N2 * Nl,N2 — 2
Ms (u,v) = MO (u,v) et (vev, V%)
N, SN, N 5N, = 2

1 y 5
M (u,v) = M (u,v) et M (u,v)
Ny s, NysN N,»N,
Mﬁl’N2(u,v) = (ue Nf N2) et (vevs V2)
My y (0v) = (g (W=D et (veVivy)

172 2

6
M (u,v) = (&, (u) = (v) =

Nl’NQ N2 £V2

Remarque Si N':D Nl, Né :)N2 et si N!, é, T, sont encore disjoints deux 3 deux,

alors MN N (u,v) implique M (u,v).

toNY
1:N, N!',N

1’72

Dans tout ce qui suit, nous considérons une grammaire G = (N,T,P,A) &

structure de phrase, une partition de N en N, ,N_ et nous gardons pour Vl’ vV, et V

1°%2 2

les définitions données ci-dessus.

Nous dirons qu'une partle P' de P est monotone de type i en NZ si et

(u,v) ; G sera dite monotone de type i en N2
2

seulement si (u,v) € P' implique M
Nl’N
s'il en est ainsi pour P,
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Nous dirons que G est monotone de type i s'il existe une partie N2 de N

telle que G soit monotone de type i en N2.

Remarque Il est décidable de déterminer si une grammaire G est monotone de type i

car il existe 2P sous-ensembles différents de N avec p = INj.

En utilisant quelques lemmes, nous allons trouver, pour chaque type de
grammaire monotone, une forme standard équivalente d laquelle nous ferons référence

tout au long de la premiére partie.

Lemme I.1 Pour toute régle m = (u,v), monotone de type i en L il existe Ni
contenant Nl et un ensemble P' de régles, monotone de type i en N2 tel que :
- ¥ (u',v')e P', L (u') =1
N2
- G' = (N2 UN!', T, (P\n) UP', A) soit équivalente 3 G,
Démonstration Si EN (u) = 1 (en particulier pour i=2,3 ou 6) la propriété est
vérifiée en prenant Ni = ﬁl et P' ={m}
Supposons la propriété vraie pour LN (u) < k.
2
Si LV (u) = k+1 > 1, u et v peuvent se factoriser en : u = XlBY et
72
= Wi ' oyt + %
v X1 C X2 Z avec Xl,Xl,X2 € Nf, Be N2, YeN, Ce V2 et Z € V2V . Prenons D ¢ V
= = i 1 = = "=
et posons u, XlB’ v, Xl C X2 D, u, DY, v, Z et Nl Nl\){D}.

I1 est facile de vérifier que quelque soit la valeur de i, nous obtenons

q 5
Moy o (U, ,v.) et Mo o (u,,v,.).
NULN, 1YL NI, 22
De plus si i=4 Y e N*N2 ce qui implique M;" N (u2,v2)
1°72
. s 5
= L
et si iz5 X A donc MN",N (ul,vl).
172
Nous en déduisons que M (u,v) entraine
N, ,N
1°2
i i
Moy (U, ,v.) et MU o (u,,v,) (pour i=0,1,4 ou 5)
YN, 1T NYLN, 202’
Considérons alors la grammaire G" = (NK LlNz, T, P", A) oui

P" = (P\ m) L){(ul,vl), (u2,v2)}.
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i
(u,4v,) et
" ¥
| NYLN, 2072
KN (u2) = k, nous pouvons employer l'hypothése de récurrence. Il existe donc
2
NI D Nz et Pi tels que G' = (Ni LINQ,T,(P" \{(u2,v2)) U P!, A) soit équivalente a

G" et tels que (u',v') ¢ Pi entraine M: (u',v') et LN (u') = 1.

11 est évident que L(G") = L(G) et comme nous avons M

1
Nl’NQ 2
En posant P' = Pi U {(ul,vl)}, la propriété est vérifiée car lN (ul) =1

i i 1 " 2
et MN",N (ul,vl) donc MN',N (ul,vl) (Nl.:DNl)'

1°°2 1772
Lemme 1.2 Pour toute régle 7 = (u,v), monotone de type i en N telle que
L 2

LN (u) = 1, il existe Né :)N2 et un ensemble de régles P' monotone de type i en Né
2

tels que

) +
- t 1 t 1 \ 1
P' est inclus dans (N1N2 J N2Nl) x N2 U N2 X (V1 U N2)

- G' = (Nl\J N),T,(P\7)UP',A) soit équivalente & G.

Démonstration Comme lN (u)=1, u peut se factoriser en EBF avec B € N2
E, Fe Ni. Distinguons deux gas :

(1) F = A (en particulier pour i=1,2 ou 4).

Si E = A, le lemme est vérifié en prenant N!=N_ et P' = {n}. Sinon E se factorise

2 2
en E, E, ... EP avec Ej € N, pour j € [1,p]. Considérons Aleeesh € V. Il est
facile de voir que la propriété est vérifiée en posant Ny = N, V) {Aj} et
p-1 =
' =
P {(EPB,AP)} j&z)l {(E; Aj+l’Aj)} U {a,n}.
(2) F # A donc se factorise en Fl.ﬁ. Fk avec Fj € Nl pour j € [1,k]. Considérons
k-1
o LU n =
Bl,...Bk ¢ V. Posons N2 N2 b {Bj}, P {(BFl’Bl)} ;ﬁl {(Bij+l’Bj+1)}

et GY = (N]_U N, T, (P\m) UYP" U{(EBkQV)}sA)'

I1 est clair que L(G") = L(G) et que l'on a M% N,,(u",v") pour toute (u",v").e P".
1%72

I1 reste & appliquer la transformation du (1) 3 la régle (EBk,v) pour achever

la démonstration.

Ce résultat nous conduit 3 poser la définition suivante :

Nous dirons qu'une partie P' de P est monotone standard de type i en N2

si et seulement si elle est monotone de type i en N2 et si en outre :

. 2 N 0 0
- ) )
Ilorsque i est égal a 3 : P' (NlN2 UN2N1) x N2 1Y) N2 X (TN2 U N1 N2)

: s ) 0
- lorsque i est différent de 3 : P'C (N1N2 U N2N1) x N, V) N, x (T UNlN2 V) N2N)
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La grammaire G sera dite monotone standard de type i en N2 s'il en est

ainsi pour P.

Lemme I.3 Pour toute régle 7 = (u,v), monotone de type i en N telle que
L]

2
ue N2, il existe Né :)N2 et un ensemble de régles P' monotone standard de type i

en Né tels que G' = (le) Né,T,(P\‘H)[}P',A) soit équivalente 3 G,

Qégggg;gégigg Si £(v) = 1, il suffit de prendre Né-‘-N2 et P' = {wv}. Sinon

(L) i=3,
v se factorise alors en v, ... v;B avec B e V, et vy € vV, pour j e [1,k].
k
Considérons Al"'Ak ¢ V. La propriété sera vérifiée en prenant Né =N, U {Aj}
i=1
k-1
1 = i
et P' = {(u,v, A} U {(A,,B)} Y {Aav54 Aye) )
(2) i # 3.

Nous pouvons supposer gue ZT(V) = 0. Dans le cas contraire, il suffit de
reprendre l'ensemble T et l'homomorphisme h définis dans la démonstration de
la proposition I.l. Posons P = {(a,a) / a € T}. P est bien monotone standard
de type i en N2|J T. Nous ajoutons P 3 P et nous remplagons la régle (u,v)

par (u,h(v)) qui vérifie bien ZT(h(v)) = 0. Distinguons encore deux cas

(a) 1i=1 ou 5.

v se factorise en B Ve vp avec B ¢ V2 et vj € Vpour j e [1,pl.

Considérons A.,... A_ ¢ V et prenons
1 P p-1
t = p 1 =
N, = N, ;;& {Aj}, p {(u,ApVP)} ;!& {(Aj+l’AjVj)} LI{(Al,B)}

qui vérifient les propriétés du lemme.

(b) i=0,2,4 ou 6

v se factorise en v,...v, BE_ ... EP avec B € V,, vy € V pour j € [1,pl

1 k 1
et E, € N, pour ; € [l,p;;lCons1derons By Ay, cee A Bl”"ﬁp’ Bp+l £ V.
Posons N! = N, U {a.} U (B} et
2 2 7 B — s
j=0 s=1
k P
L ' 1 r
P' = {(u,4)} ;:L {(Aj_l,vjAj)}U{(Ak,Bp+l), ;fl{(Bs+1’Bs“s)} U {(8,B)}

Il est clair que pour i=0,4,6, Né et P' vérifient les propriétés voulues.

De plus si i=2, v € V*V2 donc p=0 et (u',v') € P' entraine M; N
l,

yutyvh),
2
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Des lemmes I,1, 1.2, et 1.3, nous déduisons immédiatement le résultat

suivant :

Lemme 1.4 Pour toute partie P, de P, monotone de type i en N,, il existe

Ni :>Ni, Né :>N2 disjoints et P' monotone standard de type i an Né tels que

G' = (Ni\) Né, T, (P \ Pl)\J P',A) soit équivalente i G,

En particulier, si nocus prenons P1=P, nous obtenons

Corollaire 1.1 Toute grammaire monotone de type i est équivalente & une

grammaire monotone standard de méme type,

Etudions maintenant plus particuliérement les grammaires monotones de

type 3 et montrons qu'elles engendrent exactement les K-langages.

Lemme I.5 Soit G une grammaire monotone standard de type 3. Pour tout B, C € N,
RS *
il est décidable de déterminer si B ==> C,
G
s 3 A * » - .
Démonstration Remarquons d'abord que A > W implique W ¢ V? V?,donc les régles

G
appartenant 4 N N x N, ne pourront jamais &tre appliquées. Nous pouvons alors supposer

21
. 0 0
que P est inclus dans NlNQ x N2 U N2 x (TNé \)NlNQ)u

¥*
= 81 B =C alors B ==>C
G

- S1i B#CetsiBe Nl ou C € Nl’ alors C ne peut se dériver de B car (u,v) € P

implique £, (u) = 1 et £, (v) > 1.
N, \'
2 2
-~ SiB#CetsiBetCe N2, prenons Z
et H = Nlu {ZO}.

Considérons l'automate 3 pile suivant

029eoM £ V et posons K = FZ\J {qf}

M= (K,{a},H,g,ZO,B,{qf}) ou g est défini par :

Pour tout A2 € N2

, 0
g(A2,A,ZO) = {(Bz,ZOE)/(B,EB2) € Pavec B, € N, et E & Nl}

2

Pour tout A2 € N2 et £ e Nl’

g(A,,AE) = {(B,,A)/(EA,,B,) € P avec B, € N,} U {(B,,EE")/(A,,E'B,) € P

0
i
avec B2 € N2 et E' ¢ Nl}

et g(C,a,2)) = {(ap2y)}
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I1 est facile de vérifier que B =5 ¢ si et seulement si a ¢ T(M) ce qui
G
est décidable puisque T(M) est un C-langage.

Proposition 1.3 L © T* est un K-langage si et seulement 8'il existe une grammaire
gag gr

monotone de type 3 qui 1l'engendre.

Démonstration Si L est un K-langage, il existe une grammaire réguliére

G' = (N',T,P',A) telle que L(G') = L., Comme G' est réguliére P' est inclus dans

N' x TN'O donc G' est monotone de type 3 en N'.

Réciproquement, soit G une grammaire monotone de type 3 en N2. D'aprés le

corollaire I.1, nous pouvons supposer que G est monotone standard de type 3 en N2.
Considérons G' = (NQ,T,P',A) avec
P' = {(u,v) / (u,v) € P, u € N_ et KN (v) = 0}
1

et B # C}.

2
U{(B,c) /B =>¢C, B,C € N
G

2

P' est inclus dans N2 P (TNg LIN2) donc G' est linéaire & droite et L{G')

est un K-langage. De plus L(G') € L(G) car toutes les régles de G' sont des dérivatioms

~

dans G. Il reste & montrer que L(G) CL(G'). Pour cela nous utiliserons la propriété (1):

* ¥*
(1) A ==> xB avec x € T%, B ¢ N, implique A ==> xB.
G a!

Nous raisonnerons par récurrence sur la longueur de X.

Si x = A, (1) est vérifiée par construction de P'.

w

Supposons que (1) soit vraie pour £(x) s k et considérons la dérivation
—> xaB avec x € Tk, ae€eTet Be N2.

G
Y *
Nous avons A —> yC =—=> yal > xaB avec C,D € N,
% G* G -
y >x et D > B (donc (D,B) € P").
G G
Comme KN (y) = 0, y=x ce qui implique, en utilisant 1l'hypothése de récurrence:
2
A ==> xC ==> xaD ==> xaB,
G!' G! G!

Soit, alors, x € L{G) : x = x'a avec a € T, La dérivation de x 3 partir de
A peut s'écrire :

¥
A =E=> Xx'B =E=> x'a avec B e N2.
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(B,a) € P' et la propriété (1) implique

%
A =—> x'B =—> x'a = Xx.

G' G'



Chapitre II

GRAMMAIRES MONOTONES ET C-LANGAGES

Dans ce chapitre, nous allons montrer que les langages engendrés par une
grammaire G = (N,T,P,A) monotone de type 2 sont des C-langages. En fait nous obtenons
un résultat plus fort en montrant qu'il suffit de considérer les régles ou ne figurent
pas de terminaux. Plus précisément, s'il existe une partie N, de N telle que
{(u,v) ;’P / ueNN\ N, et lT(v) = 0} soit monotone de type 5 en N, alors L(G) est

un C-langage.

Rappelons d'abord le théoréme de Ginsburg et Greibach qui donme une
condition suffisante pour qu'une grammaire 3 structure de phrase engendre un

C-langage.

Théoréme [GG1] Soit G = (N,T,P,A) une grammaire 3 structure de phrase. Si

KT(V) 2 1 pour tout (u,v) € P, alors L(G) est un C-langage.

En modifiant les démonstrations qui ont permis de montrer ce théoréme,
nous allons en trouver une premiére généralisation que nous utiliserons pour obtenir
le résultat principal de ce chapitre. Nous conservons les notations du chapitre I.
En outre, pour toute grammaire G = (N,T,P,A),nous noterons °:
Pp = {(u,v) e P/ £L(v) > 1} et P = P \ P,
Lemme II.1 Pour toute grammaire G = (N,T,P,A), il existe N'* D N, T' DT,
P(') C N x N*N", Py C N'"N x T* N" UN' x TV¥ (en notant N" = N' \ N) et un homomorphis-
me h de T'* dans T* tels que la grammaire G' = (N',T',PN U P} LIPS,A) vérifie
h(L(G')) = L(G). ‘

Démonstration Soient Piseeesly les différentes régles de P.. Pour 1 e [1,n],

T

r, = (ui’vi)’ us se factorisant en xil"' xik. avec Xij € N pour j € [l,ki]. De

- i
méme v. = V. b, 2z, avec y, € N*, b, € T et z. € V¥, Prenons M,_ ,...,M. a
RS T s | I > Vi i i1l? ? 1ki’

b, T =

s e 0

i1’

ai(ki-l) ¢ V et posons N, = {Mil"°"Miki ail""’ai(ki—l)}’

k.~-1
t = -
P! = {(X, ;M )} et PY {(Miki,bizi)} %ﬁl

M5 X 51y 355 Migen)) )
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n
Considérons_la grammaire G' = (N',T',P, UPL UPl,A) o0 T' = T S! T.,
{b c) n N 0 i=1 i
- ' = ' " o= ",
N' = N YN, By o= Y PYoet Bpo= ) PY

Nous obtenons bien Pé . N x N*N" et Pg C. N"N x T'N" UN' x TV¥ avec

n
" = U = 1 .
N i=lNi N'\ N
De plus, il est clair que h(L(G')) = L(G), h étant l'homomorphisme de T'¥
dans T* défini par h(a) = a pour tout a € T et h(aij) = A pour tout aij € T'\T.

Lemme II.2 Si PT est inclus dans NN0 x TV¥, il existe T' = {ai,ai / 1g i g n}

disjoint de V, avec n

|g | + |T|, N' DN, un ensemble P!, = {7} / 1 i ¢ n} avec

mie N'N' O x {aiai} N'" pour i € [1,n] et une application séquentielle £q

tels que la grammaire G' = (N',T',PNlJ P%,,A) vérifie fS(L(G')) = L(G).

Qé@gggggggigg A T faisons correspondre biunivoquement T = {a / a € T},
Posons N' = N UT et définissons 1'homomorphisme g de V¥ dans Nt¥ par g(B) = B
pour tout B € N et g(a) = a pour tout a € T. Posons PT = {(u,ag(z))/(u,az) € PT
et a € T} U{(asa) / a € T}. ’PTI = ]PTI + |T| = n. Soient Miaeeea® les différentes
régles ge Pf‘ Si LI (ui’bizi) avec bi € T, posons ni = (ui,aiaizi). ni est inclus

dans NN~ x {aiai} NFY T ox {aiai} donc dans N'N'0 x {aiai} N'F,

Considérons la machine séquentielle généralisée

S = (K,T',T,qO,G,A) avec K = {qo,ql}
§ définie par : pour i e [1,n]
6(gg,a;) = 8(ays35) = q)

1] = 1 -

!
O
o

et A définie par : pour i € [1,n]
A(qo,ai) = A(ql,ai) = A
1 = ] -
k(qo,ai) A(ql,ai)

|
o

Comme L(G') est inclus dans {aiai / i e [1,n]}*, 11 est facile de vérifier

que fS(L(G')) = L(G).
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Lemme II.3 Soit 7 une régle appartenant a N° x {ab} N* avec a, b € T.
8i V (u,v) € P \ {n}, K{aSv) = K{b
K-langage R tels que la grammaire G' = (N,T,(P\{w}) U P',A) vérifie L(G) = L(G") fy &.

}(v) = 0, il existe P' ¢ N x TN¥ et un

Démonstration Poscns m = (BB', abz) avec B, B! € N et z ¢ N %
P! = {ﬂa,nb} avec m_ = (B,a) et o F (B',bz),
R = ((T \ {a,b}) U {abl)* et ¢" = (N,T,P YP',A).

Comme R contient L(G) et que m ¢ P UP', L(G) € L{G") N R.
Montrons que L{(G") N R € L(G).

s
Soit x € R ML(G") ; il existe une dérivation dans G" : A ==> x.
1§
Notons k le nombre d'utilisations de la régle T dans cette dérivation et

raisonnons par récurrence sur k.

Si k=0, la régle m_ ne peut étre utilisée dans la dérivation sinon

b
x ¢ R. x se dérive en n'utilisant que des régles de P donc x e L(GJ).

Supposons que x € L(G) si x € R et s'il existe une dérivation de x dans

G" avec k £ p.

ks
Considérons une dérivation A ==> x € R avec k = p+l. Comme la régle T
"
a 8té utilisée au moins une fois et que % e R, x peut se factoriser en x'abx".

Exhibons 1l'apparition de cette occurrencede a, dans la dérivation :
% % * *
A ==> WBW' ==> WaW' ===> x'abx" ce qui entraine W ===> x' et W' ===> bx"
GH G" G" G" Gl!

Distinguons deux cas

%
(1) W' = bW" donc A ===> WBbLW"

1 Gn 1
Considérons l'apparition de cette occurrence de b :
* % * *
A ===> W _B'W! ===> W_bzW! ===> WBbW! avec W, ===> WB et zW! ===> W!' ce qui nous
GH l l GH ‘1 l G" l l GH‘ l G" l q

permet de transformer la dérivation, en changeant l'ordre de l'emploi des régles :

o -l oo
A ==> W _B'W! > WBB'W! ==—=> WaB'W! =—=> WabzW! ===> x'abx"
G'l l l G" l G” l G'l l GH
mais WBB'Wi ==> Waszi en utilisant la seule régle w donc A —> x € R
GH ' G"

avec k=p et x € L(G) d'aprés l1l'hypothése de récurrence.
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(2) Dans le cas contraire, W' se dérive de la fagon suivante :

* *
W' ==> B'W" ===> bzW" ===> bx" et nous obtenons la dérivation
G" l G" l G"
* * * *
A =——=> WBW' =—> WBB'W'"" =—==> WabzW" ==> x'abx"
GH G" Gll l G"
*
mais WBB'W; => WabzwI en utilisant la régle m donc A ==> x e R avec k=p
G" G"

et x € L(G) d'aprés 1'hypothése de récurrence.

Posons maintenant G' = (N,T,(P \ {wv}) UP',A). Comme 7 est une dérivation
dans G', L(G') = L(G") donc L(G) = L(G') M R. De plus P' est bien inclus dans N x TN¥

et il est clair que R est un K-langage.

Ces trois lemmes nous permettent de généraliser le théoréme de Ginsburg

et Greibach :

Proposition II.1 Soit G = (N,T,P,A) une grammaire a structure de phrase. Si

(u,v) € P implique u € N ou ZT(V) 2 1, alors L(G) est un C-langage.

Démonstration En appliquant le lemme II.1 & la grammaire G, nous obtenons
N'DN, T'DT, P/ € N' x vty =Nty T, Py C N'N'O x T'V' , P' = P U Py U Py
et un homomorphisme h de T'* dans TF tels que la grammaire G' = (N',T',P',A) vérifie

h(L(G')) = L(G).

Pﬁ, = {(u,v) e P' / [T,(v) = 0} = PN L}Pé et comme par hypothése PN est

inclus dans N x N*¥, Py, est inclus dans N' x N'*, De plus Pre = {(u,v)eP'/ﬂT,(v)zl}

= Pg C N'N'O x T'V'*, ce qui nous permet d'appliquer le lemme II.2 3 la grammaire G'.

I1 existe donc N" D N', T" = {ai,ai / 1 g1gn}avecn = IP%,I + |1,
Phu = {ni / 1 i g n} avec m, € N'Ny x {aiai} N"* pour i € [1,n] et une application
séquentielle fq, de P(T'*) dans P(T*) tels que la grammaire G" = (N",T",Pﬁ,L}P%n,A)
vérifie £ (L(G")) = L(G").

En appliquant le lemme II.3 3 toutes les régles de pr, N N"2 x T"2N"*,
nous obtenons enfin un K-langage R et une grammaire G"' = (N",T",Pﬁ,t} P"' JA) tels

que P"' < N" x T"N"* et L(G") = L(G"') M\ R. Comme Py, est inclus dans N" x N'™¥,
G'"' est une C-grammaire, donc L(G"'), L(G") = L(G"') MR, L(G") = fS(L(G")) et
L(G) = h(L(G')) sont des C-langages.
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Pour toute partie N2 de N, notons, comme au chapitre I, Nl =N\ N2,
V,=N,UT, V=NUT.
Posons N' = N2(J Ng X N, x Ng, V' = N'|J T et définissons une fonction H
de V¥ dans P(V'*) par
- H(A) = {A} 5 H(tx) = {t} Hx),¥ t ¢ Vyr ¥x e V¥
- H(A%) = {A,(A A ,B)) y/A),B, € Ng, B,y e HOLW A e N, ¥ x e V*
Définissons aussi une fonction Q de V'* dans P(V¥*) par
I - Q(t) = {t},¥ t e Vg ; Qlxy) = Q(x) Q(y) ¥ x, y e V!
- Q((A,Al,BQ)) = {A1B2} pour A, e N, et B, e Ng
i - Q((Az,Al,BQ)) = {xe V¥ / A/B, =§=> A2x} pour A, e N\, A, e N, B, e Ng

La fonction H est introduite pour construire une nouvelle grammaire G'
équivalente 3 G et la fonction Q va nous servir 3 montrer l'équivalence entre ces

deux grammaires.

Montrons d'abord quelques propriétés de la fonction H.

Lemme I1.4 H vérifie les quatre propriétés suivantes : pour tout y e V¥
1 i - oy O 4
(i) H(xy) = {tltz/tl € H(xAQ), A2t2 e H(y), A2 € N2} pour tout x e V’
(ii} H(xy) = H(x) H(y) pour tout x e V¥ v,

(iii) H(xay) H(x) {a} H(y) pour tout a € T et tout x e V¥

{t. (A e H(y)}

12

(iv) H(xAy) JALsB,) t)/ Ay ,B, e Ng, t

1° 2 1 € HGAL), Bty

pour tout A, e N, et tout x e 'zl

Démonstration

- - - —— o 2

- Montrons (i) par récurrence sur la longueur de X.

- 0
Posons R(x,y) = {t t,./t, € H(xAz), At, e H(y), A, e N2}.

17271
Si x=A, t, e h(A2) = {Az} donc t, = A, .
et R(A,y) = {Aztz/Azt2 e H(y), A, e N2} = H(y).
Supposons que (i) soit vérifiée pour £(x) g p. Considérons x de longueur p+l et

distinguons deux cas :
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(1) x = Dx' avec D ¢ V2
H(xy) = {D} H(x'y) = {D} R(x',y) (hypothése de récurrence).
Or D e V2 entraine R(Dx',y) = {D} R(x',y) donc R(x,y) = H(xy).

= '
(2) x Alx avec AI € Nl'

. 0
! =
Soit z ¢ H(Alx y). Alors, z A2(A2,A1,B2) t avec A2, B2 € N2 et
B, te H(x'y) = R(x',y) car £&(x') <€ p. Donc t = tit, avec BQti € H(x'Cz)
~ O - 1
et C2t2 e H(y), C2 appartenant a N2. Posons tl = A2(A2,Al,B2) t1 Par
vd . . » ' — '

définition de H et R, tl € H(Alx C2) et z = tl t, e R(Alx V).

Réciproquement, soit z e R(Alx',y). Alors, z = t

0 12 1
A2t2 e H(y), A2 e N2 1 = B2(52,A1,

et C2 appartiennent a N2 et C2y a H(x'A2). Nous en déduisons que

C2yt2 e R(x',y) et en utilisant 1'hypothése de récurrence, nous obtenons

t, avec t. € H(Alx'AQ),
] . .' - ~
A H(Alx A2) implique t C2) y ou B2

' - 1
CQyt2 e H(x'y) et z = B2(BQ,A1,C2) yt, € H(Alx V).

- Montrons (ii)

R(x,y) = H(x) H(y) L){tth/tl € H(xAz), At. e H(y), A

2% eN_}

2 2
donc (i) implique H(xy) D H(x) H(y).
Posons x = x'C avec C ¢ V2 et soit z e H(x'Cy) = R(x',Cy). Il existe A2 € Ng,

tl € H(x'A2), A2t2 e H(Cy) tels que z = tt,e Or H(Cy) = {C} H(y) ce qui entraine

. soit C = A2, t, € H(y) et t, e H(x'C) donc z e H(x) H(y)

2 1

i = ' = = ! !
. soit A2 A, t) € H(x'), t, e H(Cy) = {C} H(y) donc t, Ct2 avec t) e H(y).

Alors, t, C e H(x') {C} € H(x'C) ce qui entraine que z = tl C té e H(x) H(y).

- Montrons (iii)
D'aprés (ii) H(xay) = H(xa) H(y) et comme H(xa) € H(x) {a} il nous reste a montrer
que H(xa) € H(x) {al}. Soit z e H(xa) = R(x,a). Alors, z = t_ t, avec

1 72
- 0
t e H(xAQ), A2t2 e H(a) = {a} et A2 € N2.

Ajt, = a implique A, = A et t, = a car A, ¢ T. Donc t. e H(x) et z = t_a e H(x) {al.

2 2 1 “ 1
- Montrons (iv)
- 0
Pour tout Al € Nl’ posons S(x,Al,y) z {tl(A2’A1’B2) t2 / A2, 82 € N2,
i = i
t e H(xAQ), Bt, € H(y)}. Soit z € H(xAly) R(x,Aly). Alors, z tit) avec
0
] 1
t] e H(xA2), At) e H(Aly) et A, e N,.

. . 0
' 1 = At(A? ' ' ' '
A2t2 € H(Aly) implique At A2(A2,A1,B2) s avec A}, B) e N, et Bls e H(y).
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Distinguons deux cas :

= v o= AT(A!? ' tAl 1 1 1 1
(1) A2 A. Alors t) A2(A2,A1,B2) s, tlA2 e H(x) {AQ} S_H(xAz) ce qui entraine

— +1A? 1 [
que z tlAQ(AQ,Al,BQ) s e S(x,Al,y).

(2) A2 e N.. Alors A! = A_ et z= t!(A

5 3 9 ! 2,A B!) s € S(x,Al,y).

1272

Réciproquement, soit z e S(x,Al,y). z peut s'écrire tl(AQ’Al’B2) t2 avec

0 . s .
A2,B2 € N2, Tl € H(xA2) et B2t2 e H(y) ce qui implique A2(A2,A1,B2) t, e H(Aly)
et 7 = tl(A2’A1’B2) t, e R(x,Aly) z H(xAly).
. A, I3 *
Lemme II.5 Soient x, z € V¥ et y e V'*, Si y € H(x) et z ¢ Q(y) alors x = z..
Démonstration Si x = A, alors z = y = A. Supposons que le lemme soit vérifié

pour tout x de longueur <p . Considérons x de longueur p+l et distinguons deux cas

(1) x = Cx' avec C e V.. Alors, H(Cx') = {C} H(x') et y = Cy"' avec y' e H(x'),

2'
Q(Cy') = {C} Q(y') et z = Cz' avec z' € Q(y'). Comme £(x') g p, x' =%=>z'

t = .
= > Cz Z

par hypothése de récurrence ; donc x = Cx'

- 1
(2) x = Alx avec Al € Nl.

Alors, y e H(Alx') peut se factoriser en A2(A B, € N0

2 72 2
Jt) peut s'écrire

2’A1’B2) t avec A

et B.t e H(x'"). De méme z qui appartient a Q(A2(A2,A1,B2

2
A_z_ 2z, avec z, € Q((A,,A_,B %%52 € Q(BQt) et comme
<P

212 21772
B.t e H(x'),l'hypothése de récurrence entraine x'
. X
= A1B2, sinon A2 € N2 et AlB2 —§—> AQZl'

)) et z, € Q(t). Donc

Z

5 2 Or, si A2=A,

2
Q((A

JA B )) = {Al B2} et z

227172 1

*

¥*
=y g - 1t P — -
Dans les deux cas on obtient x = Alx _§_> Alez2 —§—> A.z2.2, = Z.

Ces résultats sur les fonctions H et Q nous permettent de démontrer le

lemme de base de ce chapitre. Posons : P = {(u,v) e Py | ue Nl} et FN =P NP

Nl 1 Nl
Lemme II.6 Si PT est inclus dans N x TV* U N2N X TV*N2 et si ﬁN est monotone de
type 2 en N,, alors L(G) est un C-langage. L
Démonstration D'aprés le lemme I,4, nous pouvons supposer, sans nuire 3 la

généralité de la démonstration, que P

0
Nz\J N2 x N°N

est monotone standard, donc gque §N C N N, x

Nl 1 12

0"
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Nous supposerons aussi la propriété suivante :

- (a) (u,v) e PTr\N2 x TV* implique (uA2,vA2) e PT pour tout A2 € N2.

En effet dans le cas contraire, il suffit de considérer la grammaire

G" = (N,T,P",A) avec P" = P U Py ol

e N_}.

P8 = {(qu,vAz) / (u,v) e PT{\ N2 x TV¥* et A2 2

Comme (u",v") e Ps entraine u" = v et (u",v") e N2

équivalente 3 G et vérifie les hypothéses du lemme ainsi que la propriété (a).

N x TVAN,, G" est

Considérons maintenant la grammaire G' = (N' U {A'}, T,P',A') obtenue &

partir de G de la maniére suivante :

N' = N, U Ng x N, x N

L XNy VI ENTUT, AV

P' = Ca P! avec :

i1
- Pi = {(s,u) / (s,x) ¢ P, ue Hx), s e N2Ng}
- Pé = {((AQ’El’B2)’U) / A2 € Ng, E, e Nl’ B2 e N2, A2u e H(Elx), (Bz,x) e §Nl}
- Pé = {((AQ’E1’82)’u) / A2,B2 € Ng, El € Nl’ A2u € H(sz), (El,x) e P}
- B} = {((A,,E ,B,),A) / (E;By,A)) e P 5 A,B) e Ny, E; e N}
- Pl = {(AQ(A,El,A),u) / A, eN,, Ee N, (A2El,x) ePr, ue H(x)}

et P' = P' Y {(A',u) / u e H(A)}.

Remarquons que (u',v') e Pé v Pé LJP& entraine £(u') = 1.

Si (u',v') e Pé. il existe x tel que v' € H(x) et £_(x) 2 1, donc
1

KT(V') > 1 (propriété (iii) du lemme II.u).

De méme, si (u',v') € P! et si £(u') > 1, alors u' e N2 et il existe x tel

1 2

que (u',x) e Pet v' e H(x). Or (u',x) ¢ P car u' ¢ N
Nl 1 1
UN.. Donc (u',x) € P, et £ (x) 2 1, ce qui entraine £_(v') 2 1.
2 T T T

Donc (u',v') e P' implique u' e N' ou ZT(V') 2 1 et la proposition II.1

permet d'affirmer que L(G) est un C-langage.

11 nous reste 3 montrer que G et G' sont des grammaires équivalentes. Pour

cela, nous allons nous servir des deux propriétés suivantes

et (u',x) ¢ ﬁN car u' ¢ NlN

2
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- *
(8) si (s,u) € P' et y e Q(u) alors il existe z e Q(s) tel que z ==> y.

(v) Si u =z=> v et z e H(v) alors il existe y e H(u) tel que y =x7> z.
- Montrons d'abord (B)

Prenons y ¢ Q(u) et distinguons cing cas :

(1) (s,u) e Pi : alors, il existe x tel que (s,x) e P et u e H(x). Le lemme II.5
*
implique x =y et en prenant z = s € Q(s) = {s} car s ¢ N N9, nous

%* 22
obtenons z =§=> X =E=> y.

' . - - . -
(2) (s,u) e P2 : alors, s = (A2,E1,B2) et il existe x tel que (Bz,x) € PNl et
*
A2u € H(Elx). Comme A2y € Q(Azu), Elx = A2y (lemme II.5) et E182 ==>

*
Ejx Ay

*
§i 4, = A, Q(s) = {5132} et z = 5132 .E-> V.
Si A2 € N2, il suffit de prendre zzy car ElB2 => A2y entraine y € Q(s).

3

(3) (s,u) ¢ P! : alors, s = (A2,E1,B2) et il existe x tel que
*
Ayu e H(xB2) et (El,x) € P. Comme Ay e {A2} Q(u) = Q(A2u), xB, ==> A2y

*
(lemme II.5) donc ElB2 -§—> xB2 —§->

Si A, = A, Q(s) = {E1B2} et z = E_B

2 172

A2y
T S y
S .

SiA,eN,, ye Q(s) et il suffit de prendre z=y.

(4) (s,u) e P! : alors, s = (A2,E

Y »B

1 ) avec (E1B2’A2) e Pet u=A; donc

lB2 => A2 et que A2 A, A e Q(s).

I1 suffit alors de prendre z = y = A,

2
y = A, Comme E

(5) (s,u) ¢ P! : alors s = A2(A,E1,A) et il existe x tel que (AQBl,x) € PT

5
* %
et u € H(x). Donc, d'aprés le lemme II.5, x ==> y, donc A_E. ===> X =%=>y.
G 271 G G
Comme Q(s) = {A2El}, il suffit de prendre z = A2El.

- Montrons maintenant la propriété (y).

Posons u = u1

encore cinq cas :

S Uy, vV 3 u; Xxu,avec (s,x) € P, Soit z ¢ H(ul X u2). Distinguons



(a)

(b)
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S € Ng : alors d'aprés les hypothéses x e TV*N2. Dans ce cas H(ul X u2) =
H(ulx) H(u2) (propriété (ii) du lemme II.4) donc z = z, 2, avec z, e H{a x)

et z, e H(u2).

Posons x = ax' avec a e T, Alors z_ se factorise en z! a z" avec z! e H(u.)
1 1 1 1 1

1" |
et z) e H(x').

= t . = t
Posons y zl s z, Comme H(s) {s}, zl

H(ul s u2) = H(u) (propriété (ii) du lemme II.4). Enfin, comme (s,azg) e P

s € H(uls) donc y e H(uls) H(uz) =

pot -

- 1 me— 1] n . -
y—ZlSZZ-Er>ZlaZlZ2 Zo

s e N2 : alors d'aprés les hypothéses x e TV¥ L}NON

Distinguons trois cas :

*

-Xe NON et u, e V"‘V2 U {A} : alors d'aprés la propriété (ii) du lemme

2 1
= = - o1 "
II.4, H(ulxu2) H(ulx) H(u2) H(ul) H(x) H(u2) et z z) 2] z, avec
' ] - " 1
z] e H(ul), z) e H(x) et z, € H(u2). Or H(s) {s} et (s,zl) e Pl donc
y = z'sz_ e H(u) et y => z.

12 G’

-~ X e NON et u, € V"'“N1 : alors H(ulxuz) = H(ulx) H(uz) et z = z_,z, avec

2 1 172
= ' t a
z, € H(ulx) et z, e H(uz). Posons uy ulEl avec El € Nl' D'apres la
propriété (i) du lemme II.4, il existe A2 e Ng tel que z, = zizx avec

z! € H(ui A2) et A.z" ¢ H(Elx). Comme X € NON

1 2] et s € N2, (s,x) ¢ P

N ?
1

donc ((A2’B1’S)’ZI) € Pé. De plus, comme H(s) = {s}, la propriété (iv)

du lemme II.4% implique que zi(A2’B1’S) € H(ui Bls). Alors,en posant

2

= gt ! =
y Zl(A2’El’S) z,s Nous obtenons y e H(ul El s) H(u2) H(u) et

P 1,1 =z,
LS G P B
- x € TV¥ : Posons x = ax' avec a € T. Alors d'aprés la propriété (iii) du

= ' . ' 3 -
lemme II.4, z z,3z, avec z, € H(ul) et z, € H(x u2) ; d'aprés la pro

priété (i) du lemme II.u, 1 A2 e Ng, z' e H(x'A2) et zé tels que

A2z2 ) H(u2) et z, = z'z5. Or d'apres la propriété (a), (SA2,ax A2) e P.

O Al 1] - 1
Donc, comme sA2 € N2N2, (sA2,az ) e Pl' Poscns y ZlSAQZQ' Alors

—_— tzt =
y e H(ul) {s} H(u2) < H(ulsu2) et y 5> z,az'z) = z.
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(¢) s e Nl : D'aprés la propriété (i) du lemme II.4, il existe 82 € Ng,

z, € H(ulez) et B2z2 € H(u2) tels que z = 2,2, En appliquant cette
propriété une nouvelle fois pour H(ule2), nous obtenons z, = zizz

O 1] n 1" |
avec A2 € N2, z] e H(ulA2) et AQZl € H(xB2). Donc ((A2,s,B2),zl) € P3

et en posant y = zi(AQ,s,B2) z,s DOUS obtenons y e H(ulsuz) (propriété

(iv) du lemme II.4) et y ==> z.
G'

(d) s e N.N. : donc (s,x) e P

% et x e N2. Alors d'aprés la propriété (ii)

N

du lemme II.4, z peut se factoriser en z avec z, € H(u_ x) et z

1°%2 1 1 2
1
| Spavec s, e Nl et s, e N2. Alors, ((x,sl,s2),A) € Pq

. N css g _
et d'aprés la propriété (iv) du lemme II.4, y Zl(x’sl’SQ) z, e H(u15182u2)

€ H(u2)°

Posons s = s

(e) s e N2Nl : donc (s,x) e PT et X e TV“NZ,

= = 1
Posons s 8281 et x ax A2 avec s,, A2 € N2, s, € Nl et ae T,
z appartenant a H(ulax'A2u2) peut se factoriser en zlaz'z2 avec

z., € H(ul), z' € H(x'A2) et z, € H(u2). Comme az' e H(ax'Az),

1 2
(s2(A,sl,A),az') € Pé. Or (A,sl,A) e H(sl) ce qui implique que

— rt—— T -
y = ZlSQ(A,Sl,A) z, € H(ul S, 81 u2) et y = zjaz'z, = z.

Comme nous avons considéré tous les cas possibles, la propriété (y)

est vérifiée.

Montrons maintenant que L(G) = L(G').

*
Soit x € L(G). Il existe une dérivation A = X La propriété (y)
*
entraine immédiatement que pour tout z e€ H(x), il existe y e H(A) tel que y = 2.
wls

Or H(x) = {x} car x € T*. De plus (A',y) € P' car y € H(A), donc A' =Y T X
et x € L(G"),

Réciproquement, si x e L(G'), il existe une dérivation A' :E§> => x.

Or Q(x) = {x} car x e T*, D'aprés la propriété (B), et comme les régles utilisées

dans la dérivation Yo 'éﬁ> x, appartiennent & P', ] z, € Q(yo) tel que z, =%=> X,

. Q . _ _
Comme Yo € H(A), Yo peut se factoriser en A2(A2,A,A) avec A2 e N2. Si A2 = A, zO—A,
sinon z, A220 avec A ﬁf# AQZO. Dans les deux cas, nous obtenons A z > Zy 75 > X

et x e L(G).
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Nous pouvons maintenant démontrer le résultat le plus général de

ce chapitre

Proposition II.2 Soit G = (N,T,P,A) une grammaire 3 structure de phrase.

S'il existe une partition de N en N_, N_ telle que l'ensemble

1’2
§N = {(uyv) e P/ u¢ N, et KT(V) = 0} soit monotone de type 2 en N,, alors
1
L(G) est un C-langage.
Démonstration D'aprés le lemme 1I.1, il existe N' > N, N" = N' \ N, T' DT,

Pl N x N*N", PY C N"N x T'N" U N' x TV¥, un homomorphisme h de T'¥ dans T* et
une grammaire G' = (N',T',PN\J Pé L)PS,A) tels que h(L(G')) = L(G).

(-~ ' "
Posons P PN U P0 UP

b, Nb = N, UN"et V' = N'UT'. Alors

v = pn 1 x TIYITH tN? 1yt ' Dt
PT' PO(: N' x T'V L)NQN x T'V N2. En outre P

N {(u,v) e P!, / u ¢ Nl} =

N'
1
FN U (Pb (\Né x N'*Né) est monotone de type 2 en N} car Py est, par hypothése,
1 1

monotone de type 2 en N2 c Né.

Alors, d'aprés le lemme II.6, L(G') est un C-langage, donc L(G) = h(L(G'))

aussi.
Comme PN contient PN pour toute partie Nl de N, PN monotone de type 2
1
en N2 implique PN monotone de type 2 en N2. Nous en déduisons le résultat suivant
1
Corollaire II.1 Soit G = (N,T,P,A) une grammaire. a structure de phrase. Si

1'ensemble des productions de P ne contenant pas de terminaux est monotone de

type 2, alors L(G) est un C-langage.

A partir de la proposition II1.2, nous obtenons un autre résultat

Corollaire 11.2 Un langage L est un C-langage si et seulement s'il existe

une grammaire monotone de type 2?2 qui engendre L \ {A}.

Démonstration Soit L un C-langage inclus dans T¥*. Il existe une C-grammaire

A-1ibre G = (N,T,P,A) qui engendre L \ {A}. Alors (u,v) e P implique v # A donc
M; N(u,v). Et G est monotone de type 2 en N.
2
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Réciproquement si L \ {A} est engendrée par une grammaire G = (N,T,P,A)
monotone de type 2. PNc: P est monotone de type 2 et d'aprés le corollaire II.1,

L \ {A} est un C-langage donc L aussi.



Chapitre III

GRAMMAIRES MONOTONES et LANGAGES CONTEXTUELS

Le premier résultat de ce chapitre est une relation entre les classes
Cq et C5 des langages engendrés par les grammaires monotones respectivement de

. 5 . . Y v . s
type 4 et 5 : L appartient 3 C_ si et seulement si L = {Xx / x ¢ L} appartient 2

5

Cq. Nous montrons ensuite la récursivité des éléments de Cq et donc celle das

langages appartenant d C_. Puls en reprenant un argument utilisé par Chomsky

[CH page 143, note 79] pgur les langages contextuels, nous établissons 1'exis-
tence de langages récursifs qui n'appartiennent ni 3 CL+ ni 3 C5° Nous démontrons,
alors, que tout langage engendré par une grammaire monotone de type 1 est un
langage contextuel, et nous généralisons ce résultat, en montrant qu'il suffit

de considérer les régles ol ne figure aucun terminal.

Introduisons une nouvelle classe de langages dont nous montrerons

1'équivalence a Cu. Soit G = (N,T,P,A) une grammaire de type 0 en N2.

Nous dirons que G est une grammaire monotone de type 4 bis en N2

si et seulement si P est inclus dans N*N2 X V*VQ.

Par définition toute grammaire monotone de type 4 bis est monotone de
type 4. Réciproquement, montrons que pour tout langage L de Cu, il existe une
grammaire monotone de type 4 bis qui engendre L. Pour obtenir ce résultat nous
allons d'abord montrer deux lemmes relatifs 3 une grammaire G = (N,T,P,A) mono-

tone de type 0 en N2.

Lemme III.1 Si P \!(Pf\ Ng XNg) est monotone standard de type 4 en N2, alors
*

pour toute dérivation (d):xEly ==> Wavec E, e N, Ve V;, xeVietye V+,

* %

2Z, ElA2 ==> B, et xB 2 => W,

il existe A 5 5

g2 ByeNyetZe Vg tels que y ==> A

en utilisant les mémes régles que pour la dérivation (d).
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P . + . . N . . s -
Démonstration Comme W ¢ V2, il existe une régle qui fait disparaltre

1toccurrence de El. D'aprés les hypothéses, il existe donc AQ, B

(E1A2,Bz) e P et (d) peut s'écrire

- € N2 tels que

* *
' == ' ' == ! f ==
(a") XEly > X E1A2y > X B2y > W
* *
avec Xx ==> x' et y =—=> A2y'.
Soit k la longueur de la dérivation (4').

*
Sik=1, x=x",y= Azy' et x B2 y' = We V; donc y' e V2, I1 suffit
de prendre Z = y'.

Supposons la propriété vraie pour kst et considérons une dérivation (4')

de longueur t+l.

Siy' e Vg, il suffit de prendre Z = y', Dans le cas contraire y' peut

*
: t P oyt ' 1 % P s 7 1Pyt e
se factoriser en ¥y El y, avec El € Nl et ¥y, € Vé. La dérivation x B2ylEly2 > W
est de longueur inférieure ou égale d t puisque la régle (ElA2,82) n'y est pas
utilisée. Donc 1'hypothése de récurrence implique 1l'existence de Aé,Bé e N, et de
' EvriFi v Eoy Art,t . PIAY ——>5 R? vvvé = ylR'o!
z' e Vg vérifiant 2 > AZZ s Eléi— > B2 et xB2le22¢ > W. Posons 2 leQZ .
Grivats . =S L Tyt =S TEIAY Syt e
Nous obtenons les dérivations : y —Ki A2y A2ylEly2 > A2ylE1A2z >
ITRT,t = A 7 7 o= TRy 1 2
A2le2z A2Z et xBQA xBleBzz > W.
Comme Z € Vg, la propriété est bien vérifiée,
Lemme III.2 Si P est monotone standard de type 4 en N,, il existe une partie P,
de Ng X Ng telle que G' = (N,T,P',A) soit équivalente 3 G, avec
' = '
P' = (PN (PNN, x NN.J)) UP..
P . 2 2
= 1 ' t o
Démonstration Posons P {(A2A2,B2B2) e N, x N2/(A2,BQE1),(ElA2,B2) e P, E, e N,

P = (PN (PN, x NN))UPG, P = PUPR, 6 = (N,T,P',A) et G" = (N,T,P",A).

Comme toute régle de P. est une dérivation dans G et que P" contient P,

0
L(G") = L(G). De mé8me, comme P' est inclus dans P", L(G') € L(G"). Pour montrer

1'inclusion inverse, nous utiliserons la propriété suivante :

* + . . *
(a) W al W' W, W V2 plique W = W'
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Démontrons (a) par récurrence sur la longueur k de la dérivation dans G¥.

*
Sik =0, W =W etw?>w.

Supposons la propriété (a) vraie pour k € t et considérons une dérivation
de longueur t+1.
Si aucune régle de PN NxNN. n'a été utilisée dans cette dérivation,

* . R . cqs
il est évident que W —§T> W', Dans le cas contraire,exhibons la premiére utilisa-

tion d'une régle appartenant i P r\NQXNQNl. Nous obtenons dans G" la dérivation

o
”

*
suivante : W =—=> x'Aéy => xBéEly

> ? - 1 ¥ N
W' avec A2, 82 e Ny, El € Nl et

(Al

2,B’E ) € P,

21
Comme P" \ (P" F\N§XN§) = P est monotone standard de type 4 en N,, nous

pouvons utiliser le lemme III.1. Il existe donc A.,B, € N2, z € V¥ tels que

2272 2
EA, ==>B,., ¥y =§=> Az et x'B!B.z —f—> W'. Comme (A!,B'E.) et (E.A.,B.} sont
12 ¢" T2 g T2 2°2° TGN ) 227271 1722

des régles de P, (AéA2,BéB2) appartient 3 P0 et nous obtenons dans C" une dériva-

tion de longueur t:

ol
”

* *
W =3 x'Aéy ==> x'AéA2z => x'BéBzz =#=> W',

L'hypothése de récurrence permet de conclure que W se dérive en W' dans

En prenant W = A et W' e T*, la propriété (a) implique que si W' e L(G"),
alors W ¢ L(G'), donc que L(G") < L(G'). Et L(G') = L(G") = L(G).

I1 est facile de vérifier que la grammaire G' obtenue ci-dessus est

monotone de type 4bis. En utilisant le lemme I.4, nous obtenons

~

Lemme II1I.3 Pour tout langage L appartenant a C,, il existe une grammaire

monotone de type u4bis qui engendre L.

Nous allons procéder de la méme fagon pour les grammaires monotones

de type 5.
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Nous dirons qu'une grammaire G = (N,T,P,A) monotone de type 0 en N2 est

monotone de type 5 bis en N2 si et seulement si P est inclus dans N, * X VQV*.

Lemme I1II1.4 Si P\ (P r\Ng x Ng) est monotone standard de type 5 en N,, alors
y avec E_. e N, We V+, x e V' et y e V¥,
% 11 2 *

il existe A2, 82 € N2, zZ € VB tels que W >z A2 Vs A2 => B2El et zB2 => x,

en utilisant les mémes régles que dans la dérivation (d).

pour toute dérivation (d):W =—> x El

e . + . - -~ 3 . -
Démonstration Comme W e V2, il existe une régle qui fait apparaltre 1l'occur-

rence de E . D'aprés les hypothéses, il existe donc A2, B2 € N2 tels que (A ’BQEl)

1 2
%
1 1 | \
>xA2y —==>xB2Ely =—='>xEly

oL,
w

appartienne a P. Et (d) peut s'écrire (d'):W

avec x'B2 == x et y' —_— Y.

Soit k la longueur de la dérivation (d').

Si k=1, W = x'A2y‘, y'zy et x'B2 = X 3 la propriété est donc vérifiée
en prenant z = x'.

Supposons la propriété vérifiée pour kst et prenons une dérivation (4')
de Jongueur t+1.

Si x' e Vg, il suffit de prendre z=x', Dans le cas contraire x' peut se

oo

* o 1Tyt 1 \'23 1 . Epi 3 - TP gt '
factoriser en thlXQ avec x, € s El € Nl La dérivation W === XlElx2A2y est de

longueur au plus égale a t ; donc l'hypothése de récurrence entralne l'existence

' ' ' ' iy * 1At 1 1 tE e TR X '
de A}, B) e N, z' ¢ V; tels que W _ X, z A2x2A2y » A} === BJE! et z'B}) == xI.

* ¥
= s TATs? 1 3 y¥ TAY St L '
Posons z z A2x2. z appartient a VE. De plus W == gz A2x2A2y zA2y = zA2y,
* *

= o tAtgt TRIE ty! ' 'R = !

sz Z A2x2B2 == 7 B2Elx2B2 —_— xlElXQB2 p 4 B2 === x et A2 == B2El. La

propriété est donc vérifiée,

Lemme III.5 Pour toute grammaire G monotone de type 5, il existe une grammaire

monotone de type 5 bis équivalente d G.

Démonstration Soit G = (N,T,P,A) une grammaire monotone de type 5 en N2.

D'aprés le lemme I.4, nous pouvons supposer qu'elle est standard,

2.2
]
3232) e NN / (A,,B.E ),(E

< = M § [
Notons P, {(A2A2, 29B5E; lA2,B2) e P, E_. e N_}

1 1
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=(P\ (PN NN, x N2)) UPO, P" = P UPO, G' = (N,T,P',A)

et G" = (N,T,P",A).

I1 est évident que G' est monotone de type 5 bis en NQ.

Comme toute régle de Po est une dérivation dans G et que P" contient P,
L(G") = L(G). Comme P' est inclus dans P", L(G')<C L(G"). Pour montrer l'inclusion

dans l'autre sens, établissons la propriété

(a) W =Eﬁ9 W' avec W, W' ¢ V implique W =EF¢ W'

Démontrons la propriété (a) par récurrence sur la longueur k de la

dérivation dans G".

llc

Si k=0, W'=W et W =E?> W.

Supposons la propriété (a) vraie pour toute dérivation de longueur
inférieure ou égale a t et considérons une dérivation de longueur t+1.

Si aucune régle de production appartenant 3 P N NN, x N2 n'a été

o

utilisée dans cette dérivation, il est évident que W = W', Dans le cas contraire,

considérons la premiére utilisation d'une telle régle. Nous obtenons dans G" la

e ate
A 1 3 3 . - 1] t P \] 1] 1 \ 1 »
dérivaticn suivante ; W =—=> xElAQy > xBQy === W' avec A2, B2 € N2, Ll € Nl
et (ElAé Bé) e P. Comme P" N\ (P" [} Ng X Ng) = P est monotone standard de type 5

en N2, nous pouvons utiliser le lemme III.4. I1 existe donc AQ, B2 € N2, Z € Vg

auy
¥ *

tels que W === zA A'y sA, === B et zB, === x, (A_A

1
5 2 1 ” B E ) appartient a P

2 2’ 0

car (E_A B') et (A, ) sont dans P. Nous obtenons, alors,dans G",la dérivation

9? 2E¢

* * %
suivante : W === zAQAéy‘ = zB2Béy' > XBéy' m——— YT,

1 2’

Cette dérivation est de longueur t puisque nous avons remplacé deux

nfe
régles par une seule. L'hypothése de récurrence permet d'en déduire que W O W',
La propriété (a) entraine immédiatement que L(G") &€ L{G') ce qui implique que G' ,

monotone de type 5 biss,est équivalente a G.
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Soit G = (N,T,P,A) une grammaire monotone de type 5 bis (respectivement

N
4 bis) en N.,. Posons P' = {(3,v) / (u,v) e P} et G' = (N,T,P',A). Il est facile

2

de vérifier que L(G') = {; / x e L} et que G' est monotone de type 4 bis (respec-

tivement 5 bis) en N_. Les lemmes III.3 et III.5 nous permettent d'en déduire

Proposition III.1 L appartient a C

2

AT
5 si et seulement si L = {x / x e L}

appartient a Cu.

Montrons maintenant la récursivité des langages engendrés par les

grammaires monotones de type 4 et 5.

Pour obtenir ce résultat, d tout mot X non vide et a& toute grammaire G

monotone de type 4, nous allons associer un C-langage qui contient le mot vide si

et seulement si x e L(G).

Proposition I11.2 Pour tout mot x et tout élément L de la classe C, (respec-

tivement CS)’ il est décidable de déterminer si x appartient a L.

Démonstration Supposons d'abord que L e Cu. D'aprés lies lemmes I.4 et III,2,
il existe une grammaire G = (N,T,P,A) et une partie de N2 de N telles que L(G) = L
_ 2 .2
et P = PlL) PO avec Pl monotone standard de type 2 en N2 et PO CZN2 X N2.
. . * -
Si x = A, x ¢ L(G) puisque A ====> x entraine KV (x) 2 1.
2
Soit x e T' ; posons t = £(x). A x et & G, faisons correspondre la

grammaire G' = (N',T,P',A") définie de la maniére suivante

. + 0,,+ i
N' = {(ul,uQ) eV, x va2 / £V2(u2) < ﬂ(ul) < t}l, A (x,A),

' =~ Pt ' 1
P Pl \)P2 UP3 avec

t - Y oyt ) " 1 1 ] " 3
Pl = {((ul,y sy ),(ul,y uy")) € N' x N'/(s,u) e P\ (P N N, x NlNQ)’ £V2(y uy")s l(ul);

t = A\ 1" 1 1" t '2 + - ?
P} {((ul,y Ay ),(ul,y z)(z,Eley ) € N'xN /(A2,E1B2) eP,zeV,, £(ul) £V2(y )

2 £(z) 2 Z(Bzy”)}
+

et = {(u,u),A) /ue Voo £L(u) < t}

'
P3

Comme P' est une partie finie de N' x N'*, G' est une C-grammaire.

Montrons d'abord la propriété



(b)

(b")
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¥
Si (ul,uz) ==*9 A avec (ul,u ) € N', alors u = U

G' 2 1
Soit k la longueur de la dérivation dans G'.
%

= u, et donc u, ===

i k=
gi k=1, u 5 17C 1

1
Supposons la propriété (b) vrale pour une dérivation de longueur au plus egale
a s, et considérons une dérivation de longueur s+l 2 2. Soit 7 la premiére
régle utilisée. Comme stl > 1, 7 e Pi L)Pé.

- 3%ire Pi, rnous pouvons écrire w = ((ul,u ),(ul,ué)) avec u, === !,

2 2 G 2
%
Comme la dérivation (u ') =F7b A est de lengueur s, 1'hypothése de
~."- .l‘
Z imnli t o, 3 mems 1 s,
récurrence impligque uy oWy et nous obtenons U, TET U TR Uy

i

- Simme P! csSons M
2

1 "
5 ((ul,y‘AQJ ) (ul,y z)(z,E 82y }) avec (A.,E . B.) ¢

2°7172

%
et u, = y'Azy“. Comme la dérivation (ul,y'z)(z,ElB2y") = A est de lon-
gueur s, nous pouvons appliquer 1'hypothése de récurrence aux dérivations

(ul,y z) = L et (z,E B2y") o

J_»

G

. v H Vi \N ,; t
A. Et nous obtencns y A2y ﬂg=9 Y ElF2y
> ylz g > U,

Montrons maintenant la propriété réciproque :

¥* *
Siy == u, et si (ul,y) e N' alors {ul,y) Y A

Soit k la longueur de la dérivation dans G,

Si k= = et .
ik=0 u=y e (y,y) =7 A

Supposons (b') vraie pour kss et considérons une dérivation de longueur st+i
l%
y =§=¢ WO =E=“ u,. Comme G est monotone de type 4 en N

L, (y) s &, (W
v, v,

:25

o) ¥ z(ul> st (car (u;,y) e N').

Soit 7 la premiére régle utilisée,

O + '
V et (ul,wo) e N'.

(L]

-S8in¢g N2 X NlNQ’ wo 1

{(ul,y),(ui,WO)) est une régle de Pi et l'hypothése de récurrence nous donne

*
(ul,y) X (u My ) == AL
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-Sime N2 x N1N2, y et Wo peuvent se factoriser respectivement en Y'A2y"

0
- ' & W k!
E. e N, n (AQ’ElBQ) e P, y' e Nl ‘2 et y" e Jé.

est monotone standard de type 2

2°72 2° 71 1°
Etant donné que P \ (P O} N; X Ng) =P

et y'ElB2y" avec A_,B. e N

1

en N2, donc monotone standard de type 4 en N2, nous pouvons appliquer
¥* *
le lemme III.1 & la dérivation y'ElBQy" <y il existe alors z e V2,
* *
" IiD e @
D2, C2 € N2 tels que B2y 'Ef» C2z, E1C2 =E“° D2 et y ng *Eﬂb u,. Posons
. s oyt *
z' = D.z. z' appartient & V, et comme y'z' === u_, £(z') 5 £(u.) - £ (y").
2 2 G 1 1 V2

*
o 1 ——— ] 3 3 \ it 1] 1] ] 1]
De méme Eley' =z implique £(z') 2 ﬂ(Bzy ). bonc ((ul,y By ),(ul,y z')

*
(z',Eley")) est une régle de Pé. Comme les dérivations y'z' =T u, et

Eley" ==> 2' sont de longueur au plus égale 3 s, et qu'en outre,

G
to! 0, ] N V+ t V+ L [ | [ £ . "y
y'z' e N1V2, Eley e NV, 2t e V,, &y (y'z') < (ul) s tetd, (Eley )
2 2

< £(z') < t, nous pouvons utiliser 1l'hypothése de récurrence. Nous obtenons :

*
(u,y) = (up,y'Ay") =5 (u,y'2")(2',E Byy") == A.

Des propriétés (b) et (b'), nous déduisons immédiatement:x e L(G) si

et seulement si A € L(G') ce qui est décidable car L(G') est un C-langage.

Si L appartient 3 la classe_CS,
s . i P . ‘s :
a C,. Comme x e L si et seulement sl x € L, pour décider si x e L il suffit de

P . . A"
déterminer si X e L.

d'aprés la proposition III.1, t appartient

Montrons maintenant qu'il existe un ensemble récursif sans mot vide qui
n'appartient ni 3 la classe Cl+ ni 3 la classe CS' Nous pouvons, sans nuire a la
généralité, supposer que T se réduit 3 un seul élément. Posons T = {al et notons
C la classe des langages de CL+ ou C5 qui sont inclus dans {a}+. Soit IN 1l'ensemble

des entiers naturels. Nous utiliserons une premiére propriété

Lemme III.6 11 existe une application surjective H de N dans C qui peut étre

construite effectivement.

Démonstration Rappelons d'abord les définitions de quelques fonctions primi-

tives récursives classiques que nous utiliserons par la suite [DA].
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- o définie sur N par a(x) = 0 si x>0, 1 si x=0

- Pr définie sur N par Pr(0) = 0, Pr(l) = 2, Pr{x+l) = le plus petit nombre

premier strictement supérieur a Pr(x).

- kGL ol k est un paramdtre entier positif définie sur ¥ par kG&(0) = 0
kGL(x) = l'exposant du k™ nombre premier dans le développement de x en

facteurs premiers,si x>0,

- J définie sur Nx N par J(x,y) = % [(x+y)2 + 3x + vyl qui est une bijection
de N x N sur M.

- Ql et Q2 définies sur N qui sont les fonctions coordonnées de 1'inverse
de J et qui vérifient donc J(Ql(z),QQ(z)) = z pour tout z e (N,
Ql(J(x,y)) = x et Q2(J(x,y)) = y pour tout X, y e N.

Pour tout j € N, posons i(j) = u4 + a(lGﬁ(j+l)),p2(j) = 260(3+1) +2,
p,(3) = 36L(3+1), q(§) = 46L(j+1), p(3) = p,(3) + p,y(3).

Soient Né(j) = {Al,...,Ap 1, Ni(j) = {A } deux

. seeesA .
p,(3)+1 >Tp(3)
alphabets et N'(j) = Ni(j) LINé(j).

L)

Soit np(j) une bijection de N{§) dans (N définie par np(j){AZ .y ) =

s=-1 1 s

kzo e, x (I~

-1

p(3) EQS(tG£(5+1))].

Notons, pour s e [1,2], ué(j,t) =n

Nous pouvons maintenant associer 3 j, la grammaire Gj = (N'(3), {al,
P‘(j),A2) avec P'(3) défini de la manidre suivante :

+(3)

P'(3) = T(ul(3,t),u)(3,t)) / t e [5,4 + a(}, MNi(j),N

1e )(ui(j 2E3,ul(5,1)) }U’{(Ai;'a‘? ¥,

ol M§ y sont les prédicats définis page T.4.
3

Posons H(j) = Lj = L(Gj).

Par construction Gj est une grammaire monctone de type 4 ou 5 en Né(j)
et L(Gj) est inclus dans {a}*. Donc H est bien une application de N dans C. Il
nous reste 3 montrer que H est surjective. Soit L un langage de la classe C.

Il existe donc une grammaire G = (N,{a},P,A) monotone de type i (i=4 ou 5) en N,



II1.10

Posons i' = 5-1 2 0, p, = [N,| + 1 2 2car A e N,, p, = [N |, p = p,*p,,

FEERERN

- = t =
q = [P[, N} {Al...Ap2}, NY {AP2

v = Nt v
Ap} et N N1UN2‘

Soit h une bijection de V* dans N'* vérifiant h(A) = A2, h(a) = Al’

h(Nl) = Ni et h(NQ) = Né \ {Al}. 11 est facile de vérifier que la grammaire

G' = (N',{a},P'L}{(Al,a)},AQ) avec P' = {(h(uw),h{v))/(u,v) e P} est équivalente

3 G et monotone de type i en N!. Numérotons de fagon arbitraire 1'ensemble P',

5
q
en notant : P' = U {(u',v'")}.
~ s’’s
s=1
.y, P,=2 P q J(n_(u'!),n_(v!))
Posons jj = 2t 32 5l Iy [Pr(u4+s)] s P s

Comme tous les coefficients des facteurs premiers sont des entiers posi-

tifs ou nuls, jé est strictement positif et jO = jé-l appartient a(N.

Montrons que L(H(jo)vz L. Pour obtenir ce résultat, nous allons vérifier

que les grammaires Gj et G' colncident.
0]

Nous obtenons en effet :

1(34) = 4 + a(16L(3)) = 4 + a(5-1) = 1,

i

pQ(JO) QGﬂ(jé) + 2= p,m2%2 = p,»

3 T 1‘:|v"=vv"-;v t( - Pt
ce qui entraine Nz(jo) N!, Nl(jo) Nl’ N (30) N', |P (jo)l |Pt]+1 et Gjo
monotone de type i.
Pour tout s e [1,ql, en posant s' = s+4, nous obtenons la relation

suivante :

(1) s'GE(3Y) = J(np(ué), np(Vé)).
Scit (u',v') une régle de P'(jo) \\{(Al,a)}u

I1 existe s e [1,q] tel que u' = n;l(Ql(s'Gl(jé))) et v' = n;l(QQ(s'Gﬂ(jé))),
ce qui entralne d'aprés la relation (1) et comme np est une bijection u'su_ et V'V,

donc (u',v') est une régle de P',
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Réciproquement, soit (ué,v;) une régle de P'., La relation (1) donne

u; = n;l(Ql(svcﬁ(jb))) et v! = ngl(QQ(stz(jé))) En outre MNisNé(u Ve ) est

vérifiée et s’ e [5,4+ql, donc (ué,vé) e P'(jo).

Nous en déduisons que P’(jo) = P' et donc L(H(jo)) = L{(G') = L{G).

H est bien une application surjective.

Soit R = {x € {a}+ / x ¢ H(L(x))}.

x € R si et seulement si x ¢ H(L(x)). Comme x e {a}+, nous pouvons
effectivement construire la grammaire monotone de type 4 ou 5 qui engendre
H(£(x)) et déterminer si x e H(L(x)) (proposition III.2). Donc R est récursif.
Supposons que R appartienne 4 C, Comme H est surjective , il existe j e N tel
que R = H(3j). En prenant x = ajanous obtenons une contradiction : a. e H(j) = R

si et seulement si a’ ¢ H(3).
Donc R n'appartient pas 4 C et nous pouvons énoncer :

Proposition II1.3 La classe C est strictement incluse dans la classe des

, . +
ensembles récursifs de {al}l’.

Intéresscons-nous maintenant aux grammaires monotones de type 1 qui

sont des cas particuliers de grammaires monotones de type 4.

Proposition II1.4 L < T* est un langage contextuel si et seulement s'il

existe une grammaire monotone de type 1 qui l'engendre.
g yp

Démonstration Soit G = (N,T,P,A) une grammaire monotone de type 1 en N

_____________ 2°
D'aprés le lemme I.4, nous pouvons supposer qu'elle est standard. Nous pouvons
donc appliquer le lemme III.2, Soit G' = (N,T,P',A) la grammaire obtenue. Alors

(u,v) e P! (’\N2 x V¥ implique v ¢ T UN

+*

0 +
1 V..
2N2, Donc, A === Xk W implique W ¢ f2 Les

régles appartenant a NlNQ X N2 ne peuvent donc pas &tre utilisées dans les

dérivations a4 partir de l'axiome A. Posons P" = P' \ N x N, et G" = (N,T,P",4),

-2
Alors, (u",v") e P" implique £(v") 2 £(u"). Donc L(G) L(G') = L{G") est un

H#—-‘
M

langage contextuel.

Réciproquement toute grammaire contextuelle G = (N,T,P,A) est monotone
de type 1 en N. En effet (u,v) e P implique i (u) = &u) g &v) = £V(v).
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En fait comme au chapitre précédent, nous obtiendrons un résultat
plus fort, en montrant qu'il suffit de considérer uniquement les régles ol

ne figure aucun terminal

Nous utiliserons la proposition III.4 ainsi qu'un lemme préliminaire

relatif & une grammaire G = (N,T,P,A) et & PN = {(u,v) e P/ ZT(V) = 0}

..

Lemme III.7 Si Py est monotone de type 1 en N,, il existe une grammaire
G' = (N',T,P',A) équivalente 3 G telle que

(1) Pﬁ, = {(u,v) e P' / ZT(V) = Q} soit monotone de type 1 en N4 C N',
(2) P% = {(u,v) e P' / ZT(V) > Q} soit inclus dans N*Né x V' en posant V' = N'U T,
Démonstration A Nl faisons correspondre biunivoquement ﬁl = {El/El € Nl}
disjoint de V. Posons N} = N,V N‘l, Vi = NLUT, N'_z Ny UN,, V! o= N'_U T ft
définissons 1'homomorphisme h de V'¥* dans V¥ par h(El) = E; pour tout E, €N,
h(X) = X pour tout X e V' \ ﬁl'
Posons P&, = {(u,v') / (u,v) € PN et h(v') = v}
L 1 ? -
PO {(ulAQ’v )/ (ulAQ’V) € PT’ A2 € N2, h(v') = v}
v = T 1 1 =
Pl {(ulEl,v )y / (ulEl,v) e P, E e N, h(v') = v}

PL = PLUF!, P' = P1, U Plet G' = (N',T,P',A),
La propriété (2) est vérifiée par construction.

De plus, comme pout tout (u,v') e P!, ﬂv,(v') 2 ﬁv (h(v")) 2 KN (u) =
2 2 2
£ ,(u), P

N

est monotone de type 1 en N!.

1
N! 2

Montrons maintenant 1l'équivalence entre G et G', en utilisant les deux

propriétés

% %
(a) sia = W alors A = W' pour tout W' vérifiant h(W') = W.

v %
(b) SsiaA =5 W' oalors A == h(wW')-
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Montrons la propriété (a) par récurrence sur la longueur k de la

dérivation dans G.
. x
Si k=0, W = A = h(A) et A === A,

Supposons la propriété (a) vraie pour kst et considérons une dérivation

de longueur t+l en faisant apparaltre la derniére régle utilisée

*
= i ' 1) = =
A <= Wluw2 reand leW2 W avec (u,v) e P, Soit W' tel que h(W') = W lewz.

Comme h est un homorphisme, W' peut se factoriser en W'v'W'!' véprifiant h(W!) = W
P 172 1

1°
h(v') = v et h(Wé) = W2.

Siue N*Nz, posons u'=u ; sinon u peut s'écrire ulEl avec Bl e Nl
posons alors u' = ulﬁl' Dans les deux cas (u',v') appartient a P' et
h(Wiu'Wé) = Wluwz. L'hypothése de récurrence permet donc d'obtenir:A =§f9 Wiu'Wé
= Wiv'Wé. |

Comme h est un homomorphisme vérifiant h(A) = A et que (u',v') e P!

implique (h(u'), h(v')) ¢ P, la propriété (b) est vraie aussi.

Pour tout x € T¥, h(x) = x. Donc les propriétés (a) et (b) entrainent

1'équivalence des grammaires G et G'.

Nous pouvons maintenant énoncer :

Proposition III.5 Soit G = (N,T,P,A) une grammaire d structure de phase.

Si PN = {(u,v) e P/ KT(V) = 0} est monotone de type 1, alors L(G) est un

langage contextuel.

Démonstration Il existe N2 C N tel que P, soit monotone de type 1 en N2.

N

D'aprés le lemme III.7, nous pouvons supposer que PT est inclus dans N‘"\‘N2 x V¥,

Prenons d et d ¢ V et posons T' = T U {d}, Ny = N2U{c°i}, Vi = NS UT, N' = NJUNI,

Vi = N'U T,
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{(Xd,dX) / X e N}, P!, = PNUPO,

PO =
Pr,= {(u,dv) / (u,v) e P, t = £ ()} V{(E,d)}
T! T N2
et G' = (N',T',P',A).
Comme PT est inclus dans N*N2 x V¥ et que d € N!, P%, est inclus dans

N®N! x VéV* et G' est monotone de type 1 en Né. La proposition III.4 permet alors

d'affirmer que L(G') est un langage contextuel.

Notons h 1'homomorphisme de V'* dans V¥ défini par h(d) = h(d) = A et

h(X) = X pour tout X € V,

*
Comme (u',v') e P' implique h(u') T h(v'), que h est un homomorphisme

vérifiant h(A) = A et que h(T'*) = T%, W' e L(G') entraine h(W') e L{G).

Donc h(L(G')) est inclus dans L(G).

Pour établir 1'inclusion inverse nous utiliserons la propriété suivante :

*
(a) Si A === W, alors il existe W' e V'¥* tel que Kd(we) = 0, h(W') = W et
wle

G
A == W', (Nous écrivons Kd(W') a la place de K{d}(W‘))Q

G
Démontrons la propriété (a) par récurrence sur lavlongueur k de la
dérivation dans G.
Si k=0, W= A = h(A). Comme Zd(A) = 0 il suffit de prendre W' = A,
Supposons la propriété (a) vraile pour k&t, et considérons une dérivation

de longueur t+l, ol nous faisons apparaltre la derniére régle utilisée

%
A =m= wluW2 = lew2 = W avec (u,v) e P.

-

¥*
D'aprés l'hypothése de récurrence, il existe W" vérifiant A == W

1]

ﬂd(W") = 0 et h(W") = wluW2. Doné W' peut se factoriser en wzu"wg avec h(WE) Wl’

h(u') = u et h(wg) = W,. Comme u e N et que Zd(u") = 0, u" appartient 3 N't et,



III.15

x
en employant les régles de PO’ nous obtenons u" = a%u avec s =£ (u"),
d

(u,v) est une régle de P, donc il existe v' e V'' vérifiant h(v') =
g 9

Ed(v') = 0 et (u,v') ¢ P', et nous obtenons dans G', la dérivation suivante
A L> w"u"w" L> w"as WI' ety W"asvlw"
1012 1¢ 9 1 2°
Posons W' = wz&sv'wg. I1 est facile de vérifier que h(W') = W et
ld(W’) = 0. Donc la propriété (a) est bien vérifiée.

Si nous prenons W e L(G), la propriété (a) entraine l'existence de

W'oe (T W {d})* vérifiant h(W') = W et A =ET¢ W'. Il suffit alors de. remplacer

dans W' les d par d en utilisant la régle (d,d), pour obtenir W" e T'¥ véprifiant
%

h(W") = h(W') = W et A =ETO W' ==E? W', Donc L{(G) est inclus dans h(L(G')) et

L(G) = hlL(G")].

Les homomorphismes qui ne sont pas A-libres, ne conservent pas,en général,
les langages contextuels. Cependant,s'il existe k tel que,pour tout x e L, langage
contextuel, £(x) s k x £(h(x)), alors h(L) est encore un langage contextuel

[GG1 page 5701].

Posons t., =  sup £, (u) +1 et T = T wU{al}.
0] N
(u,v)ePT 2

I1 estsalorssfacile de vérifier que,pour tout (u',v') e P'\ {(d,d)},

£ (v') s ty X ZT(V‘).
T'
e . . *
Nous en déduisons quessi A <= W' avec zd(W’) = 0, alors

L (W) &ty x L(W').
T'

En effet, raisonnons par récurrence sur la longueur i de la dérivation.
Si i=0, W' = A et K (A) KT(A)

Supposons la propriété vraie pour il et considérons la dérivation :

*

ey | 1 ] 1]
A == uju'u, o~ u,v'u, de longueur £+1 avec (u',v') e P',
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Comme Ld(v') =0, u' #d, (u',v') e P'\ {(d,d)},

Ls,(vt) sty x £ (v') et £ '(g') = £L.(u') = G.

-

7 T

En utilisant 1'hypothése de récurrence, nous obtenons :

- 1 [ 1 ~ -
KE'(ulu2) = ZT'(ulu u2) § tg X ET(ulu u2) = g % ZT(uluQ) donc KT'(W') =
1 \
EE'(ulv u2) $ tg x £T(ulv u2).
- %

- - *
Soit x' € L(G'), Il existe x' € T'* et une dérivation A =F79 x'=zﬁ9 x',
>l
- ¥

Comme la dérivation x'=7;9 x' n'utilise que la régle (d,d), nous obtenons

h(x') = h(x') et £(x') = &(x') = £_(x') € £, x £,(x") = ty x Lh(x")) =
Tl
t, X Lh(x").

Donc L(G) = h(L(G')) est un langage contextuel.

En prenant le cas particulier ou PN est monotone de type 1 en N

(les régles de P, sont de longueur croissante) nous retrouvons un résultat

N
de Ginsburg et Greibach.

Corollaire III.1 (GG1] Soit G = (N,T,P,A) une grammaire 3 structure de

phrase. Si dans toutes les régles de longueur strictement décroissante, figure

au moins un terminal, alors L{G) est un langage contextuel.



Deuxiéme Partie

CARACTERISATION DE LANGAGES DETERMINISTES




Chapitre IV

APi - GRAMMAIRES ET C-LANGAGES DETERMINISTES.

Dans ce chapitre, nous donnons une double caractérisation grammaticale
des C-langages déterministes., Pour cela, nous introduisons les APl-grammaires
qui généraliseht les C-grammaires A-libres et les AP2, AP3-grammaires qui con-
tiennent les C-grammaires mises sous forme normale de Greibach [GR]. En fait,
ces grammaires  engendrent les C-langages. Nous définissons sur les déri-
vations de longueur 1 des conditions de déterminisme et nous obtenons les
APi-grammaires déterministes qui généralisent les s-grammaires‘[KHT. Nous
montrons que les notions de dérivation la plus 3 gauche et de grammaire réduite
s'étendent aux APi-grammaires. Ensuite, & l'aide de résultats concernant les
automates 3 pile de mémoire déterministes, nous obtenons la double caractérisation

annoncée ainsi que celles des langages LL(1) [LS] et des langages reconnus par.

les automates complets déterministes A-libres.

Soient G = (N,T,P,A) une grammaire 3 structure de phrase, N2 C N,
N1=N\N2,Y=NUTetV2=N2UT.

Nous dirons que G est une

- APl-grammaire en Nz siPc NgNg x V2v*

- AP2-grammaire en N2 si P NN, x N, UN x TV¥

271
- AP3-grammaire en N2 siPc NgNg x TV*,

G sera une APi-grammaire s'il existe une partie N2 de N telle que G soit

une APi-grammaire en N2 (i=1,2,3).

Toute APi-grammaire est une APl-grammaire. En fait,ces trois types de

grammaires sont équivalentes.
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Montrons en effet

Proposition IV.1 L est un C-langage si et seulement s'il existe une APi-grammaiie

qui engendre L \ {A}.

Démonstration Si L est un C-langage, il existe une C-grammaire G = (N,T,P,A}

sous forme normale de Greibach, qui engendre L \ {A}. Donc P¢c N x TV¥ et G est

une APi-grammaire en N.

Réciproquement, soit G = (N,T,P,A) une APi-grammaire en N2. Considérons

Y] A% v AVERAY)
la grammaire G = (N,T,P,A) avec P = {(u,v)/(u,v) e P}. Posons Nl = N\ N2. L'ensemble

{(x,y) e % / x ¢ Nl et lT(y) = 0} est monotone de type 2 en N_. D'aprés la proposition

Ir.2, L(a) est un C-langage et L(G) = L(G) aussi,

2

Etendons aux APi-grammaires la notion de dérivation la plus 3 gauche,

définie pour les C-grammaires. Soit G = (N,T,P,A) une APi-grammaire. Nous écrirons

u =§=» v si u et v se factorisent respectivement en u xu, et u yu, avec u, e ™ et
*
g P - s

(x,y) € P. < désignera la cloture transitive de =€%§ .

Posons Pg(G) = {ue Nt /1 v e V¥ tel que (u,v) e P}, et pour x e NON

et a ¢ T, notons

- DG(x,a) = {y e v/ x=§=’> ay}
- DG(x,A) = {y e N V¥/x =§-> y }

G est une APi-grammaire déterministe (en N,) si et seulement si c'est

une APi~-grammaire (en N2) et si elle vérifie la propriété :

(D) V X e Pg(G)’ Vae T,IDG(x,a)| + ]DG(x,A)| £ 1.

[

Montrons qu'd l'instar des C-grammaires, pour toute APi-grammaire

G = (N,T,P,A), si W e L(G), il existe dans G une dérivation la plus & gauche

A —§£> W. Nous utiliserons un résultat intermédiaire.
*
Lemme IV.1 Si u, U, T WeT avec u, € V2V*, alors il existe Wl, W2 tels que
* ' *
: g Ld -~ -~ P . -
W wlwz, uy < Wl et u, =E=9 W2 en utilisant les memes regles que dans la déri

vation initiale.
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Démonstration Raisonnons par récurrence sur la longueur k de la dérivation.

———— - - - -

5i k=0, il suffit de prendre Wl=ul et W2=u2.

Supposons la propriété vraie pour k&p et considérons une dérivation

*

uu, <5 W de longueur p+l. Soit (x,y) la premiére régle utilisée. Comme x ¢ NSN
*

et que u, € V2V » X est un facteur de u; ou de Uy Distinguons les deux cas.

[

A

b

- = t "o - [ "N a3 3 g, 1 s
Uy u Xu) Posons tl U yuy Nous obtenons la dérivation ulu2 G 1% 8 {

*
D'aprés l'hypothése de récurrence appliquée 3 la dérivation tu, T W de longueur

7 *
tels que u, === t === | et u, == W_,

P, W se factorise en W W 175 1 G 1 2 G 2

2

- = 1l = ulvu" ' 5
u, = ujxuj. Posons t, upyus. ul e V2V* UirAl ety e VQV* donc t, € 12V* et

*
1'hypothése de récurrence implique que W = W_W_ avec u -E=> wl et u, GETD t2

12 1
=;=>
G WQ.
3 * * 3 13
Lemme IV.2 Soient u e V¥ et We T*, Si u =T W, alors u =§=D W en utilisant
L]

les mémes régles.

Démonstration Soit k la longueur de la dérivation. Si k=0 nous avons immé-

214
diatement u "%=> W.

Supposons la propriété vraie pour kgp et considérons une dérivation de

longueur p+i.

Soit (x,y) la premiére régle utilisée. u se factorise en u Xu, et nous

ol
~

avons la dérivation ¢ u = u;Xu, =Eré ulyu2 =?Tv W.

y e VQV*, donc d'aprés le lemme IV.1l, W se factorise en W W2 tels que

1
* *
w, =g W, et yu, == W,. En utilisant 1l'hypothése de récurrence, nous obtenons
% %
= s £ -y
u = uXu, =3 Wlxu2 G leu2 G WlWQ.

o

P T ——— e s
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Etendons aussi aux APi-grammaires la notion de grammaire réduite.

Pour x € Pg(G)’ nous dirons que A dépend de x s'il existe dans G une

*
dérivation A =T uxv avec u, v e V*. Nous dirons qu'une régle (x,y) € P est
- * ° vd . . *
utilisable s'il existe une dérivation A =g=> uxv =g=> uyv =g=> W avec u, v ¢ V¥

et W e T*.

G sera pré-réduite si et seulement si A dépend de tous les éléments de

‘Pg(G)’ et sera réduite si et seulement si toutes les régles de P sont utilisables.

Lemme IV.3 Pour toute APi-grammaire (déterministe), il existe une APi-grammaire

(déterministe) pré-réduite équivalente.

Démonstration Soient G = (N,T,P,A) une APi-grammaire et x € Pg(G).

Prenons d ¢ V et posons T' = T U {d},

Pr = PU{(x,d)} U{(B,a) / Be N, aeT}.

La grammaire G' = (N,T',P',A) est une APi-grammaire donc L(G') est un

C-langage.

%*
Si A dépend de x dans G, il existe u, v € V¥ tels que A -E-Q uxv donc

* *
A ==r> uxv =e=m> udv === W dW, avec W, W, e T et L(G') NT* {d} T* # @.

*
Réciproquement, si A ====> W dW_ avec W , W, € T¥, la régle (x,d) a été

G' 172 1?72
utilisée une seule fois et en regroupant les régles de P au début de la dérivation,
* *
nous obtenons A < Wy v Wldwz. Donc A dépend de x si et seulement si

L = L(G') M T*{d}T* # # ce qui est décidable car L est un C-langage.

Notons X0 1l'ensemble des éléments de Pg(G) dont dépend A dans G et

considérons la grammaire GO = (N,T,PO,A) avec PO = {(x;y) e P/ xe XO}.

P, € P donc G, est une APi-grammaire, L(GO) < L(G) et si G est déter-

Q

ministe, G0 1l'est aussi.
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*
Toute régle (x,y) utilisée dans une dérivation A ad appartient a
P,. Donc L(G) = L(GO) et G, est bien pré-réduite.
Nous obtenons de mé€me
Lemme IV.4 Pour toute APi-grammaire (déterministe), il existe une APi-grammaire
(déterministe) réduite équivalente.
Démonstration Soient G = (N,T,P,A) une APi-grammaire en N2 et (x,y) une régle

de P. Montrons qu'il est décidable de déterminer si (x,y) est utilisable dans G.
Pour cela, prenons d ¢ V et considérons la grammaire G' = (N,T',P',A) avec

T' =T U{d} et P* = P U{(x,dy)}. Si (x,y) est utilisable dans G, nous avons la

*

*
dérivation A = UXV =g uyv =g=> We T, Comme y e VQV*, d'aprés le lemme IV.1,

* *
W se factorise en wlw2 tels que u < wl et yv =g~ w2. Nous obtenons donc dans G'
*

* *
la dérivation A = uxv =g udyv < W, dW,. Réciproquement si A < wldw2. avec

W, ,W_, e T%, la régle (x,dy) a été utilisée une fois et une seule et nous avons la
12" g y

' % * .. * *
dérivation A ar> UxXv =& udyv -ETD wldw2 ce qui implique u == Wl, yV'=Er» H2
* *
et A =g=> uxv == uyv =g=> W.W, e T* donc la régle (x,y) est utilisable dans G.

Donc (x,y) est utilisable dans G si et seulement si L(G') N T*{d} T # ¢
ce qui est décidable puisque T* {d} T* est un K-langage, G' une APi-grammaire en N,

donc L(G') un C-langage.

Notons POCZ.P l'ensemble des régles de P wutilisables dans G et
GO = (N,T,PO,A). GO est une APi-grammaire en N2 et-L(GO) < L(G). Comme toute
dérivation A -f}» W e T* n'utilise que des régles de Py, toutes les régles de Py
sont utilisables dans GO et L(G) S;L(Go). De plus, comme Poc:.P, si G est déter-

ministe, GO l'est aussi.
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Montrons un premier résultat liant les APi-grammaires déterministes

et les C-langages déterministes.

Lemme IV.5 Tout langage engendré par une APi-grammaire déterminjiste est un

C-langage déterministe.

Démonstration Soit G = (N,T,P,A) une APi-grammaire déterministe en N2.
Nous pouvons supposer, sans nuire a la généralité de la démonstration, que

0,0
PC N2N1 x VQN*.

Considérons un automate d pile de mémoire M = (Q,T,Z,g,zO,A,{zo})
avec Q = N \){q,zo} (q,z, étant de nouveaux symboles ¢ V), Z = N L){zo} et g

définie de la maniére suivante :

-Vbe TO, VB, CeN: g(B,b,C) = {(q,y) /'y e DG(BC,b)}
-Vbe TO, VBelN : g(B,b,zO)= {(q,zO;) /'y e DG(B,b)}
- VBeZ : g(g,A,B) = {(B,M)}.

Comme la grammaire G vérifie la propriété (D), l'automate 3 pile de
mémoire M est quasi-déterministe et T(M) est un C-langage déterministe. Montrons

maintenant que T(M) = L(G).

Soient z € N, b e T0 et y e N¥, S'il existe dans M le mouvement suivant :

(stszo yz) }'ﬁ (Z:byzoy) IT;[' (q',A,zOy')

N N
alors d'aprés les transitions de M : zy < by".

Nous en déduisons immédiatement la propriété

A% n

*
(1) ¥WeT*, Vye N*(q,w,zoy) hq (q,A,zOy') implique y - Wy'.

Réciproquement si y -é=* by' avec b e TO, y, y' € N*¥, nous avons dans

" *
M le mouvement (q,b,zoy) hq (q,A,zoy') et nous obtenons la propriété :

3

* #
(2) y =g-> Wy' avec We T%, y, y' e N* implique (q,w,zog) hq (q,A,zO;')
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- Prenons W ¢ T(M). Nous avons dans M le mouvement :
*
(A,bW',zo) lﬁ (q,W',zoy) '-ﬁ (q,A,zO) l"ﬁ (zo_,l\,A)

4"
avec b e TO, bW' = W et D (A,b) = {y}. Nous obtenons, en utilisant la propriété

*
(1) : A=;=>b§}'=,,->bw' = W donc W e L(G).

- Prenons W € L(G). D'aprés le lemme IV.2, il existe une dérivation A -ﬁ%» by =€29

bW! = W, avec b ¢ TO, y € N¥ et DG(A,b) = {y}.

Donc, d'aprés la propriété (2), nous obtenons dans M :

*
(A,bW',20) by (q,w',zofi) ke (a,8,2) b (2g,8,0) et W = bW' e (M),

Montrons maintenant que tout C-langage déterministe suivi d'un double
marqueur de fin, est engendré par une AP2-grammaire déterministe. Pour cela, nous
utiliserons un certain nombre de lemmes relatifs aux automates d pile de mémoire

déterministes.

Rappelons d'abord quelques notions concernant ces automates. Soit

M= (Q,T,Z,g,zo,qo,F) un automate 3 pile de mémeire déterministe.
£ s d# .
Nous écrirons (q,W,y) }TT (q',W',y') si

ki

X
(q,W,y) hq (q',W',y') et si g(q',A,z) = @ pour z e Z tel que y'=y"z.

Eg

Td(M) désignera {We T /1 q e F tel que (qO’w’ZO) }%r (q,A,y)}

et M l'automate (Q,T,Z,g,zo,qO,Q\P)°

Nous dirons que M est sans boucle si T4(M) LITd(ﬁ) = T*,

Remarquons que M est sans boucle si et seulement si V We T%, § q € Q,

%
y € Z*¥ tels que (qo,w,zo) F%T (q,A,y). De plus q et y sont uniques.

~

Considérons maintenant M = (Q,T,Z,g,z F) un automate 3 pile de

O’qoa

mémoire non nécessairement déterministe.
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Le couple (q,y) € Q x Z'sera dit accessible dans M s'il existe W ¢ T*
*
et y' e Z* tels que (qg,W,zj) hg (q,0,y'y).

emme IV.6 I1 est décidable de déterminer si un couple (q',y) € Q x Z¥ est
q

accessible dans M.

Démonstration Soit M = (Q,T,Z,g,zo,qo,F) un automate 3 pile de mémoire.

Si y = A notons M' 1l'automate (Q,T,Z,g,zo,qo,{q'}).

Sinon y se factorise en zP ++v zyavec z; € Z pour i e {1,p].

1

Prenons d ¢ T, q; +++ q, € Q. Posons T' = T U{d}, Q' = Q L){ql...qp} et consi-

P
dérons l'automate 3 pile de mémoire M' = (Q',T',Z,g',zo,qo,{qp}) ol g'est définie

par

0
-VgqeQ, VbeT,VzelZ g'(q,b,z) = gl(q,b,z)

g'(Q' ’d’zl) = {(qlgA)}

g'(q;0,25,,) = {(qi+l,A)} pour i e [1,p-1]

g'(q,b,z) = @ partout ailleurs.

Si (q',y) est accessible dans M, il existe W e T* et y' e Z* tel que

oo

'y % ) %
(qysW.2y) |k (@',A,y'y) done (qq,Wd,z ) |y, <q',d.y'zp---zl) lg, (qp,A,y')

et Wd e T(M').

Réciproquement si W' e T(M'), alors il existe y' e Z* tel que
* .
(qb,W',zO) Fﬁ' (qp,A,y') et nous avons obligatoirement W'z Wd avec W e T* et

* *
(qO’Wd’ZO) hd- (Q'9AsY'zp°"Zl) '_M-' (Q.p:{\,}")-

Donc (q',y) est accessible dans M si et seulement si T(M') est non vide

ce qui est décidable puisque T(M') est un C-langage.
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Si M est déterministe, nous obtenons les trois résultats suivants :

Lemme IV.7 Un automate déterministe M est sans boucle si et seulement si

¥ (q,z) € Q x Z accessible dans M, il existe (q',u') € Q x Z* tel que

%
(q,A,z) %“dﬁ' (qf,A,u')

Démonstration Supposons M sans boucle et considérons (gq,z) € Q x Z

o - — T —>

accessible dans M. Il existe donc W e T* et y e Z¥ tels que

*
(q()’w,z‘o) l_M_ (q’A’yZ) (i)

Mais comme M est sans boucle, il existe q' € Q, y' ¢ z' tels que

a* .
(qO,W,ZO) }"'M_ (Q'3AaY') (ii).
On ne peut plus faire de mouvement simple 3 partir de la configuration
%
(q',A,y') donc, comme M est déterministe (i) et (ii) entrainent (g,A,yz) F%T (q'.Ay'),
et 11 existe Qpseeesq, € Q, KyseeosX, € Z* tels que q = 4ys Y2 = %45 G, 7 q',

x_ = y' et (qi’A’Xi) }H (qi+1’A’X'

. 1+l) pour‘l e [1,r-1].

Distinguons deux cas :

. + ax
C) ¥ie [l,r],xi = yxi avec xi e Z donc (q,i,z) FTT (q',A,x;).

C) 3 1ie [1,r] tel que X, T Y. Soit io le plus petit. Nous obtenons

d¥
(Q>Asz) }—M— (qi sAaA)-
Q

Réciproquement, montrons par récurrence sur la longueur i de W, que

ot ales d*
VWeT* 3 q, € Qety, e Z¥ tels que (qq,W,24) FTT (ql,A,yl).
Si iz0, W = A c'est vrai par hypothése.

Supposons la propriété vraie pour isf et prenons W = W'a avec £(W') = £

et a e T.

D'aprés l'hypothése de récurrence, 1 q, e Qet y, e Z* tels que

i a¥
(qO’w"zO) "’ﬁ' (qQSASyz)‘
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De plus, comme M est déterministe, la pile ne peut pas &€tre vide, donc

y, € 7t et se factorise en yé z avec z € Z et g(q2,A,z) = g.

Posons g(qz,a,z) = (q'',y"). Nous obtenons
x
- (agsWaszy) by (aya,y52) by (a"sn,y59™).

Si u" = yéy" e Z, nous avons par hypothése :

( 1" A 4 n) d*(
q. b ’y2y M qli ’yl

/

X . k
Supposons la propriété vraie pour u" € Z et prenons yéy" = u'z" avec

z" € Z. (q",2") est accessible dans M, donc (q",A,z") F—— (q »A i')

- d* .
Si zI e z¥ nous avons (q",A,u"z") FTT (qz,A,u"zI) sinon
%

_

(q",A,u"z") Fﬁ (q " JA,u") aveec u" e Zk et 1'hypothése de récurrence implique :

* a*
(q"sAsu"Z") |T4' (qz,Aau") }—M— (ql’ ’yl

Lemme IV.8 Pour tout automate d pile déterministe M, il existe un automate 3
pile déterministe sans boucle M' = (Q',T,Z',g' ,zo,qO,F') tel que Td(M') = T(M') =

z

T(M) et qui vérifie la propriété :

(V) Vq'eQ,Vz"eZHhg'(q',A,2') # @ = ] qi € Q' tel que g'(q',A,z') = (qi,A).

Démonstration Nous pouvons supposer que M est sans boucle, que
.

Td(M) = T(M) [GG2page 625] et que g(q,A,z) = @ pour tout couple (g,z) € Q x Z

non accessible dans M.
Notons n, = |{(q,z) € Q x Z / g(q,A,z) # #}].

Si ng = 0, l'automate est A-libre et le lemme est vérifié. Dans le

cas contraire, considérons l'ensemble B = {y e Z2*¥ / 1 q, q; € Q, 2z € Z tels que

g(gyh,z) = (ql,y)} et notons Zo = sup L(y).
yeB
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sid

0 0 le lemme est vérifié.,

Si lo > 0 considérons (q,z) € Q x Z.

Comme M est sans boucle, d'aprés le lemme IV.7, il existe q1 e Q et

*
y, ¢ Z* tels que (q,A,z) F%T (q',A,y'). Montrons que £(y') ¢ n, x 20.

Supposons le contraire. Il existe alors un mouvement :

(gsh,sz) = (ql,A,ylzl) hﬁ (qQ,A,yZZQ) ...Fﬁ (qn,A,ynzn) = (q',A,y")
avec y; € VAR z, €%

et £(yi) < n, X Zo < K(yn) pour i e [1,n-1].

0

Posons : I = {ie [1,n] / Vs e [i,n] l(ys) 2 Z(yi)}.
Comme l(yl) = 0 g Z(yi) < E(yn) Vieli,nl, 1 eIetnel.

Notons : 1 .51, les éléments de I avec k = |I| et i,

k 3 © ty4p PoUr

1,"
j e [1,kl.

Montrons que pour j e [1,kl, L(yi. ) - l(yi.) < ZQ.

Jjt+l ]

Posons Ij = {ie ]ij’ij+1] / l(yi) < £(yij) + L.}

Par définition de iss L(yi.+l) 2 Z(yij), et par définition de LO’
K(yij+l) < l(yij) + ZO. Donc, 1j+1 e Ij et Ij 0.

Soit tj la borne supérieure de Ij'

Alors Vi e ]tj’ij+l[’ i(yi) 2 l(yij) + £0 > ﬂ(ytj)-

En outre, si Z(yi
it 3

,n],vi(yi) 2 l(yi ) 2 to + Z(yi ) > E(yt ).
i+l 3 3

) - K(yi.) > £,, alors par définition de 1ipps

Vie [lj+l

Donc t, e I et i, < t, < i, ., ce qui est contradictoire.
J ] J Jjtl
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Comme l(yil) =0 et l(yik) 2 ng X lo, nous en déduisons que k > n,.

Donc il existe deux entiers r < r' appartenant d la séquence il,...,ik et tels

que q, =g, etz =2z.,.0r d'aprés (1),
* ) ) - 1
(qr,f\,zr) Ii (qrviAsyrzrv avec yr,q = yryr'
Nous obtenons donc, pour tout p20, le mouvement :

* *
(q,A,z) }ﬁ (qr,A,yrzr) hi (qr,A,yr(yI")p z.) s

. . . ax
ce qui est contradictoire avec (q,A,z) *Tr (q',A,y").
Construisons maintenant l'automate M' de la maniére suivante :
ny*4,
Prenons q/| £ Q et 2y ¢ Z et posons Y = U z-,

i=1
Y' = {qgxz / qe Q, xz e Y, z e Z et g(g,A,z ) = #}, Q' = Q L)Y'\){qé} et
Z'=Z U{z(')}.

a*
Soient q € Q et x, € Z* tels que (qo,A,ZO) ITT (ql,A,xl).

Nous prendrons F' = F k}{qé / siq e F} V(' N FY).

s . + .
Comme 1l'automate M ne peut vider sa pile, X, € Z et se factorise en xizl avec

zl € Z.

Pour tout a € T, nous poserons alors

i) g'(qé,a,zé) = (q2,zéxix2) avec (q2,x2) = g(ql,a,zl) et x;'Lx2 e zt.

Pour tout couple (q,z) € Q x Z tel que g(q,A,z) = #, nous prendrons

g(q,a,z) pour tout a e T

ii) g'(q,a,z)
g.

et g'(q,A,2)
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Par contre si g(q,A,z) # ¢ distinguons deux cas

*
- (q,4,2) }%r (p,A,0N) alors

iii) g'(q,A,2) =(,A)

et g'(q,a,z) =@ Y aeTcT.

*
~ (g,A,z) '%T (p,A,sz) avec z, € Z et g(p,A,zz) = g.

2

Dans ce cas Z(xzz) RS ng X ZO et pxz2 € Y', nous poserons alors
iv) g'(q,A,z) = (pxz,A)

et g'(q,a,z) = @ VaeT.

Soit gxz € Y' avec z € Z. Pour tout a € T et tout z' e Z',nous poserons :

v) g'(gxz,A,z") = @

et g'(gxz,a,z') = (p,z'xx') avec (p,x') = g(qg,a,z).

Achevons la définition de g' en posant pour tout q' e Q', z' e Z', pour
lesquels g' n'est pas encore définie, g'(q',A,z2') = @ et g'(q',a,2') = (q',2")

VaeT T,

Par construction M' vérifie la propriété (V) et sd'aprés le lemme IV.7,

M' est sans boucle. Il nous reste d montrer que Td(M') = T(M') = T(M).

Soit t, 1'homomorphisme de Z'* dans Z* défini par tl(zé) = A,

.Tl(Z) =z VYzed&.
Pour qe Q, y e Z¥, qvy e QUY', b e TO et x e Z'T,

H(qy,b,x) désignera la configuration (q,b,tl(x)y). Il est facile de
vérifier que pour qi e QUY,be 70 et xi e Z'Z* tels que Xi =z} entraine

q) € Y', nous avons la propriété :

(2)  (q]»b,x)) }—ﬁ' (ay>A,x}) implique H(q),b,x}) }%H(qé,l&,xé)n
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Prenons W e T(M').

*
Si W =4, q) € F' donc (qQ,A,zO) F%T (ql,A,xl) avec q; ¢ F et 4 e T{H).

Si W# A, W= aW' avec a € T et nous avons dans M' le mouvement

o
"

(qé,aW',zé) hqr (q2,W',zéxix2) T (q',A,y") avec q' ¢ F', (qO,A,zo) F%t (ql,A,xi?iﬁw
g(ql,a,zl) = (g,5%,). .
D'aprés la propriété (2), nous avons dans M ;
(q2,W‘,xix2) = H(q2,W',z6xix2) f% H(q',A,y').

Comme q' € F', H(q',A,y') = (p,A,x) avec p € F.

Nous obtenons alors

<

(qo,aW',zo) F% (ql,aW',xizl) Fﬁ (q2,W',XiX2) M (p,A,x)

o

at,

donc T(M')g;T(M).

Réciproquement, montrons la propriété

s

(?) Si (q,A.y) }%ﬁ (p,A,yl) avec y e Z+, alors il existe yi e Z* tel que

d'l\'
(ash,z0y)  Kgr (py]sA,z4y)) avee yiy! =y, .

Raisonnons par récurrence sur la longueur de la dérivation. Si £=0
c'est évident puisque g(q,A,z) = @ entraine g'(q,A,z) = #. Supposons la propriété

vraie pour £sk et considérons une dérivation de longueur k+1.

Posons y = y'z avec z ¢ Z. Soient e Q et u, e Z¥ tels que
Py 1 q

d""
(q,A,z) - (pl,A,ul).

Distinguons deux cas
. d*
- 8i Uy # A, nous avons alors (q,A,y'z) P?r (pl,A,y'ul) et
(q,A,zby'z) I%; (plul,A,zéy') par une transition iv).

ax

*
- 8i u = A, nous avons (q,A,y'z) hﬁ (pl,Ay') }Er (p,myl) et

g'(q,A,2z) = (Pl’A)° En utilisant 1l'hypothése de récurrence,nous obtenons bien :
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ax
(ash,zly) Ig, (prahszly') |55 (pylAszly)).
Soit W e T(M) = Td(M)'
1 - 3 1 ¥ -
Si W = A, q, ¢ F donc q) € ' et comme g (qé,A,zé) = g, Ae Td(M').

S1 W# A, W= aW' avec a € T et nous avons dans M:

p * ax
(qo,aW',zo) hq (ql,aW',xizl) hﬁ (q2,W',xix2) F?T (p,A,yl) avec p e F,

La propriété (3) implique que,si

(q,b,y) F& (p2,b,u2) Pﬁ (pS,A,us) avec b € T, alors

>(_

(q,b,zéy) i (p3,A,zbu3). Nous en déduisons que

dl\
' Tt ' (] ' - ' '
(q2,W ,szlx2 Fﬁ? (pyl,A,zOy2) avec yiy; =y, et Py] € Fr.

Comme (qb,aW',zé) Fﬁ' (q2,W',z6xix2), nous obtenons

Td(M)<: Td(M') et Td(M') = T(M'") = T(M).

Lemme 1IV.9 Pour tout automate 3 pile déterministe M = (Q,T,Z,g,zo,qo,F) et

pour d ¢ T, le langage T(M) {d2} est engendré par une AP2-grammaire déterministe.

Démonstration Nous pouvons supposer que Z, T {U{d} et Q sont disjoints

deux a deux et que M vérifie la propriété (v) (lemme IV.8),ce qui implique

g(qO,A,zO)‘= @, puisque l'automate déterministe ne peut pas vider sa pile.
Soient A, E et S de nouveaux symboles .
Posons N = Q U{A,E,S} U ZUQx ZUF x {S}

lezU{s}, N2=N\Nl‘

as)
|

o = {(A,aq?S) / aeT, g(qo,a,zo) = (g,y)} L){(A,d2) / siq,e F}

el
1]

1 = 1(az,9") / a5, ¢’ € Q, z e Z et g(g,A,2) = (q',0)}

d
fl

5 {(qz,(q,2)) / q € Q, z € Z et g(q,A,z) = ¢}
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P, = {((a,2),30'Y) / @€ Q, z € Z, aeTet gla,a,z) = (a',y)}
B, = {((q,z),dE) / q € F, z € Z}

P, = {(Ez,E) / z e z}

P = {(ES,(E,8))} ;

P, = {((E,S),d)} et P = .U B

i=0
Considérons la grammaire G = (N, TU{d},P,A) -
PlU P2 U PSU P6 (-l N2Nl X N2, POU P3 UP4UP7 C N x TV¥;donc G est une AP2-

grammaire en N_,. Et comme M est déterministe, il est clair que G vérifie la

2

propriété (D), donc G est une AP2-grammaire déterministe.
Montrons que L(G) = T(M).

Etant donné que M vérifie la propriété (v), si (q,b,z) lﬁ (q',A,y)

* N
avec b e 70 et z e Z alors qz =g bq'y (en utilisant les régles de Pl.U P2 LlPa).

Nous en déduisons immédiatement la propriété

x n
(q',A,y') avec y € Z*¥ et W e T* alors q} == Wq'y'.

= %

(1) Si (q,W,y)

De méme,si gz — q' avec q, q' € Q et z € Z alors (q,A,z) hq (q',A,A)

et si gz < (g,2) = aq'y avec q, Q' € Q, a e T et z € Z alors

(q,a,Z) T (q',A,;)-

Nous en déduisons la propriété :

* ¥*
(2) Si qy =%r» Wq'y' avec g, q' € Q, W e T* et y € Z* alors (q,W,?) Fﬁ (q‘,A,?').
Prenons W e T(M).

Siw=A,A==P-==>d2 st @5 @ LIE),
0

Sinon W = aW' avec a € T et nous avons dans M le mouvement :

(qo,aW',zo) h;(;nW',y) Iﬁ-(q,A,y') avec q € F et y' € Al
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ce qui entraine l'existence de la dérivation suivante dans G :

aH'd(E,S) === Wal e L(G).

noOR n
A ===> apyS TTTO aW'qy's
7

*
P P UP.UP
0 45T e

Réciproquement, prenons W, ¢ L(G). Il est clair que L(G) c:T*{dz},donc

0

WO se factorise en Wd2 avec W e T*,

SiW=A, (A,d2) e P et qy ¢ F donc A e T(M).

Sinon W = aW' avec a € T et,d'aprés le lemme IV.2, il existe dans G une
dérivation de W la plus d gauche:

*
A =§=> aqyS =-§i> aW'q'y's =g-> aW'(q',z) y"S =§==> aW'dEy"s , s ayra?
0 4

sUPUF;
avec q' e F puisque ((q',z),dE) € PL+ et nous obtenons dans M :

*
(agsaW’sz0) |5 (@,W',5) [y (2,4,5")  donme W e T(M)

et  L(G) = T(M) {d°}

Soient L€ T¥ et d ¢ L. Si L{d2} est engendré par une AP2 (APl)-grammaire,
d'aprés le lemme IV.5, L{d2} est déterministe et L = {We T® / Wdu ¢ L{dz}vavec
ue {TVUd}*} est aussi déterministe [GRpage 637]. Donc, en utilisant le lemme IV.9
pour la réciproque, nous obtenons une caractérisation grammaticale des C-langages

déterministes :

Proposition IV,2 L c T* est un C-langage déterministe si et seulement si, pour

tout d ¢ T, il existe une APl (AP2)-grammaire déterministe qui engendre 1{a%}.

Nous allons, maintenant, montrer qu'en ajoutant des restrictions aux
APi-grammaires déterministes, nous obtenons des caractérisations nouvelles pour

divers langages déterministes tels que les s~-langages, les langages LL(1l) et les
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langages reconnus par les automates déterministes complets A-libres.

En particulier les s-grammaires sont des APi-grammaires déterministes.
Réciproquement, si G = (N,T,P,A) est une APi-grammaire déterministe en N, avec
i=2 ou 3, alors G est une s-grammaire. Par contre, si G est une APl-grammaire
déterministe en N, G n'est pas nécessairement une s-grammaire, mais L(G) est un

s-langage.
En effet, soit B € N.

Si DG(B,A) £ 0> (B’Xl) e P et (B,x2) € P entralnent x X, (propriété (D))

l:
et si DG(B,A) = @, (B,xl) e P et (B,x2) e P, e ay, et X, g ay, avec a e T
impliquent X, F X, T ax (propriété (D)). Donc G est une LL(1) grammaire. En outre,

G est A-libre donc L(G) est un s-langage [KS page 229].
Nous pouvons alors énoncer

Proposition IV.3 L est un s-langage si et seulement s'il existe une APi-grammaire,

G = (N,T,P,A), déterministe en N, qui engendre L.

Donnons maintenant une caractérisation nouvelle pour les langages LL(1)

introduits par Lewis et Stearns [LS].

Nous dirons que G = (N,T,P,A) est une UAPi-grammaire (en N2) si G est

une APi-grammaire déterministe (en N2) vérifiant la propriété
(U) VB, B'" e N, ye V¥, si BB' ¢ Pg(G),alors (BB',y) € P <==== (B',y) e P.

Remarquons que si G est une UAP2-grammaire en N2, alors L(G) est un

s-langage. En effet Pg(G) N NN, = ¢. Dans le cas contraire, la propriété (U)

1

entrainerait que P f'\Nl x N) # @ ce qui est impossible car (x,y) e P avec x e N

implique y e TV*. Donc P est inclus dans N x TV* et la propriété (D) caractérise
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alors les s-grammaires. Par contre, les-UAP1l (UAPS)-gramméires engendrent les

langages LL(1).

Rappelons les définitions de deux types particuliers de C-grammaires
qui engendrent les langages LL(1). Une grammaire permutable [WA] est une

C-grammaire G = (N,T,P,A) vérifiant la propriété suivante

v, e V¥

e NV¥*, Vv vis Y,

VWeT*, Vae T, V Uy Uy

L
A =B Wa, £ Wav. pour i e [1,2] implique v, =V

G G 2°

o
Pour B ¢ N, notons SG(B) ={aeT /1 u, veV:tels que A == uBav},

G

Une simple LL(1) grammaire [KS] (grammaire prédictive [WAl) est une

C-grammaire vérifiant les trois propriétés suivantes :

(1) Pc N x (TV*)O s
(ii) VBeN,VaeT, Vy, z € V¥, si (B,ay) € P et (B,az) ¢ P alors y = z ,
(iii) VBeN,VaeT, Vye V¥, si (B,A) e P et (B,ay) € P alors a ¢ SG(B).

Montrons d'abord :

Lemme IV.10 Pour toute UAPl-grammaire, il existe une grammaire permutable
équivalente .

Démonstration . Soit G = (N,T,P,A) une UAPl-grammaire en N,, telle que
PcNgNi X V2N*. Posons Nf = N{UN x Nl et V! = N' YU T.

Soit f 1l'application de V* dans V'* définie par :

- vBev', £(B) =B,
- VaeT, Vxe V¥, f(ax) = af(x),
- YVBeN, Vxe V2Vﬁf(Bx) = Bf(x) ,

- YBeN, VA eN,VxeVF,£(BAx) = (B,A) £(Ax)
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Il est facile de montrer que f vérifie les propriétés

(1) Vxe V¥, VyeV V", fixy)= £f(x) £(y),

2
(2) Vx,ye V¥ VBe N, f(xBy) = zf(By) avec zB = f(xB).

Posons N!

: 2
5 {x/xePg(G)ﬂN}CNsz

15

= {(B,f(v)) / B e N, (B,v) e.P},

jav}
-
|

g
N -
]

{((B,C),z) / Be N, Ce Nl’ (B,v) € P avec zC = £f(vC)},

s}
1]

| 1) ] 1 1
3 N2><{A}etP PlUP2UP3.

Considérons la C-grammaire G' = (N',T,P',A).

Montrons qu'elle est équivalente 4 G et qu'elle est permutable.
. N 0

Soient (x,y) une régle de P et C e Nl'

- Si x € N, il existe, par définition de Pi v Pé, x' e N' et y' e vt tels que

(x',y') € P' avec x'C = f(xC) et y'C = f(yC).

~ S8i x ¢ N.N.., Posons x

Ny A2A avec A2 e N, et A_ e N_.

1 2 1 1

Comme (x,y) e P, x € Pg(G) et X e Né donc ((A2,Al),A) € Pé. De plus, comme
G vérifie la propriété (U), (Al,y) € P donc il existe xi e N' et y' e vt otels
que (xi,y') e P' avec xiC = f(AlC) et y'C = f(yC). En posant x' = (AZ’Al) x!,
nous obtenons x'C = f(A2AlC) = f(xC) et x' =§T° xi =%T° y'.

Donc si (x,y) est une rdgle de P et si C e Ni, i1 existe x' e N'" et

g%
y' e vt otels que x' <> y', x'C = f(xC) et y'C

£(yC).

z . . g %
Nous en déduisons que si u “T> vavecue N+, alors f(u) =%79 £f(v).

En effet posons u = xu,, v = yu, avec (x,y) € P.

l’
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Distinguons deux cas :

u, e {A} UNzN*. Alors f(u) = £(x) f(ul), f(v) = f(y) f(ul) et comme

1
£(x) =§$§ f(y), nous obtenons f(u) -%;9 £f(v).
u, e NlN*. Alors u, se factorise en C u, avec Ce Nl’ f(u) = x*£(C u2),
= 1 1 - ] - 1 * H
f(v) = y'£(C u2) avec x'C = f(xC) et y'C = £f(yC). Or x =€%¢ y' ; donc

. g%
E(u) == £(v).

Prenons W e L(G). D'aprés le lemme IV.2, il existe pour W une dérivation

Y

la plus 3 gauche A =€zb W et en utilisant la propriété précédente, nous obtenons :

A

¥
= £(a) =E= £(W) = W done L(G') € L(G).

Réciproquement, si (x',y') e Pi kJPé, il existe C e Ng, xe N, yeVr

tels que x' = f(xC), y' = £(yC) et (x,y) € P.

Nous en déduisons, en raisonnant de la méme fagon qu'en et ®, la

propriété :

(3) si £(u) —fe, v' avec u € N+,alors ] ve V' tel que u - vet f(v) = v'.

(4)

1 1
PlUP2 G

En effet, posons u = B u, avec B e N.

si u; e {p} LJN2N*, f(u) = B f(ul), v' = f(y) f(ul) avec (B,y) e P.

g
' =
Donc v f(y ul) et B LR AL

si u, € NlN*. Posons u; = C u, avec C e N,

f(u) = (B,C) £(C u2), v! = y'f(C uz) avec ((B,C), y') e Pé done y'C = £(yC)

avec {B,y) e P, v' = f(yCuz) et u=BCu =§-§ vy Cu

2 G 2°

Montrons maintenant.la propriété suivante :
’

¥ 3
g
f(u) < A =%7¢ ax' i x, y € N tels que f(x) = x'

avec > —— < et

24
ue N+, y' e N'+, aeT u =%=» y =%=» ax
J
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Raisonnons par récurrence sur la longueur i de la dérivation :

- S8i i=1, comme f(u) € N't et a ¢ T, la régle utilisée ¢ PI UP) et d'aprés 1a

o

ooz . . +
propriété (3), il existe v e V tel que u £ v avec f(v) = ax', donc v = ax

G
g%
avec f(x) = x' et u < Yy = uwg™ ax.

£+ 1 :

Soit m la premiére régle utilisée. Distinguons deux cas

(i) si 7w e P' UP!, d'aprés la propriété (3), il existe u, € v' tel que

1

. Comme y' € N'+ € N* et nous obtenons alors

1] é)
f(ul) yi et u u uy

1

la propriété (4) en utilisant 1l'hypothése de récurrence pour la dérivaticn

f(u ) === gyt

«
b -
il

GV
. . ; _ .
(ii) Si m e P3. Alors m = ((A2,Al),A) avec A, e N,» Al € Nl et A2Al € Pg(G) :
= 1 =
u se factorise en ApAju, f(w) (AQ’Al) f(Alul) et yi f(Alul). Comme
Al € Nl’ yl ¢ N'N'“ donc la régle utilisée pour passer de yl a yé appartient
S ! 1
a Pl UP2.

D'aprés la propriété (3), il existe u, € vt tel que f(u2) = yé et

2

Alul u, donc u, se factorise en viu, avec (Al’vl) e P.

) e P,

1

Comme G vérifie la propriété (U) et que A2A € Pg(G), (A2Al,vl

donc A_A u =§=° v.u, = u

27171 G 11 2°

3 = ' = i i = =
Si Y, = ax', alors u, = av, et il suffit de prendre u = y A2Alul et

Si y2 # ax', alors u, € Nt et il suffit d'appliquer l'hypothese de

2
récurrence a y5 = f(u ) 7 y' =§=9 ax'.

[ E e

- Supposons la propriété vraie pour i s £ et considérons une dérivation de longueu
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De plus, comme G vérifie la propriété (D), le mot x obtenu dans la

propriété (4) ne dépend que de u et de a.

Considérons les dérivations
*x
A =B y =§=9 Wa x! avec W e T, ae T, x!, yi e N'* pour i e [1,2].
X ys P

l'r
D'aprés la propriété (4), il existe x; et y; e N* tels que A =§;9 Wy . =§=9 Wa x.

avee x! = f(xi) pour i e [1,2], Mais x, et x, ne dépendant que de A, de W et de a,

nous obtencns Xy = X, et xi = xé, donc G' est permutable.

Soit W € L(G')., Comme A £ W'y' avec W' € T et y' e N'? implique que
X y y

y' € N'*N, A ¢ L(G'). Donc W se factorise en W'a avec a € T et il existe une

dérivation :
> g
A = W'y!' = W'a.

*
. g
D'aprés la propriété (4) A <= Wy =§=¢ W'a avec y € Nt.

Donc L(G') € L(G) et les grammaires G et G' sont équivalentes.

Réciproquement, nous obtenons :

Lemme IV.11 Soit G = (N,T,P,A) une grammaire prédictive. Pour d ¢ T,

il existe une UAP3-grammaire qui engendre L(G) {d}.

Démonstration Notons N2 = {B/ (B,A) e P}, Nl = N\ N,s Vvz=NUT,

V2 = N2 UT et Vl = NllJ T. Nous pouvons supposer que P est inclus dans

N x (VF \ VQV*NQV*) [WAl, donc qu'il existe Py = N, x {A} et P, C N x TNN? tels

que P = POUP1'
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P

G vérifie alors la propriété :

*
(1) sia ==~ x A, y avec A, e N, alors x e {A} U V*T,

Montrons le par récurrence sur la longueur i de la dérivation .
Si i=0 c'est évident.

Supposons la propriété (1) vraie pour i s £ et considérons une dérivation

de léngueur £+1

*
Aau:)u uu ==='=>u v u

A 1 278 1 g X A2y avec (u,v) € P,

Distinguons trois cas :

- u T X A2 ui. I1 suffit alors d'appliquer 1'hypothése de récurrence 3 la
*
rd . 3 ' .
dérivation A < X A2 u; u o,

- u, =uj Ay y. D'aprés l'hypothése de récurrence, u, u ub e {4} UVAT, Or u e N

1

ce qui entraine u) € V*T, donc u vuh=xe V*T ,

~ v =v, A, v, . Alors (u,v) e P, et v, € T.

172 2 1 1
Prenons A', I, d ¢ V et considérons la grammaire G' = (N',T',P',A') avec
1 = ' 1 1 = L
N N U{A',F}, T T U {d}, et P PV {(A2Al,x)/A2 e Ny, A, e N, et

(Al,x) € Pl} U{(AZP,d) / A2 € N2} U {(A',xF) / (A,x) e P} U{(F,d)}.

Posons V' = N' U T'. Soit h 1'homomorphisme de V'¥* dans V¥ défini par
h(d) = h(F) = A, h(A') = A et h(B) = B, V B e V. Comme (u',v') ¢ P' implique
*
h(u'} < h(v') et que h(A') = A et h(T'*) = T*, nous obtenons h(L(G'))C L(G).

De plus, il est clair que L(G') € T*{d}, donc L(G') € L(G) {d}.

Montrons maintenant la propriété :

%
N £
(2) A G quT> Wayu g*
=, A' =G—i> waqu

avec a e T, We T* et (x,ay) e P
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Raisonnons par récurrence sur la longueur i de W.

Si i=0, la premiére régle utilisée appartient a P inon xu = A, ce qui

12 ®

est impossible car x e Pg(G)' Donc x =A, u= A, (A,ay) € P et (A', ayF) ¢ P',

Supposons la propriété vraie pour isl et considérons la dérivation de Wayu avec

£(W)

avec

donc

= £+1, ol nous exhibons l'apparition de b, la derniére lettre de W (W=W'b)

*

g *
A =‘§‘=> W'xlu" < W'bu! =g=> Wxu =é=> Wayu

o
X, e N, (x,ay) e P et u' =§=9 XU.

¥

D'aprés 1'hypothése de récurrence, A' < W'bu'F,

Distinguons deux cas :

*x
u' = xu., Comme (x,ay) € P', nous obtenons A' = W'bu'F = W'bxuF =%%» W'bayuF.

¥*
u' # xu. Alors u' se factorise en uiué avec ui e N. Comme uiué =§u> XU avec

xu # uiué et xu € N+, (ul,h) € P, et ui e N,. D'apreés la propriété (1),
*

comme A =g=> W'bujuj, u} ¢ N2V*, donc u! = xu avec x € N

s 145 5 Alors (x,ay) € P

1
implique (uix,ay) € P', Nous obtenons

whe

A =%ﬁ° W'buiqu =%%9 W'bayulF = WayuF.

Soit W e L(G).

Si W

A, (A,A) e P donc A'=ET§ F === d et d e L(G').

Si W# A, W=W'aavec a € T et 1l existe une dérivation

* %
A-§-> W'u—g“>W'av=g'=> W'a = W

¥ *

v -%=9 A et velN, mais, d'aprés la propriété (1) v e Ng et vF == d.

En utilisant la propriété (2), nous obtenons ;
*

A’ =%T> W'avlP < W'ad = Wd
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donc L(G) {d} € L(G') et L(G) {d} = L(G').
De plus G' est une AP3-grammaire vérifiant la propriété (U) par construction.

Soit G" = (N,T,P",A') 1'AP3-grammaire en N, pré-réduite équivalente 3 G!'

(cf. lemme 1IV.3).

G" vérifie encore la propriété (U). En effet, si A2Al € Pg(G") avec

A2 € N2 et Al e N

< Tx=mct> (A

A dépend de A2Al,donc de A, et (A2Al,x) € PV <=—==> (A2Al,x) e P!

l’

sX) € P! <===> (Al,x) e P" .

1

1

I1 nous reste 3 montrer que G'" vérifie la propriété (D).

Comme G est une grammaire prédictive, nous avons par construction

|DG,(B,a)| £1,VBeNetVae Tsdonc |D.,(B,a)| s 1 (P"¢C P!).

G"

De méme V A2 € N2, AL e N, aeT, il existe au plus un élément x de N¥

1 1

tel que (A2Al,ax) e P". Supposons que G'" ne vérifie pas la propriété (D). D'aprés

ce qui précéde, c'est qu'il existe A, eN,, A e Nl’ aeT tels que |D

2 71
"
e N* tels que (A2Al,axl) e P" et

G,,(A2Al,a)| > 1,

ce qui implique alors qu'il existe X1 X,

1 1t ' A 1
(A2,ax2) e P" avec X2Al 7 X Alors, comme A2Al € Pg(G ), A' dépend de A2Al dans G

ZaY

v ce qui implique A e h{u) A2Alh(v).

e
"

et il existe u, v e V'* tels que A'=ﬁ§$> uA Ay

" s . . -
Or (A2Al,axl) e P" implique (A2,A) e P et (Al,axl) e P ; de méme

(A2,ax2) e P, Nous obtenons, alors, dans G, la dérivation :

A —_— h(u) A.A h(v) == D(W Ajax,
c u/s 88 G

contradictoire puisque G est prédictive et que (A2,A) et (A2,ax2) sont des régles

h(v), donc a e SG(A2) ce qui est

de P.

Comme les langages LL(1l) sont caractérisés par les grammaires permutables
ainsi que par les grammaires prédictives et que pour LC T* et d ¢ T, L{d} est un
langage LL(1) si et seulement si L est un langage LL(1) [WAl, les lemmes IV.10 et

IV.11, nous donnent le résultat suivant :
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Proposition 1V.4 L € T* est un langage LL(1) si et seulement si, pour

d ¢ T, i1 existe une UAP1 (UAP3)-grammaire qui engendre L{d}.

Etudions maintenant les AP3-grammaires déterministes, pour montrer
qu'elles n'engendrent pas tous les C-langages déterministes, mais seulement les
langages reconnus par un automate complet déterministe, A-libre, suivis d'un

marqueur.

Lemme IV.12 Soient L € T* un langage reconnu par un automate complet déter-

ministe A~libre et d ¢ T. Alors L{d} est engendré par une AP3-grammaire déterministe.

Démonstration Soit M = (Q,T,Z,g,zo,qO,F) un automate complet, déterministe,

Letd¢€ QU 2.

A-1ibre tel que Q,T,Z soient disjoints deux & deux et tel gque T(M)

Prenons A ¢ Q YT UZ et posons N, = Q U {A}, Nl = Z, N NlU N2 et

P = POUPJ.UPQ avec :

!
s
1]

0 {(A,aq;f) /aeT, qe Qet glqy,a,z,) = (g,x)} U {(Aa,d) / =i q € F},

1
ae)
1

1 {(qz9aQ'r3\;) /aeT,q,q eQ,zeZet g(q’a9z) = (q'sy)}s

i
ae
]

5 {(qzo,d) / q e F}.
Considérons G = (N,T U {4d},P,A).

Il est clair que G est une AP3-grammaire déterministe et que pour tout

q,q'eQ,zeZ,aeT,yeZ"‘,'

(9,2,2) F7 (g',4,y) <= qz “E‘” aq'y .
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Nous en déduisons immédiatement la propriété

(L Vag,q' €Q, ¥x, yeZ¥ VWeT¥,

* N * N
(q,W,x) | (q',A,y) <= gx =§=> Wq'y

Prenons W € T(M).

- Si W =N\, q, € F et A.=zrb d,donc d e L(G).

- 81 W £ A, Wpeut se factoriser en aW' avec a € T et
(qO,aW',zo) hq (q,W',x) H% (q',A,y) avec q' € F et y = z, car M est complet.
Nous obtenons,alors, en utilisant la propriété (1)

*
A = aq; Jé=> aW'q'z, == aW'd donc L{d} C L(G).
0 2

Réciproquement si W e L(G), W = W'd avec W' e T*,

- Si W' = A, (A,d) € P,donc q, € F et W' e T(M).

o
"

- S1 W' £ A, W = aW" avec a € T et A == aq;====> aW"q'z , == aW'd avec
PO Pl 0 P2

(q'zo,d) e P ,donc q' e F, (A,aq;) e P,donc g(qo,a,zo) = (g,x). Nous obtenons

23

alors en utilisant la propriété (1)

*
(qo,aW",zO) ,'E (q,W",X) l’E‘ (q',A,ZO)
et L(G) = L {d}.

Pour montrer la réciproque, nous utiliserons un lemme qui donne une
condition suffisante pour qu'un automate d pile déterministe soit équivalent &

Y

un automate d pile déterministe A-libre.

~

Lemme IV.13 Soit M = (Q,T,Z,g,zo,qo,F) un automate 3 pile déterministe.

Si M vérifie la propriété
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(E) 1 n tel que V(q,2zy) accessible dans M avec g e Q, z € Z et y € Zn,

s

(g, Azy) F% (q',A,2z) implique g(q',A,2z) = @ ,

alors il existe un automate M' déterministe A-libre tel que T(M') = T(M). De plus

si M est complet, M' l'est aussi.

Démonstration Raisonnons par récurrence sur n.

Si n=0 alors, pour tout q € Q et z ¢ Z,(g,z) accessible implique
g(qsA,z) = #. I1 suffit de prendre g(q,A,z) = @ et g(qg,a,z) = (g,z) pour tout

aeT,qgeQet ze Z telsque (q,z) n'est pas accessible dans M.

Supposons le lemme vrai pour nsf et considérons M vérifiant la propriété

(E) avec n=£+1.

Posons Z' = Z &){zé} avec z] £,y " (zéz s ¥Y={w /ue ARV

?
0z
{y.} et définissons les applications f de Z* {J{z'z'z.} Z* dans Y¥ et r de
Yo 0%a%a

* J{z'z'z } Z* dans Z0 ar :
P

07070
0 - -
- VueZ, f(u) = r(u) = A,
-V Zys 2, € Z, f(zlz2) = A et r(zlz2) =z,
- % = 1
v Z12259%25 € Z, YV ue Z¥, f(212223u) (21,22,23) f(zsu) e r(zlz223u)
= r(zsu),

- ¥* tot = Yert =
Vue 2%, f(zozozou) ny(zQu) et r(zodozou) r(zqu).

Posons Q = {q / g e Q} et Q' = QUQ.

q s'il existe q,¢Fs u eZ* tels que

1
*
VqeQ, Yue2*¥, Vze Z, notons s(g,uz) = (qsh,2) lﬁ (ql,A,ul)

q sinon.



Iv.30

Notons h 1'homomorphisme de Q'* dans Q* tel que : V q € Q, h(q) = h(a) = q

et t l'homomorphisme de Y* dans Z* défini par : t(y.) = z. et V z e Z,
p 0

0
Vue 22;((zu)) = u.

Considérons 1l'automate M' = (K,T,Y,g',yo,qé,F') avec K = Q'ZO V) {kp}
(kP est un nouveau symbole), Q) = s(qO,zO), F' = QZO et g' définie de la maniére

suivante :

. 0
Soient g € Q, x e Z et y e Y.

- Si (q,t(y)x) n'est pas accessible dans M, nous poserons alors

g'(ax,A,y) = @ et g'(gx,a,y) = (kp,y) Vaec.

- Dans le cas contraire, posons y = (v), vk = uz avec z e Z et distinguons trois cas

iy

a) Il n'existe pas q, € Q, u, e Z* tels que (q,A,z) id (ql,A,ul).

1

Nous poserons alors

g'(ax,A,y) = # et g'(gx,a,y) = (kp,y) YVaeT

e

b) (q.l,z) F%% (q',A,u'z') avec z' € Z (donc g(q',A,z') = @).
Nous poserons alors : g' (gqx,A,y) = §
et YVaeT g'(ax,A,y) = (k"r(uu'u"), £f(uu'u"))

avec g(q',a,z"'") = (q",u") et k" = s(q",t(£(uu'u")) r(uu'u")).

dx* :
c) (qsl;z) FTT (q'",A,A). u se factorise en u'z' avec z' e Z.

- ¢ sig(q',b,z') = @
- (k"r(u'u"),f(u'u")) avec

kll - S(q",t(f(u'u")) r(u'u"))

alors Vb e T° , 8'(ax,b,y) =

Si g(q',b,z') = (qn’un)

Achevons la définition de g' en posant
0 0 i -
-VqeQ, VxeZ ,VyeY, VbeT, g'(gx,b,y) = g'(gx,b,y) ,

- g'(k,A,y) =@ et VaeT, g'(k,a,y) = (kp,y) pour tout k € K et y € Y pour

lesquels g' n'a pas encore été définie.
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I1 est clair que M' est déterministe. Montrons, maintenant que

T(M) = T(M'").

(1)

* -
(qé,w,yo) }ﬁ' (k,A,y) avec k e QZO. Il existe donc g, eFetu

Pour q' € Q', x € ZO, We T ye Y notons

H(q'x,W,y) = (h(q"),W,t(y)x).

Il est facile de vérifier la propriété :
. 0 +
Si (K,b,y) l-ﬁ, (k'A,y') avec b e T, k, k' € K \ {kp}, y, y' e Y

*
alors H(k,b,y) Fﬁ H(k',A,y').

Prenons W e T(M'). Nous avons alors :

1€ Z* tels que

H(k,A,y) F% (ql,A,ul) et,en utilisant la propriété (1), nous obtenons :

(q0’wszo)

<

- H(qéawsyo) M H(ksAsy) ,.f% (ql,/\,ul) et T(M') < T(M).

AL,

Réciproquement pour q € Q, We T, z € Z et u tel que

uz e Z* L){zézézo} Z*, notons

donc qé =

G(q,W,uz) = (s(q,z) r(uz),W,f(uz)).

Par définition de g', 1l'automate M' vérifie la propriété :

Si (q,A,z) P%L (q',Au') et (q',b,uu') Fﬁ (q",A,u") avec q € Q, b e TO,

z € Z, uz, uu' € Z3Z* alors, pour tout W e T%*, G(q,Wb,uz) hq, G(q",W,u").

Prenons W € T(M).

. . . %*
8i W = A, il existe q, ¢ F, u, e Z* tels que (qO,A,ZO) m (ql,A,ul)

s(qo,zo) = ao e F' et A e T(M'"),

Si W # A, nous avons alors, dans M, le mouvement :
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. * ¥ 0
(i) (qO,W,ZO) IE (q,b,UZ) Iﬁ' (ql’b’uul) I'ﬁ (q23A’u222) avec b e T, z, Z2 e Z,

a* -
(q,0,2) ITT (ql,A,ul) et S(q2’22) = q,.

En ajoutant zézé en base de pile et en posant ué = zézéuQ, nous obtenons,

d'aprés la propriété (2)

(qé,w,yo) = G(qO,W,zézézO) Iﬁ' G(q2,A,uéZQ) = (qzr(uézz),A,f(uéZQ))

donc W e T(M') et T(M') = T(M).

%*
En outre, si M est complet, il existe p ¢ F tel que (qO,W,zO) |H (p,A,zO).

Donc dans le mouvement (i), nous pouvons supposer que (qQ,A,zz) I% (p,A,v,) avec

v o= . Disti :
v, 2, Distinguons deux cas

- Si u, = A alors z, = z, et G(q2,A,uéz0 = (az,A,yO).

- 33 ' = (q
Si u, £ A alors u, =z, et G(q2,A,u222) (q222,A,yO).

Nous en déduisons quessi W e T(M'), alors W e T(M) et il existe k e F!

tel que (qé,w,yo) I% (k,A,yO),donc M' est complet.
Il reste 3 montrer que M' vérifie la propriété (E) avec nsk.

Supposons qu'il existe k, k' e K, y e Y, u e YK tels que (k,yu) soit

accessible dans M' et (k,A,yu) ]% (k',A,y) avec g'(k',A,y) £ 0.

H(k,A,yu) et H(k',A,y) peuvent s'écrire respectivement (q,A,zz't(u)x) et
(q',A,z2'%"') avec q, Q' € Q, 2, 2' € Z, X, X' € Zo, t(y) = zz'sk = gx ou ax et

k' = g'x' ou g'x'.

D'aprés la propriété (1),(g,zz't(u)x) est accessible dans M. Distinguons

deux cas :
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- £=0. Comme g(k',A,y) # #,nous avons, d'aprés c),
si x' = A, (q',A,22') |% (q',A,z) avec g(q",A,z) # &
. *
six' e Z, (q",A,22'x") |§-(q",A,zz') avec g(q",A,z') # @,

ce qui est impossible, puisque M vérifie la propriété (E) avec n=1,

* *
- £21. Comme g(k',A,y) # #,nous avons (q,A,zz't(u)x) Iﬁ-(q',A,zz'x') lﬁ-(q‘,A,zz')

avec g(q'',A,z') # @,ce qui est impossible puisque £(t(u)) = 2€ > £ +1.

Lemme IV.14 Pour toute AP3-grammaire déterministe G, il existe un

automate M complet déterministe A-libre tel que T(M) = L(G).

Démonstration Soit G = (N,T,P,A) une AP3-grammaire déterministe en N2, telle

que P NgNg x TN¥,

Prenons 24359549, ¢ N et considérons 1l'automate

M= (QsTaZ:gazoaAs{ql}) avec Q = N U{Q:qlsq2}:
Z =NV {zo} et g définie par :
v .
(q,zou) si DG(x,a) = {u}
-VaeT, VxelN, g(x,a,zo) =
(q2,z0) si DG(x,a) = ¢

(q,u) si Dylxy,a) = {u}
-VaeT, Vx,yeN, g(x,a,y)
(q,,y) si Dylxy,a) = @

(z,A) si z # z,
-Vzel3Z, glgq,A,z) =

(ql,zo) si z = zg
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-YaeT, V¥zela, g(ql,a,z) = g(qz,a,z) z (qz,z) et g(q,a,z) = @

-¥peQ\i{ql, Vzelg(p,Az) =9,

Comme G vérifie la propriété (D), M est déterministe. Montrens que

T(M) = L(G) et que M est complet.

Par construction de g, nous avons les propriétés

. g + vy ® '
(1) €iu =E=9 av avec a € T, u, ve N, alors (q,a,zou) !ﬁ-(q,ﬁ,zgv).
(2) si (q,a,zou) !—-(x,a,zou') lﬁ'(q’A’ZOV) avec u e N¥ et a e T,alors v ¢ N¥ et

N v
et u ==> av.

G

Soit W e L(G). W # A puisque G est A-libre. Donc W se factorise en aW!'

%
avec a € T et nous avons,dans G, la dérivation A —= au,=%%0 aW’.

G

Comme (A,au) e P (A,a,zo) |H-(q,A,zog).

Et en utilisant la propriété (1), nous obtenons

*
(A,aW’,zo) lﬁ (q,W',zog) lﬁ (q,A,zO) !ﬁ (ql,A,zo) R donc W e T{M),

Réciproquement, prenons W e T(M). Comme A # q, et que Vzel3Z, g(h,h,z) = ¢,

W est différent de mot vide et se factorise en aW' avec a € T. Nous avons donc, dans

M, le mouvement suivant

*
(A,aW',zo) ‘ﬁ (q,W‘,zou) {ﬁ (q,A,sz) lﬁ (ql,A,sz)

*

Mais d'aprés la propriété (2) vz, e {zo} N* (donc v = A et M est complet)

N
et y === W',

G

¥*

v
Nous obtenons alors A <> a = aw' = W,

et T(M) = L(G).
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oo
De plus (p,A,zy) lﬁ'(p',A,z) avec y e Z+ implique p=q et p' =y e N
donc g(p',A,z) # # et d'aprés le lemme IV.13 il existe un automate M’ déterministe

complet A-libre tel que T(M') = T(M) = L(G).

Lemme IV.15 Scient L. T* et d ¢ T. Si L{d} est reconnu par un automate

complet déterministe A-libre, alors L l'est aussi.

Démonstration Soit M = (Q,T L){d},Z,g,zQ,qo,F) un automate complet détermi-

niste A-libre qui reconnait L{d}.

Posons Q' = QZO, F' ={qz / qe Q, z e Z, g(q,d,z) = (ql,ul) avec

q € F} et notons h(z) =z, V z e Z \ {zo} et h(zQ) = A.

Considérons 1'automate M* (Q‘,T,Z,g',qo,zQ,P‘) avec g' définie de la

maniére suivante :

-VqeQ,Vzeld,
(qz,A) si z # Z
g'(QsA,Z) =
(qZQ’ZO) sinon

et Vae T, g'(q,a,z) = ¢

-YqeQ,Vz,z"el,
g'(qz,0,2") = ¢

et VaeT, g'(qz,a,z') = (q',h(z')u) avec (q',u) = glqg,a,z).

L'automate M' est bien déterministe et vérifie les deux propriétés

suivantes :

~te

(1) Si (q,a,y) 'E (q',A,y') avec a € T, y, y' e Z* alors (g,a,y) %3 (q',Ay")

(2) si (qz,a,y) lﬁ% (q',A,y'z") lﬁ' (q'z'",A,y") avec g, q' € Q, 2z, z' € Z, a e T

et y, y', y'" € Z¥ alors (q,a,yh(z)) lﬁ (q',A,y"™(z")).
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Prenons W e¢ L. Comme Wd ¢ T(M), nous avons dans M le mouvement suivant :

x
(qo,Wd,zO) lﬁ (q,d,yz) |ﬁ (qI’A’ZO) avec z € Z et q € F.
~ L e *
D'aprés la propriété (1) (qO,W,zQ) lﬁ' (q,A,yz).

Distinguons deux cas :

=z

I
92
e

~<

i

Ve
N
|

o et (q,A,zO) fﬁ, (qu,A,zO) avec qz, € r

=z, et (q,A,zOz)Iﬁy (qz,A,zO) avec qz € F',

'
)
P

«
ALY
&
«

]

Donc L C T(M') et M' est complet.

Réciproquement ,si W e¢ T(M'), nous avons

(qq5W,2,) Iﬁ“ (qy2qsWszq) |ﬁw (qz,A,y) avec qz e F',donc

g(q,d,z) = (ql,ul) avec q, e F.

D'aprés la propriété (2)

(qgsWdszy) |5 (qsdayh(z)).

Siz # zo,(q,d,yh(z)) = (q,d,yz) lﬁ-(ql,A,yl) avec g, € F.
Siz = zo,alors y = y'z0 et

(q,d,yh(z)) = (q,d,y'zy) Iﬁ-(ql,A,yl) avec q; e F,

donc T(M') = L.

En outre, si g'(q',A,z) # @, alors q' € Q et

g'(q',A,z) = (g'z,u) avec g'(q'z,A,2z') = @8 VY z' e Z.

Donc, d'aprés le lemme IV.15, il existe un automate M" déterministe

A-libre tel que T(M") = T(M') = L.

complet
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Des lemmes IV,12, IV.14 et IV.15, nous déduisons immédiatement le

résultat suivant

Proposition IV.5 L C T* est reconnu par un automate complet déterministe

A-libre si et seulement si, pour d ¢ T, L{d} est engendré par une AP3-grammaire

déterministe.



Chapitre V
LB-GRAMMAIRES ET AUTOMATES LINEAIREMENT BORNES DETERMINISTES

Nous allons nous intéresser, dans ce chapitre, 4 la classe Li des
langages reconnus par un automate linéairement borné déterministe, Li forme
une algdbre de Boole contenant les C-langages [KU] et incluse dans la classe
Ll des langages contextuels [LA]. Mais 1l'inclusion stricte n'a pu étre démontrée

jusqu'a présent.

Nous donnerons une caractérisation grammaticale de Li en introduisant
les LB-grammaires qui engendrent exactement les langages de Ll’ et en ajoutant
by

d ces grammaires des conditions de déterminisme pour obtenir les LB-grammaires

déterministes.

Pour démontrer 1'équivalence entre Li et la classe des langages engendrés
par ces grammaires, nous utiliserons quelques résultats relatifs aux transformations
qui conservent Li. Nous montrerons d'abord, qu'd l'instar de ng Li est clos pour
les homomorphismes inverses et les hompmorphismes A-libres. Nous généraliserons
ensuite ces résultats en établissant que l'image transductée par un transducteur
séquentiel A-libre d'un langage de Li, appartient encore a Li,

Considérons un alphabet T contenant une lettre < et 1l homomorphisme h,

de T% dans (T \ {cl})* défini par hc(c) = A et hc(a) = a pour tout a e T\ {cl}.

Lemme V.1 Soit L € (T \{c})*. 8i L appartient a Li’ alors h;l(L} appartient
aussi 3 cette classe.

Démonstration Soit M = (Q,Y,9,,8,F) un automate linéairement borné détermi-
niste qui reconnait L avec ¢ ¢ V. Nous pouvons supposer que M est sans boucle [XU]
et sans marqueur [GH]. A Q , faisons correspondre biunivoguement Q = {q / q & Q}.
Posons Q' = Q WQ, V' = VU{c}, étendons h, 3 V'* en posant hc(v} = v pour tout

v e.V et considérons l'automate M' = (Q’,V',qosg',F) ou g' est définiede la manidre

suivante :
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V qgeQ et vaelV:

- 8'(5.,\7) = (q,V,O)

(ql,vl,i) si g(q,v) = (ql,vl,i) avec 1 = 0 ou 1
- g'(q,v) =

(q;sv,71) si glq,v) = (qp,v,,-1)
- g'(q,c) = (g,c,+l) et 8'(;1,0) = (Elac,"l»)

Montrons que T(M') = h—l(L) I1 est facile de vérifier que,pour tout
mouvement simple dans M (q, y) F— (ql,xj,yl) et pour tout x',y’ appaptenant

respectivement & h “1(x) et h (y) il existe x] « (x ) et yi e h‘ (V ) tels
*

que (q,x',y') Fj (q i,yi). Nous en déduisons immédiatement que si {qgsh,u)

*
F— (q,v,A), alors,pour tout u' e h l(u), il existe vi et p30 tels que (qO,A,u')

hp(q,vi,c ). Comme u' € hC (hc(u’)) et que g'(q,c) (q,c,+1), nous cbtenons,

pour tout u' € V'¥, la propriété suivante
* . . x
(1) (qO,A,hc(u')) fﬁ-(q,y,A) implique 1 z tel que (qO,ADu') fﬁ;(q,z,A)

De plus hc(u') e V* et M est sans boucle. Donc,pour tout u' e V'¥,
' *
il existe g € Q, y € V¥ telsque (qO,A,hc(u’)) lﬁ-(q,y,A) avec g € I si et seylement

si hc(u') ¢ L ce qui implique d'aprés (1) u' € T(M') si et seulement si hc(u') e L

et T(M') = h;l(L).

Lemme V.2 Scient T et T' deux alphabets, h un homomorphisme A-libre de T'¥
AR TR
dans T et L une partie de T*. Si L ¢ Li alors h~ (L) appartient aussi a L!.

e

Démonstration Soit M = (Q,V,qo,g,F) un automate linéairement borné déterministe

s v o T —

sans marqueur et sans boucle qui reconmnait L.

Posons Q = {q / q € Q}, Q"= QUQ, £ = sup Lh{a')),
a'eT’

= {(v) /ve Vk avec 1gkgd} et V' = Yy T,

Comme M est sans boucle, pour tout ¢ ¢ Q et tout u, v ¢ V¥, nous avons :



*

- soit (gq,u,v) fﬁ-(q',u',A), dans ce cas, nous poserons U(q,u,v) = (q'{u",+1).
%

- soit (q,u,v) hT(q",A,ZV')avec z e Vet g(q",z) = (q',2',~1) ; nous poserons

alors U(q,u,v) = (q'fz'v",-1).

Soient ays qi et qé ¢ Q". Posons Q' = Q" L){qé,qi,qé} et considérons
1'automate M' = (Q',V',qé,g',F) avec les marqueurs ¢ et $, ol g' est définie de
la fagon suivante :

VqgeQ, (v) e Vo et a' e T

- g'(q,(v)) U(q,A,v)

- o'(a s - .. '
g'(q,(v)) U(q,vl...vk_l,vk) sivzv, ooV

1

avec vj e V pour j e [1,k]

- g'(qf,a") = (g),(h(a’)),+1)

- g'(q).$) = (q},%,-1)

- g'(q1,(v)) = (q1,(v),-1)

- g'(qi,¢) = (qp,%,11)

-g'(a',$) = (qg'$,+1) pour q' e Q' \ {q}}

- g'(q',v') = (q),v',+1) pour tout q' e Q' et tout v' e V'

pour lesquels g' n'est pas encore définie.

Par construction M' est un automate linéairement borné déterministe

sans boucle et T(M') € T'*.
Montrons que T(M') = h-l(L).

Soit t l'homomorphisme de Vg dans V* défini par t((v)) = v pour tout (v) e VO.

Pour q € Q, u' et v' e Vg, notons :

(g,t(u'),t(v'))

H(q,u',v')

! v " ] (- "
(g,t(u )Vl"'vk—l’ ktv ) si v (vl...vk) v avec v.eV

H(g,u',v') pour j e [1,k]

(q,A,A) si v' = A,
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I1 est facile de vérifier que (q',u',v') hﬁ(qi,ui,vi) avec q' e Q",

*
t 1 w 3 3 ] " 1 1 ] 1 ] \ ! |
u', v' e VB implique q; Q", ui, vy € Vg et H(q',u',v') }E-H(ql,ul,vl).

P

Nous en déduiscns la propriété :

%
si (qO,A,v') hg, (q,y,A) avec v' e V*

¥, alors g e Q, y e Vg et

(2)
(s hst(v1)) = Hlggoh,v') By H(@y,0) = (@,t(y) ).

Prenons y' € T'*, y' se factorise en yi...yé avec yé e T' pour j € [1,n].

Comme M' est sans boucle, nous avons dans M' les mouvements suivants

s

(a)2.y'$) Kr (ags8,(h(yD)) .. (B(y)$),

(qO’A’(h(yi)) . (h(yé))) H%, (q,z,A) avec Z e Vg et

(0,828) hr, (9,28 1)

D'aprés la propriété (2), nous obtenons, dans M :
(a5850(y")) by (g,t(2),0).

1

Siy' e T(M'), q € Fet h(y') € L donc y'e h” ~(L).

1

Siy' ¢ T(M'), qe Q\F et h(y') ¢ L donc y'¢ h (L).

T(M') et h_l(L) sont inclus dans T'¥*s nous en déduisons que

T(M') = h7H(L).

Comme tout homomorphisme peut €tre obtenu par composition d'un homomor-
phisme A-libre et d'homomorphismes du type h_défini pour le lemme V.1, nous
c

obtenons :

Proposition V.1 Li est clos pour les homomorphismes inverses.

Li n'est pas clos en général pour les homomorphismes. En effet tout
ensemble récursivement énumérable est 1'image homomorphe de 1l'intersection de
deux C-langages déterministes [GGH page 4051, donc, aussi 1'image homomorphe

d'un langage de Li. Montrons cependant, & l'aide des deux lemmes suivants, que

Li est clos pour les homomorphismes A-libres.



Lemme V.3 Li est clos pour les homomorphismes strictement alphabétiques.
Démonstration Soient deux alphabets T et T' et un homomorphisme h de T*

dans T'¥*, strictement alphabétique. Nous pouvons supposer h surjectif. En effet
dans le cas contraire, il suffirait de remplacer T' par h(T) qui est un alphabet
inclus dans T'., Soit L & T* reconnu par un automate linéairement borné détermi-

niste sans boucle et sans marqueur, M = (Q,V,qo,g,F)-

Posons T' = {a', ...,a'}, n, = |h_l(a!)| pour i € [1,p] et £ = sup ..
P i i . i
iel1,pl
Comme h est surjectif, tous les n, sont strictement positifs. Numérotons les &lé-
-1, , . =1, \\ azos éme .,
ments des ensembles h (ai). Pour j e [1,ni], hj (ai) désignera le j élément de

_l '
h (ai).

3
Soient qb,qi,qé,qé ¢ Q. Notons Q' = Q ig% {qi}, VO = T' x Vv x [1,£]

et V! = T' U VO.

Considérons l'automate linéairement borné déterministe avec les marqueurs

¢ et$, M' = (Q',V',qé,g',F) ol g' est définie par :

- g'(q).a}) = (qé,(ai,hll(ai),l),+l) pour i e [1,pl]
- g'(q6,$) = (qi,$,—1) '
- g'(qi,(ai,v,j)) = (qi,(ai,hgl(ai),j),-l) pour (ai,v,j) e Vy
- g'(qi,g) = (qos¢,+l)
- g'(q,(ai,V,j)) = (ql,(ai,vl,j),s) pour q € Q et (ai,v,j) e V, tels que
g(Q3V) = (ql’vl’s)
(g,$,+1) siqeF
- g'(qs$) =
(qé,$,-l) sigqér F

(qi,(a!,hfl

0y s _ . .
H J+l(ai),]+l), 1) si j < ny

- g'(q),(a},v,3)) =
pour (al,v,ideV, [ (a},(al,h;*(al),1),-1) si § = n,

- g'(q',v') = (qé,v',+l) pour tout q' e Q' et v' € V' pour lesquels g' n'est pas

encore définie.



I1 est facile de voir que M' est sans boucle et que T(M') T'*. Montrons

maintenant que T(M') = h(L).

Posons X = {(ai,j) / 1iel1,pl, je [l’?i]} et X, = {(ai,ni) / ie [1,pl}.

Soient t,s 1'homomorphisme de Vg dans V* défini par t((ai,v,j)) = vetf,
1'homomorphisme de X* dans V¥ défini par f((a!,j)) = (a!,htl(ai),j). Pour y=a! ...a! .
0 0 i i’ 3 i 1l 1
notons n(y) = Ih_l(y)| = lnl n, et définissons, par récurrence s(y,j) avec j e(N :
- £

- s(y,1) = u! ... u' avec u' = (ai »1) pour t e [1,k]

1 k t +
- si s(y,j) e Xf alors s(y,j+1) = s(y,j)
- sinon s(y,j) se factorise en v'(ai ,j) v avec v' e Xg-l, j < ng et v" e Xf,
t t
nous poserons alors s(y,j+l) = v'(ait,j+l) u{+l - uﬂ.

Notons G(y,j) = £f(s(y,3j)).

A partir de t, et G, nous obtenons, pour tout y e T'¥, une numérotation

2
bijective de h-l(y). C'est-a-dire que pour j e [1,n(y)], t2(G(y,j)) € h-l(y) et

pour tout x e h—l(y), il existe j e [1,n(y)] tel que x = t2(G(y,j)).

Prenons y e T'*., Par construction de g', et comme M est sans boucle,

nous avons dans M' les mouvements suivants :

*

(l) (q('),¢,Y$) M (qoa¢9G(Y91)$)

*
(2)  (qy,¢,6(y,3)$) T (q,¢z$,A) avec q e F si j < n(y) et si t (G(y,j)) e L
(3) (qo,(Z,G(Y,j)$) l’l_b;, (q0,¢,G(y,j+l)$) si J < n(Y) et tz(G(Ysj)) ¢ L

v

() (qg»#,6(y,n(y)$), (a).82'$,0) si t,(6(y,n(y))) ¢ L.

-~ Siy e h(L), il existe j e [1,n(y)] tel que t2(G(y,j)) e L. Notons j,
le plus petit j vérifiant cette propriété. Nous avons dans M' le mouve~

ment suivant :

4

%* *
(q('),¢’y$) l'(_l‘)'(qos¢sG(y’l)$) }"(3—) (q0a¢sG(y’jO)$)
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%
'?57'(q’¢z$’A) avec q € F, donc y € T(M')*

- Siye T"\h(L), pour tout j e [1,n(y)], tQ(G(y,j)) ¢ L.
Nous avons donc dans M!
¥* *
(Q6,¢,Y$) "('I')" (q03¢sG(Ys1)$) l"('ET (q0’¢:G(y’n(Y))$)
fzﬁj- (qé,¢z'$,A), donc y e T'* \ h(L)
et nous obtenons bien h(L) = T(M'),

Considérons un homomorphisme h A-libre de T¥* dans T'* et hl 1'homomorphisme
strictement alphabétique de T* dans T'*, construit a partir de h, en prenant pour
tout a € T, hl(a) = a' si h(a) = a'x avec a' € T'. Nous dirons que h est l-injectif

si et seulement si hl est injectif.

Lemme V.4 Li est clos pour les homomorphismes l-injectifs.
Démonstration Soient C ¢ T et M = (Q,V,g,qO,P) un autcmate linéairement

borné déterministe sans boucle, sans marqueur qui reconnait h;l(L) (cf. Lemme V.1)

avec QN T'* = g,

. £ .
Prenons q', q',q! ¢ Q et posons £ = sup £(h(a)) - 1, Q, = .E) Tl,
0 17732 2eT 0 i=1
Q' = Q Viql,q].a)} UQy, V! = VUT Ulcl,
Considérons 1l'automate avec marqueurs,
M' = (Q',V',qé,g',F) avec g' définie par :

a1

1]

(qé,a,+l) si h(a)

Va'eT', g'(qé,a‘) =
a'x' avec x' e T'?

(x',a,+1) si h(a)

(x",c,+1) si x' = a'x" avec x"'e T't

Vx'er,a'eT',g'(x',a'F

(qé,c,+l) si x! a'

g'(q),8) = (a]$,-1)

VzeT{cl, g'(qi,z) = (qi,z,-l)

g'(qi,¢) = (q0,¢,+l)
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g(q,v)

-VgeQ, veV, g'(q,v)

(q,$,+1)

-VqeQ g'(q,$)

- g'(q',v') = (qé,v',+1) pour tout q' € Q', v' € V' pour lesquels g'

n'est pas ercore définie.

Comme h est l-injectif et que M est sans boucle, M' est bien détermi-

niste sans boucle.
Montrons que T(M') = h(L).

Prenons y' € h(T). Alors il existe un seul x ¢ T tel que y' = h(x)

(h est 1-injectif).
I1 est facile de vérifier, par construction de g', que nous avons dans
M' le mouvement suivant :
*
(q6,¢,y'$) hg, (q0,¢/,z$) avec h (z) = x.

¥
Et comme M est sans boucle, (qO,A,z) hq (gsz'4A). Si y' e h(L), x e L

donc z e h;l(L) et Q e F ce qui implique y' e T(M').

Si y' € h(T) \ h(L) alors x ¢ L donc z ¢ h;l(L) et q ¢ F, ce qui implique

y' ¢ T(M').

Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que si y' ﬁ h(T)
alors (qé,¢,y’$) H%, (qé,¢z$,A) et donc y' ¢ T(M').

Ces deux lemmes permettent d'énoncer :

Proposition V.2 Li est clos pour les homomorphismes A-libres.
Démonstration Soit h un homomorphisme A-libre de T* dans T'¥*., Posons
T = T'(JT x T' et définissons les homomorphismes h" de T* dans T'™ et h' de

T'"* dans T'* par :
-VaeT, h"(a) = (a,a') x' si h(a) = a'x' avec a' ¢ T'

- h'((a,a')) = a' pour tout (a,a') € T x T' et h'(a') = a! pour tout a' e T'
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I1 est clair que h" est l-injectif, que h' est strictement alphabétique
et que h = h'oh"., Donc les lemmes V.3 et V,4 impliquent immédiatement la propriété

Pl Pl
enoncee.

Les propositions V.1 et V.2 vont nous servir, pour trouver un résultat
plus général : 1l'image transductée d'un langage de Li, par un transducteur séquen-

tiel A-libre, appartient a Li.

Pour obtenir ce résultat, particularisons la notion de K-transducteur
introduite par Nivat [Ni]l. Nous dirons qu'une K-transduction Ty = {(hl(v),h2(v))/veR}
est A-libre si et seulement si h, est un homomorphisme A-libre.

Cette définition permet d'énoncer le résultat suivant

Lemme V.5 TK est K~-transduction A-libre si et seulement si TK est la trans-
) -

duction associée 3 un transducteur séquentiel A-libre.

Qéggg§ggggigg Prenons TK une K-transduction A-libre de X* dans Y¥. Il existe

donc un alphabet Z , un K-langage R Z* et des homomorphismes h, et h2 respec-

1
tivement de Z* dans X* et de Z* dans Y* avec h, A-1libre, tels que

TK = {(hl(v), h2(v)) / v e R}.

Soit M = (Q,Z,qo,g,F) l'automate d'état fini qui reconnait R. Prenons

e ¢ Q, posons Q' = QU {qf} et considérons le transducteur séquentiel :

Tg = (Q’,X,Y,qo,ﬁ,qf) avec H = {(q,hl(V),hQ(V),g(q,v)) / qeQ, veZ}

V) {(g,h,(v),h,(v)yqp) / q e Q, veZetglqve F}

Comme h2 est A-libre, H est inclus dans (Q' x X% x ¥

A-libre. Appelons S la transduction associée a Tge

Soit (x,y) € TK” I1 existe alors v € R tel que x = hl(v) ety = hz(v).

v se factorise en Vi eee V,a@vec vioe Z pour i e [1,n] et i1 existe Qyseeenq © Q
tels que g(qi,vi+l) = q;,q pour ie [0,n-1] et q, € F, ce qui implique
(q320,(vy, 05hp(v;1)5q5,,) © Mpour 1 e 10,0-2) et (q_ ;50 (v ),h,(v )sap) e b
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*
Done (qy,h, (V) ,4) hfg (qg> A0, (V) et (x,y) = (B (v), h (v))e S.

Prenons maintenant (x,y) € S. Il existe, alors, x seeesX € X* et

1
¢ Y7 tels que (q.,x ) eH iel .
Yyseers¥y que (Q;,X; . .s¥:,199;,4) ¢H, q; € Q pour i e [0,n-1] et qQ, = 4

I1 existe donc pour i e [0,n-1], v, e?Z vérifiant hl(vi) = X5 hQ(Vi) = Y

g(qi,vi+l) =qy,, 8t £ n-1 et g(qn_l,vn) € F. Donc v e Ry, x = hl(v), y = h2(v)

et (x,y) e Ty

Réciproquement, considérons un transducteur séquentiel A-libre

TS = (Q,X,Y,qO,H,qf). Soient h, et h2 les homomorphismes de H* dans,respectivement,

1
X* et Y¥,définis par :

pour tout W = (q,u,v,q') € H, hl(W) = uet hz(W) = v,
Comme H est inclus dans (Q x X* x Y+ x Q) h2 est A-libre.

Considérons 1'automate d'état fini M = (Q,H,qo,g,{qf}) ol g est défini
par g(q,(q,u,v,q')) = q' pour tout q e Q et tout (q,u,v,q') e H. Soit R le K-langage

reconnu par M. Montrons que la transduction S associée 3 T, est égale a

S
Ty = {(hl(e), h2(e) / e € R} . Prenons (u,v) e S'. Il existe alors Qqseeesq € Q,

+
ceeV € Y tels que e,

% =
Upseenru e XFet v i+l (qi’ui+l’vi+l’qi+

1 l) € H pour

1
ie [0,n-1], u = Upersl s V2 VeV et q = qg.

Posons e = SIERELI g(qo,e) = qf,donc e € R et comme hl(e) = u, hz(e) = v,
(u,v) € TK'

Prenons maintenant (u,v) € T, . Il existe alors e € R tel que u = hl(e)

K
et v = h2(e), donc € 00y € H et ql,...,qn € Q tels que e = el...en, a, = qf
et g(qi,ei+l) = q;,, bour i e [0,n-1] ce qui implique, par définition de g,

341 = (ggabg(ey)s hyley)sag ), done (u,v) = (hy(e),hyle)) e S.
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Considérons un transducteur séquentiel A-libre Tg et § la transduction

de X* dans Y* associée 3 T.. Pour L < X*, 1l'image transductée par T fS(L) est

s
égale 3 {y e Y* / (x,y) € : et x € L}. D'aprés le lemme précédent, ?l existe un
alphabet fini Z, un K-langage R € Z*, des homomorphismes by de Z* dans X*, h,
A-libre de Z* dans Y* tels que S = {(hl(v),h2(v)) / v € R}, Donc £,(L) = {h2(v) /
v e R et hl(v) e L} = h2(R r\h-l(L)). Des propositions V.1 et V.2 nous déduisons

immédiatement

Proposition V.3 L'image transductée par un transducteur séquentiel A-libre,

d'un élément de Li appartient a Li.

Introduisons maintenant un nouveau type de grammaire qui va nous permettre
de donner une caractérisation grammaticale des langages de Li. Nous dirons qu'une
1° N2, N3 si et seulement si
{Nl,N2,N3} forme une partition de N et si P = PlLJ P2:J P3 avec Plc: Nl X V+,

. w (o]
P2 < (N2N3 U NgN,) X (N2N3 U N3N2) et P, C N§N2 x NST .

grammaire G = (N,T,P,A) est une LB-grammaire en N

Dans ce cas,pour yeV} nous noterons R2(y) = {z e V¥ / y === 2z} c'est-3-dire

Fa

l'ensemble des mots obtenus d partir de y en utilisant une régle de P2.

Nous dirons que G est une LB-grammaire déterministe en N, s, 5N, si, en
plus, les trois propriétés suivantes sont vérifiées
(1) A ===> W implique £_ (W) <1

P N

1 2
(2) VA,LB eN, , EyeNy, |R(AEB)| 51
(3) si E, e N, figure dans une régle de Pis ¥ Ay € Na» R2(A3E2) = ¢
Remargue Les conditions (2) et (3) sont décidables car elles ne concernent

qu'un nombre fini de mots.

*
Notons L. = {W / A==> W } et R = (V\ N, )% NO(V \ N_)*
1 P, 277 T2 2

Ll estun C-langage et R un K-langage. La condition (1) correspond a

Llc: R c'est-a-dire & Ll N (V* \ R) = @# ce qui est aussi décidable.



V.12

Nous dirons que G est une LB-grammaire (déterministe) si et seulement si
il existe une partition de N en{Nl,Nz,Ns}telle que G soit une LB-grammaire (déter-

NN

ministe) en N 59N,

1

Nous obtenons une premiére propriété :

Proposition V.4 Tout langage de L, (resp. L]) est engendré par une LB-grammaire

(resp. LB-grammaire déterministe).

Démonstration Soit M = (Q,X,qo,g,F) un automate linéairement borné. Prenons
A¢ QUX, posont Q = {q / q e Q}, N, = {a}, N, = Q uaq, Ny = X x X,

P = {(A,C(x,x)) / x € X et C = A ou qo} et P, = {((x,y)g, @'x) / X,y € X, q e F
et q' = q ou A}.

Construisons P2 de la maniére suivante :

- 8i g(q,x) = (q',x',+1), alors pour tout y € X,

(a(y,x), (y>x')a') e P, et ((y,x) g, (y,x')q") e P,

. S qt si i =0
- Si g(q,x) = (q',x',1) avec i = Q ou -1, posons Q" = | _
2 Q' sii=-1

Alors,pour tout y e X, (q(y,x),q"(y,x')) et ((y,x)q, q"(y,x')) appartiennent

a P2.

I1 est facile de vérifier que la grammaire G = (N,X,P,A) avec

N = Nl\J N2 L)N3 et P = Pl\J P2 L)P3 est bien une LB-grammaire. Montrons que

L(G) = T(M).

Définissons les homomorphismes t. et t, de (N2 \)Ns)* dans X*, par

1

tl(q) = tl(a) = t2(q) tz(a) = A pour tout g e Q et tlgx,y)) = x, tz((x,y)) =y

pour tout x, y € X.

Pour q € Q et u, v € X*. Posons :

( -{sq/ s e Né, t2(s) zu} siv=A
- {sqasy / 51, sp e N, ty(sy) = u, ty(sy) = v}
H(q,u,v) = '< - .
U{slqs2 / S;» S, € Ng, ty(sy) = uvy,ty(sy) = v'}
4 - 1]
si v = vlv avec Vl e X
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Cette notation nous permet d'énoncer la propriété suivante :

*
Si (q,u,v) hq (q'su',v') alors pour tout z e H(q,u,v) il existe
*

z' e H(q,u',v') tel que z === z'et t,(z') = tl(z).
5 1

11 suffit, en effet, de vérifier, en examinant P2, que cette propriété est
vraie pour tout mouvement simple. Prenons W e T(M). Il existe alors un mouvement

*
dans M : (qO,A,W) hq (q,W',A) avec q ¢ T,

Nous avons dans G la dérivation suivante :

7%
A =?I9 4 Wl avec tl(wl) = t2(w1) = W.

qul e H(g,,A,W), donc il existe Woq e Hiq,W',A) vérifiant tliw2q) =

tl(qowl) =W, qu = W2q et, comme q € F, W2q == tl(W2) = W,

1 P2 3
* * x
Nous obtenons donc A =;:° qowl =?;9 W2q =;:9 Wet We L(G).

Pour tout W, W' e Ng, Wl € N3 et q € Q notons :
H'(WqW') = (q,tQ(W),tQ(W'))
H'(leqW') = (q,tz(W),tQ(le')).

Il est facile de vérifier que si z, = z_ avec z, et z, e N§N2N§ \ §N§

1 P2 2 1
% \
alors H (Zl) hi H (z2).

Prenons W e L(G). Il existe dans G, une dérivation de la forme

A =?:9 QW P2) W.q P3> W, avec t (W) = t,(Wy) = t, (W) =W, qeF
St (q,.hsW) = H'(qyWy) hy B'(W @) = (qyt,(W;)50).

Donc W e T(M) et L(G) = T(M).

La grammaire G vérifie les propriétés (1) et (3) de déterminisme. Si M
est déterministe, la propriété (2) est aussi vérifiée ; G est alors une LB-grammaire

déterministe.
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Pour toute LB-grammaire G, Py = {(uyv) e P / ZT(V) = 0} est inclus dans

Pl(J P2. Donc toutes les régles de P sont de longueur croissante et d'aprés le

N
corollaire III.1, L(G) est un langage contextuel.

La proposition V.4 nous permet alors d'énoncer

Proposition V.5 La classe des langages engendrés sur une LB-grammaire est

équivalente a la classe Ll'

Montrons maintenant que tout langage engendré par une LB-grammaire

déterministe, appartient a Li. Nous utiliserons trois résultats intermédiaires.

Lemme V.6 Soit M = (Q,V,qo,g,F) un automate linéairement borné déterministe avec les
marqueurs ¢ et $, tel que VN Q = #. Il existe un automate M' = (Q',V',qé,g',{q%})
linéairement borné déterministe avec les marqueurs ¢ et $, vérifiant pour tout u,veV¥ et

tout q e Q la propriété

(a,2u,v8) k= (q 058 ,0)
(4) == (q),%,uav$) kg (al,fyq;$,0)

avec ql e F

-

Démonstration Posons V' =V UQ, Q' = QUV U {q),9],a,q1} avec

AN 2 {qé,qi,q%,qé} = ¢ et considérons l'automate lindairement borné déterministe

M' = (Q',V',qé,g',{q%}) ol g' est définie par :

- g'(qp,v') = (gg,v',+l) Vvloe v
(1)
- g'(qés$) = (q:;_s$’ 0)
;- g'(q],$) = (q}.$,-1)
0 siv'eQ
- pour tout v' e V! g'(qi,v') = (V',qoai) avec i =
(2) -1siv'eV

0 siv' eqQ
- pour tout v e V g'(v,v') = (v',v,i) avec i
\ et tout v' ¢ V! -lsivieV
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(3) - pour tout q € Q g'(q,v) = g(q,v)
et tout v e VU{¢}

(qf,q,5*1) sigla$) = (q.¥,+1)
(%) - pour tout q € Q g'(q,qo) = avec q, € F
(qz’qo’i ) Si g(q,s) = (q29$ ,i)

avec i=0 ou ~1

g'(aL.$) = (a}.$,+1)

(5) <

g'(q',x) (qé,x,+l) pour tout q' € Q' et x € V' U {$,Z} pour

lesquels g' n'est pas encore définie.

Pour tout u, v € V¥ et tout € nous avons, dans M, le mouvement
] b 2 -]

sulvant

(qé,¢,qu$) IFF:%B (qi,¢uqu$) liﬁ:&j (q,¢u,vqo$)-

Si (q,2u,v$) |§'(ql,¢y$,A) avec q, € F, 1 q' € Q tel que
(q,%u,v$) lﬁ (q',2y,9$) et g(q',$) = (ql,$,+l) done g'(q',q,) = (q'f,ql,ﬂ) (cf. @)-

Alors (q,¢u,'vq0$) |M—'—© (q' ,¢y,qo$) lm (q%,¢yql,$) IM_'-@ (q%,¢yql$ sA) .

Réciproquement, si (qé,Q,uqv$) |§} (q%,¢yq1§,A), i1 existe q, € Q tel

que :

(q,¢u,vq$) |57 (35585,q4%) !F (af.2ya;$) |5 (a},8yq,$ ,0).

kS
Donc (q,%u,v$) [E-(q2,¢y,$) et comme
8'(a,,95) = (q£,q,,%1), g(q,,$) = (q ,$,+1)
%

et (q;¢uav$) !ﬁ' (qla¢Y$,A)-

Lemme V.7 Soient M = (Q,V,qo,g,F) un automate lindairement borné déterministe.

avec les marqueurs ¢, $ et L, < V*, Si L. e Li, alors

0

Ll = {veVy/ (q0,¢,u$) |§-(q,¢v$,A) avec u e Ly et q F} e Li.

Démonstration Posons V' = Vx V, Q' = QU {qé,q%,qﬁ} avec Q(\{q&,q%,qﬁ} = ¢

et considérons M' = (Q',V',qo,g',{q%}) ol g est définie par :
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1- pour X, y € Vet q € Q g'(q,(x,y)) = (ql,(xl,y),i) si g(q,x) = (ql’xl’i)

2- pour q e Q g'(a,¢) = gl(q,¢?)

(q1’$’i) si g(q,$) = (ql,$,i)

3- pour g € Q g'(q,$) = avec 1=0 ou 1
(q),$,-1) si glq,$) = (ql,$,+l)
avec q, € F
4- pour x € V, g'(q\',,(x,X)) = (q",,(x,x),-l)

5= g'(q],2) = (qp,¢,+1)
6- pour v' e V' U {$}, g'(q%,V') = (Q%,V's+l)
7- g'(q',v') = (qé,v',+l) pour tout q' e Q' et v' e V' U {¢,$} pour lesquels g'

n'est pas encore définie.

I1 est clair que M' est un automate linéairement borné déterministe.

Posons L' = {W' e V'*/(qo,¢,hl(W')$) |§-(q,¢h2(W')$,A) avec q € I},
h, et h, étant les projections canoniques homomorphes de V'* dans V* définies par

-hl((x,y)) = X, h2((x,y)) = y pour tout (x,y) e V' et montrons que‘L' = T(M'),

En effet, si (q,fu',v'$) |ET-(ql,¢ui,vi$) avec q et g, e Q, il est

facile de vérifier que
- te? \ 1 — 1 1
hz(u',v') = h2(ulvl) et que (q,th(u ),hl(v )$) ‘M (ql,th(ul),hl(Vl)$)-

Prenons W' e T(M') ; nous avons dans M' le mouvement suivant :
ate

* * 3
(ag>2,W'$) I5r (0,580 ,8) o7 (aL.@,H1$) |57 (aL.eWi$,n)

avec g'(q2,$) = (q;,$,-l). Ce qui implique :

(qqs®sh (W) |7 (q,,¢h (W) $), hy(W') = h(W)),

g(q2,$) = (g,$,+1) avec g ¢ F et hl(Wi) = hQ(Wi) (cf.®)
¥*
Donc (qo,¢,hl(W')$) |E'(q,¢,h2(W')$,A) avec q € F et W e L',

Réciproquement, pour tout W',Wi,z',zi e V'* vérifiant hQ(W'z') = hQ(Wizi),

Dh (z!'¥ ) alors

si (q,¢h (#),h (2")8) |5 (a,,eh (WDh, (2]
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(q,ZW',z'$) |'1\_4—" (ql,¢W'l,Zi$).

*
Prenons W' e L'. Alors il existe q, € Q tel que (qo,¢,hl(W')$) Iﬂ
(q2,¢h2(W'),$), g(q2,$) = (q,$,+1) avec q € F. En prenant W défini par
o *
1 = ' = 1 ' FAT. ' P 1 U
h (W) = h,(W!) = h,(W'), nous obtenons (q,,¢,W'$) |5 (q,.eH; $) [M, (qL,eW$ ,0)

donc W' ¢ T(M').

1 {vevky (q0,¢,u$) I;-(q,¢v$,A) avec q e Fet ue LO}

[
1}

{hQ(W') / W e V'*,(qo,Q,hl(W')$) Iﬁ'(q,¢h2(W')$,A) avec q € F et hl(W') e L.}

0

{hQ(W‘) / W' e L' et hl(W‘) € LO}.

- -1 .
Donc Ll = h2[hl (LO) NnLi.

Comme LO et L' e Li et que h2 est un homomorphisme A-libre, nous

déduisons des propositions V.1 et V.2 que L e Li.

Lemme V.8 Pour toute LB-grammaire déterministe, il existe une LB-grammaire
équivalente G' = (N',T,P',A) déterministe en Ni,Né,Né telle que, en posant
Ti 'ANAN Ni et P! = P! r\(Ni x V't), le langage engendré par la grammaire

1
G! (N!,T!,P!,A) soit inclus dans N!* N! NI¥,

1 1’° 1’Pl’ 3 2 3

i

Démonstration Soient G = (N,T,P,A) une LB-grammaire déterministe en Nl’ N2,

N, et {Pl’PQ’Pa} la partition de P correspondante. Considérons G = (N_,T A)

3 1°? l’Pl’
- = 2 ¥ = KN ot
avec Tl =V \ Nl' Posons Ll = L(Gl) NT* et L2 L(Gl) N N3N2N5T‘ Comme X € L(Gl)
implique EN (x) £ 1 (cf. propriété 1 de déterminisme), si W e L(Gl) \ (Ll LJL?),
2

alors W ne peut pas se dériver dans G, en un mot de T*. Donc, en posant Lé =

e
"

{(zeT*/y o> zavecye L2}, nous obtenons L(G) = Ll(J Lé.

Prenons T = {a / a € T} disjoint de V, E ¢ T UV et posons

N! = N2 U {E}, Né = N3 UT, T! = Né(J Né et L, = h(Ll) {B}t)h(L2),

1
2 1
h étant 1'homomorphisme de Tﬁ dans Ti*défini par :

X si xeT

¥ x e Tl h(x) =
X sinon.
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Comme L3 est un C-langage, il existe une C-grammaire Gi = (Ni,Ti,Pi,A)
- 1)y = TANINTY,
telle que L(Gl) L, < N} N2N3
Posons R = {E2 e N2 / R2(A3E2) = § pour tout A3 € N3},
t = I
P} = P, V) {(E2a,aE2) / aeTet E, € R},
- 3 A
Pl P3\J {(aE2,E2a), (aEz,a) /aeTetE,e R}
U {(aE,Ea),(aE,a) / a e T}
+
V) {(xEQ,EW) / X € N’é’,BQ eN,, WeT et (xB2,W) € P3},
' = N 1 ' Y = p1t ' ' v - 1 '
N N3 v N) UNS, P PlU P} UP3 et G (N',T,P',A).

I1 est clair que G' est une LB-grammaire déterministe et que
q g q

LG') = {z'" e T* / y' =%F¢ z' avec y' e LB}'

En outre, il est facile de vérifier que
ot

{2z eT /y' == 2", y' e h(Ll) {E}}

L X

1

w

et L& = {z'eT*/y' < z', y' e h(LQ)}.
Donc L(G') = L, v L) = L(G).

Soient G = (N,T,P,A) une LB-grammaire déterministe en Nl,N2,N3,

{Pl,P2,P3} la partition de P obtenue a partir de Nl’N2’N3’ Tl = V\ Nl et
Gl z (Nl’Tl’Pl’A)' D'aprés le lemme V.8, nous pouvons Supposer que L(Gl) est
i ¥ 1 = -
inclus dans N§N2N§. Notons N} {E2 e N, / R2(A352) B VAye N3}.
D'aprés la condition 3 de déterminisme, pour tout W e¢ L(G),1il existe
gt * * * N
Woe L(Gl) et W, e N¥N} tels que A =g=> W, 35— W, =5= W.
1 2 3
* 7
= XN = XN
Posons L2 {W2 € N“3N2 / A =E=¢W2} {W2 € N‘éN2 / Wl =$;§W2, Wl € L(Gl)}
L(G) est alors égal 3 {We T / W, ===> W, W, e L_}.
2 P3 2 2

~./ ~
Montrons que L(G) est l'image transductée de L, par un transducteur

séquentiel A-libre.
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i ) = M ‘ = A\l I AA
Solent k0 et kf ¢ N2. Posons K N2 \J{ko,kf}, X N3\J N2 et considérons

le transducteur séquentiel T, = (K,X,T,kO,H,kf) avec H défini par :

S

H = {(ko,qw,%,q') / We Ng, qeN,ze T+, q' e N}, (Wq,q'z) e PS}

U{(ko,qe?,%',kf) [ WelNt, qe Ny, ze T, (Wg,z) e P}

A"V +
U{(q,W,z,q') / We Ng, 9, q' €Ny, zeT (Wg,q'z) e PS}
y
\){(q,W,;,kf) / We Ng, qe N, ze T+£Wq,z) € P3}.
~
Tg est A- libre et 1l'image de 22 par Tg est L(G).

Pour montrer que L(G) e Li, il suffit de montrer que L2 € Li. En effet,

~J
L, e Li implique tz e Li et d'aprés la proposition V.3, L(G) e Li donc L(G) e Li.

Soient qP ¢ N2 et ﬁ2 = {E2 / E2 e N2}.

Posons Q = N2 L)ﬁzk){qp} et considérons l'automate linéairement borné

déterministe M = (Q,Ns,qp,g,Né) avec les marqueurs ¢ et $ ol g est définie par :

(F2,B3,O) si (E2A3,F2B3) e P2 avec F2 e N2
- pour E2 € N2 g(E2’A3) = (52,B3,+1) si (E2A3,B3F2) e P2 avec F2 e N2
et A3 € N3 (E2,A3,-l) si R2(E2A3) = ¢
Vs . '
(E2,$,+l) si E2 € N2
- pour E, e N, g(B2,$) =
(E2,$,-l) sinon
) ) i ,(FQ,Ba,O) si (A3E2,F2B3) € P2 avec P2 € N2
- pour E, e N, g(E,,A5) =
et A3 € N3 (F2,B3,+l) si (A3E2,B3F2) e P2 avec F2 € N2

- g(q,x) = (qp,x,+l) pour tout q e Q et tout x e N, U {$,2} pour lesquels g n'a

pas encore été définie.
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Pour u, v € N¥ et E, ¢ N_, notons C(uE2v) = (E2,¢u,v$) et

D((E2,¢u,v$)) =

D((EQ,¢U,V )) =

3 2 2

ukbE.v. Pour E, € N

2

2 2°

1] 1 - )
u.A3E2v sl v = A3v avec A_ e N

A

uf2 si v

3 3

Par construction de g, nous obtenons les propriétés suivantes :

- 81 W =soe W
P
2
- 3 — 1
Si 72 m Z

Nous

~le

"
uE,.v == y'E!

Donc

en

si

¥
alors  C(W) IE’C(W')

*
alors D(Z) === D(Z').

déduisons que pour tout u, u', v' e N¥
L 9

Fa

3’

E

2

*
et seulement si (E2,¢u,v$) Iﬁ-(Eé,¢u'$,A)-

{u'Eé/uEQV ~=— u'E! avec E_eN E! ¢ N}

H]
P2 2 272 2

x
{u‘Eé/(E2,¢u,v$) |ﬁ-(E',¢u'$,A) avec E

2

2

€

et uk

e N

N

2’

29

2

1 1
E2 € N2

v e Ll}

subl

2

veLl}.

Comme Q' r\N3 = @, nous pouvons utiliser le lemme V.6 et nous obtenons

un automate M' = (Q',V',qé,g',{q%}) tel que L, = {u'Eé/(q6,¢,uB2v$) Iﬁy

(q%,Qu'Eé$,A) avec E

Mais L

1

e N 3 2

est inclus dans N¥N,_N¥*, donc

37273

L ] ] r}
5 o E2 € N2, u, v, u' € N¥ et uE_ v e Ll}'

L2 = {y'/(q6,¢,y$) |ﬁ7.(q%,¢y'$,A) avec y e Ll} N NgNé

et d'aprés le lemme V.7, L, e L,

1

Nous pouvons alors énoncer, en tenant compte de la proposition V.4 :

Proposition V.6

déterministe est équivalente 3 la classe Li.

La classe des langages engendrés par une LB-grammaire
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