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PLAN DU MEMOIRE 

-.-._._._._ . . . . . 

Cette thèse comprend deux parties d i s t i nc t e s ,  i n t i t u l é e s  

tlInformation généraZiséetl e t  "Estimation e t  SéZectionl'. 

1 PREMIERE PARTIE : INFORMATION GENEMLISEE 1 

CHAPITRE 7 : RAPPELS SUR LA THEORIE DE L'INFORMATION. 

CHAPLTRE II : PRECAPACITES FORTES. 

CHAPITRE II1 : CONSTRUCTIONS ET PROLONGEMENTS DE MESURES P'INFORMATION 
UE TYPE Inf-m. 

CHAPITRE IV : MESURES EXTERIEURES D'INFORMATION. 

CHAPITRE V : THEOREMES PE SELECTIUN ET PRELIMINAIRES SUR L'ESTIMATION 
PANS PES PROCESSUS PE MARKOV A TEMPS CONTINU. 

CHAPITRE VI : METHUDE PU QUASI-MAXIMUM DE VRAlSEMBLANCE 
POUR DES PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS CONTINU. 

CHAPlTRE VI2 : METHODES DU y2  QUASI-MINIMUM ET PU X2 QUASI-MINIMUM 
POUR DES PROCESSUS PE MARKUV A TEMPS CONTINU. 



La première partie de cette thf.se traite CLC 1 ' r n f o r m a t i o n  généralisée 

selon 13. théorie que J. Kampé de 'Jeriet et B. Forte [?] ont proposée en 1967. 

Seuls, certains des résultats qui suivent, ont été publiés à ce jour 

sous forme de notes aux Comptes Rendus 1121 , 1131 , b4] . Nous apportons donc 
ici, en même temps qu'un développement des notes ci-dessus, une étüde nouvelle 

de certains problèmes, notamment de ceux liés à la construction ou au prolongement 

de mesures d'information. 

Dans le chapitre 1 nous présentons la théorie de l'Information. Ce 

résumé tient compte, dans son élaboration des principaux résultats connus. 

Le chapitre II est consacré à la définition et à l'étude de fonctions 

d'ensemble que nous appelons précapacités fortes. Celles-ci sfintroduisent,de 

façon naturelle,dans les problèmes qui ont trait ?i la cornposabilité des mesures 

d'informations de type Infimum. La notion d'idéal, dont l'importance a éte mise 

en relief en théorie de l'Information, joue ici un rôle essentiel. 

En utilisant les propriétés des précapacités fortes, ou des capacités, 

nous obtenons, dans le chapitre III, des théorèmes généraux de construction et 

d'extension de mesures d'information de type Infimum. 

Dans le chapitre IV, nous définissons les mesures extérieures d'infor- 

mation et nous en précisons les propriétés dans le cas d'une opération de compo- 

sition régulière quelconque. 



RAPPELS SUR LA THEURIE DE L17NFOf?~AAT70N 

- 2 -  

Soient R un ensemble non vide, w un élément de 9, une classe 

non vide de parties de S l  appelée classe des évènements. 

Le problème de la mesure de l'information, tel qu'il peut se présenter 

par exemple en mécanique statistique, se pose de la manière suivante : 

Comment mesurer l'apport de caractérisation, d'un élément w de Q ,  

dû à la réalisation d'un évènement A ,  c'est-à-dire à la connaissance de l'appar- 

tenance de w à A ? 

I 

En 1967, J. Kampé de Fériet et B. Forte [3] ont proposé une théorie 

de la mesure de l'information qui, par sa généralité, peut Stre développée indé- 

pendamment de la notion de probabilité. 

Dans ce qui suit, nous en rappelons brièvement l'axiomatique de base 

et les résultats qui en dérivent. 

1 1 - DEFINITION [3] : 

Soient  n un ensentble non vide et une clahne non vide de pa%tieo 

de n. Une meduhe d ' i n ~ o m a t i o n  J ALUL M Ç  une doncaon d'erzlemble q u i  

véai&ie la axiomeb 7 e-t 2 C - d u s o u ~  : 

Axiome 1 : J e ~ t  une application de  da^ m+ . 

Axiome 2 : J ebt ciéchoh~ante  buh (B C A  => J ( B )  2 J ( A )  ) . 

on obtient donc : 



Or, si on veut que les valeurs de J( R) et de J(@) soient valables 

quels que soient R, J et la classe contenant Q et 0, on doit leur 

donner les valeurs universelles : 

On supposera par la suite qu'on a choisi ces valeurs; elles correspondent 

à l'idée qu'on se fait intuitivement de l'information fournie par ces évènements. I 
Lorsque (Q,Y, P)  est un espace de probabilité, la mesure d'information 

s ur y définie ( ' 1  Par 

( 1 )  ~ A F C P ,  J(A) = c L O ~  - 1 
P(A) 

où c est une constante, a été considérée brièvement par Wiener [22] dans un 

cas particulier. Elle conduit à la théorie de l'information de Shannon [21] ; 

on l'appelle mesure d'information de Wiener-Shannon. 

1 2 - REMARQUES : 

Si nous cherchons à calculer l'information fournie par la réalisation . 
de l'évènement A U B, connaissant les informations respectivement fournies par 

* la réalisation de l'évènement A et de l'évènement B, l'axiome 2 permet d'affirmer 

que 

J(A U B) i inf [J(A), . J(B)]  

( ' 1  si P(A) = O ,  on pose J(A) = + 
- - 

- t 



.I 

En général, on ne peut donc calculer J ( A  U B) , connaissant J(A) et 

Cependant, dans le cas de la mesure d'information de Wiener-Shannon (1 ) ,  I 
de l'additivité de la probabilité P sur y, on déduit que 

et même puisque P est O-additive s u r y ,  on a pour toute suite 
(An ) n d  

d'éléments deux à disjoints de y 

Certaines mesures d'information ont donc la propriété d'être telles 

que la connaissance de l'information de chacun de deux ensembles disjoints 

permette de calculer l'information de leur réunion. Nous préciserons ce point 

au paragraphe 1 5 après avoir défini, avec J. Kampé de Fériet et P. Benvenuti [ 9 ] ,  

la notion d'opération de composition régulière. 

1 3.1 - DEFINITION [g] : 

Une opémtion de compoaLLion F eait tégfièke ai e f l e  au.ti&aiA : 

ce qui implique 



Toute opéra t ion  de composition r é g u l i è r e  d é f i n i s s a n t  s u r  IR+ un 

semi-groupe topologique ,  l ' u t i l i s a t i o n  des r é s u l t a t s  généraux de P.S. Moster t  

e t  A.L. Shie lds  [17] a  permis à J. Kampé de F é r i e t  , B. For te  e t  P. ~ e n v e n u t i  [5] 

de donner l a  forme généra le  de  l ' o p é r a t i o n  de composition cont inue  d 'une informat 

Etan t  donné un ensemble fermé A C i+ t e l  que A > {O, + m) , s o i t  

[A = U ]ai , bi [ ( L  e s t  un ensemble d ' i n d i c e s  v ide ,  f i n i  ou dénombrable). 
i cL 

- 
A chaque i E L assoc ions  un nombre p i ,  une fonc t ion  8. e t  

1 

une fonc t ion  Y i  s a t i s f a i s a n t  : 

b )  B i  e s t  une a p p l i c a t i o n  cont inue de [O, Gi] dans q, s t r i c t e m e n t  

déc ro i s san te  e t  t e l l e  que 

S i  on é c r i t  Ai = { ( x , Y )  : ai i x i biy ai Y f bi)  

e t  A = U A i  
i c  L  

on o b t i e n t  

1 3.2 - PROPOSITION [5] : 

Qu& que soient A ,  , 8 ,  on d é ~ i n i t  une opéiration de comoosction 

4éguRièire F en posant : 



- 1 - En prenant A = ( 0 ,  + " 1  , LI = 1 ,  B ( X )  = c Log - on o b t i e n t  
X '  

l ' o p é r a t i o n  de composition r é g u l i è r e  

correspondant à l ' i n f o r m a t i o n  de Wiener-Shannon. 

- 1 - En prenant  A = ( 0 ,  + -1 , P = + -, e ( x )  = - on o b t i e n t  x' 
l ' o p é r a t i o n  de composition r é g u l i è r e  

qui  d é f i n i t  s u r  8+ l e  semi-groupe hyperbol ique.  

- - En prenant  A = R+, l ' o p é r a t i o n  de composition r é g u l i è r e  e s t  

1 4 -  A p a r t i r  d 'une opé ra t ion  de composition r é g u l i è r e ,  J .  Kampé de  F é r i e t  

- 
e t  P. Benveniiti b] c o n s t r u i s e n t  une s u i t e  d ' a p p l i c a t i o n s  F de $ dans IR+ 

n 

d é f i n i e s  pgs 



1 4.1 - PROPOSITION [g] : 

( ~ 3 )  F~[x. , . . . Y  X. ] = F~<x,,...,x q u a e  pue a o ~ t  l a  pemutation 
1 

1 
1 
n n 

i l  . . . i n  de ( 1  ,.. . ,n) 

1 4.2  - PROPOSITION [g] : 

* ( ~ 2 )  e6.t semi-continue supéhiemement am E: (.topologie  LOU) 
m 

\ 

(Cg 
Fm(xi , . . . ,xi , . . . = %[xl , . . . ,x . . .] qu&e que a o d  l a  

1 n , n y  

pUmf.dation (il ,...,i 
n'" ' ) de N* 

( ~ 4 )  N1 U Di2 = N , N1 " N2 = 0 



Les d é f i n i t i o n s  q u i  su ivent  correspondent aux axiomes 4 e t  5 

de 133 . 

1 5.1 - DEFINITION : 

F étant une opémtion de composi.tion ~égue*èhe, et % une cladde 

de p&ed d'un ememble n, on ch2 qu'une m u m e  dlin~o/vna;tion J ut compa~able 

de t y p e  F *W (e, h i  ~ O W L  toute  &miUe &inie (Ai >y,, d' étémenh deux à 
n 

deux di6 joint6 de <e t&e que U A .  E g, on a 
1 i= 1 

1 5.2 - DEFINITION : 

F et& une opénation de composi.tion i r é g f i è t e  et (e une c h * e  

de p u e 6  d'un m e m b l e  n, on ch2 qu'une rnuuhe d'indo~mation J ut compo~able 

de type F - o AW (e, AL pom $ouXe , d e  ( A ~  )%a~'< dl E l é m W  deux à deux 
w 

di6 j o i d  de <e t&e que U, A .  t <e, on a 
i ~ î N  

1 

J(  A i )  = Fm[~(A1)  ,. . . , J ( A  1,. . .] . 
irm n 

Pour une mesure d ' in format ion  J de type Wiener-Shannon, on dédu i t  



Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où l ' o p é r a t i o n  de composition r é g u l i è r e  e s t  

1nf (x ,y) ,  on a  d é f i n i  des  no t ions  de composabi l i té  p l u s  f o r t e s  : 
* 

- 1 5.3 - DEFINITION : 

S i  l1opéhaA%on de c o m p o ~ X o n  at ~ n f ( x , y ) ,  on c ü X  que la m a m e  

d ' i n ~ o h ~ o n  J U t  du t q ~ e  I n f ,  I n f - u ,  Inf-m,  ou Inf -c  ~ u i v a d  que 

J ( U  A.) = i n f  J (Ai)  
ie  L 1 ir L 

a fieu pow toute ~ U e  ( A ~ ) ~ ~ ~  dlélème& de g, deux à deux d i s j o i d  

t&e que U A . 6  8 ,  l e  ccvzvrdind de L étant h U p ~ ~ V ~ m e n t  &in.i, dénotnbtuble, 
ie L 1 

é g d  au nombhe d i n i  m ou à ca rd  0 .  

Signalons enfin,que pour l e s  mesures d ' in format ion  de type  I n f ,  

on a l e  résultat su ivant  : 

1 5.4 - PROPOSITION [6] : 

Y La marne d'indoiunation J étant dédinie ~ u h  un anneau S, AL 

v 

ut h u d a i - t e  p o u  toun ta coupla dinjoim2 ( A , B ) ~  3 C  x a, eUe  at 

nécaaailrement véhd iée  poun t a u n  lcG coupta de t'anneau ; L1opékaxXon de 

compo~L-Cion ~ n f ( x , y )  a i t  la d e d e  q u i  po~claède c m e  ptophété.  

- - - -. . 
- 



1 6 - TERMINOLOGIE : 

Pour abréger le langage,nous avons,par la suite,adoptk la terminologie 

de Meyer [15] . 

C'est ainsi qutun pavage sur un ensemble R est une classe de parties 

de R qui contient @ ; un ensemble pavé est le couple formé d'un ensemble 

et d'un pavage sur R. 

De même, nous utiliserons l'écriture "compacte" : 1 'ensemble 3 
de parties de $2 est stable pour les opérations (U f, n d) ou bien % est 
stable pour 1 'opération (n q) , pour dire que est respectivement stable 

pour les opérations de réunion finie et d'intersection dénombrable ou d'inter- 

section quelconque. L'ensemble stabilisé de $ pour 1 'opération ( V  d) est 

noté 9 et pour l'opération ( n  d) , % 
Cr 

Nous donnerons enfin la définition suivante : 

Une &zmiJYe <ai IirL d e  haun-euembles  d e  n ut m-indexée 

6 i  card L 8 m , m é t a n t  un nornbte a%au&Lni. Quand m =Ho ou m = card Q 

on dhu o- indexée  au c - i n d e x é e .  



Chap&e 77 

PRECAPAC 1TES F(RTES 

Mil i sc i  [16] a  é t a b l i  que l a  o-composabilité des mesures d ' information 

dont l ' opé ra t ion  de composition régu l i è re  e s t  d é f i n i e  par 

implique l ' e x i s t e n c e  d'une mesure u t e l l e  que 

Ce r é s u l t a t  a  permis d l u t i l i s e r , p o u r  l ' é t u d e  de t e l l e s  informations,  

c e r t a i n e s  p ropr ié t é s  des mesures. 

J . Kampé de F é r i e t  e t  P. Benvenuti [hl  , d '  a u t r e  p a r t ,  ont m i s  en 

évidence un l i e n  e n t r e  l e s  capaci tés  de Choquet e t  une c l a s s e  de mesures 

d ' information de type Inf-c dans un espace topologique séparé .  Il  é t a i t  donc 

t e n t a n t  d 'essayer  de p r é c i s e r  ce l i e n  a f i n  de pouvoir f a i r e  p r o f i t e r  chacune des 

t h é o r i e s ,  de l ' informat ion  ou du p o t e n t i e l ,  des méthodes e t  des r é s u l t a t s  exposés 

pour l ' une  d ' e l l e s .  

Remarquons cependant que ces  deux t h é o r i e s  semblent assez fondamen- 

talement d i f f é r e n t e s  ; a l o r s  que l a  capaci té  d'un ensemble e s t  évaluée "par 

l ' i n t é r i e u r " ,  en t h é o r i e  de ,  1' information l 'approche s e  f a i t  "par l ' e x t é r i e u r "  : 

chaque f o i s  qu'on mesure une grandeur, l a  va leur  de l ' informat ion  fournie  par  

c e t t e  mesure e s t  une fonction c ro i s san te  de l a  p réc i s ion  de c e t t e  mesure ; 

a i n s i , p a r  exemple,lors du c a l c u l  numérique du nombre r ,  l a  technique h a b i t u e l l e  

de c a l c u l  nous apprend d'abord que n E [3,4[ , p u i s q u ' i l  appar t i en t  à %[, . . , . 
- lQY10 



II 1.1 - DEFINITION D hoquet) : 

SoLt  n un upace  topologique aépahé. Une capacité (poah5ve) aw 

n ut une donotion dl  ensemble I dédinie 6 W  Q(Q ) , à v d e ~  dana E+ et 

daitindainant le6 c o n ~ o n b  6LUvantu : 

1) I U X  choLh6ante ( A C  B => I(A) I(B)) ; 

2) p o w  toute  m i t e  cnodiddante ( A ~ ) ~ ~ ~  de p&u de n , on a 

3 )  pow toute  sru*e déckoisnante ( K , ) ~ ~ ~  de campa&, on a 

~ ( n  K ~ )  = inf I(K ) . 
nc8 ncN 

n 

La généralisation au cas abstrait est de Meyer [15]. 

II 1 .2 - DEFINITION [15] : 

Soi$ n un emernble mrrni dvun pavage *table p o w  l e s  o p é d o m  

(U f , n f) . On a p p a e  y-F-capa&é (pos i t ive)  6 W Q, une d o n d o n  d' mb le  

I( U A ) = sup I(A,) ; 
n€aJ 

n 
n€lN 

3 )  p o w  XototLte 6 d e  déchohdante ( K ~ ) ~ ~ ~  d 'élémenit6 de 

K ) = inf I(K~) . 
kltm 

n m a  



Un sous-ensemble A de Cl est capacitable si on a l'égalité : 

II 1.3 - REMARQUE : 

La composabilité d'me mesure d'information 3 définie sur une 

classe fait intervenir directement le comportement de J pour des familles 

d ' éléments de dont la réunion appartient à Ce. 11 en résulte que 1 ' inverse 
9 

d'une mesure d'information J de type Inf o sur l'ensemble J ( 5 2 )  des parties 

d'un ensemble 5 2 ,  qui est une application croissante puisque J est décroissante, 

vérifie une propriété plus forte que la continuité séquentielle ascendante imposée 

8 une capacité. Ceci a conduit Nguyen-Trung H m g  à poser la définition suivante. 

En particulier ,une y-capacité forte de type o ( '  ) est une 

y-capacité telle que dans la définition II 1 .P 2) l'égalité ait lieu, non 

9 seulement toute suite croissante d'éléments de ( a )  mais pour toute 

suite ~ U & C O M Y U ~ .  

1 
( ) On dira de type o plutôt que de type Ho. De même,on dira de type c 

03 c signifie "complet1' quand m = card !2 



Notons que nous avons modifié la terminologie de [19], l'adjectif 

"fort" précisant dohénavanX qu'on impose à des familles quelconques d'ensembles 

une condition qui n'était précédemment requise que pour des familles croissantes. 

II 2 - L'inverse d'une mesure d'information de type Inf - o sur Q(n) 

n'est une ?-capacité forte de type o que si la mesure d'information appartient 

à la classe particulière de celles pour lesquelles on a, pour toute suite 

décroissante (Kn)x~ d 'éléments de % , 

Nous avons donc été conduits à séparer les deux notions de continuité 
F 

séquentielle associées dans la définition d'une 3 -capacité forte. Ceci nous a 
amenés à introduire dans 112) et p3] des fonctions d'ensemble, appelées préca- 

pacités fortes, dont l'étude est l'objet de ce chapitre. 

II 2.1 - DEFINITION : 

Soit n un ensemble, une c l m e  de p W e d  de n, m un nombke 

.ttramdini Xe1 que m d card 52. 

NOUA appdom ptécanacLté dose de &qpe m s w  Sc, une donotion 
r 

d' eaenble 1, dédinie s w  &, à v d e w  dam fi+ , t e l l e  que 

2 )  p o w  * o d e  ~ U e  m-indexée (K~)~.~ d'éléments de h 
.tac que u K.€% on 

iQL 1 



Dans le cas où 5 =!?(fi?) on dira glus brièvement,précapacité forte 

I de type m. 

I Lorsque,dans la définition ci-dessus, on n'est assuré d'avoir 
? 

1 'égalité ( 1 ) que pour toute suite 0~0&5Ct&e d'élèments de 3 , nous appelons 
y de sorte que,pour 0 1, précapacitk de type 0 sur y =J (n) , notre définition 

4 correspond à la définition de précapacité (positive) de C . Dellacherie [2] . 

L'inverse 1 d'une mesure d'information J de type Inf - m 
O 

surJ (a) est une précapacité forte de type m telle que I(0) = O et 

Pour l'étude des précaoacités fortes nous devons donc profiter des 

résultats connus en théorie de l'information. C'est ainsi que le rôle essentiel 

joué par les idéaux dans l'étude des mesures d'information de type Inf, 

remarqué d'abord par J. Kampé de Fériet [6] ,puis développé par J. Kanrpé de Fériet 

et P. Benvenut i [7] ,apparaît naturellement dans notre travail. 1 

Mais réciproquement,les résultats-que nous obtenons ici pour les 

précapacités fortes, en particulier les méthodes de prolongement ou de construction, 

nous conduiront au chapitre III à knoncer,pour les mesures d'information,un 

certain nombre de propositions nouvelles. 

La suite du paragraphe II 2 est consacrée à l'étude des premières 

conséquences de la définition II 2.1 et à la présentation d'exemples. 

II 2.3 - Pour les précapacités fortes de type c ,nous avons le résultat 

suivant,qui est le dual de celui obtenu dans 161 pour les mesures d'information 
de type Inf c. 



PROPOSITION : 

n Pou5 qu'une ~ o n ~ a n  d'en~emble 1 dédinie AWL J (f i ) ,  à v d e ~ ~  dan6 
- 
W+, a a a  une pkécapacLté dotrite de t y p e  c nulle  powr l ' eru emble vide, 2 da& 

et 2 nuddi.t qu'Ce e d x e  une appficution f de n daah B+ t&e que 

- 
Par  convention,puisque f e s t  à va leu r  dans W+, on pose 

I (@) = O e t  c ' e s t  à cause de c e t t e  convention [1] que l e  r é s u l t a t  n ' e s t  

énoncé que pour des  p récapac i t é s  f o r t e s  de type  c n u l l e s  pour l 'ensemble 

v ide .  

* 
Une p récapac i t é  f o r t e  de t y p e  c ,  1, t e l l e  que I ( @ )  = a ,  a E R +  

s e r a  obtenue avec une a p p l i c a t i o n  f de R dans [a, + CO] , l a  convention 

conduisant  a l o r s  à poser  I(@) = a. 

II 2.4 - DEFINITION : 

Une h a e  if de p u e s  d'un euernble n es t  un m-idéd de 

3 )  p o u  XototLte &undYe m-indexée (Ai )i6L dléPéments de Sr, 

S o i t  m ,-idéal d e p ( R )  e t  f une a p p l i c a t i o n  de R dans 
- 
R+. Les fonc t ions  d'ensemble 1 e t  1' d é f i n i e s  s u r  9 (Q) p a r  



sont toutes deux des précapacités fortes de type m. 

On obtient donc facilement des exemples de telles fonctions d'ensembles. 

l a) Si R eat un G p c e  méR/tique, la dimemion de fiawdak66 e ~ . t  une 

pkécapadé d o e e  de ;type a : 

pour toute suite 
(An 1nc.N 

d'éléments de Q ( Q ) ,  on a 

~im( u A ~ )  = sup ~im(A ). 
n€UV ntiN 

n 

b) Toute pécapaci-té doMe de ;type a ,  nuRee poutr C1enaemb&e 0 

I Ut une mUuhe e~;téh;~utre.  On peut d'ailleurs remarquer qu'en utilisant 

II 2.4 on obtient sans difficultés des exemples de mesures extérieures. 

F c ) Toute phécapadé de ;type a am un pavage. a;tabCe 

1 poutr CU opémtiom (U f, fl f) eaR 6aMemen;t hou-ad&ve c 'est-à-dire 

est telle que 

II 3 - La dimension de Hausdorff est un exemple de précapacité forte de 

n 
type 0 définie, d emblée, sur J ( 0 )  .Plus souvent, on ne disposera que d'une 

précapacité forte de type 0 sur un pavage 3 et on cherchera à la prolonger 



à Q ( n )  p a r  une p récapac i t é  f o r t e  de type  o.  

Une méthode généra le  de cons t ruc t ion  de 9 - c a p a c i t é ,  où e s t  un 

pavage s t a b l e  pour l e s  opé ra t ions  (U f ,  f l  f  ), c o n s i s t e  [15] d'abord à prolonger  

t 
à Q ( n )  une p ré capacité s u r  SC , 1, fortement  sous-addi t ive en une p r é c a p a c i t é  

I* (qu i  e s t  encore fortement sous-addi t ive)  . 

En r en fo rçan t  l a  s t r u c t u r e  de nous obtiendrons, dans l a  p r o p o s i t i o n  

su ivan teyune  p récapac i t é  f o r t e  de type  a  comme prolongement d'une p récapac i t é  

f o r t e d e t y p e  o s u r 9 .  

De façon p r é c i s e ,  considérons sur un ensemble f i ,  un pavage f i  
C 

s t a b l e  pour l e s  opé ra t ions  ( U d,  fl f )  e t  prenons pour pavage & un i d é a l  

Jf de a ( on a donc 

2 )  $ e s t  s t a b l e  pour l ' o p é r a t i o n  ( U f )  

Notons chr l e  O-idéal  de 
u 

a obtenu en s t a b i l i s a n t  Jf pour 

l ' o p é r a t i o n  ( U d )  

II 3.1 - PROPOSITION : 

SoL t  I une p&écapa&é boue  de Itune u am JÎ. 
P060M POWi. t 0 &  A 8 4  

I*(A) = sup I(B) 
BEN 
BC A 



Aloh6 I* eh* une pté~apacLté doMe de - t e e  CI q u i  coIncide avec 1 hm x .  
Par convention,on posera  I*(c) = + quand il n ' e x i s t e  pas  

A $ 3C t e i  que A 3 C .  
0 

DEMONSTRATION : 

1 )  Puisque d ' ap rè s  II 2.5 c 1 e s t  une p récapac i t é  fortement sous- 

a d d i t i v e  s u r  Ihr , il e s t  c l a i r  [15] que 1* e s t  une p récapac i t é  (de t y p e  o 

O 
s u r  J (QI). 

2 )  Montrons d'abord que I* e s t  une p récapac i t é  f o r t e  de t y p e  a 

SUT ' M .  
a 

Soient  A e t  Ap des  éléments de 
1 N .  CI 

s o i t  B E  (+hf t e l  que B C A l  U A2 . 

d'où I ( B )  = SUP[I(B n a l )  , I ( B  n A,)] . 

Comme B n.A. E cN> e t  B fi A .  C A. 
1 1 1 ( i  = 1 ,2 )  

donc 



et comme cette inégalité a lieu quel que soit B E CES tel que B C Al U A2 

on a 

On en déduit,grâce à la croissance de 1*, que 
m 

Mais comme I* est une précapacité sur 6, ceci implique que 

c'est une précapacité forte de type u sur CM' o ' 

3 )  Montrons maintenant que 1* est une précapacité forte de type o 

swi>(n). 

Il suffit de montrer que 

c l  ( 1  , C2 E , 

dans le cas où SU~(I*(C~), 1*(c2)) < + ' 

donc 'if h > O ,3 Ai , Ai= Ci (i = 1,2) tel que 
6 



Corne A ,  U A 2 E  Xo e t  Al  C) Ag 3 C l  U C2, e t  puisque I* e s t  une 

O 
précapaci té  f o r t e  de type a s u r  xa e t  e s t  c ro i s san te  s u r  J ( n )  , on a 

D ' O Ù  l e  r é s u l t a t .  

11 e s t  c l a i r  que 
0 5 e s t  un o-idéal de ( n ) .  

Supposons l e  pavage A s t a b l e  pour l e s  opérat ions ( u a ,  n d )  . 

e t  I*(c) = l*(nc) s i  c E 7 

A é t a n t  un élément de xo contenant C ,  te;  que 
C 

2 )  S i  1*(n A ) = i n f  I(A ) pour t o u t e  s u i t e  décroissante  d'éléments n 
n m  nf @J 

n 

de x, I* e s t  une N - c a p a c i t é  f o r t e  de type a . 

II 3.3 - Lorsqu'on dispose d'une précapaci té  f o r t e  de type 0 s u r  un a - idéa l  

& de f i  , on peut a u s s i  l a  prolonger à ?(fi) "par l ' i n t é r i e u r ' ' .  



PROPOSITION : 

So i t  1 une pkécapa&é (oMe de type  u suk un O-idéal 

O de a. Soit  I, la (onction d e m m b l e  d é w e  61M J (fi) p a n  

O v c e J (n> , I,(c) = SUP I(A) . 
ACC 

A l o ~  l a  keb&ction de 1, à f i  est une pécapacité doicte 

de type u AW A. la 

DEMONSTRATION : 

\ 

De l a  croissance de Ix s u r  9 ( a ) ,  on déduit  que, pour tou te  s u i t e  

(Cn)neN d'éléments de.!?(fi), on a 

e t  donc,si  sup I I (cn)  = + - OU s i  1 * ( U  Cn) = 0, 
n€6J nEüV 

) > O ,  s o i t  h un nombre p o s i t i f  

 après la d é f i n i t i o n  de Iw, il e x i s t e  A ~8 tel que, 



Supposons que 

V n ~ a ,  c € f i ;  n 

a l o r s  n E N , A 0 C E a e t  donc puisque A E df n 

e t  comme A n C C C o n a  
n n 

D'où 

O r ,  1 e s t  une précapacité f o r t e  de type o sur C r :  

donc quel  que s o i t  O ~ ,  ' t e l  qu$ 'Ii C n )  > h on a 
> d 

Il en r é su l t e  que I* e s t  une précapacité f o r t e  de type o s u r f i .  

II 3.4 - REMARQUES : 

1 ) On peut prendre pour une o-algèbre de pa r t i e s  de R. 

Dans l e  cas où =I)(Q), on ob t ien t  un prolongement à P(Q). 

2) S i  1 e s t  une précapacité f o r t e  de type ni sur un m-idéal chf 

d'une m-algèbre Y e s t  une précapacité f o r t e  de type m su r  9 . 
La dgmonstration s e  conduit de l a  même manière que dans l a  proposit ion 

II 3.3. 



II 4 - Le problème de prolongement de précapacité  f o r t e  de type a s u r  

un pavage a montré l e  r ô l e  p a r t i c u l i e r  joué pa r  l e s  pavages qu i  sont des  idéaux. 

Dans ce paragraphe nous a l l o n s  p r é c i s e r  ce l i e n .  

II 4.1 - DEFINITION : 

Nau.6 a p p d o u  capacAance doMe d e  ;type o, une d u a e  <e d e  

2) .tol~te a ~ i t e  (*n>ncB , An. 5%) , *&e que n ~ m  u A n ~e , 
ie er is te  un entim i< .tel pue %E <e . 

L'ensemble des p a r t i e s  non dénombrables de R e s t  une capacitance 

f o r t e  de type o. 

Dans l e  cas  où l a  p ropr ié t é  2 )  n ' a  l i e u  que pour t o u t e  s u i t e  

c ro i s san te ,  nous obtenons l a  d é f i n i t i o n  de capac i t ance  de Dellacherie [2] . 

O r ,  dans [2J, on montre que t o u t e  capacitance permet de c o n s t r u i r e  

une précapaci té  1 e t ,  en appelant  encore capacitance un ensemble v ide  de 

p a r t i e s  de Q ,  on associe  à t o u t e  précapaci té  l a  f ami l l e  de capacitances 

Pour l e s  précapaci tés  f o r t e s  de type a ,  nous avons un r é s u l t a t  

semblable & l ' a i d e  des capacitances f o r t e s  de type  o .  De p lus ,  en remarquant 

que l e  complémentaire dans p ( Q )  d 'une capacitance f o r t e  de type  o d i s t i n c t e  

de 9 ( Q )  e s t  un O-idéal de 9 (Q) , nous précisons,dans l a  p ropos i t ion  suivante, 

comment sont  a s soc iés  a-idéaux e t  précapaci tés  f o r t e s  de type a ,  n u l l e s  pour 

l 'ensemble v ide .  



II 4.2 - PROPOSITION : 

1 )  S i  I e s t  une pkécapacLté (ohte de type a  ;C&e que I ( @ )  = O ,  

t c  R+ , Nt = { M E  Q(a) : I ( M )  < t], 

e s t  une damilLe cnohsante de a-idéaux de p(n). 

2) S i  (3 ) es t  une ( a W e  cmAsante de a-idéaux de S> ( n ) ,  
t ta?+ 

O la donotion dlememble,dé(utie h W  J (n) 

e s t  une pdcapacité ( o e e  de type a. 

DrnONSTRAT I O N  : 

1 )  - on a  O €  puisque I(@) = O 

- M C N ,  N E Jf => M E rN> puisque 1 e s t  c ro i s san te  . t t 

- s i  V n ~ e ,  Mn, xt , on a  

1(U Mn) = SUP I ( M n )  .< t .  
n€W ncEN 

O Donc t E R+ , Nt e s t  un a-idéal de J ( a ) .  

a 2) s o i t  (y ) une famil le  c ro i s san te  de o-idéaux de 9 ($2) ; t t€R+ 

s o i t  1 l a  fonction d'ensemble d é f i n i e  par 

Il e s t  c l a i r  que 1 e s t  c ro i s san te  ( e t  que I ( @ )  = O )  a 

- - 



s o i t  (Mn)ncIN u n e s u i t e d ' é l k m e n t s d e  !? ( Q ) .  O n a  

Montrons que,si  sup I ( M ~ )  < + m ,  on a 
neN 

Soi t  h E IR+ t e l  que sup l(Mn) < h ; on a 
ne IN 

donc Mn E 3 ,y n E N 

0 e t  corne 3 e s t  un o-idéal  de J ( Q )  , 

D'où 

La démonstration e s t  semblable à c e l l e  proposée par  J. Kampé de F é r i e t  

e t  P. Benvenuti 171 . Les hypothèses, cependant, sont p lus  f a i b l e s .  

II 4.3 - DEFINITION : 

O une &uni.Ue cnoAsante de a-déaux de 3 ( a ) .  



O 
Qu& que noix t t IR+ , + e a X  un o-*dé& de J ( n )  e* la 

t 
d u e  ( 3  t t U R +  

ut continue a dttoixe AL 

V t E  R + , J t = 3 + .  
t 

La f a m i l l e  (3 + )  e s t  cont inue  à d r o i t e .  
t tW+ 

11 4.4 - REMARQUES : 

1 )  La démonstration de II 4.2  peut  s ' a p p l i q u e r  avec peu de mod i f i ca t ions  

3 dans l e  cas  où 1 e s t  une p récapac i t é  f o r t e  de  type  m s u r  une m-algèbre . 

 es fami l l e s  ( X t  ltCi+ e t  ( 3 )t(.R+ sont  a l o r s  des  f a m i l l e s  de 

m-idéaux de l a  m-algèbre y . 

2 )  S i , su ivan t  l a  p ropos i t i on  II 4.2,on c o n s t r u i t  une p r é c a p a c i t é  f o r t e  

de t y p e  o  à l ' a i d e  d 'une f a m i l l e  c r o i s s a n t e  (3 ) de o-idéaux d e  9 ( f i )  
t Y(R+ 

e t  s i  ($>,,+ e s t  l a  f a m i l l e  de o-idéaux d e  S) ( Q )  qui  l u i  e s t  a s s o c i é e  

su ivan t  c e t t e  même p ropos i t i on ,  on a  : 

b) l e s  f ami l l e s  de o  -idéaux (x ) 
t t€lR+ 

e t  (3 co ïnc iden t  
t t€R+ 

s i ,  e t  seulement s i ,  l a  f a m i l l e  (3  )tg+ e s t  cont inue à d r o i t e .  

En e f f e t ,  t E R+, 1. 



donc M E Nt 
Inversement, s i  M E CI:, 

donc M E 3 A . 

On en dédui t  donc que 2% pkécapadéb b o n t u  de type o c a n a ; D r ~ u  

à pam% de l a  &nniLte (3  ,),,+ ou de lu ~amLUe ( 3  + )  b0nx é g a l a  . 
t t€iR+ 

II 4 . 5  - EXEMPLE : 

S o i t  (Q, Y, u! un espace mesuré ; s o i t  f une a p p l i c a t i o n  de il 

dans IR+. Notons l e  o-idéal. de y des ensembles de mesure p n u l l e .  

On c o n s t r u i t  une f a m i l l e  de a-idéaux de y en posant  

La p récapac i t é  f o r t e  de type  o s u r  d é f i n i e  p a r  

n ' e s t  a u t r e  que e s s .  sup ( lA  f )  . 

II 4.6 - PROPOSITION : 

s o a  ( y i t L  une b U e  qudconque de pkécapaci/téa boittu de 

type o. La b a n d o n  d'ememble dédiLe parr 



UX une pkécapaoi;té dotr/te d e  ;type a .  

V ~ E  L , V ~ E  E+ , s o i t  'Y. = ~ M E P ( ~ )  : I ~ ( M )  s t ~ .  
1 Y t  

9 or,#, e s t  un o-idéal de ( R ) .  D'où l e  r é s u l t a t  d 'après  II 4 . 2  2 ) .  

II 5 - Alors que l e s  procédés de construction de précapacités f o r t e s ,  exposés 

dans l e  paragraphe II 3,  demandaient l a  connaissance d'une précapacité f o r t e  sur  

une c lasse  de p a r t i e s  de f l ,  l e s  r é s u l t a t s  du paragraphe II 4 permettent de 

répondre à ce problème par l a  recherche de familles d'idéaux. 

Nous a l lons  maintenant donner une méthode de construction générale 

de précapacité f o r t e  de type m à p a r t i r  d'une fonction d'ensemble déf in ie  

su r  une c lasse  (e de pa r t i e s  de n. 

II 5.1 - PROPOSITION : 

S o i e n t  (e une d a ~ e  d e  pcrmZes d e  n , H une d o n d o n  d l  ensemble 

d é d i n i e  a m  (e d u d e m  d a m  R+ et m un nombke t<lamdini. La d o n c t i o n  



où l'indimum at ph& pouh toun la trecouvtro,menth m-indexéa de A pm dea 

éléments de (e , e s t  une phPcapa&P dohte de type m. 

On pose I(A) = + m quand il n'existe pas de recouvrement m-indexé 

e de A par des éléments de , 

DMONSTRATION : 

1 )  1 est croissante : 

Supposons Al C A2 ; tout recouvrement m-indexé de AC] est un 

recouvrement m-indexé de Al , donc 

2) Montrons que si (Ai ) icn est une famille m-indexée d 'éléments 

En vertu de la croissance de 1 on a 

donc si sup I(A~) = + -, (2) entraîne (1). 
iG A 

Supposons donc sup I(Ai) c + W. 

iCA 

Quel que soit E > O , quel que soit i E A, on peut trouver,d'après 

la définition de I(Ai), une famille m-indexée (il 
(Cj ) j ~L I  

d'éléments de (e 
I 

telle que 



s o i t  (DkIkeK l a  f ami l l e  dont l e s  éléments sont l e s  c ( ~  ) pour 
j 

U A .  c V D e t  DkE q u e l q u e ' s o i t  k E  K .  
i G  A 1 k€ K k 

Montrons que l a  fami l le  Dk e s t  m-indexée. 

D'après, LI],  s i  m e s t  un ca rd ina l  t r a n s f i n i  e t  (mi )icA . une fami l l e  

de cardinaux i n f é r i e u r s  ou égaux à m dont l 'ensemble d ' ind ices  A a un . 
ca rd ina l  i n f é r i e u r  ou éga l  à m,  on a 

De plus, pour t o u t e  f ami l l e  
( L i ) i t A  

d'ensembles, l e  ca rd ina l  de l a  

réunion L.  ' e s t  au  p lus  éga l  à 1 card  L. . 
i€A 

1 
i€A 

1 

On a donc i c i  

K = u Li d'où ca rd  K card  Li . 
ie A irA 

O r ,  card  L. 6 m e t  card  A s m ent ra înent  que 
1 

card  K s m O 



On a mis en évidence une famille m-indexée (Dk)ktK 
t e l l e  que 

D'après l a  déf in i t ion  de I(U A i )  on a 
iEA 

( 2 )  e t  ( 3 )  assurent  a lo rs  l e  r é s u l t a t  ( 1  ) . 

II 5.2 - REMARQUE : 

On peut rapprocher l e  r é s u l t a t  précèdent de l a  méthode proposée 

par Munroe 1181 pour const rui re  des mesures extér ieures  : 

H é tan t  une fonction d'ensemble déf in ie  sur un pavage 9 e t  t e l l e  

que H(@) = O ,  il montre que l a  fonction d'ensemble définie sur 9(Q) par 

où l'infimum e s t  p r i s  pour tous l e s  recouvrements a-indexés de A par  des 

c. 
éléments de e s t  une mesure extér ieure .  



II 5.3 CAS PARTICULIER : 

0 Dans l e  cas où l a  fonction d'ensemble 1, déf in ie  su r  J ( Q )  

comme dans l a  proposit ion II 5 .1 ,  e s t  t e l l e  que l'infimum s o i t  p r i s  pour tous 

l e s  recouvrements c-indexés par des éléments de (e , nous construisons une 

  ré capacité f o r t e  de type c .  

Puisqu'alors 

il s u f f i t  de connaître ~ ( ( w ) )  pour t ou t  w e Q, pour déterminer 1 sur 

O r  Y ~ ( ( w ) )  = i n f  sup H ( c . )  avec card L s card n 
ci€%  EL 1 

u c . 3  (w) 
iCL 

1 

- ou bien il n ' ex i s t e  pas C E t e l  que C 3 {w) e t  a l o r s  

I(Iw1) = + par convention 

- o u b i e n i l e x i s t e  C ( ( e  t e l  C D I w )  e t  

1 ( Iw1)= in f  H ( C )  . 
c e t  

C3(w) 

En effet ,  on a 

I ( ( w 1 )  = i n f  sup H ( C .  ) i in f  H ( C )  
ci€<e  CL c€g 



et donc l'égalité (1) si ~((w)) = + m. Sinon,quel que soit h > O tel que 

inf SU~H(C.) < h ,  
ci€'f; ieL 

1 

* Il existe une famille 
('i )icL d'éléments de If *tell  que 

* Donc,il existe i C L tel que c>: E , C. 3 {w) et 
O 1 1 

O O 

d'où 

Donc 

inf H(C) < h. 
c ce 

C=)Cw) 

I(Iw1) = inf H(c). 
cet2 
C3Cw) 

II 6 - Il est 'intéressant de chercher à quelles conditions sur et 

sur H, la fonction d'ensemble 1, définie à la proposition II 5.1 , est un 

prolongement de H à 9 (n) . 

II 6.1 - PROPOSITION : 

Une c o n ~ o n  n é c a s d e  et sudddante pom que Oa pécapacLté doMe 

de Xype m, - 1, c o m M e  à pahtin de la doonction dfemem6te H dédinie 6WL 

O une &de de pumXes de n, so i t  un pkotongmient de H a J ( a )  ut que, 

poun Xode 4amLUe m-indexée d ~ é t é ~ w z X ~  de (e q u i  kecouvke un 

@tentent c de (If, on & 



DENONSTRATION : 

1 ) Si 1 est un prolongement de H à S ( a )  on a, puisque 1 

est croissante, 

pqur toute famille m-indexée 
(Ci)icL d'éléments de qui recouvre c ; 

donc comme 

I(U ci) = sup l(ci) = sup H(Ci) 
iaL iEL i€ L 

la condition est nécessaire. 

2) La condition est suffisante : en effet on a 

puisque C est un recouvrement de lui-même. 

Or,si pour tout recouvrement m-indexé de C par des éléments de 

H(c) I sup ~ ( c ~ ) ,  
i CL 

l'infimum pour tous les recouvrements m-indexés de C par des éléments de 

est atteint et on a 



II 6.2 - COROLLAIRE : 

Si H e 6 t  une phécapad-té d o h t e  d e  t y p e  m 6LUL une  dad6e d e  pm- 

,Cies d e  a 6 a b L e  powc L1opétra;tion ( n f) , .Lt e x i s l t e  une elcten6ion I 

d e  H à -!? (n) q u i  e s t  encohe une p8capacité d o M e  d e  t y p e  m et o n  peuX 

la c o n n W e  à L ' a i d e  d e  la pkopobLt ion 11 5 . 1 .  

Définissons 1 par 

v A E P(,) , I(A) = inf sup H(C~) 
cic'f: iPL 

U c . 3 ~  
i € ~  t 

et montrons que 1 est une extension de H à 9 (R). 

Pour tout élément C de Le et toute famille m-indexée 

d'éléments de qui recouvre C, on a 

c = u (C n c.), 
i€ L 1 

et pour tout i E L , C f7 Ci E par hypothèse. 

Donc,puisque H est une précapacité forte de type m sur , 

On applique ensuite la proposition II 6.1. 

11 6.3 - REMARQUES : 

1 ) C'est le corollaire précédent qui nous donne le théorème d'extension 

le plus puissant obtenu dans ce chapitre,puisque la seule condition imposée à % 
est d'être stable pour l'opération (n Y ) .  



2 )  S i  quel  que s o i t  C E , il n ' ex i s t e  pas de recouvrement de C 

par  une famille m-indexée 
( C i ) i é ~  

d ' éléments de d i s t i n c t s  de C,  tou te  
- 

fonction d'ensemble H, dé f in ie  sur  (e, à valeur dans IR+, peut ê t r e  prolongée 

à .!?(O) par une précapacité f o r t e .  de type m à l ' a i d e  de l a  proposit ion 11 6.1. 

Exemple 1 : 

Y? = ( {u , )~ , ,  ; f une appl ica t ion de s-2 dans R+ ; H déf in ie  

SUT par 

0 
On prolonge H à J (Q) par une précapacité f o r t e  de type c . 

Donc 
wfA 

e t  1 une précapacité f o r t e  de type c. 

Exemple 2 : 

La condit ion de l a  proposit ion II 6.1 e s t  v é r i f i é e  pour m = 

mais ne l ' e s t  pas pour m = 3,. 

Donc 1, déf in ie  par II 5.1 à l ' a i d e  de H e t  Le, e s t .  une précapaci té  

f o r t e  de type a . Remarquons que 



(a  i d é a l  des p a r t i e s  de IR de 

c a r d i n a l  6 a 



CONSTRUCTI ONS ÈT PROLONGE~IENTS 

DE AIESURES D ' 1 NFORMATION DE TYPE Inf-m 

Dans ce chapitre, nous étudions essentiellement des méthodes de 

construction ou de prolongement de mesures d'information de type Inf-m. 

 exposé précédent sur les précapacités fortes de type m nous 

permet d'apporter des solutions nouvelles à ces problèmes en utilisant seulement 

les propriétés de m-composabilité. 

Dans le cas où les mesures d'information possèdent, de plus, la 

continuité séquentielle descendante sur une certaine classe d'ensembles, nous 

montrons comment obtenir d'autres méthodes de prolongement à partir de résultats 

connus sur les capacités. 

III 1 - A la mgthode générale de construction de précapacités fortes de 

type m proposée au paragraphe II 5.1, correspond une méthode générale de 

construction de mesure d'information de type Inf-m sur 9(Q). 
Le choix des valeurs universelles, 

nous conduit à renforcer quelque peu les hypothèses dans le cas des mesures 

d'information. 



III 1.1 - PROPOSITION : 

SaLent (e une cû16se de pahtied de n, m un nombhe &anndULi 

eit H une @ n d a n  dl ennemble dédinie auh d vateuh dans G+ t&e que 

1 )  sup H(C) = + w , 
c ce 

2) p o w  tau t  ~ t * e c ~ u ~ h w ~ e r ~ X  m-indexé (ci )icL de n put d a  

éténients de on n inf *(ci) = 0 . 
S L  

aù Ce supkemwn ait p u  pauc tau6 C a  hecauvtLements m-indexés de A p a ~  

O de ,  éeéments de <e, a i t  une mesune dluidomaR;ion de itype Inf-m h W  J (a). 

III 1.2 - REMARQUES : 

1) La condition 1 est remplie si (e est un pavage et si FI(@) = + m. 

La condition 2 disparaît s'il n'y a pas de recouvrement m-indexé 

de $2 par des éléments de : ?ans ce cas on a J(Q) = O grâce à la conven- 

tion habituelle qui consiste à poser J(A) = O s'il n'existe pas de recouvrement 

m-indexé de A par des éléments de g. 
Lorsque E ,la condition implique que H doit être nul pour 

l'ensemble 9. 

2) Dans le cas où on considère une mesure d'information de type 

Inf-c sur S) (Q) , la connaissance de la fonction génératrice @ permet de 

calculer l'information de tout ensemble non vide, 



J(A) = i n f  @(a) 
w€A 

e t  c ' e s t  p a r  convent ion,  pa rce  que @ e s t  à v a l e u r  dans fi+, qu'on a  

posé J(@) = + m .  

S i  nous voulons o b t e n i r  J à l ' a i d e  de III 1 . 1 ,  nous sommes condui t s  

à prendre pour (e l a  c l a s s e  des  sous-ensembles {w) 2 un s e u l  élément e t  

l 'ensemble @. 

Déf in i s san t  a l o r s  H pa r  

l a  cond i t i on  1 e s t  v é r i f i é e  ; l a  cond i t i on  2 r é s u l t e  de l a  d é f i n i t i o n  d ' une  

fonc t ion  g é n é r a t r i c e  : 

i n f  @(w) = O , 
wcn 

e t  l a  méthode de cons t ruc t ion  donne 

V A E !?(fi) , J(A) = i n f  @(w) . 
w € A  

III 1.3 - PROPOSITION : 

Une cond.Mon n E c e a ~ a i n e  & au,$dhavtte,pouh qu'une meame dl.Ln~o&on 

J d e  t y p e  inf-m, c o n n W e  a . t 'aide d e  7 7 7  1 . 1  à p u  d'une 60ncaXon d'en-  

bemble H d é d i n i e  buh une - d e  <e d e  ,cm%, d e  Q, b o a  un p&olongetnent d e  

R à S)(n), est  que 

1 )  sup H(C) = + -, 
cc(e 



inf H(Ci) H(C) (resp. inf H(ci) = 0). 
iE L i€ L 

Les deux conditions supplémentaires imposées à H par rapport à 

la proposition II 6.1 correspondent aux valeurs universelles imposées à J. 

III 1.4 - COROLLAIRE : 

S J uit une mame d'in&o&on d e  Xype ~nf-m d é a i n i e  AWL 

wz pavage 9 d$abLe p o w  L ' o p é n a ü o n  ( n f) et c o n t e n a n t  , on p e d  
O c o ~ . t m h e  une e x t e m i o n  d e  J à J (n) q u i  ait encone une m u u n e  d ' i n a o n -  

d o n  d e  i type  ~nf-m. 

En effet J(@) = + -, J(Q) = O ,  et la démonstration est semblable 

Èi celle de II 6.2. 

En fait, lorsque $ on peut encore énoncer un théorème d'exten- 

sion en utilisant la remarque suivante : 

soient J une mesure d'information de type Inf-m sur et J' 

la mesure d'information de type Inf-m sur = { ]  définie par 

D'après le corollaire III 1.4 ci- dessus,^ J 1  possède une extension JI à 

C) J ($2) qui est du type Inf-m. Or 

A E $ , J, (A) = J*(A) = ~(4.). 



III 1 .5 - COROLLAIRE : 

Si J ut une m u m e  d l ~ ~ o h m ~ o n  d e  t g p e  inf-m a m  une c u a e  

3; d e  pahties d e  n q u i  c o n t i e n t  n et q u i  est  *. table p o w  l l o p é W o n  ( n f ) ,  

d e  t y p e  ~ n f - m .  

La s t a b i l i t é  de 5 pour l ' o p é r a t i o n  ( n  f )  n ' e s t  pas n é c e s s a i r e  ; 

il s u f f i t  d ' a v o i r  : 

Ce c o r o l l a i r e  a d é j à  é té  énonc6,dans l e  c a s  de mesures d ' in format ions  

de type  Inf-c , p a r  J. Kampé de F é r i e t  e t  P. Benvenuti dans [4] . 

III 1.6 - REMARQUE : 

Il n ' y  a pas  de c o n t r a d i c t i o n  avec l a  condi t ion  néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  

énoncée au paragraphe III 1.3, puisque l e  prolongement obtenu pour J dans l e  

c o r o l l a i r e  III 1.5 ne correspond pas  à c e l u i  qu'on o b t i e n d r a i t  pa r  III 1 . 1  avec 

J e t  %, m a i s  à c e l u i  c o n s t r u i t  à p a r t i r  de  J ' e t  5' : 

1' se t rouve  que l a  r e s t r i c t i o n  à $ du prolongement de J i  de 

Cr O & à à ((n) coïnc ide  avec J e t  c t e s t  c e  q u i  nous permet d'énoncer l e  

c o r o l l a i r e  III 1.5. 



III 2 - Soit J une mesure d'information définie sur une classe 

parties de 0 . 

III 2 1 - DEFINITION : 

Par convention nous posons J*(A) = + a, s'il n'existe pas 

K E ~  teïque K C A .  

De plus, pour obtenir la valeur universelle ~ ~ ( 0 )  * O, nous imposons 

J la condition : 

inf J(K) = O 
K E  <e 

ce qui exclut la-classe (e = 101. Si <e contient n, ( 1 )  est toujours 

vérifiée. 

III 2.2 - PROPOSITION : 

S i  J esk une m u m e  dtindoma.tion de kype Inf-m 6 w  un m - * d 2 d x  

cübbé&ent de 1 0  1 d'une m-aîg2bhe 3 ,  do^, 6 i  

inf J(K) = O , 
K€X 

la heb&ction u.t subi une mecune d'indomnation de 

type Inf-m. 



1 
Il suffit de remarquer que la fonction d'ensemble 1 = - est J 

une précapacité forte de type m sur LE(>.  après II 3.4 (remarque 2),  la 

restriction à y du prolongement I* 
0 

de 1 à J (SZ) est une précapacitê 

forte de type m sur y . De plus I*(@) = O puisque I(@)' = O et 

1*(SZ) = + d'après la condition imposée à J. 

1 , on a le résultat proposé. 

III 2.3 - REMARQUES : 

1) Si JL(> est un m-idéal de i) ( a ) ,  on obtient ainsi un prolongement 

2) Pour toute mesure d'information J' sur y, qui prolonge la 
mesure d' information J de type Inf-m sur $, on a 

En effet 

et puisque J' est une mesure d'information sur y , 

donc V A E Y ,  J'(A) SJ,(A). 

III 3 - Soit J une mesure d'information définie sur une classe <e de 

parties de SZ. 



Par convention nous poserons J*(A) = O s'il n'existe pas K E <e , 
+ 

K 3 A. Pour obtenir la valeur universelle J ((8) = + =, nous imposons à 3 

la condition 

ce qui exclut le cas <e = {QI . Si (e est un -pavage,cette condition est 

automatiquement vérifiée. 

III 3.2 - F'ROPOSITION : 

Si J ut une mesuhe dtin6aiuna-CLon de type Inf-m b u h  un m-kféczl 

d'une m-dgèbne Y, la mesme ertehiewre dtindomna.$Lon J* ut une o i ~ u i r e  

dtutdotwia;tion de .type ~nf-m 9 (Q). 

I DEMONSTRATION : 

1 ) Soit 3 le m-idéal de S) (QI engendré par Jf et soit 

3 = {A Q(n) : il existe N'P x , N 3 Al ; 
0 ' 

O 

O 3 est un m-idéal de J (Q) qui contient 8, donc 3 . Mais, si 
A E 3, , il existe N E tel que A C N et comme 3 est un m-idéal 

0 de J (Q) (le plus petit) qui contient cN> , 



Donc 3 = 3  
O' * 

La convention adoptée pour J* en t ra îne  donc que 

2 )  11 e s t  c l a i r  que J* e s t  à valeur  dans E+ , décroissante  e t  t e l l e  

que J*(@) = + m, J*(R)  = O. 

S o i t  ( E ~ ) ~ ~ ~  une famil le  m-indexée d'éléments de 0 J (Q) ; on a 

e t  donc l ' é g a l i t é  s i  i n f  J*(Ei) = 0.  
i € L  

n Supposons donc in f  J ( E . )  > O ,  ce  qui  en t ra îne  que pour t o u t  
i l L  1 

i~ L ,  E ~ E  3 . 

S o i t  h un nombre r é e l  > O t e l  que 

h < i n f  J*(E. ). . i€ L 1 

.I 
O n a  Q i  E L ,  3 K ~ E J ' ,  K. => E~ t e l  que h < J ( K ~ ) .  1 

d'où 

O r  U K. E puisque 
1 

8 e s t  un m-idéal, e t  u Ki 3 U Ei ; 
iéL i E  L i f L  

J*(U Ei) 2 J (U  K . )  
iEL i i L  

1 



et comme J est du type Inf-m sur Jf 

J*( U i inf J(K. h. 
i€ L if L 1 

. Donc J* est une mesure d'information de type Inf-m sur ?(a). 

. 
111 3.3 - REMARQUES : 

1 )  Le cas m = Ho peut être considéré comme corollaire de la 
proposition II 3.1. 

O 2) si J' est une mesure d'information définie sur J (R) , telle 
que J' et J coïncident sur #, on a 

~ne-!J'(n) , J*(A) r J>(A). 

En effet J*(A) = sup J' (K) puisque J et J' coïncident 
KEN 
K 3 A  

sur LW, et comme J' est décroissante sur 9 (Q ) 

3) une m-algèbre est un m-idéal d'elle-même (m-idéal impropre). On 

obtient,& l'aide de la proposition précédente,le résultat suivant : 

. 
III 3.4 - COROLLAIRE : 

Si' J e s t  wie mesute d l i n @ m a . t L o n  de *ype Inf-m une m-dgëbke 

y, Pa menute e x . t f i m e  J* e s t  une mume  d ' i n d o m a t i o n  d e  Xype Inf-m 

O 
hWL J (RI. 

-- 



III 4 - Les résultats,obtenus jusqulici sur les mesures d'information de type 

Inf, étaient des conséquences des propositions établies,dans le chapitre II, 

pour les précapacités fortes. 

Ceux, qui suivent (III 4 et III 5- ) ,  correspondent à 1 'utilisation de 

propriétés des capacités. 

Soit J une mesure dl  information de type Inf-o sur un idéal çhr 
0 ' 1 est une précapacité forte de type o sur Si/) ; de (Q). Posons 1 = J ; 

c'est donc une précapacité sur telle qu'on peut définir,comme le fait - 
Meyer [15], la capacité extérieure I* associée à 1. Notons J = la 

restriction de la mesure intérieure d'information à l'ensemble ck (N) des 
parties 8-analytiques de il . 

III 4.1 - PROPOSITION : 

S i  J e s t  une mebuhe d'in{omn&on d e  t y p e  Inf a am un i d é a l  ( ' 1  

& d e  P(n) *&&que 

1 )  inf J ( K )  = O ,  
KEN 

2) I* 6 0 a  une 8 -capa&~,  

DEMONSTRATION : 

Si I* est une of-capacité, on a pour tout ensemble capacitable A 

( ' ) fi est un idéal mais n'est pas un O-idéal;car, s 'il l'était, la seule 

condition 1 ) entrahrdt 1'- ai- 2 S>f& du t y p e  mT-a 

d'après la proposition III 2.2. 



donc puisque d' =Sr e t  I*(K) = I(K) pour tou t  K E. 6 A', 

?(A) = SU& I*<K> . . 
KE 
K C A  

Par s u i t e  

D'après l e  théorème de capac i tab i l i t é  des ensembles analytiques de 
* 1 Choquet, il e s t  c l a i r  que J coïncide avec 7 sur 

1 
jt (8). 

Il en résu l te  que ? possède l a  continuité séquent ie l le  ascendante 

sur  Gk (a) : pour tou te  su i t e  croissante 
(An)nte  

d f  éléments de (x) on a 

?( A ) = i n f  ?(A,). 
n&N 

n 
nrIN 

D'autre p a r t ,  on démontre, connne dans l a  propositibn. III 2.2,que 2 e s t  du 

type Inf ( f i n i ) .  Donc ? e s t  du type Inf-0, puisque dk (x) e s t  s t ab l e  

pour 1 ' opération ( U d)  . 

III 4.2 - COROLLAIRE : 

O 
Si Ra mesivre dtinbotunation J déd in i e  surr l'idéat f i  de  J (n) 

est  du t y p e  ~ n f - a  et poaaède d e  p h  Ra c o n t i n d E  6équ&&e ducendan te  

6W a, ~ O M  3 e s t  une mesme d  ' .k~otunation de  t y p e  Inf-cr 6 M  'k <fi. 

On a par hypothèse pour toute  s u i t e  décroissante (An ) n m  
d'éléments 



Donc I* est une J f  -capacité puisque 

* 
I"( n A ) = I( A An) = inf I(A ) = i n f  1 (nn). 

n€BiT 
n 

neM n€lN 
n nC UV 

III 5 - Le résultat suivant, utilisé dans la proposition III 4.3, présente 

un intérêt propre comme méthode de construction de mesures d'information sur 

l'ensemble des parties d'un ensemble à partir d'une mesure d'information sur 

l'ensemble des parties d'un autre ensemble. 

III 5 .1 - PROPOSITION : 

SoLt f une appfication déhinie nm un enaemble n, à valeuh d m  

U M  evumble nt. 

Si JI es* une mesme d ' L n O o W o n  de Xype Inf-m 9 ( R ' ) , 
O 

l a  d o n d o n  d'ememble J déhiide nw J (n) pair 

U t  une menme d ' i n ~ o m a t i o n  de fype Inf-m 6uh  9 ( R )  n i  J' (f(n) ) = 0. 

Notons que, si f est surjective, on a J'(f(R)) = O pour toute 

mesure d'information J' sur 9 (Q' ) . 
Le résultat repose sur les propriétés suivantes : 

2) f( u Ai) = u f(A.) pour toute famille (*i ) icL d'éléments 
i aL  i b  L 1 

de p(.Q). 



III 5 - 2  - R M Q U E  : 

- 
Si $2' = IR+ , la fonction d'ensemble définie par 

O est une mesure d' information de type Inf-c sur J (u?+) . 

Donc,si f est une application de R dans telle que 

O 
~ ' ( f ( C 2 ) )  = O, la fonction d'ensemble définie sur 3 ('2) par 

est une mesure d'information de type Inf-c sur Q(R). 

Notons que la condition J1(f(0)) = O s'exprime 

inf f(w) = O ; 
w€Q 

c 'est donc .celle imposée pour les fonctions génératrices. 

III 5.3 - PROPOSITION : 

1 S o i e n t  (n ,9 ) et (QI, deux e m e m b l a  paPGV, f une  a p p k X d o n  
1 I 

d e  n  da^ nt . SoLt  J' une t n a w r e  d ' u i d o t n a t i o n  d e  l lpe  ~nf-o AW (Q' 
Cr 

= po~~i2dan . t  la c o n ~ 5 W é  ~ é q u e n ü & e  d e s c e n d a n t e  ~ W L  9 et J d é d b l e  6LM 



3 1 l e  pavage c o ~ A L t u é  pair le6  erisembles f-' {UV 1 n K~ powr 
( ' 1  K E .F , senri-compact , 

a l o u  J e s t  une meswe d'indo)~nation de type Inf-o 6 W  .!? (n) qui pondede 

con.Cinuüé séquen~tieeee descendante 6w 5 . 

. DEMONSTRATION : 

D'après la proposition III 4.1, J est une mesure d'information 

de type Inf-0 sur ?(R). 

Il suffit donc de montrer que,pour toute suite décroissante (n'ncm 
C 

d' éléments de , on a 

Or J' possédant la continuité séquentielle descendante sur 

, il suffit de vérifier que 

l l'hypothèse 2) et la définition de J permettant de conclure. 

1 Or on a évidemment 

1 
( Soit E un ensemble et un pavage sur E.  Le pavage g est 

semi-compact [1 O], si toute famille dénombrable d ' éléments de t5 , 

I qui posséde la propriété de l'intersection finie,a une intersection 

non vide. 
-. 



Soit w1 € n f(Kn), montrons qu'il existe w E n K tel que f(w) = w'. 
n(N 

n 

Donc pour toute partie finie N C fN on a,en posant n = sup N 
O O O y 

Comme le pavage est semi-compact d'après 1 'hypothèse 31, 

et il suffit de prendre w dans l'intersection. 

III 5.5 - COROLLAIRE : 

e l  

S o i e n t  n et n' deux e s p a c e s  t o p o l o g i q u e s  s é p a i r é ~ ,  3; ( resp.* 1 

Le pavage AWL sz (resp. fif) conb&hé p m  les compacZes d e  n 

(reçp. nt). SoLt  f une appf ica/ t ion con;tinue d e  n dana Q'. 

Si 5' est  une mesme d'indoiuliat ion d e  t y p e  Inf-o 6WL (n), 

q u i  u.t l ' i n v e m e  d ' u n e  capaci;té d e  Choqu&,eX h i  ~'(f(n)) = 0 ,  alohc, 

J = JI O f d é ~ i d  6WL 9 (n) une m e s w e  d 'Lndonmation d e  t y p e  Inf-o, 

q u i  e ~ . t  L ' i n v e m e  d ' u n e  c a p a c i t é  d e  Ch0que.t. 



MESURES EXTERIEURES D ' 1NFORMATl O N  

Pour les mesures d'information, l'intérêt s'est porté surtout sur 

I celles qui sont a-composables. Rappelons (1.4 ; 1.5) que, F étant une opération 

de composition régulière et 9 une o-algèbre de parties d'un ensemble fi, on 

l 
dit qu'une mesure d'information J est composable de type F-a sur Y ,  si, 

l pour toute suite 
(An)ncN 

* d'éléments deux à deux disjoints de y ,  on a 

l'égalité ( 1  ) étant alors assurée pour toute suite d'éléments de 3 dans 
- 

le cas où l'opération de composition régulière est définie sur R+ x R+ 

par F(x,y) = Inf(x,y). 

l Si l'opération de composition régulière F est du type hyperbclique, 

une mesure d'information J composable de type F-o sur 9 est l'inverse 
d'une mesure o-additive sur 9 telle que p ( ~ )  = + et réciproquement, 

l 
• la a-composabilité de J et la a-additivité de p  exprimant la même 

propriété. 

* 
Or si p  est une mesure extérieure, c'est-à-dire une fonction d'en- 

O - semble définie sur J ( a ) ,  à valeur dans R+ , croissante, sous o-additive et 

* 
telle que pl(@) = O, la restriction de p à la o-algèbre des ensembles 



f 
u -mesurables est une mesure a-additive sur 3 (voir par ex. [20]). 

Si u*(Q) = + la fonction dlensemble J =- * 
n * ' définit sur (fi) 

U 
une mesure d'information et sa restriction à y est donc composable de type 
F-a avec pour F l'opération de composition régulière du type hyperbolique. 

Ainsi il est naturel dl appeler J* mesure extérieure d'information. 

Nous en précisons ci-dessous les propriétés pour une opération de 

composition régulière quelconque. 

IV 1 . 1  - DEFINITION : 

Soient Q un ennemble non vide, F une 0péhaAion de c o m p o a ~ o n  

0 .~égu&èhe ; nou6 &onn qu'une doncfion dlennemble J* dédinie nuh J (fi) 

ut une F-muwe exté/ueuhe d'in~ohmuition de type a n i  e l l e  véitidie 1.u 

phopitiétéh huivanteh : 

i ) J* ut à vdewr dam 6i+ ; 

2) J*(@) = + rn, J*(Q) = O ; 

3 )  J* es t  dEaodnante : A C B + J*(A) 5 J*(B) ; 

O 4 )  pow & J u t e  nw3e ( ~ ~ ) ~ d  d'élément6 de j ( a ) ,  on a 

On permet aux éléments de la suite (An)ncN 
* de ne pas être tous 

distincts ; pour toute famille finie ( A ,  ,Agy.. . ,A ) on obtient donc, en 
n 

associant la. suite ( A 1 y - ~ - y A n y  0 ,  @ y * - . ) ,  



IV 1.2 - CONSEQUENCES : 

(-> 
1 ) Toute mesure d'information de type Inf-o sur ù( (a) est une 

F-mesure extérieure d'information de type o et ceci quelle que soit l'opération 

de composition régulière F : 

il suffit en effet de remarquer que 

2) Il y a identité entre les mesures d'information de type Inf-a 

0 
sur ($2) est les Inf-mesures extérieures d'information de type o. 

IV 2.1 - DEFINITION : 

IV 2.2 - REMARQUES : 

1 ) Dans le cas où F est l'opération de composition régulière de 

* 
à la définition de type hyperbolique, cette définition conduit pour ~i = - -* 

* J 
Rogers [20] des ensembles 1i -mesurables qui est une ~ariante de celle de 

Carathéodory. Cette remarque nous permettra,par la suite, d'utiliser certaines 

techniques de démonstration de [20]. 

O 2) Pour une mesure d'information de type Inf-o sur (R) , 

tout élément de 9 (Q) est mesurable. 

3) Il faut toujours préciser l'opération de composition régulière 

F quand on parle d'ensembles mesurables comme le montre l'exemple suivant. 



Exempte : 

Soit L? un ensemble de cardinal s, . On pose pour tout 

* 
J (E) = + si card E 6 Ho 
J*(E) = 1 si H , < c a r d ~ <  

J*(E) = O si < card E 
1 

J* est une mesure d'information de type Inf-o sur 9 (Q) . Donc 
t + 

tout sous-ensemble de L? est J -1nf-mesurable. 

Soit F l'opération de composition régulière du type hyperbolique. 

D < après IV 1 .2, J* est une F-mesure extérieure d'information de type o. 

* 
Soit E tel que card E = x1 , E n'est pas J -F-mesurable 

puisqulil existe B C 1 E tel que card B =XI , 

IV 2.3 - PROPOSITION : 

SoLt  J* une ~ - m ~ u t e  ex..tétLieute dlui,$omnation d e  t y p e  ; un 

emembte E U t  J*-F-mautable hi, p o u t  h ( L t  A C E, t o d  B C 1 E, .tee6 

pue J*(A) $ A(F) et J*(B) # A(F) , A(F) étant l l euembte  d a  i d e m p o t e n a  

d e  F , on a 



DEMONSTRATION : 

On a J*(A U B) 2 F[J*(A), JX(B)] comme conséquence de la 

définition IV 1 .l. 

Si J*(A) ou JX(B) E A(F) , on a d'après les propriétés d'une 
opération de composition régulière 

Supposons que J*(A) = I~~[J*(A), J*(B)] , alors 

et comme A C A U B on a 

IV 2 .b - COROLLAIRE : 

Si r,(J*) : {X Q R+ : 3 A E p(0) , J*(A) = X I  est hclw d a m  

A ( F ) ,  Xoun Les bow-emembles de n 4on.t ~*-~-mesuhabbu. 

En particulier si r l  (J*) = {O, + m) , tous les sous-ensembles de 

r * 52 sont J -F-mesurables toute opération de composition régulière F. 



SoLt J* une F-mesme ex té f ieme d'indotrma.tZon de Xype o .  Alom 

11 t e s  eru>embtes nesaables  doment une D - m è b n e  9' de pahtieo 

de n q u i  cantient ta evuembla de m a m e  ex té f ieme d1hn6atuna;tia~ 

indinie .  

2 )  h i  ( E ~  icN* ut une h d è  d' endernbled de y* deux à deux 

din j a i n A ,  an a 

DEMONSTRATION : 

1 )  so i t  N E 9 ( R )  t e l  que J*(N) = + m . 

V A C  N , b ' B C  [ N  , 

* * 
puisque J*(A) 3 J ( N I  e t  que FE  a, J*(B)] = 3 ( B ) .  

On a donc J*(A u B)  = F[J*(A), J*(B)] 

e t  N e s t  mesurable. 

Donc e s t  mesurable d'après l a  propriété 2) de l a  déf ini t ion I V  1 . 1 .  

2)  Si E e s t  mesurable, E e s t  mesurable d'après l a  symétrie de C 
l a  définit ion I V  2.1 . 

3)  Soient El e t  E2 deux ensembles mesurables. 



Soient A C  E, u E~ et B c [(E, u E~), 

A u B = (A O E ~ )  U [(A u B) n [ E~]. 

El mesurable entraîne donc que 

E2 mesurable entraîne que 

J'((A U B) n 1 El) = F[J*(A n [ El), J*(B)] . 

Mais puisque El est mesurable 

Donc J*(A u BI = F~[J*(A n E~ 1, J*(A n 1 E, 1, J*(B)] 

On a donc E U E2 mesurable. 
1 

4) Soit ( E ~ ) ~ ~ ~ *  une suite d'ensembles mesurables deux à deux 

. disjoints. 

03 03 

Soient A C Ei et B C [ U E 
i=l i=1 i 

D'après le 3), V Ei est mesurable pour tout entier n > O. D'où 
i=1 

n 
puisque J*(A U B) 6 J*[(A 0 (U Ei)) U B] 

i=l 



Or les ensembles E. étant disjoints et mesurables on a 
1 

d'où, puisque l'inégalité ci-dessus a lieu quel que soit n Q DI* , 

or le membre de droite de l'inégalité ci-dessus vaut 

m 
t et d'après la définition de Ji, comme A C u Ei , 

i= 1 



et on conclut à la mesurabilité de ux Ei . 1 ) $2)  $3) ,4) assurent la première 
i€K? 

partie de la proposition. 

5) Démontrons la 2ème partie de la proposition ; soit ( E ~ ) ~ ~ ~ *  une 

suite d'ensembles mesurables deux à deux disjoints. 

D'après les inégalités 1),2),3),4), on a 

J'(A u B) 6 F[F a [J*(A n E ~ )  .. . . . J*(A n E 1 ,. . .] , J*(B)] 6 F[J*(A), J*(B)] 
n 

Or puisque ux Ei est un ensemble*mesurable d'après le 4) on a 
ieIN 

J*(A u BI = F[F_[J*(A n E, ,. . . ,J*(A n E ,. . .] ,J*(B)] . 
n 

Prenons B = @ ;  on obtient,puisque J*(B) = + 

J*(A) = F_[J*(A n E~ ,. . . J*(A n E 1 ,. . .] . 
n 

Prenons maintenant A = Ei ; on obtient 
if N 

ce qu'il fallait démontrer. 

IV 2.6 - CONSEQUENCE : 

La-restriction, à la a-algèbre des ensembles mesurables, d'une 

F-mesure extérieure d'information de type a est une mesure d'information de 

type F-a. 



des F-mesures extérieures d'information de type a. Nous utiliserons deux 

lemmes : 

IV 3.1 - LEMME : 

S o a  F une apékaaXon de compoahXon kégu.tiète ; 

a i  (xl,...,x n,...) E IR+ -N* et (yl , . . . Y  yn ,... E R+ -N* o n a  

d'où le résultat par passage à la limite lorsque n tend vers l'infini. 

IV 3.2 - LEMME : 

Si F ut une opéha.tbn de compoai-tlon k é g f i è t e ,  on peLLt c o u ~ u h e  

pom.touX Q E 10, + m[ , une6LU.te d'éléments de 10, + m[ X&e 

Fm[n1,.... n i  a Q . 

Remarquons que, si l'opération F est l'opération Inf, le résultat 

est trivial : on peut prendre " i = r) pour tout i cz IN*. 



- - 
1 ) Soit f l'application de IR+ dans R+ définie par f(x) = F(x,x) ; 

- 
f est continue et f(0) = 0, f(+ =) = + -. Donc f(G+) = R +  et on a 

. 
- si ri E A(F), F(n, ri) = T, et la suite constante de terme général ri>,ril 2 ri 

répond aux conditions de l'énoncé: 

- si n é  A(F), soit A = sup A et 
O 

A = inf A . 
AEA(F) " AQA(F) 
A < r i  A'i1 

comme A(F) est fermé, ho E A(F) et Am E A(F). 

Des propriétés des 1-semi groupes [17] , on peut déduire que [ho, hJ 

est un 1-semi-groupe (qui n'a pas d'autre idempotent que A et A et que 
O 

On a donc f([k ,AJ) = [A,,AJ et 
O 

Or F est simplifiable sur [Ao,hJ, c'est-à-dire que 

~(v,y) = ~(v,y') # A. =$ y = y' 

D'OÙ 
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e t  r i l  e s t  unique car  s i  n ;  tg ]ho,hm[: e t  ~ ( n ;  , n i )  = n , 

on a u r a i t  s i  n < n , ( resp .  s i  n i  > n l )  

F(n; , n i )  s F(n; ,O1) s F(nl  , n l )  

" 
( resp  . F(ni , n i 1  2 F ( ~ i , n ~  1 2 F(n 1 S n 1  1 )  

d'où n n 1  = n , e t  donc n i  = Q I  

On peut donc cons t ru i re  une s u i t e  s t r ic tement  c ro i s san te  (ni)gN* t e l l e  

que s i  E ]ho ,hw[  , on a i t  quel  que s o i t  i b  d , ni É ]hO,Am[:.  

2 )  Montrons dans l e  cas où n # A(F)  que 

Fa[nl ,. 9 n i >  ...] 2 n . 

h posant n = no , on a 

Vit i~ , n i  - - F(ni+l 9 ni+1 1 < F1(ni+l) = 

e t  ni+2) < F l ( n i + l ) ,  

1 

l e s  i n é g a l i t é s  é t a n t  s t r i c t e s  puisque F e s t  s impl i f i ab le  su r  [ho,h e t  

que l a  s u i t e  (ni)iEN d'éléments de ]ho ,A,[ e s t  s t r ic tement  c r o i s s a n t e .  
* 

Supposons que pour n e n t i e r ,  n > 3, on a i t  quel que s o i t  i E N, 



On a quel que s o i t  i € El , 

d ' où 

V i E N , ~ ~ ( n ~ + ~  ,-. . , 9 + n  1 < Fn-1(ni+199.*¶ ' i+n- 1 1 

- puisque s i  on a v a i t  1 ' é g a l i t é ,  on a u r a i t  "+n - Am . 

D ' a u t r e  p a r t ,  quel  que s o i t  i E IN, 

F ~ ( ~ ~ + ~ ~ ~ - ~ ,  ni+n) = ~ [ ï l ~ + , ,  ~ ~ - ~ ( n ~ + ~ , . . . ,  "i+n II 

e t  comme, pa r  hypothèse, 

I 

F ~ - ~ ( ~ ~ + ~ ¶ . . . '  ni+n) > n i + l >  

on a, l ' i n é g a l i t é .  é t a n t  " s t r i c t e ,  

Fn(ni+,...., ni+n) >  ri i+, , n i + l )  = n i  . 

Donc 

L a  s u i t e  ( ~ ~ ( n  ,.. . , 
ri n )  ) n a  * est s t r ic tement  décroissante  ; e l l e  

e s t  bornée inf'érieurement par , donc 



IV 3.3 - PROPOSITION : 

Soient (e une d a a e  de p W e s  de Q, H une (onction d'evuenible 

d é ~ i d e  h m  tf: a v d e m  dari6 6, et F une opétation de c o m p o ~ ~ o n  négulXZire 

t&es que 

. 
1) Q t Le ( k? est  un pavage am a ) ,  

3 )  powr .tout hecouvtrement a-indexé de n pm d e s  éléments ci 

de (e, on ait F CO [H(C~), ..., H(C~I~..*J = 0 . 

La ( o n d o n  dl ensemble, dédurie awr 9 ( a)  p a  

où l e  aup/~emum es2 p& p o w  tau les  rrecouvtrments a-Lndexéa de E pa t~  

d e s  élénentd de f , est  une F-meswe ertEhiw>re d ' u t ~ o m a t i o n  de type o. 

I Par convention on pose J*(E) = O s'il n'existe pas de recouvrement 

a-indexé de E par des éléments de k? . 

* 
DEMONSTRATION : 

- 
.a 1 )  J* est à valeur dans R+ puisqu'il en est ainsi de Fm.  

J'(Q) = O soit ,dt après 19hypothèse 3), soit d'après la convention. 



2)  J* e s t  décroissante  ; 

El C E2 , l e s  recouvrements a-indexés de E2 sont  des recouvrements 

* * 
O-indexés de El ,  donc J ( E l )  5 J (E2) . 

3)  Montrons que pour t o u t e  s u i t e  (Ei licm* dtéléments de S> (Q) 

* 
s i  F ~ [ J * ( E ~ ) ,  . . . , J (Ei) . . .] = O l e  r é s u l t a t  e s t  évident d 'après l e  1 ) .  

* t supposons donc Fm[J*(E1),...,J (Ei),.--] > 0 -  On a 

* - s i  F-[J (El ) , . . . , J*(Ei) , . . .] < + -, de l a  con t inu i t é  de F au po in t  

* * (F~[J*(E,) ,  ..., J ( E . )  ,... ] , + a )  on déduit  que quel  que s o i t  E R + ,  1 * 
il e x i s t e  q €'IR+ t e l  que 

* - - s i  F - ~ * ( E ~ )  ,... , J ( E ~ )  ,... ] = + m ,  puisque, quel que s o i t  x G R+, on 

a ~ ( x ,  + m )  = x,  

* * 
quel  que s o i t  E E R +  , il e x i s t e  TI E R+ t e l  que 

* 
Maintenant, E E IR+ é t a n t  donné, s o i t  0 E IR: t e l  que, su ivant  

* * 
l a  va leur  de Fm[J (El 1. . . , J (Ei) , .] , (i) ou (2) s o i t  v é r i f i é .  



Associons à 0, su ivant  l e  lemme I V  3.2,  l a  s u i t e  ( I ) ~ ~ ~ *  ; 

s i  n A on prendra pour une s u i t e  constante dont l e  terme 

* général  e s t  d i f f é r e n t  de J (E. ) pour t o u t  i E IN*. 
1 

* ( i l  
Pour t o u t  i E IN , il e x i s t e  une s u i t e  ( c j  )jiN* d'éléments de 

Z t e l i e  que U* cSi) 3 E~ e t  
j<N 

Donc, y* ( U  c ) e s t  un recouvrement O-indexé de 
i F N  j ( ~ *  j i< u* N Ei 

par  des éléments de ; d'où 

e t  en u t i l i s a n t  l e  l e m e  I V  3.1, 

' e t  dl  après  l a  d é f i n i t i o n  des 
i 

d'où l e  résultat. 
-- - 

- - 



IV 3.4 - REMARQUES : 

1 ) La condition imposée à <e d'être un pavage et à H d'être 

telle que H(@) = + n'a pour but que d'obtenir la valeur J*($) = + -. 

Si la classe (6 de parties de R ne contient pas l'ensemble $ on 

imposera alors la condition : 

* 
quel que soit 0 E R+ , il existe une suite (ci)%<$ d'éléments 

de (e , telle que 

2) Toute F-mesure extérieure d'information J* de type u peut 

être obtenue par la méthode de la proposition I V  3.3 Il suffit de prendre 

I V  3.5 - PROPOSITION : 

SOL$ J une rnesurre d t i n ~ o m ~ o n  campohabLe de type F-u dédinie b ~ r  

une o-d!gZbmz y. SoLt  J* La ~ - n t ~ w e  extehieme d t i n 6 0 W o n  de -type o 

obtenue à L'aide de 9, J et F .  S i  y* e s t  Ln O-dgèbke des en6ernbles 

~*-~-mesiuurbles, .ta h a f i c t i o n  J* de J* à y * ut une ex.ten6ion de J. 
13 

DEMONSTRATION : 

1 ) Les hypothèses de la proposition I V  3.3 étant vérifiées, J* 

est une F-mesure extérieure d'information de type o . 

2) Soient E E p(Q) et (A~)~(~* une suite d'éléments de Y 
telle que 



* Notons A = lJ* Ai e t  quel que s o i t  i E BI , B. = A. 
it$ iN 1 1 j<i  

On a B. E 
1 
y e t  B i n B  = @  s i  i f j .  

j 

Donc 

d'où J*(E) = sup F [ J ( c ~ )  ,... , J ( c ~ )  ,... J s SUP J ( A ) .  
m 

ci €5' 
U C  3 E  x$ i A SE 

Prenons d ' au t re  pa r t  l a  s u i t e  ( A  , . où A E 3 , A 3 E ; on a 

( 1 )  D'où 

3 )  Puisque e s t  s t ab l e  pour l ' opéra t ion  ( fl d)  l e  suprernum 

dans ( 1 )  e s t  a t t e i n t  ; en e f f e t  s i  ( A  ) * e s t  une s u i t e  d'éléments de i i € N  
3' 

t e l l e  que A.  3 E pour t ou t  i E N* e t  t e l l e  que J ( A i )  J*(E) , on 
1 

a, puisque 

4) Soi t  A E y.  Montrons que AG y* . 



Soient C C A et D C [ A .  

D'après le 3 h  il existe B E y tel que 

Comme C C A n B  et D C  [ A n  B ,  o n a  

(4) F[J(A n B I ,  J(  [ A  n BI] = J ( B )  

d'où à l'aide de ( 2 ) ,  ( 3 )  et ( 4 )  

l I V  3.6 - DEFINITION : 

Une F-menuire eztéiLieuire d l i n d o m a t i o n  J' de  type  u e n t  k é g u l i 2 h e  

O h i  queL que hoLt E E ((R , ee+C6te un ememble J'-~-rnenmable A XeL que 

I V  3.7 - CONSEQUENCES : 

* 1 ) Toute F-mesure extérieure d'information J de type u construite 

comme dans la proposition IV 3.5 à partir d'une mesure d'information J de type 
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F-a sur une o-algèbre Y est régulière. 

En effet 

. et le supremwn est atteint d'après la proposition IV 3.5 3). 

2) Nous avions défini au paragraphe III 3.1 la mesure extérieure 

O d'information J* sur (R), connaissant une mesure d'information J définie 

sur une classe de parties de 0, par 

Dans le cas où J est une mesure d'information de type F-o sur une 

o-algèbre Y , cette définition coïncide donc avec celle de F-mesure extérieure 

d'information construite & partir de y, J et F. 

IV 4.1 - PROPOSITION : 

SoLt  L un enaembte qu&conque dlin&ces. Un auppoae que, quel 
* pue do^* i E L J. e6.t une F - t n u ~ ~ e  eltéLeune dlin@una;tion de type O .  
1 

* 
A p 9(Q) , J'(A) = inf J~(A) , 

i EL 

J* e s t  une F - m m e  e r t é d e w e  d l i n d o W o n  de t y p e  o .  



DEMONSTRATION : 

* 
11 e s t  c l a i r  que J' e s t  à valeur dans IR+, ~ ' ( 0 )  = + =J; J ( fi) = 0 .  

De plus  J* e s t  décroissante.  

So i t  ( A j  ) jcN * une s u i t e  d'éléments de 3 9 (il) ; on a 

e t  comme 

on déduit  que 

d 'après l a  d é f i n i t i o n  de J* . 
Remarquons que s i  F(x,y)  = ~ n f ( x , y ) ,  c e t t e  proposit ion peut ê t r e  

considérée comme c o r o l l a i r e  de II 4.6. 

I V  4.2 - PROPOSITION : 

une ~a,m&.te décrro.hante d e  ~ ~ - r n e d ~ e d  e l t e h i e m e d  

d 'in{o/unation- de  t y p e  o .  

La donotion d'ensemble dt{.in.le pm 



ult une mehwrc? d ' i n ~ o m ~ o n  de  t y p e  ïnf o. 

DEMONSTRATION : 

O * Quel que soit t R+ , soit 3, = {BE. J (Q) : Jt(13) = + ' 1  ; 
0 3, est un o-idéal de J ( R )  puisque 

2)  A c B, B E 3, J ~ < A >  = + a, puisque J: est décroissante, 
l-f 

donc A E J 

3 )  E 3, 3 v n E IN + u E 3, puisque 
naN 

* 
Jt(U An) zFwp ,..., w ,... ] = W .  

n€(N 

la famille de o-idéaux (3 ) est décroissante : 
t t€R+ 

A E 3, M J:(A) = + w, 

* 
J,(A) = + a 3 JQ(A) = + pour O s < t 

donc A E 3,d. , o S s < t m  
s 

Montrons que J* est une mesure d'information. 

* 
1) J* est à valeur dans R+ ; J'($) = +a, misque ~ ~ ( $ 1  = + 

quel que soit t E R+. 

4 

?# 
J*(Q) = sup {t E R+ : J,(Q) = + -1 = sup $ = 0. 

2) J' est décroissante, puisque J: est décroissante quel que 

soit t E IR+. 



~ @ donc 

1 

3) On peut écrire 

J*(A) = sup {t E iR+ : A é 3,) 

J*(U nn) = sup {t E R+ : U An E 3 tl ; 
n€nV n€lN 

Donc J* est une mesure d'information de type Inf-u sur 9 (QI. 

REMARQUE : 

On ne peut pas appliquer directement la méthode de construction 

de mesures d' information de type Inf-o de [7] puisqu'on n'a pas 
O 

IV 5 - Nous terminons ce chapitre et cette première partie en signalant que 

les mesures extérieures d'information semblent apporter un certain nombre de 

possibilités nouvelles en théorie de l'information . 

D'une version plus générale de la proposition IV 4.2 et de résultats 

annexes, J . Kampé de Fériet et Nguyen-Trung Hung [II] déduisent une interprétation, 

par la théorie de l.'information, de la dimension de Hausdorff. 

D'autre part, nous utiliserons dans un travail prochain, la construction 

de mesure extérieure étudiée au paragraphe IV.3 pour obtenir des solutions au 

problème de convergence de familles de mesures d'information de type F -a vers 
t 

une mesure d'information de type Inf-o. Pour le cas de mesures d'information de 



Wiener-Shannon 

nous n'avons jusqu'alors, par d'autres procédés, que peu de résultats ; voir 

cependant [8] ou notre exemple publié dans [IO] . 
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DEUXIEME P A R T I E  

--------------- 

Dans cette partie nous reprenons dans un exposé global des résultats 

que nous avons publiés dans [8], 191, [IO] et [II]. 

Nous définissons trois méthodes d'estimation : la méthode du quasi- 

2 
maximum de vraisemblance, celle du quasi-minimum et celle du x quasi- 

minimum, dans le cas de processus de Markov homogènes à temps continu. 

On trouve dans [l] et [b] la méthode du maximum de vraisemblance, 
2 

dans [b] les méthodes du minimum et du x minimum, dans le cas de processus 

de Markov à temps discret, puis à temps continu, avec un espace de paramètre 

@ C R" et sous des hypothèses de dérivabilité par rapport au paramètre. 

Dans [12], on introduit la méthode du quasi-maximum de vraisemblance pour des 

processus de Markov à temps discret, sans l'hypothèse de dérivabilité par rapport 

au paramètre. La convergence presque-sûre des estimateurs est démontrée, mais 

2 on suppose leur existence. Dans 151, on étudie les méthodes du Y minimum et 

2 
du x minimum pour des processus de Markov à temps discret sans l'hypothèse 

de dérivabilité et les théorèmes d'existence de ces estimateurs sont prouvés 

à l'aide d'une version de nos résultats [8] sur l'application des théorèmes de 

sélection en théorie de l'estimation. 

Notre étude porte sur les trois méthodes d'estimation dans le cas 

de processus de Markov homogènes à temps continu et du type de sauts. L'espace 

de paramètre @ est, suivant les cas, un espace lusinien, un espace métrique 
séparable, pour les théorèmes d'existence des estimateurs ; un espace métrique 

compact ou un espace topologique séparé pour les théorèmes de convergence de 

ces estimateurs. 



THEUREMES DE SELECTZUN ET PUELlMlNAlRES SUR L'ESTIMATION 

VANS DES PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS CONTINU 

Dans ce c h a p i t r e ,  nous in t rodu i sons  d 'abord l e s  no t ions  u t i l i s é e s  

pour l e s  t r o i s  méthodes d ' e s t ima t ion  de paramètre que nous é tudions  dans c e t t e  

deuxième p a r t i e .  

Après a v o i r  p r é c i s é  l a  te rminologie  s u r  l e s  a p p l i c a t i o n s  multivoques 

e t  l e s  s é l e c t e u r s ,  nous rappelons l e s  théorèmes de s é l e c t i o n  de KURATOWSKI- 

RYLL NARDZEWSKI 171 e t  de HIMMELBERG-VAN VLECK [6] e t  nous en c i t o n s  des vers ions  

u t i l i s a b l e s  pour l e s  problèmes d ' e s t ima t ion .  

Nous donnons e n s u i t e ,  dans un b r e f  exposé, l e s  condi t ions  imposées aux 

processus de Markov à temps con t inu  pour l e s q u e l s  nous dé f in i s sons  aux c h a p i t r e s  

V I  e t  V I 1  des méthodes d ' e s t ima t ion .  

V I -  So ien t  $2 e t  @ deux ensembles non v ides .  

Une appficu-thn tnuWvoque r de Q dans @ e s t  une a p p l i c a t i o n  

d é f i n i e  s u r  il, à v a l e u r  dans 1 'ensemble 9' ( @ ) - {@} des p a r t i e s  non v ides  

s o i t  B E R @  ) - { O ) ,  on pose 

S i  ( n ,  a) e t  ( @ , % ) sont  deux espaces mesurables,  une app l i ca -  

t i o n  multivoque r de n dans @ e s t  d i t e  a - c - m ~ ~ ~ a b &  s i ,  que l  que s o i t  

B E  g ,  on a r - l ( ~ ) ~  a. 



Lorsque (O,%) e s t  l ' e space  mesurable formé de l ' e space  métrique 

@ e t  de s a  t r i b u  ( ) borél ienne , nous adoptons l a  terminologie de 

Himmelberg-Van Vleck dans [6] pour d i r e  pue l ' a p p l i c a t i o n  multivoque ï' e s t  

"p0iM;t- & ~ & "  ( r e sp .  "poin t -cornp~~")  lorsque  pour t o u t  w E $2, 1 'ensemble 

r(w) e s t  fermé ( resp .  complet) dans 0 .  

V 2 -  Etant donnés deux ensembles non vides L? e t  O,  . s o i t  I' une appli-  

ca t ion  multivoque de 52 dans@.  

Les éléments du produi t  c a r t é s i e n  TT r ( w ) ,  c 'es t -à-d i re  l e s  appli-  
wn 

cat ions  f ,  dé f in ies  s u r  0 ,  à valeur dans @ , t e l l e s  que 

sont  appelés hélecXeultb de r 171. 
Les théorèmes de ~ é b e c t i ~ o n  consis tent  à montrer,  sous c e r t a i n e s  

hypothèses f a i t e s  s u r  l ' a p p l i c a t i o n  multivoque ï', l ' e x i s t e n c e  d'un s é l e c t e u r  

ayant ce r t a ines  "bonnes" p ropr ié t é s .  

v 3 -  Pour l ' e s t i m a t i o n  nous ne demanderons à un s é l e c t e u r  que des p r o p r i é t é s  

de mesurabi l i té .  Les théorèmes de s é l e c t i o n  qui  nous seront  u t i l e s  sont ceux de 

Kuratowski-Ilyll Nardzewski l71 e t  de Himmelberg-Van Vleck [ 6 ] .  

On peut énoncer l e  théorème de Kuratowski-Ryll Nardzewski de l a  manière 

su ivante  : 

Soien t  n un e a m b l e  non vide et (e une dgèbae de hou-en6 enible6 

de n. 

sot  @ wi ebpace rnéfipue cornflet s ~ p ~ a b t e .  

.................................... 
( l )  Dans c e t t e  p a r t i e  nous d i rons ,  comme c ' e s t  souvent l ' h a b i t u d e  en t h é o r i e  

des p robab i l i t é s ,  t r i b u  p l u t ô t  que a-algèbre. 



S i  r e s t  une a p p f i c d o n  muetivoyue "point- dehmé" de n  dam @ 

t&e que, puel pue 6 o L t  l e  d o & - e ~ e m b l e  ouveht G d e @ ,  ~ - ' ( G ) E < ~ I ,  
d o n a  eeriste une appeication f de n  dari6 0 ,  q u i  e s t  un sélecte.few 

pom r et qd e s t  t e l l e  que f-' ( G )  E <e quel que soLt l e  s o u - e ~ e m b t e  
u 

ouveht G de @ .  

On déduit  de ce théorème l a  proposi t ion  suivante : 

S i  (ay a) e s t  un espace ma unable, @ un espace méakique complet 

dépç~rable e-t % s a  M b u  bohéfienne, et s i  l 'application muU2voque r de 

n  d m  est  "point- ~ r n é ~ l  et û -E -mesunable, a e o ~  eriaze pow r un 

séleotewr f q ~ ~ i  e s t  CI - Z - m e s w b l e .  

U t i l i s a n t  l a  vers ion  du théorème de s é l e c t i o n  de [71 que nous avons 

rappelée,  Himmelberg e t  Van Vleck donnent dans [6] deux versions nouvelles  

conduisant à des théorèmes de s é l e c t i o n  dans l e  cas  où 1 'espace @ e s t  métrique 

séparable ou l o r s q u ' i l  e s t  l u s i n i e n  ( 1 

Le premier théorème s'énonce comme s u i t  : 

SoLt n  un mernble non vide et a une &iibu de pahties de n ; 

soient @ un espace aéthipue hépanable et r une appe*cation muetivoyue 

"point-complet" de n  W @ t&e que, yu& que h o L t  l e  sou-ememble 

&mé K de @, r ( K .  A e o ~  ie e M Z e  un héleoteuh p o w  .r q u i  e s t  

t e X  pue, quel q u e h o L t l e  sou-ememble &mné K d e @ ,  f- ' (~)€a.  
Nous en déduisons facilement l e  c o r o l l a i r e  suivant  : 

S i  (n, a) es t  un espace m e s w b l e ,  h i  @ e s t  un espace séakique 

sépahable et s a  M b u  bohéfienne, et s i  l lappeication mmLetivoyue r de n  
.................................... 

( ' )  Un espace topologique est l u s i n i e n  2 y s ' i l  e s t  mgtrisable e t  s ' i l  e s t  

l ' image d'un espace polonais  par  une app l i ca t ion  continue b i j e c t i v e .  



- 85 - 

dari6 @ e s t  " p o i n t -  complet" et -z-mes unable, d o a  .il ceriste un n éeeotewr 

r powr r ,  a-Z-oteswrable. 

Si @ est un espace lusinien, le théorème de Himmelberg-Van Vleck 
s'énonce : 

SoLt ( (n, a) un espace meswuzble, d o i t  @ un espace XaOzien muni 

de ha W b u  bokélienne 'c et n o L t  r une appLiccatin mu&ivoque "point-dehmé" 

de fi dari6 @ , a-Ce-meamble ; d o m  e d t e  un aé lec tew  f powr r, 

es t  a - b - m e a w b e e .  

V 4 -  Les méthodes d'estimation proposées aux chapitres suivants conduisent 

à des inégalités auxquelles les estimateurs, considérés comme fonctions mesurables 

de la variable w, doivent satisfaire. L'existence de ces estimateurs sera prou- 

vée à l'aide de la proposition V 4.1 ou de la proposition V 4.2. 

V 4.1 - PROPOSITION : 

So i t  (Q&,P) un upace  ptrobabiti~é. Soi t  (@,z) un apace  mesu- 

u b l e  compoaé d'un espace méMque népmable (resp. espace l u i n i e n )  @ et de 

da M b u  botréaenne z. 
SoLt 9 une donotion numéhigue dédinie nwr n x @ t&e que, p o m  

tou t  w E n l ' m e m b l e  { e ~ @  : Ip(W,~) )- O}, que n o u  notom r(d, nenoLt  

pas vide. S i  l lappficat ion mul%voque r de n h @ q u i ,  à w E &it 

co~~espondne r(w)~Q(@) - {@} ut a - % - m e s u l e  et "point-complet1' 

(resp. llpoui.t- d m é " ) ,  alou e u t e  une a p p f i U o n  O* de n druts 0 ,  
!if 

a - r - n u w b ~ e ,  et que powr *OUA E n, 9 ( @ , O  (O)) 2 o. 

Dans le cas où l'espace @ est métrique séparable (resp. lusinien) 
cet énoncé est une adaption du corollaire du premier théorème de Himmelberg- 

Van Vleck (resp. du second théorème de Himmelberg-Van ~leck) . 



Une au t re  version des théorèmes de sé lec t ion ,  u t i l i s é e  en t héo r i e  

de l ' e s t imat ion  s 'appuiera su r  un théorème de project ion de t r i b u  produit  : 

Appelons hypo;thèbe ( H )  l 'hypothèse suivante : 

Un espace mesurable (@,z) e s t  d i t  v é r i f i e r  l 'hypothèse (u ) ,  s ' i l  

e s t  t e l  que 

1 )  l a  t r i b u  s o i t  l a  t r i b u  r(3) engendrée par un pavage semi- 

compact ( ' j  3; sur  O ; 
2 )  quel  que s o i t  A élément de 3 ,  il ex i s t e  une s u i t e  

(An ) ncm 

d'ensembles de y t e l l e  que [A = u An. 
ndN 

Le théorème de project ion.de  t r i b u  produit  s'énonce a i n s i  : 

So i t  (n,CL,p) un enpace p o b a b U é  complet ( 2 ) .  So i t  ((0;z) 
un enpace m u  wrable véhi&ant l ' hypotha e (ti ) . 

La démonstration u t i l i s e  des propr ié tés  des ensembles analytiques 

e t  des capaci tés .  L'hypothèse de complétude de l ' e space  probabi l i sé  (Q,&,P) 

permet de montrer que l'ensemble &(a) des p a r t i e s  analytiques de a e s t  

éga l  à a. 

V 4.2 - PROPOSITION : 

So i t  ( Q , ~ , P )  un enpace y~hobab.XAé complet. Soct (a,%) un 

enpace muwuzble composé d ' u n  upace  méfique compac;t @ &t de 6a Ahibu 

b o h e f i e n n e z .  Soct h une donotion numéhique dédinie AWL Q @, - 

m u  wrable, ;t&e que, pouh XouA: OI E n ,  h (u, . ) b o a  b emi- continue b~péhieuhe- 

.................................... 
1 

( ) pour l a  dé f in i t ion ,  vo i r  page 53, 
2 

( ) dans l e  sens : t ou t  ensemble P-négligeable e s t  a -mesurable. 



ment ( resp .  . semi-con;tinue i n d é ~ e m e m e n t )  A W ~ O .  

E 2 O étavtt danné ( resp .  c 2 i  etant donné), dR exinlte wze appa-  

cation e*  de n daa @ , a -r-mesunnbte ZefXe pue, p o u  t o u t  w E Q - 

* 
h(w,0 ( a ) )  2 sup h(w,s)  - E 

SEO 

(resp .  h(o ,O* ( w ) )  5 c i n f  h(w,s)  . 
se@ 

La démonstration s e  f a i t  en p lus ieurs  étapes : 

1 )  nous posons 

(resp.  f ( w , e )  = c in f  h(w,s) - h ( o , e ) )  
S C @  

puis nous définissons l ' a p p l i c a t i o n  qui, à w E. fi associe  

r(w) = { e c @  : y ( ~ , e )  O}. 

r  e s t  une app l i ca t ion  multivoque de fi dans @ puisque l a  semi- 

con t inu i t é  supérieure ( resp .  semi-continuité i n f é r i e u r e )  de h(w, . )  s u r  l e  compact 

@ assure  que r ( ~ )  e s t '  à valeur  dans p(@)  - {@}. 

2 )  l ' a p p l i c a t i o n  multivoque ï e s t  "point-fermé". 

C 'es t  encore une conséquence de l 'hypothèse de semi-continuité supé- 

r i e u r e  (resps semi-continuité i n f é r i e u r e )  de h(w,.) pour t o u t  w € 0 .  

3 )  1 , ' app l i ca t ion  multivoque r e s t  a -'IP-mesurable : 



(W E Q : sup h(w,s)  z a l  = projQ{(w,O) E Q  x @  : h(w,e) 3 a} 
s  €63 

quel  que s o i t  a e  B. 

( resp .  {w E Q : i n f  h(w,s) a  = projQ{(w,O) G fi x @ : h(w,û) s a l  

quel que s o i t  a  ( R ) .  

Du théorème de project ion de t r i b u  produit ,  applicable pour l ' espace  

mesurable (O,%) qui v é r i f i e  l 'hypothèse ( H )  avec l e  pavage formé par l e s  

pa r t i e s  fermées de @, on déduit que l ' app l i c a t i on  

sup h ( . s )  ( resp .  i n f  h ( . , s ) )  
SC@ s i 0  

e s t  a-mesurable .  

Puisque h . .  e s t  a @ % - m e s u r a b l e ,  on en déduit que @(.,.) 

e s t  a -mesurable e t  donc que l e  graphe de I" 

d'après l a  dé f i n i t i on  de r .  

D'oÙ,dlaprès l e  théorème de project ion de t r i b u  produit,  l a  a-te- 
mesurabi l i té  de l ' app l i c a t i on  multivoque r .  

En e f f e t ,  

4) on peut a l o r s  appliquer à r l e  co ro l l a i r e  du théorème de 

Kuratowski-Ryll Nardzewski (ou l e  second théorème de Himmelberg -Van ~ l e c k ) .  



v 5 -  Comme nous l lannonçons au  début de ce  c h a p i t r e ,  nous avons rassemblé 

dans ce paragraphe l e s  condi t ions  imposées aux processus de Markov à temps 

con t inu  pour l e s q u e l s  nous a l l o n s  d é f i n i r  des méthodes d ' e s t ima t ion .  

S o i t  un à o r é l i e n  de R" e t  s o i t  3 l a  t r i b u  boré l ienne  de=. 

S o i t  un processus de Markov homogène, à temps con t inu ,  dont l ' e s p a c e  des é t a t s  

e s t  (w,$) e t  dont l a  f a m i l l e  des p r o b a b i l i t é s  de t r a n s i t i o n  e s t  

Supposons que ces  p r o b a b i l i t é s  de t r a n s i t i o n  Pt ' t E iR+, dépendent 

d 'un paramètre 8,  B E @  , dont l a  "v ra i e  va leur"  e s t  8 ( 0  E@ ) .  @ e s t  
O O 

i c i  un ensembleadont nous p réc i se rons  l a  na tu re  p l u s  l o i n , e t  que nous munirons 

d'une t r i b u x .  Nous noterons  donc Pt ( . , . ;e ) l o r sque  l a  "valeur"  du paramètre  

e s t  0.  

Nous supposons que l e  processus v é r i f i e  l a  cond i t i on  su ivante  : 

( c )  Quel que s o i t  0 e@ , l i m  Pt(x,{x};8) = 1 ,  uniformément en x. 
t-to 

Nous savons que, sous ( c ) ,  que l  que s o i t  e E @, 

1 - pt(x,{x};e)  
a )  l i m  = ~ ( x ; e )  r < - ; 

t-t O t 

c e t t e  l i m i t e  e s t  a t t e i n t e  uniformément en x.  

c e t t e  l i m i t e  e s t  a t t e i n t e  uniformément en B C xn [{x}. De 

p l u s ,  que l  que s o i t  x € x ,  ~ ( x ,  . ; O )  e s t  une mesure p o s i t i v e  I 
bornée s u r  B n (=CI [{x} , $ n (Xn  f{x> ) désignant  l a  t r i b u  

b b 

t r a c e  de l a  t r i b u  boré l ienne  8 s u r x n  [{XI. 

C )  Q ( x , X ~  (jx);e) = Q ( ~ i 8 ) .  

Pour des r a i s o n s  de commodité d ' é c r i t u r e ,  nous posons : 



VecO, XEX, Q ( x , { x I ; ~ )  = O Y 

ce qui  nous permet par l a  s u i t e  d ' é c r i r e  (d 'après  c / )  que 

tl ee@ , *d x c ~ ,  Q ( x , X ; ~ )  = Q ( x ; ~ )  , 

e t  de d i r e  que, quel  que s o i t  B E @ ,  e t  quel que s o i t  x f x ,  Q ( x , . ; B )  

e s t  une mesure pos i t ive  bornée déf in ie  su r  % . 

s o i t  ( x , ) , ~  une fonction a l éa to i r e  Markovienne, séparable,  dé f in ie  

su r  un espace probabi l i sé  ( Q , ~ , P )  e t  at tachée au processus de Markov p r éc i t é .  

On s a i t  que sous l 'hypothèse ( c ) ,  presque tou tes  l e s  t r a j e c t o i r e s  sont des 

fonctions de sau t s .  D'après Il], on supposera que : chaque t r a j e c t o i r e  e s t  une 

fonction de sau t s  continue à d ro i t e  ( c e  qui n ' e s t  pas une r e s t r i c t i o n )  ; quel 

que s o i t  eé@ , i n f  Q(x;e)  > O ; quel  que s o i t  0 E @ e t  quel que s o i t  
x c x  

t e  IR+, Pt(x,{x};e) est%-mesurable. 

Pui s que ( X t ) t C f R +  a  ses  t r a j e c t o i r e s  qui sont des fonctions de sau t s  

continues à d ro i t e ,  s i  on désigne par z l , z  2 , . . . ,z  n '" '  
l e s  é t a t s  success i fs  

(zk # z ~ + ~ )  p r i s  par l a  t r a j e c t o i r e  ( x t ( u ) ) t ~ ~ +  e t  pa r  r1,r2,. . . ,rn, . . .  l e s  

durées respect ives  de l a  t r a j e c t o i r e  dans ces é t a t s ,  on a 

Ces rn, n  E N*, sont tous f i n i s ,  Far nous avons supposé que quel  

que s o i t  e f @ , i n f  Q ( x ; ~ )  > O ,  (il n'y a  donc pas d ' é t a t  absorbant) .  
x€3c 

On-peut d i r e  q u ' i l  ex i s t e  2 su i t e s  de var iables  a l é a to i r e s  

(zk)k* 
* e t  t e l l e s  que 



p (0 )  r ep ré sen te  i c i  l a  durée de sé jou r  de x ~ ( o )  dans l ' é t a t  Z ( w )  après  n  n  

l e  (n-1)-ième s a u t .  
< 

Désignons p a r  v l e  nombre ( a l é a t o i r e )  de s a u t s  pendant l ' i n t e r v a l l e  
t 

de temps LO , t] , nous avons 

( 'n 'na  
* e s t  une fonc t ion  a l é a t o i r e  de Markov, à temps d i s c r e t ,  dont 

l ' e s p a c e  des é t a t s  e s t  ( )  e t  dont l a  p r o b a b i l i t é  de t r a n s i t i o n  e s t  

Q(*, . ; 0 )  
lo rsque  l a  "valeur"  du paramètre e s t  8. 

~ ( * ; 0 )  

On démontre d ' a i l l e u r s  que : pour a 2 0, 

e t  pour 

- - Q(zn3A;8) , P.S. .  

Ces deux é g a l i t é s  montrent que l a  fonc t ion  a l é a t o i r e  
( ( Z n ~ n ) ) n r r i *  

dont l ' e s p a c e  des é ta ts  e s t  X x R:, e s t  de Markov. Sa  p r o b a b i l i t é  de t r a n -  

w 
s i t i o n  F e s t  d é f i n i e  p a r  : que l  que s o i t  ( x , a ) c  E x  R+ e t  que l  que s o i t  

s 

A x B E 3 x (IR: nR ) , (où R désigne l a  t r i b u  borél ienne de IR) 



Dans Cl], on énonce l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

-- S i  quel  que s o i t  B E @  , il e x i s t e  une p r o b a b i l i t é  absolue s t a t i o n n a i r e  
A 

unique ( ;  pour 
('n'ncai 

* e t  qui e s t  t e l l e  que quel  que s o i t  XE=, 

a l o r s ,  l a  fonction a l é a t o i r e  
( ( Z n ~ n ) ) n t N f  

a  une p r o b a b i l i t é  absolue s t a t i o n -  

n a i r e  unique ~ ( . ; e )  qui domine s e s  p r o b a b i l i t é s  de t r a n s i t i o n  ( p r o b a b i l i t é s  

de t r a n s i t i o n  de ( (',yn) 

-- S o i t  f une appl icht ion  mesurable de jC 2 x R: dans IR, a lo r s ,  q u e l l e  que 

s o i t  l a  l o i  i n i t i a l e  de ( ( ~ ~ , f ~ ) ) ~ ~ ~ *  ( c e t t e  l o i  peut ê t r e  d i i f g r e n t e  de p), 

s i  

e x i s t e  e t  e s t  f i n i e ,  on a  quand T -t CO, 

D'autre p a r t ,  suivant  l ' exposé  de Pi] , pour A E 9 e t  B E  3 , 
désignons par  (A;u) l a  durée t o t a l e  de s é j o u r  de X ( u )  dans A pour 

T t 

t E[o,T], e t  par  N ~ ( A x B ; ~ )  l e  nombre de s a u t s  de x t ( o )  de A dans B, 



pour t E [o,T]. Pour t o u t  w E a ,  TT( 9 )  e s t  une mesure f i n i e  p o s i t i v e  s u r  

3 e t  N ( .  ;o) e s t  une mesure à valeur  e n t i è r e  p o s i t i v e  s u r  9 8 . 9  , t a n d i s  
T 

que, pour t o u t  A 4 3 e t  pour t o u t  B  E 3, T ~ ( A ; .  ) e t  N ~ ( A X B ; .  ) son t  deux 

va r i ab les  a l é a t o i r e s  r é e l l e s  (que nous noterons,  pour s i m p l i f i e r ,  respectivement 

r T ( A )  e t  N ~ ( A x B ) ) .  N ~ ( X  xX) n ' e s t  a u t r e  que v notée précédemment, l o r s  T  

de l ' i n t r o d u c t i o n  de ( z ~ ) ~ ~  J: . Supposons que, quel  que s o i t  X E = ,  quel  que 

soit A C 3  , quel  que s o i t  9  É @ , l i m  P , ( x , A ; ~ )  = n  ( A ; B ) .  Alors ,  n(A;oo) 
t+a 

e s t  une absolue s t a t i o n n a i r e  unique pour . L'emploi de 

c e t t e  p r o b a b i l i t é  ( 9  e s t  t r è s  commode pour l e s  c a l c u l s  que nous ef fec tue-  

rons ci-dessous. Rappelons à c e  propos e t  pour te rminer ,  que, quand T -+ a ,  



CHAPITRE V 1  

METffODE DU QUASI-MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 

POUR DES PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS CONTINU 

Bi l l ings ley  [l] e t  Bui Trong Lieu [b] ont é tud ié  l a  méthode du maximum 

de vraisemblance dans l e  cas de processus de Markov à temps d i s c r e t ,  p u i s  à 

temps continu,sous l 'hypothèse de d é r i v a b i l i t é  p a r  rapport  au paramètre, avec 

un espace de paramètre @ C lRn. Dans 1121 Roussas i n t r o d u i t  l a  méthode du 

quasi-maximum de vraisemblance pour des processus de Markov à temps d i s c r e t ,  sans 

l 'hypothèse de d é r i v a b i l i t é  par  rapport  au paramètre. I l  démontre l a  convergence 

presque sûre  des est imateurs,  m a i s  pas l e u r  exis tence .  

Nous t r a i t o n s  i c i  l a  méthode du quasi-maximum de vraisemblance pour 

des processus de Markov s t a t i o n n a i r e s  à temps continu e t  du type  de s a u t s .  L'es- 

pace de paramètre e s t  un espace l u s i n i e n  ou un espace métrique séparable dans 

l ' é t u d e  de l ' e x i s t e n c e  des est imateurs ; il e s t  métrique compact dans l e s  théo- 

rèmes de convergence de ces est imateurs.  

Ce chap i t r e  comporte t r o i s  paragraphes : dans l e  premier nous dé f in i s -  

sons l a  méthode ; dans l e  second nous énonçons, en u t i l i s a n t  l e s  vers ions  des 

théorèmes de s é l e c t i o n  que nous avons données en V 4 , l e s  r é s u l t a t s  concernant 

1' exis tence  des est imateurs du quasi-maximum de vraisemblance ; quant au t r o i -  

sième paragraphe, i l  e s t  consacré aux théorèmes de convergence de ces es t imateurs .  

VI 1 - S o i t  un processus de Markov dont l ' e space  des é t a t s  e s t  ( ~ ~ 0 )  dont 

l e s  p r o b a b i l i t é s  de t r a n s i t i o n  son t  
Pt, 

t E IR+, e t  qui v é r i f i e  l e s  condi t ions  

pré l iminai res  du paragraphe V 5 .  



Supposons q u ' i l  e x i s t e  une mesure p o s i t i v e  a - f i n i e  s u r R ,  

indépendante de 8, t e l l e  que, quel  que s o i t  x E e t  quel  que s o i t  

O € @ ,  Q ;  s o i t  absolument continue par  rapport  à . A  ; 

Notons q ( x , .  ;8)  une version $% -mesurable de l a  dérivée de 

I Radon-Nikodym de ~ ( x , .  ; O )  par  rapport  à A. Et poscns 

( 1  L , ( ~ ; u )  = - j Q(x;e)drT(x;w) + j Log q ( x , y ; e ) m T ( ~ , y ; w )  . 
n x2 

Comme c ' e s t  mentionné dans 141,  l ' i n t r o d u c t i o n  de LT(e;w) e s t  

motivée par  l e  f a i t  que dans [4] , avec 8 E ni, l ' équa t ion  d i t e  de vraisem- 

blance,  à un terme asymptotiquement négligeable p rès ,  s ' é c r i t  : 

~ x p r i m é e  à l ' a i d e  de ( (zn,pn) IN$, L (9 ;w) peut s ' é c r i r e  : 
T 

C 'es t  donc l ' express ion  qu i ,  asymptotiquement, e s t  l a  même que c e l l e  

* présentée  par  B i l l i n g s l e y  dans [l] . 

DEFINITION : 

( ( E ~ ) ~ a +  
une ~amLUe de nombaea boané~ paaiAid~ ou nu.&. NOUA 

di60116 qu'un es;timatewr 8; de eo e a t  un w.Citinaterur du quaai-maximum de 

vtLainemblance de coeddident  A '2 es t  une v d a b l e  déaAo&e dédinie 
.-- - - - - - - - - - -  - - - 
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l1  es pace m a  wable  ( n ,OC] , à va lem danb R ' espace mes wuzble , , cllt 

t e l l e  que, quel que 40i.t w É R ,  

L (e 'p(w);o) Z sup LT(BiO) - E 
T e€@ T 

Nous cho i s i s sons  de préférence  E p e t i t ,  e t  l a  f a m i l l e  
T (' T ) T ~ R +  

déc ro i s san te  en fonc t ion  de T. Lorsque pour  t o u t  w E 0 e t  pour t o u t  T E  L R + ,  

l e  supremum sup L (0 ;w ) e s t  a t t e i n t ,  nous pouvons prendre E = O ,  s a n s  pour 
ee0 T T 

c e l a  en f a i r e  une r è g l e  absolue ,  c a r  E > O peut  p r é s e n t e r  des  avantages,  pa r  T 

exemple l o r s  d 'un recours  à des procédés de c a l c u l  numérique. 

V I  2 - Les t r o i s  p ropos i t i ons  énoncées ci-dessous a s su ren t  l ' e x i s t e n c e  d ' e s t i -  

mateurs du quasi-maximum de vraisemblance. 

V I  2.1 - PROPOSITION : 

Si E e s t  ~a%iotenient po~iaZ6, n i  @ ut un espace lusinien,  n i  Ce 
T 

e s t  6a X b u  boiléfienne, et 6 i  l 'appl icat ion muh2vopue iT de Q d a a  @ , 

e s t  a -c-mcu wuzble et "point- @unél1, a l o u  il eeriste au moiu un  e s~ tna teun  

* du quasi-maximum de vm&emblance de coed&c*ent E de eo. 
OT T 

On o b t i e n t  c e t t e  p ropos i t i on  comme c o r o l l a i r e  de V 4.1 en posant  



VI 2.2 - PROPOSITION : 

~i E T  e6.t ~ ~ ~ i o t e m e n t  poniti6, n i  @ M Z  un espace m w q u e  népa- 

m b l e ,  n i  e s t  na .thibu bonétienne, e* n i  ltapplXcaLion rnlLetivopue rT dédinie 

dam VI 2.1 e6.t a-c-medutlable e* "point-complet", &M *e e M t e  au moino  

un es&tnimateuh e; du quasi-maximum de v W  emblance de coeddioient E de eo . 

Nous nous trouvons encore dans les conditions d'application de la 

proposition V 4.1. 

VI 2.3 - PROPOSITION : 

S i  elespace pirobabUé (Q ,Q,P) e6.t complet, n i  @ es$ un espace 

méMy ue co'mpact et na *hibu bohéfienne, n i  q u d  pue 6 o a  u o~ Q, L~ ( . ;U ) M X  
- a e~-e-meawuzble et nemi-continue ~upéhiewwnent @ , aloi16 il e h t e  au moim un 

esa5matew e; du quasi-maumum de v d  emblance de coeddicient cT , ( E~ 2 O), 

de eo. 

Nous utilisons ici la proposition V 4.2. 

VI 3 Dans ce paragraphe nous démontrons la convergence presque sûre des 

estimateurs fournis par la méthode du quasi-maximum de vraisemblance. 

Supposons que 

est indépendant de 8 .  Par cette hypothèse, nous voulons que les intégrales 

écrites ci-dessous aient un sens. C'est par exemple le cas pour 



Par la suite,nous travaillerons sur Dy mais nous ne l'écrirons 

pas explicitement. 

Un certain nombre de résultats auxiliaires étant nécessaires à la 

démonstration de la convergence presque sûre aes estimateurs du quasi-maximum 

de vraisemblance, nous procédons donc par étapes. 

VI 3.1 PROPOSITION : 

si 

(i) QU& pue 60i.t O,€@ pu& pue 60i.Z e2fZ@ *& que 

0, # e,, 

(ii Qu& pue 60dt 8 B @ td que 0 # Bo, 

DEMONSTRATION : 

On sait que, quel que soit le nombre réel z, 

z et que l'égalité e = 1 + z a lieu si et seulement si z = 0. 

Soit # go. Si on remplace z par Log m, on a 
s(xY~;eo) 



( 1 )  
q(x,y; 0) 

2 1 + Log q(x,y;e) 

q(x,y; eo) q(x,y; eJ 

et l'égalité a lieu si et seulement si 

Puis que 

et puisque 

l'inégalité ( 1 )  nous donne 

Par conséquent, si nous posons 



a nous avons 

* ~ ( 8 )  2 0 . 

Posons maintenant 

 énoncé ( i )  implique que l 'ensemble A e s t  de mesure 

n(dx; g o )  ~ ( x , d y ; ~ ~ )  > O ( c  'est-à-dire que n(dx;eo) ~ ( x , d y ; e ~ )  > 0 ) .  

Cela en t ra îne  que ~ ( 6 )  > 0 ,  c a r  s inon,  -avec H(9) = O ,  nous aurions 

s ( x . ~ ; e ~ )  q(x ,y ;e)  
( c a r  s u r  A ,  nous avons Log > 1 -  1 

q(xay;e)  q(x,y;eo) 

( c a r s u r  CA, nousavons  1 -  Lh.u.L= 0 )  
q(x ,y ;  eo) 



D'OÙ l a  cont radic t ion .  

Par conséquent, on d o i t  avo i r  ~ ( 8 )  > 0 ,  c 'es t -à-d i re  ( i i ) .  

V I  3.2 - CONDITIONS : 

Supposons que 

i O )  @ s o i t  un espace métrique compact, 

2' ) Quel que s o i t  ( x , y )  6 x2, q(x ,y ;  . ) s o i t  continue s u r  @ , 

3') Quel que s o i t  8  E @ , il e x i s t e  un voisinage We de 8, 

t e l  que,pour chaque ouvert V contenant 9 e t  contenu dans w,, SUP q (  ,. ;u)  
uEV 

L 

s o i t  B (R -mesurable, e t  que i n f  Q(  . ; u )  s o i t  3 -mesurable. 

b O )  Quel que s o i t  x  EX, quel  que s o i t  8 € @ ,  il e x i s t e  un 

voisinage U ( 8 )  de 9 e t  une fonct ion  numérique g ( x , . )  3 0 ,  d é f i n i e  s u r x ,  
X 

h i n t é g r a b l e ,  e t  t e l l e  que pour t o u t  y E e t  t o u t  u E ux( 8) on a i t  

5 O )  Quel que s o i t  9  a @ ,  il e x i s t e  un ouvert  ~ ( 9 )  contenant 8, 

avec ~ ( 8 )  C W e y  e t  une fonct ion  numérique h . .  qui  dépend de ~ ( 8 )  e t  

t e l l e  que 

s ( x Y ~ ; e o )  
h (x ,y )  s i n f  Log 

usv( 9)  q(x ,y ;u)  

e t  que 



6 O )  Quel que s o i t  0 @ e t  que l  que s o i t  O2 E @ t e l s  que 

e l  # e,, 

V I  3.3 - PROPOSITION : 

S o u  &ch condh%rzn p k é f i n ~ t r a  V I  3.2 , on peux X4ouvek, poUh 

chaque vohidinage u = u ( e o )  de eo  un nombtre 6 = 6 ( ~ )  > 0 tel que 

l i m  i n f  [ i n f  [ ~ ( x ; e )  - Q ( X ; ~ ~ I  drT(x; .  ) + 
T-- 

DEMONSTRATION : 

S o i t  d l a  d is tance  s u r  0 . 

S o i t  s E CU ; notons 

I l  e s t  c l a i r  que l a  s u i t e  

s (x9y ;eo)  
( i n f  Log 
etv;(s) q(x ,y ;e)  

e s t  une s u i t e  non décroissante .  

 après l 'hypothèse de con t inu i t é  en 9 de q ( x , y ; . ) ,  

> O ,  il e x i s t e  un voisinage V de s ,  t e l  que,quel que s o i t  

quel  que s o i t  

8 E V ,  
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q ( x Y ~ ; e o )  &,Y; eo) 
Log - Log < a .  

q ( x , y ; s )  ~ ( x Y Y  ; O )  

I Il  en r é s u l t e  que, lorsque k  -t w ,  

q(x ,y ;e0)  s (x ,y ;eo)  
i n f  Log Log 

S )  q ( x , y ; e )  q (x ,y ; s )  

2 
O r ,  d 'après  V I  3.2 3 ' ) ,  sup q  . 0 )  e s t  8 3 -mesurable 

Orvk(s) 

pour k  assez grand. D'OÙ 

9( . , . ;e0)  
i n f  Log = Log & , . ; B o )  - sup ~ o g ( q  ... ; e l  

e r v k ( s )  CI(. , . ; e l  e&vk ( s  

2  
e s t  8 3 -mesurable pour k assez grand. 

! Nous pouvons a l o r s  appliquer l e  théorème de Beppo-Levi, I 
ce  qui  montre que, lorsque k -t w ,  

I q(x,y;eo) 
( a )  i n f  Log n(dx;eo) Q ( x , w ; ~ ~ )  

X2 O.Vk(~)  q (x ,y ;e)  

La s u i t e  ( i n f  [ Q ( X ; ~ )  - Q(x;eo)] Ikem* 
ecvk( s 

e s t ,  e l l e  a u s s i ,  une s u i t e  non décroissante .  

D'autre p a r t ,  l a  fonction q x  . ; é t a n t  A- in tégrable ,  l e s  condit ions 

V I  3.2 2') e t  V I  3.2 h o )  assurent  l a  con t inu i t é  de l a  fonction Q ( x ; . )  

sur (@ , ( [3] , c o r o l l a i r e  1 , p. 144). 



Donc, quel  que s o i t  a > O ,  il e x i s t e  un voisinage V de s ,  t e l  que quel 

que s o i t  0 V ,  

I l  en r é s u l t e  que, lorsque k -+ w,  

i n f  Q ( X ; B )  1. Q ( X ; S )  . 
e.vk(s 

O r ,  d 'après  Y I  3.2 3O), i n f  Q( . ; O )  e s t  9 -mesurable pour k assez  
e€vk ( s ) 

grand. 

D'oÙ,  nous pouvons appliquer l e  théorème de Beppo-Levi, ce qui  donne, 

lorsque  k + w ,  

i n f  [ Q ( x ; ~ )  - Q(x;eo)]n(dx;e0) 
eavk( s ) 

Donc, d 'après ( a )  e t  ( b )  , 

s ( x 9 ~ ; e o )  
i n f  ~ o g  n(dx;ûo) Q ( x Y a ~ ; e o )  H ( S )  , + h 2  O G V ~ ~ S ~  q ixYy;e i  

avec ~ ( s )  > - O  ( à  cause de V I  3.2 5O) e t  V I  3.1 ). 

I l  en r é s u l t e  que, quel  que s o i t  s Ek, il e x i s t e  un ouvert v k ( s )  

contenant s e t  un e n t i e r  p o s i t i f  n o ( s )  t e l  que k > n ( s )  en t ra îne  que 
O 



r 
inf [Q(x;~) - Q(x;~~)]T(~x;~~) + 

+ I q(x,y;eo) 
inf ~ o g  n(dx;eO) &(x,dy;eo) 5 1 ~(6). 

*2 e€vk(s) q(x,y;e) 2 

s Prenons alors U ouvert, [U est donc compact. On peut recouvrir 

par un nombre fini d'ensembles ouverts vk(si), (i = 1,2,...,m). . 
Si n = 

1 
Max no(si), alors pour k > n,, on a, quel que soit 

i=1,2,. . . ,m 

s(x,y;eo) 

+ I inf Log ~(dx;û~) Q(x,4v;e0) > 6 > 0 %  
~2 ecvk(si) q(x,y;d 

03 6 = min 
1 - ~ ( 8 ~ ) .  

i = 1 2  m 2 

or, quel que soit 0 E CU, il existe i € { 1 , 2  m tel que 

vk(si) 3 8, et on a 

q(x9~;eo) q(x,y;e0) 
inf Log Log 

e1~vk(si) ~(x.Y;B~ q(x,y;o) 



s ( x , y ;  eo) 
+ l i m  - ' i n f  ~ o g  dNT(xYy; 

Tt-. jx2 el.vk(si) ~ ( x s Y ; ~ ' )  

i n f  [Q(X;O') - ~ ( x ; 8 ~ ) ] n ( d x ; e ~ )  + 

elcvk(s i )  
3€ 

P a r  conséquent, 

l i m  i n f  i n f  L Q ( x ; ~ )  - ~ ( x ; û ~ ) ] d r , ( x ; . )  + 

s ( x y y ; e o )  
+ - i n f  Log 

q(x ,y ;e )  

Ce qui  donne f inalement,  

l i m  i n f  [;:b (: lx - [Q(x;~, )  - Q(x;O)]drT(x;. ) + 
Tt-. 

l i m  in.[ min & i n f  - [ Q ( X ; ~ ~ )  - ~ ( x ; s ) ] d r ~ ( x ; .  ) + 
IF- i = 1 ,  ..., m T eevk(si) 

q(xYy;eo)  
i n f  Log 5 6 > O ,  P.S. x2 epvk(si) ~ ( x Y Y ; ~ )  



V I  3.4 - PROPOSITION : 

* 
l i m  SLIP [ -  /,[Q(x;0,) - Q ! X ; ~ ~ ) ] ~ T , ( X ; . )  + 
T-- 

DEMONSTRATION : 

* 
En e f f e t ,  quel  que s o i t  8 €O, d'après l a  d é f i n i t i o n  de e T 9  on 

a : quel  que s o i t  w € $2, 

i n é g a l i t é  qui  e s t  v r a i e  en p a r t i c u l i e r  pour 8 = 8 . Donc 
O 

s ( x Y ~ ; e o )  E 

+ 1 * Log T * WT(x,y;*  1 - - ,< O ,  P.S. 
3€ ~ ( X Y Y ;  eT) T 

. 
e t  pa r  conséquent, en prenant l a  l i m i t e  supér ieure  pour l e s  deux membres, on 

o b t i e n t  l e  r ' ésul ta t  indiqué dans l 'énoncé.  



V I  3.5 - PROPOSITION : 

S o u  cond&iom p é e w i n & w A  et V I  3.2 , t o u t  ed.?%mciXeun 0; 

du quasi-maumum de viraiaembûuice de coed&oient cT(cT 2 O )  convenge pnesque 

~ûhement vw eo, quand T + a. 

DEMONSTRATION : 

En e f f e t ,  quel que s o i t  l e  voisinage U de û o ,  s i  û i ( w )  E CU, 
on aura ,  d 'après  V I  3.3 : 

* 
l i n  i n f  [ Q X ; û T  - ~ ( x ; 0 ~ ) ] d r ~ ( ~ ; u )  * 

T- 

sauf peut -ê t re  pour des o appartenant à un ensemble de p r o b a b i l i t é  P n u l l e .  

Ce qui  e s t  en cont radic t ion  avec V I  3.4.  Donc, pour T grand, on do i t  a v o i r  

* * 
ûT(o) U. D'OÙ convergence presque sû re  de BT vers  quand T -t m. 



CHAPITRE VI1 

METHODES DU y2 QUASI-MINIMUM ET DU x2 QUASI-MINIMUM 

POUR DES PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS CONTINU 

2 
NI-TRONG-LIEU i n t rodu i t  dans [b] l e s  méthodes du Y -minimum e t  du 

2 x -"nimum pour des processus de Markov à temps d i s c r e t ,  puis à temps continu, 

dans l e  cas où l ' e space  de paramètre OC IRn. I l  u t i l i s e  l 'hypothèse de dér i -  

v a b i l i t é  par  rapport au paramètre. 

Dans [5], BUI-TRONG-LIEU e t  PHAN-THANH-LONG 6 tudient  ces deux méthodes 

sans l 'hypothèse de dé r i vab i l i t é  mais dans l e  cas de processus de Markov à 

temps d i s c r e t .  

C ' e s t  dans l a  note [8] que nous définissons, avec BUI-TRONG-LIEU, l e s  

2 2 
méthodes du Y -minimum e t  du x -minimum pour des processus de Markov à temps 

continu sans l 'hypothèse de dé r i vab i l i t é  par rapport au paramètre. Nous y 

montrons aus s i ,  pour l a  première f o i s ,  comment l e s  théorèmes de sé lec t ion  de 

Kuratowski-Ryll Nardzewski ou de Himmelberg-Van Vleck peuvent ê t r e  u t i l i s é s  en 

théor ie  de l ' e s t imat ion .  

Dans ce chapi t re  nous reprenons l ' a r t i c l e  [g] qui développe e t  géné- 

r a l i s e  [a]. Après avo i r  donné l a  dé f in i t ion  des méthodes, nous prouvons l e s  

théorèmes d 'existence des estima;teurs,puis nous démontrons l a  convergence 

presque sûre  de ces est imateurs vers l a  v ra ie  valeur 
Oo du paramètre. 



VI1 1 - Posons 

( resp .  

désigne une p a r t i t i o n  f i n i e  9 -mesurable de t e l l e  que l e s  

quan t i t é s  qui f iguren t  aux dénominateurs de l a  première ( resp .  seconde) expres- 

s ion  so ien t  s t r ic tement  p o s i t i v e s .  

DEFINITION : 

ou égaux à 1 ,  indicéb pair T .  N O U A  di60116 qu'un ed;tirnatew 8:. de eo es* 

un esXimateun du y2 quai-minimum ( r e sp .  X2 quai-minimum) de coe66ioier~t 

c A 'il ut une v d a b l e  d é a t o h e  dédinie swr (a,&) et à vateuh d m  T' 

(O,%), *&e pue, p o ~  *OUA 0 6 R, 



Nous choisissons de préférence l e s  c  vo i s ins  de 1 ,  e t  l a  f ami l l e  T 

( c ~ ) ~ ~ ~ +  
décroissante  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang e t  convergeant vers  1 quand 

I 
T +  03 ( p a r  exemple, c  = 1 + - pour T assez  grand) .  On peut auss i  consi- 

T T 
dérer  l e  cas p a r t i c u l i e r  où, pour t o u t  T I IR+, c = c ,  comme nous l ' avons  f a i t  T 

2 2 
dans [8]. Lorsque, p o u r t o u t  o E Q ,  i n f  yT(û;u) ( r e sp .  i n f  xT(0 ;o ) )  e s t  

ee@ 
a t t e i n t ,  on peut prendre c = 1 ,  sans pour c e l a  en f a i r e  une r è g l e  absolue,  

T 

c a r  c  > 1 peut p résen te r  des avantages, par  exemple l o r s  d'un recours à des 
T 

procédés de c a i c u l  numérique. 

V I 1  2 - Abordons maintenant l e  problème de l ' e x i s t e n c e  d 'est imateurs fournis  

p a r  ces deux méthodes. 

Un es t imateur  de 
O 0  

de par  s a  d é f i n i t i o n ,  e s t  une va r i ab le  a l é a t o i r e  

d é f i n i e  s u r  (Q, a) e t  à va leur  dans (8 ,c) . Prouver l ' e x i s t e n c e  d ' e s t i -  

2 2 
mateurs fournis  p a r  l a  méthode du y quasi-minimum ( r e s p .  x quasi-minimum), 

c ' e s t  prouver l ' e x i s t e n c e  d ' app l i ca t ions  0; de il dans 0, a - % n u m a b l e d ,  

v é r i f i a n t  pour t o u t  o â il, 

2 * 2 
YT(eT(w);o) 5 c i n f  yT(e;o) 

Be@ 

2 * 2 
(-esp.  ~ ~ ( e ~ ( ~ ) ; w )  c T i n î  X T ( e ; ~ ) )  . 

06 O 

V I 1  2.1 - PROPOSITION : 

Suppoaom que @ A O L . ~  w LuLpace t<~binic.n, que Ce ,a MU bo,& 



fienne, que p o w  touA T E R+, cT > 1 , que llappfication m a v o q u e  TT 

(resp. 4) de n d a m  @ dédinie pah 

% 2 
(resp. rT(u) = {BE@ : X T (8;~) 4 cT inf $(s;ri)~). 

sa@ 

6oi.t  ma m b l e  et "point- @mé". Alou, Lt e h t e  au moins un afirnateun 
X 

du y2 q ~ i - m i n i m u m  (resp. x2 quai-minimum) de coeddicient cT, de eo. 

Il suffit d'appliquer V 4.1  en posant 

gT(e,u) = - 2 2 
~ ~ ( 0 ; w )  + c inf yT(s;u) 

se@ 

'L 

(resp. yT(e,u) = - xT(e;u) 2 + c inf xT(s;u)) 2 . 
SE@ 

On obtient aussi à l'aide de V 4.1 la preuve de l'énoncé suivant : 

VI1 2.2 - PROPOSITION : 

~ u p p o ~ o m  que O a o a  un apa c e  méaXque sépakabte, que G 6 0 a  

a a  W b u  boaéfienne, pue p o m  tout T E R+, cT > 1, et que l'appfication 
'L 

rnu&ivoque rT (resp. rT) de n d~ @ dé6-e p c ~ ~  



a oLt a -c-mes rvrable et ''point- complet". A l o u ,  it e d t e  au moim un esümtelur 

0; 
du y2 q u a i - m i n i m u m  (resp. X2 quasi-minimum) de coe66ioien-t cT, de 0 o. 

VI1 2.3 - PROPOSITION : 

b Suppoaom que l 'espace pmbabdUé (n,û,,~) aoiA complet, que (0,131 
6 0 a  doON>l d ' un espace m é f i ~ e  compact @ et de 6a thibu bohéfienne r, que 

C 

2 p 0 U t 0 L L t  T E R + ,  'YT(.;.) (resp. xT( . ; . ) )  d a a  z @ O ( - m e s m a b l e ,  et pue 
2 2 de plus, pom t o u t  u E n, YT(.;w) (resp. xT( . ; w ) )  6 0 a  demi-continue indé- 

hieuirement am O . A ~ o M ,  ie e d t e  un esfimçLtew 8; du y2 quai-minimum 

(resp. X2 quai-minimum) de coeddicient cT (cT z 1 )  de eo. 

2 
La preuve est donnée par V 4.2 avec h = IT (resp. X:) et c = C. T 

VI1 3 - Nous allons maintenant procéder à l'étude de la convergence des 

estimateurs. 

Précisons que les conditions relatives au paramètre 8 ne sont pas 

exactement les mêmes pour la méthode du Y' quasi-minimum et pour la méthode 

2 
du x quasi-minimum. 

VI1 3.1 - PROPOSITION : 

S i  @ e a t  wi espace topologique népair8 et 6 'il e d t e  wie p a o n  

y n i e  3 -meamable ( A .  ) de t&e pue : 
J je1 

a )  q u d p u e  6 o ~ t  BE@, pu& pue do i t  j 6 I et pu& pue s o i t  k EI, 



c l  q u d  que a0i.t 0 E @ e* q u d  que s o c t  0 , avec e + 0 ' ,  

DEMONSTRATION : 

2 
I o )  Par déf in i t ion  même de l ' e s t imateur  du Y quasi-minimum de coef f ic ien t  

?k 
C T 

nous avons,quel que s o i t  T E  W+ e t  quel que s o i t  w E 52, 

2') Quel que s o i t  j f 1, quel que s o i t  w E Q ,  e t  quel que s o i t  0 E @ , 

O r ,  nous savons que, quel que s o i t  j € 1, 

1 > 1 I ~ ( A . ;  9 - n(nj; 8) 1 - 1- r (A.; w) - n(Aj; eo)  1 

quand T + m. ~ ' o Ù , i l  ex i s t e  un 0; € a avec P(P:) = 1 ,  t e l  que : 

quel que s o i t  j E 1 (rappelons pue 1 e s t  f i n i ) ,  quel que s o i t  w E IQ:, 
quel  que s o i t  > O il e x i s t e  un nombre p o s i t i f  T ( )  pour l eque l  

J 0 T T J  



T > TA e n t r a î n e  que 

i n é g a l i t é  qu i  e s t  v r a i e  en p a r t i c u l i e r  pour O < u t  < Y e y e o  
où e #  eo. 

S o i t  U un vois inage  quelconque de 8 . Pour 0 CU, à cause de l ' h y p o t h è s e  
O 

b )  e t  de ce  qui précède,  nous voyons q u ' i l  e x i s t e  un i n d i c e  j t2 1 t e l  que, 
O 

pour w [fi: e t  pour T 2 T I  
O ' 

( l ' i n d i c e  
j O 

e s t  précisément un qu i  r é a l i s e  l e  maximum 

Comme n(A ; O )  < 1 ,  on a donc, pour w E [fi:. pour T 2 T ; ( ~ ' , U )  
j O 

e t  pour e~ CU, 

3O) Que l  que s o i t  j E 1, q u e l  que s o i t  k t 1, que l  que s o i t  o f e t  que l  

que s o i t  E 0, 



1 
- 1- (A XA ; - jA n(dx;e0) f2(x,%;e0) 1 1 .  

T T j k  

O r ,  nous savons que, quel que s o i t  j € 1 e t  quel  que s o i t  k C 1, 

quand T + D'oÙ,  il ex i s t e  un Q" E avec ~(b:) = 1.  t e l  que : 
O 

quel  que s o i t  w 6 k''. quel pue s o i t  ri" > O ,  il ex i s t e  un nombre p o s i t i f  

~ " ( q " , w )  pour l eque l  T 3 T" ent ra îne  que 
O O 

i n é g a l i t é  qui  e s t  v r a i e  en p a r t i c u l i e r  pour O < < 6 . où e # go. 
I e,e0 

S o i t  U un voisinage quelconque de . Pour 0 C Iu, à cause de l 'hypothèse 
O 

c )  e t  de ce qui précède, nous voyons q u ' i l  e x i s t e  un couple d ' indices  

( jo ,ko)  E 1 x 1 t e l  que, pour w E e t  pour T 3 T" 
0 ' 



Z max ~j n(dx;Oo) Q(x9Ak;eo) - jA n(dx;û) ~(x,%;e)l 
( j  ,k)€IxI Aj 

j 

(le couple ( jo.ko) est précisément un qui réalise le maximum 

max 11 n(ax;û a(x,Ak;eo) 
O 

- la n(b;e) Q(X,~,;~)I) 
( j  ,k)âIxI A 

j j  

Comme j n(dx;e) Q(x,% ;û) < 1 ,  on a donc, pour o c Ln", 
A O 

jo 

pour T 2 ~"(r,",w) et pour û E CU, 
O 

ho) Ainsi, nous voyons que, pour 0 E CU, il existe un no E a 
(c1est n; U nt') avec p([no) = 1 tel pue : quel que soit o c [no, quel que 

O 

soit rl > O (en particulier O < q < min(y ,6 ) il existe un nombre 
8,e0 e,eo 

positif ~~(o,ri) (c'est sup(T;,T:)) pour lequel T 2 T" entraîne que 
O 



Par  conséquent, 

min IT(A - 8  ) 
jeI j' 0 

min n ( d q e o )  Q ( x , A ~ ; ~ ~ )  
( j  , k ) l I x I  A 

j 

c 'est-à-dire 

5') Nous pouvons c h o i s i r  n de s o r t e  que l e  deuxième membre s o i t  s t r i c t ement  

p o s i t i f .  En e f f e t ,  considérons l e  trinôme 



2 
S i  2 - c a O ,  il s u f f i t  de prendre  T 

2 
S i  2 - c a < O ,  nous remarquons que l e  trinôme en  q  a deux T 

zéros  de s ignes  c o n t r a i r e s  ; il s u f f i t  üe prendre  

oÙ désigne l e  p l u s  grand des deux zéros .  

Donc, q u e l q u e  s o i t l e  s igne  de 2 - c i l e x i s t e  > O t e l q u e  T a '  1 

O < q  < q l  e n t r a î n e  que l e  trinôme e s t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f .  I l  en r é s u l t e  que, 

q u e l  que s o i t  u E [no, que l  que s o i t  e E [U e t  que l  que s o i t  q  E  O.^^ [, 
il e x i s t e  un nombre p o s i t i f  To(rl , w )  t e l  que T 3 T e n t r a î n e  que 

O 

6 O )  NOUS avons vu que pour  t o u t  e t  pour T > 0 ,  

p a r  d é f i n i t i o n  de l ' e s t i m a t e u r  du IY2 quasi-minimum. Mais d ' a u t r e  p a r t ,  que l  

que s o i t  w E [a,> pour T 2 T 
O ' s i  e g ( o ) ~  CU, a ï o r s  



* 
On voit donc quqil y a contradiction, et par conséquent, eT(w) E U. Ainsi, 

* 
il y a convergence presque sûre de vers 0 . 

O 

VI1 3.2 - PROPOSITION : 

Si @ e n t  un en puce ,topologique dépané, et * 'il! ex&.te une p W o n  1 

a )  q u d  que6oi,t BE@, quel que do^* j E  1 p u a  q u e d o d  k h  1, 

b )  quel que 6oi.t 8 E @ et q u a  que b o a  PEO , avec 8 # 8'. 

Uom, .toLLt ~ t h n & e u 4  8; du x2 quasi-minimum de coedycient  cT conveQe 

phen pue dûnement v m  go quand T + 

DEMONSTRATION : 

1 ° )  Nous remarquons tout d'abord que nous avons l'inégalité suivante : 

* 
quel que soit T E R+ et quel que soit w Q Q, 

2 
d'après la définition de l'estimateur du x quasi-minimum de coefficient c T ' 

2O) Quel que soit ( j , k ) E  1 x 1, quel que soit w E Q, et quel que soit 

8 E @ , nous avons 



Ceci é t a n t ,  nous savons que, quel  que s o i t  ( j  ,k) E 1 x 1, 

quand T + CQ, e t  que quel  que s o i t  ( j , k )  E 1 x 1 e t  quel que s o i t  @ 

; (dx) Q(x,%;e) > j n(dx;eo) Q ( x Y % ; ~ )  'j T A, T 
A .  

quand T + m. 

- - . . -. . - -- - - . - -. - - -- - -- .-- - - -.- - - - -. - - -- - -. - - 



So i t  6 c @ , nous pouvons é c r i r e  : il ex i s t e  no€ a , avec 

p ( k o )  = 1 t e l  que, quel que s o i t  w E Po e t  quel  que s o i t  q > O ,  il 

e x i s t e  un nombre p o s i t i f  T ( q  , ose )  pour l eque l  T 3 To ent ra îne  que 
O 

i n é g a l i t é  qui r e s t e  v ra ie  en p a r t i c u l i e r  pour O < q < A où 0 # Bo. e ,eO 

Soi t  U unvois inageque lconquede  . Pour € I ~ [ u ,  à c a u s e d e  b) 

e t  de ce qui précède, nous voyons q u ' i l  ex i s t e  un couple ( j o , k o ) €  1 x 1 t e l  

que, pour o  E /) e t  pour T 2 T 
O 0 ' 

b Comme 

nous avons donc d'après a )  , 



D'où 

De ce f a i t ,  e t  d 'après ( 2 ) .  nous pouvons é c r i r e  : quel que s o i t  8€ a, quel 

que s o i t  w E boy il ex i s t e  T l (o , e )  t e l  que T > T l  ent ra îne  que 

2  Pour 0 E CU, il ré su l t e  de ce qui précède, de l a  dé f in i t ion  de XT(8 , a )  e t  
- 

de ( 3 )  que : quel que s o i t  o p @ ,  quel que s o i t  o  é [a,, e t  quel que s o i t  

r 1 > 0  assez p e t i t ,  il ex i s t e  un nombre p o s i t i f  T ~ ( u , ~  , n )  ( c ' e s t  s u p ( ~ ~ , T ,  ) )  

t e l  que T 2 T entra îne  que 
2 

D'autre p a r t ,  s i  on s e  repor te  à ( 1 ) e t  (21,  on voi t  que, quand T + m ,  

Ce qui peut s ' é c r i r e  : quel que s o i t  8  G 0,  quel que s o i t  o ho, e t  quel 

que s o i t  q > O assez p e t i t ,  il ex i s t e  T ( w  ,q) t e l  que T 2 T entra îne  que 
3 3 



Ce r é s u l t a t ,  associé à ( 4 ) ,  donne : pour 0 € CU, quel que s o i t  n > O assez 

p e t i t ,  quel que s o i t  w E boy il ex i s t e  un nombre p o s i t i f  ~ ~ ( w , r i , e )  ( c ' e s t  

sup(T ,T ) )  t e l  que T 2 T entra îne  que 
3 2 4 

l 
Nous pouvons prendre ri = - X e t  nous voyons a lo r s  que : 

3 e ,eo  

Quel que s o i t  l e  voisinage U de quel que s o i t  0 E CU, il e x i s t e  

n E a avec p ( k 0 )  = 1, t e l  que quel que s o i t  w E boy il ex i s t e  un 
O 

nombre p o s i t i f  T ( 0 , w )  pour l eque l  T 3 T en t ra îne  que 
5 5 

3') Nous avons vu que, quel que s o i t  w E C2 e t  quel  que s o i t  T > O 
\ 

e t  que, d l a u t r e p a r t ,  q u e l q u e s o i t  w E Q 0 ,  pouP T z T  s i  ~ ; ( u ) € [ u ,  5 
a l o r s  

* 
Par conséquent, nous devons avoir  €IT(u)E U. Ce qui  démontre l a  convergence 

I * 
presque sûre  de eT vers Bo. 
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