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Cette thése comprend deux parties distinctes, intitulées

"Information généralisée” et "Estimation et Sélection'.
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: MESURES EXTERIEURES D'INFORMATION.
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CHAPITRE VII :

BIBLIOGRAPHIE.

: THEOREMES DE SELECTION ET PRELIMINATRES SUR L'ESTIMATION

DANS DES PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS CONTINU.

: METHODE DU QUAST-MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

POUR DES PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS CONTINU.

METHODES DU ¥° QUAST-MINIMUM ET DU x°  QUASI-MINIMUM
POUR DES PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS CONTINU.




PREMIERE PARTIE

La premiére partie de cette theése traite de 1'Information généralisée

selon la théorie que J. Kampé de Fériet et B. Forte [3] ont proposée en 1967.

Seuls, certains des résultats qui suivent, ont &té publiés & ce jour
sous forme de notes aux Comptes Rendus [12], [13], [1&]. Nous apportons donc
ici, en méme temps qu'un développement des notes ci-dessus, une étude nouvelle
de certains problémes, notamment de ceux 1iés i la construction ou au prolongement

de mesures d'information.

Dans le chapitre I nous présentons la théorie de 1'Information. Ce

résumé tient compte, dans son élaboration des principaux résultats connus.

Le chapitre II est consacré & la définition et & 1'étude de fonctions
d'ensemble que nous appelons précapacités fortes. Celles-ci s'introduisent, de
fagon naturelle,dans les problémes qui ont trait i la composabilité des mesures
d'informations de type Infimum. La notion d'idéal, dont 1'importance a &té mise

en relief en théorie de 1'Information, joue ici un r8le essentiel.

En utilisant les propriétés des précapacités fortes, ou des capacités,
nous obtencns, dans le chapitre IIT, des théorémes généraux de construction et

d'extension de mesures d'information de type Infimum.

Dans le chapitre IV, nous définissons les mesures extérieures d'infor-
mation et nous en précisons les propriétés dans le cas d'une opération de compo-

sition réguliére quelconque.




Chapditrne 1

RAPPELS SUR LA THEORIE DE L'INFOPMATION

Soient £ un ensemble non vide, w un élément de Q, %? une classe

non vide de parties de Q appelée classe des événements.

Le probléme de la mesure de 1'information, tel qu'il peut se présenter

par exemple en mécanique statistique, se pose de la manidre suivante

Comment mesurer l'apport de caractérisation, d'un élément w de @,
dii 4 la réalisation d'un évenement A, c'est-3-dire & la connaissance de 1'appar-

tenance de w a A %

En 1967, J. Kampé de Fériet et B. Forte [3] ont proposé une théorie
de la mesure de l'information qui, par sa généralité, peut &tre développée indé-

pendamment de la notion de probabilité.

Dans ce quil suit, nous en rappelons briévement 1'axiomatique de base

et les résultats qui en dérivent.

I 1 - DEFINITION [3] :

Solent Q un ensemble non vide et f une classe non vide de parties
de Q. Une mesure d'information J Aun 8 est une gonction d'ensemble qui

venifie Les axiomes 1 et 2 ci-dessous :
Axiome 1 : J est une application de (é dans ﬁ+ .

Axiome 2 : J est décroissante sun (’g (BC A= J(B) 2 J(A)).

Si @€ “@ et Q € K on obtient donc




(1)

0 5 J(Q) s inf J(A) < sup J(A) ¢ J(@) < + =
A€ Ae€

Or,si on veut que les valeurs de J(@) et de J(@) soient valables
quels que soient 0, J et la classe T? contenant © et @, on doit leur

donner les valeurs universelles

On supposera par la suite qu'on a choisi ces valeurs; elles correspondent

d 1'idée qu'on se fait intuitivement de 1'information fournie par ces &vdnements.

Lorsque (Q,tf, P) est un espace de probabilité, la mesure d'information

1
sur éjp définie () par

VAEbo, J(A) = ¢ Log

P(A)

ol c est une constante, a &té considérée bridvement par Wiener [22] dans un
cas particulier. Elle conduit 3 la thdorie de l'information de Shannon [21] ;

on l'appelle mesure d'information de Wiener-Shannon.

I 2 - REMARQUES :

Si nous cherchons & calculer 1l'information fournie par la réalisation

de 1'événement A U B, connaissant les informations respectivement fournies par

la réalisation de 1'événement A et de 1'évenement B, l'axiome 2 permet d'affirmer

que

(1) si P(A) = 0, on pose J(A) = + =
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En général, on ne peut donc calculer J(AV B), cohnaissant J(A) et

J(B).

Cependant, dans le cas de la mesure d'information de Wiener-Shannon (1),

de 1'additivité de la probabilité P sur 8’, on déduit que

V(A,B)eifx'lf, ANB=¢
J(A)  _ I(B)
(o]

J(AU B) = sup[o, - ¢ Logle ¢+ e )

et méme puisque P est o-additive surbp, on a pour toute suite (An)nG.N*
d'éléments deux & disjoints de 3’
J
(a)

JI(J_A) = sup[o, - ¢ Log( § e— ¢ )]
nGIN* n ' neiN*

Certaines mesures d'information ont donc la propriété d'étre telles
gue la connaissance de l'information de chacun de deux ensembles disjoints
permette de calculer l'information de leur ré&union. Nous préciserons ce point
au paragraphe I 5 aprés avoir défini, avec J. Kampé de Fériet et P. Benvenuti [9],

la notion Ad'opération de composition réguliére.

I 3.1 - DEFINITION [9] :

Une operation de composition F est néguliire 84 elle satisfait :

) F:R xR -R

(C1 + + +

(c,) Fec [R, xR,]
(Ch) Flx,F(y,z)] = F[F(x,j),z]
(c.) F(x, + @) =x
(06) x' < x" =2F(x',y) g F{x",y)
ce qui implique

(‘C‘?‘) Flx,¥) g Inf(x,¥)




Toute opération de composition réguliére définissant sur R, un
semi-groupe topologique, 1l'utilisation des résultats généraux de P,S. Mostert

et A.L. Shields [17] a permis 8 J. Kampé de Fériet, B. Forte et P. Benvenuti [5]

de donner la forme générale de 1l'opération de composition continue d'une information:

Etant donné un ensemble fermé AC l§+ tel que A D {0, + =}, soit

- EA = U ]ai, bi[ (L est un ensemble d'indices vide, fini ou dénombrable).
ieL

A chaque 1 € L associons un nombre ﬁi, une fonction ei et

une fonction LPi satisfaisant

< u. £ +
a) 0 My o

b) ei est une application continue de [O, ﬂi] dans R, strictement

décroissante et telle que

\fl(x) = a, si x € [ui, + =]
Si on écrit 4, = {(x,y) &, $x b, 8, $ysh }
et A = U Ai
ieL

on obtient

I 3.2 - PROPOSITION [5)

Quels que soient A, ﬂi, 8., on définit une opération de composition

néguliene F en posant




F(x,y) = Inf(x,y) si (x,y) e C A

F(x,y) ‘{)i[G?(X) + 6;1(3’)] si (x,y) € A,

et L'ensemble A(F) = {x € £§+ : F(x,x) = x} des idempotents de F est £'ensemble

A‘

- En prenant A = {0, + »} , u=1, 68(x) = ¢ Log'i, on obtient

1l'opération de composition régulidre

- X A
c c

F(x,y) = sup|0, - ¢ Log(e +e )

correspondant & l'information de Wiener-Shannon.

- En prenant A = {0, + »} , U=+ »_6(x) = i3 on obtient

1l'opération de composition régulidére

1

F(x,y) =

1.
X

<

qui définit sur 'ﬁ+ le semi-groupe hyperbolique.

- En prenant A = §+, 1'opération de composition régulidre est
F(x,y) = Inf(x,y).

T4~ A partir d'une opération de composition régulidre, J. Kampé de Fériet

et P. Benvenuti @] construisent une suite d'applications Fn de ﬁi dans ﬁ+

définies par

n

V(x1v..,xn)e R, , F, 1 :




et FnEx1,...,xn] = FEFD_1(X1,...,xn_1),xn].

I 4.1 - PROPOSITION [9] :

Les (Ci) de La définition 1 3.1 impliquent Les prownietés sulvantes :

=n

(c}) F_:B, >R,

(c3) F_ € c[R}]

(Cg) Fn[xi1’°'°’xin] = Fn(x1,...,xn) quelle que s0it La permutation
(10051 ) de (1,...,0)

(CE) P Ky eeoxpg) = FIE Gouennx ) s mle e 0]

(c?) Flog(xpoeeoox s+ @) =F (x,000x )

(Cr61) x1' <rx;' = Fn(x1' WX

7 Fn(x1,..

.,xn) < Fn(xy,x ...,xn)

29" 23

.,xn) < Inf(x1,...,xn)

I 4.2 - PROPOSITION [9] :

Poun toute opération de composition néguliere, Ra Limite RLorsque n
tend vers L'ingind de F_[x.,...,x | existe :
n-1 n

*
Vxs= (x1,...,xn,...) eR_

Fn(x .,xn) \’ Fw(x1,...,xn,...) = Fw(x)

EER

De plusson a :
(C.) F :R, >R + .
c?) F_ooest semi-continue supérieunement sur Lﬁ:\f (topologie produit)

(C3) F(x; seeedx; 5e0l) = F [xpseeox en]  quelle que soit a

permutation (i,,...,i ,...) de o

1,0-
(oo}

(cu) NTUN2=N,N1ﬂN2=¢

S84 y=(x,ne€ N1) ,z=(xn,n€N2), on a




(05) y, =t Yoe1 = %, ne o |,
F (y) =F_(x)
(CZ) x! <x! ,x'=x" nz22=F (x') ¢ F (x")
1 1 n n i S
(07) F (x) g Inf; x

nell

Les définitions qui suivent correspondent aux axiomes 4 et 5

de [3].

I 5.1 - DEFINITION :

F  &tant une opgration de composition régulidne, et ‘@ une classe
de parties d'un ensemble @, on dit qu'une meswre d'information J est composable
de type F sun f, 54 pourn toute famille finie (Ai)zil=1 d'eLements deux a
deux disfoints de ‘@ telle que kr.l) A € "é,. on a

Ci=1

n

I(U a;) =7 [5(a),...,0 )] .

. 1 n
1=1

I 5.2 - DEFINITION :

F elant une operation de composition rdguldiére et "g une classe
de parties d'un ensemble @, on dit qu'une mesure d'information J est composable
de type F - o sur ‘6, AL pour toute suite (Ai)iew* d'éléments deux & deux
disfoints de (g telle que .U'N* Aie‘g, on a
1€

) =F [5(a),. .08, ]

J(kj* Ai n

iemN

Pour une mesure d'information J de type Wiener-Shannon, on déduit




donc,de la o-additivité de P, la o-composabilité de J.

Dans le cas particulier ol l'opération de composition réguliére est

Inf(x,y), on a défini des notions de composabilité plus fortes

- I 5.3 - DEFINITION :

SL L'operation de composition est Inf(x,y), on dit que La meswrie

d'information J est du tuve Inf, Inf-g, Inf-m, ou Inf-c Aulvant que

J(U A.) = inf J(Ai)
jer, * ieL

a Liew pourn toute gamille (Ai)' d'élements de (g, deux a deux disfoints

1€l

telle que \UJ A€ ‘@, Le carndinal de L Etant nrespectivement fini, dénombrable,
i€L o
egal au nombre thansfini m ou & card Q.

Signalons enfin, que pour les mesures d'information de type Inf,

on a le résultat suivant

I 5.4 - PROPOSITION [6] :

- La mesure d'information J Btant définie sur un anneau R, 44
J(AU B) = Inf[J(a), J(B)]
est satisfaite pour tous Les couples disfoints (A,B)€ R xR, elle est

nécessainrement virnigide pour tous Les couples de L'anneau ; L£'opération de

composition Inf(x,y) est La seule qui posside cette propriéte.
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I 6 - TERMINOLOGIE :

Pour abréger le langage,nous avons,par la suite,adopté la terminologie
de Meyer [1 5] .

C'est ainsi qu'un pavage sur un ensemble § est une classe de parties
de © qui contient ¢ ; un ensemble pavé est le couple formé d'un ensemble

et d'un pavage sur Q.

De méme,nous utiliserons 1l'écriture "compacte" : l'ensemble .%
de parties de O est stable pour les opérations (UFf, NAd) ou bien 3 est
stable pour 1l'opération (N q), pour dire que g est respectivement stable
pour les opérations de réunion finie et d'intersection dénombrable ou d'inter-
section quelconque. L'ensemble stabilisé de % pour 1l'opdration (Ud) est
noté ?o* et pour 1l'opération (Nd), %6

Nous donnerons enfin la définition suivante

Une famille (A de sous-ensembles de 9 est m-LindexZe

)ieL ,
4L card L £ m , m &tant un nombre transgini. Quand m =XO ou m = card Q

i

on dina o-Aindexée ou c-Aindexée.
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Chapitrne 11

PRECAPACITES FORTES

Milisei [16] a établi que la o-composabilité des mesures d'information

dont 1'opération de composition régulidre est définie par
-1 -1
F(x,y) =t?[e (x) + 6 '(y)]
implique l'existence d'une mesure u telle que

J(a) = (u(a)) .

Ce résultat a permis d'utiliser, pour 1'étude de telles informations,

certaines propriétés des mesures.

J. Kampé de Fériet et P. Benvenuti [h], d'autre part, ont mis en
évidence un lien entre les capacités de Choquet et une classe de mesures
d'information de type Inf-c dans un espace topologique séparé. Il était donc
tentant d'essayer de préciser ce lien afin de pouvoir faire profiter chacune des
théories, de 1l'information ou du potentiel, des méthodes et des résultats exposés

pour l'une d'elles.

Remarquons cependant que ces deux théories semblent assez fondamen-—
talement différentes ; alors que la capacité d'un ensemble est évaluée "par
l'intérieurﬁ, en théorie de 1l'information 1'approche se fait "par 1l'extérieur" :
chaque fois qu'on mesure une grandeur, la valeur de 1l'information fournie par
cette mesure est une fonction croissante de la précision de cette mesure ;
ainsi ,par exemple,lors du calcul numérique du nombre w, la technique habituelle

de calcul nous apprend d'abord que T e_[3,h[ » puisqu'il appartient & ‘E%%’%g[,....
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IT 1.1 - DEFINITION (Chogquet)

Soit Q un espace topologique s€part. Une capacité (positive) sun
o est une fonction d'ensemble 1 definie sun P@) , a valeuwr dans E, et

satisfaisant Les conditions suivantes :

1) I est crodssante (AC B = I(A) ¢ I(B)) ;

2) pour toute swite croissante (A ) de parties de @, on a

n’'nelN

T(\U An) = sup I(An) ;
nelN nelN

3) powr toute suite décroissante (Kn) de compacts, on a

nely

(N Kn) = inf I(Kn) .
nelN nel

La généralisation au cas abstrait est de Meyer [15] .

II 1.2 - DEFINITION [15]

Soit @ un ensemble muni d'un pavage 9: stable pourn Les opérations
(UFf, Nf). On appelle ?—capaej,té (positive) surn @, une fonction d'ensemble

I déginie sun 99(9) , a4 valeur dans é+ , possédant Les propriétés sulvantes :

1) I est crolssante

2) pour toute suite croissante (An) de panties de Q

nelN

(U A ) =sup I(A) ;
néelN néwN

o =
3) pour toute suite décnoissante (K ) d'éliments de I€

(M Kn) = inf I(Kn)
nelN nen
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Un sous-ensemble A de Q est capacitable si on a 1'égalité

I(A) = ;3; I(K) .
8

KCA

II 1.3 - REMARQUE :

La composabilité d'une mesure d'information J définie sur une
classe L@ fait intervenir directement le comportement de J pour des familles
d'éléments de g dont la réunion appartient éLg. Il en résulte que l'inverse
d'une mesure d'information J de type Inf o sur l'ensemble 5)(9) des parties
d'un ensemble €, qui est une application croissante puisque J est décroissante,
vérifie une propriété plus forte que la continuité séquentielle ascendante imposée

8 une capacité. Ceci a conduit Nguyen-Trung Hung & poser la dé€finition suivante.

IT 1.4 - DEFINITION [19] :

m 3tant un nombre thansfini, on appelle g“—capac/é,té gonte de tupe
m, foute sz—capau',té (posditive) telle que

I(\J A.) = sup I(Ai)
jeL * ieL

pour toute famifle m-indexZe d'@Lements de g) (9).

1
En particulier ,une ?-capacité forte de type o( ) est une
%capacité telle que dans la définition II 1.2 2) 1'égalité ait lieu, non
seulement poﬁr toute suite croissante d'éléments de 5)(9) mais pour toute

suite quelconque.

(1) On dira de type o plutdt que de type xo' De méme,on dira de type c

ol c¢ signifie "complet" quand m = card Q
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Notons que nous avons modifié la terminologie de [1 9] , 1'adjectif
"fort" précisant dordnavant qu'on impose & des familles gquelconques d'ensembles

une condition qui n'était précédemment requise que pour des familles croissantes.

II 2 - L'inverse d'une mesure d'information de type Inf - o sur ?(Q)
n'est une dq—capacité forte de type o0 que si la mesure d'information appartient
d& la classe particuliére de celles pour lesquelles on a, pour toute suite

décroissante (K ) d'éléments de %—,

n’ nell

J(M Kn) = sup J(Kn)
nefl néll
Nous avons donc été conduits & séparer les deux notions de continuité
” . ., ” . . - ? . », 3
séquentielle associées dans la définition d'une -capacité forte. Ceci nous a
amenés a4 introduire dans [12] et [13] des fonctions d'ensemble, appelées préca-

pacités fortes, dont 1'étude est l'objet de ce chapitre.

IT 2.1 - DEFINITION :

Soit Q@ un ensemble, S’Z une classe de parties de Q, m un nombre

thans find tel que m g card Q.

Nous appelons précavacité forte de fype m sur 3;, une fonction

d'ensemble 1, définie sun g, a valeur dans ﬁ+ ,telle que

1) I s0it crodssante (AC B =>» I(A) g I(B)) ,
2) pour toute famille m-indexée (Ki)ieL d'étements de F

telle que \J KiGSF." on ait
i€L

(1) o T(U Ki) = sup I(Ki)
ieL i€l
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Dans le cas ol SZ =§%Q) on dira,plus bridvement,précapacité forte

de type m.

Lorsque ,dans la définition ci-dessus, on n'est assuré d'avoir
P‘
1'égalité (1) que pour toute suite crodlssante d'éléments de.jc, nous appelons
o o« .
I, précapacité de type O sur \jc de sorte que,pour.gEz =J (), notre définition

correspond & la définition de précapacité (positive) de C. Dellacherie [2].

IT 2.2 - REMARQUE :

L'inverse I d'une mesure d'information J de type Inf - m
E}) o -
sur J7 (R) est une précapacité forte de type m telle que I(@) =0 et

I(Q) = + =,

Pour 1'étude des précapacités fortes nous devons donc prdfiter des
résultats connus en théorie de 1'information. C'est ainsi que le rdle essentiel
Joué par les idéaux dans 1'étude des mesures d'information de type Inf,
remarqué d'abord par J. Kampé de Fériet [6],puis développé par J. Kampé de Fériet

et P. Benvenuti [7],apparait naturellement dans notre travail.

Mais réciproquement,les résultats que nous obtenons ici pour les
précapacités fortes, en particulier les méthodes de prolongement ou de construction,
nous conduiront au chapitre III § énoncer,pour les mesures d'information,un

certain nombre de propositions nouvelles.

La suite du paragraphe II 2 est consacrée & 1'étude des premilres

conséquences de la définition II 2.1 et & la présentation d'exemples.

IT 2.3 -~ Pour les précapacités fortes de type c ,nous avons le résultat
suivant,qui est le dual de celui obtenu dans [6] pour les mesures d'information

de type Inf c.
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PROPOSITION :

Pour qu'une fonction d'ensemble I déginie sur ;(P(Q), a valeun dans
t§+, 504t une précapacite fornte de type c nulle pour L'ensemble vide, A€ gaut

et Ak sufgit qu'il existe une application f de @ dans R, telle que

VAefP(n) , I(A) = sup flw) .
weA

Par convention, puisque f est & valeur dans R+, on pose
I(@) = 0 et c'est & cause de cette convention [1] que 1le résultat n'est
énoncé que pour des précapacités fortes de type c¢ nulles pour 1l'ensemble

vide.

oy - ¥
Une précapacité forte de type c¢, I, telle que I(¢) =a, a €R_
sera obtenue avec une application f de 0 dans [a, + ®], la convention

conduisant alors & poser I(@) = a.

II 2.4 - DEFINITION :

tne ctasse N de parties d'un ensemble @ est un m-ideak de

9)(9) 84
1 ge N,

2) J‘{ est hérnéditairne (A€ J‘(, BC A = Bee}f) R

3) pour toute famille m-indexée (A.) d'éléments de J{‘,

1’1€L
on a U Aiec}(\.
ieL
Soit C)(‘un m-idéal def}>(9) et f une application de @ dans

ﬁ+. Les fonctions d'ensemble I et I' définies mn?SP(Q) par
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si oaed, 1)

= sup flw) , I'(A) =0
wEA
si A?Z(N‘ , I(A) = + = , I'(A) = sup flw)
weA

sont toutes deux des précapacités fortes de type m.

On obtient donc facilement des exemples de telles fonctions d'ensembles.

IT 2.5 - Pour les précapacités fortes de type o, citons un exemple,puis

2 remarques importantes.

a) S{ Q est un espace métrnique, La dimension de Hausdorndd est une

précapacité forte de type o :

pour toute suite (An)nGN d'é1éments de gD(Q), on a

Dim( L} An) = sup Dim(An).
nélN nel

b) Toute précapacite forte de type o, nulle pour L'ensemble @
est une mesure extérioure. On peut d'ailleurs remarquer qu'en utilisant

IT 2.4 on obtient sans difficultés des exemples de mesures extérieures.

c) Toute précapacité fonte de type o sur un pavage 92 stable
pour Les opérations (Uf, N f) est forntement sous-additive c'est-d-dire

est telle que
viek, vied,
I(K VU K') + I(X N K') £ I(K) + I(K").
i1 3 - La dimension de Hausdorff est un exemple de précapacité forte de

., 0 ,
type 0 définie,d'emblée, sur J () .Plus souvent,on ne disposera que d'une

précapacité forte de type O sur un pavage EFE et on cherchera & la prolonger
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~

a _(P(Q) par une précapacité forte de type oO.

Une méthode générale de construction de ?—capacité, ol ? est un

pavage stable pour les opérations (Uf, M f), consiste [1 5] d'abord a4 prolonger

~ ”~ g ” . hd s . Pl

aSD(Q) une précapacité sur\jC » I, Tfortement sous-additive en une précapacité
* . A

I (qui est encore fortement sous-additive).

P‘
En renforgant la structure de jc nous obtiendrons, dans la proposition
suivante, une précapacité forte de type o comme prolongement d'une précapacité

o
forte de type o sur jc

De fagon précise, considérons sur un ensemble {, un pavage ﬂ,

o
stable pour les opérations (U d, N f) et prenons pour pavage ch un idéal

(N‘de/(l (on a donc
1) ¢ecN’

2) CM est stable pour 1l'opération (U f)

3) re AL, rAC W, NecN‘ = AecN‘)..

Notons ‘N’c le o¢-idéal de /a, obtenu en stabilisant (N) pour

1l'opération (U 4a)

II 3.1 - PROPOSITION :

_ Soit I une précapacité fornte de tupwe o sur J(’ .
Posons pourn tout A Er/f?

™) = sup I(B)
BEN

BCA
puls posons powr tout C € ?(Q)




_']9_

Atons T est une précapacité fonte de tuve o qui colncide avee I éu/tCM .

Par convention,on posera I (C) = + » quand il n'existe pas

A€(N’ tel que A D C.

DEMONSTRATION :

1) Puisque d'aprds II 2.5 ¢ I est une précapacité fortement sous-—

additive sur c,M, il est clair [1 5] que I* est une précapacité (de type o

g)(sz)).

sur

2) Montrons d'abord que I* est une précapacité forte de type o

sur(M

g

Soient A1 et A2 des éléments de (MU.

Soit B€£M tel que BCA1 UA2.

On a B=(BnA1)U(BﬂA2)

et BnA1€J( ) BnAge(}f

a'old I(B) = sup[I(B N A) , I(B N A2)] .

Comme B ('\\Aie(}{, et B N Ai C Ai (i = 1,2)

A.) (i =1,2)

donc I(B) < sup[I*(A1), I*(Ae)‘_]
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et comme cette inégalité a lieu quel que soit B & N tel que B C A1 U A2

on a

*

(A, U 4,) < sup[r¥(a,), T5(a)].

On en déduit,gréce & la croissance de I*, que
VA1€ CMG,VA2€ J\('O

(A, U A) = sup[1¥(a,), T'(a,)].

. * . ez (N’ .. .
Mais comme I est une précapacité sur g° cecl implique que

c'est une précapacité forte de type o sur CM;.

3) Montrons maintenant que I¥ est une précapacité forte de type O

surg)(Q).

I1 suffit de montrer que

vee L@ ve,e P,

* * E 3
I(c, V 02) < sup(I (c1), I (c2))
- * *
dans le cas oi sup(I (C1), I (C’Z)) <+ @ .
or I*(ci) = inf T (A) (i=1,2)
el
ADCi

donec Vh>0,4 A, , A.D C. (i = 1,2) tel que
1 g 1 1

1*(Ai) < 1*(ci) +h (i =1,2)
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Comme A UA2€J\{‘O et A1UA

: - c, U C,» et puisque I est une

\ 0
précapacité forte de type o sur CMG et est croissante sur J°(Q) , on a

*

(a.)]

* *
I(C_]UCe)SI(A 5

*
: UV A2) = sup[I (A1), I

* *»*
< sup[I (c,), I (02)] +h
D'ol le résultat.

IT 3.2 - REMARQUES :

1) Soitj={CCQ:3AE()‘(\O,ADC}

®

I1 est clair que U est un o0-idéal de J (R).

Supposons le pavage ﬂ, stable pour les opérations (U 4, N 4a).

e wod

T'(A) si CE€ T

On a ¥ (c)

et ¥ (c)

Ac étant un €lément de JFG contenant C, tel que

I"‘(Ac) = inf I (A) .

AEN

0o

2) si I*(ﬂ A ) = inf I(A_) pour toute suite décroissante d'éléments
" new nefl

de LM, I” est une N —-capacité forte de type o .

II 3.3 - Lorsqu'on dispose d'une précapacité forte de type ¢ sur un o-idéal

(M de AX , on peut aussi la prolonger & 5)(9) "par 1'intérieur".
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PROPOSITION :

Soit I une pricapacit® forte de type o sur un o-Ldéak c}f‘
de AN. soit 1, ta fonction d'ensembte daginie sur Pia) par

Vce 9)(9) . I*(C) = sup I(4) .
. ACC
AeN
Alons La nesctrniction I " de I . & AL est une précapacité fonte
a’ .

de type o sun AL .

DEMONSTRATION :

De la croissance de I sur g)(sz), on déduit que, pour toute suite

(c) d'éléments de.@(Q), on a

n " nelN

I(U C) 2 supI(C)
*new ®  nemw * B

et done,si sup I(C ) =+ o ousi I (W C ) =0,
neN*n i“netl\ln

I(\J C)=sup I (C) .
*hew b npew * T

Si I*( W) Cn) >0, soit h un nombre positif tel que
nelNl

I,(\J cn) > h .
nenN

D'aprés la définition de I il existe AEW tel que, |

«°

AC U C et I(A)>n .,
n
new
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Supposons que
Vne n , Cn€ XL 5
alors Ynew ,AN Cn€ AL et done puisque A€ (N’

AncneJ\f

et coome A N C C C on a
n n

Vnew, 1.()3>I(ANC)

D'ol ' sup I.(C ) > sup I(A N C ) .
neN © % new n

Or, I est une précapacité forte de type o sur CM :

-sup I(A N Cn) =I1(YJa n Cn)) = I{a)
n€® né€W '

donc quel que soit h.> O 'tel qué “I” (W C ) >h on a
a0 ¥ e B

sup I.(C_) > h
neN*n

I1 en résulte que I, est une précapacité forte de type o sur/a..

O

IT 3.4 ~ REMARQUES :

1) On peut prendre pour /a une o-algébre de parties de Q.

Dans le cas ou /a,_=5)(9), on obtient un prolongement & g)(Q).

2) 81 I est une précapacité forte de type m sur un m—idéalc}(

d'une m—-algébreg s I,

h g

est une précapacité forte de type m sur 57 .

La démonstration se conduit de la méme manidre que dans la proposition

IT 3.3.
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II L4 - Le probléme de prolongement de précapacité forte de type o  sur
un pavage a montré le rdle particulier joué par les pavages qui sont des idéaux.

Dans ce paragraphe nous allons préciser ce lien.

IT 4.1 - DEFINITION :

Nous appelons capacitance forte de type o, une classe f de parnties

de Q vernigiant Les proprietés sulvantes :

1) Ae(@ et BD A= BeLG,

2) pour toute suite (An) A€ EP(Q) , Zelle que nkéfl\} Ane‘g R

nellf °
L existe un entien k el que A€ L@ .

L'ensemble des parties non dénombrables de R est une capacitance

forte de type o.

Dans le cas ol la propriété 2) n'a lieu que pour toute suite

croissante,nous obtenons la définition de capacitance de Dellacherie Dﬂ .

Or, dans [2],on montre que toute capacitance permet de construire
une précapacité I et, en appelant encore capacitance un ensemble vide de

parties de Q, on associe & toute précapacité la famille de capacitances

(re P @ 10 > 0)q -

Pour les précapacités fortes de type o, nous avons un résultat
semblable & 1l'aide des capacitances fortes de type o. De plus, en remarquant
que le complémentaire dans f;)(Q) d'une capacitance forte de type o distincte
de f;)(ﬂ) est un o-idéal de £;>(Q), nous précisons,dans la proposition suivante,
comment sont associés o-id€aux et précapacités fortes de type o, nulles pour

l'ensemble vide.
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II 4.2 - PROPOSITION :

1) S& I est une précapacit? fonte de type o Lelle que I(g) = O,

La famille (J(;)teﬁ » oll
+

YVteR

+ 2

c)(‘t = {Me 9)(9) : I(M) g t},

est une famille croissante de o-Ldéaux de g) Q).

2) S& (jt)teﬁ est une famille croissante de o-idéaux de g’(ﬂ),
+

La fonction d'ensemble,définie sun 5) (R) par
VME ?(Q) , IM) =inf{t 20 : M€ Ut};
est une précapacité fornte de type o.

DEMONSTRATION :

1) -0Ona Q€& cN't puisque I(@) =o0.

- MCDN, NE t‘)‘(t = M€ J‘(’t puisque I est croissante .

- 81 VnelN,Mne (Nt , On a

(Y Mn) = sup I(Mn) <t.

nefl nelN
Donec Vte é+ . c}(’t est un o-idéal de .(1)(9).
2) Soit (gt)telR une famille croissante de o¢-idéaux de ~?(Q) :
“+

soit I 1la fonction d'ensemble définie par
VMeE 9(9) ,» I(M) = inf{t >0 : M € Ut} .

I1 est clair que I est croissante (et que I(@) =0) .
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Soit (Mn) une suite 4'éléments de g)(sz). On a

nelN

(VU Mn) > sup I(Mn)
nem nel

Montrons que,si sup I(Mn) < + o, on a
nelN

I(\UJ Mn) < sup I(Mn)
nell nemy

Soit h € R_ tel que sup I(Mn) <h ; ona
nely

I(Mn)<h ,Vne N

donc Mne Uh Vng N

et comme jh est un o-idéal de FP () ,

uv el .
n€an h

D'ol (U M)gch .
n
ne

~

La démonstration est semblable & celle proposée par J. Kampé de Fériet

et P. Benvenuti [7] Les hypothéses, cependant, sont plus faibles.

IT 4.3 - DEFINITION :

Soit (5 ) une famille croissante de o-Adéaux de .CP

().
t R,

Nous posons




._27_

Quel que s0it t € R, ,‘J+ est un o-Aidéal de 9) (Q) et La

t
gamille (Ut)telﬁ est continue d drodlte A4
+
Vié€ R, > jt=3t+-
La famille (j ) est continue & droite.

t teR,
ITI 4.4 - REMARQUES :

1) La démonstration de II L.2 peut s'appliquer avec peu de modifications

dans le cas ol I est une précapacité forte de type m sur une m—algébreﬁ> .

Les familles (J{‘t) et (Ut)te‘lR sont alors des familles de

te[R+ +

m-idéaux de la m-algébre 3’

2) Si, suivant la proposition II 4.2,on construit une précapacité forte

. . . . ~ .., )
de type o & l'aide d'une famille croissante (Jt)tE!R de o-idéaux de J°(q)

et si (Jr)

+)teR est la famille de o-idéaux de 3) () qui lui est associée
+

suivant cette méme proposition, on a :

a) Vt‘€|R+ ’N;=nﬂs=3+;

s>t t
f . - 13z : 't - .
b) les familles de o-idéaux (Mt)t€m+ e (St)tEIR_'_ coIncident
si, et seulement si, la famille (5 ) o est continue & droite.
t te[R_'_

En effet, Vt € R,,

CMt={M€g)(Q) : I(M)st}={Me 5)(9) : inf{szO:ME'Js}st} .

Si Me:J+ on a
t

inf{»szonGUs}st
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donc M GNt.

t

d M€ .
TP

On en déduit donc que Xes précapacitiés forntes de type o construites

a partin de La famille (5 ) ou de La famille (Z} ) sont égales.
t t€!R+ t+ tE|R+

IT k.5 ~ EXEMPLE

Soit (9,3, u) un espace mesuré ; soit f une application de @

dans R_. Notons CN'U le o¢-idéal de &f des ensembles de mesure p nulle.

On construit une famille dt)telR de o-idéaux de b" en posant
. .

jt={A€bo:An{w:f(w)>t}€c}{‘u}.
La précapacité férte de type o© sur b’ définie "par
I(A) = inf{t 30 : A € U !
n'est autre que ess. sup(1A f) .
II 4.6 - PROPOSITION :

Soit (Ii)ieL

type o. La fonction d'ensemble définie par

une famille quelconque de précapacités fortes de

vae P, 1w = sw 1)

i€L
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est une précapacite forte de type o.

VieL,Vtexﬁ+ , soit ovit={M€@(9):Ii(M)st}.

On a
I(A) st <>Vie€eL,I(A)st
Vie L, Ii(A)st <>»Vi€ L,A€ J‘{‘it
3
ViGL,AGCM > A€N=ch’. .
i,t t . 1,t
1€L
OI‘,Nt est un o0-idéal de 9) (). D'ol le résultat d'aprés II L.2 2).
II 5 - Alors que les procédés de construction de précapacités fortes, exposés

dans le paragraphe II 3, demandaient la connaissance d'une précapacité forte sur
une classe de parties de Q, les résultats du paragraphe II L4 permettent de

répondre & ce probléme par la recherche de familles d'idéaux.

Nous allons maintenant donner une méthode de construction générale
de précapacité forte de type m & partir d'une fonction d'ensemble définie

sur une classe f de parties de Q.

IT 5.1 - PROPOSITION :

Soient (6 une classe de parnties de 9, H une fonction d'ensemble
déginie sur (6 a valeur dans l§+ et m un nombre thansfindi. La fonction

d'ensemble définie sur y(n) par

Vae g)(Q) » I(A) = inf sup H(Ci) ,
c.€6 ierL
UCiDA

i€L
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ol £'infimum est pris pour tous Les recouviements m-indexZs de A parn des

elements de L@ , est une pricapacité fornte de type m.

On pose I(A) =+ o quand il n'existe pas de recouvrement m-indexé

de A par des &léments de 2? .

DEMONSTRATION :

1) I est croissante :

Supposons A1 C A_ ; tout recouvrement m—~indexé de A est un

2?2 2
recouvrement m-indexé de A1, done
I(A,) ¢ I(A2) .
2) Montrons que si (Ai)iEA est une famille m-index&e d'éléments
de 9)(9) on a
(1) (VU ;Ai) = sup I(Ai) .
i€A 1€A
En vertu de la croissance de I on a
(2) I(\J A.) 2 sup I(Ai)

ieh ' ieA
done si sup I(A.) = + o, (2) entrafne (1).
i€
Supposons donc sup I{A.) < + =,
- 5 i
1€A
Quel que soit € > 0 , queiyque soit i & A, on peut trouver,d'aprés

la définition de I(Ai)’ une famille m-indexée (Cgl)). d'éléments de %?

JGLi
telle que
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A.C U c(.i)
1 . J

JQLi
et sup H(C(.l)) < I(A.) + ¢ .
. J i
JEL.
i
Soit (Dk)keK la famille dont les €léments sont les Cgl) pour

J€ Li et 1€ A,
On a
Ua C U D, et Dk€ % quel que soit k € K.
ien t  kex

Montrons que la famille Dk est m-indexée.

D'aprés, [1], 81 m est un cardinal transfini et (mi)ieA. ~une famille

de cardinaux inférieurs ou &égaux & m dont l'ensemble d'indices A a un
L

cardinal inférieur ou égal & m, on a

) mosm .
ien *t

De plus, pour toute famille (Li) d'ensembles, le cardinal de la

ieA
réunion U L, "est au plus égal & ) card L,.
i€eA i€A
On a donc ici
K=\ L, d'o8 card K g )) card L; .
ieA ieA

Or, card Li <m et card A ¢ m entrainent que

: X card Li g m .
ieA

D'ou card K g m




On a mis en &vidence une famille
Vk € x , Dkeﬁ
D'aprés la définition de

(VU Ai) < sup H(D

igh
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m-indexée (Dk)keK telle que
et U A, C U D, -
ieh ' ke
I(\J Ai) on a
i€

).
kek K

Or, sup H(D, ) = sup ( sup H(C@D))s sup (I(Ai) + ),
k¢K i€A jGLi 1€A
d'ou
(3) YVe>o0 I(\J Ai) < sup I(Ai) + e,
. 1€A i€A
(2) et (3) assurent alors le résultat (1).

II 5.2 - REMARQUE :

On peut rapprocher le

par Munroe [18] pour construire

H &tant une fonetion

que H(@) = 0, il montre que la

Vag ?(sz) s uh(a) =

ol l'infimum est pris pour tous

résultat précédent de la méthode proposée

des mesures extérieures

d'ensemble définie sur un pavage :;Z et telle

fonction d'ensemble définie sur s)(ﬂ) par

inf Y H(C))
ceF new "
UC DA
_new "

les recouvrements ¢-indexés de A par des

- Pl jc -~ hd
éléments de ,» est une mesure extérieure.
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IT 5.3 CAS PARTICULIER

Dans le cas ol la fonction d'ensemble T, définie sur 9) (Q)
comme dans la proposition IT 5.1, est telle que 1'infimum soit pris pour tous
les recouvrements c-indexés par des €léments de f , nous construisons une

précapacité forte de type c.

Puisqu'alors
Vaeg {P(Q) > I(A) = sup I({w}),
weA

il suffit de connaltre I({w}) pour tout w & N, pour déterminer I sur

Pa).

Or, I({w)}) = inf sup H(Ci) avec card L g card Q
cC.€6 ieL
v CiD {w}
i€l

- ou bien il n'existe pas C & LG tel que C D {w} et alors
I({w}) = + = par convention
~ ou bien il existe C 6(6 tel € O {w} et

(1) : I({w}) = inf H(C) .
cee
CO{w}

In effet,on a

I(w}) = inf  sup H(C,) £ inf H(C)
c,e€ ier ce€
UCiD{m} CD{w}

ieL
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et donc 1'égalité (1) si I({w}) =+ =, Sinon,quel que soit h > 0 tel que

inf sup H(Ci') <h,
C.€¢ ieL

W CiD {w}

i€L

. ) L L ' o
Il existe une famille (C.) d'éléments de ?f telle que

i'ieL’

* v *
U ci D {w} et sup H(C.) < h.
.ieL ieL %

. . . *
Donc,1l existe i € L tel que C: € g s Ci D {w} et
: o o

*
H(ci ) <h,
o
d'oll inf  H(C) < h.
c€g
CO{w}
Donc I({w}) = inf H(C).
cee
CD{w}
II 6 - Il est intéressant de chercher & quelles conditions sur ‘g et

sur H, la fonction d'ensemble I, définie & la proposition II 5.1, est un

prolongement de H & 9 (Q).

IT 6.1 - PROPOSITION :

Une condition nécessaire et suffisante pour que La précapacité fonte
de type m, ~I, construite & partin de fa fonction d'ensemble H définie sur
une classe ‘8 de parnties de @, s0it un prolongement de B & ﬂ)(ﬂ) est que,

pour toute famille m-indexie (C.) d'éléments de ‘@ qui recouvie un

i‘ieL
éfeément C de L@, on ait

H(C) € sup H(C.).
- i€l
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1) 8i I est un prolongement de H & .g)(ﬂ) on a, puisque I

est croissante,

vee® , H(C) = I(C) £ (U C;)
i€L

pour toute famille m-indexée (Ci)iEL

donc comme

(W Ci) = sup I(Ci) = sup H(Ci)
ieL ieL ieL

la condition est nécessaire.

2) La condition est suffisante : en effet on a

Vee® , 1(c) ¢ u(C)

puisque C est un recouvrement de lui-méme.

d'éléments de t? qui recouvre C ;

Or,si pour tout recouvrement m-indexé de C par des éléments de

f on a @

H(C) < sup H(Ci)’
ieL

1'infimum pour tous les recouvrements m-indexés de C par des &léments de

z? est atteint et on a

VeceG, 1(c) = H(C) .
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II 6.2 - COROLLAIRE :

S{ H est une précapacit? fornte de type m sur une classe L@ de par-
ties de @ stable pour L'opération | (N f), 4L existe une extension I
de H a 5) () qui est encore une précapacité fonte de type m et on peut
La constrwine a L'aide de La proposition 11 5.1,

Définissons I par

Vaé€ g)(Q) , I(A) = inf  sup H(C.)
c.e€ ier *

Uc.2A
jer *

et montrons que I est une extension de H a 5) (Q).

Pour tout élément C de (g et toute famille (Ci)iEL m~-indexée

d'éléments de Lg qui recouvre C, on a

c=\U (cn ci),
i€L

et pour tout i €L, C N Cie ‘6 par hypothése.

Donc, puisque H est une précapacité forte de type m sur g s

VceB ., H(C) =sup HC N C.) < sup HC,) .
i€L booien 7

On applique ensuite la proposition II 6.1.

IT 6.3 - REMARQUES :

1) C'est le corollaire précédent qui nous donne le théoréme d'extension
le plus puissant obtenu dans ce chapitre,puisque la seule condition imposée & f

est d'€tre stable pour 1l'opération (N f).
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2) Si quel que soit C € ‘@ , il n'existe pas de recouvrement de C

par une famille m-indexée (Ci)iGL d'éléments de g distinets de C, toute

fonction d'ensemble H, définie sur %, 4 valeur dans R,, peut &tre prolongée

3 5)(9) par une précapacité forte de type m & l'aide de 1a proposition II 6.1.

Exemple 1 :

L@ = ({w})w“2 ; f une application de Q dans Iﬁ+; H définie

sur (g par

Vw € Q, H{w}) = f(w) . \

On prolonge H & .(P (R) par une précapacité forte de type c.
D'aprés II 5.3,

I({w}) = H{wl}).

Donc Vae g)(Q), I(A) = sup f(w),
weA
et I une précapacité forte de type c.
Exemple 2 :
Q=R ; = {({w})wéIR s [R} 3 H définie par

Vwue Q, Hw}l =1;et HR) = + = .,

La condition de la proposition II 6.1 est vérifiée pour m = s

mais ne 1'est pas pour m = 81.

Donec I, définie par II 5.1 & l'ajde de H et “@, est. une précapacité

forte de type o . Remarquons que




I(A)

I(A)

si

si

reN
o}

v ¢

2,

o

..38..

(0 idal des parties de R de

cardinal g a o)
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Chapitre 111

CONSTRUCTIONS ET PROLONGEMENTS
DE MESURES D' INFORMATION DE TYPE Inf-m

Dans ce chapitre, nous &tudions essentiellement des méthodes de

construction ou de prolongement de mesures d'information de type Inf-m.

L'exposé précédent sur les précapacités fortes de type m nous
permet d'apporter des solutions nouvelles & ces problémes en utilisant seulement

les propriétés de m—composabilité.

Dans le cas ol les mesures d'information possédent, de plus, la
continuité séquentielle descendante sur une certaine classe d'ensembles, nous
montrons comment obtenir d'autres méthodes de prolongement 3 partir de résultats

connus sur les capacités.

IIT 1 - A la méthode générale de construction de précapacités fortes de
type m proposée au paragraphe II 5.1, correspond une méthode générale de

construction de mesure d'information de type Inf-m sur !;)(Q).

Le choix des valeurs universelles,

J(@) =+ et J(a) =0,

nous conduit & renforcer quelque peu les hypothéses dans le cas des mesures

d'information.
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IIT 1.1 - PROPOSITION :

Soient (@ une classe de parnties de @, m un nombre thansfind

et H une fonction d'ensemble définie sur 8 a valeuwr dans l§+ telle que

1) sup H(C)=+°°,
ce€

2) pour tout recouvrement m-{ndexé (Ci)ieL de 9 par des
éléments de 8, on ait inf H(C.) =0 .
N 1
1eL
La gonction d ensemble dé ginie sun 9(:’2) par
Vae 3)(9) , J(A) = sup inf H(Ci) .
cef ieL
Uc.2A
ieL *

ol £e supremum est pris pour tous Les necouvrements m-indexés de A par

des 2Léments de ((Jp, est une mesuwre d'information de type Inf-m sur .(P(Q).

IIT 1.2 - REMARQUES :

1) La condition 1 est remplie si f est un pavage et si H(@) = + =,
La cond:ition 2 disparalt s'il n'y a pas de recouvrement m-indexé
de Q par des &léments de ‘6 : dans ce cas on a J(Q) = 0 gréce & la conven-
tion habituelle qui consiste & poser J(A) = 0 s'il n'existe pas de recouvrement

m-indexé de A par des &léments de € .

Lorsque § € ‘6, la condition implique que H doit &tre nul pour

l'ensemble Q.

~

2) Dans le cas ol on considére une mesure d'information de type
Inf-c sur g) (2), la connaissance de la fonction génératrice ¢ permet de

calculer l'information de tout ensemble non vide,
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J(A) = inf o(w)
weA

et c'est par convention, parce que ¢ est & valeur dans R,» qu'on a

posé J(@) = + =,

Si nous voulons obtenir J & l'aide de III 1.1, nous sommes conduits
a4 prendre pour Qﬁf la classe des sous-ensembles {w} & un seul &lément et

l'ensemble @,

Définissant alors H par
Vo€, H{uw}) =o(w) et H(F) =+ o,

la condition 1 est vérifiée ; la condition 2 résulte de la définition 4'une

fonction génératrice :

inf ¢(w) =0,
wes

et la méthode de construction donne

VA€ g)(sz) , J(A) = inf o(w) .
' weA

III 1.3 - PROPOSITION :

Une condition nlcessaire et suffisante,pour qu'une mesure d'information

J de type Inf-m, construite & L'aide de 11T 1.1 & partin d'une fonction d'en-
semble H définie sur une classe (6 ~de parties de q, s0it un profongement de
H & 9) (@), est que

1) sup H(C) = + =,

ce@
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2) pour tout necouvrement m-Andexé (Ci)ieL‘ d'un éLément C € L@

(nesp. de o) on ait

inf H(Cl) < H(C) (resp. inf H(C.) = 0).
i€l ) i€L
Les deux conditions‘supplémentaires imposées & H par rapport &

la proposition II 6.1 correspondent aux valeurs universelles imposées & J.

IIT 1.4 - COROLLAIRE :

S{ J est une mesune d'information de type Inf-m définie sun
-~
wn pavage J¢ stable pour L'operation (N f£) et contenant Q , on peut
P

comstwine une extension de J @& () qui est encore une mesure d'infon-

mation de type Inf-m.

En effet J(@) =+ o, J(Q) = 0, et la démonstration est semblable

g celle de II 6.2.

En fait, lorsque ¢ f gz, on peut encore énoncer un théoréme d'exten-

sion en utilisant la remarque suivante :

(-——f
501ent J une mesure d'information de type Inf-m sur \}C et J!

la mesure d'information de type Inf-m sur g)é -Jt(J {@#} définie par

%,

Vae J(a) = J'(a)

et J(F) = + o,

Qo7

D'aprés le corollaire III 1.4 ci-dessusy;s J' posséde une extension J

fJD(Q) qui est du type Inf-m. Or

vaed | 1w =rm =,
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IIT 1.5 - COROLLAIRE :

S{L J est une mesure d'information de type Inf-m sur une classe
92 de parties de @ qui contient @ et qui est stable pour L'optration (N f),
on peut construine une extension de J & g) () qui est une mesure d'information

de type Inf-m.

La stabilité de g pour 1l'opération (M f) n'est pas nécessaire ;

1l suffit d'avoir :
Y (A,B)€ 9:xg°’, AﬂB#¢%ANB€gg.

Ce corollaire a déja été énoncé, dans le cas de mesures d'informations

de type Inf-c, par J. Kampé de Fériet et P. Benvenuti dans [h] .

IIT 1.6 - REMARQUE :

Il n'y a pas de contradiction avec la condition nécessaire et suffisante
énoncée au paragraphe IIT 1.3, puisque le prolongement obtenu pour J dans le
corollaire III 1.5 ne correspond pas & celui qu'on obtiendrait par III 1.1 avec

J et ?, mais é celui cc?nstruit & partir de J' et gzl :
T F o
VAef}Z, J(A) = J'(A) et J'(P) = + .,
I1 se trouve que la restriction & ? du prolongement de J' de

a () coincide avec J et c'est ce qui nous permet d'énoncer le

‘corollgire III 1.5.
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IIT 2 - Soit J une mesure d'information définie sur une classe tf de

parties de Q.

IIT 2 1 - DEFINITION :

Dans [12] nous déginissons La mesune intérieure d'information

S) (Q) pan

Vaeg g)(sz) , J.(4a) = inf J(X) .
(3
KC A

Par convention nous posons J*(A) + », s'il n'existe pas

KGLg tel que K C A,

De plus, pour obtenir la valeur universelle J*(Q) = 0, nous imposons

~

& J la condition :

(1) inf J(X) =0
ke
ce qui exclut la.classe (fg = {@¢}. sSi (t? contient Q, (1) est toujours

vérifiée.

IIT 2.2 - PROPOSITION :

Si J est une mesure d' information de type Inf-m sur un m-idéa,e:)('
différent de { ¢} d'une m-algebre bo , alons, AL

¢

inf J(K) = 0 ,

KeX

La nestriction Ty de J. a 33 est aussd une mesure d'ingormation de
S

Zype Inf-m.
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I1 suffit de remarquer que la fonction d'ensemble I = :1T_ est

une précapacité forte de type m sur()r . D'aprés II 3.4 (remarque 2), la

restriction a bo du prolongement I  de I ég)(ﬂ) est une précé.paéité

forte de type m sur 9 . De plus I*((Zi) 0 puisque I(@) =0 et

J.

Y

I*(Q) = + o J'aprds la condition imposée

1

Puisque J on a le résultat proposé.

%l

1,
g vy

ITI 2.3 - REMARQUES :

1) si <N‘ est un m-idéal de g) (R), on obtient ainsi un prolongement
z Pay.

2) Pour toute mesure d'information J' sur SJ, qui prolonge la
mesure d'information J de type Inf-m sur J{: on a

vae I, 5, 3.

En effet Vae f , J*(A) = inf J'(K),
KeN
KCA

et puisque J' est une mesure d'information sur bo,

v AGS’,‘ J'(A) g€ inf J'(K)

xke¥
KCA
donc , VAGBD, J'(A) s I (8).
IIT 3 - Soit J une mesure d'information définie sur une classe g de

parties de Q.
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IIT 3.1 - DEFINITION :

) , . 0]
Nous déginissons La mesure exténieure d'information I pY3 4 (2)

pan

Vae @(n) , JA) = sup JI(K).
KEH
KA
. * . . C@
Par convention nous poserons J (A) = O s'il n'existe pas K€ ’
K D A. Pour obtenir la valeur universelle J¥(¢) = + ®, nous imposons & J

la condition

sup J(K) = + o,
Ke®

ce qui exclut le cas g = {Q} . si ‘g est un pavage,cette condition est
automatiquement vérifiée.
IITI 3.2 - PROPOSITION :

S{ J est une mesure d'information de type Inf-m sur un m-Lidéal
CM d'une m-algZbre 87, La mesure exterieuwre d'infonmation ¥ ost une mesune

d'information de type Inf-m sun 9)(9).

DEMONSTRATION :

1) Soit 3 le m-idéal de SD(Q) engendré par (NI et soit

DO\={A€ .(f)(fz): il existe ne N N D A}

So est un m-idéal de \(P(Q) qui contient cM, doncg . Mais, si

A€ ‘30 , 11 existe N € ON, tel que A C N et comme 3 est un m—idéal

de g)(ﬂ) (1e plus petit) qui contient(M R




NGD = AG-‘J-

Donc 3=3 .

o}

-

La convention adoptée pour ¥ entrafne donc que
VA %3 , J%a) = o.

2) I1 est clair que J* est & valeur dans l§+ , décroissante et telle

que  J(@) =+ =, I¥Q) = o. .

Soit (E.) une famille m-index@e Ad'8l8&ments de g) (Q) ; ona

1'1eL

JTU E,) g inf J*(Ei)
igL i€L

et donc 1'égalité si inf J(E.) = O.
. 1
1€L
Supposons donc inf J*‘(Ei) > 0, ce qui entrafne que pour tout
i€L
ierL BeJ .

Soit h wun nombre réel > 0 tel que

h < inf J"‘(Ei).
i€l

ma Viegl Jxed, K, D E; tel que h < J(K,).

Oor U K. € CN: puisque CM "est un m-idéal,et \Y K. D \U E.
. l - 1 -
1€l 1€L 1€L

.
-

d'od JNU E.) 3 J(U K. )
ijer * ieL
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et comme J est du type Inf-m sur c}(’
F*(U E) > inf J(K,) 2 h.
i€L i€L

Donc J* est une mesure d'information de type Inf-m sur EP(Q).

III 3.3 - REMARQUES :

1) Le cas =<Q§g peut &tre considéré comme corollaire de la

proposition II 3.1.

2) si J' est une mesure d'information définie sur EP (), telle

que J' et J coincident sur c)(: on a
)]
vae L , ) <),

En effet J*(A) = sup J'(K) puisque J et J' colncident
KEN
K2A

sur ON{ et comme J' est décroissante sur 5;)(9)
WM)2sg JU(K) 2 TN(A).
KeP(q) \

KDA

3) une m-algébre est un m-idéal d'elle-méme (m-idéal impropre). On

obtient, & 1'aide de la proposition précédente,le résultat suivant :

III 3.4 - COROLLAIRE :

S{ T est une mesure d'information de type Inf-m sur une m-algibre

bo , fa mesure extérieure J° est une meswre d'information de type Inf-m

Aun g)(g).
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IIT 4 - TLes résultats,obtenus jusqu'ici sur les mesures d'information de type
Inf, étaient des conséquences des propositions &tablies, dans le chapitre II,.

pour les précapacités fortes.

Ceux, qui suivent (III 4 et III 5),correspondent 3 1'utilisation de

propriétés des capacités.

Soit J une mesure d'information de type Inf-o sur un idéal_c)V°

g> I est une précapacité forte de type o sur ch 5

de (Q). Posons I

= 1.
c'est donc une précapacité sur C)Vn telle qu'on peut définir,comme le fait

Meyer [151, la capacité extérieure I* associde & I. Notons J = J*H'(N‘ la
(N)

restriction de la mesure intérieure d'information & 1l'ensemble dh «hf) des
parties dq‘—analytiques de @ .
III 4.1 - PROPOSITION :

3
S4 I est une mesune d'information de type Inf o  sur un {déal ()
J\f de \.(P (@) telle que
1)  inf J(K) = 0,
KEN

2) 1* s0it une (N ~capacite,

alons Le prolongement T de 7 a at(c}() est aussd du type 1Inf o.

DEMONSTRATION :

. * e . .
g1 I est une cAr—capaclte, on a pour tout ensemble capacitable A

-~

*(a) = sup  I(K),
Ke s

KCA

1 s a2 . . 0 - . Py

() Ch( est un idéal mais n'est pas un o-idéaljcar, s'il 1'était, la seule
condition 1) entrainerait 1'existence dﬁua-pre%eagement-is92(9§ du type~ Inf-o
d'aprés la proposition III 2.2.
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donc puisque CM=N6 et TT(K) = I(K) pour tout K‘E(N‘ ,

THA) = sup T (X).

Par suite J (4) =

D'aprés le théoréme de capacitabilité des ensembles analytiques de

-~

Choquet, il est clair que J coincide avec -1—; sur :)%.((N‘),
I

I1 en résulte que J possdde la continuité séquentielle ascendante
sur. s]{: ((N) : pour toute suite croissante (An)n(!N d'éléments de ik (CN) on a

J(U A) = inf J(a ).
nelN nelN
D'autre part, on démontre,comme dans la proposition III 2.2,que. T est du
type Inf (fini). Donec J est du type Inf-o, puisque c*: (CM‘) est stable

pour l'opération (U d).

IIT 4.2 - COROLLAIRE :

? (o

est du type Inf-o et posséde de plus La continuité séquentielle descendante

Si £a mesune d'information I definie sun £'idtat N de

sun (N’, alons T est une meswre d'information de type Inf-o sur Jt (CM).

On a par hypothése pour toute suite décroissante (An)ne!N d'éléments

de()l’b

J(M An) = sup J(An) .
n€lN nelN
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* .y . .
Donc T est une cM—capaute puisque

™* (N A)=T(M\A)=inf I(a) = inf I*(An).
ngN nel nel " neN

III5 - Le résultat suivant, utilisé dans la proposition IIT L.3, présente
un intérét propre comme méthode de construction de mesures d'information sur
l'ensemble des parties d'un ensemble 3 partir d'une mesure d'information sur

1'ensemble des parties d'un autre ensemble.

IIT 5.1 - PROPOSITION :

Soit £ une application définie surn un ensembfe @, & valewr dans

un ensemble Q'.

S{ I est une meswrte d'information de type Inf-m  Asur ? (Q),

La gonction d'ensemble J déginie sun g) (Q) par

Vae EP(Q) , J(A) = J(f(a)) = J'({f(w)E Q' : w € A}) ,

est une mesune d'information de type Inf-m Aur \(P(Q) 8L J'(F(Q)) = 0.

Notons que, si f est surjective, on a J'(f(R)) = 0 pour toute

mesure d'information J' sur JO (Q').

Le résultat repose sur les propriétés suivantes :

1) ACBC o = f(A) C f(B) C Q'

2) (U A.) = U f(Ai) pour toute famille (Ai). d'éléments

iel, Y i€L 1€L
de ?(Q).
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IIT 5.2 - REMARQUE :

la fonction d'ensemble définie par

0
I
=5]]

Ve g)(§+) , J'(A') = inf A"

est une mesure d‘'information de type Inf-c sur £}>(ﬁ+).
Done,si f est une application de § dans ﬁ+ telle que

()
J'(£(Q)) = 0, 1la fonction d'ensemble définie sur J~ () par

Vae 9(9) , J(A) = J'(£(4)) = inf f(w),
wehA

est une mesure d'information de type Inf-c¢ sur ~g>(ﬂ).

Notons que la condition J'(f(Q)) = O s'exprime

inf f(w) = 0
wER

c'est donc .celle imposée pour les fonctions génératrices.

ITI 5.3 - PROPOSITION :

. 7! . s
Sodlent (@ ,35) et (', 3) deux ensembles pavés, f une application
de @ dans Q'. Soit J' une mesure d'information de type Inf-o Asur .9) (")
. !
possédant La continuité séquentielle descendante sun F et g définie sun

?(9) pan J = J' o f.

Siona

1) J'(£(Q)) = o,

/ |
) Foswe Pa) - xe K,
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'3) fe pavage constitu? par Les ensembles £ '{w'} N K, pour

1
K € 3—2, semi-compact ( ),

alors J est une mesure d'information de type Inf-o sur 5)(9) qui posside

T
La continuité séquentielle descendante sun Je .

DEMONSTRATION :

D'aprés la proposition III 4.1, J est une mesure d'information

de type Inf-o sur 5)(9).

I1 suffit donc de montrer que,pour toute suite décroissante (Kn)neﬂ\l

-
d'éléments de J© , on a

J(M Kn) = sup J(Kn).
nel nell

Or J' possédant la continuité séquentielle descendante sur

i
g“: , 11 suffit de vérifier que

f(M k) =M £(K),
nen n néef n

1'hypothése 2) et la définition de J permettant de conclure.

Or on a évidemment

£f(M K )T M £(K ).
nely n nel n

(1) Soit E un ensemble et 8 un pavage sur E, Le pavage g est
semi-compact [10],si toute famille dénombrable d'&léments de g,
qui posséde la propriété de l'intersection finie, a une intersection

non vide.




Soit w' € M f(K ), montrons qu'il existe w € (Y K tel que f(w) = w'.
n n
néN nelN

w' e me(Kn)=‘>Vne n o, awne Kn, f(wn)_=w'.

Donc pour toute partie finie NO C N on a,en posant n = sup-No s

N (et N K = £ ({uh) 0 K #6.
neNo 0

Comme le pavage est semi-compact d'aprés 1'hypothése 3),

N (7 () n K)#49,
n¢iN

et 11 suffit de prendre « dans 1l'intersection.

IIT 5.5 - COROLLAIRE :

i
Sodent @ et Q' deux espaces topologiques sEparés, ¥ (re‘sP.JC )

Le pavage sur @ (resp. Q') constitué par Les parties compactes de €

(resp. Q'). Soit f une application continue de 9 dans Q'.

S{ J' est une meswre d'information de type Inf-o sur .(P (),
qui est £'inverse d'une capacité de Choquet, et a4 J'(£(Q)) = 0, alons
J=J"0of définit sur 5) () une mesure d'information de type Inf-o,

qui est L'invense d'une capacité de Choquet.




CHAPITRE 1V

MESURES EXTERTEURES D' INFORMATION

Pour les mesures d'information, 1'intéré&t s'est porté surtout sur
celles qui sont o-composables. Rappelons (I.4 ; I.5) que, F &tant une opération
de composition réguliére et 557 une o-algébre de parties d'un ensemble (, on
dit qu'une mesure d'information J est composable de type F-o sur SjD, si,
pour toute suite (A ) _* d'éléments deux & deux disjoints de &j?, on a

n nelN

(1) J(U

N A)=F [3(a),..., 3(a),...]

* n

1'8galité (1) étant alors assurée pour toute suite d'€1léments de tj? dans
le cas ol l'opération de composition réguliére est définie sur ﬁ+ x ﬁ+

par F(x,y) = Inf(x,y).

Si l'opération de composition réguliére F est du type hyperbclique,

>F(X,Y) = s

L1
y

ik
X
une mesure d'information J composable de type F-o sur &jj est 1'inverse
d'une mesure o-additive sur &5) telle que u(Q) = + » et réciproquement,

la o-composabilité de J et la o0-additivité de u exprimant la méme

propriété,

. * . . .
Or s1 y est une mesure extérieure, c'est~3-dire une fonction d'en-

semble définie sur Q), & valeur dans R, croissante, sous o-additive et

P ;

* . . -~ S
telle que u (@) = la restriction de WX 3 1a o-algébre des ensembles
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. vive sur S (voir par

K -mesurables est une mesure o-additive sur (voir par ex. [20]).
* - {

*Q) = + w, 1la fonction d'ensemble J =—£~ définit sur £f>(9)

u
une mesure d'information et sa restriction a tj; est donec composable de type

Si u

F-oc avec pour F 1'opération de composition réguliére du type hyperbolique.

e e * . . .
Ainsi i1 est naturel d'appeler J mesure extérieure d'information.

Nous en précisons ci-dessous les propriétés pour une opération de

composition réguliére quelfconque.

IV 1.1 - DEFINITION :

Soient @ un ensembfe non vide, F une opération de composition
neguliene ; nous dirons qu'une fonction d'ensemble J¥ défindie sur 9 (Q)
est une F-meswre extéiniewre d'information de type o s4 elle vénifie Les

PROPALBLES Aulvantes :

1) % est a vatewr dans l§+;

2) @) =+ =, IQ) =0;

3) I est décroissante : A C B => JY(A) 3 JT(B) ;

4) pouﬁ toute suite (An)n * d'éléments de JO(Q), on a

€

(1) J*(nkei\r* A) 3 Fw[J*(A1),..., J*‘(An),...].

On permet aux éléments de la suite (An)neN* de ne pas &tre tous

distinets ; pour toute famille finie (A1,A2,...,An) on obtient donc, en

associant la suite (A1""’An’ By Byens),

n
J*(ik:j1 a) > F [3(a),..0, 3],
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IV 1.2 - CONSEQUENCES :

1) Toute mesure d'information de type Inf-o sur Er)(ﬂ) est une
F-mesure extérieure d'information de type o et ceci quelle que soit l'opération

de composition réguliére F :

il suffit en effet de remarquer que

*
V(x ﬁf

...,xn,...) € . Fw[XT,...,X ,...] ¢ Inf, X

b
1 n nel

2) I1 y a identité entre les mesures d'information de type Inf-o

0,
sur .J (2) est les Inf-mesures extérieures d'information de type o.

IV 2.1 - DEFINITION :

Un ensemble E C 9 est JI*-F-mesurable 54 on a
VACE , VBC CE , I(a U B) =FlI*WQ), 7B)]

IV 2.2 - REMARQUES

1) Dans le cas ol F est 1l'opération de composition régulidre de

. Lo s - * o PN
type hyperbolique, cette définition conduit pour u = ;%- 4 la définition de
J

* . - .
Rogers [éOJ des ensembles WM -mesurables qul est une variante de célle de
Carathéodory. Cette remarque nous permettra,par la suite, d'utiliser certaines

techniques de démonstration de [20].

2) Pour une mesure d'information de type Inf-o sur EF)(Q) .

tout €lément de 93(9) est mesurable.

3) Il faut toujours préciser 1l'opération de composition régulidre

F quand on parle d'ensembles mesurables comme le montre 1'exemple suivant.
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Exemple :

Soit 2 un ensemble de cardinal “2 . On pose pour tout

© si card E £ “o
J*(E) 1 si xo < card E sx1

7*(8)

o
*
~~
t=1
g
It
+

]
(@)

si 3'1 < card E

J  est une mesure d'information de type Inf-o sur (). Donc

*
tout sous—ensemble de  est J*—Inf-mesurable.

Soit F 1'opération de composition réguliére du type hyperbolique.

D'aprés IV 1.2, J* est une F-mesure extérieure d'information de type oO.
Soi -8 ' ¥
o1t E tel que card E = 1 E n'est pas J -F-mesurable

puisqu'il existe B C CE tel que card B =x1 ’

JME U B) =1

et = -,

IV 2.3 - PROPOSITION :

Soit J* une F-mesune extérieuwre d'information de type o ; un
ensemble E est J -F-mesunable 44, pour tout A C E, tout B C (:E, tels
que 7*(a) ¢ A(F) et 3%(B) ¢ A(F) , A(F) &tant £'ensemble des idempotents

de F, ona

*(a v B) ¢ F[3*(a), 3*(®)].




DEMONSTRATION :

*
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Ona J (AU B) 2 F[J*(A), J*(B)] comme conséquence de la

définition IV 1.1,

Si J*(A) ou J*(B) € A(F) , on a d'aprés les propriétés d'une

opération de composition réguliére

rlo™(a), 37°(B)] = me[iT(a), 7¥(B)].

Supposons que JY(a) = Inf[J*(A), J*(ij , alors
rla*(a), 75(8)] = 7¥(a)

et coome AC AU B ona
J(a U B) £ 5 (a)

d'odl J*(a v B) = rl0*a), 7 m)].

IV 2.4 - COROLLAIRE :

Sé I“1(J*) : {x € I§+ :d A€ S)(Q) , J¥(a)

AMF), tous Les sous-ensembles de o sont I -F-mesurables.

est Ainclus dans

En particulier si P1(J*) = {0, + »} , tous les sous-ensembles de

* ! P . s . » o
8 sont J -F-mesurables pour toute opération de composition réguliére F.
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IV 2.5 - PROPOSITION :

Soit J* une F-meswre extérieune d'information de type o. Alons

1) Les ensembles mesunables forment une o-algebre F* de parities
de @ qui contient Les ensembles de mesurne extérieure d'information
inginie.

2) 84 (E.). % est une Au,(/té d'ensembles de ﬁ)* deux a deux

171€WN
disfodnts, on a

(U, E) *(®)) s TNED,T

F_ [J
ien

DEMONSTRATION :

1) Soit N e P(a) tel que I¥N) =+ o .

VACN,VBCBN ,

T

B) > J7(a U B) » F[u*(a), 3%(B)] = 7%(B)
puisque J*(A) > J*(N) et que F[+ o, J*(B)] = J*(B).
On a donc 7*(a U B) = F[I%), 7%(8)]

et N est mesurable.
Donc @ est mesurable d'aprés la propriété 2) de la définition IV 1.1.

2).Si E est mesurable, c E est mesurable d'aprés la symétrie de

la définition IV 2.1.

3) Soient E1 et E2 deux ensembles mesurables.
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Soient ACE1UE et BC[:(E1U E2),

2

AuB=(ANE)VU[AU BN CEJT

E1 mesurable entralne donc que

Fau B =F"an ), MU BN I:E1):| ;

or (AU B) N (:E1=(AOCE1)UB et

E2 mesurable entraine que

Mavwn [e)=rl*an {z), @) .

Mais puisque E1 est mesurable

* ' *
7w =rl*an e), fan ()] .

Donc *a U B =r [N E), fkan [ &), 7]

rla* (), 7N (®)].

On a donc E, U E_. mesurable.

1 2
4) Soit (Ei)iew* une suite d'ensembles mesurables deux & deux
disjoints.
Soient AC U E, et BC[U E,
i=1 } i=1

n
D'aprés le 3), \J E, est mesurable pour tout entier n > 0. D'ol
Ci=t

n
puisque J° (4 U B) £ *[(an (U E)) U 5]

i=1




* n n *
et FTan (U eV B =FF"aN (U E), I ()]
1=1 ~i=

*

' n
on a J (A U B) g F[J-*(A n (Y Ei)), J*(B)].
i=1

Or les ensembles Ei gtant disjoints et mesurables on a

4 n % n-1
Fan (U E)N=5(AaNn (U BH]V (AN E))

i=1 i=1

n-1
Flia 0 (U E)), TN E)],

1=1
. o * n ¢ %
d'oll J(an (1k=J1 g)) =F [*ane)..,5@ang)],
et 7¥(a U B) ¢ Fn+1[J*(A NED,..., J¥a n E), >*@]

d'ol, puisque 1'inégalité ci~dessus a lieu quel que soit n g EN* .
(1) J*(a U B) ¢ Fm[J*(A NE),..., A N E),..., J*(8)] 5
or le membre de droite de 1'inégalité ci-dessus vaut
(2) FlF_[7%(a 0 E),..., ™ManE),...7, 3*(89],
et d'aprés la définition de J*, comme AC C) 'Ei .
i=1
(3)  J%a) = ;*(A n (£}1 E)) » F [T n E)sene J¥aan E),...]

d'ol

() *(a v B) ¢ F[T*(a), J*(B)]

- 62 -
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et on conclut & la mesurabilité de U, E, . 1),2),3),4) assurent la premidre
ien
partie de la proposition.
. o*
)1€N

5) Démontrons la ptme partie de la proposition ; soit (E une

i
suite d'ensembles mesurables deux 3 deux disjoints.

D'aprés les inégalités 1),2),3),4), on a

*

Ffaus) ¢ rlF [Man B )seees (AN E)s-en] s JF®)] < ), )] .

Or puisque kJ* E. est un ensemble mesurable d'aprés le 4) on a
ieW

7¥(au B) =r[F_[IF(a N E1),...,J*(A n En),...],J*(B)].
Prenons B = (#; on obtient, puisque J*(B) =+ o

% * %* |
Ja) =F [57(AN E),..., T (ANE),..].

1

Prenons maintenant A = kj* Ei ; on obtient
ielV

U, E) = [IME),... 0% E),. ],
ieW

ce qu'il fallait démontrer.

IV 2.6 - CONSEQUENCE :

La.restriction, & 1la o-algébre des ensembles mesurables, d'une
F-mesure extérieure d'information de type o est une mesure d'information de

type F-o.
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Iv 3 - Dans la proposition qui suit, nous allons montrer comment construire
des F-mesures extérieures d'information de type o. Nous utiliserons deux
lemmes

IV.3.1 - LEMME :

Soit F une opération de composition hégulidre ;

“N* N*

AL (x1,...,xn,...) € R, et (y1,...,yn,...) € ﬁ_‘_ , ona

F[F (x1,...,xn,...),Fw(y1,...,yn,...)] = Fm[F(x1,y1),...,F(xn,yn),...] .

o]

. o,
En effet, pour tout entier n € W , on a

Fn[F(x1,y1),...,F(xn,yn)] = Fen[x1,...,xn,y1,...,yr;l = F[Fn(x1,...,xn),Fn(y1,...,yn)],
d'ol le résultat par passage 3 la limite lorsque n tend vers 1'infini.

Iv 3.2 - LEMME :

SL F est une opération de composition néguliéne, on peut construire
pour tout n € JO, + o[ , une suite (”i)ieu\r* d'éléments de ]0, + = telle

que

P [ngseees ngoeed 3

Remarquons que, si l'opération F est 1l'opération Inf, le résultat

est trivial : on peut prendre n; =n pour tout i € m*.
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1) Soit £ 1'application de l§+ dans lﬁ_'_ définie par f(x) = F(x,x) ;

f est continue et f£(0) = 0, f(+ °°_) = + , Donc f(ﬁ+) =l§+ et on a
Vneg Jo,+=[ , In e Jo,+=[ , £(n)=Fln,n)=n.
Notons A(F) = {x € §+ : P(x,x) = x}

- si n € AF), F(n, n) =n et la suite constante de terme général n',n' > n

répond aux-conditions de 1'é&noncad:

- si n¢ A(F), soit A_= sup A et A _=inf X .
-]
AEA(F) AEA(F)
A <7 A >

Comme A(F) est fermé, }\Oe AMF) et A_€& A(F).

Des propriétés des I-semi groupes [17] , on peut déduire que Do’ AQ]

est un I-semi-groupe (qui n'a pas d'autre idempotent que VAO et Aw) et que
Vve [»r] 5 FO.v) =2, , FO, »v) =v.
On a done f( D‘o,}\w]) = [AO,)\“J et
Vne :[lo,lw[ - n, € ]AO,Aw[ , F(n1,n1) =n.
Or F est simplifiable sur [)\o,)\;], c'est-d-dire que
F(v,y) = F(v,y") 9‘ Ay => v =7

D'od

\ n € ])\oa)\m[ ’ 3 n.‘ € ]n:}\‘»[ ’ F(n1m1) =n
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et n

; est unique car si n! € ])\0,7\00[ et F(n1',n1') =n,

1

(resp. si n! > n1)

on aurait si n{ <n ]

1 b4

1] 1 1
F(n1,n1) < F(n1,n1) < F(n1,n1)

) 2 F(n,,n,))

1

‘d'old F(n{,n1) = F(n1,n1) et done n! =1

‘ .
1 1

On peut donc construire une suite strictement croissante (ni)iem% telle

que si n € ]AO,Aw[ , on ait quel que soit 1 g IN* > Ny € ])\O,Am[ .

2) Montrons dans le cas ol n ¢ A(F) que

Ew[n1,..., ni,...] >n .

En posant n

i
3
-
S
o

o
View , ng = Flngpqe nyeq) <Folng,,) = N4
et ni < F(ni+1a ni+2) < F1(ni+1),

les inégalités &tant strictes puisque F est simplifiable sur [XO,AEJ et

. 1212 . .
que la suite (ni)iéw d'éléments de ]Ao,xw[ est strlctement croissante.
Supposons que pour n entier, n > 3, on ait quel que soit i€ W,

n-2(

N

n; < Fn--1(n

1412770 Maneg) < Fpop(ngqaeees ) <oee < Filng o).
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On a quel que soit 1 € N ,

141270 2 i4n-1 )s T‘i+n‘-]

) < F )

Vi e u , Fn(ni+1,-.., ni+n ‘n-1(ni+1’§..’ ni+n—1

1]
>

puisque si on avait 1'égalité, on aurait LI -

D'autre part, quel que soit i € N,
et comme,par hypothése,

(Tl s N )>n

Fn—1 i+2?" " i+n i+1?
on a, l'inégalité &tant stricte,
Fn(”i+1""’ "i+n) > F'(ni+1, "i+1) =n. .
Donce
View , ny<F g meeang, )< Pt Oggqeers g ) < vee < Filng )

La suite (Fn(n1,..., nn))nEN* est strictement décroissante ; elle

est bornée inférieurement par n , donc

Fm(n1,...’ 'nn,...)=inf¥ Fn(n1,o-0’ nn) Zn .
‘ neN
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IV 3.3 - PROPOSITION :

Sodient ‘@ une classe de parnties de 9, H une fonction d'ensemble

définie sun Zf a valeurs dans R . ¢t F une operation de composition néguliéne

telles que
1) ¢ ¢6 (c'g%t un pavage sun Q)
2) H(@) =+ =,
3) pour tout recouvnement o-indexZ de Q pan des Eléments C.
de €, omait ¥ [c,),..., 5c,),...]=0.
La fonction d'ensemble,définie sur SP (Q) par
VE ¢ g)(ﬂ) s T4E) = sup F [H(C1),..., H(C.),...]
®© 1
c.€8
U,C;2F

iEN o

ol Le supremum est pris pourn tous Les recouvrements o-indexés de E par

des éLéments de L@ , esl une F-mesure extriewre d'information de Zype . o.

. ¥ . .
Par convention on pose J (E) =0 s'il n'existe pas de recouvrement

o-indexé de E par des éléments de € .

k}

DEMONSTRATION :

* = . . .
1) g est 4 valeur dans !R+ puisgu'il en est alinsi de Fm.

(@) 2 F_[E(®), ..., K(B), ...] domc I¥(B) = 4w,

¥ . . ~ - . ~ 3
J (9) = 0 soit . d‘'aprés 1'hypothése 3), soit d'aprés la convention.




* .
2) J est décroissante ;

les recouvrements o-index8s de E sont des recouvrements

E1CE A

2 -]

. . *
c—-indexés de E done J (E1) > J*(Eg) .

1’

3) Montrons que pour toute suite (Ei)' * d'81éments de g)(Q)

1€l

on a

J*(ik=J1 E.) » F [7(),..., T(E),...].

F si Fm[J*(E1),..., J*(Ei) ] = 0 le résultat est &vident d'aprés le 1).

i"(E.),...'] > 0. 0n a

I supposons donc Fm[Ja"(E1 ) I ;

Inf, J*(E.) > 0.
iem .
) » * e eis .
- si F&[J (E1),..., J (Ei),...] < + o, de la continuité de F au point
* ) .
(Fw[J (E1),...,J*(Ei),...] , + ®) on déduit que quel que soit e ER:,

il existe é’lR: tel q_uet‘

(1) PRI (E) ey 38R, ) 0n) 2 PN R, 0%, ] - e

- si Fw[J*(E1),..., J*(Ei),...] = + o, puisque,quel que soit x €& §+, on
a F(x, + =) = x,

quel que soit ¢ €IR: s 11 existe n € lR: tel que
* *
(2) FIF (3T (E)seens T (ED,ue)s ] 2

. * P . * .
Maintenant, ¢ € R+ étant donné, soit n € €R+ tel que, suivant

* 6% . I RPN
la valeur de Fm[J (E1),---, Jd (Ei)"“] s (1) ou (2) soit véririé.
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Associons & n, suivant le lemme IV 3.2, la suite (ni)iel\l* 5

si n € A(F) on prendra pour (n.). * une suite constante dont le terme

171€
U ” L v ) * » *
général est différent de J (Ei) pour tout i € N .
Pour tout 1 € IN*, il existe une suite (Cgl))jﬂ\l* d'éléments de

L@ telle que U* C(.l) D Ei et
jen™ 9

Fm[H(Cgi)),..., H(Cg.i)),...] > F[J*(Ei), n;J-
Donc, U (U* C(.i)) est un recouvrement g-indexé de \J_  E.

ien* ew* 9 ien* t

par des éléments de g ; d'ol

* (1) (1) (1) (i)
J(ig\fk}zi);Fm[H(c1 ),...,H(CJ. )se.., H(C] ),...,H(cj )seot]

» FFI%(E), 0]y -ons FIO%ED, n.]00]
et en utilisant le lemme IV 3.1,

% * *
J (ikeJN* E;) 3 F(F_[I7(E,),..., T (B;)seee] 5 Fongseees mgsenn 1),

‘et d'aprés la définition des n;

. * *
- si Fw[J (E1)""’J_(Ei)’°"] <+ on a

y b & *
Ve>o, J (igq* E) 2 F[(ED ey (B, 0] - ¢

. & *
- et s FL(E)D,..., (B,),..] =+ =

Yeso, J*(U*Ei)zé
ieN

d'ol le résultat. .
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IV 3.4 - REMARQUES :

1) La condition imposée & (6 d'étre un pavage et &4 H d'@tre

. *
telle que H(@) = + » n'a pour but que d'obtenir la valeur J (@) = + =.

Si la classe L@ de parties de 2 ne contient pas l'ensemble ¢ on

imposera alors la condition :

quel que soit n € IR: , 11 existe une suite (C.)

. * " Pl
1) sen d elemegts

de k@ , telle que
F [H(C,), .., H(C,) ...] 2 n.

2.2 . . *
2) Toute F-mesure extérieure d'information J de type o peut

€tre obtenue par la méthode de la proposition IV 3.3 Il suffit de prendre

f=9)(9) et H=J".

IV 3.5 - PROPOSITION :

Soit J une mesure d'information composable de type F-o définie sun
une o-algébre f)o . Soit J* ta F-mesure extérieuwre d'information de type o
obtenue a £'aide de S’, J et F. 8K .f)o* est La o-algebre des ensembles

T*-F-mesurnables, Ra nestriction J‘"I . de J*a P* est une extension de J.

J

DEMONSTRATION :

1) Les hypothéses de la proposition IV 3.3 &tant vérifiées, J*

est une F-mesure extérieure d'information de type o .

~

2) Soient E € g)(ﬂ) et (Ai)iew* une suite d'éléments de bo

telle que

EC U*Ai.
ieN
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Notons A = U* Ai et quel que soit i € !N*, B. =A. -~ \(J A.

iely j<i
On a Biey et BinBj=¢ si i # J

Donc

FLA) s 38, ] € B [3(B),., 3(B),.0] = (U B.) = 3(a)

ien”

a'od JYE) = sup Fw[J(C1),..., J(Ci),...] s sup J(a).
c;e¥ Aef
U L. DE ADE

e *

Prenons d'autre part la suite (A, ¢, #,...) ol A € tf » ADE,; ona

J*E) 3 sup J(A) .
Ae¥

ADE

(1) D'od J¥(E) = sup J(a).
AeY

ADE

3) Puisque y est stable pour l'opération () d) 1le supremum
dans (1) est atteint ; en effet si (Ai)iélN* est une suite d'é1éments de y
telle que A D E pour tout i € N* et telle que J(Ai) Eres J*(E) , on

a, puisque

ﬁ*A. O E, ﬂ*A.ébo et J(ﬂ*Ai) > sup, J(A,) ,
iew. * jeww * i€N iem 1

J(NM. a.) =J%E) .
jen* *

4) Soit Aeg. Montrons que A€ 3* .
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Soient CC A et D C C A.

D'aprés le 3)% il existe B & tp tel que
(2) CUDC B et J(cU D) =J(B).

Comme CC A NB et DC C AN B, ona

(3) Fla*), ¥ @] s rpa n ), ([ a n )]
or
(4) F[s(a N B), J( CA N B)] = J(B)

d'ol & 1'aide de (2), (3) et (k4)

Fla*(c), 3] 2 I U D)

et A Y™

IV 3.6 - DEFINITION :

Une F-mesure exténieure d'inéonma,t{on 7* de type o est néguliere

84 quel que s0it E & g> (), 4L existe un ensemble J -F-mesuwrable A ok que
EC A et T*(E) = 7).

IV 3.7 - CONSEQUENCES :

1) Toute F-mesure extdrieure d'information J de type o0 construite

comme dans la proposition IV 3.5 § partir d'une mesure d'information J de type




F-0 sur une o-algebre bo est régulieére.

En effet
VE € 9)(9), J¥(E) = sup J(A)
AeY
ADE.

et le supremum est atteint d'aprés la proposition IV 3.5 3).

2) Nous avions défini au paragraphe III 3.1 la mesure extérieure
d'information J“E sur .g)(Q), connaissant une mesure d'information J dé&finie

sur une classe ‘g de parties de Q, par

vae Pw) , ) =sw 3k
: Ke¥®

KA

Dans le cas ol J est une mesure d'information de type F-o sur une
o-algébre y, cette définition colncide donc avec celle de F-mesure extérieure

d'information construite & partir de y, J et F.

IV 4.1 - PROPOSITION :

Soit L un ensemble quelconque d'indices. On suppose que, quel

que 804t i€ L , J: est une F-mesune extirlewre d'.infonmation de type o.

Alons, 84 on déginit I par

Vae 9)(9) ,  J%a) = infJT(a) ,
ioien t

* . . .
J° est une F-mesure extériewre d'information de type o.
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DEMONSTRATION :

. - S *
I1 est clair que J* est & valeur dans R, J (@) =+ w3 T (Q) =

* . ]
De plus J est décroissante.

o

Soit (Aj)jﬂN* une suite d'éléments de 1}>(Q)

View, J(U*A) F 78,0, 31(8),...]
et comme
Vier , Vien J*(Aj)sJ
on déduit que

U, Aj) 3 F LN, N0,
e’ !

a'od U, A 2 2 F [N )., 3MA),. ]
sen” J

~ PN »
d'apres la définition de J

Remarquons que si F(x,y) = Inf(x,y), cette proposition peut &tre

considérée comme corollaire de II L.6.

IV 4.2 - PROPOSITION :

Soit (J:) wer  Une famible decroissante de F -mesures extériewnes
+

d'information de type o.

La gonction d'ensemble définie pan

vae P ., ) =suwp te R, : J:(A) = + «}
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est une mesure d'information de type Inf o.

DEMONSTRATION :

Quel que soit t & R, , soit Dt = {Be J

‘3 est un o¢-idéal de \(p(ﬂ) puisque

t
%
N G =re>geJ,
* - * P -
2) AC B, B ¢ ‘jt = Jt<A) = + =, pulsque J  est décroissante,
donc A € ‘jt

3) A e J, .Vne N=>\U A ¢J, puisque
: n t nq[Nn t

*
J (U A)2F Jo,iis, »y0it] =,
tne.N n oo[ ? ]

La famille de o¢-idéaux (Ut)télR est décroissante :
: +

»*, '
ped, e s,
* *
Jt(A)=+oo% JS(A)=+oopour 0Ogs <t

donc Aejt% AQD s, O0gs <t.
s
* . .
Montrons que J est une mesure d'information.

= . *
1) J* est 3 valeur dans R, 3 J*(QS) = + », vuisque Jt((b) =+
quel que soit t € R, .
7

Q) = sup {t € B+:J:(Q)=+°°}=sup¢=0.

2) Tt est décroissante, puisque J: est décroissante quel que

soit t € IR+.
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3) On peut écrire
J*(A)=sup{t€[R+:A€Dt}

: *
done U A)=swite R, : UA € J.} 3
neN * new ® t

UAn€Ut<—-'——=>Vnem,An€D

ney t

J*(WU A ) = inf J*(An).
neNy o nem

* . .
Donc J est une mesure d'information de type Inf-o sur ~J ().

REMARQUE :

On ne peut pas appliquer directement la méthode de construction

de mesures d'information de type Inf-o de [7] puisqu'on n'a pas E}o = 9)(0)-

Iv s - Nous terminons ce chapitre et cette premiére partie en signalant que
les mesures extérieures d'information semblent apporter un certain nombre de

possibilités nouvelles en théorie de 1'information .

D'une version plus générale de la proposition IV 4.2 et de résultats
annexes,J. Kampé de Fériet et Nguyen-Trung Hung [11] déduisent une interprétation,

par la théorie de l'information, de la dimension de Hausdorff.

D'autre part, nous utiliserons dans un travail prochain, la construction
de mesure extérieure &tudiée au paragraphe IV.3 pour obtenir des solutions au

probléme de convergence de familles de mesures d'information de type Ft—o vers

une mesure d'information de type Inf-o. Pour le cas de mesures d'information de




Wiener-Shannon
-~ X ~ 2L
t Cy

‘Ft(x,y) = sup(0, - c, Log(e + e )

nous n'avons jusqu'alors, par d'autres procédés, que peu de résultats ; voir

cependant [8] ou notre exemple publié dans [10].
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DEUXIEME PARTIE

Dans cette partie nous reprenons dans un exposé global des résultats

gque nous avons publiés dans [8], [9] . [:10] et D 1].

Nous définissons trois méthodes d'estimation : la méthode du guasi-
maximum de vraisemblance, celle du Wg quasi-minimum et celle du X2 quasi-

minimum, dans le cas de processus de Markov homogénes i temps continu.

On trouve dans [1] et [h] la méthode du maximum de vraisemblance,
dans [ﬁ] les méthodes du We minimum et du x2 minimum, dans le cas de processus
de Markov & temps discret, puis & temps continu, avec un espace de paraﬁétre
(:)t: B" et sous des hypothéses de dérivabilité par rapport au paramétre.
Dans [12], on introduit la méthode du quasi-maximum de vraisemblance pour des
processus de Markov a temps discret, sans 1'hypothdse de dérivabilité par rapport
au paramétre. La convergence presque-slre des estimateurs est démontrée, mais
on suppose leur existence. Dans [i], on étudie les méthodes du Wg minimum et
du x2 minimum pour des processué de Markov & temps discret sans l'hypothése
de dérivabilité et les théorémes d'existence de ces estimateurs sont prouvés
a4 l'aide d'une version de noé résultats [8] sur l'application des théorémes de

sélection en théorie de l'estimation.

Notre étude porte sur les trois méthodes d'estimation dans le cas
de processus de Markov homogénes & temps continu et du type de sauts. L'espace
de paramétre () est, suivant les éas,,un espace lusinien, un espace métrique
géparable, fbur les théorémes d'existence des estimateurs ; un espace métrique
compact ou un espace topologique séparé pour les théorémes de convergence de

ces estimateurs.
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Chapitre V

THEOREMES DE SELECTION ET PRELIMINAIRES SUR L'ESTIMATION
DANS DES PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS CONTINU

Dans ce chapitre, nous introduisons d'abord les notions utilisées
pour les trois méthodes d'estimation de paramétre que nous étudions dans cette

deuxiéme partie.

Aprés avoir précisé la terminologie sur les applications multivogques
et les sélecteurs, nous rappelons les théorémes de sélection de KURATOWSKI-
RYLL NARDZEWSKI [7] et de HIMMELBERG-VAN VLECK [6] et nous en citons des versions

utilisables pour les problémes d'estimation.

Nous donnons ensuite, dans un bref exposé, les conditions imposées aux
processugs de Markov i temps continu pour lesquels nous définissons aux chapitres

VI et VII des méthodes d'estimation.

V- Soient Q et ® deux ensembles non vides.
Une appuca,téan'mw&tévoque I' de & dans @ est une application

définie sur Q, & valeur dans l'ensemble 9’( @) - {@} des parties non vides
de @ .

Soit B 69’(@) - {@}, on pose
r () = {w € @ : T'(w)N B # @}.

si (,Q) et (@ ,‘8) sont deux espaces mesurables, une applica-
tion multivoque T de Q dans @ est dite a.-'zg—me/su/w.bﬂe si, quel que soit

BEG, ona I‘_T(B)e QA.
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Lorsque (();TZ) est 1l'espace mesurable formé de-l'espace métrique

1 ‘
() et de sa tribu (*) borélienne'tg, nous adoptons la terminologie de
Himmelberg-Van Vleck dans Bﬂ pour dire que l'application multivoque T est
"point- gerumg" (resp. "point-complet") lorsque pour tout w € 2, l'ensemble

I'(w) est fermé (resp. complet) dansGD.

Ve - Etant donnds deux ensembles non vides @ et @, soit I une appli-
cation multivoque de § dansGD .
Les éléments du produit cartésien 1 I'(w), c'est-d~dire les appli-

wes?
cations f, définies sur §, & valeur dans Gﬁ, telles gue

Yoea, flw) € I'w)

sont appelés Aélectewrs de T [7].
Les théorémes de sélection consistent 3 montrer,.sous certaines
hypothéses faites sur l'application multivoque T, l'existence d'un sélecteur

ayant certaines "bonnes" propriétés.

V3- Pour 1l'estimation nous ne demanderons & un sélecteur que des propriétés
de mesurabilité. Les théorémes de sélection qui nous seront utiles sont ceux de

Kuratowski-Ryll Nardzewski Eil et de Himmelberg-Van Vleck [6].

On peut énoncer le théoréme de Kuratowski-Ryll Nardzewski de la maniére

suivante :

Sodlent Q@ un ensemble non vide et g une algeébre de sous-ensembles
de Q.

So:it @ un espace métrique complet séparable.

(1) Dans cette partie nous dirons, comme c'est souvent 1'habitude en théorie

des probabilités, tribu plutdt que o-algébre.
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S{ T est une application multivoque "poini-ferme" de @ dans ®
telle que, quel que s0dit Le sous-ensemble ouvert G de ®, F-1(G)eg0 .
alons AL existe une application £ de Q dans ® , qui est un s&lecteun
pour T et qui est telle que f-1(G)€ C@O quel que s0it Le sous-ensemble
ouvert G de®.

On d&duit de ce théoréme la proposition suivante :

Si (p,Q) est un espace mesurable, ® w espace métrique complet
d8parable et ‘E, sa thibu borélienne, et s4 L'application muliivoque T de
Q  dans @ est "point-ferme"” et CL-?? -meswable, alons AL existe pour T un

seLecteur £ qui est a—f—me/sunabi_e.

Utilisant la version du théoréme de sélection de [f] que nous avons
rappelée, Himmelberg et Van Vleck donnent dans [6] deux versions nouvelles
conduisant & des théorémes de sélection dans le cas ol l'espace (:) est métrique

(1)

séparable ou lorsqu'il est lusinien

Le premier théoréme s'énonce comme suit
P

Soit @ un ensemble non vide et (b une tribu de parties de 9 ;
sodent @ un espace métrique séparable et T une application multivoque
”poinz—compzét" de o dans @ tette que, quel que s04it Le sous-ensemble
fermé K de@, 1"-1(K)€ (L. ALons il existe un s8Lecteun pour T 'qu,c’ est

tel que, quel que s04it Le sous-ensemble germé K de@, f—1(K) e(.
Nous en déduisons faclilement le corollaire suivant :

Si (,Q0) est un espace mesurable, 54 ® st un espace mthique

séparable et T sa tribu bornélienne, et s4 L'application multivoque T de @

(1) Un espace topologique est lusinien [2], s'il est métrisable et s'il est

1'image d'un espace polonais par une application continue bijective.
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dans ® est "point-complet" et O - G-mesurable, alons il existe un s8Lecteur

f pour T, O.—t-me/swcab/&e.

Si C) est un espace lusinien, le théoréme de Himmelberg-Van Vleck

12 .
s’'enonce @

Soit (g, (Q.) un espace meswwable, s0it B un espace Lusinien muni
de sa trnibu borélienne T et s04t T une application multivoque "point-germe"
de @ dans®@, L-T -mesurabre ; alons AL existe un sélecteur f pour T,

qui est Q- -mesurnabre.

Vh - Les méthodes d'estimation proposées aux chapitres suivants conduisent
a des inégalités auxquelles les estimateurs, considérés comme fonctions mesurables
de la variable w, doivent satisfaire. L'existence de ces estimateurs sera prou-

vée & 1l'aide de la proposition V 4.1 ou de la proposition V L4.2.

V 4.1 - PROPOSITION :

Soit (o, ,P) un espace probabilisé. Soit (@,‘8) un espace mesu-
nhable composé d'un espace métrique séparable (resp. espace Lusinien) @ et de

Aa trhibu borélienne CE .

Soit LP une gonction numérique déginie surn Q x ® tetre que, pounr
tout we o L'ensemble {oe @ : \f(w,e) > 0}, que nous notons T(w), ne s0it
pas vide. SL L'application multivoque T de @ dans ® qui, & w € o fait
cores pondre r(w)s\(P(®) - {g} est A -C-mesurabee et "point-complet"

(resp. "point-femd"), alorns AL existe une application o de 9 dans @,
Q.- G-mesunable, et telle que pour tout w € 9, \-f (0567 (w)) > O.

Dans le cas ol 1l'espace () est métrique séparable (resp. lusinien)
cet énoncé est une adaption du corollaire du premier théoréme de Himmelberg-

Van Vleck (resp. du second théoréme de Himmelberg-Van Vleck).
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Une autre version des théorémes de sélection, utilisée en théorie

de l'estimation s'appuiera sur un théoréme de projection de tribu produit

Appelons hypothése (H) 1'hypothése suivante :
Un espace mesurable (@R_‘J,) est dit vérifier 1'hypothése (H), s'il
est tel que

1) la tribu (\@ soit la tribu (\6(3?) engendrée par un pavage semi-
1' ¢

compact ( ):F' sur ® 5
2) quel que soit A #élément de g’, il existe une suite (An)ne(N

o
d'ensembles de J¢ telle que [A = U An.
nelN

Le théoréme de projection de tribu produit s'énonce ainsi :

2 :
Soit (2,0.,P) un espace probabilisé complet ) seit (®,T)

un espace mesurable vérigiant L'hypothése (H).

Alons

projg(a 8(6 ) = QL.

La démonstration utilise des propriétés des ensembles analytiques
et des capacités. L'hypothése de complétude de l'espace probabilisé (Q,O_,P)
permet de montrer que l'ensemble A,(Q.) des parties analytiques de QU est

égal 3 a,

V 4.2 - PROPOSITION :

Soit (9,(L,P) un espace probabilisé complet. Soit (®,6) wun
espace mesurable composé d'un espace mitrnique compact (8 et de sa tribu
borélienne '\C Soit h une fonction numérique déginie sur Q x @, Qe T -

meswiable, telle que, pour tout w e 9, h(w,.) 404L semi-continue supérieuwre-

() pour la définition, voir page 53,

2
( ) dans le sens : tout ensemble P-négligeable est (L —mesurable.




ment (resp. . semi-continue inférieurement) sur@® .

e > 0 é&tant donné (resp. c > 1 étant donné), L existe une appli-

-

cation 8% de @ danA@, a-f—me,éwwbte Lelle que, pourn tout we Q
hiw,s®(w)) > sup h(w,s) - ¢
se®

(resp. h{w,0®®)) < ¢ inf hlw,s) .
se@®

La démonstration se fait en plusieurs étapes
1) nous posons

\-? (w,0) =vh(cu,e) - sup h(w,s) + ¢
s€E®

(resp. \.?(w,e) =c ini;@h(w,s) - h(w,0))
S€ '

puis nous définissons l'application qui,d8 & Q associe

T(w) = {6e ® :u?(w,e) > 0}.

I est une application multivoque de € dans ® puisque la semi-

continuité supérieure (resp. semi-continuité inférieure) de h(w,.) sur le compact

® assure que TI'(y) est a valeur dans P(M®) - {¢g}.

2) 1'application multivoque T est "point-fermé".
C'est encore une conséquence de 1l'hypothése de semi-continuité supé-

rieure (resp. semi-continuité inférieure) de h(w,.) pour tout w € Q.

3) 1'application multivoque T est a—r-mevsurable :
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{we o : sup hw,s) 3 a} = prO.iQ{(w,e) €n x@® : n(w,0) > a}
se®

quel que soit a €& R.
(resp. {we Q : inf h(w,s) < a = pron{(w,e) € O x @ : h((_u,e) < a}

quel que soit a € R).

Du théoréme de projection de tribu produit, applicable pour 1'espace
mesurable (@f@) qui vérifie l'hypothése (H) avec le pavage formé par les

parties fermées de @, on déduit que l'aspplication

sup h(.s) (resp. inf h(.,s))
S€@ se®

est Q—mesurable.

Puisque h(.,.) est O\Grg -mesurable, on en déduit que \.‘)(. o)

est Q@g—mesurable et donc que le graphe de T
Gr(r) = {(w,0) € @ x®: 6 ¢ r(u)te Qﬁﬁ
A'aprés la définition de T.

D'ou,d'aprés le théoréme de projection de tribu produit,la a—r—
mesurabilité de l'application multivoque T.

En effet,

v Be?j‘, I‘_1(B) = pron[Gr(I’) N (QXB)]G a, ,

4) on peut alors appliquer & T 1le corollaire du théordme de

Kuratowski-Ryll Nardzewski (ou le second th&oréme de Himmelberg -Van Vleck).
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V5 - Comme nous l'annongons au début de ce chapitre, nous avons rassemblé
dans ce paragraphe les conditions imposées aux processus de Markov i temps

continu pour lesquels nous allons définir des méthodes d'estimation.

Soit X un borélien de R" et soit 8 la tribu borélienne de 3.
Soit un processus de Markov homogéne, a temps continu, dont 1l'espace des &états

est (X,@) et dont la famille des probabilités de transition est (Pt)tefR .
+

Y

Supposons que ces probabilités de transition Pt’ te R, dépendent
d'un paramétre 4, 96@ , dont la "vraie valeur" est eo(eo€® ). @ est
ici un ensemble,dont nous préciserons la nature plus loin,et gque nous munirons

d'une tribu(E. Nous noterons donc Pt(.,.;e) lorsque la "valeur" du paramétre

est - g.
Nous supposons que le processus vérifie la condition suivante

Quel que soit 6€® , lim Pt(x,{x};e) = 1, uniformément en x.
t>0

Nous savons que, sous (C), quel que soit 9 € ®,

1 - P, (x,{x}30)
a) lim = Q(x;0) € Me < ® g
t-0 t

cette limite est atteinte uniformément en x.
. 9 .
b) si xé&B, B, llm-—Pt(x,B;e) = Q(x,B38) ¢ Q(x38) 3
£->0

cette limite est atteinte uniformément en B C 36('\ [{x}. De

plus, quel que soit xex, Q(x,.38) est une mesure positive
bornée sur FP) N (3N [{x}), g?) N (3€n [{x}) désignant la tribu

trace de la tribu borélienne .9?) sur XN [{x}.

c) Qx, XN (:{X};e) = Q(x;0).

Pour des raisons de commodité d'écriture, nous posons
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V e€®, V XEI, Q(Xa{X}§e) =0,
ce qui nous permet par la suite d'écrire (d'aprés c/) que

Vee®, VxeX, ax.X;0) =alx;0) ,

et de dire que, quel que soit e€®, et quel que soit xex, Qlx,.38)

est une mesure positive bornée définie sur.B.

Soit (Xt)telR+ une fonction aléatoire Markovienne, séparable, définie
sur un espace probabilisé (2,0L,P) et attachée au processus de Markov précité.
On sait que sous l'hypothése (C), presque toutes les trajectoires sont des
fonctions de sauts. D'aprés ]:1], on supposera que : chaque trajectoire est une
fonction de sauts continue & droite (ce qui n'est pas une restriction) ; quel
que soit 6€® , inf Q(x3;6) > O ; quel que soit 68 €& @ et quel que soit

x€3€
t€ R, Pt(x,{x};e) est%-mesurable.

Puisque (Xt)t€IR+ a ses trajectoires qui sont des fonctions de sauts

continues & droite, si on désigne par N les états successifs
(z
k

durées respectives de la trajectoire dans ces états, on a

# Zk+1) pris par la trajectoire (Xt(w))t€R+ et Par T yT,s.eesT see les

Xt(w) =z, si Ogt<r,

= i + ...+ + .0t + .
Xt(m) z, si T r_,st<r, ro_,tT > n> 1

* ..
Ces r , n€ N , sont tous finis, car nous avons supposé que quel

que soit ge@® , inf Q(x;g) > O, (il n'y a donc pas d'état absorbant).
bt

On-peut dire qu'il existe 2 suites de variables aléatoires

) * telles que

(z.) * et (pkkﬂN

k kel

(w),

ta

=4

g
[}

Z1(w), pour O gt < P,

X, (@) = Zn(w), pour

plo) + oo v p (o) gt <p o)+ ..o vp (w)+p (wy n>1;
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pn(w) représente ici la durde de séjour de ‘Xt(w) dans 1'état Zn(w) aprés

N

le (n-1)-iéme saut. .
Désignons par Ve le nombre (aléatoire) de sauts pendant l'intervalle

de temps [0,t], nous avons

K (0) = 2y ()eq(0):

est une fonction aléatoire de Markov, & temps discret, dont

(Zn)neﬂ\la‘e

1l'espace des états est (X,B) et dont la probabilité de transition est

Qlx,.50) lorsque la "valeur" du paramétre est 8.
Q(%;8)

On démontre d'ailleurs que : pour a > O,

Jau

~Q(z

+130
fT’”"fn’ZV'“’ZnH;e] = e n )

Pgan+1 > a

et pour AGB,

Plz,, € A'P]""’fn’z1""’zn;e:l Plz_,, € AIZn;e]

- Q(ZnsA;e)
= ——————— | p.S..

Q(Zn;e)

” el ”~ - ” e *

Ces deux égalités montrent que la fonction aléatoire ((Zn’f’n))nclN

dont l'espace des états est 2 «x R:, est de Markov. Sa probabilité de tran-

sition F est définie par : quel que soit (x,a)é€ 2 x R, et quel que soit
A x BE% x (IRI 09{), (ot ‘_(R, désigne la tribu boréliemnede R)

~

F((x,a),A x B38) = P[(z ) €A xBl(z ,p ) = (x,a) ;6]

n+1°Pn+

1}
S
fo =g

)
o

J Q(yse) QY388 40
B
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Dans [1] , on énonce le résultat suivant :

-— S8i quel que soit 66@ , 1l existe une probabilité absolue stationnaire

unique w(.3;6) pour (Z )

n neiN* et qui est telle que quel qge soit x€ X,

Ml << ;(.;e)
Q(x;6)

2

alors, la fonction aléatoire ((Zn’f)n))neﬂ\l* a une probabilité absolue station-
naire unique u(.3;9) qui domine ses probabilités de transition (probabilités

. x).
de transition de ((Zn’)on))ne(N )

. . N

~- Soit LY une application mesurable de X2 x IRE dans R, alors,quelle que
. C e s N . - C s

soit la loi initiale de ((Zn’Pn))neﬂ\I (cette loi peut étre différente de ),

si

v "
m = \P(z1,22,a,8)u(dz1 x da;eo) F[(z1,a),dz

x a836 |
2 2 ©
+

2
xR

existe et est finie, on'a quand T » =,

1 v DP.S. o 1
T 7 ~
T T(dx;8 )
| J 2o
x Q(xseo)
et
1 T ~v .S.
Vo k£1‘f(zk’zk+1’fk’f’k+1) m

D'autre part, suivant 1'exposé de [4], pour A € @ et Bé% ,

désignons par TT(A;w) la durée totale de séjour de Xt(w) dans A pour

t E[O,T], et par NT(AXB;m) le nombre de sauts de Xt(w) de A dans B,
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pour t € [O,T]. Pour tout w € 2, = (.;8) est une mesure finie positive sur

T
9?) et NT(.;w) est une mesure & valeur entire positive sur _{B @_@ , tandis

que, pour tout A€ g?) et pour tout B € SB, TT(A;.) et NT(AXB;.) sont deux
variables aléatoires réelles (que nous noterons, pour simplifier, respectivement

TT(A) et NT(AXB)). NT(x xX) n'est autre que v. notée précédemment, lors

T

de l'introduction de (Zn)nelN* . Supposons gque, quel gque soit x€ X, quel que

soit A€93 , quel que soit ee@, 1im Pt(x,A;e) = 7(A;0). Alors, n(A;eo)
1o .

est une probabilité absolue stationnaire unique pour (Xt) L'emploi de

R,
cette probabilité w(.3;8) est trés commode pour les calculs que nous effectue-

rons ci-dessous. Rappelons & ce propos et pour terminer, que, quand T - oo,

lNT(A x B) —RSe [ n(dx;eo) Q(X,B;eo)
T A

et

|—

T () —ReSe n(A;eo).
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CHAPITRE VI

METHODE DU QUAST-MAXIMUM DE VRATSEMBLANCE
POUR DES PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS CONTINU

Billingsley [TJ et Bui Trong Lieu [4] ont étudié la méthode du maximum
de vraisemblance dans le cas de processus de Markov 4 temps discret, puis &
temps continu,sous l'hypothése de dérivabilité par rapport au paramétre, avec

“ n . . P
un espace de parametre @ C B'. Dans [12] Roussas introduit la méthode du
quasi-maximum de vraisemblance pour des processus de Markov & temps discret, sans
1l'hypothése de dérivabilité par rapport au paramétre. I1 démontre la convergence

presque slre des estimateurs, mals pas leur existence.

Nous traitons ici la méthode du quasi-maximum de vraisemblance pour
des processus de Markov stationnaires § temps continu et du type de sauts. L'es-
pace de paramétre est un espace lusinien ou un espace métrique séparable dans
1'étude de l'existence des estimateurs ; il est métrique compact dans les théo-

~ | .
remes de convergence de ces estimateurs.

Ce chapitre comporte trois paragraphes : dans le premier nous dé&finis-
sons la méthode ; dans le second nous énongons, en utilisant les versions des
théorémes de sélection que nous avons données en V L4,les résultats concernant
l'existence des estimateurs du quasi-maximum de vraisemblance ; guant au troi-

siéme paragraphe, 11 est consacré aux théorémes de convergence de ces estimateurs.

VI 1 - Soit un processus de Markov dont l'espace des états est (35;&5) dont
les probabilités de transition sont Pt’ t e;ﬁ+, et qui vérifie les conditions

préliminaires du paragraphe V 5.
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Supposons qu'il existe une mesure positive o-finie A /surSE;,
indépendante de 6, telle que, quel que soit x € :BE:et quel que soit

66@, Q(x,.36) soit absolument continue par rapport & A ;

2 ' .
Notons qx,.3;6) une version Qgg-mmsurable de la dérivée de

Radon-Nikodym de Q(x,.3;6) par rapport & A. Et poscns

(1) LT(G;w) = - j Q(X;e)dTT(X;w) + J Log q(x,y;ﬁ)dNT(x,y;w)
x €°
Comme c'est mentionné dans.Dq , l'introduction de LT(e;w) est

motivée par le fait que dans Dﬂ, avec B € IR, 1l'équation dite de vraisem-

blance, & un terme asymptotiguement négligeable prés, s'écrit

J'J 2. Q(x36)dr(x;w) + 1 J 2 Log a(x,y36)aN_(x,ys0) = O.
T 50 T T .2 98 T
X x

s s " ) Vo :
Exprimée & 1l'aide de ((Zn’pn))n£m . LT(e,w) peut s'écrire

vp(w)

(2) L (650) = J [Log f(Zk(w),Z

T (0)Q(z, (0);6]]
k=1

(w)3;6) + Log Q(Zk(w);e) - Py .

k+1

.vT(w)
+ [T - k£1 Ok(w)J Q(Z\)T(w)+1(w);e)

o fx,y;0) = a(x,y36)
Q(x36)

C'est donc l'expression qui, asymptotiquement, est la méme que celle

présentée par Billingsley dans [ﬂ .

DEFINITION :
Soit (ET)TeR  une famille de nombres bornés positigs ou nuls. Nous
+ B
disons qu'un estimateun e; de 8, est un estimateun du quasdi-maximum de

viaisemblance de coefgicient €

8'4L est une variable aléatoinrne définie sur



L'espace mesurable {9,0U), a valeur dans £'espace mesunable (®,T), et

telle que, quel que 40ift we€ 9,

L (0*(w)w) = sup L (830) -—€_ .
T T ee@T T

)

. . P e . . e
Nous cholsissons de préférence T petit, et la famille ( T TeB+

décroissante en fonction de T. Lorsque pour tout w € R et pour tout T e ﬁ+,

le supremum sup L (0;w) est atteint, nous pouvons prendre ET = 0, sans pour
6E®
cela en faire une régle absolue, car €T >0 peut présenter des avantages, par

exemple lors d'un recours i des procédés de calcul numérique.

VI 2 - Les trois propositions énoncées ci-dessous assurent 1l'existence d'esti-

mateurs du quasi~maximum de vraisemblance.

VI 2.1- PROPOSITION :

SL €x es strictement positif, 84 @ est un espace Lusinien, AL 'G)

est sa tribu borélienne, et s4 L'application multivoque I‘T de © dans @ R

déginie parn

VYowen, (w) = {0 € ® : Lp(8s0) 2 sup Lo(s;e) - el

T
se(®

Tp

est a-'G-meAmabZQ et "point-feme", alorns AL existe au moins un estimateun

e; du quasi-maximum de vraisemblance de coefficient ¢ . de o,

On obtient cette proposition comme corollaire de V 4.1 en posant

(sjw) + e .

*E(e;w) = LT(G;w) - sup L

s€e® T

T
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VI 2.2 - PROPOSITION :

SL € est strnlctement positif, a4 ® est un espace métrique Aépa-

nable, 54 °G est sa trnibu borélienne, et s4 L'application multivoque To dé ginie

dans vi 2.1 est (L-G-meswrable et "point-complet", alorns L€ existe au moins

un estimateur e; du quasi-maximum de vraisemblance de coefgiclent ¢ -de 0, -

T’
Nous nous trouvons encore dans les conditions d'application de la

proposition V L4.1.

V1 2.3 - PROPOSITION :

S{ L'espace probabilise € ,Q,P) est complet, s4 @ est un espace

métnique compact et ?;’ sa thibu borélienne, 54 quel que s0it we Q, L_(.;0) est

T
a, @?;o-mumabl’_e et semi-continue supérieurement @ , alons AL exdiste auw moins un

. %* . . , .
estimateun O du quasi-maximum de vraisembLance de coefgicient Ep » (sT > 0),
de 6 .

o
Nous utilisons ici la proposition V kL.2.
Vvl 3 Dans cé paragraphe nous démontrons la convergence presque sire des

estimateurs fournis par la méthode du quasi-maximum de vraisemblance.

Supposons que

D = {(x,y)eB(2 : a(x,y;8) > 0}

est indépendant de 6. Par cette hypothése, nous voulons que les intégrales

écrites ci-dessous aient un sens. C'est par exemple le cas pour

q(x,y;eo)
J Log m(dx;6 )Q(x,dy;6 ).
2 a(x,y30) © ©
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Par la suite,nous travaillerons sur D, mais nousine 1'écrirons
pas explicitement.

Un certain nombre de résultats auxiliaires étant nécessaires & la
démonstration de la convergence presque slire des estimateurs du quasi-maximum

de vraisemblance, nous procédons donc par étapes.

VI 3.1 PROPOSITION.:

Si
(1) Quel que s0it e1e® et quel que S04t 92€®, tels que
6, # 6,5
[ Talrrso,) - alxseylasse ) atxarse ) > 0
x2
alons
(i1) Quel que s04it @ e@ tel que 6 # 0>
J [Q(xs6) - Q(x;6 )]m(ax;e ) +
o o)
x
a{x,y36 )
o
+ [ Log m(dx;6 ) Q(x,dy;s ) > O.
o 0
3(2 a(x,ys0)
DEMONSTRATION :
On sait que, quel que soit le nombre réel =z,
eZ 21+ z,
et que 1'égalité e® = 1+ 2 a lieu si et seulement si z = O.
Soit 8 # 8" Si on remplace 2z par Log a(xys8) on a

]
q(x,y;eo)
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(1) alx,y38) > 1 + Log & ;0)
q(x,y;eo) q(x,y;eo)

et 1'égalité a lieu si et seulement si
a(x,y;8) = qlx,y38_) -

Puisque

J axy38) 'rr(dxseo) Q(x,dy;eo) = f ﬂ(dx;eo) J ax,y58) Q(x,dy;eo)
x?2 a(x,y38_) > ~ a(x,y586,)

on a
J aley; 9 ﬂ(dX;BO) Q(x,dy;eo) = ﬂ(dX;eo) [ ax,y;0) q(x,y;eo) ax(y)

IE q(X-,y;eo)v X 136 q(x,y;eo)
[RHERY
N

L
P

et puisque

JBE2 1.n(dx;eo) Q(x,dy;eo) = L}E Q(x;eo) ﬂ(dxseo) s

1'inégalité (1) nous donne

Jx Q(x;8) w(dxseo) > J Q(X;eo) ﬂ(dx;eo) +

q(x,y;eo)
Log ————— 'rr(dX;eo) Q(x,dy;eo) ,

J.'fe a(x,¥36)

Par conséquent, si nous posons
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[Q(x;0) - Q(X;eo)]vr(dX;eo) +

+ J Log axy30) n(dxgeo) Q(x,dy;eo) .

X2 a(x,¥36_)

nous avons

Posons maintenant
2
A= {(xy)e A+ alxyie ) - alx,y;e) # 0.

L'énoncé (i) implique que l'ensemble A est de mesure

m(dx;6 ) Q(x,dy;06 ) > O (c'est—-a-dire que J w(dx;6 ) Q(x,dy;6 ) > 0).
) o A o o

Cela entraine que H(8) > 0, car sinon, avec H(6) = O, nous aurions

a(x,y36 )
0 = j [Q(x;0) - Q(X;eo)]n(dx;eo)'+ J Log ———— 7(dx;0 ) Q(x,dy;6 );
xX A a(x,y;6) © ©
> f [Q(x;0) - Q(x;eo)]n(dx;eo) + J [1- M)_]ﬂ(dx;eo) Q(x,dy;eo)
> A a(x,y;8_)
a(x,¥36 ) a(x,y;90)
(car sur A, nous avons Log ————— > | - ——————o
a(x,y;8) a(x,y38_)

- J [a(x36) - Q(xs0_)]w(axse ) + f [ - 2a20) 30 (a6 ) alx,ays6 )
x © x° a(x,536,) © ©

0)

i

(car sur CA, nous avons 1 - alxy3:0)

a(x,y3 60)

- | [esse) - ateIntanis) + | et Intaxioy) - [ almoin(axss,) = o.
x x x
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D'oll la contradiction.

Par conséquent, on doit avoir H(6) > 0, c'est-d-dire (ii).

VI 3.2 - CONDITIONS
Supposons que
19) @ soit un espace métrique compact,
2°) Quel que soit (x,y)e€ xg’ a{x,y3.) soit continue sur ® ,

3°) Quel que soit 6 €® , 11 existe un voisinage We de 6,

sup q(.,.3u)
uev

tel que,pour chaque ouvert V contenant 6 et contenu dans We,

2
soit @ 55 -mesurable, et que inf Q(.;u) soit g?)—mesurable.
uev

4°) Quel que soit x€ ¥, quel que soit 96@, il existe un
voisinage Ux(e) de 6 et une fonction numérique g(x,.) > 0, dé&finie surx,
A intégrable, et telle que pour tout y & x et tout u € Ux(e) on ait

a(x,y;u) s glx,y).

5°) Quel que soit 6€®, il existe un ouvert V(8) contenant 6,
avec V(G)CWG, et .une fonction numérique h(.,.) qui dépend de V(B) et

telle que

q(x,y;eo)

h(x,y) £ inf Log
ueV(e) alx,y;u)

et que

o hlx,y)m(ax;e ) Q(x,dy;eo)l <o,

ljx
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o 3 - )
6°) Quel que soit 616@ et quel que soit 6, €® tels que

0, # 6,

[ 2lq(x,y;61) - q(x,y;eg)ln(d}c;eo) Qlx,dys8 ) > 0.

X

VI 3.3 - PROPOSITION :

Sous Les conditions préliminaires et VI 3.2 , on peut thouver, pounr

chaque voisinage U = U(eo) de o  un nombre & =§(U) > 0 tel que
lim inf [ inf (l f [a(x;8) - Qlxz0 )] drg(x;.) +
oo oefu \T 'x

a(x,y30_)
f , Log ———— dNT(x,y;.) ] > 8 p.s.
L 3 a(x,y30)

DEMONSTRATION :

Soit 4 1la distance sur ® .

Soit s € [U' ; notons

v(s) = (e e @+ ale,s) <i}.

Il est clair que la suite

q(x,y;eo)
( inf Log —————-—————)MN*
eevi{(s) alx,yse)

est une suite non décroissante.

D'aprés l'hypothése de continuité en ¢ de q(x,y;.), gquel gue soit

a >0, 1l existe un voisinage V de s, tel que,quel que soit g &€V,
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q(x,yseo) q(x,yaeo)
Log ————— - Log —=— < q.
a(x,ys3s) a(x,y;8)

I1 en résulte que, lorsque k - o,

a(x,y;0_) a(x,y36_)
inf Log 1‘ Log
eer(s) al(x,y;6) a(x,yss)

2
Or, d'aprés VI 3.2 3°), sup q(.,.38) est e‘ga-mwsurable

eer(s)
pour k assez grand. D'ol
al.,.30)
inf Log = Log q(.,.;eo) - sup Log(q.,.3;8)
eer(s) al.,.30) eer(s)

2
est & Ss-mwsurable pour k assez grand.

Nous pouvons alors appliquer le théoréme de Beppo-Levi,

ce qui montre que, lorsque k - =,

inf Log

f alx,y30 )
’X«? 0eV, (s)  a(x,y;0)

Tr(dxseo) Q(x,dy;eo)

q(x,y;eo)
A f fog ———2= n(axis,) Qlx,dio,)
12 alx,y;s

La suite ( inf [Q(x;8) - Q(x;eo)])

%*
eevk(s) kelN

est, elle aussi, une suite non décroissante.

D'autre part, la fonction q(x,.;5) &tant j-intégrable, les conditions
VI 3.2 2°) et VI 3.2 L4°) assurent la continuité de la fonction Q(x;.)

sur (:) > ([3], corollaire 1, p. 1LL).
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Donc, quel que soit o > 0, 11 existe un voisinage V de 's, tel que quel

que soit 6 € V,
Q(x3s) - Q(x;8) < a.
I1 en résulte que, lorsque k - =,

inf  Q(x;6) n Q(x;s)

eer(s)

Or, d'aprés VI 3.2 3°), inf Q(.;6) est g??—mesurable pour k assez

eer(S)
grand.

D'oili, nous pouvons appliquer le théoréme de Beppo-Levi, ce qui donne,

lorsque k » o,

inf Q(x;08) - Q{x38 )]n(ax;e )
eer(s) [ °© ] °©

? fx [a(xss) - alxso )n(axio,)
Donc, d'aprés (a) et (b),

inf  [Q(x;0) - Qlx;0 Y]n(dxse ) +

eer(S)

inf Log

X2 eer(s) a(x,y;:6)

a(x,y36 )
+J n(dx;eo) Q(x,dy;eo) 1‘ H(s) ,

avec H(s) > 0 (&8 cause de VI 3.2 5°) et VI 3.1 ).

I1 en résulte que, quel gque soit s e[U, il existe un ouvert Vk(s)

contenant s et un entier positif no(s) tel que k > no(s) entralne que




- 105 -

]
inf Q(x;0) - Q(x3;6 )|n(dx;e ) +
J}E eer(s)[ X °
al(x,y36_)
+J inf . Log ————= 7(dx;6 ) Q(x,dy;0 ) > 1 H(s).
X2 0V, (s) a(x,y;0) ° ° 2

Prenons alors U ouvert, [U est donc compact. On peut recouvrir [ﬁ

par un nombre fini d'ensembles ouverts Vk(si), (i =1,2,...,m).

Si n, = Max no(si), alors pour k > n,, on a, quel que soit
1=1,2,...,0

i€ {1,2,...,m},

inf [Q(x;e) - Q(x386 ):"n(dx;e ) +
eer(si)‘ °© ©

q(x,y;eo)
+ j inf Log ———— 'n(dxgec) Q(x,dy-,eo) > 6 > 0,
XE eevk(si) a(x,y;0)

oi § = min lH(si).
i=1,2,¢..,m 2

Or, quel que soit 6 € [U, il existe 1 € {1,2,...,m} tel que

Vk(si) D6, et on a

inf  [Q(x;0") - Qxz0 )] < [(x;0) - Qlxz0 )]

1]
8 er(si)
et
q(x,yseo) q(x,y;eo)
inf Log < Log
ve'evk(si) a(x,y;0') a(x,y;6)
D'ol

limJ 1 inf Qlx3e') - Q(x30 )lar(x;.) +
Toreo x T e'er(si)[ OJ T
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! a(x,¥38) .
+ 1im J s ',f' inf Log —— dNT(X,Y;~)
Tow I o'ev, (s,)  a(x,y;8')

B2 j inf  [Q(x;0") - Qlx;e )] n(axse ) +

9‘€Vk(si) -
a(x,y386 ) -
+ f inf Log — n(dx;eo) Q(x,dy;eo) 5 - H(si)
XQ G'GVk(si) q(x,y;90') 2

Par conséquent,

1lim inf[ min U 1 inf [Q(x;e) - Q(xseo)]drT(x;.) +
i ,m

Toroo =1,24000 X T eevk(si)
1 a{x,¥30_)

+—-j inf Log————-dNT(x,y;.)] > 8, p.s.
T XZ eer(si) a(x,y36)

Ce qui donne finalement,

li;\l—)inf {;Ielié] (i fx - [Q(x;eo) - Q(x;e)]dTT(x;.) +

q(x,y;eo)
Log — dNT(x,y;-) ] 7
alx,y;0)

lim inf[ min (+ inf ~[Q(x;6 ) - Q(x;0)]dry(x5.) +
T Li=1,...,m|T 6eV, (s;) °

1 a(x,y36_)
+—f 5 inf Log-—-—————-dNT(x,y;.)] 28>0, p.s.
T /" eev, (s.) a(x,y;6)
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VI 3.4 -~ PROPOSITION :

Pour tout estimateur e; du quasi-maximum de vraisemblance de coefd-

flelent ep(eq 2

. 1 *
l.lm sup [—- JI[Q(X;GT) - Q(xgeo)]dTT(x;.) +

1 Q(xay;eo)
+-—J 2Log—-—————;-dNT(x,y;.)] < 0, p.s.
T /¥ q(x,y;GT)
DEMONSTRATION :

s sy s #*
En effet, quel que soit 6 e®, d'aprés la définition de eT, on

a : quel que soit w € R,

- fx Qxio)aylxo) + [, Tog alryso) aileysn) <

X

< - J)E. Q(x;G;(w))drT(xsw) + J » Log q(x,y;e;((w)) dNT(x,y;w) * €qo

X

inégalité qui est vraie en particulier pour 6 = eo. Donc

ij [Q(X;G;) - Q(x;0 )] dr(x;.) +
T
a(x,y36 ) €
+-J » Log g dNT(x,y;.) —-T-so, p-s.
T ‘X alx,y;0,) T

et par conséquent, en prenant la limite supérieure pour les deux membres, on

obtient le résultat indiqué dans 1'énoncé.
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VI 3.5 - PROPOSITION :

*

Sous Les conditions préliminaines et VI 3.2 , tout estimateur 6

du quasi-maximum de viaisemblance de coefficient e (e > O) converge piuque

T T
sunement vers 8, quand T - =.

DEMONSTRATION :

. . . . *
En effet, quel que soit le voisinage U de eo, s1 eT(m) '] GJ,

on aura, d'aprés VI 3.3 :

.. 1 *
1im e [1 IIEQ(X;ST(w)) - ;0 )] dry(x50) +

T->c0

q(x,yseo)

+ lJ o Log dNT(x,y;w)] > 8,
T X

*
q(x,y;eT(m))
sauf peut-&tre pour des w appartenant i un ensemble de probebilité P nulle.

Ce qui est en contradiction avec VI 3.4. Done, pour T grand, on doit avoir

* N -~ *
GT(w) € U. D'ol convergence presque sire de 6p vers 6 quand T~ .
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CHAPITRE VII

METHODES DU v° QUASI-MINIMUM ET DU y° QUAST-MINIMUM
POUR DES PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS CONTINU

BUI-TRONG-LIEU introduit dans [h] les méthodes du Wg—minimum et du
xg—minimum pour des processus de Markov & temps discret, puis & temps continu,
dans le cas ol l'espace de paramétre ®C ®". Il utilise 1'hypothése de déri-

vabilité par rapport au paramétre.

Dans [SL BUI-TRONG-LIEU et PHAN~THANH-LONG étudient ces deux méthodes
sans 1'hypothése de dérivabilité mais dans le cas de processus de Markov 3

temps discret.

C'est dans la note [8] que nous définissons, avec BUI-TRONG-LIEU, les
méthodes du We—minimum et du x2—minimum pour des processus de Markov & temps
continu sans l'hypothése de dérivabilité par rapport au paramétre. Nous y
montrons aussi, pour la premiére fois, comment les théorémes de sélection de
Kuratowski~Ryll Nardzewski ou de Himmelberg-Van Vleck peuvent &tre utilisés en

théorie de l'estimation.

Dans ce chapitre nous reprenons l'article [9] qui développe et géné-
ralise [8]. Aprés avoir donné la définition des méthodes, nous prouvons les
théorémes d'existence des estimateurs,puis nous démontrons la convergence

presque slire de ces estimateurs vers la vraie valeur eo du paramétre.
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VII 1 - Posons
2
[; (A.;w) Tn(A.;e)]
‘P;(e,w) - z L d +
Jel Tr(A.;0)
J
[ﬁ (AixA sw) - T f m(dx3;0) Q(x,A '6)]2
T3k’ A ? "k’
. J
(j,k)eIxI
T J m(dx;6) Q(x,A ;0)
k

A.

J
(resp.
& M>d'w)-‘[r(drw)thA'eﬂ2
U i AT ’ *y?
X2(os0) = ] : I
(j,k)eIXI

JA. v (ax50) Q(x.A36)

J

désigne une partition finie SB -mesurable de :*: telle que les

ol (A.)

J jel

quantités qui figurent aux dénominateurs de la premiére (resp. seconde) expres-

sion soient strictement positives.

DEFINITION :
Soit (CT)TeIR wie gamille de nombires positifs bornés, plus grands
+
ou égaux a 1, 4ndicés par T. Nous disons qu'un estimateur e; de 6, est
2

un estimatewn du ¥° quasi-minimum (resp. - quasi-minimum) de coefficient

Crns  A'4L 08t une variable aliatoinre définie sur (,0.) et a valeur dans

T’
(@,CE), telle que, pour tout ue Q,
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2(

2
T (

* .
GT@ﬁ;w)s e, inf WT

T
eeC)

y 03w)

2, % . 2
(?esp. IXT(GT(w)iw) g ¢p inf xr(e;w)) .
fe ®

Nous choisissons de préférence les ¢, voisins de 1, et la famille

T
(CT)TGB décroissante & partir d'un certain rang et convergeant vers 1 quand
+
T> » (par exemple, cp = 1 % 1 pour T assez grand). On peut aussi consi-
T
dérer le cas particulier ol, pour tout Te€ B+, cT = ¢, comme nous l'avons fait
dans [8]. Lorsque, pour tout w € £, inf Wi(e;w) (resp. inf xi(e;w)) est
fe® be®
atteint, on peut prendre c_ = 1, sans pour cela en faire une régle absolue,

T

car cT > 1 peut présenter des avantages, par exemple lors d'un recours & des

procédés de calcul numérique.

VII 2 - Abvordons maintenant le probléme de l'existence d'estimateurs fournis

par ces deux méthodes.

Un estimateur de G de par sa définition, est une variable aléatoire
définie sur (g,l) et & valeur dans ((),7?). Prouver l'existence d'esti-

. . 2 PN . ..
mateurs fournis par la méthode du ¥y~ quasi-minimum (resp. X2 quasi-minimum),

de © dans @), CZ—?ereAunabZQA,

. . . *
ctest prouver l'existence d'applications eT

vérifiant pour tout w € Q,

2/ % . 2
WT(ST(w);w);g c_ inf WT(B;w)

T
Pe@®

inf x%(e;m))

2, %
<}esp. XT(GT(w);w) <c
be @

T

VII 2.1- PROPOSITION :

Supposons que ® 504t un espace Lusdinien, que r@ s04t sa trnibu boré-
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Lienne, que pour tout TE R, cp > 1, que L' application inuLtc’voque r

T
(resp. 1) de o dans @ doginie par

rp(w) = {6¢ ® : \Pi(e;w) g ¢p inf \l‘;(s;w)}
se@®

(resp. ’I\‘JT(w) = {9€® : Xg(e;w) g inf Xi(si“’)}>'
se

504L Q—f—mumbze et "point- ferme"” . ALons, AL existe au moind un estimateun

e; du 2 quasL-minimum {resp. x2 quasi-minimum) de coefficient c de o

T? o’

I1 suffit d'appliquer V 4.1 en posant

2 . 2
(B,w) = = ¥-(83w) + ¢ inf V¥ (s;w)
L?T T T €@ T
I 2 2
(resp. ‘-YT(G,w) = - xT(G;w) *+ cq inf xT(s;w)) .
s€® '

On obtient aussi & l'aide de V 4.1 1la preuve de l'énoncé suivant :

VII 2.2 - PROPOSITION :

Supposons que ® 804t un espace métrnique séparable, que T)D 5041

sa tnibu borélienne, que pour tout T € BR,. cp > 1y et que L'application

multivoque T'o (resp. '1\"’T) de @ dans @ déginie par

I’T(w) = {9 6@ : W%(e;w) g e inf ‘P,?\(s;w)}
se®

(resp. ’I\‘JT(w) = {96@ : x%(egw) $ Cp ing) Xi(ssw)})-
s€
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504t afg—me/swwtbze et "point-complet”. Alons, il existe au moins un estimateun

9, du \vz quasi-minimum (resp. x2 quas{-minimum) de coefpicient c

9
. de

T’ o’
VII 2.3 - PROPOSITION :

Supposons que L'espace probabikisé (2,Q,P) s0it complet, que (®,B)
A04L formé d'un espace mitrnique compack ® ot de sa tribu bonslienne (E), que
2 2(.5.0) soit G o Qmesuwnable, et que
de plus, powr tout o€ 9, ¥ol.;u) (resp.

pour tout TE R, VY .3.) (resp.

x,i( w))  soit semi-continue ingé-
. . . . t 3
niewrement sun B . ALons, il existe un estimateurn 6, du y°

> 1) de 6 .
0]

quas L-minimum

(resp. x° quasi-minimum) de coefficient c. (c

T T

2) et c_ = c.

La preuve est donnée par V 4.2 avec h = v2 (resp. Xop

T

VII 3 -~ Nous allons maintenant procéder & l'étude de la convergence des

estimateurs.

Précisons que les conditions relatives au paramétre 6 ne sont pas
exactement les mémes pour la méthode du WE guasi-minimum et pour la méthode

2 . s
du ¥ quasili-minimum.

VII 3.1 - PROPOSITION :

S4 @ est un espace topologique AZparé et 4'AL exdiste une partition

ginie 9?) -mesurable (A‘].)j._sI de 3 ztelke que :

a) quel que s0it es@, quel que so0it j € 1 et quel que s0it k €1,

J ﬂ(dx"e) Q(x:AkQG) >0,
A.
J
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b) quel que s0it 0 € ® et quel que s04i% ote®@, avec © # 0,

max]w(Aj;e) - ﬂ(Aj;G')l = # 0,

Y )
Jel 6,6

c) quel que s0it 6 € ® et quel que s04it e'e® , avec B # @',

max | J n(dx;8) Q(x,4, ;6) *J m(dx;0') Q(x,A, ;8")] # 0.
(j.k)eIxI ‘A Aj

= 34,0

ALons, tout estimateun e; du ¥ quasi-minimum de coefgicient ¢, converge

presque sdrement vers 0> quand T > o,

DEMONSTRATION :

P a . 2 .. ..
1°) Par définition méme de l'estimateur du V¥ quasi-minimum de coefficient

. * .
c nous avons, quel que soit TE€ IR+ et quel que soit w € 0,

T’
2°) Quel que soit Jj € I, quel que soit w € £, et quel que soit 6&@ s
1
A - = |- A - A + A, -
lT (A5 w) 'rr(AJ 3 0) | I T sw) = wf J,eo) ( J’eo) W(AJ,G)I >
InAJe)—ﬂ(A e)l-l—rAw)--nA e)l

Or, nous savons que, quel que soit je& I,

quand T - », D'od,il existe un Qéea_ avec P(CQC;) = 1, tel que :
quel que soit j € I (rappelons que I est fini), quel que soit w € nﬂé,

quel que soit n' > 0, il existe un nombre positif T(;(n',w) pour leguel
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T > Té entralne que

2

. (Aj;w)"n(Aj;eo)] <n',

T

inégalité qui est vraie en particulier pour 0 < n' < Yo g ol 6 # eo
H]
o

Soit U un voisinage quelconque de eo. Pour ¢ & CU, a cause de 1'hypothése
b) et de ce qui précéde, nous voyons qu'il existe un indice jo € I tel que,

pour w € tgé et pour T > Té,

J J

1 1
|= 1 (A sw) - m(A, 36)| > max|n(A.;0 ) - w(A.;0)]| - |= 1 (A, ;0) - (A, ;0 )] >
T T o o JjeI J 0 J T T o o °

S _
YO,GO n

(1'indice jo est précisément un qui réalise le maximum

@ax|n(Aj;eo) - n(Aj;S)])-
Jel
Comme Tr(Aj ;6) < 1, on a donc, pour w € Eﬂé, pour T > Té(n',w)
o
et pour 6 € EU,

v)2.

> (y -n
JGI 2 . ) e,eo

3°) Quel que soit j € I, quel que soit k € I, quel que soit we Q et quel
que soit 8 € C),

IJ-NT(ijAk;w) - f n(dx;0) Q(X,Ak;e)l =

T A,
J
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)+

1
—_ X . - . .
[ NT(Aj Ak,w) f ﬂ(dx,eo) Q(x,Ak,GO

T .
d

+ JA‘n(dx;eo) Q(x,Ak;eo) - JA n(dx;6) Q(x,Ak;e)l
J J

N\

A,

']J m(dx;6 ) Qx,A 38 ) - J m(dx;8) Q(x,A ;6)]
A,
J J

-1 Ny (A %A su) = J

. ‘ﬂ(dx;eo) Q(x,Ak;eo)I .

J

A

Or, nous savons gque, quel que soit J€ I et quel que soit k € I,

1 .S. . .
;NT(AJ.XA_k) e LL m(ax;0,) Q(x,A 36 )
J

quand T > o, D'oll, il existe wn Qg € CL avec P(KQ;) =1, tel que

quel que soit w € nﬂg, quel que soit n" > 0, 1l existe un nombre positif

Tg(n",m) pour lequel T 2 Tg entraine que

1 . . .
T wglagagn) ~ | aexse)) abomgog)l <,

J

"

inégalité qui est vraie en particulier pour O < n" < § ol 6 # 60.

6,60’

Soit U un voisinage quelconque de eo. Pour 6 € ﬁU, a4 cause de 1l'hypothése
c) et de ce qui précdde, nous voyons qu'il existe un couple d'indices

2 : 1" 1"
(Jo,ko) € I x1I tel que, pour w € UQO et pour T > To,
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A,

o

IJ.NT(AJ xAk jw) - f m(dx;0) Q(XaAk 56)]
T o o , o

2 max !J Tr(dX;Go) Q(X,Ak;eo) - I 7(dx;8) Q(x"'ﬁ{;e)(

(j,k)eIxI Aj

1
- I—N (A, xA .w) —J m(dx;8 ) Q(x,A .8 )I
T T Jo ko’ A, o ko’ °
do

N on
6,6 ~ N 70
(o]

(le couple (,jo,ko) est précisément un qui réalise le maximum

max lf m(dx;6 ) Qx,A ;8 ) - J m(dx;6) Q(x,Ak;e)I)

(j.k)eIxI Aj

Comme f m(dx;8) Q(x,Ak 38) < 1, on a donc, pour w € [ "
A. o ©
Io

pour T 3> Tg(n",m) et pour 6 € [:U,

[ (A, xAk ) - T( n(dx;8) Q(x Ak;e)]2
Ia,

J
) > (8 - M2,

. 8,0,
(j,k)eIxI

Tzf n(dx;0) Q(x,Ak;e)
A,
J

4°) Ainsi, nous voyons que, pour 6 € [:U, il existe un a, e O
(clest . Q(').U Qg) avec P([:Qo) = 1 tel que : quel que soit ¢ € ]:Qo, quel que

)), il existe un nombre

soit n > 0 (en particulier 0 < n < min(ye 0 s
b
e

0,0

positif To(m,n) (c'est sup(Té,T;)) pour lequel T > T" entraine que
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1 2 2 2
- ¥o(8;w) > (y -n)" + (s -n)°.
T T 0,60 0,0
o )
Par conséquent,
17.2 2 N 2 2 2 2 2 2
- . - . > - + (. - - -
T[\PT(e,w) cp ¥p(0,50)] (Ye,e n) (8.6 n) epan” = e8n”,
) o
ol
a2 = Card(I) . !
min m(A.;6 )
. o
Jel
et
2 1
B™ = Card(IxI)
min J m(dx; 0 ) Q(x,A ;6 )
(j,k)eIxI ‘A © ko
c'est-a-dire
1r,2 2 2, 2 2
- sw) - : = - + .
CLep(es0) = eq (8 50)] > (2 = op 8" - 2 "o,0." " 0,0,

ou
a2 = a2 + 82
b =y + &
6,60 6,60 6,60
2 2 2
c =4 + & .
6,60 6,60 6,90

5°) Nous pouvons choisir n de sorte que le deuxiéme membre soit strictement

positif. En effet, considérons le trinOme
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2, 2 2
-— - + .
(2 Cn a )n 2 be,e n ce’e
o o]
8i 2 - Cp a2 > 0, il suffit de prendre
o 2
e,eo
n <
2 be’e
o
. 2 .o
S1 2 -~ Cp a < O, nous remarquons que le trinome en n a deux

zéros de signes contraires ; il suffit de prendre

(1)

ol o6 désigne le plus grand des deux zéros.
o
Donc, quel que soit le signe de 2 - Cr a2, il existe ny > 0 tel que
O <n <n, entraine que le trindme est strictement positif. Il en résulte que,

1
quel que soit o € EQO, quel que soit B € [b et quel que soit ne ]O,n1[,

il existe un nombre positif To(n,w) tel que T > To entralne que

2

1r.,2
‘T“[‘I’T(e;m) = Co ‘PT(OO;M)] >0 .

6°) Nous avons vu que pour tout et pour T > O,
Tro@r % 3. - 2., .
T[WT(BT(w),w) Cp WT(eo,w)] <0

par définition de l'estimateur du W2 quasi-minimum. Mais d'autre part, quel

] *
s1 6

o® T(w)é [U, alors

que soit w € [Qo’ pour T > T

l[wg(e;(w);w) -c WT(eo;w)] >0 .
T
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. . . R * . .
On voit donc qu'il y a contradiction, et par conséquent, eT(w)e -U. Ainsi,

- -~ *
11 y a convergence presque sure de eT vers 60.

VII 3.2 - PROPOSITION :

S4 @ est un espace topologlque sépane, et 4'AL existe une partition

ginie B -mesurabre (a3).

jeI de telle que :

a) quel que 50it 0e® , quel que s0it Jj€ I et quel que 504t k € I,

JA.n(dX;_eo) Q(x,Ak;e) >0 ,
J

b) quel que s0it 8¢ @ et quel que 504t e'e@ , avec 9 # o',

max
(J,k)eIxI

[A-w(dx;eo) [a(x,a,58) - Q(x,Ak;G')ll = Ag gt F O

convenrge

Alons, tout estimateurn e; du X2 quasi-minimum de coefgicient Cn

presque siement vers o, quand T » =,

DEMONSTRATION :

1°) Nous remarquons tout d'abord que nous avons 1l'inégalité suivante :
. * .
quel que soit T €& R+ et quel que soit w € Q,

2(

2,,.%
(o5 (w)50) < e X5

Xp\ ¥ 9550)

d'aprds la définition de l'estimateur du X2 quasi-minimum de coefficient Cpe

2°) Quel que soit (j,k)€ I x I, quel que soit w € Q, et quel que soit

6 € @ s nOuUs avons
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Ii [NT(ijAk;w) - JA TT(dx;w) Q(X,Ak;e)]

J

- |1 XA w) — . .
= 'T NT(Aj Ak,w) jA_ﬂ(dX’eo) Q(x,Ak,GO)
J

+ JAjﬂ(dxaeo) Q(x,Ak;eo) - JAjn(dxseo) Q(X,Akse)

1
+ JAjn(dx;eo) Q(x,Ak;e) - ;—JAJTT(dX;w) Q(x,4,;6)

2

IJA_H(dX;GO) [(x,a 50, ) - Q(x,Ak;e)]‘
J

- '[JA-n(dx;eo) Q(x,Ak; eo) - -;— NT(ijAk;w)]
dJd
1
+ [—T— JA TT(dx;w) Q(X,Ak;e) - J

A,

w(dx;eo) Q(x,Ak;e)Jli.
J J

Ceci &tant, nous savons que, quel que soit (j,k)€& I x I,

1 .S.
(1) —-NT(ijAk) S LTI JA.n(dx;eo) Q(x,Ak;eo)
J

quand T - «, et que quel que soit (j,k) € I x I et quel que soit 6€ ®

. . :S. . -
(2) jA T (ax) Q(x,h50) —B:Eiy JA.w(dx,eo) alx,4,3 )

1
T /A,
J J

quand T —» o,
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Soit 6€® , nous pouvons écrire : il existe QoE Q s avec
P([QO) = 1 tel que, quel que soit we€ [Qo et quel que soit n > 0, il

existe un nombre positif To(n,w,e) pour lequel T 3 ’I‘o entraine que

‘IJA m(dx;6 ) Q(x,A, ;0 ) - i-NT(ijAk;w)] +
J

<n

el <d;>q<,;e>—j (ax36_ ) Qx4 38)
[TJAJ_TT X3 xAk Ajn b'd o X Kk J

inégalité qui reste vrale en particulier pour O < n < Ae g ol 6 # eo.
9

o
Scit U un voisinage quelconque de Bo. Pour 9 € [U, d cause de b)
et de ce qui précéde, nous voyons qu'il existe un couple (,jo,ko)e I xI tel

Que, pour w € tﬂo et pour T = To’

1
(3 5 Digta; b s = [ eplanse atoony 5ol

o

> max m(dx3;6 ) [Q(x,A 36 ) - Q(x, ;9)_]’ -n
(3 .k )eIxI JA. © [ % B
> A - n > 0.
6,90

Comne

nous avons donc d'aprés a),
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Q(X,Ak )
j m(ax; p ) ———>— < 1.
A (o]
iy Q(x30)
D'ol
J m(dx36 ) Q(x,A_ ;8) < sup Q(x;8) < M_.
o) k ¢]
Aj ) xe3E
(0]

De ce fait, et d'aprés (2), nous pouvons écrire : quel que soit 6€ ®, quel

entraine que

que soit w € [QO, il existe T1(w,e) tel que T > 'I‘1

1

38) < M .
P k 0

[ TT(dx;w) Q(x,A
A o}

o

Pour 0 € [U, il résulte de ce qui précéde, de la définition de xi(e,w) et
de (3) que : quel que soit 66@, guel que soit w € [SZO, et gquel que soit

n > 0 assez petit, il existe un nombre positif T, (w,6,n) (c'est sup(To,T1))

2

tel que T > T2 entralne que

1 2 1 2
- XT(esw) > — (le 6 n)
T Me *“o

D'autre part, si on se reporte & (1) et (2), on voit que, quand T + o,
1.2 .S.
= Xqp(8,3) —E:2 3 9.
T

Ce qui peut s'écrire : quel que soit 6 e®, quel que soit w g [Qo, et quel

que soit n > O assez petit, il existe T3(m,n) tel que T > T3 entraine que

1 2
o T xp(8o3w) <

2
LI,
M
6
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~

Ce résultat, associé 4 (L), donne : pour 6 € [:U, quel que soit m > O assez
petit, quel que soit w ¢ [:5'20, il existe un nombre positif Tu(w,n,e) (c'est

sup(T3,T )) tel que T > Th entraine que

2

1 Ex;(e;w) - ¢ xi(eo;w)] > L [(Ae 6 n)?° - nz_]
T Me 7o

Nous pouvons prendre n = — A et nous voyons alors que

Quel que soit le voisinage U de 60, quel que soit 6 € [:U, il existe
QOIG. Q, avec P([SZO) = 1, tel que guel que soit w € [Qo, il existe un

entralne que

nombre positif Ts(e,w) pour lequel T 3 T5

1 2 2
. I:xT(e,u)) Cp xT(eo;w)] >0 .

3°) Nous avons vu gue, quel gue soit w € @ et quel que soit T > O

-

1 [_—X;(e*(w);w) - eq X;(eo;w)] <O

si op(w) € [U,

et que, d'autre part, quel que soit weE Qo,' pour T > TS’

alors

1 [Xé(S;(w);w) - Cqp xi(eo;w)] >0 .
T

. * .
Par conséquent, nous devons avoir eT(w)e U. Ce qui démontre la convergence

~ #*
presque sure de ST vers eo.
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