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INTRODUCTION 

- - - - - - - - - - - -  

Le p ré sen t  t r a v a i l  e s t  consacré à l ' é t u d e  des écoulementç d 'un  f l u i d e  

ba ro t rope ,  pesan t ,  avec s u r f a c e  l i b r e  dans un cana l  cy l ind r ique  e t  h o r i z o n t a l .  

Dans l e  premier  c h a p i t r e  on appl ique  l a  méthode d16tude  des écoulements 

presque à une dimension en d é f i n i s s a n t  des q u a n t i t é s  d i t e s  normalisées  qu i  sont  

à l a  f o i s  sans  dimension e t  de l ' o r d r e  de grandeur de 1 ; on f a i t  a i n s i  a p p a r a î t r e  

un paramètre E p e t i t  devant 1 .  Quand on nég l ige  dans l e s  équat ions  l e s  termes 

d ' o rd re  E on a un écoulement p a r  t r anches .  L ' a l t i t u d e  de l a  su r f ace  l i b r e  e t  l a  

v i t e s s e  l o n g i t u d i n a l e  s ' o b t i e n n e n t ,  en première appraximation, pa r  r é s o l u t i o n  d'un 

système hyperbol ique e t  homogène. En ce qui  concerne l e s  écoulements p a r  ondes 

s imples ,  on r e t rouve  l a  p o s s i b i l i t é  de phénomènes except ionnels  s i g n a l é s  pa r  

DYMENT [D] dans l e  ca s  d'un l i q u i d e  : a i n s i ,  pour c e r t a i n e s  formes de canaux, un 

t r a i n  d'ondes de su rp re s s ion  peut s ' é t a l e r  a l o r s  qu'usuellement il s e  r e s s e r r e .  

Un exemple d 'un t e l  cana l  e s t  donné dans l e  ca s  d'un gaz poly t ropique .  

P ~ u r  o b t e n i r  une me i l l eu re  approximation que c e l l e  donnée p a r  l ' écou-  

lement pa r  t r anches  Qn u t i l i s e  l a  méthode des  p e r t u r b a t i o n s .  Au c h a p i t r e  2 ,  on 

c a l c u l e  l a  seconde approximation lo r sque  l 'écoulement  e s t  uniforme en première 

approximation. Le c a l c u l  de l ' a l t i t u d e  de l a  s u r f a c e  l i b r e  s e  ramène $ l ' i n t g -  

g r a t i o n  de l ' é q u a t i o n  des ondes ; a i n s i  un t r a i n  d'ondes s imples  s e  propage sans  

s e  déformer. Mais c e t t e  p r o p r i é t é  e s t  en dé fau t  s i  l ' o n  t i e n t  compte des  termes 

d ' o rd re  supé r i eu r .  



La recherche des  ondes simples dépourvues de déformation condui t  aux 

ondes cnoïda les  e t ,  en p a r t i c u l i e r ,  à l ' o n d e  s o l i t a i r e  dé j à  envisagée p a r  

RAMAN R dans l e  cas  p a r t i c u l i e r  d'une l o i  po ly t ropique  e t  seulement l o r s q u ' i l  

s ' a g i t  d 'une su rp re s s ion .  I c i  nous obtenons un r é s u l t a t  nouveau : il peu t  e x i s t e r  

des ondes s o l i t a i r e s  de dépress ion .  La cond i t i on  à rempl i r  pour r ê a l i s e r  de t e l l e s  

ondes e s t  la même que c e l l e  pour l a q u e l l e  appa ra i s sen t  l e s  phénomènes excep t ione l s  

d é c r i t s  au c h a p i t r e  1 .  

Au c h a p i t r e  3 ,  on reprend l e  problème précgdent pour deux gaz poly- 

t rop iques  superposés en supposant ,  pour s i m p l i f i e r ,  que l e s  deux f l u i d e s  ne sont  

pas  mi sc ib l e s  e t  que l e  mouvement e s t  p l an .  II e s t  montré l ' e x i s t e n c e  d'ondes 

cnoida les  e t  d'ondes s o l i t a i r e s  pour l e s  deux f l u i d e s  e t  il e s t  é t a b l i  que l e s  

ondes s o l i t a i r e s  peuvent ê t r e  des  dépress ions .  



CHAPITRE 1 

---------- 

ECOULEMENT PRESQUE A UNE VlMENSiON DANS 

UN CANAL CYLlNURlQUE ET HORIZONTAL. 

7.7. €couRement paenyue à une, dimemion. 

S o i t  un f l u i d e  ba ro t rope ,  pesan t ,  non visqueux en mouvement re la t ivement  

à un r e p è r e  OXYZ t r i r e c t a n g l e ,  d i r e c t ,  g a l i l é e n ,  avec OX h o r i z o n t a l  e t  OZ 

v e r t i c a l  ascendant .  

On désigne p a r  U ,  V ,  W l e s  composantes du vec teur  v i t e s s e ,  p a r  P 

l a  p r e s s i o n ,  pa r  p l a  masse volumique, p a r  T l e  temps e t  p a r  g l ' a c c é l é r a t i o n  

de l a  pesanteur .  

 équation de conserva t ion  de l a  masse, l e s  équat ions  de l a  dynamique 

e t  l a  l o i  de b a r o t r o p i e  s l éc r ivens t  : 



l'indice symbolisant une dérivatiop. 

Soient Z = K(Y) l'équation du canal et Z = S(X,Y,T) celle de la 

surface libre où la pression sera con~idérée comme nulle. La condition de glis- 

sement sur le fond du canal, les conditions cingmatique et dynamique à la surface 

libre s'écrivent : 

(1.6.) w = v K~ pour z = K(Y), 

(1.7.) s T + u S  X + v s y = w  

pour Z = S(X, Y, T), 

(1 .8 . )  P = O  

Nous supposerons de plus que l'écoulement est irrotationnel. On a : 

Lorsque la section du canal varie lentement en fonction de X et (ou) 

de T on a : 

On dit que l!êcoulement est presque à une dimension. 

Nous introduisons des quantités dites normalisées nui sont à la fois 

sans dimension et de l'ordre de grandeur de 1, suivant la présentation décrite 

par DYMENT [~l. - Ces quantités seront représentées par des lettres ninuscules. 



Soien t  L e t  U deux longueurs  de r é f é r e n c e ,  l a  .premi$re long i tu -  

d i n a l e ,  l a  seconde t r a n s v e r s a l e ,  T une durée  de r é f é r e n c e ,  U une v i t e s s e  

l o n g i t u d i n a l e  de r é f é rence ,  T U  une v i t e s s e  t r a n s v e r s a l e  de  r é f é r e n c e ,  P e t  

R une p re s s ion  e t  une masse volumique de r é fé rence .   après (1 .10 . )  l e  paramètre 

r  e s t  p e t i t  devant 1. Toutes l e s  grandeurs de r é f é rence  son t  supposées bornées 

e t  d é f i n i e s  à une cons t an te  m u l t i p l i c a t i v e  p r è s .  Posons : 

de manière que x,  y ,  z ,  t ,  u ,  v ,  w ,  p e t  r s o i e n t  d ' o r d r e  1 .  

Subs t i tuons  dans ( 1 . 1 . ) ~  ( 1 . 2 . ) ~  ( 1 . 3 . ) ~  ( 1 . 4 . ) ,  ( 1 . 5 . ) ~  ( 1 . 6 . )  e t  

( 1 . 1 1 . ) ~  il v i e n t  : 
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Pour envisager l'écoulement presque à une dimension le plus on doit 

supposer que toutes les dérivées rt , rx x y vy y wZ y ut, pX . . . sont d'ordre 1. 

Il vient alors : 

L'équation (1.9.) s'écrit : 

2 Posons T = E .  La normalisation s'écrit alors : 

K Nous posons de plus k = - S 
s = - et nous supposons que la loi de barotropie 

ff H 
peut se mettre sous la forme p = ~ ( r ) .  On remarque que parmi les grandeurs de 

r6férence introduites trois demeurent arbitraires (ici nous avons retenu ff,R 

et E )  et que toutes les autres sont définies à partir de celles-ci par les 

relations (1.19.)  . 
L 

Les équations générales et les conditions aux frontières s'écrivent 
w 

avec les variables normalisées : 



W = v k  pour z=k(y), 
Y 

+ u Sx w = s  t + v s y  1 pour z = s(x,y,t). 

p = o  

Nous allons utiliser la méthode classique des perturbations qui 

consiste à poser pour chacune des inconnues (u, v, w, p, r, s) un développement 

de la forme : 

w 

où les u. sont indépendants de E ; Cui, vis wi, p. , r s .l sera appelé 
1 1 i' 1- 

approximation d' ordre . i . 

1 . 3 .  Apptoxima;tion d'ohdtre z é t a .  

Les équations s'écrivent à l'ordre zéro : 



w = vO ky pour z = k(y), 
O 

W = s  + u  S 
O 0 t O + vo oy 

pour z = so(x,y,t). 
Po = o. 

1 . 3 . 1 .  Les équations (1.35.)  e t  (1.36.) permettent de ca l cu l e r  ro. ----- 
Il vient  : 

V 

donc ro ne depend pas de y. L a  fonction @ ( r )  do i t  ê t r e  t e l l e  que : 



r 

C )  J O du a i t  un sens.  I l  f a u t  donc que, quand ci + O ,  
O ci 

s e  comporte conme u 
-n 

a avec n < 1 .  Par exemple, pour l a  l o i  polytropique 

p = r Y  il f a u t  y > I .  

1 . 3 . 2 .  Intégrons (1 .32 . )  su r  A. s ec t ion  d r o i t e  du canal jusqu'à  ----- 

l a  c ô t e  z  = so . On a compte-tenu de 

Désignons par  C o  l e  contour de e t  par  ï' l a  p a r t i e  C appartenant  
O O 

au fond. 

Sur F o s  

s u r  (Co 

I l  v i e n t  donc : 

S o i t  : 

avec 

. 
f igure  1 . 1 .  

r dy dz = O. 
oX II 

A 0 



o étant défini par 
O 

D'autre part (1.33.) s'écrit : 

Le système hyperbolique, homogène, quasi-linéaire ( 1 .43.), ( 1 .46, ) 

permet de calculer u et s foncti~n de x et de t. Pour obtenir la 
, O O' 

solution on utilise la méthode des caractéristiques. Pour cela, posgnç : 

(1.47.) dso = c O dBo, 

alors (1.43.) et (1.46.) s'écrivent : 

Les caractéristiques du plan (x,t) ont pour équation dx (u * co)dt. En un 
O 

point du plan ( x , t )  passent deux caractéristiques, l'une notée C* de pente 
- 

- =  dx u + c  1' autre notée C de pente - = u - c . A la caractéristique C+ dx 
dt O 0 y dt O O 

- 
correspond dans le plan (0 oyuo) une caractéristique D rectiligne d'équation 

- 
0 + u = cte ; de même à la caractéristique C correspond une D* rectiligne 
O Q 

d'équation Bo - u = cte. 
O 

Considérées comme fonction de 0 et u x et t sont solution 
O O y 

d'un système d'équations aux dérivées partielles du premier ordre linéaires. 
a(eo,uo) 

Lorsque de Jacobien 
a(x,t) 

est nul en tout point du domaine plan (x,t), 
@O 



et u ne sont pas indépendants et audomaine considéré correspond une courbe 
O 

du plan (Oo ,uo ) . De tels écoulements sont appelés "écoulements par ondes 

simples". On appelle écoulement par "ondes simples descendantest' (resp. "ondes 

simples montantes"), l'écoulement dans un domaine du plan (x,t) où - u  =ctf 
O 

(resp. 0, + uo = cte). Alors les caractéristiques C+ (resp. c') sont rectilign 

Considérons par exemple un écoulement par ondes simples descendantes (resp. par ond 

+ 
simples montantes), la pente des caractéristiques C (resp. C-) rectilignes est : 

dx - -  + C dx 
- uo (resp. - = u 

O 
- Co). 

dt O dt 

d(uo + co) dco d(uo - col 
Or .-- - - - 1 + -  (resp. -- dco 

el+--) 

du O deo duo dOo 

Donc, dans les deux cas, la fonction 

permet d'étudier la pente des caractéristiques rectilignes du plan (x,t). 

- Si Y > O, la pente des caractéristiques varie dans le même sens que 

so. De deux points où so a des valeurs différentes, c'est celui où so est le 

plus grand qui se propage le plus vite. C'est le cas par exemple des canaux de 

a 
section rectangulaire ou des canaux de section puissance (&finis par y nz 1. 

- S i  Y < O on a les conclusions opposées. En fin de chapitre nous 

étudions le cas de la loi polytropique et nous donnons un exemple de canal pour 

lequel le coefficient Y peut être négatif. 



1.3.3. Pour déterminer vo et w on introduit l'a fonction x0 ----- O 

définie par : 

(1.52.) vo = u oxXoYy w O = u  ox X~~ y 

de manière à satisfaire la relation (1.37.). L'équation (1.32.) donne : 

(1.53.) 
2 

B ' (ro) [l + XOYY + xozzl - Co - Xoz = O, 

et les conditions (1.38.), (1.39.) s'écrivent : 

(1.54.) X ~ z  = X ~ y  k Y pour z = k(y), 

= - c 2 
(1.55.) X~ z O pour z = F O . 

On obtient la fonction xo ;y ,z ) par intégration de 1 'équation ( 1.53. ) avec les 

conditions aux frontière (1.54.) et (1.55.). 

7 . 4 .  Ca de La lai poly&opCque. 

Nous étudions plus particulièrement le cas de la loi polytropique 

Y 
p = r , y > 1, car cette loi fournit un schéma acceptable de l'atmosphère. 

Nous calculons la solution de l'approximation d'ordre zéro pour certaines formes 

de canaux et construisons une section pour laquelle le coefficient Y est négatif. 

La masse volumique est donnée par : 

Pour un canal de section rectangulaire on a : 



Pour la famille de canaux "puissance" admettant x O z pour plan de 

a 
symétrie et dtéquation y = n z pour y > O, n et a constantes positives, 

On remarque que pour ces deux types de canaux le coefficient Y est toujours 

positif. 

En suivant le raisonnement de DYMENT [D] , considérons un triangle de 

pente n relativement à Oz prolongé par un rectangle de dimensions h et ah 

suivant Oz et Oy (fig. 1 .2 ) .  

M - Y  
ah figure 1.2. 



Y-' + Y 5  n(so-h)  Y-1 a h s o  
Y 

e s t  a l o r s  du s igne  de 

où l ' o n  a  posé 

( 1 . 6 4 . )  

Supposons a f i x é  ; l ' e x p r e s s i o n  ( 1 . 6 3 . )  e s t  un polynôme du second 

degré en n .  

Pour que Y p u i s s e  ê t r e  n é g a t i f  il f a u t  que ( 1.63. ) possède deux zéros  

(nl , n  ; n i  w ) ( cond i t i on  1 ) dont un au  moins e s t  p o s i t i f  ( c o n d i t i o n  2 ) .  
2 

- l a  cond i t i on  1 s ' é c r i t  : 



- l a  cond i t i on  2 s ' é c r i t  

Pour X suffisamment p e t i t  ces  deux cond i t i ons  sont  v é r i f i é e s .  Il s u f f i r a  de 
C 

c h o i s i r  n  < n  < n pour ê t r e  s u r  que dans un c e r t a i n  i n t e r v a l l e  de X l e  
2 1 

c o e f f i c i e n t  Y e s t  n é g a t i f .  



- ECUULE?hENTS PRESQUE U N I  FURLIES. 

D'après ( 1.43. ) et ( 1.46. ) 1 'écoulement est uniforme à 1 'ordre zéro ç 'il 

est permanent : on dira que l'écoulement est presque uniforme. On a 

(2.1.) u = cte, ç o  = cte, v = w = O . 
O O O 

Nous allons calculer les approximations d'ordre un et deux dans ce cas, 

2 . 1 . 1 .  Les équations d'ordre un s'écrivent : --"-- 

(2.2.) u + uo rlx + ro v 
r l t + r o  lx lY + (10 w1Iz = 0 , 

(2 .8 .  ) w = v k pour z = k(y). 
1 1 Y 



Pour é c r i r e  l e s  cond i t i ons  à l a  s u r f a c e  l i b r e ,  u t i l i s o n s  un dévelop- 

pement de Tay1or ;on  a ,  compte t enu  de u o  = c t e ,  

( 2 . 9 . )  s + u 0  s l X  + E (sgt  + U o  s2X + U  s  + v  s ) + , . . =  1 t 1 l x  1 lY 

w + E ( w l  + S l  W î Z ) +  ... pour Z = s O ,  
1 

Les cond i t i ons  cinématique e t  dynamique à l a  s u r f a c e  l i b r e  s ' é c r i v e n t  donc à 

1 'o rd re  un : 

v i e n t  : 

(2 .13 . )  

1  t O l x  

pour z = s . 
O 

A p a r t i r  de  ( 2 . 4 . ) ,  ( 2 . 5 . )  e t  (2 .6 . )  nous ca l cu lons  r l  e t  p l .  Il 

Pour c a l c u l e r  u  e t  s1 nous procédons comme pour l ' approximat ion  
1 

d ' o r d r e  zero ; on i n t è g r e  ( 2 . 2 . )  s u r  l a  s e c t i o n  d r o i t e  du cana l  l i m i t e e  à l a  

c ô t e  z  = s  . Il v i e n t  : 
O 

L 'équat ion  de l a  dynamique, en p r o j e c t i o n  s u r  O x ,  s ' é c r i t  : 



Le système (2.14.), (2.15.) est un système d'équations aux dérivées 

, .  6e type hyperbolique & coefficients constants. Les caractéristiques 

(, ,t) ont pour équation 

Ce résultat suggère d'effectuer le changement de variables : 

5 = X - (u0  - Co) t y ,, = X - (rO + C o )  t . 

Il vient : 

les fonctions IJ et f étant déterminées par les conditions aux frontières. 

Les vitesses transversales se calculent comme & l'ordre z6r0. Posons : 

V I  = U lx XlYY W 1  = u lx Xlz ' 

Les équations (2.2.), (2.8.) et (2.11.) s'écrivent : 

3 
fi'(r0) Cl + XIYY + xlzzI - Co XlZ 

= O  y 



2 . 2 .  Ap,riutax,imaXian d '  akdke deux. 

On fait de la forme simple des rdsultsts de l'approximation d'ordre 

un on peut poursuivre le calcul jusqulà l'ordre deux. Les équations d'ordre 

deux s'écrivent en tenant compte des résultats précédents : 

(2.29.) w F V  k pour z = k(y) Y 
2 2 Y  

2 . 2 . 7 .  -.---- NOUS caïcuions u à partir de (2.28.). 11 vient : 
2 



& é t a n t  une fonc t ion  a r b i t r a i r e  de x e t  de t ,  

E t ,  compte t enu  de (2 .26 . )  e t  (2 .27 . )  : 

m é t a n t  une fonc t ion  a r b i t r a i r e  de x e t  de t .  

2.2.2. In tégrons  l ' é q u a t i o n  de conserva t ion  de l a  masse s u r  l ' a i r e  ----- 
de  la s e c t i o n  d r o i t e .  On a  : 

S o i t  : 

C 
2 
O 

1 B '<(r0)  2  
= r [I - 1-] u - 

O x1 lxxx rO C l 2  - r 
6  ho) B ( r o )  

O '3 B ( ro)  
4 U I X  
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L'équat ion (2 .23 . )  donne donc : 

(2 .36 . )  m t + u o m  x + c z e x = ~ s  1 u l x  - Ulxxx - ( s l  l-i l x '  ) 

avec 
1 B"(r ) 

. - r -O-]dy dz 
O O i313(r ) 

2 O 

( 2 . 3 7 . )  A = co - Y 

r 
O d y d z  

O 

C 
2 

J j  . O X 1  

O 
[1 - --] dy dz 

ho B '  ( ro)  
(2.38) B = 

r 
O dy dz 

On peut  é c r i r e  l e  numérateur N1 d e  A sous l a  forme : 

2 
a r d -- - O 1 dy dz = c 

O 

donc 

., L Remplaîons dans l e  numérateur ( N ~ )  de B,  co par  



Les deux fonc t ions  l ( x , t )  e t  m ( x , t )  v é r i f i e n t  l e  système obtenu 

én p o r t a n t  (2.39.  ) dans (2.36.  ) , (2.32.  ) e t  (2.33.  ) dans (2.24.  ) .  

Ce système e s t  l i n é a i r e  e t  à c o e f f i c i e n t s  cons t an t s .  Les c a r a c t é r i s t i q u e s  du 

p l a n  ( x , t )  sont  l e s  mêmes qu ' à  l ' o r d r e u n  de  s o r t e  qu'on o b t i e n t  l a  s o l u t i o n  

. ana ly t ique  à 1 ' a i d e  du changement de v a r i a b l e s  (2 .17 . ) .  

L Compte t e n u  de (2 .18 .1 ,  il v i e n t  : 

2 3  
(2 .43 . )  co(m - m ) + c o ( l  + 1 ) = ~(fu' - ,y') + ( 3  - 2 Y )  ( f  9' - il f') 

5 ri 5 ri 



Ajoutons membre à membre e t  in tégrons  ; on o b t i e n t  : 

- 
où 5 e s t  une cons tan te  e t  g2 une fonc t ion  a r b i t r a i r e  de 17. 

Soustrayons membre à membre e t  i n t ég rons  ; on o b t i e n t  : 

où ii e s t  une cons t an te  e t  f 2  une fonc t ion  a r b i t r a i r e  de 5 .  

1 Finalement ; 



A l ' o r d r e  un un t r a i n  d'ondes s imples  d é f i n i  par  g = c t e  (onfies 

montantes)  ou pa r  f  = c t e  (ondes descendantes)  s e  propage sans dé fc rxa t ion .  

A l ' o r d r e  deux c e t t e  p r o p r i é t é  cesse  d ' ê t r e  v r a i e  ; Uans l e s  e rp re sç iûns  ie 

m ( x , t )  e t  de t ( x , t )  f i g u r e n t  des termes non bornés même l o r s q i e  e t  f 

sont  des  fonc t ions  p é r i o d i q l ~ e s  ; de l a ,  pour l a  p re s s ion  e t  l a  v i t e s s e ,  i:ne 

déformation qui  s ' a m p l i f i e  à mesure qJe l e s  ondes s e  propagent,  

2 . 3 .   onde^ hirn,qtea ind&@z.mablea à t' m d ~ e  deux. 

2.3.7. Nous a l l o n s  montrer q u ' i l  e x i s t e  des ondes simples péri  ~ ~ i i q ~ e s  ----- 
t e l l e s  que l e s  termes 'de déformation qui  appa ra i s sen t  dans l a  s o l u t i o n  dc ? 'appi'c- 

ximation d '  o rd re  deux s o i e n t  identiquement n ~ l s  . La condi t ions  à re:zplir pcür :Ln 

t r a i n  d'ondes s imples  montantes par  exemple, eq t  : 

(2 .47 . )  B f l l l +  2 \Y f f '  - 2 ( 2  - Y )  $ f' = 0 . 

Pour des  ondes s imples  descendantes ,  on o b t i e n t  l a  même équat ion (en  rempllçsnt 

f par 9). 

Il v i e n t  en i n t é g r a n t  e t  en l a i s s a n t  de c ô t é  l a  s o l u t i o n  bana le  

f  = c t e  : 

où 6 ,  e t  6* son t  des cons t an te s .  

Soient  q, '( q2 8 q j  l e s  r a c i n e s  s ~ p p o s é e s  r é e l l e s  du secon5 nembre. 

Dans l a  s o l u t i o n  que nous cherchons à constr- ire f  d o i t  ê t r e  borng e t  f' 

d o i t  ê t r e  r é e l  e t  cont inu .  Cornne B e s t  p o s i t i f ,  f t 2  e s t  Ju s igne  de ?+ , 



pour f < ql et pour 
q2 

< f < q ( f i g .  2.1. ) .  On fera varier f entre 
3 

q2 et qg si Y > O et entre ql et qî si Y < O . 

figure 2.1. 

casa) : Y >  0. cas b )  : Y < 0. 

2.3.2. Supposons Y 7 O. Posons -----  

iI 
(2.49.) f = q2 + (q3 - q2) cos2 0 , O s 0 i - 2 * 

~'intggrat ion donne : 

avec a constante positive définie par : 

la constante d'intégration ayant été choisie pour que f soit égal 5 q3 

5 = o. 



FJo3:s avons pour 1 ' a l t i t u d e  de l a  su r f ace  l i b r e ,  Èi 1 ' a p p i c z i ~ ~ a t ~ j  or, 

d 'o rd re  un : 

( 2 . 5 2 . )  s = s + E L ( $  + q2) + (q3 - q2)  cn  2 q 
O a 

L e  maximm e t  l e  minimim fie s sont  donnés pa r  : 

Appelons pf l a  p re s s ion  e t  rf l a  masse volumique s ï r  l e  fon6 Ci i a n a l  . 
m e  cô te  donnée. On a à l ' o r d r e  Zn : 

Les extrêmes de pf sont  : 



Ces ondes indéformables sont  appelées  ondes cnoïda les .  D'après l e s  p r o p r i é t é s  

des  fonc t ions  e l l i p t i q u e s ,  l e u r  longeur  d'onde X e s t  

K désignant  l ' i n t é g r a l e  e l l i p t i q u e  complète de première espèce de module 

Pour k = 1 ,  l a  longueur d'onde devien t  i n f i n i e ,  ce  qui d é f i n i t  une onde 

unique âppelée onde s o l i t a i r e .  Alors : 

On v o i t  que l ' onde  s o l i t a i r e  ne peut  ê t r e  qu'une onde de su rp re s s ion  ( f i g  2.2.a .  ) 

2 . 3 . 3 .  -----  Supposons 'Y < O .  Dans ce  cas  l e  changement de v a r i a b l e  a e:'fect:lé 

e s t  : 



L'intégration donne 

(2.65.) f =  q2 - (q2 - q l )  cn2L , 

a, constante.positive étant définie par 

Puis 

La longueur d'onde X de ces ondes cnoldales est 

71 
(2.69.) h = 2 a ~ ( ~ , k )  y 

où 

Pour k = 1 ,  la longaeur d'onde devient infinie. On a une onde solitaire. i1 

vient : 



On voit que l'onde solitaire ne peut être qu'une onde de dépression 

(fig. 2 . 2 . b . ) .  

On remarque que la condition à remplir pour avoir des ondes solitaires 

de dépression (Y < 0) est la même que celle pour laquelle un train d'onde 

calculé à l'approximation d'ordre zéro, s'étale au lieu de se resserer. 

cas a) : Y! > O . 

figure 2.2.  

cas b) : Y < O . 



CHAPITRE III 

------------ 

ECOULEMENTS PRESQUE UNIFORMES DE E ü X  FLUIDES 

NON MISCIBLES. 

On considère deux f l u i d e s  non misc ib les  en évolut ion polytropique.  On 

s e  l i m i t e  à l ' é t u d e  du mouvement plan s u r  fond hor i zon ta l .  La normal isa t ion  e s t  

c e l l e  adoptée au  c h a p i t r e  1 ,  avec, de p l u s ,  

l e s  symboles accentués s e  rappor tant  au f l u i d e  l é g e r .  

Pour c e t t e  normalisat ion l e s  l o i s  de ba ro t rop ie  s ' é c r i v e n t  : 

où (P,,,,) e t  (P;,P;) désignant  des é t a t s  poss ib le s  respectivement du f l u i d e  

lou rd  e t  du f l u i d e  l é g e r .  

Le choix de R e t  R 1  é t a n t  a r b i t r a i r e ,  nous prendrons par  exemple 

a l o r s  

( 3 . 4 . )  

- 1. 

La condi t ion  dynamique à l a  su r face  de sépa ra t ion  e s t  : 



où l ' o n  a  posé 

(3 .6 . )  

Les équations générales s ' é c r i v e n t  : 

(3 .11. )  u = EW z X 

pour l e  f l u i d e  lourd ,  

(3 .16. )  = z EW; 

pour l e  f l u i d e  l ége r .  



La condition cinématique sur le fond est 

(3.17. ) w = O pour z = 0. 

P 

Les conditions cinématiques et dynamique sont 

(3.19.) SI + u's' = w1 t 
} pour z = s(x,t) 

X 

(3.20.) p = dp' 

à la surface de séparation, 

1 pour z = s ' (x,t) 

à la surface libre. 

Apphaximcdkon d'ahdhe zéha & un. ' 3 . 1 . 1 . -  Comme nous nous intéressons à la recherche des ondes indéfor- 

I L  
mables à l'ordre deux, on supposera : 

- l'écoulement permanent jusqu1& cet ordre. 

- le fluide lourd au repos à l'ordre zéro, ceci pour simplifier les 

calculs suivants (mais le calcul est possible avec uo 
différent de zéro). 

Les équations d'ordre zéro s'écrivent alors : 



Il v i e n t  : 

( r u )  + (r'w') = O, 
O O X  0 0 2 .  

= O, 

pOZ + r1 = O, 
O 

p~ = r ~ 6 ,  

u' = O, 
OZ 

w = O pour z = O 
O 

utSI = w' 
O OX O 

pour z = s ' . 
O 



où r et r' désignent les valeurs de r et de r à la s u r i a c e  de 
0 1 0 1 O 

séparation. 

u1 = cte, s =cte, h = . S I  - s = cte. 
O O O O O 

3 . 1 . 2 . -  Les équations d'ordre 1 sont 

u'u' + pix = O, 
0 l x  r' 

O 

r ! 

'6- 1 
pi = 6 r'r 

1 0  y 
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(3.52. ) u' = O Y  1  z  

(3.53. ) w = O  pour z = O ;  1  

e 
(3.54.  ) W = O, 1  

C 

(3 .55. )  u's = w' pour z = S ; 
O lx 1 O 

(3.56.  ) 1 - s 1 r O = d(p; - slrA) 

(3 .57. )  u's' = w' 
O l x  1 i pour z = s l .  

O 

(3.58. ) r + s'r' = O 1 1 oz 

u et u' ne sont fonctions que de x et de t. Les équations 
1 1  

(3 .38. ) ,  (3 .39 . ) ,  ( 3 . 4 0 . ) ~  (3.44.1, (3.45.1, (3.46.1, (3.50.) et (3.51.)  donnent : 

(3 .590)  rl = - 1 r O t2-6st 1 "  

6 

(3.60. ) r = - r  1 1 O 
Y 

Y 

où l'on a posé 

r1 
(3 .61. )  

O 1 A = d h l  - Y 

r 
O 1 

L 

avec 

W1 
et w' s'obtiennent à l'aide de (3 .43 . ) ,  (3.L8.1, (3.53.) 

1 

et (3 .54 . )  : 



u = cte, 
1 

Portons (3. 59.), (3.60.)~ (3.63.), (3.64.) et (3.65.) 

dans (3.44.), (3.49.) et (3.57.) il vient : 

Le mouvement est permanent à 1 'ordre 1 si le système (3.66. ) , ( 3.67. ) , 

(3.68.) à une solution. Ecartons la solution banale s = h = u' il vient 1 x 1 x lx' 

la condition 

Exprimons alors hlx) Six 
et u' en fonction de s il vient : 

1 x lx ' 

r r u ' 
(3.70.) = - -  O 1  s 0 1 s' = ( 1  - -)s u! = - 

hlx 1 x y 
O s .  

lxY lx dr' 1 ,x y-1 lx 
dr; 1 r 

O O 1 

3 . 2 .  Ondc~ i n d é  hartmnbteh iï B ' o r t h e .  deux. 

3 . 2 . 7 . -  Les équations d'ordre 2 s'écrivent en tenant compte des 

résultats précédents 



1 ,  u'u' + u'u' + - (pgx 1 - - p i x )  = O, 
O 2x f l x  * ?  v i l  

w = O  pour z = O ;  
z 

u s  = w  
7 

1 lx 2 

u ' ~  + u's = W' + s W' pour z = s 
O 2x 1 lx 2 1 lz O' 

2 2 
S 

1 + -  1 
+ S @ '  + -  ' 1 

p2 + SIPlz + s2P0z Pozz 2 oz 2 
Pozz 

2 



L 

Il v i e n t  pa r  des c a l c u l s  analogues à ceux e f f e c t u é s  à l'ordre 1 : 

2-6 ,2r,3-26 + 1 1 2-6 (3 .88.)  r '  = - u l u t  r ' '  + - u ' s '  r + - ( x )  , 
2 2 6 2 s 1  O 2(6-1)  O Ixx 0 , 6-1 O Ixx O 6 

u' = - 6 u '  r ,2(6-1)  6 ' 6 - 1  - - u ' s '  r 
Ixx O O lxx O 

+ l'(XI, 
2(6-1)  6-1 

où m ,  m ' ,  e t  ' sont  des fonc t ions  a r b i t r a i r e s  de x. 

On t i r e  w e t  w '  de ( 3 . 7 1 . ) ,  (3 .81 . )  e t  (3 .77 . )  : 
2 2 

1 1 4 ' 6 -1  ( 3 . 2 . )  w' = ( s ' u ' )  - - S ' U '  + u'm' + (l' - - u t  u t  )r 
2  l l x  1 I x  o x  X O I X X X  O 

6-1  

+ - ! Lm U ~ 2 U t  , 2 (6-1)  - 11' r , 3 (6 -1 )  
1 xxx O O Ixxx O 

où r dcsigne l a  masse volumique au fond du cana l  à l ' o r d r e  zéro. 
O O 

De ( 3 . 8 4 . )  nous t i r o n s  : 



'26-1 6d 
( d  r:, - r - - 6 d  U ' U '  r  + - U ' ~ S . '  r '  6 

01)S2  2(6-1)  O I X X  01 O l x x o l  
6- 1 

On p o r t e  ces  r é s u l t a t s  dans (3 .72 .1 ,  ( 3 . 7 7 . ) ,  ( 3 . 8 2 . )  e t  ( 3 .83 . )  ; 

il v i e n t  l e  systeme d 'équat ions  : 

u '  1' + m' = - U '  u 1  
O X X 1 l x '  

+ 6 (26+1) u t2u1  r ,2 (6-1)  - , 6' . u '  r , 3 (6 -1 )  

2(6-1)  (26-1) O lXxX O1 2(6-1) (36-2) lxxx 01 

u '  
- O C 6 d  U ' U '  r  126-1 + 6d u'2s1 1 6  

O lxxx 01 6-1 O lxxx 0 1  d r '  - r  2(6-1)  
O 1 0 1 



Le mouvement e s t  permanent à l ' o r d r e  deux s i  l e  système ( 3 . 9 5 . ) ,  ( 3 . 9 6 . )  a  

une s o l u t i o n .  O r  l e  déterminant  p r i n c i p a l  e s t  l e  même que c e l u i  du système 

correspondant à l ' o r d r e  un : il e s t  donc nu l .  Pour q u ' i l  y  a i t  une s o l u t i ~ n  

il f a u t  qu'un dès déterminants  formé en remplaçant une des colonnes pa r  l a  

colonne des seconds membres s o i t  nu l  ; c e t t e  condi t ion  s ' é c r i t  : 

où a e t  a son t  l e s  seconds membres de (3.95.  ) e t  de (3.96.  ) . 
1 2 

La cond i t i on  (3 .97 . )  s 'exprime p a r  une équat ion  l i n é a i r e  e n t r e  
s l x x x y S I S l x  

e t  s  g râce  aux r e l a t i o n s  (3 .70 .  ) .  On o b t i e n t  : 
1 x  

où p e s t  une cons t an te .  

Ce t t e  équat ion  e s t  à rapprocher  de l ' é q u a t i o n  (2 .47 . ) .  On o b t i e n t  pa r  i n t é g r a t i o n  

des ondes cno ïda l e s  e t  en p a r t i c u l i e r  des  ondes s o l i t a i r e s .  Pour s a v o i r  s i  l e s  

ondes s o l i t a i r e s  sont  des  ondes de su rp re s s ion  ou de dépress ion ,  examinons 

l e s  s i g n e s  des c o e f f i c i e n t s  de s e t  s s 
1 xxx 1 lx' 

- l e  c o e f f i c i e n t  de s e s t  t o u j o u r s  p o s i t i f .  
1 xxx 

- l e  c o e f f i c i e n t  de s s  e s t  du s igne  
1 l x  



Or, d'après (3.39.) et (3.40.) 

on remarque de f est nécessairement inférieur'à 1. 

Donc : 

donc 

Par conséquent : 

- S i  y < 6  P(F) est négatif. Les coefficients de slXxx et de 

s s sont de signe opposé : d'après les résultats du chapitre 2 les ondes 
1 lx 

obtenues dans le fluide lourd correspondent au cas de la figure (2.2 .b) 

-Si y > &  P(F) a un zéro dans l'intervalle (0,l) ; 



-6 
désignons par  F* - c e t t e  r ac ine .  Le c o e f f i c i e n t  de s s e s t  

1 l x  

* 
p o s i t i f  pour O < F < F*, néga t i f  pour F 2 F*. Ainsi  pour F <,F l e s  

ondes s o l i t a i r e s  obtenues dans l e  f l u i d e  lourd  correspondent au cas de l a  

f i g u r e  (2 .2 .a)  ; p a r  contre pour F > F* on e s t  dans l e  cas de l a  f i g u r e  (2.2.b). 

t-- En ce qui  concerne l e  f l u i d e  l é g e r ,  comme s '  = - - 
1 x  

1 -F 2 l x  

(d ' ap rès  3 . 7 0 . ) ,  à une surpress ion  dans un des f l u i d e s  correspond une dépression 

dans l ' a u t r e .  

- 
f igure  3.1. 

On a vu au  chap i t r e  2 que pour un s e u l  f l u i d e  en mouvement p l a n ,  

l 'onde  s o l i t a i r e  e s t  une su rp ress ion  ; i c i ,  pour deux f l u i d e s  superposés il 

peut e x i s t e r  une onde s o l i t a i r e  de dépression t a n t  dans l e  f l u i d e  supér ieu r  

que dans l e  f l u i d e  i n f é r i e u r .  S i  l 'a tmosphère r é e l l e  ( t roposphère e t  s t a tosphère )  

correspond au schéma donné ci-dessus,  on e s t  dans l e  cas où y > 6 ; une onde 

s o l i t a i r e  de dépression peut s e  propager à l a  su r face  de sépara t ion .  
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