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INTRODUCTION

e ——————

Le présent travail est consacré 3 1l'étude des &coulements d'un fluide

barotrope, pesant, avec surface libre dans un canal cylindrique et horizontal.

Dans le premier chapitre on applique la méthode d'étude des écoulements
presque 3 une dimension en définissant des quantités dites normalisées qui sont
8 la fois sans dimension et de l'ordre de grandeur de 1 ; on fait ainsi apparaltre
un paramétre e petit devant 1. Quand on néglige dans les &quations les termes
d'ordre € on a un écoulement par tranches. L'altitude de la surface libre et la
vitesse longitudinale s'obtiennent, en premiére approximation, par résolution d'un
systéme hyperbolique et homogéne. En ce qui concerne les &coulements par ondes
simples, on retrouve la possibilité de phénoménes ekceptionnels signalés par
DYMENT [D] dans le cas d'un liquide : ainsi, pour certaines formes de canaux, un
train d'ondes de surpression peut s'étaler alors qu'usuellement il se resserre.

Un exemple d'un tel canal est donné dans le cas d'un gaz polytropique.

Pour obtenir une meilleure approximation que celle donnée par 1'écou-
lement par tranches on utilise la méthode des perturbations. Au chapitre 2, on
calcule la seconde approximation lorsque l'écoulement est uniforme en premiére
approximation. Le calcul de 1l'altitude de la surface libre se raméne 3 1'inté-
gration de 1'équation des ondes ; ainsi un train d'ondes simples se propage sans
se déformer. Mais cette propriété est en défaut si 1l'on tient compte des termes

d'ordre supérieur.



La recherche des ondes simples dépourvues de déformation conduit aux
ondes cnoldales et, en particulier, & l'onde solitaire d&ja envisagée par
RAMAN [ﬁ] dans le cas particulier d'une loi polytropique et seulement lorsqu'il
s'agit d'une surpression. Ici nous obtenons un résultat nouveau : il peut exister
des ondes golitaires de dépression. La condition & remplir pour réaliser de telles
ondes est la méme que celle pour laquelle apparaissent les phénoménes exceptionels

décrits au chapitre 1.

Au chapitre 3, on reprend le probléme précédent pour deux gaz poly-
tropiques superposés en supposant, pour simplifier, que les deux fluides ne sont
pas miscibles et que le mouvement est plan. Il est montré l'existence d'ondes
cnoidales et d'ondes solitaires pour les deux fluides et il est &tabli que les

ondes solitaires peuvent €tre des dépressions.



CHAPITRE 1

ot e i e e o ety o

ECOULEMENT PRESQUE A UNE DIMENSION DANS
UN CANAL CYLINDRIQUE ET HORIZONTAL.

1.1. Ecowlement presque & une dimensdion.

Soit un fluide barotrope, pesant, non visqueux en mouvement relativement
i un repére OXYZ trirectangle, direct, galiléen, avec 0X horizontal et 0Z

vertical ascendant.

On désigne par U, V, W les composantes du vecteur vitesse, par P
la pression, par p la masse volumique, par T le temps et par g 1l'accélération

de la pesanteur.

L'équation de conservation de la masse, les équations de la dynamique

" et la loi de barotropie s'écrivent

(1.1.) pp * (0U)y + (oV)y + (pW), = 0,

- (1.2.) p(UT+UUX+VUY+WUZ)+PX=o,

. (1.3.) p(VT+UVX+VV.¥+WVZ)+PY=O,
(1.4.) D(WT+UWX+VWY+W.WZ)+PZ+pg=0,

(1-5-) P=B(p)a




1l'indice symbolisant une dérivation.

Soient Z = K(Y) 1'équation du canal et Z = S(X,Y,T) celle de la
surface libre ol la pression sera considérée comme rnulle. La condition de glis-
sement sur le fond du canal, les conditions cinématique et dynamique & la surface

libre s'écrivent

(1.6.) W=VEK, pour Z = K(Y),
(1.7.) ST+USX+VSY=W

pour Z = S(X, Y, T),
(1.8.) P=0

Nous supposerons de plus que 1l'écoulement est irrotationnel. On a :

(1.9.) Vv, =W

Lorsque la section du canal varie lentement en fonction de X et (ou)

de T on & :

(1.10.) vV, W << U,

P, = 0.

(1.11.) U,UZ,PY, 7

Y

On dit que 1l'écoulement est presque & une dimension.

1.2. Normalisation.

Nous introduisons des quantités dites normalisées oui sont & la fois
sans dimension et de l'ordre de grandeur de 1, suivant la présentation décrite

par DYMENT Dﬂ. Ces quantités seront représentées par des lettres minuscules.




Soient L et H deux longueurs de référence, la premiére longituf
dinale, la seconde transversale, T une durée de référence, U une vitesse
longitudinale de référence, tU une vitesse transversale de référence, P et
R une pression et une masse volumique de référence. D'aprds (1.10.) le paramdtre
T est petit devant 1. Toutes les grandeurs de référence sont supposées bornées

et définies & une constante multiplicative prés. Posons

X Y Z T
x==, y=—, z=—, t==,
L H T
(1.12.)
v W P
u=s—, V=", WE—, p=ET, =",
u U U P R

de maniére que x, ¥, Z, t, u, v, w, p et r soient d'ordre 1.

Substituons dans (1.1.), (1.2.), (1.3.), (1.4.), (1.5.), (1.6.) et

(1.11.), i1 vient :

(1.13.) % [’j; r, + (ru)x} + T[(rv)y + (rw)z] = 0,
L L p
(1.14.) ——'r[u +uu +1t=(vu +wu )] + p. =0,
ur Lt x H y z RUP X
e T L T
(1.15.) T —r|=—w +tuv +t1=(vv +wv ) +—9p =0,
L lur t x H y 2zl gy Y
wooTL L 1 P
(1.16.) Toor W tuw +1=(vw +w w2) +——p, *+tr= o,
Lg Lt X H y 4 ReH
(1.17.)  p = < B(xR),
P
(1.18.) ug s U, py, P, = 0.




Pour envisager 1l'écoulement presque & une dimension le plus général, on doit
supposer que toutes les dérivées r,, r , u , V. , W , U ... sont d'ordre 1.
pp q t’ x, x’ y’ Z’ t’ px d

I1 vient alors

T, L

ur, u- = g, P = RgH.

1

(1.19.)

~ |x

L'équation (1.9.) s'éerit
(1.20.) v = Wy, -TvVvV. =w, —TW =4.

2 ) . . .
Posons 17 = €., La normalisation s'écrit alors

x:
(1.21.)
__U _ Vv W P L
u_ ’v— ’w= ’p= ,I'=
Vet VgHe VgHe RgH R
K S . .
Nous posons de plus k =—, s = = et nous supposons que la loi de barotropie
H H

peut se mettre sous la forme p = 8(r). On remarque que parmi les grandeurs de
référence introduites trois demeurent arbitraires (ici nous avons retenu H,R
et €) et que toutes les autres sont définies & partir de celles-ci par les

relstions (1.19.).

équations générales et les conditions aux frontidres s'écriven
Les &quat drales et 1 dit front '8 t

avec les variables normalisées :




(1.22.) r, + (ru) + (rv)y + (rw) =0,
+ + =

(1.23.) r(ut wu + v u + W uz) P, 0,
(1.24.) er(v, +uv_+v v, WV, )+ P, = 0,
(1.25.) er(wt tuwv +v vy + W wz) +p, +r=0,
(1.26.) p = g(r),
(1.27.) v, = Vo, uy =e v, U Tev,
(1.28.) w=vk pour z =k(y),
(1.29.) w=s tus +v sy

pour z = s(x,y,t).

1}
o

(1.30.) P

Nous allons utiliser la méthode classique des perturbations qui
consiste 3 poser pour chacune des inconnues (u, v, w, p, r, s) un développement

de la forme
2 i
(1.31.) u=u +eu, +e u, F* ... +te u + ...,
o) 1 i

oi les u. sont indépendants de € Lui, vi, Wi’ Pi’ ri, si] sera appelé

approximation d'ordre. 1.

1.3. Approximation d'orndre zého.

Les équations s'écrivent & l'ordre zéro :




(1

(1.

(1.

(1.

11

.32.)

.33.)

.3k4.)

35.)

.36.)

.37.)

38.)

39.)

.’4‘00)

vient :

Tor * (rg ug) + (rO v+ (ro W )Z = 0,
+ =

ro(uot T Uy Yoy Pox 0

=0
Poy s

+1r =0
Poz T %0 ’
PO = B(ro)s

= =0 u =0
Yoz ~ Yoy’ uoy > oz ’
w, = Vv, k  pour z = k(y),
w =s _+u s _+vV

) ot o “ox o “oy
" pour z = so(x,y,t).

P, = 0.

a) B(0) =0,
b) B'=§£ZO,

Les équations (1.35.) et (1.36.)

permettent de calculer



r
o L., .
c) J a) do ait un sens. Il faut donc que, quand o~ O,
o] o
B'(a) -n . .
se comporte comme o avec n < 1. Par exemple, pour la lol polytropique

o}

p=r' il faut vy >1.

1.3.2. Intégrons (1.32.) sur A_ section droite du canal jusqu'a

_____ o
la cdte z = §,+ On a compte-tenu de
by r r
) o) o)
(1.42.) r A = s ,, r = s r =0, r = - .
o
t B'(ro) ot ox 8" (r ) ox oy oz 81 (v )

r
O -
JJA [(Sot +u, s, ;T?;—; +rg uog]dy dz + IJA [(r, vo)y *rg woz]dy dz = 0.
o o Q

Désignons par CO le contour de Al et par TO la partie Co appartenant
b ‘

au fond. z =
So
Sur T, Wy =V, ky’
sur (C, - Ty), ry = 0.
I1 vient donec
0 - > ¥
, figure 1.1.
(sOt +ug SOX)jJ ©— dy dz + U IJ r  dy dz = 0.
1
A, B (ro) Ao
Soit
(1.43.) s +u s +cou =0
e of o “ox o ‘ox ’
avec
. ds
2 o]
(1.44.) ¢ = 9%, 5




o, étant défini par

e}

(1.45.) o = JJ r dy dz .
A O
o)

D'autre part (1.33.) s'écrit
(1.L6.) u., +uu +s =0.

Le syst&me hyperbolique, homogéne, quasi-lindaire (1.43.), (1.L46,)
permet de calculer u et 5.9 fonction de x et de t. Pour obtenir la
solution on utilise la méthode des caractéristiques. Pour cela, posons
(1.47.) ds =c¢_de ,
alors (1.43.) et (1.46.) s'écrivent
(1.48.) 9 +u 6 +c u_=0,

(1.49.) u +u u +c¢c 6 =0 .

Les caractéristiques du plan (x,t) ont pour équation dx = (uo + co)dt. En un

. L. . +
point du plan (x,t) passent deux caractéristiques, l'une notée C de pente

ax . - ax P +
— = + ] — — .
at uo co, l'autre notée C de pente at uO Co A la caractéristique C

correspond dans le plan (eo,uo) une caractéristique D  rectiligne d'équation

~ . . - + v e
o + uQ = cte ; de méme 3 la caractéristique C correspond une D rectiligne

d'équation & -~ u_ = cte.
o] [o]

Considérées comme fonction de 60 et ugs X et t sont solution

d'un systéme d'équations aux dérivées partielles du premier ordre linéaires.
B(GO,u )

——2f est nul en tout point du domaine plan (x,t),
3(x,t)

Lorsque de Jacobien o



et u_ ne sont pas indépendants et au domaine considéré correspond une courbe

u_). De tels écoulements sont appelés "écoulements par ondes

du plan (80, 5

simples". On appelle écoulement par "ondes simples descendantes" (resp. "ondes
19 PP

simples montantes'"), 1'écoulement dans un domaine du plan (x,t) ol Qo -uo= cte

P + - o
(resp. 8; + u_ = cte). Alors les caractéristiques C (resp. C ) sont rectilign

@)

Considérons par exemple un &coulement par ondes simples descendantes (resp. par ond

simples montantes), la pente des caractéristiques ct (resp. C') rectilignes est

(1.50.) ax - ug *+ ey (resp. ax o ug = c,)
dt dt
d(ug + cg) de, d(uo - co) deg
Or —— =1 + — (resp., ——————-—2= 1+ —)
dv .deo duo deo
Dene, dans les deux cas, la fonction
dco dc02
(1.51.) ¥(s))=1+—==1+4
deo 2 dso

permet d'étudier la pente des caractéristiques rectilignes du plan (x,t).

- 81 ¥ >0, la pente des caractéristiques varie dans le méme sens que
s, De deux points ol s, a des valeurs différentes, c'est celui ol s, est le

plus grand qui se propage le plus vite. C'est le cas par exemple des canaux de

. . . . .. a
section rectangulaire ou des canaux de section puissance (définis par y = nz ).

-~ 81 ¥Y¥<0O on a les conclusions opposées. En fin de chapitre nous
€tudions le cas de la loi polytropique et nous donnons un exemple de canal pour

lequel le coefficient ¥ peut &tre négatif.
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1.3.3. Pour déterminer v et W, on introduit la fonction X,

définie par

(1.52.) V. = Uu_ X_ ., W_=u_ ¥

o ox "oz’

de manidre 3 satisfaire la relation (1.37.). L'équation (1.32.) donne

2 —
(1.53.) B [+ Xouy * Xozd T T Xgy T 00
et les conditions (1.38.), (1.39.) s'écrivent
(1.5k4.) Xoy = Xoy ky pour z = k(y),
(1 55 ) =-C2 our 2z = ¢©
.55. Xo 4 o P g

On obtient la fonction xo(y,z) par intégration de 1'équation (1.53.) avec les

conditions aux frontiére (1.54.) et (1.55.).

1.4. Cas de La Rod polytropique.

Nous étudions plus particuliérement le cas de la loi polytropique
p=r', y>1, car cette loi fournit un schéma acceptable de 1l'atmospheére.
Nous calculons la solution de l'approximation d'ordre zéro pour certaines formes

de canaux et construisons une section pour laguelle le coefficient ¥ est négatif.

La masse volumique est donnée par :

(1.56.) r =1 (s -z).

Pour un canal de section rectangulaire on a :



_1"..

(1.57.) ot = s, =3,
Y 2y
= = . x=t
(1.58.) vy =0, w = - Uo, 2

Pour la famille de canaux '"puissance" admettant x O z pour plan de

symétrie et d'équation y = n 2* pour y > 0, n et o constantes positives,

on a :
S 1
2 0
(1.59.) e fe 2y = ————
o + —— 2(a + —1)
y-1 y-1
c2
0 2 2
(1.60.) Xo == lay *27),
2§3
¢ e e e
o o
(1.61.) Vo =T T ULy, Wy = - Uoy ?
% %

On remarque gque pour ces deux types de canaux le coefficient Y est toujours
positif.

En suivant le raisonnement de DYMENT Eﬂ, considérons un triangle de
pente n relativement & Oz prolongé par un rectangle de dimensions h et ah

suivant 0z et Oy (fig. 1.2).
AZ

N\ > J
N\ /.

4

ah figure 1.2.



_‘]2_

On 2 Y 2y-1
y-1 PR v-1
Xlons (y-1) n(s_-h)
) Y © ‘Y(2'Y—]) o
(1.62.) ¢, =
o h SOY_1 s =1 n(s -h)Y—1
¥ est alors du signe de
2Y_ 2=y 1
—3)(y-1)2. Y1 _ y=1 -1 -
2 2y—1
v (2y-1) Y Y
2
- ¥y
+ 3J_._1_ (1 + }\) 0(.2 ,
Y
ol l'on a posé
s. ~h
(1.6)4.) A= °
h

Supposons a fixé ; 1'expression (1.63.) est un polyndme du second
degré en n.
Pour que ¥ puisse 8tre négatif il faut que (1.63.) poss&de deux zéros

> n.) {(condition 1) dont un au moins est positif (condition 2).

(n1,n2; ™ 2

- la condition 1 s'écrit

1 - 8) - E@xf:géz;; W8 - 8(5y=1)(5y-3) ,3 _ b (5y=3) (y=1)° %

y(2y- 1) y(2y- 1) y(2y- 1)

\"
O




-.-‘]3_

- la condition 2 s'éderit

\ < 2y "_2+ 18x—1o].
2(5y-3) *

Pour ) suffisamment petit ces deux conditions sont vérifides. Il suffira ge

choisir n, <mn<mn, pour gtre sur que dans un certain intervalle de X le

coefficient ¥ est négatif.
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CHAPITRE 2

e i s oy e s

ECOULEMENTS PRESQUE UNTFORMES.

2.1. Ecoulements presque uniformes.

D'aprés (1.43.)et (1.46.) 1'écoulement est uniforme & l'ordre zéro s'il

est permanent : on dira que l'écoulement est presque uniforme. On a
(2.1.) u, = cte, s = cte,v =w_ =0.

Nous allons calculer les approximations d'ordre un et deux dans ce cas,

2.1.1. Les équations d'ordre un s'écrivent

- ———

D= + + + + . =
(2.2.) Tig Y Yy YU Ty P vt (rg vy =0,

(2.3.) ro(u1£ +u u1x) *p,, =0,

4
(2'5 ) P.‘z ';' POZ =0,

o

= '

(2.6.) b, =r, 8'(r)
(2.7.) Vig = w1y . u1y =90 , u, = o,
(2.8.) vy = v, ky pour z = k(y),



pement de

(2.9.)

(2.10.)

Les condit

1l'ordre un

(2.11.)

(2.12.)

_15—

Pour écrire les conditions i la surface libre, utilisons un dévelop-

Taylor ; on a, compte tenu de u, = cte,

+ + + + s+ + ... =
Spp * Uy Sy telsyy Yugsy vugs, s )
w, o+ elw, + s, W, )+ pour z = s,
2
51
+ + + + — + .. =
b, Sy POZ e(P2 51 P1Z ) Posy + S, pOZ) = Q0 pour =z So

ions cinématique et dynamique & la surface libre s'écrivent donc a

[o4]
+
c
n
i
=

_"U
il
(@)

A partir de (2.4.), (2.5.) et (2.6.) nous calculons r, 6 et p,. 11

vient

(2.13.)

d'ordre zé

cdte z =

(2.14.)

1

= ' =
py = 8'(r ) vy =8, 1

Pour calculer u, et s, nous procédons comme pour l'approximation
ro 3 on intégre (2.2.) sur la section droite du canal limitée i la

s . I1 vient
o) .

L'équation de la dynamique, en projection sur 0 x, s'éerit
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(2.15.) u,, +u u_+s, _ =0.
Le systdme (2.14.), (2.15.) est un systéme d'équations aux dérivées
- de type hyperbcligue 3 coefficients constants. Les caractéristiques

(#,t) ont pour &quation

(2.16.) dx = (uo + ¢ ) dt

(2.17.) £ =X ; (UO - Co) t o, p=x- (vg+cg) t.
I1 vient
p
5, = P(n) + £(g)
(2.18.)
Cy Uy = P(n) - £(g)

les fonctions et f &tant déterminfes par les conditions aux frontiéres.
Les vitesses transversales se calculent comme & l'ordre zéro. Posons :

(2.19.) VT Mg Xqye Ve T Yix Xqg

Les équations (2.2.), (2.8.) et (2.11.) s'écrivent

' P
1 - =
(2.20.) g'(ry) [1 + Xayy ¥ XTZZJ o Xy, =0

{(c.01,) X = ky pouf z"'= k(y) ,

12 1y
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= - o = s
(2.22.) Xy, =~ Co PoUr z =s

2.2.  Approximation d'ondne deux.

On fait de la forme simple des résultats de l'approximation d'ordre
un on peut poursuivre le calcul jusqu'd l'ordre deux. Les &quations d'ordre

deux s'écrivent en tenant compte des résultats précédents ;

(2.23.) oy * T Uy * (rpu) +ujr, +r v, + (r, v,) + (r w )Z+(r1w

r
‘ - =
(2.24.) ro(u2t *ugu, +ou u1x) + (p2x T p1x) 0,
(2.25.) ro(v1t +ug v1x) + p1y =0,
2
r, r; T,
.26. + - — _- = =
(2.26.) T(Wig B0 Vg ¥ |Poy, PR ) Pog] =0
r r r
o o o
2
Y1 oo
. R = ! ) — {
(2.27.) p, =r, B (ro, * 58 r) o,
(2.28.) Yoz T Yoy u2y  Vax? Y2z T Vix 0
(2.29.) vy = Vv, k, pour z = k(y) ,
(2.30.) Spp * UG Sy, t U, S, =W, + s, Vig
pour z = s_ .
(2.31.) P, =0

2.2.1. Nous calculons u, & partir de (2.28.). I1 vient

(2.32.) Uy S U Xy * L{x,t) ,
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£ étant une fonction arbitraire de x et de t.

Et, compte tenu de (2.26.) et (2.27.)

r r 1 B"(r ) r
(2.33.) Yo T —"— S1xx X1 e E—_—_—_— "% F"_—_Q”] S? * "T'EL" m(x,t) ,
8'(r) 2 8'3(r,) '3(r,) B (r,)
e} o]

m &tant une fonction arbitraire de x et de t.

2.2.2. Intégrons l'équation de conservation de la masse sur l'aire

de la section droite. On a :

(2.34.) IJ [fo Voy ¥ (r, v ) + (r w.) + (r1 w1)zj dy dz = L1 (v, v,) dz +
A

Ty o 2'z
o) 0
L by
+ J (r1 V1) dz - J A wg(y,so) dy - J r, w1(y,so) dy = 0 .
r b b!
o o )
Soit
(2:35.) JJA lrpp * 7o upy * (rpwy) + 1w, ] ayaz=o,

Or
Toy * Yo Yox * (r1 u1)x T % Fox
=r ¥ 1 - ——— u -r -r c s, u
o M ! 1xXxx o] '2 o ,'3 1T Tix
8 (r)) B “(r,) B ~(r,)
r r
0 0
+ (mp +u m )+r £ +——— (s, u,)
B'(ro) t C 'x e} 8 (ro) 1 1'%
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L'équation (2.23.) donne donc

2
. + + £ = - 1
(2.36.) mo*u, mo+oeg L A s, U B Uy e 1 %0y

avece

(o]
(2.37.) A= cg )
r
” —5— gy dz
A, B (ro)
2
CO
” roxy [1--——] ay az
by B \ro)
(2.38) B =

On peut é&crire le numérateur N de A sous la forme :

r d r ' d
N1 = cg JJ X 2 [ 2 ] dy dz = c2 JJ —_ E—jija dy dz
. A
o

' o '
(ro) dr B (ro) By dso B8 (ro
donc
5 4 Oo ci do dco dc§
(2.39.) A=c,——(Log—3) =-——F-2¢ —==1-—==3-2%Y
ds c o] ds ° ds ds
o) o) o) o) o) o

Remplacons dans le numérateur (Ng) de B, cg par

1 -
B (r ) [0+ Xy * Xqpd 7 X,
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= - +
N, J[A |:I'oz X1 X4z T ¥o X1(X1yy X1zz)] dy dz

o
=" JJ By (g x40, * 70 %y X1§] dy dz
b
= - [(x )+ (r ) dz + ( r ( 2 +x2 ) ay az
A o X1 X137 o) X9 X1y y] dy JA ¢ X1y X1z y
o} o}
= - r X,(x, dz - x, dy) + r (x £ 4 X 2) dy dz .
r © 1" My 1z o "My 12
o] A
D'ol :
o
(2.40.) -2 (x,2 + %)
<40, B = o I, X1y X1, dy dz .
I

Les deux fonctions 4£(x,t) et m(x,t) vérifient le systéme obtenu

en portant (2.39.) dans (2.36.), (2.32.) et (2.33.) dans (2.2k.).

2

2 _ _ - -
(2.41.) m *uomo+cg ZX = (3 -2vy) S, Uiy (s1 u1)x B Uy

2. + +m = - .
(2.42.) £t u, ZX m_ U, U

Ce systéme est linéaire et & coefficients constants. Les caractéristiques du
plan (x,t) sont les mémes qu'd l'ordreun de sorte qu'on obtient la solution

analytique & 1'aide du changement de variables (2.17.).

Compte tenu de (2.18.), il vient

(2.43.) Cg(mg - mn) + Cg(ﬂg + Kn) = B(fM -9+ (3 -2 W) (£ - T")

v (2¥ - 1) (££' - 9g")
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(2.44.) (e, - L)+ cg(m tm) o= - P+ P £+ AN

Ajoutons membre 3 membre et intégrons ; on obtient :

2
2 cg(m+ c, £) = B f" + 2(y - 1)(%—+ g -eBymn+2yv ]

£
vaz-n g [ rar gy,
£

ol £ est une constante et QQ une fonction arbitraire de n.
Soustrayons membre & membre et intégrons ; on obtient :

2
2 cf(m- coz) =B " + 2(y - 1)(%—+gf) -n(B £+ 2 ¥ ff)

n
+2(2-—\y)f'J g dn + £,(g)
n

ol 7% est une constante et f2 une fonction arbitraire de ¢.

Finalement ;

(2.45.) ) ci n

I

BUE" + ")+ (v - D g v b ) - e[B g e 2 v gg]

g
_n[Bf,',+2wff|]+2(2_\P) W'J fdg+va’”lpdn]

g n

+

£,(e) + 9,(n)

(2.46.) 4 c3 & =B(s" - ") + (v=- 1)(£°2 - g°) - g[B g+ 2 vgy']

»

£
+ HEB FiM4 2y ff'] + 2(2 - V) [@' J fdg - f' fn ) dn]

n

1

£,(e) + §,(n)
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A 1'ordre un un train d'ondes simples défini par Q = cte (ondes
montantes) ou par f = cte (ondes descendantes) se propage sans déformation.
A 1l'ordre deux cette propriété cesse d'étre vraie ; dans les expressicns Je
m(x,t) et de 4L(x,t) figurent des termes non bornds méme lorsque J et ¢
sont des fonctions périodiques ; de la, pour la pression et la vitesse, une

déformation qui s'amplifie & mesure que les ondes se propagent,
q D propag

2.3. Ondes simoles ind@formables & L'ordre deux.

2.3.1. Nous allons montrer qu'il existe des ondes simples péricdiques
telles que les termes ‘de déformation qui apparaissent dans la solution de l'appre-

ximation d'ordre deux soient ildentiquement nuls. La conditions a remplir pcur un

train d'ondes simples montantes par exemple, est
(2.47.) BfM+ 2y ff' -2(2-y) Y £ =0 .

Pour des ondes simples descendantes, on obtient la méme équation (en remplacant

f par U).

I1 vient en intégrant et en laissant de cS6té la solution banale

3

(2.48.) Bf'2=~%\l’f +2(2—\1‘)Qf2+61f+<52,

ol 61 et 62 sont des constantes.

Soient 4 £ 9 § 94 les racines supposées réelles du second membre,

Dans la solution que nous cherchons i construire f doit &tre borné et £

doit &tre réel et continu., Comme B est positif, f' ¢ est du signe devy ,
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pour f < g, et pour q, < f < a, (fig. 2.1.). On fera varier f entre

iy i ¥ <O0O.
a, et q3 si ¥ > 0 et entre 9, et q, si

y
A f'2 p £'2
2 T f
q, a 9 a, 0%aq, %y
figure 2.1.
cas a) : ¥ > O. cas b) : ¥ < 0.

2,3.2. Supposons ¥ > O. Posons

L'intégration donne

2 &

(2.50.) | f=q,+ (a3 q,) en” =
avec a constante positive définie par :

2 _ 6 B
(2.51.) a“ = ?TEE_:—E:T ,

la constante d'intégration ayant été choisie pour que f soit égal a qy pour

£ = 0.
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Nous avons pour l'altitude de la surface libre, 8 l'approximaticn

d'ordre un

2 £
(2.52.) | 5 =5+ e[(9 + qg) + (q3 - q2) en® ’1

® |

Le maximum et le minimum de s sont donnés par

(2.53.) sM=so+e(q3+§9),s = s, +e(q2+12) .
De la
(2.54.) s =s + (s, sm) en® & R
(2.55.) elu-uy) =s_-s "235”‘(%‘%)”‘2”
(2.56.) io ! = io ! = 2 M ; " en % sn = dn %
1y 1z

Appelons P la pression et » la masse volumique sur le foné du canal =

f

une cbte donnée. On a d l'ordre un

P, = B\rof) *T e €8, S B(r ) +r (s - so) + (s, - s‘) cn é-],

Les extrémes de pf sont
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d'ol

(2.57.) +

Pe ® Py ™ Py 7 Py

Ces ondes indéformables sont appelées ondes cnoldales. D'aprés les propriétés

des fonctions elliptiques, leur longeur d'onde X est
(2.58.) A=28K(Z, k),

K désignant 1'intégrale elliptique compldte de premiére espéce de module

(2.59.) | K =

Pour k = 1, 1la longueur d'onde devient infinie, ce qui définit une onde

unique appelée onde solitaire. Alors

= - 2 &
(2.60.) s = (syy Sm) sech” =,
2

(2.61.) co(u - uo) =s, " s, ¥ 2 ey - (SM - Sm) sech i s

c. VvV Cc. W s~ s £ £
(2.62.) S N AR

X X a a g °?

1y 1z
2 £
.63. + - =,

(2.63.) Pp = Py * (Ppy Py, ) SeCh” T

On voit que l'onde solitaire ne peut &tre qu'une onde de surpression (fig 2.2.a.)

2.3.3. Supposons ¥ < O. Dans ce cas le changerment de variable a effectué

est
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2 i
= - - < < - .
(2.6L4.) f=q, (q2 q1) cqos” 8 0, £ 853
L'intégration donne
= - 2 &
(2.65.) f=gq,~ (g q,) e =,
a, constante.positive étant d&finie par
2 6 B
(2.66.) a“ = =
¥(q, q3)
Puis
= a - - 2 &
(2.67.) s = s (sM sm) en® %,
v 2§
.68. = - - , &
(2.68.) Pe = Pey ~ (Fpy = Ppy’ ©0 3

La longueur d'onde X de ces ondes cnoldales est

(2.69.) A=2a K(-g- , k),
ou

q, - q
(2.70.) I —

9, T 9

Pour k = 1, la longueur d'cnde devient infinie. On a une onde solitaire. Il

vient
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® o

2
(2.71.) s =5, - (sM - sm) sech ,

(2.72.) P,

(2.73.) co(u - uo) =5, " syt 2ef+ (sM - sm) sech” = ,
Co V. Co W s - s
(2.7L4.) : ;(‘——=r-=—2—MT'ﬂth§sech2—
1y 1z

On voit que l'onde solitaire ne peut &tre qu'une onde de dépression

(fig. 2.2.b.).

On remarque que la condition & remplir pour avoir des ondes solitaires
de dépression (¥ < 0) est la méme que celle pour laquelle un train d'onde

calculé 3 l'approximation d'ordre zé&ro, s'étale au lieu de se resserer.

Pr A | pfA

cas a) : ¥ >0 . cas b) : ¥ <0 .

figure 2.2.
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CHAPITRE III

ECOULEMENTS PRESQUE UNIFORMES DE DEUX FLUIDES
NON MISCIBLES.

On considdre deux fluides non miscibles en &volution polytropique. On

~

se limite 4 1'&tude du mouvement plan sur fond horizontal. La normalisation est

celle adoptée au chapitre 1, avec, de plus,

] 1] 1 t ]
(3.1.) u"—‘La W= i » p"—"_P——-'a r'=p—', s'=§—s
VeH VeHe R'gH R H

les symboles accentués se rapportant au fluide léger.

Pour cette normalisation les lois de barotropie s'écrivent :

Y 1 1] ’6
I; fL. o) _ Pa R

b

Y
(3.2.) — = = s =
I'Y Rg_{ p: r,cS Rngpa!.(S

ou (Pa,pa) et (Pé,pé) désignant des états possibles respectivement du fluide

lourd et du fluide léger.

Le choix de R et R' &tant arbitraire, nous prendrons par exemple

(3.3.) R=p_s R' =pl, Py = e 8t P, = 0.8H,
alors
(3.4.) p=r', p' =1

La condition dynamique & la surface de séparation est



(3.5.)

pour le fluide lourd,

(3.12.) r% + (r'u')x + (r'w') =
(3.13.) r'(u% + u'u; + w'u!
(3.14.) er'(wé +vu'w; + w'wé) + pé + r'
(3.15.) p' = r'?,
(3.16.) ul = ev)

pour le fluide léger.

\
Z).”:p

X

0,

_.29_

p=dp',
ol l'on a posé
pl
\d (3.6.) da= —é', d <1
Pa
Les &quations générales s'écrivent
(3.7.) r, + (ru) + (rw) =0,
z
. + + =
(3.8.) r(u, uu_ + wu ) + p, =0,
(3.9.) er(wt + uw_ + wwz) +p,+r=0,
(3010-) p=rY,
(3.11.) U, = ew

0,

=O,
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La condition cinématique sur le fond est

(3.17.) w=0 pour z = O.

Les conditions cinématiques et dynamique sont

(3.18.) s + us =W 3
. t X
(3.19.) sé + u'si = w' 3 pour z = s(x,t)
= '

a la surface de séparation,

et
' Tal = 1t
(3.21.) s¢ +ou's: =W
pour z = s'(x,t)
(3.22.) p' =0

8 la surface libre.

3.1. Approximation d'ordre z8ro et un.

3.1.1.- Comme nous nous intéressons & la recherche des ondes indéfor-
mables & l'ordre deux, on supposera :

- 1'écoulement permanent jusqu'd cet ordre.

- le fluide lourd au repos & l'ordre zéro, ceci pour simplifier les

calculs suivants (mais le calcul est possible avec u différent de zéro).

Les équations d'ordre zéro s'écrivent alors :



Il

.23.)
2h.)
.25.)

.26.)

.27.)
.28.)
.29‘.)
.30.)
.31.)

.32.)

.33.)
.3k4.)

.35.)

.36.)

.37.)

vient :

_3‘]_

oz o

p, = rls

(r'u') + (r'w') =0,
o o'x oo’z

péx =0,

0oz e}
pé = rvﬁ’
' =
uOZ 0,
= 0 =
Wo pour =z 0
w =0 )
O
' = 1!
uls VO ) pour z
= 4 1
po po /
uts' = ' >
o 0OX o]
pour z
' =
p, =0
- -1 -
r’ 1= (s -2z) + ¢! 1,
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(3.39.) .‘r‘f“1 Qll(s' -z),
§
(3.%0.) Y o=ard
ol ol ?
ou ro, et ré1 désignent les valeurs de r et de
séparation.v
(3.41.) : W, = w!' =0,
(3.h2.) u' = cte, s = cte, h =.s' - s
o o o o o
3.1.2.- Les &quations d'ordre 1 sont
(3.543.) rou,. + (row1)Z = 0,
(3.44.) Py, = 0,
T
‘] _ .
r
o
= Y~
(3.46.) P, yrorl oo,
LT, =
(3.47.) u, =0,
1! Tyt tyr? =
(3.148.) rou1x * uor1 + (row1)z s
. L0, 1ot —_— ! =
(3.49.) R I
o
r'
L = =
(3.50.) Pi, : Piy 0,
r
-1
(3.51.) p} =6 prpt®T

r!
0

4 la surface de

cte.
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' =
(3.52.) ul, 0,
(3.53.) w, =0 pour z = 0 ;
(3.5k.) v, =0, )
(3.55.) uc')s1x = w% k pour z =s_ 3
. N - _ ,
(3.56.) P, = ST, d(pi s1ro) J
\
(3.57.) uls! =W
& pour z = sé.
(3.58.) r, +sir! =0

u, et u% ne sont fonctions que de x et de t. Les équations

(3.38.), (3.39.), (3.40.), (3.4k4.), (3.45.), (3.46.), (3.50.) et (3.51.) donnent :

1 2-
(3.59.) ry = —r! Gs%,
8
=1 2
(3.60.) r, ) r = A,
ol 1l'on a posé
r'
(3.61.) A=dn, =l
Fo1
avec
- | .
(3.62.) h, =8}~ s,

v et w% s'obtiennent & 1l'aide de (3.43.), (3.L8.), (3.53.)

et (3.5k.)
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(3.63.) u, = cte,
(3.6L.) v, = 0,

6 -
(3.65.) wi=rltoul o+ ougs)

Portons (3. 59.), (3.60.), (3.63.), (3.6L4.) et (3.65.)

dans (3.L44.), (3.49.) et (3.57.) il vient

r'
(3.66.) a-1n +s _ =o0,
1x 1x
r
ol
. \ \J + =
(3.67.) Uy Mx + h1x S1x 0,
§-1
' ' ' =
(3.68.) rlyoul +ul h1X 0.

Le mouvement est permanent & l'ordre 1 si le systéme (3.66.), (3.67.),

(3.68.) & une solution. FEcartons la solution banale S,y = th = u;x, il vient

la condition

(3.69.) N
(@]

ol ol
Exprimons alors hlx’ S%x et u%x en fonction de S,y b il vient
“o1 201 ué
(3.70.) h, =-———3s_, s! =(1- )s, , u' = s
1x ar'1 1x 1x ar'1 1x ' X rY—1 1x
o o} ot

3.2. Ondes Aindéformables a £'ordre deux.

3.2.1.- Les équations d'ordre 2 s'écrivent en tenant compte des

résultats précédents



ST

.72.)

.T3.

Th.

<15

.T76.

17,

.78.

.79.

.80.

.81,

.82.

.83,

.8h.
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+ =
rou, * (r1u1) (rowg)Z 0,
..-I;]- =0
Poy Piy ?
o
r r2 r
1 1 2 _
Poy Pyg ( 2 )poz =0
r r r
o] o o)
- y=1  y(y=1) -2
P, Y rgro r ro‘ ,
. 2
ugz = 0,
] 1 + ] 1] 1 1] + 1 1
rou2x (r1u1) uor2x ( ow2)z
r'
1
1] 1] ] t —— ! —_— —— 1]
Yooy T Uitk . (p2x Pt pr)
o) o
r! r'2
u'w! o+ — [? - 1 p! + (_l_
o 1x ' 2z , 1z ' 2
r r
o o) o]
ol = &) R 8(8-1) 42 4872
2 2 1 o
2
[ I— '
Yy 1x°
v, = 0O pour =z =0 ;
uTS1x - w2
[} + ' = i '
UoSox T WS T o T 84V,
2
54
+ + + — = '
p2 S1p1z SZPOZ o pozz d(p2

r
112

H]
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1s! 4 y'g! = ! + gly!
(3.85.) UoSox T WS 1x T Vo T %Yy,

? pour z =

5‘2 °
] 1t~ + Tr! p — ! -
(3.86.) _ Py T S4Py, T S0P, o Pozz 0 )
I1 vient par des calculs analogues & ceux effectués i 1l'ordre 1
- 2 - 2-
(3.87.) r, = g—%'A ri 2y 4 1 m(x)ro Y,
: 2y " Y
(3.88.) P! o= 2=6 S'2r'3-26 +—1—u'u' I"6 +“Lu's' ! +lm'(x)r'
2 2(52 170 2(s-1) °© XX 0o .4 0 1xX O 5 0
(3.89.) u, = £(x),
(3.90.) u! = - —-é———-u; r'2<6—1) -5 u's% r'é—] + £ (x),
2(6-1) XX O g-1 © Txxo0

oi m, m', £ et &' sont des fonctions arbitraires de x.

On tire w. et w' de (3.71.), (3.81.) et (3.77.)

2 2
y—1 rooY roo
(3.91.) wy = (vl - )£ o+ (1 - —)u, A,
r r
o o
(3.92_) w! = (s’u' - .l s'u! + u'm' + (zl - __1_ u’uu’ )r16"1
2 1°1°x 5 11x o x X 5o © 1xxx’ 0
§(26+1) 2 2(5-1) 8 3(5-1)
+ u'u! r! - ! r'=" .
o 1xxXx o 1XXX © ’
2(s-1)(28-1) 2(8-1)(38-2)
ol r désigne la masse volumique au fond du canal & 1l'ordre zéro.

00

De (3.84.) nous tirons

s'.
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(d r'. -7 )s .._-__._a__i_._uv u! I"26_1 +_‘S.d_uv2 S-' 1 6
ol ol” 2 o(5-1) °© 1xx "ol g=1 © 1xx ol
d - -
+ — h? r'? 8 + 4 m'(x)r'1 - _l'(A‘ST)2r21Y
28 o o oy o
- n{x)r ..
ol

On porte ces résultats dans (3.72.), (3.77.), (3.82.) et (3.83.) ;

il vient le systéme d'équations

(3.93.) m_ =0,
X
v-1 rooY roo
(3.9%.) e LA N G I W
r r
o1 ol
. . ' '+ om' = o~ 4! '
(3.95.) Yo Zx My Y Yy
r
(3.96,) u' ol m' -~ r,6‘1 2 = - u's - 8-1 s u'
o} ' X ol X 11x 11
dr -r 8
o1 ol
+ (svuv) - = g'q' - 1 vhuv '5—1
1 1'% . 17 1x o 1xxx ol
) §-1
s 2
L 8(281) 2 2(s-1) _ 5 . a3(8-1)

o 1xxx ol 1xxx o1

2(8-1)(28-1) 2(8-1)(38-2)

ar! §-1) © 1xxx o1 §-1 © 1xxx ol

u'
_ o [ 84 v pi2671 81 420, 8
o1 T Tor LB

1 1x o1l 1'x o1

+ 4 h. h r'2_6 -1 (A—s1)(A-s ) re—'].
y Y
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Le mouvement est permanent & 1l'ordre deux si le systéme (3.95.), (3.96.) a
une solution. Or le déterminant principal est le méme que celui du systéme
correspondant & l'ordre un : il est donc nul. Pour qu'il y ait une solution
il faut qu'un des déterminants formé en remplagant une des colonnes par la

colonne des seconds membres soit nul ; cette condition s'écrit

(3.97.) u' a. +r

ol o, et o, sont les seconds membres de (3.95.) et de (3.96.).

La condition (3.97.) s'exprime par une &quation linfaire entre S 1 exx%151%
et Six gréce aux relations (3.70.). On obtient
2(8-1)° 2(s5-1) dr! a%rr °
363 _ o1 ol
(3.98.) rly * 2 1XXX
(36-2)(28-1) 26-1 r r
o1 o1
r dr!
sl 3-h e i3-h 2 ss +us, =o,
. 171 1x
dr § Y r
o]l ol

ol u est une constante.

Cette équation est & rapprocher de 1'éguation (2.47.). On obtient par intégration
des ondes cnoldales et en particulier des ondes solitaires. Pour savoir si les

ondes solitaires sont des ondes de surpression ou de dépression, examinons

les signes des coefficients de s et s.8, ,
1xxx 17 1%
- le coefficient de s est toujours positif.
Txxx
- le coefficient de $,8,4 est du signe
dr!
1
(3.99.) p=(3-4) —2l-(3-1
Y r 8

o1l
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Or, d'aprés (3.39.) et (3.40.)

dr!

(3.100.) —ol o
r01
ou
ul
(3.101.) F = ——2 |
5—1 b
s

on remarque de F est nécessairement inférieur & 1.

Done :
(3.102.) p(F) = - =L 2, x4
Y Y$
On a :
p(1) = 1538 Lo,
8
=3
P(O) - >
')
donc
P(0) = 0 si Yy 28,
P(0) < O si y < 8§
Par conséquent :
- 81 y<3§ P(F) est négatif. Les coefficients de Siexx U de
s,S sont de signe opposé : d'aprés les résultats du chapitre 2 les ondes

1 1x

obtenues dans le fluide lourd correspondent au cas de la figure (2.2.p).

-81 y>5§ P(F) a un zéro dans l'intervalle (0,1)
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désignons par F* = \ /__I:Q__ cette racine. Le coefficient de 5,5, est
§(3y-1)

s * , . * . *
positif pour 0 < F < F°, négatif pour F > F'. Ainsi pour F <.F les
ondes solitaires obtenues dans le fluide lourd correspondent au cas de la

. * }
figure (2.2.a) ; par contre pour F > F  on est dans le cas de la figure (2.2.Db).

2

En ce qui concerne le fluide léger, comme s! = - i s
1x 1—F2 1x

(d'apreés 3.70.), & une surpression dans un des fluides correspond une dépression

dans l'autre.

figure 3.1.

AN

On a vu au chapitre 2 que pour un seul fluide en mouvement plan,
1'onde solitaire est une surpression j; ici, pour deux fluides superposés il
peut exister une onde solitaire de dépression tant dans le fluide supérieur
que dans le fluide inférieur. Si l'atmosphére réelle (troposphére et statosphére)
correspond au schéma donné ci-dessus, on est dans le cas ol y > § ; une onde

solitaire de dépression peut se propager & la surface de séparation.
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