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L 'é tude  du rayonnement é lect romagnét ique des antennes e s t  un 

des problèmes de télécommunicat ions r a d i o é l e c t r i q u e s  qu i  a  é t é  l e  p l u s  

é t u d i é  e t  i l  e s t  presque imposs ib le  de c i t e r  t ous  les  au teurs  qu i  s ' y  

son t  consacrés.  Ces t r avaux  success i f s  t enden t  à approximer l e  mieux 

p o s s i b l e  l a  r é a l i t é  phys ique des d i s p o s i t i f s  émetteurs en t e n a n t  compte 

notamment de l e u r  dimension e t  de l 'env i ronnement  dans lequel  i l s  se 

s i  t u e n t .  

Tou t  d 'abord,  I ' an tenne  c y l i n d r i q u e  a é t é  l e  s u j e t  d'un grand 

i n t é r ê t  depu i s  les  p remie rs  temps de l a  t echno log ie  des antennes. De 

nombreuses méthodes t e l l e s  que l e s  procédures i t é r a t i v e s  ' ' l e s  méthodes 
13 1 v a r i a t i o n n e l  l e s  I2 l ,  l e s  développements en s é r i e  de F o u r i e r  e t ,  p l u s  

récemment, l  a  méthode des moments l ', o n t  é t é  développées pour  résoudre 

I  ' équa t ion  i n tégra  l e  pe rme t t an t  de détermi  ner  les  c a r a c t é r  i s t  iques 

é l e c t r i q u e s  de IVan tenne .Su ivan t  l a  longueur de c e l l e - c i  e t  l a  na tu re  

du m i l i e u  env i ronnant ,  l ' u n  ou l ' a u t r e  de ces procédés e s t  p l u s  p a r t i c u -  

l i è rement  adapté.  

L 'émiss ion à p a r t i r  d ' a u t r e s  formes d'antennes a é t é  également 

envisagée au f u r  e t  à mesure des progrèstechnolog iques.  L 'antenne 

b icon ique  a f a i t  a i n s i  l ' o b j e t  de nombreux t r avaux  t héo r i ques  depuis  l a  

151 première p u b l i c a t i o n  de Schelkunof f  en 1941 . La dé te rm ina t i on  de I ' i m -  

pédance d ' e n t r é e  e t  de l a  r é p a r t i t i o n  du cou ran t  se f a i t  souvent par l a  

t h é o r i e  des modes, c ' e s t - à - d i r e  en décomposant l ' onde  qu i  se propage l e  

long de I ' an tenne  en l a  somme d'une onde T.E.M. e t  d'une s é r i e  d'ondes 

T.M. complémentaires. Toutes ces études o n t  é t é  f a i t e s  en supposant 

que l e  m i l i e u  en iou ran t  I ' an tenne  b i con ique  e s t  J ,n f in i  ou t o u t  au moins 

que ce m i l i e u  possède une symét r ie  de r é v o l u t i o n .  Cependant I 'antenne 

d 'émiss ion d o i t  opére r  b i e n  souvent p rès  d 'un  i n t e r f a c e  e t  notamment p rès  

de l a  s u r f a c e  du so l .  

Cer ta ines  a p p l i c a t i o n s  c i v i l e s  e t  m i l i t a i r e s  de t6lécommunica- 

t i o n s  n é c e s s i t e n t  l ' u t i l i s a t i o n  d 'antennes en te r rées .  Leur profondeur  

e s t  souvent f a i b l e  pour  é v i t e r  un a f f a i b l i s s e m e n t  t r o p  impo r tan t  des 

ondes. Par exemple, l a  d e n s i t é  du t r a f i c  prévu sur  l e  réseau r o u t i e r  



montre l a  nécess i t é  d l a c c r o i t r e  l e s  techniques de dé tec t i on ,  de s u r v e i l l a n c e  

e t  de communication avec l es  véh icu les .  Des essa is  o n t  é t é  f a i t s  aux E ta ts -  

Unis  en u t i l i s a n t  des antennes en te r rées  sous les  vo ies  d 'au to rou tes  1 6 1  
L 'é tab l i ssement  de l i a i s o n s  é lect romagnét iques e n t r e  terminaux sou te r ra i ns  

a  imposé également l e  développement de t e l l e s  antennes. L1hypoth&se d'un 

m i l i e u  i n f i n i  ne peu t  donc s ' app l i que r  à ces c o n f i g u r a t i o n s .  

L ' i n f l u e n c e  de I ' i n t e r f a c e  a i r - s o l  a é t é  mise en évidence su r  l es  caractdr - is -  

t i q u e s  é l e c t r i q u e s  des antennes c y l i n d r i q u e s  aériennes, mais i l  e x i s t e  de 

nombreuses compl i ca t ions  théor iques  s i  l 'antenne e s t  en te r rée  à f a i b l e  

profondeur.  Ce r ta i ns  auteurs,  notamment M i l l e r  1 7 '  é t u d i e n t  ac tue  1 l ement ce 

problème pa r  l a  t h é o r i e  des moments. 

L'antenne b icon ique  mince, c ' es t -à -d i r e  d 'angle d 'ouver tu re  8 0  f a i b l e ,  o f f r e  

l 'avantage de donner une s o l u t i o n  p l us  simple, t o u t  au moins dans l e  cds d 'un 

demi-mi l ieu homogène e t  i n f i n i ,  pe rmet tan t  de fc3 i re  de nombreuses a p p l i c a t i o n s  

numériques. 

Dans ce t r a v a i l  nous é tud ions  donc l e  rayonnement d'une t e l l e  

antenne s i t u é e  p rès  de I ' i n t e r f a c e ,  dans l ' a i r  ou dans l e  s o l .  Dans ce 

d e r n i e r  cas, l ' an tenne  pourra ê t r e  p lacée dans une capsule sphér ique de 

d i é l e c t r i q u e .  De p lus ,  l a  gamme haute fréquence que nous envisageons ne 

nous permet pas de n é g l i g e r  l e  couran t  de déplacement dans l e  s o l  v i s -à - v i s  

du couran t  de conduct ion.  

Nous mettons t o u t  d 'abord en évidence l ' i n f l u e n c e  des 

c a r a c t é r i s t i q u e s  é l e c t r i q u e s  du so l  e t  de l a  c d v i t 6  d i e l e c t r i q u e ,  su r  

l ' impédance d ' en t rée  e t  l a  r é p a r t i t i o n  du courant  d 'une antenne b icon ique  

mince en te r rée  en m i l i e u  i n f i n i .  Ceci permet t ra  d ' o p t i m i s e r  l es  d i f f k r e n t e s  

grandeurs géométriques t e l l e s  que l a  longueur d 'antenne e t  l e  rayon de l a  

cav i t é ,  pour  assurer  un rayonnement maximum. Nous montrons e n s u i t e  

l ' i n f l u e n c e  de I ' i n t e r f a c e  a i r - s o l  pour une antenne placée ve r t i ca l emen t  

s o i t  dans l ' a i r ,  s o i t  dans l e  s o l .  Ayant a i n s i  détermini: l a  r é p a r t i t i o n  

du courant ,  nous t raçons  les  diagrammes de rayonnement de t e l l e s  antennes. 

Dans un premier  chap Î t r e ,  nous f a i sons  un rappel  des généra- 

l i t é s  su r  l a  propagat ion en haute fréquence des ondes électromagnét iques en 

m i l i e u  conducteur.  Nous u t i l i s o n s  ces r é s u l t a t s  comme p o i n t  de dépa r t  de 

n o t r e  t r a v a i l .  Nous donnons t o u t  d 'abord l es  expressions généra les des 

équat ions de p ropagat ion  des ondes haute fréquence en m i l i e u  conducteur.  



Les constantes 6 l e c t r i q u e s  d 'un m i  l i e u  6 t a n t  f o n c t i o n  de l a  f r6quencs 

envisagée, nous donnons l es  r é s u l  t a t s  deq mesures que nous avon.; f a i  t ~ s  

s u r  des échan t i  l  Ions de roches e t  nous complétons ces r é s u l t a t s  pa r  rcux  

obtenus par  d  ' a i ~ t r e s  au teurs .  La t h h o r i  e  du d i  pÔ l e  é l  émenta i r o  cn rrii l  i ori 

absorbant  a  é t é  souvent développ6e pour  des domaines d ' a p p l i c a t i o n 5  

s i  t u a n t  dans l a  gamme des frequences d'érni s s i o n  r e l a t i v e m e n t  bas%t>s  

( f<100kHz).  Cependant c e r t a i n s  auteurs  se son t  i n t é ress6s  à I s i i i i l i s ~ t i o r ~  

des ondes hautes f réquences. I I  y  a  une d i z a i n e  d'annee?, G a b i l l d r d  18 1 
a  notamment montré que, pour  une l i a i s o n  donnée, I 'ampl i t u d e  dii ctianip rayonri6 

p a r  un d i p ô l e  augmente en f o n c t i o n  de l a  f réquence s i  c e l l e - c i  e s i  s i i p 6 r i c i i r ~  

à une c e r t a i n e  fréquence c a r a c t é r i s t i q u e  du m i l i e u .  Mais c e t t e  é tude buppose 

que l e  moment é l e c t r i q u e  du d i p o l e  ne v a r i e  pas dans t o u t e  l a  bande envihdq6e. 

L ' i n t é r ê t  de l ' u t i l i s a t i o n  des ondes hau te  fréquence en m i l i e u  conducteur 

peu t  donc ê t r e  remis  en cause par  une augmentat ion de l a  puissance d 'a l imen-  

t a t i o n  nécessai re  à m a i n t e n i r  l e  cou ran t  cons tan t .  Par conséquent, i l  f a u t  

dé te rminer  comment v a r i e  l a  r és i s t ance  d ' e n t r é e  du d i p ô l e  en f o n c t i o n  de l a  

f réquence e t ,  de p lus ,  t e n i r  compte de l a  dimension f i n i e  de I 'antenne.  

Nous envisageons t o u t  d 'abord l e  cas d 'une antenne c y l i n d r i q u e .  Dans ce cas, 

les  c a r a c t é r i s t i q u e s  é l e c t r i q u e s  de I ' an tenne  e t  notamment, l a  r é p a r t i t i o n  

du courant, son t  données pa r  une équa t ion  i n t é g r a l e .  La r é s o l u t i o n  de c e t t e  

équa t ion  e s t  t r è s  compl iquée lorsque I ' an tenne  e s t  p lacée en m i l i e u  

conducteur  sauf dans c e r t a i n s  cas p a r t i c u l i e r s  t e l s  que : m i l i e u  peu conduc- 

t e u r ,  antenne é l ec t r i quemen t  c o u r t e  ou demi-onde. Par c o n t r e  I ' an tenne  

b i con ique  mince donne une s o l u t i o n  p l u s  s imp le  permet tan t  de nombreuses 

a p p l i c a t i o n s  numériques. 

Dans un deux i Gme chap i  t r e ,  noiis 6 tud  i ons 1 e rayonnement 

d 'une antenne b i con ique  pouvant e t r e  p lacee  dans une r a v i t 6  s p h f t r i q i l ~  

au s e i n  d 'un m i  l i e u  homoqhne e t  i n f i n i .  AprGs a v o i r  expr ime Irs champs 

élecfromaqnét iques dans chacun des m i l i e u x ,  l e s  condit ion., aiix i i r n i i t > ~ ,  

p e r m ~ t + e n t  de determi  ner  l es  c a r a c t k r i  s t i q u e s  6 l  e c t r i  q i i ~ s  de I 'an t ~ n n c  

comme I'impPdance d1pn t r6e  e t  l a  r P p a r t i t i o n  dii r o i i r a n t .  

Nous env i  s a q ~ o n s  si iccesci  v ~ m e n t  I P r a q  d1ilne an- t~nnc> immergée dan., 

un m i  1 i e u  condi ic tpur  ~ I J  p lacée  dans une i a v i t 6  .;phPr ~ ~ I J P  don t  I P  i? i 3 1 ~ 1 i ; i r ~  

e s t  6qal  oii s i ~ p b r i p i j r  à l a  l o n q l ~ e i ~ r  de I ' a n t ~ n r i ~ .  IDons r h o q i ~ e  conf iqiit-3- 

+ion, nous met tons en Gvi dence I  ' i n f  l l ience ~ 0 n s t a n t e 5  6 l f ' r f r iq i~< '~  

d e s  m i  l ieux.  des dimensions c~6omBtriques e t  de l a  f r8q1~ance.  sur 
If? 

- 

rayonnement de I 'antenne.  C e t t e  é tude permet d ' o p t i m i s e r  l e i  d i f f é r e n t s  

paramètres du d i s p o s i t i f  d'émi ss i on  a f  i n d 'assure r  l e  mei I l e i i r  rayonrienient 

de I 'antenne.  



Dans un t r o i s i i l m e  r h a p i t r ~ ,  n o i ~ s  iupposon5 que I ' a n t e n n e  

b i c o n i q u e  e s t  p l a r 6 e  v ~ r t i c a l e r n e n t  dan? I ' a i r  ou dans l e  501 e t  nous 

6 t u d  i o n s  I ' i r i f  l uence de I  ' i n t e r f a c e  s u r  ses c a r a c t k r i  s t  i q i ~ e s  61 e c t r i q u e s .  

Corrime dans l e  c h a p i t r e  prhcédent ,  les c o n d i t  i o n s  aux l  i m i t e s  s u r  l e s  

d  i f f é r e n t s  m i  l  i eux p e r m e t t e n t  de d6tt.t-m i r ier  I ' irnphdance d '  ~ n t r 6 e  e t  l a  

r é p a r t i  t i o r i  di] cou ran t .  Cependant r e s y s t h e  d 1 6 q u a t i o n s  o b t e n i ~  p a r  ces  

c o n d i t i o n s  e s t  p l u s  d i f f i c i l e  à r e s o u d r ~  é t a n t  donné l a  c o n f i g u r a t i o n  

géomét r i que  du problème. En e f f e t ,  l e s  1 i r n i t es  s o n t  formées p a r  un 

i n t e r f a c e  p l a n  e t  p a r  des s u r f a c e s  possédant  une s y m é t r i e  sphér ique .  

La s o l u t i o n  e s t  ob tenue sous l a  forme de s é r i e s  ma is  q u i  c o n v e r g e n t  

su f f i samment  rap idement  pou r  p e r m e t t r e  des c a l c u l s  numériques.  Nous 

me t tons  en év idence s u r  des exemples l e s  f l u c t u a t i o n s  des c a r a c t é r i s -  

t i q u e s  de I ' a n t e n n e  p l a c é e  dans I ' a i r  o u  dans l e  s o l  en  f o n c t i o n  de sa 

h a u t e u r  ou de sa p r o f o n d e u r  e t  des v a l e u r s  des c o n s t a n t e s  é l e c t r i q u e s  

des m i l i e u x .  Conna issant  l a  r é p a r t i t i o r -  d r i  c o u r a n t  l e  long de I 'an tenne,  

l e  diagramme de rayonnement p o u r r a  ê t r e  dé te rm iné  e n  a s s i m i l a n t  I ' a n t e n n e  

à une success ion  de p e t i t s  d i p ô l e s .  

Dans l e  c h a p i t r e . l V . ,  nous é t u d i o n s  p l u s  p a r t i c u l i è r e m e n t  

l e  rayonnement dans I ' e s p a c e  du d i p ô l e  v e r t i c a l ,  s i t u é  dans l ' a i r  ou 

dans l e  s o l ,  p r è s  de l ' i n t e r f a c e .  

C e r t a i n s  a u t e u r s ,  ~ a i t l ~ ~ ,  Tamir  I ' o J . . .  o n t  abordé l e  cas  où l e  c o u r a n t  

de déplacement dans l e  s o l  n ' e s t  p l u s  n é g l i g e a b l e  v i s - à - v i s  du c o u r a n t  

de c o n d u c t i o n  (a=we),  a f i n  notamment de t r o u v e r  un a n g l e  optimum d ' i n c l i -  

n a i s o n  de I ' an tenne  e n t e r r é e  pour  e x c i t e r  l e  mieux p o s s i b l e  l ' o n d e  de 

s u r f a c e .  NOIJS avons cependant  j u g é  i n t é r e c s a n t  de r e p r e n d r e  I  ' é t u d e  f a i t e  

p a r  B a n o s 1 " I e t  développée p a r  ~ o n t a i n e l ~ ~ l ~ o u r  a >> w~ e t  de i ' a d a p t e r  

à n o t r e  cas .  E l l e  p r é s e n t e  en e f f e t  l ' a v a n t a g e  de donner une f o r m u l a t i o n  

r e s t a n t  v a l a b l e  pour des d i s t a n c e s  é m e t t e u r - r é c e p t e u r  r e l a t i v e m e n t  

f a  i b l  es, de I  ' o r d r e  de  que lques  Ior igueur~,  d 'onde dans 1 'a i r .  

Conna issan t  l e s  e x p r e s s i o n s  des champs é l e c t r o m a g n é t i q u e s  dans t o u t  

I ' espace  e t  l a  r é p a r t i t i o n  du c o u r a n t  le long de l ' an tenne ,  nous t r a ç o n s  

des diagrammes de rayonnement d 'an tennes  a é r i e n n e s  e t  e n t e r r é e s .  Nous 

voyons e n f i n  l ' i n f l u e n c e  de l a  c o n d u c t i v i t é  du s o l  s u r  l a  fo rme de ces 

d  iagramrnes. C e t t e  6 t l ~ d e  des c a r a r t é r i  st i que- 15 l e c i  ri ques de I  'an tenne 

e t  de l ' a m p l i t u d e  des champs rayonnés permet de p r é v o i r  l e  d i s p o s i t i f  

d ' é m i s s i o n  n é c e s s a i r e  à I v é t a b l i s s e m e n t  d 'une l i a i s o n  é l e c t r o m a g n é t i q u e  

donnée. 
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GENERALITES SUR LA PROPAGATl-ON EN HAUTE FREQUENCE DES ONDES EN MILIEU 

CONDUCTEUR. RAYONNEMENT D'UNE ANTENNE CYLINDRIQUE 

Nous é tud ions  dans ce c h a p i t r e  l a  p ropaga t ion  des ondes 

é lect romagnét iques en haute f réquence à t r a v e r s  un m i l i e u  absorbant,  

homogène e t  i n f i n i .  Nous i n t r o d u i s o n s  t o u t  d 'abord l es  d i f f é r e n t e s  

q u a n t i t é s  physiques nécessai res à c a r a c t é r i s e r  I f 1 ' é t a t  é lec t romagnét ique"  

d 'un m i l i e u .  

L 'antenne d 'émiss ion é t a n t  a s s i m i l é e  à un d ipô le ,  nous 

montrons qu'en haute fréquence, e t  sous c e r t a i n e s  cond i t i ons ,  l ' a m p l i t u d e  

du champ rayonné au s e i n  du m i l i e u  peu t  augmenter avec l a  f réquence. 

A f i n  de t e n i r  compte des dimensions r é e l l e s  de l 'antenne, nous met tons 

en équa t ion  l e  rayonnement d'une antenne c y l i n d r i q u e  mince. 

I.1. E x p r e s s i o n s  g é n é r a l e s  d e s  équations d e  p r o p a g a t i o n  

Dans l a  s u i t e  de I 'expnçé, nous adoptons l e  formal isme 
I 131  i n t r o d u i t e t d é v e l o p p é p a r  K ing  . 

Les p r o p r i é t é s  é l e c t r i q u e s  d 'un co rps  son t  t o u t  d 'abord 

c a r a c t é r  i sées pa r  l e  nombre dp ch~arqeç l i b res  p par  un i  t é  de v o l  ume. 

D'un p o i n t  de vue mathématique, P e s t  donné par  l a  r e l a t i o n  : 



J p J i m  1 - 
. AT 

AT& ./ 

e i  représen tan t  les charges é lémenta i res  contenues dans l e  volume A T .  
.J 

Malheureusement, l a  f o n c t i o n  c o n s t r u i t e  de c e t t e  façon e s t  d i scon t i nue  

puisque l es  charqes à l ' é c h e l l e  microscopique sont  assoc iées à des 

p o i n t s  d i s c r e t s .  A f i n  d ' o b t e n i r  des f onc t i ons  qu i  r ep résen te ron t  l a  

d i s t r i b u t i o n  moyenne des charges à I 1 é c h e l l e  macroscopique dans un p e t i t  

élément de volume, i l  e s t  nécessa i re  de d i v i s e r  une r é g i o n  en éléments, 

chacun d'eux ne pouvant pas t e n d r e  mathématiquement v e r s  zéro. Chaque 

volume d o i t  donc ê t r e  suff isamment grand pour  c o n t e n i r  un nombre de 

charges t e l  que les  c o n d i t i o n s  de s t a t i s t i q u e  s o i e n t  encore v é r i f i é e s ,  

mais auss i  t r è s  p e t i t  p a r  r a p p o r t  aux grandeurs physiques mesurables. 

La f o n c t i o n  p dev ien t  une f o n c t i o n  con t inue  p a r  l ' i n t e r p o l a t i o n  des 

va leu rs  d i s c r è t e s  pi,  ce  qu i  imp l i que  des v a r i a t i o n s  r e l a t i v e m e n t  lentes 

d'un volume é lémenta i re  à l ' a u t r e .  

C e t t e  c o n d i t i o n  n ' es t  p l u s  v é r i f i e e  pr&s des sur faces de d i s c o n t i n u i t é .  

Dans ce cas i l  f a u t  c h o i s i r  des élements de volume ayan t  des 6paisseurs 

t r k s  p e t i t e s  v i s -à - v i s  de l a  dimension de l e u r  face  l ong i t ud ina le ,  

pa ra l  l e l e  à c e t t e  d i s c o n t i n u i t é .  Une nouve l l e  f o n c t i o n  n qui e s t  l a  

dens i t é  s u p e r f i c i e l l e  de charges, peu t  ê t r e  d é f i n i e .  

Cependant l a  d i s c o n t i n u i t é  que représen te  une su r f ace  provoque également 

une d i s t o r s i o n  e t  une o r i e n t a t i o n  de tous  les  atomes dans l a  r é g i o n  

concernée e t  don t  l e  terme p ne t i e n t  pas compte. D'un p o i n t  de vue 

physique du modèle atomique, l 'hypothèse d'un f e u i l l e t  mince s u p e r f i c i e l  

n ' e s t  donc pas t o u t  à f a i t  appropr ié .  P l u t ô t  que de changer l e  mode de 

subd i v i s i on ,  i l  e s t  p l u s  i n t é r e s s a n t  d ' i n t r o d u i r e  une nouve l l e  q u a n t i t é  

t radu i  s a n t  l es  e f f e t s  d  ' o r i e n t a t i o n  e t  de d i  s t o r s  i on des mo 1 éc.u l e s  à 

l ' i n t é r i e u r  du volume. C 'es t  l a  p o l a r i s a t i o n  P  qu i  e s t  une f o n c t i o n  

v e c t o r i e l l e  assoc iée à l a  d e n s i t é  moyenne e t  à l a  d i r e c t i o n  des d ipô les .  

On peu t  d é f i n i r  de l a  même façon une dens i t é  volumique de couran t  : j 

e t  une densi  t é  s u p e r f i c i e l  l e  js. Pour un matér iau  magnétique, i l 

e x i s t e  également une dens i t é  volumique de magnét i sa t ion  M. 

Cependant, on peu t  montrer  ( K i  ngl  ' 3 1  1 que ces d i f f é r e n t e s  quan t i  tés ,  

c a r a c t é r i s t i q u e s  du m i l i eu ,ne  s o n t  pas indépendantes l es  unes des 

a u t r e s  e t  que de p lus,  e l l e s  peuvent v a r i e r  en f o n c t i o n  du mode de 

d i v i s i o n  du volume à é t u d i e r .  On p r é f e r e  souvent i n t r o d u i r e  d ' a u t r e s  

f o n c t i o n s  c a r a c t é r i s t i q u e s  qu i  son t  indépendantes e t  données pa r  les  

r e l a t i o n s  su ivan tes  : 



3 
n e s t  l e  vec teur  normal à l a  su r f ace  de d i s c o n t i n u i t é  e t  d i r i g é  vers  

l ' e x t é r i e u r  du volume cons idéré.  
- 
p e t  { rep résen ten t  r espec t i  vement l  es dens i t é s  "p r  i n c i  pa les" de charges 

- - 
volumique e t  s u p e r f i c i e l  le, pmv e t  n v é t a n t  associées aux charges en m 
mouvement. 

I.  1.2. Limite d 'app2ication de Z 'équation div E = O ......................... ------------- 

Supposons maintenant qu'un champ é lect romagnét ique règne 
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dans l e  m i l i e u .  Les vec teurs  E e t  B son t  d é f i n i s  en f o n c t i o n  des 

dens i tés  P e t  qu i  s o n t  e l  l es  mêmes des va leurs  moyennes. Les 

express ions de E e % B  données par  l es  équat ions de Maxwell ne d é f i n i s s e n t  

donc pas un champ microscopique ou l oca l  e t ,  pour l es  é t a t s  s t a t i o n n a i r e s ,  

on peut  é c r i  r e  : 

c o d i v  E = t 1  -6.1 
dB 

r o t  E = - - 
d t 

(1.7. )  

d i v  B = O 

S o i t  i f  l e  cou ran t  dû aux charges l i b r e s  dans l e  m i l i e u .  

D'une façon générale,  on peut  r e l i e r  P, M e t  i f  à l ' a m p l i t u d e  des champs 

é lect romagnét iques E e t  B pa r  des f o n c t i o n s  générales qu i  peuvent ê t r e  

développées en s é r i e  de l a  façon su i van te  : 

S i  l e  co rps  n ' e s t  pas i so t rope ,  chaque composante des vec teurs  P, M e t  

i f  d o i t  ê t r e  développée en sér ie ,  séparément e t  avec des c o e f f i c i e n t s  



d i f f é r e n t s .  Quand l e  co rps  n ' e s t  pas p o l a r i s é  d 'une façon permanente : 

Po = Mo = O. De p l u s  on p e u t  supposer généralement q u ' i l  n ' y  a  pas de 

cou ran t  de conduc t ion  permanent s i  l e  m i l i e u  e s t  i s o l é  (sauf  pour  l es  

supra-conducteurs).  Pour un  m i l i e u  s imple,  c ' e s t - à - d i r e  homogène e t  

i so t rope ,  l es  r e l a t i o n s  (1.10.) à (1.12.) se s i m p l i f i e n t  pour se metre  

sous l a  forme : 

Comme P e t  M o n t  des v a l e u r s  dépendant du mode de d i v i s i o n ,  l e s  paramètre: 

E e t  xm s e r a i e n t  également va r i ab l es .  On f i x e  donc l e  mode de d i v i s i o n  r 
en prenant  des volumes é lémenta i res  ne coupant pas des groupes de charges 

fo r tement  l o c a l i s é s .  C e t t e  é tude e s t  d ' a i l l e u r s  d é t a i l l é e  dans l e  

de R.W.P. King l l3 1 .  Les r e l a t i o n s  précédentes supposent une réponse i nstari- 

tanée des charges dans l e  conducteur.Si  l a  f réquence du champ é lect roma-  

gné t i que  app l i qué  au m i l i e u  e s t  t r è s  élevée, i l  faudra t e n i r  compte du 

r e t a r d  à l ' é t a b l i s s e m e n t  du couran t  i n d u i t  e t  à l a  r o t a t i o n  des molécu les.  

Ces n o t i o n s  permet ten t  de d é f i n i r  un co rps  conducteur.  

En e f f e t ,  s i  à l ' i n s t a n t  t = O, i l  e x i s t e  dans un c e r t a i n  volume d 'un m i :  

conducteur  une d e n s i t é  de charge P O ,  c e t t e  d e n s i t é  d i s p a r a î t r a  s u i v a n t  

l a  l o i  : 
- t /Tr  

p  = p o e  avec Tr = €/a ( 1  -10 .  

T, e s t  l e  temps de r e l a x a t i o n  i n t r o d u i t  pa r  Maxwel l .  

S i  un champ é l e c t r i q u e  de p é r i o d e  Tf e s t  app l iqu4, uri co rps  conducteur ~r 

c a r a c t é r i s é  pa r  : 

TR << T f  s o i t  o >> UE ( 1 . 1 7 - )  

Supposons ma in tenan t  q u ' i  l y a i t  un régime Trans i  t o i  r e  dû à une f r 4 q i i e n c ~  

é levée  ; les  champs é lect romagnét iques v a r i a n t  pér iod iquement  s u i v a n t  l a  

l o i  : 

Ei nstan. = E cos ( u t  + B E )  (1.18.) 

B = B cos ( u t  + OB) 
i nstan. 



Les q u a n t i t é s  P, M e t  i f  ne s u i v e n t  pas ins tantanément  les  v a r i a t i o n s  du 

champ e t ,  s u i v a n t  l a  f réquence e t  l a  s t r u c t u r e  p a r t i c u l i è r e  du m i l i e u  

envisagé, l e  temps de r e t a r d  sera p l u s  ou moins long. En adop tan t  une 

n o t a t i o n  complexe, les  v a l e u r s  ins tan tanées  de P, M e t  i f  son t  données 

pa r  : 

j (wt+OE-8 
i = oE e  f i  ns t .  

Dans ces r e l a t i o n s ,  l es  paramètres X, xm e t  a son t  des f o n c t i o n s  r é e l l e s  

de l a  fréquence a i n s i  que l e s  déphasages û O,, B i .  A p a r t i r  de ces 
P ' 

équat ions,  i l  e s t  donc poss i  b l e  de d é f i  n i  r des paramètres cr, pr  e t  a 

complexes qu i  s e r o n t  f o n c t i o n  de l a  f réquence a i n s i  que de l a  s t r u c t u r e  

du corps. 

Pour des fréquences suff isamment basses, l e s  temps de r e l a x a t i o n  son t  

p e t i t s  v i s -à - v i s  de l a  p é r i o d e  du s i g n a l  e t  l e s  termes imag ina i res  son t  

nég l igeab les  pa r  r a p p o r t  aux termes r é e l s .  En adoptant  ces no ta t i ons ,  

on o b t i e n t  : 

Les équat ions de Maxwell s ' é c r i v e n t  : 

X X x X 
E d i v  E  = p f  , r o t E = - j w B  , -$ r o t  9 = ( O  + j w ~  ) E  

d i v  B = O 

De p lus,  l ' é q u a t i o n  de c o n t i n u i t é  des charges se met sous l a  forme : 

- 
x  

d i v  pm v  r j w p x  0 

s o i t  : 
X X 

a d i v  E + jwp = O f 



X 
En é l i m i n a n t  P f  e n t r e  les 6qua t i ons  ( 1 , 2 5 , 1  e t  (1.27.1, on o b t i e n t  : 

d i v E  = O (1 -28 . )  

Par conséquent, dans le cas d 'un m i  l i e u  s imple,  c 'es t -à-d i  re  homogene e t  

i so t rope ,  on pourra  app l i que r  en hau te  f requence l es  equa t ions  c l ass i ques  

de l 'é lec t romagnét isme,  en remplaçant  a, p e t  E pa r  l e u r s  é q u i v a l e n t s  

complexes. Cela suppose que l e  m i l i e u  p résen te  simplement un r e t a r d  su r  l a  

réponse aux v a r i a t i o n s  du champ é lect romagnét ique.  

Comme d i  v  E = O, on peu t  mont re r  f a c i  lement (Banos I l '  que l e  ca l c u  l de 

l ' amp l i t ude  des champs se ramène à l a  dé te rm ina t i on  d 'un seul  vec teu r  qu i  

e s t  l e  vec teu r  de H e r t z  II. 
X X X Cependant, comme nous I  'avons d é j à  si'gnalé, o , E e t  von t  ê t r e  f o n c t i o n  

-1141  de l a  fréquence. 
X La phase de a t r a d u i t  l e  r e t a r d  à l ' é t a b l i s s e m e n t  du cou ran t  c r é é  par  

l e s  charges l i b r e s .  S i  on admet que ce  temps de r e t a r d  e s t  de l ' o r d r e  de 
-13 

grandeur du temps de l i b r e  parcours  moyen T ~ ,  comme T~ = 10 s, c e t  

e f f e t  sera n6g l igeab l e  aux f rhquences " r ad io "  que nous env i  sagerons par  l a  

s u i t e ,  C ' e s t  le r e t a r d  dans l ' o r i e n t a t i o n  des d i p ô l e s  microscopiques du 

m i l i e u  a i n s i  que l ' e f f e t  de p e t i t e s  hé té rog6né i tés  q u i  s e r o n t  prépondérants.  
X 

Nous a l l o n s  donc donner un aperçu de l a  v a r i a t i o n  de l a  p e r m i t t i v i t é  E 

avec l a  fréquence. 

1.2. Variation dds constantes diézectriqdes du. h i l i e u  en $onction de Za 

fréquence 

1.2.1.  Ph&nomèn,es de relaxation ----------- - ------ ----- 

A f i n  de s i m p l i f i e r  l e s  no ta t i ons ,  on d é f i n i t  souvent une 

p e r r n i t t j v i t h  d i é l e c t r i q u e  t o t a l e  pa r  les r e l a t i o n s  çu i van tes  : 

X 0 

E t  = c f r  - avec = clIr + - (1.29. )  
W E 0  

Ceci permet d ' i n c l u r e  dans l e  terme " d i é l e c t r i q u e "  l es  p e r t e s  c l ass i ques  

dues à l a  c o n d u c t i v i t é  du m i l i e u .  L 'ang le  de p e r t e  t o t a l  6 e s t  donné par  : 



En couran t  con t inu ,  l a  constante d i é l e c t r i q u e  a  seulement 

une p a r t i e  r ée  l  l e  correspondant  à l a  va l e u r  E . A une fréquence t r è s  
r O 

élevée, sr e s t  également r é e l  mais possède une v a l e u r  p l u s  f a i b l e  cm. 
X 

Debye a  montré que pour  un couran t  de p u l s a t i o n  o, l a  va leu r  de E 

e s t  donnée p a r  : 

- Eco ( € 0  - UT 

T é t a n t  l e  temps de r e l a x a t i o n  "macroscopique" ou de Debye. 

De nombreuses études expér imenta les o n t  é t é . e n t r e p r i s e s ,  " i n  s i t u "  e t  en 

l abo ra to i  re, pour détermi ner  les  v a r i a t i o n s  des c a r a c t é r i  s t iques  des roches 

en f o n c t i o n  de l a  f réquence. Ces mesures se recoupent  rarement, é t a n t  donné 

d'une p a r t  l e  manque d'homogénéité du m i l i e u  e t ,  d ' a u t r e  par t ,  l ' i n f l u e n c e  

des paramètres t e l s  que l ' hum id i t é ,  l a  température,  l e  pourcentage 

d " ' i r n p ~ r e t é s ~ ~  dans l a  roche . . . 
Comme les roches n ' o n t  généralement pas une s t r u c t u r e  homogène, l a  l o i  de 

X 
v a r i a t i o n  de E en f o n c t i o n  de l a  fréquence sera  compliquée. I I  y aura 

notamment des e f f e t s  de p o l a r i s a t i o n  i n t e r f a c i a l e  qu i  o n t  é t é  i n i t i a l e m e n t  

é t u d i é s  par  Maxwell e t  Wagner 1 1 6 1 7 1 1 7 !  D 'au t res  phénomènes, t e l s  que l es  

p o l a r i s a t i o n s  d i p o l a i r e s ,  atomiques e t  é l ec t ron iques  pou r ron t  également se 
1181 p r o d u i r e  à des fréquences p l u s  élevées . 

La p o l a r i s a t i o n  i n t e r f a c i a l e  r é s u l t e ,  dans les  d i é l e c t r i q u e s  

hétérogènes avec per tes,  d 'une v i t e s s e  de déplacement d i f f é r e n t e  pour  les  

p o r t e u r s  de charges é l e c t r i q u e s  ou d 'un nombre d i f f é r e n t s  de p o r t e u r s  

dans les d i f f é r e n t s  m i  l i eux. I  I y a  donc accumcl l a t  ion  de c h a r g e a u x  s i i r faces 

de c o n t a c t  séparant  ces zones. Ce mécanisme microscopique s e  man i fes te  

globalement pa r  des v a r i a t i o n s  de l a  constante d i é l e c t r i q u e  dans une bande de 

fréquence qu i  e s t  essen t i e l l emen t  f o n c t i o n  de l a  c o n s t i t u t i o n  g r a n u l a i r e  du 

m i l i e u  e t  des c o n d u c t i v i t é s  des d i f f é r e n t e s  phases en présence. De p lus ,  l a  

q u a n t i t é  d'eau contenue dans l e  corps  joue également un r ô l e  impor tan t  su r  
X l a  v a l e u r  de E . 

1.2.2.  Résultats de mesure ------------------ 

A t i t r e  d'exemple, nous avons représen té  su r  l a  f i gu re . l . 1 .  
f l e s  v a r i a t i o n s  de t en f o n c t i o n  de l a  fréquence pour un m i l i e u  poreux 



Varlatlon de E ' ~  en fonctlon de la  fréquence 

Sable 315 - 4 0 0 ~  

Saturatlon en eau SW en paramètre 

f ig. 1.1 



c o n s t i t u é  p a r  du sab le  ( c l a s s é  315/400ri), l a  s a t u r a t i o n  en eau é t a n t  i n t r o d u i t e  

en paramètre.  Ces courbes o n t  é t é  obtenues p a r  Simandoux' 191en p  l aqan t  l e  

m i l i e u  à é t u d i e r  dans une c e l l u l e  assoc iée à un résonateur .  

On remarque d 'après  ces courbes l ' augmenta t ion  impor tan te  

de€',- lo rsque l e  corps c o n t i e n t  de p l u s  en p l u s  d'eau. Les mesures expérirnen- 

t a l e s  dev iennent  beaucoup p l u s  d i f f i c i l e s  lo rsque  l e  m i l i e u  à é t u d i e r  se p résen te  

sous l a  forme d'une roche  compacte. I I  f a u t  assurer ,  en e f f e t ,  un t r è s  bon 

c o n t a c t  e n t r e  les  e x t r ê m i t é s  de l a  c e l l u l e  de mesure e t  l a  roche. 

Nous avons essayé de déterminer  expér imentalement l e s  cons tan tes  

d i é l e c t r i q u e s  d ' é c h a n t i l l o n ç d e  b a s a l t e  e t  de c a l c a i r e  provenant  du p l a t e a u  

du Sud de l a  France. Le d iamèt re  cor respondant  aux c e l l u l e s  de mesure e s t  

d ' env i r on  20mm, l ' épa i sseu r  des é c h a n t i l l o n s  de l ' o r d r e  de 4mm e t  l es  su r faces  
+ 

du maté r iau  é t a n t  d é f i n i e s  à -0,Olmi. 

Pour é v i t e r  un e f f e t  supplémenta i re  de p o l a r i s a t i o n  i n t e r f a c i a l e  

dû au c o n t a c t  co rps - ce l l u l e ,  nous avons déposé s u r  l ' é c h a n t i l l o n ,  à l ' a i d e  . 

d 'une évapora t ion  sous v ide ,  une mince p e l l i c u l e  d ' o r  e t  de cu i v re .  Ce procédé 

en lève  prat iquement  t o u t e l l h u m i d i t é  du corps.  La r é s i s t i v i t é  du m i l i e u  dev ien t  

t r è s  é levée e t  l a  p e r t u r b a t i o n  due à l a  p o l a r i s a t i o n  aux é l ec t r odes  e s t  

nég l i geab le  à p a r t i r  d'une f réquence d ' env i r on  1kHz. De p lus ,  l e  c o e f f i c i e n t  

de q u a l i t é  à l a  résonance de l a  c e l l u l e  e s t  impor tan t ,  c e  qu i  permet de f a i r e  

des mesures r e l a t i v e m e n t  p réc i ses .  

Sur l a  f i g u r e .  l.2., nous avons rep résen té  l es  v a r i a t i o n s  de "Ilt 

en  f o n c t i o n  de l a  fréquence. Les courbes 1 e t  2 cor respondent  au b a s a l t e  e t  

l a  courbe 3 au c a l c a i r e .  La courbe 1 a  é t é  obtenue en f a i s a n t  des mesures 

peu de temps après l ' é v a p o r a t i o n  sous vide, t a n d i s  que pour  l a  courbe 2, 

l ' é c h a n t i l l o n  a  é t é  l a i s s é  e n v i r o n  1 mois à l ' a i r  l i b r e .  Sur l a  courbe 3  

nous avons f a i t  f i g u r e r  l e s  p o i n t s  expérimentaux par  une c r o i x .  A t i t r e  de 

comparaison, les  p o i n t s  repérés  pa r  un c e r c l e  cor respondent  aux mesures 

q u i  o n t  é t é  f a i t e s  s u r  une a u t r e  c e l l u l e ,  mais de t ype  c o a x i a l .  Dans ce  cas, 

l a  r é a l i s a t i o n  des é c h a n t i l l o n s  e s t  évidemment beaucoup p l u s  compliquée. 

On no te  cependant 'un bon accord e n t r e  les  deux s é r i e s  de mesure. 

S i  t ous  les  paramètres d i é l e c t r i q u e s  du m i l i e u  i t a i e n t  cons tan t s  

en f o n c t i o n  de l a  fréquence, l es  courbes a u r a i e n t  une pente égale  à -1, E" 

s a t i s f a i s a n t  l a  r e l a t i o n  : = + O/O)EO. 
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On remarque que les  pentes r é e l l e s  son t  moins importantes, 

ce qu i  correspond à une augmentation de l a  c o n d u c t i v i t é  apparente a v e c ' l a  

fréquence. Ce t t e  v a r i a t i o n  e s t  d ' au tan t  p l u s  impor tan te  que l e  m i l i e u  a  

une r é s i s t i v i t é  élevée. Ceci r e j o i n t  l es  r é s u l t a t s  obtenus pa r  Che l idze  Izo 1 
avec des mesures f a i t e s  su r  du sable de qua r t z  e t  de l ' a r g i l e  b e n t o n i t e  

( c l assé  200v). Par exemple, pour l e  b a s a l t e  desséché, l a  r é s i s t i v i t é  
3  3 

apparente vau t  60.10 R.m à lOkHz e t  10 Q.m à 10MHz. 

Les roches ayan t  une r é s i s t i v i t é  p peu , '  élevée, i n f é r i e u r e  à 

100Q.m, son t  t e l l e s  que c e t t e  va leu r  de p r e s t e  prat iquement  cons tan te  

jusqulà des fréquences de l ' o r d r e  du MHz. S i  on admet que l a  conduct ion 

e s t  s u r t o u t  due à l a  présence d'eau, c e t t e  non -va r i a t i on  de p apparent 

peut  s ' e x p l i q u e r  par  l 'absence de d i s p e r s i o n  dans l a  r é s i s t i v i t é  des 

é l e c t r o l y t e s  t l vanov  1 2 '  1). 

Sur l a  f igure. l .3 . ,  nous avons t r a c é  l es  v a r i a t i o n s  de E '  
r 

correspondant  aux é c h a n t i l l o n s  précédents. On remarque que l es  va leu rs  

de E: son t  p l u s  élevées lo rsque  l e  m i l i e u  c o n t i e n t  un peu d'eau, ce que 

nous av ions  dé jà  cons ta té  précédemment ( c f . f i g . l . 1 . ) .  

S i  on d é s i r e  é t u d i e r  l es  c a r a c t é r i s t i q u e s  d'un m i l i e u  beaucoup 

p l u s  conducteur, i l  f a u t  p l a c e r  l ' é c h a n t i l l o n  e n t r e  deux f i n e s  lame l les  

de mica a f i n  d ' é v i t e r  un cou ran t  de conduct ion t r o p  impor tan t  dans l a  

c e l l u l e .  Ces mesures son t  beaucoup p l u s  d i f f i c i l e s  à r é a l i s e r  c a r  i l  

f a u t  t e n i r  compte de l ' e f f e t  de p a r o i s  dû à l a  présence du mica e t  qu i  ne 
X 

d o i t  pas masquer les  f l u c t u a t i o n s  de E du m i l i e u  à é t u d i e r .  

De nombreux r é s u l t a t s  de mesure o n t  é t é  rassemblés oar 

Parkhomenko l Z 2 l .  Malgré une d i s p e r s i o n  impor tan te  e x i s t a n t  e n t r e  ces 

r é s u l t a t s  e t  qu i  t r a d u i s e n t  l es  d i f f i c u l t é s  de mesure, l ' a l l u r e  des 
X 

v a r i a t i o n s  de E en f o n c t i o n  de l a  fréquence r e s t e  l a  même que précé- 

demment. 

Par conséquent, dans l a  s u i  t e  de n o t r e  étude, l e s  va l eu rs  

a f f ec tées  aux constantes d i é l e c t r i q u e s  se ron t  supposées ê t r e  cet les  

correspondant  à l a  f réquence envisagée. Cependant, i l  sera que lque fo i s  

i n t é r e s s a n t  d ' é t u d i e r  l e  rayonnement d'un t y p e  d'an-ténne, dans un m i l i e u  

donné, en f o n c t i o n  de l a  fréquence. Nous serons amenés dans ce cas, à 
X 

supposer E constant ,  c e t t e  hypothèse ne devant pas ê t r e  o u b l i é e  s i  on 
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dési re ,  p a r  exemple, o p t i m i s e r  une fréquence de t ransmiss ion .  Le cho ix  

d é f i n i t i f  devra prendre en compte l 'augmentat ion apparente de c o n d u c t i v i t 6  

e t  l a  v a r i a t i o n  de E, lo rsque l a  frequence augmente. 

1.3. Rayonnement d'un dipôle électrique au sein d'un milieu i n f i n i  1 ~ ~ 1  1 2 4 1  

Dans un systeme de coordonnées sphériques (r,0,@) dont  

l ' a xe  p o l a i r e  Oz e s t  c e l u i  du d ipô le ,  l es  composantes Er. E du champ 
8 

é l e c t r i q u e  e t  H du champ magnétique son t  données p a r  les  formules 

su ivan tes  : 
@ 

Dans ces formu les : 

p : perméab i l i t é  magnétique 

y : f a c t e u r  de p ropagat ion  d é f i n i  pa r  : 

y = J j w p ( o + j w ~ )  avec E = EOE 
r (1.35.) 

La dé te rmina t ion  du r a d i c a l  e s t  t e l l e  que l a  p a r t i e  r é e l l e  de y s o i t  p o s i t i v e .  

Le couran t  I e s t  de l a  forme : 

j w t  
I O  e 

Nous nous in té resserons  dans l a  s u i t e  de n o t r e  é tude à l a  composante E e 
dont  l ' amp l i t ude  e s t  b i e n  supér ieure  à c e l l e  de Er e t  H 

4 
Nous i n t r o d u i s o n s  une fréquence c a r a c t é r i s t i q u e  fc du m i l i e u  

qu i  e s t  l a  fréquence pour  l a q u e l l e  l e  couran t  de déplacement e s t  égal au 

cou ran t  de conduct ion 1241 : 



La profondeur  de p 6 n 6 t r a t i o n  n 'ayan t  p l i i s  beaucoup d e  q i g n i f i c a t i o n  en 

haute f r6quence, noiis p ré fé rons  dé f  i n i r une longueur c a r a c t 6 r i  s t i q u e  du 

m i  l  i eu  pa r  l a  r e l a t i o n  su i van te  : 

Une fréquence r e l a t i v e  C e t  une d i s tance  r e l a t i v e  x son t  donnes p a r  l es  

rappo r t s  : 

5 = f / f c  ( 1  "39.1 x = r / L c  ( 1.40.) 

r é t a n t  l a  d is tance  de l a  l i a i s o n .  

On i n t r o d u i t  un paramètre e  pa r  l e  r a p p o r t  de l ' i n t e n s i t é  de l a  composante 
8  

du champ E, à l a  f réquence a n g u l a i r e  w, à l ' i n t e n s i t é  de c e t t e  même composante 
125 1 en couran t  con t i nu  E  : 
8  0 

La f i gu re . l . 4 .  montre l e s  v a r i a t i o n s  du module de e  en f o n c t i o n  de E ,  x é t a n t  
0 

p r i s  comme paramètre. Nous voyons qu'après ê t r e  passé p a r  un minimum, l e e l  

augmente lorsque 5 1 e t  peut  ê t r e  supér ieur  à 1 pour les  va leurs  de 5 

assez élevées. 

Pour une v a l e u r  de l a  d is tance  r e l a t i v e  x donnée, l ' amp l i t ude  

du champ peu t  donc deveni r ,  à p a r t i r  d'une c e r t a i n e  fréquence fM, supér ieure  

à c e l l e  que l ' on  o b t i e n d r a i t  en couran t  con t inu .  Lanfenêt re"  haute fréquence 

e s t  d é f i n i e  pour des va leu rs  de fréquences supér ieures  à fM. 
- 4 

Par  exemple, s i  a = 2.10 mho/m e t  cr=5, pour  une d i s tance  de l i a i s o n  

r=480m, on a  L  =60m s o i t  x = 8 e t  fM = 7,ZMHz ( c f . f i g . l . 4 . ) .  
C 

Ce t te  étude, qu i  montre une p o s s i b i l i t é  de c~mmuniquer en 

haute fréquence à t r a v e r s  un m i l i e u  absorbant e s t  cependant incomplète c a r  

e l l e  suppose notamment que l a  longueur dR du d i p ô l e  r e s t e  p e t i t e  v i s -à - v i s  

de l a  longueur d'onde e t  que l e  moment é l e c t r i q u e  IdR e s t  maintenu cons tan t  

dans t o u t e  l a  gamme de fréquecces. 

A f i n  de m e t t r e  en évidence l e  ampor tement  r ee l  de l ' an tenne  

d 'émiss ion H.F., nous a l l o n s  d 'abord é t u d i e r  l e  rayonnement d'une antenne 

c y l i n d r i q u e  placée d i rec tement  au s e i n  d'un m i l i e u  absorbant.  





1.4.  Antenne cylindrique demi-onde en mil ieu d i s s i pa t i f  

1.4.1 .  Prbsentation gbnbrale 
'4 

Considérons une antenne 

c y l i n d r i q u e  de rayon a, de longueur 2h 

e t  dont  l ' a xe  de symé t r i e  co ïnc i de  avec 

l ' a x e  Oz .  Le généra teur  d ' a l i m e n t a t i o n  

e s t  p lacé  e n t r e  l es  p o i n t s  A e t  B e t  

nous supposons que l a  r é g i o n  d 1 e x c i t a -  

t i o n  cor respondant  à l a  d i s t ance  AB = 26 

e s t  p e t i t e  ( c f .  f i g . 1 .5 . ) .  

f iq .  l  . 5 .  
Dans ce  cas, l ' a m p l i t u d e  

de l a  f o r c e  é l e c t r o m o t r i c e  i n d u i t e  

dans l ' an tenne  e s t  éga le  à l a  d i f f é r e n c e  de p o t e n t i e l  s c a l a i r e  e n t r e  les  

su r faces  A e t  B. 

En a p p l i q u a n t  l es  r e l a t i o n s  de d é f i n i t i o n  du p o t e n t i e l  

s c a l a i r e  4 e t  du p o t e n t i e l  vec teu r  A au c y l i n d r e  conducteur on o b t i e n t  

dans t o u t  l ' espace  : 

y e s t  la  cons tan te  de p ropaga t ion  p rop re  du m i l i e u  e x t é r i e u r - y  =a+jB ( 1 .44 . )  

Dans ces formules,  I ( z l )  désigne l ' a m p l i t u d e  du courant  t o t a l  a x i a l  e t  

q l ( z ' )  l a  charge par  u n i t é  de longueur.  La d i s t a n c e  R e n t r e  l ' é lément  

d ' i n t é g r a t i o n  d r l  e t  l e  p o i n t  où l e  p o t e n t i e l  e s t  ca l cu l é ,  e s t  donnée 

par  : 



Compte tenu de l a  symé t r i e  de l a  c o n f i g u r a t i o n  géométrique, on peu t  

admet t re  que l e  p o t e n t i e l  vec teur  A n ' a  qu'une composante A Z  s u i v a n t  

l ' a x e  z l z , l e  cou ran t  6 t a n t  uniquement a x i a l .  

Fn exnr imant l e  champ é l e c t r i q u e  en f o n c t i o n  du p o t e n t i e l  

Ai  , e t  en é q a l a n t  ses composantes t a n g e n t i e l l e s  l e  long de la su r f ace  

de I fantenne,  on o b t i e n t  : 

w e s t  la p u l s a t i o n  du s i g n a l  e t  z i  l ' impédance de I 'antenne par  u n i t é  de 

longueur. En hau te  fréquence, s i  oa e s t  l a  c o n d u c t i v i t é  de I 'antenne,  

z i  e s t  donnée p a r  : 

En posant y = j k ,  l a  s o l u t i o n  généra le  de l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  (1 .46$)  

e s t  de l a  forme 
(27)  . 

C e t t e  r e l a t i o n  e s t  v a l a b l e  pour 6 < z d  h. 

Une s o l u t i o n  du même t y p e  e s t  obtenue pour  l a  m o i t i g  i n f 6 r i e u r e  de 

I 'antenne, en remplaçant  6 pa r  -6. 

Pour c a l c u l e r  l e  p o t e n t i e l  s c a l a i r e  4 ,  i l  s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l a  r e l a t i o n  

l i a n t  A e t  $ ( r e l a t i o n  de Lorentz)  : 

De p lus,  comme ta  d i f f é r e n c e  de p o t e n t i e l  V e n t r e  les  p o i n t s  d ' e x c i t a t i o n  

de I ' an tenne  e s t  t e l l e  que : 

O n o b t i e n t ,  s i  6 4 z 0 h  : 



A Z ( z )  - .  - - r-a 2  Jz 1 ( s ) s i n k ( z - s l d s  + - Vsinkz + j - 
wcos kô 1 

(1.51.) 

où Cl e s t  une constante d ' i n t é g r a t i o n  qu i  e s t  déterminée p a r  les  c o n d i t i o n s  
+ 

aux l i m i t e s  à I ' e x t r ê m i t é  de l ' an tenne  (en z  = - h)  

Pour l a  m o i t i é  i n f é r i e u r e  de I 'antenne, l e s  r e l a t i o n s  donnant @ e t  A sont  

s i m i l a i r e s  à (1.51.) e t  (1.52.) .  

En éga lan t  l e s  express ions (1.43.) e t  (1.51.) de l a  composante A Z  du 

p o t e n t i e l  vec teu r  au vo is inage  de l a  su r f ace  de I 'antenne, on o b t i e n t ,  

s i  6 4  z \ <  h : 

h  

( 7 + 
1 1 ( z l )K1  iz ,z l )dz l  = - - j4' b1 cosk(z-ô)  + - s i n k z  

ri cos k6 2 
-h 

" 1 

avec : /Ix 
O . =  O+JUE 

Le noyau de I ' équa t i on  i n t é g r a l e  permet tan t  de c a l c u l e r  l a  r é p a r t i t i o n  de 

couran t  1 ( z )  e s t  donnée p a r  : 

-j kR1 
e  

K , (z ,z f )  = avec R1 - - /- ( z - z l )  +a . (1.55.) 
1 

Lorsque l e  m i l i e u  en tou ran t  I f an tenne  e s t  i s o l a n t ,  l ' a i r  pa r  exemple, 

de nombreuses méthodes ( ' ) '  ( 2 ) ' ( 3 )  ' o n t  é t é  développées pour  t r o u v e r  une 

s o l u t i o n  approchée de l ' é q u a t i o n  1.53. Cependant l a  p l u p a r t  de ces méthodes 

ne peuvent s ' a p p l i q u e r  d i rec tement  au cas d 'un m i l i e u  e x t é r i e u r  p résen tan t  

une c o n d u c t i v i t é  non n u l l e .  

King e t  Ha r r i son  
(27)  

o n t  é t u d i 6  quelques cas p a r t i c u l i e r s  e t  notamment c e l u i  

d'une antenne demi-onde, lorsque l e  m i l i e u  e s t  r e l a t i v e m e n t  peu d i s s i p a t i f  

( a h $  0 , 3 ) .  Nous a l  Ions en rappe le r  br ièvement l e  p r i n c i p e  de c a l c u l .  



On peut  t o u t  d 'abord f a i r e  a p p a r a i t r e  dans I ' équa r i on  i n t é g r a l e  

l a  d i f f é r e n c e  des p o t e n t i e l s  vec teu rs  A Z  c a l c u l é s  d 'une p a r t  à I ' e x t r ê m i t é  
+ 

de I ' an tenne  ( z= -h l  e t  d ' a u t r e  p a r t .  en un p o i n t  cou ran t  d 'absc isse  z. 

En supposant que l a  c o n d u c t i v i t é  de l ' an tenne  e s t  t r 6 ç  grande (zi=O),nn obtient: 

l z ( z f )  K,,(z,z')dz' = 
j 4 1 ~ k  , 1 I2 V s i n k  ( h - l z l  + U.cos(kz-kh)}  (1 .56. )  w u  cos kh 

-h 

La d i s t a n c e  Rh é t a n t  d é f i n i e  pa r  : Rh = J(h-z'12+a2 

Pourrésoudre l ' é q u a t i o n  (1.56.1, dans l e  cas où Bh = IT/~,  King e t  Ha r r i son  

o n t  séparé l es  express ions du c o u r a n t  t o t a l  l e  long de I 'antenne e t  c e l l e s  

du p o t e n t i e l  I$ en p l u s i e u r s  p a r t i e s .  Chacun des termes obtenu ne d o i t  pas 

v a r i e r  beaucoup en f o n c t i o n  de l ' a b s c i s s e  z d 'un p o i n t  courant ,  l e  long 

de I f a n t e n n e , ~ e s  d i f f é r e n t e s  i n t é g r a l e s  a i n s i  obtenues p o u r r o n t  ê t r e  

i t é r é e s  indépendamment les  unes des au t res .  

1.4.3. Propriétés de certaines fonctions caractéristiques 

On i n t r o d u i t  deux nouvel l es  f onc t i ons  I $ v ( ~ )  e t  $ U ( ~ )  par  les  

r e l a t i o n s  : 

$,(z) = r'" s i n  k ( h - l z ' l )  KD(z ,z f )  dz '  

-h 



Pour une antenne résonnante en &+ = I T / ~  e t  pour  un m i l i e u  e x t é r i e u r  

peu conducteur (ah < 0,3), l es  express ions de $,,(z) e t  $,,(z) peuvent se 

me t t r e  sous l a  forme : 

Dans c e t t e  express ion X désigne l a  longueur d'onde dans l e  so l  e t  

l e s  d i f f é r e n t s  termes Ca, Sa e t  Ea son t  t e l s  que : 

Ca(h,z) = sh L c o s B z l  dz '  (1.63.) Sa(h,z) = L s inBzl  dz '  (1.64.) 

O O 

-jBR, - j BR, 

De même l a  f o n c t i o n  $,,(z) prend l a  forme approchée su i van te  : 

$,,(z) = $,(O) COS Bz ( 1 ~ 6 . 7 -  ) 

X .  
avec $u(0)  = $u = ( l A j a  -1 (Ca(h.0) - Ca(h,h) - a ( 1 + j l  - j] (l.61E3.) 4 B 

En comparant les  express ions de O v  e t  $u, on peut  poser : 
. 

Comme on peu t  v é r i f i e r  que l a  nouve l l e  express ion  @,(z) v a r i e  comme : 

1 - sinBz , l a  f o n c t i o n  $,(z) s ' é c r i t  : 



avec : 

Connaissant l a  l o i  approchée de v a r i a t i o n s  des f onc t i ons  I# avec 

I 1absc i sse  z, I 1exp ress ion  du couran t  sera décompos&defaçon à f a i r e  i n t e r v e n i r  

des fermes ayant  l a  forme précédente. 

I.  4.4. --- D é c o ~ o s i t i o n  --------------- du courant 

A l a  résonance, l ' é q u a t i o n  i n t é g r a l e  du couran t  se met sous l a  

forme (Bh=r/2) : 

avec : 

I ( z )  = I v , ( z )  + I v 2 ( z )  + I  (2 )  
U 

O r  chacune de ces i n t é g r a l e s  peu t  ê t r e  décomposée de l a  façon su i van te  : 

r lV l (z1)  K D ( ~ , ~ l ) d i l  = avl I V 1 ( z )  - Dvl (z)  (1.74.) 

-h 

avec : i I ,  = v 1  I;; ~ V , ( Z , Z ~ )  K D ( ~ , ~ l ) d ~ I  (1.75.) 

-h 

Dvl(z) = I" Clvl ( ~ ' 1  - IV, ( z )  gV1 (z,z')] KD(z ,z0dz1  (1.76.) 

-h 

Pour pouvo i r  comparer ces express ions à c e l l e s  des f o n c t i o n s  $, on pose : 

cosBz l 
g", = g (z ,z l )=  

IJ COS BZ 



De même : 
1  - s inBzl  

9v2  = 1 - sinBz 

Compte t enu  de ces équat ions e t  de c e l l e s  de $ u  e t  $,, on remarque que l es  

f o n c t i o n s  $ son t  prat iquement constantes quelque s o i t  z. On peu t  donc 

prendre l e u r  va leu r  en zéro. On o b t i e n t  dans ce cas : 

En négl i gean t  en première approx imat ion (") les  termes de l a  forme Dvl ( z ) ,  

l e  couran t  t o t a l  e s t  donné par  : 

2.rr(B - j a )  
I ( z )  = 

2u + L., 
V { ( 1  + (1 - jah)  cosBz r j a h  ( l - ~ i n B ~ z ~ )  - }(1.81. )  

u!~ahSr $v2 

Pour déterminer  l a  va leu r  de U, i l  s u f f i t  d ' u t i l i s e r  sa r e l a t i o n  de d é f i n i t i o n  

(1.57.) e t  de remplacer dans c e l l e  c i  I ( z )  par  l ' e xp ress ion  précédente. 

Tous c a l c u l s  f a i t s ,  l a  f o n c t i o n  U s ' é c r i t  : 

u = -  2!i + 1, 
I ( 1  + ( 1  - jah)+,(h) + j a h  Srs(h) -1 j 2ahiy 

U $v2 

avec : 

+c(h )  = Ca(h,h) + j a h  

L 'express ion d é f i n i t i v e  de l a  r é p a r t i t i o n  du couran t  l e  long de l 'antenne 

e s t  donc : 

T a 
( 1  - j - -1  ($v2 + + s ( h ) )  

avec T (X/4) = 
2  B 
IT a IT a 

( 1  - j - - 1  QC(h ) - j  - - +  
2  B 2 8  a 

A p a r t i r  de ces r e l a t i o n s ,  on peut  dédu i re  l a  v a l e u r  de 

l ' impédance d ' en t rée  de l 'antenne.  Toutes les f o n c t i o n s  Ea, Sa e t  Ca 

i n te r venan t  dans l e s  d i f f é r e n t e s  f o n c t i o n s  + e t  @ do i ven t  ê t r e  ca l cu lées  

numériquement. 



C e t t e  étude, f a i t e  pour un m i l i e u  ex+ér ie i j r  peu conducteur 

(ah60,3) a é t é  généra l i sée  en 1969 pa r  King e t  WU ( 3 6 )  ~ o u r  des m i  l i e u x  

ayan t  une c o n d u c t i v i t é  quelconque. Mais dans ce cas l es  c a l c u l s  son t  

beaucoup p l u s  compliqués e t  nous avons p r é f é r é  env isager  dans n o t r e  

é tude  l e  cas d'une antenne b icon ique  mince qu i  donne une s o l u t i o n  p l us  

s imple.  Nous comparons d ' a i l l e u r s  dans l e  c h a p i t r e  s u i v a n t  l es  r é s u l t a t s  

d ' a p p l i c a t i o n s  numériques obtenus pour une antenne b icon ique  e t  pour une 

antenne c y l i n d r i q u e  p lacée  dans un m i l i e u  homogène e t  i n f i n i .  



C H A P I T R E .  I I .  

RAYONNEMENT D'UNE ANTENNE BICONIQUE MINCE PLACEE 

DANS UNE CAVITE SPHERIQUE AU SEIN D'UN MILIEU HOMO- 

GENE E T  INFINI. 



C H A P I T R E .  I  1 .  

RAYONNEMENT D 'UNE ANTENNE B I C O N I Q l I E  MINCE PLIACEE DANS UNE CAVITE SPHERIQI IE  

AU SE-1lV D'SIN M I L I E U  HOMOGENE ET T N F I N I  

Nous supposons dans ce chap i t r e  que I 'antenne b i con i que m i  nce 

peut  ê t r e  placée dans une c a v i t é  d i é l e c t r i q u e  au s e i n  du m i l i e u  absorbant.  

Après a v o i r  p r é c i s é  l e s  d i f f é r e n t s  p o i n t s  du développement mathématique, 

nous donnons l ' e xp ress ion  des champçélectromagnétiques rayonnés pa r  

I 'antenne, e t  c e l l e  de I ' impédance t e rm ina le .  

Les formules obtenues é t a n t  t r è s  compliquées, nous e f f ec tuons  

des c a l c u l s  numériques su r  des exemples concre ts  a f i n  de m e t t r e  en évidence 

l e  comportement de I 'antenne. Nous envisageons t o u t  d 'abord l e  cas d'une 

antenne p lacée d i rec tement  dans l e  m i l i e u  conducteur supposé homogène e t  

i n f i n i .  Nous déterminons les  v a r i a t i o n s  de I ' impédance d 'en t rée  e t  de l a  

r é p a r t i t i o n  du couran t  en f o n c t i o n  de l a  f réquence e t  des c a r a c t é r i s t i q u e s  

é l e c t r i q u e s  du m i l i e u  e t  nous comparons aux r é s u l t a t s  obtenus en supposant 

I 'antenne c y l i n d r i q u e .  

Nous f a i s o n s  e n s u i t e  des a p p l i c a t i o n s  numériques pour une 

antenne b icon ique  p lacée dans une c a v i t é  d i é l e c t r i q u e ,  l e s  ex t rém i tés  

de c e t t e  antenne é t a n t  en c o n t a c t  d i r e c t  avec l es  pa ro i s .  E n f i n  nous 

é tud ions  l ' i n f l u e n c e  du rayon de l a  c a v i t é  su r  l ' amp l i t ude  des champs 

rayonnés, l a  longueur de I 'antenne é t a n t  p l u s  p e t i t e  que l e  d iamètre 

de l a  c a v i t é .  

11.1. Hypothèse de départ - système de coordonnées 

L'antenne b icon ique  envisagée e s t  symétr ique e t  formée d'un 

métal  i n f i n i m e n t  conducteur.  Nous supposons que c e t t e  antenne de longueur 

2a e s t  p lacée dans une c a v i t é  sphér ique de rayon b au s e i n  d 'un m i l i e u  



absorbant,  homoghne e t  i n f i n i .  

Le cône d é f i n i  pa r  l a  su r f ace  8 = 8 0  

e s t  fermé à son e x t r ê m i t é  par  deux 

c a l o t t e s  sphér iques.  

S i  l a  d i s t ance  e n t r e  l es  p o i n t s  

d ' a l i m e n t a t i o n  de I ' an tenne  e s t  

t r e s  p e t i t e ,  l 'espace t o t a l  pour ra  

ê t r e  d i v i s é  en t r o i s  r ég ions  numé- 

r o t e e s  de 1 à 3 comme l ' i n d i q u e  l a  

f i g u r e . l l . 1 .  

Les m i  l i e u x  ri' i n d i c e s  

r e s p e c t i  f s  1, 2 e t  3 son t  ca rac té -  

r i s é s  par  l es  constantes é l e c t r i q u e s  

a i , ~ i , p i  ( i=1,2,3) e t  nous f a i s o n s  

l ' hypo thèse  su i van te  : 

' i = p o  ( p e r m é a b i l i t é  du v i d e ) .  La r é g i o n  1 e s t  appelée r é g i o n  de 

I ' an tenne  e t  l es  p o i n t s  cou ran t s  son t  repérés en coordonnées sphér iques 

r, 8 e t  4 .  

Nous supposons que l e s  couran ts  c i r c u l e n t  su r  l ' an tenne  

s u i v a n t  une d i r e c t i o n  uniquement r a d i a l e  e t  que pa r  conséquent, seu l s  

l e s  modes T.M. son t  prépondérants,  un mode T.E.M. se propageant de 

p l u s  dans l a  r é g i o n  de I 'antenne.  

A f i n  de s i m p l i f i e r  l e s  c a l c u l s ,  nous serons amenés au 

cou rs  de l ' é tude ,  à supposer que l ' a n g l e  d ' ouve r t u re  8 0  de I ' an tenne  

e s t  f a i b l e .  

II. 2. Expression des champs éZectromagnétiques 

Le c a l c u l  des composantes du champ é lec t romagnét ique  ne 
-+ 

peu t  pas se ramener d i r ec temen t  au c a l c u l  du vec teur  de He r t z  fl 

car ,  en coordonnées sphér iques, l a  méthode de sépa ra t i on  des v a r i a b l e s  

n ' e s t  pas a p p l i c a b l e  à l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  que d o i t  v e r i f i e r  ce 

vec teu r  . I I  f a u t  passer par  l ' i n t e r m é d i a i r e  d 'une f o n c t i o n  s c a l a i r e  U, 

appelee souvent p o t e n t i e l  de Debye, e t  qu i ,  s i  l a  r é g i o n  i ne c o n t i e n t  

pas de charge, s a t i s f a i t  l ' é q u a t i o n  : 



y i  e s t  l e  f a c t e u r  de p ropagat ion  i n t r i n s è q u e  d é f i n i  pa r  : 

Les composantes du champ peuvent ê t r e  ca l cu lées  à p a r t i r  de U p a r  l es  

r e l a t i o n s  : 

- 

- 1 a 'U 
Ee - 

- 
(ai+jwc. I Ir a r a e  

En posant U = Rv(r )Tv(8) ,  on o b t i e n t  en r é s o l v a n t  l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  

dans chacun des m i l i e u x  e t  en posant k i  = - j y i  : 

L ' i n d i c e  v  e s t  une constante i n t r o d u i t e  pa r  l a  méthode de r é s o l u t i o n  par  

sépa ra t i on  des v a r i  ab les.  
h 

Nous avons adopté l es  n o t a t i o n s  de ~ a i t ( ~ ~ )  pour l es  f o n c t i o n s  Jv e t  \ 
qu i  son t  les  f o n c t i o n s  de Bessel e t  de Hankel de t y p e  sphér ique : 

P (cos8)  e s t  l a  f o n c t i o n  de Legendre d ' o r d r e  v,v é t a n t  r é e l .  
v  



Nous déterminons l es  express ions des champs dans les  d i f f é r e n t s  

m i l i e u x  a i n s i  que l es  cons tan tes  d ' i n t é g r a t i o n  A v ,  Bv ... en u t i l i s a n t  les  

c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  su r  l e s  composantes du champ é lect romagnét ique.  

II. 2.1. @%osantes du c h a z  dans Za r&ion 1 -------------- ---------- ----- 

Dans c e t t e  rég ion ,  i l  f a u t  t e n i r  compte du mode T.E.M. qu i  

e s t  gu idé  par  les  p a r o i s  m é t a l l i q u e s  de I 'antenne.  On assoc ie  à c e t t e  onde 

une impédance c a r a c t é r i s t i q u e  K de l a  l i g n e  de t r ansm iss i on  b icon ique  

supposée de longueur i n f i n i e  
( 3 0 )  . 

avec : 

l7 1 

E t a n t  donnée l a  symét r ie  de I 'antenne, l es  composantes du champ d o i v e n t  

ê t r e  l es  mêmes quand on change de 0 en - 0 .  La s e u l e  combinaison des f o n c t i o n s  

de Legendre s a t i s f a i s a n t  c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  : 

De p lus,  comme l a  zone d ' e x c i t a t i o n  de I 'antenne, c ' e s t - à - d i r e  l a  

d i s t ance  e n t r e  l e s  p o i n t s  d ' a l i m e n t a t i o n  a é t é  supposée t r è s  p e t i t e  

( r  peu t  t e n d r e  v e r s  zéro),  on d o i t  c h o i s i r  l a  s o l u t i o n  su ivante,  somme 

d'une s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  cor respondant  au mode T.E.M. e t  de termes 

complémentaires dus au mode T.M. 



4 d A  
avec J '  ( x )  = - ,J (XI 

v dx v 

Les c o n d i t i o n s  ~ U X  l i m i t e s  E = O  en 8  = 0 0  e t  0  = T-80 mène 2 l ' é q u a t i o n  : r 

c e  q u i  c o n d u i t  à une s k i e  i n f i n i e  p t  d i s c r g t e  da v a l e u r s  de v .  

LP c o u r a n t  I o  a s c i o ï i h  à l ' o n d e  T.E.M.  est dRte rm iné  en  t o u t  p o i n t  de  

l ' a n t e n n e  p a r  l a  t h h o r i e  c l a s s i q u e  des l i g n e s  : 

V ( r )  e s t  l a  " t e n s i o n  t r a n s v e r s e "  d h f i n i e  p a r  l a  c i r c u l a t i o n  du champ 

e l e c t r i q u e  l e  long d ' u n  m é r i d i e n  q u i  va de 0 0  à T-80 : 

Yt e s t  I ' a d m i t t a n c e  t e r m i n a l e  d é f i n i e  p a r  : 

On p e u t  m o n t r e r  f a c i l e m e n t ,  en  c a l c u l a n t  l ' i n t é g r a l e  de I ' é q u a t i o n  (2 .19 . ) ,  

que  l a  t e n s i o n  t r a n s v e r s e  ne dépend uniquement que  du mode T.E.M. Par  

conséquent  Yt e s t  I ' a d m i t t a n c e  "vue p a r  l ' o n d e  T.E.M." à l ' e x t r ê m i t é  de 

l a  l i g n e .  

La t e n s i o n  V ( r )  e s t  donc donnée en t o u t  p o i n t  de  I ' an tenne ,  p a r  l ' e x p r e s s i o n  

s u i v a n t e  : 

I I  e s t  souven t  i n t é r e s s a n t  d ' i n t r o d u i r e  l ' impédance Z q u i  9 s t  vue à une 
v 

d i s t a n c e  é g a l e  à 1/4 de  longueur  d'onde, au -de là  de I ' e x t r ê m i t é  de 

I ' an tenne ,  s u r  une l i g n e  de même impédance c a r a c t é r i s t i q u e  K : 



S i  l a  r é g  i o n  d l e x c i  t a t i o n  de I ' an tenne  e s t  p e t i t e ,  l e s  c o u r a n t s  comp lkmcntù i  ri.c2 

sas aux modes T.M. s o n t  donnés p a r  l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  : 

Ces c o u r a n t s  é t a n t  n u l s  à l ' o r i g i n e ,  l ' impédance d ' c n t r é e  e s t  donnke p a r  : 

1 1 . 2 . 2 .  _ Conxosantes ______________ du c 3 z q  ____C____-_ dans Za région _____ 2 

Le champ d o i  t r e s t e r  f i  n i  en  Ci - O e t  8 = n , o r  l e s  po  l yriômes 

d~ Lenendre t e n d e n t  v e r s  I ' i n f i n i  pou r  c e s  va l eu rs ,  sauf  pour  v e n t i e r .  

De p l u s ,  compte tenu  de l a  q y m k t r i e ,  on d o i t  p r e n d r e  v - n, n b t a n t  i m p a i r  

On a de même, avec v = n  : 



Pour c e l a ,  eri c a l  c i i  l a r i t  I d  c - i  rc . i i lù t  iorr d r ~  H siir uri rr16ri d i  cri 
4 ' 

e n t r ( ~  f l o  e t  n - ~ o ,  on o b t i e n t ,  dlaprèc, ( 7 . 1 4 . )  : 

En t e n a n t  compte de  I ' e x p r e s s i o n  (2.10. ) de l ' impédance c a r a c t 6 r i s t i q i i t  k, 

I ' équa t io r i  p r k é d e n t e  p e u t  s l é c r i r e  : 

En remp laçan t  H p a r  ça v a l e u r  c a l c u l é e  en r = a dans l e  m i  l ic:u (21, oii c7 
4 

f i  nalement : 

Eri u t i  l  i 5 a n t  l es  p r o p r i  é t é s  d 'o r thogona  l  i t é  des p o  lynomcc, de Leqendre, 

ori peu t  m o n t r e r  (Annexe.1.) quc c  n e t  d n  ç d t i s f o n - t  l a  r e l a t i o r i  s u i v a n t e  

2  
( r  + r )  

3" ,hl,) I  I 
K v  v r  vri 

+ ' j  Vo ( cn+dr l )  (2.34.) 
v ( v + l )  .1 

v r; ,I ( k la )  I  U V '  
V 

avec : (n-0 O 



Pour résoudre l ' é q u a t i o n  ( 2 . 3 4 . 1 ,  Tai ( ' l )  a montré q u ' i l  fa1 l a i t  c o n i i d é r e r  

cn+dn comme un nouveau paramètre que l 'on pose égal à b 1  p. 

Pour cela,  en i n t r o d u i s a n t  les  n o t a t i o n s  de Tai 
(32) . 

e t  en éga lan t  l e s  composantes t a n g e n t i e l  l e s  du champ en r = b, on o b t i e n t  : 

En posant f n  = -d /cn e t  en c a l c u l a n t  l es  i n t é g r a l e s  I e t  I Y V ,  
(33Y 

v r 
 ai'^'), Smith 1, l ' é q u a t i o n  ( 2 . 3 4 . )  peu t  se m e t t r e  sous l a  forme 

su i van te  : 

avec : 



La r é s o l u t i o n  de c e t t e  i n f i n i t é  d 'équat ions (2.41.) e s t  

d i f f i c i l e  dans l e  cas d ' ang le  0 0  quelconque ( T a i ( 3 2 ) ,  Robin e t  P e r r e i r a  

~ o m é s ' ~ ~ )  1, ma i s  se simp l  i f i e  quand 0 0  tend v e r s  zéro, c l  est-à-d i r e  

pour une antenne b icon ique  mince. On a dans ce cas v-tn e t  nous nous l i m i t e -  

rons  à ce cas p a r t i c u l i e r  qu i  correspond à une antenne à bande é t r o i t e  

e t  qu i  se rapproche l e  p l u s  de l ' an tenne  c y l i n d r i q u e  c lass ique .  Les 

expressions de Wr e t  s  dev iennent  s imples  ai (31  ),  Smith v  
( 3 3 ) )  e t  on 

o b t i e n t  f i na lemen t  : 

L1admit tance t e r m i n a l e  Yt e s t  obtenue en remplaçant cn+dn par sa va l eu r  

dans (2.33.) : 

On peu t  r e t r o u v e r  ce r é s u l t a t  en u t i l i s a n t  l a  t h é o r i e  des l i gnes  de 

t ransmiss ian  non uni forme de Schelkunoff  ( 3 5 ) .  Etan t  donné I  'app l  i c a t i  on 

que lque fo i s  d é l i c a t e  de c e t t e  t h é o r i e  qu i  peu t  s ' app l i que r  dans l e  cas 

généra l d l  un m i  l  i eu  à n  couches, nous avons j ugé  i n té ressan t  de 

r e t r o u v e r  dans I t annexe . l l .  I1express ion  de Yt par  c e t t e  méthode. 

Connaissant cp+dn, l eu r  q u o t i e n t  pa r  l es  équa t ions  (2.39.) e t  (2.40.1, 

on peu t  déterminer  f ac i l emen t  l e u r s  express ions a i n s i  que c e l l e s  des 

a u t r e s  c o e f f i c i e n t s  bn e t  Au. 

L'impédance d ' en t rée  peu t  ê t r e  dédu i te  de Yt à l ' a i d e  des 

équat ions (2.18.1, (2.21) e t  (2 .24) .  1 1  peu t  ê t r e  également i n t é r e s s a n t  

de déterminer  l a  r é p a r t i t i o n  du cou ran t  l e  long de l ' an tenne  donnée par  

les  r e l a t i o n s  (2.18.) e t  (2.23.). 

Cependant, les  développements l i m i t é s  ou asymptot iques des 

f onc t i ons  de Bessel  e t  de Hankel ne peuvent pas ê t r e  u t i l i s é s  pour  

s i m p l i f i e r  l e s  express ions  ci-dessus. En e f f e t ,  l 'argument de ces fonct ions,  



de l a  forme yia, a pour o r d r e  de grandeur l ' u n i t é  puisque l e s  longueurs de 

I 'antenne e t  de l a  c a v i t é  son t  comparables à l a  longueur d'onde. Nous a l l o n s  

donc e f f e c t u e r  des c a l c u l s  numériques sur  des exemples concre ts  e t  nous 

supposerons t o u t  d'abord que I ' an tenne  e s t  p lacée d i rec tement  dans l e  m i l i e u  

conducteur.  

II. 4, Cas d'une antenne imergde dans un milieu conducteur 

Variation de 2 'ùn&dance d 'entrée ---------------- --------------- 

Nous avons supposé une fréquence d 'émiss ion de 50MHz, l e  m i l i e u  

en touran t  I 'antenne ayant  une cons tan te  d i é l e c t r i q u e  c V r = 5 .  L'impédance 

c a r a c t é r i s t i q u e  K de I 'antenne dans l ' a i r  e s t  p r i s e  égale à 750n, ce qu i  

correspond à un ang le  d ' ouve r tu re  00=1,6'. L'antenne b icon ique  e s t  donc 

suff isamment mince pour que les  i nd i ces  de sommation pu i ssen t  ê t r e  cons i -  

dérés comme e n t i e r s .  

Dans les c a l c u l s  numériques, c e t t e  sommation a é t é  f a i t e  jusqu 'à  

l ' o r d r e  n = 31, ce qu i  donne une p r é c i s i o n  de l ' o r d r e  de 1 %  su r  l a  va leu r  

de l' impédance d 'en t rée ,  

Nous avons représen té  su r  l e s  f i g u r e s  11.2. ( a  e t  b )  e t  

11.3. (a  e t  b ) ,  l es  v a r i a t i o n s  de l a  r és i s tance  e t  de l a  réactance d 'en t rée  

en f o n c t i o n  du nombre d'onde f3,a (61=2n/As01),  l a  c o n d u c t i v i t é  du so l  é t a n i  

i n t r o d u i t e  en paramètre. Pour une fréquence donnée, l ' absc i sse  e s t  donc 

p r o p o r t i o n n e l l e  à l a  longueur de I 'antenne. 

On remarque t o u t  d 'abord que l ' a l l u r e  des courbes dépend 

beaucoup de l a  c o n d u c t i v i t é  du s o l .  S i  l a  résonance de I 'antenne e s t  

d é f i n i e  par  l a  p a r t i e  imag ina i re  n u l l e  de l' impédance d1entr6e,  les  

résonances, pour  l es  va leu rs  a =A/2 e t  a=3A/4 n ' on t  pas l i e u  lorsque a 

e s t  t r o p  é l evé  ( c f . f i g . l l . 3 . b . ) .  

- 2 
Pour c f r  = 5, la  c o n d u c t i v i t é  a = 1.4.10 mho/m correspond 

à l a  fréquence c a r a c t é r i s t i q u e  de 50MHz. S i  l a  " f réquence r e l a t i v e "  

6 = f / f c  = wr/a e s t  supér ieure  à 5, donc, dans n o t r e  cas, s i  a < 2.8.  IO-^ 
mhos/m, les  va leu rs  de ,@ a donnant les  résonances successives de l 'antenne 1 
ne dépendent prat iquement  p l u s  de o.  S i  2.5< 5 < 5, i l  y a t o u j o u r s  des 

résonances en A/2, mais l e  nombre d'ondes pour o b t e n i r  des résonances 

d ' o r d r e  supé r i eu r  e s t  é t r o i t e m e n t  l i é  à l a  va leu r  de o ( ~ , a #  T, 3n/2) .  



Antenne enterrée en mlileu I n f l n l  

/*F-l. 
f  - 50 MHz çr - 5 



Antonno enterrée en ml l l e u  l n f l n l  c, 5 f 50MHz 

fig J.3. a 



Antenne enterrée en ml  l leu lnflnl cr - 5 f = 9 W z  



On remarque e n f i n  s u r  l a  f i g u r e . l l . 3 . b .  que s i  5 <2,5fc 
- 3 

( i c i  a > 6.4.10 mho/m), I 'antenne ne p résen te  p l u s  qu'une seu le  résonance. 

La va leur  de B la  correspondante diminue d ' a i l l e u r s  lorsque l e  m i l i e u  d e v i e n t  

p l u s  conducteur (Bla < ~/2) e t  les  courbes p résen ten t  de moins en moins de 

v a r i a t i o n s .  

II. 4.2. R Q a r t i t i o n  du courant - ------------------- 

A l ' a i d e  de quelques exemples numériques, nous é tud ions  l a  

r é p a r t i t i o n  du couran t  s u i v a n t  l e  mode de résonance e t  pour  d i f f é r e n t e s  

c o n d u c t i v i t é s  du s o l .  En prenant  les  mêmes données que dans l 'exemple 

précédent, nous avons représen té  su r  l a  f i g u r e . l l . 4 ,  l es  v a r i a t i o n s  du 

cou ran t  l e  long d'une m o i t i é  d'antenne de longueur a t e l l e  que 8,a =n/2 

( a  = X/4). 

On v o i t  d 'après  ces courbes que l ' a m p l i t u d e  e t  l a  r é p a r t i t i o n  

du couran t  dépendent é t r o i t e m e n t  de l a  c o n d u c t i v i t é  du m i l i e u  env i ronnant ,  

c e  qu i  r e j o i n t  évidemment l e s  conc lus ions  auxque l les  nous av ions  about i  

pour  les  v a r i a t i o n s  de l ' impédance d 'en t rée .  

Pour m e t t r e  en évidence l ' i n f l u e n c e  de l a  longueur de I ' an tenne  

au vo is inage  de l a  première résonance ( a  =A/4), nous donnons su r  l a  f i g u r e  

.11.5. les  courbes de r é ~ a r t i t i o n  du couran t  pour  deux va leu rs  du nombre 
- 2 

d'ondes Bla e t  en p renant  une c o n d u c t i v i t é  a = 1,4.10 mho/m. La courbe.2,  
2 

suppose que Bla = I T / ~  t a n d i s  que l a  courbe 1 a é t é  t r a c é e  pour une longueur 

d'antenne assuran t  une p a r t i e  imag ina i re  n u l l e  de I' impédance d 'en t rée .  

Nous avons du prendre dans ce cas Bla = 1,14, c ' e s t - à - d i r e  une v a l e u r  b i e n  

i n f é r i e u r e  à n /2  comme nous l ' a v i o n s  s i g n a l é  dans l e  paragraphe précédent.  

A l a  résonance, on remarque que l a  p a r t i e  imag ina i re  du couran t  e s t  b i en  

p l u s  p e t i t e  que l a  p a r t i e  r é e l l e  l e  long d'une grande p a r t i e  de I 'antenne, 

ce qu i  n ' e s t  pas l e  cas s i  @,a = n/2.  

Une a u t r e  a p p l i c a t i o n  numérique permet de montrer  l a  répar-  

t i t i o n  du cou ran t  pour l es  d i f f é r e n t e s  résonances ( f i g . 1  1.6.). Dans ce cas, 

l a  c o n d u c t i v i t é  du s o l  d o i t  ê t r e  c h o i s i e  suff isamment f a i b l e  pour que l e s  
-4 

résonances d ' o r d r e  é l e v é  pu i ssen t  a v o i r  l i e u .  Nous avons p r i s  o =1.4.10 

mho/m, ce qu i  correspond à une fréquence r e l a t i v e  5 éga le  à 100. Les 

f i g u r e . l l . 6 .  (a,b e t  c )  représen ten t  les  v a r i a t i o n s  de l a  phase e t  de 





a 
REPARTITION DU COURANT 

-2 
f = 50 MHz , o = 1.4.10 mho/m , c r  = 5 
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MILIEU INFINI 

1: l total 

2:l  du au mode T E M  



l ' amp l i t ude  t o t a l e  du courant,  respect ivement  pour Bla=a/2,a e t  3a/2. 

Le couran t  p rès  de l ' émet teur  e s t  p r i s  comme o r i g i n e  des phases. A t i t r e  

de comparaison, nous avons r e p o r t é  également l a  r é p a r t i t i o n  du couran t  

qu i  s e r a i t  obtenue s i  l e  m i l i e u  au tou r  de I 'antenne é t a i t  un d i é l e c t r i q u e  

p a r f a i t  ( a = O , ~ ~ = 5 ) .  

Enf in ,  pour v o i r  l ' i n f l u e n c e  des couran ts  complémentaires dus au mode T.M., 

l es  f i g u r e s . l l . 7  (a, b e t  c l  r ep résen ten t  d'une p a r t  l e s  mêmes v a r i a t i o n s  

du couran t  que précédemment, mais en séparant p a r t i e  r é e l l e  e t  p a r t i e  

imag ina i re  et, d ' au t re  pa r t ,  l a  r é p a r t i t i o n  en f a i s a n t  l 'hypothèse sinusoFdale, 

c ' es t -à -d i r e  en ne t enan t  compte que du couran t  assoc ié  à l a  p ropagat ion  de 

l 'onde T.E.M. Ces courbes montrent  que les  ampl i tudes des couran ts  dans ces 

deux cas s o n t  sensiblement d i f f é r e n t e s ,  sauf  évidemment au vo i s i nage  de 

l 'émet teur .  I I  faudra donc t e n i r  compte du couran t  complémentaire pour 

c a l c u l e r  l e  champ rayonné pa r  I 'antenne.  

On p o u r r a i t  mont re r  également l ' i n f l u e n c e  de l ' a n g l e  d 'ouver- 

t u r e  00 du cône su r  l e  couran t  e t  l ' impédance d 'ent rée.  On r e t r o u v e r a i t  

cer ta inement  une conc ius ion  analogue à c e l l e  obtenue pour  une antenne 

b icon ique  p lacée  dans l ' a i r  : l a  bande passante à l a  résonance e s t  d ' au tan t  

p l u s  f a i b l e  que l ' ang le  0 0  e s t  p e t i t .  

Nous a l l o n s  comparer ces r é s u l t a t s  à ceux obtenus pa r  l a  

t h é o r i e  de l ' an tenne  c y l i n d r i q u e ,  développée au c h a p i t r e  précédent.  

II. 4.3. Comparaison avee 2 'antenne cylindrique 

Nous avons exposé dans l e  c h a p i t r e  précédent, l e  p r i n c i p e  de 

r é s o l u t i o n  de l ' équa t i on  i n t é g r a l e  permet tan t  de c a l c u l e r  l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  

é l e c t r i q u e s  de l 'antenne. Ce t t e  méthode peu t  ê t r e  étendue, moyennant des 

compl i ca t ions  mathématiques, cas d'antennes de longueur t o t a l e  i n f é r i e u r e  
(36) 

à une longueur d'onde e t  c e c i  q u e l l e  que s o i t  l a  c o n d u c t i v i t é  du s o l  . 
Un programme Fo r t r an ,  mis  au p o i n t  pa r  King e t  Wu (37) permet de déterminer  

X 
l a  v a l e u r  de l ' impédance d ' en t rée  normal isée Ze de l ' an tenne .  Le f ac teu r  

de n o r m a l i s a t i o n  i n t r o d u i t  e s t  t e l  que : 

Z? = Z . A avec A = & -  ( 2 . 4 7 . )  1 
e e 2npf 

f e s t  l a  f réquence e t  B I  e s t  d é f i n i  pa r  l a  constante de p ropagat ion  propre 

du m i  l i eu  y,=a,+jBl. 



Pour comparer l e s  antennes c y l i n d r i q u e s  e t  biconiques, Schelkunof f  (35)  

a dé f  i n i  une impédance c a r a c t é r i s t i q u e  moyenne K d'une antenne cy l  i n d r i  que a 
dans l ' a i r .  

E l  l e  e s t  donnee pa r  l a  formule su i van te  : 

2a 
120 (Log - 

e 

2a é t a n t  l a  longueur t o t a l e  de I ' an tenne  e t  e  l e  rayon du c y l i n d r e .  

(36) En u t i l i s a n t  des v a l e u r s  donnees par  King , nous avons 

représen té  su r  l e s  f i gu res  (11.8.a. e t  11.8.b.1, l es  v a l e u r s  de l ' impédance 
x 

norma l i sée Z pour une antenne c y l i n d r i q u e ,  résonnante respect ivement  
e  

en fila = a /2  e t  fila = a. Dans c e t  exemple, I' impédance c a r a c t é r i s t i q u e  

moyenne de I ' an tenne  e s t  v o i s i n e  de 400Q. La v a r i a b l e  p o r t é e  en abscisse 

e s t  fil/al. 

Sur l e s  mêmes f i g u r e s ,  nous avons t r a c é  l e s  courbes correspon- 

dant à une antenne b icon ique  mince d'impédance c a r a c t é r i s t i q u e  ~ = 7 5 0 i l ,  ce 

qu i  correspond prat iquement  à l a  l i m i t e  de v a l i d i t é  de nos approx imat ions 

su r  l ' a n g l e  d ' ouve r tu re  de I 'antenne.  Nous avons supposé que l a  fréquence 

d 'émiss ion e s t  de 50MHz e t  que l a  p e r m i t t i v i t é  du so l  E~ = 5. La va leu r  de 
- 3 

l a  c o n d u c t i v i t é  o v a r i e  e n t r e  10 e t  10-1 rnho/m, ce qu i  correspond à une 
-2 

v a r i a t i o n  de f3/a de 10 à e n v i r o n  1 .  

On remarque d 'après ces courbes que les  antennes cy l indr iquec;  
X 

e t  biconiquesdonnent les  mêmes v a r i a t i o n s  de Ze en f o n c t i o n  de l a  v a r i a b l e  

B/a, donc, dans n o t r e  cas, en f o n c t i o n  de l a  c o n d u c t i v i t é .  On s ' a p e r ç o i t  

notamment que, s i  on m a i n t i e n t  cons tan te  l a  résonance en Bla=r, l a  réactance 

X* peu t  prendre des va leu rs  p o s i t i v e s ,  néga t i ves  ou nu l  les  s u i v a n t  les  
e  

c a r a c t é r i s t i q u e s  du so l .  Ce t y p e  d'antenne (2a-h l  peu t  donc ê t r e  u t i l i s é  

pour déterminer  l e s  p r o p r i é t é s  é l e c t r i q u e s  du m i l i e u  dans lequel  i l  e s t  
( 3 6  immergé. 

11.5. Cas d'une antenne biconique dont Zes extrêmités sont en contact avec 

Za cavité svhériaue 

Nous supposons que I ' an tenne  de longueur a  e s t  s i t u é e  dans 

une c a v i t é  sphér ique de rayon b, t e l  que b  = a. Nous é tud ions  l es  



, - - - - antenne cy l i nd r i que  

antenne b i con ique  

f = 50 MHz sr=5 

3 - 
10 

-- Z 

-. 
\ 

10 - 
O a=n \ 1 

1 \ 1 
I r  
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I 1 ,  I 

IO* 10' 1 ~,7a, 



v a r i a t i o n s  de l ' impédance d ' en t ree  e t  du cou ran t  en f o n c t i o n  de l a  longueur 

d'antenne e t  des constantes é l ec t r i quesde  l a  c a v i t é  e t  du m i l i e u  env i ronnant .  

Nous montrons qu'à puissance d ' en t rée  constante,  I ' amp l i t ude  du champ reçu  

en haute fréquence peut, sous c e r t a i n e s  c o n d i t i o n s  ê t r e  indépendantede c e t t e  

fréquence. 

II. 5.1. ------------ Variation de Z 'z&ddance d 'entrée e t  du c h q  -- rayonné en fonct ion  ------- 
de Za fréquence ----- -- --- 

Nous cho i s i ssons  comme exemple c e l u i  que nous avons br ièvement 

d é c r i t  l o r s  de l ' é t u d e  du rayonnement du d i p ô l e  (ch. l .1 .  Le m i l i e u  absorbant  
- 4 

e s t  c a r a c t é r i s é  par  sa c o n d u c t i v i t é  o = 2.10 mho/m e t  par  une p e r m i t t i v i t é  

r e l a t i v e  = 5. Pour une d i s t a n c e  de l i a i s o n  r = 480m, on o b t i e n t  une 

longueur c a r a c t é r i s t i q u e  Lc =60mj e t  une fréquence fM, s e u i l  de l a  f e n ê t r e  H.F., 

éga le  à 7,ZMHz ( c f . f i g . l . 4 . ) .  Nous ne nous i n té ressons  qu'à des fréquences 

supér ieures à c e t t e  v a l e u r  e t  nous supposons t o u t  d 'abord que l a  c a v i t é  e s t  

r emp l i e  d ' a i r .  

Nous donnons su r  l a  f i g u r e . l l . 9 .  l a  v a r i a t i o n  de l ' impédance 

d ' en t rée  Ze en f o n c t i o n  de Boa avec : 

l a  fréquence é t a n t  p r i s e  comme paramètre. 

La résonance de l 'antenne e s t  bbtenue lorsque l a '  p a r t i e  

imag ina i re  de l ' impédance d ' en t rée  e s t  n u l l e .  L ~ s  resonances in téressantes,  

s i  l a  t e n s i o n  d ' a l i m e n t a t i o n  V e  e s t  constante,  se ron t  donc c e l l e s  qu i  donnent 

une f a i b l e  r é s i s t a n c e  d 'en t rée .  Pour l 'exemple c h o i s i ,  l es  va leurs  de a 

correspondantes son t  données p a r  Boa = 1,34 e t  Boa = 4,25 ce qu i  correspond 

respect ivement  à des résonances en 1/4 d'onde (a%X/4)e t  3/4 d'ondes (a=3X/4>. 

On remarque de p l u s  que l ' impédance d 'ent rée,  dans l a  f e n ê t r e  H.F. e s t  

prat iquement  indépendante de l a  fréquence. 

La f i g u r e . l l . 1 0 .  représente l a  v a r i a t i o n  de l ' amp l i t ude  du 

champ é l e c t r i q u e  E en f o n c t i o n  de B a, l a  l i a i s o n  é t a n t  r é a l i s é e  s u r  une 
0 1 

d i s tance  r = 480m. L 'ang le  que f a i t  I 'antenne avec l a  d i r e c t i o n  émetteur-  

récep teur  e s t  c h o i s i  de t e l l e  façon que I 1amp l i t ude  du champ é l e c t r i q u e  s o i t  



sr=5 

f c  = 720 kHz 





~ i~ ix im i~ r r i .  Nnii.; vt3rroric, pn e f f e t  q i ~ ~  ICI va l c i i r  optimirm ci- c c t  anq lc  dépcrid 

dc. I  ' accord  chn i  i i  pour I ' a n t ~ n n ~ .  Noirc- ri2rricircjlion< r,iir le.; r o l ~ r b ~ i  ! 1 ) à 

(3 ) ,  l o r q q i ~ ~  I c .  d i  6 let-tr iqirc-l de I  ;i ?pharc> p s t  \;iris par-te5, qiic, I '<irnp l i t i ~ d i ~  

r i i i  c hdmp à I < j  p r ~ m i  Gre r6sonance e s t  p r d t  iqilcvnc.nt i nd6pendc~r- te dca la  

f r 6 q i ~ ~ n c ~ .  1.3 r 6 s i s t a n r e  d ' en t rée  ne var- idnt  pa5 ddri~, I d  qdmmca de. i r6q i ic r iccs 

choic;i<. ( t f . t i q . 1  l .c).),  I 1amp l i t u ( l e  du t o i i r a r ~ t  e s t  < o r ~ s t d r i t ~ .  

Par conséquent, à pu i  ssanc-c> d 'cnt ré t .  coribtcintcl, I 'drnp l i t i i dc  

 di^ chdmp reçu dans l a  " f ~ n 6 t r - e "  H.F., à une d i i t d r i c c  donri6e de I ' e m ~ t t e i i r ,  
( 38 )  

1 e s t  i ndhpendant~  de l a  f rhquencc . 
L'exemp l e  numérique ne r e s t r e i  n t  pas nos conc 1 us ion?, des 

c a l c u l s  f d i t s  avec d ' a u t r e s  v a l e u r s  de a e t  E o n t  donné l e  mEme r é s u l t a t .  

Ceci con f i rme  ce  que nous av ions  obtenu pa r  l a  t h é o r i e  s imp le  

du d i p ô l e .  En e f f e t ,  11antenner6çonnant en 2/4 d'onde, s i  l a  f réquence e s t  

m u l t i p l i é e  dans un c e r t a i n  rappor t ,  l a  longueur de l 'antenne e s t  diminuée 

dans l e  meme rappo r t .  A moment é l e c t r i q u e  cons tan t ,  l ' a m p l i t u d e  du champ 

est donc p r o p o r t i o n n e l l e  à l a  fréquence, ce que p r é v o i t  l a  t h é o r i e  du 

d i p ô l e  lorsque lyrl >> 1 e t  UE >> a . 
- r /Lc  

IdR. e u 0 

Ee + 2 t- 
. f  

Supposons que I 'antenne s o i t  a l  imentée en courdt i t  c o n t i  nu 

c t  possede un moment é l e c t r i q u e  e q u i v a l e n t  à c e l u i  d 'une résonance en X/4 

à une fréquence f  = 7,ZMHz. L 'amp l i tude  du champ rayonné es t ,  dans ce cas, 
- 5 

d ' e n v i r o n  5.10 V/m e t  c e t t e  v a l e u r  e s t  comparable à c e l l e  obtenue pdr  une 

émiss ion en haute f réquence ( c f . f i g . l l . 1 0 . ) .  

La courbe (4) de l a  f i g u r e  (11.10.) a  é t é  t r acée  en suppoiant  

l ' an tenne  p lache d i rec tement  au ~ e i n  du m i l i o u  i n f i n i .  En abscisse, I d  

v a r i a b l e  e s t  maintenant  B I  avec : 

L ' a l  l u r e  de c e t t e  courbe, t r a c é e  pour une fréquence f = 28,8MHz cLJt  

comparable à c e l l e  de l a  courbe ( 3 )  t r a c é e  pour l a  meme fréquence. Les 

champs reçus  avec ou sans l a  présence de l a  c a v i t é  son t  donc du merni? o r d r c  



dc g r~ lndcur  , mais i l  e x i s t e  t n u t e f o i  s e n t r e  les  longueurs respec-tivec; 

d 'antenne un r a p p o r t  égal  à lai r/lsol. 

La f i g u r e .  l  1 .1  1 .  r ep résen te  l e  diagramme de rayonnement de 

I  'antenne pour l es  deux résonances i ntéressan!es. Au p remie r  act o rd  

(Poa=1,34) l e  diagramme a uqe forme analogue à c e l l e  obteniie pour  un 

d i p ô l e ,  Ic> premier mode ( n = l )  é t a n t  p r é ~ o n d é r a n t .  l e  champ E, e s t  donc 

maximiln Tour 0 = ~/2. Par con t re ,  poi i r  Poa=4,25 i l  a p p d r a î t  d ' a u t r e s  

lobes, l e s  modes d ' o r d r e  é l evé  <jni lant  un r ô l e  impor tan t .  Poiir chacun 

d ' e n t r e  eux, on remarque d1apr&ç la  formule (2.28.)  que l a  f o n c t i o n  t r a d u i i d n t  
I 

l a  v a r i a t i o n  du champ en f o n c t i o n  de l ' a n g l e  0 e s t  Pn(coçO).  

I I .  5.2.  .?&artition du courant - ------------------- 

A f i n  de montrer  l ' i n f l u e n c e  du so l  sur  l a  r é p a r t i t i o n  du 

couran t  l e  long de I 'antenne, nous avons représen té  su r  l a  f i q u r e . l l . 1 2 ,  l p  

module e t  la  phase de I dans deux cas. Pour l a  courbe 1 ,  nous 5uppoçons que 

I  'antenne e s t  p lacée  dans I  ' a i r ,  cons idéré  comme m i  l  i e u  i t i f  i r l i  , I<ir id i  s que 

pour l a  courbe 2, nous tenons compte de l a  présence du so l  dr i tour  de 

I  'antenne. 

La fréquence e s t  p r i s e  égd le  à 100MHz. Le so l  ayant  l es  
-3 

c a r a c t é r i s t i q u e s  su i van tes  : a = 10 mho/m e t  cr=3, l ' ém iss i on  se f a i t  

donc à une fréquence r e l a t i v e  : 6 = 17. 

On v o i t  qbe l ' a m p l i t u d e  e t  l a  phase son t  sens ib lement  

mod i f i ées  e t ,  dans çe cas également, on ne pour ra  pas n é g l i g e r  l ' i n f l u e n c e  

du so l  s u r  l a  r é p a r t i t i o n  du cou ran t  pour  c a l c u l e r  l e  champ rayonné pa r  

I 'antenne.  

Le r ô l e  du so l  se remarque également su r  l e s  courbes de 

l a  f i g u r e ,  11.13. q u i  o n t  é t é  t r acées  en f a i s a n t  v a r i e r  o e t  I I es1 

donc nécessai re  de procéder  à une étude paramétr ique pour mont re r  

l ' i n f l u e n c e ,  notamment sur  l ' impédance d 'en t rée ,  des constante(, é l e c t r i q u e s  

de l a  c a v i t 6  e t  du s o l .  

T I .  5.3. InfZuencg -- ............................. des constantes élec.triques de Za cavi té  sur Z ' i ~ é d a n c e  

d 'entrée de  1 'antenne . InfZuence de Za cons tante dié  leetrique -- ....................... ............................... ---- 

A f i n  de m e t t r e  en kv i den re  l a  v a r i a t i o n  dc: I ' imp6d.jnc~ 



a =. 0,21A (Boa=1,34) 
Demi-longueur de l ' an tenne  ----- a 0,72X (Boa=4,25) 

D l AGRAMME DE RAYONNEMENT 



S O L  

Q , Er 

1 : m i  l i e u  m ( a i r )  

- 3 2: --- " = 10 mho/m , zr = 3 





d ' e n t r é e  en f o n c t i o n  des c a r a c t é r i s t i q u e s  de l a  c a v i t é  sphgr ique (m i l i eu .1 . )  

en tou ran t  I 'antenne, nous avons représenté respect ivement  su r  l es  f i g u r e s  

(11.14.) e t  (11.15) l a  r é s i s t a n c e  e t  l a  réactance en f o n c t i o n  de 6,a 

(BI = 2dhcav i té  
pour d i f f é r e n t e s  va leu rs  de l a  p e r m i t t i v i t é  r e l a t i v e E  

Sur l a  f i g u r e . l l . l 4 . ,  les v a l e u r s  de Bla correspondant aux longueurs 

d 'antennes pour lesque l les  l a  résonance e s t  obtenue, son t  repérées su r  

l es  courbes par  l e  s igne +. 

Nous remarquons t o u t  d 'abord que, pour  l a  première résonance 

(a=h /4 ) ,  s i  sri augmente, l a  r é s i s t a n c e  d 'en t rée  diminue. Ceci peut  ê t r e  

con f i rmé par  un c a l c u l  approché. En e f f e t  s i  nous supposons à l a  l i m i t e  

que I' impédance c a r a c t é r i s t i q u e  de I 'antenne K -t m ,  l a  r és i s tance  d 'en t rée  

pour l a  résonance en h/4 e s t  donnée par  l a  v a l e u r  correspondante de R v 
c ' es t -à -d i r e  par  l a  p a r t i e  r é e l l e  de I' impédance i nve rse  de rayonnement Z , 

v 
O r  s i  on suppose l e  m i l i e u  1 i n f i n i ,  R e s t  p ropo r t i onne l  à n, e t  par  

v 
conséquent, en haute fréquence, i nversement p ropo r t i onne  l  à q. 

Dans l 'exemple envisagé i l  y a évidemment l e  même sens de 

v a r i a t i o n  pour R mais l a  l o i  mathématique e s t  beaucoup p l u s  compliquée, e 
d ' a u t a n t  p l us  que l ' accord  de I 'antenne change légèrement en f o n c t i o n  de 

LnfZuence de Za conductivité .................... 

Sur les f i g u r e s . l l . 1 6 .  e t  .11.17. nous avons comme précé- 

demment représenté l a  v a r i a t i o n  de R e t  X , l a  c o n d u c t i v i t é  al é t a n t  
e e 

i n t r o d u i t e  en paramètre. 

Lorsque l e  m i l i e u  1 dev ien t  de p l u s  en p l u s  conducteur, 

on v o i t  que l ' amp l i t ude  des v a r i a t i o n s  de l ' impédance d ' e n t r é e  diminue 

e t  on no te  pour l a  résonance en a-h/4 une augmentation impor tante de R 
e 

Ceci se p r o d u i t  notamment lo rsque  a n ' e s t  p l u s  nég l i geab le  v i s -à - v i s  

deus. C ' e s t  en p a r t i c u l i e r  l e  cas correspondant à l a  courbe (4) de l a  
- 2 

f i g . l l . 1 6 .  car, pour la  f r é q u e n c e e n v i s a g é e :  UE = 3.10 ,Ceci p e u t ê t r e  

j u s t i f i é  approximativement p a r  un raisonnemen+ i den t i que  à c e l u i  que nous 

venons de f a i r e  (R in%ql ) .  

II.  5.4. Influence des constantes électriques du sol -- ......................... ---------- 
Vmiation de la constante diélectrique C d -  
---------------------*------------- ---- 



INFLUENCE DE o l  SUR LA RESISTANCE D'ENTREE 

IUFLUENCE DE sr ,  SUR L A  ~ E A C T A , ~ C E  ;?~ig;?; r  

1 r l  = 1 = 18 B ~ O I T  = 1 0 - ~ ~ b ~ / ~  

2 cri = 7 f = 100 ElHr cr2 = 3 

. . 
/ \ , \ 

INFLUENCE DE a l  SUR LA i f F W T A h i i i  7 " N r i F F  



Dans l es  d i f f é r e n t s  exemples que nous avons c h o i s i s  on suppose 

que I 'antenne e s t  p lacée  dans une c a v i t é  sphér ique dont  les  c a r a c t é r i s t i q u e s  
-4 

é l e c t r i q u e s  son t  l e s  su ivan tes  : 01=10 mho/m e t  cr1=7. Une c o n d u c t i v i t é  
- 3  

o = 10 mho/m a  é t é  c h o i s i e  pour l e  s o l .  

A l a  f réquence de 100MHz l e  so l  se comporte donc comme un 

d i é l e c t r i q u e  à pe r t es  q u i  r é f l é c h i t  p l u s  ou moins l es  ondes provenant de 

l 'antenne.  Par conséquent, su i van t  l a  v a l e u r  de cr2, l es  courbes des 

f i g u r e s . l l . 1 8 .  e t  11.19. montrent  une v a r i a t i o n  de P e t  de l ' a cco rd  de 
e 

l 'antenne représen té  par  l e  s igne  + su r  l a  f i g u r e .  l l . l 8 .  Cependant, é t a n t  

donné l a  complex i té  des express ions mathématiques de l' impédance d 'ent rée,  

on ne peut  pas p r é v o i r  sans c a l c u l  numérique l a  v a r i a t i o n  de l a  r é s i s t a n c e  

d ' en t rée  en f o n c t i o n  de l a  p e r m i t t i v i t é  du s o l .  

Influence de la conductivité oz- - ........................ 

La cons tan te  d i é l e c t r i q u e  E~~ a  é t é  supposée égale à 3 e t  l e s  
-3 

ig.11.20. e t  .11.21. représen ten t  l e s  v a r i a t i o n s  de Z pour a = 10 , 
-2 e  

O e t  10-'mho/m. Contra i rement  au cas précédent  on reinarque une v a r i a t i o n  

impor tante de l a  r é s i s t a n c e  d ' en t rée  pour l ' a c c o r d  en A/4. En e f f e t ,  lorsque 

l a  c o n d u c t i v i t é  du s o l  augmente, l e  c o e f f i c i e n t  de r é f l e x i o n  des ondes s u r  

l es  p a r o i s  de l a  c a v i t é  sphér ique dev ien t  impor tan t  ce  qu i  provoque une 

m o d i f i c a t i o n  de l ' amp l i t ude  du champ é lect romagnét ique en t o u t  p o i n t  de l a  

c a v i t é .  

I I  e s t  donc nécessai re  de séparer  l ' e f f e t  de résonance de l a  

c a v i t é  e t  de l ' an tenne  su r  l ' amp l i t ude  des champs rayonnés. Nous a l l o n s  

donc é t u d i e r  l e  cas où l ' an tenne  n ' e s t  p l u s  en c o n t a c t  d i r e c t  avec l e s  

p a r o i s  (b>a). 

II.6. Influence des dimensions de la cavité sur l e  rayonnement de l'antenne 
(391 

Nous a l l o n s  l i m i t e r  nos a p p l i c a t i o n s  numériques à des v a l e u r s  

du rayon de l a  c a v i t é  b t e l l e  que 1 < b/a < 2,5. Nous supposerons comme 

pour l a  première étude que l e  d i é l e c t r i q u e  de l a  c a v i t é  e s t  l ' a i r  e t  que 
-4 

l e  m i l i e u  e x t é r i e u r  a  une c o n d u c t i v i t é  a = 2.10 mho/m e t  une p e r m i t t i v i t é  

r e l a t i v e  EF 5. 



INFLUENCE DE LA PEWITT IV ITE  DU SOL CF, 

INFLUENCE DE LA CONDUCTVITE DU SOL 02 



Nous avons représen t6  s u r  l a  f iqure.11.22. l a  v a r i a t i o n  de 

I ' impedance d ' e n t r 6 ~  en f o n c t i o n  de B,a, pour b/a = 1,5. 

L ' a l l u r e  de l a  courbe e s t  i den t i que  à c e l l e  que nous avons 

obtenue pour une antenne d i rec tement  en con tac t  avec l e s  p a r o i s  de l a  

c a v i t 6  ( c f . f i g . l l . 9 . ) .  Nous avons v é r i f i e  de p l u s  que c e t t e  a l l u r e  é t a i t  

peu mod i f i ée  pour d ' a u t r e s  va leu rs  du r a p p o r t  b/a. Les va leu rs  de B,a 

correspondant  aux résonances en ar?,/4 e t  ar3?,/4 se déca len t  lorsque b  

augmente e t  tendent  ve rs  l es  v a l e u r s  l i m i t e s  obtenues pour une antenne 

p lacée  dans I ' a i r  (6,a = 0924 e t  6,a = 0,74 1. 

La f igure.11.23. représen te  l a  v a r i a t i o n  de l a  r és i s tance  

d ' e n t r é e  en f o n c t i o n  du r a p p o r t  b/a pour les  deux accords précédents, 

l a  fréquence é t a n t  p r i s e  comme paramètre. Ceci suppose donc que, pour 

chaque va leu r  de b, l a  longueur de I 'antenne e s t  a j u s t é e  de manière à 

r é a l i s e r  une résonance. 

On remarque t o u t  d 'abord que l a  r é s i s t a n c e  d ' en t rée  e s t  

prat iquement  indépendante de l a  fréquence. Mais on v o i t  de p l u s  q u ' i l  

e x i s t e  des v a l e u r s  p a r t i c u l i è r e s  du rayon de l a  c a v i t é  rendant  minimum 

l a  r é s i s t a n c e  d 'ent rée.  Ceci se p r o d u i t  approximat ivement lorsque l a  

c a v i t é  résonne en b=(2n+ l )h /4 ,  l es  résonances en b=nh/2 donnant une 

r é s i s t a n c e  maximum. 

Cependant, i l  e s t  i n t é r e s s a n t  de no te r  que l a  va leu r  de l a  

r é s i s t a n c e  d 'en t rée  r e s t e  f a i b l e  e t  v a r i e  dans un r a p p o r t  t r è s  l i m i t é  

( 3  au maximum). Par conséquent, l ' e f f e t  de résonance de l a  c a v i t é  e s t  

r e l a t i v e m e n t  peu impor tan t  dans l a  " f e n ê t r e  H.F.". Quelque s o i t  l e  

rayon de l a  cav i t é ,  les  ondes é lect romagnét iques r e s t e n t  couplées au m i l i e u  

e x t é r i e u r .  

A f i n  de p r é c i s e r  ce r é s u l t a t ,  nous avons représen té  su r  l a  

f i g u r e . l l . 2 4 .  l a  v a r i a t i o n  du champ EH reçu à une d i s tance  r = 480m en 

f o n c t i o n  du r a p p o r t  b/a, pour  d i f f é r e n t e s  va leu rs  de l a  f réquence e t  

pour  l e s  deux accords de I 'antenne.  On remarque que l ' a m p l i t u d e  du champ 

a  l e s  mêmes f l u c t u a t i o n s ,  mais en sens c o n t r a i r e ,  que c e l l e s  de l a  

r é s i s t a n c e  d 'en t rée .  Cependant l a  t h é o r i e  généra le  que nous avons exposée 

montre q u ' i l  n ' e x i s t e  pas de r e l a t i o n  s imple e n t r e  ces deux grandeurs. 

De p l u s  l ' amp l i t ude  du champ à l a  première résonance v a r i e  t r è s  peu 

lorsque l a  f réquene augmente e t  cec i  quelque s o i t  l a  v a l e u r  du rappo r t  b/a. 



impédance caractéristique de 
l'antenne : 750fl 



1 - - - - - -  f = 14,4 MHz 

2 f = 28,8 MHz 



10 Vlm 

-= &"9 - - - - - - t e r  accord (X/4) 

2ème accord (3X/4) 

ve  = 1oov 



1. 'pxamf\t- dc> c ers ( - 0 i l r b ç ~ ~ .  riniic; ,dm&ricl i r ic- i <j 1 rd i orlr 1 i l L >  ior i  L,ii i v,iri 1 i> : 

Dari<, l a  " f c ~ n F t r c ~ "  h< i i~ t c>  f rGqi~ence,  I d  v; t l ( - i i r  di, rriyi>ri dc. 1,)  c ~ i v  I iF; d i r i .  

l aq i i e l  l  t l  1 'antenne. rc, t p lacap n ' a  qi~c> p i l ~ ~  d '  i r i t  l i i c . ~ ç .  [,iJr I ' ii ( r ~ r d  d r  

I  ';iritc~riricj r d  hiJr 1 '~) r r ip l  i t i l de  di) i harr~p r c > C 1 1  . 

l e  parcjm"rro l i ~  pl i)<-.  i rnpr j r tan t  reste> l i l onouc i i r  tic> I ' < i r ~ t (  i l r i i l  

q i i i  d o i t  t o i ~ * j o i ~ r s  & t r p  a<iiisti?c. d~ m a n i 6 r ~  i r 6,i l i L i 5 r  r j t ~ c ,  ri;~~onriric il ('ri 

q u a r t  d ' o n d ~  ou t r o i s  q i l a r t s  d 'onde. 

1 ' 6 i u d c  qiic. r i o i ~ s  \/c>rion'; dp  f , 3 i  r t ?  v 6 r  i i i c )  donc I c.,  r 6 c , i ~  l  t < i f  , 

nbic.ni~5 p a r  I .j t h 6 n r  if? simp l e  di1 d i  p ô l e  moi s f d i  t i r i t c . r v~n i  r I P  t onipor t i ~ r r i i . r i t  

d~ I ' < - i r i t e n n ~  e l  le-même ~t hc;[jte f ~ P q u ~ n c e .  E l  l e  n iontr i .  l a  poc,r,i h i  l i te del 

I  'emp l o i  d e i  hautc.s f rhq i i enc r?  p o u r  l a  r&i l i 5 o t i o n  de t i l l 6 c o m r i i ~ n i r  ~i t iorii 

t r a v e r s  u n  mi l  i ~ r i  ab<orbant ,  I  ' amp l i f  i lde r lcs  champi, r q u s  &+(in t r ornpnrab l P 

2 ce1 l c  ob tenue avec une 6 m i  ss  i o n  en  c o i i r a n t  c o n t  i ni). Les d i  s c ~ r - d ~ i n r  ~s qij i 

peuven t  e x i s t ~ r  e n t r e  ce5 p r é v i  ç i o n s  t h é o r i q u e s  e t  l e s  r ? r i < t s ? t a t  i ~ n . :  exp6r  i -  

menta l e s  p o u r r a i e n t  s ' exp  l i q w r  p a r  l e s  v a r i a t  i o n s  de o e t  E en fo i i c - t ion  di. 

l  a  f requence.  

I I n ' y  a eu, à n o t r e  connaisc,ance, q i ie  q i le  lque? essa i i dc 

l i d  i son H.F. h t r a v e r s  des mass i f s rocheux e t  q i ~  i o n t  . ? u r t o i ~ t  é t é  ré,? l  i t ,6s 
(40) 

p a r F r i t s c h  . l e < o b s e r v a t i o n s q i ~ ' i l  d f a i t e s ? o n t d f d i l l ~ u r ~ , à p o r t ~ r  

à 1 ' a r t  i f de l a  t h 4 o r  i e p r6c6den te .  Cependant, 13 p 1 u p ~ i r  t des expé r  i t.ricec, 

o n t  6 t h  f a i  té?  en g; i ler iec,  de  m ine  e t  i l  e s t  d i f f i c i l e  s6 [1arer ,  d ~ i r i r  

I 'amp l  i t u d e  du champ reçu, l a  c o n t r i  b i l t i o n  diie aux ondes q u i  .e i o r i t  

propagees à t r a v e r s  l e  s o l  de  ce1 l e  dite à une p r o p d q a t i o n  dans l e s  

g a l e r i e s ,  l e  long dp c o n d u c ~ e u r s  m e t a l  l i q u e s  q u i  s ' y  t r o u v e n t .  Ceci  f a i t  

a i l l ~ r  I r a b , j e t  d ' a u t r e s  6 t u d e s  e f f e c t u e e s  dans Ic l d b o r a t o i r c ?  
( 4 1 )  

Sur I e  p l a n  p r a t i q u e ,  en  dehors  d~ ce  t y p e  de communicat ion,  

l e s  an tennes H.F. e n t e r r é e s  s o n t  s i t u é e s  non l o i n  de l a  s u r f d c c  d f i n  

d ' o b t e n i r  un rayonnement i m p o r t a n t  dans l ' a i r .  De p l u s ,  s i  l ' a n t e n n e  c i t  

ahr ienne ,  sa h a u t e u r  p e u t  e t r e  du même o r d r e  de g r a n d e u r  que l a  longueur  

d ' o n d ~  c o r r e s p o n d a n t  à l a  f réquence  d '  6mi s s i o n .  ricinc- ( c '-a=., I P  t v i  l i ~ 1 1  

e n t o u r a n t  l ' a n t e n n e  ne  p e u t  p l u s  ê t r e  suppo5h de d i r n e n ~ i o n  i n f i n i e .  

Nous mont rons  donc dans l e  c h a p i t r e  s u i v a n t ,  l ' i n f l u e n c e  de I ' i n t c r f a c c  a i r -  

s o l  s u r  l a  r é p a r t i t i o n  du c o u r a n t  e t  s u r  I ' impédance d f e n t r 6 n  d e  1 'a r i tc~nr ie.  



C H A P I T R E .  I I I .  

CARACTERISTIQUES ELECTRIQUES D'UNE ANTENNE 
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DE L'INTERFACE AIR-SOL. 



C H A P I T R E  I I I  

CARACTERISTIQUES ELECTRIQUES D 'UNE ANTENNE BICOIVI&UE MINCE, PLACEE 

VERTICALEMENT PRES DE L 'INTERFACE AIR-SOL 

Nous avons supposé précédemment que I 'antenne b icon ique  é t a i t  

s i t u é e  au s e i n  d 'un m i l i e u  de dimension i n f i n i e .  Une t e l l e  hypothèse pour 

l e  c a l c u l  d e s c a r a c t é r i s t i q u e s  é l e c t r i q u e s  de I 'antenne e s t  v a l a b l e  s i  

I 'antenne e s t  suff isamment é lo ignée  de I ' i n t e r f a c e  a i r - s o l .  Cependant, 

s i  par  exemple I 'antenne e s t  dans l e  so l ,  e l l e  d o i t  ê t r e  en te r rée  à 

t r è s  f a i b l e  profondeur  pour  é v i t e r  un a f f a i b l i s s e m e n t  impor tan t  des ondes. 

En e f f e t ,  l e s  c o n d u c t i v i t é s  des t e r r a i n s  proches de l a  su r f ace  son t  

souvent élevées e t  i l e s t  même i ntéressant ,  dans ce cas, de p l a c e r  

I 'antenne dans une c a v i t é  d i é l e c t r i q u e  à f a i b l e s  pe r tes  
(421, (43 )  

Nous é tud ions  donc l e  cas généra l  d 'une antenne b icon ique  

mince, s i t u é e  s o i t  dans l ' a i r ,  s o i t  dans l e  so l ,  e t  en t enan t  compte de 

l a  présence de I ' i n t e r f a c e .  On supposera que s i  I 'antenne e s t  en te r rée ,  

l e  m i l i e u  en tou ran t  c e t t e  antenne peut  ê t r e  un d i é l e c t r i q u e  à f a i b l e s  

per tes,  donc de na tu re  d i f f é r e n t e  que l e  so l  env i ronnant .  

Nous donnons t o u t  d 'abord les  express ions des composantes 

des champs é lect romagnét iques.  Pu is  en é c r i v a n t  l es  c o n d i t i o n s  aux 

l i m i t e s s u r  l es  d i f f é r e n t s  m i l i e u x ,  nous déterminerons l es  c a r a c t é r i s t i q u e s  

é l e c t r i q u e s  de I 'antenne comme l' impédance d ' e n t r é e  e t  l a  r é p a r t i t i o n  du 

courant .  Nous montrerons su r  des exemples que l ' e f f e t  de I ' i n t e r f a c e  

a i r - s o l  n ' e s t  pas nég l i geab le  s i  l a  d i s t ance  e n t r e  I 'antenne e t  I f  i n t e r f a c e  

e s t  de I  ' o r d r e  de grandeur de l a  longueur d'onde. 

III.  1.  Hypothèses de d é p a r t .  Système de coordonnées 

Nous supposons que l ' an tenne  b icon ique  mince de longueur 2a 

e s t  p lacée ve r t i ca l emen t  à une d i s tance  h  de I ' i n t e r f a c e  a i r - s o l .  



L'antenne, d 'ang le  B o ,  d é f i n i t  une rég ion  sphér ique ( 1  de rayon a  

( f i g . 1  l l .1.a.) 

f i g .  I l l  . l  .a. f i g .  1 I  I  . l . . b .  

Les m i  1 ieux 1, 2 e t  3 correspondent  s o i t  au so l ,  s o i t  à I ' a i r .  Ces 

d i f f é r e n t s  m i l i e u x  s o n t  c a r a c t é r i s é s  p a r  l e u r s  constantes o i  e t  c i  

avec i=1,2,3 e t  nous f a i s o n s  l 'hypothèse su i van te  : p i  = p o  ( p e r m é a b i l i t é  

du v i d e ) .  

Comme nous l 'avons vu précédemment, l e  c a l c u l  de l' impédance d ' e n t r é e  

se ramène à l a  dé te rm ina t i on  des champs électromagnét iques. C e l l e - c i  peut  

se f a i r e  en é c r i v a n t  l e s  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  du champ su r  chaque 

i n t e r f a c e .  E t a n t  donné l a  c o n f i g u r a t i o n  géométr ique correspondant à ce 

problème, nous a l  Ions u t i l i s e r  une méthode employée pa r  D'Jakonov ( 4 4  

en env isageant  l e  cas de deux sphères non concentr iques.  

S i  RO e s t  l e  rayon de l a  sphère ex te rne  ( f i g . l l l . l , b , j  l e  r é s u l t a t  

correspondant à un i n t e r f a c e  p l a n  sera obtenu en f a i s a n t  t end re  

Ro* , t o u t  en ma in tenan t  l a  d i s t ance  h  constante.  

Les p o i n t s  couran ts  s o n t  repérés dans deux systèmes de coordonnées 

sphériques. L 'un (r,8,+) e s t  r a t t a c h é  au c e n t r e  de I  'antenne, 1 ' a u t r e  

(R,8,,+) au c e n t r e  de l a  sphère externe.  De p lus,  l e s  cen t res  s o n t  s i t u é s  

s u r  l ' axe  des z à une d i s t a n c e  R = Ro-h l ' u n  de l ' a u t r e .  

S i  l a  r ég ion  d ' e x c i t a t i o n  de l 'antenne e s t  t r è s  p e t i t e ,  nous avons vu 

dans l e  c h a p i t r e  précédent  que l e  p o t e n t i e l  de Debye U dans chacun des 

m i l i e u x  p o u v a i t  se m e t t r e  sous l a  forme : 



La f o n c t i o n  Tv(cose)  e s t  donnée d'une façon généra le  par  : 

En e f f e t ,  l es  f o n c t i o n s  P ( x )  e t  Pv ( -x )  son t  l i néa i r emen t  indépendantes,!) 
v 

n ' é t a n t  pas en généra l  un e n t i e r ,  pu isque s o l u t i o n  de T (cosûo)=O, 
v  

d 'ap rès  l ' é q u a t i o n  (2 .17) .  S i  l ' a n g l e  d ' ouve r t u re  80 e s t  f a i b l e ,  on peu t  

mon t re r f ac i l emen t  sn u t i l i s a n t  l es  développement l i m i t é s  e t  asymptot iques 

de Tv (x )  au vo i s i nage  de x = :O, que l e s  va l eu rs  de v  s o l u t i o n s  de l ' é q u a t i o n  

précédente, t enden t  ve r s  un e n t i e r  n  quelconque, p a i r  ou impa i r .  Par 

conséquent l a  f o n c t i o n  T se comporte comme un polynôme de Legendre 
v  

( 3 3 )  
Pn(cose) sauf a u v o i s i n a g e d e û  = O  . 
Comme i l  n ' e x i s t e  pas de symé t r i e  en 8, on d o i t  p rendre  t o u t e s  l e s  

va leurs ,  p a i r e s  ou impaires,  de m. 

L'impédance d ' en t rée  de l ' an tenne  e s t  obtenue à p a r t i r  

de l ' impédance i nve rse  de rayonnement Zv par  l ' é q u a t i o n  2.24. En f a i s a n t  

un c a l c u l  analogue à c e l u i  du c h a p i t r e  précédent, on a b o u t i t  à l a  

r e l a t i o n  s u i v a n t e  d é f i n i s s a n t  Zu : 

K e s t  I ' impédance c a r a c t é r i s t i q u e  de l a  s t r u c t u r e  b icon ique  correspondant  1 
au mode T.E.M. dans l e  m i l i e u  1,et  V (a )  l a  t e n s i o n  t ransverse .  

Les c o e f f i c i e n t s  inconnus cn  e t  dn son t  déterminés en é c r i v a n t  l ' é g a l i t é  

des composantes t a n g e n t i e l l e s  du champ s u r  chaque i n t e r f a c e .  

111.2. Relations entre Zes coef f ic ients  cm e t  dm d'après les  conditions 

aux l imites  

I I I .  2.1. Conditions aux Z-imZtes entre Zes m i l i e u  1 e t  2  

Sur l es  l i m i t e s  de l a  r é g i o n  sphér ique d é l i m i t é e  pa r  



l 'antenne, c ' e s t - à - d i r e  en r=a, l es  c o n d i t i o n s  de passage s u r  l es  champs 

E e t  E donnent une premihre r e l a t i o n  e n t r e  cn  e t  dn : r 8 

où 6, = O s i  r e s t  p a i r  e t  6,- = 1  pour  r impa i r .  

On rappel  l e  que I e t  1 s on t  d é f i n i s  par  : v r vv ' 

Pour une antenne mince (804), ces express ions  se s i m p l i f i e n t  e t  on o b t i e n t  

f i na l emen t  : 



TII. 2.2. Conditions a m  l imites  sur I 'interfixce air-sol ............................. ----------- 

Le so l  e t  1 ' a i r  é t a n t  repi t rés par  deiix syst6nies de coordonnées 

sphériques, l es  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  su r  c e t  i n t e r f a c e  menent à des 

c a l c u l s  p l u s  compliqués, 

Nous devons t o u t  d 'abord i n t r o d u i r e  une a u t r e  no rma l i sa t i on  

des f o n c t i o n s  de Bessel e t  Hankel : 

En e f f e t ,  l e s  théorèmes d ' a d d i t i o n  que nous a l l o n s  f a i r e  i n t e r v e n i r  

prennent  une forme p l u s  s imp le  lorsque ces f onc t i ons  s o n t  a i n s i  normal isées. 

On def  i n i t  de p l  us un nouveau p o t e n t i e l  V., r e l  i é  par  U. pa r  l a  r e l a t i o n  : 
l I 

On o b t i e n t  donc dans chacun des m i l i e u x  2 e t  3 : 

L ' é g a l i t é  des composantes t a n g e n t i e l l e s  E e t  H imp l ique  que V. d o i t  
0 6 I 

v é r i f i e r  les  équat ions su i van tes  s u r  l ' i n t e r f a c e  : 

En remplaçant V 2  e t  V 3  p a r  l eu rs  expressions, dans l ' é q u a t i o n  (3.17.1, 

on o b t i e n t  : 



A f i n  d ' é v i t e r  t o u t e  con fus ion  dans l a  s u i t e  de l a  démonstration, on no te ra  

r1 e t  0 '  l es  coordonnées d 'un p o i n t  couran t  du système (r,e,$), mais se 

t r o u v a n t  su r  l ' i n t e r f a c e  a i r - s o l .  

Pour se ramener à un même systeme de coordonnées, nous u t i  1 isons les  

théorèmes d ' a d d i t i o n  su ivan ts ,  va lab les  pour R>R (45 )  . 

Lmn e t  Mmn son t  des f o n c t i o n s  de "passage" dépendant uniquement de l a  

d i s t ance  p, e n t r e  les  cen t res  de coordonnées. 

De p l  us, grâce aux p r o p r i é t é s  dlorthogona 1 i t é  des polynomes de Legendre, 

on a f ina lement  : 

De même, en remplaçant V 2  e t  V 3  p a r  l eu rs  va leurs  dans l a  deuxième équat ion  

aux l i m i t e s  (3.18.1, l e  c o e f f i c i e n t  En s 'expr ime en f o n c t i o n  de cn e t  dn 

p a r  l a  r e l a t i o n  : 

En éga len t  l e s  deux express ions de En : (3.22.) e t  (3.23.) e t  à l ' a i d e  de 

l ' é q u a t i o n  (3.8.) r e l i a n t  cn  e t  d,, on a b o u t i t  f i na lemen t  à : 



avec : 

Les c o e f f i c i e n t s  pm e t  sn é t a n t  t o u j o u r s  donnés par  l a  r e l a t i o n  (3.9.). 

Les va leurs  de d, peuvent ê t r e  déterminées à p a r t i r  de ce système i n f i n i  

d 'éauat ions. Malheureusement, pour un i n t e r f a c e  plan, l es  s é r i e s  convergent 

excessivement lentement.  A f i n  d'augmenter l a  r a p i d i t é  de convergence, 

nous a l l o n s  s u i v r e  une méthode proposée p a r  DIJakonov (44)  dans un a r t i c l e  

t r a i t a n t  de l ' i n f l u e n c e  d'une i n c l u s i o n  sphér ique dans l e  so l  s u r  l a  

r é p a r t i t i o n  du champ é lect romagnét ique c r é é  pa r  un d i pô le .  Nous avons 

j ugé  u t i l e  de d é t a i l  l e r  l a  démonstration, l ' a r t i c l e  de D ' J a k ~ ~ ~ c o m p o r t a n t  

des impréc is ions  e t  quelques e r r e u r s  de c a l c u l .  

I I  f a u t  d 'abord f a i r e  a p p a r a i t r e  l e  c o e f f i c i e n t  don que 

l ' o n  o b t i e n d r a i t  s i  l 'antenne é t a i t  p lacée dans un m i l i e u  i n f i n i ,  donc 

en I 'absence de 1 ' i n t e r f a c e  a i  r - so l  . O r  on remarque que l e  terme qn e s t  

a s s i m i l a b l e  à un c o e f f i c i e n t  de r é f l e x i o n  du m i l i e u  2 su r  l e  m i l i e u  3  

et ,  en p a r t i c u l i e r  qn=O s i  les  deux m i l i e u x  son t  iden t iques .  

De p lus,  l e  terme du membre de d r o i t e  de l ' é q u a t i o n  (3.24.) peut  se m e t t r e  

sous l a  forme : 

S i  Vo(a )  e s t  l a  t e n s i o n  t r ansve rse  en l 'absence de l ' i n t e r f a c e  a i r - s o l ,  

on o b t i e n t  d 'après  l ' é q u a t i o n  (3.24.1, en supposant les  m i l i e u x  2  e t  

3  iden t iques  : 

Le terme smX e s t  en e f f e t  i ndépendant des c a r a c t é r i  s t  i ques du m i  l  i e u  3. 



Le c o e f f i c i e n t  dom e s t  donn6 p a r  l a  t h é o r i e  c l a s s i q u e  des antennes 

h icon iques  : 

V,(a) Zn+ 1 1 
Orn  = - 6 n  a n ( n + l )  ( k2a) 

Hn(k2a) [:: 
où 6, = O s i  n  e s t  p a i r  e t  6,=1 pour n impa i r .  

En combinant l es  équa t ions  (3.26.) e t  (3.28.1, on peu t  poser : 

avec : dg = do . V(a) /Vo(a )  m m (3.31.) 

Le c o e f f i c i e n t  dô a  donc lamême forme que c e l l e  que l ' o n  o b t i e n d r a i t  
m 

s i  I 'antenne é t a i t  p lacée  au s e i n  d 'un m i l i e u  i n f i n i .  Cependant l a  v a l e u r  

e l  le-même e s t  d i f f é r e n t e  puisque V(a)  e s t  l a  t e n s i o n  t r ansve rse  en 

présence de l ' i n t e r f a c e  a i r - s o l .  

En m u l t i p l i a n t  membre à membre (3.24.) pa r  jn(k2R)Pn(cosB1) 

e t  en sommant s u r  t o u t e s  l es  v a l e u r s  de n, on o b t i e n t ,  en t enan t  compte 

de l ' é q u a t i o n  (3.30.) e t  des théorèmes d ' add i t i ons ,  une nouve l l e  r e l a t i o n  

que d o i t  v é r i f i e r  dm : 

III.2.3. Cas particuZier ..................... d ' m e  an.tenne&acc?e ........................... directement au sein d'un 

demi-mi Zieu 

S i  l ' an tenne  e s t  s i t u é e  d i rec tement  dans un demi-mi l ieu : 

l ' a i r  ou l e  so l ,  l es  c o e f f i c i e n t s  cn e t  dn ne peuvent ê t r e  obtenus 

simplement à p a r t i r  des équa t ions  précédentes. En e f f e t ,  s i  on f a i t  0,=02 

e t  E ,  = E~ dans ces formules,  on a b o u t i t  à une forme indéterminée.  

I I  f a u t  donc é c r i r e  d i rec tement  l es  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  su r  l es  d i f f é r e n t s  
X 

i n t e r f a c e s .  On o b t i e n t  t o u t  d 'abord : dn = do . n  



Ce c o e f f i c i e n t  n 'es t  d i f f é r e n t  de zéro que pour les  va leurs  impaires de n. 

Cependant, l e  manque de symétr ie  autour  de 1 'antenne appara i t ra  grâce 

aux c o e f f i c i e n t s  cn où l ' i n d i c e  n  pourra prendre tou tes  les  valeurs 

e n t  i ères. 

La cond i t i ons  aux l i m i t e s  (3.2.2.) sur l ' i n t e r f a c e  a i r - s o l  mène à l a  

r e l a t i o n  suivante : 

Comme précédemment, en m u l t i p l i a n t  membre à membre par  jn(k2R)Pn(cosRl) 

en sommant pa r  rapport  à n  e t  en u t i  1 i san t  l es  p rop r ié tés  d 'add i t ion ,  on a : 

Dans c e t t e  formule, Ln(r,O) e s t  t o u j o u r s  donné par  l a  r e l a t i o n  (3.33.). 

A f i n  de pouvo i r  u t i l i s e r  les p r o p r i é t é s  d 'o r thogona l i t é  

des polynômes de Legendre, nous a l l o n s  rechercher une forme i n t é g r a l e  

p a r t i c u l i è r e  de la  f o n c t i o n  Ln(r,O>. 

III. 3. Expression intégraZs de la fonction L (r, 8) 

Tout d'abord, on peut remarquer q u ' i l  e s t  p lus  in té ressant  

de met t re  L,(r,B sous l a  forme suivante : 

jn(kzR) 
avec 4(n) = 77 TpqG) 

En e f f e t ,  l a  s é r i e  (3.36.) ne d i f f é r e  de l a  s é r i e  exprimant hm(k2r1)Pm(cosef)  

que par l e  f ac teu r  @(n ) .  On rappel l e  que r1 e t  0 '  ca rac té r i sen t  un 

p o i n t  de l ' i n t e r f a c e  a i r - s o l .  

Pour t r o u v e r  une forme i n t é g r a  l e  de Lm(r,8 1, nous a  l  Ions p a r t i r  de l a  

représenta t ion  i ntégra l e  de hm( k Z r 1  )Pm(cosO' 1. Ce 1 le-c i  e s t  donnée 

pa r  Yasuo Sato (46)  (p.19.éq.6.11.). Dfapr&s c e t t e  formule : 



avec : = ~ ~ s i ' n 0  = r l s i  n0 ' e t  u2 = h 2 + y $  

De plus,  l a  l i m i t e  de l a  quan t i  t é  @ n  quand l e  rayon Ro* peut  ê t r e  

ca l cu lée  grâce à une r e p r é s e n t a t i o n  asymptot ique de Debye pour l es  f o n c t i o n s  

de Bessel e t  de Hankel d'argument complexe (47 )  on o b t i e n t  : 

S i  l ' i n d i c e  n  de sommation de l ' é q u a t i o n  (3.36.) e s t  r e l i é  à un nouvel i n d i c e  

A pa r  l a  r e l a t i o n  n   AR^, l es  é c a r t s  e n t r e  deux va leu rs  successives de x 
se ron t  t e l  l es  que AX = 1 /Ro. Comme Ro* , on pour ra  assimi l e r  X à une 

v a r i a b l e  con t inue  e n t r e  O e t  l ' i n f i n i .  Par conséquent, c m p t e  tenu des 

équat ions (3.38.) e t  (3.43.1, l a  s é r i e  (3.36.) d é f i n i s s a n t  Lm(r,O) peu t  

ê t r e  ass im i l ée  à l ' i n t é g r a l e  su i van te  : 

j n  (k2R) -(Ro-R)u2 
= e  

l 
! 

j n (k2Ro)  

I 
O r  quand M , R o - R - t  h -  z (c f . f i g .111 .2 . )  1 

O' 

"--i----- 

En e f f e t ,  on peu t  mont re r  ( ~ ' ~ a k o n o v ( ~ ~ ) )  que l es  s é r i e s  v é r i f i e n t  l es  

L1expr6ssion de $n d e v i e n t  donc : 

v 

c o n d i t i o n s  nécessai res pour  pouvoi r i nve rse r  l es  o rd res  de sommation e t  

h .  
I (2 )  

pour passer à l a  l i m i t e  d 'une s é r i e  à une i n t é g r a l e .  

U z 
NOUS a l  l  ons mai n tenant  expr imer  l  e  terme e  J  ( X P  

2 
-u h+u2z y  'U 2  I (3) 

3 - Y 3 U 2  (3.43.) $n = e  2 
Y *  u3 + Y 3 2 ~ 2  z 3 

f i g . l I 1 . 2 .  

i n t e r venan t  dans l ' i n t é g r a n t  en une s é r i e  de polynômes de Legendre. Ceci 



nous permet t ra  d ' u t i l i s e r  l es  p r o p r i é t é s  d ' o r t h o g o n a l i t é  de ces polynômes quand 

nous remp lacerons Lm( r ,0 par  sa nouvel l e  express ion  dans I ' équa t i on  de 

d é f i n i t i o n  (3.32.) des c o e f f i c i e n t s  dm. 

On montre dans 11annexe.3., en s u i v a n t  une méthode proposée pa r  Negi (48 

que : 

U z 
Pour pouvo i r  comparer e J . ( l p )  à l a  q u a n t i t é  c i -dessus, i l  f a u t  f a i r e  l e  

changement de v a r i a b l e  A =  j k 2 s h t  dans I ' i n t é g r a l e  de d é f i n i t i o n  de 

Lm(r,O) (éq.3.44.) : 

... Pm(ch t )  s h t  d t  (3.46.) 

En remarquant que z = r cos0 , les  équa t ions  (3.45.) e t  (3.46.) mènent 

à : 

I I  s u f f i t  ma in tenan t  de remplacer Lm(r,8) pa r  c e t t e  expression, dans les  

équa t ions  que d o i v e n t  v é r i  f i e r  l e s  c o e f f i c i e n t s .  

RaZations permettant de calcuZer Zes coef f ic ients  c e t  d n----n- 

III.4.1. Cas où Zes t ro i s  milieux: sont d i f férents  ------- 

La r e l a t i o n  de d é f i n i i i o n  des c o e f f i c i e n t s  d,, e s t  donnée 

par  (3.32.). En remplaçant  Lm(r,O) par  sa v a l e u r  dans c e t t e  express ion,  

on o b t i e n t  : 



... P ( c h t )  P,,,(cht) s h t  d t  
V 

(3 .48.)  

En u t i l i s a n t  les  p r o p r i é t é s  d ' o r t h o g o n a l i t é  des polynômes de Legendre, on 

a b o u t i t  f i na l emen t  à l a  r e l a t i o n  su i van te  : 

On r a p p e l l e  que l e  c o e f f i c i e n t  cn a i n s i  que l e  terme pn son t  d é f i n i s  par l es  

r e l a t i o n s  (3.8.)  à (3.12.). 

Le système l i n é a i r e  d 'équa t ions  donné par  (3.49.) peut  ê t r e  

r é s o l u  par  une méthode d 'approx imat ions  successives.  Une approche i t é r a t i v e  

e s t  donnée p a r  Schelkunof f  ( 35 )  e t  e l  l e  e s t  t e l  l e  qu'à chaque étape d  'appro- 

x imat ions ,  t o u s  les  modes s o n t  p r i s  en cons idé ra t i on .  En e f f e t ,  l a  s é r i e  

(3.49.) peu t  se me t t r e  sous l a  forme : 

- .v+n Posons : Xm - P,J ( 2n+ l  )Bvn 

D'après l ' é q u a t i o n  (3.50.) on o b t i e n t  : 

n  
dn[ l - ( -1)  pn(2n+l)Bnn] = d!n + C 

dvXnu 
v f n  

La première approx imat ion  c o n s i s t e  à n é g l i g e r  l ' i n f l u e n c e  de l a  s é r i e  : 



La so l  u t i o n  complète e s t  a l o r s  donnée par  : 

La r e l a t i o n  de récur rence  é t a n t  d é f i n i e  de l a  façon su i van te  : 

La s é r i e  (3 .52.)  converge rapidement ca r  on peu t  v é r i f i e r  que l a  m a t r i c e  

formée des éléments X e s t  à d iagonale p r i n c i p a l e  dominante. 
nv 

De p lus ,  s i  I 'antenne e s t  s i t u é e  près de l ' i n t e r f a c e  a i r - s o l ,  

( IY2h l  4 1 )  e t  pour l a  forme p a r t i c u l  i è r e  de I  ' i n t é g r a n t  de Bn,, l es  

d i f f é r e n t e s  méthodes de c a l c u l  approché d ' i n t é g r a l e s  (méthode du co l ,  phase 

s t a t i o n n a i r e  ... ne peuvent pas ê t r e  appl iquées.  I I  f a u t  par  conséquent 

a v o i r r e c o u r s à u n e r é s o l u t i o n  numérique. 

III. 4.2. Antenneplacee directement dans un demi-milieu (49 )  ------- ................................... 

S i  l ' an tenne  e s t  s i t u é e  dans l ' a i r  ou d i rectement  dans 

l e  so l ,  sans d i é l e c t r i q u e  au tour  de I 'antenne, nous avons vu précédemment 

(§,111.2.3.) q u ' i l  f a l l a i t  é c r i r e  les  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  dans c e t t e  

c o n f i g u r a t i o n  p a r t i c u l i è r e .  Les deux r e l a t i o n s  d é f i n i s s a n t  cn e t  dn 

é t a i e n t  : 

En remplaçant Lm(r,O) pa r  sa v a l e u r  (3 .47 . )  dans l ' é q u a t i o n  précédente, 

e t  grâce aux p r o p r i  é tés  d l  orthogona l  i t é  desPo l  ynômes de Legendre, 



on a b o u t i t  à : 

où l ' i n t é g r a l e  Bnv e s t  t o u j o u r s  d é f i n i e  par  l ' e xp ress ion  (3.49.). 1 1  e s t  

cependant poss ib l e  de c a l c u l e r  analy t iquement  8  s i  l 'antenne e s t  p lacée  
n  v 

dans l ' a i r  au-dessus d'un m i l i e u  pa r fa i t emen t  conducteur. 

III. 4 . 3 .  Antenne biconique placée dans 2 ' a i r  au-dessus d 'un milieu --------- -- ................................... 
par  fui  ternent conducteur --------------- 

Dans ce cas p a r t i c u  1 i e r ,  1 'express i on  de Bm, se s imp l i f  i e  

e t  d e v i e n t  : 

Nous avons de p l u s  l a  r e l a t i o n  su i van te  
(50) . 

où v 1  e s t  l e  p l u s  p e t i t  des deux nombres n  e t  v e t  A e s t  un c o e f f i c i e n t  

q u i  e s t  seulement une f o n c t i o n  des i nd i ces  : 

avec : 
(2k-1) ! ! 

ak = k ! ( 3 . 6 2 . )  avec n ! !  = n . ( n -2 ) (n -4Un- i l  t a n t  que n - i  > O 

La nouve l l e  forme de l ' e xp ress ion  (3.58.) de cn  e s t  : 



En t e n a n t  compte de l a  r e p r é s e n t a t i o n  i n t é g r a l e  de l a  f o n c t i o n  de Hankel : 

l a  forme s i m p l i f i é e  d é f i n i s s a n t  l e  c o e f f i c i e n t  cm e s t  : 

Nous donnons quelques a p p l i c a t i o n s  numériques a f i n  de m e t t r e  en évidence 

l ' i n f l u e n c e  de l ' i n t e r f a c e  a i r - s o l  s u r  l ' impédance d ' en t rée  e t  s u r  l a  

r é p a r t i t i o n  du cou ran t  l e  long de I 'antenne.  

I I I .  5. RésuZtats nwnériaues 

Nous avons vu précédemment que l 'antenne p o u v a i t  ê t r e  

c a r a c t é r i s é e  du p o i n t  de vue impédance, par  son impédance i nve rse  de 

rayonnement Z ou p a r  son impédance d ' en t rée  Z . Le terme Z p résen te  
V 6? v 

I  'avantage d  ' ê t r e  i ndépendant de I  ' impédance c a r a c t é r  i s t  i que K, c  ' est-à-d i r e  

de l ' a n g l e  d ' ouve r t u re  0 0  de I ' an tenne  b icon ique .  Cependant, dans l es  

app l i ca t i o r snumér i ques  su ivantes,  nous t r ace rons  également les  courbes de 

v a r i a t i o n  de I l  impédance d 'en t rée  a f i n  de v o i r  l es  changements éven tue ls  

de longueur de résonance e t  de r é s i s t a n c e  d 'ent rée,  grandeurs d i rec tement  

access ib les  à l a  mesure. 

I I I .  5.1. Variation des impédances Z e t  Z 
R - ----- v- 

,Nous cons idérons t o u t  d 'abord l e  cas d 'une antenne 
- 3 e n t e r r é e  dans un m i l i e u  ayant  les  c a r a c t é r i s t i q u e s  su ivan tes  : u2=10 mho/m 

e t  cr2=3, mais entourée d'un d i é l e c t r i q u e  à f a i b l e s  pe r t es  ayant  une 
- 4 

c o n d u c t i v i t é  o,=10 mho/m e t  une p e r m i t t i v i t é  cr1=5. 

Sur  l a  f i g u r e . l l l . 3 .  nous avons représen té  l a  v a r i a t i o n  

de l ' impédance i nve rse  de rayonnement Z en f o n c t i o n  de l a  longueur de v 
I 'antenne.  La fréquence d 'émiss ion e s t  de 50MHz e t  Z a  é t é  c a l c u l é  pour 

v 



1 m i l i e u  i n f i n i  (h-1 

2 . - . - . -  h = 2m 

3 - - - - - - - - h = l m  



pour  d i f f h r e n t e s  profondeurs de l 'antenne. Pour o b t e n i r  une p r é c i s i o n  de 

I ' o r d r e  de quelques %, i 1 e s t  nécessai re  de pousser I ' i n d i c e  de sommation 

n  i n te r venan t  dans l e  c a l c u l  de I ' admi t tance  t e r m i n a l e  e t  de Zy (éq.3.5.) 

jusqu 'à  l a  v a l e u r  n=15. De plus, l a  r é s o l u t i o n  de l ' équa t i on  (3 .49 . )  nécess i te  

dans ce cas 8 i t é r a t i o n s  pour  o b t e n i r  l a  v a l e u r  c o r r e c t e  de dn. 

La f i g u r e . l l l . 4 .  montre l a  v a r i a t i o n  de I ' impédance d 'en t rée  

pour  l a  même c o n f i g u r a t i o n  .L1ang l e  du cône de I 'antenne 8oeç t  égal  

à env i r on  1,5°, ce qu i  correspond à une impédance c a r a c t é r i s t i q u e  K de 

l 'antenne dans l ' a i r ,  de 7500. Les courbes 1 e t  2 o n t  é t é  t racées  pour une 

antenne placée dans une capsule sphér ique à une profondeur  h- e t  h*lm 

On remarque que l a  v a r i a t i o n  de c e t t e  profondeur  a  une e f f e t  nég l i geab le  

s u r  l a  réactance d 'en t rée .  Des a p p l i c a t i o n s  numériques f a i t e s  avec d ' au t res  

va leu rs  de fréquence e t  de constantes é l e c t r i q u e s  des m i l i e u x  o n t  donné 

l e  même r é s u l t a t .  

Sur c e t t e  f i g u r e ,  l e s  courbes A e t  6 représen ten t  l a  

v a r i a t i o n  de l a  r é s i s t a n c e  d 'en t rée  en supposant que l 'antenne e s t  p lacée  

d i rec tement  au s e i n  du m i l i e u  conducteur. On remarque que ces courbes o n t  

l a  même forme que les précédentes e t  q u ' e l l e s  ne d i f f è r e n t  que pa r  l a  

v a l e u r  de R e 8  pour  une longueur d'antenne donnée. On v o i t  de p l us  que l a  

r és i s tance  d ' en t rée  e s t  a f f e c t é e  sensiblement pa r  l a  présence de I ' i n t e r f a c e  

a i r - s o l .  

Sur l a  f i g ~ r e . l l l . 5 . ~  nous supposons que I 'antenne e s t  

s i t u é e  dans l ' a i r  au-dessous d'un s o l  homogène e t  nous avons représen té  

l a  v a r i a t i o n  de l ' impédance d 'en t rée  en f o n c t i o n  de l a  hauteur  au-dessus 

du so l ,  exprimée en longueur d'onde, e t  pour une fréquence d 'émiss ion de 

100 MHz. Le s o l  e s t  c a r a c t é r i s é  pa r  ses constantes é l e c t r i q u e s  02=10-2mho/m 

e t  ~ , ~ = 1 0 .  

Les l i g n e s  h o r i z o n t a l e s  de l a  f i g u r e . l l l . 5 .  cor respondent  

aux va leurs  de l a  r é s i s t a n c e  e t  de l a  réactance d 'en t rée  pour une antenne 

b icon ique  mince dans l 'espace l i b r e .  

D'après ces courbes, nous voyons donc que l a  v a r i a t i o n  

de I ' impédance d ' en t rée  e s t  sensi  b  le, même s  i I 'antenne e s t  s  i tuée  à une 

d i s tance  d'une longueur d'onde de I ' i n t e r f a c e  a i r - s o l  (51 1 









IïI.5.2. f?e?rtition ------------- du courant 

La f i g u r e . l l l . 6 .  montre l a  d i s t r i b u t i o n  du couran t  l e  long 

d'une antenne demi-onde au-dessus du sol .Les l i gnes  con t inues  se rappor tent  

à l a  p a r t i e  imag ina i re  du couran t  e t  l es  l i gnes  e n ' p o i r i i t i l l é s à  l a  p a r t i e  

r é e l l e .  La courbe.1. e s t  t r a c é e  en supposant que l ' a i r  e s t  un m i l i e u  i n f i n i  

(h*). Pour l es  courbes 2  e t  3, l a  hauteur  du c e n t r e  de l ' an tenne  e s t  

respect ivement  égale à l m  e t  1,25m. L 'ampl i tude du couran t  e s t  normal isée 

à une t e n s i o n  d 'en t rée  de 1 V o l t .  On remarque que c e t t e  ampl i tude e s t  

a f f e c t é e  par  l a  présence du so l  cons idéré  comme un m i l i e u  impar fa i tement  

conducteur  (52) 

III. 5.3. ConcZusion 

En é c r i v a n t  l es  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  s u r  les  d i f f é r e n t s  

m i l i e u x ,  l a  s o l u t i o n  du problème a  é t é  obtenue sous l a  forme de s é r i e s  mais 

qu i  convergent suff isamment rapidement pour un c a l c u l  numérique. Nous 

avons montré s u r  des exemples que l ' e f f e t  de l ' i n t e r f a c e  a i r - s o l  s u r  l a  

v a l e u r  de l a  r é s i s t a n c e  d ' en t rée  n ' e s t  pas nég l i geab le  même s i  l a  d i s t ance  

e n t r e  l ' an tenne  b icon ique  e t  I ' i n t e r f a c e  e s t  de l ' o r d r e  de grandeur de l a  

longueur d'onde. De même, l ' amp l i t ude  du couran t  e s t  a f f e c t é e  pa r  l a  

présence de c e t  i n t e r f a c e .  Cependant, comme dans l e  cas des antennes 

c y l  ind r iques(53) ,  l a  d i ssymé t r i e  su r  l a  r é p a r t i t i o n  du courant,  qu i  

correspond à l ' e f f e t  de p rox im i t é ,  e s t  seulement observable s i  l 'antenne 

e s t  s i t u é e  t r è s  près de I ' i n t e r f a c e .  

Connaissant l a  r é p a r t i t i o n  du couran t  l e  long de l 'antenne, 

nous a l l o n s  pouvo i r  dé te rminer  son diagramme de rayonnement. Nous étud ions 

donc dans l e  c h a p i t r e  s u i v a n t  l e  rayonnement en haute fréquence d 'un 

d i p ô l e  p l acé  dans un demi-mi l ieu e t  nous généra l i se rons  au cas d'une 

antenne résonnante,assimiIée à une s u i t e  de p e t i t s  d i pô les .  



C H A P I T R E .  I V .  

RAYONNEMENT E N  HAUTE FREQUENCE D'UNE ANTENNE 

VERTICALE SITUEE PRES DE L'INTERFACE AIR-SOL. 



RAYONNEMENT EN HAUTE FREQlJENCE D'TJNEJ ANTENNE VERTICALE S ITUEE PRES DE 

L 'INTERFACE AIR-SOL 

La p l u p a r t  des études su r  l e  rayonnement du d i p ô l e  e n t e r r é  

supposent que l e  couran t  de déplacement dans l e  so l  e s t  nég l i geab le  v is-à-  

v i s  du couran t  de conduct ion ( W E  << a ) .  En e f f e t ,  l es  au teurs  env isagent  

souvent une l i a i s o n  é lect romagnét ique e n t r e  terminaux s o u t e r r a i n s  dans 

des m i l i e u x  re l a t i vemen t  bons conducteurs.  Dans ce cas, l es  f réquences 

optimum se s i t u e n t  dans l a  gamme V.L.F. ( 5 4 )  e t  I  'hypothèse précédente 

e s t  p le inement  j u s t i f i é e .  

(56) Cependant, c e r t a i  ns au teurs  :  ai t ( 5 5 ) ,  Staiman , 
~ a m i r ' ~ ~ ) ,  B iggs  e t  S ~ a m ( ~ ~ ) ,  o n t  abordé l e  cas où o e s t  de I  ' o r d r e  de 

grandeur de ween é t u d i a n t  l e  rayonnement du d i p ô l e  H.F. p rès  de l ' i n t e r f a c e  

a f i n  notamment de t r o u v e r  un ang le  optimum d ' i n c l i n a i s o n  de l 'antenne 

en te r rée  pour  e x c i t e r  l e  mieux p o s s i b l e  l 'onde de sur face  (ou onde 

l a t é r a l  e l .  

Dans ce chapitre,nous a l l o n s  t o u t  d'abord chercher  l es  

expressions permet tan t  de c a l c u l e r  l e  rayonnement dans t o u t  l 'espace 

d'un d i p ô l e  é l e c t r i q u e  v e r t i c a l  p l acé  dans l e  so l  ou dans l ' a i r .  Pour 

ce la ,  après a v o i r  rappelé l e  p r i n c i p e  de c a l c u l  du p o t e n t i e l  de Her tz ,  

nous donnerons les  r é s u l t a t s  obtenus pa r  Banos ) e t  développés par  

Fonta i  ne''') concernant l e  champ rayonné p rès  de I  ' i n t e r f a c e .  En u t i  l i s a n t  

l e  mode de p résen ta t i on  de Banos, nous déterminerons e n s u i t e  l ' amp l i t ude  

des champs rayonnés dans t o u t  l 'espace.  Nous i n s i s t e r o n s  p l u s  p a r t i c u l i è -  

rement su r  l a  déformat ion des c o n t o u ~ r s ,  d ' i n t é g r a t i o n  de l a  f o n c t i o n  

dans l e  p l a n  complexe lorsque w~ = a  . Les expressions asymptot iques 

que nous a l l o n s  o b t e n i r  comportant des termes en puissances successives 

de n, l a  convergence sera d ' a u t a n t  p l u s  rap ide  que n sera grand devant 1,  

c ' e s t - à - d i r e  en haute fréquence, s i  l a  p e r m i t t i v i t é  r e l a t i v e  E~ du so l  

e s t  impor tante.  



En f i n ,  nous donnerons des a p p l i c a t i o n s  numériques en t r a ç a n t  

des diagrammes de rayonnement d 'antenne aér ienne ou en te r rée ,  l a  r é p a r t i -  

t i o n  du cou ran t  ayant é t é  déterminée au c h a p î t r e  précédent.  

IV. 1. Expression du potentiel de Hertz pour un D. E. V .  

Le s o l  e s t  a s s i m i l é  à un demi-mi l ieu conducteur  e t  homogène 

surmonté d 'un  d i é l e c t r i q u e  : l 'atmosphère. Ces deux m i l i e u x  son t  

repérés  par  l eu r s  i n d i c e s  r e s p e c t i f s  ( 1 )  e t  ( 2 ) .  La p o s i t i o n  d 'un p o i n t  

e s t  donnée en coordonnées c y l i n d r i q u e s  par  ses coordonnées (r ,$,z) .  

E t a n t  donné l a  symé t r i e  de r é v o l u t i o n  au tou r  de l ' an tenne  v e r t i c a l e ,  

l e  p o t e n t i e l  de Her tz  ne possède qu'une seu le  composante nZ. Dans les  m i l i e u x  

1 e t  2, c e l l e - c i  peut  ê t r e  c a l c u l é e  à p a r t i r  de l ' i n t é g r a l e  c l a s s i q u e  de 

Sommerfeld V i  d é f i n i e  p a r  : 

Comme nous nous in té ressons  uniquement aux composantes du champ dans l ' a i r ,  

l ' i n d i c e  i pou r ra  prendre les  v a l e u r s  1 e t  2 s u i v a n t  que l e  d i p ô l e  e s t  

p l a c é  respect ivement,  s o i t  dans l e  so l ,  s o i t  dans l ' a i r .  



La d6terir i i  nat ic in des r a d i c a i ~ x  p s t  tel I c ~  q i i ~  I 'on a i  t : 

R { u  ] d rq i gnan t  l a  p a r t i e  r k r l  l e  de IJ,. On dhs iqnaro da m j m r  par I,{IJ,} 
P 1 

l a  p a r t i e  imaq ina i r e  de ul. 

h e t  z rep rhsen ten t  r e s p e c t i  vemerit l a  h a l ~ t e l ~ r  de 1 ' P r n ~ t t ~ u r  ~t r e  I I P  ~ I J  

r e cep teu r  e t  on pose h p o s i t i f .  

Les composantes du champ é lect romagnet ique dans I ' a i r  peuvent ? t r r  d h t r r m i n 6 ~ i  

à p a r t i r  de V i  g râce aux r e l a t i o n s  su ivan tes  : 

D.E.V. dans l e  sol 
O 

- -  a 
E Z  = 

.jwpu0 { ( 2 - Y 2 2 ) v , l  
4iT 

2  
a z 

PY2 a v l  
- - -  avec P = I L  

H4 - 4~ ar 

D.E.V. dans I ' a i r  

- 

Dans ces formules : 
- ~ 2 ~ 1  e 7 ~ ~ 2  

- e 
- 

4 . 1 1 .  G2 = 
1 R2 

RI e t  R2 é t a n t  l es  d i  stances représentées su r  l a  f i g u r e .  I V .  1 .  



Le c a l c u l  approché de I ' i n t é g r a l e  de Sommerfeld V i  se f a i t  

p a r  l a  méthode d ' i n t é g r a t i o n  d i t e  du " co l "  e t  développée dans l e  l i v r e  de 

Ba nos ( " ) .  NOUS en rappe l i ons  l e s  p o i n t s  e s s e n t i e l s .  

Le domaine i n i t i a l  d ' i n t é g r a t i o n  e s t  l ' a xe  r é e l  du p l an  des A 

d é f i  n i  pa r  X = ~ + j ~ ,  e i  amputé de I ' o r i g i  ne par  un demi-cerc le  de rayon i n f  i r i i  - 

ment p e t i t  de manière à é v i t e r  l e  p o i n t  de branchement logar i thmique  

i n t r o d u i t  pa r  l a  f o n c t i o n  de Hankel. 

L' i n t é g r a  l e  i n i t i a  Ie,déf i n i e  entre-m e t  +m, e s t  t ransformée 

en une i n t é g r a l e  de con tour  a f i n  de l a  c a l c u l e r  pa r  l a  méthode des 

rés i dus .  Le con tour  d ' i n t é g r a t i o n  passe dans l e  demi-plan i n f é r i e u r  des A ,  

ce  qu i  impose l e  cho i x  de l a  f o n c t i o n  de Hankel d ' o rd re  2 dans l ' e xp ress i on  

(4.1.) du p o t e n t i e l  de Her tz .  

La f o n c t i o n  2 i n t é g r e r  p résen te  des p o i n t s  de branchement 

d é f i n i s  pa r  u,=0 e t  u =O donc, dans l e  demi-plan i n f é r i e u r ,  pour les  2 
v a l e u r s  de X su ivan tes  : 

Pour rendre  l a  f o n c t i o n  à inttGgreruniforme dans t o u t  l e  p l a n  de l a  

v a r i a b l e  complexe A, nous devons déformer l e  con tour  d ' i n t é g r a t i o n  a f i n  

d ' é v i t e r  l es  branches de coupure issues de ces p o i n t s  de branchement. 

Le c h o i x  de ces coupures e s t  t o u t  à f a i t  a r b i t r a i r e  t a n t  que l ' o n  

r espec te  l a  c o n d i t i o n  Re(u1 e t  u2) > O a f i n  d 'assure r  l a  convergence de 

l ' i n t é g r a l e  ( f  ig.4.2.) .  

h 

des h 

f i g .  lV.2. 



Les deux coupures A =  - j y ,  e t  A=- jy2 dé te rminen t  une su r f ace  dr, 

Riemann à 4 f e u i l l e t s  dans chacun desquels l a  f o n c t i o n  à i n t é g r e r  r e s t e  

un i forme.  A chaque f o i s  que l e  con tour  d ' i n t é g r a t i o n  t r a v e r s e  une branche 

de coupure, i l  y a  changement de dé te rm ina t i on  de l a  f o n c t i o n  m i i l t i f o rme  

correspondante e t ,  par  conséquent, l e  con tour  d  ' i n t é g r a t  i on saui  c d ' un 

f e u i l l e t  s u r  un au t re .  

Pour pouvo i r  a p p l i q u e r  l e  théorème des rés idus ,  i l  f a u t  pouvo i r  

re fe rmer  l e  con tour  su r  lui-même, e t  de p lus,  ce con tour  d o i t  t o u j o u r s  

p a r c o u r i r  en t iè rement  chacun des f e u i l l e t s  su r  leque l  i l  passe. Nous 

avons ind iqué  dans l e  t a b l e a u  ci-dessous l es  d i f f é r e n t s  f e u i l l e t s  de I d  

su r f ace  de Riemann s u i v a n t  les  dé te rm ina t i ons  de ul e t  u2. 

L ' i n t é g r a t i o n  d o i t  se  f a i r e  dans l e  premier  f e u i l l e t  de 

Riemann a f i n  d 'assure r  l a  convergence de l ' i n t é g r a l e .  Sur ce  f e u i l l e t ,  

l a  f o n c t i o n  à i n t é g r e r  ne p résen te  pas de pô les.  Le dénominateur de l a  

f o n c t i o n  V I  d é f i n i e  par  : 

s 'annu le  en e f f e t  uniquement dans les  f e u i l l e t s  I I  e t  I I I  pour les valeur- .  
+ 

de d é f i n i e s  par  X = - yo.  

Déterm i n a t i o n  
de u2 

+ - 

+ 

+ 

- 
- 

Feui l  l e t s  de l a  
su r f ace  de Riemann 

I  

I I  

1 1 1 

I v 

avec : 2  2  2  
2  - y0 - - Y 1 Y 2  - - Y2 - P 

Y2 
2  2  2  

avec n  = - 

Y1 +Y2 1 +n Y~ 

Détermi n a t i o n  
de u1 

+ - 

+ 

- 

+ 
- 

L ' i n t é g r a l e  1 ,  dont  l e  domaine d ' i n t é g r a t i o n  i n i t i a l  e s t  l ' a x e  r 6 e l  d u  plr :n  

des X se décompose donc en deux i n t é g r a l e s  l e  long des chemins C l  e t  C2. 



L ' a p p l i c a t i o n  du théorème des r é s i d u s  donne a l o r s  : 

L ' i n t é g r a t i o n  l e  long de ces con tours  par  l a  méthode du c o l  cond i i i t  à 

l ' o b t e n t i o n  de développements asymptot iques rep résen tan t  les  i n t é g r ù l e s  

é tud  i ées . 
Nous r a p p e l l o n s  l es  r é s u l t a t s  d é t a i l l é s  dans l a  thèse  de 

  ont ai ne''') lo rsque l e  pa i  n t  d ' obse rva t i on  e s t  p rès  de 1 ' i n t e r f a c e  a i  r - i c  l 

e t  qu i  r e s t e n t  v a l a b l e s  pour  UE=O . Nous d é t a i l l e r o n s  e n s u i t e  les  

con tours  d ' i n t é g r a t i o n  cor respondant  à une p o s i t i o n  quelconque,dans l ' a i r ,  

de ce p o i n t  d 'observa t ion .  Pour c e l a  nous reprenons l ' é t u d e  de Banos 
( 1 1 )  

sans f a i r e  l ' app rox ima t i on  0 >> UE. 

I V .  3. CaZcuZ du chanp près de Z 'interface 

L ' i n t é g r a l e  V i  se  décompose donc en l a  somme de deux i n t é g r a i .  

V .  e t  v i  ( 2 )  
I 

l e  long des con tou rs  d ' i n t é g r a t i o n  Cl e t  C2. 

Le développement asymptot ique 

r e l a t i o n  su i van te  : 
2  1/2 

3 -y2r -y la i ( l -n  
( 2 )  Z r 1  €3 V (a . ,b . , r )  = - 

l I 4  4 
(y1  -Y2 ) y 1  

Les c o e f f i c i e n t s  de développement é t a n t  : 

avec : 
2  

E~ = n-'[6+4n +(3a+gZ)n4 + . . .] 

de v ( ~ )  e s t  donné par  l a  



1-e rayon de converqence de l a  s é r i e  asymptot ique (4.16.) e s t  l i m i t é e  pa r  

l a  presence des pô les  p r&s  du con tour  d ' i n t é g r a t i o n .  L16tude d é t a i l l é e  
2 - 1 

de c e t t e  s h r i e  montre  que les  termes s u c c e s s i f s  déc ro i ssen t  en ( n  y 2 r )  . 
La formule (4.16.) ne pour ra  ê t r e  u t i l i s é e  que pour  des d i s t ances  émetteur-  

r écep teu r  r e l a t i v e m e n t  grandes puisque r d o i t  s a t i s f a i r e  l a  r e l a t i o n  : 
2 

I n  y2rl >> 1. 

Cependant, l e  domaine d ' a p p l i c a t i o n  du développement peu t  

ê t r e  étendu en a p p l i q u a n t  l a  techn ique  de s o u s t r a c t i o n  du pô le .  Dans 

ce  cas : 

où v(') e s t  l e  développement asymptot ique après s o u s t r a c t i o n  du p ô l e  

V ( P '  e s t  l a  c o n t r i b u t i o n  de ce pô le .  

On o b t i e n t  l e s  r é s u l t a t s  su i van t s  : 

( 2 )  ..... x {Ho (y0t-1 e j y r }  {e-x02/2 e r f c  ( j x o / A )  (4.23.) 

2 - 1  /2 .i/+ 
a v e c :  x 0 = - 2 ~ ~ r [ l - ( l + n  1 ] 

Le terme e r f c  dés igne l a  f o n c t i o n  d ' e r r e u r .  

De même : 

avec : 

Le comportement des premiers  termes montre  que ces s é r i e s  convergent  en 
- 1 

( Y 2 r )  ce qu i  cor respond à une augmentat ion impor tan te  du domaine 

d ' a p p l i c a t i o n  du développement asymptot ique. 



-a r 2 
La v a l e u r  de v ( ' )  é t a n t  p r o p o r t i o n n e l l e  à e  /r avec al = R ~ I ~ , )  l a  

c o n t r i b u t i o n  de l ' i n t é g r a l e  V l e  long du con tou r  C l  sera nég l igeab le  pa r  r a p p o r t  

à v ( ~ )  sauf pour des po i  n t s  d  'observa t ion  s i  t u é s  près de I 'antenne, mai s  

s a t i s f a i s a n t  quand même l a  ~ o n d i t i o n ( ~ ~ r 1  >> 1, e t  p lackau-dessus  d'un so l  

t r è s  peu conducteur. 

A t i t r e  d'exemple, nous donnons s u r  l a  f igure. lV.3. ,  l es  v a r i a t i o n s  de al 

en f o n c t i o n  de l a  f réquence pour  d i f f é r e n t e s  c o n d u c t i v i t é s  ol du so l  e t  

en supposant une p e r m i t t i v i t é  crl = 10. On a  vu précédemment (ch. l .1 que 

pour une va leu r  de al donnée, l e  c o e f f i c i e n t  d ' a f f a i b l i s s e m e n t  tend, en 
- 1  

haute fréquence, v e r s  Lc , Lc é t a n t  l a  longueur c a r a c t é r i s t i q u e  du m i  l i e u  

d é f i n i e  p a r  : 

Pour des c o n d u c t i v i t é s  moyennes de t e r r a i n  e t  pour  les  fréquences qu i  nous 

i n té ressen t  (f>lMHz), on dédu i t ,  dlaprès l a  f ig. lV.3. ,  que l ' i n t é g r a l e  

V ( '  ) sera nég l igeab l e  pour une d i  stance émetteur-récepteur supér ieure  à 

une cen ta ine  de mètres. 

Les développements asymptot iques que nous venons de donner 

ne s o n t  va lab les  que pour des p o i n t s  s i t u é s  p rès  de l ' i n t e r f a c e ,  donc s i  

r>bh e t  z. Noris a i  Ions donc é t u d i e r  dans l e  paragraphe su ivant ,  l e  champ 

rayonné dans t o u t  l e  demi-espace supé r i eu r  ( a i r ) .  

I V . 4 .  CaZcuZ du champ rayonné dans Z 'aZr 

La forme généra le  de l ' i n t é g r a l e  à c a l c u l e r  e s t  : 

-u, a-u2b 
I = F ( A )  e  HO ( 2 )  ( ~ r )  A ~ A  

-03 

Le p r i n c i p e  de l a  méthode de c a l c u l  c o n s i s t e  à e f f e c t u e r  un changement de 

v a r i a b l e  de façon à m e t t r e  l ' i n t é g r a l e  sous l a  forme su i van te  : 

On f a i t  i n t e r v e n i r  dans l a  f o n c t i o n  @ ( w )  l es  paramètres a, b  e t  r qu i  

peuvent deven i r  i n f i n i s  l o r s  du c a l c u l .  Le chemin d ' i n t é g r a t i o n  e s t  l e  





con tour  de p l u s  grande pente d é f i n i  pa r  : Im(@(w)) = Cte 

Le c o l  w o  de l a  f o n c t i o n  6 e s t  t e l  que : 

L 'équa t ion  du con tour  e s t  donc : 

Un changement de v a r i a b l e  permet de r e v e n i r  e n s u i t e  t r è s  f a c i l e m e n t  à 

une i n t é g r a t i o n  l e  long de l ' a x e  r é e l .  Comme l a  v a l e u r  de l ' i n t é g r a l e  e s t  

t r è s  f a i b l e  quand on e s t  l o i n  du c o l ,  i l  s u f f i t  de t r o u v e r  une rep résen ta t i on  

en s é r i e  au vo i s i nage  de ce  p o i n t  e t  d ' i n t é g r e r  terme à terme. Tous les  

p o i n t s  d é l i c a t s  de l a  méthode s o n t  exp l i qués  c l a i r emen t  dans Banos ( 1 1 )  

e t  Fon ta ine  
( 1  2 )  . Nous renvoyons l e  l e c t e u r  à ces a r t i c l e s  e t  nous nous 

contentons i c i  de d é t a i l l e r  l e s  chemins d ' i n t é g r a t i o n  a f i n  de v o i r  l es  

m o d i f i c a t i o n s  qu i  i n t e r v i e n n e n t  l o r sque  W E  &.,o. 

IV. 4.1. Déformation du chemin d'inte&ation dans LepZan des - ------------ ---------- 

Nous avons vu prec6demrnent (6q.4.2.) que l a  hau teur  du p o i n i  
t 

d 'obse rva t i on  pa r  r a p p o r t  à l ' i n t e r f a c e  i n t e r v e n a i t  dans l e  param&tre b .  

I I  e s t  donc i n t é r e s s a n t  de prendre comme exposant @ l e  terme : 

l e  terme en A r  p rovenant  du d6veloppemen-t asymptot ique de l a  f o n c t i o n  de 

Hanke l . Noils a  l l ons exposer q ~ ~ a  l i t a t i  vement 1 es d  i f f h r e n t s  con to i i r s  dont  

nous cherchons e n s u i t e  l es  équa t ions .  Le nouveau chemin d ' i n t é g r a t i o n  

dependra de I 'an9 l e  0 d é f i  n i  pa r  : 

e t  donc du gisement du poi  n t  d ' obse rva t i on .  



I I I P lan  des X 

f i g .  lV.4. 

Sur l a  f i gu re . lV .4 .  nous avons représen té  l e  nouveau con tou r  dans l e  p l a n  

des A .  Le chemin p a r t  de A+ -m, d é c r i t  une p a r t i e  du c e r c l e  de rayon R, 

p u i s  con t i nue  l e  long du chemin de p l u s  grande pen te  C2, asymptot ique à 

l ' i n f i n i  à une d r o i t e  f a i s a n t  l ' a n g l e  8 avec l ' a x e  r é e l .  On re tou rne  e n s u i t e  

v e r s  A -+ +m pa r  une a u t r e  p a r t i e  du c e r c l e .  

Le con tou r  C représen te  également su r  c e t t e  f i g u r e  e s t  l e  con tour  t r a c é  pour 

8 = 0, c ' e s t - à - d i r e  larsque l e  p o i n t  d ' obse rva t i on  M se s i t u e  à l a  v e r t i c a l e  

de l ' émet teur .  

Quand M se rapproche de l ' i n t e r f a c e ,  donc lorsque 0 augmente, l e  con tour  C2 

va t r a v e r s e r  l a  branche de coupure assoc iée au p o i n t  A = - j y ,  ( f i g . l V . 5 . )  

f i g .  lV.5. 



La p a r t i e  en p o i n t i l l é  de C2 correspond à une excu rs i on  dans l e  f e u i l l e t  I I .  

Pour r e v e n i r  dans l e  f e u i l l e t  1 ,  on va d é c r i r e  un con tour  C qu i  t r a v e r s e r a  1 
de nouveau l a  coupure e t ,  con tournan t  l e  p o i n t  de branchement B1 d é f i n i  

p a r  h =-jy,, r e tou rne ra  à l ' i n f i n i  pa ra l  lè lement  à lui-même. 

La v a l e u r  c r i t i q u e  00 pour l a q u e l l e  l e  chemin C2 passe par  BI dépendra essen- 

t i e l l e m e n t  de l a  f réquence e t  des c a r a c t é r i s t i q u e s  du so l ,  con t ra i r emen t  au 

cas des basses fréquences. En e f f e t ,  s i  a >> wc, l e  p o i n t  BI se déplace en 

f o n c t i o n  de l a  f réquence su r  une d r o i t e  f a i s a n t  un ang le  cons tan t  de rr/4 avec 

l ' a x e  des rée ls ,  ce q u i  n ' e s t  pas l e  cas en H.F. 

A t i t r e  d'exemple, nous avons d ' a i l l e u r s  représen té  su r  l a  f i gu re . lV .6 .  l a  
X 

v a l e u r  de l ' a n g l e  0 avec : 

0" = Arc  t g  ct1/B1 (4.35.) 

e t  qu i  c a r a c t é r i s e  l ' a n g l e  que f a i t  OB, avec l ' a x e  r é e l ,  pour d i f f é r e n t e s  

va l eu rs  de l a  c o n d u c t i v i t é  du s o l .  

La branche de coupure cor respondant  à u, = O a u r a i t  pu ê t r e  déformée a f i n  

q u ' e l l e  s u i v e  l e  chemin Cl. Ceci  a u r a i t  é v i t é  une excu rs i on  dans l e  f e u i l l e t  I I ,  

mais  au p r i x  d' i n t r o d u i r e  pour  u  une branche de coupure dépendant de I  'ang l e  5 .  1 
I I  e s t  p r é f é r a b l e  de r e t e n i r  l e  c h o i x  i n i t i a l  des coupures dans l e  p l a n  des A 

q u i  son t  des d r o i t e s  p a r a l l è l e s  à I ' a xe  imag ina i re .  Par conséquent, s i  nous 

notons v ( ~ )  e t  v l a  va l eu r  de l ' i n t é g r a l e  l e  long des con tours  C2 e t  Cl, 

on peut  é c r i  r e  : 

où ô ( r )  e s t  l a  f o n c t i o n  u n i t é  t e l l e  que 6 = + l  s i  0 3 B o  e t  6 = O s i  5 < B O .  

IV. 4.2. CaZcuZ de V Ze Z o n ~ d u  contour C2- --------------- ------------ 

Pour c a l c u l e r  / ? i n t é g r a l e  ~ ( ' ' l e  long du con tour  C2 pa r  l a  

méthode du co l ,  i l  e s t  i n t é r e s s a n t  d ' e f f e c t u e r  l a  t r a n s f o r m a t i o n  conforme 

du p l a n  des h dans l e  p l a n  des a grâce à l a  r e l a t i o n  : 





En posan t  : 

On o b t - i u n t  : 

1 = B 2  ' ; i r i  ii c:h v  + . j B 2  cos  u ;,ti v 

Dans ce cas  : dX = - \ jy2 (:osa da 

2 2 1 /2  
U ,  

= y (1-n s i n  a )  
1 e t  u2 = y2(:osa 

Le dénominateur  de l a  f o n c t i o n  à i n t é g r e r  (4.1. )  se met  sous l a  forme : 

2  2  2  2  2 1 / 2 )  
D = y, u2 + y 2  u1 = y 1  y 2 { c o s o + n ( l - n  s i n  a )  (4.42.)  

Le f e u i l l e t  I de l a  s u r f a c e  de Riemann dans l e  p l a n  des h va sc t r a n s f o r m e r  

en une bande c u r v i l i g n e  de l a r g e u r  é g a l e  à T e t  d o n t  l e s  l i m i t e s  s o n t  l e s  

t r a n s f o r m é e s  des branches de coupure  de u2.  L ' é q u a t i o n  des coupures  dans l e  

p l a n  des a e s t  donc, d ' a p r è s  l ' é q u a t i o n  (4.39.)  : 

+ 
s i n  u  ch  v = - 1 ( 4 .43 . )  

Comme l a  c o n d i t i o n  Re lu2 }  > O d o i t  éga lement  ê t r e  v é r i f i é e ,  on  o b t i e n t  : 

Les cou rbes  a s s o c i é e s  à ces  é q u a t i o n s  t r a v e r s e n t  donc I ' axe  r é e l  en u  = 'n/2 
+ 

avec une p e n t e  de - 1  e t  a d m e t t e n t  des  asympto tes  en u  = O e t  u  = - r. E l l e s  

s o n t  r e p r é s e n t é e s  s u r  l a  f i g u r e . l V . 7 .  



= - j X r  - ii2b 

En ~ j p p l i q n a n t  l a  t r anq to rma t i on  conforme, nn o b t i e n t  : 

C e t t e  express ion  peut  encore se m e t t r e  sous l a  forme : 

6 = -y R COS (a-€11 
2 

avec : 

r = R s i n 0  , b = R c o s û  , R = m  

Le c o l  de l a  f o n c t i o n  é t a n t  s o l u t i o n  de d@/da = O, i l  se s i t u e  dans l e  p l a n  

des a en a = 8. 1 1  e s t  rep résen té  pa r  l e  p o i n t  S2 s u r  l a  f i gu re . lV .7 .  De 

même, dans l e  p l an  des A, i l  e s t  s i t u é  en h =- jy2s in8 ,  donc prat iquement  

s u r  l ' a xe  r é e l ,  e n t r e  O e t  - j y 2  ( f i g . l V . 4 . )  e t  ( IV .5 . ) .  

Le chemi n  de p l u s  grande pente é t a n t  d é f i  n i  pa r  ImE@3 = I,C@} a = @ ,  

c e t t e  c o n d i t i o n  s ' é c r i t  : 

s o i t ,  pu isque a = u + j v  : 

cos(u-8) chv = 1 (4.49.) 

En comparant les  équa t ions  (4.49.) e t  (4.43.1, on v o i t  que l e  chemin de p l u s  

grande pen te  C2, dans l e  p l a n  des a ,  peu t  ê t r e  d é d u i t  de l a  branche de 

coupure cor respondant  à X = jy2  par  une t r a n s l a t i o n  éga le  à 7~/2+8 ( f i g . I V . 7 . ) .  

Sur  l a  f igure. lV.7 . ,  nous avons d r a i l i e u r s  supposé que 0 < 80, par  conséquent 

C ne rencon t re  pas l a  t rans fo rmée de l a  branche de coupure assoc iée à 
+ 

A =  - j y  1 ' 

Expression de V2- 

En a p p l i q u a n t  l a  méthode du c o l  l e  long du con tour  C2, l a  s o l u t i o n  de V e s t  l a  

s é r i e  asymptot ique s u i v a n t e  : 



l e  terme El e s t  donné pa r  : 

2 2 1 2 2cos 8-3si n  8  2  2 
1 4 s i n 8 c o s û  

E =-1 - -  n a  - - 
1 2 2 2 1 0  2 

n a 
(1-n s i n  8 )  

2  2  3/2 
(1-n s i n  8)  

2  2 
1 4 2  s i n 8 c o s û  - 2 2 2 2 1/2] 

+ -  n a  n u s i n  8 ~ o s 8 ~ ~ c o s 9 * ( 1 - n  s i n  8 )  
2  2  2  1-n s i n  8  

2  
2 - 1 

+ cos9+(1-n s i n  8) 
2  2  

1 /2  j + [ c o ~ ~ + n i 1 - n ~ s i n ~ 8 ) ~ / ~ ]  
1-n s i n  0 

2 2 1/2 
cose+n( l -n  s i n  8 )  

2 2 
1 n3 2coç 8-3s in  8  1 5 s i n  2  Bcos 2 8 2 

x ( cos8 + - + -  n  s i n  8  - -  
2 2 2 1/2 2 2 2 3/2 cos8 1 

(1-n s i n  8)  (1-n s i n  8 )  

L 'é tude de l a  s é r i e  asymptot ique montre que s i  8  e s t  proche de zéro, l es  

termes d ' o rd re  é l evé  dans I f é q u a t i o n  (4.50.)  se comportent en puissance de 
- 1 2 -1 

I Y 2 ~ ( 1 - s i n 0 ) I  , t a n d i s  que s i  8+ n/2, i I s  v a r i e n t  en ( n  y2r)  . 
De p l u s  on peu t  remarquer que l e  premier  terme de l a  s é r i e  (4.50.) se comporte 

en exp(-y2R)/R. Ceci n ' e s t  évidemment v a l a b l e  que s i  l e  deuxième terme e n t r e  

c roche ts  e s t  négl  igeable v i s - à - v i s  de 1, ce qu i  se p r o d u i t  quand 9 e s t  p e t i t .  

Par cont re ,  lorsque 8 += n/2, donc quand l e  p o i n t  d 'observa t ion  e s t  proche 

de l ' i n t e r f a c e ,  on ob t i en t ,  en recombinant les  termes du même o r d r e  de 

grandeur : 

2 2 1/2 -y2R-yla(l-n s i n  8)  
e  2  

( 2 )  = - 2 x  {cos8 + s i n  û  
"8=n/2 y ,2~[cos8+n(  1 -n2si  n28) '"1  ZR [cosO+n ( 1 -n2s i n28 )'"] 

L 
Cet te  rep résen ta t i on  n ' e s t  c o r r e c t e  que s i  I n  y2Rsin0/  ,>1. 

Ce f a i b l e  rayon de convergence dans l e  cas 8 = n /2  p r o v i e n t  du f a i t  q u ' i l  

e x i s t e  un p ô l e  p rès  du con tour ,  En app l i quan t  l a  techn ique  de s o u s t r a c t i o n  du 

pôle, on r e t r o u v e r a i t  l es  express ions  (4.23.) à (4.26.) données précédemment 

pour un p o i n t  d ' obse rva t i on  s i t u é  p rès  de l ' i n t e r f a c e .  



Le con tou r  Cl n ' i n t e r v e n a n t  dans l e  c a l c u l  de V que s i  

< 0  < I T / ~ ,  i l  impor te  de dé te rminer  l a  v a l e u r  de l ' a n g l e  c r i t i q u e  00 .  

On s a i t  que 0 0  e s t  l ' a n g l e  pour lequel  l e  con tou r  C2 passe par  l e  p o i n t  de 

branchement B1 d é f i n i  p a r  Al=-jy,. I I  e s t  u t i l e  t o u t  d 'abord de t r o u v e r  une 

v a l e u r  approchée de 8 0 .  

S i  l e  con tour  C2 c o ï n c i d a i t  avec son asymptote au vo i s i nage  

de BI, on a u r a i t  : 

en posant : 
j x l  

Y 1  = I y , I  e (4.54.) 

on o b t i e n t  : 

e o  = I T / ~  - x 1  

On peut  chercher  a i n s i  une s o l u t i o n  pour 8, de l a  forme 8 0  = 7~/2 - x,+ E. 

Pour déterminer  E, i l  s u f f i t  de c o n n a i t r e  l ' é q u a t i o n  du contour  C2 e t  

d ' é c r i r e  que l es  coordonnées du p o i n t  de branchement B1 v é r i f i e n t  c e t t e  

équat ion.  S i  on se p l a c e  pa r  exemple dans l e  p l a n  des a, on d o i t  a v o i r  : 

- j y2s inab  = - j y l  s o i t  s i nab  = n 1 

avec : ab = ul+jv l ,  u1 e t  v1  é t a n t  l e s  coordonnées de BI. 
2 

S i  I n  1 << 1, c ' es t -à -d i r e  en haute fréquence, s i  l a  p e r m i t t i v i t é  E, du s o l  

e s t  élevée, les so lu t i onsde  (4.56.) son t  données par  : 

v1 = - Log 
4 -ILI- + O(n 2 

2 
Dans l e  cas c o n t r a i r e  ( l n  ( < 11, i l  f a u t  développer en s é r i e  ul e t  vl 

à des degrés de n p l u s  impor tants .  



O r  1 ' 6 q i ~ a t  i on  dii cnn tour  C2 dan? l e  p  ldn  des a pçt : 

Par  conskquent, en remplaçant IJ e t  v  par  l eu rs  va l e i i r s  donnée? p a r  les 

équat ions (4.57.) e t  (4.58.1, on o b t i e n t  f i na lemen t  I d  v a l e i l r  do 0 0  : 

b )  Chemin d ' in tégrat ion 

Pour c a l c u l e r  l ' i n t é g r a l e  v " )  l e  long du contour  C on i n t r o d u i t  1 ' 
l a  t r ans fo rma t i on  conforme X = -,jylcosw (4 .61. )  

On a donc : d~ = j y ,  s inw dw 

U, = -y sinw 
-2 2 1/2 

e t  1 
u2 = y 2 ( l - n  cos w) 

Comme précédemment, l e  f e u i l l e t  I de l a  su r f ace  de Riemann dans l e  p l an  

des X va se t rans fo rmer  en une bande c u r v i l i g n e  de l a rgeu r  i~ e t  l i m i t é e  
-!- 

p a r  les  coupures correspondant à X = - jy l .  

Les équat ions de ces coupures son t  donc : 

+ 
Blcos u ch v - a ,  s i n  u sh v = - 1 (4.64.) 

On peu t  montrer  f ac i l emen t  que l es  s o l u t i o n s  de l ' é q u a t i o n  précédente 

s o n t  : 

s i n  1/2 (x l -u) 
v  = - Log 

s i n  1/2 ( x ? + u )  , 

s i n  1/2 (xl-n-U) 
v = - Log 

s i n  1/2 ( x l + ~ + u )  

Ces courbes son t  représentées dans l e  p l an  des w su r  l a  f igu re . lV .8 .  



f i g .  lV.8. 

La t ransformée de l ' a x e  r é e l  du p l a n  des A, s a t i s f a i t  dans l e  p l an  des w 

l a  c o n d i t i o n  lm{-jylcosw} = O, ce qu i  se t r a d u i t  p a r  l ' é q u a t i o n  : 

v = -  37r 
Log t g  (-4 + u )  (4.67.) 

2 

Sur l a  f igure. lV.8. ,  c e t t e  t ransformée e s t  repérée pa r  l a  l e t t r e  R e t  

e s t  t r a c é e  en t r a i t s  mix tes.  

I I  e s t  i n t é ressan t  de f a i r e  également f i g u r e r  l a  t ransformée de l a  coupure 

correspondant au p o i n t  de branchement ~ = - j y ~ .  E l l e  e s t  asymptot ique à l a  

d r o i t e  v e r t i c a l e  d 'absc isse u = -X e t  e s t  repérée par  l a  l e t t r e  T. 
1 

De p lus,  i l  f a u t  c h o i s i r  pour  C l  un chemin de p l u s  grande pente pour 

pouvo i r  c a l c u l e r  l ' i n t é g r a l e  l e  long de ce con tour .  O r  l 'exposant  

que l ' o n  a c h o i s i  e s t  : 

La t ransformée conforme précédente mène donc à : 

2 2 1 / 2  
@ ( w )  = -y , r  cosw + j y ,b (cos  w-n 1 



Les c o l s  assoc iés  à c e t t e  f o n c t i o n  d o i v e n t  ê t r e  s o l u t i o n s  de d$/dw = 0. 

On t r ouve  deux va leu rs  de o: 

w = O e t  w = -n/2 - Arc s i n ( n  s i n e )  

que I f o n  a f a i t  f i g u r e r  par  les  p o i n t s  S I  e t  S2. 

Le contour  Cl e s t  a l o r s  d é f i n i  pa r  : 

En remplaçant w pa r  u + j v  dans l ' é q u a t i o n  précédente e t  en f a i s a n t  t end re  v  

vers l ' i n f i n i ,  on t r o u v e  que l e  chemin Cl admet les  asymptotes v e r t i c a l e s  en : 

Les contours Cl e t  C2 son t  représen té  su r  l a  f igure. lV.8. ,  l es  morceaux en 

p o i n t i l l é  correspondant, comme nous l ' a v i o n s  s ignalé,  à une excu rs i on  

dans l e  f e u i l l e t  I I .  

b ,r) C) Expression de V (ai, .; 

En app l i quan t  l a  méthode du c o l ,  on t r ouve  
(11)  . 

2 1/2 2 
-y, r -y l  b (  l -n2)1/2 

2[- jy la(î-n +n Je 
~ ( 1 )  = (4.72.) 

Comme pour des p o i n t s  au vo is inage  de l ' i n t e r f a c e ,  l e  c o e f f i c i e n t  

d  ' a f  f a i  b  1 i ssement de v ( '  ) e s t  p ropo r t i onne l  à e-alr / rZ.  

La va leu r  de l ' i n t é g r a l e  v ( ' )  l e  long du con tour  Cl sera nég l i geab le  

pa r  r a p p o r t  à v(') sauf pour des p o i n t s  d 'observa t ion  s i t u é s  p rès  de 

l 'antenne, au-dessus d'un so l  peu conducteur.  

Dans l e  cas général ,  l a  s o l u t i o n  g l o b a l e  e s t  donnée p a r  

v = v ( ~ ) + v ( ~ )  s i  00 .s 0 \cn/2 e t  p a r  v = v (') s i  < 00. On remarque 

que s i  wc n ' e s t  p l u s  nég l igeab le  devant o, l a  seu le  m o d i f i c a t i o n  dans 

les  formules ana l y t i ques  par  r a p p o r t  au cas des basses fréquences e s t  

l a  va leu r  de l ' a n g l e  80 à p a r t i r  de l a q u e l l e  i l  f a u t  t e n i r  compte de 
(1  I ' i ntégra 1 e  V . 



Connaissant l e s  va l eu rs  de V( '  ) e t  V( ' )  on peut  en dédui re ,  

d 'après l es  formules (4.5.) à (4.12.1, l ' amp l i t ude  du champ rayonné dans 

t o u t  l 'espace. 

IV. 5 .  Exemples nwnériques :a d-iagpms de rayonnement 

L'antenne d 'émiss ion peu t  ê t r e  ass im i l ée  à une s u i t e  de p e t i t s  

d i pô les .  Connaissant l a  r é p a r t i t i o n  du courant,  l e  champ é l e c t r i q u e  t o t a l  

s ' o b t i e n t  en e f f e c t u a n t  l ' i n t é g r a t i o n  du champ p r o d u i t  p a r  ces d i p ô l e s  

é l émenta i res. 

IV.  5.1. Cas d 'une antenne aérienne ....................... 

~Novs avons représen té  sur l a  f i gure. lV.9. l e  diagramme de rayonnement 

dans l ' a i r  d'une antenne p lacée  au-dessus du so l ,  à une d i s tance  d'une demi- 

longueur d'onde. L'antenne résonne en a = X/4, l a  f réquence d 'émiss ion é t a n t  

de 100MHz. La p e r m i t t i v i t é  du s o l  cr e s t  supposée cons tan te  : cr = 5 e t  l a  

c o n d u c t i v i t é  a a é t é  i n t r o d u i t e  en paramètre,  E l l e  prend successivement 
- 1 - 2 

l a  va leu r  : O*, 10 e t  10 mho/m. Les courbes ( 1 )  en p o i n t i l l é ,  o n t  é t é  

t racées  en supposant une r é p a r t i t i o n  s inusoTdale du couran t  e t  l es  courbes (2) 

en t enan t  compte de tous  l e s  modes T.M. qu i  se propagent, e t  également, de l a  

présence de l ' i n t e r f a c e  a i r - s o l .  On a supposé dans l e s  deux cas que l e  couran t  

f o u r n i  par  l e  générateur  e s t  iden t ique .  

On remarque que l e s  formes de diagramme, pour une c o n d u c t i v i t é  

donnée du t e r r a i n ,  son t  semblables e t  ne d i f f è r e n t  seulement que p a r  

l ' amp l i t ude  du champ dans une d i r e c t i o n  donnée. Ce r é s u l t a t  peu t  s ' e x p l i q u e r  

aisément en comparant, comme nous l 'avons f a i t  dans l es  c h a p i t r e s  précédents, 

l e s  r é p a r t i t i o n s  du couran t  s u i v a n t  l e s  d i f f é r e n t e s  c o n f i g u r a t i o n s .  En 

p a r t i c u l i e r ,  nous avons vu que l a  d i ssymé t r i e  du couran t  su r  chacun des bras 

de l 'antenne, q u i  t r a d u i t  l ' e f f e t  de p r o x i m i t é  du so l ,  é t a i t  f a i b l e .  De p lus,  

les  modes T.M. i n t e r v i e n n e n t  essen t i e l l emen t  dans l ' amp l i t ude  du courant .  

Ces d i f f é r e n t e s  c o ~ t r i b u t i o n s  ne m o d i f i e n t  donc pas d'une façon sens ib le ,  

l a  forme des diagrammes. 

Pour m e t t r e  en évidence l ' i n f l u e n c e  de l a  c o n d u c t i v i t é  du so l ,  

nous avons représen té  s u r  l e s  f i g u r e s  ( IV.10.)  à ( IV.13.)  l e  diagramme, 
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dans l ' a i r ,  d'une antenne résonnante en a  =A/4, p lacée  à une hauteur  

h  =X/4,X/2, 3X/4 e t  X e t  pou r  d i f f é r e n t e s  v a l e u r s  de c o n d u c t i v i t é  :O+-, 

1, 10-1 e t  1 0 - ~  mho/m. 

Lorsque l a  c o n d u c t i v i t é  diminue, l e s  d i f f é r e n t s  lobes 

d ' un  même diagramme dev iennen t  évidemment de moins en moins séparés, e t  

l ' a l l u r e  de l a  courbe t e n d  à s ' u n i f o r m i s e r .  

I V .  5.2. Cas d 'une antenne enterrée ...................... 

La f igure. lV.14.  donne l e  diagramme dans l ' a i r  obtenu 

à p a r t i r  d 'une antenne e n t e r r é e  dans un s o l  ayan t  les  c a r a c t é r i s t i q u e s  
-2 

su i van tes  : a = 10 mho/m e t  = 5. La f réquence d 'émiss ion e s t  de 

50MHz e t  I ' an tenne  résonne en a  = X/4. On remarque d 'après  ces courbes 

que l a  forme du diagramme e s t  prat iquement  indépendante de l a  profondeur  

de I  'antenne. 

Enf in ,  l e s  courbes de l a  f igure. lV.15.  montrent  l ' i n f l u e n c e  

de l a  c o n d u c t i v i t é  du t e r r a i n ,  I 'antenne é t a n t  e n t e r r é e  à une p ro fondeur  

cons tan te  h = l m .  Dans c e  cas également, l a  v a l e u r  de l a  c o n d u c t i v i t é  ne 

j oue  que su r  l ' a m p l i t u d e  du champ rayonné. 

Ce t t e  é tude  des diagrammes de rayonnement montre donc 

q u ' i l  n ' y  a pas de m o d i f i c a t i o n  sens ib l e  de l a  forme des diagrammes 

en p renan t  comme r é p a r t i t i o n  du cou ran t  c e l l e  donnée pa r  l e  c a l c u l  exac t  

au l i e u  de c e l l e  due à l ' app rox ima t i on  s i nuso lda le .  Cependant, i l  e s t  

nécessa i re  de c a l c u l e r  r igoureusement  l a  v a l e u r  de l ' impédance d ' en t rée  

de I 'antenne a f i n  de dé te rm ine r  l e  couran t  f o u r n i  par  l ' éme t t eu r  e t  

p a r  conséquent, l ' a m p l i t u d e  du champ rayonné. 



C O N C L U S I O N  

bans c e t t e  étude, nous avons développé l a  t h é o r i e  de I 'antenne 

b iconique mince p lacée  ve r t i ca l emen t  p rès  de l a  sur face du s o l .  B ien  

que de nombreux t ravaux  a i e n t  dé jà  é t é  f a i t s  su r  ce t ype  d'antenne, 

peu d ' e n t r e  eux p o r t e n t  sur  l ' i n f l u e n c e  des paramètres é l e c t r i q u e s  du 

so l  su r  l ' a m p l i t u d e  des champs rayonnés, De p lus,  les  m o d i f i c a t i o n s  des 

c a r a c t é r i s t i q u e s  é l e c t r i q u e s  de I 'antenne b icon ique  dues à I ' i n t e r f a c e  

a i r - s o l  n ' ava ien t  pas encore é t é  é tud iées .  

"'ous avons supposé t o u t  d 'abord que I 'antenne pouva i t  ê t r e  

placée dans une c a v i t é  d i é l e c t r i q u e  au s e i n  d 'un m i l i e u  conducteur, 

homogène e t  i n f i n i .  Les express ions exactes de l' impédance d ' e n t r é e ~ t  

de  l a  - é p a r t i t i o n  du couran t  o n t  é t é  obtenues. De nombreuses a p p l i c a t i o n s  

numériques o n t  m i s  en évidence l e  r ô l e  de chacun des paramètres 

c a r a c t é r i s a n t  I 'antenne e t  son environnement. Ce t t e  étude permet, pour 

une s i t u a t i o n  donnée, d ' a j u s t e r  les  paramètres dont  on dispose a f i n  

d 'assurer  l e  m e i l l e u r  rayonnement poss ib l e .  L'hypothèse a s s i m i l a n t  l e  

so l ,  pour une antenne enter rée,  à un m i l i e u  homogène e t  i n f i n i  n ' e s t  

cependant v a l a b l e  que s i  c e t t e  antenne e s t  s i t u é e  suff isamment l o i n  

d'un i n t e r f a c e  pour  pouvo i r  n é g l i g e r  son in f luence .  O r ,  dans l a  

p l u p a r t  des cas p ra t iques ,  l es  couches de t e r r a i n  prochvsde l a  sur face  

sont  t r è s  conduc t r i ces  e t  i l  e s t  nécessai re  de p l ace r  I 'antenne à 

f a i b l e  profondeur  a f i n  d ' é v i t e r  un a f f a i b l i s s e m e n t  des ondes t r o p  

impor tant .  

Nous avons donc 6 t u d i é  les m o d i f i c a t i o n s  apportées pa r  l a  

sur face  du so l ,  su r  l es  c a r a c t é r i s t i q u e s  de I 'antenne. Nous avons 

envisagé l e  cas généra l  où I 'antenne p o u v a i t  ê t r e  placée s o i t  dans 

l ' a i r ,  s o i t  dans l e  s o l .  

Les exemples donnés montrent  que l a  présence de I ' i n t e r f a c e  

change essen t i e l l emen t  l a  va leu r  de l ' impédance d 'ent rée,  mais que 

l a  d i ssymé t r i e  du couran t  su r  les  deux b ras  de I 'antenne r e s t e  t r è s  

f a i b l e .  



Enf in ,  pour dé te rminer  l ' amp l i t ude  du champ rayonné par 

l ' an tenne  aér ienne ou en te r rée ,  nous avons r e p r i s  l e  t r a v a i l  de Banos 

en ne f a i s a n t  p l u s  l 'hypothèse r e s t r i c t i v e  du cou ran t  de déplacement 

nég l i geab le  v i s - à - v i s  du cou ran t  de conduc t ion .  L ' i n f l u e n c e  des 

c a r a c t é r i s t i q u e s  du s o l  e t  de I 'antenne s u r  l a  forme des diagrammes 

de rayonnement a é t é  mise en évidence g râce  à de nombreux exemples. 

Nous pensons donc a v o i r  appor té  une c o n t r i b u t i o n  impor tante 

au problème de rayonnement d'une antenne b i con ique  mince. Ce t t e  é tude  

p o u r r a i t  ê t r e  étendue au cas d'une antenne b i con ique  d 'ang le  quelconque. 

Cependant les  express ions  ana l y t i ques  auxque l les  on a b o u t i r a i t  s e r a i e n t  

beaucoup p l u s  compliquées. 
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A N N E X E S  



RECHERCHE DU SYSTEME D 'EQUATIONS DEFINISSANT L'IMPEDANCE TERMINALE 

L 'admi t tance t e rm ina le  Yt peu t  ê t r e  c a l c u l é e  à p a r t i r  des 

constantes c ,  e t  dn grâce à l a  r e l a t i o n  (2.33.) e t  i l  f a u t  donc dé te rminer  

l e  système d ' équa t i ons  q u ' e l l e s  do i ven t  v é r i f i e r .  Pour cela,  nous cherchons 

t o u t  d 'abord les  r e l a t i o n s  e n t r e  les  cons tan tes  i n t e r venan t  dans l ' e xp ress i on  

des champs correspondant  aux d i f f é r e n t s  m i l i e u x .  

En é c r i v a n t  les  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  en r = a  su r  l e s  composantes 

Er dans les  m i l i e u x  1 e t  2, on o b t i e n t  : 

( A l  . 1 )  

En e f f e t ,  on a  supposé que les  p e r m é a b i l i t é s  magnétiques des m i l i e u x  é t a i e n t  

i den t i ques  : 

En remplaçant Erl e t  Er2 par  l eu r s  express ions  données respect ivement  par  l es  

équat ions (2 .15. )  e t  (2.27.1, on a  : 

2  2  
Y 2  C (cn+dn)  Pn(cosO) = Y 1 

C Av Tu (cos0) (A1.3)  
a2+ ju&  2 n a l  + j u c 1  v 

En m u l t i p l i a n t  chaque membre de l ' é q u a t i o n  précédente par  T v . s i n0  e t  en 

i n t é g r a n t  de 80 à IT-80, on o b t i e n t  : 



avec : 
Tr-8 O r 

Les constantes cn  e t  dn von t  ê t r e  déterminées en éga lan t  l es  composantes 

de E  en r=a  dans chacun des deux m i l i e u x .  
8 

D'après les  équa t ions  (2.13) e t  (2.25), on a  donc : 

dPr 
En m u l t i p l i a n t  c e t t e  express ion  pa r  s ine  -de e t  en i n t é g r a n t  de O à n , 
on o b t i e n t  : 

Le membre de gauche de c e t t e  d e r n i è r e  équa t ion  peu t  se ramener à une 

i n t é g r a l e  p r i s e  e n t r e  8 0  e t  7-00 puisque, dans l a  r é g i o n  de l 'antenne, 

l e  champ Ee e s t  nu l e n t r e  O e t  00, e t  n-80 e t  n .  

En u t i  l i s a n t  les  r e l a t i o n s  su i van tes  (Robin 
( 5 9 ) )  



( A l  . I O )  

dP dT 
n  de = n ( n + l )  

s i n e  - r0 Pn TV s i d d û  
8  O 

de 
8  O 

( A l  .Il) 

L'équat ion ( A 1 . 9 )  peu t  s ' é c r i r e  : 

En remplaçant e n f i n  A, p a r  sa v a l e u r  donnée par  ( A 1 . 5 )  on o b t i e n t  l ' é q u a t i o n  

que do i ven t  s a t i s f a i r e  c n  e t  dn : 

l v  rp  IV, e t  lvv  t é t a n t  d é f i  n i es  pa r  les  équat ions ( A 1  . 6 )  e t  ( A 1 . 7 ) .  



CALCIIL DE L'TMPEDANCE TERMINALE PAR LA THEORIE DES LIGNES - DE T R A N S M I S S I O f l  

NON IINIFORMES 

Pour dé te rminer  l ' e x p r e s s i o n  de l ' impédance t e r m i n a l e  Yt, 

nous a l l o n s  f a i r e  l ' a n a l o g i e  e n t r e  l a  s t r u c t u r e  de l 'antenne e t  une 

l i g n e  de t r ansm iss i on  non un i forme.  Après a v o i r  rappe lé  les  p o i n t s  
(60) 

e s s e n t i e l s  de l a  t h é o r i e  développée pa r  Sche lkuno f f  , nous app l iquons  

c e t t e  méthode à n o t r e  cas p a r t i c u l i e r .  

1. R a p p e l  sur Za théorie des l i g n e s  

Considérons t o u t  d 'abord l a  l i g n e  de t r ansm iss i on  donnée 

pa r  l a  f i9ure.A. l  l  .l. 

S i  l e s  i n d i c e s  i, r e t  t dés ignen t  

respect ivement  une onde i nc i den te ,  , ~ ~ ( 2 )  
r é f l é c h i e  e t  t ransmise, l e s  impé- v 

dances c a r a c t é r i  s t i q u e s  de l a  r=a  

r é g i o n  .l. s o n t  d é f i n i e s  de l a  f i 9 .A .  11.1. 

façon su i van te  : 

+ 
K correspond à une onde se propageant s u i v a n t  l ' a x e  des r>O, c ' e s t - à - d i r e  - 
une onde " so r t an te "  e t  K à une onde " ren t ran te " ,  se d i r i g e a n t  ~ u i v a n t  

I 'axe r<O. 

D'une mani6re generale,  ces impédances ne son t  pas des constantes mais 

dhpendent de l ' a b s c i s s e  r envisagée. 

S i  7 ~ 5 - t  11irnp6dance vue par  l ' onde  " so r t an te "  en r=a,  dans l e  m i l i e u  2, 

on a par d e f i n i t i o n  : 



On d é f i q i t  l es  c o e f f i c i e n t s  de r é f l e x i o n  en couran t  e t  en t e n s i o n  du 

m i l i e u . 1 .  su r  l e  m i l i eu .2 .  p a r  : 

A l ' a i d e  des r e l a t i o n s  pr6cédentes e t  en u t i l i s a n t  l e  f a i t  que, en r = a : 

l e  c o e f f i c i e n t  de r é f l e x i o n  p e u t  ê t r e  expr imé de l a  façon s u i v a n t e  ; 

2. Expression de Y+ en fonction des impédances radiaiies 

Chacune des express ions des composantes du champ é l e c t r i q u e  e t  

magnétique peu t  ê t r e  en généra l  décomposée en l a  somme de deux termes, 

l ' u n  ne f a i s a n t  i n t e r v e n i r  que des f o n c t i o n s  de Hankel e t  l ' a u t r e  des 

f onc t i ons  de Bessel .  E tan t  donné l e  comportement asymptot ique de chacune 

de ces f onc t i ons ,  on peut  assoc ie r  à chaque terme correspondant r e s p e c t i -  

vement une onde " so r t an te "  e t  une onde " r en t ran te " .  Ces ondes s e r o n t  

repérées pa r  l e u r s  i nd i ces  + ou  -. 

On peu t  montrer  ( ~ i  k i o r i  ) )  que I 'admi t t a n c e  t e rm i  na l e  Y t  

e s t  d é f i n i e  pa r  : 

- 
Dans c e t t e  fo rmu le  Ka, e s t  I ' impédance r a d i a l e  pour une onae T.M. r en t ran te ,  

correspondant à l ' o r d r e  n  e t  c a l c u l é e  en r = a  dans l e  m i l i e u  1 : 

Z2,n(a) e s t  par  c o n t r e  l ' impédance r a d i a l e  t o t a l e  de l ' onde  T.M. d ' o r d r e  n, 

dans l e  m i  l i eu .2 .  en r = a  ; 



3. Calcul des impédances radiales 

Nous f a i sons  l ' a n a l o g i e  de l 'antenne b icon ique  en m i l i e u  

s t r a t i f i é  à l a  l i g n e  de t ransmiss ion  + 
donnée pa r  l a  f igure.A.11.2. La ----+r 
ccmposante E, e s t  ass imi  lée  à une 

t e n s i o n  V e t  H à un couran t  1 .  
4 

+ 
Soit  X a b V  l e  c o e f f i c i e n t  de a  b 
- 

transmiss ion  en t ens ion  de r = a  
+ 

à r = b  e t  x ab i l e  c o e f f i c i e n t  de 

t ransmi  s i o n  en couran t  : f  ig.A. I  1.2. 

- - 
De l a  même manière, on d é f i n i t  l es  c o e f f i c i e n t s  xbaV e t  x b a i  par  : 

Les c o e f f i c i e n t s  de r é f l e x i o n  du rn i l ieu.3.  su r  l e  m i l i eu .2 .  e t  du 

m i l i e u . 2 .  su r  l e  m i l i eu .1 .  son t  noi-és respect ivement : 

S i  nous cho is issons  un couran t  e t  une t ens ion  de ré fé rence  l ( 2 )  e t  V (2 )  

q u i  son t  assoc ié5 à l a  première onde i nc i den te  dans l e  m i l ieu .2 . ,  l a  

t e n s i o n  t o t a l e  en r = a  pour des ondes so r t an tes  e s t  : 



avec : 

Pour l es  ondes ren t ran tes ,  nous avons de même : 

+ - 

En é c r i v a n t  des r e l a t i o n s  s i m i l a i r e s  pour l e  couran t  e t  en posant : 

On a b o u t i t  à l a  r e l a t i o n  su i van te  d é f i n i s s a n t  Z2,n(a) : 

Nous a l l o n s  montrer,  en c a l c u l a n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  de r é f l e x i o n  e t  de t ransmis-  

s i o n  que Q i x i  = QvxV, ce q u i  va donc pe rme t t r e  de s i m p l i f i e r  l ' express ion  

précédente. 

4. CaZcuZ des coefficients de réflexion et de transmission 

A p a r t i r  des express ions de E, e t  H dans chaque r é g i o n  e t  en 
4 

app l i quan t  l e s  r e l a t i o n s  de d é f i n i t i o n  (A2.51, (A2.9) à (A2.111, on o b t i e n t  : 

K+ 
- - 

b2 - 'b3 Ka2 - Kal  
%si = - 921i  = 

(A2.18) 

Kb2 + 'b3 

avec : 



Les c o e f f i c i e n t s  de t r ansm iss ion  sont  donnés par  : 

- - 
'abv - ci,!, ( - j y2a )  

I l  e s t  a i n s i  f a c i l e  de v é r i f i e r  que QVxV = Q i x i  e t  l ' é q u a t i o n  (A.2.17) 

d e v i e n t  : 

C0mpl.e tenu de l ' é q u a t i o n  ( ~ , 2 , 1 g ) Z ~ n ( a )  peut  ê t r e  mis sous l a  forme : 

Connaissant l ' express ion  de Z2n(a),  en remplaçant q23i  e t  x i  par  l eu rs  - 
va leurs ,  a i n s i  que ce1 l e  de Ka,, I  ' impédance te rmi  na le  e s t  donnée pa r  

I ' é q u a t i o r  (A,2,6J,On r e t r o u v e  a i n s i  l a  formule (2.46.) que l ' o n  a v a i t  

é t a b l i e  en s u i v a n t  les c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  su r  chacune des i n te r f aces .  

L 'avantage de c e t t e  méthode r é s i d e  dans sa f a c i l i t é  de mise en oeuvre 

pour un m i  l  i eu  s t r a t i f i é  à n  couches. 
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DEVELOPPEMENT EN SERIE  DE POLYNQMES DE LEGENDRE DE e ( 7 4 ( X ~ )  

Compte tenu des changements de v a r i a b l e  qui  seront  nécessqires 

dans l e  chap i t re .  1 l 1 ,  ce développement en s é r i e  e s t  f a i t  en supposant 

ou complexe, en su i van t  une méthode proposée par  Negi (48)  
rée  l 

Le développement en s é r i e  d'une exponent ie l le ,  en fonc t ion  
9 

des polynômes de Gegenbauer Cn e t  des fonc t ions  de Bessel e s t  donnée 

p a r  Robin (59)  (T.3.. p. 198, éq.64). 

Cet te  formule e s t  v r a i e  quelque s o i t  v, x e t  y c a r  e l l e  e s t  une 

généra l i sa t i on  de l ' i n t é g r a l e  de Gegenbauer pour t ou tes  valeurs des 
V 

d i  f f é r e n t s  v a r i  ab les. En f a i s a n t  v= 1/2, les palynômes C, se ramènent 

à despo 1 ynômes de Legendre, e t  on o b t i  en+ : 

On peut éga lement développer Pn(x)  en ui- i  1 i sant  l e  théor6me d 'add i t i on  
(61)  . 

où LI e t  p' sont  des nombres r é e l s  ou complexes p r i s  hors du segment (-1,+1) 

Çes var iab les  sont  r e l i é e s  par  l a  r e l a t i o n  : 



En remplaçant Pn(x ) ,  donné par  (A3.3) dans l ' é q u a t i o n  (A3.2) e t  en i n t é g r a n t  

membre à membre par  r a p p o r t  à w e n t r e  O e t  T, on a b o u t i t  à : 

O 

En remplaçant x par  son express ion  en f o n c t i o n  de w, l ' e x p o n e n t i e l l e  peut  

s ' é c r i r e  : 

Pour f a i r e  a p p a r a î t r e  l a  r e p r é s e n t a t i o n  i n t é g r a l e  d 'une f o n c t i o n  de Bessel, 

on d é f i n i t  une v a r i a b l e  A par  : 

e t  posons : y = - j y 2 r  = k2 r  (A3.8) 

L 'express ion  (A3.6) d e v i e n t  donc : e  
~ X Y  = e  j ,u'yejAcosw 

Pour f a i r e  t end re  ve rs  un r é e l  compris e n t r e  -1  e t  +1,  on pose, en r 
adoptant  l es  n o t a t i o n s  de R o b i n , ~  = cosw+j.O., ce  qu i  correspond à un 

p o i n t  du p l a n  complexe i n f i n i m e n t  v o i s i n ,  mais  s i t u é  au-dessous du 

segment (-1,+1). Dans ce  cas, l a  dé te rm ina t i on  du rad i ca l -  e s t  

donnée par  : 

En posant de p l u s  U '  = c h t  ; l ' exp ress i on  de A se met sous la  forme : 

A = - y 2 r  s i n8  s h t  (A3.11) 

Or une rep résen ta t i on  i n t é g r a l e  de l a  f o n c t i o n  de Bessel e s t  donnée 

p a r  Bateman (62) (p.21, éq.31 e t  33) : 

j A coçw 
Jo(A)  = - 

T 
du (A3.12) 



En remplaçant A p a r  sa v a l e u r  (A3.11) dans I 'équa-tion (b3.12) e t  grâce aux 

re l aS ions  (A3.5) e t  (A3.61, on o b t i e n t  : 

U z 
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Pour pouvo i r  comparer l ' e xp ress ion  ci-dessus à e Jo(Xp), i l  s u f f i t  de 

f a i r e  l e  changement de v a r i a b l e  X = y2sht ,  puisque p = r s ine .  




