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INTRODUCTION

Le probléme mixte pour 1l'équation d'onde a été &tudié par MORAWETZ,
KATO, IKEBE, ZACHMANOGLOU, etc. LAX et PHILIPPS, entre autres, ont abordé 1le
méme probldéme par les semi-groupes d'opérateurs de contraction qui, aux données
initiales de 1l'équation d'onde, font correspondre la solutlon & l'instant t,
que 1l'espace considéré soit libre ou perturbé. Cette &tude est faite 3 1l'aide
de la représentation de translation et de la théorie spectrale. On suppose que

dans l'espace perturbé, l'cbstacle est &toilé.

~

MORAWETZ a démontré qu'alors l'énergie contenue dans toute sphére
finie décroit au moins en 1/t2 et que la‘solution de 1'éguation d'onde décroit
en 1/t dans les régions bornées. ZACHMANOGLOU a montré que sous certaines
conditions, la décroissance, en 1/t2 de l'énergie reste valable dans les régions
non bornées. LAX et PHILLIPS et MORAWETZ ont, par la suite, démontré gque la
décroissance est en fait exponentielle, dans les régions bornées et pour les
données initiales & support compact. Dans ce travail, nous montrons que sous
certaines conditions, 1'énergie décroit exponentiellement dans les régions

non bornées et pour les données initiales & support non compact.

Nous parlons aussi, pour la théorie du scattering, de 1l'opérateur de
diffusion qui, au comportement de la solution u quand t tend vers moins

1'infini, fait correspondre son comportement quand t tend vers plus 1'infini.




PREFACE

La théorie de la diffusion compare le comportement asymptotique d'un
systéme en &volution quand t tend vers moins 1'infini (-=) & son comportement
asymptotique quant t tend vers +., C'est spécialement intéressant pour étudier
les systémes éonstruits 4 partir d'un systéme plus simple par 1l'introduction d'une
perturbation (ou d'un diffuseur) pourvu que l'influence de l'obstacle soit négli-
geable pour It[ assez grand i.e. si pour t assez grand,‘un mouvement perturbé
est indiscernable d'un mouvement non perturbé. Ainsi, si nous désignons par U(t)
eé Uo(t) les opérateurs qui relient respectivement les &tats perturbés et non
perturbés, au temps zéro, & leur:état respectif au temps t, alors & chaque f du .
systéme perturbé correspondent deux &tats f_ et £, du systéme non perturbé

tels que U(t)f se comporte comme Uo(t)f_ quant t > - et comme Uo(t)f;

quand t -+ +o. L'opérateur de diffusion se définit comme l'application

Le but de la théorie de la diffusion est de prouver l'existence d'un
tel opérateur de diffusion, et de lier ses propriétés & la nature du diffuseur.
Dans la situation ol l'opérateur de diffusion constitue la seule donnée obser-

vable du mouvement, le travail principal est la construction du diffuseur 3

partir de l'opérateur de diffusion.

La notion de diffusion (scattering) est intéressante pour les systémes
décrits par les opéfateurs non linéaires. Cependant, plusieurs travaux sur la
diffusion, y compris celui-ci, traitent des systémes lindaires invariants par
rapport au temps, cas dans lequel {U(t)} forme un groupe & un paramdtre

d'opérateurs linéaires.




PRELIMINAIRES

LES SEMI-GROUPES D'OPERATEURS .

Nous allons €tablir certains résultats de la théorie des semi-groupes
d'opérateurs qui nous serviront dans la théorie de la diffusion.vAfin de simpli-
fier la présentation, nous nous limiterons aux semi-groupes d'opérateurs de con-
traction sur un espace de Hilbert H. Ainsi, nous supposerons que {Z(t), t > 0}
est une famille & un paramétre d'opérateurs sur H satisfaisant les propriétés
suivantes

(a) 2(0) =TI et 2z(t

+1,) = 2(t,)2(t,) Y t,t o

1 2’

() |z(t)] s1 YVt>o0;

(e¢) 1im z(t)x = x V x ¢ H.
t—>0+

Lemme 1.- Z(t)x est une fonction continue en t >0 V x e H.
Démonstration : Par la propriété (a) nous pouvons écrire :
2(ty)x = 2(t)x = 2(t )alt, - t)x - %] pour O gt

et ceci tend vers 0, quand t, et t, tendent vers t s par les propriétés

(b) et (e).




On appelle générateur infinitésimal B tel que.

(1) Bx = 1ip 2{8)x - x

A->O+ A

et le domaine de B est l'ensemble de ces vecteurs pour lesquels cette limite

existe. Il est clair que B est un opérateur linéaire dans son domaine D(B).

Lemme 2.~ Pour tout x dans D(B), 1la dérivée de Z(t)x existe

(pour la topologie forte) et :

(2) az(t)x _ z(t)Bx = BZ(t)x VYt > 0.
dt

Démonstration : Si A > O, alors par la propriété (a)

2(t+0)x = Z2(t)x _ p(v) Z)x = x _zZ(a) - 1
A A A

Z(t)x .

Quand x ¢ D(B), le membre du milieu de 1'égalité ci-dessus converge vers Z(t)Bx
et alors les premier et troisiéme membres aussi convergent ; le premier vers la
dérivée & droite de Z(t)x et le troisidme vers BZ(t)x. Ceci montre, entre

autres, que Z(t)D(B)< D(B). D'autre part, si A >0 et si t - A >0 alors :

Z(t)x = 7(t = A)x _ 2(t - ) 2(AM)x - x
A A

Puisque Z(t - A) converge fortement vers Z(t), le membre droit de cette égalité
converge vers Z(t)Bx tandis que le membre gauche converge vers la dérivée &

gauche de Z(t)x. Il s'ensuit que la dérivée de Z(t)x existe et satisfait




la relation (2). /. CQFD.

Intégrant
dt

4z(t)x sur l'intervalle [O,t], nous obtenons :

Corollaire 1.- Si x appartient & D(B) alors

t
(3) , Z(t)x - x = J Zz(t)Bx dr.
o
Plus généralement, nous avons
Lemme 3.- Pour tout x dans H,
t
(4) Z{t)x - x =B j Z(t)x dr.
o

Démonstration : D'aprds la propriété (a), nous avons

o]
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d'ol découle (k).

Lemme 4.- Le générateur

dense.

:

e}

B

t+A A
( j Z(t)x dz - j )

|z(t + a)x - Z(t)x|ar

t 0

t+A
J Z(t)x dt - Z(t)x dr.

> |—
N————y
(o] ct

est un opérateur linéaire fermé 3 domaine




Démonstration : D'aprés le lemme 3,

»
m

A
J Z(t)x dt
o

> |-

appartient 4 D(B) pour tout x et puisque 1lim x = x, nous concluons que
A0

D(B) est dense dans H.

D'autre part, supposons que la suite (xn) de D(B) +tende vers x, que
an tende vers y. Alors Z(r)an converge vers Z(t)y uniformément en T et

il découle de la relation (3) que

Z{A)x = x

1 A
= = J Z(t)y dr.
A A o}

Passant & la limite quand A tend vers O, nous voyons que x est dans D(B)

et que Bx =y ; ce qui prouve que B est un opérateur fermé.

Lemme 5.- Un semi-groupe d'opérateurs est déterminé de manidre unique

par son générateur infinitésimal.

Démonstration : Supposons que les semi-groupes {Z1(t)} et {Z2(t)}

ont le méme générateur infinitésimal B. Alors, pour tout x dens D(B)

Zz(t)x appartient & D(B) et par suite

i— 2, (6 - 2)z,(t)x = 2,(t - 2)[B2,(0)x] + 2,(¢ - D) ] xz (v)x = o.

Intégrant sur [:O,t:[, nous obtenons :




Z,(t)x - Z,(t)x = 0 Yt>0 ;

1
et puisque D(B) est dense dans H, nous voyons que les deux semi-groupes sont

identiques. /.

Le spectre du générateur 4'un semi-groupe d'opérateurs de contraction
est toujours contenu dans le demi-plan gauche ; en falt, comme le montre les
lemmes suivants, pour tout X tel que Re A > 0, la résolvante existe et
peut s'exprimer comme la transformée de Laplace du semi—grqupe. On entend par
résolvante, 1l'opérateur

R(A,B) = (AL - B) .

Lemme 6.- Si Re A > O alors :

(5) R(A,B)x = J eth z(t)x dt.
o

Démonstration : Dans le lemme 3 et le corollaire 1, si nous remplagons

{Z(t)} par {exp(-At)Z(t)} (et alors B par (B - AI)), alors ces résultats

peuvent s'écrire :

x - e_kTZ(T)x = (AI - B)J e—AtZ(t)x dt pour tout x
o
-AT T
X -e "Z(x) = J e ""z(t)(AI - B)x at V x € D(B) ;
0

I1 est clair que l'intégrale définie de la maniére suivante :
R(A)y = J e 2(t)y at
o

converge vers un opérateur borné quand Re A > O. Ensuite, passant & la limite




quand T tend vers 1'infini et utilisant la fermeture de B, nous obtenons

"
]

(AI - B)R(A)x Vx

R(M(AI - B)x V x € D(B)

»
1}

ce qui prouve que A est dans l'ensemble résolvant de B et que R(1A) = R(A,B).

La résolvante de B satisfait 1'équation résolvante :

(6) R(A,B) - R(u,B) = (u - A)R(A,B)R(u,B)

pour tout A,p dans l'ensemble résolvant. Pour vérifier ceci, il suffit de

multiplier
(- 2A)I = (ul -B) - (AI - B)

8 droite par R(u,B) et & gauche par R(A,B). Il découle de (6) que les résol-

vantes de B commutent.

Lemme 7.- L'ensemble résolvant est ouvert et la résolvante R(A,B)

est une fonction holomorphe de A sur l'ensemble résolvant.

Démonstration : Si Ao appartient 4 l'ensemble résolvant de B, alors
/

(AT - B)R(AO,B) =TI+ (A- AO)R(AO,B)

et pour

(7) A = Al < [R(x.B) ~




le membre droit est régulier ; il s'ensuit que 1l'expression

R(A,BI[T + (& - AO)R(AO,B)_']_1 = 1 (- A)n[R(;\O,B)]n+1
n=0

est l'inverse & droite de (AI - B) et un raisonnement semblable montre qu'il

est aussi l'inverse & gauche. Ainsi pour les A suffisamment proches de Ao’

[+

(8) R(A,B) = T (- MR ,B)]™
n=0 ° ©

Ce @éveloppement explicite en série entire de la résolvante montre que 1'en-
semble résolvant est ouvert et que R(A,B) est holomerphe dans l'ensemble

résolvant. /.

Le probléme qui se pose dans la plupart des applications de cette
théorie est de déterminer quand un opérateur donné est le générateur d'un
semi-groupe d'opérateurs. A ce probléme, E. Hille et D. Yosida ont obtenu

la solution suivante :

Théoreme 1.- Un opérateur linfaire fermé & domaine dense engendre

un semi-groupe d'opérateurs de contraction fortement continu si et seulement si

(9) IR(A,B)| < 1/2 Yo,

Démonstration :

La condition nécessaire découle directement de 1l'expression (5)

[R(x,B)x| s f e "\z(t)x|at ¢ |x| J e ™ at = x|/ Vs o.
[¢]




Pour prouver la réciproque, nous adopterons le raisonnement de Yosida et cons-

truirons un semi-groupe approximant de la forme :

(10) 2 (t) = exp(t B,)

B, = APR(A,B) - AL .

Au commencement, notons que 1l'inégalité (9) implique
[AR(A,B)x = x = |R(A,B)Bx| s A~ |Bx|
si x € D(B). Ainsi, pour de tels x,

(11) lim AR(A,B)x = x
A>co

et puisque D(B) est dense dans H et que les opérateurs epproximant sont uni-
formément bornés par (9), la limite (11) existe pour tout x e H. En perticulier,

(11) montre que :

B x = APR(X,B)x = A(AI - B)R(A,B)x = AR(X,B)Bx

tend vers Bx quand A tend vers l'infini pour tout x dans D(B).

Ensuite, nous obtenons une borne pour les {ZA(t)} :

o 2
z,(t) = exp(-At)exp(tA°R(1,B)) = exp(-At) iﬁlflﬂ x [R(x,B)]"
: n=0 n! '

et en employant 1'inégalité (9), nous obtenons :




n
(12) 1z, (t)| s e At Qe Y, t >0,

Il est clair que tous les opérateurs ci-dessus commutent. Alors

t
d
Zk(t) - Zu(t) fo ;: [ZA(T)Zu(t - 1)]adr.

t
= JO ZA(T)Zu(t - T)(BA - Bu)dr.

En employant la borne (12), nous avons
- < — E N
|z, (t)x Zu(t)xl st IBAx Buxl
Ce qui montre que :

(13) 1im ZA(t)x = z(t)x (t >0),

Ao

existe pour chagque x dans D(B), uniformément sur les sous—ensembles compacts
de BD,&[. Puisque les {ZA(t)} sont uniformément bornés, cette limite existe
pour tout x € H, encore uniformément sur les sous-ensembles compacts de [O,w[.
Une telle limite hérite des semi-groupes approximant les propriétés (a), (b) et
(c) et alors {zZ(t)} défini par (13) est un semi-groupe d'opérateurs de contrac-

tion fortement continu.

Soit C 1le générateur de {2(t)}. Reste & prouver que C = B,
Maintenant, pour x € D(B), nous avons par le corollaire 1
A

ZA(A)x - x = Jo ZA(T)BX dr.
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Divisant par A et passant & la limite quand ‘A » ®, nous obtenons

A
Z(M)x = x _ J-J Z(t)Bx drt,

A Ao

d'oll découle que Cx = Bx 3 donc C DB. Pour A fixé, l'opérateur (AI - B)
est, par hypothése, bijective et &évidemment, aucune extension propre de (AI - B)
ne peut avoir cette propriété. D'autre part, d'apreés le lemme 6, l'opérateur

(AI - C) doit avoir cette propriét€ ; par conséquent, C = B. /.

Cette démonstration est valasble, comme elle est prouvée, pour tout
espace de Banach. Cependant, les &léments suivants sur le semi-groupe adjoint
sont valables comme ils sont mentionnfs wniquement sur les espaces de Banach
réflexifs et nous introduiéons quelque simplification dans le raisonnement en

nous limitant & un espace de Hilbert.

Pour un semi-groupe {Z(t)} satisfaisant les propriétés (a), (b) et
(c) nous définissons le gemi-groupe adjoint comme la famille des. opérateurs

adjoints :
{z*(+) 3 ¢ > o).

De la définition, il découle que les opérateurs adjoints setisfont les propriétés

(a) et (b) et que
%
(Z (t)xsy) = (x,Z(t)y) > (x,y)
quand t > 0. En conséquence :

*

12%e)x - 2|2 = (Z50)x,2%0)%) + (x,x) = (2%()x,%) - (x,2%(6)x).
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a une limite supérieure non positive ; ce qui prouve que le semi-groupe adjoint

a aussi la propriété (c).

Lemme .- Le générateur du semi-groupe adjoint est l'adjoint du géné-

rateur du semi-groupe originel.

Démonstration : Soit C 1le générateur du semi-groupe adjoint et soit

X et y dans D(B) et D(C) respectivement. Alors

(Bx,y)

: *
1im  ( ZULDS._‘E’ y) = lim (x, Z__(_A.).L:_}L)
A

A0 . A0 A

(x,Cy)

* . . . s
et alors CC B . D'autre part, si x et y appartiennent respectivement &

D(B) et a D(B*), alors d'apr@s le corollaire 1,

A : A % *
o (z(a)x * xy) = j (B2(7)x,y)ar = J (x,2%(1)5% )
' ) : : o

d'ol vient que :

A
% *
Z(A)y -y = J Z*(T)B y dt.
o

En divisant par A et en paessant & la limite quand A - O, nous voyons que :
Cy =BV,

ce qui prouve que C :DB*.

I1 est slors aisé de démontrer le théorSme de Stone caractérisant les




_‘]2...

énérateurs de groupes d'opérateurs unitaires. Nous rappelons qu'un générateur
p P _

A 3 domaine dense est dit anti auto-adjoint si :

Théoneme 2.- Un opérateur engendre un groupe & un paramétre 4d'opérateurs

unitaires fortement continu si et seulement si il est anti-auto-adjoint.

Démonstration : Si {U(t)} est un groupe d'opérateurs unitaires forte-

s 2

ment continu & générateur infinitésimal A, alors

1im WERR =X g5 (o) WAMx - x

A—>O+ A A+O+ A

existe si et seulement si x € D(A), dans quel cas la limite est simplement -A.
. - . o - . . .
Puisque U (t) = U(-t), ceci montre que le générateur du semi-groupe adjoint
* »
{UT(t) 3 t 20} est -A et alors par le lemme 8, nous avons A =-A ; en

d'autres termes, A est anti-auto-adjoint.

Réciproquement si A est supposé &tre anti-auto-adjoint, alors pour

tout x dans D(A)
(Ax,x) = (x,A*x) = - (x,Ax) -
si bien quev (Ax,x) est & valeur imaginaire pure. Ainsi pour
AXx £ Ax = f (x > 0)
la partie réelle du produit intérieur avec x, est :

AMx,x) = Re(x,f) < |x| |£] 3
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ce qui implique que (AI * A) est bijective et que

| £ 8)71] 5 12 YA o.

+

Puisque A est égal 3 1'adjoint de - A, il est évidemment fermé et alors
l'image de (AI * A) est un sous—espace fermé de H. Présentement, 1'image
est tout H ‘car autrement, il existerait un y non nul orthogonal & 1l'image ;

ainsi :

(ax £ Ax,y) =0
pour tout x dans D(A). Il s'ensuit que y appartient & D(A

et que :

A%y = - Ay =2y

ce qui est impossible car la seule possibilité d'avoir (Ay,y) = #A(y,y) ime-
ginaire pur est que y soit un vecteur nul. Alors (AI * A) est bijectif
"1l -1

avec |[(AT +£4) | s .

Le théoréme de Hille-~Yosida maintenant affirme que A et - A engendre
les semi-groupes {U+(t) ;3 t 20} et {U_(t); t >0}, respectivement. En plus,

pour x € D(A),

ji U, (8)x|% = (24U, (£)x,U, (t)x) + (U, (t)x, £AU,(t)x) = O

d'ol

]Ut(t)x] = |x| ;
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les opérateurs {U+(t)} sont alors des isométries ; en outre pour x € D(A),

f; U, (6)U_(£)x = U (£)AU_(t)x + U, (£)(-A)U_(t)x = ©

ce qui entralne :

Autrement,

]
H

u_(t)u_(t)

et il en découle que les opérateurs {U,(t)} sont unitaires. Enfin, il est clair
8 partir des semi-groupes approximant emplpyés dans la démonstration du théoréme
de Hille-Yosida, que tous les opérateurs de ces deux semi-groupes commutent ;

il s'ensuit que :
U+(t) pour t 20

U_(-t) " pour t O

~

définit un semi-groupe uniteire fortement continu d'opérateurs unitaires &
1%

générateur A.
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THEORIE DE LA REPRESENTATION
ET

L'OPERATEUR DE DIFFUSION.

Nous allons obtenir certains théorémes de représentation pour un
groupe d'opérateurs unitaires {U(t) ; -» < t < =} agissant sur un espace
de Hilbert H pour lequel il y a un sous-espace sortant. Un sous—espace

fermé D, est dit sortant s'il a les propriétés suivantes

(i) U(t)D+C'D+ pour % > O,
(11) n U(t)D+ = {O}s
(iid) V] U(t)D+ = H.

On en obtient un exemple en prenant H = Le(-w,w.N), l'espace. des
fonctions de carré intégrable sur l'axe réel, & valeur dans un espace de Hilbert
auxiliaire N, ol U(t) correspond & la translation & droite de t et ol
D, = L_(0,+*;N). Nous montrerons que, réciproquement, & tout sous-espace sor-

+ 2
tant pour le groupe U(t) correspond toujours une représentation pour ﬁ‘ et

U(t) de cette sorte. Nous l'appellerons une représentation de translation

sortante.

Le cas discret de ce probléme se résout facilement et puisqu'une
simple transformation nous permet d'obtenir la représentation paramétrique

continue en termes de la représentation analogue discréte, nous allons commencer

par le cas discret.
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1. Le cas discret.

Au lieu d'un groupe & un paramétre 4'opérateurs unitaires, nous avons,
dans le cas discret, un seul opérateur unitaire V et toutes ses puissances.

Par rapport & V, un sous-espace fermé D, sera dit sortant si

(i) VD+C D+,

(ii) N ka+ = {0},
(iii) U ka+ = H.

Exemple.- H = 22(—W,+w;N), espace des suites {yk;-= < k < +=}
d valeur dans un espace de Hilbert auxiliaire N, et pour lesquelles

z kaJE < @, V correspond & la coupure & droite et D, = 2,_(0 423 N).

2

Théonéme 1.1.- Si D est sortant par rapport & un opérateur unitaire
V, alors H peut se représenter isométriquement comme 22(-w,+w;N) pour un
espace de Hilbert auxiliaire N de telle sorte que V se transforme en 1'opé-
rateur de troncature & droite et que D s'applique sur £_(0,+°;N). Cette

2

représentation est unique & un isomorphisme prés de N.

Démonstration : Soit N 1le complément orthogonal de VD dans D,

en symboles
(1.1.) , N=DoVD
Nous allons prouver que :

(1.2.) ' p=J @ viy,
K30

et que :
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(1.3.) 7= e v,

V unitaire, il est clair gque
vy = v o v¥*'p.

ey s . cps s +
En plus, il découle de la propriété (i) que vt v pour tout k et

qu'alors les V N sont mutuellement orthogonaux et que D contient

=z § e vy, _ |
k30

Si M est un sous—-espace propre de D, il existera un x # O, ¢ D © M.
Puisque x est orthogonal & N, 1l doit &tre dans VD ; puisgu'il est aussi
orthogonal & VN, il doit &tre dans V2D. En continuant ainsi le raisonnement
nous voyons que x doit €tre dans N VkD, ce qui est contraire & la propriété

(ii). Ceci prouve (1.2.) et il découle de (1.2.) que :

vp = J GVjNCZQVjN
jzk

et ceci implique (1.3.) puisque par la propriété (iii), U VkD est dense dans H.

Afin de définir 1'isomorphisme désiré, nous notons que chaque x € H.

a une décomposition unique d'aprés (1.3.) de la forme :
X = E 8 kak

ol chaque V, € N. En plus,
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e ‘kak

et chaque suite {yk} de N avec Z yk! P définit un x € H de cette

fagon. En conséquence, l'application

est une isométrie de H sur 12(-w,+m;N) par laquelle D s'applique sur
22(O,+w;N). En plus, il est clair que :

V(x) =) & vy —— {y,_q1s

Yk
de telle sorte que V correspond par cette application, & un opérateur de
troncature & droite. La construction de (1.1.) de N et les décompositions
(1.2.) et (1.3.) de D et de H sont canoniques. Ce qui prouve que la repré-

sentation est unique & un isomorphisme prés de N.

Nous allons maintenant employer la transformetion de Fourier pour

obtenir la représentation spectrale & partir de la représentation de translation.

Conollaine 1.1.- 8i D est sortant par rapport & un opérateur uni-

taire V, alors H peut se représenter isométriquement comme L2(O,2H;N) pour

tout espace de Hilbert auxiliaire N de telle sorte que V se transforme en
la multiplication par exp(if) et que D s'applique sur H2(N) la classe de
Hardy des fonetions f£(8) dont les kiéges coefficients de Fourier s'annulent
pour les k négatifs. Cette représentation est unique & un isomorphisme prés

de N.
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Remarque : Nous appellerons cette représentation représentation spectrale

sortante pour l'opérateur V.

Démonstration : L'application :

{r, } € L (-=,t=3K) > £(8) = y Yy 150 L,(0,21;N)

avec

1 2 . 2 _ 2
P [le@)1F a0 = 1 Inlf = 1l

définit un isomorphisme de £2(—@,+W;N) sur L2(O,2H;N) transformant 1'opérateur
de coupure & droite en multiplication par exp(if) et £2(O,+w;N) en H2(N).

La combinaison de ceci avec le résultat du théoréme 1.1. nous donne la représen-—
tation spectrale sortante désirée. L'unicité découle de 1l'application inverse :

£(8) € L2(O,2II;N) > {yk =L Jf(e)e_ike_de} € £ (-, +=;N)

ol 2

et de l'application du résultat correspondant & la représentation de translation

sortante.

Un sous-espace entrant D_ se d&finit de la méme fagon en remplacant

(i) par (i) : V_1D_(: D , les propriétés (ii) et (iii) restant inchangées.

Notons que si D_ est entrant, son complément orthogonal est sortant
et si D+ est sortant, son complément orthogonal est entrant, il y a une
représentation de translation analogue pour D_ et dans ce cas, nous prenons

1'application de telle sorte que D_ s'applique sur 22(—w,—1;N). Dans la
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représentation spectrale correspondante, D_ a"pour image, la classe de Hardy

conjuguée H2(N_), ensemble des fonctions f € L2(O,2H;N) dont les coefficients

de Fourier s'annulent pour sous les k non négatifs.

Theoneme 1.2.- Si, pour un opérateur unitaire donné, il existe deux
représentations de translation, £2(—w,+w;N) et Zz(—M,+w;N'), alors N et

N' sont &quivalents.

Démonstration : Le contenu de ce théoréme est une conséquence directe
du théoréme de multiplicité. On peut toutefois tenter une autre démonstration

en montrant que N et N' ont la méme dimension.

2. L'opérateur de diffusion dans Le cas discret.

Soient deux sous—espaces sortant D+ et entrant D_ pour le méme
opérateur unitaire et supposons en plus que D+ et D_ sont orthogonaux.
A chaque vecfeur f e H, on associe deux vecteurs k_ et k+ qui sont les
représentants respectifs de f pour les translations entrante et sortante.

L'opérateur :

qui applique 22(—w,+m;N) sur 22(-w,+w;N) stappelle

l'opérateur de diffusion.

Lemme 2.1.- L'opérateur de diffusion a les propriétés suivantes :

(i) 8 est unitaire.
(ii)_S commute avec la translation.

(iii) s applique 22(4»,-1;N) dans 12(*w,—1;N).
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Démonstration : Les propriétés (i) et (ii) découlent de ce gque S est
défini en termes ae deux représentations de translastion unitaires différentes
d'un méme opérateur. Pour déduire la propriété (iii), notons que k_ € 22(—¥,—1;N)
signifie que f € D_. Puisque nous avons supposé que D_ est orthogonal & D,
il s'ensuit que f est orthogonal a D,. D'un autre c6té, dans la représentation
de translation sortante, D, a pour image £2(0,+w;N) et alors k _ se trouve
dans le complément orthogonal de 1l'image de D, qui est 22(—m,-1;N).

Cornollaine 2.1.- Définissons l'opérateur S = FSF_1, F étant la
transformation de Fourier ; ainsi S +transforme la représentation spectrale
entrante en la représentation spectrale sortante. S a les propriétés sui-

vantes

(i)' S est unitaire.
(ii)' S commute avec la multiplication par les fonctions mesurables

bornées & valeur complexe.

(iii)' S applique ﬁE(N) dans ﬁe(N).

Démonstration :

e S . P
,62(—oo’eo,N) —> 22(—oo’+co;N)
F F

S ,
L,(0,21;N) + L,(0,2M;3N)

Chacune de ces propriétés, excepté (ii)', n'est qu'une reformulation des pro-

priétés du lemme. Une reformulation de (ii) est que S commute avec les opérateurs
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multiplicatifs {exp(ik6)}. La propriété (ii)' découle maintenant du fait que
tout scalaire mesﬁrable borné peut &tre approximé presque partout et de manidre
bornée par des combinaisons linfaires de {exp(ik6)} et que la convergence ae
cette sorte implique la convergence forte des opérateurs multiplicatifs corres-

pondants.

Un opérateur linéaire sur L2(O,2H;N), tel que S, qui commute avec
la multiplication par les scalaires mesurables bornés et qui applique ﬁE(N)

dans lui-méme s'appelle opérateur de causalité chez les physiciens.

Théoneme 2.1.- Si N est séparable, un opérateur S satisfaisant
les propriétés (i)' - (iii)' peut se réaliser comme une fonction multiplica-

tive & valeur opératrice S(ele) sur N dans N ayant les propriétés

suivantes

- (a) S(ele) est la valeur-limite d'une fonction & valeur opératrice
S(w) analytique pour |w| > 1 qui converge fortement le long
ele)

des rayons (radiaux) pour presque tout 6 vers S( ;

- (b) |S(w)| £ 1 pour tout w de valeur absolue > 1 ;

- (c) S(ele) est unitaire pour presque tout 6.

Démonstration : Soit n € N. Alors exp(-i®) aeppartient & ﬁg(N)

et par (iii)', S[éxp(—ie)na aussi appartient & ﬁ2(N). Puisque
S[éxp(—i@)n] = exp(-if8)Sn

par (ii)', il s'ensuit que :
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appartient & exp(ie)ﬁg(N) ; de telles fonctions n(ele) ‘sont les valeurs-limites

. " . N . . . - .
de fonctions n(w) analytiques 3 valeur vectorielle, fonctions qui sont régulilres

pour |w| > 1.

Ensuite, montrons que g(w) est uniformément borné pour [w( > 1.
Pour cela, soit n et m deux éléments de N (une paire d'éléments). Alors,
pour tout entier k # O, il est évident que exp(iké)n et exp(iké)m sont
des é€léments orthogonaux de L2(O,2H;N). D'aprés (i)', 1l'opérateur S est une
isométrie et il s'ensuit que les images de exp(ik6)n et exp(ik6)m sont aussi

orthogonales :

21 . . .
j 50 (X (e*®) m(e?®)) a8 = 0 (k # 0).
6]

Ceci signifie que tous les coefficients de Fourier de la fonction scalaire

~ . . R
(n(ele),ﬁ(ele)) sont nuls, sauf celui correspondant & k =0 ; une telle

N
fonction est une constante. La valeur de cette constante est (211)_1 multiplié
par l'intégrale de la fonction qui, dans ce cas, est simplement le produit

. n, Ny n 0y . .
scalaire de n et m. Or (n,m) = (n,m). Ainsi :

v, 16, N, i8
(2.1.) n(e™"),m(e™"))y = (n,m)y P.p.
En posant : n = m, nous obtenons en particulier :
v, 16
(2.1.)" In(e )]N = |n|N .

Puisque n appartient & exp(if) H_(N), il se représente en termes de ses

2

valeurs-limites par la formule de Poisson :
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De (2.1.)' et du fait que le noyau de Poisson P est positif et de poids total 1,

nous obtenons l'estimation :

(2.2.) n{w) dae = |n| .

I x

< jP(v,e”) 1319 .

Nous définissons la fonction & valeur opératrice S(w) comme suit :

SGn)n = n(w).
et affirmons que S(w) a les propriétés du théorSme 2.1. Il est évident que

S(w) est fortement analytique pour |w| > 1 et que 1'inégalité (2.2.) montre

que (b) est valable. Afin de prouver (a), nous choisissons un sous-ensemble
dénombrable dense {nj} de N. Pour chaque Jj, S(w)nj est une fonction

bornée et par suite, a des limites radiales quand w tend vers exp(if)

hormis sur un sous—ensemble Ej de mesure nulle ; E = U Ej est aussi de mesure
nulle. Puisque la suite {nj} est dense et que S(w) est uniformément bornée

en norme, il découle que S(w)n a des limites radiales pour tout n e N

excepté sur E. Ainsi, S(w) a des valeurs-limites fortement définies qui

sont des opérateurs de contraction exceptd sur E ; ‘ceci termine la démonstration
de (a). Si nous ajoutons & E 1l'ensemble nul sur lequel (2.1.) n'est pas défini

pour tout choix possible de n = nj et m=n alors (2.1.) impligue que,

iO)

k’

excepté sur E, S(e est une isométrie sur {nj} et, par continuité, sur N.

L'opération de multiplication par S(ele) est une application d'opé-
ration bornée de L2(O,2H;N) sur lui-méme. Nous affirmons que c'est égal &
l'opérateur donné S. En clair, par construction, les deux opérateurs colncident

pour les fonctions constantes. Puisque les deux opérateurs commutent avec la




multiplication par exp(i6), il s'ensuit qu'ils coIncident aussi pour les
pol&hﬁmes trigonométriques. Puisque les polyndmes trigonométriques sont denses

dans. LQ(O,EH,N) ‘et que les deux opérateurs sont bornés, nous. en concluons

qu'ils conviennent sur tout. L. (0,2I;N}.

Xt

I1 reste & prouver que S(ele) est unitaire pour presque tout 8.

Pour cela, nous choisissons une base orthonormale compléte {nj} pour N

n i 1 .

et posons nj(ele) = S(ele)nj. Pour chaque 6 ¢ E, nous savons que S(ele)
. . L. . v i

est une isométrie et par suite que {nj(ele)} est un ensemble orthonormal

mesurant 1'image de S(ele) dans N. Si

18)) & (e19)

n, = Z (nk,nj(e N 7 pP.D.

J

pour tout k, alors 1'image de S(ele) est p.p. égale & N et S(ele) sera

unitaire p.p. En d'autres termes, il y a un k tel que

8(e™) 2 = ] (mn(e7))y n ()
J

différe de zéro sur un ensemble de mesure positive. Puisque g(ele) est mesura-

ble et que ]g )[ < |n nous voyons g est un élément non trivial de

N *
L2(O,2H;N). En plus :

kIN’

i ik ~ , i@
(6(e™),e™ F.(e*) =0 p.p.
pour tout k et tout Jj, et a fortiori, g est L2 ~ orthogonal & 1l'ensemble

i i . . . ey s
{elkenj(el R Cependant, cet ensemble est l'image, sous lt'application unitaire
S, de la base orthonormale compléte {elkenj} et alors mesure aussi
L2(O,2H;N). Ceci &tant impossible, il découle que S(ele) est unitaire pour

presque tout 6.
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Corollaine 2.2.- L'opérateur S(w) du théoréme 2.1. est déterminé,
dans la multiplication intérieure & droite par un opérateur unitaire sur N,

par les propriétés (i)' - (iii)' et le sous-espace D =S ﬁe(N).

Démonstration : A cause de la propriété (ii)', l'opérateur S se

détermine complétement par son action sur N = t ﬁ2(N) ©) ﬁz(N). I1 applique

i6 : sl
e D © D, un sous—espace isomorphe & N. Ainsi, &tant donnés

Ni-sur N' =

deux applications unitaires 31 et 32 qui satisfont les conditions du

corollaire, il est évident qu'il existe un opérateur unitaire Tt de N sur N,
=

nommément T = 32 81 restreint & N, tel que S1n = SZTn pour tout n dans

N, d'ou découle que S1(w) = Sg(w)r. /i

Nous nous servirons aussi de la version restreinte suivante du

théoréme 2.1.

Cornollaire 2.3.- Soit N séparable ; un opérateur S qui satisfait
seulement les propriétés (i)' et (ii)' peut se réaliser comme une fonction
multiplicative & valeur opératrice S(ele) sur N dans N, qui est unitaire

pour presque tout 6.

Démonstration : Choisissons une base orthonormale compléte {nj}

pour N et posons :
i i
$(e*°)n, = Sn, =% ().
(e ) 3 i J( )

Comme nous 1'avons montré dans le théoréme, pour tout 6 n'appartenant pas
& un ensemble nul Eo’ les vecteurs {%(ele)} forment une base orthonormale

compléte de N. Tout vecteur n e N s'éerit :
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et nous définissons
16 16
S(e™7) = Z &y nk(el ).

Ainsi d&fini, S(eie) est unitaire pour tout 6 dans EO et une fonction

a4 valeur opératrice fortement mesurable de 6. Finalement, nous notons que
l'opération de multiplication par S(eie) définit une isométrie sur
L2(O,2H;N) et puisque S et S(eie) commutent tous les deux avec la multi-
plication par les fonctions scalaires et coincident sur les fonctions & valeur

vectorielle constantes, ils coincident sur tout L2(O,2H;N).

3. Le cas continu.

Nous retournons maintenant au probléme de la représentation pour un
groupe d'opérateurs unitaires fortement continu {U(t)} que nous réduisons
4 la représentation d'un seul opérateur unitaire traité dans la premidre
partie de ce chapitre. La réduction est faite au moyen de la transformation

de Cayley du générateur infinitésimel A du groupe {U(%t)} :
Ar—— V= (I+A)(I- A)_1 (transformation de Cayley).

Lemme 3.1.- Si U(t)DC D pour tout t > O, alors VDC D et

réciproquement (voir Lax p. 47).

Conollairne 3.1.- U(t)MC M pour tout rdel t si et seulement si
vEM C M pour tout entier k. Autrement, U(t)M =M = M pour t et pour

tout k.
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Démonstration : L'application du lemme aux deux semi-groupes

{U(t) ;3 t 20} et {U(-t) ; t 2 O} montre que U(t)MC M pour tout t > O
(ou t < 0) si et seulement si VWMC M (ou V—1MCM). La deuxidme propo-

sition découle directement de la propriété de groupe de {U(t)} et de {Vk}.

Lemme 3.2.- Un sous-espace fermé D est sortant (ou entrant) pour

{U(t)} si et seulement si il est sortant (ou entrant) pour V (voir Lax p. 48)°/.

Les lemmes ci-dessus nous permettent d'employer la théorie de la re-
présentation discréte déjd développée. Afin d'obtenir de la représentation
spectrale L2(O,2H;N) de V, la représentation spectrale appropriée de

Lg(—M,w;N) de {U(t)}, nous employons une transformation linéaire fractionnelle

mettant le disque-unité dans le demi-plan supérieur

N - . + 17
g =i t=¥ (avec pour inverse w = J——~35)
1T+w 1 - iz
En particulier :
i6 1—eie
(3.7.) e F——— g =1 -
16
1+ e
et a8 = 2(1 + ¢2)7" ao.

Nous définissons maintenant 1'application suivante :

ie) € L. (0,2M;N) +— f£(0o)

(3.8.) gle o

1 g (1 + ic)
YI(1 - io) 1 -~ io

avec f(o) = € L2(—w,w;N).
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Il est é&vident que c'est une isométrie ; en fait :
21 X +o0
1 - i 2 2
—_ J |g(e e)l ag = J lf(c)]N do.

En plus, l'application est surjective puisque l'application inverse

est bien définie. Nous notons que :

ele g(ele) s

1 - io

Soit A+(N) et A (N), ou simplement A, et A_, les images des

sous-espaces H2(N) et ﬁ2(N) respectivement, sous l'application (3.8.).

Puisque H2(N) et H_(N) couvrent ensemble L2(O,2n;N), les sous-espaces

N) [ou ﬁz(N)]

2

A, et A_ couvrent L2(—w,m;N). Chague fonction: dans H

. o

est la valeur-limite, dans le sens de L2 d'une fonction analytique & 1'in-
térieur [pu'ﬁ l'extérieu;] du disque-unité, dont 1l'intégrale du carré sur les
cercles concentriques est uniformément bornée. Il est aisé de déduire de ceci
et de la forme explicite de l'application (3.8.) que chaque fonction dans AL

[bu AH] est la valeur-limite, au sens de L d'une fonction analytique dans

X
le demi-plan supérieur [inférieur| dont 1'intégrale du carré, le long des lignes
Im z = const > 0 [ < O] est uniformément bornée. D'aprds le théordme de Paley-
Wiener, chacune de ces fonctions est la transformation de Fourier d'une fonctidn
de carré intégrable sur 1'axe réel positif [négatif], et réciproquement

A =F L2(O,w;N), A= F‘L2(—eo,0;N)

avec F = transformation de Fourier.

Ainsi, nous avons prouvé :
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Lemme 3.3.- La relation (3.8.) est un isomorphisme de L2(O,2H;N) sur
L2(~w,w;N), qui applique H2(N) sur A et 1l'opérateur multiplicatif

exp(i8) sur 1'opérateur multiplicatif (1 + io)(1 - ig) .
Nous en venons alors au principal résultat de cette section :

Thgoneme 3.1.- 81 D est sortant par rapport & {U(t)}, alors H
peut se représenter isométriquement comme L2(—w,+W;N) pour tout espace de
Hilbert auxiliaire N de telle sorte que U(t) se transforme en multiplica-
tion par exp(iét) et que D s'applique sur A+. Cette représentation est

unique & un isomorphisme de N prés.

r—t————

Remargue : Une représentation de ce genre s'appelle une représentation

spectrale sortante pour le groupe {U(t)}.

Démonstration : Pour prouver ce théoréme, nous avons besoin seulement

du lemme précédent et du théoréme correspondant pour le cas discret. Selon le
lemme 3.2., D est sortant pour la transformée de Cayley V du générateur de
{U(t)}. En appliquant le_théoréme 1.1. et son corollaire, noﬁé obtenons lsa
représentatiop spectrale pour V dans L2(O,2H;N). Dans cette représentation
spectrale, D s'applique sur H2(N) et V se trénsforme en la multiplication
par exp(if). Le lemme 3.3. nous fournit une transformstion qui applique

L2(O,2H;N) sur LZ(—w,w;N), H.(N) sur A_ et transforme la multiplication

2
par exp(i6) en multiplication par (1 + ig)(1 - io)_1. Il est déja vérifié

que (1 + iag)(1 - io)-1 est la transformée de Cayley de l'opération de multi-
plication par o, qui est le générateur du groupe d'opérateurs multiplicatifs

unitaires {exp(ioct)}. Nous rappelons que la transformée de Cayley seule

détermine le générateur et que le générateur seul détermine le semi-groupe ou
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le groupe qu'il engendré. Ainsi, sachant que U(t) s'applique dans unAgfoupe
d'opérateurs unitaires, dont la transformée de Cayley du générateur est

(1 + i0)(1 - io) ! nous pouvons affirmer que U(t) 1lui-méme s'applique sur

exp(iot) dans cette représentation.

Si pour un sous-espace sortant donné D, il y a deux représentations
spectrales sortantes distinctes pour le groupe {U(t)}, alors nous pouvons
recommencer le raisonnement et obtenir deux représentations de translation sor-
tantes distinctes pour V. D'aprés le théoréme 1.1., ces représentations de
translation peuvent différer seulement par un isomorphisme de N, et alors,

retournant aux représentations spectrales de {U(t)}, nous voyons qu'elles ne

différent que par un isomorphisme de N.

Nous appliquons maintenant l'inverse de la transformation de Fourier.
D'aprés le théoréme de Paley-Wiener, A, s'applique sur L2(O)m;N) 3 ainsi

nous déduisons :

Coroflaire 3.2.- 8i D est sortant par rapport au groupe d'opérateurs
unitaires {U(t)}; alors H peut se représenter isométriquement comme
Lz(-“,w;N)' pour tout espace de Hilbert.auxiliaire N de telle sorte que U(t)
se transforme en translation & droite par t -unités et que D s'applique sur

L,(0,»;N). Cette représentation est unique & un isomorphisme prés de N.

Al

Remarque : Une représentation de cette sorte s'appelle une représen-

tation de translation sortante pour le groupe ' {U(t)}.

On a des théorémes de représentations analogues pour un sous-espace

entrant D_.
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Théoneme 3.2.- Si, pour un groupe wnitaire {U(t)}, il existe deux

représentations de translation (ou spectrale), soit L_(-w,+=;N) et

2

L2(—w,M;N'), alors N et N' sont &quivalents.

Démonstration : Ceci découle du théoréme 1.2. Nous appliquons simplement

2(O,2]'[;N) et L2(O,2H;N') respectivement, et obtenons deux

représentations spectrales pour la transformée de Cayley V du générateur de

ces espaces sur L

{U(t)}.

4. L'opérateur de diffusion dans Le cas continu.

Juste comme dans le cas discret, nous commengons avec des sous—espaces
orthogonaux sortant D+ et entrant D_ pour un groupe d'opérateurs unitaires
donné {U(t)}. Encore, & chaque vecteur f € H, sont associés deux vecteurs

k et k

_ . qui sont respectivement les représentants entrant et sortant de f.

L'application

s'appelle 1'opérateur de diffusion.

Lemme 4.1.- L'opérateur de diffusion a les propriétés suivantes

(i) S est unitaire ;
(ii) S commute avec la translation ;

(iii) S applique, dans lui-méme, L2(-w,O;N).

Démonstration : La démonstration paraphase celle du lemme 2.1.
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Ensuite, en employant l'application qui va de L2(O,2H;N) 3 L2(-m,w;N) définie
au lemme 3.3., nous obtenons une représentation S pour S & partir de la
représentation spectrale entrante 3 la représentation spectrale sortante de

{U(t)}, qui a les propriétés suivantes

(1)" S est unitaire ;
(ii)" S commute avec les fonctions mesurables bornées & valeur complexe ;

(iii)" S applique A_ dans A_.

Nous interprétons maintenant S comme un opérateur de L2(—w,w;N)

sur lui-méme. En posant

S(z) = §'( &2,y |
1 - 1z

le théoréme 2.1. devient

Théonéme 4.1.- Si N est séparable, un opérateur S sur L2(-w,w;N)
satisfaisant les propriétés (i)" - (iii)" peut se réaliser comme une fonction
multiplicative & valeur opératrice S(¢) de N dans N, ayant les propriétés

suivantes

(a) S(o) est la valeur-limite d'une fonction & valeur opératrice
S(z) enalytique pour Im z < O qui converge fortement le long des lignes

Re z = ¢ vers S(o) pour presque tout o ;
(b) |S(z)| £ 1 pour tout z tel que Imz <O ;
(¢) 8(o) est unitaire pour presque tout o.

Remargue : Ici, la convergence radiale dans la partie (a) du théoréme

2.1. se transforme en la convergence le long d'un cercle orthogonal & l'axe réel.
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Cependant, 3 cause de l'analyticité et de 1'inégalité (b), nous obtenons:du.

calcul usuel de la dérivée, l'inégalité
— 9 - -1 < -
|S(a, = in) - S(o, - in)] 5 |o, o, /n
et ceci, avec la convergence le long des cercles, implique la convergence le long
des lignes Re z = o. /.
Les corollaires 2.2. et 2.3. deviennent :
Conollaine 4.1.- L'opérateur S(z) du théoréme L4.1. est déterminé,

dans la multiplication & droite par un opérateur unitaire sur N, par les

propriétés (i)" -~ (iii)" et le sous-espace D = SA - (N).

Conollaine 4.2.- Si N est séparable, un opérateur S qui satisfait
les propriétés (i)" et (ii)" peut se réaliser comme une fonction multiplicative
8 valeur opératrice S(o) de N dans N, qui est unitaire pour presque tout

o. '/.

Habituellement, les physiciens définissent 1l'opérateur de diffusion
en termes de groupes d'opérateurs unitaires, 1l'un perturbé {U(t)}, 1l'autre

non perturbé {Uo(t)}. Ils commencent avec les opérateurs d'onde

(4.1.) W+ = 1lim U(-t)U (t) (limite forte)
' oo ©

et ils définissent l'opérateur de diffusion S en ces termes

(4.2.) S=wW . w.
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Nous allons montrer que, étant donné un groupe d'opérateurs unitaires
{U(t)} et une paife de sous-espaces orthogonaux, l'un entrant D_, et l'autre
sortant D_, nous pouvons définir un autre groupe d'opérateurs unitaires {ﬁo(t)}
de telle sorte que si nous considéroné U(t) comme une perturbation sur Uo(t),
alors l'opérateur de diffusion classique (4.2.) coIncide avec 1l'opérateur de

diffusion que nous avons introduit dans la premiére partie de cette section.

Nous définissons Uo(t) comme la translation & droite sur

Ho = L2(-w,w;N). Pour relier Uo(t) & U(t), nous ferons les identifications

suivantes sur les espaces ou ils agissent : le sous-espace L2(-w,-1;N) de Ho
est identifié & D_ dans la représentation de translation entrante de {U(t)}

(aprés translation d'une unité & gauche) ; le sous-espace L, (1,o;N) de H est
P 2 o)

identifié 3 D, dans la représentation de translation sortante de {U(t)} (aprés

translation d'une unité & droite) ; et la portion restante L2(-1,1;N) de H

est idenfid & H 6 (D_ ® D+) de H de fagon unitaire mais arbitraire.
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UN SEMI-GROUPE D'OPERATEURS LIE
A

LA MATRICE DE DIFFUSION.

Dans la théorie classique de la diffusion des ondes de son et des
ondes électromagnétiques, l'opérateur de diffusion relie le comportement de la
solution du probléme non perturbé au comportement de la solution du probléme
perturbé aux grandes distances et aux temps positifs élevés, ceci pour les
solutions qui se comportent de la méme manidre dans les deux systémes pour
les grandes distances et pour les temps négatifs élevés. En plus, il &tait trouvé
qu'il y a une relation entre le comportement des solutions du probléme perturbé
aux positions fixes et pour les temps positifs €levés et la continuité analytique
de la matrice de diffusion dans le demi-plan supérieur. En particulier, un déve-
loppement rapidement convergent, valable pour les positions fixées et pour les
temps positifs &levés, peut s'obtenir en termes de pSles de la matrice de daif-

fusion.

Dans ce chapitre, nous allons jeter une nouvelle lumidre sur cet
aspect de la théorie de la diffusion & l'aide d'une famille d'opérateurs

{z(t) 5 t 2 0} définis par :

z(t) = P_ U(t)P (t 20) ;

ol P, est la projection orthogonale de H sur le complément orthogonal de D

+ +

et P_  la projection orthogonale de H sur le complément orthogonal de D_ .
La raison de considérer l'opérateur Z(t) est la suivante :
A la fin du dernier chapitre, nous avons construit une famille

d'opérateurs {Ub(t)} per rapport & qui {U(t)} #&tait une perturbation. L'action

des deux groupes s'accorde sur D_ pour t <0 et sur D+ pour t > O. Ainsi,
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nous pouvons voir D_  comme consistant en tous les signauxbnon affectés dans le
passé par la perturbation et D+ comme consistant en tous les signgux non
affectés dans le futur par la perturbation. En particulier, D_ contient cer-
tains signaux qui ne seront pas affectés par la perturbation pour un temps trés
long et le but de 1l'opérateur P_ est de ne pas considérer ces signaux. Aprés
l'action de {U(t)}, P, écarte cette partie du signal qui ne sera pas non

plus affecté par le diffuseur. En conséquence de quoi, les opérateurs {Z(t)}
apparaissent comme un outil raisonnable pour isoler les effets de la

perturbation. "/.

Nous allons montrer que Z(t) forme un semi-groupe d'opérateurs sur
le complément orthogonal de D+ et D_ et que toute 1l'information essentielle
ayant rapport & {U(t)}, & D, et d D_, peut s'obtenir par {z(t)}.
En particulier, v-1 multiplié par le complexe conjugué du spectre du générateur
infinitésimal de {Z(t)} coIncide avec l'ensemble des points dens le demi-plan
inférieur ol la matrice de diffusion n'est pas réguliére, et si Z(T) est compact
pour un T, alors le développement de Z(t)x en termes de vecteurs propres des

opérateurs Z(t) coincide avec le développement précédemment mentionné, obtenu

8 partir de la matrice de diffusion.

1. Les semi-groupes £i8s a L'opérateur de diffusion.

Nous commengons par prouver que l'opératewr Z(t) forme un semi-groupe.

Théoneme 1.1.- Les opérateurs {Z(t) ; t 3 0} annulent D, et D_,
appliquent le complément orthogonal K de Ep+ L] D;] dans K et forment un
semi-groupe fortement continu d'opérateurs de contraction sur XK. En plus, 2Z(t)

tend vers O fortement quand t - = : lim Z(t)x = 0 pour tout x dans K.
hvag
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Démonstration : Puisque P_  annule D_, de par la définition de

Z(t) = P, U(t)P_,‘ il en est de méme de Z(t). En plus, comme D_ est ortho-
gonal 3§ D,» P_  agit sur D, comme 1'identité ; pour t positif, U(t)
applique D, dans lui-méme, et par conséquent P, annule U(t)D+ ; ainsi,

Z(t) annule D, -

Nous allons montrer maintenant que 2(t) applique K dans K.

Le dernier faéteur dans 1l'expression de Z(t) #&tant P, il s'ensuit que
l'image de Z(t) est orthogonale & D, Il reste a4 montrer gue si x est
orthogonal & D_, il en est de méme de Z(t)x : si x est orthogonal & D_,
P'x = x et puisque U(-t) applique D_ dans lui-méme, son adjoint U(t)
applique le complément orthogonal de D_  dans lui-méme. Ainsi, U(t)P - x
est orthogonal & D_ et finalement comme D, est orthogonal & D, la pro-
Jjection P applique le complément orthogonal de D_ dans lui-méme si bien

que Z(t)x est aussi orthogonal & D_.

Pour prouver que {Z(t)} forme un semi-groupe sur K, nous

employerons l'identité suivante :

qui découle de ce que U(t) applique D, deans lui-méme. Notons aussi que P_

agit comme l'identité sur K si bien que Z(t) = P+U(t) sur K. Ainsi
Z(t)z(s) = P+U(t)P+U(s) = P+U(t)U(s) = P+U(t+s) = Z(t+s)

sur K. Ce qui prouve la propriété de semi-groupe de Z(t). La continuité

forte et la contraction découle des propriétés correspondantes de U(t).

Pour montrer que Z(t) tend fortement vers zéro, nous employons le

fait que les translatés U(t)D+ sont denses dans H, ceci est la propriété
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(iii) 4'un sous-espace sortant. Ainsi, étant donné un x € K et un ¢ > 0, il
existe y € D, et un nombre positif T tels que [x—U(-T)yI < g. Puisque

P+U(t) est une contraction et que P+U(t)x = 7Z(t)x pour x ¢ K, nous obtenons
|z(t)x - P, U(£)U(-T)y| < e.

Pour t > T, nous avons, puisque Yy appartient a D+,
P+U(t)U(—T)y = P+U(t—T)y =0 ; ainsi pour t > T, |Z2(t)x| < €. Ceci compldte

la démonstration du théoréme 1.1.

Considérons maintenant l'action de Z(t) dans la représentation de
translation sortante ol U(t) correspond a la translation a droite de t unités
et ol P correspond 8 la restriction & 1l'axe réel négatif. L'action de Z(t)
est manifestement une translation suivie de troncature. Dans cette représentation,
D, correspond & L2(O,w;N) de sorte que son. complément orthogonal se représente

par L_(-<,0;N). Comme nous l'avons vu dans la section 4 du chapitre I, il est

2
représenté par S[LE(—w,w;N)] et alors K par

(1.1.) K +— L2(-°°,O;N) 0 SL2(-°°,O;N).

Comme nous l'avons montré ci-dessus, Z(t) applique K dans lui-méme et alors
l'espace représentant K dans la représentation de translation sortante est

invariant sous le déplacement droit suivi de troncature.

Dens la représentation spectrale sortante, K correspond & un sous-

espace de fonctions que nous notons R.

(1.2.) R=A_0Sa,
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ol A est, commé ci-dessus, le transformé de Fourier de Lg(—w,O;N).

Soit A, le transformé de Fourier de L2(O,w;N) ; puisque la
transformation de Fourier est unitaire, A+ est le complément orthogonal de A_
de méme, puisque la multiplication par S est unitaire, S A+ est le complément

orthogonal de S A_ . Ainsi, (1.2.) peut s'écrire
(1.2.) R=A_NSa .

Si nous interchangeons les rdles de D+ et D_ et, en méme temps,
changeons la direction de t, nous obtenons encore un semi-groupe d'opérateurs,
nommément {P_U(—t)P+ ;3 t > 0}, auquel le théoréme 1.1. s'applique. C'est

simplement le semi-groupe adjoint, qui est

2'(t) = P_U(-t)B,  (t 3 0)

Dans la représentation de translation entrante, K est représenté par :

(1.3.) K« Ly(0,9N) 05 ' Ly(0,=;N)

* . . < .
et Z (t) agit comme la translation & gauche suivie de la troncature. Dans la
représentation spectrale entrante, K correspond au sous—espace de A+ que

* ” . . . ~ > .
nous notons par R, Il découle de la définition et du caractére unitaire de

que
(1.4%.) R" = A @SA=A+ﬂSA=S

La caractérisation suivante de R découle immédiatement de (1.2.)'.

.
bl




Lemme 1.7.- La fonction f(o) appartient & R si et seulement si f

appartient & A_ et S*(c)f(c) a A"/,

A

L.l ” * ~
Les propriétés de S  sont analogues & celles de 3.

* - . ~ 2z .
Lemme 1.2.- S (z) est une fonction & valeur opératrice de z, analy-
tique dans le demi-plan supérieur ol elle est de norme inférieure ou égale & 1.
. *, -
Quand z tend vers o (par dessus o) sur les segments verticaux, S (z)

* P
converge fortement vers S (o) pour presque tout o réel.

Démonstration : Puisque S(z) est analytique dans le demi-plan infé-

rieur, la formule
(1.5.) (S(z)n,m)y = (n,S"(z)m)

* . . - .
montre que S (z) est faiblement presque analytique (skew-analytic). Par un
.. . . * . .
principe bien connu (la borne uniforme), S (z) est presque analytique aussi
. . . . * — ;
pour la topologie d'opérateurs uniforme. Par conséquent, S (z) est analytique

dans le demi-plan supérieur. Les opérateurs adjoints ont la méme norme ; ainsi
*
]S (z)lN = lS(z)lN £ 1 pour Imz g O.

D'apreés le théoréme 4.1. du chapitre I, hormis un ensemble nul de o, S(z)
tend fortement vers S(o) quand z tend vers o en bas le long des segments

. P * ] *
verticaux. Il découle de (1.5.) que S (z)m tend faiblement vers § (g) 1le
long de tels segments verticaux. Pour montrer que cette convergence est forte,
nous notons que, puisque S (o) est unitaire pour presque tout o,

IS*(c)mIN = lm[N. D'autre part, comme il est montré ci-dessus, ]S*(z)mIN I3 ]m]N.'
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D'aprés un principe élémentaire bien connu de la théorie des espaces de Hilbert,

si une suite {uk} tend faiblement vers u et si
lim sup]uklN < ‘ulN,

alors la convergence est nécessairement forte. L'application de ce principe

compléte la démonstration. /.

Nous avons besoin, plus loin, du résultat suivant sur le comportement

de S{(z) & la limite dans son domaine de définition.

Lemme 1.3.- Soit o, un point de 1'axe réel et supposons que pour
tout 2z dans le demi-plan inférieur et assez proche de g.s S(z) est réguliére
et que IS—1(2)| est uniformément bornée. Alors S(z) peut se prolonger analy-

tiquement & travers l'axe réel dans un voisinage de o

Démonstration : La partie principale est de montrer que, pour presque

tout o proche de 0q2 3—1(2) est fortement continue quand z +tend vers o
en dessous le long d'un segment vertical : nous avons déja montré que, pour
presque tout o, S(o) est unitaire et que 8(z) apbroche fortement S{(g)
quand 2z tend vers ¢ le long des segments verticaux. Pour un tel o, #&tant

donné un vecteur me N, 1l existe un autre vecteur n dans N tel que
S{on=m ;

en plus, S(z)n tend fortement vers m quand z tend vers ¢. Enfin, nous

notons gque

9
»
a
5
!

SN (2){S(z)n + [S(o) - S(z)]n} = n + s”‘(z)[S(c) - S(z)]n.
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Si o est assez proche de o,» et 2z assez proche de g, alors lgfj(z)le
est uniformément borné et puisque |S(o)n - S(z)n| tend vers O, il découle

de 1'identité ci-dessus que S_T(Z)m tend vers n = § (g)m.

Puisque [S—1(z)|N est uniformément borné dans le demi-plan inférieur
prés de g » nous en déduisons que ]S*—1(E)|N sera uniformément borné dans
le demi-plan supérieur au voisinage de o, D'apreés le lemme 1.2., S*(E) a
les mémes propriétés que S(z) et il s'ensuit, comme ci-dessus, que, dans z
tend vers o le long d'un segment vertical supérieur, S*_1(2) tend vers 3*—1(0)
fortement pour presque tout ¢ dans le voisinage de Oy Finalement, puisque

c . 4
S(o) est unitaire presque partout, nous voyons que S 1(g) = S(g) presque

partout. Nous avons donc montré : S*—1(E) est une fonction analytique bornée
dans la partie du demi-plan supérieur appartenant au voisinage de g fonetion
dont les valeurs—limites sur l'axe réel s'accordent avec celles de 8(z). D'aprés
le principe de réflexion de Schwarz de la théorie des fonctions, ceci garantit

*,— . . .
gque S 1(z) est le prolongement analytique de S(z) dans le voisinage de o,

La démonstration du lemme 1.3. est alors compléte. '/.
Lemme 1.4.- 8i S(z) peut se prolonger analytiquement dans un voisi-
nage de o, alors toutes les fonctions f(o) de R sont nécessairement ana-

lytiques dans le voisinage de 9,

Démonstration : Par le lemme 1.1., f appartient & R si et seulement

. . N * N . .
si f(o) appartient & A_ et S (0)f(c) & A . Soit g(z) 1la fonction ana-
lytique dans le demi-—plan supérieur qui est égale 3 S*(c)f(c) pour 1z réel.
* - . .
Alors, S (z)f(z) est le prolongement enalytique de g(z) dans le demi-plan
inférieur (d'aprds le principe de réflexion de Schwarz) prés de g Ceci

montre que g(z) est analytique dans le voisinage de o, 3 mais alors il en

est de méme de- f(z) = S(z)g(z).
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2. Des semi-groupes d'opératewrs de contraction.

Le fait que le semi-groupe peut se représenter comme une translation
suivie de troncature agissant sur un espace invariant par translation n'est pas
aussi spécial qu'on pourrait le supposer. Il ressort gue tout groupe d'opérateurs
de contraction peut se représenter ainsi pourvu gqu'il tende fortement vers O

quand t tend vers 1l'infini. Nous allons le prouver dans cette section.

Theoreme 2.1.- Soit {S(t) 3 £ = 0} wun semi-groupe fortement continu
d'cpérateurs de contraction sur un espace de Hilbert K qui tend fortement vers

zéro
lim S(t)x = 0, VY x € K.

Alors K peut se représenter isométriquement comme le complément orthogonal
d'un sous-espace, invariant par translation, de L (-«,0;N) N &tant un espace
de Hilbert auxiliaire, de sorte que S(t) correspond & la translation de 1t

unités 3 droite suivie de la restriction & (-=,0).

e ————

Démonstration : Nous représentons le vecteur x de K par la fonction

de t ;3 S(-t)x, t £ 0. C'est évidemment une représentation de translation.

Ce qui reste 3 construire, c'est une nouvelle norme sur K, soit |x| de

K’

telle sorte que la norme L2 de la fonction 8S(-t)x égale la K-norme de x :

© 2
(2.1.) J |s(-t)x] at = |x| , .
—c0 K

Nous appliquons ceci & S(s)x au lieu de x :




© 2
(2.1.)" : ls(s)xlK2 = J_wIS(-t)S(s)x[N at
= J ols(—t+s)x ; t

n
|
4]
62}
1
ct
SN’
w
=2
o
ct

Finalement, en différenciant par rapport & s et en faisant s = O, on obtient

XxeD

(2.2.) |x|5 = - (Bx,x) - (x,3x), .

ol B est le générateur infinitésimal de {S(%t)}.

Nous prenons maintenant (2.2.) pour la définition de ,x]ﬁ pour tout x
dans le domaine de B. Puisque nous avons supposé que les opérateurs S(s) sont
des contractions, il s'ensuit que le membre gauche de (2.1.)' est une fonction
non croissante de s 3 par conséquent, l'opposé de sa dérivée, qui est la

nouvelle norme, est non négatif.

Nous pouvons maintenant vérifier qu'avec la définition précédente de la
nouvelle norme, (2.1.) est valable pour tout x dans D(B). Car alors S(-t)x

appartient & D(B) pour toutes les valeurs de t, et

2 - 2 Re(BS(~t)x, S(~t)x)

’S(_t)xlnouveau K

da 2
= 18(-t)x|Z.
dt I IK

En intégrant par rapport & t et en supposant, comme nous l'avons fait,
que [S(t)le tend vers O quand t +tend vers 1'infini, nous obtenons (2.1.).

Enfin, nous définissons N comme le complété de D(B) dans la

nouvelle norme, plus précisément de D(B) modula les vecteurs nuls. Puisque
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D(B) est dense dans K, la représentation peut s'étendre isométriquement &

tout K.

3. Theornie spectrale.

Fondamentalement, le semi-groupe {Z(t)} et la matrice de diffusion
S(z) sont déterminés tous les deux par la représentation de K dans la repré-
sentation de translation sortante de {U(t)}. Il n'est donc pas surprenant
qu'il y ait une relation étroite entre les propriétés spectrales de {Z(t)}

et le comportement de la fonction S(z).

Nous rappelons la terminologie suivante : un opérateur linéaire fermé
V est régulier s'il admet un inverse borné ou, ce qui est équivalent, s'il est

biunivoque. Autrement, il est singulier. L'ensemble résolvant p(V) de V

consiste en tous ces nombres complexes A pour lesquels AL - V 'est régulier ;
le spectre o(V) de V consiste en ces A pour lesquels AL - V est singulier.
A appartient au spectre-point de V si AI - V n'est pas injectif, c'est-&-dire

si son noyau est non nul.

Nous noterons B le générateur infinitésimael de {Z(t)}. Comme la

formule (voir appendice)

(3.1 ) (uI - B) = r e M 7 (t)at
o]

- le montre, l'ensemble résolvant de B contient e demi~plan & droite. Comme pour

le demi-plan & gauche, nous avons

Théonéme 3.1.- Si Re W <0, alors u appartient au spectre
. . . * - ' .. .
point de B si et seulement si S (iy) a un noyau non trivial (i.e. un espace

nul non trivial).
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Conoflaire 3.1.- 8i Re p < 0, alors u appartient au spectre-

. * . . .= . .
point de B si et seulement si S(iy) a wn noyau non trivial.

Démonstration : Soit x une fonction propre de B :

Bx = ux

comme Z(t)x satisfait 1'équation différentielle

< 7(¢)x = Bz(t)x = Z(t)Bx = u z(t)x
dt

d'ol découle que

(3.2.) Z(t)x = Mt

X.

Dans la représentation de translation sortante, B agit comme la Adiffé-

renciation et son domaine ne contient que les fonctions qui sont continues pour

s § 0. 81 le vecteur-propre x a f(s) pour représentant, alors il découle

de (3.2.) que f satisfait 1'équation fonctionnelle

f(s-t) = eutf(s) (s s0sg1t);

la proposition inverse est aussi vraie. En se servant du fait que f(s) est

continue pour s £ O et en posant s = O, on obtient que :

0 (s > 0)

pour un n e N - {0}. La représentation spectrale h(g) de x est obtenue
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en prenant la transformée de Fourier de f. Ainsi

Nous aurons besoin du résultat plus général suivant

(i) Si Re u <0, alors u appartient & l'ensemble résolvant

de B si et seulement si S(in) est régulier.

-

(ii) Un My imaginaire pur appartient & l'ensemble résolvant de B si

et seulement si S(z) peut se prolonger analytiguement & travers 1l'axe réel au

int ¢ = ip .
poin o Ho

Démonstration : Nous allons d'abord prouver les conditions nécessaires
de ces deux propositions. Dans le cas de (i), noﬁs supposons pour un | avec
Re U <0 que S*(ia) est régulier et nous souhaitons montrer que pI - B
est biunivoque sur K. Le théoréme 3.1. montre que 1l'opérateur est biunivoque

et pour. prouver que son image est K, nous procédons comme suit

Comme nous l'avons déja signalé, B agit comme - < gans 1a représen-
ds

tation spectrale sortante et son domaine consiste en ces fonctions & support
dans ]—w,@] dont la dérivée sur (-»,0) est de carré intégrable. En prenant
la transformée de Fourier, nous obtenons la description suivante de B et de

son domaine dans la représentation spectrale

Lemme 3.7.- Une fonction h(c) de R appartient au domaine de B

si et seulement si il existe un vectewr n de N tel que :

(3.5.) ioch(c) - n




appartient & R ; Bh est donné par (3.5.).

Remarque : Un argument suffisant pour le lemme 3.1. est une application
directe de la théorie des distributions. Ainsi, si les transformées de Fourier
inverses de h et de Bh sont respectivement f(s) et g(s), le théoréme

de Plancherel donne :
Jg@ds = Jf@'ds - n®(0)

pour toutes les fonctions test &(s) et la proposition en découle directement.

Ainsi, pour prouver que uI - B applique son domaine sur XK, il
suffit de prendre un k arbitraire dans R et de montrer qu'il existe un n

de N etun h de R tels que
(v - io)h(o) + n = k(o).
En clair,

(3.6.) (o) = B2
U=1i0

ce qui reste & prouver, c'est que pour un n convenable, h appartient & R.

Maintenant, d'aprés le lemme 1.1., h appartient & R si et seulement

- . - * - Pl ~ -~
s1 h appartient 2 A_ et Sh a A+ _+ Par le théoréme de Paley-Wiener, h

~

appartient & A_  si et seulement si on peut 1'étendre & &tre analytique dans
le demi-plan inférieur et les intégrales du carré de sa valeur absolue le long
des lignes Im z = c < O sont uniformément bornées. La fonction k est déja

dans R, donc il peut €tre ainsi prolongée et puisque le dénominateur de (3.6.)
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ne s'annule pas dens le demi-plan inférieur, il découle de (3.6.) que :

est le prolongement demandé de h ; ainsi h appartient & A_ pour tout choix

de n.

. . *
Nous considérons meaintenant S h :

* *
S*(c)h(c) =3 X — 2

u-io
Puisque k appartient & R, par le lemme 1.1., S*k peut se prolonger en une
fonction analytique de carré intégrable uniformément dens le demi-plan supérieur.

. . & P
Ainsi, S h & le prolongement méromorphe

(3.7.) a(z) - ¥z

u—iZ

dans le demi-plan supérieur. Cette expression sers analytique si et seulement si
le numérateur de (3.7.) s'annule au point z = -iy oi le dénominateur s'annule ;

c'est le cas si et seulement si
' . *, . -
(3.8.) g(~iy) = $ (iu)n .

Puisque nous avons supposé que S(ip) et par suite S*(i;) est régulier,
1'équation (3.8.) détermine n de manidre unique. Avec un tel choix de n,
la fonction (3.7.) est analytique et les intégrales du carré de sa valeur
absolue sont uniformément bornées le long des lignes Im z = ¢ > O. Ainsi,

P -~ 3 * - -~
par le théoreme de Paley-Wiener S h appartient a A+ et par le lemme 1.1.,
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h appartient & R. Ceci compléte la condition nécessaire ‘du théoréme 3.2. (i).

Notre construction de (uI - B)_1 est tout-a-fait explicite et peut
s'employer pour obtenir une évaluation de la norme de la résolvante. La

relation (2.6.) et 1'inégalité triangulaire donnent :

k

¥ - io

Il

In| s

W - ic

Le premier terme & droite peut s'évaluer en remplagant le dénominateur pas sa
plus petite valeur ; le second terme peut s'évaluer explicitement. Employant

l'abréviation 1 = - Re u, nous obtenons :

(3.9.) In| < v [k + (207 2nl, .

La valeur de n est donnée par (3.8.)
*-1,.- .
n=3S (lp) g(-1i) 3
et par suite,

(3.10.) In|y < 3'1(iﬁ)|Nis(—iu)lN .

Meintenant g(-iu) peut s'exprimer par 1l'intégrale de Cauchy et 1l'intégrale
résultante peut s'évaluer par 1'inégalité de Schwarz. Ce qui donne :

(3.11.) le(-in) |y =

<

. +oo -
j &l g5| < (2072 .




_52_
. .
lel = 187x| = |x|,

et en faisant une substitution dans (3.11.), (3.10.) et (3.9.) successivement,
nous obtenons :
=1 1o 1,.-
In| s« '|k| + (21) '|S (1u)|N|k

s len)|s™ @) x| .

Finalement, puisque (¢#I = B)h = k, .nous obtenons 1'inégalité

38w |
(3.12.) ](uI—B)1|s —
2|Re u|

La démonstration est analogue pour la condition nécessaire de la partie (ii) ol
l'hypothése est que S(z) est analytique au point o, = i ﬁo. Dans ce cas,
chague fonction k(o) de R est analytique au point o, bar le lemme 1.4,

En employant ce fait, il est ais€ de vérifier que si n est choisi égal &

~

k(oo), alors h, donné par (3.6.), appartient & A_ et s*n 3 A /.

Maintenant, nous prouvons la condition suffisante du th€oréme 3.2.,
an commengant par la partie (i). Ainsi pour Re u < O, nous supposons que
u appartient & p(B) et nous souhaitons montrer Que S(in) est régulier.
Nous allons raisonner par l'aebsurde et supposer qﬁé S(iy) n'est pas régulier.
Alors S*(i;) n'est aussi pas régulier et l'une des deux possibilités suivantes

s'offre :

*, . - .. .
(a) S (iu) n'est pas injectif.

(b) L'image de S*(iﬁ) n'est pas tout K.

Dans le cas (a), u devrait appartenir au spectre-point de B par
le théoréme 3.1. Ce qui est contraire & u e p(B). .Le cas (b) peut se subdiviser

en deux cas :
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(b)' L'image de S*(i_) n'est pas dense dans K.

*=1, .-

(b?" S (i ) n'est pas borné.

Dans le cas (b)', l'espace nul (le noyau) de S(iu) serait non trivial
et ainsi, d'aprds le corollaire (3.1.), u devrait appartenir au spectre-point

de B, ce qui est encore en contradiction avec u € p(B).
Il reste & prouver que le cas (b)" est impossible et pour cela, nous

avons besoin du lemme suivant

Lemme 3.2.- Etant donné avec, Re u < 0, et un vecteur unitaire

n de N, il existe un vecteur non nul a de K tel que pour tout t positif,

(3.13.) | 2(e) - e**1]a] < ¥|S™(i)nly |e] .

Avant de démontrer le lemme, nous allons montrer comment utiliser cette inégalité
pour €tablir le cas (b)". Pour cela, nous commengons avec 1'expression (3.1.) pour

la résolvante de B et un nombre positif k

oo
-kt
e

(xI -~ B)™ = j Z(t)dat .

o
La soustraction de (k—u)_1 des deux cOtés donne 1l'identité :
— - i *® - ' t
(3.14.) - (kI - B) 1. (k = u) L j e ktIz(t) - " lat .
o
Soit Q = Q(u) 1'opérateur & gauche de (3.14.). Alors Q peut se récrire comme

Qu) = - (uI - B)(KT - B) "(k - w)"" .

I1 est évident, & partir de cette identité, que Q(u) est régulier.si et seulement
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si (pI - B) est bijectif. Maintenant, d'aprés le lemme 3.2., étant donné un
vecteur unitaire n de N, il existe un élément non nul de K tellque (3.13.)
soit satisfait. Nous employons (3.14.) pour exprimer Q& et alors nous &valuons
la norme de l'expression résultante avec 1l'aide de (3.13.) Soit en abrégé

*, - *
(in) = 8, nous avons :

S

o

e-Kt[Z(t) - e"t1a at] € J e Kb hls*nIN la] at
o

jaal = 1]

o

4 *
= |Sn], |a
. N

i n es itaire, ce rniére inégalité peut s'dcrire :
Puisque t unitaire, cette derniér égalité t s'é

n hla
I*IN s,ll
|S nlN k|Qa|

(3.15.)

Nous avons supposé que (uI - B) est régulier et par suite, comme nous l'avons
noté plus hautg il en est de méme de Q. Ceci implique que le membre droit de
(3.15.) est borné et par conséquent que l'inverse de S* est borné 3 ce qui

montre que le cas (b)" ne peut évoir lieu. La régularité de S*(ia) est ainsi

démontrée.

L'inégalité (3.15.) peut s'exﬁ%imer ainsi :
(3.15.)" |S* G | <2 17w
. k

en tous les points N de p(B) o Re u < 0.

Finalement, nous nous intéressons & la condition suffisante du théoreéme
3.2. (ii) : nous devons montrer que si Mo est imaginaire pur et sppartient &

p(B), alors S(z) est analytique au point o, = i ao' Puisque 1l'ensemble
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résolvant est ouvert, tous les points @ suffisamment proches de uo .appartien-
nent aussi & p(B) et par suite, comme ci-dessus, Q(u) sera régulier pour de

tels u et

(3.16.) Q (u) = - (KI - B)(uI - B) (K - y)

(b - K)I - (K - w)2(uI - )"

est uniformément borné en norme au voisinage de L D'aprés 1l'inégalité (3.15.)
ceci implique que 3_1(z) est uniformément borné pour tout 2z dans le demi-plan
inférieur qui est assez proche de o, = iﬁo. En plus, le lemme 1.3. garantit,

quand c'est le cas, que S(z) est analytique en o

Notre démonstration du théoréme 3.2. est compléte modulo la démonstra-

tion du lemme 3.2.

Afin d'établir le lemme 3.2., nous avons pour un n donné de N, &

construire un élément a de K tel que 1l'inégalité (3.13.) ait lieu.

Nous rappelons de la démonstration du théoréme 3.1. que si n é&tait
tel que S*(iﬂ)n = 0 alors nous pourrions choisir 1'élément a comme le vecteur
propre de B et par suite de Z(t) ; dans ce cas, la représentation de trans-
lation sortante de & serait f(s) = exp(-us)n pour s £ O et =0 pour s > O.
Nous ferons le méme choix pour un n en général mais puisque,dans ce cas, la
fonction exponentielle précédente ne représente pas un €lément de K, nous prenons
pour a 1'élément qui lui est le plus proche dans K, nommément sa projection

orthogonale sur K,

Nous allons opérer dans la représentation spectrale sortante ol la

fonction exponentielle devient par la transformation de Fourier :




e=e(n,p)=M——I—1—~— M= (2 Re ul)1/2 i

ic - u

le facteur normalisant M est choisi de sorte que :
Ie] = InIN *

Maintenant nous décomposons e comme

(3.17.) e=a+b,

a € R et b étant orthogonal & R mais dans A ; ainsi b est dans 1‘iﬁage

Sa de D .

Il est clair que a et b peuvent se déterminer expliciter ; pour

cela, multiplions (3.17.) par S*(c)
(3.18.) s* = S*a + ™ .

Comme nous l'avons déjad remarqué, b est la forme Sc¢ d'un c de A_. Puisque

S est unitaire, S*S =1 et ainsi, S*b = ¢. D'autre part, le lemme 1.1. affirme
que S*a appartient 8 A, si a est dans R. Ainsi, (3.18.) est la décomposi-
tion orthogonale de S'e = M(io - u)-13*(0)n. en sés composantes de A et A_.

Cette décomposition peut se voir comme

* * * - *, . -
(3.19.) y3{9n _ S (o)n -8 (Gyn S Gun
ic - u io - n dio -

Le premier terme & droite est la valeur limite de

. =1 % * - N - PR .
M(iz - u) 1E$ (z)n - 8 (1u)nﬂ et appartient a A+ par le théoréme de Paley-Wiener ;

il est &vident que le second terme appartient & A_.
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* -~ . -
La norme de S b peut se calculer & partir de (3.19.) pour &tre

- . L . » 2 ~
lS*(iu)n]N et puisque S est unitaire, c'est €gal & la norme de b
»*, .~
C(3.20.) lo| = |S (1u)n|N .

Par la relation de Pythagore et (3.17.), nous avons :

In|3

(3.21.) |al? = |n]Z - s*inl .

Il est clair, & partir de la relation de translation sortante de U(t) que la
fonction exponentielle est une fonction propre de P+U(t) i.e,
P U(t)e = exp(ut)e. En appliquant P+U(t) - exp(pt)I & (3.17.), nous savons
ut ut
(3.22.) 0= [z(t) - " fa+ [PU(t) - "1 .
Evidemment,
|P,U(t) - exp(ut)I| &< |PU(L)| + |exp(ut)| s 2
et ainsi, nous concluons de (3.22.), en employant (3.20.), que
Ht - ut ‘ *, .-
(3.23.) |[2(t) - e "TJa] = |[P,U(t) - e""T]v| 5 2| = 2|S (iw)n]y

Nous avons aisément :

(3.24.) |[z(t) - e"*1]a| s 2|a] .




Prenons un vecteur unitaire n.>Sii[S*(iﬁ)nlN 2 1/2, alors (3.24.) implique

‘ e . *, - . P

1'inégalité désirée (3.13.) ; si |8 (1u)n|N £ 1/2, alors il découle de (3.21.)
que Ial > 1/2 et ainsi nous avons de (3.23.) que

|2(t) - e**1]e| < 2|$*(ib)aly s 4IS™(i)n] |

|

qui est encore 1'inégalité (3.13.) Ceci compléte la démonstration du lemme 3.2.

et par suite, le théoréme 3.2,

4. Un théorneme d'application spectrale.

Le prochain résultat dont nous aurons besoin est le théoréme 4'appli-
cation spectrale connue & partir de la théorie des semi-groupes d'opérateurs

(Philipps [1]).

Nous allons commencer par quelques mots sur le calcul fonctionnel pour
le générateur infinitésimal B du semi-groupe {Z(t)}. Soit m(dt) une mesure
complexe sur les sous—ensembles de Borel des réels non négatifs a4 mesure totale

finie. Sa transformée de Laplace

co

(4.1.) g(u) = J eut m(dt), Re u <0
o

est analytique dans le demi-plan gauche et continue jusqu'd 1l'axe imaginaire.

Déginition 4.1.- si g(u) est une fonction de la forme (4.1.), nous

définissons g(B) de la maniére suivante :
(k.2.) g(B) = J zZ(t) m(at).
o

Cette correspondance définit un homomorphisme des transformées de Laplace dans
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1l'algébre des opérateurs linéaires bornés.

Lemme 4.1.- si gi(B) correspond & la mesure mi(dt) comme dans

(h.2.) pour 1 =1,2,3 et si m. =m, *m alors

3 1 2’

83(3) = g1(B) g2(B) .

Démonstration : Ce résultat découle directement de 1'identitd

g5(B) J z(r)[m, * m)](ar)

= JO Jm Z(t+s)m1(dt)m2(ds)

51(3) sz(B)-

Nous allons maintenant pouver le théoréme d'application spectrale

suivant :

Théondme 4.1.- Si Mo appartient au spectre de B, alors g(uo)

appartient au spectre de g(B).

Démonstration : Comme nous l'avons vu, Re [:cr(B)] g 0.

Supposons premiérement que Re B, <0 ; alors d'aprés le théoréme 3.2.,
e * .- . o ’ » -~
l'opérateur S (1uo) est singulier. Comme dans la preuve du théoréme 3.2.,

il y a trois possibilités :
%, - ' e e
(a) S (1uo) ~n'est pas injectif.
(b)' L'image de S*(iﬁo) n'est pas dense dens N.

(b)" S*q(iﬁo)' n'est pas borné.
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si (a) Bnl(b)'J est valable, alors il découle du théoreéme 3.1. que B [Qu
B*] & une fonction propre avec uo [ou ﬁo] pour valeur propre. Cette fonction
propre correspond 4 un exponentiel (& support ]—w,Q] [pu (O,w)J dans la
représentation de translation sortante (ou entrante) qui montre que c'est aussi
une fonction propre de g(B) [ou g(B)¥] avec la valeur propre g(uo)

(1) . .. ,
ou [g(uo) . Ce qui prouve les propositions dans les cas (a) ou (b)'.

Nous allons maintenant montrer que (b)" est incompatible avec la

régularité de [g(B) - g(uo)I]. Par définition,
g(B) - glu )1 = J [z(t) - exp(u_t)I]m(at) .
)

D'aprés le lemme 3.2., &tant donné un vecteur unitaire n de N,
il existe un &lément non mul a de K tel que 1'inégalité (3.13.) soit
satisfaite. L'expression |[g(B) - g(uo)I]aI peut s'évaluer 8 1l'aide de cette

inégalité comme :

|[8(8) - &(u)T]a] < b|s*(1i )] a| od M= Jo|m<dt)|.

Puisque n est unitaire, ceci peut se réécrire :

n . l&
In|y . |

< 4M
|$*(15_)n] | [&(B) - &(u_)T]a|

(4.3.)

si [e(B) - g(po)ﬁ] est régulier alors le membre de droite est borné pour tout
a et le membre de gauche sera borné pour tout n de N, ce qui contredit (b)".

Nous notons que la relation (4.3.) peut s'exprimer comme :

(1) Notons que g(B)* = h(B*) oi h(N) = J eut m(at) = g(u).
o} ©
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(h.h.) 13_1(iﬂo)|N < M| [g(B) —'s(uo)I]_1|-'

Finalement, si Re o = 0, et [g(B) - g(uo)I] régulier, alors,
puisque l'ensemble résolvant est ouvert pour g(B) et que la résolvante méme
est continue, et puisque g(u) est continue jusqu'd 1'axe imeginaire, il y
aura un voisinage de Mo tel que l[g(B) - g(u)]_1| soit borné pour tout u,
& Re u < 0, dans ce voisinage. D'aprés (L.4.), |S_1(iﬁ)| sera borné dans le
méme ensemble et par conséquent, par le lemme 1.3., S(z) sera analytique dans
un voisinage de iﬂo. Dans ce cas, le théoréme 3.2. s'applique et nous voyons

que [uo I- 3] est nécessairement régulier.

Ceci conclut la démonstration du théoréme L.1. °/.

De (4.4.) nous déduisons

Conollaire 4.1.- Si A eppertient & p[g(B)], alors S(z) est

régulier et son inverse uniformément borné en tous les points iu pour lesquels

g(u) = A et Re u g O.

Théonime 4.2.- Si pour une fonction g analytique dans le spectre de
B et de la forme (4.1.) le générateur g(B) est compact, alors B & un spectre-

point pur excepté peut-€tre pour ces valeurs de M, Ppour lesquelles g(uo) = 0.

Le spectre de B ne peut avoir que ces points pour points d'accumulation.

e ————

Démonstration : Supposons que u est dans o(B) et posons A = g(p).

Alors, par le théoréme d'application spectrale, ) appartient & c[g(B)].
Puisque g(B) est un opérateur compact, son spectre consiste en un ensemble
dénombrable de points avec uniquement un zéro au point d'accumulation &ventuel.
Si g(u) = ‘constante, alors g(B) = constante.’ I ne peut étre compact que
lorsque K est de dimension finie dens quel cas le théoréme.est vrai de maniére

triviale. Autrement, g est non constante et snalytique dans le spectre de B
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et par suite 1'équation
(&.5.) g(u) =2

a au plus un nombre dénombrable de solutions dans o(B) ; ce qui montre que le
spectre de B est dénombrable. En plus, si la suite {uh} appartient & o(B)
et converge vers Mo alors puisque g est analytique les sous—ensembles infinis
des g(un) sont distincts de sorte que g(uo) est un point d'accumulation du
spectre de g(B) et par suite g(po) = 0, ce qui montre que le spectre de B

est un ensemble de points dénombrable dont les seuls points d'accumulation sont

ces valeurs u_ pour lesquelles g(uo) = 0.

I1 reste & montrer que le spectre de B est un spectre-point pur
excepté probablement pour les valeurs uo pour lesquelles g(uo) = 0. Mainte-
nant, pour A # O, dans le spectre de g(B), l'opérateur [)\I - g(B)] a un

noyeu:de: dimension finie N Les opérateurs Z(t) commutent avec g(B) et

A"
par conséquent N, est un sous-espace invariant de Z(t) (Lemme de Schur).
D'aprés la théorie spectrale é€lémentaire des semi-groupes d'opérateurs sur un
espace de dimension' finie, NA appartient au domaine de B et est un sous-
espace invariant de B. Par conséquent, NA contient un vecteur propre x

de B :

Bx = vx .
En clair, Z(t)x = exp(vt)x et ainsi g(B)x = g(v)x. Puisque N, consiste
en tous les vecteurs propres de g(B) pour la valeur propre X, il s'ensuit

que :

(4.6.) g(v)

[}
>t
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Soit k . un point quelconque dans le demi-plan & droite et définissons g, bpar :

g (1) = —- g(u) .
. k-1

La fonetion 8, est le produit de deux fonctions toutes analytiques
dans le spectre de B et de la forme (4.1.) de sorte que g est-elle méme
de la forme gk(B) = (kI - B)_1g(B). L'opérateur gk(B) est compact, comme
produit de deux opérateurs bornés dont 1'un, g(B), est compact. Par conséquent,
les résultats trouvés plus haut s'appliquent aussi & la fonction &, Ainsi,
pour u dans o(B), gk(u) appartient & o[gk(B)] et il existe une valeur

propre vy dans le spectre-point de B tel que

_' sk(vk) = gk(u) .

En employant la définition de g et 1l'abréviation A pour g(u), nous pouveons

' déja déduire de la partie antérieure que :

k-v
(4.7.) glv ) = —£
' k k- u

Puisque Vi est une valeur propre de B et que le spectre de B comme il a
€t€ montré plus haut, est un ensemble dénombreble de points, il doit y avoir
une valeur de v qui égale v, Ppour un ensemble non dénombrable de k. Mais

alors, il découle de (4.7.) que :

k-v
k-u

A

est indépendant de k sur cet ensemble non dénombrable et puisque A # O, nous
concluons que v = . Ainsi, nous avons montré que u appartient au spectre-

point de B,
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Maintenant, nous pouvons prouver un peu plus sous les hypothéses du

théoréme 4.2. pour u dans o(B) de telle sorte que g(u) #0
Corollaire 4.2.- Re u < 0.
Conollaire 4.3.- Le noyau de ul - B est de dimension finie.
Corollaire 4.4.- La résolvante de B a un pdle en q.
/
Corollaire 4.5.- Si g(p) n'a pas de zéro dans le spectre de B,

alors la résolvante de B est méromorphe dans tout le plan. /.

Démonstration : Puisque p est dans le spectre de B par le théoréme

précédent, il existe un vecteur propre x tel que Z(t)x = exp(ut)x. Du fait
que Z(t) tend fortement vers O ; il est impossible & Re u d'étre nul ;

ce qui prouve le corollaire 4.2. Le corollaire 4.3. découle de ce que le noyau
de uI - B est un sous-espace du noysu de [g(u)I - g(B)], et ce dernier est

de dimension finie.

Démonstration du coiallaire 4.4.- D'aprés le théoréme L4.2., u est un

point isolé de o(B) et par suite, une singularité isolée de (uI - B)_1. I1
reste 3 montrer que c'est un pSle. Puisque g(B) est compact, sa résolvante a

g(u) #0 ; soit m 1'ordre du pdle. Alors, pour Vv

un pdle au point A

assez proche mais différent de A,
-1 -m
(4.8.) ][yI - g(B)] g const. |y - A] .

Puisque g est analytique prés de u, tout point Y proche de A peut s'ex-

primer comme :




vy = g(v)

avec v proche de yu, probablement de plus d'une fagon. Si la dérivée de g a

un zéro d'ordre p-1 alors

Iv - ulp < const |Y - AI.
L'insertion de cette expression dans (4.8.) donne :
-mp

IEyI - g(B)]_1| s const |v = y]

et la combinaison de ceci avec 1l'inégalité (4.4.)- (rappelons que Re u < 0)

donne :
IS_1(i;)| s const |v - u| P,

En substituant cette &valuation pour S_1 dans 1'inégalité (3.12.) donne

finalement :
(v - B)—1| § const |v - ul-mP
comme l'affirme le corollaire L.k,
Démonstration du corollaire 4.5.- Si g(u) n'est nulle part nulle
dans le spectre de B, alors ce dernier a au plus 1'infini comme son seul
point d'accumulation et par les corollaires précédents l'axe imaginaire appar-

tient & 1l'ensemble résolvant et tout point du spectre est un pdle pour la

résolvante. Par conséquent, (vI - B)n1 est méromorphe dans tout le plan.
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5. Applications de La thiorie spectrale.

Les résultats des deux précédentes sections relient 1le comportement
de la matrice de diffusion S(z) aux propriétés spectrales du semi-groupe
d'opérateurs {Z(t)}. Ceci ouvre deux voies : la premiére est d'étudier direc-
tement le comportement de la matrice de diffusion dans le demi-plan inférieur et
de 13 obtenir des informations sur ie semi-groupe ; l'autre est d'étudier direc-
tement {Z(t)} et & éartir de {z(t)}, obtenir des informations sur la matrice

de diffusion. Dans cette é&tude, nous suivrons la seconde voie.

Théondme 5.1.- Si pour certaines valeurs positives de T et de k,
l'opérateur Z(T) (kI - B)-1 est compact, alors B a un spectre-point pur
et la matrice de diffusion $8(z) est holomorphe sur 1l'axe réel et méromorphe

dans tout le plan ; elle a un pdle en tout point =z tel que iz appartient

au spectre de B. /.

Theondme 5.2.- Si pour une valeur T, |Z(T)| <a<1, salors S(z)

T

est holomorphe et borné dans la bande Im z < y, alors

1

(5.1.) lim t = log |Z(t)] s - ¥.
. 1t

Théondme 5.3.- Si pour une valeur de T, Z(T) est compact, alors la
matrice de diffusion est méromorphe dans tout le plan et toute bande horizontale

ne contient qu'un nombre fini de ses pdles.

N e—————

Démonstration du théordme 1.- Si nous appliquons le théoréme L.2.

et les corollaires 4.2, et 4.5, & la fonction g(u) = exp(uT)(k—u)—1, nous

est holomorphe et borné dens la bande Im z < - log o . Réciproquement, si S(z)
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voyons que B a un spectre-point pur et que la résolvante de B est hplomorphe
sur l'axe imaginaire et méromorphe dans tout le plan. Par suite, par le théoréme
3.2., la matrice de diffusion S(z) peut se prolonger analytiquement & travers
l'axe réel, son prolongement analytique étant €gal 3 S*—1(E) qui est analytique
en tous les points o S(z) est régulidre. Finalement, de (3.12.), nous voyons
que 3—1(5) sera singuliére en tout point spectral iz de B et de (3.15.)'

et (3.16.), nous voyons que les singularités ne sont pas pires que celles de

(izI - B) .

Démonstration du théordme 5.2.- Puisque [Z(T)| = a <o <1,

nous avons pour tout entier positif n

(5.2.) |z(aT)| = |2™(T)| 5 |2(T)|" ¢ ag =™ T

B étant défini comme - (log ao)/T. Soit t un nombre positif quelcongue et

décomposons — le modulo T ; ainsi écrivons - le comme t =nT + r, n &tant
un entier non négatif et O g r <T. De (5.2.) et du fait que |Z(r)| < 1,

nous obtenons :

o lze)] = |2(am)z(r)| g |2(aT) | |2(r)]| £ ¢ e Pt

ol ¢ = exp(BT) ; en d'autres termes, Z(t) .décroit exponentiellement. En
employant cette &valuation dans 1l'expression de la transformée (3.1.) pour la
résolvante de B, nous obten;ns le résultat que (uI - B)—1 est holomorphe
pour Re u > = B et bornée en norme dans toute bande plus petite. D'aprés le
théoréme 3.2., ceci implique que la maﬁrice de diffusion est réguliére pour

-8 < Imz <0 et d'aprds 1'inégalité (3.15.)', sa réciproque est bornée dans
toute bande plus petite. Encore par le théoréme 3.2., S(z) est holomorphe

-~

sur l'axe réel et par suite peut se prolonger par réflexion & &tre holomorphe dans
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la bande 0 ¢ Im z < B et bornée dans toute bande plus petite.

Pour démontrer la réciproque, soit u et v des &léments de R.
Alors v est dans A_ et par le lemme 1.1. u=3S8v ol w est dans A+.
En employant la représentation spectrale sortante pour {U(t)} nous pouvons

écrire :
(5:3) @) = @@ = [ sy o

Par hypothése, l'intégrante peut s'€tendre analytiquement dans la bande Im z < Y
comme eiZt(S(z)w(Z),\}(z))N et dans cette bande |S(z)|N < MY. Choisissons

Yo < v+ Il est aisé de voir que nous pouvons transformer le chemin 4'intégration
en la ligne Im z = Yo et en appliquant 1'évaluation précédente de ]S(;)IN et

1'inégalité de Schwarz & l'intégrale ainsi transformée, nous obtenons :

(5.4.,) l(Z(t)u,v)I < exp(—yot)M;lelvl = exp(—yot)Mylullvl 5

ici, nous nous sommes servis du fait que l'intégrale du carré de w(z) 1le long
de la ligne Im z = Y, est inférieure ou égale & |w|2 et du résultat analogue
pour v. Puisque (5.4.) a lieu pour tout Yo < Yo il s'ensuit que

lim sup . log|Z(t)| £ - v

Finalement, parce que log|Z(t)| est une fonction sous-additive, la

limite existe.

Démonstration du théoréme 5.3.- La premiére partie du théoréme, qui
établit que S(z) est méromorphe dans tout le plan découle du théoréme 5.1.

puisque Z(T)(kI - 13)_1 est compact si Z(T) est compact. Pour prouver la
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la seconde partie, nous allons fa%re un raisonnement indirect. Supposons qu'il y
ait indéfiniment plusieurs rdles {ﬂj} dans une bande : Im T sy I1 vient
encore du théoréme 5.1. que i nj appartient au spectre de B et ainsi, par |
1l'application spectrale exp(i " t) appartient au spectre de Z(t). Choisis-
sons t de telle sorte que t soit plus grand que T et que les nombres
{exp(i ﬂj t)} soient tous distincts (ceci comprend un nombre dénombrable de
valeurs de t). Pour un tel t, Z(t) = Z(t - T)Z(T) est compact et par consé-
quent n'a qu'un nombre fini de points, dans son spectre, dont la valeur absolue
est plus grande que exp(-yt). Mais ceci contredit le fait que tous les nombres
exp(i " t) appartiennent au spectre de Z(t). La démonstration de la seconde »

partie du théoréme 5.3. est ainsi compléte. /.

Dans la démonstration du théoréme 5.2., nous avons montré que 1'hypo-
thése |2(T)| < 1 pour une valeur de T implique que |z(t)| aéeroit expo-
nentiellement. Maintenant, nous allons montrer que 1'hypothé&se du théoréme 5.3.

implique plus.

Théordme 5.4.- Si pour une valeur de T, Z(T) est compact, alors le
développement en fonctions propres de Z(t) est asymptotiquement valsble dans

le sens suivant :
Rangeons les valeurs propres uj de B en ordre décroissant de leur
partie réelle et notons Pj la projection sur le jlgme espace propre. Alors

(5.5.) | »Z(t)v v ] explut)P,

a lieu dans le sens que pour tout € > O,

n
(5.6.) |z(t) - jZ1 exp(ujt)le < const |exp((un+1 + e)t)],
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la valeur de la constante dépendant de n et de €.

Démonstration : Nous allons esquisser la démonstration de ce résultat.

n
Soit Mn le noyasu de l'opérateur de projection Z Pj' En clair Mﬁ est un
J=1

sous-espace invariant de {Z(t)} et le rayon spectral de Z(T) sur M est
inférieur ou égal'é [exp(un+1 T)|. Sinon il existerait une valeur propre A,
telle que |A] > exp(un+1 T), de 2z(T) sur Mh. Par la remarque 4.1., il y
aura une valeur propre Vv et une fonction propre dans M pour B avec

A = exp(vl) ; mais ceci est contraire & notre ordre sur le spectre de B.

D'aprés la formule de Gelfand pour le rayon spectral, nous avons.par conséquent :

. kj1/k
iif:IZ(T) |n/ s Jexp(u_,, T,
ol l'ln est la norme sur M . Puisque 2(T)¥ = Z(xkT) et que |Z(r)| 5 1,

ceci montre que pour un € donné et pour t suffisamment grand,

(5.7.) |2(t)| & const |exp[(n ,, + e)t]] .

n
Pour tout u de K, soit u = z P.u ; w est la projection de u sur

~

les n premiers espacgs propres. Le reste r, =u- w appartient & Mh. Alors

u dépend de maniére bornée de u et par conséquent il en est de méme de rn':
(5.8.) Irnl < const|u.

En posant :

n
R (t) = 2(t) - % exP(ujt)Pj ,
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il vient que Rn(t)u.n 0 et que Rn(t)rn = Z(t)rn. Par suite, l'emploi de (5.7.)

et (5.8.) donne :

[R ()l = R (4)r | = |2(e)r | ¢ |2(8)] |r_|

L/,

const [éxp](un+1 + e)ﬁ]| [u],

ceci prouve 1'inégalité (5.6.). /.

Si Z(T) est compact, alors par le corollaire (L.2.) le spectre de B
ne peut avoir des valeurs imaginaires pures. Le. précédent théoréme implique par

conséquent le corollaire suivant

Corollaire 5.1.- Si pour une valeur de T, 1'opérateur Z(T) est

compact, alors {Z(t)} décroit exponentiellement.

Dans le cas ol B a des fonctions propres généralisées, la projection

Pj est définie par

ol Pj est un petit cercle au tour du point uj et ne contenant aucun autre

point de o(B).

6. Représentations sontantes Equivalentes - Reprdsentations entrhantes Equivalentes.

Larmatrice de diffusion est définie en termes de deux sous-espaces
orthogonaix, 1l'un, entrant, D_, l'autre sortant D+. Aux différentes paires,
correspondent différentes matrices de diffusion. Il y a toutefois des paires

qui sont équivalentes, dans un sens que nous préciserons. Le but de cette partie
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est de montrer que les matrices de diffusion correspondant i de telles paires

€quivalentes différent les unes des autres par des facteurs non essentiels.

Définition 6.1.~ Deux sous-espaces sortants (entrants) D et D!
sont dits équivalents par rapport au groupe {U(t)} s'il existe un nombre

réel T tel que’

(6.1.) U(T)De D' et U(T)D'c D.

Nous allons besoin du concept suivant :

Dégdinition 6.2.- Une fonction & valeur opératrice M(z) s'appelle

facteur trivial intérieur si :

(i) M(z) est défini et unitaire pour z réel.
(ii) M(z) peut se prolonger comme fonction anelytique dans le demi-

plen inférieur et y est de croissance exponentielle :
(6.2.) lM(z)l s exp(k|Im z|)

(iii) M(z) est régulier en tout point du demi-plan inférieur et son

~inverse croit au plus exponentiellement :
(6.3.) MY ¢ exp(xlIm 2]) .
Remarque 6.1.- La condition (iii) équivaut & demander que M(z) soit

analytique dans le demi-plan supérieur et y soit de croissance exponentielle

(voir lemme 1.3.).
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Remarque : Les facteurs intérieurs triviaux forment un groupe.

Théoneme 6.1.- Soit D et D' deux sous—espaces entrants [éortantéj
équivalents. Alors il existe un facteur intérieur trivial S(z) tel que les
représentants spectraux & et a' de tout élément f de H par rapport

aux représentations spectrales de D et D' respectivement soient reliés par :

(6.4.) a'(o) = M(o)a(o) .

s nc———

Démonstration : Puisque a et a' sont des représentants d'un méme

élément f dans deux représentations spectrales entrantes différentes [sortantes
différentes], il vient qu'ils sont reliés par un opérateur unitaire M qui
commute avec U(t). Aussi découle-t-il de 1'équivalence supposée de D et D!
que eiTOM(c) et eiTOM_1(o) appliquent, tous les deux, A_ EA+] dans lui-
méme poﬁr une valeur de T. D'aprés le théoréme de Fourds et Segal (Théoréme
4.1. chapitre II), tous les deux opérateurs peuvent se réalisef comme des matrices
de diffusion, ceci comme fonctions & valeur opératrices, unitaires pour 2z réel,
analytiques et bornées dans le demi-plan inférieur. De plus, leur produit est
égai & exp(2i To)I sur l'axe réel et ainsi peut se prolonger analytiquement
comme exp(2i Tz)I ; en particulier; leur produit est égal & exp(2i Tz) dans
le demi-plan inférieur. Ceci montre que M(z) est un facteur intérieur trivial

et ceci compléte la démonstration du théoréme 6.1.

On a une conséquence immédiate

Théondme.- Si D , D' et D+, D; sont des paires de sous-espaces

entrants et sortants &quivalents, D_ orthogonal & D+ et D' orthogonal

~

a D;, alors les matrices de diffusion associées sont relies par la relation

sulvante :




a =1
(6.5.) S' =M _S M

ol M et M+ sont les facteurs intérieurs triviaux reliant respectivement

& 1 S 1
a a et a a a'.
8 - + +

- Puisque.les facteurs intérieurs triviaux sont inversibles pour tout z,
la formule (6.5.) montre que les matrices de diffusion S(z) et S'(z) sont
réguliéres aux mémes points du demi-plan ; et que, aux points ol elles sont
singuliéres les dimensions de leur noyau, aussi bien que les codimensions de

s 2 . & * 5 -
leur image (i.e. les noyaux de S (z) et S (z)) sont respectivement égales.

Puisque la situation des points 2z ol la matrice de diffusion est
singuliére détermine le spectre du générateur infinitésimal du semi-groupe
correspondant par le théoréme 3.2. et puisque d'aprés le corollaire 3.2. la
dimension du noyau de la matrice de diffusion égale la dimension de 1'espace
propre correspondent du générateur du semi-groupe, nous avons :

Théordme 6.3.- Soit Py Dtooat B D; deux paires de sous-espaces

+’
entrants et sortants orthogonaux et &quivalents et soit {2(t)} et {z2'(t)}
les semi-groupes 1iés & ces espaces. Alors les générateurs de {Z(t)} et

{Z'(t)} ont le méme spectre et les espaces propres correspondants ont la

méme dimension. ‘/.

e

b Non seulement, les valeurs propres mais aussi les vecteurs propres

des semi-groupes équivalents sont reliés.

Théoneme 6.4.- En plus des: hypothéses du théordme 6.3., supposons
que D_ et D _ contiennent respectivement D! et Di. Si u est une valeur
propre de B, alors l'opérateur P+ applique le noyau de ul - B' sur le

noyau de ulI - B de fagon injective.




_75_

Démonstration : Puisque par le théordme 6.3., les noyaux de uI - B
et ul - B' sont de méme dimension, il suffit de montrer que : si f' est wn

vecteur propre de B': alors
- ]
(6.6.) f=p f

est un vecteur propre non nul de B correspondant & la méme valeur propre.

Dans un premier temps, montrons que f définie par (6.6.) appartient
au domaine K de 7Z(t), i.e. que f est orthogonal 3 D, et D_. Par
construction, f est orthogonale a D+. Pour prouver qu'elle est aussi ortho-

gonale a D_, nous employons le lemme suivant :

Lemme 6.1.- £' est orthogonale & D _. ®
Démonstration du lemme.- Soit g dans D_. Nous voulons montrer que

(f',g) = 0. Puisque f' est un &lément propre de B', nous avons
uT

Z'(T)f' = el £,

d'ol nous tiroms :

(6.7.) T2 ,0) = (T £1,) = (2'(T)£',g)

1}

(r) U(T)E',8) = (£1,0(-D)P] &)

Maintenant g appartient & D et est par conséquent orthogonal & D, et
puisque D+ contient . DL, g est a fortiori orthogonal & Dl 3 ainsi
Pl € = g D'autre part, D_ est équivalent & D' et, par suite, pour t

assez grand, U(-T) applique D_ dans D'. De 13, vient que pour T assez
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grand, U(--T)P+ g appartient & D'. Mais puisque f' appartient au domaine
K' de 2'(t), il est orthogonal & D'. Ceci montre que le produit scalaire

8 l'extr8me droite de (6.7.) est nul et par suite démontre le lemme.

Puisque f est définie comme P, f', nous pouvons écrire que

(6.8.) f=f'"+h,he D,

d'ol h orthogonal & D_ et par le lemme 6.1., il en est de méme de f'
par conséquent, f lui-méme est orthogonal & D_ et par conséquent appartient
g K.

Pour montrer que f est un vecteur propre de B, nous procédons

comme suit : de (6.8.), nous tirons :
Z(t)f = Z(t)f' + Z(t)h = Z(t)E" ,

puisque h est dans D, et que Z(t) annule D,. Maintenant, D, contient

1 2 - [] . - . TR
D, et per suite P =P P! comme P_=P!'P_. Ainsi:
= = ' ' = {
z(t) = P, U(t)P_ = P_P! U(t)P! P_ P, 2'(t)P_
et ainsi

Z(t)f = 2(t)£' = P, 2' ()£ = P+|:putf'] =%t .

Il reste 4 montrer que f est non nulle. Nous notons que h dans D, implique

que U(T)h est dans ‘DL et par suite que

Z'(T)h = P_:_ U(T)h =0
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Ainsi, Z'(T)f = 2'(T)f' - z'(T)h = exp(uT)f' #0, d'oll f#0. Ce qui compléte

la démonstration du théordme 6.k,




SOLUTION DE L'EQUATION D'ONDE

DANS UN ESPACE LIBRE

1. L'espace de Hilbernt H et Le groupe {Uo(t)}.

Les éléments de Ho sont les données de Cauchy de 1l'équation d'onde,

i.e. des paires de fonctions & valeur complexe définies sur Rn :
£={1,,1,}.

Soient f1 et f, des fonctions réguliéres & support compact ; nous

définissons la norme de 1l'énergie par :

_1 2 2y
IfIE g IR {|ox f1[ + |f2| }ax ;

n

L'intégration est étendue & tout Rn et Iax f1|2 signifie

s

Iaf;/ lez. Le produit scalaire correspondant sera noté (f,g)E. H est

(¢)

J=1

défini comme le complété des paires de fonctions f dens la norme de 1'énergie.
Par conséquent, les &léments de Ho se préséntent comme des paires de vecteurs
dont le second est une fonction de carré intégrable et dont le premier asppartient

au complété de C: dans la norme {Jlax f1|2}1/2. I1 est intéressant de savoir

que :
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Lemme 1.7.- Si la dimension de l'espace est supérieure & 2, alors
la premiére composante de tout &lément de HO est une fonction de carré inté-

grable localement.

Démonstration : La démonstration est basée sur 1l'inégalité suivante

pour les fonctions f1 € C:

2
lf l2dX5 R
2(n-2)

(1.2.) ; J[ax f1|2d.x

JlxlsR

qui peut se déduire comme suit

£ (x) = - ) or £ (r ==)ar.
1 J|J<l " x|

Par 1'inégalité 4e Schwarz :

[+ ]

|=|

2 n-i

|or f1| r dr)

2,012 ¢ ¢ 5 e

|x|

2-n
= lﬁl___ J |8r f1|2 rn_1dr.

n-2 x|

L'intégration par rapport & w = ]3£f sur la sphére unité ‘donme :
' x

2-n ‘
B J | ax f1|2dx H
n-2 |leR

J|f1(Rw)|2dw <

(1.2.) s'en déduit par multiplication et par intégration. Soit wu(x,t) une
~ solution de 1'équation d'onde dans l'espace libre avec pour données de Cauchy

T
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(1.3.) u(x,0) = f1(x),

On a le résultat suivant

Théoreme 1.1.~ Soit une fonction f ¢ Co ;3 le probléme de Cauchy

(1.3.) a une solution unigue C: dont l'énergie ne dépend pas du temps t.

Démonstration : Pour prouver la conservation de 1'énergie, nous multi-

plions 1'équation d'onde (1.3.) par u, et intégrons sur 0 ¢t ¢ T. L'intégra-

tion par parties donne :

= 1.2 2
J(u U T W ux)dx at = JJ 8 (u.t + ux)t dx dt

(1.4.) o Ut

0 = “ut(utt—uxx)dx at = ”(utu,Gt *u ux)dx at - J(ut ux)dt

1 2 2 T

- Ij(u.t + ux)dxlo ,

2

ce qui montre que l'énergie est indépendante du temps.

La seconde égalité dans (1.4.) donne la troisiéme égelité qui est wne

conséquence de la wélocité finie du signal qui découle du :

Théoneme 1.2.- Supposons les données f nulles dans 1a boule

|x - xO] <R ; alors la solution wu(x,T) du probléme de Cauchy (1.3.)

s'annule dans la boule |x - xo] <R-T,

s ——

La démonstration de ce théoréme se fait de la méme manidre que celle




_81_.

sur la conservation de 1'énergie, excepté que l'intégration se fait sur le cdne

tronqué |[x - X <R-t, 0O0sgtsgT.

Le théoréme 1.2, affirme qu'aucun signal n'est propagé & une vitesse
supérieure & 1'unité. Le théoréme suivant affirme que si la dimension de 1'espace

est impair, alors aucun signal n'est transmis & une vitesse inférieure 3 1'unité

Theongme 1.3. - Supposons les données de Cauchy nulles pour |x - xo|> R,
alors la solution wu(x,t) du probléme de Cauchy est nulle pour Ix - xo| <|t| - R.

La démonstration sera donnée plus loin.

En combinant les deux résultats précédents, nous obtenons le cél&bre

principe de Huygens :

Principe de Huyghens : La valeur d'une solution u(x,t) de 1'équation

d'onde au point (x,t) ne dépend que des valeurs des données de Cauchy et de

leurs dérivées aux points de la sphdre |x - xol = t.

Nous définissons 1'opérateur Uo(t) comme l'application qui, aux
données de Cauchy de 1l'équation d'onde, fait correspondre les données de la

solution au temps t
U (t) = {£,50 > fu(t),u (¢)}.

Il découle des théorémes 1.1. et 1.2. que 1l'opérateur Uo(t) tel qu'il
est d&fini applique les données C: dans les données C:, forme un groupe & un
paramétre et conserve l'énergie. Il peut donc s'étendre par prolongement & tout

H et définitun groupe & un paramétre d'opérateurs unitaires sur Ho'
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D'aprés le théordme de Stone, tout groupe & un paramétre d'opérateurs
unitaires & un générateur infinitésimal qui est anti-symétrique. Soit AO - le
générateur infinitésimal de Uo(t). En clair, toute fonction f C: appartient

au domaine de A et pour un tel f, on a

A =2 y(t)rf =(* = [t
° a  © =0 u au (s
tt | |t= =
t, ° 1
= ) = f
Af )

Plus généralement, Ao est la fermeture de l'opérateuwr différentiel

matriciel

défini originellement dans C:. Puisque, d'aprés le théoréme 1.2., les signaux
se propagent & une vitesse finie, le probléme de Cauchy (1.3.) peut se résoudre
pour toute donnée f c” arbitraire qui n'est assujettie & mucune restrictionm,

méme & 1'infini. Une extension est méme possible en admettant les distributions

comme données initiales ; dans ce cas, les selutions sont aussi des distributions :

Théondme 1.4.- Etant donnée une paire de distributions £, et fz,

il existe une distribution unique U(t) solution de 1'équation d'onde &

données initiales f dans le sens suivant : pour toute fonction @(x)C:,
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(u,6) est une fonction C de t, #égale & (f1,¢) en t =0 et dont la

dérivée a l'instant initial est égale & (f2,¢).

Démonstration : Le théoréme 1.k4. est le dual du théordme d'existence

1.1. pour les données C:.

Soit W 1'opérateur qui, & f, fait correspondre u & données f.

Theoneme 1.5. (ou th. d'unicité de Holmgnren) -
Soit u(x,t) wune solution de 1l'équation d'onde qui s'annule & 1'inté-
rieur du cylindre |x| <R, |t| £ T. Alors u(x,t) s'annule pour

x| <R+ T - |t].

At

=]

A 4
»

_F

>

Ax :
R+T
/\ |x| <R+ T - |t]
1‘ 0 | —> 4

0 \J / ger

Démonstration : La démonstration se fait par le développement harmo-

nique (ou voir Hrmander p. 123-126),
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2. Représentation de transfation et heprdsentation spectrale pour {u ()}

Soit D, [?espectivement D;] l'ensemble des f de Ho tels que
les solutions correspondantes u = Wf de 1l'équation d'onde s'annule dans le

cone d'avenir [%esp~ du passé] :
(2.1.) |x| <t [1x] < -t]

D, ainsi défini est sortant, i.e.

que D est fermé et satisfait

les conditions
(i) Uo(t)D+CD+ pour t > O,

(ii) N Uo(t)D+-= {0},

(iii) U Uo(t)D+'= H

D_ satisfait les conditions entrantes analogues. La fermeture de ,D+
découle de 1l'estimation du lemme 1.1. La propriété (i) est clairement établie
puisque si u(x,t) = Wf s'annule dans le cdne (2.].) alors pour s > O,

W Uo(s)f = u(x,t+s) s'annule dans le c6ne’plus grand |x| < t+s. Ceci moritre

que Uo(s,)D+ s'annule pour |x| <s ; d'od découle (ii).

Pour vérifier (iii), nous employons le principé de Huyghens pour
conclure que si f est nulle pour Ix[ < R, aldrs -u(x,t) = Wf est nulle
pour |x| <t - R ; ce qui implique que UO(R)f = g appartient & D et par
suite UO(—R)D+ inclut toutes les données a support compact dans la boule
|x| €« R . Puisque H, est le complété des données & support compact, (iii)

s'ensuit.




Nous pouvons donc appliquer les résultats du premier chapitre et
conclure qu'il existe des représentations de translation entrante et sortante
pour le groupe {Uo(t)}. Nous montrerons plus loin 1l'orthogonalité de D_

et D_ et leur complémentarité

Les étapes de la présenﬁe démonstration seront inversées. Nous allons
construire une représentation de translation particulidre pour {Uo(t)} et
nous allons vérifier gue les sous—-espaces entrant et sortant associés & cette
représentation sont D, et D_ définis ci-dessus. La représentation de trans-

lation sera obtenue par la transformation d'une représentation spectrale de

{u_(¢)}.

D'aprés la théorie spectrale générale, la représentation spectrale
d'une fonction f de Ho est donnée par le produit scalaire de fonctions
propres ¢ du générateur infinitésimal A de {Uo(t)}

")
fo. - (f’¢0)E s
ol ¢O satisfait 1'équation de la valeur propre

(2.2.) : A ¢ =iogp .

Nous avons déterminé la forme de AO dans la premiére partie :
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Cet opérateur n'a pas de fonctions propres spécifiques ; toutefois,

parmi ces fonctions propres non spécifiques mais bornées, il y a les fonctions

(2.3.) ¢c,w = exp(-ioc xw) {1,ic} (|w] = 1).

y, ~ . . .

f sera de méme une fonction & la fois de 0 et de w. Nous pouvons considérer
Y

f

)«

comme une fonction de ¢ 4 valeur dans l'espace auxiliaire N = L2(Sn_1

Nous noterons le L _-produit scalaire sur R X Sn_ par les crochets

2 1

E},gﬂ = jJ¥(S,W)2(s,w)ds aw.

Pour rendre la représentation spectrale unitaire, les valeurs propres doivent

€tre affectées des coefficients convensbles ; ces coefficients sont de la

forme c(n_3)/2 (n impair comme dans tout ce chapitre).
"]
Théoneme 2.1.- La fonction f définie par
y . n-3)/2 1
(2.4.) ¥ow) = (-10)(23)/ (£.0,. )5 »
n/2
(2r)
ot Og . ©5b donné par (2.3.), est une représentation spectrale unitaire de H0
3

pour {Uo(t)}.

Avant la démonstration de ce théoréme, nous allons établir 1'expression

explicite de la représentation de translation correspondante :

Théondme 2.2.- Soit k la représentation de translation de f dans S
(ensemble des fonctions tempérées) déduite de la représentation spectrale (2.4.)

par la transformation de Fourier ; alors k et f -s'expriment en fonction 1'un
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de l'autre par les formules suivantes :

(2.5.) k(s ,w) = _as(n+1)/2 Mo as(n—1)/2 .

ol M., et M_  sont définies par les intégrales suivantes sur les hyperplans :

M, (s,w) =+ J £ (x)ds
15" 2 (2ﬂ)(n—])/2 X w=s "
(2.6.)
M (st) = l g ) J f (x)dS
2 2 (or)\P 1)/2 X W=s 2
Réciproquement ,
(2.7.) ) =80, f,x) =5(x)

ol S, S' sont définies par les intégrales suivantes sur les sphéres :
S(x) = Jh(xw,w)dw
S'(x) = Jh'(xw,w)dw

ol h et h' sont les fonctions suivantes :

- 1 _~ y(n-3)/2
h(s,w) -W( 88) n k
(2.9.)
nt(s,w) = (-3 )(B-1)/2,

1
(an)(n—1)/2 S




- 88 -

Demonstration du théordme 2.1.- Soit £ ¢ 8, i.e. (° et tel que

toutes les dérivBes de f tendent vers O & 1'infini plus vite que toutes
les puissances de ]x[_1. I1 s'ensuit que T définie par (2.4.) appartient

’\l -
aussi & S. Soit h 1le représentant de Ao f ; nous obtenons par intégration

par parties et du fait que ¢ est une fonction propre de Ao gque :

se
]

(A £,0)g = = (£,8 ¢); = i0(f,4),

a
igf.

Ce qui prouve que (2.L4.) est en réalité une représentation spectrale de Ao'

D'oll il découle que (2.L.) aussi définit une représentation spectrale de

{ (6)}.

Pour prouver que la représentation est isométrique, nous faisons une

intégration qui convertit le produit scalaire d'énergie em L_-produit scalaire ;

2

(2.10.) (£,0)5 = I(ax £, 58, + 1, Tp)ax

[\VIE B

l _ cmr— m—
, J( £ 8¢9 + 15 05)ax.

L'emploi de la définition (2.3.) de ¢, wv montre que
H]

(2.11.) ¥ = - (_ic)(n+1)/2 }1 N (_ic)(n—1)/2 }2.
ol

F il 1 igxw .
(2.12.) fﬁ(c,w) = , (2")n/2 ij(x)e ax (= 1,2).




: -
La formule (2.12.) montre que les deux fonctions fj sont des fonctions
paires de (o,w) ; il s'ensuit que les fonctions & droite de (2.11.) sont

de parité opposée donc sont orthogonales :

(2.13.) 11%]12 = |]o{2*1)/2 %

Puisque les ¥j sont paires :

[ER Al

1 2 J [’%‘1(0,w)|2 o0 g5 gy,
(@]

(2.1k4.)

Ho_(n"'l)/Q ’%’, H2

5 2 J l¥2(c,w)|2 a0 aw.

o
" .
Les formules (2.12.) montrent que les fj peuvent s'exprimer en
termes de transformées de Fourier fj(E) de fs en posant § = ow ; ce

qui donne, avec la formule de Parseval en (2.14.) :

IERRt Al

=2 2
7= Jlax £, ax

2
|

n =

-1)/2 % 2
||o(n )/ £ J|f2| ax .

La substitution dans (2.13.) donne 1l'isométrie :
N2 a2
[£]1% = |£]5 -

Pour montrer que la représentation est non seulement isométrique mais aussi
. . S e e ' . v . P
unitailre, nous devons vérifier que l'ensemble des fonctions f qui représente

les données f de classe S est dense dans L2(R x 8 _4). Il découle des

1
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formules (2.11.) et (2.12.) et du fait que les deux termes 4 droite de_(2.11.)

. . v
sont de parité opposée, que si f est C°° et s'annule pour ¢ proche de O,

et pour o tendant vers 1'infini alors f, et f. sont C: et ainsi f1

1 2
. < . . n
et f2 appartiennent & S. Puisque cette classe de fonctions f est dense
dans L2(R x Sn—1)’ la démonstration du théoréme 2.1. est compléte.

Démonstration du théondme 2.2.- Soit f de classe S ; Tfaisons

les intégrations de (2.12.) premidérement le long des hyperplans xw = s et

ensuite par rapport & s ; nous obtenons

Y 1 10 -
(2.15.) fj(o,W) = W ij(s,W)el ®ds (§j = 1,2),

ol Mj est donné par la formule (2.6.)

S

La substitution de (2.15.) dans (2.11.) donne :

%(O’,w) = —-—-—( ;1/2 [EM1(S,W)(—1 )(n+1)/2 + M2(S,W)(-i0)(n_1)/2]eicsds.
2n

Une intégration par parties montre alors que f est la transformée de Fourier
d'une fonction donnée par la formule (2.5.) ; ce qui compl&te la démonstration

de la premiére partie du théoréme (2.2.).

Pour prouver la seconde partie, nous devoms inverser (2.5.) ; pour
cela, utilisons le caractére unitaire de la représentation de translation, selon

lequel
(2.16.) (f.8)g = (k4] .

Pour tout f et pour tout g dans Ho’ k et £ #&tant les représentations
de translation de f et g respectivement. Il est suffisant de supposer que

g est de classe S et que k est C en s et w dans L2(R X Sn—1)' En
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employant la formule (2.5.) pour expfimer £ & droite de (2.16.), nous obtenons :
[k,€] = ”k(s,w)(—as(n”)/2&11 + as(n'”/gﬁz)ds aw .

L'intégration par parties par rapport & s donne :

k.4 = (2n)(n'1)/2”(h M, +h l\_/12)ds dw

T 2
ey y(n#1)/2 - 1 _y y(n-1)/2
(2.17.) h, = (gﬂ)(n‘1)/2 (-3.) k, h, = (2ﬂ)(n_1) (-3.) k.

Aux Mj’ substituons leur expression explicite (2.6.) et recombinons dS et

ds comme dx dans 1l'intégrale multiple ; nous avons alors :

[k,£] 1 ”h1(J g, (x)as)as av + ”hQ(J 8,(x)as)ds av =
XW=8

2 XW=S§

1 Jj(h1(xw,w)ET(x) +h (xw,w)E;(x))dx dw.

o 2

Interchangeons l'ordre d'intégration par rapport &8 x et Ww ; nous obtenons :

(2.18.) [k,{] = J-J(S1(X)E:(x)dx + Sz(x)E;(x))dx
2

ol

(2.19.) Sj(x) = th(xw,w)dw.

D'autre part, par (2.10.), nous pouvons écrire le membre gauche de

(2.16.) comme :




_92_

—

+ g )dx.
g * 1,8yl

(2.18.)" (£,8)5 = 1 (-ar,
2

En vue de (2.16.), (2.18.) et (2.18.)' doivent étre égales pour tout
g de classe S. Puisque ces données forment un ensemble dense, les coefficients

de e, et g, dans (2.18.) et (2.18.)' sont identiques
(2.20.) , -Af =8, f£,=85, 3

ce qui prouve la seconde partie des formules données pour f dans (2.7.) du

théoréme 2.2.

Pour obtenir la premiére formule, nous exprimons la fonction S)

comme elle est donnée par (2.19.) en termes de S donnée par (2.8.)
S, = - AS.
La combinaison de ceci avec la premidre équation de (2.20.) donne
A(f1-S)=O,

i.e. que f1 ~ 8 est une fonction harmonique défipie'dans tout le plan. D'autre
part, si f est de classe S, alors il en est de méme de h et par suite

(2.8.) montre que S tend vers zéro quand |x| -+ ®. Ainsi f1 - 8 tend vers
0 quand |xl - » , et par suite, par le principe du maximum, est identiquement

nulle. D'ol f1 =S comme l'affirme (2.7.).

-~

Appliquant (2.7.) & Uo(t)f et en notant que le dernier est représenté

par le translaté de k, nous obtenons
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Conollairne 2.1.~ Soit u(x,t) = WEf 1la solution de 1l'équation d‘onde
3 données de Cauchy f et supposons que le représentant de translation de f

est C . Alors

(2.21.) u(x,t) Ih(xw - t,w)dw

(2.21.) ' ut(x,t) jh'(xw - t,w)aw.

Supposons les données T Coo et égales i zéro pour lxl >R ; alors
il découle de (2.5.) et (2.6.) que k est nulle pour |s| > R. Par (2.9.)
et (2.21.), il s'ensuit que u{x,t) = Wf est nul dans les cdnes |x| < lti - R

car alors ]iw - tI > R et par suite le facteur sous le signe somme dans (2.21.)

est nul pour tout- w dans Sn—1' Ce qui démontre le principe de Huyghens du

théoreéme 1.3.

) et L {(0,@) x8_ )

Théordme 2.3.- Les sous-espaces L, ((-=,0) x Sn— o

2 1 n-1

associés a la représentation de translation du théoréme 2.2. sont respectivement

les espaces D_ et D décrits au début de ce paragraphe.
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Démonstration : Supposons f dans S représentée par une fonction k

qui s'annule sur 1l'axe négatif. Alors la formule (2.9.) montre que h aussi
s'annule sur le méme axe et il découle de la formule (2.21.) que wu(x,t) est
nulle dans le cOne d'avenir (2.1.). Plus généralement, soit f dans HO qui
est représentée par une fonction k qui s'annule sur 1'axe négatif. Approximons
k par une suite de fonctions kn ol qui s'annulent sur l'axe négatif ; il
découle de (2.21.) que les éléments fn représentées par les kn appartiennent
a D, 5 et puisque D+ est fermé, f aussi appartient & D,

Remarque : Les signaux & données de Cauchy dans D, "sortent" ou
"rayonnent" & 1'infini en ce sens que en un temps t, le signel est nul dans
la boule |x| <t (|x] <t) ; da'ol 1'expression "sortant" ou "rayonnant".

On donne une définition similaire pour "entrant" ou anti-rayonnant.

Une conséquence immédiate du théoréme 2.3. est
Conollaire 2.2.- D, et D_ sont orthogonaux.

Supposons que f = {f1,f2} appartient 3 D+ y alors f' = {f1’_f?}

appartient & D_ et ainsi par le corollaire 2.2. f et f' sont orthogonaux :

0= (£,£'), = 1 {Jlax f1l2-dx - J|f2|2 ax}.
2

Internprétation physique.

Corollainre 2.3.~ Dans le signal sortant ou entrent, les énergies

cinétique et potentielle sont équiparties.

Nous allons maintenant montrer comment & partir de (2.21.), on peut

étudier le comportement asymptotique des solutions de 1'équation d'onde le long
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des rayons i.e. le long des lignes de la forme x = (t+s)0 -quand. t > & oo,
En posant x = (t+s)® dans la formule (2.21.)', nous obtenons

(2.22.) ((t+s)e,t) = Jh'[2t+s)(ew—1) + s,w|dw .

%
Supposons h' continu & support borné. Alors pour It[ grand, le
facteur sous le signe somme est nul excepté pour les valeurs de w proches
de 6. Ainsi, en remplagant w par 6 dans le second argument, nous
introduisons une erreur ¢ qui tend vers O gquand [t| > «. En faisant

cette substitution et en introduisant p = 8w comme nouvelle variable d'inté-

gration, on a expression suivante & droite de (2.22.)

+1
L J n'[(t+s)(p-1) + s,6] + E}(1_02)(n 3)/2 do,
~1

n-1

= 2
Jeo=at
r( 5

T = |t+s| x (1-p) comme nouvelle variable, d'intégration, nous avons :

2m

est l'aire de la sphére unité dans Bn_1; En prenant

2(n—3)/2wn_1’t+sl(1-n)/2 f (h'(s £ 1,0) + e} x (3204 yar,
(o]

ol n est un polyndme en Tt qui tend vers 0O quand |t+s] > o,

(1-n)/2 )(n—1)/2

D'aprés la formule (2.9.), h' = (27) (—Bs k

en substituant ceci dans 1l'intégrale ci-dessus, en intégrant (n-1)/2 fois

et en remplagant w par (21r)(n—1)/2l-_((n—3)/2)!]_1 donne :

n-1

)(n’1)/2 u

t((t+s)e,t) = k(s,8) + 0(1).

(t+s

Nous avons ainsi prouvé gque :




Théoneéme 2.4.- Soit u(x,t) une solution de 1'Bquation d'onde 3

énergie finie et soit k la représentation de translation des données initiales

de u construite dans le théoréme 2.2. Supposons Bs(n—1)/2 k continue et &
support borné. Alors
(2.23.) 1im £(B71)/2 u, (%,t) = k(s,0)
[t ]
le long du rayon i
(2.24.,) x = (t+s)0.

Soit R 1'opérateur qui, & f, fait correspondre k :

et 1 1'opérateur qui & k fait correspondre f

f = Ik.

Pour les classes de données f et les représentants k considérées

dans ce paragraphe, les opérateurs R et I sont inverses 1'un de l'autre

RI = IR = I.

3. 1 et R.
Pour la suite, nous allons donner quelques définitions et &noncer

quelques propriétés :

Pour g € C:, on définit
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(3.1.) (g,Ik)E = [Re.k].

(3.2a.) Si g=0 pour |x]| >.r, g =0 pour |s| > r.
(3.2b.) R A= —aSR (= —aSR).

(k.2c.) IR = 1.

Définition 3.1.- £ est dit éventuellement sortant s'il existe une

constante r telle que Uo(r)f soit sortant, i.e. tq Wf =0 pour

|x| <t - r.

On donne une définition similaire pour un é1ément "initialement

entrant".

Nous nous contenterons d'énoncer le théoréme suivant :

Théongme 3.1.- Soit g & support compact, u un nombre complexe ;

alors l'équation
(3.)'+f) (Ao_u)f= £

a une solution unigque f qui est éventuellement sortante (initialement

entrante). /.

L'équation (Ao—u)f = g peut s'exprimer en termes de composantes de f

de la fagon suivante :
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En notant v la premiére composante f nous pouvons écrire f sous la

1,

forme :
(3.17.) £f={v, uv},
et v satisfait 1'équation d'onde réduite
2
(3.18.) Av-pv=w.
Déginition 3.2.- Une solution v de 1'dquation d'onde réduite non
homogéne (4.18.), o w est & support compact, est dite u-sortante

(u-entrante) si les données (3.17.) sont &ventuellement sortantes (initialement

entrantes).

Pour w =6, 1la solution élémentaire Yy est

(n-1)/2 -ur
_ {=1) L ar)(n—3)/2(g___)

2(2")(n—1)/2 r r

Yu

La solution u-sortante de (3.18.) pour w arbitraire est le produit

de convolution de w et Yy

u

v(x) = w*y = HW(y)Yu(x-y)dy- /.
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SOLUTION DE L'EQUATION D'ONDE

DANS

UN DOMAINE EXTERIEUR

La théorie précédente a été développée pour 1l'étude de 1'dquation

d'onde dans un domaine extérieur.

Dans la section 1, nous considérons les solutions faibles de 1l'équation
d'onde définies pour tout temps et pour tout x & l'extérieur d'un obstacle tel
que les solutions s'annulent sur son bord. Les données initiales peuvent se choi-
sir arbitrairement et si elles sont d'énergie finie, la solution aura la méme
énergie & tous les autres temps. L'opérateur qui applique la donnée initiale
et la transforme en la donnée au temps t sera noté U(t) ; ces opérateurs
forment un groupe & un paramétre qui est unitaire pour la norme de 1l'énergie.
Notre démonstration de ces faits familiers de la propagation d'onde consiste
4 montrer que le générateur infinitésimalformel A de U(t), restreint & un
domaine proprement défini, est anti-auto-adjoint ; U(t) = exp(At) est alors
bien défini et nous fournit une solution faible de 1'équation d'onde pour les
données initiales d'énergie finie. La différentiabilité de ces solutions faibles
pour les données réguliéres est prouvée par les prépriétés connues de 1l'opérateur

de Laplace.

Dans la section 2, les sous-espaces entrant et sortant D et D+
sont définis essentiellement comme dans le probléme de l'espace libre ; plus
précisément, D_[D+] consiste en toutes les données initiales pour lesguelles
la solution s'annule identiquement dans un voisinage sphérique de 1l'obstacle

pour tous les temps passés t < O [?uturs t > Cﬂ . Nous montrons gque chacun

de ces sous—espaces a les trois propriétés postulées au premier chapitre.
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La plus difficile & vérifier de ces propriétés - et de loin - est la
densité de U U(£)D dans H, espace de toutes les donndes d'énergie finie.
Notre démonstration est indirecte et utilise & la fois la théorie spectrale
et 1l'analyse harmonique. Une conséquence facile de ce résultat est que 1'énergie
contenue dans un sous—-domaine borné tend vers zéro quand t tend vers 1l'infini,

pour toute solution d'énergie totale finie.

Dans la section 3, nous étudions le semi-groupe {Z(t)} et son généra-
teur infinitésimal B. Ici, le principal résultat est que 2(2p)(kI - B)_1 est
un opérateur compact et d'aprés le résultat général d&duit du premier chapitfe,
ceci implique que le spectre de B, nommément o(B), est discret. Dans le cas
d'un obstacle &toilé, nous montrons que Z(t) tend vers O quand t tend vers
1'infini ; de 13, nous déduisons que le rythme de décroissance de 1'énergie
contenue dans un domaine borné est exponentiel en t, - en fait, uniformément

pour ‘tous: les signaux qui partent d'un domaine borné donné.

Dans la section 4, nous concluons & partir des propriétés spectrales
de B et de la relation entre A et B que si g & un support borné et que
u n'appartient pas au spectre de B alors 1l'dquation (pI - A)f = g a une
solution locale f qui est éventuellement sortante et analytique en u. Il
découle de ceci que la fonction de Green p-sortante pour 1l'opérateur d'onde
" réduit (A - u2) peut se prolonger méromorphiquement du demi-plan gauche au
demi-plan droit et que ses pdles consiste en o(B). En plus, nous montrons
que 1l'équation d'onde réduite a une solution qui s'annule sur l'obstacle et

qui est éventuellement u-sortante si et seulement si u appartient & o(B).

Dans la section 5, nous exprimons les représentations spectrales
entrante et sortante pour le probléme extérieur en termes d'ondes planes
diffusées et montrons que la matrice de diffusion seule permet de déterminer

1l'obstacle.




- 101 -

1. L'espace de Hilbert H et Le ghoupe {U(t)}.

Dans cette section, nous allons étudier les solutions de l’équation
d'onde dans un domaine extérieur G, qui satisfait la condition au bord d'étre
nulle sur 3G. Nous allons montrer que, &tant donné les données initiales &
énergie finie, il existe une solution unique liée & cette condition et, si
les données satisfont certaines conditions, que la solution est C . Finalement,
nous montronsrcomment construire les solutions pour les données initiales qui
ne sont d'énergie finie que localement. Dans ce chapitre, nous supposons G de

classe C2 et 939G borné.

Nous introduisons la notation suivante : G(R) est l'ensemble des
points de G pour lesquels le <R ; et E(u(t),R) est l'énergie contenue
dans le domaine G(R) d'une solution u de 1'équation au temps t, c'est-a-

dire :

2 2
E(u(t),R) = JG 0 {qu(x,t)[ ‘+ |ut(x,t)] }ax.

[NV

Nous commengons en prouvant 1'inégalité classique suivante

Théoneme 1.1.- Soit wu(x,t) une solution régulidre de 1'équation d'onde

pour tout x  dans G et pour tout t, satisfaisant la condition au bord
u(x,t) =0 pour x e 3G.

On a alors 1'inégalité d'énergie suivante
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l (1.1.) ’ E(u(T),R) < E(u{0),R + T).

Démonstration : Multiplions l'équation d'onde par u, et intégrons sur

le domaine de 1l'espace-temps : x € G, ]xl <R+T-1%t, 0 <t <T,

L'intégration par parties donne 1l'identité d'intégrale :

(1.2.)

A cause de la condition-limite, 1'intégrale sur le bord 3G est nulle ; 1'inté-
grale au bord sur le cOne est &videmment non négative, ainsi 1'inégalité

d'énergie (1.1.) découle de 1l'identité sus-mentionnée.

Conollaine 1.1.- Si les données initiales de u s'annulent dans la

boule {|x| <R}, alors u(x,t) s'annule dans le cbne {|x| <R - t}.
En particulier, si les données initiales sont nulles sur G, il

s'ensuit que u est nulle en tout temps. En inversant la direction du temps,

nous obtenons l'infgalité
E(U(T),R) 2 E(u(O),R = T)a

et en laissant tendre R vers 1'infini, nous obtenons
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Conollaine 1.2.-- 81 a 1l'origine, l'énergie totale de u est finie,

u a la méme énergie totale en tout temps.

A partir de 1'estimation a priori (1.1.), il n'est pas difficile,
en employant les méthodes des &quations aux dérivées partielles, de donner
une démonstration de l'existence des solutions avec les données initiales
prescrites. Nous allons toutefois donner une autre démonstration ici qui
cadre mieux avec notre approche de la théorie de la diffusion par les espaces

de Hilbert.

Nous ncterons par f = {f1,f2} les paires de fonctions & valeur
complexe définies dans G qui devront servir de données initiales. Nous

définissons de la maniére suivante la norme de 1'énergie :

l'espace de Hilbert H est défini comme le complété, dans la norme de 1'énergie,

des données réguliéres & support compact dans G.
Nous introduisons la notation suivante pour la référence future

HD est le fermé, pour la norme de Dirichlet, des fonctions régulilres,
a valeur scalaire, & support compact dans G ; 1la norme de Dirichlet étant
définie ainsi

2

lulp

= J Iax u|2 dx .
G

Ainsi H consiste en des vecteurs dont la premiére composante appartient & Hy

et dont la seconde composante est de carré intégrable. Ainsi
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1£lg = If

E 1ID

ol la O-norme est celle de L2.

1
Soit G' un sous-domaine de G ; 1'énergie locale lflg est

définie en intégrant sur G' au lieu de G.

Notons-que H & un plongement naturel comme sous-espace de Ho 5

ce qui permet de définir les données comme nulles dans Rn - G.

Notre but est de construire la famille 4 un paramétre d'opérateurs
{U(£)} qui fait correspondre aux données initiales f 1les données de la
solution de l'€quation d'onde au temps +t. En clair, ces opérateurs {U(t)}
forment un groupe ; en plus, il découle du corollaire 1.2. que U(t) est
unitaire. Un tel groupe d'opérateurs unitaires a un paramétre (qui est en plus

fortement continu) est entiérement caractérisé par son générateur infinitésimal

A,

Nous allons maintenant procéder dans le sens contraire et construire

le générateur infinitésimal A.

Déginition.- L'opérateur A se définit comme

son domaine D(A) est l'ensemble de toutes les données f = {f1,f2} telles que

Af soit dans H. Ce qui signifie que Af défini au sens des distributions

1’

est de carré intégrable sur G et que f_, est de carré intégrable et appartient

2
aHD.
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Théoneme 1.2.- A, tel qu'il est défini, est anti-auto-adjoint.

Démonstration : Nous devons montrer que D(A) est dense dans H et

* . s . . . 2
que A = - A, Le premier est évident puisque D(A) 1inclut toutes les données

* < for s *
dZ(G). Pour montrer que A = - A, nous retournons & la définition de A

* e e e
A'g =h, avec g, h e H, siginifie que pour tout f dans D(A)

(1.3.) (AT,g)g = (f,h)p.
. *
Nous allons prouver d'abord que A est antisymétrique et que, alors A

prolonge -A. Pour f et g arbitraires, appartenant respectivement &

D(A) et C:(G), une intégration par parties donne :

| s =1 x 2 -
(Af,g)E = , JG [ax f, 3x g, - 3x f, 3x g2]dx.

Maintenant pour tout g dans D(A) la seconde composante g, appartient a la
fois 3 HD et & L2, et il s'ensuit qu'il existe une suite approximante {gn}
contenue dans C:(G) telle que g, > & Dpour la métrique de H et que au

méme moment gg > g, pour la métrique de HD. La relation ci-dessus est valable

pour tout g dans D(A), d'ol nous concluons que’
(Af,g)E = —(f,Ag)E.
- e * . PN 3 . *
Afin de prouver que -A #&tend A, soit g un élément arbitraire de D(A ) ;

alors g satisfait (1.3.). En prenant f de premiére composante nulle, nous

obtenons
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En particulier, pour £, € C:(G), si nous intégrons par parties 2

2

gauche, nous obtenons :

(-.8,)_ = (£,,0,)

qul montre que

(1.4.) ~-Ag h

au sens des distributions.

Par la suite, nous choisissons un f de seconde composante nulle ;

(1.3.) donne

(1-5-) (Af1sg2)o= (fT’h1)D.

Nous choisissons f1 de la maniére suivante : soit ¢ une fonction
© » - - - - -
CO arbitraire. Il découle des estimations classiques que pour tout sous—domaine

compact G' de G et pour tout ¥ de Hﬁ
J |Yl2dx g const|Wl§.
GV

En prenant pour G' 1le support de ¢, nous obtenons de la relation

ci-dessus que :

[(6s¥) | 5 const ¥ ;

ainsi la fonctionnelle linéaire 4£(Y¥) = (¢,W)o est bornée pour la norme de

Dirichlet. De 13, par le théoréme de représentation de Riesz, il existe f1




_‘]O’(_

de H_. telle que

D
(1.6.) (f,,¥), = (¢,¥)
pour ﬁout ¥ dans HD. En prenant VY e C:(G) et en intégrant par parties,
nous concluons que
- (af, ,w)o = (@,w)o
de sorte que
(1.7.) -Af, = ¢

au sens des distributions.

La substitution de (1.7.) dans le membre gauche de (1.5.) et 1'emploi

de (1.6.) & droite avec ¥ =h donnent

1°
- (q’,gz)o = (¢’h1)0

qui montre que

(1.8.) g, =h, .

Les équations (1.4.) et (1.8.) montrent ensemble que g = {51 ,ge}
. N : . * . -
appartient & D(A) et que h = - Ag. Puisque h = A g, ceci achdve la

démonstration du théoréme 1.2.

Aprés avoir montré, comme ci-dessus, que A ainsi défini est anti-

auto-adjoint, il découle maintenant du théoréme de Stone que A engendre un
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groupe d'opérateurs {U(t)} avec les propriétés suivantes :

(a) U(t) est unitaire;

(b) {U(t)} forme un groupe & un paramétre.

(e) U((t) est fo?temenf continu en t.

(d) U(t)f est fortement différentiable par rapport & t si et

seulement si f appartient & D(A), auquel cas

(1.9.) L ule)r = A U)E .

at
(e) U(t) applique D(A) sur D(A) et commute avec A.

Supposons que f appartienne & D(A) et soit u(x,t) la premiére

composante de U(t)f. Alors la seconde composante de la relation (1.9.) donne
(1.10.) u., = Au

ainsi u satisfait 1'équation d'onde au sens des distributions.

Nous allons montrer que pour de telles solutions, les résultats du
théoréme 1.1. et de ses corollaires restent vrais'; ainsi, les intégrations

par parties de la démonstration du théoréme 1.1. restent aussi valables pour u.
Lemme 1.1.- Si f dans D(A), 1la fonction u(x,t) = [U(t)f‘_-_]1 X
. a ses dérivées secondes qui sont de carré intégrable par rapport & x quel

que soit t.

Démonstration : Puisque f appartient & D(A), il en est de méme de

U(t)f, et alors, par la définition de A, 1le laplacien de la premidre composante

est de carré intégrable. Par suite, nous nous servirons du résultat suivant de la
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théorie des équations elliptiques :
Si u(x) appartient a Hy et si Au est de carré intégrable, alors
toutes les dérivées secondes de u sont de carré intégrable et

(1.11.) lai ulo < K{IAu[O + lu\D} (K = constante)

Ce résultat montre que les dérivées secondes par rapport & x seul
de u sont de carré intégrable ; 1l'intégrabilité du carré des dérivées mixtes

(par rapport & x et t) découle de ce que la premiére composante de 4 U(t)f

dt
appartient & HD ; finalement, 1'intégrabilité du carré de Wy vient de
(1.10.), ce qui achdve la démonstration du lemme 1.1.
Théorneme 1.4.- Soit F 1l'ensemble des données telles que
(1.12.) |Af|E + ]flE 1
-~
1]
alors F est précompact, pour la norme de 1l'énergie locale lf]G pour tout

E ?

sous—ensemble borné G' de G.

Démonstration : D'aprés la définition de A, 1'inégalité (1.12.) peut

s'écerire

(1.12)" | £

2|o + |oxg, [+ |8xf1lo + |ag, [, < 1.

Puisque f1 appartient & HD, l'estimation (1.11.) s'applique et alors

, ‘
laxf1|o < K{|Af1]o + |8xf1|0}.
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En combinant cette relation avec (1.12.)' nous voyons que toutes les

intégrales des carrés de toutes les dérivées de f1 d'ordre supérieur a4 deux,

et celles de f2 d'ordre supérieur & un sont uniformément bornées pour tout

f dans F. Il découle alors du théoréme de compacité de Rellich que pour tout

sous—-ensemble borné G' de G, l'ensemble de f1 est précompact par rapport

1|D » et l'ensemble de f2 est précompact par rapport & la norme

. CQFD.

1
a la norme |f

Gl
|

de |f2 o

Les données f sont dites localement dans H si ¢f € H pour toute

fonction scalaire ¢ € C:. Une définition analogue pour "f appartient locale-

ment & D(A)".

Nous allons maintenant montrer comment définir U(t)f pour f loca-

lement dans H ; nous décomposons f comme suit par une partition de 1'unité

ol tous les fj appartiennent & H et ol fj est nulle pour |x| < J.

Nous définissons
U(t)f =) U(t)fJ. .

I1 découle du corollaire 1.1. que cette somme est localement finie, i.e.
pour X et t dans un ensemble borné donné, seul un nombre fini de termes sont
non nuls. On vérifie que cette définition est indépendante de la décomposition

choisie de f.
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2. Décroissance de L'énenrgie et représentations de Mam!_a,tion.

Dans ce paragraphe, nous allons appliquer la théorie développée au
premier chapitre au groupe {U(t)} du paragraphe précédent. Les sous-espaces

entrant et sortant appropriés peuvent se définir comme suit

Choisissons p > O de sorte que la boule {|x| < p} contienne 3G

P . P - P - _ N
dans son 1nte?1eur et soit D] Uo(p)D+ et D Uo( p)D_, ol D, et D_

désignent les sous-espaces sortant et entrant de données dans l'espace libre.
Notons que les données f dans DEIDEI sont caractérisées par la propriété

que DU(t)fj(x) s'annulent sur le cdne d'avenir tronqué [éur le cOne du passé
) x
c” ¢t

| x| <-t+p T +o |x|<t+p

tronqué]

x| <t +p (t > 0)

[x] < -t +o (t <0)] .

Théoreme 2.1.- Di est un sous-espace sortant ; ainsi, Di est un

sous-espace fermé satisfaisant les conditions :

(1) u(t)n? e Di pour t > O,
(i1)  Nu)® = {o}, |
(iii) Uu(t)Df_ = H,

De la méme fagon, DE est un sous—espace entrant. En plus Di et DE sont

orthogonaux.

Démonstration : La démonstration de (i) et (ii) est analogue & celle

de 1'espace libre. Il en est de méme pour 1'orthogonalité de Di et DP.

La propriété (iii) sera prouvée par une série de lemmes.

-~

Pour commencer, nous remarquons que la propriété (iii) est intimement lide 3

la décroissance locale de 1'énergie i.e. la propriété suivante :

>
t
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(2.1.) lin |U(t)f|5 G' =0

t->00

VrieH et pour tout sous-domaine borné G' de G. Nous allons montrer d'abord

Lemme 2.1.~ La propriété (iii) implique la relation (2.1.)

Démonstration : Si la propriété (iii) est vraie, alors étant donné

tout fe H et tout € > 0, il existe un nombre T et un &lément g dans

Dﬁ tels que
]f —U(T)SIE <€ .

Soit R assez grand de sorte que G' soit contenu dans la boule {|x| < R}.
Alors U(T+t) s'annule dans G' pour t >R - T et puisque

lU(t)f - U(t+T)g|E = If - U(T)g]E < g, il vient que :
IU(t)fIE G' < g,

pour tout t > R - T. Ceci, ensemble avec le fait que € est arbi£raire,
prouve le lemme 2.1.

Maintenant, nous allons nous intéresser & l'implication inverse ;
la propriété (iii) méme découle d'une proposition beaucoup plus faible,

nommément

. G!
(2.1.) lim inf|U(t)f|g =0

t>

pour tout f dans H et pour tous les sous-domaines bornés G' de G.
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Lemme 2.2.- La relation (2.1.)W implique la propriété (iii).

’ Démonstration : Supposons la propriété (iii) fausse. Alors, par le

‘ théoréme de la projection orthogonale, il existe g # O, appartenant & H
et orthogonal & toutes les donndes de la forme U(t)Di, t positif ou négatif.
- Ce qui peut aussi s'exprimer en disant que U(t)g est orthogonal 3 Di pour
t.
Ensuite, nous utilisons le fait que H s'applique dans HO si bien
que l'opérateur de l'espace libre Uo(s) est applicable aux éléments de H.
Par définition Uo(p)D+ = DEQ Nous voyons glors que la représentation de trans-

lation de l'espace libre de Dg» est tout L2((p,w) x Sn— ) et puisque U(t)g

1
s'étend dans le complément orthogonal de cet ensemble, nous en déduisons que
Uo(-p)U(t)g appartient & D . En d'autres termes [Uo(—s)U(t)g](x) s'annule

dans le cdne passé {|x| < s-p} a'od découle, pour s > 2p, que Uo(-s)U(t)g

est aussi une solution du probléme mixte ; en fait

W
(@]

Uo(-(s+2p))U(t)s=U(-S)Uo(-2p)U(t)s pour s

Puis, soit G(R) 1la boule {x ;lxl < R}. Par (2.1.)W, nous voyons

qu'étant donné e >0 et k, il existe t(k,e) > (k+1)p tel que
- IU(t)Slg(sp) < g.

En appliquant le théoréme 1.3., qui est aussi valable pour la solution

de l'espace libre, nous avons

U (-20)u(t)g|%(30) <
(2.3.) et | © P SIE ©
G(3p) |

|u(t-2p)a|

€ .
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Puisque UO(—S)U(t)g et U(-s)U(t)g = U(-s+t)g ont les mémes données de Cauchy
en dehors de la boule {lxl < p} aupoint s = 0, ces deux solutions seront
égales dans le domaine de dépendance de cet ensemble, nommément dans 1'ensemble

{lxl > ls]+|pl}. En particulier
U (-20)u(t)g] (x) = [U(t-20)g] (x)

pour |x| > 3p. Ainsi, la différence des deux cdtés est nulle pour |x| > 3p ;
ce qui, combiné avec (2.3.), donne

|u_(-2p)U(t)g - U(t-20)g|, < 2e.

Finalement, si nous appliquons 1'opérateur unitaire U(2p-t) & la différence

et si nous employons la relation (2.2.) avec s = t-2p, nous cbtenons
[u (-t)U(t)e - gl < 2e.

Le rappel que EUO(—t)U(t)gﬂ(x) s'annule pour |x| < t-p et que t > (k+1)p

nous permet de conclure que :

IglG(Ep) < 2e.

E

Puisque cette relation est valable pour tout k et pour tout e, il s'ensuit
que IgIE = 0, contrairement 4 notre hypothése sur la non-nullité de g.

CQFD (pour le lemme).

Reste a prouver la décroissance de 1l'énergie ; cette propriété est

liée aux propriétés spectrales du générateur infinitésimal A.
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Nous allons montrer la nature de cette relation en établissant la

proposition suivante :

8i le spectre de A est absolument éontinu, alors U(t) tend faible-

ment vers O quand t +tend vers 1l'infini, pour tout f dans H.

Démonstration : Nous représentons U(t) conme

(2.4.) (U)r,0)5 = [ arO)s,00E,

ol {P(A)} est la famille spectrale des opérateurs de projection de A. La
continuité sbsolue du spectre de A signifie que pour tout f et pour tout g,

la mesure scalaire

dm(A) = a(P(A)f,g)E,

est absolument continue.

I1 découle alors du lemme de Riemann-Lebesgue que (2.4.), qui est la

transformée de Fourier de dm, tend vers O quand t tend vers 1l'infini. CQFD.

De ce que U(t) tend faiblement vers O, on déduit que 1'énergie
locale décrolt. Montrons que l'opérateur A a un spectre absolument continu.
Le résultat suivant, dd & Rellich, suffit pour notre propos et peut se déduire

directement
Thioneme 2.2.- Le générateur A n'a pas de spectre-point.

Notre démonstration de ce résultat se fera aprés avoir &tabli que

1l'€énergie décroit au moyen de 1'affirmaetion de ce théoréme.
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Lemme 2.3.- 8i A n'a pas de spectre-point, alors il existe. une suite

{tk}, tendant vers 1l'infini, telle que {U(tk)} tende faiblement vers O.

La démonstration de ce lemme est fondée sur le résultat suivant dil

4 Wiener :

Proposition 2.1.- Soit dm une mesure signée de variation totale
finie et ne contenant aucune mesure point. Alors la valeur moyenne du carré

de sa transformée de Fourier est nulle.

Pour la recherche de ‘la complétion, nous allons introduire maintenant
une démonstration du théoréme de Wiener : soit @ 1la transformée de Fourier
de dm ; si la variation totale de dm est finie, nous en dirons que i@
est bornée. La transformée de Fourier de m(A+e) - m(A-g) est £71 sin et fm(t),
fonction de carré intégrable ; et alors par la relation de Parseval, nous

obtenons

+o 5 to 2 N 5
(2.5.) constf_mlm(A+e) - m(a-e)|” an = J §lE§E_ x |@(t)]° at.
- 4 .

Soit

M(e) = sup|m(r+e) - m(r-€)|.
A

Alors 1l'intégrale & gauche de (2.5.) est bornée par

-+ o
M(e)j |m(a+e) = m(A-¢)|ar ,

-0

qui peut encore s'dcrire :
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M(e) z ]m(A+e) - m(A—e)]dA

=—00

+o j(2k+1)€

(2k-1)e

+£
= M(e) J |m[(2k+1)e+1] - m[(2k-1)e+7] |ar.
—-€

< M(e)2ev,

ol V est la variation totale de dm. Puisque dm ne contient aucune mesure-
point et a une variation totale finie, m(A) est uniformément continue sur les |
nombres réels (augmentés) ; cela implique alors que M(e) tend vers O avec €.
I1 découle alors de l'estimation ci-dessus que le membre gauche de (2.5.), et

par suite le membre droit est du genre O(e).

En employant 1'inégalité
26/  |sin 8] pour |6 s 1m/2

nous trouvons que le membre droit de (2.5.) est minoré par

T
JE J_ 1a(t)|? at

=]

oi T = I/2e. Il découle alors de notre estimation précédente que

T
(2.6.) 1—J |&(t) | 2at
T Jop

tend vers O quand T +tend vers l'infini ; ce qui prouve le théoréme de Wiener.'/.

Du fait que (2.6.) tend vers 0, nous avons
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Conollaire 2.1.- Etant donné deux nombres positifs c¢ et 4, alors,
pour T assez grand, la mesure de Lebesgue de l'ensemble des points t dans

1'intervalle (-T,T) od |@(t)| 2 & est inférieure 3 cT.

Nous allons retourner & la démonstration du lemme 2.3. Soit un ensemble
dénombrable dense {fi} de H. Pour tout k, choisissons d = 1/k et

¢ < 1/2k2. Alors pour T assez grand et > k, il existe ty > T/2 tel que

(2.7.) I(U(tk)fi’fj)E] < 1/x,

pour 1, < k. En clair, les tk tendent vers 1'infini avec k, et puisque

les f; sont denses et que U(t,) est borné en norme, il vient de (2.7.)

k

que les U(tk) tendent faiblement vers O, comme 1'affirme le .lemme 2.3.
Lemme 2.4.- La décroissance de l'énergie

!
(2.1.) lim inf]U(t)f'G =0
w E
hve g

est valable pour tout f dans H et pour tout sous-domaine borné G' de G.

G
E

de prouver (2.1.)W pour tout sous—ensemble dense de H. Nous prenons comme

Démonstration : Puisque |U(t)f|C & lue)el; = |1 i1 suffit

E’

sous-ensemble le domaine de A. Pour f dans D(A), nous avons
IU(t)fIE = |f|E et |A u(t)f|y = |Af|E(=|Af|E) .

D'aprés le théoréme 1.L4., cela implique que l'ensemble & un paramétre {U(t)f ;

. 1
t réel} est précompact pour la norme de l'énergie locale [.Ig » Dpour tout

sous-ensemble borné G'. Alors &tant donné une suite {tk}, nous pouvons
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choisir une sous-suite (ayant le méme nom) telle que {U(tk)f} converge pour
la norme de l'énefgie locale. D'autre part, d'aprés le théoréme 2.2. et le
lemme 2.3., nous pouvons choisir la suite {tk} de sorte que {U(tk)} tende
faiblement vers O. Comme conséquence {U(tk)} tend vers O pour la norme
de l'énergie locale ; ce qui compléte le lemme 2.4. En combinant les lemmes
2.4. et 2.2., nous concluons que la propriété (iii) du théordme 2.1. est

vérifiée., Il reste & démontrer le théoréme 2.2.

Démonstration du théoréme 2.2.- Puisque A est anti-auto-adjoint,

son spectre est imaginaire pur et ainsi, nous devons prouver que ic, avec o

réel, n'est pas une valeur propre.

La valeur ¢ = 0 doit &tre traitée de facon spéciale ; ce gque nous

allons faire maintenant.

Supposons que f appartient & D(A)C H et satisfait la relation

AT

i)
o

Pour les composantes f1,f2 de f, ceci signifie que f2 est nulle et gque

£ satisfait 1'&quation de Laplace

et en plus, que f. s'annule sur 03G. En multipliant par f, et en intégrant

1 1

par parties, suwr G, nous concluons que l'intégrale de Dirichlet de f1 sur G

s'annule de sorte que f1 est aussi nulle. Ce qui montre que o = O n'est pas

une valeur propre de A. Ensuite, soit ¢ un nombre réel non nul et supposons

que f appartient & D(A)C H et satisfait 1'équation
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(2.8.) Af = iof.

Nous allons en déduire que f est nulle sans utiliser le fait que f s'annule
sur le bord 3G. Pour cela, soit ¢ une fonction scalaire c” qui s'annule
prés de 3G et qui est égale & 1 pour tout ]xl > p. Soit g égale ¢f
dans G et O hors de G. Ainsi g est partout définie, a une énergie finie

et satisfait -
(2.9.) (AO - do)Jg=h ;

ici h s'annule dans la région od ¢ = 1, i.e. pour ]x] > p. Les données g
s'annulent pour ]x' >p 3 alors f méme s'annule pour Ix[ >p. En G, la
fonction f satisfait 1'équation elliptique (2.8.) ; les solutions d'une telle

équation sont analytiques et il s'ensuit que f est nulle sur G. CQFD.

Le théoréme d'unicité de Rellich qui suit est une simple conséquence

du théoréme 2.2.

Théorneme 2.3.- Soit f une solution locale de 1'équation de valeur
propre (2.8.), o # 0 et réel, dans un domaine extérieur G et supposons

que f est éventuellement sortante. Alors f estvidentiquement nulle dans G.

Démonstration : Puisque f est éventuellement sortante, [Uo(t)fj(x)

est nul pour 1x] < t - constante ; en particulier pour T assez grand,

Uo(t)f s'annule dans le clne d'avenir {le <p+t-T} et
(2.10.) U(t)UO(T)f = Uo(t + T)f pour t > O.

D'autre part, f satisfait 1l'équation de valeur propre (2.8.) et il s'ensuit

qué
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(2.11.) U(t)f=e  'f .
Définissons

fT = U(T)f - UO(T)f .

Du domaine dont dépend 1'argument, il s'ensuit que fT est nul pour

|x] > T+p. Donc, f, & ue énergie finie E, et la méme chose est vraie pour

U(t)fT. En particulier, 1l'énergie de U(t)fT dans la boule de rayon t+p est

inférieure & E ; c'est

(2.12.) |u(t) £
A partir de (2.10.) et (2.11.), nous voyons alors que pour t positif,
(2.13.) U(t) £y, = ex[io(t+1)]f - U_(t+T)f.

Puisque f est sortante, le choix précédent de T nous permet d'affirmer que
Uo(t+T) est nulle dans G(t+p) ; et ainsi, nous concluons & partir de (2.11.)

que
U(t)f, = explio(t+T)]f dans G(t+o) ,

ce qui, substitué dans (2.12.), nous montre, puisque o est réel, que f lui-
méme est d'énergie finie dans G(t+p) ; puisque t est arbitraire, 1'énergie
totale de f est inférieure &8 E et alors il découle du théoréme 2.2. que f

s'annule dans G. Ce qui compléte la démonstration de 2.3.
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La théorie de la représentation développée au début est applicable

p

au groupe {U(t)} et aux sous—espaces entrant et sortant DE et D.

+ En

particulier, il existe une représentation de translation sortante pour laquelle

P

D,

s'applique sur L2(O,m;N) et par le théordme 3.1. du premier chapitre,

cette représentation est unique & un isomorphisme preés.

Nous allons montrer comment relier la représentation de translation
pour {U(t)} é la représentation de translation pour 1l'espace libre. Ce qui
est 4 noter, c'est que U(t) et Uo(t) agissent de la méme maniére sur Dﬁ
quand t est positif. Comme nous 1'avons remarqué, Uo(p)D+ = Di, de sorte

que Di s'applique sur L. (p,»;N) dans la représentation de translation

2
de l'espace libre. Par suite, si f dans Di s'applique sur ko dans la

représentation de translation de l'espace libre, alors l'application
-> = +
£ k (s) =k _(s+p)

applique Di sur L2(O,w;N) de telle maniére que U(t)f se transforme en
k+(s—t) pour t > 0. Si maintenant nous étendons ces applications 3 toutes

les f qui sont dans Di afin de préserver cette propriété, alors nous allons
obtenir une représentation de translation sortante pour LIU(t)Di. Cette appli-

cation se prolonge évidemment par continuité & U U(t)Di qui est H, par le

le théoréme 2.1.

Il est aisé, & ce niveau, de relier notre présentation au formalisme
usuel de la théorie de la diffusion dans laquelle on commence avec les opérateurs

d'ondes :

W, = limite forte U(-t)U_(t)

- trteo
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En premier lieu, si f appartient & Di, alors U(-t)Uo(t)f =f pour t >0
de sorte que W+ restreint & DE agit comme 1l'identité. De méme, si U(T)f
est dans Di, alors W f = U(—T)UO(T)f. Par suite, si nous consid&rons W,
comme application de la représentation de translation de 1l'espace libre dans
la représentation de translation sortante de {U(t)} comme défini ci-dessus,

alors
k (s) » k (s) =k (st+0),

au moins pour les représentants ko(s) qui s'annulent, disons, pour s < - T.
Puisque les données avec de tels représentants sont denses dans Ho’ W, a

la représentation ci-dessus pour tout f dans HO. Ce qui prouve non seulement
que W+ existe sur tout Ho mais aussi que son image est tout H. De méme,

W_ peut se réaliser comme l'application
k (s) + k_ (s) = ko(s-p)

de la translation de l'espace libre a la translation sortante pour {U(t)}.

Puisque W, et W_ sont des applications unitaires de Ho sur H,

l'opérateur de diffusion

est bien défini et unitaire sur H lui-méme. En employant les représentations

de translation entrante et sortante, alors S se définit comme une application
k_(s+p) +— k_ (s-p)

de l'espace libre sur lui-méme. Ici k (s) et k+(s) sont respectivement les

représentants de W_f dens les translations entrante et sortante. Ceci remonte
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8 la définition de S donné au début (premier chapitre), & la translation de

2p prés.

3. Le semi-groupe {z(t)}.

L'opérateur de diffusion et le semi-groupe {Z(t)} introduit au
deuxiéme chapitre sont tous les deux déterminés par les sous—espaces entrant
et sortant Di et pour cela, deux €léments sont, de diverses fagons, duaux
1'un de l'autre. En conséquence, nous pouvons employer le semi-groupe comme
outil dans 1'étude de la matrice de diffusion. Dans cette section, nous

8tablissons quelques propriétés du semi-groupe.

Nous rappelons la définition de {2(t)}
z°(t) = PU(t)P? (t > 0)

ol PE[Pg] est la projection orthogonale de H sur le complément orthogonal
de D_ Di]. D'aprés le théoréme 1.1. du chapitre II, les opérateurs
{Zp(t) ; t 2 0} forment un semi~groupe fortement continu d'opérateurs sur le
sous—-espace
L

+ -
et annulent le sous—espace Di + DE. Nous noterons B° 1e générateur infini-

tésimal de ce semi-~groupe. Nous omettrons en général 1'indice p et noterons

G(k) e domaine G N{|x| < x}.

Le théoréme suivant a pour but d'éteblir la propriété méromorphique

de la matrice de diffusion.
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Théorome 3.1.- Z(2 )(kI - B)_1 est un opérateur compact pour k > O.

La démonstration de ce théoréme est fondée pour les trois lemmes

suivants ol 1'on considdre l'opérateur
M= U(20) - U_(20).

Lemme 3.1.- L'opérateur M a les propriétés suivantes

(1) M| ¢ 2.

(ii) Pour f arbitraire dans H, DMﬁ](x) = 0 pour le > 3p.
(1ii)

(3.1.) el s 2|f|g(59)

Démonstration : Puisque M est la différence de deux opérateurs uni-

taires, il est clair que |M| s 2. D'autre part, par le théordme 1.3., nous
voyons que [U(t)f](x) = [Uo(t)](x) pour |x| > t+ . Ainsi, [Mf](x)

s'annule pour lxl >3p et

G(3p)
£ .

o G(3p) _ |irronyelG(30) (o)1
] = ue] 2P s u(ee)£] 0P 4 fu (2002
Une autre application du principe du théoréme de dépendance (le théoréme 1.3.)

montre que lU(2p)f|g(3p) et ]Uo(2p)f|g(3p) sont tous les deux bornés par

lf|G(59)

E 3 ce qui donne 1'inégalité (3.1.).

Lemme 3.2.- Si f est orthogonale & DE, il en est de méme pour

U(t)f et Uo(t)f pour t > O.

Démonstration : Le sous-espace Df s'applique sur lui-méme par U(-t)




- 126 -

et UO(-t) si t >0 et par conséquent le complément orthogonal de DE

s'applique sur 1ui-méme par les adjoints de ces opérateurs, nommément U(t)

et Uo(t).

Corollaire.- M applique le complément orthogonal de DE dans

lui-méme.
Lemme 3.3.- P§ U(20)F = o.

Démonstration : Dans les représentations de translation des espaces

libres, les sous-espaces Df et Di correspondent respectivement a
L2(—p,—w;N) et & L2(p,w;N). Le complément orthogonal de DE correspond
alors & L2(-p,w;N) et une translation de 2p applique ceci dans L2(p,w;N) 5
en d'autres termes Uo(2p) applique le complément orthogonal de DE dans

D° et par 13 PP u(t)eP = o.
+ + -
Conollaire 3.2.- P{U(20)P° = PP wpP,

Démonstration du théoréme 3.1. : Nous savons que pour k > O

(3.2.) (kI - B) £ = J e %t 2(t)f at
[o]
et
(kI - &) 'r = J e *Cut)r at,
(o]

ol A est le générateur du groupe {U(t)}. En plus, par le lemme 3.2.,
PPU(t)P? = U(t)PP de sorte que PP(kI - A)7' PP = (kI - A)7' F°. La combi-

naison de ces déductions avec .le corollaire 3.2. nous permet d'cbtenir :




(3.3.) 7(20) (kI - B)_1f

[+
J e ¥ (te2p0) £ at
(o]

PPu(2p) J e ¥ y(t)pP £ at

(¢]

PPu(20)PP (kI - A) ' £

PP (kT - A)TPP £

PPM(kI - 8) TP g

Ensuite, nous nous servons de ce que A(kI - A)--1 est un opérateur borné. Plus

précisément ,

: 1 _1 i -1
B PXCS S Ve i T 1S R Ve

< 2|f]E.

Définissons l'ensemble F comme
F={g}l, g = (kI - a)! PPr, (|f|E s 1).

D'aprés 1l'inégalité ci-dessus, IAgIE £ 2 pour tout g dans F. Par suite,

en appliquant le théoréme 1.k4., nous trouvons que l'ensemble F est précompact

G(50)
l'lE

pour la norme de l'énergie local
S8i nous employons maintenant l'inégalité (3.1.), nous voyons que MF

et par suite PﬁMF est précompact pour la norme de 1'énergie. Puisque par la

formule (3.3.), 1l'ensemble PiMF est 1'image de la sphére unité par 1'opérateur

Z(2p) »x (kI - B)—1, il découle que Z(2p)(kI - B)_1 est un opérateur compact.

CQFD.
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Le théoréme ci-dessus donne, avec les corollaires k.2. et h.5. du

second chapitre, lIe corollaire suivant.

Cornollainre 3.3.- Le générateur B a un spectre-point pur et la
résolvante de B est méromorphe dans le plan et holomorphe sur 1l'axe ima-—

ginaire.

Pour les obstacles trés étendus, l'assertion sur la décroissance de
1'énergie du lemme 2.1. ou la proposition sur la compacité du théoréme 3.1.
ne sont pas prouvées. Cependant, si on restreint la géométrie de 1l'objet
réfléchissant, alors on peut espérer en savoir plus. Le premier résultat de ce
genre & &té donné par Morawetz qui montra que pour les obstacles &toilés et

pour les données f & support dans le domaine G(k), on a :

(3.4.) u(e)e| 30 ¢ comst |

+ E

ce résultat combiné avec les propriétés de semi-groupe de {Z(t)} permettent
& Lax, Philipps et Morawetz de montrer que la décroissance est en fait, expo-

nentielle.

Théoneme 3.2.- Si 1'obstacle est &toilé, alors pour toutes les données
- & support compact dans G(p), il existe des constantes c¢ et o telles que
- (3.5.) ]U(t)fIE(p) Sce “tlfIE (t > 0).

Démonstration : En appliquent l'estimation de Morawetz (3.4.) pour

k = 50, nous voyons que pour T suffisamment grand,

(3.6.) |u(n)g 5% Sé lelg
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pour tout g & support dans G(5p). Maintenant, par le lemme 3.1., la. donnée

g = Mf a son support dans G(3p) pour tout f dans H, par suite, en

employant (3.1.) et (3.6.), nous obtenons :

(3.7.) M u(T)mel, < 2]U(T)Mf|g(5p)

Pour t > 4p, les lemmes 3.2. et 3.3. impliquent que :
(3.8.) - z(e)r = PiMU(e-bo)ME? 1,
et combinant (3.7.) et (3.8.), nous avons :

lz(T+hp)f|E < 1/2|f|E .

Par suite, pour t > 0, avec k(T+lip) £t g (k+1)(T+lp), .

nous pouvons-écrire -: x

(3.9.) l2(6)2|g < | [2(mebo)]"e] < g)*lﬁﬂE

<o e

pour quelques constantes positives ¢ et a, et pour tout f dans H.

Notons que les données dans Dﬁ ont leur support en dehors de la
boule {lxl < p}. Par conséquent, les données f & support dans cette boule
satisfont P°f = f et pour les données g, [Pigl(x) = g(x) pour x| < p.

Ainsi, pour f & support dans la boule {|x|<«p}, il découle de (3.9.)
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que

|U(t)f|g(p) = |z(t)f| FACIE

IA
[¢]
(0]

comme 1l'affirme le théordme 3.2. CQFD.

4. La nelation entrhe Le semi-groupe {z(t)} et Les solutions de £'équation d'onde
réduite.

Nous avons vu que le spectre du générateur du semi-groupe, B,
détermine les pdles de la matrice de diffusion et par suite, une caractérisation
de ce spectre est souhaitable. Le spectre de B est l'ensemble des nombres
complexes | pour lesquels il y & une solution u-sortante non triviale de

1'équation d'onde réduite

Au - u2u =0
(4.1.)

u=0 sur 2aG.
Theoréme 4.1.- Le générateur B a | comme valeur propre si et
seulement si 1'équation
(4.2.) Af = uf
a une solution locale &ventuellement sortante et non triviale

(Lax p. 158).
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Coroklaine 4.1.- A part un ensemble discret de valeurs u telles gque
Re p < 0, il n'y a aucune solution u-sortante non triviale de 1'équation

d'onde réduite (4.1.) satisfaisant la condition-limite.

Théonéme 4.2.- Si u appartient & 1l'ensemble résolvant du générateur
B et si h appartient & H et a un support borné, (ou simplement appartient
i k° pour ¢ > p), alors il y a une solution locale unique éventuellement -

sortante de
(4.7.) uf -~ Af =hnh

cette solution, fU’ est analytique en u au sens fort de la norme d'énergie

locale.

Démonstration : D'aprés le théoréme 4.1., la solution est unique.

Nous allons procéder ensuite & la construction d'une solution de 1'équation
(4.7.). Supposons que h appartient 3 K°. Notons avant tout que pour tout

a> c,
fS z (pI - 3%

existe et est analytique en u dans l'ensemble résolvant de Bf par le
théoréme 6.3. du chapitre précédent, 1l'ensemble résolvant est indépendant de s
et par le corollaire 3.3. du présent chapitre, il est connexe. Maintenant,
d'aprés (3.2.) si az2c, et Re A >0, alors

-XtU(

(4.8.) (A - B%) Th = Pf J e t)h dt.

o}

Par conséquent, si Re A > O, alors f: = P: f: pour a < b et puisque par le
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lemme 3.2. U{(t)h est orthogonal & Df, il s'ensuit que ’fi est aussi ortho-
gonal a Df. Toutes ces deux propriétés sont conservées par le prolongemént
analytique et par suiﬁe, nous pouvons affirmer pour tout u dans l'ensemble

résolvant de B que

(k.9.) f Pi'fb pour a <b

et que fj 2st orthogonal 3 DS. En particulier, f (x) = fb(x) pour

le < a de sorte que :

(k.10.) £ 2 lim £

U a0 u
est bien définie et appartient & H localement. Nous employons le lemme (L.1.)
et en déduisons gque fu appartient & D(A) localement et que pour [|x| < a

(a > c)
[ar 10 = B](x) = u £(x) - n(x) = » £,(x) - B(x) , d'od

découle (4.7.).

Puisque fs est orthogonal & DE, nous savons que EUo(t)fﬁj(x)
s'annule pour le <t - c. Le domaine de définition de 1'argument montre

que
[Uo(t)fu](x) = [Uo(t)f:](x) pour le <a-t,

et a arbitraire, nous pouvons conclure que DUo(t)fu](x) =0 pour |x| <t-c
et par suite que fu est éventuellement sortante. Pour finir, l'analyticité
de £ pour tout a prouve que f est analytique pour la norme de 1l'énergie

locale. Ce qui achéve la démonstration du théoréme 4.2.°'/.
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Pour obtenir une soltuion u-sortante pour 1l'équation d'onde réduite non homogéne,
2
(4.11.) Au-yu=h, u=0 sur 3G

ol h est i support compact, nous prenons la solution éventuellement sortante

de
uf - Af = {0,-h}

fournie par le théoréme 4.2. et posons u = f1. Ce qui, combiné avec les corol-

laires 4.1. et 3.3., donnent :

Cornollaire 4.2.- Hormis un ensemble discret de u telles que Re u < O,
pour lesquelles (4.1.) a une solution up-sortante non triviale, il existe
toujours une solution unigue u-sortante de 1l'équation d'onde réduite non homo-
géne (4.11.) satisfaisant la condition limite. Cétte solution dépend analyti-
quement de Y dans la norme locale HD'
Rem ue : Tous ces résultats restent valsbles si l'on remplace sortant

par entrant.

Pour Re A > 0, 1l'opérateur (AI - A)_1 est un opérateur intégral
dont le noyau est la fonction de Green G(A3;x,y). Les propriétés analytiques

de ((AI - A)_1f,g) pour f et g & support compact montre que :

Théonéme 4.3.- Pour x # y, G(A;x,y) a un prolongement méromorphe

dans le A-demi-plan gauche et & ses pdOles sur le spectre de B.
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Soit U un nombre complexe n'appartenant pas au spectre de . B et

soit g une fonction de L2(G) a support borné. Soit u une solution dans

G de 1l'équation d'onde non homogéne

_ ut
(k.12.) W, Au = e

It
18]

°

qui s'annule sur 3G et dont les valeurs initiales ont une énergie finie. Le

résultat suivant, connu sous le nom du principe de l'amplitude limitante, décrit

le comportement asymptotique de u(x,t) pour t grand :

Théoneme 4.4.- Quand t tend vers 1'infini, u(x,t) converge pour la
norme de 1l'énergie locale vers une solution d'équilibre eutv ol v est la

solution u-sortante de 1l'équation d'onde réduite non homogéne

(4.13.) AV - 1% v

1}
l
m

Démonstration : Comme nous 1l'avons remarqué dans le corollaire 4,.2.,

la solution wu-sortante v de (4.13.) est la premiére composante de f,

la solution &ventuellement sortante de 1'équation

wf - Af =h = (0,g) ;
une telle soltuion locale f existe d'aprés L4.2. La différence u - Mty
satisfait 1'équation d'onde homogéne tandis que la différence de leurs données
de Cauchy, nommément

ut

a(t) = (u,ut) -e " f
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satisfait

Notre but est de montrer gque d(t) tend vers O dans la norme locale.
Maintenant, la donnée initiale u de u(t) est supposée appartenir & H et
par suite, par le lemme de la décroissance de 1'énergie (lemme 2.1.), il découle
que U(t)uO décroit localement. Il suffit alors de prouver que U(t)f aussi
décroit localement. Par construction, f est éventuellement sortante ; par
conséquent f a un représentant dans 1l'espace libre et se décompose en deux

fonctions f, et f_  (f=f, + f2) ol U(t)f1 = Uo(t)f1 s'annule pour

1 2 1
le < t+p et f2 a une énergie finie. Puisque f2 = f—f1, nous VOYORS que
f2 aussi appartient & H. Ainsi,

U(t)f = U(t)f1 + U(t)f2 ;

comme ci-dessus, U(t)f1 s'annule pour |x| < t+p et puisque f2 est d'énergie
finie, le lemme 2.1. implique que U(t)f2 tend vers O pour la norme locale.

Ce qui compléte la démonstration du théoréme 4.k.

5. La matrice de difqusion.

Dans cette section, nous obtenons des renseignements sur la matrice
de diffusion au moyen de la théorie développfe dans les précédents chapitres

reliée aux propriétés établies de 1l'équation d'onde.

Comme nous l'avons noté précédemment au premier chapitre, la théorie
de la représentation s'applique puisque la solution du probléme extérieur

engendre un groupe d‘'opérateurs unitaires {U(t)} pour lequel DE et Di
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jouent le rdle de sous—espaces entrant et sortant. L'espace auxiliaire N qui
apparait dans cette théorie est identifié dans la section 2 & L2(S ). Cet
espace est séparable et par suite, d'aprés le théoréme U4.1. du premier chapitre
l'opérateur de diffusion S sur L2(-w,w;N) peut se construire comme fonction
multiplicative & valeur opératrice S(o) de N dans N, ayant les propriétés
sulvantes

(a) S(o) est la valeur limite d'une fonction S(z) & valeur opératrice,

analytique pour Im z < 0, qul converge fortement le lcng des lignes Re z = ¢

vers S(o) pour presque tout o,
(b) |S(z)] <1 pour tout z avee Im z g 1.
(c) 8S(o) est unitaire pour presque tout o.
En plus, l'opérateur Z(2p)(AI - Ba)—1 est compact par le théoréme

Par conséquent, nous pouvons invoquer le théoréme 5.1. du second

chapitre et en le combinant avec les théorémes 3.1. et 4.1., nous obtenons

Théoneme 5.1.- La matrice de diffusion S(z) est holomorphe sur 1l'axe
réel et méromorphe dans tout le plan, avec un pdle exactement aux points =z
pour lesquels il y a une solution locale &ventuellement sortante non triviale
de

Af = izf .

De méme, le théoréme 5.2. du second chapitre et 1'expression (3.9.)

donnent .
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Théondme 5.2.- Si 1'obstacle est &toilé, alors pour une constante a
positive, la matrice de diffusion S(z) est holomorphe et borné dans la bande

Inz <a. /.

On démontre que la matrice de diffusion seule permet de déterminer

1l'obstacle.

Théondme.- La matrice de diffusion seule permet de déterminer 1'obs-

tacle (ou le diffuseur).

Démonstration : Supposons S = S', Alors W;] W_o=W W' et

nous pouvons poser

= W' W ! =W w
W=W W W+ W+ .

Or nous savons que W est un opérateur unitaire de H dans H' et satisfait

les propriétés suivantes :

i) W restreint & Dg + Di est 1l'identité

i1) W U(t) = U'(t)W.

Nous allons d'abord montrer que pour tout f dans H, |Wf|(x) = f£(x)

pour [x > p. Soit g dans DE, alors par (i) Wg = g et ainsi par (ii)

(5.14.) U'(t)g = WU(t)g .

f!' + ! en somme

Ensuite, nous décomposons U(t)g £+ f, et U'(t) i 5

orthogonale f, et f! dans DP + Di, £,

orthogonal kK’ de ce sous-espace. Alors par (i), Wf1 = f1 et puisque W

et fé dans le complémentaire
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2

f1 = Wf1 = f; et ‘Wf2 = fé. D'autre part, par le domaine de dépendance de

1'argument, DU(t)g](x) = [U'(t)gﬂ(x) pour |x|>|t|+p, et puisque f1 =,

est unitaire, Wf, appartient & K ; par suite, par (5.14.), nous voyons que

nous concluons que f2(x) = fé(x) pour |x| > [t]|+p.

D'aprés le théordme 2.1., l'union des U(t) images de D° est dense
dans H et par conséquent, il s'ensuit gque EWf](x) = f(x) pour tout |x| > o

et pour tout 'f dans H.

Soit T 1l'opérateur d'inversion du temps :

2os oo * 2
On vérifie que T =T et que T =1 ; en plus
TA =-A T e TA=-AT
o o}
il découle de cela que :

TUO(t) = Uo(-t)T et TU(t) = U(-t)T .

Par conséquent, les opérateurs d'ondes W, sont transformés en W T=TW et

puisque S = W:1 W_, nous voyons que

(5.12.) SsT=T8 .

Comme W; T=TW_ et que Wi T=TW', il s'ensuit quee WT = T W. En

particulier, alors,

W{f,,0} = 1/2 W(£+T£) = 1/2(WrsTWe) = {[We],,0}
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Ainsi, si f e sa seconde composante nulle, il en est de méme pour Wf.

Maintenant, prenons f = {f1,0} dens H de sorte que f. est harmonique

1

pour Ix] < 20, et égale identiquement & un pour lx] =2p 3 d'aprds le
principe de Dirichlet, f est d'énergie minimum quand on compare f 4&

tout g de H égale d f pour |x| > 2p. Puisque W est unitaire et

que Eij(x) = f(x) pour |x| > 2p il vient que Wf est d'énergie minimum,
comparée a tout de H' é&gale & f(x) pour le > 2p. Par conséquent,

il déccule du principe de Dirichlet que {f;,O} = Wf est aussi harmonique

pour ]xl < 2p. Mais nous avons montré que f1(x) = f!'(x) pour ]xl >p

1
1
de sorte que par l'analyticité, nous pouvons conclure que f1(x) = f{(x)

1’ soit f% s'annule en tout point de

a(g N G'), nous voyons que les deux fonctions s'annulent en tout point de

sur G M1 G'. Puisque soit f

3(GNG'). D'autre part f [gt f;] est supérieure 3 zéro sur

1
g N {|x]| < 2p} [respectivement Gt {|x]| < Qpﬂ et par suite, nous pouvons

conclure que 3G = 3G'. /.
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DECROISSANCE DE LA SOLUTION DE L'EQUATION DES ONDES

DANS LES DOMAINES NON BORNES

Dans ce dernier chapitre, nous allons rappeler la démonstration de
Morawetz et parler des hypothése de Zachmanoglou lorsqu'on considére la solution
de 1'équation d'ondes, avec des données initiales & support compact ou non,

dans des domaines non bornés.

Pour commencer, nous montrerons que si f = {f1,f2} est & support
non compact mais que 3G est borné, alors dans tout sous-domaine G' borné
de G, la décroissance de la solution de l'équation d'onde est encore expo-

nentielle.

Nous considérerons ensuite le cas des obstacles &toilés non bornés,
c'est~d~dire des corps étoilés dont la surface tend vers 1l'infini et montrerons
que sous certaines conditions, 1'inégalité qui exprime la décroissance expo-—

nentielle reste valable.

Pour finir, nous supposerons f & support guelconque mais d'énergie
finie et nous montrerons que l'on peut se ramener a4 l'un des cas étudids ci-

dessus.

1. Décroissance de £'énenrgde pour Les obstackes &toilés. (C.S. MORAWETZ).

La loi générale de conservation de l'énergie pour U se démontre

en multipliant 1'€quation d'onde par U._ et en notant que 1@ forme quadratique

T

qui en résulte est une divergence




- 1kt~

(1) UT(UTT - AXU) = dle P + QT

ou

(2) P=-U_VU, Q= 1 (2. ]VUIE).
T 5 T

Intégrée sur un domaine D, cette expression donne une intégrale
de surface dans l'espace (X,T), intégrale qui s'annule quand U est une
solution de 1'équation d'onde ; on l'appelle identité générale d'énergie.
Elle a en plus cette propriété que le facteur sous le signe somme est une

forme définie positive sur les surfaces.

La transformation de Kelvin

o
]
=

préserve l'opérateur d'onde dans ce sens que

3 _ - .3, _
(%) R (Upp = 84U) = r{u, — 4 w).
D'autre part,
(5) RU, = r[(r®+t%)u_ + 2t(ru) ]
T t r

ot dX _dT _ dx dt
L L
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La combinaison de (4), (5) et {(6) donne

JUT(UTT - AXU)dX ar = '{Nu(u - Axu)dx dt

tt

avec Nu = (r2+t2)ut + 2t(ru)r .

En employant (1), le membre gauche peut s'écrire comme une intégrale
de surfac et par suite, il en est de méme du second membre. Ainsi, nous

obtenons
Theoneme 1.- Soit u(x,t) une solution de 1'équation d'onde qui a

des dérivées de carré intégrables. Alors, sur toute surface 3 de dimension

trois, avec comme é€lément de surface dS, nous avons

+ =
Ja(pn qnt)ds 0

ol (n,nt) sont les composantes de la normale extérieure.

Le calcul montre que

2 2

(9)  p=-t ux - 26(xVu)Vurt|vu|® x

—(r2+t2)u Vu - 2tuVu - 1 r—g((r2+t2)u2) x

t 5 t
= ¢(r3t’u9ut’vu)'

(10) q =+ (£Pt2)(vu]® - W®) + == ((r+t)2((ru)_ + (ru),)° +

5 r hre r t

)2} = y(r,t,u,u, ,Vu).

+ (r-6)%((ru)_ - (ru) .

t

q est une forme définie positive.
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Theonéme 2.- (Théoréme de Morawetz).
Soit u une solution de 1'équation d'onde & l'extérieur d'un corps
étoilé de bord B et soit u =0 sur B. Supposons en plus que les données

initiales f de u s'annulent pour |x] > k. Alors

< 2 g
T

(11) [u(r)lh

2)dx a 1l'intérieur

pour 1 % 2h. Ici |u(t)] +

est 1l'énergie J(IVu|2 + u
de la sphére de rayon h au temps T et ]f|2 est 1'énergie totale des

données initiales.

Conformément aux notations précédentes,

G(h)

l£lg = 1£], [u(0)elg

= lu(T)Ih, de 13, 1'inégalité (3.4.) du chapitre

précédent.

Démonstration : Choisissons l'origine de telle sorte que B soit

€toilé par rapport & l'origine, i.e. xn £ O. Nous appliquons le théoréme 1
4 un domaine borné par les plans t =T, t =0 et le corps cylindre x ¢ B,

0 st grt. Alors, puisque la solution s'annule pour r assez grand,

T
(12) J g dx + J j pn ds dt = J g dx.
t=1 o ‘B t=0
Puisque u s'annule sur B, Vu = (du/dn)n et u = O ; ainsi, de (9)
. . ou, 2 . P N
il découle que pn = -t(*2)° xn. Puisque B est &toilé par rapport &

on
l'origine,

xn £ 0, d'ol pn 2 0. Par suite, de (12),

(13) J q dx g J q dx.
t=T t=0
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De 1l'expression (10) de g, nous voyons que pour t = O,

a son suppoert dans la boule

q s 1 r2([Vu|2 + ui). Par suite, puisque f
2
Ix[ £ k, nous trouvons que :
(14) J quslk2|f12 .
t=0 2

Puisque q est positif, nous obtenons de (13) et (1L) pour tout h,

(13) J qusj q ax < T k% £]? .
t=1 t 2

L'emploi de 1l'expression (10) nous permet de minorer q pour r £ t/2 :

(16) 12 (1 (|Vu|2 -8+ ((rw)_ + (rw), )2 + == ((rw) - (ruw),)?
r 2 r t 2 r t
Y 2 Lr Yr
ou
(17) » Le2(vul?+ @ +aivtu®x) g q.
8 t 2
'
L'introduction de (17) dans (15), pour T > 2h, donne
(18) (|Vu|2 0l 4 div L& P x)dx & A k21f12 3
t 2 2
t=1 r T

r<h

puisque u =0 sur B, 1l'intégration de la divergence donne :

(19) j (qu|2 + ui)dx + J 1
t=T t=1 r
r<h r=

2
u

L
dsS &£ —5
T

2
|

£l

<

-

q




ol dS est 1'élément de surface sur la sphére r = h.

Par suite,

(20) | aml? e A aPe?
t=T T
r<h
soit
(21) lu(n) ]2 s = 2| ¢]2
n o2
ou .
2
(22) Iu(r)[h s S k|7 CQFD.
T

Remarque.- Signalons que Zachmanoglou a pu généraliser
lemargue

de Morawetz en considérant des espaces de dimension n > 3 et en

I1 a montré que la décroissance de 1'énergie est encore
quand bien méme le bord de l'obstacle a une surface qui tend vers

pourvu que cet obstacle reste étoilé.

2. Cas de donnes initiales & support non compact.

Considérons 1l'équation d'onde dans la région G :

_1l+5_

le résultat

prenant

en 1/t2,

1'infini,
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(1) V2u - u.tt =0
(2) u(x,0) = f1(X), ut(x,O) = f2(x)
(3) u(x,t) =0 pour xe B, t =0,

ol f1 et f2 sont des fonctions réguliéres.

Zachmanoglou a montré, par une méthode semblable 3 celle de Morawetz,
et par des calculs beaucoup plus longs encore, (voir Zachmanoglou, [1],

p. 316-322), que :

Théonéme.- Si f1 et f2 satisfont la condition

(L) f rg[IVflz + (n—1)(f1/r)2 + fg]dv < w
G

alors pour t > RO

1

(5) J (]an2 + ui)dv <
Bo (1 - Ro/t)2t2

ol Bo =ghn B(O,RO) de dV est 1'élément de volume de ®R".
B(O,RO) = {x |x]| < Ro}. K = K(f1,f2).

Le résultat (5) reste valable que f = {f1,f2} soit & support

compact ou non et quand la surface de l'obstacle tend vers 1'infini.

(5) montre que 1'énergie dans toute sphére finie décroit en 1/t2

et que si f est a4 support non compact mais satisfait la condition (L),




._1)4_7_

. .. n
1'énergie reste localement finie dans R .

3. La décnoissance exponentielle.

a) Cas de f = {fl’f2} a4 support non compact.
Supposons f & support non compact et 3G borné. Socit G' un sous-domaine
borné de G.

R® . étant paracompact, pour tout recouvrement ouvert relativement

compact (Ui) de Bn, il existe un recouvrement localement fini et plus

i€l
fin (Vi)ieJ (donc qui est aussi relativement compact).

)

. .. s
A (Vi sege OB fait correspondre une partition de 1l'unité (ai(x))ieJ’

chaque a; ayant son support dans Vi'

£= ) ai(x) f= ) f. avec f, =0 pour |[x| < j.
ieJ ieJ Y J
Comme d'aprés (5), l'énergie contenue dans toute sphére finie est
finie, f est d'énergie localement finie. G' borné est contenu dans la

réunion d'un nombre fini de Vi

G'c Y v,

ied fini
o]

et d'aprés le théoréme 3.2. du chapitre précédent, si nous prenons p tel que

G'C G(p), alors il existe c et a positifs tels que

UV
6(o) 1eJO
]U(t)flE sec exp(—at)[f[E

Donc si f est & support non compact mais telle que localement 1l'énergie contenue
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.. . . . 2
dans toute sphére finie soit majorée par K/t (K constante), alors ;a

décroissance de 1lfénergie est exponentielle.

b) Cas des corps &toilés dont la surface s'étend indéfiniment

a) f & support compact
AU

Nous pouvons considérer le bord 098G comme borné et ensuite faire
tendre p vers 1l'infini. La donnée initiale f étant & support compact,

il existe p tel que supp fC G(p) ; nous avons alors, pour t > Lp,

formule valable quand la surface de l'obstacle et par suite p tend vers

1'infini.

B) f & support quelconque
AN

S1 f est 3 support quelcongue, nous savons que f est localement
d'énergie finie si f satisfait la condition de Zachmanoglou (4).
Toutefois si f est d'énergie totale finie, il existe g e CZ

telle que

lf_g[E < € ]

. oo -
puisque Co est dense dans H. On se raméne alors au cas de la fonction &

support compact et 1l'inégalité

IU(t)flg(p) s e_atlflE

reste valable.
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CONCLUSION

Le brobléme mixte pour l'équation des ondes est actuellement 1'objet
de nombreuses recherches. La théorie du scattering, qui &tudie le comportement
asymptotique des solutions, voit son essor avec l'application & la physique
(mBcanique quantique, télédétection, optique géométrique, acoustique, ete...).
Signalons pour l'avenir, les travaux récents de William Goodhue pour les systémes
hyperboliques & coefficients du type de Gevrey et les articles de Lax et Philipps

sur la théorie du scattering pour les systémes hyperboliques dispersifs.
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