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INTRODUCTION 

. 
Le problème mixte  pour l ' é q u a t i o n  d'onde a  ét-6 é tud ié  p a r  MORAWETZ, 

. KATO, IKEBE, ZACHMANOGLOU, e t c .  LAX e t  PHILIPPS, e n t r e  a u t r e s ,  on t  abordé l e  

même problème p a r  l e s  semi-groupes d ' opé ra t eu r s  de con t r ac t ion  q u i ,  aux données 

i n i t i a l e s  de l ' é q u a t i o n  d 'onde,  fon t  correspondre l a  s o l u t i o n  à l ' i n s t a n t  t , 

que l ' e s p a c e  cons idéré  s o i t  l i b r e  ou pe r tu rbé .  Ce t t e  é tude  e s t  f a i t e  à l ' a i d e  

de l a  r e p r é s e n t a t i o n  de t r a n s l a t i o n  e t  de l a  t h é o r i e  s p e c t r a l e .  On suppose que 

dans l ' e s p a c e  p e r t u r b é ,  l ' o b s t a c l e  e s t  é t o i l é .  
\ 

MORAWETZ a démontré q u ' a l o r s  l ' é n e r g i e  contenue dans t o u t e  sphère  

Z 
f i n i e  d é c r o î t  au  moins en l / t  e t  que l a  s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  d'onde d é c r o î t  

en l / t  dans l e s  r ég ions  bornées .  ZACHMANOGLOU a montré que sous c e r t a i n e s  

ii cond i t i ons ,  l a  décro issance ,  en  l / t  de l ' é n e r g i e  r e s t e  va l ab le  dans l e s  r ég ions  

non bornées.  LAX e t  PHILLIPS e t  MORAWETZ o n t ,  p a r  l a  s u i t e ,  démontré que l a  

décro issance  e s t  en f a i t  exponen t i e l l e ,  dans l e s  rég ions  bornées e t  pour l e s  

données i n i t i a l e s  à support  compact. Dans ce  t r a v a i l ,  nous montrons que sous  

c e r t a i n e s  cond i t i ons ,  l ' é n e r g i e  d é c r o î t  exponent iel lement  dans l e s  r ég ions  

non bornées e t  pour l e s  données i n i t i a l e s  à support  non compact. 

Nous pa r lons  a u s s i ,  pour l a  t h é o r i e  du s c a t t e r i n g ,  de l ' o p é r a t e u r  de 

d i f f u s i o n  q u i ,  a u  comportement de l a  s o l u t i o n  u  quand t tend  ve r s  moins 
* 

1' i n f i n i ,  f a i t  correspondre son comportement quand t t e n d  vers  p l u s  1' i n f i n i .  



PREFACE 

La t h é o r i e  de l a  d i f fus ion  compare l e  comportement asymptotique d'un . 
système en évolut ion quand t tend vers  moins l ' i n f i n i  ( - 1  à son comportement 

- 
asymptotique quant t tend vers  +m. C'es t  spécialement i n t é r e s s a n t  pour é tud ie r  

l e s  systèmes c o n s t r u i t s  à p a r t i r  d'un système p lus  simple par  l ' i n t r o d u c t i o n  d'une 

pe r tu rba t ion  (ou d'un d i f f u s e u r )  pourvu que l ' i n f l u e n c e  de l ' o b s t a c l e  s o i t  négli- 

geable pour Itl assez grand i . e .  s i  pour t assez  grand, un mouvement per turbé  

e s t  indiscernable  d'un mouvement non per turbé .  Ains i ,  s i  nous désignons p a r  ~ ( t )  

e t  U ( t )  l e s  opérateurs qu i  r e l i e n t  respectivement l e s  é t a t s  per turbés  e t  non 
O 

per tu rbés ,  au  temps zéro, à l e u r  é t a t  r e s p e c t i f  au temps t ,  a l o r s  à chaque f du 

système per turbé  correspondent deux é t a t s  f  - e t  f+  du système non pe r tu rbé  

t e l s  que ~ ( t ) f  s e  comporte comme u o ( t ) f  quant t + - O  e t  comme u O ( t ) f +  

quand t + +a. L'opérateur de d i f fus ion  s e  d é f i n i t  comme l ' a p p l i c a t i o n  

Le but  de l a  t h é o r i e  de l a  d i f fus ion  e s t  de prouver l ' e x i s t e n c e  d'un 

t e l  opéra teur  de d i f fus ion ,  e t  de l i e r  s e s  p r o p r i é t é s  à l a  na ture  du d i f fuseur .  

Dans l a  s i t u a t i o n  où l ' o p é r a t e u r  de d i f fus ion  cons t i tue  l a  seu le  donnée obser- 
. 

vable du mouvement, l e  t r a v a i l  p r i n c i p a l  e s t  l a  cons t ruct ion  du d i f fuseur  à 

p a r t i r  de 1 'opéra teur  de d i f fus ion .  
a 

La notion de d i f fus ion  ( s c a t t e r i n g )  e s t  i n t é r e s s a n t e  pour l e s  systèmes 

d é c r i t s  pa r  l e s  opérateurs non l i n é a i r e s .  Cependant, p lus ieu r s  t ravaux sur l a  

d i f f u s i o n ,  y compris ce lu i -c i ,  t r a i t e n t  des systèmes l i n é a i r e s  i n v a r i a n t s  pa r  

rappor t  au  temps, cas  dans l e q u e l  { ~ ( t ) )  forme un groupe à un paramètre 

d 'opéra teurs  l i n é a i r e s .  



PRELIMINAIRES 

LES SEMI-GROUPES D'OPERATEURS . 

Nous a l lons  é t a b l i r  ce r ta ins  r é s u l t a t s  de l a  théor ie  des semi-groupes 

d 'opérateurs qui nous se rv i ron t  dans l a  t héo r i e  de l a  d i f fus ion.  Afin de simpli- 

f i e r  l a  présenta t ion,  nous nous l imi terons  aux semi-groupes d 'opérateurs de con- 

t r a c t i o n  s u r  un espace de Hi lber t  H. Ains i ,  nous supposerons que { ~ ( t ) ,  t ? 0)  

e s t  une famille à un paramètre d 'opérateurs s u r  H s a t i s f a i s a n t  l e s  p ropr ié tés  

suivantes : 

( a )  Z ( O )  = I e t  ~ ( t ,  + t2) = ~ ( t , ) z ( t ~ )  t ,  ,t2 > 0 ; 

( c )  l i m  ~ ( t ) x  = x V x E H. 
t'O+ 

Lemme 7 . -  z ( t ) x  e s t  une fonction continue en t 2 O V x E H. - 

Démonstration : Par l a  propr ié té  (a) nous pouvons é c r i r e  : 

pour O d t l  6 t 5 ta ; 
O 

e t  ceci  t end  vers O ,  quand t ,  e t  t2 tendent vers par  l e s  p ropr ié tés  

( b )  e t  ( c l .  



On appel le  générateur i n f i n i t é s ima l  B t e l  que 

( 1  BX = l i m  
Z(A)x '- x 

e t  l e  domaine de B e s t  l 'ensemble de ces vecteurs pour lesquels  c e t t e  l i m i t e  
" 

ex i s t e .  I l  e s t  c l a i r  que B e s t  un opérateur l i n é a i r e  dans son domaine D ( B ) .  

i femme 2 . -  Pour t ou t  x dans D ( B ) ,  l a  dérivée de ~ ( t ) x  e x i s t e  - 
l (pour l a  topologie f o r t e )  e t '  : 

Quand x E D ( B ) ,  l e  membre du mil ieu  de l ' é g a l i t é  ci-dessus converge vers z ( t )Bx  

e t  a l o r s  l e s  premier e t  t roisième membres auss i  convergent ; l e  premier ve rs  l a  

dérivée à d ro i t e  de z ( t ) x  e t  l e  t ro is ième vers B Z ( ~ ) X .  Ceci montre, en t r e  

au t r e s ,  que z ( ~ ) D ( B )  c D ( B ) .  D'autre p a r t ,  s i  A > O e t  s i  t - A > O a l o r s  : 

Puisque ~ ( t  - A )  converge fortement vers ~ ( t ) ,  l e  membre d r o i t  de c e t t e  é g a l i t é  

converge vers Z ( ~ ) B X  t and i s  que l e  membre gauche converge vers l a  dérivée à 

gauche de z ( t ) x ,  Il  s ' en su i t  que l a  dérivée de z ( t ) x  ex i s t e  e t  s a t i s f a i t  



l a  r e l a t i o n  ( 2 ) .  '/. CQFD. 

I n t é g r a n t  
dZ t x s u r  l l i n t e r v a l l e  [0,t] , nous obtenons : 

d t  

CahaUuhe 7 .- S i  x a p p a r t i e n t  à D(B) a l o r s  

P lus  généralement,  nous avons : 

Lemme 3 . -  Pour t o u t  x dans H, 

~émons t r a t i ' on  :  après l a  p r o p r i é t é  ( a ) ,  nous avons : 

d'où découle ( 4 ) .  

LkYnmt 4 . -  Le géné ra t eu r  B e s t  un opé ra t eu r  l i n é a i r e  fermé à domaine - 
dense. 



Démonstration :  après l e  lemme 3, 

appart ient  à D ( B )  pour t ou t  x e t  puisque l i m  x = x ,  nous concluons que 
. A N  

D ( B )  e s t  dense dans H. 

D'autre p a r t ,  supposons que l a  s u i t e  (x  ) de D ( B J  tende vers x ,  que 
n 

BXn 
tende vers y. Alors Z ( T ) B X ~  converge vers Z ( r ) y  uniformément en r e t  

il découle de l a  r e l a t i on  (3 )  que 

Passant à l a  l imi te  quand A tend vers 0 ,  nous voyons que x e s t  dans D(B) 

e t  que Bx = y ; ce qui prouve que B e s t  un opérateur fermé. 

Lemme 5.- Un semi-groupe d'opérateurs e s t  déterminé de manière unique - 
par  son générateur in f in i t és imal .  

Démonstration : Supposons que l e s  semi-groupes {Z, ( t  ) }  e t  {Z2( t ) }  

ont l e  même générateur'  in f in i t és imal  B. Alors, pour t o u t  x dans D(B) 

Z2(r)x  appar t ient  à D ( B )  e t  par  s u i t e  

Intégrant  sur [0,t], nous obtenons : 



e t  puisque D ( B )  e s t  dense dans H ,  nous voyons que l e s  deux semi-groupes sont 

identiques.  ' / .  
s 

Le spect re  du générateur d'un semi-groupe d 'opérateurs de contraction 
w 

e s t  toujours contenu dans l e  demi-plan gauche ; en f a i t ,  comme l e  montre l e s  

lemmes suivants ,  pour t ou t  A t e l  que Re A > O ,  l a  résoivante ex i s t e  e t  

peut s'exprimer comme l a  transformée de Laplace du semi-groupe. On entend par  

résolvante ,  1 'opérateur 

Lemme 6 . -  S i  Re A > O a lo r s  : 

m 
- A t  

R ( A , B ) x  = 1 e. z ( ~ ) x  d t .  

Démonstration : Dans l e  lemme 3 e t  l e  co ro l l a i r e  1 ,  s i  nous remplaçons 

{ ~ ( t ) }  par  { e x p ( - A t ) ~ ( t ) )  ( e t  a l o r s  B pa r  B - A a lo r s  ces r é s u l t a t s  

peuvent s ' é c r i r e  : 

-AT 
T 

x - e Z ( T ) X  = ( A I  - B )  J e - A t ~ ( t  )x  d t  pour t ou t  x ; 
O 

I l  e s t  c l a i r  que l ' i n t é g r a l e  dé f in ie  de l a  manière suivante : 

converge vers un opérateur borné quand Re h > O. Rasuite, passant à, l a  l iaite 



quand T tend vers l'infini et utilisant la fermeture de .B, nous obtenons : 

ce qui prouve que X est dans l'ensemble résolvant de B et que R(A) = R(x,B). 

La résolvante de B satisfait l'équation résolvante : 

pour tout h,p dans l'ensemble résolvant. Pour vérifier ceci, il suffit de 

multiplier 

à droite par R(~,B) et à gauche par R(x ,B) . Il découle de (6) que les résol- 

vantes de B commutent. 

Lemme 7.- L'ensemble résolvant est ouvert et la résolvante R(A,B) - 
est une fonction holomorphe de A sur l'ensemble résolvant. 

~émonstration : Si X o  appartient à l'ensemble résolvant de B, alors 
/ 

et pour 

( 7 )  



e s t  l ' i nve r s e  à d ro i t e  de ( A I  - B) e t  un raisonnement semblable montre q u ' i l  

e s t  auss i  l ' i n v e r s e  à gauche. Ainsi pour l e s  X suffisamment proches de 
Xo y 

Ce développement exp l i c i t e  en s é r i e  en t i è r e  de l a  résolvante montre que l ' en -  

semble résolvant e s t  ouvert e t  que R ( A , B )  e s t  holomorphe dans l'ensemble 

résolvant .  ' /. 

Le problème qui s e  pose dans l a  p lupar t  des appl ica t ions  de c e t t e  

t héo r i e  e s t  de déterminer quand un opérateur donné e s t  l e  générateur d'un 

semi-groupe d 'opérateurs.  A ce problème, E. H i l l e  e t  D.  Yosida ont obtenu 

l a  solut ion suivante : 

Théotlème 1.- Un opérateur l i n é a i r e  fermé à domaine dense engendre 

un semi-groupe d 'opérateurs de contraction fortement continu s i  e t  seulement s i  r 
I R ( A , B ) I  s 1 / A  t ) x > o .  

. 
Démonstration : 

La condit ion nécessai re  découle directement de l ' express ion ( 5 )  : 



- 8 -  

Pour prouver l a  réciproque,  nous adopterons l e  raisonnement de Yosida e t  cons- 

t r u i r o n s  un semi-groupe approximant de l a  forme : 

Au commencement, notons que l ' i n é g a l i t é  ( 9 )  implique 

IXR(A,B)X - x = I R ( X , B ) B X ~  6 a-' 1 ~ x 1  

s i  x e D ( B ) .  Ains i ,  pour de t e l s  x ,  1 

l i m  AR(A,B)x = x 
A+- 

e t  puisque D(B)  e s t  dense dans H e t  que l e s  opéra teurs  approximant son t  uni- 

formément bornés p a r  ( 9 ) ,  l a  l i m i t e  (11) e x i s t e  pour t o u t  x s H. En p a r t i c u l i e r ,  

( 1  1 ) montre que : 

t end  vers  Bx quand X t end  vers  1' i n f i n i  pour t o u t  x dans D ( B )  . 
* 

Ensui te ,  nous obtenons une borne pour l e s  { Z A ( t )  1 : 

e t  en employant. l ' i n é g a l i t é  (9), nous obtenons : 



I l  e s t  c l a i r  que tous l e s  opérateurs ci-dessus commutent. Alors : 

C 

1 En employant l a  borne ( 12) , nous avons : 

Ce qui  montre que : 

(13) l i m  z A ( t ) x  E z ( t ) x  ( t  > 01,  
A- 

e x i s t e  pour chaque x dans D ( B ) ,  uniformément s u r  l e s  sous-ensembles compacts 

de [O,-[. Puisque l e s  { z A ( t ) }  sont uniformément bornés, c e t t e  l i m i t e  e x i s t e  

pour t o u t  x E H ,  encore uniformément s u r  l e s  sous-ensembles compacts de [O,=[. 

Une t e l l e  l i m i t e  h é r i t e  des semi-groupes approximant l e s  p ropr ié tés  ( a ) ,  (b) e t  

( c )  e t  a l o r s  { ~ ( t ) )  d é f i n i  par  (13)  e s t  un semi-groupe d 'opérateurs de contrac- 

t i o n  fortement continu. 
m 

S o i t  C l e  générateur de { ~ ( t ) ) .  Reste à prouver que C = B. 

Maintenant, pour x s D ( B ) ,  nous avons par l e  c o r o l l a i r e  1 

A 
zA(A)x - x = 1 Z ~ ( T ) B X  d r .  

O 



Divisant par A e t  passant à l a  l im i t e  quand X + , nous obtenons 

d'où découle que Cx = Bx ; donc C =B. Pour X f i x é ,  l 'opérateur  ( X I  - B )  - 
e s t ,  par hypothèse, b i j e c t i v e  e t  évidemment, aucune extension propre de ( X I  - B) 

ne peut avoir  c e t t e  propr ié té .  D'autre pa r t ,  d'après l e  lemme 6 ,  l ' opéra teur  

( X I  - C )  do i t  avoir  c e t t e  propr ié té  ; par conséquent, C = B. * / .  

Cette démonstration e s t  valable,  comme e l l e  e s t  prouvée, pour t o u t  

espace de Banach. Cependant, l e s  éléments suivants sur  l e  semi-groupe ad jo in t  

sont valables comme i ls  sont mentionnés uniquement su r  l e s  espaces de Banach 

r é f l e x i f s  e t  nous introduisons quelque s impl i f icat ion dans l e  raisonnement en 

nous l imi tan t  à un espace de Hi lber t .  

Pour un semi-groupe { ~ ( t )  1 sa t i s f a i s an t  l e s  propr ié tés  ( a ) ,  ( b )  e t  

( c )  nous définissons l e  s e m i - ~ r o u ~ e  adjoint  comme l a  famil le  des\ opérateurs 

ad jo in t s  : 

De l a  déf in i t ion ,  il découle que l e s  opérateurs adjoints  s a t i s f o n t  l e s  p ropr ié tes  

(a) e t  (b) e t  que 

. 

quand t + O.  En conséquence : 

~ z * { t ) x  - x12 = ( z * ( t ) x , z X ( t  )x )  + (x.x) - ( z * ( ~ ) X > X )  - (X,Z*(~)X) .  



a une limite supérieure non positive ; ce qui prouve que le semi-groupe adjoint 

a aussi la propriété (c). 

Lemme 8. - Le générateur du semi-groupe adjoint est l'adjoint du génk- - 
rateur du semi-groupe originel.. 

Démonstration : Soit C le générateur du semi-groupe adjoint et soit 

x et y dans D(B) et D(C) respectivement. Alors 

(BX,~) = lim ( Z A x  x y = lim (x, Z*(A)y 

A A 4  A 
- x, 

et alors C C B*. D'autre part, si x et y appartiennent respectivement à 

D(B) et à D(B*) , alors d'après le corollaire 1, 

d'où vient que : 

En divisant par A et en pessant à la limite quand A + O, nous voyons que : 

ce qui prouve que C SB*. 

Il est alors aisé de démontrer le théor& de Stone caractérisant les 



générateurs de groupes d'opérateurs un i ta i res .  Nous rappelons qu'un générateur 

A à domaine dense e s t  d i t  a n t i  auto-aujoint s i  : 

A* = - A. . 

ThéokEme 2 . -  Un opérateur engendre un groupe à un paramètre d 'opérateurs 

un i ta i res  fortement continu s i  e t  seulement s i  il e s t  anti-auto-adjoint. c 
Démonstration : Si  { ~ ( t )  e s t  un groupe d'opérateurs un i t a i r e s  for te-  

ment continu à générateur in f in i t és imal  A ,  a l o r s  

ex i s t e  s i  e t  seulement s i  x E D ( A ) ,  dans quel cas l a  l im i t e  e s t  simplement -A. 

Puisque ~ * ( t )  = u(-t),  ceci  montre que l e  générateur du semi-groupe ad jo in t  

W*(t  ) ; t 5 O 1  ' e s t  -A e t  a l o r s  par l e  lemme 8, nous avons A* = - A ; en 

d 'autres  termes, A e s t  anéi-auto-adjoint. 

Réciproquement s i  A e s t  supposé ê t r e  anti-auto-adjoint, a l o r s  pour 

t ou t  x dans D ( A )  

* . ( A X , ~ )  = ( x , ~  x )  = - (X,AX) 

s i  bien que ( A X , ~ )  e s t  à valeur imaginaire pure. Ainsi  pour 

Xx f Ax = f ( A  > 0) 

l a  p a r t i e  r é e l l e  du produit i n t é r i e u r  avec x ,  e s t  : 



* 

Puisque A e s t  égal  à l ' ad jo in t  de - A ,  il e s t  évidemment fermé e t  a l o r s  

l 'image de ( A I  I A )  e s t  un sous-espace fermé de H. Présentement, l ' image 

e s t  t ou t  H car autrement, il e x i s t e r a i t  un y non nu l  orthogonal à l ' image ; 

a i n s i  : 

(Xx I Ax,y) = O 

pour t ou t  x dans D(A) . 11 s 'ensu i t  que y appar t ient  à D(A*) = D ( A )  

e t  que : 

ce qui e s t  impossible car  l a  seule  p o s s i b i l i t é  d 'avoir  ( ~ y , y )  = $:A(y,y) ima- 

g ina i re  pur e s t  que y s o i t  un vecteur nul. Alors ( A I  t A )  e s t  b i j e c t i f  

- 1 avec 1 ( A I  A)- '  1 6 A . 

Le théorème de Hille-Yosida maintenant affirme que A e t  - A engendre 

l e s  semi-groupes {~+(t) ; t 3 O} e t  {u- ( t )  ; t 2 O}, respectivement. En plus, 

d'où 



l e s  opérateurs { ~ + ( t ) }  sont a l o r s  des isométries ; en outre pour x s D ( A )  , - 

ce qui entra îne  : 

Autrement, 

e t  il en découle que l e s  opérateurs {u+( t  ) )  sont un i ta i res .  Enfin, il e s t  c l a i r  - 
à p a r t i r  des semi-groupes approximant emplgyé8-dans l a  démonstration du théorème 

de Hille-Yosida, que tous l e s  opérateurs de ces deux semi-groupes commutent ; 

il s ' ensu i t  que : 

{ 
u+(t pour t 2 O 

u ( t )  = 

u-(- t> pour t f O 

dé f in i t  un semi-groupe u n i t a i r e  fortement continu d'opérateurs un i t a i r e s  à 

générateur A .  



THEORIE DE LA REPRESENTATION 

ET 

L'OPERATEUR DE DIFFUSION. 

Nous a l lons  obtenir  ce r ta ins  théorèmes de représenta t ion pour un 

groupe d 'opérateurs un i t a i r e s  { ~ ( t )  ; < t < -1 agissant  su r  un espace 

de Hi lber t  H pour lequel  il y a un sous-espace so r t an t .  Un sous-espace 

fermé D+ e s t  d i t  so r tan t  s ' i l  a l e s  propr ié tés  suivantes : 

(i  1 u ( t ) ~ + C  D+ pour t > O ,  

(ii) ri u ( ~ ) D +  = CO},  

(iii) U U ( ~ ) D +  = H. 

On en ob t ien t  un exemple en prenant H = L ~ ( - w , - . N ) ,  l ' espace  des 

fonctions de carré  in tégrab le  su r  l ' a x e  r é e l ,  à valeur dans un espace de Hi lber t  

a u x i l i a i r e  N ,  où ~ ( t )  correspond à l a  t r an s l a t i on  à d ro i t e  de t e t  où 

D+ = L ~ ( O  ,+';N). Nous montrerons que, réciproquement, à t ou t  sous-espace sor- 

t a n t  pour l e  groupe ~ ( t )  correspond toujours  une représentat ion pour H e t  

~ ( t  ) de c e t t e  so r t e .  Nous 1 'appellerons une représenta t ion de t r an s l a t i on  1 
sor tan te .  

Le cas d i s c r e t  de ce problème s e  résout  facilement e t  puisqu'une 1 
simple transformation nous permet d 'obtenir  l a  représenta t ion paramétrique 

continue en termes de l a  représenta t ion analogue d i s c r è t e ,  nous a l lons  commencer 

par l e  cas d i s c r e t .  
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7 .  Le cah cL&~heX. 

Au l i e u  d'un groupe à un paramètre d 'opérateurs un i t a i r e s ,  nous avons, 

dans l e  cas d i s c r e t ,  un s e u l  opérateur un i t a i r e  V e t  toutes  s e s  puissances. 

Par rapport à V ,  un sous-espace fermé D+ s e r a  d i t  sor tant  s i  : 

( i l  V D + C D + ,  

k 
( i i )  n V D+ = {O}, 

(iii) U v%+ = H. 

Exemple.- H = 1 2 ( - m , + - ; ~ )  , espace des s u i t e s  {yk;-w < k < +-} 

à valeur dans un espace de Hi lber t  a u x i l i a i r e  N ,  e t  pour l e sque l les  

2 1 l y k l N  < -. V correspond à l a  coupure à d ro i t e  e t  D+ = ( O , + ; N ) .  
2 

Théohème 7 . 7 . -  S i  D e s t  so r tan t  par rapport à un opérateur u n i t a i r e  

V ,  a l o r s  H peut se  représenter  isométriquement comme N pour un 
2 

espace de Hi lber t  a u x i l i a i r e  N de t e l l e  s o r t e  que V se  transforme en l 'opé- 

r a t eu r  de t roncature  à d r o i t e  e t  que D s 'applique su r  e2 (0  ,+-;N) . Ce t te  

représenta t ion e s t  unique à un isomorphisme près de N. 

'Démonstration : Soi t  N l e  complément orthogonal de VD dans D ,  

en symboles : 

NOUS a l lons  prouver que : 

e t  que : 



--- 
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( 1 ~ 3 ~ )  H = ~ o S < N .  

V u n i t a i r e ,  il e s t  c l a i r  que : 

$N = V ~ D  0 0"~. 

k En p l u s ,  il découle de l a  p ropr ié t é  ( i )  que V ~ + ' D  C V D pour t o u t  k e t  

k 
qu 'a lo r s  l e s  V N sont mutuellement orthogonaux e t  que D cont ient  

S i  M e s t  un sous-espace propre de D ,  il e x i s t e r a  un x # 0 ,  E D @ M. 

Puisque x e s t  orthogonal à N ,  il d o i t  ê t r e  dans VD ; p u i s q u ' i l  e s t  auss i  

2 orthogonal à VN, il d o i t  ê t r e  dans V D. En continuant  a i n s i  l e  raisonnement 

nous voyons que x d o i t  ê t r e  dans n Sb, ce q u i  e s t  c o n t r a i r e  à l a  p r o p r i é t é  

( i i ) .  Ceci prouve (1 .2 . )  e t  il découle de (1.2.)  que : l 

k e t  c e c i  implique ( 1.3. ) puisque par  l a  p r o p r i é t é  ( i i i )  , U V D e s t  dense dans H. 

Afin de d é f i n i r  l 'isomorphisme d é s i r é ,  nous notons que chaque x E H 
Ii 

a une décomposition unique d 'après ( 1 3 .  ) de l a  forme : 

où chaque yk E N i  En p l u s ,  



e t  chaque s u i t e  {yk} de N avec < dé f in i t  un x E H de c e t t e  

façon. En conséquence, l ' app l ica t ion  

e s t  une isométrie de H sur e2 ( -w ,+a ;~ )  par l aque l le  D s 'applique s u r  

e p ( O , + = ; ~ ) .  En plus ,  il e s t  c l a i r  que : 

de t e l l e  so r t e  que V correspond par c e t t e  appl icat ion,  à un opérateur de 

t roncature  à dro i te .  La construction de ( 1.1.  ) de N e t  l e s  décompositions 

( 1 .2. ) e t  ( 1 .3. ) de D e t  de H sont canoniques, Ce qui prouve que l a  repré- 

senta t ion e s t  unique à un isomorphisme près de N. 

Nous a l lons  maintenant employer l a  transformation de Fourier pour 

obtenir  l a  représenta t ion spectra le  à p a r t i r  de l a  représentation de t r ans l a t i on .  

cahat&Ahe 1 . 1 .  - Si  D e s t  so r tan t  pa r  rapport à un opérateur uni- 

t a i r e  V ,  a l o r s  H peut se  représenter  isométriquement comme ~~(0,211;~) pour 

t ou t  espace de Hi lber t  aux i l i a i r e  N de t e l l e  s o r t e  que V s e  transforme en . 
l a  mul t ip l i ca t ion  par exp( i8)  e t  que D s  'applique s u r  H ~ ( N )  l a  c l a s se  de 

Hardy des fonctions f ( 0 )  dont l e s  k ièmes coef f ic ien t s  de Fourier  s  ' annulent 

pour l e s  k néga t i f s .  Cette représenta t ion e s t  unique à un isomorphisme près  



Rmanque : Nous appellerons c e t t e  représenta t ion représenta t ion spec t ra le  

so r tan te  pour l ' opéra teur  V. 

Démonstration : L'applicat ion : 

{yli} E e2(--,+-;@) + f ( 0 )  E 1 yk eike c L ~ ( o , ~ R ; N )  

avec 

d é f i n i t  un isomorphisme de t2( - - ,+- ;N)  su r  L (0,2Il;N) transformant l ' opéra teur  
2 

de coupure à d ro i t e  en mul t ip l ica t ion par exp( i8 )  e t  12(0,+-;N) en H ~ ( N ) .  

La combinaison de cec i  avec l e  r é s u l t a t  du théorème 1.1. nous donne l a  représen- 

t a t i o n  spec t ra le  so r tan te  dés i rée .  L 'unic i té  découle de 1 ' appl ica t ion inverse  : 

e t  de l ' app l i c a t i on  du r é s u l t a t  correspondant Èi l a  représentat ion de t r an s l a t i on  

sor tan te .  

Un sous-espace entrant  D s e  dé f i n i t  de l a  même f q o n  en remplaçant - 

(i)  par  (i)- : V-ID C D , l e s  p ropr ié tés  ( i i )  e t  ( i i i )  r e s t an t  inchangees. - - 

Notons que s i  D e s t  en t r an t ,  son complément orthogonal e s t  so r t an t  - 
e t  s i  D+ e s t  so r t an t ,  son complément orthogonal e s t  en t r an t ,  il y a une 

représenta t ion de t r an s l a t i on  analogue pour D- e t  dans ce cas, nous prenons 

l ' app l i c a t i on  de t e l l e  s o r t e  que D- s 'appl ique sur - - 1 ; )  Dans l a  



représenta t ion spec t ra le  correspondante, D - a pour image, l a  c lasse  de Hardy 

conjuguée H 2 ( ~ - ) ,  ensemble des fonctions f î ~ ~ ( 0 , 2 1 1 ; ~ )  dont l e s  c o e f f i c i e n t s  

de Fourier  s 'annulent  pour sous l e s  k non n é g a t i f s .  

Thém2me 1.2.- S i ,  pour un opérateur u n i t a i r e  donné, il e x i s t e  deux :r 
- I représenta t ions  de t r a n s l a t i o n ,  $(-mY+m;N) e t  Lg( - - ,+ - ;~ ' ) ,  a lo r s  N e t  

( N t  sont  équivalents .  

Démonstration : Le contenu de ce théorème e s t  une conséquence d i r e c t e  

du théorème de m u l t i p l i c i t é .  On peut t o u t e f o i s  t e n t e r  une a u t r e  démonstration 

en montrant que N e t  N '  ont l a  même dimension. 

2. L ' o p é h a t e ~ t  de. didd~dion dana Le cas chmet. 

Soient deux sous-espaces s o r t a n t  D+ e t  en t ran t  D- pour l e  même 

opéra teur  u n i t a i r e  e t  supposons en plus  que D+ e t  D sont orthogonaux. - 
A chaque vecteur f c H ,  on associe deux vecteurs k e t  k+ qui sont les - 
représentants  r e s p e c t i f s  de f pour l e s  t r a n s l a t i o n s  en t ran te  e t  so r t an te .  

L'opérateur : 

qui applique L2 ( -W ,+mi N) s u r  L2 ( -- ,+m; N) s 'appélle 

l ' o p é r a t e u r  de diffusion.  

h i m e  2 . 1 . -  L'opérateur de d i f fus ion  a l e s  p ropr ié tés  suivantes : - 
(i) S e s t  u n i t a i r e .  

(ii) S commute avec l a  t r a n s l a t i o n .  

(iii) S applique L2(-"" ,-1 ;NI dans L 2 ( - m Y - 1  ;NI, 



~émons t ra t ion  : Les propr ié tés  ( i )  e t  ( i i )  découlent de ce que S e s t  

dé f in i  en termes de deux représentations de t r ans l a t i on  un i t a i r e s  d i f fé ren tes  

d'un même opérateur. Pour déduire l a  propr ié té  ( i i i ) ,  notons que k & 1 ( -m, -1 ;~)  - 2 

s i g n i f i e  que f e D . Puisque nous avons supposé que D- e s t  orthogonal à D+,  - 
il s ' ensu i t  que f e s t  orthogonal à D+. D'un au t re  cô té ,  dans l a  représenta t ion 

de t r ans l a t i on  sor tan te ,  D+ a pour image t2(0,+=;N) e t  a l o r s  k+ se  trouve 

dans l e  complément orthogonal de l'image de D+ qui e s t  12(-=, -1  ; N I .  

- 1 C o i ~ o m e  2.1. - Définissons l ' opéra teur  S 5 FSF , F é t an t  l a  

transformation de Fourier ; a i n s i  S transforme l a  représentation spec t ra le  

entrante  en l a  représentation spectra le  sor tan te .  S a l e s  propr ié tés  sui -  

vantes : 

(i)  ' S e s t  un i t a i r e .  

( i i) '  S comrnute avec l a  mul t ip l icat ion par l e s  fonctions mesurables 

bornées à valeur complexe. 

(iii) '  s applique A 2 ( ~ )  dans iig(n). 

Démonstration : 

\ 

Chacune de ces propr ié tés ,  excepté ( i i) ' ,  n ' e s t  qu'une reformulation des pro- 

p r i é t é s  du lemme. Une reformulation de (ii) e s t  que S commute avec l e s  opérateurs 



mul t i p l i c a t i f s  Iexp( ik0)) .  La propr ié té  ( i i ) '  découle maintenant du f a i t  que 

t ou t  s c a l a i r e  mesurable borné peut ê t r e  approximé presque par tout  e t  de manière 

bornée par des combinaisons l i n é a i r e s  de {exp(ikû))  e t  que l a  convergence de 

c e t t e  s o r t e  implique l a  convergence fo r t e  des opérateurs mu l t i p l i c a t i f s  corres- 

pondants. 

Un opérateur l i n é a i r e  sur  L ~ ( o , ~ I I ; N ) ,  t e l  que S, qui commute avec 

l a  mul t ip l i ca t ion  par l e s  s c a l a i r e s  mesurables bornés e t  qui applique H 2 ( ~ )  
dans lui-même s ' appe l le  opérateur de causa l i t é  chez l e s  physiciens. 

Théahème 2.7 .- Si  N e s t  séparable,  un opérateur S s a t i s f a i s a n t  

l e s  p ropr ié tés  ( i ) '  - (iii)' peut s e  r é a l i s e r  comme une fonction mult ipl ica-  

i û t i v e  à valeur opéra t r i ce  S ( e  ) sur  N dans N ayant l e s  p ropr ié tés  

suivantes : 

- ( a )  s(eiO) e s t  l a  valeur-l imite d'une fonction à valeur opéra t r i ce  

S(w) analytique pour Iwl > 1 qui converge fortement l e  long 

i 0 des rayons ( radiaux)  pour presque t o u t  0 vers ~ ( e  ) ; 

- ( b )  ( s ( w ) ~  I l  pour t ou t  w de valeur absolue > 1 ; 

i 0 - ( c )  ~ ( e  ) e s t  u n i t a i r e  pour presque t o u t  8. 

Démonstration : So i t  n E N i  Alors exp(-i0)  appar t ient  à H 2 ( ~ )  

e t  par  ( i i i) ' ,  s[exp(-i0)n] auss i  appar t ient  à i 2 ( N ) .  Puisque 

par ( i i ) ' ,  il s ' en su i t  que : 

iû) 
S ( n )  : n ( e  



appar t i en t  à exp(i0)Z2(N) ; de t e l l e s  fonctions n ( e  i O )  s o n t  l e s  va leurs- l imi tes  
C 

% 
de fonctions n ( u )  analy t iques  à valeur  v e c t o r i e l l e ,  fonctions qui sont  r é g u l i è r e s  

pour Iwl . 1 .  

'L 
Ensuite ,  montrons que n(w) e s t  uniformément borné pour [w 1 > 1 . 

Pour c e l a ,  s o i t  n e t  m deux éléments de N (une p a i r e  d 'éléments) .  Alors ,  

pour t o u t  e n t i e r  k # O ,  il e s t  évident  que exp(ik0)n e t  exp(ik0)m sont  

des éléments orthogonaux de L ( 0 , 2 l I ; ~ ) .  D'après ( i ) ' ,  l ' o p é r a t e u r  S e s t  une 
2 

i sométr ie  e t  il s ' e n s u i t  que l e s  images de exp( ik0)n  e t  exp(ik0)m son t  auss i  

orthogonales : 

Ceci s i g n i f i e  que tous  l e s  c o e f f i c i e n t s  de Four ier  de l a  fonct ion  s c a l a i r e  

(n (e ie )  ,m(eie) ), sont  n u l s ,  sauf c e l u i  correspondant à k = O ; une t e l l e  

fonction e s t  une constante.  La valeur  de c e t t e  constante e s t  (211)-' m u l t i p l i é  

pa r  l ' i n t é g r a l e  de l a  fonction q u i ,  dans ce c a s ,  e s t  simplement l e  produi t  

'L 'L 'L % 
s c a l a i r e  de n e t  m. O r  (n,m) = (n,m) . Ainsi  : 

En posant : n = m ,  nous obtenons en p a r t i c u l i e r  : 

Puisque n appar t i en t  à exp(iO) i 2 ( N ) ,  il se représente  en termes de s e s  

va leurs- l imi tes  par  l a  formule de Poisson : 



De (2.1.  ) '  e t  du f a i t  que l e  noyau de Poisson P e s t  p o s i t i f  e t  de poids t o t a l  1 ,  

nous obtenons l ' e s t ima t ion  : 

Nous définissons l a  fonction à valeur opéra t r i ce  S ( w )  comme s u i t  : 

e t  affirmons que S ( w )  a  l e s  propr ié tés  du théorème 2.1. 11 e s t  évident que 

S(w) e s t  fortement analytique pour Iwl > 1 e t  que l ' i n é g a l i t é  (2 .2 . )  montre 

que ( b )  e s t  valable.  Afin de prouver ( a ) ,  nous choisissons un sous-ensemble 

dénombrable dense n .  de N. Pour chaque j , S(w)nj  e s t  une fonction 
J 

bornée e t  pa r  s u i t e ,  a  des l i m i t e s  r a d i a l e s  quand w tend vers exp( iû )  

hormis s u r  un sous-ensemble E de mesure n u l l e  ; E = U E e s t  auss i  de mesure 
j j 

n u l l e .  Puisque l a  s u i t e  Cn.1 e s t  dense e t  que S ( w )  e s t  uniformément bornée 
J 

en norme, il découle que S(w)n a des l i m i t e s  r a d i a l e s  pour t o u t  n E N 

excepté sur  E. Ains i ,  S ( w )  a  des valeurs-l imites fortement dé f in ies  qui  

sont des opérateurs de contrac t ion excepté s u r  E ; ' ceci  termine la démonstration 

de ( a ) .  S i  nous ajoutons à E l'ensemble nu l  s u r  l eque l  (2 .1 . )  n ' e s t  pas d é f i n i  

pour t o u t  choix poss ib le  de n = n e t  m = n a l o r s  (2 .1 . )  implique que, 
j k y  

excepté su r  E, s ( e i e )  e s t  une isométrie sur {n.} e t ,  par  con t inu i t é ,  s u r  N. 
J 

L ' opérat ion de mul t ip l i ca t ion  par  S( eie ) e s t  une app l i ca t ion  d ' opé- 

r a t i o n  bornée de L (0  ,2II;N) s u r  lui-même. Nous affirmons que c ' e s t  éga l  2 
2 

l ' opé ra teur  donné S. En c l a i r ,  par const ruct ion,  l e s  deux opérateurs coïncident  

pour l e s  fonctions constantes.  Puisque l e s  deux opérateurs cornmutent avec l a  



mult ip l ica t ion par exp ( i e ) ,  il s ' ensu i t  q u ' i l s  coïncident auss i  pour l e s  

trigonométriques. Puisque l e s  polynômes trigonom6triques sont  denses 

dans L * ( o , ~ ~ , N )  e t  que l e s  deux opérateurs sont  bornés, nous en concluons 

qu' i l s  conviennent sur toub L* (0,2ll ,NI .  

i 8  ) 
a Il  r e s t e  à prouver que S ( e  e s t  un i t a i r e  pour presque t o u t  8. 

Pour ce la ,  nous choisissons une base orthonormale complète { n . )  pour N 
J 

Q i û  i 9 i 8 )  
e t p o s o n s  n . ( e  ) = S ( e  )n  Pourchaque 8 4 E ,  nous savons que S ( e  

J j ' 

e s t  une isométrie e t  par s u i t e  que e i  e s t  un ensemble orthonormal 
J 

i 8 mesurant l ' image de S(e  ) dans N.  S i  

pour tou t  k ,  a lo r s  l 'image de S(eie)  e s t  p.p. égale à N e t  ~ ( e  i 9  ) se ra  

un i t a i r e  p.p. En d 'aut res  termes, il y a un k t e l  que 

i e d i f f è r e  de zéro sur  un ensemble de mesure pos i t ive .  Puisque g ( e  ) e s t  mesura- 

i 8 b l e  e t  que Ig(e ) I N  6 lnklN, nous voyons g e s t  un élément non t r i v i a l  de 

~ ~ ( 0 , P l l ; N ) .  En plus : 

pour t ou t  k e t  t ou t  j ,  e t  a f o r t i o r i ,  g e s t  Lg - orthogonal à l 'ensemble 

i ke  i 0  
{ e  n j  ( e  . Cependant, c e t  ensemble e s t  l ' image,  sous l ' app l i c a t i on  un i t a i r e  

S ,  de l a  base orthonormale complète {eik$.) e t  a l o r s  mesure aussi  
J 

i û )  ~ ~ ( 0 , 2 n ; N ) .  Ceci é t a n t  impossible, il découle que S ( e  e s t  un i t a i r e  pour 

presque t ou t  9 .  



C040&X&e 2.2.- L'op6rateur S(w) du théorème 2.1. e s t  déterminé, 

dans l a  multiplication intér ieure à droi te  par  un opérateur uni ta i re  su r  N, 

par les propriétés ( i )  ' - ( i i i )  e t  l e  sous-espace D = S i 2 ( n ) .  

Nous nous servirons aussi  de l a  version res t re in te  suivante du 

théorème 2.1. 

Coho&!dAe 2.3.- Soi t  N sEparable ; un opérateur S qui s a t i s f a i t  

seulement l e s  propri6tés ( i ) '  e t  ( i i ) '  peut s e  r 6 d i s e r  comme une fonction 

i û  multiplicative à valeur opératrice S (e  sur  B dans 1, qui eat uni ta i re  

pour presque tout 8. 

D h n s t r a t i o n  : Cho rssons une baae orthonoriaale c a p l à t e  {n . J 
3 

pour Il e t  posons : 

Ccimme noua l'avons montré dans l e  théorème, pour tout û nlapputen .n t  pas 

i û a un ensenble nul Eo, l e s  vecteurs ~ : ( e  ) forment une base orthonormale 

camplate de 1. Tout vecteur n c B s ' éc r i t  : 



e t  nous déf in issons  

Ainsi  d é f i n i ,  s ( e i e )  e s t  u n i t a i r e  pour t o u t  0 dans Eo e t  une fonct ion  

à valeur opéra t r i ce  fortement mesurable de 8. Finalement, nous notons que 

i 0 l ' o p é r a t i o n  de mul t ip l i ca t ion  pa r  S ( e  ) d é f i n i t  une i sométr ie  su r  

i 8 L ( 0 , 2 l l ; ~ )  e t  puisque S e t  S ( e  ) commutent tous  l e s  deux avec l a  m u l t i -  
2 

p l i c a t i o n  pa r  l e s  fonctions s c a l a i r e s  e t  coïncident  s u r  l e s  fonctions à valeur  

v e c t o r i e l l e  constantes,  i l s  coïncident  s u r  t o u t  L ~ ( O , ~ ~ ; N ) .  

3. Le cab continu. 

Nous retournons maintenant au problème de l a  r ep résen ta t ion  pour un 

groupe d 'opéra teurs  u n i t a i r e s  fortement continu { ~ ( t  ) } que nous réduisons 

à l a  r ep résen ta t ion  d'un s e u l  opérateur u n i t a i r e  t r a i t é  dans l a  première 

p a r t i e  de ce chapi t re .  La réduct ion  e s t  f a i t e  a u  moyen de l a  t ransformation 

de Cayley du générateur i n f i n i t é s i m a l  A du groupe { ~ ( t  ) } : 

A H  v = (1 + A)( I  - A)- '  ( t ransformation de Cayley). 

Lemme 3.1.- si u ( t ) ~ C  D pour t o u t  t > O ,  a l o r s  VDC D e t  - 
réciproquement ( v o i r  Lax p. 47) .  

Co&o.Uuhe 3.1. - u ( ~ ) M  C M pour t o u t  r é e l  t s i  e t  seulement s i  

PM C M pour t o u t  e n t i e r  k .  Autrement, u ( ~ ) M  = M = Sk pour t e t  pour 

t o u t  k .  



Démonstration : L'appl ica t ion du lemme aux deux semi-groupes 

{ ~ ( t )  ; t 2 O} e t  {u( - t )  ; t 2 01 montre que u ( ~ ) M  C M p o u  t o u t  t . 0 

( O U  t < O )  s i  e t  seulement s i  VM C M (ou V-'M C M )  . La deuxième propo- 

s i t i o n  découle directement de l a  p ropr ié té  de groupe de { ~ ( t ) }  e t  de {vk}. 

Lemme 3 . 2 . -  Un sous-espace fermé D e s t  s o r t a n t  (ou e n t r a n t )  pour 

{ ~ ( t ) )  s i  e t  sedement  s i  il e s t  s o r t a n t  (ou e n t r a n t )  pour v ( v o i r  Lax p.  4 8 ) * / .  

Les lemmes ci-dessus nous permettent d'employer l a  t h é o r i e  de l a  re- 

présenta t ion d i s c r è t e  déjà développée. Afin d 'ob ten i r  de l a  représenta t ion 

s p e c t r a l e  Lp(0,21;N) de V ,  l a  représenta t ion s p e c t r a l e  appropriée de 

L ~ ( - -  ,-; N )  de { ~ ( t  ) 1 ,  nous employons une transformation l i n é a i r e  f r a c t i o n n e l l e  

mettant l e  disque-uniké dans l e  demi-plan supér ieur  

1 - w  z = i -  (avec pour inverse  w = - 1 + i z  
l + w  

) 
1 - i z  

En p a r t i c u l i e r  : 

e t  2 -1 de = 2(1 + a ) do. 

Nous dé f in i s sons  maintenant 1 ' appl ica t ion suivante  : 

avec f ( o )  = 1 ( 1  + i u  
€ L ~ ( - w ¶ - ; N ) .  

f i ( 1  - i o )  1 - i u  



Il e s t  évident  que c ' e s t  une i sométr ie  ; en f a i t  : 

e s t  bien dé f in ie .  d o u s  notons que : 

S o i t  A+(N) e t  A - ( N ) ,  ou simplement A+ e t  A , l e s  images des - 
- 

sous-espaces H2(N) e t  H2(N) respectivement, sous l ' a p p l i c a t i o n  (3.8. ) . 
Puisque H 2 ( N )  e t  H 2 ( ~ )  couvrent ensemble L (0,2n;N), l e s  sous-espaces 

2 

A+ e t  A - couvrent L - , ; N  Chaque fonction: dans H2(N) b u  H 2 ( ~ ) ]  
2 

e s t  l a  va leur- l imi te ,  dans l e  sens de 
L2 d'une fonction analy t ique  à l ' i n -  

t é r i e u r  [ou à l ' ex té r i eu r ]  du d isque-uni té ,  dont l ' i n t é g r a l e  du ca r ré  s u r  l e s  

c e r c l e s  concentriques e s t  uniformément bornée. Il e s t  a i s é  de déduire de c e c i  

e t  de l a  forme e x p l i c i t e  de l ' a p p l i c a t i o n  (3.8. ) que chaque fonct ion  dans 
A+ 

[ou AJ e s t  l a  va leur- l imi te ,  au sens de 
L2, d'une fonction analy t ique  dans 

I l e  demi-plan supér ieur  [inférieur] dont 1 ' i n t é g r a l e  du c a r r é ,  l e  long des l i g n e s  

I m  z = const  > O [ < 01 e s t  uniformément bornée.  après l e  théorème de Paley- 

Wiener, chacune de ces fonct ions  e s t  l a  t ransformation de Four ier  d'une fonct ion  

l . de c a r r é  i n t é g r a b l e  s u r  l ' a x e  r é e l  p o s i t i f  [négatif], e t  réciproquement : 

A+ = F L ~ ( o , ~ ; N ) ,  'A- = F'L ( -~ ,O;N)  
2 

avec F = t ransformat ion  de Four ier .  

t in si, nous avons prouvé : 
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Lemme 3.3.- La r e l a t i o n  (3 .8 . )  e s t  un isomorphisme de ~ ~ ( 0 , 2 l l ; ~ )  su r  - 
L2(-m, W;N) , qui applique H 2 ( N )  su r  A+ e t  l ' opéra teur  mu l t i p l i c a t i f  

exp( i8 )  su r  l ' opéra teur  mu l t i p l i c a t i f  ( 1  + i u ) ( l  - i u ) - ' .  

Nous en venons a lo r s  au p r inc ipa l  r é s u l t a t  de c e t t e  sect ion : 

Théakème 3 . 7 . -  S i  D e s t  so r tan t  par rapport à {U(t)  1 ,  a lo r s  H 

peut se  représenter  isométriquement comme L2(--,+-;N) pour t o u t  espace de 

Hilbert  a u x i l i a i r e  N de t e l l e  s o r t e  que ~ ( t )  se  transforme en mult ipl ica-  

t i o n  par exp ( i8 t )  e t  que D s 'applique sur  A+. Cette  représenta t ion e s t  

unique à un isomorphisme de N près .  

Remarque : Une représenta t ion de ce genre s ' appelle une représenta t ion 

spec t ra le  so r tan te  pour l e  groupe { ~ ( t ) ) .  

Démonstration : Pour prouver ce théorème, nous avons besoin seulement 

du lemme précédent e t  du théorème correspondant pour l e  cas d i s c r e t .  Selon l e  

lemme 3 .2 . ,  D e s t  so r tan t  pour l a  transformée de Cayley V du générateur de 

( ~ ( t ) ) .  En appliquant l e  théorème 1.1. e t  son co ro l l a i r e ,  no& obtenons l a  

représenta t ion spec t ra le  pour V dans L ~ ( O , ~ ~ ; N ) .  Dans c e t t e  représenta t ion 

spec t r a l e ,  D s 'applique sur  H ( N )  e t  V s e  transforme en l a  mul t ip l i ca t ion  
2 

par exp ( i8 ) .  Le lemme 3.3. nous fourn i t  une transformation qui applique 

L (0,2n;N) su r  L (-- ,co;N),  H 2 ( N )  su r  A+ e t  transforme l a  mul t ip l i ca t ion  
2 2 

- 1 par exp ( i8 )  en mul t ip l i ca t ion  par ( 1  + 1 - O )  . Il e s t  déjà  v é r i f i é  

- 1 que ( 1  + ) (  - i )  e s t  l a  transformée de Cayley de l ' opéra t ion  de m u l t i -  

p l i c a t i on  par  O ,  qui  e s t  l e  générateur du groupe d 'opérateurs m u l t i p l i c a t i f s  

un i t a i r e s  {exp( ia t )  1. Nous rappelons que l a  transformée de Cayley seule  

détermine l e  générateur e t  que l e  générateur s e u l  détermine l e  semi-groupe ou 



l e  groupe q u ' i l  engendré. Ainsi ,  sachant que U ( t )  s lappl<que dans un groupe 

d'opérateurs un i t a i r e s ,  dont l a  transformée de Cayley du générateur e s t  

( 1  + i ( 1  - i nous pouvons affirmer que ~ ( t )  lui-même s <applique su r  

exp( iu t  ) dans c e t t e  représentation.  

S i  pour un sous-espace sor tant  donné D ,  il y a deux représentations 

spec t ra les  sor tantes  d i s t i n c t e s  pour l e  groupe { ~ ( t ) ) ,  a l o r s  nous pouvons 

recommencer l e  raisonnement e t  obtenir  deux représentations de t r ans l a t i on  sor- 

t an t e s  d i s t i nc t e s  pour V. D'après l e  théorème I . I . ,  ces représentations de 

t r ans l a t i on  peuvent d i f f é r e r  seulement par un isomorphisme de N ,  e t  a l o r s ,  

retournant aux représentations spectra les  de {U( t ) ) ,  nous voyons qu ' e l l e s  ne 

d i f f è r en t  que par  un isomorphisme de N. 

Nous appliquons maintenant 1' inverse de l a  transformation de Fourier .  

D'après l e  théorème de Paley-Wiener, A+ s 'applique sur  ~ ~ ( 0 . w ; ~ )  ; a i n s i  

nous déduisons : 

CakaUaine 3 . 2 .  - S i  D e s t  so r tan t  par  r ap io r t  au groupe dl opérateurs 

u n i t a i r e s  { ~ ( t )  1 ,  a lo r s  H peut s e  représenter  isométriquement comme 

L ~ ( - - , w ; N )  pour tou t  espace de Hi lber t  a u x i l i a i r e  N de t e l l e  so r t e  que ~ ( t )  

se  transforme en t r ans l a t i on  à dro i te  par  t un i tés  e t  que D s 'applique s u r  

L ~ ( o , ~ ; N ) .  Cette représenta t ion e s t  unique à un isomorphisme près  de N. 

Remarque : Une représentation de c e t t e  s o r t e  s ' appe l le  une représen- 

t a t i o n  de t r ans l a t i on  sor tan te  pour l e  groupe { ~ ( t ) ) .  

On a des théorèmes de représentations analogues pour un sous-espace 

entrant  D . - 



Théa~ème 3 .2 . -  S i ,  pour un groupe un i t a i r e  ( ~ ( t )  1 ,  il ex i s t e  deux 

représenta t ions  de t r a n s l a t i o n  (ou s p e c t r a l e ) ,  s o i t  L ~ ( - = , + - ; N )  e t  

L - ;  ) , a lo r s  N e t  N '  sont  équivalents.  
2 

. 
Démonstration : Ceci découle du théorème 1.2. Nous appliquons simplement 

ces espaces su r  L ( O , ~ J I ; N )  e t  L ( 0 , 2 l l ; ~ ' )  respectivement, e t  obtenons deux 
2 2 

représenta t ions  spec t ra les  pour l a  transformée de Cayley V du générateur de 

4. L ' apékatem de didduion dam Le c m  can;tiuzu. 

J u s t e  comme dans l e  cas d i s c r e t ,  nous commençons avec des sous-espaces 

orthogonaux sor tan t  D+ e t  ent rant  D- pour un groupe d 'opérateurs u n i t a i r e s  

donné { ~ ( t ) ) .  Encore, à chaque vecteur f s H ,  sont associés deux vecteurs 

k - e t  k+, qui  sont respectivement l e s  représentants en t ran t  e t  so r tan t  de f .  

L1 appl ica t ion 

s ' appel le  l ' opéra teur  de di f fus ion.  

Lemme 4.1.- L'opérateur de di f fus ion a l e s  p ropr ié tés  suivantes : - 
(i) S e s t  u n i t a i r e ;  

(ii) S commute avec l a  t r an s l a t i on  ; 

(iii) S applique, dans lui-même, L ~ ( - ~ , O ; N ) .  

Démonstration : La démonstration paraphase c e l l e  du lemme 2.1 . 



.\ Ensuite,  en employant l ' app l i c a t i on  qui va de ~ ~ ( 0  , ~ J I ; N )  a  L ~ ( - ~ , - ; N )  déf in ie  

au lemme 3.3 . ,  nous obtenons une représenta t ion S pour S  à p a r t i r  de l a  

représentat ion spec t ra le  ent rante  à l a  représenta t ion spec t ra le  so r tan te  de 

( ~ ( t ) ) ,  qui a  l e s  p ropr ié tés  suivantes : . 
(i)" S e s t  un i t a i r e  ; 

(ii)" S commute avec l e s  fonctions mesurables bornées à valeur complexe ; 

(iii)" S applique A - dans A - . 

Nous in te rpré tons  maintenant S  comme un opérateur de L 2 ( - m , w ; ~ )  

s u r  lui-même. En posant 

l e  théorème 2.1. devient : 

ThéonErne 4.1 .- S i  N e s t  séparable,  un opérateur S  s u r  L*(-=,=;N) 

s a t i s f a i s a n t  l e s  p ropr ié tés  ( i )"  - (iii)" peut s e  r é a l i s e r  comme une fonction 

mul t ip l i ca t ive  à valeur opéra t r i ce  S ( u )  de N dans N ,  ayant l e s  p ropr ié tés  

suivantes : r 
( a )  S ( a )  e s t  l a  valeur-l imite d'une fonction à valeur opéra t r i ce  

S ( z )  analytique pour I m  z < O qui converge fortement l e  long des l ignes  

R e  z  = a  vers S ( a )  pour presque t o u t  u ; 

( b )  I ~ ( z ) l  6 1 pour t ou t  z  t e l  que ~m z < O ; 

I ( c )  S(a)  e s t  u n i t a i r e  pour presque t o u t  a ,  

Remarque : I c i ,  l a  convergence r ad i a l e  dans l a  p a r t i e  (a)  du théorème 

2.1. s e  transforme en l a  convergence l e  long d'un ce rc le  orthogonal à l ' a x e  r ée l .  



Cependant, à cause de l ' a n a l y t i c i t é  e t  de I l i n é g a l i t é  Cb) , nous obtenons du, 

ca lcu l  usuel de l a  dérivée,  l ' i n é g a l i t é  : 

IS (o l  - i n )  - S ( 0 2  - in) 1 6 l a l  - a2 / n  

e t  c ec i ,  avec l a  convergence l e  long des ce rc les ,  implique l a  convergence l e  long 

des l i gnes  R e  z = a .  * / .  

Les co ro l l a i r e s  2.2.  e t  2.3. deviennent : 

C a h o ~ u h e  4.1.- L'opérateur S ( z )  du théorème 4 . 1 .  e s t  déterminé, 

dans l a  mul t ip l ica t ion à d ro i t e  par un opérateur un i t a i r e  sur  N ,  par l e s  

p ropr ié tés  ( i)" - ( i i i ) "  e t  l e  sous-espace D = S A  - ( N ) .  

C O ~ O & & ~  4.2.- S i  N e s t  séparable,  un opérateur S qui s a t i s f a i t  

l e s  propr ié tés  ( i )" e t  (ii)" peut s e  r é a l i s e r  comme une fonction mul t ip l i ca t ive  

à valeur opérat r ice  S ( a )  de N dans N ,  qui  e s t  un i t a i r e  pour presque t o u t  

a .  O / .  

Habituellement, l e s  physiciens déf in issent  l ' opé r a t eu r  de d i f fus ion  

en termes de groupes d 'opérateurs un i t a i r e s ,  l ' un  perturbé ( ~ ( t  ) 1 ,  1 'au t r e  

non perturbé {uo ( t ) } .  I l s  commencent avec l e s  opérateurs d'onde 

( 4 . 1 . )  Wk = i i m  u ( - t ) u 0 ( t )  ( l i m i t e  f o r t e )  
t + k m  

e t  i l s  déf in i s sen t  l ' opéra teur  de di f fus ion S en ces termes : 

(4.2. ) - 1 s = w+ W.. - 



Nous a l lons  montrer que, é tant  donné un groupe d 'opérateurs un i t a i r e s  

{ ~ ( t ) )  e t  une pa i re  de sous-espaces orthogonaux, l ' u n  en t ran t  D , e t  l ' a u t r e  - 

sor tan t  D+,  nous pouvons dé f i n i r  un au t re  groupe d 'opérateurs un i t a i r e s  { u o ( t )  1 

de t e l l e  s o r t e  que s i  nous considérons ~ ( t )  comme une per turbat ion sur  u o ( t ) ,  
" 

a lo r s  1' opérateur de di f fus ion c lass ique (4.2.  ) coïncide avec 1 ' opérateur de 

di f fus ion que nous avons i n t rodu i t  dans l a  première p a r t i e  de c e t t e  sect ion.  

Nous définissons U ( t )  comme l a  t r an s l a t i on  à d ro i t e  sur  
O 

H 5 L - N  Pour r e l i e r  U o ( t )  à ~ ( t ) ,  nous ferons l e s  i den t i f i c a t i ons  
O 

suivantes s u r  l e s  espaces où i ls  agissent  : l e  sous-espace L ~ ( - , - I  N de H 
O 

e s t  i d e n t i f i é  à D - dans l a  représenta t ion de t r an s l a t i on  entrante  de { ~ ( t ) )  

(après t r a n s l a t i o n  d'une uni té  à gauche) ; l e  sous-espace ~ ~ ( 1  ,-;N) de Ho e s t  

i d e n t i f i é  à D+ dans l a  représenta t ion de t r an s l a t i on  sor tan te  de { ~ ( t ) )  (après  

t r an s l a t i on  d'une uni té  à d ro i t e )  ; e t  l a  por t ion r e s t an t e  L 1 , 1 N de Ho 
2 

e s t  idenf ié  à H 0 ( D  B D+) de H de façon un i t a i r e  mais a r b i t r a i r e .  - 
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UN SmI-GROUPE D'OPERATEURS LIE 

A 

LA MATRICE DE DIFFUSION. 

....................... 

Dans l a  t héo r i e  c lass ique de l a  d i f fus ion des ondes de son e t  des 

ondes électromagnétiques, l ' opéra teur  de di f fus ion r e l i e  l e  comportement de l a  

so lu t ion  du problème non perturbé au comportement de l a  solut ion du problème 

perturbé aux grandes distances e t  a u  temps p o s i t i f s  é levés ,  cec i  pour l e s  

so lu t ions  qui se  comportent de l a  même manière dans l e s  deux systèmes pour 

l e s  grandes distances e t  pour l e s  temps néga t i f s  élevés.  En plus ,  il é t a i t  trouvé 

q u ' i l  y a  une r e l a t i on  en t r e  l e  comportement des so lu t ions  du problème per turbé  

aux pos i t ions  f ixes  e t  pour l e s  temps p o s i t i f s  élevés e t  l a  cont inui té  analytique 

de l a  matrice de di f fus ion dans l e  demi-plan supérieur.  En p a r t i c u l i e r ,  un déve- 

loppement rapidement convergent, valable pour l e s  pos i t ions  f ixées  e t  pour l e s  

temps p o s i t i f s  é levés ,  peut s ' ob t en i r  en termes de pôles de l a  matrice de d i f -  

fusion. 

Dans ce chap i t re ,  nous a l lons  j e t e r  une nouvelle lumière sur  c e t  , 

aspect de l a  théor ie  de l a  diffusion à l ' a i d e  d'une famil le  d 'opérateurs 

{ ~ ( t )  ; t b O} dé f in i s  par  : 

où P e s t  l a  project ion orthogonale de H su r  l e  complément orthogonal de D+ 

e t  P - l a  project ion orthogonale de H sur l e  complément orthogonal de D- . 
La ra ison de considérer l ' opé r a t eu r  ~ ( t )  e s t  l a  suivante : 

A l a  f i n  du dernier  chapi t re ,  nous avons cons t ru i t  une famil le  

d 'opérateurs { u o ( t ) I  par  rapport  à qui { ~ ( t ) }  é t a i t  une per turbat ion.  L'act ion 

des deux groupes s 'accorde sur  D- pour t < O e t  sur D+ pour t > O.  Ains i ,  



nous pouvons voir  D - comme consis tant  en tous l e s  signaux non a f fec tés  dans l e  

passé par  l a  per turbat ion e t  D+ comme consis tant  en tous  l e s  signawc non 

a f fec tés  dans l e  f u tu r  par  l a  per turbat ion.  En p a r t i c u l i e r ,  D contient  cer- - 
t a i n s  signaux qui ne seront  pas a f fec tés  par  l a  perturbation pour un temps t r è s  

long e t  l e  but de l ' opéra teur  P - e s t  de ne pas considérer ces signaux. Après 

l ' a c t i o n  de { ~ ( t ) ) ,  P+ éca r t e  c e t t e  p a r t i e  du s igna l  qui ne s e r a  pas non 

plus a f f ec t é  par  l e  d i f fuseur .  En conséquence de quoi, l e s  opérateurs { ~ ( t ) )  

apparaissent  comme un o u t i l  raisonnable pour i s o l e r  l e s  e f f e t s  de l a  

per turbat ion.  ' / .  

Nous a l lons  montrer que ~ ( t )  forme un semi-groupe d 'opérateurs sur 

l e  complément orthogonal de D+ e t  D - e t  que t ou t e  l ' informat ion e s s e n t i e l l e  

ayant rapport  à { ~ ( t ) ) ,  à D+ e t  à D - , peut s ' ob t en i r  par { ~ ( t ) ) .  

En p a r t i c u l i e r ,  fi mul t ip l i é  par l e  complexe conjugué du spec t re  du générateur 

in f in i t és imal  de ( ~ ( t ) )  coïncide avec l'ensemble des points  dans l e  demi-plan 

i n f é r i eu r  où l a  matrice de di f fus ion n ' e s t  pas r égu l i è r e ,  e t  s i  Z ( T )  e s t  compact 

pour un T ,  a l o r s  l e  développement de z ( t ) x  en termes de vecteurs propres des 

opérateurs ~ ( t )  coïncide avec l e  développement précédemment mentionné, obtenu 

à p a r t i r  de la  matrice de d i f fus ion .  

1 .  Le6 a d - g h o u p u  &éb a 1' op&rLa;teurr. d e  dibduion.  

Nous commençons par  prouver que l 'opéra teur  z ( t ) forme un semi-groupe. 

Théokème  1 . 1 .  - Les opérateurs { ~ ( t )  ; t 2 O} annulent D+ e t  D-, 

appliquent l e  complément orthogonal K de CD, UI DJ dans K e t  forment un r 
I semi-groupe fortement continu d 'opérateurs de contract ion sur K .  En p lu s ,  ~ ( t )  

tend vers O fortement quand t -t m : l i m  ~ ( t ) x  = O pour t ou t  x dans K. 
t- 



Démonstration : Puisque P - annule D , de p a r  l a  d é f i n i t i o n  de - 
~ ( t )  = P+ u ( ~ ) P - ,  il en e s t  de même de ~ ( t ) .  E n p l u s ,  comme D - e s t  or tho-  

gonal  à D+,  P  - a g i t  s u r  D+ comme l ' i d e n t i t é  ; pour t p o s i t i f ,  U ( t )  

appl ique  D+ dans lui-même, e t  pa r  conséquent P+ annule u ( ~ ) D +  ; a i n s i ,  

~ ( t  ) annule D+. 

Nous a l l o n s  montrer maintenant que ~ ( t )  appl ique  K dans K.  

Le d e r n i e r  f a c t e u r  dans l ' e x p r e s s i o n  de ~ ( t )  é t a n t  P+, il s ' e n s u i t  que 

l ' image de ~ ( t )  e s t  or thogonale  à D+. I l  r e s t e  à montrer  que s i  x e s t  

or thogonal  à D - , il en e s t  de même de Z ( t ) x  : s i  x e s t  or thogonal  à D , - 
F - x = x e t  puisque u ( - t )  appl ique  D - dans lui-même, son a d j o i n t  ~ ( t )  

appl ique  l e  complément or thogonal  de D - dans lui-même. A ins i ,  u ( t ) P  - x 

e s t  o r thogonal  à D e t  f inalement  comme D+ e s t  or thogonal  à D , l a  pro- - - 

j e c t i o n  P+ appl ique  l e  complément or thogonal  de D - dans lui-même s i  b i e n  

que ~ ( t ) x  e s t  a u s s i  or thogonal  à D - . 

Pour prouver  que { Z ( t )  1 forme un semi-groupe s u r  K y  nous 

employerons l ' i d e n t i t é  su ivan te  : 

qu i  découle de ce  que ~ ( t )  appl ique  D+ dans lui-même. Notons a u s s i  que P - 
a g i t  conmie l ' i d e n t i t é  s u r  K s i  b i e n  que ~ ( t )  = P+U(t) s u r  K.  Ains i  

s u r  K. Ce qui  prouve l a  p r o p r i é t é  de semi-groupe de Z ( t ) .  La c o n t i n u i t é  

f o r t e  e t  l a  con t r ac t ion  découle des p r o p r i é t é s  correspondantes  de ~ ( t ) .  

Pour montrer  que ~ ( t  ) t end  fortement ve r s  zé ro ,  nous employons l e  

fa i t  que l e s  t r a n s l a t é s  u ( t )D+  son t  denses dans H ,  c e c i  e s t  l a  p r o p r i é t é  



( i i i )  d'un sous-espace s o r t a n t .  A ins i ,  é t a n t  donné un x E K e t  un E > O ,  il 

e x i s t e  y e D+ e t  un nombre p o s i t i f  T t e l s  que I X - U ( - T ) ~ [  < E .  Puisque 

P + u ( ~ )  e s t  une cont rac t ion  e t  que P + u ( ~ ) x  = ~ ( t ) x  pour x E K ,  nous obtenons : 

Pour t > T, nous avons, puisque y appar t i en t  à D+ 

P+U(t)U(-T)y = P + U ( t - ~ ) y  = O ; a i n s i  pour t > T, I ~ ( t ) x [  < E .  Ceci complète 

l a  démonstration du théorème 1 . 1 .  

Considérons maintenant l ' a c t i o n  de ~ ( t )  dans l a  r ep résen ta t ion  de 

t r a n s l a t i o n  s o r t a n t e  où ~ ( t )  correspond à l a  t r a n s l a t i o n  à d r o i t e  de t un i t é s  

e t  où P+ correspond à l a  r e s t r i c t i o n  à l ' a x e  r é e l  n é g a t i f .  L 'ac t ion  de ~ ( t )  

e s t  manifestement une t r a n s l a t i o n  s u i v i e  de t ronca tu re .  Dans c e t t e  r ep résen ta t ion ,  

D+ correspond à L ~ ( o , = ; N )  de s o r t e  que son complément orthogonal se  repr6sente  

p a r  L ( - ~ , o ; N ) .  Comme nous l ' avons  vu dans l a  sec t ion  4 du chap i t r e  1, il e s t  
2 

représenté  par  S L - N ]  e t  a l o r s  K par  

Comme nous l ' avons  montré ci-dessus,  Z ( t )  applique K dans lui-même e t  a l o r s  

l ' e space  représentant  K dans l a  r ep résen ta t ion  de t r a n s l a t i o n  s o r t a n t e  e s t  

i n v a r i a n t  sous l e  déplacement d r o i t  s u i v i  de t ronca tu re .  

Dans l a  r ep résen ta t ion  s p e c t r a l e  s o r t a n t e ,  K correspond un sous- 

espace de fonctions que nous notons R. 

R = A  - O S A-, 



où A - e s t ,  comme c i -dessus ,  l e  t ransformé de Four i e r  de L ( - ~ , o ; N ) .  
2  

S o i t  A+ l e  t ransformé de F o u r i e r  de L ~ ( o , ~ ; N )  ; puisque l a  
\ 

t ransformat ion  de F o u r i e r  e s t  u n i t a i r e ,  A+ e s t  l e  complément or thogonal  de A ; - 
de même, puisque l a  m u l t i p l i c a t i o n  pa r  S e s t  u n i t a i r e ,  S A+ e s t  l e  complément 

or thogonal  de S A . A i n s i ,  ( 1 . 2 . )  peut  s ' é c r i r e  - 

S i  nous interchangeons l e s  r ô l e s  de D+ e t  D- e t ,  en même temps, 

changeons l a  d i r e c t i o n  de  t ,  nous obtenons encore un semi-groupe d ' o p é r a t e u r s ,  

nommément {P-u(-t )P+ ; t 2 O} , auquel  l e  théorème 1 . 1 .  s ' appl ique .  C ' e s t  

simplement l e  semi-groupe a d j o i n t ,  q u i  e s t  : 

Dans l a  r e p r é s e n t a t i o n  de t r a n s l a t i o n  e n t r a n t e ,  K e s t  r e p r é s e n t é  pa r  : 

* 
e t  Z ( t )  a g i t  comme l a  t r a n s l a t i o n  à gauche s u i v i e  de l a  t r o n c a t u r e .  Dans l a  

r e p r é s e n t a t i o n  s p e c t r a l e  e n t r a n t e ,  K correspond a u  sous-espace de A+ que 

nous notons pa r  R*. I l  découle de l a  d é f i n i t i o n  e t  du c a r a c t è r e  u n i t a i r e  de 

que 

La c a r a c t é r i s a t i o n  s u i v a n t e  de R découle immédiatement de ( 1 . 2 . ) ' .  



Lemme 7.7 .- La fonction f ( o )  appar t ient  à R s i  e t  seulement s i  f - 
appar t ient  à A- et s f ( o ) f ( o )  à A+. ' 1 .  

Les propr ié tés  de S* sont analogues à cel.les de 3. 

Lemme 7 . 2 . -  s*(;) e s t  une fonction à valeur opéra t r i ce  de z ,  analy- - 
t i que  dans l e  demi-plan supérieur où e l l e  e s t  de norme i n f é r i eu r e  ou égale  à 1. 

Quand z tend vers o (pa r  dessus o )  sur  l e s  segments ver t icaux,  s*(s) 
$t 

converge fortement vers S ( a )  pour presque t ou t  o r é e l .  

Démonstration : Puisque S ( z )  e s t  analytique dans l e  demi-plan infé- 

r i e u r ,  l a  formule 

montre que s*(z)  e s t  faiblement presque analytique (skew-analytic).  Par un 

* 
pr incipe  bien connu ( l a  borne uniforme), S ( z )  e s t  presque analytique aus s i  

pour l a  topologie dl opérateurs uniforme. Par conséquent, s*(;) e s t  analytique 

dans l e  demi-plan supérieur.  Les opérateurs ad jo in t s  ont l a  même norme ; a i n s i  

D'après l e  théorème 4.1 .  du chapi t re  1, hormis un ensemble nu l  de a ,  S ( z )  l 
tend fortement vers S ( o )  quand z tend vers o en bas l e  long des segments 

* 
v e r t i c a u .  Il découle de ( 1.5.  ) que S ( z  )m tend faiblement vers  S*(o) l e  

long de t e l s  segments ver t icaux.  Pour montrer que c e t t e  convergence e s t  f o r t e ,  

* 
nous notons que, puisque S ( a )  e s t  u n i t a i r e  pour presque t ou t  a ,  

3k 1s (o)mlN = I m l N .  D'autre p a r t ,  comme il e s t  montré ci-dessus, ]s*(z)rnlN f ] m l N .  



D'après un pr inc ipe  élémentaire b ien  connu de l a  t h é o r i e  des espaces de H i l b e r t ,  

s i  une s u i t e  { X I  tend faiblement vers  u e t  s i  

a l o r s  l a  convergence e s t  nécessairement f o r t e .  L 'appl ica t ion  de ce p r i n c i p e  

complète l a  démonstration. ' / .  

Nous avons besoin ,  plus l o i n ,  du r é s u l t a t  su ivant  s u r  l e  comportement 

de S ( z )  à l a  l i m i t e  dans son domaine de d é f i n i t i o n .  

Lemme 1.3.- S o i t  
oo 

un point  de l ' a x e  r é e l  e t  supposons que pour 

t o u t  z dans l e  demi-plan i n f é r i e u r  e t  assez proche de 
'O y 

S ( z )  e s t  r é g u l i è r e  

e t  que 1s-' ( z )  1 e s t  uniformément bornée. Alors S ( z )  peut se  prolonger analy- 

tiquement à t r a v e r s  l ' a x e  r é e l  dans un voisinage de 
Oo. 

Démonstration : La p a r t i e  p r inc ipa le  e s t  de montrer que, pour presque 

t o u t  o p r o c h e d e  o s - ' ( z )  e s t  fortement cont inuequand z t e n d v e r s  u 
O y 

en dessous l e  long d'un segment v e r t i c a l  : nous avons déjà  montré que, pour 

presque t o u t  o,  S ( o )  e s t  u n i t a i r e  e t  que S ( z )  approche fortement S ( a )  

quand z tend vers  o l e  long des segments ver t icaux.  Pour un t e l  o ,  é t a n t  

donné un vecteur m E N ,  il e x i s t e  un a u t r e  vecteur n dans N t e l  que 

en p l u s ,  S ( z ) n  tend fortement vers  m quand z tend vers  o. Enfin, nous 

notons que : 



S i  o e s t  assez proche de 
O 0  y 

e t  z assez proche de 0 ,  a l o r s  ]y1 ( z ) I N  
e s t  uniformément borné e t  puisque IS(o)n - ~ ( z ) n  1 tend vers  O ,  il découle 

- 1 
de l ' i d e n t i t é  ci-dessus que S-'(z)m tend  vers  n = S (o)m. 

Puisque I S - ' ( Z ) ~ ~  e s t  uniformément borné dans l e  demi-plan i n f é r i e u r  1 
près de o nous en déduisons que IS*- ' (~)  I N  s e r a  uniformément borné dans 

0 ' 
l e  demi-plan supér ieur  au  voisinage de uo' D'après l e  lemme 1.2. ,  ~ * ( z )  a 

l e s  mêmes p ropr ié t é s  que S ( z )  e t  il s ' e n s u i t ,  comme ci-dessus, que, dans z 1 

t end  vers  a l e  long d'un segment v e r t i c a l  supér ieur ,  si-'(;) t e n d v e r s  S*-'(a) 1 
l 

fortement pour presque t o u t  a dans l e  voisinage de Finalement, puisque 1 
O 0  

s*- 1 
S ( a )  e s t  u n i t a i r e  presque pa r tou t ,  nous voyons que ( a )  = S ( o )  presque 

pa r tou t .  Nous avons donc montré : s*-' (S) e s t  une fonction analyt ique bornée 

dans l a  p a r t i e  du demi-plan supér ieur  appartenant au voisinage de 
O 0  

fonct ion  

dont l e s  va leurs- l imi tes  s u r  l ' a x e  r é e l  s ' accordent  avec c e l l e s  de ~ ( z ) .   après 

l e  pr inc ipe  de ré f l ex ion  de Schwarz de l a  t h é o r i e  des fonc t ions ,  c e c i  g a r a n t i t  

que s*-' ( z )  e s t  l e  prolongement analy t ique  de S ( z )  dans l e  voisinage de 
"O 

La démonstration du lemme 1.3. e s t  a l o r s  complète. ' /. 

Lemme 7.4.- S i  S ( z )  peut s e  prolonger analytiquement dans un v o i s i -  - 
nage de a a l o r s  t o u t e s  l e s  fonctions f ( a )  de R sont  nécessairement ana- 

O ' 
l y t i q u e s  dans l e  voisinage de a . 

O 

~ k m o n s t r a t i o n  : Par l e  lemme I . I . ,  f appar t i en t  à R s i  e t  seulement 

s i  f ( o )  appar t i en t  à A- e t  ~ * ( o ) f ( o )  à A+. S o i t  g ( z )  l a  fonction ana- 

* 
l y t i q u e  dans l e  demi-plan supér ieur  qui  e s t  égale  à S ( O )  f ( a )  pour z réel. 

* - 
Alors ,  S ( z ) f ( z )  e s t  l e  prolongement analyt ique de g ( z )  dans l e  demi-plan 

i n f é r i e u r  (d ' ap rès  l e  p r inc ipe  de ré f l ex ion  de Schwarz) ~ r è e  de 
Oo' 

Ceci 

montre que g ( z )  e s t  analy t ique  dans l e  voisinage de o ; mais a l o r s  il en 
O 

e s t  de même d e -  f ( z )  = S ( z ) g ( z ) .  



2.  Va ami-ghoupen d'opéaateum de covlltkcrc/tion. 

Le f a i t  que l e  semi-groupe peut s e  r ep résen te r  comme une t r a n s l a t i o n  

s u i v i e  de t ronca tu re  ag i s san t  su r  un espace i n v a r i a n t  par  t r a n s l a t i o n  n ' e s t  pas 

a u s s i  s p é c i a l  qu'on p o u r r a i t  l e  supposer.  I l  r e s s o r t  que t o u t  groupe d 'opéra teurs  

de con t rac t ion  peut s e  r ep résen te r  a i n s i  pourvu q u ' i l  tende fortement v e r s  O 

quand t t end  vers  l ' i n f i n i .  Nous a l l o n s  l e  prouver dans c e t t e  sec t ion .  

ThEok2me 2.1. -  s o i t  { ~ ( t )  ; t > 01 un semi-groupe fortement cont inu  

d 'opé ra teu r s  de con t rac t ion  s u r  un espace de H i l b e r t  K qui t e n d  fortement vers  r 
zéro : 

l i m  ~ ( t ) x  = O ,  V x E: K. 

Alors  K peut s e  r ep résen te r  isométriquement comme l e  complément orthogonal  

I d'un sous-espace, i n v a r i a n t  pa r  t r a n s l a t i o n ,  de L (--,o;N) N é t a n t  un espace 

de H i l b e r t  a u x i l i a i r e ,  de s o r t e  que ~ ( t )  correspond à l a  t r a n s l a t i o n  de t 

u n i t é s  à d r o i t e  s u i v i e  de l a  r e s t r i c t i o n  à (--,O). 

Démonstration : Nous représentons l e  vec teur  x de K par  l a  fonct ion  

de t ; S ( - t ) x ,  t d O .  C 'es t  évidemment une rep résen ta t ion  de t r a n s l a t i o n .  

Ce qui  r e s t e  à c o n s t r u i r e ,  c  l e s t  une nouvelle  norme s u r  K ,  s o i t  1 xIK, de 

t e l l e  s o r t e  que l a  norme L2 de l a  fonct ion  S ( - t ) x  éga le  l a  K-norme de x : 

Nous appliquons c e c i  à S ( s ) x  au l i e u  de x : 



- S 

= j / s ( - t ) x l i  d t .  
- 03 

1 Finalement,  en d i f f é r e n c i a n t  par  r appor t  à s e t  en f a i s a n t  s = O ,  on o b t i e n t  : 

où B e s t  l e  généra teur  i n f i n i t é s i m a l  de { ~ ( t ) ) .  

2 
Nous prenons maintenant ( 2 . 2 . )  pour l a  d é f i n i t i o n  de lx lN  pour t o u t  x 

dans l e  domaine de B. Puisque nous avons supposé que l e s  opéra teurs  S ( s )  son t  

des  c o n t r a c t i o n s ,  il s ' e n s u i t  que l e  membre gauche de ( 2 . 1 . ) '  e s t  une fonc t ion  

non c r o i s s a n t e  de s ; par conséquent,  l ' opposé  de s a  dé r ivée ,  qu i  e s t  l a  

nouvel le  norme, e s t  non n é g a t i f .  

Nous pouvons maintenant v é r i f i e r  qu'avec l a  d é f i n i t i o n  précédente  de l a  

nouvel le  norme, (2 .1 .  ) e s t  va l ab le  pour t o u t  x dans D ( B ) .  Car a l o r s  s ( - t ) x  

a p p a r t i e n t  à D(B)  pour  t o u t e s  l e s  va l eu r s  de t ,  e t  

J S ( - t ) x l z  nouveau = - 2 R ~ ( B s ( - t ) x ,  ~ ( - t ) x ) ~  

En i n t  ég ran t  p a r  r appor t  à t e t  en supposant ,  comme nous 1 ' avons f a i t  , 

que / s ( t ) x l K  t e n d  v e r s  O quand t t e n d  v e r s  l ' i n f i n i ,  nous obtenons ( 2 . 1 .  ) . 

Enf in ,  nous d é f i n i s s o n s  N comme l e  complété de D ( B )  dans l a  

nouve l l e  norme, p lus  précisément  de D ( B )  modula l e s  vec t eu r s  n u l s .  Puisque 



D(B) e s t  dense dans K ,  l a  représentat ion peut s'étendre'isométriquement à 

t o u t  K. 

- Fondamentalement, l e  semi-groupe { ~ ( t )  ) e t  l a  matrice de d i f fus ion  

S ( z )  sont déterminés tous l e s  deux par  l a  représenta t ion de K dans l a  repré-  

sen ta t ion  de t r an s l a t i on  sor tan te  de { ~ ( t ) ) .  I l  n ' e s t  donc pas surprenant 

q u ' i l  y a i t  une r e l a t i on  é t r o i t e  en t r e  l e s  propr ié tés  spec t ra les  de { ~ ( t ) )  

e t  l e  comportement de l a  fonction S ( z ) .  

Nous rappelons l a  terminologie suivante : un opérateur l i n é a i r e  fermé 

V e s t  r égu l i e r  s ' i l  admet un inverse borné ou, ce qui e s t  équivalent ,  s ' i l  est 

biunivoque. Autrement, il e s t  s ingu l ie r .  L'ensemble résolvant  ( V )  de V 

cons i s te  en tous  ces nombres complexes A pour lesquels  A I  - V ' e s t  r é g u l i e r  ; 

l e  spect re  a(V) de V consis te  en ces A pour lesquels  1 - V e s t  s i ngu l i e r .  

A appar t ient  au spectre-point de V s i  A I  - V n ' e s t  pas i n j e c t i f ,  c 'est-à-dire 

s i  son noyau e s t  non nu l .  

Nous noterons B l e  générateur in f in i t és imal  de { ~ ( t ) ) .  Comme l a  

formule ( v o i r  appendice) 

l e  montre, l 'ensemble résolvant  de B contient  t e  demi-plan il dro i te .  Comme pour 

l e  demi-plan à gauche, nous avons : 

I Théoirème 3 . 1 . -  S i  Re p < 0 ,  a l o r s  p appar t ient  au  spect re  
l 

point  de B s i  e t  seulement s i  ~*( i i )  a un noyau non t r i v i a l  ( i . e .  un espace - 
nul non t r i v i a l ) .  



- 
C o t r o U d c ?  3 . 1 . -  S i  Re P < 0 ,  a l o r s  P appar t i en t  au spect re-  

point  de B* s i  e t  seulement s i  ~ ( i ; )  a un noyau non t r i v i a l .  

~ é m o n s t r a t i o n  : S o i t  x  une fonction propre de B : 

comme ~ ( t ) x  s a t i s f a i t  l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  

d'où découle que 

Dans l a  r ep résen ta t ion  de t r a n s l a t i o n  s o r t a n t e ,  B a g i t  comme l a  d i f fé -  

r enc ia t ion  e t  son domaine ne cont ient  que l e s  fonct ions  qui  son t  continues pour 

s  S O .  S i  l e  vecteur-propre x  a  f ( s )  pour r ep résen tan t ,  a l o r s  il découle 

de (3 .2 . )  que f  s a t i s f a i t  l ' é q u a t i o n  fonct ionnel le  

l a  proposi t ion  inverse  e s t  a u s s i  vra ie .  En s e  servant  du f a i t  que f ( s )  e s t  

continue pour s 4 O e t  en posant s = O ,  on o b t i e n t  que : 

pour un n  s N - (O). L a  rep résen ta t ion  s p e c t r a l e  ~ ( a )  de x e s t  obtenue 



en prenant l a  transformée de Fourier  de f .  Ainsi  

Nous aurons besoin du r é s u l t a t  plus général  suivant  : 

(i) S i  Re p < O ,  a l o r s  p appar t ient  à l 'ensemble résolvant  

de B s i  e t  seulement s i  ~ ( i i )  e s t  r égu l ie r .  

(ii) Un imaginaire pur appar t ient  à l'ensemble résolvant  de B s i  
O 

e t  seulement s i  S ( z )  peut s e  prolonger analytiquement à t r ave r s  l ' axe  r é e l  a u  

point  u = i p o .  
O 

Démonstration : Nous a l lons  d'abord prouver l e s  conditions nécessai res  

de ces deux proposit ions.  Dans l e  cas de ( i ) ,  nous supposons pour un p avec 

Re 
* - 

p < O que S (iu) e s t  r égu l i e r  e t  nous souhaitons montrer que VI - B 

e s t  biunivoque s u r  K. Le  théorème 3.1. montre que l ' opéra teur  e s t  biunivoque 

e t  pour prouver que son image e s t  K y  nous procédons comme s u i t  : 

Comme nous l 'avons déjà s igna lé ,  B a g i t  comme - - dans l a  représen- 
ds 

t a t i o n  spec t ra le  so r tan te  e t  son domaine consis te  en ces fonctions à support  

dans ]--,a dont l a  dérivée sur  (-,O) e s t  de ca r ré  in tégrable .  En prenant 

l a  transformée de Four ier ,  nous obtenons l a  descr ip t ion suivante de B e t  de 

son domaine dans l a  représenta t ion spec t ra le  : 

h m e  3 . 1 . -  Une fonction h ( a )  de R appar t ient  au domaine de B - 
s i  e t  seulement s i  il ex i s t e  un vecteur n de N t e l  que : 



appart ient  à R ; Bh e s t  donné par (3 .5 . ) .  

Remarque : Un argument suf f i san t  pour l e  lemme 3.1. e s t  une appl icat ion 

d i rec te  de l a  théor ie  des d i s t r ibu t ions .  Ainsi ,  s i  l e s  transformées de Fourier  

inverses de h  e t  de Bh sont respectivement f ( s )  e t  g ( s ) ,  l e  théorème 

de Plancherel donne : 

pour toutes  l e s  fonctions t e s t  @ ( s )  e t  l a  proposit ion en découle directement. 

Ainsi ,  pour prouver que 1 - B applique son domaine s u r  K ,  il 

s u f f i t  de prendre un k a r b i t r a i r e  dans R e t  de montrer q u ' i l  ex i s t e  un n  

de N e t u n  h  de R t e l s q u e :  

En c l a i r ,  

(3 .6 . )  

ce qui r e s t e  à prouver, c ' e s t  que pour un n  convenable, h appar t ient  à R.  

Maintenant, d 'après l e  lemme 1.1., h appar t ient  Èi R s i  e t  seulement 

s i  h appar t ient  à A- e t  ~ * h  à A+ . Par l e  théorème de Paley-Wiener, h - 
appar t ient  à A - s i  e t  sedement s i  on peut l ' é t endre  à ê t r e  analytique dans 

l e  demi-plan i n f é r i eu r  e t  l e s  in tégra les  du ca r ré  de s a  valeur absolue l e  long 

des l ignes  I m  z = c < O sont uniformément bornées. La fonction k e s t  déjà  

dans R ,  donc il peut ê t r e  a i n s i  prolongée e t  puisque l e  dénominateur de (3.6. ) 



ne s 'annule pas dans l e  demi-plan i n f é r i eu r ,  il découle de (3.6. ) que : 

e s t  l e  prolongement demandé de h ; a i n s i  h appar t ient  à A pour t o u t  choix - 

de n. 

n 
Nous considérons maintenant S h : 

* Puisque k appar t ient  à R ,  par l e  lemme 1.1., S k peut s e  prolonger en une 

fonction analytique de ca r ré  in tégrable  uniformément dans l e  demi-plan supérieur.  

k 
Ainsi ,  S h a l e  prolongement méromorphe : 

dans l e  demi-plan supérieur.  Cette expression s e r a  analytique s i  e t  seulement s i  

l e  numérateur de (3.7.) s 'annule au point  z = - i p  où l e  dénominateur s 'annule  ; 

c ' e s t  l e  cas s i  e t  seulement s i  : 

* - 
Puisque nous avons supposé que ~ ( i ; )  e t  pa r  s u i t e  S ( i p )  e s t  r égu l i e r ,  

l ' équa t ion  (3.8. ) détermine n de manière unique. Avec un t e l  choix de n ,  

l a  fonction (3 .7 . )  e s t  analytique e t  l e s  i n t ég r a l e s  du ca r ré  de sa valeur 

absobue sont uniformément bornées l e  long des l ignes  I m  z = c > O.  Ainsi ,  

?# 
par l e  théorème de Paley-Wiener S h appar t ient  à A+ e t  par  l e  l e m e  1.1., 



h appar t ient  à R. Ceci complète l a  condit ion n 6 c e s s a i r e . d ~  théorème 3.2. ( i ) .  

Notre construction de ( p I  - B)-' e s t  tout-$-fait e x p l i c i t e  e t  peut 

s'employer pour ob ten i r  une évaluation de l a  norme de l a  résolvante.  L a  

- r e l a t i on  (3.6. ) e t  l 1 i n & g d i t é  t r i angu l a i r e  donnent : 

Le premier terme à d r o i t e  peut s 'évaluer  en remplaçant l e  dénominateur pas s a  

p lus  p e t i t e  valeur ; l e  second terme peut s 'évaluer  explici tement.  Employant 

l ' ab rév ia t ion  r = - Re p ,  nous obtenons : 

La valeur de n e s t  donnée par  (3.8. ) : 

e t  par  s u i t e ,  

Maintenant g(-ip ) peut s 'exprimer pa r  1 ' i n t ég ra l e  de Cauchy e t  1 ' i n t ég r a l e  

r é su l t an t e  peut s ' éva luer  pa r  l ' i n é g a l i t é  de Schwarz. Ce qui  donne : 

!k 
En plus ,  puisque S ( o )  e s t  u n i t a i r e  sur l ' a x e  r é e l ,  



e t  en fa i san t  une subs t i tu t ion  dans (3.11. ) , (3.10.) e t  (3.9.  ) successivement, 

nous obtenons : 

Finalement, puisque (PI - B)h = k ,  nous obtenons l ' i n é g a l i t é  

La démonstration e s t  analogue pour l a  condition nécessaire de l a  p a r t i e  ( i i )  où 

- 
l 'hypothèse e s t  que S ( z )  e s t  analytique au point  o = i Po. Dans ce cas ,  

O 

chaque fonction k (o )  de R e s t  analytique au point oo par l e  lemme 1.4. 

En employant ce f a i t ,  il e s t  a i s é  de v é r i f i e r  que s i  n e s t  chois i  égal  à 

* 
k(oo) , a lo r s  h ,  donné par (3.6. ) , appar t ient  à A - e t  S h à A+. ' 1. 

Maintenant, nous prouvons , l a  condition suf f i san te  du théorème 3.2.,  

an commençant par  l a  p a r t i e  ( i) .  Ainsi pour Re < O ,  nous supposons que 

appar t ient  à p ( ~ )  e t  nous souhaitons montrer que ~ ( i ; )  e s t  r égu l ie r .  

Nous a l lons  raisonner par  l 'absurde e t  supposer que ~ ( i i )  n ' e s t  pas r égu l i e r .  

* - 
Alors S ( i u )  n ' e s t  auss i  pas régu l ie r  e t  l ' une  des deux p o s s i b i l i t é s  suivantes 

s ' o f f r e  : 

( a )  s*(iy) n ' e s t  pas i n j e c t i f .  

( b )  L'image de ~*(i i)  n ' e s t  pas t o u t  K. 

Dans l e  cas ( a ) ,  p devrai t  appar tenir  au spectre-point de B par  

l e  théorème 3.1. Ce qui e s t  con t ra i re  à p E p ( ~ ) .  - Le cas (b )  peut se  subdiviser 

en deux cas : 



(b)' L'image de ~*( i - )  n ' e s t  pas dense dans K.  

w-1 - 
( b ) " S  ( i  ) n ' e s t  pasborné .  

Dans l e  cas ( b ) ' ,  l ' espace  nu l  ( l e  noyau) de S(iG) s e r a i t  non t r i v i a l  

e t  a i n s i ,  d'après l e  co ro l l a i r e  (3.1. ) , p devrai t  appar teni r  au spectre-point 

de B ,  ce qui  e s t  encore en contradict ion avec p E p ( ~ ) .  

I l  r e s t e  à prouver que l e  cas ( b ) "  e s t  impossible e t  pour ce la ,  nous 

avons besoin du lemme suivant : 

Lmme 3 . 2 . -  Etant donné p avec,  Re p < O ,  e t  un vecteur u n i t a i r e  

n  de N ,  il e x i s t e  un vecteur non nu l  a  de K t e l  que pour t o u t  t p o s i t i f ,  

Avant de démontrer l e  lemme, nous a l lons  montrer comment u t i l i s e r  c e t t e  i n é g a l i t é  

pour é t a b l i r  l e  cas (b)". Pour ce la ,  nous commençons avec l ' express ion (3 .1 . )  pour 

l a  résolvante  de B e t  un nombre p o s i t i f  k : 

La soust ract ion de k - )  des deux côtés  donne l ' i d e n t i t é  : 

So i t  Q = Q ( p  ) 1' opérateur à gauche de (3.14. ) . Alors Q peut s e  r é c r i r e  comme 

Il e s t  évident ,  à p a r t i r  de c e t t e  i d e n t i t é ,  que Q ( u )  e s t  r égu l i e r .  s i  e t  seulement 



s i  ( p I  - B )  e s t  b i j e c t i f .  Maintenant, d 'après l e  l e m e  3.2.,  é t an t  donné un 

vecteur un i ta i re  n de N ,  il ex i s t e  un élément non nu l  de K t e l  que (3.13.) 

s o i t  satisfait .  Nous employons (3.14. ) pour exprimer Qa e t  a l o r s  nous évaluons 

l a  norme de l 'express ion résu l tan te  avec l ' a i d e  de (3.13.)  Soi t  en abrégé 

* - 
S ( i p )  = s*, nous avons : 

m 00 

l ~ a l  = e-Kt[~(t) - e"11a dt] g j 41s*nlN ]a l  d t  
O O 

Puisque n e s t  un i t a i r e ,  c e t t e  dernière bnég i l i t é  peut s ' é c r i r e  : 

Nous avons supposé que (PI - B) e s t  r égu l i e r  e t  par  s u i t e ,  comme nous l 'avons 

noté plus  haut,  il en e s t  de même de Q. Ceci implique que l e  membre d r o i t  de , 
* 

(3.15. ) e s t  borné e t  pa r  conséquent que 1 ' inverse de S e s t  borné ; ce qui 

montre que l e  cas (b )"  ne peut avoir  l i e u .  La r égu l a r i t é  de ~ * ( i i )  e s t  a i n s i  

démontrée . 
L' inéga l i t é  (3.15. ) peut s 'ex&imer a i n s i  : 

en tous l e s  points  N de p (B)  où Re p < 0. 

Finalement, nous nous intéressons à l a  condition suf f i san te  du théorème 

3.2. (ii) nous devons montrer que s i  Po e s t  imaginaire pur e t  appar t ient  à 
- 

p ( B ) ,  a l o r s  S ( z )  e s t  analytique au point  oo = i po. Puisque l'ensemble 



résolvant e s t  ouvert, tous  l e s  points  p suffisamment proches de 
O 

appart i en- 

nent auss i  & p ( ~ )  e t  par  s u i t e ,  comme ci-dessus, Q(e )  sera  r égu l i e r  pour de 

t e l s  e e t  

(3.16.)  
- 1 

Q - ' ( V )  = - ( K I  - B)(vI - B) ( K  - e )  

e s t  uniformément borné en norme au voisinage de D'après l ' i n é g a l i t é  (3.15.)  

cec i  implique pue s ( e s t  uniformément borné pour t o u t  z dans l e  demi-plan 
- 

i n f é r i eu r  qui e s t  assez proche de a = i p o .  En plus ,  l e  lemme 1.3. g a r a n t i t ,  
O 

quand c ' e s t  l e  cas, que S(z)  e s t  analytique en a . 
O 

Notre démonstration du théorème 3.2. e s t  complète modulo l a  démonstra- 

t i o n  du lemme 3.2. 

Afin d ' é t a b l i r  l e  lemme 3.2. , nous avons pour un n donné de N ,  à 

construi re  un élément a de K t e l  que l ' i n é g a l i t é  (3.13.)  a i t  l i e u .  

Nous rappelons de l a  démonstration du théorème 3.1. que s i  n é t a i t  

* - 
t e l  que S ( i e ) n  = O a l o r s  nous pourrions cho i s i r  ïléïkment a comme l e  vecteur 

propre de B e t  par s u i t e  de ~ ( t )  ; dans ce cas ,  l a  représentation de t rans-  

l a t i o n  sor tan te  de a s e r a i t  f ( s )  = exp(-es)n pour s 6 O e t  = O pour s > 0. 

Nous ferons l e  même choix pour un n en général  mais puisque,dans ce cas ,  l a  

fonction exponentielle précédente ne représente pas un élément de K ,  nous prenons 

pour a l 'élément qui l u i  e s t  l e  plus proche dans K ,  nommément s a  project ion 

orthogonale su r  K. 

Nous a l lons  opérer dans l a  reprgsentation spec t ra le  sor tan te  où l a  

fonction exponentielle devient par  l a  transformation de Fourier : 



l e  fac teur  normalisant M e s t  chois i  de s o r t e  que : 

Maintenant nous décomposons e comme 

a e R e t  b é tan t  orthogonal à R mais dans A ; a i n s i  b est dans l ' image - 
SA- de D - . 

I l  e s t  c l a i r  que a e t  b peuvent s e  déterminer e x p l i c i t e r  ; pour 

* 
ce l a ,  mul t ip l ions  (3.17. ) par S (a)  : 

Comme nous l 'avons déjà  remarqué, b e s t  l a  forme S c  d'un c de A . Puisque - 
S e s t  u n i t a i r e ,  S'S = 1 e t  a i n s i ,  ~ " b  = c. D'autre p a r t ,  l e  lemme 1.1. aff irme 

* 
que S a appar t ient  à A+ s i  a e s t  dans R. Ainsi ,  (3.18. ) e s t  l a  décomposi- 

-1 * t i o n  orthogonale de s*e = M(iu - p )  S ( u ) n  en ses  composantes de A+ e t  A-. 

Cette décomposition peut s e  vo i r  comme 

Le premier terme à d r o i t e  e s t  l a  valeur l i m i t e  de 

-1 * 
M(iz - y )  '[s ( z ) n  - s*(i;)n] e t  appar t ient  à A+ par  l e  théorème de Paley-Wiener ; 

il est évident que l e  second terme appar t ient  à A-. 



* 
La norme de S b peut se  calculer  à p a r t i r  de (3.19.) pour ê t r e  

~ ~ * ( i j ) n l ~  e t  puisque S* e s t  un i t a i r e ,  c t e s t  égal  à l a  nome de b : 

. Par l a  r e l a t i on  de Pythagore e t  (3 ,17 . ) ,  nous avons : 

Il e s t  c l a i r ,  à p a r t i r  de l a  r e l a t i on  de t r ans l a t i on  sor tan te  de ~ ( t )  que l a  

fonction exponentielle e s t  une fonction propre de P+U(t) i. e. 

P+U(t)e = exp(pt)e .  En appliquant P + u ( ~ )  - exp(ut)1  à (3.17.), nous avons 

Evi demment , 

e t  a i n s i ,  nous concluons de (3.22 :) , en employant (3.20. ) , que 

Nous avons aisément : 



O - 
Prenons un vecteur un i t a i r e  n. Si  - 1s ( i l i )nlf l  2 1 /2, a l o r s  (3.24. ) implique 

l ' i n é g a l i t é  désirée (3.13.)  ; s i  ( i n  6 2 a l o r s  il découle de (3.21.)  

que 1 al > 1 /2 e t  a i n s i  nous avons de (3.23. ) que 

qui e s t  encore l ' i n é g a l i t é  (3.13.) Ceci complète l a  démonstration du lemme 3.2. 

e t  par s u i t e ,  l e  théorème 3.2, 

4 .  Un théokème d' appUca$ion ~ p e W e .  

Le prochain r é s u l t a t  dont nous aurons besoin e s t  l e  théorème d 'appl i -  

cation spec t ra le  connue à p a r t i r  de l a  théor ie  des semi-groupes d 'opérateurs 

(Phi l ipps  [l] ) . 

Nous a l lons  commencer par  quelques mots sur  l e  calcul  fonctionnel pour 

l e  générateur in f in i t és imal  B du semi-groupe € ~ ( t ) l .  Soi t  m(dt)  une mesure 

complexe sur  l e s  sous-ensembles de Borel des r é e l s  non néga t i f s  à mesure t o t a l e  

f i n i e .  Sa transformée de Laplace 

e s t  analytique dans l e  demi-plan gauche e t  continue j usqu' à 1 ' axe imaginaire. 

PédAyultc 'on 4 . 1 . -  S i  g ( p )  e s t  une' fonction de l a  forme ( 4 . 1 . ) ,  nous 

définissons g ( ~ )  de l a  manière suivante : 

Cette correspondance d é f i n i t  un homomorphisme des transformées de Laplace &ns 



l ' a lgèbre '  des opérateurs l i n é a i r e s  born6s. 

k m m e  4 . 1 .  - S i  g, ( B )  correspond à l a  mesure m. ( d t  ) comme dans - 1 1 

(4 .2 . )  pour i = 1,2,3 e t s i  m = m  * m  a lo rs  
3 1 2 y 

Démonstration : Ce r é s u l t a t  découle directement de l ' i d e n t i t é  

Nous a l lons  maintenant pouver l e  théorème d'application spec t ra le  

suivant : 

r- TliEokètne 4.1. - S i  p appart ient  au spectre  de B,  a l o r s  g(po)  

I appar t ient  au spectre  de g ( ~ ) .  

~émons t ra t ion  : Comme nous 1 ' avons vu, Re [a (B)] ( O. 

Supposons premièrement que Re po < O ; a l o r s  dl après l e  théorème 3.2. , 
* 

l ' opéra teur  S ( i i o )  e s t  s ingu l ie r .  Comme dans l a  preuve du théorème 3.2., 

il y a t r o i s  p o s s i b i l i t é s  : 

* - 
( a )  S ( i p  ) n ' e s t  pas i n j e c t i f .  

O 

* - 
('b) ' L'image de S ( i p  ) n 'es t  pas dense dans N. 

O 

*-1 - 
( b )  " S ( i p  1' n' e s t  pas borné. 

O 



Si  ( a )  [ou ( b )  '1 e s t  valable,  a lo rs  il découle du théorème 3.1 . que B [ou 

BY a une fonction propre avec Po [ou ; ] pour valeur propre. Cette fonction 
O 

i propre correspond à un exponentiel ( à  support ]--,O] [ou ( 0  ,a)] dans l a  l 
représenta t ion de t r ans l a t i on  sor tan te  (ou en t ran te )  qui montre que c ' e s t  auss i  1 

l 
1 une fonction propre de g(B) [OU g ( ~ ) * ]  avec l a  valeur propre g ( ~ ~ )  

! - ou Lg('io)] ( ' ) .  Ce qui  prouve l e s  proposit ions dans l e s  cas ( a )  ou (b )  '. 

1 Nous a l lons  maintenant montrer que (b)" e s t  incompatible avec l a  

r égu l a r i t é  de [ g ( ~ )  - g(po)l] .  Par déf in i t ion ,  

D'après l e  lemme 3.2. ,  é tan t  donné un vecteur un i t a i r e  n  de N ,  

I il e x i s t e  un élément non n i i d  a  de K t e l  que l ' i n é g a l i t é  (3.13.) s o i t  i 
s a t i s f a i t e .  L'expression 1 k ( B )  - g(po)l]al peut s 'évaluer  à l ' a i d e  de c e t t e  i 
i néga l i t é  comme : 

Puisque n  e s t  un i t a i r e ,  ceci  peut s e  r ééc r i r e  : 

. 
S i  [ g ( ~ )  - g ( p o ) q  e s t  régu l ie r  a lo rs  l e  membre de d ro i t e  e s t  borne pour t o u t  

a e t  l e  membre de gauche se ra  borné pour t o u t  n de N ,  ce qui cont red i t  (b)", 

Nous notons que l a  r e l a t i o n  (4.3.)  peut s'exprimer comme : 

- 
( 1 )  Notons que g(B)* = h(~*) où h ( ~ )  = e" & d t )  = g(b). 



Finalement, s i  Re p o  = O ,  e t  I g ( ~ )  - g(po) 11 r égu l i e r ,  a l o r s ,  

puisque l'ensemble résolvant e s t  ouvert pour g(B) e t  que l a  résolvante même 

e s t  continue, e t  puisque g (p )  e s t  continue jusqu'à l ' a x e  imaginaire, il y 

aura un voisinage de 
po t e l  que 1 [g(B) - g(p)]-' ( s o i t  borné pour t ou t  p ,  

à Re p < O ,  dans ce voisinage. D'après ( 4 . 4 . ) ,  ~ ~ - ' ( i i )  1 se ra  borné dans l e  

même ensemble e t  par conséquent, par l e  lemme 1.3.,  S ( z )  sera  analytique dans 
- 

un voisinage de i p o  Dans ce cas ,  l e  théorème 3.2. s 'applique e t  nous voyons 

que [po I - B] e s t  nécessairement régu l ie r .  

Ceci conclut l a  démonstration du théorème 4 .1 .  ' /. 

De (4 .4 , )  nous déduisons : 

CoholXahe 4.1 .- S i  A appart ient  à p L g ( ~ ) ]  , a lors  S ( z )  e s t  
- 

régu l ie r  e t  son inverse uniformément borné en tous  l e s  points  i p  pour l esque ls  

g ( p ) = A  e t  R e u ~ 0 .  

r- TCtéotr8rne 4.2 .- S i  pour une fonction g analytique dans l e  spec t re  de 

1 B e t  de l a  forme ( 4 . 1 . )  l e  générateur g(B) e s t  compact, a lo rs  B a un spectre-  

I point  pur excepté peut-être pour ces valeurs de vo pour l esque l les  g(p  ) = O. 
O 

Le spectre  de B ne peut avoir  que ces points  pour points  d'accumulation. "I 
Démonstration : Supposons que p eb t  dans U ( B )  e t  posons X = g(p ) .  

Alors, par  l e  théorème d'application spec t ra le ,  X appar t ient  à o [g(B)] . 
Puisque g(B) e s t  un opérateur compact, son spectre  cons i s te  en un ensemble 

dénombrable de points  avec uniquement un zéro au point dlaccumulation éventuel. 

S i  g ( p )  = 'constante, a l o r s  g(B) = constante. 1 ne peut ê t r e  compact que 

lorsque K e s t  de dimension f i n i e  dans quel cas l e  théorème e s t  v r a i  de manière 

t r i v i a l e .  Autrement, g e s t  non constante e t  analytique dans l e  spectre  de B 



e t  par s u i t e  l ' équa t ion  

a au plus  un nombre dénombrable de solut ions  dans o ( B )  ; ce qui  montre que l e  

1 - 
spec t re  de B e s t  dénombrable. En p lus ,  s i  l a  s u i t e  u appar t ient  à O(B) 

I e t  converge vers a l o r s  puisque g e s t  analytique l e s  sous-ensembles i n f i n i s  i 
des g ( p n )  sont d i s t i n c t s  de so r t e  que g(p  ) e s t  un point  d f  accumulation du 

O 1 
spec t re  de g ( ~ )  e t  par s u i t e  g(p ) = O ,  ce qui  montre que l e  spect re  de B 

O 

e s t  un ensemble de points  dénombrable dont l e s  s e d s  points  d'accumulation sont 

ces valeurs pour l e sque l les  g(p  ) = 0. 
O 

I l  r e s t e  à montrer que l e  spect re  de B e s t  un spectre-point pur 

excepté probablement pour l e s  valeurs po pour l e sque l les  g(p ) = O.  Mainte- 
O 

nant ,  pour A # O ,  dans l e  spect re  de g ( ~ ) ,  l ' opéra teur  [AI - g ( ~ I ]  a un 

noyau.de: dimension f i n i e  NA. Les opérateurs ~ ( t )  commutent avec g(B) e t  

par  conséquent NA e s t  un sous-eapace invar ian t  de ~ ( t )  (Lemme de Schur) .  

D'après l a  théor ie  spec t ra le  élémentaire des semi-groupes d 'opérateurs s u r  un 

1 espace de dimension f i n i e ,  NA appar t ient  au domaine de B e t  e s t  un sous- 

espace invar iant  de B. Par conséquent, NA cont ient  un vecteur propre x 

En c l a i r ,  ~ ( t ) x  = exp(vt)x  e t  a i n s i  g(B)x = g(v)x.  Puisque NA cons i s te  

en tous  l e s  vecteurs propres de g ( 8 )  pour l a  vaieur propre A ,  il s ' e n s u i t  

que : l 



Soi t  k . un point quelconque dans l e  demi-plan à dro i te  e t  définissons Qk par : 

La fonction % e s t  l e  produit de deux fonctions tou tes  analytiques 

I dans l e  spectre  de B e t  de l a  forme (4 .1 . )  de so r t e  que % es t - e l l e  même 

de l a  forme gk(B) = (kI - B)-'g(B). L'opérateur %(B)  e s t  compact, corne 

produit  de deux opérateurs bornés dont l ' u n ,  g(B),  e s t  compact. Par conséquent, 

l e s  r é s u l t a t s  trouvés plus  haut s 'appliquent auss i  à l a  fonction 
gk. 

Ainsi ,  

pour IJ dans u ( B ) ,  %(p) appar t ient  à a [%(B)] e t  il e x i s t e  une valeur  

propre v dans l e  spectre-point de B t e l  que 
k 

En employant la déf in i t ion  de e;b e t  l ' ab r év i a t i on  A pour g ( p ) ,  nous pouvons 

déjà déduire de l a  p a r t i e  antér ieure  que : 

Puisque v e s t  une valeur propre de B e t  que l e  spectre  de B comme il a 
k 

été montré plus  haut,  e s t  un ensemble dénombrable de po in t s ,  il doi t  y avo i r  

une valeur de v qui égale v pour un ensemble non dénombrable de k. Mais 
k 

a l o r s ,  il découle de (4.7. ) que : 

k-v A - 
k-IJ 

e s t  indépendant de k sur ce t  ensemble non dénombrable e t  puisque À # O ,  nous 

concluons que v = p. Ainsi ,  nous avons montré que p appar t ient  au spectre-  

point  de B. 



Maintenant, nous pouvons prouver un peu plus sous l e s  hypothèses du 

théorème 4.2. pouf p dans U(B)  de t e l l e  s o r t e  que g (p )  # O : 

co/r~.&Z&e 4.3. - Le noyau de p I  - B e s t  de dimension f i n i e .  

C0trot.tahe 4 . 4 .  - La résolvante de B a un pôle en p .  

# 

c0ha-e 4.5.- S i  g ( p )  n ' a  pas de zéro dans l e  spectre  de B ,  

a l o r s  l a  résolvante de B e s t  méromorphe dans t o u t  l e  plan. * / .  

Démonstration : Puisque p e s t  dans l e  spectre  de B par l e  théorème 

précédent, il ex i s t e  un vecteur propre x t e l  que ~ ( t ) x  = exp(pt)x.  Du f a i t  

que ~ ( t )  tend fortement vers O ; il e s t  impossible & Re u d ' ê t r e  nu l  ; 

ce qui prouve l e  co ro l l a i r e  4.2. Le co ro l l a i r e  4.3. découle de ce que l e  noyau 

de 1 - B e s t  un sous-espace du noyau de G ( ~ > I  - g(B)], e t  ce dern ie r  e s t  

de dimension f i n i e .  

Démonstration du coknl la i re  4.4.-  après l e  théorème 4.2., p e s t  un 

point  i s o l é  de a(B) e t  par  s u i t e ,  une s i ngu l a r i t é  i so l ée  de 1 - B .  Il 

r e s t e  à montrer que c ' e s t  un pOle. Puisque g ( ~ )  est compact, s a  résolvante a 

un pôle au point  A g (p  ) # O ; s o i t  m l ' o r d r e  du pôle. Alors,  pour v 

assez proche m a i s  diff 'érent de A ,  

6 const .  

Puisque g e s t  analytique près de p , t o u t  point  y proche de A peut s 'ex- 

primer comme : 



avec v proche de p ,  probablement de plus d'une façon. S i  l a  dérivée de g a 

un zéro d 'ordre p-1 a l o r s  

L ' inse r t ion  de c e t t e  expression dans (4 .8 . )  donne : 

1 1 - dB) ] - '  1 const I V  - p l -mp 

e t  l a  combinaison de cec i  avec l ' i n é g a l i t é  (4 .4 . ) -  (rappelons que Re p < 0) 

donne : 

IQ ' (~ ; ) ]  6 const I V  - pl-mp. 

En subs t i tuan t  c e t t e  évaluat ion pour S-l dans l ' i n é g a l i t é  (3.12.) donne 

finalement : 

1 (VI - B)-' 1 i. const I V  - pl-mp 

p comme l ' a f f i rme  l e  co ro l l a i r e  4.4. 

~émons t r a t i on  du co ro l l a i r e  4.5 .- S i  g (p )  n ' e s t  nu l l e  pa r t  n u l l e  

dans l e  spect re  de B, a l o r s  ce de rn ie r  a au p lu s  l ' i n f i n i  comme son s e u l  

point  d'accumulation e t  pa r  l e s  co ro l l a i r e s  précédents l ' a x e  imaginaire appar- 

t i e n t  à l 'ensemble résolvant  e t  t ou t  point  du spec t re  e s t  un pôle pour l a  

résolvante.  Par conséquent, 1 - B e s t  méromorphe dans t ou t  l e  plan.  



S .  AppaX.caaXon~ de .ta ithêotue ~ p e W e .  

Les r é s u l t a t s  des deux précédentes sect ions  r e l i e n t  l e  comportement 

de l a  matrice de di f fus ion S ( z )  aux propr ié tés  spec t ra les  du semi-groupe 

d'opérateurs { ~ ( t ) ) .  Ceci ouvre deux voies : l a  première e s t  d 'é tudier  direc- 

tement l e  comportement de l a  matrice de di f fus ion dans l e  demi-plan i n f é r i e u r  e t  

de l à  obtenir  des informations sur  l e  semi-groupe ; l ' a u t r e  e s t  d ' é tud ie r  direc- 

tement { ~ ( t  ).} e t  à p a r t i r  de { ~ ( t ) } ,  obten i r  des informations sur  l a  matrice 

de di f fus ion.  Dans c e t t e  étude,  nous suivrons l a  seconde voie. 

Théotrème 5 . 1  .- Si  pour cer ta ines  valeurs pos i t ives  de T e t  de k ,  

l ' opéra teur  Z ( T )  ( k I  - B)-' e s t  compact, a l o r s  B a un spectre-point pur r 
I e t  l a  matrice de di f fus ion S ( z )  e s t  holomorphe sur l ' a x e  r é e l  e t  m'eromorphe 

1 dans tou t  l e  plan ; e l l e  a un pôle en t ou t  point  z t e l  que i z  appar t ient  

au spectre  de B. */. L 
Théo/r&te 5 . 2 .  - S i  pour une valeur T, 1 Z(T)  1 < a < 1 , a lors  S ( z ) 

e s t  holomorphe e t  borné dans l a  bande Im z < - &SSS . Réciproquement, s i  S ( z )  
T 

est.holomorphe e t  borné dans l a  bande Im z < y ,  a lo r s  

r- Théotrème 5 . 3 . -  S i  pour une valeur de T, Z ( T )  e s t  compact, a l o r s  l a  

' I matrice de di f fus ion e s t  méromorphe dans tou t  l e  plan e t  tou te  bande hor izontale  

ne contient  qu'un nombre f i n i  de ses  pôles. I 
Démonstration du théorème 1.- S i  nous appliquons l e  théorème 4.2. 

e t  l e s  co ro l l a i r e s  4.2. e t  4.5. à l a  fonction g )  = e ( k - )  , nous 



voyons que B a un spectre-point puret que l a  résolvante de B e s t  holomorphe 

sur  l ' axe  imaginaire e t  méromorphe dans t ou t  l e  plan. Par s u i t e ,  par l e  théorème 

3.2 . ,  l a  matrice de di f fus ion S ( z )  peut s e  prolonger analytiquement à t r ave r s  

l ' axe  r é e l ,  son prolongement analytique é t an t  éga l  à S*-l - 
( 2 )  qui e s t  analytique 

en tous l e s    oints où s(;) e s t  régul ière .  Finalement, de (3.12. ) , nous voyons 

-1  - que S ( z )  s e r s  s ingu l iè re  en t ou t  point  spec t r a l  i z  de B e t  de (3 .15 . ) '  

e t  (3.16. ) , nous voyons que l e s  s ingu la r i t és  ne sont pas p i res  que ce l l e s  de 

( i z 1  - BI- ' .  

I 

Démonstration du théorème 5.2.- Puisque ( z ( T )  1 = a < a < 1 ,  
O 

nous avons pour tout  e n t i e r  p o s i t i f  n 

f3 é t an t  dé f in i  comme - ( log  a o ) / ~ .  Soi t  t un nombre p o s i t i f  quelconque e t  

d6composons - l e  modulo T ; a i n s i  écrivons - l e  comme t = nT + r ,  n é t an t  

un e n t i e r  nonnéga t i f  e t  O 6 r < T .  De (5.2.)  e t  du f a i t  que I Z ( r ) ]  6 1 ,  

nous obtenons : 

où c = exp(BT) ; en d 'autres  termes, Z ( t )  \ :décroît  exponentiellement. En 

employant c e t t e  évaluation dans l 'express ion de l a  transformée (3.1.)  pour l a  

résolvante de B, nous obtenons l e  r é s u l t a t  que ( 1  - B e s t  holomorphe 

pour Re p > A B e t  bornée en norme dans t ou t e  bande plus  p e t i t e .  D'après l e  

théorème 3.2., ceci  implique que l a  matrice de di f fus ion e s t  régul ière  pour 

- @  < I m  z < O e t  d 'après l ' i n é g a l i t é  (3 .15 . ) ' ,  sa réciproque e s t  bornée dans 

t ou t e  bande plus  p e t i t e .  Encore par l e  théorème 3.2., S ( z )  e s t  holomorphe 

sur l ' axe  r é e l  e t  par s u i t e  peut s e  prolonger par  réf lexion à ê t r e  holomorphe dans 



la bande O 6 lm z < B et bornée dans toute bande plus petite. 

Pour démontrer la réciproque, soit u et v des éléments de R.  

Alors v est dans A- et par le lemme 1.1. u = Sw où w est dans A+. 

En employant la représentation spectrale sortante pour {U(t ) ) nous pouvons 

écrire : 

Par hypothèse, l'intégrante peut s'étendre analytiquement dans la bande Im z < y 

izt comme e (S(~)w(z),v(z))~ et dans cette bande IS(z)lN f My. Choisissons 

y. < y. Il est aisé de voir que nous pouvons transformer le chemin d'intégration 

en la ligne Im z = y0 et en appliquant 1 'évaluation précédente de i S( 2.) 1 et 

l'inégalité de Schwarz à l'intégrale ainsi transformée, nous obtenons : 

ici, nous nous sommes servis du fait que l'intégrale du carré de w(z) le long 

de la ligne ï m  z = y. est inférieure ou égale à 1w12 et du résultat analogue 

pour v. Puisque (5.4. ) a lieu pour tout yO < y, il s 'ensuit que 

iim sup t-' loglz(t)l 6 - y 

Finalement, parce que log1 z (t ) 1 est une fonction sous-additive , la 

limite existe. 

Démonstration du théorème 5.3.- La première partie du théorème, qui 

établit que S(z) est méromorphe dans tout le plan découle du théorème 5.1. 

puisque Z(T) (kI - B)-' est compact si Z(T) est compact. Pour prouver la 



l a  seconde p a r t i e ,  nous a l lons  f a i r e  un raisonnement i n d i r e c t .  Supposons q u ' i l  y 

a i t  indéfiniment p lus ieurs  r ô l e s  i n . )  dans une bande : I m  a 6 y. Il vient  
J j 

encore du théorème 5.1. que i appar t ient  au  spect re  de B e t  a i n s i ,  par  
j 

l ' app l i c a t i on  spec t ra le  exp ( i  IT t )  appar t ient  au spect re  de ~ ( t ) .  Choisis- 
j 

sons t de t e l l e  s o r t e  que t s o i t  p lus  grand que T e t  que l e s  nombres 

{exp( i  n t ) soient  tous  d i s t i n c t s  (cec i  comprend un nombre dénombrable de 
j 

valeurs de t ) .  Pour un t e l  t ,  ~ ( t )  = ~ ( t  - T ) Z ( T )  e s t  compact e t  pa r  consé- 

quent n ' a  qu'un nombre f i n i  de po in t s ,  dans son spec t re ,  dont l a  valeur absolue 

est plus grande que exp(-yt 1. Mais cec i  con t red i t  l e  f a i t  que tous l e s  nombres 

e x p ( i  a t )  appartiennent au spect re  de ~ ( t ) .  La démonstration de l a  seconde 
j 

p a r t i e  du théorème 5.3. e s t  a i n s i  complète. '/. 

Dans l a  démonstration du théorème 5.2., nous avons montré que l'hypo- 

thèse  1 Z ( T )  1 < 1 pour une valeur de T implique que 1 Z ( t  ) 1 décroi t  expo- 

nentiel lement.  Maintenant, nous a l lons  montrer que l 'hypothèse du théorème 5.3. 
I 

implique plus.  

I I Théa/réme 5.4. - S i  pour une valeur de T, Z ( T )  e s t  compact, a l o r s  l e  

développement en fonctions propres de Z (t ) e s t  asymptotiquement valable dans 

l e  sens suivant  : 

Rangeons l e s  valeurs propres u de B en ordre décroissant  de l e u r  
j 

p a r t i e  r é e l l e  e t  notons P l a  project ion sur l e  j igme 
j 

espace propre. Alors 

a l i e u  dans l e  sens que pour t o u t  E > 0,  

(5 .6 . )  ~ z ( t )  - e ~ p ( r i ~ t 1 p . 1  6 const lexp((u + E ) ~ ) J ,  
j=1 J n+ 1 



l a  valeur de l a  constante dépendant de n e t  de E .  

Démonstration : Nous a l lons  esquisser  l a  dkmonstration de ce résu l t , a t .  
n 

So i t  Mn l e  noyau de l 'opérateur  de project ion 1 Pj. En c l a i r  M e s t  un 
n j=1 

sous-espace invar iant  de { ~ ( t ) }  e t  l e  rayon spec t ra l  de 2 ( ~ )  sur  Mn e s t  

. i n f é r i eu r  ou égal  à ( e ~ ~ ( p ~ + ~  T )  1 .  Sinon il e x i s t e r a i t  une valeur propre A ,  

t e l l e  que 1 ~ )  > exp($+, Tl, de Z ( T )  su r  M .  Par l a  remarque 4 . 1 . ,  il y 

aura une valeur propre v e t  une fonction propre dans M pour B avec 

h = e x p ( v ~ )  ; mais cec i  e s t  contra i re  à not re  ordre su r  l e  spectre  de B. 

D'après l a  formule de Gelfand pour l e  rayon spec t r a l ,  nous avons par conséquent : 

où 1 .  l n  e s t  l a  norme sur M . Puisque z ( T ) ~  = z ( ~ T )  e t  que ( ~ ( r )  1 6 1, n 

cec i  montre que pour un E: donné e t  pour t suffisamment grand, 

Pour t ou t  u de K ,  s o i t  u = 1 P. u ; u e s t  la project ion de u sur 
n J n j=1 

l e s  n premiers espaces propres. Le r e s t e  r = u - u appar t ient  à . Alors 
n n n 

u dépend de manière bornée de u e t  par  conséquent il en e s t  de même de r : n n 

En posant : 



il vient  que R ( t ) u  = O e t  que R ( t ) r  = z ( t ) r n .  Par s u i t e ,  l 'emploi  de (5.7.) 
n n n n 

e t  (5 .8 . )  donne : - 

ceci  prouve l ' i n é g a l i t é  (5.6.) .  ' /. 

S i  Z ( T )  e s t  compact, a l o r s  par l e  co ro l l a i r e  (4 .2 . )  l e  spectre  de B 

ne peut avoir des valeurs imaginaires pures. Le précédent théorème implique par  

conséquent l e  co ro l l a i r e  suivant : 

C O ~ L O & & ~  5.7. -  S i  pour une valeur de T ,  l ' opéra teur  Z ( T )  e s t  

compact, a l o r s  { ~ ( t ) )  décroî t  exponentiellement. 

Dans l e  cas où B a des fonctions propres général isées ,  l a  pro jec t ion  

P e s t  dé f in ie  par  
j 

où r e s t  un p e t i t  ce rc le  au t ou r  du point ~i e t  ne contenant aucun au t r e  
j j 

point de a(B) .  

6 .  Reph&6enta..CLonb 40/Ltanteh éqLUv&&es - Rep&entationb evlrtrran;teb éqLUvaXente6. 

Lat matrice de di f fus ion e s t  dé f in ie  en termes de deux sous-espaces 

orthogonaux, l ' u n ,  en t r an t ,  D- , l ' a u t r e  so r t an t  D+. Aux d i f fé ren tes  pa i r e s ,  

correspondent d i f fé ren tes  matrices de di f fus ion.  Il y a tou te fo i s  des pa i res  

qui  sont équivalentes,  dans un sens que nous préciserons.  Le but  de c e t t e  p a r t i e  



e s t  de montrer que l e s  matrices de di f fus ion correspondant à de t e l l e s  pa i r e s  

équivalentes d i f fz ren t  l e s  unes des autres  par  des facteurs  non e s sen t i e l s .  

P é d i W o n  6.1. - Dew sous-espaces sor tan t s  ( en t r an t s )  D e t  D l 

sont d i t s  équivalents par  rapport au groupe {~(t)) s ' i l  ex i s t e  un nombre 

1 - 
r é e l  T t e l  que ' 

(6 .1 . )  U ( T ) D  C D 1  e t  U ( T ) D '  c D. 

Nous a l lons  besoin du concept suivant : 

P é ~ ~ o n  6.2.- Une fonction à valeur opérat r ice  M(z) s l appe l l e  

fac teur  t r i v i a l  i n t é r i e u r  s i  : 

(i) M(z) e s t  dé f in i  e t  un i t a i r e  pour z r é e l .  

(ii) M(z) peut s e  prolonger comme fonction analytique dans l e  demi- 

plan i n f é r i eu r  e t  y e s t  de croissance exponentiel le : 

(iii) M(z) e s t  r égu l i e r  en t ou t  point du demi-plan i n f é r i eu r  e t  son 

inverse c r o î t  au plus exponentiellement : 

Remmque 6.1 .- La condition (iii) équivaut à demander que M(z) s o i t  

analytique dans l e  demi-plan supgrieur e t  y s o i t  de croissance exponentiel le 

( vo i r  lemme 1.3. ) .  



Remahque : Les facteurs  i n t é r i eu r s  t r i v i aux  forment un groupe. 

Démonstration : Puisque a e t  a '  sont des représentants d'un même 

- 

élément f dans deux représentations spec t ra les  entrantes  d i f fé ren tes  [sortankes 

différentes] ,  il vient  q u ' i l s  sont r e l i é s  par  un opérateur un i t a i r e  M qu i  

commute avec ~ ( t ) .  Aussi découle-t-il  de l 'équivalence supposée de D e t  D '  

iTuM ( iTuM-1 
que e a )  e t  e appliquent, tous l e s  deux, A [A+] dans l u i -  - 

Théokëme 6 . 1 . -  Soi t  D e t  D' deux sous-espaces en t ran t s  [sortants1 

équivalents.  Alors il ex i s t e  un f a c t e u r  i n t é r i e u r  t r i v i a l  S ( z )  t e l  que l e s  

représentants spectraux a e t  a '  de t o u t  élément f de H par  rapport 

aux représentations spectra les  de D e t  D 1  respectivement soient  r e l i é s  par : 

même pour une valeur de S. D'après l e  théorème de Fourès e t  Segal (~héorème 

4.1. chapi t re  I I) ,  tous  l e s  deux opérateurs peuvent s e  r é a l i s e r  comme des matrices 

de di f fus ion,  cec i  comme fonctions à valeur opérat r ices ,  un i ta i res  pour z r é e l ,  

analytiques e t  bornées dans l e  demi-plan i n f é r i eu r .  De p lus ,  l e u r  produit e s t  

égal  à exp(2i  TUSI  sur  l ' axe  r é e l  e t  a i n s i  peut s e  prolonger analytiquement 

comme exp(2i  S z ) I  ; en p a r t i c u l i e r ,  l e u r  produit e s t  éga l  à exp(2i Sz)  dans 

l e  demi-plan i n f é r i eu r .  Ceci montre que M(z) e s t  un facteur  i n t é r i e u r  t r i v i a l  

e t  cec i  complète l a  démonstration du théorème 6.1. 

On a une conséquence immédiate : 

l Théok2me.- S i  D , DJ e t  D+, D I  sont des pa i res  de sous-espaces - 

en t ran t s  e t  so r tan t s  équivalents,  D- orthogonal à D+ e t  D' orthogonal - 
à D I ,  a l o r s  l e s  matrices de di f fus ion associées sont r e l i é e s  par  l a  r e l a t i a n  

suivante : 



l où M - e t  ' 'y sont les  facteurs in t r r i eu r s  trivia- re l i an t  resmctivemenk 

puisque' l e s  facteurs intér ieurs  t r iv iaux  sont inversibles pour tout  z ,  

l a  formule (6'.5.) montre que l e s  matrices de diffusion S ( z )  e t  S t  ( 2 )  sont 

r g a i è r e s  aux mêmes points du demi-plan ; e t  que, eux points 03 e l l e s  sont 

singulières l e s  dimensions de leur noyau, aussi bien que l e s  codimensions de 

46 * 
leur image ( i . e .  l e s  noyaux de S ( z )  e t  S ( 2 ) )  sont respectivement égales. 

Puisque la s i tua t ion  des points z où l a  matrice de diffusion e s t  

s ipgul i  bre détermine l e  spectre du générateur inI ini tésimai  du semi-groupe 

correspondant par l e  t h d o r h e  3.2. e t  puisque dlapr&s l e  corol la ire  3.2. l a  

dimension du noyau de 1s matrice de diffusion G$ale l a  nimension de l 'espace 

propre correspondsnt du dngra teu r  du semi-groupe, noua awne, : 

TMo+kc 6.3. - soit D ... , D - et P. Di dein p a i n s  âe sous-sapeces 

I l e s  semi-mqms -8 b esc 63pzas. &WE 

2 oat, Xe mp&m & WM ~rpumn m a - - *  as++ 31. 

1 ThEmème 6.4. - En plus ,des:-hygpthbaes du t h é o r h e  6.3. , supposons 

que D- e t  D+ contiennent respectivement D: e t  D:. S i  ii e s t  une valeur 

propre de B. aJorr, l lopbrateur  P+ applique l. noyau da p - B1 sur le 
- - 1 noyau de PI - B de façon iqjact ive.  

L__ 



Démonstration : Puisque par  l e  théorème 6.3. ,  l e s  noyaux de ,,I - B 

e t  ~1 - B '  sont d e  même dimension, il s u f f i t  de montrer que : s i  f 1  e s t  un 

vecteur propre de B 1 ,  a l o r s  

- 
e s t  un vecteur  propre non nu l  de B correspondant à l a  même valeur propre.  

Dans un premier temps, montrons que f dé f in ie  par  (6 .6 . )  appar t i en t  

au  domaine K de ~ ( t ) ,  i . e .  que f e s t  orthogonal à D+ e t  D . Par - 
const ruct ion ,  f e s t  orthogonale à D+. Pour prouver q u ' e l l e  e s t  auss i  ortho- 

gonale à D , nous employons l e  lemme suivant  : - 

Lemme 6.7. - f ' e s t  orthogonale à D . - - ?' 

Démonstration du lemme.- S o i t  g dans D . Nous voulons montrer que - 
( f '  ,g)  = O .  Puisque f '  e s t  un élément propre de B' , nous avons : 

d'où nous t i r o n s  : 

m = ( P l  U ( T ) f l , g )  = (fl,u(-T)P: g ) .  

Maintenant g appar t i en t  à D e t  e s t  p a r  conséquent orthogonal à D+ e t  - 

puisque D+ cont ient  D;, g e s t  a f o r t i o r i  orthogonal à D l  ; a i n s i  

P; g = g .  D'autre p a r t ,  D e s t  équivalent  à D '  e t ,  p a r  s u i t e ,  pour t - - 
assez  grand, u(-T) applique D- dans D l .  D e  l à ,  v ien t  que pour T a s sez  - 



grand, u(-T)P+ g appar t ient  à D l .  Mais puisque f '  appar t ient  au domaine - 
K1 de Z 1  ( t  ) , i i  e s t  orthogonal à DI. Ceci montre que l e  produit  s c a l a i r e  - 
à l 'extrême dro i te  de -(6.7.) e s t  nul  e t  par  s u i t e  démontre l e  lemme. 

Puisque f e s t  déf inie  comme P+ f', nous pouvons é c r i r e  que 

d'où h orthogonal à D e t  par l e  lemme 6. l . ,  il en e s t  de même de f1 ; - 

par  conséquent, f lui-même e s t  orthogonal à D e t  par  conséquent appar t ient  - 
à K. 

Pour montrer que f e s t  un vecteur propre de B ,  nous procédons 

comme s u i t  : de (6.8.) ,  nous t i r o n s  : 

puisque h e s t  dans D+ e t  que Z ( t )  annule D+. Maintenant, D+ cont ient  

D: e t  par s u i t e  P+ = P P l  comme P- = P1 P . Ainsi : + - - 

e t  a i n s i  

I l  r e s t e  à montrer que f e s t  non nu l le .  Nous notons que h dans D+ implique 

que U(T)~ e s t  dans D l  e t  par  s u i t e  que 



T Ainsi, Z1(T)f = z'(T)~' - z'(T)~ = exp(p )f' # O, d'où f # O. Ce qui complète 

la démonstration du théorème 6.4. 



SOLUTION DE L'EQUATION D'ONDE 

DANS UN ESPACE LIBRE 

1. L'edpace de H i e b a t  H et le giroupe {U (t)}. 
O 

Les éléments de H sont les données de Cauchy de l'équation d'onde, 
O 

i.e. des paires de fonctions à valeur complexe définies sur R : 
n 

Soient fl et f2 des fonctions régulières à support compact ; nous 

définissons la norme de l'énergie par : 

L'intégration est étendue à tout R et lax f1 l 2  signifie 
n n 
1 la fi / xj 1 2. Le produit scalaire correspondant sera noté (f ,g)E. Ho est 
j=1 

défini comme le complété~des paires de fonctions f dans la norme de l'énergie. 

Par conséquent, les éléments de fi se préahtent comme des paires de vecteurs 
O 

dont le second est une fonction de carré intégrable et dont le premier appartient 

au complété de CO dans la norme {I(ax f1 12~1'2. Il est intéressant de savoir 
O 

que : 



Lemme 1 . 7 . -  Si la dimension de l'espace est supérieure à 2, alors - 
la première composante de tout élément de H est une fonction de carré inté- 

O 

grable localement. 

. 
Démonstration : La démonstration est basée sur l'inégalité suivante 

- pour les fonctions fl C C :  : 

qui peut se déduire comme suit : 

Par l'inégalité de Schwarz : 

2 n-1 
I ~ X I  r 1  Iar f 1  r dr) 

1x1 

- - a lar f112 rn-ldr. 
- 2  JIXI 

X L'intégration par rapport à w = - sur la sphère mzté donne : 
1x1 

(1.2. ) s'en déduit par multiplication et par intégration. Soit u(x,t) une 

solhbion de l'équation d'onde dans l'espace libre avec pour données de Cauchy 

f :  



~ ( ~ 3 0 )  = f , ( x ) ,  ut(x,0) = f*(x) . 

On a l e  r é s u l t a t  suivant : 

T h é o h b e  1 . 1 . -  Soi t  une fonction f E Co ; l e  problème de Cauchy 

( 1 .3. ) a une solut ion unique cm dont 1 'énergie ne dépend pas du temps t . 
O 

Démonstration : Pour prouver l a  conservation de l ' éne rg i e ,  nous m u l t i -  

I plions l 'équat ion d'onde (1.3.)  par ut e t  intégrons s u r  O I t 6 T. L'intégra- 

t i o n  par  p a r t i e s  donne : 

1 

ce qui montre que l ' énerg ie  e s t  indépendante du temps. 

r 

La seconde é g a l i t é  dans ( 1.4. ) donne l a  troisième é g a l i t é  qui e s t  une 

conséquence de l a  uélocit.6 f i n i e  du s igna l  qui découle du : 

Théorrème 1 . 2 .  - Supposons l e s  données f nul les  dans l a  boule 

1 x - xo 1 c R ; a lors  l a  solut ion U ( X , T )  du problème de Cauchy ( 1.3. ) 

s 'annule dans l a  boule lx - x0l < R - T. 

La démonstration de ce théorème s e  f a i t  de l a  même manière que c e l l e  



l sur  l a  conservation de l ' énerg ie ,  excepté que l ' i n t ég ra t i on  se  f a i t  sur  l e  cône 

tronqué lx - xol < R  - t ,  O ç t ç T. 

Le théorème 1.2. af f i rEe qu'aucun s igna l  n ' e s t  propagé à une v i tesse  

supérieure à l ' u n i t é .  Le théorème suivant affirme que s i  l a  dimension de l 'espace 

e s t  impair, alors. aucun s igna l  n ' e s t  transmis à une v i t e s se  in fé r ieure  à l ' u n i t é  : 

! l- Théohème 1 . 3 .  - Supposons l e s  données de Cauchy nul les  pour lx - x 1 > R ,  
O 

a l o r s  l a  solut ion u ( x , t )  du problème de Cauchy e s t  nu i le  pour lx - xoI < Itl - R .  I L  
La démonstration s e r a  donnée plus l o in .  

En combinant l e s  deux r é s u l t a t s  précédents, nous obtenons l e  célèbre 

pr incipe  de Huygens : 

P ~ n c i p e  de Huyghens : La valeur d'une solut ion u (x , t )  de l ' équat ion 

d'onde au point  ( x , t )  ne dépend que des valeurs des données de Cauchy e t  de 

l eu r s  dérivées aux points  de l a  sphère lx - x0l = t .  

Nous définissons l ' opéra teur  u o ( t )  comme l ' app l i ca t i on  qui ,  aux 

données de Cauchy de l 'équat ion d'onde, f a i t  correspondre l e s  données de l a  

solut ion au temps t : 

11 découle des théorèmes 1.1. e t  1.2. que l ' opéra teur  u o ( t )  t e l  q u ' i l  

e s t  d&fini  applique l e s  données CI dans l e s  données C- forme un groupe à un 
O O '  

paramètre e t  conserve l ' énerg ie .  Il peut donc s 'é tendre  par  prolongement à t ou t  

Ho 
e t  dé f in i tun  groupe à un paramètre d'opérateurs un i t a i r e s  su r  H . 

O 



 après l e  théorème de Stone, t o u t  groupe à un paramètre d'opérateurs 

un i t a i r e s  à un générateur in f in i t és imal  qui e s t  anti-symétrique. Soi t  
A. 

l e  

générateur in f in i t és imal  de u o ( t )  En c l a i r ,  tou te  fonction f cW appar t ient  
0 

au domaine de A e t  pour un t e l  f ,  on a 

Plus généralement, A e s t  l a  fermeture de l ' opéra teur  d i f f é r e n t i e l  
O 

ma t r i c i e l  

déf ini  originellement dans cW. Puisque, d'après l e  théorème 1.2. , l e s  signaux 
O 

se  propagent à une v i t e s se  f i n i e ,  l e  problème de Cauchy ( 1.3, ) peut s e  résoudre 

pour tou te  donnée f a r b i t r a i r e  qui n ' e s t  a s s u j e t t i e  à aucune r e s t r i c t i o n ,  

même à l ' i n f i n i .  Une extension e s t  même possible  en admettant l e s  d i s t r ibu t ions  

comme données i n i t i a l e s  ; dans ce cas ,  l e s  e ~ l u t i o n s  sont auss i  des d i s t r i bu t i ons  : 

ThZokhe 1.4.- Etant donnée une pa i r e  de d i s t r ibu t ions  f ,  e t  f2,  

il ex i s t e  une d i s t r i bu t i on  unique ~ ( t )  solut ion de l 'équat ion d'onde à 

données i n i t i a l e s  f  dans l e  sens suivent : pour t ou t e  fonction @(X)C;, r 



(LI,()  e s t  une fonc t ion  cm de t ,  éga le  à ( f ,  ,() en t = O e t  dont l a  

dé r ivée  à 1' i n s t a n t  i n i t i a l  e s t  éga l e  à ( f 2  ,() . I 
Démonstration : Le théorème 1.4. e s t  l e  dua l  du théorème d ' ex i s t ence  

1 . l .  pour  l e s  données cm. 
O 

So i t  W l ' o p é r a t e u r  q u i ,  à f ,  f a i t  correspondre u à données f .  

Théoirème 1 . 5 .  ( o u  t h .  d ' u l z i d t é  d e  Hohgtren) - 

I S o i t  u ( x , t )  une s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  d'onde qui  s ' annu le  à l ' i n t é -  

r i e u r  du cy l ind re  1 x 1 < R , 1 t 1 6 T. Alors  u ( x , t  ) s ' annule pour 

1x1 < R + T -  Itl. 

n i  que 

Démonstration : La démonstrat ion s e  f a i t  p a r  l e  développement 

v o i r  Hormander p. 123-1 26) . 



2 .  R e p & i ? a e M o n  d e  itrLavLcltdon ct heprrébentation a p e W e  peuh {U ( t  ) 1 .  
O 

Soi t  D+ [respectivement D 1 l'ensemble des f  de Ho t e l s  que - 
l e s  solut ions  correspondantes u = W f  de l 'équation d'onde s'annule dans l e  

cône d 'avenir  Eesp. du p a s s q  : 

D+ a i n s i  déf ini  e s t  so r t an t ,  i . e .  

que D+ e s t  fermé e t  s a t i s f a i t  

l e s  conditions 

( i)  u ~ ( ~ ) D + c D +  pour t > O ,  

(ii) n u0(t)o+ = {O}, 

(iii) U U ( t ) ~ +  = H ; 
O 

D s a t i s f a i t  l e s  conditions entrantes  analogues. La fermeture de D+ - 
découle de 1 ' estimation du lemme 1 . 1 .  La propr ié té  (i) e s t  clairement g t ab l i e  

puisque s i  u ( x , t )  = Wf s'annule dans l e  cône (2.1.') a l o r s  pour s  > 0 ,  

W uo( s )  f  = u(x , t+s )  s  'annule dans l e  cône plus grand 1 xl < t + s  . Ceci modtre 

que Uo(s)D+ s'annule pour 1x1 < s ; d'où découle ( i i j .  

Pour v é r i f i e r  (iii), nous employons l e  $rincipe de Huyghens pour 

conclure que s i  f e s t  nu l le  pour 1x1 ,< R ,  a l o r s  . u ( x , t )  = Wf e s t  n u l l e  

pour 1x1 < t - R ; ce qui implique que U ( ~ ) f  = g appar t ient  à D+ e t  par  
O 

s u i t e  Uo(-R)D+ i n c l u t  tou tes  l e s  donilées à support compact dans l a  boule 

1x1 6 R . Puisque Ho e s t  l e  complété des données à support compact, (iii) 

s 'ensui t .  



- 85 - 

Nous pouvons donc appliquer l e s  r é s u l t a t s  du premier chap i t r e  e t  

conclure q u ' i l  e x i s t e  des représenta t ions  de t r a n s l a t i o n  en t ran te  e t  s o r t a n t e  

pour l e  groupe { u o ( t )  1. Nous montrerons plus l o i n  l ' o r t h o g o n a l i t é  de D - 

e t  D+ e t  l e u r  complémentarité : 

Les é tapes  de l a  présente  démonstration se ron t  inversées .  Nous a l l o n s  

cons t ru i re  une r ep résen ta t ion  de t r a n s l a t i o n  p a r t i c u l i è r e  pour { u o ( t ) }  e t  

nous a l l o n s  v é r i f i e r  que l e s  sous-espaces en t ran t  e t  s o r t a n t  associés  à c e t t e  

représenta t ion  son t  D+ e t  D - d é f i n i s  ci-dessus. La rep résen ta t ion  de t r ans -  

l a t i o n  s e r a  obtenue par  l a  t ransformation d'une rep résen ta t ion  s p e c t r a l e  de 

{uo( t )1 .  

D'après l a  t h é o r i e  s p e c t r a l e  générale,  l a  r ep résen ta t ion  s p e c t r a l e  

d'une fonct ion  f de Ho e s t  donnée p a r  l e  produi t  s c a l a i r e  de fonctions 

propres $a du générateur i n f i n i t é s i m a l  A de EU ( t ) }  : 
O O 

0s s a t i s f a i t  l ' équa t ion  de l a  valeur  propre 

Nous avons déterminé l a  forme de A dans l a  première p a r t i e  : 
O 



Cet opérateur n ' a  pas de fonctions propres spéci f iques  ; t o u t e f o i s ,  

parmi ces fonctions propres non spéci f iques  mais bornées, il y a l e s  fonctions : 

% - f s e r a  de même une fonction à l a  f o i s  de o e t  de W. Nous pouvons considérer  

2, 
f comme une fonction de o à valeur dans l ' e space  a u x i l i a i r e  N = L ( S  ) .  

2 n-1 

Nous noterons l e  L -produit s c a l a i r e  s u r  IR x Sn-, 
2 

par  l e s  crochets  : 

Pour rendre l a  r ep résen ta t ion  s p e c t r a l e  u n i t a i r e ,  l e s  va leurs  propres doivent 

ê t r e  a f fec tées  des coe f f i c i en t s  convenables ; ces coe f f i c i en t s  son t  de l a  

forme cr (n-3)'2 ( n  impair comme dans t o u t  ce chap i t r e ) .  

'L 
Théahème 2.1.- La fonction f dé f in ie  pa r  

e s t  donné p a r  (2.3.), e s t  une rep résen ta t ion  s p e c t r a l e  u n i t a i r e  de 
Ho 

cu ( t > > *  
O 

. 
Avant l a  démonstration de ce théorème, nous a l l o n s  é t a b l i r  l ' express iop  

e x p l i c i t e  de l a  r ep résen ta t ion  de t r a n s l a t i o n  correspondante : 

Théohéme 2.2. - S o i t  k l a  r ep résen ta t ion  de t r a n s l a t i o n  de f dans S 

(ensemble des fonctions tempérées) déduite  de l a  représenta t ion  s p e c t r a l e  (2 .4 . )  

pa r  l a  t ransformation de Four ier  ; a l o r s  k e t  f s 'expriment en fonction l ' u n  r 



de l ' a u t r e  pa r  l e s  formules su ivan te s  : 

où Ml e t  M2 s o n t  d é f i n i e s  p a r  l e s  i n t é g r a l e s  su ivan te s  sur l e s  hyperplans : 

Réciproquement, 

( 2 . 7 . )  f l  ( x )  = ~ ( x )  , f 2 ( x )  = S '  ( x )  

où S ,  S '  sont  d é f i n i e s  pa r  l e s  i n t é g r a l e s  su ivan te s  s u r  l e s  sphères  : 

~ ( x )  = h(xw,w)dw 

(2.8.  ) 
I 

s l ( x )  = hl(xw,w)dw I 
où h e t  h '  sont  l e s  fonc t ions  su ivan te s  : 



D é m o n s M a n  du théotche 2.1. - s o i t  f  E S, i. e .  cm e t  t e l  que 

t o u t e s  l e s  dérivées de f tendent  vers  O à l ' i n f i n i  p lus  v i t e  que t o u t e s  

l e s  puissances de ] X I - ' .  11 s ' e n s u i t  que ? déf in ie  p a r  (2.4. ) appar t i en t  

'L 
a u s s i  à S. Soi t  h l e  représentant  de A f ; nous obtenons par  i n t é g r a t i o n  

O 

par p a r t i e s  e t  du f a i t  que 4 e s t  une fonction propre de A que : 
O 

'L 
= i a f .  

Ce qui  prouve que (2 .4 . )  e s t  en r é a l i t é  une rep résen ta t ion  s p e c t r a l e  de A . 
O 

D'où il découle que (2 .4 . )  a u s s i  d é f i n i t  une rep résen ta t ion  s p e c t r a l e  de 

{ U o ( t ) I *  

Pour prouver que l a  représenta t ion  e s t  isométrique,  nous fa i sons  une 

i n t é g r a t i o n  qui  conver t i t  l e  produi t  s c a l a i r e  d 'énergie en L -produit s c a l a i r e  ; 
2 

L'emploi de l a  d é f i n i t i o n  (2.3. ) de 4 montre que 
u ,w 

(2.11.) P = - ( - i a )  (n+') /* f l  + ( - i u )  (n-1)/2 % 

f 2  



'l4 
La formule (2.12.) montre que l e s  deux fonctions f sont des fonctions 

j 
p a i r e s  de (o,w) ; il s ' e n s u i t  que l e s  fonct ions  & d r o i t e  de (2.11 . ) sont  

de p a r i t é  opposée donc sont orthogonales : 

Puisque l e s  sont  p a i r e s  : 
j 

'L 
Les formules (2.12. ) montrent que l e s  f peuvent s 'exprimer en 

j 
termes de transformées de Four ier  f . ( ~ )  de f .  en posant 5 = aw ; ce 

J J 

qui donne, avec l a  formule de Parseval  en (2.14. ) : 

La s u b s t i t u t i o n  dans (2.13.) donne l ' i s o m é t r i e  : 

Pour .montrer que l a  r ep résen ta t ion  e s t  non seulement isométrique mais a u s s i  

'L 
u n i t a i r e ,  nous devons v é r i f i e r  que l 'ensemble des fonctions f qui  représente  

l e s  donnees f de c l a s s e  S e s t  dense dans L 2 ( ~  x Sn-l . Il  découle des 



formules (2.11 . )  e t  (2 .12 . )  e t  du f a i t  que l e s  deux termes à d r o i t e  de (2.11 . )  

'b 
sont  de p a r i t é  opposée, que s i  f  e s t  cm e t  s 'annule pour o  proche de O ,  

A A 

e t  pour a  tendant  vers  l ' i n f i n i  a l o r s  f l  e t  f 2  sont cm e t  a i n s i  
O f l  

% 
e t  f 2  appart iennent  à S. Puisque c e t t e  c l a s s e  de fonctions f e s t  dense 

dans L ~ ( R  x S , l a  démonstration du théorème 2.1. e s t  complète. 
n- 1 

D é m o n d ~ o n  du fiéokème 2 . 2 .  - Soi t  f  de c l a s se  S ; f a i sons  

l e s  i n t é g r a t i o n s  de (2.12.)  premièrement l e  long des hyperplans xw = s e t  

e n s u i t e  par  rappor t  à s ; nous obtenons 

où M e s t  donné par  l a  formule ( 2.6. ) 
I I  

j 

La s u b s t i t u t i o n  de (2 .15 . )  dans (2.11 .)  donne : 

'b 
f (a ,w)  = (n+1) /2  + M ~ ( s , w ) ( - ~ u )  (n- 1 ) / 2  e i u s d s  1 

Une i n t é g r a t i o n  par  p a r t i e s  montre a l o r s  que f  e s t '  l a  transformée de Four ie r  

d'une fonction donnée p a r  l a  formule (2.5.  ) ; ce qui complète l a  démonstration 

de l a  première p a r t i e  du théorème ( 2 . 2 . ) .  

Pour prouver l a  seconde p a r t i e ,  nous devons inver se r  ( 2 . 5 . )  ; pour 

c e l a ,  u t i l i s o n s  l e  ca rac tè re  u n i t a i r e  de l a  r ep résen ta t ion  de t r a n s l a t i o n ,  se lon  

l e q u e l  

Pour t o u t  f  e t  pour t o u t  g dans H k e t  & é t a n t  l e s  r ep résen ta t ions  
O '  

de t r a n s l a t i o n  de f  e t  g respectivement. Il e s t  s u f f i s a n t  de supposer que 

g  e s t  de c l a s s e  S e t  que k e s t  cm en s e t  w dans L ~ ( R  x S . En 
n- 1 



employant l a  formule (2 .5 . )  pour exprimer 1 à dro i t e  de ( 2 . 1 6 . ) ,  nous obtenons : 

L' in tégra t ion  par p a r t i e s  par  rapport à s donne : 

Aux M subst i tuons  l e u r  expression e x p l i c i t e  (2 .6 . )  e t  recombinons dS e t  
j ' 

ds comme dx dans l ' i n t é g r a l e  mul t ip le  ; nous avons a l o r s  : 

l Interchangeons l ' o r d r e  d ' in tégra t ion  par  rapport  à x e t  w ; nous obtenons : 

D'autre p a r t ,  pa r  (2.10.) ,  nous pouvons é c r i r e  l e  membre gauche de 

(2 .16. )  comme : 



En vue de ( 2 . 1 6 . ) ~  (2 .18 . )  e t  (2 .18 . ) '  doivent  ê t r e  éga les  pour t o u t  

g de c l a s s e  S .  Puisque ces données forment un ensemble dense, l e s  c o e f f i c i e n t s  

de g ,  e t  g2 dans (2 .18 . )  e t  ( 2 . 1 8 . ) '  son t  i den t iques  : 

ce qu i  prouve l a  seconde p a r t i e  des  formules données pour f dans ( 2 . 7 . )  du 

théorème 2.2. 

Pour o b t e n i r  l a  première formule, nous exprimons l a  fonc t ion  
1 

comme e l l e  e s t  donnée p a r  ( 2.19. ) en termes de S donnée p a r  ( 2.8. ) : 

S I  = - AS. 

La combinaison de c e c i  avec l a  première équat ion  de (2 .20 . )  donne : 

i. e .  que f l  - S e s t  une fonc t ion  harmonique dé f in i e '  dans t o u t  l e  p l an .  D ' au t r e  

p a r t ,  s i  f e s t  de c l a s s e  S ,  a l o r s  il en e s t  de même de h e t  p a r  s u i t e  

(2 .8 .  ) montre que S t e n d  ve r s  zé ro  quand 1 xl + . Ains i  f l  - S t e n d  vers  

O quand 1 xl + w , e t  p a r  s u i t e ,  p a r  l e  p r i n c i p e  du maximum, e s t  identiquement 

n u l l e .  D'où f l  = S comme l ' a f f i r m e  ( 2 . 7 . ) .  

Appliquant (2 .7 .  ) à U ( t )  f e t  en no tan t  que l e  d e r n i e r  e s t  r e p r é s e n t é  
O 

p a r  l e  t r a n s l a t é  de k ,  nous obtenons : 



cahat.t&e 2 . 1 . -  S o i t  u ( x , t )  = Wf l a  s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  d'onde 

à données de Cauchy f e t  supposons que l e  r ep ré sen tan t  de t r a n s l a t i o n  de f 

e s t  cm. Alors : 

m 
Supposons l e s  données f C e t  é g a l e s  à zé ro  pour 1x1 2 R ; a l o r s  

il découle de (2 .5 . )  e t  (2 .6 . )  que k e s t  n u l l e  pour Is l  a R .  P a r  ( 2 . 9 . )  

e t  ( 2 . 2 1 . ) ~  il s ' e n s u i t  que u ( x , t )  = Wf e s t  n u l  dans l e s  cônes 1x1 < Itl - R 

c a r  a l o r s  Ik - tl > R e t  p a r  s u i t e  l e  f a c t e u r  sous l e  s igne  somme dans (2.21 . )  

e s t  n u i  pour t o u t  w dans Sn-1. Ce qui  démontre l e  p r i n c i p e  de Huyghens du 

théorème 1.3. 

ThéonCrne 2 . 3 . -  t es sous-espaces L2((--,O) x Sn-, e t  L 2 ( ( 0 3 m )  
Sn-1) 

l a s s o c i é s  à l a  r e p r é s e n t a t i o n  de t r a n s l a t i o n  du théorème 2.2. sont  respect ivement  

1 l e s  espaces  D - e t  D+ d é c r i t s  au début de ce paragraphe. 
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Démonstration : Supposons f dans S représentée  p a r  une fonct ion  k 

qui  s 'annule s u r  l ' a x e  néga t i f .  Alors l a  formule ( 2 . 9 . )  montre que h a u s s i  

s 'annule su r  l e  même axe e t  il découle de l a  formule (2.21.  ) que u ( x , t )  e s t  

n u l l e  dans l e  cône d ' aven i r  ( 2 . 1 . ) .  Plus généralement, s o i t  f  dans Ho qui 

. 
e s t  représentée  par  une fonction k qui s 'annule  sur l ' a x e  néga t i f .  Approximons 

k par  une s u i t e  de fonct ions  k cm qui  s 'annulent  s u r  l ' a x e  néga t i f  ; il 
n 

découle de (2.21. ) que l e s  éléments f représentées p a r  l e s  kn 
appart iennent  

n 

à D+ ; e t  puisque D+ e s t  fermé, f auss i  appar t i en t  à D+. 

Remahque : Les signaux à données de Cauchy dans D+ "sor tent"  ou 

"rayonnent" à l ' i n f i n i  en ce sens que en un temps t ,  l e  s i g n a l  e s t  nu l  dans 

l a  boule 1x1 < t ( 1x1 < t )  ; d'où l ' express ion  "sor tant"  ou "rayonnant". 

On donne une d é f i n i t i o n  s i m i l a i r e  pour "entrant"  ou anti-rayonnant.  

Une conséquence immédiate du théorème 2.3. e s t  

CohoLtaine 2 . 2 . -  D+ e t  D- sont  orthogonaux. 

Supposons que f = { f ,f 1 appar t i en t  à D+ ; a l o r s  f' = { f ,  ,-fî} 
1 2  

appar t i en t  à D- e t  a i n s i  par  l e  c o r o l l a i r e  2.2. f e t  f '  sont  orthogonaux : 

CO&O&&~ 2 . 3 .  - Dans l e  s i g n a l  s o r t a n t  ou e n t r a n t ,  l e s  énergies 

c iné t ique  e t  p o t e n t i e l l e  sont  é q u i p a r t i e s .  

Nous a l l o n s  maintenant montrer comment à p a r t i r  de ( 2 . 2 1 . ) .  on peut  

é t u d i e r  l e  comportement asymptotique des so lu t ions  de l ' équa t ion  d'onde l e  long 



des rayons i . e .  l e  l ong  aes  l i g n e s  de l a  forme x = ( t + s ) 8  quand t + k m. 

En posant  x = ( t + s ) 8  dans l a  formule (2.21.  ) ' , nous obtenons : 

Supposons h '  cont inu  à support  borné.  Alors  pour Itl grand ,  l e  

f a c t e u r  sous l e  s igne  somme e s t  n u l  excepté  pour  l e s  va l eu r s  de w proches 

de 8. A i n s i ,  en remplaçant w p a r  8 dans l e  second argument, nous 

in t rodu i sons  une e r r e u r  e qui  t e n d  vers  O quand 1 t 1 + m. En f a i s a n t  

c e t t e  s u b s t i t u t i o n  e t  e n  i n t r o d u i s a n t  p = 8w comme nouvel le  v a r i a b l e  d ' i n t é -  

g r a t i o n ,  on a express ion  su ivan te  à d r o i t e  de (2.22. ) : 

n- 1 2lT - 
où w =-  e s t  l ' a i r e  de l a  sphère u n i t é  dans iR . En prenant  

n- 1 r (y) n.- 1 

T = 1 t+s 1 x ( 1-P) comme nouvel le  v a r i a b l e ,  d ' i n t g g r a t i o n ,  nous avons : 

o c  ri e s t  un polynôme en .r qu i  t e n d  vers  O quand 1 t + s  ) + m. 

D'après l a  formule ( 2 . 9 . ) ,  h l  = ( 2 ~ )  ( 1-n)/2(-aS)(n-1 ) / 2  . y 

en s u b s t i t u a n t  c e c i  dans l ' i n t é g r a l e  c i -dessus ,  en i n t é g r a n t  (n-1) /2  f o i s  

e t  en  remplaçant w 
n- 1 p a r  ( ~ n ) ( ~ - ' ) / ~ [ ( ( n - 3 ) / 2 )  11-A donne : 

Nous avons a i n s i  prouvé que : 



ThéahZrne 2.4. - Soi t  u ( x , t )  une solut ion de l 'équat ion d'onde à 

I énergie f i n i e  e t  s o i t  k l a  représentation de t r ans l a t i on  des données i n i t i a l e s  

l de u construi te  dans l e  théorème 2.2. Supposons a 
S 

(n-1)'2 k continue e t  2 

support 

(2.23.)  

l e  long 

(2.24. ) 

borné.  lors 

du rayon 

Soi t  R l 'opérateur  qu i ,  à f ,  f a i t  correspondre k : 

k = Rf 

e t  1 l ' opéra teur  qui à k f a i t  correspondre f : 

1 f = lk. 

Pour l e s  c lasses  de données f e t  l e s  représentants k considérées 

1 dans ce paragraphe, l e s  opérateurs R e t  2 sont inverses l ' un  de l ' a u t r e  : 

RI  = IR = 1. 

Pour l a  s u i t e ,  nous a l lons  donner quelques déf in i t ions  e t  énoncer 

quelques propr ié tés  : 

w 
Pour g c Co,  on dé f in i t  : 
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(3 .1 . )  ( g , W E  = [Rg,k] 

(3.2a.I S i  g =  O pour 1x1 > r ,  g = 0  pour I s l  > r .  

Déd&&ion 3.7. - f e s t  d i t  éventuellement sor tan t  s 'il ex is te  une 

constante r t e l l e  que U ( r ) f  s o i t  so r t an t ,  i . e .  t q  Wf = O pour 
O 

1x1 < t - r. 

On donne une déf in i t ion  s imi la i re  pour un élément "initialement 

entrant" .  

Nous nous contenterons d'énoncer l e  théorème suivant : 

ThéoMme 3.1. - Soi t  g à support compact, p un nombre complexe ; 

a lo r s  l ' équa t ion  r 
a une solut ion unique f qui e s t  éventuellement sor tan te  ( in i t ia lement  

en t ran te ) .  / . 

L'équation ( A  -p)f  = g peut s'exprimer en termes de composantes de f 
O 

de l a  façon suivante : 



En notant  v  l a  première composante f , nous pouvons é c r i r e  f sous l a  

forme : 

- e t  v  s a t i s f a i t  l ' é q u a t i o n  d'onde rédu i t e  

Vé6inition 3 . 2 . -  Une so lu t ion  v  de l ' équa t ion  d'onde r é d u i t e  non 

homogène ( 4 . 1 8 . ) ~  où w e s t  à support compact, e s t  d i t e  p-sortante 

(u-ent rante)  s i  l e s  données (3.17.)  sont  éventuellement s o r t a n t e s  ( i n i t i a l e m e n t  

e n t r a n t e s ) .  

Pour w = 6 ,  l a  so lu t ion  élémentaire yu e s t  : 

La so lu t ion  p-sortante de (3.18.)  pour w a r b i t r a i r e  e s t  l e  p rodu i t  

de convolution de w e t  yu. 
. 



SOLUTION DE L'EQUATION D'ONDE 

DANS 

UN DOMAINE EXTERIEUR 

Dans l a  sect ion 1 ,  nous considérons l e s  solut ions  fa ib les  de l ' équa t ion  
l 
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1 d'onde déf inies  pour t o u t  temps e t  pour tou t  x à l ' e x t é r i e u r  d'un obstacle  t e l  1 

.................... 

. 
La théor ie  précédente a é t é  développée pour l ' é t ude  de l ' équa t ion  

d'onde dans un domaine ex té r ieur .  

que l e s  solut ions  s 'annulent sur  son bord. Les données i n i t i a l e s  peuvent s e  choi- 

sir  arbitrairement e t  s i  e l l e s  sont d'énergie f i n i e ,  l a  solut ion aura l a  même 

l 

énergie à tous  l e s  au t res  temps. L'opérateur qui applique l a  donnée i n i t i a l e  

l 

e t  l a  transforme en l a  donnée au temps t se r a  noté ~ ( t )  ; ces opérateurs 

forment un groupe à un paramètre qui e s t  un i t a i r e  pour l a  norme de l ' éne rg i e .  

Notre dgmonstration de ces f a i t s  famil iers  de l a  propagation d'onde cons i s te  

à montrer que l e  générateur inf ini tés imal  formel A de ~ ( t )  , r e s t r e i n t  à un 

domaine proprement dé f in i ,  e s t  anti-auto-adjoint ; ~ ( t )  = exp(bt)  e s t  a l o r s  

b ien déf in i  e t  nous fourn i t  une so lu t ion  f a ib l e  de l 'équat ion d'onde pour l e s  l 
données i n i t i a l e s  d 'énergie f i n i e .  La d i f f é r e n t i a b i l i t é  de ces solut ions  f a ib l e s  i 
pour l e s  données régu l iè res  e s t  prouvée par l e s  propr ié tés  connues de l ' opéra teur  

de Laplace. i 
- Dans l a  sect ion 2 ,  l e s  sous-espaces en t ran t  e t  so r tan t  D e t  D+ - 

sont déf in i s  essentiel lement conme dans l e  problème de l 'espace l i b r e  ; plus  

précisément, D-[D+] consis te  en tou tes  l e s  données i n i t i a l e s  pour ï esque ï ïes  

l a  solut ion s'annule identiquement dans un voisinage sphérique de l ' o b s t a c l e  l 
pour tous l e s  temps passés t < O [futurs t > O]. Nous montrons que chacun l 
de ces sous-espaces a l e s  t r o i s  propr ié tés  postulées au premier chapitre.  



La plus  d i f f i c i l e  à v é r i f i e r  de ces p ropr ié tés  - , e t  de l o i n  - e s t  l a  

densi té  de U u ( ~ ) D  dans H ,  espace de t o u t e s  l e s  données d 'énergie f i n i e .  

Notre démonstration e s t  i n d i r e c t e  e t  u t i l i s e  à l a  f o i s  l a  théor ie  s p e c t r a l e  

e t  l ' ana lyse  harmonique. Une conséquence f a c i l e  de ce r é s u l t a t  e s t  que l ' é n e r g i e  

contenue dans un sous-domaine borné tend vers zéro  quand t tend vers l ' i n f i n i ,  

pour tou te  so lu t ion  d 'énergie t o t a l e  f i n i e .  - 

Dans l a  sec t ion  3 ,  nous étudions l e  semi-groupe { ~ ( t ) )  e t  son généra- 

t e u r  i n f i n i t é s i m a l  B. I c i ,  l e  p r i n c i p a l  r é s u l t a t  e s t  que ~ ( 2 p ) ( k 1  - B)-' e s t  

un opérateur compact e t  d 'après l e  r é s u l t a t  général  déduit du premier c h a p i t r e ,  

c e c i  implique que l e  s p e c t r e  de B ,  nommément a ( B ) ,  e s t  d i s c r e t .  Dans l e  cas 

d'un obstac le  é t o i l é ,  nous montrons que ~ ( t )  t e n d  vers O quand t tend  vers 

l ' i n f i n i  ; de l à ,  nous déduisons que l e  rythme de décroissance de l ' é n e r g i e  

contenue dans un domaine borné e s t  exponentiel en t ,  . en f a i t ,  uniformément 

pour t o m  l e s  signaux qu i  pa r ten t  d'un domaine borné donné. 

Dans l a  sec t ion  4, nous concluons à p a r t i r  des p ropr ié tés  s p e c t r a l e s  

de B e t  de l a  r e l a t i o n  e n t r e  A e t  B que s i  g a un support borné e t  que 

n ' appar t i en t  pas au  s p e c t r e  de B a l o r s  l ' équa t ion  ( p 1  - ~ ) f  = g a une 

so lu t ion  l o c a l e  f  qui e s t  éventuellement s o r t a n t e  e t  analytique en p. Il 

découle de cec i  que l a  fonction de Green p-sortante pour l ' o p é r a t e u r  d'onde 

2 r é d u i t  ( A  - p  ) peut s e  prolonger méromorphiquement du demi-plan gauche au  

. demi-plan d r o i t  e t  que s e s  pôles consis te  en a (B) .  En p l u s ,  nous montrons 

que l ' équa t ion  d'onde r é d u i t e  a une so lu t ion  qui  s 'annule s u r  l ' o b s t a c l e  e t  

qu i  e s t  éventuellement p-sortante s i  e t  seulement s i  p  appar t i en t  à u ( B ) .  

Dans l a  sec t ion  5 ,  nous exprimons l e s  représenta t ions  s p e c t r a l e s  

e n t r a n t e  e t  s o r t a n t e  pour l e  problème e x t é r i e u r  en termes d'ondes planes 

d i f fusées  e t  montrons que l a  matrice de d i f fus ion  seule  permet de déterminer 

l ' o b s t a c l e .  



1 .  L1e6pace de ff.i.tben/t H et Le gmupe { u ( t ) I .  

Dans c e t t e  s e c t i o n ,  nous a l lons  é t u d i e r  l e s  so lu t ions  de l ' é q u a t i o n  

d'onde dans un domaine e x t é r i e u r  G ,  qui  s a t i s f a i t  l a  condit ion au bord d ' ê t r e  

n u l l e  su r  aG.  Nous a l l o n s  montrer que, é t a n t  donné l e s  données i n i t i a l e s  à 

énergie f i n i e ,  il e x i s t e  une so lu t ion  unique l i é e  à c e t t e  condition e t ,  s i  

l e s  données s a t i s f o n t  c e r t a i n e s  condi t ions ,  que l a  s o l u t i o n  e s t  cm. Finalement, 

nous montrons comment cons t ru i re  l e s  so lu t ions  pour l e s  données i n i t i a l e s  qui  

ne sont  d 'énergie  f i n i e  que localement. Dans ce c h a p i t r e ,  nous supposons G de 

c l a s se  C' e t  a G  borné. 

Nous in t roduisons  l a  no ta t ion  suivante  : G ( R )  e s t  l 'ensemble des 

po in t s  de G pour l e sque l s  1x1 < R ; e t  ~ ( , u ( t )  , R )  e s t  l ' é n e r g i e  contenue 

dans l e  domaine G(R) d'une s o l u t i o n  u de l ' équa t ion  au  temps t ,  c 'es t -à-  

d i r e  : 

Nous commençons en prouvant l ' i n é g a l i t é  c l a s s ique  suivante  : 

ThéohErne 1.1. - S o i t  u ( x  ,t ) une so lu t ion  r é g u l i è r e  de l ' équa t ion  d'onde 

pour t o u t  x dans G e t  pour t o u t  t , s a t i s f a i s a n t  l a  condit ion au bord : 

u ( x , t )  = O pour x E aG. 

On a a l o r s  l ' i n é g a l i t é  d 'énergie  su ivante  : 



Démonstration : Multiplions l'équation d'onde par u et intégrons sur 
t 

le domaine de l'espace-temps : x s G, 1x1 < R + T - t, O < t < T. 

L'intégration par parties donne l'identité d'intégrale : 

l A cause de la condition-limite, l'intégrale sur le bord aG est nulle ; l'inté- 

grale au bord sur le cône est évidemment non négative, ainsi l'inégalité 

d'énergie (1.1.) découle de l'identité sus-mentionnée. 

Co/~o ,Ud ihe  7 . 7 . -  Si les données initiales de u s'annulent dans la 

boule {lx/ <RI, alors u(x,t) s'annule dans le cône {lx1 < R - t}. 

En particulier, si les données initiales sont nulles sur G, il 

s'ensuit que u est nulle en tout temps. En inversant la direction du temps, 

nous obtenons l'inégalité 

et en laissant tendre R vers l'infini, nous obtenons 



C a & a U a h e  1 .2 . -  S i  à l ' o r i g i n e ,  l ' é n e r g i e  t o t a l e  de u e s t  f i n i e ,  

u  a  l a  même éne rg ie  t o t a l e  en t o u t  temps. 

A p a r t i r  de l ' e s t i m a t i o n  a p r i o r i  ( 1 . 1  . )  , il n ' e s t  pas  d i f f i c i l e ,  

en employant l e s  méthodes des équat ions  aux dé r ivées  p a r t i e l l e s ,  de donner 

une démonstration de l ' e x i s t e n c e  des s o l u t i o n s  avec l e s  données i n i t i a l e s  

p r e s c r i t e s .  Nous a l l o n s  t o u t e f o i s  donner une a u t r e  démonstration i c i  qu i  

cadre  m i e u  avec no t r e  approche de l a  t h é o r i e  de l a  d i f f u s i o n  p a r  l e s  espaces  

de H i l b e r t .  

Nous noterons p a r  f = ( f  , f  l e s  p a i r e s  de fonc t ions  à v a l e u r  
1 2  

complexe d é f i n i e s  dans G qu i  devront  s e r v i r  de données i n i t i a l e s .  Nous 

dé f in i s sons  de l a  manière su ivan te  l a  norme de l ' é n e r g i e  : 

l ' e s p a c e  de H i l b e r t  H e s t  d é f i n i  comme l e  complété,  dans l a  norme de l ' é n e r g i e ,  

des  données r é g u l i è r e s  à support  compact dans G. 

Nous in t rodu i sons  l a  n o t a t i o n  su ivan te  pour l a  r é fé rence  f u t u r e  : 

HD e s t  l e  fermé, pour l a  norme de D i r i c h l e t ,  des fonc t ions  r é g u l i è r e s ,  

à v a l e u r  s c a l a i r e ,  à suppor t  compact dans G ; l a  norme de D i r i c h l e t  é t a n t  

d é f i n i e  a i n s i  : . 

Ains i  H c o n s i s t e  en des  vec t eu r s  dont l a  première composante a p p a r t i e n t  à 
H~ 

e t  dont l a  seconde composante e s t  de c a r r é  i n t é g r a b l e .  Ains i  



où l a  O-norme e s t  c e l l e  de L 
2' 

G ' 
* Soi t  G '  un sous-domaine de G ; l ' énerg ie  l oca l e  1 f  l E  e s t  

dé f in ie  en in tégrant  sur G '  au l i e u  de G. 
- 

Notons.que H a  un plongement na tu r e l  comme sous-espace de Ho ; 

ce qui permet de d é f i n i r  l e s  données comme nu l l e s  dans Rn - G. 

Notre but e s t  de const rui re  l a  famil le  à un paramètre d 'opérateurs 

{ ~ ( t ) )  qui f a i t  correspondre aux données - in i t i a les  'f l e s  données de l a  

solut ion de l ' équat ion d'onde au temps t .  En c l a i r ,  ces opérateurs { ~ ( t ) )  

forment un groupe ; en p lus ,  il découle du co ro l l a i r e  1.2. que ~ ( t )  e s t  

un i t a i r e .  Un t e l  groupe d 'opérateurs un i t a i r e s  à un paramètre (qui  e s t  en plus  

fortement continu) e s t  entièrement c a r ac t é r i s é  par  son générateur in f in i t és imal  

A. 

Nous a l lons  maintenant procéder dans l e  sens con t ra i re  e t  cons t ru i re  

l e  générateur i n f i n i t é s ima l  A. 

DédinLtion. - ' ~ ' op , é r a t eu r  A s e  d é f i n i t  comme 

son domaine D ( A )  e s t  l'ensemble de t ou t e s  l e s  données f  = { f  f  ) t e l l e s  que 
1 '  2 

Af s o i t  dans H. Ce qui  s i g n i f i e  que A f l  , dé f in i  au sens des d i s t r i bu t i ons  

e s t  de carré  in tégrab le  su r  G e t  que f 2  e s t  de carré  in tégrab le  e t  appar t ient  

à %. 



ThéohErne 1 . 2 .  - A ,  t e l  q u ' i l  e s t  d é f i n i ,  e s t  ant i . -auto-adjoint  . 

Démonstration : Nous devons montrer que D ( A )  e s t  dense dans H e t  - 

que A* = - A. Le premier  e s t  év ident  puisque D(A)  i n c l u t  t o u t e s  l e s  données 

C(G) .  pour montrer pue A* = - A ,  nous retournons à l a  d é f i n i t i o n  de A* : 
O 

* 
A g = h ,  avec g ,  h c H ,  s i g i n i f i e  que pour t o u t  f dans D ( A )  

Nous a l l o n s  prouver  d 'abord que A e s t  an t i symétr ique  e t  que, a l o r s  A* 

prolonge -A. Pour f e t  g a r b i t r a i r e s ,  appar tenant  respectivement à 

D(A)  e t  c ~ ( G ) ,  une i n t é g r a t i o n  p a r  p a r t i e s  donne : 

Maintenant pour  t o u t  g dans D ( A )  l a  seconde composante 
g2 a p p a r t i e n t  à l a  

f o i s  à e t  à L2, e t  il s ' e n s u i t  q u ' i l  e x i s t e  une s u i t e  approximante Ign l  

contenue dans cO)(G) t e l l e  que gn + g pour l a  métr ique de H e t  que a u  

n même moment g2 + g2 pour l a  métr ique de . La  r e l a t i o n  ci-dessus e s t  va l ab le  5 
pour t o u t  g dans D(A), d 'où nous concluons que 

* 
Afin de prouver  que -A é t end  A , s o i t  g un élément a r b i t r a i r e  de D(A*) ; 

a l o r s  g s a t i s f a i t  ( 1 .3. ) . lb . prenant  f de première composante n u l l e ,  nous 

obtenons : 



m 
En p a r t i c u l i e r ,  pour f2  L C o ( G ) ,  s i  nous intégrons par  p a r t i e s  à 

gauche, nous obtenons : 

( - ~ f ~ ' g ~ ) ~  = ( f  2'  h  2  ) 0 

1 - qui montre que 

a u  sens des d i s t r i b u t i o n s .  

Par l a  s u i t e ,  nous choisissons un f de seconde composante n u l l e  ; 

( 1 . 3 . )  donne 

Nous choisissons f i  de l a  manière suivante : s o i t  4 une fonct ion 

cm a r b i t r a i r e .  I l  découle des est imations c lass iques  que pour t o u t  sous-domaine 
O 

compact G' de G e t  pour t o u t  Y de % 

- 
En prenant pour G '  l e  support de , nous obtenons de l a  r e l a t i o n  

. ci-dessus que : 

- 
a i n s i  l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  e(Y) = e s t  bornée pour l a  norme de 

D i r i c h l e t .  De l à ,  par  l e  théorème de représenta t ion de Riesz,  il e x i s t e  
f l  



de HD t e l l e  que 

Q) 

pour tou t  Y dans H RI prenant Y E C ( G )  e t  en in tégrant  par p a r t i e s ,  
D ' O 

nous concluons que 

de so r t e  que 

(1.7.)  

au sens des d i s t r ibu t ions .  

La subs t i tu t ion  de (1.7.) dans l e  membre gauche de (1 .5 . )  e t  l 'emploi  

de ( 1 .6. ) à dro i te  avec Y = hl  , donnent 

qui  montre que 

Les équations (1 .4 . )  e t  (1.8.  ) montrent ensemble que g = Igl  ,g21 
* 

appar t ient  à D ( A )  e t  que h = - Ag. Puisque h = A g ,  ceci  achève l a  

démonstration du théorème 1.2. 

Après avoir  montré, comme ci-dessus, que A a i n s i  d é f i n i  e s t  an t i -  

auto-adjoint ,  il découle maintenant du théorème de Stone que A engendre un 



groupe d 'opérateurs { ~ ( t ) )  avec l e s  p ropr ié tés  suivantes : 

( a )  ~ ( t )  e s t  un i t a i r e .  

( b )  { ~ ( t ) )  forme un groupe à un paramètre. 

( c )  ~ ( t )  e s t  fortement continu en t .  

( d )  U ( t ) f  e s t  fortement d i f f é r en t i ab l e  par rapport à t s i  e t  

seulement s i  f  appar t ient  à D(A), auquel cas 

( e )  ~ ( t )  applique D ( A )  sur D ( A )  e t  commute avec A. 

Supposons que f  appartienne à D(A) e t  s o i t  u ( x , t )  l a  première 

composante de u ( t ) f .  Alors l a  seconde composante de l a  r e l a t i o n  (1.9.) donne 

(1.10.) u  = A u  ; tt 

a i n s i  u s a t i s f a i t  l ' équa t ion  d'onde au sens des d i s t r ibu t ions .  

Nous a l lons  montrer que p o u .  de t e l l e s  solut ions ,  l e s  r é s u l t a t s  du 

théorème 1 . 1 .  e t  de s e s  co ro l l a i r e s  r e s t en t  vrais ; a i n s i ,  l e s  i n t ég r a t i ons  

par  p a r t i e s  de l a  démonstration du théorème 1.1. r e s t en t  auss i  valables pour u. 

Lemme 1 . 1 .  - S i  f  dans D ( A )  , l a  fonction u (x , t  ) = [ ~ ( t )  f] x - 
a  ses  dérivées secondes qui  sont de ca r ré  in tégrab le  par rapport à x que l  

que s o i t  t .  

Démonstration : Puisque f  appar t ient  à D ( A ) ,  il en e s t  de même de 

U ( t ) f ,  e t  a l o r s ,  par  l a  dé f in i t ion  de A ,  l e  l ap lac ien  de l a  première composante 

e s t  de ca r ré  in tégrable .  Par s u i t e ,  nous nous servi rons  du r é s u l t a t  suivant  de l a  



théor ie  des équations e l l i p t i q u e s  : 

S i  U ( X )  appar t ient  à Hg e t  s i  A u e s t  de carré  in tégrab le ,  a l o r s  

t ou t e s  l e s  &rivées  secondes de u sont de ca r ré  in tégrable  e t  

(1.11.) 
2 l a x  u I o  S K ~ I A U I ~  + ( K  = constante)  . 

Ce r é s u l t a t  montre que l e s  dérivées secondes par  rapport  à x  seu l  

de u sont de ca r ré  in tégrable  ; l ' i n t é g r a b i l i t é  du ca r ré  des dérivées mixtes 

d 
( ~ a r  rapport à x e t  t )  découle de ce que l a  première composante de - ~ ( t ) f  

d t  

appar t ient  à ; finalement, l l i n t é g r a b i l i t é  du ca r ré  de u vient  de tt 

( 1 . 1 0 . ) ~  ce qui achève l a  démonstration du lemme 1.1. 

Théakème 1.4.- Soi t  F l 'ensemble des données t e l l e s  que 

\ 

G ' 
a l o r s  F e s t  précompact, pour l a  norme de l ' énerg ie  loca le  1 f  l E  > pour t o u t  

1 sous-ensemble borné G' de G.  

Démonstration : D'après l a  dé f i n i t i on  de A ,  l ' i n é g a l i t é  (1.12.)  peut 

- 
s ' é c r i r e  

Puis que f l  appar t ient  à HD, l ' e s t ima t i on  (1.11.) s 'applique e t  a lo r s  



En combinant c e t t e  r e l a t i o n  avec (1 .12 . ) '  nous voyons que t o u t e s  l e s  

i n t é g r a l e s  des ca r rés  de t o u t e s  l e s  dér ivées  de 
f l  d 'ordre  supérieur à deux, 

e t  c e l l e s  de 
f p  d 'ordre  supér ieur  à un sont  uniformément bornées pour t o u t  

f dans F. I l  découle a l o r s  du théorème de compacité de Rel l ich  que pour t o u t  
a 

sous-ensemble borné G' de G ,  l 'ensemble de f1 e s t  précompact par rappor t  

à l a  norme / f ,  1;' , e t  l 'ensemble de f p  e s t  précompact par rapport à l a  norme 

Les données f sont  d i t e s  localement dans H s i  $f c H pour t o u t e  

fonct ion  s c a l a i r e  $ E cm. Une d é f i n i t i o n  analogue pour "f appar t i en t  locale-  
O 

ment à D ( A ) " .  

Nous a l l o n s  maintenant montrer comment d é f i n i r  ~ ( t ) f  pour f loca- 

lement dans H ; nous décomposons f comme s u i t  par  une p a r t i t i o n  de l ' u n i t é  : 

où t o u s  l e s  f appart iennent  à H e t  où f e s t  n u l l e  pour 1x1 < j . 
j j 

Nous déf in issons  

. 
Il  découle du c o r o l l a i r e  1 . 1 .  que c e t t e  somme e s t  localement f i n i e ,  i . e .  

. pour x e t  t dans un ensemble borné donné, s e u l  un nombre f i n i  de termes sont l 
non nuls .  On v é r i f i e  que c e t t e  d é f i n i t i o n  e s t  indépendante de l a  décomposition l 
cho i s i e  de f .  



Dans ce -paragraphe, nous a l lons  appliquer l a  théor ie  développée au 

premier chapi t re  au groupe {U(t ) du paragraphe précédent. Les sous-espaces 

en t ran t  e t  so r tan t  appropriés peuvent s e  d é f i n i r  comme s u i t  : 
" 

Choisissons p > O de s o r t e  que l a  boule { 1 xl < p 1 contienne aG - 
dans son i n t é r i e u r  e t  s o i t  Df = U o ( p  ID+ e t  DE = u o ( - P  ID- où D+ e t  D - 
désignent l e s  sous-espaces so r tan t  e t  en t ran t  de données dans l ' espace  l i b r e .  

P P Notons que l e s  données f dans D + I D - I  sont ca rac té r i sées  par l a  p ropr ié té  

que [u ( t ) f ] ( x )  s 'annulent  su r  l e  cône d 'avenir  tronqué E u r  l e  cône du passé 

I ThéohZrne 2.1. - D: e s t  un sous-espace sor tan t  ; a i n s i ,  D: e s t  un 

sous-espace fermé s a t i s f a i s a n t  l e s  condit ions : 

( i )  u(~)D!c 5: pour t O ,  

(ii) n u ( t ) D :  = {O}, 

(iii) U u(~)D! = B. 

De l a  même facon, DP e s t  un sous-espace entrant .  h plus  DP e t  DP sont  - + - 
orthogonaux. -L 

Démonstration : La démonstration de ( i )  e t  (ii) e s t  analogue à c e l l e  

de l ' e space  l i b r e .  Il en e s t  de même pour l t o r t hogona l i t é  de D: e t  D ~ .  - 

La propr ié té  (iii) s e r a  prouvée par  une s é r i e  de lemmes, 

Pour commencer, nous remarquons que l a  p ropr ié té  ( i i i )  e s t  intimement l i é e  à 

l a  décroissance l oca l e  de l ' énerg ie  i . e .  l a  p ropr ié té  suivante : 



i i m  I u ( t ) f l E  G f  = O 
t* 

f  c ~ :  H e t  pour tou t  sous-domaine borné G '  de G. Nous a l lons  montrer d'abord 

Lemme 2.1.-  La propr ié té  (iii) implique l a  r e l a t i on  (2 .1 . )  - 

Démonstration : S i  l a  propr ié té  (iii) e s t  v ra ie ,  a l o r s  étant  donné 

t ou t  f  tz H e t  t ou t  E > O ,  il ex i s t e  un nombre T e t  un élément g dans 

D+ t e l s  que 

So i t  R assez grand de sor te .  que G '  s o i t  contenu dans l a  boule { 1x1 < RI. 

Alors u ( T + ~ )  s 'annule dans G '  pour t > R - T e t  puisque 

l u ( t ) f -  u ( t + ~ ) g J ~  = I f  - u ( T ) ~ J ~  < E ,  il vient que : 

pour t o u t  t > R - T. Ceci, ensemble avec l e  f a i t  que c e s t  a r b i t r a i r e ,  

prouve l e  lemme 2.1. 

Maintenant, nous a l lons  nous i n t é r e s se r  à l ' impl ica t ion  inverse ; 

l a  propr ié té  (iii) même découle d'une proposit ion beaucoup plus f a i b l e ,  

nommément 

(2 .1 . )  G ' 
w l i m  i n f l u ( t ) f l E  = O 

t 

pour t o u t  f  dans H e t  pour tous l e s  sous-domaines bornés G'  de G. 



Lmme 2 . 2 . -  La r e l a t i o n  (2 .1 . )  implique l a  p ropr ié t é  (iii). - W 

Démonstration : Supposons l a  p ropr ié t é  (iii) fausse.  Alors ,  pa r  l e  

théorème de l a  p ro jec t ion  orthogonale, il e x i s t e  g  # O ,  appartenant à H . 
e t  orthogonal à t ou tes  l e s  données de l a  forme u (~ )D: ,  t p o s i t i f  ou n é g a t i f .  

Ce qui  peut auss i  s 'exprimer en d isant  que ~ ( t ) g  e s t  orthogonal à D: pour 

Ensui te ,  nous u t i l i s o n s  l e  f a i t  que H s ' appl ique  dans H s i  b ien  
O 

que l ' o p é r a t e u r  de l ' e space  l i b r e  u o ( s )  e s t  app l i cab le  aux éléments de H. 

Par d é f i n i t i o n  U ~ ( P ) D +  = D:. Nous voyons a l o r s  que l a  représenta t ion  de t r a n s -  

l a t i o n  de 1' espace l i b r e  de Df e s t  t o u t  L~ ( ( P ,w) x Sn- ) e t  puisque ~ ( t ) g  

s ' é t e n d  dans l e  complément orthogonal de c e t  ensemble, nous en déduisons que 

U ( - p ) u ( t ) g  appar t i en t  à D-. En d ' au t res  termes [uo(-s)u( t  )g] (x) s  'annule 
O 

dans l e  cône passé { 1x1 < s - p l  d'où découle, pour s > 2p, que U o ( - s ) ~ ( t ) g  

e s t  a u s s i  une so lu t ion  du problème mixte ; en f a i t  

Pu i s ,  s o i t  G(R)  l a  boule {x ; 1x1 < R I .  Par  (2.1. )y, nous voyons 

qu ' é t an t  donné E > O e t  k ,  il e x i s t e  t ( k , ~ )  > (k+l)p t e l  que 

En appliquant  l e  théorème 1 .3 . ,  qui  e s t  auss i  va lable  pour l a  s o l u t i o n  

de l ' e space  l i b r e ,  nous avons : 



Puisque Uo(-s )U( t )g  e t  u ( - s ) ~ ( t ) g  = u ( - s + t ) g  ont  l e s  mêmes données de Cauchy 

en dehors de l a  boule  { 1 xl < p l  a u  p o i n t  s  = 0 ,  ces  deux s o l u t i o n s  s e r o n t  

éga l e s  dans l e  domaine de dépendance de c e t  ensemble, nommément dans l ' ensemble  

Ilxl > I s ] + I p I ) .  En p a r t i c u l i e r  

pour 1x1 > 3p. A i n s i ,  l a  d i f f é r e n c e  des deux c ô t é s  e s t  n u l l e  pour  1x1 > 3p ; 

ce q u i ,  combiné avec ( 2 . 3 . ) ,  donne : 

Finalement ,  s i  nous appl iquons l ' o p é r a t e u r  u n i t a i r e  ~ ( 2 ~ - t )  à l a  d i f f é r e n c e  

e t  s i  nous employons l a  r e l a t i o n  ( 2 . 2 . )  avec s = t -2p,  nous obtenons : 

Le r a p p e l  que [ ~ ~ ( - t ) ~ ( t ) ~ J ( x )  s ' annu le  pour  1x1 < t - p  e t  pue t > ( k + l ) p  

nous permet de conclure  que : 

Puisque c e t t e  r e l a t i o n  e s t  va l ab le  pour t o u t  k e t  pour t o u t  &, il s ' e n s u i t  

que l g l E  = O ,  contrairement  à n o t r e  hypothèse sur l a  non-nul l i té  de g. 

CWD (pour l e  lemme). 

Reste  à prouver  l a  décro issance  de l ' é n e r g i e  ; c e t t e  p r o p r i é t é  e s t  

l i é e  aux p r o p r i é t é s  s p e c t r a l e s  du géné ra t eu r  i n f i n i t é s i m a l  A .  



Nous a l lons  montrer l a  nature de c e t t e  r e l a t i o n  en é t a b l i s s a n t  l a  

proposit ion suivante : 

S i  l e  spec t re  de A e s t  absolument continu, a l o r s  ~ ( t  ) tend f a i b l e -  

ment vers O quand t tend vers l ' i n f i n i ,  pour tou t  f dans H. 

Démonstration : Nous représentons ~ ( t )  comme 

où ( P ( A ) )  e s t  l a  famil le  s p e c t r a l e  des opérateurs de projec t ion de A. La 

con t inu i t é  absolue du spec t re  de A s i g n i f i e  que pour t o u t  f e t  pour t o u t  g, 

l a  mesure s c a l a i r e  

e s t  absolument continue. 

Il découle a l o r s  du lemme de Riemann-Lebesgue que (2.4.), qui e s t  l a  

transformée de Fourier  de dm, tend vers O quand t tend vers l ' i n f i n i .  CQFD. 

De ce que ~ ( t  ) t end  fa ib lenent  vers  O ,  on déduit  que l ' é n e r g i e  

loca le  d é c r o î t ,  Montrons que l ' o p é r a t e u r  A a un s p e c t r e  absolument continu.  

Le r é s u l t a t  su ivant ,  dû à Rel l i ch ,  s u f f i t  pour no t re  propos e t  peut s e  déduire 

directement : 

ThEokème 2.2.  - Le générateur A n '  a pas de spectre-point . 

Notre démonstration de ce r é s u l t a t  s e  f e r a  après  avoir  é t a b l i  que 

l ' é n e r g i e  déc ro î t  au moyen de l ' a f f i r m a t i o n  de ce théorème. 



Lemme 2 . 3 . -  S i  A n ' a  pas  de spec t r e -po in t ,  a l o r s  i l  e x i s t e  une s u i t e  - 
{ tk}  , t endan t  vers  l ' i n f i n i ,  t e l l e  que { u ( t k ) }  t ende  faiblement  vers  O .  

La démonstration de ce lemme e s t  fondée sur l e  r é s u l t a t  su ivant  dû 

à Wiener : 

Ptropodi.tion 2.7 .  - S o i t  dm une mesure s ignée  de v a r i a t i o n  t o t a l e  

f i n i e  e t  ne contenant  aucune mesure po in t .  Alors  l a  va l eu r  moyenne du c a r r é  

de s a  transformée de F o u r i e r  e s t  n u l l e .  

Pour l a  recherche  de l a  complétion, nous a l l o n s  i n t r o d u i r e  maintenant 

une démonstration du théorème de Wiener : s o i t  iÛ l a  t ransformée de Four i e r  

de dm ; s i  l a  v a r i a t i o n  t o t a l e  de dm e s t  f i n i e ,  nous en d i rons  que in 

- 1 e s t  bornée. La t ransformée de Four i e r  de m ( ~ + s )  - m(h-E) e s t  t s i n  e t  6 î ( t ) ,  

f onc t ion  de c a r r é  i n t é g r a b l e  ; e t  a l o r s  p a r  l a  r e l a t i o n  de Pa r seva l ,  nous 

obtenons : 

S o i t  

Alors  1 ' i n t é g r a l e  à gauche de (2.5.  ) e s t  bornée p a r  

qui peut  encore s ' é c r i r e  : 



nombres r é e l s  (augmentés) ; c e l a  implique a l o r s  que M(E) tend vers  O avec E .  

Il découle a l o r s  de l ' e s t i m a t i o n  ci-dessus que l e  membre gauche de (2 .5 .  ) ,  e t  

par  s u i t e  l e  membre d r o i t  e s t  du genre O ( € ) .  

~ 

En employant l ' i n é g a l i t é  

où V e s t  l a  v a r i a t i o n  t o t a l e  de dm. Puisque dm ne cont ient  aucune mesure- 

point  e t  a une v a r i a t i o n  t o t a l e  f i n i e ,  m(A) e s t  uniformément continue s u r  l e s  
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nous trouvons que l e  membre d r o i t  de ( 2.5. ) e s t  minoré pa r  

où T =  BE. 11 découle a l o r s  de no t re  es t imat ion  précédente que 

t end  vers  O quand T t e n d  vers  l ' i n f i n i  ; ce  qui  prouve l e  théorème de Wiener.'/. 

Du f a i t  que (2.6.  ) t end  vers  O ,  nous avons : 



Cotro&h&e 2 . 1 . -  Etant donné deux nombres p o s i t i f s  c e t  d ,  a l o r s ,  

pour T assez grand, l a  mesure de Lebesgue de l'ensemble des points  t dans 

l ' i n t e r v a l l e  (-T,T) où Iiîi(t) ) 2 d e s t  i n f é r i eu r e  à cT. 

Nous a l lons  re tourner  & l a  démonstration du lemme 2.3. So i t  un ensemble 

dénombrable dense f i  de H. Pour t ou t  k ,  choisissons d = l / k  e t  

2 c < 1/2k . Alors pour T assez grand e t  2 k ,  il e x i s t e  tk > Tl2 t e l  que 

pour i , j  < k. E h  c l a i r ,  l e s  tk tendent vers l ' i n f i n i  avec k,  e t  puisque 

l e s  f i  sont  denses e t  que ~ ( t  ) e s t  borné en norme, il vient de (2.7. ) 
k 

que l e s  U ( t  ) tendent faiblement vers O ,  comme l ' a f f i rme  l e  lemme 2.3. 
k 

femme 2.4.- La décroissance de l ' éne rg i e  - 

e s t  valable  pour tou t  f dans H e t  pour t ou t  sous-domaine borné G 1  de G. 

Démonstration : Puisque [ ~ ( t ) f ~ ; '  6 I u ( t ) f I E  = I f I E ,  il s u f f i t  

de prouver (2.1.)~ pour t ou t  sous-ensemble dense de H. Nous prenons comme 

sous-ensemble l e  domaine de A. Pour f dans D(A) ,  nous avons 

D'après l e  théorème 1.4 ,  , ce l a  implique que l'ensemble à un paramètre { ~ ( t ) f  ; 

G ' t r ée l }  e s t  précompact pour l a  norme de l ' éne rg i e  l oca l e  1 .  I E  , pour t o u t  

sous-ensemble borné G 1 .  Alors é t an t  donné une s u i t e  {th}, nom pouvons 



chois i r  une sous-suite (ayant l e  même nom) t e l l e  que { ~ ( t k )  f )  converge pour 

l a  norme de l ' éne rg i e  loca le .  D'autre p a r t ,  d 'après l e  théorème 2.2. e t  l e  

lemme 2.3.,  nous pouvons cho is i r  l a  s u i t e  ( t g >  de s o r t e  que {U( tk)}  tende 

faiblement vers O.  Comme conséquence { ~ ( t k ) )  tend vers O pour l a  norme 

de l ' éne rg i e  loca le  ; ce qui complète l e  lemme 2.4. En combinant l e s  lemmes 

2.4. e t  2.2. , nous concluons que l a  propr ié té  (iii) du théorème 2.1. e s t  

vé r i f i é e .  Il r e s t e  à démontrer l e  théorème 2.2. 

Démonstration du théorème 2.2.- Puisque A e s t  anti-auto-adjoint , 

son . spec t re  e s t  imaginaire pur ek a i n s i ,  nous devons prouver que i a  , avec a  

r é e l ,  n ' e s t  pas une valeur  propre. 

La valeur o = O do i t  ê t r e  t r a i t é e  de façon spécia le  ; ce que nous 

a l lons  f a i r e  maintenant. 

Supposons que f appar t ient  à D(A)  C H e t  s a t i s f a i t  l a  r e l a t i o n  

Pour l e s  composantes f l  ,f2 de f ,  ceci  s i g n i f i e  que f 2  e s t  nu l l e  e t  que 

f ,  s a t i s f a i t  l ' équa t ion  de Laplace 

e t  en p lus ,  que f, s lannule  sur aG. Eh mul t ip l iant  par  f ,  e t  en in tégran t  

par p a r t i e s ,  su r  G ,  nous concluons que l ' i n t é g r a l e  de Di r ich le t  de f ,  s u r  G 

s 'annule de s o r t e  que f l  e s t  auss i  nu l le .  Ce qui montre que o = O n ' e s t  pas 

une valeur  propre de A. Ensuite,  s o i t  o un nombre r é e l  non n u l  e t  supposons 

que f appar t ient  à D ( A )  C H e t  s a t i s f a i t  l ' équa t ion  



( 2 . 8 . )  Af = i o f .  

Nous a l l o n s  en déduire que f e s t  n u l l e  sans u t i l i s e r  l e  f a i t  que f s ' a n n ~ l e  

su r  l e  bord a G .  Pour c e l a ,  s o i t  $ une fonction s c a l a i r e  cm qui s  'annule . 
près de a G  e t  qui e s t  égale à 1 pour t o u t  1x1 > p .  Soi t  g  égale $f  

. dans G e t  O hors de G. Ainsi  g  e s t  pa r tou t  d é f i n i e ,  a  une énergie f i n i e  
l 

e t  s a t i s f a i t  

i c i  h  s 1  annule dans l a  région où $ 1 , i .e. pour 1 xl > p .  Les données g 

s 'annulent  pour 1x1 > p ; a l o r s  f même s 'annule pour 1x1 > p .  En G ,  l a  

fonction f  s a t i s f a i t  l ' équat ion e l l i p t i q u e  (2.8.)  ; l e s  solut ions  d'une t e l l e  

équation sont analytiques e t  il s 'ensui t  que f e s t  n u l l e  sur  G. CQFD. 

Le théorème d ' u n i c i t é  de Rel l ich  qui  s u i t  e s t  une simple conséquence 

du théorème 2.2. 

Théohème 2 . 3 . -  Soi t  f une so lu t ion  l o c a l e  de l ' équa t ion  de valeur  

propre ( 2 . 8 . ) ,  a  # O e t  r é e l ,  dans un domaine e x t é r i e u r  G e t  supposons 

1 que f e s t  éventuellement s o r t a n t e .  Alors f e s t  identiquement n u l l e  dans G. 

Démonstration : Puisque f e s t  éventuellement so r tan te ,  [U ( t  ) f] (x )  
O 

- e s t  n u i  pour 1x1 < t -  constante ; en p a r t i c u l i e r  pour T  assez grand, 

u o ( t ) f  s 'annule dans l e  cône d 'avenir  {lx1 < p + t - TI e t  

(2.10. ) u ( t ) u o ( ~ ) f  = u o ( t  + T ) f  pour t > O. 

D'autre p a r t ,  f  s a t i s f a i t  l ' équa t ion  de valeur  propre (2 .8 . )  e t  il s ' e n s u i t  



i a t  
~ ( t ) f  = e f  . 

Définissons 

Du domaine dont dépend l 'argument, il s ' e n s u i t  que f T  e s t  nul  pour 

1x1 > T+p. Donc, fT  a une énergie f i n i e  E ,  e t  l a  même chose e s t  v r a i e  pour 

u ( t ) f T .  En p a r t i c u l i e r ,  l ' é n e r g i e  de u ( t ) f T  dans l a  boule de rayon t+p  e s t  

i n f é r i e u r e  à E ; c ' e s t  

A p a r t i r  de (2.10.)  e t  ( 2 . 1 1 . ) ~  nous voyons a l o r s  que pour t p o s i t i f ,  

Puisque f  e s t  s o r t a n t e ,  l e  choix précédent de T nous permet d ' a f f i rmer  que 

uo(t+T) e s t  n u l l e  dans G ( t + p  ) ; e t  a i n s i ,  nous concluons à p a r t i r  de ( 2.1 1 .  ) 

que 

u ( t ) f T  = exp [io(t+T)] f  dans G(t+p) , 

ce qu i ,  subs t i tué  dans (2 .12 . ) ,  nous montre, puisque a e s t  r é e l ,  que f  l u i -  

même e s t  d 'énergie f i n i e  dans ~ ( t + p )  ; puisque t e s t  a r b i t r a i r e ,  l ' é n e r g i e  

t o t a l e  de f  e s t  i n f é r i e u r e  à E e t  a l o r s  il découle du théorème 2.2. que f  

s ' annule  dans G. Ce qui  complète l a  démonstration de 2.3. 



La théor ie  de l a  représentat ion développée au début e s t  applicable 

au groupe { ~ ( t ) }  - e t  aux sous-espaces en t ran t  e t  so r tan t  DP e t  D:. En - 

p a r t i c u l i e r ,  il ex i s t e  une représentat ion de t r a n s l a t i o n  sor tante  pour l aque l l e  

D: s  l applique sur  L2(0 , -;N) e t  par l e  théorème 3.1. du premier chap i t re ,  

c e t t e  représenta t ion e s t  unique à un isomorphisme près.  

Nous a l lons  montrer comment r e l i e r  l a  représenta t ion de t r an s l a t i on  

pour { ~ ( t )  à l a  représenta t ion de t r an s l a t i on  pour l ' espace  l i b r e .  Ce qui  

e s t  à no t e r ,  c ' e s t  que ~ ( t )  e t  U ( t )  agissent  de l a  même manière su r  DY 
O 

quand t e s t  pos i t i f .  Comme nous 1 'avons remarqué, u o ( p ) D +  = DI, de s o r t e  

que D: s 'applique sur L g ( p  ,a;~) dans l a  représenta t ion de t r an s l a t i on  

P de l ' espace  l i b r e .  Par s u i t e ,  s i  f  dans D+ s 'applique sur k dans l a  
O 

représenta t ion de t r an s l a t i on  de l ' espace  l i b r e ,  a lo r s  1 'appl ica t ion 

applique D: sur L ~ ( o , - ; N )  de t e l l e  manière que U ( t ) f  se  transforme en 

k+(s - t )  pour t > O. S i  maintenant nous étendons ces appl ica t ions  à t ou t e s  

l e s  f  qui sont  dans D~ a f i n  de préserver c e t t e  p ropr ié té ,  a l o r s  nous a l lons  + 
obtenir  une représenta t ion de t r an s l a t i on  so r t an t e  pour U u(~)D:.  Cette appli-  

ca t ion s e  prolonge évidemment par  cont inui té  à U U ( t  )D: qui e s t  H ,  p a r  l e  

l e  théorème 2.1 . 

I l  e s t  a i s é ,  à ce niveau, de r e l i e r  no t r e  présenta t ion au formalisme 

usuel  de l a  théor ie  de l a  di f fus ion dans l aque l l e  on commence avec l e s  opérateurs 

d'ondes : 

W+ = l im i t e  f o r t e  u ( - t ) u o ( t )  - t++- 



En premier  l i e u ,  s i  f a p p a r t i e n t  à D ,  a l o r s  U ( - t ) U o ( t ) f  = f pour t > O 

de s o r t e  que W+ r e s t r e i n t  à DY a g i t  cornme l ' i d e n t i t é .  De même, s i  U(T)f  

e s t  dans ~f , a l o r s  W+f = U ( - T ) U  ( T )  f .  Pa r  s u i t e ,  s i  nous considérons 
O W+ 

comme a p p l i c a t i o n  de l a  r e p r é s e n t a t i o n  de t r a n s l a t i o n  de l ' e s p a c e  l i b r e  dans 

l a  r e p r é s e n t a t i o n  de t r a n s l a t i o n  s o r t a n t e  de { ~ ( t ) )  comme d é f i n i  c i -dessus ,  

a l o r s  

a u  moins pour l e s  r e p r é s e n t a n t s  k ( s )  q u i  s ' a n n u l e n t ,  d i sons ,  pour  s < - T.  
O 

Puisque l e s  données avec de t e l s  r ep ré sen tan t s  s o n t  denses dans Ho, W+ a 

l a  r e p r é s e n t a t i o n  ci-dessus pour t o u t  f dans Ho. Ce q u i  prouve non seulement 

que + e x i s t e  s u r  t o u t  H m a i s  a u s s i  que son image e s t  t o u t  H. De même, 
O 

W peut  s e  r é a l i . s e r  comme l ' a p p l i c a t i o n  

de l a  t r a n s l a t i o n  de l ' e s p a c e  l i b r e  à l a  t r a n s l a t i o n  s o r t a n t e  pour EU(t)). 

Puisque W+ e t  W s o n t  des a p p l i c a t i o n s  u n i t a i r e s  de H sur H ,  - O 

1 'opé ra t eu r  de d i f f u s i o n  

e s t  b i e n  d é f i n i  e t  u n i t a i r e  sur 
Ho lui-même. En employant l e s  r e p r é s e n t a t i o n s  

de t r a n s l a t i o n  e n t r a n t e  e t  s o r t a n t e ,  a l o r s  S s e  d é f i n i t  comme une a p p l i c a t i o n  

de l ' e s p a c e  l i b r e  s u r  lui-même. I c i  k ( 6 )  e t  k+(s) s o n t  respect ivement  l e s  - 
r e p r é s e n t a n t s  de W-f dans l e s  t r a n s l a t i o n s  e n t r a n t e  e t  s o r t a n t e .  Ceci remonte 



à l a  dé f in i t ion  de S donné au début (premier c h a p i t r e ) ,  à l a  t r an s l a t i on  de 

2p près. 

3 .  Le demi-gtoupe { ~ ( t ) } .  

L'opérateur de di f fus ion e t  l e  semi-groupe { ~ ( t ) )  in t rodu i t  au 

deuxième chapi t re  sont tous  l e s  deux déterminés par l e s  sous-espaces en t ran t  

e t  so r tan t  D: e t  pour ce la ,  deux éléments son t ,  de diverses fasons , duaux 

l ' u n  de l ' a u t r e .  En conséquence, nous pouvons employer l e  semi-groupe comme 

o u t i l  dans l ' é t ude  de l a  matrice de di f fus ion.  Dans c e t t e  sect ion,  nous 

é tabl issons  quelques p ropr ié tés  du semi-groupe. 

Nous rappelons l a  dé f i n i t i on  de { ~ ( t ) }  : 

où P! [P!] e s t  l a  project ion orthogonale de H sur  l e  complément orthogonal 

de D - [Dg . D ' après l e  théorème 1 .1. du chap i t re  II, l e s  opérateurs 

{zP ( t  ) ; t 2 O )  forment un semi-groupe fortement continu d 'opérateurs s u r  l e  

sous-espace 

. e t  annulent l e  sous-espace D: + D P .  - Nous noterons B~ l e  générateur i n f i n i -  

tés imal  de ce semi-groupe. Nous omettrons en général  l ' i n d i c e  p e t  noterons 

G(k) l e  domaine G n { l x )  < k) .  

Le théorème suivant  a pour but  d ' é t a b l i r  l a  p ropr ié té  méromorphique 

de l a  matrice de di f fus ion.  



Théohême 3.1 .- ~ ( 2  ) (k1 - B)-1 e s t  un opérateur compact pour k > O. 

La démonstration de ce théorème e s t  fondée pour l e s  t r o i s  lemmes 

Lemme 3.1 .- L'opérateur M a  l e s  propr ié tés  suivantes : - 
( i l  1 ~ 1  6 2* 

(ii) Pour f a r b i t r a i r e  dans H ,  [ ~ f ]  (x )  = O pour 1x1 > 3p. 

(iii) 

Démonstration : Puisque M e s t  l a  différence de deux opérateurs uni- 

t a i r e s ,  il e s t  c l a i r  que 111 s 2. D'autre p a r t ,  par l e  théorème 1.3.,  nous 

voyons que [u(t)f] (x )  = [u0(t)] ( x )  pour 1x1 > t+ . Ainsi ,  [Mf](x) 

s 'annule pour 1x1 > 3p e t  

Une au t re  application du pr incipe  du théorème de dépendance ( l e  théorème 1.3. ) . G(3P) et montre que Iu(2p)f lE I u o ( 2 ~ ) f I E  G(3p)  sont tous l e s  deux bornés par  

G(5P . I f l E  ; ce qui donne l ' i n é g a l i t é  (3 .1 . ) .  

i m e  3 . 2  .- S i  f  e s t  orthogonale à DP , il en e s t  de même pour - - 
~ ( t ) f  e t  u o ( t ) f  pour t > O.  

~émons t ra t ion  : Le sous-espace D s 'applique su r  lui-même par  u ( - t )  - 



e t  U o ( - t )  s i  t > O e t  par conséquent l e  complément orthogonal de DP - 

s 'applique su r  lui-même par l e s  ad jo in t s  de ces opérateurs ,  nommément ~ ( t )  

e t  U ( t ) .  
O 

Co&oUaihe.- M applique l e  complément orthogonal de DP dans - 

lui-même. 

Démonstration : Dans l e s  représenta t ions  de t r a n s l a t i o n  des espaces 

l i b r e s ,  l e s  sous-espaces DP - e t  Df correspondent respectivement à 

L2(-p , - m ; ~ )  e t  à ~ ~ ( p  , m ; N ) .  Le complément orthogonal de D~ correspond - 
a l o r s  à L2(-p,-;N) e t  une t r an s l a t i on  de 2p applique ceci dans L 2 ( p  ,-;N) ; 

en d 'aut res  termes U (2p)  applique l e  complément orthogonal de DP dans 
O - 

D? e t  par l à  P! u ( t ) p P  - = O.  

Démonstration du théorème 3.1. : Nous savons que pour k > O 

où A e s t  l e  générateur du groupe { ~ ( t  ) 1 .  En plus ,  pa r  l e  lemme 3.2. , 

pPU(t)PP - - = U(t)PP de s o r t e  que pp(k1 - - A)- '  pP = (k1 - A)- '  PP. La combi- - - 
naison de ces déductions avec . l e  co ro l l a i r e  3.2. nous permet d 'ob ten i r  : 



Ensuite, nous nous servons de ce que A(k1 - A)-' est un opérateur borné. Plus 

précisément, 

Définissons 1 'ensemble F comme 

D'après l'inégalité ci-dessus, lAglE d 2 pour tout g dans F. Par suite, 

en appliquant le théorème 1.4.~ nous trouvons que l'ensemble F est précompact 

G( 5P pour la norme de l'énergie local 1 . I E  
Si nous employons maintenant l'inégalité (3.1.), nous voyons que MF 

et par suite P:MF est précompact pour la norme de l'énergie. Puisque par la 

P formule (3.3.), l'ensemble P+MF est l'image de la sphère unité par l'opérateur 

~(2p) x (k1 - B)-', il découle que ~(2p) (kI - B)-' est un opérateur compact. 

C W D  . 



Le théorème ci-dessus donne, avec l e s  co ro l l a i r e s  4.2.  e t  4 . 5 .  du 

second chapi t re ,  l e  c o r o l l a i r e  suivant .  

C a k o ~ e  3 .3 .  - L6 générateur B a un spectre-point pur e t  l a  
n 

résolvante  de B e s t  méromorphe dans l e  p lSm e t  holomorphe sur  l ' axe  ima- 

g ina i re .  

Pour l e s  obstacles  t r è s  étendus, l ' a s s e r t i o n  sur  l a  décroissance de 

l ' énerg ie  du lemme 2.1. ou l a  proposit ion six l a  compacité du théorème 3.1.  

ne sont  pas prouvées. Cependant, s i  on r e s t r e i n t  l a  géométrie de l ' o b j e t  

r é f l é ch i s s an t ,  a lo r s  on peut espérer  en savoir  p lus .  Le premier r é s u l t a t  de ce 

genre a é t é  donné par Morawetz qui montra que pour l e s  obstacles é t o i l é s  e t  

pour l e s  données f à support dans l e  domaine G(k) , on a : 

G(k) const l f l E  
t 

ce r é s u l t a t  combiné avec l e s  propr ié tés  de semi-groupe de { ~ ( t ) )  permettent 

à Lax, Phi l ipps  e t  Morawetz de montrer que l a  décroissance e s t  en f a i t ,  expo- 

n e n t i e l l e .  

Théonéme 3 . 2 . -  S i  l ' ob s t ac l e  e s t  é t o i l é ,  a l o r s  pour tou tes  l e s  données 

- I à support compact dans ~ ( p ) ,  il e x i s t e  des; constantes c e t  a t e l l e s  que 

Démonstration : En appliquant l 'eeitimation de Morawetz (3 .4 . )  pour 

k = 5p, nous voyons que pour T suffisamment grand, 



pour t o u t  g à support dans G(5p). Maintenant, par  l e  lemme 3.1., l a  donnée 

g = Mf a son support dans G(3p) pour t o u t  f dans H ,  par  s u i t e ,  en 

employant (3.1 . ) e t  (3.6. ) , nous obtenons : 

Pour t 3 bp, l e s  lemmes 3.2. e t  3.3. impliquent que : 

e t  combinant (3.7.. ) e t  (3.8. ) , nous avons : 

Par s u i t e ,  pour t > O ,  avec k(~+bp) 6 t 6 (k+l ) (T+bp) , , 
\ ~ 

nous pouvons é c r i r e  : , I 

pour quelques constantes p o s i t i v e s  c e t  a ,  e t  pour t o u t  f dans H. 

Notons que l e s  données dans D: ont l e u r  support en dehors de l a  

boule { 1 x 1 < p 1 .  Par conséquent , l e s  données f à support dans c e t t e  boule 

s a t i s f o n t  pPf = f e t  pour l e s  données g ,  [P:~] (x) = g(x) pour 1x1 < p .  - 

Ains i ,  pour f à support dans l a  boule { 1 x 1 p ,  il découle de (3.9. ) 



comme l ' a f f i rme  l e  théorème 3.2. CWD. 

4. La kdation e m e  Le auni-gkoupe ( ~ ( t )  1 e.t Lecl aoLll/tianb de l ' é q u d o n  d'onde 

Nous avons vu que l e  spect re  du générateur du semi-groupe, B ,  

détermine l e s  pôles de l a  matrice de di f fus ion e t  par s u i t e ,  une ca rac té r i sa t ion  

de ce spect re  e s t  souhaitable.  Le spect re  de B e s t  l 'ensemble des nombres 

complexes pour l e sque l s  il y a  une so lu t ion  p-sortante non t r i v i a l e  de 

l ' équa t ion  d'onde rédu i te  

u  = O su r  aG. 

Théokéme 4.1.- Le générateur B a  p comme valeur propre s i  e t  

seulement s i  l ' équa t ion  

(4.2. ) A f  = pf 

a  une solut ion l oca l e  éventuellement so r tan te  e t  non t r i v i a l e  

( ~ a x  p. 158). 



C o h o U b h e  4.7.- A p a r t  un ensemble d i s c r e t  de valeurs t e l l e s  que 

Re p < O ,  il n ' y  a aucune so lu t ion  v-sortante non t r i v i a l e  de l ' é q u a t i o n  

d'onde r é d u i t e  ( 4 . 1 .  ) s a t i s f a i s a n t  l a  condit ion-l imite.  

. 
ThéohErne 4.2.- S i  1-1 appar t ient  à l 'ensemble résolvant  du généra teur  

B e t  s i  h appar t i en t  à H e t  a un support borné, ( o u  simplement appar t i en t  

KC pour e > p ) ,  a l o r s  il y a une so lu t ion  l o c a l e  unique éventuellement - 

s o r t a n t e  de 

( 4 . 7 . )  r 1 - 1 ~ - A f = h  ; 

c e t t e  so lu t ion ,  f e s t  analyt ique en u au sens f o r t  de l a  norme d 'énergie  
1-1 

l o c a l e .  

Démonstration :  après l e  théorème 4 . 1 . ~  l a  so lu t ion  e s t  unique. 

Nous a l l o n s  ~ r o c é d e r  e n s u i t e  à l a  cons t ruct ion  d'une so lu t ion  de l ' équa t ion  

(4.7.  ) .  Supposons que h appar t i en t  à KC. Notons avant t o u t  que pour t o u t  

a > c ,  

e x i s t e  e t  e s t  analy t ique  en u dans l 'ensemble résolvant  de B& par  l e  - 
théorème 6.3. du chap i t r e  précédent ,  1 'ensemble résolvant  e s t  indépendant de a . 
e t  par  l e  c o r o l l a i r e  3.3. du présent  chap i t r e ,  il e s t  connexe. Maintenant, 

Pa r  conséquent, s i  Re A > O ,  a l o r s  a b  
f; = P+ fA pour a < b e t  puisque pa r  l e  



lemme 3.2. U( t )h  e s t  orthogonal à D:, il s ' en su i t  que f h  e s t  auss i  ortho- 

C gonal à D-. Toutes ces deux propr ié tés  sont conservées par l e  prolongement 

analytique e t  par s u i t e ,  nous pouvons aff i rmer  pour t ou t  u dans l'ensemble 

résolvant  de B que . 

(4 .9 . )  
a b  

f a  = ~ + f  pour a < b 
Fi 

a b 
e t  que fa 2st orthogonal à D:. En p a r t i c u l i e r ,  fF i (x )  = f U ( x )  pour 

Fi 

1x1 < a de s o r t e  que : 

a 
f 5 l i m  f 
Fi a- Fi 

e s t  b ien  déf in ie  e t  appar t ient  Èi H localement. Nous employons l e  lemme ( 4 . 1 . )  

e t  en déduisons que f appar t ient  à D ( A )  localement e t  que pour 1x1 < a 
U 

( a  > C )  

découle (4.7. ) . 
C 

Pdsque  f a  e s t  orthogonal à D-, nous savons que [U ( t ) f ? ( x )  
Fi O 

s 'annule pour 1x1 < t - c. Le domaine de dé f i n i t i on  de l'argument montre 

[U O ( t ) f ] ( x )  = [U ( t ) f a ] ( x )  pour 1x1 < a -  t ,  
Fi O Fi 

e t  a a r b i t r a i r e ,  nous pouvons conclure que [U ( t ) f  ] ( x )  = O pour lx 1 < t - c 
0 U 

e t  par  s u i t e  que fU e s t  éventuellement so r tan te .  Pour f i n i r ,  1 ' a n a l y t i c i t é  

de f a  pour t o u t  a prouve que f e s t  analytique pour l a  norme de l ' éne rg i e  

l oca l e .  Ce qui achève l a  démonstration du théorème 4.2. ' / . 



Pour obteni r  une so l tu ion  p-sortante pour l ' équa t ion  d'onde rédu i t e  non homogène, 

( 4 . 1 1 . )  
2 

A u - p u = h , u = O  sur a G  

. 
où h e s t  à support compact, nous prenons l a  so lu t ion  éventuellement s o r t a n t e  

de 

fournie par l e  théorème 4.2. e t  posons u = f l .  Ce q u i ,  combiné avec l e s  corol- 

l a i r e s  4 .1 .  e t  3.3., donnent : 

CohoaRaihe 4.2.- Hormis un ensemble d i s c r e t  de p t e l l e s  que Re LI < 0 ,  

pour l e s q u e l l e s  (4.1.) a  une so lu t ion  p-sortante non t r i v i a l e ,  il e x i s t e  

tou jours  une s o l u t i o n  unique p-sortante de l ' équa t ion  d'onde r é d u i t e  non homo- 

gène (4.11.) s a t i s f a i s a n t  l a  condition l i m i t e .  Cette so lu t ion  dépend ana ly t i -  

quement de p dans l a  norme l o c a l e  H~ ' 

Remahque : Tous ces r é s u l t a t s  r e s t e n t  va lables  s i  l ' o n  remplace s o r t a n t  

par  en t ran t .  

Pour Re A > 0 ,  1 'opérateur ( 1  - A e s t  un opérateur i n t é g r a l  
f 

dont l e  noyau e s t  la  fonction de Green ~ ( A ; x , y ) .  Les p ropr ié tés  analyt iques  

. de 1 - ~ f ,  pour f  e t  g à support compact montre que : 

r Théokème 4.3. - Pour x f y ,  G ( A ; x , ~ )  a un prolongemept méromorphe 

l dans l e  A-demi-plan gauche e t  a  s e s  pôles sur l e  spec t re  de B. 



S o i t  p un nombre complexe n 'appartenant  pas au spec t re  de B e t  

s o i t  g une fonction de L ~ ( G )  à support borné. S o i t  u une solut ion dans 

G de l ' équa t ion  d'onde non homogène 

qui  s 'annule su r  a G  e t  dont l e s  valeurs i n i t i a l e s  ont  une énergie f i n i e .  Le 

r é s u l t a t  su ivan t ,  connu sous l e  nom du pr incipe  de l ' ampl i tude  l imi tan te ,  d é c r i t  

l e  comportement asymptotique de u ( x , t )  pour t grand : 

Théakème 4.4.- Quand t tend vers l ' i n f i n i ,  u ( x , t )  converge pour l a  

norme de l l é n e r g i e  l o c a l e  vers une solut ion d ' équ i l ib re  e"v où v e s t  l a  

so lu t ion  p-sortante de l ' équa t ion  d'onde rédu i t e  non homogène 

(4.13.)  L A v - 1 . i  2 v = -  Q *  

Démonstration : Comme nous l ' avons  remarqué dans l e  c o r o l l a i r e  4 . 2 . ,  

l a  so lu t ion  p-sortante v de (4.13.)  e s t  l a  première composante de f ,  

l a  so lu t ion  éventuellement s o r t a n t e  de l ' équat ion 

une t e l l e  so l tu ion  l o c a l e  f e x i s t e  d 'après 4.2. La d i f férence  u - ept v 
I 

s a t i s f a i t  l ' équa t ion  d'onde homogène t a n d i s  que l a  d i f fé rence  de l e u r s  données 

de Cauchy, nommément 



. 
Notre but e s t  de montrer que d ( t  ) tend vers O dans l a  norme loca le .  

Maintenant, l a  donnée i n i t i a l e  u de u ( t )  e s t  supposée appar teni r  à H e t  
O 

par s u i t e ,  par  l e  lemme de l a  décroissance de l ' énerg ie  (lemme 2.1 . ) ,  il découle 

que u ( t ) u o  décroî t  localement. I l  s u f f i t  a l o r s  de prouver que U ( t ) f  auss i  

décro î t  localement. Par construction,  f  e s t  éventuellement so r tan te  ; p a r  

conséquent f  a un représentant  dans l ' espace  l i b r e  e t  s e  décompose en deux 

fonctions f l  e t  f 2  ( f  = f + f ) où u ( t ) f l  = u o ( t ) f l  s 'annule pour 
1 2 

1 1x1 < t + p  e t  f 2  a  une énergie f i n i e .  Puisque f 2  = f-f , nous voyons que 

1 f 2  auss i  appar t ient  à H. Ains i ,  

comme ci-dessus, u ( t ) f l  s 'annule pour 1x1 < t+p e t  puisque f2 e s t  d 'énergie 

f i n i e ,  l e  lemme 2.1. implique que u ( t ) f 2  tend vers O pour l a  norme l oca l e .  

Ce qui  complète l a  démonstration du théorème 4.4. 

Dans c e t t e  s ec t i on ,  nous obtenons des renseignements su r  l a  matrice 

de d i f fus ion  au moyen de l a  théor ie  développée dans l e s  précédents chapi t res  

r e l i é e  aux propr ié tés  é t a b l i e s  de l ' équa t ion  d'onde. 

Comme nous l ' avons  noté précédemment au  premier chap i t re ,  l a  t héo r i e  

de l a  représenta t ion s ' applique puisque l a  so lu t ion  du problème ex té r ieur  

engendre un groupe d@opérateurs  un i t a i r e s  {U( t )}  pour lequel  D~ e t  D: - 



jouent l e  r ô l e  de sous-espaces e n t r a n t  e t  s o r t a n t .  L'espace a u x i l i a i r e  N qui  

l appara î t  dans c e t t e  t h é o r i e  e s t  i d e n t i f i é  dans l a  s e c t i o n  2  à L2(S,-, . Cet 

i espace e s t  séparable e t  p a r  s u i t e ,  d 'après l e  théorème 4 . 1 .  du premier chapi tze  

l ' opé ra teur  de d i f fus ion  S  s u r  L (-=,=;N) peut s e  cons t ru i re  comme fonct ion  
2 

m u l t i p l i c a t i v e  à valeur opéra t r i ce  S ( a )  de N dans N ,  ayant l e s  p r o p r i é t é s  

suivantes : 

( a )  S ( a )  e s t  l a  valeur l i m i t e  d'une fonction S ( z )  à valeur  o p é r a t r i c e ,  

l analyt ique pour I m  z < 0 ,  qui converge fortement l e  long des l ignes  Re z  = a  

I vers  S ( o )  pour presque t o u t  a ,  

( b )  I ~ ( z ) l  6 1 pour t o u t  z  avec I m  z 6 1 .  

( c )  S ( o )  e s t  u n i t a i r e  pour presque t o u t  a .  

En p l u s ,  l ' o p é r a t e u r  z ( ~ ~ ) ( A I  - B ~ ) - '  e s t  compact par  l e  théorème 

3.1. 

l Par conséquent, nous pouvons invoquer l e  théorème 5.1. du second 

chap i t r e  e t  en l e  combinant avec l e s  théorèmes 3.1. e t  4 . 1 . ~  nous obtenons : 

Théa/rème 5.7.- La matrice de d i f fus ion  S ( z )  e s t  holomorphe s u r  l ' a x e  

I r é e l  e t  méromorphe dans t o u t  l e  p l a n ,  avec un pôle  exactement aux points  z  

I pour l e sque l s  il y a  une so lu t ion  l o c a l e  éventuellement s o r t a n t e  non t r i v i a l e  

De même, l e  théorème 5.2. du second chap i t r e  e t  l ' express ion  (3 .9 . )  

donnent : 



l I Théakème 5.2.- S i  l ' ob s t ac l e  e s t  é t o i l é ,  a l o r s  paur une constante a 

pos i t i ve ,  l a  matrice de di f fus ion S ( z )  e s t  holomorphe e t  borné dans l a  bande 

I m  z < a .  ' / .  

On démontre que l a  matri'ce de d i f fus ion  seule permet de déterminer 

! - l ' o b s t a c l e .  

l r 7héakème.- La matrice de di f fus ion seule  permet de déterminer l ' obs -  

t a c l e  (ou l e  d i f fuseur ) .  L 
- 1 Démonstration : Supposons S = S ' .  Alors W+ W - = w:-' W i  - e t  

nous pouvons poser 

1 O r  nous savons que W e s t  un opérateur un i t a i r e  de H dans H '  e t  s a t i s f a i t  

l e s  p ropr ié tés  suivantes : 

i) W r e s t r e i n t  à D~ + D+ e s t  l ' i d e n t i t é  - 

ii) W ~ ( t )  = u ' ( ~ ) w .  

Nous a l lons  d'abord montrer que pour t o u t  f dans H ,  I w ~  1 ( x )  = f ( x )  
T 

pour [x] > p .  Soi t  g dans D ~ ,  - a lo r s  par ( i )  Wg = g e t  a i n s i  par ( i i)  

Ensui te ,  nous décomposons ~ ( t  )g  = f l  + f2  e t  u V ( t )  = f i  + f '  ensomme 
2 

orthogonale f ,  e t  f i  dans D - P + D + ,  P 
f 2  

e t  f; dans l e  complémentaire 

orthogonal K~ de ce sous-espace . Alors par ( i )  , Wf, = f ,  e t  puisque W 



e s t  u n i t a i r e ,  
Wf2 

appar t i en t  & K ; par  s u i t e ,  par  ( 5 . l k . ) ,  nous voyons que 

f ,  = Wfl = f i  e t  - Wf2 = f;. D ' a u t r e  p a r t ,  pa r  l e  domaine de dépendance de 

l 'argument,  [ ~ ( t ) ~ J ( x )  = [u1(t)g] ( x )  pour 1x1 > It l + p ,  e t  puisque f, = f+ 

nous concluons que f 2 ( x )  = f '  ( x )  pour 1x1 > 1 t I+P.  
2 

L 

D'après l e  théorème 2. l . ,  l ' un ion  des ~ ( t )  images de e s t  dense - 
. dans H e t  p a r  conséquent, il s ' ensu i t  que [wf] ( x )  = f ( x )  pour t o u t  1 x 1 > p 

e t  pour t o u t  f dans H. 

So i t  T l ' o p é r a t e u r  d ' invers ion  du temps : 

* 
On v é r i f i e  que T = T  e t  que T~ = 1 ; en p lus  

il découle de c e l a  que : 

Par conséquent, l e s  opéra teurs  d'ondes W+ sont  transformés en Wi T = T W? e t  - 
- 1 puisque S = W+ W- , nous voyons que 

Comme + T = T  W e t  que W: T = T W ' ,  il s ' e n s u i t  que W T = T W. En - - 
p a r t i c u l i e r ,  a l o r s ,  



Ainsi ,  s i  f a s a  seconde composante n u l l e ,  il en e s t  de même pour Wf. 

Maintenant, prenons f = {f ,O} dans H de s o r t e  que 
1 f l  e s t  harmonique 

pour 1 x 1 < 2p, e t  égale  identiquement à un pour 1 x [  = 2p ; d'après l e  

pr inc ipe  de D i r i c h l e t ,  f e s t  d '  énergie minimum quand on compare f à . 
t o u t  g de H égale  à f pour 1x1 > 2p. Puisque W e s t  u n i t a i r e  e t  

que [ ~ f ] ( x )  = f ( x )  pour 1x1 > 2p il v ien t  que W f  e s t  d 'énergie  minimum, 

comparée à t o u t  de H f  égale  à f ( x )  pour 1 xl 2p. Par  conséquent, 

il découle du p r inc ipe  de D i r i c h l e t  que { f i  ,O} = Wf e s t  auss i  harmonique 

pour 1 x 1 < 2p. Mais nous avcns montré que f ,  ( x )  = f 1  ( x )  pour 1 x 1 . p 
1 

de s o r t e  que p a r  l l a n a l y t i c i t é ,  nous pouvons conclure que f l  ( x )  = f ; ( x )  

sur G n G f  . Puisque s o i t  f , ,  s o i t  f i  s ' annule  en t o u t  po in t  de 

a (G n G '  ) , nous voyons que l e s  deux fonctions s 'mnulen t  en t o u t  point  de 

a ( G  n G ' ) ., D'aut re  a f, kt f ;] e s t  supérieure à zéro s u r  

G r) { 1 x 1 < 2p1 [respectivement G '  1 lx 1 < Zpfl  e t  p a r  s u i t e ,  nous pouvons 

conclure que a G  = a G 1 .  ' / .  



DECROISSANCE DE LA SOLUTION DE L'EQUATION DES ONDES 

DANS LES DOMAINES NON BORNES : 

. 
Dans ce de rn i e r  c h a p i t r e ,  nous a l l o n s  r a p p e l e r  l a  démonstration de 

Morawetz e t  p a r l e r  des hypothèse de Zachmanoglou lo r squ 'on  cons idère  l a  s o l u t i o n  

de 1 'équat ion  d '  ondes, avec des données i n i t i a l e s  à support  compact ou non, 

dans des domaines non bornés.  

Pour commencer, nous montrerons que s i  f = {f, , f2}  e s t  à suppor t  

non compact mais que aG e s t  borné ,  a l o r s  dans t o u t  sous-domaine G '  borné 

de G ,  l a  décroissance de l a  s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  d'onde e s t  encore expo- 

n e n t i e l l e .  

Nous considérerons e n s u i t e  l e  cas des o b s t a c l e s  é t o i l é s  non bornés ,  

c ' es t -à -d i re  des corps é t o i l é s  dont l a  s u r f a c e  t e n d  ve r s  l ' i n f i n i  e t  montrerons 

que sous c e r t a i n e s  cond i t i ons ,  l ' i n é g a l i t é  qu i  exprime l a  décro issance  expo- 

n e n t i e l l e  r e s t e  va lab le .  

Pour f i n i r ,  nous supposerons f à suppor t  quelconque mais d ' é n e r g i e  

f i n i e  e t  nous montrerons que l ' o n  peut  s e  ramener à l ' u n  des cas  é tud ié s  c i -  

dessus .  

7 .  Péchoibbance  d e  L1&ne/rqie  pawL L ~ A  aba&der ,  E.toi.t&b. ( c .S .  MORAWETZ). 

La l o i  généra le  de conserva t ion  de l ' é n e r g i e  pour U s e  démontre 

en m u l t i p l i a n t  1 'équat ion  d'onde p a r  UT e t  en no tan t  que 1 forme quadra t ique  

q u i  en r é s u l t e  e s t  une divergence : 



P = -us vu, 1 2  
Q = - (UT + I V U / ~ ) .  

2 

I n t é g r é e  s u r  un domaine D, c e t t e  express ion  donne une i n t é g r a l e  

de su r f ace  dans l ' e s p a c e  ( x , T ) ,  i n t é g r a l e  qu i  s  'annule quand U e s t  une 

s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  d'onde ; on l ' a p p e l l e  i d e n t i t é  généra le  d ' éne rg i e .  

E l l e  a en p l u s  c e t t e  p r o p r i é t é  que l e  f a c t e u r  sous l e  s igne  somme e s t  une 

forme d é f i n i e  p o s i t i v e  s u r  l e s  su r f aces .  

L a  t ransformat ion  de Kelvin 

p ré se rve  l ' o p é r a t e u r  d'onde dans ce sens  que 

3 3, 
R (uTT - A ~ U )  = r L U  - Ax u ) .  t t  

D ' a u t r e  p a r t ,  



La combinaison de ( h ) ,  ( 5 )  e t  ( 6 )  donne : 

avec 

- 
En employant ( l ) ,  l e  membre gauche peut  s ' é c r i r e  comme une i n t é g r a l e  

de s u r f a c  e t  p a r  s u i t e ,  il en  e s t  de même du second membre. A i n s i ,  nous 

obtenons : 

I Théo&ème 7 .- S o i t  u ( x , t )  une s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  d'onde q u i  a 

I des dé r ivées  de c a r r é  i n t é g r a b l e s .  Alors ,  s u r  t o u t e  s u r f a c e  a de dimension 

I t r o i s ,  avec comme élément de sur face  dS, nous avons : 

Ja(Fn+qnt)" = 0 

(n ' n t )  son t  l e s  composantes de l a  normale e x t é r i e u r e .  

Le c a l c u l  montre que : 

2 2 1 - 2  2 2 2  
- ( r  +t ) U  V U  - 2tuVu - - r ( ( r  +t ) U  )t x t 2 

2 2 
+ (r- t )  - ( r u ) t )  1 = @ ( r , t , u , u t , v u ) .  

q e s t  une forme d é f i n i e  p o s i t i v e .  



l S o i t  u -  une s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  d'onde à l ' e x t é r i e u r  d'un corps 

é t o i l é  de bord B e t  s o i t  u  = O s u r  B.  Supposons en p l u s  que l e s  donnée; 

i n i t i a l e s  f  de u  s 'annulent  pour 1 xl > k. Alors  : 

2 
pour r i 2h. I c i  l u ( r )  l h  e s t  l ' é n e r g i e  

2  
I ( / V U l 2  + ut )dx  à l ' i n t é r i e u r  

de l a  sphère de rayon h au  temps r e t  1 f  1 e s t  l ' é n e r g i e  t o t a l e  des 

données i n i t i a l e s .  

Conformément aux n o t a t i o n s  précédentes ,  

I f / E  = I f / ,  / ~ ( r ) f l i ( ~ )  = l u ( r ) l h ,  de l à ,  l ' i n é g a l i t é  ( 3 . 4 . )  du c h a p i t r e  

précédent .  

Démonstration : Chois i ssons  l ' o r i g i n e  de t e l l e  s o r t e  que B s o i t  

é t o i l é  pa r  r appor t  à l ' o r i g i n e ,  i . e .  xn 5 O. Nous appliquons l e  théorème 1 

à un domaine borné p a r  l e s  p l a n s  t = T, t = O e t  l e  corps c y l i n d r e  x E B, 

O d t d r .  Alors ,  puisque l a  s o l u t i o n  s ' annu le  pour r as sez  grand ,  

Puisque u  s ' annu le  sur B ,  Vu = ( au / an )n  e t  u = O ; a i n s i ,  de ( 9 )  
t 

au 2 il découle que pn = -t(-) xn. Puisque B e s t  é t o i l é  p a r  r appor t  à 
an 

l ' o r i g i n e ,  

xn 6 O ,  d 'où pn a O .  Par  s u i t e ,  de ( 1 2 ) ~  



De l'expression (10) de q, nous voyons que pour t = 0, 

2 2 2 
q 6 ' r ( I V U I  + ut). Par suite, puisque f a son support dans la boule 

2 

1 x 1 6 k, nous trouvons que : 
0 

Puisque q est positif, nous obtenons de (13) et ( 1 4 )  pour tout h ,  

L'emploi de l'expression (10) nous permet de minorer q pour r 6 t/2 : 

I L'introduction de (17) dans (15), pour T 2 2h, donne 

puisque u = O sur B, l'intégration de la divergence donne : 



où dS e s t  l ' é l émen t  de s u r f a c e  s u r  l a  sphère r = h.  

Par  s u i t e ,  

s o i t  

Remahque.- Signalons que Zachmanoglou a  pu g é n é r a l i s e r  l e  r é s u l t a t  

de Morawetz en cons idérant  des  espaces de dimension n 2 3 e t  en prenant  

2 
Il a montré que l a  décro issance  de l ' é n e r g i e  e s t  encore en l / t  , . 

quand b i e n  même l e  bord de l ' o b s t a c l e  a  une s u r f a c e  qui  t e n d  ve r s  l ' i n f i n i ,  

p pourvu que c e t  o b s t a c l e  r e s t e  é t o i l é .  

2 .  C a  d e  donnéu i W d u  à suppotr/t non compac;t. 

Considérons l ' é q u a t i o n  d'onde dans l a  rég ion  G : 



( 1 )  
2  

v u - u  = O  tt 

1 ' ( 3 )  u ( x , t )  = O pour x E B ,  t 5 0, 

- 
où f l  e t  f 2  sont  des fonc t ions  r é g u l i è r e s .  

Zachmanoglou a  montré,  p a r  une méthode semblable à c e l l e  de Morawetz, 

e t  p a r  des c a l c u l s  beaucoup p l u s  longs  encore,  ( v o i r  Zachmanoglou, [l] , 

p. 316-322), que : 

I 

Théoir2me.- S i  f l  e t  f  s a t i s f o n t  l a  cond i t i on  

(4) 2 jG r2[10fl + ( n - ( f l  

a l o r s  pour t > Ro 

( 5 )  
2 1 ( lvn12 + ut )dv  < 

1 

Bo ( 1  - R /t)2t2 
O 

où B = G n B(o,R ) de dV e s t  l ' é l é m e n t  de volume de an. 
O O 

Le r é s u l t a t  ( 5 )  r e s t e  v a l a b l e  que f  = { f ,  , f2}  s o i t  à support  

compact ou non e t  quand l a  s u r f a c e  de l ' o b s t a c l e  t end  vers  l ' i n f i n i .  

( 5 )  montre que l ' é n e r g i e  dans t o u t e  sphère f i n i e  d é c r o î t  en l / t  2  

e t  que s i  f  e s t  à support  non compact mais s a t i s f a i t  l a  cond i t i on  ( 4 ) ,  



l ' é n e r g i e  r e s t e  localement f i n i e  dans lRn. 

1 3 .  La d é a o h ~ a n c e  exponen&i&e. 

a )  Cas de f = { f ,  ,f2} à support  non compact. 

P 
Supposons f à support  non compact e t  a G  borné. S o i t  G'  un sous-domaine 

borné de G. 

R" é t a n t  paracompact, pour t o u t  recouvrement ouvert  r e l a t i vemen t  

compact ( u ~ ) ~ ~ ~  de Eln, il e x i s t e  un recouvrement localement f i n i  e t  p l u s  

f i n  ( V i l i c J  (donc q u i  e s t  a u s s i  re la t ivement  compact). 

A ( v ~ ) ~ ~ ~ >  on f a i t  correspondre une p a r t i t i o n  de l ' u n i t é  ( a i ( x )  )ioJ,  

chaque a .  ayant son support  dans V . .  
1 1 

f =  a i ( x )  f =  1 f j  avec f = O  pour 1x1 < j .  
~ E J  i e J  j 

Comme d ' ap rè s  ( 5 ) ,  l ' é n e r g i e  contenue dans t o u t e  sphère  f i n i e  e s t  

f i n i e ,  f  e s t  d ' éne rg i e  localement  f i n i e .  G '  borné e s t  contenu dans l a  

réunion d'un nombre f i n i  de 
Vi : 

G 1  c u V .  
1 

isJ f i n i  
O 

e e t  d ' a p r è s  l e  théorème 3.2. du c h a p i t r e  précédent ,  s i  nous prenons p t e l  que 

G ' C  G ( P ) ,  a l o r s  il e x i s t e  c e t  a p o s i t i f s  t e l s  que . 

Donc s i  f  e s t  à suppor t  non compact mais t e l l e  que localement l ' é n e r g i e  contenue 



2 
dans t o u t e  sphère f i n i e  s o i t  majorée p a r  K / t  ( K  c o n s t a n t e ) ,  a l o r s  l a  

décro issance  de l f é n e r g i e  e s t  exponen t i e l l e .  

b )  Cas des corps é t o i l é s  dont l a  su r f ace  s ' é t e n d  indéfiniment  : 

a )  f  à suppor t  compact : 
'VL'L%%'VL'VL%'L?nn,WW 

Nous pouvons cons idé re r  l e  bord aG comme borné e t  e n s u i t e  f a i r e  

t e n d r e  P ve r s  l ' i n f i n i .  La donnée i n i t i a l e  f  é t a n t  à support compact, 

il e x i s t e  p  t e l  que supp f C ~ ( p )  ; nous avons a l o r s ,  pour t 2 4p, 

formule v a l a b l e  quand l a  s u r f a c e  de l ' o b s t a c l e  e t  p a r  s u i t e  p t e n d  ve r s  

1 ' i n f i n i .  

B )  f  à suppor t  quelconque : 
' - V - L l m ' L m -  

S i  f e s t  à support  quelconque, nous savons que f  e s t  localement  

d ' éne rg i e  f i n i e  s i  f s a t i s f a i t  l a  condi t ion  de Zachmanoglou ( 4 ) .  

Toutefo is  s i  f  e s t  d ' é n e r g i e  t o t a l e  f i n i e ,  il e x i s t e  g E C: 

t e l l e  que 

puisque cm e s t  dense dans H.  On s e  ramène a l o r s  au  c a s  de l a  fonc t ion  à 
O 

support  compact e t  1' i n é g a l i t é  

r e s t e  v a l a b l e .  



CONCLUSION 

Le problème mixte pour l ' é q u a t i o n  des ondes e s t  actuellement 1' o b j e t  

de nombreuses recherches. La t h é o r i e  du s c a t t e r i n g ,  qui é tud ie  l e  comportement 

asymptotique des so lu t ions ,  v o i t  son e s s o r  avec l ' a p p l i c a t i o n  à l a  physique 

(mécanique quantique, t é l é d é t e c t i o n ,  optique géométrique, acoust ique,  e t c .  . . ) . 
Signalons pour l ' a v e n i r ,  l e s  t ravaux récen t s  de W i l l i a m  Goodhue pour l e s  systèmes 

hyperboliques à c o e f f i c i e n t s  du type de Gevrey e t  l e s  a r t i c l e s  de Lax e t  Ph i l ipps  

sur l a  t h é o r i e  du s c a t t e r i n g  pour l e s  systèmes hyperbolique? dispersif 's.  
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