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INTRODUCTTION

Les cristaux plastiques sont des cristaux moléculaires dans lesquels
les molécules effectuent d'importants mouvements de réorientation entre
différentes positions d'équilibre. I1 en résulte un certain nombre de pro-

priétés physiques remarquables :

- une faible entropie de fusion (ASf < 5 cal. deg_] mole“]).

- un point de fusion &levé par rapport aux corps homologues non

plastiques.

- une valeur &levée de l'entropie de transition entre les phases
g o .
solide et plastique.

- une tension de vapeur importante ; ces cristaux se subliment

facilement.

- une faible résistance 3 la déformation.

Les molécules sont le plus souvent de forme globulaire. Dans certains
cas, elles engendrent une sphére soit par rotation autour d'un axe, soit

encore par la rotation de certains de leurs radicaux. Le.systéme cristallin

est en général cubique.

Parmi ces cristaux, le succinonitrile, N = C - CH2 - CH2 - C 2N,

constitue depuis plusieurs années 1'un des sujets d'dtude du laboratoire |1—6{.
Sa phase plastique s'étend sur un large domaine de température (233 °K - 331 °K),

de part et d'autre de la température ambiante, ce qui simplifie la préparation

et la conservation des monocristaux, ainsi que leur &tude en fonction de 1la

température.
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La phase plastique cristallise dans le systéme cubique centré
(classe m3m). La molécule présente deux configurations gauches et une confi-

guration trans (figure 1) qui se déduisent les unes des autres par rotation

i

de 120° d'un groupement C - C = N autour de 1'axe C - C central |7|. La molé-
cule s'oriente de fagon que cet axe C - C soit dirigé selon un des axes
d'ordre trois de la maille cubique centrée, chaque atome d'azote étant situé
sur un axe d'ordre quatre. On a deux types possibles de mouvement. Le premier
correspond & la réaction d'isomérisation gauche 5 trans. Il est produit

par la rotation d'un des groupements — C - C = N autour de la liaison
centrale C - C. Le second est une rotation d'ensemble de 1a molécule sous sa
forme trans autour de 1'axe quaternaire. Les taux d'isomdres sont de 1'ordre

de 20 7 pour la configuration trans et de 40 7 pour chacune des configurations

gauches. & la température ambiante.
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I - RESULTATS PRECEDEMMENT ACQUIS SUR LE SUCCINONITRILE

Nous exposerons dans ce chapitre les résultats des &tudes
expérimentales effectuées sur le succinonitrile, dans les domaines de la
relaxation diélectrique, de la diffusion Rayleigh, de la propagation des
ondes acoustiques et de la diffusion Brillouin. Nous rappellerons 1l'inter-

prétation phénoménologique qui en a &té donnée.

~ RELAXATION DIELECTRIQUE :

Les molécules gauches possédent un moment dipolaire permanent,
perpendiculaire & la liaison centrale C - C, coincidant avec 1'axe d'ordre
deux de la molécule. La molécule trans n'a pas de moment dipolaire. Aussi,

en phase plastique, le succinonitrile peut &tre considéré comme un diélec-

trique constitué de dipGles permanents orientables.

T (°R) = fC (GHz) : 1) (10_]2 s) T (]O-‘12 s)
- 235,5 0,32 497,3 : 346,3

253 : 0, 64 : 248,7 : 173,7

273 : 1,29 : 123,4 : 86,5

TABLEAU I

Une &tude de la relaxation diélectrique a &té effectuée [8],]2],
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sur des &chantillons monocristallins, dans la gamme de fréquenée de O 3 36 GHz.
Elle met en &vidence un important domaine de relaxation diélectrique non
distribué. Les résul;ats expérimentaux obtenus dans le domaine de température
235,5 °K ~ 273 °K (fréquences critiques; temps de relaxation de Debye, temps

de relaxation moléculaire de Cole) sont rassemblés dans le tableau I.

II -~ DIPFUSION RAYLEIGH :

Des échantillons monocristallins fabriqués au laboratoire ont
€té &tudids au service de physique du solide et ré&somance magnétique du
C. E. N. Saclay et au laboratoire de physique de 1'@tat cristallin de
Montpellier IQ]. Les résultats expérimentaux sont en parfait accord avec
ceux obtenus ea relaxation diélectrique. En particulier les temps de rela-
xation 1 =

—l—-déduits de la demi-largeur & mi-hauteur de la raie Rayleigh
217

sont &gaux aux temps de relaxation de Debye. Ces résultats sont comparés

sur la figure 2.

III - CONSTANTES ELASTIQUES ET VITESSES DE PROPAGATION

DES ONDES ACOUSTIQUES ULTRASONORES :

Les vitesses de propagation des ondes ultrasonores longitudinales

et transversales dans des &chantillons monocristallins de succinonitrile

ont &té mesurées en 1967 }Sj pour tout le domaine de température de la phase

plastique.

Quatre échantillons ont &té utilisés, découpés dans deux mono-
cristaux différents. Issus du méme cristal, les &chantillons A et B ont leurs
faces terminales paralldles respectivement aux plans (100) et (110), tandis
que celles de C et D (tous deux taill@s dans un autre cristal) sont paralléles

respectivement aux plans (100) et (111). Il a ainsi &té possible de mesurer,
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a4 partir de A et C les vitesses de propagation des ondes ultrasonores longi-
tudinales VL [IOOH et transversales VT [100] suilvant la direction de propa-
gation [100]. L'échantillon B a permis d'obtenir v [110] et D a conduit &

la détermination de VT [lll]'

Les résultats expérimentaux sont rassemblés dans le tableau II

et les figures 3, 4.

Température.(°c)b M [1ooﬂ (m/s) v []lpq (m/s) Vo [looq(m/s) | Vo [lll] (m/s)
-4 2 406 2 350 784 ; 893
- 30 2 380 2 324 786 887
- 20 2 351 2 298 788 880
- 10 | 2 320 2 272 790 873

o 2 -287 | 2 246 792 865

10 2 253 2 220 795 856

20 | 2 218 2 194 797 846

30 2 190 ' 2 168 800 835

1 2 148 2 140 799 824

so 2 107 2 108 798 811
TABLEAU II

Les trois constantes €lastiques indépendantes Ciys €440 g2
s'expriment 3 partir des vitesses de propagation des ondes ultrasonores et
de la masse volumique du succinonitrile. La constante ¢,, peut étre déter-

minée de deux manidres différentes :
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11 = * Vi [100] 1-1
_ 2
S = 0 Vg [100] (I -2)
—— 2 - -— —
©12 722 Y, [100]” S T 2 4 (I-3)
= -3, v (I - 4)
€127 C1r T G T 2 P Y )

Les valeurs des constantes élastiques sont reportées dans le
tableau III. On s'apergoit qu'elles sont nettement plus faibles que celles
des solides usuels, cette propriété &tant caractéristique de la phase plas-

tique. Les figures 5, 6 et 7 montrent que si ¢y et ¢y varient fortement

avec la température, par contre les variations de ¢ sont nettement plus
‘ p 44 o

faibles.

v -

'VITESSES DE PROPAGATION ET ATTENUATION DES ONDES

ACOUSTIQUES HYPERSONORES

Température (°C) - 40 - 30 - 20 0 20 40 50

e;, (10'%ynes/cm2) | 5,97 5,84 5,69 5,38 5,07 4,75 4,58

cyy (10'%ynes/em2) | 0,63(1) | 0,63(7) | 0,63(8) | 0,64(6) | 0,65(6) | 0,66(0) | 0,65(7)

¢,, (10'%ynes/cm2) | 4,14 4,03 3,94 | 3,72 3,54 3,34 3,264
TABLEAU 1III

L'étude de la diffusion Brillouin sur un cristal de succinonitrile

dans sa.phase plastique a été réalisée au laboratoire de Physique de 1'état
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cristallin de Montpellier ]10], pour des écarts en fréquence allant de 1 i
14 GHz. Les composantes de Brillouin transversales, d'intensité trés faible

dans la plupart des cristaux du systéme cubique, n'ont pas pu @tre observées.

On a reporté sur la figure 8 les valeurs des vitesses de propa-
gation issues d'une premiére étude 3 la fréquence fixe de 10 GHz, en fonction

de la température. La direction de propagation est fixe mais quelconque.

On constate que ces valeurs ne sont pas comprises entre les valeurs extremales

des vitesses des ondes ultrasoniques (6 MHz) obtenues pour les directions
[100] et [ll}]. Si 3 20 °C la différence est encore négligeable, par contre,

a la température de transition de - 40 °C, 1'écart relatif atteint 10 7 soit

environ trois fois plus que la dispersion des vitesses extrémales & 6 MHz.

L'étude des largeurs des raies Brillouin a permis de mesurer
l'afgénuation des ondes hypersoniques en fonction de la teméérature
(figure 9). Les valeurs expérimentales de 1'atténuation sont environ vingt
fois plus grandes que les valeurs calculées 3 partir de la relation de
Bommel et Dransfeld ]1]I qui suppose que 1'atténuation est liée par un pro-

cessus d'Akhieser 3 la relaxation entre deux types de phonons.

L'évolution du temps de relaxation avec la température est
déduite de.l'analySe des courbes de dispersion en fonction de la fréquence.
Les valeurs de T obtenues sont comparées (figure 10) aux valeurs du temps
de relaxation de Debye ) issues des études de diffusion Rayleigh et de
relaxation diélectrique. Le rapport éL- est de l'ordre’de 6 3 la tempé~

D
rature ordinaire. Cette valeur ne dolt pas nous surprendre pour un
cfistal plastique puisque Montrose et Litowitz 112] ont montré que le

rapport de ces temps de relaxation, pour un méme mouvement de réorien-

tation pouvait &@tre de cet ordre de grandeur dans les liquides.

L'étude de la diffusion inélastique des neutrons par le
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succinonitrile réalisée récemment par Leadbetter [13| fournit un temps de
relaxation qui concorde avec celui déduit de la dispersion des eondes

acoustiques.

Dans les liquides, la dispersion et 1'absorption des ondes
acoustiques proviennent du transfert d'une partie de 1'énergie de trans-
laﬁion des molécules aux autres degrés de liberté (rotation ou dégrés de
liberté internmes). Les cristaux plastiques &tant caractérisés par des
mouvements de réorientation moléculaire d'amplitude importan:e, on peut
chercher une interprétatiqn analogue de léur comportement en présence
d'une onde acoustique. FONTAINE H, FOURET R, BOYER L et VACHER R )}4],
en admettant l'existence d'un mécanisme de réaction d'isomérisation,'oﬁt
pu, 3 1'aid? des &quations de la thermodynamique des phénoﬁénes irréver-

T S . -

sibles, définir les constantes &lastiques du cristal en fonction de 1la

fréquence. Nous rappellerons ici succintement les points principaux de

leur étude.

V - INTERPRETATION PHENOMENOLOGIQUE DE LA DISPERSION DES

ONDES ACOUSTIQUES DANS LE SUCCINONITRILE :

11 a 8té montré I?];que 1'on pouvait supposer que, si
Gl’ GZ’ T désignent respectivement les 2 isoméres gauches et 1'isomére
trans du succimonitrile, la réaction d'isomérisation
RS >
6 « T <« 6
joue le rdle essentiel parmi les mouvements de r@orientation qui se

produisent. Cette réaction est composée de 2 réactions &lémentaires :

G, 2T (1 -5)

G2 z T (I - 6)




que 1l'on peut ¥8unir en une &quation globale entre les deux formes gauches

et la forme trans :

G I T (r-7

On peut caractériser cette réaction par un paramétre d'avan-

cement § défini ainsi : si v désigne la vitesse de la réaction G - T et

. . .  een P s d
v' celle de la réaction inverse, la différence v - v' est égale a 4t .

dt
Dans ces conditions, la conservation de la masse en un point du cristal

s'écrit :
de
G _ . s _
L div J - M ¢ (1 8)
dec
p Tﬂ? = -div] +M £ (I -9
M : masse molaire du succinonitrile
D : masse volumique
cgs Cp concentrations des formes gauche et trans
-
J :

vecteur flux de diffusion défini par rapport au mouvement du centre

de masse.

Introduisons le tenseur des contraintes de composantes 9% et le

8
tenseur des déformations, de composantes 4" La conservation de 1'énergie

s'exprime en fonction de 1'énergie spécifique u et du vecteur flux de

’ —
chaleur J_ :

q

. L3 3

du _ . Z Z . _
PIT < div Jq Y 5 =1 %ag Sag (1 10)
En utilisant la relation de Gibbs - Duhem, nous pouvons écrire

pour 1l'entropie spécifique s :

.

T &2 = S¥

1
dt dt o
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Hgs Mg sont respectivement les potentiels thermodynamiques des formes gauches

et trans.

Désignons par A 1'affinité de la réaction d'isomérisation

A =Ml = ug) (I -12)
En posant
- — A >
= J - = J I -13
; R ( )
l1'équation (I - 11!) peut aussi s'écrire
ds ?: j—q? — J —— A A -
o3¢ = —div—F - -;7 - grad T - = . grad (ﬁ) -5 & (I-14)
On en tire la relation donnant la production d'entropie 0 :
Al > :
b —_— J —— A A . (I -15)
a= - 3. grad T - z.grad () - = £
T2 T M T

On en déduit les "forces'" liées respectivement au flux de cha-
leur 3:, au flux de diffusion J et & la vitesse de la réaction d'isoméri-
sation équilibrée G I T. Nous pouvons ainsi &crive les relations

d'Onsager suivantes (en tenant compte du principe de Curie)

It - g grad T _ qi — A I -
Jq Laq —»;2 5 egrad (M) ( 16)
—— L..

+* grad T 11 —r A

= - 1,. B, - — -
J Liq 5 = grad (M) (1 17)

T
Po- _, A
OaB A

Les relations (I ~ I1) et (I - 12) montrent que —5—-et E-sont

des fonctions des variables indépendantes s, €8 et £ que 1'cn a le droit

de développer au premier ordre en fonction des &carts de ces variables de

’ - e 0
leur valeur d 1l'équilibre s , e , = 0, &
o

aB o’
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G 2 2 2
af 9 u d u z z 3 u
= (s = s ) + (¢ -¢g ) + € (1-19)
o} Beaeas o o 3 BB& o o v ¢ BeaB €Y5 o v$
2 2 2

A Ju u z z 3 u
- = |5 (s - s ) +{ —5 (g -¢) + € (I-20)
p 9£3s o ( ag2 o o Yy & BEBEY6 vé

La production d'entropie est un infiniment petit du second ordre
comme le montre la relation (I - 15). On admet que le processus est isen-
tropique. Avec cette hypothése, 1'équation (I - 18) devient

82u

3&de .
2
YL e (1-21)
Yy &

‘Le temps de relaxation t défini par

| ap 32u
o]

est bien positif puisque d'aprés la stabilité de 1'équilibre

2

d u
852
o

A 1'équilibre £ = 0. En tenant compte des deux équations précé-

dentes (I - 21) et (I - 19), on obtient la relation définissant les constantes
élastiques COB 5 du cristal 3 1'équilibre.
| - ™ 2 2\
3 u 9 u
5 5E3e, CIXTN
R v : 2 es (129
af Y aeaB €Y5 324 Y
2
o0& o
- -

= g L .0 : (1-24)
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Lorsque l'excitation est sinusoldale, de fréquence w :
£ = dw(g - g (1 - 25)

On a alors, en posant
2

C o d u

Cagys  |3e

— (I - 26)
de
aB "yé o

1Y .= = 0 ! )
A - - , = 1-27
U(!B Y B8 [CGBYﬁ (cu&{é CuByG) 1+ lw'r] Eyé Yy 8 CaByé EY(S ( )
I1 suffit dés lors d'appliquer 1la relation fondamentale de la
dynamique pdur déterminer la dispersion des vitesses des ondes acoustiques

' . . > . . . >
et leur absorption. Si le vecteur u désigne le déplacement au point r, cette

équation s'@erit :

(I - 28)

On obtient par exemple dans le cas de la propagation d'une onde

longitudinale suivant la direction [IOO]

22
=V = L LS - -
VL [']OOJ =V VO + 77 (Vco VO) (I 29)

1 +w
et pour le coefficient d'absorption a

a 2 wr Voo ™ Vo
2 = ad (I - 30)
w 1 + w2T2 Vz

.. a . p ~
Les variations de V et = en fonction de wT sont représentées

sur les figures 11 et 12.

On peut remarquer que la constante &lastique C,q DO dépend dans

2
2 u . ..
Se 3. » Comme pour un cristal ordinaire.

une telle étude que du terme en
~ d€ £
a y¢$
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Au contraire les constantes &lastiques ¢y et ¢, dépendent en plus des
2 .
] . . . . -
termes aga;l et 2 ; ce qul correspond parfaitement aux variations repré-

af L
sentées sur les figures 5, 6 et 7.

Comme toute théorie phénoménologique, celle-ci présente certains
caractéres arbitraires ; en particulier les coefficients d'Onsager intro-

duits réclament une interprétation microscopique.

D'autre part, elle donne une importance primordiale i la
réaction d'isomérisation G 2 T, ce qui revient i séparer les molécules
en deux "espéces chimiques'" différentes. I1 n'est pas tenu compte des orien-
tations des molécules et des éventuels mouvements de réorientation entre les
diverses positions d'équilibre. Cette hypothése qui consiste d@ considérer le
cristal comme composé de deux sortes de molécules condui: d leur attribuer
a chacune un potentiel chimique (uG ou uT). En fait, la réaction d'isoméri-
sation est liée 3 un paramétre mécanique interne (1'angle entre les deux

grbupemeﬁts = C - C = N). La forme gauche et la forme trans sont composées

des mémes atomes. Seule change la géométrie de la molécule et par 13 son énergie

d'interaction avec ses voisines. Cette notion d'énergie d'interaction diffé-

rente selon la forme gauche ou trans n'apparalt pas nettement dans une

étude phénoménologique.

Notre but a été de reprendre cette &tude en nous attachant 3
.1'aspect mécanique du probléme. Nous avons pour cela utilisé la mécanique
statisﬁique. L'existence des réorientations moléculaires nous a conduit 3
choisir l'ensemﬁle grand - canonique comme ensemble statistique susceptible
de feprééenter conﬁenablement le systéme. Les raisons de cevchoix seront

exposées au chapitre suivant.

Nous définirons ensuite toute une série de variables, que nous

appellerons variables dynamiques locales, qui représenteront différentes

S,
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grandeurs macroscopiques telles que la masse volumique, la quantité de
mouvement de 1'unité de volume. En suivant 1'@tude faite par Rirkwood [15]
dans le cas des liquides, nous obtiendrons les &quations hydrodynamiques
1ocale§ pour un éystéme présentant des réorientations moléculaires. Nos
équations nous conduiront 3 introduire des "potentiels thermodynamiques"
asséciés aux diverses orientations et nous montrerons que 1l'expression qui

en est donnée au moyen de variables microscopiques permet de retrouver les

lois de conservation.

Une analyse détaillée de la fonction de distribution hors
d'équilibre nous conduira i envisager la perturbation apportée au Sysgéme
par 1;ondé acoustique. Nous utiliserons 1'expression obtenue de la fonction
&g}gigFriﬁutiog au développement du tenseur des contraintes. La derniére

partie sera comsacrée 2 1'équation d'&volution des potentiels thermodynamiques.
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LES VARIABLES DYNAMIQUES LOCALES
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IT - LES VARIABLES DYNAMIQUES LOCALES

ET LES EQUATIONS HYDRODYNAMIQUES DU MOUVEMENT

Nous allons &tablir la loi générale d'é@volution d'une grandeur
locale. Nous l'appliquerons alors aux diverses variables dynamiques locales

que nous aurons précédemment définies, obtenant ainsi les équations

- hydrodynamiques du mouvement.

- CHOIX D'UN ENSEMBLE STATISTIQUE SUSCEPTIBLE DE REPRESENTER

LE SYSTEME :

Une premi&re fagon de représenter un cristal plastique est de le
considérer comme un ensemble de N molécules, dont les centres de gravité

sont répartis de fagon triplement périodique dans 1l'espace. Dans 1'hypothése

des molécules rigides, chacune jouit de six degrés de liberté : trois de

.ces degrés correspondent 3 son mouvement de translation et les trois autres

' . . —> . . ..

34 son mouvement de rotation. En désignant par q; les coordonnées généralisées
- . - . -

de la molécule i et par ti leurs moments conjugués, le mouvement de cette

molécule pourra €tre convenablement décrit dans un espace de phase ] a

douze dimensioms, produit de l'espace des coordonnées généralisées par
s P g .

. 1'espace des moments.

.= Y I1 - 1
Y; T ® T ( )

En associant 3 chaque molécule un repére trirectangle, nous pouvons
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repérer une molécule i par les coordonndes ;; de son centre de gravité G,
et par les trois angles d'Euler gil’ P 513-précisant l'orientation du
repdre qui lui est 1i8 par rapﬁort i un ;epére fixe défini dans le cristal.
En posant

EL = By Egps E59)

nous pouvons écrire

— — —
4 = r; @ gi
(11 - 2)
Y— = Y= @ Y
a3 Ty &

Les moments conjugués de ces coordonnées seront la quantité de

: - e s —_
mouvement P; et le moment cinétique n;

— — —

4 i = P i @ n i
(I1 - 3)

Yobr = Y—» ® Y—

i Pi i

D'aprés Gibbs, 1'état instantané du systéme formé par les N molé-
cules pourra @tre représenté par un point dans un espace de phase global 3

12 N dimensions

(11 - 4)
' = TI>» x T»
q
a4 '+=7 Y —— Y—> I'> = Y>> Y— ——— Y—
' q_;®<—f2*® ®qutZ o ® 7 ®

Soit f(&?,...., E;, Z?,.;. E;, t) la fonction»de distribution
dans 1'espace de phase I'. C'est une fonction des coordonnées généralisées

et de leurs moments conjuguds, qui dépend explicitement du temps dans le
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-eas oli le systéme est hors d'é@quilibre. Elle satisfait 3 la condition de

normalisation :

—_—
{{ £(Q)seenns Ty €) AQp - dEy = 1 (I1 - 5)
12 N

L'évolution temporelle d'une fonction de distribution de non-

équilibre est gouvernée par 1'dquation de Liouville :

N 6
gi D) af  _aH _ _3f M [ _ o (116

i ) aq. 3r. 9. 9q.

1 a ia 1a 1a 1a

oi H = H(a;,...., E;, t) est 1'hamiltonien du systéme.

Cette fagon de décrire un cristal plastique conviendrait parti-
culidrement si. les molécules avaient un mouvement de:rotation libre, ce qui
n'est pas le cas. En fait, elles effectuent des oscillations autour de
différentes orientations d'équilibre dans le potentiel créé par leurs
voisines et peuvent ﬁasser de l'une 3 l'autre lorsque leur énergie est
suffisante pour franchir la barriére de potentiel correspondante. Cette
propriété caractéristique nous améne 3 modifier légérement le modéle
précédent et 3 considérer le mouvement d'une fagon plus schématique et
plus habituelle dans les &tudes sur les cristaux plastiques.

Caractérisons les diverses orientations d'é&quilibre possibles
Ex (A : 1 » v) par leurs angles d'Euler respectifs Q?, Q;, Qg par rapport
3 un repére fixe 1ié au cristal. Au lieu de repérer 1l'orientation instan~-
tanée d'une molécule 1 par‘les trois angles d'Euler Eil’ 512’ £i3’ on peut
le faire en indiquant autour de quelle position d'8quilibre elle oscille,

ainsi que la rotation effectuée & partir de cette orientation (figure 13)

—

n
-l
+
~
~
0
4
ey
o
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hg —_* —+ o~ - - *
La rotation R(Qi - gi) peut étre représentée par les trols angles
d'Buler a. a. @., qui précisent 1'orientation du repére G.z.z,z, 1ié 3
11? 7i2° i3 i7172%3
- a | mm————r L .. e e
la molécule par rapport au repére Giy1y2y3 1ié 3 1a position d'équilibre.
On peut &galement la représenter par un vecteur dirigé suivant 1'axe de
rotation et é€gal en valeur algébrique 3 1'angle de rotation. Soient ei],

- , —_— .
eiz, BiB les composantes de ce vecteur Gi sur le repére fixe Ox]xzx3 lié

au cristal :

|

—> — o
£, = @, + 8, (11 - 8)

e

Nous appellerons configuration un ensemble particulier de valeurs
= — . . . A . '
Q],..., QN’ prises parmi les diverses valeurs 5} possibles (on suppose que

l1'indice A varie de |1 3 v). Si nous choisissons les coordonnées g.

11’ ®

) i2®
ei3 comme coordonnées de rotation, & chacune des cdﬁfiéufations ¢ va corres-
pondre un espace de phase Fc. Chaque point de 1l'espace de phase donné Fc
correspondra 4 une valeur particuliére de la phase du systéme (valeurs
particulidres des coordonnées généralisées et des moments conjugués) pour

la configuration donnée c. De ce fait, le systéme ne sera plus représenté
par un seul ensemble de points répartis dans un espace de phase unique

selon une certaine fonction de distribution, mais plutdt par une collection

d'ensembles de points, chaque ensemble correspondant 3 une configuration

donnée et réparti suivant une fonction de distribution f(TC, t).

La condition de normalisation doit faire intervenir la sommation
sur toutes les configurations possibles

) | E(r,, t)dr_ =1 (I - 9)
c PC

Chacune des fonctions de distribution f(Pc, t) évolue dans le

temps suivant 1'8quation de Liouville :




II
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4 rr oty =o0n AE(T ,t) . gV 76 ) BE(T,0) BH(T ) _E(T,6) (T ,t)
L) =0=—=CS 4 L L
dt c 3t 1=]1 a=l qua acla BCia aqia
(I1 - 10)

H(Fc, t) est l'hamiltonien du systéme dans la configuration c.
—_  — —> —_ - —
q; =g ® 6, et ¢, =p; ® uy

- . . . . . . _
H., moment conjugué de ei est le moment cinétique de la molécule i, exprimé

[

. TR L .
sur le repére 0x]x2x3 118 au ecristal.

La valeur statistique & l'instant t de toute variable dynamique
a(Pc, t) (dépendant de la phase, de la configuration, et éventuellement du

temps) est donnée par

<alt)> = Zc [, o, ©) £, £) dar_ (1T - 11)

—- GRANDEURS LOCALES ; VARIABLES DYNAMIQUES LOCALES :

Dans les &quations de 1'hydrodynamique interviennent diverses
grandeurs locales ; masse volumique, énergie par unité de volume, etc,...
La mécanique statistique les exprime comme les valeurs moyennes de certaines

variables dynamiques locales. Nous allons définir ces variables dynamiques.

La probabilité par unité de volume pour que la molécule i soit

e . . . -
au point r, d 1'instant t, quelque soit son orientation est donnée par :

X I‘ — — —_ — —_— —— —-) -
o _rc f(Fc, t) dr1 dri—l dri+1 drN dun (11 12)

L'intégration porte sur toutes les coordonnées généralisées, a
1'exception des coordonnées du centre de gravité de la molécule i et sur
tous les moments. En introduisant la fonction de Dirac, la probabilité

- - y . - L » —)
précédente peut encore s'é@crire au point r :
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1 sG] -D £, t) dr (11 - 13)
¢ T
c

L'intégration porte maintenant sur toutes les coordonnées géné-
ralisées et sur tous les moments conjugués. La fonction de Dirac localise
la molécule i exactement au point t. Elle conduit 3 une description beaucoup
plus fine de 1'@tat local que celle donnée par les équations phénoménolo-
giques. Nous pouvons réduire la finesse de notrF description en ignorant les
variations locales qui se produisent sur des distances inférieures 3 £.
La longueur £ sera choisie inférieure 3 la limite des mesures macroscopiques
mais encore suffisamment grande pour qu'un volume 23 contienne en moyenne
un grand nombre de molécules. On peut alors définir la probabilité pour que

. . . L . >
la molécule i soit dans 1'unité de volume située au point r comme .

L

. f d>('r"i> - T £(T_,0) ar (11 - 14)
r
c

— . . . . .
od ¢(ri ~ r) est une fonction approchant la fonction de Dirac, satisfaisant

aux remarques préc@dentes en ce qui concerne la description locale du systéme.

" a . 3 . .
En posant £ =§oua gst le volume du cristal et M un nombre entier, nous

pouvons prendre par exemple pour fonction

) 2w(xi—x) 2w(yi—y) . Zﬂ(zi-z)
sig ———— sin ——— sin ———
> a(M +.3) a(M + 3) aM + =)
¢(r‘i"— r) = - . .
w(xi—x) - n(yi—y) ﬂ(zi-z)
a sin ———— a sip ———— a sin

Le nombre total de molécules par unité de volume au point r

s'obtient d&s lors en sommant la probabilité pré&cédente sur toutes les

molé&cules du systdme

N
<v(§,t)> = igs zc jrc ¢(?; - })) f(rc,t) dl‘c (II - 15)
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> .. o g
I1 apparait que <V(r,t)> est la valeur statistique 3 1'instant t

de la variable dynamique locale :

N
vag® = Lo - D az - 16)
i=1]

Lorsque 1'on &tudie les phénoménes de tramsport par la mécanique
statistique, on introduit de la méme maniére les autres variables dynamiques
localek'lls - l9l.fPour la quantité de mouvement /de 1'unité de volume au

. ->
point r on aura

i (I - 17)

. s . . -
Le moment cinétique de 1'unité de volume au point r, par rapport

. . - .

au point fixe T, @ pour expression :

g (r; - T E{] $(x; =D (11 - 18)
A

I1 se décompose en deux parties : un moment cinétique "externe"

et un moment cinétigue "interne"

2 ey
o e

———————)

- : ‘E -> I -> ‘
MO (I‘c;r) = MO (I'c;r) + Mo (I'c;r) (X1 - 19)

ol 1'on pose par défimition, pour le moment cinétique "externe"

E ————p

-> -
Mo (Fc;r) = (r - ro)A P(Fc;r) (I1 - 20)

L'énergie de 1'unité de volume comprend trois termes :

a) l1'énergie cinétique de tranmslation

2
T s Iz 1
> i —_— -+
EK (Pc,r) =42 TTa ¢(ri - r) (11 - 21)

b) 1'énergie cinétique de rotation. En supposant afin de simplifier 1'@cri-

ture que les molécules admettent des moments d'inertie &gaux :




_’324..

- 2
R I tred| . |
K

c) l'énergie potentielle d'interaction. Nous supposerons que 1'interaction
des molécules se fait par paires et qu'elle dépend du temps du fait de la

présence d'une onde acoustique

N
g _ 1 Z z — — = > =) ) - _ > _

Nous définissons en outre la vitesse moyenne de translation des

: . . >
molécules de 1'unité de volume au point r :
) :

——
— <P(;:),t)> ,
u(r,t) = | — (11 - 24)
m<v(r,t)> :

'I1 ne s'agit donc pas d'une variable dynamique mais du rapport
de la valeur moyenne de la quantité de mouvement de 1'unité de volume au
. + . . .
point r 34 la valeur moyenne de la masse volumique en ce point. D'une
maniére analogue, nous définirons la vitesse angulaire moyenne des molé-
cules autour de leur centre de gravité :

N L)

w(r,e) = 2 (11 - 25)
I <v(r,t)>

Dans éertaips calculs, nous serons amenés 3 utiliser des
grandeurs partielles relatives aux diverses orientations possibles.
Aussi, en plus de ces variables habituelles, introduirons nous dans notre
cas des variables dymamiques partielles : ainsi la variable dynamique
correspondant au nombre de molécules dans une orientation particuliére

>A . . > <
', par unité de volume autour du point r sera donnée par :
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N

' O '+_Z -— - _ > _ s
n (Fc,r) =5 GA(Qi) ¢(x:i r) (11 26)
6A<§;) =1 si 5: = §A dans la configuration c
avec
—* I3
GA(Qi) = 0 dans le cas contraire

. . - . . -
Remarquons que, pour une orientation Qi arbitrairement donnée, nous

avons la relation

U s @ - T -
ce qui entraine
: v
SR A | _
v(rc,r) ey D (Fc,r) (11 - 28)

D'une manidre analogue, on définit pour les autres grandeurs
. -, . . *A o -
partielles, relatives & une orientation Q@ donnée des molécules :
la quantité de mouvement,

P agn = L 8, p; o(r; - D) (11 - 29)
R TR

. - I3 - —
le moment cinétique par rapport au point fixe r,

e S R e, [
o c’r) T =1 GA(Qi) [;i * (ri ro)Api} ¢(ri r) (Ix 30)
| 1'énergie cinétiquevde translation
-2
B (D) =i§: 5, @) I;l $(x; - D (11 - 31
1'énergie cimétique de rotation
N ‘E”[z

Egl (o) = 12; 8, () *%f— #(r; - 1) (11 - 32)
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1'énergie d*'interaction :
> 1 z ZN —_— — —> =
"VA(FCSI"J) =3 v(r.,r.,0.

- = — —_— >
i#j=1 i’y 1995,Qi,ﬁj,t) 6)\(91.1) ¢(ri—r) (I-33)

En posant, pour la vitesse moyenne de translation des moldcules

dans l‘orientation~§l

S PEoe
a' (r,t) = s (I1 - 34)
m<n (r,t)>
on oﬁtient‘aiséqent :
—_— v d—s '
w(z,t) = ;Z, MEL e WM E L (1t - 35)
A <nl(;,t)> N
ol ¢ (r,t) = = est la fraction molaire au point r, & 1'instant t,
<w(r,t)> '

des molécules dans 1l'orientation EA

ITII - LOI GENERALE D'EVOLUTION D'UNE GRANDEUR LOCALE :

Soit une variable dynamique locale dépendant &ventuellement du
> . >
temps a(Fc;r,t) assoclée 3 la grandeur locale <a(rit)>

<a(;,t)> = Zc I a(rc;?,t) f(I‘c,t) clI‘c (I1I - 36)

r
c

Bous nous proposons d'établir sa loi d'évolution temporelle, en
faisant apparaitre 1'influence des réorientations moléculaires. Pour cela

dérivons la relation précédente (II - 36) par rapport au temps. Nous

obtenons :
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-
3a(T 5r,t) IE(T _,t)
3 > ) c 2 c’
3¢ <elr,t)> o Jr [ Ty £(T_,t) + a(T_;r,t) —5e—| dr,

c

’

BQ(I‘ ,r t) - Bf(I‘c t)
= < > J a(l‘c;r,t) 5 dI‘c (11 - 37)

Si nous tenons compte de 1'équation de Liouville (II - 10)

' (r ;r,t N
9 A Yk Py —
at <n(r t)> "<éi—_iﬁ?_—g;>-'zc IF iZ] [%r;_* f(Pc,t).gra§+ H(rc’t)

c a3 Ci
— -
- grz? f(l‘c,t).gra% H(Pc,t)] G(Pc,r,t) dI"c (11 - 38)
i LSt

Nous nous proposons d'intégrer le deuxidme terme du membre de droite.

Pour cela nous supposons que f(Pc,t) admet les conditions aux limites suivantes :

lim__) f(I‘c,t) = 0 (11 - 39)
P; l"" b
lim__) f(fc,t) = 0 (11 - 40)

h‘i ""

En outre nous supposerons que le cristal se répéte périodiquement
dans 1'espace (econdition de Born - Von Karmann).

Dans ces conditions, par application du théoréme de Green, nous obtenons :

3 - <3e¢(1‘ ,r t> N
3¢ <afr,t)> = < a(rc;r,c).ng__)E H(I'c,t)

1

- gra __’3 a(l’ ,r t). grad H(r ,t)>
Et q'
i

N
- Zc jr iZl d‘.\g’r [(!(P 3T, t) f(l" .t) u] dI‘c (11 - 41)
c 1
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On reconnait dans les deux premiers termes du membre de droite
l'expression de la dérivée totale de la variable dynamique a(rc;?,t) de

sorte que nous &crirons :

3 o2 <:?a(rc;;’t) ) I 4 "5
3t <a{r,t)> = TS :)— . Ir = dn_é+ [a(rc;r,t) f(Tc,t)ui] drc (I11-42)
c

i

Analysons maintenant le dernier terme et pour cela mettons-le sous

la forme
Mg ® l s S
Tisl S = T ey | TG 2, | e, ) E(T Lt .d8(R)) (11-43)
91 92 QN—Q 1 i_Q
—

od S(ﬁz) désigne la surface dans 1'espace de phase Pc qui entoure le domaine
) . . - . pyPpus .
correspondant 3 1'orientation Qi tandis que dS(Qi) désigne un vecteur normal

a cette surface, de module dS(ﬁZ) et dirigé vers l'extérieur. L'intégrale

—_ —
a(PsEae) £(T_,0)u; . as(@;) (1T ~ 44)
c i i
—
S(ﬁi)
correspond 3 un flux 3 travers la surface S(ﬁz) et doit &tre trattachée 3 la
variation de la variable dynamique a(Pc;¥,t) due au passage de la molécule i

. . -
de 1l'orientation Qi 4 une autre.

— —
En effet LT Eg(ﬂi) représente le volume oli sont contenues les
—_ ., ' e —
meclécules de moment u; qul vont traverser 1'élément de surface dS(Qi) dans
o . . . . = o . .
1'unité de temps : si le produit scalaire E; . 5§(Qi) est positif, puisque le
- =, .. L — . ' .
vecteur E§(ai) est dirigé vers l'extérieur de 1a surfact S(Qi), il s'ensuit que
la molécule i quitte 1'orientation 5;‘ Dans le cas contraire, le produit

scalaire &tant négatif, la vitesse angulaire de la molécule i 1'améne
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- P - . . 3 - .

‘dans l‘'‘oriestation Qi' Une valeur positive de 1'intégrale sur toute la
o,

surface S(Qi) correspond donec un flux total sortant.

Nous &crirons donc finalement :

da(T_;T,t (r ;T,t)

;l PP L ;"

3 * - c réo ¢ -

ot u'(r’t)>-< dt >+<i dt > (I1 - 45)

Rous pouvons supposer que

@ =

f(rc,t).’;?i’ . S(ﬁ)‘ =0 (I - 46)

1 = > J
8:;=¢" Js@ah
1
ce qui signifie que la somme totale des flux entrant et sortant dans les
diverses orienmtations est mulle. Alors, pour une varigble dynamique indépen-

dante de l'orientation des molécules, la loi d'évolution se réduit a

da(T _;T,t)
———c——> (11 - 47)

3 + - <:
3¢ <=, dt
Rous retrouvons 1'équation habituellement employée dans les @&tudes

statistiques. des phénomdnes de transport |15].

En résumé, nous venons d'é@tablir la loi d'évolution de toute variable
. S o

dynamique de potre systdme et nous avens montré qu'elle comportait un terme
ons

supplémentaire provenant des mouvements de réorientations. En effet le

. d . a ’
terme -%§§-< vient d'abord de la non-mllité de la fonction de distribution

sur la surfateﬁsiﬁz) comme le montre 1'expression (II - 43). Ceci signifie que
bla probabilité n'est pas mulle d'avoir des molécules aux sommets des barriéres
- de potentiel s@parant les diverses orientations d'équilibre, avec des vitesses
angulaires convenablement dirig@es pour pouvoir les franchir. Ce terme provient
également de la non compensation des flux sortant et emtrant pour une orien-

tation dommée. Nous allons appliquer cette loi d'évolution aux variables
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dynamiques que'naus avons définies au paragraphe précédent de fagon i

retrouver les lois de conservation des différentes grandeurs locales.

- LES EQUATIONS HYDRODYNAMIQUES DU MOUVEMENT :

A -~ EQUATION DE CONSERVATION DE LA MASSE :

Considérons la variable dynamique qui représente le nombre de
molécules dans 1'orientation 3*, par unité de volume autour du point T
N
A <O Z — — ~ >
n (Pc’r) = 5= 6}‘(91) ¢(r1 r)

Par application de la loi d'évolution (II - 41) on obtient

=]
: i

2 < A t)> = - d1v<m P, t> ) J Z div, [n*(rc;r)ﬂrc,t)ﬁ'i’ drc](n-as)
6

Te
 Le deuxiéme terme du membre de droite correspond au nombre de
molécules'passént 5 une autre orientation par unité de temps.
o n(T' 3 9)

:-—~ <’ (r t)> = = d1v<:— PA(r ti> <: réo :> (1T - 49)

La dérivée barycentrique par rapport au temps est définie comme

P .
‘.ﬁ:. = - _é_t_ + u(r,t) . grai (11 - 50)

Y

Elle c@ndhitfﬁvécri:e la‘rélation (II - 49) sous la forme

?;-i- <n’ (r t)> = - <n (r t)>d1v u(r t) - dlv J (r 1:)+<dreo < >(II-5\)
t o 3 T de

Py W Sy wag —
~ ol J.(r;t)_? <n (r,t)> (ﬁ (r,t) - u(r,t)] représente le flux de diffusion des

P . o, >A .
molé&cules dans lfquentatlon 8 par rapport au mouvement barycentrique.
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11 existe ‘tertes dams les solides des diffusions moléculaires par l'inter-

médiaire des lacunes (et plus particuliérement semble-t-il dans les

cristaux plastiques). Mais un tel mouvement correspond 3 une gamme de

fréquences totalement différente de celle qui nous intéresse. Ainsi, danms
N

le cas présent, le terme div Jx(;,t) pourra—-t-il &tre négligé.
<
r

Effectuons la sommation de 1l'équation (II - 49) sur toutes les

orienta:ioﬁn pessibles. Compte-tenu de la relation (II - 28) :

v dréonx(rc;;)r
(G @ -

ol 1'on a également utilisé la relation (II - 35)

d -> > > Z
3;-<V(t,t)> = = <y(r,t)> div u(r,t) +
. A=

——neye Zv —_—

> A A~
culrst) = A1 © (;,t) u (r,t)

X e
v d _ n (T ,r) v N N
reo c’ Z Z Z . Z - — >
or AE,( — >= N J L dl% L8 @ (E-DE  oug}ar,
r i

c (I1 -° 53)

En remarquant que :
™ —>
e 5 mj) 1

nous pouvous &crire :

A >
v _d__. n{r ,r) - N N
I /lxs” “ "N} I aiv 1D o2 e -0 -
=t <: 7y > cJ is1 dxg+ =1 ¢(rj T) f(Fc,t)ui ch 0 (II -~ 54)
r i

c
N
. , . . ) — > + .. . ) s
puisque la variable dynamique =1 ¢(rj—r) = v(rc,r) qui intervient dans 1'in-
tdgrale ne dépend pas des orientations.

Finalement on obtient

d ~ > >
Fre <ufr,t)> = = <y(r,t)> dig u(r,t) (I1_~ 55)
T
ou encore
k —_—— d n)‘(I‘ ?)
A >
wE,0> £ @ = -y Mo +(FEE S a1 - s6)
r
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Nous reerouvons les équations de transport &tablies par De Groot
et Mazur dams le cas d'un systéme oli se produisent des réactions chimi-

ques ]20‘.

B - EQUATION DE CONSERVATION DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT :

La seconde équation de conservation que nous chercherons 3 réta-
blir est celle de la quantité de mouvement. Considérons pour cela la

variable dynamique

3 oo o
P{Pc;r) = ;5 0P ¢(ri - 1)

Elle ne dépend pas des orientations des molécules. Par conséquent

il n'y aura pas de terme dii 3 la réorientation. L'équation de comservation

pour une composante a s$'obtient comme précédemment en“appliquant la
relation (Ii - 41).

—

N D. N '
d > 32 i —_— +_Z — > -
T3 Pu(rc,r) i1 o ¢ gra%*Pd(Pc,r) i [érag+Fa(Pc,r)]. graé* V(Pc,t) (11-57)
: i i i

En posant par couvention

G ® ?")ue =apb (II - 58)

B

et [diy; GEH] - ZB a—i; G® by, (II - 59)

nous pouvons &crire une relation globale pour les trois composSantes

: — —
d g . N pi ®p1 —_— > N —_— >
i P(rc,r) = = dl% i—-}:l —_— ¢(rifr) - iZ, gra_,:li‘P V(I‘c,t) $(r;-r) (II-60)

i
Nous avone déjd fait 1'hypothése d'ume interaction par paires et nous avons

éerit ¢
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, _ 1
v(fc,t) =3 kfj V(rk, rj, ek’ 8
il s'ensuit que :
N
¥ erad

- 1 ZZ ; rudiee diwdiro b g —
L ? V(I‘ t)¢(r r) 'é' i#j gra V(ri ,rj,ei ,6-,Qi ,Qj,t) ¢(ri—r)

1 1

Z}J ETad . V(T.,T. 00,0130, ,0,t) $(x;-T) (I-61)

O =
H

Aprés unme permutation d'indices dans le deuxiime terme du membre de droite, en

remarquant que, d'aprés le principe action-réaction :

> =) eep =) =) ) —_— — —+ —
gra‘d; V(ri,rj.rei.ej.ni,aj,t) = - gra__,f V(r PT5205:843 ni,ﬂ t) (II - 62)
i i

nous obtenons pour 1'équation (II - 61)

Z '53 v(r_,t) ¢(r -T) = % 129423 grad  v(i,j) [4.(?;—?) - ¢(?J.’-§:’)](n - 63)

i=1 T.

_1 i

—_— = = 'z . v s . . . .
Posons rij =r; - rj. L'énergie d'interaction entre les molécules i et j

. . - . . —_— .
n'aura de valeur importante que si elles sont trés voisines (rij petit). Nous

pouvons dés lors &crire,la différence ¢(;Z -% - Q(F; - T) sous la forme d'un

développement
___) _a
0G0 - ¢ = 0D - eGE) = O - e, Do (1) (11-64)

En introduisant 1‘opérateur

X

R DD A
x p=0 (p + 1)!

a(x) = =

nous pouvons mettre l'équation (II - 63) sous la forme

N

i=1

[gri"d’_, V(rc,t)] ¥ -0 =
r.
1

’17 );Z V(lsJ)(l' grad) cx(r a—d')d»(r -T). (II - 66)

Ty
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x gra& v(i,}) a(r - “J) ¢(r -l (11 - 67)

r.
1

(]
[
e
"<
o —
'-4.
t—i-

(11 - 68)

di% [ov (;,t)]

1'équation (Ii - 60) devient :
N 57 :
3 <P(E,0)> = - diy < — (T, —r> + d1v<c (Z, t)]> (IT - 69)

En tenant compte de 1'équation de conservation du nombre de

De ce fait,

molécules par unité de volume &tablie précédemment (II - 55) et de la

définition de la vitesse moyenne des molécules mise spus la forme

<:1=1

—i - u(r t)] ¢(x. —r)>- 0

nous obtenons en définitive
>
m < v(;,t)> i'i(—r’—t—)- = div <[G(?,t)]> (1T - 70)
dt 2
En comparant, cette relation avec la relation hydrodynamique
—’
(I1 - 71)

du = div [0]

“‘I

macroscopique : p
>
on constate que le terme <[o(r,t)]> correspond au temseur des contraintes

une partie cinétique et une partie

+
au point r. Il comprend deux parties

potentielle.
(#,0]> + <[o,F,0)]> (I1 - 72)

-
<[o(r,t)]> <[gK
L'expression de la partie potentielle est donnée dans les relatioms

La partie cinétique :
—

(I1 - 67) et (II - 68).
N . P; —
<[o (r,6)]> =<Z ~m{—=-uE@,0|@ — - u(r,t) ¢(rl-r)> (11-73)
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présente une symétrie &vidente de sorte que la partie antisymétrique du
tenseur des contraintes se résume 2 la partie antisymétrique du terme
dd 3 1'émergie potentielle. Afin de faciliter par la suite les notations,

>
nous conviendrons de poser, pour un vecteur A quelconque :

23 32

A1 = A = -A
31 13

Az = A = - A (II - 74)
12 21

A, = A = - A

Nous pouvons ainsi écrire la partie antisymétrique du tenseur des

contraintes sous la forme :

<OMB(;’t)> =<.:; 12;423 [;;;A ij i

oB
graﬁg v(i,j)} ‘m(;-.-_.> mgraa 4)(?-?) (IT - 75)
T

als

i

C - EQUATION DE CONSERVATION DU MOMENT CINETIQUE :

Considérons désormais le moment cinétique global de 1'unité de

volume située en ¥ par rapport au point 1”::

m‘Z ——>+ '——)_‘—»)~> - _ >
olTei™) = oy wy * ey — 1), byt o(ry = 1)

De la méme maniére que précédemment, nous obtenons par application

de la relation (II - 41)

d ‘__-t ZN ;; > — — — >
¥ T3 M (T ;r) = - div i) - [ﬁ *(g-r ), Pyl o(r; - 1)
N — > ) — >
_ z [grag} V(I’c,t) + (ri—ro)A gra_}ﬁ V(I‘c,t)] ¢(ri-r) (I1-76)
i=] . .
i i

Le deuxidme terme du membre de droite peut se décomposer en deux termes :
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%' i} grag v(i,j) + (;; -1 grad, v(i,j) ¢(;I - 1)

oA
. . Y.
i i
1 zz — L — —_ — .. — >
-3 ifj gra%+ v(j,i) + (ri - ro)A grag_+ v(j,i) ¢(ri -r)
i i

Or le terme graE» v(i,j) représente le moment du couple exercé

8.
i

- . - . . — - . .
par la molé&cule j sur la molécule i, tandis que (ri - ro) gras v(i,})
' i
) ) . — .
correspond au moment par rapport au point r, de la force exercée sur la

molécule i par la molécule j. Le principe d'égalité entre l'action et la

. réaction nous permet d'affirmer que

grad_ v(i,j) + (r] - T) grad v(i,})

1 oA
. -ei i
' (I1 - 77)
. - — ..
= - 8r4§+ v(i,j) - (r; - ro)A gra_i_i’_+ v(i,j)
i j

Aprés une permutation d'indices et en introduisant 3 nouveau 1'opérateur

a(x), nous obtenons

N
!

] — — — — ->
P2 -[grgg; V(réft) + (ri - rb)A grad V(Pc,t)] ¢(ri -r) = (11 - 78)
-'%.iég grga* v(i,j) + (?Z'- ;:%\gra§+ v(i,j) g)a(r 5 ra3)¢(r —r)
il B YO r.
. Fi . i

r

(11 - 79)

ol pous avons posé

= diz’~ [‘u (1‘ 3T, t)] + diy %12;423 rlJ ® [(r -r ) grad. v(1,3)]a(r ..grad)¢(r -1)
3 , .
. Ty

E:V(rc;“r’,t)] = .;. i% ‘1:’ ® grag v(i,j)a(?i—;.grag’)zb(?; - 7)) (11 - 80)
| i
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Nous &écriroms donc 1'équation du moment cinétique global de
8

. > ' —_—
1'unité de volume au point r, par rapport au polnt r

o sous la forme
suivante :

.

—..._’,

-—__}

—-—<M (r t)> + d1v u(r t) ® <M (r t)>

1‘.’

= div <[n(¥,t)]> (I1 - 81)
3

. 1 Zz —— —r =, — .. —_— — — - >

+ dlyf 7 i%; rij ® [(ri ro)Agra% v(1,3)]a(rij.grag) <i)(ri r)
i

. > — — —

- dl};’ 7 i21 |\ " u(r,t) [(ri - T, Ap] cb(ri -r)

(o}

Y !

Dans la relatipn précédente nous avons posé

[#(r;7,0] = [‘n (r

n

7,6 + [ny, (0 5E, 0]

—_—

(IT - 82)
et [ (I’ ,r t)]=— Z

B,'-Pl

> — ->
- (L)) ® (u; = Iw(r,t)) (II - 83)
S1 1'on s'intéresse maintenant au moment cinétique "externe",
égal par définition 3
el
> > —_— _—_——-:
Mo (I’c;r) = (r - 1'0)A P(I‘C;r)
on aboutit & la relation
————
dMEr*)—"’"’dwr*) (IT - 84)
3t Mo Tr) = (r o) a dt ot '

En &crivant ce moment cinétique "externe" sous la forme d'un
tenseur antisymétrique (selon les conventions II - 74) nous obtenons

aisément
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-l).* > — —
GG t>> dw< o [E - EaE -

+ di¥<—— IZ#ZJ “l'J’ [ -7 ), grad v(i,1]% a j.grag:)(t(;; - 'E)>

1

] ZZ N SEPTRN  SN e
- <§. % [rij Agra__rg v(1,3)] a(rij.grag?) ¢(ri - r)> (I1 - 85)
; ‘

On reconnait dans le dernier terme du membre de droite le double
de la partie antisymétrique du tenseur des contraintes.

D'autre part :

— — —  »_|oB
diX <u(r t) M (I' ,r> = d1v<u(r t) [:(r - ro)A 12;1 P c1>(ri - r-)] >

4
Z — af — -
d1v< u(r t) [(r - o)A pl] q;(ri - r)> (11 - 86)

Et par conséquent :

- »

._-E___> —_— E
3t <’r’,t> T Qe @ 4 Go)-

sy - [3 - “‘*’"’) (67 - %, 7] 06 -0

+ div <— Z,‘Z @ [(r - A grad V(l,_])] a(r ..grad)¢(r - r)>

1

E',.Pl

K>
- 2 <0 (T,t)> ' (IT - 87)

- A ] . . . P
o <g (r,t)> est la forme vectorielle de la partie antisymétrique du

o, A+
tenseur des contraintes <[o (r,t)]>.




L'équation d'évolution du moment cindtique “interne™ peut
s'obtenir immBdiatement en effectuant la différence membre 3 membre des

&quations relatives au moment cinétique global et au moment cinétique

"externe"

3 I > : + I > -> ' —A—_-;_'

§€'<M (r,t> N di% o) @ i (r,t> = di;) <[1f(t,t)]> + 2 <™ @,0)>
(IT - 88)

qui peut aussi s'dcrire, d'aprds la définition de la vitesse angulaire

moyenne (II - 25)

—————

> d - - A »
I <u(r,t)> It w({r,t) = diy> <[u(r,t)]> + 2 <0 {r,t)> (IT - 89)
) r

‘Wous obtenons le terme supplémentaire div é[ﬂ(?,t)l> par

rapport a& la relation domnée par De Groot et Mazur [20{.
Ceci est uniquement dii au fait que nous n'avons pas, 3 la différence
de ces auteurs, négligé les couples pouvant s'exercer entre les molé-

. . . >
cules situées dans 1'unité de volume au point r.

D - EQUATION DE CONSERVATION DE L'ENERGIE :

Considérons dans un premier temps 1'énergie cinétique de

» - ’ . - -+ - - -
translation des molécules dans 1'orientation QA et qul sont situées
dans 1'unité de volume au point r. La variable dynamique correspon-~

dante nous- est fournie par la définmition (II - 31)

=2
ke -+ ZN ,p],l — — >
r Tes® = 5l —3 @) o6 -0

La loi d'évolution de cette variable dynamique s'exprime par

- 47 -
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T Nt e
d N s Z i i — -
dt Bx T3m) = = div ) o8 —m— — 6,(9)) 9(x; = 1)

) i — Z . --+_->’
vy 6X(Qi) . ;;i gra%? v(i,j) ¢(ri r) (II - 90)

1

Le premier terme du membre de droite correspond 3 la divergence
du courant d'énergie cinétique de translation des molécules dans 1'orien—
. 2A
tation { . Nous poserons :

———y

T ZN DM
X (T :2) = il i T (s -2 -
g Tot) = L) —5— = §(2) ¢(r; - 1) (I - 91)

Le deuxiéme terme a la dimension d'une densité de puissance.
I1 correspond au travail effectué dans 1'unité de temps par les forces
d'interaction entre les molécules. Il traduit la transformation en
énergie cinétique de 1'énergie potentielle des molécules. Posons :
—

w (Pc;r,t) = i Gx(ﬂi) [%rag+>V(i,j) - = ¢(r; - r)](II - 92)
Y.

Alors, en valeur statistique moyenne

(1T - 93)

3 Ta - d A dréo ™ >
EE<EK (r,t> = <§? EK (Tc;?)> + <—C~E— EK (I‘c;r)>=

————————
- ai xTA (T,0)) + <:WTA T z> ) sz' ETX T 3E)E(T ., 0)pThdr
lY»<K Tt (r,t c i=1 1%;-» K'( et crBImgpal,
. F r i

On peut mener un calcul en tout point analogue pour 1'énergie cinétique de

rotation
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2

RA e
> z 1 —> — ->
EK (P s T i=1 ""i‘i"“ 6>\(Qi) ¢(ri hd r)

On obtient pour cette variable dynamique locale une équation
semblable 3 1'é@quation (II - 90) dans le cas de 1'énergie cinétique de

translation

RA R RX

% B, (T3P) = - diy X, (T30) + W (rc;’r’,t) (IT - 94)
T

&
ol XK (Pc;;) n'est autre que le courant d'énergie cinétique de rotation
"—"—"‘—*‘m ZN 'T!Z p‘*
> — i i - _ 2 -
XK (rc,r) = i=1 6)\(91) 5T —IIT ¢(r1 1’.") (II 95)

. A > . .
tandis que WR (Tc;r,t) correspond au travail par unité de temps des couples
s'exergant sur les molécules et traduit la transformation en énergie ciné-

tique de rotation de 1'énergie potentielle des molécules.

H|E

(rc;?.t) = 1}23 Gx(ﬁz) [grag_> v(i,j) . ¢(r - ?)] (11-96)

Comme la variable dynamique dépend des diverses orientations
des molécules, il s'introduit le terme habituel did a leurs réorientations

dans 1°' équation d'évolution de la valeur moyenne de 1' énergie cinétique de

. rotation
<t-: (r t)> <dt E, (T ,r)> < ko EK (rc;?)> (II - 97)
S
= - div X (r t WRA (r ti>>
AT
7 ZN RA N —
- CI R L T .
r i

C
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Pour pouvoir &crire 1'équation d'évolution de 1'énergie totale
par unité de volume, il nous faut établir & présent 1'équation de conser-
vation de 1'énergie potentielle. La fagon dont nous envisagerons la per-

turbation apportée par 1'onde acoustique nous conduit 3 considérer le cas

ol la variable dynamique dépend explicitement du temps.

Vi (T iT,e) = }}J 6, @) v(i,i,6) ¢(r;-r)

On trouve finalement en valeur moyenne :

A
33{ <VA(?,t)~> = 3;; (r, t> - div < (r t)>
- w @ - ™ @ s (I - .99)

N

z z ‘)‘ > —>

=t J i= d1v v (Pc,r,t) f(I‘c,t)ui drc
Te Bi

ol 1'on a défini le courant d'énergie potentielle :

——_——»_—{ | — | ? — >
x; E,6) = % Z}j 8, () v(i,j,e) = ¢(r; -7 (I - 100)

> ' P . . .
A(P'r,t) est la densité d'énergie potentielle se transformant par unité
¢ P
de temps en énergie cinétique de translation

—

> : T —3 P4 —— . > —_ >
A (T sr,t) = - '5 1):}] 8, €2;) [—n—} gra%v(x,j)] [4»»(?;—:) + ¢(rj-1f)} aIi-1o1)
; . , :

De m8me W' (P ,r t) est la denSLte d'énergie potentielle se transformant

par unité de temps en énergie cindtique de rotation

R > 1), i r , .. > — >
W'R)‘"(rc;r,;) = - —;— 1% 6)‘(95) [ -il- . EZ'?%L V(ls.])] v[d»(ri-r) + ¢(1‘«J--r)] (I1-102)
| S i
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Le dernier terme est simplement le terme di 3 la réorientation
des molécules.
Pour trouver 1'dquation de 1'énergie totale, il suffit de tenir

compte des trois contributions précédentes.
) ———r ————— ————)
9 A av}‘ -> T2 > RX -+ A -
3F <E" (r,t)> = S (r,t)>— d1¥ QK (r,t> +é K (r,t> +<XI (r,t)>

. K"?A(;’t)> -<w'?k(?,f>} + [<WR>‘(?,t> - @'Rk(¥,t>:]

N
N D Xep .2 - _
e J i=1 dneL* E (I'c,r,yt) f(I‘C,t)ui dI‘C (11 103)
r .

1
c

L'existence des deux termes [<WT)L(—'1:,t)> - <w'T)‘(;,t)>J et

[<WR>‘ (?,_t)> - <W'M(¥,t)>] montre qd'il n'y a pas une compensatidn exacte
des transformatioms d'énergie cinétique en énergie potentielle d'interaction
et vice-versa. Nous allons montrer que chacun de ces termes peut se mettre

sous la forme de la divergence d'un vecteur courant. En effet :

—_—
D 2oy cwTer 2oy oL I o avomd s sy P o o
VT T, e) - W E,E) = 5 & GA(Qi)gra%v(l,J). — 6@ o(F; D]
| t (II - 104)
) P
i1 ——p — .. i > > - > — >
-3 i 6K(Qi)gr‘a§r_’_> v(i,j). —E—(rij.gra%)a(rij.grag)d:(ri—r.) d1-105)
i .
X 5
= = div X (rc;,r,t) (11 - 106)
v ,
ol nous avons posé :
™ P,
e =_lzz — .. i -—-—»———»'--»_—»
Xv (Pc,r,t) 7 id) ak(ﬂi) [grﬁr v(1,J)._ - :’rij cat(rij.gr':;\%)c#(]:i T)
i

(I1 - 107)
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De la méme maniére :

———— .

R .2 RA,. R
(T sr,t) - W '(T 3r,t) = - div X (T ;r,t) (11 - 108)
c [od -i_r Y c

avec

l..

RA M.
2 = - 1 XZ g - PR 1 T ——> - >
XV (I‘C,r,t) = "7 i 6A(Qi) [grac_el_) v(i,j). —I—]rij a\_rij.gra%)q)(ri r)
' i
(IT ~ 109)
Si 1'on pose maintepant :
T o s B s s, ™ R
X (rc;r,t) =X (T ;r) + X (rc;r) + X (T 5r,t) + X (T ;r,t) + X (T 5r,t)
kK ¢ K 1 € v © . v
(IT - 110) -

nous obtenons finalement 1'équation qui exprime la conservation de 1'énergie

du systéme :

A ——
3 X > _<3V > e x> >
I <E"(r,t)> = T (r,t)> d1¥<X (r,t)

N
Z . A T —
- Z J'i=l div E (Pc,r,t) f(Tc,t)ui ch. (II 111)
c T 6.

1
[od

Le bilaﬁ de la variation d'énergie peut s'établir de la fagon
suivante :
Le terme<§§v€- (;,t)> apparait comme un terme de source. Il correspond 3
1'apport d'énergie fait au systéme & partir de 1'extérieur. Dans le cas
qui nous intéresse il représente 1'énergie que 1l'on doit fournir au
systéme pour propager une onde acoustique.
X (:fr,ft) est simplement un courant d'énergie entrant dans l'unitéd de
volume.

Le dernier correspond 3 la variation d'énergie issue de la réorientation
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des molécules. Nous reviendrons sur ce terme un peu plus loin.
Pour le moment reprenons 1'expression (II1 - 104) du bilan des transfor-
mations d'énergie cinétique de translation en énergie potentielle

d'interaction et inversement :

2 [?)

Tx > TA > — — ..
W (Pc;r,t) - W (Pc;r,t) = .sz (Qi) gra%_> v(i,j).

1 — > — >
5 £, [¢(ri-r)-¢<rj—r>]

i

. - — - — D . - . .
La différence ¢(ri~r) - ¢(rj-r) est nulle si les molécules i et j sont toutes
deux intérieures ou toutes deux extérieures 3 1'unité de volume au
point r : il y a alors compensation. Mais cette différence prend la
valeur 1 si 1l'une de ces molécules est située 3 1'intérieur et 1'autre 3
1l'extérieur de cette unité de volume. La contribution de ces deux molé-

.

cules i et j au flux du courant d'énergie XTX(F ;?,t) est alors égale a
i gle X (T,

la moitié du travail par unité de temps

P
i — .,
- -8rad, v(1?3)
r

, i
de la force exercée par la molécule j sur la molécule i. Un accroissement de
l'énergie cinétique de la molécule i correspondra i une partie de la di-
minution &ventuelle de- 1'énergie &”interaction des molécules i et j. Il
y a 13 un mécanisme &lémentaire de transport d'énergie par interactionm

mutuelle.

Revenons maintenant & 1'équation (II - 111). Si nous conve-

eps s . . X .
nons de défimir, pour chaque orientation 8 un "potentiel thermodyna-

mique"” par la relation N
Zé izl di%+ ‘Ex(rc;?,t) f(rc,t)ﬁz ar
TC NS LI S X
L. j izr di%* nA(rc;?)\f(rc,t)Ez ar_
r i ~ '

c
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la loi d'évolution de 1'énergie par unité de volume des molécules dans

o
l'orientation # devient :

| .
—_ d . n (T :r)
= <B'&,t)> = <?-V_(_‘Z._‘_). - di¥<x*('r’,t>+u*(¥,c)< réo < 7> (a1-113)

On retrouve 1'Bquation hydrodynamique habituelle.

-En outre, en.sommant sur toutes les orientations, compte-tenu du fait que
. ' Z ZN '
. A > — _
Zc I 5 dug_, [A==l E (I’c,r,t)] £(T_,t)u; ) dr_ =0 (IT - 114)
T 1
c

' pui$qpe.1a variable dynamique est indépendante des orientations, on obtient

IR 3V > : > . '
= <Blr,t)> =  =— (r,t) > - div (r,t) (Y1 - 115)
3t <ac > 2 <X >

Ce qui est bienm 1'é&quation habituelle de conservation de 1' énergie.

E - EQUATION DE L'ENERGIE INTERNE ; EXPRESSION DU

FLUX DE CHALEUR :

Afin de trouver une expression microscopique du flux de
chaleur, nous allons &tablir d'abord la loi d'é&volution de 1'énergie
interne. I1 nous faut pour cela définir la variable dynamique locale
qui lui correspond. |

Nous pouvons, d'une maniére analogue 3 celle de De Groot et
Mazur |20| séparer 1'énergie totale par unité de masse en trois termes :

a~ 1'énergie cinétique macroscopique de translation égale 2

L —
‘;‘ lu(?at)lz

b- 1'énergie cinétique macroscopique de rotation qui vaut




i
1 > 2
3= ju(z, )|
c—- l'énergie interne.

Nous conviendrons dés lors de définir 1'énergie interne par

unité de volume par la relation :

——

U(-f,t) =<EK (r,t> + <EK(?,1:)> + <V(°§,t:)> - -;-m<v(r,t)> ]u(r,t:)[2

-3 T o@ o le@, 0] | . (I - 116)

Nous chercherons ensuite 3 exprimer 1'équation d'évolution de

1'énergie interne rapportée 3 une molédcule :

b= T ‘-)‘ :.w‘__’; -
<V(_;,t) >> -d-c-lE- ES}E:;_L)—_ = _9_. <E(¥,t)> - m <\)(;,t)> U.(—I'*,t) dugt‘,t)
<v(r,t)> o ”
I-1
JEESTSEEE ‘
——— > . S : ->
- Tov(E, oo, . 0 EE0> 4 oo
<v(r,t)>

Ce qui sg'écrit encdreren utilisant les équations (II - 52), (II - 70),

({I1 - 89)
. ue e i — , —_—
WG’t)’&i gi’-:-i‘—)-—- =G! (?,t)> - div <x(;,t)>-<E‘(_r),t)> u(;,t)
t > t > )
<vw(r,t)> T
—T> ) -> _—-_>_+ > —KT_*
- ulr,t) . div <[§(t;t)]> - wir,t). [%iz*<£w(r,t)]> + 2 <g (r,t)]
b4 rF
(IT - 118)
. . ~ . - oB > k
En introduisant les déformations ¢ (r,t) par
-> >
v , d3u (r,tY du,(r,t)
d af > _ 1 o TR -
E-t_ € 7 (r,t) = E % + 5% (II 119)

B o
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et en décumpo&ant<[a(t,t)]> en ses parties symétrique et antisymétrique,

on obtient facilement :

+ a*) uGiE,t) v > ) > > >
<v(r,t)>'§E = = EE-(r,t) - div Ju(r,t) + <[o(r,t)]> uf{r,t)
<w(r,t)> ¥
—— aB >
+ <[u(¥,t)1> u(;,t) + XQZB <osu8(?,t)> 95—3%5131 (IT - 120)

————
A -> ] — T3> > —_— T
- 2<[0 Cr,t)]> [m(r,t) - E-rot u(r,t)] + <[w(r,t)]>. grag w(r,t)
r
On a introduit dans 1'expression précédente le courant d'énergie interme
transportée par coaduction.
——y — —_—

J‘;(?,t) = <@, - <E@E,0)> u(,b) (I1 - 121)

Nous sommes amenés i définir ainsi le courant de chaleur

—— ee— ——— ——

RED = 3G+ <@ 0] @0+ <5E0) oF,n a2
tandis que le terme

<|1(:,;}> . grgé w(?,t)
r

représente le travail des couples intermoléculaires.

Quand le systéme est 3 1'équilibre, nous avons 1'égalité :
— ; —_—

oz, t) = Tot u(f,t) (11 - 123)

N —

Cette &quation de 1'énergie interne est 3 rapprocher de celle
obtemue par De Groot et Mazur 20 dans leur théorie phénoménologique. Ils
écrivent

p g% . - 5 (grad v)s -2 . (ot v - 2 @) - div 3; (11-124)

S . P .
avec % : partie symétrique du tenseur des contraintes

a . . L. .
¥ : partie antisymétrique du tenseur des contraintes




.') - 3

v : vitesse moyenne du fluide

+> . . .

w : vitesse amngulaire moyenne des molécules
—

Jq : vecteur courant de chaleur

~
ve

énergie interme de 1'unité de masse

Notre relation présente par rapport 3 la leur le terme

. . > — > . . .
suppl émentaire <{t(r,t)‘>.. grag w{r,t) qui provient des couples intermo-
T

léculaires que nous n'avons pas négligé, contrairement & eux.

En élasticité classique on admet que la densité de couples par unité de
volume est nulle. Par contre, dans le cas de cristaux plastiques on ne

peut faire cette hypothése, ces couples intermoléculaires &tant responsables
de la réorientation des molécules; p£oyriété caractéristique de ces

cristaux.

v -~ e eae _ - , . . .
le terme <§E%> est du au non-équilibre du systéme et il traduit 1'énergie

apportée par unité de temps par 1'onde ultrasonore.
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IIT - LES FONCTIONS DE DISTRIBUTION HORS D'EQUILIBRE

Les &quations que nous avons &tablies jusqu'd présent sont trés
générales; ﬁous allons maintenant‘aborder véritablement le probléme de
la propagation d'ﬁne onde ultrasonore dans un cristal plastique. La
présence d'une teile onde dans le cristal a &té prise en compte en
supposant simplement que 1'énergie d'interaction de deux molécules dépen-
dait explicitement du temps. De ce fait, la fonction de distribution en
dépendait,ééalement de fagon explicite et devenait une fonction de non-
&quilibre. Afin de pouvoir poursuivre notre &tude, nous sommes amenés 3
calculer les moyennes statistiques introduites précédemment, en tout
point T du cristal et i l1'instant t quelconque. Ceci nécessite de
connaittevl‘expression de la fonction de distribution. La recherche de
cette fonction (hors d'équilibre) nous conduira i examiner plus en détail
la prqgﬁgﬁtion;dﬁune onde acoustique, particuliérement 3 1'échelle molé-

culaire.

I -~ INFLUENCE bE L'INDISCERNABILITE DES MOLECULES ET DE LEUR

SYMETRIE :

s . - . — -
La probabilité d'avoir ume molécule au point r,, ayant effectué
. radi . — . te s redir-edP
une rotatiom 6‘ a partir de l'orientation d'équilibre Q] (Q] étant une

valeur particulidre des diverses orientations possibles pour une

- Tzl . . — P
molécule Q ,...., §£), une autre molécule au point Ty, ayant effectué

T e —-}\ . —_— - _"), » —_—
une rotation 82 a partir de gs e+ ume molécule en rg écartée de Sg
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- . —y L = — —_ — .
a partir de Qg, avec les moments respectifs Pys Hyseoo pg, ug’ s'obtient

en sommant sur tous les &tats possibles et discernables du systéme,

Lo

compatibles ‘avec ces hypothéses.

g,— —_—  — —_— — P ): 2 -~ —_— o~ —
f2°(r,.cp, O, ... 3Q,...0 ,t) = . £(r,t) dz....dz .dq....dq
! g’ 1 g 1 8 3 2
Qg+l QN g+l N g+l N
(111 - 1)
— —_— -—
on rappelle que q; = r, + ei.

-

Le signe ( ) qui apparalt dans cette expression indique que
1'on doit sommer sur des orientations conduisant 3 des &tats effectivement
discernables du systéme. Nous pouvons dans la relation précédente, faire

apparaitre la fonction de partitiom Z(t) en &crivant :

- -

B a0 = gl L [ g(r,0) &...4% .34 .3
Q.1 Sy gtl N g+1 N
(111 - 2)
avec I(t) = E ces z g(l',t) dr (111 - 3)
QI QN

Rous avons considéré depuis le début un cristal composé de
molécules d'une seule espéce chimique. Elles sont donc toutes identiques.
11 s'ensuit que l'on doit compter pour un seul &tat du systéme, deux états
se déduisant 1l'un de 1'autre par la permutation des coordonmnées de position

de deux ou plusieurs molécules de méme orientation.

La symétrie de la molécule intervient &également : deux
. . ' - . 2*X >1 . P ' '
orientations d'une mE@me molécule Q et Q qui se déduisent 1'une de 1'autre
par l'une des opérations du groupe de symétrie de rotation de la molécule
doivent &tre considérées comme conduisant 3 un méme état du systdme.

Imaginons par exemple le cas d'une molécule de symétrie tétrasddrique qui
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serait située dans un cube : les orientations ACB'D' et A'C'BD sont dis-

. . 2n . -
cernables ma.s celle obtenue par rotation de 3 autour de CC' quil améne

B' en A, A en D' et D' en B' ne peut &tre distinguée de la lére et conduit

donc 2 un méme &tat du systéme.

Ces considérations nous conduisent 3 remplacer la somme

- .

. z par une somme sur les diverses valeurs possibles du nombre de

Qg+l QN

molécules dans chacune des orientations discernables. Supposons pour la

¥ o~

suite des calculs qu'il y ait d orientations discernables. Pour un ensemble
. . 1 d . . - .. .

particulier de valeurs N ,...., N, si parmi les g molécules choisies il

. cas o} . . . ] d . . d
s'en trouve déja h dams l'orientation 2 .... h dans 1l'orientation @,
1'intégration sur les coordonnées de position nous fait retrouver le méme
, . . 1 2 .2 d .d
€tat un nombre de fois égal a3 (N -h )!(N -h")! ... (N'-h")! et nous

écrirons :

g | 4(Tt)
£, d@f---'i}ﬁ'f---ﬁ;t’ = Z(lt) 1Z P dZ d| 7 NlmN d .d
h ...h N >h N >h (N-h)!t...(N -h)!
— —_—r  —> —
X dch. dz dqg+] -.dqy (11T - 4)
g (r,c)
) ) v

avec I(t) = | e g 7 3 (I1II - 5)

N >0 N >0 N !l...N!
: i d .. .
Les valeurs N ,...,N sont liées par la relation :

I 0 (111 - 6)

A=1 N =N = cte

Dans ces expressions, les intégrales doivent &tre calculées
en choisissant arbitrairement la configuration qui correspond & chaque
] d . . .
ensemble de valeurs N ,...N . Toutes les configurations compatibles avec

1 d . . —> —> .
les valeurs N ,...N (et avec les orientations Ql""’Qg pour les molécules
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1 & g) sont équivalentes par suite de 1'intégration des coordonnées de
g qu P g

position sur tout le cristal.

- LA FONCTION DE DISTRIBUTION D'EQUILIBRE :

En 1'absence d'onde acoustique, le cristal est en équilibre
et nous pouvons définir un certain nombre de variables d'état thermodyna-
miques. Ces variables d'état auront des valeurs uniformes en tout point du
cristal. Pour un ensemble statistique grand canonique comme celui que nous
avons choisi pour décrire notre systéme, ces variables seront :

1) 1la température Te

2) les paramétres de la maille cristalline (avec, dans le cas

éventuel ol il y a plusieurs molécules par maille, les coordonnées numériques

des molécules dans la maille)

3) les potentiels thermodynamiques uz (2 1'équilibre) que nous

avons convenu d'associer & chacune des orientations (comme nous ne considéromns

pPlus que les orientations distinctes, ces potentiels thermodynamiques seront
au nombre de d).

Dans ces conditions, la fonction de distribution de N molécules
dans un espace de phase relatif a un syst&me composé de N] molécules dans

. - < . . .
1'orientation 91,..., Nd dans 1'orientation Ed a pour expression : lZlf

2 2
N Ny N lpil” | 1o " e
1 e A=1 € —Bi=l T T oI -8 isj=1" (1,3
f (T) = - ‘—l————a——-— e e Y (III - 7)
€ = N 1L
od B = E%— et T est la fonction de partition 3 1'équilibre
e
-2 -, 2
L I N EME
B, N'n Z 1 1 N e,. .
I T TREiT He -8, L + Y v, 3)
= = 1 “-d e e 1=} 2m 21 —Si>.=] aII"’S)
= T Nso NS d ! ar

N !...N!
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Par conséquent, la fonction de distribution d'équilibre de g molé-
' i . . . .
cules (g = x=1 hx), les h premiéres étant dans 1'orientation 31,..., les

d .o . . -rd
h™ derniéres dans l'orientation f2 se met sous la forme :

d N (—2

el A Ip. |

Bazp Nv gl i

fo @ -T) == J ) e . i=1 Tom

plond P TE E e e ey avdendy s
2 N
N |u,

8 igl _—ff—' -8 igjgl Ve(i’j)~+ AT — I - 9
X e e dqg+l" dy cg+l"dCN ( )

Une fonction de distribution particuliérement importante est
celle qui correspond au cas ol g = | c'est-3—-dire la fonction de distribution
4 une molécule dans ume orientation donnée. Elle permet d'exprimer la valeur
moyenne du nombre de molécules dans cette orientation par unité de volume.
Considérons, en effet, la valeur moyenne du nombre total de molécules dans

1l'orientation 3“.

. - —
<N">e = 12 dz N fe(r) dr = fe‘A (E;T,r;-;) dq, dt, (111 - 10)
N >0 %0 h'=1
A — A, =
<N >e = dr.l <n (r‘)>e (111 1)
avec  <n*(FD)> = | fe'. (3,7 W, (III - 12)
177e pAo i et

IITI - LA PROPAGATION D'UNE ONDE ULTRASONORE :

Lorsque 1'on désire soumettre un cristal 3 une onde acoustigque,
on place une face de ce cristal en contact avec une source vibrante. Cette
source vibrante (appelée transducteur) est généralement constitude par un

€lément piézoélectrique (quartz ou titanate de baryum) convenablement
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taillé pour effectuer des oscillations de 1'ordre du mégahertz lorsqu'une
impulsion de potentiel est appliquée entre deux de ses faces. Les moldcules
du cristal situées directement en contact avec la surface du quartz effec-
tuent de ce fait des oscillations forcées. Sous 1l'effet des forces
d'interaction, les molécules voisines se mettront aussi i osciller et le
mouvement se transmettra de proche en proche dans tout le cristal. Il semble
donc que la propagation d'une onde ultrasonore dans un cristal doive &tre
traitée comme une "condition aux limites" qui serait imposée 3 1'agitation
thermique des molécules. Malheureusement, pour procéder de cette manidre,
il faudrait comnaftre la solution de 1'équation du mouvement de chaque
molécule, autrement dit avoir résolu la dynamique du cristal, ce que nous

ne savons pas faire dans le cas de cristaux plastiques.

Cependant, si les déplacements instantanés des molé&cules nous
sont inaccessibles, 3 1'équilibre, les distances moyennes entre molécules
sont, elles, parfaitement définies. Ceci va nous permettre de tourmer la
difficulté précédente. Considérons en effet deux molécules i et j et leurs

.o A , . — — .
positions moyennes en absence d'onde acoustique <Ti>e et <rj>é.‘1magxnons~
maintenant qu'uvne onde U.S se propage dans le cristal. En théorie de
1'€lasticité, on caractérise 3 chaque instant une telle onde par le dépla-

+
cement s{r,t) de chaque &l&ment de volume du cristal (supposé suffisamment
petit du poimt de vue macroscopique). Les mouvements des deux molécules
précédentes vont &tre perturb&s. La fréquence de l'onde ultrasonore est
généralement tré&s inférieure aux fréquences de vibration des molécules.
Alors si nous considérons deux instants t et t + At, séparés par un inter-
valle de temps At pettement plus petit que la périnde de 1'onde acoustique
mais suffisamment grand devant la période des vibrations moléculaires,

1'onde acoustique n'aura pratiquement pas varié pendant At mais les
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molécules i et j auront effectué un nombre important d'oscillations. Il nous
est possible de calculer la moyenne temporelle sur t des positions de ces
- . . . — — - ..
deux molécules et d'assimiler ces valeurs <ri(t)> et <r.(t)> 3 leurs positions
’ -
d'équilibre en présence d'une onde acoustique caractérisée par s(r,t). Les

déplacements des positions moyennes des molécules 1 et j seront définis,

3a 1'instant t, par :

—_— —_— —_
Si(t) = <ri(t)> - <(ri>e
(111 - 13)
—_— —_ —
s.(t = <r.(t)> - < .
sJ( ) rJ( ) (rJ .

Dans la thé@orie de 1'@lasticité, on écrit le déplacement au point
+ g L4 L i > - | P4 . ¥ -
r + dr voisin du point r (& 1'échelle macroscopique) sous forme d'un déve-

loppement  1imité au premier ordre :

> 3

> — > — > —_—
s(r + dr,t) = s(r,t) + grag s(r,t)]]. dr (I1I - 14)
r

Cette notatiom vectorielle résume les trois é&quations suilvantes :

s](r +‘3¥;t) #ésl(;,t) + gra§ s](;,t) . dr
T

/]
N
~
[a]
+
=9
la]
~-
or
o/
"
+

sz(?,c) grad s,(f,t) . ar (I1I - 15)
¥

53(?.+ dr,t) s3(¥,t) + grad s3(?,c) . dr
>
r

On suppose donc une variation linéaire du déplacement entre les

, > > = . . . C e s .
polnts r et r + dr. Nous imaginerons que cecl reste vrai 3 1'échelle micros-
copique autrement dit que la répartition des déformations est uniforme

. > > — . . . . .

entre les points r et r + dr. Dans ces conditions, S1 i1 et ] sont deux
molécules proches 1'une de 1'autre (3 1'Echelle microscopique, c'est-d~dire
suf fisamment proches pour avoir une interaction notable) nous &crirons une

relation analogue 3 (III - 14).
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> . > —— -> — —
sj(t) = si(t) + [?rag s(r,t)]»..iiyj>e - <ri>e) (III - 16)
r T=<r >

I1 faut remarquer que, si les déplacements des molécules intro-
duits par 1'onde acoustique atteignent des dimensions macroscopiques, par
contre les distances intermoléculaires varient peu. La figure 15 illustre
le phénoméne dans le cas particulier d'une onde purement longitudinale.

Si ve(i,j) désigne 1'énergie potentielle de deux molécules i et j en
1'absence d'onde acoustique, pour faire passer leur distance d'équilibre

-_— . —— . . . .
de <r..> 3 <rij(t)> 11 .-faut leur fournir 1'énergie

ij e
<rij(t)>
P,: . _ e,. . — _
vi(i,j,t) = grad _vo(i,j) d(<ry.>) (111 - 17)

. — <r..>

. <r..> 1] e
1] e
. . < P,. . I e e, . .. —> _
égale sgnslblement a v(i,j,t) = [grii >v (1,3)} . [<rij(t)> <rij>e}
ij’e

(111 - 18)

Ainsi on écrira 1'émergie potentielle des deux molécules i et j sous la

forme d’un terme d'équilibre et d'un terme de perturbation.

e ey e — — —
v(i,j,t) = v (i,j) + [gl‘f_i__*> v (i,j)] . [gra§+ s(ri,t) . (<rj>e—<ri>e]
Tii’e Ty (111 - 19)

. . ) P . . — . s
Nous introduirons les déformations au point <r;>, qul sont définles par

a, —* g, —
.L{gs (<ri>e’t) as (<ri>e’t)

ea8(<;;>e,t) -3 + (I11 - 20)
\ I<x. > I<x., >
18 1a e
e,. . B e, . .
v(i,j,t) = vo(i,j) + -;— dee(<r—{> ,t) [<x‘.".>e v (1,3) 4 ook, > 3‘-’—(1-’—31}
ara € t 8<x§.> ty e 3<x?.>
ij’e ij e
1 — -— —_— — e
+ 3 {rot, s(<ri>e,t) | <Tii%e grad v (i,j)} (111 - 21)
<r.> ] <Tr >

i e ij"e
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Le dernier terme du membre de droite n'est en général jamais
Pris en compte en théorie de 1'élasticité. Nous n'en tiendrons pas compte
non plus.

Si les deux molécules i et j appartiennent 3 1'unité de volume

L . > .
située autour du polint r, nous pouvons convenir de remplacer
—_ - - . - ' T+ a

eue(<ri>e’t) par eas(r,t), la déformarion étant constante sur 1l'unité de

volume (voir la figure 15).

Le terme de perturbation vp(i,j) est fonction linéaire des
déformations gﬂ§;,t). Nous serons amends par la suite & calculer des dé-
rivées par rapport 3 toutes ces déformations. Pour simplifier les calculs
nous introduisons un paramétre y qui suivant sa'valeur (0 ou 1) indique

que le cristal est ou n'est pas en équilibre.

v(i,j;t) = vo(i,i) +yvP(,i,t) (111 - 22)

Soit G une fomction quelconque de v(i,j). Nous pourrons remplacer

Y1 [a6 3G -
.y €qg P2T 3 (I11 - 23)
aeas

- L'HYPOTHESE DE L'EQUILIBRE LOCAL :

Une onde wultrasonore se propageant dans un cristal plastique
n'a pas pour unique effet que de modifier les distances moyennes entre
molécules. Ces distances sont en effet, du point de vue thermodynamique,
des variables d'état relides aux autres variables d'état (température et
potentiels thermodynamiques) par 1'équation d'état du cristal. L'existence
de cette équation d'état ne doit pas &tre oubliée, méme si nous ne la
connaissons pas explicitement. La conséquence en est qu'une variation

locale des distances moyennes entre molécules introduit une variation locale
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de la température et des potentiels thermodynamiques. D&s lors on ne peut
plus définir de variables d'état pour le cristal tout entier : le systéme

est hors d'é&quilibre.

Dans un tel cas, on fait habituellement en thermodynamique des
phénoménes irréversibles 1'hypothése dite de 1'équilibre local. Elle
consiste 3 considé@rer en chaque point du cristal, un élément de volume
suffisamment petit pour que les variables d'état puissent y &tre définies
et considérées comme constantes. Nous supposerons la perturbation apportée
par 1'onde acoustique suifisamment faible pour que nous puissions reprendre
cette hypothése classique. Les variables d'état locales seront domc, pour
1'unité de volume situge autour du point T

a) les déformations ¢ _(r,t) (quation III - 20)

af
b) les potentiels thermodynamiques uk(?,t) (équation 1II - 112)

" ->
¢) la température T(r,t)

A partir de ces variables thermodynamiques locales, notre but
est maintenant d'exprimer la fonction de distribution de g molécules,
SRR | . . S d e
réparties en h molécules dans l'orientation Q ,...,h molécules dans

i . >d . ' =
l'orientation { . Nous allons pour cela reprendre l'analyse de 1'état
statistique local faite par Massignon |22|, mais en 1'étendant au cas oid

le systéme global est décrit par un ensemble statistique grand canonique.

Désignons par V. un élément de volume unité, situé  autour du

I
point ;, et étudions la décomposition de 1'espace des phases induite par
la décomposition V = V‘ + V2 du volume du systéme. Pour mieux voir cette
décomposition, au lieu de prendre 1'espace des phases Tc relatif 3 une
configu:ation‘c du cristal, nous considérons 1'espace Fz des phases
d!)iéme

symétriques qui est la (NI!...N partie de Tos c'est-d-dire la
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partie de Pc ol peuvent se ramener toutes les phases du systéme compte-
tenu de 1'indiscernabilité des molécules. Le mouvement de chaque molécule
est décrit dans un espace de phase Y 3 douze dimensions, produit de
1l'espace des coordonnées généralisées par 1'espace des moments

(équation 1I -~ 1)

. = ¥ Y
n g ey

avec en outre

Yo o ® Yy
1 1 1

La séparation du volume V du systéme en deux parties V] et Vz

conduit 3 distinguer deux régions dans chaque sous espace Y57 suivant
' i

ouV,.

que les valeurs des coordonnées ;: placent 1a molécule dans Vl 9

L'espace de phase Tz, produit des différents espaces de phase Y
relatifs aux molécules individuelles prend ainsi la forme suivante :
1

N N
o 17 17 o 1 d 0 ot 1 d_d ¢y .7
To® et T (n,...,n ,V])(:)Pc (N-n,...N -n ,Vz) (IIT < ‘264

n =0 a =0
ou encore
|
ozNz“dond
rc = e r (n ,...,n) (111 -~ 25)
n=0 n =0 ¢
La régionrrz (d]...nd) correspond 3 la présence dans le volume

. . . . +1 . .
unité Vl de n, molécules dans 1'orientation Q , de n2 molécules dans 1'orien-

. >2 . . . 2d ,
tation Q ,... de nd molécules dans 1'orientation @ tandis que damns le
. 11 . . .
reste du systéme V2’ 1l se trouve N -n molé&cules dans 1l'orientation

51,...,Nd—nd molécules dans 1'orientation ﬁd.

Afin d'illustrer ce qui précéde, nous allons reprendre 1'exemple
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donné par Massignon c'est—a-dire le cas de deux molécules identiques, cet

exemple étant sans intéré€t thermodynamique par lui-méme.

. . . —~—>
Portons en abscisses les coordonnées de translation r, de la

molécule | et en ordonnées celles de la molécule 2. (;;). Nous représentons

"donc la projection de l'espace T du systé@me sur son espace de configuration

(figure 16). Cette représentation partielle de 1'espace I nous suffit

puisque la décomposition V = v, + V2 n'affecte ni les moments, ni les

coordonnées de rotation.

= o s
Pour représemter l'espace I' des phases symétriques nous prenons
.. - .o . . . 0
le demi-plan situé sous la premiére bissectrice x'x (puisque N!=2, I' est

la moitié de I).

La relation (III - 25) devient dans ce cas particulier :
=1 ® r'o) @ e

QOCO) = PO(O;Vl)(:)FO(Z,VZ)‘désigne les régions du plam o il
n'y a pasf&e molécules dans Vl’ les deux molécules étant dans VZ' Ce sont
donc les vrégions telles que :

—

rt s»kvl

CEL Y
Elles sont Gésignéesﬂpar'c sur la figure (16).

r’a) = r°,v ) @r°(,v,) désigne les régions du plan o om
a une seule wolécule dans le volume Vl et 1'autre dans le volume V2 3 autre-
ment dit les régions correspondant aux deux possibilités :

—> : —

:lev,’ rlQV

——

Ce sont les régions Bl et B8,.

T, ¢

Y
2]
__<2







- 73 -

I‘o(i)g: PO(Z,V])I‘D(O,V ) représente la région od les deux

molécules sont dans v,.

—
r,. €. Vl
—

T, € vl

Elle est désignée par y sur la figure (16).

Rous pouvons dans r° remplacer n'importe quelle région par une
région symétriqu; par rapport 3 la bissectrice. Ces deux régions sont en
effet deux régions de I' formées de phases ol les deux molécules jouent des
roles symétriquesm‘Elles peuvent donc &étre substitufes 1'une i 1'autre
donc toute intégration sur T°d'une fonction symétrique. Ainsi nous pouvons
remplacer la régiomn 82 par la région 83. L'espace r° ainsi défini n'est
pas d‘un seul temant, mais ceci est sans importance car nous ne cherchons
pas 3y suivre la ‘trajectoire de 1'état mécanique du systéme mais plutdt
3 y évaluer des probabilités. Ce faisant nous trouvons que c'est la molé-

et la molécule 2 dans V..

cule 1 qui est dans’vl 2

Revenons maintenant au cas général. Par un choix convenable

de l'espace Pz nous pouvons admettre que ce sont les molécules d'indices 1,

2y00e,v ¢ (v = XZj nA)qui se trouvent dans Vl et celles d'indices

v+ 1,...,8 dans Vz. Nous adopterons cette hypothé&se par la suite.

Daums chacun des eSP&ceS’PZ (a',...,n%) a 12 N dimensions, nous

introduisons la demsité de probabilité locale :

N >n

Ll |
G Y U d_d
ro@ -n,...N-n%,V,)
R s
n ..n

d

dans To(nl,..,n ,Vi)

0 hors de»r°(n‘...nd,v])

— — — ——p
3 g
f(Pc,t) uq\’ﬂ...dqN daz joe dcﬂ
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loc

La fonction de distribution locale f 14 désigne la probabilité
n..n

- - X - - . > - I3
d'avoir v molécules dans 1'unité de volume autour du point r, réparties
1 . _ . +>1 d . _
en n molécules dans 1'orientation 2 ,...,n molécules dans 1'orienta-
. >d . - — — — .
tion { et de coordonnées et moments >, c],. . "qv’r’v’ les autres molécules
étant dans le reste du cristal. En particulier, on ne doit pas confondre

1'expression de la fomction de distribution locale fl?c 4 pour le jeu

h ..h

particulier de valeurs n]=hl - .nd=hd avec la fonction de distributiom

f:' d relative au systdme global. Celle-ci désigne la probabilité pour que
gmigculea queleomgues, ayant des orientations T,g (telles que h‘
parmi elles soient d'orientation -DH oo .hd d'orientation 3d), aient peur
coordonnées E;...E;, ‘indépendamment des coordonnées et orientations des

autres molécules du eristal (qui peuvent &tre ou ne pas &tre dans l'unité

de volume autour de r).

Leurs définitions respectives (III - 26) et (III ~ 4) montrent
d'ailleurs que, si :f;,.._cf; désignent des coordonnées situées dans 1'wmité

dewhmmem du point T

¥ ‘ loc

£ @y, = | |f @555t (111 - 27)
u..nd n'..nd
+ I ) ‘floc q,..72.,r,0)dq .. d¢_laz,..d¢
e q el ,T, 3 ..
alon! Tadond | ol TR ool 1

La probabilité P(al..nd,t) pourqu'il y ait exactement dans V
un nombre de molécules &gal 3 v et réparties en n1 molécules d'orienta~
tien 3’ ,-.,n’d moléeules d'orientation Ed s'exprime manifestement par

1'intégrale
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; loc
Pod —_— = > —  ——
P(n ...n ,t) = fnl nd (ql..gv,r,t)dq]..dgv
Fo(nl,..nd,Vl) (111 - 28)

L'bypothése de 1'équilibre local conduit 3 admettre la propriété
loc

1 d
n ..n

suivante : la fonction de distribution locale f ne dépend pas du

temps de fagon explicite mais par 1'intermédiaire des variables d'état

locales. La relation précédente (III - 27) nous permet d'affirmer qu'il
d

en est de méme pour la fonction de distribution de g =, n* molécules,

=1

B - - : . - . . ->
toutes situées dans 1'unité de volume du point r.

Le probléme consiste maintenant A trouver les expressions de

ces. fonctions ‘de distribution locales.

~ LES FONCTIONS DE DISTRIBUTION LOCALES :

loc
Imaginons que nous ayons une valeur approchée fo} d de la fonction
n..n
loc
de distribution locale f | - Nous pouvons toujours écrire :
: n ..n
loc loc loc
f I d = fo] d + fll d (III - 29)
n ..n n ..n n ..n
loc 1ioc loc
La fonction fll d° f 1 4 fol 4 €5t un terme correctif
n ..n n..n n..n
loc
égal & 2éro dans le cas ol la fonction foI d représente exactement la
‘ n ..n
loc
fonction. de distribution réelle f 1 g La connaissance exacte de ce terme
n..n :
‘ loc
correctif emtraine celle de la fonction f 1 q- of Kirkwood a montré |16},
n ..n

dans,Ieféés~d'une'fouction de distribution hors d'équilibre f(n)(t) dont
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on conmaissait une forme approchée fo(N)(t), que le terme correctif

fl(N)(t) = fcn)(t) - fo(N)(t) pouvait &tre obtenu par 1'intégrale
) t
£1® (1) = e H(e'=0l B(Ft.)fo(N)(t') de’ (III - 30)

oi L désigne 1'opérateur de Liouville du systéme

1L
aH 3 aH d ;
=} a=} 3q. 5C. 32, 39, (I1IT - 31) et I‘t, la phase
Ja Ja ja " tja

L=-1,
3

for

1'instant t', considérée comme une fonction du temps et de sa valeur Fs

Rr

un instant initial t = t, c'est-3-dire :

_— = — ——
9 = @y Tygot)
(111 - 32)
e — el — )
Sip = ci(q,s----ch,t)

Le terme B est obtenu en faisant agir 1'opérateur d'évolution

de Liouville sur la fonction de distribution approchée fo(N)
teo™ - - i B ™ (III - 33)
-i(t'-t)L

L'opérateur e est défini par la relation

Ao 7e_. n
Sie-or _ T |-i(e"-0) | [

n!

Rous allons appliquer la relation (III - 30) 3 nos fonctions
de distributiom locales. Chacune d'entre elles &volue suivant 1'équation

de Liouville

toc

4 a4

AL NP Y (III - 35)
It n..n ‘
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L désigne 1'opérateur de Liouville des v molécules situées dans 1'unité

. ->
de volume au point T

N 3
Y 7 [e8H 2 aH 3

=1 a=l aqja a;ja acja aqja

L=-1

ot H est 1'hamiltonien du systéme :

NirME Ik v
H=ig L1 ,,;_ iZl J.Z] v(i,j) (III - 36)
2m 21
j#l
loc

Le choix de fo | g est arbitraire. Nous sommes uniquement

o ..n
guidés par ce que nous connaissons du systéme et par des raisons de simpli-
cité de calculs. Nous choisirons une fonction ne dépendant du temps que par
état locales.

1'intermédiaire des variables d° En outre, puisque nous avons

affai;e 3 un solide, nous négligerons le flux de diffusion des molécules

A > A
en supposant que ¥ (r,t) = u (t)
Zd
-8 A A
loe — . A= N
fo 1 glet) =3 1 oy
n ..n “N>» N> (N-n)t...(N -n)!
—_—
SN e -
i=1 kT(ri,t) 2m 21
X e :
.. .. I1I -37
- Z ve(l»J)+YVp(1,Jat) ¢ 37)
i TGO, _
x e . dq\)+l"'d§N

Cette fonction correspond 3 une distribution Gaussienne des
vitesses de tramslatiom et de rotation autour de leurs valeurs moyenmes

respectives.




- 78 -

Nous avons aussi, dans cette expression, localisé 1'énergie
d'interaction v(i,j) de deux molécules i et j, pour moitid sur la molécule i

. — ~ - . - - .
au point r, ol la température est T(Fz,t) et pour moitié sur la molécule j

. —
au point r.

3 ol la température est T(F;,t). Par la suite nous poserons

— — ———
T(rj,t) = T(ri,t) + rji.gragﬁi (111 - 38).

1

loc
Compte—~tenu de ce choix de la fonction fo ) g et de la rela-
n ..n
tion (III - 32) nous obtenons aisément
v —
p.
— - _ ZZ e,. . i > _
B(ql,...cv) = - i3 v (i,3) —-u (111 - 39)
—
p . :
—s 1 > —_— e,. . 1 5l — e.. . —_— >
+ rij- {—m— ulf . gra§_+v (i,3) + 4 T -grad v (1,33 grag T(,t)
r. 8. Y
i i
= A(q—;...?) . grad T(Z,t) (II1 - 40)
r
En conséquence
loc * -i(t'-t)L - - . s loc
f1. (&) = e A(q, ,...C_).grad T(r,t) fo (tHde' (IIT1 - 41)
It vt
1 d I d
n ..n . n..n
loc
Le terme correctif fl ne dépend que du gradient de température.
1 d
n..n

La perturbation apportée par 1'onde acoustique n'y apparalt pas. Ceci signifie
7 loc
que la fonction de distribution approchée fo, 4 en tient enti&rement compte.
n..n

En utilisant la relation (III - 27), nous pouvons obtenmnir

1'expression des fonctions de distribution de g molécules
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& g g
£y 4 @ Tt = fo, L @T,0) + £ (.50, (III - 42)
h'..h g h'..n% ' 8 h'..h &
avec pour la valeur approchée :
g - loc loc
fo (ql,--,cg,t) =fo, 4(q;..z_,t) + 12 . dX 4 | 9, d(&'l’ c)dq...d;
h] h h ..h n >h n >h n ..n g+l
(III - 43)
et pour le terme correctif
t
g s ' > loc
fl ('c'f; L _,t) = e (t ek A( Qpr - v).grad T(;,t')fol d(t')dt'
1 d z
h'..h - T n ..n
t > loc
: — N
+ ,X dz 4 © 1et-e)l A(qlt..--z;:t)-grad T(?,t')fo] d(t’) AI11-44)
n >h n >h T n ..n
xa_c; d—f dt’
g+l "
ou encore
4 ¢ loc
3 ' I—’ ’-—
£ (E;--zf,t) = e 1(e'-t)L U(ET:,. t') grad T(z,t") fo, (t')dt'
h“‘hd g : g n .-n
(111 - 45)

Nous allons appliquer les résultats précédents au calcul du

courant‘&emehaigut.
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- - LE COURANT DE CHALEUR :

L'expression microscopique de ce courant nous est doanée par

la relation (II - 122).

-3 - > - > -
Jtrst) = <x(x,t)> - <E(r,t)> u(r,t) + <|o(r,t)|> u(r,t)

N —_—
>
+ <|w(r,t)|> w(r,t)
En tenant compte des termes identiques, nous pouvons exprimer
ces valeurs moyennes i partir des fonctions de distribution de | ou 2 molé-

cules ; écrivons explicitement le courant de chaleur.

d 2 2
R fpom| |, [-m) V22 ! TR
Jol=-t) ’Agx Tm T w ¢

1
A
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> > - > > >
avec ¢ = r (® © ‘et q' = ' (®» e’
+—>
Les termes & intégrer sont des fonctions impaires de (ﬁ»- u)

>

> . . ..
ou de (E-— w). En considérant 1'expression que nous avons choisie pour
T P q

loc
fonction de distribution approchée fol 4 (111 - 37), on remarque aisément
n ..n
- . g
que la contribution des diverses fonctions fol g au courant de chaleur est
h ..h

nulle. Celui-ci se réduit donc, pour la composante par exemple 3 1'expression

suivante :

¢ .
=1 (t'-t)lL -+
Jg (Z,t) = <Jg(rct,?) e D(c";:,.. Z;,)>o ) gra% T(r,t")dt"

0

(111 - 47)

ol le symbole < > désigne une valeur moyenne calculée 3 partir des fonctions

de distribution approchées.

Nous remarquons que le courant de chaleur n'est pas directement

1ié aux déformatioms. Celles-ci interviennent dans les fonctions de distri-

. g . . .
bution fo 1 d dont la contribution est nulle 2 cause de leur forme gaussienne

h ..h

autour des valeurs moyennes des vitesses de rotation et de tramslation. Ce
résultat est en accord avec le principe de Curie qui exprime l'indépendance
des flux vectoriels et tensoriels. En comparant notre expression du flux
de chaleur avec celle donnée par la théorie phénoménologique [9], nous

trouvons deux relationms analogues compte-tenu de notre hypothése de négliger

la diffusion des molécules.




CHAPITRE - 1IV =~

LE TENSEUR DES CONTRAINTES
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IV - ©LE TENSEUR BES CONTRAINTES

Considérons la partie symétrique de la contribution de 1'énergie

potentielle au tenseur des contraintes

ToX. L ig 1] Bxia

Saf ..
<oy (F,t)>= _<1 [‘?. LAACTS DAY —QY—(L-Q] oG} - Dy - D
Nous avons supposé, afin de simplifier les calculs que nous

pouvions arréter le développement de 1'opérateur O 3 son premier terme,

. . —
autrement dit que a(rij.grag) =
T

Ceci est possible si on suppose que la portée des forces d'inter-
action moléculaires est faible devant les dimensions de 1'unité de volume.

3 . —-—> 3
Dans ces conditions, pour des valeurs de rij croissantes, la

— . . . . - e s
force grag* v(i,j) exercée sur la molécule i par la molécule j dimimue

r.
1

progressiwement et elle atteint une valeur négligeable bien avant que la

différence ¢(;§ - ;) - ¢(;Z - ?) ne prenne une valeur notable.

L'équation (IV - |) précédente a pour forme explicite :
Saf .. ..
> 1 Z Z ZZ a av(i,j) B 9v(i,j) —> >
< = - ———— —_— 3 - )
oy (r,r)> % N'>0"'Nd>0 45 %4 3313 + X35 axiu ¢(r1 r)f(r)dr
(v - 2)

En intégrant 1'équation précédente, si nous tenons compte des
termes identiques, nous obtenons une expression qui ne dépend plus que

de la fonction de distribution de deux molécules
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d > >
SaB ) av,.(q,q") av,,(q,q9")
-+ = A A 2 > > b
<oy (r,t)> =z 2 [Xa % * X % } £, (a,a',z,0')dedzdq dg
) h™=2
1 Z zd av,\ (4,9") av)\n(q’q') 2 > > > > = = > —
—_ ] ] L} ]
¥ 8 adn=i [Xu ¥, t Xy TTax ] £ \ (2,97,2,27)d6 dt dq' di
h=h"=1
(Iv - 3)
avecxa=xa-x(; . a = ;@3 et 3' = r @é"
De son c¢8té, la partie cinétique :
N — —
<> Z p]’_ > pi_ > — >
<f0K(t,t)[> =<i=l - m —-u ® — - u 4>(ri - r)> (IV - &)

peut se ramemer 3 une expression qui ne dépend plus que de la fonction

Ly

de distribution d'une molécule. Soit par exemple la composante a8

pm pB 1

ag > -1 | - - >z -
<op (r,c)> =i m(—; u, - uB f A (r,8,p,u)d8 dz (IV 5)

Pour des raisons de parité, il est évident que la contribution du
8

. e e o , . . .
terme correctif f1 (q]..cg,t) des fonctions de distribution est mulle,

nt. .nd

aussi bien pour la partie cinétique que pour la partie potentielle du

tenseur des comtraintes. Nous pouvons donc écrire :
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d
P P
g ~> - Z _ _a B _ 1 > > —> —>
<o (r,t)> = - uz( - u, - UB) foA (r,0,p,u)d€ dtg
h' =]
(IV - 8)
+ =1 L I , + X fo (a,9',2,¢"')dbdzdq’ dg’
8 tx=I o axs 8 X A
h"=2
d <>
3v, (q,q9") av, (q,q")
1 Zz An Ant*? 2 > >, > > = >
*'% agn=1 | X o%, * X o fok (d,q9',2,2')d6 dz dq'dg

Le choix d'une distribution Gaussienne des vitesses de trans—
lation et de rotation autour de leurs valeurs moyennes (équations (III - 37)
et (III - 43) a pour conséquence d'annuler le premier terme du membre de
droite de 1'8quation précédente dans le cas ol les indices a et B sont
différents. Dans le cas ol a = B, 1'intégration sur les quantités de mou-

vement donne

P =i | Dol gouw
p\
h'=1
= % k <v(;,t)> T(;,t) (v - 7

Dans 1'interprétation phénoménologique que nous avons rappelée
au chapitre II, on développait les composantes du tenseur des contraintes
en fonction des écarts des variables thermodynamiques 3 leurs valeurs d'équi-
libre. Nous procéderons d'une maniére analogue, mais en utilisant les
variables thermodynamiques figurant explicitement dans la fonction de dis-
tribution. Ces variables seront donc la température (au lieu de 1'entropie),

les déformations et les "potentiels thermodynamiques" (au lieu du degré
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d'avancement de la réaction). Pour cela, en nous reportant 3 la relation
(II1 - 21), nous pouvons écrire pour deux molécules i et j situées dans
1'unité de volume autour du point T
. . e,. .
. . e, . 1 ZZ + a ave(l,j) 8 v (1,3) _
Vi, i,e) = v (,5) g g gelF ) x>, e 4 x> =) (TV-8)

3<x. .> 9<xX. .>
1] e 1] e

ea . ] — >
Comme nous 1'avons déj2 souligné, le terme 7 rog s(r,t) n'est
r

jamais pris en compte en théorie de 1'@lasticité.

Dé&s lors, en développant la fonction de distribution de g molécules,

nous obtenons :

3 gx e £ gl d\¢é
fo d afo
£08 (ET..E;) - fe8 4 bbb @ - 1) + h ..h
n'..nd pt..pd VT 3y
g
d e
afo, 1 d
h'..h A > A
+ Az‘ X ui(r,t) = u) (Iv - 9)
du

Les valeurs des dérivées sont prises i 1'équilibre thermodynamique ¢'est=d-

A

A >
et u (r,t) = Mo

dire lorsque vy = 0, T(;,t) = ’1‘e

Ce sont des dérivées partielles par rapport a une variable d'état

thermodynamique, les autres variables d'état &tant maintenues constantes.

g e r g qe
sfo. 1 d afo, 1 d

h'..n ) h'..h 1 oaiisa

oT 3T Y, U

L J
(Iv - 10)

g e _ _e
fo ; 4 aforl .d

h ..h h ..h

= N\ A 1 > d
Y L 3y T,u
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n
3
¥
j2 W

n# 2 (IV - 10)

Ces termes sont aisément calculables. Les calculs s'apparentent i
ceux de la thé€orie des perturbations appliquée 3 la recherche de la fonction
de distribution de paires (fonction de distribution d'équilibre) dans les

liquides et les gaz. |23 - 27|
On trouve successivement :

- la dérivée par rapport aux potentiels thermodynamiques.

g e
afo 1 _d g gtl

.. - p\
h ..h =- 80 fe, ,@..T) -B{ fe, @3,
oy h'..h 8 h'..,h"+1,h
u

g — ! —— —— — —
- fe (q,..7 ) fe (q T _.,) )dgq dz (Iv - 11)
hl. hd 1 hl 1 +1’7g+] g+l g+l
- la dérivée par rapport 3 la température :
g e 2 2
3fo, 1 | & /e, - m | W, - Lo
.nd ] w2l L 2 i . i
a=1 Fe i=1 7m 71
3T
” (5| fer | @D
1>3-l MERSEY ﬁl..hd ql"cg
{ d —— -+ 2 —_— - 2
ks X=i ,.ue + + fe] A d(q],,c +l)
T om 21 h' ..R"+1..h g
g ]

—r — e
”’fﬁr hd(q!"cg) o (q 1’Cg+1) 49, g,
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2 Z Zg e ‘1 - -
kg L L v (i,g+1) fe @, ... dq dg .
A=] i=} 31 ﬁl hl..hxi-!..hd 1’ g+l g+l g+l
d
2 g+2
8 Z e — —

g
— —_—  — —— —
f; hd(q]...c ) fﬁ z(qg+,,cg+l,qg+2,cg+2) dqgﬂ dcg+l dqg+2 dcg_,z

2 Z ; ' g+2
8 a —_— R
k = v, (g+1,g+2) | fe (q ... )
2 M=l 1] "an LR PN AT A R A

g —_ s, 2 N >

-~

= la dérivée par rappert 3 vy :

2 g e g
o, 1 4 8
..__{Li'.i?._. = =g 1§g vP(i, i) fe, 4 (HT..?)
3y h'..h g
d
g g+l —
-8 Z Lo P (i,g+1,t) fe (q,...C )dq dg
A=l 1=f >] -51 h]..h}\ﬂ..hd : ! ‘ !
o,
d
+2
-8 1 : . -

2
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g+2
_8 7 Z P o - —
= 1,g+2,t) ( f cen
2 adn=t | Vag(EThEtR D) gl..hx+l..hn+l..hd(ql “ge2)
g - ., 2 ) S — ,
- fil hd(ql--Cg) ftelxz‘ hn=1(qg+lscg+1,qg+2’cg+2) dqg+1d%+xdqg+2dcg+2
.. R

Pour simplifier les notations, &écrivons la relation (IV - 9) sous la forme.

& - = g —_— -
f {(q,..T ) = fe (q,..0 ) + F [T] (T(Z,t) - T)
plopd b8 Tl e ', e
(IV - 14)
IIgt zd
g x> A
Tag 1 4 [ealeas @) + 4 T hd[x] W@, 0-u)

ol les termes entre crochets correspondent 3 des indices et non 3 des
variables. Nous pouvons maintenant mettre 1'expression du tenseur des con—

traintes sous la forme :

Sag ' SaB Sag ,
- ->
@ @or=o  +L [1] F,0-1)
(Iv - 195)
3 d
SaB z SGB
) AL X
+ Yy 6=1 L [;Yé]eyé * a5 L [A] (v (r,t) ue)
Sag
Les termes do sont des constantes qui s'expriment par :
Sap d
o, =41 b“s(q,q ) fe, (3,3',%,%") d & dq'dz’
o 8 A=l hx=2
d (IV - 186)
2
1 Zz aB ' F x> = = o
* T afn=l { b qu,q ) fe, (q,9",2,2") d6 dr dq'dz




avec la convention :

e ,> 4+ e ¥ >
aB >+, v (49" vy . (4,9")
Byn(®a’) = X, 3%, * Xg X (IV - 17)

De méme nous avons :

Saf 2
L [1] =%A£, v¥@anr, [ BT 2T
AX h'=2
(IV - 18 )
d
1 Z ol > > 2 ) — —> —_— )
YEadnm [P (GADF L [r] 4 dz dq* &
n An h'=h"=)
Seg ] Zd ag ,+ » 2 —d> >y ey
L ] =g | P @anF, ] B E @@
AA h'=2
4 (IV - 19)
2
so bl @i s plwRT @ oa
= An h =nh"=1
En posant
-
2. e > > 2. e ,» >
e 3v, (q,q9") 3 v, (q,q9")
%78 -y X, M, xg —0
An 9K, 3X; XX ] |
(IV - 20)
2 -+ 2 > > ]
e 2 V§n(q,3') o 2 V§n(q,a')
+ X | XD . + X, -
9% 8X 3% 3XC |
o 8 ay

on obtient pour les autres constantes :

d
SaB 2

1 aBysd > » > > > >
L [875] == 16 )\Z a (q:q')fe)\ (q,Ci',t;,;') 6 dg dq'dz'

o h'=

..89._
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2

LI e g gnimymEma o

16 2#Fn=1 .n

an h =h '=1
d (v - 21)

1 —

S RUR RN O 14
A h =2
i :
_l_ aR > -, _— o, =,

Puisque 1'énergie potentielle d'interaction de 2 molécules i et j
ne dépend que de leurs coordonnées relatives, les fonctions de distribution
seront elles aussi des fonctions de T - ', Aussi pouvons nous affirmer
que les expressions précédentes GOSaB’ LSQBET], LSaB[EYG]’ LsaB[A] sont

des constantes;

af
Les termes % représentent des contmintes existant dans le

cristal en absence d'onde acoustique.

Nous poserons comme il est habituel en hydrodynamique

‘+w N - > 1

P(r,e) [E] = <[o (7,00]> + 7 (Trace [o D [E](TV - 22)
ol [E ]est la matrice identit&. Ceci nous définit la pression P(;,t)
existant au point T 3 1'instant t.

PE,0) = 3k <@, 0)> T(F,0) + £ Trace [o_]

Lorsque nous avons &tabli les équations du mouvement, nous n'avons
jamais tenu compte de la pression et des contraintes qu'elle introduit

dans le cristal, aussi négligerons-nous ce terme.
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. 1 .
La matrice [co] -7 (Trace [00]) [E] correspond aux contralntes
existant dans le cristal en absence d'onde acoustique, dues par exemple i

d'éventuelles lacumes ou dislocationms.

Nous admettrons qu'elles sont nulles et nous écrirons finalement

le développement du tenseur des contraintes

d

S > S 1. > S S x> A
LPEol -1 ] ado -1 e LISk e L P60

(IV - 23)

Les différentes composantes du tenseur des contraintes apparais-
sent comme des fonctions linBaires des écarts des variables thermodynamiques
locales 3 leurs valeurs d'équilibre. Il semblerait d'aprés 1'équation pré-
cédente que ces composantes dépendent de troils variables thermodynamiques.

En fait il existe des relations entre ces variables.

On pourrait penser obtenir une premidre relation en indiquant
que la propagation d'une onde ultrasonore dans un cristal est un phénoméne

adiabatique, ce qui peut s'exprimer en &galant 3 zéro le flux de chaleur
g

——

Jq(r*,c) = 0 (IV ~ 24)

Toutefois la propriété d'adiabadicité doit plutdt apparaitre
comme-une conséquence de la maniére dont se fait la propagation de 1'onde

ultrasonore et ne doit pas apparaitre en hypothése.

FPouret et Fontaine |9| utilisent comme variables d'état ther-
modynamiques 1'entropie, les déformations et le degré d'avancement de la
réaction ¢ ¥ T (c'est-a-dire pratiquement le nombre de molécules de chaque

forme). En faisant remarquer que la production d'entropie est un infiniment
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petit du second ordre, ils supposent que le processus est isentropique. Il

nous serait pessible d'utiliser également cette hypothése.

En effet, nous avons introduit un ensemble de fonctions de dis-
loc

tribution locales f 1 4 d partir desquelles nous pouvons définir 1'entropie
n..n

- . ‘ . -> .
par unité de volume au point r 4 1'instant t.

+ » loe loc e
S(!‘;t) - Z m—z k f e — =3 — —
a'>0 nd>0 ol ol (qy..z,,t)Log fnl nd(ql”%’t)dqr'dcv

(IV - 25)

11 nous suffit d&s lors de développer 1'expression précédente

autour de 1'éguilibre et d'écrire que la production d'entropie est nulle
pour obtenir ume relation entre les variables thermodynamiques locales.

e e

- -
BED)L. | agwo-rpell[B8E0) gy
aT S a8/ p . (IV - 26)
d .

<
aS(r,t A A
.5k —;‘-—:—;—l @0 -ud) =0

Les coefficients de ce développement sont calculables 3 partir de

la relation (IV ~ 25) précédente.

L'hypothése d'un processus isentropique est assez arbitraire.
En fait 1'équation 3 ntiliser est 1'équation d'&tat du cristal. Elle nous

est malheureusewment inconnue.

Nous nous contenterons de signaler 1'existence de cette &quation
et nous n'en retiendrons que sa cons&quence : l'@cart local de température
par rapport 3 la temp@rature d'@quilibre est relid aux déformations subies

par le cristal et aux "potentiels thermodynamiques" associés 3 chacume des
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orientations. Ainsi les composantes du tenseur des contraintes ne dépendent
plus gque de deux variables thermodynamiques.

Fouret et Fontaine utilisent, non les potentiels thermodynamiques
mais le degré d'avancement de la réaction G I T. Nous aurions pu, pour

suivre de plus prés leur étude, employer les nombres de molécules dans

chacune des orientations discernables. Cependant nous nous serions heurtés

b
vt P

3 deux difficultés :

- les fonctions de distribution que nous avons introduites ne dépendent
pas de fagon explicite de ces variables. Il en résulte une grande complexité

- des calculs. Ceux—ci sont cependant indiqués en annexe.

- nous ne possédons pas leurs &quations d'évolution, c'est-3-dire d'édqua-
tions du type de (I - 18). Par contre les "potentiels thermodynamiques" ont
été‘introduits 3 partir de valeurs moyennes de variables dynamiques
(équation II -F12) et nous pouvons obtenir leur loi d'évolution. Ceci est

1'objet du chapitre suivant.




CHAPITRE - V -

LES POTENTIELS THERMODYNAMIQUES
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V - LES POTENTIELS THERMODYNAMIQUES

Nous avons défini au chapitre II, un ensemble de potentiels thermo-
. X . 1 . . A .
dynamiques 1’ (r,t) correspondant chacun 3 1'une des orientations {I des molé-

cules du cristal, en posant (équation II -)

d N —
! s Nt E(Lse) )dI‘
e | im1diy, {EGEO (T 5t) Tj .
X, i
W (T, ) = - £ — =
. A - M
Zc joq div (T ) £(Tse) = §dT)
ir [
fad 1

et nous avons vu que cette définition permettait d'obtenir des &quatioms

d'évolution identiques aux &quations hydrodynamiques habituelles.

; s 2 A -+ .
Rappelons que dans la relation précédente E (Fc;r,t) est la variable
-« . - - - . - 3 - .
dynamique associée i 1'énergie des mol8cules situées au point r et qul ont
s . +X . A - ..
l'orientation Q°, tandis que n (Fc;r) désigne le nombre de ces molé&cules par
22 -~ . > - 03 = - 3
unité de volume en ce mEme point r. f(1c;t) est la fonction de distribution
. N . . . — . e s
relative 3 la configuration c du systéme et u; désigne le moment cinétique
de la moldcule i dont le moment d'inertie est I. Développons les expressions

qui interviemment dans chacune des deux intégrales :

'3 N —e
Aoy > ) M — .
Zcir EN(rsTLe) | GE gra% £(T 3t))dr
x> ‘ i
u (r,t): - c . 'N rﬁ,:* 1 4 e
Aep o2 i - .
L) o'asn) [ iE + - gra%+ £(Test)dr,
ir i

c
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N —
u;
Zc I (].Zl Tl . graa? (I‘ ,r t) f(l‘ st) dI‘
T

I J n"(rc;‘r’) iz -I— . grad £(r_30)|d
r 1
V-1

. e . . . . A >
Nous pouvons ainsi écrire le potentiel thermodynamique u (r,t) comme le

A+
rapport fg_ifiﬁlz des valeurs moyennes de deux variables dynamiques locales

/<DA(;,t)>
N — N;—*
Ao L > YoM — ) ) Ti— A2
C (Pc,r,t) = - EA(%,r,t) [i=l 5 - gra%* Log f(Fc,t)}- i=1 -fngr3§+E (Fc,r,t)
i i
V -2)
) —
A, > R PR T 4 — .
D (Fc,r,t) = (Tc,r) { i=1 T ¢ gra%+ Log f(Fc,t) } vV - 3)

1

Les expressions de ces variables dynamiques locales font intervenir

la fonction de distribution f(FC;t) elle~méme ce qui ne présente aucun incon-

vénient.
Exprimons la dérivée par rapport au temps de ces potentiels thermo-
dynamiques
.égt_ A ="'TI'-T""‘3?'E «*@,0)> -___S__’i_ 3, DME,E)> (V- &)
<D™ (r,t)> * (r t)>

Les dérivées des valeurs moyennes des variables dynamiques peuvent
se caleculer 3 1l'aide de la loi d'évolution (II - 45). Nous sotiies dans le
cas ofi la variable dynamique dépend explicitement du temps ainsi que des

orientations des molécules. On obtient pour la premidre
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Dans les expressions précédentes intervient le terme

9
35 Log £(T ,t) = —T?—TET at F.t) V-7

Compte—~tenu de 1'é&quation de Liouville

N
4 P yo[— —_
I f(F ,t) = 0 = 3T f(rc,t) + Iy [grag* H(Fc,t) . grad f(FC,t)
55 93
- gra_‘-a:+ H(Fc,t) gra f(P ,t) ]
93 55
les expressions
ZN E* zN
1 — 3
Zc 121 E (F ,r t) T - grad [‘gf f(FC,t) + 551 grag* H(Fc,t).graa* f(Fc,t)
0. ~ . q.
Fc i 3 3j

- gra§+ H(Fc,t).grag*.f(rc,t) }

qj ;j
et
Lo g - -~
) ' o
Zc J ;2 n (F ,r t) —=— 1 . grad | 5% f(Fc,t) + 551 graZ+H(Fc,t)-gt a*f(Tc,t)
r i j j
c

%5

- 'fE%. H(Fc,t) . gragr f(Fc,t) }
)
3

. g . o . A
qui interviennent dans le développement des calculs respectifs de Fey <C(r,t)>

et 3% <D)‘(?,t)> sont nulles. Il s'ensuit que 1'on peut, aprés quelques
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qui intervient dans 1'équation (V. - 8). Transformons le afin de le mettre sous
une forme analogue & l'expression (II - 43), c'est-3d-dire en faisant apparaftre

un flux 3 travers la surface S(ﬁi) dans 1'espace de phase FC qui entoure le

. s ; . >1
domaine correspondant 3 1l'orientation Q.

>y >y
93 Q
) ) _ ) Xop 2 ,
T 15 a2 ceen 3 5‘ d(I‘C Yg )+ 5 E (Fc,r,t)f(Pc,t)gragaH(Fc,t).
) 1= 1Q,=a > 9
r. g, G ds@.)
1 1
v-11D

I1 convient ici de faire une remarque importante. Puisque 1'&nergie
cinétique ne dépend que des dérivées des variables angulaires, seule inter-

vient 1'énergie potentielle dans le calcul de grad H(Pc,t). Or 1a surface
0.

i e

358

3 .o . ' . LiLig

S ('i) correspond au sommet de la barriére de potentiel entourant l'orienta- ‘..

, »>i p . . . . . .
tion @ , autrement dit & une valeur maximale de 1'énergie potentielle. Ceci

entraine que
gra%+ H(Fc,t) =0 Y (V-12)
i
sur la surface S(ﬁi) avec pour conséquence la nullité de 1l'expression (V - 10).

En outre, dans les relations (V - 8) et (V - 9) apparaissent les
expressions du courant d'énergie et du courant de masse des mol&cules d'orien-
.2 :
tation . En effet, si nous nous reportons aux calculs du chapitre II, nous

refiarquons que

N
A RO R T R O R R N L
=l T ¢ E+ c - c g+ c

: : | .

1 1 1
———————

= -aiy ¥ 0T
r
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A >
olli ¥ (I‘c;r,t) est donné par 1'équation (II - 110), et que

nA(TC;§) . graa* H(Pc,t) - grad, nx(Fc;;) . gra_&i+ H(Fc,t) ]

54 %1 93
—y —_—
. I N o L an A A
diy = Pl(rc,r) = diy [n (Tc,r) 11(r,t)]
T T
——————
PA(FC;g) étant défini par la relation (II - 17)

Ainsi, nous écrirons finalement la dérivée par rapport au tetps

des potentiels thermodynamiques définie par (V - 5) sous la forme :

—

U, dE" (T ;r,t) BE (F ,r t)

-é% ul(?,t) = ————-———-<: 21'7? .[-————%E———~ graa Log f(T ,t9+ rad, ————3?——-——
<D (r t)> ei

N - —
1 . z . [ A > My
+  ——————d1ly z L& div £(T ,t)x (T sr,t) C) -—] ar
<DA(§,t)> ? ¢ ; 1=} 5: c c I c
c v - 13)
o o
- A i
ZC i= dl%» {f(T »t) n (T s (t,t) ® T }
T i
c

N
*'“"fjf*—*— 1oy diy C(T sr,t) —u (r,t) D(T 3r,t) | £(T ,tdu;{ dT
D (E, ) > c 1=] 5; c c c 1 c
ou encore, aprés quelques transformations en introduisant la dérivée barycen-

trique définie par rapport au mouvement du centre de masse de 1'unité de

volutie
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N
— X > X >
P ET(T 3r,t) 3E (T j3r,t)
x - N
é% M (?,t) = ——X—:;———- igl 7% . ai graﬁ_+ Log f(Fc,t) + gragaf——-§%-—-
<D (r,t)> ei ei :
N — ;‘*
. . A X i '
T l diy ZC izl div, [£(T_,t)[x (I‘C;;’,t) - E (TC;;,t,\,A(;,t) '@ dr,
<D (xr,t)> r N 8.
r i
c
+ [V @ - u@E o] . w3 W - 14)
r
zN
1 . p\ -> A > A - —
+ — Z L0 div [ C (T sr,t) —u (r,t)D (T ;r,t)) f(T ,t)u-] ar
<DA(;,t)> c 1=] EI ( c ¢ c 1 c
Fc

Nous avons détaillé les calculs qui aboutissent 3 1'équation pré-
cédente en raison de son importance. Nous pensons qu'il est bon également

de comninenter ce résuitat.

Examinons tout de suite le troisiéme terme du membre de droite

> —

W @0 - @ o) . v E o v - 15)

r

I1 fait intervenir la différence entre la vitesse moyenne du centre
de masse de 1'unité de volume au point T et la vitesse moyenne en ce méme
point des molécules dans 1l'orientation ﬁk. I1 doit &tre relié au flux de
diffusion des molécules ayant cette orientation par rapport au mouvement
barycéﬁtfique. Nous avons déja convenu & plusieurs reprises de négliger ce
flux. Aussi ferons nous 1'hypoth&se

ux(g,t) = u(?,t) (V - 16)

Dans le premier terme, nous voyons apparaltre la dérivée partielle
o - ' < . . . - . >\ .
par rapport au temps de 1'énergie des molécules orientdes suivant { . Puisque

1'énergie cinétique de ces molécules ne dépend pas du temps,
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N
aE)‘(rc;?,t) SVA(FC;¥,t) 3 ) > o — > 2
5t B 5t TS ?i%j=1 8, () v(i,i,e) olry - r)) v -1

Or nous avons montré que 1'énergie d'interaction de deux molécules i et j

- - . - . e .
situées dans 1'unité de volume autour du point r se mettait sous la forme

e.. . e,. .
PR e.,. . 1 z z a av (1’.]) B v (l,J) >
L5 =G Yty g g T TR MigTe Ty |fas (508
J 9<x. .> J 9<xX. >
ije ij’e
SEA(PC;¥,t)
I1 s'ensuit que la dérivée par rapport au temps — 5 est directement

proportionnelle aux dérivées par rapport au temps des déformations

A, i
BT TT o a0 (V=18
ot @ B aptc’ at

Nous &crirons donc

N — A -+ 3 A -+
! z My [ 9E (Pc;r,t) 3E (Fc;r,t)]
— L = — gra&» Log £(T_,t)|+ grad, ———f—
<DX(;,t)> <1—1 I ot ei c ei ot >
B D N0 G R ( \ off
= - ~ = L . K _(r ;r)grad [Log f(F ,t) +grad K ,r€>>
@B prE,e> NN T o™ e B /
(V- 19
de, (r t) _

Les coefficients A (r t) dépendent du temps car ils font intervenir
des valeurs moyennes calculées 3 partir de la fonction de distribution hors
d'8quilibre. Toutefois, si nous gardons dans 1'équation (V - 14) uniquement

les termes ne d@pendant qu'au premier ordre des &carts des variables ther-
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-

modynamiques & leurs valeurs d'équilibre, nous sommes conduits & calculer ces
valeurs moyennes @ partir de la fonction de distribution d'équilibre.

- . X .
Dans ces conditions les coefficients Aa sont 1ndépendants du temps.

8
A ce point de notre discussion, 1'équation (V - 14) peut &tre mise

sous la forme

>
de _(r,t)
A > _ ZZ A > af "’
R R I
| . Z ZN b -+ A > > ui
+ — diy & (L, diy [f(l‘c,t) X (T 1,0 -E" (T 57, 0u(r,0) | @+
<D (r,t)> r 0.
C 1
(V - 21)

LT ae [Paito ot o s -
+ W . [ o div [ C (Fc,r,t) -y (r,t)D (Pc,r,t) f(rc,t)ui] drc
<D (r,t)> o 6;

A 1'équilibre cette équation devient

N
) : A > —
u c I iz dl% (De (Fc,r) fe(TC)ui)dPC

e =1
¢ i
(V - 22)
N .
—_—
) Loai A+ Laiy 5 ) ferHul |ar
c i=1 ¥ e’ ¢’ 1 ¥ ue ¢’ c
T 0. r
c i
ot Ci (FC;?) et Di(TC;;) désignent les expressions de CA(FC;¥,t) et DA(FC;;,t)

en absence de perturbation.

|ar
c

Cette relation correspond aux mouvements de réorientation qui existent 3 1'équi-

libre, en absence d'onde acoustique.

Développons la relation (V - 21). Nous obtenons en tenant compte de 1'équation

(V - 22) précédente.
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N

e
de _(r,t)
d A~ _ 2T A, SEgplTe Zj Y. (A, >
dc ¥ (r,t) = o323 Ao:' (1) - dat * c r i1=1 dl%—-* c (I‘C,r,t)
c i
_ A s 1 .. A s _ A e
Ce(rc,r)) + T dl% (Ju(l‘c,r,t) Jue(l‘c,r))
A p > A . —_—
- ue (D (Pc,r,t) - De(rcgr))} fe(rc)ui drc
1|1
L s A, > 1 .. =X
e j=p 91y, [Ce(rc’r) *ydy Jue
I"E Qi r
(V - 23)
A R > —
Ue De(PCQr)J (f(rc:t) - fe(rc)) ui dFC
[T
A A . A ->
(IJ (r,t) "Ue) Cj i=l le_) De(rc’r)
T 6.
c i
. N I
C — ) Y Yo, A, o> i
x fe(rc) L5 ‘dgc /CJI‘ i=] dn—é—* [n (I‘c»;‘r) fé(rc) T} dr'c
c i
Or puisque N —
A - ) A > My
D (I‘C;’r,t) = i-Zl dl‘eL* ’:n (I’c;r) f(l"c,t) —I-]
i
P :
A > e G . ) , _ i _
. b (I'c,r,t) - De(I'c,r) = 5 d11é_> {n (I‘C,r) <f(I‘c,t) fe(l"c)) T} (v 24)
i
Et conme N —
o u.
A > . A > 1
C (Pc;r,t) = - ._2__:1 dlg__) .E (Pc;r,t) f(I‘C,t) T]
i
N —
A > _ A 2y z . B A s _ L
C (Pc,r,t) Ce (l’c,r) = is dn_e;_'.) _Ee(l"c,r) (f(I‘c,t) fe(l‘c)) -I—]
1 (V - 25)
N —_—
- ué
I oai Ar Ty - Bhr 2 %
-5 due/__* -(E (l"c,r,t) Ee(rc,r)> fe(I‘c) I]
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La différence EX(TC;;,t) = - Ei(Pc;g) dépend des déformations au point ;. En

effet, les &quatioms (II - 31) & (IT - 33) nous permettent d'é&crire :

A 2> R O ZX = P,. -
E (rcﬁr,t) Ee(rc’r) - 'E i#j 6A(Qi) v (laj’t)

¥ Lo o W LD B wE, D], = >
.¥zj <x. . -;{;—:—;ﬁ—)—— + <X1]> ———ie GA(Qi)EGB(r’t)

Tij7e

—

A . Ao 02 oy L A B .
I1 en est de méme pour le terme dl% [Ju(rc,r,t) Jue(Fc,r)]. I1 suffit pour
s'en convaincre de se reporter aux relatiomns (II - 121) et (II - 110). En
développant comme nous 1'avons fait jusqu'd présent les fonctions de distribution
autour de leurs valeurs 3 1‘'équilibre (en fonction des écarts des variables
thermodynamiques locales & leurs valeurs d'équilibre) nous pouvons mettre la

relation (V - 23) sous la forme :

de . (r,t)
d A2 o _ Y o SFagtte
ac ¥ (r,t) = aB AaB(r) dt
fB D [tge -1 ]+ 1 BA @ e (3,0
T ' ’ e aB €8 ag "’
+ nZ, B () [u"(¥,t) - uZ} (v - 27)

La dérivée par rapport au temps du potentiel thermodynamique relatif

d 1'orientation ) dépend donc

des déformations

de leurs dérivées par rapport au temps

-~ de la variation de température

des variations de tous les potentiels thermodynamiques.

Nous avons d&j3 indiqué que 1'on pouvait obtenir ume relation entre

les variables thermodynamiques en faisant une hypoth&se d'adiabadicité ou d'isen-
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tropie du processus. Nous supposerons d&sormais qu'une telle hypoth&se a &té
faite et que nous avons supprimé la température de la liste des variables ther-

modynamiques dont dépend le systéme. Dés lors la relation (V - 27) est devenue

de (?,t) N I
—— u (r t) = ZZ[ aS(r) _—ESE—_—- + Gis(r) eaB(r,t)j

d
¥ nzl 6\"(@) [u"(?,t) - ug] (V - 28)

A partir du développement du tenseur des contraintes &tabli au chapitre
précédent et compte-tenu d'une hypothése d'adiabadicité ou d'isentropie afin

d'éliminer la température, nous obtenons
aB > ZZ ¥8 Z A A A )
<° (r’}’-)> M <8 Y(S(r t) +,5, Mg | ¥ (r,t) - u | (V- 29)

Notre but est maintenant de résoudre ce systéme d'équations. Les po-
tentiels thermodynamiques que nous avons introduits au chapitre II ne sont pas
tous indépendants. I1 existe entre eux une relation que nous avons d&ji utiliséde
dans ce méme chapitre. La définition de uk nous permet en effet d'écrire

d d
) u*(?,t)rcj iz div_)[nk(r‘c;;) f(rc,c)ii*]drc =0 (V- 30

A=l r g
c 1

Limitons nous au cas de deux orientations distinctes afin de simplifier
les calculs et aussi de pouvoir comparer plus directement nos résultats 3 ceux
de la th&orie phé&noménologique. Dans ces conditions les &quations (V - 28) et

(V - 29) compte-tenu de (V - 30) prennent la forme

f@— H = zz A fiqé + G € + aly —-_u.) (V - 31)
t aB ‘aB dt a af :Fe

aB IR - -
{o™>= Yg Mg Evs ¥ Ngg(W — o) (v - 32)




Dans ces &quations, u désigne le potentiel thermodynamique de 1'une

des deux orientations (1'orientation 1 par exemple). Auquel cas, si on pose

N
z i Z . 1 .—> . —_—
CL i=1 dl‘_é_,(n (Tsr) £(T50) ui)drc
a=“z"¢ 5 i W - 33
. 2 -> —_—
CJ i=1 dll—)-(n (Fc5r) f(rcst) Ui dgc
0.
r 1
C
alors a = Gll - a GIZ V- 34)
1 2
N = - _
o~ Mag T 2 Mg » (v - 35)

Imaginons une excitation sinusoldale appliquée progressivement depuis

un instant infiniment lointain

et

€48 (T,t) = EZ (t) e eiwt (V - 36)

8

oll ¢ est une valeur positive trés petite. Alors, la méthode de variation des

comstantes appliqude 3 1'&quation (V - 31) nous conduit &

t

(iw + E)AGB + GGB e(s + a + 1wt vV - 37)

T+ & + X

.

e} ->
e EaB(r)

-

Avant 1'application de la perturbation (t > -~) le systéme est en &quilibre

(w - B, = 0). Dans ces conditions, en faisant tendre ¢ vers zéro :

Z’Z iwA5+GaB >
W = ek —:lweaér t) (V - 38)

o8 . ZQZS [Mvé . N (V - 39)

o




8i la fréquence devient trés grande

af _ Z Z ) Y3s -
o =5 ke {M + NQB AYs]sya(r,t)
aB
DD N

o B CaByG Eys

Et pour une fréquence nulle

8 YS
w11 [ 6" >
o v [Mas + NaB QJ eya(r,t)
1Y o
= c
Y6 ipys Y8
Alors

o ™ 1
D —(C -c° — | e
Y 6 aBys oBYS aBy$ L+ @ v§
a

(v

v

v

(v

v

- 40)

- 41)

- 42)

- 43)

- 44)
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Cette &quation correspond exactement i celle &tablie par FONTAINE H.

et FOURET R.
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c 0O N C L U s I O N

Les cristaux plastiques constituent un é&tat de la matiére condensée
encore mal connu, & fortiori lorsqu'ils sont thermodynamiquement hors d'équi-
libre. La difficulté provient de 1'ignorance ol nous sommes des processus
d'8change d'énergie responsables des réorientations moléculaires qui jouent

un r8le considérable dans la dynamique du cristal.

Nous ne prétendons pas avoir résolu le probléme posé par la propagation

des ondes acoustiques. Nous pensons cependant avoir contribué 3 sa clarifi-
cation. Afin de suivre de prés 1l'interprétation donnée par Fontaine H. et
Fouret R. nous avons utilis& une méthode statistique inspirée de celle de
Kirkwood 115], que nous avons adapt@e 3 notre probléme particulier. Ceci a
consisté & faire intervenir les coordonnées de rotation des molécules et &
tenir compte des mouvements de réorientation. La prise en considération de
tels mouvements dans une &tude hydrodynamique d'un ensemble de molécules
‘constitue 3 notre connaissance une hypothé@se originale, qui nous a conduit
3 établir une loi d'évolution des variables dynamiques particulidre 3 notre

probléme.

Nous avons alors dé&fini un ensemble de grandeurs que nous avons
comvenu d'appeler "potentiels thermodynamiques'. L'analyse des &€quations
hydrodynamiques du mouvement montre que ces grandeurs jouent le rdle de
véritables "potentiels chimiques'" (au sens oii on les entend habituellement)
gul seraient attachés 3 chacune des orientations possibles des molécules.
Cette &tude hydrodynamique nous a aidé &galement & mieux comprendre certains

processus qui entrent en jeu, notamment comment 1'énergie cinétique de
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translation se transforme en énergie cinétique de rotation, en passant

d'abord sous la forme d'énergie potentielle.

Lorsque le choix d'un ensemble statistique s'est révélé nécessaire,
nous avons montré que celui qui &tait adapté 3 notre probléme 8tait l'en-
semble statistique grand-canonique (alors que 1'on utilise habituellement
1'ensemble canonique dans le cas de cristaux non plastiques). Aprés avoir
considéré en détail le probléme de 1'équilibre local, nous avons introduit
une fonction de distribution hors d'équilibre, que nous avons développé
autour de 1'@quilibre en fonction des &carts des variables thermodynamiques

locales 3 leurs valeurs 3 1'équilibre.

La loi d'évolution des potentiels thermodynamiques a fait 1'objet
d'un chapitre spécial en raison de son importance et nous avons montré
comiient on pouvait retrouver, & 1'aide d'hypothéses simplificatrices, les

résultats de la théorie phénoménologique.

Actuellement, la complexité des calculs nous conduit 3 ne pas pousser
plus loin notre analyse. Cette complexité résulte d'abord de 1a méthode em-—
ploy8e elle-méme et aussi de sa généralité. Il est possible qu'une meilleure
cofifaissance des cristaux plastiques nous permette certaines hypothéses
simplificatrices. Nous pensons qu'il faudrait utiliser une forme explicite
de 1'Hamiltonien du syst®me, en mettant en évidence le couplage entre les
oscillations des molécules et leurs @ouvements de réorientation. On pourrait

alors 3 partir d'un hamiltonien de la forme

H
o couplage

@erive la dynamique du mouvement en traitant le terme H comme un
couplage

tertie de perturbation |28 - 29|. Cette méthode constitue cependant une toute

sgtre facon d'aborder le probléme.
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Nous avons convenu au chapitre IV d'utiliser comme variables
thermodynamiques la température, les déformations et les potentiels thermo-

dynamiques.

Nous indiquons ici les calculs dans le cas ol on utilise le nombre
de molé&cules par unité de volume dans chacune des orientations au lieu des

potentiels thermodynamiques.

Si nous développons la fonction de distribution de g molécules, nous

obtenons ¢
g . g e
g g ofe; afo,
fo, o (@t = fe 4 [—RuR )@y -p) o el
h'..h g h'..h 5T 3y
A -1
g
d o, \°
¥ h'..h A A
+ A=] TS [<n (r,t)> - <n >e]
3<n (r,t)>

Les valeurs des dérivées sont prises & 1'équilibre thermodynamique

>
c'est-3~dire lorsque y = 0, T(;,t) =‘Te et <nA(r,t)> = <nl>e.

AL . .
Cependant les valeurs moyennes <n’ (r,t)> n'interviennent pas de

fagon explicite dans 1'expression de la fonction de distribution. Elles sont

déphfies par la relation

—_—

w*@eos= £, @) B, -2
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Nous avons convenu au chapitre IV d'utiliser comme variables
thermodynamiques la température, les déformations et les potentiels thermo-

dynamiques.

Nous indiquons ici les calculs dans le cas ol on utilise le nombre
de molécules par unité de volume dans chacune des orientations au lieu des

potentiels thermodynamiques.

Si nous développons la fonction de distribution de g molécules, nous

obtenons ¢
g e
g g oo, 4\ © afo, 4
fo (T ..70) = fe g [=DB Y pFe) -1 4| Rl
1 d ) g ] d e
h'..h h'..h 3T 3y
(A -1)
g
d o, 4 \°
h ..h AL A
* )\Zl [“1 (r,t)> - <n >e]

3<nx(¥,t)>

Les valeurs des dérivées sont prises d 1'équilibre thermodynamique

. ~>
c'est~3~dire lorsque y = 0, T(?,t) = Te et <nA(r,t)> = <nA>e.

A > , .
Cependant les valeurs moyennes <n’ (r,t)> n'interviennent pas de
faeon explicite dans 1'expression de la fonction de distribution. Elles sont

dotinBes par la relation

@0 = | f @) @, 4 - 2)
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Puisque ce sont les potentiels thermodynamiques qui interviennent

de fagon explicite dans les fonctions de distribution, nous sommes amené&s

8 quelques transformations mathématiques utilisant les propriétés des jacobiens

de manidre 2 exprimer les dérivées qui nous intéressent en fonction de

dérivées ol interviennent les potentiels thermodynamiques.

- g e
D(fol d3<‘nl>!"<ﬁ'd>’Y).1
h ..h
- 8 g ] d
fo, 4 (@.T) =fe) L (@y.gy s | Mlbocieii oW g - 1)
h ..h g h ..h & D(<n >, Lo,<n >, T y)
1 d
_D(u P ’TsY)__
(A - 3)
-b(fog <n1> ..<nd> T) e [ & d 7€
1 d’ ’ ! D(<n >, ‘fol g <n >, T,v)
- h "h d h -.h
s T d ] A d
E(Y! H seeaeereseyld ,T) z D(U 3y s H o yeeee U ,T,Y) A~
SN d T s d n(rt)
<Il 25000005 >, T ,Y) D(<n AR « <N >,T,Y) by
1 d ' ] d -<n’ >
P, eeeees, u , T L,y) | D{ U yevnnnnnenns s, v LT,v) n e]

Dans cette expression

ceépendant calculables aisément.

B(ﬁgl d’<n >yee<n >,Y)
E . oh

i o ~],~' d
u g0 0000y u

Det, )

-8

apparemment compliquée, tous les t

Par exemple

afo 1 d
h’..hd a<n > ) a<n >
3T A oT X oT A
Y, H Y,u Y,H
afo
h'..n b<n'> I e
1 1 1 i
3 A, o A, 1\ 3 A, B
H TsY,H #U M T;Y’U #U s T,Y)u ﬁ!
! ' ' 3
N . '
] ]
g
afo
n'..n b<n'> __fa<nds
d : d d
] A, d\ 3 A, d\ 3y A
H T,vy,u #U K T,y,u #U H T,v,u #u

ermes sont

o




1
<g >.. .<kn(‘i>,T,Y)

d
U, TsY)

-----

(A - 5)

D(fol d’<n >’, <nd>,T)
B i
1
D(Y ’ u ’ . . Ud ’T)
(a4 - 6)

D(<a'>,..f0  ...<nd>,1,y)

'l

,o-o,u on.o’u QT,‘Y)

s }
B( u

A -7

TN

<%

;;f—“ﬁ\\‘ /”_ﬁ\\\
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A, 1
T,v,u #u

.......

Ad\

o<n >

—=n

(3“ // A, d
T,y,u #u

fo ] d

A<n > 3<n >

By'
,T,ul

Typ

R
a<n >
1

du
1)
>v

. AL i r Ayl
T,y,u"#u Ly,u #u Tyvsu sy

a<n

8<nd>
aud

Sud

A, d
T,y,u #u

A, d
T,y,u #u

W
T,y,u #u

)

<n]>”

1
ou Ayl
T,y,u #u

I<n >

ou
‘ A
T,Y,un#u

1
<n >

aud

3

R TSR

A, d
T,v,u #u
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Pour la plupart des cristaux plastiques, le nombre d'orientations
discernables est peu élevé. En particulier, dans le cas de deux orientations
. . -> + . 1
distinctes Q et ', auxquelles correspondent respectivement les potentiels

thermodynamiques u et u' et les densités <n> et <n'>, la fonction de distri-

bution de g = h + h' molécules s'écrit

g g .
afo  \°© afo \ © \¢ ¢ /RN €
& - g hh' ] hit' d<n> d<n'> [3<n> o<n’>
fo = fe v N Y T TN I 3T
hh' hh' aT ' oy ¥ Y ) EENS \ /" '
YUU Tyu / 1Mk Iy Tuy YU

3f0g e e e e e
1 hh' | 3<n> 3<n'> _ [3<n> d<n'>
] ou ay du du 3y
\ Tyu Tup' Tyu' Typ' Tup'
4
afo e
hh'
é 3u
Tyu'
g g
3fo \ © € fo \© €
yf__hh! 3<n> _ hh' d<n> Vo _
’r’_gggﬂ ou 3u o' [on' Gy00> <n>e]
Tyu Tyu' Tyu' Tyu

(A - 8)
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g
De 1'expression de la fonction de distribution fo] d de g molé~
h ..h
cules, on a d&duit assez aisément (relation IV - 12)
e
afo
1 d g g+l
..h A -
boss =-Bhfe, ,(q.TH-8llrel L L @I
A h'..h & h'..,h" ' ,h &
g l
- feI ; (qy..z)) fex (QgyysBgyy) ) dd,y, ¢
h ..h h'=

Nous avons déja indiqué (relation A - 2) que la densité de molécules situées
— ’
T

' . , ) .
| et ayant 1'orientation Q° s'exprimait par

au point

] e s —

A, — _
<n (rl>>e - fe (qu 1) de] dC]

R
a<n’ (r,)>
1 - 2
] £ == 8 fe (El—}’—’)‘) 8 a—r: - 8 fe (q ,__*,-Cl_},l;,,)
N \ 1’51 195 1251092052
Me h =1 LhM+
- fe!  (@LED f! (@) |T, T dq @ A - 9)
A 1°°1 272 1 ! 2 2
h'=1 h"=1
, . 2 e . 2 .. 2 .
La motation fe signifie fe si A = n et fe si X # 1
| R+ 1 h=2 hr=1 B"=1
g —_— —
En prenant pour fe (ql..gg) les valeurs particulidres corres-
1 d
h ..h

e . . 2 . s
poadant aux différentes orientations fe nous pouvons obtenir les dérivées
h":}
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<nA>par rapport a4 vy et 4 T 3 partir des relations (IV = 13) et (IV - 14)

2
© 2 X IE; } mﬁ[ 'E;>_ IS[ | — T
= kB et om 7T fﬁxz (q;,2d8; dg,
d ]5+ mﬁ] |~* To 2
2 A 2 u2 T —_— > —
+
ke le s 7m 71 o, Grtazety)
—_— 1 el S Sl
- fe  (q,%) fe (45,1, | dg, at, @, d,
A A
h =1 h =1
d
2 Z e 2 — oy > ey N N
*kET S v (1L,2) fe (a1521,9,,z,) dq, dr, d6; dg,
: An h '+1
d
+ k 82 Z e (2 3) £ 3 <—+ —F = > - —+) - f 2 —_— e - =)
—5_ =1 Vnn H e qlscl’q29czaq3’C3 e (qzaCZ’Q3»C3)
h"+2 h"+2
d.
2
o 2 > = — — kB z Z e
x fe)‘ (4)58)) } daq, dgy 6, dg| + = n'En=t | Van' (2,3)
h' =]

3 — o ——> ) ey ) 2 —_— — > ! —r — —
fen nl (q]:‘:l,q29§2’Q3’C3) - fen n' (qZ,gzqu,CB)fe)\ (q], ]) dq2
h''+1,h"" +1 h '+1,h" +1 h' =1

dz,d6,dz
2771771
et

2
- . =
= 8 - Vxn(l’z,t)f§n+l (ql9C19q21C2) dqdeZ de dC
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© P . _ 2 .
_.g_ ﬁl v (2,3,t) { fe (ET,;_;,qé,EZ,E;z;;) - fe (QZ’C—S’@,E?
- nn h+2 )
2 d
1 ey kB z Z P
x fe (q,,2,) } dq,dg,de dg, - —— L L v (2,3,t)
X 1’71 277277177 2 n'#n=1 '
h +1 nn
3 2 - 1
—F = > ey > > —_— —> - — — > e e
x4 fe o (9158059,,85,495,8,) - fe ’ (<12,l;2,q3,c3)fe)k (q,,2,)) dq, dz,
hn+l,hn+l R+ m" +1 ht=1 —_— ——>
? s, dc1

On peut dés lors reporter les expressions des dérivées précédentes
dans celles des discriminants et obtenir le développement de la fonction de

distribution & partir de la relation (A - 3).
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