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I N T R O D U C T I O N  

Les cristaux plastiques sont des cristaux moléculaires dans lesquels 

les molécules effectuent d'importants mouvements de réorientation entre 

différentes positions d'équilibre. 11 en résulte un certain nombre de pro- 

priétés physiques remarquables : 

- 1 - une faible entropie de fusion (AS c 5 cal. dep-'. mole ) .  f 

- un point de fusion élevé par rapport aux corps homologues non 
plastiques. 

- une valeur élevée de l'entropie de transition entre les phases 
* 

solide et plastique. 

- une tension de vapeur importante ; ces cristaux se subliment 

facilement. 

- une faible résistance à la déformation. 

Les molécules sont le plus souvent de forme globulaire. Dans certains 

cas, elles engendrent une sphère soit par rotation autour d'un axe, soit 

encore par la rotation de certains de leurs radicaux. Le.système cristallin 

est en général cubique. 

parmi ces cristaux, le succinonitrile, N Z C - CH2 - CH2 - C N ,  

constitue depuis plusieurs années l'un des sujets d'étude du laboratoire 11-61. 

Sa phase plastique s'étend sur un large domaine de température (233 "K - 331 "K), 

de part et d'autre de la température ambiante, ce qui simplifie la préparation 

et la conservation des monocristaux, ainsi que leur étude en fonction de la 

température. 





La phase plastique cristallise dans le système cubique centré 

(classe m3m). La molécule présente deux configurations gauches et une confi- 

guration trans (figure 1) qui se déduisent les unes des autres par rotation 

de 120" d'un groupement C - C : N autour de l'axe C - C central 171. La molé- 

cule s'oriente de façon que cet axe C - C soit dirigé selon un des axes 
d'ordre trois de la maille cubique centrée, chaque atome d'azote étant situé 

sur un axe d'ordre quatre. On a deux types possibles de mouvement. Le premier 

correspond â la réaction d'isomérisation gauche 2 trans. Il  est produit 

par la rotation d'un des groupements - C - C : N autour de la liaison 

centrale C - C. Le second est une rotation d'ensemble de la molécule sous sa 
forme trans autour de l'axe quaternaire. Les taux d'isomères sont de l'ordre 

de 20 % pour la configuration trans et de 40 % pour chacune des configurations 

gauches. à la température ambiante. 
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1 - RESULTATS PRECEDEMMENT ACQUIS SUR LE SUCCINONITRILE 

Nous exposerons dans ce chapitre les résultats des études 

expérimentales effectuées sur le succinonitrile, dans les domaines de la 

relaxation diélectrique, de la diffusion Rayleigh, de la propagation des 

ondes acoustiques et de la diffusion Brillouin. Nous rappellerons l'inter- 

prétation phénoménologique qui en a été donnée. 

1 - RELAXATION DIELECTRIQUE : 

L e s  molécules gauches possèdent un moment dipolaire permanent, 

perpendiculaire à la liaison centrale C - C, coïncidant avec l'axe d'ordre 

deux de la molécule. La molécule trans n'a pas de moment dipolaire. Aussi, 

en phase plastique, le succinonitrile peut être considéré corne un diélec- 

trique constitué de dipôles permanents orientables. 

I T ('K) : fc (GHz) : rD (10-l2 s) : T s) I 

TABLEAU 1 

Une étude de la relaxation diélectrique a été effectuée ] 8 1 ,12 1 ,  



sur des échantillons monocristallins, dans la gamme de fréquence de O à 36 GHz. 

Elle met en évidence un important domaine de relaxation diélectrique non 

distribué. L e s  résultats expérimentaux obtenus dans le domaine de terapérature 

235,5 O K  - 273 OR (fréquences critiques, temps de relaxation de Debye, temps 
de relaxation moléculaire de Cole) sont rassemblés dans le tableau 1. 

II - D I F F U S I O N  RAYLEIGH : 

Des échantillons monocristallins fabriqués au laboratoire ont 

été étudiés au service de physique du solide et résonance aiagaétique du 

C. E. N. Saclay et au laboratoire de physique de l'état cristallin de 

Montpellier 1 9 1 . Les résultats expérimentaux sont en parfait accord avec 
ceux obtenus GQA relaxation diélectrique. En particuliei les tbmps de rela- 

1 xation .r = - déduits de la demi-largeur à mi-hauteur de la raie Rayleigh 
2nr 

sont égaux aux temps de relaxation de Debye. Ces résultats sont comparés 

sur la figure 2. 

III - CONSTANTES ELASTIQUES E T  V I T E S S E S  DE PROPAGATION 

D E S  ONDES ACOUSTIQUES ULTRASONORES : 

Les vitesses de propagation des ondes ultrasonores longitudinales 

et transversales dans des échantillons monocristallins de succinanitrile 

oit été mesurées en 1967 15 1 pour tout le domaine de température de la phase 
plastique. 

Quatre échantillons ont été utilisés, découpés dans deux mno- 

cristaux différents. Issus du 111ême cristal, les échantillons A et B ont leurs 

faces terminales parallèles respectivement aux plans (100) et ( I l C l ) ,  tandis 

que celles de C et D (tous deux taillés dans un autre cristal) sont parallèles 

resp,ectivement aux plans (100) et ( I I I ) .  Il â ainsi été possible de mesurer, 



+ diffusion Rayleigh 

0 relaxation diélectrique 



5 partir de A et C les vitesses de propagation des ondes ultrasonores longi- 

tudinales V 
L r ~ q  et trz%nsversales V T [100] suivant la direction de propa- 

gation [100]. L'échantillon B a permis d 'obtenir V 
L CI IO] et D a conduit à 

la détermination de VT C~ . 

Les résultats expérimentaux sont rassemblés dans le tableau II 

et les figures 3, 4. 

TABLEAU II 

les trois constantes élastiques indépendantes c l ] ,  c44, 

s'exprient à partir des vitesses de propagation des ondes ultrasonores et 

de la. masse roldwe du succinonïtrile. La constante c peut être deter- 
12 

minée de deux manières différentes : 





Les valeurs des constantes élastiques sont reportées dans le 

tableau III. On s'aperçoit qu'elles sont nettement plus faibles que celles 

des solides usuels, cette propriété étant caractéristique de la phase plas- 

tique. Les figures 5, 6 et 7 montrent que si c 12  et c l ,  varient fortement 

avec la tempêrature, par contre les variations de c  sont nettement plus 4 4 
I 

faibles. 

TABLEAU III 

Température (OC) 

10 
c (10 dynes/cm2) I I  

1 O 
c44 (10 dynes/cm2) 

10 
c12 (10 dynes/cm2) 

IV - VITESSES DE PROPAGATION ET ATTENUATION DES ONDES 

ACOUSTIQUES HYPERSONORES : 

L'étude de la diffusion Brillouin sur un cristal de succinonitrile 

dans saphase plastique a été réalisée au laboratoire de Physique de l'état 

- 40 

5,97 

0,63(1) 

4,14 

- 30 

5,84 

0,63(7) 

4 ,O3 

- 20 

5,69 

0,63(8) 

3,94 

O 

5,38 

0,64(6) 

3,72 

20  

5,07 

0,65(6) 

3,54 

4 O 

4,75 

0,66(0) 

3,34 

5 O 

4,58 

0,65(7) 

3,24 

4 







cristallin de Montpellier 1 101 , polir des écarts en fréquence allant de 1 à 

14 GHz. Les composantes de Brillouin transversales, d'intensité très faible 

dans la plupart des cristaux du système cubique, n'ont pas pu être observées. 

On a reporté sur la figure 8 les valeurs des vitesses de propa- 

gation issues d'une première étude à la fréquence fixe de 10 G H z ,  en fonction 

de la température. La direction de propagation est fixe mais quelconque. 

On constate que ces valeurs ne sont pas comprises entre les valeurs extrêmales 

des vitesses des ondes ultrasoniques (6 MHz) obtenues pour les directions 

[100] et [lll] . Si à 20 O C  la différence est encore néeligeable, par contre, 

à la température de transition de - 40 OC, l'écart relatif atteint IO % soit 

environ trois fois plus que la dispersion des vitesses extrêmales à 6 MHz. 

L'étude des largeurs des raies Brillouin a permis de mesurer 

l'atténuation des ondes hypersoniques en fonction de la température 

(figure 9). Les valeurs expérimentales de l'atténuation sont environ vingt 

fois plus grandes que les valeurs calculées à partir de la relation de 

~onxmel et Dransfeld 1 1  1 1  qui suppose que l'atténuation est liée par un pro- 

cessus dlAkhieser à la relaxation entre deux types de phonons. 

L'évolution du temps de relaxation avec la température est 

déduite de l'analyse des courbes de dispersion en fonction de la fréquence. 

Les valeurs de T obtenues sont comparées (figure 10) aux valeurs du temps 

de relaxation de Debye rD issues des études de diffusion Rayleigh et de 

T relaxation diélectrique. Le rapport - est de l'ordre de 6 à la tempé- 
T D 

rature ordinaire. Cette valeur ne doit pas nous surprendre pour un 

cristal plastique puisque Montrose et Litowitz [ 121 ont montré que le 

rapport de ces temps de relaxation, pour un même mouvement de réorien- 

tation pouvait être de cet ordre de grandeur dans les liquides. 

L'étude de la diffusion inélastique des neutrons par le 
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l succinox&trile réalisée récemment par Leadberter 1 13 1 fournit nn tearps de 
relaxation qui concorde avec celui déduit de la dispersion des ondes 

acous t iques . 
Daas les liquides, la dispersion et l'absorption des ondes 

acoustiques proviennent du transfert d'une partie de l'énergie de trans- 

lation des molécules aux autres degrés de liberté (rotation ou degrés de 

! liberté internes). Les cristaux plastiques étant caractérisés par des 

mouvements de réorientation moléculaire d'amplitude importante, on peut 

l chercher une interprétation analogue de leur comportement en présence 

d 'me onde acoustique . FONTAINE H, FOURET R, BOYER L et VACHER R 1 14 1 , 

I en admettant l'existence d'un mécanisme de réaction d'isomérisation, ont 

pu, à l'aide des Squations de la thermodynamique des phénomèues irrever- 
8 '  r - i  

sibles, définir les constantes élastiques du cristal en fonction de la 

l fréquence. Nous rappelferans ici succintement les points principaux de 

l leur étude.  

V - INTERPRETATION PHENOMENOLOGIQUE DE LA D I S P E R S I O N  DES 

ONDES ACOUSTIWES DANS LE SUCCINONITRILE : 

If a été montré 1 71 que 1 'on pouvait supposer que, si 

G1, G2, T désignent respectivement les 2 isomères gauches et l'isomère 

l trans du succinonitrile, la réactiun d'isdrisation 

i joue Ie rôle essentiel parmi les mouvements de réorientation qui se 

praduisent. Cette réaction est composée de 2 réactions élémentaires : 



que l'on peut Féunir en une équation globale entre les deux formes gauches 

et la forme trans : 

On peut caractériser cette réaction par un paramètre d'avan- 

cement 6 défini ainsi : si v désigne la vitesse de la réaction G + T et 

dS v' celle de la réaction inverse, la différence v - v' est égale à - 
dt 

Dans ces conditions, la conservation de la masse en un point du cristal 

s 'écrit : 

dc 
G p -  = 

-+ 
dt div J - M i 

M : masse molaire du succinonitrile 

P : masse volumique 

cG, cT : concentrations des formes gauche et trans 

: vecteur flux de diffusion défini par rapport au mouvement du centre 

de masse. 

Introduisons le tenseur des contraintes de composantes o et le 
a 8 

tenseur des déformations, de composantes E La conservation de l'énergie 
a6 ' 

s'exprime en fonction de l'énergie spécifique u et du vecteur flux de 

chaleur 7 : 
q 

En utilisant la relation de Gibbs - Duhem, nous pouvons écrire 
pour l'entropie spécifique s : 



"'G ' " sont respectivement les potentiels thermodynamiques des formes gauches 
et trans. 

Désignons par A l'affinité de la réaction d'isomérisation 

A = M(LJ - llG) T (1 - 12) 

En posant 

l'équation (1 - I l )  peut aussi s'écrire : 

On en tire la relation donnant la production d'entropie 0 : 

On en déduit les ''forces" liées respectivement au flux de cha- 

leur ? au flux de diffusion 3 et à la vitesse de la réaction d1isoméri- 
q ' 

sation équilibrée G T. Nous pouvons ainsi écrire les relations 

dlOns.ger suivantes (en tenant compte du principe de Curie) : 

u 
A et - sont Les relatims (1 - I I )  et (1 - 12) montrent que - 

D O 

des fonctions des variables indépendantes s, E et 5 que l'on a le droit 
a B 

de développer au premier ordre en fonction des écarts de ces variables de 

O leur valeur à l'équilibre s E = 0 ,  Co. 
O' aB 



La production d'entropie est un infiniment petit du second ordre 

comme le montre la relation (1 - 15). On admet que le processus est isen- 

tropique. Avec cette hypothèse, l'équation (1 - 18) devient : 

Le temps de relaxation T défini par : 

est bien positif puisque d'après la stabilité de l'équilibre 

A l'équilibre 5 = O. En tenant compte des deux équations précé- 

dentes (1 - 21) et (1 - 19), on obtient la relation définissant les constantes 

O 
élastiques c 

aBv6 
du cristal à l'équilibre. 



Lorsque l'excitation est sinuso?$ale, de fréquence w : 

On a alors, en posant 

Il suffit dès lors d'appliquer la relation fondamentale de la 

dynamique pour déterminer la dispersion des vitesses des ondes acoustiques 

-f -+ 
et leur absorption. Si le vecteur u désigne le déplacement au point r, cette 

équation s'écrit : 

On obtient par exemple dans le cas de la propagation d'une onde 

longitudinale suivant la direction [100] 

2 2 
W T 

O 
v ~ ~ ~ ~ = v i v  + 

2 ,2 (vcn - (1 - 29) 
l + W T  

et pour le coefficient d'absorption a 

a Les variations de V et - en fonction de WT sont représentées 
W 

sur les figures I l  et 12. 

On peut remarquer que la constante élastique c ne dépend dans 
l 9 4 4 

une telle étude que du terme en a , comme pour un cristal ordinaire. 
aEaf3aEr6 
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Au contraire les constantes élastiques c et c12 dépendent en plus des 
2 2 

I l  

termes a u a u  et- ce qui correspond parfaitement aux variations repré- 
a f a E , ~  a ~ *  

sentées sur les figures 5, 6 et 7. 

Comme toute théorie phénoménologique, celle-ci présente certains 

caractères arbitraires ; en particulier les coefficients d'onsager intro- 

duits réclament une interprétation microscopique. 

D'autre part, elle donne une importance primordiale à la 

réaction d'isomérisation G 3 T, ce qui revient à séparer les molécules 

en deux "espèces chimiques" différentes. Il n'est pas tenu compte des orien- 

tations des molécules et des éventuels mouvements de réorientation entre les 

diverses positions d'équilibre. Cette hypothèse qui consiste à considérer le 

cristal CO- composé de deux sortes de molécules conduit à leur attribuer 

à chacune un potentiel chimique (vG OU vT). En fait, la réaction d'isoméri- 

sation est liée à un paramètre mécanique interne (l'angle entre les deux 

groupements - C - C r N). La forme gauche et la forme trans sont composées 

des &mes atomes. Seule change la géométrie de la molécule et par là son énergie 

d'interaction avec ses voisines. Cette notion d'énergie d'interaction diffé- 

rente selon la forme gauche ou trans n'apparaît pas nettement dans une 

6 tude phénoménologique . 
Notre but a été de reprendre cette étude en nous attachant à 

l'aspect mécanique du problème. Nous avons pour cela utilisé la mécanique 

statistique. L'existence des réorientations moléculaires nous a conduit à 

choisir l'ensemble grand - canonique comme ensemble statistique susceptible 
de représenter convenablenient le système. Les raisons de ce choix seront 

exposées au chapitre suivant. 

Nous définirons ensuite toute une série de variables, que nous 

appellerons variables dynamiques locales, qui représenteront différentes 



grandeurs xtiacroscopiques telles que la masse volumique, la quantité de 

mouvePnent de l'unité de volume. En suivant l'étude faite par Kirkwood 1 1  51 

dans le cas des liquides, nous obtiendrons les équations hydrodynamiques 

locales pour un système présentant des rGorientations moléculaires. Nos 

équations nous conduiront à introduire des "potentiels thermodynamiques" 

associés aux diverses orientations et nous montrerons que l'expression qui 

en est donnée au moyen de variables microscopiques permet de retrouver les 

lois de conservation. 

Une analyse détaillée de la fonction de distribution hors 

d'équilibre nous conduira à envisager la perturbation apportée au système 

par l'onde acoustique. Nous utiliserons l'expression obtenue de la fonction 

de distribution au développement du tenseur des concr+iqtes. La dernière . I , I l  

partie sera consacrée à l'équation d'évolution deç potentiels therdydques. 
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11 - LES VARIA~LES DYNAMIQUES LOCALES 

ET LES EQUATZONS HYDRODYNAMIQUES DU MOUVEMENT 

Nous allons établir la loi générale d'évolution d'une grandeur 

locale. Nous l'appliquerons alors aux diverses variables dynamiques locales 

I que nous aurons précédenmient dé£ inies , obtenant ainsi les équations 

l hydrodynamiques du mouvement. 

II - CHOIX D'UN ENSEMBLE STATISTIQUE SUSCEPTIBLE DE REPRESENTER 

LE SYSTEME : 

Une première façon de représenter un cristal plastique est de le 

considérer comme un ensemble de N molécules, dont les centres de gravité 

sont répartis de façon triplement périodique dans l'espace. Dans l'hypothèse 

des molécules rigides, chacune jouit de six degrés de liberté : trois de 

1 ces degrés correspondent à son mouvement de translation et les trois autres 

l -+ a sen mouvement de rotation. En designant par qi les coordonnées généralisées 

--+ 
de la molécule i et par Ci leurs moments conjugués, le mouvement de cette 

molécule pourra être convenablement décrit dans un espace de phase yi è 

douze dimensions, produit de l'espace des coordonnées généralisées par 

l'espace des moments. 

(II - 1) 

En associant à chaque mol6cule un repère trirectangle, nous pouvons 

l 



3 repérer une molécule i par les coordonn4es ri de son centre de gravité Gi 

et par les trois angles d'Euler Fil, Ei2, Si3 précisant l'orientation du 

repère qui lui est lié par rapport à un repère fixe défini dans le cristal. 

En posant 

nous pouvons écrire 

(II - 2) 

Les moments conjugués de ces coordonnées seront la quantité de 

-+ 4 
moubement p et le moment cinétique rl i i 

(II - 3) 

D'après Gibbs, l'état instantané du systhe formé par les N molé- 

cules pourra être représenté par un point dans un espace de phase global à 

12 N dimensions 

(II - 4) 

03 r+ = Y+ Y- @ ---- 
41 

@ Y+ et r + =  
92 5 1 2 

'7 @ Y-' @ ---- 
q~ 

@ Y-' 
N 

3 3 4 3 
Soit f ( q , ,  ...., qN,  c l ,  ... CN' t) la fonction de distribution 

dans l'espace de phase r .  C'est une fonction des coordonn4es généralisées 

et de leurs moments conjugues, qui dépend explicitement du temps dans le 
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c w  où le système est hors d'équilibre. Elle satisfait à la condition- de 

normalisation : 

(II - 5) 

L'évolution temporelle d'une fonction de distribution de non- 

équilibre est gouvernée par l'équation de Liouville : 

df af - =  + (II - 6) 
dt at 

+ -+ 
où H = H ( q ,  ,... . , q N ,  t) est l'hamiltonien du système. 

Cette façon de décrire un cristal plastique conviendrait parti- 

culièr,ement si ,les molécules avaient un mouvement deiratation libre, ce qui 

n'est pas le cas. En fait, elles effectuent des oscillations autour de 

différentes orientations d'équilibre dans le potentiel créé par leurs 

voisines et peuvent passer de l'une B l'autre lorsque leur énergie est 

suffisante pour franchir la barrière de potentiel correspondante. Cette 

propriété caractéristique nous amène à modifier légèrement le modèle 

precédent et à considérer le mouvement d'une façon plus schématique et 

plus habituelle dans les études sur les cristaux plastiques. 

Caractérisons les diverses orientations d'équilibre possibles 

A h h  ifA ( A  : 1 + V) par leurs angles d'Euler respectifs i l l ,  S I 2 ,  $2 par rapport 3 

à un repère fixe lié au cristal. Au lieu de repérer l'orientation instan- 

tanée d'une molécule i par les trois angles d'Euler Cil, SiZ, Si3, on peut 

le faire en indiquant autour de quelle position d'équilibre elle oscille, 

ainsi que la rotation effectuée à partir de cette orientation (figure 13) 





-+ 
La rotation R(< + Ei) peut être représentée par les trois angles 

__I_+ 

d'Euler ai,, ai2, ai3 qui précisent l'orientation du repère G z z z lié à i 1 2 3  

la molécule par rapport au repère GiyIy2y; lié à la position d'équilibre. 

On peut également la représenter par un vecteur dirigé suivant l'axe de 

rotation et égal en valeur algébrique à l'angle de rotation. Soient Bil, 

3 ___, 
Oi2, Bi3 les composantes de ce vecteur 8. sur le repère fixe ûx x x lié 

I 1 2 3  

au cristal : 

Nous appellerons configuration un ensemble particulier de valeurs 

-f 3 
R I , .  . . , , prises parmi les diverses valeurs zA possibles (on suppose que 
1' indice A varie de 1 à v) . Si nous choisissons les coordonnées cil , Bi2, 
Bi3 comme coordonnées de rotation, à chacune des configurations c va corres- 

pondre un espace de phase rc. Chaque point de l'espace de phase donné r 
C 

correspondra à une valeur particulière de la phase du système (valeurs 

particulières des coordonnées généralisées et des moments conjugués) pour 

la configuration donnée c. De ce fait, le système ne sera plus représenté 

par un seul ensemble de points répartis dans un espace de phase unique 

selon une certaine fonction de distribution, mais plutôt par une collection 

d'ensembles de points, chaque ensemble correspondant à une configuration 

donnée et réparti suivant une fonction de distribution f(r t). c 

La condition de normalisation doit faire intervenir la somation 

sur toutes les configurations possibles 

(II - 9) 

C 

Chacune des fonctions de distribution f(rc, t) évolue dans le 

temps suivant l'équation de Liouville : 



(II - 10) 

H(rc, t) est l'hamiltonien du système dans la configuration c. 

3 
rii, m e n t  conjugué de Bi est le moment cinétique de la molécule i, exprimé 

___3 

sur le repère Oxlx2x3 lié au cristal. 

La valeur statistique à l'instant t de toute variable dynamique 

a(Tc, t) (dépendant de la phase, de la configuration, et éventuellement du 

temps) est donnée par 

(II - II) 

- GRANDEURS LOCALES ; VARIABLES DYNAMIWES LOCALES : 

Dans les équations de l'hydrodynamique interviennent diverses 

grandeurs locales ; masse volumique, énergie par unité de volume, etc, ... 
La mécanique statistique les exprime comme les valeurs moyennes de certaines 

variables dynamiques locales. Nous allons définir ces variables dynamiques. 

La probabilité par unité de volume pour que la molécule i soit 

-* 
au paint ri à l'instant t, quelque soit son orientation est donnée par : 

3 f f(rc, t) cirl --- 3 4 + --- 3 

c r dri-l dri+* dzN --- d.trN (II - 12) 
C 

L'intégration porte sur toutes les coordonnées gén&ralisées, à 

l'exception des coordonnées du centre de gravité de la molécule i et sur 

tous les moments. En introduisant la fonction de Dirac, la probabilité 

-+ 
précédente peut encore s'écrire au point r : 



(II - 13) 

L'intégration porte maintenant sur toutes les coordonnées géné- 

ralisées et sur tous les moments conjugués. La fonction de Dirac localise 

3 
la molécule i exactement au point r. Elle conduit à une description beaucoup 

plus fine de l'état local que celle donnée par les équations phénoménolo- 

giques. Nous pxmvons réduire la finesse de notrb description en ignorant les 

variations locales qui se produisent sur des distances inférieures à 4. 

La longueur & sera choisie inférieure à la limite des mesures macroscopiques 

3 mais encore su£ f isanÿnent grande pour qu 'un volume 4 contienne en myenne 

un grand nombre de amlécules. On peut alors définir la probabilité pour que 

3 
la mqlécule i soit dans l'unité de volume située au point r comme 

(II - 14) 

3 + 
où $(ri - r)  est une fonction approchant la fonction de Uirac, satisfaisant 

aux remarques précédentes en ce qui concerne la description locale du système. 

a 3 En posant L = - où a est le volume du cristal et M un nombre entier,, nous M 

pouvons prendre par exemple pair fonction 

2r(xi-x) Zn (yi-y) 271 (z i-z) 
sin 

1 
sin 

1 
sin 

a(M + --) a(M + 7) 1 
3 -+ - 2 a (M + 7) 

#(ri - r) = 
r (xi-x) * (Y~-Y) n (zi-Z) 

a sin a sin a 
a 

a sin 
a 

Le nombre total de molécules par unité de volume au point r 

s'obtient dès lors en sommant la probabilité précédente sur toutes les 

molécules du système 

3 
<v(r,t)> = r i  - 1  , t  d (II- 15) 

C 
C 



-+ 
11 apparaft que <v(r,t)> est la valeur statistique à l'instant t 

de la variabÉe dynamique locale : 

(II - 16) 

Lorsque l'on étudie les phénomènes de transport par la dcanique 

statistique, oa introduit de la &me manière les autres variables dynamiques 

localeh 1 15 - 191 . Pour la- quantité de mouvement ide 1 'unité de volume au 
i 

point r on aura 

-b 
Le moment cinétique de l'unité de volume au point r, par rapport 

3 
au point fixe ro a pour expression : - 

+ IN 
[ ~ + ( r ~ - r ~ ) ~  Mo (ici') = i=l pi $(ri - r) (II - 18) - - 1 -  

Il se décompose en deux parties : un moment cinétique "externe" 

et un moment cinétique "interne" 

(II - 19) 

où l'on pose par définition, pour le moment cinétique "externe'' 

L'énergie de l'unité de volume comprend trois ternes : 

a) 1 '&nergie cinétique de translation 

b) l'bnergie cinétique de rotation. En supposant afin de simplifier l'écri- 

ture que les molécules admettent des moments d'inertie égaux : 



(II - 22) 

c)  l''énergie potentielle d'interaction. Nous supposerons que l'interaction 

des molécules se fait par paires et qu'elle dépend du temps du fait de la 

présence d'une onde acoustique 

Nous définissons en outre la vitesse moyenne de translation des 

-f 
doléculks de l'unit65 de volume au point r : 

(II - 24) 

Il ne s'agit donc pas d'une variable dynamique mais du rapport 

de la valeur moyenne de la quantité de mouvement de l'unité de volume au 

-t 
point r à la valeur moyenne de la masse volumique en ce point. D'une 

maniêre analogue, nous définirons la vitesse angulaire moyenne des molé- 

cules autour de leur centre de gravité : 

(II - 25) 

1 Dans certains calculs, nais serons amenés à utiliser des 

grandeurs partielles relatives aux diverses orientations possibles. 

Aussi, en plus de ces variables habituelles, introduirons nous dans notre 

cas des variables dynamiques partielles : ainsi la variable d m q u e  

corréspondast au nombre de molécules dans une orientation particulière 

-f ??, par unité de volume autour du point r sera donnée par : 



3 -+ +A 
6 (fi.) = 1 si Qi = il dans la configuration c 
1 

3 

4 (ne) = Q dans le cas contraire 
A 1  

(II - 26) 

3 Remarquons que, pour une orientation $2. arbitrairement damée, nous 
1 

a m s  la relation 

ce qui entraîne 

(II - 27) 

D'me maière analogue, on définit pour les autres grandeurs 

+A partielles, relatives à une orientation fi donnée des nolécules : 

la quantité de mvement, 

(II - 29) 
+ l e  alaiitens cinéticpue par rapport au point fixe r 

O 

A ' IN * (;: - 7) 
p'] 

4 -f Mo (Fc;r) = i +(ri - r) (II - 30) 

1 'énergie ci-ique de trans lat ion 

XA + 
EE (rc;r) = (II - 31) 

1 ' 8nargie eiaétiqw de rotation 



2 * &erg& d ' i*erac t ion : 

Pn pesant, pour la vitesse moyenne de translation des wlécules 

dans l'mi-atim ?iA 

(II - 34) 

r 
X + * 1' c (r,t) u (r,t) a ,  = (II - 35) 

h + 
enA(:, t) > 

-b €Ki C (r*t) = 
-b 

est la fraction molaire au point r, à l'instant t, 
<v(r, t)> 

&es molécules dans l'orientation 6 X 

III - LOI GENEW&E D'EVOLUTION D'UNE GRANDEUR LOCALE : 

Soi t  mie pariable dynamique locale dépendant éventuellemeiit du 

+ + tenps a r t  associée à la grandeur locale <a(rbt)> 

h s  nous proposons d'établir sa loi d'évolution temporelle, en 

faisant appar.kre l'influence des rsorientations mléculaires. Pour cela 

diriwns la relation précédente (II - 36) par rapport au temps. Rous 
obtenons : 



S i  nous f x m m s  eoqte  de l'équation de Liouville (II - 10) : 

W a u  nnts proposons d'intégrer le deuxièoe terme du mwbre de droite. 

Pour cela nous supposons que f(C,t) admet les conditions aux limites suivantes : 

lin f(rc,t) = O lai- - 
l i m  f(f,,t) = O 
l<i+ - 

Ba ocre nais supposerons pue le cristal se répète periodiqueaciit 

dans l'espace (condition de Born - Von Karmana). 

Daas ces c d t i o n s ,  par application du thgorème de Green, nous obtenons : 



- 36 - 

De rec-ît daos les deux premiers termes du membre de droite 

-+ l'expressia. de la dérivée totale de la variable dyaamique a(rc;r,t) de 

sorte que nous écrirons : 

lkulysoos maintenant le dernier terme et pour cela mettons-le sous 

la forme 

3 
où ~ ( 0 ~ )  désigne la surface dans l'espace de phase ï qui entoure le donaine 

C 
3 3 3  

correspondant à l'orientation Sli tandis que dS(ni) dgsigne un vecteur n o m 1  

à cette srirfaee, de adule d~(<) et dirigé vers l'extérieur. L'intégrale 

(II - 44) 

correspond à un flux à travers la sutfaee s(G) et doit être rattachée 3 la 

-b variation de la variable dynamique a(l' t due au passage de la molécule i 
C 

-L+ 
de l'orientation f2. à une autre. 

1 

effet < . dS(z) représente le volume où sont contenues les 
1 

4 -t ncl&xslur de ~ i c n t  pi qui vont traverser l'éléiaent de surface dS(Qi) dans 

l'unité de r e q s  : si le produit scalaire < . dS(nf) est positif, puisque le 
1 

reeteur dS(<) est  dirigé vers l'extérieur de la surfact ~(q) ,  il s'ensuit que 

3 la raol6cule i quitte l'orientation ai. Dans le cas contraire, le produit 

scalaire étant négatif, la vitesse angulaire de la mlécule i l'amène 



3 
daas l'or% ion Q.. iJne valeur positive de l'intégrale snr toute la 

1 

I.+ 
surface S<Oi) correspond donc un flux total sortant. 

Nous Berirms donc finafentent : 

-+ ca(rc;:. t> + e rGoa(rc;:, t)> a - -az(r,t)> = 
dt dt 

(II - 45)  
at 

lbug pouvons supposer que 

ce qui si@%@ que la somme totale des flux entrant et sortant dans les 

4i;iverûeg or%cjrt&ions est nulle. Alors, pour une variable dynamique iadépen- 

dante de l'orientation des molécules, la loi d'évolutieti se &duit à 

limis retrauvons l'équation habituellement employée dans les 6tudes 

statisti-es dties piténc&nes de transport 1151. 

Ea ri%mmé, nous venons d'établir la loi d'évolution de toute variable 
î 

dymdque de m r e  systeak? et nous avgtt8 miontré qu'elle comportait un te= 

supg'l;émentaire provenant des mouvements de réorientations. En effet le 

dréoa 
te-. dt vknt d**rd de la non-rsillité de la fonction de distributicrn 

sur la slirfra-:g<g) e o a  le montre l'expression (II - 43). Ceci signifie que 
la proba'tsikitr9 n'est pas =lie d'moir des arolecules atu. samets des barrièms 

de potentiel sépazsat les diverses orientations d'équilibre, avec des vitesses 

-laires c-feaient dirigées pour pouvoir les franchir. Ce terme provient 

égaleseat de la wn c ~ ~ a t i o n  des flux sortant et entrant pour urre orien- 

tation daan&. R o u a  allons appliquer cette loi d'évolution aux variables 



dyaaaaiqaes que nous w o n s  définies au paragraphe précédent de fason à 

retrouver les lois de conservation des différentes grandeurs locales. 

IV - LES EQüATXONS HYDRODYNAMIQUES DU MOUVEMENT : 

A - EQIiATION DE CONSERVATION DE LA MASSE : 

Considérons la variable dynamique qui représente le nombre de 

+A + molécules dans Z'orientation R , par unité de volume autour du point r : 

Par applicabicm de la loi d'évolution (11 - 41) ion obitient 

Le deugièm terme du membre de droite correspond au nombre de 

raolécules passant à une autre orientation par unité de temps. 

X 
a A +  drlon (Tc i r)> - at cn (r.t>> = - di:<i -t m , +< dt (II - 49) 

La dérivk barycentrique par rapport au temps est définie comme 

Elle c w u i t  3 écrire la relation (II - 49) sous la forme - X 
d A $  X + + 

d t n +-réondCrc~r) - <n (r,r)> - <n k,t) > div u(r,t) - div J (r,t)+ 
Lt r + r 

> m-51) 
X + +  X -+ A - +  + 

- + 
où J (r,t) (n (r,t>> [u (r,t) - u(r, t)] représente le flux de diffusion dea 

+A molécules dans l'orientation i2 par rapport au maivenent baryeentrique. 



11 exisilktt. dam %es solides des diffusions ml6culaires par l'inter- 

médiaire des laeu~es (et plus particulièrement semble-t-il dans les 

crisrax plastiques). Hais un tel mouvement correspond à une gamiae de 

fr-s C ~ W e a f e ~ t  différente de celle qui nous intéresse. Ainsi, dans 
__3 

A + le cas prihent, le tene d i v  J (r, t) pourra-t-il être négligé. 
-f r 

E f £ e c t ~ w . s  la ~aslmation de l'équation (11 - 49) sur toutes les 
orieatatietm gmssilbLes. Caaapte-tenu de la relation (II - 28) : 

___+ d -+ -+ - cv(r , t )>  = - cv(r,t)> div u(:,t) + 
dt > (II - 52)  3 

où l'on a ~ahaent  utilisé la relation (11 - 35) 

X -* 

"Q." df ."'> 
Or A=, = 5 Y Z c J i f di, ,/ lN, ciir>ac<-r)r(rc,t)u. d~ 

3. j=l 1 3 

C (II 71 - 53) 

X + rv < dr~nd;rc f-,_.~ 
A= 1 = O (II - 5 4 )  

C 

puisque la variable dynamique 1" + + 
j = l  6(rj-r) = v(rc.r) qui intervient dans l'in- 

te'jjrale na dépead pas des orientations. 

(II - 55) 

+ _I_+ 

d A - *  dr60uX(rc ,;) > 
<v(r.t)> e (r,t) - - dix ~'(;,t) +< d t  (II - 56) 

r 
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Huas rtaawnmns les équations de transport établies par De Groot 

et k u r  d m s  le cas d'un système où se produisent des réactions chimi- 

B - EQUBTION DE CONSERVATION DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT : 

La s e d é  équation de conservation que nous chercherons à réta- 

bZir est celle de la qwmtité de mouvement. Considérons pour cela la 

variable dynamique 

E l l e  ne dépend pas des orientations des molécules. Par conséquent 

il n'y aura pas de terme dû à la réorientation. L'équation de conservation 

ah 
pour une coatposmte a S'ebtientl comme précédemment errYappiiqmant la 

relation (XI - 41) .  

En posaat par m e n t i &  

(II - 58)  

(II - 59) 

nous p-ns &rire ane relation globale pour les trois coiaposantes 

d 
- 

-+ - P(ic;r) = - d i p  dt 
r r. 

1 

Worps --d&jà--fait l'hypothèse d'me interaction par paires et n m s  avons 

écrst c 



il s'ensuit que : 

Après une perutation d'indices dans le deuxième terme du membre de droite, en 

remarquant que, &'après le principe action-réaction : 

nuus obte- pcmr l'équation (II - 61) 

+ 4 Posons = r - r.. L'énergie d'interaction entre les molécules i et j 
13 i J 

-3 n'aura de valeur importante que si elles sont très voisines (rij petit). Nous 

3 + P v o n s  dès 1-s Çcrireu,la différence ( - ) - +(rj - ) la fb- +gtm 

En introduisant lSopérateur 

e x - I  P a(* = - = 
X PO (p + l ) !  

noua pouvons lPettre 1'"eqnation (11 - 63) sous la forme 

i= 1 
r . 
1 

3 -b 
r i  - r) , (II - 66) 

1 
r r 



(II - 68) 

De ce fait, l'équation (II - 60) devient : 

N-+ + 
a + -+ - <P(r,t)> = - di: at 

r 
-r& + di<U + L V  (?,t)]) (II - 69) 

r 

En tenant compte de l'équation de conservation du nombre de 

=lécules par mité de volume établie précédemment (II - 55) et de la 
définition de la vitesse noyenne des molécules mise ~ e a s  la forme 

nous obtenons en définitive 

(II - 70) 

En eomperant cette relation avec la relation hydrodypanique 
3 
du iiacroscopique : p = div [O] (II - 71) 

-+ on constate que le terme <[o(r,t)]> correspond au tenseur des contraintes 

-+ 
au point r. Il comprend deux parties : une partie cinétique et une partie 

potentielle. 

+ 
<[a(:,t)]> = <[a, (t',t)]> + <[a,(r,t)]> (II - 72) 

L'expression de la partie potentielle est donnée dans les relations 

(II - 67) et (II - 68). La partie cinétique : 



présente une: syleétrie évidente de sorte que la partie antisymétrique du 

tenseur ùes contraintes se résume à la partie antispmétrique du terme 

dû à l'énergie potentielle. Afin de faciliter par la suite les notations, 
-t 

nous conviendrons de poser, pour un vecteur A quelconque : 

(II - 74) 

Nous pouvons ainsi écrire la partie antisymétrique du tenseur des 

contraintes sous la forme : 

C - EQXJATION DE CONSERVATION DU MO= CINETIQUE : 

Considgrans désormais le moment cinétique global de l'unité de 

volune située ea P par .Eapport au point f;: 

De la même manière que prBcddeminent, nous obtenons par application 

de la relation (II - 41) 

Le d-euxii3m-e teraie du membre de droite peut se décomposer en deux termes : 



Or le terme grad v(i, j) représente le moment du couple exercé 

i 
+ 3 par la utoléeule j sur la molécule i, tandis que (r. - ro)* v(i,j) 1 

r; 
3 correspond au moment par rapport au point r de la force exercée sur la 

O 

mol6cule i par la molécule j. Le principe d'égalité entre l'action et la 

réaction nous permet d'affirmer que 

L 
(II - 77) 

Après une permutation d'indices et en introduisant à nouveau l'opérateur 

I a (x) , nous obtenons 

1 
08 nous avons posé l 



%a éerirms donc l'équation du m e n t  cinétique global de 

+ 3 l'unité de vol<lre au point r, par rapport au point ro sous la forme 

suivante : 

u(;,$@ <M (:,t)> = 
O 

= di: <[=(:, t)]> 
r 

- 1  
(II - 81) 

Dans la relation prgcédente nous avons posé 

-t + 
[w(rc;r,t)] = [nK(~c 

C 
(II - 82) 

, N - t  
__t 

et [nK(rc;:, t)] = -i- - i (: - K I )  a[; - Iu(;,t] (11 - 83) 

Si l'on s'intéresse maintenant au moment cinétique "externe", 

égal par définition à 

on aboutit à la relation 

En écrivant ce moment cinetique "externe" sous la forme d'un 

tenseur luitisg.9trique (selon les conventions II - 74) nous obeenons 
ai s.é.mnt 



On reconnaît dans le dernier terne du membre de droite le double 

de la partie ancisymétrique du tenseur des contraintes. 

D'autre part : 

- EaB ___+ N 
div < -b -+ u(r,t) A4 r 

1 -  r C  = < [(: - < )  i=, pi + - > 

Et par conséquent : 

(II - 87) 
A -+ 

Où <a (r,t)> est fa forme vectorielle de la partie antiswtrigue du 

A -+ tenseur dei contraintes c [a (r , t)] > . 



L'6qtration d'évolution du moment cinétique "interne" peut 

s'obtenir iimikliate-t en effectuant la différence membre à membre des 

équations relatives au moment cinétique global et au moment cinétique 

t I externe" 

1 
* 

1- 1 

a t  A a < ~  + dix , @ <[x(:,t)]> + 2 <0 (:,;)> 

r 

(II - 88) 
qui peut awsi s'écrire, d'après la définition de la vitesse anpulaire 

nrctyenne (II - 25) 

-f 
__* 

d -+ A -% 

< '  , = div -+ <[n(:,t)]> + 2 (r,i)> 
r 

(11 - 89) 

W&S obtenops le te- supplémentaire div < [m (:, t)] > par 
f 

rapport à la relation donnée par De Groot et Mazur 120 1 . 
Ceci est wiquement dû ai fait que nous n'avons pas, à la différence 

de ces auteurs, négligé les couples pouvant s'exercer entre les wlé- 

-+ eules situées dams l'uriité de volume au point r. 

D - EQUATION DE CONSERVATION DE L'ENERGIE : 

Considérons dans un premier temps l'énergie cinétique de 

-t trmslario. des molécules dans l'orientation na et qui sont sitaées 
-+ 

d a s  l'unité de mlar aa point r. La variable dynamique correspon- 

dante morts est foornie par la définition (II - 31) 

\ 

La lai d'holation de cette variable dynamique s'exprime par 



I Le premier terme du membre de droite correspond à la divergence 

du courant d'énergie cinétique de translation des molécules dans l'orien- 

+A tation il . Nous poserons : 

Le deuxième ,terme a la dimension d'une densité de puissance. 

Il correspond au travail effectué dans l'unité de temps par les forces 

d'interaction entre les molécules. Il traduit la transformation en 

énergie cinetique de l'énergie potentielle des molécules. Posons : 

Alors, en valeur statistique moyenne 

(II - 93) 
TA 

* 
T X 

- di: <XK (:,t)> + <wTA (:, t$ - 1 E~ (rc;r)f -+ (rC, 
r 

C 

On peut mener un calcul en tout point analogue pour l'énergie cinetique de 

rotation 



On obtient pour cette variable dynamique locale une équation 

semblable à l'équation (II - 90) dans le cas de l'énergie cinétique de 
translation 

L 

où X 
RA -+ 

(rc;r) n'est autre que le courant d'énergie cinétique de rotation 

Ra N - 2 -  
+. - luil pi + + 

XK (rc ;r) = iL, 6A (Qi) $(ri - r) (II - 95)  

-+ 
tandis que URh c;r,t) correspond au travail par unité de temps des couples 
s'exerçant sur les molécules et traduit la transformation en énergie ciné- 

tique de rotation de l'énergie potentielle des molécules. 

Campe la variable dynamique dépend des diverses orientations 

des molécules, il s'introduit le teme habituel dû à leurs réorientations 

dans l'équation d'évolution de la valeur moyenne de l'énergie cinétique de 

rotation 



Pnir pouvoir écrire l'équation d'évolution de l'énergie totale 

par unité de volume, il nous faut établir à présent l'équation de cmser- 

vation de l'énergie potentielle. La façon dont nous envisagerons la per- 

turbation apportée par l'onde acoustique nous conduit à considérer le cas 

où la variable dynamique dépend explicitement du temps. 

On trouve finaLeent en valeur moyenne : 

où l'on a défini le courant d'énergie potentielle : 

-+ 
~'~'(r;r,t) est la densité d'énergie potentielle se transformant par unité 

de temps en énergie cinétique de translation 

De 
+ 

Y 'Rn(rc;r, t) est la densité d 'énergie potentielle se traasfolaent 

par unité de tenps en éuergie cinétique de rotation 



Le dernier tentte est simplement le terme dû à la réorientation 

des malécules. 

Pour trouver l'équation de l'énergie totale, il suffit de tenir 

compte des trois contributions précédentes. 

TA + TA -t L'existepce d,+s deux termes FW r ,  - ' (r,t)>] et 

Ra -t [<#'(:,CI> - <Wt (r, t)>] montre qu'il n'y a pas une campensatian exacte 

des transforuitions d'énergie cinétique en énergie potentielle d'interaction 

et vice-versa. Nous allons montrer que chacun de ces termes peut se mettre 

sous la forme de la divergence d'un vecteur courant. En effet : 

J. 

(II - 104) 

où nous avms pcwé : 

(II - 106) 

(II - 107) 



De la m6&w manière : 

avec : 

I (II - 109) 

Si 1 'on pose niaintenant : 

(II - 110) 

a w s  obtenons finalement l'équation qui exprime la conservation de l'énergie 

du système : 

Le bilan de la variation d'énergie peut s'établir de la façon 

suivante : 
X 

Le terme<$ (:, t)> apparart comme un terme de source. Il correspond à 

l'apport d'énergie fait au système H partir de l'extérieur. Dans le cas 

qui nous intgresse il represente l'énergie que l'on doit fournir au 

spstame pour propager une onde acoustique. 

7 
X (ryt) est simplement un courant d'énergie entrant dans l'unité de 

volume. 

le dernier correspond à la variation d'énergie issue de la réorientation 



des molécules. N o u s  reviendrons sur ce terme un peu plus loin. 

Pour le moment reprenons l'expression (II - 104) du bilan des transfor- 
mations d'énergie cinétique de translation en énergie potentielle 

d'interaction et inversement : 

TA TA + ' 6 (ni) 4 --t graL v(i, j~.~b(r~-r)-$(r~-r) Pi -+ + w (rc;:,t) - W* (rc;r,t) = - 
2 i f j  X r. 

1 

3 +  3 - f  
La différence +(ri-r) - K - r  est nulle si les molécules i et j sont toutes 

deux intérieures ou toutes deux extérieures à l'unité de volume au 1 
point r : il y a alors compensation. Mais cette différence prend la 

valeur 1 si l'une de ces molécules est située à l'intérieur et l'autre à 

l'extérieur de cette unité de volume. La contribution de ces deux molé- 

cules i e't j ad flux du courant d'énergie X TA -, ' (rc;r,t) est alors égale à 
v 

la moitié du travail par unité de temps 

de la force exercée par la molécule j sur la molécule i. Un accroissement de 

l'énergie cinétique de la molécule i correspondra à une partie de la di- 

minution éventuelle de- l'énergie d'interaction des molécules i et j. Il 

y a là un mécanisme élémentaire de transport d'énergie par interaction 

mutuelle. 

Revenons maintenant à l'équation (II - 111). Si nous conve- 

1101)s de définir,  pour chaque orientation SA un "potentiel thermadyna- 
mique" par la relatian N 

-* 
,t> f (rcit)vi 

A -+ u (rst) = - 
C 



la loi d'hlutioo de l'énergie par unité de volume des molécules dans 

+A 
l'orientation a devient : 

a A +  - <E (r,t)> = 
at cvAa(ist3 - diz+'(~,L> + ~~~(:,tl dt (11- 1 13) 

r 

On retrouve l'équation hydrodynamique habituelle. 

En outre, en sol.oeot sur toutes les orientations, compte-tenu du fait que 

puispue la variable dynenique est indépendante des orientations, on obtient 

Ce qui est bien l'équation habituelle de conservation de l'énergie. 

E - EQUATION DE L'ENERGIE INTERNE ; EXPRESSION DU 

FLUX DE CHALEUR : 

M i n  de trouver une expression microscopique du flux de 

chaleur, nous allons établir d'abord la loi d'évolution de l'énergie 

interne. Il mas faut pour cela définir la variable dynamique locale 

qui lui ccrsrespnd. 

Nous pouvons, d'une manière analogue à celle de De Groot et 

kzur 1201 &parer l*êne~ergie totale par unité de masse en trois termes : 

a- l'énergie cinétique macroscopique de translation égale à 

b- l'énergie Unétique aacroscopique de rotation qui vaut 



c- l ' énergie  in te rne .  

H o u s  comiemdrons dès l o r s  de dé f in i r  l ' énergie  in te rne  par 

un i té  de wfume par l a  r e l a t i o n  : 

1 -+ -+ 2 - 7 <v(r. t>>lw(r, t)  1 , ( I I  - 116) 

l mbs che rch rons  ensui te  à exprimer l 'équation dlévoiution de 

I l'énergie inteme rappsrtée à une molécule : 

__)_ 

-+ 
b + -b 

= - <E(r , t )>  - m < v ( r , t ) >  u ( r , t )  . duc;, t) 
<v(r,, t )  > 

d t  d t  

( I I  - 117) 

Ce qui s'écrit encore en u t i l i s a n t  l e s  équations 1 - 5 2 ) ,  ( I I  - 70), 
(11 - 89) 

3 d &,t) 
< v ( r , t ) >  - 

d t  -f 
-<< (;,t1> - div 

-b <u( r ,  t) > r 

__+ 

- u(:,t) . d i v  <b(:,t)]> - <[n(;,t)]> + 2 <o 
?It 

( I I  - 118) 

En int=adUis=t les déformations caB ( z , t )  par 

d t  ( I I  - 1 19) 



et en décutq~saat<[c~(r, t)]> en ses  par t ies  symétrique e t  antisymétriqw, 

on obtient facilement : 

a8 -+ 
( r , t )  

d t  (II - 120) 

On a i a t r o d s i t  d a a  l 'expression précédente l e  courant d'énergie interne 

transport:& par d u c t i o n .  

7 - -+ ___, 
J ~ G S ~ )  = < x ( r , t ) >  - c~(:,t)> ~(:,t) ( I I  - 121) 

Nous sames à &&finir a ins i  l e  courant de chaleur 

représente le trznrail des amples  internroléculaires. 

Quand le système est P l ' équi l ibre ,  nous avons l ' é g a l i t é  : 

Cimete & p d o n  de l 'énergie interne e s t  à rapprocher de c e l l e  

obtexme par Be Crmt  et Lkmr 20 dans leur théorie phéuoménologique. Ils 

écrivent 

* P _  s ._* -% @dt n : (a v)' - na . ( ro t  v - 2 0) - div 7 (11-124) 
4 

s avec! n : m i e  spa6~riqne du tenseur des contraintes 

a 
n : m i e  mispraé t r ique  du tenseur des contraintes 



-+ 
v : abesse moyenne du fluide 

-+ 
w : vitesse angulaire moyenne des molécules 

3 
J : vecteur courant de chaleur 
q 

u : énergie iaterne de l'unité de masse 

Notre relation présente par rapport à la leur le terme 

-+ ---t -+ 
supplémentaire <Ir(=, t) 1, . gr* o(r ,  t) qui provient des couples interna- 

léculaires que nous n'avons pas négligé, contrairement à eux. 

En élasticité classiqxie on admet que la densité de couples par unité de 

v011me est nulle. Par contre, dans le cas de cristaux plastiques on ne 

peut faire e t a e  hypothèse, ces couples intermoléculaires étant responsables 

de La réoriezttatiou des molécules, pAPgriété ca+-actéristique de ces 

cristaux. 

av 
Le terme <-> est dû au non-équilibre du système et il traduit l'énergie ike 

1 apportée par k t 6  de temps par l'onde ultrasonore. 



C H A P I T R E  - III - 

LES FONCTIONS DE DISTRIBUTION HORS D 'EQUILIBRE 



III - FûIKTIUNS DE DISTRIBUTION RORS D'EQUILIBRE 

Les équations que nous avons établies jusqu'à présent sont très 

générales. N o u s  allons maintenant aborder véritablement le problème de 

la propagation d'une onde ultrasonore dans un cristal plastique. La 

présence d'use telle onde dans le cristal a été prise en compte en 

supposant simplement que l'énergie d'interaction de deux molécules dépen- 

dait explicitement du temps. De ce fait, La fonction de distribution en 

dépendait également de façon explicite et devenait une fonction de non- 

équilibre. Afin de pouvoir poursuivre notre étude, nous sommes amenés à 

calculer les -mes statistiques introduites précédemment, en tout 

-* 
point r du cristal et à l'instant t quelconque. Ceci nécessite de 

connaître 1-ression de la fonction de distribution. La recherche de 

cette f a t i w n  (hors d'équilibre) nous conduira à examiner plus en détail 

la propagation d'une onde acoustique, particulièrement à l1éche.lPLe mie- . ", .- 
culaire. 

1 - INFLUENCE D.E L' INDISCERNABILITE DES MOLECULES ET DE LEUR 

SYMPPRIE : 

3 
La probabilité d'avoir une molécule au point r ayant effectue 

1 ' 
3 3 3 

une rotatim 0 à partir de l'orientation d'équilibre R 
1 1 

(5 étant une 
valeur particulière des diverses orientations possibles pour une 

-t 1 3 
laolécule Q , . . . . , 85, une autre molécule au point r ayant effectué 2 ' 

-+ 4 4 -f 
une rotation 6 à partir de Q2, ... une molécule en r écartée de 9 2 g g 



3 3 3 3 -+ 
à partir de B wee les moments respectifs p l ,  p l ,  ... pg, u s'obtient 

g ' g ' 
en sommant sur tons les états possibles et discernables du système, 

I 

compatibles avec ces hypothsses. 

g 4  4 3 4 3  ---f 1 ' -t 4 4 3 
f (r I . . . p g ,  8 ,  ... u ;Q l...Qg,t) = 1.1 f(l,t) di. .. .dL .dq... d q  

g R "" 

R~ 
g+l  N g+l N 

&+ 1 

(III - 1 )  

- - + 3 
on rappelle que qi - r. + 6.. 

1 1 . 
Le signe ( ) qui apparaît dans cette expression indique que 

l'on doit s-r sur des orientations conduisant à des états effectivement 

discernablets du système. Mous pouvons dans la relation précédente, faire 

apparaltre la fonction de partition Z(r) en écrivant : 

4 4  3 I 1. 1' ( 3 4 4  
3 

fg(<- - .cg;nl. .fig, t) = - Z(t) ; * - - .  g(r,t) dg.. .d< .dq .. .dq 

avec Z(r) - + . J t dr 

a 1 Q~ 

( III  - 2) 

(III - 3) 

N o n s  avoos considéré depuis le début un cristal composé de 

ruolécules d'une seule espèce chimique. Elles sont donc toutes identiques. 

11 s'ensuit que l'on doit compter pour un seul état du système, deux états 

se déduisant l'on de l'autre par la permutation des coordonnées de position 

de deux ou plusieurs molécules de même orientation. 

La symrétrie de la molécule intervient également : deux 

-th 
orientations d'une d i m e  molécule 52 et 6' qui se déduisent l'une de l'autre 

par l'une des *rations du groupe de symétrie de rotation de la molécule 

doivent être considérées comme conduisant à un même état du système. 

Imaginons par exemple le cas d'une molécule de symétrie tétraèdrique qui 



- FIGURE - 1 4 -  



serait située dans un cube : les orientations ACB'D' et A'C'BD sont dis- 

2 n cernahles ma-s celle obtenue par rotation de - autour de CC' qui &ne 
3 

B' en A, A en D' et D' en B' ne peut être distinguée de la Ière et conduit 

donc à un même état du système. 

Ces considérations nous conduisent à remplacer la somme . . 
P - 
2 par une SD- sur les diverses valeurs possibles du nombre de 

molécules dans chacune des orientations discernables. Supposons pour la 

suite des calculs qu'il y ait d orientations discernables. Pour un ensemble 

1 
particulier de valeurs N ,.... d , N , si parmi les g molécules choisies il 

I 1 d d 
s'en trouve déjà h dans l'orientation S2 .... h dans l'orientation C2 , 

l'intégration sur les coordonnées de position nous fait retrouver le même 

1 1  2 2 d d 
état un nombre de fois égal à (N -h )!(N -h ) !  .. . (N  -h ) !  et nous 

écrirons : 

3 -f --+ 3 
x dSg+ . . .dZN dqg+ -dqN (III - 4 )  

avec Z(t) = 

d L e s  valeurs NI,. . . ,N sont liées par la relation : 

(III - 5) 

(III - 6 )  

D a n s  ces expressions, les intégrales doivent être calculées 

en choisissant arbitrairement la configuration qui correspond à chaque 

1 d ensemble de valeurs N ,... N . Toutes les configurations compatibles avec 
d 3 3 les valeurs NI,. . .N (et avec les orientations RI,. . . ,il pour les molécules 

g 



1 à g) sont équivalentes par suite de l'intégration des coordonnées de  

position sur tout le cristal. 

II - LA FONCTION DE DISTRIBUTION D'EQUILIBRE : 

En l'absence d'onde acoustique, le cristal est en équilibre 

et nous pouvons définir un certain nombre de variables d'état themdyna- 

1 miques. Ces variables d'état auront des valeurs uniformes en tout point du 

cristal. P w r  un ensemble statistique grand canonique comme celui que nous 

I avons choisi pour décrire notre système, ces variables seront : 

1 )  la température T e 

I 2) les paramètres de la maille cristalline (avec, dans le cas 

éventuel où il y a plusieurs molécules par maille, les coordonnées numériques 

I des molécules dans  la maille) 

A 
3) les potentiels thermodynamiques D (à  l'équilibre) que nous e 

I avons cmenu d'associer à chacune des orientations (corne nous ne considérms 

I plus que les orientations distinctes, ces potentiels thermodynamiques seront 

I au nambre de d ) .  

1 Dans ces conditions, la fonction de distribution de N molécules 

dans un espace de phase relatif à un système composé de A' molécules dans 

I +1 +d 
l 'orientation $2 , . . . , $ dans 1 'orientation R a pour expression : 121 1 

1 où @ = -  et E est la fonction de partition à l'équilibre 
kTe 



Par conséquent, la fonction de distribution d'équilibre de g molé- 

cules ( g  = 
X 1 -t 1 h ), les h premières étant dans l'orientation , . . . , les A= l 

d h dernières dans l'orientation Rd se met sous la forme : 

Une fonction de distribution particulièrement importante est 

eelle qui correspond au cas où g = J c'est-à-dire la fonction de distribution 

à utie imalêeale daas mae orientation donnée. Elle permet d'exprimer la valeur 

rnoyanne du d r e  de rnol6cules dans cette orientation par unité de volume. 

Considérons, ea effet, la valeur moyenne du nombre total de molécules dans 

PX l'orientation . 

A --% 1 4 4  3-t avec ( r  fe (4,,~~) de#<I 1 hi=l 

(III - 11) 

(III - 12) 

111 - LA PROPACATIOFil D'UNE ONDE ULTRASONORE : 

Lorsque l'on désire soumettre un cristal à une onde acoustique, 

on place unco face de ce cristal en contact avec une source vibrante. Cette 

source vibrante (appelée transducteur) est généralement constituée par un 

élément piée&leçtrique (quartz ou titanate de baryum) convenablement 



taillé pour effeceuer des oscillations de l'ordre du mégahertz lorsqu'une 

impulsion de potentiel est appliquée entre deux de ses faces. Les molécules 

du cristal situées directement en contact avec la surface du quartz effec- 

tuent de ce fair des oscillations forcées. Sous l'effet des forces 

d'interaction, les mlécules voisines se mettront aussi à osciller et le 

mouvement se transmettra de proche en proche dans tout le cristal. 11 semble 

donc que la propagation d'une onde ultrasonore dans un cristal doive être 

traitée conrnre une "condition aux limites" qui serait imposée à l'agitation 

thermique des =lécules. Malheureusement, pour procéder de cette manière, 

il faadrait camiaftre la solution de l'équation du mouvement de chaque 

~iolécule, autrement dit avoir résolu la dynamique du cristal, ce que nous 

ne savons pas faire dans le cas de cristaux plastiques. 

Cependant, si les déplacements instantanés des molécules nous 

sont in;rccessibles, à l'équilibre, les distances moyennes entre molécules 

sent, e l la ,  parfaiteaient définies. Ceci va nous permettre de tourner la 

difficulté précédente. Considérons en effet deux molécules i et j et leurs 

3 3 
en absence d'onde acoustique C r . >  et <r .> . Im9gimxrs 

1 e J e  

maintc*naat qufane onde U.S se propage dans le cristal. En théorie de 

l'élasticité, on caractérise à chaque instant une telle onde par le dépla- - + 
cenient s(r,t) de ehaque élément de volume du cristal (supposé suffisananent 

petit dt3. p o h t  de vue macroscopique). Les mouvements des deux molécules 

p r ~ ~ ~ s s  vuat être perturbés. La fréquence de l'onde ultrasonore est  

gibérale~3ent très inférieure aux fréquences de vibration des molGcules. 

Alors si notts considérons deux instants t et t + At, séparés par un inter- 

a d l e  de t e ~ a p r ~  nt netteaieat plus petit que la période de l'onde acoustique 

mais s u f f i s ~ n t  grand devant la période des vibrations moléculaires, 

l'ende mmstiqae n'aura pratiquement pas varié pendant At mais les 



molécules i et j auront effectué un nombre important d'oscillations. Il nous 

est possible de calculer la moyenne temporelle sur t des positions de ces 

deux molécules et d'assimiler ces valeurs <r.(t)> et <r.(i)> à leurs positions 
1 J - + 

d'équilibre en présence d'une onde acoustique caractérisée par s(r,t). Les 

déplacements des positions moyennes des molécules i et j seront définis, 

à l'instant t, par : 

(III - 13) 

Dans la théorie de l'élasticité, on écrit le déplacement au point 

+ 3 -+ 
r + dr voisin du point r (à l'échelle macroscopique) sous forme d'un déve- 

loppement limité au premier ordre : 

_1_1_3 __3 
-+ 3 -b 

a ( r  + dr,~) = s(r,t) + [+ [z))]. 2 (III - 1 4 )  

Cette notation vectorielle résume les trois équations suivantes : 

(III - 1 5 )  

On suppose donc une variation linéaire du déplacement entre les 

-+ + 3 
points r et r + dr. Nous imaginerons que ceci reste vrai à l'échelle micros- 

copique autrearent dit que la répartition des déformations est uniforme 

4 + 4 
entre les puinrs r et r + dr. Dans ces conditions, si i et j sont deux 

molécules proehes l'une de l'autre (à l'échelle microscopique, c'est-àidire 

suffisamment proches pour avoir une interaction notable) nous écrirons une 

relation analogue à (III - 14) 





J (III - 16) 
1 e 

11 faut remarquer que, si les déplacements des nolécules intro- 

duits par l'onde acoustique atteignent des dimensions macroscopiques, par 

contre les distances intermoléculaires varient peu. La figure 15 illustre 

le phénomène dans le cas particulier d'une onde purement longitudinale. 

e 
Si v (i,j) désigne l'énergie potentielle de deux molécules i et j en 

l'absence d ' d e  acoustique, pour faire passer leur distance d'équilibre 

I f  __t 

de <r > à <r 
ij e ij (t)> il -faut leur fournir l'énergie 

vP(i,j,t) = g;adve(i,j) d(<rij>,) -t (III - 17) 
Cr > 

ij e ij e 

P __f égaie saosiblcient L s (i, j ,t) = [grad ve(i, j)] . [<~(t)> - <r > 
ij e 

<rij>e 
- 1 

(III - 18) 

 ins si on écrira l'éeergie potentielle des deux molécules i et j sous la 

£0- d:*-*terme d'équilibre et d'un terme de perturbation. 

e ___f 

4 
1 - ( i  9 )  v j + ve(i, j)] . [az s(ri, t) . ,<r .> *r.> 

j e  l e  
ij e 1 

- 1 
(III - 19) 

---b 
Nous introduirons les déformations au point <r.> qui sont définies par 

I e 

--f 
~ ~ ~ ( < r ~ > ~ , t )  (III - 20) 

la e 



Le dernier terme du membre de droite n'est en général jamais 

pris en compte en théorie de l'élasticité. Nous n'en tiendrons pas compte 

non plus. 

Si les deux molécules i et j appartiennent à l'unité de volume 

-+ 
située autasr du point r, nous pouvons convenir de remplacer 

3 
E (<ri> t) par rag(;,t), la déformation étant constante sur l'unité de a$ le' 

volume (voir la figure 15) . 

P Le terme de perturbation v (i,j) est fonction linéaire des 

-+ 
déformations E (r,t). Nous serons amenés par la suite à calculer des dé- 

& 

rivées par rapport à toutes ces déformations. Pour simplifier les calculs 

nous introduisuns un paramètre y qui suivant salvaleur (O ou 1 )  indique 

que le cristal est ou n'est pas en équilibre. 

(III - 22) 

Soit G une foactiûn quelconque de v(i,j). Nous pourrons remplacer 

(III - 23) 

IV - L'HHPOTHESE DE L'EQUILIBRE LOCAL : 

U n e  &e ultrasonore se propageant dans un cristal plastique 

n'a pas p a r  unique effet que de modifier les distances moyennes entre 

iaol6cules. Ces distances sont en effet, du point de vue thermodynamique, 

des variables d'état reliées aux autres variables d'état (température et 

potentiels theretodynaaiiques) par l'équation d'état du cristal. L'existence 

de cette équation d'état ne doit pas être oubliée, même si nous ne la 

eoûnaissczns pas explicitement. La conséquence en est qu'une variation 

locale des distances nwyennes entre molécules introduit une variation locale 



de la tenrpérature et des potentiels thermodynamiques. Dès lors on ne peut 

plus définir de variables d'état pour le cristal tout entier : le système 

est hors d'équilibre. 

Dans un tel cas, on fait habituellement en thermodynamique des 

phénomènes irréversibles l'hypothèse dite de l'équilibre local. Elle 

consiste à considérer en chaque point du cristal, un élément de volume 

s u f f i s ~ n t  petit pour que les variables d'état puissent y être définies 

et considérées comme constantes. Nous supposerons la perturbation apportée 

par l'onde acoustique suffisamment faible pour que nous puissions reprendre 

cette hypothèse classique. Les variables d'état locales seront donc, pour 

-t 
l'unité de volume située autour du point r : 

a) les déformations E f;,t) (équation III - 20) 
a@ 

A + 
b) les potentiels thermodynamiques p (r, t) (équation 11 - 1 1  2) 

-+ 
c) la température T(r,t) 

A partir de ces variables thermodynamiques locales, notre but 

est maintenant d'exprimer la fonction de distribution de g molécules, 

1 + 1 d 
réparties 'en h molécules dans 1 'orientation R , . . . ,h molécules dans 

+d l'orientation SZ . Nous allons pour cela reprendre l'analyse de l'état 
statistique local faite par Massignon 1221, mais en 1 'étendant au cas où 

le système global est décrit par un ensemble statistique grand canonique. 

Désignons par V un élément de volume unité, situé autour du 1 
+ 

point r, et étudions la décomposition de l'espace des phases induite par 

la décomposition V = V + V du volume du système. Pour mieux voir cette 
1 2 

décomposition, au lieu de prendre l'espace des phases i' relatif à une 
C 

configuration c du cristal, nous considérons 1 'espace r0 des phases 
C 

1 d ième 
symétriques qui est la (N !...N !) partie de r c'est-à-dire la 

c ' 



partie de ï' où peuvent se ramener toutes les phases du système compte- 
C 

tenu de l'indiscernabilité des molécules. Le mouvement de chaque molécule 

est décrit dans un espace de phase yi  à douze dimensions, produit de 

l'espace des coordonnées généralisées par l'espace des moments 

(équation II - 1) 

avec en ontre 

La séparation du volume V du système en deux parties V I  et V2 

conduit 2 distinguer deux régions dans chaque sous espace y-+, suivant 
r. 
1 

3 
que les valeurs des coordonnées r placent la molécule dans V ou V 

i 1 2 ' 

L'espace de phase I'O produit des différents espaces de phase yi 
c 

relatifs aux nolécules individuelles prend ainsi la forme suivante : 

cm encore 

Nd 
r0 = Y.. d 

c 1 
1 rz (n', ..., n 

n PO nd=0 
(III - 25) 

O 1 d La région Tc (n . . .n ) correspond à la présence dans le volume 

+1 2 
unité V I  de n poIécules dans l'orientation Q , de n molécules dans l 'mien-  1 

+2 d +d tation Q ,... de n molécules dans l'orientation Q tandis que dans le 

1 1  
reste du système V2, il se trouve N -n molécules dans l'orientation 

-+ 1 d d +d 
i2 ,..., M -n molécules dans l'orientation !J . 

Afin d'illustrer ce qui précède, nous allons reprendre l'exemple 



dm&& par -gnon e 'est-%ire le cas de deux molécules identiques, cet 

exemple étant sans intérêt thermodynamique par lui-même. 

4 
Portonn en abscisses les coordonnées de translation rl de la 

4 mlffule 1 et en ordomSes celles de la molécule 2. (r2) Nous représentons 

donc la projection de l'espace r du système sur son espace de configuration 

(figure 1-63. Cette représentation partielle de l'espace r nous suffit 

puisque la d&mqx+nition V = VI + V2 n'affecte ni les moments, ni les 

c o o . r d o ~  de rotation. 

O Pour représenter l'espace r des phases symétriques nous praxms 

O le demi-plan situé sars la première bissectrice x'x (puisque N!=2, r est 

la aioitis cte 0. 

La relation (III - 25) devient dans ce cas particulier : 

rD{O) - i0(0,~,)@r0(2,~ ) désigne les régions du plan oii il 
2 

i 

n'y a pie de  rié écules dans VI, les deux molécules étant dans V2. Ce sont 

doac %est ' ' teiles que : 

E l l e s  simt (2és58pées par a sur la figure (16). 

~~(1) - îO[i,V,)@iO(l ,V2) désigne les régions du plan 03 on 

a <rite s e d o  r>lkZe dnnc le volume V1 et l'autre dans le volume V2 ; autre- 

nent dit 'les r6gion.s correspondant aux deux possibilités : 
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- r0(2,~,) @rO(O,v ) représente la répion W les derrr 
2 

Elle est dSsi@ par y sur la figure (16).  

* Rcms pmmons dans r0 remplacer n'importe quelle région par une 

rép~bn syipérrigae par rapport à la bissectrice. Ces deux régions sont en 

effet de sa^ régieus de r f o d e s  de phases où les deux molécules jouent des 

rôles syntétrigaes. Elles peuvent donc être substituées l'une à l'autre 

D donc toute h&&gntias sur ï d'uae fonction symétrique. Ainsi nous pommms 

O reiiplsear la a i a n  $2 par la région $ L'espace i' ainsi défiai n'est 3 

pas d'un 6 teasmt, mais ceci est sans importance car nous ne cherchnrns 

pas à y saivre Za~rajeetoire de l'état mécanique du système mais plutôt 

à y eplalaer d e s  pmabbilités. Ce faisant nous trouvons que c'est la -lé- 

cuLe 1 qai est aaIs V 1  et la molécule 2 dans V 2 ' 

RL*P~~PIIQII~ maintenant au cas général. Par un choix cmvenable 

Q 
de l'espace T zmta pauvcms admettre que ce sont les mulécules d'indices 1, 

C 

Z,.. . ,v (* = Ar{ nA)qzi se trouvent dans V I  et celles d'indices 

u + 1, ..., B di. V2. s adopterons cette hypothèse par la suite. 

1 d 
Dam &acm des espaces r0 (n , . . . ,n ) à 12 N dimensions, aops 

C 

iatrod.rtisparr la &msie6 de wababilité locale : 

O 1 d 
dans r (n , . . ,n ,VI) 



loc 
La foeetian de distributien locale f 1 d désigne la pr-ilité n . .n 

-+ 
d'avoir v ilaohles d m s  l'mité de volume autour du point r, réparties 

1 +l  
ea n m~16~mlrs daas l'orientation fi , . . . ,nd mr>lécules dans l'orienta- 

+d + 4 3 4  
tion S2 et de coord0;ppihs et moments q , ,  c,, ...,qv, Gv, les autres ~ l ~ l e s  

étant dans le reste dp cristal. En particulier, on ne doit pas confondre 

loc 
l'ezprerrio. de 1. fa+ icm de distribution locale f pour le jeu 

h . . h  

1 d d 
particulier ch va&-.* nJ=h ,..n =h avec la fonction de distribuficm 

fg, d r e l 4 - m  an sys2&i~z global. Celle-ci désigne la probabilité pour qme 
h ..lx 

3 , apmt des orientations R . . .z (telles que h 
1 

1 '  g 
d -+d 

pard eUes ~ i e  d'~ri~ltati* EL,. . .h d'orientation 0 ), aient 

i, --* 
coordom&e8 ql...qg, i%%&peadannnem des coordonnées et orientations des 

m r e s  1191&&~s 8Q erhtal (qui peuvent être ou ne pas être dans l'mnité 

U s  Qéfkithîs respectives (III - 26) et (III - 4) sxmtrept 

-4 4 
d*Ul le<lrs  gr, 6 q l , . . ~  désignent des coordonnées situées dane l'siité 

-b 
CI&. we-ku~llt- da mise r : 

Iri. l i t4  p<al. .a,t) pourgu' il y a i .  exactement dan. VI 

a. aaibn da riGades &-1 à v et réparties en n1 molécules d'ociemsa- 

d tio. 8',..,m i. i smiao te t ion  ifd s 'exprime manif estement par 
i'htégrur-e 



(III - 28) 

L'hypothèse de l'équilibre local conduit à admettre la propriété 
loc 

suivante : la  fonction de distribution locale f 
1 d ne dépend pas du n ..n 

tairps de façon explicite mais par l'intermédiaire des variables d'état 

locales. La relation précédente (III - 27) nous permet d'affirmer qu'il 
ld hA arlécales, en est de pour la fonction de distribution de g = A=, 

-b 
toutes situées dans l'unité de volume du point r. 

Le problème consiste maintenant à trouver les expressiom de 

ces fonctrig~s de distribution locales. 

V - LES ~ ' f I ~ S  DE DISTRIBUTION LOCALES : 

loc 
&maginans que nous ayons une valeur approchée £0 

1 d de la Ea~ctinn 
n. .n 

loc 
de distrihtion l a a l e  f d. Nnis pouvons toujours écrire : 

n ..n 

lac loc loc 

f I  d = fol d + fl, 
n .,a n . .n n . .n d (III - 29) 

l oc foc loc 
Is fo~ction fil = f 

1 d - fol d est un terme correctif 
P ..n n . .n n ..n 

loc 
égal à zézro d w  te cas où la fonction £0 

1 d représente exactement la 
n . .n 

loc 
fonctiosti c3e distribution réelle f 

1 d o  La connaissance exacte de ce terme 
n ..II 

loc 
correctif -traîne celle de la fonction f , Or KirkwPod a 81ont1-4 1161, 

n ..n 

dans le cas d'mie foaction de distribution hors d'équilibre f4')(t) donc 



(NI on CO-ssairt: uam! ferme approchée fo (t), que le terme correctif 

fi (N)(t) = f") (t) - f~(~)(t) pouvait être obtenu par 1 'intégrale 

f 1 (%) (t). = -i (t '-t)L 
~(r~,)fo(*) (tt) dtt (III - 30) 

où L designe l'opérateur de Liouville du système 

à l'instant t * ,  considérée cozemte une fonction du temps et de sa valeur r 
s 

à w insta~t: initial t = t c'est-à-dire : s 

(III - 32) 

Le teme 8 est obtenu en faisant agir l'opérateur d'évolution 

de Liouville aior la fonçtion de distribution approchée fo ( N )  

L'+rateuz e -i(t'-t) L est défini par la relation 

(III - 33) 

(III - 34) 

?Ww allana appliquer la relation (III - 30) à nos fonctions 

de diat&t&ea locales. Chacune d'entre elles évolue suivant l'équation 

d 
n = loc 

i L f  
a t  n ..n 

(III - 35) 



i. désigne l'opétateur de Liouville des v molécules situées dans l'unité 

+ 
de voltrate au point r 

où H est 1 'Mltrrnien du système : 

1 oc 
Le choix de £0 est arbitraire. Nous sommes uniquement 

n ..n 

guidés par ce gaz nous connaissons du système et par des raisons de sinrpli- 

cité de calculs. Nous choisirons une fonction ne dépendant du temps que par 

l'interarédfaire des variables d'état locales. En outre, puisque nous avons 

affaire à \m solide, nous négligerons le flux de diffusion des molécules 

A + X 
en supposant que IJ (r,t) = (t) 

(III -37) 

&te fonction correspand à une distribution Gaussieane des 

vitesses de tr-cusslatioin et de rotation autour de leurs valeurs myennes 

respect ives. 



Pknis avons aussi, dans cette expression, localisé l'énergie 

d'interaction v(i,j) de deux molécules i et j ,  pour moitié sur la molécule i 

4 
au point r. où la température est ~ ( q , t )  et pour moitié sur la molécule j 

1 

--+ 
au point r où la température est l'(F!,t). Par la suite nous poserons : 

j 

1 oc 
Ccrmpte-tenu de ce choix de la fonction fo 

1 d 
et de la rela- 

n . .n 
tion (III - 32) nous obtenons aisément : 

(III - 39) 

(III - 40) 

1 ot 
f 1 (t) = 

1 d 
n . .n 

>- 
_+ - + loc 

A , .  . . ) .grad ~ ( r , t ' )  f o  (t1)dt' (111 - 4 1 )  
v t  1 2  

loc 
Le teme correctif f l  ne dépend que du gradient de température. 

1 d 
n . .n 

La perturbation apportée par l'onde acoustique n'y apparaît pas. Ceci signifie 
1 oc 

que la foxrian de distribution approchée £0 1 d en tient entièrement compte. 
n ..n 

En utilisant la relation (III - 27 ) ,  nous pouvons obtenir 

l'expression des fonctions de distribution de g molécules 



avec pour la valeur approchée : 

g --+ 3 loc _, - loc - 
£0 (q, , - ,~,,t) = fo, d(91. .Cg,t) + 3 

1 d £0, d(q* .'+jtjdq.. . h . . h  h . .h  n ..n g+ 1 dcv 

(III - 43) 

et pour le terme correctif 

g 
f l 

--+ -+ -i(t '-t)L -+ 
* 

- 3 -3  -F loc (ql =cg* t) = 
1 d 

A(qlt,.-.CvC)-grad T(r,tl)fo, d(tl)dtl 
h . . h  

+ 
r n . .n 

-i(tl-t)L -+ -3 f .--c loc 
A(qItr . . .Gy,,) .grad ~(;,t')fo~ -+ d (t ') (III-44) r n . .n 

x dq ..c dt' 
g+ 1 v 

Kolu a l l m  appliquer les résultats précédents au calcul do 

cotlrané &e ekleur.  



L'expression microscopique de ce courant nous est donnée par 

la relation (II - 122). 

VI - LE COURANT DE CHALEUR : 

En teaant compte des termes identiques, nous pouvons exprimer 

ces valeurs moyennes à partir des fonctions de distribution de 1 ou 2 molé- 

cules ; écri~ons explicitement le courant de chaleur. 

1 ld"$ 
-+ + # )  [i - ;) f2 + - + +  + +  _ j4* 

4 A#q-1  krfqeq (q,ql,s,?') d e  d? dq' djl 
ha=h", 

(III - 4 6 )  



- 81 - 

-f 
avec q = i? @ 8 et I q = :I 0 $1 

-F 
-F 

Les termes à intégrer sont des fonctions impaires de (2 - u) 
m 

-+ 
+ -  ou de (- - w).  En considérant l'expression que nous avons choisie pour 
1 

loc 
fonction de distribution approchée £0, 

d 
(III - 3 7 ) ,  on remarque aisément 

n ..n 
!?, - 

que la contribution des diverses fonctions fo 
d 
au courant de chaleur est 

hi ..h 

nulle. Celui-ci se réduit donc, pour la composante par exemple à l'expression 

suivante : 

OS le symbole < désigne une valeur moyenne calculée à partir des fooctioos 

de distribution approchées. 

Nous remarquons que le courant de chaleur n'est pas directent 

lié aux déformations. Celles-ci interviennent dans les fonctions de distri- 
R - 

bution £0 
1 d dont la contribution est nulle à cause de leur forme gaussienne 

h . . h  

autour des valeurs moyennes des vitesses de rotation et de translation. Ce 

résultat est en accord avec le principe de Curie qui exprime l'indépendance 

des flux vectoriels et tensoriels. En comparant notre expression du flux 

de chaleur avec celle donnée par la théorie phénoménologique 19 1 ,  nous 

trouvons deux relations analogues compte-tenu de notre hypothèse de négliger 

la di£ fusion des meléeules. 



LE TENSEUR DES CONTRAINTES 

C H A P I T R E  - IV - 



IV - LE TENSEUR fiES CONTRAINTES 

Considérons la partie symétrique de la contribution de l'énergie 

potentielle au tenseur des contraintes 

Nous avons supposé, afin de simplifier les calculs que nous 

pouvions arrêter le développement de l'opérateur a à son premier terme, 

I+ 
autrement dit que a(r ..gr+) = 1 

J 

Geci est possible si on suppose que la portée des forces d'inter- 

action moléculaires est faible devant les dimensions de l'unité de volume. 

4 
Dgns ces canditions, pour des valeurs de r croissantes, la i j 

__f 

force grad_* v(i,j) exercée sur la molécule i par la molécule j diminue 
r. 
1 

et elle atteint une valeur négligeable bien avaBC que le 

-+ --+ -+ 
différence +(T - r) - r i  - r ne prenne une valeur notable. 

j 

L'é.cftmtion (IV - 1 )  précédente a pour forme explicite : 

En intégrant l'équation précédente, si nous tenons compte des 

tennes identiqaes, nous obtenons une expression qui ne dépend plus que 

de la fonction de distribution de deux molécules : 



-+ -+ 
avec Xa = xa - X' a , q = e t  q f  = : ' @ $ '  

De son côté, la partie cinétique : 

(IV - 4 )  

peut se ramener à une expression qui ne dépend plus que de la foncticaa 
* 3 ., w, .  , 

de distriburian d'une mlécu le .  Soit par  exemple la composante a6 

Pour des raisons de parité, il est évident que la contribution du 

g 3 3 
terme correctif £ 1  (q1..5 ,t) des fonctions de distribution est riaille, 

1 d g 
h . . h  

aussi bien pour la partie cinétique que pour l a  partie potentielle du 

tenseur des coaéraintes. Nous pouvons donc écrire : 



(IV - 6) 

Le choix d'une distribution Gaussienne des vitesses de trans- 

lation et de rotation autour de leurs valeurs moyennes (équations (III - 37) 
et (III - 43) a pour conséquence d'annuler le premier terme du membre de 

droite de l'équation précédente dans le cas où les indices a et 8 sont 

différents. DaPs le cas où er = B,  l'intégration sur les quantités de mou- 

vement doune 

3 + + 
= - k <v(r, t)> T(r, t) 2 (IV - 7) 

Dans l'interprétation phénoménologique que nous avons rappelée 

au chapitre II, on développait les composantes du tenseur des contraintes 

en fonction des écarts des variables thermodynamiques à leurs valeurs d'équi- 

libre. Nous procéderons d'une manière analogue, mais en utilisant les 

variables thersrodynadques figurant explicitement dans la fonction de dis- 

tribution. Ces variables seront donc la température (au lieu de l'entropie), 

les déformations et Les "potentiels thermodynamiques1' (au lieu du degré 



d'avancement de la réaction). Pour cela, en nous reportant à la relation 

(III - 21), nous pouvons écrire pour deux molécules i et j situées dans 

-b 
l'unité de volume autour du point r 

1 -+ + Comme nous 1 'avons d é j 2  souligné, le terme - ro$ s(r, t) n'est * r 

jamais pris en compte en théorie de l'élasticité. 

Dès lors, en développant la fonction de distribution de g mlécules, 

nous obtenons : 

Les valeurs .des dérivées sont prises à 1 ' équilibre thermodynadqua, e 'as&.-&- 

-+ A '  X 
dire lorsque T = O, T ( r ,  t) = Te et P (r,t) = V, 

Ce sont des dérivées partielles par rapport à une variable d'état 

themdydcpze, les autres variables d'état étant maintenues constantes. 



Ces terrnes sont aisément calculables. Les calculs s'apparentent a 

ceux de la théorie des perturbations appliquée à la recherche de la fonction 

de distribution de paires (fonction de distribution d'équilibre) dans les 

liquides et les gaz.  123 - 2 7 )  

On trouve successivement : 

- la dérivée par rapport aux potentiels thermodynamiques. 

83 
3 3 1 

- f e l  d(ql-.~g) feA 
h . . h  

(IP - I I )  
h = I  

- la diSriv4e par rapport à la température : 
.' " . <  



(IV - 12) 



Pour simplifier les notations, écrivons la relation (IV - 9) sous la forme. 

(IV - 14)  

où les temes entre crochets correspondent à des indices et non à des 

variables. Nous pouvons maintenant mettre l'expression du tenseur des con- 

traintes soas la forme : 

+ ScrB Sa6 
(r,t)>=u 

O + L [TI (~(i?,t) - T ~ )  
(IV - 15) 

w 
+ + 

Les tenws ad sont des constantes qui s'expriment par : 

d (IV - 16) 



(IV - 17) 

avec la convention : 

De même nous avans : 

En posant 

on obtient pour les autres constantes : 



2 
- -  1 1 a:;y6 (c,cl)fe 

+-+  + +  3 4 3  
16 X#n=l hX=ii'l= (q,q',~~~') de d~ d q '  zi 

(TV - 2 1 )  

1 a8 -+ -+, 2 
+ - 8 A = l  ( q , q  IF de dt si di' 

h =2 

Puisque l'énergie potentielle d'interaction de 2 molécules i et j 

ne dépend que de leurs coordonnées relatives, les fonctions de distribution 

-f 
seront elles aussi d e s  fonctions de r - ' Aussi pouvons nous affirmer 

que les expressiozte précédentes u L~~~ [TI , L''~ [eYo] , L~~~ [A] smt 
O 

des constantes ; 

uf3 
Les termes a représentent des contraintes existant dans le 

O 

cristal en absence d ' onde acoustique . 
b u s  poserons comme il est habituel en hydrodynamique 

1 
P<;, t) [E] = < [Og( : ,  t)] > + J (Trace Loo]) [E] (IV - 22) 

+ où [E ]est la matrice identité. Ceci nous définit la pression ?(K. t) 

+ 
existant au point r à l'instant t. 

I 
+ - Trace [uo] 3 

Lorsque nous avons établi les équations du mouvement, nous n'avons 

jamais tenu compte de la pression et des contraintes qu'elle introduit 

d a n s  le cristal, aussi négligerons-nous ce terme. 



1 
La iutrice [G,] - J (Trace [ o O ] )  [E] correspond aux contraintes 

existant dans le cristal en absence d'onde acoustique, dues par exemple à 

d'éventuelles lacunes ou dislocations. 

Nons adnrettrons qu'elles sont nulles et nous écrirons finalement 

le développement du tenseur des contraintes : 

(TV - 23) 

Les différentes composantes du tenseur des contraintes apparais- 

sent caim& des fonctions linéaires des écarts des variables thermodynamiques 

locales à lmrs va2ettr.s d'équilibre. 11 semblerait d'après l'équation pré- 

cédente que ces composantes dépendent de trois variables thermodynamiques. 

En fait il existe des relations entre ces variables. 

On pairrait penser obtenir une première relation en indiquant 

que l a  pr~pagatian d'une ande ultrasonore dans un cristal est un phhoaterw 

adiabatique, ce qui peut s'exprimer en égalant à zéro le flux de chaleur 

(IV - 2 4 )  

Toutefais la propriété d'adiabadicité doit plutôt apparaître 

cmmeiune ccmséqueace de la manière dont se fait la propagation de l'ode 

ultrrcssnore et ne &oit pas apparaître en hypothèse. 

Foctrer et Fontaine 191 utilisent comine variables d'état ther- 

pnodyazimiques l'errtropie, les déformations et le degré d'avancement de la 

réaction G * T (c'est-à-dire pratiquement le nombre de molécules de chaque 

forme). En faisant r-quer que la production d'entropie est un infiniment 



petit du second ordre, ils supposent que le processus est isentropique. Il 

nous serait possible d'utiliser également cette hypothèse. 

En dfet, m n s  avons introduit un ensemble de fonctions de dis- 
loc 

tribution laclles f , à partir desquelles nous pouvons définir l'entropie 
P ..n 

par ambit6 de w%- au point à l'instant t. 

(IV - 25) 

X I  norro &fit dès lors de développer l'expression précédente 

rartcu:  de ltSqailibre et d'écrire que la production d'entropie est  nulle 

pottr obtenir vme relation entre les variables thermodynamiques locales. 

e 
as(?, t) 

X G,t> 
Ttl (IV - 26) 

Leb coefficients de ce développement sont calculables à partir de 

la relation (Ii9 - 25) précédente. 
L'kjpaEhPse d'un processus isentropique est assez arbitraire. 

En faît 1' cm B utiliser est l'équation d'état du cristal. Elle DOUS 

est iaaîhemeu-pt inca-e. 

Ekmim naus contenterons de signaler l'existence de cette équation 

et meas n'en retksdmms que sa conséquence : l'écart local de temp&rature 

par rapputt la teprpérature d'équilibre est relié aux déformations subies 

par le d s t L T  et "potentiels thermodynamiques" associés à chacuae des 



orientations. Ainari les coaiposantes du tenseur des contraintes ne dépendent 

plus que de deux variables thermoàynamiques. 

Foa-ret et Fontaine utilisent, non les potentiels theraiodynanticpes 

mais le degré d'avancement de la réaction G Z T. Nous aurions pu, pcntr 

suivre de plus près lenr étude, employer les nombres de molécules dans 

chacune des orientaticm discernables. Cependant nous nous serions he~rtés . * I I  
ir 6 , .- 

P deux difficultés : 

- les fonctions de distribution que nous avons introduites ne dépendent 
pas de f a e n  eïrplicite de ces variables. 11 en résulte une grande complexité 

des calrula. m-ei suut cependant indiqués en annexe. 

- nous ne pow4édotrs pas leurs équations d'évolution, c'est-%dire d'équa- 

t i n s  du type da (1 - 18). Par contre les "potentiels thermodynamiques" ont 

été introduira à partir de valeurs moyennes de variables dynaariqries 

(équation If - E l a  et nues pouvons obtenir leur loi d'évolution. Ceci est 

F ' objet du c w t r e  suivant. 



C H A P I T R E  - V - 
-- -- 

LES POTENTIELS THERMODYNAMIQUES 



V - LES POTENTIELS THERERODYNAMIQUES 

Hous avons défini au chapitre II, un ensemble de potentiels thermo- 

X -t -th 
dynamiques IJ (r,t) correspondant chacun à l'une des orientations 0 des mlé- 

cules du crista%, ea posant (équation II -) 1 

t-t nous m a s  vu que cette définition permettait d'obtenir des équations 

d'évofutian identiques aux équations hydrodynaeiiques habituelles. 

h -+ 
Rappelas que dans la relation précedente E est la variable 

-+ 
dynamique associée à l'énergie des molécules situées au point r et qui ont 

+A A +  
l'orientation S2 , tandis que n (Tc;r) désigne le nombre de ces mol6niles par 

+ 
unité de polime en ce même point r. f(ic;t) e s t  la fonction de distribution 

--+ 
relative 4 la crmfiguration c du système et u i  designe le moment cinétique 

de la molble i dont le moment d'inertie est 1. Développons les expressions 

qui intervisrcbent dans chacune des deux intégrales : 



X + Nous pouvons ainsi écrire le potentiel thermodynamique p (r, t) comme le 

X 
rapport a des valeurs moyennes de deux variables dynamiques locales 

-enX(:, t)> 

Les expressions de ces variables dynamiques locales font intervenir 

la fonction de distribution f(r ;t) elle-même ce qui ne présente aucun incon- 
C 

vénient . 
Exprimons la dérivée par rapport au temps de ces potentiels t h e m -  

dynaf ques 

Les dérivées des valeurs moyennes des variables dynamiques peuvent 

se calculer à l'aide de la loi d'évolution (II - 45). Nous sonimes dans le 
cas 0Û la variable dynaaique dépend explicitement du temps aiasi que des 

orientatioas des molécules. On obtient pour la première 
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Dans les expressions précédentes intervient le terme 

Compte-tenu de l'équation de Liouville 

les expressions 

qui interviennent dans le d4veloppement des calculs respectifs de  

et 4 <gA(:,t)> sont iiulles. 11 s'ensuit que l'on peut, après qoelques 



p'" M 



qui intervient dans l'équation (V - 8). Transformons le afin de le mettre sous 

une forme analogue à l'expression (II - 4 3 ) ,  c'est-a-dire en faisant apparaftre 

-t 
un flux à travers la surface S(Ri) dans l'espace de phase r qui efitoure le 

C 

-+i 
domaine correspondant à l'orientation R . 

(V - II)  

11 convient ici de faire une remarque importante. Puisque l'ésergie 

cingtique ne depend que des dérivées des variables angulaires, seule inter- 

vient l'énergie potentielle dans le calcul de grad ff(rc,t). Or la surface 
3 
W .  
1 

L l i r r  
S (ai) correspond au sommet de la barrière de potentiel entourant l'orienta- -- 

+i 
tion il , autrement dit à une valeur maximale de l'énergie potentielle. Ceci 

entraîne que 

l. 

sur la surface ~ ( 6~) avec pour conséquence la nullité de l'expression (V - 10). 

En outre, dans les relations (V - 8) et (V - 9) apparaissent les 
alressions du courant d'anergie et du courant de masse des mol6cules d'arien- 

-+A 
tati6n $2 . En effet, si nous nous reportons aux calculs du chapitre 11, nous 
reB&+$uonç que : 

- 
X -t 

= - diy 2 (rC;r, t) 
r 



X + ,  
où x (rc;r,t) est donné par l'équation (II - IIO), et que 

- 
P\(rc;:) étant défini par la relation (II - 17) 

Ainsi, nous écrirons finalement la dérivée par rapport au tetaps 

des potentiels thermodynamiques définie par (V - 5) sous la £0- : 

OU eacdre, aprbs quelques transformations en introduisant la d6riv6e barycen- 

ttique dgf inie  par rapport au mouvement du centre de masse de l'unité de 



Nous avons détaillé les calculs qui aboutissent à l'équation pré- 

cédente en raison de son importance. Nous pensons qu'il est bon également 

de commenter ce résuitat. 

Examinons tout de suite le troisième terme du membre de droite 

Il fait intervenir la différence entre la vitesse moyenne du centre 

-t 
de masse de l'unité de volume au point r et la vitesse moyenne en ce mgme 

+A point des molécules dans l'orientation R . Il doit être relié au flux de 
diffusion des molécules ayant cette orientation par rapport au mouvement 

baryceatrique. Nous avons déjà convenu à plusieurs reprises de négliger ce 

flux. Aussi ferons nous l'hypothèse 

Dans le premier terme, nous voyons apparaître la derivée partielle 

+A Par rapport au temps de l'anergie des molécules orientées suivant R . Puisq~e 
l'enërgie cinetique de ces molécules ne dépend pas du temps, 



Or nous avons montré que l'énergie d'interaction de deux molécules i et j 

+ 
situées dans l'unité de volume autour du point r se mettait sous la forme 

X 
a E  (rc;:,t) 

Il s'ensuit que la dérivée par rapport au temps 
at 

est directement 

proportionnelle aux dérivées par rapport au temps des déformations : 

Nous écrirons donc : 

A -b 
Les coefficients A (r,t) dépendent du temps car ils font intervenir 

a B 

de$ valsurs moyennes calculêes à partir de la fonction de distribution hors 

d1&gillibre. Toutefois, si nous gardons dans l'équation (V - 14) uniquement 

les termes ne dépendant qu'au premier ordre des écarts des variables ther- 



modynamiques à leurs valeurs d'équilibre, nous sommes conduits à calculer ces 

valeurs moyennes à partir de la fonction de distribution d'équilibre. 

X Dans ces conditions les coefficients A sont indépendants du temps. 
ci 6 

A ce point de notre discussion, l'équation ( V  - 14) peut être mise 

sous la forme 

A l'équilibre cette équation devient : 

X + X -b X -+ A -f où Ce (Tc;') et De(rc;r) désignent les expressions de C ( r  ;r,t) et D ( r  ;r,t) 
C C 

en absence de perturbation. 

Cette relation correspond aux mouvements de réorientation qui existent à l'équi- 

libre, en absence d'onde acoustique. 

D4veloppons la relation (V - 21). Nous obtenons en tenant compte de l'équation 

(V - 22) pr6cPdente. 



N 
1 + a i s  [c:(rc;:) + diy ji 

rar 
ue ' i r 

Or puisque 
N ---* 

Et comme 
N 2 



X +- A -+ -P 
La différence E (ïc;r,t) = - Ee(ïc;r) dépend des déformations au point r. En 

effet, les équations (11 - 31) à (II - 33) nous permettent d'écrire : 

Il en est de même pour le terme diy . Il suffit pour 
r 

s'en convaincre de se reporter aux relations (II - 121) et (II - 110). En 
développant comme nous l'avons fait jusqu'à présent les fonctions de distribution 

autour de leurs valeurs à l'équilibre (en fonction des écarts des variables 

thermodynamiques locales à leurs valeurs dlOquilibre) nous pouvons mettre la 

relation (V - 23) sous la forme : 

La dérivée par rapport au temps du potentiel thermodynamique relatif 

à l'orientation X dépend donc 

- des déformations 
- de leurs dérivées par rapport au temps 
- de la variation de température 
- des variations de tous les potentiels thermodynamiques. 

Noüs avoas déja indique que l'on pouvait obtenir uae relation entre 

les variables thermodynamiques en faisant une hypothsse d'adiabadicité ou d'isen- 



tropie du processus. Nous supposerons désormais qu'une telle hypothèse a été 

faite et que nous avons supprimé la température de la liste des variables ther- 

modynamiques dont dépend le système. Dès lors la relation (V - 27) est devenue 

A partir du développement du tenseur des contraintes établi au chapitre 

précédent et compte-tenu d'une hypothèse d'adiabadicité ou d'isentropie afin 

d'éliminer la température, nous obtenons : 

Notre but est maintenant de résoudre ce système d'équations. Les po- 

tentiels thermodynamiques que nous avons introduits au chapitre II ne sont pas 

tous ind6pendants. 11 existe entre eux une relation que nous avons déjà utilisée 

X dans ce même chapitre. La définition de u nous permet en effet d'écrire : 

Limitons nous au cas de deux orientations distinctes afin de simplifier 

les calculs et aussi de pouvoir comparer plus directement nos résultats 3 ceux 

de la th4orie phQnom6nologique. Dans ces conditions les équations (V - 28) et 
(V - 2 9 )  compte-tenu de (V - 30) prennent la forme 



Dans ces équations, LI désigne le potentiel thermodynamique de l'une 

des deux orientations (l'orientation 1 par exemple). Auquel cas, si on pose 

alors a =G" - a ~  12 

1 
N = M  - a M  2 

a% ai3 cr B 

Imaginons une excitation sinusoïdale appliquée progressivement depuis 

un instant infiniment lointain 

où E est une valeur positive très petite. Alors, la méthode de variation des 

constantes appliquée à l'équation (V - 31) nous conduit à 

Avant l'application de la perturbation (t -t -a) le système est en équilibre 

(LI - lie = O). Dans ces conditions, en faisant tendre E vers zéro : 

L'f3q1~stio.n (V - 32) devient 



S i  l a  fréquence dev ien t  t r è s  grande 

Et pour une fréquence n u l l e  

Alors 

Cet t e  équat ion  correspond exactement à c e l l e  é t a b l i e  par  FONTAINE H. 

e t  POURET R. 



C O N C L U S I O N  



C O N C L U S I O N  

Les cristaux plastiques constituent un état de la matière condensée 

encore mal connu, à fortiori lorsqu'ils sont thermodynamiquement hors d'équi- 

libre. La difficulté provient de l'ignorance où nous sommes des processus 

d'Qehange d'énergie responsables des réorientations moléculaires qui jouent 

un tale considérable dans la dynamique du cristal. 

Nous ne prétendons pas avoir résolu le problème posé par la propagation 

des ondes acoustiques. Nous pensons cependant avoir contribug à sa clarifi- 

cation. Afin de suivre de près l'interprétation donnée par Fontaine H. et 
I 

Fouret R. nous avons utilisé une méthode statistique inspirée de celle de 

Hrkwood 1 151 , que nous avons adaptée à notre problème particulier. Ceci a 

consisté à faire intervenir les coordonnées de rotation des molécules et 3 

tenir compte des mouvements de réorientation. La prise en considération de 

tels mouvements dans une étude hydrodynamique d'un ensemble de molécules 

constitue 3 notre connaissance une hypothèse originale, qui nous a conduit 

3 Ltablir une loi d'évolution des variables dynamiques particulière à notre 

problètne . 

Nous avons alors dgfini un ensemble de grandeurs que nous avons 

cm'venu d'appeler "potentiels thermodynamiques". L'analyse des équations 

h$@~ghdynamlques du mouvement montre que ces grandeurs jouent le rôle de 

V$T?fé&bl~% "potentiels chimiques" (au sens oc on les entend habituellenent) 

@%% seraient attachés B chacune des orientations possibles des molécules. 

Cette dtude hydrodynamique nous a aidé également à mieux comprendre certains 

pra&e$sus qui entrent en jeu, notamment comment l'énergie cinétique de 



translation se transforme en énergie cinétique de rotation, en passant 

d'abord sous la forme d'énergie potentielle. 

Lorsque le choix d'un ensemble statistique s'est révélé nécessaire, 

nous avons montré que celui qui était adapté à notre problème était l'en- 

seable statistique grand-canonique (alors que l'on utilise habituellement 

l'ensemble canonique dans le cas de cristaux non plastiques), Après avoir 

consid@ré en détail le problème de l'équilibre local, nous avons introduit 

une fonction de distribution hors d'équilibre, que nous avons développé 

autour de l'équilibre en fonction des écarts des variables thermodynamiques 

locales 2 leurs valeurs à l'équilibre. 

La loi d'évolution des potentiels thermodynamiques a fait l'objet 

d'un chapitre spécial en raison de son importance et nous avons montré 

cornent on pouvait retrouver, à l'aide d'hypothèses simplificatrices, les 

rasultats de la théorie phénoménologique. 

Actuellement, la complexité des calculs nous conduit à ne pas pousser 

plus loin notre analyse. Cette complexité résulte d'abord de la méthode em- 

ployée elle-même et aussi de sa généralité. Il est possible qu'une meilleure 

connaissance des cristaux plastiques nous permette certaines hypothèses 

siillplificatrices. Nous pensons qu'il faudrait utiliser une forme explicite 

de ltMmiltonien du système, en mettant en évidence le couplage entre les 

oseiXlations des molécules et leurs mouvements de réorientation. On pourrait 

alors à partir d'un hamiltonien de la forme 

H =  f i  + H  
O couplage 

&rfPe la dynamique du mouvement en traitant le terme f i  corne un 
couplage 

é@R& de  perturbation 128 - 2 9 1 .  Cette méthode constitue cependant une toute 

8 @ 4 ~ s  faqon d'aborder le problème. 





Nous avons convenu au chapitre IV d'utiliser comme variables 

thermodynamiques la température, les déformations et les potentiels thermo- 

dynamiques. 

Nous indiquons ici les calculs dans le cas où on utilise le nombre 

de molécules par unité de volume dans chacune des orientations au lieu des 

potentiels thermodynamiques. 

Si nous développons la fonction de distribution de g molécules, nous 

obtenons : 

Les valeurs des dérivées sont prises à l'équilibre thermodynamique 

-f X -t X 
c'est-à-dire lorsque y = O, T ( r , t )  = T et <n (r,t)> = <n >e. e 

X -t 
Cependant les valeurs moyennes <n (r,t)> n'interviennent pas de 

f4qon explicite dans l'expression de la fonction de distribution. Elles sont 

d6lira@e~ par la relation 



A N N E X E  

Nous avons convenu au chapitre IV d'utiliser comme variables 

thermodynamiques la température, les déformations et les potentiels thermo- 

dynafniques. 

Nous indiquons ici les calculs dans le cas où on utilise le nombre 

de molécules par unité de volume dans chacune des orientations au lieu des 

potentiels thermodynamiques. 

Si nous développons la fonction de distribution de g molécules, nous 

obtenons : 

Les valeurs des dériv6es sont prises à l'équilibre thermodynamique 

-b X -t X 
c'est-&-dire lorsque y = O, T(r,t) = Te et <n (r,t)> = <n > e .  

X -t 
Cependant les valeurs moyennes <n (r,t)> n'interviennent pas de 

fd$g;fi explicite dans l'expression de la fonction de distribution. Elles sont 

dbPI%fWs par la relation 



Puisque ce sont les potentiels thermodynamiques qui interviennent 

de façon explicite dans les fonctions de distribution, nous sommes amenés 

à quelques transformations mathematiques utilisant les propriétés des jacobiens 

de manière à exprimer les dérivées qui nous intéressent en fonction de 

dCrivées où interviennent les potentiels thermodynamiques. 

Dans cette expression apparemment compliquée, tous les termes sont 

cependant calculables aisément. Par exemple : 





Pour la plupart des cristaux plastiques, le nombre d'orientations 

discernables est peu élevé. En particulier, dans le cas de deux orientations 

-+ -+ 
distinctes Q et f i ' ,  auxquelles correspondent r e s p e ~ t i v ~ m e ~ t  les potentiels 

thermodynamiques p et p' et les densités <n> et < n 7 > ,  la fonction de distri- 

bution de g = h + h' molécules s'écrit : 



g 
De l'expression de 12 fonction de distribution f o  

d 
de g mo1.é- 

h l .  . h  

cules, on a déduit assez aisément (relation IV - 12) 

Nous avons déjà indique (relation A - 2) que la densité de molécules situées 

4 -+A. au point rl et ayant l'orientation R s'exprimait par 

On obtient immédiatement, en appliquant la relation précédente 

X --+ 
a < ~ i  

-34 -L 4 
( q l . < l )  dBI d i ,  - 8 

a.: 

La wtation fe 
2 2 

signifie fe ç i h = n  et fe 
2 

s i X # n  

hn+ l X h =2 A 
h = 1  hQ=1 

t3 4 --+ 
En prenant pour fe (ql..ig) les valeurs particulières correa- 

1 d 
h . .h  

1 
poadant aux diff6rentes orientations f e  nous pouvons obtenir les dérivées 

, 
!ln = l  



h <n >par r a p p o r t  à y e t  à T à p a r t i r  des  r e l a t i o n s  ( I V  - 13) e t  ( I V  - 14) 



On peut dès lors reporter les expressions des dérivées précédentes 

dans celles des discriminants et obtenir le développement de la fonction de 

distribution à partir de la relation (A - 3). 
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