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INTRODUCTION 

------------ 

Le t r a v a i l  ci-après s ' i n s c r i t  dans l a  l igne  d i r ec t e  du mémoire de D.E.A. 

présenté à 1 ' U . E . R .  de Mathématiques Pures e t  Appliquées de l ' u n i v e r s i t é  des 

Scieqces e t  Techniques de L i l l e .  I l  y é t a i t  question des Equations In tégra les  

s ingu l iè res  unidimensionnelles e t  'd 'appl ica t ions  diverses à l a  théor ie  msthématique 

de l ' é l a s t i c i t é .  En f a i t ,  ces appl ica t ions ,  malgré l e u r  valeur pra t ique indéniable,  

é t a i e n t  su r tou t  motivées par l e  souci d ' i l l u s t r e r  d ' m e  façon spécif ique e t  simple 

l a  théor ie .  

Aussi, l e  t r a v a i l  présent  s e  développe-t-il suivant  2 axes : 

1 - Approfondir l a  théor ie  des Equations In tégra les  Singul ières  e t  ce en exposajit, 

succintement c e r t e s ,  l e s  principaux aspects  de l a  théor ie  multidimensionpelie, 

d ' a i l l e u r s  pas t ou t  & f a i t  achevée jusqu'à nos jours. .  . Montrer comment on pouvait 

l ' u t i l i s e r  pour résoudre des problèmes tridimensionnels en physique mathématique. 

En p a r t i c u l i e r ,  on s e  penche s u r  quelques problèmes in té ressan t s  de l a  t héo r i e  

mathématique de 1 ' 6 l a s t i c i t é  à 3 dimensions. 

2 - Poursuivre l e  t ra i tement  p ra t ique ,  numérique, des Equations In tégra les  

Singul ières .  A ce propos, il 6 t a i t  in té ressan t  de comparer l e s  r é s u l i a t s  (du 

point  de vue algorithmique e t  des r é s u l t a t s  proprement d i t s )  avec l e s  méthodes 

d i t e s  "var ia t ionnel les"  : RITZ-GALERKIN, moindres carrés  - project ions  ortho- 

gonales e t c  ..., dont l a  méthode de RITB-GALERKIN e s t  largement représenta t ive .  

La comparaison e s t  f a i t e  à propos de 2 problèmes : 

Premier problème : Torsion d ' m e  poutre à sec t ion  carrée e s t  su r tou t  

des t iné  à t e s t e r  l e s  2 méthodes, puisqu'on peut comparer l e s  r é s u l t a t s  obtenus 

avec des r é s u l t a t s  déjà  é t a b l i s  e t  connus depuis S t  Venant. 

Le deuxième o f f r e  un i n t é r ê t  prat ique plus  r é e l  e t  a une s i gn i f i c a t i on  

technoLogique évidente : l a  t o r s i on  d'un arbre  c laveté .  A ~ c e  propos, on compare 

l e s  r é s u l t a t s  obtenus avec l e s  r é s u l t a t s  pra t iques ,  basés essentiel lement sur 

des mesures d i rec tes  ou analogiques ( analogie de l a  membrane, analogie hydrody- 

nami que ) . 
Enfin,  dans un e s p r i t  de synthèse, on vo i t  su r  un exemple ( to r s ion  d'un 

a rb r e ,  de sect ion e l l i p t i q u e ) ,  comment 1 ' appl ica t ion conjuguée des deux méthodes 



peut donner un r é s u l t a t ,  rapidement e t  avec p réc i s ion .  Le f a i t  e s t  d ' a i l l e u r s  

p r é v i s i b l e  : il s u f f i t  de regarder une équation i n t é g r a l e  comme une équation 

opéra t ionnel le  e t  dès l o r s  beaucoup de méthodes opéra t ionnel les  peuvent s 'y 

appliquer.  

I l  e s t  à s i g n a l e r  enf in  que tou tes  l e s  équations in tég ra les  considt$r&es 

i c i  sont  du type  de Fredholm ( s i n g u l i è r e s  e t  r é g u l i è r e s ) .  Une a u t r e  f a m i l l e ,  de 

Vol te r ra ,  a u r a i t  méri té  un peu p lus  d ' a t t e n t i o n .  Mais e l l e s  sont  r e s t é e s ,  appa- 

remment, l e s  parents  pauvres de l a  t h é o r i e  des Equations I n t é g r a l e s ,  e t  c e c i  est 

assez paradoxal.  En e f f e t ,  e l l e s  possèdent une p ropr ié t6  tras i n t é r e s s a n t e  : e l l e s  

possèdent tou jours  une so lu t ion  unique. Dans un proche aveni r ,  gn envisage de 

f a i r e  une étude de l a  quest ion du point  de vue des appl ica t ions  en physique 

mathématique. Dans l e  cas de l ' é l a s t i c i t é ,  une s o l u t i o n  f o r t  é l 6 g w t e  de quelques 

problèmes d'élastodynamique (à  2 e t  3 dimensions) a  é t é  fournie  p a r  SCWIDLER, 

grâce à l ' emploi  des Equations I n t é g r a l e s  de VOLTERRA e t  des transformées de 

Four ier ,  ramenant l e s  problèmes à des systèmes algébriques Crameriens. 
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RAPPELS MATUEMAT1 QUES. 

Nous supposons dans t o u t  ce qu i  s u i t  que l e  l e c t e u r  es+, f a m i l i a r i t é  

avec l a  t h é o r i e  des opé ra t eu r s  dans l e s  espaces mét r iques ,  en p a r t i c u l i e r  dans 

l e s  espaces l i n é a i r e s  normés. Auss i ,  on r a p p e l l e  uniquement deux no t ions ,  qd 

se ron t  u t i l i s é e s  dans l e  t e x t e  : 

. Espaces de Sobolev. 

. Eléments de t h é o r i e  s p e c t r a l e  des opéra teurs  dans un espace H i l b e r t i e n ,  

1 . 1 .  - Dérivées g é n é r a l i s é e s .  

S o i t  D un domaine borné (ensemble connexe o u v e r t )  de E e t  
n 

x = ( x l  ,... ,X  ) E D.  
n 

S o i t  $ ( X I ,  ayant des dé r ivées  cont inues  j u s q u ' ~  l ' o r d r e  a daqg D. 

Y(x) : f i n i e .  

R 
Notat ion : D $ =  

a', 
&2 ax,  ax ... a x  'n 
2 n 

En u t i l i s a n t  l a  formule d ' i n t é g r a t i o n  pas  p a r t i e s ,  on o b t i e n t  : 



Soient  $ ( x )  e t  ~ ( x )  in tég rab les  dans t o u t  sous-domaine s t r i ç t  de 

dér ivable .  

Alors x(x)  e s t  d i t e  "dérivée généra l i sée"  de l a  forme 1 de 

$(x) dans D.  

DédiniLion éqLvaLe&e : 1 
x(x)  e s t  d i t e  "dérivée général isée" du type @ de $(x )  dans D ,  

1 

s i  3 une s u i t e  $,(x), R-fois continument d i f f é r e n t i a b l e  dans D ,  t e l l e  que 

R 
&(x) e t  D $,(x) convergent vers  $ ( x )  e t  ~ ( x )  respectivement dans L ~ ( D ' ) ,  

où D '  e s t  s t r ic tement  i n c l u s  dans D .  

a On peu t ,  b ien  s û r ,  p a r t a n t  rde ces 2 d é f i n i t i o n s ,  d é f i n i r  p lus  largement des 

opérateurs d i f f ' é ren t i e l s  généra l i sés .  

1 )Ipl)(o)[: Soi t  toujours  D un domaine borné de 
En 

I J 

Considérons l 'ensemble des fonct ions  + ( x )  possédant tou tes  l e s  dérivées 

R généra l i sées  d 'ordre  a ,  où $ ( x )  e t  D Y c L ~ ( D )  ( p  2 1 ) .  

On o b t i e n t  un espace nonné (D)  en in t rodu i san t  l a  norme (ou 
P 

v é r i f i e  aisément que c '  en e s t  une).  

O Cet espace e s t  complet, l i n é a i r e  e t  normé. 

p R ) ( D )  e s t  séparable.  



-- Deux normes 1 ( X I  1 e t  1 x 1 s on t  d i t e s  équ iva l en te s  dans un 

espace l i n é a i r e  normé X s i  : 

c21 1x1 I 11x1 I l  6 Ci 11x1 I cons tan tes  : c > O ,  c > O .  1 2 

- Les normes su ivan te s  sont  équ iva l en te s  à l a  norme 2 : 

- W ( D )  : l a  nonne e s t  maintenant d é f i n i e  p a r  : 
P 

O Cet espace e s t  de même complet e t  séparable .  

O Pour une t r è s  l a r g e  c l a s s e  de domaines W") e t  ;;<a> 
P 

s o n t  l e s  mêmes 
P 

éléments .  

( 0 )  Pour R = O e t  R = 1 , l e s  2 espaces co ïnc ident  ( W p  ( D )  5 Lp(D)) .  



T h é ~ è t n e  I .- Soi t  U ensemble d'éléments Ji(x) e w ( ' ) ( D ) ,  borné 
P  

dans W(')(D) ( L  i 1 ) ; a l o r s  il e s t  compact dans W ( a - 1 )  
P  P 

( D ,  où D '  

e s t  s t r i c t ement  inc lus  dans D.  

Thévhème 2.- S o i t  Ji (x) une s u i t e  de fonctions continûment dér ivables  
k 

jusqu'à  l ' o r d r e  II = ['] + 1 ,  convergentes dans W D  ; a l o r s  l e s  
2 lClk 

sont  uniformément convergentes dans D '  ( D s t r i c t ement  contenu dans D )  . 

héorèmes d '  immersion : (~mbedding theorems) . I 
Théorème 1 .- S i  p  > 1 e t  p.R > n ,  t o u t e  fonction Ji(x) c w(') (D) 

P 

e s t  équivalente à une fonction de C ( ' ) ( D )  e t  

1 / J i1  lc(D) "M$I 1 , M dépendant uniquement du domaine D. 
w(')(D) 

P 

Tout ensemble borné U dans W(')(D) e s t  compact dans C(')(D). 
P 

( 2  1 
( C  ( D )  = ensemble des fonctions continûment dér ivables  jusqu'à l ' o r d r e  dans 
- 
D = aD ; l a  norme y e s t  : 

~héorème 2.- S i  p  > 1 e t  p.  l Ç n t o u t e  fonct ion  $ ( x )  € w ( ' ) ( D )  
P  

e s t  équivalente  à une fonction Ji (x) qui e s t  d é f i n i e  presque pa r tou t  s u r  l a  

sec t ion  DS de D pa r  un plan (hyper)  quelconque de dimension S > n-p .l , 
Ji(x) é t a n t  in tég rab le  sur DS jusqu1à l ' o r d r e  



§ 2 .  Pm./ecCion ofi&o)@p~kue. 

C ' e s t  une transformation qui  applique l ' e space  euc l id ien  Em sur l a  

sphère un i t é  1 dans l ' e space  euc l id ien  Em+,, suivant  l e s  Tormuîes : 

On peut l a  v i s u a l i s e r  de l a  façon suivante  : 

Soi t  comme Em l e  p lan  
tm+ 1 

= O dans l ' e space  
Em+ 1 e t  dans ce  

plan l e  point  ~ ( x ,  ,x2,.  . . ,x ) .  Traçons l a  d r o i t e  joignant  x  au point  m 

(0 ,0 , .  . . , O ,  1 ) de . Le point  d ' i n t e r s e c t i o n  5 obtenu e s t  a l o r s  l ' image de 

X. 

Soient  r e t  p l e s  d i s t ances  e n t r e  l e s  2 po in t s  x e t  y e t  

e n t r e  l e u r s  images. On a a l o r s  : 



s o i t  f inalement  : 

- S o i t  dy l 'é lément  de volume de E e t  da l ' é l é m e n t  de s u r f a c e  
m 

2 + ~  m 
de . On démontre a l o r s  que dy = (-) do. 

2 

- Dans l e  c a s  m = 2 ,  on r econna i t  par fa i tement  l a  t ransformat ion  

du p lan  complexe s u r  l a  sphère de Riemann. Nous cont inuerons à appe le r  1 
sphère de Riemann. 

Théokème 7 . -  S o i t  D une rég ion  f i n i e  de E$i contenant  l ' o r i g i n e  

à l ' i n t é r i e u r  ou s u r  l a  f r o n t i è r e  ; A(x,y)  une fonc t ion  bornée ( IA(xYy)  1 < A ) ,  

une cons t an te  O < A < m. L 'opé ra t eu r  

t u  = V(X)  = &bd u(y)dy à f a i b l e  s i n g u l a r i t é  
ID rA 

e s t  complètement con t inu  dans 1' espace L ~ (  1 xl ; D) , s i  



Démonstration : 

Nous rappelons d'abord les formules : 

I - 
r A R ~/P {j dy 1'/~' {j Iu(y)IP p' d y i ~  

BP' D r X 
X 

r P P 

L'intégrale où figure X(R) est bornée dans les 3 cas 

(A + B & <  > m), donc IIvlI 6 A B  C IlulI. C.Q.F.D. 
P 

% 
soit u E L ( q ; ~ )  et u = ql'pu.  lors L (P;D)=L (DI. 

P P P 

Soit f une fonctionnelle linéaire bornée dans L ( q ; ~ )  et 
P 



'L 'Il A) 

~ ( u )  = f  PU). f ( m  e s t  donc de même bornée, dans L (D), c a r  : 
P 

Alors : 

H 
avec F ( X )  = q ' /P  ~ ( x )  . ~ o n c  : 

Yc 
Considérons a lo r s  l ' opéra teur  t . 

B Yc t e L ( R  ; D )  -+ t tz L ( R ~ ; D )  avec y = - B  P' 
P P ' P 

m 
Donc t e s t  borné dans Lp, ( R Y ; D )  ; il en va de même pour t 

B dans L ( R  ; D I .  
P 

I l  r e s t e  à prouver que t e s t  complètement continu : 

* 
en supposant B > O ( s i  B < O ,  on démontrera de l a  même façon pour t ) , 

on s : 



n > O arbitrairement petit. 

t" = borné et complètement continu dans L~(R~;D). 

t' =pour t' on a encore l'inégalité v C U  où B peut être 

rendu arbitrairement petit avec n . Donc 1 1 t ' 1 1 -t O quand -t Q, 

Conclusion : t est complètement continu dans L (R ;D) et donc 
P 

dans L (1x1';~) qui lui est équivalent. C.Q.F.D. 
P 

ThEok2me 2. -  L'opérateur NY -8)-$(x,8) 
m f(x,y)u(y)dy = v(x) 

'm r 

r = ly-xl 8 - - est complètement continu dans L~(E~), si f(x,y) 
r 

A est borné et que $(x,8) est tel que l$(y,8)-$(x,8) 1 6 Ap , où p est la 

distance entre les points 5 et n de la sphère de Riemann, correspo~dant 

aux points x et y de E . 
m 

Démonstration : 

Faisons la transformation 

transformation isométrique de L (E ) dans L ( q ; ~ )  avec : 
P m P 



En posant  : 

B = m(p-2), l e  théorème précédent  nous permet de conclure que l ' o p é -  

r a t e u r  V I ( < )  e s t  complètement con t inu  dans L ( q ; ~ ) .  Il en e s t  donc de 
P 

même de v(x) dans L ( E  ) .  
P m 



EQUATIONS INTEGRALES SlNGULlERES. 
................................ 

S o i t  f ( x )  , fonction de point  dé f in ie  (presque p a r t o u t )  dans un domaine 

i" de l ' espace  En. S o i t  x un point  de r. Posons a l o r s  : 
O 

I 

r = r - lx ; d(x9xo)  :: E )  d é t a n t  l a  d is tance  d é f i n i e  dans l a  
E 

métrique de r. 

S i  l i m  f ( x )  d r  e x i s t e ,  a l o r s  nous appellerons c e t t e  l i m i t e  

E 
i n t é g r a l e  s i n g u l i è r e  de f ( x )  dans ï'. 

Dans t o u t  ce qui  s u i t  nous envisageons des i n t é g r a l e s  s i n g u l i è r e s  de 

l a  forme : 

x : s ' a p p e l l e r a  l e  pôle.  

f ( x ,  6) : s ' appe l l e ra  l a  c a r a c t é r i s t i q u e  

u(y) : s ' a p p e l l e r a  l a  dens i t é .  

O Nous supposerons en ou t re  remplies l e s  condit ions su ivantes  : 

1) Dans t o u t e  région f i n i e  de l ' e space  Em U ( X )  E ~ i p ( a )  a . 0 

2) A l ' i n f i n i  : u ( x )  = O ( ( X ( - ~ )  , k > 0 

3) f ( x , ~ )  : bornée pour x f i x é  e t  continue par  rapporC à 6. 



. CNS d1exinXence : S i  l e s  condit ions 1 - 3 sont  s a t i s f a i t e s ,  a l o r s  

1 ' i n t é g r a l e  s ingu l i è re  v ( x )  = f x  8 )  u ( y )  dy e x i s t e  sous l a  condit ion 
m 

ElIl 
r 

Is 
f ( x , 8 )  dS = O , S é t a n t  l a  sphère un i t é  s u r  l a q u e l l e  s e  déplace 8 .  Cet te  

condit ion e s t  nécessa i ré  e t  s u f f i s a n t e .  

. Tltéa4ëme.- si u ( y )  c L i p ( a )  dans D C E  (O<a<l)  e t  
m 

u ( y )  = O (  à l ' i n f i n i ,  k  > O ,  a l o r s  l ' i n t é g r a l e  s i n g u l i è r e  

v(x )  = \ f(x:e) .(y) dy E ~ i p ( a )  dans t o u t  sous-espace D' C D. 
D r 

. Uirdhe à L ' m  : Soient  : 

A l a  c l a s s e  des fonct ions  v ( x )  t e l  que : 
a  ,k 

2  -k/2 
l d x )  1 < B(x +II B = c s t e  

A: ,k 
l a  c l a s s e  des fonctions u (x )  dé f in ies  par tout  dans Em 

e t  t e l  que : 

u ( x )  s a t i s f a i t  a) 

2 
e t  ( u ( x ) (  ,< 

B kn(x  +1) 
B = c s t e  pour 1x1 suffisamment grand. 

(x2+1 )k /2  



Alors  : 

 opérateur i n t é g r a l  s i n g u l i e r  

r 
v ( x )  = J E  K(x,y)  u ( y )  dy = f ( x ' e )  u ( y )  dy t ransforme t o u t e  fonc t ion  

m i, m rm 

u s A  en v s A 1  . 
a Yk a Yk 

C u k u M a i h e  7 . -  S i  u ( x )  s A , a l o r s  v ( x )  c A 
a Yk 

V k l  < k  
a y k '  

C a k u U a i h e  2.- S i  u ( x )  s A , a l o r s  l e s  fonc t ions  : 
a ,k 

O ( X )  = U ( X )  ,. . . ,Vn(x) = ( K,(x-Y) v n - l ( ~ )  d~ s ( k '  < k )  

' m 

. Nuyaux à 6aibLe b&,qLLea&.té : S o i t  D Ç E e t  
m 

Supposons : 

. )(x,B) cont inue e t  bornée,  a i n s i  que s e s  dé r ivées  premières  par 

rappor t  aux coordonnées c a r t é s i e n n e s  de x e t  de 8 . 

Alors  w(x) e s t  d é r i v a b l e  e t  l e s  dé r ivées  son t  données par : 



5 2 - O p é W o w  Les uLtég&des hin,qlLe*è&es. Le symbole. Changement de 

1 '  o k d u  d ' i n i t ég~a t i on  d m  Les i n t é g m t e s  otldinaihes. - 

o i t  1, L(x,Y)  U ( Y )  dy t e l  que : 

m 

~ ( x , y )  bornée e t  e Lipschi tz  ( f i )  . 

c 'es t -à-d i re  I F ( x , y l ) - ~ ( x , y " ) l  < C!lyl-y"lB , ( [ y i - y " [  c 1 )  , B > O 

Nous appellerons c e t t e  i n t é g r a l e  "ordinai re"  

S o i t  a l o r s  u ( y )  e A avec k > m - A ,  a b f i  e t  
a ,k 

f ( x , 8 )  s a t i s f a i s a n t  l e s  condi t ions  1 - 3 e t  I f ( x l  ,O)-f (x1',8) ( 3 C, lx1-x"la 

On a  a l o r s  : 

Théokèème. - Dans 1 'expression de w(x) , nous pourrons changer l ' o r d r e  

d ' i n t é g r a t i o n  e t  w(x) s 'exprimera en fonction de u ( x )  par  une i n t é g r a l e  dont 

- X l e  noyau s e r a  O ( r ) quand x  + y  . 



l u  I Z 
O Z U  a & - = BP -u?s 

mur (A-@ ( eura "-1 JO 
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En appl iquant  de  nouveau l a  formule de d i f f é r e n t i a t i o n ,  on a a l o r s  : 

. D e  même, en posant  Cu = i s i n  8  
U(Y)  d y ,  on au ra  

E2 

e 
in8  AIE ( n  cos  û + i s i n  8 )  - U ( Y )  d ~  

Inl 2  r 

2 ig  
C A n u =  u(Y> d y  + 2  T 2  u ( x )  

-2 i e  - - 2 n (  U(Y)  dy - 2  n 2  u ( x )  
1 E2 r 



1 i e . En in t rodu i san t  l a  no ta t ion  hu = - A l  u = -  -5 u ( y )  dy on a  : 
2ni  

Et p lus  généralement A = 2n in hn 
, A  = 2n in h-n 

n  -n n > O  
n n  

i n  
s o i t  finalement 2.rr i Inl 

hn U 

Inl 

. Op~%cUkuA d~VIg&.ieh : Sera  d i t  s i n g u l i e r  l ' o p é r a t e u r  de l a  forme : 

t e l  que 

1 )  I a O ( ~ ) - a 0 ( x )  ( e A rA[( i+x2)(i+y2)]  - ~ / 2  

2 )  f ( x , ~ )  s a t i s f a i t  l e s  condi t ions  de l a  page 15 e t  en p lus  : 

3)  T e s t  complétement continu dans L (E ) pour 1 < p < m. 

P m 

L'opérateur a o ( x )  u ( x )  + f x  8) U(Y)  dy s e r a  d i t  "canonique". 

Em 

LE SYMBOLE. ---------- 

Considérons l ' o p é r a t e u r  s i n g u l i e r  Au _= a  ( x )  u ( x )  + 
O 

1 21 u ( y ) d y + ~ u  
E- r 

i- 

Supposons que f ( x , e )  pu i s se  ê t r e  développé en s é r i e  de Four ier  : 



+w 

f ( x , 8 )  = 1' b n ( x )  eine ( ~ e  "'" voulant  d i r e  l ' omis s ion  du terme 
n=-w 

l i b r e  Dour justement rempl i r  l a  condi t ion  

néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour 1 ' ex i s t ence  de 

l ' i n t é g r a l e  s i n g u l i è r e  f ( x , e )  d~ = 0 ) . I 
On peut donc é c r i r e  : 

f ( x , e )  
+a 

u ( Y ) ~ Y =  1' a n ( x )  hn u  avec a n ( x )  = 27r i InI 
n=-w 

b n ( x )  
I l 

d 'où 

1 Nous avons a l o r s  : I 

Ml e t  M2 é t a n t  complètement cont inus  dans L ~ ( E ~ ) .  

+w 
in0 In t rodu i sons  a l o r s  l a  fonc t ion  ( ( x , ~ )  = 1 a n ( x )  e  / - n d 0  p n .  

-01 

( ( x ,  6) s e r a  pa r  d é f i n i t i o n  l e  symbole de l ' o p é r a t e u r  s i n g u l i e r  A .  Un symbole 

n u l  s e r a  a t t a c h é  à t o u t  opé ra t eu r  complètement cont inu .  

NOUS voyons donc : 1 )  qu'un opé ra t eu r  s i n g u l i e r  e s t  d é f i n i  pa r  son 

symbole, à un opé ra t eu r  complètement cont inu  p r è s .  

i 2 )  qu ' à  l a  somme e t  au  p r o d u i t  d ' opé ra t eu r s  s i n g u l i e r s  1 



"canoniques" correspond l a  somme, respectivement l e  produit  de l eu r s  symboles. 

Dans l e  cas général (m > 2 )  Giraud propose comme déf in i t ion  du symbole 

Y ( x , 8 )  é t an t  l e s  fonctions sphériques à m dimensions d 'ordre  n ,  
n ,m 

t e l  que l ' o n  puisse développer f ( x , 8 )  en une s é r i e  de l a  forme : 

On démontre ( c f .  Mikhlin [ 2 ] )  que dans ce cas auss i  à l a  somme e t  au 

produit  d 'opérateurs "canoniques" correspond l a  somme ou l e  produit  de l eu r s  

symboles. 

Toutes l e s  p ropr ié tés  précédentes ont é t é  é t a b l i e s  par Giraud dans l e  

cas où l a  ca rac té r i s t ique  e s t  indépendante du pôle. Nous a l lons  v o i r  que, en 

adoptant une nouvelle dé f i n i t i on  du symbole, d ' a i l l e u r s  p lus  e f f i c ace  pour l e s  

ca lcu l s ,  e t  dÛe à Mikhlin, nous généralisons tou t  ce qui a é t é  d i t  pour l e  cas 

où l a  ca rac té r i s t ique  dépend du pôle.  



T h a m  dohmée d e  Fow*en d ' u n  noyau  h i n g u t i e h  et h ymbole .  - 

Considérons 1' i n t é g r a l e  v ( x )  = 1 ( K(x-Y)  U ( Y )  dy 
(2T) J?i J E  

2  m 

avec ~ ( x - y )  = f ( e )  donc indépendante du pô le .  On é t a b l i t  a l o r s  faci lement  
m r 

que l e  théorème de convolut ion demeure v a l a b l e ,  en fa i t  : 

F'K = l i m  1 e - i ( x , z )  
K(x)  dx 

N* 

Posons a l o r s  w(x) = 1 f l ( e )  IE K1(x-y) V ( Y )  dy K ~ ( X - Y )  = - 
( 2 ~ )  r m 

Alors ,  de même h r = F K 1 .  F v = F K ,  . F ' K .  Fu 

Nous remarquons qu'  au  "produi t"  d ' i n t é g r a l e s  s i n g u l i è r e s  (en  f a i t  

d ' o p é r a t e u r s )  correspond l e  p rodu i t  des t ransformées de Four ie r  des  noyaux ; 

p r o p r i é t é  analogue à c e l l e  du symbole. 

considérons a l o r s  l e  cas  l e  p l u s  s imple,  où l a  c a r a c t é r i s t i q u e  e s t  une 

e r  m y.-x 
fonc t ion  sphérique du 1 o r d r e ;  a l o r s  ~ ( x - y )  = 1 a . 11 s ' a g i t  de 

j p + l  

c a l c u i e r  l a  t ransformée de Four i e r  d 'un t e l  noyau. I l  e s t  év ident  qu'on peut  

s e  r e s t r e i n d r e  au  cas  où on n ' a  qu'un te rme,  e t  qu 'en numérotant judicieusement  

l e s  axes ,  t o u t  r e v i e n t  à c a l c u l e r  l a  t ransformée 'de : 

Soient  R y  A l ,  A 2 , . . . ,  Am-1 l e s  coordonnées sphériques de x. A lo r s  : 

............................ 
(*)  ( x , z )  = produ i t  s c a l a i r e  



Z 
i T Nous t rouvons a p r è s  c a l c u l  FK = - m+l 1 

( v l  : coord. a n g u l a i r e  
r (2) de z )  

m - y -x 
qu i  montre que l a  t ransformée de Four i e r  du noyau (2n)*  e s t  éga le  

Y I - ~ I  r au  symbole du noyau m+l . 
r 

Supposons l a  c a r a c t é r i s t i q u e  indépendante du pô le  e t  quadratiquement 

i n t é g r a b l e  s u r  l a  sphère u n i t é  S ; a l o r s  l e  symbole de c e t t e  i n t é g r a l e  co ïnc ide  

avec l a  t ransformée de F o u r i e r  de son noyau. 

m - 
Théoil2me.- s o i t  ~ ( x - y )  = (an)* f ( e ) / r m  avec f ( e )  E L ~ ( s )  e t  

r 

Alors  l a  t ransformée de Four i e r  de K e s t  un opé ra t eu r  s u r  f ,  complète- 

ment cont inu  dans L ~ ( S  ) .  

~ 6 m o n s t r a t i o n . -  En f a i s a n t  l e  changement x 1  = 1 z ( x ,  on s e  ramène 

au  cas  où 1 z 1 = 1 , c 'es t -à -d i re  où FK e s t  1 fonc t ion  de p o i n t s  de l a  sphère  

u n i t é  S. 

è r e  Le noyau de l a  1 i n t é g r a l e  e s t  cont inu.  



+ + - i ( x , z )  
s o i t  Y = ( x , z )  . Alors  dR = dR 

= Rn + 1 fonc t ion  bornée 
1 cosy 1 Q (cos  y )  

i 

. cos y > O. Posons a l o r s  R cos y = t 

CO -it 1 -it 
e  e  -1 -it 

R 
d t  

cosy t cosy t cosy 1 t 

cos y  < O 

On t rouve  Q ( y )  = cc + i 
2 

La cons tan te  peut  ê t r e  omise puisque j f ( e )  dS d o i t  d i s p a r a î t r e .  
S  

Ains i  donc l e  noyau de l ' o p é r a t e u r  exprimant l e  symbole en fonc t ion  

de l a  c a r a c t é r i s t i q u e  s  ' é c r i t  Rn 1 - i -  TI s igne  ( cosy )  

1 COSY 1 2 

Cet opé ra t eu r  e s t  en o u t r e  complètement cont inu.  I l  s u f f i t  de v o i r  

que : 

2 1 1 

s s ln c o s , ,  
dS1 e s t  f i n i .  

Pour c e l a ,  nous cho i s i s sons  un système de coordonnées t e l  que l e  

ler  axe pas se  p a r  l e  p o i n t  B .  Alors  



1 m-2 TI 1 6 dsl = 1; Rn s i n  y ay 10 . . \ sinm-3 v . . . s i n  v 
O 

2 m-2 J S  (cosy  ( 1 COSY l 

= c s t e .  C.Q.F.D. 

Nous pouvons dès l o r s  adopter pour un opéra teur  s i n g u l i e r  A ,  dont 

l l a  c a r a c t é r i s t i q u e  ne dépend pas du pôle l a  nouvelle  représenta t ion  : 
I 

- 1 
A = F  6 F  F = transformée de Fourier  

Nous énonçons maintenant 3 p ropr ié t é s  importantes du symbole : 

1 - Supposons e f f e c t u é  l e  changement de coordonnées l i n é a i r e  : 

x = BE 
* 

Y = Bri e t  5 = B BE = B*X 

B* = t r anspor tée  de B 

Alors l e  symbole s ' é c r i r a  : 

S i  la t ransformation e s t  orthogonale (B*)-' = B e t  a l o r s  
* 

4(E,) = $(BE) . C'est-à-dire que l 'ensemble des vhleurs du symbole e s t  i n v a r i a n t  

dans une t ransformation orthogonale. 

2 - S i  l a  c a r a c t g r i s t i q u e  e s t  l a  f o i s  continûment d i f f é r e n t i a b l e  

p a r  rappor t  aux coordonnées ca r t é s i ennes  de 8 ,  a l o r s  l e  symbole possède des 

dér ivées  continues à un ordre 6 k par  rapport  aux coordonnées angula i res .  



3 - S i ,  pour  un x  f i x é ,  l a  c a r a c t é r i s t i q u e  f ( x , 8 j  s a t i s f a i t  l a  

condi t  i on  j 1 f ( x , 8 )  l 2  dS < , a l o r s  l e  symbole, pour l e  même x ,  e s t  con t inu  
S  

s u r  l a  sphère S.  

Au&& kepkéh &&on d 'un opémteuir hing&e>r. - 

Soient  v l  ,v2,.  . . , V  v  [O 6 v j  s II, j s m-2, - n < v m-2 m-1 m- 1 s n  l e s  

coordonnées angu la i r e s  de 8 .  Examinons a l o r s  l ' o p é r a t e u r  H 4  ( j = 1,2 , .  . . ,m-1)  
i v  J 

dont l e  symbole e s t  éga l  à e  j . S o i t  E .  ( 8 )  l a  fonc t ion  s p e c t r a l e  de H . .  
J .1 - 

On a  a l o r s  : 

i v  
Soient  a l o r s  h  l e s  opé ra t eu r s  de m u l t i p l i c a t i o n  des fonc t ions  e  

j 
j 

l m - 1  e t  l e u r s  fonc t ions  s p e c t r a l e s  E !  ( v ) .  Le symbole $ ( 8 )  e s t  une fonc t ion  
i v  

1 
i v  i v  i v  J 2  m-2 m- 1  unique de e  , e  , . . . , e  e  

Donc l ' o p é r a t e u r  de  m u l t i p l i c a t i o n  de $ ( O )  e s t  une fonc t ion  des  h 
j ' 

Mais a l o r s ,  on a  l a  décomposition s p e c t r a l e  : 

* 
i v  * 

1 i v  
+ ( e l  u = $ ( e  y . .  . m- 1 

* 
Y e  

Il 
) " ' (8  u  = 1 n  

* n  é t a n t  l e  p a r a l l é l i p i p è d e  O i v .  s n  , - n  6 v  i n  
J m- 1 



On en t i r e  que : 

l donnant une nouvelle représenta t ion  de l ' o p é r a t e u r  A. En adoptant c e t t e  nouvelle 

l r ep résen ta t ion  pour un opéra teur  dont l a  c a r a c t é r i s t i q u e  dépend du pôle ,  on 
1 

I peut é l a r g i r  l ' é t u d e  des p r o p r i é t é s  du symbole, qu i  demeurent pour l a  p l u p a r t  
l 

I des extensions des p ropr ié t é s  déjà mentionnées à propos des symboles indépendants 

l 
I du pôle .  Nous nous contentons d'énoncer l e  théorème fondamental suivant  : 

- 1 
d ~ . ( v . )  = F d s ! ( v . )  F 

J J  J J  

Théoa2me.- Supposons l e s  symboles ( (x ,8 )  e t  4 (x ,8 )  des 2 opéra teurs  A B 

s i n g u l i e r s  A e t  B uniformément continus pa r  rapport  à 8, comme fonct ions  

du point  5 de l a  sphère de Riemann. Supposons en out re  que ces symboles 

e 
E W2(s) uniformément pa r  rapport  à x,  avec 

d '  où 

. 

Alors 1 'opérateur AB - BA e s t  complètement continu dans L (E  ) e t  
P m 

l e  symbole du produi t  AB e s t  égal  au  produi t  mA(x,O) (B(xyO) 

m- 1 
Au = \ ( ( 8 )  ~ E ( B )  U avec d e ( 8 )  = n d e . ( v . )  

K 1 J J  

C a  où Ce ~ymboCe ut indzpendant  du p ô l e  : 

- 1 S o i t  A. u  = F ( ( 8 )  Fu = g(x)  l ' équa t ion  i n t é g r a l e  s i n g u l i è r e  

"canonique". 



Nous f a i sons  l e s  hypothèses suivantes  : 

* $(O) e s t  f i n i  e t  l a  l i m i t e  i n f é r i e u r e  de 1 $(O) 1 e s t  > O . 

Alors  [$(e)]-' e x i s t e  e t  e s t  borné ; donc l ' o p é r a t e u r  

- 1 Bo = f-' [$ (0  )] -' F e s t  borné dans L  (E ) . Et on a  Bo = A. . 
2 m 

L 'équat ion a  une s o l u t i o n  unique dans L  (E ) ,  s 'exprimant  par  : 
2 m 

Dans l e  cas  généra l  donc, l ' é q u a t i o n  type  : 

T opgra teur  complètement cont inu  dans Em peut  ê t r e  r é d u i t e  à l ' é q u a t i o n  

équ iva l en te  du t y p e  Schauder-Riesz : 

A * 
m+ 1 si [m(e)]-' o w ~ ' ) ( s ) ,  a ï o r s  O e s t  borné dans L (E ) [a 1 2 m 

. S i  en p lus  g ( x )  o L ~ ( E , ) ,  a l o r s  1 'équat ion a une s o l u t i o n  unique 

d m s  L ~ ( E , ) .  

SymbaLe dépendmit  du  p ô l e .  - 

S o i t  l ' é q u a t i o n  i n t é g r a l e  s i n g u l i è r e .  

.................................... 
(*) f ( x , t , .  . . ,O) ; W(')(S) veut d i r e  que : I f ( x , t , .  . . , O )  I P  dS d C e t  

P  

dS f C e t  f ( x , t  ,. . . , O )  tz W(')(S) pour  des v a l e u r s  f i x é e s  des paramètres .  
P  



L. 

m-l + I pour p < 2 e t  Supposons $ (x , e )  E w~')(s) [fi > - 
P 

e t  qu'en plus : i n f l $ ( x , e )  1 > O 

- 1 Alors, un opérateur quelconque dont l e  symbole e s t  $ ( x , ~ )  peut 1 

ê t r e  p r i s  comme opérateur régular isant .  S i  B e s t  un t e l  opérateur,  on aura  : 1 

AB = 1 + T , T é tan t  complètement continu dans L (E ) . 
P 

I l  e s t  évident qu ' a lo r s ,  pour l ' opéra teur  conjugué A*, on prendra 

un opérateur ayant pour symbole [ml-' . 

Il  s ' ensu i t  l e s  théorèmes suivants : 

1 - chacun des opérateurs A e t  A* possède un nombre f i n i  de solut ions .  1 
l 

2 - l ' opéra teur  A e s t  normalement soluble. 

3 - l ' i n d i c e  de l ' opéra teur  A ne dépend pas d'un terme complètement 

continu. 

P/r&m .théa/rème dandamectd A un L ' ind i ce .  - 

Examinons 1 ' opérateur 



AX u I U(X) - X 1 $(x,B) d~(8) u + TU , $(x,e) satisfaisant les 
TT 

conditions déjà mentionnées ci-haut. 

1 Soit a = le sous-ensemble du plan X pour lequel le symbole 

1 - h$(x,e) a une limite inférieure (pour le module) égale à zéro. 

= cplanX (a) = U Aj 1 ' ensemble des 
Aj 

étant fini dénombrable. 

1 Alors le théorème fondamental est vrai : 

ThCohème.- Dans chacun des domaines Aj, l'indice de l'opérateur est 

constant . 

Démonstration.-   on sidérons les valeurs du paramètre : h et X + AX. 

Choisissons AX tel que : 

. (A+AA) E 6 6 étant un sous-domaine fermé de A 
j y  j j 

. A . 1 B 1 c 1 < I avec Cu = ( $(x,e) d~(0) u 
J Tr 

On sait qu'alors Ind Ah+AA = Ind Ah. 

D'après le lemme de Borel, on conclut à la constance de l'indice dans 

le domaine A entier. 
j 

D'OÙ les corollaires : 

. #(x,e) est continu sur la sphère de Riemann par rapport 



Alors 1nd[u(x) - 1 $(x ,8 )  d ~ ( 8 )  u + Tu]= O 
TT 

En e f f e t ,  considérons l ' o p é r a t e u r  : 

- 1 Dans l e  ce rc le  J A J  < q , l e  symbole s a t i s f a i t  

i n f l 1 - ~ 4 ( x , e )  ( s 1 - 1x1 q > O .  

- 1 Donc l ' i n d i c e  e s t  constant dans l e  c e r c l e  / A )  < q . O r  il e s t  i 
1 

égal à zéro pour A = O . C.Q.F.D. 

2 .  - Soient  A un opérateur s i n g u l i e r  dont l e  symbole $ ( x , B , t )  t 

dépend d'un paramère t E [O, 11 . Supposons : 

- 1 l 4 ( x , 8 , t + ~ t >  - $ ( x Y 8 , t )  1 1  --t O uniformément par  rappor t  

à x e t  t .  

- $(x ,B , t )  continu uniformément en 5 e t  t par  rapport  à 8 

5 : image de x s u r  l a  sphère de Riemann. 

Alors Ind At e s t  indépendant de t .  

En e f f e t ,  supposons sans diminuer l a  g é n é r a l i t é  que 
At 

e s t  "canonique". 

Alors A e s t  borné. Donc 1 1 B~ 1 1 $ M (M = c s t e )  où Bt e s t  1 'opérateur 
t 

canonique de symbole [$(x,0,t)]-' . 



Il  s u f f i t  a l o r s  de c h o i s i r  A t  t e l  que 1 A 1 > M pour 

conclure que Ind  At+At = Ind At .  C.Q.F.D. 

Deuxième th&ohème bondame&&. - 

S o i t  l e  symbole $ (x ,8 )  s a t i s f a i s a n t  l e s  condit ions du premier 

t h é o r è m e , a l o r s l ' é q u a t i o n  A u =  $ ( x , 8 )  d ~ ( 8 )  u + T u = g ( x )  s e p r ê t e à u n e  

régu la r i sa t ion  équivalente e t  son ind ice  e s t  nul .  

Nous donnons l a  démonstration pour l e s  cas 

m = 2 ,  1 qui sont  l e s  p lus  u t i l e s  en pra t ique  
m = 3  

( c ' e s t  notamment l e  cas des équations de l ' é l a s t i c i t é ) .  

 après l e s  condi t ions  du théorème 4 (x ,8 )  = $(x ,v )  , O $ v y 2.rr 

possède une dér ivée  seconde généra l i sée  quadratiquement in tég rab le  : 

+Co 

~a s é r i e  ( (x ,v )  = 1 an(*) einv e s t  a l o r s  absolument e t  uniformément 
-00 

2 convergente puisque J a n ( x ) J  6 ~ / n  . 

Soi t  a l o r s  

E € Choisissons n t e l  que 1 an(x)  1 < - e t  I$(x ,v)  - $,(x.v) 1 < - 
3 3 



Posons : 

2 i n v  mo(x,v) = - E e + $ n ( ~ , ~ )  e t  A l ' o p é r a t e u r  correspondant 
3 O 

l Alors I((x,v)  - ( O ( ~ , v )  ( < & 

avec s u p l % ( x ) (  < 1 ou i n f l % ( x ) (  > 1 .  Faisons e n 2 g r o u p e s  : 

S 

e t  posons ( '  (x,eiv) = n [ a i (x )  - e i g  ; (" (x ,e  i v )  = n IY [a;(x) - eiv] 
1 1 

S o i t  a l o r s  : 

1 e t  At l ' o p é r a t e u r  correspondant,  qui  coïncide avec A pour t = O .  At s a t i s f a i t  O 
ème l e s  condi t ions  du 2 c o r o l l a i r e .  

Ind = Ind 

=> Ind A = (s-n) Ind  h = O 
1 

4- 
I l  s u f f i t  a l o r s  de c h o i s i r  E t e l  que supl-( < 1 

dl 
' O  



O r  4 = mo[1 - -1 . Il l u i  correspond l ' o p é r a t e u r  : 

$0 

A = A ~ ( I - A , )  + T~ A l  de symbole - 
$ O 

Donc Ind  A = Ind  A + I n d ( 1  - A , )  = O 
O 

C.Q.F.D. 

Le symbole, a i n s i  que s e s  dér ivées  ~ r e m i è r e  e t  seconde, peut ê t r e  

'L développé en s é r i e s  convergentes  (absolument e t  uniformément). S o i t  $ ( x  ,8 ) 

l a  somme p a r t i e l l e  de l a  s é r i e  t e l l e  que : 

'b 
I $ ( x , e )  - $ ( x , e ) l  < E 8 s sphère  un i t é .  

e e s t  fonc t ion  de v e t  de v ( 0 s  v l  4 n ; O 6 v 4 2 ~ ) .  1 2 2 

Mais l a  c o n t i n u i t é  p a r  rappor t  à e t  l a  c o n t i n u i t é  p a r  r appor t  
i v 

à v e t  v ne sont  pas  équ iva l en te s .  (En p a r t i c u l i e r  e 
1 2 e s t  d i scont inue  

aux pô le s  de l a  sphère S ) . 

Cependant, l e s  polynômes sphériques s o n t  cont inus  e t  indéfiniment  
+ i v  

d i f f é r e n t i a b l e s ,  en t a n t  que fonc t ion  de 8.  En p a r t i c u l i e r  e s i n  v 
1 

qu i  e s t  l a  fonc t ion  sphérique du premier ordre .  

Deux cas  sont  donc à examiner : 

1 - 4 = $ ( x , v l )  Alors  c o n t i n u i t é  p a r  r appor t  à 0 = c o n t i n u i t é  

p a r  rappor t  à v, . 
n 

E t  on peut é c r i r e  : $ ( x , e )  = 1 % ( X I  Ph(cos v ) 
1 ) pk 

: polynôme de 
O 

Legendre. 



2, 
n 

Prenons 4,(xYe) = 4(x,e) = 1 bk(~) Cosk 
O 1 Ci > 

or I4(x,e) - 4,(x,e) 1 < E -> ~nd(( (x,e)l > O pour r judicieusement choisi 
O 

a = racines du polynôme ( 1) 
k 

4,(xY0) peut s'écrire aussi : 40(x,e) = bo(x) 
1 ,OS %(XI 

n 
k k 

= 1 (1-t) b (x) cos v Obtsl 
O k 1 

et l'opérateur canonique correspondant . 
At 

Or $,(x,e ,t) est continu sur la sphère de Riemann puisqu'il en est 

de même de bk(x) , et I4,(x,e,t) 1 > 0. 

 après le lemme 2 

Avec les mêmes notations que précédemment on a : 

Ind A = Ind A. + 1nd(1 - Al) = O 

2 - Cas dnércrl : m(x,e) = +(xyvl .v2) 

C.Q.F.D. 



Développons $ ( x ,  8 )  en s é r i e  de fonc t ions  sphér iques ,  convergente 

d ' ap rè s  l e s  condi t ions  du théorème. 

S o i t  $o(x,O) l a  somme p a r t i e l l e  t e l l e  que ( $ ( x , 0 )  - $,(x,8) 1 < E , 

avec E t e l  que lndl$,(x.e) 1 > 0  . 

Dans l ' e s p a c e  à 3 dimensions, ~ ( ~ ' ( 8 )  d i f f è r e n t  des 

( k )  
I i kv2  j ,3 

P (cos  v  ) e  
j 1 

p a r  une cons tan te  m u l t i p l i c a t i v e .  

k  D 'au t re  p a r t  : P . ( c o s  v  ) = s i n l k l  v  IT ( C O S  v  ) , T I  = polyn. 
J 1 1 j-k 1 j-k 

de do j-k 

On peut  donc é c r i r e  : 

+n i k v  
$O(x,O) = 1 bk(x ,v  1 ) s i n l k l  v  e  2  

-n 1 

bk (x .v l )  = polyn. en cos v  
1 

i v  
2  z+ i  P h l  ,741 Posons e  = -  > 4 ( x , e )  = ( Z 2 + 1 ) n  

z-i O 

+n 
p ( v l , z )  = 1 bk s i n l k l  v  ( ~ + i ) " + ~  ( z - i )  n-k 

-n 1 

Puisque ~ n { l $ ~ ( x , e )  1 > 0 , P ( v  , z )  n ' a  pas  de r ac ines  r é e l l e s  pour  
1 

des v a l e u r s  r é e l l e s  de v  
1 ' 

n  r a c i n e s  = + i pour I m  z > O 
2  

Y = O => P ( 0 , z )  = bo(x .û ) ( z  +1)"  1 
n  = - i  I m z > 0  



P ( v  , z )  n ' a  pas  de r a c i n e s  r é e l l e s ,  donc, pour v f i x é ,  il possède 
1 1 

1 n  r a c i n e s  a  ... a dans l e  - plan  supé r i eu r  e t  n  r a c i n e s  13 
1 2 l . .  .fi, dans l e  n 

1 - plan  i n f é r i e u r .  
2  

n 
Et  d o r s  $o (x , e )  = n ( v a k )  ( ~ - 6 ~ )  

(Z2+l)" 1 

Soien t  A 1 ,  A2 ,  Ag ,  A4 l e s  opé ra t eu r s  canoniques correspondants .  

Alors  : 

n 
A. = 1 2nd % = 2nd A l  + 2nd A2 + 2nd A + Ind A4 

1 3  

Examinons 2nd Ag : 

n a k-i  i v  
Pour c e l a ,  on cons idère  l e  symbole $ ( x , e , t )  = n ( 1  - - 3 

1 a  
2 ,  

k+ i 

O<t$l  

e t  l ' o p é r a t e u r  correspondant  A ( 3  
t *  

O r  ) 3 ( ~ ,  , t )  e s t  un symbole qui s a t i s f a i t  l e s  condi t ions  du c o r o l l a i r e  2 donc 



A:~) indépendant de t . 

D'où Ind A ( ~ )  = I n d  AL3) = Ind  I = O . 

Pour Ind Ab l a  démonstration e s t  exactement i den t ique .  

Can&u&Lan. - 

C.Q.F.D. 

S o i t  l ' é q u a t i o n  i n t é g r a l e  s i n g u l i è r e  Au + Tu = g ( x )  g ( x )  s L ( E  ) ( 1 ) .  
P m 

A : opéra teur  s i n g u l i e r  dont l e  symbole $ ( x , 0 )  e s t  uniformément 
A 

con t inu  s u r  l a  sphère de Riemann. Supposons en p l u s  $(x,~) E WLL)(S) . 
En p l u s  : on suppose q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  de t r a c e r  une courbe ,  L cont inue  

e t  " l i s s e "  jo ignant  l e s  2 p o i n t s  6 = O e t  5 = dans l e  p lan  complexe, 

L n 'ayant  pas  de p o i n t  commun avec l 'ensemble des va leurs  du symbole. Sans 

diminuer l a  g é n é r a l i t é ,  on supposera q u ' i l  e x i s t e  une cons t an te  B t e l  que : 

A- 1 S o i t  2 l a  t ransformée de L pa r  l a  t ransformat ion  E; = - 
% X 
L e s t  une courbe f i n i e  (puisque ,  s i  L e x i s t e ,  on peut t o u j o u r s  é v i t e r  de 

p a s s e r  p a r  l e  po in t  5 = 1 ) . 



Examinons a l o r s  l ' é q u a t i o n  : u  - A(u-Au) + t u  = g ( x )  A E ( 3 )  

dont l e  symbole e s t  1  - X + A 4 .  

A-1 - 1 I - X + A ~ (  ( 2 )  donne pour A E 2 6 I l $  - - 1  - 
X 1x1 

1 O r  $ e s t  bornée. S o i t  I l -$ )  6 K = i s t e .  En prenant  I x (  2- o n a :  
2K 

1 1-h+X$ 1 >, A donc ~ ~ - x + x $ ~ > ~ - ~ x [ K ~ -  1 
2K 2  

Donc ~ ~ ~ [ I - x ( I - A ) ~  e s t  indépendant de A.  

En remplaçant p a r  X = O e t  h = 1 ,  on a  donc Ind A = Ind  1 = 0. 

. On e n t r e v o i t  donc p a r  1& l a  p o s s i b i l i t é  d ' a v o i r  une r é g u l a r i s a t i o n  

équ iva l en te  pour l ' é q u a t i o n  ( 1 ) .  En e f f e t  : 

* 

S o i t  A E L e t  H l ' o p é r a t e u r  : H u  = ( l -m(x 'e )  d ~ ( e )  u 
A X 

J I T  I -x+A+(x ,B)  

O r  1nd)l-A+A$( > O donc 

l 1 - 4 ( x y e )  < C = l i s t e  indépendante de A .  
1-h+X+(x,0) I 

a l o r s  1 ' opé ra t eu r  : A = O  ==> 1 1 1 - A I /  < C . Donc s i  l X o l  S -  
2C 

[ I - ~ ( I - A ) ] ~  e x i s t e  e t  e s t  d é f i n i  dans t o u t  l ' e s p a c e  L ( E  ) , 
P m 

e t  en p l u s  il e s t  borné.  Son symbole e s t  [ ~ - A ~ + A ~ I $ ] - ~  . 

En f a i s a n t  opérer  l ' o p é r a t e u r  sus-mentionné s u r  l e s  2  membres de 

l ' é q u a t i o n  ( 3 ) ,  on o b t i e n t  une équat ion  équ iva l en te  avec l e  symbole : 



De même on applique à l a  nouvelle équation l ' opéra teur  

[ I - ( x ~ - x ~ ) H ~ ~ - ~  avec I h  -A 1 6 - l  . On obt ient  une nouvelle équation, 
1 O 2 C  

ayant pour symbole : 

( A - X 1 )  (1-0) 
1 - équivalente à (3 )  . 

'1-h +A 
1 1  

( l-Xk) ( 1-41 
Au bout de k é tapes ,  on aura l e  symbole 1 - 

1-X + A  4 k k  

Pour k assez grand on peut poser Xk = 1 e t  on obt ient  donc une 

équation dont l e  symbole e s t  égal  à 1 , équivalente à ( 1 ) . 

A 

on suppose toujours que 4 E w(')(s) e t  l n ( l4 l  > 0 2 

S i  ( 1 )  e s t  soluble ,  a lo rs  e l l e  e s t  équivalente à 

Le symbole de ( 4 )  n ' e s t  au t re  que lm(x ,û)12  > O e t  e s t  r é e l .  

D ~ S  l o r s ,  s i  l ' o n  prend L = [- m ,  O] , on peut appliquer l a  procédure 

I 
ci-haut e t  réduire ( 1 )  à une équation équivalente du type Schauder-Riesz. 

1  quiva val ente s i  l ' équat ion ( 1 )  e s t  soluble ; en e f f e t  l e s  équations de Schauder- ~ 
Riez sont toujours soluble's).  



Exempte.- Soit l'équation unidimensionnelle : 

y : courbe fermée "lisse" dans le plan, a(z) et b(z) continues sur y 

T complètement continu dans ~ ~ ( y ) .  

Prenons par exemple : 

La non-évanescence du symbole équivaut ici à exiger 

2 a2(z) - b (z) # O z E y . 

D' après la théorie unidimensionnelle, nous savons que : 

lnd P = ' {I d arg[a(z)-b(z)] - d arg[a(z) + b(z)]} 
2n J y  Y 

L'ensemble des valeurs du symbole est situé sur les deux courbes 

représentées paramétriquement par 

Si aucune de ces courbes n'entoure le point 4 = 0, alors la 

courbe L existe et l'extension paramdtriquement est possible et dans ce 

cas 2nd P = O d'ailleurs. 



S i  une des courbes entoure l e  point  O ,  a l o r s  1nd P peut ê t r e  

d i f fé ren t  de zéro, voire  négat i f  ; mais a lo r s  l a  régular isa t ion équivalente 

e s t  impossible e t  l a  procédure d'extension e s t  inapplicable.  

Nous étudions l e s  systèmes de l a  forme : 

A a pour symbole 4 ( x , e ) .  jk jk 

La  matrice 

s e r a  d i t e  "opérateur ma t r i c i e l  

s ingul ier" .  

En posant u = ( u l  ,u2,. . ,um) e t  g = ( g l  ,g2,- ,g,), On peut 

considérer  l ' é c r i t u r e  du système sous l a  forme : 



6 = det  4 s e r a  d i t  : "déterminant symbolique" de l ' o p é r a t e u r  A. I l  e s t  

évident qu' au produit  A l  A2 correspond l a  matrice 4 1  42. 
* 

Théotrème 7 .  - S i  i n f  16 1 > 0,  a l o r s ,  dans 1 'espace correspondant 

L ( r ) ,  l e  système ( 1 )  e s t  normalement so lub le  e t  son indice  e s t  f i n i .  
P 

Démonstration.- I l  s u f f i t  de rappeler  que l e s  opéra teurs  A e t  A* 

sont r égu la r i sab les .  Des r é g u l a r i s a n t s  poss ib les  : l e s  opérateurs correspondants 

aux matr ices  symboliques - '  0 e t  $*-' ( x , 0 ) .  

A no te r  l a  d i f f é rence  avec l e  cas d'une équation unique où l ' i n d i c e  

devai t  ê t r e  égal  à zéro. 

Théahsrne 2.- S i  l e s  va leurs  propres de l a  matr ice $(x,f3) ont 

un module s t r ic tement  i n f é r i e u r  à l ' u n i t é ,  'd x e t  8, a l o r s  l ' i n d i c e  du 

système e s t  nul  avec $ ( x , 0 )  = 1 - +(x,f3). 

Démonstration.- Nous supposons que l e s  éléments de l a  matr ice 

$ (x ,0 )  s a t i s f o n t  l e s  condi t ions  : 

2 )  $jg(x,f3) continues s u r  l a  sphère de Riemann uniformément. 

S o i t  AA l ' o p é r a t e u r  associé  à l a  matr ice 1 - h$(x ,0) ,  e t  

dans l e  plan l 'ensemble ouvert A ,  où l e s  nombres c a r a c t é r i s t i q u e s  de c e t t e  

matr ice sont  d i f f é r e n t s  de zéro.  Nous démontrons d'abord que Ind  AA e s t  

constant  dans chaque "domaines". D'autre p a r t ,  il e s t  a i s é  de v o i r  que l e  

c e r c l e  1 A 1 < 1 appar t i en t  à un de ces domaines. Donc Ind A. = Ind  A , .  



O r  Ind  A l  = Ind  A. 

Con&uion.- Ind  A = O = Ind ice  A = Indice  d'un système du type  
O 

Schauder-Riesz. 

Théokème 3.- S i  l a  borne i n f é r i e u r e  des modules des mineurs 

ô, . . . 6 e s t  p o s i t i v e ,  1' indice  du système e s t  é g a l  à zéro. 
n 

- $1 1 .... . 6 = 6 = det  4(x ,0)  
6, = 411 i 62 - n 

42 1 422 l 
Théo4ème 4. - S i ,  dans l e  plan complexe 5 ,  3 une courbe L l i s s e  

joignant l e s  p o i n t s  5 = O e t  5 = = e t  n'ayant aucun point  commun avec 

l 'ensemble des va leurs  propres de l a  matr ice $ ( x , 0 ) ,  a l o r s  Ind  A = O , A 

é t a n t  l ' o p é r a t e u r  s i n g u l i e r  correspondant.  

- 
Démonstration.- Supposons que L ne passe par  l e  point  6 = 1 .  S o i t  

% - '  . L e s t  donc de longueur f i n i e .  a l o r s  2 l a  transformée de L par  5 = - 
X 

On se  penche a l o r s  su r  l e  système : 

u - ~ ( 1 - A )  u = g(x) de matrice symbolique 1 - X(1-4) = A($-51) 

So i t  q > O donné. 



+ I X  1 < TI a l o r s  d e t [ ~ - ~ ( ~ - m ) J  ( 1 - X I n  n  é t a n t  l ' o r d r e  du 

système. 

3 q > O t e l  que 1 det  [ ( I -A)  I + A ~ I  , 

+ 1 1 2 TI Alor s  : 

ck(x,B) é t a n t  l e s  va l eu r s  c a r a c t é r i s t i q u e s  de ( ( x , ~ )  , formant un ensemble 

borné ,  p u i s q u ' i l s  dépendent continûment de x e t  de B .  

Donc 3 y > O t e l  que l€,-cg(x,B)) 2 y . 

s o i t  finalement 1 d e t  [( 1 - h ) 1  + A$] ( 2 A , 2 

C0na~quence.- Dans l ' e s p a c e  L ( r ) ,  l ' o p é r a t e u r  s i n g u l i e r  : 
P 

. i U = L  [( i -  1 1 + ~ ( ( x ,  17-l -  CI-@(^,^)] d ~ ( 0 )  U e s t  borné V A . 

Posons 1 U I  I < C 

Posons X = O -> 1 I I - A I  1 < C .  Donc s i  C lo E 2 e t  l h o l  $5 . 
l ' o p é r a t e u r  1 - o l - ~ ~ l  e x i s t e  e t  e s t  borné. Son i n d i c e  e s t  n u l .  

On ~ r o c è d e  a l o r s  comme avant c  ' es t -à -d i re  : 

1 ) On "mul t ip l ie"  "1 ' équat ion" i n i t i a l e  p a r  . On o b t i e n t  a l o r s  

une nouvel le  équat ion  t e l l e  que : 

a - e l l e  e s t  équ iva l en te  à l ' é q u a t i o n  i n i t i a l e .  

b  - e l l e  possède l e  même i n d i c e .  

c  - sa mat r ice  symbolique e s t  : 1 - ( A - X o )  [( l - X o ~ ~ + X o ( ] ~ l ( l - m )  



2) On "multiplie" cette nouvelle par l'opérateur : 

3) etc... jusqulà hk = 1 au bout de k opérations. 

On obtient alors finalement un système de Schauder-Riesz. Et comme 

en chemin, l'indice n'a pas changé, on en conclut que : 

Ind A = Ind (syst. de Schauder-Riesz) = O C.Q.F.D. 

cotLo~&Jze.- Si le déterminant symbolique n'est pas nul, mais 

que la matrice soit hermitique ou anti-symétrique, alors l'indice du système 

est nul . 

TheonPrne 5 .- Soit m 5 3, le domaine d'intégration étant Em ou 

un domaine de Lyapounov r dans lequel 3 un système régulier de coordonnées. 

Si le symbole est indépendant de v et que 1nd 16 1 > O, alors l'indice du 
m- 1 

système est nul. 

Giraud fut l'un des rares mathématiciens français à s'intéresser au 

problème des équations intégrales singulières (qu'il appelait d'ailleurs à 

intégrales principales). Ces travaux lui ont permis en particulier d'étudier 

le problème de la dérivée oblique dans un espace à m dimensions. Nous résumons 

ici les principaux résultats théoriques auxquels il a abouti : 



5 . 1  - D6finitions. - 
x e t  y ktant 2 points de ltespace 

E3 : 
1 - ~ ( x , y )  e s t  dite  appvtenir à l a  classe 8'") s i  : 

a - ~ ( x , y )  es t  continue pour tout couple de valeurs de x e t  y ,  

x e t  y a ~ ~ a r t e n a n t  à l'ensemble borné de valeurs pour lesquelles 

x f Y.  

2 - F ( X , Y )  es t  d i te  a ~ ~ a r t e n i r  à l a  classe N ( c 
L- - - 

a - ~ ( x , y )  c N (a' 

$ (xi ,x") = L est  l a p l u s  prA't+dii a m &  J. w '.;. 
y E E 3  y Y 

3 )  F(x,y) a AaL oa f ( x , ~ )  e , ( A )  -> F(x,y) c H 3-q 
( a , ~ )  

(x,Y) 
avec ti = inf(a,A) 



5.2,  - ~héorèmes de Giraud : 

Théoatne 1 .  - si Fl ( x  ,y)  est un noyau quasi-singulier E N (CC P X  ) et 

~ ~ ( x ~ y )  c N ( ' ) ,  alors 

F ~ ( X Y Y )  = 1 F ~ ( X , S )  ~ ~ ( 6 . 7 )  d~~ E N (a+B-1 1.1) , u > O inférieur X 
S 

- 1 
et IJ < a  , si a  + B  \< 4 ; si a + B > 4 et B \< 3 ,  Fg(x ,y)  E ~ ( y )  en tant 

que fonction de x,  1i s X , 1.1 \< a + 6 - 4 .  

Théohème 2. - ~ ( x , y )  E N ")  et @ ( X I  continue. Alors 

~ ( x )  = I F ( ~ , Y )  # ( Y )  d y  c H ( u )  I.1 < a- 1 ,  I.1 < A .  
J s 

ar C-f(w , W  ,W ,v)  et - 
1 2 3  a v sont des formes homogènes positives d'ordre 

- 2 par rapport à w Id2 et w 
3 ' 

ar 
d - -  (i = 1,2,3)  sont des formes homogènes positives d'ordre 

aw. 
1 

- 3 par rapport à 
wl y W2 et 3 

e - La valeur principale de l'intégrale 1 Fl (x ,y )  dS existe. 
S Y 

Alors la fonction D ( X )  = j ~ ( x , y )  $ ( y )  ~ ( p )  
S 



l 

Thgoilèae 4 .  - F(x,y) é t a n t  l a  même qu'au théorème 3 e t  en p lus  : 

Alors JS 1 F(y , c )  ( ( 6 )  = $ 6 )  s H ( X , ~ )  i i y , { )  dS 
S Y 

e t  l a  fonction : 

L ( X , Y )  = J H ( X , E )  ~ ( c , y )  mg e N ( ~ ' Y ~ ' )  , a '  > 1 
S 

Theo&$me 5.-  F(x,y) é t a n t  l a  même qu'au théorème 3 e t  en p lus  : 1 
a  - H(x,y) e N ( a , ~ )  , a > l  

b - $(x )  e s t  continues,  

a l o r s  j F(xyy) d~ 1 ~ ( ~ 3 6 )  ( ( 6 )  a( = 1 @ ( L I  BE 1 ~ ( x , y )  H dsy 
S Y S S S 

e t  l a  fonction L f ( x , y )  = F ( X , S )  H(6,y) dS6 e N (a",h") Y a" > 1 
S 

e t  en p lus  : I 
l 

i a  - F1 e s t  l a  même qu'en théorème 3. 

c  - Hl(x,y) e s t  semblable à Fl (x ,y )  [de s t ruc ture]  . 

d - H2(xYy) e N ( a y ~ )  a >  1 

e  - L '  i n t é g r a l e  1 H l  (x ,Y)  Gy e x i s t e  en t a n t  que va leur  p r inc ipa le  : 
S 



Alor s ,  l a  fonc t ion  

( 1  
L(x ,y )  = F ( ~ , c )  H ( S , Y )  ast E N . 

S 

Théohéme 7.-  F ( X , Y )  e t  H ( X , Y )  é t a n t  l e s  mêmes qu'en théorème 6 

et 1, L (x ,y )  dSy e x i s t e  en t a n t  que va leur  p r i n c i p a l e ,  sachant  que : 

3 Q ( x )  ,, indépendante de $ ( X I ,  t e l  que : 

Q ( x )  = l i m  1 j F ( X , E )  H ( S , Y )  dst  dsy 
€+O S S ( X , E )  

I l  e s t  à remarquer que c e s  théorèmes sont  é t ro i tement  apparentés  

à ceux des  pages 16-17 . ( c o r o l l a i r e  1 e t  I I ) ,  en p a r t i c u l i e r  l e s  4 premiers .  



III. 1 - 53 

APPLTCAT70N DE LA TffEURlE 

DES EQUATZONS 7NTEGRALES A L'ELASTIClTE. 

Après avo i r  exposé succintement l e s  principaux r é s u l t a t s  de l a  t h é o r i e  

des équations i n t é g r a l e s  s i n g u l i è r e s ,  nous a l lons  maintenant v o i r  comment l e s  

équations i n t é g r a l e s  s e  r évè len t  ê t r e  un o u t i l  précieux pour l a  r é so lu t ion  des 

problèmes aux l i m i t e s  en physique mathématique e t  principalement en t h é o r i e  

de l ' é l a s t i c i t é ,  où nous serons d ' a i l l e u r s  en f a i t  amenés à considérer  l e  p lus  

souvent un système d 'équations p l u t ô t  qu'une équation.  A ce propos, deux i d é e s  

e s s e n t i e l l e s  sous-tendent t o u t  no t re  exposé : 

- Les équations i n t é g r a l e s  fournissent  une méthode simple e t  presque 

irremplaçable quand il s ' a g i t  d ' é t a b l i r  des théorèmes d 'exis tence  e t  d ' u n i c i t é .  

C 'es t  d ' a i l l e u r s  uniquement ce r ô l e  qui  l e u r  a  é t é  longtemps e t  l e  plus longuement 

reconnu. 

- Mais depuis l e s  r écen t s  développements des machines à ca lcu le r  

modernes, e l l e s  s e  révèlent  ê t r e  t o u t  auss i  bien e f f i c a c e s  quant à l a  r é so lu t ion  

numérique de c e r t a i n s  problèmes p r é c i s . .  . C'es t  ce qui amène t o u t  naturellement 

à s e  poser  l a  quest ion de l e s  comparer aux méthodes p lus  c lass iques  ; en 

p a r t i c u l i e r  l e s  méthodes va r i a t ionne l l e s .  

En f i n  de compte, nous nous poserons l a  quest ion de s a v o i r ,  s i  dans 

c e r t a i n s  cas e t  l e  p lus  souvent poss ib le ,  il n ' e s t  pas préférable  de chercher 

à appliquer d'une façon heureuse l e s  deux po in t s  de vue à l a  f o i s  ; ceci  en 

mettant  à p r o f i t  l e  f a i t  que l e s  équations i n t é g r a l e s  peuvent ê t r e  regardées 



comme étant le résultat d'opérateurs linéaires, dont la théorie est de nos jours 

trss étudiée et très approfondie. (cf .  Akhiezer et Glozmann et en particulier 

les travaux de ~ohberg). 

Soulignons enfin l'existence de méthodes, traitant les équations de 

l'élasticité directement comme un système d'équations elliptiques de la forme 

au au 
AU(X,Y) + a(x,y) - + b(x,~) - + cu(x,y) = 0, qui se révèle très concluantes 

a x a Y 
en particulier en élasticité à deux dimensions. C'est en particulier l'essence 

des méthodes employées par I.N. VEKUA dans son récent ouvrage " ~ e w  methods for 

solving elliptic équations" et basées sur l'introduction et la construction 

de la fonction de Riemann. 

§ 7 .  SqhXème d l ë q W o n d .  FotunuXes gënëhaees. 

Soit E muni du référentiel 0% x x 
3 1 2 3' 

-f 

V( v, , v2 ,v3 ) désigne le vecteur déplacement. 

La loi de Hooke pour un milieu isotrope et homogène s'écrit : 

L'équation de l'élastodynamique s'écrit alors : 

soit en termes de déplacements : 



-h -h 3 -h a2; 
u Av + (A+ri) grad d i v  v + F = - 

a t 2  ' 

-h 
Supposons que l a  fo rce  F s o i t  de l a  forme : 

-h 
~ ( x , t )  = ~("(x) cos w t  + ;(" ((x s i n  wt ,  w # fréquences propres du 

mil ieu.  

Le problème s e  r é d u i t  a l o r s  à t rouver  ' e t  ; ( 2 )  t e l  que 

-h 
v(x,t) = ;(')(x) cos w t  + :(2)(x) sin wt .  

-h 4 1 )  + i 4 En posant 4 = 4 4 2 )  - + i 4 2 )  v , on s e  ramène à l l é t u d e  e t  u - 
de l ' é q u a t i o n  : 

-h -h 3 2+ 
u t  Au + (X+p) grad d i v  u + w u(x) + $(x) = O 

s o i t  en éc r ivan t  

4t-F -+ -h -h 
A u = p Au + (X+V) grad d i v  u : 

@ Pour w = O, on a l ' é q u a t i o n  d ' é q u i l i b r e  A*U = -)(x) 

3 
Q Pour 4(x) = O, l e s  équations homogènes correspondantes : 



Farunutes de Ba%. - 

1 - Domaine fini. 

Soit Bi un domaine fini de E rempli par un matériau élastique, 

-f 

3 ' 
S sa frontière et n la normale extérieure. Soient a et B deux réels 

tel que : 

Nous avons alors l'identité : 

Ce qui donne : d u dv = 1 P(") : dS 
S 

avec : 

P(~): = P('): cos n x + P(~)U cos n x + P(~) u cos n x 
1 2 3 

au 
IT (:) = f3 div u + (a+1i) 2 j = h j j ax: 

-f 
Soit v ayant des dérivées suffisamment continues, permettant 

d'appliquer la formule dfOstrogradsky. On a : 

z . j+d+ v = Q~ COS n x 
1 

+ Q2 COS n X + Q COS n X 
2 3 3 



5 
avec g = l  r j h ( x )  u . S o i t  ~ ( Q , , Q , , Q , ) .  On a a i o r s :  

1 j 

a 
-h -+ -+ + 

d i v  4 = 1 1 A u + E(u,v)  , E(u,v)  é t a n t  une forme b i l i n é a i r e  
j 

-+ -b 
symétrique des dérivées p a r t i e l l e s  de u e t  v. 

D'autre pa r t  a r d k ( v )  
* + 

= A .  . v j = 1,2,3 . 

+ -+ -f 3 
d i v  Q = u . k v + E(u,v)  

En y appliquant l e  théorème dlOstrofradsky : 

-+ 4 pour u  = v => 

+ -+ 
En échangeant u e t  v  e t  en re t ranchant  l e s  2 équations obtenues, 

on ob t i en t  : 

I 

i 
r 

-% * !k 
( u . A  V - V . A U ) ~ V = I  ( u .  v - v .  

Bi s 

Ce sont l à  l e s  formules de B e t t i  pour un domaine f i n i ,  que nous 

a l l o n s  d é t a i l l e r  un peu p l u s ,  pour des va leurs  admissibles de a e t  B .  

Alors TI = T , P ( n )  u  - T ( n )  ; 
jk jk  



T(") = T ' I )  cos n x + T(2)  cos n x + T ( 3 )  cos n x . 1 2 3 

e t  l e s  formules de B e t t i  deviennent : 

Ce sont l e s  formules de B e t t i  c l a s s ique  de l a  t h é o r i e  de l ' é l a s t i c i t é  

-f -b où T représente  l e  vecteur  t ens ion  au point  x ,  de normale ex té r i eu re  n ,  

-+ -+ 
e t  W(U,U)  e s t  l ' é n e r g i e  de déformation é l a s t i q u e  : 

e t  T(") < = 2 aU + - +  - + h n . d i v  + y(: A r o t  u )  . 

Le vecteur P (n); - - (a+y) - a t + B n d i v  + a(: A - +  r o t  u )  devient  a l o r s  : 
au 

N ( n ) ; =  ~ u ( x + ~ u )  - a: + (h+u)(A+2y) -+ + F ( X + ~ ) +  - -+  n . d i v  u + 
~ + 3 u  au 

n A r o t  u 
A+3lJ X+3lJ 

qu'on appe l l e ra  "pseudo-vecteur tension".  



Les formules de B e t t i  sont  a l o r s  évidentes ,  avec c e t t e  f o i s  : 

a + -f -- 
L'opérateur 3 = (a+u)  - + B n d i v  u + o(n  r o t )  s e r a  d i t  "opérateur au 

t ens ion  général isée".  

2 - Domaine i n f i n i .  

L'étude des so lu t ions  dans un domaine i n f i n i  posant l e  problème du 

comportement à l ' i n f i n i  de t e l l e s  so lu t ions ,  nous verrons p lus  l o i n  comment on 

peut a u s s i  é t a b l i r  des formules analogues pour l e  cas du domaine i n f i n i .  Nous 

a l lons  auparavant é t u d i e r  l e  problème des so lu t ions  fondamentales. 

SOLUTTONS FONDAMENTALES. ....................... 

1 - Solut ions  fondamentales. 

-f 
Sachant que t o u t  vecteur X peut ê t r e  é c r i t  comme l a  somme 

-+ + --b 
X = grad f + r o t  g , on peut é c r i r e  donc 

_+ Z = grad + ( x )  + r o t  ~ ( x )  

'q: = a 4 ' ( x )  + rof ~ ( x )  

7 * 2 +  -b 
En por tant  dans 1 ' équation A u + w u = - $ , on aura donc : 



-t 
En p a r t i c u l i e r ,  s i  $ (XI  e s t  une force concentrée en un point 

y ( y l  ,y2 ,y3 ) e t  d i r igée  suivant x l ,  de module 4n on a  : 

d'où l e  système p a r t i c u l i e r  : 

2 1 a AY + k  Y ( x )  = - -  1 
3 2 3  2 

b ax2 r(x.y)  

possédant l e s  in tégra les  pa r t i cu l i è r e s  : 

En fa i san t  jouer successivement l e s  2 au t res  d i rec t ions  x  e t  xg,  2 
on aura  des solut ions  analogues. E t  on obt ient  a i n s i  une solut ion pour l e  cas  

d'une force  concentrée, au problème dynamique. Cette solut ion peut s ' é c r i r e  

sous l a  forme condensée : 



Nous introduisons dès l o r s  pour c e t t e  so lu t ion  (vue son importance) 

l a  nota t ion : 

$k) (k  ( k )  ( k )  (x ,y )  = r (x ,y)  e t  pour l e s  projec t ions  u = r 
j j 

I e t  l a  matrice : 

dont l e s  vecteurs colonnes ne  sont 

a u t r e s  que l e s  so lu t ions  fondamen- 

t a l e s  t rouvées.  

-F 
Q Il  e s t  u t i l e  de considérer  l e s  vecteurs u = a 4 e t  

P 
-* -* + 

e t  l e s  r e t  r correspondants, s i  on veut  s P P S 

envisager u comme é tan t  l a  somme d'un terme (onde) p o t e n t i e l  e t  d'un terme 

solenoidal ,  c 'est-&-dire en f a i t  onde long i tud ina le  e t  onde t ransversa le .  

En f a i s a n t  w = O dans l a  matrice r ,  nous obtenons l a  matr ice  
O 

I '(x,y),  qui n ' e s t  au t re  que l a  matrice fondamentale du problème s t a t i q u e  corres-  

pondant. 



( k )  '(k), ' QNotonsque Cr - r  r e s t e  borné quand x = y ,  ou r = O 

i k  r 
( k )  1 

1 
O Notons que d i v  r (x ,y )  = - 2 

X 2 . I l  s 'en s u i t  dks l o r s  que : 
a 8% r ! 

( i  = vecteurs  u n i t a i r e s )  
S 

2 - Solut ions  fondamentales généra l i sées .  

So i t  1 'opéra teur  t ens ion  généra l i sé  au point  x.  ons sidérons 

l a  matr ice : 

Rappelons que : 

ThZok2me.- Les vecteurs  colonnes de l a  matrice n sont  s o l u t i o n s  

de 1 'équation fondamentale de 1 'élastodynamique au point  x ( x l  ,x2 ,x3) . 



111.11 - 63 
En f a i t  : 

a 
En e f f e t  F = (a+u) - ( y  + (A+y) - a d i v r ( ~ ) + W ~ r ( ~ ) )  x 

s an 
Y 

+ 6 cos n x [(A+2y) A d iv  r ( k )  + w2 d i v  I' (k)] 
Y s Y Y 

+ u n A r o t  + w2 r o t  dk)] 
Y 

X 
Y Y s 

O r  u + (A+u)  grad d i v  r ( k )  + w2 r ( k )  = O d 'après  l a  d é f i n i t i o n  

Ck) même de r . 

En prenant l a  divergence e t  l e  r o t a t i o n n e l  de c e t t e  expression,  on 

v o i t  que l e s  2 a u t r e s  parenthèses sont  n u l l e s  ==> F = O . C.Q.F.D. 

On ob t i en t  l a  so lu t ion  fondamentale de première espèce : 



On ob t ien t  l a  solut ion fondementaie de deuxième espèce : 

Pour l e  cas s t a t i q u e ,  on a  évidemment l e s  so lu t ions  correspondantes 
O O 

rI e t  rII obtenues en f a i s a n t  w = 0. 

c  - solut ion de t ro is ième espèce : 

s o i t  v(x ,y)  = xl  !tn(r+xl ) - r déf in ie  pour x a r b i t r a i r e  e t  

Y(Y,  ,y2 ,y3) E S e t  t e l l e  que 

r + x # O pour des po in t s  i n t é r i e u r s .  
1 

Cette fonction e s t  harmonique : Ax v(x ,y)  = O . 
 ons sidérons a l o r s  l a  matrice : 



On remarque que d iv  Z(k) (x ,y )  = ro t  r o t  Z ( k )  ( x , ~ )  = O 

A* Z(k) . O 
1 

O 

La matrice ~ ( x , ~ )  = - ['Z - ( ~ + 2 u )  r] s a t i s f a i t  de même 
3(x+ri) 2 

?k 
l ' équat ion A M = O c ' e s t  l a  solut ion fondamentale de troisième espèce. 

E l le  e s t  ca rac té r i sée  par l a  propr ié té  t r è s  importante suivante,  

é t a b l i e  par  Kupradze . 

c 'est-à-dire que l ' opéra teur  T agissant  sur  l a  solut ion de troisième espèce 

donne l i e u  à une s ingula r i t é  de l a  forme a 
an r 

pour x = y. Un r é su l t a t  

analogue peut ê t r e  é t a b l i  pour l ' opéra teur  gknéraïisé P agissant  sur  l a  
O 

solut  ion fondamentale r ( x,y ) . 

1 2 - P o i t d &  t h f i q u e 6  - Equations i v L t é g u t a  des p / ~ o b l é m u  aux W u . -  

L a  méthode de réduction des problèmes aux l i m i t e s  à des équations in té -  

gra les  e s t  désormais classiques.  Comme pour l e s  équations harmoniques, on plus  

généralement pour t ou t e  équation (ou système) e l l i p t i q u e ,  il s u f f i t  de cons t ru i re  

des po ten t ie l s  correspondants, ayant des propr ié tés  l im i t e s  bien é t ab l i e s ,  e t  de 

rechercher l a  solut ion du problème sous forme de combinaisons de ces divers 

po ten t ie l s .  La méthode a é t é  exposée d'une façon parachevée dans l 'ouvrage de 

Bisatze "Bourndary vaïue problems f o r  e l l i p t i c  equations'' e t  nous suivons i c i  



exactement l e  même plan. 

1 - P o t e n t i e l s  é l a s t i q u e s .  

1 a  - ~ ( x )  = - * +  2 - b  1 r ( x , y )  $ ( y )  dS so lu t ion  de l ' équa t ion  : d u + v u = O 
2lT S Y 

p o t e n t i e l  de simple couche. 

1 
b - WI(x) = -  1 r I (x ,y )  $ ( y )  dS so lu t ion  de l a  même équation,  

2lT S Y 
p o t e n t i e l  de double couche de 

première espèce. 

c - WII(x) = - rII(x,Y) $(Y) dSy p o t e n t i e l  de double couche de 

deuxième espèce. 

?&& 
d  - A(x) = ' 1 M(x,y) $(y)  dS v é r i f i a n t  A u  = O 

2a S Y 
p o t e n t i e l  d'antenne. 

e  - ~ ( x )  = - r(x,Y) $(y) dy p o t e n t i e l  de volume. 

Ces p o t e n t i e l s  d ' o s c i l l a t i o n  donnent b ien  s û r  pour w = O , l e s  
O O O O 

p o t e n t i e l s  d ' é q u i l i b r e  correspondants ~ ( x )  , w1 ( x )  , wI1 ( x )  e t  U(X)  

2 - Propr ié t é s  l i m i t e s  des ~ o t e n t i e l s  é l a s t iques .  

a  - Le p o t e n t i e l  de simple couche ~ ( x )  e s t  continu pa r tou t .  



e - ( N V ) ~  = $ ( x  ) + - 
O r (xOyy) ]  $ (y )  dsy 4 ( Y )  continue 

1 
f - ~ ( x )  = - M ( ~ Y Y )  $ ( Y )  dsy e s t  continu dans l e  domaine fermé Bi, 

2n S 
pourvu que $ ( y )  s o i t  continue. 

g -  TA)^ = (TA) = - e d(xo)  +'\ [T'Y) M ( ~ , Y ) J  J ( Y )  pourvu que l a  
2lT S Y 

"densité" $ s o i t  

continue . 

f - Esuations i n t é g r a l e s  des riroblèmes aux l i m i t e s .  

L1espece e s t  supposé d i v i s é  par  l e  domaine rempli du matériau é l a s t i q u e  

en deux domaines complémentaires, simplement ou m u l t  iplement connexes. L ' i n t é r i e u r  

Bi s e r a  tou jours  p r i s  comme f i n i ,  l a  région ex té r i eure  Be pouvant ê t r e  f i n i e  

ou i n f i n i e .  

l e r  cas  : Bi = région hachurée ( f i n i e )  2e cas : Bi = région non 

hachurée ( f i n i e )  

Be = région non hachurée ( i n f i n i e )  B = région hachurge 
e 

( f i n i e )  



_+ 

-b * 
Nous appelons u ( x )  so lu t ion  r é g u l i è r e  de l ' équa t ion  d u + w2: = O ( 1 ) 

1 - Dans Bi, s i  0 : s a t i s f a i t  ( 1 )  dans B. 
1 

Les formules de B e t t i  sont  appl icables  

-b 
u dans Bi = Bi + a B.  . 

1 

2 - Dans B s i  0 : s a t i s f a i t  ( 1 ) dans Be 
e '  

- a Les formules de B e t t i  son t  appl icables  dans 
Be 

Q u ( x )  s a t i s f a i t  en p l u s  c e r t a i n e s  condi t ions  

d'amortissement à l ' i n f i n i ,  d i t e s  "condit ions 

de radia t ions" .  

L e s  principaux problèmes aux l i m i t e s  de l a  t h é o r i e  de l ' é l a s t i c i t é  

s 'énoncent a l o r s  comme s u i t  : 

Di = Trouver l a  s o l u t i o n  de ( l ) ,  régulièredans Bi, t e l l e  que l a  l i m i t e  

de l ' i n t é r i e u r  du vecteur déplacement s o i t  égale à un vecteur 

donné s ~ ( y )  s u r  S. 

De = Trouver l a  s o l u t i o n  de ( 1 ) '  r é g u l i è r e  dans 
Ba 

t e l l e  que l a  l i m i t e  

de l 1 e x t 6 r i e u r  du vecteur déplacement s o i t  égale à un vecteur  

donné a ~ ( y )  s u r  S. 

Ti, Te = Même problème s i  on s e  donne c e t t e  fo i s -c i  l a  l i m i t e  du vecteur 

t ens ion  s u r  S. 

Mi' Me = d i t s  problèmes mixtes. Même énoncé r e l a t i f  à l a  combinaison : 



Nous a l l o n s  déduire l ' équa t ion  i n t é g r a l e  du problème D i ,  puis par 

a n d o g i e  é c r i r e  c e l l e s  de De, Ti, Te, Mi e t  Me : 

D .  = I l  s u f f i t  de rechercher l a  s o l u t i o n  sous l a  forme du p o t e n t i e l  . 
1 w~ 

I l  s u f f i t  d ' é c r i r e  que c e t t e  l i m i t e  e s t  égale au vecteur donné f (xo) .  

On o b t i e n t  l ' équa t ion  i n t é g r a l e ,  v é r i f i é e  par  l a  dens i t é  $ : 

On en dédui t ,  p a r  un raisonnement ident ique  : 

* 
Soi t  K (x ,y)  l a  matrice associée  à ~ ( x , y ) ,  c lest-à-dire obtenue 

à p a r t i r  d e  K(x,y) en : 

- I n t e r v e r t i s s a n t  l e s  arguments 

- I n t e r v e r t i s s a n t  l i g n e s  e t  colonnes. 



1 Posons K(x,y) = - i'(x,y). Nous pouvons a l o r s  condenser l ' é c r i t u r e  
2n 

des problèmes Di ,  De e t  Ti, Te. 

= T .  Pour x  = - 1 e t  f' = + f 
1 

4 )  - K ( x , Y )  $(y) dSy = f l ( x )  : [Tl { 
S = T 1' x = + 1  e t  f l = - f  e  

I l  fau t  remarquer t o u t  d'abord que l e s  équations ci-dessus sont 

s i n g u l i è r e s ,  e t  que par  conséquent l e s  i n t é g r a l e s  y  f iguran t  doivent ê t r e  comprises 

comme valeurs  p r inc ipa les .  La t h é o r i e  développée au  début de no t re  étude s ' y  

applique parfai tement.  Nous verrons en p a r t i c u l i e r  comment l a  notion de symbole 

permet de t r a i t e r  l e  problème de l a  r é g u l a r i s a t i o n ,  c  'est-$-dire, du passage à 

un système d 'équations de Fredholm, permettant à l a  f o i s  d'en é t u d i e r  l e s  p ropr i6 tés  

e t  de suggérer des so lu t ions  numériques connues en e f f e t  pour l e s  équations de 

ce type .  

Quand on résoud les  problèmes d'élastodynamique pour un domaine 
Be 

s 'é tendant  à l ' i n f i n i ,  il e s t  nécessa i re  d'imposer c e r t a i n e s  condit ions à l a  

so lu t ion  recherchée pour a s s u r e r  l ' u n i c i t é  de l a  s o l u t i o n ,  e t  un comportement 

physiquement admissible de l a  so lu t ion  à l ' i n f i n i .  Les condi t ions ,  d i t e s  condi t ions  

de r a d i a t i o n s ,  sont  analogues à c e l l e s  de Sommerfeld pour l a  so lu t ion  de l ' équa t ion  

-b 
de Helmholtz. Soient  e t  u  l e s  deux composantes, p o t e n t i e l l e  e t  so lénoidale  

P  s  
de u. Les condit ions de r a d i a t i o n s  de l ' é l a s t i c i t é  s ' é c r i v e n t  : 



+ a us 
limu = a  ; lim ( -  z )  = a  

S - ar 2 s 

1 

Soient alors : I 

12 = r(oYY) R = r(oyx) r = r x  et les vecteurs unitaires correspondants 1 

l 
On peut établir les estimations suivantes : 

Soit alors x c B , B - s'étendant 8 l'm. Traçons autour de x une 
e e 

sphère IR de rayon R suffisamment large pour englober Bi. Si :(x) est 

la solution régulière dans 
Be de l'équation fondamentale ( 1 ) , on peut écrire : 

-b 
T:~(X) - iwau (x) = o(R-I) Tr(k)(xyy) - iwa~(~)(x,y) = o(B-~) (x) = o(R-~ P 

T:~(x) - iubGs(x) = o(R-') 

P P 

T~(~)(x,y) - iwbr~k)(x,y) = 0(Rq2) 

s P ) 

2 
R (U r(k))= O( 1) 

P S  
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En tenant compte des estimations f a i t e s  précédemment on vo i t  que 
r 

C'est  l a  formule de Be t t i  pour l a  région i n f i n i e  
Be ' S é tan t  l a  

f ron t iè re .  

On en déduit immédiatement l e s  conclusions suivantes : 

1 - tou te  solut ion,  régul ière  dans *-t 2 - h  -h 

Be ' de l 'équat ion A u + w u = O , v é r i f i e  

-b 
l e s  r e l a t i ons  asymptotiques R U ( X )  = O (  1 )  ~ ( x )  = O ( 1 )  R U ~ ( X )  = O( 1 ) .  

.k+ 2 +  2  - tou te  solut ion,  régul ière  dans tou t  l ' espace,  de A u + w u u 8 e s t  

i dent i quement nul le .  

3 - tou te  solut ion,  régu l iè re  dans It 2 - h  Be e t  Bi, de A u + v u = 8 , e t  vé r i f i an t  

l e s  conditions u. = u e t  = (TU) su r  S e s t  identiquement nu l le .  
1 e e 

2 - h  4 - l a  solut ion de l 'équat ion A u + w u = d régul ière  dans B e t  v é r i f i a n t  
e 

sur  S : [TU(X) + ou(x)], = O avec I m  o 5 O e s t  identiquement nu l le .  
v 

-+ 5 - l e  vecteur régu l ie r  u (x )  v é r i f i a n t  : pi Au + 
1 

g r a d d i v u +  w2 u = O  X E  B. e t  ie Au+  ( ~ e + ~ e )  g r a d d i v u +  w 2 u =  O 
1 

pour x E: B 
e 



e t  l e s  conditions à l a  f r on t i è r e  : C .  u. = C u e t  cf (Tu)i = C '  (Tu) 
1 1  e e e e 

e s t  identiquement nul  (c i ,  C e ,  C l ,  C e  # O > .  

* - 6 - La solut ion de A u = O régu l iè re  dans B. e t  v é r i f i a n t  l e s  conditions 
1 

ui(x)  = O ou (Tu +a u)  = O O > O e s t  identiquement nu l le .  
i 

#! - -b 
7 - l a  solut ion de A u = O , régul ière  dans 

Bi e t  s a t i s f a i s a n t  l a  condition : 

-b -b -+ -f 
[Tu(x)] = O e s t  égale à A + ~ ( x )  , A e s t  a r b i t r a i r e  constant e t  B(x) 

ayant pour composantes : q xg - r x2 ; r x, - p xg ; p x 2 - q x 1  y 

p ,  q,  r a r b i t r a i r e s  

c'est-à-dire correspond à un déplacement r ig ide .  

Remarquons t ou t  d'abord que ces deux équations sont "associées". I l  

s u f f i r a  donc par  exemple d ' é tud ie r  ( T )  seulement, l ' é t ude  de (D) se  fa i san t  

exactement de l a  même façon. (T) s ' é c r i t  : 

ou en nota t ion d 'opérateurs : 

1 

Nous a l lons  é tud ie r  l e  problème de l a  régu la r i sa t ion  de ce système, 

c 'est-à-dire,  t rouver  un opérateur s i ngu l i e r  H t e l  que l e  système : 



(I+AH) (1-XK) = (1 +AH) f s o i t  un système de Fredholm de deuxième espèce. 

Une f o i s  l ' opé ra teur  H c o n s t r u i t ,  nous serons en mesure d 'appl iquer  

l e s  théorèmes c lass iques  de Fredholm. 

En développant l e  produi t  ci-dessus, e t  en tenant  compte du f a i t  que, 

d ' ap r s s  l e  théorème de Giraud no 8 ,  on a : 

on o b t i e n t  l e  système : 

F = H-K-AHK 

qui s e r a  de Fredholm s i  : 

En passant  en coordonnées l o c a ï e s  ( y 1  suivant  l a  normale, y; e t  y; 
3 

dans l e  plan t angen t )  l e  problème e s t  r é d u i t  à cons t ru i re  l ' o p é r a t e u r  

L ( ~ )  IJ? z $(x)  + AI H ( X , Y  , A )  $(y)  dy + 0.c.C. [opérateur complètement 

E2 
Y 

continu] 
* 

(dy é t a n t  1 'élément de su r face  dans l e  Plan  t angen t )  

t e l  pue l e  système L(2) L ( ' )  Q = L(2)  f s o i t  "fredholmien" de deuxième espèce,  

avec de même i c i  : L ( ' )  4 : $(x) - A K(x,Y) $(y)  dyy + O.C.C.  

E2 
Ceci e s t  j u s t i f i é ,  VU qu'un changement de coordonnées ne 

change pas l ' i n d i c e  du système. 



( 1 )  I è re  é tape  : Etab&ih~ement de la ea-ice Aqtnbofipue Y ( ' )  de ï, . 
Nous avons : 

Kjk(x,y A c O s n  x - - -  x k  a cos n x . )  + 
2a(A+2p) ax. r X J  

J 

+ 1 ar ar 
( ~ 6 ~ ~  + 3(A+u) - -1. A L + -  1 (T  ( x )  Q I j k  

~ v ( x + ~ I . I )  axk ' ax anx r ~n 
j 

O 
T ( ~ ) Q  = ~ ( ~ ) ( r - r ) .  

O En passant  en coordonnées l o c a l e s  a u  po in t  x su ivant  l e s  formules : 

O O O x .  - yi = a ( x  ) (x i -y ;  + aZi(x )(x;-Y;) + a . ( X  )(xi-Y;) 
1 1 i 3 1 

On a r r i v e  à é c r i r e  K(x,y) sous l a  forme : 

1 
K(x,Y) = Ki (x,Y) + 2 M(x,y; 3 + ~ ; ( x , y )  avec 

P 

cos 8 + Ab s i n  0)-(A cos0+A6sin0) 
5 

1 O K;(x ,Y)  x 2 
2n(~+21.1)  p (x ,y)  

O A COS 0 +A s i n  0 A cos 0 +A s i n  8 
1 2 3 4 

- [A~ cos 8 + A  s i n  01 O A o ~ e + A  s i n o  
2 5 6 
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2 2 
avec p (x ,y )  = (xi-y;) + (xi-y;12 

x '  - y; 
1 x; - Y; cos 0 = ; s i n 0 = -  

P ( X , Y )  P (X,Y)  

n l  = a (xO)  COS n x - a (xO) cos n x 
1 1  x 2 12 x 1 

O A, = a (xO)  cos n x - a ( X  ) COS nx x1 
2 1 x 2 22 

O = a (xO)  cos n x - a ( x  ) cos n x 
1 1  x 3 13 x 1 

A4 = a (xO) COS n x - a (xO) cos n x 2 1 x 3 23 x 1 

A~ = a (xO)  COS n 
12 

- a (xO) COS n x 
x X 3  13 x 2 

= a (xO)  cos n x - a (xO) cos n x 
22 x 3 23 x 2 

M(x,y; E )  = matrice dont l e  module tend vers zéro  avec E .  

O ~ ; ( x , y )  = ~ [ p ' - ~ ( x , y ) ]  q > 0 donc quasi-singulier  ("à f a i b l e  s i n g u l a r i t é " ) .  

Nous avons a l o r s  pour l e s  projec t ions  1") de L ( '  ) 9 ,  en posant 
X. 
1 

2 =--IL--- 
2-rr ( A+ 2p ) 

A cos0+A s in0 
1 2 

A cosû+A sin0 
L-'d = J1 - AL 1 d y  - 1 4 Q3 duy + O.C.C. 

1 E2 P 2 E2 P 2 

A1cosO+A s in0  
2 

A cosû+A sin0 
L: 4 = $, - ~e 1 d l  d~~ - A 1 6 d3 duY + O.C.C. 

2  
E2 P E2 \ P 2 2 

w 

1 A cos0+A sin0 
Lx = q 3 + A 2  9, doy 

A f i  1 6 9, duy + O.C.C.  
3  2 

P E2 P 2 
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1 
On en déduit alors tout simplement les éléments Lij. b = ,$2,~3)1 

La matrice symbolique est alors : Y 1 1 
= 'ij 

avec : 

1 = -2~iA!L(A~cos~+A sine) 1 
Yll = 1 ; Y12 2 ; Y 13 = -2niA!L(A cos0+A4sin8) 

3 

1 1 
2 = -2nih~(A cos0+A6sin8) (Ypl = 2nih!?,(A1cos0+A sine) Yg2 = 1 ; 

5 
1 = 2nihi(A cos0+A4sin6) ; Y' = 2niha (A cos8+A6sin8) ; = 1. 

'3 1 3 32 5 

d'où 

( u1 = A cos 0 + A sip 6 
1 2 

1 2 2 2 2  2 2 
dét Y = 1 - 4n h a (p + u + u3) 1 2 , p2 = A 3 COS 8 + Ab sin 8 

= A cos 8 + A6 sin e " 5 

Pour des surfaces de Liapunov, on démontre que 2 2 2  
+ u2 + v3 peut 

slécrire sous la forme 1 + v(x,xo) , v(x,xo) étant arbitrairement petit. 

On peut donc écrire : 

1 - A +2 h Conbéquence : Pour les valeurs de h # f - = + = i ( 2  + -), 
21t a ~t ~t 

(2) il est possible de construire la matrice Y(2) de L . 

(2) 2ème étape : Mataice bqmbolXque de L , 

v 

soit : 



* 2 2 2  2 * 2 2 2  yll = 1 - 4n A a (A cos e +n6 sine) ; yg2= 1 - 4 n  A a (A cos û + A  sin el2; 
5 3 4 

2 2 2  2 Y* = 1 - 471 A a (4, cos 9 + A, sin 8) . 
3 3 

* 2 2 2 
y12 = 2niAi(A cos + sin 8) + bn A (A cos + A4 sin B)(A cos e + A6 sin 9) 1 3 5 

y73 
2 2 2  = 2nihi(A cos + A4 sin 8) - 4n A r (A cos û + A sin e)(n cos e + A6 sin 0) 

3 1 2 5 
* 2 2 2 Ygl = -2niAa(A, cos 9 + A2 sin 8) + 4n A a (A cos 0 + A4 sin 0)(A cos O +  A sin 8) 3 5 6 

2 2 2 Y* = 2niAa(A cos û + sin 8) + 4n A a ( A ~  cos û + A sin e)(n cos e + A4 sin e) 23 5 2 3 

2 2 2  Y* = -2niAa(A cos 0 + A4 sin 8) - 4n A a (Al cos 0 + A sin e)(A cos9 + A sin 8) 
3 1 3 2 5 6 
* 2 2 2 = -2niA!L(A cos 9 + A sin 8) + 4n A 2 (Al cos 9 + A sin B)(A cosû+ A4 sin û )  

5 6 2 3 

aème étape : Conbltrucction d'un opélratM /rti,queahisW. 

C'est l'opérateur d'élément général : 

(2) f. 
,p = Ip + 

"jk k O k 1 2 a(y)do + O.C.C. 
E2 

Y 

On a ici : 

1 bA1 = - - + A:)] ; f(2) = - - 2 2 
1 1  " [(%-A )cos 29 - 2 ~ i  A sin 201 

A A 5 5 6 

bo l2 = - A' (A A +A A ) ; f lg) = oe (Al cos0+~~sine) - ol[(~ A +A A ) s ~ ~ ~ ~ + A , A ~ - A ~ A ~ )  
A 3 5  4 6  A A 3 6  4 5  

cos 2 4  

(A3A5-A4A6 ) cos 281 



3 1 - - - A 1 ( A , A ~ + A $ ~ )  ; = - - h R A 1 

bo - A 
A (A3cos 0+A4sin0 ) + - A [(A ,A6+A2~: ) s i n  20+ 

b32 = ( A  A +A A ) ; f ( 2 )  = - - A ' 
1 3  2 4  

cose+A s i n e )  - - [(A A +A A ) s i n  26+ 
O A 3 2 A 

6 A 1 4  2 3  

avec : 
2 2 2 f A = 1 - 4 . r r h R  

Posons B ( X ; A )  = [bjk(x;A)] e t  ~ ( x , y ; A )  = 
1 

O 
A P  (x,y) 

On a a l o r s  dé t  B(x;A) = d é t  ~ ( x ~ ; A ) + ~ ( x , x ~ )  n(x,xO) de module pouvant ê t r e  

rendu arbi t ra i rement  p e t i t .  

Pour rechercher l e s  zéros de dét  B(x;x),  il e s t  donc s u f f i s a n t  

! 
de rechercher ceux de dét  B(xo;A). O r  

1 4 4 Dét B ( X ~ ; A )  = - [-At3 s i n  8 + ~ ' ~ ( 1  + s i n 2  0 + s i n  8 )  - A1(2 + s in28)  + 11 
A 

d'où l e s  3 rac ines  : 

1 + sin28 * A + 2 s in2 8 - 3 s i n 4  8 
A i = 1  ; 2 93 = 4 

2 s i n  8 

E l l e s  sont t o u t e s  3 r é e l l e s  e t  pos i t ives .  De p l u s  ( 1 A;] , 1 A; 1 1 2 1 



- I L 
Les valeurs correspondantes de h sont A - 2 - ; h 2  = + - 

n a f i  n a 6  

Dans l e  plan de l a  variable complexe, muni de l a  coupure 

1 
(-9 

- - .  , +-), on a donc Dét B(x;h) # O ==> B - ' ( x ; ~ )  ex is te  
¶ + -  

4~ra  4na 
# o E2. 

L ' opérateur 

L ( 2 ) )  = I @ ( x )  + A I  ~ ~ ( x ; h ) ~ ( x , ~ ; h ) $ ( ~ ) d O  + O.C.C. e s t  donc auss i  un régu- 
w Y 

En posant ~ ( x , y ; h )  = B-' ( x ; h ) ~ ( x , y ; h ) ,  nous construisons l 'opérateur  

L ( 2 ) 4  = ( I + A I I ) ~  qui remplit toutes  l e s  conditions requises.  E t  l e  système 

devient : 

avec : 

0 F(x,y; A )  = noyau de Fredholm. 

Q ~ é t p + ~ ~  @(x;h)] = Dét ~.+B-'[I-B] = Dét B-' # O. 11 s u f f i t  de poser [ 1 

4ème étape : Andqae du a yazéme ~ & e d h o W e n  obteyur. 

I l  s ' a g i t  maintenant d 'é tudier  l e  système : 

Tous l e s  théorèmes de Fredholm s 'appliquent.  En p a r t i c u l i e r  : 

l e r  théorème : 11 ex i s t e  une matrice "résolvante" ~ ( x , y ; h ) ,  fonction méromorphe 

de h dans l e  plan a ,  t e l l e  que, pour t ou t e  valeur de A diff 'érente des pôles,  



solut ion unique : 

La "résolvante" v é r i f i e  l e s  2 équations fonctionnelles : 

2ème théorème : Soient : 

r l e  nombre de solut ions  linéairement indépendantes de 

r1 ce lu i  des solut ions  de l ' équa t ion  associée '?(y) - h 1 Y ( { ) K ( E  ,y)aSF = 0. 
s 

Alors : r = r l .  

3èqie, théorème : 
I l 

.L 

, S o i t  A = A un pôle de l a  résolvante e t  valeur propre de l ' équat ion 
l O 

(1-AK)~ = o. 1 

S o i t  Y 1  Y2  ... Yr l 'ensemble des solut ions  linéairement indépendantes 

de l ' équat ion associée. Alors : 

La C.N.S. pour que l ' équat ion $(x)  - xo 1 I ( ( X , S ) $ ( F ) ~ S ~  = f ( x )  a i t  une 
S 

so lu t ion  e s t  que l e  second membre f ( x )  s o i t  orthogonal à Y 1  Y g . . .  Y 
r r 

c 'est-à-dire do i t  remplir l e s  r condit ions ) Y .  ( x )  . f ( x ) a X  = O j=1 ,2,. . . ,r. 
S J  

jème é tape : Retouh aux p/robtèmes aux Limites de 1' Ua~Xcité.  

Retouraons maintenant, par  exemple, aux problèmes D. e t  Te, dont 
1 

l e s  équations sont  respectivement : 
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Nous remarquons d'abord que l a  valeur X = 1 correspondant à ces 

1 
2 problèmes se  trouve en dehors de l a  coupure, puisque - - A - 1 + - >  1 

4 ~ a  21.i 

Considérons l e s  équations homogènes correspondantes (qui  sont associées)  

O 
Supposons que Y (x )  s o i t  une b ~ l u t i o n  # O de ( T  . On prouve 

facilement que cec i  e s t  impossible e t  que nécessairement ~ ( x )  = 0. I l  
O 

s 'ensuit  d'après l e  second, théorème de Fredholm que ( D ~ )  non plus ne peut 

avoir  une solut ion diff 'érente de zéro. 

Le 3ème théorème de Fredholm permet a lo r s  de conclure que : 

1 - Le problème Di possède une solut ion unique pour f ( x )  c H(y). 

2 - I l  en e s t  de même pour ( ~ ~ 1 .  

Des conclusions analogues peuvent alors ê t r e  é t a b l i e s  pour l e s  

au t res  problèmes. 



CHAPITRE I V  

----------- 

RESOLUTTON NUMERlQUE DES EQUATTONS INTEGRALES 

DE /A THEORlE DE L' ELASTlClTE. 

§ 1 .  Rébolu50n de6 E q d a n s  IntEghdeb de Fkedhoh. 

Soi t  l 'équation in tégra le  $(XI - h(b K(x,y)$(y)dy = f ( x ) .  @ 

Pour résoudre numériquement c e t t e  équation, deux idées d i r ec t r i c e s  s ' o f f r en t  

I à nous : 

I 1 - Remplacer l ' équa t ion  par  un système l i n é a i r e .  

I 2 - Résoudre par  approximations successives. 

Notons, dès d'abord, que ces deux idées ,  l o i n  de s e r v i r  uniquement 

à déterminer des solut ions  numériques, sont à l a  base aus s i  de l ' é t ude  thgosique 

des équations in tégra les  de Fredholm. Nous a l lons  développer succintement l e  

principe des deux voies o f f e r t e s ,  l a  l i t t é r a t u r e  à ce propos é t an t  largement 

répandue e t  connue. 

Réduction à un système d'éguations algébrigues. ---------------- --------- --------- ---- --- 

I Il ex i s t e  p lus ieurs  façons de réduire  l ' é tude de l 'équat ion i n t ég ra l e  

à c e l l e  d'un système algébrique. Nous nous bornons i c i  à s igna le r  l a  p lus  ancienne, 
, 

e t  l a  plus  connue, u t i l i s a n t  des formules d ' in te rpo la t ion  e t  d ' in tégrat ion nume- 

r ique connues. 
tb 

En f a i t ,  t o u t  revient  à rempLscer l e  terme ] K(x,Y)$(Y)w par  une 
a 

des nombreuses formules d ' in tégrat ion numérique : 



1.2- - Y(x)dx = 1 % Y ( \ )  + P ,  p é t an t  l e  r e s t e .  
a 1 

fir : des coef f i c ien t s  connues pour l a  formule u t i l i s é e .  

xk : poin t s  à chois i r  suivant  l a  formule u t i l i s é e .  

p : r e s t e  qu'on peut évaluer.  

Exemple : 

1.  Formule du ca r ré  b-a : x l = a  ; x = a + -  b-a 
2 

,... ; x = a - (n-1) - ; 
n ii n 

2. " b-a des t rapèzes  : x = a ; x = a + - 
1 2 ,...; x = :b .  

-.n n- 1 

b - a  - - b-a 
y A2 = A3 - = - .  ... - An-l = - .  n 

2n-2 . n- 1 

3. " de l a  tangente - b- a b-a b-a : x , - a +  x = a + 3 -  
2 ... x = a +  (2n-1)-  

2n n n 
2 n 

b-a 

n 

4. " de Tschebyscheff : b-a + ( n )  X k = -  "k 
b-a 

2 2 Ak = - I n 

Les q )  é tan t  l e s  "points de Tschebyscheff" connus. 

5. " de Gauss : 

% = a + (b-a) % = (b-a) Ak ( n >  



$) : "points de Gauss", zéros des polynômes de Legendre. 

A : "coeff ic ients  de Gauss", const rui t  pour l ' i n t e r v a l l e  ( O ,  1 ) . 

En appliquant l a  formuïe @ , on a a lo r s  : 

.n 
$(XI - A 1 % K(x, \ )$ ( \ )  = f ( x )  + A P ( x )  pour tou t  x. 

' 1 

En p a r t i c u l i e r ,  en remplaçant x par  x 1  suc~essivement,  on about i t  
n 

au système : 

D'où, en négligeant au départ l e s  r e s t e  
'i l e  système approché : 

La résolut ion de ce système donnera des valeurs approchées $, . . .$n 

recherchées. Pour évaluer l ' e r r e u r  dûe à l 'omission des termes 
'i ; diverses 

formules ont é t é  é t ab l i e s  ( c f .  à ce propos Kantorowitch e t  Krylov : Naherungs 

methoden der H6heren Analysis) . 

1.2. - Approximation succesiive. - ..................... 
On recherche l a  solut ion sous forme d'une sér ie .  de l a  forme : 

En remplaçant dans lv6qua t ion  , on vo i t  que : 



b b 
+ 0 ( ~ )  = f ( x )  i i l ( x )  = J K ( x , Y ) + ~ ( Y ) o J -  ; 9 2 ( ~ )  = K ( X , Y ) + ,  ( y ) ~  e t c . .  . 

a a 

On pose a l o r s  K~ (x,y)  = K(x,y) 

... e t c . . .  

Avec I A l  < 1 '1 I K I  < MI, l a  s é r i e  s e r a  sûrement convergente. 
~ ( b - a )  

En prenant n termes seulement pour $ ( x ) ,  op néglige un r e s t e  R 
n 

t e l  que 

( ~ a  s é r i e  ci-dessus e s t  souvent appelée s é r i e  de ~eumann) .  

5 2 .  TuLtement da t q d o n 6  Lntég&a.ta b h q u L i è t r a .  

La première idée  qu i  v ien t  à l ' e s p r i t  e s t  q u ' i l  s u f f i t  de r é g u l a r i s e r  

l ' équa t ion  donnée e t  de t r a i t e r  l a  "fredholmienne" obtenue par  l e s  méthodes c i -  

avant .  Cependant, dans l a  p ra t ique ,  l a  cons t ruct ion  d'un opérateur r é g u l a r i s a n t  

e s t  l e  plu. souvent t r è s  labor ieuse  (on s ' e n  est rendu compte à propres de 

l ' équa t ion  (T) ; e t  encore ce n ' é t a i t  qu'une r é g u l a r i s a t i o n  ponctuel le ,  a u  



point  xo ) ,  e t  l ' équat ion obtenue a souvent une s t r uc tu r e  compliquée. De plus 

l a  régu la r i sa t ion  n ' e s t  pas toujours équivalente ... Aussi f au t - i l  l e  plus souvent 

avoir  recours à d 'autres  a r t i f i c e s .  

2.1. - Ut i l i s a t i on  de l a  s é r i e  de Neumann : théorème de Schmeidler. .................................. ...................... 

Nous c i tons  tou t  simplement un théorème é t a b l i  par Schmeidler, qui 

permet de f i x e r  l e  type de noyaux s i ngu l i e r s ,  pour lesquels  l a  méthode e s t  

applicable.  

Théoh&me.- Soi t  K(x,y) un noyau t e l  que : 

1 - Il  v é r i f i e  l e s  3 conditions ci-après ; 

2 - La forme b i l i n é a i r e  i n t ég ra l e  K ( s , ~ ) X ( S  ) y ( t ) d s  d t  pour des fonctions 

x ( s )  e t  y ( t )  normées s o i t  bornée par  une constante M. 

Alors l ' équat ion y (S)  - X K ( s , t ) y ( t ) d t  = f(s) ,  où f ( 6 )  e s t  à 1". 
car ré  in tégrab le  e t  1 hl < 1 ,  peut ê t r e  résolue par l a  s é r i e  de Neumann. La 

s é r i e  converge a lo r s  en moyenne vers y ( ~ ) ,  so lu t i onb  ca r ré  in tégrable .  La 

so lu t ion  e s t  déterminée d'une façon unique, à un ensemble de mesure nu l le  p rès .  

CONDITION 1 : K ( s , t ) y ( t ) d t  e s t  une fonction de s à carré  in tégrab le ,  pour 1: 
tou t  y à car ré  in tégrab le  dans (a ,b )  . 

CONDITION II : K(S,t)x(S)ds e s t  une fonction de t à carré  in tégrab le  pour 1: 
tou te  x(S) à car ré  in tégrab le  ( c  6 S f d ) .  

CONDITION III : Pour tou te  couple de fonctions X(S) e t  y ( t )  à car ré  in té -  

grable,  on a : 



Schmeidler t r a i t e  par c e t t e  méthode l e  système suivant : 

où v  e t  h  représentent  l e s  compo- 

santes  de l a  force exercée par un 

mur de barrage sur  l e  s o l .  

' v é r i f i e  I l  é t a b l i t  notamment que l e  noyau - 
x- S 

l e s  conditions du théorème. 

2.2.  - Réduction à un système algébrigue. ---------------- -------- ---- -- 
Reprenons l e  système : 

Nous voyons, que pour un noyau s i ngu l i e r ,  l e s  termes diagonaux devien- 

nent i n f i n i s  ou n 'ont  plus aucun sens e t  l e  système n ' a  pl- aucune valeur. 

O Pour é v i t e r  c e t  é cue i l ,  Kantorovitch propose l a  méthode suivante : 

Reprenons l ' équa t ion  i n t ég ra l e  @ e t  écrivons l à ,  sous l a  forme : 

L' intégrant  K(x,y) [$(y) - $ ( x u  e s t  a l o r s  rendu continu e t  l ' i n t é g r a l e  no 2 
b  

peut ê t r e  remplacée sans inconvénient pa r  une somme f i n i e .  L ' in tégra le  J K ( ~ , Y ) ~ Y  
a 

donne a lo r s  une fonction ~ ( x )  ( à  ca l cu l e r ) .  

Le système algébrique s ' é c r i t  a l o r s  : 

Pour l eve r  l ' indéterminat ion s u r  l e s  termes de l a  diagonale p r inc ipa le ,  



il s u f f i t  a lo rs  de remplacer K ( X ~  ,xi) [ '(xi) - $(xi)] Par une formule d ' i n t e r -  

polation.  Par exemple, en u t i l i s a n t  une in te rpo la t ion  l i n é a i r e  : 

Le système algébrique e s t  a l o r s  complètement dé f in i ,  e t  s e  p rê te  à une résolut ion 

classique.  Cependant c e t t e  méthode a un défaut patent  : il e s t  t r è s  d i f f i c i l e  

d'évaluer l ' e r r e u r  commise, e t  l a  solut ion trouvée peut s e  d i f fé renc ie r  notablement 

de l a  solut ion c h e r c h é e . ( ~ ' a i l l e u r s  son auteur l a  présente sans aucun commentaire). 

. Une d t h o d e ,  récemment proposée par  Kupradze, r e t i e n t  beaucoup plus  l ' a t t e n t i o n .  

E l l e  s 'applique parfaitement aux équations de l ' é l a s t i c i t é  e t  ne possède aucune 

des incer t i tudes  signalées plus  haut. Nous a l lons  l 'exposer d'une façon d é t a i l l é e  

pour quelques problèmes de l a  théor ie  de l ' é l a s t i c i t é ,  E l le  e s t  basée sur  l a  

p o s s i b i l i t é  de réduire  l e s  équations s ingul ières  de l a  théor ie  de l ' é l a s t i c i t k  

à des équations fonctionnelles équivalentes, ayant des propr ié tés  t r è s  in té res -  

santes .  

VLd6t~acztion d e s  ondes U a $ L q u e s .  

11 s ' a g i t  de résoudre l e  problème suivant : 

So i t  B i  un domaine f i n i  de f ~ o h t i è r e  S du type de Liapounoff. So i t  

Be l e  domaine i n f i n i  complémentaire, supposé occupé par un milieu é l a s t i que  de 

constantes de carré  Ae,ve. 

Soi t  au point  x r Be l a  Bource de vibrat ions ,  de fréquence w (d i f -  
O 

f é ren te  des fréquences propres de B i ) ,  E ( X , X ~ )  l e  champ de déplbcements en- 

gendré par  c e t t e  source en l 'absence de B i .  Le champ peut ê t r e  évalué par  l e s  

formules de l a  page 72, e t  nous supposerons q u ' i l  e s t  t o u t  simplement donné. 



Le problème e s t  a l o r s  de construi re  l e  vecteur u(x)  t e l  que : 

_3 -P 

1. Pe 
2 -b A<(x) + ( A  + P ) grad d iv  u(x)  + ai. u(x)  = O x r Be e e 

2. [ T ~  <(x)J = O s u r  S. 

-f -f 

3 U ( X )  - E ( x , x ~ )  x D Be e s t  un vecteur régu l ie r .  

Q La solut ion de ce problème, qui n ' e s t  au t re  que ( T  ) pour l e  vecteur 
e 

-t - + 
U(X) - E(x,xO),  peut a lo r s  ê t r e  recherchée sous l a  forme 

$ vé r i f i an t  l ' équat ion i n t ég ra l e  s ingul ière  ( l e  système en f a i t )  : 

x - '4' (y )  T ~ ~ ( X , ~ ) Y  = 2(x,xo) , 
2n S 

On peut dès l o r s  résoudre par l a  méthode de Kantorovitch c i t é e  en 

P* 7 

O On peut auss i  procéder de l a  manière suivante : 

Supposons t o u t  d'abord que B i  ne s o i t  pas une cavi té ,  mais remplie 

d'un matéfiau de constantes Ai ,via  Le problème posé devient c e lu i  d'un mil ieu 

non-homogène. O r ,  Kupradze a prouvé que l a  soPution de ce problème v é r i f i e  

(nécessairement e t  suffisamment) l e  système dl équations : 



-+ + +  4 hi+ 2p 
avec $ = u -u. ; n(x)  = - ( 2  pi + pe i 

e 1 
) pour x s B, 

3 1 
he+2ue 

De plus pour 1 r 1 suffisamment p e t i t ,  l a  solut ion du sytème ci-dessus 

e s t  solut ion du problème suivant de l a  théor ie  de l ' é l a s t i c i t é  : 

+ -b * * 
L 

u(x)  - E(x,x ) e s t  une solut ion régu l iè re  de A v + w v = O 
O e 

pour x E B . e 

1 En posant hi - - Pi = O on obt ient  notre  problème. De plus  T = O. 

La  solut ion de no t re  problème e s t  donnée par l e  système : 

1 En posant ~ ( x , y )  = - T~ r (x,y) , il devient : 
2rI Y 



L'avantage d'un t e l  système saute aux yeux, pour l e  calcul  numérique 

de +. 
1 - Les domaines de var ia t ion de x e t  y sont d i s t i n c t s .  Donc, en réduisant  

l a  première équation à un système algébrique, l e  problème des éléments diagonaux 

ne se  pose même pas. 

2 - Le degré d ' a r b i t r a i r e  l a i s s é  au choix des points  x.. 
1 

-+ 
3 - L'équation donnant $ e s t  de première espèce. 

. L'écr i tu re  de t e l s  systèmes d'équations fonctionnelles peut ê t r e  f a i t e  pour 

bon nombre d 'autres  problèmes, e t  d 'autres  opérateurs que ce lu i  de l ' é l a s t i c i t é .  

Nous donnons l e s  r é s u l t a t s  suivants : 

1 .  Système - _-____ p o m  _-_ ( D ~ )  



5 .  Piroblème de  Dficheet p o w  l ' e g u a t i o n  de  Laphce ciam l e  @!an. .................... ------- ------------ ------------- -_-  

f(x) = u(x) pour x E S. 



APPL ZCATIUNS NUMERIQUES. 

----------- 

PaabLème de La t o ~ i o n .  

Nous savons, que pour un prisme de sec t ion  quelconque, de généra t r ice  

Oz, l e s  sec t ions  ne r e s t e n t  pas planes,  e t  en termes de déplacements, on a  l a  

solut ion : 

U = -TZy V = T Z X  w = ~ ' ( x Y Y )  

d'où r y  e t  r = P T (  
ZX -e + x)  , l e s  r e s t e s  sont nu i s .  

ax Y z  ay 

En remplaçant dans l e s  équations d ' équ i l ib re  on obt ient  
ax au2 

Ecrivant que l e s  e f f o r t s  sont  nuls  sur l a  surface  ex té r i eure  ( à  p a r t  l e s  ext ré-  

m i t é s ) ,  on ob t i en t  l a  condit ion à l a  f r o n t i è r e  : 

On abou t i t  a i n s i  à un problème de Neumann pour l a  fonction harmonique 

#(x,Y) 

S o i t  a l o r s  ~ ( x , y )  l a  fonction conjuguée de : 



d'où 

1 2  2 y = -  ( X  + Y  + C k  sur  hk ( L = L , U  L 2 U  ... U L ) .  Une seule  
2 m 

des 
Ck peut ê t r e  f ixée  arbi t ra i rement ,  l e s  aut res  é t an t  f ixés  par  l a  condition 

que +(x ,y )  e s t  à valeur unique (non multiforme). 

Soi t  ~ ( z )  = $ + i Y ,  bolomorphe dans S (as = L ) .  

Introduisons a l o r s  

Le problème devient AY = - 2 e t  Y = O  sur  L. 

(?J Ainsi ,  pour résoudre l e  problème de l a  to r s ion ,  on peut ,  suivant  ce qui semble 

ê t r e  l e  p lus  access ible  résoudre un problème de Di r ich le t  pour l a  fonction y 

v é r i f i an t  l ' équa t ion  de Laplace, ou bien l e  problème de Neumann pour q~ v é r i f i a n t  

A$ = O ,  OU bien une équation de Poisson en Y ,  avec un problème homogène de 

Di r ich le t .  

La r i g i d i t é  à l a  to r s ion  s 'évalue par  l ' i n t é g r a l e  



5 1 .  Méthode de RlTZ-GALERKlN. 

Nombre de problèmes de physique mathématique conduisent souvent à un 

problème d'équations aux dérivées p a r t i e l l e s  (E lec t ros ta t ique  - E l a s t i c i t é  

hydrodynamique e t c . .  . ) , avec des données à l a  f r o n t i è r e ,  ou des données i n i t i a l e s .  

Du point  de vue du ca lcu l  des v a r i a t i o n s ,  l a  so lu t ion  du problènie, s i  e l l e  e x i s t e ,  

e s t  recherchée comme minimisant une expression i n t é g r a l e .  En p ra t ique ,  il e s t  l e  

plus souvent impossible de t rouver  de t e l l e s  so lu t ions  sous forme exactes. Aussi 

essaye-t-on de remplacer l ' é t u d e  du minimum de l ' express ion en quest ion,  p a r  

l ' é t u d e  d'un système algébrique à coef f i c ien t s  constants  e t  obtenue une so lu t ion  

approchée du problème. Diverses méthodes, reposant presque tou tes  su r  ce p r inc ipe  

ont é t é  développées. Nous. présentons c e l l e  de RITZ-GALERKIN, qui en e s t  largement 

représenta t ive .  

1 . 1 .  - E q o s é  -- --------a-------- de l a  méthode : S o i t  à rechercher l e  minimum de l ' i n t é -  

g ra le  double I ( u )  = F(x,y,u,ux,u )dx dy dans l a  condition u = $(S)  
Y 

e t  I' = aD.  

* * 
u (x ,y )  e s t  l a  polution exacte e t  1 ( u  ) = m l e  minimum correspondant. 

- - - 
Soient a l o r s  u . . . u  une s u i t e  de fonctions s a t i s f a i s a n t  u. = $(S) 

1 n 1 

s u r  r e t  t e l l e s  que I (%)  converge (dans un sens à p r é c i s e r )  vers m. 
- * 

Alors u convergera vers u (dans un sens à p r é c i s e r  a u s s i ) .  
n 

Examinons a l o r s  l a  s u i t e  de fonctions u = ) (x ,y ,a ,  ,ap, .  . . , a  ) n 

t e l  que u = $ ( s )  s u r  r .  

En recherchant parmi ces fonctions c e l l e s  qui.minimisent 1, on 

e s t  amené à résoudre l e  problème : 

Trouver 
a l y * * * y a  

t e l  que 1 = I ( a  a a ) s o i t  minimum. 
n 1 '  2'  n 

Les nombres a , . . . , a  doivent donc v é r i f i e r  l e  système algébrique 
1 n 



- - - - - 
S o i t  a  , . . . , a  l a  so lu t ion  de ce système. La fonction u  = @ ( x , y , a , ,  . . . ,a ) 1 n  n  

e s t  a l o r s  une solu t ion  approchée de not re  problème. 

Pour l a  convergence, il s u f f i t  que l e  système Qn(x ,y ,a l  ,ap , .  . . , a  ) n 

s o i t  complet. 

So i t  a l o r s  à résoudre l ' équa t ion  ~ ( u )  = O ,  L é t a n t  un opéra teur  

d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  ( à  2 v a r i a b l e s ) ,  avec l a  condit ion u  = O s u r  i' 

( c  est-à-dire l e  ~ r o b l è m e  homogène) . 
Nous cherchons l a  so lu t ion  approchée sous l a  forme : 

l e s  $. v é r i f i a n t  l a  même condit ion s u r  r e t  supposées ê t r e  l e s  premières 
1 

fonct ions  d'un système { ~ ~ ( x , y ) }  i = 1 2 , .  . n ,  . . ) complet dans un 

domaine D. L(;) devant ê t r e  n u l ,  il d o i t  ê t r e  orthogonal à t o u t e s  l e s  fonct ions  

du système complet . Pour déterminer l e s  c  nous disposons donc de n  
1 i' 

r e l a t i o n s  d 'or thogonal i té  : 

Ceci nous donne un système l i n é a i r e  ( L  é t a n t  supposé l i n é a i r e )  

- 
pour l a  détermination des c .  e t  donc de l a  so lu t ion  approchée u(x ,y) .  

1 - 

Pour une étude approfondie de l a  quest ion (es t imat ion  de l ' e r r e u r ;  

amél iora t ion  de l a  convergence, e t c . . . ) ,  s e  réf 'érer à l 'ouvrage de S .G.  ~ i k h l i n  

"Var ia t ional  methods i n  mathematical physicst '  ; du même auteur  auss i  " ~ u m e r i c a l  

performance of  v a r i a t i o n a l  methodst'. 



2.2. - Q ~ l i c a t i o n  aux équations aux dérivées E a r t i e l l e s  de second ordre  : .................................... ----------_________------ 
Eguation - de Poisson. 

Considérons l ' équa t ion  de Poisson : 

Le problème aux données non homogènes peut tou jours  ê t r e  ramené à un 

problème homogène en considérant à l a  p lace  de u l a  fonction w(x,y) = 

u ( x , ~ )  - v ( x Y y ) ,  v (xSy)  prenant l a  valeur imposée f ( s )  sur r .  

 après ce qui  précède, nous recherchons l a  so lu t ion  approchée sous 

l a  forme : 

n 
un(x,y)  = d n )  % ( x Y Y ) ,  l e s  é t a n t  déterminés par  l e  système : 

k= 1 

Le problème qui  s e  pose e s t  a l o r s  c e l u i  du choix du système complet % ( x , y ) .  

Pour c e l a ,  nous nous basons s u r ' l e  théorème su ivan t ,  qui  e s t  une généra l i sa t ion  

du théorème de Weierstrass : 

Théo&ème.- Soi t  v(x ,y)  une fonction continue, a i n s i  .que ses  dér ivées  

- a v 
a V  e t  - , dans un domaine fermé D.  I l  e x i s t e  tou jours  un polynôme ~ ( x , y ) ,  
a x ay 

t e l  que l ' o n  a i t  dans D : 

< E ; 1 - 1 < E ; E a rb i t r a i r ement  /v(x ,Y)  - p(x ,y )  / c E ; la - -1 
ax ax ay ay 

p e t i t  . 

Ce théorème permet d ' a f f i rmer  : 



Le système de fonct ions  $ o = w  ; $ , = W X  ; Q 2 = w y  ; 1 3 = w x  2 .  , 

$b = wxy e t c . . .  e s t  un système complet dans D ; pour c e l a ,  il s u f f i t  que : 

1 .  w(x,y) > 0 ,  continue,  bornée dans D .  

aw 
2. - aw e t  - e x i s t e n t ,  sont continues e t  bornées dans D.  

a x ay 

3. W(X,Y)  = O s u r  r .  

On en déduit  a l o r s  un moyen simple pour t rouver  un système complet 

dans un domaine D. I l  s u f f i t  de prendre pour w(x,y) l ' équa t ion  du contour. 

Ceci e s t  ~ a r t i c u l i è r e m e n t  a i s é  pour l e s  contours algébriques convexes. Pour l e s  

contours concaves (polygônes concaves e t c . .  . ) l a  cons t ruct ion  de l a  fonction 

w(x,y) e s t  beaucoup p lus  d é l i c a t e  e t  problématique. 

Nous a l l o n s  appl iquer  l a  méthode, pour résoudre l e  problème de l a  ! 
t o r s i o n  d'une poutre à sec t ion  ca r rée ,  e t  d'un a rb re  c l ave té .  

. 
Nous commençons pa r  l e  problème de l a g e c t i o n  c i r c u l a i r e  avec logement 

de c l a v e t t e  

q BC = 2a ( C H  = a )  

53, rayon = R. 

R2 - x* - y 2 
W(X,Y) = [/Y-hl - (y-hl + la-xl - (a-x) + la+xl - (a+x)] 







DERIVEES PREMIERES 

aw 
1 - =  -2y (x-a) 

a Y 

ap aw 
1 - = - -  Zay 

ay ;s 

On en déduit : 

2. 2 2 D'ailleurs f w = 3w3 + 4(wl-p) = 3w3 - 4 a ( ~  -x -y ) .  
j = 1  j 



DERIVEES SECONDES - LAPLACIENS - 

On en déduit : 



Compte t enu  de l a  symétrie du contour par  rapport  à Oy, nous prendrons 

comme expression approchée pour u(x ,y)  : 

k u dépend de ( ~ + 1 )  ( 2 ~ + l )  c o e f f i c i e n t  Agi qui doivent  v é r i f i e r  
n 

l e  système : 

28 a 
8 = O ,  ... ,p  

(AU +2)w x y d~ dy = O Ji, I1 
s o i t  (p+1)(2p+l)  équations.  

a = 0 ,  ... ,2p 

s o i t  

e t  l e  système devient  : 

Posons a l o r s  : 



Le système prend a lo r s  l a  forme simple s n i v ~ n t ~ e  : 

Le problème numérique l e  plus important e s t  a l o r s  de ca lcu le r  l e s  

Iaf3ik 
après quoi on peut poser l e  système e t  l e  résoudre par l e s  méthodes 

n j 

c lass iques .  O r  ces coef f i c ien t s  peuvent ê t r e  ramenés à des combinaisons 

l i n é a i r e s  de termes de l a  forme : 1 14 - 120. 

r s 
D k ( r , s )  = x y dx dy, dont l e  ca lcu l  e s t  donné dans tous 

l e s  cas par l e s  formules des pages : 



2i+2B k+a 
Y w2 Aw2 dx dy = 411 x 2i+2B Y k+a (x 2 +y 2 -R 2 )(a+x)(a+2x) 

D2 dx dy. 

Iaf3ik 
5* 15 = s'obtient de 114 en changeant : 

- le domaine d'intégration chaque fois, 
- de signe chaque fois que le ler argument est impair. 

On obtient dès lors : 

2 2 I~~~~ = ~{-uR~D (2i+28+1 ,k+a+l)+3(h-a)~ D (2i+2f3+1 ,k+a)+3(h-a)~ D (2i+28, 
15 5 5 

2 2 
5 

2 k+a+l)-( a-h) R D (2i+2B ,k+a)+ [( a-hl2-2R ]D (2i+2B ,k+a+2)+2~ (2i+2~+4, 5 5 5 

k+a )+4D5 (2i+28+2 ,k+a+2 )+4D (2i+2B+3 ,k+a+l ) -3 (h-a)~ (2i+28+3 ,k+a) 
5 5 

2 2 -3 (h-a)D5 (2i+28+2 ,k+a+1)+2~ (2i+2~ ,k+a+4)+ [( a-h) -2R ID5 ( 2i+28+2, 
5 

k+a)+4D5 (2i+28+ 1 ,k+a+3)-3(h-a)~ (2i+2B+l ,k+a+2)-3 (h-a)D (2i+2~ ,k+a+3) 1 .  
5 5 



On peut l ' o b t e n i r  de 12, en changeant à chaque f o i s  l e  domaine 

d ' i n t é g r a t i o n  par  
D2 e t  en changeant d e  s igne  chaque f o i s  que l e  l e r  argument 

e s t  impair.  On ob t i en t  : 



2 2 2 
k+a+ 1 )-2R D4(2i+28+2 ,k+a)-2~ DL( 2i+28 ,k+a+2 )+4R D4 (2i+28+l , 

2 2 2 k+a+ 1 )-ZR (h-a) D4 (2i+28 ,k+a)-4R (h-a)D4(2i+28+1 ,k+u ) 

2 2 2 +2R (h-a)D4 (2i+28 ,k+a+l )-2R D4(2i+2B ,k+a+2)-2R Dh (2i+28-2 ,k+a+u) 

2 2 2 2 +UR D4(2i+2B- 1 ,k+a+3)-2R (h-a) n4(2i+26-2,k+a+2)-4R (h-a)D4 (2i+26-1, 

4 4 4 5 .  I~~~~ = -R D4( 2i+28 ,k+a 1-R D4 (2i+28-2 ,k+a+2)-2R D4( 2i+28-1 ,k+a+ 1 1-( h-a) 2 
2 5 

4 4 4 
R D4(2i+28-2 ,k+a)+2R (h-a)D4(2i+28-1 ,k+a+c<),+2( h-a)R D4( 2i+28-2, 

2 2 2 
k+a+l)+2~ D4 ( 2i+28+2 ,k+u)+2~ D4( 2i+28 ,k+a+2)+u~ D (2i+28+1 ,k+a+l ) 4 

2 2 2 2 
+2R (h-a) D4( 2i+2B ,k+a)-4~ (h-a)D4( 2i+28+1 ,k+a)-2R (h-a)D4 (2i+2g, 

2 2 k+a+1 )+2R2D (2i+28 ,k+a+2)+2~ D4(2i+2f3-2 ,k+a+4 )+4R D4( 2i+28-1 , 4 
2 2 2 k+a+3 )+2R (h-a) D4( 2i+2~-2,k+a+2)-u~ (h-a)D4(2i+2B- 1 ,k+a+2 ) -  



2. I~~~~ = -1 - S'obtiendra donc simplement en changeant de signe dans 
32 3 1 

1 chaque fois que le ler argument est impair. 
3 1 

4 4 4 4. fBik = R D4( 21+28+2,k+a-2)+R D4(2i+2f3 ,k+a)-2~ D4(2i+2f3+l ,k+a-1)+ 
3 4 

2 4 4 4 +(h-a) R D4(2i+28 ,k+a-2)+2R (h-a)D4( 2i+2@+1 ,k+a-2)-2(h-a)R D4(2i+2f3, 

2 2 2 
k+a-1)-2R D4(2i+2f3+4,k+a-2)-BR D4(2i+2f3+2,k+a)+4R ~~(2i+28+3,k+~-l)- 

2 2 2 
-2R (h-a) D4( 2i+28+2 ,k+a+2)-4~ (h-a)D4( 2i+28+3 ,k+a-2)+2~~(h-a) 

2 2 D (2i+2~+2,k+a-l)-2~ D4( 2i+28+2 ,k+a)-2R D4( 2i+26 ,k+a+2)+ 4 
2 2 2 2 +4R D4( 2i+28+1 ,k+a+l )-ZR (h-a) D4( 2i+2~ ,k+a)-4R (h-a)D4( 2i+28+1 ,k+a)+ 



5. IaBik = -1 (-x) ==> s 'obt iendra  en changeant de s igne  dans 1 chaque 3 5 34 3 4 

f o i s  que l e  f e r  argument e s t  impair.  

2. lgik = + 141 (-x) ==> s 'ob t i endra  à p a r t i r  de 
'4 1 

en changeant désigne 

chaque f o i s  que l e  l e r  argument e s t  impair.  



p B i k  
5 *  45 

= I ~ ~ ( x )  ==> s 'ob t i en t  à p a r t i r  de 144 en changeant de s igne  

chaque f o i s  que l e  l e r  argument e s t  impair .  



En remarquant que D1(2p,q) = D2(2p,q) et que D1(2p+l,q) = -D2(2p+1,q), 

et les relations équivalents pour D4(2p,q) et ~ ~ ( 2 ~ + 1  ,q) avec et 

D (2p+l ,q) , on obtient : 
5 



En posant - Il - 1 Iij ; I2 = 1 IZj ; r3 - - 1 I~~ ; 1 
I~~ i 4 

- e t  I~ - 1 I ~ ~ .  

On ob t ien t ,  pour l e  système d'équations l a  forme condensée : 

Nous a l lons  e x p l i c i t e r  l a  forme du système pour un exemple, s o i t  

u2(x ,y) .  Les 2  coef f i c ien t s  v é r i f i e n t  a l o r s  l e  système : 

En posant O 0 0 0  000 1 - IooO1 + IOoO1 B I 1  = I l  Y B21= Il ; B I 2  - 
1 5 Y 

on aura : 



Il  e s t  maintenant nécessai re  d 'avoir  l e s  formules qui permettent 

de ca lcu le r  systématiquement l e s  termes Dk(p,q). C'est  ce qui e s t  f a i t  

dans l e s  pages suivantes : 

Il r e s t e  maintenant à calculer  l e s  D ( p , q ) .  Pour c e l a  4 cas sont  à 
k 

envisager : 



II. Dk(2p,2q+l I 



III.  ~ & 2 p + 1 , 2 q )  m 



IV. ~~(2p+1,2q+l) 1 



5 .  D (2p+1 ,2q+l) = ~~(2p+1,2q+l). 
5 

On a posé ici : 



s o i t  f ina lement  : 

avec ~ , [ 2 ( ~ + ~ ) , 0 ]  = P 1 [ cos 2 ( ~ * q + 1 ) ~  de - le2* 
Olk 81k 

2(p+q)e del = 

o r ,  en posan t  1125) = I : ~ ~  cos  2 s 8 dû,  on o b t i e n t  : 

1k 

Et comme : 

8 
N[2(~+1)]  = ' [sin 0 cos  8 2(S+1)-1 2k + 2 S+l -1 

2(s+1)  
~ ( 2 s ) .  

l e I l i  2 ( s+1 )  



On o b t i e n t  e n f i n  de compte : 

avec 



1 
Applicat ion numérique a = h = - , R =  1. 

2 

Nous a l l o n s  a p p l i q ~ e r ~ m a i n t e n a n t ,  l e s  r é s u l t a t s  précédents  à un cas  

1 p a r t i c u l i e r .  Nous étudions l e  cas a = h = - e t  R = 1 .  Dans ce c a s ,  nous 
2 

avons : 



Ce qui donne, tous c a l c u l s  f a i t s  : 

1 Le système v é r i f i é  par  A: e t  A e s t  a l o r s  : 
O 

Dans l e  desse in  d ' a v o i r  l e s  con t ra in te s  su ivant  l ' a x e  Oy, nous 

calculons ces  2 expressions dans l e  domaine D 
3 ' 

1 qui  pour x  = O ,  h = -, R = 1 donnent : 
2 



S o i t  : 

Nous avons a l o r s  pour l e s  c o n t r a i n t e s  : 

La d i s t r i b u t i o n  des c o n t r a i n t e s  e s t  f i g u r é e  s u r  l a  page su ivan te  en 

p a p i e r  mill imétré.  De même, c e r t a i n e s  va l eu r s  de u(x,y) on t  é t é  c a l c u l é e s .  





METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES ................................ 

a - h  

S o i t  Y l e  point  courant du contour x e t  y s e s  coordonnées. 

l  équation paramétrique du contour s ' é c r i t  a l o r s  : 

ds  = R dû => s-s = ~ ( 0 - û e )  -> 
E s = RB.  

s d'où ( x  = R cos 0 = R  c o s -  

s ( y  = R s i n  0 = R s i n  - 
R 

s = Ra D ; yD 4 R s i n  a .  



ds = -dy => s-s = - ( Y - ~ D )  => s = s - y + yD 
D D 

soit s = -y + Ra + R s i n  a 

2 a 
X = - -  - a 

2 

y = -s + Ra + R s i n  a 

4 
III. Y E CB : 

I V .  Y sa: s < S < S  B A 

1 
l 

ds = dy => s-sB = y-yB = y-h 

S-S 
A O = -  

R + 'A 

I x = R cos [T + OA] 

y = R s i n  [y + 0.1 



Tout ceci avec : 

a = Arc cos - 
R 

Réduction du ~ydltème d ' é q d o n ~  i n t é g u i l a  à un aqaitème dgébrUgue. 

Nous avons donc le système d'équations intégrales : 

3 --+ 
f (Y) 

cos (xY ,n~) dS + - 1 J $(Y) an r(X,y)dsY 
X € B i .  

r(x,Y) Y T I S  

Nous allons étudier d'abord la lère équation qui nous permettra 

de calculer les valeurs ... q2. Soit donc Y(x,y) et x(~,ri) et s le 

paramètre de la courbe S. Nous prenons corne lieu de X la courbe homothétique 

de S dans l'homothétie (0,10). Nous avons donc les étapes suivantes : 

1 - Réduction de l'intervalle d'intégration à (-1,+1) 

On a : 



L'équation devient : 

s 
E En posant s = -  (sl+l), on a : 

2 

+1 2 2 n, (x-6) + n2(y-n) J ~ 2 2 ~  dsl + - + 1 
211 -1  2 

1 $(Y) an  r2(x,Y)ds1 
r2(x,y) 2l-I -1 

En appliquant la méthode de Gauss avec N points d'interpolation : 

soit : 

En prenant les points ( 6 ,ri ) homothétiques à (xi ,yi), nous 

obtenons le système 



En posant : 

le système s'écrit : 

D'où la marche des calculs à suivre : 

1 - Calcul des s : i 

La méthode de Gauss nous donne les valeurs s! (-1 S sj 4 +1)  
1 

S 
E D'où S. = - (s! + 1). 

1 2 1 

Dans le cas où on emploierait une autre méthode, il s'agit de calculer 

les noeuds et les poids d'interpolation. 

2 - Trouver dans quelle portion de la courbe "tombe" S .  et ce, 
1 

en comparant avec les valeurs O, sD, sC, çB, s A' 

3 - En déduire les valeurs x. et yi d'avec les formules des 
1 

pages 125 et 126. 

4 - En déduire les valeurs 
j 

et n en multipliant par K. 
j 



5 - Calculer n et n 
1 i 2i ' 

Pour cela : 

6 - Caicuier les Nd coefficients 
Bi j et les N coeff. C avec 

j 
les formules de la page précédente. 

7 - Résoudre le système : pour cela nous avons choisi la méthode 

8 - Ayant ainsi obtenu les valeurs : dl q2 . . . $20 de la "densité" 

il est loisible en utilisant de nouveau une méthode d'interpolation d'obtenir 

n'importe quelle valeur pour u(x). 

Pour la méthode de Gauss avec 20 points d'interpolation, nous avons,par exemple : 

s! = - 
1 

Ai - 
I 0,99312 85991 85094 0,01761 40071 39152 

I 0,96397 19272 77913 0,0406o 14298 00386 
I 0,91223 44282 51325 0,06267 20483 3Liog 
I 0,83911 69718 22218 0,08327 67415 76704 
I 0,74633 19064 60150 0,10193 01198 17240 
+ 0,63605 36807 26515 0,11819 45319 61518 
+ 0,51086 70019 50827 0,13168 86384 49176 
+ 0,37370 60887 15419 0,14209 61093 18382 
* 0,22778 58511 41645 O ,  14917 29864 72603 
I 0,07652 6521 1 33497 0,15275 33871 30725 



CAS DU CARRE ------------ 

L'équation du contour s'écrit ici : 

2 2  2 2  
w(x,y) = (a -x )(a -y ) ,  pour un carré de côté 2a. 

Par raison de symétrie, nous prendrons pour approximation à l'ordre 

En posant ~ ( x , y )  = f A2j xZi y2j, on a un(x) = w(x,y) ~(x,y). 
O O 

2 i 



L'équation v a r i a t i o n n e l l e  : )J (Au -f)gSdxdy = O ,  devient  a l o r s  : 
D 

n 

a u  x2i  y2j-l)u.x2a 28 + 4 j  - y 1 dxdy = -211 W .  x2ay2B dxdy. 
a Y D 

En posant : D(p,q) = /IDx2' Y2q dxdy. 

On o b t i e n t  l e  système l i n é a i r e  suivant  de (n+1 )2  équations e t  (n+ l )  2 

inconnues 2 j  
A2i .  

r 
n n 

2 j 
14 a = O ,  ..., n E E A 2 i i ~  [ ~ ~ < i , j , a , f i ) ]  = - ~ , ~ ( a , o , a , ~ )  

O O 1 B = O , .  . . ,n 

avec : 

6 2 2 
~ ~ ( i , j , a , B )  = -4a ( 1  + i + j + 2 i  + 2 j  ) D ( i  + a , j  + 8 )  

4 2 2 
12( i , j , a , f3 )  = 2a ( 3  + 3 i  + 4 j  +2 i  + 8 j  ) D ( i  + a + 1 , j  + 8 )  

4 2 2 
~ ~ ( i , j , a , B )  = 2a ( 3  + 4 i  + 3 j  + 8 i  + 2 j  ) D ( i + a , j + ~ + l )  

2 2 2 
~ ~ ( i , j , a , @ )  = 4a ( 1  - 3 i  - 3 j  - 2 i  - 2 j  ) D ( i + B + l , j + @ + i )  

2 2 
I5 ( i  , j  ,a ,@) = -2a (1+2i+bi )D( i+a ,  j + ~ + 2 )  

2 2 
16( i , jya , f3 )  = -4a ( j  + 2 j  )D(i+a+2,j+B) 



I Les calculs ont été conduits jusqu'à la seconde approximation. On 

trouve : 

2 2  2 2  2 2 
U~(X'Y) = (a -x )(a -y )[Al + A2(x +y )] avec : 



On t rouve ra  dans l e s  prograrmes c i - j o i n t s  une é tude  comparative des 

va leu r s  de u e t  de  s e s  dé r ivées  avec l e s  mêmes q u a n t i t é s  obtenues à p a r t i r  

des  s é r i e s  doubles ,  cons idérées  comme donnant l a  s o l u t i o n  exac te .  

* mTHODE DES EQUATIONS INTEGRALES ................................... Y 

Nous suivons exactement l a  méthode d é c r i t e  dans l e s  pages 129 

e t  1 3 0  . Les r é s u l t a t s  obtenus son t  comparés avec ceux obtenus à p a r t i r  

de l ' é c r i t u r e  de l a  s o l u t i o n  en s é r i e s  doubles.  



LECTURE DES PROGRAMMES 

Nous définissons ici les principales notations apparaissant dans los 

programmes FORTRAN ci-joints : 

SPRIME (1) = Abscisses d'interpolation de GAUSS. 

~ ( 1 )  = Coefficients d'interpolation. 

S(1) = Abscisses curvilignes sur la courbe réelle. 

x(I),Y(I) = Coordonnées des points du contour où sont calculées les densités, 

A(I,ND) =  ens si tés $(II aux points ci-dessus. 

PP(J),EP(J) = Coordonnées cartésiennes des points où sont calculées les valeurs 

de la fonction u(x). 

PSI(J),ETA(J) = ~oordonnées des points auxiliaires homothétiques à ~ ( 1 )  e t  ~ ( 1 ) .  

K = Rapport d'homothétie > 1. 

N = Nombre de  oints sur le contour = nombre d'équations en 9. 

UI(I),U~(I) = Fonctions de torsion suivant xx et yy. 

SOLEX = Solution, supposée exacte, par les séries doubles. 

= Largeur de la clavette ; côté du carré. 

SA,SB,SC,SD,SE = Notations évidentes. 

H = 1-profondeur de la clavette. 

DUX,DUY = Contraintes données par la dérivation des séries doubles. 

CONT 1 ,  CONS 2 = Contraintes correspondantes données par la solution des 

Equations intégrales. 

APENT,BPENT = Rapport tension/Abscisse (resp. ordonnée) de la solution intégrale, 

COEFX,COEFY = Rapports correspondants pour les séries doubles. 

KP = < 1,  Rapport d'homothétie permettant d'avoir les points homothétiques 

intérieurs au contour étudié. 

- Tous les calculs ont été faits en double précision. 



ANALYSE DES RESULTATS OBTENUS ............................. 

Bien que l e s  programmes c i - j o i n t s  p a r l e n t  d'eux-mêmes, i l  p a r a î t  

matér iel lement  souha i t ab l e  de commenter t r è s  succintement l e s  r é s u l t a t s  obtenus.  

1  - CAS DU CARRE. 

Ce cas  e s t  avant  t o u t  en cas  t e s t .  En p a r t i c u l i e r ,  l e  f a i t  que l e  c a r r é  

possède des p o i n t s  anguleux e t  non p o i n t  une courbe " l i s s e " ,  permet de t e ~ t e r  

l a  méthode d 'une façon sévère .  

a  - Inf luence  du nombre de p o i n t s  d ' i n t e r p o l a t i o n .  ....................... ------------- ------- 

Nous avons e f f e c t u é  l e s  c a l c u l s  avec 20, p u i s  40 p o i n t s  d ' i n t e r p o l a t i o n .  

--+ Sur l a  fonc t ion  de t o r s i o n  : 

Les v a l e u r s  obtenues tendent  ve r s  l e s  v a l e u r s  exac t e s  à mesure que 

l ' o n  augmente N.  En p a r t i c u l i e r  pour l a  va leur  au  c e n t r e  (de  0,163 e l l e  p$sse 

à 0,159).  En augmentant N ( j u s q u ' à  100 pa r  exemple),  on a u r a i t  cer tainement  

diminué encore l ' e r r e u r ,  q u i  pour 40 s e  s i t u e  à 10 % envi ron .  

--+ Sur l e s  c o n t r a i n t e s  : 

Les v a l e u r s  obtenues pour N = 20, sont  a s sez  g r o s s i è r e s .  Ceci n ' e s t  

pas  é tonnant  vu qu'on a  a f f a i r e  i c i  à un c a l c u l  de  dé r ivées  e t  que l e s  résultats  

sont  de mieux en mieux à mesure que l ' o n  diminue l e  pas .  Pour N = 40, e l l e s  

sont  a i n s i  nettement améliorées .  

b - In f luence  du contour  a u x i l i a i r e .  ............................... 

Dans t o u s  l e s  c a s ,  on v o i t  que l e  f a i t  de  v a r i e r  K ne change p a s  

notablement l e s  v a l e u r s  obtenues.  Les 3 premiers  c h i f f r e s  r e s t e n t  i den t iques .  

Ceci e s t  une preuve é c l a t a n t e  de l a  s t a b i l i t é  de l a  méthode. 



2 - CAS DE LA CLAVETTE. 

Bien q u ' é t a n t  a s s u r é s  de l a  v a l i d i t é  e t  de l a  s t a b i l i t é  de l a  méthode 

des  Equations I n t é g r a l e s  ( c a s  du c a r r é ) ,  il nous a semblé u t i l e ,  en f a i s a n %  

v a r i e r  4 e t  H ,  d ' a v o i r  l a  s o l u t i o n  pour des  ca s  l i m i t e s ,  dont l a  s o l u t i o n  

exac t e  e s t  connue. En p a r t i c u l i e r ,  pour + = O e t  H = 1 ,  on a t o u t  simplement 

l e  cas  du contour  c i r c u l a i r e .  Les r é s u l t a t s  obtenus sont  a s sez  é loquents ,  Acces- 

soirement a u s s i ,  en f a i s a n t  H = O e t  t r è s  p e t i t  ( 0 , 0 1 ) ,  nous avons l e  

cas  d 'une  f i s s u r e  r a d i a l e .  Pour = 1,  H = O ,  on o b t i e n t  l e  cas  du contour  

s emi -c i r cu l a i r e  ... 

--t Tout d ' abo rd ,  nous remarquons que l e s  v a l e u r s  obtenues dans l e  

vois inage  du contour  sont  t r è s  douteux. (U devient  n é g a t i f  pour J = 1 e t  

J = 40, souvent ) .  Nous ne devons donc t e n i r  compte que des  va l eu r s  pour 

J = 2 ,  ... ,3g. 

--+ La p e r t u r b a t i o n  ( concen t r a t ion  des  c o n t r a i n t e s ,  p o s i t i o n  du 

c e n t r e  de t o r s i o n ,  e t c  ...) diminue à mesure que l e s  dimensions de l a  c l a v e t t e  

diminuent.  Par  exemple, pour  4 = 0 ,5  e t  H = 0,8, on v o i t  que l e  c e n t r e  

de t o r s i o n  e s t  en O. Malheureusement, pour des  r a i s o n s  d'encombrement, il 

n ' a  pas  é t é  p o s s i b l e  de j o i n d r e  t o u s  l e s  r é s u l t a t s  obtenus en f a i s a n t  v a r i e r  

e t  H. Nous donnons uniquement l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

. pages 146 - 163 : 4 = 0,5 ,  H v a r i a n t  de  O à 0,8. 

. pages 164 - 168 : cas  du c e r c l e  = 1 H =  1 )  

- A mesure que l a  profondeur de l a  c l a v e t t e  diminue, l e  c e n t r e  

de t o r s i o n  "remonte" v e r s  O.  

- L a  t e n s i o n  maximum e s t  obtenue dans tous  l e s  ca s ,  au 

p o i n t  ( O  ,H) . 
--+ Les va l eu r s  de APENT(J) e t  BPENT(J) permet ten t  d ' a v o i r  l e s  

v a l e u r s  approchées du c o e f f i c i e n t  de c o n t r a i n t e  correspondant aux p o i n t s  



- La méthode de R i t z  donne des c o n t r a i n t e s  du type f i g .  1. Mais c e c i  

e s t  dû uniquement au  f a i t  qu'on e s t  à l ' approximat ion  d ' o r d r e  2 .  En f a i t  ?i l ' o r d r e  

3 ,  l e  r é s u l t a t  e s t  déjà amélioré : l a  c o n t r a i n t e  en ( 0 , ~ )  augmente, c e l l e  en 

(O,-R) diminue. La convergence e s t  a i n s i  p r é v i s i b l e ,  mais t r s s  l e n t e .  D 'OC un 

avantage e x t r a o r d i n a i r e  de l a  méthode i n t é g r a l e  qui  donne l e s  r é s u l t a t s  de l a  

f i g u r e  II . - Enf in ,  notons,  qu '  en changeant de méthode d '  i n t é g r a t i o n  nume- 

r i q u e  (méthode des r e c t a n g l e s  au  l i e u  de ~ a u s s )  , l e s  r é s u l t a t s  obtenus ( c e c i  

a  é t é  f a i t  pour l e  cas  du c a r r é )  sont  pratiquement i den t iques .  - En augmentant l e s  dimensions de l a  s e c t i o n ,  l ' e r r e u r  va en 

augmentant, c e  qui  e s t  normal, puisque l e s  noeuds d'approximation s ' é l o i g n e n t  

l e s  uns des  a u t r e s .  Pour a v o i r  une p r é c i s i o n  équ iva l en te ,  il f a u t  m u l t i p l i e r  

dans l e  même rappor t  l e  nombre de p o i n t s .  

I f i g .  1 f i g .  II 

I - Comportement de  l a  s o l u t i o n  aux p o i n t s  anguleux : 
l i 0 

S o i t  z = r e  l ' a f f i x e  'd 'un p o i n t  v o i s i n  du p o i n t  anguleux. Appliquons au 

n  vois inage  de ce po in t  l a  t r ans fo rma t ion  5 ( z )  = z  , n  > 1 ( t r ans fo rma t ion  

n  en é v e n t a i l  d é p l i é )  ==> 151 = r e t  Arg 5 = ne. 

Pour r ecouvr i r  exactement une f o i s  l e  p l an  5,  on c h o i s i t  z daris 

2 11 un s e c t e u r  de l a r g e u r  - c ' e s t - à - d i r e  a 6 0 a + - 211 . En f a i s a n t  a = O ,  
n  n  



2 II l a  t ransformat ion  s e  f a i t  en  cons idérant  l e  s e c t e u r  O s 0 5 - e t  en "ouvrant 
n  

2n l ' é v e n t a i l "  de manière à f a i r e  co ïnc ide r  l e s  2 bords  0 = O e t  8 = - . 
LL 

Nous avons a l o r s  l a  correspondançe : 

plan  des ( z )  plan des  (5) 

O r  pour l e  cas  de l a  t o r s i o n ,  nous savons que : 

&- - , 
II ci s o i t  I T ]  = - z  1-1 

1 ) ci < ïi : angle  s o r t a n t  : 1-1 + O quand z  -+ O ,  donc 1 T 1 + O. 
dz 

La c o n t r a i n t e  e s t  donc n u l l e .  

2 )  ci = II : Cas d 'un  po in t  r é g u l i e r  : La t e n s i o n  n ' e s t  n i  n u l l e ,  n i  

i n f i n i e .  

l 3 )  ci > II : Angle r e n t r a n t  : I T  1 -+ 00 quand z  + 0.  

La c o n t r a i n t e  dev ien t  théoriquement i n f i n i e .  Prat iquement ,  nous aurons 

un début de  p l a s t i f i c a t i o n  en de t e l s  p o i n t s ,  

Pour n o t r e  a r b r e  c l a v e t é ,  nous aurons donc : 

I 1 - Cont ra in t e s  n u l l e s  aux p o i n t s  A,D.  

2 - Cont ra in t e s  i n f i n e s  aux p o i n t s  C e t  B,  avec début de 

p l a s t i f i c a t i o n .  
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CONCLUSION 

---------- 

Tout au long de ce travail, nous avons montré, avec suffisamment de 

conviction j'espère, que les équations intégrales offrent au mécanicien, et 

au physicien plus généralement, un outil d'investigation puissant, économique 

quant à l'effort, à la fois théorique et pratique ... En particulier, l'économie 
d'effort est éclatante quandon compare avec les méthodes variationnelles ... Il 
ne faut cependant pas tomber dans les vices de la mode... Les limites (sur le 

plan pratique) de la méthode-sont assez patentes : 

1 - Les résultats deviennent peu précis à mesure que l'on travaille 

dans le voisinage de la frontière du contour. 

2 - Les résultats sont surtout ponctuels, alors que les méthodes 
variationnelles donnent la solution sous forme explicite (approchée certes), 

permettant dopc une investigation qualitative plus poussée. 

3 - Pour être valables, les résultats numériques ont besoin d'un 
moyen de calcul de grande capacité. 

Qu'on nous permette enfin de faire trois suggestions quant à la 

poursuite de ce travail : 

A 1 - Les résultats obtenus pour l'arbre claveté nécessiteraient une 
plus longue investigation. En particulier, nous pensons qu'il serait utile 

de les confronter avec des résultats expérimentaux, seuls juges en la matiêre 

pour un praticien. Nous nous attacherons à ce travail dès que l'occasion nous 

en sera donnée. 

A 2 - Dans toutes les méthodes numériques employées, il y a un fait 

assez gênant et source d'erreur : on passe toujours par une fonction auxiliaire, 



l a  fonction dens i t é .  O r ,  en t r a v a i l l a n t  directement su r  l e s  équations de B e t t i ,  

3 
on peut  f a i r e  l 'économie d'un t e l  dé tour .  En e f f e t  on a ,  pour un vecteur v ( x ) ,  

so lu t ion  des équations de l ' é l a s t i c i t é  dans un domaine f i n i  : 

avec 

6 ( x )  = 

é t a n t  l a  kèmr composante de v ( x ) ,  r ( x , y )  l a  matr ice so lu t ion  foiidarnen- 

t a l e ,  P l e  vecteur tens ion généra l i sé .  

Nous voyons donc que pour x e S,  on a  : 

Supposons, pa r  exemple que l ' o n  a i t  à résoudre l e  problème (T). 
, 3 

Dans ce cas ,  Pv(x,y)  e s t  donné su r  S ,  r ( k )  e s t  connu, PT (k) e s t  connu. 

3. 
On o b t i e n t  donc une équation i n t é g r a l e  l i a n t  l e s  va leur s  de v  s u r  l a  f r o n t i è r e .  

11 s u f f i r a  donc de résoudre c e t t e  équation par  une méthode de d i s c r é t i s a t i o n  

3 
quelconque pour avo i r  v en c e r t a i n s  po in t s  de l a  f r o n t i è r e .  A p a r t i r  de quoi  

en appliquant  l a  formule de B e t t i  quand x E i n t é r i e u r  du domaine, on o b t i e n t  

l e  champ des déplacements. Du point  de vue conduite des c a l c u l s ,  il n 'y a 

apparemment pas de d i f f i c u l t é  majeure ... En e f f e t ,  on aura  à c a l c u l e r  des 

i n t é g r a l e s  de l a  forme : 



qui sont faciles à évaluer (surtout dans le cas du plan). 

La méthode que nous proposons ici, et qui à notre connaissance est 

inédite, présente des avantages évidents : 

1 - On travaille directement sur les grandeurs physiques. 

2 - On n'a pas besoin de fonctions auxilaires (fonction densité, 

tenseur de Green etc...), de construction suivant ardue. 

C'est ce que nous nous promettons de vérifier le plus tôt possible, 

A 3 - Soit à résoudre le problème de Dirichlet pour une ellipse de 

- ' axes a et b. En considérant l'équation intégrale obtenue comme une équation 
2 

opérationnelle dans l'espace de Hilbert L2(p ; S) avec : 

on abautit , en appliquant la méthode des moindres carrés au problème suivant : 

n 2 
1 l ~ e  2: ak Qk(z) - u ( o )  1 1  = min 

O S 

avec d0(z) = 1 ; %(z) = [z vK-Flk + iz - mlk , k r l  

u(a) = valeur de la fonction u(x,y) sur S. 

{gk(z)] formant ainsi un système linéaire complet de L 2 ( ~  ; S) 



O r  s u r  S : z = a c o s  t + b s i n  t => z2 - c2 = ( b  cos t + i a. s i n  t )  2 

Posant a = a 
k k  

- i B k  , o n & :  

k 
Re{ak % ( z ) }  = [(a+b)" + (a-b)" % COS k t  + [(a+blk - (a-b) ] Bk s i n  k t  

Nous voyons que l e s  c o e f f i c i e n t s  dans c e t t e  formule, ne sont a u t r e s  

que l e s  c o e f f i c i e n t s  de ~ o u r i e r  de u ( u ) .  Donc : 

1 
CÇo u ( u )  cos  k t  d t  

O 2 n J o  n[(a+blk + 

- - 1 
u ( u )  s i n  k t  d t  

Bk nnC(a+blk - ( a - b > T  

D'où l a  s o l u t i o n  exac t e  du problème : 

Notre t ro i s i ème  sugges t ion  s e r a  donc : ne po in t  opposer l e s  rnétliodes 

des  équat ions  i n t é g r a l e s  aux a u t r e s  méthodes e x i s t a n t e s ,  mais p l u t ô t  de r eche rche r  

une méthode (ou  p l u t ô t  une méthodologie) de synthèse .  Ceci nous e s t  f a c i l i t é  pa 

l e  f a i t  que l ' o p é r a t e u r  i n t é g r a l  ( f redholmien ou s i n g u l i e r )  e s t  un opé ra t eu r  

l i n é a i r e  borné ,  dans un espace de H i l b e r t  appropr ié .  
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