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INTRODUCTION

e e s it e o e e S

Le travail ci-aprés s'inscrit dans la ligne directe du mémoire de D.E.A.
présenté 3 1'U,E.R. de Mathématiques Pures et Appliquées de 1'Université des
Sciences et Techniques de Lille. Il y &tait question des Equations Intégrales
singuliéres unidimensionnelles et d'applications diverses & la théorie mathématique
de l'élasticité. En fait, ces applications, malgré leur valeur pratique indéniable,
€taient surtout motivées par le souci d'illustrer d'une fagon spécifique et simple

la théorie.

Aussi, le travail présent se développe~t—-il suivant 2 axes

1 - Approfondir la théorie des Equations Intégrales Singuliéres et ce en exposant,
succintement certes, les principaux aspects de la théorie multidimensionnelle,
d'ailleurs pas tout & fait achev@e jusqu'd nos jours... Montrer comment on pouvait
1'utiliser pour résoudre des problémes tridimensionnels en physique mathématique.
En particulier, on se penche sur quelques problémes intéressants de la théorie

mathématique de 1'élasticité & 3 dimensions.

2 - Poursuivre le traitement pratique, numérique, des Equations Intégrales
Singuliéres. A ce propos, il était intéressant de comparer les résultats (du
point de vue algorithmique et des résultats proprement dits) avec les méthodes
dites "variationnelles" : RITZ-GALERKIN, moindres carrés - projections ortho-
gonales etc..., dont la méthode de RITZ-GALERKIN est largement représentative.

La comparaison est faite & propos ‘de 2 problémes

Premier probléme : Torsion d'une poutre & section carrée est surtout

destiné & tester les 2 méthodes, puisqu'on peut comparer les résultats obtenus

avec des résultats déjd &tablis et connus depuis St Venant.

Le deuxidme offre un intérét pratique plus réel et a une signification
technologique évidente : la torsion d'un arbre claveté. A.ce propos, on compare
les résultats obtenus avec les résultats pratiques, basés essentiellement sur
des mesures directes ou analogiques (analogie de la membrane, analogie hydrody-

namique).

Enfin, dans un esprit de synthése, on voit sur un exemple (torsion d'un

arbre, de section elliptique), comment l'applicastion conjuguée des deux méthodes
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-peut donner un résultat, rapidement et avec précision. Le fait est d'ailleurs
prévisible : il suffit de regarder une équation intégrale comme une équation
opérationnelle et d8s lors beaucoup de méthodes opérationnelles peuvent s'y

appliquer.

I1 est & signaler enfin que toutes les équations intégrales considérées
ici sont du type de Fredholm (singulidres et régulidres). Une autre famille, de
Volterra, aurait mérité un peu plus d'attention. Mais elles sont restées, appa-
remment, les parents pauvres de la théorie des Equations Intégrales, et ceci est
assez paradoxal. En effet, elles possédent une propriété trés intéressante : elles
possédent toujours une solution unique. Dans un proche avenir, on envisage de
faire une étude de la question du point de vue des applications en physiquer
mathématique. Dans le cas de 1'élasticité, une solution fort &légante de quelques
problémes d'élastodynamique (& 2 et 3 dimensions) a été fournie par SCHMEIDLER,
gréace 4 l'emploi des Equations Intégrales de VOLTERRA et des transformées de

Fourier, ramenant les problémes & des systémes algébriques Cramériens.
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PLAN

1. RAPPELS MATHEMATIQUES.

. Espaces mitriques. Espaces LY. Espaces de Sobolev.
. Projection steréographique.
. Intégrales quasdi-singulieres (a faible singularite).

I1. EQUATIONS INTEGRALES SINGULIERES.

. Intéghales singulitrhes multidimensionnelles.
. Notion de symbole. Proprhietés.

. Equations Intégrales Singuliches.

. Systeme d'Equations Intégrales Singulbidres.
. Théonemes de Giraud.

I111. APPLICATIONS.

. Equations de L'ELasticité a 3 dimensions. Solutions gondamentales.

. Equations Intégrales des problemes aux Limites.

. Application de La notion de symbole. Un exemple de négularnisation
Locale.

IV. RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS INTEGRALES.

. Equations de Fredholm.
. Equations Singulieres.

V. APPLICATIONS NUMERIQUES.

. Méthode de Ritz-Galerkin.
———> Torslon d'une pouthe & section carrnée.
———> Tonsion d'un arbre avec Logement de clavette.

. Méthode des Equations Intégrales,
(memes problLiemes).

)
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VI. CONCLUSION.
. Quelques remarques sur La méthode de Ritz-Galerkin.

. Comparaison des 2 méthodes.

. Conclusdion : un exemple synthétique. REsolution du problime de La
tornsion d'un arbre a section elliptique par une méthode mixte :
Zguations intégrales + méthode des moindrnes carnis.




CHAPITRE 1

Nous supposons dans tout ce qui suit que le lecteur est familiarité
avec la théorie des opérateurs dans les espaces métriques, en particulier dans
les espaces lin€aires normés. Aussi, on rappelle uniquement deux notions, qui

geront utilisées dans le texte

. Espaces de Sobolev.

. Eléments de théorie spectrale des opérateurs dans un espace Hilbertien.

§ 1. Espaces de Sobolev.

1.1. - Dérivées généralisées.

Soit D wun domaine borné (ensemble connexe ouvert) de E et

n
X = (x1,...,xn) € D.
Soit y(x), ayant des dérivées continues jusqu's 1l'ordre £ dans D,
¥(x) : finie,
2
')
Notation : D ¢ = oY : Z L. = 4.
2 L 2 1
ox, ax_2...ox "
1 772 " n

En utilisant la formule d'intégration par parties, on obtient :

[ ot p(x) ¥(x)ax = (-1)* f o(x) D* y(x)ax.
D D
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Dé gLinition. -
Soient Y(x) et x(x) intégrables dans tout sous~domaine strict de

D et : j x(x)¥(x)ax = (—1)2 J ‘Y(x)D2 ¥(x)dx \/‘P(x) ¢-fois continiiment
D D

dérivable.
Alors x(x) est dite "dérivée généralisée" de la forme 1 de

v(x) dans D.

Déginition équivalente :

x(x) est dite "dérivée généralisée" du type (:) de ¢(x) dans D,
si :] une suite wm(x), 2-fois continument différentiable dans D, telle que
£ .
wm(x) et D wm(x) convergent vers y(x) et x(x) respectivement dans LP(D'),

oi D' est strictement inclus dans D.

® On peut, bien slir, partantsde ces 2 définitions, définir plus largement des

opérateurs différentiels généralisés.

ue) et w(“)
- b

1)] W.7'(D)|: Soit toujours ‘D un domaine borné de E .

Considérons l'ensemble des fonctions y(x) possédant toutes les dérivées
généralisées d'ordre &, ol Y(x) et p* ¥ e LP(D) (p21).
%
On obtient un espace normé W;Q)(D) en introduisant la norme (ou

vérifie aisément que c'en est une).

34y (x) p

L 2 L dx (:>

1 2 u
ax1 3x2 ...axn

1911y = | 1w ? ax s |

+... =
(D) D &, +8 =4

C) Cet espace est complet, linéaire et normé.

n(g
'O) wé )(D) est séparable.
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2
2) | wi*) (o) |:
1%
————> Deux normes ||X|[ et ((X|l1 sont dites &quivalentes dans un
espace linéaire normé X si :

e l1x]] <

- Les normes

O vl

O vl

]lwllw(g
1Y

Cet espace est de

éléments.

=

Pour £ 0 et

Pour une trés large classe de domaines

constantes : ¢

[xl1, < o |||

suivantes sont égquivalentes & la norme 2

)

%1+...+2

Dy t v
QH HLP(D) 1 HLP(D)

) * vl o

L
max [l
=4 P

21+...+£ P

L 2 2 1
S A L LA AL T
D £1+...+2 =2 pol
norme est maintenant définie par :

)

k=0 k1+.

)

k.
[ Yl
..+kn=k Lp(D)

oy

méme complet et séparable.

() e T
b

2 =1, les 2 espaces coincident (Wéo)(D)

)

sont les mémes




Théoneme 1.- Soit U ensemble d'éléments y(x) € Wé
(2) . . (2-1),, N oy
dans Wp (D) (2 2 1) 3 alors il est compact dans Wp (D'), od D

est strictement inclus dans D.

Théondme 2.- Soit wk(x) une suite de fonctions continiiment dérivables

2

sont uniformément convergentes dans D' (V D' strictement contenu dans D).

. < L
Jusqu'a l'ordre & = EE] + 1, convergentes dans W( )(D') 3 alors les wk
2

3) |Théorémes d'immersion : (Embedding theorems).

(%)

Théoréme 1.— 81 p > 1 et p.& > n, toute fonction yY(x) € Wp

(D)

est équivalente a une fonction de C(o)(D) et

[1v]] s Myl M dépendant uniquement du domaine D.
c(D) W(l) o)

b
Tout ensemble borné U dans Wéz)(D) est compact dans C(O)(D).
(2)

(c (D) = ensemble des fonctions continliment dérivables jusqu'd l'ordre & dans
D = 3D 5 la norme y est :
‘ k
[wll , = max [Dw(x)])
c”(D) xeD
0sksR

” -~ . - Rl
Théoreme 2.- S1 p >1 et p.& &n toute fonction Y(x) € Wé )(D)
est équivalente & une fonection ¥ (x) qui est définie presque partout sur la
section Dg de D par un plan (hyper) quelconque de dimension S > n-p.%,

Y(x) &étant intégrable sur Dg jusqu'd l'ordre

< -PS_
n-p

q
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§ 2. Profection stérographique.

C'est une transformation qui applique l'espace euclidien Em sur la

sphdre unité § dans 1'espace euclidien E o+ suivant les formules :

13

k=1,2,...,m

k x2+1
2 n
x ~1 2 2 2
£ = (x= = |x| =73 x0)
mbl © 2 | ] : *x

On peut la visualiser de la fagon suivante :

. = 1

Soit comme Em le plan Em+1 O dans l'espace Em+1 et dans ce
plan le point x(x1,x2,...,xm). Tragons la droite joignant x au point
(0,0,...,0,1) de z. Le point d'intersection £ obtenu est alors 1l'image de

X

Soient r et p les distances entre les 2 points x et y et

entre leurs images. On a alors :
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m
) (x2 )g( 2,12 ) [Xj(Y2+1) - yj(x2+1)]2 + (x°-y9)%)
x+1) Ty T+ 1

soit finalement :

—— BSoit dy 1'élément de volume de Em et 4o 1'élément de surface

2
+

de }. On démontre alors que dy = (x;—lﬁm do.
2

——> Dans le cas m = 2, on reconnait parfaitement la transformation
du plan complexe sur la sphére de Riemann. Nous continuerons & appeler Z

sphére de Riemann.

§ 3. Opérateuwrs Intégraux complitement Continus.

Théonéme 1.- Soit D une région finie de Em contenant 1l'origine
8 1l'intérieur ou sur la frontiére ; A(x,y) une fonction bornée (|A(x,y)| < A),

une constante O < A < m, L'opérateur

A

tu = v(x) = J Alx.y) u(y)dy & faible singularité
D r

est complétement continu dans 1'espace Lp(|x|B ; D), si

-m < B < op l

+-1_=1l
p' r p'
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Démonstration :

Nous rappelons d'abord les formules :

c r+ ERL g
c b
1]
J '—~—gx§-7 S { CL, L » o+ BBl = g C, = cste { soit [ '
D P R D D
r p —
1
P —(A —2= —m) .
CR P r+ £S5 g
\ p \
. B > O‘
Posons |x| = R ly| = o D'oll :

% 8/ 1 B/p 1 Lu(y)of/®
|R¥v(x)|< A R J — |u(y)|dy = AR J T Bl X dy
Dr D : .p

r P
1
1/p! p B P
Bp! A
D A D r
1Y
r o
==>
. B p/p'
1P < 82 @ [ Juln) [P of oy | BRI
D D r
L'intégrale ol figure x(R) est bornée dans les 3 cas
(A +82 < m), domc ||v|| cABC ||u]. C.qQ.F.D.
>

b

. B < Ol

N
Soit ue Lp(q;D) et u= qT/Pu. Alors Lp(q;D):LP(D).

Soit f une fonctionnelle linéaire bornée dans Lp(q;D) et
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¥(t) = £(q '*u). f(%) est donc de méme bornée, dans LP(D); car :

1

2@ s Hell oolla 280 ooy = el ool oy
Lp(q,D) Lp(q,D) Lp(q,D) Lp(D)

Alors :

Py’
avec F(x) = q1/p F(x). Donc

_p
p .
F(x) € Lp(q ; D).

. *
Considérons alors l'opérateur t .

* '
te Lp(RB;D) ~t € LP,(RY;D) avec y =-g &

-m < B <0 ==> 0<y<mp'/p.

* ” - -~
Donc t est borne dans Lp,(RY;D) 3y 11 en va de méme pour t

B;D).

dans L_(R
P
I1 reste 4 prouver que t est complétement continu :

*
en supposant B8 > O (si B < O, on démontrera de la méme fagon pour t ),

on a :

e J Aer) y(yyay o | AET) y(y)ay = tru et
r<n

D N (r>n) r
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n > 0 arbitrairement petit.

t" = borné et complétement continu dans LP(RB;D).

t' = pour t' on a encore 1'inégalité ||v'|| £ A B Cllu|]| o B peut &tre
rendu arbitrairement petit avec n. Donc ||t'|] -+ 0 quand n - 0,
Conclusion : t est complétement continu dans Lp(R ;D) et done

dans Lp(lxlB;D) qui lui est équivalent. C.Q.F.D.

Wy.0)-¥(x.6)

m
r

Théoréme 2.- L'opérateur J f(x,y)uly)dy = v(x)
E

m

r = |y-x| 8 = L%  est complitement continu dans Lp(Em), si f(x,y)
r

est borné et que yY(x,08) est tel que [w(y,e)—w(x,e)l < ApA », ol p est la
distance entre les points £ et n de la sphére de Riemann, correspondant

aux points x et y de Em.

Démonstration :
> B
V) = [ LS b0) oy ) (T2 (g
z p X +1
Faisons la transformation
m m
2 = 2 =
w(g) = (EH2 wx) ;5 ovi(g) = (222 y(x)
2 2

transformation isométrique de Lp(Em) dans Lp(q;z) avec :

(1+x2)—m(§ - 1)
2

)m(P/2”1)

m+1

a(g) = =(1-¢
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En posant :
B = m(p-2), 1le théordme précédent nous permet de conclure que 1'opé~

rateur v'(E) est compldtement continu dans Lp(q;Z). I1 en est donc de

méme de +v(x) dans Lp(Em).




CHAPITRE 11

- - ———

§ 1 -~ DEginitions - Proprnidtés de base.-

Soit f(x), fonction de point définie (presque partout) dans un domaine

I' de 1l'espace E - Soit X un point de TI. Posons alors :
)

o |
1}

r - {x; d(x,xo) < e} d étant la distance définie dans la

métrique de T.

Si 1lim I f(x) 4T existe, alors nous appellerons cette limite
e>0 ‘T

intégrale singuliére de f(x) dans T.

Dans tout ce qui suit nous envisageons des intégrales singulidres de

la forme

f -
v(x) = J —(}snjl_ez'u(Y) dy Xy €Em r= ,y'xla egu
E r r
m
x : s'appellera le pdle.
f(x,8) : s'appellera la caractéristique

u(y) : s'appellera la densité.

© Nous supposerons en outre remplies les conditions suivantes :
1) Dans toute région finie de 1'espace E u(x) € Lip(a) a > 0
2) A 1'infini : u(x) = O(lxl—k) s, k>0

3) £(x,8) : bornée pour x fixé et continue par rapport 3 6.
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Propriétés de base.-

. CNS d'existence : Si les conditions 1 - 3 sont satisfaites, alors

f(x,0)

m
r

1l'intégrale singuliére v(x) = [ u(y) dy existe sous la condition
E

J f(x,6) @ =0 , S &tant la sphdre unité sur lagquelle se déplace 6. Cette
S

condition est nécessaire et suffisante.

. Théoneme.- Si u(y) e Lip(a) dens D(;Em (O<a<1) et

uly) = O(Iyl_k) 8 1'infini, k > O, alors l'intégrale singulidre
v(ix) = j i(—}in’l-e—)- u(y) dy € Lip(a) dans tout sous-espace D'C D.
D r
. Ondne 4 L' : Soient
Aa i, la classe des fonctions v(x) tel que
2
Ar®
Ju(x)-u(y)| s ® rs<1 A=cste, O<a <1
2 k/2 ’
(x7+1)
C<kgm
et lu(x)| < B(x2+1)“k/2 B = cste
A} x la classe des fonctions u(x) dé&finies partout dans E
H
et tel que

u(x) satisfait @

B 2n(x2+1)

et [u(x)] < (2o )E/2

B = cste pour |x| suffisamment grand.
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Alors :

L'opérateur intégral singulier

{
v(x) = J K(x,y) uly) dy = f 215;91 u(y) dy transforme toute fonction
E E r
m m
1
u € Aa,k en v e Aa,k .

Conollaine 1.~ 8i u(x) e Aa - alors v(x) € A , » Vk' <k
—_— ]

o,k

Conollaine 2.- Si u(x) e Aa > alors les fonctions :
D — 9

v (x) = u(x),...,vn(x) = [E Kn(x—y) Voo (k' < k)

m

(y) dy € Aa,k'

. Noyaux & faible singularnité : Soit DC E et
wix) = J u(y) ﬂiﬁf%l dy xeD.
D r

Supposons :

P(x,6) continue et bornée, ainsi que ses dérivées premidres par

rapport aux coordonnées cartésiennes de x et de 6 .

u(y) e Lip(a) et qu'a 1'e u(x) = O(le—z) 2> 1.

Alors w(x) est d8rivable et les dérivées sont données par :

2| uy) UmaB) gy o | uy) 2 [0 g ) [ p(xae) cos(r,x ) as
3 m~1 m-1 xk
xk D r D xk r S

k=1,2,...,n
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§ 2 - Opérations sur Les intégrales singulidres. Le symbole. Changement de

L'ondre d'intigration dans Les intégrnales ordinainres.-

Soit j L(x,y) uly) dy tel que :
E

m

-

Lix,y) =r " F(x,y) O<x<m

F(x,y) ©bornée et € Lipschitz (B)

c'est-d-dire  |F(x,y')-F(x,y")| < C[y'—y"lB » (ly'™=y"l «1), g>0

Nous appellerons cette intégrale "ordinaire"

Soit alors ul(y) € A,y 8vec k>m =2, a3B et
]

v = [ 2By a oo = [ i) vi) e
Em r Em

f(x,0) satisfaisant les conditions 1 -3 et |f(x',0)-f(x",08)] < C1|x'~x"|a

On a alors :

F(x,y) r fly,0.) -
w(x) = ‘ dy — 1 u(z) az r, = |z-y| o, =%X
A m 1 1
E r E r r
m m 1 1

Théonéme.- Dans 1'expression de w(x), nous pourrons changer 1'ordre

d'intégration et w(x) s'exprimera en fonction de wu(x) par une intégrale dont

le noyau sera Ofr A) quand x>y .
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BA u-=
n

En appliquant de nouveau la formule de différentiation, on a alors

f

in®

-2n (cos 6 + in sin g) & u(y) dy n#+1
2
lnl E2 r
r 219
e 2
2m J 5~ uly) dy - 2 7% u(x) n =1
E2 r
e—2i6 >
27 f 5 uly) dy - 2 7° u(x) n= -1
E2 r
. De méme, en posant Cu = i 1D 6 u(y) dy, on aura
2
E2 r
am eine
-——'j (n cos 8 + i sin g) 5 u(y) dy n#+1
ln, E2 r
2ig -
on f 5 u(y) dy + 2 1° u(x) n=1
E2 r
-218
-2r { < 5 u(y) dy - 2 e u(x) n=-1
J E, r
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16
. Bn introduisant la notation hu = —— A1 u=— J g—E u(y) dy on a :
E

2ni 2mi 5 T

1 -1 1
——A_,hu=u(x) =>n = — A
ani oni

n_n n . -n
Et plus généralement A_ = gl—i—il—, A= e i h n>0
1 n n
ein 2m ilnl n
soit finalement j 5 uly) dy = =———n
E, T [n|

2

. Operateur singulier : Sera dit singulier 1'opérateur de la forme :

tel que
10 lagn)-a (0] < & P [(1+:2) (1457)] V2
2) f(x,0) satisfait les conditions de la page 15 et en plus :

- H
|2(y,0)-£(x,0) | € B r"[(1+x2) (14y%)] 2

3) T est complétement continu dans Lp(E ) pour 1 < p < e.

m
V2 f(x,0) LR ] . "
L'opérateur ao(x) u(x) + - u(y) dy sera dit "canonique".
B r
m
LE_SYMBOLE.
Considérons l'opérateur singulier Au = ao(x) u(x) + I iﬁégﬁl u(y)dy+Tu
E r )
2

Supposons que f(x,8) puisse @tre développé en série de Fourier :
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(Le "'" voulant dire l'omission du terme
libre pour justement remplir la condition
nécessaire et suffisante pour l'existence de

l'intégrale singuliére J f(x,8) a8 = 0) .

On peut donc écrire :

~——

+co _‘nl
f ﬁlé—e—)-u(y) gy = [ 8 (x)n"u avec a (x) = FA—1y (x)
E r

a]
2
d'od
+00
Au = 2 a (x) b u + Tu
. Considérons alors 2 opérateurs "canoniques" de la forme
+co .
A= ) ar(l")(x) nu §=1,2.

=00

Nous avons alors

r’ +oo X + o0
A A us= Z h u z ak_n(x) a x) + J M1(x,y) u(y) dy
—00 —00 E
2
4 +o0 +0co0
(2)
A A u=) nfuj x) a ' (x) + [ M, (x,y) uly) ay
E
2

k — —c0

M1 et M2 étant compl&tement continus dans Lp(EZ)'

400 .
Introduisons alors la fonction ¢(x,6) =) an(x) elni - T <6 <.

$(x, ) sera par définition le symbole de 1l'opérateur singulier A. Un symbole

nul sera attaché 3 tout opérateur compldtement continu.

Nous voycns done : 1) qu'un opérateur singulier est défini par son

symbole, & un opérateur compldtement continu prés.

2) qu'd la somme et au produit d'opérateurs singuliers
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"canoniques" correspond la somme, respectivement le produit de leurs symboles.

© m>2

Dans le cas général (m > 2) Giraud propose comme définition du symbole

de 1'opérateur a (x) u(x) + J £(x,0) u(y) dy
o m
E r
m
. ;0 Trm/2 F(%)
b(x,0) = ao(x) ) Yn,m Yn,m(x,e) Ynom = "
n=1 F(—E—) ‘

Yn m(x,e) étant les fonctions sphériques & m dimensions d'ordre n,
H

tel que l'on puisse développer f(x,8) en une série de la forme

.,V )

o« )
f(x:e) = n§1 Yn’m(X:oe) = 2‘: Y (X9V1 sV, m-1

n,m PR

On démontre (cf. Mikhlin [2]) que dans ce cas aussi & la somme et au
produit d'opérateurs "canoniques" correspond la somme ou le produit de leurs

symboles.

Toutes les propriétés précédentes ont été établies par Giraud dans le
cas ol la caractéristique est indépendante du pSle. Nous allons voir que, en
adoptant une nouvelle définition du symbole, d'ailleurs plus efficace pour les
calculs, et die & Mikhlin, nous généralisons tout ce qui a été dit pour le cas

ol la caractéristique dépend du pdle.
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Trhans gormée de Fourden d'un noyau singulien et symbole.-

Considérons 1'intégrale v(x) = -—J———'( K(x~y) u(y) dy

(27) JEm

nis

avec K(x-y) = donc indépendante du pdle. On &tablit alors facilement

£(s)
rm

que le théoréme de convolution demeure valable, en fait

Fv = FK . Fu

*¢
od FK = 1lim - f e—l(X,Z) K(x) dx
>0 (2m) 3 Je<|x|<N
N0
: f1(6)
Posons alors w(x) = ———-——-[ K (x-y) v(y) dy K (x-y) =
m 1 1 m
(2m) > B, r

Alors, de méme Fw = F K1 . FPv=F K1 . FK . Fu

Nous remarquons qu'au "produit" d'intégrales singuliéres (en fait
d'opérateurs) correspond le produit des transformées de Fourier des noyaux ;
propriété analogue & celle du symbole.

Considérons alors le cas le plus simple, ol la caractéristique est une

V.-X.

m
fonction sphérique du 1°¥ ordre; alors K(x~y) = Y a, =—L ., I1 s'agit de
3 3 rm+1

calculer la transformée de Fourier d'un tel noyau. Il est &vident qu'on peut

se restreindre au cas oll on n'a qu'un terme, et qu'en numérotant judicieusement

les axes, tout revient & calculer la transformée 'de

§y1'x1 %
K(x~y) = (27) — (on a choisi a, = (27)°)
Soient R, k1, xz,..., Xm—1 les coordonnées sphériques de x. Alors

e, . 72 . e S . e M S T T . S e g e o o e e
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on
m 2
37 X (zr)® 3 1
K(x) = - (2n) =7 = ( m—1)
R m—1 3x1 R
===> FK = 1 lim j e—l(x’z) -2 <——I:l—1) dx
m=1 &0 e<R<N 3x1 R
N
mt 1
im 2
Nous trouvons aprés calcul FK = 1. Co8 v, (v1 : coord. angulaire
r(=-) de z)
m
PRA
qui montre que la transformée de Fourier du noyau (2w) T est égale
Y17
au symbole du noyau rm+1

Supposons la caractéristique indépendante du pdle et quadratiquement
intégrable sur la sphére unité S ; alors le symbole de cette intégrale coincide
avec la transformée de Fourier de son noyau.

n
Theoneme.- Soit K(x-y) = (2m)2 £(6)/r™ avec £(8) e 1,(8) et

[ f(8) ds = 0.
/s

Alors la transformée de Fourier de K est un opérateur sur f, compléte-

ment continu dans I_(S).

2
Démonstration.- En faisant le changement x' = |z| x, on se raméne
au cas ol |z| = 1, c'est-a-dire od FK est 1 fonction de points de la sphére

unité 8.

j e—i(x,z) £(8) dx = 1lim J e—i(x,z) £(8) dx
E, R™ e+0 Je<R<N RC
N-co
1 -i(x,z) - 1 o =~i(x,z)
=Jf(e)dSJe dR+[f(6)dSI-e-—-———dR
S 0 R /s 1 R

Le noyau de la 1ere intégrale est continu.
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.o o e—i(x,z) © e—iRcosY
Soit vy = (x,z) . Alors f =~———— 43R = [ ‘ dr
1 R I R

= ¢n —_1 1 fonction bornée

ICOSYI Q(COS 'Y)

cos y > 0. Posons alors R cos y =t

o e—RCOS'y o e-it 1 e"it_1 ) e'it
=> [ — 4R = f dt = f + in + f dt
1 R cosy cosy t cosy 1 t

d'olu
1 _it‘1 ® e_lt 1~cost cost i
Q(COSy) = f dat + J dt = - ( dt + J -1 L= o - =L
0 t 1 t JO t 1 t 2 2
cos y < O
On trouve Qly) =q+ il

2

La constante o peut &tre omise puisque f f(g) S doit disparaitre.
S

Ainsi donc le noyau de l'opérateur exprimant le symbole en fonction

de la caractéristique s'écrit &n —1 iL signe (cosy)

|cosy] 2

Cet opérateur est en outre complétement continu. Il suffit de voir

que

JJ2§—1—des1=fdsI2§ L 4S, est fini.
S ‘S Icosyl 5 S lcosyl

Pour cela, nous choisissons un systdme de coordonnées tel que le

17 axe passe par le point 6. Alors
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2 T . m- T T o w3
in L dS1 = I 2% *—;L——'s1nm 2 v dy I . f sin™ 3 Vo e SID V.,
s | cosy| 0 | cosy| 0 0
dv, ... av
2 m-1
= cste. C.Q.F.D.

Nous pouvons dés lors adopter pour un opérateur singulier A, dont

la caractéristique ne dépend pas du pdle la nouvelle représentation

A=F 4 F F = transformée de Fourier

¢(e) = a+ F[i(-lenl]
r

Nous énongons maintenant 3 propriétés importantes du symbole :

1 - Supposons effectué le changement de coordonnées lindaire :

X = Bg Yy = Bn et ¢ * *

[}
o5}
&
1]
td
]

ov}
L}

transportée de B

Alors le symbole s'écrira :

Si la transformation est orthogonale (B.‘E)—1 = B et alors

-

6(g) = ¢(Bg) . C'est-a-dire que 1'ensemble des valeurs du symbole est invariant
dans une transformation orthogonale.

2 - 81 la caractéristique est la fois continlment différentiable

par rapport aux coordonnées cartésiennes de 9, alors le symbole possdde des

dérivées continues & un ordre ¢ k par rapport aux coordonnées angulaires.




3 -8i, pour un x fixé, la caractéristique f(x,0) satisfait la
condition J |f(x,6)l2 dS < » , alors le symbole, pour le méme x, est continu
S

sur la sphére S.

Autrne heprisentation d'un optrateur singulien.-

Soient v1,v2,...,vm_2,vm_1 B) < vj £my,J gm2, -7 < vm_1 < n] les

coordonnées angulaires de 6. Examinons alors 1'opérateur Hj (j =1,2,0..,m1)
iv.

dont le symbole est égal & e 9 . Soit ej(e) la fonction spectrale de Hj'

On a alors

T . +T iv
H. = J e de.(v) 1<j<m2 et H = J e’ de_ (V)
J m—1 m

iv.
Soient alors hj les opérateurs de multiplication des fonctions e Y

(1sjsm-1) et leurs fonctions spectrales ej(v). Le symbole ¢(8) est une fonction

v iv iv, iv,
. 1 2 m-2 m—1
unique de e , © T ., €

iv iv iv
0(8) = ¢le ', e 2,...,e TN

Donc 1'opérateur de multiplication de ¢(8) est une fonction des hj'

Mais alors, on a la décomposition spectrale
iv iv
- * s %
¢(8) u = j e ',o..,e O 1) de'(6”) u = I 6(67) ae'(6”) u
™ w
z PN *
m etant le parallélipipéde O g vj £T 5, -TWELYV T

*
et de'(6") = 7 de
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On en tire que

d'ol Au = ] ¢(8) de(d) u avec de(8) = = dej(v.)
s

donnant une nouvelle représentation de l'opérateur A. En adoptant cette nouvelle
représentation pour un opérateur dont la caractéristique dépend du pdle, on

peut élargir 1l'étude des propriétés du symbole, qui demeurent pour la plupart

des extensions des propriétés déja mentionnées & propos des symboles indépendants

du pdle. Nous nous contentons d'énoncer le théoréme fondamental suivant

Théondme.- Supposons les symboles ¢A(x,e) et ¢B(x,e) des 2 opérateurs
singuliers A et B uniformément continus par rapport & 6, comme fonctions
du point £ de la sphére de Riemann. Supposons en outre que ces symboles

€ W;(S) uniformément par rapport & x, avec

9,311“_3. P2
2
m—1
ot zap+2 1<p<2

Alors l'opérateur AB - BA est complétement continu dans LP(Em) et

le symbole du produit AB est égal au produit ¢A(x,e) ¢B(x,6).

§ 3 - Equations intégrales singulidnes.-

Cas ol Le symbole est indépendant du pole :

Soit Ao u=F  ¢(6) Fu= g(x) 1'équation intégrale singuliére

"canonique".




Nous faisons les hypothéses suivantes :

* ¢(8) est fini et la limite inférieure de [¢(6)]| est > O .

* g(x) e L2(Em)

Alors [@(6)]—1 existe et est borné ; donc 1l'opérateur

(E). Etona B =A
m o]

B = f_1[¢(6)]_1 F est borné dans L o

o) 2

L'équation a une solution unique dans L2(Em), s'exprimant par

u=F "[p(8)]" e

Dans le cas général donc, 1l'équation type

T opérateur complétement continu dans E  peut eétre réduite & 1'équation

équivalente du type Schauder-Riesz

\

*
. -1 7 () 2 m+ 1
. si [e(6)] ' € W, (s), alors B est borné dans L2(Em) (2 2 —E—ﬂ

Si en plus g(x) e L2(Em), alors l'équation a une solution unique

dans L2(Em)'

Symbole dépendant du pole.-

Soit 1'équation intégrale singuliére.

(%)  F(Xytye..,0) € wéz)(s) veut dire que : J |f(x,t,...,e)!P a8 5 C et

£
f |D flp a8 £C et f(x,t,...,0) € Wéz)(s) pour des valeurs fixées des paramétres.
S
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Au = J $(x,0) de(8) u + Tu
™

0
®
¥
®
®
m
=
g
=

et qu'en plus : inf|¢(x,e)| >0

Alors, un opérateur quelconque dont le symbole est ¢‘1(x,e) peut

8tre pris comme opérateur régularisant. Si B est un tel opérateur, on aura :
AB=I+T , T é&tant complétement continu dans Lp(Em) .

” . P - ” *
I1 est &vident qu'alors, pour l'opérateur conjugué A", on prendra

un opérateur ayant pour symbole |¢(x,e)[_1 .

I1 s'ensuit les théorémes suivants

z * N - .
1 - chacun des opérateurs A et A posséde un nombre fini de solutions.

2 - l'opérateur A est normalement soluble.

3 - 1'indice de 1l'opérateur A ne dépend pas d'un terme complétement

continu.

Premien théordme fondamental sur L'indice.-

Examinons 1'opérateur




A, u zulx) - A J ¢(x,0) de(9) u+ Tu , ¢(x,0) 'satisfaisant les

conditions déja mentionnées ci-haut.

Soit o = le sous-ensemble du plan )\ pour lequel le symbole

1 - A¢p{x,6) a une limite inférieure (pour le module) égale 3 zéro.

=C (0) =U A. , 1l'ensemble des A. &tant fini dénombrable.
plani j J

Alors le théoréme fondamental est vrai

Théohéme .- Dans chacun des domaines Aj’ 1'indice de l'opérateur est
constant.
Démonstration.- Considérons les valeurs du paramétre : A et A + AX.

Choisissons AX tel que

. (aar) € Gj R 63 étant un sous-domaine fermé de Aj

. lax] . ]]BAII llc]] <1 avec cu= J $(x,6) de(8) u

. , =
On sait qu'alors Ind AK+AA Ind AA'

D'aprés le lemme de Borel, on conclut & la constance de 1'indice dans

le domaine Aj entier.

D'ol les corollaires

1. = 81 . ¢(x,8) € Wél)(S) avec £ 3 =l o,
Y
. ¢(x,8) est continu sur la sphére de Riemann par rapport

a 8.

. sup|e(x,8)| < 1. A




Alors Indfu(x) - I $(x,6) ae(8) u + Tul= O
™

En effet, considérons l'opérateur :

u{x) - A j ¢(x,0) de(6) u + Tu avec sup|o(x,8)| = q < 1
T
Dans le cercle IAI < q—1, le symbole satisfait

inf|1-2¢(x,8)| 2 1 = |A] @ > O.

Donc 1l'indice est constant dans le cercle ]A] < q-1. Or il est

égal & zéro pour A =0 . C.Q.F.D.

2. - Soient At un opérateur singulier dont le symbole ¢(x,8,t)

dépend d'un paramére t € B),ﬂ. Supposons
- (r)

- ¢(Xsest) € W2

m-1

(s) (23 + 2)

b

- ||¢(x,e,t+At) - ¢(x,0,t)]] (
W

—— 0 uniformément par rapport

2)
2 (8) a0 i x et t.

$(x,0,t) continu uniformément en £ et + par rapport 3 8

£ : image de x sur la sphére de Riemann.

inf |6(x,6,t)] > O
Alors Ind At est indépendant de t.

En effet, supposons sans diminuer la généralité que A, est "canonique".

t

Alors A est borné. Donc |IBt|| $ M (M= cste) o B_ est 1'opérateur

canonique de symbole [&(x,e,t)]-1 .

:
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"

t|| > M ' pour

I1 suffit alors de choisir At tel que l|At+At_

=T . .Q.F.D.
conclure que Ind At+At nd At C.Q.F.D

Deuxieme théoneme fondamental.-

Soit le symbole ¢(x,8) satisfaisant les conditions du premier
théoréme, alors 1l'équation Au = j ¢(x,08) de(0) u + Tu = g(x) se préte 3 une
T

régularisation &quivalente et son indice est nul.
Nous donnons la démonstration pour les cas

qui sont les plus utiles en pratique

=
"
w

(c'est notamment le cas des &quations de 1'élasticité).

D'apreés les conditions du théoréme ¢(x,8) = ¢(x,v) ,0 ¢ v g2n

posséde une dérivée seconde généralisée quadratiquement intégrable

av2
+o0 .
La série ¢(x,v) = ) an(x) '™ est alors absolument et uniformément
convergente puisque Ian(k)l < C/n2.
Soit alors
+n .
1kv
¢ (x,v) =7 a, (x)
-n

Choisissons n tel que |an(x)| <& et |4lx,v) - ¢n(x,v)] < =




Posons

2 inv

Alors lo(x,v) - ¢O(x,v)] < g

() = Bera (0] 57 [ () - 61
¢O XV L3 £ an X e m [ak X e

avec supluk(x)l <1 ou inf]ak(x)| > 1. Faisons en 2 groupes :

2n

Q—

—~

L]

~

n

o

w

Q
Q
+
)
1]

. s . . g
v v 1iv
Wy =g [cxl;(x) - e 3 ¢"(x,e7 )

1 1

et posons ¢'(x,e

Soit alors :
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o (x,v) == ¢ e + ¢n(x,v) et A 1'opérateur correspondant

=7 [al';(x) - eiv]

. S . e
0(x,0,t) = [Z ¢ + a (x)] e n [(1-t) ol (x) = e'"] . foy (x) = (1-t) e*']

3 1

3 1-t

et At 1'opérateur correspondant, qui cofncide avec AO pour t

les conditions gu 2°%¢ corollaire. Donc Ind Ao = Ind A1

Or A, = (—1)S [i e + an(xXJ E aﬁ(X) n®™

==> Ingd A1 = (s-n) Ind h

Done Ind Ao = 0.

¢-¢
11 suffit alors de choisir € tel que sup]

¢
0

o

1

| <1

. iv .
Fera ] . (1-6)°% 8 gr(x, &) 4"k, (1-t) 1Y

0. At satisfait

[}
o
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¢_—¢
or ¢ =¢ |1 -—= . I1 1lui correspond l'opérateur
° b
)
¢—¢O
A=A (I-A,) + T A. de symbole
o 1 2 1 ¢
)
Donc Ind A = Ind A+ Ind(I - A1) =0 C.Q.F.D.
m=3

Le symbole, ainsi que ses dérivées premiére et seconde, peut &tre
développé en séries convergentes (absolument et uniformément). Soit x(x,e)

la somme partielle de la série telle que :

'\J -~ > Pl
l6(x,08) - ¢(x,8)] < ¢ ® € sphére unité.

8 est fonction de v, et de A (0 < vy ST 0O g v. g 2n).

Mais la continuité par rapport & © et la continuité par rapport
iv

a v, et v, ne sont pas &quivalentes. (En particulier e est discontinue

aux pSles de la sphére 8).

Cependant, les polyndmes sphériques sont continus et indéfiniment

tiv
différentiables, en tant que fonction de 6. En particulier e sin L
qui est la fonction sphérique du premier ordre.
Deux cas sont donc a examiner :
1= 6= ¢(x,v,) Alors continuité par rapport & 6 = continuité

par rapport 3 v,

n
Et on peut écrire : ¢(x,8) = g ak(x) Pk(cos v1) ) Pk : polyndme de

Legendre.
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n _
Prenons ¢ (x,06) = $(x,e) =) b (x) cos® v (1)
0 0 k 1
Oor |¢(x,8) - ¢O(X,6)| < g => In6|¢o(x,e)| >0 pour ¢ Jjudicieusement choisi
0 n
(1) ==> ¢o(x,6) = (-1) bn(x) 11r [ak(x) - cos(v1)] (2)
o = racines du polyndme (1)
Re ak(x) =0

n cos v
¢,(x,8) peut s'écrire aussi : ¢o(x,e) =b (x) 7 [1 - —-———;q
° 1 o (x)
n (1-t)cos V{T
Considérons alors le symbole ¢o(x,e,t) = bo(x) T |1 - -——'—————~—j
1 k(x)

k

(1-t) bk(x) cos®v Ostg1

1

L[}
or~8

et 1l'opérateur canonique correspondant At'

Or ¢O(x,e,t) est continu sur la sphére de Riemann puisqu'il en est

de méme de bk(x) s et |¢o(x,6,t)| > 0.

D'aprés le lemme 2

Iyu:lAo = IndA1 = Indbo(x) I=0

Avec les mémes notations que précédemment on a :

Ind A = Ind Ao + Ind(I - A1) =0 C.Q.F.D.

M\
D\

2 - Cas général : $(x:8) = ¢(x,v ,v,)
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Développons ¢(x,0) en série de fonctions sphériques, convergente

d'aprés les conditions du théoréme.

Soit ¢O(x,9) la somme partielle telle que |[¢(x,8) - ¢O(x,6)l <€,

avec € tel que In6|¢o(x,e)[ >0 .

Dans l'espace & 3 dimensions, Y(k)(e) différent des

Pj (cos v1) e par une constante multiplicative.
D'autre part : P%(cos v,) = sinlkl v, 7. . (cos v_),m. . = polyn.
J 1 1 J-k 17 -k
de d° j-k
On peut donc écrire
+n ’ ikv
. . k| 2
¢O(x,6) = Zn bk(x,v1) sin v, e

b, (x,v.) = polyn. en cos v

k 1 1

iv . P(v,,z)
Posons e 2.z ==> ¢ (x,08) = —‘Eli“
z-1 ° (z5+1)"
+n
P(v1,z) =) b, sinIkl v, (z+i)n+k (z—i)n—k

-n
5 x|

|po[ =|Zn b sin'™! v, | = mog| |¢o(x,e)|v2=o > 0

Puisque 1n6l¢o(x,e)| >0 , P(v1,z) n'a pas de racines réelles pour

des valeurs réelles de Vi

n racines + 1 pour Im z >0

v, =0 ==>P(0,z) = bo(x,O)(22+1)n a

n " =_i 1" ImZ>O




P(v1,z) n'a pas de racines réelles, donc, pour v, fix&, il posséde

1

n racines Ugeeea dans le % plan supérieur et n racines B1"'Bn dans le
% plan inférieur.
o n
Et alors ¢ (x,0) = 7 (z=a, ) (z-8.)
o} (z +1)n 1 k k
iv2 D
_L S o . . ki ) [ B IV,
z = 1 — => ¢ (x,9 = — 7 (a +1)(B. -i) |1 - e J 1 - e
1v, o} k
e 2. ym ! | o 8 1
o k+1 o k-1 P
~— —
X ¥ g

Soient A1, A2, A3, Ah les opérateurs canoniques correspondants.

Alors

n
A = g IVLdAk IVLdA1 + Ind A+ Ind A, + IndAh

= 0 + 0 +IndA3+IndAu

Examinons Ind A3 :

n o, . iv
Pour cela, on considdre le symbole ¢3(x,e,t) =7 (1 -
1

(3)

et 1l'opérateur correspondant At .

On a :

Or ¢3(x, »t) est un symbole qui satisfait les conditions du corollaire 2 donc
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é3) indépendant de t .

oot Ind A3 = 1na AéB) =TndI=0.

Pour Ind A 1la démonstration est exactement identique.

Conclusion. -
Ind Ao =0 C.Q.F.D.
EXTENSIONS PARAMETRIQUES
. D> 2.

Soit 1'équation intégrale singuliére Au + Tu = g(x) &(x) ¢ Lp(Em) (1).

A : opérateur singulier dont le symbole ¢(x,0) est uniformément
continu sur la sphére de Riemann. Supposons en plus ¢(x,8) ; Wéz)(s)
En plus : on suppose qu'il est possible de tracer une courbe: I continue
et "lisse" joignant les 2 points £ =0 et £ = » dans le plan complexe,
L n'ayant pas de point commun avec l'ensemble des valeurs du symbole. Sans

diminuer la généralité, on supposera qu'il existe une constante B tel que

[6(x, ) - €| 28 gel (2)

A~1

A
Y .. . . . . oo .
L est une courbe finie (puisque, si L existe, on peut toujours éviter de

Soit f la transformée de L par la transformation £ =

passer par le point £ = 1).
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Examinons alors 1'dquation : u - A{u-Au) + tu = g(x) A e L (3)

dont le symbole est 1 - A+ 2 ¢.

(2) donne pour A e I 8 <o - >\‘1| = [1=a+20]

A A
Or ¢ est bornée. Soit l1—¢| s K = iste. En prenant |A| 3 ;L', on a :
2K
|1-x+ag] »-2 donc  [1-xag] > 1 - |A] K > 2
2K 2

Donc Ind[i—A(I—A)] est indépendant de .
En remplacant par A =0 et A =1, onadonc Ind A =1IndI =oO.

. On entrevoit donc par 13 la possibilité d'avoir une régularisation
P

€quivalente pour 1'équation (1). En effet

Soit A € L et HA 1'opérateur : =
In 1-a+2¢(x,0)

Or Inf|1-2+1¢| > O donc

1—¢§x,6)

1-x+rp(x,8)

< C =1liste indépendante de ).

A =0 = ||I—A|] < C . Donc si IAOI s'J- alors l'opérateur :

2C

]:I—AO(I—A):[_1 existe et est défini dans tout 1'espace Lp(Em) .

et en plus il est borné. Son symbole est [1—A°+A0¢1-1 .

En faisant opérer 1'opérateur sus-mentionné sur les 2 membres de

1'équation (3), on obtient une équation équivalente avec le symbole




IT.28 - 42

1=A+rd (A—Ao)(1—¢)
——— ] - ——
=2 +A 9 1=A*A 6

De méme on applique & la nouvelle équation l'opérateur

[1-(A,-2 )H ]—1 avec |[A -1 | g —L . On obtient une nouvelle équation,
1 o Ao 1 0 o0

ayant pour symbole

(A-1,)(1=¢)
1 = ——————— équivalente & (3) .
ARG

(10, (1-4)

Au bout de k #étapes, on aura le symbole 1 - ——————
1—Ak+Ak¢

Pour k assez grand on peut poser Ak = 1 et on obtient donc une

équation dont le symbole est égal & 1, équivalente & (1).

p=2.

On suppose toujours que ¢ € Wéz)(s) et In5]¢| >0 .

Si (1) est soluble, alors elle est équivalente 3
* * ¢
(¥ + T¥)(a + Tu = (&% + 1T¥)g (4)

Le symbole de (L) n'est autre que |¢(x,e)|2 > 0 et est réel.

Dé&s lors, si l'on prend L = [; o, Q] , on peut appliquer la procédure
ci-haut et réduire (1) 3 une &quation &quivalente du type Schauder-Riesz.
(Equivalente si 1'équation (1) est soluble ; en effet les équations de Schauder-

Riez sont toujours solubles).




Exemple.- Soit 1'équation unidimensionnelle

Pu = a(z) u(z) - at + Tu = g(z) z € Y

b(z) J u(t)
Yy t-z

y : courbe fermée "lisse" dans le plan, a(z) et ©b(z) continues sur vy
T complétement continu dans Lp(y).
Symbole(P) = ¢(z,j) = al(z) - j blz) (j==+1).

Prenons par exemple :
[16(z,3)|]| = max|a(z)| + max|b(z)] zZ €y

La non-évanescence du symbole &quivaut ici & exiger

az(z) - b2(z) #0 ze vy .

D'aprés la théorie unidimensionnelle, nous savons que

Tnd P = —- {[ a arg[a(z)—b(z)] - J d arg[a(z) + b(z)]}
am Jy Y

L'ensemble des valeurs du symbole est situé sur les deux courbes
représentées paramétriquement par

£ = a(z) - b(z) et & =a(z) + b(z) z ey

Si aucune de ces courbes n'entoure le point £ = 0, alors la
courbe L existe et l'extension paramétriquement est possible et dans ce

cas Ind P =0 d'ailleurs.




Si une des courbes entoure le point O, alors Ind P peut étre

différent de z€ro, voire négatif ; mais alors la régularisation &quivalente

est impossible et la procédure d'extension est inapplicable.

§ 4 - Systemes d'iquations intégrales singulidres.-

Nous étudions les systémes de la forme :

m
k; A Y = gj(x) 3

Ajk a pour symbole ¢jk(x,e).

La matrice

A12 A12 Tt A1n
A= A21 A22 e A2n
An1 An2 cena Ann

En posant u = (u1,u ..,gm) et g=

2°°

considérer 1l'écriture du systéme sous la forme

Au =g .
S99 - $1n

¢(X,e) = E
¢n1 e bon

1425444 ,0

sera dite "opérateur matriciel

singulier".

(g1a32s-'°sgm), on peut

sera dite "matrice symbolique

du systéme".




§ = det ¢ sera dit : "déterminant symbolique" de 1'opérateur A. Il est
évident qu'au produit A1 A2 correspond la matrice ¢1 ¢2.

Théondme 1.- 8i inf |§]| >0, alors, dans 1'espace correspondant
Lp(F), le systéme (1) est normalement soluble et son indice est fini.

. . P *
Démonstration.- Il suffit de rappeler que les opérateurs A et A

sont régularisables. Des régularisants possibles : les opérateurs correspondants

. . - *—
aux matrices symboliques ¢ 1(x,6) et ¢ 1(x,e).
A noter la différence avec le cas d'une équation unique od 1'indice

devait étre égal 3 zéro.

Théoreme 2.- Si les valeurs propres de la matrice y(x,8) ont
un module strictement inférieur & 1'unité, Y x et 8, alors l'indice du

systéme est nul avec y(x,8) =1 - ¢(x,0).

Démonstration.- Nous supposons que les &léments de la matrice

¥(x,6) satisfont les conditions

(a3l +2, = min(p,p'))

q

10 ¥y (x,0) Ewé’”(s)

2) (x,0) continues sur la sphére de Riemann uniformément.

Soit A, l'opérateur associé 3 la matrice I - Ayp(x,8), et
dans le plan l'ensemble ouvert A, ol les nombres caractéristiques de cette
matrice sont différents de z&ro. Nous démontrons d'abord que Ind AA est
constant dans chague "domaines". D'autre part, il est aisé de voir que le

cercle IAI < 1 appartient & un de ces domaines. Donc Ind Ao = Ind A1.




II.32 - k6

Or 1Ind A1 = Ind A.

Conclusion.~ Ind A = O = Indice A, = Indice d'un systéme du type

Schauder-Riesz.

Théoneme 3.- Si la borne inférieure des modules des mineurs

8, vun Gn est positive, 1'indice du systéme est égal 3 zéro.

11 ¢12J

S.= 6,5 6= ceves 8= 8 = det ¢(x,0) .

%24 ¢22'

Theéoneéme 4.- Si, dens le plan complexe &, 3 une courbe L lisse
joignant les points £ =0 et £ = » et n'ayant aucun point commun avec
l'ensemble des valeurs propres de la matrice ¢(x,8), alors Ind A=0, A

étant l'opérateur singulier correspondant.

Démonstration.- Supposons que L ne passe par le point £ = 1. Soit
alors ﬁ la transformée de I par g = Azt . ﬁ est done de longueur finie.
A

On se penche alors sur le systéme

u - A(I-A) u = g(x) de matrice symbolique I - A(I-¢) = A(¢55I)

Soit n > O donné.




> |a] <n alors  det[I-A(I-¢)] = (1-2)" n &tant 1'ordre du
systéme.
Donc § q > O tel que |det[(I-a) I+x¢]| > q
> |l 2 n Alors :
n

[get [(I-A)1+2e] | > n" |det(e1-0)| = n® = |£ - £, (x,0)]
1

gk(x,e) étant les valeurs caractéristiques de ¢(x,8), formant un ensemble

borné, puisqu'ils dépendent continfiment de x et de 8.
Donc 9 y > 0 tel que lg—gk(x,e)l > .

Soit finalement |det[(1-A)I + a¢]| 3 (yn)® A e I

Conséquence.- Dans 1'espace LP(P), 1l'opérateur singulier :

B oue f.,, [(=) T+ (s 177 [T-6(x,6)] de(6) u est borné V 1 .

Posons IIHX ull <C.

Posons A =0 ==> ||I-A|| < C. Donec si A, € L oet RS g

1l'opérateur [i—AO(I-A)]—1 existe et est borné. Son indice est nul.
On procéde alors comme avant c'est-3-dire :

1) On "multiplie" "1'dquation" initiale par HA' On obtient alors

une nouvelle équation telle que

a —- elle est équivalente & 1'équation initiale.
b - elle poss@de le méme indice.

c - sa matrice symbolique est : I-(A—AO)[(1-AO)I+AO¢]—1(I-¢)
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2) On "multiplie" cette nouvelle par 1'opérateur :

-1 1
[I-(x,-2) Hxl el gl s N C.

3) ete... jusqu'a Ak = 1 au bout de k opérations.

On obtient alors finalement un systéme de Schauder-Riesz. Et comme

en chemin, l'indice n'a pas changé, on en conclut gque

Ind A = Ind (syst. de Schauder-Riesz) = O C.Q.F.D.

Conollaine.- Si le déterminant symbolique n'est pas nul, mais
que la matrice soit hermitique ou anti-symétrique, alors l'indice du systéme

est nul .

Théonéme 5.- Soit m > 3, le domaine d'intégration étant Em ou
un domaine de Lyapounov T dans lequel 3 un systéme régulier de coordonnées.
8i le symbole est indépendant de Vo et que 1n6|6| > 0, alors l'indice du

systéme est nul.

§ 5 - Théondmes de Ginraud.-

Giraud fut 1l'un des rares mathématiciens francais & s'intéresser au
probléme des &quations intégrales singuliéres (qu'il appelait d'ailleurs &
intégrales principales). Ces travaux lui ont permis en particulier d'étudier
le'probléme de la dérivée oblique dans un espace & m dimensions. Nous résumons

ici les principaux résultats théoriques auxquels il a abouti
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5.1 — Définitions.-
x et y #étant 2 points de l'espace E3 :
1 - F(x,y) est dite appartenir & la classe N(a) si

- F(x,y) est continue pour tout couple de valeurs de x et vy,

x et y appartenant & l'ensemble borné de valeurs pour lesquelles

X #y.

J o (0<a<3) tel que :

Flx,y) = 0(r* 3(x,y)) et Flx,y) =0 (fu= —S—) gi =3

r{x¥)
. fi (o)) (a,A )
2 - F(x,y) est dite appartenir & la classe N [F(x,y) e N si:

- Plx,y) € N(a)

1

J x>0 (0<A<1) , A g a tel que

F(x',y) - F(x",y) = 0(r (x',x")) r;‘*‘3<x',x">

gty X"y ¥ &8 Zy(x’,x") = 4 est la plus petite distance de y au

3
segment x' x"

3 - S5ienplus b - est remplie pour les 2 arguments (x,y)

alors F(x,y) € Nia,k)

Exemples.-

1) Plx,y) = S BN N(2’1)

R N T ey I Ni1’1)

3) . PFlxiy) = Lleay) ol f(x,y) € H(A) => F(x,y) ¢ N(a’g)

avec u = inf(a,A)




5.2, — Théorémes de Giraud :

Théondme 1.- Si F1(x,y) est un noyau qu&Si-singulier € N(a a)\) et
Fa(x,y) € N(B), alors
F3(x,y) = J F1(x,£) F2(€,Y) ng € N(OH-B_-1 U), M >0 inférieur & A
S

et w < a—1, si a+Bsh ;si a+B>L4 et B g 3, F3(x,y) € H(u) en tant

que fonction de x, ps A, ugoa+pB - L.

Théordme 2.- F(x,y) € N(a’x) et @(x) continue. Alors

D(x) = [ Flx,y) ¥(y) a5_ e H(u) p<oa-1, u g A.
Js y

Théonéme 3.- F(x,y) = F1(x,y) + Fg(x,y) tel que

a - F2(x,y) € N(G’A) , O > 1

b - F1(x,y) = f(x1-y1, Xy TVps %37V v(x)) 3 v(x) € H(}X)

c - f(w1,w2,w3,v) et %g sont des formes homogénes positives d'ordre

- 2 par rapport a Vs W, et Wy

a - L (i = 1,2,3) sont des formes homogdnes positives d'ordre

ov.
1

~ 3 par rapport & W Wy et Vg

e - La valeur principale de 1l'intégrale J F1(x,y) dSy existe.
S

£ - ¥(x) e H(u)

g-usir, u<o

Alors la fonetion D(x) = j F(x,y) ¥(y) dSy e H(u)
S




Théon2me 4.- F(x,y) &tant la méme qu'au théordme 3 et en plus
a - H(x,y) e Nia’k) s o> 1

b - ¥(x) e H(n)

Alors J H(x,y) ds J F(y,g) ¥(g) as =J P(g) as J H(x,y) F(y,t) as
s ylg & s &g y

et la fonction :

L(x,y) = J H(X,E) F(EaY) dsg e N(a',}\v) o
S

Théa&éma 5.- F(x,y) #&tant la mme qu'au théordme 3 et en plus

(a,n)

a - H(x,y) eN s a > 1

b - P(x) est continues,

aors [ e a5 [ ) v a5 - RGeS | Fox) sy

1" "
et la fonction L'(x,y) = f F(x,£) H(E,y) a5, € N(a ") a' > 1
S

3

Theoneme 6.- F(x,y) = F (x,y) + Fe(x,y) et H(x,y) = H1(x,y) + H

1

et en plus :

a- F,  estls méme qu'en théoréme 3.

b - F2 € Nia’}\) s O

~

c - H1(x,y) est semblable 3 F1(x,y) [de structure] .

(a,n)

a - Hg(x,y) e N o > 1

2

(st)

e - L'intégrale f H1(x,y) dSy existe en tant que valeur principale :
S
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Alors, la fonction

L(x,y) = J F(x,£) H(E,y) a8, € N(1)

s g
Théoneme 7.- F(x,y) et H(x,y) &étant les mémes qu'en théoréme 6

et J L{x,y) dSy existe en tant que valeur principale, sachant que :
S

L(x,y) = f P(x,£) H(E,y) dS
S

J #(x), indépendante de ¥(x), tel que :

f P(x,y) dS j H(y,e) 9(€) as, = - o(x) P(x) + J Lix,E) 9(E) as
S Y lg S

Théoneme §.-

¢(x) = lim J J F(x,E) H(E,y) dsg as
e*0 ’S ‘s(x,¢c y

Il est 4 remarquer que ces théorémes sont étroitement apparentés

3 ceux des pages 16-17 . (Corollaire I et II), en particulier les 4 premiers.
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CHAPITRE 111

APPLICATION DE LA THEORIE
DES EQUATIONS INTEGRALES A L'ELASTICITE.

Aprés avoir exposé succintement les principaux résultats de la théorie
des é&quations intégrales singuliéres, nous allons maintenant voir comment les
équations intégrales se révélent €tre un outil précieux pour la résolution des
problémes aux limites en physique mathématique et principalement en théorie
de 1'élasticité, ol nous serons d'ailleurs en fait amenés 3 considérer le plus
souvent un systéme d'équations plutdt qu'une &quation. A ce propos, deux idées

essentielles sous—tendent tout notre exposé

- Les équations intégrales fournissent une méthode simple et presque
irremplagable quand il s'agit d'établir des théorémes d'existence et d'unicité.
C'est d'ailleurs uniquement ce rdle qui leur a été longtemps et le plus longuement

reconnu.

- Mais depuis les récents développements des machines & calculer
modernes, elles se révélent €tre tout aussi bien efficaces quant 3 la résolution
numérique de certains problémes précis... C'est ce qui améne tout naturellement
8 se poser la question de les comparer aux méthodes plus classiques ; en

particulier les méthodes variastionnelles.

En fin de compte, nous nous poserons la question de savoir, si dans
certains cas et le plus souvent possible, il n'est pas préférable de chercher
a4 appliquer d'une fagon heureuse les deux points de vue & la fols ; ceci en

mettant & profit le fait que les équations intégrales peuvent &tre regardées
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comme €tant le résultat d'opérateurs linéaires, dont la théorie est de nos jours
trés étudiée et trés approfondie. (Cf. Akhiezer et Glozmann et en particulier

les travaux de Kohberg).

Soulignons enfin l'existence de méthodes, traitant les équations de

1'élasticité directement comme un systéme d'é€quations elliptiques de la forme

aulx,y) + a,(x,y)'g)-H + b(x,y) u cu{x,y) = 0, qui se révéle trds concluantes
: ox oy

en particulier en &lasticité & deux dimensions. C'est en particulier l'essence
des méthodes employées par I.N. VEKUA dans son récent ouvrage "New methods for
solving elliptic équations" et basées sur l'introduction et la construction

de la fonction de Riemann.

§ 1. Systeme d'équations. Fornmules générales.

Soit E i du référentiel Ox. x_ X_.
ol 3 muni du réfé ie X, X, 3

;(v1,v2,v3) désigne le vecteur déplacement.
] V. v,
v, == (= 4 &) j.k = 1,2,3 est le tenseur des déformations.
oo ek, ax '
La loi de Hooke pour un milieu isotrope et homogéne s'écrit
N V. 3v. ka
T.. = A div v + 2u —d H T-k=U(__J'+—_) jsk=132’3
dd 5% J bx,  ox.
J J

L'équation de 1'élastodynamique s'écrit alors :
= 1,2,3

) J

soit en termes de déplacements :
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2

@
<¥

WAV + (A+p) grad div v + F =

no

ot

Supposons que la force :F) soit de la forme :

F(x,t) = g(”(x) cos wt + $(2)(x) sin wt, w # fréquences propres du

milieu.
. Lo N >(1) +>(2)
Le probleme se ré&duit alors a trouver v et v tel que
_\;(x,t) = Tr“)(x) cos wt + —5(2)()() sin wt.
-> . R - N .
En posant ¢ = :5(1) + 1 ¢(2) et _13 = _\;(1) + 1 v(g), on se ramene g l'étude

de 1l'équation :

wAn + (A+u) gr_;d div u + wg?l(x) + ?;(x)

=0
soit en écrivant
A*-ﬁ =y AG + (a+p) gr;d div Tl :
_A)*u(x) + WEG(X) = -:;(x).
(® Pour w = 0, on a l'équation d'équilibre 2%y = -¢(x)

(® Pour g(x) = 0, 1les équations homogénes correspondantes :

* 2> =
Au+w u=20
—
* . ->

et Au=0.




Formules de Bettd.-

1 - Domaine fini.

Soit Bi un domaine fini de E3, rempli par un matériau &lastique,

. -> . -
S sa frontiére et n la normale extérieure. Soient a et B deux réels

tel que
o+ B =Xx+yu.
Nous avons alors l'identité
Bguk 3 P -
(at+B) J —— dv = g J —=cos nx 485 + B J — cos n x, as (¢ ,m=1,2,3)
B. 9x_dx% S 3x4 m S 9x
i m m
Ce qui donne : J Z* u dv = J P(n) u as
B. S
i
avec
P(X)ﬁ = P(1)E cos n x1 + P(2)u cos n x2 + P(3) u cos n x3
, ] ou,
(k)> _ > ™ .
Py = (ﬂ1k’ L “3k) njk(u) =q + y —id J#k

ij Bxk

Ju,
B div u + (atp) —L  j =k

d9x.
J

T3t

>
Soit v aysnt des dérivées suffisamment continues, permettant
d'appliquer la formule d'Ostrogradsky. On a :

+(n);

-
. = + +
u Q1 cos n x1 Q2 cos n x2 Q3 cos n x3
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3 .
avec Qk = % wjk(x) uj . Soit §(Q1,Q2,Q3). On a alors :

3 m.
div 3 = z Z ———Jz-uj + E(ﬁ,;) , E(E,;) étant une forme bilinéaire
9%y

. . . > >
symétrique des dérivées partielles de u et V.

393 ﬂ.k(v) .
D'autre part z = Aj v J = 1,2,3
1 Bxk
d'od dgivag=u.l v+ EQRY

f 2.4 vavs= J 2. ﬁ(n) v 4S8 - [ E(E,?) dv
B. S /B,
i i
omm—.
pour U=V ==> J T . Z* udv = J Q. P(x) u ds - J E(ﬁ,ﬁ) dv
Bi S B1

En échangeant U et Vv et en retranchant les 2 é&quations obtenues,

on obtient

Ce sont 18 les formules de Betti pour un domaine fini, que nous

allons détailler un peu plus, pour des valeurs admissibles de a et B.
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T(n)_ﬁ=T(1) cos n x, +T(2) cosnx2+T(3) cosirlx3 .
(1) _ Com(2) .om(3)
T = (111,112,113) 3 T = (121,r22,123) 3 T = (131,132,133)
et les formules de Betti deviennent
-> = > +>(n) > -
j u.Avdv=fu TnvdS—J W(u,v) av
B. S B
i i
f > ? > (n) > >
J u.Auadv= u. T "/ugs - W(u,u) av
Bi S Bi

Ce sont les formules de Betti classique de la théorie de 1'élasticité
. >
ot T représente le vecteur tension au point x, de normale extérieure n,

> . .
et W(u,ﬁ) est 1'€nergie de déformation &lastique :

3 3
W(G,0) = 2y [2(uf2 + u§3 + u;) + 7 (—5‘—)2] + A(div 0)2
1 Bxk
>
et T(n)TJ.=2 —a‘g+lﬁ).diva+u(_ﬁl\m-ﬁ).
au
o u(A+u) 8 A+p) (A+2p)
= ; =
A+3u A+3u
(n)+ 83 > . -> > — .
Le vecteur P u= (a+tu) —+ B n . div u + a(n A rot u) devient alors
au

>
n(m) 3o 2uleow) 2, Q) 2 a . aiv g+ Bt 2o o
A+3u Ju A+3u A+3u

qu'on appellera '"pseudo-vecteur tension".




Les formules de Betti sont alors &videntes, avec cette fois :

3
W) = M) )2 2 2 } W@ Z

A3 12 23 31

)
”k N (At+u) (A+2E)(divu>2
1 X+3u 1 A+3u

L'opérateur B = (a+u) é% + B0 divu+ a(n Tot) sera dit "opérateur

tension généralisée".

2 - Domaine infini.

L'étude des solutions dans un domaine infini posant le probldme du
comportement & 1'infini de telles solutions, nous verrons plus loin comment on
peut aussi établir des formules analogues pour le cas du domaine infini. Nous

allons auparavant €tudier le probléme des solutions fondamentales.

SOLUTIONS FONDAMENTALES.

1 - Solutions fondamentsles.

Sachant que tout vecteur X peut €tre écrit comme la somme

N .
X = grad £ + rot g » on peut écrire donc

= grad ¢(x) + Tot ¥(x)

et v 3 = grad ¢'(x) + rot ¥(x)

——»
-5
En portant dans 1l'équation A u + w2 us= - $ s on aura donc




2
AP + k? P(x) = - J§-¢'(x) avec a® = A + 2u b2 U k? = EE
a : a
2
2 _w
kS = -
2 —rr 1> 2 e
AV + x5 ¥(x) = - = ¥(x)
2 b2

. . - .“* -
En particulier, si ¢(x) est une force concentrée en un point

y(y1,y2,y3) et dirigée suivant x,, de module Uuim on a :

1,

9 1 > 3 1 9 1
br(x) = - 2= —— ‘i’(x)=[0,"'——;—"——]
3X1 r(x,y) 8x3 r 3x2 r
d'ol le systéme particulier :
d
A‘ﬂ+kfxﬂ(x)=-l-—— L
' ax1 r(x,y)
AY +k2‘l/ (x) =0
1 2 1
AV + KO Y (x) = - L2 1
2 2 2
b 3x3r(x,y)
A‘y3+k§ ‘P3(X)=—]2—i——'—1——'
b 3x2 I‘(X,Y)
possédant les intégrales particuliéres
1k1r ik2r
1 9 e 1 3 1
lﬂ(x,y) =‘-———(""""“"""l) "¥1(x’y) 0 ‘l’2(x,y) =-—2————(.§_.__..__);
W ox r r W o9x r r
1 3
ik.r
1 93 e 2 1
vo= -5 -1y
W 9X r r

En faisant jouer successivement les 2 autres directions X, et X3
on aura des solutions analogues. Et on obtient ainsi une solution pour le cas
d'une force concentrée, au probléme dynamique. Cette solution peut s'écrire

sous la forme condensée :
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ikgr ik, r
3 (x,5) = vot Tor (31 ) - gl v ) 1= 12,3
r r

(8 )

5
9
k 3

S
?
1 k2 k

Nous introduisons dés lors pour cette solution (vue son importance)
la notation :

>(k)

u o (x,y) = P(k)

(x,y) et pour les projections ugk) = ng)

et la matrice :

dont les vecteurs colonnes ne sont
I'(x,y) = P2 > 5 autres que les solutions fondamen-

tales trouvées.

(1) (2) (3)
T T T,

(© 11 est utile de considérer les vecteurs Gp = E;EZ P et
35 = Tot ¢ . (ﬁ = ;P + 38) et les PP et PS correspondants, si on veut
envisager u comme &tant la somme d'un terme (onde) potentiel et d'un terme
solenoidal, c'est~a-dire en fait onde longitudinale et onde transversale.

C) En faisant w = 0 dans la matrice T, nous obtenons la matrice
?(x,y), qui n'est autre que la matrice fondamentale du probléme statique corres—
pondant. | |

o

1) (4,y) = arad aiv3®) L) - Tt TR

2
-—2)
28 2b




o .
(O Notons que [T(k) - F(k)] reste borné quand x =y,

ik1r
() Notons que divx I‘(k)(x,y) = —12— 2
8 axk r
P(k) I,(s)
) 3 y S 3 k 3 . (s)
div I'(x,y) = Z i = i = z i div T

k,s=1 ° 3 5 ax s=1 °

’ XK k
(is = vecteurs unitaires) =

2 - Solutions fondamentales généralisées.

(x)

Soit P l'opérateur tension généralisé au point

la matrice :

ng) (1) Péy) (1) Péy) (1)
r(x,y) = ng) (2) Péy) (2) Péy) @ o)) L@
(y) (3) (y) (3) (y) (3)
P1y sz P3y

c'est-a-dire wis)(x,y) = Péy)r(k)(x,y) (s,k = 1,2,3)

Rappelons que :

(k)

p () (k) oT (1)

(x,y) = (a+u) (x,y) + B ng divy T

9xX

Théonime.~ Les vecteurs colonnes de ls matrice =

de 1'équation fondamentale de 1'élastodynamique su point x(x1,x
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ou r

<034

X + aln rot T
»Y) ( v A v

2,x3).

0

Il s'en suit dés lors que :

x. Considérons

®) ()

sont solutions
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En fait :
F=ua "és)(x,y) + (A+y) “é"'divx "(s)(x,y) + “és)(x,y) =0
9%y
(s,k = 1,2,3)
En effet F = (a+u) —— (u AriS) + () =2 divxF(S) e rik))

Bny axk

+ B cos n_ x_ [(a+2u) A div r(k) W div P(k)]
y s y y

(k) (k)]

X

+ an 4UArot T
y [. y 5

+ w2 rot T
y

(k) , 2 (k)

Or AF(k) + (A+u) grad div T = 0 d'aprés la définition

t)

méme de T

En prenant la divergence et le rotationnel de cette expression, on

voit que les 2 autres parenthéses sont nulles => F = 0 , C.Q.F.D.

TSY)p“) Téy)r(ﬂ Téy>r(1)
PI(x,y‘) - Tgy)r(z) Téy)l,(2> Téy)r(z) - [ré”, Ff), I,£3)]
(¥).(3) (y)(3) (¥)(3)
. 7'r 7,'r T3y r




III.12 - 64

b= kOt g Gm)Oeey)

A+3u A+3u
On obtient la solution fondementale de deuxidme espéce
N.Y'r Néy)r(1) N
rrp(x,y) = N$Y)r(2) Néy)r(2) Néy)r(2) =[r§£), réi), rﬁg)]

g (3) NéwP(a)' g (3)

Pour le cas statique, on a évidemment les solutions correspondantes

o) o
I'; et PII obtenues en faisant w = O.
»
¢ - solution de troisiéme espéce :
Soit v(x,y) = X, zn(r+x1) - r définie pour x arbitraire et
Y(Y1sy2,y3) € S et telle que
r+x, # 0 pour des points intérieurs.
Cette fonction est harmonique : b vix,y) = 0 .
Considérons alors la matrice :
- - - -
T o S i 2 X
2
r
3, &%, &, ax3ax1 r(x1+r) r(x1+r)
: 32v -Bzv 32v 82v x2 ! r(x1+r)-—x2 x2x
+ + +
8x . 3x,, ax1 ax3 8x33x2 f(x1 r)r r(x1 r) r(x1 r)
2 2 2 2 X X, X 1 ri{x +r)-x2
v v vy 3 2’3 _ 5T
. 2 2 ’ . Y
+ : (x| ¥
ax1ax3 ax2ax3 8x 8x, r(x1 r) r(x1+r) r r(x1 r) J
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On remarque que div Z(k)(x,y) = rot rot Z(k)(x,y)‘= 0

d'old A2

o
! [l Z - (\+2u) P] satisfait de méme

3(Aa+u) 2

La matrice M(x,y) = -

. »* . RS <
1'équation A" M = 0 c'est la solution fondamentale de troisiéme espéce.

Elle est caractérisée par la propriété trés importante suivante,

établie par Kupradze.

- e
(ar )2 ar ar dr ar
ax1 8x2 ax1 8x3 3x1
(x) _|ar_  ar 3r .2 dr  3r d 1
T M(X,y)" ax1 . ax2 (axz) axz ° X anx r(X,Y)
» |Jr r or or (ar )
8x, 8x3 3x2 3X3 3X3 J

c'est-d-dire que l'opérasteur T agissant sur la solution de troisiéme espéce

2.1 pour x = y. Un résultat

donne lieu & une singularité de la forme 0 T

analogue peut &tre établi pour l'opérateur généralisé P agissant sur la

o
solution fondamentsle T(x,y).

§ 2 - Potentiels lastiques - Equations intégrnales des problimes aux Limites.-

La méthode de réduction des problémes aux limites & des &quations inté-
grales est désormais classiques. Comme pour les é&quations harmoniques, on plus
généralement pour toute équation (ou systéme) elliptique, il suffit de construire
des potentiels correspondants, ayent des propriétés limites bien &tablies, et de
rechercher la solution du probléme sous forme de combinaisons de ces divers
potentiels. La méthode a été exposée d'une fagon parachevée dans 1'ouvrage de

Bisatze "Bourndary value problems for elliptic equations" et nous suivons ici
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exactement le méme plan.

1 — Potentiels &lastiques.

. P . *

a - V(x) = ;L-J r(x,y) ¢(y) as solution de 1'équation : A u 2
am ‘S y

potentiel de simple couche.

b - W.(x) = L [ PI(x,y) ¥(y) aS_ solution de la méme Equation,
S

2m y
potentiel de double couche de

premiére espéce.

c - W__(x) = L I (x,y) d(y) dS_ potentiel de double couche de
I or Jg II v

deuxiéme espéce.

. e B>
d- A(x) = -LJ M(x,y) #(y) a8 vérifiant A u =0
o Js y

potentiel d'antenne.

»
e -~ U(x) = ‘L'J I(x,y) ¥(y) dy potentiel de volume.
T ¢ B.
i

Ces potentiels d'oscillation donnent bien slir pour w = 0 , les

) o ) )
potentiels d'équilibre correspondents V(x), WI(x), WII(x) et U(x).

2 - Propriétés limites des potentiels &lastiques.

8 — Le potentiel de simple couche V(x) est continu partout.
= - 2
U a(xg) = = 90 + L | e ) V) as,
b - 0(y) € H(y) ,
_ a1 X+x €85
wI’e(xo) = Plx ) + . Js Tp(x »y) 9(y) as, °

=
+w u=0
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HS
H
-
=
»
L[}
!
<
o]
S
+
S————
0]

]
=
H

"
o

<
=
—~
<
A

[oy

0

<

on d(y) e H(y)

X*>x €89
o)

(x )
_ 1
a- (v, = dx,) + JS [T ° roowml dy e, gy w)

X>x €8
o)

=
<

A
[}

1 (xo) , .
- P(x ) + ;; Js [T F(xo,y)] J(y) s,

(x)
] 1
¢ - Gy = e + js [r 7t V) 8, o) comtime
1 (xo) x> x_ € 8.
), == 9x) + L js v ° rie,)] ) as, |

f- A(x) = L j M(x,y) ¥(y) dSy est continu dans le domaine fermé B,
5]

pourvu que Y(y) soit continue.

(]
[
a
LB
N
[N
L]

(TA)e = - ﬁ(xo) + —l-[ Er(y) M(x,y)] ¥(y) dS. pourvu que la
' 2n ‘S y
"densité" Y soit

continue.

3 - Equetions intégrales des problémes aux limites.

L'espace est supposé divisé par le domaine rempli du matériau élastique
en deux domaines complémentaires,simplement ou multiplément connexes. L'intérieur
Bi sera toujours pris comme fini, la région extérieure Be pouvant &tre finie
ou infinie.

-»>

2

->

o
78

ler cas : B, = région hachurée (finie) 2e cas : Bi = région non
hachurée (finie)
B, = région non hachurée (infinie) Be = région hachurée

(finie)
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—

Nous appelons A(x) solution réguliére de 1'équation A*u + wzﬁ =0 (1)

) > . .
1 ~ Dans Bi’ si (O u satisfait (1) dans Bi

2 -Dans B, si
e

(© Les formules de Betti sont applicables

U dans B. =B. + 3 B. .
i i i

U satisfait (1) dans Be

©

Les formules de Betti sont applicables dans ﬁe

©

u(x) satisfait en plus certaines conditions

©

d'amortissement & 1'infini, dites "conditions

de radiations".

Les principaux problémes aux limites de la théorie de 1'@lasticité

s'énoncent alors comme suit

Trouver la solution de (1), réguliéredans B;, telle que la limite
de 1l'intérieur du vecteur déplacement soit égale & un vecteur

donné € H(y) sur S.

Trouver la solution de (1), réguliére dans Ba’ telle que la limite
de l'extérieur du vecteur déplacement soit égale & un vecteur

donné ¢ H(y) sur 8.

Méme probléme si on se donne cette fois-ci la limite du vecteur

tension sur 8.

dits problémes mixtes. Méme énoncé relatif & la combinaison

'
o

T u(x) + o ul(x) o
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Nous allons déduire 1'équation intégrale du probléme Di’ puis par

analogie &crire celles de D , T., T , M. et M :
e’ 71’ Te® i e

Di = I1 suffit de rechercher la solution sous la forme du potentiel WI.
1
. = - + —
or Wi,l(xo) 0(xo) o Js FI(xo,y) (y) dSy

I1 suffit d'écrire que cette limite est égale au vecteur donnd f(xo).

On obtient 1l'&quation intégrale, vérifiée par la densité | :
1
Plx)) + -'J T (x_,y) ¥(y) as_ =~ £(x )
g o

On en déduit, par un raisonnement identique

=]
H

(X)
Plx)) + -l'j [T ° rix,)] dy) as = £lx)

2m °

D = $(x )+ — j I (x »y) I(y) dS = f(x)

© ° orls

1w dx) ¢ L Js o rlx,y)] () as, = - £(x))

= )+ L[ B0 Tlx,) + o) Tx, )] W) a5, = £(x)
M= P(x) - ;: Is EI o) M(x,y) + o(x ) T(x_,y)] d(y) as_ = fx).

. * . co s s as
Soit K (x,y) la matrice associée & K(x,y), c'est-a-dire obtenue

a4 partir deg K(x,y) en :
- Intervertissant les arguments

— Intervertissant lignes et colonnes.




1
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Posons K(x,y) = ——-T(x) T'(x,y). Nous pouvons alors condenser 1'écriture

2n

des problemes D., D et T., T .
i’ e i’ Te

n
+

Pour x

i
o
—~
9
A
—1
&
)
o

0x) - J Ay) K(y,x) as
S y

[}
o
kg

il

|

=T. Pour x= -1

P(x) - J K(x,y) d(y) ds £1(x) @ [T]
. y

Il faut remarquer tout d'abord que les €quations ci-dessus sont

et

et

et

et

f‘l

f'

f'

f'

singuliéres, et que par conséquent les intégrales y figurant doivent &tre comprises

comme valeurs principales. La théorie développée au début de notre étude s'y

applique parfaitement. Nous verrons en particulier comment la notion de symbole

permet de traiter le probléme de la régularisation, c'est-a-dire, du passage &

un systéme d'équations de Fredholm, permettant 3 la fois d'en étudier les propriétés

et de suggérer des solutions numériques connues en effet pour les équations de

ce type.

Condition de nadiation - Formule de Betti pour un domaine Linfind.

Quand on résoud les problémes d'élastodynamique pour un domaine

B
e

s'étendent & 1'infini, il est nécessaire d'imposer certaines conditions & la

solution recherchée pour assurer l'unicité de la solution, et un comportement

physiquement admissible de la solution & 1'infini. Les conditions, dites conditions

de radiations, sont analogues
»

=k 74
)

de Helmholtz. Soient Gi et

de u. Les conditions de radiations de 1'élasticité s'écrivent :

celles de Sommerfeld pour la solution de 1'équation

les deux composantes, potentielle et solénoldale
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i =
’_l
B
'd:H'
i
oy
g =
e
B
2
Q
7l
I
I
=
[+
]
o 2

[
e
8
=

L]
o
[
[
B

2

|
=
=
o

[ ]
(& 2

§
i

Soient alors :

p = r(o,y) R=r(o,x) r=r(x,y) et les vecteurs unitajres correspondants

R r .
Por To2 To

On peut &tablir les estimations suivantes :

]

o (x) - iwaﬁp(x) o(r™ 1) ‘Tfék)(x,y) - iwarék)(x,&)Aé O(R_e) Fik)ué(x) = O(Rag)

b

O(R_1) TI‘(k)(x,y) - iwbrék)(x,y) = 0(3‘2) Re(u r(k)).-. o(1)

P s

H

Tﬁ(x)—imﬁ(x)
s s

o(1).

et R2(us ) rl()k))

~

Soit alors x € Be s Be‘ s'étendant & 1'o, Tragons autour de x une

>

sphére de rayoh R suffisamment large pour englober B.. Si u(x) est
R 1

la solution réguliére dans B, de 1'équation fondementale (1), on peut &crire :

w (x) = —1-‘I- P(k)(x,y) Tu(y) dSy - -Lf u(y)~T(k) r(k)(x,y) s
Ln S+ZR Ly S+ZR y
Or Ax) = ﬁp(x) + ﬁs(x) et r(k) = rék) + rék) d'old :
b w () = Js [T(k)(x,y) Tu(y) - u(y) Tr(k)(x,y)] as + fz (f1‘+f2+f3+fh)dsy

R
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- p(k) . 2 . _ (k) . 2
£f.=T (Tup 1k1 a up) ; f2 =T (TuS 1k2 b us)
£, - u (rr{K) _ ik, a2 r(k)y, £, = - us(Trik) - ik, b2 rik))

En tenant compte des estimations faites précédemment on voit que

]
Jz (zf;) as, =0

R
d'ol uk(x) = —L-J [}(k)(x,y) Tu(y) - uly) TF(k)(x,y)J s x e B
by /S y
C'est la formule de Betti pour la région infinie Be’ S étant la
frontiére.

On en déduit immédiatement les conclusions suivantes
. . . > 2 > - . pe
1 - toute solution, réguliére dans Be’ de l'équation A u+w u=0, vérifie

les relations asymptotiques Ru(x) = 0(1) Rup(x) = 0(1) Rus(x) = 0(1).

. 2z o kg
2 - toute solution, réguliére dans tout l'espace, de A u + w2 3 = 3 est

identiquement nulle.

. z N *> P
3 - toute solution, réguliére dans Be et Bi’ de Au+ w2 3 = 3 , et vérifiant

les conditions u =u, et (Tu)i = (Tu)e sur S est identiquement nulle.

. ” - *-* ” . . Vd . »
4 - la solution de l'équation A u + w2 ﬁ = 3 réguliere dans Be et vérifiant

sur S : [Tu(x) + ou(x):le =0 avec Imo 2 0 est identiquement nulle.

»

5 - le vecteur régulier u(x) vérifiant : u; Au + (Ai+ui)
grad div u + wu=0 x € Bi et Mg Au + (Aetye) grad div u + e u=0

pour Xx € Be
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et les conditions & la frontiére : C. u, =C u et C!(Tu). = C'(Tu)
i i e e i i e e
3 3 ] 1
est identiquement nul (Ci’ Cos Cf» CJ #£ 0).

—
. »* Pl N P «, .
6 - La solution de A u = 0 réguliere dans Bi et vérifiant les conditions

ui(x) =0 ou (Tu +o u)i =0 o0 >0 est identiquement nulle.

—
. % > P . a . . ..
7 - la solution de A u = 0 , réguliére dans Bi et satisfaisant la condition :

. « > > > . . >
ETu(x)]i =0 est égale & A + B(x), A est arbitraire constant et B(x)
ayant pour composantes : q Xg T T Xy 3T X TP X3 3P X ~QXx
P, Qs r arbitraires

c'est~d-dire correspond 4 un déplacement rigide.

§ 3 - Application de fLa notion de symbole - Inverstigation des Zquations

(D) et (T).-

Remarquons tout d'abord que ces deux équations sont "associfes". Il
suffirs donc par exemple d'étudier (T) seulement, 1'étude de (D) se faisant

exactement de la méme facon. (T) s'écrit

I(x) - 2 j K(x,y) 9(y) dS. = £(x)
s y

ou en notation d'opérateurs

(I-AxK){@=r-.

v

Nous allons étudier le probléme de la régularisation de ce systéme,

c'est-a-dire, trouver un opérateur singulier H tel que le systéme
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(I+2H) (I-2K) = (I +MH) f soit un systéme de Fredholm de deuxidme espdce.

Une fois 1l'opérateur H construit, nous serons en mesure d'appliquer

les théorémes classiques de Fredholm.

En développant le produit ci-dessus, et en tenant compte du fait que,

d'aprés le théoréme de Giraud n® 8, on a :

C 2 HK) =22 olxn) Pix) - AQI J(e) asgf H(x,y,0) K(y,£) &5,
S S y

on obtient le systéme :

H-K-AHK

1+ A2 o(x,A)] P(x) + A J F(x,y,1) ¥(y) dsy = X(x) . F
S
avec

f+)HF,

4
1}

qui sera de Fredholm si :

- t
1 - F(x,y,2) = 0[r 2+5] §' >0

2 - pet[1+3%] # 0

En passant en coordonnées locales (y! suivant la normale, y{ et yé

3

dans le plan tangent) le probléme est réduit & construire 1'opérateur

L(2) ¥ = P(x) + xI H(x,y,1) (y) dyy + 0.C.C. [opérateur compl&tement
E
2 continu]

(d&y étant 1'é1ément de surface dans le plan tangent)

(2) (1) (2)

L Y=L f soit "fredholmien" de deuxiéme espéce,
P(x) - 2 J K(x,y) 9(y) dyy + 0.C.C.

£

Ceci est justifié, vu qu'un changement de coordonnées ne

tel que le systéme L

avec de mé€me ici : L(1) J

change pas l'indice du systéme.
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L(1).

1€re étape : EtablLissement de La matrice symboligue W(1) de

Nous avons :

K(x,y) = —L'T(X)F(x,y) =L T(x)?(x,y) + ;L'T(x)[?(x,y)— (x,3)]

an an 2m
d'ou
K. (x,y) = k ( G 1 cos n x -—g—-lcosn x.) +
Jk X k X ]
27 (A+2u) ij r axk r

# ot (15, + 3(a41)

2m(A+2u) JK

r(*)g = T(x)(r—%).

. o .
En passant en coordonnées locales au point x suivant les formules :

X. =y, = a1i(xo)(x{-y;) + aei(xo)(Xé-yé) + a3i(xo)(X§-yé)-

-~

On arrive & écrire K(x,y) sous la forme :

1
K(x,y) = Ki(x,y) + —5 M(x,y;€) + K (x,y) avec
o

!— 0O A cose+A2 sin 6 A

1 3

1

O) K;(x,y) = 2 x | = [:'A1 cos 6 + A2 sin 6:] 0 A5 cos 6+A6sin 6

2r(a+2n)  02(x,y)

cos @ +A,4 sin 6

- A3 cos 6 + Ah 51n5'6)-(A5 cos 8 +A651n6) 0

-l
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2 - [ Je— 2 TRy
avec o (x,y) = (x) y1) + (x17y))
| . ] | - )
A . X275
cos 6 = ——— 3 sin 8 = ———
p(X,Y) p(X,Y)
_ o _ o
A1 = a11(x ) cos n, X, a12(x ) cos n, X,
A =a (x°)cosn x_ - a (x°) cos n_ x
2 21 X 2 22 x 1
A_=a (xo) cos n_ x. - a (xo) cos n_ X
3 11 x 3 13 x 1
A = a8 (xo) cos n_ X, — & (xo) cos n_ X
L 21 x 3 23 x 1
A =a, (x°) cosn_ x. - a (xo) cos n_ X
5 12 x 73 13 x "2
A, =a_(x°) cosn x. -a _(x°) cosn_ x
6 o2 x 3 23 x 2
(® M(x,y;e) = matrice dont le module tend vers zéro avec e.
O) K%(x,y) = O[bn_e(x,y)] n >0 donc quasi-singulier ("a faible singularité").
. (1) (1) ‘
Nous avons slors pour les projections Lx § de L ¥, en posant
i
PR
2n(A+2u)
1 A1cose+A sinb A3cos6+Ahsine
LY =9, - a2 §.ar - A ‘ §_ do_ + 0.C.C.
X 1 2y 3y
1 E 2 E 2
2 p 2 p
1 A1cose+A2sin6 A590s6+A6sin6
L ¢d=9, -2 g, do_ - A §, do_ + 0.C.C.
*2 2 E 2 1y E 2 3y
2 p 2 p
4
A_cosB+A, sinb A_cosb6+A_sind
Ll =g+ | 2 4 J do + AR 2 6 J. do_ + 0.C.C.
*3 3 E 2 vy E 2 2y
2 P 2 p
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On en déduit alors tout simplement les €léments L;j. [W = (W1,W2,03)] .
La matrice symboligue est alors : W1 = W;j avec :
1 1 . . 1 . .
= : = - : = - +
W11 13 W12 2W1A2(A1cos6+A251ne) ; W13 2ﬂ1A£(A3cose Ahs1n9)
1 _ . L .
¥y = 2n1u(A1cose+A2sme) Yoo =15 ¥ys 2nlxz(A5cose+A6s1ne)
1 . . 1 . . 1
= M = + . - .
Yo 2n1k2(A3cose+Ahs1ne) 3 ¥y, = 2mind (Ascose A631ne) 3 ¥ap = 1
d'ou
» M, = A1 cos 6§ + A2 sin 6
2 1 2,2 ,2, 2 2 2y, .
= - + =
dét v 1 - 4r® A% ¢ (u1 W, * u3)g K, A3 cos 9§ + Ah sin 6
ug = A5 cos 6 + A6 sin 6

Pour des surfaces de Liapunov, on démontre que uf + ug + u§ peut

s'écrire sous la forme 1 + v(x,xo) ,v(x,xo) étant arbitrairement petit.

On peut donc écrire :

détw1=1-lm2x2z2.

Conbéguence : Pour les valeurs de ) # % —l—-= + A2y =% (2 + A?,
218 u H
il est possible de construire la matrice W(a) de L(2).

28me étape : Matrnice symbolique de L(2).

2 ry1q-1 : * 1
2= 4] e b "] pouwr A#:-——
1-ur?r%p? i )

soit :




2,2, 2 . 2 »
1 - 4a®A%e (A5 cos 6 + Ag sin 8)< W22
1 - hH2A222(A1 cos 0 + A, sin 9)2,

2niA2(A1

2A222

2niAL(A3 cos 6 + Ah sin 8) - bUx (A1 cos 6 + A

2
2.2,2

=1 - ha?a

III.26 ~ T8

cos 8 + Ah sin 9)2

cos B + A2 sin 8) + h"2x222(A3 cos 0 + Ah sin 0)(A_ cos 6 + A6 sin

p

sin e)(A5 cos 6 + A6 sin

-2miAl(A, cos 6 + A_ sin 8) + LuT)A%2 (A3 cos 06 + A)4 sin 6)(A5 cos B+ A6 sin

1 2

2midL(Ag cos © + Ag sin ©) + hn2A222(A1 cos 0 + A,

-271iA(A_ cos 6 + Ah sin 8) - hn2A222(A1 cos 6 + A

3

2x202%(A. cos 6 + A

-omirg(A :

cos 6 + A6 sin 6) + kn

5

38me €tape : Constrwuction d'un opérateur régularnisant.

C'est 1'opérateur d'élément général :

£(2)

= plK) ik
Mkt = P e+ g o2 4 (y)ao + 0.C.C.
2

On a ieci :

11

sin 8)(A, cos 8 + Ah sin

3

sin 0)(A_ cos6 + A6 sin

p

sin e)(A3 cos 6 + A) sin

1 2, ,2 2 A' (1,2 ,2 .
Z [ - av(ag + Ag)l £l2) o - Al [(ag As)cos 26 - 2h, A sin 26]

A

AL (a.a
R 12 57

A

A (2)
_._( A+AA);f =
R A U R

1 2,2 (2)
= 1A' (AS+AY)] 5 £)07=
A[ 3 h] 22 A

175 7276
cos 26]

+AhA6) H £(2) _ de (A,cosb+A sind) - %[(A3A6+AhAs)sin29+A A-A_A)

- — (A A_+A A6) ; £(2) . A8 () cos +A)sing) + AA—' [(A1A6+A2A5)sin29+

(A.A

1 5—A2A6)cos 26]

- -)‘&(A cos6+A_sinf) - A-'-[(A A +A A_)sin26+
1 2 A- 36745

(A ;A -A)Ac) cos 26]

3

AL [(Aﬁ-Ag)cos 26 - 2A A sin 20].

8)

6)

6)

6)

8)
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23 _ A . ol2) _ A% . A ' .
b = ) (A AgrAA) 5 £5°0 = A (Ascose+hcsing) - [(AiAh+A2A5)31n 26+
(A1A3—A2Ah)cos 26]
31 _ _ A Loe(2) A2 . Ar .
b = - (A AHAAG) 5 £33 - (Ajcose+A)sing) + ) [(A]A6+A2A5)51n 20+
(A1A5—A2A6)cos 26]
32 _ A" o2 _ A . _ A .
boC = - (A A+AA ) 5 £ . (Ageose+hcsing) ) [(A A A A )sin 20+
(A1A3—A2Ah)cos 26
33 _ 1 ra_ar(a2ip2y1 . #(2) _ A 2,2 _ .
b = \ [-ar(af+al)] 5 £33 - [(A;-A7)cos 20 - 24 A, sin 26],
avec : A = 1—hn2K2£2
A= 2nea%eB,

) = (¥ (e ) o1 rel2) .
Posons B(x3A) = Ebo (x,A)] et D(x,y3;\) = xpg(x,y) [fjk (x,e)].

On a alors dét B(x;A) = dét B(xo;A)+n(x,xo) n(x,xo) de module pouvant €tre
rendu arbitrairement petit.

Pour rechercher les zéros de dét B(x3A), il est donc suffisant
1

de rechercher ceux de dét B(xo;k). Or

Dét B(x ;1) = 1 [—A'3 sin’e + 3'2(1 + sin® 0 + sin’* 8) - A'(2 + sin®e) + 1]
A

d'ol les 3 racines :

- 1t singe + /qf+ 2 s\in2 0 - 3fsinh 9

2 sinh ]
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: ; 7y
Les valeurs correspondantes de A sont A1 = % H A2 =%
/2 /2
‘/A|
A, =t —= .
3 T2

Dans le plan de la variable complexe, muni de la coupure

(-, - -J—-; + -l—, +o), on a donc D&t B(x3;A) # 0 ==> B—1(x;l) existe
hog hng
Vx e E2.

L'opérateur

L(g)@ = IP(x) + AJ B-1(x;A)D(x,y;A)tﬂ(y)doy + 0.C.C. est donc aussi un régu-

£

larisant.

En posant H(x,y;\) = B—1(x;)\)D(x,y;k), nous construisons l'opérateur
L(2)$ = (I+AH)JY qui remplit toutes les conditions requises. Et le systéme

devient :

L@y = (s ") (12000 = [1422 L 57 (2-8)]0(x) + AJ F(x,y3)0(y)as,
A

3]

avec
(:) F(x,y;A) = noyau de Fredholm.
(© Dpét |-_I+A2 o(x;1)] = Dét[i+B-1[I—B]] = Dét B | # 0. Il suffit de poser

A2 o(x;2) = B [1-B).

Léme étape : Analyse du systime fredhodmien obtenu.

I1 s'agit maintenant d'étudier le systéme :

[I+A2 ¢(x;l)]¢(x) + AJ

F(x,y;2) y)as_ = x(x).
» S Yy

Tous les théorémes de Fredholm s'appliquent. En particulier :

ler théoréme : Il existe une matrice "résolvante" N(x,y;A), fonction méromorphe

de A dans le plan w, telle que, pour toute valeur de A différente des pdles,
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solution wnique :

I = [202 o(x30)] e(x) xf NCx,E50) (6 as,
S

La "résolvante" vérifie les 2 équations fonctionnelles :

N(x,y31) = [T62% o(x30)] 7" K(x,y) ‘.*j N(x,£30)K(E,y)as, = O

S

K§X;€)N(E,y;k)ds = 0

N(x,y3A) = K(x,y) [T+2° o(y;0)] ) - AJ )as,

S

2éme théoréme : Soient :

r le nombre de solutions linfairement indépendantes de

P(x) - A, J K(x,6)d(¢)as, = o.

S

r' celui des solutions de l'équation associée Y¥(y) - Ao J !’(E)K(g,y)dsg = 0.
S

«

Alors : r=nr'.

3é§thhéoréme : |
[ L.

Soit A = ko un pdle de la résolvante et valeur propre de 1'équation
(I-2K)§ = o.
Soit T1 W2 +«+ ¥ 1llensemble des solutions linéairement indépendantes

de 1l'équation associde. Alors :

A
La C.N.S. pour que 1'équation ¢(x) - X K(X,E)W(E)dsE = f(x) ait une
‘8
solution est que le second membre f(x)  soit orthogonal & W1 We... Wr
c'est-d-dire doit remplir les r conditions ‘i’j(x).f(x)dsx =20 JF1,25e0e,T
‘S

»

S58me étape : Retour aux problemes aux Limites de L'élLasticité.

Retournons maintenant, par exemple, aux problémes Di et Te’ dont

les &quations sont respectivement :
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-£(x) (D)

(x) - Isﬁ(y)K(y,x)dSy

I - [ xxa)as, = s ().

g Y

Nous remarquons d'abord que la valeur A = 1 correspondant a ces

2 problémes se trouve en dehors de la coupure, puisque L = 1+ 25
brg 2u

(A,u >0).

Considérons les €quations homogénes correspondantes (qui sont assocides)

) - | Wty s, = o )
ﬂu)~Lmewwwy=o ).

0
Supposons que Y¥(x) soit mne solution # O de (Te). On prouve
facilement que ceci est impossible et que nécessairement V¥(x) = 0. Il
0
s'ensuit d'asprés le second.théoréme de Fredholm que (Di) non plus ne peut

avoir une solution différente de zéro.

Le 3éme théoréme de Fredholm permet alors de conclure que :
1 - Le probléme Di posséde une solution unique pour f(x) € H(y).

2 - I1 en est de méme pour (Te)‘

Des conclusions analogues peuvent alors €tre &tsblies pour les

autres problémes,




CHAPITRE 1V

RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS INTEGRALES
DE LA THEORIE DE L'ELASTICITE.

§ 1. Résolution des Equations Intéghales de Fredholm.

b
Soit 1l'équation intégrale y(x) —AJ K(x,y)v(ylay = £f(x). @
a

Pour résoudre numériquement cette.équation, deux idées directrices s'offrent
a4 nous :
1 - Remplacer l'équation par un systéme linéaire.

2 - Résoudre par approximations successives.

Notons, dés d'abord, que ces deux idées, loin de servir wigquement
8 déterminer des solutions numériques, sont & la base aussi de 1'étude théorique
des équations intégrales de Fredholm. Nous alloné développer succintement le
principe des deux voies offertes, la littérature & ce propos &tant largement

répandue et connue.

~

1.1, - Réduction & un systéme d'équations algébrigugg.

I1 existe plusieurs fagons de réduire 1l'étude de 1l'équation intégrale
8 celle d'un systéme algébrique. Nous nous bornons ici & signaler la plus ancienne,
et la plus connue, utilisant des formules d'interpolation et d'intégration numé-
rique connues.

»

b ,
En fait, tout revient & remplacer le terme J K(x,y)¥(y)dy par une
a

des nombreuses formules d'intégration numérique :
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[ .
1.2, - ¥(x)dx = ¥(x,) + p, p é&tant le reste.
. LAy ¥

Ak : des coefficients connues pour la formule utilisée.

x points & choisir suivant la formule utilisée.

p : reste qu'on peut évaluer.
Exemple :
1. Formule du carré : x, =a ; x,. = a+ 9;2 seee 3 X = a - (n-1) b ;
1 2 i n
n n
A= b-a
n
" ~ - b-a ) -
2. des trapézes : X, =a ; x, = & + = i} X =b.
n-1 -
= = b- 8 M = = - = —b:-é
A=A s Ay = A= ..=A
2n-2 n-1
3. " de la tangente : X, =at+ 225, X, = a+ 3 ke oo x_=a+ (2n-1) boa
2n n n 2n
Ak - b-a
n
" . x ==&, ba (n) _ b-a
L, de Tschebyscheff : x = + X A ’
2 2 n
(n) ., ", s n

Les X, étant les "points de Tschebyscheff" connus.

»
5. " de Gauss :

x, =&+ (b-a) x}({n) A, = (v-a) A}({n)
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X, ¢ "points de Gauss", zéros des polyndmes de Legendre.

"coefficients de Gauss", construit pour l'intervalle (0,1).

En appliquant la formule (@) , on a alors :
“n
v(x) - A‘z A K(X,xk)w(xk) = f(x) + Ap(x) pour tout x.
1

En particulier, en remplagant x par x cee X successivement, on aboutit

1

au systéme :
n .
w(xi) - A % A K(xi,xk)w(xk) = f(xi) + 2, i=1,2,...,n.

D'ol, en négligeant au départ les reste p; 1le systéme approché

.
W(xi) - A % A K(xi,xk)w(xk) = f(xi) i=1,2,...,n.

La résolution de ce systéme donnera des valeurs approchées w1

...w

n

recherchées. Pour évaluer l'erreur dle & l'omission des termes Py diverses

formules ont été &établies (cf. & ce propos Kantorowitch et Krylov : Niéherungs

methoden der HBheren Analysis).

1.2, - Approximation successive.

On recherche la solution sous forme d'une série de la forme :
n
Y(x) = wo(x) + Aw1(x) + o0+ A wn(x) + el .

>
En remplacant dans 1'dquation () , on voit que :




b b _
p (x) = £(x) 3 w1(x) = j K(x,y)wo(y)dy ; wz(x) = J K(x,y)w1(y)dy ete...

a a

On pose alors K1(x,y) = K(x,y)

tb
Kg(st) = K(X,‘G)K1(‘G,Y)dt
‘8
rb
KS(X,}’) = K(x,t)K2(’c,y)dt
‘a
ees ete...
b
d'odl Y= £(x), ... 3 ¥ (x) =J K (x,y)f(y)ay
o n o B
b ‘ b
et ¥(x) = £(x) + A J (K, + 2 K, + . )f(y)dy = £(x) + A J I'(x,y; )f(y)dy.
a a
Avec |A| < ——J—--']|K| < M}, 1la série sera sfirement convergente.
M(b-a)
En prenant n termes seulement pour ¥(x), on néglige un reste an
tel que

Iz | < _f(x) M (p-a)® [2]"

1 - M(b-a) |A|
(La série ci-dessus est souvent appelée série de Neumann).

§ 2. Traitement des Zquations intéghrales singuliérnes.

La premiére idée qui vient 8 1l'esprit est qu'il suffit de régulariser
1'équation donnée et de traiter la "fredholmienne" obtenue par les méthodes ci-
avant. Cependant, dans la pratique, la construction d'un opérateur régularisant
est le plus souvent trés laborieuse (on s'en est rendu compte & propres de

1'équation (T) ; et encore ce n'était qu'une régularisation ponctuelle, au
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point xo), et 1'€quation obtenue a souvent une structure compliquée. De plus
la régularisation n'est pas toujours équivalente... Aussi faut-il le plus souvent

avoir recours § d'autres artifices.

2.1. - Utilisation de la série de Neumann : théordme de Schmeidler.

Nous citons tout simplement un théoréme &tabli par Schmeidler, qui
permet de fixer le type de noyaux singuliers, pour lesquels la méthode est

applicable.

Théorgme.- Soit K(x,y) un noyau tel que :

1 - Il vérifie les 3 conditions ci-aprés ;
b
2 - La forme bilinéaire intégrale f

b
J K(S,t)x(s)y(t)ds dt pour des fonctions
a’a

x(s) et y(t) normées soit bornée par une constante M.

b
Alors 1l'équation y(S) - A I K(8,t)y(t)dt = £(8), ol £(8) est &
a
carré intégrable et |A| < 1, peut &tre résolue par la série de Neumsnn. La
série converge alors en moyenne vers y(S), solutiond carré intégrable. La

solution est déterminée d'une fagon unigue, & un ensemble de mesure nulle prés.

b
CONDITION I : J K(S,t)y(t)dt est une fonction de s & carré intégrable, pour
T

tout y & carré intégrable dans (a,b).

a
~ CONDITION II : J K(S,t)x(S)ds est une fonction de t & carré intégreble pour
c

toute x(S) & carré intégrable (c £ S g 4).

CONDITION III : Pour toute couple de fonctions x(S) et y(t) & carré inté-

grable, on a :

b d
y(t)[J K(8,t)x(s)as]at.
C

Jj s(s)[J: K(S,t)y(t)at]as = J

a




Schmeidler traite par cette méthode le systéme suivant

+1
v(x) = - ¢ f h"ﬁ-g-l-dg ol v et h représentent les compo-
- f.-g santes de la force exercée par un
' we)
h(x) = ek + € J dg mur de barrage sur le sol.
-1 x-§&

I1 établit notamment que le noyau L vérifie
x-&

les conditions du théoréme.

2.2, - Réduction & un systéme algébrigue.

Reprenons le systéme :

n
v(x;) = 2 ;Ak K(x, o 0w(x ) = £(x;) i=1,2,...,n.

Nous voyons, que pour un noyau singulier, les termes diagonaux devien-

nent infinis ou n'ont plus aucun sens et le systéme n'a plus aucune valeur.

(D Pour éviter cet &cueil, Kantorovitch propose la méthode suivante :
Reprenons 1l'équation intégrale (@ et écrivons 13, sous la forme :

b
Kxwlad - | KB - velar = £,

a

b

p(x)[1 = A J

a

L'intégrant K(x,y)[@(y) - w(x5] est alors rendu continu et 1'intégrale n® 2
b

peut €tre remplacée sens inconvénient par une somme finie. L'intégrale J K(x,y)dy
a

donne alors une fonction X(x) (& calculer).

Le systéme algébrigue s'écrit alors :
n
w(x ) [ - A x(x]] - A §1:Ak K(x,ox ) [Wlx ) - v(x,)] = £(x,) i=1,....n.

Pour lever l'indétermination sur les termes de la diagonale principale,
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il suffit alors de remplacer K(xi,xi)[¢(xi) - ¢(xi)] par une formule 4'inter-

polation. Par exemple, en utilisant une interpolation linéaire :

i1~ % X" X
, K(xi,xi_1)[@(xi_1) - w(xi)] +
341741 X3 i1

K(x,ox,, ulx, ) - w(x)].

Le systéme algébrique est alors complétement défini, et se préte & une résolution
classique. Cependant cette méthode a un défaut patent : il est trés difficile
d'évaluer 1l'erreur commise, et la solution trouvée peut se différencier notablement

de la solution cherchée.{D'ailleurs son auteur la présente sans aucun commentaire).

. Une méthode, récemment proposée par Kupradze, retient beaucoup plus l'attention.
Elle s'applique parfaitement aux équations de 1'€lasticité et ne posséde aucune

des incertitudes signalées plus haut. Nous allons 1'exposer d'une fagon détaillée
pour quelques problémes de lé théorie de 1l'élasticité. Elle est basée sur la
possibilité de réduire les équations singuliéres de la théorie de 1'élasti¢ité

4 des équations fonctionnelles équivalentes, ayant des propriétés trés intéres-

santes.

Difgraction des ondes &Lastiques.

Il s'agit de résoudre le probléme suivent :

Soit Bi un domaine fini de frontiére S du type de Liapounoff. Soit
Be le domaine infini complémentaire, supposé occupé par un milieu €lastique de
constantes de carré Ae,ue.

Soit au point x € Be la source de vibrations,bde fréquence w (dif-
férente des fréquences propres de Bi), E(x,xo) le chemp de déplacements en-
gendré par cette source en l'absence de Bi. Le champ peut &tre évalué par les

formules de la page T2, et nous supposerons qu'il est tout simplement donné.
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Le probléme est alors de construire le vecteur u(x) tel que :

1. Mo Aﬁ(x) + (Ae + ue) grad div Ulx) + w? ﬁ(x) =0 X e Be

2

ETe 3(x)] =0 sur S.

- > . .
3. u(x) - E(x,xo) x € B, est un vecteur régulier.

(© La solution de ce probléme, qui n'est autre que (Te) pour le vecteur

-+ e i .
u(x) - E(x,xo), peut alors &tre recherchée sous la forme

Ux) = - J V(¥)T(x,y)dS_ + E(x,x ) x € B
on Js y °

Yy vérifient 1'équation intégrale singuliére (le systéme en fait) :

v(x) - "LJ ¥(y) T*I(x,y)ds_ = o{x) B(x,x ) .
on /s y °

On peut d8s lors résoudre par la méthode de Kantorovitch citée en

(© On peut aussi procéder de la maniére suivante :

Supposons tout d'abord que Bi ne soit pas une cavité, mais remplie
d'un matériau de constantes Ai,ui. Le probléme posé devient celui d'un milieu
non-homogéne. Or, Kupradze a prouvé que la solution de ce probléme vérifie

(nécessairement et suffisamment) le systéme d'équations :

(x,y)dv& + fJ E(y)gf;d div Fe(x,y)dv&

(i) =w2(mn)|
i Bi

Bi (e)

YT T (xyy)asy + bW Exx)

-> L
*u [ O s, s, |
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- > - 4 A.+2ui _
avec ¢ =u-u. ; n(x) =— (2, + py ——=) pour x e B.
e i 3 i A +21 i
e e
A(x) = 41 M, Pour x e Be
* e i
T = Ai ue Ae ui sy T =717 T .

De plus pour |Tl suffisamment petit, la solution du sytéme ci-dessus

est solution du probléme suivant de la théorie de 1'élasticité :

( >

A: u{x) + wza(x) =0 X € Bi
A: ;(x) + wza(x) =0 X € Be
E > > |
P ue(x) - ui(x) = Y(x) x+ S

Efi -13(x)]:.L = Ere ;(x)]é x+ 8

. rd N, H
a(x) - E(x,xo) est une solution réguliére de Aev + v =0

\
pour x € Be'
En posant Ai = ui = 0 on obtient notre probléme. De plus T = O.
Conclusion.
La solution de notre probléme est donnée par le systéme :
4 :
0= j V(y) TS T (x,y)ds. + B(x,x ) X € B,
hm /s y € y © 1

> 1 -> e |
= e—— T
( i) = = js ¥¥) T/ T (xy)as + Ex,x)  xe B,

En posant K(x,y) = 1 g I (x,y), il devient :
an Y €
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> > .
ﬁJS W(y)K(y,X)dSy = -2E(x,xo) pour x € Bi

> >
JSW(V)K(Y,X)dSy + E(x,xo) X E Be

N |-

L'avantage d'un tel systéme saute aux yeux, pour le calcul numérique
de V.
1 - Les domaines de variation de x et y sont distincts. Donc, en réduisant

la premiére &quation 3 un systéme algébrique, le probléme des &léments diagonaux

ne se pose méme pas.
2 - Le degré d'arbitraire laissé au choix des points X, .

-
3 - L'équation donnant Y est de premiére espéce.

. L'8criture de tels systémes d'8quations fonctionnelles peut &tre faite pour

bon nombre d'autres problémes, et d'autres opérateurs que celui de 1'élasticité.

Nous donnons les résultats suivants :

1. Systeme pour (Di).

e o v s e e e e s

1 J - 1 >
0=— I(x,y)¥(y)ds_ - -—J r_(x,y)f(y)das x € B
an /s vy oynls I y e
- v1 > 1 >
Ax) = ——-J M(xy)3(y)as, - —-J I (x,y)Hx)as.  x e B,
on Js Y uynlg I y 1
2. Systeme pour Le probfeme statique (T.).
1 > 1 +
0 = —j F(x,y)3(y)as. + -—J L (x,y)e(y)as. xe B
L /s Yy onlg I y e

Ux) = - Jsr(x,y)-f'(y)dsy + L JS r(xy)ity)es, xe B

2I




5. Probleme
(
0
\
-n
u
\
4. Probteme
(
0
£
->
u

A  m s o > - - ——— - - - — - —

(o ).
= f; Js I (x,y)E(y) + ;i js F(x,y)?ﬁ(y)dsy x €
() = | r e E) - - js raas,  xe
(Te).

l

( o=-L] ¢
o1 Js
<
<>=—1-j
. RS
f(x) = u(x)

r——

>
I(x,y)f(y)as +
Y oen

Js PI(x,y)Tﬁ(y)dsy x €

j M(x,y)H(y)as, + -
) N

ST (x,y)¥ly)ds
on Js TIPSy

R R R Rl P M g e e bbbty

+1j
Y 1nlg

R
(y) cos(xy,nyz as

r(x,y)

r(x,y)ds
y) Y

> >
cos (xy,ny) as JJW(Y) zn

£(y) +
S r(x,y) Y s

pour x g S.
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B

B.
1

x € B

x e B

Xx'e B.
1
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Probléme de La tornsion.

Nous savons, Que pour un prisme de section quelconque, de génératrice

0z, les sections ne restent pas planes, et en termes de déplacements, on a la

solution :
u= -tzy v = 12X v = tf(x,y)
d'ol T _ = uT(éﬁ:—'y) et T = ur(éﬂ + x), les restes sont nuls.
zZX % vz 3y .

2 2
En remplagant dans les é&quations d'équilibre on obtient ﬁ_g.+.i_g = 0.
9xX oy

Ecrivant que les efforts sont nuls sur la surface extérieure (3 part les extré-

mités), on obtient la condition & la frontiére :

(ﬂ!l - yJ)cos(n,x) + (—a-"Q+ x) cos(n,y) = 0 sur L

ax 9x
c.d.4 & =y cos(n,x) - x cos(n,y) sur L.
dn

~

On aboutit ainsi & un probléme de Neumann pour la fonction harmonigue

d(x,y).
Soit alors Y¥(x,y) 1la fonction conjuguée de ¢ :
A‘Q = 2L et '3"2 = —‘-'@-!J-
ax Ay oy X
or cos(n,x) = & et cos(n,y) = - & ., 4 @y .

ds ds du ds




: 2. 2
+
De plus y cos(n,y) - x cos(n,y) = X'g§ +y N (E—=L-)
ds ds ds 2
d d 2+
==> __l}j_=___X__L
ds ds 2
a'ou
1 2 2 ;
Yy =—(x“"+y°)+C_ sur h (L=L, UL, U...UL). Une seule
o k k 1 2 m

des Ck peut €tre fixée arbitrairement, les autres étant fixés par la condition
que Y(x,y) est & valeur unique (non multiforme).
Soit F(z) = Y + i¥, bolomorphe dans S (3S = L).

== - 1 = ! -3 5
> T, ~ 1 Ty et (F'(z) - i z).

Introduisons alors

Y(x,y) = ¥(x,y) -4 (x2+y2)-
2

Le probléme devient AY =-2 et ¥=0 sur L.
avec T. = ut o T = = ut —
= ; = )
Xz 3y vz 5%

(0 Ainsi, pour résoudre le probléme de la torsion, on peut, suivant ce qui semble
€tre le plus accessible résoudre un probléme de Dirichlet pour la fonction v
vérifiant 1'équation de Laplace, ou bien le probléme de Neumann pour p vérifiant

&) = 0, ou bien une équation de Poisson en ¥, avec un probléme homogéne de

Dirichlet.

(O La rigidité & la torsion s'évalue par l'intégrale

iq)--yﬂ)dxdy

D= uJJ (x2 + y2 + X
S Ay ax




§ 1. Méthode de RITZ-GALERKIN.

Nombre de problémes de physique mathématique conduisent souvent 3 un
probléme d'équations aux dérivées partielles (Electrostatique - Elasticité
hydrodynamique etc...), avec des données & la frontiére, ou des données initiales.
Du point de vue du calcul des variations, la solution du probldme, si elle existe,
est recherchée comme minimisant une expression intégrale. En pratique, il est le
plus souvent impossible de trouver de telles solutions sous forme exactes. Aussi
essaye-t-on de remplacer 1'étude du minimum de 1'expression en question, par
1'étude d'un systéme algébrique & coefficients constants et obtenue une solution
approchée du probléme. Diverses méthodes, reposant presque toutes sur ce principe

ont &€té€ développées. Nous présentons celle de RITZ-GALERKIN, qui en est largement

représentative.

1.1. - Exposé de la méthode : Soit i rechercher le minimum de 1'inté-

grale double I(u) = JJ F(x,y,u,ux,uy)dx dy dans la condition u = y(8)
b

et T = 3D.

* . * ..
u (x,y) est la solution exacte et I(u ) =m le minimum correspondant.

Solent alors 51...Gh une suite de fonctions satisfaisant ﬁi = Yy(8S)

sur T et telles que I(Gk) converge (dans un sens & préciser) vers m.

* . .
Alors u ~convergera vers u (dans un sens i préciser aussi).

Examinons alors la suite de fonctions u = ¢(x,y,a ..,an)

tel que u = y(s) sur T.
En recherchant parmi ces fonctions gelles qui.minimisent I, on

est amené & résoudre le probléme

Trouver a1,...,an tel que I = I(a1,a2,...,an) soit minimum.

Les nombres B seeesd doivent donc vérifier le systéme algébrique




2 =9 (i =1,2,...,0).

1,...,an)

Soit a "’;n la solution de ce systéme. La fonction u = ¢(x,y,a

17

est alors une solution approchée de notre probléme.

Pour la convergence, il suffit que le systéme ¢n(x,y,a .,an)

LI
soit complet.

Soit alors a résoudre 1l'égquation L(u) = 0, I #étant un opérateur
différentiel linéaire (4 2 variables), avec la condition u =0 sur T
(c'est-a-dire le probléme homogéne).

Nous cherchons la solution approchée sous la forme

n
u(x,y) =} e, ¥, (%7,

1
les wi vérifiant la méme condition sur T et supposées &tre les premiéres
fonctions d'un systéme {wi(x,y)} (i =1,2,...yn,...) complet dans un
domaine D. L(a) devent &tre nul, il doit &tre orthogonal & toutes les fonctions
du systéme complet {wi}; Pour déterminer les c;» mnous disposons donc de n

relations d'orthogonalité
_ ~n
Jf L(u)wi dx dy = 0 = IJ L(Y c. ¢.(x,y))¢.(x,y)ax dy =0 (i = 1,2,...,n)
D L Jd d 1

Ceci nous donne un systéme linéaire (L #&étant supposé linéaire)

pour la détermination des c. et donc de la solution approchée u(x,y).

-

Pour une étude approfondie de la question (estimation de l'erreur,
amélioration de la convergence, etc...), se référer a l'ouvrage de S.G. Mikhlin
"Variational methods in mathematical physics" ; du méme auteur aussi "Numerical

performance of variational methods".




L(u) = 2 ; + ﬁ_% -f=0 u=0 sur T.
ox oy

Le probléme aux données non homogénes peut toujours €tre ramené & un
probléme homogéne en considérant a la place de u la fonction w(x,y) =

u(x,y) - v(x,y), v(x,y) prenant la valeur imposée f(s) sur T.

D'apr@s ce qui précéde, nous recherchons la solution approchée sous

la forme :
S (n) e » 2 ~
u (x,y) = ) &y wk(x,y), les & étant déterminés par le systéme
=1
32u E)'Zun
JJ (—R+—DB -y axay=0  (s=1,2,...,0).
D @ dy

Le probléme qui se pose est alors celui du choix du systéme complet wk(x,y).
Pour cela, nous nous basons sur'le théoréme suivant, qui est une généralisation

du théoréme de Weierstrass
Théonéme.- Soit v(x,y) une fonction continue, ainsi que ses dérivées
et —, dans un domaine fermé D. Il existe toujours un polyndme P(x,y),

tel que 1l'on ait dans D :

| v(x,y) - P(x,7)] < ¢ 3 |az - L : |§X'— 2£| < e 3 € arbitrairement
9X X ay oy

petit.

Ce théoréme permet d'affirmer :




Le systéme de fonctions wo =W w1 = WX 3 w2'= wy 3 Y. = wx2 H

wh = wxy etc... est un systéme complet dans D pour cela, il suffit que

1. w(x,y) > 0, continue, bornée dans D.

2. v et o existent, sont continues et bornées dans D.
X oy

3. w(x,y) =0 sur T.

On en déduit alors un moyenysimple pour trouver un systéme complet
dans un domaine D.. Il suffit de prendre pour w(x,y) 1'équation du contour.
Ceci est particuliérement aisé pour les contours algébriques convexes. Pour les
contours concaves (polygdnes concaves etc...) la construction de la fonction

w(x,y) est beaucoup plus délicate et problématique.

Nous allons appliquer la méthode, pour résoudre le probléme de la
torsion d'une poutre 3 section carrée, et d'un arbre claveté.
Nous commengons par le probléme de la gection circulaire avec logement

de clavette

OH =h ; (0x,0D) = a




wix,y) = [|y-n] - (y-n) + la~x| - (a-x) + |atx| - (a+x)]

W{—X3Y) = w(x,y) .

1. ¥y =2h X 2 a

(x-a)(Rz-x2—y2) = w1(x,y;a,h)

=B

%
<
L]

2. y=>h X £ ~a

= -(a+X)(R2-x2-y2) = v, (-x,y;a,h) = wi(=x,y)

=
o

»

<

1

avec
2 2 2
w,(~x,y;a,h) = v, (x,y38,h) - 2x(R%-x"-y%)

= w,(x,y) - 2P(x,y).

+a

w
e
A
=2
{
)
A
i
A

2

W3(x,y) = -(y-h)(Rz-xz-y ) = -w1(y,X;h,a)

w,(57) = [(x-8)-(y-n)] (R2-xP-y2)

= w1(x,y;a,h) - w1(y,X;h,a)

= w (x,5) + w3(x,y).

5 ¥y &h X< - a

v(x,y) = - [(a#x) + (y-n]] (B%-x2-y?)




= w1(—x,y;a,h) - WT(y,X;h,a)

W, (=x,7) = v (x,y) + i (xy) - 2x(BxPey?)

2
w1(x,y;a,h) - w1(y,x;h,a) - 2x(R2—x —y2)'

vy (x,5) + w3(x,y) = w3(x,y)'+ WT(x,y) - 2P(x,y)
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DERIVEES PREMIERES

oW ow

1. —1=- 3x2—y2+2ax+R2 8 _ 1. 2ax
ox ax 9x
ow ow
—L - ~2y(x-a) 8E 1 2ay
3y ay oy
ow oW ow ow oW oW

2. —2=—1_ 2(R2—3x2-—y2) =l -1 1. pax) = - — + hax
ax 90X x 9X 9x 9x ox
oW oW ow ow v ow
—2-1_¥ _ _1- 2("""l - 2ay) = - —— + Lay
oy ay 3y oy ay oy
8w3

3. = 2x(y-h)
9x
oW,
—3 = x%+3y°-oyn-r2.
oy
W oW ow

L. b 1,3
ox ox ox
awh ; aw1 8y3
oy oy dy
oW oW oW ow oW,

5. 2.2, 3. 1,3, Lax
9x ex 9x ax X
ow oW ow ow ow

2.2, 3-_1, 3+hay
oy oy oy ay ay
On en déduit

5 ow. ow

) —4L=8ax +3 —3

J=1 3 ox

5 oW. W

.2 ———J-.= Bay- + 3 —1

J=1 9y y

D'ailleurs - ha(R24x2-y2).

Il o~

1 wj = 3w3 + h(w1-P) = 3w3




DERIVEES SECONDES - LAPLACIENS -

32W1 a2P 32W1
1. = 2a-6x = 2(a-3x) — = - 2a Aw_ = L{a-2x)
2 2 2 1
ax 9x dx
82w1 32P 82w1
-“*E'= -2(x-a) =" 28, P = w, - ha = - 8x
3y dy Ay
(w1—P) = kg
82w2 82w1
2. = - + ha
3 2 2
X X 2
5 Aw™ = -Aw, + 8a = Aw,(-x)
2 1 1
9 w2 9w
—3 S+ La
oy oy
82w2
3. 5 = 2(y*n)
oy
Aw_ = L(2y-h)
5 3
] w3
> = 2(3y-h)
ay
32w 32w 82w
h L 1 3
> =~ 2
9x 3x ox Awy = Aw, + AW
L 1 3
2 2 2
9 W 9 W 3 W
ho_ 1, 3
5y ay®  ay?
2 2 2
3w W oW
2 _._éi =" 21 * :?
ox 0 x 9x
= - + + = + A
, , \ Aw5 Aw1 Aw3 8sa Aw2 w3
oW W 3w
'""% = - ; tT 2
oy oy 3y
On en déduit
5 32w. 32w3
L = =8 +3 2
J=1 ox ax
3% 32w3
E 2 =8a+3—3
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Compte tenu de la symétrie du contour par rapport & Oy, nous prendrons

comme expression approchée pour u(x,y)

D .
k 2 k .
u (x,y) = ) AL, wix,y)x™t y k =0,...,2p

(p+1)(2p+1)

u dépend de (p+1)(2p+1) coefficient Agi qui doivent vérifier

le systéme :
B =0,...,p

j[ (Auh+2)w XEB yu dx dy = O { soit (p+1)(2p+1) équations.
s @ =0,...,2p

soit

Jj f 3? Agi [@(x2l yk w)]w x28 ya dx dy = —2JJ W x28 ya dx dy
D i=0 k=0 D

or A(xglykw) = x2l-2yk_2[¥2y2Aw+w[2i(2i-1)y2+k(k-1)xﬁ-+ )-+ixy2‘§K + 2k x2 y’gfﬂ
ax ]

et le systéme devient :

2.+28-2 Cor A
E %P Ak. fJx * yk+a 2[x2y2wAw+w2[2i(2i—1)y2+k(k—1)x?] + L4i xy2 w i’
. s 21

i=0 k=0 9x

+ 2k y x> w éﬂi dx dy = - 2Jj W(x,y)x2B y* dax dy.
9y D
Posons alors :
. . . . oW .
I?glk _ JJ (2APEB Rba & Izglk _ JI (2ive-lva Uy oy
J D. J J J D. ax
J J
. . . ow
k +28~ + i - i
81k _ (2iteB-2 kb 2 g oBik _ JJ Pites kot T
2d D J .23 D I oy

J J
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18k . JJ PGNP RN PRV LA JJ w, x°0 ¥ ax ay.
3 D. J 6] p,
J j

Le systéme prend alors la forme simple suivante

5 : : : :
k aBik e aBik _4y ' 1O0B1k . of1k
.E ZE A.. [QZ Ly 2i(2i-1) L1 + k(k-1) IS 4+ b LT 4

ok I“@ik] ¢

53 =-2 % Te; -

Le probléme numérique le plus important est alors de calculer les
Igglk, aprés quoi on peut poser le systéme et le résoudre par les méthodes
classigues. Or ces coefficients peuvent &tre ramenés & des combinaisons

linéaires de termes de la forme : 114 - 120.

Dk(r,s) = JJ x ys dx dy, dont le calcul est donné dans tous
D
k

les cas par les formules des pages :

1. 1Rk
L)
.k 2'+ + [ .+
o - ” PR e ax ay = J xPIHRB KO p2 12 ¥®) (x-8) (a-2x)
D1 : D1
dx dy :
PR : 2y (23 2R, (21
= 4{(a®-2R")D, (2i+28+2,k+a)+3aR"D, (2i+28+1,k+a)-a"R°D, (2i+28 ,k+a)+

2D1(2i+26+h,k+a)—3aD1(2i+28+3,k+u)+2D1(2i+2B+2,k+a+2)—3&D1(2i+28+1,

k+a+2)+a2D1(21+28,k+a+2)}.
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: : .
2. I?glk = jj x21+26yk+aw2 Mw, dx dy = MIJ, xo BRI (12 y P R®) (arx) (avex)
D2 D2 dx dy.

(21+28 k+a )+

h['(a2—2R2)D2(2i+2s+2,k+a)-3a32D2(2i+2s+1,k+a)—a2R2D2
+2D2(2i+2s+h,k+a)+3aD2(2i+2s+3,k+a)+2D2(2i+23+2,k+a+2)+3aD2(2i+2e+1,

k+o+2) + a2D2(2i+2s,k+a+2)].

3. 198 L uJJ xZEE Y oy n) (hey) (RP-xP-y®) ax ay
D
3
= u{3hR2D3(21+23,k+a+1)—h232D3(2i+23,k+a)—3hD3(2i+23+2,k+a+1)+2D3
(2i+26+2,k+a+2)+h2D3(2i+23+2,k+q)-3hD3(21+23,k+a+3)+2D3(2i+2e,k+a+h)

+ (h2—2R2)D3(2i+2B,k+a+2)}.

y, 1B h{hR2Dh(2i+2B+1,k+a+1)-3(h—a)R2Dh(2i+26+1,k+a)+3(h—a)R2Dh(2i+28,

1k
k+a+1)—(a—h)QReDh(2i+2B,k+a)+[(a—h)2-2R2]Dh(2i+2B,k+a+2)+2Dh(2i+26+h,
k+a)+&Dh(2i+28+2,k+q+2)-hDh(2i+2B+3,k+a+1)+3(h—a)Dh(2i+26+3,k+a)— f
-3(h—a)Dh(2i+26+2,k+a+1)+2Dh(2i+26,k+a+h)+[(a—h)2-2R2]Dh(2i+28+2,
k+a)-hDh(2i+2B+1,k+a+3)+3(h—a)Dh(2i+2B+1,k+a+2)—3(h—a)Dh(2i+28,
k+a+3)}.
aBik , .
5 115 = s'obtient de I1h en changeant :
- le domaine d'intégration chaque fois,
- de signe chaque fois que le ler argument est impair.
On obtient dé&s lors :
I??lk = h{—u32D5(21+23+1,k+u+1)+3(h—a)R2D5(2i+2e+1,k+a)+3(h-a)R2D5(2i+2s,

k+a+1)—(a—h)2R2D5(2i+2B,k+a)+[(a—h)2—232]D5(21+23,k+a+2)+2D5(2i+23+h,
k+a)+hD5(21+2B+2,k+a+2)+hD5(2i+2B+3,k+a+1)—3(h-a)D5(2i+2B+3,k+a)

“3(h-a)D;(2i+28+2,kvat1)+2D (2428 kvarh )+ [(a-n) %-28°]p (2142842,

k+a)+hD5(2i+2e+1,k+a+3)—3(h—a)D5(ei+2e+1,k+a+2)—3(h-a)D (21+28 ,k+a+3)}.

>




d'intégration par D

aBik
21

0
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21k

11, 2j

dx dy

JJ 2i+28-2 k+o 2
= b'e Yy w
5 1

1

i - +
_ JJ (2it2B=2B kta | 12 (g2 2 202 . .
D

1

RhD1(2i+26,k+a)+D1(2i+26+u,k+u)+D1(2i+28,k+a+u)+2D1(2i+2B+2,k+a+2)

—2R2D1(2i+28+2,k+a)—2R2D

1(2i+26,k+a+2)—2aRhD1(2i+28-1,k+a)

—2aD1(2i+28+3,k+a)—2aD (2i+2s—1,k+a+h)—haD1(2i+2s+1,k+a+2)+

1
2, .. 2 . 2.4 ]
+4aR“(2i+28+1 ,k+a)+2aR D1(21+2B—1,k+a+2)a R D1(21+2B—2,k+a)

+a2D1(2i+28+2,k+a)+32D1(2i+28—2,k+a+h)+2a2D1(2i+28,k+a+2)
=2a2R2D1(2i+28,k+a)—2a2R2D1(2i+2B—2,k+a+2).

_ JJ 2it2 =2 ket 2o
5 2

n peut l'obtenir de I21 en changeant & chaque fois le domaine

5 et en changeant de signe chaque fois que le ler argument

est impair. On obtient :

aBik _

I22

apik _
Iz =

4

=R D (2i+28,k+a)+D2(2i+2B+u,k+a)+D2(2i+2B,k+a+u)+2D2(21+2B+2,k+a+2)

T2
-2R2D2(2i+28+2,k+a)—2R2D2(2i+2B,k+a+2)+2aRhD2(2i+26—1,k+a)+

+2aD2(2i+2s+3,k+a)+2aD2(2i+2B—1,k+a+u)+haD2(2i+2B+1,k+a+2)—

—haR2D2(2i+26+1,k+a)-2aR2D2(2i+26—1,k+a+2)+a2RuD (2i+28-2,k+a)

2

+a2D2(2i+2B+2,k+a)+a2D (2i+28-2,k+a+h)+2a2D1(2i+25,k+a+2)-

2
-2a2R2D2(2i+26,k+a)—2&2R2D2(2i+2B—2,k+a+2).

~R2D3(2i+26—2,k+a+2)+D3(2i+26+2,k+a+2)+D3(2i+28—2,k+a+6)+

+2D3(2i+2B,k+a+u)—2R2D3(2i+2B,k+a+2)—2R2D3(2i+2372,k+a+u)

+h2R2D3(2i+2s—2,k+a)+h2D3(2i+23+2,k+a)+h2D3(2i+2e—2,k+a+h)

+2h2D3(2i+2B,k+a+2)—2h2R2D (2i+25,k+a)-2h2R2D (2i+28-2 ,k+t+2)

3 3




5.

I

aBik _
2y T

afik
25
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—2hR2D (2i+2B8-2,k+a+1)-2hD_(2i+2R+2 ,k+a+1)-2hD_(2i+2B8-2,k+a+5)

3 3
-th3(21+23,k+a+3)+th2D (2i+28,k+a+1)+uhR2D

3

3 3(2i+23—2,k+a+3).

RhDh(2i+2B,k+a)+RhDh(2i+26—2,k+a+2)—2RhDu(2i+26—1,k+a+1)

+(h—a)2RhDh(2i+28-2,k+a)+2Ru(h—a)Dh(2i+2B—1,k+a)—2(h—a)RhDh(2i+2B~2,

k+a+1)—2R2Dh(2i+26+2,k+a)—2R2Dh(21+2B,k+a+2)+hR2Dh(2i+28+1,

2

k+o+1)-2R (h—a)zDh(2i+28,k+a)—hR2(h—a)Dh(2i+28+1,k+a)

+2R2(h—a)Dh(2i+2B,k+a+1)—2R2Dh(2i+28,k+a+2)—2R2Dh(2i+28-2,k+a+u)

2

+uR2Du(2i+2B—1,k+a+3)-2R (h—a)?Du(2i+28—2,k+a+2)—hR2(h—a)Dh(2i+28—1,

k+a+2)+hR2(h—a)Du(2i+28—2,k+a+3)+3Dh(2i+28+h,k+a)+Dh(2i+2B+2,k+a+2)

-2Dh(2i+26+3,k+a+1)+(h—a)2

Dh(2i+28+2,k+a)+2(h-a)Dh(2i+26+3,k+a)
—2(h*a)Dh(2i+28+3,k+a+1)+Dh(2i+26,k+a+h)+Dh(2i+26-2,k+a+6)‘
-2Dh(2i+26-1,k+a+5)+(h—a)zDh(2i+2B-2,k+a+u)+2(h-a)Dh(2i+28—1,k+a+h)
—2(h*a)Dh(2i+2B—2,k+a+5)+2Dh(2i+2B,k+a+u)-hDu(2i+26+1,k+a+3)+
+2(n-2)°D, (20+28 ,kra+2)+2(h-a)D) (2142841 kra+2) -2(h-a)D, (21+28 k+a+3) .

= —RhDh(2i+28,k+a)—RhDh(2i+26-2,k+u+2)—2RhDh(2i+2B—1,k+a+1)—(h—a)2

RhDu(2i+26-2,k+a)+2Ru(h-a)Dh(2i+28—1,k+a)+2(h-a)RhDh(2i+26-2,
k+a+1)+2R2Dh(2i+26+2,k+a)+2R2Dh(2i+2B,k+a+2)+uR2Du(2i+2B+1,k+a+1)
+2R2(h-a)2Dh(2i+28,k+a)-hR2(h—a)Dh(Zi+26+1,k+a)-2R2(h-a)Dh(2i+2B,
k+a+1)+2R2Dh(2i+26,k+a+2)+2R2Dh(2i+26-2,k+a+h)+hR2Dh(2i+26—1,
k+a+3)+2R"(h-2) D, (2i+28-2,k+o+2)-uR" (h-a)D, (2i+28-1 k+a+2)-
—th(h-a)Dh(2i+28-2,k+a+3)—3Du(2i+26+h,k+a)—Dh(2i+23+2,k+a+2)-
—2Dh(2i+2 +3,k+a+1)-(h—a)zDh(2i+2B+2,k+a)+2(h—a)Dh(2i+23+3,k+a)-
-2(h-a)Du(2i+2B+3,k+a+1)-Du(2i+23,k+a+h)-Dh(2i+23—2,k+a+6)—
-2Dh(2i+28-1,k+a+5)—(h—a)2Dh(2i+28—2,k+a+u)+2(h—a)Dh(2i+2B~1,k+a+h)
‘2(h—a)Dh(2i+2B—2,k+a+5)—2Dh(2i+28,k+a+h)-hDh(2i+2B+1,k+a+3)—
—2(h—a)2Dh(2i+2B,k+a+2)+2(h—a)Dh(21+2B+1,k+a+2)+2(h—a)Dh(2i+2B,

k+a+3).




1.

I

oBik
31

aBik -
32

afik -
33

aBik _
3k

I..
3J

RuD1(2i+28+2,k+a—2)+D1(2i+26+6,k+a—2)+D1(2i+28+2,k+a+2)+
+2D1(2i+26+h,k+a)—2R2(21+28+h,k+a-2)—2R2D1(2i+28+2,k+a)—

—2aRhD1(21+26+1,k+a—2)—2aD1(2i+26+5,k+u—2)—2aD1(2i+26+1,k+a+2)—

—haD1(2i+26+3,k+a)+haR2D1
2 L . 2 . 2
+a"R D, (2i+2B8,k+a~2)+a D (2i+28+k4 ,k+a-2)+aD

1 1 1
2 . 2.2 .
+2a, D1(21+2B+2,k+a)—2a R D1(21+2B+2,k+a—2)—2a

(2i+26+3,k+a—2)+2aR2D1(2i+28+1,k+a)

(2i+28 ,k+a+2)+

2R2D1(2i+28,k+a).

—131(—x). S'obtiendra donc simplement en changeant de signe daus

I31 chaque fois que le ler argument est impair.

R2D3(21+23,k+a)+D3(21+2s+h,k+a)+D3(zi+23,k+a+h)+2D (2i+2B8+2 ,k+o+2)-

3

—2hD3(2i+2B,k+u+3)—2R2D3(2i+25+2,k+a)—2R2D3(2i+2B,k+a+2)

+hER2D3(gi+2s,k+a+2)+h2p3(2i+2s+u,k+a—2)+h2D3(2i+2s,k+a+2)+
+2h2D3(2i+26+2,k+a)—2h2R2D3(2i+26+2,k+a—2)—2h2R2D3(2i+26,k+a)—

—2h2R2D3(2i+26,k+a—1)—2hD3(2i+2s+h,k+a—1)—th3(2i+2s+2,k+a+1)+

+th2D3(21+28+2,k+a—1)+th2D3(2i+2B,k+a+1).

N

= R Dh(21+2B+2,k+a—2)+RhDh(2i+28,k+a)—2RhDh(2i+23+1,k+a-1)+

+(h—a)2RhDh(2i+2B,k+a—2)+2Ru(h—a)Du(2i+23+1,k+a—2)-2(h—a)RhDh(2i+23,
k+a—1)—2R2Dh(2i+23+h,k+a—2)—2R2Dh(2i+23+2,k+a)+hR2Dh(2i+23+3,k+a—1)—
—2R2(h—a)2Dh(2i+23+2,k+a*2)—hR2(h-a)Dh(2i+23+3,k+a-2)+2R2(h—a)}l
Dh(2i+26+2,k+a+1)—2R2Dh(2i+23+2,k+a)—2R2Dh(2i+25,k+a+2)+
+hR2Dh(2i+28+1,k+a+1)-2R2(h—a)2Dh(2i+26,k+a)—hR2(h—a)Dh(2i+2B+1,k+a)+
+hR2(h-a)Dh(2i+26,k+a+1)+3Dh(2i+23+6,k+a-2)+Dh(2i+2e+h,k+a)—
—2Dh(2i+28+5,k+a—1)+(h—a)2Dh(2i+28+h,k+a—2)+2(h—a)Dh(2i+2s+5,k+a—2)—
-2(h—a)Dh(2i+28+5,k+a—1)+Dh(21+23+2,k+a+2)+Dh(2i+23,k+u+h)‘

—2Dh(2i+26+1,k+a+3)+(h—a)2Dh(2i+2B,k+u+2)+2(h—a)Dh(2i+2B+1,k+a+3)-




5. Iggik
1. szik
2. Iigik
3. Iﬁgik
L. fziik
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-2(h—a)Dh(2i+28,k+a+3)+2Dh(2i+26+2,k+a+2)-hDh(2i+28+3,k+a+1)+

+2(h—a)2Dh(2i+26+2,k+a)+2(h-a)Dh(2i+28+3,k+a)—2(h—a)Dh(2i+28+2,k+a+1).

= -I3h(-x) ==> s'obtiendra en changeant de signe dans I3h chaque

fois que le ler argument est impair.

I)-Lj

= 3D1(2i+28+h,k+a)+hD1(2i+26+2,k+a+2)—5aD1(2i+2B+3,k+a)+D1(2i+28,k+a+h)

+2aR2D1(2i+28—1,k+a+2)—aD1(2i+2B-1,k+a+h)+(Rh—2a2R2)D (2i+28 ,k+a)-

1
L . 2 2 . 2 2 .
-aR D1(21+2B—1,k+a)+2(a -2R )D1(21+28+2,k+a)+2(a -R )D](21+26,

k+a+2)+6aR2D1(2i+2B+1,k+a)—6a(2i+26+1,k+a+1).

~

+ Ih (-x) ==> s'obtiendra & partir de Ih1 en changeant désigne

1

chaque fois que le ler argument est impair.

—3D3(2i+2s,k+a+3)—uD3(2i+2B+2,k+u+1)+5hD3(ei+2s,k+u+2)-D (2i+28+k,

3

k+a—1)—2hR2D3(2i+26+2,k+a—2)+hD3(2i+2B+h,k+a—2)—(Rh—2h2R2)D3(2i+26,

k+a-1)—thD3(2i+2B,k+a-2)—2(h2—2R2)D3(2i+26,k+a+1)—2(h2—R2)D3(2i+2852,

k+a—1)"6hR2D3(2i+2B,k+a)+6hD3(2i+2B+1,k+a).

= 6(a-n)R°D, (2i+28+1,k+a)+R? [R2—2(a—h)2]Dh(2i+2B Jk+o )=

‘RhDh(2i+2B—1,k+a+1)+(h—a)RhDh(2i+2B—1,k+a)+3Dh(2i+23+h,k+a)-
-S(a—h)Dh(2i+28+3,k+u)—2l}Rz—(a—h)z]Dh(2i+2B+2,k+a)—Dh(2i+2B+1,k+a+3)+
+6Dh(2i+2B+2,k+a+2)+R2Dh(2i+2B+1,k+a+1)-6(a—h)Dh(2i+2B+1,k+a+2)—
—2l}RQ—(arh)QJDh(2i+2e,k+u+2)—Dh(ei+23-1,k+a+5)+3Dh(2i+2e,k+a+h)+

+(h—a)Dh(2i+2B—1,k+a+h)—2(h—a)R2Dh(2i+26-1,k+a+2)+2R2(2i+28—1,k+a+3).
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= Ihh(x) ==> g'obtient a partir de Ihn en changeant de signe

chaque fois que le ler argument est impair.

B ik
f;j

. ow
_ 'JJ (21¥28 lcrast . L ax ay
D

1 9y

2{2aR2D1(2i+2B+1,k+a)—a2R2D1(2i+28,k+a)+(a2—R2)D1(2i+28+2,k+a)+

+D1(2i+28+h,k+a)-2aD1(2i+28+3,k+a)+D1(2i+26+2,k+a+2)—

-2aD1(2i+28+1,k+a+2)+a2D (2i+28 ,k+a+2)}.

1

2(2i+28,k+a)+(a2—R2)D2(2i+26+2,k+a)+

+D2(2i+28+u,k+a)+2aD2(2i+2B+3,k+a)+D2(2i+28+2,k+a+2)+

= 2{—2aR2D2(2i+2B+1,k+a)-a2R2D

+2aD2(2i+2B+1,k+a+2)+a2D2(2i+26,k+a+2)}.

2 2 . 2 . 2 .
= 2(h"-R )D3(21+28+2,k+a)+2hR D3(21+28+2,k+a—1)+6hR D3(21+28,k+a+1)-
—hD3(2i+23+h,k+a—1)+2(h2—2R2)D3(2i+2s,k+a+2)+uD3(2i+2s+2,k+a+2)—
-thD3(2i+28,k+a—1)+R2(R2—2h2)D3(2i+2B,k+a)+D3(2i+26+h,k+a)—

—5hD3(21+2B,k+a+3)+3D (2i+2s,k+a+h)—6hD3(2i+2e+2,k+a+1).

3
= 6R2Dh(2i+28+1,k+a+1)—2[2R2—(h—a)2]Dh(2i+2B+2,k+a)—
—h(h—a)R?Dh(2i+2B+1,k+a)+2R2Dh(2i+2B+3,k+a—1)—RhDh(2i+28+1,k+a—1)
—2[?R2(h;a)2]Dh(2i+28,k+a+2)+6(h-a)R2Dh(2i+28,k+a+1)+
+R2[R2—2(h—a)2}Dh(2i+26,k+a)+2(h—a)R2Dh(2i+2B+2,k+a—1)—
—Rh(h—a)Dh(2i+28,k+a—1)—6Dh(2i+28+3,k+u+1)+3Dh(2i+26+h,k+a)+
+h(h—a)Dh(2i+2B+3,k+a)—Dh(2i+2B+5,k+a-1)+6Dh(2i+26+2,k+a+2)—
—6(h—a)Dh(2i+2e+2,k+a+1)—(h—a)Dh(ei+2s+h,k+a-1)—5Du(2i+23+1,k+a+3)+

+h(h—a)Dh(2i+28+1,k+a+2)+3Dh(2i+26,k+a+u)-5(h—a)Dh(2i+2B,k+a+3).




V.19 - 112

5. I;Eik = -6R2D5(2i+2s+1,k+u+1)—2[éRQ—(h—a)e]D5(2i+2s+2,k+a)+

+h(h-a)R2D5(2i+28+1,k+a)-2R2D5(2i+26+3,k+a—1)+RhD5(2i+28+1,k+a—1)—
—2[2R2—(h-a)2}D5(2i+2B,k+a+2)+6(h—a)R2D5(2i+2B,k+a+1)+

+R2ER2-2(h—a)2]D5(2i+28,k+a)+2(h—a)R2D5(2i+28+2,k+a—1)—

~Rh(h—a)D5(2i+28,k+a—1)+6D (2i+26+3,k+a+1)+3D5(2i+28+u,k+a)—

p

~u(h—a)D5(2i+2B+3,k+a)+D (2i+28+5,k+a—1)+6D5(2i+28+2,k+a+2)—

5
—6(h—a)D5(2i+2s+2,k+a+1)—(h-a)D5(21+2s+u,k+a-1)+5D5(2i+23+1,k+a+3)-

—h(h—a)D5(21+2s+1,k+a+2)+3D (2i+26,k+a+u)—5(h—a)D5(2i+2B,k+a+3).

p)

af
I6j

1. Igf = IJ w1(x,y)x28 v* ax dy
1

2 2

R D1(26+1,a)—D1(2B+3,a)-D1(2B+1,a+2)—aR

D1(28,a)+aD1(26+2,a)+aD1(2B,u+2)

af  _ o2 _.n2

2. Ip, = -R°D,(28+1,0)+D,(28+3,0)+D (28+1,042)-aR D,(28,a)+aD,(26+2,a)+aD,(28,a+2)
0B _ .2 _ _ 2

3. I63 = hR D3(2B,a) hD3(26+1,a) hD3(28,u+2) R D3(28,a+1)+D3(28+2,a+1)+D3(2B,a+3)

k. Ig = R°D)(28+1,0)-D) (26+3,0)-D, (28+1,0+2)+(h-8)R°D, (28 ,)-h(a)D) (28+2,0)-

-(h—a)Dh(2B,a+2)—R2Dh(26,a+1)+Dh(26+2,a+1)+Dh(28,a+3)-

& Igf - —R2D5(2B+1’“)+D5(25+3sa)+D5(28+1,a+2)+(h—a)R2D

—(héa)DS(es,u+2)—R2D

5(28,&)—(h—a)D5(28+2,a)—

5(2Baa+1)+D5(2B+2ga+1)+D5(289a+3)-

En remarguant que D1(2p,q) = D2(2p,q) et que D1(2p+1,q) = —D2(2p+1,q),

et les relations équivalents pour Dh(2p,q) et Dh(2p+1,q) avec D5(2p,q) et

D5(2p+1,q), on obtient :
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5 .

) I, = 2[?2D](26+1,a)—D1(2B+3,a)—D1(2B+1,a+2)—aR2D1(2B,a)+aD1(2B+2,a)+

3

+aD1(2B,a+2)+R2Dh(2B+1,a)—Dh(28+3,a)—Dh(2B+1,a+2)+(h—a)R2Du(26,a)—

—(h—a)Dh(28+2,a)-(h—a)Dh(2B,a+2)—R2Dh(2B,a+1)+Du(28+2,a+1)+Dh(28,a+3)]

+hR%D_(28,0)=hD. (28+2 ,a)~hD

3 3 (28,a+2)—R2D3(2B,a+1)+D

(2B+2,a+1)+D3(28,a+3).

3 3

En posant I, =} Ly s I,= ¥ Iy 5 Ip= N Lo s I, =] L 3

I = ) I; et Ig= ) Igs:

On obtient, pour le systéme d'équations la forme condensée

2 . . . . .
§ ip Ak | oBik | 2i(2i-1) 7oBik | K (k-1) @Bik ). joBik | o 1OBiK|
120 =0 21 LT 2 3 4 5

Nous allons expliciter la forme du systéme pour un exemple, soit

U2(x,y). Les 2 coefficients vérifient alors le systlme :

® 0000 1,.0001 ooo1 oo
+ .+ I =
Ao I AO(I1 2 5 ) 2 16
o ;looo 11,1001 1oo1 1o
_ 0000 ocool 0001 ocol
En posant B11 = I1 s B21— I1 5 B12 I1 + 2 I5 5
; 1001 1001
B22 = I1 + 2 I5

on aura :




BH

B21

B22

1
21

B11
B21
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Il est maintenant nécessaire d'avoir les formules qui permettent

de calculer systématiquement les termes Dk(psQ)- C'est ce qui est fait

dans les pages suivantes :

Il reste maintenant & calculer les Dk(p,q). Pour cela 4 cas sont &

envisager :

k
) ) /R2_h2 ) /R2—x2 )
1.D1(2p,2q):jj xpyqudy J X dxf v ay =
‘ D a h
1
| (R 2p r 2q+1 (R2-x2)1/2
, _
o [ e,
2q+1 “a

) 1 i h2q+1
a

2.2 YR —h
[x2p+1]v/R They J (R2-x2) agtl ,,+1 x°P dx]
a

2q+1 2p+1 2
1 w2 opr11/R%-n°
= [— EC ]a + J.](PsQ.) .
Dg+1 Dpti

2. D2(2P,2C1) = "D1(2P92Q)-
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a —»/Rg—-x2 5 5
—QJ dx J xP % gy =
e} h

n

3. D3(2p32<1)

2q+1 ‘ 2qt1

. 2 [%
2q+1 L2p+1

2q+1
2 h 2p+1
= 4 —— [“""—— a P + IB(PaCl)] .
2q+1 2pH+i
2p _2q ~/RE-a® 2 oty 2
. Dy (2p,2q) = ij Py ax gy = J y2 dyj xP ax =
h a
-1 -.‘/R2_he 2qr. 2p+1 R2—y2 -1 a2p+1 2q+1 ‘l/Re-hZ
vl G i O RP R Al FU L e
2p+1 “h 2p+1 2q+1
fZ B Zptl
-YR -a 5 o 2 2q
+ f (R™=y") y dy]
N .
- a2p+1 Dq+1q- %2_a2
= - [y + I,(a,p) |-
2p+1 2p+1
5. D5(2P92Cl) = - Dh(2P92Q).

II. Dk(2p,2q+1

1. D1(2p,2q+1)

(5D
,2q+2 2_2 R™-h
1 [} h [x2p+1]:§ n® , j (R2_x2) 2+ 2P d%]

29+2 2p+1 a

o [_ n2latt) l'x2p+1] /R2_h2

K.(2p,q+1)].
= S k(e

2pt+1




2. D9(2p, q+1)

3. D3(2p,2q+1)

)4. Dh(2p,2q+1)

5. D5(2p,2q+1)

1. D1(2p+1,2q)

2q+2 a
2 h 2p+
+ L——-—- a<Ptl . j (R2—x2)q+1 x°P de
b

2q+2 L 2p+1

2q+2 -
. -2 [h 2p+1

a + K (2p,q+1)]
2q+2 3

2p+1

2
_ 1 [; o P*1 Eyz(q+1)]-/h2—a2

2p+1 L 2(g+1) h
(22 2ptl

TTRTE o o2 o0

. (R™=y“) v 3 dy]

-1 [; a2p+]
2(q+1)

-Dh(2p,2q+1).

[III.Dk(2p+1,2q)

h2q+1

jj P20 e [_
D1 2q+1

f2_ 2 2q+1

j (R2—x2) 2 Pt d%] =
a

2(p+1)

1 ':_heq” [xe(pﬂ)]wﬁz—hz

2q+1 2(p+1) &

Bl v gt )
2

Ex2(p+1)]:R2'h2 .

+ I1(p s 1 s 2q)]
2
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[}
|w)
[\

3

3

—
™o
Q

2. Dp(2p+1,2q)

It
o

op+1 2
3. (2p*+1,2q) = JJ Py ax gy
D

Dy

-/%g—az q /%2 e

yeq dx dy = J
h

4. D (2p+1,2q)

1]
—
S—

)
o]
A%
o]
+

op+2
-VRe—a2 2
- 2qr, 2 2 op+2
- 1J PPURP2) - aZP*2)gy =
2p+1 “h

2 2.p+i 2
)y gy

(R

ﬁ—e"fm

1 a°P*2 50411 -/RP-a
= - [y Jh
2pt2 2q+1 h
f2 2
a2(p+1 ) [y2q+1]}—1 R -a

= - + Kh(Engp:l
2p+2 2q+1

5. D_(2p+1,2q) = Dh(2p+1,2q).

Iv. Dk(2p+1,2q+1)

2_2 [y2q+2] hVR -X

R™-h
+ + 2p+1
1. D1(2p+1,2p+1)=” x2p1y2q1 dxdy=J %P dx =
D1 X 2q+2

_ 1 [] 2P+ &Rz_xz)q+1_h2(q¢1)]dx
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.§é 2
2q+2 f2 - 2 -h : . .
_ [_ h [x2p+2]a§ n J (RRos2) T+ 2P dQ]
2q+2 2p+2 a
2q+2 2 .2
o 1 [_ h [x2p+2]/R -n° K1(2p+1’q+1)].
2q+2 2q+2 &
2, D2(2p+1;2q+1) = D (2p+1,2q+1).
3. D3(2p+1,2p+1) =0
) - é(q+1) —\/Rg--a.2 f[2 2
ty ] -VR -a
: 1 2pt+2 h 2__2,p+t1 2q+1
L. Dh(2p+1,2p+1) = - a + (R™-y°) y dy
2pt2 2q+2 h
[y2q+2] - /{%E—az
= ! [— a2p+2 h + Kh(2q+1 ,p-H)]
2p+2 2q+2 '
5. D5(2p+1,2q+1) = D) (2p+1,2q+1).
On a posé ici :
291
b B —
7 (p.q) = J B?) © g2 g o W fear[a(en)ail...[o [on(im1)]e]
’ - - - .
ok 8y j=o (2p+1)[2(p+1)+1 con 2(p+J)+1]

2(g-1)+1]"k
2P+ (522 2 %,

. (20+1) [2(g=1)+1]. .. [2[a-(a=1)]+1] 5, [2(p+0) 0]

(2P+1) vevnnronnnns 2(p+q-1)+1
bk m b
Kk(m n) = J (R2—t2)m P gt = 2 2p m(m=1) eeeess [m—(p-ul [tn+1+2p(R2_t2)m—p] k
] &y o (n+1)(n+1+2)...(n+1+2p) 8
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a1 = g a3 =0 au =h
b, = |/§2—h2 b, = a b, = -/Rz—a2
1 3 i
soit finalement :
J=1 _ b
o1 T [Blak)+] ‘ % L ak
2(p+j)+1,.2 2 k
3. (pya) = ] = x2(prd) (R°x°) +
j=o ]
T [2(p+k)+1]
(o]
q-1
T [2(q-j)+1]
Q
"= 7, B(era) 0]
1 [2(p+j)+1]
0]
) )
- 2k 2k
avec Jk[2(p+q),0] = g2(pta+1) J cos2(p+q+1)e a6 - J' cc>s2(p+q)e de] -
0 %1k
2(pta+1) [,
- g2lprar1) N[2(pta+1)] - N(2(p+q)]
L.
_ _ ®x _ P,
avec : 6 = arc cos —/— et 8 = arc cos —
1k 2k
R R
%ok s
or, en posant N(2S8) = J cos~ 6 48, on obtient :
e1k
J S
53 g[g[s—(k—1)]—1] 2(s-3)-1] %2 ?[2[8—(1{_”]—1]
N(2s) = ) —— sin 6 cos 6 J ] + oy
1= 1+ . 6. s
J=e pd* 1 %(s—k) 1k 2° 1 (5-3)
(] o]
Et comme :
. 2(8+1)-1 62k 2(S+1)-1
N[2(s+1)] = [sm 6 cos 6 ]e + N(28s).
2(8+1) 1k 2(s+1)

(oo = 04
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0
==> N[2(s+1)] - N(28) = —— [sin 6 cos e2(s”)‘1]62k - —L— N(2s).
2(s+1) 1k 2(S+1)

On obtient enfin de compte :

2k

2(p+tq+1)-1 |8
in 6 cos © 9
1k

S
] = gePtat1) [

Jk[e(p+q),o - N(2(p+q)|.

2(ptq+1) 2{p+a+1)

avec
J
pra-1 g [2(p+1-(k=1))-1] o orans =11 O2x
N[2(p+q)] = % 3 [gin 6 cos 6°'\PT97J }e +
J=o pI*1 I (p+a-k) 1k
(o]
pta
I [2{p+q-(x-1))-1]
1
+ L pra-1 (oo~ 00
2P (pg-j)

(o]
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Nous allons appliquer, maintenant, les résultats précédents i un cas

particulier. Nous étudions le cas a = h = et R = 1. Dans ce cas, nous

1
2
avons :

D1(o,1) = 0,5562 ; D1(2,1) = 0,0199 ; D1(h,1) = 0,009 ; D1(2,3) = 0,0899 ;

D1(O,3) = 0,021 ; D1(O,5) = 0,006 ; D1(h,2) = 0,005L ; D1(2,2) = 0,0129 ;

0,0767 ; D (6,0) = 0,0056 ;

0,0324 D1(O,O)

0,0053 ; D1(h,3) = 0,002 ; DT(O,M) = 0,014

D1(h,0) = 0,1016 ; D1(O,2)

D1(2,o) = 0,0323 ; D1(6,1)

[}

D1(2,h) = 0,0055 ; D1(1,0) 0,049 ; D1(3,0) = 0,0207 5 D,(1,2) = 0,0199 ;

1
0,0161 3 D1(1,3) = 0,013 ; D1(3,2)

D1(1,1) = 0,0312 ; D1(3,1) 0,0087 ;

D1(1,h) = 0,0086.

i}

D)}(1,1) = _03125 5 Dh(3,1) _090716 5 Dll-(1’3) = —09013 N Du(132) = 030225 H

Dh(3,2) = 0,022 ; Du(1,h) = 0,0122 ; Du(3,3) = 0,007 ; Dh(I,S) = -0,031 ;

D,(3,0) = 0,209 ; D, (1,0) = 0,383 ; D, (5,0) = 0,138 5 D, (5,1) = -0,0058 ;
Dh(0,2) = 0,066 ; Dh(h,O) = 0,0706 ; Dh(2,0) = 0,0898 ; Dh(O,h) = 0,0194 ;

Dh(0,1) = -0,0081 ; Du(0,3) = -0,0201 ; Dh(h,1) = -0,0086 ; Dh(2,3) = 0,012 ;

Dh(2,1) = -0,02 ; Du(O,S) 0,0033 ; Du(2,2) = 0,002 ; Dh(6,0) = 0,0522 ;

Dh(h,2) = 0,004 ; Du(6,1) -0,0086 Du(h,3) -0,003kL ; Dh(2,5) = -0,0035 ;

Dh(2,h) = 0,0112 ; Du(0,6) 0,0079.

D3(2,2) = 0,0253 ; D.(2,1) = 0,0458 ; D3(u,2) 0,0024

3
D3(h,1) = 0,0067 ; D3(2,h)

0,0037 ; D3(h,3)

1}

0,0117 ; D3(2,5) = 0,0269 ; D3(2,3) = 0,0165 ;

D3(h,o) = 0,0175 ; D3(6,O) 0,003 ; D3(2,O) = 0,1185 ; D3(6,1) = 0,0012 ;

D3(O,1) = 0,5883 ; D3(O,O) = 1,4568 ; D3(O,6) = 0,1093 ; D3(0,3) = 0,2245 3

0,335 ; D3(0,5) = 0,1516.

D3(O,h) = 0,1691 ; D3(O,2)
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Ce qui donne, tous calculs faits

17°°° = -0,7820 ; I}OOO = 1,2224 5 1907 11001 = 1,068k ; 12001 = -0,4338
11°T 20,1132 5 19° = 0,4327 ;5 1.° = —0,6663.
5 6 6
Le systéme vérifié par AZ et A; est alors
o 1 o)
- 1,1216 Aj*+ 0,3548 Ao = —o,865h. Ao = 0,854
1 - 1
1,222} Ag +0,9552 A_ = 1,3326 A = 0,2506
Ug(x,y) = W(x,y)(AZ + A;y) = w(x,y)(0,854k + 0,2526y)
(3 1 v (x,y)
_(AO+A ) WX
ox oX
= <

ou

—2 = (2% 4 )y Belxay) Wt Ly
(o] O (o]

3y oy

Dans le dessein d'avoir les contraintes suivant 1'axe Oy, nous

calculons ces 2 expressions dans le domaine D._.

3

du,_(3) aw, (x,y)
—E— = (A% 4 a! ) =3 = 2(a% + &' )x(y-n)
(o] 0] o] O
dx y 3x y
du,_(3) W
—2 " = (Ag + A; y) ——§-f A; w3(x,y)
oy Yy

1 2 2 2 1 2 2
(ag + A, (=" + 35° - 2yn - &) + & (ny) (8% - %2 - 42

qui pour x =0, h =—, R =1 donnent

H
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du,(3) '
-0 — e WAl -y - D Al - D)
ox °2

( P}
T = -ut <4 =0
yz 9X {x=o0
<
V4
T o= oapp B =ualyd e 300 -2 aNy® - (A% + )y - 4%+ 2,
Xz o) o o o] o) o) o
\ dy |x=o 2 2

La distribution des contraintes est figurée sur la page suivante en

papier millimétré. De méme, certaines valeurs de u(x,y) ont été calculdes.




u(0,0) = 0,854k

1
2

= 0,k272
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METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES

A

AB=CD=Rsina - h

Nous posons AB = DC = ho—h 3 BC =2a ; nous choisissons comme

paramétre l'abscisse curviligne s comptée & partir du point E

0<a<i , om=n.
2

=> s = 0) ;3 cosa=

o |m

Soit Y 1le point courant du contour x et y ses coordonnées.

L'équation paramétrique du contour s'éerit alors

I. Ye EB 0<s < Sy
ds = R de ==> s—sE = R(S—ee) ==> s = Re.
d'ol x =R cos 8 = R cos =
R
Yy =R sin 6 = R sin —
R
Sy = Ra 5 ¥p T R sin a.
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IT Y DC s, < <
€ H SD S SC
= - — —_ = - - = = - +
ds dy => s-s (y-vp) > s =855 "Vt

soit s = -y + Ro + R sin a

=> XxX=—=g s, =R + Rsina - h
C o
y=-5s+Ro +R sin o
= -5 + +
s sy * ¥y
III. Y e CB <s <
. € : 5c s 55
ds = -dx ==> s=sy = —(x—xC) ==> 8 = s, - X+ x,
X = -5 + 56 + Xy = -8 + 22 Ra+Rsing~-h=-s5s+a-h+ R(atsina)
2
Yy=h
—
IV. Y e BA sB < 8 < sA
= -—>3 — = - = —
ds dy s SB y yB y-h
= + - = -+ - = -+
Yy s + h-s s+h Sp SB 8¢ 2a
X = -a
v Y KE < <
. € Sy s g
. s-s
ds = R do => s=s, = R(e-eA) => o = +8,
R
(
x = R cos [ A, ] ]
R A
<




Tout ceci avec

s_ = s, + R(I+a) = Arc cos 2
E A R
SD = Ro
SC = Ro + Rsina - h
= +
sB sC 2a
= + 1 -
sA sB R sin o h
GA = J[-a

Réduction du systéme d'Equations intégrales & un systime algébrique.

Nous avons donc le systeéme d'équations intégrales

1 X ,n¥ 1
(o= J £(y) cos(X¥,n¥) as, + 2 J 9(Y) 20 r(X,Y)as, XeB
2nm /s r(X,Y) I /s

u(x) = 1—J p(y) Sos(X¥,nY) as, + lJ 0(¥) an r(X,Y)ds, XeB, .
S r(X,Y) m's .

Nous allons étudier d'abord la 18re &quation qui nous permettra
de calculer les valeurs $1 cee ﬂz. Soit done Y(x,y) et X(&,n) et s 1le
paramétre de la courbe S. Nous prenons comme lieu de X la courbe homothétique
de S dans l'homothétie (0,10). Nous avons donc les étapes suivantes :

1 - Réduction de 1l'intervalle d'intégration & (-1,+1)

On a :
s

E —_— >
0 = - J £(¥(s)) cos (XY ,nY) as + & J P(¥(s)) an r(X,Y)ds
2 Jo r{X,Y) I’s -

on a ici Y = (x,y) X = (g,n) 54 X




V.35 - 128

. n1(x—£) + n2(y-n)

P2(%,8) = (x- )2 + (y -2 cos(T¥,n¥) =

r(X,Y)

L'équation devient :

E- .2 2 n(xg)+n_(y-n) °E
0= —LJ Xty ] 5 2 ds + - [ 9(Y) 2n r2(X,¥)ds
2n /o 2 r°(X,Y) 2nm Jo
g
En posant s = — (s'+1), on a :
2
+1 2 2 n (x-£) + n_(y-n) +1
0= 1—J x*y 1 = 2 ds' + —1J #(Y) 20 ro(X,Y)ds"
en /-1 2 r (X,Y) 2m /-1
En appliquant la méthode de Gauss avec N points d'interpolation
P
2 2
N X, +y, n,.(x.-£) + n..(y.-n) N
0 = Z A, =2 1 111 21 "1 + z J. A. Zn(x.—g)2 + (y.—n)2
1 2 1 1 1 1
1 2 (x.-£)° + (y.-n) 1
i i
soit :
2 2
N N x, +y, n_ .(x.-g)+n,_.(y.-n)
z \Di Ai ,Q,n(xi"i)z + (yi_n)2 = - l ZAi 1 1 11 1 5 21 12
1 2 1 2 (xi-E) +(yi~n)

En prenant les points (&,n) homothétiques & (xi,yi), nous

obtenons le systéme




(
+ y. . -£.) + . .
N 5 5 N X Y5 n1l(x g&? n21(y1 n.)
Z &i Ai Qn(xi-Ej) + (yi‘nj) =~ - Z Al )2 )2
2 .~k .7 n.
ﬁ 1 1 2 (=857 + (y;=n;
j=1,...,20.
\
En posant :
.. = A zn(x.—g.)2+(y.-n.) i=1,...,N
iJ i 173 i
J = 13‘ SN
N X+ vy, n..(x.-£.) + n_.{y.-n.)
. 1 1 i 7] 21 "1 '3°
et Cj =-) A,
1Y 2 (x.~£.)° + (y.-n.)°
i3] i)
le systéme s'écrit
)
B.. y. =¢CJ J= 1,000,
i=1 U
D'ol la marche des calculs & suivre :
1 -~ Calcul des si
La méthode de Gauss nous donne les valeurs si (-1 g si £ +1)

s
D'od s. = £ (si + 1).

2

Dans le cas ol on emploierait une autre méthode, il s'agit de calculer

les noeuds et les poids d'interpolation.

2 - Trouver dans quelle portion de la courbe "tombe" S5 et ce,

en comparant avec les valeurs O, SD’ SC’ SB’ SA'

3 - En déduire les valeurs Xy et y; d'avec les formules des

pages 125 et 126.

i - En déduire les valeurs Ej et nj en multipliant par X.
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5 - Calculer n,. et n,. - Pour cela :
0<s< Sy ¢ n,. = i X, 3 Dy S %f
SD < 8 < sC n,, = =1 n2i =0
Sc © %< % Byg T 0 5 My =1
Sy < 8 < 5h n1i = +1 N, =0
5p < 8 < s n,; = %i 3 ny. = %f

6 - Calculer les N2 coefficients Bij et les N coeff. Cj avec

les formules de la page précédente.

7 - Résoudre le systéme : pour cela nous avons choisi la méthode

de JACOBI.

8 - Ayant ainsi obtenu les valeurs : $1 &2 v WQO de la "densité"
il est loisible en utilisant de nouveau une méthode d'interpolation d'obtenir

n'importe quelle valeur pour u(X).

Pour la méthode de Gauss avec 20 points d'interpolation, nous avons, par exemple :

5; = B =
+ 0,99312 85991 85094 0,01761 40071 39152
+ 0,96397 19272 77913 0,04060 14298 00386
* 0,91223 Lkh282 51325 0,06267 20483 34109
+ 0,83911 69718 22218 0,08327 67415 T670L
+ 0,7T4633 19064 60150 0,10193 01198 17240
+ 0,63605 36807 26515 0,11819 U5319 61518
+ 0,51086 T0019 50827 0,13168 86384 L9176
* 0,37370 60887 15419 0,14209 61093 18382
t 0,22778 58511 L416Ls5 0,14917 29864 72603

1+

0,07652 65211 33497 0,15275 33871 30725




CAS DU CARRE

L'équation du contour s'écrit ici

w(x,y) = (ae-xz)(ag-yg), pour un carré de cdté 2a,

— e e e o o

F- === - =

Par raison de symétrie, nous prendrons pour approximation & 1'ordre

_ o o 2 2] 21 2j
un(X) = w(x,y)(A1 A X"+ ASs X7y )

= f f A:g (x,5) Xt YQJ => pn = (p+1)2-

i=1 §=0
P . . .
2
En posant P(x,y) = 5 E A2g x2t 23, on a un(x) = w(x,y) P(x,y),
o o

P
Aun(X,y) = w(x,y)AP(x,y) + P(x,y).Mw(x,y) + 2(§~ . dw 3F 39)

3x 9x dy oy

Azq 2ix21-1 y2J . ow -2x(a2—y2)
21
ax
2] 2i-2 23 82 2 2
ASY 2i(2i-1)x ¥y ; = = -2(a"-y°)
21 3x2




P : - '
£-7 f Aiﬁ 2§ x* y?7 ;2o ay(a®x°)
oy o0 oy

2 P . 2

2L - z §A2‘? 2J 21 y20-t 4 Luw -2y(a2—x )
2 2 2

oy o o Ay
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¢
L'équation variationnelle : JJ (Aun—f)wsdxdy = 0, devient alors :
D

JJ z z Agg E?zl y2J Awtw 2i(2i—1)x21~2 ng + 2j(2j—1)x21 ng—g + L1 29'x21"1y2J +
D 9xX
+ L4j Su x21 y23—1)w.x2a yEB]dxdy = -2JJ w-quyQB dxdy.
oy D
En posant : D(p,q) = JJ\xzp y2q dxdy.
D
On obtient le systéme linéaire suivant de (n+1)2 équations et (n-l-1)'2
inconnues Aeg.
21
nono o 14 o = 0,...,0
z z Azi(i’jsaas) [z Ir(i’jsa38> = "115(3303033)
o o 1 B =0,...4n
avec :
. .6 . .2 2, )
I1(1,J,a,8) =-ha (1 + 1+ §+21i% + 2J°)D(1i + a,] + B)
Ig(i,j,a,B) = 2al‘(3 + 31+ bj +2i% 4 85°)D(i + o + 1,J + B)

Zah(3 + 41+ 35 + 8i2 + 2j2)D(i+a,j+s+1)

I3(i3j9(¥38)

ha2(1 - 31
2(

Ih(l’J ,d,B)

Is(i,j,a,s) -2a 1+2i+hi2)D(i+a,j+B+2)

I6(i,j,a,8) —hag(j + 2j2)D(i+a+2,j+B)

3j - 2i% - 2j2)D(i+s +1,j+8+1)
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IT(i,j,u,B) =2(1 4+ 3j + 2j2)D(i+a+2,j+B+1)

2(1 + 31 + 2i2)D(i+a+1,j+B+2)

18(1,J,a,6)

T (i,350,8) 428 (~14212)D(i4a1, +8+1)

288(—1421%)D(i40-1,5+8)

I1o(iajsaas)

I, (3,35058)

Tio(is550,8) = 2a°(=3+257)D (44, 548-1)

L}

2ah(—i+2i2)D(i+u-1,j+8+2)

113<i,j,a,s) —haé(-j+252)D(i+a+1,j+e—1>

I.]h(iaj ,a,B) = 2ah(—j+2j2)D(i+a+2 3j+6-1 )

I..(0,0,0,8) = -2a"D(0,5) + 2a°D(ot1,8) + 2a°D(a,B+1) - 2D(a+1,+1)

15

Les calculs ont été conduits jusqu'd la seconde approximation. On

trouve :
2 2 2 2
u2(x,y) = (a"-x )(ag—y )EA1 + A2(x2+y )] avec :
A =3 B2 L, .5 3 a1
8 177 a 8 277  a
d'ol :
(
ou, 2 2 2 2 2 2
= (a" -y )[2A2x(a -x) —2x(A1 +A2(x +y))]
4 09X
w5 o 2 2 2 2
—= = (a%-x%) [}2y(A1+A2(x +¥7)) + 2ay(a"-y")]
\ oy
d'old :
ou ou
-2 =0 —=2 = az[éAzx(az—x2) - 2x(A1+A2x2)]
9x |x=0 ox [y=0
8u2

2 2 2 2
a”[~2y (A +A_y°) + 2A_y(a"-y )]
0 172 2

oy




On trouvera dans les programmes ci-joints une &tude comparative des
valeurs de u et de ses dérivées avec les mé€mes quantités obtenues & partir

des séries doubles, considérées comme donnant la solution exacte.

* METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES *

Nous suivons exactement la méthode décrite dans les pages 129
et 130 . Les résultats obtenus sont comparés avec ceux obtenus & partir

de 1'écriture de la solution en séries doubles.




LECTURE DES PROGRAMMES

Nous définissons ici les principales notations apparaissant dans les
programmes FORTRAN ci-joints

SPRIME (I) = Abscisses d'interpolation de GAUSS.

(@]

H

~
n

Coefficients d'interpolation.

9]
—
==
~
n

Abscisses curvilignes sur la courbe réelle.
X(I),Y(I) = Coordonnées des points du contour ol sont calculées les densités,
A(I,ND) = Densités @(I) aux points ci-dessus.

PP(J),EP(J) = Coordonnées cartésiennes des points ol sont calculées les valeurs

de la fonction u(x).

PSI(J),ETA(J) = Coordonnées des points auxiliaires homothétiques & X(I) et Y(I).

K = Rapport d'homothétie > 1.
N = Nombre de points sur le contour = nombre d'équations en .
U1(I),U,(I) = Fonctions de torsion suivant xx et yy.

2

SOLEX = Solution, supposée exacte, par les séries doubles.

¢ = Largeur de la clavette ; cOté du carré.

SA,8B,SC,SD,SE = Notations évidentes.

H = 1-profondeur de la clavette.

DUX,DUY = Contraintes données par la dérivation des séries doubles.

CONT 1, CONT 2 = Contraintes correspondantes données par la solution des

Equations intégrales.

APENT ,BPENT

Rapport tension/Abscisse (resp. ordonnée) de la solution intégrale.

COEFX,COEFY

Rapports correspondants pour les séries doubles,

KP = < 1, Rapport d'homothétie permettant d'avoir les points homothétiques

intérieurs au contour &tudié.

———> Tous les calculs ont été faits en double précision.




V.43 - 136

ANALYSE DES RESULTATS OBTENUS

Bien que les programmes ci-joints parlent d'eux-mémes, il parait

matériellement souhaitable de commenter trés succintement les résultats obtenus.

1 - CAS DU CARRE.

Ce cas est avant tout en cas test. En particulier, le fait que le carré
posséde des points anguleux et non point une courbe "lisse", permet de tester

la méthode d'une facon sévére.

Nous avons effectué les calculs avec 20, puis 4O points d'interpolation.
—> Sur la fonction de torsion :
Les valeurs obtenues tendent vers les valeurs exactes 4 mesure que

1l'on augmente N. En particulier pour la valeur au centre (de 0,163 elle passe

8 0,159). En augmentant N (jusqu'd 100 par exemple), on aurait certainement

diminué encore l'erreur, qui pour 40 se situe & 10 % environ.

— Sur les contraintes

Les valeurs obtenues pour N = 20, sont assez grossid&res. Ceci n'est
pas étonnant vu qu'on a affaire ici & un calcul de dérivées et que les résultats
sont de mieux en mieux & mesure que l'on diminue le pas. Pour N = L0, elles

sont ainsi nettement améliorées.

b - Influence du contour auxiliaire.
Dans tous les cas, on voit que le fait de varier K ne change pas
notablement les valeurs obtenues. Les 3 premiers chiffres restent identiques.

Ceci est une preuve &clatante de la stabilité de la méthode.




2 - CAS DE LA CLAVETTE.

Bien qu'étant assurés de la validité et de la stabilité de la méthode
des Equations Intégrales (Cas du Carré), il nous a semblé utile, en faisant
varier ¢ et H, d'avoir la solution pour des cas limites, dont la solution
exacte est connue. En particulier, pour ¢ = 0 et H = 1, on a tout simplement
le cas du contour circulaire. Les résultats obtenus sont assez &loquents, Acces-
soirement aussi, en faisant H =0 et ¢ trés petit (0,01), nous avons le
cas d'une fissure radiale. Pour ¢ = 1, H = 0, on obtient le cas du contour

semi~circulaire...

—> Tout d'gbord, nous remarquons que les valeurs obtenues dans le
voisinage du contour sont trés douteux. (U devient négatif pour J = 1 et

dJ

Lo, souvent). Nous ne devons donc tenir compte que des valeurs pour

J =2,...,30.

— La perturbation (concentration des contraintes, position du
centre de torsion, etc...) diminue & mesure que les dimensions de la clavette
diminuent. Par exemple, pour ¢ = 0,5 et H = 0,8, on voit que le centre
de torsion est en 0. Malheureusement, pour des railsons d'encombrement, il
n'a pas été possible de joindre tous les résultats obtenus en faisant varier
¢ et H. Nous donnons uniquement les résultats suivants

. pages 146 - 163 : ¢ = 0,5, H variant de O & 0,8.

pages 164 - 168 : cas du cercle (¢ =1, H = 1)

—> A mesure que la profondeur de la clavette diminue, le centre

de torsion "remonte" vers O.

—> La tension maximum est obtenue dans tous les cas, au

point (0,H).

—> Les valeurs de APENT(J) et BPENT(J) permettent d'avoir les

valeurs approchées du coefficient de contrainte correspondant aux points




PP(J), EP(J).

—> La méthode de Ritz donne des contraintes du type fig. I. Mais ceci
est d8 uniquement au fait qu'on est & 1l'approximation d'ordre 2. En fait 3 1'ordre
3, le résultat est déjd amélioré : la contrainte en (0,H) augmente, celle en
(0,-R) diminue. La convergence est ainsi prévisible, mais tré&s lente. D'ol un
avantage extraordinaire de la méthode intégrale qui donne les résultats de la

figure 1T

—> Enfin, notons, qu'en changeant de méthode d'intégration numé-
rique (méthode des rectangles au lieu de Gauss), les résultats obtenus (ceci

-~

a été fait pour le cas du carré) sont pratiquement identiques.

—> En augmentant les dimensions de la section, l'erreur va en
augmentant, ce qui est normal, puisque les noeuds d'approximation s'éloignent
les uns des autres. Pour avoir une précision équivalente, il faut multiplier

dans le méme rapport le nombre de points.

fig., I fig. II

— Comportement de la solution aux points anguleux :

. 16 . ‘ . . . . .
Soit z =1 e" 1'affixe d'un point voisin du point anguleux. Appligquons au

n

voisinage de ce point la transformation £(z) =z, n > 1 (transformation

en éventail déplid) ==> |£| = r" et Arg £ = ns.

Pour recouvrir exactement une fois le plan £, on choisit 2z dans

un secteur de largeur 2l , c'est-a-dire o £ 8 g o + 2l . En faisant o = 0,

) -~

n n




-
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. . . -2l
la transformation se fait en considérant le secteur O g 6 < 2l et en "ouvrant
n
P e . . . - 21
1'éventail” de manieére & faire coincider les 2 bords 8 =0 et 6 = =,
n
Nous avons alors la correspondance
- 1
Pl //’—‘
. _20/n 270N A
//// ] ,\\
’// ~ —————————-
plan des (z) plan des (&)

Or pour le cas de la torsion, nous savons que

. af af af d
T = T~ 1sz === — 7| = |7 = == . ]"él
dz dz ag dz
Ly
soit |T] = I["zm |Q£
o d
d'ou

1) o < T : angle sortant : Lg£| + 0 quand z - O, donc !T] -+ O.
dz
La contrainte est donc nulle.

2) o = I : Cas d'un point régulier : La tension n'est ni nulle, ni

infinie.

3) @ > I : Angle rentrant : |T]| + » quand z -+ O.

La contrainte devient th€oriquement infinie. Pratiquement, nous aurons

un début de plastification en de tels points,
Pour notre arbré claveté, nous aurons donc
1 - Contraintes nulles aux points A,D.
2 - Contraintes infines aux points C et B, avec début de

plastification.
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CONCLUSION

Tout au long de ce travail, nous avons montré, avec suffisamment de
conviction j'espére, que les équations intégrales offrent au mécanicien, et

au physicien plus généralement, un outil d'investigation puissant, &conomique

quant 3 l'effort, & la fois théorique et pratique... En particulier, 1'économie
d'effort est éclatante quand on compare avec les méthodes variationnelles... Il
ne faut cependant pas tomber dans les vices de la mode... Les limites (sur le

plan pratique) de la méthode-sont assez patentes

1 - Les résultats deviennent peu précis & mesure que 1l'on travaille

dans le voisinage de la frontiére du contour.

2 - Les résultats sont surtout ponctuels, alors gque les mé&thodes
variationnelles donnent la solution sous forme explicite (approchée certes),

permettant dopnc une investigation qualitative plus poussée.

3 - Pour &tre valables, les résultats numériques ont besoin d'un

moyen de calcul de grande capacité.

Qu'on nous permette enfin de faire troissuggestions quant & la

poursuite de ce travail :

A 1 - Les résultats obtenus pour l'arbre claveté nécessiteraient une
plus longue investigation. En particulier, nous pensons qu'il serait utile
de les confronter avec des résultats expérimentaux, seuls jﬁges en la matiére
pour un praticien. Nous nous attacherons & ce travail dés que 1l'occasion nous

en sera donnée.

A 2 - Dans toutes les méthodes numériques employées, il y a un fait

assez génant et source d'erreur : on passe toujours par une fonction auxiliaire,
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la fonction densitd. Or, en travaillant directement sur les équations de Betti,
->
on peut faire 1'économie d'un tel détour. En effet on a, pour un vecteur v(x),

solution des &quations de 1'élasticité dans un domaine fini

§(x) v (x) = -+ JS [I‘<k)(x,y)-P_w;(y) - ¥(y).P T(k)(x,y)]dsy

avec
{
1 X € B.
i
§(x) = {1/2 xe€38 y €8S
L 0 X € Be

vk(x) dtant la k°°° composante de v(x), T(x,y) la matrice solution fondamen-

P

tale, P le vecteur tension généralisé.

Nous voyons donc que pour x € S, on a :

1y (x) = — J [Pk(x,y)Pv(x,y) - v(x,y).P r(k)
S

(x,y)]ds .
> kK LTI y

Supposons, par exemple que l'on ait & résoudre le probléme (T).

(k) k)

Dans ce cas,' Pz(x,y) est donné sur S, T est connu, PF( est connu.

On obtient donc une équation intégrale liant les valeurs de v sur la frontidre.

I1 suffira donc de résoudre cette équation par une méthode de discrétisation
quelconque pour avoir V ' en certains points de la frontiére. A partir de quoi
en appliquant la formule de Betti quand x € intérieur du domaine, on obtient
le champ des déplacements. Du point de vue conduite des calculs, il n'y a
apparemment pas de difficulté majeure... En effet, on aura & calculer des

intégrales de la forme :
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J r(k)(x,y)ds etJ PI‘(k)(x,y)dS
AS y AS y
qui sont faciles & évaluer (surtout dans le cas du plan).
Le méthode que nous proposons ici, et qui 8 notre connaissance est
inédite, présente des avantages gvidents
1 - On travaille directement sur les grandeurs physiques.

2 - On n'a pas besoin de fonctions auxilaires (fonction densité,

tenseur de Green etc...), de construction suivant ardue.

C'est ce que nous nous promettons de vérifier le plus t8t possible.

A 3 - Boit & résoudre le probléme de Dirichlet pour une ellipse de

% axes a et b. En considérant 1'équation intégrale obtenue comme une équation

opérationnelle dans l'espace de Hilbert L2(p ; S) avec

1
2

plo) =
/a2 sin2 t + b cos2 t

on aboutit, en appliquant la méthode des moindres carrés au probléme suivant :

n 2
||Re } a, ¥ (z) - u(o)|| = min
o] S

k k
avec \ﬂo(z) =1 ‘ﬂk(z,) = [z Y z2 = 02] + [Z - v 22 _ Q2] , k >1

u(o) valeur de la fonction wu(x,y) sur S.

{&k(z)} formant ainsi un syst@me linaire complet de L2(p ; 8)
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Or sur S : z=acos t + b sin t = z2 - c2 = (bcos t +1ia sin t)2

=> Wk(Z) = (a + b)k oKt 4 (a - p)F Y x50

\
o3

Posant s - 18

K = O 2 ona

R {2, ,(2)} = [(a)" + (a-0)"] x_cos kt + [(a+d)* - (a-0)"] 8, sin kt

Nous voyons que les coefficients dans cette formule, ne sont autres

que les coefficients de Fourier de wu(oc). Donc

o0 =a = ~l'[2n u(o) dt 3 o, = ! Jzn u(o) cos kt dat
© °© onlo C k H[(a+b)k + (a—b)k] o

1 el .
Bk = n[(a+b)k : (a_b)k] JO u{o) sin kt dt

D'ou la solution exacte du probléme

1

£(z) = a, * ) ék[(z /22 - ce))k + (z -V 2% - c2))k]

Notre troisiéme suggestion sera donc : ne point opposer les méthodes
des équations intégrales aux autres méthodeé existantes, mais plutdt de rechercher
une méthode (ou plutdt une méthodologie) de synthése. Ceci nous est facilité pa
le fait que 1l'opérateur intégral (fredholmien ou singulier) est un opérateur

linéaire borné, dans un espace de Hilbert approprié.
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