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INTRODUCTION

Dans ce travail nous étudierons des systémes fortement hyperboliques
d coefficients constants avec des caractéristiques dont la multiplicité varie.
Nous déterminerons les &quations de propagation des coefficients des séries
formelles oscillatoires & phase singuliére correspondant i des systémes fortement

hyperboliques avec un point multiple sur le cOne normal caractéristique.

Le cas d'un point double avait été traité par LUDWIG et GRANOFF [15]
pour un systéme du premier ordre & quatre variables avec des hypothéses surabon-
dantes. Dans [13] VAILLANT utilise seulement des hypoth€ses d'hyperbolicité et
considére des systémes d'un ordre quelcongue. Nous généralisons ici au cas d'un

point de multiplicité guelconque.

Les équations de propagation ne sont plus, comme dans le cas des
systémes fortement hyperboliques & multiplicité localement constante, des
équations différentielles ordinaires mais des systémes d'équations aux dérivées

partielles de premier ordre qui sont aussi fortement hyperboliques.

Enfin nous donnons une généralisation du théoréme de la localisation
de ATIYAT, BOTT et GARDING [1] aux cas des systdmes. Cette généralisation est

li€e aux calculs des termes du développement asymptotique.

Cette thése a &t& résumée sous forme d'une note aux Comptes Rendus

de 1'Académie des Sciences [1L].




HYPERBOLICITE FORTE.

a) Générnalites.-

Soit P(£) un polyndme complexe de degré t & coefficients constants
dans les variables €g> Eqsvv+s & - Nous dénoterons par P(D) 1'opérateur dif-
férentiel associé. Le polyndme homogdne formé par les termes de degré t de

P(g), c'est-a-dire, sa partie principale, sera dénoté par Pm(g).

. n+1 . .. . .
Soit N e R . Les trois conditions suivantes sont équivalentes

1) Pm(N) # 0 et il existe T, € R tel que P(g+iTtN) # O pour

€ € B et ] > T

2) Il existe une distribution & support dans un cdne K ayant son

sommet & l'origine avec K - {0} C {x : <x,N> > 0} et tel que
P(D) E= ¢

ol &8 est la mesure de Dirac.
3) Le probléme de Cauchy & données sur H = {<x,N> = 0} est bien

posé dans C pour P(D).

Definitlion.- Un opérateur qui satisfait une de ces trois conditions

est un opérateur hyperbolique par rapport 3 N.

Exemples .- Les polyndmes hyperboliques de degré zéro sont les constantes
Lxempees

non nulles.




Un polyndme b g, oo ¥ DB est hyperbolique par rapport & N

si et seulement si <b,N> # O.

Le polyndme quadratique P(g) = Ei - b, E? T ... T b Ei est
hyperboligue par rapport & N = (1,0,...,0) si et seulement si LPPPRRIR . 0.

Dans le cas des polyndmes homogénes la condition d'hyperbolicité se
simplifie : un polynOme homogéne P est hyperbolique par rapport & N si et

seulement si 1'équation P(g+tN) = O n'aseulement que des racines réelles,

-, n+1
pour tout réel £ € R .

La partie principale d'un polyndme hyperbolique est hyperbolique.

La réciprogue de cette proposition n'est pas vraie.
Les deux conditions suivantes sont suffisantes pour 1‘'hyperbolicité
1) (HOrmander). Pour que P soit hyperbolique, il suffit que P
soit hyperbolique et que P < Pm (P plus faible que Pm), c'est—a-dire,

p(e)] <c B (2)], Vg er™!

od B2 = 5 2

o0

2) (Gérding). Pour que P soit hyperbolique, il suffit que P soit
hyperbolique et que les zéros en o de P(o(tN+if)) tendent vers zéro unifor-

mément par rapport & £ quand T tend vers 1'infini.

Svensson démontre dans [9] que la deuxiéme condition est nécessaire

et qu'elle est équivalente & la premiére.




Dégfinition.- Un cdne normal caractéristique est défini par Pm(g) = 0.

Si £ # 0 est un é1ément de ce cbne, £ est un covecteur caractéristique.

P ()
£ est simplement caractéristique si ZI———EL——W # 0,
S

Chacune des conditions suivantes est nécessaire et suffisante pour que
tout polyndme P ayant pour partie principale Pm soit hyperbolique par

rapport & N :

a) Pm est hyperbolique par rapport & N et les caractéristiques

réelles sont simples.

b) Pm(N) #0 et Pm(€+TN) a ses racines réelles et simples pour

tout & non proportionnel & N.

Déginition.- Si une de ces conditions est satisfaite, P est dit

strictement hyperbolique.

Soit maintenant (H%(E)) une matrice m x m formée de polyndmes de
degré t dans les variables Eo’ 51, ey gn . Nous dirons que 1l'opérateur
(h%(D)) est hyperbolique par rapport & N, si et seulement si il a une solution
fondamentale & support dans un cdne K, ayant son sommet & 1l'origine et tel
que K - {0} C {<x,N> > 0} , c'est-3-dire ; s'il existe une matrice E = (E%)

ol les Eﬁ' sont des distributions & support dans K, telle que (1)

‘ B _
hB(D) * Ec § I

A
C

Soit (Hg) la matrice formée par les parties principales de degré t
de (hg). C'est une matrice dont le déterminant est homogdne. Dans la suite nous

suppeserons

(1) On emploie constamment le convention de sommation.




det(ng(an £0 (%)

condition que nous noterons (%). On appelle cette matrice la matrice caracté-

ristique de (hA(g))-

Déginition.~ Nous disons que (hg(g)) est fortement hyperbolique si
pour tout opérateur R%(D) formé d'éléments de degré inférieur & t ; 1l'opérateur

(hg + Rg)(D) est hyperbolique.

L'hyperbolicité forte de (hg(g)) équivaut & 1'hyperbolicité forte

de  (HA(E)).

Dans la suite nous parlerons indifféremment d'opérateur (hg(D))

fortement hyperbolique ou de matrice (hg(g)) fortement hyperbolique.

On voit que la notion d'hyperbolicité forte pour les systémes

correspond & celle d'hyperbolicité stricte dans le cas d'une seule &quation.

Pour qu'une matrice (hg(g)) soit hyperbolique, il faut et il suffit
que det(hg(g)) = h(g) soit hyperbolique. Par contre, il n'est pas nécessaire
pour que (hg(g)) soit fortement hyperbolique, que det(h%(g)) soit strictement

hyperbolique. Il existe des systémes fortement hyperboliques & caractéristiques

multiples.

Des conditions nécessaires et suffisantes d'hyperbolicité forte ont

d'abord été données par Kasahara et Yamaguti [5] pour des systémes du type

e



5 .05 L o 3. % 5 o
(—=) ui(x,t) = 2 z ai.(——O e (—) 7 u.(x,t)
3t J=1 lalsn J 5t axn J
o <n.
J
1 n
X=(X: ’X)y 1) ¢&m, n. >0 , Vi

Svensson Bﬂ a donné des conditions suffisantes et des conditions
nécessaires d'hyperbolicité forte pour des systémes avec les ordres de Volevic.
Cependant, comme nous travaillerons avec des matrices gui vérifient la condition
(%) p. A,vles conditions de Svensson deviennent des conditions nécessaires et

suffisantes.

(Svensson). On considére la matrice caractéristique (Hg(g)) de la

matrice (hg(g)).

’ A . . < n+1
Pour que (hB(E)) soit fortement hyperbolique par rapport 3 N e R

il faut et il suffit que

() ™" (g+in) = ch(e)

1

. + . .
existe pour £ € g" et qu'il existe C tel que

£)] ¢ clixlg])'™®

Dans [12] Vaillant utilise les conditions de Kasahara et Yamaguti

et donne des conditions CI’ CII suffisantes et des conditions CI’ CII'

nécessaires d'hyperbolicité forte pour les systémes qui vérifient la condition

(%) p. L.




Les conditions (C) expriment que

CI : chaque forme réduite de lg matrice caractéristique, considéré
comme matrice d'€léments de 1'anneau localisé de 1'anneau de polyndmes par
rapport 4 chaque idéal premier d&fini par un facteur irréductible du déterminant
caractéristique, ne contient comme facteur invariant, que l'anneau lui-méme

ou 1'idéal maximal de 1'anneau localiséd.

'

CII : le radical de 1'idéal caractéristique est engendré par un polyndme

strictement hyperbdlique.

CII’ : le radical de 1'idéal caractéristique est engendré par un polyndme

hyperbolique.

b) Localisation algébrique [17].-

Soit R[Za] l'anneau de polyndmes des variables Ko’£1""’£n sur R.
Cet anneau de polyndmes est factoriel. Donc det(Hg) = H se décompose de facon

unique, & un facteur constant différent de zéro prés, en un produit de facteurs

irréductibles de R[K ].
o

Nous supposerons que

H = (Hv)\’ ., H"

ol v est un entier appeléd multiplicité de H.




On considére 1l'anneau localisé de 'REK&] par rapport i 1'idéal premier
défini par H', cet anneau sera noté @' : les &léments de & sont les fractions
du corps de fractions de R[Za] qui sont telles que leur dénominateur n'appartienne

pas 3 1'idéal défini par H'. Si al est un élément non nul de ¢ on décompose
2 Q
son numérateur en produit d'él&ments irréductibles ; soit v<51) 1'exposant
2 Q
de H' dJdans cette décomposition ; on appellera la valuation de al ; on a
2

évidemment

O

1
—) 20
QU

v
L'anneau & est un anneau de valuation discréte, ses idéaux sont de

la forme <I>(H')x ol X est un entier positif : ¢ est donc un anneau principal.

Comme ¢ est principal la matrice (Hg), considérée comme matrice

d'éléments de ¢ est équivalente 3 une matrice diagonale de la forme

\

avec Q. 2 4, Z 0. 3 U > O,

Les &léments de la diagonale définissent les facteurs invariants de

la matrice.




donc

Supposons que (Hg)

S

Hl

A
(Hy) ~

dans l'anneau ®&. Donc H'

vérifie la condition CI de [12]. Nous avons

H'

a la multiplicité v = k.

Soit ¥, = &/H' , le quotient de 1'anneau o par 1'idéal (H'),

1

quotient qui est un corps.

A
(H5)

définit canoniquement une matrice d'éléments

de W1, qui est &quivalente 3 la matrice




(Hg) définit ainsi un endomorphisme de (‘PW)m ; son noyau est de dimension k

et 1'on désignera par (31,32,...,3D,...,3k\ une base de ce noyau. On choisira
des représentants des vecteurs BD dans ¢ . Ils forment la famille
d1’d2”"’dD""’dk et seront tels que

HA B _ )
B dD 0 (mod H')
ou bien tels que

A
HB

B _
dp = H' 9

Les &léments 9, appartiennent & o7 ; la famille (dD,) autrement

dit est définie & la transformation suivante prés
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g: D B, B
I ‘pr Gp * vpe B

oll la matrice (AD,) est inversible dans ¢ et =

b appartient 3 ¢

D'

-~ . -~ . F
De méme, on pourra considérer des familles (g ) tels que

FOA :
g, - HB =0 (mod@ H')
ou bien tels que
F A _ ., _F
g, Hp=H' Py

Nous allons construire des familles (§_), (YF) de vecteurs particuliers

D
(dD), (gF), respectivement, de sorte que leurs composantes soient des polyndmes
homogénes en Ka obtenus 8 1l'aide des mineurs de (H%).

Pour cels nous utiliserons des résultats de [11]. On convient de

DEF - A B _C . _
noter Appe le cofacteur de Ho Hp Ho dans le développement de (Hg) ; ce
cofacteur correspond au mineur obtenu en rayant les Aleme, Bleme et Cleme
lignes de (HA), ainsi que les Dleme, BT et P oolonnes ; on utilise

B

des notations analogues pour les cofacteurs ayant un plus grand nombre 4'indices.

Convenons qu'un indice surbarré varie de 1 & k : 1 < A <k et que

<

~

un indice chapeauté varie de k + 1 & m : (k+1) ¢ C < m. .Posons alors
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E B
Calculor_1s HB 6]—)
EB_,8 F,.E F
H™ 62 =H_ & + H: & (voir formules de [10], [1 1])
B D F D F D .
=0+ g2 at2---(D-1)G(D+1).. k
G 12..... . ceeranae k
= (=1)E*D A12...(1_)—1)(D+1)...k =@l u
12...(E=1)(E+1).. k D
Nous avons aussi
B 65 = 1O 6B 4 € 52
B D B B D
=0+ gC at2---(D-1)G(D+1) ..k _ o
G 12iiiiiiennn.. RN 4
Le fait que A12"'(?—1)(?+1) k soit divisible par H' résulte
12.. . (E-1)(E+1).. k
de la condition Cp- @” est défini par 1'égalité précédente. On a donc
D
Hy 2= 0 (mod H')
D
On construit aussi une famille (yF) = en posant
1<F<k
'Y,I_;_"_‘ 0 si A 4 F , Ylj =, Y§'=A']E....;...;.;......k
A F G 12...(F-1)G(F+1) .. k

On vérifie de la méme facon qu'avec les (6_) que




_12..

Donc les (YF) jouent le méme rSle que les (8 ) relativement 3 la
D

matrice transposée de la matrice caractéristique.

On aura besoin d'étudier la matrice d'éléments

I =)

= H' A4ﬂf ,
D

y H 6

Fuh B oy @l
B

gl @
()
=

ou plus précisément la divisibilitéd par H' du déterminant de la matrice

k x k d'élément général

B 6D T _
B DA, 4
H'
On a det (A ﬁf) = p¥ det(@f)
D D

Or il résulte de 1'identité suivante [161 p. 115

g KT det(A12...(?—1)(§+1)...k)
12...(C=1)(C+1) ...k
que det(ﬂf) = gn pk

D

Le déterminant de la matrice

o
ot W
s
=51

n'est donc pas divisible par H'.
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Avec des familles (gF) et (d_) , on est conduit 3 &tudier 1a

D
matrice des

H' o

Bl
W =
Ol @
(w2
[0.2]
|
[}
w =
Ul W

ou plus précisément la valuation du déterminant de la matrice k x k d'élément

général
@ et H = H
D

Le fait que v(H) > 0 ou v(H) = 0 est indépendant du choix de la

famille (d_) & une transformation prés, de méme que pour les (gF) ; cela
D -—
résulte de la définition de Hf . Les résultats obtenus avec la famille (§_) et
= D D

la famille (yF) montrent donc que ~v{H) = 0.

Supposons maintenant que (Hg) vérifie aussi la condition Cop de
Vaillant.
. - . . . ,
si p (po’Pi) , est une racine simple de H (Zo,pi) p, n'est

pas racine de H"(Zo,pi), p, est donc racine multiple de multiplicité k de

H(L ,p,) = det(Hh(£ ,p.)) = 0

On a donc H = (ﬁo—po)k(...)

la deuxiéme parenthése n'est pas divisible par EO = P

Dans le localisé de R[EO] par rapport & 1'idéal défini par (Zo—po)




HB(p) ~

e

- 14 -
- X 17
(£ -p,.)
1 Ll
A
HB(zo’pi) v 1
L 1
.
et par suite, dans R
B 0 T 7
/ k! <
0]
0 L
1
1
1
. -
. . . - . 12...k
I1 existe donc au moins un mineur d'ordre m-k, soit A12 x -
tel que A‘(po’pi) # 0. Compte tenu de C; onaen fait dans

R :

(

/’/"" -
=
Tl
’r“ Al

kl

A

A
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) - T
0
k
A
HB(p) N 0 l
1
L LI
et les (6_) constituent une base de noyau de H%(p).

D .

Les théordmes suivants se trouvent dans [12] :

Théonme 1.- Les conditions C. et C sont des conditions

I II

nécessaires et suffisantes d'hyperbolicité forte pour des systémes i coefficients

constants avec des caractéristiques & multiplicité localement constante.

Théoneme 2.- Les conditions CI et CII sont des conditions

suffisantes d'hyperbolicité au sens de Leray-Ohya [7] pour des systemes &

coefficients varisbles.

c) Localisation au sens de Atiyah, Bott et Girding et sofutions fondamentales
d'une 8quation [1].- \

Definition.- Soit P(f) un polyndme de degré m 3 O . Considérons le

rd . . - +
développement en puissances croissantes de t de th(t 1g+;). C e g" 1. On

obtient
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£ (t Tg+g) = tFP(z) + o(¢P*Ty ' (1)

oll Pg(c) est le premier coefficient non identiquement nul en . On appelle

multiplicité de P relative & & 1le nombre p = m_(P) et localisé de P en

€
£ le polyndme Pg(g).

Si P = Po + P1 + ..+ Pm est une décomposition de P en parties

homogénes, EK(AE) = AkPk(g), done (1) s'éerit aussi :

—~ +
I " (grer) = tPp (g) + o(¢FT)
k20
En particulier, si P est homogéne nous avons :
P p*1
P(e+tr) = ¢ Pg(c) + 0(t% )

Soient P et Q deux polyndmes non nuls. Donc on vérifie facilement

m, (p) + mE(Q)

mE(P-Q)

(PQ)g(c) Pg(c) Qg(c)

La notion de localisé s'étend aussi aux fonctions rationnelles

f = Q/P, non nulles

tme(v Teg) = P2, (c) + o(tP*")

Ici le membre droit est une série formelle de puissancesen t avec

des coefficients qui sont des fonctions rationnelles de z. Le localisé f
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est le premier coefficient non nul, m = m(f) = m(Q) - m(P) c'est le degré

~

de f et p= mE(f) est la multiplicité de f relative & .

On a

Q
£ =4 et m (f) =m (Q) - m_(P)
12 Pg

Exemples .- Soit P~ 1la partie principale de P. Si £ =0 donc

t™P(t 7 erg) = £7P(z) + o(s™)

~

et le localisé de P en O est égal & P(f). Soit maintenant E#0 et

Pm(g) # 0, donc

t"p(t EHg) = ) tm_kPk(£+tc)

t"p_(£) + o(t™")

Si P (£) =0 mais grad Pm(g) # 0, donc

PE(C) = grad Pm(g) . ¢ + const

, c'est-d-dire, un polyndme de degré 1.

Si P est homogéne, donc PE(C) = 0 définit le cdne tangent KE

de K: P(g) =0 en ¢.
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La proposition suivante montre que la localisation préserve 1l'hyper-

bolicité.
Proposition [1].- Soit P hyperbolique par rapport & N et soit
£ € Rn+1. Donc
i m (P) = n (P
) m (B) = m(p)
ii) P est la partie principale de Pg'

iii) PE et P sont hyperboliques par rapport & N.
B3

Nous allons énoncer des théoreémes gqul lient les solutions fondamentales

des opérateurs hyperboliques et de ses localisés.

Soit P(D) wun opérateur hyperbolique par rapport & N = (1,0,...,0) et

. . . » +
Pm se partie principale. On dénote par TI'(P,N) 1'ensemble des £ € R ! tels

que le polyndme Pm(5+TN) a seulement des zéros négatifs T.

On démontre que T(P,N) est un cdne convexe et que P est hyperbo-
lique par rapport & tout 6 ¢ I'(P,N). De pius, la solution fondamentasle E de
P ayant son support dans le demi-espace H

H= {x; <x,N> 2 0}
a son support contenu dans

L3
T"(P,N) = {x ; <x,0> 3 0, 8 € T(P,N)}

qui est le cdne dual de T(P,N).
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Cette solution s'exprime de la forme suivante
: - . =1 .
&) = (@™ [ p(grin" Falgrinlat, e C] (2)

ol ne-sN-T(P,N) avec s suffisamment grand.

Soit Pg le localisé de P au point ¢. On sait par la proposition

que P_ est hyperbolique par rapport & N. Nous noterons par EE la solution

g

fondamentale correspondante.

Le théoréme suivant montre que E dans un certain sens, est la

E,

"localisge" de E.

Thiondme de La fLocalisation 1.- [1] Soit P hyperbolique par rapport

& N, degré P g t. Soit p = mE(P) la multiplicité de & relative & P. Alors :

um—pe—lux.g E

converge vers E ue R , (3)

g’
quand u tend vers l'infini, dans le sens des distributions.

Pour £ #0.
support(Eg) C support singulier(E)

Nous donnerons la démonstration de ce théoréme. Pour cela nous utiliserons

le lemme suivant.
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. . ) - +
Lemme [7].- Soit P hyperbolique par rapport & N ; p = mE(P) £ e RS !
et soit s tel que P(n+sN) # O pour |Ims| > s,+ Donc, il existe des nombres
positifs C et M, que dépendent seulement de s et £ tels que, si ¢ est

réel,

i) 0gusg 1, |Ims| > s, implique lum—PP(u—1g+;+sN)[ > C(1+[g[)-M

Ly

ii) um—pP(u—1€+c+sN) converge vers P_(z+sN) quand u tend vers zéro.

g

Démonstration du théordme.- Soit r une nouvelle: variable d'intégration

dans (2) ; nous avons

v

- v
&) = (e 1ux.E’ g

(B )= (2m) " f Pug+g+in) | Falg+in) dg

u

Donc (.um—-p Eu,;)= (2m) ™™ J [up—mP(uE+C +in)]_1 Fg(z+in) dg (k)

Si on prend n = ~ sN avee s négatif et suffisamment grand, on voit

en utilisant le lemme qQue le membre droit de (3) converge vers
-n . 1 . . v
(om) [Pgunn) Fe(grin) at = (s, &)

Ceci démontre (3). Maintenant soit V le complémentaire du support

singulier de E. Si g € C:(V) et & # 0, 1l'intégrale
J P gTrux- E(x) g(x) dx

converge vers z&ro quand u tend vers l'infini. Donec support (Eg) est contenu

dans le complémentaire de V.

[ U




_.21_

Remangue.- On voit tout de suite que

support singulier (E)C \UJ support (E.)
££0 g

Si on applique ce théoréme de localisation aux dérivées de la solution

fondamentale, on obtient

Theoneme de fLa Localisation 1'.- [1] Soit E 1a solution fondamentale

correspondante & P, hyperbolique par rapport & N, soit Q un polyndme. Posons

F=Q(D) B, F = Q(D) E

£ 13

£ réel. Soit m(f) = m(Q) - m(P) 1le degré de f =P/Q et m (f) =m (Q) - m_(P)
la multiplicité de f relative & &. Donc

m (£)-m(f) ;oo

u e F converge vers F ueR

E’

quand u tend vers 1l'infini, dans le sens des distributions. Si & # O donc :

support(F,_) C support singulier (F)

€
Soit maintenant (h‘g(D)) un opérateur différentiel matriciel hyper-
bolique par rapport & N. Si E est une solution fondamentale correspondante

d l'opérateur (det h‘g)(D) = h(D), la matrice

03(0)) E

ol (-Qf(g)) est la matrice de cofacteurs de (hg(a)), est une solution fonda-

mentale correspondante & 1'opérateur (h'g(D)).
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SERTES FORMELLES OSCILLATOIRES ET LOCALISATION-
AU SENS ATIVAH, BOTT ET GARDING.

Soit Y(x) wune distribution tempérée, par exemple. F la transformation

de Fourier dans S :

F(O) (c) = j e 1> 500y ax

Si nous appliquons la transformation de Fourier & l'expression :

e_iw<5 ’x> h(D)(eiw<E,X> Y(x)) w = _1;‘

On obtient F{e ‘W<X»&> h(D) [§1w<x,£> Y(x)]} = h(z+gw) (FY) (z)
qui résume la transformation de Fourier entre la série formelle

{e-iw<£,x> h(D) [’eiu-’<x9£> (Yg (x) + lYE (x) + ...}
o ©5

et la série

n(g+ £ [(FY, )(0) + 2(Fr, )(2) + .0+ ]

(o} 1

Meintenant si nous développons le facteur de FYE (z)
t

t £
+ =)
r h(g ry
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en puissances croissantes de 1 :

(e £) = X (2) % o

g

nous obtenons le localisé hg(C) de h en

k+1
r

E.

)
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EQUATIONS DE PROPAGATION POUR DES CARACTERISTIQUES

A MULTIPLICITE CONSTANTE.

On considére un opérateur différentiel matriciel linéaire (hg(x,D))
3 coefficients C~ o chaque hg(x,D) est de degré < t. On étudie le systéme

carré d'équations aux dérivées partielles homogénes correspondant

hg(x,D) yB(x) =0 (1)

La matrice caractéristique (Hg(x,D)) est formé par des polyndmes

homogénes de degré t. On suppose que le déterminant de (HA)

B’ » H, n'est jamais

le polyndme nul dens l'ouvert § ol 1l'on se placera.

En chaque point x , H se décompose en facteurs irréductibles :
1 s v
H= (H,) ... () ...(HO)U

On suppose que chague Hs est fonction € de x et gue chague

multiplicité v, est constante sur Q.

En chague point x, on considére 1l'anneau localisé Qs de l'anneau des

~

polyndmes & (n+1) variables (20,21,...,2h) par rapport 3 1'idéal premier

défini par Hs. Pour chague s, on a dans o
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q1(s)
(Hs)

a.(s)
(1) °

avec q1(s) P q2(s)‘z R qm(s).

Done v =
s

2, (8) % ay(s) + ... + g (s)

On suppose q1(s), q2(s),...,qm(s) pour chague s, constants sur Q.

Supposons en tout point x de Q , (hg)

CI - Pour tout s, 15 s L0

dans ¢ .

vérifie les conditions

(c)
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C - H, H "'Hs"'Ho est strictement hyperbolique par rapport

Definition.- On appellera onde oscillatoire formelle dans un voisinage

de a, une série formelle "oscillatoire" de la forme

. © YB (X)
yB(x) = elww(x) Y ok
j=0  (iw)?

w est réel, § est & valeurs réelles, indéfiniment différentiable, telle que

(grad @)(x) # O dans le voisinage, et vérifie 1'équation caractéristique

x, grad P(x)) =0 et YB est indéfiniment différentiable dans le voisinage

# t+]

t

et telle qu'en reportant dans le systéme (1) la série formelle obtenue

A(x)

eiwxﬂ(x) (iw)t Fﬁ(x) .

+ ...
w

soit nulle, c'est-3-dire que chacun des coefficients F?(x) soit nul dans

Pl

le voisinage considéré.

Supposons donc que hg satisfait aux conditions (C) et étudions

une telle onde.

On trouve que Fﬁ(x) = 0 s'éerit :

B

2(x) = 0 (2)

Hg<x, grad ¥(x)) Y

Y étant solution de 1'équation caractéristique, on a

H(a, grad ¥(a)) = 0O
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d'ol pour un certain s,
Hs(a, grad Y(a)) =0

pour s # s', Hs,(a, grad ¥(a)) # O , d'aprds les hypothises. Dans un voisinage

convenable, on vérifie donc

Hs(x, grad ¥(x)) = 0 et HS,(X, grad ¥(x)) # O.

On en déduit que YE est de la forme

Yo(x) = Up(x) 62(x,p)

N -~ © ~ B P
ol 1'on a posé p = grad , UE est C ;3 1gDc¢g Vg oo 65 étant une base

du noyau de Hg(x,p).

F?(x) = 0 sg'écrit

a A B *A B =
t+1(x) + 3 HB(x,p) Bu Yt(x) + HB (x,p) Yt(X) o,

ol (H;A(x,p)) est la partie homogéne de degré t-1 de (hg(x,p)) , et

3% =-—% et 5 =
3L @ ax”

Multiplions par des vecteurs, analogues aux 6?(x,p) , notés yi(x,p)
D

et formant une base du noyau de l'application transposée de l'application lindaire
A
(

fp

X,p) ; on obtient, en tenant compte de (2) ,
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Yz(x,p) 2% HA(x,p) 3, [UD(x) G'g(x,p)] + Yi(x,p) H;A

%) 3, [U7() 5(x,2)] = v} (x,p) 2% HA(x

Mais nous avons

= =l
o >
[
Ol
]
X
(el T

H ,H' S-S =H o
D D

D'od puisque 'Hs(p) =0 :

F .a B.D_ F %A B_ F D
Posons Yy 3 Hg 65 Ug + YA HB 65 = M§ Uf
1 : + UD
Donc (3) devient : Hg( x,0) P US Mg X
BHS N
ol —=(x,p) = pa(x,p) (vecteur bicaractéristique).
3L

o

t

(x,p) a§<x,p> wix) = 0
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On a donc encore

3(x,p) 3 () + w(x,p) UF(x) = 0
F t

UE est donc la solution C° de cette quation aux dérivées partielles. Ui est

déterminée si on connait sa restriction sur X, = 0.

On détermine de méme tous les U5+j et les Y§+j par récurrence

pourvu qu'on connaisse les restrictions des U5+j sur x_ = 0.

Remarque.- Nous rappellerons bridvement 1l'intégration de 1'équation

aux dérivées partielles du premier ordre
Hs(x, grad P(x)) =0

H étant supposé strictement hyperbolique en a par rapport & N = (1,0,...,0).
Soit w(xi) une fonction C° & valeurs réelles définie dans 1'intersection
d'un voisinage de a en x, =0 telle que grad ¥(a) # 0. Posons

(grad w)i(a) = pi(a) 3 1'égquation en 20-: Hs(a,lo,pi(a)) = 0 a toutes ses
racines réelles et simples. Soit pg l'une d'elles. Un résultat classique [hl
indique qu'il existe un voisinage de & tel que dans ce voisinage, il existe
une solution et une seule Wo e ¢ pour 1l'équation proposée, satisfaisant aux

conditions initiales

#°(o, x*) = w(x"), (graa ) (a) = pf(a)

Il en est de mé€me pour chaque racine de Hs(a,io,pi(a)) =0 et plus

généralement pour chaque racine de
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(H1...H ...Hc) (a,zo,pi(a)) =0

On obtient donc, localement 1t fonctions PP indéfiniment différentiables,

satisfaisant 4 1'équation

(H1"'Hs"'Hc) (x, grad 9P(x)) = 0 ,

telles que
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EQUATIONS DE PROPAGATIONS POUR DES CARACTERISTIQUES
A MULTIPLICITE VARIABLE.

~

Soit (hA(D)) un opérateur différentiel matriciel & coefficients

B
~ A -~ Pd o
complexes ou chaque hB(E) est un polyndme de degré < t dans les variables
Egs Eqseresb - Soit Hg(g) la partie homogéne de degré t de hg(i) et

ngfg) la partie homogéne de degré t-1 ; on note h(g) = det(hé(g)) et

H(g) = det(ﬁ%(g)) ; ai est le cofacteur de hg(g) dans la matrice hg(g),

AB(g) est le cofacteur de HA(g) dans la matrice (HA(E)) et plus généralement

A B B
B1...B
AA AP(E) le cofacteur obtenu en rayant les lignes d'indices A1,...,Ap et
10 v
les colonnes d'indices B1,...,Bp.

On suppose que

i) Hg(g) est fortement hyperbolique par rapport & N = (1,0,0,...,0).

ii) n # {0} est un point multiple d'ordre k de la variété

{z | #(g) = 0}.

Comme H est homogéne et hyperbolique on peut le prendre i coefficients

réels.
Dans ces conditions, il existe alors au moins un mineur d'ordre m-k
. 12...k 12...k
soit A12...k tel que A12...k(n) # 0.

Nous considérons le systéme

hg(D)yB =0 (1)
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et nous €tudierons la série formelle oscillatoire

Plx) = MM B () o 1B 0

w
o nT

La substitution de yB dans (1) donne :

ST TS (%) + F° (x) + ... ]
no Tl.]

On trouve que Fﬁ (x) = 0 s'éerit

(o]
B
Hy(n) Y2 (x) = 0
n
(o]
pone HaY® =-#* Y o 1¢Dcx , (k#1) s Bgm
B o D %
. 12...k¢ .o X
Multiplions par A12 KA et utilisons les formules suivantes de [10]
12...k .C 12...kC A
Ao, x %5 Ao, .xa B3 s
Al2---(D=1)C(D+1) .k _ B 120 kg
1ttt reeneenaennn k 5 “12...kB
On obtient en sommant
12...k LC 12...(D-1)C(D+1)...k D
RBocox In A x(n) b
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On a donc
- al2...(D=1)C(D+1). .k _
¢ 2 12eiieiiiiiiiin.n, k oD (2)
o A12. 0k "o
12...k
o (x) = 0 s'éerit
n
1
EA ) Y2+ 3% ER(n) o ¥P o+ E*(y) P =0
B n B o n B n
1 o] o
Maintenant si nous remplacons la valeur de Yg donnée par
' o
dans cette &quation nous avons
p12...(D-1)C(D+1). . .k _
Hg(n) YB + aa é. 12 ................. k (n) aa YD
"1 c p120 K Mo
12...k
_ A12...(D=1)C(D+1).. .k -
A 12 it en
e % HA ) 8 YD 4 HDA. 12 Kl (1) P
D @ no A12...k "o
12...k
Soit en réunissant les termes en YE
B -
a2 (D-1)B(D+1)...k _
HA(T]) YB + aa HA' 12t iieeiicnnenenns k (n) 3 Y
B n B ot
1 A12...k
L 12...k
r - -
212(D=1)B(D*+1).. .k _
¥A 12 i
. |g*a 212 E () v =0
B t
A‘12...k
I 12...k
Si nous multiplions maintenant par des vecteurs (YF)

fagon suivante

(2)

définis de 1la
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F_ o 12¢eueenn.. e k F_,12.0.k 0 F_ o 120iiiiipiienn.., k
Y5"A12...(F’—1)6(i‘+1)...k ’ Y1:ﬂ'A12...1< » Y3 A2, (F-1)D(F+1).. .k

a ,C D *C D _
d A].S(n) 3, Y”o +‘A,5 (n) Yno =0
_ _ o p12e . (D-1)(D+1) .k
od Al(n) = (-1)C*D 12...(C-1)(C+1).. .k
D pl2.. .k
12...k
12...(D=1)B(D+1)...k _*A L= k
= A (n) A : =
;A%C(n) I - T RYRETRTY k B 12...(C=1)A(C+1). . .k
12...k
Rz..x

Nous nous proposons de démontrer la forte hyperbolicité de ce systéme.

Pour cela nous aurons besoin d'exprimer les cofacteurs BED des A,g dans

) en fonction des cofacteurs AB des HA

dans \ B

ofa

On a, utilisant les formules de [10] :

T ag N

R A BT RO
L R O R A B g
= EALRI

D'odl JAS a0 =u 1° (3)
b g
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D'autre part, nous avons par [16], p. 115 :

_ k-1 12...k
) =H Ao x

w]]

det (A

=

Donc, en prenant les déterminants des matrices dans (3) on a :

det(JE) —H
D

Mallx
et
D
Pt
C
Mok

Si nous appliquons le critére de Svensson & la matrice Hg(g) nous

avons pour tout £ € Rn+1

Ai(g+iN) -t
——— < c(1+]g]) » Dpour un certain C (constant).
H(g +iN) .

Si nous substituons a BP et la variable £ a §-+ £, reR,
C

»Fol

dans 1'inégalité ci-dessus, nous avons

12...k 2D ,n .
A12...k %E (r +€+1N)

< C (1+|5;~+e;|)1“G

N

H({,l +E+iN)

12...k oD .
A12...k BE(n+r(g+1N))

ou |r|* s ¢ 2| e+ e DT

H(n+r(g+iN))

En développant par rapport & r et tenant compte que Bg s'annule

(k=1) fois en n nous avons :
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a
ATy VK 1Bg(n)(a +iN V... (6 +iN )+ rq (E,r)
12...k o YN, N n .
1 1 k-1 g C(|r|+|ntry)
0‘1 0Ln
] H(n)(£a1+1Na1)...(gak+1Na )
+rR (Esn)
n
k!

ol Q@ et R sont des polyndmes en E, T.
n

Si nous faisons tendre r vers zéro, nous aurons :

o o -
12...k 1 k-1 )
A (n) B2(n)(£_ +in_ ) (6 +iN )
12...k C @, o, Oy Oy . C'|n|1_t
(11- d.k
] H(n)(g_ +iN ) (¢ +iN_ )
0.1 0.1 ak (lk
Or
det (3% AS(n) £ )
D o _
1 [ 17 % . 4C
=— [3 (det AZ)] (n) £ ...k
k! A, s o0 D a1 ak
5 ' K £, ey
= 1 1k
12.. .k
k! Ao x )

et le cofacteur de a“.Ag(n) £y dans la matrice (a“‘Ag(n) £ )
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puisque

- O, el

G e) (1 TRV e e )
D k E Oy 0y
A, el - =

e I Y R

k! b & ey k

Ql

det (a“.Ag(n) g) 1

=i

La matrice inverse de la matrice (Ba‘Ag(n) £a) prise pour (E+iN)

est donc bornée et par le critére de Svensson, elle est fortement hyperbolique.

Dans cette démonstration nous avons utilisé constamment le fait que
A,...A

A7 s'annule (k-1) fois en n et que les A 1 4

B B1...Bq

en n, 1 <aq< k. Ces propriétés sont conséquences de la forte hyperbolicité

A s'annulent k-q fois

de la matrice (Hg(ﬁ))-

En effet, nous avons

H(E un;) = (£-n ) H'(g.) avec H'(n) # 0

Donc, dans le localisé de R[go] par rapport & (Eo-no)

- Y 10T
(Eo‘no)

A :
Ho(g sn;) ~ (g,-n,)
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avec s § k. Supposons avoir s < k, c'est-a-dire que (Eo-rb) apparalt dans
la matrice ci-dessus avec un exposant strictement supérieur & 1. Donc dans R

nous aurons

Hg(n) ~

et la dimension du noyau de (Hg(n)) serait plus petite que k, ce qui contredit

la forte hyperbolicité de (Hg(g)).

Donc nous avons

A
HB(Eomi) v
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dans le localisé de R[Eo} par rapport & (Eo;no)’ ce qui impligue que les
A

. A \ . e . k-1
mineurs AB(EO,ni) sont divisibles par (go no) et les Aj

1...Aq
LB sont

k- 1 b
divisibles par (Eo‘no) T, 1< q < k.
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SYSTEME LOCALISE DU SYSTEME

Notons (En g)(x) et (En g)(x) des matrices distributions m x m
0 1

ayant leurs supports dans un cOne fermé K de sommet {0} et tel que

K - {01 C {x'] X > 0}

On considére le systéme en (E B) et (B B)
noE n1E
A B _
HB(n) ET] E = 0
o
B o *A B A
+ =
H () Z 5t 00 Hi(n) 3 + E2M(n)) £, g " 6 Tp s

ol 6 est la distribution de Dirac et Ig la matrice unité.

Dans ces conditions nous allons démontrer la proposition suivante :

Proposition.- Il existe une distribution En g et une seule telle
o
que ce systéme ait une solution. On a :

i) E
nO

est la solution &lémentaire de 1'opérateur :

=1 td)

a ,C *C
(3% AL(n) 3, +AL(n) (1)

& support dans le localisé de H en n.
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o >
Wi

et E g s'expriment & l'aide de E_ par les formules

(o]
O
=

N
- a120..(D-1)B(D*1).. .k _
E, g I - P (n) £, g
0 A12...k o}
12...k
f (2)
12k
B _ T12...(L-1)E(I+1)...% B
EX = (n) E I
E A120. .k o
12...k )

.. B _ B
ii) E”oE = «1hE(D) E(hn))

ol Ohg est le coefficient de rk_1 mt‘tag

n
dans le développement de r (g + = )

hn le localis@ de h en n et E(hn) sa solution élémentaire "hyperboligque".

Démonstration.~ Définissons (En g) telle que
o
a 4C C D C
37 AL 3 +AI(n)) E 5 =612 (3)
(3% Asln) 3 +ASm)) B, 5 = 6 12
avec support de En g contenu dans le support du localisé de H en n: et
o}
B B PP
E » E_ 2 dé&finis par les formules (2).
n.E nE

Ces deux formules sont compatibles. En effet

Pour la premiére formule nous avons




] ]
B et E
o 1

PS A .. -
C 12 et ennnen e eaa k D
En A = (n) En z
ot A]Z...k o)
12...k
RE (D-1)C(D+1)...k JACIERTEEES P _
L 12..eceeieviaisiees k 12...(L-1)E(I+1)...k o D
4120k L1200k ol
12...k 12...k
A12.. ------ AT e o 00 s k -~
. 2. (L-)B(T41).. .k g C
4120k ok
12...k
= E ¢ de la deuxiéme formule.
nOE
On a ainsi défini (E B)
nE

Soit d'autre part le systéme :

)
A 'B
HB(n) E p
(
A 'B . .a LA B %A "B . A
Hp(n) Bp + 87 Hyln) 8 Ep + Hp(n) Ep =6 Ig
\

avec leurs supports contenus dans un cdne K tel que

K- {0} C {x | x° > 0} . On obtient comme dans [10] que ce systéme &quivaut

au sulvant
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A, val 12, D
- ER(n)e® [ 2 El (s E
B a ok
A12.. 0k
12.. .k
A12 (D-1)B(D+1)...k
%A 2ttt 'D A
+ HaM () = Emel=s1
B oE E
A12.0 0k
12...k

NIRRT Ceriearen k
2...(C-1 +
1 (C-1)A(C+1)...k (n)
12...k
A, k
et sommant.
On obtient
- - A12 CC..O....; llllll k
a 4C *C D _ 12...(C-1)E(C+1)...k
(3 cAB(n) 3, +Aﬁ(n)) Ep=¢ (n)
a12. .k
12...k

Si E =E (1sﬁsk) on a donec

(3% AS(n) 3, * A.*g(n)) E;g = 6 1}93 (4)




-4 -

1 . .
Donc lsa distribution Eog - En est une solution de (3) avec son

o
=10

support dans le demi-espace {x° > 0} qui a son bord non caractdristique.

Donc par le corollaire 5.3.1. de [h], elle est la solution nulle et

'D _ _ D
E_=E = (5)

_ _ JRLIEETIERS Sereanaen k
a 4C %C 'D 12...(C=1)E(C+1)...k
(3 J%(n)aa +a&5(n))EoE-6 (n)
p12.0 0k
12...%
Mais d'autre part
LIRS Ae e renan k _ _
12...(L-1)E(I+1) ...k (n) En P - En g
212K ol o
12...k

vérifie, compte tenu de (4) et (5), 1la méme &quation. Par différence et compte

tenu des supports, on a donc :

' -
g2 =g 2
OF NoE
1]
Finalement, Eog = n :

ii) De 1l'identité




On déduit
(13 1 (6) + 0(r)) = [h(n) + x(s® Hi(n) £ + B'h(n)) + 0(r%)]
Blhg(g) L O%g(g) =+ 0(rk+1)]
atod : ( Hi(n) QE(e) = 0
Ey(n) @B(e) + 2% mi(n) £+ #"h(n) @ D(e) = n () I
bone : [ Hy(n) Qf(D) E(n ) = 0
Hy(n) A 2(0) B(n ) + % Hy(n) 3, + K3 ()] Qg(D) B(n ) = 6 I
. B B
et on a bien EnoE = oﬁE(D) E(hn)

On déduit comme dans le théordme de la localisation 1' p. 21.

support de (En g)c:support singulier de E(hg)
o

ol E(h]) est la solution &lémentaire de (hg(D)).

Il convient donc de considérer l'opérateur (1) comme un opérateur

localisé en n ; réduit de 1'opérateur initial (hg(D))
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CAS PARTICULIER k= 2 [13] .

Dans ce paragraphe nous appliquerons les résultats de

dans le cas oll n est un point double de la variété {H}, c'est-3-dire,
H(n) =0, —(n) =0, pour tout a

H(n) £ €, =K _(g) n'est pas identiquement nul.

Dans ces conditions les coefficients de la série formelle oscillatoire

} o YB .(x)
yo(x) = eT0<N¥ = -
i=0  (iw)?

sont déterminés par des systémes d'équations aux dérivées partielles de premier

ordre & deux inconnues dont la matrice caractéristique est

qui, comme nous l'avons démontré, est fortement hyperboligue.

Nous analyserons dans ce qui suit la fagon dont se réalise ls

propagation.
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Pour commencer on voit que les vecteurs

3% Ag(n), - % A;(n), - 3% A?(n) et 3% A}(n) ne sont pas linéairement indé-

pendants, car cela entralnerait 1l'ultra-hyperbolicité du déterminant de la

matrice H(g).

On sait que

. _ QR .
avec Kn(E) =3 H(n)iOl EB

On a toujours i cause de la hyperbolicité de K.lrl par rapport &

N = (1,0,---,0)

°H(n) # 0

et Kn(g) se décompose en carrés sous la forme

2 H(n) £, \° A(g,)
K(E)=3°OH(n),.('EO+ZT—‘l) - .i
n L i 3 H(n) 7" H(n) ]
La forme quadratique Z 3° H(n 1)2 - 3%° H(n)(.z_ YH(n)e g, )
1 2

est donc positive de signature ++ ou + ou est identiquement nulle.

12& cas : A a pour signature ++ , c'est-d~dire k a pour signature

+ - . Il y a trois directions de dérivations linéairement indépendantes

parmi 5% Ag(n), - 3 A;(n), - 3° A?(n) et 3% A:(n), puisque la dimension du

noyau de K, est (n-2) et égale d'aprés 1l'hyperbolicité forte & la dimension

du sous-espace orthogonal aux 4 vecteurs ci-dessus.
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La dimension "réduite" de {KH(E) = 0} est donc 3 et la propagation
a lieu comme pourvl'équation d'onde & deux dimensions d'espace

Zéme cad ¢+ A a pour signature + , c'est-a-dire Kﬁ a pour signature
+ - . On voit de méme qu'il y a deux directions de dérivation linéairement
indépendantes. La dimension "réduite" de {Kn(g) = 0} est 2 et la propagation

~

a lieu comme pour l'équation d'onde & une dimension d'espace.
eme - . o
3 cad ¢+ A =0 K,n est un carré ; les L vecteurs ont la méme
direction. Il y a propagation le long d'une droite "bicaractéristique". Ce cas

contient le cas ol la multiplicité est localement constante au voisinage de n.

Donc les coefficients de la série formelle oscillatoire sont déterminéds
par des systémes fortement hyperboliques & des fonctions inconnues dans un espace

de dimension au plus 3.
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