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TNTRUVUCTTUN 

Dans ce t r a v a i l  nous é tud ie rons  des systèmes fortement hyperbol iques 

à c o e f f i c i e n t s  cons t an t s  avec des  c a r a c t é r i s t i q u e s  dont l a  m u l t i p l i c i t é  v a r i e .  

Nous déterminerons l e s  équat ions  de propagat ion des c o e f f i c i e n t s  des  s é r i e s  

formel les  o s c i l l a t o i r e s  à phase s i n g u l i è r e  correspondant à des systèmes for tement  

hyperboliques avec 'un p o i n t  m u l t i p l e  s u r  l e  cône normal c a r a c t é r i s t i q u e .  

Le cas d 'un po in t  double a v a i t  é t é  t r a i t é  p a r  LUDWIG e t  GRANOFF 115) 

pour un système du premier  o rd re  à q u a t r e  v a r i a b l e s  avec des  hypothèses surabon- 

dantes .  Dans [13] VAILLANT u t i l i s e  seulement des  hypothèses d ' h y p e r b o l i c i t é  e t  

cons idère  des  systèmes d'un o r d r e  quelconque. Nous géné ra l i sons  i c i  au  cas  d 'un  

p o i n t  de m u l t i p l i c i t é  quelconque. 

Les équat ions  de propagat ion  ne sont  p l u s ,  comme dans l e  cas  des 

systèmes fortement hyperbol iques à m u l t i p l i c i t é  localement  cons t an te ,  des 

équat ions  d i f f é r e n t i e l l e s  o r d i n a i r e s  m a i s  des  systèmes d 'équat ions  aux dé r ivées  

p a r t i e l l e s  de premier o r d r e  qu i  s o n t  a u s s i  fortement hyperbol iques.  

Enf in  nous donnons une g é n é r a l i s a t i o n  du théorème de l a  l o c a l i s a t i o n  

de  ATIYAT, BOTT e t  GARDING 111 aux cas  des  systèmes. C e t t e  g é n é r a l i s a t i o n  e s t  

l i é e  aux c a l c u l s  des  termes du développement asymptotique. 

C e t t e  t h è s e  a été résumée sous forme d'une no te  aux Comptes Rendus 

de l 'Académie des Sc iences  [lh]. 



HYPERBOLTCITE FORTE. 

S o i t  P(S)  un polynôme complexe de degré t à c o e f f i c i e n t s  cons t an t s  

dans l e s  v a r i a b l e s  C o ,  5, ,. . . , Sn . Nous dénoterons pa r  P(D) l ' o p é r a t e u r  d i f -  

f é r e n t i e l  a s s o c i é .  Le polynôme homogène formé p a r  l e s  termes de degré t de 
1 

P ( E ) ,  c ' e s t - à -d i r e ,  sa p a r t i e  p r i n c i p a l e ,  s e r a  dénoté p a r  P,( E ) .  l 

l 
S o i t  N E IRnC1. Les t r o i s  condi t ions  su ivan te s  sont  équ iva l en te s  : I 

1 )  P,(N) # O e t  il e x i s t e  r E R t e l  que P ( # + i r ~ )  # O pour  
O 

5 E R"+' e t  jrI > r . 
O 

2 )  I l  e x i s t e  une d i s t r i b u t i o n  à support  dans lin cône K ayant  son 

sommet à l ' o r i g i n e  avec K - COI  C ( x ' :  <x,N> > O 1  e t  t e l  que 

où 6 e s t  l a  mesure de Dirac .  

3 )  Le problème de Cauchy à données s u r  H = {<x,N> = O }  e s t  b i e n  

posé dans cm pour P ( D ) .  

DE,$LWon.- Un opé ra t eu r  qui  s a t i s f a i t  une de ces  t r o i s  cond i t i ons  

e s t  un opé ra t eu r  hyperbol ique p a r  r appor t  à N .  

E x W l p l ~ . -  Les polynômes hyperbol iques de degré zéro son t  l e s  c o n s t a n t e s  

non n u l l e s .  



Un polynôme bo t0 + - • + bn 5, e s t  hyperbolique pa r  rapport  à N 

s i  e t  seulement s i  <b ,N> # 0. 

2 2 Le polynôme quadratique P ( 6 )  = Co - b, - .. .  - bn 5, 2 es t  

hyperbolique par  rappor t  à N = ( 1  , O , .  . . , O )  s i  e t  seulement s i  , . . b 2 0. 
1 n 

Dans l e  cas des polynômes homogènes l a  condit ion d 'hyperbo l i c i t é  se  

s i m p l i f i e  : un polynôme homogène P e s t  hyperbolique par  rapport  à N s i  e t  

seulement s i  l ' é q u a t i o n  P ( E ; + T N )  = O n ' a  seulement que des r ac ines  r é e l l e s ,  

pour t o u t  r é e l  5 c mn+ ' . 
La p a r t i e  p r i n c i p a l e  d'un polynôme hyperbolique e s t  hyperbolique. 

La réciproque de c e t t e  proposi t ion  n ' e s t  pas v r a i e .  

Les deux condi t ions  su ivantes  sont  s u f f i s a n t e s  pour l ' h y p e r b o l i c i t é  : 

1 ) ( ~ 6 r m a n d e r ) .  Pour que P s o i t  hyperbolique, il s u f f i t  que Pm 

s o i t  hyperbolique e t  que P < P (P p lus  f a i b l e  que Pm), c 'es t -à-d i re ,  m 

2 )  ( ~ a r d i n g ) .  Pour que P s o i t  hyperbolique, il s u f f i t  que Pm s o i t  

hyperbolique e t  que l e s  zéros en a de P ( u ( r ~ + i c ) )  tendent  vers  zéro uni for-  

mément pa r  rapport  à 5 quand T t end  ve r s  l ' i n f i n i .  

Svensson démontre dans [gJ que l a  deuxième condit ion e s t  nécessa i re  

e t  q u ' e l l e  e s t  équivalente  à l a  première. 



Déyn&Lon. -  Un cône normal c a r ac t é r i s t i que  e s t  dé f in i  par P ~ ( E )  = 0 .  

S i  5 # O e s t  un élément de ce cône, 5 e s t  un covecteur c a r ac t é r i s t i que .  
ap (5) 

5 e s t  simplement ca rac té r i s t ique  s i  CI m 1 # O .  
j aP 

j 

Chacune des conditions suivantes e s t  nécessai re  e t  su f f i san te  pour que 

t ou t  polynôme P ayant pour p a r t i e  p r inc ipa le  Pm s o i t  hyperbolique par 

rapport à N : 

a )  Pm e s t  hyperbolique par rapport à N e t  l e s  c a r ac t é r i s t i ques  

r é e l l e s  sont simples. 

b) P,(N) # O e t  P ~ ( E + T N )  a  s e s  racines r é e l l e s  e t  simples pour 

t ou t  5 non proportionnel à N.  

D & d h % & i ~ ~ .  - S i  une de ces  condit ions e s t  s a t i s f a i t e ,  P ' e s t  d i t  

s t r ic tement  hyperbolique. 

So i t  maintenant ( h i ( 5 ) )  une matrice m x m formée de polynômes de 

degré t dans l e s  var iables  C o ,  5, , . . . , 5, . Nous di rons  que l ' opé r a t eu r  

( h t ( ~ ) )  e s t  hyperbolique par  rapport à N ,  s i  e t  seulement s i  il a une so lu t ion  

fondamentale à support dans un cône K ,  ayant son sommet à 1 ' o r ig ine  e t  t e l  I 

1 
que K - {O} C {<x,N> > O} , c 'est-à-dire ; s ' i l  e x i s t e  une matrice E = ($1 

A 
où l e s  EB sont des d i s t r i bu t i ons  à siipport dans K , t e l l e  que ( 1 ) 

A So i t  (H ) l a  matrice formée par l e s  p a r t i e s  pr incipales  de degré t 
B 1 

A 
de (h  ) .  C'es t  une matrice dont l e  déterminant e s t  homogène. Dans l a  s u i t e  nous 

B 

supposerons 

.................................... 

( 1 ) On emploie constamment l e  convention de sommation. C 



cond i t i on  que nous noterons  (*) .  On appe l l e  c e t t e  ma t r i ce  l a  ma t r i ce  ca rac t é -  

A r i s t i q u e  de ( h B ( 6 ) ) .  

Déd&&%on.- Noua d isons  que ( h t ( 6 ) )  e s t  fortement hyperbol ique s i  
, 

A I pour t o u t  opéra teur  R ~ ( D )  formé d 'é léments  de degré i n f é r i e u r  à t ; l ' o p é r a t e u r  1 

A A (hg + R ~ ) ( D )  e s t  hyperbol ique.  I 

L 'hype rbo l i c i t é  f o r t e  de ( h t (  ) ) équivaut  à 1 'hy-perbolicité f o r t e  

A 
de ( ~ ~ ( 6 ) ) .  

Dans l a  s u i t e  nous p a r l e r o n s  i n d i f  férenment d ' opé ra t eu r   hi(^) ) 
A fortement hyperbol ique ou de ma t r i ce  ( h g ( 6 ) )  for tement  hyperbolique. 

On v o i t  que l a  no t ion  d ' hype rbo l i c i t é  f o r t e  pour l e s  systèmes 

correspond à c e l l e  d ' h y p e r b o l i c i t é  s t r i c t e  dans l e  cas  d'une s e u l e  équa t ion .  

Pour qu'une ma t r i ce  ( h k ( [ ) )  s o i t  hyperbol ique ,  il f a u t  e t  i l  s u f f i t  

A 
que d e t ( h g ( 5 ) )  = h(E)  s o i t  hyperbol ique.  P a r  c o n t r e ,  il n ' e s t  p a s  n é c e s s a i r e  

pour que (hB(6))  s o i t  for tement  hyperbol ique,  que d e t  ( h k ( 6 )  ) s o i t  s t r i c t e m e n t  

hyperbol ique.  Il e x i s t e  des  systèmes fortement hyperbol iques à c a r a c t é r i s t i q u e s  

m u l t i p l e  S .  

Des cond i t i ons  n é c e s s a i r e s  e t  s u f f i s a n t e s  d l h y p e r b o l i c i t é  f o r t e  on t  

d 'abord  é t é  données p a r  Kasahara e t  Yamaguti [5] pour des  systèmes du t y p e  



Svensson [9] a  donné des condi t ions  s u f f i s a n t e s  e t  des  condi t ions  

n é c e s s a i r e s  d l h y p e r b o l i c i t é  f o r t e  pour des  systèmes avec l e s  o rd re s  de Volevic .  

Cependant, comme nous t r a v a i l l e r o n s  avec des mat r ices  qu i  v é r i f i e n t  l a  condi-bien 

( f )  p .  4, l e s  condi t ions  de Svensson deviennent des  cond i t i ons  n é c e s s a i r e s  e t  

s u f f i s a n t e s .  

A ( ~ v e n s s o n )  . On cons idère  l a  mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  (Hg(  €,) ) de l a  

ma t r i ce  ( h i (  5 )  ) . 

A Pour que ( h g ( c ) )  s o i t  fortement hyperbolique p a r  r appor t  à N c R n+ 1 

il f a u t  e t  il s u f f i t  que 

e x i s t e  pour  5  E IR"+' e t  q u ' i l  e x i s t e  C  t e l  que 

Dans [12] V a i l l a n t  u t i l i s e  l e s  cond i t i ons  de Kasahara e t  Yamaguti 

e t  donne des  cond i t i ons  
y C~~ s u f f i s a n t e s  e t  des  cond i t i ons  CT y C T T ,  

I II' 

n é c e s s a i r e s  d 1 h y p e r b o l i c i t 6  f o r t e  pour  l e s  systèmes qui  v é r i f i e n t  l a  cond i t i on  



- 6 -  

Les condit ions ( c )  expriment que : 

CI : chaque forme rédu i t e  de l a  matr ice  c a r a c t é r i s t i q u e ,  considéré 

comme matrice d'éléments de l 'anneau l o c a l i s é  de ' l 'anneau de polynômes par 

rapport  à chaque i d é a l  premier d é f i n i  pa r  un f a c t e u r  i r r é d u c t i b l e  du déterminant 

c a r a c t é r i s t i q u e ,  ne con t i en t  comme f a c t e u r  i n v a r i a n t ,  que l ' anneau lui-même 

ou l ' i d é a l  maximal de l ' anneau l o c a l i s é .  

CII : l e  kadica l  de l ' i d é a l  c a r a c t é r i s t i q u e  e s t  engendré par  un polynôme 

s t r ic tement  hyperbolique. 

C~~ ' : l e  r a d i c a l  de l ' i d é a l  c a r a c t é r i s t i q u e  e s t  engendré par  un polynôme 

hyperbolique. 

S o i t  R[1 ] l ' anneau de polynômes des v a r i a b l e s  %,el ,..., 1 R .  
a n  

A Cet anneau de polynômes e s t  f a c t o r i e l .  Donc d e t ( ~ ~ )  = H s e  décompose de façon 

unique, à un f a c t e u r  constant  d i f f é r e n t  de zéro p r è s ,  en un produi t  de f a c t e u r s  

i r r é d u c t i b l e s  de R[ta] . 

Nous supposerons que 

où u e s t  un e n t i e r  appelé m u l t i p l i c i t é  de H .  



On cons idère  l ' anneau  l o c a l i s é  de R[X ] pa r  r appor t  à l ' i d é a l  premier  
a 

d é f i n i  pa r  H f ,  c e t  anneau s e r a  no té  @ '  : l e s  é léments  de sont  l e s  f r a c t i o n s  

du corps de f r a c t i o n s  de ~ [ l  ] qu i  sont  t e l l e s  que l e u r  dénominateur n ' appa r t i enne  
a 

pas  à l ' i d é a l  d é f i n i  p a r  H' . S i  - e s t  un élément non n u l  de on décompose 
Q2 Q 4 

son numérateur en p rodu i t  d 'é léments  i r r é d u c t i b l e s  ; s o i t  v (-) 1 'exposant 
Q2 Q.. 

de Hl dans c e t t e  décomposition ; on a p p e l l e r a  l a  va lua t ion  de - -' ; on a 
Q, 

L 

v i  demment : 

L'anneau @ e s t  un anneau de va lua t ion  d i s c r è t e ,  s e s  idéaux s o n t  de 

l a  forme @ ( H I ?  où X e s t  un e n t i e r  p o s i t i f  : @ e s t  donc un anneau p r i n c i p a l .  

Comme @ e s t  p r i n c i p a l  l a  mat r ice  ($) , cons idérée  comme m a t r i c e  

d 'é léments  de @ e s t  équ iva l en te  à une ma t r i ce  d iagonale  de l a  forme 

1 

l 

l 
ave c q l  2 a, 3 ... 2 g, 3 O. 

Les éléments de l a  diagonale  d é f i n i s s e n t  l e s  f a c t e u r s  i n v a r i a n t s  de 

l a  ma t r i ce .  





A 
( H g )  d é f i n i t  a i n s i  un endomorphisme de (y1  ) m  ; son noyau e s t  de dimension k 

e t  1 'on dés ignera  p a r  (8, >$ . . >.  . . >ak une base  de ce noyau. On c h o i s i r a  

des  r e p r é s e n t a n t s  des  vec t eu r s  dans mm. I l s  forment l a  f a m i l l e  

d l  >d2 ,... ,.. . .dk e t  s e ron t  t e l s  que 

$ < = O  (mod H ' )  

ou b ien  t e l s  que 

Les éléments  o appar t iennent  à mm ; l a  f a m i l l e  (d,,, ) autrement  
D 

d i t  e s t  d é f i n i e  à l a  t ransformat ion  su ivan te  p r è s  : 



D où l a  ma t r i ce  ( h g ,  ) e s t  i n v e r s i b l e  dans @ e t  1i a p p a r t i e n t  à mm . 
D '  

F 
De même, on pourra  cons idé re r  des f a m i l l e s  ( g  ) t e l s  que 

A . H E O (rnod H I )  
g~ B 

ou b i e n  t e l s  que : . 

F Nous a l l o n s  c o n s t r u i r e  des  f a m i l l e s  ( 6 ,  ( ) de vec t eu r s  p a r t i c u l i e r s  

F (dg), ( g  ) ,  respec t ivement ,  de s o r t e  que l e u r s  composantes s o i e n t  des polynômes 

A homogènes en 1 obtenus à l ' a i d e  aes  mineurs de (Hg). 
a 

Pour c e l a  nous u t i l i s e r o n s  des r é s u l t a t s  de [II] .  On convient de 

! n o t e r  DEF l e  c o f a c t e u r  de HA HB HC dans l e  développement de ($1 ; c e  
*ABC B E F  

1 co fac t eu r  correspond au  mineur obtenu en rayant  l e s  A ième , B ième et Ci ème 

A Di ème , Eième Fi ème l i g n e s  de ( H ~ ) ,  a i n s i  que l e s  e t  colonnes ; on u t i l i s e  

des  n o t a t i o n s  analogues pour l e s  c o f a c t e u r s  ayant un p l u s  grand nombre d ' i n d i c e s .  

Convenons qu'un i n d i c e  s u r b a r r é  v a r i e  de 1 à k : 1 S A S k e t  que 
A 

un i n d i c e  chapeauté v a r i e  de k + 1 à m : ( k t l )  < C m. Posons a l o r s  : 



Ë B Calculons H 6- - 
B D '  

A 

Ë B  E F  Ë F  
H 6 - = H  6 + H A 6  

B D  F E  F j j  
( v o i r  formules de [IO] , [I 11 ) 

Nous avons auss i  : 

Le f a i t  que A ... 12 . . . (E -  1) (6+1)  k 
s o i t  d i v i s i b l e  par H l  r é s u l t e  

12 ...( Ë-l) (Ë+l)  ... k 

- 
de l a  condition C &E e s t  dé f in i  par l ' é g a l i t é  précédente. On a donc : - 

I' D 

H: 6 3  0 (mod H' ) 
D 

F On cons t ru i t  auss i  une famil le  (y )l,cF1 en posant 

On v é r i f i e  de l a  même facon qu'avec l e s  (6-)  que 

D 

- 

I? r O (mod H') 
Y~ B 



- 
F Donc les (y ) jouent le même rôle que les ( 6  relativement à la 

D 
matrice transposée de la matrice caractéristique. 

On aura besoin d'étudier la matrice d'éléments 

F A B  
- 

Y H  6- = H l $  = H I  A @  , 
B  D D E D 

ou plus précisément la divisibilité par H '  du déterminant de la matrice 

k x k , d'  élément général 

A B F  
H  6- Y - 

F L A ^  
H '  D 

- 
On a det (A  @) = A k  det (@) 

il D 

Or il résulte de l'identité suivante [lq p. 115 : 

Le déterminant de la matrice 

n'est donc pas divisible par H f .  



Avec des  f a m i l l e s  (gF) e t  (d-) , on e s t  condui t  à é t u d i e r  l a  
D 

matr ice  des  

- 
F B A = H f  oA g F =  H I  d- g H d  

A B E  6 A B D 

ou p l u s  précisément l a  va lua t ion  du déterminant  de l a  ma t r i ce  k x k d'élément 

géné ra l  

Le fa i t  que v(H) > O ou v(H) = O e s t  indépendant du choix de l a  
- 

F f a m i l l e  (d-) à une t ransformat ion  p r è s ,  de même que pour  l e s  ( g  ) ; c e l a  
D - 

r é s u l t e  de l a  d é f i n i t i o n  de HF . Les r é s u l t a t s  obtenus avec l a  f a m i l l e  ( 6 - )  e t  - D F D l a  f a m i l l e  (y ) montrent donc que ,v(H) = 0.  

Supposons maintenant pue ($B) v é r i f i e  a u s s i  l a  condi t ion  
I C~~ de 

V a i l l a n t .  

S i  p = (po,pi) , e s t  une r a c i n e  simple de H '  ( l o s p i )  
Po 

n ' e s t  

pas  r a c i n e  de ~ " ( ~ ~ , p ~ ) ,  po e s t  donc r a c i n e  mul t ip l e  de m u l t i p l i c i t é  k de 

On a donc 

l a  deuxième parenthèse  n ' e s t  pas  d i v i s i b l e  p a r  - 
O Po 

Dans l e  l o c a l i s é  de ~[l,] p a r  r appor t  à l l i d é a l  d é f i n i  par  (eo-p,) 



et par suite, dans IR 

11 existe donc au moins un mineur d'ordre m-k, soit 
A 12.. .k = A 
12.. .k 

tel que ~ ( p  ,pi) # O. Compte tenu de C on a en fait dans R : 
O 1 



e t  l e s  (a - )  2onst i tuent  une base de noyau de $ (p ) .  
D 

Les théorèmes suivants  se  t rouvent  dans [12] : 

Théoaème 1 .  - Les condit ions CI e t  CII sont des condi t ions  

nécessa i res  e t  su f f i san tes  d 'hyperbol ic i té  f o r t e  pour des systèmes à coef f i c i en t s  

cons tants  avec des c a r a c t é r i s t i q u e s  à m u l t i p l i c i t é  localement constante.  

.Théot~ème 2 .  - Les condit ions CI e t  CII sont  des condit ions 

s u f f i s a n t e s  d 'hyperbo l i c i t é  au sens de Leray-Ohya 171 pour des systèmes à 

c o e f f i c i e n t s  va r i ab les .  

cl L o c ~ ~ o n  au sens de ktiyah, B o a  tt et&.&ng et s o W o n 6  dondamentdes 

d' une équation [II . - 
Dé&idzXon.- S o i t  P ( 6 )  un polynôme de degré m 2 O . Considérons l e  

développement en puissances c ro i s san tes  de t de t % ( t - l E + < ) .  < E IRn+'. On 

ob t i en t  : 
- 



l 

5  
où P  ( 5 )  e s t  l e  premier  c o e f f i c i e n t  non identiquement n u l  en 5 .  On a p p e l l e  i 

~ 
m u l t i p l i c i t é  de P  r e l a t i v e  à 5 l e  nombre p  = m (P )  e t  l o c a l i s é  de P en 5 l 
5 l e  polynôme P t ( ( ) .  1 

I 

1. S i  P = PO + P  + ... + P  e s t  une décomposition de P  en p a r t i e s  1 m 

homogènes, Pk ( A 5) = Akpk ( E ) ,  donc ( 1 ) s ' é c r i t  a u s s i  : 

En p a r t i c u l i e r ,  s i  P  e s t  homogène nous avons : 

Soient  P e t  Q deux polynômes non n u l s .  Donc on v é r i f i e  fac i lement  

La not ion  de l o c a l i s é  s ' é t e n d  a u s s i  aux fonc t ions  r a t i o n n e l l e s  

f = Q/P, non n u l l e s  

I c i  l e  membre d r o i t  e s t  une s é r i e  formel le  de p u i s s a n c e e n  t avec  

des c o e f f i c i e n t s  qu i  sont  des fonc t ions  r a t i o n n e l l e s  de (. Le l o c a l i s é  f  
5 



e s t  l e  premier c o e f f i c i e n t  non n u l ,  m = m(f)  = m(Q) - m ( ~ )  c ' e s t  l e  degré  

de f e t  p  = m ( f )  e s t  l a  m u l t i p l i c i t é  de f  r e l a t i v e  à 5. 
5 .  

Exempted.-  S o i t  Pm l a  p a r t i e  p r i n c i p a l e  de P. S i  5  = O donc : 

e t  l e  l o c a l i s é  de P  en O e s t  éga l  à P ( 5 )  S o i t  maintenant 5 # O e t  

Pm(5)  # O ,  donc : 

P 5 ( < )  = grad Pm({) . < + cons t  

c ' e s t - à -d i r e ,  un polynôme de degré 1. 

S i  P  e s t  homogène, donc P  ( c )  = O d é f i n i t  l e  cône t angen t  K 
5  5 

de K : P ( c )  = O en 5.  
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La p ropos i t i on  su ivan te  montre que l a  l o c a l i s a t i o n  préserve  l ' h y p e r -  

Prropadi.tion Cl] .- S o i t  P hyperbol ique p a r  rappor t  à N e t  s o i t  

E E iRn+'. Donc : 

i i )  P m E  
e s t  l a  p a r t i e  p r i n c i p a l e  de P 

5 ' 

iii) P e t  P sont  hyperbol iques pa r  r appor t  à N .  
5 '"5 

Nous a l l o n s  énoncer des  théorèmes qui  l i e n t  l e s  s o l u t i o n s  fondamentales 

des  opé ra t eu r s  hyperbol iques e t  de s e s  l o c a l i s & s .  

S o i t  P ( D )  un opéra teur  hyperbol ique p a r  r appor t  à N = ( 1 , O , .  . . ,O) e t  

Pm s a  p a r t i e  p r i n c i p a l e .  On dénote p a r  ~ ( P , N )  l 'ensemble des 5 c R"+' t e l s  

que l e  polynôme pm( S+rN) a seulement des  zéros  n é g a t i f s  r .  

On démontre que ~ ( P , N )  e s t  un cône convexe e t  que P e s t  hyperbo- 

l i q u e  p a r  rappor t  à t o u t  8 c ~ ( P , N ) .  De p l u s ,  l a  s o l u t i o n  fondamentale E de 

P ayant son support  dans l e  demi-espace H : 

a son support contenu dans 

~ * ( P , N )  = x ; <x,f3> O ,  f3 E ~ ( P , N ) ]  

qui  e s t  l e  cône dua l  de I ' ( P , N ) .  



Cet te  so lu t ion  s'exprime de l a  forme suivante : 

où 0 E - SN - I ' ( P , N )  avec s suffisamment grand. 

S o i t  P l e  l o c a l i s é  de P au point  5. On s a i t  par  l a  proposi t ion 
5 

que P e s t  hyperbolique par  rapport  à N.  Nous noterons par  E l a  so lu t ion  
5 5 

fondamentale correspondante. 

Le théorème suivant  montre que E dans un c e r t a i n  sens.  e s t  l a  

t1 

5 ' 
local is .6en de E. 

Théoaème de La ~ o c ~ a t i o n  I .- [l] S o i t  P hyperbolique pa r  rappor t  

à N ,  degré P 6 t .  S o i t  p = m (P)  l a  m u l t i p l i c i t é  de 5 r e l a t i v e  à P. Alors : 
5 

um-pe-iux.~ 
E convergevers  E U E R ,  

5 ' 

quand u t end  vers  l ' i n f i n i ,  dans l e  sens des d i s t r i b u t i o n s .  

Pour 5 # .O 

support (E ) C support s i n g u l i e r  (E) 
5 

Nous donnerons l a  démonstration de ce théorème. Pour c e l a  nous u t i l i s e r o n s  

l e  lemme suivant .  



h m e  [I] .- S o i t  P hyperbolique pa r  rapport  à N ; p = mC(p) 6 E IRn+' - 
e t  s o i t  so t e l  que P ( ~ + S N )  # O pour I1ms  ( > s . Donc, il e x i s t e  des nombres 

O 

p o s i t i f s  C e t  M ,  que dépendent seulement de s e t  5 t e l s  que, s i  5 e s t  

l 
r é e l ,  

i 

i )  O :: u ,< 1 ,  11msl > so implique I U ~ - ~ P ( U - ~ ~ + ~ + ~ N )  1 2 ~ ( 1 + 1 ~ 1  )-M 

'* 

- 1 i i )  U ~ - ~ P ( U  ~+g+sN)  converge vers  P ( < + S N )  quand u tend v e r s  zéro. 
5 

D&?IOIIh~&On du Xhéoirème. - S o i t  une nouvelle.  va r i ab le  d ' i n t é g r a t i o n  

dans ( 2 )  ; nous avons : 

-/ 
Donc ( um-P pg ) = (Zn)-" 1 [ u ~ - ~ . ( u L ; +  < +in)]-' Fg(<+in) ( 4 )  

u 

S i  on prend 0 = - SN avec s néga t i f  e t  suffisamment grand, on vo i t  

en u t i l i s a n t  l e  lemme que l e  membre d r o i t  de ( 3 )  converge vers  : 

Ceci démontre ( 3 ) .  Maintenant s o i t  V l e  complémentaire du support  

s i n g u l i e r  de E. S i  g E c:(v) e t  5 # O , l ' i n t é g r a l e  

m-p .-iux.g 
E(x)  g (x )  dx 

converge ve r s  zéro quand u tend ve r s  l ' i n f i n i .  Donc support ( E ~ )  e s t  contenu 

dans l e  complémentaire de V. 



Remahque.- On v o i t  t o u t  de s u i t e  que 

support s i n g u l i e r  ( E )  C u support (E ) 
SZO 5  

S i  on applique ce théorème de l o c a l i s a t i o n  aux dérivées de l a  solut ion 

fondament a l e ,  on obt ient  : 

Théokème de La LocaLLaCion I ' . - [II s o i t  E l a  so lu t ion  fondamentale 

correspondante à P ,  hyperbolique pa r  rapport  à N ,  s o i t  Q un  polynôme. Posons 

5 r é e l .  S o i t  m(f)  = m ( ~ )  - m ( ~ )  l e  degré de f = P/Q e t  m5(f) =. m 5 ( Q )  - mg(P) 

l a  m u l t i p l i c i t é  de f r e l a t i v e  à 6 .  Donc i 
m 5 ( f ) - m ( f )  -iux.5 

u  e  F  converge ve rs  F u  e IR 
5  ' 

quand u  t end  vers l ' i n f i n i ,  dans l e  sens des d i s t r i b u t i o n s .  S i  5  # O donc : 1 
 support(^ ) C support s i n g u l i e r  (F )  

5 

S o i t  maintenant (h;(D) ) un opérateur d i f f é r e n t i e l  m a t r i c i e l  hy-per- 

bolique par  rapport à N .  S i  E e s t  une so lu t ion  fondamentale correspondante 

A à l ' o p é r a t e u r  (de t  hg)(D) = h ( ~ ) ,  l a  matrice 

05 ( .Q~:(L)) e s t  l a  matrice de cofacteurs de   hi(^)), e s t  une solut ion fonda- 

A mentale correspondante à l ' o p é r a t e u r  (hg(D)) .  



SERTES FORMELLES aSCTLLATO1RES ET LOCALlSATTON 

AU SENS AT1 YAH, Bai7 ET GARDTNG. 

S o i t  ~ ( x )  une d i s t r i b u t i o n  tempérée, pa r  exemple. F l a  t ransformat ion  

de Four i e r  dans S : 

S i  nous appliquons l a  t r ans fo rma t ion  de Four i e r  à l ' e x p r e s s i o n  : 

On o b t i e n t  f ( e  -iu<x,E> 
h ( ~ )  [e 

i w x ,  E >  
Y(X)JI  = ~ ( S + E W )  (FY) ( 5 )  

qu i  résume l a  t ransformat ion  de Four i e r  e n t r e  l a  s é r i e  fo rme l l e  

Maintenant s i  nous développons l e  f a c t e u r  de FY ( c )  
t 



en puissances  c r o i s s a n t e s  de r : 

nous obtenons l e  l o c a l i s é  h E ( < )  de h  en 5 .  



EQUATZ ONS DE PROPAGATION POUR DES CARACTERISTI  QUES 

A M U L T l P L l C I T E  CONSTANTE. 

A On considère un opérateur d i f f é r e n t i e l  ma t r i c i e l  l i n é a i r e  ( h g ( x , ~ ) )  

A à coef f ic ien t s  CI où chaque h g ( x , ~ )  e s t  de degré 6 t .  On é tud ie  l e  système 

ca r ré  d'équations aux dérivées p a r t i e l l e s  homogènes correspondant : 

A La  matrice ca rac té r i s t ique  (H ( x , ~ ) )  e s t  formé par des polynômes 
B 

homogènes de degré t .  On suppose que l e  déterminant de ( , H n ' e s t  jamais 

l e  polynôme nul dans l ' ouve r t  Q où l ' o n  s e  placera.  

En chaque point  x , H s e  décompose en fac teurs  i r r éduc t i b l e s  : 

On suppose que chaque H e s t  fonction CI de x e t  que chaque 
s 

mu l t i p l i c i t é  v e s t  constante su r  Q. 
S 

En chaque point  x ,  on considsre l 'anneau l o c a l i s é  
@ s de l 'anneau des 

polynômes à (n+ 1 ) var iab les  (eo ,el , . . . ,l ) par rapport à 1 ' i d é a l  premier 
n 

dé f in i  par  Hs.  Pour Chaque s ,  on a  dans 
@s : 



On suppose q l  (s) , q 2 ( s )  ,. . . , % ( s )  pour chaque s ,  cons t an t s  s u r  Q. 

A Supposons en t o u t  p o i n t  x de Cl , (hg) v é r i f i e  l e s  cond i t i ons  ( C  ) : 

C~ - Pour t o u t  s ,  1  6 s  s a 

dans @ . 
S 



C~~ 
- H H ... H ... H e s t  s tr ictement hyperbolique par rapport 

1 2  s  u 

à N = ( 1 , 0 , . . . , 0 ) .  

D é d i w o n . -  On appel lera  onde o s c i l l a t o i r e  formelle dans un voisinage 

de a ,  une s é r i e  formelle "o sc i l l a t o i r e "  de l a  forme : 

B 
B iw9(x) Yt+.(x) 

Y ( x )  = e  C 
j = O  ( i w )  j 

w e s t  r é e l ,  $ e s t  à valeurs  r é e l l e s ,  indéfiniment d i f f é r en t i ab l e ,  t e l l e  que 

(grad $1 ( x )  # O dans l e  voisinage,  e t  v é r i f i e  1 'équation ca rac té r i s t ique  : 

B H ~ ( x ,  grad I ~ ( x ) )  = O e t  Y t + j  e s t  indéfiniment d i f f é r en t i ab l e  dans l e  voisinage 

e t  t e l l e  quqen reportant  dans l e  système ( 1 )  l a  s é r i e  formelle obtenue 

s o i t  nu l l e ,  c 'est-à-dire que chacun des coef f i c ien t s  F?(x) s o i t  nul  dans 
J 

l e  voisinage considéré. 

Supposons donc que A 
hg s a t i s f a i t  aux condit ions ( c )  e t  étudions 

une t e l l e  onde. 

On trouve que C(X) = O s ' é c r i t  : 

g é t a n t  solut ion de l ' équa t ion  ca r ac t é r i s t i que ,  on a  



I d'où pour un c e r t a i n  s ,  

Pour s # s ' ,  H s ,  ( a ,  g r ad  $ ( a ) )  # O , d ' ap rè s  l e s  hypothèses.  Dans un vo i s inage  

convenable,  on v é r i f i e  donc 

HS(x,  grad $ ( x ) )  = O e t  Hs , (x ,  g rad  $ ( x ) )  # O .  

On en dédui t  que Y: e s t  de l a  forme 

- 
où l ' o n  a posé p = grad 9,  $ e s t  C - ;  1 g D b v  

B 
t 6- é t a n t  une base  

s '  D 
R / du noyau de ~ ~ ( x , p ) .  

( ( X I  E O s ' é c r i t  : 

où ( H F ( X , ~ ) )  e s t  l a  p a r t i e  homogène de degré t -1  de (h$x,p) ) , e t  

- 
F ~ u l t i p l i o n s  pa r  des  v e c t e u r s ,  analogues aux S : (X ,~ )  , notés  ~ ~ ( x , ~ )  

D 
e t  formant une base du noyau de l ' a p p l i c a t i o n  t ransposée  de l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  

A HB(x,p) ; on o b t i e n t ,  en t e n a n t  compte de (2) , 



F A B  
- 

= aC<[(y H ~-)(x,P)] aa f(x) 
A B D 

- 
F A B  - [(aC< Y, H~ %) (x,~)] a u!$x) 

01 

Mais nous avons 

- 
F A B  F - - 

A B -  Y H 6- = H E  Hs y HB - Hs aE , -yA F 
A B D  

D'où puisque ~ ~ ( p )  = O : 

Posons 

aH 
s 

03 -(xYp) = $(x,~) (vecteur bicaractéristique) . 
a l  



On a donc encore 

8 e s t  donc l a  s o l u t i o n  cm de c e t t e  équat ion aux dé r ivées  p a r t i e l l e s .  2 e s t  t t 

déterminée s i  on connai t  s a  r e s t r i c t i o n  s u r  x, = 0.  

- 
On détermine de même t o u s  l e s  f + j  e t  l e s  Y t + j  p a r  récur rence  

- 

l pourvu qu'on connaisse l e s  r e s t r i c t i o n s  des ff 
O t + j  sur = O.  

Remahque.- Nous r appe l l e rons  brièvement l ' i n t é g r a t i o n  de l ' é q u a t i o n  

aux dé r ivées  p a r t i e l l e s  du premier  o rd re  : 

Hs(x, grad $ ( x ) )  = O 

Hs é t a n t  supposé s t r i c t emen t  hyperbol ique en a  p a r  r appor t  à N = ( 1  ,O ,.. . , O ) .  

S o i t  $(xi  ) une fonc t ion  Cm à v a l e u r s  r é e l l e s  d é f i n i e  dans 1 ' i n t e r s e c t i o n  

d'un vois inage  de a  en x = O t e l l e  que grad  $ ( a )  # O. Posons 
O 

(grad $ ) i ( a )  = p i ( a )  ; l ' é q u a t i o n  en 
'O 

: Hs(a , lo ,p i ( a ) )  = O a  t o u t e s  s e s  

r a c i n e s  r é e l l e s  e t  simples.  S o i t  l ' u n e  d ' e l l e s .  Un r é s u l t a t  c l a s s ique  [4] 

ind ique  q u ' i l  e x i s t e  un vois inage  de a t e l  que dans c e  vo i s inage ,  il e x i s t e  

m 
une s o l u t i o n  e t  une seu le  gP E C pour l ' é q u a t i o n  proposée,  s a t i s f a i s a n t  aux 

cond i t i ons  i n i t i a l e s  

I l  en e s t  de même pour chaque r a c i n e  de ~ ~ ( a , t ~ , p ~ ( a ) )  = O e t  p l u s  

généralement pour chaque r a c i n e  de 



On obtient donc, localement r fonctions B P  indéfiniment différentiables, 

satisfaisant à l'équation 

(Hl. -H . . .H ) (x, grad qP(x)) = O , 
s u 

telles que 



EQUATIONS DE PROPAGATIONS POUR DES CARACTERlSTlQU ES 

A M U L T 7 P L I C l T E  VARIABLE.  

S o i t  ( h t ( ~ )  ) un opé ra t eu r  d i f f é r e n t i e l  m a t r i c i e l  à c o e f f i c i e n t s  

A 
complexes où chaque hB(6 )  e s t  un polynôme de degré 6 t dans l e s  v a r i a b l e s  

C o ,  5, Y . . *  95, 
A A . S o i t  H ( 6 )  l a  p a r t i e  homogène de degré t de hg( 5 )  e t  B 

H * ~ E )  l a  p a r t i e  homogène de degré t - 1  ; on no te  h ( 5 )  = d e t ( h t ( 5 ) )  e t  B 
A A 

H ( c )  = d e t ( < ( ~ ) )  ; e s t  l e  c o f a c t e u r  de h ( 5 )  dans l a  mat r ice  h g ( ~ )  y 
B 

A A:(C) e s t  l e  co fac t eu r  de ~ ~ ( 6 )  dans l a  ma t r i ce  ( H ~ ( E ) )  e t  p l u s  généralement 

B I . .  . B  

. .A '(6) l e  co fac t eu r  obtenu en rayant  l e s  j i g n e s  d ' i n d i c e s  A , ,  ..., Ap e t  
P 

l e s  colonnes d ' i n d i c e s  , . . . ,B . 
1 P 

On suppose que : 

i ) $( 5 )  e s t  fortement hyperbol ique p a r  r appor t  à N = ( 1 ,O , O , .  . . ,O). 

ii) rl # {O)  e s t  un p o i n t  mu l t ip l e  d ' o r d r e  k de l a  v a r i é t é  

15 1 H ( E )  = O ) .  

Comme H e s t  homogène e t  hyperbol ique on peut l e  prendre à c o e f f i c i e n t s  

r é e l s .  

Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  il e x i s t e  a l o r s  au  moins un mineur d ' o rd re  m-k 

s o i t  A 12.. .k t e l  que 12.. .k 
12.. .k *12.. .k ( T l )  # O *  

Nous considérons l e  système 



e t  nous é tud ie rons  l a  s é r i e  formel le  o s c i l l a t o i r e  

La s u b s t i t u t i o n  de dans ( 1 )  donne : 

i w q  ,x> e  ( X I  + F' (x) + . . . ]  
'Io 'I 1 

On trouve'  que fi ( x )  i O s ' é c r i t  : 
'Io 

A  B 
HB(d Y ( x )  = O . 

'Io 

A  B A Donc HA Y = - H- A Y ' où 1  . s ~ s k ,  ( k + l )  s B . s m .  
'Io a 

12.. .kç Mult ip l ions  p a r  A 1 2 . . . u  e t  u t i l i s o n s  l e s  formules su ivan te s  d e  [IO] 

On o b t i e n t  en sommant : 



On a donc : 

F~ (XI = O s ' é c r i t  : " 1 

Maintenant s i  nous remplasons l a  v a l e u r  de Y! donnée pa r  ( 2 )  
I 'O 

dans c e t t e  équat ion nous avons : 

LI 

. . 12 . .  (5-1 )c(D+l  ) .  .k 

.............. Ï 
- - 

12.. .k D 

D 
( "1  Y,, + H ; ~ ( , , ) Y ~  ' "O 12. .  .k O O 0  

A12..  .k 
- 

S o i t  en r éun i s san t  l e s  termes en Y: : 

r- - 

- 
F S i  nous mul t ip l ions  maintenant par  des  vec t eu r s  ( y  ) d é f i n i s  de  l a  

façon su ivan te  : 



nous obt iendrons  : 

Nous nous proposons de démontrer l a  f o r t e  hy-perbolicité de ce système. 
- 

Pour c e l a  nous aurons besoin  d'exprimer l e s  co fac t eu r s  B? des 4 dans - - C 
dans (k) en fonc t ion  des  co fac t eu r s  A des  Hg. A 

D 

On a ,  u t i l i s a n t  l e s  formules de [IO] : 



D ' a u t r e  p a r t ,  nous avons p a r  1161 , p. 1 15 : 

< 

Donc, en prenant  l e s  déterminants  des  ma t r i ce s  dans ( 3 )  on a : 

A S i  nous appl iquons l e  c r i t è r e  de Svensson à l a  mat r ice  ~ ~ ( 5  ) nous 

avons pour t o u t  5 c  IR^+' 

- 
n S i  nous subs t i t uons  A!? à gb e t  l a  v a r i a b l e  5 a - + 6 ,  r c R , 

A C r 
dans l ' i n é g a l i t é  c i -dessus ,  nous avons : 

B 
AA (5 + i N  ) 

H (5 + i N )  

- 
D En développant p a r  rappor t  à r e t  t e n a n t  compte que B- s 'annule 
C 

(k-1 ) f o i s  en n nous avons : 

s C (  I + ( E I  , pour un c e r t a i n  c ( c o n s t a n t ) .  



où Q et R sont des polynômes en 5 ,  r. 
n T l  

Si nous faisons tendre r vers zéro, nous aurons : 

c et le cofacteur de 2' g(,) 5, dans la matrice ( a a  d(n) E ~ )  
D 



pui  sque 

- - 
C = d e t  (aU$(,) 5,) IE 

- 
La ma t r i ce  i n v e r s e  de l a  ma t r i ce  (aC<$(n)  5 ) p r i s e  pour ( E + ~ N )  

a 

e s t  donc bornée e t  pa r  l e  c r i t è r e  de Svensson, e l l e  e s t  for tement  hyperbol ique.  

Dans c e t t e  démonstration nous avons u t i l i s é  constamment l e  f a i t  que - 
A l . .  .A 

A; s 'annule (k-1) f o i s  en e t  que l e s  
A ~ l . .  .B 

s ' annu len t  k-q f o i s  
a 
-A 

en n ,  1 < q < k. Ces p r o p r i é t é s  sont  conséquences de l a  f o r t e  h y p e r b o l i c i t é  

de l a  ma t r i ce  ( < ( E ) ) .  

En e f f e t ,  nous avons 

k H O i  = ~ ' ( 5 , )  avec H ' ( ~ ~ )  # O 

Donc, dans l e  l o c a l i s é  de R [E 1 p a r  r appor t  à 50-qo) : O 



avec s $ k. Supposons avoir s c k, c'est-à-dire que ( c0-no) apparaît dans 

la matrice ci-dessus avec un exposant strictement supérieur à 1. Donc dans R 

nous aurons : 

et la dimension du noyau de (#(n)) serait plus petite que k, ce qui contredit 

A la forte hyperbolicité de (H~(E)). 

Donc nous avons 

H*(E .O B o i  



-q ) ,  ce qui  implique que l e s  dans l e  l o c a l i s é  de RIE J par  rapport  à (5, 

k- 1  A l . .  .A 
mineurs A:( co qi ) - sont  d i v i s i b l e s  pa r  (Eo-qo) 

et les A~I...B sont  

k-q q d i v i s i b l e s  par  1  c q c k. 



SYSTEME LOCALISE VU SYSTEME 

A B 
h B ( ~ )  y  = O . 

Notons (En E ) ( ~ )  B e t  (E ') ( x )  des matrices d i s t r i b u t i o n s  m x rn 
O " lE  

ayant l e u r s  supports dans un cône fermé K de sommet { O )  e t  t e l  que 

K - I o I C  I x  1 x0 > O) . 

On considère l e  système en (E  B, e t  (E B, . 
"OE " lE  

où 6 e s t  l a  d i s t r i b u t i o n  de Dirac e t  IE A l a  matrice u n i t é .  

Dans ces condi t ions  nous a l l o n s  démontrer l a  proposi t ion  suivante  : 

B h 0 p o s c t i o n . -  11 e x i s t e  une d i s t r i b u t i o n  E  e t  une seu le  t e l l e  
"OE 

que ce système a i t  une so lu t ion .  On a  : 

Ë i )  E  e s t  l a  so lu t ion  élémentaire de l ' o p é r a t e u r  : 
noË 

à support dans l e  l o c a l i s é  de H en n. 



* - - 
E et E s'expriment à l'aide de E! par les formuies : 
"OE "OE E 

ii) B 
E = (QD) E(h ) )  
O rl 

k- 1 mt-t B 11 où a est le coefficient de r 
"E dans le développement de r aE(c + ; ) , 

h le localisé de h en q et ~ ( h  ) sa solution élémentaire "hyperbolique". 
n " 

- 
B D é r n 0 ~ t k d o n . -  béfinissons (E ) telle que : 

" oE 

- 
avec support de E contenu dans le support du localisé de H en ri : et 

n0Ë 
* 

B B E , E * définis par les formules (2). 
noE noE 

Ces deux formules sont compatibles. En effet : 

Pour la première formule nous avons : 



= E de l a  deuxième formule. 
qoE 

On a a i n s i  dé f i n i  (E  . 
QoE 

So i t  d 'aut re  pa r t  l e  système : 

1 1 

Eo e t  El avec leurs supports contenus dans un cône K t e l  que 

K- {O} C {x 1 x0 > O} . On obt ient  comme dans [IO] que ce système équivaut 

au suivant : 



On a les conditions de compatibilité de la deuxième équation en multipliant par 

et sommant. 

On obtient 

A 
12.. .k 

Si E = Ë (1sËsk) on s donc : 



Donc l a  d i s t r i b u t i o n  E ' ~  - E e s t  une s o l u t i 6 n  de ( 3 )  avec son 
oË n-E 

V 

support  dans l e  demi-espace {xO > O} qu i  a  son bord non c a r a c t é r i s t i q u e .  

Donc p a r  l e  c o r o l l a i r e  5.3.1. de [4] , e l l e  e s t  l a  s o l u t i o n  n u l l e  e t  

Mais d 1  a u t r e  p a r t  

v é r i f i e ,  compte t e n u  de ( 4 )  e t  ( 5 ) ,  l a  même équat ion .  P a r  d i f f é r e n c e  e t  compte 

t e n u  des  suppor t s ,  on a  donc : 

Finalement,  E:," = E 
B 

"OE 

i i) D e  l ' i d e n t i t é  



On dédui t  

d'où : A 
Hg(") $;(E) = O 

A A *A B A 
Hg(" a;;(5) + a" Hg(") I: ci + H B(") = h"(5) IE 

Donc : B 
Hi(") %E(~) = O 

A ' B A B 
aqE(~) ~ ( h  n 1 + [au ~ ~ ( ' i )  au + H;~(,)] ?,(D) ~ ( h  ) = 6 I; " 

e t  on a  b ien  E B B 
= $,,(DI E(h . 

noE " 

On déduit  comme dans l e  théorème de l a  l o c a l i s a t i o n  1 '  p. 21. 

B 
support de (E )C support s i n g u l i e r  de E($) 

"OE 

A A où ~ ( h  ) e s t  l a  so lu t ion  é lémenta i re  de (hB(D)) 
B 

Il  convient donc de cons idérer  l ' o p é r a t e u r  ( 1 )  comme un opérateur 

A l o c a l i s é  en ri ; r édu i t  de l ' o p é r a t e u r  i n i t i a l  (hg(~)) . 



CAS PARTICULTER k =  2 [13] . 

Dans ce paragraphe nous appl iquerons l e s  r é s u l t a t s  de 

dans l e  cas  où e s t  un p o i n t  double de l a  v a r i é t é  (Hl, c ' e s t - à -d i r e ,  

a %  H ( ~ )  = O , - (  = O , pour t o u t  a 

e t  aaB ~ ( n )  C a  SB = K n ( E )  n ' e s t  pas identiquement n u l .  

~ Dans ces  cond i t i ons  l e s  c o e f f i c i e n t s  de l a  s é r i e  formel le  o s c i l l a t o i r e  

B 
B i w < n  ,x> ut+.  Cx) 

Y (x) = e C 
j = O  ( iw)  j 

sont  déterminés p a r  des  systèmes d 'équat ions  aux dé r ivées  p a r t i e l l e s  de premier  

o r d r e  à deux inconnues dont l a  mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  e s t  

1 q u i ,  comme nous l ' a v o n s  démontré, e s t  for tement  hyperbol ique.  

Nous analyserons dans ce qui  s u i t  l a  façon dont s e  r é a l i s e  l a  

propagat ion.  



Pour commencer on vo i t  que l e s  vecteurs 

a 2 a 1- a 2 1 a A 2 ( d ,  - a A 2 ( r l ) ,  - a A 1 ( n )  e t  a a ~ , ( r l )  ne sont pas linéairement indé- 

pendants, ca r  c e l a  en t r a îne r a i t  l ' u l t r a -hyperbo l ic i t é  du déterminant de l a  

matrice ff(5). 

C 

On s a i t  que 

' 1  12 
det ff(5,) = - K ( 6 )  ~ ~ ~ ( n )  

2 rl 

l avec K ( 5 )  = au' ~ ( n )  Ca E' 
rl 

On a toujours  à cause de l a  hy-perbolicité de K par rapport à 
n 

N = (1 ,0 ,  ..., 0 )  

e t  K ( 5 )  se  décompose en ca r rés  sous l a  forme 
rl 

La forme quadratique A ( E i\ = 2 O 0  (1 aoi ~ ( n )  c i )  - a A ( , ) (  1 a i j H ( n ) c i c j )  
i i , j  

e s t  donc pos i t ive  de s ignature  ++ ou + ou e s t  identiquement nu i le .  

c c ~  : A a pour s ignature  ++ , c 'est-à-dire k a pour s igna ture  
L 

+ - -  . I l  y a t r o i s  d i rec t ions  de dér ivat ions  linéairement indépendantes 

2 a 1 parmi a a  A 2 ( n ) ,  - a A , - a A )  e t  aa A ~ ( T I ) ,  puisque l a  dimension du 

noyau de e s t  (n-2) e t  égale d'après l 'hy-perbolici té  f o r t e  à l a  dimension 

du sous-espace orthogonal aux 4 vecteurs ci-dessus. 



La dimension "réduite" de ! K v ( 6 )  = 0 )  e s t  donc 3 e t  l a  propagation 

a l i e u  comme pour 1 'équation d'onde à deux dimensions d'espace 

zème Ca6 : A a pour s igna tu re  + , c 'est-à-dire a pour s ignature  

l + - . On v o i t  de même q u ' i l  y a deux d i rec t ions  de dér ivat ion l inéairement 

indépendantes. La dimension "réduite" de (K ( 5) = 0 )  e s t  2 e t  l a  propagation 
ri 

a l i e u  comme pour l ' équa t ion  d 'onde'& une dimension d'espace. 

3ème : d E O ; K, e s t  un c a r r é  ; l e s  4 vecteurs ont l a  même v 
d i rec t ion .  Il y a propagation l e  long d'une d r o i t e  "bicaractér is t ique" .  Ce cas 

contient  l e  cas  où l a  m u l t i p l i c i t é  e s t  localement constante au voisinage de ri. 1 

Donc l e s  c o e f f i c i e n t s  de l a  s é r i e  formelle o s c i l l a t o i r e  sont déterminés 

p a r  des systèmes fortement hyperboliques à des fonctions inconnues dans un espace 

de dimension au p lus  3. 
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