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TNTRODUCTTON 

Les chapitres 1 et 2 d'une part et les chapitres 3, 4, 5, 6 et 7 

d'autre part sont quasi indépendants ; il présentent cependant une interfé- 

rence au niveau d'une application située dans le chapitre 7. 

Les chapitres1 et 2, qui reprennent et développent les articles 

[Tl, [8:I et la note [13], sont consacrés à l'étude de l'insérabilité et de 

l'anti-insérabilité ; les résultats essentiels sont le théorème 2.1.3 (caract- 

térisation de l'anti-insérabilité d'un convexe à partir de ses translatés et 

de ses dilatés positifs), le théorème 2.4.5 et son corollaire (qui établissent 

un lien surprenant entre les convexes anti-insérables et les convexes basiques 

au sens de Coquet (resp. : et les convexes anti-insérables algébriquement fer- 
- 

més et linéairement bornés)), le théorème 2.6.3 (relatif à l'anti-insérabilité 

dans un espace semi-normk), le théorème 2.7.1 (en tant qu'application à la 

séparation des convexes) et le théorème 2.8.5 (qui ramène de façon simple un 

problème posé par Thorp et Witley à un problème d'existence de convexes fermés 

engendrant un. sous-espace vectoriel dense) ; des applications sont obtenues 

dans ces chapitres ainsi qu'au chapitre 7 ; des résultats de Klee et de Thorp 

et Whitley sont généralisés ; le lien étroit (que nous établissons) entre la 

notion d'insérabilité et les notions "of finite width" et "of finite width in 

some direction" fait que notre étude s'intègre à de nombreux travaux notamment 

de Clark [5], Klee [28], Thorp et Whitley [31] et bien d'autres (voir, par 

exemple, Valentine [32] chapitre XII) ; notons enfin que certains de nos résul- 

tats ont été exploités très récemment dans d'autres directions en particulier par 

Jongmans [2 11 et Fourneau [16] . 



Les chapitres suivants développent et généralisent (certains des ré- 

sultats figurant dans cette thèse n'ont pas encore été publiés) les notqs [IO], 

11 11 , [14] ; ces travaux s'intègrent à un courant de recherche très important, 

dont les pionniers sont Kalutani, Stone, Mazur, Eidelheit, Tukey (pour des ré- 

férences précises voir Valentine [32) page 20), auquel Klee et Hammer ont par- 

ticipé plus récemment en apportant des résultats remarquables (consulter [261, - 

[18], [19) , [20] et les références qui s'y trouvent) ainsi que très récemment 

Moore [30] et Bair [l]. Toutefois, en ce qui concerne la structure des hyper- 

convexes (convexes dont le complémentaire est convexe), seul le cas des hyper- 

cônes en un point avait été résolu- (par ~lee) et la question de l'existence, en 

dimension infinie, d'un "coconvexe" c'est-à-dire d'un hyperconvexe n'étant ni 

hypercône, ni cohypercône en une variété) restait implicitement posé (seul le 

cas de la dimension finie ayant été réglé par   am mer) ; nous répondons à cette 

question dans le chapitre 3 ; également dans le chapitre 3, nous caractéri- 

sons la convexité des éléments d'un couple de parties complémentaires d'un es- 

pace vectoriel en termes de section finissante et nous mettons en évidence 

l'hypercône "attach6" à un coconvexe, ces résultats étant fort utiles dans la 

suite ; le chapitre 4 et le chapitre 5 fournissent la structure analytique et 

géométrique d'un hy-perconvexe quelconque (les théorèmes de structure de Klee 

(pour un hypercône) apparaissant alors comme des cas particuliers) ; dans le 

chapitre 6 nous remarquons qu'un hy-perconvexe est ou bien d'internat non vide 

ou bien ubiquitaire (6. l), nous complétons l'étude des hy-perconvexes basiques 

au sens de Klee (6.2 et 6.3) et nous introduisons et étudions la notion d'hy- 

perconvexe topologique qui nous conduit en application à une caractérisation 

des hypercônes concerts de Moore (théorème 6.4.5)qxi rend ces hy-percônes con- 

crets "plus maniables". 

Le chapitre 7 ne comprend que des applications (solution d'un problème 

posé par Klee, solution d'un problème posé par Moore et interprétation de la 

séparation concrète de Moore en termes d'hyperconvexes topologiques complémen- 

taires ) . 
- 2 -  



CHAPITRE 0 

RAPPELS ELEMENTA 1 R ES 

0.0.- Ce c h a p i t r e  e s t  d e s t i n é  à p r é c i s e r  une p a r t i e  des  n o t a t i o n s  qu i  

s e r o n t  u t i l i s é e s  dans l a  s u i t e  e t  un c e r t a i n  nombre de not ions  q u i  sont  t r è s  616- 

menta i res  mais qu i  ont  beso in  d ' ê t r e  p r é c i s é e s  dans l a  mesure où l a  te rminologie  

v a r i e  avec l e s  au t eu r s .  Par  con t r e ,  bon nombre de p rop r i é t6s"c l a s s iques"  des  es-  

paces v e c t o r i e l s  topologiques  e t  de géométrie des convexes ne s o n t  pas r appe lées .  

Le l e c t e u r  dés i r eux  d 'approfondi r  l e s  no t ions  rappelées  dans c e  chapi- 

t r e  peut  c o n s u l t e r  avec p r o f i t  [6] ( c h a p i t r e  1 ) , [b ]  e t  [32]. 

0.7.- S i  A- e t  B sont  deux ensembles, l e  complémentaire de B dans 

A s e r a  noté  C I 3  ou A % B .  

0.2. - Contrairement à c e r t a i n s  a u t e u r s ,  nous d i rons  qu'un ensemble 

e s t  dénombrable s ' i l  e s t  f i n i  ou de c a r d i n a l  Y / O. 

0.3.- Dans t o u t e  l a  s u i t e ,  espace v e c t o r i e l  s i g i n i f i e r a  espace vecto- 

r i e l  r é e l  e t  l e  mot base ( u t i l i s é  s e u l )  dés igne ra  une base a lgéb r ique ,  

L 'o r ig ine  d'un espace v e c t o r i e l  s e r a  notée  0. 

0.4. - S i  A e s t  une p a r t i e  de l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  E ,  on dés igne  pa r  

S[A] l e  sous-espace v e c t o r i e l  engendré p a r  A,. c ' es t -à -d i re  l e  p l u s  p e t i t  sous- 

espace v e c t o r i e l  contenant  A ,  e t  par  L[A] la- v a r i é t é  l i n é a i r e  engendrée pa r  

A ,  c ' e s t - à -d i r e  l a  p l u s  p e t i t e  v a r i é t é  l i n é a i r e  contenant  A. 

S i  A e s t  non v i d e ,  on appe l l e  dimension ( r e s p .  : codimension) de A ,  

l a  dimension ( r e s p .  : codimension) de L [A] . 



0.5.- Dans t ou t e  l a  s u i t e ,  l e  mot va r i é t é  désignera une va r i é t é  l i né -  

a i r e  non vide. Une va r i é t é  contenant O e s t  d i t e  homogène. 

0.6.- S i  A e t  B sont des p a r t i e s  de l ' e space  vec to r ie l  E ,  s i  

X E E  e t  s i  X E R ,  o n p o s e  : 

A+B = {a+bla E A e t  b  E B I ,  

x+A = {x) + A ,  

XA = { ~ a l a  E A), 

0.7.- S i  A e s t  une p a r t i e  de l ' e space  vec to r i e l  E e t  s i  x E E, 

l e  symétrique de A par rapport à x e s t  l a  p a r t i e  2x-A. S i  A = 2x-A, A 

e s t  d i t e  symétrique par  rapport à x ; plus rapidement, -A e s t  d i t e  symétrique 

de A e t , s i  - A =  A, A e s t  d i t e  symétrique. 

0.8.- Soi t  ' ( A ~ ) ~ ~ ~  une famille non vide de pa r t i e s  de l ' e space  vec- 

t o r i e l  E,  contenant tou tes  O.  On appelle some  des A .  e t  on note 1 Ai 
1 ~ E I  

l'ensemble des sommes 1 ai avec, pour t ou t  i E 1, a .  E A e t  a .  = 0 
1 i 1 i EI 

sauf pour un nombre f i n i  d ' ind ices .  

0.9.- A désignant une p a r t i e  de l ' espace  vec to r ie l  E ,  on note 

C [A] ( r esp .  : CS [A] ) l 'enveloppe convexe ( resp .  : convexe symétrique) de A ,  

c  'est-à-dire l e  plus p e t i t  convexe ( resp .  : convexe symétrique) contenant A.  

0. 10.- rk%tehvaeeu 

Si a  e t  b  sont deux points  de l ' e space  vec to r ie l  E ,  on d é f i n i t  

l e s  i n t e rva l l e s  suivantes : . r 
[a,b] = {Aa + ( 1-h)b 1 X E  [O, 11 ) ( " in te rva l l e .  fermé" ou "segment") 

] a ,b  [ = {Xa + ( 1-h)b 1 XE]O,  1 [) (appelé " in te rva l l e  ouvert" seulement s i  a  # b )  

]a,b] = {Xa + ( 1 - h ) b l h ~  [0,1[1, [a,b[ = {ha + ( l - h ) b l X ~ ] ~ , l ]  (appelés " in te r -  

va l l e s  semi-ouverts" seulement s i  . a  # b ) .  



On a  donc : 

0 .  7 7 .  - Une p a r t i e  A de l ' e space  v e c t o r i e l  E  e s t  d i t e  é t o i l é e  s i ,  

pour t o u t  a  E A ,  on a  [0,a] C A.  

0.72.- Soient  x  e t  y deux p o i n t s  d i s t i n c t s  de l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  

E. On a p p e l l e  d r -o i t e  passant  p a r  x  e t  y e t  on no te  A(x,y) : 

On a p p e l l e  demi-droite po in t ée  (ou fermée) i s s u e  de x (ou  de sommet x ,  QU 

d ' o r i g i n e  x )  e t  on note  A (  [x+y) : 

On a p p e l l e  demi-droite épo in t ée  (ou  ouve r t e )  i s s u e  de x (ou de sommet x ,  ou 

d ' o r i g i n e  x )  e t  on note  ~ ( ] ~ - t y )  : 

S i  A e s t  une demi-droite i s s u e  de x ,  l a  symétrique de A p a r  r appor t  à x 

* 
e s t  no tée  A . 

L 

4 0.73.- S o i t  A une p a r t i e  de l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  E e t  s o i t  x E E.  

w 
On d i t  que A e s t  un cône de sommet x  s i  A . e s t  s t a b l e  par  t o u t e  homoth6tie 

de c e n t r e  x  e t  de rappor t  > O ; s i  A e s t  un cene de sommet x contenant  x 

( r e s p .  : ne contenant  pas x ) ,  A e s t  d i t  cône p o i n t é  ( r e s p .  : cône é p o i n t ê )  

de sommet x. 

0.74.- S i  A e s t  une p a r t i e  de l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  E, on a p p e l l e  



cône (convexe) engendré pa r  A l e  p l u s  p e t i t  cône de sommet O ( e t  convexe) 

contenant A. 

S i  A $ 0 ,  on d é f i n i t  de manière analogue l e  cône (convexe) p o i n t é  

engendré p a r  A .  

0.15.- Une p a r t i e  A de l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  . E  e s t  d i t e  l ingairernent  
8 

bornée s i  son i n t e r s e c t i o n  avec t o u t e  d r o i t e  e s t  bornée ( c e t t e  d r o i t e  é t a n t  munie 

Y de l a  t opo log ie  n a t u r e l l e ) .  Ains i  un convexe e s t  l inéa i rement  borné s i  e t  seu le-  

ment s ' i l  ne c o n t i e n t  pas de demi-droite.  

0.16.- S o i t  A une p a r t i e  de l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  E .  Un p o i n t  x de 

E e s t  d i t  p o i n t  i n t e r n e  ( r e s p .  : i n t e r n e  r e l a t i f )  de A s i ,  pour t o u t e  d r ~ i t e  

A passant  pa r  x  ( r e sp .  : passant  p a r  x  e t  contenue dans L [A] ) , A n A con- 

t i e n t  un i n t e r v a l l e  ouvert  contenant  x .  

L'ensemble des p o i n t s  i n t e r n e s  ( r e s p .  : i n t e r n e s  r e l a t i f s )  de A e s t  

appelé  l ' i n t e r n a t  ( r e s p .  : l ' i n t e r n a t  r e l a t i f )  de A e t  no té  i [A] ( r e s p ,  1 

S i  A = i [A], A e s t  d i t  algébriquement ouver t .  

S i  A e s t  un convexe non v ide  symétrique par  r appor t  à un p o i n t  x ,  

a l o r s  x  E i r [ ~ ] .  

S i  A e t  B sont  des  p a r t i e s  de E, A absorbe B s ' i l  e x i s t e  

a > O t e l  que A 3 aB. A e s t  d i t e  absorbante  s i  A absorbe t o u t  p o i n t  de 

E. S i  A e s t  convexe, A e s t  absorbante s i  e t  seulement s i  O e s t  un p o i n t  
Z 

I i n t e r n e  de A. 

l8 

0. 7 7. - A é t a n t  une p a r t i e  de l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  E, on a p p e l l e  
. 

enveloppe a lgéb r ique  de A ,  e t  on no te  l i n  A ,  l 'ensemble des p o i n t s  y  de E 

t e l s  q u ' i l  e x i s t e  x  E A t e l  que [x,y[c A (on a  donc A c l i n  A )  ; s i  A 

e s t  un convexe contenant  p l u s  d'un p o i n t ,  on peut  dans l a  d é f i n i t i o n  prêcédente  

supposer y # x .  



La f r o n t i è r e  a lgébr ique  de A e s t  pa r  d é f i n i t i o n  Fr  [A] = ( l i n  A )  a i [Al 

Si  A e s t  convexe, l i n  A a u s s i .  

A e s t  d i t  alggbriquement fermé s i  A = l i n  A .  

A e s t  d i t  u b i q u i t a i r e  ( r e s p .  : proprement u b i q u i t a i r e )  s i  l i n  A $ E 

( r e s p .  : l i n  A = E e t  A # E ) .  

0.18.-  S o i t  A un convexe d 'un espace v e c t o r i e l  E e t  s o i t  A une 

W' demi-droite contenue dans A.  S i  A e s t  algébriquement fermé, a l o r s ,  pour t o u t  

a E A, l a  demi-droite p a r a l l è l e  à A ,  e t  de même sens ,  i s s u e  de a e s t  dans A 

( c e  r é s u l t a t  e s t  donc encore v a l a b l e  pour un convexe fermé d'un espace v e c t o r i e l  

topologique c a r  un t e l  convexe e s t  algébriquement fermé) ; on peut  a l o r s  d s f i n i r  

l e  cône asymptote de A (no té  6 [A]) comme é t a n t  l e  p l u s  grand des cônes C 

p o i n t é s  de sommet O t e l s  que a+C Cr A ,  pour t o u t  a E. A .  S i  i r [ ~ ]  # (d e t  si 

a E i r [A]  l a  demi-droite i s s u e  de a ,  p a r a l l è l e  à A e t  de même sens est  dans 



CHAPITRE 1 

1NSERABlLlTE 

-- - 

1 .o. l 1 
1 
1 
l 

1 

w 

Y 
7.0.- 1NTROVUCTlON 

1.0.7. - Les résultats de ce chapitre sont, mis à part dans le 1.5, 
i 

obtenus assez simplement ; ils seront cependant fort utiles au chapitre 2 et 1 
comprennent la généralisation d'un résultat de Thorp et Whitley (voir remarque l 

I 
1.1.13) et la généralisation d'un résultat de Klee (voir remarque 1.1.17), 

Dans le 1.1, nous introduisons la notion de D-insérabilité (que nous 

comparons avec la notion "of finite widthl') et la notion T-D-insérabilité ; nou$ 

caractérisons la T-D-Xnsérabilité en termes d'adhérence faible de CS [A] et de 

C [A-A] (proposition 1.1.6). Nous montrons, pour un convexe, l'équivalence 

entre le fait d'être D-insérable et le fait d'être "of finite width in direc- 

tion D" (proposition 1.1.12), la première notion ayant pour avantage sur la 

seconde de pouvoir s'appliquer à une partie non nécessairement convexe ; nous 

obtenons alors une démonstration immédiate d'un résultat de Klee (voir remarque 

1.1.15). 

Le 1.2 fournit des critères de T-D-insérabilité notamment pour les 

bornés et pour une partie A convexe ou non, admettant un translaté absarbant 

CS[A] . La condition d'absorption précédente est étudiée dans le 1.3, dans le cas 
où A est convexe. . - 

Le 1.4 étudie le cas, assez trivial, de la dimension finie. 

Dans le 1.5, nous montrons, sur un exemple, qu'un convexe même d'in- I 
ternat non vide peut être linéairement borné sans être insérable. 



7 . 0 . 2 .  - Nata;thon et tLapp& 

A désignant  une p a r t i e  d'un espace v e c t o r i e l  topologique E (nop 

nécessairement s é p a r é ) ,  À" désigne l ' adhérence  f a i b l e  de A ,  c ' e s t -$-d i re  

l ' adhé rence  de A dans E muni de l a  t opo log ie  f a i b l e  a = ~ ( E , E ' )  ( E '  dési- 

gnant l e  dual  topologique de E ) .  Il e s t - b i e n  connu que s i  E e s t  1ocaLernent con- 
- 

vexe e t  s i  A e s t  convexe, A" = A. 

D désignant  une d r o i t e  homogène de l ' e s p a c e  normé E, un convexe A 

de E e s t  d i t  "of f i n i t e  width i n  d i r e c t i o n  D" ( ~ l a r k  [ 5 ]  ) s ' i l  e x i s t e  k > O 

t e l  que, pour t o u t e  d r o i t e  A p a r a l l è l e  à D ,  A fl A e s t  de longueur s k 

Klee remarque dans [28] que c e t t e  no t ion  s ' adap te  faci lement  à un convexe d'un 

espace v e c t o r i e l .  

Un convexe A d 'un espace normé E e s t  d i t  "of f i n i t e  width" [ ~ l a n k  

[5]  ) s i  A e s t  s i t u é  dans une bande déterminée pa r  deux hy-perplans fermés e t  

p a r a l l è l e s  de E ; c e t t e  no t ion  s ' adap te  à une p a r t i e  A d 'un espace v e c t o r i e l  

topologique.  

Les no t ions  de D- insé rab i l i t é ,  T-D- insérabi l i té  s o n t  d é f i n i e 6  pour 

des p a r t i e s  non v ides .  

1 . 7 . 1 .  - V é d i W o n  

VaM un Qnpace vec;tohiQe ( h a p .  : Qnpace vec;tohi& Xopologiyue) E, 

un ememble (non vide) e?s t  di;t iméhable (tre~clp. : XopologiquemevLt i a é t a b l e )  

dam l a  c k t e ~ o n  dédinie pm une dhoLte homogène D ou p l u n  dhplemenk D-in- 

~é t table  ( h a p .  : T-D-imétrable) s'fi Q ~ X  conXenu dam une bande LbrLtée pa/r 

deux hgpmplam pm&èlu  (hap .  : p m & è l ~ - ~  et dehméa 1 QR: non p m d è 4 ~  à . . 
D (une bande en t  l 'enveloppe convexe de deux hypenplam pan&èlQn). 

7 . 1 . 2 . -  Remmyue 

1 ) Dans un espace v e c t o r i e l  topologique E ,  une p a r t i e  A e s t  "of 



f i n i t e  width" ( v o i r  1 .0.2)  s i  e t  seulement s ' i l  e x i s t e  D t e l l e  que A s o i t  

T-D-insérable.2) SupposonsA T-D i n s é r a b l e  ; s i  B C A ,  a l o r s  B e s t  T-D insê- 

r a b l e  ; -m e s t  T-D i n s é r a b l e  ; hA + UA + x e s t  T-D i n s é r a b l e  que l s  que 

2 
s o i e n t  ( A , u )  E W e t  x  E E. 

1 . 1 . 3 .  - VédiniLLon 
œ 

Dam un upace vectotU&. ( a u p .  : upace  vec;totUd AopoLogiyue) E ,  un 

Y e m m b l e  A ut ch2 imélrable ( l r u p .  : Xopologiqument LmélrabLe ou p l u  d h p l e -  

ment T-imélrable) a l i X  ut D-inhélrable ( 4 e h p .  : T-D-imélrable) puun. Aoute 

& o a e  homogène D. 

Dans un  espace v e c t o r i e l  ( r e s p .  : espace v e c t o r i e l  t opo log ique )  E, 

d i r e  que A e s t  D- insérable  ( r e sp .  : T-D-insérable) r e v i e n t  à d i r e  q u ' i l  e x i s t e  

une forme l i n é a i r e  s u r  E ( r e s p ,  : l i n é a i r e  cont inue  s u r  E )  non identiquement 

n u l l e  s u r  D e t  bornée s u r  A (ou encore non bornée s u r  D e t  bornée s u r  A ) ,  

Lorsque l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  E e s t  muni de l a  t opo log ie  localement  

convexe l a  p l u s  f i n e ,  l e s  no t ions  de D - i n s é r a b i l i t é  e t  de T-D- insérabi l i tê  

co ïnc iden t .  

1 . 1 . 6 .  - Pkopob&on 

Pouh une patLtie A d'  un upace  vec2otLe.t topologique E, lu maen- 

fiam (i),  (Li.) e.t (fi) boM;f: é q c U v d e b d ~  : 

I**I CS [A] ne contient pas D .  

(i,ü) c[n-nl" ne contient pag D .  

Démonstration ------------- 
( i l  <=> (ii) ,  



De façon évidente, on a les équivalences suivantes : 

Il est alors clair que, si . A est T-D-insérable, CS [A]' ne contient pas D e  - 
Réciproquement, si CS [A] ' ne contient pas D, soit x E D avec x (. CS [A] i 

il existe (voir [ 2 ] ,  page 84, proposition 4) un hyperplan faiblement fermé, 
I - 

donc fermé, séparant x et CS[A]~. On utilise ensuite la symétrie pour con- 

clure. 
w 

(i) <=> (iii). 

Cette équivalence se démontre de la même manière que l'équivalence 

(i) <=> (ii) en remarquant que A-A contient un translaté de A. 

Avec les notations de la proposition 1.1.6, on peut encore dire que 

A est T-D-insérable si et seulement si le noyau linéaire de l'adhérence faible 

de CS[A] (c'est-à-dire le plus grand sous-espace vectoriel de E contenu dans 

CS[A]') ne contient pas D ou encore si et seulement si l'adhérence fa ib le  de 

CS[A] ne contient aucune droite parallèle à D (voir 0.18) ou encore si et 

seulement si l'adhérence faible de CS[A] ne contient aucune demi-droite. 

1 . 1 . 6 . -  CahoUaihe 

S o L t  A une p u e  d'un Mpace vec;tohi& topologique E .  Lq h é ~ v t i ~ n  

de {O) & d a  dhoLtu homogènu D X ~ U M  que A b o a  non T-~-inbéhab&? e ~ 2  

l e  noyau U n é a h e  de CS [A]". 

Une pa/z/tie A d'un upace  vec;tohi& .topologique E ut ~-inbZ&abte 
4 - - 

h i  eA heuCement h i  CS [A] ' M X  finéainement botné. 

7 . 7 . 1  0. - Théoaème 

Poun une p u e  A d'un Mpace v e c t o ~ d ?  E ,  lu a n ~ m - t i o n b  (il, (4, 



(-Lü) aont équivalents ; a i ,  de p l u ,  A ut convexe, la anaem5oa ( i l  e,t 

( i v )  aont équivalenten : 

(i) A u;t D-innéaable. 

( C S  [A] ne con-tient pan D .  

(-Lü) c [A-A] ne can-tieutt p a  D .  

rn ( i v )  I l  ex inte  x E D ;t& que X+A ne trencovüxe p u  A .  

Y Démonstration ------------- 

(i) <=> (ii) <=> (iii). 

C'est une conséquence de la remarque 1.1.5 ,  de la proposition 1.1.6 

du 0.18 et du théorème 1.11 de b2] 
(i) => (iv). 

C'est immédiat. 

(iv) => (i). 

x+A-A ne contient pas O ; donc x+A-A ne contient pas D. Puisque 

x E D ,  A-A ne contient pas D non plus ; or A-A = C[A-A], d'où le résultat 

puisque l'on a : (iii) => (i). 

7.7.77.- CoaoU&e 

Une p&e A d'un a p a c e  vec;tohid E M X  innétrable h i  G sedemen t  

4 i  C S  [A] ut LLnéahemenX boané. 

7.7.72.- PtropoaiaXon 

Vann un a p a c e  vec;tob,i& E ,  un convexe A at D-ivklétrable h i  eX heu7 

lement a i  A ut "06 ~ i v i t e  wi&h i n  d h e d o n "  dédinie p a h  D .  

. 
~émonstration ------------- * - 

A est "of finite width in direction" définie par D (voir 1.0.2) si 

et seulement s'il existe un segment [-x,x] ( x  # O )  de D tel que l'intersec- 

tion de A avec chaque droite parallèle à D. soit contenue dans un translaté 



de [-x,x]. Il e s t  c l a i r  que, s i  A e s t  D- insérable ,  a l o r s  A e s t  "of f i n i t e  

width i n  d i r e c t i o n "  d é f i n i e  pa r  D.  

Réciproquement, on v o i t  que ( 3 x + ~ )  n A = @, d'où l a  conclusion 

d ' ap rè s  l ' i m p l i c a t i o n  ( i v )  => ( i )  du théorème 1.1.10. 

7.7.73.- Remanque 

A p a r t i r  de l a  p ropos i t i on  1.1.12 e t  du ( ( i )  <=> ( i i i ) )  du théorème 

l 1.1.10 on é tend  un r é s u l t a t  de Thorp e t  Whitley s u r  l e s  convexes fermés d 'un  

espace de Banach ( v o i r  [31] ) aux convexes quelconques d 'un  espace v e c t o r i e l )  

7 .  7. 74.- C o n o U h e  

SoLt A une p&e d'un apace  veotohieR topologique. S i  C [A-A] 

( n a p .  : CS [A] 1 c o d e n t  un p o i n t  inté&Leuh ex  s i  A a$ D-iménable ,  al044 

A at T-D-iménable.  

Démonstration ------------- 

Il s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l e  f a i t  que, s i  une forme l i n é a i r e  e s t  bornée su r  

un convexe d ' i n t é r i e u r  non v ide ,  e l l e  e s t  cont inue .  

l 
l 7. 7. 75.- Remanque 

Comme cas  p a r t i c u l i e r  du c o r o l l a i r e  1 . 1 . 1 4 ,  on r e t rouve  un r é s u l t a t  

démontré pa r  V. Klee pour un convexe A contenant  un p o i n t  i n t é r i e u r  ( v o i r  

[28] pages 536 e t  537) .  

1 . 2 . -  CRITERES D E  T-D-INSERAB1LITE 

* 7 . 2 .  7 .  - PtropobiLion 

Dam un a p a c e  vectohiek' topologique E ,  .ta& &iblment botné A, 

donc a domXotU t o u t  daiblement bonné, at T-D- imétab le  pou4 toLLte &gLte 

homogène D non bLtuée dam l 'adhétence aaible de l ' oh ig ine .  



Démonstration ------------- 

o étant localement convexe, CS [A]" est donc faiblement borné. II 

suffit alors de remarquer que le noyau linéaire de CS[A]" est l'adhérence 

I faible de l'origine puis d'appliquer le corollaire 1.1.8. 

7 . 2 . 2 .  - PtropoaLtion 

S o L t  A une pcntie d'un a p a c e  veototUel E .  Une condb5on nécaa&e 

l et auddhante pouh que A aoLt im&trabLe a;t q u ' i l  exd;te une ;topologie d'ebpa- 

ce nom& a u n  E pouh laqu&e A a o a  botrné. 

I La démonstration utilise le lemme suivant : 

I SoLt, dam un enpace v e c t o ~ e l  E ,  un convexe K ayant un point i n -  

tetrne trdcu%d a ( t r e ~ p .  : un convexe K agmé;tiUque pm 4apporr;t à a) et &in&- 

ahunent  boi~né. 14 e x d t e  un convexe c ( t r e ~ p .  : convexe c a p é ~ q u e  pm 

4apporr;t à al ayant a pouh point i n t a n e ,  finéaihunent botrné et i t e l  que 

c S K  (et m h e  mieux c 0 L[K] = K). 

Démonstration ------------- 

I Si K est symétrique par rapport à a, alors on sait que a est 

point interne relatif de K. 

On peut toujours supposer que l'origine de E est en a. Soit F le 

l sous-espace vectoriel de E engendré par K et soit G un sous-espace vectoriel 

1 .  supplémentaire de F dans E. On peut évidemment supposer F # E. Désignons 

Par (eiIicI une base de G et posons A = CS[ U {ei}].  après le corollaire 
a ic1 

2.6 de [6] , A est linéairement borné et C = c [K U A] est linéairement borné. 
.> 

 après le théorème 2.3 de [6], C fl F = K. Il est clair en outre que a est 

point interne de C et que C est symétrique dès que K l'est. 

Démonstration de la ~ro~osition 1.2.2 .................... -- ------------- 

La condition suffisante résulte immédiatement de la proposition 1.2.1. 



Montrons maintenant la condition nécessaire. Supposons donc A insé- 

rable. D' après le corollaire 1 .l. 1 1 , CS [A] est linéairement borné. D ' aprss le 

lemme 1.2.3, il existe un convexe C, symétrique, absorbant, linéairement borné 

et tel que C 3 CS [A] ; il suffit alors de prendre pour topologie, celle dont 

un système fondamental de voisinages de l'origine est constitué par les ensembles 

C 1.2.4.- PkopobLtion 

Soient,  dam un a p a c e  veototuel topologique E ,  une & o a e  homogene 

D e;t une p&e A acimeaXant un .ttLamla.té q u i  abaofibe CS[A] . A l o u ,  A at 

~ - ~ - i n A é h a b l e  b i  e,t nedernent h i  Au ne contient pah de demi-&oae p a t ~ m e e e  

à D. 

Si A est T-D-insérable, d'après la remarque 1.1.7, CS [A] " ne con- 
---- 

tient pas de droite parallèle à D ; puisque -i" C CS [A] O , Au ne contient 

aucune demi-droite parallèle à D. 

Réciproquement, supposons que Au ne contienne aucune demi-droite 

parallèle à D. Désignons par B un translaté de A qui absorbe CS[A] ; il 

est clair que Bu ne contient aucune demi-droite parallèle à D. Puisque B 

absorbe CS [A], il existe a > O tel que a CS [A] C B. On en déduit que 

a CS [A] " C Bu, donc que CS [A]" ne contient aucune droite parallèle à D ; 

ainsi, d'après la remarque 1.1.7, A est T-D-insérable. . 

Si A est une partie d'un espace vectoriel E admettant un translaté 
d - 

absorbant CSLA] alors A est D-insérable si kt seulement si A ne contient 

pas de demi-droite parallèle à D (d'après le théorème 1.11 de [32], le 0.18 

et la proposition 1.2.4). 



7 . 2 . 5 . -  CottoUai.te 

S o a ,  dam un u p a c e  vectohiel  -topologique, une p d e  A crdmcdtant 

un ItrLa~nlaté qui abaottbe Cs [A] . A l o a ,  A u-t T-iméttable a i  eA aeulemen-t 

a i  A' ne c o d e n t  aucune demi -hoae .  

7 .2 .6 . -  P t t o p o a ~ o n  

S u a ,  dana un edpace vec to t ie l  E ,  une p d e  A adm&ant un ItrLana- 

l a t é  q u i  abaottbe CS [A] . A l o u ,  A u-t iméttable a i  aelLeement a i  A ne 

c o d e n t  aucune demi-hoLte. 

Démonstration 

Si A est insérable, d'après le corollaire 1.1.11, CS [A] ne con- 

tient pas de demi-droite ; puisque A C CS[A], A ne contient pas de demi- 

droite. 

~éciproquement, supposons que A ne contienne pas de demi-droite. 

Désignons par B un translaté de A qui absorbe CS[A] ; il est 

clair que B ne contient pas de demi-droite. puisque B absorbe CS[A], il 

existe a > O tel que aCS [A] C B . On en déduit que CS [A] ne contient pas 

de demi-droite ; ainsi, d'après le corollaire 1.1.11, A est insérable. 

7.2.7.- Remanque 

La condition "A admet un translaté qui absorbe CS[A]'' implique que 

A admet un point interne relatif ; mais la condition précédente n'est pas néces- 

saire à l'insérabilité d'une partie admettant un point interne relatif (même si 

cette partie est convexe), ainsi que le montre l'exemple suivant. 

Soit E un espace vectoriel ayant une base dénombrable . - (en)n~~* 

1 Posons B = U - e n  , C = U {-en}, A = C [B U C] et X = CS [A] . X est 
+ n + n EU n EN 

linéairement borné car X = CS [ U {en)] (voir [6] , lemme 2.1 ) ; ainsi A est 
n EN 

insérable. Montrons, par l'absurde, qu'aucun translaté de A n'absorbe CS [A] ; 



s'il en était ainsi, A  admettrait un point intérieur dans l'espace E norlyié 

de telle sorte que X soit la boule unité fermée de E ;. par suite O serait 

point intérieur de A  (voir [6J proposition 1.2), donc A  devrait absorber X ; 

or, on voit facilement que, An désignant la droite 'n = {Ae IXEIR), on a : 
n 

L 

Ainsi, il ne peut exister a > O tel que a C S ~ A ]  C A .  

1 .2 .8 . -  Remahque 

Un espace vectoriel topologique E est appelé c-régulier par Klee 

(voir [24], page 106) si tout convexe fermé est l'intersection des demi-espaces 

fermés qui le contiennent ; dans un tel espace, l'adhérence faible de tout con- 

vexe est égal à son adhérence (pour des exemples d'espaces vectoriels topologi- 

ques c-réguliers non localement convexes, nous renvoyons à [22], page 459, 

Si E est c-régulier (en particulier si E est localement convexe), 

on peut donc, dans la proposition 1.1.6, remplacer les adhérences faibles par 

les adhérences ; il est clair que ce remplacement n'est pas possible pour tout 

espace vectoriel topologique : par exemple, si E est un espace vectoriel ton 

pologique séparé tel que le dual topologique E' de E soit réduit à l'origine 

(exemple : L' [a,b] avec O < p < 1 ; voir 1291 , Page 158) , 1' origine est un 

convexe symétrique fermé qui n'est pas T-D-insérable et ceci pour toute droite 

homogène D. . 
1 . 3 .  - REMARQUES RELATlVES A L'ABSORPTION DE C S  rA] PAR A 

* 

En relation avec la proposition 1.2.4 qui est intéressante dans la . 
mesure où seule l'adhérence faible de A intervient, nous étudions, dans ce 

paragraphe, la condition d' absorption de CS [A] . 

S a d ,  d a u  un apace  veotoiuet E ,  un canvexe A contenanX l ' a d g i n e .  



Lu aae~LLom (i), (Li) et (Lü) d a n t  éq"vdentu : 

(i) A abaokbe CS[A]. 

(Li) A abaokbe -A. 

(Lü) i l  e x d i e ,  dam E, un convexe ayméfique B -tel que B et A 

a ' aba okbeM;t mu/tu&mevtt. 

Démonstration 

( i )  => (ii). 

C'est  évident. 

( i i )  => ( i )  

En e f f e t ,  par  hypothèse, il ex i s t e  a > O t e l  que -a A C  A .  Comme 

-A e s t  é t o i l é ,  on peut supposer a i 1 .  Comme A e s t  é t o i l é ,  A >aA. Comme 

A e s t  convexe A 3 a  C[A u -A] = a CSLA]. 
( i )  => (iii). 

En e f f e t ,  OB prend B = CS[A]. 

(iii) => (ii).  

En e f f e t , .  B absorbant A e t  B é t an t  symétrique, B absorbe -A .  

1.3.2.-  Rmatrque 

So i t ,  dans un espace vec to r ie l  E ,  un convexe A contenant l'grigine, 

A e s t  un sous-espace vec to r i e l  de E s i  e t  seulement s ' i l  e x i s t e  a > 1 t e l  

que -a A C A .  

En e f f e t ,  l a  condit ion e s t  évidemment nécessaire.  Réciproquement, s o i t  

x E A avec x # O ( l e  cas où A = ( O }  e s t  t r i v i a l )  ; on a -ci x E A ,  

2 2n 2n+ 1 a X E A ,  ..., a X E A , - a  x E A , .  . . , e t  par s u i t e  Xx E A 'pour t o u t  

s X E IR ; d'où l e  r é s u l t a t ,  puisque A e s t  convexe. 

1.3.3.- CokoUaine 

S u a ,  dam apace  vec;tohiel E ,  un convexe A abao/rbavtt. Une con&- 

ltion nécaa&e eA budf$iAavtte poun q u ' i l  e x d t e  am E une -topologie d l u p a c e  

ami-notuné i U e  que A a o L t  vohinage botne de l 'ohigine ut que A abaohbe 

- 18 - 



Démonstration ------------- 

C'est une conséquence de l'équivalence entre (i) et (iii) de la propo- 

sition 1.3.1. 

On peut rapprocher le corollaire suivant, du résultat de la proposi- 

7 . 3 . 4 . -  coho&?&e 

S o a ,  dam un apace  vec;toiu& E, un convexe A contenant l ' o ~ g i n e  

et abbahbant. Une condh5on n é c a b a h e  eA bud&LhanAe pauh  q u ' i l  e x h z e  bu& E 

une ;topologie d 'upace nomé t&e que A vohinage bahné de L1o)rigLne 

a;t que A ~ o i A  f inéahment  boané ct que A abbohbe CS [A] . 

1.4,- CAS DE LA DlMENSlUN F l N l E  

Démonstration ------------- 

I Elle résulte immédiatement de la proposition 1.2.2 et du fait qu'il 

existe, dans un espace vectoriel de dimension finie, une seule topologie d'espa- 

ce vectoriel topologique séparée qui fait d'ailleurs de cet espace un espace 

normé . 

Dan, un espace vectoiuel de donemian- dl&e, totout convexe Unéa*nemenX 

bohné CAZ convexe iméhable eA h é c i p h ~ q ~ ~ m e & .  

Démonstration ------------- 

Munissons l'espace vectoriel de la topologie canonique. Il y a, équiva- 



lence, pour un convexe, entre le fait d'être borné et le fait d'être linéairement 

borné (voir [6] , lemme 2.3). 

On applique alors la proposition 1.4.1. 

b Pann un enpace v e c t o h i d  topologique népmé de dimennian d in ie ,  $OU$ 

ennemble étoi.té d m é  Llnédkement* borné enf  un enamble é t o i l é  berné inoëhable 

et kéci13/raq uemevtt. 

g ~ ~ ~ ~ s t y g t i ~ ~  

Elle résulte de l'équivalence, pour un ensemble étoilé fermé, entre 

le fait d'être borné et le fait d'être linéairement borné. 

7 . 5 .  - E X E M P L E ,  DANS UN ESPACE V E C T O R I E L  E QUELCONQUE D E  Dlh!ENSION I N F I N I E ,  DE l 
C O N V E X E  NON D-INSERABLE POUR U N E  SEULE PROITE HOMOGENE D ,  AYANT U N  POINT 

INTERNE ET LINEAIREMEMT BORNE. 

P4CYn&4 C U  : E possède une base dénombrable 
(en)nE~* 

Posons A = U * {an}, B = U {bn}, C = U {en}, 
n eD n EM n ER 

e 
avec a = e  b = e  +(n-l)e,,c = - e  n n ny n n 1 1 et pour n > 1, c = - - .  n n- 1 

On va montrer que le convexe K = C [A U B U C] répond à la question. Il est 

clair que l'origine est point interne de K car K contient C S  [CI .  De plus, 

CS[K] contient la droite A ,  = {Ae,IA E IR} car, pour tout n, 

1 1 
-(n-l)e = - b  - -  
2 

l 
E CS[K] ; donc K n'est pas A -insérable ; montrons 1 2 n  z a n  1 . . 

que CS [KI ne contient pas d'autre droite D issue de l'origine, ce qui assu- 

rera la D-insérabilité de K ; D s 'écrit sous la forme D = {hy 1 A E R }  oÛ y . 
.. 

est un point non nul de E, ayant une dernigre composante non nulle d'indice 

N > 1. 

Comme CS[K] = c [CS [A] U CS [BI] il en résulte donc que, si 

Ay E CS [K] , hy s'écrit sous la forme : 



avec O S  ii s 1 ,  a s I e t  B 1, e s  a e t  bn non nu l s  é t a n t  
n 

n n 
en nombre f i n i .  

L a  composante de Ay su ivant  e e s t  donc : 
. N 

qu i  e s t  en va leur  absolue  1 CS [K] ne c o n t i e n t  pas  D .  

Il r e s t e  à montrer que K e s t  l inéa i rement  borné ; il s u f f i t  donc de 

montrer que K ne c o n t i e n t  aucune demi-droite passant  pa r  l ' o r i g i n e  ( v o i r  0 .18)  

ou encore,  d ' ap rè s  l ' é t u d e  précédente de CS[K] , que K ne c o n t i e n t  aucune demi- 

d r o i t e  p a r a l l è l e  & A l  ; o r  s i  he (avec h E IR) a p p a r t i e n t  à K Y  he s 'écr i t  
1 1 

sous l a  forme : 

avec a 2 0, Bn 2 - 0 ,  yn z 0 ,  1 (an  + Bn + Y ) = 1 ,  l e s  a n >  en,  Y, é t a n t  n n 
n 

n u l s  sauf  pour un nombre f i n i .  On en dédui t  : 

e t ,  pour n > 1 ,  

d 'où \ h l  5 1 + 1 y, < 2 ; d'où l e  r é s u l t a t . .  
n> 1 

L . 
~eux-iëme cûh : E e s t  de dimension i n f i n i e  non dénombrable. 

S o i t  F un sous-espace v e c t o r i e l  de E de dimension i n f i n i e  dgnom- 

b r a b l e  e t  G un supplémentaire  de F. On cons idère  dans F l e  convexe K 

obtenu dans l e  premier  c a s  e t  dans G un convexe I' symétrique absorbant  e t  



linéairement borné. Le convexe U = C[K U r] répond à la question (voir le 

théorème 2.3 de [ 6 ] )  compte tenu du fait que CS[U] = C[CS[K] U r] et compte 

tenu du premier cas. 



CUAPlTRE 11 

CARACTERlSATlON DES CONVEXES AN71-ZNSERABLES 

2.0. 7 .  - Les résultats centraux et techniquement difficiles de ce 
chapitre sont le théorème 2.4.5 et le corollaire 2.4.6 ; ils établissent un 

lien parfait et surprenant entre d'une part la notion de convexe basique dévelop- 

p6e par Coquet dans [6] et d'autre part la notion d'anti-insérabilité développée 

ici. 

Dans le 2.1, nous introduisons, dans un espace vectoriel, la notion 

de partie A anti-insérable (c'est-à-dire telle qu'aucune forme linéaire, 

non nulle, ne soit bornée sur A) ; nous montrons (théorème 2.1.3) que l'anti- 

insérabilité de A s'exprime, fort simplement, en fonction de la famille des 

translatés de A et la famille des dilatés strictement positifs de A. 

Le 2.2 montre l'existence, dans tout espace vectoriel (réel) de di- 

mension infinie, d'un convexe anti-insérable, linéairement borné et d'internat 

non vide (corollaire 2.2.3) ; ce résultat est une application de la notion de 

base de décomposition développée par Coquet dans [ 6 ] .  

Le 2.3 met en évidence une propriété remarquable des convexes basiques 

(corollaire 2.3.5) et qui est exploitée dans le 2.4 ; cette propriété est établie 

rn 

à partir d'un théorème plus général, intéressant en soi (théorème 2.3.4). 

Le 2.4 est consacré à la caractéris@ioii 'proprement dite des convexes 

anti-insérables ; tout convexe anti-insérable y apparaît comme sur-ensemble d'un 

convexe basique (théorème 2.4.5) et aussi comme sur-ensemble d'un convexe antir 

insérable linéairement borné et algébriquement fermé ; le théorème 2.4.2 règle 



le cas de la dimension infinie dénombrable ; le théorème 2.4.4 apparaît comme 

un théorkme de " décompositiont'mettant l'gccent sur l'anti-insérabilité en di- 

mension dénombrable. 

Pans le 2.5, nous introduisons de façon naturelle la notion d'anti-insé- 

rabilite topologique ; le lien étroit entre cette notion et celle de séparation 

par un hyperplan fermé est établi dans le théorème 2.5.4 et son corollaire ; nous 

obtenons également une généralisation d'une proposition de Tharp et Qitley 

(remarque 2.5.3). 

Le 2.6 s'intéresse au cas particulier de l'anti-insérabilité topologi- 

que dans un espace semi-normé, qui s'exprime en langage de bases grâce aux con- 

vexes basiques (théorème 2.6.3). 

Le 2.7 est une application du 2.5 et fournit un exemple général, dans 

une famille importante d'espaces vectoriels topologiques de convexes disjoints 

qu'on ne peut pas séparer par un hyperplan fermé. 

Le 2.8 est consacré à une étude simultanée de l'anti-insérabilité et 

l'anti-insérabilité topologique ; ceci rejoint naturellement une question posêe 

par Thorp et Whitley ; nous formulons cette question sous une forme équivalente 

(2.8.5), l'intérêt de cette formulation étant montré par une application figurant 

dans la remarque 2.8.8. En s'appuyant sur des résultats respectifs de Ch~quet 

et Klee, nous montrons que, sous certaines conditions, dans un espace vectoriel 

topologique mgtrisable et complet, l'anti-insérabilité topologique implique l'anti- 

insérabilité (proposition 2.8.2 et corollaire 2.8.3) (1 'accent est mis sur 1' im- 

portance de l'hypothèse "complet" : remarque 2.8.4) . Notons également ( corollaire 

- 
2.8.3) des exemples assez généraux et non triviaux, de convexes fermés et anti- 

insérables (dans les espaces de Banach). C . 

DédiniLion d'une banc! a2.LangLLeain,e 

Soient E un espace ueotohieX, (ei)iEI et (fi)iEI deux ban a Xa2a- 



lemen* ohdonnées de E. On &a que ( f i l i E I  e s t  une base ahLangU-eaihe de E 

helktivenient à l a  base (e i ) iEI  6 i  pouh t o u t  j E 1 ,  

= O p o u  t o u t  i > j 

VE6iniLiun d l  une &unilXe de décornpoaLtion 

Soient E un espace veotohiel de dimemion indinie  e* ( e i  I i E I  une 

base bien ohdonnée de E (c l  es t -à-dhe  que l ' o n  nuppone -çe q u i  at t o u j a m  

poaaible- l '  enn m b l e  I bien ondonni!) . 
Comidétrovcll une damdYe ( h a p .  : une base) (f. de v e c t e m  de 

J j € J  

e .  . S o a  r = (ril iE1 E avec f = 1 a j Y i  un élément 6ixé de (R:)'. P o n o ~ n ,  
j i s I  

S i ,  p o u  t o u t  i E 1 ,  r n ' u t  pas  botné dan, R, on ciit que 

( f j ) j E J  
ut une r-&undYe ( & e s p .  : r - b a e )  de décompon~on  de E a ~ o c i é e  à 

l a  base (e i l iEI .  S i ,  poutr t o u t  i E 1 ,  ~ . ( r )  n ' e s t  ni majoaé d minohé davcll R ,  
1 

on d i t  que ( f . )  at une r - & ~ ~ d Y t )  (nesp. : r-base) de décompo6&on dohte 
J ~ E J  

de E asnociée à l a  base (e i ) iEr .  
* 1 S i ,  pouh toLL t  r E ( f i + )  , ( f j I j E J  a,t g e  r-&tni.Lle (hap .  : r -bme)  

de décomponWon de E mnoulée à l a  base (e i I iEI ,  on ciiA que es t  

une ~ a v y i a e  ( h e s p .  : base) de décompoaLtion de E asnooiée à l a  base ( e i ) i E I .  
* 1 

SL,  peuh (R+) , ( J ) ~ E J  a?b;t une r-&rniLte (4e.h~. : r -bme)  

es t  une @miLte ( h e s p .  : base) de décompoaLtion doMe de E aboulée  à La 
-- i 



base (ei)iEI. 

Soient E un espace veotohic9 de dunerision indinie ,  (ei)iEI une 
Jt 1 

bas e bien ohdonnée de E ,  r un élément quelconque de (R+ et ( f ) 

une r -@ni lLe  aclbociée à La b a e  

VédivuXon d'un convexe basique (au seris de CuyueA) 

S o i t  (fi I i E I  une base &iangLLeaihe de décontponiALon donte de l 'espace 

vec tohid  E asnociée à l a  base bien oildonnée (eiIiEI de E eA te lXe que, 

(ei)iEr 
so4.X > O .  Alom c[( u (e.1) u ( U {f.})] ut appelé convexe ba- 

ia1 
1 i E 1 

1 

nique de E .  

S o k t  F un s o u - e ~ p a c e  vec;tohiel d'un espace veotohiel E e-t noient 

A et B deux p&es de E .  S ' i l  e x h t e  une @.mieee (Fj jpJ  de bou-e~porca 

vec;totL& de F que : 

v j  E J, dim F =): 
j O 

aj E J, dim(A fl F.) = d i m ( l 3  f I  F.) = X  
J J O 

d o m  on que F ut ?: -décompoaable il&Avement au couple ( A , B ) .  
O 0 - 

* 
L'ordre sur îN est, chaque fois qu'il n'est pas précisé, l'ordre 

naturel. 



m b l e  a i ,  pourr toute  d.hoiAe homoggne D, A n' ut pa?l D-inhétable. 

2 . 7 . 2 .  - Phopa~iA%Yn 

Une p W e  A d'un upace  v e c t o ~ d  E e ~ t  anLi-ivcclétable h i  & 

aeutemevtt a i  C S  [A] = E ou encotre a i  e,t aedemevct a i  c [A-A] = E ,  au encahe b i  

e,t aeutmevLt a i  aucune dome f i n é d e  a u h  E aua2e que l a  dome f inéahe  nu&?e 

n ' e ~ t  botnée a u h  A. 

Q$monçSraSion. 

Elle résulte immédiatement du corollaire 1.1.10. 

2 . 1 . 3 .  - ThéahCrne 

Pouh un conGexe A d'un enpace vectohi@ E ,  a n h e h A o n ~  ( i l ,  

(L i )  eA (Lü) a o n t  éyuivden;ten : 

(i) A e ~ t  ad - innéhab le .  

( 1  A henca&e chacun de a e ~  &analatéa. 

( A hencontxe chacun de aen cî.ihAéb ~ W d e m e n ; t  p o b f i d a  (cl  UT-à-dine 

chaque ememble du type  x + AA (avec x E E eX A > 0 ) ) .  

Démonstration 

(i) <=> (ii), 

C'est une conséquence immédiate de l'équivalence entre (i) et (iv) du 

corollaire 1.1.10. 

C ' 
(iii) => (ii). 

C ' est évident. 

(i) => (iii). 

Montrons cette implication par l'absurde. On voit facilement que l'on 



peut supposer que O E A. Supposons qu'il existe A > O et x E E tels que 

I A n (~+XA) = $? ; on peut supposer que O < X < 1. On en déduit que 

I (XA) n (x+AA) = $?. L'équivalence entre (i) et (iv) du corollaire 1.1.10 montre 

que AA n'est pas anti-insérable ; d'où la contradiction. 

a 2 .2 .  - EXEMPLES D E  C O N V E X E S  ANTI- INSERABLES L I N E A I R E M E N T  BORNES ET D ' INTERNAT NON V I D E  

2 . 2 . 7 . -  Lemme 

Soient E un espace veotohid de donemion indinie ,  (ei)iEI une 
* 1 base bien ohdonnée de E, r un élément de (R+) et (fj) jEJ une r-damiUe 

de décompon~on  asaooiée à l a  base (eiIiEI. A l o a  l e  convexe 

Démonstration - ------------- 
1 1 On a CS [c] = E car CS [c] contient - CS [ U {cil] + 2 CS [ U {f. 11 

~ E I  ~ E J  
I (voir le 2.0.2) ; d'on la conclusion. 

2 .2 .2 .  - PhopoaLtion 

Soient E un espace veoto&d de c i h e u i o n  indinie  dénombhable, 

~ 
(en)nem 

* une base de E et (fn)neN* une base de décomponMon de. E anno- 

ciée à t a  base paécédente avec, p o m  n E IN*, 

Les a étant 2 0  pouh 1 s i i n - 1  et a > O .  
n,i n y % .  

* 
S o a ,  pouh XoLLt n E IN , un nombhe.&& sn pue : 

SoLt (u ) une nétUe à .temes aa2-iCltement p o s X d a  et c o n v ~ g e n t e .  ACou l e  n 



convexe c = c [ U . {e , f ,-s u e l] e s t  anti-imékable, LinéaLtement boané 
n EN 

n n n n n  

& d'intennait non vide. 

gggggst_r$tioy 

Il est clair que O est point interne de C ; en outre C est anti- 

@ insérable d'après le lemme 2.2.1. 

Montrons que C est linéairement borné ; pour cela, il suffit de 
h 

montrer que C ne contient aucune demi-droite issue de l'origine (voir 0.18) .  

Soit x E E avec x # O. Il existe un entier k 2 1 et un seul tel 

que : 

Montrons que l'on ne peut avoir Ax E C pour tout h > O. Si hx E C, Ax s16- 

crit SOUS la forme : 

hx = 1 (anfn + Bnen - y n n n n  s u e ) 
n= 1 

N 
avec, pour tout n, a 

ny Bn et z O et avec 1 (an+Bn+yn) = 1. 
n= 1 

Tl est clair que l'on peut supposer N > k quitte à introduire des 

coefficients an, Bn, y, nuls. 

~'unicit6 de la décomposition dans la base 
(en)na 

* montre que : 



Les égalités (k+l),..(~ montrent que : 

Ainsi, pour tout entier n tel que 1 h n S k, on a : 

c'est-à-dire, en désignant par lk la ,orne de tous les coefficients a. 
1 ,j 

avec i E 1 . k et j h i, et par S la somme de la série (u ) : n 

I,+S+ 1 
On a donc : X h ; d'où la conclusion. 

llkl 

Towt apace  vecltoticd E de dunenaion indinie  c o ~ e n ~  un convex~ 

a d - i m é m b l e ,  fin-éahement boané dlin;tmndt non vide. 

Démonstration ------------- 
On peut écrire E sous la forme E = @ E où chaque E est de 

j EJ j j 
dimension infinie dénombrable et J bien ordonné. Dans chaque E on construit, 

j 
comme dans la proposition 2.2.2, un convexe C obtenu à partir d'une base 

j 

(ei)ncu 
* de E et d'une base (fi) * de décomposition de E associée à 

j n ~ E M  j 

(eJ)ncN 
* . On pose C = C [ U C .] . On voit facilement que l'internat de C con- 

j EJ J 

tient O ; C est linéairement borné car chaque C l'est (voir [ 6 ] ,  corollaire 
, . j  

2.6) ; C est anti-insérable, d'après le l&e' 2.2.1, car C contient la famille 

(n)(j ,n)EJ, * qui est une famille de décomposition de E associée à la base 

j 
(en) ( , n )  EJXN 

* bien ordonné au moyen du bon ordre lexicographique sur J x IN* 

(voir [6] , théorème 3.2). 



2.3.- PROPRIETES DES CONVEXES BASIQUES 

2 . 3 . 7 . -  Lemme 

Sad (ei)iEI une bane bien ofidonnée d'un apace  veototUcl E (de 

dunerision qu&conpue) et b o a  (filiEI une ~atnikXe de pain& de E (0) 

i&e que, poUh iouZ i E 1, l a  dmnièfie' compohante non n&e de f. uLt p0uh 
b 

1 

indice i et n o 2  > 0 ; a l o u  l e  convexe c = c [ U iei , f. I] eb* finéaine- 
i ~ 1  1 

L ment botné et algéb~quement  &mné. 

Dgmonstrat ion ------------- 
Posons, pour tout 1 E 1 ,  El = S [ U  {eiI] et C e =  C [ U  {ei,fil]. 

i ,<L i 54 
Montrons d'abord la propriété (1) : 

Comme, pour tout i E-1, la dernière composante non nulle de f. a pour indice 
1 

i, on a CL C C n Ee ; réciproquement, si x E C fl EL , alors x E C, donc x 

s'écrit sous la forme : 

où les hi et pi sont tous nuls sauf un nombre fini, hi 5 0, pi 5 0 ,  

1 (hi + rii) = 1 ; puisque x E E , il est clair, compte tenu de l'écriture 
i ~ 1  L 

<I précédente de x et du fait que la dernière composante de fi est > O et 

a pour indice i, que x E CL. Montrons, par récurrence transfinie, que. pour 

tout k E 1, 
Ck est linéairement borné (ce qui, compte tenu de ( 1) , montrera 

C 

que C est aussi linéairement borné). 

La propriété est vraie pour le plus petit élément i de 1 car 
O 



Supposons la propriété vraie pour tous les L < k. et montr~ns qu'elle 

est vraie pour k. Pour cela, montrons d'abord que rk = c [ U  {ei,fi)] est iinê- 
i <k 

airement borné, c'est-à-dire, que puisque Tk C U El, que, pouy tout e < k, 
l<k 

rk 0 EL est linéairement borné ; or, pour tout 4 < k, on a Tkn El = Ce : en 

effet, il est clair que C C P n El et réciproquement, on a Tk fl E C C n Et = ~k e 
CL (dl après ( 1 ) ) ; d'après 1' hypothèse de récurrence, ' I. n El est donc lingai- k 

rement borné. En outre, on a Ck = 'C [rk U Lek , fk]] ; comme rk est linéairement 
L 

borné et corne [ek,fJ est linéairement borné et de dimension finie, Ck est 

donc linéairement borné (voir 161, corollaire 2.3) ; la récurrence est donc 

achevée. 

On montre facilement que C est algébriquement fermé si et seulement 

si chaque C n EL l'est, c'est-à-dire, d'aprbs (l), si et seulement si chaque 

CC l'est. Montrons donc, par récurrence transfinie que, pour tout k E 1, Ck 

est algébriquement fermé. 
.., 

La propriété est vraie pour k = i . 
O 

Supposons la propriété vraie pour tous les C < k et montrons qu'elle 

est vraie pour k ; pour cela, on voit facilement que rk est algébmiquement fer- 

mé car, pour tout C < k, rk bE = CL est algébriquement fermé par hypothèse 

et car r C U El. 
L<k 

En outre le convexe - rl - [ek,fk] est algébriquement fermé, de dimen- 

sion finie et on a Cà = C[F~U rl]. Soit z E lin Ck ; il existe x E Ck ( x f z )  

tel que [x,z[ C Ck ; soit S le sous-espace vectoriel de dimension finie engen- 
.) 

dré par rl U [x,z[ ; rk et r l  étant convexes, on voit facilement que 

z E lin c [(rk n S) U rl] ; or, r, n S et r, .étant linéairement born6s eF el- 

gêbriquement fermés sont donc compacts dans S. _mu!hï de la topologie naturelle 

(Théorème 1.17 de 1321 ) et par suite C [( ri n S) U r ,] est compact ( [a propo- 
sition 15 page 54), donc aussi algébriquement fermé ; on a donc 

z E c[(rkfl S) U rl] et il en résulte que z E c[rku rl] = ck. 



2 . 3 . 2 . -  Remmque 

L'exemple su ivan t  montre l ' impor tance  de l 'hypothèse  de bon o r d r e  dans 

l e  lemme 2.3.1. 

I Exemple : S o i t  E un espace v e c t o r i e l  de dimension i n f i n i e  dénombrable 1 
e t  s o i t  

( e n ) n r ~  
une base  de E que l ' o n  ordonne to ta lement  de l a  façon su ivan te  : 

* 
pour n E ûV l e s  e  son t  ordonngs dans l ' o r d r e  i n v e r s e  de l ' o r d r e  n a t u r e l  s u r  

n  
L N* e t  on déc rè t e  que e  e s t  s t r i c t emen t  i n f é r i e u r  à chaque a u t r e  e  . On pose 

O n  
* 

fo = e e t  pour t o u t  n  E IN , 
O f n = 2 n e  O - e  n+ 1 n  + e .  

Montrons que C = c [ U {en , fn }] n ' e s t  pas  l inéa i rement  borné. Pour 
n EN 

* 1 
e  t o u t  n  E iN , C c o n t i e n t  x = ; ( f l+f2+ ...+ f  ) = ( n + l ) e  - - + - e  1 e t p a r  

n  O n  n+l n  1 

1 1 1  n- 1 n+ 1 s u i t e  C con t i en t  - x + -(- e + - e l )  = - 1 
2 2  n n+l n  e  + - e ; donc l a  demi-droite 

2 O 2 1  
1 

(eo+ 2 e l )  * boy où A = 1X e I h  2 01, e s t  contenue dans C .  
O O 

Montrons que C n ' e s t  pas  algébriquement fermé. 1 
Pour c e l a  il s u f f i t  de montrer que C ne c o n t i e n t  pas  e  + A c a r  

O O 

C c o n t i e n t  e  ( v o i r  O. 18) .  
O 

Montrons p l u s  précisément que C n A = {eo} . S i  X e  E C , A e  s ' é c r i t  
O O O 

sous l a  forme : 

-. 

Pour O S n  L N, n 2 O e t  LI n ) O ,  e t  avec (hn+lln) = 1 .  on en 
n=O 

dédu i t  que : 



donc que A = un = O pour 1 s n  6 N.  11 en r é s u l t e  que A = 1 ,  d 'oc  l e  n  

r é s u l t a t .  

On peut  v o i r  faci lement  que l e  r é s u l t a t  du lemme 2.3.1 r e s t e  v a l a b l e  s i  

on remplace l a  f a m i l l e  ( f  ) de ce lemme pa r  une f a m i l l e  ( l i b r e )  formée de i ~ E I  

p o i n t s  de E {O) dont l a  d e r n i è r e  composante non n u l l e  dans l a  base (e i l iEI  

e s t  > O ,  deux éléments d i s t i n c t s  de l a  f a m i l l e  é t a n t  t e l s  que l e s  i n d i c e s  de 

l e u r  d e r n i è r e  composante non n u l l e  s o i e n t  d i s t i n c t s .  Toutefois  l 'exemple su ivan t  

montre qu'on ne peut  pas  a l l e r  t r o p  l o i n  dans l e  sens  d'une g é n é r a l i s a t i o n  du 

lemme 2.3.1. 

Exempee : S o i t  E un espace v e c t o r i e l  de dimension i n f i n i e  dénombrable 

e t  s o i t  
( e n ) n m  * une base de E que l ' o n  munit d'un bon o rd re  en d é c r é t a n t  que 

t o u t  e n t i e r  p a i r  e s t  s t r i c t emen t  i n f é r i e u r  à t o u t  e n t i e r  impair ( l ' o r d r e  s u r  l e s  

e n t i e r s  p a i r s  d 'une p a r t  e t  s u r  l e s  e n t i e r s  impairs  d ' a u t r e  p a r t  é t a n t  l ' o r d r e  

* 
n a t u r e l ) .  On pose ,  pour t o u t  n  E iN , 

La f a m i l l e  ( fn)nEN* e s t  une f a m i l l e  l i b r e  e t  chaque f  a  une der- 
n  

n i è r e  composante non n u l l e  qu i  e s t  > O ; t o u t e f o i s  C = c [ u * {en,fn}] con- 
n  EN 

1 t i e n t  l a  demi-droite - e  + A l  
2  1  

avec A = e l  A O ; de p l u s  C n ' e s t  pas 

algébriquement fermé c a r  C ne c o n t i e n t  pas  l a  demi-droite e  + A l  ( e n  e f f e t  
3 

e  + e  k c ) .  
1 3  

Soient E un espace veotohid de dimeaion indinie ,  ( e i  ) i E I  une b a e  

bien ohdonné de E ,  r un élément de (IR:)' et ( f i  I i E I  une r-base &~ngLLe&e 

de décomposktion associée à l a  base (ei)iEI ;tek% que, p o u  ZouX i E 1, t a  

dennieire componante non n&e de f i  d a a  l a  base ( ei ) i E I  soi$ > o. ALva l e  
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convexe c = c [ U lei, f. l] es t  a d - i m é k a b l e ,  f inéahment  botné et dgébhiyue- 
1 

~ E I  

~émonstrat ion 

C est algébriquement fermé et linéairement borné d'après le lemme 

2.3.1. C est anti-insérable d'après le lemme 2.2.1. 

fi 2.3.5.-  Coho.t.taine 

Dam un apace vectohiel E de dunemion inain ie ,  R0u.t convexe ba ique  

esR  anLi-imétable, f i néahment  bohné eA dgébhiquement a m é .  

1 2.0, - CARACTERISATION DES CONVEXES ANTI- INSERABLES 

Nous allons montrer que tout convexe anti-insérable contient un convexe 

basique (et même un convexe basique d'un type particulier comme on peut le voir 

dans la démonstration du théorème 2.4.5). 
.. 

2.4.1.- Lemme 

S i ,  danb un MpUCe vec tohid  E ,  l e  convexe C U t  tel que CS [c] = Ey 

d o &  c-c = E .  

Démonstration ------------- 
(voir la proposition 2.1.2). 

2.4.2.-  Théo~ème 

Dam un rapace vec toh id  E de cümemian indin ie  dénornbhabte, t a &  

convexe a d - i m é h a b l e  c contient un canvexe baique.  

gémonst ;g-ttq C 

Puisque C est anti-insérable, S[C) = E. 

* 
Soit (gi)iEB * une base de E telle que, pour tout i E iN , gi E C. 

Construisons, par récurrence sur l'entier n, une suite d'entiers > O (m(n) )nEA* 

strictement croissante, une base (eiIim* de E et une suite libre (fi )tjEIN* 



de vecteurs de E, ces deux dernières familles étant liées à l'entier n par 

les propriétés suivantes : 

les a vérifiant les propriétés Hl(n), H2(n), l-13(n), H (n) suivantes : n ,i 4 

+1 = 1 

a = O  pour m(n-1) + 2  sism(n). 
n,i 

est du signe de 
bn(n) : anYi , 

pour 1 s i s m(n-1). 

I On pose m(1) = 1 et f; = el = gl. 

Supposons la construction faite jusqulau rang n et construisons 

m(n+1) Y em(n)+l Y m(n)+2~ ~e m(n+l) et fA+l . Désignons par Bn 1 ' ensemble - 
des m(n)-uples (bl ,b2,. . . ,b ) formés de réels (tous non nuls) vérifiant 

m(n) 

les conditions H' (n) et ~i(n) : . 3 

n+ 1 +i ~i(n) : b. est du signe de (-1) 
1 

Soit W l'ensemble des vecteurs 



Posons s[[gl,g 2,..., 
gm(n) 

}] = Sn et Cf = C n S . Distinguons l e s  
n 

cas a) etb) : 
. 

a) W n (CI-CI) # @. 
m(n) 

Soit w = 1 b. e. E W n (CI-Cl). 11 existe c; et c1 E C I  t e l s  
1 1  i= 1 2 

que w = c' - c1 soit encore c1 = w + c1 
1 2 1 2 

On pose : 

m(n+l) = m(n) + 1, (1) 

e - 1 
rn(n+i) - 2 ('2 '+' m (n)+i ) ,  (2 

- 1 
fA+l - 5 w + e 1 = - (c'+g 

m(n+l) 2 1 m(n)+l 1, (3) 
- 

c ' est-à-dire 

= 1 n+l,m(n+l) (4) 
1 

= - b  pour 1 < i sm(n) 
n+l,i 2 i ( 5  

R (n+l) et R (n+l) sont assurées par (2) ; R3(n+l) est vraie à cause de (3) ; 1 2 

~ ~ ( n + l )  et H3(n+l) sont vraies grâce à (5) et ~'(n) ; H ~ ( ~ + I )  grâce à (1) et 
3 

(4) ; H4(n+l) grâce à ( 5 )  et HL(n). 

m(n) 
Soit w = 1 b. e. E W. Puisque C - C = E (d'après le lemme 2.4.1), 

1 1  i= 1 C ' 

il existe c et c E C tels que w = c -.- 
1 2 1 c soit encore : 

2 ' 



s o i t  k l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  2 O t e l  que : 

Puisque w I! C '  - C f ,  c2 1 Sn, donc k e s t  > 0.  

On pose a l o r s  : 

m(n+l)  = m(n) + k, (8) 

e = C 
m(n)+l  2 

( 9  

e - - 
m(n)+i  'm(n)+i-1 Y pour 2 s i s k ,  (10 )  

f;+l = w + c - 
2 - C l ¶  ( 1  1 )  

c ' es t -à -d i re  : 

a = 1 ,  
n+l;m(n)+l (12 )  

a 
n+l ,m(n)+i  = O  pour 2 s i s k ,  (13 )  

a = b.  pour 1 s i s m(n).  n+l ,i 1 
(14 )  

Les p r o p r i é t é s  su ivan te s  sont  v r a i e s  : R l  (n+1) à cause de ( 9 )  e t  (10)  ; 

~ * ( n + 1 )  à cause de ( 7 ) ,  ( 8 ) ,  ( 9 )  e t  (10) ; R ( n + l )  à cause de ( 1 1 )  e t  ( 6 )  ; 
3 

l 
H ( n + l )  e t  H ( n + l )  grâce  à (14 )  e t  ~ ; ( n )  ; Hg(n+l)  grê.ce à (12)  e t  (13 )  ; 

1 3 

H ( n + l )  grâce  à ~ & ( n )  e t  ( 1 4 ) .  4 

On v é r i f i e ,  dans l e s  deux cas  précédents ,  que l a  récur rence  e s t  ache- 

<. vée. En o u t r e ,  d ' ap rè s  l e  paragraphe 3.3.1 de [6] , l a  f a m i l l e  ( f ~ ) ~ ~ ~ *  e s t  

b i en  une f ami l l e  l i b r e  de décomposition f o r t e  de J as soc iée  à l a  base  - - 
(en)nrN 

*. En a j o u t a n t  des  e .  de façon convenable à l a  f ami l l e  
1 (fA)nE,*, on 

o b t i e n t  une base t r i a n g u l a i r e  
( n ' n a  * de décomposition f o r t e  de E a s s o c i é e  

* 
à l a  base  (en)nEw* t e l l e  que, pour t o u t  n E , l a  composante de f pa r  

n 

r appor t  à e s o i t  > O ( en  fa i t  éga l e  à 1 ) .  Ains i  C c o n t i e n t  un convexe 
n 

bas ique .  
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2.4 .3 . -  Lemme 

Soient, d u a  un apace  vectoLeX E ,  un convexe autti-imérrable c e,t 

un h o u - a p a c e  v e c X o ~ d .  F de c o a h e a i o n  dénombhable. S ' a  exinte une damille 

( F . )  de hou~-e.bpacch vecXo&i& de F t d l e  que : 
J j"J 

L 

( 3 )  V j  E J ,  c n F conCient un convexe ba ique  de F 
j j ' 

dom il exinte une &unme ( E ~  1 i E I  de sou-enpuces veotoL& de E t e l l e  

que : 

( 7 )  E = fB E . .  
1 i s I  

1 
- Y  ( 2 )  Y i  E 1, dim E. - 

0 ' 

( 3  1 V i  E 1, c n E~ contient un convexe baique  de E ~ .  

- 

Le co ro l l a i r e  2.3.5, l e  lemme 2.4.1 e t  l e s  hypothèses montrent que 

F e s t  -décomposable relativement au couple (c,-C) (vo i r  2.0.2) .  ~ ' a p r ê s  l e  
O 

lemme 4.1 de [ 6 ] ,  il en r é s u l t e  que E e s t  a u s s i x  o-décomposable relativement 

au couple (c , -c) .  Ainsi il e x i s t e  une famil le  ( E ~ ) ~ ~ ~  de sous-espaces veçto- 

r i e l s  de E t e l l e  que : 

Puisque, pour tout  i E 1, ( C  n E ~ ) ~ :  (en  E . )  = E i ,  on a ,  pour t ou t  
1 

i E 1, CS[C fl E.] = E.. Le théorème 2.4.2 montre a l o r s  que, pour tou t  i E 1 ,  
1 1 

C n Ei contient  un convexe basique de E. . 
1 



2.4.4.- Théoaème 

S o a ,  d a a  un apace vecltatud E de cümemion indin ie ,  un convexe 

anti-Cméaable c. 11 e x h t e  une ~ a m X t e  ( E  . ) de houn-eclpaca vec ; to~e lh  
J j E J  

de E de dimen&on indinie  dénambaable ;t&e que : 
l 

( 7 )  E =  @ E .  
~ E J  j 

( 2 )  tlj E J, c n E contient un convexe ba ique  de E 
j j ' 

L 

Démonstration ------------- 
Supposons l e  théorème 2.4.4 faux. 

Puisque C e s t  an t i - insé rab le ,  CS[C] = E .  Soi t  (giIiEI m e  base 

b ien  ordonnée de E t e l l e  que, pour t o u t  i E 1, gi E C .  So i t  i l e  p lus  
O 

p e t i t  élément de 1. 

Montrons, par  récurrence t r a n s f i n i e ,  qu 'à  chaque l E 1, on peut  asso- 

c i e r  un sous-espace v e c t o r i e l  El de E t e l  que l ' o n  a i t  ( h l )  e t  ( h p )  aveç ; 

( h l )  : - ou bien  El = {O}, 
/ - ou bien  dim El = A e t  C Cl El cont ient  un convexe basique de E t ,  

( h g )  : l a  somme Ei e s t  d i r e c t e  e t  con t i en t  gl. 
i $1 

La s u i t e  de l a  démonstration montrera que l a  p ropr ié t é  précédente e s t  

v r a i e  pour l = i . 
O 

S o i t  maintenant l E 1. Supposons l e s  p ropr ié t é s  ( h l )  e t  ( h p )  v ra ies  

pour tous  l e s  i < l e t  montrons q u ' e l l e s  sont  v ra ies  pour 1. S i  g l  E BI Ei ,  
i <l . 

on c h o i s i t  El = {O}. . , 

Sinon, posons Fe = @ Ei. 
i <l 

Fe ne peut ê t r e  de codimension f i n i e  &*cause du lemme 2.4.3 ( q u i t t é  - 
à Ôter l e s  E .  éventuellement r é d u i t s  à {-O)), car a l o r s  l e  théorème 2.4. k 

1 

s e r a i t  v r a i ,  ce qui  con t red i t  l 'hypothèse de dépar t .  On peut donc supposer que 

Fe a une codimension i n f i n i e .  

Construisons, par  récurrence sur l ' e n t i e r  n ,  une s u i t e  l i b r e  



de vecteurs de E et une suite libre (n)nîR 
+ de vecteurs de E 

satisfaisant aux propriétés Rl (n) , R2(n) , ~ ~ ( n )  y Rb(") suivantes : 

RI(") : e E C. 
n 

R2(n) : la somme F e +  ~[{e,,e~~...,e I] est directe et n- 1 

les a vérifiant les propriétés Hl (n), H2(n) et H (n) suivantes : 
n, i 3 

Hl(") : lanyi 1 3  n pour 1 s i s n-1. 

lan,i I 
~ ~ ( n )  : n pour 1 s i s n-1. 

lan,i+i I+lan,i+21+* *+ln,n-l 1 +1 

est du signe de (-l)n+i pour 1 d i d n-1. n, i 

On pose - 
fl - el = ge. 1 

Supposons el,e2, ... e fl,f2, ..., f construits. 
n n 

Soit Bn l'ensemble des n-uples (b, > b p .  . . ,b ) formés de réels véri-  n 

fiant les conditions H1(n) et Hf(n) suivantes : 
2 3 

n+ 1 +i 
Hj(n) : b. est du signe de (-1) 

1 

.. 

Soit W l'ensemble des vecteurs = b. e. 03 (bl ~b ) E Bris 
1 1  n i= 1 

Posons S = s [{el ,e2,. . . ,en}] et C 1  = C f l  (sn (B Fe) (la somme Sn+Fe est n 

bien directe d'après R2(n)). 

Distinguons deux cas : 



Soit w = L b. ei E W n(cl-CI). Il existe c; et cl E C l  tels 
i= 1 1 2 

que w = c'-cl soit encore cl = w+cl 
1 2  1 2 ' 

Puis que Fe est de codimension infinie, donc aussi Sn @ Fe, il 

existe un vecteur gk de la base précédèmment définie et n'appartenant pas à . 
Ori pose : 

c ' est-à-dire 

a 1 = - b  pour 1 S i S n .  
n+l,i 2 i ( 3 )  

~ ~ ( n + 1 )  et R2(n+1) résultent de (1) ; R (n+l) résulte de (2) ; H,(n+l) et 
3 

H (n+l) résultent de H;(n) et de (3 )  ; H (n+l) résulte de ~'(e) et de ( 3 ) .  2 3 3 

Soit w E W. Puisque C - C = E (d'après le lemme 2.4.1), il existe 

c e t c  E C  tels que w = c  - c  avec c tSn@F4. 
1 2 1 2 2 

On pose : 

~ ~ ( n + l )  et ~ ~ ( n + l )  résultent de ( 4 )  ; R (n+l) résulte de ( 5 )  ; H,(n+l) et 
3 

H2(n+1) résultent de H;(n) et de (6) ; Hq(n+l) rbsulte de ~'(n) et de ( 6 ) .  
3 



Posons maintenant 9 = S [ U  * {en}]. D'après le mode de construction des e 
n ' 

n ED 

la somme Ei est bien directe, contient gC et de plus (hl) est bien vé- 
i sl 

rifiée (voir paragraphe 3.3.1 de [6] ) . 
Notons que pour amorcer la récurrence transfinie, on procède comme 

précédemment en partant de F. = { O } .  Soit maintenant . (Ej)jEJ la sous-famiile 
* 1 

O 

I de la famille ( E ~  IiEI composée des Ei # { O } .  Cette famille satisfait au théo- 

rème 2.4.4. Ainsi le théorème 2.4.4 est vrai. 

2.4.5.- ThéonZrne 

S o a ,  dam un apace vec;to.rLi& E de dimemion i n d i G e ,  un C O M V ~ X R  C. 

Une concUion néca.rl&e et aubddante pautr que c a o d  a d - i a é ~ b l e  e ~ t  que 

c contienne un convexe bmique. 

~émonstration ------------- 
La condition est suffisante d'après le lemme 2.2.1. 

I Réciproquement, reprenons les notations de l'énoncé du théorème 2.4.4, 

posons C = C E 
j j - 

et supposons J muni d'un bon ordre. 

D'après le corollaire 2.3.5, C est anti-insêrable dans E ; dtapr?s 
j j 

la démonstration du théorème 2.4.2, CL contient un convexe basique 
J 

j j C! = c [ U * {en,fn}] associé à une base 
J n GIN (e;InEN* de E j ' 

Le convexe C' = C [ U c;] est contenu dans C et on vérifie facile- 
jeJ 

ment en utilisant le théorème 3.2 de [6] que le convexe Cl est un convexe 

basique de E associé à la base 
(9;) ( j ,n )  eJxN * bien ordonnée par l'ordre 

* 
lexicographique sur J x iN . 

* 

2 . 4 . 6 . -  Coka&l?&e I . 
S o L t  c un convexe de C 'apace  vec;totUeC E de dunen?sian indin ie .  

c a d - i n s é n a b l e ,  a i  et bederneutt . r l i  c conCLeutt un convexe a a - i m é k a b l e ,  

finé&ment bokné et dgéblUquement d m é .  



~émonstration 

Elle résulte immédiatement du théorème 2.4.5 et du c~rollaire 2.3 ,$ .  

. Dam un upace vectatUd! topologique E, on' h a  qu'un euemble 

A c E a;t ;topologiquement anZi-i&éi~able (en abtégé : T - a d - i n ~ d n a b l e )  hi, 

pou4 ;tou;te h o d e  homogène D de E , A n ' u t  pcrn T-D-iuéhable.  

Une pam2e A d'un u p c e  vectokiel topologique E 4n.t T - a w - i n h é -  
- - 

table  a i  et heutement a i  C S  [A] = E ou encone a i  et aeugement d i  c [A-A] = E 

ou encohe a i  e-t aeutemevd a i  aucune Oome finéaine continue am E au&e que l a  

Démonstration ----,--------- 

Elle résulte immédiatement de la proposition 1.1.6. 

1) La proposition 2.5.2 étend à une partie quelconque d'un espace vec- 

toriel topologique un résultat obtenu dans [31] pour un convexe fermé d'un espace 

de Banach. 

2) Une partie A T-anti-insérable qui possède un point intérieyr est 

. anti-insérable (voir 1.1.14). 

S o L t  A une p&e d'un apace  vec toh ig  .topologique E. Atona A - 
a$ T-ad- inbénab le  a i  et aeuRmeMA: n i  A-- ne peuX &e aépmée, pah un hypeh- 

plan d m é ,  d'aucun de au ;trLanbta,t&. 

Démonstration ------------- 
Remarquons d'abord que deux parties non vides X et Y de E sont 



séparées par  un hyperplan fermé s i  e t  seulement s ' i l  e x i s t e  f E E' % (01 t e l  

I que O d f ( ~ - Y ) .  A e s t  donc séparé de x+A s i  e t  seulement s i  il e x i s t e  

f E E' % {O) t e l  que O 6 f ( x + ~ - A ) ,  c 'es t -à-d i re  t e l  que : 

Donc, d 'après  un c o r o l l a i r e  du t h é ~ r è m e  de Hahn-Banach, A e s t  séparée d'un 
P 

b 
de s e s  t r a n s l a t é s  au moyen d '  un hyperplan fermé s i  e t  seulement s i  c [A-A] # E. 

On applique a l o r s  l a  proposi t ion  2.5.2. 

SoiX A une pam5e d'un ebpace vec tahid  E .  A l o u  A M$ am5-in- 

aetlable a i  cz,t seulement a i  A ne p e a  etrLe aépmée d'aucun de aeb -thamRaAén. 

Démonstration ------------- 
Il s u f f i t  d4appliquer l e  théorème 2.5.4 à E muni de l a  topologie  

localement convexe l a  p lus  f i n e .  

2 .6 . -  ANTl-TNSERABlLlTE T O P O L O G T ~ U E  DANS U N  ESPACE SEMI-NORME.- 

2.6.7.-  Lemme 

S o i e n t  E un ebpace ami-nohmé, B aa ami-boule u&é (auve@e OU 

d m é e ) ,  A une p W e  de E cd D une &ode  homogène de E. A l o u ,  A e b X  

Démonstration 

La démonstration u t i l i s e  l e  f a i t  qu'une forme l i n é a i r e  sur E est 

continue s i  e t  seulement s i  e l l e  e s t  bornée sur B.. 

SoienX A une pam2e d f  un enpace nemi-notuné E eZ: B Ca amL-boule 



contient un convexe ba ique  de E .  

~ é m o n s t r ~ t ~ g ~  

La première partie est une conséquence immédiate du leme 2.6.1 ; la 

deuxième partie est une conséquence du théorème 2.4.5. 

2 . 6 . 3 . -  Théotrème 

Soient E un apace ami-nomé de dunemion indinie  QL B ha nani- 
4 

b o d e  u&é ( o u v a t e  ou a m & e )  ; aoiA A une p d e  de E de dimenhion inhi- 

nie  t,t de cociimemion dénombtrable. Alou  la aneir-tiom (il, (G) ,  (Lü) eX (Lu) 

n o n t  é q d v d e n t a  : 

(i) A a R  ~-an.2L-inhé/rabbe 

(Li) I l  e d t e  une base (ei)irI de E ,  contenue dann B ,  tekTe que 

C [A U ( u Ieil)] contienne un convexe basique de E. 
~ E I  

( i L )  1 l  e x h t e  une b a e  (ei)iEI de E ,  contenue dam B ,  t U e  que A 

a o d  T-anCi-inhétable dam llehpace E notuné de t&e hot te  que 

( i v )  le e d t e  une base (eiIiEI de E ,  contenue dam B ,  t&e que, paUtL 

to&e &mLkYe botrnée ( l I i E I  de nombtra tré& non toun nu&, l 'emem- 

Démonstration ------------- 
(i) <=> (iii). . . 

En effet, d'après le théorème 6.2 de [6] , pour une partie A de E de 
<1 

dimension infinie et de codimension dénombrable, y [A] est dense dans 1 ' espace 
œ _ - 

semi-normé E si et seulement s'il existe G e  base (eiIirI contenue dans B 

telle que CS [A] soit dense dans l'espace normé admettant CS [ U {ei)] pour 
ir1 

boule unité. 



(ii) <=> (iii). 

I En effet, d'après la proposition 2.6.2, l'assertion (iii) est 6quiya- 

l 

lente au fait que A U CS [ U Ce, I] est anti-insérable, ce qui est encore 
i ~ 1  

équivalent, par définition de l'insérabilité, au fait que A U C [ U  Cei)] est 
~ E I  

anti-insérable ; d'où le résultat d'après le théorème 2.4.5. 
* 

(iii) <=> (iv). 

En effet, si E est normé de telle sorte que CS[U Cei}] soit boule 
i ~ 1  

l unité de E, une forme linéaire sur E est continue si et seulement si la famille 

(f(ei) )iEI est bornée. 

2.3.- APPL7CATION.- 

2.3.7.- Théotème 

I SaLt A un convexe de l' enpace vec;tokid Itopologique E datin @ban- t  

l A l o ~  e x A L e  u n  . t m n ~ l a t é  de A disjoint de A et .tel? que 

nl et A ne prL*nnent &e s é p a ~ ~ é ~  pan un hypenplan ~ m é .  

I Démonstration ------------- 

Elle résulte immédiatement du théorème 2.1.3 et du théorème 2.5,b. 

Pour des exemples ae convexes fermés d'un espace de Banach satisfaisant 

à l'hypothèse (h), voir [28] et [31] et le 2.8.8. 

2.8.- A PROPOS D'UNE 2UESTlON DE THURP ET WU1TLEY.- 
' 

-. 
Dans [31], Thorp et Whitley demandént si tout espace de Banach contient 

un convexe fermé vérifiant 1 'hypothèse (h)' du théorème 2.7.1. Le théorème 2 .8 ,5  

qui suit permet de ramener cette question à une question équivalente. 



2 . 6 . 7 . -  Lemme 

S o a ,  dam un upace  vectotuel topologique aépmé E ,  un convexe 

d m é  A ne covLtenavLt p a  l lo/Ugine & a o L t  u un cône convexe de aommeA 0, 

dgébtuquement d m é  contenant A. A l o u  u contient l'adhékence du cône 

I Démonstration ------------- 

I Supposons A # @ (le cas où A = @ est trivial). 

Désignons par f (A) le cône asymptote de A (voir le 0.18). D'après 

un théorème de Choquet, on a : 

K[A] = K [A] + f (A) (voir par exemple [3] page 125, exercice 14) 

Montrons que U contient 'L; (A). Soit D une demi-droite d'origine O contenue 

.fr dans u(A) ; si a E A, on a a+D C A, donc a+D C U. Comme, de plus, U con- 

tient [0,a] et comme U est algébriquement fermé, U contient D. De plus, 

< .  
U est conv,exe et contient K[A] et k (A) ; d'où la conclusion. 

2 . 8 . 2 .  - PkopoaiXion 

S u a ,  dam un upace  veCtotuel topologique E m é u a b l e  ct eompht,  

un convexe d m é  A que A-A engenhe E .  A&otrn A-A eAX un vahinage de 

1 O. En coméquence, a i  A ut T-anLi-innémble, A ut ah-i iznékable.  

Démonstration ------------- 
Supposons qu'il existe un demi-espace D algébriquement fermg limité 

. par un hyperplan H tel que D 3 A et A n H .=. lb ; on peut supposer, quitte 5 
- 

effectuer une translation que O E H.  après 1-e 3emme 2.8.1, on a C = K[A] C D. 
* 

Or C est un cône convexe complet tel que " C-C = E ; H est donc fermé (voir 

(3.4) de [25] ) . Chaque forme linéaire sur E telle que f(~) # IR est donc con- 

tinue et par suite A-A a un intérieur non vide (voir [25], théorème B )  donc est 

l un voisinage de O (voir [32] théorème 1.16). La dernière assertion résulte de 



l a  remarque 2.5.3. 

Soi& dam un espace de Banach E ,  l e  convexe A = c[101U( u i f i l ) ] ,  
i ~ 1  

où ( f i ) i E I  u L  une bme de décomposiAion de E mbooiée II une b u e  (eiI iEI  

de E con;tenue danb l a  boule unité B .  A l o u  A est-  anfi-imékable.  

Démonstration ------------- 

Il s u f f i t  d ' app l ique r  à A l a  p ropos i t i on  2.8.2 ( v o i r  également 163 

page 9 0 ) .  

2 . 6 . 4 . -  Remmque 

L'exemple su ivant  montre l ' impor tance  de l ' hypo thèse  de completion 

dans l a  p rqpos i t i on  2.8.3. 

Exemple : s o i t  E un espace v e c t o r i e l  topologique séparé ,  non complet,  

ayant  un hyperplan homogène H dense contenant un convexe C compact coptenant  

O e t  qu i  engendre H ( ~ o u r  des exemples de t e l s  espaces ,  même normés, v o i r  [12]) 

S o i t  x E H t e l  que O 4 x+C. Le cône po in t é  K engendré p a r  x+C e s t  fermg. 

Comme O E C ,  x+C engendre H ,  donc K-K = H. Posons A = K + [0,e] où 

e E E ?. H, A e s t  fermé c a r  [0,e] e s t  compact. A-A engendre E. A n ' e s t  

pas a n t i - i n s é r a b l e  c a r  A e s t  dans l a  bande l i m i t é e  p a r  H e t  uar e+H ; mais 

A e s t  T-ant i - insérable  c a r  A-A 3 H. 

SoLt E un upace  vectotUd ,topaLogique méithinable cornpl&. ALau l e c l  

mbm-Ciom (i) et (Li) aaMlt Zquivatenta : 
œ ' 

(i) E contient un convexe 6mmé v é ~ $ ~ a k t  l '  hypothèse ( h )  du Lhéokgpe 

L i )  E contieJlct un convexe d m é  c contenant O et engendttaM un h o u -  

upace  v e c t o ~ d  d e ~ e  dam E e,t diddékent de E .  



Démonstration 
-----A------- 

( i )  => (ii) .  

S o i t  A un convexe fermé v é r i f i a n t  ( h )  . On peut  prendre  C = A-a 

- 
( a  é t a n t  un p o i n t  quelconque de A )  : en e f f e t ,  A-A = E ,  donc A-A engendre 

un sous-espace v e c t o r i e l  dense qui  n l e s t . a u t r e  que l e  sous-espace v e c t o r i e l  en- 
* 

gendre par  A-a ; mais A-A n'engendre pas E d '  après  l a  p ropos i t i on  2 .8 .2 ,  

( i i )  => ( i ) .  

S o i t  S l e  sous-espace v e c t o r i e l  dense de E engendré par  C .  Soit 

x E S % C ( X  e x i s t e  c a r  C e s t  fermé e t  S # E) ; on a donc : O 4 x-C ; 
l ' adhé rence  A du cône convexe engendré par  x-C v é r i f i e  ( h )  : en e f f e t ,  

d ' a p r è s  l e  lemme 2.8.1, on a A C S  e t  en o u t r e  A-A = S c a r  A-A 3 C .  

L ' impl i ca t ion  (ii) => ( i)  du théorème 2.8.5 r e s t e  v r a i e  dans un espace 

v e c t o r i e l  topologique"quelconque. 

2.8 .7 . -  Remanque  

Dans t o u t  espace semi-nom6 E de dimension i n f i n i e , . i l  e x i s t e  des 

convexes A l i néa i r emen t  bornés e t  algébriquement fermés s a t i s f a i s a n t  à ( h )  : 

s o i t  ( f j ) j c J  une f a m i l l e  l i b r e  de d&composition de E a s s o c i é e  à une base  de 

E contenue dans l a  boule  u n i t é  ; il s u f f i t  de poser  A = C [  U C f .  11. A n ' e s t  
j e J  

pas  a n t i - i n s é r a b l e  c a r  C S ~ A ]  e s t  l i néa i r emen t  borné e t  A e s t  T-ant i - insérable  

c a r  C S  [A] = E. (théorème 6.1 de [6] ) . 

2.8 .8 .  - Remanque  : A p p l i c a L i a n  d u  ;thémerne 2 .8 .5  

Le théorème 2.8.5 permet de r e t r o u v e r  de façon é lémenta i re  l e  r é s u l t a t  
œ . - 

su ivan t  dé j à  obtenu par  Klee ( v o i r  [28] ) e t .  $a> Thorp e t  Whitley ( v o i r  [31] ) à 

s a v o i r  que t o u t  espace de Banach E séparable  de dimension i n f i n i e  c o n t i e n t  un 

convexe fermé v é r i f i a n t  ( h )  : s o i t  
( e n ) n m  

* une s u i t e  dense dans E e t  formée 

de p o i n t s  non n u l s  ; l ' enve loppe  convexe symétrique fermée C de  l 'ensemble cons- 



e 
n t i t u é  par  l e s  - e s t  un compact ( v o i r  [29] page 241) ; donc Ç n'engendre 

nl lenl I 
pas E d ' ap rè s  l e  t h é o r è ~ ~ i e  de Ba i r e  ; il e s t  c l a i r  que C engendre un sous-espa- 

ce  v e c t o r i e l  dense dans E ; dlaÙ l a  conclus ion .  



CHAPITRE 111 

ff YPERCUNES, CUH YPERCUNES E T  CUCUNVEXES 

3.0.7.- Le paragraphe 3.1 comprend une étude du noyau de l i n é a r i t é  

d'une p a r t i e  d'un espace v e c t o r i e l  ( r é e l ) ,  é tude t r è s  l i m i t é e  mais s u f f i s a n t e  

pour l a  s u i t e .  

Le paragraphe 3.2 cons t i tue  une in t roduct ion  à l a  notion dlhypereÔne ; 

c e r t a i n s  r é s u l t a t s  de Klee e t  Hammer y sont  rappelés e t  u t i l i s é s  avec, à chaque 

f o i s ,  ré férence  aux auteurs .  

Dans l e  paragraphe 3.3, on t rouvera  une c a r a c t é r i s a t i o n  de l a  convexi- 

t é  des éléments d'un couple de p a r t i e s  complémentaires d'un espace v e c t o r i e l  en 

termes de sec t ion  f i n i s s a n t e  (pour un ordre t o t a l  s u r  l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  e t  com- 

p a t i b l e )  e t  en termes d l  hy-percônes en un po in t  (théorème 3 .3 .2 ) ,  une c a r a c t é r i s a -  

t i o n  des cohypercônes en un point  comme des sec t ions  f i n i s s a n t e s  fermées (progo- 

s i t i o n  3 .3 .4) ,  une c a r a c t é r i s a t i o n  des cohypercônes (porposi t ion  3.3.5) pa r t i cu -  

l ièrement u t i l e  pour l a  s u i t e .  

Dans l e  paragraphe 3.4, on montre l e  l i e n  e n t r e  l e s  coconvexes e t  l e s  

. hypercônes (théorème 3.4.1) e t  l e  théorème 3.4.2 f o u r n i t ,  à l ' a i d e  des remarques 

l e  su ivan t ,  un procédé de cons t ruct ion  de t o u s  l e s  coconvexes dans un espace 
C 

v e c t o r i e l  (de  dimension i n f i n i e ) .  

Les espaces v e c t o r i e l s  sont  r é e l s .  

Une p a r t i e  d'un espace v e c t o r i e l  E se ra  d i t e  hy-perconvexe s i  e l l e  e s t  

convexe e t  s i  son complémentaire e s t  convexe ( e t  E sont  hyperconvexes), 



Le mot variété désigne une variété linéaire non vide. 

Rappelons que, dans un espace vectoriel E, @ est un cône épointé 

de sommet tout point de E. 

Les relations d'ordre sont systématiquement notées 4 .  1 étant un 

ensemble ordonné, une famille 
(Ai)iE~ d'ensembles est dite filtrante si 1 

est filtrant, c'est-à-dire si, pour tout (i,j) E 1 x 1, il existe k E 1, k 

majorant i et j (k b i et k 5 j) ; (Ai)iE~ est dite croissante si i s j 

implique Ai C A 
j ' 

J étant une partie d'un ensemble préordonné 1 pour la relation 

notée (réflexive et transitive), J est dite section commençante (resp, ; 

finissante) de 1 si on a : 

( i ,  E 1 x J , i j (resp. : i j )  => i E J). 

l Remarquons que @ et-' 1 sont des sections començantes et finissantes de 1. 

3.1. NOTION DE NOYAU D E .  L I N E A R I T E  

On app&e noyau de f i n é W é  d'une pahtie A de l ' apace  vec-tohid 

E &t on notma N ~ [ A ]  , t 'emembte d a  XEE t& que x+A = A. 

SoiA A une p W e  de l '  apace vec-tohid E . On a ( 1 ) e;t ( 2)  : 

( 1 ) Un bow-apace  vec-tohi& v de E eb t  conXenu dam NC'[A] s i  

( 2 )  S i  A ut convexe, N ~ [ A ]  a R  JLM 8o.u~-apace vec tuhid  de E ,  

S i  A &t B d o n t  deux p&a complémentaiha de 4' apace  vec$o~: t4  

E, &OU N t  [A] = N t  [B] . 



Démonstration ------------- 

Il suffit de montrer que N~[A] C N~[B] (puisque A et B jouent 

des rôles symétriques). Or, si x E N~[A], on a x+A = A ; mais A et B étant 

complémentaires, x+A. et x+B sont complémentaires, donc x+B et A sont 

complémentaires et par suite x+B = B. . 

3 . 2 .  N U T Z U N  D'HYPERCONE 

v étant une vatuété de l ' u p a c e  vec tohid  E, un convexe A de E 

ut dLt hypacône d'ahete v ou hypmcône en v ai A ut un convexe maximal 

Une pantie de E ent appelée hypmcône ai &e e n t  hypmcône en upe 

3 . 2 . 2 . -  Rematrquu a notation 

L'existence d'un hypercône en V se montre aisément à l'aide du lempe 

de Zorn. 

@ est un hypercône en E (de par la définition précédente). 

Le sous-espace vectoriel parallèle à V est noté ~(0). 

Si A ut un hypmcône en v de l' upac.e vectorUd E, on a : 

( 7 ) (Hammm [zo], théohème 3 ) .  Si XEV, A ut un cône convexe époidé  de aam- . 

x ut un hypehcône en V. 

(5 Si XEV a ai A ut une dhoae contenant x & non contenue dam V, 



A n A ent une demi-dtroLte épointée &sue de x.  

(6) S i  XEV, A u v ent un cane convexe pointé de hornmcd x.  

(8) S i  XEV, = (2x-A) u V ent un cône convexe pointé de sommet x. 

Ileggnstrat..gg 

( 1 )  Le p l u s  p e t i t  cône épo in t é  de Sommet x e t  contenant  A ( i l  e s t  é g a l  à 

x + U X (A-x) ) e s t  un cône convexe qu i  c o n t i e n t  A e t  ne r encon t r e  pas  V ,  donc 
A>O 

c e  cône e s t  é g a l  à A ,  d ' ap rè s  l a  maximalité de A.  

( 2 )  A + v ( o )  e s t  convexe, c o n t i e n t  A e t  ne rencont re  p a s  V ,  donc A+V(O) = A .  

( 3 )  On peut  supposer ,  q u i t t e  à e f f e c t u e r  une t r a n s l a t i o n ,  que x = O.  I l  s u f f i t  

de montrer  que, s i  y f! (-A) U V ,  a l o r s  y E A ,  ce  qui  s e r a  acqu i s  s i  on montre 

que c [A u Cy)] ne rencont re  pas  V ; o r ,  s i  c [A u (YI] r encon t r e  V ,  il 

e x i s t e  X E ]0,1 [, a E A ,  v E V t e l s  que ( 1-X)y = v - Aa ; o r  Aa E A ( d ' a p r è s  
- 

l e  ( l ) ) ,  e t  p a r  s u i t e  v -'Xa E - A ( d ' a p r è s  l e  ( 2 ) ) ,  donc y E: -A ( d ' a p r è s  l e  

( l ) ) ,  d 'où l a  c o n t r a d i c t i o n .  

( 4 )  S i  (2x-A) n A # @, on v o i t  fac i lement ,  compte t e n u  de l a  convexi té  de A ,  

que x E A.  Le r e s t e  e s t  immédiat. 

( 5 )  C ' e s t  une conséquence immédiate de ( 1 )  e t  ( 3 ) .  

( 6 )  Compte t e n u  de ( 2 ) ,  on montre aisément que : 

. . 
d'où l e  r é s u l t a t ,  compte t e n u  de ( 1 ) .  

( 7 )  D'après  l e  ( 2 )  e t  l a  p ropos i t i on  3.1.2,  on a V ( O )  C NC[A] . Il r e s t e  à mon- 

t r e r  que,  s i  A e s t  une d r o i t e  homogène non *contehÙe dans v ( o ) ,  A+A n ' e s t  pas  

contenu dans A. O r ,  s i  XEV,  x+A n ' e s t  contenu dans [A (d ' ap rè s  ( 5 )  ) ; 

a i n s i ,  puisque x î b ,  A+[A n ' e s t  pas  contenu dans A ,  d 'où il r é s u l t e  que C 
A+A n ' e s t  pas  contenu dans A. 

( 8 )  CA = (2x-A) " V d ' ap rè s  ( 3 )  e t  ( 4 )  ; [A e s t  donc un cône convexe p o i n t é  

de sommet x d 'après  l e  ( 4 )  e t  l e  ( 6 ) .  



3 . 2 . 4 . -  Théokëme 

Soient A une p&e de l ' u p a c e  veotohiel E & v un auun-upace 

vectoGQe de E .  Alam Pa a n a W o m  ( 1 ) & ( 2 )  d o n t  éqLLivdenXU : 

( 7 ) A a i t  un hypacône en V.  

( 2 )  A a i t  convexe & A U  -A = E ?J V. 

Démonstration 

( 1 )  => ( 2 )  

C ' e s t  une conséquence du (3 )  de l a  p ropos i t i on  3 .2 .3 .  

( 2 )  => ( 1 ) .  

A ne rencont re  pas  V.  Il r e s t e  à montrer l a  maximalit6 de A ; o r ,  

s i  y E E % A ,  C[A u {Y)] r encon t r e  V : s i  y  E V ,  c ' e s t  c l a i r  ; s inon  -y E A 

( p a r  hypothèse) ,  donc O = - JL  2 + JL  2 E C[A U 

3 . 2 . 5 . -  Remmque 

Le r é s u l t a t  p récédent  a é t é  obtenu pa r  Klee dans [ 2 6 ] ,  pour l e s  hyper- 

cônes en un p o i n t .  

3 . 2 . 6 . -  CohoMclxhe 

Soient A une p&e de l '  apace vecto&e.l E & v une vaniéitt de 

E .  Aloka lu a n a W u v i n  ( i ) ,  ( 2 )  & ( 3 )  d o n t  équivdenXa : 

( 7 ) A a i t  un hypacône en V. 

( 2 )  A a i t  convexe & a exhite x E V i t d  que A u (2x-A) = E ?J V .  

( 3 )  A eait convexe &, powr ;ta& x E V, on a A U (2x-A) = E ?J V .  

3 . 2 . 7 .  - PkopoaiLion 

( 7 )  S i  l ' e ~ p a c e  vecito&& E a i t  ao.mrne*dhecte dea aoun-apacu vec-to- 

%Le.& F & G de E et a i  A a i t  un hy~errcâne en v dans l ' a p a c e  vectotie-4 

F, dom A+G U R  un hypmcône en V+G dam E. 

( 2 )  S o L t  F un aaun-upace vec tohid  de E e..t a o L t  p l 'appf icc t ion  

canonique de E aw L'upace  v e c t o ~ e R  quofienit E/F. A l o a  on a ( a )  (b) : 



(a) S i  A U A :  un hypmcône en v de E d h i  V(O) 3 F ,  d o t c n  p ( ~ )  eh2 un 

hypmcône en p(v) de E/F. 

(b) S i  A a i t  un hypmcone en V de E/F, & o u  p-l(~) a 2  un hypekcûne en 

p-l(~) de E. 

Démonstration ------------- 

C'est une conséquence du corollaire 3.2.6. 

Le ( 2 )  est une généralisation (facile) d'un résultat déjà vu par 

3 . 2 . 8 . -  ThéokEme 

Soient A et B deux pCVLtia c o m p 1 é m e n t ~ a  de 1'  apace  vecXohie1 

E et h o L t  x E E .  Alotcn la  m h W o n ~  ( 7 )  d ( 2 )  h o n t  éyuivdentcsll : 

( 7 ) A a i t  un hypmcône d o n t  1'ane;te contient X. 

( 2  1 A a i t  un cône canvexe épointé de a o m m d  x e.,t B a;t convexe. 

;l$omtgat ion 

(1) => (2). 

C'est une conséquence du (1) et du (8) de la proposition 3.2.3, 

(2) => (1). 

On peut supposer que x = O. On va montrer que A U (-A) = E % Nl[ lA] ,  

ce qui assurera la conclusion d'après le théorème 3.2.4. 

Montrons d'abord que A U (-A) C E N&[A] . Comme O E B, B contient 

O + N t  [B] = ~1 [A] (proposition 3.1.3) ; donc A ne rencontre pas N&[A] et par 

raison de symétrie -A non plus. 

Montrons maintenant, par l'absurde, que, A ü (-A) 9 E % N ~ [ A ]  . - - 
Soit y E E % N ~ [ A ]  avec y & A k~ (-A). Le complémentaire de 

A U (-A) étant un cône symétrique, la droite homogène A contenant y est donc 

dans B ; B étant un cône convexe ( ~ a r  hypothèse), B contient donç B+A ; donc 



d'après le ( 1 ) de la proposition 3.1.2, on a A C NR[B]  et p a h  AU-&? C NR[A] ; 

d'où la contradiction. 

3.2.9.- D é & L t L o n  

Dam L 'upace  v e o t o h i d  E ,  on appelle cohypacône une p d e  de E 

cornplémevz-taihe d'un hypmcône. v é tan t  une v&éXé de E, une p&e B de 

E u;t appelée cuhypmcüne en v ou cohypehcâne d ' a h a e  v a i  B a;t Le com- 

s plémentuhe dam E d'un hypacône A en V.  A et B hont d o m  dLtx hypeh- 

cône & cohypmcône aaoc i éa  . 
S i  A eL B aont deux convexa compCémentaihu dam E et ;te& 

qu'aucun ne a o d  hypmcône, A (nap.  : B )  u;t appdé  coconvexe ; A czt B 

aont dia2 coconvexu anaociéa. 

S i  A a2 un hypmcône en V, A et C'hypekcône 2V-A ( v o h  ( 4 )  eA 

( 7 )  de l a  pkopoaition 3.2.3) a o n t  di& h y p a c ô n u  anaociéd ( en  p&cu&l?rr C3 

et QI d a n t  deux hypmcônu a a o c i é a )  . 
Peux hypmconvexa a a o n t  di& aaoc i éa  a 'A3 a a n t  hypmcôna a n a o c i é ~ ,  

ou kypmcône et cohypmcône aaoc i éa  ou coconvexa a a o c i é d .  

3.2.10.- P h o p o n ~ o n  

Soient  A et B deux convexa de C ' u p a c e  vecto&iel E t-t Y une 

vahiél té de E .  Alom la a n a M o n a  ( 7 ) et ( 2 )  a o n t  é q l u v d e n t u  : 

( 1  ) A et B dont d a  h y p a c ô n a  aaoc iéa  d l m & e  V. 

' Démonstration ------------- 
.I 

( 1 )  => ( 2 ) .  
- 

C'est une conséquence du corollaire -* 3 . 2 . 6 .  

Cette inplication résulte également du corollaire 3.2.6 compte tenu 

du fait que, si x E V ,  toute droite A passant par x et non contenue dans 



V est telle que A % 1x1 est réunion de deux demi-droites épointêes issues 

de x dont l'une est dans A et l'autre dans B. 

3 . 3 . 7 .  - P / r o p o a ~ o n  (voir [I 91 , page 307 1 

S u d  E un apace vecto+i& munL d'une n&ation d'ondte (notée 5 1 

compaAible (cl  u t - à - d i t e  que E at un apace  ve&oJzie4? orrdonné) . ut une 

h & d o n  d'oadtre t o t a l  a i  G a e d m e n t  ~i l e  cône d a  éLémevu2 .; O eh$ un CO-  

hype~cône en O OU encane a i  et aedement a i  l e  cône d u  élémena > O ( ç ' u t -  

à-dite 2 O & f O )  at un hypmcône en O .  

3.3.2.- Théokème 

Soient A et B deux p a h ; t i a  complémentaLnu de 1' upace  vectotLiel 

( 7  A et B a u n t  convexu. 

( 2 )  1L ex&& am E une t&&on d'anche , t o t a l  comp&ble t&e que, pou& .la& 

( 3 )  IL e x h t e  un hypmcône s d1a&te 0 td que A = fl (x+s). 
XEB 

( 4 )  IL e x h t e  un hypmcône s d'atrae O t& que A+S c A. 

(5 l l  exinte b ~ h  E une IL&&OM d'anche t o t d  et cumpatible t&e que A b o a  

une becaan dininaante ( c ' u t - à - d i h e  t&e que A vé/Udie : v(a,y) E A E s  

(y 2 a => y E A)). 

16) I l  e x h t e  un cohypmcône so d l m é t e  O ,tee que n+sO = A. 

-. 
Le résultat est connu : c'est une conséquence du théorème 2.4 de [27] . 

Montrons que A est convexe (la démonstration est analogue pour B I .  

Raisonnons par l'absurde. S'il existe a et a E A  (al f a2) et 
1 2 



z E ] a l  a2[  fl B, il e x i s t e  un r é e l  h O t e l  que a  -2 = h(ag-z) ,  ce  q u i  est 
1 

en c o n t r a d i c t i o n  avec l ' hypo thèse  a  -2 > O e t  a  -2 > 0. 
1 2 

( 1 )  => ( 3 ) .  

C l  e s t  l e  c o r o l l a i r e  5  de Cl81 . 
( 3 )  => ( 1 ) .  

A e s t ,  de t o u t e  évidence, convexe. De p l u s ,  s i  on pose  S = S U {O), 
O 

B = u (x-so) ( d ' a p r è s  l e  ( 8 )  de l a  p ropos i t i on  3 .2 .3)  ; o r  l a  f a m i l l e  des 
xeB 

x-So ( X E E )  e s t  to ta lement  ordonnée p a r  i n c l u s i o n  : en e f f e t ,  s i  x '  e t  x" 

son t  deux éléments de E  e t  s i  on a  x '  6 x" ( E  é t a n t  muni de  l a  r e l a t i o n  

1 d 'o rd re  t o t a l  compatible t e l l e  que S s o i t  l e  cône des  éléments > O ( v o i r  pro- 

p o s i t i o n  3.3. l ) ) ,  a l o r s  xl-S C xl'-S c a r  x l -S  ( r e s p .  : x"-s ) e s t  l ' e n -  
O O O O 

I semble des minorants  de x '  ( r e sp .  : x") . Il  en r é s u l t e  que B e s t  convexe, 

O r ,  S+S = S, c a r  S  e s t  un cône convexe (de  sommet O )  ; d'où l a  conclus ion .  

( 4 )  <=> ( 5 ) .  

Cela  r é s u l t e  de l a  p ropos i t i on  3.3.1 e t  du fa i t  que, E é t a n t  ordonn6 

de l a  même façon que dans l a  démonstration de l ' i m p l i c a t i o n  ((3) => ( 1  ) ) ,  

A+S = U (x+s) e s t  l ' ensemble  des majorants  s t r i c t s  d ' au  moins un klément de . x EA 

A ; donc l ' i n c l u s i o n  A+S C A équivaut  au  f a i t  que A e s t  une s e c t i o n  f i n i s s a n t e ,  

En e f f e t  on a  A+S C A s i  e t  seu1eqent"Si A+S = A. 
O 

On a A = u (x+So),  d'où B = fI (x-S) ; il s u f f i t  a l o r s  d ' app l i -  
XEA x  SA 

quer  l ' i m p l i c a t i o n  ( ( 3 )  => ( 1 ) ) .  



1 )  Compte tenu de la démonstration de l'implication ( (3) => (4) ) et 

de l'équivalence ((4) <=> (6)) et par complémentarité, on voit facilement que 

si A et B sont des parties complémentaires de E et si S est un hypercône 

en O de E s  les 6 assertions suivantes, sont équivalentes : A = n (x*~), 
XEB 

2)  après le ((1) <=> (6)) du théorème 3.3.2, la somme d'un hypercon- 

vexe et d'un convexe quelconque est un hyperconvexe. 

3.3.4.-  Pi~opoaiXion 

Soient A une p u e  de 4' apace v e c t a ~ d  E x E E. Lu peopo- 

aiXiam auLuanta a a n t  équLvdenta : 

( 1 ) A a i t  un cahypmcône en x. 

( 2 )  ZL exdite un hypmcône s en O R d  que A+S c A A (A+s) = Ix) . 
( 3  ) ZL exhite am E une t d d t i a n  ci1 akdrre i t a M  campa;tible R&c) que A ao i - t  

une a e d o n  &inhaante &&née (c'ait-Zi-dihe une a e d i a n  d i d a a n t e  agqvt un 

plw p& élément) de plw p& élément x. 

Démonstration ------------- 
Posons B = CA. 

Il existe un hypercône S en O tel que A = x+So (rappelons que 

S = S U(0) )  et B = x-S ; il est clair que A+S C A .  
O 

D'autre part A 'i (A+s) = (x+So) ". (x+S +s) = {XI. 
O 

(3) => (1). 
O 

Si S désigne l'hypercône en O des éléments > O (voir proposi- 
-, 

tion 3.3.1)~ A s'écrit sous la forme A = x+So = [(x-s). 

Cela résulte du fait que si S est un hypercône en O, on a 
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(A+S C A et A+S # A) si et seulement si A est une section finissante fermée 

(dans E muni de l'ordre pour lequel S est le cône des éléments > 0 )  car 

l'existence d'un plus petit élément dans A équivaut à A fi [(A+s) # 0 

([(A+s) étant l'ensemble des minorants de A). 

- 
La caractérisation d'un cohypercône en un point au moyen de la propo- 

sition 3.3.4 a un analogue permettant de caractériser un cohypercône d'arzte 
w 

quelconque. Plus précisément on a : 

3 . 3 . 5 . -  Pt~apohiLLan 

P a u h  une p d e  A de L ' e~pace  vecto&d E L a  ahe&a~n  ( 1 )  d 

( 2 )  ho& éqUhJdRe&e?l : 

( 7 ) A e ~ l t  un cohypehcône 

( 2 )  11 exinXe un hypmcône D en N ~ [ A ]  t e 1  que A+D C A AiD # A. 

Démonstration ------------- 
Le résultat s' obtient à partir de l'équivalence ( ( 1 ) <=> (2) ) de la 

proposition 3.3.4 et en utilisant le (2) de la proposition 3.2.7. 

3 . 3 . 6 . -  Remahque 

A désignant un cohypercône de l'espace vectoriel E, on a, avec les 

notations de la proposition précédente : 

1 )  Si V est l'arête de A, alors V = A % (A+D) (le raisonnement est 

le même que dans la proposition 3.3.4). 

2) B étant l'hy-percône associé à A, B-D = B (1' inclusion 

B-D C B s'obtient facilement à partir de l'inclusion, A+D C A ; on a en outre .. - 
B-D = B sinon B serait cohypercône en une' &riété parallèle à V (d'après la 

proposition 3.3.5 et le (7) de la proposition 3.2.3) donc nécessairement égale 

à V (d'après le ( 5 )  de la proposition 3.2.3). 



3) D est unique ; plus généralement, si U est une partie non vide 

de E et si D et Dl sont des hy-percônes en N~[u] tels que U+DC U et 

U+D C U, alors D = Dl : en effet, si D # Dl, on voit facilement, en utilisant 
1 

le (5) de la proposition 3.2.3, que D+D1 contient une droite homogène A non 

contenue dans N X [ U ]  ; mais comme U+D+D1 C U, on a U+A C U et A serait 

.* située dans Ne (d' après le ( 1 ) de la proposition 3.1 -2). 

4) B étant l1hypercÔne associé à A, on a B+V = -D : en effet, 
w 

d'après le 2), B+V - D C B+V ; d'où le résultat d'après 3) et compte tenu du 

fait que B+V est un hy-percône en ~1 [A] . 

3 . 4 . -  CARACTERISATION DES COCONVEXES ET CONSTRUCTION DE C O C O N V E X E S  

A l'aide de la proposition 3.3.5, on obtient la caractérisation suivante 

des coconvexes en termes d'hypercônes : 

3 . 4 . 7 . -  Théokème 

Soient A & B deux pa/r;tia complémentaiha de l'enpace vecteluel  

E .  A lou  la a b d o m  ( 7  ) e-t ( 2 )  aont équivalenten : 

( 7  ) A ait un coconvexe. 

( 2 )  I l  e x d t e  un hypetcône D en N ~ [ A ]  t e l  que A+D = A & B-D = B 

Démonstration 

(1) => (2). 

L'existence d'un hypercône D en N ~ [ A ]  tel que A+D C A et 

B-D C B s'obtient à l'aide du (2) de la proposition 3.2.7, de l'équivalence 

( (  1 ) <=> (4) ) du théorème 3.3.2 et de la remarque 3.3.3. Les inclusions préck- 

dentes sont en fait des égalités d'après la proposition 3.3.5. - 
(2) => (1). .. 
Cela résulte du 3) de la remarque 3.3.6 et de la proposition 3.3.5. 



Nous allons maintenant construire des coconvexes dans tout espace vec- 

toriel de dimension infinie (théorème 3.4.2 et 2) de la remarque 3.4.3) et nous 

obtiendrons par la même occasion une nouvelle caractérisation des coeonvexes 

(théorème 3.4.2 et 1) de la remarque 3.4.3). 

3 . 4 . 2 . -  Théohème 

SoLt E = E~ [ c ' a * - à - d h e  que ( E ~ ) ~ ~ ~  a2 une  amX Xe 6iLO~an2e 

crrob~ante de s o u - a p a c a  veototi.eh de l ' a p a c e  vecXoti.cd E et t&e que 

E = u E.I. Soient, pouh t o u X  i s 1, Ai et B. deux convexa complémentaih~ 
is1 1 1 

de E~ d o n t  l ' u n  a* un hypeircône d ' m ê t e  V.. 
1 

On suppone que, h i  j s i , on a A. c et B. c B ~ .  A l o u ,  pn a 
J J 

( 7 1  et ( 2 )  : 

( 7  1 Une condiLion nécabaihe et sud6*sante pom que A = u Ai et B = u Bi 
isI i ~ 1  

noienx d a  coconvexa anbociéb de E ut que, pom ;ta& i E 1, n V = 0. 
j si j 

v. de E~ hapeC-ti~ented contenu6 dan, Ai et Bi, on a A = u Pi et 
1 

i ~ 1  

Démonstration ------------- 

( 1 )  A et B sont complémentaires car E = u E.. De plus A et B 
i ~ 1  1 

sont convexes car les familles 
(Ai)iE~ et ( B ~ ) ~ ~ ~  sont filtrantes croissantes, 

Supposons qu'il existe k E 1 tel que fl V. # 0. Soit d E n Yi. 
1 i?k i>,k 

6 Alors d E Ek. Supposons, par exemple, que d E Bk. Pour tout i 5 k, on a 

d E Bi et d E Vi et par suite B. est un cône pointé de sommet d (voir (8 )  
1 * 

de la proposition 3.2.3). Or on a, par hypothèse, B = U Bi ; B est donc un 
-. is,k 

cône pointé de sommet d ; B est donc un côh6ercône d'après le théorsme 3,2,8, -. 
Réciproquement, supposons, par exemple, que A est un hypercône. Alors B est 

un cône pointé de sommet d (voir (8) de la proposition 3.2.3). Soit k E 1 

tel que d E E ~ .  Alors, pour tout i 5 k, d E Bi car On a EkC Ei e t  CBr 

d p! Ai (sinon d serait dans A). Il en résulte que d r f i  V. # 0. 
1 i5k 
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(2) Il est clair que A 3 U Pi. Montrons que A C  u Pi. Si x E A, 
~ E I  i E 1 

alors x E A pour un certain k de 1. Si x E P la conclusion est assurée ; 
k k' 

sinon, on a x E V ' comme 
k '  

.n V (d'après ( l ) ) ,  il existe j E I tel que X B J Z k  j 

x 4 Vj ; or x E Ak C A donc x E P ; d'où la conclusion. 
j j 

Supposons E de dimension infinie et considérons E comme limite in- 

* ductive de tous ses sous-espaces vectoriels E. (~EI) de dimension finie. Alors ; 
1 

1 )  Soient A un coconvexe de E et B le coconvexe associé. Posons, 

pour tout i E 1, A. = A n E. et B. = B fi Ei. A. (resp. : B.) est alors un 
1 1 1 1 1 

hypercône ou un cohypercône de E. car, dans un espace vectoriel de dimeneion 
1 

finie, tout convexe dont le complémentaire est convexe est iul hypercÔne ou 

cohypercône ( [20] 1, théorème 3). On a donc, d'après le théorème 3.4.2 et avec 

les notations de ce théorème A = u P.. 
~ E I  1 

2) Pour construire effectivement des coconvexes, il suffit de choisir 

Ai et B. de Ei de la façon suivante : si E. est de dimension paire, op 
1 1 

prend pour V. l'origine ; si E. est de dimension impaire, on prend pour Vi 
1 1 

une variété de E. ne contenant pas O. La famille des V. vérifie bien l'hy- 
1 1 

pothèse du ( 1 ) du théorème 3.4.2 (compte tenu de la dimension finie de E )  , donc 
le procédé constructif contenu dans le (2) de ce théorème s'applique. 



STRUCTURE GEOMETRIQUE D'UN HYPERCONVEXE 

4.0. 1NTRUDUCTlUN 

4.0.7.- Le paragraphe 4.1 de c e  c h a p i t r e  e s t  consacré à l ' é t u d e  des 

c l a s s e s  de Klee d'un convexe A non v ide  ; il e s t  à n o t e r  que l e s  p a r t i e s  ex t r é -  

I males de A s 'expriment  simplement comme s e c t i o n s  commençantes de A pour  l ' o r -  

l d r e  de Klee ( p r o p o s i t i o n  4 .1 .4) .  

l Les r é s u l t a t s  cen t raux  du paragraphe 4.2 sont  l e  théorème 4.2.3 e t  l a  

p ropos i t i on  4.2.5 ; l e s  hy-percônes e t  l e s  coconvexes y appa ra i s sen t  comme néunion 

de demi-espaces algébriquement ouver t s  (dans l e s  v a r i é t é s  q u ' i l s  engendrent)  sa- 

t i s f a i s a n t  à c e r t a i n e s  condi t ions .  

Le paragraphe 4.3 f o u r n i t  l a  s t r u c t u r e  géométrique de l 'hypercône  a t t a -  

ché à un coconvexe ( p r o p o s i t i o n  4 .3 .3) .  

Le paragraphe 4.4 e s t  une a p p l i c a t i o n  de ce qu i  précède à l ' é t u d e  des 

p a r t i e s  extrémales  d 'un hy-perconvexe. 

4.0.2.- Remarquons que l 'ensemble 'Ai 'i CI ( l e s  Ai é t a n t  tous d i s -  

t i n c t s )  e s t  muni d'une r e l a t i o n  d ' o rd re  (no tée  6) s i  e t  seulement s i  l 'ensemble 

I o  1 des  i n d i c e s  e s t  muni d'une r e l a t i o n  d ' o rd re  (encore  notée 6 )  ; en e f f e t ,  s i  

1 i e t  j E 1, il s u f f i t  de poser  : - 



4.7, CLASSES DE KLEE D ' U N  CONVEXE NON VIDE 

4.1.1. - Rapp& ( ~ l e e  [26] , page 5 6 ) .  

l Soi t  A un ensemble convexe non vide. La r e l a t i on  déf in ie  sur 

I A par  : 

t e s t  une r e l a t i on  de préordre sur  A ( e s t  r é f l ex ive  e t  t r a n s i t i v e ) .  La rela-  

t i o n  5 déf in ie  sur  A par  : 

x ~ y < = > x , ( y  e t  y < x  

e s t  a l o r s  une r e l a t i on  d'équivalence sur  A. 

Les c lasses  d'équivalence de A pour l a  r e l a t i on  précédente son t  

I convexes e t  seront  appelées c lasses  de Klee de A ou encore c lasses  de A .  

I La relation<.de préordre sur  A indu i t  une r e l a t i on  d 'ordre ,  notée  5 ,  

sur  l 'ensemble des c lasses  de Klee de A ; plus  précisément, s i  5 e t  TI sont 

l e s  c lasses  respect ives  de x e t  y ,  on a : 

La r e l a t i o n  d 'ordre précédente e s t  appelée r e l a t i o n  d 'ordre de Klee. 

l Soient A un ennemble convexe non vide de l ' a p a c e  v e c t o d d  E e;t 

1 l ' e ~ n m b l e  d a  C X U A ~ ~ A  de A. On a (l), (21 eA ( 3 )  : , ,  

( 7 ) Toute c l a h  e ri de A e ~ l t  convexe et TI =. i r  [TI] 

( 2  1 5 et ri &.tant deux C X a ~ h a  de A, on a la d e u x .  équLvalenceA huiuanltu : 
. O- 

. . 
5 ri <=> 5 C l i n  TI. 

5 < <=> c ( l i n  ri) Q ri. 



( 3 )  Si ri ut une Use de A ,  &a 

A " L [ T I ] =  U E 
S E C  , E5n 

et L [ri] e s t  une v a h i é t é  d 'appui  de A ( c l  u.t-à-the que A % L [ri] es2 con- 

v e x e ) .  

Démonstration ------------- 
( 1 )  Montrons que ri = ir[ri]. So i t  x un point  de ri e t  s o i t  D une 

d r o i t e  de  ri] contenant x. Puisque ri engendre L[n] , il e x i s t e  une v a r i 6 t é  

V de dimension f i n i e  contenant D e t  t e l l e  que ri n V engendre V.  ri fl V 

admet un i n t e r n a t  non vide  dans V ( v o i r  [15], théorème 4 ) .  De p l u s ,  ri n V e s t  

formé de po in t s  équivalents  dans A ,  donc aucun point  y de l a  f r o n t i è r e  de 

ri n V dans V (muni de l a  topologie canoniqile) n ' e s t  dans A ( c a r  s i  z e s t  

dans l ' i n t e r n a t  de ri n V dans V ,  e t  s i  y E ri n V ,  l a  demi-droite 

A = A (  [z+y) s e r a i t  % e l l e  que A n ( r i  fl V )  = [z ,y] (d ' ap rès  l e  théorsme 7.11 

de [32] ) ; d'où l a  c o n t r a d i c t i o n ) .  Par s u i t e  ri n V e s t  algébriquement ouvert 

dans V ; d'où l a  conclusion compte tenu du f a i t  que x E ( r i  n V )  0 D e t  que 

D C V. 

( 2 )  La démonstration e s t  immédiate. 

( 3 )  Posons 

" .  
On a S n C  A n  L[V] d 'après  l e  ( 2 ) .  

Réciproquement, ' s i  x E A n L L ~ ]  , a l o r s  x appar t i en t  à une çerqtairle ..- 
c l a s s e  de A qui e s t  ,< ri d 'après  l e  ( 1 ) .  . .- - 

Montrons que L[ri] e s t  une v a r i é t é  d'appui de A .  

Raisonnons par  l ' absurde  en supposant que A % L [ri] e s t  non convexe. 

Il e x i s t e  deux points  a e t  b de A %  ri] t e l s  que ]a,b [ contienne un po in t  



c de A  n ~ [ n ]  donc de S . O r  t o u t  p o i n t  de ] a ,b r  e s t  manifestement équiva- n 
l e n t  (dans A )  à c ,  e t  p a r  s u i t e  ]a,b[ e s t  contenu dans S . On en d é d u i t ,  n 

puisque S C ~ [ n ] ,  que [a,b] C ~ [ n ] ,  d 'où l a  con t r ad ic t ion .  n 

Nous a l l o n s  maintenant exprimer une p a r t i e  extrémale d'un convexe en 

termes de c l a s s e s  de Klee. 

S o L t  A une p&e de l '  enpace ve&o&.l E .  Une p d e  F de A 

at di;te p&e exZtémde de A s i  : 

( ut une p m e  exttrémde de A ) .  

4 . 7 . 4 . -  PhoposiXion 

Soient A un convexe non vide de t ' Upace ve&o&i& E & 4' en- 

~ e m b l e  d~ cl ans^ de A.  A l o u ,  p o u  toute  p.Cie F' de A, ta m a m a m  ( 7 ) , 
( 2 )  eX ( 3 )  sont équivdentes : 

( 7 )  F a i t  une p W e  ex&ém&e de A. 

( 2  ) F ~ . t  héunion d u  étémen& dl une s e d o n  commençante de 1 (donc, en p~2r~v 

LLcuLim, une tléunian de d a s a a  de A ) .  

( 3 )  F ut une s e d a n  commençavLte de A ( p o u  $1 

Démonstration a ,  ------------- 
( 1 )  => ( 3 ) .  

I l  s u f f i t  de montrer que, s i  x e t  Yér i f ' i en t  y E F,  x E A e t  

x ,( y ,  a l o r s  x E F ; ce  q u i  e s t  immédiat. *' 

(3 )  => ( I l *  

S i  x e t  y son t  deux éléments de A t e l s  que ]x,y[ F # @, Qn a, 



en désignant par z un point de ]x,y[ n F, x 4 z et y 4 z ; d'où la conclu- 

I sion. 

C'est évident. 

4 .2 ,  CARACTERZSATZUN GEOMETRZQUE DES HYPERCONVEXES  

I La proposition suivante met en évidence certaines propriétes des classes 

I * d'un hyperconvexe. La technique utilisée dans la démonstration de cette proposi- 

tion est analogue à celle utilisée par Klee dans le (2.4) de 1261 pour étudier la 

structure des hypercônes en un point. 

4.2.0.- Lemme 

Sa i t  A un hypmcanvexe. S i  x ct y dont deux p o i m  d A 4 2 n a 2  de 

A, d a t c n  A([X-+~ ) ou ~([y-tx ) a i t  dam A. 

Démonstration 
.. 

------------- 
Cela résulte du fait que A n A et A fl CA sont des convexes complé- 

I mentaires de la droite A = A(x,y). 

4.2.1 . - PkapoaLtion 

Soient, dam L1apace  vec to tud  E ,  A e.t B deux convexeq non v i d a  

l *  ( 2 )  ToLLte clasde n de A a i t  un demi-apaee de L [ri] dgéb/uqument p u v m  

~ aaug d i  A a i t  un cohypmcône en n ; d i  A n ' u t  pas un cohypacône' en ri, 

T~ = u 5 a i t  un convexe de C1hypeirpCan H. d e  L [n] botdant Q. 

SEC, 5<n n 
œ -  

( 3 )  S i  T-I a i t  une clasde de A d i  A . n'a.? pas  un cohypmcône en ri ,  l e  -. 

$ion 3 . 2 . 9 )  a i t  une clasde de B .  



Démonstration ------------- 

(1) Soient 5 et ri deux classes de A, x iz 6 et y E ri. On a 

x < y  ou y ,(x d'après le lemme 4.2.0, d'où la conclusion. 

(2) Soit ri E 1. 
Montrons que ri =  ri] si et seulement si A est un cohypercône en 

Si A est un cohypercône en , ri est une classe de A d'après le ( 5 )  de la 

proposition 3.2.3 car un point de A non situé dans ri ne peut être équivalent 

à un point de ri. Réciproquement, supposons que ri = L [ri]. Si x E ri e t  si A 

est une droite passant par x et non contenue dans L [ri] alors, compte tenu du 

fait que ri est une classe de A et de la complémentarité de A et B, 94 voit 

facilement que A (A % ri) est une demi-droite épointée issue de x ; d'oh la 

conclusion d'après le théorème 3.2.8. 

Supposons maintenant que A n'est pas un cohypercône en n, donc que 

ri # L [ri] . ri est algébriquement ouvert dans L [ri] (d' après le ( 1 1 de la propo- 

sition 4.1.2) ; par suite lin ri # L[n] (voir [32], théorème 1.1.4). Sn est 

distinct de L[O] car on a S C lin ri f  ri] (d'après le (2) de la proposi- 
ri 

tion 4.1.2).  après le théorème de Hahn-Banach ( ~ a r  exemple), il existe dans 

 ri] un hyperplan 
Hri 

séparant S = A n L[V] (voir le (3) de la proposition 
ri 

4.1.2) et B n L [ri] tel que ri soit situé dans un demi-espace D algébrique- 
i1 

ment ouvert de L[n] limité par H (d'après le théorème 2.7 de [32] ) ; les 
ri 

points de D étant des points de A n L[OJ équivalents (dans A) aux p~ints de 
ri 

ri, on a donc Dq - - ri. De plus, comme T et ri sont disjoints et comme 
ri 

Tri U n = S n C  H U ri, on a donc T = H n S ;.d'où la conclusion. 
rl ri ri ri 

4f 
(3) Comme Sri = A I l  ~[n] c H T i U  ri,.x- ë<t donc dans B r\ L et 

-. * 
par suite dans B. Soit ri1 la classe de B contenant ri ; montrons que 

* 
ri, = . ril n'est pas une variété (sinon 

ri 1 
contiendrait ri ) , donc le demi- 



* 
espace q 1  de ~ [ ' i ~ ]  algébriquement ouver t  e t  a s s o c i é  à n 1  e x i s t e  e t  e s t  

* * 
contenu dans A. On v o i t  fac i lement  que 

Tl 1 
3 ri ; o r  i i l  e s t  formé de p o i n t s  

O 
équ iva l en t s  dans A ,  donc n; = n  e t  p a r  s u i t e  n l = n .  

4.2.2.- Lmme 

Soct (AiliEI un enamble .to.talement ofidonné ( p a  doficément pm 

indun ion)  de convexa de l ' a p a c e  v e c l t o ~ d  E coZncidant avec l e u u  inte.hnw2 

f i d a t i d h  e t t e l p u e  A . C  l i n A  a i  i <  j ( i , j  € 1 ) .  Alo t i s  u Ai U.t 
1 j ~ E I  

convexe. 

Démonstration ------------- 
E l l e  e s t  é l émen ta i r e .  

Le théorème su ivan t  f o u r n i t  une c a r a c t é r i s a t i o n  d'un hyperconvexe en 

termes de demi-espaces. 

a.- Soient un e m m b l e  
{ViliEI 

non vide ito;taemevLt ofidonné pafi inclu-  

aion de v d é . t é b  de dunemion 1 d'un espace vecXotUel E et, pouh t a U A  

i E 1, un hypmplan H~ de vi véhidiant (il et ( L i )  : 

(i) P ~ w  .toUA x E E li i21 H ~ ,  U erid.te i E 1 .tel que x E Vi 2. Hi. 

(&) Pouh touX i E 1 at pouh tou;t j E 1 avec j < i (va& 4.0. P )  , on 

A l o u ,  en déaignant pm ni & B.  la deux derni-espaces de vi aLgébhiquentW 
1 

( 1 )  S i  n H~ # @, A et B sont deux hypmcôna a6bocCéa d ' m é t e  n H ~ .  
i s I  ~ E I  

( 2 )  S i  fi H = @, A et B aavtt deux coconvexa a6asbociéa de E ,  et an a 
i i ~ 1  



( 3 )  L e n  ( trenp.  : Les B. 1 sont Les d a s e n  de A ( t r enp .  : de B I  et 
1 

L1 otrdrre t o t a l  suh L' ememble (A. 1 
i ~ E I  

obtenu à pcu&h de 4' otrdtre t o Z d  bu& 

I en;t llotrdhe de Klee suh l lememble den  dmsen de A. 

b.  - Réciptroquement, s i  A B sont deux hypetrcônen non v i d a  

( trenp.  : deux coconvexen) a s o c i é ~  d'un enpace vectotrid E ,  bavct du m&e 

type que ceux trencoM;ttLéh en ( 7 )  ( t renp .  : ( 2 ) ) .  

Démonstration ------------- 

a.- A et B sont convexes d'après (ii) et lemme 4.2.2. A et B 

2 
sont disjoints car, pour tout i ,  E 1 , A. 0 B = 0 (d'après (ii)). 

1 j 

Montrons (3). 

Les Ai sont les classes de A car chaque A. est forme de points 
1 

équivalents dans A et car si j < i (i et ~EI), on a A.C H. (et par 
J 1 

suite un point de A n'est pas équivalent à un point de Ai). 
j 

De même les 
Bi 

sont les classes de B. 

2 
Enfin le reste de l'assertion (3) résulte du fait que si (iyj) E 1 , 

on a i ( j si et seulement si A i C  lin A (d'après (ii)). 
j 

Avant de montrer que l'on a (1) et (2), montrons que l'on a : 

Si x E A (resp. : B), il existe i E 1 tel que x E A. (res~. : Bi), donc 
1 

x 4 H i  Réciproquement, si x 4 n Hi, d'après (i), il existe i E 1 tel que 
~ E I  

Montrons ( 1 ) . 
Soit x E n H.. Pour tout i E 1, x E Hi, donc B. = 2x - A. et 

1 
~ E I  

1 1 

par suite B = 2x - A. On en déduit que A U B = A U (2x-A), donc, d'après (11, 

pue A U (2x-A) = E 2. fl Hi ; il suffit alors d'appliquer le corollaire 3 .2 .6 .  
i ~ 1  



Montrons (2). 

A et B sont des convexes complémentaires non vides et aucun d'eux 

n'admet pour classe une variété ; A et B sont donc des coconvexes associés 

d'après le (2) de la proposition 4.2.1. 

Montrons que N ~ [ A ]  = N~[B] = H-(O)- 
ieI 1 

D'après la proposition 3.1.3, il suffit de montrer que N~[A] = 

fl ~ ~ ( 0 ) .  Or, pour tout j E 1, on a, d'après la proposition 3.1.2, 
i ~ 1  

( n ~ ~ ( 0 ) )  + A. C A car N~?[A.] = Hj (O) ; d'où, d'après la proposition 3.1.2, 
i ~ 1  J j J 

f i  H. (O) C N~[A]. Réciproquement si i E 1 et si A  est une droite homogène 
1 i ~ 1  

contenue dans ~l [A] on a A .  + A c  Ai : en effet, on a A. + A  C A (par 
1 1 

hypothèse) et A. + A est, d'une part, formée de points équivalents dans A 
1 

et, d' autre part, rencontre Ai . L'inclusion A. + A  C Ai montre alors que 
1 

b.- Soient A et B deux hypercônes associés ou deux coconyexes 

associés et soit 1 = 1 l'ensemble des classes de A ; 1 est totalement ordon- 

né (dl après le ( 1 ) de la proposition 4.2.1 ) . 
* 

Si n E 1, on pose , ,  = ~ [ r i l  Y A = n et B = n . L'ensemble 
rl rl 

{vi'iE~ est alors totalement ordonné par inclusion car si i et j E 1 avec 

i. < j ,  on a V.C V et V. # V  (d'après le (2) de laproposition 4.2.1). 
1 j 1 j 

On a A = U A,, (de façon évidente) et B = U B,, (d'après le (3) de la 

 CC 
proposition 4.2.1 ) .  

Montrons que (i) est vérifié. Pour cela, il suffit de montrer que, si 

Hri , alors x E A OU x E B (pour un certain n )  . Or, c'est clair 
i1 rl 

si A et B sont des coconvexes. Si A et B sont des hypercônes asspciEs, 

il suffit de montrer que x n'appartient pas à leur arête ; or, si x apparte- 

nait à l'arête de A et de B, x appartiendrait à chaque (d'après le ( 5 )  

de la proposition 3.2.3). 



Enfin (ii) est une conséquence immédiate du (2) de la proposition 

4.2.1. 

4.2.4.- Rematrquu et dé6ini;tion 

Avec les notations du a.- du théorème 4.2.3, on a : 

1 )  A contient une plus petite classe (pour l'ordre de ~lee) si et 

seulement si 1 possède un plus petit élément donc si et seulement si 
"i'iE~ 

possède une plus petite variété (pour l'inclusion) donc encore si.et seulement ai 

'Hi'iE~ possède une plus petite variété (pour l'inclusion). 

2) {viliEI possède une plus petite variété si et seulement si 

En effet, si "i'iE1 possède une plus petite variété V alors 
j 

H. est plus petite variété de {HiliEI. J 

Réciproquement, si f? V. # n Hi et Si X E ( vil ( n Hi), 
1 

i ~ 1  i ~ 1  ~ E I  ~ E I  

il existe k E 1 tel que x E V % ; on voit alors facilement que Vk ré- 

pond à la question. 

3) Si A est un coconvexe, A ne contient pas de plus petite classe 

(pour l'ordre de Klee) car n Hi = @. Par contre, si A est un hypereane, il 
i €1 

peut arriver que A contienne une plus petite classe (par exemple si A es8 un 

demi-espace algébriquement ouvert), auquel cas A est dit hypercône de prepièye 

espèce, ou que A n'ait pas de plus petite classe (voir proposition 4.3.31, 

auquel cas A est dit hypercône de deuxième espèce. 

4) Compte tenu du l), du 2) et du 3 ) ,  on peut dire que A est Cocon- . 
vexe si et seulement si n Vi = n Hi = @, que A est hypercône de deuxibme 

i EI ~ E I  

espèce si et seulement si n Vi = n H. # @ et que A est hyperc6ne de pre- 
i ~ 1  i ~ 1  1 

mière espèce si et seuïement si ( n V. # Hi et H. # @ )  
i ~ 1  1 i ~ 1  1 



5) Si A est un hypercône, on a également N ~ [ A ]  = H. (O). En 
~ E I  1 

effet, d'après le ( 1)  du théorème 4.2.3 et le (7) de la proposition 3.2.3, on 

a N ~ [ A J  = ( n H. )(O) ; on voit alors facilement, compte tenu du fait que 
i €1 1 

n H. # @ ,  que ( n  H~)(O) = n H-(O)* 
1 i€I 1 ~ E I  ~ E I  

Avec L a  notaLiom du a. - du théonème 4.2.3, l a  p h o p ~ é t é  ( ( i l  et ILL)  1 1 

ut équ,ivdente à La phophiété ( (Lü) et (Lu) ) et a u s i  à % phap~é;té ( v )  avec 1 1 

(Lü) Poun tolLt  x E E 2i n H ~ ,  Li! eeriste une p l u  p a e  vahiété de û1 
i ~ 1  

~ a m U e  < v ~ ) ~ ~ ~  contenant X .  

( i v )  P o ~ h  t a &  i E 1, avec i non p l u  p e ~ %  élémen;t de 1, on a 

( v )  Peuh to&e s e d o n  commençante s non vide de 1, on a : 

(et, en p a h t i c u t h ~ ~ ,   pou^ S = 1, u vi = E) 
i ~ 1  

gih~~strat ion 

1 Montrons simplement que ( v )  implique ( (i) et (ii)), les autyes points 1 
étant faciles à montrer. 

Soit x 4 Hi. 11 existe j E 1 tel que x 4 Hj. Si x E V 
i ~ 1  j ' 

I f  c'est terminé. Sinon l'ensemble S = (i 1 x 4 V. 1 est une section commençante 
1 

non vide de 1. Par définition de S, on a (a) et ( 6 )  : 



D'après ( v )  e t  ( a ) ,  on a ( y )  : 

CU après ( y )  e t  (B), il e x i s t e  donc i E 1 Q, S t e l  que x E V. et x 4 Hi ; 
1- 

d'où l a  conclusion.  
a. 

(v) => (i i) .  

Soient  k e t  j E 1 avec k < j ; il f a u t  montrer que, Vk C H . .  
J 

L'ensemble des i E 1 v é r i f i a n t  i 6 k e s t  une s e c t i o n  commençante non v ide  

de 1. On a donc u Vi = n Hi ; d'où l a  conclusion.  
isk i > k  

4 . 3 .  STRUCTURE GEUMETR12UE DE L 'HYPERCONE ATTACHE A U N  C U C O N V E X E  

4 . 3 . 7 . -  D é ~ i W o n  

S i  A e s t  un hypmcône non vide ou a i  A e s t  un coconvexe on a& 

( 2 )  eA 3 )  de la h~at rque  3 . 3 . 6  et théohème 3 . 4 . 7 )  q u ' a  e x h t e  un et un 6euR 

hypmcône D en N ~ [ A ]  t e l  que A+D = A. D es t  dLt hypmcône a&Àxché à A 

(Le cacl intéhesaant e s t  en 6ai.t Le cacl où A e s t  un coconvexe). 

Le bu t  de ce paragraphe e s t  de donner l a  s t r u c t u r e  géométrique de D. 

Auparavant, nous a l l o n s ,  dans l e  lemme su ivan t ,  é t u d i e r  ce  que devient  A 

l o r squ 'on  soumet chaque H. à une t r n a s l a t i o n  (dépendant de i) convenable. 
1 

w 4 . 3 . 2 . -  Lemme 

SoLt (avec Les not&om du a. - du Xhéonème 4 . 2 . 3  1 A = u Ai un 
~ E I  

hypmcône non vidc ou un coconvexe de L'eelpace vectotUeX E .  S o a ,  p q u h  

i E 1, une vahiété H i  &amLatée de Hi de $&te hoMe que, 6 i  j < i 

1 ( j  ,i E 1), on aLt H; C HI. AL~M A = u (A~+H;)  ut un hypmcône ou un 
i ~ 1  

coconvexe de E et Le noyau de f i ~ é W é  de A' e s t  NL[A] . S i  

n (H.+H;) = 1 
1 

m, A e s t  un coconvexe s i  n ( H ~ + H !  ) # fl, a* wz 
i ~ 1  ~ E I  1 



Démonstration ------------- 
On peut vérifier aisément que, si x E H' on a : 

i ' 

I 1 Posons, pour tout i E 1, V. = V. + H! et H. = H. + H!. 
1  1  1  1  1  1  

Les VI sont toutes distinctes (car V! est une translatée de vi) 
1  1  

et l'ensemble IV;} est totalement ordonné par inclusion au moyen de l'ordre 

sur 1 car, si j < i, on a V.C V. et H! C H!. 
J 1 J 1 

De plus ' est un hy-perplan de VI et A. + H! est un demi-espace 
Hi 1  1  1  

1 1 
algébriquement ouvert de V. limité par l .  Montrons que A est un hyper- 

1  Hi 

cône ou un coconvexe de E : pour cela il suffit de montrer, d'aprss la propo- 

sition 4.2.5, que si S est une section commençante non vide de 1, on a : 

Soit j E S  et soit x E H!. Onaalors : 
J 

fl (H.+H! ) = n (H.+x) (d'après ( a ) )  
i&s 1 1  

i &S 1 

= x +  U Vi (d'après le (v) de la proposition 4.2.5) 
i ES 

= U (Vi+x) (par hypothèse) 
isS,i2j 



= u (v~+H!) (d'après (8)) 
1 i~S,i>j 

= u (vi+H! ) (par hypothèse). 
i ES A 

Montrons que Ne [A'] = NL [A] . 
4 D'après le (2) du a.- du théorème 4.2.3 et le 5 )  de la remarque 4.2.4, 

Les deux dernières assertions du lemme résultent du a.- du théorème 

SoLt (avec la nota-tiorcl du a. - du théokème 4.2.3 1 A = u Ai un 
i ~ 1  

hypmcône non vide ou un coconvexe de L'enpace v e c t o L d  E .  A b o ~  

D = u ( A ~ - H ~ )  e6.t L'hypacône attaché à A. De p l u ,  h i  A ut un coconvexe, 
~ E I  

D en t  de deuxième apèce .  

Démonstration ------------- 
~'après le lemme 4.3.2, D est un hypercône en fi (H.-H.) = n H.(o) 

~ E I  1 1  ieI 1 

= N ~ [ A ]  . De plus, si A est un coconvexe, D est de deuxième espèce, d'après 

le 1) et le 3) de la remarque 4.2.4. 

Montrons que A+D = A, ce qui assurera la conclusion. 

Il est clair que l'on a (a) : 

.) 

On a en outre ( B )  : 

(8) Si j I i (i,j E 1), alors A. + (A.-H.) = A i  + (A.-H~) =Ai. 
1 J J  J 



En e f f e t ,  on peut  supposer j < i ( l e  ca s  i = j  s e  résoud f ac i l emen t )  ; 

corne V .  c Hi ( d ' a p r è s  l e  ( i i) du théorème 4 .2 .3) ,  on a A 
j Hi 

e t  H .  Hi ; 
J J 

il en r é s u l t e  que A - H e t  A - H. sont  contenus dans ~ ~ ( 0 )  ; o r  
j j j 1 

~ ~ ( 0 )  = N ~ [ A . ]  ; d'où ( 6 ) .  
1 

La conclusion r é s u l t e  de (a) e t  ( 6 ) .  

Réciproquement (avec l e s  n o t a t i o n s  du théorème 4 .2 .3 ) ,  s i  D = U Ai 
i p 1  

e s t  un hypercône (de  seconde espèce)  admettant pour a r ê t e  un sous-espace v e c t o r i e l  

de E e t  s i ,  pour t o u t  i E 1, H! désigne une v a r i é t é  p a r a l l è l e  à H. de t e l l e  
1 1 

s o r t e  que, s i  j < i ( j , i  E I ) ,  on a i t  H! C H f  e t  s i ,  en o u t r e ,  f l  ~f = @, 
J i ' ~ E I  

a l o r s  U ( A . + H ! )  e s t  un coconvexe admettant  D pour  hypercône a t t a c h é  
i ~ 1  1 1  

(lemme 4.3.2) ; de p l u s ,  l a  p r o p o s i t i o n  4.3.3 montre que t o u t  coconvexe ayant  

D pour hyperêone a t t a c h é  e s t  du t y p e  précédent .  

4 . 4 , -  PARTIES EXTREMALES D'UN HYPERCONVEXE 

4 . 4 . 7 , -  U é d i W o n  

Une dace d'une p W e  A d'un apace vec;toh.ieX E U R :  une p W e  

ex&émde convexe. 

La p ropos i t i on  su ivan te  montre que s i  A e s t  un hyperconvexe, t o u t e  

p a r t i e  extrémale de A e s t  une f ace .  

4 . 4 . 2 . -  PtropoaLCion 

Soient A e,t B deux p a h t i a  complémentda de L 'upace  v e o t o ~ e l  

E. A l o u  la a66err;tiom ( 7 1 et i 2  ) d o n t  éq lUvdenta  : 

( 7 )  A et B d o n t  convexa. 

( 2 )  ToLLta la pcatla exZtémda de A eA B d o n t  d a  daca.  



Démonstration ------------- 
(1) => (2). 

Si A = (8 ou si B = (8, c'est trivial. Sinon, il suffit d'appliquer 

le lemme 4.2.2, la proposition 4.1.2. et la proposition 4.1.4. 

(2) => (1). 

A (resp. : B) est une partie extrémale de A (resp. : B). 

( 7 )  A at un cahypmcône 

( 2 )  A pab~ëde une dace q u i  u-t une va~Lé; té .  

( 3 )  A pabdëde une dace q u i  ut un cône pointé. 

Démonstration ------------- 
(1) => (2). 

Si A est un cohypercône en V, V est la plus petite classe de Klee 

de A ((2) de la proposition 4.2.1) ; la conclusion est alors une conséquence 

de la proposition 4.1.4 et de la proposition 4.4.2. 

(2) => ( 3 ) .  

C'est immédiat. 

(3) => (1). 

Soit F le cône en question et soit x un sommet de F. Montrons que 

A est un cône de sommet x (ce qui assurera la conclusion d'après le théorème 

3.2.8). Soit a E A avec a # x. Si a E F, la demi-droite ~([x-ta) est dans 

F (par hypothèse), donc dans A. Si a 4 F, la demi-droite A( [a-tx) n'est pas 

dans A (car x E F et F est une face), donc ~([x-ta) est dans A (lemme 

4.2.0). 



4.4.4.- Lemme 

S i  A ut un hypehconvexe de t' Upace vectaruet E eA w une v a h i é t é  

d'appui de A ( c ' u t - à - d h e  W n  A # 0 et A .L W convexe) q u i  hencon;ttLe E % A ,  

d o a h  w a i t  une vaitiété d'appui de E .L A. 

Démonstration ------------- 

On peut raisonner par l'absurde en utilisant le fait que si a E A ,  

le symétrique par rapport à a dl un segment situé dans E % A est dans A 

(il suffit, en fait, de choisir a dans A n w). 

4.4 .5 .  - PtopobLtian 

Soient, dann un apace  vecto&iet E ,  un hypmcanvexe A de E et 

F une dace non vide de A. A l o u  L[FJ .L F ~t une Jace de E .L A.  

Démonstration ------------- 

Elle résulte du lemme 4.4.4 et de la propriété élémentaire suivante : 

une face non vide d'un convexe est la trace d'une variété d'appui (voir, par 

exemple, [I 71 ) . 



CHAPITRE V 

ETUDE ANALYTIQUE DES HYPERCONVEXES 

5.0.1. - Le paragraphe 5.1 de ce chapitre est consacré à 1' introduction 

et aux premières propriétés de la notion de P-famille ; comme cas particulier de 

cette notion (plus précisément lorsque 3 = { O }  et par suite gi = f. ) , on re- 
1 

trouve la notion de famille s(F,~) de Klee ( [26], page 55). Le résultat (2.1 ) 

de [26] apparaît comme cas particulier de la proposition 5.1.5. 

L'étude des P-familles minimales est faite dans le paragraphe 5.2. ; 

ces P-familles, qui apparaîtront dans la suite comme un outil plus maniable que 

les P-familles quelconques, s 'introduisent. naturellement (proposition 5.2.3) ; 

diverses caractérisations en sont données (proposition 5.2.4). 

Le paragraphe 5.3 comprend le résultat essentiel de ce chapitre 

(théorème 5.3.1) ; ce théorème fournit une caractérisation des hyperconvexes en 

termes de P-familles minimales ; le résultat de Klee (théorème (2.5 ) de [26] ) 

fournissant la structure des hy-percônes en O apparaît alors comme corollaire 

immédiat du théorème 5.3.1. La remarque 5.3.2 est relative à l'ordre sur l'en- 

semble des indices d'une P-famille minimale et sera fort utile dans la suite. 
I 

Le paragraphe 5.4 est consacré à l'étude analytique de l'hypercône atta- 

ché D à un coconvexe A ; il fournit la structure analytique de D à partir 

de celle de A (proposition 5.4.2) et réciproquement il donne la structure ana- 

lytique de tout coconvexe admettant D pour hypercône attaché ( remarque 5.4.3 ) . 

5.0.2.- Rappel é1érnevLta.h 

Les familles (xi)iEI et (yjIjEJ sont égales si J = 1 et si 



x.  = y i  pour t o u t  i E 1. 
1 

La f ami l l e  
( X i ) i E I  

e s t  d i t e  ordonnée s i  1 e s t  ordonné, l a  f a m i l l e  

( y j ) j E J  e s t  d i t e  f a m i l l e  ordonnée e x t r a i t e  de l a  f a m i l l e  (xi)iEI s i  c  l e s t  une 

f a m i l l e  e x t r a i t e  ( J C  1, = x  pour t o u t  j E J) e t  s i  e l l e  e s t  ordonnée au  
j 

moyen de l ' o r d r e  s u r  J i n d u i t  p a r  c e l u i  de 1 ; par  exemple s i  
( X i ) i ~ ~  e s t  

c une f a m i l l e  ordonnée, l a  f a m i l l e  v ide  en e s t  une f a m i l l e  ordonnée e x t r a i t e .  

'i é t a n t  une forme l i n é a i r e  a f f i n e  s u r  un espace v e c t o r i e l  E ,  l a  

forme l i n é a i r e  a s soc i ée  e s t  notée f .  ( f i  e s t  donc l a  forme l i n é a i r e  unique 
1 

I t e l l e  que 
g i 

- f .  s o i t  cons tan t  s u r  E ) .  
1 

On pose Ker g  = I x  E Elgi(x)  = 0) .  i 

On dina pue û1 dam*eee 'f - - ut une P-&.mil le  am Ltapace  

vec;torti& E s i  &e U X  comtLtuée p a t ~  d u  domu finéainu addinu buh E, 

s i  f i e  u X  XoXdemen;t otdonnée c?;t s i ,  peuh t a &  x  E E % K avec 3 
= n Ker g . ,  il exinXe un indice noté 

1 
i3 ( x )  t e l  que l ' o n  aLX : Kd i c i  

" 
On pose a l o u  A$ = {X E ~l~~ ( X )  ( X I  > O 1  , Bd - - I x  E E l  gi ( X )  ( x )  < 01, L'en- 

$4 q 
semble {A B 1 u X  appelé $ -enamble de l a  P- &undYe 9 . On pose, p o m  

* 4 '  9 



Remattquu (avec l e s  n o ~ o m  pt~écédentul 

1 ) Un gi peut  ê t r e  éventuellement une cons t an te  r é e l l e .  

2 )  si 1 = @ 5 = (pi)iEI e s t  automatiquement une P-f a m i l l e  

3 )  Les n o t a t i o n s  K1 , Hi ( $ ) y vi ( 5 ) s e r o n t  p a r f o i s  u t i l i s é e s  

dans l a  s u i t e  pour une f a m i l l e  ordonnée 9 = ( q l i E I  (même s i  51 n ' e s t  pas  

* 
une P-famil le  ) . 

e s t  une P-famil le  s u r  E e t  s i  
* 1 l 8  4) S i  $ = (r i ) iEI  E(R+)  y 

a l o r s  9' = (r p . )  e t  % " =  ( - r . g .1  sont  des P-famil les  e t  on a  : i 1 ~ E I  1 1 isI 

5 )  S i  l a  f a m i l l e  $j = (p .  l i E I  e s t  c o n s t i t u é e  de formes l i n é a i r e s  
1 

a f f i n e s  s u r  l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  E e t  s i  1 e s t  muni de l ' o r d r e  i n v e r s e  d'un 

bon o r d r e ,  a l o r s  9 e s t  une P-famille s u r  E. 

5.7.2.- Lmme (hnméa!ht) 

Soient, dam l 'espace vectoirid E ,  un hypmplan H eA une v&été 

W .  S i  H n w # @, d o m  H fl w ut un hypaplan de w ou ut é g d  à W .  

5.1.3.- Lemme 

S o i t  & = (giIiEI une p-~amdYe am l'espace vectoirid E .  Un a : 

" et B 9  
6 0 n t  deux convexes did juin& te& que A u Be3 = E 2. K9 . 9 

2 )  P o u  tolLt i E 1, D .  ($ ) e s t  OU vide ou un demi-espace dgébiriquement ouveht 
1 

I - de L [ D ~  ( % )] OU une vahiété ; p l a  pécisément on a ( a )  et ( b )  : 

( a )  D~ ( 9 ) e s t  un demi-espace dgébiriquement ouveht de L [ D ~  (9 )] 
L 

6 i  et oeu,tement 6 i  ( H . ( $ )  # @ et ~ . ( f j )  + @ ) .  en es t  h i ,  ~ ~ ( 9 )  ut 
1 1 

un demi-espace dgébiripuement o u v a t  de v i ( $ ) ,  U n i t é  p u  ~ ~ ( 9 )  et D f ( 9 )  
1 

e s t  l e  demi-espace dgébiriqument ouveht de vi( $ ) asnocié à D. (%  1 .  
1 

( b )  ~ ~ ( 6 ~ )  e s t  une vahiété h i  et ~ e u h m e n t  h i  H (4 1 = et 
1 

D. (9 ) # @) .  s ' a  en e s t  U i n A i ,  D . ( 9  ) = v . ( Y  ), D r ( 9  ) = @ &, p o u  +totOUt 
1 1 1 C 



3 )  S i  i # j i j  E 1 ,  Di(j) f~ Dj(t3) = @. 
4) S i  ~.(6j) e s t n o n  v ide ,  ~ ~ ( 9 )  e s Z u n e d a n n e d e K l e e d e  A ; lu 

1 i 
élémenh de l' ememble d e s  d a n s a  de Klee de A sont donc l e s  D ( non 1 1 

v i d a .  
+ 

5 ) S i  x eA ~ E A  o n a :  4 

Démonstration ------------- 

1) La démonstration est immédiate. 

2 )  (a) se montre aisément à l'aide du lemme 5.1.2. 

Montrons seulement le dernier point de (b) : si j < i, on a 

Dj($)u D;(Q)cv.(~)c J .  H.($) 1 ; or H.($) 1 = @ ; donc Dm($) =D?($) = @. 
J .l 

3) Supposons, par exemple, j < i, Di ( 5  ) # @ et Dj ( g ) # @ (le cas 

où Di($ ) = @ ou Ilj(%) = @ est trivial). D'après le (a) de 2 ) ,  D.($ ) est 
1 

un demi-espace algébriquement ouvert de Y. (3 ) limité par Hi($) ; la conclu- 
1 

sion résulte alors du fait que l'on a D.(q )CH.($ ) .  
J ., 1 

4) D'après le 2 ) ,  les éléments de Di(9 ) sont équivalents dans A . 4 y 

la conclusion résulte alors du 3) et de l'égalité A = u D.(q). 4 i.1 1 

5 )  C'est une conséquence de 4). 

1 5.7.4 . -  Remahque 

Les résultats du lemme 5.1.3 formulés dans l'ensemble pour et 
. 

les D~(Y ) ont des analogues évidents pour et les Di * ( $  7 ) . 

5 .  7 . 5 .  - Pkopob&ion 

SoLt -$ = une ~-&uniL te  de l ' a p a c e  vectotieX E .  

1 )  n i  K # 0, Ag et B n o n t  deux hypencona m m c i é h  d 1 a h 2 e  
$3 9 Kti 



h o n t  deux c o c o n v e x a  a6600ié6 et on  a NL[A 1 = fi Ker fi ( v o i t  5 . 0 . 3 ) .  4 i EI 

~émonstration ------------- 

1) C'est une conséquence du 1) du lemme 5.1.3 et de la proposition 3.2.10. 

2) Pour montrer que A 4 et B sont des coconvexes associés, il 4 
suffit, compte tenu du 1) du lemme 5.1.3, de montrer que A est un coconvexe ; 

f Ct 
il suffit donc de vérifier que A 

%! 
n'est pas un cohypercône et que Bc n'est 

<.Y 
s pas un cohypercône ; montrons, par exemple, par l'absurde, que Ac, n'est pas 

-4 

un cohypercône. 

Si A est un cohypercône d'arête V, V est une varisté et est une 
-9 

classe de 
A- 

((2) de la proposition 4.2.1) ; il existe donc i E I tel que 

V = D. ( $ 1  (4) du lemme 5.1.3).. D'après le (b) du 2) du lemme 5.1.3, on a donc 
1 ,  

Hi ( ) = ; d'où la contradiction. 

Montrons que NL [A 1 = Ker fi. 
Ya - i ~ 1  

On vérifie facilement que Ker f. C F T ~ [ A ~  ] ; montrons 1 'inclusion 
i ~ 1  1 

dans l'autre sens c'est-à-dire que, si y E N~?[A, ] et si i E 1, alors 
3 

y E Ker fi ; soit x E Hi(? ) ; on peut supposer que x E A; (car 
4 

N ~ [ A  2 ] = NL[B, 1 d'après la proposition 3.1.3) ; puisque x E H . ( ~ J )  on a 3 '3 1 

i.. (x) < i ; or 
9 is (x+Y) = i9 (x) (c'est clair si y = O ; sinon 

x + A(0,y) est dans A3 et on applique le 5) du lemme 5.1.3) et par suite 

ip (x+Y) < i ; d'après les inégalités i9 (x) < i et i (x+y) < i, gi(x) = O 
3 -9 

et gi(~+y) = O ; donc fi(x) = O ; d'où la conclusion. 
L 

Remahqua 

1 ) En particulier, si est constituée de formes linéaires, 

et B sont toujours des hypercônes d'arête un sous-espace vectoriel de E. 9 
2)  hypothèse faite sur les 

H~($ ) dans le 2) de la proposition 

précédente ne peut pas être négligée comme on le verra dans le théorème 5.3.1. 



5.2.- P-FAMILLE MINIMALE 

Une ~-&mi.Ue 9 nw E e6.t &e minimule h i ,  pouk .toU.te ~ -dmi l le  

hm E ex.tmLte d e  9 (c'est-à-&e que 9' est une d a m a e  oirdonvte 

e M e  d e  -f et 9' est une ~-&unLUe h m  E J  et di&jéirente d e  3, l e  $' 
-ensemble ea t  diddéhent  du % -ensemble ( en  p a h t i c u t i e n ,  h i  ea.t indexée pan 

l e  vide,$ est une p-@uni.Ue minhaLe). 

l 1 )  L ' i n t é r ê t  de l a  no t ion  de P-famil le  minimale a p p a r a î t r a  dans l a  

p ropos i t i on  5.2.3 e t  l e  théorème 5.3.1. 

l 2 )  Exemple : s o i t  f une forme l i n é a i r e  non n u l l e  s u r  E .  

'% = ( f i ) i E { i  ,PI avec f l = - f  e t  f 2 = f .  y = ( - f )  e s t  une P-famil le  mini- 

male e x t r a i t e  de f$ e t  on a A g ,  =y e t  B t ,  = A $ .  $ "  = ( f )  e s t  une 
3 

a u t r e  P-famil le  minimale e x t r a i t e  de 4 e t  on a 
A+ 

,, = A e t  BJ ,, = B j  . 9 
s o n t  indexées pa r  des  ensem- On remarquera cependant que ' e t  " 

b l e s  ayant  même c a r d i n a l  ( v o i r  l e  1 ) de l a  remarque 5.3.2) .  

3 )  Exemple : La f a m i l l e  ( 0 )  n ' e s t  pas  une P-famille minimale. 

S0i.t % =  une P-famil le  s u r  E. S o i t  I o = { i t l I  I X E E , ~  ( K ) = i l .  9 
- La damARee - (gi)iEI es.t une ~-&rni.Ue minimale ex.Zkaike de 9 et on a 

O 

C Eue he>ra appe lée  ~-&uni.Ue minimate canonique asaooiée à . 
* ~ é m o n s t r a t i g ~  

On v é r i f i e  fac i lement  que 4 e s t  une P-famil le  e t  que l ' o n  a 

Montrons que e s t  une P-famil le  minimale. S o i t  donc 9' = (gi)iEI, 

une P-famil le  e x t r a i t e  de ( 1 ' C  lo) e t  t e l l e  que l ' o n  a i t  ( 1 )  : 

( 1 )  Le fAn-ensemble e t  l e  '-ensemble sont  égaux. 9 



Montrons que 1' = Io ; il s u f f i t  pour c e l a  de montrer que, s i  

i E 1 a l o r s  i E I f .  
O 0 y O 

Par d é f i n i t i o n  de 
I o  , il e x i s t e  x E A.$ U Be t e l  que i:] ( x )  = io ; 

d 4 
comme i E 1 on en déduit  ( 2 )  : 

O 0 

Mais x E U B 3 '  (d ' ap rès  ( 1 ) )  ; donc il e x i s t e  i E 1' t e l  que l ' o n  a i t  

( 3 )  : 

Comme i E 1 il e x i s t e  U B t e l  que l ' o n  a i t  ( 4 )  : 
O 

( 4 )  donne, compte t e n u  du f a i t  que i E I V ,  ( 5 )  : 

( 5 )  

Compte t enu  de ( 3 )  e t  ( 5 ) ,  on ob t i en t  ( 6 )  : 

D'après l e  lemme 5.1.3, l e s  deux seu l s  cas su ivants  peuvent se  produire 

l e r  cas : x e t  y sont équivalents  dans A.& (ou 
L d 

B g  ) .  

On a donc ( x )  = i ( y ) ,  d'où i = i (d 'après  ( 2 )  e t  (4)). 
$ 0  O 

. 2e.cas : L'un  des po in t s  x e t  y e s t  dans une c l a s s e  de A g  , 1' a u t r e  dans 

une c l a s s e  de e t  ces deux c l a s s e s  sont  des demi-espaces algébriquement 

ouver ts ,  dans l a  v a r i é t é  qu' e l l e s  engendrent,  e t  associés .  Alors,  d ' ap rès  l e  

lemme 5.1.3, on a encore i ( x )  = i ( y )  ; d '  où l a  conclusion. 
30 



5.2.4 .  - PkoposiLLon 

$ 0 2  9 = une P- 6 m X e  sllh t' apace v e o t o ~ e t  E .  

( 1 I <1 a.t une P- &unUe  minhate.  

( 2 )  PouhitoLIt i ~ I , i e e h . t e  X E E  * & s u e  i = i g ( x ) .  

( 3 )  PouhitoUit i E 1, D i ( $ )  u D * ( $ )  a* non vide. 
1 

( 4 )  Pouh 20U.t i E 1, Ker gi D V . ( ~  ) .  
1 

( 4 ' 1  P o ~ . t o L I t  i E 1, ~ . ( f $ )  # ~ ~ ( 9 ) .  
1 1 L 

b.- S i  on suppose que, peuh . tout  i E 1, ~ ~ ( 9 )  e s t  non vide, u t o u  

LU anseJ&Lom ( 1 1 ,  ( 5 )  e;t ( 6 )  sont équivdente?s : 

( 5 )  P0uhXof.d i E 1, Ker f .  3 fi Ker fk .  
1 

k > i  

( 6 )  PCV. .ta& i E 1, f. nlappcuzZient pan à L'adhétrence (dam Le ducd d g é -  
1 

bhique E* niuni de .topologie 6aibLe a(E*,E) ) du sou-e6pace veC*oici& 

engendné plM L a  fk avec k > i. 

Démonstration ------------- 

a.- ( 1 )  <=> ( 2 ) .  

Cette équivalence r é s u l t e  de l a  proposit ion 5.2.3. 

( 2 )  <=> ( 3 ) .  

C'est  immédiat, compte tenu du f a i t  que D . ( $  ) iJ D r ( % )  = 
1 

( X E E ~ ~  . ( x )  = i l .  3 . ( 3 )  <=> ( 4 ) .  

(3 )  e s t  vé r i f i é e  s i  e t  sedement s i ,  pour t ou t  i E 1, . 
~ X E E I X E V - ( * J )  1 e t  g i (x)  # 01 e s t  non vide,  donc s i  e t  sedement s i ,  pour tout  

i E 1, V .  ( 9 )  Ker g.  # V.  (9 1, cies t -à-di re  encore s i  e t  seulement s i  ( I i )  est 
1 .  1 1 ,. 

v é r i f i é e .  

b.- ( 4 )  <=> ( 5 ) .  

En e f f e t ,  s i  i E 1 e t  s i  x e s t  un point de H i ( $  ) ,  on peut remar- 

quer que, pour t o u t  k  2 i ( ~ E I ) ,  on a : 



Ker f k  = Ker gk - X. 

On en dédu i t  que : 

Ker g .  3 n Ker gk <=> fi Ker gk # n Ker gk 
1 k > i  k> i kg i  

<=> ( n Ker %)-x # ( n Ker g  )-x 
k > i  k? i k  

<=> fl (Ker gk-x) # n ( ~ e r  %-x) 
k> i k> i 

<=> n Ker f  # fi Ker f k  <=> Ker f i  P fl Ker fk .  
k > i  k > i  k > i  

( 5 )  <=> ( 6 ) .  

C e t t e  équivalence s ' o b t i e n t  pa r  d u a l i t é ,  compte t e n u  du f a i t  que 

l ' o r thogona l  de n Ker f k  e s t  l ' adhérence  f a i b l e  dans E* du sous-espace 
k> i 

v e c t o r i e l  engendré p a r  l e s  f k  avec k  > i ( v o i r  [2] , pages 93 e t  94 ) .  

5 . 2 . 5 . -  Remanqua 

1 ) Compte t e n u  du b.- de l a  p ropos i t i on  5 .2 .4 ,  s i  $ e s t  une P-famil le  

minimale s u r  E  c o n s t i t u é e  de formes l i n é a i r e s  s u r  E ,  a l o r s  l a  f a m i l l e  $ e s t  

nécessairement  algébriquement l i b r e  dans E*. 

2 )  Voici un exemple typ ique  où l e  ( 6 )  de l a  p r o p o s i t i o n  5.2.4 e s t  v é r i -  

f i é  : s o i t  5 = (f i ) iEI  une f a m i l l e  de formes l i n é a i r e s  s u r  E  e t  topologique-  

* 
ment l i b r e  dans E* muni de o(E ,E)  ( c ' e s t - à -d i r e  que, pour t o u t  k  r 1, l e  

sous-espace v e c t o r i e l  fermé engendré p a r  l e s  f i  d ' i n d i c e  i # k  ne c o n t i e n t  

Pas fk ; v o i r  [2] , page 16) ; a l o r s  5 s a t i s f a i t  au  ( 6 )  de l a  p r o p o s i t i o n  5.2.4 

e t  c e c i  que l  que s o i t  l ' o r d r e  t o t a l  s u r  1. 

3) si 3 = (gi)iEI e s t  une P-famil le  minimale, l e s  gi sont  t o u t e s  

d i s t i n c t e s  ( d ' a p r è s  l e  ( 4 )  de l a  p ropos i t i on  5.2.4)  ; t o u t e f o i s ,  l a  réc iproque  



est inexacte même si on suppose que est une P-famille (voir le 3) de 1s 

remarque 5.2.2). 

4) L'exemple qui suit montre que l'hypothèse " ~~(.g ) # @"  ne peut 

pas être abandonnée dans le b.- de la proposition 5.2.4. 

2 soit E = ; posons gl(x,y) = x, gp(x,y) = y et g3(x,y) = x+y+l ; 

* on vérifie facilement que 
(gi)iE{ i , 2 ,3 }  est une P-famille minimale sur  IR^ ; 

toutefois le (5) de la proposition 5.2.4 n'est pas véiifié. 

5) si -(3 = (giIiEI est une P-famille minimale et si 

les assertions ( 1 )  et ( 2 )  sont équivalentes : 

(1) 3 i  r 1, H. ( 9  ) = @. 
1 

(2) 1 a un plus petit élément. 

Démonstration ------------- 

(2) => (1). 

i désignant le plus petit élément de 1, on a H.( 9 ) = K6 , donc 
1 

Hi($ ) est vide car K l'est par hypothèse. 

(1)  => (2). 
-% 

I Montrons que i est le plus petit élément de 1. Raisonnons par 

l'absurde en supposant qu'il existe j E 1 avec j < i. On a Y. (9 ) C IIi( $) ) 
J 

et H.(%)C H.($) ; donc v.($) = Hj($) = @ , ce qui est en contradiction 
J 1 .  J 

avec le fait que $ est une P-famille minimale (voir le (4' ) de la proposition 

t 5.2.4). 

5.3.- CARACTERZSATION ANALYTIQUE DES HYPERCONVEXES ! ~ 5 . 3 . 7 .  - Théo&i?me 

a. - S o i t  9 = 
(pi )ici une ~-~ami,Ue minimale hm l'upace vec;ta/Ud 

E. A l o m  on a ( 7 1 ,  ( 2 )  et ( 3 )  : 



( 2  1 S i  K = QI a 1 barn p l u  p u  élément, 3 & Bt5. n a n t  d a  cocon- 
(1 

vexes abbooién et on a N ~ [ A  ] = n Ker fi. 
3 i ~ 1  

( 3 )  S i  K9 = QI b i  1 a un p l u  pu% élément j, a l o ~  l e  9-ementble e a t  

cavt-lMué d'un hypwcône et d'un cahypmcâne aaociéa e t  dlme;te v ( t' ) . 
j 3 

b. - Récipaquement, a i  A et B a a n t  d e s  hypmconvexes abhociéa de 

l 'espace veotohid E ,  U e h t e  une P-&uniLte minhale 3 auii  E t&e que 

Démonstration ------------- 
a.- (1) résulte de la proposition 5.1.5. 

(2) résulte de la proposition 5.1.5 et du 5) de la remarque 5.2.5, 

(3) On a ~ ~ ( 1  ) = 0 (d'après le 5) de la remarque 5.2.5) ; d'autre 

part Dj (3 ) U D;( 9 > est non vide (d'après ( 1) et (3) de la proposition 5.2.4) ; 

supposons, par exemple, que D. (9 ) est non vide ; alors D. ( 9 ) = Vj ( 5 ) est 
J J 

une variété (d'après le b) du 2) du lemme 5.1.3) ; comme D. ( ) est une classe 
J 9 

de Ab ( 4) du lemme 5.1.3)~ est un cohy-percône en Vj (8) ( (2 )  de la 

proposition 4.2.1) ; B9 est donc l'hypercône associé. 
b.- Distinguons trois cas : 

ler cas : A et B sont deux hypercônes associés non vides ou deux coconvexes 

associés. 

On peut écrire, avec les notations du théorème 4.2.3 : 

A =  u Ai et B =  U Bi (1 étant totalement ordonné) . 
i ~ 1  i ~ 1  

Pour tout i E 1, soit 
gi une forme linéaire affine sur E telle que 

H.C Kerg. et gi > O sur Ai (donc gi < O sur B.). Soit 
1 1 1 

la famille totalement ordonnée ainsi obtenue. 

Montrons que 9 est une P-famille sur E. 

Montrons d'abord que = n Hi. Il est clair que 1 n H ~ ;  
i ~ 1  K$ isI 

réciproquement, on a fl Ker gi C n H car si x { fl Hi, x appartient 
i EI ~ E I  i i ~ 1  



à A .  U B pour un ce r t a i n  j de 1 (d 'après  l e  ( i )  du a.- du théorème 4.2.3) 
J j 

e t  par s u i t e  g.(x) # O.  Montrons que, s i  x d Kf , ig ( X I  ex i s t e .  
J 

S i  X E V  % H  
j y o n a  

( x )  ca r  V .  C Hi pour t ou t  i > j 
j J 

(théorème 4.2.3).  1 
$ e s t  donc une P-famille. 

e s t  une P-famille minimale (d 'après  l e  ( 1 ) e t  l e  ( 2 )  de l a  

proposit ion 5.2.4) c a r ,  pour tou t  i E 1, on a i = i j  ( x )  s i  on cho i s i t  x 

dans V .  % Hi. 
1 

On v é r i f i e  facilement que, pour t ou t  i E 1, D. ( 9 ) = Ai e t  l 
1 

2e cas : A e t  B vides.  

On prend pour l a  famil le  vide. 

3e cas : A e t  B sont  respectivement cohypercône e t  hy-percône associés  

d ' a r ê t e  V. 

Alors A % V e t  B sont des hypercônes a s s o c i ~ s .  D'après l e s  deux 1 
premiers cas ,  il e x i s t e  une P-famille minimale t e l l e  que Kfl = 

B+l 
= B .  Posons 1' = ( a ) U I  où a & 1 e t  a < i ,  pour 

t ou t  i E 1 ; désignons par g une forme l i n é a i r e  a f f i n e  sur  E e t  > O 

sur V ; on v é r i f i e  facilement que 9 ' = (gi) iEIl  
e s t  une P-famille minimale su r  

E e t  que A 9 

1 )  s i  3 - - ( B ~ ) ~ ~ ~  e s t  une P-famille minimale, l e  cardinal  de 1 

e s t  l e  p lus  grand des cardinaux de 1 ( A  . ) e t  de 1 (B ) (C(A ) e t  -3 d 9 
E(B désignant respectivement l 'ensemble des c lasses  de Klee de A 3  e t  

-9 
de B.$) . 

En e f f e t ,  distinguons deux cas : 

l e r  cas : A -  e t  B sont  deux hypercônes non vides ou deux coconvexes. 4 $ 



Alors chaque Di( fJ ) et chaque D. ( ) est non vide ( (3) de la proposition 
1 ' d 

5.2.4, (2) de la proposition 4.2.1 et (b) du 2) du lemme 5.1.3). L'application 

i E 1 +D.($) 1 est alors bijective ( 3) et 4) du lemme 5.1.3). 

2e cas : K$ = @ et 1 a un plus petit élément j. 

On peut supposer que est un cohypercône d'arête V. ( ) ; donc 
J -  

Ca Y 
D .  . (démonstration du (3) du a.- du théorème 5.3.1) et D.($) = 9. 

J J J .  

On vérifie comme précédemment que les applications : 

sont bijectives. 

2) Dans le premier cas, comme dans le second cas du 11, E(A$ ) 

étant muni de l'ordre de Klee, l'application i E 1 + D. (3 ) E- A ) est un 
1 

isomorphisme d'ensembles ordonnés. 

En effet si k < i (k,i~1) on a Dk($ ) < Di($) car 

Dk($ ) C vk($ ) C H.  1 ( 4  ) C (lin Di( ; 1 )  2. D. (9 ) (d'après (a) et (b) du 2) du 5 1 

lemme 5.1.3). 

De même la seconde application intervenant dans le deuxième cas du 1) 

est un isomorphisme d'ordre. 

3) Il résulte en particulier du 2) que, dans le cas où 

J sont tous deux des hypercônes, ils sont de première espèce si et seulement si 1 

a un plus petit élément. 
. 

5.4.- ETUDE ANALYTlOUE DE L'HYPERCONE ATTACHE A UN CUCUNVEXE 

5 . 4 . 7 . -  Lemme 

S o a  5 = (fi iEI u n e  p - ~ d w L U e  niinimde d a  L'espace v e c t o h i d  $ 

c o n b M u é e  d e  d o m e s  LinéaUres. Sad, p o a  to& i E 1, gi une d o m e  f i n é d e  



a6dine ailn&an* f. pouk dome a b o d é e  et ho** = (gi)iEI. 
1 9 S i ,  pouh  t o u x  

i E 1, H.($) e a t  non vide, d o n a  3 e a t u n e p - ~ a m * e e e m i n i m d e n m  E .  
1 

Démonstration ------------- 

Si x E E % Kp , il existe k E 1 tel que g (x) # O. Soit 
d k 

a y E %( $ ) (non vide par hypothèse). On a donc x-y 4 Kd (car fk(x-y) 0). 

On vérifie alors qu'on a i - x = i ( - y  $ est donc une P-famille. 5 
.I 

C'est une P-famille minimale d'après la proposition 5.2.4, compte 

tenu du fait que $ est une P-famille minimale. 

S0,i.t 5 = qiEI une ~-@,mL&?e minhale buh l'espace v e c t o ~ d !  

E .  S i  A eh* un coconvexe (cl  est-à-dule s i  K. = O et s i  H. ( 9 ) # (8 
(Ii 6 1 

p o m  t a u t  i E I), dos bon hypmcône a&taché e s t  % où 3- = (fi&. 

Démonstration ------------- 

On a A = U Di($) car est réunion de ses classes (chaque 
9 i,, 

classe D. ( $) ) est non vide : voir le premier cas du 1 ) de la remarque 5.3.2). 
1 

Dl après le (a) du 2) du lemme 5.1 .3, H~ (3 ) est la frontière algébrique de 

Di(9 ) ; en désignant par D llhypercÔne attaché à , on a donc, compte 1 

tenu de la proposition 4.3.3 : 

Par définition de ~ ~ ( 9  ) ,  gi est nulle sur Hi ( ) et > O sur D~ (9 ) ; $ . 
il en résulte que f. est nulle sur la frontière algébrique de D ~ (  3 ) - Hi ( 9  ) 

1 

et > O sur D. ( ) - H. ( 5  ) ; compte tenu de cette dernière remarque et du 
1 1 

fait que l'ordre sur 1 est isomorphe à l'ordre sur les classes de 

de la remarque 5.3.2) et par suite isomorphe à l'ordre sur les classes de D, 

le raisonnement fiat dans la démonstration du b.- du théorème 5.3.1 s'applique, 

on a donc 



5.4.3. - Rematryue 

Réciproquement, s o i t  D un hy-percône d ' a r ê t e  un sous-espace v e c t o r i e l  

de E. Il e x i s t e  une P-famil le  minimale 4 = 
( f i ) i r I  s u r  E t e l l e  que D = A 

C F  

( v o i r  démonstration du b.- du théorème 5.3.1 ( l e r  c a s ) )  ; s i ,  pour  t o u t  i E 1, 

gi e s t  une forme l i n é a i r e  a f f i n e  admettant f .  pour forme a s soc i ée  e t  s i  l a  
1 

f a m i l l e  ordonnée $ = ( p . )  e s t  t e l l e  que 
1 ~ E I  Kd 

= 0 e t  H.(&) # 0 (ppur 
1 3  

t o u t  i E I), a l o r s  e s t  une P-famil le  minimale e t  Ai e s t  un coconvexe 

admettant pour  hypercône a t t aché .  De p l u s ,  t o u t  coconvexe admettant A 
8 

pour hypercône a t t a c h é  e s t  du type  précédemment d é c r i t .  

En e f f e t ,  montrons d'abord que 4 e s t  un coconvexe admettant A 4 
pour hypercône a t t a c h é .  

9 e s t  une P-famil le  minimale (lemme 5.4.1 ) ; AB e s t  un coconvexe 

( ( 2 )  du a.- du théorème 5.3.1 e t  5 )  de l a  remarque 5.2.5)  ; l a  conclus ion  r 6 s u l t e  

a l o r s  de l a  p ropos i t i on  5.4.2.  

Montrons que t o u t  coconvexe A admettant A pour hy-percône a t t a c h e  
d 

e s t  du ty-pe précédent .  

on a A = u Di($ ) e t  chaque D.  (6 ) admet H~ ( 4 )  pour fron- 
8 ~ E I  1 

t i è r e  a lgébr ique  ; d ' ap rè s  l a  remarque 4.3.4 e t  avec l e s  n o t a t i o n s  de c e t t e  

remarque, A s ' é c r i t  sous l a  forme : A = (Di  ( 4  ) + A! (g ) ) ; s o i t ,  pour 
i ~ 1  

t o u t  i E 1, une forme l i n é a i r e  a f f i n e  
gi admettant fi  pour forme a s s o c i e e  

e t  t e l l e  que H i  (8  ) c Ker gi ; on v o i t  faci lement  que g e s t  > O s u r  
i 

D. (9 ) + A i (  b ) e t  que 1' o r d r e  s u r  1 e s t  isomorphe à l ' o r d r e  s u r  l e s  c l a s s e s  
1 

de A ; l e  raisonnement f a i t  dans l a  démonstrat ion du b.- du théorème 5.3.1 slap- 

p l i q u e  ; on a donc A = A+ où 3 = ; comme A e s t  un coconvexe, on 

a en o u t r e  = 0 e t  H. (3 ) # fl (pour  t o u t  i E 1) , d ' ap rè s  l e  a.- du 
1 

théorème 5.3.1. 



CHAPITRE VI 

ETUDE DE DIIIERS CAS PARTICULIERS Q'HYPERCONVEXES 

Il e s t  montré dans l e  paragraphe 6.1 de ce chapi t re  qu'un hyperconvexe l 
I e s t  s o i t  ub iqu i t a i re  s o i t  d ' i n t e r n a t  non vide ( c e  r é s u l t a t  e s t  d ' a i l l e u r s  vois in  l 

l 

I d'un r é s u l t a t  qu'on peut  t rouver  dans Valentine ( [32] , théorème 2.4) ) ; l a  carqc- I 
l t é r i s a t i o n  d'un hy-perconvexe d ' i n t e r n a t  non vide e s t  a l o r s  donnée en termes de 

c lasses  de Klee e t  de P-famille (théorème 6.1.2) .  

Le paragraphe 6.2 apporte des com~léments à l ' é t u d e  des hypercônes 

l (en un po in t )  basiques f a i t e -  pa r  Klee dans 1261 (on v e i l l e r a  à ne pas confondre 

c e t t e  notion d'hy-percône basique avec l a  notion de convexe basique développée 

dans l e  chap i t re  2 ; un hypercône basique n ' e s t  pas un convexe basique comme l e  

montre l e  c o r o l l a i r e  2.3.5) ; dans l a  proposit ion 6.2.2, nous montrons que l 'hy- 

percône basique admet une "base de cône" part iculièrement simple ; l a  proposi- 

l t i o n  6.2.3 donne une c a r a c t é r i s a t i o n  des hypercônes basiques en termes de base 

algébrique ; l a  proposi t ion  6.2.4 met l ' accen t  su r  l e s  hy-percônes basiques,  @'un 

1 type p a r t i c u l i e r ,  dont l e s  c lasses  de Klee sont  munies d'un bon ordre ; enf in  1 
I * l a  proposi t ion  6.2.5 montre l ' e x i s t e n c e ,  dans t o u t  espace v e c t o r i e l  de dimension 

non dénombrable, d'un hypercône en O non basique e t  u b i q u i t a i r e  (ce  qu i  camplate . 
un r é s u l t a t  de Klee ([26], théorème ( 2 . 7 ) ) ,  l 'hypercône non basique exhibg par 

1 Klee é tan t  d '  i n t e r n a t  non vide)  . 1 
Le paragraphe 6.3 permet d'exhiber l e s  coconvexes basiques, c e s  d e ~ r  

n i e r s  é tan t  d é f i n i s  de façon n a t u r e l l e  à p a r t i r  de l a  notion d'hypercône a t taché .  

Le paragraphe 6.4 é tudie  l a  notion d'hyperconvexe topologique suggérée 

par Klee ( [27], page 33) e t  son l i e n  avec l a  notion dlhypercÔne .concret 



("concrete semispace") introduite par Moore dans [:O] ; la première notion appa- 

raît plus générale et plus simple que la seconde (théorème 6.4.5 et son corollaire) 

I le théorème 6.4.4 apporte, dans le cadre des espaces vectoriels topologiques 

1 localement convexes séparés, une caractérisation harmonieuse des hyperconvexes 

topologiques en termes de P-familles constituées de formes linéaires affines con- 

* 
tinues. 

6 . 1 .  - HYPERCONVEXE UB12UTTAIRE ; HYPERCONVEXE V '  INTERNAT N O N  1)TVE. - 

6.1.7 .  - PtropoaLCion 

Soient A e t  B deux hypehcopvexa a ~ a o ~ G 2 a ,  non v i d a ,  de L 'apace  

ve&otci& E .  A B h o n t  a0.i-t $ o u  deux ubiqui&ha, a o a  ;tau deux d'iq- 

itcurnait non vide. 

Démonstration ------------- 
ler cas : B = 

1 Si A nt est pas ubiquitaire, B admet un point interne : en elfe$, 

l si x 4 lin A, x est alors point interne de [A (par définition de lin A). 

l Si maintenant A est ubiquitaire, alors B l'est aussi, d'après 

1 l'étude précédente. 

2ème cas : A et B sont des hypercônes associés. 

Le résultat est alors une conséquence du premier cas, compte tenu du 

fait que A et B sont symétriques par rapport à un point quelconque de J1ar$tc 

l +  commune. 

6.7.2.-  Théonéme 

SoLt A un hypehconvexe non vide de L'apace vecAo&ieX E eX aod4 

$ = une ~-~cun.iAYe minAmde Am E teAYe que A = A~ . ALOM e~ msq- 

.Ciam ( 7 1 ,  ( 2 )  et ( 3 )  a o n t  équivden;ta : 

I ( 7  1 A 4 une  LW gmnde dasae d e  U e e .  

(31 A a un intehnat non vide,  



Q&ms$;at ion 

( 1 )  => ( 2 ) .  

C'est  une conséquence du 2)  de l a  remarque 5.3.2. 

( 2 )  => ( 3 ) .  

Soi t  k  l e  p lus  grand élément. Comme e s t  une P-famille minimale, 

D k ( 4  ) U  DE(^ ) = {xlgk(x)  # O} e s t  non vide (proposi t ion 5.2.4) ; 
9 

D k ( f )  = {xlgk(x)  > O} n ' e s t  pas vide ( ca r ,  s i  D ) é t a i t  vide,  on qu ra i t  

D;($) = E ,  d'où A = = @)  ; d'où l a  conclusion. 
B 

(. 

( 3 )  => ( 1 ) .  "I; 
i [A] e s t  l a  p lus  grande c lasse  de Klee de A : en e f f e t ,  s i  

Remmqua 

1 )  Avec l e s  nota t ions  du théorème 6.1.2, l a  démonstration précédente 

montre en outre  que, s i  A s a t i s f a i t  à l 'une  des asse r t ions  ( l ) ,  ( 2 )  e t  (31, 

a l o r s  i [A] e s t  égal  à l a  p lus  grande c lasse  de A e t  auss i  à D g ( $ ) .  

2 )  Le ( ( 2 )  <=> ( 3 ) )  du théorème 6.1.2 a  é t é  remarqué indépendamment 

par Moore pour un hy-percône en un point ( [30], page 661 ) .  

6 .2 .  - ff YPERCONE BAS72UE. - 

6.2 .7 .  - V é ~ i W o n  (Klee, [26] ) &t noitaLion 

Un hypmcône s (en O )  de L'apace v e c t o ~ e 4 .  E a i t  à i t  hypmcône 

basique d ' i l  eerisite une base de E, (eiI irI ,  itoitdement okdonnée t&e quc 

On a donc s = A où F= (pi)iEI 9 
a i t  La P-&imARee mhuhde E ccrwa%uée 

d e s  doma-coohdonnéa addociéu il h base (ei)iEI ; &e.tnmpuonb en ouMe que le4 

a h d u  de s sontcon~. tLtuéa  p m L a  ~ ~ ( 5 )  = { 1 x e x  > O  et 
j €1 j ~ i  

(fi > i, x, = 011 ( 4 )  du lemme 5.1.3 et ( 3 )  du a.- de l a  p h ~ p ~ d h % ~ n  5 . 2 . A . I .  



S sena encone noté A ( e .  )iE,.  

1 

Dam t 1  upace vec.totud. E ,  t 1  hypmcâne bmique s = A ( e .  ) ~ E I  
eA2 

1 

tecaneconvexe C engendkéte?l -e. + t e  (avec i < j & t E ] o , I ] )  eA 
1 j 

pair ei. 

Démanstrat ion 
---T---C----- 

0 

Il e s t  , c l a i r  que C C S. 

Montrons que S C C .  

So i t  x E S ; x s ' é c r i t  sous l a  forme : 1 

avec i < i < .. . < i e t  x > O ; y peut donc s ' é c r i r e  sous l a  forme : 
1 2 n i 

n 

x = x.  ( e  a .  e. ) + x (e i  iii e ) +  . . .+  x ( e .  4 
l 1  i l  1  i 1 e 1 1 l n  i2 2 2 in n-1 n-1  in-^ i n 

X + (cii xi tui i + - * * + a i  xi + x i ) e i  
1 1  2 2  n-1 n-1 n n 

avec, pour t o u t  j t e l  que 1 s  j s n, 

- L a i  - a  s i  x 6 0  (avec ~ E I R ) .  
j 

i 
j 

S i  a e s t  cho i s i  dans ]0,11 de façon que 

on vo i t  que chacun des éléments de l a  somme précédente e s t  dans C e t  a i n s i  



Remahque 
?k 

Si 1 = (N muni de l'ordre naturel, C est simplement engendré par 

les e et les -e + (avec t E ]Q, 1 1  ) ; en effet, si m est un entier 
n n 

( 2 )  78 exAXe un ~ y ~ X è m e  de hepké~entatu2 d a  cla~e~ de s q u i  u.t une b a e  

Démonstration ------------- 
(1) => (2). 

Si S = A  Y est un système de représentants des classes 
(ei)icI 

de S car, pour tout i E 1, e. E D.($) (voir 6.2.1). 
1 1 

Soit (eiIiEI une base qui est un système de représentants des classes 

de S (c'est-à-dire que 1 est l'ensemble des classes de S et que, pour tout 

i E 1, on a e. E i). 
1 

Montrons que, 1 étant muni de l'ordre de Klee, on a S = A (ei)icl' 

S et A étant deux convexes maximaux ne rencontrant pas O, il suffit 
(e, )ici 

.A 

de montrer que A(e: ) ~ E I  C S. Or, si x E A(e, )iEIy il existe i E 1 tel que 

x = 1 xj ej avec x. > O et % = O pour tout k > i ; par suite, la classe 
j €1 1 

de e. dans S contient x (compte tenu de l'ordre choisi sur 1 et du ( 2 )  
1 

de la proposition 4.2.1) ; d'où la conclusion. 



6.2 .4 .  - Phop~h--&ion 

S u a ,  dam l 'capuce vectotUU E ,  un hqpacâne S en O ex A O ~ A  

I t l eaemble  d a  d a n b u  de S. Atom tes  a n ~ m t L o m  ( 7 )  e.X ( 2 )  h o n t  &quiva- 

tenteA : 

( 1 )  TOI& iya;tCrne de ~ e p t é ~ e n t u m  d e s  C&AU de s u l t  une bme de E .  

( 2 )  L1oirdtre de Klee I cax un bon otdrre. 

Démonstration 

soit .a = (eiliE1 avec, pour tout i E 1, e. E i, et montrons que A 
1 

est une base de E. 

Montrons d'abord par récurrence transfinie sur 1 que, pour tout 

Soit j le plus petit élément de 1 ; l'hyperplan homogène H de S[j] bor- 
j 

dant j est tel que H. n S = @ (sinon j ne serait pas la plus petite classe 
J 

de S) et, par suite, , H = (0) ((5) de la proposition 3.2.3) ; j est donc 
j 

une demi-droite épointée issue de O ; d'où (ci.). Supposons (cie) vraie pour 
J 

tout l < i et montrons que (cii) est vraie. 

Pour k < i, e est dans l'hyperplan H. qui borde i dans s [il k 1 

car e < ei ; donc s [{ek 1 k ,c il] C S [il. Soit x E s [il et montrons que 
k 

x E s[{eklk 6 il] ; on se ramène facilement au cas où x E H. u {O} puis, compte 
1 

tenu du fait que S contient x ou -x, au cas où x E Hi n S ; x est alors 

dans une classe e de S avec 1 c i ; d'o3 la conclusion d'après (cie). 

Comme U S [il = E (théorème 4.2.3) , compte tenu de (a: ) , 4 engendre 
i ~ 1  

E ; en outre --8 est une famille libre ( (2.3) de [26] ) . 

Montrons que, si 1 n'est pas bien ordonné, il existe au moins un 



système de représentants qui n'est pas une base. 

soit -9 = (ei)iEi un système de représentants ; si 4 est une base, 

montrons qu'on peut lui associer un autre système de représentants 4' qui, 
lui, n'est pas une base. 

Soit (in)nEm une suite infinie strictement décroissante d'éléments 

de 1 (il en existe car 1 est supposé non bien ordonné). 

Posons 

Posons 4 1  = (ef)iEI. 

D'après ( 1 ) et (2), 4' est un système de représentants : en effet, 
d'après (2), compte tenu du fait que S = (proposition 6.2.3) et du 

I 

fait que la suite (ip)pEN 
est strictement décroissante, on a, pour tout 

n E IN, ei - e. . 
1 n n 

D'autre part 3' n'est pas une base de E car, d'après ( 1 ) ' et (2) ' , 

pour tout n E W, e. 4 s [ - f l ] .  
1 n 

Dam .ta& u p a c e  vec l tade l  E de dimemian non dénambmble, e w t e  

un k g p a c ô ~ e  en O nan b a i q u e  et ~ l b i q u L t h e .  

~émonstrat ion ------------- 
E étant de dimension non dénombrable, il existe deux sous-espace~ 

vectoriels supplémentaires El et E2 de E tels que El soit de dimension 

non dénombrable et E soit de dimension infinie dénombrable. 
2 

Soit SI un hypercône en O non basique de E~ (voir [26], théo- 

$me (2.7)). 9 = (enIncm * désignant une base de E2, désignons par $2 



llhypercÔne de E2 constitué par les points de E2 dont la dernière compo- 

* 
sante non nulle dans % est > O (N étant muni du bon ord~e naturel). 

Posons s = S, LJ (E~+s~). 

D'après le (1)  de la proposition 3 2 . 7 ,  El + S est un hypercane 
2 

de E d'arête El ; il en résulte que S est un hypercdne en O de E, que 

- tout point de S1 est < (vis-à-vis de la relation de préordre de Klee sur 

S (voir 4.1.1) à tout point de El + S2 ; par suite les classes de S sont 
t 

d'une part les classes de SI et d'autre part les classes de El + S et 
2 

chaque classe de SI est < (dans S) à chaque classe de El + S2. On vérifie 

en outre qu'il existe un isomorphisme d'ordre entre l'ensemble des classes de 

S2 et l'ensemble des classes de S contenues dans El + S 
2 ' 

SI étant ncn 

basique, la proposition 6.2.3 montre que S ne peut être basique ; le théorème 

6.1.2 montre que S est ubiquitaire. 

6 .3 .  - COCONVEXE BASIQUE. - 

6.3.1.- D é ~ i W o n  

Un coconvexe A de l ' u p a c e  vec tohid  E at d a  caconvexe banique 

s i  R'hypencône S q d  ld ut aa%ché aX un hypekcône basique. 

Remmque 

Si A est un coconvexe basique, on a nécessairement N ~ [ A ]  = (01, 

S a d  A une p W e  de l '  upace  veotomkl E. A l o u  A a i t  un cacon- 

vexe basique d i  et sedement s '2 exis te  une base (ei IiEI de E totalemen;t 

ohdonnée (savu plu p u  élément) et une ~amLUe (ri IiEI de nombna a&& 

que .t'on aLt ( a ) ,  ( b )  et ( c )  : 

( a )  I l  ex is te  un nomke ind in i  de ri non nu.&. 

( b )  Pow t o u t  i E 1, l e s  rk avec k L i sont nuRn, baud un nombne d i n i .  



l Il suffit d'appliquer le 5.4.3 en remarquant que, si (ei )irI est 

une base totalement ordonnée de E et si on pose 3 = (pi+ri) iEI (avec pi 

défini comme en 6.2.1 et avec r. E R ) ,  alors .. 1 

6 . 3 . 3 .  - Remmyua 

1) Si A est un coconvexe basique, le complémentaire B de A est 

l (avec les notations du théorème précédent) : 

I 2) Dans un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable, tout l 
coconvexe A tel que N ~ [ A ]  = IO} est basique. En effet, l'hypercône attach6 

à A est un hypercône en O et est un hypercône basique car (voir [26], th6p- 

&me (2.7)) tout hypercône en O d'un espace vectoriel de dimension dénombrable 

est basique. 

3) Soit, avec les notations du théorème 6.3.2, J = (i (i E 1 et 

~ r. 1 # 01. Montrons que la propriété ((a) et (b)) est équivalente à (d) : 

(d) J n'est pas minoré (dans 1) et J muni de l'ordre inverse de celui induit 

par 1 est isomorphe à R (muni du bon ordre naturel). 

Démonstration ------------- 
((a) et (b)) => (dl. 

Les propriétés (a) et (b) montrent que J n'est pas minoré dans 1. 



Munissons J de l'ordre inverse de celui induit par 1 ; (b) montre 

que J est bien ordonné ; (a) et (b) montrent a.lors que J est isomorphe à 

IN (voir, par exemple, [ 3 ] ,  page 125, exercice n09). 

(d) => ((a) et (b)!. 

Cette implication se vérifie facilement. 

6 .4 , -  UYPERCONVEXE TOPOLOG12UE.- 

6 .4 .7 . -  D é & i W o n  

Dam un enpace vecltotu& itopotogique ~épahé  E, un hypaconvexe A 

a i t  di/t itopologique AL p o m  itou-te d a n d e  ri de A diddéhente d'une v&&lté 

( v o h  l a  pnoposiaXan 4.2.1 1 , 1' Clypmplan H~ de ~ [ n ]  bohdant ri a i t  darne 

( d a a  E). 

6.4 .2 . -  Remmyue 

1 ) Soit A un cohypercône d'arête V de l'espace vectoriel topolo- 

gique séparé E. Alors A est topologique si et seulement si A % V est un 

hypercône topologique. 

En effet l'ensemble des classes de A qui ne sont pas des variétés 

est égal à l'ensemble des classes de A % V (aucune de ces dernières n'étant 

une variété ; voir proposition 4.2.1). 

2) i33eg~&eg : Si E est un espace vectoriel topologique séparé, 

E, @, un demi-espace ouvert (resp. : fermé) sont des hyperconvexes topologiques. 

3) Si A est un cohypercône (resp. : un hypercône) topologique, son 

arête est fermée (c'est évident si A = E ou fl ; sinon on applique le ( 1 )  du 

a.- du théorème 4.2.3). 

4) Si A est un hyperconvexe topologique de l'espace vectoriel topo- 

logique séparé E, alors toute variété engendrée par une classe de A est fer- 

mée. En effet, soit n une classe de A. Si ri est une variété on applique le 

3) ; sinon l'hyperplan H de ~ [ n ]  est fermé dans E (définition 6.4. l ) ,  
n 



donc ~ [ n ]  est fermé d' après un résultat classique ( [29] , page 152).  Cependant 

la réciproque est fausse comme le montre l'exemple d'un demi-espace algébrique- 

ment ouvert et non ouvert. 

5) Un hyperconvexe associé à un hy-perconvexe topologique est topolo- 

gique (voir 4.2.3). 

6 .4 .3 .  - PitopoaiLion 

Dam un apace v e c t o ~ 4 R  topologique héparré E, un coconvexe enS topo- 

logique a i  & heulement n i  l1hypetrco^ne q u i  lui a2 attaché at topologique. 

Démonstration ------------- 

C'est une conséquence de la structure de l'hypercône attaché à urj 

coconvexe (voir la proposition 4.3.3). 

6.4.4.- Théotéme 

S o i t ,  dam un upace vecto&eA! topologique héparré E ,  un hypehc~nvex~  

A. Cornidétom lu c m M o m  ( 7 )  ct ( 2 )  : 

( 7 )  I l  e x h t e  une ~ - & m X e  3 AW( E comtLtuée de domta l i n é a i t a  a6~Uied 

c o d n u e n  t e l l e  que 
"=*(1* 

( 2 )  A ut un hypmconvexe topologique. 

A l o u  ( 1 )  hnpfique ( 2 ) .  S i ,  de p l u ,  E &ocdement convexe, 

& o u  (21 implique ( 1 ) .  

posons 9 - - (giIiEI* Si u est une classe de A qui n'est pas une 

variété, alors il existe i E 1 tel que n soit bordée par Ker gk ( 4) du 
k>i 

lemme 5.1.3 et (a) du 2) du même lemme) ; H est donc bien fermé. 
n 

(2) => (1). (en supposant E localement convexe). 



Il suffit de remarquer que, dans la démonstration du b. du théorème 1 
5.3.1, les g. peuvent être choisies continues (d'après le théorème de Hahn- 

1 

Remanque 

On ne peut pas négliger l'hypothèse ''localement convexet' (voir 7.3.1 

S o 2  A un hgpmconvexe d'un apace vec tu4id  topologique ~ é p a h  E. 

A l o u  la a n ~ w o m  ( I ) cd ( 2 )  dont é q ~ v d e n t a  : 

( 7 )  A MX topologique. 

( 2 )  Chaque clasde q  de A ut un ouveht de L[Q] c'est-à-dihe chaque Hn 

at a m é  dam ~ [ q ] .  

Démonstration ------------- 

Si rl est une variété, c'est clair ; sinon est fermé dans E 

donc aussi dans L[Q] ; et par suite rl est ouvert dans L[Q] car H est un 
rl 

hyperplan fermé 3e L [n] . 
(2) => (1). 

On peut supposer que A est un coconvexe ou que A est un hypercôme 1 
i 

non vide (le cas où A est un hypercône vide et le cas où A est un cohypercene 

étant respectivement réglés par le 2) et le 1) de la remarque 6.4.2). 

Raisonnons alors par l'absurde en supposant (avec les notations du 

théorème 4.2.3) qu'il existe k E 1 tel que Hk ne soit pas fermé. Soit 

x E & % Hk.  après le théorème 4.2.3, il existe i E 1 tel que l'on ait (ci) : 

On a k i (car, si 1 > i, alors He ZJ Vi et, par suite, Hl contient x) . 



On a donc 
%C Hi ; d'où C Hi J comme x E H  on a d o n c  x r H. ce  qu i ,  

k k 1 

compte t enu  de (a), montre que x E (Hi n vi) % H. donc que H.  e s t  non fermg 
1 1 

dans V . .  
1 

6.4.6.-  D é d i w o n  (Mootre ; vodz [30]). 

Vans un apace vec tohid  topologique a&pmé, un hypetrcone s efi un 

p o i n t  ut & conctret &t aeutement a i  chaque ,danse  ri de S e n t  un cruveAX 

de L[u]. 

Le théorème 6.4.5 permet a l o r s  de c a r a c t ê r i s e r  un hypercône concret  

de façon p lus  simple e t  p lus  maniable que s a  d é f i n i t i o n  elle-même ; plus  prêci- 

en uo p o i n t .  ALau S ut c o n m d  h i  et heuRement a 'il ut tapalogique. 

6.4 .8 . -  Remc~~queb 

1 ) Compte tenu du c o r o l l a i r e  6.4.7, il appara î t  que l e  théorème 6,4,h, 

dans l e  cadre des espaces localement cqnvexes, 4 é t é  également ( e t  i n d é p e n d m e n t )  

d6rnontré par  Moore ( [30] , théorème 3.1 ) ; nous avions, de not re  cô té ,  annonce ce 

théorème 6.4.4 dans [ I I ]  (théorème 15, page 386) . 
2)  Dans t o u t  espace localement convexe séparé ,  il e x i s t e  un hypprcône 

concret ( v o i r  par  exemple [30], paragraphe 3 )  ; c e t t e  quest ion e s t  p lus  difficile 

dans l e  cgdre des espaces non localement convexes e t  s e r a  résolue ,  dans un cap 

p a r t i c u l i e r ,  dans l e  7.3. 



APPLZCATlON A LA SEPARATION CONCRETE 

7.0. - 1 NTRUVUCTi U N  
Y 

Dans l e  paragraphe 7.1 de ce  c h a p i t r e ,  nous montrons (théorème 7.1.4 

e t  théorème 7.1.5) que l a  no t ion  d'hy-perconvexe topologique permet l ' i n t e r p r é t a -  

t i o n  n a t u r e l l e  de l a  no t ion  de sépa ra t ion  concrè te  é tud iée  pa r  Moore dans [30]. 

Le paragraphe 7.2 appor te  une réponse ( p l u s  complète que c e l l e  que nous 

av ions  appor tée  dans [ I I ]  ) à un problème posé p a r  Klee e t  r e l a t i f  à l a  s é p a ~ a t i o n  

conc rè t e  de convexes fermés ; c e t t e  é tude  permet au  passage de me t t r e  e n  évidenee 

des  exemples a s sez  généraux de convexes fermés d i s j o i n t s  ne pouvant ê t re  sgparés  

p a r  un hyperplan fermé (exemples du 7.2.3) .  

Dans l e  paragraphe 7.3, nous répondons à une ques t ion  de Moore r e l a t i v e  

à l ' e x i s t e n c e  d'hypercônes concre ts  dans l e s  espaces  v e c t o r i e l s  topologiques  non 

localement convexes. Enf in ,  pa r  une remarque é lémenta i re  ( v o i r  l e  7 .3.3 ) , nous 

a t t i r o n s  l ' a t t e n t i o n  s u r  un a spec t  nouveau e t  prometteur  de l a  s é p a r a t i o n  concre te .  

7.7.-  lNTERPRETAT1UN DE LA SEPARATTON CUNCRETE 

7 . 1 . 7 . -  Dé~inLCion ( v o h  [30] 1 

Deux convexes c l  et c2 dl un upace  vectotUd topologique 6 épahé 

h o n t  U conmè;tement ~ é p a n é ~  6 ' i l  e x h t e  un hypacâne c o n a d  s en O con- . 

7 . 7 . 2 . -  Lemme 

Soienit, dam un espace vectotUd topologique aépahé E, un hypmcône 

( h e s p .  : un cohypmcône) topologique D G un convexe C .  A l o a  C+D ut un 

hypaconvexe topologique. 



Démonstration ------------- 

On peut supposer que D e s t  un hypercône ( r e s p .  : un cohypercône) 

en un sous-espace v e c t o r i e l  V.  après l e  2 )  de l a  remarque 3.3.3,  C+D e $ t  

un hyperCOnVeXe. 

Montrons que, s i  ri e s t  une c l a s s e  de C+D d i f f é r e n t e  d'une v a r i é t é  

a l o r s  Hu e s t  fermé. 

Il s u f f i t ,  pour c e l a ,  de montrer que H ( 0 )  e s t  fermé, donc de TnQn- 
ri 

t r e r  que ~ ( 0 )  = i7 - H e s t  une c l a s s e  de D.  
i7 

Montrons d 'abord  que ~ ( 0 )  e s t  dans D.  

?# 
Désignons p a r  ri ( O )  l e  demi-espace algébriquement ouver t  de L [ri(0)] 

a s s o c i é  à ~ ( 0 )  ; on a q+D C (c+D) + D e t ,  p a r  s u i t e ,  n+D C C+D ( c a r  

C+D+D = C+D d ' ap rè s  l e  ( 1 )  de l a  p ropos i t i on  3.2.3)  ; donc, comme C+D ne  r e n r  

X # 
cont re  pas  ri , ri+D ne r encon t r e  pas  i7 e t ,  pa r  s u i t e ,  on v é r i f i e  aisgrnent 

que D en rencont re  pas  ri*(0) ; de p lus ,  s i  A e s t  une d r o i t e  homogène ren- 

con t r an t  T I ( O ) ,  a l o r s  A e s t  non contenue dans V,  s inon  on aurait, : 

 ri] = ri+A C ri+V C (c+D)+v = C+D ( c a r  V = NC[D]) 

e t  i7 ne  s e r a i t  pas  une c l a s s e  de C+D ; d 'où  l a  conclus ion  d ' ap rè s  l e  ( 5 )  

de l a  p ropos i t i on  3.2.3. 

Enf in ,  n ( 0 )  e s t  une c l a s s e  de D c a r  on v é r i f i e  aisément que, s i  

x e s t  dans l a  c l a s s e  de D contenant n ( 0 ) ,  a l o r s ,  en désignant  pa r  y  un 

p ~ i n t  de  ri, x+y (qu i  e s t  dans D+(c+D) donc dans C+D) e s t  dans l a  c l a s s e  

de C+D contenant  ri, donc dans ri e t ,  comme D n ~ ~ ( 0 )  = @, x e s t  dans 

rlC0) 

7 . 1 . 3 . -  Lemme 

Soient A B deux hqpmcanvexa non v i d a  eit anaaciés de t 'enpace 

vec2otUel E. Un a a l a u  : 

1 )  S i  A UR: un hqpencâne eit a i  B a$ un hypehcône au un cohqpe~cône, A-B 



2) Si A ult un cahypmcône en V, A-B ult L'hypmcône &ache B t'hypeh- 

~ G n e  A Q V. 

3 )  Si A B hant d a  coconvexa, A-B ult Lthgpe&câne at;taché B A. 

1) On peut supposer que l'arête de A et B est un sous-espace vec- 

toriel. 

ler cas : B est un hypercône. 

Alors, A-B = A - (-A) = A+A 

= A (d'après le ( 1) de la proposition 3.2.3). 

2ème cas : B est un cohypercône 

Alors, A-B = A - ((-A) U V) = [A-(-A)] U [A-V] 

= A U A  (car V=NL[A)) 

2) Il suffit d'appliquer 1 ) à B-A 

3) Avec les notations du théorème 4.2.3, on a : 

A-B = U A. - U Bi 
1 isI i ~ 1  

= U (A.-H~) - u (B~-H~), 
isI 1 is1 

d'où la conclusion d'après la proposition 4.3.3 d'une part et le 1) d'autre part, 



7.7.4.- ThéoxZme 

Soient cl et cg deux convexes d'un espace veotohie.4 .topologique 

dépmé E .  ALou Les U A A ~ J L C L O ~ A  ( 1 )  et ( 2 )  d o n t  équivalentes : 

( 7 )  I l  e x h t e  d e s  hypeilconvexes topologiques complémentahes A & B Xe.& 

que A 3 C 1  et B 3C2. 

* 
( 2  ) 7L exinte un hypehcône topologique D de E ,  d ' m e t e  un noun-a6pace vec- 

Si A ou B est vide c'est trivial ; sinon on a A-B 3 Cl-C2 et on 

applique le lemme 7.1.3. 

(2) => (1). 

Posons A = (D U V) + Cl où V désigne l'arête de D. 

A est un hyperconvexe topologique d'après le 1) de la remarque 6.4.2 

et le lemme 7.1.2. 

Il est clair que A 3 Cl. De plus, compte tenu de l'hypothèse 

D 3 Cl - C2, on vérifie que A n C2 = @. Il suffit alors, compte tenu du 5)  de 

la remarque 6.4.2, de poser B = 

Soient cl et c2 deux convexes d'un espace localment  convexe 

~ ê p m é  E .  A l o u  l e s  aclsur.tion~ ( 1 )  et ( 2 )  d a n t  EqLcAvdenten : 

( 1 )  11 ex&te d e s  hypenconvexes topologiques complémevl;taines A et B X e h  que 

Démonstration --- --------- - 
(2) => (1). 

C'est une conséquence du ((2) => (1)) du théorème 7.1 .4 et du corollaire 



(1) => (2). 

D'après le théorème 7.1.4, il existe dans E un hypercône topolo- 

gique D d'arête un sous-espace vectoriel V de E tel que D I C I  - C . 
2 ,  

la conclusion résulte alors du lemme suivant : 

7 .  7.6.- Lemme * 

S i  D at un hypmcône topologique en un houn-upace vectorud v i j m é  

. de l1 upace  LocdemeM;f: convexe aépané E ,  f i  este un hypetcâne en O conchef: 

S covLtenant D .  

Démonstration ------------- 
Soit SV un hypercône en O concret de l'espace V (il en existe 

car V est un espace localement convexe séparé ; voir, le 2) de la remarque 

6.4.8) ; alors on vérifie facilement que S = S U D répond à la question car v 
V est fermé. 

3.2.- REPUNSE A U N E  QUESTION DE K L E E  

Dans [27], page 33, Klee demande si deux convexes fermés disjoints 

d'un espace localement convexe séparé sont concrètement séparés. Nous répondons 

dans le 7.2.2 et le 7.2.3 par la négative. 

1 S o L t  c un convexe d'un apace  vectottid topologique aépmé E. Un 

I I  buppobe q u ' f i  e d t e  un hypmcône topoLogique D de E, u b i q W e  t e l  que 

D 3 c. Alom, pom touite d a a e  v de Klee de C, L [v] non deme d a u  

1 Démonstration ------------- 
1 Si v est une classe de Klee de C, comme D 3 C ,  v est dans une 

classe n de D. Comme D est ubiquitaire, n n'est pas un demi-espace de E 



(d 'après l e  6.1.1 e t  l e  6.1.2) ; donc on a L C ~  # E ; dl03 l a  conclusion, 

compte tenu du f a i t  que L Cr;] e s t  fermé (vo i r  l e  4 )  de l a  remarque 6 .4 .2) .  

Soient C l  et c2 deux convexa non v i d a  d'un espcce vectohiel 

Zopologique sépmé E .  On suppose que c l  et c2 ne sont pm hi?pmi?h p a ~  un 1. 
hypehplan b m é  et que c ,-c2 a  une daclse v t e l l e  que L[V] soLt dw4e 

dan, E .  Alom i.4 n' e x b t e  pacl d '  hypenconvexa $opologiqua cornplémentain~ 

A et B te.& que A =)cl et B 3 C 2  En p d c d e h  C l  et C2 ne peuvent 

l Raisonnons par  l ' absurde ; i l  e x i s t e  a l o r s ,  d 'après  l e  théorème 

7.1.4, un hypercône topologique D en un sous-espace vec to r i e l  V t e l  que 

I D 2 Cl-C2.  D e s t  ub iqu i ta i re  (sinon D admettrai t  un i n t e rna t  non vide 

(d 'après  l e  6.1.1) qui s e r a i t  une c lasse  n (remarque 1 )  du 6.1.2) ; donc D, 

e t  par s u i t e  Cl -C2 ,  s e r a i t  dans l e  demi-espace fermé Hn U n e t  C l  e t  C p  

l s e r a i en t  séparés par  un hyperplan fermé (vo i r  début de l a  démonstration du 

1 théorème 2.5.4) ) . Ceci con t red i t  l e  lemme 7.2.1 . 
1 Enfin, l a  dernière  asse r t ion  de l a  proposit ion 7.2.2 r é su l t e  du théo- 

rème 7.1.4. 

A L'exemple assez général  que nous a l lons  exhiber repose sur  l a  propg- 

s i t i o n  suivante.  

PhopasiAio n  

Soient, dam un apace  vecitahid tapologique sapatré E ,  deux canvexa 

detunés c et c f  sLtués dam un s a u - ~ p a c e  vec;toh,ld w dAZinot de E el 

devise dan, E .  On suppose que l ' i n t a n a t  iW [c-c '1 de C-C' dan, w e ~ t  non 

vide eit q u ' i l  n'exinte pm de Ithamlbté de C '  dam W pouvant &e 6Ep~~ré  

de c  da^ w pm un hypaplan denme de W. Alom, s i  on désigne pan c2 un 



&anhL~&! de C'  danh E ne irencontirant p u  W & h i  on pohe c l  = c, 

c et C2 sont deux convexes 6 m é s  dis joints et s a t i s  dahant aux hypothès en 

de La phopohi.tion 7 .2 .2  (donc aunai à sa condunion).  

gg&ons t r a t  ion  

Posons Cg = x+C1. 

Cl-C2 c o n t i e n t  un t r a n s l a t é  de iW[c-c'] ; comme par  hypothèse l a  

v a r i é t é  engendrée p a r  i CC-c'] e s t  W ,  C l - C 2  possède b ien  une c l a s s e  qu i  
W 

engendre une v a r i é t é  dense. Montrons, pour t e rmine r ,  e t  par  l ' a b s u r d e ,  que 

C l  e t  C2 ne sont  pas  séparés  pa r  un hyperplan fermé. 

S o i t  H un hyperplan fermé de E séparant  C l  e t  C2.  K r enaon t r e  

W e t  on a H n W # W ( c a r  W e s t  dense dans E e t  H e s t  un hyperplan f e r -  

m e )  ; donc, d' ap rès  l e  lemme 5.1.2,  H n W e s t  un hyperplan fermé dans l ' e s -  

pace v e c t o r i e l  topologique W. 

S o i t  y un po in t  de (w+x) n ( ~ ( 0 ) )  ; a l o r s  on v é r i f i e  aisément que 

C2-y = (x-y) + C '  e s t  s i t u é  dans W e t  s épa ré  de C dans W p a r  1' hyperplan 

fermé H n W ; c e c i  c o n t r e d i t  une des hypothèses f a i t e s .  

Exemple 7 

S i  C e s t  un convexe fermé d'un espace localement convexe s é p a r é ,  

T-ant i - insérable  e t  non a n t i - i n s é r a b l e  ( v o i r  l e  2.8.8 e t  l e  2.8.4) , C e t  

C '  = C s a t i s f o n t  aux hypothèses de l a  p ropos i t i on  précédente  ( d ' a p r è s  l a  pro- 

p o s i t i o n  2.5.2, l a  p ropos i t i on  2.1.2, l e  théorème 2.5.4 e t  l e  c o r o l l a i r e  2.5.5 

( app l iqué  à s [c-C] 1 ) .  

Exemple 2 

S i  C e s t  un cône convexe de sommet O fermé e t  d ' i n t e r n a t  r e l a t i f  

nop v ide  d'un espace v e c t o r i e l  topologique sépa ré  E ,  s i  S[C] e s t  dense dans 

E e t  d i s t i n c t  de E e t  s i  x désigne un p o i n t  de i r [ ~ ] ,  a l o r s  C e t  l a  

d r o i t e  C '  = A(0,x) s a t i s f o n t  aux hypothèses de l a  p ropos i t i on  précédente  (on 

a C-c1 = SIC] ) .  
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Remahque 

La construction f a i t e  dans l 'exemple 2 e s t  toujours  poss ib le  dans un 

espace de Banach séparable de dimension i n f i n i e  (il s u f f i t  de prendre pour C 

i l e  plus p e t i t  cône pointé de sommet O contenant K ,  K é t an t  un t r a n s l a t é  , 

ne contenant pas 0 ,  du compact cons t ru i t  dans l e  2.8.8) ; C e t  C '  sont a l o r s  

l tous  deux localement compacts a i n s i  que l e s  convexes C l  e t  C2 obtenus a par- 

t i r  de C e t  C '  comme dans l a  proposi t ion  précédente ; on ob t i en t  a i n s i ,  en 
u 

p a r t i c u l i e r ,  e t  de façon par t icul ièrement  simple, un exemple de convexes fermes, 

I localement compacts, d i s j o i n t s ,  dont l ' u n  e s t  une d r o i t e ,  e t  ne pouvant ê t r e  

I separés par  un hyperplan fermé (des exemples du même type  ont é t é  c o n s t r u i t s  de 

manière d i f f é r e n t e  pa r  Klee (4 .3  de [23] ) e t  par  ~ i e u d o n n é  (4. de [93 1 ) .  

Remahque 

Pour une a u t r e  analyse de l a  quest ion posée pa r  Klee, on peut copsulr 

7.3. - REPONSE A U N E  QUESTION DE MOORE 

Moore s igna le  ( [30] , page 662) q u ' i l  n ' e s t  pas connu s ' il e x i s t e  ou 

non des hypercônes (en un p o i n t )  concrets  dans un espace v e c t o r i e l  topologique 

séparé E dont' l e  dual topologique E'  n ' e s t  pas t o t a l  (dans l e  dual algdbri-  

pue E* muni de l a  topologie o(E*,E) ) . 
Le lemme 7.3.1 e t  l 'exemple 7.3.2 apportent une réponse a f f i rmat ive  

4 e t  t r è s  simple à c e t t e  question dans l e  cadre des espaces v e c t o r i e l s  topologf- 

ques séparés de dimension i n f i n i e  dénombrable. 

7 . 3 . 1 . -  Lemme 

Vavu toLLt upace  vectotrhel topologique hépahg E de dunemion inbknia. 

gémonstration 

S o i t  (en)nEu* une base algébrique de E bien ordonnée par  l ' o r d r e  



?# 
n a t u r e l  sur iN . S o i t  S = ( v o i r  6 .2 .1) .  Les c l a s s e s  de S sont  t o u t e s  

A(en)nd* 

de dimension f i n i e  ( v o i r  6.2.1) ; d 'oc  l a  conclusion c a r  E e s t  séparé.  

Il r e s t e  à donner un exemple d'espace v e c t o r i e l  topologique sépayk 

E de dimension i n f i n i e  dénombrable avec E '  non t o t a l .  

a .  

7 . 3 . 2 . -  Exemple 

h Soi t  F un espace v e c t o r i e l  topologique séparé dont l e . d u a 1  F' 

n ' e s t  pas t o t a l ,  e t  contenant une p a r t i e  U t e l l e  que l e s  ensembles aU 

* 
(a E R+) forment une base de voisinages de O ( p a r  exemple ~'[a,b] pour 

O < p < 1 ; v o i r  [29] , page 157) . On peut  v o i r  faci lement  que C CU] c o n t i e n t  

une d r o i t e  homogène A .  On démontre aisément q u ' i l  e x i s t e  une p a r t i e  i n f i q i c  

d6nombrable A = { n } n E ~  * formée de po in t s  de U t e l l e  que C [A] contienne 

A .  Le sous-espace v e c t o r i e l  E engendré pa r  A e t  muni de l a  topologie  i n g u i t e  

par  c e l l e  de F répond à l a  quest ion c a r  C[U n E] con t i en t  A .  

7 . 3 . 3 .  - Remanque 

Soi t  F d é f i n i  comme en 7.3.2 avec F' = {O} (pa r  exemple 

F = ~ ~ [ a , b ]  pour O < p < 1 ) .  On peu t ,  par  une technique analogue à c e l l e  u t i -  

ï i s 6 e  en 7.3.2, cons t ru i r e  un sous-espace v e c t o r i e l  E de F de dimension in?  

f i n i e  dénombrable t e l  que C[U n E] = E ( c o n s t r u i r e ,  pa r  récurrence  une s u i t e  

( E ~ )  de sous-espaces v e c t o r i e l s  de dimension i n f i n i e  dénombrable t e l s  que 

C[U  fi^^+.,] DEn e t  prendre E = U E ; on a a l o r s  E' = {O}) .  Dans E ,  
4 * n n EU 

deux p o i n t s  quelconques d i s t i n c t s  ne peuvent donc pas ê t r e  séparés  par un hyper- 

c p lan  fermé a l o r s  q u ' i l s  peuvent ê t r e  séparés  concrètement. 
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INDEX TERMINOLOGIQUE 
* 

absorbant (0.16) 

absorbe (0.16) 

algébriquement fermé (0.17) 

algébriquement ouvert (0.16) 

anti-insérable (2.1.1) 

arête (3.2.1) 

associés (3.2.9) 

att~ché (hypercône) (4.3.1) 

base (0.3) 

base de décomposition (forte), r-base de décomposition (forte) (2.0.2) 

base triangulaire (2.0.2) 

classes (de ~lee) (4.1.1) 

CS[A] (0.9) 

coconvexe (3.2.9) 

coconvexe basique (6.3.1) 

codimension d'une partie (0.4) 
cohypercône (3.2.9) 

cône (de sommet x) (0.13) 

cône (convexe) engendré (0.14) 

cône asymptote (O. 18) 

convexe basique (au sens de coquet) (2.0.2) 

A" (0.12) 

A(X,Y), A( [x+Y), ~(1x-t~) (0.12) 

décomposable (Xo) ( 2.0.2) 

deuxiême espèce (hypercône de) (4.2.4) 

u variété = variété linéaire non vide 

espace vectoriel = espace vectoriel réel 

* espace vectoriel topologique = espace vectoriel topologique réel 



D-insérable (1.1.1) 

demi-droite (0.12) 

dénombrable (0.2) 

dimension d'une partie (0.4) 

E' (1.0.2) 

enveloppe algébrique (0.17) 
1 

épointé (cône, demi-droite) (0.13, 0.12) 

" 
ri (4.2.1) 

* 

étoilé (0.11) 

extrémale (partie) (4.1.3) 

face (4.4.1) 

famille eroissante (3.0.2) 

famille de décomposition (forte), r-famille de d6composition (forte) (2.0.21 

famille filtrante (3.0.2) 

famille ordonnée (5.0.2) 

famille ordonnêe extraite (5,0.2) 

frontière algkbrique (0.16) 

homogène ( 0.5 ) 

hypercône (3.2.1) 

hypercône basique (au sens de ~lee) (6.2.1 ) 
hypercône concret (6.4.6 et 6.4.8) 

hyperconvexe (3.0.2) 
t 

hyperconvexe topologique (6.4.1 ) 

i[A] (O. 16) 
s i$ (x) (5.1.1) 

d 
insérable ( 1.1.3) 

intervalles (0.10) 

internat (relatif) , interne (point ) (0.16) 
ir[A] (0.16) 

Ker (5.0.3) 

K (5.1.1) 



limite inductive (3.4.2) 

lin (0.17) 

linéairement borné (0.15) 

N ~ [ A ]  (3.1.1) 

noyau de linGarité (3.1.1) 

noyau linéaire (1.1.7) 

ordre de Klee (4.1.1 ) 
*i P-famille (5.1.1) 

P-famille minimale (5.2.1) 

Y (6.2.1) 

pointé (cône, demi-droite) (0.1 

première espèce (hypercône de) 

préordre de Klee ( 4 )  ( 4.1 . 1 ) 

section commençante (3.0.2) 

section finissante (3.0.2) 

section finissante ferme@ (3.3.4) 

segment ( 0,. 10 ) 

séparation concrète (7.1,l) 

O 

somme d'ensembles (0.8) 

sous-espace engendré ( Q, 4) 
symétrique (par rapport à x) (0.7) 

T-anti-insêrable (2.5.1) 

T-D-insérable (1.1.1) 

T-insérable ( 1.1.3) 

topologiquement insêrable (1.1. 

ubiquitaire (proprement) (0.17) 

yariété d'appui (4.1.2) 

q variétg engendrée (0.4) 




