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INTRODUCTION

Les chapitres 1 et 2 d'une part et les chapitres 3, 4, 5, 6 et 7T
d'autre part sont quasi indépendants ; il présentent cépendant une interfé-
rence au niveau d'une application située dans le chapitre 7.

Les chapitresi1 et 2, qui reprennent et développent les articles
[7], [8] et 1a note [13], sont consacrés i 1'étude de 1'insérabilité et de
l'anti~insérabilité ; les résultats essentiels sont le théoréme 2.1.3 (caract-
térisation de l'anti-insérabilité d'un convexe 2 partir de ses translatés et
de ses dilatés positifs), le théoréme 2.4.5 et son corollaire (qui établissent
un lien surprenant entre les convexes anti-insérables et les convexes basiques
au sens de Coquet (resp. : et les convexes anti-insérables algébriquement fer-
més et linéairement bé}nés)), le théorémé 2.6.3 (relatif 3 1l'anti-insérabilité
dans un espace semi-normé), le théoréme 2.7.1 (en tant qu'application 3 la
séparation des convexes) et le théoréme 2.8.5 (qui raméne de facon simple un
probléme posé par Thorp et Witley & un probléme d'existence de convexes fermés
engendrant un. sous—espace vectoriel dense) ; des applications sont obtenues
dans ces chapitres ainsi qu'au chapitre 7 ; des résultats de Klee et de Thorp
et Whitley sont généralisés ; le lien &troit (que nous &tablissons) entre la
notion d'insérabilité et les notions "of finite width" et "of finite width in
some direction" fait que notre &tude s'intdgre & de nombreux travaux notamment
de Clark [5], Klee [28], Thorp et Whitley [31] et bien d'autres (voir, par
exemple, Valentine [32] chapitre XII) ; notons enfin que certains de nos résul-
tats ont &té exploités trés récemment dans d'autres directions en particulier par

Jongmens [21] et Fourneau [16].




Les chapitres suivants développent et généralisenf (certains des ré-
sultats figurant dans cette thése n'ont pas encore été publiés) les notes [10],
[11], [14] ; ces travaux s'intdgrent & un courant de recherche tr&s important,
dont les pionniers sont Kalutani, Stone, Mazur, Eidelheit, Tukey (pour des ré-
férences précises voir Valentine [32] page 20), auquel Klee et Hammer ont par-
ticipé plus récemment en apportant des résultats remaréuables (consulter [?6},
[18], [19], [20] et 1es référencequui s'y trouvent) ainsi que trés récemment
Mcore [30] et Bair [1]. Toutefois, en ce qui concerne la structure des hyper-
convexes (convexes dont le complémentaire est convexe), seul le cas des hyper-
cbnes en un point avait été résolu (par Klee) et la question de 1l'existence, en
dimension infinie, d'un "coconvexe" c'est-d-dire d'un hyperconvexe n'étant ni
hypercdne, ni cohypercdne en une variété) restait implicitement posé (seul le
cas de la dimension finie ayant été réglé par Hammer) ; nous répondons & cette
gquestion dans le chapitre 3 ; &galement dans le chapitre. 3, nous caractéri-
sons la convexité deswéléments d'un couple de parties complémentaires d'un es-
pace vectoriel en termes de section finissante et nous mettons en évidence
1'hypercdne "attaché" 4 un coconvexe, ces résultats &tant fort utiles dans la
suite ; le chapitre U4 et le chapitre 5 fournissent la structure analytique et
géométrique d'un hyperconvexe quelconque (les théorémes de structure de Klee
(pour un hypercdne) apparaissant alors comme des cas particuliers) ; dans le
chapitre 6 nous remarquons qu'un hyperconvexe est ou bien d'internat non vide
ou bien ubiquitaire (6.1), nous complétons 1'dtude des hyperconvexes basiques
au sens de Klee (6.2 et 6.3) et nous introduisons et étudions la notién d'hy-
perconvexe topologique qui nous conduit en application & une caractérisation
des hypercdnes concerts de Moore (théoréme 6.4.5) qui rend ces hyperclnes con-

crets "plus maniables".

Le chapitre 7 ne comprend que des applicatiocns (solution d'un probléme

posé par Klee, solution d'un probléme posé par Moore et interprétation de la
séparation concréte de Moore en termes d'hyperconvexes topologiques complémen-

taires). 5




CHAPITRE 0

RAPPELS ELEMENTAIRES

0.0.- Ce chapitre est destiné & préciser une partie des notations qui
seront utilisées dans la suite et un certain nombre de notions qui sont trés &1é&-
mentaires mais qui ont besoin d'@tre précisées dans la mesure ol la terminologie

varie avec les auteurs. Par contre, bon nombre de propriétés'classiques"

des es-
paces vectoriels topologiques et de géométrie des convexes ne sont pas rappelées.

Le lecteur désireux d'approfondir les notions rappelées dans ce chapi-

tre peut consulter avec profit [6] (chapitre 1), [4] et [32].

0.17.- 81 A~ et B sont deux ensembles, le complémentaire de B dans

A sers noté [ B ou A ~n B,
A

0.2.- Contrairement & certains auteurs, nous dirons qu'un ensemble

4
est dénombrable s'il est fini ou de cardinal ;\_ o

0.3.- Dans toute la suite, espace vectoriel siginifiera espace vecto-
riel réel et le mot base (utilisé seul) désignera une base algébrique,

L'origine d'un espace vectoriel sera notée O.

0.4.- 8i A est une partie de l'espace vectoriel E, on désigne par
S[A] le sous—-espace vectoriel engendré par A, c'est-d-dire le plus petit sous-
eépace vectoriel contenant A, et par L[A] 1a variété linéaire engendrée par
A, c'est-8-dire la plus petite variété lin€aire contenant A.

Si A est non vide, on appelle dimension (resp. : codimension) de A,

la dimension (resp. : codimension) de L[AJ.




0.5.~ Dans toute la suite, le mot variété désignera une variété€ liné-

aire non vide. Une variété contenant O est dite homogéne.

0.6.- Si A et B sont des parties de l'espace vectoriel E, si

x e E et si A e R, on pose

A+B = {a+bla € A et b e B},
x+A = {x} + A,

M = {)a]a ¢ A},

-A = (-1) A.

0.7.- 81 A est une partie de l'espace vectoriel E et si x e E,
le symétrique de A par rapport & x est la partie 2x-A. Si A = 2x-A, A
est dite symétrique par rapport & x ; plus rapidement, -A est dite symétrique

de A et, si -A=A, A est dite symdtrique.

0.8.- Soit " (A.)

i)ier ume famille non vide de parties de 1l'espace vec—

toriel E, contenant toutes 0. On appelle somme des Ai et on note Z Ai
. iel
l'ensemble des sommes Z a, avec, pour tout 1 e I, a; € Ai’ et a; =0
iel
sauf pour un nombre fini d'indices.

0.9.- A désignant une partie de 1l'espace vectoriel E, on note
Cc[A] (resp. : CS[A]) 1'enveloppe convexe (resp. : convexe symétrique) de A,
c'est-3-dire le plus petit convexe (resp. : convexe symétrique) contenant A.

0.10.- Intervalles
Si a et b sont deux points de l'espace vectoriel E, on définit

les intervalles suivantes : .

[a,b]

Ja,p[ = {xa + (1-2)b|re]0,1[} (appelé "intervalle ouvert" seulement si a # b)

]a,b]

valles semi-ouverts" seulement si "a # b).

{)a + (1—A)b|ke[0,1]} ("intervalle fermé" ou "segment')

{xa + (1-1)b|re[0,1]}, [a,b[ = {xa + (1-2)b|re]0O,1]} (appelds "inter-

- -




On a donc
[a,2] = Ja,a[ = ]a,a] = [a,a] = {a}.

0.11.- Une partie A de l'espace vectoriel E est dite &toilée si,

pour tout a € A, on a [O,a] C A.

0.12.- Soient x et y deux points distincts de 1l'espace vectoriel

E. On appelle dr-oite passant par x et ¥y et on note A4(x,y)
AMx,y) = {Ax + (1-1)y ]2 e R}.

On appelle demi-droite pointée (ou fermée) issue de x (ou de sommet x, ou

d'origine x) et on note A([x+y)
A([x>y) = {(1-2)x + Ay|x 3 O}.

On appelle demi-droite épointée (ou ouverte) issue de x (ou de sommet x, ou

d'origine x) et on note A(]x>y)

A(]xsy) = {(1=2)x + Ay|r > 0}.

Si A est une demi-droite issue de x, la symétrique de A par rapport & x

. *
est notée A .

0.13.- Soit A une partie de 1l'espace vectoriel E et soit x € E.
On dit que A est un cdne de sommet x si A -est stable par toute homothétie
de centre x et de rapport > 0 j; si A est un c¢One de sommet x contenant x
(resp. : ne contenant pas x), A est dit cbne pointé (resp. : cdne épointéd)

de sommet x.

0.74.- Si A est une partie de 1l'espace vectoriel E, on appelle




cone (convexe) engendré par A le plus petit cbne de sommet O (et convexe)
contenant A.
Si AP0, on définit de manidre analogue le cdne (convexe) pointé

engendré par A,

0.15.- Une partie A de 1'espéce vectoriel .E est dite lin€airement
bornée si son intersection avec toute droite est bornée (cette droite &tant munie
de la topologie naturelle). Ainsi un convexe est linéairement borné si et seule-~

ment s'il ne contient pas de demi-droite.

0.16.- Soit A wune partie de l'espace vectoriel E. Un point x de
E est dit point interne (resp. : interne relatif) de A si, pour toute droite
A passant par x (resp. : passant par x et contenue dans LEA]), AN A con-
tient un intervalle ouvert contenant x.

L'ensemble des points internes (resp. : internes relatifs) de A est
appelé 1'internat (re;p. : 1'internat relatif) de A et noté i[A] (resp, !
ir[A]).

Si A = irA], A est dit algébriquement ouvert.

Si A est un convexe non vide symétrique par rapport 4 un point x,
alors x € irDﬂ.

Si A et B sont des parties de E, A absorbe B s'il existe

a >0 tel que A D oB. A est dite absorbante si A absorbe tout point de
E. 81 A est convexe, A est absorbante si et seulement si O est un point

interne de A.

0.17.~ A &tant une partie de 1'espace vectoriel E, on appelle
enveloppe algébrique de A, et on note 1in A, l'ensemble des points y de E
tels qu'il existe x ¢ A tel que [x,y[C A (on a donc A C 1inA) ; si A

est un convexe contenant plus d'un point, on peut dans la définiticn précédente

supposer Yy # X.




La frontidre algébrique de A est par définition Fr[A] = (1in A) ~ i[a]
Si A est convexe, lin A aussi.
A est dit algébriquement fermé si A = lin A.
A est dit ubiquitaire (resp. : proprement ubiquitaire) si 1lin A = E

(resp. : lin A =E et A # E).

0.18.- Soit A un convexe d'un espace vectoriel E et soit A une
demi-droite contenue dans A. Si A est algébriguement fermé, alors, pour tout
a € A, la demi-droite paralléle & A, et de méme sens, issue de a est dans A
(ce résultat est donc encore valable pour un convexe fermé d'un espace vectoriel
topologique car un tel convexe est algébriquement fermé&) ; on peut alors définir
le cBne asymptote de A (noté 4 [A]) comme &tant le plus grand des cdnes C
peintés de sommet O tels que a+C C A, pour tout a e A. Si ir[A] # @ et si

a € ir[A] 1la demi-droite issue de a, paralldle 3 A et de méme sens est dans

ir[A]. -




1.0.

CHAPITRE 1

INSERABILITE

1.0.- INTRODUCTION

1.0.1.- Les résultats de ce chapitre sont, mis 3 part dans le 1.5,
obtenus assez simplement ; ils seront cependant fort utiles au chapitre 2 et
comprennent la généralisation d'un résultat de Thorp et Whitley (voir remarque
1.1.13) et la généralisation d'un résultat de Klee (voir remarque 1.1.15), -

Dans le 1.1, nous introduisons la notion de D-insérabilité (que nous
comparons avec la notion "of finite width") et la notion T-D-insérabilité ; nous
caractérisons la T-D-insérabilité en termes d'adhérence faible de cs[A] et de
CEA—A] (pfoposition 1.1.6). Nous montrons, pour un convexe, 1l'équivalence
entre le fait d'€tre D-insérable et le fait d'&tre "of finite width in direc-~
tion D" (proposition 1.1.12), la premidre notion ayant pour avantage sur la
seconde de pouvoir s'appliquer 3 une partie non nécessairement convexe 3 nous
obtenons alors une démonstration immédiate d'un résultat de Klee (voir remarque
1.1.15).

Le 1.2 fournit des critéres de T-D-insérabilité notamment pour les
bornés et pour une partie A convexe ou non, admettant un translaté asbsorbant
CS[A]. La condition d'absorption précédente est étudide dans le 1.3,-dans le cas
ol A est convexe.

Le 1.4 &tudie le cas, assez trivial, de 1; dimension finie.

Dans le 1.5, nous montrons, sur uﬁ exemple, qu'un convexe méme 4'in-

ternat non vide peut €tre lin€airement borné sans &tre insérable.




ro1.-

1.0./1.1.

1.0.2.~ Notation et rappels

A désignant une partie d'un espace vectoriel topologique E (non
nécessairement séparé), a° désigne 1l'adhérence faible de A, c'est-d-dire
1l'adhérence de A dans E muni de la topologie faible o = o(E,E') (E' dési-
gnant le dual topologique de E). Tl est bien connu que si E est localement con-
vexe et si A est convexe, 2° = A.

D désignant une droite homogéne de 1l'espace normé E, un convexe A
de E est dit "of finite width in direction D" (Clark [5]) s'il existe k > O
tel que, pour toute droite A paralléle & D, AN A est de longueur < k }
Klee remarque dans [28] que cette notion s'adapte facilement & un convexe d'un-
espace vectoriel.

Un convexe A d'un espace normé E est dit "of finite width" (Clark
[5]) si A est situé dans une bande déterminée par deux hyperplans fermés. et
paralléles de E ; cette notion s'adapte 3 une partie A d'un espace vectoriel
topologique. i

Les notions de D-insérabilité, T-D-insérabilité sont définies pour

des parties non vides.

T-D-INSERABILITE

1.1.1.- Déginition

Dans un espace vectorniel (resp. : espace vectorliel topologique) E,

un endemble (non vide) est dit insérable (nesp. : topozogiquemen,t inserable)
dans La direction définie par une droite homogéne D ou plus simplement D-in-
serable (nesp. : T-D-Ainsérable) 4'il est contenu dans une bande Limitée par
deux hypenplans paralliles (resp. : paralliles et fermés) et non paralleles &

D (une bande est L'enveloppe convexe de deux hgpe/tplam paralléeles) .

1.1.2.- Remarque

1) Dans un espace vectoriel topologique E,une partie A est '"of

_9..




1.1.

finite width" (voir 1.0.2) si et seulement s'il existe D telle que A soit
T-D-insérable.2) SupposonsA T-D insérable ; si B C A, alors B est T-D insé-
rable ; CS|A]  est T-D insérable ; AA + uA + x est T-D insérable quels que

soient (A,u) € R et x ¢ E.

1.1.3.- Déginition

Dans un espace vectorniel. (resp. : espace vectoriel topologique) E, un
ensemble A est dit insérable (resp. : topologiquement insérable ou plus simple-
ment T-insérhable) &'l est D-insérable (resp. : T-D-insérable) pour toute

drodite homogéne D.

1.1.4.- Remarque

Dans un espace vectoriel (resp. : espace vectoriel topologique) E,
dire que A est D-insérable (resp. : T-D-insérable) revient & dire qu'il existe

une forme linéaire sur E (resp. : linfaire continue sur E) non identiquement

nulle sur D et bornée sur A (ou encore non bornée sur D et bornée sur A),

1.1.5.- Remangue

Lorsque l'espace vectoriel E est muni de la topologie localement
convexe la plus fine, les notions de D-insérabilité et de T-D-insérabilité

coincident.

1.1.6.- Proposition
Pour une parntie A d'un espace vectoriel topologique E, Les assen-

tions (L), (L) et (Ldd) sont Equivalentes

({) A est T-D-insérable.
(i) CS[A]” ne contient pas D.

(iii) C[A-A]® ne contient pas D.

Démonstration

-—‘]O_




De facon évidente, on a les équivalences suivantes
A T-D-insérable <=> CS[A] T-D-insérable <=> CS[A]° T-D-insérable,
Il est alors clair que, si. A est T-D-~insérable, CS[A}G ne contient pas D.
L . . TITIo . . Py e}
Réciproquement, si CS[A] ne contlient pas D, soit x € D avec x ¢ CS[A] H
il existe (voir [2], page 84, proposition 4) un hyperplan faiblement fermé,

————tm

donc fermé, séparant x et CS[A] On utilise ensuite la symétrie pour con-—

(o]
clure.
(i) <=> (iii).

Cette équivalence se démontre de la méme maniére que 1l'équivalence

(i) <=> (ii) en remarquant que A-A contient un translaté de A.

1.1.7.- Remarque
Avec les notations de la proposition 1.1.6, on peut encore dire que
A est T-D-insérable si et seulement si le noyau linéaire de 1'adhérence faible

de CS[A] (c'est-d-dire le plus grand sous—espace vectoriel de E contenu dans

CS[A]O) ne contient pas D ou encore si et seulement si 1l'adhérence faible de
cs[A] ne contient amucune droite paralldle & D (voir 0.18) ou encore si et

seulement si 1'adhérence faible de CS[A] ne contient aucune demi-droite.

1.1.8.- Corollaire
Soit A une partie d'un espace vectorniel topologique E. La néunion
de {0} et des droites homogénes D telles que A s0it non T-D-instrable est

Le noyau Lindaire de cs[a]®.

1.1.9.- Corollaire
Une partie A d'un espace vectorniel topologique E est T-insérable

84 et seulement si CS[A]° est LinBairement bonng.

1.1.10.- Théoréme

Pour une pantie A d'un espace vectoriel E, Les assentions (4£), (4d),

_1‘]_




1.1.

(ili) sont Zquivalentes ; s4, de plus, A esl convexe, Les assertions (L) et
(4v] sont Zquivalentes :
({) A est D-insérable.
(i) cs[a] ne conizent pas D.
(£ei)  C[a-A] ne contient pas D.

{(4v] 1L existe x e D Zel que x+A ne renconitre pas A.

Démonstration

(1) <=> (ii) <=> (iii).

C'est une conséquence de la remarque T.1.5, de la proposition 1.1.6
du 0.18 et du théordme 1.11 de [32]

(1) => (iv).

C'est immédiat.

(iv) => (i).

x+A-A ne contient pas O ; donc x+A~A ne contient pas D. Puisque
x € D, A-A ne contient pas D non plus ; or A-A = C[A-A], d'ol le résultat

puisque 1l'on a : (iii) => (i).

1.1.11.- Cornollaine
Une parntie A d'un espace vectorniel E est insérable s4 et seulement

84 CS[A] est LinBairement borné.

1.1.12.- Proposiiion

Dans un espace vectoriel E, un convexe A est D-insérable &4 et Aseu-

Lement 54 A est "of finite width in direction" définie par D.

Démonstration

A est "of finite width in direction" définie par D (voir 1.0.2) si
et seulement s'il existe un segment [—x,x] (x # 0) de D tel que l'intersec-

tion de A avec chaque droite paralldle & D soit contenue dans un translaté




1.1./1.2.

de [—x,x]. I1 est clair que, si A est D-insérable, alors A est "of finite
width in direction" définie par D.
Réciproquement, on voit que (3x+A) N A = @, d'od la conclusion

d'aprés 1'implication (iv) => (i) du théoréme 1.1.10.

1.71.713.- Remarque

A partir de la proposition 1.1.12 et du ((i) <=> (iii)) du théoréme
1.1.10 on &tend un résultat de Thorp et Whitley sur les convexes fermés d'un

espace de Banach (voir [31]) aux convexes quelcongues d'un espace vectorielr

1.1.14.- Corollaire
Soit A une partie d'un espace vectorniel topologique. SL C[A—A]
(nesp. : cs[a]) contient un point inténieun et 44 A est D-insérable, alons

A est T-D-Ansérable.

Démonstration

I1 suffit d'utiliser le fait que, si une forme linfaire est bornée sur

un convexe d'intérieur non vide, elle est continue.

1.1.15.~ Remarque

Comme cas particulier du corollaire 1.1.1L4, on retrouve un résultat
démontré par V. Klee pour un convexe A contenant un point intérieur (voir

[28] pages 536 et 537).

1.2.- CRITERES DE T-D- INSERABILITE

1.2.1.- Proposition
Dans un espace vectoniel topologique E, tout faiblement borng &,

done a fortioni tout faiblement boané, est T-D-insérable pour toute droite

homogene D non situe dans £'adhérence faible de £'onigine.
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Démonstration
o #&tant localement convexe, CS[A]0 est donc faiblement borné. Il

suffit alors de remarquer que le noyau linéaire de CS[A]O est 1l'adhdrence

faible de l'origine puis d'appliquer le corollaire 1.1.8.

1.2.2.- Proposition
Soit A une partie d'un espace vectorniel E. lUne condition nécessaire

et sufpisante pour que A A0Lt Ainsérable est qu'il exdiste une topologlie d'espa-
ce normé sur E  pour Laquelle A s0lt borné.

La démonstration utilise le lemme suivant

1.2.3.- Lemme

Sodit, dans un espace vectorniel E, un convexe X ayant un poinivih—
terne nelatif a  (resp. : un convexe K symétrnique par napport & a) et £iné-
airement bornné. 1L existe un convexe C  [(resp. : convexe C Aymdtrique par
happort a  a) ayant a pour point interne, Lintairement borné et tel que

C DK (et meme mieux ¢ NL[K] = k).

Démonstration

Si K est symétrique par rapport & a, alors on sait que a est
point interne relatif de K.

On peut toujours supposer que l'origine de E est en a. Soit F 1le
sous—-espace vectoriel de E engendré par K et soit G un sous—espace vectoriel
supplémentaire de F dans E. On peut évidemment supposer F # E. Désignons
par (e.). une base de G et posons A = CS[-U {ei}]. D'aprés le corollaire

1°1el fel

2.6 de [6], A est linéairement borné et C = C[K U A] est lindairement borné.

D'aprés le théoréme 2.3 de [6], CNF =K. I1 est clair en outre que a est

point interne de C et que C est symétrique d8s que K 1'est.

La condition suffisante résulte immédiatement de la proposition 1.2.1,
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Montrons maintenant la condition nécessaire. Suppésons donec A 1insé-
rable. D'aprés le corollaire 1.1.11, CSDﬂ est linéairement borné. D'aprés le
lemme 1.2.3, il existe un convexe C, symétrique, absorbant, linéairement borné
et tel que C :)CS[}J 3 11 suffit alors de prendre pour topologie, celle dont
un systéme fondamental de voisinages de l'origine est constitué par les ensembles

le¢ (nsN*).
n

1.2.4.- Proposition
Sodient, dans un espace vectorniel topologique E, une drodite homogéne

D et une partie A admettant un translaté qui absornbe CS[A]. Alors, A est
T-D-insérable s4i et seulement 4 A° ne contient pas de demi-droite parallile

-

a D.

Démonstration

Si A est T-D-insérable, d'aprés la remarque 1.1.7, 6ETXTO ne con-
tient pas de droite péralléle a D ; puisque 1’ c EETKjU . A% ne contient
aucune demi-droite paralléle & D.

Réciproquément, supposons que 2° ne contienne aucune demi-droite
paralléle & D. Désignons par. B un translaté de A qui absorbe CSLA] 3 i1
est clair que B° ne contient aucune demi-droite paralléle 4 D. Puisque B
absorbe CSEA], il existe o > 0 tel que a CS[A] C B. On en d&duit que

S o] - —_—— . - -~ -~
a CS[A] c BG, donc que CS[A]0 ne contient aucune droite parallele a D ;

ainsi, d'aprés la remarque 1.1.7, A est T-D-insérable.

Rmmgue

S1 A est une partie d'un espace vectoriel E admettant un translaté
absorbant CSEA] alors A est D-insérable si et seulement si A ne contient
pas de demi-droite paralléle & D (d'aprés le théoréme 1.11 de [32], le 0.18

et la proposition 1.2.4).




1.2.

1.2.5.- Corollaine
Soit, dans un espace vectoriel topologique, une partie A  admettant
un translaté qui absonbe CS[A]. Alons, A est T-insérable 44 et seulement

. -0 . , .
AL AT ne contlent aucune demi-drnoite.

1.2.6.- Proposition
Soit, dans un espace vectoriel E, une partie A admettant un trhans-

Laté qui absonbe CS[A]. ALons, A est insérable s4i et seulement s4 A ne

contlent aucune demi-droite.

Démonstration

Si A est insérable, d'aprds le corollaire 1.1.11, CS[A] ne con-
tient pas de demi-droite ; puisque A C CS[A], A ne contient pas de demi-
droite.

Réciproquement, supposons que A ne contienne pas de demi-droite.

Désignons par B un translaté de A qui absorbe CS[A] ;.11 est
clair que B ne contient pas de demi~droite. Puisque B absorbe CSEA], il

existe o > 0O tel que aCS[A] C B . On en déduit que CS[A] ne contient pas

de demi-droite ; ainsi, d'aprés le corollaire 1.1.11, A est insérable.

Ij.ﬁ-meque

La condition "A admet un translaté qui absorbe CS[A]" implique que
A admet un point interne relatif ; mais la condition précédente n'est pas néces-
saire & 1'insérabilité d4'une partie admettant un point interne relatif (méme si
cette partie est convexe), ainsi que le montre 1l'exemple suivant.

Soit E un espace vectoriel ayant une base dénombrable (en)neN* .

1 .
Posons B= U _{-e}, c=U_ {-e }, A=c[BuUc] et X=cs[A]. X est
nell nel§

linéairement borné car X = cs[ U " {en}] (voir [6], lemme 2.1) ; ainsi A est
nelN

insérable. Montrons, par 1'absurde, qu'aucun translaté de A n'absorbe CSEA] 3




1.2./1.3.

s'il en était ainsi, A admettrait un point intérieur dansll'espace E normé

de telle sorte que X soit la boule unité fermée de E ; par suite O serait
point intérieur de A (voir [6] proposition 1.2), donc A devrait absorber X ;
or, on voit facilement que, L% désignant la droite A = {Aen]AdR}, on a :

1 -
. AN A= e, ~ en] et & Nos[a] = [-e ,e ].

Ainsi, il ne peut exister a > O tel que o CS[A] CA.

1.2.8.- Remarque

Un espace vectoriel topologique E esﬁ appelé c-régulier par Klee w
(voir [Qh], page 106) si tout convexe fermé est 1l'intersection des demi-espaces
fermés qui le contiennent ; dans un tel espace, 1l'adhérence faible de tout con-
vexe est égal a son adhérence (pour des exemples d'espaces vectoriels topologi-
ques c-réguliers non localement convexes, nous renvoyons & [22], page 459,

Si E est c-régulier (en particulier si E est localement convexe),
on peut donc, dans la proposition 1.1.6, remplacer les adhérences faibles par
les adhérences ; il est clair que ce remplacement n'est pas possible pour tout
espace vectoriel topologique : par exemple, si E est un espace vectoriel to-
pologique séparé tel que le dual topologique E' de E soit réduit & l'origine
(exemple : Lp[a,b] avee 0 < p < 1 3 voir [29], @age 158), 1l'origine est un
convexe symétrique fermé qui n'est pas T-D-insérable et ceci pour toute droite

homogéne D.

1.3.- REMARQUES RELATIVES A L'ABSORPTION DE cs[al PAR A

En relation avec la proposition 1.2.4 qui est intéressante dans la
mesure ou seule l'adhérence faible de A intervient, nous étudions, dans ce

paragraphe, la condition d'absorption de CS[A].

1.3.1.- Proposition

Soit, dans un espace vectoriel E, un convexe A contenant L'onigine.

_17_
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Les assentions (£), (4L) et (LiL) sont Equivalentes
(£) A absonbe cs[A].
(44) A absonbe -A.
(AL) 18 existe, dans E, un convexe symétrique B el que B et A

5'absornbent mutuellement.

Démonstration
C'est &vident.
(ii) => (i)
Fn effet, par hypothdse, i1l existe o > O tel que -o AC A. Comme

-A est &toilé, on peut supposer o < 1. Comme A est &toilé, A DoA. Comme

A est convexe A Da C[A U —A] = o CS[A].
(i) => (iii).
En effet, oni prend B = CS[A].

(ii1) => (ii).

En effet,” B absorbant A et B &tant symétrique, B absorbe -A,

LBJ.—meque

Soit, dans un espace vectoriel E, un convexe A contenant l'origine,
A est un sous-espace vectoriel de E si et seulement s'il existe o > 1 tel
que -o A CA.
En effet, la condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, soit
xeA avec x#0 (le cas oi A = {0} est trivial) ; ona -a x € A,
2n 2n+1

a2 x€ehAyoooy 0 x € A, -0 x € A,..., et par suite AIx € A ‘pour tout

A eR ; d'oll le résultat, puisque A est convexe.

1.3.3.- Corollaire

Soit, dans espace vectoriel E, un convexe A absorbant. Une condi-
ion necessaire et Auﬁéaaﬁte pour qu'il existe sur E une fopofogie d'espace
semi-noamé t‘e,&e que A 404t voisinage borng de £'orndigdine est que A absorbe
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cs[a].

Démonstration

C'est une conséquence de 1'équivalence entre (i) et (iii) de la propo-

sition 1.3.1.

On peut rapprocher le corollaire suivant, du résultat de la proposi-

tion 1.2.2.

1.3.4.- Cornolhaire

Soit, dans un espace vectorniel E, un convexe A contenant L'ornigine
et absonbant. Une condition nécessairne et suffisante pour qu'il existe sur E
une topologie d'espace nonmé telle Que A 304t voisinage borne de K'onigiﬁa

est que A Aot Lindairement borné et que A absonbe CS[A].

1.4.- CAS DE LA DIMENSION FINIE

1.4.1.- Proposition

Dans un espace vectoriel topologique sépar? de dimension finie, tout

boaneg est insérnable et néciproquement.

Démonstration
Elle résulte immédiatement de la proposition 1.2.2 et du fait qu'il
existe, dans un espace vectoriel de dimension finie, une seule topologie d'espa-

ce vectoriel topologique séparée qui fait d'ailleurs de cet espace un espace

P
norme.

1.4.2.- PnoEOAixion

Dans un espace vectorniel de dimension- finie, ZLout convexe Linéairement

borne est convexe Linsérable et néciproquement.

Démonstration

Munissons 1l'espace vectoriel de la topologie canonique. Il y & &quiva-
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lence, pour un convexe, entre le fait d'&tre borné et le fait d'é€tre linéairement
borné (voir [6], lemme 2.3).

On applique alors la proposition 1.k.1.

1.4.3.- Proposition
Dans un espace vectorniel fopologique sépané de dimension ginle, tout

ensemble 2toile fermé Lindairement borné est un ensemble Etodllé fenmé {nsérable

et néciproquement.

Démonstration

Elle résulte de 1'équivalence, pour un ensemble étoilé fermé, entre

le fait d'@tre borné et le fait d'é&tre linfairement borné.

1

1.5.~ EXEMPLE, DANS UN ESPACE VECTORIEL E QUELCONQUE DE DIMENSION INFINIE, DE

CONVEXE NON D-INSERABLE POUR UNE SEULE DROITE HOMOGENE D, AYANT UN POINT

INTERNE ET LINEATREMENT BORNE.

Premier cas : E posséde une base dénombrable (en)neN*

Posons A = U {an}, B= U {bn}, c= U * {Cn},

nefl nell nell
en
= = + — - - = e ——
avec an en, bn en (n 1)e1, c1 e1 et pour n > 1, c, ol

On va montrer que le convexe K = CEA JUB U C] répond & la question. Il est
clair que 1l'origine est point interne de K car X contient CS[C]. De plus,
cs[K] contient la droite Ay = {Ae1|A e R} car, pour tout n,

l(n—1)e

5 € CS[K] ; donec K n'est pas A1—insérable ; montrons

1 1
=2 T2

1
que CS[K] ne contient pas d'autre droite D issue de l'origine, ce qui assu-
rera la D-insérabilité de K ; D s'édcrit sous.la forme D = {xy|x e R} ol y
est un point non nul de E, ayant une derniéfe“éomposante non nulle d'indice

N > 1.

Comme CS[K] = C[CSLA] U CS[B]] il en résulte donc que, si

Ay € CS[R], Ay s'écrit sous la forme :
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avec 0 g u <1, z Ia £ 1 et Z ]Bn} £ 1, les oy et Bn non nuls étant
en nombre fini.

La composante de )y suivant eN est donc

ooy +,(1‘U) BN

qui est en valeur absolue < 1. CS[K] ne contient pas D.
I1 reste & montrer que K est linfairement borné ; il suffit donc de
montrer que K ne contient aucune demi-droite passant par 1l'origine (voir 0.18)

ou encore, d'aprés 1'étude précédente de CS[KJ, que K ne contient aucune demi-

droite paralldle 3 A, 5 or si re, (avee X € R) appartient & K, Ae, s'éerit

sous la forme :

re, = +8 b +
e1 E (an an Bn n Yn Cn)
avec a >0, B 20, y 2 0, g (an + B, * Yn) =1, les o, B, Y, ¢&tant
nuls sauf pour un nombre fini. On en déduit
= + - + - .
A=, v B -y, + ) (nm1) B
n>1
et, pour n > 1,
(n )(un Bn) Y
d'odl  |A] g1+ ) Y, § 2 ; d'oll le résultat..
' n>1
Deuxieme cas : E est de dimension infinie non dénombrable.

Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension infinie dénom-
brable et G un supplémentaire de F. On considdre dans F 1le convexe K

obtenu dans le premier cas et dans G un convexe I symétrique absorbant et
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linéairement borné. Le convexe U = C[K U I‘] répond & la question (voir le

théoréme 2.3 de [6]) compte tenu du fait que CS[U] C[CS[K] U F] et compte

[}

tenu du premier cas.
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CHAPITRE 11

CARACTERISATION DES CONVEXES ANTI-INSERABLES

2.0.- INTRODUCTION

2.0.1.- Les résultats centraux et techniquement difficiles de ce
éhapitre sont le théoréme 2.4.5 et le corollaire 2.4.6 ; ils établissent un
lien parfait et surprenant entre d'une part la notion de convexe basique dévelop-
pée par Coquet dans [6] et d'autre part la notion d'anti-insérabilité développée
ici,

Dans le 2.1, nous introduisons, dans un espace vectoriel, la notion
de partie A anti-insérable (c'est-3d-dire telle qu'aucune forme lindaire,
non nulle, ne soit bornée éur A) 3 nous montrons (théoréme 2.1.3) que l'anti-
insérabilité de A s'exprime, fort simplement, en fonction de la famille des
translatés de A et la famille des dilatds strictement positifs de A.

Le 2.2 montre 1l'existence, dans tout espace vectoriel (réel) de di-
mension infinie, d'un convexe anti-insérable, linéairement borné et d'internat
non vide (corollaire 2.2.3) ; ce résultat est une application de la notion de
base de décomposition développée par Coquet dans [6].

Le 2.3 met en évidence une propriété remarquable des convexes basiques
(corollaire 2.3.5) et qui est exploitée dans le 2.4 ; cette propriété est établie
4 partir d'un théoréme plus général, intéressant en soi (théordme 2.3.4).

Le 2.4 est consacré 3 la caractérisatioﬁ‘proprement dite des convexes
anti-insérables ; tout convexe anti—insérable y apparalt comme sur—ensemble d'un
convexe basique (théoréme 2.4.5) et aussi comme sur-ensemble 4'un convexe antir

insérable linéairement borné et algébriquement fermé ; le théoréme 2.L.2 régle
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2.0,

le cas de la dimension infinie dénombrable ; le théoréme 2.&.& apparalt comme
un théordme de " décomposition'mettant 1'accent sur 1l'anti-insérabilité en di-
mension dénombrable.

Dans le 2.5, nous introduisons de facon naturelle la notion d'anti-insé-
rabilité topologique ; le lien &troit entre cette notion et celle de séparation
par un hyperplan fermé est établi dans le théoréme 2.5:& et son corollaire ; nous
obtenons &galement une généralisation d'une proposition de Thorp et Whitley
(remarque 2.5.3).

Le 2.6 s'intéresse au cas particulier de 1l'anti-insérabilité topologi-
que dans un espace semi-normé, qui s'exprime en iangage de bases gréce aux con-
vexes basiques (théoréme 2.6.3).

Le 2.7 est une application du 2.5 et fournit un exemple général, dané
une famille importante d'espaces vectoriels topologiques de convexes disjoints
qu'on ne peut pas séparer par un hyperplan fermé.

Le 2.8 est consaéré 8 une étude simultanée de 1l'anti-insérabilité et
1'anti-insérabilité topologique. ; ceci rejoint naturellement une question posée
par Thorp et Whitley ; nous formulons cette question sous une forme équivalente
(2.8.5), 1'intérét de cette formulation étant montré par une application figurant
dans la remarque 2.8.8. En s'appuyant sur des résultats respectifs de Choquet
et Klee, nous montrons que, sous cert@ines conditions, dans un espace vectoriel
topologique métrisable et complet, l'anti-insdrabilité topologique implique }'anti~
insérabilité (proposition 2.8.2 et corollaire 2.8.3) (l'accent est mis sur 1'im-
portance de 1'hypothése "complet" : remarque 2.8.k4). Notons également (corollaire
2.8.3) des exemples assez généraux et non triviaux, de convexes fermés et anti-

PR

insérables (dans les espaces de Banach). -

2.0.2.- Rappels
Déginition d'une base triangulaire

(f.). deux bases tota-

Soient E un espace vectorniel, (e.). et
1 1€l 1°1el
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Lement ondonnées de E. On dina que (fi). est une base triangulaire de E

1el

nelativement & La base (e.). 84 pour tout j e I,

1'1el

avec : aji=o pour tout 1 > j
2

a. . # 0.
Jsd

Définition d'une famille de décomposition

Soient E un espace vectorniel de dimension inginie et (e,) une

i'iel
base bien ondonnde de E (c'est-a-dire que £'on suppose -ce qui est Zoujourns

possible- L'ensembfe I bden ordonng).

Considénons une gamille (nesp. : une base) (fj)jeJ de vecteurns de
E avec f, = ) a, .e..Solt r=(r,). un éLément 4ixe de ([R:)I. Posons,

1eT J,1 1 1'1el
pour tout 1i e I,

P.(r) = {jlied, } Ja. .| 212},
k>1 -k .
a. .
Ql(r) = {V-’ilJ Pi(r)s vj,i = Z la. |}‘
ki 9oF

Si, pour tout 1 e I, Qi(r) n'est pas borné dans R, on dit que

(fj)jeJ est une r-famille (resp. : r-base) de décomposition de E associe a
La base (ei)ieI‘ Si, pourn tout 1 e I, Qi(r) n'est ni majoné ni minorné dans R,

on dit que (fj) est une r-famille (nesp., : r-base) de décomposition forte

Jjed
de E associle d La base (e.)

i’iel’ .
Si, pour tout r e (Rt)l’ (fj)jeJ est une r-famille (resp. : r-base)
de décomposition de E associée & £a base - (ei)isl’ on dit que (fj)jeJ est

une gamille (resp. : base) de décompmdx’oh de E associée a La base (e.)

. *
S4, pourn tout r e (lR+ , (fj),jeJ

de décomposition fonte de E associle a La base (ei)ieI’

est une famille (nesp. : base) de décomposition forte de E associle a La

i’iel’

est une r-familfe (nesp. : r-base)
on dit que (fj>jeJ
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base (ei)ieI'

Théonéme

Soient E un espace vectorniel de dimension inginie, (ei)ieI une
*, T
)

base bien ordonnZe de E, r un &L&ment quelconque de (R, et (fj)jeJ

une r-famille de décomposition de E associie a La base (ei)iel‘ Alons,

cs[U {e}] +os[ U

{£.}] = E.
iel Jjed J

Deginition d'un convexe basique (au sens de Coquet)

Soit (fi). une base triangulaire de décomposition fonte de £'espace

1el

vectoniel E assocdée 4 La base bien orndonnée (ei).

el de E et <telle q-ue,

pour tout 1 e I, £a dernidre composante non nulle de £, dans Ra base

(e.)

ier %04t > 0. Alons c[( U {e.}) U (U {£.})] est appels convexe ba-

. iel iel
s4que de E.

Déginition de X o décomposable

Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E et sodent
A et B deux parties de E. S'AL existe une famille (Fj)J.EJ de sous-espaces
vectorniels de F Ztels que :

( Vj € J, dim F, =/\/.
J o

/
ﬁ Vi e J, dim(A N Fj) = dim(B N Fj) =)\ °

F= & F.,
\ jed

/ .
alorns on dit que F e/st/\ O-décompmab!.e rnelativement au couple (A,B).

e~

* . . P
L'ordre sur W  est, chaque fois qu'il n'est pas précisé, l'ordre

naturel.
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2.1.- ANTI-INSERABILITE

2.1.1.- Définition

Dans un espace vectorniel E, on dira qu'un ensemble A  est anti-Ainsé-

nable 84, pour toute droite homogéne D, A n'est pas D-insérable.

2.1.2.- Proposition
Une partie A d'un espace vectoriel E est anti-insérable s4 et

seulement 84 CS[A] = E ou encore 44 et seulement 84 C[A-A] = E, ou enconre 44
et seulement 84 aucune forme Linéaire sur E authe que La forme Lindaire nulle

n'est bornée sun A.

Démonstration

pciicdgunigh 2 hsfmfiipas ity

Elle résulte immédiatement du corollaire 1.1.10.

2.1.3.- Théoreme
Pour un convexe A d'un espace vectorniel E, Les assertions (4),
(L) et (LiL) sont Equivalentes :
({) A est anti-insérable.
(€4) A nenconthe chacun de ses translatés.
(44i) A nrencontre chacun de ses dilatis sirnictement positigs (c'est-a-dire

chaque ensemblfe du type x + MA (avec x ¢ E et A > 0)).

Démonstration
(i) <=> (ii),
C'est une conséquence immédiate de l'équivalence entre (i)'ef (iv) du
corollaire 1.1.10,
(i1i) => (ii).
C'est évident.
(1) => (iii).

Montrons cette implication par l'absurde. On voit facilement que 1'on
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peut supposer que O € A. Supposons qu'il existe X > 0 et x ¢ E tels que
AN (x+MA) = @ ; on peut supposer que O < A < 1. On en déduit que
(AA) N (x+XA) = @. L'équivalence entre (i) et (iv) du corocllaire 1.1.10 montre

que MA n'est pas anti-insérable ; d'ol la contradiction.

2.2.- EXEMPLES DE CONVEXES ANTI-INSERABLES LINEAIREMENT BORNES ET D'INTERNAT NON VIDE

2.2.1.- Lemme

Sodlent E un espace vectoriel de dimension infinie, (ei)iEI une
. » P * P
base bien orndonnée de E, r un éLément de (£R+)I et (fj)jsJ une r-famille
de décomposition associde a La base (ei)ieI' ALons Le convexe

c=cl(u feNu (u {£.1)]
ijer % jeJ 9

est anti-insénable.

Démonstration

e e e o e e e e s e e

ona CS[C] = E car CS[C] contient %cs[u {ei}] +%cs[u {fJ.}]

ieTl jed
(voir le 2.0.2) ; d‘*ol la conclusion.

2.2.2.~ Proposition
Soient E un espace vectoriel de dimension inginie dénombrable,

(e.) % une base de E et (fn) * une base de décomposition de E asso-

n nelN nel¥

’ o - - *
ciée a La base précidente avec, pour tout n e N ,

n n,1 1 n,2 2 n,n n
Les a_ . 8tant 2 0 pour 1 <isn-1 et a > 0.
0,1 n,n.. -

Soit, pour tout n e W*, un nombng'néef s, Zel que :

)
. n,n .
0 < s € 1nf{;;4;-|1 e {1,2,...,n} et an,i # 0},
]

Soit (un) une senie a tenmes sinictement positigs et convergente. Alons Le
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convexe € =c[ U, fe,f ,=s ue }] est anti-instrable, Lindairement bornt
nel

et d'internat non vide.

Démonstration

I1 est clair que O est point interne de C ; en outre C est anti-
insérable d'aprés le lemme 2.2.1. |

Montrons que C est linairement borné ; pour cela, il suffit de
montrer que C ne contient aucune demi-droite issue de 1l'origine (voir 0.18).

Soit x € E avec x # 0. 11 existe un entier k > 1 et un seul tel
que

# O.

k
X = Z X, €, et X
n=1

Montrons que l'on ne peut avoir Ax e C pour tout A > 0. 81 Ax e C, Ax s

crit sous la forme

n e~z

+B + = 1,
avec, pour tout =n, o, 8 et y 20 et avec (an B Yn) 1

I1 est clair gque 1l'on peut supposer N > k quitte & introduire des
coefficients an, Bn’ Yn nuls.

L'unicité de la décomposition dans la base (en) * montre que :

nelN

\
>

- ¥
n
]
Q
+
o

AV

w
Q

n
+
+
o
Q
+
™

N,1 N 1785 W Yy

= + e + -
S,k %k T %k+1,k kel T Ty ktw T B TSk %y Y

F

€« *

O T Bt ket e Y Frp et Qe T B ker Oy Y B T
. .
: T Skt Y1 Y (k+1)
]
[}
= + - N
S R B L s R (¥)
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Les égalités (k+1),...,(N) montrent que

Sk+1 k41 y "
| srm———— a<—'—'_’—.

03 N 9eo0 oy S
KX 81 k] Nooeyy

Ainsi, pour tout entier n tel que 1 < n £k, on a :

ak+1 n aN n
Alx | < a + ... +a + s + ...+ —2=5 +1+s u,
n n,n Kon Ay, g K Y41 ayy ¥ Yy n 'n

c'est-d-dire, en désignant par Zk la somme de tous les coefficients a; i
9

avec 1 ¢ {1,2,...,k} et Jj < i, et par S 1la somme de la série (un)
Hxn| < Zk+ S + 1.
zk+s+1
|, |

2.2.3.- Convllaire

On a donc : A

A

; d'od la conclusion.

Tout espace vectoriel E de dimension inginle contient un convexe

anti-insénable, Lintairement borné et d'internat non vide.

Démonstration

e e e e o e e e e e

On peut écrire E sous la forme E = & E. ol chaque Ej est de
Jjed
dimension infinie dénombrable et J %bien ordonné. Dans chaque Ej on construit,

comme dans la proposition 2.2.2, un convexe Cj ocbtenu & partir d'une base

j 1 j * P o . .., N
(en nely de Ej et d'une base (fn)nEIN de décomposition de Ej associée 3
(ei)neN* . Onpose C=c[ U C.] . On voit facilement que 1'internat de C con-

Jed
tient O 3 C est linéairement borné car chaque Cj 1'est (voir [6], corollaire

2.6) 3 C est anti-insérable, d'aprds le lemme 2.2.1, car C contient la famille

J . . . e s PSS
] *
(fn)(g,n)eJﬂN qul est une famille de décomposition de E associée 2 la base

J » . 2 . . %*
. *
( e ) ( 3 ) e IxW bien ordonné au moyen du bon ordre lex1cograph1 que sur J x M

(voir [6], théordme 3.2).
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2.3.- PROPRIETES DES CONVEXES BASTQUES

2.3.1.- Lemme

Soit (ei). une base bilen orndonnée d'un espace vectorniel E (de

1el

dimension quelconque) et s0it une famille de points de E ~ {0}

(£5)5e1

telle que, pour tout 1 e I, La derndiére composante non nulle de £, alt pounr

dndice i et s0it > 0 ; alons Le convexe C =C[ U le,of. 3] est Lindaire-
iel

ment boané et algébriquement fermé.

Démonstration

Posons, pour tout £ ¢ I, E, =8 U fe.}] et Cp = clu {e.,fi}],
it 7t isg
Montrons d'abord la propriété (1)

n = .

(1) VeLe1,c E, = C,
Comme, pour tout i e I, la derniére composante non nulle de f. a pour indice
i, on a QZC: cn EE ; réciproquement, si x € C N EZ , alors x ¢ C, donc X

s'écrit sous la forme :

x= ) (e, +u.f.)
. 171 11
1el

ol les Ai et My sont tous nuls sauf un nombre fini, Ai > 0, W 2 0,

.z (A, + ui) = 1 ; puisque x ¢ EZ » 11 est clair, compte tenu de 1l'écriture
1el

précédente de x et du fait que la dernidre composante de fi est > 0 et

a pour indice i, que x € CE‘ Montrons, par récurrence transfinie, que, pour

tout k €I, C_ est linéairement borné (ce qui, compte tenu de (1), montrera

que C est aussi linéairement borné). S

PR

La propriété est vraie pour le plus petit €lément io de I car

c. = [ei £ 1.
o] (@]
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Supposons la propriété vraie pour tous les £ < k. et montrons qu'elle

est vrale pour k. Pour cela, montrons d'abord que Fk = C[ U {ei,fi}] est liné-
‘ i<k

airement borné, c'est-a-dire, que puisque ch: ) EK’ gue, pour tout £ < k,
L<k ,
Fklj E, est linairement borné ; or, pour tout £ <k, on a ka1 Ep = CZ : en

effet, i1 est clair que CZ.C kaW EE et réciproquement, on a Fk{j EE,C cn E£ =
Cp (d'aprés (1)) ; d'aprés 1'hypothdse de récurrence, Ty n E, est donc 1inéai-
rement borné. En outre, on a Ck ='C[Fk U [ék,fk]] ; comme Fk est linéairement
borné et comme [ek,fk] est linéairement borné et de dimension finie, Ck est
donc lindairement borné (voir [6], corollaire 2.3) ; la récurrence est donc
achevée.
On montre facilement que C est algébriquement fermé si et seulement
si chaque C N Ep l'est, c'est-3-dire, d'aprds (1), si et seulement si chadue
CZ l'est. Montrons donc, par récurrence transfinie que, pour tout k e I, Ck
est algébriquement fermé.
La propriété est vraie pour k = io.
Supposons la propriété vraie pour tous les £ < k et montrons qu'elle
est vraie pour k ;'pour cela, on voit facilement que Fk est algébriquement fer-
mé car, pour tout £ < k, Fk n E£ = C£ est algébriquement fermé par hypothése

et car T. C¢ U E,.
k £<k i

En outre le convexe r,= [ek,fk] est algébriquement fermé, de dimen-

sion finie et on a Ck = C[Fk U T1]. Soit 2z e 1lin Ck 3 11 existe X g Ck (x#z)
tel que [x,z[ C Ck ; soit S le sous-espace vectoriel de dimension finie engen-

dré par r,u [x,z[ ; Fk et T, &tant convexes, on voit facilement que

1

z € lin C[(l"k ns)u P1] 3 or, Ty N's et T, .&tant linfairement bornés et al-

1
gébriquement fermés sont donc compacts dans S, .mumi de la topologie naturelle
(Théordme 1.17 de [32]) et par suite C[(F£f1 S) U F1] est compact ([2] propo-

sition 15 page 54), donc aussi algébriquement fermé ; on a donc

z € C[(Fk ns)u P1J et il en résulte que z ¢ C[Tk U F1] =Cp.




2.3.

2.3.2.- Remarque

L'exemple suivant montre 1'importance de 1'hypothése de bon ordre dans

le lemme 2.3.1.

Exemple : Soit E wun espace vectoriel de dimension infinie dénombrable

et soit (en) une base de E que 1'on ordonne totalement de la fagon suivante

nelN

* 3
pour n € NN les en sont ordonnés dans l'ordre inverse de l'ordre naturel sur
* P ~ . ] L » ~
i) et on décreéte que e est strictement inférieur & chagque autre e, On pose

*
f =-e et pour tout nelN , f =2ne - e + e .
o o] n o] n+1 n

Montrons que C = C[ U {en,fn}] n'est pas linéairement borné. Pour
nel

(£ +4f +.,.4f ) = (n+1)e -~
1 n

* . 1 1 1
= - -_— + -
tout nelN , C contient x n 5 " en+1 2 e1 et par

[0}

suite C contient 1 x + l(l-e n-l e,) = ntl e + l-e

+ S . NN
) o'n “n+1 n 1 5 e, toe s donc la demi-droite

(eo+ %-e1) + A ol 8, = 1 eOIA > 0}, est contenue dans C.

Montrons que C n'est pas algébriquement fermé.
Pour cela il suffit de montrer que C ne contient pas e, + AO car
C contient e, (voir 0.18).

Montrons plus précisément que C N AO = {eo}. Si A e, € C, A e, s'écrit

sous la forme

N
Ae = Ae + oy f
¢ Z ( nen un n)

n=0
N
avec, pour O sn s N, A >0 et p_ 20, et avec ) (A +u ) = 1. On en
n n n=0 1 n
déduit que
; N
A=+ + :
o Mo L en Mn
n=1 .
= -+ -
0= A+
<
= + -
0 An My Moy pour 2 £ n <N
[ 0% ¥
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donc que A_=u =0 pour 1 < n < N. Il en résulte que A = 1, d'ol le

résultat.

2.3.3.- Remarque
On peut voir facilement que le résultat du lemme 2.3.1 reste valable si

on remplace la famille (fi). de ce lemme par une famille (libre) formée de

1eTl
points de E ~ {0} dont la derniére composante non nulle dans la base (ei)iEI
est > 0, deux &€léments distincts de la famille &tant tels gue les indices de

leur derniére composante non nulle soient distincts. Toutefois 1l'exemple suivant

montre gu'on ne peut pas aller trop loin dans le sens d'une généralisation du

lemme 2.3.1.

Exempfe : Soit E un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable
et soit (en)ndN* une base de E que 1l'on munit d'un bon ordre en décrétant que
tout entier pair est strictement inférieur & tout entier impair (1'ordre sur les
entiers pairs d'une part et sur les entiers impairs d'autre part étant 1'ordre
naturel). On pose, pour tout n € N*,

= - +
fn e2n ne1

La famille (f )

* est une famille libre et chagque f_ a une der-
n nelN n

niére composante non nulle qui est > 0 ; toutefois C=C[uU . {en,fn}] con-
nelN

tient la demi-droite %'e1 +4, avec A = {Ae1|A 2 0} ; de plus C n'est pas
algébriquement fermé car C ne contient pas la demi-droite es + 4, (en effet
+
e, * e, £ C).
2.3.4.- Theorime e
Soient E un espace vectoriel de dimension inginie, (e.). une base

1'1el

bien ondonné de E, r un éLdment de (IR*)I et (f.) une r-base triangulaire

+ i'iel

de décomposition associde a4 La base (ei)i I
€

derniire composante non nulle de £ dans fLa base (ei)ieI s04t > 0. Alons Le

telle que, pour tout i e I, La
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convexe C =c[ U {ei,fi}] est anti-Ainsérable, Lindainement bonnd et algébrique-
iel

ment feume.

Démonstration

C est algébriquement fermé et linéairement borné d'aprds le lemme

2.3.1. C est anti-insérable d'aprés le lemme 2.2.1.

2.3.5.- Cornollainre
Dans un espace vectorniel E de dimension inginie, tout convexe basique

est anti-Linsérnable, Linéairement borné ot algebriquement fermé.

2.4,- CARACTERISATION DES CONVEXES ANTI-INSERABLES

Nous allons montrer que tout convexe anti-insérable contient un convexe
basique (et méme un convexe basique d'un type particulier comme on peut le voir

dans la démonstration du théoréme 2.4.5).

2.4.1.- Lemme
Si, dans un espace vectoriel E, fe convexe C est tel que cs[c] = E,

alorns C-C = E,

Démonstration

e s . i e i . e

(voir la proposition 2.1.2).

2.4.2.- Théoneme
Dans un espace vectoriel E de dimension inginle dénombrable, Zout

convexe anti-insérable C contient un convexe basique.

Démonstration «-

*

Soit (gi)iew* une base de E telle que, pour tout i eN , g ¢ C.

Construisons, par récurrence sur l'entier n, une suite d'entiers > O (m(n))ngm*

strictement croissante, une base (e.). . * de E et une suite libre (f!), *
1°1elN J Jel
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de vecteurs de E, ces deux dernidres familles étant liées & l'entier n par

les propriétés suivantes

R{(n) : e e C.

1 m(n-1)+1° em(n—1)+2"" €

m(n)

1.

R (n) : S[{e1,e2,...,em(n)}] = S[{g1,g2,..., n(n)

3
' = + + ... +
Rh(n) £ &0, % &n,2 €2 &n,m(n) ®m(n)?
les a vérifiant les propriétés H1(n), H2(n), H3(n), Hh(n) suivantes
3 .
H1(n) Ian,l| >n pour 1 <1i < m(n-1)
+1 =
n,m(n=-1) ! 1
H,(n)
= -— + .
< Bi 0 po?r m(n-1) + 2 ¢ i € m(n)
Ianil '
H3(n) 2 >n pour 1 < i g m(n-1)
. + . +...+
'an,1+1i |ar;,l+2l lan,m(n)I
. n+i .
[?h(n) : a ; est du signe de (-1) pour 1 < i € m(n-1).
i .

On pose m(1) =1 et £l =e =g,
Supposons la construction faite jusqu'au rang n et construisons
+ ces ' .. Dési '
m(n 1), n(n)+1° Sm(n)+2’ s€. (n+1) et fn+1 Désignons par B~ 1'ensemble

des m(n)-uples (b1’b2""’bm(n)) formés de réels (tous non nuls) vérifiant

les conditions H!'(n) et HL(n)

3
|b l Ib I e |b I
" (n) : __Eﬁlﬁ_.z n+1, m(n)-1 201, e.,. L > n+l,
3 2 2+To ’ 2+]b21+]b3|+ +|bm(n)T
HL(n) P by est du signe de (_1)n+1+i.

Soit W 1'ensemble des vecteurs

_36_.




2.k,

ou (b1,b2,...,b )) £ Bn.

m(n

- Voo .
Posons S[{g1,g2,...,gm(n)}] Sn et C cn Sn' Distinguons les

cas a) et b)

Soit w= ) b, e e W N(c'-C'). Il existe cy et ¢l eC' tels

1=1
soit encore ca =W + cé.

c'est—d-dire

= 1 . (1)

an+‘l,m(n+1)

1 .
41,1 = 2 b, pour 1 s i ¢ m(n) (5)
1
H1(n+1) et H3(n+1) sont vraies gréce 3 (5) et Hé(n) ; H2(n+1) grice 3

(L) 3 Hh(n+1) gréace 3 (5) et Hﬂ(n)-

b) W O(c'-c') = ¢@.

m(n) .
Soit w = ) b, e, € W. Puisque C - C = E (d'aprés le lemme 2.k4,1),
i=1 -

il existe c, et ¢, e C tels que w=—c

- soit encore :
2 2°

1

c, =w+oc.. (6)
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Soit k 1le plus petit entier > O tel que :

S[{e1,e2,...,em(n),c2}] C:S[{g1,g2,...,gm(n),...,gm(n)+k}]. (7)

Puisque w ¢ C' ~ C', c5 ¢ Sn’ donc k est > 0.

On pose alors

[ w(n+1) = m(n) + &, (8)
Cm(n)+1 - %2 (9)

< € n(n)+i = Bn(n)+i-1 ° pour 2 <1 gk, (10)
f£+1 = w + c, = Cus (11)

c'est-a~dire :

( Bn+tsmin)+1 [ (12)

4 an+1,m(n5+i =0 pour 2 <1i gk, (13)
841,1 = bi pour 1 < i < m(n). (14)

Les propriétés suivantes sont vraies : R1(n+1) d cause de (9) et (10) ;

R,(n+1) & cause de (7), (8), (9) et (10) ; R (n+1) & cause de (11) et (6) ;

2

H1(n+1) et H3(n+1) gréce a (14) et Hé(n) y H

Hh(n+1) grice a HL(n) et (1k4).

3

2(n+1) gréce 3 (12) et (13)

On vérifie, dans les deux cas précédents, que la récurrence est ache-

vée. En outre, d'aprés le paragraphe 3.3.1 de [6], la famille (fé)nsw* est

bien une famille libre de décomposition forte de E associée & la base

(e )

n ne

*. En ajoutant des e. de fagon conwenable 3 la famille (f') *, on
n' nelN 1 . N

cbtient une base triangulaire (fn) * de décomposition forte de E associée

nell

o *
d la TDbase (en) * telle que, pour tout n € N , la composante de fn par

nel

rapport & e soit > O (en fait égale & 1). Ainsi C contient un convexe

basique.
- 38 -
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2.4.3.- Lemme

Soient, dans un espace vectoriel E, un convexe anti-insérable C et
‘un sous-espace vectoriel F de codimension dénombrable. S'il existe une famifle

(Fj)jEJ de sous-espaces vectoniels de F ztelle que :

(1) P= ® F..
jed
/
(2) Vjed, dimF, =:\ .
J )

(3) Vjed, cnN Fj contient un convexe basdique de Fj’

alons LR existe une famille (Ei)iel de sous-espaces vectorniels de E telle

que :

(1) E= @ E..
iel 1
\/
(2) VieI, dim E. =/V .
1 (@]

(3) Vie1z, <cn E, contlent un convexe basique de E,.

Démonstration

Le corollaire 2.3.5, le lemme 2.4.1 et les hypothéses montrent que
F est 7\ O-décomposable relativement au couple (C,-C) (voir 2.0.2). D'aprés le
lemme 4.1 de [6], il en résulte que E est aussi>< O-décomposable relativement
au couple (C,-C). Ainsi il existe une famille (Ei)isI de sous—espaces vecto-
riels de E telle que :
1) E= & E,.
jel *

2) Vi e I, dim E. =7\ .
1 (o]

3) VieI, (CN Ei) - (cn Ei) =E; ..

Puisque, pour tout i € I, (C N Ei)_: @TfW'Ei) = E,, on a, pour tout
ieI, CS[C n Ei] = Ei' Le théoréme 2.h.2.ﬁontre alors que, pour tout 1 e I,

cn Ei contient un convexe basique de E

..
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2.4.4.- Theoneme
Soit, dans un espace vectoriel E de dimension inginde, un convexe

anti-instrable C. 1L existe une gamille de sous-espaces vectoriels

de E de dimension infinie dénombrable telle que :
(1) BE= o E..
Jed
(2) Vjed, CnN Ej contient un convexe basique de Ej.

Démonstration

Supposons le théoréme 2.4.4 faux.

Puisque C est anti-insérable, CS[C]'= E. Soit (gi)ieI une base

bien ordonnée de E telle que, pour tout 1 € I, g; € C. Soit io le plus
petit élément de TI.
Montrons, par récurrence transfinie, qu'a chaque £ ¢ I, on peut asso-

cier un sous-espace vectoriel E, de E tel que l'on ait (h1) et (h2) avec ;

(h,) + - ou bien Ep = {0},

1

Ny
- ou bien dim E, = \o et C NE, contient un convexe basique de E,,

(h,) : la somme ) E, est directe et contient g,.
2 i(z 1 K

La suite de la démonstration montrera que la propriété précédente est

vraie pour £ = io.

Soit maintenant £ e I. Supposons les propriétés (h ) et (h2) vraies

1

pour tous les i < £ et montrons qu'elles sont vraies pour £. Si gp e ® Ei’
i<t
on choisit Ep = {0}.

Sinon, posons FZ = @& E..
. i
i<t
Fp ne peut 8tre de codimension finie &_cause du lemme 2.4.3 (quitte
g Ster les E. éventuellement réduits & {O}), car alors le théoréme 2.k4.h
serait vrai, ce qui contredit 1'hypothése de départ. On peut donc supposer que

FK a une codimension infinie.

Construisons, par récurrence sur l'entier n, une suite libre

—_l&O—




(e )

e
n

satisfaisant aux propriétés R_{(n), R

2.k,

* de vecteurs de E et une suite libre (f ) * de vecteurs de E
nelN n ' nel¥

(n), R_(n), Rh(n) suivantes

1 2 3

R.(n) : e € C.

n

R (n) : la somme FK + S[{eT,eg,...,en_1}] est directe et

e ¢ Fo ¥ S[{e1,e2,...,en_1}].

3 n
= + " : +
B(n) = £ =a e ta e n,n-1 “n-1 " n’
les a vérifiant les propriétés H1(n), Hg(n) et H3(n) suivantes
2
(H(n) : Ja_ .| 2n pour 1 ¢i gn-1.
1 n,1
la_ .|
n,i
H2(n) : >n pour 1 <1i g n-1.
. + . +...+ +
W ]an,1+1| lan,_1+2| !an,n—1| 1
. +i .
\H3(n) : & . est du signe de -0 pour 1 <i g n-1.
-]

On pose f1 = e1 = gz.
Supposons € 385000 s f1,f2,...,fn construits.

Soit B, l'ensemble des n-uples (b1,b2,...,bn) formés de réels véri-

fiant les conditions H'(n) et H!'(n) suivantes

2 3
o] b, _. | b, |
Hé(n) 2n > n+1, nzl n+l,... 1 > n+1,
2+|bnl 2+lb2|+|b3|+"‘+|b I
q n+1+1

(n) : b, est du signe de (-1) .

rt
Soit W 1'ensemble des vecteurs w = ) b, e, ol (b,,b_,...,b ) € B,
- = 1 1 1772 n n

= ' =
Posons s, S[{e1,e2,...,en}] et C c f1(Sn ® FZ) (1a somme Sn+F£ est

bien directe d'aprés R.(n)).

2

Distinguons deux cas :
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a) WN(c-c') # @.

n
Soit w= ) b, e, e WN(C'-C'). Il existe ci et cleC' tels
i=1

= | R 2 f = +"
que W = cg c2 soit encore <) w 02
Puisque F£ est de codimension infinie, donec sussi Sn ) FZ’ il
existe un vecteur &, de la base précédemment définie‘et n'appartenant pas &
Sn & Fﬂq

On pose :

1 .
n+1 2 ‘o7&

1
f.n+1 2

c'est-d-dire

bi pour 1 £ 1 € n. (3)

\oy

8 .
n+1,1

R,(n+1) et Ry(n+1) résultent de (1) ; R3(n+1) résulte de (2) ; H, (n+1) et

H2(n+1) résultent de Hé(n) et de (3) ; H3(n+1) résulte de Hé(n) et de (3),
b) W N(cr-c') = g@.
Soit w € W. Puisque C - C = E (d'aprds le lemme 2.4.1), il existe
c, et c, € C tels que w = c, - ¢, avec c, ¢ Sn ® FE'

On pose :

€4y = oo (W)
f =w+te ) (5)
n+1 n+1 1
clest-d-dire :
8 41, = Py pour 1¢ i< n. (6)
9

R,(n+1) et R2(n+1) résultent de (L) ; R

1 (n+1) résulte de (5) ; H, (n+1) et

3

Ho(n+1) résultent de Hé(n) et de (6) ; H3(n+1) résulte de Hé(n) et de (6),

f)-#2—




2.4,

Posons maintenant Ep = s[ U * {en}]. D'aprés le mode de construction des e
nell

est bien,directe, contient gp et de plus (h_ ) est bien vé-

la somme Z E :

ik 1
rifiée (voir paragraphe 3.3.1 de [6]).
Notons que pour amorcer la récurrence transfinie, on procdde comme
précédemment en partant de Fi = {0}. Soit maintenant (Ej)jeJ la sous—-famille
)

de la famille (E.) composée des Ei # {0}. Cette famille satisfait au théo-

171el

réme 2.4.4, Ainsi le théoréme 2.4.L4 est vrai.

2.4.5.- Théoreme
Soit, dans un espace vectorniel E de dimension infinie, un convexe C,
Une condition nécessaire et suffisante pour que C 504t anti-Ansérable est que

C contienne un convexe basique.

Démonstration

La condition est suffisante d'éprés le lemme 2.2.1.

Réciproquement, reprenons les notations de 1'€noncé€ du théoréme 2.4k,
posons Cj =CnN Ej' et supposcns J muni d'un bon ordre.

D'aprés le corollaire 2.3.5, Cj est anti-insérable dans Ej 3y d'aprés

la démonstration du théoréme 2.4.2, Cj contient un convexe basique

! = j!j - j *
Cj C[;;N* {en,fn}] associé & une base (en)neN de Ej'

Le convexe C' = C[ U C}] est contenu dans C et on vérifie facile-
Jed
ment en utilisant le théordme 3.2 de [6] que le convexe C' est un convexe
)

basique de E associé i la base (en (5.0) e

bien ordonnée par l'ordre

. . *
lexicographique sur J X N .,

2.4.6.- Conollaire -
Soit C un convexe de L'espace vectorniel E de dimension infinie.
C est anti-insérable, s4 et seulement 84 C contlent un convexe anti-insgrable,

Linainement borné et algébriquement fenmé.
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2.4./2.5.

Démonstration

Elle résulte immédiatement du théordme 2.4.5 et du corollaire 2.3,5.

2.5.- ANTI-INSERABILITE TOPOLOGIQUE

2.5.1.- Deginition

Dans un espace vectoriel topologique E, on dira qu'un ensemble
A CE est topologiquement anti-insérable (en abndgé : T-anti-insérable) s4,

pour toute droite homogéne D de E , A n'est pas T-D-insérable.

2.5.2.- Proposition
Une partie A d'un espace vectoriel topologique E est T-anti-Linsé-

nable 44 et seulement si CS[A]° = E ou encore 84 et seulement 84 C[A-A]° = E
ou encore 84 et seulement 34 aucune forme Linaire continue sur E autre que La

gonme Lintaine nulle n'est bornie sur A,

Démonstration

Flle résulte immédiatement de la proposition 1.1.6.

2.5.3.~ Remarque

1) La proposition 2.5.2 &tend & une partie quelconque d'un espace vec-
toriel topoloéique un résultat obtenu dans [31] pour un convexe fermé d'un espace
de Banach.

2) Une partie A T-anti-ins&rable qui possé&de un point intérieyr est

anti-insérable (voir 1.1.14).

2.5.4.- Théoreme
Soit A une partie d'un espace vectoriel topologique E. Alorns A
est T-anti-insérable s4 et seulement 54 A- ne peut 2tre séparde, par un hyper-

plan fermé, d'aucun de ses translatis.

Démonstration

et e e o it e e i i

Remarquons d'abord que deux parties non vides X et Y de E sont
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]

2.5./2.6.

séparées par un hyperplan fermé si et seulement s'il existe f ¢ E' ~ {0} tel
que O g F(X-Y). A est donc séparé de x+A si et seulement si il existe

feE' v {0} tel que O g f(x+A-A), c'est-3-dire tel que :
=0
0 5 f(x+C[a-A]").

Donc, d'aprés un corollaire du théordme de Hahn-Banach, A est séparée d'un
4 . . TS0
de ses translatés au moyen d'un hyperplan fermé si et seulement si C A—A] # B.

On applique alors la proposition 2.5.2.

2.5.5.- Conollaine
Soit A une partie d'un espace vectoriel E. Alorns A est anti-An-

serable 54 et seulement 54 A ne peut étre séparde d'aucun de ses translatés.

Démonstration

I1 suffit d'appliquer le théoréme 2.5.4 & E muni de la topologie

localement convexe la plus fine.

ANTT-TINSERABILITE TOPOLOGIQUE DANS UN ESPACE SEMI-NORME.-

2.6.1.- Lemme
Solent E un espace semi-nonmé, B sa semi-boule unité (ouverte ou
fermée), A une partie de E et D une droite homogéne de E. Alons, A est

T-D-Ainsénable s4 et seulement 54 A U B est D-Ansérable.

Démonstration

— e e e e L e s e

La démonstration utilise le fait qu'une forme linéaire sur E est

continue si et seulement si elle est bornée sur B.

2.6.2.- Proposition
Soient A une partie d'un espace semi-nomé E et B La semi-boule

unité (ouvente ou fermée) de E. Alons A est T-anti-insérable s4 et seule-

ment 44 A UB est anti-insérable, c'est-d-dire s4 et seulement 84 C[A U B]

- ks -




2.6.

contient un convexe basique de E.

Démonstration

La premiére partie est une conséquence immédiate du lemme 2.6.1 ; la

deuxidme partie est une conséquence du théoréme 2.4.5.

2.6.3.- Theoneme

Sodient E un espace semi-nonmé de dimension infinie et B sa semi-
boule unit?é (ouvernte ou feamée) ; Aoilt A une pantie de E de dimension Anfpi-
nie et de codimension dénombrable. AlLons Les assentions (L), (44}, (Lid) et {«v)

sont équivalentes :

(L) A est T-anti-insérable

(i) 1 existe une base (e.). . de 'E, contenue dans B, telle que

s

clau (U fe})] contienne un convexe basique de E.
iel

(ALL) 18 exdiste une base (ei)' de E, contenue dans B, teﬂie‘que A

1el
504t T-anti-insérable dans L£'espace E noamé de telle sonte que

cs[ U {e;}] soit boute unité de E.

1el

(£v) 12 existe une base (e.).
1°1el

toute famille boxnée (Mi)ieI de nombres néels non tous nuls, L'ensem-

bee { ) (y. M)|y= )} y.e. A} est non borne.
jer * * ier 1t

de E, contenue dans B, telle que, pour

Démonstration

(1) <=> (iii).
En effet, d'aprds le théordme 6.2 de [6], pour une partie A de E de

dimension infinie et de codimension dénombrable, CSEA] est dense dans l'espace

semi-normé E si et seulement s'il existe une base (ei)isl contenue dans B

telle que CSEA] soit dense dans l'eSpace'normé admettant CS[ U {ei}] pour
iel

boule unité.
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(1) <=> (iii).

En effet, d'aprds la proposition 2.6.2, 1l'assertion (iii) est &quiva-
lente au fait que A LJCS[}J {ei}] est anti-insérable, ce qui est encore
équivalent, par définition ;zll'insérabilité, au fait que A U C[}J {ei}] est
anti-insérable ; d'ol le résﬁltat d'aprés le théoréme 2.4.5. et

(iii) <=> (iv). ‘

En effet, si E est normé de telle sorte que CS[.L& {ei}] soit boule

ie

unité de E, une forme linfaire sur E est continue si et seulement si la famille

(fle.)). est bornée.

2.7.- APPLICATION. -
2.7.1.- Théonrdme
Soit A un convexe de £'espace vectoriel topologique E satisfaisant
a L'hypothése (h) :
(h) A est T-anti-instrable et n'est pas anti-Linsérable.
Alons AL existe un thanslaté A de A disfoint de A et tel que

A, et A ne pux’zs»sémt pas etne sépanés parn un hyperplan fermé.

Démonstration

Elle résulte immédiatement du théoréme 2.1.3 et du théoréme 2.5,k,

2,7.2.- Remangue

Pour des exemples de convexes fermés d'un espace de Banach satisfaisant

2 1'hypothdse (h), voir [28] et [31] et le 2.8.8.

2.8.- A PROPOS D'UNE QUESTION DE THORP ET WHITLEY.-

- *

Dans [31], Thorp et Whitley demangéﬂf si tout espace de Banach contient
un convexe fermé vérifiant 1'hypothdse (h) du théordme 2.7.1. Le théoréme 2.8,5

qui suit permet de ramener cette question 3 une question équivalente.




2.8.

2.8.7.- Lemme

Soit, dans un espace vectorniel topologique séparé E, un convexe
germé A ne contenant pas L'ornigine et s0it U un cone convexe de sommet O,
alglbriquement fermé contenant A. ALons U contient £'adhérence du cone

pointé K[A] engendné par A.

Démonstration
Supposons A # @ (le cas ol A =0 est trivial).
Désignons par € (4) 1le cone asymptote de A (voir le 0.18). D'aprés

un théoréme de Choquet, on a :

K[A] = kK[A] + € (a) (voir par exemple [3] page 125, exercice 1k4).

Montrons que U contient %(A). Soit D wune demi-droite d'origine O contenue
dans E(A) 3 si aeA, ona &atDCA, donc a+Dh C U. Comme, de plus, U con-

tient [O,a] et comme U est algébriquement fermé, U contient D. De plus,

U est convexe et contient K[A] et £ (A) ; d'ol la conclusion.

2.8.2.~- Proposition
Sodit, dans un espace vectorniel topologique E métrnisable et complet,

un convexe fermé A tel que A-A engendre E. Alons A-A  est un vodlsinage de

0. En conséquence, 44 A est T-anti-Ansérable, A est anti-Ainsérable.

Démonstration

Supposons qu'il existe un demi-espace D algébriquement fermé limité

par un hyperplan H tel que DDA et ANH =0 ; on peut supposer, quitte 3

effectuer une translation que O ¢ H. D'apré.s le 2emme 2.8.1, on a C = K[A] € D.
Or C est un cdne convexe complet tel que "C-C = E ; H est donc fermé (voir

(3.4) Qge [25:[). Chaque forme linéaire sur E telle que f(A) # R est donc con-
tinue et par suite A-A a un intérieur non vide (voir [25], théoréme B) donc est

un voisinage de O (voir [32] théordme 1.16). La dernidre assertion résulte de
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la remarque 2.5.3.

2.8.3.- Conollairne
Soit, dans un espace de Banach E, Le convexe A = c[{o}U( uy {fi})] >
iel

est une base de décomposition de E associle & une base (e.).

ol (f.) i'iel

i’ieI
de E contenue dans La boule unité B. Alons A  est- anti-insdrable.

Démonstration

T1 suffit d'appliquer & A 1la proposition 2.8.2 (voir également [6]

page 90).

2.8.4.- Remarque

L'exemple suivant montre l'importance de 1'hypcthése de completién

dans la proposition 2.8.3.

Exemple : Soit E un espace vectoriel topologique séparé, non complet,
ayant un hyperplan homogéne H dense contenant un convexe C compact coptenant
O et qui engendre H (pour des exemples de tels espaces, méme normés, voir [12])
Soit x ¢ H tel que O ¢ x+C. Le cOne pointé K engendré par x+C est fermé.
Comme O e C, x+C engendre H, donc K-K = H. Posons A =K + [C,e] ol
ecE~NVH, A est fermé car [O,e] est compact. A-A engendre E. A n'est
pas anti-insérable car A est dans la bande limitée par H et par e+H ; mais

A est T-anti-insérable car A-A D H.

2.8.5.- Theoreme
Sodit E un espace vectoriel ftopologique métrnisable complet. Alons Les
assentions (4) et (L) sont Equivalentes : | .
(L) E contient un convexe feamé vé/zfg"ﬁfa;ut L' hypothese (h) du théorgme
2.%.1.
(L) E contient un convexe fermé C contenant 0O et engendrant un sous-

espace vectorniel dense dans E et différent de E.

_hg..
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Démonstration

Soit A un convexe fermé vérifiant (h). On peut prendre C = A-a
(s étant un point quelconque de A) : en effet, A = E, donc A-A engendre
un sous-espace vectoriel dense qui n'est.autre que le sous-espace vectoriel en-
gendré par A-a ; mais A-A n'engendre pas E d'apré; la proposition 2.8.2,

(i1) => (1).

Soit S 1le sous-espace vectoriel dense de E engendré par C. Soit
xe8vC (x existe car C est fermé et S #E) ; on a donc : O ¢ x-C ;
1'adhérence A du cdne convexe engendré par x-C  vérifie (h) : en effet,

d'aprés le lemme 2.8.1, on a ACS et en outre A-A =S car A-A DC.

2.8.6.- Reman_que

L'implication (ii) => (i) du théoréme 2.8.5 reste vraie dans un espace

vectoriel topologique~gquelconque.

2.8,7.- Remaltgue

Dans tout espace semi-normé E de dimension infinie, il existe des

convexes A linéairement bornés et algébriquement fermés satisfaisant & (h) :

)

J

E contenue dans la boule unité ; il suffit de poser A =C[ U {f.}]. A n'est
jed

pas anti-insérable car CS[A] est linfairement borné et A est T-anti-insérable

soit (f une famille libre de décomposition de E associée 3 une base de

jed

car CS[A] = E. (théoréme 6.1 de [6]).

Z.8v.8.— Remarque : Application du théorn2me 2.8.5

Le théoréme 2.8.5 permet de retrouver.d%‘faqon €lémentaire le résultat
suivant d8jd obtenu par Klee (voir [28]) etﬂﬁé}‘Thorp et Whitley (voir [31]) &
savoir gque tout espace de Banach E séparéble de dimension infinie contient un
convexe fermé vérifiant (h) : soit (e ) _* une suite dense dans E et formée

n’ nelN

de points non nuls ; 1l'enveloppe convexe symétrique fermée € de l'ensemble cons-
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titué par les
alle ||

pas

ce vectoriel dense dans

E d'aprés le théoréue de Baire ;

2.8,

est un compact (voir [29] page 241) ; donc C

il est clair que C

E ; d'ol la conclusion.
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CHAPITRE 111

HYPERCONES, COHYPERCONES ET COCONVEXES

3.0, INTRODUCTION

3.0.1.- Le paragraphe 3.1 comprend une &tude du noyau de linéarité
d'une partie d'un espace vectoriel (réel), étude trés limitée mals suffisante
pour la suite. »

Le paragraphe 3.2 constitue une introduction & 14 notion d'hypercdne ;
certains résultats de Klee et Hammer y sont rappelés et utilisés avec, & chaque
fois, référence aux auteurs.

Dans le paragraphe 3.3, on trouvera une caractérisation de la convexi-
té des €léments d'un couple de parties complémentaires d'un espace vectoriel en
termes de section finissante (pour un ordre total sur l'espace vectoriel et com-
patible) et en termes d'hypercdnes en un point (thédoréme 3.3.2), une caractérisa-
tion des cohypercdnes en un point comme des sections finissantes fermées (propo-
sition 3.3.4), une caractérisation des cohypercdnes (porposition 3.3.5) particu-
liérement utile pour la suite.

Dans le paragraphe 3.4, on montre le lien entre les coconvexes et les
hypercdnes (théordme 3.4.1) et le théordme 3.4.2 fournit, & 1'aide des remarques
le suivant, ﬁn procédé de construction de tous les coconvexes dans uﬁ éspace

vectoriel (de dimension infinie).

o«

3.0.2.- Remarques et rappels préfiminaires

Les espaces vectoriels sont réels.
Une partie d'un espace vectoriel E sera dite hyperconvexe si elle est

convexe et si son complémentaire est convexe (@ et E sont hyperconvexes),
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Le mot variété désigne une variété€ linésire non vide.

Rappelons que, dans un espace vectoriel E, @ est un cdne &pointé
de sommet tout point de E.

Les relations d'ordre sont systématiquement notées £. I &tant un
ensemble ordonné, une famille (Ai)ieI d'ensembles est dite filtrante si I
est filtrant, c'est-d-dire si, pour tout (i,j) e I X i, il existe k ¢ I, k
majorapt i et J (kz2i et k= Jj) (Ai)iEI est dite croissante si 1 g
implique Ai c Aj'

J étant une partie d'un ensemble préordonné I pour la relation

notée § (réflexive et transitive), J est dite section commencante (resp, ;

finissante) de I si on a :
V(ij) e I xJ , (i §J (resp. : 12 J)=>1c¢€ld).
Remarguons que ©® et~ I sont des sections commencantes et finissantes de 1I.

3.1. NOTION DE NOYAU DE.LINEARITE
3.1.1.- Déginition

On appelle noyau de LinBarnité d'une partie A de L£'espace vectoriel

E et on notera NL[A], &'ensemble des xeE zels que x+A = A.

3.1.2.- Proposition
Soit A une partie de L'espace vectorniel E. Ona (1) et (2) :
(1) Un sous-espace vectorief V de E est contenu dans NE{A] 84

et seulement 84 A+V C A.

(2) S& A et convexe, NR[A] est un sous-espace vectoriel de E,

Py

3.1.3.- Proposition
Si A et B sont deux parties complémentaires de L'espace vectorniel

E, alons NL[A] = nE[B].
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Démonstration
Il suffit de montrer que NL[A] ¢ NZ[B] (puisque A et B jouent
des rdles symétriques). Or, si x € NZEA], ona x+tA = A ; mais A et B é&tant

complémentaires, x+A--et x+B sont complémentaires, donc x+B et A sont

complémentaires et par suite x+B = B.

3.2. NOTION D'HYPERCONE

3.2.1.- Deginition (voirn [20])
V. etant une variéte de L£'espace uecioniez E, un convexe A de E
est dit hypercone d'anéte V ou hypercine en V AL A est un convexe maximal
(pour La relation d'ordre d'inclusion) ne renconthant pas V.
Une partie de E est appelie hypercine s4 elle est hypercone en une

centaine varniéteé de E.

3.2.2.- Remarques et notation

L'existence d'un hypercdne en V se montre aisément & l'aide du lemme
de Zorn.
¢ est un hypercdne en E (de par la définition précédente).

Le sous-espace vectoriel paralldle & V est noté V(0).

3.2.3.- Proposition
S{ A est un hypercone en V de L'espace vectorniel E, on a :

(1) (Hammen [20], thEoreme 3). S& xeV, A est un cone convexe Epointé de som-
met x.

(2) A = A+V(0).

(3) S4 xeV, alons (2x-A) UA =E A V., «

(4) S{ =xeV, alorns (2x-A) N A

¢ et Le symétrnique 2x-A de A pan rapport &
x est un hypercone en V.

(5) S& =xeV et 84 A est une drodite contenant x et non contenue dans V,
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ANA est une demi-droite Epodintée Lissue de x.
(6) S4 =xeV, AUV est un cone convexe pointe de sommet x.
(7) (Hammer [20], thZoreme 3) Ne[A] = v(0).

(8) SL xeVv, [ = (2x-A) U V est un cone convexe pointé de sommet x.

Démonstration
(1) Le plus petit cdne épointé de sommet x et contenant A (il est égal 3
x + U A(A-x)) est un cdne convexe qui contient A et ne rencontre pas V, donc

A>0
ce cdne est égal & A, d'aprds la maximalité de A.

(2) A+V(0) est convexe, contient A et ne rencontre pas V, donc A+V(0) = A,
(3) On peut supposer, quitte & effectuer une translation, que x = 0. Il suffit

de montrer que, si y ¢ (-A) U V, alors y e A, ce qui sera acquis si on montre
que C[A y {y}] ne rencontre pas V ; or, si cla v {y}] rencontre V, il

existe X e ]O,1[, aechA, veV tels que (1-\)y=v - Xa ;3 or Aa e A (d'aprds
le (1)), et per suite v - Aa e - A (d'aprés le (2)), done y € -A (d'aprés le

(1)), d'ol la contradiction.

(4) si (2x-A) N A # @, on voit facilement, compte tenu de la convexité de A,
que x € A. Le reste est immédiat.
(5) C'est une conséquence immédiate de (1) et (3).

(6) Compte tenu de (2), on montre aisément que :
AUV = (aUI{x}) + V() ;

d'oll le résultat, compte tenu de (1).

(7) D'aprds le (2) et la proposition 3.1.2, on a V(0) C NZEA]. Il reste & mon-
trer que, si A est une droite homogéne non contehue dans V(0), A+A n'est pas
contenu dans A. Or, si xeV, x+A n'est pas contenu dans EA (d'aprés (5)) ;
ainsi, puisque XEEA, A+EA n'est pas contenu dans EA, d'oll il résulte que

A+A n'est pas contenu dans A.

(8) EA = (2x-A) UV d'aprds (3) et (L4) EA est donc un cdne convexe pointé
de sommet x d'aprés le (L) et 1le (6).
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3.2.4.- Théoneme

Sodent A une partie de L'espace vectornied E et V  un Aous-espace
veetornied de E. Alons Les assentions (1) et (2) sont equivalentes :
(1) A est un hypercine en V.

(2) A est convexe et AU-A =E AV,

Démonstration

C'est une conséquence du (3) de la proposition 3.2.3.

(2) => (1).

A ne rencontre pas V. Il reste i montrer la maximalité de A ; or,
si y e EVA, C[A U {y}] rencontre V : si y e V, c'est clair ; sinon ¥y € A

(par hypothdse), donc O = - %-+ % € C[A U {Y}J.

3.2.5.- Remarque

Le résultat précédent a été obtenu par Klee dans [26], pour les hyper-

cdnes en un point.

3.2.6.- Corollaire

Sodient A une partie de L'espace vectorniel E et V une variété de
E. Alons Les asserntions (1), (2) et (3) sont Equivalentes :
(1) A est un hypercone en V.
[2) A est convexe et i existe x e V tel que A U (2x-A) = E V.

(3) A est convexe et, pour tout x e V, on a A U (2x-A) = E v V,

3.2.7.- Proposition

(1) S £'espace vectoniel E est somme~directe des sous-espaces vecto-
niels F et G de E et 44 A est un hypercine en V dans L£'espace vectoriel

F, alorns A+G est un hypercone en V+G dans E.
(2) Soit F un sous-espace vectoriel de E et soit p L'application

canonique de E Asur £'espace vectoriel quotient E/F. Alons on a (a) et (b) :
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(a) S4 A est un hypercone en V de E et 84 V(0) D F, alorns p(A) est un

hypercine en p(V) de E/F.

1

(b) S{ A est un hypercine en V de E/F, alors p (A) est un hypercine en

o (V) de E.

Démonstration

C'est une conséquence du corollaire 3.2.6.

Le (2) est une génédralisation (facile) d'un résultat déji vu par

Hammer.

3.2.8.- Théoréme

Soient A et B deux parnties complémentaires de L'espace vectoriel
E et s0it x ¢ E. Alons Les assertions (1) et (2) sont équivalentes :
(1) A est un hypercone dont L'arnéte contient x.

(2) A est un cdne canvexe Epointé de sommet x et B est convexe.

Démonstration

C'est une conséquence du (1) et du (8) de la proposition 3.2.3,

(2) => (1).

On peut supposer que x = 0. On va montrer que A U (-A) = E n NK[A], :
ce qui assurera la conclusion d'aprés le théoréme 3.2.L4.

Montrons d'abord que A U (-A) € E ~ NL[A]. Comme O ¢ B, B contient
0 + NL[B] = ne[A] (proposition 3.1.3) ; donc A ne rencontre pas NL[A] et par
raison de symétrie =-A non plus.

Montrons maintenant, par 1'absurde, qx}e.A U(-A) D En NE[A:I .

Soit y e E~ NE[A] avec y ¢ A U‘(—A). Le complémentaire de
A U (-A) étant un cdne symétrique, la droite homogéne A contenant y est donc

dans B ; B étant un cdne convexe (par hypothdse), B contient donc B+A ; donc
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d'aprés le (1) de la proposition 3.1.2, ona AC NE[B] et pan suite C NK[A]§

d'ol la contradiction.

3.2.9.- Deginition

Dans L'espace vectoriel E, on appelle cohypercine une partie de E
complémentaine d'un hypercone. V étant.une variété de E, une partie B de
E est appelée cohypercine en V ou cohypercine d'aréte V 84 B est Le com-
plémentaine dans E d'un hypercone A en V. A et B sont alors dits hypen-
cone et cohypencine associés.

S{ A et B sont deux convexes complémentainres dans E et tels
qu'aucun ne s0it hypercone, A (nesp. : B) est appeld coconvexe ; A et B
sont dits coconvexes associis.

S{ A est un hypercine en V, A et L'hypercone 2v-A (vodn (4) et
(7) de £a proposition 3.2.3) sont dits hypercones associs (en particulien ¢
et @ sont deux hypercones associés). |

Deux hyperconvexes seront dits associés s'ils sont hypercdnes associés,

ou hypenrcone et cohypercine ass0cils ou coconvexes asdociés.

3.2.10.- Proposition
Soient A et B deux convexes de £'espace vectoriel E et V une

vaniéte de E. Alons Les asserntions (1) et (2) sont Equivalentes :
(1) A et B sont des hypercones associds d'aréte V.

(2) AUB=EnV.

‘Démonstration

-

C'est une conséquence du corollaigé‘é.2.6.
(2) => (1)
Cette implication résulte également du corollaire 3.2.6 compte tenu

du fait que, si x € V, toute droite A passant par x et non contenue dans
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3.2./3.3,

V est telle que A ~ {x} est réunion de deux demi-droites &pointées issues

de x dont l'une est dans A et 1l'autre dans B.

- HYPERCONES ET RELATION D'ORDRE TOTAL COMPATIBLE

3.3.1.- Proposition (voir [19]; page 307)

Seit E un espace vectornielf muni d'une relation d'ordre (notée <)
compatible (c'est-a-dine que E est un espace vectordlel ordonng). s est une
nelation d'ondre total s4i et seulement s4 Le cone des Eléments 3 O est un co-
hypercine en 0 ou encore 84 et sewlement 84 Le cone des éléments > 0 (e'est-

a-dine > 0 et # 0) est un hypercone en O.

3.3.2.- Théonréme

Sodent A et B deux panties complémentaines de L'espace vectoriel
E. Les assentions sulvantes sont Equivalentes :
(1) A et B sont convexes.
(2) 1L existe sur E wne relation d'orndre total compatible telle que, pour tout
x € A ef pour tout yeB, x>y,
(3) 1L existe un hypercine S d'aréte O tel que A = N (x+S).
(4) 12 existe un hypercone S d'aréte 0 tel que A+S éei.
(5) 1£ existe sun E une helation d'ordre total et compatible telle que A 404t
une section ginissante (c'est-a-dirne telle que A vinifie : V(a,y) € A x E,
(y 2a=>y¢4)).

(6) 12 existe un cohypercine S, d'anéte 0 tel que A+ = AL

Démonstration

(1) = (2). Cee T

-~

Le résultat est connu : c'est une conséquence du théordme 2.k de [27].
(2) == (1).
Montrons que A est convexe (la démonstration est analogue pour B).

Raisonnons par 1'absurde. S'il existe a, et a, A (a1 # a2) et
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z € ]a1 a2[ N B, i1 existe un réel X < O tel que a,”z = A(ag—z), ce qui est

en contradiction avec l'hypothése 8,72 >0 et a,"2 > 0.

(1) => (3).

C'est le corollaire 5 de [18].

(3) => (1).

A est, de toute évidence, convexe. De plus,‘si on pose So = 3 y {0},

B= y (x—SO) (d'aprés le (8) de la proposition 3.2.3) ; or la famille des
xeB
x-S (xeE) est totalement ordonnée par inclusion : en effet, si x' et x"

sont deux éléments de E et si ona x' g x" (E #&tant muni de la relation

d'ordre total compatible telle que S soit le cdne des éléments > O (voir pro-

position 3.3.1)), alors x'-SoCZ x"—So car x'—So (resp. : x"-So) est l'en-
semble des minorants de x' (resp. : x"). Il en résulte que B est convexe,
(3) = (4).
On a : -

A+s = (N (x+8)) + sc N (x+S+S).
) xX€eB xeB

Or, S+S5 =S, car S est un cdne convexe (de sommet O0) ; d'ol la conclusion.
(k) <=> (5).
Cela résulte de la proposition 3.3.1 et du fait que, E étant ordonné
de la méme fagon que dans la démonstration de 1'implication ((3) => (1)),

A+S = y (x+S) est 1l'ensemble des majorants stricts d'au moins un &lément de
X€eA

A ; donc l'inclusion A+S C A &quivaut au fait que A est une section finissante.
(4) <=> (6).

En effet on a A+S C A si et seulement*si ”A+So = A.

-

(6) = (1).

Ona A= y (x+SO), d'od B= N (x-8) ; il suffit alors d'appli-
xeA xehA
quer l'implication ((3) => (1)).
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3.3.3.- Remarques

1) Compte tenu de la démonstration de 1l'impliecation ((3) => (4)) et
de 1'équivalence ((4) <=> (6)) et par complémentarité, on voit facilement que
si A et B sont des parties complémentaires de E et si S est un hypercdne

en O de E, les 6 assertions suivantes sont équivalentes : A = N (x+S),
xeB

A=A+S , A DA+S, BDB-S, B= N (x-8), B = B—SO.
° x€A
2) D'aprés le ((1) <=> (6)) du théoréme 3.3.2, la somme d4'un hypercon-

vexe et d'un convexe quelcongue est un hyperconvexe.

3.3.4.- Proposition
Sodlent A  une partie de L'espace vectoriel E et x e E. Les propo-

sitions sudlvantes sont Zquivalentes :

(1) A est un cohypercone en  x.

{2) 12 existe un hypercone S en O #tel que A+S C A et A~ (A+S) = {x}.
(3) TZ existe sun E ﬂunevkeﬂation d'ondre total compatibfe telle que A s04it
une section ginissante fermée (c'est-a-dire une section finissante ayant un

plus petit élément) de plus petit &Lément x.

Démonstration

e e o . i e e e e e

Posons B = CA.

(1) => (2).

I1 existe un hypercdne S en O tel que A = x+So (rappelons que
So =S U{0}) et B =x-8; il est clair que A+S C A.

D'autre part A~ (A+8) = (x+So) " (x+SO+S) = {x}.

(3) => (1). '

Si S désigne 1'hypercdne en O des &léments > O (voir proposi-
tion 3.3.1), A s'écrit sous la forme A = x+8 = E(x—S).
(2) <=> (3).

Cela résulte du fait que si S est un hypercdne en O,'on a
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(A+S C A et A+S # A) si et seulement si A est une section finissante fermée
(dans E muni de 1l'ordre pour lequel S est le cdne des éléments > 0) car
l'existence d'un plus petit €lément dans A &quivaut & A N [(A+S) # 0

([(A+S) £tant 1l'ensemble des minorants de A).

La caractérisation d'un cohypercdne en un point au moyen de la propo-
sition 3.3.4 a un analogue permettant de caractériser un cohypercdne d'aréte

guelconque. Plus précisément on a :

3.3.5.- Proposition
Pour une partie A de £'espace vectorniel E Les assentions (1) et

(2) sont équivalentes
(1) A est un cohypercine

(2) 12 existe un hypercine D en NL[A] el que A+D C A et A+D # A,

-

Démonstration

Le résultat s'obtient & partir de 1'équivalence ((1) <=> (2)) de la

proposition 3.3.4 et en utilisant le (2) de la proposition 3.2.7T.

3.3.6.- Remarque

A désignant un cohypercdne de l'espace vectoriel E, on a, avec les
notations de la proposition précédente

1) 81 V est 1'aréte de A, alors V = A ~ (A+D) (le raisonnement est
le méme que dans la proposition 3.3.L4).

2) B é&tant 1'hypercdne associé & A, B-D = B (1l'inclusion

B-D € B s'obtient facilement & partir de 1l'inclusion A+D C A ; on & en outre

B-D = B sinon B serait cohypercdne en ung‘fériété paralldle & V (d'aprés la
proposition 3.3.5 et le (7) de 1la proposition 3.2.3) donc nécessairement égale

8 V (d'aprds le (5) de la proposition 3.2.3).
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3) D est unique ; plus généralement, si U est une partie non vide
de E et si D et D1v sont des hypercdnes en NE[U] tels que U+DC U et

U+D1C: U, alors D = D1 : en effet, si D # D1, on voit facilement, en utilisant

le (5) de la proposition 3.2.3, que D+D contient une droite homogéne A non
contenue dans N@ﬁﬂ ; mals comme U+D+D1C U, ona U+tAC U et A serait
située dans NE[D] (d'aprds le (1) de la proposition 5.1.2).

4) B &tant l'hypercdne associé & A, on a B+V = -D : en effet,

d'aprés le 2), B+V - D C B+V ; d'ol le résultat d'aprés 3) et compte tenu du

fait que B+V est un hypercbne en NE[A].

3.4.- CARACTERISATION DES COCONVEXES ET CONSTRUCTION DE COCONVEXES

A 1'aide de la proposition 3.3.5, on obtient la caractérisation suivante

-des coconvexes en termes d'hypercdnes

3.4.1.- Théoneme

Soient A et B deux parties complémentaires de L£'espace vectoniel
E. Alons Les assentions (1) et (2) sont Zquivalentes :
(1) A est un coconvexe.

(2) 1L existe un hypercne D en NR[A] tel que A+D = A et B-D =B

(1) => (2).

L'existence 4d'un hypercdne D en NZ[A] tel que A+DC A et
B-D C B s'obtient 3 1'aide du (2) de la proposition 3.2.7, de 1l'éguivalence
((1) <=> (4)) du théoréme 3.3.2 et de la remarque 3.3.3. Les inclusions précé-
dentes sont en fait des &galités d'aprés la proposition 3.3.5.

(2) = (1). -

Cela résulte du 3) de la remarque 3.3.6 et de la proposition 3.3.5.

_63_




3.k,

Nous allons maintenant construire des coconvexes dans tout espace vec—
toriel de dimension infinie (théordme 3.4.2 et 2) de la remarque 3.4.3) et nous
obtiendrons par la méme occasion une nouvelle caractérisation des coconvexes

(théoréme 3.4.2 et 1) de la remarque 3.k4.3).

3.4.2.- Theornéme

, e b op i i
Sodt E = lim E, (c'est-a-dire que (E.), .

est une famille filtnante
croissante de sous-espaces vectorniels de L£'espace vectoriel E et telle que

E= y E.). Sodent, pour tout i e I, Ai et B, deux convexes complémentaires
iel
de E. dont £'un est un hyperncone d'anrete v, .

On suppose que, 44 j < i, on a Aj S et Bj<1 B, . Alons, gn a
(1) et (2)

(1) Une condition nécessaire et suffisante pour que A = A, et B= y B
iel
s0ient des coconvexes associis de E est que, powr tout i eI, N V., =¢.
j2i

(2) S'4L en est ainsi, en désignant pan P, et Q Les hypercones d'arete

v, de Ei nespectivement contenus dans Ai et Bi’ ona A= | Pi et

iel
B= y Q..
jer *
Démonstration

(1) A et B sont complémentaires car E = Ei' De plus A et B

iel
sont convexes car les familles (A.). et (B.). sont filtrantes croissantes,
1'1el 1°1el -

Supposons qu'il existe k € I tel que NV, # @¢. Soit d e N Vi'
ik * i3k
Alors 4 ¢ Ek' Supposons, par exemple, que 4 € Bk' Pour tout i 2 k, on a
deB, et deV, etpar suite B, est un cdne pointé de sommet d (voir (8)
de la proposition 3.2.3). Or on a, par hypothése, B = U Bi 3y B est donc un
«s  Tizk
cOne pointé de sommet d ; B est donc un cohypercne d'aprés le théoréme 3,2,8,

Réciproquement, supposons, par exemple, qué A est un hypercdne. Alors B est
un cdne pointé de sommet d (voir (8) de la proposition 3.2.3). Soit k e I

tel que d eEk. Alors, pour tout i >k, 4 ¢ Bi car on a Ek:C Ei et car

a ¢ A, (sinon d serait dans A). Il en résulte que d e 0 Vi # 0.
izk
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(2) I1 est clair que A D Pi. Montrons que AC vy Pi' Si x e A,
iel ieT
alors x € Ak pour un certain k de I. Si x ¢ Pk’ la conclugion est assurée ;

V. (d'aprés (1)), i1 existe j e I tel que

sinon, on a x € V x ¢ jgk 3

5 comme

x ¢ Vj ; Or X € Ak(: Aj’ done x e Pj ; d'ol la conclusion.

3.4.3.- Remarque

Supposons E de dimension infinie et considérons E comme limite in-
ductive de tous ses sous-espaces vectoriels Ei (ieI) de dimension finie. Alors

1) Soient A un coconvexe de E et B le coconvexe associé. Posons,
pour tout i eI, A. =ANE, et B.=BNE.. A. (resp. : B.) est alors un

i i i it 71 i
hypercOne ou un cohypercdne de Ei car, dans un espace vectoriel de dimension
finie, tout convexe dont le complémentaire est convexe est un hypercdne ou un
cohypercdne ([20]), théordme 3). On a donc, d'aprds le thdorime 3.4.2 et avec
les notations de ce théoréme A = y P..
iel

2) Pour construire effectivement des coconvexes, il suffit de choisir
Ai et Bi de E, de la fagon suivante : si Ei est de dimension paire, on
prend pour Vi l'origine ; si Ei est de dimension impaire, on prend pour Vi
une variété de E. ne contenant pas 0. La famille des Vi vérifie bien 1'hy-

pothése du (1) du théoréme 3.4.2 (compte tenu de la dimension finie de E), donc

le procédé constructif contenu dans le (2) de ce théoréme s'applique.
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4,0.

CHAPITRE 1V

STRUCTURE GEOMETRIQUE D'UN HYPERCONVEXE

4.0. INTRODUCTION

4.0.1.- Le paragraphe 4.1 de ce chapitre est consacré & 1'étude des
classes de Klee d'un convexe A non vide ; il est & noter que les parties extré-
males de A s'expriment simplement comme sectioﬁs commengantes de A pour l'or-
dre de Klee (proposition L4.1.4).

Les résultats centraux du paragraphe 4.2 sont le théoréme 4.2.3 et la
proposition 4.2.5 ; les hypercdnes et les coconvexes y apparaissent comme réunion
de demi-espaces algébfiquement ouverts (dans les variétés qu'ils engendrent) sa-
tisfaisant & certaines conditions.

Le paragraphe 4.3 fournit la structure géométrique de 1'hypercdne atta-
ché & un coconvexe (proposition 4.3.3).

Le paragraphe 4.4 est une application de ce qui précéde & 1l'@tude des

parties extrémales d'un hyperconvexe.

4.0.2.- Remarquons que 1'ensemble {Ai}.

(les A. #&tant tous dis-
1el 1

tincts) est muni d'une relation d'ordre (notée <) si et seulement si 1l'ensemble
I des indices est muni d'une relation d'ordre (encore notée £) ; en effet, si

i et J e I, i1 suffit de poser :
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4.1, CLASSES DE KLEE D'UN CONVEXE NON VIDE

4.1.1.- Rappels (Kiee [26], page 56).
Soit A un ensemble convexe non vide. La relation £ définie sur

A par :
x y <= Hz e A, [x,y] c [x,z[ )

est une relation de préordre sur A (£ est réflexive et transitive). La rela-

tion = définie sur A par :
x 2y <=>x4y et y £x

est alors une relation d'équivalence sur A.

Les classes d'équivalence de A pour la relation précédente sont
convexes et seront appelées classes de Klee de A ou encore classes de A,

La relation_de préordre sur A induit une relation d'ordre, notée g,
sur 1'ensemble des classes de Klee de A ; plus précisément, si £ et n sont

les classes respectives de x et y, on a :
Esn<=>x4gV.

La relation d'ordre précédente est appelée relation d'ordre de Klee,

4.1.2.- Proposition

Soient A un ensemble convexe non vide de £'espace vectoriel E ef
) L'ensemble des classes de A. On a (1), (2) et (3) :
(1) Toute classe n de A est convexe et n = ir[n].

(2) & et n &tant deux classes de A, on a Les deux Zquivalences suivantes :

£ £ n <=> g C1lin n,

E <n<=>gC (lin n) ~ n.




(3) S{ n eAt une classe de A, alors

ANnLn] = u_ &
Ee) ,E5M

et L[n] est une vaniété d'appui de A (c'est-a-dire que A ~ L[n] est con-

vexe).

Démonstration

(1) Montrons que n = ir[n]. Soit x un point de n et soit D une
droite de L[n] contenant x. Puisque n engendre L{n], il existe une variété
V de dimension finie contenant D et telle que n N V engendre V. n NV
admet un internat non vide dans V (voir [15], théordme 4). De plus, n NV est
formé de points équivalents dans A, donc aucun point y de la frontiére de
nNV dans V (muni de la topologie canonigue) n'est dans A (car si 2z est
dans l'internat de n NV dans V, et si y € n NV, la demi-droite
A = A([zoy) serait felleque AN (nNV) = [z,y] (d'aprés le théoréme 7.11
de [32]) ; d'ol la contradiction). Par suite n NV est algébriquement ouvert
dans V ; d'od la conclusion compte tenu du fait que x ¢ (nf1 V)N D et que
DCV,

(2) La démonstration est immédiate.

(3) Posons

s =y £ .
n EEZS £gn

On a SnC AN L[n] a'aprds le (2).

Réciproquement, si x e A N L[h], alors x appartient & une certaine
classe de A qui est £ n d'aprds le (1). . .- -
Montrons que L[n] est une variété d'appui de A.

Raisonnons par l'absurde en supposant que A v L[n] est non convexe,

I1 existe deux points a et b de AN L[n] tels que ]a,b[ contienne un point
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c de AN L[n] donc de Sn. Or tout point de ]a,b[ est manifestement &quiva-
lent (dans A) & c, et par suite Ja,b[ est contenu dans Sn. On en déduit,

puisque Sn(l L[n], que [a,b] € L[n], d'od la contradiction.

Nous allons maintenant exprimer une partie extrémale d'un convexe en

termes de classes de Klee.

4.1.3.- Déginition
Soit A une partie de L£'espace vectoriel E. Une partie F de A
est dite partie extrnémale de A 84 :

V(x,y) € A2, ( Jx,y[NF # @ => xeF et yeF)

(@ esl une partie extrnémale de A).

4.1.4.- Proposition
Sodient A un convexe non vide de £'espace vectorniel E et | 4L'en-

semble des classes de A. Alons, poun toute parntie F de A, Les assentions (1),
(2) et (3) sont équivalentes :

(1) F est une partie extrnémale de A,

(2) F est rdunion des eLments d'une section commengante de ) (done, en erk
Heulien, une néunion de classes de A).

(3) F est une section commencante de A (pour €

Démonstration

Il suffit de montrer que, si x et y «v€rifient y e F, x e A et

x Yy, alors x € F ; ce qui est immédiat. ™
(3) => (1).

Si x et y sont deux &léments de A tels que ]x,y[ NF # @, on a,
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en désignent par z un point de |x,y[ NF, x £z et yAs z 3 d'ol la conclu-
sion.
(2) <=> (3).

C'est évident.

4.2, CARACTERISATION GEOMETRIQUE DES HYPERCONVEXES

La proposition suivante met en évidence certaines propriétés des classes
d'un hyperconvexe. La technique utilisée dans la démonstration de cette proposi-
tion est analogue 3 celle utilisée par Klee dans le (2.L4) de [26] pour &tudier la

structure des hypercdnes en un point.

4.2.0.- Lemme
Soit A un hyperconvexe. S{ x et y sont deux points distincts de

A, alors A([x>y ) ou A([y»x ) est dans A.

-

Démonstration

Cela résulte du fait que AN A et AN EA sont des convexes complé-

mentaires de la droite A = A(x,y).

4.2.1.~ Proposition
Soient, dans L'espace vectoriel E, A et B deux convexe4q non vides

et complimentaires. Désignons par ) 4L'ensemble des classes de A. On a

(1) ) est totalement ordonné.

(2) Toute classe n de A est un demi-espace de L[n] algébriquement ouyert
sauf 44 A est un cohypercine en n ; 44 A n'est pas un cohypercdne en n,

T = y_ & est un convexe de £'hyperplan H: de L[n] bordant n.
n €€ZQ £<n n .

(3) S{ n est une classe de A et 8L A n'ehl pas un cohypercine en n, Le

-

demi-espace n* de L[n] algébriquement ouvert et associ® a n (voin défini-

tion 3.2.9) est une classe de B.
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Démonstration

(1) Soient & et n deux classes de A, x € & et yen. On a
x {y ou y £x d'aprés le lemme 4.2.0, d'ou la conclusion.

(2) Soit n e ).

Montrons que n =.L[n] si et seulement si A est un cohypercdne en
n.

Si A est un cohypercBne en n, ﬁ est une classe de A d'aprds le (5) de la
proposition 3.2.3 car un point de A non situé dans n ne peut &tre &quivalent
& un point de n. Réciproquement, supposons que n = L[n]. Si xen et si A
est une droite passant par x et non contenue dans L[n] alors, compte tenu du
fait que n est une classe de A et de la complémentarité de A et B, on volt
facilemept que A N (A~ n) est une demi-droite épointée issue de x ; d'ol la
conclusion d'aprés le théoréme 3.2.8.

Supposons maintenant que A n'est pas un cohypercdne en n, dong que
n#Ln]. n est algébriquement ouvert dans L[n] (d'aprds le (1) de la propo-
sition 4.1.2) ; par suite 1in n # L[n] (voir [32], théoréme 1.1.k4). 8, est
distinct de L[n] car on & Sn<: lin n # L[n] (d'aprés le (2) de la proposi-
tion 4.1.2). D'aprds le théoréme de Hahn-Banach (par exemple), il existe dans
L{n] un hyperplan B, séparant 5, =.A N L[n] (voir le (3) de la propesition.
h.1.2) et BN L[h] tel que n soit situé dans un demi—espaée Dn algébrique-
ment ouvert de L[n] limité par B (a'aprés le théordme 2.7 de [32]) ; les
points de Dn étant des points de A N L[n] #équivalents (dans A) aux points de

n, on a donc . Dn = n. De plus, comme Tn et n sont disjoints et comme

T Un=S CH Un,onadone T =H NS ; d'ol la conclusion.
n n n n n n -

(3) Comme 5, =A Niln] c HnlJ n, n - &t donc dans B0 L{np] et

. . *
par sulte dans B. Soit n, la classe de B contenant n ; montrons que

ny=n.ong n'est pas une variété (sinon ", contiendrait n), donc le demi-
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* Pl - L ~ ) ke
espace n, de L[n1] algébriquement ouvert et associé a ny existe et est
. . * * P .
contenu dans A. On voit facilement que n, D n gy or yp est formé de points
. * . *
€quivalents dans A, donc n, = n et par suite n, = n .

1 1

4.2.2.- Lemme

Soit {Ai}isI un ensemble totalement ordonné (pas gorcément par
inclusion) de convexes de L'espace vectorniel E coincldant avee Leurs internats
nelatifs et tel que A C lin AJ. AL 1<) (i,j ¢ I). Alons Ai est

iel
convexe.

Démonstration

Elle est &lémentaire.

Le théordme suivant fournit une caractérisation d'un hyperconvexe en

termes de demi-espaces.

4.2.3,- Théoreme

a.- Sodent un ensemble {Vi}iE non vide totalement crdonné pan inclu-

I
sdon de varniétés de dimension > 1 d'un espace vectoriel E e, pour Tout

i e I, un hyperplan H, de v, venigiant (L) et (LL) :

(4) Pour tout x e E ~ H,, AL existe i eI el que x e Vi v H, .

n
1el
(L) Pour tout i e I et powr tout j e I avee j <i [voin 4.0.2), on

a V. C H..
J 1

Alons, en désignant par A, et B, Les deux demi-espaces de v, algébriquement

ouverts Limités pan H, et en posant A = A, et B= y B., ona (1),(2)

iel ieT
et (3) :
(1) S¢ N H. #@, A et B sont deux hypercones associés d'arete N H,.
ier * ijer 1
(2) S N H, = @, A et B sont deux coconvexes associds de E, et on a
iel ’
NL[A] = Ne[B] = N B, (0).

1el
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(3) Les Ai (resp. : Les Bi) sont Les classes de A (ne/sjo. : de B) et

L'ondre total sun L'ensemble A}, obtenu a partin de L'ondre total sun

I
I est £'ondre de Klee sur £'ensemblfe des classes de A.
b.- Réciproquement, s4i A et B sont deux hypercines non vides

(nesp. : deux coconvexes) associés d'un espace vectoniel E, {88 sont du méme

type que ceux renconthis en (1) (resp. : (2)).
Démonstration
a.— A et B sont convexes d'aprés (ii) et lemme 4.2.2. A et B

sont disjoints car, pour tout (i,j) e I2, A. N Bj = ¢ (d'aprds (ii)).

Montrons (3).

Les Ai sont les classes de A car chaque Ai est formé de points
équivalents dans A et car si j <i (i et jeI), on a AjCZ Hi (et par
suite un point de Aj n'est pas équivalent & un point de Ai)'

De méme les Bi sont les classes de B.

Enfin le reste de l'assertion (3) résulte du fait que si (i,j) ¢ 12,

ona 1igJ siet seulement si A, C lin Aj (d'aprés (ii)).

Avant de montrer que 1l'on a (1) et (2), montrons que 1l'on a :

AUB=E~ N H, (1)
. i
1el
Si x e A (resp. : B), il existe i € I tel que x € A, (resp. : Bi), donc
x ¢ H, . Réciproquement, si x ¢ N Hi’ d'aprés (i), il existe i € I tel que

1el
X € Ai U Bi.-

Montrons (1).
Soit x e M H.. Pour tout i e€ I, x e H., donec B. = 2x - A, et
. i i i i
1el
par suite B = 2x - A, On en déduit que A U B = A U (2x-A), done, d'aprés (I),

que AU (2x-A) = E~ N H, 3 il suffit alors d'appliquer le corollaire 3.2.6.
iel
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Montrons (2).

A et B sont des convexes complémentaires non vides et aucun d'eux
n'admet pour classe une variété ; A et B sont donc des coconvexes associés
d'aprés le (2) de la proposition L4.2.1.

Montrons que NL[A] = NE[B] = N Hi(O).
iel

D'aprés la proposition 3.1.3, il suffit de montrer que NK[A] =
n Hi(O). Or, pour tout j € I, on a, d'aprés la proposition 3.1.2,
iel . ,
(n Hi(O)) + Aj C.Aj car NZ[AJ] = Hj(O) ; d'ol, d'aprés la proposition 3,1.2,
iel

N Hi(O)C NL[A]. Réciproquement si i € I et si A est une droite homogéne
iel

contenue dans NE[A] on a Ai +AC Ai : en effet, on a Ai + ACA (par
hypothése) et Ai + A est, d'une part, formée de points équivalents dans A
et, d'autre part, rencontre Ai' L'inclusion Ai + A C Ai montre alors que

6 cmefa] = (0).

b.- Soient A et B deux hypercdnes associés ou deux coconyexes
associés et soit I =) 1'ensemble des classes de A ; I est totalement ordon-
né (d'apréds le (1) de la proposition L4.2.1).

Si n & I, on pose Vn = L[n], An =n et Bn = h*. L'ensemble

{Vi}iEI est alors totalement ordonné par inclusion car si i et Jj e I avec

i<j, ona V&.C Vﬁ et V. # Vj (d'aprés le (2) de la proposition 4.2.1).

On a A= L% A, (de fagon évidente) et B = UZ B (d'aprés le (3) de 1la
: ul3 ne

proposition L4.2.1).
Montrons que (i) est vérifié. Pour cela, il suffit de montrer que, si

X ¢ ﬂz Hn’ alors x € An ou X € Bn (pour un certain n). Or, c'est clair
ne

si A et B sont des coconvexes. Si A et B sont des hypercdnes associés,
il suffit de montrer que x n'appartient pas & leur aréte ; or, si x apparte-
nait 4 1l'aréte de A et de B, x appartiendrait & chaque Hn (d'aprés le (5)

de la proposition 3.2.3).
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Enfin (ii) est une conséquence immédiate du (2) de la proposition

4, 2.1.

4.2.4.- Remarques et déginition

Avec les notations du a.- du théoréme L4.2.3, on a :
1) A contient une plus petite classe (pour l'ordre de Klee) si et
seulement si I posséde un plus petit &lément donc si et seulement si {V.}.

1 1el

possé&de une plus petite variété (pour 1l'inclusion) donc encore si.et seulement si

{Hi}ieI posséde une plus petite variété (pour 1'inclusion).
2) {Vi}isI posséde une plus petite variété si et seulement si
n v. # N H..
ieT ' qer !
En effet, si {Vi}ieI poss&de une plus petite variété Vj alors

H. est plus petite variété de {H.}. _.
J 171eT

Réciproquement, si N V. # N H, et si xe (N V.)~ (N H.),
. i7 . i . i . i
1el 1el 1eT 1el

1l existe k € I tel que x € Vk v Hk ; on voit alors facilement que Vk ré-

pond & la question.
3) S1 A est un coconvexe, A ne contient pas de plus petite classe
(pour 1'ordre de Klee) car N H, = @. Par contre, si A est un hypercdne, il
iel
peut arriver que A contienne une plus petite classe (par exemple si A est un

demi-espace algébriquement ouvert), auquel cas A est dit hypercdne de premidre

espéce, ou que A n'ait pas de plus petite classe (voir proposition 4.3.3),

auguel cas A est dit hypercdne de deuxiéme espéce.

L) Compte tenu du 1), du 2) et du 3), on peut dire que A est cocon-
vexe si et seulement si N Vi = N H, =@, que A est hypercdne de deuxiéme
, iel iel
espéce si et seulement si N Vi = N Hi # @ et que A est hypercne de pre-
iel iel

miére espéce si et seulement si (N V., #H., et N H, # @).
iel . iel




L.2.

5) Si A est un hypercdne, on a également NL[A] = N Hi(O). En
iel
effet, d'aprds le (1) du théoréme 4.2.3 et le (7) de la proposition 3.2.3, on

a NZ[A] = (N Hi)(O) ; On voit alors facilement, compte tenu du fait que
iel . ’
N H #@, que (N H)0O) = N H(0).
. i . i . i
1el 1eT 1el
4.2.5.- Proposition
Avec Les notations du a.- du théondme 4.2.3, La proprniete ((L) et {4L))

est Bquivalente & La propritte (4L} et (Lv}) et aussd & La propridte (v) avee

(£iL) Pour tout x e E~ N H., L8 existe une plus petite variéte de La
iel
famille (V.). contenant x.
1°1el

(4v) Pour tout i e I, avec i non plus petit eLément de I, on a

(v) Poun toute section commencante S non vide de I, on a :

u V.= 0 H,
ies *  ids *?
(et, en parnticulien, pour S = I, gy V. =E).
iel
Démonstration
Montrons simplement que (v) implique ((i) et (ii)), les autres points
étant faciles 3§ montrer.
(v) => (i).
Soit x ¢ N H,. Il existe j e I tel que x ¢ H,. Si x e V,,
iel * J J
c'est terminé. Sinon 1l'ensemble S = {i | x ¢ Vi} est une section commencante

non vide de I. Par définition de S, ona (a) et (B)

(a) x¢ U V..
jes 1
(B) xe N V..
igs *
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D'aprés (v) et (a), on a (y)

(v) x¢ 0 Hi.
i¢s
D'aprds (y) et (B), il existe donc 1 € I v S tel que x ¢ Vj et x ¢ He 3
d'ou la conclusion.
(v) => (ii).

Soient k et Jje I avee k < j ; il faut montrer que V

CH,.
k HJ

L'ensemble des 1 € I vérifiant 1 < k est une section commencante non vide

de I. Onadonec U V.= 0N H. ; d'ol la conclusion.
. i . i
1<k 1>k

STRUCTURE GEOMETRIQUE DE L'HYPERCONE ATTACHE A UN COCONVEXE

4.3.1.- Définition
Si A est un hypercine non vide ou 44 A est un coconvexe gn sait

( 2) et 3) de La nemarque 3.3.6 et théoneme 3.4.1) qu'il existe un et un seul

-

hypercone D en NL[A] +tel que A+D = A. D est dit hypercone attache a A

(Le cas interessant est en fait Le cas ol A est un coconvexe).

Le but de ce paragraphe est de donner la structure géométrique de D.
Auparavant, nous allons, dans le lemme suivant, €tudier ce que devient A

lorsqu'on soumet chaque H, 2 une trnaslation (dépendant de i) convenable.

4.3.2.- Lemme

Soit (avec Les notations du a.- du théonéme 4.2.3) A = y Ai un
iel
hypercone non vide ou un coconvexe de £'espace vectoriel E. Soit, pour tout

ie I, une variéte H! translatie de H, de telle sonte que, 84 j < i
(j,ieI), on alt H'C H!. Alons A' = U (Ai+Hi) est un hypencone ou un
J iel
1

coconvexe de E et Le noyau de &indarnité de A est NL[A]. Si

1 ,
n (Hi+Hi) =@, A est un coconvexee SL N (Hi+Hi) # 0, A est un
iel iel
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hypercone en N (H.+H!).
. i1
1el

Démonstration

e e e e ot S2  e me

On peut vérifier aisément que, si x ¢ Hi, on a :

H. + H' = H, *x (o)
1 1
et

V. + H =V, + x. (B)
1 1 1

Posons, pour tout 1 g I, V] =V, + H! et H? = H. + H!.
i i i i i i

Les V; sont toutes distinctes (car V; est une translatée de Vi)

et l'ensemble {V;} est totalement ordonné par inclusion au moyen de 1'ordre

sur I car, si J<i, ona V.C V. et H!C H!.
d 1 J 1

De plus H; est un hyperplan de V; et Ai + H{ est un demi-espace
oy e . 1
algébriquement ouvert de V; limité par H;. Montrons que A est un hyper-
cOne ou un coconvexe de E : pour cela il suffit de montrer, d'aprds la propo-

sition 4.2.5, que si S est une section commencgante non vide de I, on a :

U (V.+H!) = N (H.+H!).
1e8 12 iiS 12

Soit j € S et soit x e Hj. On a alors

N (Hi+Hi)

N (H.+x) (d'aprés (a))
igs .

i¢s

x+ N H,
i¢gs *

x+ U v, (d'aprés le (v) de la proposition 4.2.5)
ies

u (V.+x)
ie8S

U (Vi+x) (par hypothése)
1eS,13
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J (v.+H!) (d‘'aprés (B)’
. .. 171
1€5,12]

U (v.+H!) (par hypothése).
. i
1eS
Montrons que NZEA1] = Ne[A].
D'apréds le (2) du a.- du théordme L4.2.3 et le 5) de la remarque L4.2.L,

ona M7= N (r,+H!)(0) = N H.(0) = ne[a].
iel iel

Les deux dernidres assertions du lemme résultent du a.- du théoréme

L.2.3.

4.3.3.- Proposition
Soit (avec Les notations du a.- du théoréme 4.2.3) A= U A, un

iel
hypercone non vide ou un coconvexe de £'espace vectorniel E. Alonrs
D= y (A.—Hi) est L'hyperncone attaché a A. De plus, 84 A  est un coconvexe,
iel
D est de deuxieme espece.

Démonstration

D'aprds le lemme 4.3.2, D est un hypercéne en 0N (Hi—Hi) = N Hi(O)
ieI iel
= NE[A]. De plus, si A est un coconvexe, D est de deuxiéme espéce, d'aprés
le 1) et le 3) de la remarque 4.2.L4.

Montrons que A+D = A, ce qui assurera la conclusion.

I1 est clair que l'on a (a)

(a) ' A+D= U (Ai+A.-H.)
(i’j)EI Jd J

On a en outre (B)

(B) 8i jsgi (i,j e I), alors A, + (Aj-Hj) = Ai + (Aj—Hi) = Ai'
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En effet, on peut supposer Jj < i (le cas i=] ée résoud facilement) ;
comme Vj C H (d'aprds le (ii) du théoréme L4.2.3), on a Aj C H, et Hj CH
il en résulte que Aj - Hj et Aj - Hi sont contenus dans Hi(O) ; or
H,(0) = NﬂEAi] ; d'oll (R).

La conclusion résulte de (o) et (B).

4.3.4.~ Remarque

Réciproquement (avec les notations du théoréme L4.2.3), si D = U A.
iel
est un hypercdne (de seconde espéce) admettant pour aréte un sous-espace vectoriel
de E et si, pour tout i e I, Hi désigne une variété paralléle a H, de telle
sorte que, si j <i (j,i € I), on ait H! C H!, et si, en outre, N Hi =@,
J 1 1el
alors U (A.+H!) est un coconvexe admettant D pour hypercdne attaché
iel *

(lemme 4.3.2) ; de plus, la proposition 4.3.3 montre que tout coconvexe ayant

D pour hypercone attaché est du type précédent.

4.4.- PARTIES EXTREMALES D'UN HYPERCONVEXE

4.4.1.- Déginition

Une face d'une partie A d'un espace vectoriel E est une partie

extnémale convexe.

La proposition suivante montre que si A est un hyperconvexe, toute

partie extrémale de A est une face.

4.4.2.- Proposiition
Soient A et B deux parties complémentaires de L'espace vectoniek

E. Alons Les assentions (1) et (2) sont equivalentes :

(1) A et B sont convexes.

(2) Toutes Les panties exinimales de A et B sont des faces.

- 80 -




Lok,

Démonstration

Si A=¢ ousi B=4@, clest trivial. Sinon, il suffit d'appliquer
le lemme 4.2.2, 1la proposition 4.1.2. et la proposition k.1.k.

(2) => (1).

A (resp. : B) est une partie extrémale de A (resp. : B).

4.4.3.- Proposition
Soit A un hyperconvexe de L'espace vectorniel E. Alons Les assen-

tions (1), (2) et (3) sont Zquivalentes :

(1) A est un cohypencine
(2) A possede une face qui est une variéte.

(3) A possede une gace qui est un cone pointe.

Démonstration

Si A est un cohypercdne en V, V est la plus petite classe de Klee
de A ((2) de la proposition L4.2.1) ; la conclusion est alors une conséquence
de la proposition L.t1.L4 et de la propoéition L. 4.2, |

(2) => (3).

C'est immédiat.

(3) => (1).

Soit F le cdne en question et soit x un sommet de F. Montrons que
A est un CGﬁe de sommet x (cé qui assurera la conclusion d'aprés le théoréme
3.2.8). Soit a €A avec a # x. Si a € F, la demi-droite A([x»a) est dans
F (par hypothdse), donc dans A. Si a ¢ F, la demi-droite A([a»x) n'est pas
dans A (car x ¢ F et F est une face), donc A([x+a) est dans A (lemme

4.2,0).
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4.4.4.- Lemme
S{ A est un hypenrconvexe de £'espace vectoriel E et W une varniéte
d'appul de A (c'ebi—&-diae WNA#@ et AW convexe)l qui rencontre E ~ A,

alons W est une varniete d'appul de E ~ Al

Démonstration
On peut raisonner par l'absurde en utilisant le fait que si a € A,

le symétrique par rapport & a d'un segment situd dans E v A est dans A

(i1 suffit, en fait, de choisir a dans A N W).

4.4.5.- Proposition

Soient, dans un espace vectoriel E, un hyperconvexe A de E et

F une face non vide de A. Alons L[F] v F est une face de E ~ A,

Démonstration

”

Elle résulte du lemme L.L4.4 et de la propriété élémentaire suivante
une face non vide d'un convexe est la trace d'une variété d'appui (voir, par

exemple, [ﬁ?]).
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CHAPITRE V

ETUDE ANALYTIQUE DES HYPERCONVEXES

5.0.- INTRODUCTION

5.0.1.~ Le paragraphe 5.1 de ce chapitre est consacré 3 1'introduction
et aux premiéres propriétés de la notion de P-famille ; comme cas particulier de
cette notion (plus précisément lorsque Kﬁ = {0} et par suite g = fi), on re-
trouve la notion de famille S(F,r) de Klee ([é6], page 55). Le résultat (2.1)
de [26] apparalt comme cas particulier de la proposition 5.1.5.

L'étude des P-familles minimales est faite dans le paragraphe 5.2. ;
ces P-familles, qui apparaltront dans la suite comme un outil plus maniable que
les P-familles quelconques, s'introduisent naturellement (proposition 5.2.3) ;
diverses caractérisations en sont données (proposition 5.2.4).

Le paragraphe 5.3 comprend le résultat essentiel de ce chapitre
(théoréme 5.3.1) ; ce théoréme fournit une caractérisation des hyperconvexes en
termes de P-familles minimales ; le résultat de Klee (théordme (2.5) de [26])
fournissant la structure des hypercdnes en O apparalt alors comme corollaire
immédiat du théoréme 5.3.1. La remarque 5.3.2 est relative 3§ 1'ordre sur 1l'en-
semble des indices d'une P-famille minimale et sera fort utile dans la suite.

Le paragraphe 5.4 est consacré 3 1'étude analytique de l'hypercdne atta-
ché D & un coconvexe A ; il fournit la structure analytique de D & partir
de celle de A (proposition 5.4.2) et réciproquement il donne la structure ana-

lytique de tout coconvexe admettant D pour hypercdne attaché (remarque 5.4.3).

5.0.2.- Rappel elémentaire

Les familles (Xi)' sont égales si J =1 et si

iel et (yj)jeJ

_83_




5.0./5.1.

xi = yi pour tout 1 e I.
La famille (Xi)isI est dite ordonnée si I est ordonné, la famille
(y.). est dite famille ordonnée extraite de la famille ({x.). si c'est une
J Jed i’iel

famille extraite (JC€ I, yj = xj pour tout J e J) et si elle est ordonnée au

) est

moyen de l'ordre sur J induit par celui de I ; par exemple si (x i el

i
une famille ordonnée, la famille vide en est une famille ordonnée extraite.
5.0.3.- Notation
g, étant une forme linéaire affine sur un espace vectoriel E, la
forme linéaire associée est notée fi (fi est donc la forme linéaire unique
telle que g, - f; soit constant sur E).

On pose Ker g; = {x e Elgi(x) = 0}.

5.1.- NOTION DE P-FAMILLE

5.1.1.- Deginition et notations

On dira que La famille ‘g = (gi)ieI est une P-gamille sun L'espace
vectorniel E s4 elle est constitule par des formes Linéainres affines sur E,
84 elle est totalement ordonnée et 84, pour tout x € E ~ Kﬁf avec
Kg = .ﬂ Ker g., L existe un Andice noté i_% (x) el que £'on ait :
1el
gi% (x

Vie1I, (i > i'g (x) => g.(x) = 0).

On pose alons A§ = {x ¢ Elgi (X)(x) > 0} , Bﬁ = {x ¢ E|gi.(x)(X) < 0}, L£'en-

semble {AJ‘3 , BQ} est appele §-ensemble de La P-famille \§ . On pose, pour

tout i eI :
HiV% ) = ;li Ker g 3 Vi(g ) = ézi Ker g
Dl(%) {x ¢ A% Ii%(x) =i}l ={x |xe Vi(‘@) et g (X)(x) > 0}
DI(§) = {xe B%]i%(x) =i} ={x [x eV, (§) et g () <ol

k
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Remarques (avec Les notations précédentes)

1) Un g; peut 8tre &ventuellement une constante réelle.

2) 81 I=4¢, ‘% = (gi)isl est automatiquement une P-famille

3) Les notations K% s Hi(% ), V'i(%) seront parfois utilisées
dans la suite pour une famille ordonnée f@ = (g.). (méme si ‘? n'est pas

1°1el
une P-famille).
*

BT

. o - — . - R 3 R
4) si V% (gi)i€I est une P-famille sur E et si (rl)lEI e(R,)7,

alors ‘%’ = (rig )

"o (o - 1 :
i)ie1 et f% ( rigi)iel sont des P-familles et on a

A%'=A%,B%,=B% ,A%,.=B% ,B%,,—Ag’.

5) Si la famille %% = (g.). est constituée de formes linéaires
171el
affines sur l'espace vectoriel E et si I est muni de 1l'ordre inverse d'un

bon ordre, alors *% est une P-famille sur E.

5.1.2.- Lemme (dimmédiat)
Sodent, dans L'espace vectoriel E, un hyperplan H et une varieté

W. S{ HNW# @, alors HNW est un hyperplan de W ou est égal a W.

5.1.3.- Lemme

Soit ‘% = (gi)ieI une P-famille sun £'espace vectoriel E. On a :
1) A% et B% sont deux convexes disfoints fels que A{é U B% =E K‘2 .
2) Pour tout i eI, Di(%) est ou vide ou un demi-espace algébriquement ouvert
de L[Di(\?a )] ou une vaniité ; plus précisment on a (a) et (b)

(a) Di(%) est un demi-espace algébriquement ouvert de L[Di(% )]
84 et seukement 8¢ (H,(§) # 8 et D.(§) #¢). S'iL en est ainsi, D (§) est
un demi-espace algébriquement ouvert de Vi(% ), LAmite par Hi(%) et D:( @)
est Le demi-espace algébriquement ouvert de Vi(\%) assocdé a Di(‘%).

(b) D (%) est une variBts s4 et seulement &4 (Hi(*%) =9 et

D.(§) # @). S'iL en est ainsd, Di(%) = Vi(% ), D;(%) = ¢ ot, pour fout

1
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j<i (3e1), Di(§) =Di(H) =

3ISC 4G (LieD, D(§)ND(g) =g

4) Si Di(%’ ) est non vdde, Di(‘tj;) est une classe de Klee de A,

9

cloments de L'ensemble des classes de Klee de Ag Aont done Les D J) non

; Les

vides.

5) S{ x et yeA,%ona:
x5y<=>i\p’ (x) = 1

Démonstration

1) La démonstration est immédiate.
2) (a) se montre aisément & 1'aide du lemme 5.1.2.

Montrons seulement le dernier point de (b) : si j < i, on a

*, : *, =
D(*’a U Dl(Y) c *ﬁ;CH(.a);or Hi(%)=¢;donc Dj<g)=nj(§)—¢.

3) Supposons, par exemple, j < i, Di(‘%) #0 et Dj(‘ﬁj) # 0 (le cas

ol D.(%h) =9 ou D.(%) = ¢ est trivial). D'aprds le (a) de 2), D.(g) est
14 J 1

un demi-espace algébriquement ouvert de Vi(%) limité par H. (‘:f ; la conclu-

sion résulte alors du fait que 1l'on a Dj(g (¢

4)cu(g).

4) D'aprés le 2), les &léments de @d) sont &quivalents dans A§ :

l

la conclusion résulte alors du 3) et de 1'égalité A, = U Di(% ).
iel
5) C'est une conséquence de k).

5.1.4.- Remarque

Les résultats du lemme 5.1.3 formulés dans 1'ensemble pour A% et

les D'(t%) ont des analogues &vidents pour B et les D.(g ).
it % i

5.1.5.- Propositicn

Soit \% - (gi)ieI

1) 44 K{,a # 9, AQé et B% sont deux hypercines associés d'aréte K?

une P-famille de L'espace vectoried E.

2) 84 K, =@ et sd, pour tout i e I, H,( , alons A et B,
4 l‘??j)# ) /% 9
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sont deux coconvexes associls et ona Ne[A,] = 0 Ker £, (voir 5.0.3).
iel

Démonstration

1) C'est une conséquence du 1) du lemme 5.1.3 et de la proposition 3.2.10.

2) Pour montrer que Ay et B, sont des coconvexes associés, il

suffit, compte tenu du 1) du lemme 5.1.3, de montrer que A€3 est un coconvexe

il suffit donc de vérifier que A{% n'est pas un cohypercdne et que Bﬁ n'est

pas un cohypercdne ; montrons, par exemple, par 1l'absurde, que A n'est pas
bl
un cohypercdne.

Si Ay est un cohypercdne d'aréte V, V est une variété et est une

9

classe de A4§ ((2) de la proposition 4.2.1) ; il existe done i e I tel que
v = Di(%) (4) du lemme 5.1.3). D'aprds le (b) du 2) du lemme 5.1.3, on a donc

Hi(%ﬁ) = ¢ ; d'ol la contradiction.

Montrons gue NKEA = N Ker fi'

q% ] iel

On vérifie facilement que N Ker f. ¢ NKEK%] ; montrons 1l'inclusion
iel
dans l'autre sens c'est-d-dire que, si y ¢ NeEAéﬁ] et si 1 ¢ I, alors

Y e Ker f. 3 soit x ¢ Hi(%%) ; on peut supposer que x € A. (car

.%
NEEA%] = NK[B%] d'aprés la proposition 3,1.3) ; puisque x € Hi(@) on a
i, (x) <1i 3 o0r i (x+y) = i (x) (c'est clair si y = 0 ; sinon

9 ’ 4 Y
x + A(0,y) est dans A@; et on applique le 5) du lemme 5.1.3) et par suite
ig)(x+y) <1 3 d'aprds les indgalités i@ (x) <1 et i@ (x+y) < 1, gi(x) =0

et gi(x+y) = 0 ; donc fi(x) = 0 ; d'ol la conclusion.

Remarques
1) En particulier, si f% est constituée de formes linéaires, A{%
et BE& sont toujours des hypercdnes d'aréte un sous-espace vectoriel de E.

2) L'hypothése faite sur les Hi(% ) dans le 2) de la proposition

précédente ne peut pas &tre négligée comme on le verra dans le théoréme 5.3.1.




5.2.

5.2.- P-FAMILLE MINIMALE
5.2.1.- Déginition

Une P-gamille ‘% sun E  est dite mindmale A4, pour foute P-gamille

‘g ' sur E extralite de g (c'est-a-dire que ﬁ' est une famille ordonnée
extrhaite de 15 et g' est une P-famille sun E) et differente de g, Le g'
-ensemble est différent du g -ensemble (en particulien, 84 'g est indexée pan

Le u’de,g est une P-famille minimale).

5.2.2.- Remarques

1) L'intérét de la notion de P-famille minimale apparaltra dans la
proposition 5.2.3 et le théoréme 5.3.1.

2) Exemple : soit f une forme linéaire non nulle sur E.
Y = (£5)5.(1,0) 8vee fy=-f et f, =1 9! = (-f) est une P-famille mini-
male extraite de f/ﬁ et on a A%,, = E% et B%, = A.@ . ‘é" = (f) est une
autre P-famille minimale extraite de ‘tg et on a A‘% w = '@ et B% "w = B{g

On remarquera cependant que i%' et éﬁ' sont indexées par des ensem-—

bles ayant méme cardinal (voir le 1) de la remarque 5.3.2).

3) Exemple : La famille (0) n'est pas une P-famille minimale.

5.2.3.- Proposdition et déginition
Soit = (g
La famille \030 - (g;)

une P-famille sur E. Soit Io={ieI| |x€E,i.§ (x)=1}.

iel est une P-famille minimale extraite de é}] et on a
o}

A% =A‘@60 et B‘e’ﬁ-:B‘%O.
Eug sena appeliée P-famille minimale canonique associée a ‘3% .

Démonstration

On vérifie facilement que ‘@ao est une P-famille et que l'on a

A = A t B = B .
‘(}”(3 "(o(\)o € -Qs -@30

Montrons que \0%0 est une P-famille minimale. Soit donc {g' = (g

i)ieI'

une P-famille extraite de %0 (1'c IO) et telle que l'on ait (1) :

(1) Le f’éh-ensemble et le ‘%'—ensemble sont égaux.
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Montrons que 1I' = Io ; 11 suffit pour cela de montrer que, si
i eI , alors i ¢ I'.
o o o

Ty

v s

Par définition de Io, il existe x e Ag U By tel que iéf(x) = io

comme io € Io’ on en dédduit (2)
(2) 14% (x) = i-
30

Mais x ¢ Aga, U B{%, (d'aprés (1)) ; donc il existe 1 € I' tel que 1l'on ait

(3)

(3) i (x) =1

Comme 1 ¢ Io, il existe y ¢ A_% U B% tel que 1l'on ait (4)
(4) i, (y) =1i.
4
(4) donne, compte tenu du fait que i e I', (5)
(5) i_%,(y) = i,
Compte tenu de (3) et (5), on obtient (6)

(6) gy (%) = i ().

D'aprés le lemme 5.1.3, les deux seuls cas suivants peuvent se produire
ler cas : x et y sont équivalents dans !L% (ou Bé ).

On a donc i{go(X) = i%o(Y)’ d'od i = i (d'aprés (2) et (L4)).

2e.cas : L'un des points x et y est dans une classe de Ag s l'autre dans
une classe de B% et ces deux classes sont des demi-espaces algébriquement
ouverts, dans la variété qu'elles engendrent, et associés. Alors, d'aprds le

lemme 5.1.3, on a encore i€3 (x) =ip (y) ; d'ol la conclusion.
o

Yo

2




5.2.

5.2.4.- Proposition

Soit fé’ = (gi)irl

a.- Les assentions (1), (2), (3), (4) et (4') sont équivalentes :

une P-famille sun L'espace vectoriel E.

(1) %  est une P-famille minimale.

(2) Poun tout i e I, AL existe x e¢ E tel que i = if'ﬁj(X)‘
(3) Poun tout i e I, Di(*’;a YU D:(% ) est non vide.

(4) Poun tout i e I, Ker g; Z)Vi(‘%).

(4') Pour tout i e I, Hi(% ) # Vi(‘%)'

b.- S{ on suppose que, pour tout i e I, Hi(%) est non vide, alons
Les assentions (1}, (5) et (6) sont equivalentes :

(5) Pour tout i e I, Ker £f; P N Ker f,.
k>1i

(6) Pour tout i e I, £, n'appartient pas a L'adhérence (dans Le dual algé-
brique EX muni de La topologie faible c(E*,E)) du sous-espace vectoriel

engendné par Les f, avee k > i,

Démonstration
Cette équivalence résulte de la proposition 5.2.3.
(2) <=> (3).
. ) %, 4
C'est immédiat, compte tenu du fait que Di(@ )LJD.('%) =
{xeE|i, (x) = i},
1y
(3) <=> (b).
(3) est vérifide si et seulement si, pour tout i e I,
{er|eri(ﬂ%) et gi(x) # 0} est non vide, donc si et seulement si, pour tout
o ) ) ' _N_ s . .
iel, Vi(ga) N Ker g # Vi(*g), c'est-d-dire encore si et seulement si (L) est
vérifiée.
b.= (4) <=> (5).
En effet, si i € I et si x est un point de Hi(% ), on peut remar-

quer gue, pour tout k 2 i (keI), on a :
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Ker fk = Ker gk - X,

On en déduit que :

Ker g. P N Ker g <=> N1 Ker g # N Ker g
T i kK ki ki K

<=> (N Ker g )-x # ( N Ker g )-x
. k . k
k>1 k21

<=> 1 (Ker g -x) # 1 (Ker g -x)
K>i k K2i %

<=> N Ker fk # N Ker fk <=> Ker fi ? N Ker fk.
k>i k21 k>1

(5) <=> (6).
Cette équivalence s'obtient par dualité, compte tenu du fait que
. *
l'orthogonal de N Ker f,, est 1l'adhérence faible dans E  du sous—espace

k>1

vectoriel engendré par les f, avec k> i (voir [2], pages 93 et 94).

5.2.5.- Remarques
1) Compte tenu du b.- de la proposition 5.2.L, si 3? est une P-famille

minimale sur E constituée de formes linéaires sur E, alors la famille 37 est
nécessairement algébriquement libre dans E'.

2) Voici un exemple typique ol le (6) de la proposition 5.2.k est véri-
fié : soit § = (fi)iEI une famille de formes linéaires sur E et topologigque-
ment libre dans E= mumi de O(E*,E) (c'est-a-dire que, pour tout k ¢ I, le
sous-espace vectoriel fermé engendré par les f; d'indice i # k ne contient

pas fk ; voir [2], page 16) ; alors & satisfait au (6) de la proposition 5.2,k

et ceci quel que soit 1l'ordre total sur I.

3) si ¥ = (g.)

distinctes (d'aprés le (4) de la proposition 5.2.4) ; toutefois, la réciproque

). est une P-famille minimale, les g. sont toutes
171el 1
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est inexacte méme si on suppose que ‘% est une P-famille (-voir le 3) de la
remarque 5.2.2). |

| 4) L'exemple qui suit montre que 1'hypothdse "Hi(\gg) # 0" ne peut
pas €tre abandonnée dans le b.- de la proposition 5.2.L.

Soit E = R° ; posons g1(x,y) = x, gz(x,y) =y et g3(x,y) = x+y+1

on vérifie facilement que (g.) est une P-famille minimale sur (R2 3

ie{1,2,3}

toutefois le (5) de la proposition 5.2.4 n'est pas vérifié.

i

5) si ‘% = (g.). est une P-famille minimale et si K, = @, alors
1°1€eT g

les assertions (1) et (2) sont &quivalentes :

(1) die1, B(§) =0

(2) I a un plus petit &lément.

Démonstration

i désignant le plus petit &lément de I, on a Hi(g) = Kg , donc
Hi(%) est vide car K% 1'est par hypothése.

(1) => (2).

Montrons que 1 est le plus petit &lément de 1I. Raisonnons par
l'absurde en supposant qu'il existe j e I avec j < i. On a Vj(é ) C Hi(@)
et HJ.("%) C Hi(‘%) ; donc VJ.(%) = Hj(%) =@ , ce qui est en contradiction
avec le fait que ‘% est une P-famille minimale (voir le (L4') de la proposition

5.2.4),

5.3.- CARACTERISATION ANALYTIQUE DES HYPERCONVEXES

5.3.1.~ Théonrdme

a.- Sodt Cf (8;)ie1

E. Alons on a (1), (2) et (3) :

une P-gamille minimale sur £'espace vectorniel

(1) S< xpy # 9, A_JZ,j et B&j sont des hypercones associeés d'anéte K@ .
J < <
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(2) S& K_% =@ et I sans plus petit éLément, A% et B, 4ont des cocon-

a

vexes associds et on a NZ[A%] = N Ker f
iel

(3) S& K‘% =@ et sl I aun plus petit éLement j, alorns Le 'g—enéembﬂe est

it

constitué d'un hypercine et d'un cohypercine associds et d'ardte Vj(% ).
b.- Réciproquement, si A et B sont des hyperconvexes associds de
2'espace vectorniel E, il existe une P-famille minimale *9 sut E  telle que

A=A Q/tB=B; .

Démonstration
a.~ (1) résulte de la proposition 5.1.5.
(2) résulte de la proposition 5.1.5 et du 5) de la remarque 5,.2,5,
(3) On a Hj(%) =@ (d'aprés le 5) de la remarque 5.2.5) ; d'autre
part DJ.(% ) U D;(%) est non vide (d'aprds (1) et (3) de la proposition 5.2.L4) ;
supposons, par exemple, que DJ.(%) est non vide ; alors Dj(g) = Vj(g) est
une variété (d'aprés le b) du 2) du lemme 5.1.3) ; comme Dj(g ) est une classe
de A% ( 4) du lemme 5.1.3), Ag est un cohypercdne en Vj('gl) ((2) de 1a
proposition k4.2.1) B%] est donc 1l'hypercdne associd.
b.- Distinguons trois cas
ler cas : A et B sont deux hypercdnes associés non vides ou deux coconvexes

associés.

On peut écrire, avec les notations du théordme 4.2.3 :

A= A, et B= U B, (I &tant totalement ordonné).
iel iel

Pour tout 1 e I, soit g; une forme linéaire affine sur E telle que

HiC Ker gi et gi >0 sur Ai (donc g; < 0 sur Bi)' So1it Yé= (gi)

iel
la famille totalement ordonnée ainsi obtenue.
Montrons que % est une P-famille sur E.
Montrons d'abord que K, = 0 H,. Il est clair que K, o N Hi 3
% iel % iel

réciproquement, on a N Ker g C n H, car si x¢g N H., x appartient
iel 1el iel
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3 Aj U Bj pour un certain j de I (d'aprés le (i) du a.— du théordme 4.2.3)
et par suite gj(x) # 0. Montrons que, si x ¢ Kyj , i% (x) existe.

Si x er '\aHj, ona J= i%(x) car VJ.C H, pour tout i>
(théoréme L.2.3).

% est donc une P-famille.

% est une P-famille minimale (d'aprés le (1) et le (2) de la
proposition 5.2.4) car, pour tout i e I, ona i = iﬁ (x) si on choisit x
dans Vi v Hi.

On vérifie facilement que, pour tout i € I, Di(%) = A, et
D;(§) = B, ; donc b= by et B=B%
2e cas : A et B vides.

On prend pour % la famille vide.
3e cas : A et B sont respectivement cohypercdne et hypercdne associés
d'aréte V.

Alors A VvV et B sont des hypercSnes associés. D'aprés les deux
premiers cas, il existe une P-famille minimale % telle que K% =V,
A%=A’\'V et B‘%=B.Posons I'={a}UTI ol a¢I et a<i, pour

tout 1 e I ; désignons par g, une forme linéaire affine sur E et > O

sur V ; on vérifie facilement que %' = (gi)ieI' est une P~-famille minimale sur
E et que A%, = A et B%, = B.

5.3.2.- Remarques

1) si fﬁ = (gi)ieI est une P-famille minimale, le cardinal de I

est le plus grand des cardinaux de ) (Ag) et de ) (Bg) (I(A.) et
4 Y 4
Z(B%j) désignant respectivement l'ensemble des classes de Klee de Ag et
de B(a).
En effet, distinguons deux cas :

ler cas : A‘@\ et B% sont deux hypercdnes non vides ou deux coconvexes.
£




5.3./5.k.

Alors chaque Di(% ) et chaque Di(%) est non vide ( (3) de la proposition
5.2.4, (2) de la proposition 4.2.1 et (b) du 2) du lemme 5.1.3). L'application

ielI-~ Di(t'a) € Z(A%) est alors bijective ( 3) et 4) du lemme 5.1.3).

2e cas K% =@ et I a un plus petit &1ément J.
On peut supposer que A% est un cohypercdne d'aréte Vj(g’j ) 3 donc
. ) *,
D. = V. (€ démonstration a du a.- du théoréme 5.3.1) et D.(§) = @.
JC% ) J((%) (démonstration du (3) du ordme 5.3.1) ; §) =190

On vérifie comme précédemment que les applications :

ieI>D(§)ce Z(A% )
et

iem{j}w’;(g) ezus%)

sont bijectives.

2) Dans le premier cas, comme dans le second cas du 1), Z(A{é)
étant muni de 1l'ordre de Klee, 1'application i e I ~» Di(%) 3 Z(A%) est un
isomorphisme d'ensembles ordonnés.

En effet si k < i (k,ieI) on a Dk(\%) < Di('fé) car
Dk(%)c vk(%)c H(§)C (Lin D;(f)) v D (§) (d'aprds (a) et (b) du 2) du
lemme 5.1.3). ‘

De méme la seconde application intervenant dans le deuxiéme cas du 1)

est un isomorphisme d'ordre.

.
) K

3) Il résulte en particulier du 2) que, dans le cas ol A% et BQ
sont tous deux des hypercOnes, ils sont de premifére espéce si et seulement si I

" a un plus petit &lément.

5.4.- ETUDE ANALYTIQUE DE L'HYPERCONE ATTACHE A UN COCONVEXE

5.4.1.- Lemme

Soit I = (fi).

jer Wne P-gamille minimale sur £'espace vectoriel E

constituie de gonmes Linéaines. Soit, pour tout i e I, g; une gonme LinZaire
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5.4,

agpine admettant £, pour gonme associte et s0it §= (g )-ieI' S&, pourn tout

i

ie I, Hi(g’y ) est non vide, alonrs 9 est une P-gamille minimale sur E.

Démonstration

(x) # 0. Soit

(x-y) # 0).

Si er’bK@ , 11 existe k € I tel que &

t i S -

y € Hk( 4 ) (non vide par hypothdse). On a donc x-y ¢ Kj (car fk

On vérifie alors qu'on a i'é‘} (x) = ig (x-y). g est donc une P-famille.
C'est une P-famille minimale d'aprés la proposition 5.2.4, compte

tenu du fait que & est une P-famille minimale.

5.4.2.- Proposition
Soit ﬁ,] = (g.)
E. S84 A‘% est un coconvexe (c'est-a-dine a4 K@ =@ et sd Hi(té) # @
)

$)iep une P-famille minimale sur L'espace vectorniel

pour tout i e I), alors son hypercine attaché est Ar ol F = (£,); .1

Démonstration

On a A% = U Di(%) car A% est réunion de ses classes (chaque

classe Di(%) est non vide : voir le premier cas du 1) de la remarque 5.3.2).
D'aprés le (a) du 2) du lemme 5.1.3, Hi(%) est la frontiére algébrique de
Di(%) ; en désignant par D 1'hypercdne attaché 3 A% , on a donc, compte

tenu de la proposition 4.3.3 :

D= U (D,(§) - 5(§)).

iel
Par définition de Di(‘% ), g; est nulle sur Hi(%) et >0 sur Di(é) :
il en résulte que f. est nulle sur la frontidre algébrique de Di(% ) - Hi(%')
et > 0 sur Di(%) - Hi(%) ; compte tenu de cette derniére remarque et du
fait que l'ordre sur I est isomorphe & 1l'ordre sur les classes de A,é ((2)
de la remarque 5.3.2) et par suite isomorphe & 1l'ordre sur les classes de D,
le raisonnement fiat dans la démonstration du b.- du théoréme 5.3.1 s'applique,

on a donc D = A .
57
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5.4.3.- Remarque

Réciproquement, soit D un hypercdne d'aréte un sous—espace vectoriel

(voir démonstration du b.— du théoréme 5.3.1 (ler cas)) ; si, pour tout i e I,

de E. Il existe une P-famille minimale & = (f sur E telle que D = ‘lif

i%delI
g; est une forme linéaire affine admettant fi pour forme associée et si la
famille ordonnée fé = (gi)isl est telle que Kg =@ et Hi(‘g) # @ (pour
tout i e I), alors f'a est une P-famille minimale et A@ est un coconvexe
admettant A‘§ pour hypercdne attaché&. De plus, tout coconvexe admettant ef
pour hypercdne attaché est du type précédemment décrit.

En effet, montrons d'abord que A% est un coconvexe admettant 1-}9,
pour hypercdne attaché.

% est une P-famille minimale (lemme 5.4.1) ; A% est un coconvexe
( (2) du a.- du théoréme 5.3.1 et 5) de la remarque 5.2.5) ; la conclusion résulte
alors de la proposition 5.L4.2.

Montrons que tout coconvexe A admettant A‘g pour hypercdne attaché
est du type précédent.

On a A&, = U Di(c'f) et chaque Di(éF) admet Hi(g) pour fron-

1el
tidre algébrique ; d'aprds la remarque 4.3.4 et avec les notations de cette
remarque, A s'écrit sous la forme : A = v (Di(g) + Hi(é‘)) ; soit, pour
1el

tout i € I, une forme linéaire affine g; admettant fi pour forme associBe
et telle que Hj!-(a‘F) C Ker g; 5 on voit facilement que g; est > 0 sur
Di(&’) + Hi(ff) et que l'ordre sur I est isomorphe & l'ordre sur les classes
de A ; le raisonnement fait dans la démonstration du .- du théoréme 5.3.1 s'ap-

~

plique ; on a done A = A% ou = (g.). ; comme A est un coconvexe, on
a en outre K% =0 et Hi(%) # @ (pour tout i e I), d'aprds le a.- du

théordme 5.3.1.
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CHAPITRE VI

ETUDE DE DIVERS CAS PARTICULIERS D'HYPERCONVEXES

6.0,- INTRODUCTION

Il est montré dans le paragraphe 6.1 de ce chapitre qu'ﬁn hyperconvexe
est soit ubiquitaire soit d'internat non vide (ce résultat est d'ailleurs voisin
d'un résultat qu'on peut trouver dans Valentine ([32]; théorédme 2.4)) ; la carac-
térisation d'un hyperconvexe d'internat non vide est alors donnée en termes de
classes de Klee et de P-famille (théoréme 6.1.2).

Le paragraphe 6.2 apporte des compléments & 1'étude des hypercdnes
(en un point) basiques faite par Klee dans [26] (on veillera a ne pas confondre
cette notion d'hypercdne basique avec la notion de convexe basique développée
dens le chapitre 2 ; un hypercdne basique n'est pas un convexe basique comme le
montre le corollaire 2.3.5) ; dans la proposition 6.2.2, nous montrons gue 1'hy-
percdne basique admet une "base de cdne" particulidrement simple ; la proposi-
tion 6.2.3 donne une caractérisation des hypercdnes besiques en termes de base
algébrique ; la proposition 6.2.4 met l'accent sur les hypercdnes basiques, d'un
type particulier, dont les classes de Klee sont munies d'un bon ordre ; enfin
la proposition 6.2.5 montre l'existence, dans tout espace vectoriel de dimension
non dénombrable, d'un hypercdne en O non basique et ubiquitaire (ce qui compléte
un résultat de Klee ([26], théor&me (2.7)), 1'hypercdne non basique exhibé par
Klee étant d'internat non vide).

Le paragraphe 6.3 permet d'exhiber les coconvexes basiques, ces der-
niers étant définis de facon naturelle & partir de la notion d'hypercdne attaché.

Le paragraphe 6.4 &tudie la notion d'hyperconvexe topologique suggérée

par Klee ([27], page 33) et son lien avec la notion d'hypercdne concret
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("concrete semispace") introduite par Moore danS'[SO] ; la ﬁremiére notion appar
rait plus générale et plus simple que la seconde (théoréme 6.4.5 et son corbllaire)
le théoréme 6.L4.L4 apporte, dans le cadre des espaces vectoriels topologiques
localement convexes séparés, une caractérisation harmonieuse des hyperconvexes
topologiques en termes de P-familles constituées de formes linéaires affines con-

tinues.

6.1.~- HYPERCONVEXE UBIQUITAIRE ; HYPERCONVEXE D'INTERNAT NON VIDE.-

6.1.1.- Proposition
Soient A et B deux hyperconvexes associés, non vides, de £'espace

vectorniel E. A et B sont soit tous deux ubiquitaines, soit tous deux d'in-

ternat non vide.

Démonstration

e e ot e e s e e s o

ler cas : B = CA,
Si A n'est pas ubiguitaire, B admet un point interne : en effet,
si x ¢ 1in A, x est alors point interne de EA (par définition de 1lin A).
Si meintenant A est ubiquitaire, alors B 1l'est aussi, d'aprés
1'étude précédente.
28me cas : A et B sont des hypercdnes associés.
Le résultat est alors une cohséquence du premier cas, compte tenu du
~ fait que A et B sont symétriques par rapport & un point quelconque de ]l'aré&te

commune.

6.1.2.- Theonréme
Soit A un hyperconvexe non vide de £'espace vectoriel E el 504t
—f = (gi)ieI une P-gamille minimale sur E telle que A = Aﬁ . Alons Les assen-
tions (1), (2) et (3) sont Equivalentes :
(1) A a une plus grande classe de Klee.
(2) I a un plus grand Lément.

(3) A a un internat non vide.
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Démonstration

o e o e o e G . e e

C'est une conséquence du 2) de la remarque 5.3.2.
(2) => (3).
Soit k 1le plus grand &lément. Comme /5 est une P-famille minimale,
Dk(/g) U D;(fg) = {x|gk(x) # O} est non vide (proposition 5.2.4) ;
G

D (ag) = {xlgk(x) > 0} n'est pas vide (car, si Dk(ﬁ) était vide, on surait

o
'ﬁ'/\* =
|

= E, d'od A = A:§ = @) ; d'od la conclusion.
(3) == (1).
i[A] est la plus grande classe de Klee de A : en effet, si

x e i[A] et si yeA,ona y £x.

Remarques

1) Avec les notations du théoréme 6.1.2, la démonstration précédente
montre en outre que, si A satisfait & 1'une des assertions (1), (2) et (3),
alors i[A] est égal & la plus grande classe de A et aussi & Dk(‘g).

2) Le ((2) <=> (3)) du théoréme 6.1.2 a été remarqué indépendamment

par Moore pour un hypercdne en un point ([30], page 661).

6.2.- HYPERCONE BASTQUE.-

6.2.1.- Definition (Klee, [26]) et notation

Un hypercine S (en 0) de £'espace vectoniel E est dit hypercone

. basique &'4L existe une base de E, (ei)isI’ totalement ordonnie telle que
. S={j§Ixjej| 31€I,Xi>0 et (Vk>1,xk=0)}.

On a done S = ASF oll S;J= (pi)isI est La P-famille minimale sur E constituée

des goumes-coorndonnées associZes a La base (ei)ieI ; nemarquons en outrne que fes
classes de S sont constitubes par Les D (F) = { ] x, eilx >0 et
jel

(Ve > 1, X = 0)} ( 4) du Lemme 5.1.3 et {3) du a.- de La proposition 5.2.4.).
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S sena encore noté A(e ¥
i

iel”’

6.2.2.- Proposition

Dans L'espace vectoriel

E, L'hypercone basique S = A

6.2.

(ei)ieI esz

Le cone convexe C engendré Les e, ¥ tej avee i < j et t e ]0,1]) et

par Les e

Démonstration

prsiinpiinfin peiadunsprn oo ouiatnt

I1 est clair que C C 8,

Montrons que

Scit x e S ;

avec, pour tout j

S CCcC.

x s'éerit sous la forme :

Si o est choisi dans ]0,1] de fagon que

i
n
L)+ x, (e, w. e, )+ ... +x. (e <. e. )
in 1o 1o 12 n 1n-1 n-1 ‘n-1n
+ (g, X, 40, X, 4 ooy 0s X, 4X. ) e,
141 21 n=1*n-1 *n  'n
tel que 1< j g n,
a; =0 si xi. > 0
Jd d
a: =a si x, g0 (avec o e R).
i. i.
J Jd
+a, x. + ... + . X. +x. >0
2 1o In-1 In-1 In

on voit que chacun des éléments de la somme précédente est dans C et ainsi

x e C,
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Remangue

Si I =0 muni de 1l'ordre naturel, C est simplement engendré par

les e et les -e + te (avec t ¢ ]0,1]) ; en effet, si m est un entier

+1

>n, on a :

- + = {(~e + + - + + ... + - + .
en tem ( en ten+1) & en+1 en+2) & em—1 em)

6.2.3.- Proposition

Soit S un hypercine en 0 de L£'espace vectoriel E. Alons Les
assentions (1) et (2) sont Bquivalentes : '
(1) S est un hypercine basique.

(2) 18 existe un systéme de nepnisentants des classes de S qud est une base

de E.

Démonstration

s o o e, e e e e s e

Si S =A , (e.). est un systéme de représentants des classes
(e.). i’iel
1'1el
de S car, pour tout i e I, e, € Di(97) (voir 6.2.1).
(2) => (1).
)

de S (c'est-d-dire que I est l'ensemble des classes de S et que, pour tout

Soit (e une base qui est un systéme de représentants des classes

i71el

ielI, ona e, € i).
Montrons que, I &tant muni de l'ordre de Klee, on a S = A(e )iel"
i

S et étant deux convexes maximaux ne rencontrant pas 0, il suffit

A(e.)ieI
i

C S.0r, si xeA s, 11 existe i e I tel que

iel
X = Z x; e, avec X, > 0 et X = 0 pour tout k > i ; par suite, la classe
JjeI

de montrer que A(ei) (ei)ieI

de e dans S contient x (compte tenu de l'ordre choisi sur I et du (2)

de la proposition 4.2.1) ; d'ol la conclusion.
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6.2.4.- Proposition
Soit, dans L£'espace vectorniel E, un hypercone S en 0O et s0it

I L'ensemble des classes de S. Alons Les assentions (1) et (2) sont Equiva-
Lentes :
{1) Tout systeme de neprisentants des classes de S est une base de E.

(2) L'ohrdne de Klee surn I est un bon ordre.

Démonstration

e o e e et e e

soit 4 = (e.)

i5eT avec, pour tout 1 e I, ei e i, et montrons que xf

est une base de E.
Montrons d'abord par récurrence transfinie sur I que, pour tout

ieI, ona (ai)

(o) S[{eklk < i}] = s[i].

Soit j 1le plus petit élément de I ; 1'hyperplan homogéne Hj de s[j] vor-
dant j est tel que Hj NS=¢ (sinon j ne serait pas la plus petite classe
de S) et, par suite, ’Hj = {0} ((5) de la proposition 3.2.3) ; j est donc
une demi-droite épointée issue de O ; d'ol (aj). Supposons (aﬂ) vraie pour
tout £ < i et montrons que (ui) est vraie.

Pour k < i, € est dans 1l'hyperplan Hi gul borde i dans S[i]
car e £ e, ; donc S[{ek[k < i}] € s[i]. Soit x ¢ S[i] et montrons que
X € S[{eklk s i}] ; on se raméne facilement au cas ol x € Hi ~ {0} puis, compte
tenu du faitvque S contient x ou -x, au cas ol X € Hi NS ; x est alors
dans une classe £ de S avec £ < i ; d'ol la conclusion d'aprds (az).

Comme U s[i] = E (th8ordme 4.2.3), compte tenu de (ai), A engendre
E ; en outre £ :i une famille libre ( (2.3) de [26]).

(1) => (2).

Montrons que, si I n'est pas bien ordonné, il existe au moins un
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systéme de représentants qui n'est pas une base.

soitf = (ei)

jer W systéme de représentants ; si 1f est une base,

montrons qu'on peut lul associer un autre systéme de représentants 4{' qui,
lui, n'est pas une base.

Soit (i) une suite infinie strictement décroissante d'éléments

n’ nelN

de I (il en existe car I est supposé non bien ordonné).

Posons
e! = e si 1eIn{i} (1)
1 1 pell
e! = e; + e. si i e {i} - (2)!
*n n+1 ‘n n p pedt.
Posons -f' = (et). _.
1°1el

D'aprés (1) et (2), f' est un systdme de représentants : en effet,
d'aprés (2), compte tenu du fait que S = A(e Viel (proposition 6.2.3) et du
i

fait que la suite (i) est strictement décroissante, on a, pour tout

p pell
€. .
1
n n

neW, e!
1

D'autre part 4' n'est pas une base de E car, d'aprds (1)' et (2)',

pour tout n e I, ein ¢ sﬁffvj.

6.2.5.- Proposition
Dans tout espace vectoriel E de dimension non dénombrable, il existe

un hyperncine en O non basique et ubdlquitaine.

Démonstration

E étant de dimension non d&nombrable, il existe deux sous-espaces

vectoriels supplémentaires E1 et E2 de E tels que E1 soit de dimension

non dénombrable et E2 soit de dimension infinie dénombrable.

Soit 8, wun hypercdne en O non basique de E, (voir [26], théo-

réme (2.7)). ® - (e )

* ” hd P .
0 nem désignant une base de E2, désignons par 82
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1'hypercdne de E2 constitué par les points de E2 dont la derniére compo-

b .
sante non nulle dans 93 est > 0 (N &tant muni du bon ordre naturel).

Posons S =8, U (E1+S ).

1 2

D'aprés le (1) de la proposition 3.2.7, E, + S,. est un hypercdne

2

de E d'aréte E1 ; i1 en résulte que S est un hypercdne en O de E, que

tout point de 81 est < (vis-d-vis de la relation de préordre de Klee sur

S (voir 4.1.1) & tout point de E, + 82 ; par sulte les classes de S sont

1

d'une part les classes de S1 et d'autre part les classes de E1‘+ 82, et

chaque classe de S1 est < (dans S) i chaque classe de E1 + 82. On vérifie

en outre qu'il existe un isomorphisme d'ordre entre l'ensemble des classes de
82 et l'ensemble des classes de S contenues dans E1 + 82. S1 étant non

basique, la proposition 6.2.3 montre que S ne peut &tre basique ; le théoréme

6.1.2 montre que S est ubiquitaire.

6.3.- COCONVEXE BASIQUE.-

6.3.1.- Deginition
Un coconvexe A de £'espace vectorniel E est dit coconvexe basique

54 R'hypercone S qui Lul est attach? est un hypercone basique.

Remarque

Si A est un coconvexe basique, on a nécessairement NL[A] = {0},

6.3.2.- Théoréme
Soit A une partie de L£'espace vectoniel E. Alons A est un cocon-
vexe basique 34 et seulement 8'AL existe une base (ei)iel de E Zotalement

ondonnée (sans plus petit élément) et une famille (ri)isI de nombhres néels

tels que L'on ailt (a), (b) et (c) :
la) 12 existe un nombre Aingind de r. hon nuls.

(b) Pour tout i e I, fes r, avec k3 i sont nuls, sauf un nombre find.
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(c) A= { z X. ejl Hi e I, %, > r. et (Vk > 1, x,_ =r )},

Jel J k k
Démonstration

I1 suffit d'appliquer le 5.4.3 en remarquant que, si (ei)iEI est
une base totalement ordonnée de E et si on pose jg = (pi+ri)ieI (avec P,

défini comme en 6.2.1 et avec r, € R), alors

K)g = {x|Vi e I, x. = -r,}
i i

et

6.3.3.- Remarques

1) 81 A est un coconvexe basique, le complémentaire B de A est

(avec les notations du théoréme précédent)

B = {jgl X. ej| Ji e 1, x, <, et (Vx > 1, x, = rk)}

(et est basique).

2) Dans un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable, tout
coconvexe A tel gque NZ[A] = {0} est basique. En effet, 1l'hypercdne attaché
8 A est un hypercdne en O et est un hypercdne basique car (voir [26], thée-
réme (2.7)) tout hypercdne en O d'un espace vectoriel de dimension dénombrable
est basique.

3) Soit, avec les notations du théoréme 6.3.2, J = {il]i eI et
r, # O}. Montrons que la propriété ((a) et (b)) est équivalente a (4)
(d) J n'est pas minoré (dans I) et J muni de 1l'ordre inverse de celui induit

par I est isomorphe & N (muni du bon ordre naturel).

Démonstration

((a) et (b)) => (a).

Les propriétés (a) et (b) montrent que J n'est pas minoré dans I.
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Munissons J de l'ordre inverse de celui induit par I ; (b) montre
que J est bien ordonné ; (a) et (b) montrent alors que J est isomorphe &
M (voir, par exemple, [3], page 125, exercice n°9).

(@) => ((a) et (b))},

Cette implication se vérifie facilement.

6.4.- HYPERCONVEXE TOPOLOGIQUE. -

6.4.1.- Deginition

Dans un espace vectorniel topologique s8paré E, un hyperconvexe A

est dit topologique s4 pour toute classe n de A difgérente d'une varniété
(voin La proposition 4.2.1), &'hyperplan H_ de L[n] bordant n est feamé

(dans E).

6.4.2.- Remarque

1) Soit A wun cohypercdne d'aréte V de 1l'espace vectoriel tapolo-
gique séparé E. Alors A est topologique si et seulement si A v V est un
hypercdne topologique.

En effet 1l'ensemble des classes de A qui ne sont pas des variétés
est égal 4 l'ensemble des classes de A ~ V (aucune de ces‘derniéres n'étant
une variété ; voir proposition 4.2.1).

2) Exemples : Si E est un espace vectoriel topologique séparé,

E, #, un demi-espace ouvert (resp. : fermé) sont des hyperconvexes topologiques.

3) Si A est un cohypercbne (resp. : un hypercdne) topologique, son
aréte est fermée (c'est évident si A =E ou @ ; sinon on applique le (1) du
a.~ du théoréme 4.2.3).

4) Si A est un hyperconvexe topologique de 1l'espace vectoriel topo-—
logique séparé E, alors toute variété engendrée par une classe de A est fer-

mée. En effet, soit n une classe de A. Si n est une variété on applique le

3) ; sinon 1'hyperplan Hn de L[n] est fermé dans E (définition 6.4.1),
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done L[n] est fermé d'aprés un résultat classique ([29], bage 152). Cependant
la réciproque est fausse comme le montre l'exemple d'un demi-espace algébrique-
ment ouvert et non ouvert.

5) Un hyperconvexe associé & un hyperconvexe topologique est topolo-—

gique (voir 4.2.3).

6.4.3.- Proposition
Dans un espace vectoniel ftopologique sEparné E, un coconvexe est fopo-

Rogique 84 et seulement s4 L'hypercone qui Lul est attaché est topologique.

Démonstration

-~

C'est une conséquence de la structure de 1'hypercdne attaché a un

coconvexe (voir la proposition 4.3.3).

6.4.4.- Théoreme

So.it, dans un espace vectoriel topologdique séparé E, un hyperconvexe
A. Considérons Les assertions (1) et (2} :
(1) 12 existe une P-famille /g sun E condtitube de formes Lindaires affines
continues telle que A = Ap .,
{2) A est un hyperconvexe topoLogique.

Alons (1) Amplique (2). S&, de plus, E est Localement convexe,

alorns (2) implique (7).

Démonstration

(1) => (2).
Posons ig = (gi)ieI' Si n est une classe de A qui n'est pas une

veriété, alors il existe 1 e I tel que n soit bordée par 0N Ker &, (%) dn
k21

lemme 5.1.3 et (a) du 2) du méme lemme) ; Hn est donc bien fermé.

(2) => (1). (en supposant E 1localement convexe).
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I1 suffit de remarquer que, dans la démonstration du b. du théoréme

5.3.1, les g; peuvent &tre choisies continues (d'aprés le théoréme de Hahn-

Banach).

Remarque

On ne peut pas négliger 1'hypothése '"localement convexe'" (voir 7.3.1
et 7.3.3).

6.4.5.- Théoneme

Soit A un hyperconvexe d'un espace vectorniel topologique s8part E.
Alons Les assentions (1) et (2) sont équivalentes :
(1) A est topologique.
(2) Chaque classe n de A est un ouvert de L[n] c'est-d-dine chaque H,

est fermeé dans L[n].

Démonstration

Si n est une variété, c'est clair ; sinon Hn est fermé dans E
donc aussi dans L[n] ; et par suite n est ouvert dans L[n] car Hn est un
hyperplan fermé ge L[h].

(2) = (1).

On peut supposer que A est un coconvexe ou que A est un hypercdne
non vide (le cas ol A est un hypercdne vide et le cas oi A est un cohypercdne
étant respectivement réglés par le 2) et le 1) de la remarque 6.h4.2).

Raisonnons alors par 1l'absurde en supposant (avec les notations du
théoréme 4.2.3) qu'il existe k € I tel que Hk ne soit pas fermé. Soit

x e H v H. D'aprés le théoréme L4.2.3, il existe i € I tel que 1'on ait (a) :

(a) x e V., ~ H..
1 1

Ona kgi (car, si £ > i, alors HE :)Vi et, par suite, HE contient x),
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-~

On a donc HkCZ Hi ; d'oll ﬁkCZ Hi § comme X € ﬁk’ on a donc X € ﬁi ce gqui,
compte tenu de (a), montre que x ¢ (ﬁi N Vi) v H, donc que H, est non fermé

dans V..
1

6.4.6.- Définition (Moore ; voir [30]).
Dans un espace vectorniel topolegique s&paré, un hypercine S en un
point est dit concret si et seulement 84 chaque classe n de S est un ouvert

de L[n].

Le théoréme 6.4.5 permet alors de caractériser un hypercdne concret
de fagon plus simple et plus maniable que sa définition elle-méme ; plus préci-

sément, on a :

6.4.7.- Conolhairne
Soit, dans un espace vectorniel topoLogique sZparé, un hypercéne S

en un point. Alons S est concret s4 et seulement 5'LL est topologique.

6.4.8.- Remarques

1) Compte tenu du corollaire 6.4.7, il apparait que le théordme 6,k4.h,
dans le cadre des espaces localement convexes, a €té également (et indépendamment)
démontré par Moore ([30], théordme 3.1) ; nous avions, de notre c5té, annoncé ce
théordme 6.4.L dans [11] (théorime 15, page 386).
| 2) Dans tout espace localement convexe séparé, il existe un hypercdne
concret (voir par exemple [30], paragraphe 3) ; cette question est plus difficile
dans le cadre des espaces non localement convexes et sera résolue, dans un cas

particulier, dans le 7.3.
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CHAPITRE VII

APPLICATION A LA SEPARATION CONCRETE

INTRODUCTTON

Dans le paragraphe 7.1 de ce chapitre, nous montrons (théordme T.1.4
et théordme 7.1.5) que la notion d'hyperconvexe topologiQue permet 1'interpréta-
tion naturelle de la notion de séparation concrdte étudiée par Moore dans [30].

Le paragraphe 7.2 apporte une réponse (plus compléte que celle que nous
avions apportée dans [11}) 4 un probléme posé par Klee et relatif 3 la sé&paration
concréte de convexes fermés ; cette dtude permet au passage de mettre en évidence
des exemples assez généraux de convexes fermés disjoints ne pouvant &tre séparés
par un hyperplan fermé (exemples du 7.2.3).

Dans le paragraphe 7.3, nous répondons a une question de Moore relative
8 1'existence d'hypercdnes concrets dans les espaces vectoriels topologiques non
localement convexes. Enfin, par une remarque élémentaire (voir le 7.3.3), nous

attirons l'attention sur un aspect nouveau et prometteur de la séparation concrdte.

?.1.~ INTERPRETATION DE LA SEPARATION CONCRETE

F.1.1.- Déginition (voirn [30])

Deux convexes c, et ¢, d'un espace vectorniel topolLogique sEpanré
sont dits concrétement sépanés 5'LL existe un hypercine concret S en O con-

tenant c1—c2 (voin Le 6.4.6 et Le 6.4.7).

?7.1.2.- Lemme
Sodent, dans un espace vectorniel topologique séparé E, un hypercine
(nesp. : un cohypercine) topologique D et un convexe C. ALorns C+D est un

hyperconvexe topologique.
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Démonstration

On peut supposer que D est un hypercdne (resp. : un cohypercédne)
en un sous—espace vectoriel V. D'aprés le 2) de la remarque 3.3.3, C+D est
un hyperconvexe.

Montrons que, si n est une classe de C+D différente d'une variété
alors Hn est fermé.

I1 suffit, pour cela, de montrer que Hn(O) est fermé, donc de mon-
trer que n(0) =n - Hn est une classe de D.

Montrons d'abord que n{0) est dans D.

Désignons par n*(O) le demi-espace algébriquement ouvert de L[n(o)]
associé & n(0) ; ona n+D C (C+D) + D et, par suite, n+DC C+D (car
C+D+D = C+D d'aprds le (1) de la proposition 3.2.3) ; donc, comme C+D ne ren-
contre pas n*, n+D ne rencontre pas n* et, par suite, on vérifie aisément

* . . <
que D en rencontre pas n (0) ; de plus, s1 A est une droite homogeéne ren-

contrant n(0), alors A est non contenue dans V, sinon on aurait :
L[n] = n+A C n#V € (C+D)+V = C+D (car V = N2[D])

et n ne serait pas une classe de C+D ; d'ol la conclusioﬁ d'apraés le (5)
de la proposition 3.2.3.

Enfin, n(0) est une classe de D car on vérifie aisément que, si
x est dans la classe de D contenant n(0), alors, en désignant par y un
point de n, x+y (qui est dans D+(C+D) donc dans C+D) est dans la classe
de C+D contenant 1, donc dans n et, comme D n*(O) =@, x est dans

n(0).

7.1.3.- Lemme
Sodient A et B deux hyperconvexes non vides et assocdids de L'espace
veetoniel E. On a alors :

1) S84 A est un hypercine et s4 B est un hypercéne ou un cohypercine, A-B
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est L' hypercone attaché a A.
2) S{ A est un cohypercone en V, A-B est L'hypercine attachié a L'hyper-
cone A~ V.

3) S& A et B sont des coconvexes, A-B est L'hypercone attaché a A.

Démonstration
1) On peut supposer que l'aréte de A et B est un sous-espace vec-—
toriel.

ler cas : B est un hypercdne.

Alors, A-B = A - (-A)

A+A

A (d'aprds le (1) de la proposition 3.2.3).
28me cas : B est un cohypercdne

Alors, A-B=A - ((-A) UV)

[A-(-a)] U [a-V]

AU A (car V = NL[A])

= A .

2) I1 suffit d'appliquer 1) & B-A

3) Avec les notations du théoréme L4.2.3, on a :

A-B= U A, - U B.

ieI ' der *

= U (A.-B.)
(1,j)eI2 *

I
. C

5 (Ai—Hi+H.—B.)
(isJ)el J J

U (A.-H.) + U (H.-B.)
. 1 1 . 1 1
1eIl iel

U (A.-H.) - U (B.-H.),
. 1 1 . 1 1
1el iel

d'ol la conclusion d'aprés la proposition 4.3.3 d'une part et le 1) d'autre part,
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7.1.4.- Théoreme

Sodent c, et C, deux convexes d'un espace vectoriel to;ooﬂogiqae
s8pant E. Alons Les asserntions (1) et (2) sont Zquivalentes
(1) 1L existe des hyperconvexes topologiques complimentaires A et B fteds
que A 3C, et B 302.
(2) 12 existe un hypercdne topologique D de E, d'aréte un scus-edpace vec-

torniel, tel que DD C1—02.

Démonstration

Si A ou B est vide c'est trivial ; sinon on a A-B 3 C1—C2 et on
applique le lemme T7.1.3. |

(2) => (1).

Posons A= (DUV) + c, ol V désigne l'ar€te de D.

A est un hyperconvexe topologique d'aprds le 1) de la remarque 6.4.2
et le lemme T.1.2.

I1 est clair que A D C,. De plus, compte tenu de l'hypothése

1

D DC1 - C,» on vérifie que A N C, = @. I1 suffit alors, compte tenu du 5) de

la remarque 6.4.2, de poser B = EA.

?.1.5.- Théoneme

Solent C, et C, deux convexes d'un espace Localement convexe
s8pané E. ALons Les assentions (1) et (2) sont Equivalentes
(1) 1& existe des hyperconvexes topologiques complémentairnes A et B Zels que

A DC et BOC,.

1 2
(2) c, et C, sont concretement sepanrés.
Démonstration

(2) = (1).
_ C'est une conséquence du ((2) = (1)) du théoréme T7.1.L et du corellaire
6.4.7.
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D'aprés le théoréme 7.1.4, il existe dans E un hypercdne topolo-
gigue D d'aréte un sous—espace vectoriel V de E tel que D :)C1 - C2 5

la conclusion résulte alors du lemme suivant

7.1.6.- Lemme
S{ D est un hypercone topologique en un sous-espace vectoriel V fermé
de £'espace Localement convexe séparne E, L€ existe un hypercine en 0O concret

S contenant D.

Démonstration
Soit SV un hypercdne en O concret de l'espace V (il en existe
car V est un espace localement convexe séparé ; voir, le 2) de la remarque

6.4.8) ; alors on vérifie facilement que § = SV U D répond & la question car

V est fermé.

7.2.- REPONSE A UNE QUESTION DE KLEE

Dans [27], page 33, Klee demande si deux convexes fermés disjoints
d'un espace localement convexe séparé sont concrétement séparés. Nous répondons

dans le 7.2.2 et le 7.2.3 par la négative.

7.2.1.- Lemme

Soit C un convexe d'un espace vectoriel Lopologique séparé E. On
suppose qu'il existe un hypercine topologique D de E, ubiquitaire tel que
D D C. ALons, pour toute classe v de Klee de ¢, L[v] est non dense dans

E.

Démonstration

Si v est une classe de Klee de C, comme D 2C, v est dans une

classe n de D, Comme D est ubiquitaire, n n'est pas un demi-espace de E

- 115—




T.2.

(d'aprds le 6.1.1 et le 6.1.2) ; donc on & L[n] # E ; d'oll 1a conclusion,

compte tenu du fait que L[n] est fermé (voir le 4) de la remarque 6.4.2).

7.2.2.- Proposition

Sodent C, et C, deux convexes non vides d'un espace vectorniel

1 2

topologique séparné E. On suppose que C, el C, ne sont pas s2paris par un

1

hyperplan fermé et que C,-C, a une classe v telle que L[v] 4o0it dense

dans E. Alons L& n'existe pas d'hyperconvexes ftopologiques complLimentaires

A et B tels que A DC En parnticulien C, et C, ne peuvent

1 2° 2

pas etre concridtement sépands.

et B DOC

Démonstration

Raisonnons par l'absurde ; il existe alors, d'aprés le théoréme
T.1.4, un hypercdne topologique D en un sous-espace vectoriel V tel que
D2 C1—C2. D est ubiquitaire (sinon D admettrait un internat non vide
(d'aprés le 6.1.1) qui serait une classe n (remarque 1) du 6.1.2) ; donc D,

et par suite C —C2, serait dans le demi-espace fermé Hn Un et C et C

1 2

seraient séparés par un hyperplan fermé (voir début de la démonstration du

1

théordme 2.5.4)). Ceci contredit le lemme T.2.1.
Enfin, la derniére assertion de la proposition 7.2.2 résulte du théo-

réme T.1.Lk.

7.2.3.- Exemples

L'exemple assez général que nous allons exhiber repose sur la propo-
sition suivante.

Proposition

Sodent, dans un espace vectoriel topofogique séparé E, deux convexes
germés C et C' situls dans un sous-espace vectorniel W distinet de E et
dense dans E. On suppose que L'internat iW[C—C'] de C-C' dans W esZ non
vide et qu'il n'existe pas de transfat? de C' dans W pouvant etre s8pané

de C dans W par un hyperplan fermé de W. Alorns, 84 on désigne pan C, un
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thanslaté de C' dans E ne renconthant pas W et 54 on pose ¢, =¢

c, et C, sont deux convexes fenmés disfoints et satisfaisant aux hypotheses

de La proposition #.2.2 (donc aussd & sa conclusion).

Démonstration
Posons 02 = x+C'.
C1—C2 contient un translaté de iw[C—C'] ; comme par hypothése la

variété engendrée par iw[b—C'] est W, C,-C possé&de bien une. classe qui

2
engendre une variété dense. Montrons, pour terminer, et par l'absurde, que
C1 et C2 ne sont pas séparés par un hyperplan fermé.

Soit H un hyperplan fermé de E séparant C, et C2. H rencoﬁtre
W etona HNW#W (car W est dense dans E et H est un hyperplan fer-
mé) ; donc, d'aprds le lemme 5.1.2, H N W est un hyperplan fermé dans l'es-
pace vectoriel topologique W,

Soit y un point de (W+x) N (H(0)) ; alors on vérifie aisément que

Cg-y = (x-y) + C' est situé dans W et séparé de C dans W par 1l'hyperplan

fermé H N W ; ceci contredit une des hypothéses faites.

Exemple 1

Si C est un convexe fermé d'un espace localement convexe séparé,
T-anti-insérable et non anti-insérable (voir le 2.8.8 et le 2.8.L4), C et
C' = C satisfont aux hypothéses de la proposition précédente (d'aprés la pro-
position 2.5.2, la proposition 2.1.2, le théoréme 2.5.4 et le corollaire 2.5.5

(appliqué & S [C—C] )).

Exemple 2

Si C est un cdne convexe de sommet O fermé et d'internat relatif
non vide d'un espace vectoriel topologique séparé E, si S[C] est dense dans
E et distinct de E et si x désigne un point de ir[C], alors C et la
droite C' = A(0,x) satisfont aux hypothéses de la proposition précédente (on
a c-c' = s[c]).
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Remarque

La construction faite dans l'exemple 2 est toujours possible dans un
espace de Banach séparable de dimension infinie (il suffit de prendre pour C
le plus petit cdne pointé de sommet O contenant X, K é&tant un translaté ,
ne contenant pas O, du compact construit dans le 2.8.8) ; C et C' sont alors
tous deux localement compacts ainsi gque les convexes C1 et 02 obtenus & par-
tir de C et C' comme dans la proposition précédente ; on obtient ainsi, en
particulier, et de fagon particuliérement simple, un exemple de convexes fermés,
localement compacts, disjoints, dont 1'un est une droite, et ne pouvant &tre
séparés par un hyperplan fermé (des exemples du méme type ont été construits de

manidre différente par Klee (4.3 de [23]) et par Dieudonné (L. de [9])).

Remangue

Pour une autre analyse de la question posée par Klee, on peut consul-

ter [30].

7.3.~ REPONSE A UNE QUESTION DE MOORE

Moore signale ([30], page 662) qu'il n'est pas connu s'il existe ou
non des hypercdnes (en un point) concrets dans un espace vectoriel topologique
séparé E dont le dual topologique E' n'est pas total (dans le dual algébri~
que E* mumi de la topologie G(E*,E)).

Le lemme T.3.1 et l'exemple 7.3.2 apportent une réponse affirmative
et trés simple 3 cette question dans le cadre des espaces vectoriels topologi-

ques séparés de dimension infinie dénombrable.

7.3.1.- Lemme
Dans tout espace vectorniel topoloaique sépard E de dimension Linfdnie

dénombrable, iL existe un hypercone en 0O concret.

Démonstration

une base algébrique de E Dbien ordonnée par 1'ordre
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* . . '
naturel sur N . Soit S = A( (voir 6.2.1). Les classes de S sont toutes

*
en)ndN
de dimension finie (voir 6.2.1) ; d'ol la conclusion car E est séparé.

I1 reste 3 donner un exemple d'espace vectoriel topologique séparé

FE de dimension infinie dénombrable avec E' non total.

7.3.2.- Exemple

Soit F un espace vectoriel topologique séparé dont le dual F'
n'est pas total, et contenant une partie U telle que les ensembles aU
(a € Bt) forment une base de voisinages de O (par exemple Lp[a,b] pour
0 <p< 13 voir [29], page 157). On peut voir facilement que C[U] contient
une droite homog@ne A. On démontre aisément qu'il existe une partie infinie
dénombrable A = {un}new* formée de points de U telle que C[A] contienne

A. Le sous-espace vectoriel E engendré par A et muni de la topologie induite

par celle de F répond a la question car C[U n E] contient A.

7.3.3.- Remarque

Scit F défini comme en 7.3.2 avec F' = {0} (par exemple
F= Lp[a,b] pour O < p < 1). On peut, par une technique analogue & celle uti-
lisée en T7.3.2, construire un sous—espace vectoriel E de F de dimension in-
finie dénombrable tel que C[UN E] = E (construire, par récurrence une suite
(En) de sous-espaces vectoriels de dimension infinie dénombrable tels que

= U . -
C[U nEn_H] DEn et prendre E " En ; on a alors E! {0}). Dans E,

nel
deux points quelconques distincts ne peuvent donc pas €tre séparés par un hyper-

plan fermé alors qu'ils peuvent &tre séparés concrétement.
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INDEX TERMINOLOGIQUE *

absorbant (0.16)
absorbe (0.16)
Ag (5.1.1)
Ale.)ier (6.2.1)
i
algébriquement fermé (0.17)
algébriquement ouvert (0.16)
anti-insérable (2.1.1)
aréte (3.2.1)
associés (3.2.9)
attaché (hypercdne) (L.3.1)
base (0,3)
base de décomposition (forte), r-base de décomposition (forte) (2.0,2)

base triangulaire (2.0.2)

Eé? (5.1.1),

c[a] (0.9)

classes (de Klee) (L.1.1)
cs[a] (0.9)

coconvexe (3.2.9)

coconvexe basique (6.3.1)
codimension d'une partie (0.L4)
cohypercdne (3.2.9)

cdne (de sommet x) (0.13)
cdne (convexe) engendré (0.1k4)
cbne asymptote (0.18)

convexe basique (au sens de Coquet) (2.0.2)

z* (0.12)
Alx,y), 8([xy), a(]xoy) (0.12)
décomposable ()(O) (2.0.2)

deuxilme espeéce (hypercdne de) (L.2.Lh)

* variété = variété linéaire non vide
* espace vectoriel = espace vectoriel réel

* espace vectoriel topologique = espace vectoriel topologique réel
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Di(*ﬁ)’ Dj(-ﬁ) (5.1.1)

/

D-insérable (1.1.1)

demi-droite (0.12)

dénombrable (0.2)

dimension d'une partie (0.k)

E' (1.0.2)

enveloppe algébrique (0.17)

épointé (cdne, demi-droite) (0.13, 0.12)

Nt (h.2.1)

&toilé (0.11)

extrémale (partie) (4.1.3)

face (L.4.1)

famille croissante (3.0.2)
famille de décomposition (forte), y-famille de décomposition (forte) (2.0,2)
famille filtrante (3.0.2)

famille ordonnée (5.0.2)

famille ordonnée extraite (5,0.2)
Fr  (0.17)

frontiére algébrique (0.16)
,ﬁ ~ensemble (5.1.1)

% (5.2.3)

7 # 0

(n) (2.7.1)
Hl( ) (5.1.1)

homogéne (0.5)

hypercdne (3.2.1)

hypercdne basique (au sens de Klee) (6.2.1)
hypercdne concret (6.4.6 et 6.4.8)
hyperconvexe (3.0.2)

hyperconvexe topologique (6.4.1)

i[a] (0.16)

ip{x) (5.1.1)
4

insérable (1,1.3)

intervalles (0.10)

internat (relatif), interne (point) (0.16)
ir[A] (0.16)

Ker (5.0.3)

K (5.1.1)

L{A] (0.k)
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limite inductive (3.4.2)

lin (0.17)

linéairement borné (0,15)

Ne[a]  (3.1.1)

noyau de linéarité (3.1.1)

noyau linéaire (1.1.7)

ordre de Klee (L.1.1)

P-famille (5.1.1)

P-famille minimale (5.2.1)

P, (6.2.1)

pointé (cdne, demi-droite) (0.13, 0.12)
premiére espéce (hypercdne de) (L4.2.L4)
préordre de Klee () (Lk.1.1)

s[A] (0.4)

section commengante (3.0.2)

section finissante (3.0.2)

section finissante fermée (3.3.L4)
segment (0.10)

séparation concrdte (7.1,1)

o

somme d'ensembles (0.8)

sous—espace engendré (Q.L)
symétrique (par rapport & x) (0.7)
T-anti-insérable (2.5.1)
T-D-insérable (1.1.1)

T-insérable (1.1.3)

topologiquement insérable (1.1.1)
ubiquitaire (proprement) (0.17)
variété d'appui (L.1.2)

variété engendrée (0.4)

Vi(ig) (5.1.1)

width (1.0.2)

Autres symboles ;

AvB= CJA B (0.1)

A+B, x+A, XA, -A (0.6)

[a,b], ]a,b[, ]a,b], [a,b[, [é,a[, ]a,a[ (0.10)
) A, (0.8)
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2% (1.0.2)
= (Lk.1.1)
g (bo1o1)
< (3.0.2)

v(0) (3.2.2)
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