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INTRODUCTION

Le probléme de la réduction d'un modéle physique & un modéle algébrique
est essentiellement celui du choix d'un schéma de discrétisation et d'un schéma
de prise en compte des conditions limites. Outre la forme du systéme algébrique
obtenu, la précision est trds largement conditionnée par ce choix.

L'expérience prouve qu'il est souhaitable d'adapter les schémas utili-
sés aux types d'équation & résoudre, et que la prise en compte des conditions aux
limites doit &tre en général cohérente avec le schéma utilisé.

Dans l'application de la méthode des différences finies aux problémes
de 1'élasticité linéaire, nous avons conduit notre travail selon 3 axes

1) discrétisation de l'opérateur de Laplace A avec divers ordres
d'approxim;tion en h (pas de la maille). En effet, cet opérateur joue un rdle
important en élasticité : problémes de torsion (nous avons donné une application
pour le carré), et états plans de déformation ou contrainte.

2) discrétisation de 1l'opérateur de 1l'é&lastostatique
—
2¥ = WA+ (A+u) grgd div (2 et 3 dimensions) avec des conditions - frontiére du
type Dirichlet et Neumann.

Nous pouvons dés lors déterminer les composantes du vecteur déplacement
% aux points noeuds du domaine discrétisé. En général, la méthode de résolution
du systeéme algébrique est celle de Gauss-Seidel.

Toutefois, les recherches récentes [6 ] [12] [13] [16], tendent 2
étendre la méthode des directions alternées ("Methods of fractional steps"),
initialement développée pour 1l'équation de Laplace, & la résolution numérique
des équations de l'élastostatique et de l'élastodynamique. Nous avons signalé
les résultats de ces recherches et avons développé et détaillé 1'idée de
Yanenko [6] pour le probléme mixte de 1l'élasticité plane dans un rectangle.

La difficulté dans ces méthodes, est de déterminer un paramétre de séquence,

assurant une convergence rapide.




3) Pour le calcul des contraintes en &lasticité plane, nous pouvons
éviter le passage par le calcul du vecteur déplacement G ou de la fonction
a'Airy V¥ vérifiant l'équation biharmonique (nous avons signalé la discrétisa-
tion de 1'opérateur A2). En effet, nous pouvons calculer directement les
contraintes Ox’dy et Txy en partant des équations de 1'équilibre et de com~
patibilité. En application, nous avons détaillé un exemple communiqué par
Monsieur KERGUIGNAS et proposé dans un bulletin technigue VEVEY (1959).

Cette méthode directe développée dans le cas de plaques minces rec-
tangulaires, peut &tre &tendue au cas de disques circulaires (coordonnées po-
laires).

I1 est & signaler enfin que nous essayons actuellement de combiner
les méthodes variationnelles et celle des différences finies, et ce en partant

de 1l'énergie &lastique de déformation et de 1'inégalité de Korn (voir mémoire

de D.E.A).




CHAPITRE 1

LA METHODE DES NOEUDS

La mgihode des noeuds (ou des différences finies) est 1'une des méthodes
numériques les plus utilisées pour la résolution des problémes aux valeurs limites.
Elle a été utilisée avec succ@s pour la résolution des équations de Laplace et de
Poisson et plus généralement pour les &quations du type elliptique, parabolique et
hyperbolique [1]

On expose ci-dessous les idées générales de la méthode et les &tapes 3
suivre,

Toutefois, l'application de la méthode de discrétisation pour un probldme

donné, est largement conditionnée par les données aux frontiéres (boundary values").

I.- DISCRETISATION DU DOMAINE.-

Soit (x,y) € £2 (espace euclidien & 2 dimensions)

. S .
v} = =
' TR

: =,
R h

T T
=Y —
N = 2 [ H X

(xo’yo) Fi . 1

Soit G=RUS
R = domaine simplement connexe
S = contour plan, simple, régulier par morceaux et fermé.

sott (xo,yo) point arbitraire du plan et h constante positive. Dans
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certains problémes, on peut tracer un treillis rectangulaire (hx # hy).

x°+ih i=0, +1, 2, ...
L'ensemble des points { est appelé
¥, ¥kh k=0, +1, +2, ...

ensemble des noeuds. Deux noeuds sont adjacents si leur distance est h.

L'ensemble de toutes les lignes, dont chacune a au moins 2 noeuds adja-
cents, est appelé treillis. On désigne par {Gh} = {points noeuds qui sont, soit
des noeuds dans R, soit l'intersection de S avec le treillis}.

8, =8 NG = {points noeuds sur la frontidre}
R = Gh--Sh = {points noeuds internes}.

L'ensemble donné G = R U S est ainsi discrétisé en Gh = Rh U Sh'

11.- APPROXIMATION DES DERIVEES PARTIELLES.-
Soit le probléme limite aux dérivées partielles

Lu = F(x,y) dans R
u = u(x,y)

Lu = £(x,y) dans S

2 .2

L et £ sont des opérateurs ou figurent en général les dérivées partielles
d'ordre 1 et 2.

~

Le probléme limite discrétisé se raméne &

Lh U= Fh dans Rh

lh U= fh sin Sh

U = solution approchée de u par la méthode des différences finies.
L et Zh = opérateurs d'approximation de L et de £.
Considérons une maille de 12 points noeuds entourant le point

xi = xo+ih
(i,k){

Y = ¥ *kh




IOS ~ 7 -
(i,k+2)
(i=1,k+1) y (i41,k+1)
%
(i-2, K (=T% 3L%) TFT k)
(i-1,k-1) $(i+1,k-1)
(i’k—T)
A 4
(i,k~2)
Fig. 2

Le développement de Taylor {voir II-1)nous donne les approximations

suivantes, d'ordre 2 en h

1) dérivées partielles d'ordre 1

PN R
ox’1 k h
(1)
(2u o ikt o
\ ay'i,k h

Lorsque (i,k)

des approximations :

’

(0

(n)

u -1
du P41,k Yi-1,k 2
(331 x oh + 0(n%)
Ui k+17 % k-1 2
9 4 ;]
(By)l,k h — + 0(n%)

sere au voisinage ou sur la frontidre S, on aura besoin

-3 +4 1
du 9 e,k ek 2
(=), 2 + 0(h%)
ax’1 k 2h
(2) A
+hu,
Sk E k1T ke 2
L-( )1’k S + 0(h")
2) dérivées partielles d'ordre 2
( 2 -2 W
CEOJ Lt AR SLE S
ax" 1,k h
(3 § 2 St et 2
2y ik n?
( 52u 2y 2 liwrggert T Btk T Bkt T Marken o(62)
3x0y i,k Lp2




I.3

Pour les points au voisinage d'un contour curviligne on utilise encore
b

le développement de Taylor pour l'approximation des dérivées partielles d'ordre

1 et 2.
2
AB
h8
2: A O < 61 <
3 e 1
h ¢ hé1 ? 0 < 62 <
h
¥
n
Fig. 2!
ou 1 .2.2 82u 3
uy = vy * he (Fh) g + 5 h%T(55) + o(n”)
9x
2
- - (3 1,23 3
X
2
u 1 .2,2,9 u 3
= B _(=— 6 (——=) +
up = ug + 0O, (5) + 5 b 2(8y2 o +o(n7)
2
ou 1.2,3 u 3
= - n( — A
u, = ug h(ay)o *3 h™( 2)0 0(h~)
VA
3) dérivées partielles d'ordre 1
1-6 0
ouy _ 1 1 _ 1 _ 2
Gxlo = h{e1(1+e17 T T, Yo e, ugd + 0(n")
1-6 6
U 1 1 2 2 2
(£2) = - u. - w} + 0(n°)
9y 0 " 1 6,(1+6,) Yg 6, 0 46, "k
4) dérivées partielles d'ordre 2
3%y 1 2 > 2
(=), = =l u, + u, - = u.} + 0(h)
352 0 2 e1(1+e1) A 1+8. 73 8, 0
32u 1 2 2 2
(—=) . = —{ + u - — u.} + 0(h)
o2 O 12 92(1+925 Ug 1+e'2 4" 8, Yo
32 82
Application.- Pour l'équation de Poisson ——% + ——%
‘ 90X oy

mation d'ordre 3 en h au point 0O est :

1'approxi-
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2u 2 2u 2u
A ] 3 4 1 1 2 3
+ + + - 2(__ + __)u = h“f + O(h )
61(1+61) 92(1+ea) 1+e1 1+92 61 e2 0 0

formule & rapprocher de (5) et (6).
Ces approximations vont remplacer 1l'équation aux dérivées partielles
Lu=F dans R par un systéme d'équations algébriques L U= Fh dens R .
‘La discrétisation de Lu=f sur S présente ses particularités,

On se limitera & des indications dans le cas du probl@me de Dirichlet et celui

de Neumann.

IT7.- APPROXIMATION DES "CONDITIONS - FRONTIERE".-

On étudiera plus loin le cas particulier du contour rectengulaire,

Soit S un contour régulier et lisse.

1} Probléme de Dirndchlet.-

Lu=f sur S5 se réduit ici 2 u|S =y

a) approximation d'ordre 2 en h

(s)

I 2 O N X

s

/] h
Fig. 3.

I1 s'agit d'approcher U, avec a(A,B) = § < h.

On se limite & une interpolation linéaire :

§U,+hU

c B
(L) U = 55—

et l'erreur est ici d'ordre 2 en h.
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b) approximastion d'ordre 3 en

o

7
re

NN
o E
N

i 1,1 S O S

/L
é

/

4

///=

g
'

Y

h ¢ .'
Fig, b

Pour la résolution de 1'&quation de Poisson (probléme de Dirichlet),

"Mikeladze" propose les &valuations suivantes de U, au point noeud O :

2
+
h hw2+§Uh . U1 U3 s hf
h+6 2 2 2(h+d)

(5) Uy ® 55 * 353

pour la Fig. 5.

hy_+8U hy_+eU Sehf
(6) U = -—-—2- h + 6 3 1 - O
0 e€+8 h+é e+  h+e 2(e+8)

pour la Fig. 4. avec £, = (Au)o.

2) Probleme de Newmann.-
3 2 = a(xy).

Lu=f sur S se réduit ici 3
>
n = vecteur unitaire de la normale extérieure. On se limite § donner des

approximations du ler ordre en h. Soit (x,y) noté O et appsrtenant i 8, :

ler cas : l'axe de la normale rencontre le treillis en un point de Rh

noté 1,

(7) & 35'0 *d
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o8me cas : L'axe de la normale rencontre le treillis en un point ¢ R

A

z y
S
R Lg\:ﬁ ¢ 1w1' 1
2ad
Fig. 7.

n
=R

o R

Soit O € 5 . Les points 1 et 2 du treillis peuvent €tre ou non sur

la frontiére. Les directions 21 et £2 ne sont pas paralléles.

Posons (Z,,x) =7b, (L,.%) ="y, (B,%) =7y.

a, = cos Y, B. = sin w1 5 a, = cos w2 82 = gin wz ; a=cos v B =sin y,

1 1

Par le développement de Taylor on a :

u.-y U(x+£1a1 ,y+£181)-U(x,y)

Z 3

= G1Ux + B1U& + R1

(8)
U.-U U(x+£2a2,y+£232)-U(x,y)

2 0 '
= =aU +8,U,+R
22 £2 2°x 2’y "2
R, et R, sont du 1er ordre respectivement en 21 et 22.
On peut tirer Ux et Uy de et done :
' U,-U =R 2 U,~U,-R,2
(9) 28| =ay_+ gU = —3 21 ein(®,2,) + 222 sin(@,2))
,, 0 ¥ sin(2,,L,) 1 2

Si on néglige R, et R, ona la formule approchée :

U.~uU U,~U

Ju 1 1 0 ..~ 2 0 . >
g. =28 - { sin(n,Z)) + sin(Z ,n)}
° 3n|0 sin(2,,2,) 4 2 4 L

(10)

IV,- NATURE DES ERREURS.-

Le probléme aux limites posé se réduit par la méthode des différences

finies 4 un systéme de n équations & n inconnues.
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3 sortes d'erreurs peuvent €tre citées :

1°) l'erreur dlie au remplacement de 1l'équation Lu = F par un systéme
d'équations aux différences finies. Le degré de cette érreur dépend de 1'approxi-
metion des &quations aux différences.

2°) l1'erreur dans l'aspproximation des conditions aux frontiéres

3°) l'erreur dans la résolution du systéme d'équations, qui dépend de la
méthode utilisée.

En général, une méthode itérative (Gauss-Seidel, relaxation, Jacobi) est
indiquée. lorsque la matrice n'est pas facilement inversible, on utilise la méthode
des directions alternfes introduite par "Peaceman", "Douglas" et "Rachford".

Les erreurs du type 1 et 2 sont des erreurs de méthode. Celle du type 3

est une erreur de résolution du systéme d'équations.

V.- CONUERGéNCE ET STABILITE.-

Soit le probléme aux limites :

[}
e

Lu dans R

(11)

Lu=Trt sim. S

HIY
Le schéma - différence. correspondant est :

Lh U= Fh dans Rh
(12)
Zh U= fh sin Sh
Soit
1 . . = . .= U. .
(13) 1,5 ° Mi,] i,

1) Convergence.-

Le schéma - différence (12) est dit convergent si V(i,j) € Gh

-o=uo .« = « @ .
€53 | 1,3 Ul’JI + 0 lorsque h + 0
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La convergence de divers schémas - différence a été &tudié dans [ 1].
Dans certains cas [1 ], la convergence n'est pas assurée pour des treillis carrés,
et n'a lieu que pour une certaine relation entre hx et hy (treillis rectan-
gulaire).

2) Stabibits.-

L'ensemble des &quations aux différences se réduit & un systéme d'équa-
tions linéaires :

PU=%

Si on utilise une méthode itérative, on se rameéne & une forme explicite

(14) plntt) o c, gin)

n = nombre d'itérations.

. >
Soit Gﬁn) le vecteur approché donné par le n®= itération.
Posons
. -+
(15) z(n) o g(n) _ ¥(n)
Définissons une norme || |].
Si ||§(n)|| +0 n > 4w, le schéma différence est dit stable.

a) Critére de stabilité

D'aprés (14), on a :
3(n+1) _ , 2(n)
n

(16) = ||§(n+1)|| S IICnII ||E(n)|| propriété de la norme.

Pour que l'erreur ne croit pas avec n, la condition nécessaire et suffi-

sante de stabilité est que :

(17) |IICnIIs1

Soit o(C ) 1le rayon spectral de C_. On sait que |p(Cn)| ¢ |lc || pour




n'importe quelle norme. La condition nécessaire et suffisante de stabilité devient :

(18) L lo(c )| <1

Jd

b) Cas particulier important

Définissons dans L, la norme :

2
(19) [|Cn||2 = (Sup. des valeurs propres de Tee) /2
On démontre que [1 ]
= T 1/2
(20) le 1, = [p(Cc.0)]
Si la matrice C, est symétrigue on a :
||Cn||2 = maxlAsl s = ordre de la matrice
s
Ewazeu-
(1-2r) r
\\\ O
C, = r_ (1-2r) RN Vh
\‘\\ AN \‘I'
0 BN (1-2r)

Les valeurs propres de cette matrice sont :

. 2 1Is
A = 1= 4br sin o (s = 1,2,...N-1)

Le méthode sera stable si :

2Is

-1 ¢ 1~ br sin oN

1
=> < £ -
0 r & >

Ce résultat sera utilisé par la suite (équation de Laplace).
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CHAPITRE 11

2

2
APPROXIMATION DE Au = &3 4 21
2 2

9x oy

EN TERMES DE POINTS DISPOSES

1°) EN LOSANGE
2°) EN CARRE.

Pour la résolution numérique des &quations de Laplace et de Poisson par
la méthode des différences finies, on a besoin d'une représentation approchée de

1'opérateur de Laplace :

32 °
A=-—2-+——-2‘.
X Iy

L'opérateur de discrétisation sera désigné par 4. si les points sont

h
disposés en losange et par A si les points sont disposés en carré. Une combi-
naison linéaire de ces 2 opérateurs, nous fournira une meilleure approximation

de A.

1.- APPROXIMATION EN LOSANGE : A

h

(i,k+1)

X, = X + ih~
(i-1,k (i+1,k) (i.k)
h
Y ¥, * kh
(i,k-1) n
Fig. 1. u(xi,yk) =Wy

Le développement de Taylor nous donne :
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2 3 L
- = h_ h” h_
[ Uiark Vi TP Uy toTU o FITU gt TU Lt ..
X X X
2 L
u - u, =-hu_+%Tu,- 23u + E—'u +
i-1,k ik x 2172 3173 hrHyvocer
X X X
< 2 L
_ u -u =hu_+ £~11 + g':'3"1.1 +‘E‘11 +
i,k+1 i,k y 2172 3t % 3T ru T o
Y Y y
kuik—1'uik="huy+§§u2'%_?’u3*%’?‘1h*"'
? i y y y

ue " = {dérivable et continue Jusqu'a l'ordre n en x et y}.

Additionnons membre i membre :

b, =

Tugk-1 T My ok

. ' + u,
ek Y Y-,k T Y ke

rh2 hh h6
27 0 2*Up)y o * AT gt )y T G g )y ]
x ¥y X vy X Yy

sous la forme condensée :

((Bu)y = (g - R

(aw), =Lt [a. . 4.
(2) ¢ VaWy ok W2 Cit1k i1,k
2

2h
U R =B (wytu )y o * 257 (ugtu 6ix * e
X Yy X Y

1 k1™ k17 ,k]

5‘0\ é-

1°) Approximation d'ordre 2 en n

Soit ue Ch’h

- 2
ik T3 0 M =g oM =om)
avec
M, = Sup[|u |, |u y] (x,y) étant & 1'intérieur du losange
x y

(3)
le] < 1




En définitive :

2
(Bu); (o = (Bu);  —g oM
(k) 1
(Bpul; x = 2 Eliﬂ,k*“i-1,k‘“i,k+1+‘i,k—1'l‘ui,k]

2°) Géndralisation et notations nouvelles

e a e o > > -> > -> 8
Soit & discrétiser A u avee u = u(x,,xz,...xi,...xN) aveec ue C
* Posons :
’ E?1= -1; (a)
> _ > . )
Tii u= u(x1,x2,..--,xi_h,xi+1,...xN (b)
-> ->
;- T,; E 5 u(xi+h)-u(xi) (c)
(5) _ TV s
5. E-T_, ) u(xi) u(x;=h) (a)
X h h
> _ > 1__ _ >
L l\l’l u = uxixl == [Ti 2E+T_i]u (e)

L'approximation d'ordre 2 de 2 est alors :

N
Bu= JA. 0
i=1
-»> 32-b
(Aiiu est l'approximation d'ordre 2 de -—g
axi
I1.- APPROXIMATION EN CARRE : Aﬁ
) (i-1,k+1) : (i+1,k+1)
:
i
1
————— "—_.—-—-
| h
' h
(i-1,k+1) L=l (i41,k-1)

Fig. 2

‘ Le développement de Taylor nous donne :

I

Lb




( 3 .9
- = — e —
Yierker T Yk T RGrt
R o
=1,k+1 i,k 9x
(6)4 )
- . =h(_——-_
-1,k-1 1,k ax
| = - 3.
Yietk-1 T Yk T h( 3y’ ¢

II.L - 16 -

2 3 |
h 2 ,3,2 ., Bod_ 2,3

21'ax ~ a3y’ Ut 3rax taypl ut ..
3 h
3 . 23.4,2 . h3 3 3.3
1 3% Y3y vt 37 3 ay) Ut

Additionnons membre & membre :

. +
Bi41 k1

Y

[ (u +u21’k 'lz—!(uxh'l-6u

sous forme condensée :

((A“)i,k = (4gu); - BRI

) (), | = L
(1)

2h

2
2h
v o 2h
Rik = 51 (1 y*6u
x x°y

+ approximation d'ordre 2 en h

Soit u e Ch’h

L
Ri x

avec

(8)
le] ¢ 1.

En définitive :

Yim1,k41 T Y49 k1

» oM h)i,k
¥

-1,k~1 hui,k =

6

+ .
1

h
2 2% )ik * BT(u g5y, p*15u 5 i * el
¥y x>  xy Xy oy

i,k ) lui+1,k+1+ui—1,k+1+ui+1,k-1*“i-1,k-1"*“i,kl

i

2h
*Erw gt 5, i e
x Xy x“y

6 M = O(h )

=

My = Sup[luxhl R Iuyhl , |u 5 2]] (x,y) & 1'intérieur du carré

X
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2
oh
= ' - '
(au); o = (8gu); - S5- 6 M)
(9) 1
\ B ——
(Bpwl; N [0 Aot ke ier k-1 ke ,k] .

IT1.- COMBINAISON LINEAIRE DE 4, ET 4l.-

.. . ). .
Formons une combinaison a(Ahu)l’k b(A u)l’k
On ne peut choisir a et b de fagon 3 faire disparaitre les termes du
Leme ordre (dérivées partielles) car dans l'expression de Ag on & un terme moyen

u 52 qu'on ne trouve pas dans A
Xy

ho

Toutefois, les opérateurs discrétisés a, et Aﬂ servent & résoudre

les équations de Laplace ou de Poisson.

2 ah Bh Bhu
Par suite Au et Au=3F+ 2 L A ont une valeur donnée &
- 2 L
9x 9x 9y y

l'intérieur du domaine. On va donc choisir a et b de telle fagon que le coef-
ficient de Au soit €gal & 1 et que les termes du Uéme ordre (dérivées par-

tielles) forment 1'opérateur biharmonique A2.

2
_ 2h
a(fyu);  * b(AJ), o= ("*b)(uxz“yz) + (a#p) 57 (“xh‘“yu’ +
+ 6b 2° u +ﬂ‘—h((+b)(u W) + 15m + 15 ) +
L1~ 2% 2 g1 ‘8 6" 6 4 2 Yoy
Xy X y Xy Xy
2
=> a+ b =1 a ==
{ => ?
6b =2 b = -5-

En résumé on a :

2 k 4
2 1 - oh° 2 . 2h',.3 3 "
3005 g * AWy = du+ S a%u 4 Se(atwee NN Au) + RY |
(10)
6 I 8
n _2h 4 9 ___ .2 3 u
Ri,k =5 5 (38 u+16 5 A7u+ 20 — h) + ...,

9x dy dx dy
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Application & La nésolution de Au = O et Au = f(x,y)

1°) Au=0 (approximation d'ordre 6 en h)

R" - h0h6 aeu ' P
1k 5757'——:——5 + termes d'ordre supérieur.
’ 3x 3y
6
8,8 ., g Lo oo
weC™" =Rl =387 0 M

avec [ Mg = Sup[valeurs absolues des dérivées d'ordre 8]

le| s 1.

L'approximation d'ordre 6 de l'équation de Laplace est :

2 1
3(AhU)i’k + 3(AﬂU)i’k = 0,

Soit :
h[Ui+1,k+ui—1,k+ui,k+1+Ui,k-1] +
(11)
* [Ui+1,k+1+Ui-1,k+1+Ui+1,k-1+Ui-1,k-1] 20U =0
2°) Au = f(x
a) approximation d'ordre 6 en h
4
2 4 3°F.
2 dear = 2h_ 2h 2 — 2Ky e
AR GO P TR v Af; x Y G (AT ¥R axzaye) Rk
e gn® 6
m . (6h =
Ri'k = 3.87 0 Mg = O(n")
b) approximation d'ordre 4 en h
iv N
Ri,k = O(h ).
Lo AU, L 4U, 4, : : : . -
h[U1+1,k Uit Ui 1?05 -] [U1+1,k+1+U1-1,k+1+U1+1,k-1+U1-1,k-1]

8f. . +f. +f, +f, .
- 20U = h2[ fl JK fl+1,k fl‘1 oK fl ,k+1+f1 JK—1 ]
i,k 2
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1V.- DISCRETISATION DE L'OPERATEUR BIHARMONIQUE p2.-

(_2 90)

~

On va donner une approximstion d'ordre 2 en h de (A‘U'o o en fonc-
]
tion de Uo o €t des valeurs de U pour les 12 points environnants.
1]
Posons :
(s,) =U, . +U, _+U +U -
170,0 - "1,0 T 0,1 T "=1,0 © “0,-1 0,0
(8p)g,0 = Up, 0 ¥ Usq, g * Uy g ¥ Uy~ W04 4
(83)6,0 ® Ua,0 * Up,2 * Vg0 * Vo,-2 = ¥o 0
h2 hh h6
(84)0,0 = 2[57 (U 5*U 5) + 7 (U 14U \) + 7 (U g4 ) + ...]
x y Xy X ¥y
h2 hh
(8p)g,0 = Uo7 (U U o) + 7 (U 46U 5 ,#U ) +
X Yy x Xy VY
6
ZT (U 15U ), #150 , |40 ) + ... ]
x Xy
L 6
(8)4 o = 2l (u U ) + B0 (g g ) 4 BB (© g )+ -]
30,0 h 6
x y x
Formons la combinaison linéaire a($S )o ot b(Sa)o o* c(S3)O o de

telle fagon que le coefficient de AU soit nul et que celui de 42U = Uy, +
x

: P4 -3
+ 2U 5 o + U 4 soit égal & 1.

xYy y
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2 2 2
el ariivra =0
L i Y
e-ﬁ-’-a+u%—'b+21i}f ¢ =1
L
h -
hh_!6b—2
=> b = & a=-2_ ¢ = lE
nt nt h
D'ou

(12 = _ . e
(570, = = EQOUO,O 8(U1’O+Uo’1+U ) + 2(U, +U, -+

+
- -1,0"%, -1

(14) < + Uy g%Uo *U_p *Ug o] = By g

avec ROO = 5 h” 6 M6 M6 = Sup[|dérivées partielles d'ordre 6@] X,y “terc

: dans le domaine des 12 points.

V.- APPROXIMATION DE A EN COORDONNEES POLAIRES.-

Pour les contours circulaires, on utilise souvent les coordonnies

polaires r et 6. On a alors

9 u 1 du 1 2 u
u = o e— o —
(15) A r or 2

Dans le plan (r,0), on définit les points noeuds par l'intersecti-n

des cercles (O,r = ih) i=1,2,... et les demi-droites issues de O soit
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6 =Jjéo (j=0,1,2,...). Appelons Ar 1'approximation d'ordre 2 en h de

Les relations (Chap.I, (1) et (3)) nous donnent

2
Au), . = (A u), . + O(h
( )1,,3 (a, i, )
u. —2u. .tu. . (u. .- .)
avec (A u). . = 1) 2.) AT,) 1 i#1,] i1, +
r "1,d h2 1h oh
R T T Ak W M PO
(16) + 5 5
(in) (86)

application Au = O.

L'approximation d'ordre 4 en h de l'équation de Laplace en coordon-

nées polaires est

1

] 1 1
1 1- —)U. .+ (1+ =)U. .= 211+ U. . + ——U. .
(17) ( 21" 1-1,] ( 21) 1+1,] [ (166)2] 1,] (i66)2 1,J=1
r‘ +—1—y. . =0
(i66)2 1,J+1

avec 1=1,2,...,n et Jj=1,2,...,m.
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CHAPITRE 111

ESTIMATION DE L'ERREUR DE LA SOLUTION NUMERTQUE DU PROBLEME DE DIRICHLET

POUR L'EQUATION DE POISSON PAR LA METHODE DES NOEUDS

(Cas du nectangle)

Soit le probléme de Dirichlet pour l'équation de Poisson :

Au=u2+u2=f(x,y) dans R
(1) - Y
u = P(x,y) dans S

R = domaine intérieur du rectangle de cStés a et b (a g b)
S = contour.rectangulaire.
Supposons u € Ch’h(R). Le schéma ~ différence d'ordre 2 en h est :
1
. . = — |U, .+U. IO PR 2 § PR 11§ R N R dan
Ah Ul,J h2 [U1+1,J U1--1,3 U1,3+1 Ul,J—1 Ul,J] 1,J s Rh
(2)
u = U, . =, sur S
1,J 1,J wl,J h
avec
h2
R = ~Au. . + 4, U, ==06. . M
1,9 1.J h "1, 6 1,4 4
(3)
|ei,j| < 1 et M) = sup{fu )|, [u )|}
. R x Yy
Définissons :
S; = précontour n®°1 = ensemble des points noeuds de Rh 34 une distance h de Sh'

Et plus généralement

wm
L]

h précontour n°k = ensemble des points noeuds de Rh 8 une distance kh de Sh'

On se propose d'estimer l'erreur de méthode aux points noeuds de Rh :

€.+ = Ju, . - U, L] (i,3) € R
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Poson §. . =U. .- u ..
%, i, T YL

L'estimation de Gi j revient & estimer la solution du probléme lirite
]

aux différences suivant :

h2
(%) '
Gi,j =0 sur Ch

2 m,n
8 = h .. R.
(5) m,n g § glsJ 1,J
h2 m,n
avee R, . = . . M, est g.’. est la fonction de Green, solution du probléme
i 6 Ci,i 'k i,
limite suivant
m,n _
Ah gi,j Fi,j dans Rh
(6) m,n
b4 =
gi,j 0 sur Sh
ol
=
Fm,n - 2
(1)
Fi,j =0 si 1i#m ou jJ#n
De (S5) on tire :
2 n
(8) 8 s Swl|R, .| n ’
o) € SR, 51 0% 1T 16323

Le probléme de l'estimation de l'erreur revient 3 estimer la somme :

(9) n® 11 e
i 1s

Proposition 1.- Soit r 1le nombre total de précontours du réseau S, -

Alors, selon que a =2rh ou a = (2r+1)h on a :

2 2
(10) n® § 1 e < ZR
i} 1,4 2
2
(11) n? 11 151’3‘1 <J——l—r‘;1 h
i ’
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Démonstration

—— e s s "

D'aprés (6) et (7) on a :

m m,n m,n o s
(12) h!g?:gl - lsilﬁ,jl - (eyyy ;) - legtsoyl - |s?:§+1l <0 pour (i,j) # (m,n)
et
m,n :
(13) higﬁ:ﬁl - |8$:?’n| - Igm;i,nl - lg$:2_1| - |g$:2+1| < 1 pour le point (m,n)

Additionnons (12) et (13) écrites pour tous les points R

h
i P
§ le; 5]
5n
Additionnons (12) et (13) écrites pour tous les points de Rg =R - SQ

T 1™ =L 168 < 1= ] &) <2
S2 1,3 S1 S2
+ h h h

Plus généralement pour le kéme précontour et pour k # r :

Zk &5 < x
%

Pour le réme précontour, selon que a = 2rh ou a = (2r+1)h, on a :

2] 15 | - L1h?y<1=>z &5l <%
s s

r
h h h
ou

Iolegsl - 1

- s
s sr 1 sr

, 3 <1 ] 1 <r
h h h

1,J

En sommant sur tous les précontours on arrive i (10) et (11).

Proposition 2.- Gréce & (10) et (13) et par (8), on obtient :




Wt 2
(14) €mon = lém,nl <3z r M, si a=2rh
= h_ . _
(15) €non = |6m,nl < 33 rir+1) M, si a= (2r+1)n

Les relations (14) et (15) peuvent &tre combinées en :

h2 a2

(16) “myn l‘Sm,nl T M,
Cette estimation est plus exacte que celle connue et donnée par 1'inéga-

lité

h 8 _+b
€ %% M, [2 p. U65]

<
m,n

La relation (16) peut &tre utilisée pour tout domaine ayant un contour qui n'intro-

duise pas une erreur due aux conditions frontidre (voir ~7i, Chap. I).

Proposition 3.- Si le point (m,n) appartient au k™ contour

(k <r) on a:

2 n h2
(17) ) |g’i‘"j| <3+ k (2rk+1)
i ’

Démonstration

Si t ¢k ona

Si t = k+1 on a alors :

m,n m,n
Eﬂlsi’jl 1§ legg 251 <0
Bn Sh
m,n m,n
” 51z<+1 lgi’jl < ék ‘gi"jl <
h h

Plus généralement pour t 3 k
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m
% Ig].:f']ll <k
Sh

En sommant sur tous les précontours, on aboutit & (17).

Conséquence.-
A partir de (17) et (8) on obtient

=

h
(18) € < TE-k(2r—k+1) Mh

pour tous les points du k™ contour.

En particulier pour le ter précontour :

L 3

h h
(19) €, < T Mh ou ;1 <5 e Mh

Remarque. -

Les estimations (16) et 19) contiennent le terme
M, = S;p[lﬁlxh,lu MIJ oll on peut estimer les dérivées d'ordre L4 par une appro-
ximation aux différences. Toutefois, en pratique, on peut appliquer le principe

suivant : supposons connu l'ordre en h de l'erreur sh(x,y) au point (x,y)
( ~ n
ey (x,¥) % k(x,y)n

ol k(x,y) est indépendant de h.
Désignons par Uh(X,Y) et Uah(x,y) les solutions approchées du
probléme limite, respectivement pour le cdté de maille égal & h et & 2h.

Si u(x,y) est la solution exacte :

u(x,y) = Uh(xsy) + eh(xsy) u(x,y) = U2h(x’y) + eeh(x’y)
Soit
Up =~ Upp = 5 ™ &y
Comme e, ~ k nt €on Nk 2™n" A Q" Eh(x,y) on aurse :

~v N
Uh U2h A (27-1) eh(x,y)




d'ol
U -U
(20) eh(x,y) = -%2-}3
271

Par exemple, pour l'estimation (16) on a n=2 et

=U
v Yy

(21) ep(xy) v B2

alors que pour l'estimation (19) on a n=3 et

U, -U
n "h 2h

III.6

..27—




CHAPITRE 1V

METHODE DES DIRECTIONS ALTERNEES

POUR LES EQUATIONS DE LAPLACE ET POISSON.
CAS DU PROBLEME DE DIRICHLET DANS UN CARRE.

On & 3 résoudre le probléme aux limites :

2 2
Au=—5132+-a—u2=0 dans R
9x oy
(1)
U = sur S

d’(XQY)

Iv.1

Le contour S est le carré unité et donc R = {0 < x,y < 1},

Couvrons G =RUS de M meilles de c6té h.

Mh étant égal 3
)2,

1, le nombre de points noeuds de

est done (M-1

R, (points internes)

L'approximation aux différences d'ordre 4 en h du probléme (1) est

alors d'aprés (Chap. II, (4)) :

. s F U .. . tu . . *tu .. .tu . .= bu,
Ah u1,33u1+1,a u1-1,J ul,.]ﬂ u1,.]-1 b

L =U L=, S
Uln] Ul:J wloﬂ sur h
avec R, . =+ h'M et M =Swl|ly ,l.u | et
sJ 6 L N R xh 4 yh

2
= - h ' aprd
€55 = Iui,j Ui,jl <3g M, d'aprds (chap. III. (16)).

La question de convergence (h + 0)

domaine quelconque, simplement connexe.

dans Rh

a &té traitée dans [3] pour un
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I.- MISE SOUS FORME MATRICIELLE.-

L'ensemble des équations aux (M—1)2 points noeuds internes du carré

conduit & 1'équation matricielle

->

(3) Au=k

ol A est une matrice d'ordre (M--l)2 donnée par :

B -E
"'E\ B\ -E
\\ \\ \\ o
\\ \\ \\
(h) A= ‘\\ \\\ ‘\
“ \\ \\E
0 . ‘\\
\\
-E B

ol E est la matrice unité d'ordre M-1 et B une matrice d'ordre M-1

donnée par :

(5) B = R

> >
Les vecteurs u et k sont donnés par :
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- _] o B
1,1 1,1
Yy, M-1 Ky -1
%1 ko1

(6) u= | 1) ke |

Yy M-1 ko M1
uM—1,1 v M-1,1
U g, M-1 Ky y M- 1

. - L .

Les éléments du vecteur u constituent les (M—1)2 inconnues

U (1 ¢£i,j ¢« M1) et les 1éments du vecteur K dépendent des valeurs & la
1]

frontiére Q(x,y)-

Depuis que dét A # 0, (3) admet une solution unique -donnge par :
-1

a=A Lk

Pour résoudre le systme (3), on utilise souvent une méthode itérative, car A

contient un grand nombre de zéros.

I1.- METHODE DES DIRECTIONS ALTERNCES. -

Les méthodes de directions slternées de "Peaceman"” et Rachford ont &té
imaginées pour résoudre les équations de Poisgon et Laplace & 2 dimensions.

Douglas et Rachfbrd [4] et Douglas [5] imagindrent des méthodes de direc-
tions alternées résolvant l'équation de Poisson & 3 variables.

Yanenko [€] et Konovalov [7] généralisirent ces méthodes pour les &quations
aux dérivées partielles d'ordre 2 & plusieurs variables. |

Plusieurs articles récents [8,9] et surtout le [10] et [11] donnent des
schémas itératifs pour les quations de Laplace et Poisson convergeant assez rapi-

dement.
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La méthode peut &tre étendue, grice & la méthode des différences analogues
de Schwartz [1 P.115] & des contours rectangulaires gvec angles rentrants, mais
si le cas se pose, le mieux est de partir de la forme (4) de la matrice A et de
résoudre le probléme par la méthode de Gauss-Seidel par exemple,

Nous n'indiquerons dans cette section que la méthode de Pegceman-Rachford.

Les résultats de cette méthode pourront &tre appliqués & la résolution numérique

du probléme de la torsion d'une poutre (ou arbre) prismatique & section carrée.

1) Méthode de Peaceman—Rachdqnd avee paramiire constant.-

Pour les (M—1)2 points noeuds internes, l'équation aux différences (2)

peut s'écrire :

(8) (-u 2u, .- ) =0

. 4 . . + +J + {~u, . ,+2u. .-
1-1,J+ 1,J ui-1,J) ( u‘ 2u

1,J"1 1,4 uiij+1

Rappelons que (Chap. I, (3)) :

Py
2, _u L4
- u. .+ 2 < = u, . =2 ~h (—= + O(h
1-1,J] ul’J u1"1’J (axz)i’j ( )
2
9
2, u L
-u,.. ., *+2u .- u = ~h"(—~73 + 0(h
E RS % T % 1 (ayz)i,j )

La méthode des directions alternées consiste & scinder le schéma (8) en

2 ; 2
2 &quations oll les opérateurs & inverser sont de la forme. —% ou -2-5 . On dis~
ox

3y
crétise donc le schéma (8) sur les 2 directions x et Y.

Le schéma (8) peut s'écrire :

- u, .+ 2u, +ru .®2ryu . +(

< =\, . u. . ,~2u. ,*u. .
i-1,J i,d i+1,] 1i,J i,d i,J=1 774, )

1,0+
(9)

- . + « o ™ WUe o + . . B .o+ . "
Uy s 2111’J u1,3+1 r ul’J o (ui-1,3

2 )

» .# »
YL e,

ol r est un paramétre scalaire qu'on appelera "paramétre de séquence".

+(n) me

Soit u 1a n*™ itération de ;.

La méthode de Peacemen-Rachford est définie par les &quations :
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(n*) - (ne) (n) - (2-v) u(n) + (n)

(n*)
- . . + . . . . . . . . . .
u1-1,3 (2+r) ul,J i+1,] = ul.J_1 1,J] u1,3+1
(10) ( () ( ‘
(n+1) (n+1) n+1) (n#) n# ne)
-u . L+ (2 NI DA T . - (2= Ll o, .
o (2+r) U ;s U et i-1, (2-r) u s Uia1)3
On introduit donc une itération intermédiaire ne,
Supposons connue la n®™ itération (u§“2 1 £i,j € M1) en partant

1.4

d'une approximation initiale quelconque (uéo;) et des conditions limites connues.
]
La 18re &quation itérative de (10), appliquée & chaque point noeud interne

situé sur un treillis paralléle & 1l'axe des x, c'est-d-dire J = Cte, nous donne

(n" *y

Comme chaque équation ne contient pas que 3 inconnues, ces (M=1) équations

(M-1) #équations algébriques linéaires aux (M-1) inconnues

sont facilement résolues, par élimination par exemple. On applique ainsi la
18re &quation itérative pour chague ligne paralléle & l'axe des x (1§ J € M1)

. . »* . s
et on détermine ainsi u, . pour 1 g i,j € M1,

1,J ,

On applique alors la 28me équation itérative pour tous les peints situés
sur une paralléle & l'axe des y, c'est-i-dire i = Cte . On fait ensuite varier
. < . . + -

i de 1 & M1 comme ci-dessus, et on obtient u§n51) pour 1§ 1,] § M-1,
L]

On démontre [1] que la méthode itérative est convergente Vr > O, La rapidité de

convergence est optimum pour :
= ain &
(11) r=r =siny

Le systéme (10) s'écrit sous forme matricielle

(2E+r H) 37 = (2p-r v) 5(®) 4+ £
(12) *
(2E+r V) ) 2 (2p-r m) AP )+ 1
E = matrice unité d'ordre (Nk1)2.
H = matrice d'ordre (M—1)2. C = matrice d'ordre (M-1)




Iv.6 - 33 -

o 2 -1
C -1 2 -1 0
‘\\ o ) \\ “ .\
(13) H = (14) C = ' ' "\
0 * \ \ .
~ \ 3y \
C \\ \ \
N \
0 \ \
-1 2 -1
-1 2

V = matrice d'ordre (M—1)2 J matrice unité

(15)

2) Méihode de Peaceman-Rachford avec paramétre variable.~-

En faisant varier r 4'une itération & une autre, on peut encore accé-

lérer la convergence. Le systéme (12) s'écrit :

(r2 E+ 1) o) o (-r—z--E -V Am) L2

n+1 n+1

(16)

E(n+1) N

(2—g+v) o™ 2 (2—g-p
n+1 T+

P s . * .
En éliminant U entre les 2 équations de (16) on a :

2(n+1) AL I

= Tn+1

(17)

avec
T = G E+ N E—r+ 0 (E—-1)(E—E- V)
n+1 n+1 n+1 Tn+1

> _ 2 -1 2
g = ( E+V) {( E+H) (2_ 5 _ i
Th+1 Thet ) (rn_._1 E-H) +E}K
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Vuque H et V sont commutables (HV = VH), ces matrices admettent le
méme ensemble de vecteurs propres :p,q (1 € p,g £ M-1) avec les valeurs propres

données par :

H _>p!q

o =L sina(gﬁ) o
1 & p,q & M1
v o=y sinz(%%) aPe?

Ce systéme de vecteurs propres l'est aussi pour la matrice Tn+1 et en utilisant

(18) on trouve pour valeurs propres correspondantes :

%= [1-2

2D,q
n+1 o

1 SP,QS M-1

at+b

" .2 pll
avec 8 = 2rn+1 sin 5M

= oy, ;2 gll
b Qrﬁ+1 sin oM °

Si a et b sont > O, on montre facilement que

a+b

B e Y EFy B Va,b > 0

p,q b,q - atb
or o(T ,,) = sup [AF2%] avec AT =1 2 Ti5ay(iwey ° Dene
P»q

(19) D(Tn+1) <1

ler cas : r constant Yn

——————— n+1 ove———————r

Tn+1 ne dépend pas alors de n et on peut écrire :

AR ALY U=Tu+g

. — iéme . .
Soit e l'erreur 8 la n itération :

—>=-ﬁ(n)-->

e u (n=0,1,2,..)
alors
e +d=rd®Lpgez

n+1
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et ainsi

D'oll

n =T

(e}

Le schéma sera convergent si -e: > 9% quand n + o <=> T + 0 (matrice nulle).
Or on sait que T est convergente (c'est-d-dire T° » 0 quand n + =) gi et
seulement si p(T) < 1. | |

On en déduit donc d'aprés (19) que la méthode des directions alternées

de Peaceman-Rachford est convergente Vr = constante > O.

-1) avee n,. 3 2

est variable. (n = 0,1,...,no

2éme cas : r
--—-—.c-—- * n+1

0

Douglas [1 p.10T] a donné les valeurs de r assurant une rapidité de

n+1
convergence optimum.
Supposons que l'on cherche une solution de (2) avec une précision ¢

dans le sens de la norme I c'est-d~dire

2
1
2 2 =
Il = [B° 5 o .2
L iyj 9
d'od
1
> = (122(n) - W2 _.(n)y272
IIEHLZ |{u-u “L2 [n i?.] (ui,j ui,j) ]

Si le paramétre de cycle r avec n=0,1,...,n0—1 est appliqué m fois,

+1

la convergence optimum pour awir la précision € est définie par les relations :

log tg oM log ¢
m N
n

(20) n,

y=1

1
Log(-3) 1og 33

v

avec v = vV2+1,
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Cas particubienr.- carré unité avec M = 10.

Douglas [1. p.111] prouve que la convergence de (16) est optimum pour

les 2 paramétres de séquence :

(21) r, = 1,237

r, = 7,213.
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CHAPITRE V
- EQUATIONS D'EQUILIBRE DE L'ELASTOSTATIQUE

ET_DE_L'ELASTODYNAMIQUE
- PROBLEMES LIMITES

I.- EQUATIONS D'EQUILIBRE ELASTOSTATIQUE.-

En élasticité plane, la déformation du milieu est caractérisée par le

tenseur déformation :

1 au.i ou.
(1) €5,5 %2 03;; + 3;%) i,j = 1,2

les contraintes dans le milieu sont caractérisées par le tenseur - contrainte :

,

, . »
(2)  e=e,,te,, =divu

\ si,j 20 si i#j et Gi,j = 1 gi imj

A et u sont les coefficients de Lame.

Les conditions de 1l'8quilibre €lastique sont

/ 8011 T

12
—— ¢+ =—4+p F =0
. ax1 3x2 1
(3) 4
0 %0
21 22
— 4+ —=S 4 pF. =0
\ 3x1 3x2 ’ 2

1

T2

1'élastostatique :

?{F vecteur densité massique de force (1), (2), (3) donnent l'&quation de

(4) WAL+ (p) gred divia+p Fed




(4) est valable pour le probléme de 1l'élastostatique & 3 dimensions.

(4) est écrite sous forme condensée :-

(5) A*hU+pF=3

11.- EQUATIONS DE L'EQUILIBRE ELASTODYNAMIQUE.-

Dans le cas ol les forces appliquées au contour dépendent du temps (en

général vibrations élastiques), le principe de la dynamique donne

2
( 7u 30 30
- o 21 + 119 + 12 + p F1 =0
3t 9x X,
1 2
(6) ] .
? 30 90
-p :2+ 21-1- 22+pF =0
2
\ ot 3x1 8x2

et 1'équation de 1'équilibre &lastodynamique est :
2

(7) - -a—‘21+A“3+p F=0
: ot

IT1.- EQUATION BIHARMONTQUE.-

En négligeant les forces massiques (? = 6), posons

(8) [+) =a—2\l—’ [o} =_£_\_l’_ fo =——.£.\g—_
11 ax2 22 ax2 12 3% 3x
2 1 172

Le systéme (3) devient wune identité. Toutefois, la fonction ¥ n'est pas

arbitraire. La condition de compatibilité du systéme s'écrit :

(9) ALY = 2%% = 0

1V.- PROBLEMES LIMITES EN ELASTICITE.-

|
i
|

'3 -~ . « » * >

qui peut etre utilisée en remplacement de A u = 5.

On peut poser 3 sortes de problémes pour l'équation générale (7).
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1°) len probleme Limite (Dirichlet)

-> : .
On se donne le vecteur déplacement wu sur la frontiére S (abscisse

curviligne s)
>
(10) u(s)|g = E(s,t)

2°) 2@me problime Limite (Newmann)

On se donne le tenseur des contraintes sur le contour
(11) 95 k(3 |g = ¥y koot

3°) 3eme problime Limite (mixte)

Soit S = S1 ] 82

(12)

V.- CAS D'ELASTICITE PLANE.-

1) Etat plan de déformation (cylindre infiniment long)

Le vecteur déplacement est situé dans des plans paralléles & x Oy

uy = u,(x,y)
-
u u, = ue(x,y)
u3 =0

Les équations (1) et (2) donnent les composantes du tenseur déformation et

contrainte.

t & = ' 1 i = =
D'aprés (2) 0, = 033 s'exprime en fonction de o =o,, et o, = Opp

(13) o, = v(cx+0y) avec v = coefficient de Poisson

En partant des €quations d'équilibre (3) et de 1l'équation de compa-

tibilité
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32€x 328 328
(14) S+ —L=2—%
3y Ay X9y

(les 5 autres sont des identités), on obtient :
(15) (1-v) 8(o o ) + p aiv F=o.

Dans le cas courant ol F =0 on introduit la fonction d'Airy V¥
par les relations (8).

. . > >
S1 divF =0 on posera :

2 2 2
(16) o = 3—% + P o = 3—% + P 1 = -2t
e Y oax xy 9x 3y
_ _ 9P = - 9P
avec pr % pr 5y .

P dérive d'un potentiel harmonique et on a par (15) (vu AP = 0)
AN Y =0

2) Etat plan des contraintes (plaques minces)

Les composantes du tenseur des contraintes sont :

L]
(o]

o, = £(x,y) o, = g(x,y) Ty h(x,y) o,

Les composantes du tenseur des déformations sont :

V
- = e e +
y (0' vo € E(O'x g )

y X) z Yy

-

€ =l(0 "\)O’) €
X E'7x n

E = module d'élasticité longitudinale.
Les équations d'équilibre et de compatibilité donnent :

(17) A(ox+oy) + (1+v)p @iv F = 0

Si F =0 on introduit de la méme fagon la fonction &'Airy V¢ .

Conclusion.- Pour les 2 états (déplacements ou contraintes planes)

les relations (8) sont valables (f = 6).
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CHAPITRE VI

APPLICATION DE LA METHODE DES DIFFERENCES FINTIES A LA RESOLUTTON

NUMERTQUE DU 1en PROBLEME DE L'ELASTOSTATIQUE.

GENERALISATION A L'ELASTODYNAMIQUE.

I.- ELASTICITE PLANE.-

soit ;‘{Iﬂ vecteur déplacement dans un milieu isotrope et homogéne.
u
2

Désignons par R le domaine 1limité par la courbe lisse S.

4 ! (S)

x2 _ »/’_A N\)
( /
A ,////g Ih
i i i ﬁ.]-'\-, >
.0 x1
Fig. 1.
On doit avoir dans R :
(1) uAu+ (A+p) grad div U+ pf =0
et sur S on a:
(2) us)|g = ¥(s)

Discrétisons le domaine G = RU S et les équations

%
3 5
3 0 T
T 4 8
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En utilisent les approximations (Chap. I : 1,2,3 et Chap. II-k), les

équations (1) discrétisées deviennent :

(203 () = o) [y J () g () () = () = (1) 1]

2

+ h“pF, + O(hh)

g
+u (u,).
i=1 11 1

(3) ] 200030 () = Ootd [y )+ () FLC0) g+, )=y ) =, )]

by 2 N
+u I (u), + n%F, +0()
1=1 .

Pogsons u, = X et u, = Y (3) nous donne une approximation d'ordre 4

1

pour tous les points intérieurs du domaine :

' L
= 1 -Y - 2
2(x+3u)Xy = (A+u)[x1+x3+ N {Y5+Y7 Ye Ya}] +q 121 X; +hpF,
(L) n : 4 o,
2(03u)Yy = Ou) [T+ Y+ g {X4X-X=Xg}] + u 121 Y, + hoF,

Pour les points voisins d'un contour non rectangulaire, on se limitera
& une simple interpolation linéaire (voir Chap I, (III))
Pour les points du contour on & u. . =y, . (5).°
1,J 1,d
Les n équations (4) et les m équations (5) nous donnent 1'équation

matricielle & n+m inconnues :
+ o>
Au=b>D

On applique souvent la méthode intérative de Gauss-Seidel. Toutefois
i'inversién de la matrice A est assez mal aisée et les recherches récentes
[6] [12] tendent & &tendre la méthode des directions alternées & 1'équation
d'équilibre de 1l'élasticité. On propose ci-dessus la "Splitting Method" de

Konovalov [12].
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IT.- "SPLITTING METHOD" POUR LA RESOLUTION DU ler PROBLEME DE L'ELASTOSTATIQUE

DANS LE CARRE.-

Il s'agit de déterminer E(u1,u2) :

(6) AT+ — grad div T+ 2(1+o) o F=23
1-20 E
pour R{0O < Xq9%,y < 1} et
> ->
(7) uls = w(x1,x2)
_ ) - . . .. 3A+2yu '
ag —‘ETX::T coefficient de Poisson et E —;::— module d'Young.

Discrétisons G =R US en Gh

Rh U Sh'

Posons :

» _ alxg+n)-a(x;) . _ x; )-a(x;-h)

X. h X. h
1 1

E(xi+h)-a$(xi)+$(xi-h)

ii X.X. 2
171 h

Alors Aw=A_.0+A_ o

-
Mo = (R g0y +houy 5 Aypuyth pw,)
De plus Nh =1 . .= w(ih.,jh.)
> (X L
Soit v { la valeur approchée de u.{
Y u

2

L'approximation d'ordre 2 en h du probléme (6) (7) est :

AT + L v+ F= 0 ( )
n' T =2 "V = Xy%y) € Ry
(8)
-‘;Is =3 f= 2(10) o F
. E

z . . - . A . . . P
La détermination de v & partir de (8) nécessite 1l'inversion de 1'opérateur mul-

tidimensionnel A + 1 A.
h 1-20
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. . . ' . ->
Konovalov propose le schéme itératif suivant : supposons déterminé v

-~
&me
aprds la k

. . -> . ey
itération du vecteur v dans Rh' Introduisons le vecteur auxiliaire

1 1 1
S g) (kv g) kbmo s : >(k) ,
v (x s ¥ ) défini dans Rh d partir de v par :
( 1
(k+ 3) (k) (k+ 3) (k) (k)
X =X e[ 50 K thpX gAY+ 1]
1 1
(k+ 3) (k) (k+ ) 1 (k) : (k)
(9) 4 ¢ =Y  +afnY + (14 55) ALY (T35) MoX * £
(k+ 3) k+ o
X ' =9 Y =y o = constante > O.
S 1 S 2
h h
\
L+ )
La détermination de v suit & partir de (9) et ne nécessite que 1'inversion

d'un opérateur unidimensionnel. C'est pour cela que cette méthode s'appelle

aussi méthode des étapes fractionnaires.

L (k) (k+ ) - (k1)
Avec les valeurs connues de v et v on détermine v
par :
([ (xk+1)  k+ 2 (k+1) (k)
X =X +a A22(X -X )
(k1) (ks 3) , (k+1) (k)
(10) (O 4 | =Y + ol o52) ALY =Y )
(k+1) (k+1)
X =9 Y =y
Sh 1 Sh 2
Slk+1)
La détermination de v d partir de (10) nécessite l'inversion d'un

opérateur unidimensionnel.
Konovalov [12] prouve la convergence de ce schéme itératif Va > O par

une méthode basée sur les inégalités d'énergie.
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TT1.- SPLITTING METHOD POUR LA RESOLUTION DU len PROBLEME DE L'ELASTODYNAMIQUE

I

DANS LE CARRE.- rgr - (y

Orz v

Il s'agit de déterminer 3(u1,u2)

a) qui est solution de

2
(11) 2—% = 4 AU + (A+p) grad div u + F o =1
at

pour R = {0 < X 9%, < 1} x {0 <t g T}.
b) vérifiant les conditions initiales (Cauchy)

>

(12) U ) Sexx,,0) = Fxhxy)

0) = i(x1,x2

1°%0>

dans G = {0 g Xys X, & 1}.
¢) et satisfaisant les conditions aux frontiéres :

(13) E(x1,x2,t) : = E(x1,x2,t) (x1,x2) €S

Couvrons G =R US par un treillis K(h1,h2) et discrétisons la varisble temps

t

nt 1T>0-G=RUS-~> Gh = Rh U Sh. On conserve les notations de Chap. II-5

et introduisons les notations supplémentaires :

-+ -»> - ->
‘,w(xi,t+r)—w(xi,t) . w(xi,t)-w(xi,t-r)
“¢ T .= T
t
->n > N
w = w(x1,x2,nr)

L'approximation aux différences d'ordre 2 en h du probldme (11-13) est alors :

+ -
Ep 1_2»n Gp 1

u + n+é, . n-§. .
n + -
FR = =2 (PN down, (@ M oe By 4 opm
2 2 h 2 1)
tt T
i#]
avee § ={é et I = Cte.
1 s h
i=j i

/et A .w= + .
S AR USPURPPCSERY SRTIC WPy
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(15) w = W=l +-% ra[uAh$4(A+u)Aij$+f°]
(16) g =&
h

Ecrivons (14) sous la forme condensée :

(17) (B- 3 PL)@ T = 5 W+ AP

h
avec
>
(18) Lo = {uAhw1+(>‘+u)A11w1 ; uAhw2+(A+u)A22w2}
et
> 2 2
(19) Jhw = {2w1+t (A+u)A11w2,2w2+T (A+u)A12w1}
(20) Ewe=ow

Konovalov [13] propose la méthode de directions alternées suivanteg, vu que
1

(E -3 TaLh)‘ est un opérateur multidimensionnel :
1 2. > 1 2 1 2 > i
(21) (E- 5 L )u @-2THQJ[PET(%Eh+Oh)
avec
>
(22) (L)pe = {(20)A 0y u A 0]
> - -
(23) (Lz)hw = {p A12w1, (A+2u)A22w2}

Les opérateurs (L1)h et (L2)h sont unidimensionnels et donc facilement inver-

sibles, (17) s'écrit alors
1 2 1 2 -n+1 -n-1 +n 2+n
(2L) [B- 3 )] [E- 5 (@), JERT ) = 5 W 4 F

(approximation d'ordre 4 en 1).




Posons :
n+ =
> 2 1.2 +n+1 ->n-1
(25) u = [E 5 T (L2)h] (u +u ).
->n+1 U . -n
Le vecteur u est alors calculé 3 partir des valeurs connues de u et
39-1 par le systéme :
4 n+% R n+-1~
u - 2u 1 > 2 -n 2
= = +
2 2{Ly)y v (i) Ay W+ F
(26) 9
n+1 n+ - n-1
n+1 n-1
2o e Sl @ +d )
2 2" 2'h '
T
1
LY Jn+1
On calcule u par la 18re équation de (26) et on en déduit u

par la 28me &quation de (26). La condition frontiére s'éerit ieci :
1
n+ — n+1 n-1
. > 2 _ 1.2 -+ >
(27) u = [E-3 (La)h](g g ).
Sh

010

Konovalov [13] montre que pour u e Ch’h(G) et FelC G), le schéma (14-16)

est convergent et que 1'approximation est d'ordre 2 en T, c'est-a-dire plus pré-

. . . ay -n _+n >
cisément que si l'on sppelle 2z =u - u(x1,x2,t) avec t =nt on a

P+ 11301, = o)

avec ||;n||2= h1h2 E [(22)2 + (22)2]

%

212 = 113 102 e 113 112 ee 11EM12 = 12+ LIE2HE
X, 2 1 t

X4 2

1V.- ELASTICITE A 3 DIMENSIONS.-

On peut étendre le systéme (4) au cas de 1l'espace & 3 dimensions.

On doit avoir
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-> . -> > .
pAu + (A+p) grad divu+ p F =0 dans R

-+ >

ulg = b(x,¥,2)

> T Z
u(u1,u2,u3). Posons u, = X u, = Y uy = Z. V(X,Y,Z) vecteur approché
->
de u.
Az
9 a1k
16 / s 1 15
]
11 ' 20 .~
t
|

12 o1

Fig. 3.

L'approximation d'ordre 4 en h pour tous les points intérieurs du

domaine est :

4 _ 1 1 e
2(x+hu)X, —(A+;D[(X1+X3)+-H(Y5+Y7-Y6-Y8) + 3(2y1%2,572, z,,)]

d 2

+u( .21 X; + X5 * X)) + hOoF,
1=

= 1 - - 1 -y -
200+h)Yg = () [(Y#Y)) + F(XAX=XmXg) + {2 5*2 o Z16,Z18)]

L
+p( z Yi+Y

+Y )+ hapF
. 10
i=1

9 2
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2(a+bu)z = (a+u) [(2,+2

1 1 '
g*Zq0) * (X K 7KK ) E<¥15+Y17'Y16'Y18):l

4
+ U[Z

1

0

2
+ + .
2;4Zg Z,5) * hpF

1 3

Ce systéme combiné avec les conditions-frontiére permet de résoudre
le probléme de Dirichlet. On étudiera plus loin le pSme probléme de 1l'élastos-

tatique pour un parallélépipéde.

V.- CAS PARTICULIER DES SYSTEMES A SYMETRIE DE REVOLUTION.-

Soit R 1le domaine 3 étudier et S 1la frontiére.

On pose le probléme de Dirichlet pour 1l'élastostatique. Dans R

> .o
u vérifie 1'équation d'équilibre :
-> . > >
pAu + (A+p) grad div u + pF = 0

Sur S E> satisfalt la condition limite :

-> ->

u S = 11)(1‘,2)

En coordonnées cylindriques (r,6,z), soient u_, u, et u, les com-
>
posantes de wu.
. . >
Pour les systémes & symétrie de révolution, le vecteur u est contenu

dans le plan (r,z) et par suite :

Bur auz
lej u6=o -—3-9—=O —5—6_=

(C) = 8 N plan quelconque passant par z'z

.
]
z'"T/j (c) ur(z,-r) = - ur(z,r)
:ur u (z,-r) = u (z,r)
o a >y
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La fig. 4 représente un domaine cylindrique, mais les formules qui

vont suivre, sont valables pour tout domaine & symétrie axiale.

L'équation de 1'équilibre s'écrit :
2 2 2

(23 u, 1 8uz ) u, 3 u, ) u, 1 aur
u( +'; r + 2 )+ Ol 2 + draz * T Sz) + pkz =0
or 9z 9z
(29) <
82ur ] Bur 32ur ur 32u 1 aur ur 32uz
u( + — + - =) + {A+p)( b _—— -+ ) + ok =0
L 8r2 roor EFA r2 or rar r2 8z2 r
Posons u, YR u, NZ et r = kh.
AT
6 2 5
3 0 1
kh
T 4 8
{
. b % 2
Fig. 5.

En appliquent les relations (1) et (2) du Chap. 'I, on obtient 1'appro-

ximation d'ordre 4 en h du systéme (29)

— + 200+3u)) = (+2w)

R.((A+2u)
0 H .

(30) 4 24(20430)) = (w2u) (2,425) + [z, (10 o) + 2,(1-

2
> (R1-R3):| + h%oF, .

1, .
[R2(1+ -éf) + Rh“_

1
+ u(R1+R3) + (a+n) T (z5+z7—z6-28) + h

1
2k>] .
2

pFr

1 1
2_k)] + (A+u)[E(RS+R7—R6-R8)

Ces équations Jointes & la condition frontiére, permettent de ramener

le probléme différentiel & un probléme algébrique et par conséquent de résoudre

le probléme. Si la courbe (C)

est quelconque, on se

contentera d'une interpo-
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lation linaire pour les points voisins de la frontiére.

* Calcul des contraintes & partir des déplacements

T = tenseur symétrique des contraintes
(31) T = 2uE + A(div w) I E = tenseur symétrique des déformations
I = tenseur unité
u au u
€ T e— € =—I:- € =-—r
22 3z rr or ge r
ou ou
e = (L —2) e, = =0
rz 2 23z or 0z rd
Az
\dj
22
t
{:_\\
Fig. 6.
8uz auz aur ur
= —— — ——
( czz 2u 2z A(az or + r)
u Buz 9 - ur
c;rr=2u-ér— A(-é?“*ar * r)
{ ur auz aur ur
= —— ¢ —= —_— —
(31) Ogo = 2 p * My + =+ )
<=> (32) u u
T =u—r+—_z.
rz 92 ar
t Tez = Tre =0
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Ces équations discrétisées donnent : (au point 0) fig.5

2RO

| =Yg A - - -9 2
%z T utZi7l) o [(2,72)4(By R )+ 5] + 007
2R
o = B(RyR,) + 5 [(2,-2,)+(R,R) )+ 2 + 0(n®)
(33) ¢
A Ry 2
96 = 24 T * an [(24725)+(RyR)+ 7 + o(n)
_ L g i} 2

\ Trp T on [BTRIH(Z,2,)] + o)

Ces relations sont valables pour tous les points intérieurs du domaine.
Les formules donnant les contraintes au voisinage du contour et sur le contour

dépendent de la forme de la frontiére (C).

* Probléme particulier :
On pourrait vérifier les relations (30) et (33) pour un cylindre en
traction sous l'action de forces uniformément réparties sur ses bases avec la

densité superficielle f. La solution analytique est

r u = % z g = f,
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CHAPITRE VII

RESOLUTTON NUMERIQUE DU

22me PROBLEME DE L'ELASTOSTATIQUE.

CAS DU RECTANGLE ET DU PARALLELEPIPEDE

I.- ELASTICITE PLANE (rectangle).- (défommation plane)

1} Position du probleme.-

N

Dans le rectangle G =R US {x(x1,x2) 3 0sx €a 05 x, s b}

on pose le 28me probléme de 1l'élastostatique.

(1) { uAu + (A+p) grad div U+ oF = 0 x € R

(2)

Lo=7% xe S

ol 3(u1,u2) est le vecteur déplacement €lastique et ?(f1,f2) la densité super-

ficielle de force.

2

> > >, >

(3) Lu = ) 0;, cos(v,x,) €
1,k=1

->
v(n1,n2) = normale externe.

> ey . ;
€ = vecteur unitaire le long de xk.

Les composantes du tenseur contrainte s'expriment en fonction de

Wu,,u,) o ( i (
u : =
LI on a omis 033 v 011+o22) ).
au1 au2
[ 9qq = (2u) v (a)
1 2
au1 au2
(4) { 9 = Agp * (2u) 5= (v)
1 9%
Ju 9 ‘
_ 1. %%
v %0 T 9y u(3x2+8x1 ()




3u 3 Ju su
( 1 ez 1 1
[A(-—'— + —=) + 2y -——]n + p(=—
3x1 8x2 'c)x1 1 8x2
(5)
{ du au2 3u2 du
1 1
[)\(.__ + —_) + 2y __]n + u(.—
ax 8x2 3x2 2 .3x2

\ xe8

Le 2éme probléme limite se raméne donc i la résolution de (1) et (5).

Les conditions de solvebilité sont :

(prfdx—fs?ds=3

(6) <
(r A F)ds

fR(? A (oF))ax - fs

-
avec r = ;(x1,x2) = OM .

Pour 1'unicité on doit avoir

,
->

J u dx

R

[
O+

(1) | 4

2) Diserdtisation du probléme. -

Xy A

D ® C

® )

VII.2

u
+ ax1)“2 =1,

i )
+ —)n
ax1

155

-
=0

On pose u, Y U1 =X et u, i U2 = Y.

(R}

On a déja discrétisé (1) (voir Chap. VI.L).

a) points_intérieurs :

v
"

L'approximation d'ordre 4 en h est :

_5)4__
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L
2
21 X, + h%pF,

2(3+3u)X, (x+u)[x1+x3+‘ﬁ (Y +E,~Y-Yg)] + u

1

(8)

l
= 1 X 2
2(M3u)Y = (a+n) [T,+1)+ ¢ (X +X=Xg=Xg}] + u 121 Y, + h%pF,

b) point situés_sur_les cdtés (on_exclut les_sommets)

Désignons par ?(l) la densité superficielle de force sur le cdté 1i.

# points du coté 3 (C et D exclus)

A
X2
h
p 3 1
¢ +- + >
G X
h
A'h
L2
Fig. 2.
Pour le cdté 3 n, = 0 et n, = +1.
(5) deviennent :
9
S, My (3)
3x2 3x1 1
(9)
Ju ou,
1 2 _ (3)
A(ax1) + O 2u) 3%, £

En utilisant les relations (Chap. I, 1,2), on discrétise (9) au point 0 du
coté 3.
L'approximation d'ordre 3 en h est :
- _ _ 2h .(3)
3X0 = hXL + Y3 X2 Y1 + 0 f1
(10)

3(A+2u)Yo = x(x3-x1) + (A+2u)(th-Y2) + 2h_fé3)




#* points du c6té 1 (A et B exclus)

Fig. 3.
Pour le cSté 1 on a n, = 0] n, = -1.
(5) deviennent :
fffl fﬁﬁi = - (1)
“(ax M 9x ) = 1
2 1
o) du, u, (1)
A 3;: + (A+2y) 3;; = -f2
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L'approximation aux différences d'ordre 3 en h est :

= -y - 2h
(12) o = WXy - Y- X, Y 42

3(A+2u)YO = A(x1-x3) + (A+2u)(th-Y2) + 2h f(‘)

e

2

# point du cdté 2 (B et C exclus)
e Pour le cdté 2 on a
? )4‘ L x n1+1=O n1=1
[
0] =
n2 0]
B




(5) deviennent :

At e gpl= g
(13)
u(3u1 322) = f(2)
ax2 ax1 2

L'approximation aux différences d'ordre 3 en h est :
3(a2u) %, = MY,~Y P+ (20) (bx)-X,) + 2h f(g)
(1h)

i v 4 .2h(2)
g = My + X3 - Y, - X, #2555

# points du cOté 4 (A et D exclus)
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-1 et n., = Q.

2

L'approximation aux différences d'ordre 3

D 4
1 4
Pour le coté 4 on a n,
O L { 2 3 X1
‘ L 2
3 en h s'obtient par calcul analogue :
A*  Fig. s.
3(A+2u)xo = ).(Y1-Y3) + _(x+2u)(hxh-x ) +2n f(h)
(15 (h)
3Y0 = th 3 - Y + X1 + =
c) sommet D.
p=@® N ®
Sur le c6té 3 : (9) donne :
O, My =143 .
ax2 8x1
(e du, . 3, (3)
A——-+ (A+2u)—" £,
9x, )

Sur le cdté L :
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] du
u2 + (x+2y) 1 -f(h)
x2 x.l 1
(17)
Ju 2
3..l.|..i)-__.....lf(l")=k|
x2 Zix1 2

Pour 1'équilibre en D on doit avoir une densité de couple nulle, c'est-3-dire :

KOOI

D'ol k = k' et on aura pour le sommet D :

ou 2
/ 1 -
EXETAL (a)
ou 9
1 Y2 _ A(3)
(18) ¢ a—x-1-+ (A+2u) —;; f2 (v)
u ]
(A+2y) —-3x1 + A —-a:2 = —fgh) (e)
1 2
avec k = — f(3) = (h).
u M 2

Décrivons (a) par rapport & x, et x, , (b) par rapport & x, et (e)

par rapport & x_.

2
2 2
(2% 2%
3x18x2 3 %’ ax1
2 2
9 u1 ] u2 ok
J 3x2 3x1ax2 3x2
2
(19)
32u1 32u2 az¢3)
. 2
A 2 + (a+2u) ax = 9ax
E)x1 1°72 1
32u1 32u2 afsh)
L (a+2y) A
X 2 ax
1772 3x2 2
x, A
2
0 D > X
1 ™M
2 3

FiE. 6.
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Discrétisons (18) et (19) au point D c'est-d-dire O.
En utilisant les relations (Chap. I.3) l'approximation du Léme ordre

en h est :

(2u v, = (h42u) (Y,-X,) + 2 X, + A(X,~Y,) - hl(kx1+kx2) ~ (32u)kh
o2 afgl‘) afé3) 3%k ok
) - 5 hx et (20 (5 - 5]
(20) > 1 1 2
5p(3)
_ v ey 2 %
21 Xy = 2% X, + (A+2u)(Y1+Y2 Y, 13) 2 nkx1 h o,
avec
( Afé3)+(>‘+2u)f(1h)
kx1 -7 Lu(A+p)
(21) )
(A+2u)fé3)+xfgl‘)
kx2 hu(a+y)

Y

Pour les sommets A, Bet C on a par permutation, des relations analogues &

(20) et (21).

d) Résolution.-
Les €équations aux différences finies (8), (10), (12), (14), (15), (20)
permettent de calculer le vecteur déplacement ;(X,Y), ce qu'on fait généralement

avec la méthode itérative de Gauss-Seidel (voir exemple traité).

3) Calewl des contraintes.-

a) point_intérieur : {R}

voir Fig. 2 du Chap. VI.

,
04 = [Owon) (x,7%5) + A(X,-1))]
(22) e [(x)=X,)+ (e2u) (1,-1,)]

- = 1 _ -
912 = % = 3 ulY, T3+%, Xh]
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(Bl () (%, ~X,)42 f(3)]

Q

11 A+2u
_ (3}
(23) o = 15
_ _ o(3)
Typ = 0pq = Ty

c) ¢8té 1 (voir Fig. 3)

(o1 = Algu ['Q'E (A+u)(X,~X5) - A féﬂ]
(24) { oy, = ‘fé1)
= = —gl1)
\ 012 = 021 = "‘f1

c,, =71

(2)
1

[—E Q) (YY) + 2 f(z)]

Q
I

(25) 22 A+2u

Q
[]

_ o2)
21 =% = %

e) c8té_ b4 (voir Fig. 5)

 _ol¥)
(04, = T,

(26) 3 B (e (r,mry) - 2 ol

9 A+2u

\ 0.. =0

(4)
21 =-1,

12

IT1.- ELASTICITE A 3 DIMENSIONS (parallélipipdde).-

Dans le parallélépipéde G =R US {x(x1,x2,x3) 3 08 x, §e,

0O&x,€b3; 0sx, £bl on pose le 28me probléme de 1'élastostatique :

2 3




(28 bis) $ 4
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e uAu + (A+p) grad divu+ o F =0 x € R
) 3 au1 au
(28) An .Z T .2 n, ( \ires ) = f; xe8
i=1 1 i= J
\ =1 92,3

ol 3(u1,u2,u3) est le vecteur déplacement élastique ?(f1,fé,f3) densité
surfacique de force, et 3(n1,n2,n3) la normale externe & S.
Pour la solvabilité et 1'unicité du probléme, les équations (6) et (7)
- ’ >
sont inchangées (r = r(x1, 2,x3)).

Posons u1 X U1 = X u2 %FJE =Y u3 X U3 = Z.

1) Points intérieuns {Rh}.-
On a déja discrétisé (27) (voir. Chap.VI.28). L'approximation d'ordre L

en h est :

fz(x+h{,)xo = (A+u)[(x1+x3) + 71—(1( +YT Ye- YB) + II(Z +z13 12" 11‘)'I

4
+ul I x+ +x)+hpF
i=1 X9 10

20T = () [(Y,#8)) + XA =X Xg) + 12,22 o2, 0)]

+Y ) + hap F

+u( ] vy o

i=1

9

1 1
2(a+by)z,y = (A+u)[(z9+z10) + F(x”+x13-x12-x1h) + -;;(Y15+YW-Y16-Y18)J
L '
+ul [ ozz
i=1

2

9+Z )-u-hp'F3

Pour discrétiser (28), on envisage les 3 cas suivants :

2) Points de La frontidre {s,3}.-
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Pour la face 1 (ABCD) on a : n, =1 n, = 0 ny = 0 (28) donnent :
ou ] Ju
1 Yo 3y . o(1)
(A+2u) Bx1 * (8x2 + 3x3) - f1
3u2 -—-) =V
(29) { Bx ax2 2
su su
Mot e = 1y
L 1 3 3

en désignant par ?(1) la densité sur la face i. Les &quations mises sous forme
de différences finies donnent (Fig. 3 du Chap. VI) une approximation d'ordre 3

en h :

( 3(A+2u)XO = 2h rg’) + (x+2u)(hx3 20) + A(yh -Y .+ 10—29)
(30) { 3uY,=2n fé1) + (MY -Y, 1+ -X,)
L3uz=2hf(")+u(hzz -X)
0 3 3 220" %10 9

b) 28me_cas : Le point est sur une aréte mais non un sommet -
exemple = aréte AB (Fig. T.).
Les équations (29) sont toujours valables, mais en plus il faut consi-
dérer que le point se trouve aussi sur la face 2 (AB FG) ol n. = 0O n, =0

1 2
ng = 1. (28) deviennent :

SR e (2)

(——-+ -—0 =1,
X3 Y4
. - (2)
(31) ) u(-éx—3 -—1) £,
duy “2 _ A(2)
(A+2u) x3 + A( %, ax1) = f3

La densité du couple étant nulle sur AB on doit avoir

e3) o )

3 = uk

3

On a donc simultanément (29) et (31) qui constituent wn systéme de 5 équations.




(33)

oy

On élimine —
3x2
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entre la 18re équation de (29) et la 3&me équation de

(31) et on additionne la 2&me équgtion de (29) avec la 2&me équation de (31). On

obtient le systéme :

( fup w0 L2)
M, T, T T
du 3, 3(u, +u,)
2 2 1377 _ (1) (2)
(32) ﬁ u[ax1 * 3x3 + 3x2 L f2 + f2 s
——=k
L ax1 3x3 3

Ces équations mises sous forme de différences finies donnent (Fig. 3 du

Chap. VI) une approximation d'ordre 3 en h :
( _ . h (1) (3) -7 -

3Ky =+ (f1 ) + (hx3 20) (Lz Z107 %01 3zo)

6Y ( (1)+f(2)) + (LY _-Y, ) + (bY ) + (X,+2,) - (X,+2,)
< %% £, 3" Y20 10 Y21 w2y Xo*Zy

_2n - X -
L3zo " k3 + (hz Z, ) + (hx10 %5, 3x0)
c) 32me_cas : Le point est un sommet : exemple = B (Fig. 7). Les équa-

tions (32) sont touwjours

valables, mais en plus, le point se trouve sur la face

3 (BCEF) ol n, =0, n, =-1 et n, = 0.
(28) deviennent :
7 ou 3
(e IR !
u du, 9
1 3 Yo (3)
(34) Moe— + —2) + (A4p) 7— = -1
ﬁ ax, 3x3 3x2 2
u 9
u(3x3 M 322 - —ng)
L 2 3
En comparant avec (29) et (31), la densité du couple est nulle au poiat
B si:

1 _f(3) ks

k
fA3) 1

(2) _ _
" et f2 3 "
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Q

u
Eliminons 521 dans la 1ére équation de (32) et la 28me équation de (34),
1

(32) et (3L4) sont équivalentes 3 :

' ou ou,
3, M2u "2 _ (1)_ (2) 1 .(3)
2 YT % (f ) -3 1
3 2
au2 au2 a(u1+u3)
(35) { + + k, +k
ax1 3x3 3x2 2
8u3 au1 ~
=, T w K3
\ 1 3

Les équations (35) mises sous forme de différences finies donnent

(fig. 3, Chap. VI) une approximation d'ordre 3 en h.

/ 3%, = 2h k3 + (hz3-220-3 zo) + (hx1o-x21)
6Y, = 2n(k +k,) - [(Yzo—hY3) + (Y, mbY )+ 3(Xg¢ o)
(36) A
- L(Xy+2,) + (x19+z19)]
L 620 = gh[é (f(2) (1)) (3)] + 2(hZ10 21) + A%_E (hy Y 3 O)
Conclusion. -

Les systémes (28 bis), (30), (33), (36) permettent, par la méthode de
Gauss-Seidel, en général, de résoudre le probléme et de calculer le vecteur dépla-

cement en tout point du parallélépipéde.

Caleul des contraintes.-

a) points intérieurs {Rh}

les composantes du tenseur des contraintes s'expriment en termes déplace-

ments par :
Z du, aui
G.. =X 6, + ulz=l + =2)
ij i 2 x;  3x;
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Gij i’j = 1’2’3‘

L'approximation d'ordre 2 en h de ( ) donne (fig

= =1 - -
(o, =0 =5 [(2u)(X, Xy) + MY, Yh+29 Z,0)]
= =
Opp = 0y = 35 [+2u)(Y,-Y)) + MK -X 422, o]
= =1 - - -
033 =9, = 3m [(A+2u)(29 Z1o) + MX X4, ¥),)]
<
= = X - -
9p = Ty = om KoY, Y4
= =X - -
93 = Typ =7 gX10%242;)
= =2
| %237 yz T 2n [y-¥,042572))

b) point sur la face 1 (fig

La condition-frontiére peut s'écrire :

3 auk au auk
A, } — +u Z ( = f,
J =1 % & J
J = 1,2,3
'%(f £ .20,
avec 2 3
Pour la face 1, on a n, = 1 n, =0 n3 = 0
( = (1)
011 ox = f1
- (1)
T2 = Ty = D
= (1)
013 = Tyxg = T3
J o, =0 =2 [(y-v) +bx, - 3x —x0]+f(”
22 y 2h 2 7k 3 0 2 1
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Q
|

= Ay - _ _ (1)
33 = 95 T on (Zgm2o) + 4X3 - 3%, Xpol * T4

.. =M [y - -
O3 = Typ = m [(Yg¥qo) * (252,)]

¢) point sur l'aréte AB (fig

AB est 3 la fois sur le cété 1 et 2

(94 =0 =1,
Oip = Txy = fé1)
993 % Txg ° f§1) = fge)
ﬁ 033 = oz = fgz)
q23 = Tyz = fé2)
\ %22 % % * e [lrmr) « WXg = 3Ky = Xyl * f§1)

d) point B (sommet)

/ =g =1
Ty9 % Ty = T

(1) (3)
2Ty *h =~

33

23 xz

22
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CHAPITRE VII1

DETERMINATION DIRECTE DES CONTRAINTES
POUR LE 2e PROBLEME DE L'ELASTICITE PLANE
CAS DU RECTANGLE

1.- POSITION DU PROBLEME ET NOTATIONS.-

Rappelons les notations usuelles pour les composantes du tenseur des

contraintes :

991 T % Io0 = 9 912 5 991 F Ty

I1 s'agit de déterminer ces composantes en chaque point du domaine
G=RUS connaissant la densité superficielle de force ?(fx,ﬂy) sur le contour
lisse S.

Nous avons déjd développé une méthode indirecte basée sur la détermination
du vecteur déplacement (voir Chap. VII). Nous proposons dans cette section une
méthode directe de détermination de Oys 0, et T __. Appelons n_ et n les

y xy x Yy
cosinus directeurs de la normale extérieure au domaine sur le contour S. On a

+
nx °x ny rxy = fx

(1)
n o + by
y oy T Ty Ty

->

v(nx,ny).

On néglige les forces massiques et on appelle ¥ 1la fonction des con-

traintes. On a alors
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o =g =¥
1 x 2
Ay

() o., =0 T - 32y

12 21 xy 9xdy
¥ satisfait la condition de compatibilité.

2

(3) AAY=4A"Y =0

On pourrait appliquer la méthode

des différences finies & 1l'équation biharmonique

(3) et ce en utilisant 1'approximation d'ordre 6 en h donnée par (Chap. II.1k)

Nous proposons iei un calcul direct.

On supposera par la suite, que le contour S est rectangulaire.

A

¥
Al ® C|
® ®
A @) B! T
Fig. 1.

D'aprés (1), on connait :

oy sur les cStés 1 et 3
(L) o, sur les cOtés 2 et L
T sur tout le contour
xy
D'aprés (2), on a :
ox _ _ ot
ax 3y
(5)
ooy . _ 91Xy
Yy 3x
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et la condition de compatibilité (3) s'écrit :

(6)

A(ox+cy) =0

Par dérivation de (5) par rapport & x et y, on obtient 2 équations aux dérivées

partielles du 2éme ordre, qui jointes & (6) donnent

(

(1) 4

0«0
—

32(0 +0_)

2 2
= L (8.)
Yy

A(°x+°y) =0 (v)

X = - AT

ox9y xy ()

Le probléme de calcul des contraintes se raméne donc 3 la résolution

de (7) avec les conditions frontidre (4). On appliquera la méthode des différences

finies avec approximaiton d'ordre 4 en h.

Posons A X ¢

X

11.- CALCUL DE A ~ o

et By

y

On discrétise le probléme suivant :

(1)

aaox 820
> ’_2I (a)
ax Yy

A(ox+oy) =0 (v)

oD 2 f2) G0 g (D ag) D) @
(8)

o o)) (3 ) () ) (W)

y Y y y : xy x . xy y

(i)

en désignant par o

sur le cdté i. .

la contrainte sur le cOté 1 et f(l) densité linéaire
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1) Points a L'inténieur du domaine (non voisins d'un coté).-

AY

2¢
FID SR B

fu

Fig. 2

L'approximation d'ordre 4 en h de 7 est (voir Chap. I et II) :

A1 - 2AO + A3 = B2 - 2BO + Bh

(9) L L
iz1 A, + 121 B, = h(AO+BO)
Le résolution en Ao et BO donne :
8A0 = B1 + B3 - (Be+Bh) + A2 + Ah + 3(A1+A3)
(10)
8BO = B1 + B3 - (A1+A3) + A2 + Ah + 3(B2+Bh)

Ce systéme n'est pas utilisable pour les points au voisinage du contour

(points du ler précontour) ol interviennent les conditions limites (8).

2) Points au voisinage d'une Limite ||Oy.-

&) points au voisinage du cdté 2

4Y
p 2
3 1 X
v’
cSté 2
N
Fis. 3.

Le point 1 étant sur le cdté 2, d'aprés (8) on a :
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]1 est aussi

VIII.5
- (£(2) __ 0l2) . 3Cy _ _ ro_ (2)
A, = (fx )1 C, = (fy )1 et par suite (By)1 5y y
connue.
D'aprés la 1ére équation de (5) on a :
(_ag) '= ( = _w
3y’ 1 ax1 2n
qui s'écrit
= - op(S&
(11) uAO = 3A, * Ay 2h(3y)1
D'autre part :
2A1 - hAO + 2A3 = 2B2 - hBo + QBh
En utilisant (11), on obtient :
(12) 4B = A, - A, + 2(B+B,) - 2n()
‘ 0 1 3 2 4 ay’1
En résumé, on a le systéme suivant pour le point O :
( = - op(3C
hAO = 3A, + A, 2h(ay 1
(13) { B =4a -4A +2(B+B ) - 2n(
0 1 3 2 7k 3y’ 1
- (p(2) 3Cy _ _ rd_ (2)
k avec (f )1 et (By)1 =- Iy y ]
b) points au voisinage du c8té 4
y 2
3 -+ 3 X
Fis. h.
Le point 3 étant sur le cdté 4, d'aprés (8) on a A = —(f(h))

(2€)

p(4)
dy'3 - ]

et par suite
P ayy

est aussli connue.

- (f“*))
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En utilisant le fait que

~3A_+4A _-A
(14) (323 = (39), = =72

et en faisant des calculs analogues a ceux.de ci-dessus on arrive au systéme :

_ 3C
( hAo—3A3+A1+2h( )
= - ¢
(15) { hBO = A3 A+ 2(B2+Bh) + 2h(ay)3
i 3C 3 4
\ avec A3 (f( )) et (B_y- 3 = [a—y- fb(f )]3

3) Podnts au voisinage d'une Limite ||o .-

a) points_au voisinage du cdté 1

Y
2
¢ 4
3 0 1
4 N
7TA?77 »X
~ coté 1
Fig. 5.

Le point 4 étant sur le cdté 1, d'aprés (8), on & :

B, = (£ (f(”)

y ‘L h
#(1)

9x x

4

et par suite [ ]h est aussi connue.
On utilise ici la 2&me équation de (5)

h+)4B -B,

(1) B, = Dy -

On combine cette relation avec

A1 - 2AO + A3 f B2 - 2BO + Bh

on aboutit au systéme
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- - 3¢
s uAO =B, - B, + 2(A1+A3) + 2h(ax)h

= ¢
{ uB, = 3B, + B, + 2h(ax)h

o _(pl1)
| avec Bh = (fy ))4 et ay h [ax N ]h

b) points_su_voisinage du_cdté 3

AY
cdté 3
VI TN LN IE

2

‘Le point 2 &tant sur le cété 3, d'aprds (8) on a :

_ r(3) _ _ ra(3)
B, = &5- ]2 C, = [fx ]2

1o(3)

et par suite (Bx)2 - [ gx ]2 est aussi connue.

(18)

La 28me &quation de (5) devient ici

(25

_ (3B "3Bz+hBo’Bh
0) (@ -T2 ok
X

2 oy 2 " 2h

Avec les mémes calculs que ci-dessus, on a

(19)

( 3C
hAO = B2 - Bh + 2(A1+A3) - 2h(ax)2
- _ aC
{ 4B, = 3B, + B, - 2n(37),
_ (3 aCy _ _ ra_ .(3)
\ avec B2 - (fy)2 et (ax)2 ox fx ]2

4) Points au voisinage d'un sommet.-

Les systémes seront obtenus par discrétisation de (5), c'est-d-dire :




A _
ox
(20)
3B _
dy
a) sommet A'
A |2 4 =
y 4 hAO
0 1 MBO )
3 (21) <
avec
A L O 3C
&3 =
Fig. T.
b) sommet B'
(
bay =
AY
‘2 )_;,B =
0
(22) <
avec
3 0 1
oC
3 X \ (ay)1
4 B!
Fig. 8.
c) sommet C!
Y (
B o ba, =
4B =
0
. , (23)4
3 0 1 X avec
" 3¢
(ay)1

3A1 + A3

3B2 + B)+

= (ol
Ay =gy

= - [ay

VIII.8 - Th -

- 2h(ay 1

BC)

- 2h(§;

2

2) _ (o(3)
) B, = (fy )2

1

(2)]

aC
N (2

#(3)
9x’2 ]

ax x
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AY f 2
. , bay =38+ A+ 2h(3;)3
(2h)< 4B, = 3B, + B - 2h(§%)2
’ g T avec A, = -(fih))3 B, = (f§3))2
Fig. 10. |

Les systémes (10), (13), (15), (17), (19), (21), (22), (23), (25) nous
donnent tous les €léments nécessaires au calcul des fonctions A et B &
1'intérieur du domaine Rh. On utilisera pour cela, la méthode itérative de

Gauss-Seidel et on pourra prendre zéro comme valeur de départ.

11 reste & déterminer qu A sur les cdtés 1 et 3 et oy ~ B sur
les cdtés 2 et k.
5) Detenmination de A surn fLes cotEs 1 et 3.-
a) Détermination de A sur le c8té 1 (A'B')
/}Y On discrétise ici (7 a) c'est-a-dire :
] 2°a _ 3°p
2 BN
o i R Par le développement de Taylor d'ordre 4 en h :
Al 3 0 1 B! >
2,9 A
' 4 BH(T3) = Ay - 2A + A
- Fig. 11. X

Par le développement de Taylor d'ordre 3 en h

o
2,3°B, _ _ _ 3B
h (a 2)O = 2(32 BO) 2h(ay)o
Y
9By _ (oC
Or (ay)o = (Gxo -

On asurs finalement 1'approximation d'ordre 3 en h :
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on = A + A +2B_ - 2B, + 2n(2%)

0 1 3 0 2 ax’'0
(26) (
__ 1) ) = (o) ) = (el2)
avec [ax x i AA' - (fx )A' » Apr T (fx )B'
) b) détermination de A sur le cOté 3 (C'D')
Y
P' 3 0 1 Par un raisonnement analogue & ci-dessus, on &
t + 4 —>
1l'approximation d'ordre 3 en h :
e
Fig. 12.
2hy = A, + A3 + 2By - 2B) - eh(-g—%)o
(27) :
acy _ _ m_ .(3) . _ (2) , - _(o(H)
avec (37, Gx & Jo 3 B¢ = (57 5 A = =5, g,
6) Détermination de B sur Les cotes 2 et L.-
a) détermination de B sur le cdté 2 (B'C')
YA
+¢'
s L'approximation d'ordre 3 en h est :
12
= + - -
2B, = B, + B, + 2A, - 2A, 2h(ay)o
~ﬁ3 ) X avec
0
(28) 2Ly - - [—a f(z)] ; Bh, = -(f(1))
\ 20, 3y’ 0 3y 'y 40 > “m! y /B
(3)
Bq (fy )c'
B! \
Fig. 13.
b) détermination de B sur_le cOté L (A'D')
¢ L'approximaetion d'ordre 3 en h est :
2B, = B, + B, + 24, - 2A, +2h(aC)
3 X 2 0
(29)ﬁ avec
ac (h) = (gl . = (3)
Fis. 1’*.

La résolution de (26), (27), (28), (29) peut se faire par approximstions
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successives (méthode de Gauss-Seidel).

I11.- CALCUL DE LA FONCTION c » gL
A et B #&étant connus partout, on calcule C en discrétisant (7 c)
c'est-d~dire :

2
(30) _UA_*-B_l:AC

oxXoy

avec C connue sur tout le contour Sh

D'aprés (Chap. I,3), on a les approximations suivantes d'ordre 4 en h.

%
o 2 2 32(A B)
+
4h [Tay-]o = (A+B)5 + (A+B),_{ - (A+B)6 - (A+B)8
o 4+ X
U z
2 - P
2h- A'C = C5 + C6 f CT + C8 hCO

7 8 On en déduit alors :

(31) 800 = 2(C5+C6+C7+08) + (A+B)6 + (A+B)8 - (A+B)7 - (A+B)5

C connue sur le contour Sh'
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CHAPITRE 1X

RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME

MIXTE DE L'ELASTOSTATIQUE. CAS DU CARRE.

GENERALISATION A L'ELASTODYNAMIQUE

Dans la résolution numérique du ler et du 28me probléme de 1'élas-

tostatique dans un carré, nous aboutissons & l'équation matricielle :

- >
Au=b

Nous avons résolu le 2éme probléme dans un cas particulier (voir appli-
cations) par la méthode itérative de Gauss-Seidel.

tToutefois, nous avons proposé pour le ler probléﬁe une méthode itéra-
tive de directions alternées ("Splitting Methed") ayant pour but de fournir des
opérateurs facilement inversibles (voir Chap. VI.3)

Nous allons étendre cette méthode au probléme mixte et comparerons

les résultats avec ceux de ( Chap.VI.3).

1.- POSITION DU PROBLEME.-

Dans l'intérieur du carré R{O < X%, < 1} on cherche le vecteur

déplacement ﬁ(u1,u ) satisfaisant :

2

(1) | uAu + (A+u) grad div u + pF = 0

Sur la partie de frontiére 8, =8,,+5,, ol 8,5 = {x:.L = 0} on se donne le

vecteur déplacement :

(2) al. =
S1

=¥

Sur le reste de la frontidre S + S ol S,., = {xi = 1} on

o =551 * 5, 2i

se donne les composantes du tenseur des contraintes :
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(3) °i.k|s, T Lk

Ces composantes s'expriment en fonction des u,

4 ou 8u2
g,, = (A+2p) — + A

11 3 1 8x2
Bu1 3u2

(L) < Oy = A —— + (A+2p) ™
1 2

Ju au,

1 2

0, =05, = pr— + —=)

\ 12 21 8x2 3x1

Les relations (1), (2), (3), (4) résument le probléme mixte.

IT.- NOTATIONS ET DISCRETISATION DU PROBLEME. -

On discrétise G =R U S par un treillis rectangulaire, la maille

du grillage ayant pour cdtés (h1,h2).
XA S
D 22 C

11 21

Soit $(w1;w2) € Ch’h(Gh). Reprenons les notations de (Chap.VI.2).

> -> > > :
wix.+h. )~w(x. wix./)~w(x.~h,
_ Blxg+ny)=0(x,) L Blxg)=G(x,h,)
w = w- =
X. h. X. h.
1 1 ; 1 1
> -> ->
w(x.+h. )-2w(x. )+w(x.-h.)
> _ ( 1 ths ( l) ( ;7hs
Aw=w = =
11 X.X. 2
11 hi

>
€
1]
=
—_
Y
€4
+
=
n
n
>3




De plus : N:h, =1 wi 5= w(1h1,3h2).

X u il
. > . >
Soit v la valeur approchée de u

Y u,
L'approximation aux différences finies d'ordre 2 en h du probléme

mixte (1 - 3) est :

"
(@4

(5)

u Ah$ + (A+u) AT + oF

[ Y, =% (6)
]
_(}‘+2“)X§1 + A Y’—‘a]s =f. (7)
21 '

{ ] ] -
U X= +yu Y- = f (8)
L%, x, 821 12
_(A+2u) 1;}—(2 + A X’_‘Js = f22 (9)

22

uX- +qpuy- ] =f (10)
L x2 x1 g 21

22

ITI.- METHODE ITERATIVE.-

Pour résoudre le probléme aux différences (5 - 10), nous proposons le
-3
. . . €me . .
procédé d'itération suivant : supposons connue la k itération du vecteur noeud

$(k)(x(k) ngz) dens G, «c'est-a-dire pour O g i g N

. £JsN,.
ij ° "1, h ! e-t R
>(k+1) ’ ., .
Le vecteur noeud v sur Sh est alors déterminé par les condi-
tions frontidre (6 - 10).
Pl » + ‘ - " - 3 :
Pour déterminer $(k 1) dans Rh c'est-8-dire pour 1 g1 < N1 et

18§ < N2, on peut utiliser la méthode itérative de directions alternées, pro-

posée dans (Chap.VI.2), car on a ramené mixte & un probléme de Dirichlet.

. . .. +1) . .
Toutefois, la détermination de $(k 1) sur 82 présente des particu-
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larités qu'on va discuter.

(11)

0sJjsN

(12)

X(k+1)
N, .
15J

(13)

avec

et YN

a) points du cdté S

21°

Ecrivons les conditions (7) et (8) sous la forme :

(k+1) (k) (k+1) (k+1)
Xy Xy 1. Y -Y !’
1,5 MiT Mg Mg
(A+2u) —=+5 + A ) = (f)y .
1 2 153
(k+1) _(k+1) (k+1) (k)
- Y -y )
XN . . N, . N,=-1,]
1,,] 1,J_1 1::] 1 -
H h tu h = (£, )y
2 1 ? 1,3

Les points de S,, sont notés (N1,j) avee N.h, =1 et

-1.

2

(k)

Par hypothése, on connait XN et Y(k)
1

_1’J. N1—1’j.

D'autre part pour le point B (N1,O) la condition (6) s'éerit :

(k+1) (k+1)
= (v.) Y = (y,)
XN1,0 VN o ¥i0 2N, 0

En considérant (11) comme un systéme algébrique ayant pour inconnues

(k1) » 11 est possible de les déterminer pour j = 1,2,.... N2-1.
15J

Sous certaines conditions :

.Condition d'unicite. -

. ~ . >(k+ . g
Exprimons & partir de (11) vék ") en fonction de vé%;Jg
Mg "
>(k+1) . ., e Zns
A v + vecteur d'ordre indépendant de l'itération (k+1).

1,J-1

Si on passe aux variations :

AL a,$§k+fz1
1,3 17




(1k)

(15)

est que
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2
Ah1 }\h1h2
A=
2
(A+2u)h1h2 Ah1

La condition nécessaire et suffisante d'unicité de la solution est que :

2(

dét A = Ah1

Ahf—(x+2u)h§) #£0

Soit

Ahf - (A+2u)h§ #0

Condition de stabL{lité.-

L'étape variable est l'indice j=1,2,...,N2~1.

La condition nécessaire et suffisante de stabilité (voir Chap.I - 18)

[al] < 1

.. >
Définissons une norme pour & v par :

(16)

Ici

On doit

[l6v]| = |sx| + |ex]

La norme correspondante pour la matrice A{am e} est :
k

2.
A:sup ) |a,] .
£ m=1 e

2
= +
a8, * &, Ah1 (A+2u)h1h2
a .. +8a.. = Ah h, + Ah2
12 22 172 1

donc avoir :

2
Ah1 + (A+2u)h1h2 < 1
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h
B i, S,
(17) n, o2t /T e

1
La condition de stabilité satisfait par la méme la condition d'unici-
té (15).
En résumé, il suffit que (17) soit assurée pour gque la solution de
(11) soit unique et stable.
b) points du cbté S

22

Ecrivons les conditions (9) et (10) sous la forme :

o i) L) Y1) _y(e)

1,N2 1—1,1\]2 1,N2 1,N2 1 (

A + (A+2u) = (f,,).
J h1 h2 22 1,N2
(18)

X§k+1) _ ng) Y§k+1) _ Y§k+1)

1,N 1,N. -1 1,N i-1,N
{ y 2 2 + 2 2 = (f_.)

h2 h1 21 1,N2

Les points de S,, sont notés (1,N2) avec N,h, = 1 0sisgN-T.
(k)

(k)
. et Y. .
1,N2—1 1,N2—1

D'autre part pour le point D(O,NQ), la condition (6) s'écrit

Par hypothése on connait X

(k+1) _ (k+1) _
(19) Mom,” = Wlom, Mo’ = Waloy -

Avec un raisonnement analogue & celui de ( 14 ), une condition suffi-

sante pour la détermination unique et stable de X§k+1) §k;1)
2 2

i,N et Y

i=1,2,..., N,-1 est que :

1

h ’
1 1 1 2
— -— —
(20) h2 g 2 (h + A+2u)

En comparant (17) et (20), on remarque qu'il est impossible de satisfaire simul-

tanément ces 2 conditions Vh1 et h2.

e¢) Discussion

Choisissons h, et h, tels que la condition de stabilité (17) soit

1 2
o P . >(k+1)
satisfaite sur S,,. On peut alors déterminer par (11) le vecteur v




IX.7 - 84 -

(k+1)

S... Pour déterminer v

o1 sur S_,, on Elargit le cOté de la maille h

22 1?

c'est-&~dire qu'on choisit

'=—=
h.I h1 m h1 m> 1

tel que la condition (20) soit satisfaite

h
s R N A )
(21) - A vl

2

N
On supposera que ;ﬁ- est _entier.

Examinons les 2 ceas de ls discussion :

ier cas : m entier.

Le systéme (18) permet de déterminer ;Sk+1){x§k+1)
1,N2 1,N2
N

condition de stabilité assurée (21) pour i = m,2m,..., E%T' Pour

§k+1)}

1,N2 avec la

s I

om < i < (a+1)m, on peut se contenter d'une interpolation linéaire :

(k1) o +(k+1)
[(a+1)m—1]3( + (i-am)
k1) _ am,Njg (a+1)m,N2
i,N2 n
NT
2éme cas : m # entier avec - entier
Posons m = n+e avec n entier et O < € < 1. Alors, & partir des
oz (k) >(k) 2 . . .
quantités connues vdn,N2-1 et va(n+1),N2-1’ on détermine par interpolation
‘linéaire le vecteur 3(k) . Le systéme (18) permet alors de déterminer
: a(n+e),N2-1
3(k+1)
a(n+e),N2'
d) Cas particuliers
-> + . ~
. La valeur de v(k ") au sommet C (1=N1, j=N2) peut se calculer &
partir de (18) ol on choisit h% =mh,, car le vecteur ;ék)N -4 est connu a
1272

partir de (11).

. si, par exemple, on ne peut &largir le cdoté h, de la maille (on

trouve par exemple m h, > 1 pour satisfaire (20)), on rétrécit alors le cté

h2 de la maille, c'est-a-dire on choisit :
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h!' =h_ =mh avee m < 1

telle que la condition (20) soit satisfaite :

h
1 1 /1 2)

—_— =+ =+

(22) mh2 > 2 /L A+2u
Comme la k°°° itération est connue par hypothdse, on détermine les
>(k) . : B : :
valeurs de Vv aux points noeuds (1h1, (N2-1) h, + ;rﬁ par interpolation
linéaire de . et $§k) . En choisissant h' = m h_ dans (18), on déter-
i,N.-1 1,N 2 2
. 2 2 >(k+1)

mine alors de fagon stable le vecteur v. .

1,N2

. 5i nous partons initialement d'un grillage carré :

h1 = h2 =h
On rétrécit le cdté h, de la maille pour le cdté 821 c'est-d-dire
qu'on pose :
= = =h
h,=h By =y
La condition de stabilité (11) est satisfaite si
1 1 2A
-+ -t =8
(23) m > 3 /3 v
Pour le cdté 822 on pose :
= o <
h1 =h et h2 -
et la condition (18) est satisfaite si m vérifie (23).
>(k) . . , h .
Les valeurs de v aux points de coordonnées {h(N1-1) + o d h}l

et {ih,(N2-1) h +<%} sont déterminés par interpolation linéaire.

IV.- GENERALISATION A L'ELASTODYNAMIQUE.-

On peut appliquer le procédé ci-dessus pour la résolution numérique

du probléme mixte de l'élastodynamique dans le carré unité. 3(u1,u2) satisfait :
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32+ > > >
(24) P ——§L= u A u+ (Ay) grad div u + pF
ot
dans

D= {0 < Xy5%, < 1} x {0 <t g T}

2

les conditions initiales (t=0) sont :

>
ou

-> -> >
(25) u(x1 sxzso) =Y -é-f-,- (X1 ’Xgao) = g
les conditions aux frontiéres sont :
(26) G‘ = $(x1,x2,t) 0<tgT
5 v
1
(27) % x ] = fi’k(x1,x2,t) 0<tgT
2

On approche (24) par 1'équation aux différences :

;;i? ~ 2;;1 J * ;;111—3 >n -n >

(28) P 12’ 2 =y A Vi, + (A+u) A Vi + pFi,j
oll 3?’j = $(ih1, jh2, nt).

Les conditions initiales (25) peuvent &tre approchées par :

>

(29) V3=V Vit Vi tTE

On peut alors déterminer ;?:; pour 0 < i < N, et 0<j < N,
a partir de (28).

Par les conditions-frontidre (7 - 10), on détermine f?t; sur 821
et S

22"
' Les Fonditions de stabilité (17) et (20) le long de chaque frontidre
doivent &tre satisfaites.
On montre (voir Yanenké [ 6]) que ia condition de stabilité du schéme
aux différences (28) est :

(30) T(:l— 11—') < A";Eu

1 2
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Cette condition (30) n'impose pas des restrictions supplémentaires
pour le choix de h, et h2, car h, et h2 étant déterminés par (17) et

(20), on peut satisfaire la condition (30) par un choix convenable de T.

Remangue. -

Aussi bien pour le probleéme mixte de 1'é@lastostatique que celui de

1'élastodynamique, la question de la convergence reste ouverte.
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APPLICATION 1

TORSION D'UNE BARRE

PRISMATIQUE A SECTION CARREE,

—t
4+ N
=4

Les génératrices sont paralléles & Oz, et
la surface latérale n'est pas chargée.

On néglige les forces de volume et on admet

[
|
i

Y- == = =

S

~

que les efforts extérieurs appliqués sur les

~
IR
i
1
[
|
%

faces z=0 et 2z=H sont respectivement équi-

£ V4
4 T, >
-M valents & un couple de torsion
4 -M sur la face 2=0 et
Fig. 1. . +M sur la face z=H.

o
i

. . i oy
Le matrice du tenseur des contraintes est :

0 0 T
Xz
0 0 T
vz
T T 0]
zX zy
Pour alléger l'écriture on remplacers par la suite Tez PoT T et Tyz par
T On démontre que :
0¥ oY
1 v = -
(1) T = y et Ty ox

¥ fonction de Prandtl vérifiant :

-AY
o
¥

-2G6 & l'intérieur du carré

0 sur le contour,
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G = yu = coefficient de Lamé

6 = angle de rotation unitaire.
Posons U= V¥ + —2%6— (X2+Y2)
AU = 0 & l'intérieur du carré
(2) => (3)
U= % (x2+y2) sur le contour.
Posons V = LU et appelons ¢ = .3
Go PP Ge
AV = 0 & l'intérieur du carré
(3) = (1) s o
V= E(x +y°~) sur le comtour

avec V=0 + -;-(x2+y2).

D'aprés (1), on a alors :

Vv
Go [—y + W

-
"

(5)
Ge[x ~ -g—:g

it

T
y

Remarquons que M =G 6 C (C module de torsion du carré = 2,249 au ; ici

a=%m=> C#O,Mmh).

Le calcul de 1 et T, se raméne & la résolution de (4) : probléme

de Dirichlet pour 1l'équation de Laplace. On utilise la méthode des différences

finies avec un pas h = % . (4) est remplacée par 1'approximation d'ordre L en

h

\”\I n, 4V] h’\‘
. .+ V. .+ V. . + V., . - ., . =
i+1,] i-1,J Vl:J+1“ vlsJ_1 VlsJ 0

(6)
V=

%(x2+y2) sur le contour
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\ 4
\ Id
\ V4
\\ /,
~ ) ;
~ /’
h Vd
N 7
N Y
3 ’
N p L
/ ’ 8
y! N N L .
(-0,5) /21 22 o3 |24 3 (+0,5)
’ N
4 A
1 6 1 7 1 8/ ";" ~ 1-'9-«. P, EO" vaam k .:_‘_‘_\ . 1
Ej;g.'_&. ,/ . —16
1 12,7013 11k |15 AN
V. d . \\\
[6) ,/ { 8 O _ /
. \
7 v .
N\
// 1 P 3 Y ‘ .
» \
: (0,5) .
Xy .

On a symétrie par rapport &4 x'x et y'y et ies 2 diagonales pour
la forme (6).

Nous avons calculé V (voir programme 1) pour les 25 points de la
Fig. 2 (nous aurions pu ne calculer que 19 points en raison de la symétrie par

rapport aux 2 diagonales). Nous en déduisons par (5) les valeurs de T, et
1. (voir Fig. 3)
y

Estimation des emneuns.-

La fonction de Prandtl vérifiant (2) est exprimeble sous forme de
série rapidement convergente (voir [14] p. 215 & 219). Pour le cas de la Fig. 2

on & .

40 n h Ay
(1) ¥(x,y) = -95 ) (-11—(1 S ) cos A, X

n
n=0 (2n+1)3 }‘n

ch-z—'

avec An = {(2n+1)I

Pour une estimstion rapide des erreurs, nous nous contentons du

ler terme de la série :

(8) ¢=g—e x%( ——I) cos IIx.
I ch-—

2
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% Calcul d'erreurs sur V (ou @)

Posons €. . = |V, V. .
1,J 1, 1,J

D'aprés 1l'inégalité (16) du chap. III :

2
n° 1
€, 12T M

M, = swp (v |, [V |} =swile |, |o |}
Yy X Yy

carre X

Si nous nous contentons du ler terme de la série (7) nous pouvons admettre
M), x 81
€. . < 0,5 h2 dans notre cas € j <5 x 10

3
4 1sd ’

e s et

Toutefois, les inégalités (18) du Chap. III nous donnent plus de précision sur

la distribution de ces erreurs
‘- ler précontour :
e, < 2.10

- 2éme précontour :

e, < 3.5 1073

- 3éme précontour et lLéme précontour :

3

ey < 5.10 ° et g) < 5.10 3

La précisiqn décroit lorsqu'on s'approche du centre du carré.
[ % Calcul d'erreurs sur —= et -
Go a6
* + points & 1'intérieur du carré
‘)4. o N,
ay Yo _w®
3x_o 2h 6 03
& . 5
- 7Y VoA
3 0 1 -
vy '3 _n® o
] 3y 0 2h 6 073
‘
2 n
8y < 1 M, = Sup {|¢x3|, l¢y3l} N8
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L'erreur introduite par V sur le calcul de é% et é% est infé-

rieure a 5.10—2. Celle introduite par 1'approximation de %% ou %% est

inférieure a 1,5.10_2. Globalement 1l'erreur est inférieure & 6,5 %.
-+ points du ler précontour

Aycune erreur sur V ici.

3

L'erreur introduite par V est inférieure

a 2.10_2. L'erreur globale est inférieure &

NN
w
kO
el
w
o]

3,5 %. Ce sont les points ol la précision

est la meilleure.

+ points situés sur un cdté

n )4'\; v
_a& _-3VO+V-V +ﬁMe
3y ! 4 2h 3 730
0L 3 11. N ' . e P ~ -2
I l T >Y L'erreur globale est ici inférieure & 6,5.10
M (aprés calculs).
Remargue. -

Le calcul d'erreur laisse supposer une grande imprécision car h = %5
n'est pas assez petit. Toutefois nous avons vErifié et compéré les résultats
obtenus avec les résultats de la solution exacte.

En particulier, au milieu aes cdtés du carré la contrainte est maximum,
et le calcul par les différences finies donne :

T

Go

= 0,65

La valeur donnée par un calcul théorique (voir Solomon p.216) est =

0,666 a 2.10_3, ce qui est trés satisfaisant. Evidemment en diminuant le pas,

la précision augmente et est de l'ordre de 7h2 sur la détermination de

X, Iv
Ge v Gg -
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35:
36:
37:
38:
39:
40:
41

43;
LYy
45
L6:
L7
148;
49:
50:
51:
52:

Y

9 CONTINUE
WRITE (6,204) ITER
WRITE(6,206)(X(1),I=1,N)
206 FERMAT(/10(F8.5, 1X)]10(F8 5,1X)/5(F8.5, 1x)3
100 FORMAT (Ik,1X, Ii; 1X,F10.6)
101 FBRMAT(16(1X Fa 1)/9{1x Fh.1)) -
200 FORMAT {72H1 SOLUTION 6F SIMULTANFOUS LINFAR EQUATIONS BY GAUSS-SE
1IDEL METHeD, WITH /1HO, 5X, 9HN =, 14/
2 6X, QHITMAX = , Wi/ 6X , 9HEPS = , F10.6/ 4THO THE COEFFICIEN
3T MATRIX A{1,1)...A{N+1,N+1) IS)
201 FGRMAT(/10(F8 3, 1x3}19(¥8 3,1X)/5{F8.3,1X))
202 FORMAT {36HO THE STARTING VECTOR X(1)...X(N) IS)
203 FORMAT (35HO PROCEDURE CONVERGED, WITH ITER = , 14/
1 32HO SOLUTION VECTSR x(ﬂ...x(u) 18)

" 204 FORMAT (16HO N6 CONVERGENCE/ 10HO ITER = , 14/

1 31HO CURRENT VECTOR X{1)...X{H) IS)
10 CONTINUE
. END

mf‘té-‘.
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APPLICATION 11

PROBLEME DES COINS DE_CADRES

CALCUL DES CONTRAINTES PAR LA METHODE DIRECTE.

I.- POSITION DU _PROBLEME ET CALCULS PRELEMINATRES. -

. Ce probléme nous a &té communiqué par Monsieur KERGUIGNAS et a été
publié dans un bulletin technique VEYVEY de 1959, Il s'agit d'un coin de cadre

avec 8me et semelles, soumis seulement 3 des moments fléchissants ;

xT , y
« 00 . > E&w.,_:traiﬁy

: 16,2 = ] . A
l
| l
| |
‘ ' 300
G
SO O S N
M
! Jl4 108
| I
] !
—1 | | s ‘1*
| B '
y' ‘y'
\//NI
Fis. 1.

La section est une poutrelle I.P.N 300.'Nous avons supposé que la
largeur de 1'8me du coin de cadre est €gale & sa hauteur, ce qui nous donne le
carré de la Fig.1,

Neus subdivisons le cas de la Fig. 1 en deux et sfparons pour cela
la transmission des efforts dans les membrures (cas I de la fig 2) et celle

dans les 8mes (cas II de la fig. 2)
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y ¥
185 0
a % ‘ o] = 1635 da'N/mm2
| 16,2 785 2
14,85 daN/mm
<
o
o
1
-l - = i e
.
-1k
vl | :
y' ~16,57 '
Fig, 3
kﬂNous avons admis o ax = 16,5 daNlmm2
N
N

Iz'z

= 653 cm3

IPN 300 & I, = 9800 em”

Le moment fléchissant total est :

La contrainte o

M=o (222) = 16,5%653 = 10774,5 m dan
max' v ! 22

au niveau de la jonction &me semelle est :

107T4,5%13,38

o= 9800

= 14,85 daN/m2




= 10k -

La contrainte moyenne appliquée au rectangle - semelle d'aire

125x16,2 est :

16,5+14,85 _ 2
%oy = -—-‘75—-L"~ = 15,675 daN/mm‘

L'effort de compression ou de traction supporté par une seotion de

semelle est donc :

F = 15,675%x125x16,2 X~ 31742 dalN

Pour le cas I de la fig. 2, la partie du moment total repris par les

alles est :

Mailes = (300-32,4)x31742 = 8UY5 m daN

o - —— - — sy = oy >

‘Nous pouvons admettre (et nous vérifierons plus loin la validité de
1'hypothése) que pour le cas I de la Fig, 2, les &mes seules supportent les

efforts tranchants F, et que la contrainte de cisaillement ITI, sur le contour

de 1'8me du coin du cadre est constante :

- 3112 ) gen/mnd

T
MOYen ame  10,8x267,6

L'application que nous développerons plus loin est d'ailleurs basée
sur cette hypothése,

b) répartition réelle de_ |t| dans_la section

(..___Las.__.) Yoo

AT TTE :
E mwT'G - ;.]51 2 t=8,62
6&? 1
z'§ — + 7 — W o = 11,52
,,!* 10,8
&l ml nj ‘ ] | | | \‘ T38362'
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. Pour les arftes supérieure et inférieure t=0.

. Valeur de |1| 1le long de l'ardte m Jjonction de l'dme et de la

semelle :
» Fu'
. ltl = b IGZ .
) Gz
avee b = 1,08 cm IGz = 9800 cmh F = 317L42 daN.
Le moment statique p' de la semelle est :

Moz
3

1,62x12,5x14,19 # 287,35 cm

]
uGz i

- 1,08"9800‘ = 8,62 daN/nml2

. distripution de |t| dans 1'8me ;
L'8me 8tant rectangulaire, nous savons que |t| & une distribution
parsboligue sur l'axe y'y et que la valeur meximale de |[t| est atteinte

au point G ;

= ! "
ez T MGz T Meg

uaz % moment stetique de la demi-&me

“"Gz = 1,08x13,38x6,69 = 96,67 om®
f

Mg, = 287,35+96,67 = 384 om>
A
| = 317Lk2x384

= 3 55800 = 11+52 qaN/m’
b

|t

max

Dans un calcul de 2éme approximation, nous pouvons prendre
8,62+11,52 2
leov‘Emes R 2 = 10,7 daN/mn

qui est une valeur trés voisine de celle prise en 1ére approximation (11 daN/mmz)

.

L'effort tranchant supporté par l'éme seule est :
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T = 10,7%133,8x2x10,8 = 30924 daN

ge qui justifie la 18re approximation, ol nous avons supposé que l'&me seule
supportait l'effort tranchant F = 31742 daN.

Pour l'application, nous suppeserons une contrainte moyenne constante
[t] = 11 dal /mm°, Toutefois, la méthode du Chap. VIII est applicable avec la

répartition parabolique de t de la fig. L.

17.~ CALCUL DES CONTRAINTES.- (t = Constente).

Rappelons les notations du Chap. VIII :

A=0 B= C - .
x % T Ty

Le probléme de la fig. 1 se raméne 3 résoudre le probléme suivant :

AY '
%wv@we—-«@- 1 +14,85

T L

— D
o+ o -

<

-
L
&

®

®

—_ > > -
‘—

U N (L G R M e -~

LI

-14,85

Fig. 5.

Les conditions aux frontiéres sont ;

14,85

Eotg 1 Gy = 278,6 X Txy = +11 Qx ?
a 14,8

cBté 2 oy = E?g:é-y T " -11 o ?
cfté 3 oy = 0 Txy = -1 cx ?

gﬁ?é 4 O = 0 Txy = 11 oy ?
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Nous résolvons le probléme avec la méthode des différences finies

exposée au Chep. VIII.

1) pas h = % L (25 points internes)

y @

N2t 22! éTa'" L' 29!
|

21" ‘ ‘25H
o 16" £ T T come EO o
I T " Py W -3 X
11 1 12 1 115 15
6" : . 10“
6 T 8 9N |10
"] ”n
v 411 13 4
17 X 3 '&v"gv’
@
Fig. 6,

a) Caloul de A Yo et B¥ o pour les noeuds internes

Les &quations (10), (13), (15), (17), (19), (21), (22), (23) et (25)
conduigent & un systéme algébrique de 50 gquations & 50 inconnues (Ai'Bi)’ mais
nous peuvens réduire le nombre d'inconnues 3 15, En effet, nous avons uﬁe symér

trie par rapport & la 28me bissectrice (Gx(x,y) - ~gy(vy,~x)) et deux symétries

per rapport & x'x et yy' car:

cx(x,y) = ~ox(x,"y)
et

cy(x,y) = +cy(*x,y)

Nous svons néanmoins dans ce caleul de 18re approximation gardé toutes
les équations pour déceler toute erreur dans 1'écriture du systéme algébrique.

les calculs et les résultats sont collectés dans le programme II.
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b) Calecul de A o, sur_les cOtés ® et @ et B a, sur Qet® .

g Nty o

Les symétries signalées résument les calculs & 5 inconnues par exemple
aux points 1', 2', 3' L', 5°',

On trouve : (relation (26) du Chap. VIII) :
A} = -3,7860 A} = =5,9576 Ay = ~T,4220 Al = ~8,886L

Aé = ~11,06

¢) Calcul de C ¥ Ty (ayec 170 sur le contour)

— - -

L'état de cisaillement de la fig 5 est la superposition de 2 &tats :
ler état :

———————————p——

=0 sur le contour avec cx connue sur 2 et cy connue sur 1 .
2¢me état : T = 11 daN/mm2 = cisaillement pur,

‘Pour simplifier les calculs, nous avons calenlé par les relations

(31) du Chap. VIII, les C; = -(r_) i=1,2,..25 pour 1l'état 1. L'état

xy'i
final s'en d8duit aisément par superposition de 1'état de cisaillement pur.

2) pas h = %3 L (121 points inteynes)

Les symétries signalées permettent de ramener le probléme & la résolu-
tion de 66 équations & 66 inconnues (Ai)' Les résultat obtenus par la méthode
itérative de Gauss-Seidel sont collectés (p :11k4)

Les relations (26) du Chap. VIII nous permettent de calculer les

Ai pour le cdté 1,

On trouve :
Ay, =-3,2256 Ay, = -5,01k2 Ay, = -6,0796 Ay, = -6,7332
A5' = -7,1528 Ag, = ~T,4628 A7, = -7,7728 Agy = -8,1924
Agy = -B,8460 A, = -9,911h A, = -11,72.
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AY
S I i R P S FPN N T P L
A 5 F6 BT | |89 po pi |52 |53 BF B |7
AR . 55 B6 |37 |36 B9 w0 |b1 |k2 3 bk | M
23" 23 Bh s |26 |27 B8 le9 |30 |3t 32 v33 123
12" ¥ 2 |73 15 (16 p7 [18 |19 (20 ]21 |22 22"
L R N - T O F N e IR PR o Era AN

1 21 3! Lt 51 ' &' T 8! 9' 10" 11!

.Eétimatian des QUrRUNS . ~

a) points_intérieurs (on exclut les points du ler précontour et les

points 13 et 21).
Pour ces points, nous avons approché A(ox - oy) = O par
Ah(A*B) = 0 (approximation en losange). D'aprés les résultats du Chap. IIT,

nous savons que l'erreur est 4'ordre 2

o

Posons h = %’ h' = 2h =

(o) Y

Le principe de calcul d'erreurs signalé & la fin du Chap, III nous

permet d'écrire :

(e, o, % 2iadn ™ B
1,J°h 3
svee € ;= lAij - (ox)i,jl'
Pour les points 1k....,.., 20

2&.'..... 32
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la comparaison des Ai pour h = %5 et h' = %- montre que l'erreur reste

inférieure 8 6 %. La précision est d'autant meilleure qu'on se rapproche du

centre, (par exemple pour le point 37, l'erreur est de 1 %).

Les résultats sont donc &loquents dans cette zone,

b) points_13_et 21 (et leurs symétriques /Ox).

La précision est ici tré&s médiocre.

En effet nous trouvons par exemple :

( )h = -1,4339 (A,.)., = ~-0,8082.

A3 SEUY

La variation est de l'ordre de 0,6, ce qui est indicateur d'une mauvaise préci-

sion. Cela tient au fait que 13 correspondait & 1 de la Fig. 6, qui est yn point

voisin du sommet.

'¢) points_situés_sur_le_ler précontour (1 et 11 exclus)

Nous raisonnons ici par enalogie : nous avons trouvé gue pour le
point 35 de la Fig. T (correspondant & 6 de la Fig. 6) que l'erreur est de
1l'ordre de 2 %. Or le point 6 est un point du ler précontour pour la Fig. 6
(h ='%). Il est permis donc d'en déduire que pour les points du ler précontour
de la Fig. 7 (h = -

75), la précision sera de l'ordre de 2 % (||0y) et
6 % (]|ox).

d) points_sur_le cOté 1 (par exemple)
Les résultats sont trop médiocres pour &tre pris en considépation, Il

faudrait diminuer sensiblement le pas au voisinage des sommets.

En_résumé : si 1l'on exclut les points voisins du sommet, la précision

2o o o o e o

est trés satisfaisante et 1'erreur reste inférieure & 6 %.

Remargue : Tous ces caleculs sont valables & condition que les contrai-

tes sur le contour soient assez faibles pour éviter le phénoméne de VOILEMENT,
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PROGRAMME II (h = %)

INTEGER FLAG
DIMENSIBN A(50,51),X(50)
1 READ (5,100) N , ITMAX , EPS
WRITE (6 200) N, ITMAX, EPS
NP 1=N+1
De 11 I=1,N
11 READ(5,105)(A(I,J),J=1,N)
105 FGRMAT(12 26(1X, 12)/23(1x 12))
READ (5, 101) (A(I,NP1),I=1,N)
DO 79 I=1,N
79 X(I)=0.
DO 2 I=1,N
2 WRITE (6, 201) (A(1,7),J=1,NP1)
WRITE (6,202)
WRITE (6,201 (X(I),I=1,N)
D8 3 I=1,N
ASTAR=A(I,I)
D8 3 J=1,NP1
3 A(T,J)=A(I,J)/ASTAR
D8 9 ITER=1,ITMAX
FLAG=1
DO T I=1,N
XSTAR=X(I)
X(I)=A(I,NP1)
DO 5 J=1,N
IP (I,EQ.J) GO T® 5
X(I)=x(1)=A(I,7)%x(J)
5 CONTINUE
' IF (ABS(XSTAR=X(I)).LE.EPS) Ge& T8 T
FLAG=0
T CONTINUE
IF (FLAG.NF.1) G6 T® 9
WRITE (6,203) ITER
WRITE (6,201) (X(I),I=1,N)
GOTO10
9 CONTINUE _
WRITE (6,204) ITER
WRITE(6, 206)(x(1) I=1,N)
206 FORMAT(S(/10(F8 5,1X)))

100 FORMAT (Ib, 1X,Ih, 1x F10.6)

101 FeRMAT(h(11(1x F6 2) /) ,6(1X,F6,2))

200 FORMAT (T2H1 SOLUTIEN 6F SIMULTANEOUS LINEAR EQUATIONS BY GAUSS~SE
1IDEL METHOD, WITH /1HO, 5X, 9HN ® , 14/
2 6X%, OHITMAX = » 14/ 6X , 9HEPS = , F10.6/ LTHO THE COEFFICIEN
3T MATRIX A(1,1)...A(N+1,N+1) IS)

201 F@RMAT(B(MO(FB 4,1X)))

202 FORMAT (36H0 THE STARTING VECTOR X(1),..X(N) IS)

203 FORMAT (35HO PRECEDURE CONVERGED, WITH ITER = , 14/
1 32HQ0 SOLUTION VECTOR X(1)...X(N) IS)

204 FORMAT (16HO N© CENVERGENCE/ 10HO ITER = , 14/
1 31HO CURRENT VECT®R X(1)...X(N) Ig)

10 CONTINUE

END
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PROGRAMME III (h = —=)

INTEGER FLAG
DIMENSIBN A(66,67),X(66)
READ (5,100) N , ITMAX , EPS
WRITE (6,200) N, ITMAX, EPS
NP 1=N+1

DO 11 I=1,N
READ(5,105) (A(I,J) ,J=1,N)
FORMAT(2(26(1X,I2),/),14(1X,12))
READ (5,101) (A(I,NP1),I=1,N)

D& 79 I=1,N

X(I)=0.

D& 2 I=1,N

WRITE (6,201) (A(I,J),J=1,NP1)
WRITE (6,202) '

WRITE (6,201) (X(I),I=1,N)

D& 3 I=1,N

ASTAR=A(I,I)

DO 3 j=1, NP1

A(I1,J)=A(I,J)/ASTAR

D6 9 ITER=1,ITMAX

FLAG=1

DO T I=1,N

XSTAR=X(1I)

X(I)=A(I,NP1)

DO 5 J=1,N

IF (I.EQ.J) GO TO 5
X(I)=x(1)-A(1,7)*x(J)

CONTINUE

IF (ABS(XSTAR-X(I)).LE.EPS) GO TO T
FLAG=0

CONTINUE

IF (FLAG.NE.1) G® T® 9

WRITE (6,203) ITER

WRITE (6,201) (X(I),I=1,N)

GOTO10

CONTINUE

WRITE (6,204) ITER
WRITE(6,206)(X(I),I=1,N)

FORMAT (€(/11(F8.4,1X)))

FORMAT (Ik,1X,IL,1X,F10.6)
FORMAT(T(9(1X,F7.3),/),3(1X,FT7.3))

— 1“3-

FORMAT (T72H1 SOLUTION ©F SIMULTANE®US LINEAR EQUATIONS BY GAUSS~SE
1IDEL METHOD, WITH /1HO, 5X, 9HN =, 14/

2 6X, QHITMAX = , 14/ 6X , 9HEPS
3T MATRIX A(1,1)...A(N+1,N+1) IS)
FORMAT(6(/11(F8.4,1X)))

= , F10.6/ LWTH® THE COEFFICIEN

FERMAT (36HO THE STARTING VECTOR X(1)...X(N) IS)
FORMAT (35HO PROCEDURE CONVERGED, WITH ITER = , IL/

1 32HO SOLUTION VECTOR X(1)...X(N) I8)
FORMAT (16HO NO CONVERGENCE/ 10HO ITER = , IL/
1 31HO CURRENT VECTOR X(1),..X(N) IS)

CONTINUE
END
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CONCLUSTON

¢

Tout au long de ce travail, nous avons montré que les 3 types de
probléme en &lasticité linéaire peuvent &tre abordés et résolus par la méthode
des différences finies, qui s'avére donc un outil efficace surtout pour les
domgines & limites paralléles aux axes Ox, Oy 0z. Toutefois quelques remarques
et critiques méritent d4'@tre soulignées :

1) si le probléme & résoudre, ne présente aucune symétrie, les résul-
‘taxs numériques, pour &re valebles, ont besqin d'un moyen de calcul de grande
capaeité, En effet lg précision des schlmes - différences proposés est générale-
ment d'ordre 2 en h (pas de la maille).

2) pour le 28me probléme de 1'élastostatique du Chap. VII, nous gvons
calQUlé lé vecteur déplacement a dans le cas d'un contour rectangulaire (ou
parallélépipddique). La méthode s'étend pour des domaines simplement connexes,
oll on peut définir sens ambiguité la normale externe en chaque point du eontour.

Soit par exemple le cas d'un état plan de déformstion :

» +
f =n Ux nyT

X X xy
(1)
f =nog +n7t .
| ¥ y
aveg 3u1 3“2
f = S—————— o —
cx (A+2u) ax *A ay
3u1 au.2
(2) < o, = At (A+2u) Sy
u au,
1 2

+ '
et g, ® v(gx oy)

Pour les points noeuds internes (on exclut les points voisins du con-
tour qu'on désigne par points du ler précontour), les relation (k) du Chap. VI

restent valables.
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Pour les points du contour et du ler précentour, nous raisonnerons

de la fagon suivante :

AY -
P
0 -~
/f/ g 2 > X
A
h '?11..8___,;
T 7 K I 6 < 1
h | n
> <~ >
Xa u,
Nous discrétisons (2) au point 0. Soit i X et Y aux
YXu

2

points 1 et 2 peuvent approchs par interpolation linésire avec précision d'ordre

26n h :
0X_+X aY_+y
50 570
X = T =%

X, = (1+e)x3~exh YE = (1+6)¥3~9Yu

Nous aurons alors les approximations d'ordre 2 en h pour les
relations (2) :

X X,
(A#2u) ~4== + A[y -(1+6)Y +oY,] = h(a,)g

3

XX

0 =

A w-%—e—-n + (A+2u)f¥o"(1+e)Y3+eYh] - h(cy)Q
Y -Y

u[Rg (1 )%k Xt 2] = n(e )

TxyO

Il suffit de remplacer ces relations dans (1). Il faut bien entendu que

E(nx,ny) 80it bien défini en chaque point du contour.
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3) Pour ce méme 28me probléme (Chap, VII), nqus promettons dens un
prochain travail d'analyser le cas de forces concentrées. Il faudrait introduire

la distribution de Dirac 6 car ;

F # force concentrée et kS distribution linéaire correspondante,
P# M peint d'epplication de .

Au voisinage du point d'application de ?, la densité lindaire T
devient infinie, ce qui introduit une singularité, Du point de vue mécaniqﬁe.
les équations de 1'élasticité linéaire n'ont plus de sens, car il y a apparition
de zones de déformations plastiques ou bien de fissures. Toutefois pour des points
suffisamment €loignés de M, nqus pouvons admettre la validité des hypothéses de
}'élasticité linéaire. Pour les problémes d'@lasticité plaﬁe, nous pens;ns pou-
voir évit;f la singularit& en introduisant la fonction d'Aixy Y.

4) La détermination de 2 par les méthodes du Chap. VI et VII,
nécessitent un temps de calcul beaucoup plus court que par les méthodes de déter-
mination de la fonction ¥ ou de calcul direct des contraintes,

En effet, la fonction d'Airy (pour le cas plan), concerne un opérateur
du Leme ordre, alors que celui des déplacements est du 28me ordre.

D'autre part, le calcul direct des tensions consiste & déterminer
3 fonetions O © ’bTxy’ tandis que dans un état de déformation plane, il y en

Y
a deux seulement : v, et u,.

2
Le calcul direct des tensions se fera donc de préférence dans les
problémes d'étém plan de contraintes (voir epplication iI).
Le calcul de U se fera de préférence dans les problémes du type
Dirichlet (les déplacements sur les limites sont des graﬁdeurs mesurables) et
dens les problémes de déformation plane.

5) Soit le 2&me probléme de l'élastostatique dans le rectangle

G=RUS:;
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K* + pf = 3 x e R

ed 24

Lu=7* x € 8 (voir Chap. VII)

D'aprés [23] E doit minimiger la fenctionnelle :

- - -> >
I(u) = 2W(u)‘+ 2[ pF dx + 2[ f u ds

R S

W(u) : Bnergie de déformation &lastique

au pu u oy
- 1 1,2 2,2 1 2,2
W) = ] ull==h? + (=2)2] A2 + —2)2 +
2 R X | oy ox oy
au o,
1 2,2
u(s;" + 3;*) } dx,

Nous pensons qu'on pourrait essayer de combiner les méthodes variationnelles avec
la méthode des différences finies. Cette approche du probléme a €té traitée
récemment [22] pour le cas d'un disque avec densité linéaire de force donnée
sur le contour,

€) La méthode des étapes fractionnaires développée par Yanenko et
Konovalov, pour les problémes d'8lasticité plane (état plan de d&formation)
peut 8tre €tendue au cas du parallélépip@de avec la condition frontilre L= 7.

le modéle algébrique peut s'éerire :

(A +A +A +Ah)'ﬁ =¥

273
ol A1+A2+A3+Au est une matrice definie positive, et ol A1, Aa, A3 sont des
matrices facilement inversibles car elles représentent des opérateurs du type
2 2 2
2 ’ 2. et 2*” . Par contre la matrice A, représente des opérateurs du
] 2 a N
ox Ay az
a2 32 2

[ - ‘ » . ”
type 3;3; , 5;3; et 3;3; et n'est pas facilement inversible. La methode des

étapes fractionnaires consiste 8 utiliser un schéme itératif, par exemple :

->r > ->
(A1+r)un+ 1 = (rvAa—ABrAh)un + k
3
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- -> -
(A2+r)un+ 2,= (r~A3*A1-Ah)un+ 1tk
3
-
+ k

. - - - _ - -
(A3+r)un*1 = (r-A, A, Au)u p
n+ %

> a_ 2 1
Yy T vecteur if€ré d'ordre n., Ce schéma converge pourvu que r soit assez

grand. La difficulté est de choisir r de fagon 3 assurer une rapide convergence.
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