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Le problème de l a  réduction d'un modèle physique à un modèle algébrique 

e s t  essent ie l lement  ce lu i  du choix d'un schéma de d i s c r é t i s a t i o n  e t  d'un schéma 

de p r i s e  en compte des condi t ions  l i m i t e s .  Outre l a  forme du système a lgébr ique  

obtenu, l a  p réc i s ion  e s t  t rès  largement conditionnée par  ce choix. 

 expérience prouve q u ' i l  e s t  souhai table  d 'adapter  l e s  schémas u t i l i -  

s é s  aux types d 'équation à résoudre,  e t  que l a  p r i s e  en compte des condi t ions  aux 

l i m i t e s  d o i t  ê t r e  en généra l  cohérente avec l e  schéma u t i l i s é .  

Dans l ' a p p l i c a t i o n  de l a  méthode des d i f fé rences  f i n i e s  aux problèmes 

de l ' é l a s t i c i t é  l i n é a i r e ,  nous avons conduit n o t r e  t r a v a i l  se lon  3 axes : 

1 )  d i s c r é t i s a t i o n  de l ' o p é r a t e u r  de Laplace A avec d ivers  o r d r e s  

d'approximation en h  (pas  de l a  m a i l l e ) .  En e f f e t ,  c e t  opérateur joue un r ô l e  

important en é l a s t i c i t é  : problèmes de t o r s i o n  (nous avons donné une app l i ca t ion  

pour l e  c a r r é ) ,  e t  é t a t s  p lans  de déformation ou con t ra in te .  

2 )  d i s c r é t i s a t i o n  de l ' o p é r a t e u r  de l ' é l a s t o s t a t i q u e  
3 

-+ -f 
A* = P A  + ( A + ~ )  grad d iv  ( 2  e t  3  dimensions) avec des condit ions - f r o n t i è r e  du 

type  D i r i c h l e t  e t  Neumann. 

Nous pouvons dès l o r s  déterminer l e s  composantes du vecteur déplacement 

-+ 
u aux po in t s  noeuds du domaine d i s c r é t i s é .  En généra l ,  l a  méthode de r é s o l u t i o n  

du système algébrique e s t  c e l l e  de Gauss-Seidel. 

Toutefois ,  l e s  recherches récentes  [6  ] [12] [13] [16], tendent  à 

étendre  l a  méthode des d i r e c t i o n s  a l t e r n é e s  ( " ~ e t h o d s  o f  f r a c t i o n a l  s t e p s  ") , 
i n i t i a l ement  développée pour l ' équa t ion  de Laplace, à l a  r é so lu t ion  numérique 

des équations de l ' é l a s t o s t a t i q u e  e t  de l 'élastodynamique . Nous avons s i g n a l é  

l e s  r é s u l t a t s  de ces  recherches e t  a v m s  f iévelo~pé e t  d é t a i l l é  l ' i d é e  de 

Yanenko [ 6 ]  pour l e  problème mixte de l ' é l a s t i c i t é  plane dans un rec tang le ,  

La d i f f i c u l t é  dans ces méthodes, e s t  de déterminer un paramètre de séquence, 

assurant  une convergence rapide .  



3) Pour l e  c a l c u l  des c o n t r a i n t e s  en é l a s t i c i t é  p l ane ,  nous pouvons 

-f 

é v i t e r  l e  passage par  l e  c a l c u l  du vecteur  déplacement u  ou de l a  fonct ion  

d'Airy Y v é r i f i a n t  l ' é q u a t i o n  biharmonique (nous avons s i g n a l é  l a  d i s c r é t i s a -  

2 
t i o n  de l ' o p é r a t e u r  A ) .  En e f f e t ,  nous pouvons c a l c u l e r  directement l e s  

con t ra in te s  a  ,a e t  T en p a r t a n t  des équations de l ' é q u i l i b r e  e t  de com- 
x  Y w 

a 

p a t i b i l i t é .  En app l i ca t ion ,  nous avons d é t a i l l é  un exemple communiqué p a r  

e Monsieur KERGUIGNAS e t  proposé dans un b u l l e t i n  technique VEVEY (1959).  

Cet te  méthode d i r e c t e  développée dans l e  cas de plaques minces rec- 

t a n g u l a i r e s ,  peut  ê t r e  étendue au  cas  de disques c i r c u l a i r e s  (coordonnées po- 

l a i r e s ) .  

Il e s t  à s i g n a l e r  e n f i n  que nous essayons actuel lement  de combiner 

l e s  méthodes v a r i a t i o n n e l l e s  e t  c e l l e  des d i f f é rences  f i n i e s ,  e t  ce en p a r t a n t  

de l ' é n e r g i e  é l a s t i q u e  de déformation e t  de l ' i n é g a l i t é  de Korn ( v o i r  mémoire 



CHAPITRE 7 
- - 

LA METHàDE DES NOEUDS 

n I 
La méthode des noeuds (ou des différences f i n i e s )  e s t  l 'une des méthodes 

t numériques les plus u t i l i s é e s  pour l a  résolution des problèmes aux valeurs l imi tes .  

E l le  a é t é  u t i l i s é e  avec succès pour l a  résolution des équations de Laplace e t  de 

Poisson e t  plus généralement pour l e s  équations du type e l l i p t i que ,  parabolique e t  

hyperbolique [ 1 ] 

On expose ci-dessous les idées générales de l a  méthode e t  l e s  étapes à 

s ui vre , 

Toutefois, l ' app l ica t ion  de l a  méthode de d i sc ré t i sa t ion  pour un problème 

donné, e s t  largement conditionnée par l e s  données aux f ron t iè res  (boundary values ") . 

1 .  - VISCRETlSATION VU DOMAINE. - 
Soi t  (x,y) E E~ (espace euclidien à 2 dimensions) 

n 
Fig. 1 

Soit  G = R U S 

R = domaine simplement coraexe 

S = contour plan, simple, régu l ie r  par morceaux e t  fermé. 

S O ~  (%,yo) point a r b i t r a i r e  du plan e t  h constante posit ive.  Dans 



cer ta ins  problèmes, on peut t r a c e r  uu t rei l l is  rec tangula i re  (hx # hy) . 
xo+ih i = O ,  k l *  k2, ., . 

L'ensemble des points  e s t  appel6 
yo+kh k=O, 1 1 ,  $2, .. . 

ensemble des noeuds. Deux noeuds sont  adjacents  s i  l e u r  distance est h.  

n L'ensemble de t o u t e s  l e s  l ignes ,  dont chacune a au moins 2 noeuds adja- 

cents ,  e s t  appelé t r e i l l i s .  On désigne par  {Gh} = {points  noeuds qui s o n t ,  s o i t  

6 des noeuds d m s  R ,  s o i t  l ' i n t e r s e c t i o n  de S avec l e  t r e i l l i s ) .  

Sh = S Gh a {points  noeuds sur l a  f r o n t i è r e )  

qi Oh-Sh = {points  noeuds in te rnes ) .  

L'ensemble donné G = R U S e s t  a i n s i  d i s c r é t i s é  en Gh * % shp 

2 2 . -  APPROXIMATION DES VERIVEES PARTIELLES.- 

S o i t  l e  problkme l i m i t e  aux d6riv6es p a r t i e l l e s  

Lu = ~ ( x , y )  dans R 
= U(X,Y) 

tu = f (x ,y)  dans S 

L e t  4 sont  des opérateurs 03 f igurent  en ggnéral les dérivées p a r t i e l l e s  

d 'ordre 1 e t  2. 

Le pro3lème l i m i t e  d i s c r d t i s é  se ramène à 

p " = ~ h  dans R, 

I p = f h  s i n  sh 
r 

U so lu t ion  approchée de u par  l a  méthode des d i f f h n c e s  f i n i e s .  

% e t  5 = opérateurs d'approximation de L e t  de 4 .  

~ o n s i d d r o n s  une mai l l e  de 12 po in t s  noeuds entourant  l e  po in t  



Le développement de Tqylor ( voir 11- 1 )nous donne leg agprodmat 1 0n8 

suivantes, d'ordre 2 en h 

1 )  dkrivées partielles d'ordre 1 

Lorsque ( i  ,k) sera au voisinage ou sur l a  frontisre S, on aura besoin 

des approximations : 

2)  dérivées partielles d'ordre 2 



Pour les points au voisinage d'un contour curviligne on utilise encore 

le développement de Taylor pour l'approximation des dérivées partielles d'ordre 

4 

Fig. 2' 

3) dérivées partielles d'ordre 1 

4) dérivées partielles d'ordre 2 

2 2 
a u  a u  Appfication. - Pour 1 'équation de Poisson - + - - 
2 - f(x,y) l'approxi- 

ax ay2 
mation d'ordre 3 en h au point O est : 



formule à rapprocher de ( 5 )  e t  ( 6 ) .  

Ces approximations vont remplacer l ' équa t ion  aux dgriv6es p a r t i e l l e s  

Lu = F dans R par un système d'équations algébriques Lh U 7 Fh dans Rh.  

La d i s c r é t i s a t i on  de lu = f su r  S présente ses  p a r t i c u l a r i t é s ,  

On s e  l im i t e r a  à des ind ica t ions  dans l e  cas du problème de Dir ichle t  e t  ce lu i  

de Neumann. 

171,- APPROXZMATZON VES "CONDITIONS - FRONTIERE1'.- 
On é tud ie ra  p lu s  l o i n  l e  cas p a r t i c u l i e r  du contour rec tangula i re .  

So i t  S  un contour r égu l i e r  e t  l i s s e .  

e u  = f sur  S  s e  rédu i t  i c i  à uls = $ 

a) ggeroximation d 'ordre 2 en h 
------C----i----i- -- 

(SI 

Fig. 3. 

I l  s ' ag i t  d'  approcher UA avec ~ ( A , B )  = 6 < h.  

On se  l im i t e  à une in te rpo la t ion  l i n é a i r e  : 

e t  l ' e r r e u r  e s t  i c i  d 'ordre 2 en h. 



b) a~groximation ------------------ d'ordre 3 h 

Pour l a  résolution de l t6quat ion de Poisson (probLêm de p i r i ehge t ) ,  

11 Mikeladze" propose l e s  évaluations suivantes de Uo au point noeud O : 

pour l a  Fig. 5. 

pour l a  Fig. 4. avec fo = 

2 )  PkobLème de Neumann. - 
au eu  I f su r  S s e  rédui t  i c i  à = g(x,y).  

+ 
n = vecteur un i ta i re  de l a  normale extérieure.  On se  l im i t e  8 donner des 

approximations du l e r  ordre en h. Soi t  (x,y) noté O e t  appartenant Sh : 

1cr cas : l ' axe  de l a  normale rencontre l e  t r e i l l i e  en un point  de % 
noté 1. 

11 

Fig. 6 
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2èm cas : L'axe de l a  normale rencontre l e  t r e i l l i s  en un point # F$ 

Soit  O E Sh. Les points 1 e t  2 du t r e i l l i s  peuvent ê t r e  ou non sur  

l a  f ront ière .  Les direct ions  el e t  l2 ne sont pas pars l lè les .  
+ + 

Posons Z 1 x  = , O ( n , ~ )  =- i lo  

al = COS $1 B 1  = s i n  $1 ; a2 * COS '4 2 B2 = s i n  $ 2 ; a = cos $ B = s i n  O. 

Par l e  développement de Taylor on a : 

R1 e t  R2 sont du l e r  ordre respectivement en t1 e t  L2. 

On peut t i r e r  Ux e t  U de e t  donc : 
Y 

S i  on néglige R1  e t  R2 on a l a  formule approchée : 

T V ,  - NATURE DES ERREURS. - 
Le problème aux l imi tes  posé s e  rédui t  par  l a  méthode des d i f s r e n c e s  

f i n i e s  à un système de n équations à n inconnues. 



3 s o r t e s  d 'er reurs  peuvent ê t r e  c i t é e s  : 

1') l ' e r r e u r  dûe a u  remplacement de l ' équa t ion  Lu = F par  un systéme 

d'équations aux diff'erences f i n i e s .  Le degré de c e t t e  e r r e u r  dépend de l 'approxi-  

mation des équations a u  d i f férences .  

2O) 1 'e r reur  dans 1 ' approximation des condit ions aux f ron t i a res  

3') l ' e r r e u r  dans l a  résolut ion du système d 'équations,  qui dgpend de l a  

méthode u t i l i s é e .  
v 

En généra l ,  une méthode i t é r a t i v e  ( ~ a u s s - s e i d e l ,  r e l axa t ion ,  ~ a c o b i )  e s t  

indiquée. Lorsque l a  matrice n ' e s t  pas facilement invers ib le  , on u t i l i s e  l a  méthode 

des d i rec t ions  a l t e rnées  i n t r o d u i t e  p a r  "Peaceman", "Douglas" e t  " ~ a c h f o ~ d " ,  

Les e r r e u r s  du type 1 e t  2 sont  des e r r e u r s  de méthode. Celle du type 3 

e s t  une e r r e u r  de résolut ion du système d'équations. 

V. - CONVERGENCE ET STAB1 LITE. - 
Soi t  l e  problème aux l i m i t e s  : 

Lu = F dans R 

Lu = f sil& S 

mx 
Le schéma - différencer, correspondant e s t  : 

[ 4 ' " = F h  dans 

( % u = f h  s i n  sh 

S o i t  

1 ) Conve~ge.nce.- 

Le schéma - dif férence  ( 12) est d i t  convergent s i  V ( i , j )  c Oh 

E = lu. i j  - U. .I -* O lorsque h -* O. 
1 , j  1 , J  



La convergence de divers schémas - différence a é t é  étudié dans [ 1 1 .  

Dans cer ta ins  cas 1 1  1, l a  convergence n ' e s t  pas assurée pour des t r e i l l i s  ca r rés ,  

e t  n 'a  l i e u  que pour une cer ta ine  re la t ion en t re  hx e t  h ( t r e i l l i s  rectan- 
Y 

gui a i r e  1 . 

C 

L'ensemble des équations aux différences se  rédui t  à un système d'équa- 

t ions  l i néa i r e s  : 
8 

S i  on u t i l i s e  une méthode i t é r a t i v e ,  on s e  ramène à une forme exp l i c i t e  

n = nombre d ' i t é ra t ions .  

e So i t  $n)  l e  vecteur approché donné par  I e  n = i t é ra t ion .  

Posons 

Définissons une norme 1 1 1 1 .  
+(n 1 

S i  1 12 1 1 -c O n -+ +-, l e  schéma différence e s t  d i t  s tab le .  

a )  Cri tère  de s t a b i l i t é  .................... 
D'après (14) ,  on a : 

Pour que l ' e r r e u r  ne c r o î t  pas avec n ,  l a  condition nécessaire e t  su f f i -  

sante  de s t a b i l i t é  e s t  que : 

Soi t  P (c,) l e  rayon spec t r a l  de Cn. On s a i t  que 1 P c 1 S 1 1 Cn 1 1 Pour 



n'importe que l l e  norme. La condit ion nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  devient  : 

Dé f in i s sons  dans L2 l a  norme : . 
1 l n [  1, = (Sup. des valeurs  propres de T ~ ~ )  

1 /2 

s 

On démontre que Cl ] 

S i  l a  matr ice Cn e s t  symétrique on a : 

Exemple. - 

Les valeurs  propres de c e t t e  matr ice sont  : 

La méthode s e r a  s t a b l e  s i  : 

2 ns 
-1 S 1 - 4r s i n  - 6 1 

2N 

Ce résultat s e r a  u t i l i s é  par l a  s u i t e  (équation de ~ a p l a c e ) .  
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CHAPITRE 11 

a'u APPROXIMATION DE AU = % + - 
ax ay2 

EN TERMES VE POINTS D I S P O S E S  

1 ' )  EN LOSANGE 

2 ' )  EN CARRE. 

Pour l a  résolu t ion  numérique des équations de Laplace et  de Poisson p a r  

l a  méthode des d i f férences  f i n i e s ,  on a besoin d'une rep résen ta t ion  approchée de 

l ' opé ra teur  de Laplace : 

L'opérateur de d i s c r é t i s a t i o n  s e r a  désigné p a r  Ah 
s i  l e s  po in t s  son t  

disposés en losange e t  par  A i  s i  l e s  po in t s  sont  disposés en  carré. Une combi- 

naison l i n é a i r e  de ces 2 opéra teurs ,  nous fourn i ra  une mei l leure  approximation 

de A .  

1. - APPROXIMATION EN LOSANGE : Ah 

Fia.  1 .  u(xi,ÿk) = u i ,k 

Le développement de Taylor nous donne : 



II. 2 - 14 P 

I 

u E cnsn = {dérivable e t  continue juspulà l 'ordre n en x e t  y}. 

Additionnons membre à membre : 

sous l a  forme condensée : 

1' ) AppkoxUnation d'o*&e 2 9 h 

Soi t  u E C 4 94 

ave c 

MJ, S U P [ ~ U  4 1 ,  lu 411 (x,y) étant à l ' i n t é r i e u r  du losange 
X Y 

101 d 1 



En définitive : 

2' 1 G é n é W a t i o n  et n o W o n s  nouv&es 
+ + + + + 4,4 

Soit à discrétiser A u avec u = u(xl ,x2,. . . x . ,  . . .%) avec u E C . 
1 

Posons : 

+ 
L'approximation d'ordre 2 de A est alors : 

+ + N + 
A h u =  1 A.. u 

i= 1 11 

+ 
(Aiiu est l'approximation d'ordre 2 de a2< 2) a xi 

II. - APPROXIMATION EN CARRE : A i  

Fig. 2 

Le développement de Taylor nous donne : 



Additionnons membre à membre : 

sous forme condensée : 

+ ~ r o x i m a t i o n  __-_------3------- d 'ordre  2 gz h 

S o i t  u E C 4,4 

ave c  
I 

M; m sudIa 4I Iu lu I] ( x , ~ )  à l ' i n t é r i e u r  du ca r ré  
(8) X Y x  ,Y 

En d é f i n i t i v e  : 



III. - COMBINAISON L l N E A l R E  DE Ah ET A h .  - - 
Formons une combinaison a(Ahu) ,k - + ~ ( A ' u ) ~  ,k. 

On ne peut  cho i s i r  a e t  b de façon à f a i r e  d i s p a r a î t r e  l e s  termes du 

e hème ordre  (dér ivées  p a r t i e l l e s )  ca r  dans l ' express ion  de A; on a un terme moyen 

u 
2 2 qu'on ne trouve pas dans 

Ah.  
x  Y 

Toutefois ,  l e s  opéra teurs  d i s c r é t i s é s  Ah e t  A h  servent  à résoudre 

l e s  équations de Laplace ou de Poisson. - 

2 4 a u 
4 a u 

4 a u Par  s u i t e  Au e t  A u = 7 + 2 + -7 ont une valeur donnée à 
ax a x a y  ay 

l ' i n t é r i e u r  du domaine. hi va donc c h o i s i r  a e t  b de t e l l e  façon que l e  coef- 

f i c i e n t  de Au s o i t  éga l  à 1 e t  que l e s  termes du hème ordre (dé r ivées  par- 

2 t i e l l e s )  forment l ' opé ra teur  biharmonique A . 

En résumé on a : 

r 



A p p f i d o n  à Ca &ebo&&Lon de AU = O et A U  = f (x ,y )  - 
IO) Au = O (approximation d 'ordre  6 en h )  

R" 8 
= -  40h6 a + termes d 'ordre  supér ieur .  

i , k  3.81 
ax ay 

M8 = ~ u ~ [ v a l e u r s  absolues des d é r i d e s  d 'ordre 81 

191 6 1. 

L'approximation d 'ordre 6 de l ' équa t ion  de Laplace e s t  : 

S o i t  : 

(11) 

1 + -(A'u) - + -  2h2 A f .  + -(A 2h4 fi ,k+2 $('h")i ,k 3 h i ,k - ,k 41 i , k  61 2 2 
ax ay 

78h6 R!" i - 6 
i,k 3.81 Ma = O(h ) 

b) _ a p x i m a t i o n  ______________--__ d'ordre 4 $g h 



IV. - VISCRETISATION DE L'OPERATEUR BIHARMONI2UE A ~ .  - 

Fig. 3. 

2 1  On va donner une approximation d'ordre 2 en h de ( A  U' en fonc- 

t i o n  de U 
0 ,O 

et  des valeurs de U pour l e s  12 points environnants. 

Posons : 

Formons l a  combinaison ïinEaire a(S ) + b ( ~ ~ ) ~ , ~  + c ( s ~ ) ~ , ~  1 0 , o  de 

2 t e l l e  façon que l e  coef f i c i ent  de AU s o i t  nul  et que ce lu i  de A U = U + 
X 



dans l e  domaine des 12 p o i n t s .  
181 5 1 

V.- APPROXIMATlON DE A EN COORDONNEES POLAIRES.- 

Pour l e s  contours  c i r c u l a i r e s ,  on u t i l i s e  souvent l e s  coordonrl~~c.s 

p o l a i r e s  r e t  8. On a a l o r s  : 

Fig .  4 .  

* - p ~ * t ~  -n Dans l e  p lan  ( r  , O ) ,  on d é f i n i t  l e s  p o i n t s  noeuds pa r  llir,teL-n . 

des  c e r c l e s  ( 0 , r  = i h )  i=1 ,2 ,  ... e t  l e s  demi-droites i s s u e s  de O s o i t  



0 = j 6 0  (j=0,1,2,. . . ) . Appelons Ar l'approximation d'ordre 2 en h de 

Les relations (Chap.1, (1) et (3)) nous donnent : 

U 
i+l , J .-2ui .+u ,J i l ,  1 ("i+l, j . -u i-1 ,J - )  avec (A,u) = + -  

i ,j h2 ih 
+ 

2h 

application Au = 0. 

L'approximation d'ordre 4 en h de l'équation de Laplace en coordon- 

nées polaires est : 

avec i 1 2 , n  et j=1,2,...,m. 



I III. 1 
- Z f  - l 

E S T I M A T I O N  DE L 'ERREUR DE LA S O L U T I O N  NUMERlQUE VU PRUBLEME D E  PIRICHLET 

POUR L t E 2 U A T 1 U N  DE P O I S S O N  P A R  LA METifûUE D E S  NOEUDS 

S o i t  l e  problème de D i r i c h l e t  pour l ' équa t ion  de Poisson : 

A U =  u 2  + u  = f (x ,y )  dans R 
2 

Y 

( U = $(x,y)  dans S 

R = domaine i n t é r i e u r  du rec tangle  de cô tés  a e t  b ( a  d b )  

S = contour ; r ec tangu la i re .  

Supposons u e c ~ ' ~ ( R ) .  Le schéma - d i f fé rence  d 'ordie  2 en h e s t  : 

1 . +ui A h " i , j = ~ [ u i + l , j + u i - l , J  , j + ~ + ~ i , j - l  - 4  s J .] = f .  1 , j  dans Rh 

sur Sh 

avec 
n 

Définissons : 

1 
Sh = précontour nO1 = ensemble des p o i n t s  noeuds de 11, à une d i s t ance  h de S 

h ' 

Et p lus  généralement 

k 
Sh = précontour n"k = ensemble des po in t s  noeuds de % à une d is tance  kh de Sh. 

On s e  propose d 'es t imer  l ' e r r e u r  de méthode aux po in t s  noeuds de R, : 

= lu. 
1 , j  , , j  - U. 1 , ~  - 1  ( i , j )  c % 



Posons 6 i , j = U .  - u .  
1 , j  i , j *  

L'estimation de 6 r ev ien t  à es t imer  l a  so lu t ion  du problème 1ir.it.e 
i , j  

aux di f férences  su ivant  : 

h2 ( Ah = 0 .  i , j  M4 dans % 

s u r  Ch 

L a  s o l u t i o n  du problème ( 4  ) peut s ' é c r i r e  

avec R i , j  h = -6 0 M4, est m'n e s t  l a  fonction de Green, s o l u t i o n  du problème 
i , j  ",j 

l i m i t e  s u i  vant : 

dans Rh 

sur Sh 

De ( 5 )  on t i r e  : 

Le problème de l ' e s t i m a t i o n  de l ' e r r e u r  r e v i e n t  à es t imer  l a  somme : 

P&opodition 1 .  - S o i t  r l e  nombre t o t a l  de précontours du réseau Sh. 

Alors,  selon que a  = 2rh  ou a = ( 2 r + l  )h on a  : 



III. 3 - 24 - 

Démonstration ------------- 
D'après (6)  e t  ( 7 )  on a : 

m ,n m,n m9n m,n 
,J 

m'n 1 < 0 pour ( i , j )  # (m,n) (12)  4 k i  ' 1  - Igi- l , j I  - (g i+ l , j )  - Igi,j-lI - Igi , j+l  

(13)  4 '  m9n m,n m,n m,n m9n 1 < 1 pour l e  po in t  (rn,n) igm,nI - Igm-i,nI - I'm+i,nI - Igm,n-ll - l%,n+l 

Additionnons ( 12) e t  ( 13) é c r i t e s  pour tous  l e s  po in t s  
Rh 

1 1 Additionnons (12) e t  ( 13 )  é c r i t e s  pour tous les po in t s  de % = Rh - Sh 

P lus  généralement pour l e  kème précontour e t  pour k # r : 

Pour l e  rème précontour,  se lon  que a = 2rh ou  a = ( 2 r + l ) h ,  on a : 

En sommant s u r  tous l e s  précontours on a r r i v e  à ( 10) e t  ( 11). 

P ~ o p o a ~ ~ o n  2.- Grâce à (10)  e t  (13)  e t  par  (8 ) ,  on o b t i e n t  : 



Les r e l a t i o n s  (14)  e t  (15) peuvent ê t r e  combinées en : 

Cette es t imat ion  e s t  p lus  exacte  que c e l l e  connue e t  donnée p a r  l ' inéga-  

l i t é  

La  r e l a t i o n  (16) peut  ê t r e  u t i l i s é e  pour t o u t  domaine ayant wi contour qui n ' in t ro -  

duise  pas une e r r e u r  due aux condit ions f r o n t i s r e  ( v o i r  ; r ,  Chap. 1). 

hme PkopoaXon 3. - S i  l e  po in t  (m,n) appar t i en t  au  k contour 

(k < r )  on a  : 

S i  t ç k  o n a  

S i  t = k+l on a  a l o r s  : 

Plus  généralement pour t 3 k 



En sommant s u r  tous  l e s  précontours , on a b o u t i t  à ( 17) . 

A p a r t i r  de ( 17) e t  (8 )  on o b t i e n t  

ème pour tous  l e s  po in t s  du k  contour.  

En p a r t i c u l i e r  pour l e  l e r  précontour : 

Remanque. - 
Les es t imat ions  ( 16) e t  19) contiennent  i e  terme 

M~ = S U P [ I ~ I  4 3 1 u  411 où on peut est imer l e s  dérivées d 'ordre 4 pa r  une appro- 
R x  Y 

ximation aux diff'érences. Toutefois ,  en p r a t i q u e ,  on peut  appl iquer  l e  p r inc ipe  

suivant  : supposons connu l ' o r d r e  en h  de l ' e r r e u r  E ~ ( x , Y )  a u  point  (%,y)  : 

où k (x ,y )  e s t  indépendant de h. 

Désignons pa r  U (x ,y )  e t  U (x ,y )  l e s  so lu t ions  approchées du 
h  2h 

problème l i m i t e ,  respectivement pour l e  cô té  de mai l le  égal il h e t  à 2h. 

S i  u(x ,y)  e s t  l a  so lu t ion  exacte  : - 

c u(x ,y)  = U 2 h ( ~ , ~ )  + E (x ,y )  2b 

S o i t  

= E  - E  
'h-'2h 2h h  

Comme oh : k hn n n ~  n  
E ? k 2  h ? i 2  E ~ ( x , Y )  o n a u r a :  2h 



Par exemple, pour l'estimation (16) on a n=2 et 

alors que pour l'estimation ( 19) on a n=3 et 



1 IV. 1 - 28 - 1 

CHAPITRE I V  

METHUQE DES P l  RECTl ONS A LTERNEES 

POUR LES EQUATIONS DE LAPLACE E T  PUZSSQN. 

CAS PU PRUBLEME DE PIRICHLET VANS UN CARRE. 

On a à rgsoudre l e  problème aux limites : 

fi 2 
A U = ~ + U =  0 dans R 

ax ay2 

L LI = ~.J(x ,Y)  s u r  S 

Le contour S est l e  ca r ré  uni t6  e t  donc R = (O c x,y < 1 ) .  

Couvrons G = R U S de M maales de c6té  h. 

Mh é t a n t  é g a l  à 1 ,  l e  nombre da po in t s  noeuds de Rh (po in t s  i n t e r n e s )  

est  donc (M-II*. 

L'approximation a u  d i f fé rences  d 'ordre 4 en h du problsme ( 1 )  est 

a l o r s  d 'après (Chap. II, ( 4 )  ) : 

1 4  avec R i S j  = 5 h MML e t  M~ = s*[I~ 4~ , I U  4 ~ ]  e t  
œ 

*h Y 

E - n 
, - u ~ , ~ - U ~ , ~  1 M d 'après  (chap. III. (16 ) ) .  

La quest ion de convergence ( h  .* O) a é t é  t r a i t 6 e  dans f3] pour un 

domaine quelconque, simplement connexe. 



1. - MISE SOUS FORME MATRICIELLE. - 
4 

2 L'ensemble des équations aux (M-1) points noeuds internes dy carq8 

conduit à 1 'équation matricielle 

où A est  une matrice d'ordre (M-112 donnée par : 

oÙ E est  l a  matrice unité d'ordre M-1 e t  B me matrice d'ordre M-1 

donnée par : 

-b -b 
Les vecteurs u e t  k sont donnés par : 



-+ 
Les éléments du vecteur u coqstituent l e s  ( M - I ) ~  inconnues 

u. ( 1  r i , j  r M-1) et l e s  éléments du vecteur 1: dépendent des valeurs à l a  
1 9 :  

front ière  t (x ,y ) .  

Depuis que dét A # 0,  (3 )  admet une solution unique donnge pgr : 

Pour résoudre l e  système (3) ,  on u t i l i s e  souvent une méthode i t é r a t i v e ,  car  A 

contient un grand nombre de zéros. 

17. - METHOVE DES VZRECTIONS ALTERNEES. - 
Les méthodes de directions alternées de "Pesceman" e t  Rachford ont BcB 

w imaginées pour résoudre Les équations de Poisson e t  Laplace $ 2 dimensi~ns.  

Douglas e t  Rachford [hl e t  Douglas [5] imaginèrent dea d t h o d e s  de direc- 
e 

t ions  alternées résolvant l 'équation de Poisson $ 3 variables. 

Yanenko [61 e t  Konovalov [71 généralisèrent ces méthodes pour l e s  Bpuations 

aux dérivées pa r t i e l l e s  d'ordre 2 à plusieurs variables, 

Plusieurs a r t i c l e s  récents [8,9] e t  surtout l e  [IO] e t  [II]  donnent des 

schémas i t é r a t i f s  pour l e s  équations de Laplace e t  P o i s s ~ n  conwrgeapt assez rapi- 

demen t . 



La méthode petit ê t r e  étendue, grâce à l a  &thode des dif  firences analogues 

de Schwartz [1 P. 1151 à des contours rectangulaires qvec mgLes rentrante ,  mais 

s i  l e  cas se pose, l e  mieux e s t  de p a r t i r  de l a  forme ( 4 )  de l a  matrice A e t  de 

résoudre l e  problème par l a  méthode de Gauss-Seidel par  exenpie, 

Nous n'indiquerons dans ce t te  section que: l a  mékhoda de Peqceman-Rachford. 

Les r é su l t a t s  de ce t te  méthode pourront ê t r e  appliqués &, l a  résolution numérique 

du problème de l a  torsion d'une poutre (ou arbre) pri srnatique section cs.rr6e. 

1 ) Mé~ode de Peacernan- Rach avec pa/ramti%e ç o n ô m .  - , 
2 Pour l e s  (M-1) points noeuds internes,  l 'équation aux d i f s r e n c e s  ( 2 )  

peut s '&cr i re  : 

Rappelons que   hap p. 1, (3)) : 

a2 
- u + 2u. - u 4 

i-1 , j l , j  i - 1 , j  
* O(h = -h (--$ 

ax i , j  

La méthode des directions alternées consiste à scinder le s c h d ~ a  (4) en 

a2 a2 2 équations où l e s  opérateurs à inverser sont de l a  f o r e  7 ou - . On dis- 
a x w2 

crgt ise  donc l e  schéma (8)  sur l e s  2 directions x e t  y. 

Le schéma (8)  peut s ' é c r i r e  : 

03 r e s t  un paramètre sca la i re  qu'on appqlera "parambtre de séquence". 
-* 

+(n) l a  nème i t e ra t ion  de u. Soi t  u 

La méthode de Peacemen-Rachford e s t  déf in is  par l e s  equations : 



On introdui t  donc une i té ra t ion  intermédiaire n*, 

ème 
(") 1 4 i ,  1 )  en p a r t m t  Supposons connue 1 a n  i té ra t ion  (ui , j 

(O!) e t  des conditions l imites  eqnnues. d'une approximation i n i t i a l e  quelconque (ui 
,J 

La lkre équation i t é r a t i v e  de ( I O ) ,  appliquée à chgque point noeud interne 

t e  
s i t u é  sur un t r e i l l i s  pa ra l l s l e  à l 'axe des x, c'est-à-dire j n C , nous donne * * 

(n  
(M-1) équations algébriques l inéa i res  aux (M-1) inconnues U j n .  ) , u . , . . . , (n 

BJ 2 ,J %-1 , j '  

Comme chaque équation ne contient pas que 3 inconnueai, ces (bf-1) équ4tions 

sont facilement résolues, par élimination par exemple. On applique @insi  l a  

Ière équation i t é ra t ive  pour chaque ligne paralJ.èle à l 'axe des x ( 1  ( j 4 M-1) 
* 

e t  on détendne a ins i  u. pour 1 6 i , j  6 M-1. 
1 , j  

On applique a lors  l a  2ème équation i t é r a t i v e  pow tous les ppints s i t d s  

sur une paral lè le  à l 'axe des y, c'est-à-dire i cte . On fait ensuita ~pl'h?r 

(n+l) i de 1 à M-1 comme ci-dessus, e t  on obtient ui gour 1 6 i,,j 6 M-1. , j 
On démontre [l] que l a  méthode i t é ra t ive  e s t  convergente vr 'r. O. La rap id i té  de 

convergence e s t  optimum pour : 

Le système (10) s ' é c r i t  sous forme matr iciel le  

E = matrice unité d'ordre (M-112. 

H = matrice d'ordre (M-112. C 3 matrice d'ordre ( M - 1 )  



V = matrice d'ordre (M-112 J matrice unité 

2 )  Mtthode de Peucenian-Rachboltd avec parraniwe vcuciabte, - 
En f a i s an t  var ie r  r d'une i t é r a t i o n  $ une au t re ,  on peut encore rccé- 

l é r e r  l a  convergence. Le système ( 12) s ' é c r i t  : 

e 
h éliminant Gn* en t re  l e s  2 équations de (16) on a : 

ave c 

E - V )  n +  1 = (2 E + V) 
n+ 1 n+ 1 n+ 1 n+ 1 



Vu que H e t  V sont commutables (HV = VH), ces matrice$ admettent l e  

même ensemble de vecteurs propres ( 1  6 p,q s M-1) avec les  valeurs propres 

données par : 

2 S) 2 , q  H Psq = 4 s in  (2M 

1 r p,q s 14-1 

2 U) ZP.P v ZP" = 4 s i n  (2M 

. 
Ce système de vecteurs propres l ' e s t  aussi pour l a  matrice Tn+l e t  en u $ i l i s p t  

( 18) on trouve pour valeurs propres correspondantes : 

avec a = 2rn+1 s in  2E!! 
2M 

b = 2 r ~ + ~  s in  2 s  2M ' 

Si a e t  b sont > O ,  on montre facilement que 

le r  cas : r ------- n+ 1 
constant Qn 

1 

Tn+ 1 
ne dépend pas a lors  de n e t  on peut é c r i r e  : 

6 ;(n+i) = +(n) + 2 + U = T : + ~  

Soit  < l ' e r r eu r  à l a  n ième i t é ra t ion  : 

a lors  



e t  a insi  

D'où 

-+ n Le schéma sera  convergent si e + 6 quand n + w <=> T -+ O (matrice nul le ) .  . n 
O r  on s a i t  que T e s t  convergente (c'est-à-dire !Pn + O qumd n + O )  s i  e t  

seulement s i  p (T)  x 1. 

On en déduit donc d'aprés (19) que l a  méthode des directibns a l t e n é e s  

de Peaceman-Rachford e s t  convergente vr = constante > 0. 

2ème cas rn+l -------_ q e s t  variable. (n = 0.1 ,..., n - 1 )  avec no i 2 O 

Douglas [1 p. 1071 a donné l e s  valeurs de rn+l assurant une rap id i té  de 

convergence optimum. 

Supposons que l 'on cherche une solution de (2) avec une pr6ciqion e 

dans l e  sens de l a  norme L2 c'est-à-dire 

S i  l e  paramètre de cycle rn+l avec niO,l,eeo,nO-l e s t  appliqué m fo i s ,  

* l a  convergence optimum pour a w i r  l a  précision E e s t  déf inie  p u  l e s  re la t ions  : 
n log t g  log c 

(20) no m 4 
1 v- 1 

l o g ( 2 )  log - 
v v+ 1 

avec v = &+i. 



Cab paktLcuRie/r.- carré unité avec M = 10. 

Douglas Cl. p.  1 1 1] prouve que l a  convergence de ( 16 ) est  optirnum pour 

l es  2 paramètres de séquence : 



CHAPITRE V 

- EQUATIONS D ' EQUILIBRE DE L 'ELASTOSTATZQUE 

ET DE L ' E LASTODYNAh42 QUE 

-' PROBLEMES LIMITES - 

1. - EQUATIONS D'EQUI LIBRE ELAMOSTATIQUE. - 
En élasticité plane, l a  déformation du milieu es t  csract6risée par l e  

tenseur dé formation : 

Les contraintes dans l e  milieu sont caract6ris6es par Je tenseur - contraints : 

X et  sont l e s  coefficients de Lame. 

Les conditions de l'équilibre glastique sont 

3 vecteur densité massique de force ( 1 ) .  (2).  ( 3 )  donnent i8bquation de 

l'élastostatique : 



( 4 )  e s t  valable pour l e  problème de l ' é las tos ta t ique  à 3 dimensions. 

( 4 )  e s t  éc r i t e  sous forme condensée : .  

Dans l e  cas 03 l e s  forces appliquées au contour dépendent du temps (en 

général vibrations é las t iques) ,  l e  principe de l a  dynamique donne 

e t  l'équation de l ' équi l ibre  élastodynamique e s t  : 

111. - E2UATION BIHARMONI~UE. - 
En négligeant l e s  forces massiques ($ = a ) ,  posons 

Le système (3)  devient une ident i té .  Toutefois, l a  fonction Y n 'es t  pas 

a rb i t ra i re .  La condition de compatibilité du système s ' é c r i t  : 

* + 
qui peut ê t r e  u t i l i s ée  en remplacement de A u = 8. 

1 V. - PROB LEMES LIMITES EN ELASflCITE. - 
On peut poser 3 sor tes  de problèmes pour l 'équation générale (7 ) .  



7 O )  7 UL pkoblème W e  ( V X c U & )  
-+ 

On se  donne l e  vecteur déplacement u  su r  l a  f r on t i è r e  S  (absc i s se  

curvi l igne s )  

2 ) 2ème pmblème W e  (Neumann) 

On se  donne l e  tenseur  des contra intes  sur  l e  contour 

3' ) 3ème pkoblème W e  (mixlte) 

Soi t  S = S1 U S2 

V . -  CAS PIELASTICTTE P L A N E . -  

7 )  E;tat plan de dé{omation (cy l indre  infiniment long) 

Le vecteur déplacement e s t  s i t u é  dans des plans pa r a l l è l e s  à x O y  

Les équations ( 1 )  e t  ( 2 )  donnent l e s  composantes du tenseur  déformation e t  
3 

contra inte .  

 après ( 2 )  o  = o s'exprime en fonction de a = a e t  a = a 
z 33 X 1 1  Y 22 

a = v(oX+o ) avec v = coef f ic ien t  de Poisson 
z Y 

En pa r t a a t  des équations d ' équ i l ib re  (3 )  e t  de l ' équat ion de compa- 

t i b i l i t é  



( l e s  5 au t res  sont des i d e n t i t é s ) ,  on ob t i en t  : 

(15)  (1-v) A ( U  +a ) + p div  8 = 0. 
x  Y 

Dans l e  cas courant où 8 = 6 on i n t r o d u i t  l a  fonct ion d'Airy Y 

p a r  l e s  r e l a t i o n s  ( 8 ) .  

+= += 
S i  d i v  F  = O on posera : 

ap avec pFx = - - - ap 
ax " Y - - - *  ay 

P  dérive d'un p o t e n t i e l  harmonique e t  on a  pa r  ( 15) (vu AP = 0)  : 

2) ' EM p h  d u  c o n t h a i n t ~  (plaques minces) 

Les composantes du t enseur  des con t ra in tes  sont : 

a  = f ( x , y )  
X 

a  = g(x,y> 
Y 

-r = h(x,y)  a = O  
xy z 

Les composantes du t enseur  des déformations sont  : 

1 1 v 
E = Ë( aX-vu ) E = -(O -vaX) 

X i1 Y E Y  z E X Y  E = ' *O ) 

E = module d ' é l a s t i c i t é  long i tud ina le .  

Les équations d ' é q u i l i b r e  e t  de compat ib i l i té  donnent : 

A ( O ~ + O  + ( l+v)p  d iv  $ = O 
Y 

S i  % = 8 on i n t r o d u i t  de l a  même fapon l a  fonction d'Airy Y . 
Candb5ion.- Pour l e s  2 é t a t s  (déplacements ou contra in te6  p lanes )  

l e s  r e l a t i o n s  (8)  sont va lab les  (F = 6).  



CHAPITRE VI 

APPLlCATlON DE LA METHODE DES DZFFERENCES FTNZES A LA RESOLUTlON 

NUMERIQUE DU 1 en. PROBLEME DE L tELASTOSTATIQUE. 

GENERALlSATlON A L 'ELASTOYNAMTQUE. 

1. - EL ASTICTTE PLANE. - 
s o i t  t ("1 vecteur déplacement dans un milieu isotrope e t  homogène. 

U 
2 

Désignons par R l e  domaine l imi té  par l a  courbe l i s s e  S. 

Fig. 1. 

On doit  avoir dans R : 

e t  sur S on a : 

Discrétisons l e  domaine G = R U S e t  l e s  équations 
X 
r2 

Fig. 2. 



En u t i l i s a n t  les approximations (Chap. 1 : 1,2,3 e t  Chap. 11-4) , l e s  

équations ( 1 ) discré t i sées  deviennent : 

Posons U, = X e t  y = Y (3 )  nous donne une approximation d'ordre 4 

pour tous l e s  points i n t é r i eu r s  du domaine : 

Pour l e s  points  voisins d'un contour non rectangulaire,  on se l im i t e r a  

à une simple interpolat ion l i néa i r e  (vo i r  Chap I, (111) ) 

Pour l e s  points  du contour on a u. = 
1 ,j 'i ,,j ( 5 ) -  

Les n équations ( 4 )  et  l e s  m Bquations ( 5 )  nous donnent l 'équat ion 

mat r ic ie l le  à n+m inconnues : 

On applique souvent l a  méthode in t é r a t i ve  de Gauss-Seidel. Toutefois 

l ' invers ion  de l a  matrice A e s t  assez mal a i sée  e t  les recherches récentes 

[ 6  1 [12] tendent à étendre l a  méthode des di rect ions  a l ternées  à l 'équation 

d 'équi l ibre  de l ' é l a s t i c i t é .  On propose ci-dessus l a  "Spl i t t ing  Method" de 
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77.- "SPLlTTIhlG METHOD" POUR LA RESOLUTION DU PROBLEME DE L'ELASTOSTATTQUE 

DANS LE CARRE. - 
-+ 

Il s'agit de déterminer u(u u ) : 1' 2 

. 
pour RCO < x ,x2 < 1 1  et 

O = A 3A+2ri 
2(A+ri) 

coefficient de Poisson et E = ri - + 

module d'Young. 

Discrétisons G = R V S en Oh = % U Sh. 
Posons : 

-+ -+ 

-+ -+ U( xi+h)-2w(x. 1 )+:(x. 1 -h) 
A.. w = O  - = 
11 X. X. 

1 1  h2 

-+ -+ -+ 
Alors A w = A l l  o + A22 w 

h 

-t -+ 
De plus N h = 1 o = w(ihl .jhg). 

i , j  

L'approximation d'ordre 2 en h du problème (6) (7) est : 

-+ 
La détermination de v à partir de (8) nécessite l'inversion de l'opérateur mul- 

1 tidimensionnel Ah + A .  
1-20 



Konovalov propose l e  schéme i t é r a t i f  su ivant  : supposons déterminé ; (k )  ,y(k)) 

-t 
après l a  kème i t é r a t i o n  du vecteur v dans %. Introduisons l e  vecteur a u x i l i a i r e  

1 1 1 (k+ -) (k+ 2 )  k+ - 
v (X , Y  2 ,  d é f i n i  dans à p a r t i r  de ;(k) par  : 

1 
(k+ 2) (k) 

1 
(k+ 1 (8) (k) 

Y + O [ A ~ , Y  + ( 1 -  A Y 
1-2a 22 

+ -  
( 1-20) "zX + f,l 

1 
k+ - 
Y 2 

= JI1 Is, ' $2 a = constante > O.  

1 
+(k+ 

La détermination de v s u i t  à p a r t i r  de ( 9 )  e t  ne n é c e s s i t e  que l ' i n v e r s i o n  

d'un opéra teur  unidimensionnel. C'est pour c e l a  que c e t t e  méthode s ' a p p e l l e  

auss i  méthode des étapes f r a c t i o n n a i r e s .  
(k (k+ 3 

-b -+ (k+l) 
Avec l e s  valeurs connues de v e t  v on détermine v 

pa r  : 

-+ (k+l) 
La détermination de v à p a r t i r  de (10) n é c e s s i t e  l ' i n v e r s i o n  d'un 

opéra teur  unidimensionnel. 
* 

Konovalov [12] prouve l a  convergence de ce schéme i t é r a t i f  v a  > O p a r  

une méthode basée sur l e s  i n é g a l i t é s  d 'énergie.  



111.- SPLlTTiNG METUOV POUR LA RESOLUTiON V U  fa PROBLEME DE L'ELASTODYNAM12UE 

VANS L E CARRE. - id:, 2 (E' 

-+ 
11 s ' a g i t  de déterminer u ( u l  ,u2) 

a )  qu i  e s t  so lu t ion  de 

2  3 -+ 
- -  a - p A: + (A+p) grad d i v  u  + F 
a t 2  

pour R = {O < x l  ,x2 < 11 x (O < t d Tl. 

b )  v é r i f i a n t  l e s  condit ions i n i t i a l e s  ( ~ a u c h y )  : 

c )  e t  s a t i s f a i s a n t  l e s  condit ions aux f r o n t i è r e s  : 

3 
Couvrons G = R U S p a r  un t r e i l l i s  h ( h l  .ha) e t  d i s c r é t i s o n s  l a  var iable  temps 

t = n r  r . 0 - G = R U S + G h  = % U Sh. On conserve l e s  nota t ions  de Chap. 11-5 

e t  introduisons l e s  nota t ions  supplémentaires : 

L'approximation aux di f férences  d 'o rd re  2  en h  du problème ( 11- 13) e s t  a l o r s  : 



Ecrivons ( 1 4 )  sous l a  forme condensée : 

ave c 

5: = {pAhu,+( A+s)A1 ; vAhu2+( A + ~ l ) A ~ ~ u ~ 1  

Konovalov [13] propose l a  méthode de directions alternées suivantel, vu que 

( E  - 2 T2$) e s t  un opérateur multidimensionnel : 

avec 

Les opérateurs ( L ~ ) ~  e t  (L2Ih sont unidimensionnels e t  donc facilement inver- 

s ib les ,  ( 17) s 'écr i t  alors 

(approximation d'ordre 4 en T). 



Posons : 
1 

+n *+' e s t  a lo rs  calculé à p a r t i r  des valeurs connues de u e t  Le vecteur u 

+n-1 u par l e  système : 
b 

1 n+ - +n+ 1 
on c d c u l e  < par  l a  Ière équation de (26) e t  on en déduit u 

par  l a  2ème équation de (26).  La condition f ron t iè re  s ' é c r i t  i c i  : 

Konovalov [13] montre que pour u E ~ " ~ ( 0 )  e t  3 E c 0 ' O ( ~ ) ,  l e  schéma ( 14-16) 

e s t  convergent e t  que l'approximation e s t  d'ordre 2 en r ,  c'est-à-dire plus pré- 

+n +n + 
cisément que s i  l 'on appelle z = u - u(xl ,x2, t )  avec t = nr on a 

avec 1121 l 2  = hlh2 1 + ((.)4 
0: 

I V . -  ELASTTCITE A 3 DIMENSIONS.- 

On peut étendre l e  système (4)  au cas de l te8pace à 3 dimensions. 

On do i t  avoir 



dans R 

+ 
u3 = Z .  V ( X . Y  . z )  vecteur approché 

-+ + + 
PAU + ( A + P )  grad div u + p F = O 

-+ 
u(ul , a Y u 3 ) .  Posons u 1 = X 

Fig. 3. 

L'approximation d'ordre 4 en h pour tous les points intérieurs du 

domaine est : 



Ce système combiné avec les conditions-frontière permet de résoudre 

ème 
le problème de Dirichlet. On étudiera plus loin le 2 problème de l'élastos- 

tatique pour un parallélépipède. 

. 
V. - CAS PARTiCULiER D E S  SYSTEMES A SYMETRZE D E  REVOLUTTON. - 

Soit R le domaine à étudier et S la frontière. 

On pose le problème de Dirichlet pour l'élastostatique. Dans R 
+ 
u vérifie l'équation d'équilibre : 

+ + + 
PAU + (A+e) grad div u + pF = O 

+'. 
Sur S u satisfait la condition limite : 

+ + 
uIs = $(r,z) 

En coordonnées cylindriques (r,e,z), soient u r9 ue et u les com- 
Z 

+ 
posantes de u. 

+ 
Pour les systèmes à symétrie de révolution, le vecteur u est contenu 

dans le plan (r,z) et par suite : 

(C) = S fl plan quelconque passant par z ' z  
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La f i g .  4 représente un domaine cylindrique,  mais l e s  formules qui 

vont suivre ,  sont valables pour t ou t  domaine à symétrie ax ia le .  

 équation de l ' é q u i l i b r e  s ' é c r i t  : 

Posons ur 5 R u 5 Z e t  r = kh. z 

A r  

En appliquant l e s  r e l a t i ons  ( 1 )  e t  ( 2 )  du Chap. '1, on obt ient  l 'appro- 

ximation d 'ordre 4 en h du système (29) : 

Ces équations jo in tes  à l a  condition f ron t i è r e ,  permettent de ramener 

l e  problème d i f f é r e n t i e l  à un problème algébrique e t  par  conséquent de résoudre 

l e  problème. S i  l a  courbe ( c )  e s t  quelconque, on s e  contentera d'une interpo- 
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l a t i o n  l i n é a i r e  pour l e s  po in t s  vo i s ins  de l a  f r o n t i è r e .  

* Calcul des con t ra in tes  à p a r t i r  des déplacements : 

T = t enseur  symétrique des c o n t r a i n t e s  

T = 2wE + ~ ( d i v  c )  1 E = t enseur  symétrique des déformations 

1 = t enseur  u n i t é  

Fig. 6 .  

aUZ 
au 

aur u - = 21i az + A ( r  + a r  + 2) 
r 

au r u  
+ L) ', = 2 w r +  A(-+- 

rr a z ar r 

u  au aur u 
u r Z = 2 p  + A ( %  + - + 2) e e ar r 

r z  a r 



V I .  12 - 52 - 

Ces équations d i s c r é t i s ée s  donnent : (au  point  0)  f i g .5  

Ces re la t ions  sont valables pour tous l e s  points i n t é r i eu r s  du domaine. 

Les formules donnant l e s  contra intes  au voisinage du contour e t  su r  l e  contour 

dépendent de l a  forme de l a  f ron t iè re  ( c )  . 
* ~roblème pa r t i cu l i e r  : 

On pourra i t  v é r i f i e r  l e s  re la t ions  (30) e t  (33) pour un cyl indre  en 

t r a c t i o n  sous l ' a c t i o n  de forces  uniformément r épa r t i e s  sur ses  bases avec l a  

densi té  supe r f i c i e l l e  f .  La solution analytique e s t  
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CHAPITRE VI1 

2 Ente PROBLEME DE L ' ELASTOSTATIQUE. 

CAS DU RECTANGLE ET DU PARALLELEPIPEDE 

1.  - ELASTICITE PLME (mc;tangle) . - (dédomat ion plane) 

1 )  P o a a i o n  du pmbtEnte.- 

Dans l e  rectangle G = R U S  {x(x1,x2) ; O E x, 6 a 

on pose l e  2ème problème de l ' é las tos ta t ique .  

+ 3 

. i 
PA: + (h+p) grad div u + pF = O 

3 e;r; = f X E S  

+ 
03 u(ul ,u2) e s t  l e  vecteur déplacement é las t ique  e t  f( f l  .f2) l a  densi té  super- 

f i c i e l l e  de force. 

3 

+ 
v(n ,n2) = nomale  externe. 
-b 
e = vecteur un i t a i r e  l e  long de k Xk' 

Les composantes du tenseur contrainte s'expriment en fonction de 
-b 
u(u1,u2) : (on a omis 0 = V ( U ~ , + ~ ~ ~ )  ) .  3 3 

+ 
La projection de (3 )  sur  e t  e2 donne : 

1 



au, [A(- + -) + 2u - a U ~  + -)ni = f2 a x ,  ax2 ax In2 + '($ ax, 
2 

Le 2ème problème l i m i t e  se  ramène donc à l a  r é so lu t ion  de (1)  e t  ( 5 ) .  

Les condit ions de s o l v a b i l i t é  son t  : 

-+ -b _* 
avec r = r ( x  ,x ) = OM . 

1 2  

Pour l ' u n i c i t é  on d o i t  avo i r  

û n p o s e  u Q U  = X  e t  u 2 % U 2 = Y .  
1 %  1 

a) poo~tgsintériehs : {%} 
ûn a déjà d i s c r é t i s é  (1)  ( v o i r  Chap. VI.4). 

L'approximation d 'ordre 4 en h est : 



Désignons p a r  l a  dens i té  s u p e r f i c i e l l e  de force sur l e  côté  i. 

* p o i n t s  du côté 3 (C e t  D exclus)  

Fig. 2. 

Pour l e  côté 3 n = O e t  n2 = +l.  
1 

( 5 )  deviennent : 

En u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s    hap p. 1, 1 ,2 ) ,  on d i s c r é t i s e  (9) au p o i n t  O du 

côté  3. 

L'approximation d'ordre 3 en h e s t  : 
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* points  du côté 1 ( A  e t  B exclus)  

Pour l e  côté 1 on a n ,  = O n = - 1 .  
2 

( 5 ) deviennent : 

L'approximation aux d i f s r e n c e s  d'ordre 3 en h e s t  : 

* point  du côté 2 (B e t  C exclus) 

Pour l e  côté 2 on a 

Fig. 4. 



( 5 ) deviennent : 

L'approximation aux différences d'ordre 3 en h es t  : 

* points du côté 4 ( A  e t  D exclus) 

Pour l e  côté 4 on a n l  = - 1 e t  n2 = O. 
O 

L'approximation aux différences d'ordre 3 

en h s'obtient par calcul analogue : 

Sur l e  côté 3 : (9) donne : 

Sur l e  côté 4 : 



Pour l ' équ i l i b r e  en D on do i t  avoir  une densité de couple nulle, c'est-à-dire : 

D'OÙ k = k t  e t  on aura pour l e  sommet D : 

Décrivons (a) par rapport à x e t  x (b) par rapport à x e t  ( c )  
1 2' 1 

par rapport à x 
2 

F i g .  6. 
1 



Discrétisons (18) e t  (19) au point D c'est-à-dire 0. 

En u t i l i s an t  l e s  relat ions   hap p. 1.3) l'approximation du hème ordre 

en h e s t  : 

ave c 

Pour l e s  sommets A ,  B e t  C on a  par permutation, des relat ions analogues à 

(20) e t  (21).  

d) Rggglg&kn.- 

Les équations aux différences f in ies  (a) ,  (IO), (12), (14),  ( 1 5 ) ,  (20) 

-b 
permettent de calculer l e  vecteur déplacement u(x,Y),  ce qu'on f a i t  généralemnt 

avec l a  méthode i t é ra t ive  de Gauss-Seidel (voir  exemple t r a i t é ) .  

3 )  Cdecut des c0nthtLin.t~. - 
a )   oint ------------- in té r ieur  : {Rh} 

voir Fig. 2 du Chap. V I .  



b)  ----- côté 3 (voir Fig. 2 )  

C )  &&-J (voir Fig. 3)  

d)  ----- côté 2 (voir Fig. 4) 

i 
(2 )  a  = f ,  1 1  

1 0 z2 = -  A+2,, [%(a+ii)(y1-y3) + a  2, (al 

(2)  a  = a  = f 2  21 12 

e )  ggg&-h (voir Fig. 5 ) 

II.  - ELASTICITE A 3 DlM€NSIOUS ( p ~ p @ M o l .  - 
Dans l e  parallélépipède G R U S {x(x, ,% ,x3) ; O g x1 ( e , 

O r x2 S b ; O r x 6 b) on pose l e  26ae problèr  de 1'6laiitostatiqus : 3 



(27) ( + 
PA: + (><+II)  grad div  u + P b = O X E R  

+ + 
où u(ul  , L > , u ~ )  e s t  l e  vecteur déplacement é las t ique f f f f densité 

1 2 3  
6 + 

surfacique de force,  e t  v (n l  ,n2 ,n3) l a  normale externe à S. 

. Pour l a  so lvab i l i t é  e t  l ' u n i c i t é  du problème, l e s  équations (6 )  e t  (7)  
-h + 

sont inchangées (r = r ( x l  ,x2 ,x3) ) . 
Posons U , % U ,  = X  % s u 2 = Y  U3 9 U 3  = 2. 

I l  P o d  intilaiews O$}. - 

On a déjà d i s c r é t i s é  (27) (voir .  ~ h a p . n . 2 8 ) .  L'approximation d 'ordre 4 

en h e s t  : 

l 
1 

2('+41i)Y0 = ( A + ~ ) [ ( ~ 2 + y 4 )  + + ( x ~ + ~ - x ~ - x ~ )  + .6(~15+217-~16 -2 >] 
(28 b i s )  4 

2 
+ U (  1 Yi+Y9+YlO) + h P F2 

i= 1 

Pour d i s c r é t i s e r  (281, on envisage l e s  3 cas suivants : 

2 1 PoUtts de La dmntiè~~e ts, 1. - 
a )  ~~~w~gg : Le point  e s t  sur une face, mais non sur me &te (fie. 7) 

- - .  

. .- 

Fig. 7. 



Pour l a  face 1 (ABCD) on a : n = 1 
1 n = O  2 n = O (28) donnent : 

3 

en désignant par  $ i l  l a  densité sur  l a  face i. Les équations mises sous forme 

de différences f i n i e s  donnent (Fig. 3 du Chap. V I )  une approximation d 'ordre 3 

en h : 

b)  2ème cas : Le point  e s t  sur  une a r ê t e  mais ncm un sommet - -------- 
exemple = arête  AB (Fig. 7. ). 

Les équations (29) sont toujours valables,  mais en plus il faut  consi- 

dérer que l e  point  s e  trouve aussi  sur l a  face 2 (AB FG) où n = O n = O 
1 2 

n 1. (28) deviennent : 3 

La densité du couple é t an t  nu l le  s u r  AB on d o i t  avoir  

ûn a donc simultpi6ment (29) e t  (31) qui const i tuent  un système de 5 équations. 
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en t r e  l a  lère  équation de (29) e t  l a  3ème équation de C h  élimine - 
aX2 

(31) e t  on additionne l a  2ème équqtion de (29) avec l a  2ème équation de (31) .  On 

obtient  l e  système : 

Ces équations mises sous forme de différences f i n i e s  donnent (Fig.  3 du 

Chap. V I )  une approximation d'ordre 3 en h : 

C )  &ng-c~ : Le point  e s t  un sommet : exemple = B (Fig. 7) .  Les équa- 

t i ons  (32) sont toujours valables,  mais en plus ,  l e  point  se  trouve sur l a  face 

3 (BCEF) où n1 = 0,  n = -1 e t  n = O. 2 3 

(28) deviennent : 

En comparant avec (29) e t  (31) ,  l a  densité du couple e s t  nul le  au  point 
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1 Eliminons - dans l a  lère  équation de (32) e t  l a  2ème équation de (34) , 
a *1 

(32) e t  (34) sont équivalentes à : 

Les équations (35) mises sous forme de différences f i n i e s  donnent 

(fig. 3,  Chap. V I )  une- approximation d'ordre 3 en h. 

ConceLlbion. - 

Les systèmes (28 b i s ) ,  (30) ,  (33) 9 (36) permettent, par  l a  méthode de 

Gauss-Seidel, en général ,  de résoudre l e  problème e t  de ca lcu le r  l e  vecteur dépla- 

cement en tout point  du parallélépipède.  

C d d  des contnaintes .- 
a ~ o i n t s  igs&&xg i%) 

Les composantes du tenseur des contraintes s'expriment en termes déplace- 

ments pa r  : 

3 a% au. au. 
u = 1 - + ,,(d + 2) 
i j  "ij k=las axi ax 

j 



L'approximation d 'ordre 2  en h de ( ) donne ( f i g  

b) po in t  ------------------ sur l a  face 1 ( f i g  

La condit ion-frontière peut s ' é c r i r e  : 

+ 
avec f (  f l  , f2 , f3 ) .  

Pour l a  face  1 ,  on a  n  = 1 1 
n = O  2 n3 = 0  



AB est  à l a  fois  sur l e  côté 1 et 2 

d )   oint ----- B (sommet) 
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DETERMINATTON DIRECTE DES COMûAIMES 

POUR LE 2e PROBLEME DE L'ELASTTCITE PLANE 

CAS DU RECTANGLE 

b 

7. - POSZTION DU PROBLEME ET NOTATIONS. - 
Rappelons l e s  notations usuelles pour l e s  composantes du tenseur des 

I contraintes : I 

I I l  s ' a g i t  de déterminer ces composantes en chaque point du domaine 1 
I -* 

G R U S connaissant l a  densité superf iciel le  de force f ( f x , f ~ t )  sur l e  conOour 1 
l l i s s e  S. 

~ Nous avons déjà développé une d t h o d e  indirecte bss6e sur l a  d6termination 

l du vecteur déplacement ( m i r  Chap. VII). Nous proposons dans ce t t e  section une 1 

d t h o d e  directe de détermination de ux, o e t  r Appelons nx e t  n les  
Y w Y 

cosinus directeurs de l a  normale extérieure au domaine sur l e  contour 6. ûn a 

On néglige l e s  forces massiques e t  on appelle Y l a  fonction des con- 

t ra in tes .  On a a lors  
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1 

Y s a t i s f a i t  l a  condition de compatibilit6. 

L 

(3) A A Y = A ~ Y  = O  

b 

(hi pourrai t  appliquer l a  d t h o d e  des différences f i n i e s  à l 'équation biharmonique 

(3)  e t  ce en u t i l i s a n t  l'approximation d'ordre 6 en h donnée par    hap p. II. 14) 

Nous proposons i c i  un calcul  di rect .  

On supposera par  l a  s u i t e ,  que l e  contour S e s t  rectangulaire.  

D'après ( l ) ,  on connaît : 

a sur l e s  côtés 1 e t  3 I y { ux su r  l e s  côtés 2  e t  4 

Tw sur t o u t  l e  contour 

1 

D'après (2), on a : 
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e t  l a  condition de compatibilité (3)  s ' é c r i t  : 

(6) ~ ( a  +a 1 = O  
x Y 

Par dérivation de (5 )  par  rapport à x e t  y ,  on obtient 2 équations aux d é r i d e s  

p a r t i e l l e s  du 2ème ordre,  qui jointes  à (6)  donnent 
f 

Le problème de calcul des contraintes s e  ramsne donc à l a  r6crolution 

de ( 7 )  avec , l e s  conditions f ront ière  (4 ) .  On appliquera l a  méthode des diff'thenceig 

f i n i e s  avec approximaiton d'ordre 4 en h. 

Posons A 2 ux B:U C Q % -.r 

11.- CALCULDE A:a et B:uyy. 
X - 

On d iscré t i se  l e  problème suivant : 

en désignant par  a l a  contrainte sur l e  côté i e t  f denait6 lingeire 

su r  l e  côté i. . 



P o i d  à l ' i Y L t é / L i e ~ ~  du domaine (non v a d i n a  d'un 

Fig. 2 

L'approximation d'ordre 4 en h de 7 est (voir Chap. 1 et II) : 

La résolution en A et Bo donne : O 

Ce système n'est pas utilisable pour les points au voisinage du contour 

(points du ïer précontour) où interviennent les conditions limites (8). 

2 )  P o i m  au v o d i n a g e  d'une Limite 1 1 0  .- Y 
a) eoints au voisinage du côté 2 ---------------- ----------- 

? Y 

y côté 2 x 
Le point 1 étant sur le côté 2, d'après (8) on a : 



C l  = - ( 2 )  a c c f y  1 ,  e t  par  s u i t e  (-1 = - [a f(*)]  e s t  auss i  
ay 1 ay Y 1 1 

connue. 

D'après l a  lère  équation de ( 5 )  on a : 

qui s ' é c r i t  

( 1 1 )  

D'autre par t  : 

En u t i l i s a n t  ( 11 ) , on obt ient  : 

En résumé, on a l e  système suivant pour l e  point  O : 

( 2 )  et ( )  = - [L ,(a)] ( avec A l = ( \  l 1  
ay 1 ay Y 1 

b) points  au voisinage du côté  4  ---------------- ----------- 

Fig. 4. 

( 4 )  Le point  3 é t an t  sur  l e  côté 4, d'après (8)  on a A = -(fx )3  
( 4 )  

3 c3 ' (Y ) 3  

e t  par  s u i t e  ac - ~ f  a (4)]  e s t  auss i  connue. ( 5 ) 3 =  ray y 3 



En u t i l i s a n t  l e  f a i t  que 

e t  en fa i san t  des calculs  analogues à ceux de ci-dessus on a r r i ve  au système : 

( 4 )  ( avec A = - (x  l 3  ac a ( 4 ) j  
3 e t  (z)3 = Lay fy 3 

.3 ) PO&& au vo i6u iaq  e d ' une U e  1 1 oX . - 
a )  ~ 2 & ~ t s - ~ u - ~ 2 i s i ~ 2 g ~ - ~ ~ - ~ o ^ ~ 6 - 1  

-A-- côté 1 

Fig. 5.  

Le point  4 é t an t  sur  l e  côté 1,  d 'après (8) ,  on a : 

a c e t  par  su i t e  ( = [ ] e s t  auss i  connue. 

On u t i l i s e  i c i  l a  2ème équation de (5)  : 

On combine c e t t e  r e l a t i on  avec 

A l  - 2A0 + Ag = B2 - 2B0 + Bq 

on about i t  au système 



ac &Ao = B4 - B2 + 2 ( ~  +A + 2h(a;)4 
1 3  

ac 
4B0 = 3B4 + B2 + 2h(aX)4 

ac avec B4 = - ( fy  ) 4  1 4  

b)  oints au voisinage du côté 3 ---------------- ----------- 

Fig. 6 .  

' ~ e  point  2 é t a n t  sur  l e  côté  3 ,  d 'après  (8)  on a : 

X e t  par s u i t e  (a;)2 = - e s t  auss i  connue. 

La 2ème équation de ( 5 )  devient i c i  

. Avec l e s  mêmes calculs  que ci-dessus, on a 

4 )  Paivu2 au v a d i n a g e  d l  un aammet. - 
Les systèmes seront  obtenus par d i s c r é t i s a t i on  de (5), c'est-à-dire : 



a) sommet A t  ------ 

Fig. 7. 

b) sommet B' 

4~~ = 3A1 + A3 - a c 
2h(-) 

AY a~ 1 

( Q  4B0 = 3B4 + Bg + 2h(-) a c 
ax 4 

- (21 avec A l  - (fx. )1 (1) 

3 
B4 = -(fy l4  

O 'Il 

ac = -.&(2l1 a c 
4 - . ) X (ay) 1 [aY Y 1 
4 B ' 

Fig. 8. 

C c )  sommet C C '  

,4 

- .  

3 4 1  

4 

Y 
a c 

2 
= 3A1 + A - 2h(-) 

C ' 3 ay 1 

a c 4~~ = 3B2 + B4 - 2h(-) 
ax 2 

O avec Al - (2) - (fX 1, B2 = (fy (3) l2 

4 (ayIl a c = - a c (a;& = - 
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d) sommet Dl 

Les systèmes (IO), (131, (151, (171, (19), (211, (221, (231, (25) nous 

donnent tous les éléments nécessaires au calcul des fonctions A et B à 

l'intérieur du domaine Rh. On utilisera pour cela, la méthode itérative de 

Gauss-Seidel et on pourra prendre zéro connue valeur de départ. 

Il reste à déterminer o A sur les côtés 1 et 3 et a ? B sui. 
X Y 

les côtés 2 et 4. 

5 1 D e t W n i a t i o n  de A AM lu côte4 1 et 3. - - 
a) Détermination ________________ de A ___________ sur le côté 1 (A'B') 

On discrétise ici (7 a) c1est-$-dire : 

k- m W 1 m 
Par le développement de Taylor d'ordre 4 en h : - 

A' 3 O 1 B' A 

Par le développement de Taylor d'ordre 3 en h : 

On aura finalement l'approximation d'ordie 3 en h : 



ac = A + A +2B0 - 2B2 + 2 h ( ~ ) ~  
1 

(261{2A0 ac 3 a ,(III . (4) (2 ) 
avec = 9 AAl = -(fx )AI ; AB' = (fx 

b) ---------------- détermination de A ----------- sur le côté 3 ( c ' D ' )  

Y 4 
Par un raisonnement analogue à ci-dessus, on a 

l'approximation d'ordre 3 en h : 

a c (3 )-] (2 (4) 
avec (%IO = - & f x O i = (fx ICI  i AD' = -(fX ID' 

a) détermination de B sur le côté 2 (B'c') ---------------- ----------- 
YA 

' 

-- c ' 
L'approximation d'ordre 3 en h est : 

4 ,  2 ac 
2 B O = B  + B  + 2 A O - 2 A  -2h(-) 2 4 3 ay 0 

X avec 
*3 O ac = - 

b) ---------------- détermination de B sur le côté 4 (A'D') ----------- 

L'approximation d'ordre 3 en h est : 

a c + Bq + 2A0 - 2A1 + 2h(-) 
ay 0 

O 

( 1  ) ( 3 )  
; BAI = -(fy IAI i BDl ='(fy 

1A A.. -. ---- - 

La résolution de (26), (27), (28), (29) peut se faire par approximstions 
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successives (méthode de ~auss-Seidel) . 

771. - CALCUL PE LA FONCTlON C -T 
w 

A et B étant connus partout, on calcule C en discrétisant (7 c) 

c 'est-à-dire : 

avec C connue sur tout le contour 
Sh 

D'après (Chap. I,3), on a les approximations suivantes d'ordre 4 en h. 
4 

Fig. 15. 

6 

7 

= 2 ( ~  +C +C +C ) + (A+B)~ + (A+B) - (A+B) 
5 6 7 8  8 7 - (A+B)~ (31) 

C connue sur le contour 
Sh' 

5 

A 

u 

5 + (A+B)~ - (A+B)~ - (A+B)~ 
) X 

2 
2h A 1 C = C  + C  + C  + C g - 4 C 0  

5 6 7  

8 On en déduit alors : 
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CHAPITRE 1X 

RESOLUTION NUMERIOUE DU PROBLEME 

MIXTE DE L1ELASTOSTAT12UE. CAS DU CARRE. 

GENERALISATION A L'ELASTODYNAMTOUE 

Dans l a  résolut ion numérique du l e r  e t  du 2ème problème de l ' é l a s -  

tos ta t ique  dans un ca r ré ,  nous aboutissons à l ' équat ion ma t r i c i e l l e  : 

Nous avons réso lu  l e  2ème problème dans un cas  p a r t i c u l i e r  ( v o i r  appl i -  

ca t ions )  par  l a  méthode i t é r a t i v e  de Gauss-Seidel. 

Toutefois ,  nous avons proposé pour l e  l e r  problème une méthode i t é r a -  

t i v e  de d i rec t ions  a l t e rnées  ( "Sp l i t t i ng  Methcd") ayant pour but  de fou rn i r  des 

opérateurs facilement invers ib les  ( v o i r  Chap. VI. 3) 

Nous a l lons  étendre c e t t e  méthode au problème mixte e t  comparerons 

l e s  r é s u l t a t s  avec ceux de ( Chap.V1.,3) . 

1.- POSITION DU PRUBLEME.- 

Dans l ' i n t é r i e u r  du ca r ré  R t O  c x1,x2 c 11 on cherche l e  vecteur 
-f 

déplacement u (u l ,u2)  s a t i s f a i s a n t  : 

-f -f -f -+ 
LIAU + ( h + ~ )  grad d i v  u  + pF = O 

Sur l a  p a r t i e  de f ron t i è r e  = s l l  + S12 03 Sli = {xi = 01 on se donne l e  

vecteur déplacement : 

Sur l e  r e s t e  de l a  f r o n t i è r e  S2 - - S21 + S22 où S2i = {xi 3 11 on 

se  donne l e s  composantes du tenseur  des contra intes  : 



Ces composantes s'expriment en fonction des u. : 
1 

Les relations ( 1 )  , (2), (3), (4) résument le problème mixte. 

Il. - NOTATIONS ET DISCRETISATIUN VU PRUBLEME. - 
On discrétise G = R U S par un treillis rectangulaire, la maille 

du grillage ayant pour côtés (hl ,hg). 

X% D S22 C 

Fig. 1. 

Soit :(u1,u2) E ~ ~ ' ~ ( ' 3 ~ ) .  Reprenons les notations de (Chap.YI.2). 
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De plus : N.h. = 1 W. 
1 1  1 ,j = w(ihl 'jh2). 

i. 1 
soit $ la valeur approchée de u -+L2 

u 

L'approximation aux différences finies d'ordre 2 en h du problème 

mixte (1 - 3) est : 

[ x -  X Y =fzl 
2 X 

S22 

Pour résoudre le problème aux différences (5 - 10) nous proposons le 

ème procédé d'itération suivant : supposons connue la k itération du vecteur noeud 

$4 (k) (xij Y Y!::) dans Oh c'est-à-dire pour O s i 6 N 1 et O d j d N  2 ' 

Le vecteur noeud -(k+l) v sur Çh est alors déterminé par les condi- 

tions frontière (6 - 10). 
;(k+l) Pour déterminer dans Rh c'est-à-dire pour 1 r i < N et 

1 

1 d j < N on peut utiliser la méthode itérative de directions alternées, pro- 
2 s 

posée dans (Chap .VI. 2) , car on a ramené mixte à un problème de Dirichlet. 

Toutefois, la détermination de +(lr+') v sur S2 présente des particu- 
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l a r i t é s  qu'on va discuter .  

a )  ~ o i n t s - d u  côtg S21. 

Ecrivons l e s  condit ions ( 7 )  e t  ( 8 )  sous l a  forme : 

Les points  de S2 sont notés ( N l , j )  avec Nlhl = 1 e t  

O b j s N2-1. 

Par hypothèse, on connait ( k  
'N,-1 , j  

D'autre pa r t  pour l e  point  B ( N I  .O) l a  condit ion ( 6 )  s ' é c r i t  : 

En considérant (11)  comme un système algébrique ayant pour inconnues 

&k+ l )  e t  ( k+ l )  il e s t  poss ible  de l e s  déterminer pour j = 1,2,.  ... N -1. 
, j  ''1, j 2 

Sous ce r ta ines  condit ions : 

+(k+ l )  
EQrimons à p a r t i r  de ( 1 1 ) v en fonction de '(k+l) vNlj-, : 

N i , j  . 

( 1 )  = A +('+' ) + vecteur d 'ordre indépendant de l ' i t é r a t i o n  (k+l )  . 
N~ ¶ j - 1  

S i  on passe aux var ia t ions  : 

avec 



La condition nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  d ' u n i c i t é  de l a  so lu t ion  e s t  que : 

2 2 2 dét A = hhl(hhl-(h+2p)h2) # O 

So i t  

L'étape va r iab le  e s t  l ' i n d i c e  j=1,2, ..., N -1. 
2 

La condition nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  ( v o i r  Chap.1 - 18) 

e s t  que 

-f 
Définissons une norme pour 6 v pa r  : 

La norme correspondante pour l a  matrice A{a e s t  : 
m,e 

2 
A : sup ladl . 
.l m=1 

I c i  

On d o i t  donc avoir  : 



S o i t  

( 17) 

La condit ion de s t a b i l i t é  s a t i s f a i t  pa r  l a  même l a  condit ion d 'unici-  

En résumé, il s u f f i t  que (17) s o i t  assurée pour que l a  so lu t ion  de 

( 1 1 ) s o i t  unique e t  s t a b l e .  

b )  e o i n t s  du côté ------------- S22 

Ecrivons l e s  conditions ( 9 )  e t  ( 10) sous l a  forme : 

Les points  de S22 sont  notés ( i , ~ ~ )  avec N2h2 = 1 O b i S N I - 1 .  

Par  hypothèse on connaît ( )  e t  Y .  ( k  ' i , ~  -1 
2 1 ,N2-1 

D'autre p a r t  pour l e  point  D ( O , N  ) ,  l a  condition ( 6 )  s ' é c r i t  : 
2 

Avec un raisonnement analogue à c e l u i  de ( 14 ) ,  une condit ion s u f f i -  

( k + l )  sante  pour l a  détermination unique e t  s t a b l e  de dk+') e t  Y.  
1 ,N2 1 S N 2  

i=1,2,  ..., N -1 e s t  que : 1 

En comparant ( 17) e t  ( 2 0 ) ,  on remarque q u ' i l  e s t  impossible de s a t i s f a i r e  simul- 

tanément ces 2 condit ions hl e t  hg. 

c )  D i s c u s s i ~ ~  

Choisissons h l  e t  h2 t e l s  que l a  condit ion de s t a b i l i t é  (17)  s o i t  

s a t i s f a i t e  s u r  S21. On peut a l o r s  déterminer p a r  ( 11) l e  vecteur  $k+1) s u r  
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S21. Pour déterminer v  (k+') su r  Sg2, on é l a r g i t  l e  côté de l a  mail le  
h l  ' 

1 

c 'est-à-dire qu'on cho is i t  

t e l  que l a  condition (20) s o i t  s a t i s f a i t e  

1  On supposera que - e s t  e n t i e r .  
m 

Examinons l e s  2  cas de l a  discussion : 

f e r  cas : m e n t i e r .  ------- 
Le système ( 18) permet de déterminer ;(k+1) {X!k+l ) , y !k++l) Il i , N  1 , N 2  avec l a  

2  ,, 
1 ,N2 

1Y 1  condit ion de s t a b i l i t é  assurée (21) pour i = m,2m,. . . , -. Pour m- 1 

am < i < (a+1 )m,  on peut s e  contenter  d'une in te rpo la t ion  l i n é a i r e  : 

1  2ème cas  : m # e n t i e r  avec - e n t i e r  -------- m 

Posons m = n+e avec n  e n t i e r  e t  O < E < 1. Alors, à p a r t i r  des l 
quant i t é s  connues ;( i l  e t  ; ( i l  an,N -1 u(n+l ) ,N2-1 ' on détermine pa r  in te rpo la t ion  

2  

' l i n é a i r e  l e  vecteur ;( k 
a ( n + ~  ) ,N2- 1  ' Le système (18) permet a l o r s  de déterminer 

$k+l)  
a(n+e) S N 2 '  

d) Cas p a r t i c u l i e r s  

+(k+l)  . La valeur  de v au sommet C ( i = ~ ,  , j=12) peut se  c a l c u l e r  à 

p a r t i r  de (18) où on cho i s i t  h i  = m h l ,  c a r  l e  vecteur z ( ~ )  e s t  connu à 
NI ,N2-1 

p a r t i r  de ( 11  ) . 
. s i ,  pa r  exemple, on ne peut é l a r g i r  l e  côté 

hl  de l a  mai l l e  (on I 
t rouve par  exemple m h > 1 pour s a t i s f a i r e  ( 2 0 ) ) ~  on r é t r é c i t  a l o r s  l e  côté 

1 

h2 de l a  mai l le ,  c 'est-à-dire on cho i s i t  : 



h; = h2 = m h2 avec m < 1 

t e l l e  que l a  condition (20) s o i t  s a t i s f a i t e  : 

ème Comme l a  k i t é r a t i o n  e s t  connue par  hypothèse, on détermine l e s  
L 

valeurs de 
h2 

( )  aux points noeuds ( i h l  , ( N ~ - 1  ) h2 + -1 par  in terpola t ion m 
-P 

l i n é a i r e  de v. e t  +(') v. . En chois issant  hl = m h dans ( 18) , on déter- 
1 ,N2- 1  1 ,N2 2  2 

+(k+l )  mine a lo r s  de façon s tab le  l e  vecteur v. 
1 , N 2  ' 

. s i  nous partons in i t ia lement  d'un g r i l l age  ca r ré  : ~ 

On r é t r é c i t  l e  côté h l  de l a  mai l le  pour l e  côté S21 c 'est-à-dire 

qu'on pose : l 

La condition de s t a b i l i t é  ( 1  1) e s t  s a t i s f a i t e  s i  : 

Pour l e  côté Sp2 on pose : 

e t  l a  condition (18)  e s t  s a t i s f a i t e  s i  m v é r i f i e  (23) .  

I Les valeurs  de 
h 

;(k) aux points  de coordonnées { h ( ~ , - 1 )  + -, j h} m 
h e t  { i h , ( ~  -1) h + -1 sont déterminés par  in te rpo la t ion  l i n é a i r e .  2 m 

IV. - GENERALISATIUN A L' ELASTUDYNAMIQUE. - 
On peut appliquer l e  procédé ci-dessus pour l a  résolut ion numérique 

-b 
du problème mixte de l'élastodynmuique dans l e  carré uni té .  u(ul ,u2)  s a t i s f a i t  : 



(24) 

dans 

2+ + + + 
P % = 11 A u + ( h + u )  grad div u  + p F  

a t 

l e s  conditions i n i t i a l e s  (+O)  sont : 

1 l e s  conditions aux f ron t iè res  sont : 

On approche (24) par l ' équat ion aux dif férences  : 

-+n + 
où v. = v ( i h , ,  jh2, n r ) .  

1 , j  

Les conditions i n i t i a l e s  (25) peuvent ê t r e  approchées par : 

On peut a lo r s  déterminer +n+ 1 
Yi,j  pour O < i < N  e t  O < j  < N 

1 2  

à p a r t i r  de (28) .  

Par l e s  condit ions-frontière ( 7  - I O ) ,  on détermine .n+ 1 
'i, j sur S21 

Les conditions de s t a b i l i t é  (17) e t  (20) l e  long de chaque f ron t i è r e  

doivent ê t r e  s a t i s f a i t e s .  

On montre (vo i r  Yanenko [ 61) que l a  condition de s t a b i l i t é  du sCh6me 

aux dif férences  (28) e s t  : 
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Cette condition (30) n'impose pas des restrictions supplémentaires 
< 

pour le choix de hl et h2, car hl et ha étant déterminés par (17) et 

(20), on peut satisfaire la condition (30) par un chaix convenable de r . 
Remmque. - 
Aussi bien pour le problème mixte de l'élastostatique que celui de 

l'élastodynamique, la question de la convergence reste ouverte. 



APPLICATION 1 

TORSION D'UNE BARRE 

PRISMATIQUE A SECTION CARREE, 

Les générat r ices  sont pa r a l l è l e s  à Oz, e t  

l a  surface l a t é r a l e  n ' e s t  pas chargée. 

On néglige l e s  forces de volume e t  on admet 

que l e s  e f f o r t s  ex té r ieurs  appliqués sur  l e s  
Y 

faces 2-0 e t  z = H  sont respectivement équi- 

valents à un couple de to rs ion  

X l. 

-M sur  l a  face z=0 e t  

Fig. 1.  +M su r  l a  face PH. 
c 
I 

i L a  matrice du tenseur des contra intes  e s t  : 

Pour a l l ége r  l ' é c r i t u r e  on remplacera par l a  s u i t e  T par T e t  T par 
XZ X Y = 

T . On démontre que : 
Y 

Y fonction de Prandtl vé r i f i an t  : 

AY = -2G0 à l ' i n t é r i e u r  du car ré  
( 2  1 

Y = O su r  l e  contour, 



G = IJ = coefficient de Lamé 

8 = angle de rotation unitaire. 

2G0 2 2 
Posons u = Y + - 4 (X +Y 

AU = O à l'intérieur du carré 

G0 2 2 u = -  
2 (x +y ) sur le contour. 

Y 
et appelons @ = - Posons V = - 

G8 G 0 

( AV = O à l'intérieur du carré 

( 3 )  => ( 4 )  
) sur le contour 

1( 2 2 
avec V = 0 + l x  +y ) .  

,D' après ( 1 ) , on a alors : 

4 
Remarquons que M = G 0 C (C module de torsion du carré = 2,249 a ; ici 

1 4 a = - m  => C #1 0,14 m ) .  
2 

Le calcul de rx et r se ramène à la résolution de ( 4 )  : problème 
Y ,  

de Dirichlet pour l'équation de Laplace. On utilise la méthode des différences 

( 4 )  est remplacée par l'approximation d'ordre 4 en finies avec un pas h = - 10 



l a  forme 

Nous avons calculé  V ( vo i r  programme 1) pour l e s  25 points  de l a  

Fig. 2 (nous aurions pu ne ca lcu le r  que 19 points  en raison de l a  symétrie par  

rapport aux 2 diagonales). Nous en déduisons par  ( 5)  l e s  val.c;urs de .r e t  
X 

T ( v o i r  Fig. 3 )  
Y 

E~;tunaLLon de6 m e m .  - 

La fonction de Prandt l  vé r i f i an t  ( 2 )  e s t  exprimable sous f a m e  de 

s é r i e  rapidement convergente (vo i r  [14] p. 215 à 219). Pour l e  cas de l a  Fig. 2 

on a : 

ch An Y 
'u(x,y) = - 3 cos X x. 

ïi n=o (2n+l)  'n n ch - 
2 

I 

avec An = (2n+l)n 

Pour une est imation rapide des e r r eu r s ,  nous nous contentons du 

l e r  terme de l a  s é r i e  : 

Y O = -  83(1 - e) ch II COS nx. 
Ge II ch - 2 



* Calcul  d ' e r reu r s  s u r  V (ou  @) 

Posons E 
i , j  

= I V .  .-v. - 1 .  
l ¶ J  1,J 

D'après l ' i n é g a l i t é  (16) du chap. III : 

M4 = SUP { I V  4 1 ,  I V  41} = SUP{I@ b 1  1 @  411 
car ré  X Y X Y 

S i  nous nous contentons du l e r  terme de l a  s é r i e  ( 7 )  nous pouvons admettre 

M~ 5 8n 

E < 0.5 h2 
i , j  

dans not re  cas E < 5 x 
i , j  

Toutefois ,  l e s  i n é g a l i t é s  (18) du Chap. III nous donnent plus de p réc i s ion  sur 

l a  d i s t r i b u t i o n  de ces e r r e u r s  

' -  l e r  précontour ; 

- 2ème précontour : 

- 3ème précontour e t  4ème précontour : 

La p réc i s ion  déc ro î t  lorsqu'on s'approche du cen t re  du ca r ré .  

T X * Calcul  d ' e r reu r s  sur - 
Ge 

e t  
($3 

0 
-+ p o i n t s  à l ' i n t é r i e u r  du c a r r é  

'Id 
'L 'Id 

€Io < 1 M ~ =  SUP 3 1 ,  l g 3 l 1  2 8  
c a r r é  X Y 



TX e t  LL e s t  infé- L'erreur in t rodui te  par  V su r  l e  ca lcu l  de GB 

av ou - r i eu re  à 5.  IO-^. Celle in t rodui te  par  l 'approximation de - a x 
e s t  a Y 

-2 
in fé r ieure  à 1,5.10 . Globalement l ' e r r e u r  e s t  in fé r ieure  à 6,5 %. 

-t points  du l e r  précontour 

Aucune e r r eu r  sur  V3 i c i .  

L'erreur in t rodui te  par V e s t  in fé r ieure  
3 

O 1, ) Y  à 2.  IO-^. L'erreur globale e s t  in fé r ieure  à 

3,5 %. Ce sont l e s  points où l a  précis ion 

e s t  l a  meil leure.  

-t points  s i t u é s  sur  un côté 

O 1 3 1, )Y - 2 L'erreur globale e s t  i c i  in fé r ieure  à 6,5.10 

(après  ca l cu l s ) .  

\ 

I 
Le ca lcu l  d 'er reur  l a i s s e  supposer une grande imprécision c a r  h = - 

1 O 

n ' e s t  pas assez p e t i t .  Toutefois nous avons v é r i f i é  e t  compéré l e s  r é s u l t a t s  

obtenus avec l e s  r é s u l t a t s  de l a  solut ion exacte. 

En p a r t i c u l i e r ,  au mil ieu des côtés du carré  l a  contra inte  e s t  maximum, 

e t  l e  ca lcu l  par  l e s  différences f i n i e s  donne : 

max - -  
G 0 - 0965 

La valeur donnée par un ca lcu l  théorique ( v o i r  Solomon p.216) e s t  = 

0.666 à 2.  IO-^, ce qui e s t  t r è s  s a t i s f a i s a n t .  Evidemment en diminuant l e  pas, 

2 l a  précis ion augmente e t  e s t  de l ' o r d r e  de 7h sur  l a  détermination de 





35 : 
36 : 
37 : 
38 : 
39: 
40: 
41 : 
42 : 
43 : 
44: 
45 : 
46 : 
47 : 
48 : 

- 49: 
50: 
gr:  
52 : 

9 C0NTIWlE 
WrTa 15,204) ITm 
WRI~(~,~~~](XII),I=I ,NI 

206 ~8~~(/10{~8.5,1~)/70(~8.5,1~)~~(~8,5,1~)) 
106 F ~ W A T  (I~,IX,I~,IX,F~O.~) 
101 F-T~ I~(IX,F~~~)]~{IX,F~. 1)) 
£00 FBFMAT (72~1 SBLUPIBN BI? SI#lULTANF%US LIMUR EQUATIBMS Bf GAUSS-SE 

1 IDEL METReD, WITH IlRO, 5X, 9HN = , 141 
2 &, 9HITMAX = , 141 6~ , 9HEPS = , P10.6/ 4 7 ~ 0  THE CBEFFICIEI 
9 WTBIX a{i,~) ... A(N+I,N+I) 13) 

201 FBRMAT(]I~{~%.~, 1x1 /1DTF8.3,7X)/5[F8.3,îX) 
202 FBRMAT ( 36fiO THE S T A R m G  V'ECTt3R X( 1 ) . . . X(N) 15) 
203 FBRMAT (35~6 PR6CEDURE CBNVE-, =TH ITER = , 34/ 

r 32~0 sei,mIcm ~ C T B R  XI 11 . . . X( BI) IS 1 
204 F8RMBT ( 1  HO N8 C ~ I V ~ R G E N C ~  1 OH0 ITER = , I k j  

1 31HQ CURREMT VECIP.âR X I I )  ... X(W) IS) 
1o seEJT1Hrn 

END 







O O C> 
O Q Q  
Q 0 

' 8' 



%28 
Q O O  

O Q O  
. . p .  P . . .  * e t . .  



O THE STARTIMG VECTBR X ( I )  ... X(H) IS 

,000 *O00 . O00 ,000 .O00 .O00 . rX)D .oh .O00 .O00 ,000 .O00 
* O00 .ooo .O00 .O00 . O00 

O PRôCEDüRE CBBVERGED, WITH ITER = 53 
O SBLUTIOM VECTBR X( 1 ) , . . . X(M] IS 
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APPLICATION II 

PROBLEME DES COINS QE CAVRES 

CALCUL DES CONTRAINTES PAR LA METHOPE P7RECTc. 

1. - POSITI ON V U  PROBLEME ET CALCULS PRELEMINAIRES. - 
. Ce probleme nous a, 6t6 communiqué par Monsieur KERGUTGNAÇ et a et6 

publié dm@ w b u l l s t i n  technique VEYVEY de 1959, 11 s ' a g i t  d'un ea in  de cadre 

avec &ne e t  semelles, soumis seulement à 4es moments f1~ch isçan t . s  ; 

F i n .  1.  

La sect ion e s t  une pou t re l l e  1.P.N 300, Nous avons suppos6 que l a  

l a rgeur  de A'Êime du coin de cadre e s t  6gai.e $. sa hauteur, ce qui  nous donne l e  

Mous subdivisons l e  cas de 1s Fig. 1 en deux e t  sgparans pour ce l a  

l a  transmission des e f f o r t s  dans l e $  wembrureg (cas  1 de l a  fig 2) eZ c e l l e  

@ms l e s  âmes (cas II de l a  f i g .  2 )  



Fig. 2 

. 
Fig. 3 

" \ ~ o u s  c avons admis u = 16,5 dsdllm 2 
* '  max 
i 

, IPN 300 : IZ ,Z = 9800 cm 4 Iz ' z  - 5 653 cm 3 
v 

Le moment f léchisgant  t o t a l  e s t  : 

IZ'Z 
M - g m a x ( v )  16.5~653 = 1077h.5 m daN 

La contra inte  o L)IU piveau de la jonction âme pemelle e s t  : 

u = 1?77435x1~3*38 1 14.85 daN/mm 2 
9800 



La c o n t r a i n t s  moyenne apgliquêe au rec tangle  - s e m ~ l l e  d ' a i r e  

125x16,2 ent  : 

& ' e f f o r t  de compression ou de t r a c t i o n  support6 par  une seo t ion  d e  

semelle e s t  donc : 

Pour l e  c@s 1 $le l a  f i g .  2 ,  l a  p a r t i e  du moment t o t a l  r e p r i s  par l e s  

a i l e s  e s t  : 

61) , Ic~-oe_l~r~-2~e:oxImrt,ion 
!Nous powons admettre ( e t  nous vêrif ieroms p lus  l o i n  l a  v a l i d i t é  de 

l 'hnathèse )  que gour l e  ças 1 de l a  Fig, 2 ,  les  &es seules  suppsr tent  l e s  

e f f o r t s  t ranchants  F, e t  que l a  con t ra in te  de c isa i l lement  Ir 1 ,  su r  l e  contour 

de l'&ne du caig du cadre e s t  constants : 

L'appl ica t ion  que nous développerons p l u s  l o i n  e s t  d ' a i l l e u r s  basée 

s u r  c e t t e  hypothsse, 

b 1 g!$ga__h$og-~~elle_be_ 1 -r 1 G ~ ç - l a - s e c t i 2 ~  



, Four l e s  a re tes  supérieure e t  in f6r i sure  ~ 0 .  

. Valeur de [ T I  l e  long de l l a r & t e  m jonction de I1&c e t  de l a  

esme4ltl. : 

avec b r 1,08 cm 
' G Z  

= 9800 cm F = 31742 daN. 

Le msmen*. e t  a t  i que 
'i ' GZ de l a  semelle e s t  : 

. dis t r ibu t ion  de 1 . ~ 1  dans l l h e  : 

lG1h btiant rectangulai re ,  nous savons que I T ~  a une d i s t r i bu t i on  

sur l l q e  y l y  e t  pue l a  valeur qx ima le  de Ir1 e s t  a t t e i n t e  

au point  G : 
I 

uG, moment $$@tique de l a  demi-âme 

Dans un ca lcu l  de 2ème approximation, nous pouvons prendre 

62*11s52 = 10,7 daLJ/mm 2 
J~moyl  âmes = ' "  2 

2 
qui e s t  w e  valeur t r $ s  v ~ i s i n e  de c e l l e  p r i s e  en lere approximation ( 1 1  daSJ/mm 1, 

Z1effor% t ranchavt  supporté par l l b e  seule e s t  : 



qe qui jqstilrie l a  lèrs approximation, où nous avonn s u p p ~ a é  qpe l '&ne seu le  

svpportai$ lteP$'or$ tranchant F 31742 daN* 

POW l ' a p p l i c a t i o n ,  nQus supppserons uqe con t ra in te  mgyenne constante  

2 1 T 1 11 d@/rpm ,   ou te fois, l a  m6thode du Chap. VIIS e s t  a~)plica 'ble avec l a  

I r . -  CALCUL PES CONTRAINTES.- ( r  = Constanhe) . 
Rappelons l e s  no ta t ions  du Chslp. VIX1 : 

Fig. $+. 

Les condit ions a w  f r q n t i a r e s  sont : 



Nous ~ ~ S Q X V O B B  l e  problème avpc 14 d t h o d s  de9 diffêrences f i n i e s  

L ($5 poipt. in te rnes )  pas h g 
-r 

coeadaqnt, 8 F,ystZme de 50 6pu@tions 3 50 inconnues ( A i t B i )  9 mais 

noua psuvgns le nombre d'inconnues 15.  EPJ eelfet, nous avons une $mg- 

$ria par rapport @ $8 2ême b i s sec t r i c e  (Qx(x,y) * -Cl Y ( - y , v % ) )  et 
symétrie<i 

N Q ~ S  aven. né-oins dans ce calcul  de l è r e  @ p ~ f ~ ~ i m @ t i @ n  gardé tou*es 

Les Bquabi~ns pow déceler  tou te  e r reur  dans $'écriture au systame algébrique* 



b) C ~ & g ~ ~ _ ~  A 2 qx ------------P s u r l e s c ô t é s  $t_ e i  B "  " au m."- $ ~ r @ ~ t _ @ .  

Les symétries s i ~ n a l é s s  r 6 s w n t  l e8  calqyls à 5 inconnues par exemple 

I QUX poie t s  Il, 2 l ,  31 k t ,  5 1 ,  

On trouve : ( r e l a t i o n  (26) du Chap. VXIS) : 

c )  3---rcTI-r Calcul de C 2 -ï ( t p g  rsO sur  l e  contgur) 
%Y T---w------v-m 

~ ' 6 t a t  de cisai l lement de l a  f i g  5 e s t  lg superposit ion de ? é t a t s  : 

l e r  é t a t  : 
v 

T=O su r  l e  C Q D ~ Q V P  avec a Connue su r  2 e t  a connue sur  1 . 
X Y 

2 è y  , é t a t  : r = 1 1  daN/mm2 . cisail lement pur,  

'Pour s impl i f i e r  l q a  ca lcu l s ,  nous @von@ calclil6 par ILes r e l a t i ons  

I (31) du Chap. VITI, l e s  Ci - - ( T  ) 
xy i 

i=1 ,2 , ,  .25 papr l ' é t a t  1.  L ' é ta t  

f i n a l  s 'en 8 & d d t  aisgrnent par  superposition de l, 'gtat de cisai l lement pur. 

1 2)  pss h a L ( 121 pointa i n t e p e s  ) 

l Les symétries signalées peme*tent de ramener l e  grobLqme 8 l a  résalu- 

t i c s  de 66 équations à 66 inconnues ( A ~ )  . Les r6 su l t a t  obtenus par l a  mathode 

i t ê r a t i v e  de Gguss-Seidel sont col lect6s  ( p  : 114)  

Les r e l a t i ons  (26) du Chap. VSIT nous pem@t ten t  de ca lcu le r  l e s  

l 

On trouve ; 



pq&@s_ig$g&gg;g (on exc lu t  les points du l e r  prEc~nCour ot l e s  

gsiets 13 et 21 ) .  

pour ceq p o i q t ~ ,  nOus avQns approohe A * 0 ) * O par  
x Y 

A~(A*B) 0 ( 8 ~ p r o d m a t i o n  en losange 1. D'après las ~ 6 s U l t a t e  du Chap . III, 
nous savpns pue l ' e r r e u r  e s t  d' ,ordre h 2 .  

Posons h 1 h t s 2 h = g .  = 2 

Le principe de c a l c u l  d ' e r reu r s  signe16 $ $a fin du c h a ~ ,  1x1 nous 

perme0 d 1 6 c r i r o  : 

Pour l e s  po in t s  14. .  ..... 20 



l a  corqpqraison des 1 
Ai pour h = - e t  h l  * 6 

12 
m ~ n t r e  que l ' e r r e u r  r e s t e  

inf6rieuz-e à 6 %. La précision e s t  d 'autant  meilleure qu'on se rapproche du 

centre,  (par  exemple pour l e  point  37, l ' e r r e u r  e s t  de 1 $).  

Les r é s u l t a t s  sont dons éloquents dans ce t t e  zone, 

b )  po&4g-J3-~4-&'1 ( e t  l eu r s  symétriques / O x )  , 

La précision e s t  i c i  t r s s  médiocre, 

En e f f e t  nous trouvons par  exemple r 

La v a r i a h i ~ n  e s t  de l ' o rd r e  de 0,6,  ce qyi e s t  i n d i ~ & t e v r  d ' w e  mauvaise prkci- 

sion. Cela t i e n t  au fai t  que 13 correspondait à 1 de l a  Fig. 6 ,  qui e s t  yn point 

vois in  du sommet. 

c )  points ........................ s i t u é s  sur  l e  l e r  grécontour -T----C-- ( 1 e t  11 exclus) 

Nous raisonnons i c i  par  analogie : nous avons trovvé que pQur l e  

pcint  35 de l a  Fig. 7 (correspondant à 6 de l a  Fig. 6 )  que l ' e r r e u r  e s t  de 

l ' o rd r e  de 2 %. O r  l e  point 6 e s t  un point du l e r  précantour pour l a  Fig. 6 
1 ( h  - g). Il  e s t  permis donc d'en déduire que pour les points  Bu l e r  précontour 

1 de la, Fig . 7 (h  = --) , l a  précis ion se ra  de 1 'ordre de 2 b ( 1 1 Oy) e t  12 

6 $ ( 110~ ) .  

d)  g~ig+-s_wl-&~-ce~~-j (par  exemple ) 

Les r é s u l t a t s  sont t r op  médiocre6 pour ê t r e  pris en cansidépation, II 

faudra i t  diminuer sensiblement l e  pas au voisinaas des sçlmts. 

~g-ggg-  : s i  l ' on  exclut  l e s  points  voisins du sammet , l a .  p r h i s i o n  

e s t  t r è s  s a t i s f a i s an t e  e t  l ' e r r e u r  r e s t e  i n f i r i e u e  à 6 P, 

Remque : Tous ces ca lcu l s  sont vaïablus à condiSion que l e s  contrai- 

t e s  sur  l e  cantour soient  assez f a ib l e s  pour 6v i t e r  l e  ph6nomane de VOTLEMENT, 



INTEGER FUG 
DTMENSIeN A( 5Q,5 1 ) ,x( 50) 

1 READ (5,1022 , ITMX , EPS 
WRITE (6,200) N, ITWX, EPS 
NP 1 =N+ 1 
D8 1 1  I=l,N 

1 1  REM(?, 105) (A(I,J) ,Je1 ,NI 
105 BBRMAT( 12,26( lx, 12)/23( lx, 12)) 

RWD (5,101) (A(I,NPI) *ISI,N) 
DO 79 I= 1 ,N 

79 x(I)=o, 
De 2 I=1.N 

7 CBNTINrn 
IF (FLAG.NF.~) Ge T@ 9 
WRTTE (6,203) ITER 
~ I T E  (6,201) (~(1) ,I=I *NI 
GOT8 1 0 

9 CeNTINW 
WRITE (6,264) ITER 
WRITE(6,2061(~(1) ,I=1 ,IV) 

2% PeRMAT(5(/10(~8.5,1~))) 
100 FBRMAT (14,1X,I4,1~,Fl0,6) 
1Q FBRMAT(k( 11( 1~,~6.2) ,/) ,6( IX,F~.?)) 
200 FeRhlAT (72~1 SeLUTIeN eF SIMUL'$AIOEN@ L I M  EQUATIONS BY GAUSS-SE 

1XDEL METHBD, WTTH /1HOs 5X, .)NN 9 14/ 
2 6~~ 9IIITM.X i , 14/ 67 , 9BEPS = , ~10.6/ 47~0 THE CBEFFICIEN 
3T MATRIX A( 1,1), . .A(N+I ,N*1) TS) 

201 FBRMAT(~(/~~(FB.~, lx))) 
202 F'eRMAT ( 36- THE SWTING VECTeR X( 1 ) . . .x(N) IS) 
203 FeRMAT (35HO PReCEDURE CBNVERGED, WITH ITER r , 14/ 

1 32HO SBLUTIBN VECTQR X( 1 1.. .x(N) 18) 
2a4 F~RMAT ( 1616 NB CBWYERGENCE;/ IQHO ITER = , 141 

- 1  31HO CLJFiRENT VFCT6R Y( 1). . ,x(N) IQ) 
10 ÇBNTINUE 

END 



n c g c 3 o a e  
r \ a Q \ o  
C R c n o m C R  
0 n o l P q  rn . . . .  C CR* "CR 
I I * 

& r -Om\O 
* V 3 n I n 5 m  

CUI O \ m P - r m  
V \ ! n ; f f  Cr) 

mncu YtEi 
c o m a  c n z  . . .  

1 8 KI 

Y .  

cg ma) 

. . . 
I w 
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I* I* 1 8 gj 

utb 

~ W O W  CUQ 
moCr)o3 

r n ~ 8  n o  ma) P, * 
* . * r a O  
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1 PROGRAMME III (h 3 

1 INTEGER FLAG 
2 DIMENGI0N ~(66,67),~(66) 
3 1 READ (5,100) N , ITMAX , EPS 
4 WRITE (6,200) N, ITMAX, EPS 
'3 NP 1 =N+ 1 
6 DO 1 1  I=I,N 
7 11 READ(~,~~~)(A(I,J),J=~,N) 
8 105 FBRMAT(~(~~( 1~~12) ,/) , 14( 1~,I2)) 
9 READ (5,101) (A(I,NP~),~=~,N) 

1 O DB 79 I= 1 ,N 
11 79 x(I)=o. 
12 D8 2 I=1,N 
13 2 WRITE (6,201) (A(I,J) ,J=I ,NPI) 
14 WRITE (6,202) 
15 WRITE (6,201) (x(I),I=I,N) 
16 De 3 1=1,N 
17 ASTAR=A ( 1 , 1 ) 
18 De 3 j=l, NP1 
19 3 A(I,J)=A(I,J)/ASTAR 
20 DO 9 ITER-1,ISMAX 
2 1 FLAG= 1 
22 DO 7 I=1,N 
2 3 XSTAR=X( I ) 
e 4 X(I)=A(I~NPI) 
2 3 DB 5 J=l ,il 
26 IF (I.EQ.J) G8 T8 5 
a7 x(I)=x(I)-A(I,J)*x(J) 
28 5 CONTINUE 
a9 IF (ABS(XSTAR-XII)) .LE.EPS) GO TQ 7 
30 FLAGrO 
3 1 7 CeNTINUE 
32 IF (FLAG.NE.I) GB TB 9 
3 3 WRITE (6,203) ITER 
3b WRITE (6,201) (~(1) ,1=1 ,N) 
35. GBT8 10 
36 9 Cf3NTINU.E 
37 WRITE (6,204) ITER 
38 WRITE(~,~O~) (x(I) ,IGI ,N) 
39 206  FORMAT(^(/^ l(~8.4~1~))) 
40 100 FBRMAT (14,1~,14,1~,~10.6) 
4 1 101 F~RMAT(~(~( 1x,F7.3) ,/) ,3( 1X,F7.3)) 
ka 200 FBRMAT (72~1 SBLUTIBN 8F SIMULTANEWS ZINEAR EQUATIQNS BY GAUSS-rSE 

1 lr 3 1 IDEL METHBD , WITH /lHO, ?x, 9HN 9 p 1b/ 
44 2 6x, 9HITMAX = , 14/ 6~ , 9HEFS J: , FIQ. 6/ k ~ ~ ô  W CBEFFICIEN 
4.3 3T MATRIX A( 1,1) ... A(N+I,N+?) 15) 
46 201 ~6~~~~(6(/11(~8.4,1~))) 
47 202 FBRMAT (36~0 THE STARTING VECTBR X( 1 ) . . . X(N) IS) 
48 2Q3 FBRMAT (35HO PRBCEPURE CONVERGED, WITH ITER = , I4/ 

' kg 1 32BO SBLUTION VECT6R X( 1). . .x(N) 18) 
50 2Qh FeRMAT ( 16~0 NB CONVERGENCE/ 1 OH0 ITER = , 14/ 
5 1 1 31HO CURFXNT VECTBR ~(l), . .x(N) 18) 
5 2 10 CBNTINUE 
53 END 
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ÇONCLUSX ON 

u 

Tou$ au lalrg de ce t r a v a i l ,  nous avons montri$ que l e s  3 types de 

I prablfs9ie en b ï s s t i c i t g  l i p 6 a i r e  peuvent e t r e  apardgs e t  reqolus par l a  méthode l 
qes d i fdxences  f i n i a s ,  qui  s 'avère donc un o u t i l  e f f i cace  sur tou t  pour lep  

doraaiees à lirn$tea pars l lGles  aux axes Ox, ûy Qz. Toutefois quelqueo remarques 
l 

e t  e r i t i ~ u e s  mgritent d ' ê t r e  soulignees : 

1 )  w i  l e  g r~b l ame  à résoudre, ne prgsenhe w c w e  symétrie, l e s  r8awl- 

I t q t a  nwq&riclnye$, pour @$re valables ,  ont besqin d'un moyen de calcul  de grande 

c~1pap i t 6~  l$n e f f e t  Lq prgçis ion des sch8mss - dif fêrences  proposes es? g6n6raIe- 

men* d'crndrc f! en h (pas de &a plailba). 

2) gour Te 28ve probleipa ae 1 1 8 1 a $ t ~ s t ~ t i q u e  du Oh8p. VS$, npus @vans 

I +. 
calcuA6 l e  veçteur 86placemenk u dans l e  cae d'un contour r e ç t m g u l a i r e  (ou 

para$~616pip3diquq) . La mgthode n '6tend pour des domaines simplement connexes, 

on peut déf inir  s m s  ambig1,~it6 la nomale  externa sn ~ h a q v e  point dis o~ntaciur. 

8 o i t  par e x e w l e  l e  cas d'un é t a t  p l w  de d6formqtion ; 

Pour Les points  noeuds in te rnes  (on ezciut  l e s  po in t s  vois ins  du ÇOP- 

tour qu'on &signe par poin t s  du l e r  p r é c ~ n t o w )  l e s  re1g;tion ( 4) du Chap. V I  

r e s t en t  valables.  
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Pour les  po in t s  du contour e t  du l q r  precontour, nous raisonneronç. 

de l a  façon suivante  : 

----A X 

-.* - - .-...-."~- -- . r- 
I 

/ 

1 
7 -7- 

h ! h  - 4- 
x 5 u, 

N ~ u a  d i so ré t i sons  ( 2 )  au point  O. So i t  8 X e t  Y a w  

1 po in t s  1 e t  2 peuvent approchée pa r  i n t e r p o l a t i o n  l i n é a i r e  avgc préc i s ion  dioFdre 

Nous aurons a l o r s  l e s  approximations dloydr@ 2 en h pour l e s  

TL ~ u f f i t  de remplacer ces r e l a t i o n s  dans ( 1 ) .  I L  faut  b ien  entendu que 
* 
n(nx,ny) s o i t  bien dé f in i  en chaque point  du contour. 



3) Pour ce menle 2ème problème ( ~ h a p ,  VTI) , ngus promettons d ~ ~ s  un 

prochain t r a v a i l  d ' a n ~ l y q s r  l e  caa de forces  concentrées. I l  faudrâ i t  i n t r o d u i r e  

l a  d i a t w i b u t i s s  de Dirae 6 c a r  ; 

1 -h +T 

F F fgrça  concentree e t  f d i s t r i b u t i o n  l i n é a i r e  çorrcspaqdsnte . 
P # M peina d 'appl ica t ion  de 3.  

8 

S 

Au vcieinage du point  d ' app l i ca t ion  de 3 ,  l a  dens i t é  l i n é a i r e  f 

aavient  i n f i n i e ,  ce qui  in t rodui*  une s i n g u l a r i t é .  Du point  de vue m6csnique. 

le$ équ&ions de l t 6 1 g s t i c i t 6  l i n e s i r e  n 'ont  p lus  de sens, c a r  il y a appar i t ion  

da zgnes de d$fo$matigns g l a s t i q u e s  ou bieq de f i s s u r e s .  Toutefois  pour des p s i n t s  

a y f f i s w e n t  6ioign6g de M,  naus pouvons admettre l a  v a l i a i t 6  des hypothi3ses de 

4 ' G l o s t i ç i t 6  l i n é a i r e .  Paur l c g  p r ~ b l h e a  d 1 $ l a s t i c i % 6  plma, nous pepsons pou- 

v o i r  6 v i t e r  $a s i n g u l a r i t é  en in t rodu i san t  l a  f ~ n c t i o n  d ' A i n  Y .  

-h 
43 La d6$ermiqa$ion de u p a r  l a s  m6Chodes du Chap. VS a t  V I S ,  

n$çeasitpn$ un tesip? de c a l c u l  Peauegup p lus  court  que pw $48 m6thot$@s de déter- 

m i n a t i ~ n  de l a  faqçéion Y au de ca4ouJ d i r e c t  dpq c o n t r a i n t e s ,  

E s  ef fe t ,  l a  Tanction d'Airy (pour l e  cas  p l a n ) ,  concerna un ~ p 6 r a t e u r  

du 4kme ~rdrq, alorn  que c e l u i  des déplacements e s t  du 25me ~ r d r e .  

D'autre p a r t ,  l e  ca$cul d i r e c t  des t ens ions  cons i s t a  t?i dgterminer 

3 f 'oncti~ns oxp oy, T~~~ t a n d i s  que dans vq é t a t  de d&formation p l m e ,  il y en 

a deux seuqrnent : u, et  u2, * 

Le o&Lcul direct  dgs tans iona  ee f e r a  donc de préféreracm daxi6 l e s  

P p r o b l h e s  d'@bat  pl,^ Cie c o n t ~ g i n t e s  ( v o i r  a p p l i c a t i s s  II) . 
7b 

Le ca\cu3, de u s e  f e ~ a  de préf6rence dans l a s  pr~ 'bl8mes du type 

P i r i c h l e t  ( l e s  deplacements s u r  l e s  l imi$es sont  des grandsurq mepurabLas) e t  

dwn l e s  probl8rnes de d6forma.tion plane.  

5 )  S o i t  1s 2Sme problème da 1161as tos ta t ique  dans l e  reckangle 

G s R U S :  



* -+ 3 
A u + p * = O  x e R  

& Y = ?  x E S (vo i r  Chap. VIX) 

+ 
D'après [25] u doi t  minimiger l a  fonctionnelle : 

Nops pensons qu'on pour ra i t  eess;Yer de combiner l e s  mathodes vari&tionneAles avec 

l a  m6$hode dss ~ i f f 6 r e n ç e s  f i n i e s .  Cette rjrpproche du gxoblème a 6t6 t r a i t &  

~ 6 o e w q n t  '[22'3 pour l e  cas d'un disque avec densi te  l i nga i r e  de force donn6e 

SW le c9ntow, 

6 )  &p m6thods des Etczpes f ract ionngires  déveïoppbe par  Yanenko e t  

Kan~valov, p ~ w  l e s  prablhnes d t61as t i c i t 6  p l m e  ( g t a t  plan de d6fomat ion 
-+ 

peut &re  6teedue au cas dv paral l i l@pip$de avec l a  condition f ron t i ê r e  &: = f .  

!& modèle: al$k.brique peut q ' éc r i re  1 

oh A +A +A +A e s t  une matrice déf inie  pos i t ive ,  e t  où A l ,  A?, Ag 1 2 a k  
sont  des 

matrices facibernent inversiQles ca r  e l l e s  représentent des operateurs du type 

a2 a2 a e t  . Par contre l a  matrice Ab repr tsente  des opérateurs du 
a& 

a2 a" a2 t ype  - - e t  - 
a ~ a y  ? ayaq axax 

e t  n ' e s t  pas facilement invers ible .  La mktbode des 

$t%pes f r ac t i snna i r s s  consis te  à u t i l i s e r  un sch@me i t g ~ a t i f ,  pa r  exemple : 



-t 

u 3 vecteur i$@r6 d'ordre n, Ce sehêma convsrge pourvu que r sait gssez 
rl 

grand. La d i f f i ~ u l t e  e s t  de choisir r de façon B assurer we ragide convergence. 
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