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INTRODUCTION

Il n'est pas dans notre intention d'analyser les différents sens que
1'on donne au terme "information” dans la vie courante, ni les différents modéles
mathématiques qui en ont été proposés ; des auteurs plus qualifiés ont &tudié
ces problémes avec pertinence [5], [ﬂQ], [32], [38], [39]. Nous voulons
simplement, daps cette introductien, montrer, sur des exemples concrets, pourquoi
les formallsations théorigues habituelles ne permettent pas, dans certains cas,
de gquantifier de fagon satisfaisante diverses notions intuitives d'information,

et présenter les solutions gue nous proposcns dans ce mémoire.

51 1'on caractérise une personne par le fait gue :

"C'est un HOMME"
"C'est un HOMME MARIE"
—_—
"C'est un HOMME MARIE, de TRENTE ANS, né & LILLE,
‘pere de TROIS ENFANTS®

on augmente manifestement 1"information” gque 1'on posséde sur cet individu au

~

fur et & mesure que l'on accumule les renseignements.

Pour rendre compte de ce phénoméne dans le cadre de la théorie
classigue de 1'thormation de WIENER et SHANNON, ou dans celui de la théorie
généralisée de 1'information sur un événement de J. KAMPE DE FERIET et B. FORTE,
on peut, par exemple, définir dans 1l'ensemble Q des Frangais, les sous-

ensemples :

A = soys-ensemble des HOMMES
sous-ensemble des HOMMES MARIES
sous-ensemble des HOMMES MARIES, de TRENTE ANS

H]

0
n

et remarguer gue, par construction, l'ensemble C est inclus dans 1'ensemble B,

lui-méme inclus dans 1l'ensembls A,




On associe alors & l'ensemble A [(resp. B,C) 1le nombre réel non
négatif I(A) (resp. I(B), I(C)) qui est supposé guantifier 1'information
apportée par la réalisation de 1'événement : "cette personne appartient 4

l'ensemble A (resp. B,C)". Ces guantités vérifient :
I(C) = I(B) = I(A).
En éffet, cette propriété de l'information classique :
BecC ==>I(B) 3 I(C)

est l'axiome essentiel de la théorie de l'information généralisée.

Nous distdnguerons trois étapes dans le raisonnement précédent :

- Intuitivement, pour caractériser un individu Wy de , 1la proposition

PB = "C'est un HOMME MARIE" est plus préecise, donc apporte plus d'information

gue la proposition PA = "C'est un HOMME" ; nous noterons PB -+ P
(P

A
B implique PA].
- Une conséquence de ce fait est que 1l'ensemble B des HOMMES MARIES est

inelus dans 1'ensemble A des HOMMES : B < A.

- Les modéles classigques sont construits sur cette seconde remarque :

comme B est inclus dans A, 1'affirmation ”wo appartient 4 B"

apporte plus d'information sur la localisation de 1'individu wg dans §
gue 1'affirmation "wo appartient 4 A". Dans ce cadre, l'information

est maximum quand on a réussi a identifier 1’élément Wy c'est-a-dire

guand on peut affirmer qu’il appartient a un ensemble formé d'un seul

élément : wy € {wD}-

Résumons cette démarche dans le schéma suivant

Substitution de 1'inclusion

Ps > Pa
des ensembles associés a llc
1'implication des propo- BegA Axiome de base de la
sitions logiques 11 théorie généralisée de
I(B) 2z I(A) 1'information sur les

événements.
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Montrans, sur deux exemples simples, gque ce schéma n'est pas complé-
tement satisfaisant guand on donne aux ensembles A et B une signification

concrete.

1) Si, perlant d'un frangais, j'affirme gue c'est un PROFESSEUR, par ailleurs
CLOWN PROFESSIONNEL, j'apporte sur cette personne une information TI(A), ol
A représente 1l'ensemble des PROFESSEURS, CLOWNS PROFESSIONNELS. Si je dis
gu'il appartient & l'ensemble B des PROFESSFURS, CLOWNS PROFESSIONNELS,
HOMMES MARIES, de TRENTE ANS, j'apporte une information I(B]/ manifestement
supérieure & I(A), Dans la réalité de 1874, il se trouve que l'ensemble A

est réduit & un seul frangeais : Wy parfaitement identifiable. Da 1'égalité

A=DB= {wo} on doit déduire : 'I(A) = I(B) , ce qui traduit effectivement le
fait que 1l'appartenance & l'ensemble B ne permet pas de loealiser avec plus
de précision cette personne dans l'ensemble des frangais que 1'appartenance a
l'ensemble A. Pourtant, il est clair gue 1'affirmetion correspondant & 1'en-
semble B caractérise avec plus de précision cette personne que 1'affirmation
correspondant & 1l'ensemble A,

Pour que cette meilleure caractérisation s'accompagne d'une meilleure locgli-
sation, iliest nécessaire de se placer dans le cadre d'un ensemble hypothétique
de frangais "poseibles" dans lequel A et B ne sont pas réduits & un seul
élément. C'est d'ailleurs parce qu'il est potentiellement possible d'aveir un
PROFESSEUR CLOWN PROFESSIONNEL qui soit FEMME, CELIBATAIRE, de VINGT CINQ ANS

que la secaonde affirmation apportses plus d'information gue la premiére.

2) Soit une gouche bactériemne parfaitement identifiée, répertoriée, par exemple
une souche de référence internationale : PSEUDOMONAS FLUDRESCENS, C.I.P.
(Collection de l'Institut Pasteur), N° 5690, qui est conservée sous vide,
en ampoule scellée, & 1'état lyophilisé. Supposons gu'un laboratoire mette
au point un nouveau test constituant un critdre biochimigue. Avant toute
expérience, 11 est impossible de connaftre la réaction de la souche & ce
test ; il est clair que la réalisation matérielle de 1l'expérience (par exempie,
la souche C.I.P. N°® 5690 réagit positivement au test); apportera une information
qui permettra de eargctériser avec plus de précision les propriétés de 1'individu
étudié. On ne peut lier cette information & une meillsure loealisation car la
souche bactérienne est déja identifiée et que 1'on cherche seulement & en

décrire les propriétés.




N

Ces deux exemples nous montrent que 87 L'on attache & L'ensemble {
une signification concréte, une meilleure caractérisation d'un élément w e 0
peut ne pas &tre associée d une meilleure localigation de cet élément dans la
population réellement étudiée. C'est-a-dire, comme nous 1'avons vu, que si
1'implication stricte : [PB > PAJ éguivaut a (é strictement inclus dans AJ
dans un certain espace abstrait, il est possible dans les faits que les réali-

sations B et A de B et A dans la population Q é&tudide soient édgales.

La solution la plus générale de ce probléme passe par la définition
et 1'étude détaillée de la notion d'informetion dans un systéme de propositions
logigues ; nous avons cité des travaux trés intéressants qui existent dans ce
domaine. Cependant, pour résoudre le type de difficultés plus particuliéres
soulevées par ces exemples, 1l nous & paru intéressant de définir 7'information
que Ll'on pogséde sur un événement comme une fonction croissante d'une part,
de la précision de la localisation de cet événement dans la population étudiée,
d'autre part, du nombre et de la qualité des renseignements que l'on posséde

sur cet événement. Dans ce but, nous définissons, dans le premier chapitre,

la notion d'information apportée par un groupe d'observateurs sur un méme

événement.,

Nous prenons comme point de départ un ensemble € dont un élément
w représente un événement élémentaire ; nous désignons par S 1la classe
de partiss de Q définissant les événements observables ; nous identifions
en fait un événement (observable) considéré du seul point de vue de sa
réalisation, ou de sa non réalisation, au sous-ensemble des Svénements &lémen-

taires qui le réalisent.

L'idée de faire dépendre la mesure de 1l'information apportée sur la
réalisation d'un événement des observateurs de cet événement est apparue trés
rapidement dans le développement de la théorie généralisée de 1'information.

Le terme d'observateur peut &tre pris au sems propre : un signal est émis,

chague observateur pergoit en fait un signal plus ou moins déformé ;

J. KAMPE DE FERIET écrit, par exemple : "Nous supposons que les événements
observables sont pergus par des observateurs E, dont nous désignons l'ensemble
par 0 ; entre la réalisation d'un événement et sa perception par un observateur
s'introduit une distorsion, qui peut d'ailleurs varier d'un observateur & un
autre : quand l'événement w se produit, l'observateur £ pergoit un événement

[V

=




N

W, = T _(w)

TE désignant une application de 1l'espace des événements Q sur l'espace QE

des événements observés par l'observateur E&.

Nous donnons au terme d'observateur un sens métaphorique : 0
sera aussi l'ensemble des paramétres d'un systéme Q ; par exemple, si w €
définit 1'état de 1’atmosphere & un instaent t donné, nous considérons le
barometre, le thermométre,..., comme autant d’observateurs de w gui nous
définissent respectivement la pression W, s la température Woseees sans pouf
cela que la deseription fournie par ces observations épuise obligatoirement
toute la réalité définie par w. De méme, dans les deux exemples introduits
précédemment, on retrouve les composantes classiques des modéles statistigues.
On peut considérer 1'individu w comme un élément d'un enmsemble Q : une
bactérie comme un &lément d'un groupe de bactéries ; ou caractériser cet
individu par ses propriétés : la bactérie par son profil de réaction aux tests

biologiques retenu. L'ensemble 0 est glors L'ensemble des caractéres suivant

lesquels nous étudions la population.

On peut méme aller plus loin : nous traitons, dans le chapitre V,
un exemple ol le temps tient le rdle de 1l'ensemble des observateurs dans 1'@étude

d'un systéme évolutif.

Le formalisation de certains de ces exemples nous am&ne naturellement
a8 nous interroger sur la structure de l'espace des observations a utiliser.
Comme J. KAMPE DE FERIET, nous supposerons que, dans certains cas, les observa-
teurs peuvent étre supposés indépendants en structure ; c'est-a-dire gue
"gi lorsque toutes les observations w, = T.(w), sauf celle d'un observateur

£ g

quelconque & sont déjd connues, l'observation w peut étre un point

1’ 51

arbitraire dans Qg ". Ce qui nous conduit naturellement & représenter une
1

observation par un point

e {wgii e 0}

de 1'ensemble produit




gue nous appellerons espace des observations. Le chapitre II est consacrée a

1'étude de ce probléme, trés impecrtant dans la pratique.

Dans le chapitre III, nous proposons différentes méthodes de cons-

-

tructions d'informations, & partir de considérations concernant la dépendance
ou l'indépendance des observateurs. Les résultats obtenus nous permettent

de calculer 1'information apportée sur un événement par un ensemble d'observa-
teurs guand on connait l'information apportée sur cet événement par chacun des
observateurs et chacun des couples d'observateurs de ce méme événement. Cela
nous conduit, dans le chapitre IV, & étudier, & partir d’'hypoth&ses particu-

lieres, l'information apportée sur un événement par un couple d'observateurs.

Le chapitre V conclut la premiére partie de ce travail, laguelle est
consacrée & l1'étude de 1'information apportée par un groupe d'observateurs
sur un événement. Ce chapitre peut 8tre abordé directement par le lecteur
qui cherche essentiellement & replacer notre étude dans le cadre de la théorie
généralisée de 1'information. Au terme de cette partie, il nous est en effet
plus facile de'situer notre travaeil par rapport a ceux qui ont été déjad réalisés
dans ce domaine : notre étude repose essentiellement sur des hypothéses concer-
nant la dépendance et 1'indépendance des observateurs alors que le développement
de la plupart des travaux antérieurs ports sur la notion de composabilité, 11
faut noter que les informations que nous obtenons ne sont d'ailleurs pas compo-
sables en général. Nous présentons aussi, dans ce chapitre, d'autres directions
de travail possibles ; en particulier, nous traitons en détail un exemple qui
nous parait fondamental & deux points de vue : d'une part, il nous permet de
mieux distinguer les notions d'iZnformation dans un syéiéme statique et d'infor-
mation dans un systéme dynamique, de dégager les liens entre ces deux notions ;

d’autre part, cette étude ne fait intervenir ni probabilité, ni fréquence.

Les applications de la théorie classigue de 1'information, telles
qu'elles ont été développées par SHANNON et ses successeurs, ne dérivent pas
directement de 1'information apportée par un événement, mais plutdt de 1'infor-
mation moyenne apportée par les é&léments d'une partition. Il en est de méme

pour certaines applications que nous proposons ; la deuxiéme partie de ce travarll




est donc consacrée d l'étude des notions d'information moyenne sur une partition

et d'information mutuelle entre deuxr partitions.

Notre but, dans cette deuxiéme partie, n'est pas de faire upe étude
exhaustive de la notion d’informetion apportée par une partition ou par une
expérience (cette étude a été entreprise en particulier par B. FORTE). Nous
cherchons essentiellement & présenter guelques perspectives d'applications

déduites des propriétés de 1'information moyenne d'une partition finie @I de Q.

Dans le chapitre VI, nous définissons et étudions les notions
d'information moyenne apportée sur une partition par un ensemble d'observateurs
dans l'espace Q des événements d'une part, et dans 1'espace é degs observa-
tions d'autre part ; ces résultats se déduisent directement de la formule de

définition et des propriétés des informations définies dans la premigre partie.

L'exemple numérigue gue nous traitons en détail dans le chapitre VII

nous permet d'illustrer les résultats précédents et de montrer comment ces
résultats engiobent et généralisent ceux de la théorie classique de SHANNON ;
en particulier, ils indiquent clairement guelles solutions nous apportons aux
problémes soulevés dans cette introduction. Dans ce dernier chapitre, et a
partir de 1'exemple traité, nous proposons différentes directions d'applications
possibles de ces notions en analyse des données, en classification automatique,

dans les guestionnaires.
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CHAPITRE I

INFORMATION APPORTEE PAR UN GROUPE
D*OBSERVATEURS SUR UN EVENEMENT

La premiére partie de ce chapltre est consacrée aux rappels des diffé-
rentes définitions et propriétés de la mesure généralisée de 1'information dont
nous avons besoin par la suite. Nous précisons en méme temps les notations et les
conventions d'écriture gue nous avons adoptées. Dans la seconde partie de ce cha-
pitre nous présentons en détail des définitions originales concernant la notion

d'information apportée par un groupe d'observateurs sur un événement.

I.1.- RAPPELS ET NOTATIONS.

Notre démarche prolonge celles de J. KAMPE DE FERIET et B. FORTE,
notamment sur la mesure générallisée de 1'information sur un événement [42]3 [13],
sur la mesure de 1'information par un ensemble d’observateurs indépendants [14]
£151 [17] et sur les "collecteurs” [B] . Nous utiliserons donc la terminclogle

et les notations développées dans ces travaux.

I.1.1.- INFORMATION SUR UN EVENEMENT.

Soient © wun snsemble gquelcongue, non vide, d’'événements élémentaires
w, S une o¢-algébre de Boole de parties de Q (noud dironms aussi une tribu) ;
1l'espace mesurable (Q,S) sera appelé espace des événements ou espace des phases.

Dans la suite, chague fols que nous parlerons dei'%wsure de l'information
ou plus bridvement d' "nformation" apportée par (ou sur) un événement observable
(ou événement) en utilisant la lettre I, i1 s’agira d’une fonction d'ensemble
définie sur une classe de parties de Q, (en général la o-algébre S) satisfailsant

aux axiomes 1,2,3 et aux définitions suivantes qui furent introduits par

J. KAMPE DE FERIET et B. FORTE [12], [13] :




AC

I.2

s

AXIOME 1 : L'information 1 est une application de S dans R
AXIOME 2 : L'information est monotone pour L'inclusion :
(A,B) e S xS et Bc A=>T1I(B) 2 IA)
les valeurs universelles sont
I(Q) =0 et I(B) = +

Notons pour tout A € S

étant le complémentaire de A dans Q.

AXIOME 3 : Les événements A et B de S sont indépendants pour
L'information 1 (ous dirons aussi : I-indépendants), si 1 satisfait
aux quatre conditions :

(1) (3] (1)

I(A nel3y - 1alily L el

) i, = 0,14

Etant donné les valeurs adoptées pour l'information apportée par

et @, 1'indépendance des événements A et B est équivalente & 1'indépendance

des algdbres de Boole A et B engendrées respectivement par A et B. D'une

maniere générale nous dirons que

I.17.1.- a) DEFINITION.

Les algébres de Boole (ou les o—algébres de Boole) de la famille

{Ai | 1 e K, Ai c S}
sont I-indépendantzs en information (respectivement I-g-indépendantes)
st pour tout sous—ensemble fini (resp. dénombrable) K' c K d'indices

et pour tout choix de A € Ai s ON Q!

Ilan A= ) I(A;)
ieK! ieK’




Comme 1'a montré J. KAMPE DE FERIET danms [13], si. 1'cn exclut les
ensembles de S dont les valeurs d'information sont O oo + ®, il est nécessaire
pour que les notions d'indépendance en information aient un sens qué les algebres
de la famille {Ai | i € Kk, Ai c S} sotent indépendantes en structure
(nous disons aussi M-indépendantes pour employer la terminologie de D.A. KAPPOS
[20]) : c'est-a-dire que pour tout sous-ensemble fini K' < K d'indices et pour

tout choix de Ai sattsfatsant a :
A, e A, LA, £D , 1 €K
11 faut que
n A, #D

. i
ieK’

On parlera de o-M-indépendance quand K' est dénombrable. Nous em-
ploierons trés souvent cette notion d’'indépendance par la suits ; intuitivement

&tant donné (A,,A,) € A1 X A2 , si A1 et A2 sont deux spus-algdbres de Boole
de S indépendantes en struycture, A1 ne peut en aucun cas contenir A2 ou A;,

et inversement.

I.1.1.- b) DEFINITION,

L'information conditionnelle fournie par l'événement B e S, lorsque

L'on sait déjd que A ¢ S est réalisé, est définie par :
I(B/A) = I(A nB) - I(A) s I(A) < + =

Quand I(A) = + = | lg second membre de cette relation est indéterminé ;

nous léverons cette indétermination en supposant que :
I(B/A) = I{B) 87 I(A) = + «

Ce choix est le seul qui rend équivalentes les deux propositions :

"Les événements A et B sont I-indépendants'

et * I(B/A) = I(B) "




I(./A)
employée

pour que

I.1.1.-

I.4

Avec cette convention, pour tout A fix&, on montre que l'application

: 3 +IR+,vérifie les axlomes 1 et 2, ce qui justifie la terminologie

I(./A} est une véritable information sur (Q,S). Notons en particulier

tout A € S

. I(A/B) = I(A/Q) = I(A)
. I(B/A) = + et I(QR/A) =0
I(A) = + ©« <=>VB e S , TI(A/B) = + «

c) DEFINITION.

Soit (A,B) € S x S ; onm appelle information mutuelle entre A et B

la quantité :

I(A;B) = I(A) + I(B) - I(A n B)

: stz I(A) <+ ® gt I(B) < + =

Notons que le terme d'infaormation mutuelle, consacré par 1'usage [3], [27],
peut préter & confusion. En aucune maniére 1’'information mutuelle de deux
événements n'est une informatior ; en effet cette quantité n'est pas

nécessairement positive
I(A;B) e Ru {- «}

de plus elle n'a aucune propriété de monotonicité, du type de celle de

1'axiome 2.

Quand I(A) = + » et/ou I(B) = + » le second membre de cette relation

est indéterminé ; nous léverons cette indétermingtion em supposant que
I(A;B) = 0 st I(A) et/ou I(B) = + =

Ce choix est le seul guil rend équivalentes les deux propositions

"Les éuvénements A et B sont I-indépendants"

et " I(A;B) =0 "




I.5

La plupart des travaux en théorie généralisée de 1'information que nous
avons cités, ou gqui sont indiqués dans la bibliographie, portent pour 1'essentiel

sur l1'étude de la notion de composabilité de 1'information.
AXIOME 4 : Une information 1 est composable s'il existe une
. . —+ - hand
application F de R x R dans R telle que, pour tout couple
. (A,B) e S xS, AnB=0, onmait :

2 I(A u B) = F(I(A),I(B))

Les informations I qgue nous utilisercns par la suite satisferont
aux axiomes 1,2,3 et aux définitions a,b,c précédentes ; mais nous ne supposerons

pas qu'elles vérifient 1l'axiome 4.

I.1.2.- INFORMATION SUR UN ENSEMBLE ORDONNE.

Les composantes communes de diverses définitions particuliéres de
1'information ont été mises en relief lors des "Rencontres en Théories de
1'Information” de juin 1973. D'une part J. KAMPE DE FERIET [19] a proposé
d'une maniére trés générale de définir I'information & partir d'un ensemble de
propositions logiques ; d'autre part nous avons indiqué [24] gque 1'on peut
définir toute information comme une application monotone d'un ensemble T partiel-
lement ordonné dans un ensemble totalement ordonné, Cette application,qui conserve
1'ordre de tous les couples ordonnés de T, permet donc de comparer les &léments
des couples non ordonnés ; la relation d'ordre sur T doit &tre convena-
blement choisie en fonction du sens intultif que 1'on cherche 3 associer a la
naotion d'information. On notera aussi sur ce sujet les travaux de J.SALLANTIN [281,

[29].

- Les axiomes et les définitions que nous allans proposer dans la deuxiéme
partie de ce chapitre concernant la notion d'information apportée sur un événement
par un ensemble d’'observateurs et, dans le chapitre VI, d'information apportée

par une partition, ne sont pas posé€s arbitrairement ; ils s'inspirent directement

de ces bases générales gue nous résumons dans 1'é&noncé suivant :

Soit T un ensemble partiellement ordonné pour la relation d’ordre

notéa:é . Une tnformation généralisée J sur T egt :
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/ AXIOME 1 : Une application J de T dans R
AXIOME 2 : Monotone (nous la supposons décroissante)
byl e Tx T, x§y =>J3(x) 2 Jly)

51 existe un majorant et un minorant universels, notés respectivement

M et m, on peut éventuellement poser

JMM) =0 et J(m) = + o
AXIOME 3 : Si T est un inf-demi-treillis [4] pour la relation
d'ordre, deux éléments x et y de T, d'infimum noté x Ay, sont
dits indépendants s'ils vérifient :

Jx A y) = J(x) + J(y)

Noﬁs utilisons aussi les définitions suivantes :

« L'information conditionnelle fournie par L'élément y e T, connaissant

L'information fournie par x € T, est définie par :

Jly/x)

Jix A y) - J(x) 872 J(x) < + =

Jly/x)

J{y) 87 J(x) = + o

Cette dernigére convention se justifie comme dans la définition
I.1.1. - b. Notons gue pour tout x e T Fixé, J(./x) est une information

proprement dite sur T, ce qui justifie la terminologie employée.

. L’infbrmation mutuelle entre deux éléments x et y de T est la

quantité

]

Jxsy) J(x) + J(y) - J(x A y)
87 J(x) < + » et J(y) < + o

atnon

"
()

Jix;y)




Cette dernieére convention se justifie comme dans la définition I.1.1. - ¢,
de méme 11 faut noter gque 1'information mutuelle n'est pas obligatoirement un
nombre positif, gu’elle n'a aucune propriété de monotonicité ; la terminologie

employée, consacrée par l'usage, peut donc préter & confusion.

I,1.3.- CONVENTION DE NOTATION.

Dans la mesure du possible nous utilisons dans ce travail les notations
et le vocabulaire employés dans les travaux en théorie généralisée de 1'infarmation
précédemment cités. On trouvera facilement par ailleurs (par exemple dans [251)
le déteil des constructions concernant les espaces mesurables, les espaces preoduits
etc... Nous nous contentons donc de préciser dans ce paragraphe les conventions

et les notations utilisées par la suite.

I.17.3.- a) Soit £ un ensemble gquelconque, non vide, d'dvénements élémentaires

w, S une ¢-algébre de Boole de parties de © (nous dirons aussi tribu) ;
1'espace mesurable (2,5) est appelé espace des événements ou espace des phases.
Un ensemble mesurable A € S est appelé aussi événement observable ou plus
‘simplement événement. L'espace des observateurs (0,F) est formé d’un ensemble

0 gquelconque, non vide, d'observateurs £ et d'une o-algébre de Bople F de
parties de 0. Un ensemble mesurable F ¢ F sera parfois appelé un groupe
d'observateurs, 0On se reportera & 1l'introduction de ce mémoire et aux exemples
traités dans les chapitres V, VI, VII pour les diverses interprétations gue 1'on

peut donner aux termes observateur et événement.
Nous employons la notation condensée (Q x 0, S x F) ob

. ax @ gst l'ensemble des couples (w,E) pour we R et E ¢ 0

. S x F est 1'ensemble des couples (A,F) pour A ¢S et F ¢ F

I.1.3.- b) Etant donné deux espaces mesurables guelcongues (91,A1J et (QZ,AZJ

e Sttt

nous notons

Ee)

x

o]
"

{lwys0,) | Wy € Ry b o0y € Q)

p-3

X

p
1]

{(A,B) | Aeh, , BeAl

_
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A chaque couple [(A,B) € A1 X A2 nous pouvons assocler le pavé mesurable,

noté A x B, guli est le sous-ensemble de % X SE de la forme

Ax B = {&01,w2] | w €A, w, €B}

Nous notons A1 8 A2 la g-algébre de Boole de parties de Q, x a,
engendrée par les pavés mesurables. L'espace mesurable produit (91 X QZ , A1 8 AZJ

sera parfois noté (9, g).

-

A tout sous-ensemble B € A, de @, , associons le oylindre B

de base B dans 92 , c'est-a-dire le sous-ensemble de 0 = 91 X 92 de la forme

- -

B = 91 x B ; 1l'ensemble des cylindrés B de = Q1 X 92, quand B parcourt
A2, est une sous oO-algébre Boole de § = A1 8 A2 , notée A2, isomorphe & la
0-algebre A2 de 92: Nous distinguerons de mé8me le sous-ensemble A ¢ A1 de

91 et le cylindre A = A x 92 € A2 de § = 91 X Qz. Les sous o-algébres

A1 et A2 de S sont M-indépendantes (I.1.1.) car nous avons éyidemment

VA6A1,A;‘(ZJ,VB€A2,B#IZ?
AxB= (A x 92) n [91 x B) = ; nNBZD

Ces notations et ces résultats se généralisent facilement au cas

d'une famille finie d'espaces mesurables.

1.1.3.- _c) Dans le cas d'une famille quelconque d'espaces mesurables

{(szi,Ai] [ 1€ K}

Nous notons 1 Qi le produit des ensembles, supposés non vides,

{Qi | 1€k}, C'est-é—égﬁe 1'ensemble des points w = {wi ] i € K} obtenus

lorsgue, pour tout i e K , wy parcourt Qi

Nous notons T A, 1'ensemble des familles (A,) ={A, | 1eK
i i’ ieK i

obtenues lorsque pour t%ﬁ% ieK, Ai parcourt Ai'

Un pavé mesurable est un sous-ensemble de I Q; de la forme

T A, o0 les Ai € Ai sont supposés n'étre distinc%nge Qi que pour un nombre

ieK

fini de 1 € K. Nous notons @ Ai la o-algébre de Boole de parties de 1
ieK i€k ©

engendrée par les pavés mesurables.
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Afin de simplifier 1'écriture, guand 1l n'y a pas d'ambiguité possible,
nous noterons (HQi, ®AiJ 1'espace mesurable produit des espaces mesurables
K K
{(Qi,AiJ | 1€ K} ; c'est-a-dire

ne =10 Q.
K 1 qek ?
8A = 8 A,

1

K 1 ek
I.1.3.- d) Dans la suite,nous allons associer & chagque abservateur & € 0
un espace mesurable formé d'un ensemble Qg non vide et d'une O-algebre de
Boale S, de parties de . ; les éléments de &

3 €

sont généralement notés wg

(respectivement SE]

g
{resp. CEJ.

l.'espace mesurable (£,38) produit des espaces {(QE’SEJ l £ e 0}
est appelé espace des observations :

Q

9] .‘=@'
S 0 Sg

ot

- -~ - -

les éléments de £ (resp. S) sont généralement notés w {resp. CJ.

De méme, pour toute partie F € F non vide de 0, nous désignons par
UIQS 2853 ljespace mesurable produit des espaces {(QE'SE] l E e F} gui est
appelé espace des observations du groupe F d'observateurs. lLes éléments de
I @, (respectivement ®8S,_) sont généralement notés w (resp. C_J.
Foc £ & F F

Un cylindre de base C_ dans NI Q_ est un sous-ensemble de Q - g Qg

F £
de la forme CF X IE f gue nous noterong
F

£

n e
F F FC £

-~

On sait qu'un cylindre C_ de base C_ dans I Q_ est S-mesurable

F F F g
si et seulement si sa base CF est g Sg—mesurable et gque 1’ensemble des cylindres
mesurables C(C de base C dans T @, est une sous o-algébre de S isomorphe

F F F £
a @ S . Nous noterons cette sous o-algébre
F




és={6|5=c x T Q ,C_ €85}

E g F F F eC £ F E £
Nous notons de méme Sg la sous oc-algébre de S des cylindres
mesurables de base dans (QE'SE]' Remarquons en particulier que pour tout

FeF,F#P:85 =85_ (85 étant la sous o-algébre de S engendrée
Fe fF & FE

par l'ensemble des cylindres de SE' £ e F).

~ - -

Scient we Q et FeF, F#2 ; nous pouvons noter 1'élément w
sous la forme (w-,w ) ; étant donné C € S nous appelons projection de C
F

sur l'espace 1 Qg le sous-ensemble de 1T Qg , noté CF , défini par :
F F

. Fela I (wF,w )€ ct
F
Dans la mesure QU nous faisons l'hypothése que pour tout couple

(C,LF) e sx F , F#8@ , la projection de C sur 1 Qg gst 8 SE
- F F -~
notre notation se justifie ; C désigne alors le cylindre de § dont la base

F
est C

-mesurable,

Fl

(Rigoureusement la projection de C sur I Q devrait se noter
- F

différemment, par exemple C

£ et le cylindre associé EF ; la convention
adoptée permet de simplifier notablement 1'écriture et n'entraine aucune

ambiguité que le contexte ne puisse lever). La projection d'un Ci €5,
N\
i=1,2,... sur I Qg sera notée [Ci)F et le cylindre associé (CiJF ,
i=1,2,... F
Notons en particulier (Axiome du chaix) qu'un pavé C = I C_de S
€
est vide si et seulement si un de ces facteurs {CE | £ € 0} estgvgde, ce qui

impligue pour tout F # @

F
Pour tout (C,F) € S x F nous avons CF > C et Ce = C siet
seulement 51 C est © Sg—mesurable. Pour tout (Ci,Fi) e S x F, Fi A0,

i1 =1,2 nous avons :

——
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/\-6\—
Cr ety
> 6;3 ﬁ?}
b —— <
1'F, 2'F,
127 |

en notant (CiJ , 1 1,2 les projections de Ci sur T Q_ , 1 =1,2

£

. i
et fE:HF » 1 =1,2 1les cylindres associés ; 1'inclusion peut 8tre stricte

méme si
C=¢C, =C C. c¢C
1 2 F1 F2
~\
ou si F = F1 = F2 : GS:JF c (CZJF
Pour tout C X i S x F, Fi #@ , 1i=1,2, nous avons
(ﬁ\ AN ////\\\
J n (C2]F =} (C n Z]F UFE. "
" 2 1772
1'inclusion peut &tre stricte méme quand C = C, =C, ou F1 2 F, ou Fy N Fy =
cependant si € = C1 = Cz et F1 o] F2 )
C = C nCc = C
F1 F1 F2 F1 0] F2
~ ~
Notons enfin que pour tout F, eF, F, #0 , C, ¢ ® S » 1 =1,2 , on a :
i i i F 3
/AS t
C
1 1
Conc )
C1‘n C2 g EouE SE
1 2
o o /}J
- (C n = (C, n .
1 F1 2 F2 1 2 F1 U F2
Les sous-tribus de la famille {S | £ e 0} sont o-M-indépendantes

(I.1.1.). De méme si {Fi ] Fi e F, F, #2 , 1 € K} ‘est une famille quelcongue
d'ensembles de 0, deux & deux disjoints, les sous o-algébres de la famille

-
{e SE | 1 e K} sont o-M-indépendantes.

F.
i
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I.1.3.- e) Etant donné F e F, F#@ et C eSS, la projection C_ de C

F
-mesurable, ce gui justifie 1l'hypothése

sur oI Q n'est pas nécessairement © S
de mesurabilité de CF que nous avans évogquée précédemment et que nous utiliserons
constamment dans la suite (II.1.1.).

C. LANGRAND donne dans [21] 1'exemple d'un événement mesurable d'un

espace produit [91 X 92, A ® B) dont la projection sur @ n'est pas

1
A-mesurable. On connait différentes conditions suffisantes de mesurabilités

des projections [21], [25]. Remarquons enfin qu'il est trivial de montrer que
si les ensembles 0 et {Qg | £ € 0} sont finis, les projectipns sont toujpurs

mesurables, ce qui est le cas des applications que nous proposons.

I.2.- DEFINITION DE L'INFORMATION J SUR (@ x 0, 8 xF)

Soient Q un ensemble quelconque, non vide, d'événements élémentairss
w, 0 un ensemble quelconque, non vide, d'observateurs g et S (respectivement
F) une o-algdbre de parties de Q (resp. 0).

[

1.2.1.- Nous cherchons, dans ce paragraphe, d,définir l'"information J(A,F)

apportée par 1'ensemble des observateurs g//au groupe F € F sur la réalisation
de l'événement A e S (e'est-d-dire sur la réalisation d'un événement élémentaire
w e @ dont on sait seulement qu'il appartient & A). A notre sens, cette applica-
tion J définie sur S x F, 4 valeurs dans ]ﬁ+, doit posséder essentiellement

les deux propriétds suivantes :

- pour un groupe F e¢ F fixé d'observateurs, J(.,F) est une information
généralisée au sens de J. KAMPE DE FERIET et B, FORTE(I.1.1.); c'est-d-dire que
la proposition "y appartient 4 A" apporte une information d'autant plus grande

que l'ensemble A est plus restreint.

- pour un événement A e S fixé, l'information J(A,.) ecrolt qvec le
E

nombre d'observateurs de cet événement.

Nous avons proposé (I.1.2,) de caractériser toutes les informations comme
des applications dans I§+, monotones pour une relation d'ordre partiel convena-
blement choisie sur l'espace de définition. Dans le cas gui nous occupe, nous
travaillons évidemment sur 1l'ensemble des couples (A,F) de S x F sur lesquels
nous définissons une relation d’ordre notée <§ , gui posséde les propriétés

exprimées ci-dessus :




[Ai’Fi] € S xF i=1,2

A, <A

1 2 <===> (A ,F ]‘\< (A_,F)
171 27 2

F1 2 F2

Cette relation réflexive, transitive, antisymétrique, définit
donc sur S x F une relation d’'ordre partiel,produit des relations d'’ordre
§ sur S et 2 sur F. L'ensemble S x F muni de cette relation d'ordre
forme un treillis distributif. Notons (. A .) 1'infimum et (. Vv .) 1le

supremum de deux éléments de S x F , il vient

(A1,F1J A (AZ,FZJ = [(A1 n AZJ,[F1 U Fz)]
(A1.F1J v (AZ.FZJ = [(A1 u AZ],(F1 n Fz))

Le plus petit &lément de S x F (au sens de ) est (8,0)
et le plus grand (Q,8)., Ce treillis est complémenté et on peut associer
de maniére unique & un élément (A,F) ¢ S x F 1'élément complémentaire
(A,F)! = (AC,FCJ qui vérifie les conditions exigées. Le treillis produit
ainsi défini forme donc une algébre de Boole de parties de @ x ( différente
de la o¢-algébre de Boole de parties de @ x (0 engendrée par les pavés

de S x F, que 1'on considére généralement en probabilité.

Définissons sur le treillis S x F engendré par la relation
d'ordre « ainsi définie, une information généralisée comme nous 1'avons

proposé dans le paragraphe I.1.2.

I.2.2.- DEFINITION.

L'information apportée par un groupe d'observateurs F ¢ F sur

un événement A € S , notée J(A,F) , est définie par une
application ] de S x F dans R’ » déeroissante pour la relation
d'ordre partiel &£ eur S x F :

[Ai,Fi] € SxF i=1,2

(A1,F1)<$ [AZ,FZJ s J[Aq.F1J > JfAZ,FZ)

e'est-d~dire .
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et — J(A F]?.J(AZ,FJ

171

I.2.3.- DEFINITION.

Deux éléments (A, , F),1i=1,2 de S x F  sont indépendants

en information st :

Fl

JE(/—\1 .~F1] A (AZ ,» F ]? = J[A1 ’ F1] * J(/—\2 )

2

e'est—-d—~dire st :

J[(A1 fi A2] » (F,] U Fz)] = J(A1 3 F1] + J[Az » FZ]

En particulier, les événements A,] et A2 de S sont dits
indépendants en information pour les observateurs du groupe

FeF ou F-indépendants si :
J[(A,l n AZJ , F) = J(A1 , F) + J(A2 » F)

Les groupes d'observateurs F , et F, de F eont dits indépendants

pour 1'observation de l'événement A € S 8t :
J(A, [F1 U Fz]) = J(A, F1] + J(A » F2]

Les seules valeurs universelles proposées par la théorie générali-
sée de 1'information sont J(R, B) =0 et J(@, 0) = + » . L'Etude
détaillée des conséquences de ces définitions va nous montrer que 1'applice-
tion J ainsi définie posséde les propriétés exprimées en I.2.1. et nous
permettre de préciser la valeur prise par J en”cer‘tains €léments particuliers
de S x F.

I.2.4.- PROPOSITION,

Sotent un événement A €S fixé et deux groupes d'observateurs
FysF, de F tels que :
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P c F, < F1 c 0
11 vient :
0=sJA, B £J(A, F2) < 35(A, Fﬂl < JA, Q) s+ =
Quelles valeurs denner a J(A » @) = information apportée

sur l1'événement A € S fpar un ensemble vide d'cbservateurs ?

Etant donné le sens intuitif que nous ettribuons dans ce
travail & J(A , F) , nous conviendrons de supposer gque J(A , B) = O
pour tout A ¢ S . Nous généraliserons d'ailleurs cette hypotheése en
supposant qu'il existe une classe F oes groupes d'observateurs de

0
F qui n'apportent pas d'information et pour lesguels nous poserons

r

FDGDJAESQJ(AJFO]-"D

La classe F_ d'éléments de F contient au moins l'’ensemble @ et peut-

0
8tre réduitea ce seul élément ; FO est héréditaire, en effet si F0 € FO )
FeF et Fgc Fy les relations I.2.4. impliquert F e Fy . Pour éviter

le cas trivial ol pour tout A ¢ S et taut Fe F , J(A . F) =0, nous
supposerons qu'il existe au moins un événement A ¢ S pour lequel J(A , 0) > QO
c'est-&-dire que la classe F - FU = {F ¢ F|F ¢ FO} est non vide.

Aucun prcbléme ne se pose guant & la valeur a attribuer & J(A , 0).
Si 1'on considére d'une: part que l'ensemble 0 des observateurs peut toujours
tre imaginé inclus dans un ensemble plus vaste (' d’observateurs qui
apportent strictement plus d'information que ceux de (@ , et pour éviter
d’'autre part le cas limite o0 J(A , Q). = + » pour tout événement A ¢ S
nous conviendrons qu'il existe au moins un é€lément A ¢ S tel gue
JA , 0) < + w,

1¢2.5.- PROPOSITION.

Sotent F ¢ F un growpe fixzé d'observateurs et deux événemerts

Aq'Az de S tels que :
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11 vient :

OsJ[Q,FJsJ(AZ,FJsJ(A,l,FJsJ(m,F)s+m
L'application J(. , F) est donc une information généralisée
. ay sens du paragraphe I.1.1., avec la restriction gue
les guantités J(Q , F) et J(@ , F} ne sont pas obligatoirement égales
respectivement & 0O et + o, On choisit en général ces valeurs afin
qu'elles demeurent identigues pour toutes les informations et parce que
ce choix rend les événements § et # indépendants en information de
tous les événements A € S. Effectivement, pour tout groupe F ¢ F
d'observateurs fixé, imposons gue les événements @ et @ soilent
F-indépendants en information de tous les événements de S , c'est-a-dire
gue, pour tout A e S :

t

J((An Q) , F)

J(A, F} + J(Q , F)

J((An @), F) J(A , F) + J(B , F)

1

Le rapprochement de ces égalités avec les inégalités de
I.2.5. implique que les seules solutions possibles sont, pour un
FeF donng :

1]

. pour tout A e S : J(A, F) =0 alors J(Q , F) J@ , F) =0

bl

. pour tout A e S : J(A, F) = + » alors  J( , F) JB@ , F) = +

. sinon JQ , F) 0 et J@ , F) = + o

" Le premier cas se rapporte aux éléments F de la classe FD
des groupes d'observateurs qui n'apportent pas d'information. Nous avons
convenu d'exclure le second cas qui implique JIA, 0) = + » pour tout

A € 5. Le dernier cas, qui correspond & la définition habituelle de

1'information généralisée, se rapporte aux éléments F de la classe

F-Fy .
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Nous ne cherchons pas, par le raisonnement précédent, &
démontrer la validité des valeurs universelles de 1'information, mais
seulement g présenter des considérations qui permettent de justifier

1'énoncé sutvant :

I.2.6.- DEFINITION.

La classe FO des groupes d'observateurs qui n'apportent pas

d'information est un sous-ensemble de F tel que :
P e FD
. F, est héréditaire : F_ e F ., FeF et FcF_===>Fc¢ FD

0 8] 0 0
. F-F = {F ¢ FlF ¢ Fo} non vide.

L'information J sur S x F définie en I.2.2. prend les valeurs

universelles sutvantes :

F £ FO JQ , F)

1
o

et J@ , F] = +

Fef, 1, F)

J@a., F} =0

Nous définissons par la suite FD comme la classe des
ensemhles F-mesurables négligeables pour une certaine mesure finie
sur (0,F) . Dans ce cas FD est stable pour l'opération de réunion dénom-

brable et forme donc un o-idéal. Par abus de notation, les éléments de FO
sont parfois appelés ensembles négligeables d'observateurs méme quand on ne
définit pas de mesure sur (0,F). Notons le résultat suivant qui

éclaire le sens & donner a FD :

I.2.7.- PROPOSITION.

Supposons que pour tout observateur & ¢ () la partie {t} ¢ F s
alors la classe FD est égale a (B} st et seulement si tous les
observateurs ¢ e¢ 0 sont non-négligeables (c'est-d-dire, si pour
tout & € 0, i1 exiete A € S tel que J(A , {EN> 0)

S —
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Sans hypothése sur F on a plus généralehent que la classe
FO est égale & {@} si et seulement si tous les observateurs £ € 0 sont
non négligeables dans le sens suivant : pour tout & € 0 et tout F ¢ F

tel que & € F, 11 existe A € S tel que J(A , F) > O.

Le systéme d'axiomes ci-dessous, gue nous avons proposé
avec G. COMYN dans notre note [7] sur les "Applications de 1'information
généralisée a 1l'analyse des données statistiques”, est éguivalent aux
définitions I.2.2. et I.2.6. et nous montre que 1l'application J gque nous

venons de définir posséde les propriétés souhaitées au paragraphe 1.2.1,

1.2.8.- L'information apportée par un groupe d'observateurs F ¢ F sur
un événement A e S est une application J de S x F dans IR

vérifiant les trois axiomes suivants :

AXIOME 1 : Pour tout (A,F) € S x F: J(ALF) 20 ; de plus
pour tout A €S et Fye FD : J(A, FD] =0,

FD est la classe d'éléments de F contengnt B et

qui est définte en I.2.6.

AXIOME 2 : Pour tout F e F - FD , L'application de S dans
R définie par J(. , F) est une information
généralisée au sens du paragraphe I.1.1.
sur (Q,S)

C'est-a-dire que si A1 et A2 sont deux événements de S tels que
QE,A P_-A 2_0

il vient pour F ¢ F - FO :

I.2,8.- D=J@@ ,F) < J[Az , F) < J(A1 , F1 3@ , F) = + =

AXIOME 3 : Pour tout A e S fixé, l'application de F dans
R définie par J(A , .) est croissante pour

1 '"inclustion.
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Soient F et F deux groupes d'observateurs de F tels que

1 2
B c F1 = F2 c 0
il vient
1.2.10.- 0=J(A, B) < J(A , Fd s JA, F)l < JA, 0) < + =

Les relations I.2.9 et I.2.10. sont des conséquences de
la définition I.2.6. appliquée aux relations des propositions I.2.5. et

I.2.4.

Dans la suite, pour simplifier les énoncés, nous utilisons la
lettre J et nous parlons simplement de l'iniformation sur (9 x 0, S x F)
pour définir une information vérifiant les définitions I.2.2. et I.2.6 ;
nous employons la lettre 1 et nous préeisons information sur (9,5) quand

nous faisons allusion aux définitions de I.1.1.

Pour simplifier 1'exposé et pour employer un formalisme
classique, nous avons supposé gque les espaces mesurables (,S) et
(0,F) sont formés respectivement par des o-algdbres de boole S et
F de parties dé Q@ et 0. Il est clair que 1'on peut énoncer les
définitions précédentes sous des hypoth&ses moins restrictives pour g et
F. I1 convient alors de prendre la précaution de préciser, dans certains
egnoncés, que les éléments utilisés appartienment &8 S ou F. De méme,
par la suite,nous supposerons toujours a priori que les ensembles de
parties sont des o-algébres'de boole ; mais nous nous réservons la
possibilité d'utiliser le cas échéant des structures moins restrictives
en précisant & chaque fois le domaine sur lequel nous travaillons. On

trouvera toutes les précisions utiles concernant ce type de généralisation

dans le paragraphe II.4.
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I.3.- DEPENDANCE ET INDEPENDANCE.

L'indépendance de deux éléments de S x F au sens ou nous 1'avons
définie dans le paragraphe I1.2.3. est 1'application immédiate de la définition
de 1l'indépendance entre deux &léments d'un treillis (I.1.2.). Comme dans le
cadre classique, nous avons besoin, pour les développements ultérieurs, de
généraliser cette notion & 1'indépendance de sous-alg@bresde S et de famille

d’observateurs de F.

Dans la théorie de l'information généralisée au sens de
J. KAMPE DE FERIET, T.1.1. : Axiome 3 et Définition al., il est naturel de

considérer que c'est 1'indépendance des algébres
A = € A = C
1 {[Z},A1,A1,Q} et A, {IZI,AZ,AZ,SZ}

gui définit l'indépendance des événements A1 et A2 de S.

Comme, pour tout groupe F e F d'observateurs fix&, nous
supposons gue 1'application J(. , F) est une information généralisée
sur {(Q,8) , nous exprimerons donc aussi 1'indépendance des événements
A1 et A2 de S pour le groupe F ¢ F d'observateurs par 1'indépendance
des algébres A1 et A2

A' € A,I s A" e Ay ==> J((A" n A"} , F) = J(A' , F) + J(A" , F)
D'une maniére générale, si {Aili € K} est une famille de sous
c-algébres de Boole de S , K é&tant un ensemble quelcongque d'indices,

nous poserons la définition suivante

I.3.1.- DEFINITION.

Soit une information J sur (Q x 0, S x F) et un groupe F € F
fixé d'observateurs ; nous dirons que les sous o-algébres de boole
de la famille {Ai[i e K} sont indépendantes en information
(respectivement o-indépendantes en information) pour le groupe

F d'observateurs si pour toute sous-famille finie (resp. dénombrable)

d'indices K' c K , ona :
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Jn A ,F)l= ) A, ,F)
jekr * ieK’

quels que sotent les événements Ay € A, .

REMARQUE SUR LA NOTION D'INDEPENDANCE.

De maniére symétrique, on pourrait penser généraliser la définition
de 1'indépendance de deux groupes d'observateurs F1 et F2 de F  pour un
événement A fixé, en exigeant 1'indépendance des sous-tribus F1 et FZ

F, = {IZ],F,,FC.,O} i=1,2
1 1 1

Nous ne le faisons pas car cette définition aboutit & des résultats
contradictoires avec le sens intuitif gque nous attachons & J(A , F). Du fait
que F et F sont indépendants pour 1l'observation de A il n'en résulte

1 2
nullement que FC et FC sont indépendants

1 2
Nous venons.de définir 1'indépendance et la o¢-indépendance d'une
famille de sous-tribus de S pour le méme groupe d'observateurs. Nous allons
maintenant définir 1'indépendance et la O-indépehdance d'une famille de groupes
d'observateurs pour l'observation d'un méme élément A € S ou d’une sous-tribu
A de S. Soit {Fi]i €K, F, e F} une famille de groupes d'observateurs

F-mesurable, K étant un ensemble guelconque d'indices,

I.3.2.- DEFINITION.

Soit une information J sur (Q x 0, S x F) et un élément A €S

fixé (respectivement une sous—tribu A de S fixée) ; nous dirons

que les groupes d'observateurs F-mesurables de la famille {Fili e K}

sont indépendants pour 1'observation de l'événement A (resp. des
événements de la sous-tribu A) si pour toute sous—famille finie d'indices

K' e K ona pour A (resp. Y A ¢ A)

JA L, Cu FE.ND =Y JA,F)
ieK’ ieK’ ‘

Les groupes d'observateurs seront dits g¢—indépendants si la relation

est vraie pour toute sous-famille finte ou dénombrable d'indices K' c K.




kRl

Dans la suite, sous certaines hypothéses, nous sercons amenés .
& lier certains groupes d'observateurs Fi € F & l'observation de sous-tribus
particulidres Ai c S, Soit {(Ai,Fi}|i e K} une famille de couples formée
par une sous-tribu Ai de S et un groupe d'observateurs Fi e F, K étant

un ensemble quelconque d'indices.

I.3.3.- DEFINITION.

Soit une information J sur (2 x 0, S x F) ; nous dirons que les
groupes d'observateurs {Fili e K} sont indépendants pour 1'observation
des tribus {Aili e K} 8%, pour toute sous-famille finie d'indices

K" c K ona:

J(Cn A, Cu FIY= ] JA, , Fy)
iek' * iek' 1 tek’ *
quels que soient les événements A € Ai .
Nous parlerons de o-indépendance si la relation est vraie pour toute

sous—famille finie ou dénombrable d'indices K' < K,

si Fi = F pour tout 1 e K on retrouve la définition I.3.1.; et

si Ai = A pour tout ie K, on retrouve la définition I.3.2.

La définition de l'information conditionnelle est une simple
application de la définition générale, sur le treillis engendré sur S x F

par la relation d'ordre

I.3.4.- DEFINITION,

L'information conditionnelle fournie par 1'élément [A1 , F1J € SxF

connaissant 1 'information apportée par (A, , F2) € SxF est

2
définie par :

J([A1 s F1J / (A2 s, F o)) = J((A1 , F1] A (A

2’ 2 2

e'est~g~dire :

J[[A1 , F1] / (AZ , F ) = J((A1 N A2 5 FZJ

2 ), [F1 U F2JJ - J(A

st J(A2 s Byl <4 e
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Si J[A2 , F2] = + o cela implique J([A1 n AZJ , (F1 v FZJJ = 4+

et le second membre est indéterminé. On peut, le cas échéant, lever 1'indé-
termination en posant

) si J(A FJl = + =

J((A1 , F1] / (A2 » F I,

)] = J[A1 ,» F

2 1

Ce choix est le seul qui rend équivalentes les deux propositions

" (A, , F1] est indépendant de (A2 . F2) " et

" J((A1 . F1) / (A2 , Fz)) = J(A1 , Fq) .

Pour [A2 , F23 € SxF fixé, 1'application J(./ (A2 . F2)]
définie sur S x F, & valeurs dans I§+ s Vérifie les hypoth2ses de la définition
I.2,2. 3 J(. 7/ (A2 , FZJ] définit done en ce sens une information sur

(@ x 0, 5 xF) ce qui justifie la terminologie employée.

Nous avons évidemment les relations suivantes guand les expressions

sont définies

5 FZJJ

J((A1 , F1J / (A Jf($1 nA,), (F1 u FZJ] / (A2 , FZ]]

2

F,))

= J((V\1 nA,), F1J / (Az + Ty

2

= J[f@1 , (F1 u F2]J / (AZ s FzJJ

= J((A1 , (F1 U FZJ] / [A2 , (F1 U Fz])]

+ J((A2 s F1] / {AZ s Fz))

= J(((A1 n A23 s (F1 u F2]) / (A2 . (F1 U Fz)]]

+ Jf(A2 s fF1 U FZJ] / (A2 s F2]]

= J(([A1 n AZJ , [F1 u Fz]) / f(A1 n AZ) s FZJ]

+ J(([/\,I nAd, FZJ / (A2 , F.)

2 2




L] )

I.24

On peut donner de J([A,| . F1) / [A2 . F2)) 1'interprétation
suivante : Information apportée par les observateurs de F1 U F2 sur la

réalisation de 1'événement A,I (ou A1 n A2] connaissant 1'information

apportée par les observateurs de F sur la réalisation de 1'événement A

2 2°

On a nécessairement

Jie , 8 / [A2., F2]) = 0

JB L, 01/ (A, L F ) =+

JO(e , F1] / (A2 , FZJJ = + ® gi F1 U F2 £ FO

mais on peut cbtenir aussi

J[(A1 . B) 7/ (AZ s FZJJ = J((A1 s F2J / (A2 s FZJJ >0

il

Jo o, F1] / (A2 ., F))

5 J[(A2 , F1] / (AZ , F2]) >0

[

ce qui impligue, en particulier, que J(. / (A2 ’ F2]) ne vérifie pas toutes

les hypothéses de la définition I.2.6.

La définition suivante généralise la notion d'informetion mutuelle

apportée par deux événements.
I.3.5.,- DEFINITION,

On appelle information mutuelle entre les &léments

(Ai , Fi) e Sx F, 1=1,2 la quantité

J([A,I s F1) ; EAZ s FZJ) = J[A1 , FqJ + J(A2 , Fz) - J(fA1 ’ F1]A (Az,FzT]\'

n

sz J(A, , Fi] <+t e, 1 1,2

i

e'est-d-dire :

J((A1 s F11 ; (Az , FZJ] = J(A1 , F1) + J(AZ , F2] - J[(A1 n Azl, (F1U F2]]

8

st JOA, , F,) < + ,» 1=1,2
1 1
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Si 1l'une des informations J(Ai ’ Fi] » 1 =1,2 est égaled + o
cela implique J((A1 , F1) A (A2 , FZ)) = + o gt le second membre est indéterminé ;

on peut, le cas échéant, lever 1'indétermination en posant

J([A1 s F1] H [A2 , F,J)) =0

Ce choix est le seul qui rend éguivalentes les deux propaositions :

n ] n
(A1 , F1] est indépendant de [A2 s F2] et

" J([A1 s, Fo) o [AZ s F2]] =0

1

Quand les expressions sont définies, nous avons les relations :

J[[A1 , F1) 5 [A2 , F2)) = J(Aq s F1] - J([A1 s F1J / (A2 , FzJ]

) (A2 , F.))

J[(Aﬂ , F,|

5 J(A2 , FZJ - J([A2 s Fz] / [A1 s F1)]
Notons enfin que l'information mutuelle n'est pas une informetion ;
la quantité J(.;.) n'est pas obligatoirement positive : J(.3.) € [-=, +o [,

et n'a pas de propriété de monotonicité.
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CHAPITRE II

INFORMATION SUR UN

ESPACE PRODUIT

La formalisation des exemples présentés dans 1l'introduction de ce
mémoire nous améne naturellement & orienter notre étude vers les espaces
produits. Notons § un groupe de personnes soumises & une enguéte et 0
1'ensemble des questions de cette enquéte. Définissons, pour chague guestion

£ e, l'ensemble Q des modalités du caractére &étudié et S une triby

£ g
de parties de QE' L'espace des observations (Q,S) = (I QE' 8 SgJ , produit
0 0
des espaces mesurables {(QE'SE] | £ € 0}, est défini d®s la conception du

~

questionnaire de 1l'enquéte. C'est l'application T associant & chaque
individu w e  ses réponses {Tg(w] € Qg l £ e 0} au guestionnaire, qui

formalise la réalisation concréte de 1'enquéte ; elle nous permet de passer
q

- des informations sur l'espace des réponses possibles (£,3) aux informations

effectivement obtenues sur 1l'espace (Q,83) des personnes interrogées.

L'objet de ce chapitre est d'étudier les liens existant entre wne

information J apportée par un groupe d'observateurs de (0,F) sur un événement

de (Q,8) et une information généralisée I sur (Q,3) au sens de

J. KAMPE DE FERIET et B. FORTE, quand (R,S) est un espace produit indicé

par l'ensemble des observateurs 0, espace que nous appelons espace des

observations,
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Ce traveil nous procure des technigques de construction des informatians
J & partir des informations I au sens de J. KAMPE DE FERIET, pour les espaces

produits de ce type et inversement.

Nous nous sommes placés dans un cadre tré&s général : l'ensemble O
et les espaces mesurables {(QE,SE]Ii e 0} sont quelcongues, finis ou non ;
les naotations et les démonstrations sont donc adaptées aux produits infinis
d’'espaces mesurables. Dans les applications du type de celles proposées dans
nos exemples, ce sont essentiellement des produits finis d'espaces mesurables
qui interviennent. On trouvera dans les chapitres suivants diverses applications
des résultats de cette partie quand les ensembles {leg e 0} sont finis et

guand 1'ensemble ¢ est lui aussi formé d'un nombre fini d'chservateurs.

II.1. - INFORMATIONS SUR (9 x 0, S x F).

Soit une famille quelcongue d'espaces mesurables {[QE,Sgllé e 0}
indicés par 0. Conformément aux notations et conventions adaptées précédemment
(I.1.3.d) nous notons (Q,S) 1'espace mesurable produit des espaces

{(Qg,sg)lg e 0}.

]

= Q
£2 g £
- s
S ) Sg

Soit I wune information sur (R,5) qui vérifie les hypothéses

du paragraphe I.1.1.
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Essayons d'exprimer 1'idée des propositions suivantes par un graphigue.

a A

Soit F e F un groupe d'observateurs de O ; représentons l'espace (Q,S)

comme le produit des espaces (I Q. , € S ) et (HC Q:’ ®C S ). Notons C

F & F & FS 5 F i
la projection sur 1 Qg d'un événement guelconque C € S ; par convention,
F - -
naus avons convenu de noter C le cylindre de S de base C

F F’

Pour définir 1'information J(C , F) apportsée par l'observation de

la réalisation de 1’événement C par les observateurs du groupe F nous posons

J(c , F) = I(CFJ.

_l'IO -
o)
oy

A

C'est-a-dire que J(C , F) est égale & l'information généralisée

apportée par le plus petit événement 0) Sg—mesurable qui contient C. Intuitivement
F
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les observateurs du groupe F ne pergoivent pas 1'événement C de 1'espace

total (R,5) mais seulement la trace CF de cet événement dans leur espace

propre (I ., & S_),
F g F g

IT.1.1. - HYPOTHESE (I.1.3.e].

Dans la suite nous supposons que pour tout (C,F) € S x F, F # @, la

progection C_ de C sur 1 Qé est @ Sg—mesurable, ou, ce qui est équivalent,
F F

que le cylindre associé C.=°C_x I

F F £C

F

Qg s, est S-mesurable (c'est-a-dire aussi
N
® S_-mesurable).

= E

IT.1.2.- PROPOSITION,

Soitt une information I, au sens de I.1.1., définie sur (Q,S)

L'application 3 définie pour tout (C , F) ¢ é x F par

I, F) = ItEFJ si F £ 0

JC , F) =0 st F =10

est une information J sur (9 x 0, S x F) qu sens de I.2.2. et I.2.6.

avee F = (@} .
0

Montrons gue toute information I permet de définir une information
J sur (@ x0, s xF) de la manitre indiquée. Pour tout couple (Ci X Fi) e S x F,

Fi #0, 1 =1,2, ona (I.1.3.d)
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-~

g+ (1 =71.2), le cylindre, supposé S-mesurables dont la base
i :

-~

A
en notant [Cil

est la projection canonique de Ci sur I Q_. La démonstration est immédiate :

&
i

A N\ A\ \

(C1JF1 g(c21F2 => I(EC1]F1) zI((cZ]FZJ >0

et
J F) > C " b a.
[C1 F1] > J( 5 FZJ
Les hypothéses de I.2.2. sont alors vérifiées. De plus, il est clair

que, pour tout Fe F et F #0
J@ , F) = I(B) = + &

c'est-a-dire que la classe Fo des groupes d'observateurs qui n'apportent

pas d'information est réduite & 1'ensemble vide: Fo = {@}. On obtient

effectivement les valeurs universelles de I.2.5. ; pour tout F € F - F0

. JQ 5, F) IR =0 et J@, F) = I(B) = + »

J@, 8) =32, @) =0

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la

proposition II.1.2.

IT.1.3.- PROPOCSITION.

Les informations 1 et J de la proposition II.1.2. vérifient les
relations suivantes ; pour tout (C , F) € é,x F, F#8:

- ICg) =J(C, F) = Jec, , 0

. I(C) = I, 0).

Inversement, étant donné une information J' au sens I.2.2.-I.2.6.
sur (2 x 0, S x F) avec Fo = {#}, nous savons par définition de J' que

pour tout F e F - Fo fixé, les applications I définies sur S par

F
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IF[.) = J'(. , F) sont des informations sur (Q,S) au sens de J. KAMPE DE FERIET
En particulier, nous pouvonsdonc toujours définir sur (£,S) une information I
en posant I(.) = J'(. , 0). Appliquons la proposition II.1.2. & cette informa-

-

tion, pour tout (C , F) e Sx F et F £
J€ . F) = I(C) = Jr(C » 0)

de plus, il est clair que si : J(C , F) = J(C. , 0) = J'(C_ , 0), en général,

nous avons : J'(C , F) # J'[CF , 0, ce qui entraine J'(C , F) # J(C , F).
Etant donné une information J' sur (@ x 0, S x F) cette information n'est

pas nécessairement liée & 1'infarmation I(.) = J'(. , 0) sur {2,8) par les

relations de la proposition II.1.2., Nous avons le résultat suivant

I1.1.4.- THEbREME.

Etant donné une information J sur [é x 0, S x F) au sens I.2.2,-1.2.86.
avec FO = {B}, définissons une information 1 sur (é,él au sens de
I.1.1. -par' I(.) =30, 0),

Une condition nécessaire suffisante pour que les imformations I et o
vérifient les relations de la proposition II.1.2. est que pour tout (E ,» F) e é x F

F #£0:
Jc , F) = Jc_ , 01.

La condition nécessaire résulte de la propbsition II.1.3. et 1la
condition suffisante du raisonnement précédent.

Noteons que le condition J(C , F] = J(CF , 0)  implique en particulier

pour tout F # @ :

J@ , F) =Jw@, 0

]
+
8

c'est-a-dire Fo = {B}. On pourrait cependant généraliser les propositions

i
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II.17.2., II.1.3. et II.1.4. en supposant Fo # {B}. Cela reviendrait pratiguement
a8 remplacer, dans les énoncés précédents, les relations F # @ par F ¢ FO et

F =0 par F e FO.

REMARQUE SUR LES NOTIONS DE DEPENDANCE ET D'INDEPENDANCE,

Nous supposcns gue la condition du théoréme II.1.4. est vérifiée,

~ o~

c'est-&-dire gue nous nous donnons une tuformation I sur [Q,S] et nous
construtsons l'information J sur (Q x 0,5 x F} 4 partir de 1 sutvant

la technique indiquée dans la proposition II.1.2.

Nous allons éetudier repidement les relations entre les notions
d’'indépendance et de dépendance pour les informations I et J. Pour
éviter des répétitions inutiles nous supposons toujours implicitement que les

groupes d'observateurs de F utilisés : F, Fyr Forees somt différents de

l'ensemble vide.

On sait T.1.1.)que l'information fournie par la réaligsation simultanée

-~ -~

de deux événements C, et C, de S <indépendants pour l'information 1 est

la somme des informations fournieg par chacun d'eux :

I[C1 n C2] = I[qu + I(CZJ.

~

Suivant notre définition I.2.3., deux éléments [Ci s Fi) e SxF, 1=1,2 sopt

J-indépendants en information si

JUey nc) L (F uF)) = 3(C, , F) o+ J(C, , F).

Le cylindre (C, n CZ] dont la base est la projection de

1 F1 U F2

1’ensemble C, n C sur 1l'espace I Q est inclus dans l'intersection

1 2 F,UF E

P 12
des cylindres [C1JF1 et (CZJFZ et en regle générale
~ /\(\
(c, nc.) # (C,) n (C,)J_. . La J-indépendance en information
1 T2F, UF, TF, 2°F,
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-~

des é&léments (Ci , Fi), i=1,2 qgui s’'écrit aussi :

N A

I((C1 n CZ)F U F )= I([C1JF } o+ I[(E;JF )
1 2 1 2
N\
n'implique donc pas la I-indépendance des cylindres (CiJF.’ i=1,2 qui
s'écrit ’
. 7\ N\
I((C1]F1 (CZ?FZJ = I([Cq)F1J + I((CZJFZJ.

A\
De méme la I-indépendance des cylindres (C.)_ , 1i = 1,2 n'impligue par en

2\
général la J-indépendance des (Ci , F.l, i =1,2.

Notons cependant le résultat suivant : wsoient Fi e F, i=1,2

deux groupes d'observateurs donnés; pour tout C, € 8 Sg.i = 1,2 c'est-a-dire
- F.
. . .d

pour tout couple de cylindres de S d base respectivement dans éI QE et 1 Q.

£

- -~

la I-indépendance en information des Svénements C, C, tmplique la J-indé-

pendance des éléments [C1 , Fq], (c, , Fz] et inversement,

2
~\ ~
En effet, dans ce cas : [C,]F = Ci. i=1,2 et
Ty
*n* A\ -\ //ﬂ\
= n =
C1 C2 [C1JF1 [Cz)FZ [C,l CZJF1 U Fz

Ce gui nous permet d'écrire le résultat demandé

-

J((C1 nc)), (F, u FZJJ = J[C1 , Fd) + J[C2 , F23

2 1
N
/\ U N\ P
I, nc.) U Jo= I((C ). ) + I((Cc ). )
1 2 F,I sz 1 F1 2 F2
A
r(. a0 -ty e 1 &
1°F 2°F 1°F 2°F
1 2 1 2
- A -
notons que dans ce cas : J(C, , F,) = I((C.)_ ) = J(C. , 0) i=1,2
i i i'F i
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Notons aussi qu'’étant donné une famille guelconque de groupes d'observateurs
de F : {Fi|i € K}, 11 est évident que la J-indépendance (respectivement la
J-o~-indépendance) des groupes d'observateurs {Fi[i e K} pour 1l'ohservation

des sous—o-algébres de Boole ) SE]i e K} telle qu'elle est définie
F.
1
en 1.3.3., implique la I-indépendance (resp. la I-o-indépendance) des

A
sous~o-algébres de Boole { 8 Sgli € K} et inversement.

F.
i

Enfin soit [Ci,Fi) eSx F, i=1,2

on aura, en regle générale

- - A N\
Jf(C1 , F,]]/[C2 , F2]J # I((C1]F1/(62]F2J

Cependant, comme précédemment, nous avons le résultat suivant :

sotent F, € F, i = 1,2 deur groupes d'observateurs donnés ; pour tout

- Py
C, € 85 i=1,2, nous avons :
i F g
i
- - A A ) - A
J([[:,I . F1]/(C2 , FZJ)= I[[C1]F /(CZ)F ] st J(Cz . FZJ = I((Cz)F )] <+

1 2

ce gui s'écrit aussi
J((C,| , F,I]/[C2 ’ FZJ]= J((C1 ’ 0]/((32 , 0)) = IFC1/CZJ si I(CZ] < +

IT.2.- APPLICATIONS.

Soit T une epplication mesurable de (,S) dans (R,8) telle que
T(R) € S, Cette variable aléatoire permet, par exemple, d'associer a chague
individu ® d'une population statistique § 1le point T(w) € @ représentatif

des caractéristigues de cet individu. Notons A la sous-tribu de S image

T
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-~

inverse par T de la o¢-algeébre de Boole S de parties de @ : AT - 1)

et notons respectivement {Aglg e 0} les images inverses des sous-c-algébres

de Boole de parties {S£|g e 0}. Avec les conventions précédemment adoptées,

on peut considérer AE = T—1[S£J comme la sous-tribu de AT engendrée par
1l'image inverse par T de la sous-tribu des cylindres de S & base dans Qg ;
et aussi Ag = Téqfsgl comme la sous-tribu de AT engendrée par 1l'image

inverse, par l'application coordonnée TE de T, de la tribuy Sg de Q_.

g

Il est clair que la tribu A. est engendrée par la famille {Aglg e 0},

T
Notons que si les sous-tribus de S de la famille {S€|g ¢ 0} sont g-M-indépen-
dantes, les sous-tribus de S de la famille {Ag,g e 0} ne sont pas nécessai-

-

rement M-indépendantes (sauf si T(Q) = Q).

L'application T permet de définir sur (9 x O, AT x F) une information

J1 qui vérifie les définitions I.2.2. et I.2.6. avec FO = {@} en posant,

pour tout (A, F) e AT x F

J1[A , F1 = J(T(A) , F).

J étant une information quelconque sur (2 x 0, S x F).
implique gu'il

Notons que, pour tout A ¢ AT : T(A) € S ; en effet, A ¢ AT

existe C e€ S tel que A = T—1(C] et comme T(Q) e s , NQus avons

T(A) T(R) n E € é.

Nous pouvons aussi définir une information 11 sur [Q,AT] en posant,

pour tout A € AT :

Iq[AJ = I(T{A)).

~ o~

I étant ume information guelconque sur (R,5). 8i de plus I et J vérifient

les relations de la proposition II.1.2. ,
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il est clair que, pour tout (A , F) e AT x F on a

J1(A , F) quAF) si F#8D0

i
o
w
-
-n
"
=

J, (A, F)

avec AF = T*1[T[A]F], en notant T(A]F le cylindre dont la base est la

projection de T(A) sur l'espace I Qg . Inversement, pour tout A € AT
F
I,(A) = J, (A, 03.

II.3. - INFORMATIONS SUR (T Q_x 0, , & S_x F).
o & 2 01 € 2
1

Les résultats des paragraphes précédents sont 1liés essentiellement

au fait gue 1'espace des événements est un espace produit (Q,S) = (I QE' e SEJ
0 0

et gque 1'on utilise 1'ensemble ( des observateurs comme ensemble des indices.

On peut imaginer que 1l'espace des é&vénements est un espace produit indicé par

un ensemble O, : (I Q_ , 8 Sg] et gue 1'espace des observateurs (02,F2]

1 £
0, 0,
est formé par un ensemble 02 a priori distinct de 01. On peut aussi supposer
que 01 = 02 mais que 1'information JZ gue 1'on se donne a priori sur

[OH Qg X 02 , © SE X FZJ ne vérifie pas les hypothéses du théoréme II.1.4. Ces

0
1 1 _
deux remargues nous conduisent & proposer une généralisation des résultats

du paragraphe II.1. Notons cependant gue nous n'utiliserons pas directement

ces nouveaux résultats dans les chapitres ultérieurs.

Etant données J une information sur (1 QE X 02 , ® S_x F.) au

2 £ 2
o 1 01
sens I1.2.2. - I.2.6. et F2 la classe des groupes d'observateurs de F2 qui
n'apportent pas d'information pour 32, on définit sur ( I QE , & SEJ une
0 0
1 1

information IO en posant pour tout C e I Sg
2 O1
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IOZ[C) = JZ[C ) 02J.

Définissons maintenant une information JO gu sens I.2.2. - I.2.8B.
2
1 0 2

- nous avons

Jy(C,F)=TI,0(C_)=1J0(Cc. ,0) si F #8
O2 O2 F1 2 F1

[
<
(]
-
-n
]
O
£}
o
-n
n
=

Dans ce paragraphe par un abus de notation qul identifie les cylindres de

base dans nf & leur base, nous noterons aussi 8 S la sous o©-algébre

g€ g
‘F1 F1
de 8 S€ des cylindres mesurables & base dans I Qg et CF ces cylindres.
0 F 1
1 1
On pourrait de méme, pour tout groupe d'observateurs F2 € F2 - Fg ,
définir une information I sur (I Q., ® S_.) par :
F £ £
2 0 0
1 1
VCe O@ sg IFZ(C] = 3,0, F,)
1
et une information J au sens I1.2.2. et I.2.6.sur (I Q© x 0O, » ® S x F.)
F £ 1 £ 1
- par
C s F 2 = ’ i .
YV ( )€ 51 SE x F, Jthc F,) JZ(CF F)) si F, #10
1 1

Associons @ chaque couple (F1,F21 € F, x F, le pavé mesurable F, x F

1 2°

En posant J(C , (F1 X Fz)) = JZ(CF » F,) nous définissons une information sur

1 2

suivant la technigque de la proposition II.1.2. ;5 pour tout (C, F.le ® S_x F
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(m e x (0, x0)), .5, x (F, x F,)) par une technique qui généralise
0 £ 1 2 0 £ 1 2 . _
1 1

celle de la proposition II.1.2.

PROPOSITION,

II-311-_
Etant données une information J. seur (I Q_x 0., 8 S_ x F.)
. 2 0 3 2 0 € 2

1 1
au sens I.2.2. - 1.2.6. et Fg la classe des groupes d'observateurs de F

qui n'apportent pas d'information pour I L'application J définie sur

(o x (0, x0,), 8 s, x(F xF,)), pour tout (C, F

0 s F23 £ ® S6 X

1
1 0, %

par :

Jc , (F1 X F2]] = JZ(C ,» F )} s (F

o)
5 4 F2) € [F1 X Fz) F12

J( , [Ff X FZJ)

i
o

(F1 , Fo) e Fﬁz

avee  F°_ = (F,  FJeF xFy [F, =8 ou F

=0
12 1. 2 € Fz}

est une information au sens I.2.2. - I.2.6. et ng

d'observateurs de F1 X F2 qut n'apportent pas d'information pour J.

2

F1 X FZ

est la classe des groupes

En effet soient deux éléments (C , F1 s F2J et (C' , F; , Fé] de
S o s ) ) N . s .
5‘ % X P1 X F2 tels que C c C' et F1 X F2 > F1 X F2, ce qui implique
[} [ ] ¥ A .
F1 > F1. F2 > F2 et CF1 c CF% . Par defini?ion de J2 :
= P "y = [ ' ’
J{c , [F1 X;FZJ] JZ[CF1 ’ F2] > JZ(CF% s FZJ Jc' , [F1 X Fz)]
i 1 ]
quand [F1 . F2) et (F1 s FZJ n'appartiennent pas a F?z .
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Vérifions que’ F?Z posséde les propriétés définies en I.2.5.

0 0
- F , fFf ( s F ) F F F_.
2 e 12 H en e et @ 5 € 12 pour tout 2 € )

0 0
(F1 , Ble F12 pour tout F1 € F1 car O e F2

- F:z est héréditaire ; si

(F1 , F2]€ F$2 et (F% s F2]e F1 X FZ avec F1xF2 > F1xF2

cela impligue :

Fp =B et F, 2F1 =>F: =g

o "= ' 0 0 PP
et /ou F2 € FZ et F2 > F2 > F2 € F2 car FZ est héréditaire.

Vost-a-di , , o
c'est-a-dire (F1 , FzJe F12

! O O

Il est clair, étant donné les propriétés de F gue J vérifie les

0
12°
hypothéses des définitions I.2.2. et I.2.6. et en particulier

0
(F, . lee(F1 X FZJ- F12 ; Jton QE.[F1 x F))) = Jzton QE ,
1 1

et J(@, (Fﬂ X F2)J = Jz(ﬂ . FZJ =+

Fz) = 0

Nous avons évidemment les propriétés suivantes :

II.3.2.~- PROPOSITION.

Les informations J2 et J de la proposition II.3.1. vérifient les

relations suivantes : pour tout (C , F1 s F2) €8 SE X F1 X F2 et F1 * 0
1
JZ[CF1 »Fy) =3, (F, x F))) = J(ch. (0, x F,))

J,(C ,Fy) =J(C , (O1 X FzJJ
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Inversement, soit une information J sur (IO Q_ x (0, x 0.), ® S_x (F. x F_))
0 £ 17 2 0 £ 1 2
1 1

au sens I.2.2. - I.2.8. avec F la classe des groupes d'cbservateurs de

0
12
F1 X F2 qui n'apportent pas d'information pour J (nous n'imposons a priori

, ‘s s o f o .
aucune forme particuliére & F123 ; définissons une information J2 sur

(n @, x0,, ® S_ x F.) au sens I.2.2. - I.2,.6. en posant pour tout

0. & 29 2

1 1

(c, FzJ € 08 SE X FZ.
1

g

JZ(C , FZJ = J(C , (01 x FZJJ.

0 o
= 0 . P} I . .6,
La classe F2 {F2 € FZI( 4 F2] € F12} gui vérifie les hypothéses de I.2.6

est la classe des groupes d'observateurs de F2 gui n'apportent pas d'information

pour 32. En regle générale, 1'information J' sur (1 Qg X (01 X 02],
0
1

8 Sg X (thx F2J) construite & partir de J2 suivant la méthode de la proposition
0

1
I1.3.1. ne coincide pas avec 1'information J donnée ; nous avons cependant le

résultat suivant

I1.3.3.- PROPOSITION.
Avec les notations ainsi définies une condition nécessaire et suffisante

pour que les informations J et JZ vérifient les relations de la proposition

F2Jeo® SEXF’lXFz et F1#ﬂ:
1 .

I1.3.1. est que,pour tout (C, F1,

Jec , [F1 X FZJJ = J(CF1 , (O1 X le].

La condition est nécessaire par suite de la propositipn II.3.2. et il
est facile de montrer qu'elle est aussi suffisante. Notons gue la condition II.3.3.

impligue en particulier pour tout (F1 . F£ e F x F2 et F, # 1

1

= - . b ot o
Jg , (F1 X FZ)) = Jg , [01 X FZJJ = Jz[ﬂ s FZJ = 4 si F2 ¢ FZ

= = = . 0
g , [F1 X FZJ] Jz , (01 X FZJ] Jz[ﬂ . F2J 0 si F2 e F

ce quil entraine effectivement gue la classe F?Z sur laguelle nous n'avons
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l

|

fait aucune hypothése doit &tre de la forme désirée : l

= | = 0
Flp= {F L FIF, =2 ou F,efF)}

Pour étudier les relations entre les notions d'indépendance et de

dépendance pour les informations J et J2, nous allons supposer que la

|
REMARQUES SUR LES NDTIDNS DE DEPENDANCE ET D'INDEPENDANCE. }
condition de la proposition II.3.3. est vérifiée ; c'’est-a-dire que nous avons

R 3 , 3 . : J
construit l'information J sur ( 2 Qg X (01 X 02), gt Sg x [F1 X FZJJ d partir

, , 1. .
4
de 1'information J, sur tél Q. x 02 .(? Sg X FZJ suivant la technique

€
indiquée dans la proposition II.3.1.

Scient deux éléments (C , F1 . F23 et (C' , F% s Fé) de

8 X F1 X F2 3 suivant la définition I.2.3., ils sont J-indépendants en

S
0, ¢

information si

Jtencry, [[F1 X FZJ U (F% X FéJJJ = J(C , (F1 X FZJ)_+ Jicr , (F% X Fé)]

En général la réunion de (F1 X FZ) et EF% X Fé] n'est pas un pavé mesurable
et dans ce cas le premier membre de cette relation n'a pas de sens. Nous devans

donc nous limiter aux éléments tels gue [F1 X F2) ] (F% X Fé) est un pavé

mesurable.

Etant donné F2 = Fé €:F2 - F;, 1l est facile de voir, comme dans le

paragraphe II.1., gue la J-indépendance des éléments (C , (F1 X F2J] et

[C',[F% X FQJ] n'implique pas en général la J_-indépendance des éléments

2

(CF , FzJ et {fC']F' . F2] et inversement. Cependant, on a le résultat suivant ;
1 1

gsotent F,l,F," deux groupes d'observateurs donnés de 1-'1 ; pour tout C e #e s

£

1
et C'e @ Sg la J-indépendance des éléments (C , (F1 X Fz)] et (C' , (F% X F2]]
Fl . A

implique 1q Jz-indépendance des éléments [CF » Fy) et ([C']F' , F

] et
1 102

inversement.
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Suivant le méme type de raisonnement, on pcurrait'généraliser facilement
les autres résultats du paragraphe II.1., c'est-a-dire préciser les liens entre
la J-o-indépendance et la Jz—c-indépendance d'une part, et les relations entre

les informations conditionnelles définies & partir de J et de J2 d'autre part.

IT.4.- GENERALISATION.

Reprenons les notations du paragraphe I.1.3., pour simplifier les énoncés,
nous avons supposé que les espaces mesurables (Q,S) et (é,é] sont formés par
les o-algebres de Boole S et é ‘"de parties de Q et 5. Dans la mesure ol
1'on n'utilise pas la loi de composition (I.1.1.) il n'est pas utile
d'imposer aux ensembles de parties S et é d'étre fermés pour la réunion finie
ou dénombrable. De méme, moyennant certaines précautions dans la définition et
1'utilisation des notions de dépendance et d’'indépendance, il n'’est pas nécessaire
de supposer.que les complémentaires de tous les ensembles de S (resp. é] appar-
tiennent & S (resp. é). I1 est clair que tous les énoncés du chapitre I restent
vrats quand on suppose simplement que S est un ensemble de parties de Q

contenant les ensembles B, Q et fermé pour l'intersection finte.

L'intersection des éléments de S est utilisée dans les définitions de
1'information conditionnelle et des notions d'indépendance. On exigera que S
soit fermé pour l'intersection dénombrable seulement si L'on utilise les notions

de o—indépendance.

Dans ce deuxiéme chapitre, nous avons supposé que (R,5) est l'espace

produit des espaces probabilisables {(QE,Sg)lg e 0} comme on le définit

-~

classiguement en probabilité ; S est alors la o¢-algébre de Boole de

-~

parties de @ -engendrée par les pavés mesurables, c'est-a-dire par les éléments

ol les parties C_e€ S,_ de Q. sont supposées n'étre

de la forme I C
£ 3 £

Ee0 g’
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distinctes de QE que pour un nombre fini de & € 0. On peut aussi définir

S ad partir du produit des ggo SE ; ¢'est-d~dire comme la famille de parties

C., e 5

de @ composée des éléments de la forme 1 C,, » les C, pouvant
oo &8 % :

étre tous, ou en partie, distinects de Qg'

Tous les énoncés du chapitre II restent vrais quand on suppose que,

£ est un ensemble de parties de QE contenant B et

Q. et fermé pour l'intersection finte avec : S = {n c.lc,es,, £e 0}

pour tout & € 0, S

Effectivement, 11 est clair que @ et § appartiennent &8 S et gue

-

S est fermé pour 1'intersection finie ; dans ce cas, pour tout couple

[E ,FlesxF, le eylindre C appartient d S. on exigera, le cas échéant,

F

la fermeture pour 1'intersection dénombrable des ensembles S_ de parties de

g

QE' £ e 0, 82 l'on utilise la notion de o-indépendance.

Terminons par une propriété, trés importante dans la pratique, de
1'information I au sens de J, KAMPE DE FERIET. Supposons que l'ensemble
est fini; soieﬂ;A1 un ensemble fini de parties de Q@ contenant R, @ et fermé
pour l'intersection st A2 un autre ensemble fini de parties tel gue A1 c A2.

Etant donné une information 12 sur [Q,Az) il est trivial de définir sur

(Q.A1J l1'information I1 restriction de I2 3 A1. Inversement étant donné

I1 sur (Q,A1] gue peut-on dire des informations I

est la restriction sur (Q,A1] ? Soit A2 € A2 :

sur (R, A2] dont I

2 1

si A2 € A1 alors I2[A23 = I1(A2]
S A2 £ A1 définissons

AL = n{A1|A1e AL s A R ATEA
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On a IZ(AZ) > I1(A2] .

: ' ’ 4 ' = [ A
En particulier s l'on pose I1[A2] I1(A2] pour tout A2 €A

11l est facile de montrer que I% est wne information au sens de I1.1.1.

sur (Q,Azl, qui est égale &4 I, sur (Q,A1] et que toute information

II

B I, sur (Q,AZJ quil cofneide avee I

2 sur (Q.Aq] vérifiera

1

A2 € A2 I2(A2) > I1(A21
En quelque sorte I définit la "plus petite information possible

sur (Q, AZJ qut prolonge I, sur (Q, A1).

/l

C'est la propriété que nous utilisons au paragraphe IV.3.12 pour
définir 1'information I®" , ainsi qu'au paragraphe VI.4.1. Si 1'on connait une
information I définie sur 1l'ensemble des pavés mesurables de é (é fini),
on peut prolonger I sur la tribu engendrée é en définissant 1'information
d'un élément 6 € é comme 1'information apportée par le plus petit pavé
mesurable qui contient 6. De méme dans le paragraphe II.2, nous avons défini
I sur AT et non sur . S tout entier, on peut le cas échéant prolonger I
sur S en définissant l'information apportée par un élément A € S comme

1'information apportée par le plus petit élément de 'AT’ s'il existe, qgui

. contient A.
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CHAPITRE III

DEPENDANCE ET INDEPENDANCE

DES OBSERVATEURS.

Nous étudions d’abord, dans ce chapitre, la forme générale de
1'information J sur (9 x 0,5 x F) quand on suppose que 1'information apportée
par deux groupes disjoints d'observateurs du méme événement est la somme des
informations apportées par chacun de ces groupes. Nous distinguerons le cas ol
1’ensemble 0 des observateurs est finiet celui od il est quelconque. Sous
cette hypotheése d'indépendancs, l'informafion J(A , F) apportée sur 1'événement
A € S par le groupe F € F d’observateurs est égale & la moyenne des infor-
maticns apportées sur A par chague observateur & € F, ce qui impligue en
particulier gue 1'information mutuelle entre les observateurs & de F est

nulle.

Cette premiére hypothése nous parait assez restrictive ; aussi pro-
posons-nous, dans la deuxiéme partie de ce chapitre, une méthode plus générale
de construction de 1'information : nous imaginons qu’'il existe une partition
[01,02] de 1l'ensemble ¢, 1les observateurs de O1 {respectivement 021
étant indépendants entre eux. On montre alars que 1'information J(A . (F1 U FZJJ

apportée sur un événement A € S par le groupe F1 uF (Fq c 01. F,< 0.)

2 2 2
d’'observateurs est fonction des informations J(A . {£}) et JA , {51,52}1

apportées sur A par chague observateur ¢ e F1 U F2 et chaque couple

d'observateurs (51,g2] € Fy % F2
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Les méthodes de construction des informations I et J ainsi
déterminges sont & la base des applications envisagées dans la suite de ce
travail. Ces résultats nous permettront aussi de mieux situer nos travaux
par rapport & ceux de J. KAMPE DE FERIET sur "Les mesures de 1'information
par un ensemble d'observateurs indépendants”, [14], [55], [47], ceux de
B. FORTE sur les "Collecteurs” [8] et aux résultats de B. SCHWEIZER et

A. SKLAR sur "lLes mesures aléatoires d'information” [30], [31].

ITI.1. - CAS D’UN ENSEMBLE FINI D'’O0OBSERVATEURS INDEPENDANTS.

Reprenons les notations du paragraphe I.2 : soient Q un ensemble
guelcongue, non vide, et S wune o-algebre de Boole de parties de § ;
notons O L'ensemble supposé fini des observateurs, F = P(0) 1'algébre
de Boole des parties de 0. Soit une information J au sens I1.2.2. et I.2.6.
sur (Q x 0,S x F), pour laquelle tous les observateurs ﬁ e 0 sont supposés
non négligeables, c'eét—é-dire d'apres la définition I.2.6. et par suite de la

proposition I.2.7. telle que Fo = {@}.

Pour tout & € 0 fixé , notons IE 1'application de S dans R+

définie pour tout A € S par

IE(AJ = J(A , {E}).

Les définitions I.2.2. et I.2.6. impliquent que I est une infor-

mation au sens I.1.1. sur (Q,9).
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Supposons que tous les groupes disjoints d'obeervateurs de F sont
J~indépendants en information au sens de la définition I.2.3., c'est-d-dire

que pour tout couple (Fq,Fz) e FxF et Fyn Fy o= @ nous avons :

VAeS => JA, tF1 U FZ)J = J(A , F1] + J(A , F2] .

De proche en proche et en un nombre fini d'étapes, nous cbtenons pour tout

(A, F) esxF

JA, F) = J J(A, {egh= 1} I (A).
EeF EeF
Inversement, il est clailr gue si cette relation est vraie pour tout (A , F) € S x F

tous les groupes disjoints d’observateurs sont J-indépendants.

Dans le cas fini, il n'est pas nécessaire de supposer gqu'il existe
un systeme de pondération sur les observateurs. Cependant,pour gque les énoncés
suivants soient comparables & ceux du paragraphe III.3, définissaons une
mesure positive finte A sur (0,F), de masse totale égale ¢ 1, telle
que pour tout £ e 0, A(E) > 0. On sait gue si 1'on mu1£ip1ie une

information au sens de J. KAMPE DE FERIET par une constante donnée strictement

positive, on obtient une nouvelle information, ce qui nous permet d’'é&noncer

la proposition suivante.

ITIT.1.1.- PROPOSITION.

Etant domné wune information J sur (Q x 0,S x F) avec Fo = {@},
une condition nécessaire et suffisante pour que toug les groupes disjoints
d'observateurs de F sotent J-indépendants en information est que pour

tout (A, FlesSx Fsonait : JIA,F) = § I£[A]
EeF

(respectivement : J(A , F) = ) MEN.IL (A) )
gel
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ol I (resp. Ié) est l'information au sens I.1.1. sur (9,S) définie

I_(.) =J0., {¢gh

,!,

(resp. I'(.) J0, {ED)).

INES)

De plus, il est clair gue

IIT.1.2.- COROLLAIRE.

Soit {Ig|5 € 0} une famille finie d'informations queleconques

au sens I.1.1. sur (Q,S). L'application J définie par :

VA, F)esx F, JA, Fl = ) AE).I_(A)
EeF 2

est une information sur (9 x 0,5 x F), avec FO = {@} , telle que tous les

groupes disjoints d'observateurs sont J~indépendants.

REMARQUE : CAS QU Fo # {9},

si Fo est différent de {@} pour 1'information J sur

(2 x 0,8 x F) et si tous les groupes disjoints d'observateurs sont J-indé-




y
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pendants, on obtient encore pour tout (A, Fle S x F, la relation

JA, F) = § J(A, {g}.
geF

Partitionnons 1l'ensemble 0 en deux groupes : les observateurs J-négligeables

(soit OOJ et les autres (soit 013

<
[}

{¢ e 0]{t} ¢ Fo}

{€ e0]{c} ¢ F )

<
"

I1 est clair que FO = P(OOJ (ce qui pourrait ne pas &tre vrai =i
les groupes disjoints d’observateurs n'étaient pas J-indépendants) et la

proposition TII1.7.1. reste vraie en prenant les sommations sur F 01.

Inversement, comme déns le corollaire III.1.2., étant donné une mesure

de pondération A guelcongue sur (0,F), définissons 0o comme 1'ensemble des

_observateurs de - 0 A-négligeables :

00 = {£ ¢ 0]A(g) = 0O}

et posons gque A(E) = O implique A[E].IE[AJ = 0 pour tout Ae S ; alors

l;application J définie sur (@ x 0,8Sx F) par J(A , F) = 2 A[EJ.IEIA]
EeF

est une information ; Fo = P{Oo}. et tous les groupes disjolnts d'observateurs

sont J-indépendants.

INFORMATIONS SUR (9 x 0,S x F).

Reprenons les notations du paragraphe II.1 et supposons que 1'infor-

mation 1 sur (Q x 0,5 x F) vérifie la condition du théoréme II.1.4. Notons




I 1'information au sens de J. KAMPE DE FERIET sur [é,é) définie par

- -

YceS , 1(51

i€, 0).

-

Nous avons par hypothése pour tout (C » Fle S x F :

J(ic , FJ

Jce . 0) = I(CF) si F#¢

J{c, F) =0 ‘ ' si F =g,

Soit C wun élément de S, nous notons {C{E}lg e 0} 1les projections

-

supposées Sg—mesurables, de C sur QE et {C{E}lg e 0} les cylindres

associés (I.1.3.). Avec les notations ainsi définies, il vient

ITIT.1.3.- PROPOSITION.
Une condition nécessaire et suffisante pour que tous les groupes
disjoints d'observateurs de F soient J-indépendants en information est

que pour tout €, MeS x F

JC.F) = oI

).
o T

La démonstration est évidente en remarguant gque

i , {ghH) = I[C{E}J et en appliquant la proposition III.1.1. Comme

ggo CfE} - gQO C{E}, il vient

IIT.1.4.- COROLLAIRE.

Si la condition de la proposition III.1.3. est vérifide, pour tout

€, FleS x F nous avons I(C) = I( I C

eo 18} TN Crey)

et J(C, F) =3((n ©
)

), F)Y=1Ilqa C, .).

3 cop (8}
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Inversement soient {[QE'SE’Ig)Ig € 0} wune famille finie d'espaces

mesurables (Qg,SE] sur lesquels on définit une information IE au sens I.1.1.
et une mesure positive A, de masse 1, sur (0,F) telle que,pour tout

tEe 0, x> 0.

III.1.5.- PROPOSITION.

L'appliecation J définte par

VFeF YC,), e I S, J(n C_,F)= ) Atg).I_(C)
el " o E gl & EeF E Ot

est une information sur les pavés mesurables de [Q,éJ vérifiant
Fo = {0}, Cette information peut se prolonger @ (2 x 0 S xF)

n ~
en posant pour tout (C , F) ¢ S x F :

JC, F) =JCT Coy . F) .
= B

Elle est telle que tous les groupes disjoints d'observateurs sont

J-indépendants.

IIT.1.6.- COROLLAIRE.

L'information J sur (Q x 0,8 x F) définie dans la proposition
III.1.5. vérifie les hypothéses du théoréme II.1.4. ; en particulier, elle

permet de définir sur (Q,S) une information 1 en posant :

-~ -

Yces , I(EJ = J(E , N
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et l'on a pour tout (C ,Fle S x F et tout £ e 0 :

Jc ., F) = J(CF , 0) = I[CFJ.

-~

J(c , {g}) = J(cC 0) = I(C{g}J = A(&).I_(C

3 {a}]'

{e} ’

ITI.2. - AUTRES HYPOTHESES B'INDEPENDANCE.

Le principal résultat du paragraphe III.1 est celui-ci :
si l'on suppose que tous les groupes disjoints d'observateurs sont indépendants,
il suffit de connaltre les informations J(A , {£}) apportées par chague
observateur, £ € 0 sur 1'événement A €S pour pouvoir calculer 1'inmformation

apportée sur cet événement par un groupe F quelcongus d'observateurs.

JA L, F) = ] J(A, {gh.
EecF

En particulier, pour tout couple (51.521 d'observateurs de (0, on a :
J(A » {51,52}] = J(A , {g1}] + J(A , {52})
ou encere

J(C(A , {51}1/(A . {SZ}J) = J(A , {51}1.




ALY

IIr.g9

La nouvelle hypothése, gue nous proposons, a été.congue en fanction

des aobjectifs suivants :

a) Il peut exister des couples [E1.€2] d'observateurs pour lesguels

J(A {51,52}3 £ J(A {51}J + J(A {gq}J
ou JU(A , {a1})/[A » 1E,10) £ J0A {51}1.

b) L'information J(A, F) peut &tre celculée en connaissant les informations

JA x {E}) et J(A x {51.52}].

c) L'hypothése d'indépendance du paragraphe III.1 doit &tre un cas particulier

de cette hypothése plus générale.

Nous cherchons donc & déterminer un modéle moins restrictif que celui
du paragraphe II1.1 mais gqui aboutisse lui aussi & des formules suffisamment
simples pour 8tre utilisables. Nous propgserons, dans la partie V.3.,
d'autres directions de travail possibles et des é€léments de discusgion de

ces différentes hypothéses.

Sotent (Q,S) l'espace quelconque des évémements, Q0 L'ensemble
supposé fini des observateurs, F = P(0) et J une information sur

(@ x 0,8 x F) telle que F, = {8}, vérifiant de plus :
VAeS, A#B => JA, 0) <+,

Etant donnée une partition (01,02) de 0, nous notone : Fi = P(OiJ.

i=1,2.

Dans 1’'hypothése dont 1'énoncé sult, nous supposons que les
groupes disjoints d'observateurs de 01 sont indépendants pour 1'abservation

d’un évenement quelcongue A € S quelle que soit 1'information apportée sur cet
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événement par les observateurs de 02, et inversement.

ITI.2.1.- HYPOTHESE.

Pour tout [F1,F%J € F1 x F, tel que F, n Fi =2 5 pour tout

1 1

F, e F2 et tout A e S, A# B ; nous avons

JOCA (F1 u Fa])/(A ,» FJ)) = J((A, F1)/(A s FZJ) + J((A , F%J/(A ,» F )

2 2

de méme en permutant les rbles de (01,F1] et [02,F2].

Les expressions écrites ont toujours un sens car nous avons supposé

gue pour tout événement A€ S et AZ P
JA ,0) <+ =
donc en particulier
J(A F2] < + o,
En prenant F2 =@, il vient :
J(A , (F1 u F%]) = J(A , F1] + J(A Fi) .

Cette hypotheése impligue donc que les groupes disjoints d'observateurs

de 01 (respectivement de 02] sont indépendants en information au sens du

paragraphe III.1. Nous avons donc pour Fi € Fi' i=1,2:
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JA L F) = ] JA L, {ED 1=12.

EeFi

Conformément & la définition I.3.5., nous appelons information
mutuelle apportée sur le mé&me év€nement A par les groupes F et F’

d'observateurs de 0, 1la quantité *

JCA » F) 5 (A, F')) =JA »F) + J(A - F') - JA », (FuF"))

si J(A » F) <+ oo gt JA , F') < + o,

Dans ce paragraphe, l'information mutuelle est parfaitement définie

pour tout A e S, A # B.

IIT.2.2.- PROPOSITION.

L'hypothése III.2.1. est vérifide si et seulement 8i pour tout

(Fl,Fi) € Fi X Fi‘ Fl n Fi =@, 1=1,2, etpour tout : AesSs, AZ#D,
on a :
JA, (U Fi]) = )  JA, Fi]
1=1,2 1=1,2
3=1,2 i=1,2
-] A LEh s A, )
k=1,2
3=1,2

La condition est suffisante ; en effet, les guantités de la
forme J((A ., F) ; (A, B)) étant nulles, 1l est évident que la relation

de 1a proposition III.Z2.2. implique
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n

JA [F: U Ff)) JA ., F}J + JA, Ff) et

2
2

1 2 1
J(A , [F2 U FZJJ J(A FZJ + J(A L, F2)

D'autre part en posant : F_ = F1

2 , . .
> 2 et F2 =@, 41l vient :

1 2 _ 1 2 _
JA , (F1 LJF1]]/[A s F2]] = J(A , [F1 u F1 U FZJJ J(A, F2]

1 1 2, 2y .

c'est-3-dire :

1 2 1
JUA L Ry u FDN/A L F) = J0A L Fl/ea F )+ (A, Ff}/tA

de méme en permutant les rdles de (01,F1) et (02,F23.

La condition est nécessaire ; en effet, avec les notations de 1la
1

2

F2)]

proposition III.2.2. et en posant : F_ = F2 u Fé. la relation de l'hypothése

2
ITI.2,1. s'écrit

JA L U R UE=JA L)+ T aa, Y - T saa, B ;o
1Y Fq U R 2) * EL
i=1,2 u 3=1,2

ajoutons et retranchons J(A ., F2]

J(A (Fl U Ff vF D= ] JA, Fﬁ) S JAL F) e ]
3=1.,2 3=1,2

On sait par hypothése que pour J = 1,2 :

F,))
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Iy o 1 J : 2 J
J0A L F/(A F71) = J0(A , FIZA L Fy)) + JU(A , F /LA L F )

1A, Fy L Fo

K
= 1 JALF) - ] ] A

k=1,2

comme nous avons montré que 1'hypothése III.2.1. impligue aussi :

on obtient la relation désirée en reportant ces valeurs dans 1’expression

précédente.

ITI.2.3.- COROLLAIRE.

Avec les notations de la proposition précédente en posant

F, = Flu F2 ou Fo=F. u F2

! . .
17V , = Fyu F5. l'mypothdse IIT.2.1. implique

2
1

1 2 1
JC(A » (F1 U F1]J 3 (A FZ)J JO(A F1J 3 (A, FZJJ + J((A ,F

i

JCA, F); (A, F;JJ + LA, F,)

1 )i (ALF

’ 1 2

JCA L Fh S o, F.

12 1200
J(A , (F1 u F1JJ s (A, (F2 U FZJJ) = 1 5

)
k=1,2
3=1,2

La démonstration est évidente & partir de la proppsition III.2.2.

Notons que ces relations pourraient &tre vraies sans gue

1 2., 1 2
J(A (F,I u F1]] = J(A , F1J + J(A , F1)

c'est-a-dire sans que 1'hypothese III.2.1, soit réalisée.

2
2

) s (A, FZJ]

1)
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I1T1.2.4.- THEOREME.
Une condition nécessaire et suffisante pour que 1'hypothése IIT.2.1.
soit vérifide est que pour tout Fi € Fi’ i=1,2, et pour tout A €S,

A#ZB, onmait:

JA L (Fp UF)) = § 0 J(A L {El) + ) A, {E])
2
E€F1 Eer

- ) JOA L {g, B s (A, {g 1)),

[51.52]€F1XF2

La condition est évidemment suffisante car elle implique la condition

de la proposition III.2.2. On montre gu'elle est aussi nécessaire per une

>

démonstration analogue & celle de la condition nécessaire de la proposition

II1.2.2. Ce théoréme peut aussi s'énoncer de la maniére sulvante :

IT1.2.5.- COROLLAIRE.
L'hypothése III.2.1. est vérifiée si et seulement si pour tout

AeS, AFB, etpour tout F, e Fi‘ i=1,2, ona:

i

JA, F,) = 7 J(A, {gh i=1,2
1
EeF,
1
JOUA L F) s (A, F)) = ) J0A L {g 1) s (A, g,

[51.€ZJEF1XF2

Citons également le résultat suivant :
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ITI.2.6.- COROLLAIRE.

Etant domné une information J sur (Q x 0, S x F) et une partition

(01,0 ) de 0, une condition nécessaire et suffisante pour que tous les groupes
disjoints d'observateurs sotent indépendants (au sens du paragraphe III.1) est
que J vérifie les hypothéses de III.2. 1. et que tous les couples

. (61,52) € Oq X 02 d'observateurs soient indépendants.

EXEMPLE.

Nous allons maintenant donner une méthode de construction d'une
information vérifiant 1'hypothése III.2.1.
Etant donnée une partition [01,023 de 0, notons Fi = P(Oi], i=1,2
attachons a chaque observateur & € 0 et a chaque couple d'observateurs
(51,523 € 01 X 02 des informations sur (Q,S) notéesrespectivement
Ig et I£1é2' Supposons que la famille d'informations
ainst définie vérifie pour tout [51,£2J € 01 X 02 et pour tout A € S,
AFD: '

Sup[I£1[A],I€2[AJ] < IE1€2[A] < + o,
Soit A ume mesure positive de masse totale égale & 1 sur

(01 X 02, F1 ® F,).

Nous écrirons A(Eq;gzl - la mesure du couple (51,52] € 01 x 02

* et nous utiliserons les notations condensées suivantes pour Fi € Fi'

. g, el 1=1,2:

AFHF) = Y A(g,.E,) avec A(F,.B) = X(B,F)) =0
(8.8, )€FxF,

MEYD =AE.0,) = §  Alg,.E,)
o505




Sy

A ME)) = A0,,8,) = 20 AE,HE)

£1¢Y

III.186

Supposons enfin gue les mesures marginales sont strictement

positives :

III-2-7-_

ci~dessous est une information sur (Q x 0,S x F) qui vérifie les hypothéses

IIr.2.1.

£ € 0i ==>‘Aitgi3 >0 i=1,2,

PROPOSITION.

Avec lee notatione ainsi précisées, l'application J définie

VA , F1 , FZJ €S x F1 X F1 ,AZE D

JA L (Fy UF)) = ] ALE,,0, - F,) W I, (A)

£1eF1_ g1
+ gz i A(Oq - FEd . IgZ(A]
2¢72
+ ) AELLE)) LI (A).
1772 €,8
[51,EZJeF1xF2 1°2
Cette quantité s'éerit aussi :
JA L (FpuF)) = ] A(g,) . I, (A)
£, eF 1
191
£ ) A (E)) . I, (A)
gzer 2
-7 AELE) (I, (A)+I
(€,.8 e xF 1 2 BT

(A - I

£,E,

(A))
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On pose de plus

n
+

8
w0
[
-n
RN
=

J@ , F)

n
(@)
1]
s
n

it
=8

J(g , F)

Les deux définitions sont évidemment identiques. On en déduit pour

tout Ei € Oi' i=1,2 et pour tout AeS,

J(A , {si}J=?xi[giJ . Ig.(AJ i=1,2

1
J(A , {51.52}1 = J(A » {51}) + J(A , {52}1
S AELED(I. (A) + I. (A) - I _ (A))
17727 g, £, E4E,

c'est-a-dire

JCA S {g D) 5 (AL {g,1) = MEy,8,) (T, (A) + I (A) -1, . (A)
. 1 2 1°2
donc
JA L, (F, UF D) = ) J(A L, {g 1)+ § JA, {£.})
1 2 £ eF 1 £ eF 2
1571 1% 2
-7 JUA L {E D) 5 (A L {g,).

(51,EzJeF1xF2

La condition du théoréme III.2.4. est donc vérifiée ; il nous reste
a montrer que J est une information pour obtenir 1'hypothése II1I.2.1. Par
suite des propriétés des informations au sens I.1.1., il est
évident, par définition de J,l que pour tout (A1,A23 € S xS, A1 < A2,
et tout Fi € Fi’ i=1,2, ona:
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JA, , (FLUF)) 2 3(A, L (F, UF)) 30,

] ’ "
D'autre part, pour A € S, F2 € F2, [Fq,FﬁJ € F1 X F1 et

n

r N n - , 'y "
F1 F1 @ , notons F1 F1 F1 et montrons que
> ' .

JCA [F1 V) FZJ) J(A , [F1 U FZJ]

Exprimons la différence de ces deux termes

JA L (F v F) - JA L (Fru ) = ] (g, I, (A)

1 g €eF > €4
B} (g1’52]£F:XF2A(g1,£21 : [I£1tA) N IEZ(AJ - IE1E2[A)]
= squ; Mg, 0, - F)) 151(A]
’ ) MELE) (IE1E2(AJ - IEZ(A]).

(51.52]eF;xF2

Cette différence est toujours positive car nous avons supposé :

IE £ {(A) 2 IE (A). A partir de ces résultats, il est facile de montrer que
172 2

J est une information au sens des définitions 1.2.2. et I.2.6. avec :
Fo = {@}. La proposition est ainsi démontrée. Nous avons de plus les

résultats suivants :

ITI.2.8.- PROPOSITION.
Avec les notations de la proposition III.2.7., nous avons pour tout

AeS, AF#B, etpourtout F, e Fi, £, € 01‘ i=1,2;
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JA L 0) = ) MELE) W I (A)
1°7°2 £, &
(8,.€,)¢0,x0, 152
JA L F = ] . I, (A) i=1,2
EeF,
1
J(A , {si}l =A, (e . IE'(A] i=1,2

1

J(A , {51,g2}l =(Aﬁ[51l - A(£1.£211 . IE1(A] +(A2t52J - A(gq.azl) .

I, (A) + ALE,,6.) . I (A)
£, 1772 e,

JU(A , {61}J 3 (A, {€2}JJ = A[g1.gzl . (IE1(AJ + IgztA) - IE1€2(AJJ

J(A (F1 U F2]J = J(A , F1] + J(A Fz) -

) JLA {81 5 (A, {g,1)
[51,52)GF1XF2

JCCA , F2]/[A ,.0.0)

1 ) g LE)) L (T (A) - I, (A)).

£,E
(51,62]e01xF2 152 1

Remarquons une différence importante entre la proposition III.2.7.
et le résultat comparable du corollaire III.1.2. et de la propesition III.1.1.
Etant donné J vérifiant 1'hypothése III.2.1. et ~ A" la mesure de pondération
L'information J n'est pas nécessairement de la forme indiquée dans la propo-
sttion II1.2.7. En effet, si 1'on peut toujours défimir les inmformations I

&

en posant pour £ e Oi, i=1,2

I_(A) = < JA L, {eD

g
A, ()

pour E, e Oi’ i=1,2, 1les quantités
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A1(E{? - A(aq,gzl

1
— {J(A, (.81 - - J, {g, D

5152 ME,E) A, (Eg)

H
—
>
—
n

) Azrgg - A[£1.£2]

. J(A, {52}3}
AZIEZJ

ne définissent pas nécessairement une information, par exemple sl, comme cela
i td , = ‘J ’ = » = ’
est possible, J(A {51 52}] (A {51}3 J(A {EZ}J et A1(E1J Aztgzl
on peut avoir : I (A} < 0.
€18,

INFORMATIONS SUR (2 x 0,8 x F).

Reprenons les notations du paragraphe II.1 et supposons gue

L'information J sur (9 x 0,5 x F) vérifie la condition du théoréme II.1.4.

Nous avons done une information I sur (9,S) telle que pour tout

-~

(C, F)esxF

I(C) = J(E , 0) et

J(C , F) = J(C 0) = I[CFJ.

ITI.2.8.- PROPOSITION.
Etant donné, 1'espace (@ x 0.5 x F,1) ainsi défini et (0,.0,)

une partition de l'ensemble fini 0, wune condition nécessaire et suffisante

pour que L'hypothése III.2.1. soit vérifiée est que pour tout Fi € Fi'

-~ -~

i=1,2 et pour tout CeS, C#B, onait:
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IC. (F,uF)) = § ICC, O+ J I, -
A X L)

- } e

)+ I(C I(C ).
[€1a52]€F1XF2

€, e,y T e e

La démonstration est évidente & partir du théoréme III.2.4. en

remarguant que V £e 0, J(C , {¢}) = 1(C._,)

(g}

\vd (51,g2J > 01 X 02. J(é , {51.52}3 = I(C{g £ }]'
1°2

Contrairement au résultat du corollaire III.1.4. nous n'avons plus

IEC LF) = 30T (C
gel

{E})' F)

-~ -

c AT 1N Cpp s
(g5, 7 ey " B

car en regle générale

Sotent la partition (01,023 de l'ensemble fini 0 et les familles

{(Qg, ,I0 e e 03, {(szE x9N ,S. 85

S ,I Mee,.e.) e 0, x 0.} dont
£"°g 1 By TRy B TEE 2T S T K T

chaque élément est un espace mesurable sur lequel on a défini une information

vérifiant pour tout e0, ,1=1,2,C_ €5 , C S ;
frant p 19 g, ¢ Vg, e, © 5,

I (C, x@_)=1I_1(C.)
£y &y By E

I (Q xC_ J)=1I_1(C_)
€8, &, &y g
Soit X 1la mesure de pondération sur (01 X 02,F1 8 F2]

précédemment définie (III.2.7.).
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ITII.2.10.- PROPOSITION.
L'application J, définie ci-dessous, est une information sur

(5 X 0,5 x F)  qui vérifie 1'hypothése III.2.1. et la condition du théoréme

II.1.4.
v , F1 . FZJ € S x F1 X F2, C#0D
e, (FUF)) = ] AE,.0, - F) I, ()
£,€F 1 1

+ ) A0, -F,L,E) . I (C )
1 1°°2 £, {&,}
Ezer 2 2
* ) AMELES) LT (c )
1772 €., {g,.€}
[E1.E2)eF1xF2 1°2 1°72

ce quil s'éerit aussi :

n

(e, (F, U F,)) ) Alg) oI (C,, )

g, 1g,}
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Ce résultat est une application immédiate de la proposition III.2.7.

Notons de plus les résultats suivants :

ITI.2.11.- PROPOSITION.

Avec les notations de la proposition III.Z2.10. nous avons pour tout

- - -~

s , = 1,2 ¢
CeS, C#B, et pour tout FieFi gieoi i=1

1(e) - ) e LE) - I . (C )
(£,.8,0€0,x0, 2 Fa¥2 {g,.5.}

J(E , FY = I(C_) = E A(E LED) -.I (c.) )
(g,,6,0€0,x0, 2 8,  F{EE)

ITI.3. - CAS D'UN ENSEMBLE QUELCONQUE D'OBSERVATEURS INDEPENDANTS.

Sgit J une information, au sens I.2.2. et I.2.6., sur (Q x O,Six F) {
Q et 0 sont des ensembles quelconques mon vides, S et F des og-algdbres
de Boole de parties de Q et (. Pour généraliser les résultats du paragraphe
IIT.1 & un ensemble guelcongue (non nécessairement fini) d'observateurs 0, nous
supposons que les groupes disjoints d'observateurs de F sont o~indépendants en
information pour l'observation des événements de S ; c'est-d-dire, en appli-
quant la définition I.3.2., que pour toute famille finie ou dénombrable de groupes

d'observateurs deux & deux disjoints {Fi e Fli € K} et pour tout AeS, ona :

1 A, R

JA, (v Fi]] i

ieK ieK

]

Comme par définition J(A , @) 0, cela revient & supposer que pour
tout A € S fixé 1'application J(A , .) est une mesure positive sur (O0,F).

Définissons sur (0,F) une mesure A, positive, finie, de masse 1,
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qui, pour tout A £ S, domine la mesure J(A , .}, c'est—éQdire telle que :

NeF et A(N) =0 => J(A, N) =0,

On note J(A , ) << A,

Soit N la classe des ensembles mesurables négligeables de (0,F,\) ;
il est clair que la condition J(A , .) << A pour tout A e S est équivalente
a N s FO ol FO est la classe des groupes d'observateurs qui n'apportent

pas d'information pour J (I.2.6.).

III.3.1.- PROPOSITION.

Etant dovné wn Svénement P € S [fixé, une information J sur
(@ x 0,Sx F) et A une mesure de probabilité sur (0,F) telles que
N ¢ FO, une condition nécessaire et suffisante pour que tous les groupes
disjoints d'observateurs de (0,F) soient o-indépendants en information
pour l'observation de A € S est qu'ill existe une variable aléatoire réelle,
notée I(A,.), unique, positive, définie d une i-équivalence présg sur (0,F)

et telle que, pour tout F € F :

J(A, F) = J I(A,g) dr(E)
F

sl les conditions de la proposition sont vérifiées, le théoreme de Radon-
Nikodym [25] nous permet d'affirmer dans ce cas l'existence et 1l'unicité
de la variable aléatoire réelle positive I(A,.) définie & une A-égui-
valence prés sur (0,F), vérifiant la relation demandée. Inversement,

si 1'on se donne I(A,.) telle que pour tout F € F

JIA, F) = J I(A,E) da(g)
F
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il est clair gue les groupes disjoints d'observateurs sont indépendants pour
1'observation de 1’événement A € S. Ce résultat est & rapprocher de celui de
J. KAMPE DE FERIET dans [14], nous reviendrons sur cette comparaison au

paragraphe V.1,

Soient A1 et A2 deux éléments de S tels gue A1 < A2. Nous

avons : I(A,,.]} = I(AZ,.) A-presgue surement. En effet A, ¢ A implique

1 1 2

par définition pour tout F € F : J(A,I » F) > J[A2 , F] c'est-a-dire :

: J (I(A,.E) - I(A,,E)) dA(g) 20
F 1 2

ce gqul entraine

I(A1,.J - I(Az,.] >0 A-presque surement.

On peut donc associer a chaque couple d’événements (Aq'A2] € Sx 8
un ensemble XA-négligeable de F, noté N[A1.A2]. tel que pour tout

£Ee O - N[A1.A2J, on ait :

III|3-2J— I[Ai:E) a O i = 112

————————

A,I =4 A2 =5 I(Aq,g) > I(Az,g].

Comparons les propositions III.3.1. et III.1.1. On voit d'une part, que
dans le cas fini, 1'application Ig[A) est parfaitement déterminée pour tout
£ el et pour tout A e S & partir de J, alors que dans le cas général
on affirme simplement 1l'’existence de 1'application I(A,.) pour A e S ;
d'autre part, pour tout £ € 0, IE[') est une information au sens de

J. KAMPE DE FERIET sur (Q,S) ce gque nous ne pouvons pas affirmer pour I(.,g)

dans le cas général. En effet, les relations III.3.2. ne sont vraies gu'a un
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ensemble A-négligeable prés;or les ensembles N[A1-A23' pourraient ne pas

A1eS

-

8tre A-négligeables.Nous nous trouvons devant un probléme semblable 3 celui
gui se pose pour la définition des probabilités conditionnelles réguliéres [25]
c'est-&-dire que,dans le cas général, nous ne pouvons pas affirmer qu'il

existe pour chaque Aqe S une version de la classe d'éguivalence de I[A1,.]
qui soit telle que 1'application I définisse une décomposition réguliére

de J au sens de la définition ci-apreés.

ITI.3.3.- DEFINITION.

Etant donné une information I sur (Q x 0,5 x F) et 1 une

mesure de probabilité sur (0,F) telles que N g.Fo ;5 nous dirons qu'il
existe une décomposition réguliére de J s'il existe une application I,

de (S x 0) dans R telle que

1) Pour tout £ e 0, 11(-.5) est une information au sens

I.1.1. sur (8,S).
2) Pour tout A €S, I1[A..] est mesurable sur (0,F).

3) Pour tout (A, Fle sx F :

J(A, F) = J Iq(A,g] dr(g].
F

IIT. 3.4.- COROLLAIRE.

S'71 emi§te une décomposition réguliére de J tous les groupes
disjoints d'observateurs de (0,F) sont o~indépendants en information
pour S et les applications 1 (de la proposition III.3.1.) et

et I1 (de la définition III1.8.3.) vérifient pour tout A € S
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I(A,.) = I,‘[A,.) . A~presque sirement.

Nous n'étudierons.pas plus en détail ce probleme de 1l'existence d'une décomposi-
tion réguliére de J car il ne se pose pas dans les applications gue nous

envisageons par la suite.

Dans notre note [7] nous avions é&noncé les axiomes de définition de
J en supposant Fo = {@} ; il est clair que les raisonnements utilisés dans
ce paragraphe nécessitent une définition plus générale de la famille FO des
groupes d'observateurs qui n'apportent pas d'information ; c'est une des
raisons pour lesguelles nous avons é€té amenés & modifier légérement les axiomes

1 et 2 de [7] pour leur danner la forme gu'ils ont au paragraphe 1,2.8,
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CHAPITRE IV

CONSTRUCTION D'UNE INFORMATION APPORTEE PAR

UN COUPLE D'OBSERVATEURS.

Pour déterminer une information J(A,F) apportée sur un événement
A € S par un groupe F € F d'observateurs, suivant les méthodes proposées
dans le chapitre III, il suffit de connaitre les informations J(A , {£})
et J(A , {%1,52}) appartées sur cet événement par les observateurs £ et
les couples d'observateurs (51,52] du groupe F. C'est pourguoil nous nous

proposons de définir a partir d'une hypotheése particuliere une information

J sur (9 x 0,5 x F) quand 1'ensemble ( est composé de deux observateurs
Nous nous restreignons, dans ce chapitre, au cas d'une sous-tribu
T de S comportant un nombre fini d'éléments.

Les principaux résultats de cette partie ont été sxposés dans notre

note [23] : "Information moyenne dans une épreuve stetistique (cas fini)",
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IV.1. - NOTATIONS - HYPOTHESES.

Avant de définir les notations et les hypothéses spécifigues
de cette partie, replagons ce travail dans le cadre général des chapitres
précédents. Rappelons d'abord les grandes lignes de la construction Proposée

dens le chapitre II d'unme information J sur un espace produit, en 1'appliguent

au cas

0 = {ga,gb}

F = {Z.{Ea}:{gb};()} .

Soient [Qa,Sa],[Qb,SbJ les espaces mesurables associés respectivement

aux cbservateurs ga,gb et (Q,S) 1'espace mesurable produit défini par

e}
"
D
x
o]

(28]
n
w
Lo
w

Conformément aux notations précédemment définies (I.1.3) pour tou

C € S nous notons Ca et Cb les projections de C respectivement sur

-~ -~ - -~

f et @ , C et C les cylindres de S et S de base C
a b a b a b a

et Cb. Soit I wune information sur (9,S); définissons 1’application

J sur (@ x 0,8 xF) par : Veces

J(E , B) =0

-~

jC L g h = ItEaJ
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J , {Eb}l = I(Cb]

J(C, 0 = 1(0) .

Comme nous 1'avons montré au chapitre II, il est facile de vérifier
gue l'application J, ainsi définie & partir de I, est une information sur

(2 x 0,8 x F) au sens I.2,2 - I.2.6.

Afin de simplifier les notations et de nous placer dans un cadre
un peu plus général nous noterons (Q,S) L'espace des événements que nous
employons. Cet espace peut-&tre identifié 4 l'espace produit (9,%)

ou étre différent de celui-c<.

Il est essentiel de remarquer pour cette identification
que les sous-g-algébres de Boole A et B de S que nous employons,
tiennent le rdle de S, et Sy et que, comme ces derniéres, elles sont

supposées M—-indépendantes et spécifiquement lides aux observateurs Ea

et Eb'

IV.1.1. - NOTATIONS.

Soient @ un ensemble guelcongue, S une o-algébre de parties de
¢ et P une pondération sur (Q,S), c'est-a-dire wre mesure positive, finie,
de masse totale égale & 1, qui pourra 8tre, le cas échéant, une mesure de

fréguence ou de probabilité.

Sotent A et B deux sous-algébres de S comportant un nombre fini

d'éléments, supposées M-indépendantes (I1.1.1.) ;3 nous avons donc
(A,B) e AxB, A#B8,B#@8 ==> ANB¥#0.

Nous écrirons indifféremment A.B ou A N B 1'intersection de deux événements.
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Notons T 1la sous-tribu de S engendrée par A et B
(T comporte un nombre fini d'éléments). Quand nous utilisons les espacss
mesurés (Q,A,P), (Q,B,P) , (9,7T,P) nous nous référons aux restric-
tions aux tribus A,B,T de la mesure P définie sur (R,S).
Nous supposors l'existence de tous les ensembles et de toutes les partitions
de ces ensembles dont nous avons hesoin. En particulier, la mesure P
peut prendre sur A,B,T toutes les valeurs possibles compatibles avec les

axiomes de définition d'une mesure et les restrictions gue nous imposons.

Pour simplifier les énconcés et les démonstrations, nous suppo-

sons, de plus, gue
(A,B) e AxB ,AZD , BABPD=P(A) 30 et P(B) >0

Pour AeA , A#P et A #Q nous avons donc 0O < P(A) < 1 ;
de méme, pour B e B ; notons, par contre, qu'il est possible d'obtenir

CeT , C#B et P(C) =0.

Nous notons HA[AJ (respectivement My = HA(QJ] une partition

finie A-mesurable de A ¢ A (resp. de Q ¥t :

. (A,]nAZ] € HA[A] X HA[A] ==t [A1;A2) € Ax A

A1 0 et A2 £ B

A,I n A2 = 7 ou A1 = A2

« ULAT|AT & M (A)} = A

Les partitions HA[A) sont quelconques;en particulier HA peut

8tre égale & la partition qui engendre la tribu finie A ou différente

de cette partition.

Nous notons de méme HB[B) et HB = HB(QJ des partitions finies
B-mesurables de Be¢ B et de Q .
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REMARQUES., -

Nous imposons donc essentiellement trois conditions aux espaces

mesurés que nous allons employer .
. les tribus A, B, T comportent un nombre fini d'éléments

. sauf pour l'ensemble vide, tous les éléments de A et B sont

de mesure gtrictement positive

. les tribus A et B sont M-indépendantes :

(A,B) e AxB , A#D , B#B == AnB#0.

Cés restrictions, qui facilitent les démonstrations ultérieures,
s'introduisent naturellement dans les études pratiques de statistique
les variables statistiques gualitatives ou guantitatives discrétes ne pren-
nent qu'un nombre fini de valeurs et 1'on regroupe en un nombre fini de classes
les valeurs numériques prises par les varlables statistiques continues
si P,, est la probabilité (ou la fréquence) correspondant & 1'événement

ij

Ai n Bj' on suppose le plus souvent en statistique

= =) P, >0
P, = PA) Z 19
J
P,=P(B,)=)P, >0
N J 1]
i
et seulement P > 0.

1]
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IV.1.2.- HYPOTHESES.

L'information généralisée I au sens de J. KAMPE DE FERIFT gue nous
cherchons & déterminer, est définie sur 1l’espace mesurable (£,T) et doit

vérifier les axiomes 1, 2, 3 et les définitions gue nous avons rappelés en

I.1.1.

Dans une épreuve statistigue, guand un événement C de la forme
C=AnB , AeA et B¢ B, se réalise, nous supposons gue le premier
observateur Ea pergoit 1'événement A et le second observateur Eb
1'événement B, Les différentes quantités I[A/B1] , I(A/82] 2 ey I(A/Bn)
représentent 1'information apportée par l'cbservation de A par ga quand
on suppose c¢onnue l'information apportée par 1'observateur Eb dans les

différentes hypothéses Bi € HB possibles. La guantité

I {(P(B) I(A/B)] B € Mg}

représente 1'information moyenne apportée par A quand on réalise un grand
nombre de fois cette épreuve. A notre sens, cette information moyenne doit

gtre égale & I(A),

Par exemple, si € est un ensemble de 100 étudiants répartis en deux

groupes : 51 les 80 étudiants & plein temps, 52 les 20 auditeurs salariés

~

étudiant & temps partiel, 1'événement A étant la réussite 3 1'examen, nous
pensons que 1l'information apportée sur un individu quelcongue par le succés &
1'examen est la moyenne pondérée des informations apportées par la réussite

& 1'examen dans chacun des groupes




e

Iv.7

80
I(A) = 100 I[A/B1) +

20
100

I(A/BZJ .

Dans cet exemple, Ea est l'observateur 1ié au caractere
réussite ou non réussite a 1'examen; gb est l'observateur qul pergoit le

caractére : statut de 1'étudiant (plein temps ou temps partiel),

H.1.- HYPOTHESE 1.

Pour tout (A,B) € A x B et quelles que sotent les partitions
finies T, et Ip respectivement A-mesurables et B-mesurables

de Q , mnous avons

I(A)

} {P(B") I(A/B")[B’ e N}

I(B)

n

} {P(A") I(B/A')|A" € Iy}

Ces sommes ont toujours un sens car les hypothéses gque nous
avons imposées a (Q,A,P) et (Q,B,P) évitent 1l'introduction de termes

indéfinis de la forme

P(B') I(A/B") =0 . + o
ou

P(A') I(B/A') =0 . + =

En effet, si les quantités I(A/B') et TI(B/A’') appartiennent
a I@+ 3 A' € HA entraine A' € A et A' # P c'est-a-dire P(A') > D
et de mdme B € HB implique P(B') >0 .

Si les tribus A et B ne sont pas supposées M-indépendantes
et, en particulier, si A = B, 1'hypothése 1 et les axiomes de 1'information
généralisée impliquent alors I(A) = + 0 ou + =, pour tout A e€ A. Dans

ce cadre 1l'hypothése 1 n'aurait évidemment aucun intérét.

Dans 1'hypothése 1, nous nous intéressons seulement aux ensembles
AeA BeB et aux éléments C € T de la formeC = A n B pour cette raison,
il est commode de déterminer d'abord 1'information I sur ces ensembles de T

telle maniére que I vérifie 1'hypothése 1, et de prolonger ensuite I
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3 1'ensemble T tout entier. Nous allons donc, dans 1'hypothése suivante,
nous restreindre & 1'étude de I(A.B) et supposer gue I(A.B) est une

fonction continue de P{A) , P(B) , P[A.B).

(A,B) ¢ A x B : I(A.B) =F(P(A) , P(B) , P(A.B))

Notons que les informations du type WIENER SHANNON sont bien

de cette forme :

I(A.B) (C > 0)

o y
= C.log 5E)

mais qu'elles ne vérifient pas 1'hypothése 1 en régle générale :

I(A) = C.LogEEjK)—# J (P(B) . C.Log E%%[B ¢ T

Définissons 1'ensemble de définition de F en explicitant les

contraintes suivantes (avec les notations de 1'axiome 3 de I.1.1)

(1)

O0< P(A°77) < 1 i=20,1
0 < P[B[j]] < 1 J = 0,1
0< P[A(i] . B(j)] < InF[P(A[i]] . P[B(j]]] i,7 = 0,1

Posons x = P(A) , y = P(B) , z = P(A.B) , il vient :

0 x = P(A) <

IA
A
N

O< vy =P(B) < 1
z = P(A.B)

IA

Supl[0, x+y-1] < Inflx,y]
Donc :
E = {(x,y,2z) ¢ [0,1]3{Sup[0.x+y-1] < z< Inflx,v]}
est 1'ensemble de définition de F. Pour tout triplet |
(x,y,2z) e E , il existe Ae A , B¢ B et une pondération P sur

(@,T) qui vérifient P(A) = x , P(B) =y , P(A.B) = z et inversement.

Nous utiliserons aussi 1l'ensemble :
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E¥ = E q {(x,y,2) | (x,y) « 30.1]2}

Tous les points de E-g* sont de la forme (0,y,0) avec
y e [0,1] ou (x,0,0) avec X e [0,1]. En particulier, si A.B = p

on sait que A =@ et/ou B =P, c'est-ad-dire que le triplet

. (P(A) , P(B) , P(A.B)) ¢ E-g” ; dans ce cas, nous savons que I(A.B) = + «

I1 est donc nécessaire que F(x,y,z) soit égal & + « sur E-E¥ , en régle
générale, il se pourrait que F(x,y,z) = + » sur certains points de E
(c'est-a-dire : I(A.B) = + o avec A.B# @ et méme P(A.B) > 0) .

Nous allons exclure cette possibilité dans 1'hypothése ci-dessous

H.2.- HYPOTHESE 2.

Pour (A,B) ¢ A x B Ll'information apportée par l'événement A.B
est une fonetion de P(A) , P(B) , P(A.B) .

Préaisément :
I(A.B) = F(P[(A) , P(B) , P(A.B))

o F est une application de E dans R, finie et continue sur

2 . *
e par rapport a chaque variable, et égale d + » sur E - E

E = {(x,y,z) € [0,1]3l8up[0.x+y-1] < z < Infix,yl)}

EX = En {(x,v,2) € 10,112 x [0,1] .

L'application F , définie dans cette hypothése et utilisée dans ce
chapitre, n'a évidemment aucun rapport avec celle de la loil de composition
( I.1.1 - Axiome 4). Rappelons gue les informations I gue nous utilisons

ne sont pas supposées composables.

Il est clair que, sZ les sous-algébres A et B de T ne
sont pas supposées M-indépendantes, cette hypothése n'a aucun sens.
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IV.2.- RESULTATS PRELIMINAIRES.

CONSEQUENCES DE L'HYPOTHESE 1.

IvV.2.1.- PROPOSITION.

S l'information 1 définie sur 1'espace mesuré (Q,T,P)

vérifie 1'hypothése 1, alors pour A € A , nous avons :

I(A) = + o <=> Y BeB: I(A/B) = +w <> FBeB: I(A/B) = + o

I(A) ¢ +w <==> ¥YBeB : I(A/B) < *+ o <= 3 BB ! IA/B) ¢ + w

et des relations identiques pour B ¢ B .

Une des conséquences de la définition de 1'information condition-
nelle est qgue :

I(A]=+°°<=3>VB€B : I(A/B) = + » %-1B€B:IfA/B]=*co

Supposons maintenant qu'il existe B € B tel que I(A/B) = + =

. si IMB) = +w alors I(A/B) = I(A) = + o

. si I(B) < + o nous avons donc B # @ , P(B) > O

et 1'on déduit I(A) = + » de 1'hypothdse 1 :
c c
I(A) = P(B) I(A/B) + P(B") I(A/B")

Nous avons ainsi montré la premiére série d’équivalencess la seconde

série s'’en déduit immédiatement.

IV.2.2.- PROPOSITION.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une information I
définie sur l'espace mesuré ( , ,P) wvérifie l'hypothése 1

est que :

.« pour tout (A,B) ¢ A x B

. pour tout [A1,B1) e AxB , A1 # B et B1 P

. quelles que soient les partitions finies HA(A1J et HB(B1]
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respectivement A-mesurable de A1 et B-mesurable de B,

on ait les relationg :

P(B,) I(A/B,) = ] {P(B') I(A/B')[B' ¢ Tg(B,))

P(A) T(B/A,) = | {P(A") I(B/A")|A* ¢ T,(A,))

On montre que la condition est suffisante en prenant
(A1,B1] = (2,2) . 1I1 est facile de voir que cette condition est nécessaire:

par exemple, 1l'hypothése 1 impligue les deux décompositions suivantes de
I(A)

I(A) = P(B:J I(A/Bf) + P(B,) I(A/B,)

I(A) = P(B]) I(A/BJ) + J{P(B') I(A/B')|B' « g

(BqJ}

Si I(A) est finie, tous les tsrmes I(A/B') 1le sont aussi

et la relation est vérifiée si I(A) = + » tous les termes I(A/B') sont

€gaux & + o et 1a relatlon est vérifiée.

IV.2.3.- PROPOSITION.

Une condition néeessaire et suffisante pour qu'une information
I définie sur l'espace mesuré (2;T.P) vérifie L"hypo-
thése 1 est que

. pour tout (A,B) ¢ A x B

. pout tout couple d'ensembles disjoints A1J§ d A et B

1'82
de B
A1 0, A2 £, 81 £ 0, 82 £ 2
on ait :

P[B1 ] 82) I(A/B1 U 52) = P(B1J I[A/B1] + P(BZJ IfA/le

P(A1 u AZJ I(E!/A,I u AZJ = P(A1J I(B/A1) + P[A2] I(B/AZJ
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La condition est évidemment nécessaire, elle est aussi syffi-
sante car il suffit de 1l'appligquer de proche en proche un nombre fini de

fois pour réobtenir la proposition IV.2.2.

IV.2.4.- PROPOSITION.

Soilent A1 et A, deux ensembles disjoints de A; s'll existe
B e B tel que : I(B/A,) = I(B/A,) alors on a ausst
I(B/A,) = I[B/AZJ = I(B/A1 U Az] . De méme, s'il existe
(A,B,,B,) « A x B x B tel que I(A/B)) = I(A/82] et
B8,.8, = 8 alors I(A/BZ) = I{A/By v Bz).
C'est une conséquence immédiate de la proposition précédente
que l1'on pourrait d'ailleurs généraliser au cas d'un nombre fini guelcon-

que d'ensembles disjoints.

CONSEQUENCES DE L'HYPQOTHESE 2.

Soit 1'espace mesuré (Q,T,P), nous avons défini 1'en-
semble E des valeurs que peut prendre le triplet (P(A),P{(B),P(A.B))
pour (A,B} ¢ A x B ; nous allons maintenant caractériser les fonctions

Fgqui peuvent définir une information par la formule
I(A.B) = F{(P(A),P(B),P(A.B)) .

IV.2.5.- PROPOSITION.

Soit une application F définie sur E a valeurs dans R’ .
E = {(x,y,2) ¢ [0.1]3|Sup[0,x+y-1] < z < Infix,y)}
Posons, pour (A,B) ¢ A x B
I(A.B)Y = F(P(A),P(B),P(A.B)) .
Une condition nécessaire et suffisante pour que I définisse

sur les éléments de T de la forme A.B , (A,B) € A x B, ume

information qui vérifie les axiomes A.1 et A.2 de I.1.1. est que :




€
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[
(]

* F(1,1,1)

* F(0,0,0) = F(x,0,0) = F(0,y,0) = + o Vix,y) € [0,1]°

* V0x,y,2) € B, Yle e mey) € [0,11° tels que :

et Ex+e1 s Yre, s z+533 e E

on ait :

F(x+s1 > Yre, z+93] < Flx,y,z)

Ces conditions sont nécessaires :

* I(Q) = F(1,1,1) =0

* I(7)

I(A.@) = I(P.B) = + pour tout f(A,B) ¢ A x B
donc F(0,0,0) = F(x,0,0) = F(0O,y,0) = +

2
pour tout (x,y) € [0,1]

Soient (A,B) ¢ A xB et [A1,B1) e A xB tels que
A1 > A et B1 > B ; nous avons
A1.B

42 A.B et I(A1.B1) < I(A.B)

ce qui s'écrit : F[x+e1 » Ve, z+531 < Fi{x,y.,z) avec
P(A) , y =P(B) , z=P(A.B)

]

les notations x

x+te, = P(A)) . y+e P(B)) , z+e 4 = P(A,.B,)

1 2 3

Notons que : ¢

A
m

+
m
Q
o
o]

P(A1.B1] - P(A.B) = P[A1.B1J - P[Aq.BJ + P(Aq.B) - P(A.B)
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et P(A1.51) - P(Aq.BJ = P(Aj.[Bj-B]] < P[B1‘BJ =€,

P(Aq.B] - P(A.B) = P[[A1-AJ.B] < P(A1~A] =€y

Il est facile de voir en faisant varier (A,B) , (A1.81] que
ces relations doivent &tre vérifiées VYIix,y,z) € E ,
3
V[s1,52.e3) e [0,1] tels que (x+s1 » Y*e, o Z+€3J e E et

€3 < €4 + €y +

Ces conditions sont aussi suffisantes, 1l'axiome A.1 est
vérifié car, pour tout (x,y,z) ¢ E en posant €4~ 1-% , €, = -y ,
€q = 1-2 on déduit €4 < Eq*e, de z 2 x+y-1 et 0 = F{1,1,1) <€ F(x,y
c'est-a-dire que I(A.B) eR" pour tout (A,B) ¢ A x B . Les valeurs
universelles sont définies; il reste & montrer que, pour (A,B) ¢ A x B ,
[A1,81] e A xB tels que A.Bc A1'B1 on a I(A.B) = I[A1.81) . Pour

cela, montrons d'abord que 2 #A.Bc A,.B entraine oblipatoirement

171
A c A1 et B c Bj « En effet, définissons, par exemple, A' = A-A1 ,

nous avons :

* A' ¢« A=> A'.Bc A.Bc A,‘-B1 c A1 d'une part,

* A' c Al=> A".Bc AL d'autre part
c'est-a&-dire que A'.B = @ et, comme B # @ , nous devons conclure que
A' = P par suite des hypothéses du paragraphe I.%.(M-indépendance de A
B) Ac A, et de méme B c B, Par le raisonnement inverse de celui que
nous avons employé ci-dessus pour montrer la cendition nécessaire, on

trouve que :

F[P[Aj) . P[Bj) ’ P[Aj‘Bj)) < F(P(A) , P(B) , P[A.B))
c'est-a-dire : I[A1.B1) < I(A.B)

La proposition est ainsi démontrée et 1'on en déduit immédia-

tement

»Z)

et




IV.2.8.-

tribus A

Iv.2.7.-

la notion d'information mutuelle. Soit (A,B) € A x B on appelle infor-

mation mutuelle (I1.1.1 - c) entre A et B la quantité :

PROPOSITION.
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e condition nécessaire et suffisante pour que l'application
F de la proposition IV.2.5. définisse une information qui

vérifie 1'hypothése 2 est : les conditions de la proposition
IV.2.5. sont vérifides; de plus F est continue par rapport

. . *
d chaque variable et finte sur E .
* 2 }
E° =En {(x,y,2) € 10,11° x [0,1]

L'information est ainsi définie pour tous les é€léments des

et B: (A,B) € (A x B)

I(A) = I(A.Q) = F(P(A),1,P(A)) = F1[P(AJ]
I(B) = I(2.B) = F(1,P(B),P(B)) = FZ[P(B]]
PROPOSITION.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la relation
I(A) = fth[A)) (respectivement : 1(B) = T, (P(B))) définisse

une information sur la tribu A (resp. B) est que )

1 (resp, f,

£
sott une applieation non croissante de [0,1] dans R telle que
F1(O) =+ o et F1E1J = 0 (resp. F2(D) =+ o ef f2(1] = 0).
St l'on veut que 1'hypothése 2 soit vérifide, 71 faut, en plus
que f, (resp. FZ) 80Tt une application finie et continue

sur 10,17.

Ce résultat est évident, il conduit naturellement & introduire
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I(A) + I(B) - I(A.B) . si I(A).I(B) < + «

A;B)

]
o

sinon.

L'information sur les éléments de T de la forme A.B ,

AeceA et Be B s'écrit alors comme la somme de trois termes; une

information

sur A , une information sur B et 1'information mutuelle

entre A et B .

d’envisager

I(A.B) = I(A) + I(B) - I(A;B)

Comme nous le verrons dans la suite, il est assez naturel

le cas ot I(A) est une information arbitraire sur A ,

I(B) une information arbitraire sur B ; dans ce cas I(A.B) est défini

a partir de

définissons

0lx,y,z) =

et

il vient

et ©O; inversement, on peut définir F & partir de f

I(A;B) .

Nous avons :

I(A.B) = F(P(A),P(B),P(A.B))
I(AY = F(P(A),1,P(A)) = ?1[P[A]J
I(B) = F(1,P(B),P(B)) = ¥2(P[B])

I(A;B) = F1[P(A)) + FZ(P[B)) - F(P(A),P(B),P(A.B))
1'application © de E & valeurs dans IR par :

(<) + £,0y) - Flx,y,z) si fﬁ(x] PP ly) < v e

0(x,y,z) = 0 si F1[x] . fz[y] =+ o
I{A;:B) = o(P(A), P(B), P(A.B))

1’ F2

4 ?2 et 0 .

I1 est clair que la donnée de F entraine celles de
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PROPOSITION.

Sott 1 wune application définie pour (A,B) ¢ A xB

par :

I(A) = £,(P(A)]

Im|y = FZ(P[BJ]

I(A.B) = f1(P(A)] + fsz(B)) - 0(P(A),P(B),P(A.B))

st ijP[A)J . fsz(B)) < * oo

I(A.B) + sinon.

]

Une condition nécessaire et suffisante pour que 1 définisse
sur les éléments de la forme A n B, (A,B) ¢ A x B une

information qui vérifie l'hypothése 2 et les axiomes A.1, A.2 de

I.1.1. est :

a)l f, et £, sont des applications non croissantes de

] 2
(0,13 dans IR+ 5 fintes et continues sur 10,17 et

telles que :

n
+
8

0

F1[OJ fz[O]

L]
o

f1(1] f2(1]

b) o est une application, finie et continue par rapport A chague

variable,de E¥ dams R telle que :

001,1,1) = 60x,1,x) = 6(1,y,y) = 0 Yi(x,y) ¢ [0,17°

Sur E-E° , 0O(x,y,z) peut Etre prolongé arbitrairement

dans R par exemple en posant :
0(x,0,0) = 0(0,y,0) = 0 Yix,y) ¢ [0,1]°

ce qui nous permet d'écrire
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. Flx,y,z) = ijx) + fzny - 0lx,y,z)

quelque soit (x,y,z) € E (et d'énoncer la condition C sur

E et non seulement sur E- ).

e) pour (x,y,z) € E, ([(x',y,z') € E tels que

x'" = x22z'"=-z20
Fﬂfx] - Fqix') 2 0(x,y,z) - 0(x',y,2")

de méme, pour (x,y,z) € E , (x,y',z') ¢ E tels que

y' =y zz'-z210
thy] - F2(y') 2 0(x,y,z) - 0lx,y',z")

L'hypothése 2 implique que Fl(x,y,z), donc F1(x) et szy].

sont finis et continus par rapport & chague variable sur E* et que,

*
sur E-E :

1

. Filx,y,z) = + o , F1(x) + et/ou

1
+
8

]

. Fix,y,2z)} + o Fz(y)

Cela entraine que © est une application finie et continue
par rapport & chaque variable de E* dans R et que les conditions a
et b sont nécessaires. Par définition, nous avons F(x,1,x) = Fq(x) ;
on déduit la condition a de la proposition IV.2.7.; on en déduit de plus
que f2(1] - 0(x,1,x) = 0 pour tout x e [0,1] , c'est-a-dire ©(x,1,x]) =
pour tout x ¢ [0,1] ; de méme 0O(1,y,y) = 0(1,1,1) = 0 pour tout

y ¢ (0,13,

*
Prolongeons 0O(x,y,z) par zéro sur E-E comme cela est

indigqué dans 1'énoncé.

La condition ¢ est nécessaire ; en effet, pour tout

(x,y,z) e E et ([(x',y,z') € E tels gque x' - x22z' -2z20, on peut

0
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s ps e = 'y = = _ <
définir €4 X X s ey 0. €3 2z’ z et [31.52153) E ,

1" En appliquant la proposition IV.2.5., il vient :

F[x+s1 ,'y+e2 s z+83) < Flx,y,z)

c'est-a-dire

Flx',y,z') £ Flx,y,2z).
On en déduit :
F1(xJ - fjtx'] 2 0{x,y,z) - 0(x',y,z")

On demontrerait de méme la seconde partie de la condition c.

Les conditions a,b,c sont aussi suffisantes : 1] est clair
que F(1,1,1) = 0 et que F(0,0,0) = F(x,0,0) = F(0,y,0) = + » pour
tout (§,y)e [ 0.1]2 « En reprenant le raisonnement du paragraphe précé-
dent, on obtient tr&s facilement la troisidme condition de la propositipn

IV.2.5. . En effet, pour tout (x,y,z) €¢E , [51.52.533 € [0.1]3
tels que :

et
(X"'&,]a y+€2 s Z"'Ea) € E

on peut toujours définir e! et e vérifiant e, = ¢! + ¢! et
1 2 3 Fq 2

0 < €1 < 51 ,» 0 < €5, £€, 3 en appliquant c 3
(x,¥,2z) ¢ E &t (x+e1 VAN zt%]
d'une part, et a
(><n‘:s:I v Y o z+s%) et (x+e1 » Yre, o Z*€%+Eé3
d’autre part. Il vient :

Flx,y,z) 2 Flxte, » vy , z+s%] > Flxve, , Ve, z+es)

C'est le résultat demandé. Nous sommes dans les conditions prévues dans
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les propositions IV.2.5. et IV.2.6., c'est-a-dire que I ainsi définie

vérifie les axiomes A,1 et A.2 ainsi que 1'hypothgése 2.

Notons, de plus, que la décomposition ainsi obtenue est

8videmment unique.

IV.3.- THEOREME

POSITION DU PROBLEME.

En rapprochant lges conséguences des hypothéses 1 et 2, on
définit un couple d’éguations faonctionnelles qu'il est possible de résou-
dre sur E et dont la solution nous donne la forme générale de F . Les

conséquences de 1'hypothése 1 montrent que, pour tout A e A , 1'appli-

cation y, ¢ B+R définie par
uA(BJ = P(B) I(A/B) si P(B) >0
ua(B) = 0 sinon
est une fonction d'ensemble simplement additive sur B . De méme, pour

B e B fixée, 1'application ug A >R définie par
.“B[A) = P[A) I(B/A) si P(A) > 0O
ug(A) = 0 si P(A) = D
est une fonction simplement additive sur A .
Les tribus A et B étant finies, ug et WA sont des

mesures positives respectivement sur (Q,A) et (Q.B) . Soient A1 et

A, des ensembles disjoints de A ; pour B e B fixé, nous avons :

UB(A1 0] A2] = uB(A1] + uB(AZ]

c'est-a-dire :
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IV, 3.1.- P(Ay U A2] I[B/A1 U A2) = P[Aq) I[B/Aj) + P[AZ) I(B/Az)

si

Ay 2D et Ay @
Introduisons les notatjons de l'hypotheése 2 :

I(A.B) = F(P(A) , P(B) , P(A.B))

1

X, = P[A1) s X

1 = P(A2] y X X

1% F’(A1 u/—\2)

2

y = P(B)

z, = P[Aj.B] ' 2y P(AZ.B) » Zy%2, P((A1 u AZJ'B]

Si I(A) < + « c'est-a-dire si P(A) >0 , on a:

I(B/A) = I(A.B) - I(A)

P(A) I(B/A) =P(A) [F(P(A) , P(B) , P(A.B)) - F(P(A) , 1, P(A))]

Posons, dans ce cas :

¢(P(A) , P(B) , P(A.B)) = P(A) I(B/A)

IV.3.2.~ d({x,y,2) = x[F(x,y,z) - F(x,1,%x)]

La relation IV.3.1. s'éerit alors :

IV.3.3.- ¢(x1+x2.y,z1+22] ® ¢(x1,y,z13 + ¢(x2.y,22)

Si I(A) = + » nous savons que 1'hypothése 2 implique A = @
c'est-a-dire uB[B) = 0 par hypoth&se.

Posons donc  ¢(0,y,0) = 0 pouyr vy e [0,1]

Rappelans que :
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E = {(x,y,z) € [0,1]3|Sup[0,x+y—1l < z £ Inflx,y)}
E¥ = E n {(x,y,z) € ]0.1]2 x [0,1]}

et gue l'ensemble E-E* est formé& uniquement de points de la forme
2
(x,0,0) et (Q,y,0) pour (x,y) e [0,11 .

Nous pouvons donc définir ¢ de la maniére suivante

. sur E° 1'spplication ¢ , définie par IV.3.2., est finie

et continue

- pour vy e [0,1] $(0,y,0) =0
«  SUr E-E*

- pour x € ]0,1] $(x,0,0,) = + o

Ainsi, ¢ vérifie la propriété IV.3,3. sur tous les points
de E .

*
Notons, en particulier, gque pour tout ({x,y,z) € E , nous
*
avons (fuy,%) € E, o n est un entier positif arbitraire et, en

appliquant IV.3.3, (n-1) fois, il vient :

¢({x,y,2z) = ¢n ﬁuy,n-ﬁl = n ¢[§uy,§J

Comme ¢Ix,y,z) est fini, cela entraine que 1lim ¢(§uy.§0 =0 .
n-=>+c

Ce résultat montre que la fonction ¢ définie sur e peut se
prolonger par continuité, sous certaines conditioms, en (0,y.,0) et que
la valeur prise se confond avec celle que nous avions fixée précédemment ;
(b(U.y,U] =0 .,

De la méme maniére, on démontrerait que 1'application :

$(PCA),P(B),P(A.B)) = P(B) I(A/B)

PP . *
est définie et continue sur E par ;
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Pix,y,2z) = y[F(x,y,2z) - F(1,y.y)]
et que sur E-E; elle est définie par :

v(x,0,0) =0 pour x € [0,1]

v(0,y,0) =‘+ © pogur y € 10,1]

Avec des notations évidentes, 1'application ¢ posséde la propriété

suivante @

m

Pour (x,y1,z1] E , (x,y2.22] e E tsls que

(x.y1+y2.z1+22] €eE, ona:
w(x,y1+y2.z1+22] = w(x,y1.zq) + w(x,yz,zz)

En résumé, nous avons :

IV.3.4,- DEFINITION DE ¢ ET ¢ .

Sotent les applications ¢ et y définies sur E et ad

— 4+
valeurs dans R par :

. (x,y,2) € EF d(x,y,2) = x[Fix,v.z)' - F(x,1,x)]
Pix,y,z) = y[Fix,¥y,z) - F{1,y,v,}]
(x,y.z) e E-E"
¢(0,y,0) = p(x,0,0) = 0 pour tout (x,y) ¢ E0.1]2
$(x,0,0) = $(0,y,0) = +o pour tout (x,y) ¢ 10,11°
Si les hypothésee H.1 et H.2 sont vérifides alors

l'application ¢ (resp. V) est finie et continue par rapport

d chaque variable sur E, (resp. Ez) et vérifie la propriété

1
sutvante :
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Pour (xq.y,z1] €eE , Exz.y.zzl € E tels que
(x1+x2,y,z1+22} €EE ona:

¢(x1+x2,y.21+221 = ¢Ex1,y,z1] * ¢[x2.y.zzJ

{Respectivement :

Pour (x,y1.21} e £ , Ex.yz,zzl € E tels que
Ex,y1+y2.z1+22] €EE ona:

w(x.y1+y2,z1+223 = w(x,y1,z1l + w(x.yz.zzl}

avee ¢

m
n

{(x,y,2) € [0,113|Sup(0,x+y-1) € z < Inflx,y)}
E = E n {[X.y;Z] € [031] X 1051] X [0;1]}

E. =E n {(x,y,2) € 10,1] x [0,1]2}

E" = En {(x,y,2) € 10,13° x [0,1]} = €, n E,
Les solutions des équations fonegtionnelles ainsi définies sont
bien connuyes quand l'’ensemble de définition est, par exemple, IR3 ou
+3 :
R . L'ensemble de définition E de ¢ et ¢ &tant particulier,
il convient de redémontrer rapidement ces résultats; E est convexe et il

nous suffit d'adopter & ce cas les méthodes classiques de résolution [1 ].

1

LES EQUATIONS FONCTIONNELLES DE CAUCHY SUR E.

Iv.3,5.- RAPPEL :

Equation fonctiomnelle de Cauchy d une variable

Soit une application continue h de [0,a] dans IR (a strictement
positif) qui vérifie, pour tout couple (o,8) € [D,a]2 tel que

a+B € [0,al, la relation :
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h(a+B) = h(a) + h(B)
L'unique solution de cette équation fonctiommelle est
hi{a) = C o

ou C est une constante quelconque; la constante C egt

positive st h est a valeur dans IR .

Utilisons la méthode classique. Pour (usaqses+sa ) ¢ [0.8]"
tel que Uty teaita € [0,a] nous aurons :
. n

hla tagteeta ) = hla,) + hloy) + .. ¢ hla )
car toutes les sommes partielles des ay (i =1,...,n) appartiennent a

F g (1 =1,..0,n) et

l'intervalle [0,a] . En particulier, si ay

Y

N.a € tD,a] nous avans
hing) = n hig)
et si “i"'=% (i =1,...,n) et a e [0,a] nous avons :
hla) = hin %J = n h(%)
@ = L)

Fixons~-nous un ay € J0,a] arbitraire; pour tous les éléments
p

a € [0,8] de la forme a ='a a; avec p et g entiers positifs, nous
avons donc 3
o h(a )
- (B - g .k - 0
h(a) = h(q aDJ p h(q ] q h(aol a .

Par continuité,pour les éléments a ¢ [0,a] de la forme

o= A ag - o0 A n'est pas un nombre rationnel, on obtient :
A h[GUJ
h(a) = h(A uD] = A h[aol = g " -

0
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h(dDJ

La guantité C = est une constante quelconque si h est & valeurs

+
dans IR , c'est une constante positive si h est & valeur dans TR '

IV,3.6.- RAPPEL :

Equation fonctionnelle de Cauchy & deux variables.
Soit ¢ une apblication définie sur 1l'ensemble E, et d valeurs
dans R' .
E, = {{x,y,2) € [0,1] x 10,17 x [0,1]|Sup(0,x+y-1) < z < Inf(x,y)}
L'application ¢ est continue par rapport & chacune des variables
X,z pour tout y fixé et vérifie la condition suivante @
Pour (x1,y,21] € Ej ’ [xz.y,zzJ € E1 tels que
[xj+x2,y.zj+223 € Ey oma:
¢[x1+x2,y.z1+22) = ¢[x1,y,z1) + ¢[x2,y.223
L'unique solution de cette équation fonctiommelle est :

$(xsy,2z) = K{y) x + Hiy) z

ou K(y) et H(y) sont des fonctions finies quelconqueg de vy
telles que

K(y) 2 0 et H{y) =z - Kyl
Notons, en premier lieu que (x,y,z) € E1 implique

o (z,y,2) € E1 car (z,v.z) € [0,1] x ]0,1j x [0,1]
et ‘
Sup(0,z+y-1) <€ z £ Infly,z)

o (x-z,y,0) € E1 car (x-z}y,0) € [0,1] x 10,11 x [0,1]
et
Sup(0,%-z+y-1) £ 0 £ Inflx-z,y)
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Nous pauvons donc toujours écrire, pour [x,y.zl € E1 :
d(x,y,2z) = ¢(z,y,2) + ¢(x-z,y,0)
Fixons-nous ' y et faisons varier le couple {x,z) ;5 notre
Probleme revient & déterminer les solutions générales des deux égquations
fonctionnelles suivantes :
Fy[z] = ¢(z,vy,2) avec 0 <z<y.
fy(zq+123 = Fy[z1] + fy(zzl vpour (21,22,z1+22] € [O.y]3
. gy(t] = ¢(t.,y,0) avec 0 <t = x-z< 1y
g (t,0ty) = g (t,) + g (t)) pour (t,.t,.t4t)) [0,1-y]°
En utilisant les résultats du rappel IV.3,5., il vient :
fy[z) = C(y).z pour vy > 0
gy[t) = K{y).t pour y < 1
ot €(y) et K(y) sont des constantes positives qui ne dépendent que de .
Nous obtenons donc, pour 0 <y < 1 :
¢(x,y,z) = Cly) z + K(y) (x-z) -
= K(y) x + Hly) 2z
avec Kly) =2 0 et Hly) 2 - K(y).

Pour y=1 on a x=z et on obtient comme solution

¢(x,1,x) = C x . En posant C = K(1) + H(1) on a donc .

$(x,y,z) = K(y) x + H(y) z pour tout y ¢ 10,1]
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THEOREME .

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une information
I définie sur l'espace mesuré (Q,T,P) vérifie les

hypothéses 1 et 2 est :

Pour tous les couples (A,B) ¢ A xB ona:
I(A.B) = F(P(A),P(B),P(A.B))
L'application F est définie par :

- - Z. :
Flx,y,z) = f1[x) + ?2(yl K[xy 1) si xy > 0

t

F(x,y,z) = + » si xy =0

dans cette formule :
a) K est une constante positive ou nulle quelconque.

b) f, et fz sont des applications non croissantes de [0,1]

dans R’ s fintes et continues sur 10,11 et telles que :
f1[0) = fZ(OJ = +

F1[1) = f2(1) =0

e) £ et f, vérifient la condition suivante :
Pour (t,t')e ]0.1]2 tel que t < t' oma
1

) 1.2 -
fl) - FEY 2Kz -5 =12,

COROLLAIRE.
La décomposition de F ainsi définie est unique.

De plus pour A e A

) .
L(A) = £,(P(A)) = F(P(A),1,P(A)) 2 KE@my - Y
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Pour B ¢ B

1
I(B) = szP[B]]= F(1,P(B),P(B)) 2 K[FT§T -1

Examinons en premier lieu les conséquences des hypothéses 1 et
2 gue nous avons énoncées au paragraphe IV.3.4. et les résultats du rappel
IV.3.6., sur les équations fonctionnelles de CAUCHY. Avec les notations

du paragraphe IV.3.4., il est clair que :
plx,y,z) = K(y) x + Hly) z pour (x,y,z) € E1
en particulier, pour x > 0 , c'est-a-dire pour (x,y.z) ¢ E* il vient :

x[F{x,y,z) = F(x,1,x)] = K(y) x + H(y) z
ou
Flx,y,z) = Kly) + Hly) = + F(x,1,x)

De méme, pour y > 0, c'est-a-dire pour (x,y,z) € ¥ .

Pix,y,z) = K'({x) y + H'(y) z
et
Fix,y,z) = K'(x) + H'(x) § + F(1,y,y)

En identifiant les deux expressions de F(x,y,z) pour
(x,y) € ]U.1]2 fixé et en faisant varier z de telle maniére que

(x,y,z) € e” 3 il vient :

H(y) _ H'(x)
X y

= 0
Kly) + F(x,1,x} - K'(x) - F(1,y,y) =0
2
On en déduit en faisant varier indépendamment x et y € 10,1]
C _C
Hiy) y et H(x) = ”
« Kly) = F(1.y,y) + K et K'(x) = F{x,1,x) + K

ot K et C sont des constantes indépendantes de (x.y,z) € e* .
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« Flx,y.z) = Flx,1,x) + F(1,y,y) + K + C i%

En remarquant que I(£) = F(1,1,1) =0 , il vient K = -C
et comme, de plus, la proposition IV.3.6 dimplique K(y) =2 0 c'est-a-
dire F(1,y,y) + K2 0 pour tout y € [0,1] , nous avons K > 0

Fix,y,z) = F(x,1,x) + F(1,y,y) + K(1 - ;éq

I1 est claeir, de plus, que, dans 1l'hypothése H,2, tous les

* *
termes de cette formule sont finis pour (x.y,2) € E et que suyr E-E
F(0.,0.0) = F(0,y,0) = F(x,0,0) = + @ pour tout (x,y) € [0.1]2

Nous sommes donc dans les conditions prévues dans la proposi-

tion IV.2.8 en posant, pour (x,y,z) € E :

i

. f1[x) F(x,1,x)

"

fé(y] F(1,y,y)

O{x,y,z) = KEi% - 1) avec K20 pour (x.y,z) ¢ E*
O(x,y,z) =0 pour (x,y,z) € E-E*
soit :
Flx,y,z) = 00 szy] - 0(x,y,2)
On déduit les conditions a et b du théordme des résultats précédents
aihsi gue de la proposition IV.2.8. Examinons les conséquences de la

condition ¢ de la proposition IV.2.8.

Pour (x,y,2) ¢ E et (x',y,z') ¢ E tels que x'-x 2 z'rz > 0
il faut :

f1(x) - ?1{x') 2 0(x,y,2) - 0(x',y,z')

c'est-a-dire, quand (x,y,z) € E- et (x',y,z') € E”
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i} ' z .z
fth] Falx’) 2 K[xy x'y]

Fixons-nous le couple (x,x') € ]O.1]2 et faisons varier
. *
(v,z) et (y,z') de telle maniere que (x,y.,z) ¢ E* s (x',v,z') € E
& x'-x > z'-z 2 0, on peut toujours obtenir (z,z',y) tel que
z=2z2'"=y<x<x
-X

X ’
S

g

1]

- 1.1
F0x) - £ 0] 2 Kig - 1]

On obtient de méme gue, pour tout (y,y') € [0.1]2 tels gue
y' 2y, il faut

B PR A 2
7] = K

fz(y) - fzfy’] > K[

< |

Nous avons ainsi démontré que les condltlons sont nécessaires.

On en deduit évidemment le corollaire IV.3.8. car :
1. -
fjft] ¥1[1J 2 K(E' 1) et f1(1J =0

Démontrons maintenant que les conditions sont suffisantes. Il

est clair que 1'hypotheése 1 doit &tre vérifiée puisque la formule IV.3,1, :

P[A1 U AzJ I(B/A1 u A2] = P(A1) I[B/A1] + P[AZJ I(B/Azl
est & la base de notre équation fonctionnelle. Faisons cependant rapide-
ment le calcul, soit B € B et (A1,A2] un couple d’ensembles disjoints

de A (A, # 2 et A, # GJ Si B=0@, ona I(B) = I(B/A,) = I(B/AS) = » =
et la relatlon est verifiée. Si B#@a,

on a P(B) >0, comme, de plus, P[A2) >0, P(A2] >0, 1les guantités
f1(P(A1]) et f1£P[A2)] sont finies, et il vient

P(A,.B)

I(B/A1] = fsz(B]) - K[.?;EE;TWETEW- 1)

P(A .B)

I(B/A ) = F (P(B)) - KE_ET?TT-FqFj
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P((A1 U AZJ.B]

I(Ei/’A(| U AZJ = fsz(BJ) - K(P[A1 - AZJIP[B]* 1)
I1 est clair gue
P[A1 U AZJ I[B)’A1 U A2J =
= P(A1J Fz[P(BJ) + P[AZJ FZEP[BJ) - K B K —37Eﬁ—-+ K P(A1] + K P[Az)

c'est-a-dire :

F’f/—\1 U Az] I(B/A1 U AZJ = P(A1] I(B/A1] + P(A2] I(B/A2]

et la propaosition IV.2.3. nous permet d'affirmer que 1'hypothése 1 est

bien vérifiée.

Montrons maintenant que 1’hypothese 2 est vérifiée, c'est-a-

dire que 1'on peut choisir arbitrairement K, £, , f sous les seules

y| 2
conditions énoncées dans le théoréme. Il est clair gue toutes les conditioms

imposéss dans la propositions IV.2.8. sont vérifiées sauf peut-Btre 1la

condition C . Nous devons montrer que, pour tout (x,y,z) € E* ’

(x',y,2') ¢ E* , telsque x' -x 22z'-z=20. 0Ona
- ’ - ) 'Y m 2z . _Z_:_
F1(xJ F1(x ) 2 olx,y,2) (x',y,z") K[xy <7y

Nous avons imposé que :

1.2

F1(x] - F1[x'] > K[x - ;n]
montrons que :
K- 412 K - &
c'est-a-dire
T-Ee Lo - 2
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ce qui est évident car

x' - xz0=> %-2

P PN

z' -z20==1 -

<IN
v
-
1
<N
v
o

’ *
La formule se prolonge sans difficulté sur E~E ol nous
avons posé O(x,y,z) =0 . 0On démontrerait de méme la relation concernant
1'application fz .
IV.3.9.- COROLLAIRE.

me condition nécessaire et suffisante pour qu'une information
I définie sur l'espace mesuré (Q,T,P) vérifie les
hypothéses 1 et 2 en supposant de plus que l'application
est dérivable sur E par rapport d chaque variable, est :

Pour tous les couples (A,B) ¢ A xB on a
I(A.B)} = F(P(A)}P(B),P(A.B))
L'application F est définie par
Fix,y,z) = f1(¥) + fzfy) - Kﬂfb - 1) si xy » O
F{x,y,z) = + o« sinon xy = 0

dans cette formule.

al K est une constante positive ou nulle quelconque
b) f1 et f2 sont des applications de [0,1] dans R s
finies, continues et dérivables sur 10,11 et telles que :

Frt) < - & i=1,2
i t2

Fi[DJ = + i=1,2
£,(1) =0 i=1,2

Les conditions sont évidemment nécessaires ; elles sont aussi

suffisantes car, de Fi(t] < - j% on tire immédiatement, pour t < t'
t
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c'est-a-dire
, 1 1
fi(t] ' Fi[t ) 2 K(t t’)

En particulier F,(t) - £,(1) = f,(t) = K(+ - 1)
i 1 i t

Posons, avec les notations du théoréme IV.3.7.

1 1, _ _P(A.B)
LB sy - 1" ey - ' PRy ]

P(A)] + P(B) - P(A.B) - P(A) P(B)
‘ P(A) P(B)

I1(A.B) =

c'est-a-dire :

- -1 -
£,08) = £,08) =2 -1 et K=1

Fixy,z) = X2y o Loy o Aoy &l
1 Xy X y Xy

I1 vient naturellement :

IV.3.10.~ PROPOSITION.,

Avec les motations du théoréme IV.3.7., toutes les applications
F qut vérifient les hypothéses 1 et 2 sont telles qu'il existe
K20 tel que pour tout K, e [0,K]on a sur E :

Fix,y,z) 2 KO . F1[x,y,z)

K est la constante qui intervient dans la définition de F,

]

z .
F(x,y.z] f1[x) + Fz[yl - K(;; - 1) s l xy > 0

i
+
8

Fix,y,z) = st xy =0
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De plus : f1(x) 2 K(= - 1)

fz[y] 2 K(=-1) .

IV.3.11.- CORCLLAIRE.

57 K est strictement positif, les applications fo.o1=1.2,
du théoréme IV.3.7. sont toujours différentes de

c . Log %- c >0

C'est-a-dire gue 1'on ne peut pas obtenir 1'information de

Wiener-Shanon

I(A) = c . Log ?ﬁ%rf

C'est une conséquence immédiate de la condition ¢ du

théorémg Iv.3.7.

IV.3.12,- PROLONGATION DE I SUR T.

Il est clair que 1'information I n'est ainsi définie gque pour
les éléments de T de la forme A.B , (A,B) ¢ A x B. En fait, ce sont
les seuls éléments pour lesquels 1'information nous intéresse. Montrons
cepegndant gu'il existe différentes technigues permettant de prolonger I

sur T.

Soit C e T, définissons

>
i

n {A e AJA >C} .

n {B ¢ B|B > C}

D
"

AC e A et BC € B car nous travaillons sur des tribus comportant un

nombre fini d'éléments.

Soit I une information vérifiant les hypoth&ses 1 et 2.

Pour (A,B) € A x B nous avons F1.f2,K tel que
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P(A.B)

L(AB) = £, (P(A)) + £,(P(B)) - Kigprppcey - 1)

= F(P(A),P(B),P(A.B))

On peut prolonger I sur T en prenant, par exemple ;

P(C)

I'(cy = f1[P(AC)) + fz[P[BC]J - K[ETKET—BTEET - 1)
I'ee) = F(PfAC).P[BC].P(C])
ou P(AL.B)
() = f1[P(AC)) + FZEP(BC]] - K( - 1)

P(AC].P(BCJ

I"(c) = F(P(AC).P(BCJ.P(AC.BC]]

Il est clair que I' et I" coincident avec I sur les
éléments A.B, (A,B) e AxB , que I' et I" sont définis sur T tout

entier, en particulier

I'(c) =2 1"(C) = I(AC.BCJ

Il est trivial de montrer que I" vérifie les axiomes A.1 et
A:2 de I.1.1. : en particulier C c C' =m==> AC‘C AC' et BC c BC' et
11 est facile d'en déduire, pour I” .

I"(C) = I(A..B.) = I(A ) = I"(C') > O

C"BC'

Pour I' 1la démonstration est un Peu plus complexe :

TP = £ PR > Ky - pra—y]
Fo(PBL)) - £,(P(BL,)) 2 K[—— - —1 ]
2" °c 27 e

P(B;) P8,
pPour mantrer que I'(C) 2 I'(C') il faut montrer que

I'(c) -1'(c") 20
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1 1 1 1
| - - ]
P8 ~ PlE,)

> K[P(AC) T PR

"y - 1'(c") + KL

P(C) P(C’)
- K[—.—_—_.._.,.._....v— ']] + K[ ’: . - ']]
PIAL P(B) PTAC,) PTBL,)

P[AC]+P(BC)—P[CJ—P[ACJ.P[BC)

KL y -
xP[AC).P(BC)

v

I'(c) - 1°'(C")

P(As,)+P(B,)-P(C')-P(A,,) P(B,)

- - ‘ — ]
P[AC.).D(BC,]

C'est-3-dire qu'il faut montrer que la prolongation I est

admissible pour la fonction F1' de la proposition 1IV.3.10. :

F1(x,y'z] :w:-}#

- 2
Xy Xy

2
y

Cette fonction est continue et dérivable et toytes les

dérivées partielles sont négatives sur F :

1 z 1 1.z
T R T e b e 3 e - 1) €0
X x2 y X2 X2 y
oF
1 1.2
= ——(= - 1) £ 0
2
EY y2 %
9F
-su—J-s—q-l-SD
b4 Xy

On en déduit V(x,y,z) € E et V(x',y',z') € E tels que
X'z2x,y'2y,z'2y
Filxiy,2z) 2 F1(x'.y',z']
c’'est-a-dire :
I(c) - 1'(c') =2 K£F1[P[AC]'P(BC)'P(C]) - F1(P[AC,],P(BC,],P(C']]] 20

On en déduit facilement que I' vérifie les. axiomes 1 et 2 de I.1.1,
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IV.4.- PROPRIETES.

Nous savons maintenant que toutes les informatipns I définies
sur 1l'espace (Q, T, P) et vérifiant les hypoth&ses 1 et 2 sont de la
forme, pour tout (A,B) € A x B

T(A) = fq(PtAJ]

I(B) = fz(P(BJ)

P(A.B)

I(A.B) = f1(P(A)] + 'F2(P[B]) - K -(m

- 1)

f sont défimies dans le

la constante K et les applications Fq, 2

théoréme IV.3,7.

Etant donné K strictement positif, il est évident que ;

I(A.B) = I(A) + I(B) <= >

P(A.B) = P(A) . P(B)

mé&me pour une information infinie ou une probabilité nulle.

IVt4v ‘1 e PRQPDSITIDN-

Etant donné une information 1 vérifiant les hypothéses 1 et 2,
avee K > 0 , 1'indépendance en information des événements
AeA et Be B implique leur indépendance en probabilité et

inversement.

Etudions 1'information conditiomnelle apportée par A € A
connaissant l'information apportée par B € B.




I(A/B) = I(A.B} - I(B) = F1[P[A]] - K(

Iv.4.2.-
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P(A.B)

HOREORR

Soit A e A fixé et (81,82] € B x B, i1 est clair que

P(A/B1] > P(A/82] <zzmD>

I(A/B1] < I(A/le

PROPOSITION.

Soit une information 1 vérifiant les hypothéses 1 et 2, avec
K >0 ; étant donmé A € A fizxd, 1'information conditionnelle
I(A/B) apportée sur A par un événement B e€ B est une fonction

strictement décroissante de P(A/B) et inversement.

En particulier :

P(A/B) = 0  <===> TI(A/B) = I(A) + K
P(A/B) = P(A) <==> TI(A/B) = I(A)
P(A/B) = 1  <==> I(A/B) = I(A) - K(=te - 1)

P(A)

de méme en permutant les rdles de A et B.
Rappelons, IV.3.8, que :
e
I(A) 2 Kz - 1)

P[A)

Reprenons 1'exemple du paragraphe IV.1.2., si Q est un

ensemble d'étudiants.

B, = {étudiants plein temps}
B2 = {auditeurs salariés, étudiants 3 temps partiel}
{réussite & 1'examen}

>
u
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I1 est naturel d'imaginer que si la probabilité P[A/Bq) de
réussir & 1’examen pour un étudiant plein temps est plus grande que la
probabilité P[A/BZJ de réussir & l'examen pour un étudiant & temps partiel;
1'information fournie en disant "cette personne a réussi l'examen” est plus
importante quand il s'agit d'un étudiant & temps partiel que quand on parle

d'un étudiant plein temps, et inversement.

Les deux relations que nous venons de mettre en relief nous
semblent trés importantes. O'une part ou retrouve une des propriétés de base
de l'information de Wiener-Shannon pour les couples (A,B) € A x B. En

effet pour :

1
P(A.B)

I(A.B) = C . Log
nous avons aussi la propriété :
I(A.B) = I(A) + I(B) <===> P(A.B) = P{(A) . P(B)
De plus

I(A/B) = C Log

P(A/B)

est aussi une fonction décrolssante de P(A/B). Cependant 1'information
de Wiener-Shannon ne vérifie pas 1'hypothése 1, ce gul provient du fait

que par hypoth&se nous avons supposé
I(A.B) = F(P(A), P(B), P(A.B))

alors gue dans le cadre de 1'information de Wiener-Shannon on suppose

uniguement

’

I(A.B) = F(P(A.B))

D'autre part il semble que 1'on pourrait prendre les propositions
IV.4.1. et IV.4.2. comme hypothdses de départ de ce chapitre 2 la place de
notre hypothése 2. |
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Notons gue cette information nous donne un exemple d'information
ol un événement de mesure nulle a une information finie, c'est-3-dire qu'elle

nous permet de comparer des événements de mesure nulle.

Si P(A.B) = O alors
I(A.B) = f1(P[A]J + FZ(P(B)) + K
par exemple.
I(A.B) = (—— - 1 + —1—) , K
P(A] P(B)
avec P(A) >0 et P(B) >0

Il est clair enfin que les propriétés de f1 et F2 définies

dans le théoréme IV.3.7.impliquent que les restrictions de 1'information I
a (Q,A) et (Q,B) sont composables (I.1.1 - Axiome 4) ; par contre,

1'information I sur (R,7T) n’est pas composable en général.

On vérifiera gque pour 1'information I1

V(A,B) € A x B

I1(A N B) = 1 e —1_ _P(ANnB) _

FM) P FBY  FoAPmEY

1'application de la loi de composition F  (I.1.1. - Axiome 4) a

V(A,B) ¢ A x B I,(A) = F(I,(A n B), I,(An 8%))

~

conduit & des contradictions.

Par exemple pour

HMJ=1,PmH=1. NMnBH=1
3 3 g

4 1 1

13 2 26




On obtient

[}
i}

I1(A1 n B 11(A2 n B

i
i

c c
I1[A1 n B1] I1(A2 n B

IV.42




CHAPITRE V

CONCLUSIONS

DE LA PREMIERE PARTIE

Au terme de cette partie, il nous est plus facile de situer notre étude
dans 1'ensemble des travaux consacrés & la mesure de l'{nformation apportée
sur un événement par un groupe d'observateurs. Certains de nos résultats sont
liés & des problémes de fond concernant le développement de la théorie généralisée
de 1'information ; aussi é&largirons nous notre réflexion en replagant ce travail
et nos hypotheses dans le contexte plus global qui a été proposé lors des

"Rencontres en Théories de 1'Information” de juin 1973. [19] [24].

Par ailleurs dans la suite de ce chapitre nous essaierons de cerner
les directions de travail de la théorie de 1'information sur un événement
insuffisamment développées et qui nous paraissent les plus fructueuses pour
les applications envisagées ; en particulier nous traitons en détail un exemple
inspiré de celui de J. KAMPE DE FERIET dans [19], qui met en éQidence 1'importance

de certains résultats précédents et leurs prolongements possibles.

Vi1, - ELEMENTS DE COMPARAISON DE DIFFERENTS TRAVAUX SUR LES MESURES DE

L'INFORMATION PAR UN ENSEMBLE D'OBSERVATEURS.

L’idée de lier l'information apportée sur la réalisation d'un événement

aux observateurs de cet &vénement est apparue trés rapidement dans le développement
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de la théorie généralisée de 1'information. Deux ans aprés avoir introduit en
collaboration avec B. FORTE une axiomatigue de 1'information fournie par un
svénement, J.KAMPE DE FERIET propose les définitions suivantes [14] [15]:

Etant donné

- un ensemble § dont les points w représentent des événements

élémentatres ;

- un ensemble 0 dont les points & représentent des observateurs ;
nousg supposerons que tout observateur & fait correspondre d tout événement
d'une classe C < P(Q) wun nombre J(A|E) vérifiant les axiomes postulés pour

la mesure de l'information : J(AIgJ est une application de C x (0 dans R"
Jelgy =0, 1@lE) = + = ;

BecA ==> J(B|g) > J(A|E) .

I1 définit ensuite une mesure de probabilité A sur 1'espace
mesurable des observateurs (0,F) et en imposant &8 J des conditiaons convenables,

i1 énonce le résultat

la moyenne J(A) = I J(Alg) . da
0

définit une mesure d'information sur (q,C) .

J. KAMPE DE FERIET reprend le probléme d'une maniére un peu différente
dans [17] : les hypothdses de départ qu'il formule alors et que nous avons cltées
dans 1'introduction de ce mémoire, 1'amé&nent naturellement & travailler dans

l'espace produit (Q,S) : & chague observateur £ € 0 est associé un espace

mesurable [95,853 3 1'information du super-observateur H.Q. qul pergoit 1a

totalité des phénomé@nes correspond pour nous & 1'information apportée sur un
événement par la totalité des observateurs de O. L'étude porte a nouveau
sur 1'idée gue des 6bééfQétéurs indébéndénts apportent globalément une

information qui est la moyenne des informatlons apportées par chacun d'eux.




B. SCHWEIZER et A, SKLAR [30] [31] ont développé des travaux voisins concernant
les mesures aléatoires d’'information et les mesures de 1'information par un

ensemble d'abservateurs.

. L'idée essentielle gue nous avons mise en oceuvre dans le chapitre I
est de moduler 1l'information apporfée sur la réalisation d'un événement en
fonction de 1'importance des oBservateurs de cet événement. Les définitions ainsi
introduites nous ont permis de préciser les différentes notions d'indépendances
quil sont sous-jacentes aux travaux précédemment cités. Les résultats des para-
graphes II.17, ITI.1 et ITI.3 gqui recoupent certains résultats des travaux cités,
"apparaissent comme le fruit d'une hypothése particuliere sur 1'indépendance
des observateurs, d'autres hypothé&ses pouvent 8tre envisagées en relation
avec le modéle concret gque 1'on cherche & définir. Ce sont certaines de ces
possibilités que nous avons développées dans les chapitres précédents et que

N

nous évoguerons a la fin de ce chapitre.

On tfouve 13 une des différences essentielles entre notre travail
et les études précédemment citées ; les constructions gue nous proposons sont
basées essentiellement sur des hypoth&ses concernant la dépendance ou 1'indé-
pendance des observateurs, alors que les travaux antérieurs portent presque

exclusivement sur 1'étude de la composabilité des informations. (I.1.1. - Axiome 4).

Non seulemsnt aucune hypothése de ce type n'apparait dans notre
travail, mais les informations que nous obtenons ne sont pas composables en

général.




C'est B. FORTE qui & introduit 1'idée de modulef‘l‘information en
fonction des observateurs [8], mais aprés avoir défini la notion de collecteur,
il a lui aussi arienté son travail vers la composabilité. Un collecteur est une
application ¢ convenablement définie de maniére que pour tout Ae S et
[F1,F2] e FxF avec F, NF. =0 , on ait avec nos notations

1 2

J{A [F1 U Fz)) =9 (I(A , F I, J(A ;, F,), A[F1]. A(FZJJ

1 2

Le collecteur généralise donc la notion de moyenne pour le calcul de

1'information.

V.2. - PERSPECTIVES GENERALES.

Lors des "Rencontres en Théories de l;Information” de juin 1873 il a
été mis en relief [1@] [2{] que, sur un plan trés général, on peut considérer
que toute information est une application monotone d'un espace partiellement
ordonné E dans un espace totalement (ou partiellement) ordonné F qui conserva
1l'ordre de tous les couples ordonnés de E et qui permet en plus de comparer

des couples non ordonnés de E (I.1.2.).

Obtenir de l'information sur un espace partiellement ordomné E,

e'est "ajouter de l'ordre" dans E.

Cette idée, trés fructueuse, n'est pas nouvelle. Elle est insuffisante,
semble-t-il, pour permettre un développement harmonieux de la théorie, Il faut
donc ajouter une hypothése supplémenfaire. Actuellement, dans le cadre de la
théorie généralisée de 1l'information, c'est la notion de composabilité qui est
& la base des travaux les plus importanté. Nous avons pensé qu'a c8té de cette
branche en pleine expansion, il serait bon de développer les notions d'indépen-
dance. Notons d'ailleurs que, dans la forme générale gue nous avons proposée dans
[2{], les notions d'’indépendance et de composabilité apparaissent en dualité

selon que 1'on considére l'ordre ou 1l'ordre converse.
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Pourquoi choisir de construire des informations & partir d'hypotheses
d'indépendance plutdt gue d'hypothéses de composabilité ?

N

Peut-&tre parce que le hasard nous a d'abord conduit & étudier
une information, celle du chapitre IV, qui possede des propriétés intéressantss

=

au niveau des applications et qui n'est pas composable ; mais aussi & cause d'un

choix délibéré, nous pensons que les notions de dépendance et d'indépendance

sont trés primitive : imaginons deux expériences séparées :

- lancer un dé
- jeter une piece de monnaie

intuitivement il est facile de comprendre gue la probabilité d'obtenir en méme
temps "6" au dé et "pile” a la piece, est égale au produit des probabilités
d'obtenir "6" et d'obtenir "pile”. Pour nous il apparait aussi clairement que
l;information apportée par la réalisation simultanée des événements "6" et

"pile” doit 8tre ggale & la somme des informations apportées par la réalisation
de "6” et la réalisation de "pile”: Tout au moins ces événements qui sont
évidemment indépendants en structure doitvent 1'&tre également en information

quelle que soit la maniére dont on traduit cette indépendance dang le systéme
d'ariomes et de définitions utilisé.

V.3. - PERSPECTIVES PARTICULIERES.

Voyons d'abord les prolongements et les généralisations des résultats
précédents gui nous paraissent les plus intéressants & développer, avant de

proposer quelques directions originales de travail.

V.3.1. - LES DEFINITIONS DU CHAPITRE I.

Les définitions du chapitre I semblent adaptées aux buts gque nous nous
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sommes fix&s . Notons cependant gue nous n'avons pas réussi a.fésoudre d'une
maniére vralment satisfaisante, & notre sens, la difficulté suivante : les -
informations conditionnelles J(./(A,F)) , si elles vérifient les hypothéses de

la définition 1.2.2, ne vérifient pas celle de 1.2.6. C'est-a-dire, en toute
rigueur, qu'une information conditionnelle n'est pas vraimeﬁt une information.

Il est donc possible gue 1'on soit amené, par la suite, & modifier la définitipn
1.3.4, de l’informafion conditionnelle, ou plus probablement la définition 1.2.86,
des valeurs universelles de 1'information et de 1l’ensemble F0 des grouﬁes
d'observateurs qui n'apportent pas d'information. En particulier, imposer aux

éléments F o€ FO gui vérifient déja [A e S ==£>7J(A,F0].= 0] de vérifier

aussi
V(A , Fleze S x F ===> J(A, (Fu F)) = J(A, F)

permet de résoudre partiellement le probléme posé.

Si une information conditionnelle J(./(A,F)) 6tait une véritable
information, on pourrait sans difficulté définir les notions d'événements ou
d'abservateurs canditionnellement indépendants, la notion d'information condi-
tionnelle d'une information conditionnelle, etc... Les hypoth&ses du type de
celle du paragraphe III 2 ou celles gue nous allons évoquer ci-aprés, pourraient

8tre alors formulées d'une maniére & la fois plus élégante et plus rigoureuse.

V.3.2. - LES RESULTATS DES CHAPITRES II et III.
Nous avons signalé dans le paragraphe III.$ le probléme de 1'existence

d'une décomposition réguliére de J dans le cas d'un:-ensemble ( quelconque,

L'étude du paragraphe III.Z2,dans lequel nous divisons 1'ensemble fini

0 en deux ensembles disjoints (, et 02. devrait pouvoir sans trop de difficul-

1
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tés étre généralisée & un ensemble 0 gquelconque ; peut-&tre, en prenant
le probléme d'une maniére différente et en supposant que 0 est un ensemble
produit. On peut aussi imaginer de reprendre les hypothé&ses de ce paragraphe

en partitionnant 0 en trois (ou plus) ensembles disjoints 0%, Oé, Oé .

V.3.3. - LES RESULTATS DU CHAPITRE IV.

~

Deux généralisations viennent immédiatement & 1'esprit : d'une part
supposer que les tribus A et B sont quelcongues ; d'auvtre part, en liaison
avec les remarques précédentes (V.3.2.), &tudier le cas de 3 observateurs, ou

plus.

Nous pensons qu'avant de seg lancer dans ce travail, il conviendra

de bien réfléchir sur le sens de 1'hypothése 1 du chapitre IV :

VaeA I(A) = ) P(B) . I(A/B)
) BEWB

et de comparer cette formule & celle gque nous avons obtenue au paragraphe III.1

Vaes I(A) = § ALE) . I_(A)
£el £

Au-dela de la similitude formelle des deux relations, i1l apparatt
clairement que 1'hypothése 1 du chapitre IV fait Jouef aux événements
B € 8 le rdle d'observateurs pour les événements A € A. Sous-jacente &
cette remarque et 1liée au probléme de la définition de 1'information
conditionnelle (V.3.1) il y a 1'idée que, dans certains cas, une catégorie
d'ensem@}es peut jouer alternativement le rdle d'événements ou d'observateurs

pour une autre catégorie d'ensembles.




V.4. - EXEMPLE.

L'étude d'un exemple présenté par J. KAMPE DE FERIET dans [18] va nous
permettre de préciser nos idées sur une maniére d'utiliser les résultats de
notre travail et ouvrir une nouvelle perspective de développement dans 1'optique

proposée dans cette citation de R. THOM ([37], p. 19)
"Tout modéle comporte a priori deux parties : une cinématique, dont
L'objet est de paramétrer les formes ou les états du processus considéré ; une

dynamique dont l'objet est de décrire 1'évolution temporelle entre ces formes™.

V.4.1. - A PROPOS DE L'EXEMPLE DES "HOMMES POLITIQUES”,

"Considérons les n hommes politiques : h ""hn‘ dont nous

4
avong toutes rdisons de croire que, en vertu de leurs pouvoirs, ils déterminent
par leurs décisions le proche avenir de l'histoire. A notre point de vue,
chacun d'eux ne peut-étre que dans deux états ; 1'espace des phases Qj R
représentant les états de hj comprend done deux points ; si hj est au
pouvoir nous poserons w, = 1 , 8'tl n'est plus au pouvoir (mort, déchu,

J
non-réélu, eté...) w, =0 :Q, = II = {0,1}.

J J
Admettons que 1'état d'un homme politique est indépendant (%)
de l'état de tous les autres, c'est-d-dire que 1'état de tous les autres
étant fixé, 71 peut &tre lui-méme soit dans L'état 1 soit dams l'état O0;
l'espace des phases Q représentant, & un instant dommé, 1'état des n

hommes politiques est alors 1'espace produit :




le point w représentant un des 2" états possibles est alors
w = (m’l""'mn) , wj € II ,Vj .

A l'instant initial tous les hommes politiques sont au pouvoir : w(0) = (1,...,1),
Aussi longtemps qu'il ne s'est produit aucun événement (disparition d'um homme

politique) : w(t) = w(0) , nous n'avons regu aucune information et nous pogons :
Jwee)] =0 .

8% a 1'instant t_nous apprenons qu'un homme politique h, est passé de l'état

J
1 4 l'état O, nous posons : J[w(t)] = BJ B, €R  t 32t .

J 0
En ratson de l'indépendance (%%) des états dee hommes politiques, nous aurons
d un instant t queleconque :

n
Jw(t)] = (1-w,) B
foce] = 37 1w ¢,
Notone qu'un événement est défini ici, non pas comme un état, c'est-d-dire un

point de Q, mais comme le passage d'un point de © d un autre.”

Remarquons d'abord que le terme d'indépendance est utilisé deux fois.
Dans le premier cas (%) nous pensons que l'indépendance dont il s’agit est sans
rapport direct avec 1l'information, mais est 1liée & la structure du modale

proposé ; c'est une hypothése du type M-indépendance. C'est le deuxiéme cas (%)
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qui nous intéresse du point de vue de 1'information et nous allons essayer de
retrouver la formule obtenue en mettant en évidence les différentes articulafions

du raisonnement et les hypothéses sous-jacentes.

a) INFORMATION STATIQUE : (Q,A,I)

Admettons 1'hypothése (*) ; l'ensemble £ a donc la structure

d'ensemble produit :

Soit Aj = ij) = {QJ,{1},{0}.Q]}’~ ; notons A 1'algdbre de

Boole produit des {Ajlj = 1,...,0n}

Il y a isomorphisme entre Aj et la sous-algdbre de A des

cylindres de la forme :

que nous identifierons au niveau des notations.

En dehors de toute idée de variation de l'état du systéme en fonetion
du temps, essayons de définir Q4 un instant fixé une information I au sens
I.1.1. sur (Q,A). Nous voulons attacher & 1 le sens sutvant : Information

apportée en apprenant que le systéme est dans l'état w € Q.
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Donnons un premier sens précis & 1'hypothése (k] les sous~tribus

{Ajlj = 1,...,n} de A sont I-indépendantes en information.
Les résultats des paragraphes II.1 et III.1 impligquent

VAaeA, I(A) =

i t~130

I(A.)
J

J=1

ou Aj est la projection de A sur Qj.

(Notons gue, pour obtenir rigoureusement ce résultat, on peut utiliser le

théoreme II.1.4 et la proposition III.1.3, c'est-a-dire introduire un ensemble
0=1{1,...,n} d'observateurs, chague observateur étant 1ié & un homme politique,
et il faut, en tout cas, supposer que, pour tout groupe F et F2 d'observateurs

1

de 0 disjoints, les éléments de 8 A, et 8 Ai sont I-indépendants),

i
ieF1 ieF2

En particulier, pour tout we R, on a

n
Iw) = ) Ilw

.J
=1
en assimilant par abus de notation
we 3 {wleA

s

et w, € 0 {w,} x T Q. €A

i#]

Ce gque 1'on peut noter aussi
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I(w)

]
I~

e

Q

¢

N

)
€

B,

]
Q
[y]
[12]
e
€

n
JEN

ol 1l'on a I[wj]
I(wj] =B, elR si w, =0

En particulier, avec les notations de 1'exemple :

("A 1l'instant t_ nous apprenons qu'un homme politique h‘j est passé de
[a]

L'6tat 1 4 l'état 07)

w(0)

Toee s 11,1, 00001
( 3 )

m(to) = [1,...,1,Dj,1,...,1]

Nous notons w(0) vy m[tO] 1'événement

w[O) Uw[to] {(1.'!'-11)1 ‘1'...'1]'[1’...‘1,0j,1’.'.’1]}

J
{1} x ... x {1} x Qj x {1} x ..o x {1}

|

n
Iw(@) = ] «
L%
i=1
)
T(wlt )) = @, + B
° 35
1#3
n

I(wi0) v wl(t ))
0

!]
-M
Q

[y




Le triplet (R,A,I) ainsi défini nous donne dong 1'information
apportée par la connaissance de 1'état w € @ du systéme, en dehors de tout
contexte, a priori pourrait-on-dire. Essayons maintenant de définir 1'information
apportée par le passage d’'un &tat w(s) & 1'instant s & 1'état w(t) 2

1'instant t.

Iy

b) INFORMATION DE TRANSITION :[9(5) X Q[t] R Als) 8 A(t}J J)

Etant donné (Q,A,I) nous pouvons associer & chague A € A son
information I(A) ; le systéme que l'on étudie évolue dans le temps ; comment
quantifier le gain d'information apporté par le passage du systéme de 1'état

A g l'intant s 4 1'état B 4 l'instant t = s+1 ?

Asspcions a ces deux instants une réplique de 1'espace (Q,A)

et définissons sur les cylindres de (Q(S] X Q(t], AES] ® A[tJJ une application

J, définie en fonction de I sur (Q,A) par :
Via, 8 e A w4 Jea xB) = T0A) + 10B/CA U BY)
d'aprés I.1.1.b. il vient J(A x B) = IfA) + I(B) - I(A u B)
Supposons que J est une information au sens de J. KAMPE DE FERIET

(I.17.1.) (ce qui n'sest pas nécessairement vrai); nous aurons, pour tout

Ae A[S) fixé
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B =A=>J(A x B) = I(A)

B = AC => J(A x B) = I(A) + I(B)

comme J(A x Q[t]] = I(A) on a aussi

B=A==>J((A x B)/(A x Qtt]]] = 0

B = A% => J((A x B1/(A x 2'8?)) = 1(B)

et, d'une maniére générale :

0 € JUA x BI/(A x 0 F))) = T(B/(A U B)) g T(B)

L'information conditionnelle J((A x B)/(A x Q[t]

}} semble pouvoir
s'interpréter comme l'{nformation apportée par le passage du systéme de

1'6tat A, & l'instant s, a l'état B, 4 l'instant t = s+1.

Reprenons 1l'exemple étudié avec les valeurs de 1'infaormation I

définie dans le paragraphe a

Jw(D) x w[tD])

I(w(0)) + I(w(tol) -~ I(w(0) v w(tOJJ

n

I{w(0))
w + Bj

{(t_ )

Tl x wlt ))/(w(0) x @ °) = ej

A l'instant tO nous avons appris le. passage du systéme de 1'état

w(0) & 1'état w[tol, le gain d'information correspondant est égal 2 Bj'




o) INFORMATION DYNAMIQUE : (2 x T , Al x F)

I1 nous reste & retrouver la derniére formule qui exprime I'gqugmentation

de l'information au fur et d mesure du temps.

Notons T 1'intervalle [Q,TQ] e N qui représente le temps (discret),

F = P(T), Suppasohs que VteT: [Q(t],A(t]) = {Q,A) nous notons :

T (0 (t) (T,? (t)

Q =0 X e xR x.eex0 % =T
T

(T3
AT =A@ g oAl g . g4 2 .gal®
T
la trajectoire (w(0), w(1), .,., w(t), ..., w(TO)) définit les états

sucepessifs du systeme.

Seit J une information ay sens I.2.2., I,2.6. sur
(QT x T, AT *x F] ol le temps T Joue le r6le de l'snsemble des observateyrs, J
vérifiant les conditions du théoréme II.1.4, Explicitons une hypothéée du type
de celle que l'on fait dans les processus de MARKOV : V

Pour tout A € AT » L'information apportée sur A & l'instant t,
conngigsant l'information apportée sur A pendant 1'intervalle de temps
[D.t~1] est égale @ l'information apportée sur A 4 l'imgtant t comnaitssant
L'information apportée sur A 4 l'instant t-1 , em assimilant par abus

de notation t eT 4 {t} e F = P(T) :

JOA L, £3/CA, [0,£-1]0) = JUGA L £)/(A, (E-1)))

On obtient par itérations sugcessives :

t .
Jea, [0.t]) = 3Aa , 00+ T JUA L tTI/(A, (£°51)))
=1
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Nous avons supposé, par hypothése, que J vérifie les conditions

du théoreme II.1.4 ; c'est-a-dire qu'’on peut définir sur (QT,ATJ

IT ay sens de J. KAMPE DE FERIET, telle que :

.
VaeA , (A =JA, [0,T]) =3A, D

1 t T

une information

Notons AO, A s A e, AP les projections de A ¢ AT respectivement

(T )
Q[oJ’ Q[1] {(t) o

aur s rees 8 R V) 3 on & aussi :

o]
J(A , 0) = IT(A )

JOCA , tI/CA, (£-1))) = ITtAt/At"1J

Supposons que, sur chaque espace

on ait défint l'information J du paragraphe b, et que

IT(At'1 x A% = 7atT « ab

t-1

on aura : IT(At/A ) = J0at ! ¢ Aty T « 2By

Il vient, en remplagant J par sa valeur en fonction de 'nformation I sur

(Q,A)  du paragraphe a

ITtAt/At”1) = T(A%/(At 4 Aty

£
JA L [0.6]) = TeA) + T 1At/ (cat v Aty

t_




ce qui donne, pour l'exemple étudié (em supposant que «(0) = (1,...,1) et que
les seuls changements possibles dans le temps sont des passages de 1'état

17 a l'état D0),

n
JA L [0,t]) = Tw(o)) + ] (1 - 0, (£)).8,
35 3 j

ou encore @

n
I(w(0),w(1), ., wlt)/w(®)) = § (1 - w(t)).8

c'est-a-dire le résultat proposé dans 1l'exemple cité.

V.4,2,- CONCLUSTONS DE L'EXEMPLE.

Dans les chapitres précédents, nous ne faisons aucune hypothése
concernant une éventuelle structure de l'ensemble ( des observateurs, L'étude
de l'exemple ci-dessus et en particulier le paragraphe V.4,1.c, ou nous avons
fait jouer au temps T Lle rdle de l'ensemble des obgervateurs, nous conduit
naturellement & imaginer qu'il peut exister sur ¢ une structure particuliére
gul impligue a priori des relations entre les observateurs. Une relation d'ordre
totale nous aménerait par exemple & introduire des hypoth2ses comparables &
celles que 1l'on fait dans 1'étude de certains types de processus stochastiques
ou, si 1'on suppose que O est un espace métrique, 3 introduire des hypothéses
d'indépendance et de dépendance en fonction de la distance des observateurs ou

des groupes d'observateurs, etc...

Notons aussi que le probléme soulevé dans le paragraphe V.4.1.b est
trés intéressant : connaissant 1'information statique que l'on a sur 1'état
w d'un systéme (Q,A) en déduire une information dynamique qui tient compte
du gain d'information apporté par le passage d'un &tat 3 un autre:s ce gain
d'infarmation devant‘étre faible s'il y a peu de différence entre les deux états

sugcessifs, important sinon.
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V.5, - INFORMATION ET PROBABILITE.

Dans [13] J. KAMPE DE FERIET explicite une des raisons qui 1'ont

conduit, en collaboration avec B. FORTE, & introduire une axiomatique de 1'infor-

mation indépendamment de la notion de probabilité :

5

"A notre point de vue l'attribution d'une probabilité P(A) 4 un
événement A est essentiellement liée 4 la possibilité de répéter indéfiniment
cet événement ; si l'on désigne par n(A) Lle nombre de réalisations de A dans
une série de n épreuves indépendantes, la loi forte des grands nombres affirme

que :

1im n(A)

N>+ n

= P(A)

la probabilité apparait ainsi a posteriori comme la limite de la fréquence

de 1'événement A.

La définition classique de l'information est alors équivalente Q&

(M I(A) = 1im log =———

n>+oo n(A)
la valeur de 1l'information fournie par l'événement A apparaissent comme la
limite du logarithme de 1l'inverse de la fréquence dans une série d'épreuves
répétées indépendantes ; c'est d cette formule que somt dus, jusqu'ici, les

suceés de la théorie.

Mais en adoptant (1) nous nous interdisons de donmer wn sens & la mesure
de l'information fournie par des événements, qui, par leur nature méme, ne peuvent
pas étre répétés. Or il arrive constamment, dans notre vie quotidienne, que des

événements A et B se produisent, dont la répétition dans une série d'épreuves
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est ineoncevable, et pour lesquels cependant nous affirmons en toute certitude

I(A) < I(B) .

C'est pourquoil nous nous sommes proposés, en collaboration avec
B. FORTE,d'énoncer un systéme d'axiomes pour I(A) traduisant aussi simplement
que possible l'idée que notre intuition se fait de l'information fournie par
un événement, sans nous référer & la notion de probabilité".

*

Les résultats de la premiére partie de ce mémoire, exceptés éventuel-
lement ceux du chapitre IV, conduisent effectivement & des mesyres d'information
"fournies par des événements, qui, par leur nature méme, ne peuvent pas €tre
répétés', et cela indépendamment de toute notion de probabilité ou de fréquence.

C'est le cas en particulier pour 1l'exemple traité au paragraphe précédent.

Par dontre, dans la deuxiéme partie de ce travaeil st pour les
applications gue nous envisageons, les notions de fréguence et de probabilité
s'introduisent naturellement. Comme dans la théorie classique c'est 1a notion
d'information moyenne fournie par les éléments d'une partition qui ouvre de
larges perspectives d'application. C'est pourquoi nous avaons été naturellement
conduit & construire des informations & partir des résultats précédents mais
en utilisant aﬁssi les fréquences ainsi définies. Nous'montrerons clairement

dans le chapitre VI comment nos résultats englobent et généralisent les

résultats de la théorie classique de 1'information.




DEUXIEME PARTIE

INFORMATION SUR UNE PARTITION

Nous n'hésitons pas & reprendre,dans cette deuxiéme partie, les
définitions et certains des résultats précédents en les explicitant de maniere
intuitive, afin que le lecteur gqui s'intéresse surtout aux applications puisse
aborder directement ces deux chapitres, aprés avoir parcouru le chapitre I.

Nous cherchans essentiellement & présenter quelques perspectives d’applications,
quitte & donner un peu moins d'importance & la rigueur mathématique formelle.
Le lecteur peut toujours, le cas échéant, se référer aux énoncés de la premiére

partie ou aux travaux cités pour préciser tel ou tel point des hypothéses ou

des notations utilisées.

Tous les ensembles qui interviennent dans cette parties : @, £, 0, A,
B, S, 8, F sont finis. Les énoncés et les formules sont simplifiés en conséqguence

sans que nous rappelions & chaque fois cette convention.
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CHAPTITRE VI

INFORMATION MOYENNE.

La plupart des applications de la theorie classique de 1'information
sont basées sur la formule de SHANNON définissant 1'information moyenne apportée
par les élements d'une partition et sur les propriétés de l'information mutuelle
de deux partitions. Certaines des applications gue nous envisageons utilisent
elles aussi ces notions d’'information apportée par une partition ; nous commen-
gons donc par rappeler les propriétés gui ont été proposées pour définir axio-
matiguement 1'information apportée par une "ezpérience” . L'information moyenne
se présente alors comme un maniére, parmi d'autres, de lier la notion d’infor-

mation apportée par un événement & celle d'information apportée par une partition,

En associant de maniére naturelle 4 chaque observateur la partition
qu'il distingue nous pouvons définir 1'information apportée par un observateur
et surtout la notion d'informetion mutuelle apportée par un couple d'observa-
teurs ou par deux groupes disjoints d’'observateurs. Nous maontrons en particulier
que les résultets des chapitres précédents permettent He définir des informations
mutuelles sur des couples de partitions dont les propriétés englobent et généra-

lisent celles de 1'information au sens de SHANNON.

Nous essaierons de montrer sur des exemples dans le chapitre suivant
en quoi ces guantités nous semblent plus adaptées que les notions similaires

de la théorie classidue de 1l'information pour les applicaetions envisagées.
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VI.1. - INFORMATION APPORTEE PAR UNE PARTITION.

Etant donné un espace probabilisé (Q, S, P) et 1 wune partition
finie S-mesurable de Q, nous supposons gque le résultat d'une expérience est
1'un des événements A e I sans gue 1l'on puisse dire lequel. L'information
moyenne qui est apportée par cette expérience,quand on la renouvelle un grand

nombre de fois, est égale 4

Hm = § PeA).T¥(A) (1)
Aell '

w
ou I (A} est 1'information apportée par 1'événement A e S, par exemple

X 1
I (A) = C.Log - C>0
P(A)

dans la formule de SHANNON.

Dés le début des travaux sur la théorie généralisée de 1'information,
deux directions d'études axiomatiques se sont dessinées : d'une part celle
de 1'information apportée par un événement [12], [13], d'autre part celle de
1'information apportée par une expérience ou une partition. Notons en particulier
les travaux relatifs & ce sujet de P. BENVENUTI, B. FORTE N, PINTACUDA [2] [9]
£10] [11] dont nous nous inspirerons par la suite. La formule (1) n'est alors

gu'yne possibilité, parmi d'autres, de relier ces deux syst@mes d'axiomes.

Notre but dans ce paragraphe n'est pas de faire une étude exhaustive
de la notion d'information apportée par une partition ou une expérience, mais
simplement,en nous inspirant des travaux cités et des idées que nous avons
émises avec G. COMYN dans [8]3, [24], de définir avec précision la

notion d'information apportée par une partition, de rappeler les propriétés
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IS

que nous aurons 3 utiliser et d’'appliquer ces notions & des formules du

type (1),

VI.1.1. - TREILLIS DES PARTITIONS.

Conformément aux définitions de'I.1.2, commengons par définir
1’espace et la relation d'ordre gue naus utilisons. Supposons gue & est
un ensemble fini, non vide, quelconque, S = P(Q). Une partition I de €

est un ensemble fini de parties de S, tel que

. [(ALAY) €I x0T ==> A =A' ou AN A =20

Sott E L'ensemble des partitions de Q. Une partition I, est dite "plus

1

fine” gu'une partition H2 81

Va el, JA,ell, tel que A g A

et nous noterons : 1l <§ n. .

Cette relation est un ordre partiel, reflexif sur E ; rappelons

les propriétés de E qui nous intéressent [4}. Tout couple de partitions H1,

n I

H2 possé&de un infimum et un supremum. En particulier, nous noterons II,I 5

1'infimum de H1 et H2 H

T, 0T, ={An BlA € n,,8 e I}

De plus E posséde un majorant universel HM = {Q} et un minorant

universel 1T
m




VI.4
mo= {{w}|e e a}.

Ces propriétés suffisent pour pouvoir définir une information sur E.
Rappelons cependant que,pour la relation d'ordre ainsi définie, E est un

treillis géométrique (relativement complémenté, semi-modulajre et atomigue). [4]

VI.1.2, - INFORMATION SUR E. (I.,1.2. et les travaux cités dans 1'’introduction
du paragraphe V.1)

» Une information sur l'ensemble E des partitions de Q est une

application H définie sur E et qui vérifie les axiomes suivants :

+
A1) H: E->R
A.2) L'information H est décroissante pouwr la relation d'ordre <

sur E

' (M,,01) e E x E et I & 0, ==> HIIL) 3 H(IL,)

1 2

A.3)  Deux partitions m, et m, sont dites indépendantes pour

L'information H 8i :

H(I[1 n Hz] = H;H1) + H(H2] .

Nousg admettrons comme valeur universelle :

H({Q}) = O.

Il est naturel d'imaginer que 1l'information apportée par la partition
formée du seul ensemble Q est nulle ; cela implique aussi que cette partition
{Q} est indépendante de toutes les autres partitions. Par contre, nous ne
ferons aycune hypotheése sur H[Hm); en particulier nous ne supposerons pas que
H(HmJ = + o ; nous obtenons dans la suite des valeurs finies pour cette quantité

et 11 n'y a, semble-t-il, aucune raison pour que la partition la plus fine Hm
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solt indépendante de toutes les autres partitions.

e L'information conditionnelle fournmie par la partition I, connatssant

l'information apportée par la partition 1, est définie par :

2

H[H1/H2] = H[I[1 n H2J - H(HZJ st H[HZJ < +o

En posant le cas échéant H[H1/H23 = H[H1) si H[HZ] =+

on rend éguivalentes,pour tout couple (H1.H2] € E x E, les propositions

H1 est H-indépendante de H2 et H[H1/H2) = H[HqJ R

o ['information mutuelle apportée par les partitions H1 et H2

est définie par :
H(H1;H2] = H(H1] + H[HZJ - H[I[1 n H2]

87 H(Hq) < + o gt H(HZJ < + o,

La convention
H(H1;H2) =0 si H(H1).H(H23 = 4+
rend eguivalentes,pour tout couple [Hq,nzl € E x E, les propasitions
H,l est H-indépendantede H2 et H(H1:H2) = Qg",

Quand les expressions sont définies, nous avons aussi

H(H1;H2) = H[H1] - H[H1/H2]
H(H1;H2J = H(HZJ - H(HZ/H1]
De 1'inégalité : H(]’[1 n H2] 2 Sup(Htﬁql,H(H2])

on déduit : H(H1;H23 < Inf(H(H1],H(H2]].
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vI.1.3. - INFORMATION MOYENNE SUR E,

Comme nous 1'avons déjad remargué dans un chapitre précédent (V.2),
il semble que,'d'une maniére générale, les axiomes 1 et 2 complétés par
l'axiome 3 (qui est plutdt une définition) donnent des conditigns nécessaires
mais qui sont insuffisantes pour définir concr&tement des informations. B. FORTE
P, BENVENUTI et d'’autres auteurs dans les articles précédemment cités, ont
généralisé agux partiticns les notions du type composabilité. Dans la suite,

nous utiliserons plutdt des constructions du type information moyenne,

Etant donné une probabilité P et une information I au sens de
J. KAMPE DE FERIET (I.1.1.) sur (RQ,8), l'information moyenne apportée par
une partition de N est une information au sens que nous venons de définir

(VI.1,2,).

En effet, il est facile de montrer gue la quantité

H(D = ) P(A).I(A)
Aell
vérifie les axiomes 1 et 2 ; de plus H({Q}) = 0. Avec cette définition nous avens
la propriété supplémentaire suivante : 87 tous les éléments A d'une partition

1

H1 et Hz sont Hindépendantes (1'inverse n'est pas nécessairement vrai).

N, sont I-indépendants des éléments B d'une partition nz, les partitions

fuand les quantités gqui interviennent sont définies, nous avoms aussi

P(A n B).,I(A/B)
2

HOT /T )
12 (A, BIEl, X

(I, ;1) P(An B).I(A;B)

(A,B]eH1xH2
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VI.1.4, - LA FORMULE DE SHANNON.

Nous pensons que le succeés de la théorie classigue de 1'informatian
tienmt aux propriétés particuliéres de 1l'information moyenne calculée par la
formule de SHANNON. Essayons d'expliciter ces propriétés. £tant donné une
mesure de probebilité P sur (Q,S), on sait gue l'information apportée par
une partition, au sens de SHANNON, s'éerit, 4 un coefficient multiplicatif

(strictement positif) prés :

K = T pea). 1%cA)
Aell

*
ou I (A) = Log

est l'information apportée par un événement quelconque
P(A)

de (2,98). H*[H) est une quantité finie méme si certains éléments A sant
de prgbabilité nulle car x.Log<% tend vers zéro avec x. Nous gttachons le
symbole " quax informations I et H ainsi défintes.

Il est facile de montrer [3 ], [27], [33] que H*(H) est une infor-
mation moyenne au sens du paragraphe‘VI.1.2. et gui posséde en plus les

propriétés suivantes

* * *
H (II1 n HZJ = H (H1] + H [Hz) <==>

Vaen.Veen ™A nB) = T¥A) + %8

2

»* o, s . ., .
c'est-a-dire que la H -indépendance en information des partitions I, et H2

s . LI , .
est équivalente d la I -indépendance en information des éléments de n, et

(ce qui est ausel équivalent & l'indépendance en probabilité des éléments

de H1 et H2).

On montre aussi que :

I

2
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* * *
H (TI,] n HZJ g H (H,]J + H [HZJ

ce qui est équivalent &

H,*£n1;n23 = Y P(An B).Log —A 0B g
(A,Blell xIL, P(A).P(B)

’ ) .
Pour tout II,]éII,] et H2{( II2 on a :

% * ,
H (H1,H2) < H [H1,H2].

Nous avons donc pour II2'£ L, :
* * , * *
0gH [H1,H2J < H (H1,H23 < H [H1,H1) H (H1)
avec dans cette dermiere série d'inégalités

*
H [II,I;HZJ =0 si et seulement si H'I et H2 sont H*’indépendantes.

* * _
H (I’I,],HZJ H (II,I) si et seulement si ]I2< I,

(en supposant que (A,B) € II1 X ]I2 ==> P(A).R(B) » 0)

Essayons d'interpréter ces résultats: pour tout H,] fixé ,l'applica-
» *, . . - ¢ 4
tron H M,;5.) est une information sur (E) au-sens ol nous 1'avons définie
"y *
dans le paragraphe VI.1.2., et la quantité H [H1;H21 mesure ce que la

connaissance de 1, nous apprend sur I

1 2

0 st I 1 est indépendante de 1

#

*
H (H1;H2] 2
i

H*(H,IJ st I, est "plus fine" ou égale 4 1,.

It ;IIZJ p ’

1
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Y

s .. . , ok
H*(H1;H2] est une quantité positive, inférieure & H [H1],

mats d'autant plus grande que la partition I, se "rapproche" de la partition

H1.

Donnons un exemple @ partitionnons l'ensemble § des livres d'une
bibliotheéqgue, d'une part par genre : II,1 = {Livres de mathématigues, de physique,
d'histoire,...} ; d’'autre part par rayon : II_ = {Livres du premier rayon, -du

2

deuxieme rayon,...} ; 11 peut 8tre utile de savoir guantifier 1'information
moyenne gue 1'on apporte en indiguant le rayon sur lequel se trouve le livre
gui nous intéresse, ou en donnant le genre de livre qui nous occupe. Ce n'est
pas notre propos ; ce que nous guantifions c'est 1'information H“(H1:H2]

qu’une des deux partitions nous apporte sur l'autre partition

- 81 les livres sont répartis complétement au hasard dans la biblig-

thégque H*[E1;H23 = 0 est nul ou voisin de zéro.

- Si les livres sont rigoureusement rangés : les livres de mathéma-
*
tiques sur tel rayon, les livres d'histoire sur tel rayon, etc..., H (H1:H2)

est maximum,

- 51 les livres sont & peu prés rangés, H*[H1;H23 doit avair une

valeur intermédiaire d'autant plus grande que les livres sont mieux rangés.

VI.1.5., - CONCLUSIONS,

Nous allons d’abord montrer que l'informatidn mutuelle entre les
deux partitions (nous dirons aussi 1'information mutuelle entre les deux
observateurs), définie & partir de l’'information du chapitre IV, permet
de retrouver toutes les propriétés de la formule de SHANNON. Ensuite, grace
8 ces résultats et aux propriétés démontrées dans les: chapitres II et III

nous pourrens définir une information mutuelle entre deux groupes d'observateurs

- »
01 et 02 gui généralise la quantité H [H1;H2) et qui posséde toutes les
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propriétés intéressantes que nous venons de rappeler. L'interprétation de ces
quantités nous permettra de résoudre en partie les problémes gue nous avons

soulevés dans 1'introduction du chapitre I.

Résumons-nous (en termesde partition) ; il est souhaitable que 1'in-
formation H obtenue sur (E,«) et qui est définie en liaison avec 1l'infor-

mation I sur (Q,A), possddé les propriétés suivantes

La H-indépendance en information des partitions m, et I, est

équivalented la I-indépendance en information des éléments A € I, et B e T

Etant domné une partition I L'information mutuelle H[Hq;.)

1:

définit sur (E,4) une information au sens du paragraphe VI.1.2. telle que

\ I, e E 0 s HUL I € HILI,) = HI,)

avee

. H[H1;H2) =0 st et seulement si la partition I, est
' H-indépendante de la partition 1.
+ HILI,) = HI) 8T et seulement st n,<£1,.

VI.2 - INFORMATION APPORTEE PAR UN COUPLE D'0OBSERVATEURS.

Les couples de partitions gque nous voulons comparer ne sont pas
quelconques ; nous allons associer d chaque observateur la partition qu'il
distingue dans son espace propre, au seng ou nous l'avons défini au chapitre II,
et les couples de partitions que nous utiliserons vérifieront done la propriété

sutvamte :

VAen1 ,VBeHZ:AnB;ém
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c'est-&-dire que ces partitions seront a priori indépendantes en structure (I,1.1.).

Imaginons un exemple simple gqui va nous permettre de concrétiser
nos idées. Un biologiste dispose de deux tests a et b pour obtenir un
certain renseignement sur une population de bactéries. Nous supposons gque le
test b quil est colteux, difficile & mettre en oeuvre, donne sans erreur le
résultat recherché et que le teét a, simple et peu onéreux, donne une réponse
moins fiable & la gquestion du biologiste. Aprés avoir expérimenté les deux
tests sur une population témocin de 100 bactéries, 1le biclogiste qui n'utilisera
plus gue le test a, nous demande de'définir & partir du tableau ci-dessous

guelles informations le test a 1luil apporte sur le vrai résultat (inconnu),

c'est-a-dire sur le résultat du test b si on pouvait 1'effectuer.

Notons @_ = {a ,,a_} et Q = {b,,b_} 1les résultats possibles de

chacun des tests (+ = réagit, - = ne réagit pas), nous avons par exemple :

Q
a
Q a a TOTAL Tableau 1 :
b * )
Fréquence en pourcentage
b+ 50 10 60
b_ 5 35 40
TOTAL 55 45 100




VI.12

Commengons par faire une synthése des résultats dont nous avons
besoin en explicitant en détail les rapports existant entre les notations

des chapitres précédents et cette étude.

VI.2.1. - APPLICATIONS DES RESULTATS DES PARAGRAPHES II.1 et IV.1.

Soit un ensemble 0 -composé de deux observateurs g et b et

,

F = P(0). Associons respectivement & chacun des observateurs a et b les
ili : i ties
espaces probabilisables [Qa,SaJ et (Qb,Sb) les tribus Sa et Sb de par

le Qa et Qb ne comportent qu'un nombre fini d'éléments. Définissons 1'espace

-~ o~

mesurable (,S) produit de ces deux espaces

]

Q = Qa X Qb

]

w
1

Sa e Sb

Afin-de simplifier 1'écriture et avec les conventions du chapitre IV ,
Nous notons A (resp. B) la sous-tribu de S des cylindres de base dans Sa
(resp. Sy) (c'est-a-dire A = éa (resp. B = éb), avec les notations de I.1.3.)
et A (resp. B) les éléments de A (resp. B). Pour tout C e 5 nous notons
C, et Cy les cylindres de A et B dont la base est la projection de C

a

respectivement sur (Qa,Sa) et (Qb,Sb).
Soit 1 wune information domnée sur (9,8) au sens I.1.1., nous qvons
montré (II.1) que l'application J définie ci-dessous d partir de 1 eet une

information sur (Q x 0, é x F) au sens I.2.2., I.2.6.

VCes | - 3(C,B)

=0
J(C,{a}) = I[Cal
Jc,{p}) = I(Cbl

J(c,0) = 1(C)
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En particulier nous avons

YA, B)eAxB

J((AnB), 8) =0

J(tA n B) , {a}) = I(A)
J((A nB) , {b}) = I(B)
J((AnB) ,0) =1I(ANB)

VI.2.2., - APPLICATION DES RESULTATS DU PARAGRAPHE II.2,

-~ -

L'espace (Q,8) que nous venons de définir est ce gue nous avons
appelé 1'espace des observations. Notons © 1'ensemble des 100 bactéries
de l'exemple étudié, S = P(Q). A chague €lément w € Q associons les points

Ta[wl € Qa et Tb(w) € Q  indigquant la réaction de la bactérie w aux tests

b
a et b. L'application mesurable T définie ainsi sur (Q,S) & valeurs dans

(Q,S) formalise donc la réalisation de 1'expérience.

Nous avons sur (9,S) une mesure de probabilité P qui est natyrelle ;
c'est celle qui affecte & chaque individu w € @ 1le méme poids. La variable
aléatoire T définie sur (9,S,P) & valeurs dans (R,S) permet donc de

-~ o~

définir une prbbabilité PT sur (Q,S). En fait dans la pratique on ne distingue

pas en général la probabilité P sur (Q,S) et PT sur fé,é] et 1'on asgimile
par exemple la probabilité de l'ensemble des bactéries de w e @ qul ont répondu
positivement au test q, & la probabilité de la réponse positive du test q.
Le tableau 1 nous donne la probabilité sur (é,é) gue nous &tudions. Ce que

nous appelons probabilité est en fait une pondération positive de masse totale

égale &8 1 sur (8,9).
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Nous avons supposé»dans le chapitre IV (en reprenant les notations
de VI.2.1.) gu'il existe une mesure de probabilité P sur (£,S) telle que

pour tout (A, Bl e A xB st A#@, BFP nous avons

P(A) >D , P(B) >0

et seulement. P{(A n B) > 0,

Nous avons émis les hypothéses suivantes :d'une part (H,2) pour tout

(A, Bl e AxB:

I'(An B) = F(P(A),P(B),P(AN B)) ,

~

1'information I' peut &tre calculée & partir de la probabilité P ; d’autre

part (H.1) pbur tout (A, B) € A x B et pour toute partition finie Ha.H

-~

respectivement A-mesurable et B-mesurable de @ » Nous avons :

b

I'(A) = §  P(B'1.I'(A/B')
B'ell
b

I'(B) = ) P(A').I'(B/A’)

A'ell
a

Nous montrons dans le théoréme IV.3.7. qu'une condition nécessaire
et suffisante pour que les hypothéses H1 et H2 soient vérifiées, est que

pour tout (A , B) ¢ A x B, nous ayons

I'(A N B = T'(A) + T'(B) - K. (==t Bl g,

P(A).P(B)

avec I'(A) = F1[P(AJJ

I'(B) = FZ(P[BJ]
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K est un nombre positif ou nul et les applications F1 et 'Fz sont soumises

aux conditions énoncées dans le théoréme IV.3.7.

En particulier pour tout A e A

I'(A) 3 K.I%(A) = K.(—— - 1)
P(A)

De méme pour B e B:

I'(B) 2 K.I%(B) = K. (—— = 1)
P(B)

Il vient alors

I'(A nB) 2 K.I°(A n B)

o}

ol I~ est 1l'information au sens I.1.1., sur (Q,S) définie par

%A n B) = 1%CA) + 19(B) - (_ElﬁLﬂ_El - 1) = P(A) + P(B) - P(A n B) - P(AI.FLB)
P(A).P(B) P(A).P(B)

Notons que, pour les informations mutuelles, nous avons :

P{A n B)
P(A).P(B)

I'(A;B) = K.I%(A;B) = K . ( - 1)

La constante K est quelconque, positive ou nulle. Nous allong dans
la suite supposer que la constante K est strictement positive et égale a 1,
En effet, nous avons montré dans le paragraphe IV.4 qu'il existe des relations
intéressantes entre les notions d'indépendance et de dépendance pour la proba-
bilité P et pour 1'information I’ quahd la constante K est strictement

positive, en particulier :
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I'{A) + I'(B) <==> P(A n B) P(AY.P(B]) ,

"

I'(AnB)

i

1°9(A) + 1%(B) <==> P(A n B) = P(A).P(B)

1°(A n B)

]

Par ailleurs, il est clair que si 1'on multiplie ou divise une informa-
tion I au sens de J. KAMPE DE‘FERIET par une constante K strictement positiQe,
on obtient & nouveau une information de méme type. Nous attachons le symbole 1
a 1'information solution générale du chapitre IV et I° ala solution particuliére

que nous venons de rappeler.

VI.2.4. - INFORMATIONS MUTUELLES ENTRE DEUX OBSERVATEURS.

-

Soit Ha une partition finie, A-mesurable, de § ; calculaons
l'informatioﬁ'moyenne apportée par cette partition avec les notations du

paragraphe précédent, il vient

H'(m ) = ] P(A).I'(A)

Aell
a
Hotm ) =} PCA).I°(A) = Card(nm ) -1 ,
a a
Aell
a
de plus, il est clair que : H'[HaJ 2 HOIHaJ. Nous avons des résultats équivalents

-

pour toute partition finie I B-mesurable, de Q.

bJ

Soient 1 et NI deux partitions finies respectivement A et

-~

B-mesurables de  ; nous avons

b

H'(I_ a1 ) = ) P(A n B).I'(A n B)
a b ‘
(A,BeN_xI_
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HO(r_n W) = ) P(A nB).I%A n B).
a (A,B)ell _xI_ ‘

Il est clair gque H' et H° sont des informaticns moyennes, au
sens indigué dans les paragraphes VI.1.2. et VI.41.3. sur 1'ensemble des

partitions de Q de la forme Ha n II . Nous pouvons écrire aussi :

b

H'[IIa n) H'(Ha] + H'[Hb] - H'(Ha;HbJ

b
o _ 0 o) _ .0 )
W, ) = o)+ H2m) - WO )
avec
Hoansm ) = Hoasm ) - ) P(A n B). (AN B )
a b a (A,B)ell_xII_ P(A).P(B)

Cette information mutuelle entre les partitions Ha et 1 est une

b

quantité bien connue ; elle s'écrit aussi

—  (P(An B) - P(A).P(B))2

(A,Blell xII, P(A).P(B)
a'b

]

Ho(Ha;Hb)

P{A n B}
P(A).P(B)

2

P(A}.P(B}( - 1)

(A,Blell_xI
a b

P(A).P(B) ( (mtADB),2Z

P(A).P(B)

[A,Blenaxﬂb

C'est la distance dite du CHI - 2 entre la loi de probabilité P
sur (R,8) et la loi de probabilité sur _(Q,é] définie par le produit des
lois marginales de P sur (Q,A) et (9,B) ;5 en supposant que A et B

sont les tribus engendrées par Ha et Hb'
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On sait [3] que les propriétés de concavité de la fonction

24 - (PANBIZ

P(A).P(B)

) 1 permettent de montrer facilement gue HO(Ha;HbJ

possede les propriétés suivantes :

¢ Pour tout couple de partitions finies Ha et I respectivement

bl

A et B-mesurables de  on a
o)

Ho{m 1) % O
avec égalité si et seulemsnt si

P(A n B) = P(A).P(B) pour tout (A,B) ¢ IIa X Hb

c'est-d-dire que la Ho—indépendance en information des partitions Ha et I
est équivalente & la Io-indépendance en information des éléments A € n_

et B € Hb'

e Spient Ha.Hé (respectivement Hb,Hé] deux partitions finies

A-mesurables (resp. B-mesurables) de &

z==> o 'L Q ;
H (Ha Hb] > H [Ha Hb)

en particulier, étant donné N, 1'information muituelle H‘%Ha;.J définit
sur les partitions B-mesurablesg de Q une information au sens du paragraphe
VI.,1.2.

I' &0 ==> 0 g H° ° .
RS H(m_»M ) ¢ H (m_sm)
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On a enfin :
0 0
H [Ha;Hb) <H (Hal
avec égalité si et seulement si

VBem, . Aen :P(AnB) =P8
c'est-3-dire en fait si Hb;$ Ha’ non pas dans (8,3) o0 cette relation
n'a pas de sens, mais dans l'espace (Q,S) sur leguel on a défini la mesure

de prohabilité : T-1(Hb] 3 qu(HaJ a des ensembles P-négligeables prés .

VI.2.5. - CONCLUSIONS.
. o , - -
Nous voyons donc que les informations I et H  sur (Q,8) (ainsi
que I' et H', car H'[Hagnb) = HOEHa;HbJ], possedent toutes les propriétés

gue nous avons énoncées dans le paragraphe VI.1.5.

On trouvera dans le chapitre intitulé "Théorie de 1'information et
classification d'aprés un tableau ‘de contingence”" du livre de J.P. BENZECRI
et collaborateurs Ei] une étude détalllée et une comparaison approfondie
des quantités HD[H1;H2) et H*(H1;H23 [H*[H1;H2]: information mutuelle
au sens de SHANNON). En conclusion de ce paragraphe et en nous inspirant de [3]

‘nous pouvons faire les remargues suivantes

% Les informations I°, H° gue nous venons de définir et les infor-
mation I*, H* au sens de SHANNON possedent a notre sens rigouresusement les
mémes propriétés, au moins quant & la nation d'information mutuelle. A priori
toutes les applications de la théorie classique qui utilisent la notion d'infor-

mation mutuelle peuvent, semble-t-il, &tre reprises dans le cadre que nous venors

de définir,




VI.20

% On sait que 1'on peut obtenir la forme de 1'information au sens

de SHANNON en partant des axiomes suivants

I7(A) = F(P(A))

® * X
I (AnB)=1ITIC(A)+1II(B) <==> P(An B) =P(A).P(B].

1'équation fonctionnelle ainsi introduite implique f(.) = -Log(.].

En fait dans le chapitre IV nous supposons aussi (H.2) gque l'infor-

mation IQ' est une fonction de la probabiiité mais de la maniére suivante :

1°(A n B) = F(P(A),P(B),P(A n B))

(A et B abpartenant 4 des espaces indépendants en structure

et nous obtenons comme propriété que :

%A n B) = 19(A) + 1°(B) <==> P(A n B) = P(A) . P(B]).

Pour déterminer une forme possible pour 1I° nous introduisons dans
le chapitre IV une autre hypothese (H.1.) ce qui nous conduit comme dans
le cas de SHANNON & résoudre une équation fonctionnelle gui nous donne les

solutions que nous venons d’'étudier.

¥ Remarquons enfin qu'il est facile de trouver d'autres formes d'in-

-~ -~

formations I et H sur (Q,5) qui vérifient 1l'ensemble de ces propriétés.
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Reprendns 1'exemple de 1'introduction de ce paragraphe et notons

A = {a,}, AS = {a_}, B = {b}, B® = {b }; nous obtenons par application des

formules précédentes aux données du

0 &, B BC TOTAL
a
A 50 5 55
AC 10 35 45
TOTAL 80 40 100

1°(A) = 0,81 ; 1°%(A%) = 1,22 ; 1%B) =

1°(A nB) = 0,97 ; 1°A n B%) = 3,09 ; 1°(A° n B)

19(A% 1 B%) = 1,78

. 1%(A;B) = 0,51 ; 1°(A;B)

1°(a%,B°

o ) = 1o ) =
a b

HO[Ha nI) = 1,51

b
0
H (T T, ) = 0,49.
a b

= -0,78 ; 1°(A°;B) = -0,83

] = 0,94

1

tableau de fréquence suivant :

0,67 ; 1°(8%) = 1,5.

.
’

= 2,52

N
’
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Il est facile de vérifier gque si P(A) = P(B) = P(A N B) = 0,60

et P(AC) = P(B®) = 0,40 , c'est-a-dire si M, = I sur ls population & de

bactéries étudiées, on a alors HO[Ha;Hb] = HO[Ha] =1,

De méme si les partitions Ha et Hb sont indépendantes en probabilité,

on obtient H°(I ;M. ) = O.
a b

L TH(A) = 0,88 3 T (A%) = 1,15 5 T°(B) = 0,74 ; TV () = 1,32

c

LT A Bl =1 ;T (AnB%) =4,32 ;3 A% n B) = 3,32 5 T°(A® n B8%) = 1,51

. T (AsB) = 0,60 ; T (A;B%) = -2,14 ; T°(A%;B) = -1,43 ; T°(A%,8%) = 0,98
CHM ) =0,99 ; H (L) = 0,97 ;
a b

CHY AT) = 1,58
a b

. H (I ;I) = 0,39
a b
gi P(A) = P(B) = P(An B) = 0,60 on a alors

(T ;M) = H1 ) = 0,97
a’’b’ ( a0

De méme si les partitions Ha et Hb sont indépendantes en proba-

bilité, on obtient

H(T ;1) =0
a’“b’

c) Remarque.

~

Les quantités HO(Ha;Hb) et H*(Ha,HbJ répondent & la question posée
dans 1'introduction du paragraphe VI.2. Quel sens donner aux valeurs obtenues ?

81 n est l'effectif total de la population étudiée

(h.P(A n B) - n.P(A).P(B))2

n.HO[Ha;H ) =
n.P(A).P(B)

b

[A,B]eHabe




VI.23

nOen sy = ) Rl A
@b )y C

c'est-a-dire la valeur calculée habituellement dans le test du CHI - 2
[Oij : effectifs observés ; Cij : effectifs calculés) qui sert & étudier
1'indépendance en prchbabilité des partitions Ha et Hb. On voit gue, pour
un tableau de fréguences donné,. si 1'on prend un effectif n suffisamment
grand, on pourra toujours démontrer par ce test la non-indépendance en proba-
bilité des partitions Ha et Hb dés que HO(Ha;Hb] > 0. Notre point de vue
n'est pas celui-1a ; il ne s'agit pas pour nous de démontrer 1'indépendance
ou la non-indépendance de Ha et Hb mais de mesurer leur degré de dépendance.
S'il fallait faire une étude statistigue de HO(Ha;HbJ (ou de n fois
HO[Ha:HbJJ notre hypothé&se nulle ne serait pas 1l’indépendance de Ha et Hb
c'est-a-dire HD(Ha;HbJ = 0, mais au contraire HO(Ha;Hb] = HD(Ha], c'est-a-dire

dans 1'exemple précédent, d'étudier si la valeur HO(Ha;Hb] = 0,49 differe

significativement, non pas de zéro, mais de HD(Ha) = 1.

L'étude de ce type de probléme (par les méthodes des statistiques
classiques ou par des méthodes de simulation) apparait indispemsable pour
certaines applications ; nous verraons dans le paragraphe VII.1.1., un exemple

de ce type traité par une méthode de simulation.

VI.3 - INFDRMATION K APPORTEE SUR UNE PARTITION PAR UN ENSEMBLE FINI

D' OBSERVATEURS.

Reprenons les notations du paragraphe VI.2.4. : soient Ha et Hb

-~

deux partitions finies, respectivement A et B mesurables de § ; nous

avons défini

H) = ] P(A).I(A)
a
AeHa

HT_n @) = Y P(A n B).I(A n B).
a b
(A,Blell_xI_
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Notons 1T = II_ n Hb et calculons K(1,{a}) 1'information moyenne apportée
a

sur T par 1'observateur a € 0 c'est-a-dire

K(I,{a}) = z P(C).J(C , {a}).
Cell

Nous savons que C el , C # P est de la forme A n B, A € Ha et

B e Hb et (VI.2.1.) que

JUA n B) , {a}) = I(A)

ce gui entraine

K{m,{a}) = P(A n B).I(A) = z P(A).I(A)
(A,B)ell_xII Aell
a b a
K(n,{a}) = H(na).
De méme

K(m,{a,b}) = H{m)

et évidemment K(m,8) = 0.

Sur la méme partition N de é, L'information apportée par un
ensemble vide d'observateurs est nulle ; l'information apportée par 1'observateur a
est égale ad l'information moyenne de lg partition pergue par cet observateur : 1 _,
L'"information apportée par les deux observateurs est égale a l'information moyenne

apportée par la partition N elle-méme. 11 est clair que 1'application K est

une information moyenne qui généralise 1'information moyenme H sur les
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partitions de la méme maniére que 1'information J généralise 1'informetion I
sur les événements. Conformément aux considérations générales de I.1.3., en

nous inspirant des paragraphes I.2. et VI,1.2., nous sommas amenés a proposer

les définitions du paragraphe suivant.

VI.3.1, - INFORMATION K SUR .E x F,

Soit O un ensemble fini d'observateurs, F = P(Q). L'information
apportée sur une partition finie 1 € E de l'ensemble €, par un groupe
F € F d'observateurs, notée K(I,F), est définie par une application

vérifiant les axiomes suivants

-+

A.1. K :Ex F = R

A.2. L'information K est monotone sur E x F

(H1.H2)eExE et L1

1 2

(F1’F2] e FxF et F oF

1 2

K[Hq,F1J > K(H2.F2].

A.3. Deux éléments (Hi,Fi) e ExF, 1=1,2 sont indépendants

pour L'information K si

K[[H1 n H23,(F1 v FZJ] = K[H1.F1] + K[HZ.FZJ.

Nous admettrons comme "valeurs universelles"

V1iee K(I,8) = O

VFEFefF K({Q},F) = 0O

L'information conditionnelle fournie par L'élément (Hq.Fql e ExF
connaissant l'information apportée par 1'élément [HZ.FZJ € E x F est définie

par :
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K([Hq,F1]/(H ,FZJJ = K((H1 N HZJ.(F1 U Fz)) - K(Hz.Fz)

2

81 K(HZ.FZJ < + o,

L'information mituelle apportée par les éléments (Hi,Fi) e E x F,

i =1,2 est définie par :

K((Hq,Fql;(Hz,FZJJ = K(H1.F1] + K(HZ,FZJ - K[(H1 n HZ],(F1 U Fz))

ED K(H1.F1J < + o gt K(HZ’FZJ < + e,

fuand les expressions sont définies nous avons

1]

K((H1.F1J;(H2.F2)) K(H1.F1J - K((H1,F1]/(H2,F2)J

it

KU 05 0F )Y = KULLF)) = KUL,.F L)/ (L LF ),

Sh II,| = Hz = [ nous écrirons aussi K(H.(F1;F2]J pour K((H.F1J:(H,FZJJ,

notons enfin gque K(H.(Fq;Fql) = K(H.F13.

VI.3.2. - INFORMATION MOYENNE K SUR E x F.

Etant donné une probabilité P sur ’[Q,SJ et une information
J(I.2.2. - 1.2.6.) sur (2 x 0,3 x F), Fo = {@}, 1'information moyenne
apportée par un ensemble F e F d'observateurs sur une partition de Q est

une information K au sens ou nous venons de la définir.
En effet, la guantité définie par
Y,F) e E x F K(ILF) = ] P(A).J(A , F)

Aell

vérifie les axiomes 1 et 2 ; de plus Y(I,F) € E x F
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K(L,@) = 0 et KU({Q},F):= 0,

Nous avons les propriétés suivantes : &tant donné (Hi,Fi] € E x F,
i+ 1,2, i tous les dléments {(A , F)|A e N} eont JI-indépendants des
éléments {(B , F I8 e I}, les éléments (M, ,Fy) e Ex F, 4 =1,2, sont
K~imdépendagnts, (L'inverse n'est pas nécessairement vrai). Quand les guantités

suivantes sont définies, nous avons aussi :

KO, ,F )/ m,.F)) = ) P(A n B).J((A , F,)/(B , F))
VU202 (AL Bien ! 2
172
Ko, .F s, .F 1) = ) P(A n B).J((A , F,);5(B , F))
T ¢ 2 (A,BJ&:quH2 ! 2

VI.3.3. ~ INFORMATION MUTUELLE ENTRE DEUX GROUPES D’OBSERVATEURS.

Nous avons vu au début de ce paragraphe VI.3 gue pour O = {a,b},

= nous avons
I Ha n nb 0

K(n.{a,b}) = H(Ha'n HbJ

nous avans dong

KOOL {a})5 (1L {B})) = KWL ({a}:{b})) = H(I_s@,)

et naous pouvons interpréter alors les résultats énoncés a la fin des paragraphes
VI.1.5. et VI.2.4. de la maniére suivante :'étant donmné 1 et l'chservateur

ae 0 1a gquantite
K1, ({a}:{a})) = H(m)

définit 1'information apportée (sur 1) par 1l'cbservateur a, et la guantité

K, ({a};{b})) qui eat telle que :
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0 g K, ({aks{bh)) ¢ kI, ({a}s{al)) = H(T )
définit 1'information apportée par 1'observateur b sur 1'information apportée
par l'observateur a [(pour 1’observation de la partition 1) s cette quantité
est nulle si les observateurs a et b sont indépendants, elle est maximum

sl l'observateur b est "meilleur” que l'observateur a (on identifie évi-

demment, dans cet énoncé, 1'observateur 4 la partition qu'il distingue).

D'une maniére plus générale, pour un ensemble fini 0 quelcanque
d'observateurs, dans les paragraphes suyivants, nous allons définir une infor-
mation K telle gue pour toute partition I donnée et pour tous groupes

F1’F2 d'observateurs de. F convenablement choisis :

0« K[H,(F1;F2)] g K(H.(F15F1]] = K(H,F1]

afin que 7'imformation mutuelle K(K,(Fq;FZJJ soit une quantité nulle si les

groupes. d'observateurs F, et F, sont K-indépendants ; qu'elle soit égale

a K(H,F1) 81 les observateurs de F, apportent sur 1 au moing l'information
que les observateurs de F1 appoitén% sur 1 ; et que les valeurs de
K[H,(FtiZJJ sotent d'autant plus grandes que les observateurs de F2 résument
mieux l'information des observateurs de F, pour la partition 1.

VI.4. - INFORMATIONS J et K SUR UN ESPACE PRODUIT.

VI.4.1. - RAPPEL DES NOTATIONS DU CHAPITRE IT,

Examinons Z'exemgze de la page ci-apres.
Le tabléau 2 x 0 formalise la réalisation d'une enquéte, d'une expérience...
par exemple, un biologiste a réalisé sur une population Q de 6 bactéries
une série 0 de 4 tests. (Dans la réalité, on aurait évidemment guelques

centaines ou gquelgues milliers d'individus w € R, 6&tudiés suivant plusieurs
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dizaines de tests £ € 0). La derniére ligne du tableau sighifie par exemple

que la bactérie w. a réagi de la maniére codée 2 au test &, 1 au test B

6

et zéro aux tests y et §&. Nous n'attachons aucun sens particulier aux

symboles utilisés pour le codage ; pour le test a, nous avons codé les trois

résultats possibles par 0,1,2 ; nous aurions pu utiliser les symboles a', a”,

TI1 s'agit donc d'une simple convention. Dans cet exemple, l’ensembie O des
tests (ou des caractéres) joue le rfle que nous attribucns & 1l'ensemble des

observateurs. N

0
4 j 1
o B Y )
4 wy 0 0 o 0
, W, 0 1 8] 1
w3 0 1 1 1
Q.
w4 1 1 1 0
w5 2 0 1 1
L Y5 2 1 0 0

D'une maniére plus générale nous associong & chaque observateur &

d'un ensemble fini 0 1'ensemble fini Q, des modalités du caractére E.

g
Posons SE = P(QE] et notons (I.1.3.) :
Q= vee 211 Q
951 X 952 X ; £
é = S ® S ® ... =8 S

a"’ .
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Dans ce paragraphe nous nous intéresserons essentiellement aux pavés mesurables

de (Q,S) c'est-3-dire aux ensembles C de la forme :

C= 1T C avec (CE)

ell S
Eel £ 0

Ee 0 g

Dans 1l'exemple, nous avons

@ =1{0,1,2}, o, =q =aq. = {0,1}

o B Y §

- 3

9] = {051:2} X {0,1}

C =1{0,1} x QB x {0} x {1} est un pavé de S .

l.a probabilité P sur (§,8).
Le tableau @ x 0 définit 1'application T (II.2) qui associe a
chague bactérie w € © le point T(w) € @ représentatif des réponses de

cette bactérie aux tests

Il y a sur (9,3),S = P(Q) ,une mesure de probabilité P naturelle ;
celle qui associe & chague point w e © la méme probabilité et 1l'application
mesurable T définie sur (Q,S) & valeurs dans (0,5) permet de définir

sur ce dernier espace une mesure de probabilité PT de la maniére classigue :

Ces Pr(E) = P (E)) .

Dans l'exemple P, est engendrée par

3
Y xeT(Q) P(x) = &

T -
YV xé 1) P () = 0
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Dans la suite, nous travaillong toujours sur \Eé,éJ et nous ne
distinguerons pas P et PT c'est-a-dire que nous identifierons dans la
pratigue le point 2 e Qa avec l'ensemble des bactéries {ws,ms} de &
qul ont réagl de la maniére codée 2 au test a. Nous supposerons de plus

que pour tout £ e 0 et tout xE € QE' P({xg}] > 0.

Il convient cependant d’'étre prudent pour cette identification.

A tout sous-ensemble C de S 1l est facile de faire correspondre le sous-

ensemble qu(C] de © qui lui est associé

C = 11,2} x {1} x a_ x {0}

-1 .~
T [CJ - {w4,w6}-

Mals ce mBme ensemble de bactéries peut 8tre aussi défini & partir d'un autre pavé

-~

c' = {1.,2} x {1} x QY x 96

“*ony -
T‘ [C J - {w4;w8}-

Nous avons évidemment P({w4,w6}) = PT(6] = PT[E'J mais
comme 5 c &' le cas échéant, l'information apportée par E pourrait étre
strictement plus grande que 1'information apportée par 6'. Aussi, par convention,
afin de faciliter les notatipns et en accord avec les résultats des paragraphes
I1.2 et II.4, quand nous parlerons dans la suite de L'information apportée par un
ensemble A €S, cela signifiera en fait l'information apportée par le plus

petit pavé de S, noté C(A), qui est tel que T—1[C(AJ) contient A,

c'est-d-dire l'intersection de tous les éléments de S qui contiennent T(A)

A = {w4,w8}
T(A) = {T(w4J,T(wBJ} = {(1,1,1,0),(2,1,0,0)}
ClA) = (1,2} x {1} x a_ x {0}.
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Plus exactement, nous prolongeons les informations définies sur les
pavés de é & tous les événements de la tribu é de la
manigre indigquée & la fin du paragraphe 1I.4 : I(T(A)) = I(E(AJJ. Remarquons
que dens cet exemple E(A] est formé de quatre points de & et qu'il contient

strictement TI[A).

Projection CF d'un élément C € S sur I Qg'
F
Nous supposons que l'ensemble (0 est fini et nous notons F = P(0).

Soit F e F, F # @ ;nous utilisons les notations suivantes (I.1.3.)

£

Rel@ x I Q
F F

§=tesnet%sa

Coe @ SE projection dé Ce S sur l'espace J QE
F

F F
Ce = {z e QEI(xF.x Jec?
F F
et nous notons CF € 2 SE le cylindre de 9 de base CF : CF = CF X gﬁ QE

E’xemEZe N 0 = {Q,B‘Y;a}.

F={a,B}, T Q_ = Qa x 0

= {0,1,2} x {0,1}
F E ¢

B

C = {0,1} x Qg x {0} x {1} ¢ 5
C = 10,1} x Qg € g sg
EF = {0,1} x 2, x QY X Qg € é SE
Quand nous utilisons des pavés 6 = CE de é la projsction
de E sur @ (respectivement : @ x 0 )geon'est autre que




-

la composante Cg (resp. CE X Cg ) du pavé C dans

1 2
[Qg x Qg ,SE ® Sg JJ, ce gue l'on peut noter
1 2 1 2
C =
ey " G
C = C x C
leppgd g 7 ey
et plus généralement C_ = 1 C_.

VI.4.2. - INTERPRETATION DES RESULTATS DU CHAPITRE II.

Q_,s,.)

g

3

VI,.33

(resp.

Sott I une information quelconque au sens (I.1.1.) sur l'espace

(9,8) 5 l'application J définie ci-dessous est une information sur

(@ x 0,8 x F) au sens I.2.2. - I.2.6. avec Fo = {@}.

VIC,FlesxF Jtc,FJ=ItEFJ .

J(C, F)l =20 st

Exemple : C = {1,2} x {1} x QY x {0}

Fo= @

F, = {a} 5F1 ={1,2}><sszs;ng(S

F, = {a,8} EFz = {1.2} x {1} x QY x 4
Fq = {a,B,y} EFs = {1,2} x {1} x QY x QG
Fy =0 Eo -

F 4

F =

3(C
3(C
3
3(C

J(C

[~

-

2)

F.‘

F

F

0)

]

)

)

ft

i

i

I[CF )
I(CF )
I(CF )

)




VI.34

dans cet exemple, nous avons

et C > C = C > C,

d'od
0= 3(C .8 €IC»F SIC ,FY = IC . FY) <J(C . 0) = 1(C).

Nous avons défini J & partir de 1'information I ; 1l est cleir
que 8 L'on commait J sur (R x 0,S x F) on peut retrouver 1 sur (Q,S)

en posant !

Yces I(EJ=J[E,0J.

Attention : il est Tmportant de remarquer qu'étant donné une information J
quelconque sur (& X O,é x F) on peut toujours lui associer une information 1
sur (é.éJ par la relation précédente, mais en général, l'information

définie 4 partir de 1 comme nous l'avons indiqué au début de ce paragraphe

est différente de J (voir II.1 et II.3).

Dans la suite, nous ne nous intéressons qu'aux informations J sur
(R x 0,8 x F) qui sont définies & partir d'une information I sur (Q,5)

sutvant la méthode que noug venons d'indiquer.

VI.4.3. - INFORMATION K SUR (@ x 0, S x F)

Soit {H€|HE c S, Ee 0} une famille finie de partitions finies des

3
ensembles {QE!E e 0}. Nous notons T

-

la partition de Q formée par les

g

- -

cylindres S-mesurables dont les bases sont les éléments de HE' et I :
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ﬁ = N To-= n ﬁ
£e0 & o ¢
et aussl pour Fe F, F #£ 2
ﬁ = N ﬁ = n ﬁ c é g
Fleer & F 52 F 6

on notera HF la partition de Il QE formée par les bases des cylindres de HF 3
F -

il est clair qgue H{E} = IIg et 1'on dira parfois gque 1 (respectivement

3

-~

HF) est la composante sur Qg (resp.ll Q%J de 1. Enfin, nous avons
F

2 . = : = n

évidemment HF {CFIC €I} et I HF HFC .

-~ -

Dans la suite, nous notons E l'ensemble des partitions de Q

de la forme de i.

Etant donné une probabilité P sur (Q,S) une information I au

sens I.1.1. sur (9,5) st 1'information J sur Q@ x 0, S x F)

construite a pértir de I suivant la méthode indiquée dans le paragraphe

VI.4.2. nous avons les résultats sulvants :

L'application K définie ci-aprés sur E x F est une information
moyenne apportée par un ensemble d'observateurs sur une partition au sens

ou nous l'avons définie aux paragraphes VI.3.1. et VI.3.2.

V’[i,FJ € E x F

KULF) = ¥ P(CI.ICC , F).
Cell

Nous savons par ailleurs que pour F # @
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H(IZ) = . P(C).I(C)
CeHF

Nous allons montrer que Y(I,F) e E xF, F # D

K{Il,F) "= H[HF).

En effet C e I = 8 HE s'écrit de maniére unigue sous la forme ;
C= CF n CFC avec CF € HF = 2 HE et CFC € HFC = Qc HE' Nous avons donc
évidemment

= = n , L
m={c-=c, c2|t:1 e M. C, e Ich

»

-
—
1]

de plus J(C . I(CF) ce gui entraire

K(LF) = ] P(C, n C,).I(C,)

C1€HF

CzeHFC

KIM,F) = _ ] P(C,J.I(C,) = HIL).

C1eHF

Notons gue ce résultat est un cas particulier du résultat suivant
étant donné une information H sur E  L'application K définie ci-dessous
sur E x F est une infbrmatibn au sens du paragraphe VI.3.1.

V(I,F) e E x F et F #8

K(T,F) = H(IL_)

|
O

et K(I,D)

On voit gue 1'on pourrait reprendre pour H et K des études compa-
rables & celles du paragraphe II.1.

Etant donng T € E , 5,51,52 e 0 nous avons donc aussi
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K(I,{g}) = H(ﬁE]

K[H,{E1.£2}J = H(n51 n HEZJ

ol T I et 1 sont les partitions composantes de 1 respectivement sur

VI.5 - DEPENDANCE ET INDEPENDANCE DES OBSERVATEURS.

VI.5.1. - INTERPRETATION DES RESULTATS DU PARAGRAPHE III.1.

0 ensemble fini d'observateurs indépendants.

Nous supposons dans le paragraphe III.1 que les groupes disjoints

d'observateurs de 0 sont J-indépendants, c'est-a-dire gue pour tout

"
2

(F1,F2] e F x F et F1 n F2

YcCces Jjc, (Fyu F ) =JC, F+J, F)
nous obtenons élors
Y(c,FlesxF €, F) = J Jc ,{gn = § 1(C,)
EeF geF ¢

Inversement toute information J définie & partir de cette derniére
formule est telle que tous les groupes disjoints d'cbservateurs sont indépendants.

Enongons précisément les résultats que nous employnns dans la suite.

Etant donné {(Qg,sg,IEJIE e 0} une famille finie d'espaces mesurables
(finis) (Qg,Sgl sur lesquels on a défini une information Ig au sens I.1.1.
et une mesure positive, X sur (0,F) de masse totale 1 vérifiant :

£ e 0, \E) >0, nous définissons les informations 1 sur (9,3) et J

sur (Q x 0, S x F) de la maniére suivante :




VI.38

Yces, VFeF ,en notant CE = C{g} la projection de C sur &

et Eg cylindre associé :
I(C) = J A(g).I_(C.)
£e0 £ g
JIC» F) =I(C.) = ) A(E).I_(C.) si F # 1
P ter &t
JC, F) =0 si F =0

Notons en particulier que : I(C.) = A(£).I ).

R e
Par exemple (II.4.1.) : C = {1,2} x {1} x QY x {0} et F = {a,B} :

supposons que : Ala) = A(B) = A(y) = 2 » Al8) = 1
7 7

. I ({1,2) « 2 L({(1h +2 1m0y +1 01 qop

7 7 Yoy 7

IC) =

NN

JIC L F) =1(C) =2 .1 ({1,2}) +
F 7 o

NN

. IB({1}J

i}
o

fl

Q 9
car IY(.Y) IG( 6]

~ -

Si 1les IE sont définies & partir de la probabilité P sur (2,8)

on peut prendre par exemple une des informations étudiées aux paragraphes VI.1.4,
ou VI.2,3.
I*(cg) = Log —— ou I2(C) = —— -

£ P(C) E & pic)
£ 3

en prenant cette deuxiéme formule on a :

JC, R =2, (-2, A48
7 /2 7 4/8 7

) =Jc, 0 =2,
7
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VI.5.2. - INFORMATION K.
0 ensemble fini d'observateurs indépendante.

Etent donné les informations I sur (Q,5) et J sur (R x 0, 8 x F)

gue nous venons de définir (VI.5.1.), ainsi que P 1a mesure de probabilité

sur (Q,S) , nous obtenons, avec les notations du paragraphe VI,4.3., les
résultats suivants

Soient une partition T € E ; E,g1,£2 € 0 et les partitions Hg'HE ’Hg
1 2

-

composantes de I Q_,2. ,09
omposantes sur £ 51 52

3 Nous avons

HaT) = . Y. P(C) . I(C.).
[ng) - gn : E]
£

Nous savens que

I(C.) = A(E).I_(C)

£ £ &
pocsans
= P E .
HE(HE) - Zn ( ) IE(CEJ
E &
il vient
K ﬁ, = H(T) = Ho(I).
(n,{e} [ngJ ALE) E[ EJ
De méme

WL nm ) = . :E . . P(C. n G .IC. nC )
£, g, CE g,k

(C_ .C. Jell. xI ) 2
81 8 T8 g,
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or

ICC, 0 C, ) = alg,).I, (C. ) + A£).I. (C. )
g, " e, 1770, 2 "7g, e,

ce gui entraine

|
T
(=1
o>
=
il

K(H,{E,].EZ}]— A(E,lJ.H (n J+Mg21.H (m. )

F £, &y

c'est-a-dire

¥

PN

HOT. n T ) = HOL ) + HCL ).
g, " g, 3 £,

D'une maniére générale, nous aurons pour F e F et F 20

KLY = HOL) = J ACE).H_ (1)
P eer £t

HTL) = § HOL).
F Eek &

On trouvera un exemple d’'information de ce type au paragraphe VII.1.

Dans le paragraphe VI.5.1. nous sommes partis de 1'hypothése que les
groupes disjoints d'observateurs de (0,F) sont J-indépendants et comme prévu,
dans le paragraphe VI.3.2., nous obtenons bien gue les groupes disjoints

d’'observateurs de (0,F) sont K-indépendants ; en effet

(F1.F2] € FxF et F1 n F2 =@ ==>

K(II,F1 u F2] = K(H,Fql + K[H.FZJ

c'est-a-dire ' K(H.(F1;F2)] = 0.
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VI.5.3. - INTERPRETATION DES RESULTATS DU PARAGRAPHE IIT.2.

0 ensemble fini d'observateurs non—indépendants.

Suppbser seulement que les groupes d'observateurs de (0,F) sont
non-indépenidants ne donne aucun moyen de déterminer une forme générale pour I
sur (é,é) ou J sur [é x 0, é x F) ; aussi avons nous été amenés & poser
dans le paragraphe III.2. d'autres hypothéses concernant la dépendance et 1'indé-

pendance des observateurs.
Enongons précisément le résultat que nous utilisons par la suite.

Sotent 01 et 02 deux ensembles finis, non vides, 0 = 01 v 02 ,

0, n 02 =g, F, = P(Oq), F, = Pl0), F =P ; la famille {(Q.,S )l € 0}

1 g% e

dont chaque élément est un espace mesurable fini EQE’SE) sur lequel on a

défini une information I, au sens I.1.1. ; et enfin une famille

£

{(Qg1 x Q€2,aS€1 ® ng, I€1EZJI[E1'£2] € 01 X 02} dont chaque élément est un

produit de deur espaces mesurables finis (de la famille précédente) sur lequel

on a défini une information IE g au sens I.1.1.
1°2
Nous supposons que V'51 €0,V £, e 0,, V[CE » Gy ) € S xS,
1 2 1 2
ona I_(C,) =1 (C, xQ_);I_(Cc.)=71 (. xC_)
£ & £,85 & &5 & & £,8, &, g5

Soit X une mesure positive finie de masse totale égale A 1 sur
(01 X 02. F1 8 F2) . Nous écrivons 1(51,62] la probabilité du couple

(61.52] € 01 x,02 et nous utilisons les notations condensées suivantes pour

F, e Fi, £ € Oi. 1=1.2: AF,F) = i )EF - A(g1,52]
1252°%747% 2
x,‘fg13 = A(£1,02] f "\2[‘52) = ;\(O,‘,ng
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Supposons aussi que les probabilités marginales sont strictement

positives :

oy
[y]

<
it
]
\Y

Aitsil >0 i=1,2.

Avec ces notations, nous définissons I sur (g,S8) = (I QE ® SE]

0

et J sur (2 x 0, S x F) de la maniére suivante :

-~

VCGS,VF,IGF,I,VFZGF , F=F UFZi‘ﬂ

2

1) = ) A(E,.0.T. . (C )
(5,.£,0€0,0, 12 Bqbp {e,.8,}

en notant 8{51,62} la projection de C sur Qg1 X 952 . 8t Cgi = C{Ei}, i=1,2

-~

les projectiohs de C respectivement sur Qg et , 11 vient
1 2
JCC L F) = I(C.) = L AlE,LO-F_).T_ (C, )
Toger, 2T R

+

) A0, -F, L 8.1 c, )

Ezer &, &

+ ) AE,,E )T (c )
1°72° g £, {g,,8.}
[£1.£216F1xF2 1°2 1°°2

-~

ce que l'on peut écrire aussi, si C est un pavé mesurable de ® S

o &
JIC,F) =T1C) = J A(E).T. (C.)
S L
+ ) A(ED.I_ (C. ) - ) AE,LEDT, . (C, 5 C)
2727 gk 1°72° " g 8,k £
£,£F, 272 (8.8,)eF XF, 1°2 =1 2
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avec T (C, :C,, ) =1I_1(C_)+1I_+(C_) -1 (C x C. ),
€1£2

car dans ce cag C x C + Pour simplifier 1'écriture nous notons

=C
52 {51,52}
I {C, sC, ) & la place de I ((C, xQ_.) ; (8. xC_))
Ces informations I .et J vérifient les hypothéses gue nous avons

évoquées ay début de ce paragraphe. Notons aussi que.pour C € S donné, on a

~

YVee I(Cg) = A(E] I£[CEJ

V[Ei‘gi] € Oi X oi ) gi #A g-{ v 1= 1,2

-~

I(C, n C,.,) = ACE,).I. (C )+ ALE)LT,, (€, ) i=1,2
3 1777 e i By
V. e Foo Fy 28, I(Co) = ] ME)I (C) 1=1,2
i geFi

-~

enfin pour un pavé mesurable C de S on a aussi

F1 € F1, F2 € FZ et F = F1 U F2 e F

I(C.) = I(C. ) + I(C. ) - I(C. ;0. )
F F F, Fy o oF,

c'est-a-~dire encore

avec T(Cp sCp ) = JUC , F) s (C, F ) = ) AE, BT

172 (51,5236F xF

€48 E
1 2 1

-

En particulier pour 0 =0, v 0, et C pavé mesurable de S nous avons :

),
E2




avec

e, 0.

1

IC, 0) = IE 0,3+ 3(C, 0, - J0(C, 0,) (c

; (C, 02]) =

(51,§23601x02

!

A(€1,€2]-I

(c, iC
£y & E,

Reprenons l'exemple du paragraphe VI.4.1. avec

01 = {QJB} 2

02 = {y,8},

0 =

VI.44

, 02JJ

)

Supposons que le tableau suivant nous définisse la pondération

des observateurs sur [01 X 02, F1 8 F2]

Pondéra-
tion r
A Y 8 Total
o G,4 0,2 0,6
B 0,1 0,3 0.4
Total 0,5 0,5 1

Soit E = {1,2} x {1} x QY x {0}

T
i}

{8}

“n
I

F = F1 U F2 = {a.B.S}-

- 01 = {GIB}
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Remarqguons que C = CF.

Avec des notations évidentes, il vient :

-~

Jc , 01)

0,6.I ({1,2}) + 0,4.I_({1})
a _ B

Jec , 021 Jec , F2) = 0’5'15[{0}]
J(C, F) = 0,4.Ia[{1,2}3 + 0.1.16({1})
+ D,Z-Ia6[{1,2} x {0}) + 0,3.185({1} x {0})
I(C) =0,4.I ({1,2} xQ ) +0,2.I .({1,2} x {0})
oy Y o6

+ O,ﬂ.IBY{{1} X QY] + 0,3.186[{1} x {0}),
comme on sait que :

IaY{{1,2 }x le = Ia({1,2})

Q = L]
Iey({1} X Y) IB({1})

On retrouvetbien que :
IC , F) = I(C.) = 10,

Supposons que les informations {Ig152|51 € 01.52 € 02} sont
définies & partir de la probabilité P sur (2,8) ; on peut prendre, par

exemple, une des informations étudiées aux paragraphes VI,1.4. et VI.2.3,

»* 1
I (C_ x ] = Log —= =
98 & & P(C. n C_)
P(C_ n C_)
£ £
ou Ig £ {C_x Cc_) = j + j - = L .2 -1
182 &1 & P(C, ) PG, ) PIC, ).PIC, )
1 2 8 &y

et avec cette derniere formule, il vient :




g,8

n

Je ., 011

J(c , 02] Jc , FZJ = 0,5

J(C) = J(C , F) = 1,233.

VI.5.4. - INFCRMATION K.
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0 ensemble fini d'observateurs non indépendants.

Avec les notations du paragraphe VI.4.3.

- o~

I sur (R,8) et J sur (2 x 0,5 x F) que nous

ainsi que P 1la mesure de probabilité sur (R,S)

suivants
Soient une partition I e é,£,£1,52 e 0
HE2 composaqtes respectives.de I sur 95,951,952
H(T,) = P(C,).I(C
(m,) Egﬁ g)-I(C,)
g £
nous savons gue
C) = I_(C
I[CEJ ALg) IE[ EJ
il vient
K(T, = H(I.) = A(E).H_(I
(m,{ghH (ngJ () HE( EJ
en notant
He(n) = ] P(C,).I.(C,).
A A e -

£7E

De méme

gtant donné les informations
venons de définir (VI.5.3.)

nous obtenons les résultats

» I

et les partitions 1 ,
£’ g,

3 nous avons

si 51,g2 € Oi, i = 1,2 on obtient
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n

K(H,{Eq.iz}] = H(I_ n I_) A[£1].H (m_ ) + A[EZJ.H (n. 3

g, &, £, Tk,

c'est-a-dire

- -

HOT, n T, ) = HOIL ) + HCI. )

par contre si [51.52) € 01 X 02 il vient :

K(H.{E1,£2}] =HM, no_)

= A(€1.[02-{£2}JJ.Hg1(HE1J

+ A(00,-{e, }),e_).H,_ (m,_ )
1.1 28T
2 =2

+ A[£1,£2).H m, xI_)

avec H (H' x I ) = 2 P[E n E 1.2 (C xC_ )
5% 81 T By (oo ,c_em, B B2 EqEy BT E
en notant conventionnellement 1 x Il la partition de @ x formée de
£, g, £, g,

l'ensemble des pavés {CE X

1
C, |c, ,c,)Yen xI_} .Onpeut écrire aussi
1 S E

&2 LY

e ) = HII. ) + H(D. ) - HCD. 37 )
(m n HE HE ) (Hg HE £

€4 2 1 2 1 2
avec
H(ﬁg1:ﬁ€2J = A(g1.g23-H€162FHE1fHEZJ“
et
", ey e, (c, .C JZH xII P[651 ’ 552].15152(C51?652]

78, ey g,
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D'une maniére générale pour F1 € F1 et F2 € FZ'- nous aurons

KULF,) = R ) = ) A(E).H, (1) i=1,2
i EeFi

et pour F=F uF

-~ -~

K{II,F) = H(HFJ = H(HF ] o+ H(IIF ) - H[HF ;HF )

1 2 1 T2
avec
KT, (F,5F,)) = HOL. 0. ) = T AGE,,E).H. L (I T )
e Fi Py e Leer xp. VT2 EiEy BT g,
408 €F xF,
Et pour
0 = 01 U 02.
KULO,) = HULy ) = §  ACE).H_(1) 1=1,2
+ Oi £e0, £ ¢
1
K(,0) = K(H,01] + K(H.Oz) - K(H,(01;0211
avec
K(ﬁ,(o 30.)) = g AE, LE)H, . (T ;0. )
12 (5,.8,)e0,x0, 1728 TE,

VI.5.5. - INFORMATION MUTUELLE K(T,(0,;0,)].
En pratigque pour calculer les informations J et K des paragraphes
VI.5,3. et VI.5.4. nous allons prendre pour chaque couple (51,52) € 01 X 02

des informations I et H sur (9 xR, ,S. @S, ) du tvpe de
£, £, I e T 4 yP

celles qui sont définies aux paragraphes VI.1.4. et VI.2.4,
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Nous avons montré gue sous les hypoth&ses et avec les notations

des paregraphes VI.5.3. et VI.5.4. nous avons pour 0 = 01 v 0.
£

Vet
K(ﬁ,O_J = ) A(E).H (1) i=1,2
+ tel . (S
1
et K(I,0) = K(H,01] + K(n,023 - K(n.(01;0233

avec

K(H,[01;OZJJ = ACE,.E5).H ).

)
5 g E E
[51,523601x0 2

Remplagons dans cette formule H

E par 1'une des quantités
. 1 2
définies aux paragraphes VI.1.4. ou VI.2. 4.
W) - ) P(C, ncC, 2.1} _ (c. ;c, )
8482 5T, (C, .C, Jem, i S B TR ETTE
1 2 1 2
i=20,1
avec
pP(C C
o] ( E’l " gZJ
I (C, :C,_ ) = -1
E1£2 51 Ez -
P(CE J.P(C. )
1 52
ou
P(C_ nC_ )
! = 1Y _(C_;C. ) = Log 1 2
= ; —T——————
5152 51 EZ £1€2 51 EZ PfC ] P(C J
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I1 vient :

i i
K™(1,(0,,0.)) = Y ME,LE) M, (M I )
12 (£,,6,00,x0, 172 8182 5 &

i=20,1

Ces deux informations mutuelles possédent les propriétés gue nous
avons annoncées au paragraphe VI.3.3. et qui généralisent les propriétés

de 1'information mutuelle au sens de SHANNON (VI.1.5.).

Avec des notations évidentes,pour 1 = 0,1
K 0, 00,50.)) = W, 30, )5 Stant donné la partition 1, fixé les applications
1772 O1 O2 0,
Hl[Ho i»)  eont des informations au sens du paragraphe VI.1.2. ; en particulier,

1 - -
pour toutes les partitions Ty Ty
' 2

telles que L g L, nous avons
2 2 2

1.2 - iz - i -
0 £ H' Iy 5Ty ) £ HT (I, 504 ) g H (1,4 )
. 01 02 01 02 01

= avec égalité d zéro si et seulement si pour tous les couples (£,.8,) € 01 x 02

tels que A(E .E,) > 0, les partitions 1_ LI sont Hi ~indépendantes
172 £ &;2 €455
en information, c'est-d-dire que les éléments C_ e I et Cg € ng sont
1 1 2 2

Ié £ -indépendante en information,
1°2

~ avec égalité § l'information maximum Hl(no ) st et seulement si pour tous
1
les couples (51,g23 € 01 X 02, tels que A[g1,52) > 0 et pour tout

C_el 71 existe C,_ € I vérifiant P(C,. n E- ] = P[E ).
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Dans la pratique, nmous pourrons par exemple supposer que O1 est

donné et que Hltﬂo ] = K1(H,01] représente l'information de référence.
1

Les quantités Kl(H',[01;05),Kltn",[01;05)),.... nous permettront de mesurer
et de comparer la maniére dont différents groupes d'observateurs Oé, 05,05',...

résument cette information de référence.

L'exemple traité au début du chapitre suivant nous permettra de

préciser davantage encare notre raisonnement.
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CHAPITRE VII

EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Nous avons traité au paragraphe V.4 un exemple gui nous parait fonda-
mental pour la thécorie : d'une part, il & permis de mieux distinguer les notions
d'information dans un systéme statigue et d'information dans un systéme dynamigue,
de dégager les liens entre ces deux notions ; d'autre part, cette étude ne fait
intervenir, ni la notlon d'information moyenne apportée par les éléments d’'une

partition, ni méme la notion de probabilité.

L'exemple que nous allons étudier en détail dans le premier paragraphe
de ce chapitre .est écrit dans une optique différente; nous utilisons des fré-
guences et des probabilités afin d'illustrer les résultats du chapitre VI et
de montrer clairement comment ces résultats englobent et généralisent ceux de
la théorie classigue de l’informatiqn de SHANNON. Cet exemple nous servira

aussi de support pour introduire différentes perspectives d'applications.

VII.1 - EXEMPLE.

Etudions les tableaux de données de la page VII.2. Les notations que

nous employons sont celles du chapitre VI avec gquelques modifications évidentes :

Q={w1l"'pw }l S=P[Q]-

16

La probabilité P sur 1l'espace mesurable {Q,S) est engendrge par :

Yoven P[wJ'=—1—.
16
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TABLEAUX DE DONNEES DE L'EXEMPLE DU PARAGRAPHE VII.1
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les cases vides sont des zéros.

Dans les tableaux,

-«
A de pondération des observateurs sont donnés en

Les tableaux

dixiemes.
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Nous notons pour tout £ e Oi‘ i=1,....,5: Q. ={0,1 pour 0

3 1

et 02 : Qg = {1,...,8} pour 03 ; QE = {1,+..,4} pour 04 et 05 3
S€=P(QEJ'
et
0, = 1 9,, S.= 8 S = 1,005
Qi 0 £ S1 ced £ i
i

Scient Ti' i=1,...,5 1les applications mesurables de (Q,S)

respectivement dans [Qi,Si), i=1,...,5, qui sont définies par les

- -

tableaux de la page VII.2. Nous notons Pi les probabllités sur (Qi.SiJ

engendrées par T

"
[N
-

VCes Pi(EJ - P(T:([SJ] i Cu)5.

Nous notons dans la suite (ﬁ.g) 1'espace mesurable produit défini

par
Q= 91 X 92 = 0 go QE

1772
S = S1 ® 82 = o 30 SE

1772

-~ -~

et I (resp. HO » 1=1,...,5) 1la partition la plus fine de  (resp.
i

ﬁi’ i=1,...,5) c'est-&-dire la partition engendrée par le produilt des

partitions 1. de @ E e 01 U 02 (resp. £ ¢ 01, i=1,...,5) et ol

3 g’

chague HE est de la forme

T, = {x}x, € 9}
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Nous noterons enfin 1 i=1,...,5 1les partitions de (Q,8}) de la

il

forme

(=1
n

-1 = .
Ti‘(HOi) i=1,...,5

et T=1 nl =T () ot T est 1'application

1 2

[Tq,TzJ de (Q,S) dans (£,9).

VII.17.1 - INFORMATION SUR UN EVENEMENT.

Nous avons souligné dans 1l'introduction de ce mémoire que "sz L'on
attache d l'ensemble Q une signification concréte que l'on ne désire pas modifier,
une metlleure caractérisation d'un élément w € @ peut ne pas étre associée d
une meilleure localisation de cet élément dans la population réellement étudiée” ;
c'est en parficulier pour cette raison que nous avons introdult la notion d'in-

formation apportée sur un événement par un groupe d’observateurs.

L'étude suivante indigue clairement la solution qu'il faut apporter aux
exemples 1 et 2 que nous avons utilisés dans 1'introduction pour illustrer

cette remarque.

Considérans le tableau § x 01 de la page VII.2 et posons-nous les
guestions suivantes : comment déterminer les informations apportées guand on

énonce successivement les propositions :

v

p = "w répond 1 1’'observateur a
q = "w répond 0 & l'cbservateur aq

1'observateur Bg,”

f0il4

r = "y répond 1

Y

s = "w répond 1 1'observateur 62"

atc...
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VII.1.1 - a) Voyons d'abord ce gue donne le calcul de l'information classigque au

* .. .
sens de SHANNON, notée I~ dans la suite. Définissons pour tout ¢ e O1 1'en-

semble Ag des éléments de Q qui répondent 1 & cet observateur et CE

le cylindre de (91,81] de la forme Cg = {1} x 1 QE' Par définition
01-{3}

Ae ~ Tr(CgJ = {w € 2lw répond 1 & 1'observateur £}. Plagons nous d'abord

dans (2,5,P) ; nous avons

.information apportée par la proposition p

* _ 1 _
I [Aa ) = log2 = 0,830

1 P(Aa )
/I

+information apportée par la proposition [? et q]

I (A nA") = log = 3
% 2 2 PIA, 0 A )
1 2

™A aA® nA ) =4
%

.information apportée par la proposition Bp et g et r et s]

I(A n Aa n AB n AB } = 4
%4 2 1 2
comme Aa n A; n AB = A n AC n AB n AB = {w1} nous obtenons donc
1 2 1 % % 1 2

évidemment pour ces deux ensembles la mé&me information. C'est-a-dire que la

proposition s qui nous apporte effectivement des renseignements sur w,

ne nous permet pas de "mieux" localiser w
-2

’ dans Q quand on sait déja

[p et q et rl].
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Si 1'on se place dans (91.8 ,P1), la proposition & permet bien

1

une "meilleure”  localisation :

1 strict

mais ces événements ont la mémé probabilité et ont donc aussi la méme infor-

mation. Nous avons en effet

{w,}

_‘
—
]
>
(]
)
@]
?
u
__'
O
>
(@]
o
O
o
(]
1

donc

D'une maniére générale pour quantifier 1'information apportée par
une proposition du type Dp et q et r] on peut se placer, pour 1'information
au sens de SHANNON, indifféremment sur (2,S,P) ou (Q,,S,6,P,) car pour tout

- -

CeS ona PIC) = P(T,T‘[C)J ce qui implique :

1:(61 I*tqutﬁJJ.

VII.1.1 - b)

Pour illustrer les résultats des chapitres précédents, nous nous

plagons dans (91.51) (on peut, le cas échéant, passer de 1'espace (91,S1J

a l'espace (2,S) en utilisant les technigques indiguées au paragraphe II.2.)

Supposons que les observateurs de 0 sont indépendants : prenans

1

les notations et les hypoth&ses du paragraphe VI.5.1., ol la pondération A
-«

des observateurs de .01 est celle guil est définie dans le tableau 11 de




la page VII.2. ; 11 vient (indice O

VII.?7

(QE.Sg?.

oy 1 selon gue 1l'on utiliée sur

£ e 01. 1'une ou 1’autre des informations définies aux paragraphes VI.2.3.

ou VI.1,4,) :

vinformation apportée par

O‘ -
", 1=

1 A1[a1] . I

(€ )
a

- *
I“tca )= A la) L I
1 1 1

+information apportée par

la proposition p

RN — - 1) = 0,077
P (C )
1 "o
1
= A, (a,).log —ww;vw~ = 0,083
7% 2
P1(C )
%

la proposition EP et QJ |

o.” c a o fc
I7(C nCc™ ) =2 (a,).I" (C_ ) +) (a ) . I (C” ) = 0,177

o, o, 11 o, @, 172 e, a2

1.7 - Te * #* _“c
I(c ncC ) =x(ae).T (C ) +xta) , I (C°) =0,183

a1 a2 171 oy ey 12 qz az

«information apportée par

.information apportée par

IO[Ca n Cz n C
1 2

la proposition [b et q et r]

]

0,220

1]

a,351

la proposition E? et q et r et QJ

nC, ) =0,388
82
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Nous obtenons donc ce que nous avons souhaité ; 1'information apportée
par la proposition [b et q et r et s] est strictement plus grande gue
celle de la proposition [p et q et r] sans gue cela s'accompagne nécessaire-

ment d'une meilleure localisation dans Q.

Nous avons introduilt une hypothése trés restrictive dans ce paragraphe

les observateurs de 01 sont supposés indépendants ; on peut évidemment obtenir

des résultats plus fins sans cette hypothése en utilisant la technique indiguée

dans les paragraphes I1.3, I1I1.2 et VI.3.

VII.1.2 - INFORMATIONS H ET K SUR 0 =10 v 02.

Avec les notations définies au début des peragraphes VII.1 et les

hypothéses des paragraphes VI.5.3, 4 et 5 nous avons

il

My ) = KOLOD = T A(e) , MM 1= 1,2

£ &
i geoi

Prenons comme pondération A des observateurs de 01 celle gqui est

définie dans le tableau A1 txqth = 0,1 pour tout £ ¢ 011 ; et définis-

sons les informations HD et H1 a partir des informations Iz et Ig

€ g
des paragraphes VI,.2,3. et VI.1.4.

~

Nous attachons 1'indice 1 aux informations construites & partir des
informations au sens de SHANNGON (logarithmes en base 2) et 1'indice O pour

celles gui sont construites & partir des résultats du chapitre IV. On obtient

il
PR

o, 0.’
H (H01] K (n,qu

i

H1(ﬁ0 ) thn,01) = 0,956.
1
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Nous avons de méme avec A. sur O

1l
JEN

H

o0 - R
H [nOZJ K (I, 02J

Hq[HO } = Kk(m, 0.) = 0,951
2

2

On sait que, j = 0,1

3 - I I N ,
kJ (1m,0) K (n.Oq) + K (H,OZJ K (n,(o1 ; 023)

iz j.a iz iz -
HY () = H (Il ) + H(II, ) - HY(I 3 A )
0, 0, 0, " Mo,
avec
Kj(ﬁ.(01;02]] = w0, ) - :E::: MELE)) Hg tﬁg ;ﬁg ).
172 (.60, X0, 182 &5,

En prenant le tableau A12 pour définir la pondération sur

(01 X 02, F1 8 F2J, il vient :

0,656

0.2 - o,-
H (noqgnon K [n,t01:023J

4 - -
H (Ty 04 )
01 02

H

0,577

9 -
K (H,(01;OZJ)
ce gui nous donne danc

HO(m = k%1, 0)

1,334

h'an = kY0 = 1,330
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VII.1.3 - INFORMATION MUTUELLE H(T, 31, ).
‘ 1 2

Les tableaux de pondération XZ et A12 gue nous avons choisis

dans le paragraphe précédent ne sont pas guelcongues. Il est facile de voir que,
dans 1'exemple précis que nous étudions, étant donné @ x 01. Q x 02 et A,

les tableaux de pondération l2 et A12 sont les meilleurs dans le sens

suivant : ils maximisent 1'infdrmation mutuelle HJ(HO ; HO 1, J = 0,1,
1 2

-

entre 01 et 02 pour 1'observation de 1, ou, ce qui revient au méme, ils

-

minimisent 1'infprmation conditionnelle apportée sur Il par un graupe d'obser-
vateurs si 1'on connait 1'information apportée syr 1 par l'autre groupe

d'observateurs.

Nous savons (VI.5.5.) que t J = 0,1

R PR i .
0 g H (I 3 04 ) g H (T, ) i=1,2
01 02 oi

L'information mutuelle est nulle si les couples d'observateurs
(£,,£.) € 0, x0 tels que A, (& ,£.) > 0 sont indépendants en information.
1772 1 2 1271772
Cette gquantité est d'autant plus grande gue ces couples d'observateurs sont

plus "dépendants” en information ; en particulier, dans notre exemple, nous
aurions HJ(HO ; HO )] = HJ[HO ), J = 0,1, si pour tous les couples

1 2 2
tels que A12[£1,£ZJ > 0 1les pbservateurs étaient identigues

(E,]:Ez] € 01 X 02

pour l'observation de §, c'est-a-dire avec les pondérations définies, si :

@ =a, =0, ; B=R8,=8B,=2R8,=2R

pour l'observation de Q.
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Nous avons obtenu

0 < HO[HO s My ) = 0,666 < HO[HO ) = 1
1 2 2

o
A

H1(H0 3 HO ) 0,577 ¢ Hq(Ho ] = 0,851
1 2 2

Etant donné la mesure H°, wune quantité d'information mutuelle égale

a 0,666 est-elle l'indice d'une liaison faible, moyenne, forte ?

La solution générale & ce type de question passe d'abord par 1'étude
du problems indigué au paragraphe VI.2.6. c ; cependant, pour fixer nps

idées, nous avens utilisé un processus de simuylation.

{a,B,v},

i

Etant donné le tableau § x 02 des trois observateurs 02

noug simulond le tableau, § x O,1 de la manmiére suylvante: soit O < Py § 1

%, a2 sont des "répliques” de o & " P, prés"”
31,32,33,64 sont des "répliques” de B8 & Po prés
"N A ” X " "”

Yq*Yp0Y32Y, SoOnt des "répligues” de y & py Pres

Précisément, nous avons mis en place une procédure aléatolire telle

que, par exemple :

- pour W, la réponse & 1'observateur a e 02 vaut 1 ; la réponse simulée

pour l'abservateur o, € 01 sera donc égale & 1 avec la probabilité (1 - DOJ

1
et & 0 avec 1a probabilité po.

~

- pour la réponse a 1'obsservateur o € 02 vaut O ; la réponse simulée

“10

~

pour l'observateur ay € 01 sera donc égale & 0O avec la probabilité (1 - po]

et 8 1 avec la probabilité Pye
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Les 160 variables de Bernoulli gque nous utilisons {pour chaque w &

et chague £ € 01] sont indépendantes.,

Pour chaque valeur da P s nous avons gimulé ainsi 50 tableaux

Q x 01 et calculé a chaque fois HJ(HO ; Ho ), J = 0,1, (avec la méme
1 2

mesure de pondération A12) 3  nous avons ensuite déterminé la moyenne

QJ(Hoq ; HOZJ et 1'écart-type GtHJ(HOq ! HOZJ) de HJ(IIO1 ; Hoz], S J o= 0,1,

pour ces 50 tirages.

Les résultats sont indiqués dans le tableau de la page VII.13.

Nous avonsg limité Py & 1l'intervallg &], 1-] car il y a évidemment symétrie
2

des résultats obtenus avec p_ € [D, 1 ] ou avec p' = (1 -pJe [l , 1]
, o 2 © ° 2

dans notre exemple,

ST l'on admet que le tableau Q x 04 que nous avonsg étudié a été
réellement défint @ partir de  x 02 syivant le processus indiqué, on voit

que les valeurs :

0,666

41

0" -
H™ (Tl 3 Iy )
01 02

i

ou H1(ﬁ0 3 HO ) 0,577
1

conduisent d penser que, dans ce cas, Pq devrait étre voisin de 10 %,
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P e o (H®) A’ otH")
0 1 0 0.951 0

0.2 0.921 |  0.038 0.860 0.044
0.4 0.859 0.050 0.792 0,055
0.6 0.804 0.057 0.734 0.063
0.8 0.706 0.060 0.628 0.063
0.10 0.662 0,071 0.584 0.093
0.12 0.600 0.077 0.523 0.079
0.14 0.553 0.068 0.477 0.066
0.16 0.501 0.083 0.429 0.079
0.18 0.452 0.079 0.384 0.078
0.20 0.390 0.079 0.327 0.074
0:25 0.296 0.059 0.244 0.051
0.30 0.214 0.049 0.174 0.044
0.35 0.149 0.043 0.118 0.029
0.40 0.109 0.042 0.086 0.034
0.45 0.077 0.032 0.080 0.025
0.50 0.073 0.027 0.067 0.024

Moyenne et écart-type des informations mutuelles H° et H
eh fonction de Py . (§ VII.1.3).
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VII.1.4 - INFORMATION SUR UNE PARTITION,

Dans cette partie, nous essayons de montrer clairement sur 1'exemple
ce gue les notions d'information moyenne gue nous avons introduites apportent

par rapport & 1l'information classique au sens de SHANNON,

VII.1.4 a) INFORMATION H* AU "SENS DE SHANNON.

Considérons d'abord que les tableaux § x 01, Q x 03, Q% 04,

Q x 05 de la page VII.2 définissent des partitions de € que nous notons

Il I c'est-a-dire avec les conventions indiquées au début de ce

10 3o H4. HS'

paragraphe VII.1

mo= T, ) i=1,3,4,5,
i i Oi

Nous avons sur (£,S), en notant <$ la relation de finesse définie

en VI.1.1

Il vient :

H*(n11 - 3,875
H*[HBJ = 2,430
*

H(m,) = 1,924
H*(HSJ = 1,924,

Nous avons évidemment pour 1 = 3,4,5

* *
H (I ;IIi]—H(Hi] car H14H
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5

distribution de probabilités idenmtigues, nous avons obtenu

enfin les partitions Hlf et it ayant le méme nombre d'éléments et une

* *
H (H4J = H [H5).

Donc pour 1'information au sens de SHANNON les partitions n, et I, sont

INDISCERNABLES aussi bien pour.l'information en eoi que pour l'information

mutuelle par rapport 4 H1-

Par définition des Hi' i=1,3,4,5 et pour les raisons déja indiquées
au paragraphe VII.1.1. a), on obtient les mé@mes résultats en se plagant dans

-~ -

les espaces (9,,S.])
i’71

H*(no ) = HY(m.) i=1,3,4,5
i 1

et dans les éspaces [91 X Qi' 51 8 Si] i-=3,4,5

H*(no P Ty ) = H"‘(n1 s 1) 1= 3,4,5.
1 i

Il n'y a aucune différence entre L'information au sens de SHANNON

sur (Q,S8) ou sur les espaces (Qi,SiJ. i=1,3,4,5.

VIT.1.4 b) INFORMATION H° et H',
Reprenons les calculs explicités au paragraphe VII.1.2. en remplacgant

02 respectivement par 03, 0,, 0. 3 1l vient :

4" Vs

H1[HO ) = 0,957 HOmy ) = 1
1 Y

H1(H0 ) = 2,430 HO[HO ) = 5
3 3

H1(HO ) = 1,924 Hotmy ) = 3
4 4

H1(H0 ) = 1,924 HO(HO ) = 3
5 5
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et aussi

H1(n0 ; ny ) = 0,721 HO(HO s My ) = 0,785
1 3 1 3

Hq(no i Ty ) = 0,545 HtMy 5 My ) = 0,588
1 4 1 4

H1(HO 3 HO )} = 0,410 - HO[HO H HO ] = 0,443
1 5 1 5
Nous n'avons plus les relations du type

Jen g TN -
HO (M 5 Ty ) = (M ) J = 0,1
1 1 i
i=3,4,5

que nous avions dans le paragraphe précédent car les relations de finesse

= 3,4,%

=
<
IN
<
[

n'ont pas de sens dans §, x § i=3.,4,5.

Cependant mous avons le résultat original suivant j on peut congidérer

HO > Ty HO comme étant trois partitions du méme espace (R,S) ; nous avons
5

en notant HO la partition la plus fine de Q.

Nous avons montré (VI.5.5) que 1M, étant donné, les applications
1
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HJ[HO 3 ) définissent des informations sur les partitions de (2,S); en
1
effet nous avons pour J = 0,1
Ry 5 Ty )
1 4 .- - . - . - -
0 < sHlmy 5Ty 0 s a0 = wlay, om0
1 3 1 1 1

j -~ -
H- (I 3 s )
O1 05

Nptons de plus gue

. HJ(HO 3 T')  est maximum et égal a HJ[HO ] si et seulement si
1 1

-

-1~ '
T1 (HOanH .

. HJ(HO 3 0"} est nulle si et seulement si toutes les partitions 1

sont indépendantes en information de 1I'.

g € 01.

Le résultat fondamental et original des informations que nous avons
introduttes au chapitre VI par rapport 4 l'information classique de SHANNON
est celui—-ci :

-

a H04 et ﬁos sont associées des partitions de (9,S) qui compor-
tent le méme nombre d'éléments et définissent une méme répartition de probabi-
lités sur ces éléments ; 1ls sont donc indiscernables au sens de L'information
de SHANNON comme nous 1'avons signalé (VII.1.4. a). Pourtant nous leur associons
une quantité d'information mutuelle différente. Dans notre exemple st :

Joq . Jiq - .
H- (T s I, ) > B2 (1 s s ) Jj = 0,1
O1 04 0 05

1

c'est parce que la partition I "résume mieux" que 1 la partition T, .
q P 0 q 0 p 0
4 5 1
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Intuitivement, vu les données, il est clair gue si 1'on cherche 3

définir les réponses d'un w guelcongue dans 91 dire :

"w appartient & l'ensemble des 1 de HO "
4

c'est apporter une information sur les réponses de w plus importante gue dire

~

=

"w appartient & 1l'ensemble des 1 de HO "
5

En effet, dans & x 01 affirmer

w € {w1’m2’m3’m15‘w18}

c'est apporter moins d'information que d'affirmer
n "
w e {w1.w2,w3,m4,m5}

car dans ce dernier cas les "profils” de réponses des {wili =1,...,5} se
ressemhlent beaucoup plus que ceux des {wili = 1,2,3,15,18} ;
c'est ce que traduit 1’'inégalité précédente entre les guantités d'information

mutuelle.

Nous allons axer la présentation des perspectives d'applications

-du paragraphe suivant sur cette propriété.

VII.2 - HIERARCHIE - CLASSIFICATION - QUESTIONNAIRE.

Nous présentons dans ce paragraphe quelques directions de travail
en vue d'applications,en essayant de mettre en relief 1l'apport des notions
introduites précédemment pour 1'étude de certains problémes de 1'analyse

des données [3], [22], [33], ou de la théorie des questionnaires [28], [36].

Les ordinateurs sont pour les utilisateurs de puissants moyens de
calcul. Ils leur donnent la possibilité de s'intéresser & de vastes tableaux

de données qualitatives ou quantitatives. Le but des différentes méthodes
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~

d'analyse de ces données consiste essentiellement & extraire le maximum d'infor-
mation de ces tableaux et & présenter cette informatipn résumée sous une fofme
facile & appréhender. Pour comparer différentes mé&thodes ou différents résultats
d'une méme méthode, il faut, semble-t-il, pouvoir maitriser deux criteéres. D'une
part, un critere gui quantifie la valeur de 1'information résumée ; non pas la
valeur intrinségue, mais la valeur de l'information que le résumé apporte sur
L'information intégrale des domnées de départ ; quand les données et le résumé
statistigques peuvent étre présentés sous la forme d'une partition ocu d’un
ensemble de partitions, il est clair gue la notion d'information mutuelle entre
deux groupes d'observateurs, que nous avons étudiée au chepitre précédent,
apporte une premiere solution & ce probleme. D'autre part, 11 est utile de
maitriser, dans certains cas, la notion de coilt du résumé, de maniére & pouvoir,
dans la pratigue, faire un choix en toute connaissance de cause entre deux
systemes en ébmparant @ la fols leurs informations et leurs colts respectifs,

On trouve déja quelques éléments de réflexion sur ces sujets dans

1'exemple déteillé du paragraphe précédent auguel nous nous référerons

constamment.

VII.2.17 - UNE METHODE DE CLASSIFICATION HIERARCHIQUE DESCENDANTE.

Dans 1'exemple que nous avons traité au paragraphe VII,1 il est clair
gue les tableaux Q x 02 et Q X 03, gue nous avons définis a priori, sont
intuitivement de ”"bons résumés” de Q x 01. Comment dans la pratique, étant

donné le tableau @ x 0,, déterminer les observatewrs de 02 et la partition

g qui résument aussi bien l'information ?
2

Nous proposons d'utiliser l'algorithme suivant : étant domné le tableay

Q x 01, la mesure de probabilité A1 sur [01,F1J et 1'ensemble des mesures

d'information |(£1,€2J € 01 X 01} pour tous les couples d'ebservateurs

{1
2

de 04, déterminons successivement
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A la 1lére étape : 1'cobservateur 51 £ 01 gui apporte le plus d'information sur

Q x 01 au sens du paragraphe VII.1.4. b,

me étape : le sous-ensemble 0; de 0,I formé des n-1 observateurs

0271 de 1l'étape précédente et de 1'observateur E € 01 - O;—q tel gue la

A Zq ne

partition T de @ apporte le plus d'information sur © x 0 {au sens

n 1
02 .
du paragraphe VII.1.4. b).

On trouve & la page VII,21 1'application de 1'algorithme gue nous
venons de décrire succintement aux données du tableau O x 01 de 1l'exemple
précédent pour la mesure d'information H1 (VIT.1.4 b). Les résyltats
sont présentés sous la forme d'une arborescence représentative de la hiérarchie
de parties ainsi définie. Nous avons indiqué, 3 chaque niveau de 1'arbre,
1’observateur sélectionné et 1'information mutuelle entre la partition ﬁ de

Q ainsi définie et le tableau Q x 01 de départ (c'est-d-dire H1[HO i M)
1

au sens du paragraphe VII.1.4. b).

e premier observateur sélectionné est 82 et 1'on a

'ty 5 M = 0,28 R
1 2

Le deuxieéme observateur sélectionné est y1 et 1'an a

- -~ - -

H1[HO ;3 I} = 0,57 =1 n I
1

etc..,.

Notons gque la hiérarchie de parties ainsi obtenue n'est probablement

pas optimum ; par exemple w et w semblent mal placés dans la classifi-

7 11

gation. On voit facilement gque cela tient & 1l'’existence de 0 pu de 1

parasites dans leurs profils. On peut modifier 1'algorithme de maniére a
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déterminer 3 chague étape un observateur (par exemple 82 & la premigre étape)
et ceux gui luil sont fortement corrélés en information [61,63,843 et déduire,

de ce groupe d'observateurs, la partition & réaliser.

Il conviendrait évidemment de comparer le résultat de cet algorithme
a ceux d'autres méthodes, et surtout sur des ensembles beaucoup plus vastes
de données correctes. Notons cependant que nous avens sélectionné un obser-
vateur de type B et un observateur de type vy, ce gui représente bien les
deux composantes les plus importantes du tableau  x 01. Remarguons aussi

P}

gue cet algorithme fournit a la fois une classification et une "clé" pour

cette classification.

En analyse des données, guand les resumés statistiques peuvent &tre
préseﬁtés sous la forme d’'une partition ocu d'un ensemble de partitions, la
notion d'information mutuelle apparait donc comme un moyen de comparer les
résultats de différentes méthodes de classification ou les différents résultats
d'une méme méthode, car elle permet de mesurer, dans chaque cas, la valeur de
1'information des résumés ainsi obtenus. L'étude de 1'information mutuelle

conduit aussi a proposer des algorithmes originaux de classification.

Nous commengons & entrevoir par ce biais des solutiocns nouvelles au
probleéme tres général qui nous a été souvent posé de la maniére suivante [34],
]:35] ¢ aprés avoir étudié un échantillon représentatif d'une population de
bactéries aqu moyen d'une centaine de tests, le biologiste nous demande de 1'aider,
d'une part a déterminer une classification de ces bactéries, d'autre part a
sélectionner un sous—ensemble d'une vingtaine de tests qui permettent facilement,
étant donné une nouvelle bactérie, de déterminer sa place dans la classification
ainst définie. Les vingt tests sélectionnés doivent &tre ceux qui apportent
"le plus d'information", compte tenu, le cas échéant, du coiit de chaque test.

L'algorithme précédent est une méthode, parmi d'autres, pour sélectionner ces
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vingt tests et définir la classification des bactéries : nous allons proposer
dans le paragraphe VII,2.3. une autre méthode de "diagnostic”, c'est*éwdire.

une méthode pour déterminer la place d'un nouvel 6lément dans la classification.

On rencontre ce type de probléme chague fois gue 1'on désire étudier
de maniére exhesustive un petit échantillon afin de déterminer guelques indicateurs
pertinents et peu colteux que 1"on utilisera pour 1'étude d'un grand échantillon

ou de la populatign totale.

VII.2.2 - INFORMATION ET HIERARCHIE DE PARTIES.

Supposons gue le résultat d'un algorithme de classification hiérarchique
ou d'un questionnaire [26] solt une arborescence représentative d'une‘hiérarchie
de parties, c'est-3-dire une succession de partitions de plus en plus fines d'un
énsemble @ (gul sera par exemple un ensemble d'individus statistigues en analyse

des données ou un ensemble d'éventualités dans un questionnaire),

I D

Des coupes convenablement définies dans cet arbre permettent de réaliser
des partitions de l'ensemble Q = {wq....,m7}. Par exsmple ;
I = {{w1,w2}, {w3,w4}, {wS.wB.w7}}. Nous pouvons attacher & chaque partition I

de £ deux quantités d'information quand la base de départ est un tableau de




données O x 0 de la forme du tableau @ X 01 de 1l'exemple du paragraphe VII.1

- d'une part, 1l'information mutuelle entre la partition @I et le tableau (au
sens ol nous la calculons dans le paragraphe VII.1.4. b) gue nous noterons
H(II;0) c'est-a-dire 1'information apportée par I sur les données de départ

de € x 0.

- d'autre part, une information du type SHANNCON sur la partition 1 gue nous
B 4
noterons H (). Cette guantité peut s'interpréter comme la complexité du
modéle 1T (plus la partition NI est fine, plus 1'information gqu’elle apporte

est difficile & appréhender pour 1'utilisateur).

Nous savgns {(VII.1.4.b) que pour deux partitions H1 et H2 de 1Y)
comportant le méme nombre d'éléments et ayant la mé&me répartition de proha-

bilités, nous avons
* *
H (H1J = H (H2]

mais que 1'on peut aussi avoir : H(I, ; 0) # H(H2 ; 0)

1
c'est-a-dire que pour la méme complexité des deux modéles (au sens de l'infor-
mation de SHANNON) nous pouvons déterminer le modéle qui apporte le plus d'in-

formation sur les donmnées de départ.

En comparant, pour chague coupe de l'arbre, ces deux guantités (é&ven-
tuellement convenablement normées) on peut définir des positions d'équilibre
local, intéressantes & mettre en relief. Par exemple, pour une partition HD
donnée, montrer que
- les partitions 1 plus fines gue Ho (et qui la précédent immédiatement)

apportent un gain d’information (au sens H(MI;0)) faible vis & vis de la

*
complexité croissante du modéle (au sens H (II)).

- les partitions 1 plus grossiéres gue Ho {et gqui lui sycrddent directement)
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* .
sont moins complexes (au sens H (1)) mais font perdre une partie trop impor-

tante de 1'information (au sens H(I;0)) pour &tre retsnues.

Dans 1'exemple du paragraphe VII,.2.1. précédent nous avaons calculé

pour chague coupe de l'arbre d'une part A(Il) = H1(H0 ;HJ/H1(HO } d'autre part,
1 1

- %~ % -
B(II) = H (IM)}/H (Ho J, et nous avons tracé le graphigue ci-dessous des variations
; .

du rapport Al en fonction du nombre d’observateurs sélectionnés,

B(I)

VARIATION DE Aigl EN FONCTION DU NOMBRE D'’OBSERVATEURS SELECTIONNES.

B(I)

{§ VII.2.2).
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L'étude de ce graphigue nous indique cleirement gque, d'une part,
1'essentiel de la classification réside dans le partage de Q en deux

ensembles par 1'observateur B d'autre part que la partition engendrée

0
par (82‘Y1’Y2) et éventuellement Y4 est un bon résumé du tableau Q X 01,
car affiner cette partition apporte un gain d’information faible vis a vis

de la complexité croissante du modeéle. Ici encore, seules une expérimentation
systématique de ce type de méthode sur des exemples concrets et la comparaison

avec les méthodes existantes peuvent mettre en évidence 1'intérgt de ce genre

d'approche.

VII.2.3. - QUESTIONNAIRES.

On peut, le cas échéant, introduire une fonction colt sur 1l'ensemble
F1 des groupes d'observateurs de 01 et, & chaque étape de la méthode proposée
dans le paragfaphe VI1.2.1,ne pas choisir obligatoirement 1'observateur qui
apporte le plus d'information, mais plutdt celui dont le rapport informatian-
colt est le meilleur. La méthode de classification devient alors un moyen de
sélectionner un sous-ensemble 02 d'observateurs de O1 qui optimise ce

critere.

Une autre modification possible consiste, & chaque étape, a considérer
la partition de Q qui est engendrée par les observateurs sélectionnés, et &
choisir pour chague ensemble de cette partition 1'observateur qui apporte le
plus d'information. C’est-a-dire & considérer chaque élément de ls partition

comme un ensemble & étudier par le spus-ensemble dgs ohservateurs de 0

N

1

gui n'ont pas été utilisés pour le définir.

C'est l'algorithme gue nous avons employé pour cbtenir 1'arbre de la

page VII.28 & partir de 1l'exemple & x O1 du paragraphe VII.1.
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Nous choisissons d'abord 1'observateur de 01 qui apporte le plus

d'information sur § x 01 (au sens du paragraphe VII.1,4.b), c'est-3-dire

i divi b = yeas A = e,
81 qui divise § en deux ensembles A81 {w1 ,w5} et 61 {wB, w18}
puls dans chaque groupe AB et AB nous recammengons le procegsus,
1 1
Pour diviser AB c’'est 1’observateur Y1 gul epporte le plus

1]
d'information etc...

Nous avons utilisé, pour construite 1l’arbre de la page VII.Z28,

1*information mutuelle Ho au sens du paragraphe VII.1.4.b.

Nous avons indiqué pour chague noeud de 1'arbre 1'observateur gui
sert a partitionner l’ensemble étudié et les valeurs 0 et 1 qui sont
associées & chague élément de la partition ainsi formée. Les ordonnées de
chaque noeud,, et celles de chague sommet, indiguent 1'information nécessaire

pour "arriver" au point en guestian.

Par exemple 1'ordonnée de w (= 0,48) indigue que 1'information

3

mutuelle HO(H01 f st) entre HO1 et la partition Hwa = {{w1,m2},{w3},

-

{w4,w5}.{w8,...,w }} nécessaire pour sélectionner H3 "colte” 0,48 en

16

information mutuelle.

-~

De la méme maniére la partition HS en’ trois éléments

{w1, Wor Was Wy w5}

y W, s W, }

Toggr wyge 01ns @0 a0 00

{wsa w71 wB. ng w,]s}

engendrée par 1'observateur 81 et 1l'observateur Ya dans la branche 0 de

est telle que

- -
H [l'[o1 ; HBJ = 0,52
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L'utilisation concréte de ce type d'arbre est immédiat : étant donné
un élément w € @ quelcongue, quel critére, c'est-3-dire quel observateur
faut-1il lui appliguer pour aobtenir le maximum d'information sur w ? A chague
étape, nous ne cherchons pas seulement la meilleure localisation de w, mails
plutdt & obtenir le maximum de renseignements sur w, c'est-a-dire sur son
profil dans (Q x 01). En fait, nous avons réalisé un guestionnaire du type
de ceux qui sont développés par C.F. PICARD [28] et ces collaborateurs comparables
aux guestionnaires avec colt lié & la bass, puisque nous ne nous permettons gque
les questions, c’'est-a-dire les partitions,définies par les cobservateurs de 01.
On peut aussil facilement imaginer une modification de cet algorithme pour 1'uti-
lisation dans un domaine proche de celuil des pseudo-questionnaires [36] ol les

sommets de l'arbre ne sont pas en falt des éléments de w & Q mais des réparti-

tions de probapilités sur § ou sur des parties de .

Remarquons enfin que si 1'on utilise le méme algorithme avec 1'inpfor-
mation classique au sens de SHANNON, on sélectionne,non pas un observateur
gui "résume bien” d'autres observateurs, mais celui qui découpe 1'ensemble Q
en deux parties aussi égdles gue possible;par exemple az, y1 ou YS pour

la premiere étape de cet algorithme.

VII.2.4 - ANALYSE FACTORIELLE DES CORRESPONDANCES.

Les résultats du chapitre IV permettent de définir des distances
entre événements. En particulier, une méthode d'analyse de données développée par
J.P. BENZECRI l'analyse factorielle des correspondances [3] qui est définie
a4 partir de la distance du CHI-2 entre distributions conditionnelles de
probabilités, peut-&tre aussi définie & partir de distances entre distributions

conditionnelles d'informations, comme nous 1'avons montré dans [23].

On sait que cette méthode d'analyse factorielle,rigoureusement

définie dans le cadre d'une variable statistique & deux dimensions, s'appligue
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aussi avec succes & des tableaux de correspondances dont les donmées sont bien
loin de vérifier ce modéle. Il semble, en liaison avec les problames soulevés
au paragraphe V,2, gque l'on puisse imaginer une nouvelle approche théarique

de cette méthode a partir de la théorie de 1'information et des résultats

précédents.

VII.2.5. - CONCLUSION DU CHAPITRE VII.

Nous n'approfondirons pas d'avantage dans ce mémoire les applications
possibles de la théorie généralisée de 1'information que nous venons d'évoquer
rapidement. Nous pensons cependant avoir suffisamment développé nos idées & partir
de l'exemple VII.1 pour montrer que la théorie généralisée de 1'information ouvre
de nouvelles perspectives d'applications dans les domaines de 1'analyse des données

et des questionnaires.

Nous croyons que ces applications méritent dé&s 3 présent de plus larges
développements, mais qu'’elles souldveront aussi de nouvelles difficultés théorigues,
en information généralisée, liées aux problémes que nous ayvons analysés au chapitre

V, et gu'il sera indispensable d'approfondir,




CONCLUSIEON,

e = m———— -

Pour conclure ce mémoire, replacons notre travaeil dans un contexte
plus général ; pour souligner la distinction gu'il convient de faire entre
1'information apportée par la localisation d'un événement et 1'information apportée
par une interprétation sémantique de cet événement, J. KAMPE DE FERIET propose

1'exemple suivant [18] :

"Si, en visite chez un collégue, je lui demande "La Théorie Analytique

de la Chaleur” de FOURIER et gu'il dit successivement

- p ! j'ai ce livre dans ma bibliotheéque
- Qg f il est relié en rouge

- «rr 1 c'est un in-guarto

- s 111 est sur le Séme rayon & droite ;

la localisation se précise & chague nouvelle proposition et mon Information augmente;
glle atteint son maximum au moment ol je prends en main ce volume : (1'objet
recherché) est localisé ; mais il est clair que cette Information n'a aucun

rapport avec celle qui est contenue dans le livre et gque me fournirait sa lecture”.

La situation décrite est exemplaire. Imaginons en effet, gu'un troi-
siéme mathématicien assiste & cet entretien. Ce dialogue lui a fourni deux sartes
d'informations ; d'abord une information "sémantique” ; les données du Titre et
de 1'Auteur dQ livre désiré lui permettent de définir avec précision le contenu
de l'objet recherché ; ensuite une information "localisation” : les réponses du
collégue lui permettent de localiser concrétement l'objet-livre dans 1'ensemble

des objets-livres de la bibliothaqgue.




Plagons-nous dans une situation différente : sans idée précaoncgue
sur les titres des ouvrages gui 1l'intéressent, le visiteur précise successivement

gu'il désire consulter les livres

r p ! de Mathématigues

- g @ traitant de Statistiques

- r : plus particuliérement des Tests Séguentiels
- s : appligués au Contrdle de Qualité

Les informations qu'il apporte & son interlocuteur spnt des précisions
sur le pontenu des livres gul 1'intéresssent. Ces renseignements permettent de
localiser de mieux en mieux dans la bibligqthéque les livres & lui conseiller ;

mais & notre sens on ne peut réduire 1'information sémantique qu'il apporte 2 son

interlacuteur en disant
"Je désire consulter les livres de Mathématlques traitant de Statistigues”

3 l'information-localisation associée au sous-ensemble des objets-livres traitant

de ce sujet ; méme si la bibliothéque est supposée exhaustive ou idéale.

Pourtant, bien des applications possibles de la théorie de 1l'information
se présentent sous cette forme : ce sont des renseignements sur le contenu séman-
tique de l'événement qui provoquent, le cas échéant, une localisation de plus en
plus précise de cet événement. La notion d'information apportée par un groupe
d'observateurs sur un événement permet, dans certains cas simples, d'associer d
une gérie de renseignements une quantité d'information qui est fonetion & la fois
de la localisation déduite de ces renseignements et de 1'intérét intrinséque que

L'on associe 4 chaque renseignement.




Notre modéle ne permet pas de résoudre des problémes aussi riches.
et complexes gue ceux soulevés par cet exemple. Mais, dans le cas particulier
ot l'on étudie un ensemble fini d'événements élémentaires décrits par un ensemble
fini de caractéres, la définition de l'information telle que nous la proposons
dépasse la gimple localisation et permet une quantification de 1'information
sémantigue apportée par une proposition simple du type : "Les éléments de tel

engemble possédent tel groupe de propriétés'.
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