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INTRODUCTION 

------------  

Il n'est pas dans notre intention d'analyser les différents sens que 

l'on donne au terme "information" dans la vie courante, ni les différents modèles 

mathamatiques qui en ont été proposés ; des auteurs plus qualieiés ont 4tudié 

ces problèmes avec pertinence 5 , 1 9  , [32] , [38], 3 9  Nous voulons 

simplement, daps cette introduction, m~ntrer, sur des exemples concrets, pourquoi 

les farmalisations théoriques habituelles ne permettent pas, dans certains çgs,  

da quantifiqr de façon satisfaisante diverses notions intuitives d'information, 
et présenter les solutions que nous propasons dans ce mémoire. 

Si $'on caractérise une Dersonne par le fa$t que r 

"C'est un HOMME" 

"C'est un HOMME MARIE" 

q T * q  

"C'est un HOMME MARIE, de TRENTE ANS, né à LILLE, 

pbre de TROIS ENFANTS" 

on augment@ manlfeetemenh l"informationW que l'on possèdts sur cet individu au 

fur et $ mesure que l'on a c c w Z e  les rqnseEgnements, 

Pour rendre compte de ce phénom8ne dans le cadre dg la thfiorle 

clssslque de l'information de WIENER et SHANNON, ou dans celui de la théorie 

général$sde dg l'information sur un événement de J. KAVPE DE FERIET et 8. FORTE, 

on peut, par exemple, définir dans l'ensemble Q des Français, les sous- 

ensembles : 

A = sous-ensemble des HOMMES 

8 = sous-ensemble des HOMMES MARIES 

C = sous-ensemble des HOMMES MARIES, de TRENTE ANS 

et remarquer que, par construction, l'ensemble C est inclus dans l'ensemble 8, 

lui-même inclus dans l'ensemble A. 
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On associe alors à l'ensemble A [resp. B,C3 le nombre réel non 

négatif ItA) [resp. IIBI, IlCl1 qui est supposé quantifier l'information 

apportée par la réalisation de l'événement : "cette personne appartien-b à 

ZfensembZe A (resp. B,C)". Ces quantités vérifient : 

En effet, cette propriktd de Z'information classique : 

B c C -> I(B1 ?. I I C I  

est 2 'a&ome essentiel de Za théorie de Z'infarmation g4ndraZisée. 

Nous dist&nguerons trois étapes dans le raisonnement precedent : 

- Intuitivement, pour caractériser un individu w de 9 ,  l a  proposition 
O 

= "C'est un HOMME MARIE" est plus précise, donc apporte plus d'information 

que la proppsition PA = "C'est un HOMME" ; nous noterons 
+ P~ 

(PB implique PA). 

- Une covskquence de ce fait est que l'ensemble B des HOMMES MARIES est 

inclus dans l'ensemble A des HOMMES : B s A. 

- Les mod8les classiques sont construits sur cette seconde remarque : 
comme B est inclus dans AD l'affirmation " w  appar$ient 8 8" 

O 
apporte plus d'information sur la locaZisation de l'individu w dans Q 

O 
que l'affirmation "w appartient d A". Dans ce cadre, l'infgrmation 

O 
est maximum quand on a réussi à identifier lSé18ment 

wo, c'est-&-dire 

quand on peut affirmer qu'il appartient à un ensemble formé d'un seul 

élément : O ~ E  

1, Résumons cette démarche dans le schéma, suivant : 
I " 

Substitution de l'inclusion 

des ensembles associés à 

l'implication des propo- \ Axiome de base de la 
sitions logiques II 1 th6orie gén6relis6e de 

I(B1 a I[Al 1 l'infsnation sur les 

' événements. 



Montrons, sur deux exemples simples, que ce schéma n'est pas complè- 

tement satisfaisant quand on donne aux ensembles A et B une signification 

concrète. 

1) Si, parlant d'un français, jlafTirme que c'est un PROFESSEUR, par ailleurs 

CLOWN PROFESSIONNEL, j'apporte sur cette personne une information IIAI, où 

A représente l'ensemble des PROFESSEURS, CLOWNS PROFESSIDNNELS. Si je dis 

qu'il appartient à l'ensemblg B des PROFESSEURS, CLOWNS PROKESSIONNELS, 

HOMMES MARIES, de TRENTE ANS, j'apporte une information IIBI manifestement 
r 

supérieure à I[AI, Dans la réalité de 1974, il se t~ouve que l'ensemble A 

est réduit à un seul fra~çais 
: W~ 

, parfaitement identifiable. De l'dgalité 
A = B {uo) on doit d6duire : I C A 1  a I ( B 1  , ce qui traduit effectivement le 
fait que l'appartenance à l'ensemble B ne permet pgs de localiser avec plus 

de précision cette personne dans l'ensemble des français que l'appartenance à 

l'ensemble A. Pourtant, il est clair que l'affirmation correspondant à l'en- 

semble B caract&mse avec plus de précision cette personne que l'affirmation 

correspondant à l'ensemble A, 

Pour que cette meilleure c a r a c t é ~ s a t i o n  s'accompagne dJune meilleure ZocaZi- 

sa&ion, il est nécessaire de se placer dans le cadre d'un ensemble hypothdtique 

de français "possib?es" dans lequel A et B ne sont pas rédujta B un seul 

élément. C'est d'ailleurs parce qu'il est potentiellement possible d'avoir un 

PROFESSEUR CLOWN PROFESSIONNEL qui soit FEMME, CELIBATAIRE, de VINGT CINQ ANS 

que la seconde affirmation apporte plus d'information que la premigre. 

21 Soit une souche bactérienne parfaitement identifiée, répertoriee, par exemple 

une souche de rgférepce internationale : PSEUDOMONAS FLUORESCENS, C.T,P, 

(Collection de l'Institut Pasteur), No 5690. qui est conservée sous vide, 

en ampoule scellée, à l'état lyophilisé. Su~posons qu'un laborqtoire mette 

au point un nouveau test constituant un critare biochimique. Avant toute 

. expérience, il est impossible de connaitre la rgaction de la souche à ce 

1 test ; il est clair que la réalisation matérielle de l'sxp6rience [par exemple, 

I la souche C.I.P. No 5690 réagit positivement au t~s$l, apportera une Information 

qui permettra de caractériser avec plus de précision les proprietés de l'individu 

étudié. On ne peut lier cette information à une meilleure ZogaZisution car la 

souche bactérienne est déjà identifiée et que l'on cherche seulement à en 

décrire les propriétés. 



Ces deux exemples  nous  m o n t r e n t  que  s i  Z'on attache à ZfensembZe R 

une s ign i f i ca t ion  concrète, une meillaure caractérisation d'un éZdment w E SI 

peut ne pas ê t r e  associée à une meiZZeure ZoçaZigat2on de c e t  élément dans Za 

popuZation réellement étudiée. C ' e s t - à - d i r e ,  comme nous l ' a v o n s  v u ,  que  s i  

l ' i m p l i c a t i o n  s t r i c t e  : (PB -+ P 1 é q u i v a u t  à ( 6  s t r i c t e m e n t  i n c l u s  d a n s  A l  A 
d a n s  un c e r t a i n  e s p a c e  a b s t r a i t ,  iZ e s t  possible dans Zes f a i t s  que les  réaZi- 

sutsons B e t  A de 6 eC A dans Za popuZation fi étudiée soient  égales. 

La s o l u t i o n  l a  p l u s  g é n é r a l e  d e  c e  problème p a s s e  p a r  l a  d h f i n i b i o n  

e t  l ' é t u d e  d é t a i l l é e  d e  l a  n o t i o n  d ' i n f o r m a t i o n  d a n s  un s y s t è m e  d e  p r o p o s i t i o n s  

l o g i q u e s  ; nous  avons  c i t 6  d e s  t r a v a u x  t r è s  i n t é r e s s a n t s  q u i  e x i s t e n t  d a n s  c e  

domaine .  Cependan t ,  p o u r  r é s o u d r e  l e  t y p e  d e  d i f f i c u l t é s  p l u s  p a r t i c u l i e r e s  

s o u l e v é e s  p a r  c e s  exemples ,  i l  nous  a p a r u  i n t é r e s s a n t  d e  d é f i n i r  l ' information 

que Z'on possède sur un événement comme une fonction croissante d'une part, 

de Za précision de la ZocaZisakion de c e t  événement dans Za popuZation étudide,  

d 'autre part, du nombre e t  de Za qua l i t é  des renseignements que l ' on  passède 

sw? c e t  4vénement. Dans c e  b u t ,  nous  d é f i n i s s o n s ,  d a n s  1e .premie . r  c h a p i t r e .  
t, 

l a  n o t i o n  d'information apportée par un groupe d'observateurs sur un m6me 

événement. 

Nous p r e n o n s  comme p o i n t  d e  d é p a r t  un ensemble  k2 d o n t  un é l é m e n t  

w r e p r é s e n t e  un évdneme~t é2dmentaire;nous d é s i g n o n s  p a r  S l a  c l a s s e  

d e  p a r t i e s  d e  d é f i n i s s a n t  les  événements observabZes ; nous i d e n t i f i o n s  

en  f a i t  un événement (observable) c o n s i d 6 r é  du s e q l  p o i n t  d e  vue  d e  qa 

réazisat ion,  ou d e  s a  non rdaZisaticnn, au  sous -ensemble  d e s  événements dZdmen- 

t a i r e s  q u i  l e  r é a l i s e n t .  

L ' i d é e  d e  f a i r e  d é p e n d r e  l a  mesure  d e  l ' i n f o r m a t i o n  a p p o r t é e  s u r  l a  

r é a l i s a t i o n  d ' u n  événement  d e s  o b s e r v a t e u r s  d e  cet  événement  e s t  a p p a r u e  t r è s  

r a p i d e m e n t  d a n s  l e  déve loppemen t  d e  l a  t h é o r i e  g é n é r a l i s é e  d e  l ' i n f o r m a t i o n .  

Le terme d 'observa~eur p e u t  ê t r e  p r i s  au  sens propre : un s y g n a l  est  émis ,  

c h a q u e  o b s e r v a t e u r  p e r ç o i t  en  f a i t  un s i g n a l  p l u s  ou moins dé fo rme  J 

J .  KAMPE DE FERIET é c r i t ,  p a r  exemple  : "Nous supposons que l e s  évbnements 

observabZes sont perçus par des observateurs 5 ,  dont nous désignons l'ensemble 

par 0 ; entre  Za réa l i sa t ion  d'un évbnement e t  sa perception par un observateur 

s f 2n t rodu i t  une dis tors ion,  qui  peut dfaiZZeurs var ier  d'un observateur à un 

autre : quand Z'événement w se produit,  Z'observateur 5 perçait  UV événement 

w5  : 



T désignant une application de Z'espace des dvénements fi sur Z'espace iï 
5 5 

des événeme~ts observés par l 'observateur 5. 

Nous donnons au terme dfobseruateur un sens métaphorique : O 
sera aussi l'ensemble des paramdtres d'un système ; par exemple, si w E Q 

définit l'état de l'atmosphère à un instant t donné, nous considérons le 

baromètre, le thermomètre,..., comme autant d'observateurs de w qui nous 

définissent respectivement la pression w,, la température w2,.... sans pow 

cela que la  description fournie par ces observations épuise obZigatoirernent 

toute Za rs'alité déf inie  par w. De même, dans les deux exemples introduits 

précédemment, on retrouve les composantes classiques des modèles statistiques, 

On peut considérer l'individu w comme un élément d'un ensemble R : une 

bactérie comme un élément d'un groupe de bactéries 3 ou caractériser cet 

individu par ses propriétés : la bactérie par son profil de réaction aux tests 

biologiques r,etenu. L 'ensemble 0 es t  alors l'ensemble des caractères suivant 

lesque 2s nous étudions Za population. 

On peut même aller plus loin : nous traitons, dans le chapitre V, 

un exemple où le temps tient le rôle de l'ensemble des observateurs dans J16tude 

d 'un système évolu t i f .  

La formalisation de certains de ces exemples nous m è n e  naturellement 

à nous inte~roger sur la structure de l'espace des abservations a utiliser. 
Comme J. KAMPE DE FERIET, nous supposerons que, dans certains cas, les obgerva- 

teurs peuvent être supposés indépendants en stmroture ; c'est-à-dire que : 

" s i  lorsque toutes l e s  observations = T t u ) ,  sauf ce l le  d'un observateur 

que Zconque 
5 

cl , sont dk jà  connues, l 'observation o peut étre un point 
51 

arbitraire dans ". Ce qui nous conduit naturellement à représenter une 
61 

observation par un point : 

de l'ensemble prqduit I 



que nous appellerons espace des ohseruations. Le chapitre II est consacré à 
T 

l'étude de ce problème, très irnpc~tant dans la pratique. 

Dans le chapitre III, nous proposons différentes méthodes de cons- 

tructions d'informations, à partir de considérations concernant la dépendance 

ou l'indépendance des observateurs. Les résultats obtenus nous permettent 

de calculer l'information apportée sur un événement par un ensemble d'observa- 

teurs quand on connaît l'information apportée sur cet événement par chacun des 

observateurs et chacun des couples d'observateurs de ce même événement. Ce13 

nous conduit, dans le chapitre IV, à étudier, à partir d'hypothéses particu- 

lières, l'information apportée sur un événement par un couple d'observateurs. 

Le chapitre V conclut la première partie de ce travail, laquelle est 

consacrée à l'étude de l'information apportée par un groupe d'observateurs 

sur un événement. Ce chapitre peut être aborde directement par le lecteur 

qui cherche essentiellement à replacer notre étude dans le cadre de la théorie 

générelisée de l'information. Au terme de cette partie, il nous est en effet 

plus facile de situer notre travail par rapport à ceux qui ont été d6jà réalisés 

dans ce domaine : notre étude repose essentiellement sur des hypothèses concer- 

nant la dépendance et l'indépendance des observateurs alors que le développement 

de la plupsrt des travaux antérieurs porte sur la notion de composabilité, il 

faut noter que Zes informations que nous obtenons ne sont d ' a i l l eu r s  pas eompo- 

sabZes en général. Nous présentons aussi, dans ce  chapitre, d'autres directions 

de travail possibles ; en particulier, nous traitons en détail un exemple qui 

nous parait fondamental à deux points de vue : d'une part, il nous permet de 

mieux distinguer les notions drinformat{on dans un système s tat ique et d ' in for -  

mation dans un système dynamique, de dégager les liens entre ces deux notions ; 

d'autre part, cette étude ne fait intervenir ni probabilité, ni fréquence. 

Les applications de la théorie classique de l'information, telles 

qu'elles ont été développées par SHANNON et ses successeurs, ne dérivent pas 

directement de l'information apportée par un événement, mais plutôt de l'infor- 

mation moyenne apportée par les éléments d'une partition. Il en est de même 

pour certaines applications que nous proposons ; la deuxième pareie de ce t rava i l  



e s t  donc consacrée à l ' é tude des notions d'information moyenne sur une par t i t ion  

e t  d'information mutuelle entre  deux pariSitions. 

Notre but, dans cette deuxième partie, n'est pas de faire une étude 

exhaustive de la notion d'information apportée par une partition ou par une 

expérience [cette étude a été entreprise en particulier par B. FORTE). Nous 

cherchons essentiellement à présenter quelques perspectives d'applications 

déduites des propriétés de l'information moyenne d'une partition finie de $2. 

Dans le chapitre VI, nous definissons et étudions les notions 

d'information moyenne apportée sur une par t i t ion  par un ensemble d'observateurs - 
dans l 'espace $2 des éuénements d'une part,  e t  dans l 'espace S2 des obserucr- 

t i o n s  d 'autre  part ; ces résultats se déduisent directement de la formule de 

définition et des propriétés des informations définies dans la première partie. 

L'exemple numérique que nous traitons en détail dans le chapitre V I 1  

nous permet d'illustrer les résultats précédents et de montrer comment ces 

résultats englobent et généralisent ceux de la théorie classique de SHANNON ; 

en particulier, ils indiquent clairement quelles solutions nous apportons aux 

problèmes soulevés dans) cette introduction. Dans ce dernier chapitre, et à 

partir de l'exemple traité, nous proposons différentes directions d'applications 

possibles de ces notions en analyse des données, en classification automatique, 

dans les questionnaires. 





CHAPITRE 1 

---------- 

INFORMATION APPORTEE PAR UN GROUPE 

D'OBSERVATEURS SUR UN EVENEMENT 

La première p a r t i e  de ce c h a p i t r e  e s t  consacrée aux rappels des d i f f é -  

ren tes  d é f i n i t i o n s  e t  p r o p r i é t é s  de l a  mesure général isée de l ' i n f o r m a t i o n  dont 

nous avons besoin par  l a  s u i t e .  Nous préc isons en même temps l e s  no ta t i ons  e t  l e s  

conventions d ' é c r i t u r e  que nous avons adoptées. Dans l a  seconde p a r t i e  de ce cha- 

p i t r e  nous présentons en d é t a i l  des d é f i n i t i o n s  o r i g i n a l e s  concernant l a  n o t i a n  

d ' i n fo rma t ion  apportée p a r  un groupe d 'observateurs sur un événement. 

1.1.- RAPPELS ET NOTATIONS. 

Notre démarche prolonge c e l l e s  de J. KAMPE DE FERIET e t  B. FORTE, 

notamment sur  l a  mesure général isée de l ' i n f o r m a t i o n  sur  un événement C l21  C131, 

su r  l a  mesure de l ' i n f o r m a t i o n  par  un ensemble d'observateurs indépendants Cl41 

Cl51 Cl71 e t  su r  l e s  " c o l l e c t e u r s "  Ce] . Nous u t i l i s e r o n s  donc l a  t e rm ino log ie  

e t  l e s  no ta t i ons  développées dans ces t ravaux.  

1-1.1.-  INFORMATION SUR UN EVENEMENT. 

Soient SI un ensemble quelconque, non vide, dm6v6nements élémentaires 

w, S une a-algèbre de Boole de p a r t i e s  de Q [noud d i rons  auss i  une t r i b u 1  ; 

l 'espace mesurable (Q,S1 sera appelé espace des dvdnements ou espace des  phases. 

. 
Dans l a  su i te ,  chaque f o i s  que nous par le rons  de '?nesure de Z'infomation" 

ou p l u s  brièvement d ' "infarmationtl apportde par (ou sur) un dvénement observable 
t 

(ou dvdnement) en u t i l i s a n t  l a  l e t t r e  1, il s ' a g i r a  d'une f o n c t i o n  d'ensemble 

d é f i n i e  su r  une c lasse de p a r t i e s  de S'î [en général  l a  a-algebre SI s a t i s f a i s a n t  

aux axiomes 1,2,3 e t  aux d e f i n i t i o n s  suivantes q u i  f u r e n t  i n t r o d u i t s  par  

J. KAMPE DE FERIET e t  B. FORTE C121, Cl31 : 



1.2 

AXIOME 1 : L 'information 1 e s t  une application de S dans IR+ 

AXIOME 2 : L'information e s t  monotone pour ZfineZusion : 

(A,B) E S x S e t  B 5 A  => II61 1 I(A1 

l e s  valeurs un iverse l les  sont 

I(n1 = O e t  1101 = + 

Notons pour tout A  E S 

A' étant le complémentaire de A dans R. 

AXIOME 3 : Les événements A e t  B de S sont indépendants pour 

l 'information 1 (nous dirons auss i  : 1-indépendants), si  1 s a t i s f a i t  

aux quatre conditions : 

I ( A  (il ,, B(jl, = I ( A  (il , + 1(B(j11 i,j = O,, 

Etant donné les valeurs adoptées pour l'information apportée par R 

et 0, l'indépendance des événements A  et B est équivalente à l'indépendance 

des algèbres de Boole A et B engendrées respectivement par A  et B. D'une 

manière générale nous dirons que : 

al D E F I N I T I O N .  

Les algèbres de Boole (ou l e s  a-algèbres de BooZe) de l a  famille . 

sont 1-indépendan&s en i n  formation (respectivement 1-rindépendantes) 

s i  pour tou t  sous-ensemble f i n i  fresp.  dénombrable) K '  5 K d' indices  

e t  pour tou t  choix de Ai E Ai , on a : 



Comme l'a montré J. KAMPE D E  FERIET  dans C131, si l'on exclut les 

ensembles de S dont les valeurs d'information sont O ou + m, il est nécessaire 

pour que les notions d'indépendance en information aient un sens que Zes algèbres 

de la famille {Ai 1 i t K . Ai 5 SI  soient indépendantes en structure 

[nous disons aussi M-indépendantes pour employer la terminologie de D.A. KAPPOÇ 

C 2 0 1 1  : c'est-à-dire que pour tout sous-ensembZe fini K '  5 K d'indices et pour 

tout choix de Ai satisfaisant à : 

il faut que 

On parlera de O-M-indépendance quand K '  est dénombrable. Nous em- 

ploierons très souvent cette notion d'indépendance par la suite ; intuitivement 

étant donné (A1,A21 L A 
1 

x A2 , si A et A2 sont deux sous-algèbres de Boole 
1 

de S indépendantes en structure , Al ne peut en aucun cas contenir A ou A; , 
2 

et inversement. 

b3 D E F I N I T I O N .  

L 'information conditionnelZe fournie par Z 'événement B c S, lorsque 

l'on sait déjà que A E S est réalisé, est définie par : 

Quand I ( A 1  = + " , le second membre de cette relation est indéterminé ; 

nous Zéverons cette indétermination sn supposant que : 

Ce choix est le seul qui rend équivalentes les deux propositions : 

"Les événements A et sont 1-indépendants" 



-- 3 

1.4 

Avec cette convention, pour tout A fixé, on montre que l'application 
+ 

I(./Al : S + R  ,vérifie les axiomes 1 et 2, ce qui justifie la terminologie 

employée : I[./Al est une véritable information sur [f2,Si. Notons en particulier 

pour que tout A E S 

. IIA/0l = IIA/QI = TIA) 

f l 

1 1.1.1.- cl DEFINITION. 

Soit (A,BI E S x S ; on appelle information mutuezle en$re A e t  B 

Za quantité : 

s i  IIAI < + e t  II61 < + 

Notons que le terme d'information mutuelle, consacré par l'usage C31, C271, 

peut prêter à confusion. En aucune manière l'information mutuelle de deux I 
événements n'est une informatio~ : en effet cette quantité n'est pas I 
nécessairement positive 

de plus elle n'a aucune propriété de monotonicité, du type de celle de 

l'axiome 2. 

Quand IIAl = + &/ou I(B1 = + le second membre de cette relation 

est indéterminé ; nous léverons ce t te  indétemination en supposant que 

I[A;BJ = O s i  IIAl et/ou IIBI = + 

Ce choix est le seul qui rend équivalentes les deux propositions 

"Les événements A e t  6 sont 1-indrSpendants 



La p l u p a r t  d e s  t r a v a u x  en  t h é o r i e  g é n é r a l i s 6 e  d e  l ' i n f o r m a t i o n  que nous  

avons  c i t é s ,  ou q u i  s o n t  i n d i q u é s  d a n s  l a  b i b l i o g r a p h i e ,  p o r t e n t  p o u r  l ' e s s e n t i e l  

s u r  l ' é t u d e  d e  l a  n o t i o n  d e  c o m p o s a b i l i t é  d e  l ' i n f o r m a t i o n .  

AXIOME 4 : Une information 1 e s t  composable s ' $ 2  e x i s t e  une 

application F  de %+ x %* dans R' t e l t e  que, pour t ou t  couple 

(A,BI 6 S x  S , A n B = 0 , on a i t  : 

Les i n f o r m a t i o n s  1 que  nous u t i l i s e r o n s  p a r  l a  su i te  s a t i s f e r o n t  

aux  ax iomes  1 , 2 , 3  e t  a u x  d é f i n i t i o n s  a , b , c  p r é c é d e n t e s  ; mais nous ne supposerons 

pas qu ' e  Zles v é r i f i e n t  Z 'axiome 4.  

1 . 1  . 2 .  - INFORMATION SUR UN ENSEMBLE ORDONNE. 

Les  composan te s  communes d e  d i v e r s e s  d é f i n i t i o n s  p a r t i c u l i è r e s  d e  

l ' i n f o r m a t i o n  o n t  é t é  m i s e s  en  r e l i e f  l o r s  d e s  " R e n c o n t r e s  en  T h é o r i e s  d e  

l ' I n f o r m a t i o n "  d e  j u i n  1973.  D 'une  p a r t  J .  KAMPE DE FERIET Cl91  a  p r o p o p é  

d ' u n e  m a n i è r e  t r è s  g é n é r a l e  d e  d é f i n i r  Z' infomat ion à par t i r  drun ensemble de 

propositions logiques ; d ' a u t r e  p a r t  nous  a v o n s  i n d i q u é  C241 que  l ' o n  p e u t  

d é f i n i r  t o u t e  i n f o r m a t i o n  comme une a p p l i c a t i o n  monotone d ' u n  ensemble  7 p a r t i e l -  

l emen t  o r d o n n é  d a n s  un ensemble  t o t a l e m e n t  o r d o n n é .  C e t t e  a p p l i c a t i o n , q u i  c o n s e r v e  

l ' o r d r e  d e  t o u s  l e s  c o u p l e s  o r d o n n é s  de  T, pe rme t  donc  de compare r  l e s  é l é m e n t s  

d e s  c o u p l e s  non o r d o n n é s  ; l a  r e l a t i o n  d ' o r d r e  s u r  T d o i t  g t r e  convena-  

b l emen t  c h o i s i e  en  f o n c t i o n  du s e n s  i n t u i t i f  q u e  l ' o n  c h e r c h e  à a s s o c i e r  à l a  

n o t i o n  d ' i n f o r m a t i o n .  On n o t e r a  a u s s i  s u r  c e  s u j e t  les t r a v a u x  d e  J.SALLANTIN C281, 

1 2 9 1 .  

Les axiomes  e t  l e s  d é f i n i t i o n s  que  n o u s  a l l o n s  p r o p o s e r  d a n s  l a  deuxième 

p a r t i e  d e  ce c h a p i t r e  c o n c e r n a n t  l a  n o t i o n  d ' i n f o r m a t i o n  a p p o r t é e  s u r  un Événement 

p a r  un ensemble  d ' o b s e r v a t e u r s  e t ,  d a n s  l e  c h a p i t r e  V I ,  d ' i n f o r r n a t i ~ n  a p p o r t é e  

p a r  une p a r t i t i o n ,  ne  s o n t  p a s  p o s é s  a r b i t r a i r e m e n t  ; i l s  s ' i o s p i r e n t  d i r e c t e m e n t  

d e  c e s  b a s e s  g é n é r a l e s  que  nous  résumons  d a n s  l ' é n o n c é  s u i v a n t  : 

Soi t  T un ensemble partiellement ordonné pour la  re la t ion  d'ordre 

notée 4 . Une information gbnbralisée J  SUT T e s t  : 



i 1 

' AXIOMe 1 : Une application J de T dans *'+ 

AXIOME 2 : Monotone (nous la supposons décroissante) - 

S'il existe wl majorant et un minorant universels, notés respectivement 

M et m, on peut éventueZZement poser 

AXIOME 3 : Si T est un inf-demi-treillis C41 pour Za rela$ion 

d'ordre, deux éléments x  et y de T, dtinfimwn noté x  A y , sont 
dits indépendants s Zs vdri fient : 

Nous u t i l i s o n s  a u s s i  l e s  d é f i n i t i o n s  s u i v a n t e s  : 

. Lt<nformation conditionnelle fournis par l 'dZdment y E T ,  connaissant 

l'information fournie par x  E T, est définie par : 

C e t t e  d e r n i è r e  conven t ion  s e  j u s t i f i e  comme d a n s  l a  d é f i n i t i o n  

1.1.1. - b.  Notons que pour  t o u t  x  E T f i x é ,  J ( . / x l  e s t  une i n f o r m a t i o n  

proprement  d i t e  s u r  T ,  c e  q u i  j u s t i f i e  l a  t e r m i n o l o g i e  employée. . 
. L'information mutueZZe entre deux éZdments x et y  de T est Za 

quantité 

sinon 



C e t t e  d e r n i è r e  c o n v e n t i o n  s e  j u s t i f i e  comme d a n s  l a  d é f i n i t i o n  1 . 1 . 1 .  - c ,  

d e  même i l  f a u t  n o t e r  q u e  l ' i n f o r m a t i o n  m u t u e l l e  n ' e s t  p a s  o b l i g a t o i r e m e n t  un 

nombre p o s i t i f ,  q u ' e l l e  n ' a  aucune  p r o p r i é t é  d e  m o n o t o n i c i t é  ; l a  t e r m i n o l o g i e  

employée ,  c o n s a c r é e  p a r  l ' u s a g e ,  p e u t  donc  p r ê t e r  à c o n f u s i o n .  

1 . 1 . 3 . -  CONVENTION DE NOTATION. 

Dans l a  mesu re  du p o s s i b l e  nous  u t i l i s o n s  d a n s  c e  t r a v a i l  l e s  n o t a t i o n s  

e t  l e  v o c a b u l a i r e  employés  d a n s  l e s  t r a v a u x  en  t h é o r i e  g é n é r a l i s é e  de  l ' i n f o r m a t i o n  
r précédemment c i t é s .  On t r o u v e r a  f a c i l e m e n t  p a r  a i l l e u r s  [ p a r  exemple  d a n s  C2513 

l e  d é t a i l  d e s  c o n s t r u c t i o n s  c o n c e r n a n t  l e s  e s p a c e s  m e s u r a b l e s ,  l e s  e s p a c e s  p r o d u i t s  

e t c . . .  Nous nous  c o n t e n t o n s  donc  d e  p r é c i s e r  d a n s  c e  p a r a g r a p h e  l e s  c o n v e n t i o n s  

e t  les n o t a t i o n s  u t i l i sées  p a r  l a  s u i t e .  

1 . 1 . 3 , -  a l  S o i t  i-2 un ensemble  q u e l c o n q u e ,  non v i d e ,  d'événements éZémentaires 

o, S une q - a l g è b r e  d e  Boole  d e  p a r t i e s  d e  S I  [ n o u s  d i r o n ~  a u s s i  t r i b u 1  ; 

l ' e s p a c e  m e s u r a b l e  ( n , S )  e s t  a p p e l é  espace des événements ou espace des phases. 

Un e n s e m b l e . m e s u r a b l e  A E S e s t  a p p e l é  a u s s i  événement observabZe ou plus 

sinrpZement événement. L 'espace des observateurs ( (7,  FI e s t  fo rmé  d ' un e n s e m b l e  

Ù q u e l c o n q u e ,  non v i d e ,  d ' o b s e r v a t e u r s  5 e t  d ' u n e  a - a l g è b r e  d e  Bonle  F d e  

p a r t i e s  d e  0. Un ensemble  m e s u r a b l e  F E F s e r a  p a r f o i s  a p p e l é  un groupe 

d'observateurs. On s e  r e p o r t e r a  à l ' i n t r o d u c t i o n  d e  c e  mémoire e t  aux  exemples  

t r a i t é s  d a n s  l e s  c h a p i t r e s  V ,  V I ,  V I 1  p o u r  l e s  d i v e r s e s  i n t e r p r é t a t i o n s  q u e  l ' o n  

p e u t  d o n n e r  aux  t e r m e s  observateur e t  événement. 

1 Nous employons l a  n o t a t i o n  condensée  [ O  x  0, $ x FI où : 

. Cl x  O es t  l ' e n s e m b l e  d e s  c o u p l e s  (w,cl  p o u r  o E R e t  5  6 O 

. S x  F e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  c o u p l e s  (A,F) p o u r  A E S  e t  F 6 f . 
1 . 1 . 3 . -  b )  E t a n t  donné deux e s p a c e s  m e s u r a b l e s  q u e l c o n q u e s  ( n , , A 1 )  e t  (n2,A21 

s -. 
nous  n o t o n s  



1 

A chaque couple [A,RJ E A x A2 nous pouvons associer l e  pavé mesurable, 

noté A x B , qui est le sous-ensemble de Q, x 5 de la forme : 

Nous notons Al e A2 l a  o-algèbre de Boole de parties de R 
1 R2 

engendrée par l e s  pavés mesurables. L'espace mesurable produit (QI x R2 , Al @ A21 - - 
sera parfois noté I R ,  SI. 

A tout sous-ensemble B r A2 de R  , associons le cylindre B 
2  

de base 6 dans fl c'est-à-dire le sous-ensemble de 0 = Q - 2 ,  A .. 1  
x O 2  de la forme 

B = fi x B ; l'ensemble des cylindres 8 de n = 0  x fi2, quand B parcourt 
1  .. 1  .. 

A est une sous o-algèbre Boole de S = Al O A2 , notee A2,  isomorphe à la 
2  ' 

a-algèbre A de Nous distinguerons de même le sous-ensemble A r Al de 2 2 - A A 

0 et le cylindre A = A x a A de = fi x Q Les sous 0-algèbres 
- 1  2 2 1  2 ' 
Al et Â 2  de S sont M-indépendantes ( 1 . 1  .l. 1 car nous avons évidemment 

Ces notations et ces résultats se généralisent facilement au cas 

d' une famille f i n i e  d 'espaces mesurables. 

1 . 1 . 3 . -  cl Dans le cas d'une famille quelconque d'espaces mesurables 

i A / i KI : 

Nous notons Ti ni le produit des ensembles, supposés non vides, 
'sK i" 1 i E KK) , c'est-à-aire l'ensemble des points w = {Wi 1 i E K) obtenus 

lorsque, pour tout i r K , w parcourt 0 . 
I i i 

Nous notons II A l'ensemble des familles 
s i ( A i l i s ~  

= (Ai 1 i c KI 
obtenues lorsque pour t&:b i E K , Ai parcourt A . 

i 

Un pavé mesurable est un sous-ensemble de 

n " O Ù ~ ~ S  A ~ L A ~  
" de la -Forme 

'E K sont supposés n'être distinc$s de ni que pour un nombre 
ir K 
fini de i f K. Nous notons O A l a  o-algèbre de Boole de part ies  de n 

ir K i iE K i 
engendrée par Zes pavés mesurables. 



Afin  de  s i m p l i f i e r  l ' é c r i t u r e ,  quand il  n ' y  a  p a s  d ' a m b i g u ï t é  p o s s i b l e ,  

nous noteyvns [ilni. @ A i )  2 'espace mesurable produit des espaces mesurabtes 
K K 

{ (",Ai) 1 i E KI ; c ' e s t - à - d i r e  : 

7 
1.1 -3.- d l  Dans l a  s u i t e , n o u s  a l l o n s  a s s o c i e r  à choque  o b s e r v a t e u r  5 E 0 

un e s p a c e  m e s u r a b l e  fo rmé  d ' u n  ensemble  non v i d e  e t  d ' u n e  O - a l g è b r e  d e  5 
Boole  S d e  p a r t i e s  d e  f2 l e s  é l é m e n t s  d e  R ( r e s p e c t i v e m e n t  

5 5 '  5 
s o n t  g é n é r a l e m e n t  n o t é s  w [ r e s p .  C E ) .  

s~ ) 

5 
A - 

L ' e s p a c e  m e s u r a b l e  ( Q , S l  p r o d u i t  d e s  e s p a c e s  { (Q5 , sc l  1 5 E 0) 
est a p p e l é  espace des observations : 

., A A C 

l e s  é l é m e n t s  de  ( r e s p .  S I  s o n t  g é n é r a l e m e n t  n o t é s  w [ r e s p .  C l .  

De même, p o u r  t o u t e  p a r t i e  F e F non v i d e  d e  0, nous d é s i g n o n s  p a r  

i2 QS 1 l ' e s p a c e  m e s u r a b l e  p r o d u i t  d e s  e s p a c e s  {(fi S 1 1 6 E F I  q u i  e s t  
F < F E  5'  5 

a p p e l é  espace' des observations du groupe F d'observateurs. Les é l é m e n t s  d e  

ïi Q ( r e s p e c t i v e m e n t  @S l  s o n t  g é n é r a l e m e n t  n o t é s  u ( r e s p .  
5 F C F )  , F F 5  

A 

Un cylindre d e  b a s e  C F  d a n s  e s t  u n  sous -ensemble  d e  f2 = TI 
F 5 

d e  l a  f o r m e  CF  x ïi R que  nous  n o t e r o n s  
O 

FC 

A A 

I On s a i t  q u ' u n  cyZindre C F  de  b a s e  CF  d a n s  S2 e s t  S-mesvrable 
F 5 

s i  e t  s e u l e m e n t  s i  s a  b a s e  CF  est  f4 S - m e s u r a b l e  e t  q u e  l ' e n s e m b l e  d e s  c y l i n d r e s  ,. F 5 A 

m e s u r a b l e s  CF d e  b a s e  CF  d a n s  il ClE es t  une  s o u s  a - a l g è b r e  d e  S i s o m ~ r p h e  

à 63 S . Nous n o t e r o n s  c e t t e  s o u s  $ - a l g è b r e  
F 



A * 

Nous notons de mëme S l a  sous 0-algèbre de S des cy l ind res  
5  

mesurables de base dans (L? S 1 Remarquons en p a r t i c u l i e r  que pour t o u t  .. A 5 '  5 : - 
F r F , F # 0 : O S = B S ( O S é t a n t  l a  sous 0-a lgèbre  de S engendrée 

F  C F  F A  5  
par  l 'ensemble des cy l ind res  de S 5  E FI .  

A .. 5  ' - 
Soient  w r L? e t  F E F, F  # 0 nous pouvuns n o t e r  14Blément o  

A - 
sous l a  forme IwF.w 1 ; é t a n t  donné C E S nous appelons projection dg C 

FC 
sur l 'espace il l e  sous-ensemble de iï fi noté C F  . d é f i n i  par  : 

F 5  
F 5  

Dans l a  mesure où nous faisons Z'hypothZse que pour t ou t  couple 
A A 

( C .  FI E S x F . F  f 0 . l a  projeetion de C sur il 0 pst B S -mesurab t e ,  
A F 

5 F 5  
1 *. 

no t r e  nota t ion  s e  j u s t i f i e  ; CF désigne a l o r s  l e  c y l i n d r e  de Q dont l a  base 

.. 
I~ igoureusement  l a  p ro j ec t ion  de  C s u r  Ti Q E  d e v r a i t  sa  n o t e r  

A F = 
différemment. per  exemple CF, e t  l e  cy l ind re  a s s o c i é  C F  ; l a  convention 

adoptée permet de s i m p l i f i e r  notablement l ' é c r i t u r e  e t  n ' e n t r a f n e  aucune - 
ambiguTt6 que l e  contex te  ne puisse  l e v e r ) .  La p ro j ec t ion  d 'un  C .  c S . 

A -  
i = 1 ,2 ,  ... s u r  il L? s e r a  notée (CilF e t  l e  c y l i n d r e  a s s o c i é  (CilF . 

F 5  
i = 1.2,,.. 

- * 
Notons en p a r t i c u l i e r  [Axiome du choix)  qu'un pavé C = il C d e  $ 

5 4  5 e s t  vide s i  e t  seulement s i  u n  de ces  f a c t e u r s  {CE 1 5  0) e s t  vrde. ce  qui  

implique pour t o u t  F # 0 : 

.. .. A A .. * 

Pour t o u t  (C.Fl r S x F nous avons CF  1 C e t  ,. A c F 
= C s i  e t  

seulement s i  C e s t  8 S -mesurable. Pour t o u t  ( C i . F i )  f S x F ,  F  # , 
F 5  i 

i = 1.2 nous avons : 



en n o t a n t  [CilFi . i = 1.2 l e s  p r o j e c t i o n s  de  Ci s u r  li Qg . i = 1 .2  

Fi 
e t  qFi . i = 1 , 2  l e s  c y l i n d r e s  a s s o c i é s  ; l ' i n c l u s i o n  peut  ê t r e  s t r i c t e  

même s i  : 

- A 

Pour  t o u t  C i  x Fi c S x F , Fi # 0 . i = 1.2. nous avons : 

A - 
l ' i n c l u s i o n  peu t  ê t r e  s t r i c t e  même quand C = C = C2 ou FI 2 F2 - A 1 ou FI n F = Cl; 

2 cependant  s i  
1  C = C  = C 2  e t  FI 1 F2 : 

A 

Les s o u s - t r i b u s  de  l a  f a m i l l e  { S  1 5 E O} s o n t  O-M-indépendantes 
5 

( 1 . 1 . 1  9 1  De meme s i  {Fi 1 F E FJ F.  Z 0 . i c KI e s t  une f a m i l l e  quelconque 
i 1 

d 'ensembles  de 0. deux a deux d i s j o i n t s .  l e s  s o u s  O - a l g è b r e s  de  l a  f a m i l l e  
4 

{ @ SE 1 i E K I  s o n t  O-M-indépendantes.  

Fi 



-, - 
1 . 1 . 3 .  - e l  E t a n t  donné  F E F , F # 0 e t  C E S . l a  p r o j e c t i o n  CF d e  C 

s u r  Ii n ' e s t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  8 S - m e s u r a b l e ,  c e  q u i  j u s t i f i e  l ' h y p o t h è s e  
F 5 F 5 

de  m e s u r a b i l i t é  d e  C que nous  avons  évoquée  précédemment e t  que  nqus  u t i l i s e r o n s  
F 

constamment d a n s  l a  s u i t e  ( 1 1 . 1 . 1 . 1 .  

C .  LANGRAND donne d a n s  C211 l ' e x e m p l e  d ' u n  événement  m e s u r a b l e  d ' u n  

e s p a c e  p r o d u i t  [QI  x fi2, A P BI d o n t  l a  p r o j e c t i o n  s u r  $2, n ' e s t  p a s  

A-mesurable .  On c o n n a î t  d i f f é r e n t e s  c o n d i t i o n s  s u f f i s a n t e s  d e  r n e ç u r a b i l i t é s  

d e s  p r o j e c t i o n s  C211, C251. Remarquons e n f i n  q u ' i l  e s t  t r i v i a l  d e  m a n t r e r  q u e  

s i  l e s  e n s e m b l e s  0 e t  {Qc ( 5 F 0) s o n t  f i n i s ,  l e s  p r o j e c t i o n s  s o n t  t o u j o u r s  

m e s u r a b l e s ,  c e  q u i  est  l e  c a s  d e s  a p p l i c a t i o n s  que  nous p r o p o s o n s .  

1 . 2 . -  DEFINITION DE L'INFORMATION J SUR (il x 0, S x F  1 - 
S o i e n t  R un ensemble  q u e l c o n q u e ,  non v i d e ,  d 'événemenks  é l é m e n t a i r e s  

w, 0 un ensemble  q u e l c o n q u e ,  non v i d e ,  d ' o b s e r v a t e u r s  e t  S ( r e s p e c t i v e m e n t  

FI une a - a l g è b r e  d e  p a r t i e s  d e  L? ( r e s p .  01. 

1 . 2 . 1  . - Novs cherchons, dans ce paragraphe, à déf in ir  Z 'information J ( A ,  FI - 
apportés pur L 'ensemble des observateurs 6, du groupe F E F sur l a  ~ S a l i s a t i o n  

de 2 'événement A E S ( c  'est-à-dire sur la réalisation d'un événemen* élémenifqire 

w e fi dont on sa i t  seulement q u ' i l  appartient à A), A notre sens, ce t t e  appZica- 

t ion J d6finie sur s x F, à valeurs dans IR', doit  possQder essentielZement 

les  deux propriétés suivantes : 

l 
I - pour un groupe F E F fixé d'observateurs, J I . , F l  e s t  une information 

l généralisée au sens de J .  KAJPE DE FERIET e t  B ,  FORTE (I.  1.1 .) ; e 'est-à-dirq que 1 
l 

la proposition "w appartient d A" apporte une information d'autant plus grande 
l 

que Z 'ensemble A e s t  plus res t re in t .  . 
- pour un événement A E s fixé, Zlinformation J ( A , . I  c r o f t  avec l e  

nombre d'observateurs de cet  événement. 

Nous a v o n s  p r o p o s é  (1 .1 .2 .1  d e  c a r a c t é r i s e r  t o u t e s  l e s  i n f o r m a t i o n s  comme 

d e s  a p p l i c a t i o n s  d a n s  IR*, monotones p o u r  une  r e l a t i o n  d ' o r d r e  p a r t i e l  convena -  

b l emen t  c h o i s i e  s u r  l ' e s p a c e  d e  d é f i n i t i o n .  Dans l e  c a s  q u i  nous o c c u p e ,  nous  

t r a v a i l l o n s  évidemment s u r  l ' e n s e m b l e  d e s  c o u p l e s  [A,FI d e  $ x F sur l e s q u e l s  

nous  d é f i n i s s o n s  u n s  r e l a t i o n  d ' o r d r e  notBe  f: , q u i  p o s s è d e  les  p r o p r i é t é s  

e x p r i m é e s  c i - d e s s u s  : 



C e t t e  r e l a t i o n  r é f l e x i v e ,  t r a n s i t i v e ,  a n t i s y m e t r i q u e ,  d é f i n i t  

donc s u r  S x  f une r e l a t i o n  d ' o r d r e  p a r t i e 1 , p r o d u i t  d e s  r e l a t i o n s  d ' o r d r e  

s s u r  S e t  2 s u r  F. L'ensemble  S x  F muni d e  c e t t e  r e l a t i o n  d ' o r d r e  

forme un t r e i l l i s  d i s t r i b u t i f .  Notons I .  A . l  l ' i n f imum e t  ( .  v . 1  l e  

suprernum d e  deux é léments  de  S x F , i l  v i e n t  : 

Le p l u s  ~ e t i t  é lément  de  S x F (au  s e n s  de  4 )  e s t  (0,O) 
e t  l e  p l u s  g rand  [Q,01 ,  Ce t r e i l l i s  e s t  complémenté e t  on p e u t  a s s o c i e r  

de  manière  unique $ un é lément  [A,Fl  E S x F  l ' é l é m e n t  camplémenta i re  

[A,FI ' = ~A',F 'I  q u i  v é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  e x i g é e s .  Le t r e i l l i s  p r o d u i t  

a i n s i  d é f i n i  forme donc une a l g è b r e  d e  Boole de  p a r t i e s  de  0 x O d i f f 6 r e n t e  

d e  l a  a - a l g è b r e  de  Boole de  p a r t i e s  de  ,Cl x O engendrée  p a r  l e s  pav6s  

de  S x F, que l ' o n  c o n s i d è r e  genéra lement  en p r o b a b i l i t é .  

D é f i n i s s o n s  s u r  l e  t r e i l l i s  S x F engendr6 p a r  l a  r e l a t i o n  

d  ' o r d r e  4 a i n s i  d é f i n i e ,  une i n f o r m a t i o n  g é n é r a l i s 6 e  comme naus 1 ' avons  

p roposé  dans  l e  pa ragraphe  1.1.2. 

1.2.2.- DEFINITION. 

L'information apportde par un groupe dtobsemateurs F E F; s w ,  

un événement A E S , notée J(A,FI , e s t  ddfinie par une 

application J de S x F dans 6' , dkcroissnnte pow. ta relat ion 

d'ordre partie2 ,( sur S x  F : 

[Ai,Fil e S x F i = 1 , 2  

[ A 1 , ~ l ) <  IAZ.F21 -> JIA,,F1l z JIA2,F21 

c 'est-à-dire : 



1.2.3.- DEFINITION. 

Deux éZdments [ A i  . F .  1 . i = 1.2 de S x F sont indépendanks 
I 1 

ert information s i  : 

c ' e s  t-à-dire s i  : 

.En particulier,  l e s  kvénements A, e t  A2 de S sont d i t s  

indépendants en infornation pour Zes observatetus du  groupe 

F E F OU Findépendants s i  : 

Les groupes d'observateurs F I  e t  F2 de F sont d i t s  indSpendants 

pour Z 'observation de Z 'éudnement A E S s i  : 

Les seules uaZeurs miverseZZes proposées par l a  théorie gén6rali- 

sée de l'information sont J IQ  , 0) = O e t  0 , 1 + . L'étude 

d é t a i l l é e  des conséquences de ces déf ini t ions  va nous montrer que l 'appl ice-  

t ion J  ainsi  définie possède l e s  propriétés exprimées en 1.2 , l .  e t  nous 

permettre de préciser l a  valeur prise par J en certains é16ments part icul iers  

de S x F. 

1 m 2 4 - PROPOSITION. 

Soient un évdnement A E S fixd e t  &ux gmupes d'observateurs 

F 1 . F 2  de F t e l s  que : 



Q u e l l e s  v a l e u r s  don. ier  à J fA . 01 : i n f o r m a t i o n  a p p o r t é e  

s u r  11év6nernont  A E S p a r  un e n s e m b l e  v i d e  d ' o b s e r \ ) a t e u r ' s  ? 

E t a n t  donné  l e  s e n s  i n t u i t i f  q u e  n o u s  s t t r i b u o n s  d a n s  ce 

t r a v a i l  à JCA , FI , n o u s  c o n v i e n d r o n s  d c  s u p p o s e r  q u e  J ( A  , 0) = O 

p o u r  t o u t  A e S  . Nous g é n é r a l i s e r o n s  a l a i l J e u r s  c e t t e  h y p o t h è s e  en 

s u p p o s a n t  q u ' i l  e x i s t e  une  c l a s s e  Fo o e s  g r o v p e s  d ' o b s e r v a t e u r s  d e  

F q u i  r ' a p p o r t e n t  p a s  d ' i n f o r m a t i o n  e t  p o b r  l e s q u e l s  n o u s  p o s e r o n s  : 

La c l a s s e  Fo d ' é l é m e n t s  d e  F c o n t i e n t  a u  moins  l ' e n s e m b l e  e t  p e u t -  

ê t r e  r é d u i t e à  ce s e u l  é l é m e n t ;  Fo es t  h é r é d i t a i r e ,  en effet  si F  E Fo . O 
F E F e t  F 5 Fg l e s  r e l a t i o n s  1.2.4. i m p l i q u e n t  F G Fa P o u r  é v i t e r  

l e  c a s  t r i v i a l  où p o u r  t o u t  A c S e t  t o u t  F E F , J [ A  FI = O , nouE 

s u p p o s e r o n s  q u ' i l  e x i s t e  a u  mo ins  un événemen t  A F S p o u r  l e q u e l  .?[A , 01 z O 

c ' e s t - l - d i r e  q u e  l a  c l a s s e  F - F = {F  E F I F  ( Fo} es t  non  v i d e .  
O 

Aucun p r c b l è m e  n e  se  p o s e  q u a n t  à l a  v a l e u r  à a t t r i b u e r  a JCA . 0). 
S i  l ' o n  c o n s i d è r e  d 'une1 p a r t  q u e  l ' e n s e m b l e  0 d e s  o b s e r v a t e u r s  ~ g i ~ t  t o u j o u r s  

Ê t r e  i m a g i n é  i n c l u s  d a n s  un s n s e m b l s  p l u s  v a s t e  b '  d 1 o b $ e y v s t e u r s  q u i  

a p p o r t e n t  s t r i c t e r r e n t  p l u s  d ' i n f o r m a t i o n  q u e  cebx d e  O , e t  p c u r  ê v i t e r  

d ' a u t r e  p a r t  l e  c a s  l i m i t e  où J I A  , 01 = + m p o u r  t o u t  événement  A 5 

n o u s  c o n v i e n d r o n s  q u ' i l  e x i s t e  a u  moins  un é l é m e n t  A E S t e l  qua  

J C A ,  0) < + m .  

1,2.5. - PROPOSITION. 

Soient  F t F un groupe fixé d'observatatlrs et; deux év&nemer.ts 

P de s t e l s  que : 
1 



iZ vient  : 

L ' a p p l i c a t i o n  J I .  , F I  e s t  donc une i n f o r m a t i o n  g é n é r a l i s é e  

aq s e n s  du pa ragraphe  1 , 1 . 1 . ,  avec  l a  r e s t r i c t i o n  que 

l e s  q u a n t i t é s  JCn , F I  e t  J I 0  , F I  ne s o n t  pas  o b l i g a t o i r e m e n t  é g a l e s  

r e spec t ivement  à O e t  + m .  On c h o i s i t  en  g é n é r a l  c e s  v a l e u r s  a f i n  

q u ' e l l e s  demeurent i d e n t i q u e s  pour  t o u t e s  l e s  i n f o r m a t i o n s  e t  p a r c e  que 

c e  c h o i x  rend l e s  événements ~ 2  e t  0 i n d é p e n d a n t s  en i n f o r m a t i o n  d e  

t o u s  l e s  événements A E S. E f f e c t i v e m e n t ,  pour t o u t  groupe F  c F 
d ' o b s e r v a t e u r s  f i x é ,  imposons que l e s  événements Ci e t  0 s o i e n t  

F- indépendants  en i n f o r m a t i o n  de  t o u s  l e s  événements de  5 , c ' e s t - à - d i r e  

que,  pour  t o u t  A E S : 

J [ I A  n QI  , F I  = J I A  , F)  + J r n  , F I  

J ( [ A  n 0 1  . F I  = J ( A  , F I  + J ( 0  , F I  

Le rapprochement de  c e s  é g a l i t é s  avec  l e s  i n é g a l i t é s  d e  

1.2.5. impl ique  que l e s  s e u l e s  s o l u t i o n s  p o s s i b l e s  s o n t ,  pour  un 

F  E F donné : 

, pour  t o u t  A E 5 : J I A  , F I  = O a l o r s  J I Q  , F I  = J I 0  , F I  = O 

. pour  t o u t  A  E S : J I A  , F I  = + m a l o r s  J [ n  , F I  = J ( O  , F I  = + 

. s i n o n  J I O ,  F I  = O e t  J I 0  , F I  = + 

Le p r e m i e r  c a s  s e  r a p p o r t e  aux é l é m e n t s  F de  l a  c l a s s e  Fo 

d e s  g roupes  d ' o b s e r v a t e u r s  q u i  n ' a p p o r t e n t  pas  d ' i n f o r m a t i o n .  Nous avons  

convenu d ' e x c l u r e  l e  second c a s  q u i  i m p l i q u e  J I A  , 01 + w pour t o u t  

A  E S .  Le d e r n i e r  c a s ,  q u i  co r respond  à l a  d é f i n i t i o n  h a b i t u e l l e  d e  

l ' i n f o r m a t i o n  g é n é r a l i s é e ,  s e  r a p p o r t e  aux é léments  F de  l a  c l a s s e  



Nous ne cherchons pas, par l e  raisonnement précédent, à 

démontrer la  va l id i té  des valeurs universelles de 2 'information, mais 

seulement à présenter des considérations qui permettent de justi fZer 

Z'dnoneé suivant : 

1 .2 .6 . -  DEFINITION. 

La classe Fo des groupes d'observateurs qui n'apportent pas 

. d'information e s t  un sous-ensemble de F  t e l  que : 

. O r F O  

. F  e s t  héréditaire : Fo r  F o ,  F r F  e t  F c F o  ===> F  c Fo 
O 

. F - F  = {F E FI F  >( Fol non vide.  O 

L'information J sur S  x F  déf inie  en 1 .2 .2 .  prend l e s  vaZeurs 

universelles suivantes : 

Nous d é f i n i s s o n s  p a r  l a  s u i t e  Fo comme l a  c l a s s e  d e s  

ensembles  f -mesurab les  n é g l i g e a b l e s  pour  une c e r t a i n e  mesure f i n i e  

s u r  (UDF)  . Dans c e  c a s  Fo e s t  s t a b l e  pour  l ' o p é r a t i o n  de  r é u n i o n  dénom- 

b r a b l e  e t  forme donc un o - i d é a l .  P a r  abus  d e  n o t a t i o n .  l e s  dléments de Fo 
sont parfois appelés ensembles ndgligeables d'observateurs même quand on ne  

d é f i n i t  pas  d e  mesure s u r  ( U D F ) .  Notons l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  q u i  

é c l a i r e  l e  s e n s  à donner  à Fo : 

1.2.7.- PROPOSITION. 

Supposons que pour tou t  obsertlateur 6 0 l a  partie 1 5 )  , F ; 

alors la  classe 
Fo 

es t  égale à { a )  s i  e t  seulement s i  toue l e s  

obsemateurs 6 E O sont non-négligeables (c 'est-d-dire, s i  pour 

tou-b 5  E 0, i l  ex i s t e  A E S t e l  que J ( A  , {s)).. 01 



S a n s  h y p o t h è s e  s u r  F on  a  p l u s  g é n é r a l e m e n t  q u e  l a  c l a s s e  

FO e s t  é g a l e  à ( 01  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  t o u s  l e s  o b s e r v a t e u r s  5  r L) s o n t  

non n é g l i g e a b l e s  d a n s  l e  s e n s  s u i v a n t  : p o u r  t o u t  5 E L) e t  t o u t  F e f 

t e l q u e  ~ E F ,  i l e x i s t e  A E S  t e l q u e  J ( A , F 1 > 0 .  

Le s y s t è m e  d ' a x i o m e s  c i - d e s s o u s ,  que nous  avons  p r o p o ~ é  

a v e c  G .  COMYN d a n s  n o t r e  n o t e  1 7 1  s u r  l e s  " A p p l i c a t i o n s  de l ' i n f o r m a t i o n  

g é n é r a l i s é e  à l ' a n a l y s e  d e s  données  s t a t i s t i q u e s " ,  es t  é q u i v a l e n t  aux  

d é f i n i t i o n s  1.2.2. e t  1.2.6. e t  nous  mon t r e  que  l ' a p p l i c a t i o n  J  que  nous  

venons  d e  d é f i n i r  p o s s è d e  l e s  p r o p r i é t é s  s o u h a i t é e s  a u  p a r a g r a p h e  1.2.1, 

1.2.8. - L'information apportée par un groupe d 'observateurs F  E F sur - 
un événement A E s e s t  une apptication 3 de S x  F dans 6' 
vér i f iant  t e s  t r o i s  axiomes suivants : 

AXIOME 1 : Pour tout  IA,FI S x F : J (A ,F I  2 O ; de plus 

pour tout  A É S  e t  Fo .c Fo : J ( A .  F 1  = O . 
O 

Fo e s t  t a  classe d 'dtéments de F cont~nant  0 e t  

qui e s t  déf inie  en 1 .2 .6 .  

AXIOME 2 : Pour tout  F  E F - Fo , l 'application de S dans 

%+ déf inie  par J  ( . . F I  es t  une information 

généralisée au sens du paragraphe 1- 1.1. 

sur rn,s~ 

C ' e s t - à - d i r e  que  s i  Al  e t  A 2  s o n t  deux  événemen t s  d e  S  t e l s  que  

i l  v i e n t  p o u r  F F - Fo : 

AXIOME 3 : Pour tout  A E S f ixé,  Z 'application de F dans 

fi' déf inie  par J ( A  . . 1 e s t  croissante pour 

Z ' inctusion. 



S o i e n t  FI e t  F2 deux g roupes  d ' o b s e r v a t e u r s  de  F t e l s  que 

0 5 F 1 5 F 2 c 0  

il v i e n t  : 

Les r e l a t i o n s  1.2.9  e t  1 . 2 . 1 0 .  s o n t  d e s  conséquences  d e  

l a  d é f i n i t i o n  1 . 2 . 6 .  a p p l i q u é e  aux r e l a t i o n s  d e s  p r o p o s i t i o n s  1.2 .5 .  e t  

1 . 2 . 4 .  

Dans l a  s u i t e ,  pour  s i m p l i f i e r  l e s  énoncés ,  nous utiZisons ZQ 

Zettre J e t  nous parlons simplement de Ztinformation sur (n x 0, S x FI 
pour dé f in ir  une information véri f iant  Zes déf ini t ions 1.2 .2 .  e t  1.2.6 ; 

nous empZoyons Za Zettre 1 e t  nous précisons information sur [n,S) quand 

nous faisons aZZusion aux déf ini t ions de 1.1.1. 

Pour s i m p l i f i e r  l ' e x p o s é  e t  pour employer un fo rmal i sme  

c l a s s i q u e ,  nous avons supposé  que  l e s  e s p a c e s  m e s u r a b l e s  IQ ,S)  e t  

I0.F) s o n t  formés r e s p e c t i v e m e n t  p a r  d e s  a - a l g è b r e s  d e  b o o l e  S e t  

F d e  p a r t i e s  de  n e t  0. Il e s t  c l a i r  que l ' o n  p e u t  énoncer  l e s  

d é f i n i t i o n s  p r é c é d e n t e s  s o u s  d e s  hypo thèses  moins r e s t r i c t i v e s  pour  ç e t  

f. Il c o n v i e n t  a l o r s  de  p r e n d r e  l a  p r é c a u t i o n  de  p r g c i s e r ,  d a n s  c e r t a i n s  

énoncés ,  que l e s  é l é m e n t s  u t i l i s é s  a p p a r t i e n n e n t  à S ou F. De même, 

p a r  l a  s u i t e , n o u s  suppose rons  t o u j o u r s  a  p r i o r i  que  l e s  ensembles  d e  

p a r t i e s  s o n t  d e s  a - a l g è b r e s  de  b o o l e  ; mais nous nous r é s e r v o n s  l a  

p o s s i b i l i t é  d ' u t i l i s e r  l e  c a s  é c h é a n t  d e s  s t r u c t u r e s  moins r e s t r i c t i v e s  

en p r é c i s a n t  à chaque f o i s  l e  domaine s u r  l e q u e l  nous t r a v a i l l o n s .  On 

t r o u v e r a  t o u t e s  l e s  p r é c i s i o n s  u t i l e s  c o n c e r n a n t  c e  t y p e  de  g é n é r a l i s a t i o n  

dans  l e  pa ragraphe  11.4. 



1.3.- DEPENDANCE ET INDEPENDANCE. 

L'indépendance de deux éléments de S x F au sens ou nous l'avons 

définie dans le paragraphe 1.2.3. est l'application immédiate de la définition 

de l'indépendance entre deux éléments d'un treillis (1.1.2.1. Comme dans le 

cadre classique, nous avons besoin, pour les développements ultérieurs, de 

généraliser cette notion à l'indépendance de sous-algèbrsde S et de famille 

d'observateurs de f . 

Dans la théorie de l'information généralisée au sens de 

J. KAMPE DE FERIET, (1.1.1. : Axiome 3 et Définitional , il est naturel de 
considérer que c'est l'indépendance des algèbres : 

qui définit J'indépendance des événements A q  et A2 de S. 

Comme, pour tout groupe F E F d'observateurs fixé, nous 

supposons que l'application J ( .  , FI est une information généralisée 

sur IR,Sl , nous exprimerons donc aussi l'indépendance des événements 

Al et A2 de S pour le groupe F E F d'observateurs par l'indépendance 

des algèbres Al et AZ : 

D'une manière générale, si {Ai li e KI est une famille de sous 

a-algèbres de Boole de S , K étant un ensemble quelconque d'indices, 

nous poserons la définition suivante : 

1.3.1.- DEFINITION. 

So i t  une information J sur (a x O, S x FI e t  un groupe F E f 

f i xé  d 'observateurs ; nous dirons que l e s  sous a-algèbres de boole 

de ta  fami 2 l e  {Ai ( i c K 1 sont indépendantes en information 

(respectivement a-indépendantes en information) pour l e  groupe 

F d 'observateurs s i  pour tou te  sous-fami l Ze f i n i e  (resp.  dénombrable) 

d ' indices  K t  c K , on a : 



quels que soient l e s  événements Ai e Ai . 

REMARQUE SUR LA NOTION D'INDEPENDANCE. 

De manière symétrique, on pourrait penser généraliser la définition 

. de l'indépendance de deux groupes d'observateurs FI et F2 de F pour un 

événement A fixé, en exigeant l'indépendance des sous-tribus FI et F2 : 

Nous ne le faisons pas car cette définition aboutit à des résultats 

contradictoires avec le sens intuitif que nous attachons à J(A , F I .  Du fait 

que F, et F, sont indépendants pour l'observation de A il n'en résulte 
l L 

nullement que F: et F; sont indépendants 

No.us venons.de définir l'indépendance et la alindépendance d'une 

famillg de sous-tribus de S pour le meme groupe d'observateurs. Nous allons 

maintenant définir l'indépendance et la a-indépendance d'une famille de groupes 

d'observateurs pour l'observation d'un même 6lément A E S ou d'une sous-tribu 

A de S. Soit I ~ ~ l i  É K . F. r F} une famille de groupes d'observateurs 
1 

F-mesurable, K étant un ensemble quelconque d'indices, 

1.3.2.- DEFINITION. 

Soit une information J sur CR x 0, S x F I  e t  un éldment A E S 

fixé (respectivement une sous-tribu A de S f ixée)  ; nous dirons 

, que l e s  groupes dtobservateurs F-mesurabtes de la  famille {Fil i E KI 
sont indépendants pour l'observation de Z'événement A (resp. des 

événements de la  sous-tribu A )  s i  pour toute sous-famiZle f inie d' indices 

K' K on a pour A (resp. A E A) : 

Les groupes d'observateurs seront d i t s  a-indépendants s i  l a  relat ion 

e s t  vraie pour toute sous-famille f inie ou dénombrable d'indices K ' c K. 



Dans l a  s u i t e ,  s o u s  c e r t a i n e s  h y p o t h è s e s ,  nous s e r o n s  amenés 

à l i e r  c e r t a i n s  g r o u p e s  d ' o b s e r v a t e u r s  F .  r F à l ' o b s e r v a t i o n  d e  s p u s - t r i b u s  
1 

p a r t i c u l i è r e s  A c S. S o i t  {(Ai.Fil  Ii r KI une f a m i l l e  d e  c o u p l e s  f o r m é e  
i 

p a r  une s o u s - t r i b u  A d e  S  e t  un g r o u p e  d ' o b s e r v a t e u r s  Fi c F . K é t a n t  i 
un ensemble  que l conque  d ' i n d i c e s .  

. 1 . 3 . 3 . -  DEFINITION. 

Soit  une information J sur [Q x O ,  S x FI ; nous dirons que l e s  

groupes d 'observateurs { F~ 1 i E K 1 sont indépendants pour l 'observation 

des tr ibus { A .  1 i K }  s i ,  pour toute sous-fami t l e  f inie d'indices 
1 

K I C K  o n a :  

quels que soient l e s  événements A .  c A i  . 
1 

Nous parlerons de O-indépendance s i  l a  relat ion e s t  vraie pour toute  

sous-famille f inie  ou dénombrable d'indices K '  c K.  

S i  F  = F  p o u r  t o u t  i r K on r e t r o u v e  l a  d é f i n i t i o n  1.3.1. ; e t  
i 

s i  A i  = A p o u r  t o u t  i r K , on r e t r o u v e  l a  d é f i n i t i o n  1 . 3 . 2 .  

La d é f i n i t i o n  d e  l ' i n f o r m a t i o n  c o n d i t i o n n e l l e  e s t  une s i m p l e  

a p p l i c a t i o n  d e  l a  d é f i n i t i o n  g é n é r a l e ,  s u r  l e  t r e i l l i s  e n g e n d r é  sur S  x F 
p a r  l a  r e l a t i o n  d ' o r d r e  . 

DEFINITION. 

L'information conditionnette fournie par t 'étdment (A1 , F, 1 E S  x F 
0 

connaissant Z'information apportée par [ A 2  , F21 6 S x F  est 
déf inie  par : 

s i  J [A2  . F21 < f w 

c 'est-à-dire : 



S i  J[A2 . F21 + c e l a  implique JI (Al n A21 , (FI u F21 1 = + " 
e t  l e  second membre e s t  indéterminé.  On peut.  l e  ca s  échéant .  l e v e r  l'$ridé- 

te rmina t ion  en posant : 

Ce choix e s t  l e  s eu l  q u i  rend équiva len tes  l e s  deux p ropos i t i ons  : 

" (A1 , F 1 e s t  indépendant de 1 (A2 . F21 ' e t  

Pour [A2 , F21 c S x  F f i x é .  l ' a p p l i c a t i o n  J(./ (A2 . F211 
d é f i n i e  s u r  S  x  F. à va leu r s  dans IR+ . v é r i f i e  l e s  hypoth&ses de l a  d é f i n i t i o n  

1.2.2. ; J ( .  / ( A ~  . F I I  ddf in i t  donc en ce sans une infoimotion sur 2 
( Q  x  0. S x  FI ce  qui  j u s t i f i e  l a  te rminologie  employée. 

Nous avons évidemment l e s  r e l a t i o n s  su ivan te s  quend l e s  express iops  

s o n t  d é f i n l e s  : 



On peut donner de J ( I A 1  , FI) / (A . F211 l'interprétation 
2 

suivante : Information apportée par les observateurs de FI u F sur la 
2 

rdalisation de l'événement Al (ou A n A 1 connaissant l'information 
1 2 

apportée par les observateurs de 
F2 

sur la réalisation de l'evénsment 
A2 ' 

On a nécessairement : 

mais on peut obtenir aussi : 

ce qui implique, en particulier, que J ( .  / (A2 , F 11  ne vérifie pas toutes 
2 

les hypothèses de la définition I .2 .6 .  

La définition suivante généralise la notion d'information mutuelle 

apport6e par deux événements. 

1.3.5.- DEFINITION. 

On appe Z Ze information mutue 2 l e  entre  Zes d Zéments 

c 'est-à-dire : 



Si l'une des informations J[Ai . Fi) , i = 1.2 est égale 21 + 

cela implique J((A1 , FI) A [A2 . F2)) = + et le second membre est indéterminé ; 

on peut. le cas échéant, lever l'indétermination en posant : 

. Ce choix est le seul qui rend équivalentes les deux propositions : 

" (A, . F 1 est indépendant de 1 (A2 , Fa) " et 

" J((A1 , F,) ; [A2 . F 1 1  = O "  
2 

Quand les expressions sont définies. nous avons les relations : 

Notons enfin que l'information mutuelle n'est pas une information ; 

la quantité 1 n'est pas obligatoirement positive : J [ . j . I  E C-m, + w  C D  
et n'a pas de propriété de monotonicité. 



CHAPITRE II 

- - - - - - - - - - -  

I N F O R M A T I O N  S U R  UY 

ESPACE PRODUIT 

La formalisation des exemples présentés dans l'introduction de ce 

mémoire nous amène naturellement à orienter notre étude vers les espaces 

produits. Notons Q un groupe de personnes soumises à une enquête et 0 

l'ensemble des questions de cette enquête. Définissons, pour chaque question 

5 E 0, l'ensemble Q des modalités du caractère étudié et S une tribq 
5 - - 5 

de parties de Q L'espace des observations [Q,SI = 0 @ produit 
5 ' O 5 ' 0  

des espaces mesurables ( Q  S 1 1 5 s 01, est défini dès la conception du 
5' 5 

questionnaire de l'enquête. C'est l'application T associant à chaque 

individu o c Q ses réponses IT (ol s 1 5 s Ù) au questionnaire, qui 
5 5 

formalise la réalisation concrete de l'enquête ; elle naus permet de passer 
- - 

des informatisns sur l'espace des réponses possibles [R,Si aux informations 

effectivement obtenues sur l'espace (0 ,S)  des personnes interrogées, 

L'objet  de ce chapitre e s t  d 'é tudier  l e s  Ziens e3uistant entre uqe 

information J apportée par un groupe d'observateurs de [ O , F l  sur un éudnement - 
de ,si e t  une information généralisée I sur In ,SI au sens de 

- 
J .  M?PE DE FERIET e t  B. FORTE, quand [ a ,  S  1 e s t  un espace produit indicé  

par Z 'ensemble des observateurs O, espace que nous appelons espace des 

observations. 



Ce travail nous procure des techniques de construction des informations 

J à partir des informations 1 au sens de J. KAMPE DE FERIET, pour les espaces 

produits de ce type et inversement. 

Nous nous sommes placés dans un cadre très général : l'ensemble O  

et les espaces mesurables ( (fi .S 11 E E (7) sont quelconques, finis ou non : 
5 5 . 

les notations et les démonstrations sont donc adaptées aux produits infinis 

t 

d'espaces mesurables. Dans les applications du type de celles proposées dans 

nos exemples, ce sont essentiellement des produits finis d'espaces mesurables 

qui interviennent. On trouvera dans les chapitres suivants diverses applications 

des résultats de cette partie quand les ensembles { Q ~ I E  E fl sont finis et 

quand l'ensemble 0 est lui aussi formé d'un nombre fini d'observateurs. 

11.1. - INFPRMATIONS SUR (fi x 0, S x F I .  

Soit une famille quelconque d'espaces mesurables {(QE.Sgil{ E 01 

indicés par O. Conformément aux notations e t  conventions adaptées précédemment 
A A 

( 1.1 -3. d 1 nous notons (fi, S 1 Z 'espace mesurabZe produit des espaces 

I(n5,sE)l~ E O } .  

- A 

Soit 1 une information sur [R,S)  qui vérifie les hypothèses 

du paragraphe 1.1.1. 



Essayons d'exprimer l'idée des propositions suivantes par un graphique, 
- ., 

Soit F E F un groupe d'observateurs de O ; représentons l'espace (fi,SI 

comme le produit des espaces (JI nE , @ S 1 et (JIc il,. ec S 1 .  Notons CF 
F F 6 F F 5 .. .. 

l a  projection sur n n d'un événement quelconque C E S ; par convention, 
F 5 .. .. 

nous avons convenu de noter CF le cylindre de S de base 
CF 

.. 
Pour définir l'information J(C , FI apportée par l'observation de 

.. 
la réalisation de l'événement C par les observateurs du groupe F nous posons : 

.. 
C'est-à-dire que J (C , F I  e s t  égale à Z ' information généralisée 

A .. 
apportée par l e  plus p e t i t  événement 8 S -mesurabte qui  contient  C .  Intuitivement 

F 5 



.. 
l e s  o b s e r v a t e u r s  du  g r o u p e  F  ne p e r ç o i v e n t  p a s  l ' é v é n e m e n t  C d e  l ' e s p a c e  

, , 

t o t a l  C R , 5 1  m a i s  s e u l e m e n t  l a  t r a c e  C F  d e  c e t  événement  d a n s  l eu r  e s p a c e  

p r o p r e  [Ti R W S 1 ,  
F  5' , E, 

1 1 . 1 . 1 .  - HYPOTHESE [ 1 . 1 . 3 . e ) .  

.. A 

Dans Za su i t e  nous supposons que pour t o u t  [C ,F l  e S x F, F f 0 ,  La 
.. 

projection C F  de c sur Ti R e s t  W S -mesurabte, ou,ce qui e s t  QquiuaZent, 
, F  5 F  5 .. 

que Ze c y Z i n d ~ e  associé CF = CF x Ti e s t  S-mesurabZe [ c ' e s t - à - d i r e  a u s s i  

h 
FC 5 ' 

II .  1  - 2 .  - PROPOSITION. 

- .  
So i t  une information 1, au sens de 1.1.1 ., déf inse  sur ( R ,  S 1 .. + 

Z.'appZication J  dé f i n i e  pour t ou t  (C . FI c S x F pgr 

.. .. 
J l c  , FI = I [ C  1  s i  F  # 0 

F  

A A 

e s t  une information J sur I R  x 0, S x FI au sens de 1 . 2 . 2 .  e t  1.2.6.  

avec Fo = {0) . 

~ Mont rons  que t o u t e  i n f o r m a t i o n  1 p e r m e t  d e  d é f i n i r  u n e  i n f ~ r r n a t i o n  

.A 

.. .. 
J s u r  [fi x 0. S x FI d e  l a  m a n i è r e  i n d i q u é e .  P o u r  t o u t  c o u p l e  ( C i  x F i ]  , $ x F. 

Fi f 0, i = 1 , 2 ,  on a  ( 1 . 1 . 3 . d )  : 
rn 



4 n 

en notant (CilF, (i = lD21, le cylindre, supposé S-mesurables dont la base 
I a 

est la projection canonique de Ci sur ïi D La démonstration est immédiate : 

F, 
5 ' 

Les hypothèses de 1.2.2.  sont alors vérifiées. De plus, il est clair 

que, pour tout F E F et F # 0 : 

c'est-à-dire que la classe F des groupes d'observateurs qui n'apportent 
O 

pas d'information est réduite à l'ensemble vide: F = (0). On obtient 
O 

effectivement les valeurs universelles de 1.2.6. ; pour tout F 6 . f  - ?O 

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la 

proposition 11.1.2. 

II 1.3 - PROPOSITION. 

Les informations 1 e t  J de la  proposition II. 1.2. v k r i f i e n t  l e s  
a a 

re la t ions  suivantes ; pour t o u t  (C , FI E S x F, F Z 0 : * 

n a . I(CFl = J(C, FI = J(CF, O1 - ,. . I(C1 = J(C, 01. 

Inversement. étant donné une information J' au sens 1.2.2.-1.2.6. 
n n 

sur (il x 0. S x FI avec F = 1, nous savons par définition de J' que 
O - 

pour tout F c F - F fixé,les applications 
O 

IF définies sur S par 



II. 6 

- - 
I F ( . )  = J ' ( .  , FI s o n t  d e s  i n f o r m a t i o n s  s u r  (~2,s) au  s e n s  d e  J .  KAMPE DE FERIET. 

- A 

En p a r t i c u l i e r ,  nous  pouvonsdonc  t o u j o u r s  d é f i n i r  sur (S2,S3 une  i n f o r m a t i o n  1 

en  p o s a n t  1 ( .  1 = J '  ( .  , 01. A p p l i q u o n s  l a  p r o p o s i t i o n  I I .  1 - 2 .  à c e t t e  i n fo rma-  
A - 

t i o n ,  p o u r  t o u t  [ C  , FI E S x F e t  F  # 0 : 

A A 

d e  p l u s .  i l  e s t  c l a i r  que s i  : J ( C  . FI = J ( C F  , 0 )  = J 1 ( C F  , 0 ) .  en  g é n é r a l ,  
A A - ., 

n o u s a v o n s : J 1 ( C  , F I  # J ' ( C F  . O ) .  c e q u i e n t r a i n e  J ' ( C  , F I  # J ( C  , F I .  
A 

E t a n t  donné  une i n f o r m a t i o n  J '  s u r  [ a  x O ,  S x FI c e t t e  i n f o r m a t i o n  n ' e s t  

- A 

p a s  n é c e s s a i r e m e n t  l i é e  à l ' i n f o r m a t i o n  I( .3 = J I ( .  , 0) s u r  In ,S I  p a r  l e s  

r e l a t i o n s  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1 1 . 1 . 2 .  Nous avons  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

1 1 . 1 . 4 . -  THEOREME. 
A 

Ètant donné une information J  sur (S2 x 0. S x FI au sens I. 2.2. -1.2.6. - C 

avec F = { 0 } ,  déf in issons  une information 1 sur (n,s3 au sens de 
O 

1 . 1 . 1 .  par I ( . I  = J ( .  , 0 ) .  

Une condit ion nécessaire su f f i san te  pour que l e s  informations I e t  J 

v b r i f i e n t  l e s  re la t ions  de La proposition II.  1.2. e s t  que pour t ou t  f C  a F I  e S x F ,  

F # 0 :  

La c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  r é s u l t e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1 1 . 7 . 3 .  e t  l a  

c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  du r a i s o n n e m e n t  p r é c é d e n t .  
A .. 

Notons  que  l a  c o n d i t i o n  J ( C  , FI = J ( C F  , 01 i m p l i q u e  en  p a r t i c u l i e r  

p o u r  t o u t  F f 0 : 

c ' e s t - à - d i r e  F = 0 On p o u r r a i t  c e p e n d a n t  g é n é r a l i s e r  l e s  p r a p o s i t i o n s  
O 



II.1.2., 11.1.3. et 11.1.4. en supposant f # (0). Cela reviendrait pratiquement 
O 

à remplacer, dans les énoncés précédents, les relations F # 0 par F k F et 
O 

F = 0  par F c F o .  

REMARQUE SUR LES NOTIONS DE DEPENDANCE ET D'INDEPENDANCE, 

. Nous supposons que la condition du théorème 11.1.4. est vérifiée, 

- 
c'est-2-dire que nous nous donnons une information 1 sur (R,?] eC nous 

a a 

construisons L'information J sur (fi x 0,s x FI à  parti^ de 1 suivant 

Za technique indiquée dans Za proposition II. 1.2. 

Nous allons étudier rapidement les relations entre les ~otions 

d'indépendance et de dépendance pour les informations 1 et J .  P ~ u r  

éviter des répétitions inutiles nous supposons toujou~s implicitement que Zes 

groupes d'observateurs de F utiLisés : F. FI. F2. . . .  sont différents d~ 

Z 'ensemble vide. 

On sait îi . 1 . 1 . 1 que Z 'information fournie par Za réalisation simuZ$anée 
a A 

de deux évdnements C,, et C2 de s indépendants pour Z'information I est 

la somme des informations fournies par chacun d'eux : 

,. - 
Suivant notre définition I.2.3., deux éléments (ci , Fi) q s x Fj 1 = 1.2 sort 

J-indépendants en information si : 

Le cylindre 
A 
('1 'ZIF, u F dont la base est la projectisn de 

2 
a - 

l'ensemble C,, n C sur l'espace n D est inclus dans l'intersection 
2 

A A 
F1UF2 5 

des cylindres IF. et (C 1 et en règle générale 
2 F, 



des éléments (Ci , Fi), i = 1,2 qui s'écrit aussi : 

A 
n'implique donc pas la 1-indépendance des cylindres (CilF; i = 1.2 qui 

I 
s'écrit : 

De même la 1-indépendance des cylindres 
A 
[CilF2. i = 1 ,  n'impliqqe par en 

I 

général la J-indépendance des (C? , Fil, i = 1.2. 
i 

Notons cependant le résultat suivant : soient  F E: F,  i = 1,2 
i 

* n deux groupes d'observateurs donnés; pour tout  C E 8 S .i = 1,2 c'est-à-dire 
i 5 

+ 'i pour t ou t  couple de cylindres de S à base respectivement dans Ii fi e t  
n fiy - a F1 r 

la 1-indépendance en information des évènements 
2 

C2 implique la J -indé- 
a a 

pendance des éléments (Cl , FIID [C2 , F 1 e t  inversement, 
2 

A a 

En effet. dans ce cas : [CilF, = Ci, i = 1 , 2  et 

Ce qui nous permet d'écrire le résultat demandé : 

a 

1 = J(C, 
I 

A 
((Cl 1 

A 
(C 1 1 

F1 

a A a 

notons que dans ce cas : J(Ci , F.1 = I([C 1 1 = J(Ci , 01 i = 1.2. 
1 i F, 



Notons a u s s i  q u ' é t a n t  donné  une f a m i l l e  q u e l c o n q u e  d e  g r o u p e s  d ' o b s e r v a t e u r s  

de  F : {Fi 1 i E KI, i l  e s t  é v i d e n t  que  la J-indépendance (respectivement la 

J-a-indépendance) des groupes d'observateurs { ~ ~ l i  E KI pour l 'observation 
A 

des sous-a-algébres de Boole { 8 SE 1 i e KI t e l l e  qu ' e l l e  e s t  déTinie 
F  2 
I 

en 1.3.3., implique la  1-indépendance (resp.  l a  1-a-indépendance) des 

i )  
A 

sous-a-algèbres de Boole { 8 SE 1 i E KI e t  inversement. 
F 

.. .. 
E n f i n  s o i t  (Ci.Fil  E s x F , i = 1,2 

on a u r a ,  en  r è g l e  g é n é r a l e  : 

C e p e n d a n t ,  comme précédemment,  nous a v o n s  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

soient  
Fi 

E F. i = 1 .2  deux groupes d'observateurs donnQs ; pour tout  
.. A 

c @ S  i = 1,2, n o u s a v o n s :  
5 

Fi 

c e  q u i  s ' é c r i t  a u s s i  : 

1 1 . 2 . -  APPLICATIONS. 

.. .. 
S o i t  T une a p p l i c a t i o n  m e s u r a b l e  d e  If l ,Sl  d a n s  ( Q , S l  t e l l e  que  

.. 
T [ Q 1  E S .  C e t t e  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  p e r m e t ,  p a r  exemple ,  d ' a s s o c i e r  à c h a q u e  

- 
i n d i v i d u  w d ' u n e  p o p u l a t i o n  s t a t i s t i q u e  Sl l e  p o i n t  T[wl E Q r e p r é s e n t a t i f  

d e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  de  c e t  i n d i v i d u .  Notons AT l a  s o u s - t r i b u  d e  S  image  



e t  n o t o n s  r e s p e c t i v e m e n t  { A g i <  E O} l e s  images  i n v e r s e s  d e s  s o u s - o - a l g è b r e s  - 
l de  Boole d e  p a r t i e s  { s E I ~  E O} .  Avec l e s  c o n v e n t i o n s  précédemment a d o p t é e s ,  

-1 - 
on p e u t  c o n s i d é r e r  A  = T I S  3 comme l a  s o u s - t r i b u  d e  

5 E  
AT e n g e n d r é e  p a r  
.. 

I l ' i m a g e  i n v e r s e  p a r  T d e  l a  s o u s - t r i b u  d e s  c y l i n d r e s  d e  5 .3 b a s e  d a n s  i2 ; 
5  

- 1 
e t  a u s s i  = T ( S  3 comme l a  s o u s - t r i b u  d e  AT e n g e n d r é e  p a r  l ' i m a g e  

E  E 

i i n v e r s e ,  p a r  l ' a p p l i c a t i o n  c o o r d o n n é e  T d e  T, d e  l a  t r i b u  S d e  R . 
5  5  c 

I l  e s t  c l a i r  que l a  t r i b u  AT e s t  e n g e n d r é e  p a r  l a  f a m i l l e  {AE1c  E O], 
.. - 

Notons que  s i  l e s  s o u s - t r i b u s  d e  S d e  l a  f a m i l l e  { S C I E  E O }  s o n t  a-M-indépen- 

d a n t e s ,  l e s  s o u s - t r i b u s  de S d e  l a  f a m i l l e  {AE15  E O] ne s o n t  p a s  n é c e s s a i -  - 
rement  M- indépendan te s  ( s a u f  s i  T ( n l  = 0 ) .  

1 L ' a p p l i c a t i o n  T p e r m e t  d e  d é f i n i r  s u r  x  O ,  AT x FI une i n f o r m a t i o n  

J I  q u i  v é r i f i e  l e s  d é f i n i t i o n s  1 . 2 . 2 .  e t  1.2.6.  a v e c  Fo = {a)  en  p o s a n t ,  

p o u r  t o u t  ( A  , F I  e AT x F 

#. - 
J é t a n t  une  i n f o r m a t i o n  q u e l c o n q u e  sur In x  O, s x F I .  

- 
l Notons  q u e ,  pou r  t o u t  A E AT : T(A3  E S ; en  e f f e t ,  A e AT i m p l i q u e  q u ' i l  - a 

-1 - ~ e x i s t e  C E S t e l  q u e  A = T ( C l  e t  comme T(Q) E S , nqus  a v o n s  

G 

Nous pouvons a u s s i  d é f i n i r  une i n f o r m a t i o n  Il  sur I n , A T I  en  p o s a n t ,  

p o u r  t o u t  A E AT : 

.. 
1 é t a n t  une  i n f o r m a t i o n  q u e l c o n q u e  sur ( n l s ] -  S i  d e  p l u s  1 e t  J v é r i f i e n t  

l e s  r e l a t i o n s  de l a  p r o p o s i t i o n  1 1 . 1 . 2 .  , 
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il e s t  c l a i r  q u e ,  pou r  t o u t  [A , FI E A x  F o n  a  : 
T  

a v e c  A F  = T-'  ( ~ ( ~ 1 ~ 1 .  e n  n o t a n t  T(AIF l e  c y l i n d r e  d o n t  l a  b a s e  e s t  l a  

p r o j e c t i o n  d e  T(A1 s u r  l ' e s p a c e  ïi R . I n v e r s e m e n t .  p o u r  t o u t  A E AT 
F 5  

I I .  3. - INFORMATIONS SUR I II $2 x  O2 , 63 S x F21 . 
O1 

5  
O1 

5 

L,es r é s u l t a t s  d e s  p a r a g r a p h e s  p r é c é d e n t s  s o n t  l i é s  e s s e n t i e l l e m e n t  

au f a i t  que  l ' e s p a c e  d e s  gvénementç  e s t  un e s p a c e  p r o d u i t  (Q ,S I  = II f? 63 Ç 1 
O 5 '  O 5  

e t  q u e  l ' o n  u t i l i s e  l ' e n s e m b l e  O d e s  o b s e r v a t e u r s  comme ensemble  d e s  i n d i ~ e ç .  

On p e u t  i m a g i n e r  que l ' e s p a c e  d e s  événemen t s  e s t  un e s p a c e  p r o d u i t  i n d i c 6  p a r  

un ensemble  O1 : ( Nv 63 S  1  e t  que  l ' e s p a c e  d e s  o b s e r v a t e u r s  (02 ,FZI  

O1 ('1 
5 

e s t  formé p a r  un ensemble  O2 a  p r i o r i  d i s t i n c t  d e  O , .  On p e u t  a u s s i  s u p p o s e r  

que  ol = OZ ma i s  que l ' i n f o r m a t i o n  J 2  que  l ' o n  s e  donne  a  p r i o r i  s u r  

[ R x  0, . 63 S x  F 1 ne  v é r i f i e  p a s  l e s  h y p o t h è s e s  du théo rème  1 1 . 1 . 4 .  Ces 
0 5  

O1 
5 2 

1  
deux r emarques  nous  c o n d u i s e n t  à p r o p o s e r  une g é n é r a l i s a t i o n  d e s  r é s u l t a t s  

du p a r a g r a p h e  1 1 . 1 .  Notons  c e p e n d a n t  que nous  n ' u t i l i s e r o n s  p a s  d i r e c t e m e n t  

c e s  nouveaux r é s u l t a t s  d a n s  l e s  c h a p i t r e s  u l t é r i e u r s .  

E t a n t  données  J 2  une i n f o r m a t i o n  s u r  C ïi R x  O2 , 4 S  x  F21 au 

O1 
5 

O 1  
5  

- 
s e n s  1 . 2 . 2 .  - 1 . 2 . 6 .  e t  F; l a  c l a s s e  d e s  g r o u p e s  d ' o b s e r v a t e u r s  d e  F2 q u i  

n ' a p p o r t e n t  p a s  d ' i n f o r m a t i o n  p o u r  J 2 ,  on d é f i n i t  s u r  I Q E  , 63 S 1 une 

O 1  O1 
5  

i n f o r m a t i o n  1 en  p o s a n t  p o u r  t o u t  C E ï i  S  
O2 O, 5 
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l 

l 

i 

Io (Cl = J2(C , 021. 1 
2 I 

l 

D é f i n i s s o n s  m a i n t e n a n t  une  i n f o r m a t i o n  J qu s e n s  1.2 .2 .  - 1.7.6. 1 . O2 l 

s u i v a n t  l a  t e c h n i q u e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  11.1.2. ; p o u r  t o u t  (C , FI) c O S x F I 
O1  

5 1 

nous  a v o n s  I 
l 
1 

Dans c e  p a r a g r a p h e  p a r  un a b u s  d e  n o t a t i o n  q u i  i d e n t i f i e  les  c y l i n d r e s  d e  

b a s e  d a n s  à l e u r  base.  n o u s  n o t e r o n s  a u s s i  8 SE l a  s o u s  o - a l g è b r e  

'F1 F1 
d e  O S d e s  c y l i n d r e s  m e s u r a b l e s  à b a s e  d a n s  IT Ci 

5 5  c e s  c y l i n d y e s .  

O, 1 

On p o u r r a i t  d e  même, p o u r  t o u t  g r o u p e  d ' o b s e r v a t e u r s  F2 E F2 - F; , 

d é f i n i r  une i n f o r m a t i o n  1 s u r  ( I Ci5. B S  1 p a r  : 

2 O1 O1 
5  

e t  une  i n f o r m a t i o n  J au  s e n s  1.2.2. e t  1.2.6. s u r  [ n x O,, . @ S x FI 1 
2 

C ' l  
5 

O1 
5 

P a r  : 

Associons d chaque c o q t e  (F .F 1 E FI 
1 2  x F2 l e  pavé mesurable FI x F2. 

En p o s a n t  JIC . (FI x F211 = J ( C  . F 1 nous  d é f i n i s s o n s  une i n f o r m a t i o n  sur 
F1 2 



1 
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( i i  Q x (O1 x Oz). @ S x (F  x F Il par une technique qui généralise 

1 
5 

O1 
5 1 2 

celle de la proposition 11.1.2. 

11.3.1.- PROPOSITION. 

[' 
Etant données une information J2 sur (" x O z .  8 S x F21 

O1 
5 

('1 
5 

O au sens 1.2 .2 .  - 1.2.6. e t  F2 l a  classe des groupes d'observateurs de 
F2 

qui n'apportent pas d'information pour J2, l 'application J ddfinie sur 

I n Q x [O, x Oz). e s x IF1 x F211 .pour tout  IC . F~ , F ~ )  E B s x FI x F2 
O1 

5 
O1 

5 
O1 

5 

par : 

- 

~ J IC , (FI x F21) = J ( C  . F21 s i  (F . F2) E (FI x F2) - FO 

F1 1 12 

J[C . IF,. x F211 = O I F  . F21 E q2 
1 

avec F : ~  = { ( F ~  , F I E FI x F2 1 F~ O 

2 = ou F 2 € F 2 1  

e s t  m e  information au sens 1.2.2. - 1.2.6. e t  q2 e s t  la  classe des groupes 

1 d'observateurs de FI x F2 qui n 'apportent pas d ' infomation pour J. 

8 

En effet soient deux éléments (C , FI . F21 et CC' . F; , F;l de 

O B S x FI x F tels que C c C I  et FI x F 3 F '  x F '  ce qui implique 

O1 
5 2 2 1 2' 

FI 3 F; . F2 3 F; . Par définition de J2 : 

J(C . (FI x F 2 ) )  = J . F 1 3  J * ( c '  . F;) = J [ C '  . (F; x F;)) 2 2 F; 

~ 
quand IF1 . F2) et CF; , F a )  n'appartiennent pas a 

2 12 ' 
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Véri f ions  que ~7~ possède l e s  p r o p r i é t é s  d é f i n i e s  en 1.2.6. 

- 0 E FY2 ; en e f f e t  
12 

pour t ou t  F ç F2. 
2 

O 
L(F1 , ~ I E  F~~ pour t ou t  FI E F c a r  0 E F; 

O 

1 

, - FY2 e s t  h é r é d i t a i r e  ; s i  
œ 

IF1 . F21 E q2 e t  IF; , F i l  E F x F2 avec Fl xF2 2 F ' x F '  
1 1 2  

c e l a  implique : 

FI = 0 e t  FI 2 F '  => F '  = 0 
1 1 

O O e t /ou F e F2 e t  F2 3 F '  = F' E F2 c a r  F: e s t  h é r é d i t a i r e .  2 2 2 
O c ' e s t - à - d i r e  (F; . F ' I E  FI2 , 

2 

- L''ensemble (F x F21 - FO e s t  non v ide  c a r  i l  con t i en t  au moins 
1 12 

l ' é l émen t  (0 , 021 
1 

I l  e s t  c l a i r ,  é t a n t  donné l e s  p r o p r i é t é s  de que J v é r i f i e  l e s  

hypothèses des  d é f i n i t i o n s  1.2.2. e t  1.2.6. e t  en p a r t i c u l i e r  

Nous avons évidemment l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

11.3.2.- PROPOSITION. 

Les informations J2 e t  J de Za proposition II. 3.1. v é r i f i en t  l e s  

relat ions suivantes : pour tout  (C , FI . F21 r$ S E  x FI x F2 e t  FI f 0 

1 



Inversement. soit une information J sur ( lï fi x IO1 x OZ], @ S E  x (FI x F 1 1  

O 1 
5 01 2 

au Sens 1.2.2- - 1 .2 .6 .  avec F0 la classe des groupes d'observateurs de 
12 

FI x F2 qui n'apportent pas d'information pour J [nous n'imposons a priori 

aucune forme particulière à ; définissons une information J 2  sur 

(l ï  Q x Oz, @ S x F 1 au sens 1.2.2. - 1 .2 .6 .  en posant pour tout 

O 1 
5 

O 1 
5 2 

l 
La classe ~f - { F Z  E F21 (O1 . F21 E FO 1 qui vérifie les hypothèses de 1.2.6. 

12 i 
est la classe des groupes d'observateurs de F2 qui n'apportent pas d'information 

pour J 2 .  En règle générale, l'information J '  sur ( Ji fi x (O1 x 021, 
0, 5 

1 

@ S x (FI, x F21 1 construite à partir de 5 J2 suivant la méthode de la proposition 

O1 ! 
11.3.1. ne coïncide pas avec l'information J donnée ; nous avons cependant le 

résultat suivant : 

11.3.3.- PROPOSITION. 

Avec t e s  notations a in s i  définiesune condition nécessaire e t  su f f i san t e  

pour que t e s  informations J e t  J v é r i f i e n t  l e s  re ta t ions  de l a  proposition 
2 

II.3.1. e s t  que,pour tou t  (C. F F21 E O S x FI x F2 e t  FI # 0 : 
1' 

O 1  
5 

La condition est nécessaire par suite de la proposftion 11.3.2. et il 

est facile d~ montrer qu'elle est aussi suffisante. Notons que la condition 11.3.3. 

implique en particulier pour tout IF . F 1 r FI x F et F, # 0 1 2 2 

ce qui entraine effectivement que la classe F ; ~  sur laquelle nous n'avons 
- 



f a i t  aucune hypothèse d o i t  ê t r e  de l a  forme d é s i r é e  : 

FD = ((FI , F2)I FI = 0 ou F2 L F;) 
12 

l . 
REMARQUES SUR LES NOTIONS DE DEPENDANCE ET D'INDEPENDANCE. 

Pour é t u d i e r  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  n o t i o n s  d ' indépendance e t  de " 

dépendance pour l e s  i n f o rma t i ons  J e t  J2, nous a l l o n s  supposer que l a  

c o n d i t i o n  de l a  p r o p o s i t i o n  11.3.3. e s t  v é r i f i é e  ; c ' e s t - à - d i r e  que nous avons 

oonstruit l 'information J sur [ ïi $2. x (O1 x 021 , O S x [FI x F21 1 c i  partir 

1 
5 a 5 

1 de l'information J2 sur I n $2. x U2 , 8 s x F21 suivant la technique 
('1 

5 
1 

5 
indiquée dans la proposition II. 3.1. 

So ien t  deux éléments (C . FI . F21 e t  ( C '  , F; , F;) de 

@ S x FI x F, ; s u i v a n t  l a  d é f i n i t i o n  1.2.3.. i l s  son t  J- indépendants en  c: 
O1 
i n f o r m a t i o n  si 

En géné ra l  l a  r éun ion  de (FI x F 1 e t  (F; x F ' l  n ' e s t  pas un pavé mesurable 
2 2 

e t  dans ce cas l e  p rem ie r  membre de c e t t e  r e l a t i o n  n ' a  pas de sens. Nous devons 

donc nous l i m i t e r  aux éléments t e l s  que (FI x F21 u ( F I  x F ' l  e s t  un pavé 
1 2 

mesurable. 

E t a n t  donné F2 = F i  E F - F0 il e s t  f a c i l e  de v o i r ,  comme dans l e  
2 2 '  . paragraphe 11.1.. que l a  J-indépendance des éléments (C , (F, x F211 e t  

(C t , (F '  x F ) )  n ' i m p l i q u e  pas en  géné ra l  l a  J -indépendanae des éléments 
? 1 2 2 

l ( C  , F2) e t  ( ( C o )  . F 1 e t  inversement.  Cependant. on a l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 
F4 FA 2 

soient F ,F' deux groupes d'observateurs donnés de F ; pour tout c c @ s 
1 1  1 5 

et C ' E  B S  la J-indépendance des éléments (C , (FI x F21) et [C '  , IF; x F211 
F ' F; 

implique la J2-indépendance des éléments CC , F ~ )  et ( (CI , 
F4 

inversement. 1 



S u i v a n t  l e  même t y p e  d e  r a i s o n n e m e n t ,  on p o u r r a i t  g é n é r a l i s e r  f a ç i l e m e n t  

l e s  a u t r e s  r é s u l t a t s  du p a r a g r a p h e  II.?., c ' e s t - à - d i r e  p r é c i s e r  l e s  l i e n s  e n t r e  

l a  J - a - i n d é p e n d a n c e  e t  l a  J 2 - a - i n d é p e n d a n c e  d ' u n e  p a r t ,  e t  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  

l e s  i n f o r m a t i o n s  c o n d i t i o n n e l l e s  d é f i n i e s  à p a r t i r  d e  J  e t  d e  J 2  d ' a u t r e  p a r t .  I 
r- 1 1 . 4 . -  GENERALISATION. 

Reprenons  les  n o t a t i o n s  du  p a r a g r a p h e  I . 1 . 3 . ,  p o u r  s i m p l i f i e r  l e s  é n o n c é s ,  
- A 

nous  avons  s u p p o s é  que  l e s  e s p a c e s  m e s u r a b l e s  IO,$) e t  I f i , S l  s o n t  f o r m é s  p a r  
A A 

les  a - a l g è b r e s  de  Boo le  S e t  S  d e  p a r t i e s  d e  $2 e t  $2. Dans l a  mesu re  où 

l ' o n  n ' u t i l i s e  p a s  l a  l o i  d e  c o m p o s i t i o n  II.1.1.) i l  n ' e s t  p a s  u t i l e  
A 

d ' i m p o s e r  a u x  ensembles  de p a r t i e s  S e t  S  d ' ê t r e  f e r m é s  p o u r  l a  r é u n i o n  f i n i e  

ou dénombrab le .  De même, moyennant c e r t a i n e s  p r é c a u t i o n s  d a n s  l a  d é f i n i t i o n  e t  

l ' u t i l i s a t i o n  d e s  n o t i o n s  d e  dépendance  e t  d ' i n d é p e n d a n c e ,  i l  n ' e s t  p a s  n é c e s s a i r e  
A 

d e  s u p p o s e r  q u e  l e s  c o m p l é m e n t a i r e s  d e  t o u s  les  ensembles  d e  S ( r e s p ,  5 1  a p p a r -  
- 

t i e n n e n t  à S ( r e s p .  S I .  11 es t  c l a i r  que tous Zes énoncés du chapitre I restent 

1 vrais quand on suppose simplement que s e s t  un ensemble de parties de $2 

l contenant l e s  ensembles 0, O e t  fermé pour Z'intersection finia. 

L ' i n t e r s e c t i o n  d e s  é l é m e n t s  d e  s est  u t i l i s é e  d a n s  les  d é f i n i t i o n s  d e  

l ' i n f o r m a t i o n  c o n d i t i o n n e l l e  e t  d e s  n o t i o n s  d ' i n d é p e n d a n c e .  On exigera que S  

so i t  fermé pour Z ' intersection dénombrable seulement s i  Z 'on u t i  Zise Zes notions . 
de o-indépendance . 

I L 

Dans c e  deuxième c h a p i t r e ,  nous  a v o n s  s u p p o s é  q u e  [$2,S1 e s t  $ ' e s p a c e  

p r o d u i t  d e s  e s p a c e s  p r o b a b i l i s a b l e s  {(Q,,S,)I~ e 0) comme on l e  d é f i n i t  
5 s 

A 

c l a s s i q u e m e n t  e n  p r o b a b i l i t é  ; S  est  a l o r s  l a  a - a l g è b r e  d e  Boole  d e  
L) 

p a r t i e s  d e  O e n g e n d r é e  p a r  l e s  p a v é s  m e s u r a b l e s ,  c ' e s t - à - d i r e  p a r  l e s  é l é m e n t s  

d e  l a  fo rme  C où l e s  p a r t i e s  C s S d e  $2 s o n t  s u p p o s é e s  n ' ê t r e  
5% 5 '  5 5 5 



s à partir du produit des n S c 'est-d-dira corne la famille de parties 
ECO 5 ' 

A 

de n composée des éléments de la fonne n C g ,  cc B s t e s  C pouvant 
Es0 5 ' 5 

w 
être  tous, ou en partie, d i s t inc t s  de O 

5' 

Tous tes  énoncbs du chapitre I I  restent vrais quand on suppose que, 

I 
i pour tout 5 E O, S es t  un ensemble de parties de D contenant 0 e t  

5 5 
A 

n e t  fermk pour l ' intersection f in i e  avec : S - { ïï c E I C E  c S 5 E O} 
5 S E O  t; ' 

.. .. 
Effect ivement,  il e s t  c l a i r  que 0 e t  $2 appar t iennent  à S  e t  que 

.. 
s e s t  fermé pour l ' i n t e r s e c t i o n  f i n i e  ; dans ce cas, pour tout  coupte 
.. A .. A 

I C  , F I  c S x F, t e  cyZindre C F  appartient à S. On exdgera, l e  cas échéant, 

I t a  fermeture pour Z ' intersection ddnombrabls des ensembles s de parties de 
5 

l n 5 c O , 8 i  2 'on u t i l i s e  Za notion de o-indépendance. 
5 ' 

Terminons p a r  une p r o p r i é t é ,  t r è s  impor tan te  dans l a  p ra t ique ,  de 

I l ' i n f o r m a t i o n  1 au sens de J, KAMPE DE FERIET. Supposons que l 'ensemble 

e s t  f i n i ;  so ie r tA1  un ensemble f i n i  de p a r t i e s  de n contenant $2, 0 e t  fermé 

pour l ' i n t e r s e c t i o n  e t  A2 un au t re  ensemble f i n i  de p a r t i e s  t e l  que Al 5 A 2 *  

E tan t  donné une i n fo rma t i on  I2 s u r  (n'A2] il e s t  t r i v i a l  de d é f i n i r  s u r  

(n,All l ' i n f o r m a t i o n  r1 r e s t r i c t i o n  de I~ à A,. Inversement é tan t  donne 

'1 1, s u r  (n,Al) que peut-on d i r e  des i n fo rma t i ons  I2 s u r  (il. Ag] dont  II 

1 e s t  l a  r e s t r i c t i o n  su r  tn.Al I ? s o i t  A E Ap : 2 r 
. S i  A r Al a l o r s  1 [A 1 = 11(A21 

2  2  2 

. S i  A2 d Al dé f in issons  



En particulier s i  l 'on  pose A 1 = 1 A pour tout  A2 e A 
1 2  1 2  2 ' 

i l  e s t  facile de montrer que 
1 ; e s t  une information au sens de 1 -1.1 . 

s 

sur (aJAêl, qui e s t  égale à I~ sur ["A, i e t  que toute information 

I I2 sur In.A21 qui coCncide avec I~ sur In.A 1 véri f iera 
1 

En quelque sorte 1; dé f in i t  l a  "p lus  petite'' information possibZe 

sur (n, A 1 qui pro longe 
2 I, SUI- rn. A,). 

I 

C,'est la propriété que nous utilisons au paragraphe IV.3.12 pour 

définir l'information 1" , ainsi qu'au paragraphe VI.4.1. Si l'on connait une 
1 .  - L i  

information 1 définie sur l'ensemble des pavés mesurables de ( a  fini), - 
on peut prolonger 1 sur la tribu engendrée S en définissant l'information - 
d'un élément C s S comme l'information apportée par le plus petit pavé - 
mesurable qui contient C. De même dans le paragraphe 11.2, nous avons défini 

1 sur AT et non sur S tout entier. on peut le cas échéant prolonger 1 

sur S en définissant l'information apportée par un élément A c S comme 

l'information apportée par le plus petit élément de AT. s'il existe, qui 

contient A. 
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CHAPITRE III 

DEPENDANCE ET INDEPENDANCE 

DES OBSERVATEURS. 

Nous étudions d'abord, dans ce chapitre, la forme générale de 

l'information J sur If2 x Ù,S x FI quand on suppose que l'information appprtée 

par deux groupes disjoints d'observateurs du même événement est la somme des 

informations apportées par chacun de ces groupes. Nous distinguerons le cas aù 

l'ensemble Ù des observateurs est finiet celui où il est quelconque. Sous 

cette hypothèse d'indépendance, l'information JiA , F I  apportée sur l'événement 

A E S par le groupe F E F d'observateurs est égale à la moyenne des infor- 

mations apportées sur A par chaque observateur 5 E F, ce qui implique en 

particulier que l'information mutuelle entre les observateurs 5 de F est 

nulle. 

Cette première hypothèse nous parait assez restrictive ; aussi pro- 

posons-nous,dans la deuxième partie de ce chapitre, une méthode plus générale 

de construction de l'information : nous imaginons qu'il existe une partition 

[O ,O 1 de l'ensemble 0, les observateurs de 
1 2  O1 [respectivement 

O2 ] 

étant indépendants entre eux. On montre alors que l'information JtA . (FI u F Î ) l  

apportés sur un évènement A r s par le groupe FI u F (F, c 01, F2 c 02) 
2 

d'observateurs est fonction des informations JiA {~}l et JtA . {El DE2}) 
apportées sur A par chaque observateur 5 o FI u F et chaque couple 

2 

d'observateurs i51,521 E F, x F 2 ' 



Les méthodes de construction des informations 1 et J ainsi 

déterminées sont à la base des applications envisagées dans la suite de ce 

travail. Ces résultats nous permettront aussi de mieux situer nos travaux 

. par rapport à ceux de J. KAMPE DE FERIET sur "Les mesures de l'information 

par un ensemble d'observateurs indépendants", [14], 11 51. [17], ceux de 

B. FORTE sur les "Collecteurs" 181 et aux résultats de B. SCHWEIZER et 
A. SKLAR sur "Les mesures aléatoires d'information" [ 3 0 ] ,  [31]. 

111.1. - CAS D'UN ENSEMBLE FINI D'OBSERVATEURS INDEPENDANTS. 

Re,prenons les notations du paragraphe 1.2 : soient Q un ensemble 

quelconque, non vide, et S une O-algèbre de Boole de parties de Q ; 

notons 0 l'ensemble supposd fini des observateurs, F = P(0) Z'aZgèbre 

de Boole des parties de 0. Soit une information J au sens 1.2.2. et 1.2.6. 

sur ri2 x 0,s x Fi, pour laquelle tous les observateurs 5 tz 0 sont supposés 

non négligeables, c'est-à-dire d'après la définition 1.2.6. et par suite de la 

proposition 1.2.7. telle que F = E @ ) .  
O 

Pour tout 6 c 0 fixé , notons 1 l'application de S dans fi* 
5 

définie pour tout A E S par 

Les définitions 1.2.2. et 1.2.6. impliquent que 1 est une infor- 

mation au sens 1.1.1. sur [Q ,S l .  



Supposons que tous Zes groupes d is jo in ts  d'observateurs de F sont 

J-indépendants en information au sens de Za dé f in i t ion  1 .2 .3 . ,  c'est-à-dire 

que pour tout couple (FI .F21 E F x F e t  FI n F = @ nous avons : 2 

I De proche en proche et en un nombre fini d'étapes, nous obtenons pour tout 

Inversement, il est clair que si cette relation est vraie pour tout [A , F ]  6 s x F 

tous les groupes disjoints d'observateurs sont J-indépendants. 

I Dans le cas fini, il n'est pas nécessaire de supposer qu'il existe 

un système de pondération sur les observateurs. Cependant,pour que les énoncés 

suivants soient comparables à ceux du paragraphe 111.3. définissons une 

mesure positive f inie  h sur ( Ù , F l ,  de masse totaZe dgaZe à 1, t e l l e  

que pour tout 5 E 0, h[S) > O. On sait que si l'on multiplie une 

information au sens de J. K A I P E  DE FERIETpar une constante donnge strictement 

positive, on obtient une nouvelle information; ce q u l  nous permet d'énoncer 

l- la proposition suivante. 

111.1.1.- PROPOSITION. 

Etant donnd une information J sur (Q x 0,s x F) avec F = {@}, 
O 

une condition nécessaire e t  suf f isante  pour que tou8 l e s  groupes d is jo in ts  

d'observateurs de F soient J-indépendants en information e s t  que pour 

tout  [A . FI c S x F; on a i t  : J ( A  . F I  = IEIA) 
EEF 

(respectivement : J [A , FI = 1 h(S1.I' ( A l  ) 
S CF 5 
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où 1 (resp. 1') e s t  Z ' infornation au sens 1.1.1. sur (fi, SI définie 
5 t; 

1 (resp. I'(.1 = - 
5 J ( *  # { E I l ) ,  

X ( E 1  

De plus, il est clair que 

III. 1 . 2 .  - COROLLAIRE. 

s o i t  { I~ 1 5 E 01 une fami t t e  f inie d 'informations quelconques 

au sens 1 .1 .2 .  sur (fi, S I ,  L 'appZication J déf inie  par : 

es t  une information sur (fi x L).s x FI, avec Fo = I @ 1  . t e l l e  que tous t e s  

groupes d i s jo in t s  d'observateurs sont J-indépendants. 

REMARQUE : CAS OU Fo # {@}. 

Si Fo est différent de 1 pour l'information J sur 

(fi x Ù.s x F I  et si tous les groupes disjoints d'observateurs sont J-indé- 
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pendants, on obtient encore pour tout [A , FI s S x F ,  la relation 

Partitionnons l'ensemble 0 en deux groupes : les observateurs J-négligeables 

(soit 0 1 et les autres (soit o1 1 : 
O 

Il. est clair que F = P(U 1 (ce qui pourrait ne pas être vrai s i  
O O 

les groupes disjoints d'observateurs n'étaient pas J-indépendants) et la 

proposition III. 1.1. reste vraie en prenant les sommations sur F fi 0,. 

Inversement, comme dans le corollaire 111.1.2.. étant donne une mesure 

de pondération A quelconque sur [O.FI, définissons 0 comme l'ensemble des 
O 

observateurs de - 0 ,  X-n6gligeables : 

et posons que hl61 = O implique XISI.Ic(A) = O pour tout A c S : alors 

l'application J définie sur ( 52  x 0. S x FI par J(A . F) = h(6) .Ig(A1 
EcF 

est une information ; Fo = P(Ool. et tous les groupes disjoints d'observateurs 

sont J-indépendants. 

INFORNATIONS SUR ( 52 x 0, s x F) . 
Reprenons les notations du paragraphe 11.1 et supposons que Z'dnfor- 

mation J sur ( h  x O,; x FI vPri f ie  La condition du thb0~2me II.  1.4. Notons 



t 
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A A 

1 l ' i n f o r m a t i o n  au s e n s  de  J .  KAMPE DE FERIET s u r  (R,S) d é f i n i e  p a r  

A * 

Nous avons p a r  hypo thèse  pour  t o u t  ( C  J F1e S  x f : 

A A 

S o i t  C un élément d e  S J  nous no tons  { c { ~ }  J E  E 01 les pro jec t ions  
A A 

supposées  S  -mesurab les ,  de  C s u r  R e t  { C { E l l ~  E O} l e s  c y l i n d r e s  5 5 
a s s o c i é s  ( 1 . 1 . 3 . ) .  Avec l e s  n o t a t i o n s  a i n s i  d é f i n i e s ,  i l  v i e n t  : 

. 111.1 .3 . -  PROPOSITION. 

Une condition nécessaire et suffisante pour que tous les groupes 

disjoints d'bbservateurs de soient J-indépendants en information est 
A 

A 

que pour tout (C . FI E S  x F 

La démons t ra t ion  e s t  é v i d e n t e  en  remarquant q u e  
A A 

J ( C  , {SI1 - IIC{Ell  e t  en a p p l i q u a n t  l a  p r o p o s i t i o n  111.1 .lm Comme 
A 

r 111.1 .4 . -  COROLLAIRE. 

Si ta condition de Za proposition III. 1.3. est vkrifike, pour tout - 
A A 

(C . F I E S  x F nous avons I ( C 1  = II ïi C 1  = ï (  n c 
&O &O { c l 1  
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Inversement soient { ( R  S 1 1  1 5 B O )  une f m i  l l e  f inie d 'espaoes 
5' 5' 5 

mesurabtes ( R  , S  1 sur lesquels on dé f in i t  une information 
5 5 I5 au sens I .  1.1. 

e t  une mesure positive A, de masse 1, sur [O, F I  t e l l e  que,pour tout 

5 E O. X(51 > 0 .  
* 

1 1 1 . 1 . 5 . -  PROPOSITION. 

L 'application J déf inie  par 

e s t  une information sur les  pavés mesurab l e s  de In.  S I  vér i f iant  
m a 

F ' {@ 1 . Cette information peut se prolonger d ( n x O, S x 'Tl O 
n h 

en posant pour tou t  CC , F I  E S x F : 

Elle e s t  t e l l e  que tous l e s  groupes d i s jo in t s  d'observateurs sont 

Jinddpendants. 

l 1 1 1 - 1 . 6 . -  C O R O L L A I R E .  . 
- a 

L 'information J sur [fi x O ,  S x FI déf in ie  dans la proposition 

III. 1. S .  v é r i f i e  tes  hypothdses du thdorème II .  1.4. ; en particulier,  e l l e  
a a . permet de dé f in ir  sur [RJSl  une information 1 en posant : 
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A A 

e t  Z ' o n a p o u r  t ou t  (C , F I E S  x f et t ou t  E C U :  

AUTRES HYPOTHESES D'INDEPEUDANCE. 
4 

Le principal résultat du paragraphe 111.1 est celui-ci : 

si l'on suppose que tous les groupes disjoints d'observateurs sont indépendants. 

il suffit de connaître les informations J(A , (511 apportées par chaque 

observateur 6 E Ù sur l'événement A IES pour pouvoir calculer l'information 

apportée sur cet événement par un groupe F quelconque d'observateurs. 

En particulier. pour tout couple ( E  , c  1 d'observateurs de Ù, on a : 
1 2  

ou encore 



La nouvelle hypothèse, que nous proposons, a été conçue en fonction 

des objectifs suivants : 

al Il peut exister des couples ( 5  5 1 d'observateurs pour lesquels 
1' 2 

b) L'information J ( A  , FI peut être calculée en connaissant les informations 

l 
cl L'hypothGse d'indépendance du paragraphe 111.1 doit être un cas particulier 

l de cette hypothèse plus générale. 

I Nous cherchons donc à déterminer un modèle moins restrictif que celui 

du paragraphe I I I . ?  mais qui aboutisse lui aussl 21 des formules euffisamment 

simples pour gtre utilisables. Nous propQsergns, dans la partie V . 3 , ,  

d'autres directians de travail possibles et des éléments de discussion de 

ces différente3 hypothèses. 

Soient ( Q , S )  l'espace queZconque des évènements, Q t'ensemble 

supposd f i n i  des observateurs, F = Pt01 e t  J une information sur 

(n x 0,s x FI  t e l l e  que Fo = [@1, vér i f iant  de plus : 
I 

Etant donnée une parti t ion ( O I  , O Z )  de O,  nous notons : Fi = P [Oi], 

Dans l'hypothèse dont l'énoncé suit, nous supposons que l e s  

groupes dis joints d'observateurs de O sunt indépendants pour 1 'abservation 
1 

d'un évènement quelconque A î: S quelle que soit l'infqrmation appqrtée sur cet 



événement par les observateurs de , et inversement. O2 

III. 2 -1. - HYPOTHESE. 
Pour tout  [ F ,  . F; 1 E FI x F t e l  que F ,  n F ' = 0 ; pour tout  . 1 1 

F E Fa e t  tout  A E S .  A # 0 ; nous avons 
2 . 

.I 

de m&e en permutant l e s  rbtes  de tO,,F1l e t  (02 ,F21.  

Les expressions écrites ont toujours un sens car nous avons supposé 

que pour tout événement A tz S et A # B 

donc en particulier 

J ( A  . F2) < + -. 

En prenant F2 = 0, il vient : 

Cette hypothèse implique donc que les groupes disjoints d'observateuys 

de O,, (respectivement de 021 sont indépendants en information au sens du 

paragraphe 111.1. Nous avons donc pour Fi E Fi. i = 1 , 2  : 



Conformément à la définition I.3.5., nous appelons information . 
mutueZZe apportée sur le même événement A par les groupes F et F '  

- d'observateurs de 0,  la quantité . 

J((A J F I  ; (A I F'll = J(A I F) + J(A F ' )  - J[A [F U F'll 

si JIA J Fl < + w et J(A J F'l < + m. 

Dans ce paragraphe, l'information mutuelle est parfaitement définie 

pour tout A s S, A # 0. 

111.2.2. - PROPOSITION. 

L'hypothèse III.2.1. e s t  vdrifzde s i  e t  seulement s i  pour tout  

1 2  
(Fi,Fi) E Fi x F i J  F i n ~ : = O ,  1 i-1.2; e t p o u r t o u t :  A E S ,  A Z 0 ,  

On a : 

La condition est suffisante ; en effet, les quantités de la 

forme J((A , FI ; (A, 0 étant nulles, il est évident que la relation 

de la proposition 111.2.2. implique 



1 2 1 2 
J(A . (FI U FI)) = JIA . FI) + J(A . FI) et 

1 2 1 2 
JIA i (F2 u F211 = JIA F21 + J(A .F21 

. D'autre part en posant : F2 = F2 1 et F2 2 = 0 .  il vient : 

1 2 1 2 
JIA . [FI u F1 ) I / (A  , F211 = J(A . IF, u FI u F21 - J(A . F21 

c'est-à-dire : 

de même en permutant les rSles de (OIJF1l et tOZ.F2). 

La condition est nécessaire ; en effet. avec les notations de la 

1 2 proposition 111.2.2. et en posant : F2 = F u F2. la relation de l'hypothese 
2 

111.2.1. s'écrit 

ajoutons et retranchons J[A . F21 

On sait par hypothèse que pour j = 1 .2 : 
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k k 
= 1 J ( A .  F2) - 1 J ( ( A .  F:I ; ( A .  F211 

k=1,2 k=1,2 

comme nous avons montré que l'hypothèse 111.2.1. implique aussi : 

o n  obtient la relation désirée en reportant ces valeurs dans l'expression 

précédente. 

111.2.3.- COROLLAIRE. 

Avec t e s  notations de ta proposition prkcddente en posant 

1 FI - FI U F 2 1 
1 2 t 'hypothdse III. 2.1. implique 

OU F2 = F 2 ~  

1 2 1 2 J ( (A  J (FI U FI)) : ( A  . F2) )  = J ( I A .  FI) : ( A J  F p I I  + J [ (A  ,FI) ; ( A .  F211 

1 2 1 2 J ( (A  FI) : ( A  . (F2 U F Z I l l  = J ( (A  . FI) ; ( A .  F21) + J [ ( A .  FI) ; ( A ,  F211 

1 2 
J ( (A  . [FI U FI)) ; (A , ( F 2 u  1 F211) 2 = 1 J ( t A  . FI] j ; ( A  . F211. h 

k=1,2 
j=1,2 

La démonstration est évidente à partir de la proppsition 111.2.2. 

Notons que ces relations pourraient être vraies sans que 

1 c'est-à-dire sans que l'hypothèse 111.2.1, soit réalisée. 
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111.2 .4 . -  THEOREME. 

Une condition nécessaire e t  suffisante pour que Z'hypothése 111.2.1. 

soi t  vér i f iée  e s t  que pour tout Fi F Fi,  i = 1.2.  e t  pour tout  A E S .  

A # 0, on a i t  : 
* 

La c o n d i t i o n  e s t  évidemment s u f f i s a n t e  c a r  e l l e  i m p l i q u e  l a  c o n d i t i o n  

d e  l a  p r o p o . s i t i o n  111.2 .2 .  On montre  q u ' e l l e  e s t  a u s s i  n é c e s s a i r e  par une 

d é m o n s t r a t i o n  ana logue  à c e l l e  de  l a  c o n d i t i o n  nécessaLre  de  l a  p r o p o s i t i o n  

111.2 .2 .  Ce théorème peu t  a u s s i  s ' é n o n c e r  de  l a  maniè re  s u i v a n t e  : 

1 1 1 . 2 - 5 . -  COROLLAIRE.  

L 'hypothèse III. 2.1. e s t  véri f ide s i  e t  seulement si pour tout 

A E: S, A # BI, e t  pour tout F i e F i D  i = 1 . 2 .  o n a :  

C i t o n s  également  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 



III. 2- 6 .  - COROLLAIRE.  

Etant donné une information J sur (Q x O, S x FI e t  une parti t ion 

(Ol,Ori de O, une condition nécessaire e t  suf f isante  pour que tous l e s  groupes 

d i s jo in t s  d'observateurs soient indépendants (au sens du paragraphe 111.1) es t  
5 

que J v é r i f i e  les  hypothèses de 111.2. 1.  e t  que tous Les couples 

., (Cl, E 2 i  G O1 x O2 d'observateurs soient inddpendants. 

EXEMPLE. 

Nous a l l o n s  m a i n t e n a n t  donne r  une  méthode  d e  c o n s t r u c t i o n  d ' u n e  

i n f o r m a t i o n  v é r i f i a n t  l ' h y p o t h è s e  111.2.1. 

Etant donnke une part i t ion [O1 ,O2] de 0, notons F = P(O 1 , i = 1 ,2 ; 
i i 

attachons à chaque observateur 5 E 0 e t  à chaque couple d'observateurs 

(Il, tZ 1 E O1 x O2 des informations sur ln,  s) notlçgrespectivernent 

1 e t  1 
5 

Supposons que la famille d'informations 
51 5, 

ains i  déf inie  vér i f i e  pour tout  ( 51 , t2 1 E 0, x U 2  e t  pour tout  A E s , 

A Z 0 :  

S u p ( 1  ( A 1 , I  ( A l 1  S 1 [ A l  < + . 
51 52 51 52 

I Soit  X une mesure positive de masse to ta le  égale à 1 sur 

I Nous é c r i r o n s  A(S,,;E~) l a  mesu re  d u  c o u p l e  (SI ,E21 E O1 x 

l *  . e t  nous  u t i l i s e r o n s  les  n o t a t i o n s  c o n d e n s é e s  s u i v a n t e s  p o u r  Fi E Fi, 



Supposons e n f i n  que les  mesures marginales sont strictement 

positives : 

III. 2.7.  - PROPOSITION. 

Avec t e s  notations ainsi  prkciskes, 2 'application J dkfinie 

ci-dessous e s t  une information sur (n x O.S x FI qui vkr i f i e  l e s  hypothèses 

III. 2.1. 

J(A , (FI UF211 = 1 ~ ( 5 ~ , 0 2  - F21 . 1 (Al 

C l E F , .  51 

+ E - F1.F21 1 ( A l  
52EF2 52 

Cette quantitd s ' kcr i t  aussi : 

+ E A ( 5 1  . I  ( A l  
s~~~~~ 52 



On pose de plus 

+ Les deux définitions sont évidemment identiques. On en déduit pour 

tout Si c OiJ i = 1.2 et pour tout Ac S. 

c'est-à-dire 

J((A {S,}) ' (A J {F2}II = A(51,521.(I (A] + 1 ( A )  - 
51 ICA 52 

(Al 1 
62 

donc 

La condition du théorème 111.2.4. est donc vérifiée ; il nous reste 

à montrer que J est une information pour obtenir l'hypothèse 111.2.1. Par 

suite des propriétés des informations au sens 1.1.1.. il est 

évident, par définition de J. que pour tout (A1,A21 E S x S J  Al 5 A2. 

et tout F~ E F i s  i = I,2, on a : 



D ' a u t r e  p a r t ,  pour  A  E S. F2 c F2. (F;.F;l E FI x  f, e t  

F; n F "  = @ . notons 
1  

FI = F; u F" e t  montrons que 
1  

Exprimons l a  d i f f é r e n c e  de ces deux termes 

J(A [FI u F 2 ) )  - JCA J ( F i  u F211 - E A ,  ( t l ) .  IF (A) 
ci €F; 1  

- C A(cIsc2l ( 1  [ A I  + 1 ( A l  - 1 ( A l )  
( 6  5  )eF','xF2 

1 '  2  
CI 52 51 52 

= A(51,02 - F21 . 1 ( A l  
6 .  CF" 

1 1  51 

+ 1 m 1 c 2 1  * (A) - 1 ( A l ] .  
(5  5 leFYxF2 

1 '  2 52 

Ce t t e  d i f f é r e n c e  e s t  t o u j o u r s  p o s i t i v e  c a r  nous avons supposé : 

(A)  2 I5 (A).  A  p a r t i r  de ces r é s u l t a t s ,  il e s t  f a c i l e  de mont re r  que 
2  

J  e s t  une i n f o r m a t i o n  au sens des d é f i n i t i o n s  1.2.2. e t  1.2.6. avec : 

F  = €01. 
O 

La p r o p o s i t i o n  e s t  a i n s i  démontrée. Nous avons de p l u s  l e s  

r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

111.2-8. -  PROPOSITION. 

Avec Zes notations de Za proposition III. 2.7., nous avons pour tout  

A D  S, A z 0, e t p o u r  tout  F~ F Fis ci F O i = 1.2 : 
i ' 



J [ ( A  . {SII1 ; LA { S 2 ~ I l  = A ( 5 1 J 5 2 1  . C I E  ( A l  + 1 ( A )  - (A1 1 
1 52 

J [ ( A .  F21/[A . 0,,11 = 1 A(51J52) (1 CA) - 1 ( A l ] .  
(El ' 52 l €O1 xF2 51 52 61 

Remgrquons une d i f f é rence  impo r tan te  e n t r e  l a  p r o p o s i t i ~ n  111.2.7. 

e t  l e  r é s u l t a t  comparable du c o r o l l a i r e  111.1.2. e t  de l a  p r o p o s i t i o n  I I I . 1 , l .  

E t a n t  donné J v é r i f i a n t  l ' h y p o t h è s e  111.2.1. e t  X l a  mesure de pond6 ra t i on  

Ztinfonnat20n J n'est pas nécessairement de la f o m e  indipude dans Za propo- 

sition 111.2.7. En e f f e t ,  s i  l ' o n  peut  t o u j o u r s  d é f i n i r  l e s  i n f o rma t i ons  
I 4  

en   osant Dour E E Ui, i = I .Z : 

pour  ci E Oi, i = 1.2 , l e s  q u a n t i t é s  



I hl (5;) - ~ ( 5 ~ ~ 5 ~ 1  
(Al = { J I A  . {6,,,52}1 - - . -  J[A , { C l I l  

A G l  J 5,) A, ( c l  

ne d é f i n i s s e n t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  une  i n f o r m a t i o n ,  p a r  exemple s i ,  comme c e l a  

e s t  p o s s i b l e ,  J[A,{S1.E2}I = J I A . { E ~ } I  = J(A.ISZ}I e t  A1(5,,1 = A2(Ep1 . 
on p e u t  a v o i r  ; 1 [Al < 0 .  

61 52 

INFORWATICJNS SUR [n x  O.; x F I .  

Reprenons  les n o t a t i o n s  d u  p a r a g r a p h e  1 1 . 1  e t  s u p p o s o n s  que 
A A 

Z 'information J sur [ n  x  0,s x FI vér i f i e  Za condition du théorème II .  1.4. 
.. 

Nous avons donc une information 1 sur (n,s) t e l l e  que pour tout  

1 1 1 . 2 . 9 . -  PROPOSITION. - 
Etant donné, 2 'espace [ fi x  0 ,S x  F. J 1 ainsi  ddfini e t  t QI .O2 I  

une partit ion de l'ensemble f in i  O, une cond.ition ndcessaire e t  suf f isante 

pour que l'hypothèse III.2.1. so i t  vdrifide e s t  que pour tout Fi E Fi. - -  - 
i = 1 . 2  e t  pour tout  C e S. C Z 0, on a i t  : 
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La démonstration est évidente à partir du théorème 111 .2 .4 .  en - - 
remarquant que !f 5  IZ 0,  J[C . { C I )  = I ( C  w1 

Contrairement au résultat du corollaire 311.1.4.  nous n'avons plus 

car en règle générale C # C 

Soient ta part i t ion (O1 ,O2 1 de t 'ensemble f in i  O e t  tes  familles 

~ I R ~ . S ~ . I ~ ) ~ ~  E 01. {(" x R S  8 S .I 1 1  , I ~ E , . E ~ I  E O, x O,} dont 
I 52' 51 52 5152 

chaque Qtbment e s t  un espace mesurable sur Lequel on a dQf in i  une information 

v k r i f i a n t p o u r t o u t  E E O . i = 1 . 2 . C  E S  . c s , 
i i 61 51, 62 

Soit h la mesure de pondération sur (O1 x OZ. FI B F21 

précédemment définie I I I I . 2 . 7 . 1 .  
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III. 2.10.- PROPOSITION. 

L'appZication J ,  db f in ie  ci-dessous, e s t  une information sur 

(i x 0. S x FJ qui v é r i f i e  Z 'hypothPse III. 2.1. e t  la  condition du th8or4me 

ce qui s ' é c r i t  aussi  : 

on pose de plus 
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Ce résultat est une application immédiate de la proposition 111.2.7. 

Notons de plus les résultats suivants : 

111.2.11.- PROPOSITION. 

* Avec t e s  notations de ta proposition III. 2 ,  I O .  nous avons pour tov t  - A A 

C E S , C # 0, e t  pour tout Fi E Fi, Si E oi, i = 1,2 : 
* 

e t  avec F = F 1 " F2 

111.3. - CA$ D'UN ENSEMBLE QUELCONQUE D'OBSERVATEURS JNDEPENDANTS. 

Sqit J une information. au sens 1.2.2. et 1.2.6.. sur (Q x 0,s x F )  : 

Q e t  0 sont des enssmbles quelconques non vides, S et F des o-algèbres 

de Boole de parties de Q et 0. Pour généraliser les résultats du paragraphe 

111.1 à un ensemble quelconque (non nécessairement fini1 d'observataurs 0, nous 

supposons que t es  groupes d i s jo in t s  d?observateurs de F sont o-indépendants en 

in fo~mat ion  pour t ?observation des événements de S ; c >est-à-dire, en appti- 

quant ta dé f in i t ion  I.3.2. ,  que pour toute famil t e  f inie  ou dénombrable de groupes 
- 

d'observateurs deux à deux d i s jo in t s  {Fi E Fli c KI e t  pour tout A o S, on a : 

Comme par définition J(A , 01 = O, cela revient à supposer que pour 

tout A e S fixé l'application A , 1 est une mesure positive sur (0,Fl. 

Définissons sur (0,Fl une mesure A, positive, finie, de masse 1, 
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q u i ,  pour  t o u t  A E S ,  domine l a  mesure  J IA , . J ,  c ' e s t - à - d i r e  t e l l e  que  : 

On n o t e  J I A  , . )  << A .  

So i t  N Za classe des ensembles mesurables négligeables de (O,F,XI r 

i Z  e s t  cZair que Za condition J[A , . J  << X pour -bout A E 5 e s t  équivalente 

à N C F 03 Fo e s t  la  classe des groupes d'observateurs qui n'apportent 
O 

pas d 'information pour J (1.2.6.  ) . 

111.3.1.-  PROPOSITION. 

Etan* donné événement A € s f i xéz  Une i?If~Z?natd~n J Sur 

(n x 0,s x FI e t  x une mesure de probabizité s w  ((?,FI t e l l e s  que 

N 5 Fo, une condition néeessaire e t  suff isante pour que tous t e s  groupes 

d i s  joints  d 'observateurs de ( O ,  F 1 soient a-indépendants en information 

pour Z'observation de A e S  e s t  qu ' i l  ex is te  une variable aléatoire rée l l e ,  

notée 1 ( A ,  -1, unique, posit ive,  déf inie  à une A-équivor Zence près sw, (0, F) 

e t  teZZe que, pour tout  F c F : 

s i  l e s  c o n d i t i o n s  d e  l a  p r o p o s i t i o n  s o n t  v é r i f i é e s ,  l e  théorème d e  Radon- 

Nikodym [25] nous pe rme t  d ' a f f i r m e r  d a n s  c e  c a s  l ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t é  

d e  l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e  p o s i t i v e  A , .  d é f i n i e  à une X-équi- 

v a l e n c e  p rè s  sur [O ,F) ,  v é r i f i a n t  l a  r e l a t i o n  demandée. I n v e r s e m e n t ,  

s i  l ' o n  s e  donne  A , .  t e l l e  que  pour  t o u t  F s F 
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il est clair que les groupes disjoints d'observateurs sont indépendants pour 

l'observation de l'événement A E: S. Ce résultat est à rapprocher de celui do 

J. KAMPE DE FERIET dans [14)) nous reviendrons sur cette comparaison au 

paragraphe V.1. . 

% Soient A et A2 deux éléments de S tels que Al E A2. Nous 
1 

, avons : IIA1,.I 4 I(A2,.I A-presque surement. En effet A Ç A implique 1 2 

par définition pour tout F E F : JIA1 , FI 2 J(A2 . FI c'est-à-dire : 

ce qui entraïne : 

I(A~,.I - I(A2..1 3 O A-presque surement. 

On peut donc associer à chaque couple d'évènements (A1.A21 E S x S 

un ensemble A-négligeable de F, noté N(A,,A2), tel que pour tout 

5 E O - NtA1,A21, on ait : 

Comparons les propositions 111.3.1. et 111.1.1. On voit d'une part, que 

. dans le cas fini, l'application 1 (Al est parfaitement déterminée pour tout 5 
5 E: 0 et pour tout A E. S à partir de J, alors que dans le cas général 

on affirme simplement l'existence de l'application I(A,.I pour A E S ; 

d'autre part, pour tout 5 s 0, 1 [ . )  est une information au sens de 
5 

J. KANPE DE FERIET sur (L?,Sl ce que nous ne pouvons pas affirmer pour I(.,c) 

dans le cas général. En effet, les relations 111.3.2. ne sont vraies qu'à un 



ensemble A-négligeable près;or les ensembles " N I A l  # A 2 )  pourraient ne pas 
A,eS 

être X-négligeables.Nous nous trouvons devant un problème semblable ;j celui 

. qui se pose pour la  dé f in i t ion  des probabilités conditionne ZZes régulières [25] 

c'est-à-dire que,dans le cas général, nous ne pouvons pas affirmer qu'il 
t 

existe pour chaque A  s S une version de la classe d'équivalence de I ( A 1 # , ]  
1 

qui soit 'celle que l'application 1 définisse une décomposition régulière 

de J au sens de la définition ci-après. 

111.3.3.- D E F I N I T I O N .  

Etant donné une information 3 sur (Q x 0, s x F) e t  Une 

mesure de probabilité sur ( 0 . F )  t e l l e s  que N r Fo ; nous dirons q u ' i l  

ex is te  une décomposition régulière de J s ' i l  ex is te  une application 1, 

de ( S  x O1 dans 6 t e l l e  que 

1 )  Pour tout 5 E 0, Il ( .  # 51 e s t  une information au sens 

1.1.1. sur r n , s ~ .  

2 )  Pour tout  A  E S .  I 1 ( A , . l  e s t  mesurabze sur ( O D F ) .  

3 1  Pour tout  (A  , F I  s S x F : 

III. 3.4.- C O R O L L A I R E .  

S ' i l  e x i s t e  une décomposition réguZidre de J tous Zes groupes 
8 

d i s jo in t s  d'observateurs de ( O P F I  sont a-indépendants en information 

pour S e t  Zes appzications 1 (de la  proposition 111.3.1.) e t  

e t  1 (de la dé f in i t ion  III. 3.3. J v é r i f i en t  pour tout  A  E S : 
1 
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I(A,.l = I,[A,.l A-presque sûrement. 

Nous n'étudieronspas plus en détail ce problème de l'existence d'une décomposi- 

tion régulière de J car il ne se pose pas dans les applications que nous 

h envisageons par la suite. 

L Dans notre note [ 7 ]  nous avions énoncé les axiomes de définition de 

J en supposant F = {@) ; il est clair que les raisonnements utilisas dgns 
O 

ce paragraphe nécessitent une définition plus générale de la famille F des 
O 

groupes d'observateurs qui n'apportent pas d'information ; c'est une des 

raisons pour lesquelles nous avons été amenés à modifier légèrement les axiomes 

1 et 2 de [ 7 ]  pour leur donner la forme qu'ils ont au paragraphe 5,2.8. 



I V .  1 

1 

CHAPITRE I V  

CONSTRUCTION D'UNE INFORMATION APPORTEE PAR 

UN COUPLE D'OBSERVATEURS. 

I Pour déterminer une information JIA,Fl apportée sur un évknement 

l A c S par un groupe F E F d'observateurs, suivant les méthodes prgposées 

dans le chapitre III, il suffit de connaître les informations J ( A  , ( $ 1 3  

et J(A , {F, ,t2l1 apportées sur cet événement par les observateurs 5 e t  

l les couples d'ob~ervateurs ( 5 1 , F 2 1  du groupe F .  C'est pourquoi nous nous 

1 proposons de définir à partir d'une hypothèse particulière une inTormation 

I Nous nous restreignons, dans ce chapitre, au cas d'une sous-tribu 

T de 5 comportant un nombre fini d'éléments. 

Les principaux résultats de cette partie ont été exposés dans notre 



IV.1. - NOTATIONS - HYPOTHESES. 

Avant de définir les notations et les hypothèses spécifiques 

de cette partie, replaçons ce travail dgns le cadre général des chapitres 

précédents. Rappelons d'abord les grandes lignes de la construction proposée 

dans le chapitre II d'une information J sur un espace produit. en l'appliquent 

au cas : 

Soient ,S l,(Q S 1 les espaces mesurables associés respectivement 
a a  b'b .. .. 

aux observateurs %,Sb et (0,s) l'espace mesurable produit défini par : 

Conformément aux notations précédemment définies (1.1.31 pour tout .. .. 
C F S nous notons Ca et Cb les projections de C respectivement sur - - .. .. 
R et Qb , C et Cb les cylindres de Sa 
a a 

4. - et Sb de base Ca 

et Cb. Soit 1 une information sur (a,Sl; définissons l'application 

.. .. 
J sur (a x 0,s x FI a : E S 



Comme nous l'avons montré au chapitre II, il est facile de vérifier 

que l'application J J  ainsi définie à partir de 1, est une information sur 
- - 

[ R  x Ù , s  x FI  au sens I . 2 , 2  - 1.2.6. 

Afin  de s impl i f i er  l e s  notations e t  de nous placer dans un cadre 

un peu plus général nous noterons ( R , S )  Z'espace des événements que nous 
C - 

employons. Cet espace peut-être i d e n t i f i é  à l 'espace produit (n,S) 

ou ê t r e  d i f f ë r en t  de celui -c i .  

i l  e s t  essen t ie l  de remarquer pour c e t t e  i den t i f i ca t i on  

que l e s  sous-a-aZgèbres de Boole A e t  ?3 de S que nous employons, - .. 
t iennent  Ze rôle  de Sa e t  Sb e t  que, comme ces dernières, e l l e s  sont 

supposdes M-indépendantes e t  spécifiquement l i de s  aux observakeurs 
ta 

I V . l . l .  - N O T A T I O N S .  

Soient G? un ensemble quelconque, S une o-algèbre de parties de 

R  et P une pondération sur ( R , S l ,  c'est-à-dire une mesure posi t ive ,  f i n i e ,  

de masse t o t a l e  égale à 1 ,  qui pourra être, le cas échéant, une mesure de 

fréquence ou de probabilité. 

Soient  A e t  B deux sous-algèbres de S comportant un nombre f$ni 

d'éléments, supposées M-indépendantes [ I .1 .1 .1  ; nous avons donc : 

Nous écrirons indifféremment A . 6  ou A  n B l'intersection de deux événements. 



Notons T l a  s o u s - t r i b u  de S engendrée p a r  A e t  8 

(7 comporte un nombre f i n i  d 'é léments ) .  Quand nous u t i l i s o n s  l e s  espaces 

mesurés [~ ,A ,P ) ,  [ n , B , P I  , [R,T,Pl nous nous r & f é r o n s  aux r e s t r i c -  

t i o n s  aux t r i b u s  A,B,T de l a  mesure P d é f i n i e  s u r  (RIS). 

Nous supposons l ' e x i s t e n c e  de t o u s  l e s  ensembles e t  de t o u t e s  l e s  p a r t i t i o n s  

de ces ensembles don t  nous avons besoin .  En p a r t i c u l i e r ,  l a  mesure P 

peut  p rendre  su r  ABBIT t o u t e s  l e s  v a l e u r s  p o s s i b l e s  compat ib les  avec l e s  

axiomes de d é f i n i t i o n  d 'une mesure e t  l e s  r e s t r i c t i o n s  que nous impasons. 

Pour s i m p l i f i e r  l e s  énoncés e t  l e s  démonst ra t ions,  nous suppo- 

sons, de p l us ,  que : 

Pour A E A , A # 0 e t  A # Q nous avons donc O < P(A1 c 1 J 

de même, pour  B E 8 ; notons, p a r  contre, q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  d ' o b t e n i r  

C E T  , C Z 0  e t  P [ C )  = O .  

Nous no tons  nA(AI  [ respec t i vement  nA = nA[")l une p a r t i t i o n  

f i n i e  A-mesurable de A E A ( resp .  de R ?, : 

Les p a r t i t i o n s  nA(A)  son t  que1conques;en p a r t i c u l i e r  nA peut  

ê t r e  éga le  à l a  p a r t i t i o n  q u i  engendre l a  t r i b u  f i n i e  A ou d i f f é r e n t e  

de c e t t e  p a r t i t i o n .  

Nous no tons  de même i IB(Bl  e t  ïïB = nB[R) des p a r t i t i o n s  f i n i e s  

8-mesurables de B E 8 e t  de R . 



REMARQUES.  - 

Nous imposons donc essentiel lement t r o i s  cordi t ions  aux espaces 

mesurés que nous al lons  employer : 

. l e s  t r ibus  A ,  8 ,  T comportent un nombre f i n i  d'éléments 

. sauf pour l'ensemble vide,  tous l e s  éléments de A e t  B sont 

de mesure strictement posi t ive  

. l e s  t r i bus  A e t  B sont M-indbpendantes : 

Ces restrictions, qui facilitent les démonstrations ultérieures, 

s'introduisent naturellement dans les études pratiques de statistique : 

les variables statistiques qualitatives ou quantitatives discrètes ne pren- 

nent qu'un nombre fini de valeurs et l'on regroupe en un nombre fini de classes 

les valeurs numériques prises par les variables statistiques continues ; 

si Pij est la probabilité [ou la fréquence) correspondant à l'événement 

A .  n B on suppose le plus souvent en statistique : 
1 j J  

et seulement P 2 O. 
i j 
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I V . 1 . 2 . -  HYPOTHESES. 

L'information généralisée 1 au sens de J. KAMPE DE FERIET que nous 

cherchons à déterminer, est définie sur l'espace mesurable et doit 

vérifier les axiomes 1, 2, 3 et les définitions que nous avons rappelés en 

1.1 . A .  

Dans une 6preuve statistique, quand un événement C de la forme 

C = A n B , A E A et B E 8 .  se réalise, nous supposons que le premier 

observateur Ea perçoit l'événement A et le second observateur S b  

l'événement B. Les différentes quantités I I A / B 1 l  , I ( A / B 2 1  , ..., I ( A / B n l  

représentent l'information apportée par l'observation de A par 
a 

quand 

on suppose donnue l'information apportée par l'observateur C b  dans les 

différentes hypothèses Bi E ng possibles. La quantité 

représente l'information moyenne apportée par A quand on réalise un grand 

nombre de fois cette épreuve. A notre sens, cette information moyenne doit 

être égale à I [ A l ,  

Par exemple, si fi est un ensemble de 1 0 0  étudiants répartis en deux 

groupes : BI les 80 étudiants à plein temps, B2 les 20 auditeurs salariés 

étudiant à temps partiel, l'événement A étant la réussite à l'examen, nous 

pensons que l'information apportée sur un individu quelconque par le succès à 

l'examen est la moyenne pondérée des informations apportées par la réussite 

à l'examen dans chacun des groupes : 
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Dans c e t  exemple. Sa e s t  l ' o b s e r v a t e u r  l i é  au c a r a c t è r e  : 

r é u s s i t e  ou non r é u s s i t e  à l ' examen;  Sb est l ' o b s e r v a t e u r  q u i  p e r ç o i t  l e  

c a r a c t è r e  : s t a t u t  de l ' é t u d i a n t  ( p l e i n  temps ou temps p a r t i e l ) .  

H.1.- HYPOTHESE 1. 

Pour tout I A , B 1  E A x 8 e t  queZZes que soient Zes partitions 

f inies  nA e t  ng respectivemenh A-mesurabZes e t  BmesurabZes 

de n , nous avons 

Ces sommes o n t  t o u j o u r s  un s e n s  c a r  l e s  hypo thbses  que nous  

avons imposées à ( o , A . P I  e t  ( n . B . ~ l  é v i t e n t  1 ' i n t r o d u c t i o n  de t e r m e s  

i n d é f i n i s  de  l a  forme 

En e f f e t ,  s i  l e s  q u a n t i t é s  I ( A / B I I  e t  I (B/A ' )  a p p a r t i e n n e n t  

à R+ ; A '  E nA e n t r a î n e  A '  E A e t  A '  # 0 c ' e s t - à - d i r e  P [ A ' I  > O 

e t  de même B E ilB impl ique  P I B I I  > O . 
S i  l e s  t r i b u s  A e t  8 ne s o n t  pas supposées  M-indépendantes 

e t ,  en p a r t i c u l i e r ,  s i  A = 8, l ' h y p o t h è s e  1 e t  l e s  axiomes d e  l ' i n f o r m a t i o n  

g é n é r a l i s é e  i m p l i q u e n t  a l o r s  I l A l  = + O ou + -, pour  t o u t  A E A. Dans 

c e  c a d r e  l ' h y p o t h è s e  1 n ' a u r a i t  évidemment aucun i n t é r ê t .  

Dans l ' h y p o t h è s e  1 ,  nous nous i n t é r e s s o n s  seu lement  aux ensembles  

A E A, B E B e t  aux é léments  C E T de  l a  forme C = A n 8 pour  c e t t e  r a i s o n ,  

i l  e s t  commode de d é t e r m i n e r  d ' a b o r d  l ' i n f o r m a t i o n  1 s u r  c e s  ensembles  de T 

t e l l e  man iè re  que 1 v é r i f i e  l ' h y p o t h è s e  1 ,  e t  de  p r o l o n g e r  e n s u i t e  1 



à l ' e n s e m b l e  T t o u t  e n t i e r .  Nous a l l o n s  donc, dans l ' h y p o t h è s e  s u i v a n t e ,  

nous r e s t r e i n d r e  à l ' é t u d e  de I ( A . B I  e t  supposer que I [ A . B I  e s t  une 

f o n c t i o n  c o n t i n u e  de P(A)  , P(B1 , P I A . B I .  

Notons que l e s  i n f o r m a t i o n s  du  t y p e  WIENER SHANNON s o n t  b i e n  

de c e t t e  forme : 

mais q u ' e l l e s  ne v é r i f i e n t  pas l ' h y p o t h è s e  1 en r è g l e  g é n é r a l e  : 

D é f i n i s s o n s  l ' ensemb le  de d é f i n i t i o n  de F en e x p l i c i t a n t  l e s  

c o n t r a i n t e s  s u i v a n t e s  (avec l e s  n o t a t i o n s  de l ' a x i o m e  3 de 1.1.11 : 

Posons x  = PCAI , y  = P(B1 , z = P(A,BI , il v i e n t  : 

Donc : 

e s t  l ' ensemb le  de d é f i n i t i o n  de F m  Pour t o u t  t r i p l e t  I 

(x,y,z)  E E , il e x i s t e  A  E A , B  E 8 e t  Une p o n d é r a t i o n  P Sur  

CR ,Tl q u i  v é r i f i e n t  P(A1 = x , P t 6 1  = y , P[A.B) = z e t  i nve rsement .  

Nous u t i l i s e r o n s  a u s s i  l ' e n s e m b l e  : 
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Tous l e s  p o i n t s  de E-E* s o n t  de l a  forme [O,y,01 avec 

y  E CO,?] O U  (x.O,O) a v e c  x c C0,1]. En p a r t i c u l i e r ,  s i  A.6 = 0 

on s a i t  que A = 0 e t / o u  B = 0 , c ' e s t - à - d i r e  que l e  t r i p l e t  

IPCAI , PIE1 , P(A.B))  a E-E* ; dans  ce  c a s ,  nous savons  que I ( A . B I  = + w 

I l  e s t  donc n é c e s s a i r e  que F ( x , y , z l  s o i t  é g a l  à + s u r  E-E* , e n  r è g l e  

g é n é r a l e ,  il  s e  p o u r r a i t  que  F ( x , y , z l  = + sur c e r t a i n s  p o i n t s  de E 

( c ' e s t - à - d i r e  : I ( A . 8 1  = + avec  A . 5  # 0 e t  même P(A.51 > 01 . 
Nous a l l o n s  e x c l u r e  c e t t e  p o s s i b i l i t é  dans  l ' h y p o t h è s e  c i - d e s s o u s  : 

H.2.- HYPOTHESE 2 .  

Pour (A,B1 E A x  8 2 'information apportée par Z 'événement A ,  p 
e s t  une fonction de P(A1 , P(6, l  , P(A.61 . 
Précisément : 

où F e s t  m e  appZication de E dans 6' , finie e t  continue sur 

E* par rappo~t  ù chaque variabZe, e t  égale Ù + sur E - E* 

L ' a p p l i c a t i o n  F ,  d é f i n i e  d a n s  c e t t e  hypo thèse  e t  u t i l i s é e  dans  c e  

c h a p i t r e ,  n ' a  évidemment aucun r a p p o r t  a v e c  c e l l e  d e  l a  l o i  d e  compos i t ion  

( 1.1.1 - Axiome 41. Rappelons que l e s  i n f o r m a t i o n s  1 que nous u t i l i s o n s  

ne s o n t  pas supposées  composables.  

11 e s t  c l a i r  que ,  s i  Zes sous-atgdbres A e t  l3 de T ne 
sont pas supposées M-indépendantes, c e t t e  hypothèse n'a aucun sens. 



IV.2.-  RESULTATS PRELIMINAIRES. 

CONSEQUENCES DE L'HYPOTHESE 1. 

IV.2 .1 , -  PROPOSITION. 

S i  Z 'information 1 déf inie  sur Z 'espace mesuré (o,T,PI 

uémf ie  Zthypothèse 1, alors pour A E A , nous avons : 

e t  des relations identiques pour B £3 . 

Une des conséquences de l a  d é f i n i t i o n  de l ' i n f o r m a t i o n  c o n d i t i o n -  
n e l l e  e s t  que : 

I ( A I  = + a  <- V B E  B : I [ A / B I  = + m  - j B E £3 : I [ A / B I  = + a, 

Supposons ma in tenan t  q u ' i l  e x i s t e  B E £3 t e l  que I ( A / B I  = + - 
. s i  I [ B l  = + m  a l o r s  I (A /B)  = I I A I  + m  

. s i  I ( B 1  < + w nous avons donc B P 0 P(B1 > O 

e t  l ' o n  d é d u i t  I ( A I  = + m  de l ' h y p o t h è s e  1 : 

Nous avons a i n s i  mont ré  l a  p r e m i è r e  s é r i e  d ' é q u i v a l e n c e s r  l a  seconde 

s é r i e  s ' e n  d é d u i t  immédiatement. 

IV.2.2.- PROPOSITION. 

m e  condition nécessaire e t  suff isante pour qu'une information 1 

déf inie  sur Z 'espace mesurd ( , ,PI vér i f i e  Z 'hypothdse 2 

e s t  que : 

. pour tout [ADB1 E A x £3 

. pour tout tA1,B,1 É A x £3 Al # 0 e t  Bq # 0 

. queZZes que soient les  parti t ions f i n i e s  nA (A1 1 e t  n [B 1 B 1 



respectivement A-mesurable de Al e t  Bmesurable de .fi1 

on a i t  l e s  relations : 

On montre que l a  c o n d i t i o n  e s t  s u f f i s a n t e  en p r e n a n t  

(A1.B1l = [ R J R I  . Il e s t  f a c i l e  de v o i r  que c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  n é c e s s a i r e ;  

p a r  exemple, l ' h y p o t h è s e  1 i m p l i q u e  l e s  deux décompos i t ions  s u i v a n t e s  de  

I I A )  : 

S i  I ( A 1  e s t  f i n i e ,  t o u s  l e s  t e r m e s  I ( A / B 1 )  l e  s o n t  au s s i  

e t  l a  r e l a t i o n  e s t  v é r i f i é e  s i  I ( A 1  = + m t o u s  l e s  t e rmes  I ( A / B 1 )  s o n t  

égaux à + w e t  3a r e l a t i o n  e s t  v é r i f i é e .  

IV. 2.3 .  - PROPOSITION. 

m e  condition n6eessaire e t  suff isante pour qu 'une i n  format-ion 

I déf inie  sur t 'espace mesuré (Q,T,PI vérif-ie t 'hypo- 

thdse 1 e s t  que 

. pour tout  ( A J B l  r A x B 

. pout tout  couple d'ensembles dis  joints A1,a de A e t  E1,B2 

de B 

on a i t  : 



La c o n d i t i o n  e s t  évidemment  n é c e s s a i r e ,  e l l e  e s t  a u s s i  s u f f i -  

s a n t e  c a r  i l  s u f f i t  d e  l ' a p p l i q u e r  d e  p r o c h e  e n  p r o c h e  un  nombre f i n i  d e  

f o i s  p o u r  r é o b t e n i r  l a  p r o p o s i t i o n  IV .2 .2 .  

PROPOSITION. 

Soient A, e t  A2 deux ensembles dis joints de A ; s 'i 2 ex is te  

B  E ?3 t e l  que : I (B /Al l  = IIB/A21 alors on a aussi 

I IB/All  = ICB/A21 = I (B/Al  u A21 . De même, s ' i l  exis te  

(AJB1.B21 E A x 8 x % t e l  que I (A /B , l  = I (A/B2)  e t  

B,.B2 = 0 alors I (A/B2) = I (A/B,  u  B2) .  

C'est une  c o n s é q u e n c e  i m m é d i a t e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  p r é c e d e n t e  

q u e  l ' o n  p o u r r a i t  d ' a i l l e u r s  g é n é r a l i s e r  a u  c a s  d ' u n  nombre f j n i  q u e l c o n -  

q u e  d ' e n s e m b l e s  d i s j o i n t s .  

CONSEQUENCES DE L'HYPOTHESE 2 .  

S o i t  l ' e s p a c e  m e s u r é  T l ,  nous  a v o n s  d é f i n i  i ' e n -  

s e m b l e  E d e s  v a l e u r s  q u e  p e u t  p r e n d r e  l e  t r i p l e t  [ P / A I , P ( B ) , P ( A . B I I  

p o u r  [AjBl E A x B ; nous  a l l o n s  m a i n t e n a n t  c a r a c t é r i s e r  les f o n c t $ o n s  

F q u i  p e u v e n t  d é f i n i r  une i n f o r m a t i o n  p a r  l a  f o r m u l e  : 

IV.2.5.- PROPOSITION. 

Soi t  une appZication F définie sur E à vaZeurs dans $ +  . 

Posons, pour IA,B) E A x 8 : 

Une condition nécessaire e t  su f f i sante  pour que I déf inisse 

sur les  éléments de T de Za forme A.B , (A,BJ E A x 8, une 

information qui v é r i f i e  Zes axiomes A. 1 e t  A. 2 de 1.1.1. e s t  qwe : 



I V .  13 

* F~0.0 .01 = F(x,O,O) = F (O.y .0~  = + V(x,y1 E [ O , l ]  2 

3 * V(x.y,z l  c E . V I E ~ . E ~ . E ~ )  E C0.11 t e l s  que : 

0 e3 i El + € 2  

e t  ( X + E ~  . y+c2 . z+r31  E E 

on a i t  : 

Ces c o n d i t i o n s  s o n t  n é c e s s a i r e s  : 

* I ( 0 )  = I ( A . 0 )  = I I 0 . B )  = + pour  t o u t  IA.B) c A x 6 

donc F10,0,0) = F[x,OJO) = F(OJy,OI = + 

pour  t o u t  Ix ,y )  E C0.11 2 

S o i e n t  ( A J B l  t A x 8 e t  [A,, .BI) t A x B t e l s  que  

Aq ZI A e t  BI 3 B ; nous avons 

ce  q u i  s ' é c r i t  : F I X + E ~  . . z + E ~ )  i F[x,y.z) avec  

l e s  n o t a t i o n s  x = PCA) , y = P I B l  , z = P[A.B) 

Notons que : E < E + c 2  Car : 
3 -  1 



I l  e s t  f a c i l e  de  v o i r  en f a i s a n t  v a r i e r  IA,B) , (A1.B1l q u e  

c e s  r e l a t i o n s  d o i v e n t  ê t r e  v é r i f i é e s  V l x , y , z l  E E , 

B ~ 2 , ~ 3  
3 1 E C 0 , I l  t e l s  que  (x+E, ,  , Y + E ~  . z + E ~ )  E E e t  

E 3  < E l  + E 2  

Ces c o n d i t i o n s  s o n t  a u s s i  s u f f i s a n t e s ,  l ' a x i o m e  A . l  e s t  

v é r i f i é  c a r ,  p o u r  t o u t  ( x , y , z )  c E e n  p o s a n t  c l  = 1-x , E~ = 1-Y , 
E~ = 1-2  on d é d u i t  ~~5 r 2 + e 2  d e  z >  x+y-1  e t  O = F [ 1 , 1 , 1 )  < F l x , y . z l  

c ' e s t - à - d i r e  que  1cA.B) E IR p o u r  t o u t  IA,B) 6 A x  73 . Les v a l e u r s  

u n i v e r s e l l e s  s o n t  d 6 f i n i e s ; i l  r e s t e  à m o n t r e r  q u e ,  p o u r  IA,B1 E A x  R , 
[A1.B1) E A X B  t e l s  q u e  A . 6 c  Al.B, on a  I (A .61  a I(A1.B1) . P o u r  

c e l a ,  mont rons  d ' a b o r d  q u e  !û ZA.6  c A1.6,, e n t r a î n e  o b l i g a t o i r e m e n t  

A c A l  e t  B  c Bq . En e f f e t .  d é f i n i s s o n s ,  p a r  exemple ,  A '  = A-A,, , 
nous  avons  : 

x A '  c A -) A g . B  c A.6 c A .B c A d ' u n e  p a r t ,  
1 1  1  

C C 
x A '  c Al-? A1.B c A l  d ' a u t r e  p a r t  

c ' e s t - à - d i r e  q u e  A' .B = 0 e t ,  comme B  # 0 , n o u s  devons  c o n c l u r e  q u e  

A '  = El p a r  s u i t e  d e s  h y p o t h è s e s  du p a r a g r a p h e  I . I . ( N - i n d é p e n d a n c e  d e  A e t  

8) A c A l  e t  d e  même B c BI . P a r  d e  r a i s o n n e m e n t  i n v e r s e  d e  c e l u i  q u e  

nous  avons  employé c i - d e s s u s  p o u r  m o n t r e r  l a  c b n d i t i o n  n é c e s s a i r e ,  on 

t r o u v e  que  : 

c ' e s t - à - d i r e  : I(A1.B1) I 1IA.B) 

La p r o p o s i t i o n  est  a i n s i  démon t r ée  e t  l ' o n  en d é d u i t  immédia-  

t e m e n t  : 



IV.2.6.- PROPOSITION. 

üne condition nécessaire e t  su f f i san te  pour que Z 'application 

F de l a  proposition I V .  2.5. dé f in i s se  une information qui 

v é r i f i e  t 'hypothèse 2 e s t  : t e s  conditions de t a  proposition 

IV .  2.5. sont v é r i f i é e s ;  de plus F e s t  continue par rapport 
* 

à chaque variable e t  f i n i e  s w  E . 

L'information est ainsi définie pour tous les éléments des 

tribus A et 8 : [A,BI E (A x Bl 

IV.2.7.- PROPOSITION. 

Une 

I (Al 

une 

s o i t  

fl (O 

S i  Z 

que 
sur 

condition nécessaire e t  su f f i san te  pour que 24 re la t ion  

1 = fl (P(AI1 (respectivement : I(B1 = f2(P(B111 dé f in i s s e  
information sur la  t r i bu  A (resp.  BI e s t  que f, ( resp ,  

2) une application non croissante de [ O .  I 1 dans 16' te2 l e  que 

1 = + a. e t  f,,(lI = O fresp.  f O = + e t  fZIll = O ) .  2 
'on veut que 2 'hypothèse 2 s o i t  v é r i f i é e ,  i l  faut, en plus 

f, iresp. f I s o i t  une application f i n i e  e t  continue 
2 

IO, 11. 

r 
* 

Ce résultat est évident, il conduit naturellement à introduire 

la notion d'information mutuelle. So i t  (A.61 E A x 8 on appelle in for-  . 
mation mutuelle (1.1.1 - cl entre  A e t  B la  quant i té  : 



I ( A ; B I  = O s i n o n .  

L ' i n f o r m a t i o n  s u r  l e s  é l éments  de 7 de  l a  forme A.0 , 

A E A e t  B c l3 s ' é c r i t  a l o r s  comme l a  somme de t r o i s  t e r m e s ;  une 

i n f o r m a t i o n  s u r  A , une i n f o r m a t i o n  s u r  6  e t  l ' i n f o r m a t i o n  m u t u e l l e  

e n t r e  A e t  B . 

Comme nous l e  v e r r o n s  dans l a  s u i t e ,  il e s t  a s s e z  n a t u r e l  

d ' e n v i s a g e r  l e  c a s  où I (A1 e s t  une i n f o r m a t i o n  a r b i t r a i r e  s u r  A , 

I [ B I  une i n f o r m a t i o n  a r b i t r a i r e  s u r  8 ; d a n s  c e  c a s  I (A.61 e s t  d é f i n i  

à p a r t i r  de  I(A;B3 . 

Nous avons : 

I(A;B) = f l ( P I A I l  + f 2 ( P ( B I l  - F(P(AI.P(BI .P(A,BII  

d é f i n i s s o n s  l ' a p p l i c a t i o n  O de E à v a l e u r s  dans  2 p a r  : 

O[x.y,z)  = f l ( x l  + f 2 [ y l  - F(x.y .z l  s i  f l ( x l  . f 2 ( y l  < + w 

i l  v i e n t  : I(A;BI = O[P(Al ,  P(B3, P(A.BlI  

Il  e s t  c l a i r  que l a  donnée de  F e n t r a î n e  c e l l e s  de  f,. f 2  
e t  O; inversement ,  on peu t  d é f i n i r  F à p a r t i r  de f i ,  f 2  e t  O .  



I V .  2.8. - PROPOSITION. 

Soi t  1 une application dé f in ie  pour [ A , B l  6 4 x 8 

par : 

IIA.61 = + W  sinon, 

Une cond-:&ion nécessaire e t  suffZsante pour que I définisse 

' sur l e s  éléments de la  forme A n B  , [ A , B )  E A x 8 une 

information qui v é r i f i e  Z 'hypothèse 2 e t  Zes axiomes A ,  1,  A ,  2 de 

I.1.1. e s t  : 

a)  fl e t  f2 sont des app l~ca t ions  non croissantes de 

[ O ,  I l  rhns 5' , f i n i e s  e t  mnt inues  SUF 10.11 e t  

t e l l e s  que : 

b )  0 e s t  une application, f i n i e  e t  continue par rapport ù chaque 

variable,de E* dans IR t e l l e  que : 

Sur E-E* , O [ x. y ,  z l  peut ê t r e  prolongé arbitrairement 

dans 1R par exemple en posant : 

ce qui nous permet d 'écr ire  



quelque s o i t  [x,y,z) E E ( e t  d'énoncer Za condit ion c sur 
* 

E e t  non seulement sur E 1 .  

c )  pour (x,y,.I E E , ( x ' , y , z l l  E E t e l s  que 

x ' - X > Z " Z 2 0  

dememe, pour ( x , y , z I  E E , ( x , y ' , z ' )  E E t eZsque  

y ' - y 2 z  ' - = > O  

L ' h y p o t h è s e  2 i m p l i q u e  q u e  F ( x , y , z l ,  d o n c  f l ( x l  e t  f î [ y l .  

s o n t  f i n i s  q t  c o n t i n u s  p a r  r a p p o r t  à chaque  v a r i a b l e  sur E* e t  q u e ,  * 
s u r  E-E  : 

C e l a  e n t r a i n e  que  O e s t  une a p p l i c a t i o n  f i n i e  e t  c o n t i n u e  
* 

p a r  r a p p o r t  à chaque  v a r i a h l e  d e  E d a n s  IR e t  q u e  l e s  c o n d i t i o n s  a 

e t  b s o n t  n é c e s s a i r e s .  P a r  d é f i n i t i o n ,  nous  a v o n s  F ( x , l , x l  = f l ( x )  ; 

on d é d u i t  l a  c o n d i t i o n  a  d e  l a  p r o p o s i t i o n  I V . 2 . 7 . ;  on en  d é d u i t  d e  p l u s  

que  f 2 ( 1 1  - O [ x , l , x l  = O p o u r  t o u t  x  r CO.11 , c ' e s t - à - d i r e  O(x .1 .x)  = O 

p o u r  t o u t  x  e C 0 , I l  ; d e  même O ~ l , y , y l  = 0 ( 1 , 1 , 1 1  = O p o u r  t o u t  

y  E C 0 , l l .  

* 
P r o l o n g e o n s  O [ x , y , z I  p a r  z é r o  s u r  E-E  comme ce l a  e s t  

i n d i q u é  d a n s  l ' é n o n c é .  

La c o n d i t i o n  c e s t  n é c e s s a i r e  ; en  e f f e t ,  p o u r  t o u t  

( x , y , z l  E E e t  ( x 1 , y , z ' 3  E E t e l s  que  x '  - x  2 z '  - z  2 O , on p e u t  



d é f i n i r  = x '  - x  , e2 " 0 ,  c 3 = z 1  - z  e t  ( ~ , . E ~ , E ~ I  " , 
O < cg 5 cl . En app l iquant  l a  p r o p o s i t i o n  IV.2.5.. il v i e n t  : 

F(x+e, , y+&? , Z+E 1 S F(x.y.z) 
3 

c ' e s t - à - d i r e  

F tx ' , y ,z ' )  5 FIx,y  ,z l  . 

On en dédu i t  : 

On dgmontrera i t  de même l a  seconde p a r t i e  de l a  c o n d i t i o n  c. 

Les cond i t i ons  a,b,c sant auss i  s u f f i s a n t e s  : il est  c l a i r  

que F(A,1,1) = O e t  que F(0,O.O) 7 F[x,Q,D) = Ft0,y.O) = + m pour  
2  t o u t  (x ,y l  f C 0.1 1 En reprenant  l e  raisonnement du paragraphe précé-  

dent,  on o b t i e n t  t r è s  fac i lement  l a  t rp is ièrne c o n d i t i p n  de l g  p r o p o s i t i e n  

IV.2.5. . En effet ,  pour  t o u t  (x.y,z) E E , ( E ~ . E ~ , E ~ )  E  CO,^ l3 
t e l s  que : 

on peut t o u j o u r s  d é f i n i r  e t  E; y é r i f i n n t  e 3  = 6 ;  + E; e t  

O S E '  - < E  , O i E; < cO I en app l iquant  c à 

d 'une p a r t ,  e t  21 

d ' a u t r e  p a r t .  Il v i e n t  : 

C 'es t  l e  r h s u l t a t  demand8. Nous sommes dans l e s  cond i t i ons  prévues dans 1 



l e s  p r o p o s i t i o n s  IV.2.5.  e t  IV.2 .6 . ,  c ' e s t - à - d i r e  que  1 a i n s i  d é B i n i e  

v é r i f i e  l e s  ax iomes  A , 1  e t  A . 2  a i n s i  q u e  I ' h y p a t h è s e  2 .  

Notons ,  d e  p l u s ,  q u e  l a  d ê c o m p o s i t i o n  a i n s i  o b t e n u e  e s t  

évidemment un ique .  

I V .  3. - THEOREME 

POSITION DU PROBLEME. 

En r a p p r o c h a n t  1q$   ons séquences d e s  h y p o t h è s e s  1 e t  2 ,  o n  

d é f i n i t  un c o u p l e  d ' é q u w t i o n s  f a n c t i o n n e l l e s  q u ' i l  e s t  p o s s i h l e  d e  r é s o u -  

d r e  s u r  E e t  d o n t  l a  s o l u t i o n  nous donne l a  forme g é n é r a l e  de F . Les 

c o n s é q u e n c e s  de  l ' h y p o t h $ $ e  1 m o n t r e n t  q u e ,  p a u r  t o u t  A E A l ' a p p l i -  

c a t i o n  8 -c 6' d 6 f l n i e  par  : 
PA ' 

e s t  une f o n c t i o n  d ' e n s e m b l e  $impler(ient g d d i t i v e  s u r  B . De même, p o u r  

B E 8 f ixés ,  l ' a p p l i c a t i o n  ug 1 A +]a' d O f i n i e  p a r  

es t  une f o n c t i o n  s imp lemen t  a d d i t i v g  s u r  A . 

Les t r i b u s  A et  B é t a n t  f i n i e s ,  uB e t  pA s o n t  des 

m e s u r e s  p o s i t i v e s  r e s p e c t i v e m e n t  s u r  (n,Ai e t  In,B) . S o i e n t  Al e t  

A2 d e s  e n s e m b l e s  d i s j o i n t s  de  A ; p o u r  0 E 8 f i x é ,  n o u s  avons  : 

c ' e s t - à - d i r e  : 



I V . 3 . 1 . -  P (A l  u A23 I ( B / A 1  u As) = PIA,) I ( B / A , l  + P [ A 2 )  I [ B / A 2 )  

s i  Al f 0 e t  fi2 # 0 

I n t r o d u i s o n s  les  notations d e  l ' h y p o t h è s e  2 : 

x  1 = P ( A 1 l  . x 2  = P ( A 2 )  . xl+x2 = P(A, u A21 

y  = PIBI 

. S i  I ( A I  < + m c ' e s t - à - d i r e  s$ P ( A 3  > O , o n  a : 

P o s o n s .  d a n s  ce c a s  : 

La r e l a t i o n  I V .  3 . 1 .  s ' é c r i t  a l o r s  : 

S i  I ( A )  = + n o u s  s a v o n s  q u a  l ' h y p o t h è s e  2 i m p l i q u e  A  = 0 , 

c ' e s t - à - d i r e  M 101 = O p a r  h y p o t h è s e .  B 

P o s o n s  d o n c  $[O.y,Ol * O p o u r  y  c [0,11 

R a p p e l o n s  q u e  : 
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* 
e t  que  l ' ensgrnble  E-E e s t  formé uniqueqent  de p o i n t s  d e  l a  forme 

2 
(xJO,Ol e t  (OJy,O) pour  ( x , y l  E [ O , I ~  , 

Nous pouvons donc d é f i n i r  de l a  man iè re  s u i v a n t e  r 

* 
s u r  E l ' a p p l i c a t i o n  , d h f i n i e  par  IV.3,2., est f i n i e  

e t  c o n t i n u e  

* 1 - POUX- y e C 0 , l l  

. s u r  E-E 

1 - pour  x E 1OJ1I  

A i n s i ,  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t s  SV.3,3. sur t o u s  l e s  p o i n t s  

de E . 
* 

Notons,  en particulier, que  pour t o u t  f x , y , a I  E E , nous  
X Z * 

avons (;,y,;) c E . où n  est  un e n t i e r  p o s i t i f  a r b i t r a i r e  e t ,  en 

a p p l i q u a n t  I V .  3.3, ( n - l )  f o i s ,  i l  v i e n t  : 

x z Corne $ l x J y J z l  es t  f i n i .  c e l a  e n t r a i n s  que l i m  ((;.y,;l = O . 
n+tm 

Ce r é s u l t a t  montra que l a  f o n c t i o n  4 d é f i n i e  s u r  E* p e u t  se  

p r o l o n g e r  p a r  c o n t i n u i t é ,  s o u s  c e r t g i n e ç  c o n d i t i o n s ,  en (OjyjOI e t  que  

l a  v a l e u r  p r i s e  se confond a v e c  c e l l e  que  noys a v i o n s  f i x é e  pr%c$demment ; 

((O,y,OI = O . 

De l a  m$me maniè re ,  on d é m o n t r e r a i t  que  l ' a p p l i c a t i o n  : 

e s t  d é f i n i e  e t  c o n t i n u e  s u r  E* p a r  ; 



IV. 23 

* 
e t  que  sur E-E e l l e  est  définie p a r  : 

$(x.O,Ol = O pour  x E COJ1l 

$[OJy,O1 = + p a u r  y E 10,IJ 

Avec des  n o t a t i o n s  é v i d e n t e s ,  l ' a p p l i c a t i o n  p o s s è d e  l a  p r o p r i é t é  

s u i v a n t e  : 

Pour  (xJyl,zll c E , (x,y .z 1 é E t e l s  que 
2 2 

E E . on a : 

En résumé, nous avons  : 

I V .  3 . 4 . -  DEFINITION DE 4 ET $ . 
Soient Zes applications 4 e t  i ~ ,  &f<nies sur E e t  à 

valeurs dans R' par : 

* 
[x,y,z) E E-E 

$l[OJyJO) = $[xJOn01 = O Pol@ tou t  [ X J Y ]  E C0,1] 2 

S i  les  hypothèses H. 1 e t  H.2 sont véri f iges  alors 

l' application 4 (resp. $) e s t  f inie e t  continue par rapport 

à chaque variable sur E (resp. E ~ )  e t  vér i f i e  l a  propnktk 
1 

suivante : 



I V ,  24 

Pour ( x l . y . z l l  É E . (x2.y.z21 E E t e l s  que 
+ z l  E E  o n a :  ( x ~ + x ~ ~ Y ~ z ~  

(~espectiuement :. 

Pour ( X , Y , . Z ~ )  E E D [X .Y D Z  1 E E que 
2 2 

[x.y1+y2,z1+z21 E E on a : 

avec : 

Les s o l u t i o n s  d e s  é q u a t i o n s  f o n c t i o n n e l l e s  a i n s i  d é f i n i e s  $ont  

b i a n  connues quand l ' e n s e m b l e  de  d b f i n i t i o n  est. p a r  exempls. n3 ou 

n+3 . L'ensemble de  d é f i n i t i o n  E de 4 et &tant  p a r t i c u l i e r .  

i l  c o n v i e n t  de  redémont re r  rapidement  ces  r é s u l t q t s ;  E est convexe e t  i l  

nous s u f f i t  d ' a d o p t e r  à c e  c a s  l e s  méthodes c l a s s i q u e s  de r é s o l u t i o n  C l  1. 

LES EQUATIONS FONCTIONNELLES DE CAUCHY SUR E.  

IV.3.5.- RAPPEL : 

Equation fonctionnelle de Ccruchy à une vamahle 

Soi t  une application contique h de C0.91 dans IR (a strictement 

p o s i t i f )  qui v&if&, pour tout couple [ a . @ ]  E [0.a12 teZ pue 

a+B E [ O . a l ,  Za rezation : 
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h(a+Bl = hlal  + h[Bl 

L 'unique soZution de cet te  Bquation fovctionneZ Ze e s t  

hlal  = C a  

où C e s t  une constante queZronque; Za c ~ n s t a n t e  C e@t  

positive s i  h e s t  à vaZeur dans IR+. 

n Utilisons l a  méthode classique. Pour [a l  .a2. 8 ,a ) E C O  ,a] n 
t e l  que a,+a + . . .+a  E [Osa] nous aurons : 

2 n 

car toutes  les  sommes p a r t i e l l e s  des ai i = 1  n appartiennent à 
- 

l ' i n t e r v a l l e  [O.al . E n  pa r t i cu l i e r ,  s i  ai = a (1 1,. . . ,II) e t  

n . q  E C0,al nous avons : 

a  e t  s i  a ;  - i = 1 ,  1 e t  a  E [O,a] nous avons : n 

Fixons-nous u n  aO E ]O,a] a rb i t r a i r e ,  ~ o u r  t ~ u s  l e s  éléments 

a  E [ O , B ]  de l a  forme P a = q a o  avec p e t  q en t ie rs  pos i t i f s ,  nous 

avons donc i 

P = p h(ql P h(dol 
h(al = ht -a  1 

q 0 
= - h(aOl = a  . - 

q Ob 

Par continuité,pour l e s  éléments a  .S [O,aJ de l a  forme 

a  = X aO , où X n 'es t  pas un npmbre rationnel,  on obtient : 



h I a o l  
La q u a n t i t é  C = - e s t  une cons tan te  quelconque si h e s t  à va leu rs  

"O + 
dans I R  , c ' e s t  une cons tan te  p o s i t i v e  s i  h e s t  à v a l e u r  dans W , 

IV.3.6.- RAPPEL : 

Equation fonctionne ZZe de Cawchy à deux variabZes. 

Soi t  $ une application ddfinie sur Z 'ensernbte El e t  d valeurs 

dans W+ . 

L 'appzication $ e s t  cont-inue par rapport à chaeuqe des vadables  

x, z pour tout y fixé e t  vér i f ie  Za condition suivante : 

Pour ( x , J ~ , z ~ l  E El . tx2,y,z21 E E, t e l s  que 

(xl+x2,y,z * z  1 E El on a : 1 2  

L 'unique solution de cet te  éqqation fonotionne Z l e  e s t  : 

où K (y1 e t  H l  y 1 sont des fonctions f in ies  queZconqueg de Y 

$el les  que 

Notons, en p remier  l i e u  que (x,y,zl E E i m p l i q u e  
1 

( Z J Y J Z I  E El c a r  (z,y.z1 E C0, I l  x 3 0 , I l  x C O . 1 1  

e t  

SuptO.z+y-11 r z G I n f I y , z l  

Ix-zJy,Ol E El c a r  (x -z ly .0 )  E C0.11 x 10, lJ  x [0,1] 

e t  

SupI0,x-z+y-11 r O I I n f I x - z , y I  
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Nous pouvons  donc  t o u j a u r s  écrire* p o u r  ( x , y , z l  E El : 

Fixons -nous  y  et  f a i s o n s  v a r i e r  l e  c s u p l e  ( x , z 1  i n o t r e  

Problème r e v i e n t  à d é t e r m i n e r  l e s  s o l u t i o n s  g é n h r a l e s  d e s  d e u x  e q u a t i o n s  

f o n c t i o n n e l l e s  s u i v a n t e s  : 

f [ z l  = $ ( z , y , z l  a v e c  O I z 5 y  . 
Y 

f I z  + z  1 = f I z  1 + 9 ( z  1  p o u r  ( z ~ . z ~ , z ~ + z ~ ~  E [O,y! 3 
Y 1 2  Y 1  Y 2  

, g y l t l  = + [ t , y , O )  a v e c  O r t z x-z s ?-Y 

g ( t  +t  1  - g ( 3  1  + g I t  1  p o u r  ( t , , t 2 . t , + t 2 1  [O,?-y] 
3 

Y I 2  Y 1  Y 2  

En u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  d u  r a p p e l  IV .3 ,5 . ,  il v i e n t  : 

f y [ z l  = E ( y l  .z p o u r  y  È O 

g [ t l  = K ( y 1 . t  
Y 

P o u r  y < 1 

où C(y1 e t  K ly )  s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  p o s i t i v e s  qu i  n e  d e p e n d e n t  que  d e  y .  

Nous o b t e n o n s  donc,  p o u r  O < y  < 1 : 

a v e c  K[yl 2 O e t  H ( y )  i - K [ Y ) .  

Pour  y = ?  on a  X=Z e t  on o b t i e n t  corne s o l u t i o n  

$ [ x , l , x l  = C x . En p o s a n t  C = K(1 l  + H(1)  on a d o n c  

+ ( x , y , z l  = K(y1 x  + H(y1 z p o u r  t o u t  y  1 O , l 3  



IV.3.7.-  T H E O R E M E .  

Une condition nécessaire e t  suffisante pou. qu'une infornation 

I définie sur Z 'espace mesuré (o,T,PI vdr i f ie  Zes 

hypothèses 1 e t  2 e s t  : 

Poqr tous les  couples CAI B I  6 A x 8 Qn a : 

L 'application F e s t  dgfinie par : 

duns cet te  formule : 

a)  K e s t  une constante positive ou nulle quelconque. 

b)  fl e t  f2 sont des apptieations non croissantes de [0.1] 

cians R* . f inies e t  continues sur  10.11 e t  t e l t ee  que : 

C) f , e t  f2 vér i f ien t  la condition suivante : 

2 Pour ( t . t l ) e  10,11 te2 que t < t 1  Q n a  

IV.3.8,- COROLLAIRE. 

La décomposition de F a insi  déf inie  e s t  unique. 

De plus pour A E A 
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Pour B E 8 

Examinons en  p r e m i e r  l i e u  l e s  conséquences  d e s  h y p o t h è s e s  1 e t  

2 que  nous  avons  é n o n c é e s  a u  p a r a g r a p h e  IV.3.4.  e t  l e s  r é s u l t a t s  du r a p p e l  

IV.3.6. ,  s u r  l e s  é q u a t i o n s  f o n c t i o n n e l l e s  d e  CAUCHY, Avec les n o t a t i o n s  

d u  p a r a g r a p h e  IV .3 .4 . ,  i l  e s t  c l a i r  q u e  : 

$ [ x , y . z l  = K(y)  x  + HIyl  z  p o u r  Ix.y.zl  É El 

* 
en  p a r t i c u l i e r ,  p o u r  x  > O , c ' e s t - à - d i r e  p o u r  ( y , y . z )  É E i l  v i e n t  : 

De même, p o u r  y  > O , c ' e s t - à - d i r e  p o u r  Ix .y , z l  E E* : 

En i d e n t i f i a n t  les deux e x p r e s s i o n s  de  F [ x , y , z )  pour  

(x .y l  E 10,11~ f i x é  e t  en  f a i s a n t  v a r i e r  z d a  t e l l e  m a n i è r e  q u e  
* 

( x , y , z l  E E ; il  v i e n t  : 

On e n  d é d u i t  en  fa i san t  v a r i e r  indapandamment x e t  y E IO,? l2 

C e t   xi = - . H[yl  = - 
Y X 

. K(yl  = F ( l , y , y l  + K e t  K 1 ( x l  = F ( x , I , x I  + K 

* 
où K e t  C s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  i n d é p e n d a n t e s  d e  ( x , y , z )  E E . 
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En remarquant que 1 = F , I s 1  = O . il v i e n t  K = - C  

e t  comme, de p lus,  l a  p r o p o s i t i o n  IV.3.6 imp l ique # ( y ]  2 O c ' es t -à -  

d i r e  F ( l , ysy )  + K 2 O pour t o u t  y E C O S I ]  , nous avons # 2 O 

Il es t  c l a i r ,  de plus, que, dans l 'hypothese H r z ,  tous l e s  
* * 

termes de c e t t e  formule gont f i n i s  pour ~ x . y , z l  E e t  qua sur E-E 

F[O,O,Ol = FIO,y,01 = F(x,O,Ol = + - pour t o u t  (x .y l  ~ ~ 0 . 1 1 ~  

Nous sommes donc dans l e s  cond i t ion3 prévues dans l a  p ropos i -  

t i o n  I V . 2 . 8  en posant, pour Ix,y,zl  E E : 

Z * . O(x,y,zl = K I -  - 11 avec K 2 O pour Ix,y,z) c E 
XY 

~ ( x , y , z )  = O pour (x,y,r) E E-E* 

s o i t  : 

Qn dédu i t  l e s  cond i t i ons  a e t  b du théorème des r é s u l t a t s  précedents 

a i v s i  que de l a  p r o p o s i t i o n  IV.2.8. Exgminons l e s  çons6quences de l a  

c o n d i f i ~ n  c de l a  p r o p o s i t i o n  IV.2.8. 

Pour Ix,y,zI E E e t  (x ' ,y,z11 S E t e l s  que x ' - x  5 Z ~ P Z  2 O 

il faut : 

* * 
c 'es t -à -d i re ,  quand Ix,y,z) E E e t  (xl ,y,z ')  E E 
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Fixons-nous l e  couple (x .x ' )  E 1 0 . 1 1 ~  e t  faisons v a r i e r  
* * [y.z) e t  y de t e l l e  maniBre que ( x J y J z I  E E . I x '  . y , r l l  E E 

e t  x l -x  2 2 ' - z  2 O , on peut  t ou jou rs  o b t e n i r  [z ,z l  , y )  t e l  que 

z = z 1 = y I X I x '  

On o b t i e n t  de même que, pour t o u t  ( y  . y ' ]  6 ~ 0 . 1 1 ~  t e l s  qua 

Y '  2  il f a u t  

Nous avons a i n s i  démontré que l e s  cond i t i ons  sont  nécessaires. 

On en dédu i t  évidemment l e  c o r o l l a i r e  IV.3,8. der : 

Démontrons maintenant que l e s  cond i t ions  sont s u f f i s a n t e s .  Il 

e s t  c l a i r  que 1 'hypothèse 1 d o i t  ê t r e  v é r i f i é e  puisque l a  formule IV.3.1, : 

e s t  à l a  base de no t re  équat ion fonc t ionne l le .  Faisons cependant rap ide -  

ment l e  ca l cu l .  s o i t  B € 23 e t  IA1.A21 un couple d'ensembles d i s j o i n t s  

de A (Al f 0 e t  A2 # 01.: S i  B = 0. on a I(B1 T I I B / A , ?  = IIEî/A;) .= * - 
s t  l a  r e l a t i o n  e s t  v é r i ~ i é e . l ~ i  B FJ , 
on a PIE1 > O . corne, de p lus .  P(AZI > O. P(A21 > O , l e s  quan t i t és  

P1 (P IA1 l l  e t  f,, (P(A211 sont  f i n i e s ,  e t  il v i e n t  
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I l  e s t  c l a i r  que 

e t  l a  p r o p o s i t i o n  IV.2.3. nous permet d ' a f f i r m e r  que l ' h y p o t h è s e  1  e s t  

b i e n  v $ r i f i é e .  

Montrons maintenant  que l ' h y p o t h è s e  2 e s t  v é r i f i é e ,  c ' e s t - à -  

d i r e  que l ' o n  peu t  c h o i s i r  a r b i t r a i r e m e n t  K. f l  . f 2  s o u s  la6 s e u l e s  

c o n d i t i o n s  énoncées dans  l e  théorème. 11 est c l a i r  q u e  t o u t e s  l e s  c o n d i t i o n s  

imposées dans  l a  p r o p o s i t i o n s  IV.2.8. s o n t  v é r i f i é e s  sauf  p e u t - B t r e  l a  
* c o n d i t i o n  c . Nous devons mont re r  que,  p o u r  t o u t  ( x , y , z )  e E , 

( x ' , y , z ' l  E E* . t e l s  que x '  - x > z '  - z z O . Op a  

Naus avons  imposé que : 

montrons que : 

c ' e s t - à - d i r e  
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c e  q u i  est  é v i d e n t  c a r  

* 
La f o r m u l e  se p r o l o n g e  s a n s  d i f f i c u l t é  s u r  E-E où nous  

avons  p o s é  O ( x , y , z l  = O . On d é m o n t r e r a i t  de  même l a  r e l a t i o n  c o n c e r n a n t  

l ' a p p l i c a t i o n  f 2  . 

TV.3.9.- COROLLAIRE. 

lhze condition nécessaire e t  suffisante pour qu'wze information 

I définie sur Z 'espace mesure (o ,T ,PI  v&rif?e Zes 

hypothases 1 e t  2 en supposant de plus que ZtapgZication 

e s t  dérivabte sur E* par rapport à chaque vamkbte, e s t  : 

' Pour tous les  cozrpZes [AJBl c A x 8 on a 

L 'application F e s t  définie par 

F ( x J y J z l  = + m s i n o n  xy * O 

dans ce t te  f o m Z e .  

a) K e s t  une constante positive ou nuZZe quelconque 

bl f l  e t  f2 sont des appZications de [O . I l  dans 6' , 
f inies,  continues e t  dérivabZes sur ] 9,1] e t  te2Zes que ; 

Les c o n d i t i o n s  s o n t  évidemment n é c e s s a i r e s  ; e l l e s  s o n t  i j u s s i  

on t i r e  immédia tement ,  p o u r  t c t '  s u f f i s a n t e s  c a r ,  d e  f f  [ t l  5 - - 
c 



c ' e s t - à - d i r e  

1 1 
f i ( t I  - f . I t ' 1  i K I -  - -1 

1 t t '  

1 
En p a r t i c u l i e r  f . l t 1  - f . ( l l  = f . ( t l  i KCt - 11 

1 1 1 

Posons, avec l e s  n o t a t i o n s  du theorème IV,3.7, : 

Il v i e n t  na tu re l l emen t  : 

IV.3.10.- PROPOSITION. 

Avec Zes notations du théordme I V .  3.7., toutes Zes applicatians 

F qui vér i f ien t  Zes hypdth&ses 1 e t  2 sont t e l l e s  quliZ ex i s t e  

K 2 0 teZ que pour tout K E C O , K I  on a sur E : 
O 

F(x,y ,z l  - > Ko . FI (x,y,zl 

K e s t  Za constante qui intervient  dans l a  d6finition de F, 

z F(x ,y ,z l  = fl l x 1  + f 2 [ y l  - K(- - 11 s i  xy  > O 
x Y 

F ( x . yJz )  = + s i  xy  = O 



De plu$ : 1 
f1 (x1  2 KI; - 11 

1 
f 2 1 y 1  r KI-  - 1 1  . 

Y 

IV.3.11.-  COROLLAIRE. 

S i  K e s t  strictement pos i t i f ,  l e s  applications fi. i = 1 ,2.  

du théorème I V ,  3.7. sont toujours di f férentes  de 

1 
c . Log - 

X 
c ,  O 

C ' e s t - à - d i r e  que l ' o n  ne peu t  pas o b t e n i r  l ' i n f o r m a t i o n  de 

Wiener-Çhanon 

= c  . Log - 
P I A l  

C ' e s t  une conséquence immédia te  de l a  c o n d i t i o n  c  du 

théorème TV.3.7. 

IV.3.12,- PROLONGATION DE 1 SUR T .  

Il e s t  c l a i r  que l ' i n f o r m a t i o n  1 n ' e s t  a i n s i  d é f i n i e  que p o u r  

l e s  k lémen ts  de 7- de l a  fo rme A.B , [A,BI E A x B. En f a i t ,  ce s o n t  

l e s  s e u l s  é léments  p o u r  l e s q u e l s  l ' i n f o r m a t i o n  nous i n t é r e s s e .  Mont rons 

cependant q u ' i l  e x i s t e  d i f f é r e n t e s  t e c h n i q u e s  p e r m e t t a n t  de p r o l o n g e r  1 

s u r  T .  

S o i t  C E T , d é f i n i s s o n s  : 

AC E A e t  BC E B c a r  nous t r a v a i l l o n s  s u r  des t r i b u s  compor tan t  un  

nombre f i n i  d 'é lémen ts .  

S o i t  1 une i n f o r m a t i o n  v é r i f i a n t  l e s  hypothèses 1 e t  2. 

Pour  (A,B1 E A x B nous avons f f ,K t e l  que : 
1' 2 



= F(PCAl .P(Bl BP(AiBl 1 

On peut prolonger 1 sur  T en prenant, par exemple : 

I l  e s t  c l a i r  que 1' e t  I" coIncident avec .  1 F u r  l e s  

éléments A.B. tA,Bl c A x 8 . que 1' e t  1" sont déf inis  sur T tout 

en t ie r ,  ,en pa r t i cu l i e r  : 

I l  e s t  t r i v i a l  de montrer que 1 '  v e r i f t e  l e s  axiomes A .  1 e t  

A.2 de 1.1.1. : en pa r t i cu l i e r  C c C '  -> A 
C -= e t  B C c B C 1  e t  

I l  e s t  f a c i l e  d'en déduire, pour 1" : 

T ' ' (C l  = I C A  .B 1 2 I (ACl .BCl l  = I1l(C1l 2 O 
C C 

P o u r  1' l a  démonstration e s t  un peu p l u s  complexe : 

pour montrer que I 1 ( C )  2 I 1 ( C ' )  i l  faut montrer que : 



C ' e s t - à - d i r e  q u ' i l  f a u t  m o n t r e r  que l g  p r o l o n g a t i o n  I e ~ t  

a d m i s s i b l e  pDur l a  f o n c t i o n  FI de  l a  p r o p o s i t i o n  IV.3.10. : 

Ceçte  f o n c t i o n  e s t  c o n t i n u e  e t  d é r i v a b l e  et, t o u t e s  l e s  

d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  s o n t  n é g a t i v e s  s u r  E : 

On e n  d é d u i t  Y(x,y,zI E E e t  Y[x ' .y l ,z ' I  e E t e l s  que  

c ' e s t - à - d i r e  : 

On sn d é d u i t  f a c i l e m e n t  que 1' v d r i f i e  l e s  axiomes 1 e t  2 de 1.1.1. 



TV.4,- PRQPRIETES. + 

Nous savons maintenant que t o u t e s  les i n fo r rna t ipns  1 déq in igs  

s u r  l 'esuace ( a ,  T ,  P l  e t  v 6 r i f i a n t  las hypgtht$ses 1 s t  2 sont de l a  

forma, pour  t o u t  ( A  81 e A x B : 

l a  constente K e t  l e s  a p p l i c a t i o n s  f,, f2 sont  déf imieg dans l e  

th6orèrna XV.3 ,7 .  

Etant  donné K s t r i c t e m e n t  poa i t i i? ,  il e s t  év iden t  que ; 

Gtmt &nnd une information T v d r i f i m t  Zes hypotMsas  1 et 2, 

avec K > O , Z 'inddpendunee en i n f a m ~ o n  des 4vdnsrnents 
A r A st B E 6 implique Zeur indQpandance en proobawlitd e t  

invernement. 

Etudions l ' i n f o r m a t i o n  c o n d i t i o n n e l l e  qpportée p a r  A 6 A 
connaissant l ' i n f o r m a t i o n  apportée pa r  B e B. 



I V .  39 

Soit A E A fixé et (B B 1 E 8 x B, il est clair que : 
1' 2 

PROPOSITION. 

Soit  une information 1 v d d f i a n t  Zes hypothèses 1 e t  2,  avec 

K > O ; étant donnd A E A fixé, Z 'informa&ion conditionne Z Ze 

I I A / B I  apportée sur A par un événement B E 8 es t  une fonction 

stmctement décroissante de PiA /B I  e t  inversement. 

En particulier : 

de même en permutant l e s  r8les de A e t  B. 

Rappelons, IV.3.8, que : 

1 
I I A I  2 KI- - 11 

P ( A I  

Reprenons l'exemple du paragraphe IV.1.2., si il est un 

ensemble d'étudiants. 

B = {étudiants plein temps} 
1 

B = {auditeurs salariés, étudiants à temps partiel} 
2 

A {réussite à l'examen} 
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Il est n a t u r e l  d ' i m a g i n e r  que s i  l a  p r o b a b i l i t é  P(A/B 1 de 
1 

r é u s s i r  à l 'examen pour  un é t u d i a n t  p l e i n  temps e s t  p l u s  g r a n d e  que l a  

p r o b a b i l i t é  P(A/B21 d e  r é u s s i r  à l ' examen pour  un é t u d i a n t  à temps p q r t i e l :  

l ' i n f o r m a t i o n  f o u r n i e  en  d i s a n t  " c e t t e  personne a  r é u s s i  l ' examen" e s t  p l u s  

i m p o r t a n t e  quand il s ' a g i t  d ' u n  é t u d i a n t  à temps p a r t i e l  que quand on p a r l e  

d 'un é t u d i a n t  p l e i n  temps,  e t  inversement .  

Les deux r e l a t i o n s  que nous venons de  m e t t r e  en r e l i e f  nous 

semblent  t r è s  i m p o r t a n t e s .  D'une p a r t  ou r e t r o u v e  une d e s  p r o p r i é t é s  d e  b a s e  

de  l ' i n f o r m a t i o n  d e  Wiener-Shannon pour  l e s  c o u p l e s  IA.B1 E A x B .  En 

e f f e t  pour  : 

1 
I ( A . 0 1  = C . Log - C > O  

PIA.BI  

nous guons a u s s i  l a  p r o p r i é t é  : 

De p l u s  

1 I I A / B I  = C Log - 
P (A/BI 

e s t  a u s s i  une f o n c t i o n  d é c r o i s s a n t e  d e  P(A/Bl .  Cependant l ' i n f o r m a t i o n  

d e  Wiener-Shannon ne v é r i f i e  p a s  l ' h y p o t h è s e  1 ,  c e  q u i  p r o v i e n t  du f a i t  

que p a r  hypothèse  nous avons  supposé  

a l o r s  que dans  l e  c a d r e  d e  l ' i n f o r m a t i o n  d e  Wiener-Shannon on suppose  

uniquement 

D ' a u t r e  p a r t  i l  semble  que l ' o n  p o u r r a i t  p r e n d r e  l e s  p r o p o s i t i o n s  

IV.4.1. et  IV.4.2. comme h y p o t h è s e s  d e  d é p a r t  de ce chapitre B la place de 

n o t r e  hypo thèse  2. 



IV.41 

Notons que cette information nous donne un exemple d'information 

où un événement de mesure nulle a une information finie, c'est-à-dire qu'elle 

nous permet de comparer des événements de mesure nulle. 

Si P(A.B) = O  alors 

IIA.61 = fl(P(AIl + f21PIBl) + K 

par exemple. 

I avec P(Al > O et P(B1 > O 

I 11 est clair enfin que les propriét6s de f, et f2 définies 

dans le théorème IV.3m7.impliquent que les restrictions de'l'information 1 

à [n,A] et [a,881 sont composables tI.1.1 - Axiome 41 ; par contre, 

l'information 1 sur [n,Tl n'est pas composable en général. 

On vérifiera que pour l'information 
Il : 

Y[A,BI E A x 8 

l'application de la loi de composition F (1.1.1. - Axiome 41 à 

conduit à des contradictions. 

Par exemple pour 



On o b t i e n t  



CHAPITRE V 

----------- 

CONCLUSIONS 

DE L A  PREMIERE PARTIE 

A u  terme de c e t t e  p a r t i e ,  il nous e s t  p lus  f a c i l e  de s i t u e r  n o t r e  étude 

dans l 'ensemble des  t ravaux consacrés  à l a  mesure de Z'information apportbe 

sur un événement par un groupe d'observateurs. Cer t a ins  de nos r é s u l t a t s  s o n t  

l i é s  à des  problèmes de fond concernant l e  développement de l a  t h é o r i e  g é n é r a l i s é e  

de l ' i n fo rma t ion  ; a u s s i  é l a r g i r o n s  nous n o t r e  r é f l e x i o n  en r ep laçan t  ce t r a v a i l  

e t  nos hypottièses dans l e  con tex te  p lus  g loba l  q u i  a  é t é  proposé l o r s  des 

"Rencontres en Théories  de l ' I n fo rma t ionw de j u i n  1973.  C l 9 1  C241. 

Par a i l l e u r s  dans l a  s u i t e  de ce c h a p i t r e  nous e s sa i e rons  de c e r n e r  

l e s  d i r e c t i o n s  de t r a v a i l  de l a  t h é o r i e  d e  l ' i n f o r m a t i o n  s u r  u n  événement 

insuffisamment développées e t  qu i  nous pa ra i s sen t  l e s  p lus  f ruc tueuses  pour 

l e s  a p p l i c a t i o n s  envisagées ; en p a r t i c u l i e r  nous t r a i t o n s  en d é t a i l  u n  exemple 

i n s p i r é  de c e l u i  de J .  KAMPE DE FERIET dans C191, qu i  met en évidence l ' impor t ance  

de c e r t a i n s  r é s u l t a t s  précédents  e t  l e u r s  prolongements poss ib l e s .  

V o l .  - ELEMENTS DE COMPARAISON DE DIFFERENTS TRAVAUX SUR LES MESURES DE 

L'INFORMATION PAR U N  ENSEMBLE D'OBSERVATEURS. 

L ' idée  de l i e r  l ' i n f o r m a t i o n  appor tée  s u r  l a  r é a l i s a t i o n  d'un événement 

aux obse rva t eu r s  de c e t  événement e s t  apparue t r è s  rapidement dans l e  développement 



de l a  t h é o r i e  g é n é r a l i s é e  d e  l ' i n f o r m a t i o n .  Deux a n s  a p r è s  a v o i r  i n t r o d u i t  en 

c o l l a b o r a t i o n  a v e c  B. FORTE une ax iomat ique  de  l ' i n f o r m a t i o n  f o u r n i e  p a r  u n  

événement, J.KAMPE DE FERIET propose  l e s  d é f i n i t i o n s  s u i v a n t e s  [ld : 

E t m t  donné 

- un ensemble dont Zes points w représentent des événements 

élémentaires ; 

- un ensemble 0 dont Les points 5 représentent des observateurs ; 

nous supposerons que tout  observateur 5 fa i t  correspondre à t ou t  évènement 

d'une classe C P(n1  un nombre J ( A I  El vér i f iant  l e s  axiomes postulés pour 

l a  mesure de 2 >information : J ( A  1 5 1 e s t  une application de C x O dans a' ; 

Il d é f i n i t  e n s u i t e  une mesure de  p r o b a b i l i t é  X s u r  l ' e s p a c e  

mesurab le  d e s  , o b s e r v a t e u r s  (U,Fl e t  en  imposant  à J d e s  c o n d i t i o n s  convenab les ,  

i l  énonce l e  r é s u l t a t  : 

la  moyenne  AI = I O  J ( A ~ { I  . dX 

dé f in i t  une mesure d'information sur (n,C] . 
3. KAMPE DE FERIET r e p r e n d  l e  problème d 'une  manière  un peu d i f f é r e n t e  

d a n s  C l 7 1  : l e s  h y p o t h è s e s  d e  d é p a r t  q u ' i l  fo rmule  a l o r s  e t  que  nous avons  c i t é e s  

d a n s  l ' i n t r o d u c t i o n  de c e  mémoire, l ' amènen t  na tu rex lement  à - f r a v a f i l e r - d a n s  

l ' e s p a c e  p r o d u i t  (Q,Sl : à chaque o b s e r v a t e u r  5 E 0 est a s s o c i é  un e s p a c e  

mesurab le  In S 1 1 l ' i n f o r m a t i o n  du s u p e r - o b s e r v a t e u r  H.Q.  q u i  p e r ç o i t  l a  
5'  5 

t o t a l i t é  d e s  phénomènes c o r r e s p o n d  pour  nous à l ' i n f o r m a t i o n  a p p o r t é e  s u r  un 

événement p a r  l a  t o t a l i t é  d e s  o b s e r v a t e u r s  d e  0. L 8 6 t u d e  p o r t e  à nouveau 

s u r  l ' i d é e  que d e s  o b s e r v a t e u r s  i n d é p e n d a n t s  a p p o r t e n t  g loba lement  une 

i n f o r m a t i o n  q u i  e s t  l a  moyenne d e s  i n f o r m a t i o n s  a p p o r t é e s  p a r  chacun d ' e u x .  



B. SCHWEIZER e t  A. SKLAR C301 C311 o n t  déve loppé  d e s  t r a v a u x  v o i s i n s  concernan t  

l e s  mesures a l é a t o i r e s  d ' i n f o r m a t i o n  e t  l e s  mesures  de  l ' i n f o r m a t i o n  p a r  un 

ensemble d ' o b s e r v a t e u r s .  

* L ' i d é e  e s s e n t i e l l e  que nous avons  mise  en oeuvre  dans  l e  c h a p i t r e  1 

e s t  de  moduler l ' i n f o r m a t i o n  a p p o r t é e  s u r  l a  r é a l i s a t i o n  d 'un  événement en 

f o n c t i o n  de  l ' i m p o r t a n c e  d e s  o b s e r v a t e u r s  d e  cet événement. Les d é f i n i t i o n s  a i n s i  

i n t r o d u i t e s  nous o n t  permis  de  p r é c i s e r  l e s  d i f f é r e n t e s  n o t i o n s  d ' i n d é p e n d a n c e s  

q u i  s o n t  s o u s - j a c e n t e s  aux t r a v a u x  précédemment c i t é s .  Les r é s u l t a t s  d e s  pa rq -  I 
g r a p h e s  11.1, 111.1 e t  111.3  q u i  r ecoupen t  c e r t a i n s  r é s u l t a t s  d e s  t r a v a u x  c i t é s ,  l 
a p p a r a i s s e n t  comme l e  f r u i t  d ' u n e  hypothèse  p a r t i c u l i è r e  s u r  l ' i n d é p e n d a n c e  

d e s  o b s e r v a t e u r s ,  d ' a u t r e s  hypo thèses  pouvant ê t r e  e n v i s a g é e s  en  r e l a t i o n  

avec  l e  modèle c o n c r e t  que l ' o n  c h e r c h e  à d é f i n i r .  Ce s o n t  c e r t a i n e s  de  c e s  

p o ~ s i b i l i t é s ~ q u e  nous avons déve loppées  dans  l e s  c h a p i t r e s  p r é c e d e n t s  e t  que  

nous évoquerons  à l a  f i n  d e  c e  c h a p i t r e .  

On t r o u v e  l à  une d e s  d i f f é r e n c e s  e s s e n t i e l l e s  e n t r e  n o t r e  t r a v a i l  

e t  l e s  é t u d e s  précédemment c i t é e s  ; l e s  c o n s t r u c t i o n s  que nous proposons  s o n t  

b a s é e s  e s s e n t i e l l e m e n t  s u r  d e s  hypo thèses  c o n c e r n a n t  l a  dépendance ou l ' i n d é -  

pendance d e s  o b s e r v a t e u r s ,  a l o r s  que l e s  t r a v a u x  a n t é r i e u r s  p o r t e n t  p r e s q u e  

exc lus ivement  s u r  l ' é t u d e  d e  l a  c o m p o s a b i l i t é  d e s  i n f o r m a t i o n s .  [I.I.I. - Axiome 4 ) .  

Non seulement  aucune hypo thèse  de  c e  t y p e  n ' a ~ p a r a i t  dans  n o t r e  

t r a v a i l ,  mais l e s  informations que nous obtenons ne sont pas composabZes en 

généra 2 .  



C ' e s t  B. FORTE q u i  a  i n t r o d u i t  l ' i d é e  de  moduler l ' i n f o r m a t i o n  en 

f o n c t i o n  d e s  o b ç e r v a t e u r s  [ B I ,  mais a p r è s  a v o i r  d é f i n i  l a  n o t i o n  de  c o l l e c t e u r ,  

il a  l u i  a u s s i  o r i e n t é  s o n  t r a v a i l  v e r s  l a  c o m p o s a b i l i t é .  Un coZZeeteur e s t  une 

a p p l i c a t i o n  $ convenablement d é f i n i e  d e  maniè re  que pour  t o u t  A e S e t  

(F1.F21 E F x F avec  F,, F  = 0 . on a i t  a v e c  nos n o t a t i o n s  : 
2 

Le c o l l e c t e u r  g é n é r a l i s e  donc l a  n o t i o n  de  moyenne pour  l e  c a l ç u l  de 

l ' i n f o r m a t i o n .  

V.2. - PERSPECTIVES GENERALES. 

Lors d e s  "Rencontres  e n  T h é o r i e s  de  l ' I n f o r m a t i o n "  d e  j u i n  1973 i l  a  

é t é  m i s  en r e l i e f  [qd [24] que,  s u r  un p l a n  tr&s g é n é r a l ,  on p e u t  c o n s i d é r e r  

que t o u t e  i n f o r m a t i o n  e s t  une a p p l i c a t i o n  monotone d 'un e s p a c e  p a r t i e l l e m e n t  

ordonné E dans  un e s p a c e  t o t a l e m e n t  [ou p a r t i e l l e m e n t )  ordonné F q u i  c o n s e r v e  

l ' o r d r e  d e  t o u s  les c o u p l e s  ordonnés  de  E e t  q u i  permet en  p l u s  d e  comparer  

d e s  c o u p l e s  non ordonn6s  d e  E (1.1.2.1.  

Obtenir de Z1infomation sur un espace par-bie'llement ordonnd E, 

c ' e s t  "ajouter de Ztordrett dans E. 

C e t t e  i d é e ,  t r è s  f r u c t u e u s e ,  n ' e s t  p a s  n o u v e l l e .  E l l e  e s t  i n s u f f i s a n t e ,  

s e m b l e - t - i l ,  pour  p e r m e t t r e  un développement harmonieux de  l a  t h g o r i e .  11 f a u t  

donc a j o u t e r  une hypo thèse  s u p p l é m e n t a i r e .  Ac tue l l ement ,  dans  l e  c a d r e  d e  l a  

t h é o r i e  g é n é r a l i s é e  de  l ' i n f o r m a t i o n ,  c ' e s t  l a  n o t i o n  de  c o m p o s a b i l i t é  q u i  e s t  

à l a  b a s e  d e s  t r a v a u x  l e s  p l u s  i m p o r t a n t s .  Nous avons  pensé  qu ' à  c 6 t é  d e  c e t t e  

b ranche  en p l e i n e  expans ion ,  il s e r a i t  bon de  d é v e l o p p e r  l e s  n o t i o n s  d ' i n d é p e n -  

dance.  Notons d ' a i l l e u r s  q u e ,  dans  l a  forme g é n é r a l e  que nous avons  p r o p o s é e  dans  

[24]. l e s  n o t i o n s  d ' indépendance  e t  d e  c o m p o s a b i l i t é  a p p a r a i s s e n t  en  d u a l i t é  

s e l o n  que  l ' o n  c o n s i d è r e  l ' o r d r e  ou l ' o r d r e  c o n v e r s e .  



Pourquoi  c h o i s i r  d e  c o n s t r u i r e  d e s  i n f o r m a t i o n s  à p a r t i r  d ' h y p o t h è s e s  

d ' indépendance  p l u t ô t  que d ' h y p o t h è s e s  de c o m p o s a b i l i t é  ? 

P e u t - ê t r e  p a r c e  que l e  h a s a r d  nous a  d ' a b o r d  c o n d u i t  à é t u d i e r  

une i n f o r m a t i o n ,  c e l l e  du c h a p i t r e  I V ,  q u i  possède  d e s  p r o p r i é t é s  i n t é r e s s a n t e s  

au  n iveau  d e s  a p p l i c a t i o n s  e t  q u i  n ' e s t  pas  composable ; mais a u s s i  à c a u s e  d 'un  

c h o i x  d é l i b é r é ,  nous pensons que l e s  n o t i o n s  d e  dépendance e t  d ' indépendance  

s o n t  t r è s  p r i m i t i v e  : imaginons deux e x p é r i e n c e s  s é p a r é e s  : 

- l a n c e r  un dé 

- j e t e r  une p i è c e  d e  monnaie 

i n t u i t i v e m e n t  il e s t  f a c i l e  d e  comprendre que  l a  p r o b a b i l i t é  d ' o b t e n i r  e n  même 

temps "6" au dé  e t  " p i l e "  à l a  p i è c e ,  e s t  é g a l e  au p r o d u i t  d e s  p r o b a b i l i t é s  

d ' o b t e n i r  "6" e t  d ' o b t e n i r  " p i l e " .  Pour  no.us i l  a p p a r a i t  a u s s i  c l a i r e m e n t  que 

l ' i n f o r m a t i o n  a p p o r t é e  p a r  l a  r é a l i s a t i o n  s i m u l t a n é e  d e s  événements "6" e t  

" p i l e "  d o i t  ê t r e  é g a l e  à l a  somme d e s  i n f o r m a t i o n s  a p p o r t é e s  p a r  l a  r é a l i s a t i o n  

de  "6" e t  l a  r é a l i s a t i o n  de " p i l e " ,  .Tout au moins ces dvdnements qui sont 

é v i d e m m t  inddpendants en s t r u c t w e  doivent Etêtre dgalenr~nt en information 

quelle que s o i t  Za manidre dont on tradui t  c e t t e  indépendance dans Ze systdme 

d'axiomes e t  de ddf ini t ions utiZ(sd.  

V . 3 .  - PERSPECTIVES PARTICULIERES. 

Voyons d ' a b o r d  l e s  prolongements  e t  l e s  g é n é r a l i s a t i o n s  d e s  r é s u l t a t s  

p r é c é d e n t s  q u i  nous p a r a i s s e n t  l e s  p l u s  i n t 6 r e s s a n t s  21 d é v e l o p p e r ,  a v a n t  d e  

p r o p o s e r  q u e l q u e s  d i r e c t i o n s  o r i g i n a l e s  de  t r a v a i l .  

V . 3 . 1 .  - LES DEFINITIONS DU CHAPITRE 1. 

Les d é f i n i t i o n s  du c h a p i t r e  1 semblen t  a d a p t é e s  aux b u t s  que nous  nous 



sommes fixé; Notons cependant que nous n'avons pas réussi à résoudre d'une 

manière vraiment satisfaisante, à notre sens, la difficulté suivante : les 

informations conditionnelles J(./(A,FII , si elles vérifient les hypothèses de 

la définition 1.2.2, ne vérifient pas celle de 1.2.6. C'est-à-dire, en toute 

rigueur, qu'une information conditionnelle n'est pas vraiment une information, 

Il est donc possible que l'on soit amené, par la suite, à modifier la définitipn 

1.3.4, de l'information conditionnelle, ou plus probablement la définition 1.2.6. 

des valeurs universelles de l'information et de l'ensemble Fo des groupes 

d'observateurs qui n'apportent pas d'information. En particulier, imposer aux 

éléments Fo E Fo qui vérifient déjà CA E S =+==e'-J(A,FoI = O] de vérifier 

aussi : 

permet de résoudre partiellement le problème posé. 

Si une information conditionnelle J[./(A,FIl était une véritable 

information, on pourrait sans difficultg définir les notions d'événements ou 

d'observateurs canditionnellement indépendants, la notion d'information condt- 

tionnelle d'une information conditionnelle, etc... Les hypothèses du type de 

celle du paragraphe III 2 ou celles que nous allons évoquer ci-après, pourraient 

etre alors formulées d'une manière à la fois plus élégante et plus rigoureuse. 

V.3.2. - LES RESULTATS DES CHAPITRES II et III. 

Nous avons signalé dans le paragraphe 111.3 le problhrne de l'existence 

d'une décomposition régulière de J dans le cas d'un. ensemble quelconque, 

L'étude du paragraphe III.2,dans lequel noue divisons l'ensemble fini 

O en deux ensembles disjoints O1 et 02, devrait pouvoir sans trop de diffiaul- 



t é s  ê t r e  g é n é r a l i s é e  à un ensemble  0 q u e l c o n q u e  ; p e u t - ê t r e ,  e n  p r e n a n t  

l e  p rob lème  d ' u n e  m a n i è r e  d i f f é r e n t e  e t  en  s u p p o s a n t  que  O est  un ensemble  

I p r o d u i t .  On p s u t  a u s s i  i m a g i n e r  d e  r e p r e n d r e  l e s  h y p o t h è s e s  de  c e  p a r a g r a p h e  

I e n  p a r t i t i o n n a n t  O en  t r o i s  ( o u  p l u s )  e n s e m b l e s  d i s j o i n t s  0;. 0 ' .  0 '  
2 3 '  

I 
! 
I 

V.3.3.  - LES RESULTATS DU CHAPITRE I V .  

1 Deux g é n é r a l i s a t i o n s  v i e n n e n t  immédia tement  à l ' e s p r i t  : d ' u n e  p a r t  

I s u p p o s e r  que  les t r i b u s  A e t  8 s o n t  q u e l c o n q u e s  ; d ' a u t r e  p a r t ,  en l i a i s o n  

a v e c  l e s  r emarques  p r é c é d e n t e s  (V .3 .2 .3 ,  é t u d i e r  l e  c a s  d e  3  o b s e r v a t e u r s ,  ou 

p l u s .  

Nous p e n s o n s  q u ' a v a n t  d e  se l a n c e r  d a n s  ce t r a v a i l ,  il c o n v i e n d r a  

l d e  b i e n  r é f l é c h i r  s u r  l e  s e n s  d e  l ' h y p o t h è s e  1  du  c h a p i t r e  I V  : 

V A  E A I ( A )  = 1 P(B1 . I(A/BJ 
B E I T ~  

e t  d e  compare r  c e t t e  f o r m u l e  à c e l l e  que  nous  a v o n s  o b t e n u e  au  p a r a g r a p h e  1 1 1 . 1  

I Au-delà  d e  l a  s i m i l i t u d e  f o r m e l l e  d e s  d e u x  r e l a t i o n s ,  il a p p a r a f t  

c l a i r e m e n t  que l ' h y p o t h è s e  1  du c h a p i t r e  I V  f a i t  j o u e r  a u x  événemen t s  

B s T l e  r ô l e  d ' o b s e r v a t e u r s  p o u r  l e s  événemen t s  A s A .  S o u s - j a c e n t e  à B 

1- c e t t e  remarque  e t  l i é e  au p rob lème  d e  l a  d é f i n i t i o n  d e  l ' i n f o r m a t i o n  

c o n d i t i o n n e l l e  [V .3 .1 )  i l  y a  l ' i d é e  que ,  dans certains cas, une catégorie 

d'ensembles peut jouer ~Zternativement Ze rôle d lévdnements ou d 'observateurs 
- 

pour une autre catégorie d'ensembles. 



EXEMPLE. 

L ' é t u d e  d ' u n  exemple p r é s e n t é  p a r  J. KAMPE DE FERIET dans C l 9 1  va nous 

p e r m e t t r e  de p r é c i s e r  nos i d é e s  s u r  une man iè re  d ' u t i l i s e r  l e s  r é s u l t a t s  de 

n o t r e  t r a v a i l  e t  o u v r i r  une n o u v e l l e  p e r s p e c t i v e  de développement dans l ' a p t i q u e  

propos6e dans c e t t e  c i t a t i o n  de R.  THOM IC371, p. 191 : 

'Tout moddZe comporte a priori  deux parties : une cinématique, dont 

Z'objet e s t  de paramétrer Zes formes ou Zes é t a t s  du processus considéré ; wze 

dynamique dont Z'objet e s t  de décmre Z'dvuZution temporelTe entre ces form~s'', 

A  PROPOS DE L'EXEMPLE DES "HOMMES POLITIQUES". 

"Considérons t e s  n  homes polit iques : hl. . . . , h . dont nous 
n  

wons  toutes raisons de croire que, en vertu de Zeurs pouvoirs, i l s  déteminent; 

par Zeurs décisions Ze proche avenir de l ' h i s to i re .  A notre point de vue, 

chacun d'eux ne peut-être que dans deux é ta t s  ; l'espace des phases 0 
5 ' 

représentant Zes é ta t s  de h comprend donc deux points ; s i  h e s t  au 
j 3 

pouvoir nous poserons 
hl 3 

= 1 , s ' i l  n ' e s t  plus au pouvoir (mort, dbchv, 

non-réélu, e tc . . . )  w = O : 0 = II = {0,11. 
j 3 

Admettons que Z ' é ta t  d 'un homme politique e s t  indépendant (*i 

de Z ' é t a t  de tous Zes autres, c 'est-à-d$re que Z ' é ta t  de tous Zes autres 

étant f ixé,  i Z  peut ê t re  lui-mgme so i t  dans l ' é t a t  1 soit dans Z'état O; 

Z'espace des phases LI reprdsentant, d un ins tant  donnd, Z ' é ta t  des n  

homes politiques e s t  alors Z 'espace produit : 



l e  point w représentant un des 2" é ta ts  possibles e s t  alors 

A l ' ins tant  i n i t i a l  tous l e s  hommes politiques sont au pouvoir : w(01 = (1, ..., 11, 

Aussi longtemps qu ' i l  ne s ' e s t  produit aucun événement (disparition d'un homme 

polit ique) : w (t 1 E w (01 , nous n'avons reçu aucune information e t  nous pos_ons : 

S i  d l ' ins tant  to nous apprenons qu'un h o m  politique h est passé de L'état - j 

1 d l ' é ta t  O,  nous posons : J [a( tl] = B j  B j  r: R' t 3 to 

En raison de l'indépendance (**1 des é ta ts  des hommes poZitiques, nous aurons 

à un instant  t quelconque : 

Notons qu'un événement e s t  dé f in i  i c i ,  non pas corne un état ,  c'est-à-dire un 

point de n, mais comme Ze passage d'un point de fi à un autre." 

Remarquons d'abord que le terme d'indépendance est utilisé deux fois. 

Dans le premier cas [*l nous pensons que l'indépendance dont il s'agit est sans 

rapport direct avec l'information, mais est liée à la structure du modale 

proposé ; c'est une hypothèse du type M-indépendance. C'est le deuxième cas I**1 



q u i  nous i n t é r e s s e  du p o i n t  de  vue de  l ' i n f o r m a t i o n  e t  nous a l l o n s  e s s a y e r  de  

r e t r o u v e r  l a  fo rmule  obtenue en m e t t a n t  en év idence  l e s  d i f f é r e n t e s  a r t i c u l a t i o n s  

du ra isonnement  e t  l e s  hypo thèses  s o u s - j a c e n t e s .  

a l  INFORMATION STATIQUE : ( n , A , ~ i  

Admettons l 'hypothèse '  (*l ; l ' e n s e m b l e  a donc l a  s t r u c t u r e  

d 'ensemble  p r o d u i t  : 

S o i t  A = P ( Q  1 = (52 , { 1 ) , ( 0 ) , 0 ) '  ; notons  A l ' a l g è b r e  de  
j j j 

Boole p r o d u i t  des  { A j  1 j = 1 , . . . , I I]  : 

I l  y a isomorphisme e n t r e  A e t  l a  s o u s - a l g è b r e  de  ' A  d e s  
j 

c y l i n d r e s  de  l a  forme : 

que nous identifZerons au niveau des notations. 

En dehors de toute idée de vaYYiation de Z'dtat du système en fonction 

du temps, essayons de dé f in ir  à un i n s t m t  yixd une information 1 au sens 

I .  1.1. sur (n ,Al .  Nous vouZons attacher à 1 Ze sens suivant : Information 

apportée en apprenant que Ze système e s t  dans Z'dtat w e Q. 



v . l l  

Donnons un p r e m i e r  s e n s  p r é c i s  à l ' h y p o t h è s e  (**) : Zes s o u s - t r i b u s  

IA . l j  = 1  . . . . . n  1 de A s o n t  1- indbpendantes  en i n f o m t i o n .  
J 

Les r é s u l t a t s  d e s  pa ragraphes  11 .1  e t  I I I i 1  i m p l i q u e n t  : 

ou A e s t  l a  p r o j e c t i o n  d e  A s u r  . 
j j 

[Notons que, pour  o b t e n i r  r igoureusement  c e  r é s u l t a t .  on peut  u t i l i s e r  l e  

théorème 11.1 .4  e t  l a  p r o p o s i t i o n  111.1 .3 .  c ' e s t - à - d i r e  i n t r o d u i r e  un ensemble  

O = { l , .  . . , n )  d ' o b s e r v a t e u r s ,  chaque o b s e r v a t e u r  é t a n t  l i é  à un homme p o l i t i q u e ,  

f a u t ,  en t o u t  c a s ,  s u p p o s e r  que. pour  t o u t  groupe d ' o b s e r v a t e u r s  

de  O d i s j o i n t s ,  l e s  é l é m e n t s  de  O A e t  8 A s o n t  I - i n d é p e n d a n t s ) .  
i c F  i i e F 2  i 

1  

En p a r t i c u l i e r .  pour  t o u t  w E a. on a : 

en a s s i m i l a n t  p a r  abus de  n o t a t i o n  : 

w € a  
j j 

à Iw.1 x II n.. E A 
J i = q '  J 

i # j  

Ce que l ' o n  peu t  n o t e r  a u s s i  : 



où l'on a 

En particulier, avec les notations de l'exemple : 

f '% l ' instant  t nous apprenons qu'un homme politique h e s t  passd de 
O j 

l ' é t a t  1 à l ' é t a t  O") 

w(tol = ( 1  ,..., 1,o .l,.... 1) 
j 

Nous notons w(O1 u wltol l'év6nement 



Le t r i p l e t  (%AJ 11 a i n s i  d é f i n i  nous donne donc 1 ' i n f o r m a t i o n  

appor tée  pa r  l a  connaissance de l ' é t a t  w s $2 du système, en dehors  de t o u t  

con tex te ,  a  p r i o r i  p o u r r a i t - o n - d i r e .  E s s a y o n ~  maintenant  de d é f i n i r  l ' i n f o r m a t i o n  

appor tée pa r  l e  passage d ' u n  é t a t  w(s1 à l ' i n s t a n t  ç à l ' é t a t  w ( t 1  à 

l ' i n s t a n t  t. 

E tan t  donné (n,A,11 nous pouvons a s s o c i e r  à chaque A c A son 

i n f o r m a t i o n  T i A l  ; l e  système que l ' o n  é t u d i e  évo lue  dans l e  temps ; comment 

quantif ier Ze gain d'information apportd pap Ze passage du système de Z ' é t a t  

A à Z ' in tant  s  à Z ' é ta t  B à 2 ' instant t = s + l  ? 

Associons à ces deux i n s t a n t s  une r é p l i q u e  de l ' e space  (R,A) 

( t )  A(SI e t  d6f in isson.s  s u r  l e s  c y l i n d r e s  de x  52 , 8 A ' ~ ' )  une a p p l i c a t i o n  

3 ,  d é q i n i e  en f o n c t i o n  de ï sur  IS2,AI p a r  : 

d ' a p r a s I . 1 . l . b .  i l v i e n t  J ( A x B I = I ~ A I + I ~ B ~  - I ( A u B I  

Supposons que e s t  une i n f o r m a t i o n  au sens de J .  KAMPE DE FERIET 

(1 .1 .1 , l  (ce q u i  n ' e s t  pas nécessairement v r a i ) ;  nous aurons, pou r  t o u t  

A E A("  f ixO : 



C s = A => JCA x BI = I(A) + I(BI 

comme JIA x $2 It)1 ICA1 on a aussi 

et, d'une manière générale : 

L'information conditionnelle JUA x BI/(A x Q(tl)) ~ e m b l e  pouvoir 

s'interpréter comme Z'information apporede par Ze passage CZpA systdme de 

Z ' d t a t  A, 8 I 'ins-bant s, à Z 'dtat B, (? Z 'instant t T s* 1 . 

Reprenons l'exemple étudié avec les valeurs de l'infayroation 1 

définie dans lg paragraphe a 

A l'instant t nous avons appris 1e.passage du système de l'état 
O 

w(OI à l'état o(tol, le gain d'information correspondant est Bgal à . 
J 



T l  nous r a s t e  à retrouver l a  de rn ie r s  formule q u i  exprime Z~augrnentation 

de 2'in;FamnatZon au fur e-b à mesure du ï5emps. 

Ngtons T l ' i n t e r v a l l e  [Q.T~]  2 N q u i  reprhqenta le tWIw%I ( d i s c r e t ) ,  

F PIT). Supposons que V t E T : ( Q ( ~ ' . A ( ~ ) I  = tn,Al nous notsns 1 

l a  ~ F B ~ B C ~ O ~ ~ S  ( ~ ( 0 1 ,  ~ ( 1 1 .  .... ~ ( t ) .  .,.. w ( T D ) l  d e f i n i t  les B t a t a  

B Y C F ~ S S ~ P S  du ~ y s t & v e .  

Soi t  J une information au sens 1.2.2,, 1,2,6. sur 

(aT X 7 ,  x FI oii l a  temps T j o u ~  Is r41e de l l sneenble  des o b s ~ r v a t e ~ r s ,  J 

v s r i f i e n t  l e s  conditions du théorème 11.1.4. Explici tons une hypath&se du type 

de c e l l e  que Ilon f a i t  dans l e s  p r o c e s s ~ ç  de MARKOV : 

Pow. tout  A E AT , 2 ?<nfonnation apportde s n  A d 2 ?instant t, 

~oqncZZ 2 'infomnutzIon appor6de p u r  A pendme Z 'zfntervaZ Ze de esnips 

[0,t-.l] est BgaZa $ Z 'information apportds swp A cf Z '4rrstr;mt t oonwaissant 

Zt$nfornlatim apport& sur A à 2 ' ins tant  t - 1  , 0n assinriZant par abus 

de no$a-bion t e T à Et) s F = ? ( T I  ; 

On o b t i e n t  par  i t e r a t i ons  swces s ive s  : 



Nous avons supposé, p a r  hypothèse, que J v é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  

T T du théorème TI.1.4 ; c ' e s t - à - d i r e  qu 'on  peu t  d é f i n i r  s u r  ( 0  , A  1 une i n f o ~ m a t i o n  

I,,. au sens de J. KAMPE DE FERIET, t e l l e  que : 

O 1 t O T 
I 

Notons A , A . A . A l e s  p r o j e c t i o n s  de A e A r e s ~ e c t i v e r n e n t  

( t  1 CTo 1 
s u r  Q''). 0' ' )  , ..., n , . . . ,  f i  ; on a aqssi : 

Supposons qu i ,  sur chaque espace 

on a i t  dcEfilzi l 'information 3 du paragraphe b, e t  que 

on aura : 

I l  vient ,  en remplupunt J par sa valeur en fonction de 2 'information ï sur 

(.Q ,A 1 du paragraphq a 



ce qu i  donne, pour l 'exemple é t u d i é  (en  supposant  que w(01 = 11, ..., 11 e t  que 

l e s  s e u l s  changements p o s s i b l e s  dans l e  temps son t  des pas5ages de l ' @ L a t  

1 à l ' é t a t  01, 

O U  encore : 

n 
I T ~ w ~ O l , o ~ l 1 , . . . .  w(tI/w(011 = (1  - w ( t ) l n f 3  

j = 1  j j 
c ' e s t - à - d i r e  l e  r 6 s u l t a t  proposé dana l 'exemple c i t g ,  

V.4.2,- CONCLUSIONS DE L'EXEMPLE. 

Dans l e s  c h a p i t r e s  précédents ,  nous ne f a i sons  aucune hypothèbe 

concernant uqe éven tue l l e  s t r u c t u r e  de l 'ensemble O d e s  pbsqrva teurs ,  L 'é tude 

de l 'exemple c i -dessus  e t  en p g r t i c u l i e r  l e  pgragraphe V.4,1.cJ  où nous avons 

fait j o u m  a u  temps T Ze rôle de ZtensembZe des obqerva&eura, nous manduit 

n8turel lement  3 imaginer qu ' i l  peut e x i s t e r  s u r  O une s t r u c t u r e  p a r t i c u l i è r e  

qu i  implique a  p r i o r i  des  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  observa teurs .  Une r e l a t i o n  d ' o r d r e  

t o t a l e  nous aménerait  pa r  exemple à i n t r o d u i r e  des  hypothèsss comparables à 

c e l l e s  que l ' o n  f a i t  dans l ' é t u d e  de c e r t a i n s  types  de pracessus s t o c h a s t i q u e s  

ou, s i  l ' o n  suRpose que 0 e s t  un espace métr ique,  Si i n t r o d u i r e  des  hypothèses 

d' indépendance e t  de dépendance en fonc t ion  de l a  d i s t a n c e  des  observa teurs  ou 

. 
des groupes d ' obse rva t eu r s ,  e t c . . .  

. Notons a u s s i  que l e  problgme soulevé dans l e  paragraphe V.4.l .b e s t  

t r è s  i n t é r e s s a n t  : connaissant  l ' i n fo rmgt ion  s t a t i q u e  que l ' o n  a  sur l ' é t a t  

w d 'un système [ Q , A l  en dédui re  une information dyncvnique qui  t i e n t  comptp 

du ga in  d ' i n f o r m a t f ~ n  appor té  par  l e  passage d 'un é t a t  à un au t r e1  c e  gain 

d ' in format ion  devant ê t r e  f a i b l e  s ' i l  y a  peu de  d i f f é r e n c e  e n t r e  l e s  deux é t a t s  

suqcess i7sD important  s inon .  



V.5.  - INFORMATION ET PROBABILITE. 

Dans [13] J. KAMPE DE FERIET explicite une des raisons qui l'gnt 

r conduit, en collaboration avec B. FORTE, à intraduire une axiomatique de l'infor- 

mation indépendamment de la notion de probabilité : 

"A notre paint de vue Z 'a t tr ibut ion d 'une probabi Zité P [ A  1 à un 

événement A e s t  essentie ZZentent Ziée à Za possibi l i t 4  de répéter indéfinimant 

cet  événement ; s i  Z 'on désigne par n (A l l e  nombre de réald sat$ons de A dans 

une série de n épreuves indépendantes, l a  l o i  forte des grands nombres affirmc3 

Za probabizité apparait ainsi  a poseeriori comme la  Zimite de la fréquence 

de Z 'événement A. 

La dé f in i t ion  c Zassique de 2 'informat4on e s t  aZors équiva Zente d 

n I(A1 = lim log - 
n++ w n (Al 

l a  valeur de Z 'information fournie par Z 'évdnement A . apparaissent corne Za 

Zimite du Zogarithme de l ' inverse de Za fréquence dans une sdvde d'&preuves 

répétées indépendanCes ; c ' e s t  à ce t t e  formule que sont dus, jusqu ' i c i ,  Zes 

succés de Za théorie.  

Mais en adoptqnt 111 nous nous interdisorts de donner un sens à l a  mesure 

de Z'information fournie par des événements, qui, par l e w  nature même, rte peuvent 

pas ê t re  répétés. O r  i l  w m v e  c o n s t m e n t ,  dans no$re v i e  quotiddenne, que des 

événements A e t  B se produisent, dovt Za rkpétdtion dans une sarie d'dpreuves 



e s t  inconeevabZe, e t  pour lesquels cependant nous affirmons @n toute certi tude : 

l 
C'est pourquoi nous nous sommes proposés, en coZZaboration avec 

1 

B. FORTE,d'énoncer un système d'axiomes pour I I A I  traduisant aussi simplement 

que possible 2 'idée que notre in tu i t ion  se fa i t  de Z'information fournie pçzr 

un événement, sans nous référer à Za notion de probabilité", 

4 

Les résultats de la première partie de ce mémoire, exceptés éventuel- 

lement ceux du chapitre IV, conduisent effectivement à des mesures d'information 

"fournies par  des événements, qui, par Zeur nature meine, ne peuvent pas être 

I répdtés", et cela indépendamment de toute notion de probabilité ou de fréquence. l 
C'est le cas 'en particulier pour l'exemple traité au paragraphe pré~édent. 

Par contre, dans la deuxième partie de ce traveil et pour les 

applications que nqus envisageonç, les notions de fréquence et de probabilité 

s'introduisent naturellement. Comme dans la théorie classique c'est la notion 

d'information moyenne fournie par les éléments d'une partition qui ouvre de 

larges perspectives d'application. C'est pourquoi nous avons été ngturellement 

1 conduit à construire des informations à partir des résultats précédents mais 1 
en utilisant aussi les fréquences ainsi définies. Nous montrerons clairement 

I 

dans le chapitre VI comment nos résultats englobent et généralisent les 

l- résultats de la théorie classique de l'information. 



DEUXIENE PARTIE 

INFORMATION SUR UNE PARTITION 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Nous n ' h é s i t o n s  pas à reprendre,dans c e t t e  deuxième p a r t i e , l e s  

d é f i n i t i o n s  e t  c e r t a i n s  des r é s u l t a t s  précédents  en l e s  e x p l i c i t a n t  de manière 

i n t u i t i v e ,  a f i n  que l e  l e c t e u r  q u i  s ' i n t é r e s s e  s u r t o u t  aux a p p l i c a t i o n s  p u i s s e  

aborder  d i rec tement  ces deux chap i t r es ,  après a v o i r  pa rcouru  l e  c h a p i t r e  1. 

Nous cherchons e s s e n t i e l l e m e n t  à p résen te r  quelques pe rspec t i ves  d ' a p p l i c a t i o n s ,  

q u i t t e  à donner un peu moins d ' impor tance  à l a  r i g u e u r  mathématique f o r m e l l e .  

Le l e c t e u r  peut t o u j o u r s ,  l e  cas échéant, se r é f é r e r  aux énoncés de l a  p rem iè re  

p a r t i e  ou aux t r avaux  c i t é s  pou r  p r é c i s e r  t e l  ou t e l  p o i n t  des hypothèses o u  

des n o t a t i o n s  u t i l i s g e s .  

- 
Tous l e s  ensembles q u i  i n t e r v i e n n e n t  dans c e t t e  p a r t i e s  r Q, Q, 0, A ,  

8, $, S, F sont f i n i s .  Les énoncés e t  l e s  f ~ r m u l e s  sont  s i m p l i f i é s  en conséquence 

1 sans que nous r a p p e l i o n s  à chaque f o i s  c e t t e  conven t ion .  
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CHAPITRE V I  

- - - - - - - - - - -  

INFORMATION MOYENNE. 

La plupart des applications de la théorie classique de l'information 

sont baséesçur la formule de SHANNON définissant l'information moyenne apportée 

par les éléments d'une partition et sur les propriétés de l'information mutuelle 

de deux partitions. Certaines des applications que nous envisageons utilisent 

elles aussi ces notions d'information apportée par une partition 3 nous commen- 

çons donc par rappeler les propriétés qui ont été proposées pour définir axio- 

matiquement l'information apportée par une "e@épienceff . L'information moyenne 
se présente alors comme un manière, parmi d'autres, de lier la notion d'infor- 

mation apportée par un événement à celle d'information apportée par une partition, 

En associant de manière natureZZe d chaque observateur Za partit ion 

quf iZ dzstingue nous pouvons définir l'information apportée par un observateur 

et surtout la notion d'information mutuelle apportée par un couple d'observa- 

teurs ou par deux groupes disjoints d'observateurs. Nous montrons en particulier 

que les résultats des chapitres précédents permettent de définir des informations 

mutuelles sur des couples de partitions dont les propriétés englobent et généra- 

lisent celles de l'information au sens de SHANNON. 

Nous essaierons de montrer sur des exemples dans le chapitre suivant 

en quoi ces quantités nous semblent plus adaptées que les notions similaires 

de la théorie classique de l'information pour les applications envisagées. 



V I . ? .  - INFORMATION APPORTEE PAR UNE PARTITION. . 

E t a n t  donné un espace p r o b a b i l i s é  ($2, S, P l  e t  une p a r t i t i o n  

f i n i e  S-mesurable de fi, nous supposons que l e  r é s u l t a t  d 'une  eqér i enee  e s t  

l ' u n  des dvénements A 6 Iï sans que l ' o n  p u i s s e  d i r e  l e q u e l .  L'information 

moyenne qui e s t  apportée par e e t t e  expérienee,quand on Za r e n o u v e l l ~  un qrand 

nombre de fo is ,  e s t  égale à 

X 
ou  1 (A) e s t  l ' i n f o r m a t i o n  a p p o r t é e  p a r  l 'événement  A E S, p a r  exemple 

J( 1 
1 ( A l  C.Log - C > O  

P(A1 

dans l a  f o r m u l e  de SHANNON. 

Dès l e  début des t r a v a u x  s u r  l a  t h é o r i e  g é n é r a l i s é e  de l ' i n f o r m a t i o n ,  

deux d i r e c t i o n s  d ' é t u d e s  ax iomat iques  se son t  dess inées : d ' u n e  p a r t  c e l l e  

de l ' i n f o r m a t i o n  appor tée  p a r  un 6vénement 1121, C131, d ' a u t r e  p a r t  c e l l e  de 

l ' i n f o r m a t i a n  appor tée  p a r  une e x p é r i e n c e  ou une p a r t i t i o n .  Notons en p a r t i c u l i e r  

l e s  t r a v a u x  r e l a t i f s  à ce  s u j e t  de P. BENVENUTI, B. FORTE N, PINTACUDA C21 [91 

Cl01 Cl11 don t  nous nous i n s p i r e r o n s  p a r  l a  s u i t e .  La f o r m u l e  (11 n ' e s t  a l o r s  

qu 'une p o s s i b i l i t é ,  pa rm i  d ' a u t r e s ,  de r e l i e r  ces deux systèmes d 'ax iomes.  

N o t r e  b u t  dans ce  paragraphe n ' e s t  pas de f a i r e  une é tude  e x h a u s t i v e  

de l a  n o t i o n  d ' i n f o r m a t i o n  a p p o r t é e  p a r  une p a r t i t i o n  ou une expér ience,  ma is  

s implementBen noua i n s p i r a n t  des t r a v a u x  c i t é s  e t  des i d é e s  que nous avons 

@mises avec G. COMYN dans C61, C241, de d é f i n i r  avec p r é c i s i o n  l a  

n o t i o n  d ' i n f o r m a t i o n  appor tée  p a r  une p a r t i t i o n ,  de r a p p e l e r  l e s  p r o p r i é t é s  
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que  nous  a u r o n s  à ut i l i se r  e t  d ' a p p l i q u e r  c e s  n o t i o n s  à d e s  f o r m u l e s  du 

t y p e  I I I .  

V I . 1 . 1 ,  - T R E I L L I S  DES PARTITIONS. 

C p n f ~ r m é m e n t  a u x  d é f i n i t i o n s  d e  1.1.2, commençons p a r  d é f i n i r  

l l ' e s p a c e  e t  l a  r e l a t i o n  d ' o r d r e  que  nous u t i l i s o n s .  Supposons  que  R e s t  

un ensemble  f i n i ,  non v i d e ,  q u e l c o n q u e ,  S = P m ) .  Une p a r t i t i o n  d e  C2 

e s t  un ensemble  f i n i  d e  p a r t i e s  d e  S ,  t e l  q u e  : 

Soit  E t'ensemble des parti t ions de $2. Uns p a r t i t i o n  nl  e s t  d i t e  " p l u s  

f i n e "  q u ' u n e  p a r t i t i o n  I l2  s i  : 

t e l  que  

e t  ngus  n o t e r o n s  : 51dn2 

C e t t e  r e l a t i a n  es t  un o r d r e  p a r t i e l ,  r e f l e x i f  s u r  E ; r a p p e l o n s  

l e s  p r o p r i é t é s  d e  E  q u i  nous  i n t e r e s s e n t  [4]. Tout  c g u p l e  d e  p a r t i t i o n s  II 

C 

I l2  
p o s s è d e  un Infimum e t  un supremum. En p a r t i c u l i e r ,  nous  n o t e r o n s  II1 n n 

2 

l ' i n f i m u m  d e  II1 e t  n2 : 
<. 

nl  n n = { A  n B ~ A E  n,,8 t n21. 
2 

De p l u s  E  p o s s è d e  un m a j o r a n t  u n i v e r s e l  ri,.,, = { Q I  e t  un m i n o r a n t  

u n i v e r s e l  II : 
m 



Ces  p r o p r i é t é s  s u f f i s e n t  p o u r  p o u v o i r  d é f i n i r  une i n f o r m a t i o n  s u r  5. 

Rappe lons  c e p e n d a n t  q u e , p o u r  l a  r e l a t i o n  d ' o r d r e  a i n s i  d d f i n i e ,  E est  un 

t r e i l l i s  g 6 o m é t r i q u e  ( r e l a t i v e m e n t  complémenté,  s e rn i -modu la i r e  e t  a t o m i q u e ) .  [4 1 

V I . 1 . 2 ,  - INFORMATION S U R  E. ( 1 . 1 . 2 .  e t  l e s  t r a v a u x  c i t é s  d a n s  l ' i n t r o d u c t i o n  
du p a r a g r a p h e  V.11 

eune information sur L'ensemble E des parti t ions de $2 e s t  une 

appZication H ddfinie sur E e t  qui v é r i f i e  les  axiomes suivants : 

A.11 H : E 'IR+ 

A.  21 L 'information H es t  décroissante pour Za relat ion d'ordre 5 
sur E : 

A. 3 1 Deux partit ions Dl e t  5 smt  d i t e s  inddpendmtes Pour 

2 'inf.omnation H s i  : 

Nous admettrons comme valeur universeZZe : 

Il es t  n a t u r e l  d ' i m a g i n e r  que  l ' i n f o r m a t i o n  a p p o r t é e  p a r  l a  p a r t i t i o n  

f o r m é e  du  s e u l  ensemble  es t  n u l l e  : c e l a  i m p l i q u e  a u s s i  qug c e t t e  p a r t i t i a n  

{ a )  est  i n d é p e n d a n t e  d e  t o u t e s  l e s  a u t r e s  p a r t i t i o n s .  P a r  c o n t r e ,  nous  ne  

f e r o n s  a u c u n e  h y p o t h è s e  s u r  H(II 1 ;  en  p a r t i c u l i e r  n o u s  ne s u p p o s e r o n s  p a s  q u e  m 

H(Iirnl = + " ; nous  o b t e n o n s  d a n s  l a  s u i t e  d e s  v a l e u r s  f i n i e s  pou r  c e t t e  q u a n t i t é  

e t  i l  n ' y  a ,  s e m b l e - t - i l ,  a u c u n e  r a i s o n  p o u r  q u e  l a  p a r t i t i o n  l a  p l u s  f i n e  
A Iim 
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s o i t  i n d é p e n d a n t e  d e  t o u t e s  l e s  a u t r e s  p a r t i t i o n s .  

O L 'information conditionne ZZe fournie par Za par t i t ion  n, connaissant 

t ' information apportée par la  par t i t ion  nZ e s t  dé f in ie  par : 

En p o s a n t  l e  c a s  é c h é a n t  H(II / H  = H(II 1 s i  H I n  1 = + 
1 2  1  2  

on r e n d  é q u i v a l e n t e s , p o u r  t o u t  c o u p l e  ( l l  ii 1  s E  x E ,  l e s  p r o p o s i t i o n s  
1 '  2  

"n, e s t  H- indépendante  d e  IIZ" e t  " H ( n  /n  1  = H I n ,  1 " .  
1 2  

a L'information mutueZZe apportde par Zes par t i t ions  n1 e t  II2 

e s t  dé f i n i e  par : 

La c o n v e n t i o n  

H[n1;II21 = O s i  H[IIll.H(I121 = + - 
r e n d  é q u i v a l e n t e s , p o u r  t o u t  c o u p l e  [nl.I121 E E x E .  l e s  p r o p ~ s i t i o n s  

"Ti1 e s t  H- indépendan tede  il2'' e t  "HtII -II 1 = O " .  
1' 2 

Quand l e s  e x p r e s s i o n s  s o n t  d é f i n i e s ,  nous a v o n s  a u s s i  

H[II ;II 1 = H l n l l  - H(lll/I121 
1 2  

H(II ;II 1 = H ( n 2 1  - H(n2/n1) 
1 2  

De l ' i n é g a l i t é  : H(Ti n "1 5 Sup(H[" l . H ( I i l 1  
1  2 

pn  d é d u i t  H(fll;I121 $ I n f ( H ( I 1 1 1 , H ( ~ 2 1 1 .  
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VI,1.3. - INFORMATION MOYENNE SUR E. 

Comme nous l ' a v o n s  d é j à  remarqué dans un c h a p i t r e  précédent (V.21, 

il semble que, d 'une manière généra le ,  l e s  axiomes 1 e t  2 complétés par  

l ' a x i o m e  3 ( q u i  e s t  p l u t ô t  une d é f i n i t i o n )  donnent des c o n d i t i p n s  nécessa i res  

mais q u i  sont  i n s u f f i s a n t e s  pour  d é f i n i r  concrètement des i n f o r m a t i o n s .  R. FORTE 

1 

P,  BENVENUTI e t  d ' a u t r e s  au teurs  dans l e s  a r t i c l e s  précédemment c i t é s ,  on t  

g é n é r a l i s é  $ux p a r t i t i o n s  l e s  n o t i o n s  du t y p e  composab i l i t é .  Dans l a  s u i t e ,  

nous u t i l i s g r o n s  p l u t ô t  des c o n s t r u c t i o n s  du t y p e  i n f o r m a t i o n  moyenne. 

E t a n t  donné une p r o b a b i l i t é  P e t  une i n f o r m a t i o n  1 au sens de 

J .  KAMPE OE FERIET (1.1.1.1 s u r  (R,S1, ' infornation moyenne apportée par 

urle part2tdon de 0  e s t  une information au sens que nous venons de d é f f n l r  

( V I .  1 , 2 , l ,  

En e f f e t ,  il e s t  f a c i l e  de montrer  que l a  q u a n t i t g  

v é r i f i e  l e s  axiomes 1  e t  2  ; de p l u s  H((R)) = O. Avec c e t t e  d é f i n i t i o n  nous avwnç 

l a  p r o p r i é t e  supplémenta i re  s u i v a n t e  : s i  tous l e s  dZdments A d'une partit ion 

lTI s m t  1-inddpendants des éléments B d 'une parti t ion 
n2' les part i t ions " e t  n 2  sont +indépendantes [ l ' i n v e r s e  n ' e s t  pas nécessairement v r a i ) .  

b 

Quand l e s  q u a n t i t é s  q u i  i n t e r v i e n n e n t  son t  d é f i n i e s ,  nous avons a u s s i  



VI. 1 .4, - LA FORMULE DE SHANNON. 

Nous pensons que le succès de la théorie classique de l'information 

tient aux propriétgs particulières de l'information moygnne calculée p a r  la 

formule de SHANNON. Essayons d'expliciter ces propriétés. Etant donné uns 

mesure de probabilité P sur [ Q , S l ,  on sait que l'info~mation apportée par 

une partjtiov, au sens de SHANNON, s 'écrit, à un coefficient muZtdpZicatif 

(stricÇem0nt positif) près : 

* 1 
ou I [ A l  = Log - est Z'information apportée par un duénement queZconque 

PtAI 
?k 

de (S2.S). H (III est une quantité finie même si certains élernents A sant 

1 
de prabsbiliké nulle car x.Log ; tend vers zéro avec x. Nous a-btachans t e  

n 
sytnboZe awc informations 1 et H ainsi ddfinies. 

w( 

11 est facile de montrer [3 1, [z?]. [33] que H [III est une infor- 

mation moyenne au gens du paragraphe VI.1.2. et qui possède en p l u s  les 

p r o ~ r i g t g s  suivantes : 

C 

* 
c'est-$-dire que l a  H -indépendance en infomtion des partitions Jil st n 2  . 0 
est équiuaZente d la 1 -indépendance en information des étéments de ïïl et il2 

(ce qui ss6 aussi &quivalent d l'indépendance en probabiZik& des dZ4menee 

On montre aussi que : 



- VI. 0 

ce q u i  e s t  é q u i v a l e n t  à 

Pour  t o u t  n; 4 n, e t  n;Q n2 on a : 

Nous avons donc pou r  II' 4 II2 : 
2 

avec dans c e t t e  d e r n i e r e  s é r i e  d ' i n é g a l i t é s  

* . H (i l  .Ii 1 = O s i  e t  seulement s i  * 
1 '  2 il, e t  i12 Sont M - indépendantes.  

H*[U ;Ji 1 = H * ( n  1 s i  e t  seulement 51 n -(JI 
'1 2  1 2 -  1 

(en  supposant que I A ' B I  c ïïl x iï = P(A) .P IB)  ? O )  
2 

Essayons d ' i n t e r p r é t e r  ces r é s u l t a t s :  pour tout Il, fizd,l'appZica- 

* 
tion H :II, ; . l  est une information sur ( 4 )  au .sens 021 nous 1 'avons dkfink 

* dans te paragraphe VI.1.2., et ta quantité H [n,;n,l  mesuns ce que la 

connaissance de n nous apprend sur 
1 n2 

* 
H f r I . I I l  = O  

1 '  2 si 
II 1 

est inddpendmite de n2 
* * 

H [n l ;n , l  = H ( n l i  si 
n2 

est 'plus fine" ou &gaze a 1 1 ~ .  



* * 
H in  in 1 e s t  une quanti té pos i t i ve ,  in fdr ieure  à H [ I I I  , 1 2  

mais d'autant plus grande que Za par t i t ion  
=2 

se "rapproche" de Za parkit ion 

5. 

Donnons un exemple : p a r t i t i o n n o n s  l ' e n s e m b l e  Q d e s  l i v r e s  d ' u n e  

b i b l i o t h è q u e .  d ' u n e  p a r t  p a r  genre  : n,, = { L i v r e s  de  mathémat iques ,  de  phys ique ,  

d ' h i s t o i r e . .  . . )  ; d ' a u t r e  p a r t .  p a r  rayon : I i2 =  ivres du p r e m i e r  r a y o n ,  d u  

deuxième rayon,  ...) ; i l  peut  ê t r e  u t i l e  de  s a v o i r  q u a n t i f i e r  l ' i n f o r m a t $ o n  

moyenne que l ' o n  a p p o r t e  en  i n d i q u a n t  l e  rayon s u r  l e q u e l  s e  t r o u v e  l e  l i v r e  

q u i  nous i n t é r e s s e ,  ou en donnant  l e  g e n r e  de  l i v r e  q u i  nous occupe .  Ce n ' e s t  

p a s  n o t r e  propos  ; c e  que nous q u a n t i f i o n s  c ' e s t  l ' i n f o r m a t i o n  H ~ ( I I ~ ; I I ~ I  

q u ' u n e  d e s  deux p a r t i t i o n s  nous a p p o r t e  sur l ' a u t r e  p a r t i t i o n  : 

- S i  l e s  l i v r e s  s o n t  r é p a r t i s  complètement au hasa rd  d a n s  l a  b i b l i q -  

* 
t h ê q u e  M Ill ;il 1 = O e s t  nul  ou v o i s i n  de  z é r o .  

1 2  

- S i  l e s  l i v r e s  s o n t  r igoureusement  r a n g é s  : l e s  l i v r e s  de  mathéma- 

t i q u e s  sur t e l  r a y o n ,  l e s  l i v r e s  d ' h i s t o i r e  s u r  t e l  rayon ,  e t c . .  . , ~ * ( n , i I I , i  

e s t  maximum. 

* - S i  l e s  l i v r e s  s o n t  à peu p r è s  r a n g é s ,  H [II ;II 1 d a i t  a v o i r  une  
1 2  

v a l e u r  i n t e r m é d i a i r e  d ' a u t a n t  p l u s  g r a n d e  que l e s  l i v r e s  s o n t  mieux r a n g é s .  

CONCLUSIONS, 

Nous a l l o n s  d ' a b o r d  mont re r  que l ' i n f o r m a t i o n  m u t u e l l e  e n t r e  l e s  

deux p a r t i t i o n s  (nous  d i r o n s  a u s s i  l'information m u t u e l l e  e n t r e  l e s  deux 

o b s e r v a t e u r s l ,  d é f i n i e  à p a r t i r  d e  l ' i n f o r m a t i o n  du c h a p i t r e  I V ,  permet 

de  r e t r o u v e r  t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  de  l a  fo rmule  d e  SHANNON. E n s u i t e ,  g r a c e  

à c e s  r é s u l t a t s  e t  aux p r o p r i é t é s  démontrées  d a n s  l e s  c h a p i t r e s  II e t  III 

nous pour rons  d é f i n i r  une i n f o r m a t i o n  m u t u e l l e  e n t r e  deux g r o u p e s  d ' o b s e r v a t e u r s  

J( 

0, e t  O Z  q u i  g é n é r a l i s e  l a  q u a n t i t é  H ( n l ; n 2 )  e t  q u i  possède t o u t e s  l e s  



propriétés intéressantes que nous venons de rappeler. L'interprétation de ces 

quantités nous permettra de résoudre en partie les problèmes que nous avons 

soulevés dans l'introduction du chapitre 1. 

Résumons-nous [en termesde partition) ; il est souhaitable que l'in- 

formation H obtenue sur [E,dI et qui est définie en liaison avec l'infor- 

mation 1 sur ( n , A I ,  possède les propriétés suivantes : 

La H-indépendance en information des parti t ions II1 e t  112 e s t  

équivazented La I-indépendance en information des éléments A r. ïil e t  B E UZ. 

Etant donné une parti t ion 5, Z1information mutueZZe H (II ; . 1 

dd f ln i t  sur (E,4) une information au sens du paragraphe V I .  1 .2 .  teZZe que 

avec % +  

. H[l11;I121 = O s i  e t  seulement s i  Za part i t ion nl e s t  

H-indépendante de Za parti t ion 
=2* 

HIn ;n 1 = Htn,) 
1 2  

s i  e t  seulement s i  n2 4 n1 
l 

VI.2 - INFORMATION APPORTEE PAR UN COUPLE D'OBSERVATEURS. 

Les couples de partitions que nous voulons comparer ne sont pas 

. quelconques ; nous aZZons associer à chaque observateur Za parti t ion quliZ 

distingue dans son espace propre, au sens ou nous Z 'avons dé f in i  au chapiere II, 

e t  Zes coupZes de parti t ions que nous ut i l iserons vérifzeront donc Za propric?td 
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c ' e s t - à - d i r e  q u e  c e s  p a r t i t i o n s  s e r o n t  a  p r i o r i  i n d é p e n d a n t e s  e n  s t r u c t u r e  (1.1.1.1. 

Imag inons  un exemple  s i m p l e  q u i  va  nous  p e r m e t t r e  d e  c o n c r é t i s e r  

n o s  i d é e s .  Un b i o l o g i s t e  d i s p o s e  d e  deux tests  a e t  b p o u r  o b t e n i r  un 

c e r t a i n  r e n s e i g n e m e n t  s u r  une p o p u l a t i o n  d e  b a c t é r i e s .  Nous s p p p o s o n s  q u e  l e  

t e s t  b q u i  e s t  c o û t e u x ,  d i f f i c i l e  à mettre e n  o e u v r e ,  donne  s a n s  e r r e u r  l e  

r é s u l t e t  r e c h e r c h é  e t  q u e  l e  t e s t  a ,  s i m p l e  e t  peu o n é r e u x ,  donne  une  r é p o n s e  

moins  f i a b l e  à l a  q u e s t i o n  du b i o l o g i s t e .  Après  a v o i r  e x p é r i m e n t é  l e s  deux  

t e s t s  s u r  une p o p u l a t i o n  t é m o i n  d e  1 0 0  b a c t é r i e s ,  l e  b i o l o g i s t e  q u i  n ' u t i l i s e r a  

p l u s  que  l e  t e s t  a ,  n o u s  demande d e  d é f i n i r  à p a r t i r  du t a b l e a u  c i - d e s s o u s  

q u e l l e s  i n f o r m a t i o n s  l e  t e s t  a l u i  a p p o r t e  s u r  l e  v r a i  r é s u l t a t  ( i n c o n n u ) ,  

c ' e s t - à - d i r e  s u r  l e  r é s u l t a t  du tes t  b s i  on  p o u v a i t  l ' e f f e c t u e r .  

Notons  il = { a + , a - )  
a  e t  ab = { b + , b - I  les  r é s u l t a t s  p o s s i b l e s  d e  

chacun  d e s  t e s t s  [ +  = r é a g i t ,  - - - ne  r é a g i t  p e s ) ,  nous  a v o n s  p a r  exemple  : 

T a b l e a u  1 : 

F r é q u e n c e  en p o u r c e n t a g e  
a+ 

TOTAL 

a - 

10 

3 5 

b + 

b - 

TOTAL 

60 

4 0 

50 

5 



1 Commençons par  f a i r e  une synthèse  des  r é s u l t a t s  dont nous avons 

I besoin en e x p l i c i t a n t  en d é t a i l  l e s  rappor t s  e x i s t a n t  e n t r e  l e s  no ta t ions  

des c h a p i t r e s  précédents  e t  c e t t e  é tude .  

VI.2.1. - APPLICATIONS DES RESULTATS DES PARAGRAPHES 11.1 e t  IV.1. 

l r S o i t  un ensemble O -composé de deux observa teurs  a e t  b  e t  

F = P(O1. Associons respectivement à chacun des  observa teurs  a e t  b l e s  

I espaces p r o b a b i l i s a b l e s  l n  ,S 1 e t  (QbJSb1 ; l e s  t r i b u s  S  e t  Sb de p a r t i e s  a a a 

1 l e  Ga e t  Qb ne comportent qu'un nombre f i n i  d 'é léments .  Définissons l ' e s p a c e  - - 
mesurable (S2,Sl produi t  de ces  deux espaces : 

Afin de s i m p l i f i e r  l ' é c r i t u r e  e t  avec l e s  convent ions du c h a p i t r e  I V  , 
a 

Nous notons A (resp. B) la  sous-tribtr de S  des cylindres de base dans Sa 

(resp. Sb) (c'est-à-dire A = Sa fresp. B = S b ) ,  avec l e s  notations de 1.1.3.1 - 
e t  A ( r e ~ p .  8) l e s  éldments de A (resp. BI. Pour tout  C a S  nous notons 

Ca e t  Cb l e s  cylindres de A e t  B dont l a  base e s t  l a  projectfon de C 

respectivement sur (na, Sa) e t  (Qb, S b ) .  

- 
Soit  1 une information donnée sur (Q,S)  au sens I . I . I . ,  nous avons 

montré (11.1) que Z 'application J ddfinie ci-dessous à partir de T e s t  une 
C - - 

information sur ( 0  x 0, S x FI au sens I.2.2., 1.2.6. 



En particulier nous avons 

VI.2.2. - APPLICATION DES RESULTATS DU PARAGRAPHE 1 1 . 2 .  

L'espace (Q,S1 que nous venons de définir est ce que nous avons 

appelé l'espace des observations. Notons Q l'ensemble des 100 bactéries 

de l'exemple étudié, S = P( f l I .  A chaque élément w E Q associons les points 

T l u 1  E Ra et T b ( w I  E Qb indiquant la réaction de la bactérie w aux tests a 

a sé b. L'applicatiqn mesurable T définie ainsi sur iQ,SJ à valeur5 daqs - 
cQ,SI formalise donc la réalisation de l'expérience. 

biouç avons sur (Q,Sl une mesure de probabilité P qui est naturelle : 

c'est celle qui affecte à chaque individu w E le même poids. La variable - - 
aléatoire T définie sur (Q,S,PI à valeurs dans (Q,SI permet donc de 

.. - 
définir une probabilité PT sur (0,s). En fait dans la pratique on ne distingue 

1 * * 
pa$ en général la probabilité P sur (Q.SI et PT sur [Q,Çl et l'on asgimile 

par exemple la probabilité de l'ensemble des bactéries de w E Q qui ont répandu 

posktivement au test a, à la probabilité de la réponse positive du test a. 
I I 

Le tableau 1 nous donne la probabilité sur [Q,SI que nous étudions. Ce que 

nous appelons probabilité est en fait une pondération positive de masse totale 

égale à 1 sur (Q ,S I  . 



VI.2 .3 ,  - APPLICATION DES RESULTATS DU CHAPITRE I V ,  

Nous avons  supposé  dans  l e  c h a p i t r e  I V  [en r e p r e n a n t  les n o t e t i o n s  
iIi .. 

de VI.2.1.1 q u ' i l  e x i s t e  une mesure d e  p r o b a b i l i t é  P s u r  (Q ,S l  t e l l e  que  

pour  t o u t  ( A  , 81 E A x 8 e t  A # 0,  B + 0 nous avons  

e t  seu lement  P(A n B I  3 0 .  

Nous avons émis  l e s  h y p o t h è s e s  s u i v a n t e s  : d ' u n e  p a r t  [H,21 pour  t o u t  

C A , B ) E : A X B :  

l ' i n f o r m a t i o n  1' p e u t  ê t r e  c a l c u l é e  à p a r t i r  d e  l a  p r o b a b i l i t é  P t d ' a u t r e  

p a r t  ( H . 1 1  pour  t o u t  ( A  . Bi E A x B e t  pour  t o u t e  p a r t i t i o n  f i n i e  Ji ,Jib a - 
r e s p e c t i v e m e n t  A-mesurable e t  8-mesurable  d e  , nous avons : 

Nous montrons  d a n s  l e  théorème IV.3.7. qu 'une  c o n d i t i o n  n 6 c e s s a i r e  

e t  s u f f i s a n t e  pour  que  les  h y p o t h è s e s  Hl e t  H2 s o i e n t  v h r i f i é e s ,  e s t  q u e  

p ~ u r  t o u t  (A , BI s A x 8 , nous ayons  : 

a v e c  



V1.15 

K e s t  un nombre p o s i t i f  ou nu l  e t  l e s  a p p l i c a t i o n s  f l  e t  f 2  s o n t  soumises  

aux c o n d i t i o n s  énoncées  dans  l e  théorème IV.3.7.  

En p a r t i c u l i e r  pour  t o u t  A e A 

De même pour  B E 8 : 

Il v i e n t  a l o r s  : 

L C 

où 1' e s t  l ' i n f o r m a t i o n  au s e n s  1 .1 .1 .  sur (f2.S) d é f i n i e  pap 

Notons que.  pour  l e s  i n f o r m a t i o n s  m u t u e l l e s ,  nous avons : 

La c o n s t a n t e  K e s t  quelconque,  p o s i t i v e  ou n u l l e .  Nous allons dma 

Za su i te  supposer que la constante K e s t  strictement posi t ive  e t  efgale à 1,  

En e f f e t ,  nous avons montré  dans  l e  pa ragraphe  IV.4 q u ' i l  e x i q t e  d e s  r e l a t i o n s  . 
i n t é r e s s a n t e s  e n t r e  l e s  n o t i o n s  d ' indépendance  e t  d e  dépendance p o u r  l? proba-  

b i l i t 6  P e t  pour  l ' i n f o r m a t i o n  1' quand l a  c o n s t a n t e  K es t  s t r i c t e m e n t  

p o s i t i v e ,  en p a r t i c u l i e r  : 



P a r  a i l l e u r s ,  il e s t  c l a i r  que s i  l ' o n  m u l t i p l i e  ou d i v i s e  une i n f o r m a -  

t i o n  1 au sens de J. KAMPE DE FERIET p a r  une c o n s t a n t e  K s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e ,  

on o b t i e n t  à nouveau une i n f o r m a t i o n  de même t y p e .  Nous attachons l e  symbole 1' 

à Z >information solution générale du chapitre I V  e t  Io d Za sotution particulière 

que nous venons de rappeler. 

INFORMATIONS MUTUELLES ENTRE DEUX OBSERVATEURS. 

A 

S o i t  na une p a r t i t i o n  f i n i e ,  A-mesurable, de $2 ; c a l c u l o n s  

l 1 i n f o r m a t i o <  moyenne a p p o r t &  p a r  c e t t e  p a r t i t i o n  avec l e s  n o t a t i o n s  du 

paragraphe précédent ,  il v i e n t  : 

de p l u s ,  il e s t  c l a i r  que : H1 ( n a )  3 HOIII 1. Nous avons des r 4 a u l t a t s  é q u i v a l e n t s  
a  - 

p o u r  t o u t e  p a r t i t i o n  f i n i e  
nb ' B-mesurable, de $2. 

S o i e n t  iïa e t  Tib deux p a r t i t i o n s  f i n i e s  r e s p e c t i v e m e n t  A e t  
" A 

8-mesurables de fi ; nous avons : 



H O [ n  n "1 = 
a C P[A n B).I'[A n B I .  

[A,Bldi xIIb 
a  

11 e s t  c l a i r  que H '  e t  HO sont  des informat ions  moyennes. au 

sens indiqué dans l e s  paragraphes VI.1.2. e t  VI.1.3. s u r  l 'ensemble des 
+ 

p a r t i t i o n s  de fi de l a  forme il n rib. N O U S  pouvons é c r i r e  a u s s i  : 
. a  

avec 

O n l ( n a ; n b )  = H ( n  ;II I = C P[A n B I .  [ P [ A  n B I  ,. - I I .  
a [A,BlcIIaxIib P[AI .P (@I  

Ce t t e  information mutuel le  e n t r e  l e s  p a r t i t i o n s  ïi 
a  

e t  ilb e s t  une 

q u s n t i t é  bien connue ; e l l e  s ' é c r i t  a u s s i  : 

C ' e s t  l a  d i s t a n c e  d i t e  d u  CHI - 2 e n t r e  l a  l o i  de  p r o b q b i l i t é  P - - - 1 

s u r  (fi,$) e t  l a  l o i  de p r o b a b i l i t é  s u r  ( 0 , s )  d é f i n i e  par  l e  p rodu i t  des  
n 

l o i s  marginales  d e  P  s u r  I f i , A I  e t  (0,BI ; en supposant que A e t  8 

sont  l e s  t r i b u s  engendrées par  " e t  rib- 



On sait [ 3 ]  que les propriétés de concavité de la fonction 

x2-1 = ( - 1 permettent de montrer facilement que H (Il inb) 
P(A1 .P(B1 O a 

I posssde les propriétés suivantes : 

avec égalité si et seulement si 

P(A n 8) = P(Al.P(B1 pour tout [A,B1 E: na x nb 

c 'est-d-dire . que ta Ho-indépendance en information des pa~titions II et iïb a 

est équivalente d ta 1'-indépendance en information des éléments A c na 

Soient ïia.iïa (respectivement lïb.Iib) deux partitions finies 

" a " " )  

en particulier, étant donné na, 2 'information mtue 2 te H J . 1 definit 
- 

eur tes partitions 8-mesurabtes de ,Q une information au sens m< paragraphe 

VI .1 .2 .  : 



On a en f i n  : 

O 
H cn in,) s ~ O t r r , ~  

a  

avec éga l i t é  s i  e t  seulement si 

.. .. 
c ' e s t - à - d i r e  en f a i t  s i  Iib 4 na, non pas dans ( n l S )  où c e t t e  r e l a t i o n  

n ' a  pas de sens, mais dans l ' e space  (C2,S) s u r  l e q u e l  on a  d é f i n i  l a  mesure 

de p r o b a b i l i t é  : T-'(IIb1 d T- ' (na1 à des ensembles P -ngg l i gqab les  p r ê s  . 

VI.2.5. - CONCLUSIONS. 
.. .. 

Nous voyons donc que l e s  i n f o rma t i ons  1' e t  HO s u r  [Q,Sl [ a i p s i  

que 1' e t  Hl. c a r  H' [Il j j ib l  =  HO(^ ;iï 11 . possèdent t o u t e s  les p r o p r i 6 t 6 e  e a b  

que nous avons énoncées dans l e  paragrgphe VI.1.5. 

On t r o u v e r a  dans l e  c h a p i t r e  i n t i t u l é  "Théor ie  de l ' i n f o r m a t i o n  e t  

c l a s s i f i c a t i o n  d ' ap rès  un t eb leau .de  con t ingence"  du l i v r e  dg J . P .  0F;N;OECRI 

e t  c o l l a b o r a t e u r s  [3J une étude d é t a i l l é e  e t  une comparaison appro fond ie  

* a 
des q u a n t i t é s  HOITIl in,) e t  H (TIl ;IiZ) (H (Il, ; I l 2 ) :  i n f o r m a t i o n  m u t u e l l e  

au sens de SHANNON). En conc lus i on  de ce paragraphe e t  en nous i n s p i r a n t  de C33 

nous pouvons f a i r e  les remarques su i van tes  : 

* Les i n f o r m a t i o n s  IO, Ho que nous venons de d e f i n i r  e t  l e s  Infor- 

mat ion  1*, H* au sens de SHANNON possèdent à n o t r e  sens r igoureussrnent l e s  

mêmes p r o p r i é t é s ,  au moins quant à l a  n o t i o n  d ' i n f o r m a t i o n  mu tue l l e .  A p r i o r i  

t o u t e s  l e s  a p p l i c a t i o n s  de l a  t h é o r i e  c l a s s i q u e  q u i  u t i l i s e n t  l a  n o t i o n  d ' i n f o r -  

ma t i on  m u t u e l l e  peuvent, s e m b l e - t - i l ,  ê t r e  r e p r i s e s  dans l e  cadre  que nous venonç 

de d é f i n i r ,  
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% On s a i t  que  l ' o n  p e u t  o b t e n i r  l a  f o r m e  d e  l ' i n f o r m a t i o n  au s e n s  

d e  SHANNON e n  p a r t a n t  d e s  a x i o m e s  s u i v a n t s  : 

X X 
1 [ A  n B I  = 1 ( A I  + I * ( B I  <==> P(A n BI = P ( A I . P ( B 1 .  

l ' é q u a t i o n  f o n c t i o n n e l l e  a i n s i  i n t r o d u i t e  i m p l i q u e  f ( . )  = - L o g ( . ) .  

En f a i t  d a n s  l e  c h a p i t r e  I V  n o u s  s u p p o s o n s  a u s s i  IH.21 que  l ' i n f o r -  

m a t i o n  Io' e s t  u n e  f o n c t i o n  d e  l a  m a i s  d e  l a  m a n i è r e  s u i v a n t e  : 

I O I A  n BI = F ( P ( A I , P ( B I , P [ A  n BI1 

( A  e t  B a b p a r t e n a n t  à d e s  e s p a c e s  i n d é p e n d a n t s  e n  s t r u c t u r e  

l 
P o u r  d é t e r m i n e r  u n e  forme p o s s i b l e  p o u r  1' n o u s  i n t r o d u i s o n s  d a n s  

l e  c h a p i t r e  I V  u n e  a u t r e  h y p o t h è s e  (H.1.1 ce q u i  n o u s  c o n d u i t  comme d a n s  

. l e  cas d e  SHANNON à r é s o u d r e  une  é q u a t i o n  f o n c t i o n n e l l e  q u i  nous  donne  l e s  

s o l u t i o n s  q u e  n o u s  v e n o n s  d ' é t u d i e r .  

x Remarquons e n f i n  q u ' i l  est  f a c i l e  d e  t r o u v e r  d ' a u t r e s  f o r m e s  d ' i n -  
L Li 

f o r m a t i o n s  1 e t  H sur [Q,Sl q u i  v é r i f i e n t  l ' e n s e m b l e  d e  ces p r o p r i é t é s .  
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VI.2.6. - EXEMPLE. 

Reprenons l ' exemple  de l ' i n t r o d u c t i o n  de ce paragraphe e t  no tons  

A = + AC = a  . B b . BC = {b); nous obtenons p a r  a p p l i c a t i o n  des 

fo rmu les  précédentes aux données du t ab leau  de fréquence s u i v a n t  : 
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Il e s t  f a c i l e  d e  v é r i f i e r  q u e  s i  PIAI = PIE1 = PIA n 81 = 0.60 

e t  P(A'I = P[B'I = 0.40 . c ' e s t - à - d i r e  s i  ii = Ti s u r  l a  p o p u l a t i o n  i-2 d e  
a  b  

O b a c t é r i e s  é t u d i é e s ,  on a  a l o r s  H III ;II 1  = HO(II 1 = 1.  
a b  a  

De même s i  l es  p a r t i t i o n s  ii e t  n b  s o n t  i n d é p e n d a n t e s  en  p r o b a b i l i t é .  
a  

O on o b t i e n t  H I l l  ; r ib) = O. 
a  

S i  PIAl  = PIB1 = PIA n BI = 0,60 on a  a l o r s  

De meme s i  les  p a r t i t i o n s  ii e t  IIb s o n t  i n d é p e n d a n t e s  en p r o b a -  
a  

b i l i t é ,  on o b t i e n t  

n 
H III ;TI 1  = O 

a b  

C I  Remarque .  

X 
Les  q u a n t i t é s  ~ ' ( i i  ;II 1 e t  H III ,II 1 r é p o n d e n t  à l a  q u e s t i o n  p o s é e  

a b  a b  

d a n s  l ' i n t r o d u c t i o n  du  p a r a g r a p h e  VI .2 .  Q u e l  s e n s  d o n n e r  a u x  v a l e u r s  o b t e n u e s  ? 

S i  n e s t  l ' e f f e c t i f  t o t a l  d e  l a  p o p u l a t i o n  é t u d i é e  
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c ' e s t - à - d i r e  l a  v a l e u r  c a l c u l é e  h a b i t u e l l e m e n t  d a n s  l e  t e s t  du  C H I  - 2 

( 0  : e f f e c t i f s  o b s e r v é s  ; 
'il 

: e f f e c t i f s  c a l c u l é s 1  q u i  s e r t  à é t u d i e r  
i j  

l ' i n d é p e n d a n c e  e n  p r o b a b i l i t é  d e s  p a r t i t i o n s  lï e t  Tib. On v o i t  q u e ,  p o u r  
a  

un t a b l e a u  de  f r é q u e n c e s  donné , .  s i  l ' o n  p r e n d  un e f f e c t i f  n  s u f f i s a m m e n t  

g r a n d ,  on p o u r r a  t o u j o u r s  d é m o n t r e r  p a r  ce t e s t  l a  non - indépendance  en  p r o b a -  

b i l i t é  d e s  p a r t i t i o n s  na e t  iib d è s  que  ~ ' ( l l  ; l l  1  > O .  N o t r e  p o i n t  d e  vue  
a b  

n ' e s t  p a s  c e l u i - l à  ; i l  n e  s ' a g i t  p a s  p o u r  nous  d e  d é m o n t r e r  l ' i n d é p e n d a n c e  

ou l a  non - indépendance  de  iTa e t  Jib ma i s  d e  m e s u r e r  l e u r  d e g r é  de d é p e n d a n c e .  

S ' i l  f a l l a i t  f a i r e  une é t u d e  s t a t i s t i q u e  d e  HO(ll ; n b I  ( O U  d e  n  f o i s  
a 

11 n o t r e  hypo thàse  n u l l e  na  s e r a i t  p a s  l ' i n d é p e n d a n c e  d e  
b ''a e t  iïb 

O O O 
c ' e s t - à - d i r e  H ( l l  ;IIb] = O ,  ma i s  au  c o n t r a i r e  H (Il  :Il 1 = H (lï 1 ,  c ' e s t - à - d i r e  a a b  a  

d a n s  l ' e x e m p l e  p r é c é d e n t ,  d ' é t u d i e r  s i  l a  v a l e u r  H O ( i T  ; l lhl  = 0 ' 4 9  d i f f è r e  
a 

s i g n i f i c a t i v e m e n t ,  non p a s  d e  z é r o ,  m a i s  d e  HO(Il 1 = 1.  
a  

I L ' é t u d e  d e  c e  t y p e  d e  p rob lème  ( p a r  l e s  mé thodes  d e s  s t a t i s t i q u e s  

I c l a s s i q u e s  ou p a r  d e s  mé thodes  d e  s i m u l a t i o n 1  a p p a r a i t  i n d i s p e n s a b l e  pou r  

c e r t a i n e s  a p p l i c a t i o n s  ; n o u s  v e r r o n s  d a n s  l e  p a r a g r a p h e  V I I . 1 . 1 . ,  un exemple  

~ d e  c e  t y p e  t r a i t é  p a r  une méthode  d e  s i m u l a t i o n .  

V I . 3  - INFORMATION K APPORTEE SUR UNE PARTITION PAR U N  ENSEMBLE FINI 

D'OBSERVATEURS. 

Reprenons  l e s  n o t a t i o n s  du p a r a g r a p h e  V I . 2 . 4 .  : s o i e n t  Ra e t  ïïb 

deux p a r t i t i o n s  f i n i e s ,  r e s p e c t i v e m e n t  A et  8 m e s u r a b l e s  d e  fi ; nous 

avons  d é f i n i  : 
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Notons n = na n nb et calcui,ons K(n,{a}l l'information moyenne appo r t ée  

sur par l*~bservateur a F O c'est-à-dire : 

K(n,{a) l  = i P [ C ) . J ( C  , {a ) ) .  
csn 

Nous savons que C E . R  , C # 0 est de la forme A n B .  A c I la  et 1 

8 c nb et [VI.2.1. J que : 

ce gui entrafne 

De même 

et évidemment K[~f ,0)  = 0, 
i1 

Sur la  même part i t ion n de n, l'information apportes par un 

snsemble vide d 'observateurs e s t  nulle ; l 'information apportde par l 'observaCeur a 

e s t  égale d Z'infonnation moyenne de la  parti t ion perçue par cet  observateur : ne, 

l ' i n fo~mat ion  apportde par l e s  deux observateurs e s t  égale à t ' i n f o n a t i o n  moyenne 

apportée par l a  parti t ion elle-mame. Il est clair que l'application K est 

une information moyenne qui géndralise l'information moyenne H sur les 



partitions de la même manière que l'information J généralise l'information T 

sur les événements. Conformément aux considérations générales de I.1.3. en 

nous inspirant des paragraphes 1.2. et VI,1.2., nous sommes amenés à proposer 

les définitions du paragraphe suivant. 

V I . 3 . 1 ,  - INFORMATION K SUR . E x F. 

Soit  0 un ensemble f i n i  d 'observateurs, F = P ((11 . L 'information 

appor$&e sur une pprti t ion f inie  iï c E de Z 'ensernbZe 51, par un groupe 

" F c i  'observateurs, notée K (II, F 1 , e s t  dé f in ie  par une app Zication 

vari f iant  les  axiomes suivants 

A .  2 .  L ' infornation K e s t  monotone sur E x F 

A . 3 .  Deux éléments [ l I iaFi l  c E x F a  i = 1.2 sont indkpendonts 

pour Z'infomation K s i  

Nous admettrons comme "vaZeurs universeZZesff 

L 'information conditionne l l e  fournie par l 'éZément ( n l  , F I  1  E E x F 

connaissant Ifinformation apportée par Z'élémenk [ n  F 1 i~ E x F e s t  dé f in i e  
2. 2 

par 2 



4 'information mutuelle apportée par les él4ments iIii.Fil E E x F. 

i = 1.2 est définie par : 

Quand l e s  express ions  son t  d a f i n i e s  nous avons 

S i  n1 = n = Ti nous é c r i r o n s  a u s s i  K l l l . l F , ~ F ~ l l  pour  K ( ( ~ . F l l ; ( ~ . F 2 1 I J  2 

no tons  e n f i n  que K(li.[F,;F,)l = K(n,F1l. 

VI.3-2. - INFORMATION MOYENNE K SUR E x F. 

E t a n t  donné une p r o b a b i l i t é  P s u r  '(i2,Sl e t  une i n f o r v a t i o n  

J ( I .Z .2 .  - 1.2.6.1 su r  (Q x 0,s x F i ,  F - {Pl} .  Z'infomationmoyenne 
O 

apportbe par un ensemble F e F d'observateurs sur une partition de fi est 

une information K au sens où nous venons d e  ta d k f i n i p .  

En e f fe t ,  l a  q u a n t i t é  d é f i n i e  pa r  

~ ( I I , F I  e E x F K(n.F) = 1 P(A) .J IA  . F I  
Aen 

v é r i f i e  l e s  axiomes 1  e t  2  ; de p l u s  V(II,FI c E x  F 



NOUS avons les propriétés suivantes :Otant donné [IIiJFil E E x F ,  

i n 1,2, s i  tous les dlkments { ( A  , FI] IA E l'Ill sont JindQpendants des 

b l d m s n t s ~ { ( ~  . ~ ~ 1 1 ~  E nZ}J le8 dtéments ( n i p ~ i ~  E E x F. i = 1.2. sont 

K-idépendants, [L'inverse n'est pas nécessairement vrai), Quand les quantités 

suivantes sont définies, nous avons aussi : 

VT.3.3-  - INFORVATION MUTUELLE ENTRE DEUX GROUPE$ D'OBSERVATEURS. 

Nous avoris vu au debut de ce paragraphe VI - 3  que pour 0 = { a,bl, 

a - 11, n oh nous avons : 

noue avans donc 

Kf. (n,[al): [ n . [ b ) ) )  = Kin. [la};{b)l) = H(na;IIb) 

gt nqus pquvons Interprgter alors les résultat6 énoncés a la fin des paragraphes 

VI.1.5, o t  VI .2 .4 .  de la rnaniére suivante ; étgnt donné et l'observateur 

a c 0 l a  quantite 

définit l'information apportée (sur 1 par l'observateur a, et la quantité 

, { a { l  qui est telle que : 



définit l'information apportée por l'observateur b sur l'information apportée 

pqr l'observateur a (pour Z'observation de la partition III I cette quantité 

est nulle si les observateurs a et b sont indépendants, elle est maximum 

si l'observateur b est "meilleur" que l'observateur a (on i d e n t i f i e  bu$- 

demment, dans ce t  dnoncé, Z 'observateur à Za partit ion qu '2 Z d.istivtguel. 

D'une manière plus générale, pour un ensemble fini 0 quelconque 

d'observateurs, dans les paragraphes suivants, nous allons définir une infor- 

mation K telle que pour toute partition II donnée et pour tous groupes 

~~2 d'observateurs de F convenablement choisis : 

afin que Z'informa~ion mutuelle K(H,(F .F 11 s o i t  une quantité nulle s i  Zes 
1' 2 

groupes dfobsem>ateurs FI e t  F2 sont K-indkpendants ; qu ' e t t e  so i t  égaZ~ 

à K(II,F1) s i  les observateurs de F2 apportent sur n au moins Zt infomation 

que les  observateurs de F~ apportent sur ïi ; e t  que l e s  valeurs de 

K(II,[F~~F~II soient d'autant plus grades  que t e s  observateurs de F2 résument 

mieux 2 'information des observateurs de FI pour ta parti t ion iï. 

V I . 4 .  - INFORMATIONS J et K SUR UN ESPACE PRODUIT. 

V I . 4 . 1 .  - RAPPEL DES NOTATIONS DU CHAPITRE II. 

Examinons Z 'exempte de la page ci-après. 

Le tableau fi x 0 formalise la réalisation d'une enquête, d'une expérience.. . 
par exemple, un biologiste a réalisé sur une population 0 de 6 bactéries 

une aérie O de 4 tests. (Dans la réalité, on aurait évidemment quelques 

centaines ou quelques milliers d'individus u e , étudiés suivant plusieurs 



dizaines de t e s t s  5 a 0 ) .  La dernière  l igne d u  tableau s i g n i f i e  par exemple 

que l a  bac té r ie  w a  réag i  de l a  manière codée 2 au t e s t  a,  1 au t e s t  B 
6 

e t  zéro aux t e s t s  y e t  ô. Nous n 'at tachons aucun sens pa r t i cu l i e r  aux 

symboles u t i l i s é s  pour l e  codage : pour l e  t e s t  a ,  nous avons codé l e s  t r o i s  

r é s u l t a t s  possibles par 0,1,2 : nous aurions pu u t i l i s e r  l e s  symboles a', a", 

I l  s ' a g i t  donc d'une simple convention. Dans ce t  exemple, l 'ensemble O des 

t e s t s  (ou des ca rac tè res )  joue l e  r 8 l e  que nous a t t r ibuons  à l'ensemble des 

observateurs. - - -  - - -  . 

D'une m i g r e  plus géndraZe nous associons d chaque observateur 5 

d'un ensemble f ini  O Z 'ensembZe f ini  s2 des modaZZtds du caractgre 5 .  
5 

Posons S = P[fi 1 e t  notons f I .  1.3 . )  : 
5 5 
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Dans ce paragraphe nous nous intéresserons essentiellement aux pavés mesurables 
C C C 

de (O,Sl c'est-à-dire aux ensembles C de la forme : 

C = C avec 
5 s n s  

5e 0 

Dans l'exemple, nous avons : 
1 

- 
C = (0 ,1}  x fig X { O }  x ( 1 )  est un pave de S . 

+ .. 
La probabi2ité P sur (O , s l .  - 

Le tableau SI x O définit l'application T ( I I . 2 1  qui associe à 
* 

chaque bactérie u c SI le point T I w )  s $2 représentatif des réponses de 

1 cette bactérie aux tests 

11 y a sur (n ,S l .S  = P(Q1 ,une mesure de probabilité P naturelle : 

celle qui associe à chaque point w e $2 la même probabilit6 et l'application 
C C 

mesurabla T definie sur [Q,Sl  à valeurs dans [Q,Sl  permet de définir 

1 sur ce dsrnier espace une mesure de probabilité PT de la manière clgssique : 

Pans Z'exempZe PT est engendrée par 

v 3: i~ T I Q 1  PT Ixl = - 1 
6 
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- - 
Deng Za sui te ,  nous travaiZZons toujours sur (n,SI e t  nous ne 

d{stinguerans pas P e t  PT c'est-à-dire que nous identifierons dans la 

pratique le point 2 c Ra avec l'ensemble des bactéries {wgJo6} de 

qui ont réagi de la manière codée 2 au test a. Nous supposerons de plus 

quepourtout E s 0  ettout x € 0  P({xI)>O. 
5 5' 5 

Il convient cependant d'être prudent pour cette identification. 
A - 

A tout sous-ensemble C de S il est facile de faire correspondre le sous- 

-1 - 
ensemble T (Cl de $2 qui lui est associé 

Mais ce même ensemble de bactéries peut être aussi défini à partir d'un autre, pavé 

- - 
Nous avons évidemment P(~o4.w6}1 = PT(CI = P (C'l mais 

T 
* 

camme C c C '  le cas échéant, l'information apportée par C pourrait être 

strictement plus grande que l'information apportée par C'. Aussi, par convention, 

afin de faciliter les notations et en accord avec les résultats des paragraphes 

11.2 et 11.4, quand nous parlerons dans Za su i te  de Z'infomnation apportde par un 

enssmblg A G S .  cela s igni f iera  en fa i t  2 'information apportée par l e  plus 
A 

-1 - p e t i t  pavd de S ,  noté C(A1, qqd e s t  t e l  que T (C(AI1 contient A, 
- 

c'esk-à-dire Z ' in t~rsec t ion  de tous Zes éZéments de S qui contiennent T(A) 



V I .  32 

P l u s  exac tement ,  nous p ro longeons  l e s  i n f o r m a t i o n s  d é f i n i e s  s u r  l e s  
* A 

pavés d e  S  à t o u s  l e s  événements d e  l a  t r i b u  S  de  l a  
A 

manl6re i n d i q u é e  21 l a  f i n  du pa ragraphe  11.4  : I ( T ( A 1 1  = I ( C C A 1 1 .  Remarquons 
A - 

que dans  c e t  exemple C(A1 e s t  formé d e  q u a t r e  p o i n t s  d e  Q e t  q u ' i l  c o n t i e n t  

s t r i c t e m e n t  T ( A 1 .  

P r o j e c t i o n  CF d ' u n  é lément  C E S  s u r  ïï Q - 
F 5 ' 

Nous supposons  que l ' e n s e m b l e  O e s t  f i n i  e t  nous n o t o n s  F = P(O1, 

S o i t  F E F ,  F f 0 ; nous u t i l i s o n s  l e s  n o t a t i o n s  s u i v a n t e s  II. 1 . 3 . )  : 

L L. 

CF E Q S  p r o j e c t i o n  d e  C E S sur l ' e g p a c e  n : 
F 5 F  S 

- A * C 

e t  nous no tons  CF c B S l e  c y l i n d r e  d e  R de  b a s e  CF : CF = CF x  C fl 
F E F 5  

Exemple : O = { C X , B , Y , S I .  

a - 
Quand nous u t i l i s o n s  d e s  paves  C m n C d e  3 l a  p r o j e c t i o n  

A O 5 
de  C sur [ r e s p e c t i v e m e n t  : n x  0 1 n ' e s t  a u t r e  que 

5 51 52 
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l a  composante C 
5 

x C 1 du pavé C dans I Q  S 1 I resp.  
52 5' 5 

x Q .S B SE I I .  ce  que l ' o n  peu t  n o t e r  
52 51 2 

e t  p l u s  généralement CF = II C 
EEF 

VI.4.2. - INTERPRETATION DES RESULTATS DU CHAPITRE II. 

Soit 1 une information quelconque au sens (1 .1.1. )  sur Z 'espace 
O .) 

(n,sl  ; Z 'application J définie ci-dessous est une information sur 
a C 

[ n  x 0,s x FI  au sens 1.2 .2 .  - 1.2 .6 .  avec F = {01 .  
O 

VI: . F I  c x F 
a a 

J IC , F I  = I ( c F 1  si F f 0 .. 
J I C ,  F I  = O  si F a 0  

J IC  . F Î l  = I I C  1 
F, 

J I C .  F g l  = I I C  1 
F 9 
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dans cet exemple, nous avons 

et 

d'où 

Nous avons défini J à partir de l'information 1 ; il est clair .. 
C 

que s i  2 'on connaît J sur ( a  x 0,s x f )  on peut retrouver 1 sur [ n , ~ )  

en posant : 

Attention : i l  e s t  impbrtant de remarquer qu'étant donné une information J - .. 
quelconque sur (Cl x O ,S x f I  on peut toujours Zui assocCer une information 1 .. - 
sur ( a  ,S 1  par Za reZation précédente, mais en général, 2 'information 

dé f in ie  à partir de 1 comme nous l'avons indiqué au ddbut de ce paragraphe 

e s t  di f fdrente de J (voir II.1 e t  11.3). 

Dans Za suite,  nous ne nous intéressons q u ' a h  informations J sur .. .. 
In x O,.S x FI  qui sont déf inies  à partir d'une information 1 sur (52,s) 

suivane la méthode que nous venons d'indiquer. 

VI -4 .3 .  - INFORMATION K SUR x 0, , x FI  

Soit I i  c S 5 e 0) une famille finie de partitions finies des 
5 5  5 .. 

ensembles {nEIE E 0). Nous notons Ii la partition de !J formée par les 
5 * .. 

cylindres S-mesurables dont les bases sont les éléments de et ïi : 
5 ' 



e t  a u s s i  pour  F E F, F # 0 

on n o t e r a  TIF l a  p a r t i t i o n  de  ïi il formée p a r  l e s  b a s e s  d e s  c y l i n d r e s  da  
F 

n~ ' 
i l  e s t  c l a i r  que ïi = ïi e t  l ' o n  d i r a  p a r f o i s  que ( r e s p e c t i v e m e n t  { c J  c 5 - 
II 1 e s t  l a  composante s u r  51 ( resp . I I  $2' 1 d e  II. E n f i n ,  nous avons F E F 5 .. .. - .. A A - 
évidemment IIF = {c,lc ~ n }  e t  n =  n n n c  . 

F - 
Dans l a  s u i t e ,  nous notons E OtensembZe des parti t ions de il - 

de Za forme de TI. 

- C 

 tant donné une p r o b a b i l i t é  P s u r  (XZ,Sl une i n f o r m a t i o n  1 au  
4. A 

s e n s  1.1.1. s u r  Iil,Sl e t  l ' i n f o r m a t i o n  J sur (Q x 0, S x f l  

c o n s t r u i t e  à p a r t i r  d e  1 s u i v a n t  l a  méthode i n d i q u é e  d a n s  l e  pa ragraphe  

V1.4.2. nous avons  l e s  r g s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

A 

L'application K ddf-inie ci-après sur E x F e s t  une information 

moyenne apportée par un ensembZe d'observateurs sur une part i t ion au sens 

où nous Z 'avons ddfinie aux paragraphes V I .  3.1. e t  V I .  3 .2 .  

Nous savons  p a r  a i l l e u r s  que pour  F # 0 
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A *. 

Nous a l l o n s  montrer que v( l I ,F l  E E x F ,  F  # !J : 

A A A 

E n  e f f e t  C e ïi = ô s ' é c r i t  de manière unique sous l a  f ~ ~ r n e  ; 
.. A A A A A A A 

C a C F  n cFc avec C E nF - n Il e t  CCc E JIFc = n II Nous avons donc F  F 5 FC 5 ' 
évidemment 

A A 

de p l u s  J(C , FI = I t C  I ce qu i  e n t r a i n e  
F 

Notons que ce r é s u l t a t  e s t  un cas  p a r t i c u l i e r  du r é s u l t a t  su ivan t  : 

A 

étant donné une information H sur E Z'appZication K de?fin&e ci-dessous 

sur E x F e s t  une information au ser~s du paragraphe VI .3 .1 .  

On v o i t  que l ' o n  p o u r r a i t  reprendre  pour H e t  K d e s  études compa- 

r a b l e s  à c e l l e s  du paragraphe 1 1 . 7 .  

A A 

Etant  donné ïI c E .  .F,,51,52 E 0 nous avons donc a u s s i  



où TI Il et sont les partitions composantes de respectivement sur 
5 '  5, 2 

n n et n . 
5 '  F;, 52 

V I . 5  - DEPENDANCE ET INDEPENDANCE DES OBSERVATEURS. 

V I . 5 . 1 .  - INTERPRETATION DES RESULTATS DU PARAGRAPHE 111.1, - 
O ensemble f in i  d 'observateurs indépendants. 

Nous supposons dans le paragraphe III.? que les groupes disjoints 

d'observateurs de O sont J-indépendants, c'est-à-dire que pour tout 

[F,,F21 r F x F et F, n F = 0 
2 

nous obtenons alors 

Inversement toute information J définie à partir de cette dernigre 

formule est telle que tous les groupes disjoints d'observateurs sont indépendants. 

Enonçons précisément les résultats que nous employons dans la suite. 

Etant donné { (0 S 1 1 15 E O 1  une famille f inie d'espaces mesurabZes 
5 '  6' 5 

( f i n i s )  (0 ,S 1 sur Zesquels on a d é f i n i  une information 
5 E I E au sens 1.1.1, 

e t  une mesure posi t ive ,  X sur I O , f l  de masse to ta le  1 uérifdant : 
a a 

5 E 0, > O , nous définissons Zes informations 1 sur [C?,S1 e t  J 
a - 

sur [n x O, S x FI de Za manière suivante : 



-- 
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- 
 CE S , V F c F  , e n n o t a n t  C = C  

.. 
5 ( 5 )  

l a  p r o j e c t i o n  de  C s u r  R ,. E 
e t  C E  c y l i n d r e  a s s o c i é  : 

Notons en p a r t i c u l i e r  que : I ( C  1 = X ( S I . 1  ( C  3 .  
E, E 5 

A 

Par exempze (11 .4 .1 . )  : C = {1 ,2}  x  (1) x  0 x {O) e t  F = ( a . 5 )  ; 
Y 

2 1 supposons  que : Xlal = h(51 = X(y1 = - , X(61 = - 
7 7 

- 2 2  2 1  I ( C ,  = - . 1 ( { 1 # 2 } 1  + - I g l { l ) I  + - . I m 1 + - . 1 ({O), 
7 " 7 7 Y Y  7 

c a r  1 ( ~ 1 = 1 ( ~ i = o  
Y Y  6  6  

* .. 
S i  l e s  1 s o n t  d é f i n i e s  à p a r t i r  d e  l a  p r o b a b i l i t g  P s u r  [ f i ,S)  

5  

on p e u t  p r s n d r e  p a r  exemple une d e s  i n f o r m a t i o n s  é t u d i é e s  aux paragraphes VI.1.4,  

en p r e n a n t  c e t t e  deuxième f o r m u l e  on a : . 



V I .  5 - 2 .  - INFORMATION K. 

O ensemble f in i  d'observateurs indépendants. 

L L . A 

E t a n t  donné l e s  i n f o r m a t i o n s  1 s u r  (Q,S1 e t  3 sur (61 x O, S x F i  

que nous venons d e  d é f i n i r  ( V I . 5 . 1 . 1 ,  a i n s i  que P l a  mesure d e  p r o b a b i l i t é  
A 

s u r  m,SJ  , nous obtenons ,  a v e c  l e s  n o t a t i o n s  du p a r a g r a p h e  VI.4.3., l e s  

r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 
. A 

S o i e n t  une p a r t i t i o n  Ti F E ; 5, 5 , 5 E O e t  l es  p a r t i t i o n s  Ug,Tic,  .n  
1 2  

a 67 - 
composantes d e  fl s u r  Q ,O ,Si ; nous avons 

51 52 

N O U S  sgvons  Que 

posons 

il v i e n t  

De même 



VI. 40 

ce qui entraîne 

c'est-à-dire 

D'une manière générale, nous aurons pour F s F et F # 0 

On trouvera un exemple d'information de ce type au paragraphe VII.l. 

Dans le paragraphe VI.5.1. nous sommes partis de l'hypothèse que les 

groupes disjoints d'observateurs de (O,F1 sont J-indépendants et comme prévu, 

dans le paragraphe VI.3.2., nous obtenons bien que les groupes disjoints 

d'observateurs de [O,Fl sont K-indépendants ; en effet 

c'est-à-dire 



V I . S . 3 .  - INTERPRETATION DES RESULTATS DU PARAGRAPHE 111.2. 

O ensemble f ini  d 'observateurs non-indépendants. 

Supposer  seulement  que l e s  g roupes  d ' o b s e r v a t e u r s  de  (O,f  1 s o n t  

non-indépen'dants ne donne aucun moyen d e  d é t e r m i n e r  une forme g é n é r a l e  pour  1 
A A A 

s u r  (S2.S) ou J s u r  x 0, S x F i  ; a u s s i  avons nous é t é  amenés 2 p o s e r  

dans  l e  pa ragraphe  111 .2 .  d ' a u t r e s  hypo thèses  concernan t  l a  dépendance st l ' i n d é -  

pendance d e s  o b s e r v a t e u r s .  

Enonçons p réc i sément  l e  r é s u l t a t  que nous u t i l i s o n s  p a r  l a  s u i t e .  

$oient O1 e t  O2 deux ensembles f in i s ,  non vides, O = O u Oz . 
1 

donb chaque élément e s t  un espace mesurable f ini  fn s 1 sur ZequeZ on a 
5' 5 

déf in i  vne information 1 au sens I .  1.1. ; e t  enf in  une famille 
5 

{ ( R  x n  
51 E Z '  

8 S 1 1 1 1 1 c2 1 E O1 x OZ]  dont chaque étdment e s t  un 
52 5152 

produi-tr de deux espaces mesurables f i n i s  (de Za famille précédente) sur ZequeZ 

on a défznk uni information 
'5152 

au sens 1.1.1. 

N ~ u s  supposons que vC1 c O,,. b' S Z  E OZ '  V(c5 . C 1 c S 
I 2 52 

o n a  I ( C 5 1 = I  x n  1 ; '  ( C  l = I  
[ A  1 51~2(C51 52 52 Elc, cl T~ 

in X C I  

Soit  A une mesure posit ive f inie  de masse totaZe égale d 1 sur 

I O 1  x O FI B F21 . Nous é c r i v o n s  A(5 , E  1 l a  p r o b a b i l i t é  du c o u p l e  a ' 1 2  

(51,S21 E 0, x O2 e t  nous u t i l i s o n s  l e s  n o t a t i o n s  condensées  s u i v a n t e e  p o u r  
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Supposons  a u s s i  que  l e s  p r o b a b i l i t é s  m a r g i n a l e s  sont  s t r i c t e m e n t  

p o s i t i v e s  : 

Avec ces notations,  nous déf in issons  1 sur (0,s) [ n  Q 8 S 1 
.. .. O E E 

e t  J sur I n  x O ,  S x FI de Za manière suivante : 

e n  n o t a n t  l a  p r o j e c t i o n  de C s u r  Q x M , e t  C = c 
2 ' i "il' 

I P 2  

.. 
l e s  p r o j e c t i o n s  de  C r e s p e c t i v e m e n t  s u r  e t  Q , il v i e n t  : 

5  1 6 2 

. .. 
c e  que  l ' o n  p e u t  é c r i r e  a u s s i ,  s i  C e s t  un pavé  m e s u r a b l e  d e  8 S 

O 



avec 151S2(C5,;C521 = IS CC 1 + 1 (CE 1 - 
15152rC51 

X C  1 ,  
I 52 z 2 

c a r  dans ce cas C x C = C . Pour s i m p l i f i e r  l ' 6 c r i t u r s  nqus notons 
I 52 {E, .S,I 

1 (C ;C 1 à l a  p lace  de 1 
$152 FI 52 

Ces informations 1 . e t  J v é r i f i e n t  l e s  hypotheses que nous avons 
.. 

evoquées au d4but de ce paragraphe. Notons a u s s i  que. pour C e S donné, on 

- - 
e n f i n  psur  un pave mesurable C de S on a a u s s i  

FI e FI, F 2 e  F2 e t  F = F,, u F Z e  F 

c ' e s t - & - d i r e  encore 

avec I ( C F  'CF = J((C FI) ; ( C .  F z l l  = 1 A(S1 , E 2 )  -1' i C  ;C 1, 
1 2  [SI .EZ1'F1~F2 1 2 51 '2 

E n  p a r t i c u l i e r  pour O  = 0, u O2 et C pavé mesurable d e  S naus avons : 
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avec 

Reprenons 'exempze du pa ragraphe  \VI. 4.1, avec 

Supposons que  l e  t a b l e a u  s u i v a n t  nous d e f i n i s s e  l a  p o n d é r a t i o n  X 

d e s  o b s e r v a t e u r s  sur [O1 x 02, FI 8 F21 



Avec des notations évidentes, il vient : 

comme on sait que : 

On retrouve bien que : 

Supposons que les informations 
{IE, 5, le1  e 01,t2 e 021 sont 

' 5 
définies à partir de 1q probabilité P sur  SI J on peut prendre, par 

i exemple, une des informations étudiées aux paragraphes VI.1.4, et V1.2.3. l 

et avec cette dernière formule, il vient : 



V I .  5 .4.  - INFORMATION K. 

1 
O ensemble f in i  d 'observateurs non indépendants. 

Avec l e s  n o t a t i o n s  du p a r a g r a p h e  VI.4.3. é t a n t  donné les  i n f o r m a t i o n ?  - 
1 s u r  [ n , S l  e t  J s u r  In  x 0,s x FI que nous venons d e  d é f i n i r  ( V I . 5 . 3 . )  - I 

a i n s i  que P l a  mesure  de p r o b a b i l i t é  s u r  (Q ,S)  n.ous o b t e n o n s  l e s  r é s u l t a t s  

s u i v a n t s  : 

- - 
S o i e n t  une p a r t i t i o n  ii E E,S.S ' 5  E O e t  les  p a r t i t i o n s  ii T i  , 

1 2  5' 5 ,  
ii composantes  r e s p e c t i v e s  d e  ii sur ,f i  ,fi  ; nous  avons : 

52 5 51 52 

nous s a v o n s  que 

il  v i e n t  

* 

en  n o t a n t  

8 

O e  même s i  E1,S2 c Ois  i = 1.2 on o b t i e n t  : 



c'est-à-dire 

A A 

avec C P ( C  n C 1 .1  I C  x C  ) 
( C  ,c IEII XII 51 52 5152 5, 

51 52 51 52 
52 

en notant conventionnellement x II la partition de 0 x $2 formée de 
52 

l'ensemble des pavés 
51 2 

{cE1 x C 1 I C  ,C 1 E II x il 1 . On peut écrire a u ~ s i  
52 51 52 51 E2 

avec 



- 

V I .  4 8  

D'une manière générale pour FI e F et F E F2, nous aurons 
1 2 

et pour F  = F u F 
1 2 

avec 

Et pour 

avec 

V I .  5.5. - INFORMATION MUTUELLE K [II, (O1 ;O2  1 1 . 
En pratique pour calculer l e s  informations J et K des paragraphes 

VI.5.3. et VI.5.4. nous allons prendre pour chaque couple ,E21 E O1 x O2 

des informations et H 
51 5 2  

sur In x n ,s "@ S ] du type de 
el 52 51 (2 

celles qui sont définies aux paragraphes V I . 1 . 4 .  et VI .2 .4 .  



Nous avons montré  que sous l e s  hypothèses e t  avec l e s  n o t a t i o n s  

des paragraphes VI.5.3. e t  VI.5.4. nous avons pou r  0 = 0, U 0- 
L 

avec 

Remplaçons dans c e t t e  f o rmu le  (Il p a r  l ' u n e  des q u a n t i t é s  
H ~ 1 c 2  5, '  

d é f i n i e s  aux paragraphes VI.1.4. ou VI.2.4. : 

avec 

P I C  n C 1 
5, 5, 
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I l  v i en t  : 

i 
K [II, (ol . 0 ~ 1 )  = 1 ml J5,) J-"-+ (n in I 

[cl 1~2)r01~02 5 

Ces deux informations mutuelles possèdent l e s  p r o p r i é t é s  que nous 

avons annoncées au paragraphe VI.3.3. e t  qui  g é n é r a l i s e n t  l e s  p r o p r i é t é s  

de l ' i n f a r m a t i ~ n  mutuel le  au sens  de S H A N N O N  [VI.1.5.). 

Avec des nota t ions  évidentes .pour i = 0,l : 

i 
K ~ ~ . ( U ~ ; ~ ~ I I  = ~ ~ ( i  1 étant donné la parti t ion A 

"1 
fixé Zes applications 

. - O1 ' O2 
H' (IIO ; . 1  sont des informations au sens du paragraphe V I .  1 .2.  ; en part icul ier ,  

1 A A 

pour toutes l e s  parti t ions =O, t e t t s  que TI nous avons 

- avec &gali t& d e&o s i  e t  seulement s i  pour tous l e s  couples ICI F2 1 c O1 x 

t e l s  que a [ t ,  . c2 1 > O. l e s  parti t ions ,il sont H~ indkpendrmtes 
52 6 1 6 ~  

en information, o 'est-à-dire que les  éléments C c n et C E: n sont 
51 51 52 52 

-indkpendants en information, 
I6152 

i - avec égal i té  à l ' information maximum H (II 1 s i  e t  seulement s i  pour tous 
O1 

l e s  couples [cl. c2 1 E O1 x OZ, t e l s  que A (  cl . c21 O s t  pour tout  - * 

C r II i l  exis te  C s ïi vér i f iant  P[C n C. 1 = P(C 1. 
52 52 I 52 5, 
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Dans l a  pratique, nous pourrons par exempZe supposer que 0, e s t  

i donné e t  que H~ ( no 1 = K [II. dl 1 représente l 'information de réfërence. 
1 

i i Les quanti tés K (n'.(O ;O'I.K [n",tU1;O;)), .... nous permettront de mesurer 
1 2  

e t  de comparer t a  manière dont d i f f é r e n t s  groupes d tobservateurs O$, O" .  Ol t f  , . . . 
2 2 

résument c e t t e  information de réyérence. 

L'exemple t r a i t é  au début d u  c h a p i t r e  su ivant  nous permettra  d e  

p r é c i s e r  davantage encore no t r e  raisonnement.  



VII, 1 

CHAPITRE VI1 

------------ 

EXEMPLES ET APPLICATIONS. 

Nous avons traité au paragraphe V.4 un exemple qui nous parait fonda- 

mental pour la théorie : d'une part, il a permis de mieux distinguer les notions 

d'information dans un système statique et d'information dans un système dynamique, 

de dégager les liens entre ces deux notions ; d'autre part, cette étude ne fait 

intervenir, ni la notion d'information moyenne apportée par les éléments d'une 

partition, ni même la notion de probabilité. 

L'exemple que nous allons étudier en détail dans le premier paragraphe 

de ce chqpitre est écrit dans une optique différente; nous utiligons des fré- 

quences et des probabilités afin d'illustrer les résultats du chapitre VI et 

de montrer clairement comment ces résultats englobent et généralisent ceux de 

la théorie classique de l'information de SHANNON. Cet exemple nous servira 

ausçi de support pour introduire différentes perspectives d'applications. 

VII.1 - EXEMPLE. 

Etudions les tableaux de données de la page VII.2. Les notations que 

nous employons sont celles du chapitre VI avec quelques modifications évidentes : 

La probabilité P sur l'espace mesurable (fi,Sl est engendrge par : 



TABLEAUX DE DONNEES DE L'EXEMPLE DU PARAGRAPHE V I x . 1  

Dans l e s  tab leaux ,  l e s  cases v i d e s  s o n t  des zéros.. 

Les t a b l e a u x  h de p o n d é r a t i o n  des o b s e r v a t e u r s  s o n t  donnés en 

dix ièmes.  



Noug notons pour tout 5 E Oi. i = 1,. . . .5 : L? = {0.1} pour 
5 O 1 

et OZ : n = 1 6 pour O3 ; fi = {l,. . . .4} pour O4 et O5 ; 
5 5 

Soient Ti. i = I l 1 5 .  les applications mesurables de (R.SI 
- - 

respectivement dans [ni,SiIl i = 1,....5. qui sont définies par les 
*. - 

tableaux de la page VII.2. Nous notons Pi les probabilités sur (R..Sil 
1 

engendrées par 
Ti : 

Nous notons dans la suite [;,SI l'espace meourable produit défini 

- 
et ï i [resp. i = 1.....51 la partition la plus fine de S2 Iresp. 
CL 1 

9 i = 1,...,51 c'est-à-dire la partition engendrée par le produit des 

partitions Ii de .Q 5 E O1 u OZ [resp. F E Oil i = 1 .. . . , 5 1  e t  03 
5 5 ' 

chaque est de la forme 
E 
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Nous noterons enfin ni, i = 1,...,5 les partitions de (R.Sl de la 

forme 

-1 - ni = T~ cn i = 1,...,5 
04 

-1 - et n = n1 n = T 1 où T est l'application 
2 

a a 

(T,,T21 de (%SI dans (n,SI. 

VII.1.1 - INFORMATION SUR UN EVENEMENT. 

Nous avons souligné dans l'introduction de ce mémoire que " s i  l ' on  

attache à l'ensemble Q une s igni f icat ion concrète que l f o n  ne désire pas modifier, 

uns meiZZeurs caractdrisation d'un él4ment w E peut ne pas ê t re  associde à 

une meiZZeure ZocaZisation de ce t  dZdment dans Za population rdezlernent dtudiée" ; 

c'est en particulier pour cette raison que nous avons introduit la notion d'in- 

formation apportée sur un événement par un groupe d'observateurs. 

L'@tude suivante indique clairement la solution qu'il faut apporter aux 

exemples 1 et 2 que nous avons utilisés dans l'introduction pour illustrer 

cette remarque. 

I Considérons le tableau 0 x o1 de la page V11.2 et posons-nous les 

questions suivantes : comment déterminer les informations apportées quand on 

énonce successivement les propositions : 

p = " w  répond 1 à l'observateur ct " 
1 

q = " w  répond O à l'observateur aZ1' 

r = "Q répond 1 à l'observateur BI " 

s = "w  répond 1 à l'observateur B2" 

atc.. . 



V I I . l . l  - al Voyons d'abord ce que donne le calcul de l'information classique au 

sens de SHANNON. notée I* dans la suite. Définissons pour tout 5 D 0, l'en- 
- 

sembZe A des éléments de Q qui répondent 1 à cet observateur et C 5 - 5 
le cylindre de (QI .SI 1 de la forme C = III x n Q Par définition 

5 0,-{5} 5 ' 

A = - ( C  1 = { w  E ~ l w  répond 1 à l'observateur 6) .  Plaqons nous d'abard 
5 1 5  

dans ( Q , S , P I  ; nous avons : 

.information apportée par la proposition p 

.information apportée par la proposition [P et q] 

.information apportée par la proposition rp et q et r] 

information apportée par la proposition et q et r et s] 

comme A n AC n A = A n A: n A n A = {wl} 
a a nous obtenons donc 

1 2 61 "1 2 1 2 

évidemment pour ces deux ensembles la même information. C'est-à-dire que la 

proposition s qui nous apporte effectivement des renseignements sur 

ne nous permet pas de "mieuxN ZocaZiaer w, dans n quand on sait déjà 

et q et r]. 
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a A 

Si l'on se place dans [Q S P 1. la proposition s permet bien 
1' 1' 1 

une "meilleure" localis$tion : 

a 

Ca n  Co n  c 2 C n 6 :  n ,  
I 2 '1 strict I 2 

" 

mais ces événements ont la même probabilité et ont donc aussi la même infor- 

mation. Nous avons en effet : 

donc 

D'une manière générale pour quantifier l'information apportée par 

une proposition du type et q et r] on peut se placer. pour l'information 

au sens de SHANNON. indiff6remment sur (Q.S,Pl ou (i S P 1 car pour tout 
1' 1' 1 . a -1 - 

C E S on a P (Cl = PtT (Cl) ce qui implique : 
1 1 

Pour illustrer les résultats des chapitres précédents. nous nous , 
a - a 

plaçons dans (Q .S 1 (on peut. le cas échéant. passer de l'espace (Ql,S,l 
1 1  

à l'espace (Q.SI en utilisent les techniques indiquées au paragraphe 11.2.) 

Supposons que les observateurs de o1 sont indépendants : prenons 

les notations et les hypothèses du paragraphe VI.5.1.. où la pondération X 

des observateurs de o1 est celle qui est définie dans le tableau A, de 



l a  paFe VII.2. ; il v i e n t  ( i n d i c e  O OIJ 1 s e l o n  que l ' o n  u t i l i s e  s u r  ( R  ,$ 1 ,  
5 5 

5 E ol, l ' u n e  O U  l ' a u t r e  d e s  i n f o r m a t i o n s  d é f i n i e s  aux  p a r a g r a p h e s  VI.2.3. 

ou VI.1,4,1 : 

, i n f o r m a t i o n  a p p o r t é e  p a r  l a  p r o p o s i t i o n  p 

. i , n fg rma t ion  a p p o r t é e  p a r  l a  p r o p o s i t i o n  rp e t  q] 

. i n f o ~ m a t i o n  a p p q r t é e  p a r  l a  p r o p o s i t i o n  e t  q e t  rl 

. i n f o r m a t i o n  a p p o r t é e  p a r  l a  p r o p o s i t i o n  [5, e t  q e t  r e t  a] 



Nous o b t e n o n s  d o n c  c e  que nous  avons  s o u h a i t é  J l ' i n f o r m a t i o n  a p p o r t é e  

p a r  l a  p r o p o s i t i o n  lp e t  q e t  r e t  s ]  e s t  s t r i c t e m e n t  p l u s  g r a n d e  que 

c e l l e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  e t  q e t  rl s a n s  que  c e l à  s ' a ccompagne  n é c e s ç a i r e -  

ment d ' u n e  m e i l l e u r e  l o c a l i s a t i o n  d a n s  R. 

Nous a v o n s  i n t r o d u i t  une h y p o t h è s e  t r è s  r e s t r i c t i v e  d a n s  c e  p e r a g r a p h e  : 

l e s  o b s e r v a t e u r s  d e  0, s o n t  s u p p o s é s  i n d é p e n d a n t s  ; on p e u t  évidemment o b t e n i r  

d e s  r é s u l t a t s  p l u s  f i n s  s a n s  c e t t e  h y p o t h è s e  en  u t i l i s a n t  l a  t e c h n i q u e  i n d i q u é e  

d a n s  les p a r a g r a p h e s  11.3, 1 1 1 . 2  e t  V I . 3 .  

V I I . 1 . 2  - INFORMATIONS H ET K SUR O = o1 u 0 . - - 2 

Avec l e s  n o t a t i o n s  d é f i n i e s  au d é b u t  d e s  p a r a g r a p h e s  V I I . l  e t  l e s  

h y p o t h è s e s  d e s  p a r a g r a ~ h e s  V I . 5 . 3 ,  4 e t  5 nous  a v o n s  : 

P r e n o n s  comme p o n d é r a t i o n  h d e s  o b s e r v a t e u r s  de  o1 c e l l e  q u i  es t  

d é f i n i e  d a n s  l e  t a b l e a u  A l  ( A  (61  = 0.1 p o u r  t o u t  E 0 , )  ; e t  d é f i n i s -  
1 

s o n s  l e s  i n f o r m a t i o n s  Ho  e t  H1 à p a r t i r  d e s  i n f o r m a t i o n s  1' e t  1* r 5 5 5 
d e s  p a r a g r a p h e s  VI .2 ,3 .  e t  VI .1 .4 .  

Nous a t t a c h o n s  l ' i n d i c e  1  aux  i n f o r m a t i o n s  c o n s t r u i t e s  â p a r t i r  d e s  

i n f o r m a t i o n s  au s e n s  d e  SHANNON ( l o g a r i t h m e s  e n  b a s e  21 e t  l ' i n d i c e  O p o u r  

c e l l e s  q u i  s o n t  c o n s t r u i t e s  à p a r t i r  d e s  r é s u l t a t s  du c h a p i t r e  I V .  On o b t i e n t  
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Nous avons de même avec h2 s u r  o2 : 

On s a i t  que, j  = 0 , l  : 

avec 

. - 
j -  K~LII. (O,,;O~II = H ~ n ~ ~ ; i $  = 

2 ( El ' S2 1'0, xQ2 

En p renan t  l e  t a b l e a u  AI2 pour  d é f i n i r  l a  p o n d d r a t i o n  s u r  

(O1 x 0,. FI @F21. il v i e n t  : 

ce q u i  nous donne donc 



Les tableaux de pondération A 2 
et X q 2  que nous avons choisis 

dans le paragraphe précédent ne sont Ras quelconques. Il est facile de voir que, 

dans l'exemple précis que nous étudions. étant donné S2 x O,, S2 x O2 et Al, 

les tableaux de pondération 
A2 et A12 

pont les meilleurs dans le sens 

suivant : ils maximisent l'information mutuelle nJ [Il ; IlO 1 a j = O B I ,  
1 2 

entre O,, et O Z  pour l'observation de li. ou, ce qui revient au même, ils 
A 

minimisent l'infprrnation conditionnelle qpportée sur par un groupe d'obser- 
., 

vateurs si l'on connaît l'information apportée sur Il par l'autre groupe 

d'observateurs. 

Nous savons (VI.5.5.1 que 1 j = 0 , l  

L'information mutuelle est nulle si les couples d'observateurs 

[SI E x O2 tels que A ( 5  ,C 1 > O sont indépendants en information. 12 1 2 

Cette quantité est d'autant plus grande que ces couples d'observateurs sont 

plus "dépendants" en information ; en particulier, dans notre eyernple, nous 

aurions HJ [IIO ; " 1 = H~ (" 1, j = O ,  si pour tous les çouples 
1 2 2 

[El , E21 G o1 x O2 tels que A [ 6 , 5 1 > 0 les observateurs étaient identiques 
12 1 2 

pour l'observation de Q, c'est-à-dire avec les pondérations définies, si : 

pour l'observation de $2, 



Nous avons obtenu 

Etant donné la mesure Ho, une quantitP d' information mutuelle &gale 

à 9,666 e s t - e l l e  l ' i nd i ce  d'une l i a i son  fa ible ,  moyenne, for te  ? 

La solution ~énérale à ce type de question passe d'abord par l'étude 

du problème indiqué au paragraphe VI .2 .6 .  c ; cependant, pour fixer nos 

idées, nous avons utilisé un processus de simulation. 

Etant donnQ le tubteau Si x des trois observateurs I) = (a,B,y}, 
2 

nous simutond 'Le tableau R x de la manière suivante: goit O ,c po i 1 

0,, , a2 sont des "répliques1' de a à " 
Po 

prês '' 

$ ,fi  ,fi ,B sont deg "r$pliquesl' dg B à " 
1 2 3 4  Po près" 

YI J Y ~ ~ Y ~ J Y ~  sont des "r6pliques" da y à " po près" 

Précisément, nous avons mis en place une procédure aleetoire telle 

que, par exemple : 

- pour w la réponse à l'observateur a E oz vaut 1 ; 18 rgponse simulée 
1 

pour l'observateur a 
1 E O,, sera donc égalg à 1 avec la probabilité (1 - 

Po1 

et à O avec le probabilité Po. 

- pour w q O  la réponse à 1 'observateur a c oz vaut O ; la réponse simulée 

pour l'observateur al U1 sera donc égale à O avec la probabilité (1 - 1 
Po 

et à 1 avec la probabilité p . 
O 



Les 160 v a r i a b l e s  de Bernoul l i  que nous u t i l i s o n s  [ pour  chaque w E fi 

e t  chaque 6 c O,, 1 sont  indêpendantes.  

Pour chaque va leu r  de po, nous avons qirnulé a i n s i  $0 tableaux 
1 

j -  0 x  o1 e t  ca l cu lé  à chaque f o i s  H (IIO ; T l  1, j = 0 1  (avec l a  même 
1  O2 

mesure de pondération X l 2 1  ; nous avons e n s u i t e  déterminé l a  moyenne 
_ .  - 

j -  n J ( n O  ; 6 I e t  l ' é c a r t - t y p e  o ( ~ J ( f i o  i i02 t 

J i  de H (iIO ; no 1 ,  j = 0,1, 
1  2 1  1  2 

pour ces  50 t i r a g e s .  

Les r é s u l t a t s  sont  indiqués  dans l e  tab leau  de l a  page VII.13. 

Nous avons l i m i t é  à l ' i n t e r v a l l e  c a r  i l  y a évidemment symétr ie  

de5 r 6 s u l t a t s  obtapus avec po FZ [O. i] ou avsç 
PO = , - p o l e  [ ,  11 

dans ~ o t r e  exemple, 

S i  l 'on admet que le  tableau S? x 0, que nous avons étvdiQ a Q t é  

r4ellement d&finini à partir de 0 x suivant Ze processus indiqué, on v o i t  

que les  vaZews : 

conduisent d penser que, dans ce cas, devrait atre vois in de I O  %. 



Moyenne e t  é c a r t - t y p e  des in fo r rng t ions  m u t u e l l e s  HO e t  H 1 

en f o n c t i o n  de 
Po 

( 4  VII.1.31. 



V I I . 1 . 4  - INFORMATION SUR UNE PARTITION. 

Dans c e t t e  p a r t i e ,  nous essayons de m o u t r e r  c l a i r e m e n t  s u r  l ' e x e m p l e  

ce  que l e s  n o t i o n s  d ' i n f o r m a t i o n  moyepne que nous avons i n t r o d u i t e s  a p p o r t e n t  

p a r  r a p p o r t  à l ' i n f o r m a t i o n  c l a s s i q u e  au sens de SHANNON. 

Considérons d ' a b o r d  que l e s  t a b l e a u x  $2 x  ol, $2 x  03. Q x 04, 

$2 x  de l a  page V I I . 2  d é f i n i s s e n t  des p a r t i t i o n s  de fi que nous no tons  

TIl Il3, II4 J II5 , c ' e s t - à - d i r e  avec l e s  conven t ions  i n d i q u é e s  au début  de ce  

paragraphe VTI. 1 : 

NoOs avons s u r  ( B , S l ,  en n o t a n t  4 l a  r e l a t i o n  de f i n e s s e  d é f i n i e  

en V I .1 .1  : 

Il v i e n t  : 

Nous avons évidemment p o u r  i = 3 ,4 ,5  

* * 
H  (5 ; W = H  (ni] c a r  nl ( n i  

1 



e n f i n  l e s  p a r t i t i o n s  e t  ii5 a y a n t  l e  même nombre d ' é l é m e n t s  e t  une 

d i s t r i b u t i o n  d e  p r o b a b i l i t é s  i d e n t i q u e s ,  nous  a v q n s  o b t e n u  

Donc pour l'information au sens de SHANNON tes partitions n 4  et f15 sont 

I N D I S C E R N A B L E S  aussi bien pour.Z'information en soi que pour Z'information 

mutuelle par rapport à n l  . 

P a r  d é f i n i t i o n d e s  TIi ,  i = 1 , 3 . 4 , 5  e t  p o u r  l e s  r a i s o n s  d é j à  i n d i q u é e s  

au p a r a g r a p h e  VII . l . l .  a l ,  on o b t i e n t  l e s  mêmes r é s u l t a t s  en  se p l a ç a n t  d a n s  
- 

l e s  e s p a c e s  [ni .Si l  

e t  d a n s  l e s  e s p a c e s  (al  x  ni. SI O Si ]  i = 3 , 4 , 5  

I l  n ' y  a  aucune  d i f f é r e n c e  e n t r e  Z'infoymation au sens de SHANNON 

s u .  (0, S I  ou sur les espaces a i .  Si 1 ,  i = 1.3 .4 .5 ,  

1 V I I ,  1 , 4  b l  INFORMATION Ho e t  H . 
7 

Reprenons  l e s  c a l c u l s  e x p l i c i t é s  au  p a r a g r a p h e  V I I . 1 . 2 .  en  r e m p l a ç a n t  

r e s p e c t i v e m e n t  p a r  03, 04. O5 i i l  v i e n t  : 



e t  a u s s i  

Nous n ' a v o n s  p l u s  l e s  r e l a t i o n s  du t y p e  

que  nous  a v i o n s  d a n s  l e  p a r a g r a p h e  p r é c é d e n t  c a r  l e s  r e l a t i o n s  d e  f i n e s s e  

C ., 
n ' o n t  pas  d e  s e n s  d a n s  R x i2 

1 i 
i = 3,4,5. 

Cependan t  nous  a v o n s  l e  r é s u l t a t  o r i g i n a l  s u i v q n t  7 on p e u t  considérer - + .. 
" 3  

, , IIO comme é t a n t  t r o i s  p a r t i t i o n s  du même e s p a c e  (R ,S l  ; nous a v o n s  
4 5 

a l o r s  

.. 
en  n o t a n t  

no 
l a  p a r t i t i o n  l a  p l u s  f i n e  d e  R .  

4. 

Nous a v o n s  mon t r é  (VI .5 .51  que  no é t g n t  donné ,  l e s  appzications 
1 



j -  H [ni : . 1 définissent des informations sur l e s  parti t ions de (n,sl ; e n  
1 

e f f e t  nous  a v o n s  pou r  j  = O,? 

Nptons  d e  p l u s  que  

j -  
.. 

j -  H ( n o  ; ' 1  e s t  maximum e t  é g a l  à H [Ii 1 s i  e t  s e u l e m e n t  s i  
1 O1 

H ~ ( I ~ ~  ,; ' 1 est  n u l l e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  t o u t e s  l e s  p a r t i t i o n s  
1 n~ ' 

6 E Ù,, s o n t  i n d é p e n d a n t e s  e n  i n f o r m a t i o n  d e  II'. 

Le résul ta t  fondamental e t  original des informations que nous avons 

introduites au chapitre V I  par rapport à l'information classique de SHANNON 

e s t  ceZui-ci : 

à no e t  ïiO sont associées des part2tions de (n,s) qui compor- 
4 5 

t en t  t e  même nombre d'éléments e t  définissent une même répart i t ion de probabi- 

l i t é s  sur ces éléments ; i l s  sont donc indiscermbZes au sens de l'information 

de SHANNON comme nous Z 'avons signalé ( V I I .  1.4. a ) .  Pourtant nous leur associons 

une quantité d'information mutuelle di f férente .  Dans notre exemple s i  : 

- A 

c ' e s t  parce que Za parti t ion ilÙ "résume mieux" que 
"5 

Za partit ion 
4 ", 



Intuitivement, VU les  données, il est clair que ~i l'on cherche à 
.. 

définir les réponses d'un w  quelconque dans Q, dire : 

- 
"w appartient â l'ensemble des 1 de r iO-"  

c'est apporter une information sur les réponses de w p l u s  impprtante que dire 

" w  appartient à l'ensemble des 1 de 
"5" * 

En effet. dans il x 0, qffirmer 

c'est apporter moins d'information que d'affirmer 

car dans ce dernier cay; les "prof ils" de réponses des ( w .  1 i = 4 , .  . . , S I  se 
1 

ressemblent beaucoup plus que ceux des { w .  li = 1,2,3,15,16~ : 
1 

c'est ce que traduit l'inégalité précédente entre les quantitas d'informatlon 

mutuelle. 

Nous allons axer la présentati~n des perspectives d'applications 

du paragraphe suivant sur cette propriété. 

VII.2 - HIERARCHIE - CLASSIFICATION - QUESTIONNAIRE. 

Nous présentons dans ce paragraphe quelques directions de travail 

en vue d'applications,en essayant de mettre en relief l'apport des notions 

introduites précédemment pour l'étude de certains probl6mes de l'anglyse 

de$ données 3 , [ 2 2 ] .  [33], ou de la théorio des questionnaires [24, [36]. 

Les ordinateurs sont pour les utilisateurs de puissants moyens de 

calcul, Ils leur donnent la possibilité de s'intéresser à de vastes tableaux 

de données qualitatives ou quantitatives. Le but des diffgrentes méthodes 



d'analyse de ces données consiste essentiellement à extraire le maximum d'infor- 

mation de ces tableaux et à présenter cette information r$sum@e sous une forme 

facile à appréhender. Pour comparer différentes méthodes ou différents résultats 

d'une même méthode, il faut, semble-t-il, pouvoir maîtriser deux critères. D'uns 

part, un critère qui quantifie la valeur de l'information résumée ; non pas la 

valeur intrinsèque, mais l a  valeur de L ' information que l e  résurna apporte sur 

Z'information in tégrale  des données de départ ; quand les données et le resumé 

statistiques peuvent être présentés sous la forme d'une partition ou d'un 

ensemble de partitions, il est clair que la notion d'information mutuelle e n t w  

deux groupes d'observateurs, que nous avons étudiée au chapitre prGcédent, 

apporte une première solution à ce problème. D'autre part, $1 est utile de 

maîtriser, dans certains ças, la notion de coût du résumé, de manière à pouvoir, 

dans la pratique, faire un choix en toute connaissance de cause entre deux 

systèmes en comparant à la fois leurs informations et leurs c ~ O t s  respectifs, 

On trouve déjà quelques éléments de ré-flexion sur ces sujets dans 

l'exemple détaillé du paragraphe précédent auquel nous nous reférerona 

constamment. 

VII.2.1 - UNE METHODE DE CLASSIFICATION HIERARCHIQUE DESCENDANTE. 

Dans l'exemple que nous avons traité au paragraphe VIT,I il est clair 

que les tableaux 0 x O2 et n x 03, que nous avons définis a priori. sont 

intuitivement de "bons résumés" de Q x O,. Comment dans l a  pratique, é tan t  

donnk Le tableau n x O,, déterminer Les observateurs de e t  l a  par t i t i on  
* 

qui résument aussi  b ien Z ' information ? 

Nous proposons d'utiliser l'algorithme suivant : étant donné le tableau 

Q x 01, la mesure de probabilitg h l  sur (O1 .FA 1 et l'engemble d ~ s  mesures 

d'information 1 c O1 x O 1 pour tous les couples d'observateurs 
1 

de dl, déterminons successivement : 



A Za l é re  étape : l'observateur Cl r O,, qui apporte le plus d'information sur 

fi x O q  au sens du paragraphe VII.1.4. b. 

A t a  nème Qtops : le sous-ensemble 0 de forme des n-1 obssrveteurs 

*n-1 
2 

de l'étape précédente et de l'observateur 5, E O,, - O;-'' tel que l a  

partition de fi apporte le plus d'information sur fi x O1 (au  sens 
O n 

du paragraphe VII.1,4. bl. 

On trouve à la page VII.21 l'application de l'algorithma que nous 

venons de décrire succintement aux données du tableau fi x o1 de l'exemple 

I précédent pour la mesure d'information H (VII.1.4 bl. Les résqltats 

sqnt présentés saus la forme d'une grboreseence reprhsentative de lg hiérarchie 

de parties ainsi définie. Nous avons indiqud, à chaque niveau de l'arbre, 
' 

l'observateur sélectionné et l'information mutuelle entre la partition de 

1 -  
0 ainsi définie et le tableau fi x O1 de départ (c'est-3-dlre H (DO ; Il) 

1 
au sens du paragraphe VII.1.4. b l .  

Le premier observateur sélectionné est BZ et 1Ion a 

Le deuxième observateur sélectionné est y et $'on a 
1 

etc., . 

Notons que la hiergrchie de parties ainsi obtenue n'est prpbablement 

pas optimum ; par exemple w et wll semblent mal placés dans la classifi- 
7 

cation. On voit facilement qus cala tient 3 l'existence de Q PU de 1 

parasitGdans leurs profils. On peut modifier I'algoritQrne de manière à 





déterminer a chaque étape un observateur (par exemple 
C32 

à la première étape) 

et ceux qui lui sont fortement corrélés en information ( 6  , B  , B  1 et déduire, 
1 3 4  

de ce groupe d'observateurs, la partition à réaliser. 

Il conviendrait évidemment de comparer le résultat de cet algorithme 

à ceux d'autres méthodes, et surtout sur des enssmbles beaucoup plus vastes 

de données correctes. Notons cependant que nous avons sélectionné un obser- 

vateur de type B et un observateur de type y, ce qui représente bien l e s  

deux composantes les plus importantes du tableau R x O,, . Remarquons aussi 

que cet algorithme fournit à la fois une clas~ification et une "clé" pour 

cette classification. 

En analyse des données, quand les résumés statistiques peuvent être 

présentés sous la forme d'une partition ou d'un ensemble de partitions, la 

notion d'information mutuelle apparaIt donc comme un moyen de camparer les 

résultats de différentes mgthodes de classification ou les différents résultats 

d'une même mGthode, car elle permet de mesurer, dans chaque cas, la valeur de 

l'$nformation des résumés ainsi obtenus. L'étude de l'informgtion mutuelle 

conduit aussi à proposer des algorithmes originaux de classification. 

Nous commençons à entrevoir par ce biais des solutions nouvelles au 

problème très général qui nous a été souvent posé de le manière suivarite [34], 

[35] : après avoir é tudié  un échanti l lon reprdsentat i f  d'une population de 

bactér ies  au moyen d'une centaine de t e s t s ,  l e  bioZogiste nous demande de l 'a ider ,  

d'une part à déterminer une c la s s i f i ca t i on  de ces  bactéries,  d 'autre  part à 

sélectionner un sous-ensemble d'une vingtaine de t e s t s  qui  permettent faoizement, 

é tan t  donné une nouvelle bactérie,  de dé$erminer sa place dans l a  c la s s i f i ca t i on  

a i n s i  dé f in ie .  Les v ing t  t e s t s  sétectionnés doivent Btre ceux qui apportent 

"Ze plus d'information", compte tenu, l e  cas échéant, du coût de chaque t e s t .  

1 LtaZgorithme précédent e s t  une méthode, parmi d'autres,  pour séZsc&ionner ce s  



vingt t e s t s  e t  d é f i v i r  Za cZassi f icat ion des bac té f i es  : nous allons proposer 

dans le paragraphe VII.2.3. une autre méth~de de "diagnostic",  est-à-dire 

une méthode pour déterminer la place d'un nouvel $lément dans la classification. 

On rencontre ce type de problGrne chaque fois que l'on désire étudier 

de manière exhaustive un petit échantillon afin de déterminer quelques indicateurs 

pertinents et peu coûteux que l'on utilisera pour l'êtude d'un grand échantillon 

ou de la populatiqn totale. 

VII.2.2 - INFORMATION ET HIERARCHIE DE PARTIES. 

Supposons que le résultat d'un algorithme de classificqtion hiérarchique 

ou d'un questionnaire [26] soit une arborescence représentative d'une hiérarchie 

de parties, c'est-à-dire une succession de partitions de plus en plus Pines d'un 

ensemble R (qui sera par exemple un ensemble d'individus statistiques en analyse 

des données ou un ensemble d'éventualités dans un questionnaire), 

Des coupes convenablement définies dans cet arbre permettent de réaliser 

des partitions de l'ensemble R = { W  
} 
. Par exemple ; 

ïi = {{ul , u 2 1 B  ~ w ~ . w ~ } ,  { w ~ , w ~ , w ~ ~ ~ .  NOUS pouvons ettacher 4 chaque partition i'I 

de R deux quantités d'information quand la base de départ est un tableau de 
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données  Q x  O d e  l a  fo rme  du t a b l e a u  $2 x  o1 d e  l ' e x e m p l e  du p a r a g r a p h e  V I I . l  : 

- d ' u n e  p a r t ,  l ' i n f o r m a t i o n  m u t u e l l e  e n t r e  l a  p a r t i t i o n  e t  l e  t 8 b l e a u  (au 

s e n s  où nous l a  c a l c u l o n s  d a n s  l e  p a r a g r a p h e  V I I . 1 . 4 .  b l  que nous  n o t e r o n s  

H ( I I ; O l  c ' e s t - $ - d i r e  l ' i n f o r m a t i o n  a p p o r t &  p a r  s u r  l e s  don , i ée s  de  d é p a r t  

d e  Q x O .  

- d ' a u t r e  p a r t ,  une  i n f o r m a t i o n  du t y p e  SHANNON s u r  l a  p a r t i t i o n  ïi que n o u s  

Y 
n o t e r o n s  H ( i l ] .  C e t t e  q u a n t i t é  p e u t  s ' i n t e r ~ r é t s r  comme l a  c o m p l e x i t é  d u  

modèle II ( p l u s  l a  p a r t i t i o n  e s t  f i n e ,  p l u s  l ' i n f o r m a t i o n  q u ' e l l e  a p p o r t e  

e s t  d i f f i c i l e  à a p p r é h e n d e r  pou r  l ' u t i l i s a t e u r l ,  

Nous s a v Q n s  [ V I I . 1 . 4 . b l  que  pour  deux  p a r t i t i o n s  5 e t  Un;) d e  R 

c o m p o r t a n t  l e  même nombre d ' é l é m e n t s  e t  a y q n t  l a  même r é p a r t i t i ~ n  d e  p r o b a -  

b i l i t é s ,  nous  a v o n s  

m a i s  que  l ' o n  p e u t  a u s s i  a v o i r  : H[n, ; 01 # 1-1[112 ; 0 1  

c ' e s t - à - d i r e  que  p o u r  Za même oomplexité des deux mod2Zes (au sens de Z' infor- 

mation de SHANNON) nous pouvons déterminer Ze modèle qui  apporte Ze plus d'in- 

formation sur les  données de départ. 

En comparan t ,  p o u r  chaque  coupe  d e  l ' a r b r e ,  c e s  deux  q u a n t i t é s  ( é v a n -  

t u e l l e m e n t  convenab lemen t  no rmées l  on p e u t  d é f i n i r  d e s  p o s i t i o n s  d ' é q u i l i b r e  

l o c a l ,  i n t é r e s s a n t e s  à m e t t r e  en  r e l i e f .  Par exemple ,  p Q u r  une p a r t i t i o n  îï 
a 

donnée ,  m o n t r e r  que  : 

- l e s  p a r t i t i o n s  p l u s  f i n e s  que 
no  

( e t  q u i  l a  p r é c é d e n t  immédia tement1  

a p p o r t e n t  un g a i n  d ' i n f o r m a t i o n  [ a u  s e n s  H I I I ; o I l  f a i b l e  v i s  5 v i s  d e  l a  

c o m p l e x i t é  c r o i s s a n t e  du modè le  [au s e n s  H*[II l  1 .  

- l e s  p a r t i t i o n s  R p l u s  g r o s s i è r e s  q u e  no  [et qui l u i  s q c ~ è d e n t  d i r e c t e m e n t )  



* 
s o n t  moins complexes (au sens H  (Il11 ma is  f o n t  p e r d r e  une p a r t i e  t r o p  i m p o r -  

t a n t e  de l ' i n f o r m a t i o n  (au sens ~ ( I l ; d 1  1 pour  ê t r e  re tenues .  

Dans l ' e x e m p l e  du paragraphe V I I .2 .1 .  p récéden t  nous avons c a l c u l é  
- 1 -  - 1 -  

pour  chaque coupe de l ' a r b r e  d 'une  p a r t  A(I l1 = H  ( I l  ; I l l /H  (Ji 1 d ' a u t r e  p a r t ,  
0, 0, 

1 I * -  * -  
B ( n )  = H  ( l i l / H  (I lO 1. e t  nous avons t r a c é  l e  g reph ique  c i -dessous  des v a r i a t i o n s  

1  

A [ n 1  en f o n c t i o n  du nombre d ' o b s e r v a t g u r s  s é l e c t i o n n é s .  du r a p p o r t  - 
S(Il1 

A(I l1 VARIATION DE - EN FONCTION OU NOMBRE D'OBSERVATEURS SELECTIONNES. 
B( i i1  



VII. 26 

L'étude de ce graphique nous indique clairement que, d'uns part, 

l'essentiel de la classification réside dans le partage de en deux 

ensembles par l'observateur B2, d'autre part que la partition enqgndrée 

par ( B  ,y ,y 1 et éventuellement 
2 1 2  y3 

est un bon résumé du tableau n ol. 

car affiner cette partition apporte un gain d'information faible vis + vis 
de la complexité croissante du modèle. Ici encore, seules une expérimentation 

systémgtique de ce type çie méthode sur des exemples concrets et la comparaison 

avec les méthodes existantes peuvent mettre en évidence l'intérêt de ce genre 

d'approche. 

VII.2.3. - QUESTIONNAIRES. 

On peut, le cas échéant, introduire une fonction co6t sur l'ensemble 

FI des groupes d'observateurs de et, à chaque étape de la méthode proposée 

dans le paragraphe VI1 -2.1 ,ne pas choisir obligatoirement l'observateur qui 

apporte le plus d'information, mais plutôt celui dont le rapport information- 

coût est le meilleur. La méthode de classification devient alors un moyen de 

sélectionner un squs-ensemble o2 d'observateurs de O qui optimise ce 
1 

critère. 

Une autre modification passible consiste, à chaque etape, à considérer 

la partition de il qui est engendrée par les observateurs s&lectionnés, et à 

choisir pour chaque ensemble de cette partition l'observatwur qui apporte le 

plus d'information. C'est-à-dire à cpnsidérer chaque élement de la partition 

comme un ensemble R à étudier par le sous-ensemble dss observatsurs de O, 
qui n'ont pas été utilisés pour le définir. 

C'est l'algorithme que nous avons employé pour obtenir l'arbre de la 

page VII.28 à partir de l'exemple R x dl du paragraphe V I I .  1. 



Nous choisissons d'abord l'observateur de 0 qui apporte le plup 
1 

d'information sur Q x (au sens du paragraphe VII.1.4.bl. c'est-à-dire 

BI qui divise 0 en deux ensembles A = { W  , . . . w 1 et A = iwô,. . . ,W } 
- 1 5 

1 
16 

.. 
puis dans chaque groupe A et A nous recommenç~ns le proceasus, 

1 1 

Pour diviser c'est l'observateur 
Y1 

qui apporte le plus 

d'information etc.. . 

l NOUS avons utilisé. pour construite l'arbre de la page VII.28, 

l'information mutuelle H' au sens du paragraphe VII. 1.4 .b. 

Nous avons indique pour chaque naeud de l'arbre l'observateur qui 

sert à partitionner l'ensemble étudié et les valeurs O et 1 qui sont 

associées à chaque élément de la partition ainsi formée. Les ordonnées de 

chaque noeud, et celles de chaque sommet, IndAquent l'information nécessaire 

pour "arriver" au point en questian. 

Par exemple l'ordonnée de wJ ( =  0,481 indique que I'inforrnation 

O - L - C 

mutuelle i-l IIIo ; ïi 1 entre ilO et la partition II = {{wl ,u2} ,{w3), 
1 3 1 W 

3 ,. 
{W4#w5} ' { w ~ >  . . J W  

1 6  
1) nécessaire pour ~Éjlectionner Ji3 "coOte" 0,48 en 

1 information mutuelle. 

De la même manière l a  partition Ji3 en trois éléments 

engendrée par l'observateur 8,, et l'observateur Y3 dans la branche O de BI, 

est telle que 
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QUESTIONNAIRE DU PARAGRAPHE VII.2.3, 



L'utilisation concrète de ce type d'arbre est immédiat : étant donné 

un élément w s R quelconque, quel critère, c'est-à-dire quel observateur 

faut-il lui appliquer pour obtenir le maximum d'information sur w ? A chaque 

étape, nous ne cherchons pas seulement la meilleure loçalisation de w, mais 

plutôt à obtenir le maximum de renseignements sur w. c'est-à-dire sur son 

profil dans ( R  x o1 1. En fait., nous avons réalisé un questionnaire du type 

de ceux qui sont développés par C.F. PICARO [26] et ces collaborateurs comparables 

aux questionnaires avec coût lié à la base, puisque noua ne nous permettons que 

les questions, c'est-à-dire les partitions,définies par les observateurs de . 
O1 

On peut aussi facilement imaginer une modification de cet algorithme pour l'uéi- 

lisation dans un domaine proche de celui des pseudo-questionnaires [36 ]  où les 

sommets de l'arbre ne sont pas en fait des éléments de w E $2 mais des réparti- 

tions de probabilités sur R ou sur des parties de $2. 

Remarquons enfin que si l'on utilise le même algorithme avec 11ip70r- 

mation classique au sens de SHANNON, on sélectionne,non pas un observateur 

qui "résume bien" d'autres observateurs, mgis celui qui découpe l'ensemble R 

en deux parties aussi égales que possib1e;par exemple a2, yl OU Y J  pour 

la première étape de cet algorithme. 

-r- VII.2.4 - ANALYSE FACTORIELLE DES CORRESPONDANCES. 

Les résultats du chapitre IV permettent de définir des distances 

entre événements. En particulier, une méthode d'analyse de données développée par 

J. P. BENZECRI Z 'anaZyse fac tor ie l l e  des correspondances [3] q u i  est définié 

à partir de la distance du CHI-2 entre distributions conditionnelles de 

probabilités, peut-être aussi dsi'inie à partir de distances entre distributions 

conditionnelles d' informations, comme nous l'avons montré dans [23] , 

On sait que cette méthode d'analyse factorielle,rigoureusement 

définie dans Je cadre d'une variable statistique à deux dimensions, s'applique 



aussi avec succès à des tablgaux de correspondances dont les données sont bien 

loin de vérifier ce modèle. Il semble, en liaison avec les probl8nes soulevés 

au paragraphe V.2, que l'on puisse imaginer une nouvelle approche théorique 

de cette nethode à partir de la theorie de l'informgtion et des rksultats 

prêcédents. 

VII.2.5. - CONCLUSION DU CHAPITRE VII. 

Nous n'approfondirons pas d1av9ntage dans ce mémoire las applicatfons 

~ossibles de la théorle généralisée de l'information que nous venons d'évoquer i 
l rapidement, Nous pensons cependant avoir suffisamment développé nos idées à partir i 

de l'exemple VII.1 pour montrer que 3a théorie généralisée de l'information ouvre 

de nouvelles perspectives d'applications dans les domaines de l'analyse des données 

I et des questionnaires. 

Nous croyons que ce$ applications méritent dès à pré~ent de plus larges 

développements, maiq qu'elles soulèveront aussi de nouvelles difficult6s théoriques, 

qn information généralisée, liées aux problèmes que nous avons analysés au chapitre 

V, et qu'il sera indispensable d'apprqfondir, 



C O N C L U S I O N .  
-------------------  

Pour conclure ce mémoire, replaçons no t r e  t r a v a i l  dans u n  contex te  
- 

plus  générgl  ; pour sou l igne r  l a  d i s t i n c t i o n  q u ' I l  convient de f a i r e  e n t r e  

l ' i n fo rma t ion  apportGe par  l a  ZocaZisation d'un événement e t  l ' i n fo rma t ion  apportée 

r par  une interprétation sémantique de cet  événement, J .  KAMPE DE FERIET propqçe 

1 'exemple su ivant  C l  9 1  : 

I " S i ,  en v i s i t e  chez u n  co l lègue ,  j e  l u i  demande "La Théorie Analytique 

de l a  Chaleur" de FOURIER e t  q u ' i l  d i t  s ~ c c e s s i v e m e n t  : 

- p : j ' a i  ce l i v r e  dans ma b ib l io theque  

- q  : i l  e s t  r e l i é  en rouge 

- ..i- : c ' e s t  un  in -quar to  

2 me - s  : i l  e s t  s u r  l e  3 rayon à d r o i t e  ; 

l a  l o c a l i s a t i o n  s e  p r é c i s e  à chaque nouvel le  propos i t ion  e t  mon Information augmente; 

e l l e  a t t e i n t  son maximum au moment où j e  prends en main ce volume : ( l ' ob je t  

recherchdl e s t  localisé ; mais i l  e s t  c l a i r  que c e t t e  Information n ' a  aucun 

rappor t  avec c e l l e  q u i  e s t  contenue dans Ze Zivre e t  que me f o u r n i r a i t  s a  l e c t u r e " .  

lk La s i t u a t i o n  d é c r i t e  e s t  exemplaire .  Imaginons en e f f e t ,  qu'un t r o i -  

1 sième mathématicien a s s i s t e  à c e t  e n t r e t i e n .  Ce dialogue l u i  a  f o u r n i  deux s ~ r t s s  

i d ' informat ions  ; d'abord une information "sémantique" : l e s  données du T i t r e  e t  

de l 'Au teu r  du l i v r e  d é s i r é  l u i  permettent  de d é f i n i r  avec p rec i s ion  l e  contenu 

de l ' o b j e t  recherche ; e n s u i t e  une in-formation " l o c a l i s a t i o n "  : l e s  réponses du 

co l lègue  l u i  permettent  de l o c a l i s e r  concrétement l ' o b j e t - l i v r e  dans l 'ensemble 

des  o b j e t s - l i v r e s  de l a  b ib l io thèque .  



Plaçons-nous dans une situation différente : sans idée  préconçu^ 

sur les titres des ouvrages qui l'intéressent, le visiteur précise successivement 

qu'il désire consulter les livres : - 

r p : de Mathématiques 

- q : traitant de,Statistiques 

- r : plus partjculièrement des Tests Séquentiels 

s : appliqués au Cpntrôle de Qualité 

Les informations qu'il apporte à son interlocuteur sont des précisions 

sur le pontenu des livres q v i  l'intéregsent. Ces renseignements permettent de 

localiser de mieux en mieux dans la bibliqthèque les livres à lui conseiller ; 

mais à notre sens on ne peut réduire l'information sémantique quril apporte à son 

interlocuteur en disant : 

"Je dêsire consulter les livres de Mathématiques traitant de Statistigues" 

à l'information-localisation associée au sous-ensemble des objets-livres traitant 

de ce sujet ; même si la bibliothèque est suppos6e exhaustive ou idéale. 

Pourtant, bien des applications possibles de la théorie de l'info~rnatign 

- se présentent sous cette forme : ce sont des renseignements sur Ze contenu séman- 

t ique de l'événement qui provoquent, l e  cas &chéant, une ZocaZisation d~ plus en 

plus précise de ce t  événement. La notion d ' i n foma t ion  apportke par un groupe 

d'observateurs sur un événement permet, dans certains cas simpZes, d 'associer à 

une sér ie  de rsnseSpnements une quan$ité d'dnformation qui  e s t  fonction à Za f o i s  

de Za ZocaZisation déduite de ces  renseignements e t  de l ' i n t é r&t  intrinsèque que 

l 'on associe 6 chaque renseignement. 



Notre modèle ne permet pas de résoudre des prablèmes a u s s i  r i c h e s  

e t  complexes que ceux soulevés par  c e t  exemple. Mais, dans l e  cas  p a r t i c u l i e r  

- 
où l'on é t u d i e  un ensemble f i n i  d'événements élémentaires  d é c r i t s  par  u n  ensemble 

f i n i  de c a r a c t è r e s ,  l a  d é f i n i t i o n  de l ' in format ion  t e l l e  que nous l a  proposons 

dbpasse l a  s$mpZe Zocalisation e t  permet une q u a n t i f i c a t i o n  de l ' i n fo rma t ion  

sémantique apportée par une propos i t ion  simple d u  type : ''Les éléments de t e l  

ensemble possédent t e l  groupe de propridtés". 
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