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Depuis l'expérience fondamentale de Franken, Hill, Peters et Weinreich en 1961 

131, l'effet de génération de la seconde harmonique a fait l'objet d'une mulritude de 

travaux théoriques et expérimentaux. Dans l'expérience initiale, un faisceau laser 

Je 6940 A traversant un cristal de quartz ressort accompagné d'un faisceau u l t r a -  
O 

c , o l e t  de 3470 A , donc à Pa fréquence double. 

Cet effet peut être décrit en utilisant les relations suivantes: 

Si l'on utilise une onde monochromatique décrite par le champ: 

-?- +- 
= E o [ex~ (iwt) + exp (-iwt)] 

3 e moment dipolaire électrique prend la forme: 

-?- 
-f -?- 

-?- -?- + -t -+ -+ 
P = 2 a,E coswt i 2 X : (Eo@ Eo)(l+cos Zut) 

O 

c'est-à-dire qu'en plus du terme habituel en w ,  on a, d'une part un terme statique, 

]%autre part un terme de pulsation 2w qui est mis en évidence expérimentalement, 

Toutefois, dans un fluide, l'isotropie du milieu entrasne le caractère com- 
3 plète~enL antisymétrique du tenseur X, par conséquent: 

et dans ce cas le phénomène de génération de la seconde harmonique n'existe pas, 

La génération de la seconde harmonique a donc été étudiée sur les cristaux, 

Dans ce cas, il est possible, en choisissant la direction de propagation de l'onde 

incidente, de rendre égaux l'indice de réfraction pour la secondeharmonique et celui 

pour la fréquence fondamentale; ].es deux ondes transmises restent alors en phase à 

lfint6rieur du cristal et l'intensité de la seconde harmonique est proportionnelle à 

l'épaissei~r traversée. Par ce procédé, sn peut abtenir une seconde harmonique d'une 

intensité appréciable, 



Pour pouvoir observer la seconde harmonique dans un flu~de, on peut; "briser" 

son isotropie à l'aide d'un champ électrique, L'expérience a été falte en 19b2  114, 
L'inconvénient de cette méthode est l'impossib~l~té de limiter avec précision le do- 

maine où agit le champ électrique, Un autre inconvénient réside dans l'impnssib~Lï- 

te pratique de réaliser ie cas où s'onde se propage sulvant la direction du champ 

61 ectric~ue, 

Une autre façon de '' brlsei" L'isotropie, consiste à utiliser un champ 

:?lx L L ~ ~ L ~ ,  Nolis naus proposens dar~t; ce rravail d'étudier plus à fond ce procédé qui  

2ic;ntec d ' evi ter Les inconvénients du précédent, 

En rffec des considérations de symétrie montrent que l'effet ne peut exister 

A 
d21ns t les  rriil ieux denués de centre ou de plans de symétrie, c'est-à-dire optique- 

teth actifs: 11 s'ensuit qu'll suffit de confiner ie fluide doué de pouvolr rotarolre 

~;21 :: ! 2 p r ï i c l ~  h~m<jg&ni l  ;Lu chànrp magnétique, le milieu extérieur n'ayant pas d' i.nflnL2nct . 
h 1 .;sr &mt: p.,sçib12 de m é i  anger le f Luide actlf à un autre inactif de façon à choisir 

i':ildice de rekractlon de la manière la plus favorable. D'autre part, li est égale- 

: i ~ - ~ i i  tiossitiie < je  ~br)is3~ n'iruporte quel angle entre l'onde incidente ec le cilaii~p ma-- 

:;.;it,qi~c staiique; on peut: par exemple les prendre paralleles, c'est le cas qui s'est 

rGv6ié le plus intéressant. au terme de cette étude, 

Dans une premier: partie nous calculons la polarisation du milleu so~mis 

+.: onde plane monochroma~ique, Nous obtenons des expressions niicroscopiques püis 

piques décrivant le phénomène de seconde harmonique et,par l'usage d'éventuelles 

s;,mc . j :, nous déterminons les conditions d'observation de la génération du phénamène 
' c  second harmoni que, 

' -  e i ix iènc partie nous étudions la propagation, dans le milieu, de 

1 'un le de ie~oiide ;Lamo~iique afin de déterminer les possibilités d'observer cette 

onde e -  - .  j e s  esefiiclen~s liés à la génération de la seconde harmonique, 



- DESCRIPTION DE LA MOLECULE PERTUKREE - 
- - - - - C - - - C - - - - - C " - - - ~ v - v ~ " - - - ~ - ~ - r r - r - -  

Nous c o n s i d é r o n s  unc a : o l ~ - ~ u L e  31amagnétique 2 N é l e c t r o n s ,  d é c r i t e  danp 
8 I : approximation d e  Born-Oppenkieiiner, C e t t e  molécule  e s t  soumise à un champ m a g n é t ~ q u e  

-f -f 
stdtiqce B e t  2 üae onde p l a n e  d e  ~ u i s a t i o n  w ,  e t  d e  v e c t e u r  d 'onde  k ,  suffisamment 

i n t e n s e  pour que d e s  phénomènes non- l inéa; res  p u i s s e n t  se p r o d u i r e .  

En u t i l i s a n t  l a  jauge " m u l t i p o i a i r e t l  d e  ~ o ~ ~ e r t - ~ a y e r  M.[Get d e  F iucak  La 
a.1 cbrient i h a m i l t o n i e n  d e  l a  molécule  a i n s i  p e r t u r b é e :  

( 0 )  + H d é s i g n ?  i- h a m i l t o n i e n  d e  l a  molécu le  non p e r t u r b é e  ; P e s t  l e  moment d i p o l a i r e  
- t 

6 Lectr iqav , " )  l e  moment d i p o l a i r e  magnétique non p e r t u r b é  ; E e t  B 
W 

éL-, t r i q u e  t i ~ ~ ~ ~ ~ ~ t i q u e  d e  1 'onde é lec t romagné t ique .  

t C 7  ~ ~ i r n c . ,  contenant  l e  champ magnétique p é r i o d i q u e  s o n t  f a i b l e s  e t  on p e u t  

donc s e  l i m i t e r  61.1 coupLage d i p o l a i r e  é l e c t r i q u e  e n t r e  l ' o n d e  é lec t romagné t ique  e t  l a  

molécu le ,  

' -  *_r;i l . on i e , ,  , :  1 pe L: r l , t i ~  Gtre simplifié e t  é c r i t :  
/ i { S )  

f i =  H + H  (2) 

où l ' o n  a posé  -+ a ' ? >  - P. 2 % M < o > . $  
U 



Le champ électrique de lbnde incidente est écrit sous la forme: 

i 

où E peut être considéré comme uniforme dans la molécule, qui a des dimensions faibles 
O 

devant ia longueur d'onde, 

* 
Le développement en fonictïon des champs 

Eo 
et 6 , de la fonc~ion dhnde 

'1' CR, t) , ut~lisé dans la méthode de variation-perturbation peut être exprimé r69/ - - , 11 h3 

+ --* 

$>a nous n'avons retenu que les termes en B et E utiles à l'expression du phénomène 
O 

Ctud1é. 

(O)= H(3) $(O) p (01. * ('1 (a) [- iu, ij avec n uo a. 
O O 

(5) 

++ - +* F- 

$ ( ' ) =  F .  E exp b(w-u0)t] + F. Eo exp ~-i(u+u3)~+ Oi8t exp [--iwog (6) 
O b- 

-$ -? +* 3M i'i 6 e? i ) exp Ii(2u-wo)d + i ( B ~ E ~ O  E~ ) expl-i (2u+0 )tJ 
O 0 O 

L'équaticri a'évolutfon peut être écrlbe: 



En séparant les d i f f é r e n t s  o ~ d r e s  de  p e r t u r b a t i o n ,  on o b t i e n t :  

Ces expressions sont  rendues u t i l i s a b l e s  expl:citanr H'" 2 l ' a i d e  de la re-  

letion (3) ~t les  Y 'i' 2 L ' a i d e  des  r e l a t i o n s  (5) à (81, on o b t i e n t  a l o r s :  

(D)+ -t ts ?- (O)" ' 
H ( o ) F . <  exp[ i (w-wo)d +H F .E Q expL-i(( ï+~ c )d+ H G.B e r p  (-iw O t j  

-+ -iw -+(O*) + (9) -iu t 
(0) E exp ( iwt )+e  * exp ( - i w ~ ) ] $ ~  O - M  . B Q ,  3 

O 
( 1  O) 

= - H(,,,-k ++ 5 +- +- % -+ -h 
(2  * F . E  O exp[i(w-wo)t] +H(ruiwo)F .Eo e r p ~ - i ( r r w c ) t ) + $ i w o ~  exp (- ruo t) 



Ces équations doivent être vérifiées quel que soit t, ce qui permet d'y 

séparer les exponentielles correspondant à des fréquences différentes. Il vient alors, 

en posant : 



O + H(o)  0 - - - - 
"O 'ijk 

Y ( o ) + P  T+ + P  T 
'ijk ' i j  k i j k  j i k  

(19) 

Ces équations permettent, du moins en théor ie  de  déterminer les expression5 

d e  l a  fonct ion  d'onde d e  la molécule perturbée. 



- CALCUL DE LA MOYENNE QUAM12UE DE LA POLARlSATIOM 
--------------------------------------------------- 

La réponse du milieu à l'excitation est caractérisée par le vecteur moment 
-+ 

dipolaire P (nous négligeons le moment quadripolaire comme nous l'avons déjà fait dans 

l'expression du hamiltonien). 11 faut maintenant calculer la moyenne quantique de cet 

opérateur, puis obtenir la inoyenne statistique qui correspondra à la polarisation ma- 

croscopique. 

La moyenne quantique peut être écrite sous la forme: 

en posant 

- ( 1 )  = < y  * -+ -t- - ? *  -+ -+ 
<P> 

û 
(O)'${ P .E erp (Lt) + P .  E exp (-iut) + G . B l > + C . C .  

O O 

-f L.-+ -+ - f i :  " 8  - ? *  
fr : ( E ~ E ~ @ E ~  )exptiwt) + Ti (CE~&E ) exp (-iwt)!, +c.c. 

O 



Pour les mulécules diamagnétiques, la fonction d'onde egt rgeil . On en 
+€ +E +O S E  

éduit, en utilisant les équations (13) e les fonctions F , S , S , V sont 
-+ 

éèlles; tandis que les £-rions G, F , sont imaginaires pures 

Cette rkrque, jointe au fait que l'on doit conserver seulement les termes 

en exp p2iwapour décrire la seconde harmonique, conduit aux expressions plus simples: 

<;> (2L2{ <$ Zt-3- ++ +- 
O (O)&(S +S )H<$*F B F >}:  ~ e c  go@ ÊO exp (2iwt)l 

Il est possible en utilisant les équations d:évolu$ion (13) et (la), d'ex- 
% 'E +€ 

primer les termes contenant Y à l'aide des fonctions F , S et ;fE. Cette méthode est 

maintenant d'usage courant 18 1 , [9] , Ci O] , Il 21 . On obtient ainsi, à partir de 1 'équation 

adjointe de (13) écrite pour la fréquence 2w et de l'équation (18) écrite pour la 

fréquence w , les deux ea;presçions 



Les premiers membres de ces équations sont identiques, ce qui permet 

d'écrire: 

La partie de la polarisation d'ordre trois, liée à la génération de la 

seconde harmonique peut donc être écrite. 

pour simplifier, on notera dans la suite 

Nous pouvons donc écrire les deux ternes de la polarisation de seconde 

harmonique sous la forme 



- CALCUL STATISTIZUE DE LA POLARTSATION MACROSCOPZ@E - ................................................... -- 

+ 
Dans un champ magnétique coastant B chaque molécule acquiert une pola- 

r i sa t ion  électrique dont l a  pa r t i e  eh ê w  a é t é  calculée au chapitre précédent: 

+ -f -+ 
<P, = K I  R ~ [ E  @ É exp (Ziwt)/ + K i { b ~ e  &,E exp (2iwt)  - it )1 (31) 

O O 2 O O 

-f -+ 
L e s  tenseurs K e t  K sont l i é s  à l a  molécule. Les molécules diamagnétique 

1 2 
ne sont pas orientées par  un chaeip magnétique . Toutes l e s  orientations de L a  molécule on t  

donc l a  même probabilité. La polarisation moyenne sera donnée, en u t i l i s a n t  l e s  angles 

d'Euler <P, 8, y ' ,  par: 

+ 
<P> = 1 

2 111 <6, sine ci* ~ J P *  
8 IT 

Le calcul  a déjà é t é  effectué par R. Locqueneux l l 0 3  qui donne les  r é s u l -  

tats suivants: 

avec : 
+ + + +  
a, B ,  y ,  6 ,  vecteurs liés à l a  molécule 

A l ,  À2 vecteurs fixes dans 1 'espace 



En utilisant ces farmttles pour calculer Les moyennes statistiques d e  

<$> 12) et  <$> ( 3 )  , cm obtient les résultats suivants : 

(3 )  = j- < P> 12 K2 jkkj  -- ' jkjk 1 j jkk  
2 K2 

- - 
15 K2 1 lm ~ o . o ' i o e x p ( 2 i w t ~  2 

1 3 jkjk + 3 jjkk + - { - K  
15 2 2 2 R2 - ~~j~~ }h [ tÊ  O -5) e r p  (2iwt) $a 



C H A P I T R E - Z V -  
...................... 

- RESTRlCTlONS APPURTEES PAR LES CUNDTTlOUS DE SYMFlRIE - 
--------------------------------------------------------- 

- A - U S  OU EXISTE UN CENTRE DE SYMETRIE - 

Considérons 1' express ion (30) 

3 
-+ 

+ '3) = iK2 I ~m $B$ B E  exp (2iot)l < P' 
O O 

Par application de l'opération dliav.ersion, on a les transformations 

suivantes : 

Si la nioléeule possède un centre de symétrie on doit avoir d'autre part 

11 s'ensuit que le premier membre de (30) change de signe alors que le 

second ne change pas. La seule possibilité est donc 

3 + -+ 
K2 = O 

Par conséquent, dans le cas où il existe un centre de symétrie, il n'y a 

pas de seconde harmonique induite. 

- B - CAS OU EXISTE UN PLAN DE SïMETRIE - 

Si la molécule possède un plan de symétrie que l'on choisit comme plan xoy, 

l'application de l'opérateur de symétrie par rapport à ce plan conduit aux transforma- 

tions suivantes: 

< P> (3)i -k <p> (3) 2 -+ - <p> (3) 2 (3) i < P> 

B~ -+ -B i B + B 
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Pour trouver les expressions macroscopiques il faut calculer: 

On constate que les seuls termes non nuls en K 
2 

sont 

mais puisque k et j sont différents de z 

de même les termes non nuls en K 
2 

sont 

le deuxième et le quatrième indice de ces termes ne sont jamais égaux donc 

-+ 
D'autre part on sait que K est s)wétrique par rapport au deuxième et 2 

au quatrième indice, ce qui entraîne : 

S'il y a UP plan de syirsetrie, il n'y a pas de seconde hannunique induite. 

Dans ce qui précède, on vient de voir que seules les molécules ne possédant 

ni centre ni plan de symétrie, c'est-à-dire les molécules optiquement actives peuvent 

engendrer la seconde harmonique en présence d'un champ magnétique. 



Potar N ms2ecPiles par unité de volume, la polarisation en un point est  

@ =  N <d> . L'équation (34) montre que, pour un fluide isotrope, optiquement a c t i f ,  
-+ 

soumis à un ctiaolp magnétique B e à i rw onde élé@maaagnétique exprimée localement 

par 2 Eo Re exp ( 2 i u t )  , la  polarisation en un point peut être écrite : 

+- +- 
P = 28 t @ . t exp (2 iwt)]; + 2y ï m  Po- .  B exp (2iwt)l E 

O O O 

ou encore sous forme cmplexe: 

Dans ces expressions nous avons posé: 



11ème P A R T I E :  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

- ETUUE DE LA PROPAGATION DES O N D E S  DE SECONDE HARMONIQUE - 
------------------------------------------------------------ 

Nous avons vu, dans la première partie, qu'un milieu fluide, optiquement 
+ 

actif et soumis à un champ magnétostatique B , acquiert une polarisation électrique ma- 
croscopique lorsqu' il est traversé par une onde électromagnétique 

-f + ?& É = E exp ( iwt ) + Eo exp ( - iot ) 
W O 

Cette polarisation contient des termes correspondant à une pulsation 

2w, une onde élect+amagn&tique de seconde harmonique est donc induite dans le milieu. 

La seconde partie de notre travail concerne l'étude de la propagation de 

cette onde pour déterminer les conditions de son observation éventuelle. 

-b 

De la relation linéaire entre la polarisationqet le champ magnétique 
+ 
B, découle qu'il suffit d'étudier les deux cas du champ magnétique parallèle et du 

champ magnétique normal à la direction de propagation de l'onde incidente. 



- CAS D'UN CHAMP MAGNET'IQUE TRANSVERSAL - 
....................................... 

A - EQUATTONS DE BASE - 

Nous avons vu au chapitre précédent que dans l'expression de la polarisa- 

tion les termes rendant compte du phénomène de seconde harmonique induite peuvent être 

écrits sous la forme: 

S =(- iB E~~ B - ir(E O . B) d o exp (îiwt) 

L'étude de la propagation est effectuée en résolvant les équations de 

Maxwell cmpte tenu de la forme des équations de constitution, propre à la description 

de la génération de la seconde harmonique par un milieu diamagnétique doué de pouvoir 

rotatoire naturel , soit: 
-+ -+ 
B = H  
-+ -b -+ 
D = E E  + 2f VIE + 4n Q 

où f est une grandeur caractéristique du pouvoir rotatoire naturel. 

Nous ne considérons que les termes de pulsation 2w dans les équations de 

Maxwell, temes liés au champ électrique que nous appelons Ë? exp (2Wt) . On exprime 
2 

en outre la polarisation de la façon 

L'écparion de propagation intéressante est obtenue en éliminant les 
+ + - +  

champs D, B, H dans les équations de Maxwell et en conservant les termes de pulsation 20. 

On obtient ainsi : 

Nous choisissons l'axe oz suivant la direction de l'onde incidente et 
-+ 

l'axe ox suivant le champ magnétostatique B. 11 convient de remarquer que les équations 

du problème et la propagation de l'onde incidente suivant l'axe oz amènent à faire 

l'hypothèse que l'onde de seconde harmonique se propage également dans la direction o z .  

La résolution de l'équation de propagation (36) apportera une justification à postériori 

à cette hypothèse en vertu de l'unicité de la solution des équations de Maxwell. 



+ 
L'équation (35" m t r e  que9  est dans le plan xoy et, compte tenu de la 

remarque ci-dessus, le système d'équation (36) conduit aux trois équations: 

+ 
On remarquera que E est lui aussi dans le plan xoy, il est alors intéres- 2 

sant de poser 

Les équations (37) et (38)  deviennent: 

En posant désonnais 

et en se bornant à utiliser un indice de réfraction limité au premier ordre en g, on 

obtient Tes expressions suivantes des solutions des équations ( 3 7 ' )  et (38 ' )  sans second 

membre : 



-4- - - 
oû K+ 

1 ' K2,  K I  e t  K désignent les constantes d ' intégration. 
2 

Nous a l lons  araintenant intégrer l e s  équations (37 ' )  e t  (38') avec second 

mambre d a n s  des cas part icul iers  de polarisation de l'onde incidente. 

a) Chosissons une onde incidente c i rcu la i re  dro i te ,  déc r i t e ,  dans 

l e  système d'axes précisé ci-dessus par l e  champ électrique 

-f -+ 
E = E exp (- ik'z) u, 

O O 
(45) 

-t -? t - k t '  
où u = 1 - i J avec 1, 3 ,  k les  secteurs uni taires  du repère e t  k '  e s t  l e  module 

1 
du vecteur d'onde. 

L'expression (41') de l a  polarisation devient: 

Ces valenrs sont ensuite reportées dans Les équations de propagation 

(37 ' )  e t  (38'), en posant pour simplifier L'écriture: 

ce qui conduit aux équations: 





L'équation (XI) est sans second IIberabre; par mite, l'expression (44) en 

reste solution. L'ktlation (49) est résolue par la méthode de variation des constantes 
+ + 

en considérant les coefficients K et K dans ( 4 3 ) ,  c m e  des fonctions de z. 1 2 ' 
La solution particulière, choisie de telle sorte que le vecteur d'onde soit le double 

de celui de l'onde incidente, est appelée " onde forcée" 181 ; elle vaut : 

cLp+ 
EF = + exp (-2ik'z) 

b2 (n 2-n' 2+ 2n'g) 
O 

O 
(avec la relation habituelle k' = ; nt) 

A cette " onde forcée'' il convient d'ajouter les ondes libres (43) et 

(44); les coefficients sont alors fixés par les conditions aux limites 

b) Pour approcher des conditions expérimentales réalisables, nous 1 imitons 

maintenant le milieu par deux surfaces planes séparées par la distance L et perpendicu- 

laire à l'axe oz, Naus notons n l'indice du milieu extérieur à la cellule, par exemple 

du verse. L'origine des coordonnées est prise sur le dioptre d'entrée ( fig. 1). 

Pour la pulsation 2w, les conditions de passage habituelles, à savoir la 
+ -+ 

continuité des compasantes tangentielles des ohamp8 E et H , entraînent l'existence des 
+ 

ondes suivantes : une onde E se dirigeant vers les z négatifs dans le milieu ( I ) ,  1 R 
l'onde forcre et les ondes libres associées dans le milieu actif (2), et enfin une 

-+ 
onde E se dirigeant sers les z croissants dans le milieu (3). On peut donc poser : 

3t 

+ + W + + 
E I R  = F exp ( 2 i ~ )  ul + F- exp(2iz c or) u2 

+ + W +  w + 
Ej  = G exp (-2i?)ul +S exp(-2i- nz) u c 2 ( 5 4 )  

+ -f .t + i .t 
avec u = 1 - J et u = r+xj  

1 2 

Pour résoudre les équations de passage nous tenons compte de la petitesse 

de g devant n ( par e r e p l e  151 g = -34 2 . 1  o - ~  pour la longueur d ' onde 4860; dans ia ni- 

cotine) et nous pouvons négliger g lorsqu'il intervient en dehors d'une exponentielle. 

On trouve ainsi les résultats: 



où l'on a posé 

11 est possible de réaliser des conditions expérimentales pour lesquelles 

n = n'; il suffit de mélanger, en proportions convenables, un fluide actif et un fluide 
O 

inactif. Dans ce cas, on obtient un " accord de phase " pour lequel les expressions de 
+ + 
F et G ( 5 6 )  et ( 5 7 )  deviennent infinies, celà provient de ce que l'approximation de 

l'onde d'amplitude constante n'est plus valable. En fait les ondes incidente et induite 

restant constamment en phase, cette dernière augmente proportionnellement au trajet par- 

couru. On peut alors observer plus facilement une onde de seconde harmonique dans les 

régions ( 1 )  et (3) de la figure ( 1 ) .  

Pour une o d e  incidente circulaire gauche il suffit de permuter P+ et P - ; 
et les ondes produites sont obtenues à partir des formules ( 5 5 ) ,  (56), (57) en changeant 

g en -g et les indices + en -. 

Nous voyons donc que toutes les ondes sont polarisées circulairement et 

tournent dans le même sens. Par exemple, pour une onde incidente circulaire droite, 

toutes les ondes se propageant dans le même sens que l'onde incidente sont circulaires 

droites et toutes les ondes se propageant en sens contraire sont circulaires gauches. 



- C - ONDE INCIDENTE POLARISEE RECTILIGNEMENT - 

a) Pour une onde polarisée linéairement, dans un milieu actif, on peut 

écrire, en utilisant toujours le même système d'axes de coordonnées: 

3 .O -+ 
E = E  
O O exp ( - 1-n'z) c v 

En reportant cette expression dans (41') nous pouvons écrire la p.larisa- 

tion sous la forme: 

2 .W 

plt 
= - iIB+ycosaz exp(2iaz) 1 B E exp (-2iF n'z) 

O 
(59)  

Les équations de propagation deviennent alors: 

d21Z - 4iw dE - 2 iu --- 4w2 - 1 6niw2 
g --- + 

2 E = ---AB+ ycosaz exp ( - i az ) )  B E exp(--nlz) (61) 
dz2 dz 2 - c2 0 C 

C C. 

Chacun des seconds membres est formé de deux termes. Le terme en 8 est 

analogue au second membre de L'équation ( 4 9 ) ,  sa contribution à l'onde forcée peut être 

écrite immédiatement en nêgligeant g comme précédemment : 

- 4n i " - 2 
B B E O exp (- 2i: ntz) 

O 

- - 4ni E l  - - W 
B B E: exp ( - 2i- ntz) 

n2-n' C 

O 

La solution liée à y est calculée par la méthode de variation des cons- 

tantes et fournit une deuxième partie de l'onde forcée: 



- 
= - 4n i 2 w 

E2 
YB E cosaz exp(-iaz) exp (-2i- n'z) 

2-,'2 O C 
O 

L'onde forcée totale est donc: 

F 4ni w 
E+ = - [fi-y cosaz exp (iaz) ]B E2 exp ( - 2i- n'z) 

,2,, 1 2 O c 
O 

EF = 4~ i 2iw - C R  -ycosae exp (-iaz)] BEZ o exp (- - c n'z) 
,2,, ' 2 
O 

b) 11 est utile de connaître les ondes qui sortent du milieu. Dans ce 

but, il faut choisir des conditions aux limites appropriées, qui sont réalisées par 

le même dispositif que celui utilisé pour L'étude de La polarisation circulaire (fig.1). 

Les composantes de l'onde sortante dans le milieu (1) sont: 

W 
F+ exp ( 2i- nz) 

C 

et 

F- exp ( 2i%z) 
C 

tandis que les composantes de l'onde sortante dans le milieu (2) sont 

W G+ exp (-2ic nz) 

et 
W 

G exp (-2i- nz) 
C 

L'usage des conditions de passage conduit aux solutions suivantes: 

- - -  4 ~ i  
F, n2 -n 12 B E O { n O 2 n - n  O n')(~y) sin (2: no% ) 

O 

+ in (6-y) [ nt exp (2ig n e- n exp (-2i: n L)] 
O C O C O 

W + in (n-n') [fi-y cosa exp(?ia2)] exp(t2i; gk) 1 DI-' 
O 

(68) 



- 4ni W 

G+ 
B E~ {(n2+nn'+n nt- n n) (8-ycosuk exp+ial)sin(îii !L)exp(-2i?'L) 

2-, ' 2 O O O O C O 

O 

W 
+ in (nin' ) (B-y) exp(T2i- gll) 

O C 

- in [n exp (2i: n E) + n '  exp (-2i% a)] [ f3-ycosa~ex~(f iako 
O C O C O 

avec 

Corne dans le cas précédent, on obtient un accord de phase en réalisant 

l'égalité des indices n = n' ( c'est-à-dire lorsque les indices du fluide sont égaux 
O - 

pour les pulsations w et 2w). D'autre part si on fait n = nt (1' indice des milieux 

(1) et (3) pour la pulsation 2w égal à l'indice des milieux (2) pour la pulsation a), 

ce qui est plus facilement réalisable puisqu'il s'agit de deux milieux différents et 

que l'on peut choisir la concentration du milieu actif, alors l'onde dans le milieu (1) 

est définie par: 

On montre à partir de la relation (71) que l'onde de seconde harmonique 

réfléchie est alors polarisée linéairement suivant ox. On obtient ainsi le résultat 

remarquable que la seconde harmonique réfléchie est polarisée suivant la direction du 

champ magnétique, quelle que soit la polarisation linéaire de l'onde incidente. La 

seconde harmonique transmise reste polarisée elliptiquement. 



- CAS D'CN CHAMP MAGNETIQLjE LONGITUDINAL - ......................... --------------- 

A) EQUATIONS DU PROBLEME 

Nous partons à nouveau de la relation (35) qui définit la polarisation 

du milieu. Puisque maintenant l'onde se propage parallèlement au champ magnétique 

son vecteur champ é1,ectrique est orthogonal au champ magnétique statique. Le second 

terme de (35) est donc nul. 

Dans ce chapitre, nous avons seulement à considérer une polarisation 

-f 9" =-i 6 E: B exp (2iwt) (72) 

La symétrie cylindrique du système en présence du champ magnétostatique 
+ 
B suggère d'abord de prendre une onde incidente polarisée circulairement . Le champ 
électrique qui peut alors être écrit sous forme d'un vecteur complexe est tel que 
2 

E est nul, le milieu n'est pas polarisé et il n'y a pas génération de la seconde 
O 

harmonique. 

Nous sommes alors amenés à étudier la propagation d'une onde plane polarisée 

linéairement. La symétrie cylindrique entraîne que la direction, dans le plan xoy, 

du champ électrique de l'onde incidente est sans importance. Puisque le milieu est op- 
+ 

tiquement actif, il faut tenir compte de la rotation de E autour du champ statique B. 
-+ O + 

Nous prenons l'axe oz suivant B et l'axe ox suivant la direction de E à l'origine. 
O 

Dans ces conditions, l'onde électromagnétique incidente peut être écrite: 

+ W + 
E = E exp ( i ; n'z) v 
O O 

pour la pulsation w et a est l'angle de rotation par unité de longueur du milieu 
) 

traversé. 

En reportant cette expression dans (67) la polarisation devient: 

-> 9 = - ia E: 
+ 

B exp (2i&) exp(2iu>r)k 



-+ 
Nous pouvons remarquer que 51 est toujours dirigé suivant oz, c'est-â- 

dire que la symétrie du milieu, pour la seconde harmonique, n'a pas été changée par 

le choix arbitraire du plan de l'onde incidente. 

Il faut maintenant résoudre les équations de propagation . L'expression de 
3 -+ -+ 
D et H dans un milieu actif a déjà été calculée rl2]; il suffit de compléter D par 

& le terme non linéaire 4n 5 pour obtenir : 

La seconde harmonique se propage suivant oz, ce qui permet de poser 

n est à déterminer. 
1 

Les équations de Maxwell conduisent à une équation de propagation de la 

forme : 

où l'on a posé : 

Compte tenu de (77) on peut mettre (78) sous la forme: 

avec 

3 

O -i a* $exp (- 2i- n z) = -4riBE 2~ exp (-2ifi n'z) k 
c 1 O C 



La recherche des solutions de (80) est effectuée selon la &thode 

introduite par Kleimaan m, ( appendice 1) .Nous pouvoirs ainsi obtenir une solution 

particulière sous forme d'une " onde forcée" dont le champ électrique est longitudinal 

11 fant aussi considérer une solutiun de l'équation (80) sans second 

membre qui donne uqe onde transversale. Cette d e  est la superposition linéaire de 

deux ondes libres correspondant aux deux valeurs de n 1 '  

et peut dom être écrite 

puur la partie se dirigeant vers les z croissants, et 

poar la partie se dirigeant vers les z décroissants. 

Bans le milieu actif, l'onde de pulsation 2w est formée par la superposi- 

tion de l'onde f m é e  se propageant à la vitesse de l'onde fondamentale, et des deux 

ondes libres se propageant en sens inverse l'une de l'autre. 

Les anaplitrsdes E+ et Er+ sont déterminées par les conditions aux limites, - - 
j. + 

c'est-à-dire par la euriservation des composantes tangentielles de E et H sur les diop- 

tres d'entrée et de sortie. 

Avant de calculer ces aplitudes, dans des cas particuliers, étudions 

plus précisément les caractéristiques de l'onde forcée. 

La relation esitre les champs est exprimée, grâce aux équations de Maxwell, 

sous la forme suivate: 



nous avons donc ici 

D'autre part l'équation de constitution 

-+ -% 
D~ = E .  E + 4n@ 

entraîne ici 

L'équation (76) peut donc être exprimée sous la forme 

En réatané, l'onde forcée peut être définie par les relations 

On voit fatilemeat qu'une telle onde longitudinale vérifie les équations 

de Maxwell. On peut reinarquer que cette onde se comporte très différenaaent des ondes 
-+ -+ 

fransversales. En effet elle ne transporte pas d'énergie, car E et H sont parallèles, 
F F 

et le vecteur de Poynting est nul. 

Fuisque l'ode forcée est solution des équations de Maxwell, on peut 

choisir des conditions aux limites - telles que l'on puisse avoir 

c'est-à-dire telles que l'on ait, dans le milieu actif, l'onde forcée(longitudinale), 

en l'absence des derut =des libres. Pour cela, il suffit de prendre comme dioptres 

d'entrée et de surtie, des plans perpendiculaires à la direction de propagation. 
-+ 

En effet, les composantes tangentielles de % et $ sont alors nulles et on obtient 
une solution en prenant des amplitudes nulZes pour les ondes, de pulsation 2 w  , 

-+ 
présentes dans le milieu extérieur et pour E et E t L  

L 



B - ETWE D'UN caef PARTICULIER - 

Le d ispos i t i f  précédent permet d ' i so le r  de  façon théorique une onde 

longitudinale mis ne présente guère d ' i n t é r ê t  pratique.  

-+ 
Considérons maintenant un dioptre  plan dont l a  normale N f a i t  un angle 8 

avec l a  d i rec t ion  oz ( f i g .  2 ) .  L'axe oz n 'est  plus un axe de symétrie e t  l e s  fa is-  

ceaux ré f léch is  et transmis ne sont plus sur l ' axe  oz, l eurs  vecteurs d'onde sont n 
n + 

O S ' e t  - respectivement - S.  Pour que l e s  phases r e l a t i ve s  de ces ondes soient 
C C 

l e s  mêmes en tout point de la surface du dioptre,  il fau t  que soient vé r i f i ée s  l es  

équations suivantes 

+ j. + + -b + 
n N A s  = no io A s '  = n NAsz 

+ f -t -b + 
avec N , = s i n B j  + m 9 k  e t s  = k  z 

-P 
on en déduit  que s et z' sont dans l e  plan yoz ( f i g .  2b); c'est-à-dire que l ' o n  

peut é c r i r e  

-b 
s = s i n  ($+PI .): + COS (B+) k (89) 

L e s  directioas de propagation e t  ' sont déf inies  par 

- n s i n P  = n sin y* = n'  s i n  8 
O 

(90) 

e s t  

S i  l a  face  d 'entrée de l a  ce l l u l e  e s t  pa ra l l è l e  à c e l l e  de so r t i e ,  l e  rayon 

r é f l éch i  9' subi t  une ré f rac t ion  sur ce dioptre  e t  s o r t  en fa i san t  avec l a  normale un 

a n g l e p 2  tel que 

donc 

On obt ient  ainsi un rayon sor tant  de chaque face du dioptre  e t  f a i s an t  un 

angle avec l a  nonnale ext6r ieure  correspondante. 





La face d ' e a t r k  se emporte de l a  maninre e t  donne naissance à deux 

ondes sortantes parallèles aux préfédentes ( Fig. 3) .  

Cherchons maintenant à déterminer l 'aaplitude des quatre ondes précédentes 

d'après l e s  relations (88). Si  l e s  composantes tangentielles sont conservées lo r s  du 

passage du dioptre en un point, e l l e s  sont conservées en tout point. 11 suf f i t  donc 

d 'écr i re  ces conditions en un point du dioptre. Considérons d'abord O 
2 

L ' o d e  forcée e s t  donnée par 

-+ 
e t  l'onde transmise dans l e  milieu e x t é r i a  suivant s est décri te  par les vecteurs 
A 

2 

-k 

tandis que ce l l e  suivant s '  e s t  décri te  par $* 
2 2 

naus obtezxess les ctxqmsantes tangentielles par les conditions 

+ 
C e s  équatioo. doivent être complétées par ce l les  qui définissent E e t  E n 2  

2 

En supposant IFanisotropie du f luide suffisana~ent fa ib le ,  on peut considérer l'onde ré- 
-+ 1 f léchie  s comree transversale. Les équations suppléoieiktaires sont alors:  

e t  la solution pour l ' o d e  r r f léchie  vers l ' in tér ieur  du milieu arrtif est 

21 
O + ig -t E ~ ~ = E ~ ~  sine exp D w ( ~ -  - s1 2.i!)] t- 1 

c n c o q +  n c o q '  
O 

+ n cos(B+ ') n s in  (8+ ' 1  -t 

n cosip+ n cos 3 - n cosp + n c o q f  k I 
O Y '  O 





et  pour fronde tx9nsniise vers l'extsrieur 

+ n- t  -t -+ 
= Ed si.&exp [2b (t-  ; s2.r)] { --AL---- 1 

n cos v+ n cosy' 
O 

-n @+() :+ s i n  (@*y) k a 

Les A s  cansidération peuvent être répétées pour l e  po in t  O I,'onde 
1 ' 

forcée peut alors être e x p r s e  sous la foeme: 

l'onde ?xdse à l'htésieur du milieu est 

n 
-b 

E' = E~~ sin 8 erp[2i.<t - c O Z1,.r~]{ ig -t 3. 

n cosp n  cosp' 
O 

tandis qcl,~ l'onde réfXécBie vers l'extérieur est 

n [- urs (8-P) 3 + sin (%-Y) 
+ 43 1 

t l  COSY + Ti 

n +  n n 
O O n "ces égottiais, Zw - s 2w - s '  2w - st1,2w - sM sont l es  vec- c 2' c 2' C c 1 

teurs d'odes des qwtrea ondes qui preiment naissance sur les dioptres. Suivant la 

figure 3, ils..aont définis par: 



+ 
D'autre part les vecteurs r sont définis, à partir de O came origine 

i -t -b 
2 

dans E t  et E2t, et O comme origine dans 8' et E I R .  
2 1 1 

Puisque g est un nombre petit les composantes suivant ox sont pratiquement 

nulles. Par conséquent, on obtient quatre ondes polarisées dans le plaa défini par 

le champ ma@iqae et la noraaale aux faces de la celPhle. 

Des ntethodes interférentielles utilisant ces ondes pewent alors, en 

principe, permettre de nesurer des indices de réfraction sur les milieux actifs pris 

en faible épaisseur. 

+ -+ 
Prenonzs, par exemple, les ondes transmises dans la directions s et s 

I 2 ' 
Elles sont parallèles et l'on peut calculer la différence de phase, entre les deux 

faisceaux dans i212 plan mrmal à leur direction de propagation ; on obtient: 

A = u + -  20 e (n rcos~- n cos y )  , 
C O 

en appelant E l'épaisseur du usilieu; la mesure de A ? ,  et n fournit alors un moyen 
O 

d'atteindre nt. 



Le tableau ci-dessous réunit Les principaux résultats relatifs aux divers 

cas que nous awm étudiés. 

de 1 'onde 

incidente 

Circulaire 1 onde r é f l k h i e  

1 onde transmise 

à 2w page 22 

Rectiligne 

nale dans l e  

milieu act i f  

î onde trammise 

a 2a, Page 29 

Page 24 

2 ondes transmises 

à 2w 

Page 32 



En effectuant une moyenne quantique, puis une moyenne statistique, nous 

avons établi des expressions pour les tenseurs exprimant la génération de la seconde 

harmonique en présence d'un champ magnétostatique. Ces expressions permettent d'une 

part de determiner les conditions d'existence de ce phénomêne, d'autre part de simpli- 

fier son étude phénoménologique en n'y laissant figurer que les deux coefficients 

pseudo-scalaires B et y. 

Nous procédons ensuite à l'étude des divers cas de propagation d'une onde 

plane monochromatique dans un mtlieu possédant La propr~été étudlée, en préclsant " 

les c6nditions'd'une mise en évidence expérimentale. En particulier, nous montrons 

que, pour un champ magnétique parallèle au vecteur d'onde incident, une onde de se- 
#. 

tonde harmonique sortante ne peut etre produite que sur un d l o p ~ e .  

Il est possible d'envisager une poursuite de l'étude quantique en calculant 

effectivement les tenseurs d'hyperpolarisabilité pour un milieu matériel défini. 

Toutefois, cela est prématuré, car il n'est pas sur que les procédés expérimentaux 

noient assez précis pour effectuer une mesure précise de grandeurs physiques permet- 

tant de caractériser ces tenseurs, c'est-à-dire, aller au-delà de la simple consta- 

tat:an de la génération de seconde harmonique Induite. D'autre part, le calcul théori 

que nécessiterait l'usage d'un modèle possédant " I'asyrnétrie" adéquate pour sauve- 

garder l'e-zistence du phénomène, ckst-à-dire d'un modsle nécessairement plus compli- 

qué que le ït.odP,le par liaison couramment utilisé dans l'étude variationnelle d'autres 

effets . 



Dans un milieu où l'on peut négliger le moment magnétique induit par 
+ -+ 

l'onde électromagnétique les champs B et H peuvent être éliminés des équations de 
1 

Maxwell. Nous obtenons alors l'équation de propagation 

-+ 
On sait que le moment dipolaire électrique P peut être décomposé en une 

+ 
partie linéaire en E et une partie non-linéaire P . puisque nous nous intéressons 

N.LY 
uniquement aux termes de pulsation 2 w  , nous pouvons écaire l'excitation électrique 
correspondante sous la forme: 

En utilisant(A-2), l'équation de propagation (A-1) devient : 

Kleinman cherche des solutions de cette équation sous la forme: 

-f -+ + + -+ 
lf2@ (r) = E exp ( 2iz n s.r) 

C 

2 
avec s = I 

11 introduit le tenseur 

qui obéit à l'équation suivante, déduite de (A-3) 

L'obtention de vecteurs propres non nuls à partir de la résolution de 

l'équation (A-6) sans second membre impose la condition 

-t 
-+ 

Det a, = O  



2 
on obtient ainsi une équation du second degré en n . Les deux ondes correspondantes 
sont appelées odes 1 ibres . 

Dans la description du phénomène de génération de la seconde harmonique la 

polarisation non linéaire est écrite sous la forme 

+ -+ W -+ -+ 
PNqL = P exp (2i- c n' s k .r) 

où n '  désigne l'indice déjà connu pour l'onde incidente. 

Kleinman cherche aussi une solution particulière de l'équation complète (A-6) de la 

forme : 

L'équation avec second membre est alors 

-+ + -+ -+ 
a . E = 4n PN.t 
s k 

Dans le tenseur 

(A- 10) 

(A-1 1) 

-t 
l'indice ni et le vecteur s sont maintenant bien défini. Tandis que pour le tenseur 

2 k + 
(A-5), n est à calculer pour un vecteur s fixé, lui-ême déterminé par les conditions 

aux limites. 

-+ + 
En dehors de l'accord de phase, a ne possède pas de valeur propre nulle, 

S 
k la solution, appelée" o d e  forcée", est donc donnée par 

(A- 1 2) 

En conclusion, la solution complète de (A-6) est obtenue en ajoutant à 

l'onde forcée (A-IZ), des ondes libres de la forme (A-4), dont les amplitudes et les 

directions sont déterminées par les conditions de passage. 



polar isabili té 

hyperpolarisabilité de seconde harmonique 

chanrp électrique de l'onde incidente 

amplitude indé-ntd du temps, de l'onde incidente 

champ magnétique de l'onde incidente 

champ magnétique statique 

polarisation électrique 

amplitude, indépendante du temps, du mament dipolaire é1ec.trique 

indice du milieu à la pulsation 2u 

indice du milieu, à la pulsation w 

indice du milieu extérieur, à la pulsation 2.u 

activité optique à la pulsation u 

activité optique à la pulsation 2w 

convention de sommation: 
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