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Le b u t  de  c e t t e  é t u d e  e s t  l ' u t i l i s a t i o n  de l a  méthode de Faddeev 

[a] du problème à t r o i s  c o r p s  pour é c r i r e  les é q u a t i o n s  e x a c t e s  du problème à 

q u a t r e  co rps  e t  l a  r é s o l u t i o n  de ces  é q u a t i o n s  pour d é t e r m i n e r  l e s  n iveaux  
6 

d ' é n e r g i e  des  atomes e t  d e s  i o n s  composés d e  q u a t r e  p a r t i c u l e s ,  L i  p a r  exemple.  

Dans une p r e m i è r e  p a r t i e ,  nous app l iquons  d i r e c t e m e n t  l a  méthode 

de Faddeev 5 l ' é t u d e  du problème à q u a t r e  c o r p s  ce q u i  c o n d u i t  à une impasse .  

Pour l e v e r  c e t t e  d i f f i c u l t é ,  nous i n t r o d u i s o n s  l e s  f o n c t i o n s  de Green g é n é r a l i -  

s é e s  e t  obtenons  a i n s i  un - formal isme c o r r e c t  du problème à q u a t r e  c o r p s  [2]. 

Ce formal isme e s t  déve loppé  de  manière  à u t i l i s e r  l e s  r é s u l t a t s  o b t e n u s  l o r s  de 

l ' é t u d e  des  problèmes 2 deux , à t r o i s  c o r p s  , à q u a t r e  corps avec i n t e r a ' c t i o n s  

par p a i r e s  d o n t  nous  donnons l e s  ~ r i n c i p a u x  r é s u l t a t s .  

Dans une deuxième p a r t i e ,  nous é c r i v o n s  l e s  é q u a t i o n s  de Faddeev 

du p ~ o b l è m e  à q u a t r e  c o r p s  dans l e  c a s  où l e s  i n t e r a c t i o n s  e n t r e  deux p a r t i c u l e s  

s o n t  du t y p e  Coulombien. Pour  t e r m i n e r  c e t t e  é t u d e ,  nous donnons l e  p r i n c i p e  du 

c a l c u l  numérique d e s  n i v e a u x  d ' é n e r g i e  de ~i~ e n  montrant  l e s  d i f f i c u l t é s  du 

c a l c u l  numérique e f f e c t i f  de ces  n i v e a u x ,  
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1. INTRODUCTION 
rllc-=c=-=-=-= 

Dans ce formalisme géné ra l ,  nous appliquons l a  méthode des . 
équat ions  de Faddeev [a] t e l l e  q u ' e l l e  appa ra f t  dans l e  problème à t r o i s  corps .  

Ce t t e  méthode c o n s i s t e  à cons idé re r  l a  mat r ice  de t r a n s i t i o n  du problème à quat re  

corps comme l a  somme de s i x  ma t r i ce s  de t r a n s i t i o n  qui  f o n t  i n t e r v e n i r  d 'abord 

un processus d ' i n t e r a c t i o n  e n t r e  deux p a r t i c u l e s  e t  e n s u i t e  t o u t  a u t r e  processus 

d ' i n t e r a c t i o n  e n t r e  les q u a t r e  p a r t i c u l e s .  L'avantage de c e t t e  méthode par  rapport  

à c e l l e  de Lippmann-Schwinger [18] e s t  q u ' e l l e  nous f o u r n i t  une s o l u t i o n  unique 

pour l e s  f o n c t i o n s  d'onde ; cependant l e s  équa t ions  de Faddeev du problème à 

q u a t r e  5cotps possèdent  un noyau qu i  n ' e s t  pas de Hilbert-Schmidt 161 [13] (c  'es t -à-  

d i r e  un noyau q u i  n ' a p p a r t i e n t  p l u s  à l ' e s p a c e  de H i l b e r t  dt; que nous u t i l i s o n s  
1 . 1  

e n  mécanique quant ique  mais à un espace p l u s  généra l  de Banach) comme l e s  équat ions 

de Lippmann-Schwinger ca r  il c o n t i e n t  des  d i s t r i b u t i o n s G & l g r é  des i t é r a t i o n s  

success ives  (c f .  annexe) ,  nous about i ssons  tou jou r s  à un noyau qu i  n ' e s t  pas d e  

Hilbert-Schmidt. Ceci ds t  dû au f a i t  que nous ne f a i sons  pas i n t e r v e n i r  d 'abord 

tous  l e s  a u t r e s  processus e n t r e  q u a t r e  corps  comme l e s  i n t e r a c t i o n s  à t r o i s  corps 

e t  l e s  i n t é r a c t i o n s  pa r  couples .  En u t i l i s a n t  surs l e s  r é s u l t a t s  des problèmes 

à deux corps B8] e t  à t r o i s  corps 181 a i n s i  que ceux obtenus pa r  a p p l i c a t i o n  de 

l a  méthode de Faddeev au problème d ' i n t e r a c t i o n  e n t r e  couples de p a r t i c u l e s  

(où nous considérons l a  mat r ice  de t r a n s i t i o n  a s soc i ée  comme somme des mat r ices  

de t r a n s i t i o n  de chaque coup le ) ,  nous écr ivons  l e s  équat ions c o r r e c t e s  du pro- 

blème à qua t r e  corps  [2] dont l e  noyau e s t  de Hilbert-Schmidt après  kne i t é r a t i o n  

de ces équat ions.  Ces équat ions  é t a n t  b i e n  d é f i n i e s ,  i l  nous f a ~ t  c h o i s i r  une 

r e p r é s e n t a t i o n  dans l a q u e l l e  nous e x p l i c i t o n s  le9 éléments des mat r ices  de t r a n s i -  

t i o n  du problème à quat re  corps  a i n s i  que ceux des  mat r ices  de t r a n s i t i o n  des 

problèmes à deux corps)  C Z i ) ] ,  t r o i s  corps  [4] e t  qua t r e  corps e n  i n t e r a c t i o n  par  
i 

couples .  Après des  t ransformat ions  à l ' i n t é r i e u r  de c e t t e  r ep ré sen ta t ion  qui per- 

met ten t  de s i m p l i f i e r  l e s  d i v e r s  sous-noyau& de ces  équa t ions ,  nous obtenons des 

équat ions  q u i  e n  p r inc ipe  peuvent g t r e  réso lues  pa r  l a  connaissance des p o t e n t i e l s  

d1  i n t e r a c t i o n  e n t r e  deux p a r t i c u l e s .  



II a ESSAI D'APPLICATION DIRECTE DE LA METHODE DE FADDEEV 

.................................................. --=-=-=---=-=---= 

A L'ETUDE DU PROBLEME A QUATRE CORPS 

................................................. - 

Soit la matrice transition du problème à quatre corps, 

Posons : avec i , j  variant de 1 à 4. 
i<j 

Vij 
potentiel d'interaction entre les particules 

1 G fonction de Green (cf. chap . 1110 ) 
O 

Introduisons la matrice de transition T du problème à deux corps i et j en 
i j 

in~eraction. 

Elle verifie l 'équation de Lippmann-Schwinger sulvante [18] : 

OU encore : 

La substitution de cette expression de Vij dans celle de 9' donne : 



- Ce sont les équations de Faddeev du problème à quatre corps. D'après la 

- théorie des équations intégrales, il faut que le noyau . L .'. de (y) soit 
* de Hilbert-Schmidt pour que cette équation appartienne à 1 'espace &'-ilbert 3 161 

2 
(cf* k@@erpafç 

K sera dd Hilbert-Schmidt si : 

où K. est l'élément de la matrice K. &l que &. f. G 
lj l j  ~j O 

+ + +  
or dans une représentation I p  q r > définie au chapitre 'ntlr (K. K t] corn- r j  i j  

-t + + i,j 
parte pour chaque te- MI deuble disrributien b(q - q') 6( r  - 2' )  de sorte que 
K n'est pas un sayau de Hilbert-Schmidt, 



A i n s i  pour le t e r n e  T C f  T 23 O 23 ' 

Dans l e  cas  où l e  noyau n ' e s t  pas  de Hilbert-Schmidt, on peut en 
* i t é r a n t p l u s i e u r s  fois, C e n t e r d e t r o u v e r  u n n o y a u q u i  s e r a  de Hilbert-Schmidt 

(cf .  annexe ) . . I t é r o n s  1 'équat ion  (3') : 

2 t  I. ( [ K ~ ] . .  [gl ij)  comporte pour diaque terme encore  des d i s t r i b u t i o n s  donc 
Tr  i , ~  1 3  

[ K ] ~  n'est pas .un riopau de Bilbert-Schmidt. 

3 On peut  lmetrar q w  l e s  iu>yaux , M~ ,.. jusqu 'à  l ' o r d r e  n 

quelconque ne son t  pas des nuyau9: de Hi lbe r t -Schdd t ,  

Pour lever c e t t e  cü f f i cu l t i i  mathématique, il f a u t  i n t r o d u i t e  l e s  

processus  & ? t A m a ~ ? & ~ ~ - a 4 . p c l i r i e & p . d . e k :  -& -lh p l a s  wolrwde 

. a '1' 1 eg'Jrtri .dgs '&Jd * : ls3iks. 



III - FONCTIONS DE GREEN GENERALISEES W 
-=-ri-=-- --=-3-=-=-3-=-- --=-=-t-=-t-=- 

(QUATRE CORPS ) 

. Comme pour le problème à n corps, on suppose que les interactions entre 

quatre corps peuvent se ramener à des interactions entre deux corps: 

1') Les interactions entre deux corps, les deux autres étant spectateurs: 

l'hamiltonien est 
r , sl = H o  + "ij (8) 

et la fonction de Green associée: 

1 
Gij (E) = - 

E- Hij 

2" )  Les interactions deux B deux : 

l'hamiltonien est alors: 

'ij, kll = Ho + V. .+V 
1J kll 

et la fonction de Green associée: 

3O) Les interactions entre trois corps, le quatrième étant spectateur: 

l'hamiltonien est tel que : Hijk= Ho + Vij + Vik + V 
j k 

et la fonction de Green associée: 



4 O )  Les interactions entre quatre corps 

l'hamiltonien s'écrit: H= Ho + V 

et la fonction de Green associée: 

1 
G (E) = - 

E-H 

La fonction de Green associée à l'hamiltonien libre H 
0 

s'écrit: 

A partir de l'égalité suivante: 

nous déduisons des relations entre les diverses fonctions de Green: 



Insérons dans l ' équat ion (19) l e s  r é s u l t a t s  (20), (2 1) e t  (22) 

On obtient:  

G(E)PGij 1J . (E) [vik + V j J G ~ ~ ~ ( E ) + G ~ ~  (E) [vi,,+vj ,,]Gijk(E) 

+Gij vk,, Gij ,ki(E)+Cij (El [vik + V. ~k ] G~~ k ( ~ )  [vil + v j g + v k R J ~ ( ~ )  

. 
*Gij (E) [vit v ~ , , ] G ~ ~ ~ ( E ) [ v ~ ~  + vjk + vkpj G(E) 

+Ci j (E) Vkl Gij (E)[vik + via + v + v~,]G(E) jk  (27) 

Les indices i , j , k ,R  var ien t  de 1 à 4 avec i# j# kP R .  



(QUATRE CORPS) 
--=-=ce 

New donnons l e s  principaux r é ô u l t a t s  -cernant l e s  matr ices de 

t r a n s i t i o n  des p r o b l b s  k deux et  à t r o i s  corps e t  général isons l a  méthode de 

Faddeev au problème à q u a t r e  corps où l e s  p a r t i c u l e s  i n t e r a g i s s e n t  par couples. 

1. Matrice & t r a n s i t i o n  pour l e  p r  ur CO- [18] 

- La matrice de t r a n s i t i o n  
Ti j 

associée l 'hamil tonien H 
i j 

v é r i f i e  l e s  équation& de Lipp1~3m4chwinger ; 

Tij CE) V. lj + v.. G. (E) vij 
13 1.j (2) 

II. Matrice de t r a n s i t i o n  pour le problènie â t r o i s  corps [8] 

posons : T") = T (fi) (a) (a) 
j k  + T i j  + T i k  

l i n d i c e  indiquant l a  p a r t i c u l e  

l hbre 

avec T") v é r i f i a n t  : 

Gijk (El 
Co (E) + G CE) T") a) Go CE) 

O 
(29) 

Les opéra teurs  T::) a i m i  d é f i n i s  v é r i f i e n t  l e s  équations de Faddeev : 

Mult ip l iant  c e t t e  équat&on par  V. Go (E) et u t i l i s a n t  l ' équa t ion  (28),  
1 j 

m.. aboutit : 

V. Go (E) [ T::) (E) + Tj(:) (B) + T!!) (E) 1 - Tiff  (E) - Vi 
lj 1 3  

(30') 

T r a n s f o m n s  c e t t e  équation à par tJ r  de  (23) e t  (29) : 



b u s  obtepons des 4quation. si i i i laires pour T") e t  T (a) . 
i k  jk 

Ck) (k) (k) On définir d e  l a  dbe manière las opérateurs T , 'ri , Tik  , 
(k) "&rifiant les 6quations de Faddeev TjL. 

c e  ~ J R  (E) = Go (E) + Go (E) d k )  (E) co (E) 

( )  (E) - Tij 
Ti j + T. 1 j (E) G O (13) [ Si(:) + T(k) j 8 1 

(k) 
(E) = V-.  1.l + Vij Gijt(E) [ vIL + Y.. ii + vj, J 

(k) 
ri, (E) = Vil + vit G. I. j a  [ vij + vit*+ v i g  

(k) 

1 
=jL ('1 = yjL + vjL G $ ~ ~ ( E )  [ Y. 11 + viL + jk 1 

~ombinons l e s  résultats (23) , (32) et (33) d 'une part, (24) 1 (37) 
e t  (38) d'autre part : 

Ces équations s e  transforment en util isant (30) e t  (35) : 

- III. Matrice de transition pour le problèm à q w a  corps où lesparticules  

interagissent p a r  [2] 

R 

A l a  manière de Faddeev, posaas : 

avec &vari f iant : 



Les o p é r a t e u r s  aj et $y v é r i f i e n t  les équa t ions  de Faddeev : 

Ij - v.. 13 + vij G ~ ~ , ~  (E) Vî j + Vkr ] 

% a) vu + VU Gi ,u CE) [ Vi + vk.( ] 
bar que cea 6qua t ions  s o i e n t  c o r r e c t e s ,  il f a u t  montrer que 

q l e u r s  noyaux sont de Eiilbert-Schmidt. auer s t ~ -  8 b  4 b f . - ~  aaiFi"odiel;le : 

K d o i t  v é r i f i e r  : 

T r .  Z (K..#. 
I J  i j  

+ )  4 -  

i, j 

- + + +  
o r  dans une représentation l a  b c r d é f i n i e  au c h a p i t r e  V I ,  Tr . I .  (K. K. ) 

J + 1 l j  
comporte. pour chaque te- une double d i s t r i b u t i o n  6($ - c l )  6 (t - c ') de s o r t e  

que K n n l e s t  pas  un noyau de Hilbert-Schmidt,  

Ainsi  pour l e  te- T G2 T 12 * 12 ' 
3 3 -t 2 -t -:+ . 'a b c 1 T I 2  Go T~~ 1 a1 b 1  C1> = dg1 6(9 - a i )  a(, - 3) 

F - - a 2  - b2 - c 2 I 2  

1 

It6ron.s 1 ' é qua t ion  (49') : 



c o q o r t e  qu 'une s e u l e  d i s t r i b u t i o n  liée a u  c e n t r e  de masse, d i s t r i b u t i o n  que l ' o n  

- i n t è g r e  fac i lement .  Par cons6quent, [ K ~ ]  est  de Hîlbert-Schmidt. 

Cependant, pour les v a l e u r s  p o s i t i v e s  de 1 ' é n e r g i e ,  le noyau . 
n ' e s t  p lus  de Hilbert-Schmidt , l t 6 q u a t i o n  ( 4 9 )  possédant un p81e. 

On peut  niontrer oomme Faddeev que les rennes dans l ' i t é r a t i o n  

de (48 ) contenant  c inq  éléments T-. ou p l u s  son t  bornés e t  v é r i f i e n t  une 
13 

condi t ion  de ~ 8 l d e r  donc ces texmes s i n g u l i e r s  peuvent ê t r e  r é s o l u s  par  l a  méthode 

du 5 V de l ' annexe ,  

Réécrivons les équa t ions  ( 2 4 )  e t  (47) en  y i n s é r a n t  ( 44 )  

L ' e n s e d *  de ce s  r é s u l t a t s  nous pennet d l é c z i r e a i l o s  équa t ions  

du P q u a t r e  corps. 



QUATRE CORPS 
-----Pp-hw= 

S o i t  f l a  matr ice t r a n s i t i o n  du problème à quat re  corps. 

Posons :  CE) ;gj ci' (E) avec i , j va r i an t  de 1 à 4 .  

avec : 
'ij 

potentiel d ' i n t e r a c t i o n  entre l e s  p a r t i c u l e s  i e t  j 

Go 4) fonction de Green (cf. Chap. III). 

In t roduisons  l a  fonct ion  de Green G (E) t e l l e  que : 

G >CE) - Go (el + Go <E) 7%) Go CE) (52) 

En comparant avec l ' équa t ion  ( l a ) ,  m u s  obtenons une nouvelle 

forriie pour (1) : 

r ' j  E )  v + Vij  G (E) y 
1 J  

Mous u t i l i s o n s  les r é s u l t a t s  (27)p (2) , (28)  , ( 4 1 )  ( 4 2 )  , 
fw), fbfF.&&rjC5fJ :pk~BbXenirSe# a~kaltioas da Faddeev : 

Iqj (El (El - T i j  (E) 

où la  lettre c  n ' e s t  pas un indiee r e l a t i f  à une pdtrr icule~qaelconque mais un 

indice  indiquant  que l 'on  d o i t  e o u s t r a i r e  des matrices de t r a n s i t i o n  considérées 

l a  ntatrice de t r a n s i t i o n  du probl2rrie à deux corps a s m c i é e .  





Pour que ces éQuations soient correctes, il faut que le noyau 

sDit de Hilbert-Schmidt [6] . 
Réécrivons (6.3:') fo- m l l c i w e .  cw&mée : 

: ekj (El Tij (El + T !k)c (E) + ~ ( 4 ) '  (E) * 4; (E) iJ 1 J  

+ - + +  
or dans une représentation I p  q r > la trace de K : tr (K K. +) comporte 

,J ij 1.j 
pour chaque terme des distributions de sorte que K n'est pas de Hilbert-Schmidt, 

Cependant, en i térant une fois, on voit que K~ est de Hilbert- 

Schmidt. 



QUATRE CORPS 
-=-= -=-=-=-= 

L ' h a m i l t o n i e n  l i b r e  H s ' é c r i t  dans l e  sys tème du l a b o l - a t o l r e  : 
2 O 

4 k  ' 
1 -+ 

H = i ;  - où k .  est  l a  q r i a n t i t é  de n!orivernent d e  l a  p a r t i c v l e  i .  
O 1 2 m, 1 

Dans l e  sys tème du c e n t r e  de masse e t  dans l ' e s p a c e  des iïnyiulsions, 

nous  d é f i n i s s o n s  deux ensembles  de  v e c t e u r s  auxque l s  c o r r e s p o n d e n t  d a n s  l ' e s p a c e  

d e s  é t a t s  deux b a s e s  p o s s i b l e s :  
1) Couplage de  deux p a r t i c u l e s  q u i  d é f i n i s s e n t  un v e c t e u r  $ l i é  

à l ' i m p u l s i o n  r e l a t i v e  de deux p a r t i c u l e s ,  p u i s  i n t e r v e n t i o n  de l a  t r o i s i è m e  
-+ 

p a r t i c u l e  q u i  s e r a  a s s o c i é e  au  v e c t e u r  q  e t  e n f i n  l a  q u a t r i è m e  avec  l e  v e c t e u r  

2) Couplage des  p a r t i c u l e s  deux à deux. A chaque coup le  d i f f é r e n t  
3 -f 

s e r o n t  a s s o c i é s  l e s  v e c t e u r s  a  e t  b  e t  a u  couplage d e s  deux groupes  s e r a  
-f 

a s s o c i é  l e  v e c t e u r  c .  [22]  

l e r  c a s  : 

H s ' é c r i t  s o u s  l a  forme : 
O 

3 3 3 -3 
On p e u t  également  u t i l i s e r  l e s  t r i p l e t s  (pke, q i ,  r j ) ,  (pik> (IL, r . ) .  

P a r  l a  s u i t e ,  il s e r a  n é c e s s a i r e  de  p a s s e r  d 'un  t r i p l e t  à un a u t r e .  

Déterminons donc l e s  r e l a t i o n s  r e l i a n t  ces  d i v e r s  t r i p l e t s  e n t r e  eux.  



+ -+ + 
1)  On c o u p l e  des  t r i p l e t s  composés du genre  : ( P ~ ~ ,  qk ,  r R )  e t  

3  + -f 

(pik9 qjY r R ) .  

Dans c e  c a s ,  on t r o u v e  : 

1. i 
Les a e t  6 s o n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  de B a l 1  e t  Chen (73 : 

j k j k  

2 )  On c o u p l e  des  t r i p l e t s  composés à ~ a r t i r  d 'une    articule i n i t i a l e  

i d e n  t i q u e .  

Nous ob tenons  deux m a t r i c e s  de  décompos i t ion  i n v e r s e s  l ' u n e  de  

l ' a u t r e .  

A) S i  l ' o n  p a s s e  d 'une  s u i t e  d ' i n d i c e s  c y c l i q u e  à une s u i t e  d ' i n d i c e s  non 

c y c l i q u e ,  p a r  exemple : 

-+ -t -?- -+ 3 +  

(pi jy  qky r e )  à (pia. q j  r k )  , on o b t i e n t  : 

- + -  - i -+ 
a - i j. 

'i j R j  p i a  'j 

-+ - - - i -+ - i -+ 
i- 

i -+ 

'k 6Rjk 'i!L 'Rjk 'j 'Rjk rk 

-?- r = -  i -+ i +- .- i -+ 

R '!Ljk - !Ljk 'j w Rjk rk 

B) S i  l ' o n  p a s s e  d 'une  s u i t e  d ' i n d i c e s  non c y c l i q u e  à une s u i t e  d ' i n d i c e s  
-+ -+ -+ 3  -+ -+ 

c y c l i q u e ,  p a r  exemple : (piQ, 9 .  > rk )  à (p i j  Y q k ,  r R )  : 
3 



où les  nouveaux coefficients sont d é f i n i s  CO- s u i t  : 

6i = [ mi % 
e jk  (mi + mk) (mi + m.) (mi + m. + ' ) 

J J "k - 

i ma m. (m. + m. + % + ma ) 
V 

1 

Rjk m. + mI) 
1 

m. 

Les coefficients satisfont aux relations : 

a i i - i i 
a j  6!t jk - '!tj 'kjk 

i i i i v 'Ij ' k j k -  'lj I j k  

i 
W 
i i i i 

' I jk  I j k  = 6 ~ j k  Y i j k  + 'Ijk v I j k  



3) On couple des t r i p l e t s  indépendants : 

= o i j  
(mi + m . )  (mi + y + rnQ) 

J 
Rk 

m. (mi + m. + 2 
= J ='kfma) kC 

(mi + m j ) ( t  + me) (mi + m .  + %)(mi + + ma) 
J ' ij  

Nous déduisons les relations suivantes eut re coeff ic ients  



Afin d'alléger 1 ' é c r i t u r e  dans les chapi t res  su ivants  , nous 
3 3 

é c r i r a  las t r i p l e t s  sous l a  for= : 1; q r > , i l s  reprendront l e u r  

forme d i f fé renc iée  s i  besoin  e s t .  

2 k  cas 

L'hamiltonien l i b r e  K s ' & r i t  a l o r s  sous l a  fornie : 
O 

+ mi k. - m. i i .  
a 

J 1 

j 2 m.m. (m. + m.) 
1-1 1 J 

+ 3 -a On peut a u s s i  u t i l i s e r  les t r i p l e t s  (p i k '  'j4 ' ~ i k ,  j&) '  
Déterniinon9 l e s  r e l a t i o n s  e x i s t a n t  e n t r e  ces d ive r s  t r i p l e t s  : 

-b k -+ II -+ Rk 3 + PkR -a i R  'ik Okj ' j ~  + E . .  J I  'ik,jR 

-b i k  3 R j  + i j  +- 

'ij ,k$ = E ja 'ik + 'ki ' j R  
+ R 

kR 'ik, JR 

(m. mt - m .) 2 
1 

+ $) (mj + ml) (mi + mj) (q + mg> 
1 1 *12 



Les relations entre les  coeff ic ients  sont l e s  suivantes : 

ik  2 
(ajk12 + + ( r j e )  = i  

( a k 1 2  1 a + ( a i j12  + (EkJ2 = I  

(E + = 1 

i j k R a  = E 
jL Eik 

a jk  
+ a i E  k j  ik j a  

i j  a ! .  = a  \Eck + E a j  i j  
12 ka k j  J I  k i  'kR 

k g k = :  a i i j  
+ E i k  4; a 

i g  E u  J i  
E jk kR j  2 

Dana l a  su i te  des calculs, nous prendrons l a  notation : 
1 

1 C > quand nous n'avons pas  besoin de différencier  l e s  

kets.  



V I 1  , DECOMPOSITION EN ONDES PARTIELLES 
-=-=-=--=-=-= ------- - - - --=-=-=-=- =- 

QUATRE CORPS 
I=-=- =- % =-- 

1. In t roduc t ion  

Les deux ensembles de vec t eu r s  d é f i n i s  au chap i t r e  I V  forment 

deux bases  q u i  s e  déduisent  1 'une de 1 ' a u t r e  pa r  u  ne t ransformat ion  u n i t a i r e  . 

+ + +  
A) ~ase-l-2-9-r,. 

L'élément d ' i n t é g r a t i o n  e s t  : 

\(l di: d;i d; 

1 ' opé ra t eu r  i d e n t i t é  : 

-+ + + +  3 - f - f  

d d< d r  I p q r > <  p q r  / 

la cond i t i on  de normal i sa t ion  c h o i s i e  de t e l l e  s o r t e  que : 

+ - + +  
B) Base 1 a b c > . --------------- 

L ' é l é w o t  d ' i n t é g r a t i o n  e s t  : 

1 ' o p é r a ~ e u r  i d e n t i t é  : 

e t  la  condi t ion  de normal i sa t ion  cho i s i e  de t e l l e  so r re  que : 

j 3 - t  + + + ,  -f -+ + -+ 
< a b  c  1 a'b" > = = ( a  - a ' )  q b  - b 7 )  6 ( c  - c l )  ( 70) 

On a donc e n  général  des i n t é g r a l e s  à neuf v a r i a b l e s .  I l  e s t  

i n t é r e s s a n t  de l e s  r édu i r e  e n  i n t é g r a l e s  t r i p l e s  et en sommes f i n i e s .  Pour  

c e l a ,  on i n t r o d u i t  an nouvel ensemble complet d 'observables  compatibles e t  

p a r  conséquent des nouveaux k e t s .  L e s  équat ions  de Faddeev s e r o n t  é c r i t e s  dans 

c e t t e  nouvel le  r ep ré sen ta t ion  d i t e  en  ondes p a r t i e l l e s  [ l ]  [l5]. 



+ + +  
II. Représentation en ondes partielles des kets j p  q r>. 

A) ----------- Choix d'un ~remier ------------------------- ensemble d'observables compatibles -Li---,. 

On considère l'ensemble complet d'observables compatibles : 

-f b' moment cinétique lié à p 

-+ t noment cinétique lié à q 

+ 2 moment cinétique Lié à r 

dont les Lets propres sont : 1 p q F l m I I  L mL $me tel. que : 

On choisira la normalisation : 



L'élément d ' i n t é g r a t i o n  s e r a  : 

et  1 ' o p é r a t e u r  i d e n t i t é  : 

Les k e t s  p r o p r e s  précédenmpnt d é f i n i s  peuvent  être décomposés 
+ + +  

s u r  les k e t s  1 p  q  r> : 

où nous avons u t i l i s é  1 ' o p é r a t e u r  i d e n t i  té: 

La f o n c t i o n  p r o p r e  a s s o c i é e  au k e t  p r o p r e  1 p  !L m > des  t r o i s  o b s e r v a b l e s  
+2 R 

{HP, a , a l }  est : 

' ; ' 1 P  JhL> F &(p - 2 p ' )  
y,, (6') 

P  9, 

P a r  conséquen t ,  nous obtenons  : 

2 . 2 or : d e '  = p  dp '̂ dp' ; dg' = q dq'  d q ' ,  d;' = r2 d f l  d r '  



C) Choix d 'un deuxième ensemble c o q l e  t d 'observables  c o q a t i b  l e s .  
---------L-----_I_------ --u------u--- ----- 

On o b t i e n t  un deuxièm ensemble complet d 'observables  compatibles 

en couplant  1 e t  2 : 

b 

dont les k e t s  propres  s o n t  é c r i t s  : 1 p q r J M I L % m g > t e l s  que 

avec l a  normal i sa t ion  : 

L'élément d '  i n t é g r a t i o n  étant : ' p2 q2 r2 dp dq dr .  
3 9 %  L 

e, m& 
e t  1 ' opé ra t eu r  i d e n t i t é  : 

1i 

I =  ( ( ( p 2 q 2 r 2 d p  d q d r  { p q r J M L L d m  < p ~ r J H % L d m ~  1 
J, M, L, fi d' 

2. ",, (75) 

+ -b 
En couplant J e t  y n o u s  obtenons ua dernier ensaahle  coqolet: 

d 'observables  compatibles : 

03 #+ = 3  +2 
de k e t s  propres  : 1 p q r a JIJ 1 L > t e l s  que : 



avec l a  normalisation : 

< p q  r  a & J  L L 4 1 p ' q ' r ' ~ X J 1 ~ ' L ' f  > = (P 9  r F 2  6 ( ~  - P ' )  6(q - q l )  

L 'é l émnt  d ' intégration é t an t  : 

e t  l 'opérateur  iden t i té  : 

E) g ( s i ~ ~ ~ & ~ ~ g _ p ~ n t : r e  les  diverses_représenga tions en ondes _partiel l e s  

Onpassede  1 p q   rad^ 1 ~ 8 ,  à I p q  r - J M l ~ f m ~ >  

en écrivant : 

où < p q r J ~ ~ L t m  [ p q r  !&JIL& 
4 e s t  l e  coefficient 

de Clebs ch-Gordan. 

On peut encore & a i r e  : 



En a p p e l a n t  f3 = ( d  J J L L i ) ,  nous obtenons  e n  coup lan t  l e s  

deux r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  : 

*.i+ 
III. R e p r é s e n t a t i o n  en ondes p a r t i e l l e ~ ~ ~ _ , ! c z t s  1 a b c >. 

Comme précédenment ,  rious de f in i rons  un premier  ensemble 

coillplet d ' o b s e r v a b l e s  compatibles. 

C e s  k e t s  s o n t  normal i sés  : 

( a b  c ) - ~  &(a- n t )  5(b - h l )  S(c - c ' )  6 
a m~ a I r n ~  a 6~ R I  

b b  

+ + +  
SOUS POUVOILS les d6composei sur 13s tccts '1 a b o : 

r 

'Ij, d e u x i è m  e eimpatribles p e u t  être 
4- i 

d é d u i t  du premier e n  couplant Pa e t  kb  : 



de kets propres : l a  b c Jag Wab ka A rn > 
h 

La condition de narmalisation é t a n t  : 

-+ 
On peut e i i f i n  coupler J et di cc qui d < - t i ; i r  ii.1 iiotiirel ensrriil1 6 ab 

complet d'observables compatibles : 

de kets  propres l a  b c 7 ch Jjb ka eb i, > nomnlisSs : 

< a b c 4 JL?J,~ a, eb n / a i b '  c ~ ~ J ~ ~ ~ J ~ ~ ~  z l a  e ', nt > - - 

Donnor.,ç e n f i n  1-6; "si,:ciri ?r, p - - ~ 2 :  s 1  
?'za~~scr~~ables coqat.iE?le-; 5 I ' ?-- - *p . 



En appelant y = Lb A , ROUS obtenons en portant 

(83) dans (82) : 

< T L ' i n t r ~ d : x c ~  cicr 6 .  * .-e. k i :" r . .  , .1:.i 1 eLs- d'utrservables  

9i.i.rn.;b-cibPés ca t  PH&& à ai..:: +. r , ,  IL; j~ > * .  ( 6 r - , : r ~ ~ . r  L ' ~ d d i  t i o n  des 

~ 3 5  opéuatians 

seablablee pour deux ou tuois; p ~ i t l : ~ , l c .  



VIII. ECRITURE DES EQUATIONS DE 
-E-E-P-=----t-P5-=-a=- 

FADDEEV DU PROBLEME A QUATRE CORPS EN ONDES PARTIELLES 
-=-=-=-=-a-=--=---- --=--=------3--l-=-=-i)-=-=---= 

Nous allons utiliser les résultats précédents pour explici ter 

les équations de Faddeev sur les kets 1 p q r B>: 

2r*2rk2dP.dP J ~ J ~ J  dq.dq dr.drk<p. q r $~~!!)~(s)/p,q.r.g 1J 
J ><  p.q.r,g, I G ~ I ~ ~ ~ ~ ~ ~ B ~  , J J J ~  J J J J  

'k ' k ' pkqkrkBk I $  (s)+f! (s)+$~(s) (p q r B > + ( P 2~ 2q 2q 2r 'r 
0 0 0 0  B.,@ j k j k j k k  

J k 

* ~ P S ~ P  J k ~ k ~ k  dq.dq dr.dr<p q rB[~(!)~(s)lp.q.r.~ > < p . q . r . B . I ~ ~ l ~ ~ ~ ~ r ~ @ ~ >  
i~ J J J ~  J J J J  

i & ' R 
< p5qkrkBk I t  (SI+ 6 (s>+eak<s) I P  0 0 0 0  q r B > + p j2p:qj 2qk2rj2rk2 Bj $6, 

dp.dp dq.dq dr.dr < p  q r B(CdC.(s)l p.q.r.8 > < p  q.r.B.IGoJp q r B > 
J k J k J k  LJ J J J ~  Q J J J  k k k k  

G étant la fonction de Green libre, nous déduisons : 
O 

< p.q.r.B.[ G0lpkqkrkBk * 1 
J J J J  S - P j  2 - 9 j  2 - r 2 < ~ * q * ~ . ~ * I ~ ~ q ~ r ~ 8 ~  J J J J  

> 

j 

= - 1 -2 
r 2 2 2 (P. q. r.) 

J J J  6(pj - pk) 6(qj - qk) 6frj - rk) 
Pj 

* r. - 
J 

s étant la variable associée a l'énergie E. 



P o s o n s :  < p q r ~  1 fi'(*) l p q r ~  > =  y j i j )  
0 0 0 0  (PI q >  r ,  s )  

' P  q r B  1 T..(s) 1 ~ ~ q ~ r . 6 ~  > = 5 (p q r 8; p . q * r - B . )  
SJ 3 3 3 3  J J J J  

< p q r B 1 T!;)(~)I p . q . r . 6 .  > - (p q r B ;  p , q . r . ~ . )  
J J J J  3 3 3 3  

c p q r B 1 T:;)(S)I p . q . r . 6 .  > = K' (p q r 0;  p , q . r . ~ . )  
J J J J  J J J J  

< ' p  q r B 1 a. *(SI  1 p.q.r.f$. > = K. (p q r 6 ; p.q.r:B.) 
XJ J J J J  1 j J J J J  

Ce t t e  n o t a t i o n  permet d ' a l l é g e r  1 ' é c r i t u r e  des équa t ions  de 

Faddeev q u i  deviennent : 

6 (P *-pt) 6 (q .-qk) 6 ( r  . -rk) 
d r .  d r  1 

J k 2 r  2 2  2  2 
P i  Qk k p j  + q j  + r  j - s 

* 8 (p q r B i p.q . r .6 . )  [ . , r s )  + (p q .  , r  , s )  
J J J J  j 'PJ J j 3  j , ~  j 

+ Y (ak) ( p . , q . , r  s)] - 2 2 2 2 2 2  

Bj J J j '  
P j  Pk q j  qk r j  rk dpj dpk dqj dqk d r .  d r  J k 



R ( i a )  
K (P q  r B i p a q a r . 6 * )  [Y ( p j , q j , r j , s )  + (p j , q j  , r j  , s )  

J J J J  fi j 

dq. dqk d r .  drk 
b 

J  
6 ( ~  *-pk) 6(q  *-qk) 6(rj-rk) 

'6. Bk 1 2 2 2  r J  
2 2 2 

Bk qk k  - s 
j 

( i k )  ( jk)  K. (P q  r Bj P .  9. r .  13.) [ Y (p q j .  r 8)  + Y p .  q ,  r s )  
1 j J J J J  j ' j ' 

!j ' j  
J j ' 

( ik)  K~ (P q r B ;  P q -  r .  8.1 [ y g  p q r  s )  + Y (jk) 
~ J J J  J J j '  8 ( p B S q 8  , r .  ,SI 

J J J  
j j  

( i E >  + <p . .q . , r  s) + Y @  (p . . q . , r  a) + Y ( j a )  
J J j' J J j '  B (p* 'q0 ' r  J 

j J J j '  
j j 

U t i l i s o n s  les i d e n t i t é s  : 

Les équat ions  de Faddeev s 'écrivent finalement : 

8 (p q  r B ; p - q . r . 8  .) [yBik) (p.  , q .  .r SI + Y r s) 
J J J J  j J J j '  j 

J  j '  j '  



R ( i k )  ( j g )  
K (p q r B ; p . q . r . 8 . )  [yB ( p . , q 6 , r  s )  + YB ( p h , q j , r j , s )  + y h k ) ( p . , q  , r  s)I 

J J J J  
j  J J j' j  p j  J j j '  

2 dp jq 2dq. r d r  1 K. ( p q r 6 ; p . q . r . B . )  PB (ik) (p . ,q  , r . , s )  
J  J j  - j 2+qj2+r, LS l j  J J J J  

j  
J ~ J  

j J 

( i k )  ( p . , q . , r . , s )  + Y~ 
J J J  

P s )  + Y g  
J J j '  

j )  p q r  s )  J 
j j J J j '  

2 2 - al \P 'dp.q. d q . r .  d r .  J 
2 2 2  I (p q r B ; p . q . r . 8 . )  p . , ,  ,SI  

B~ j  J J  J J  p . + q + r . a  J J J J  B j  J J ~  
J ~ J  

+ Y ( i k )  (pj  ,q j  , r j , s )  + 
(jk) 

(pj  , q j ,  r j  9s) + y ( i g )  
J 

P 3 .  s + Y(") (p . , q .  , r  s)] 
' j  'j J J J  'j J J j '  

Il nous f a u t  maintenant  e x p l i c i t e r  les d i f f é r e n t s  sous-noyau  
k K. K e t  K. dans l a  r e p r é s e n t a t i o n  c h o i s i e .  Grâce à des t ransformat ions  

1 ' 1 j 
j u d i c i e u s e s ,  nous ob t iendrons  une forme s imple de ces  d i v e r s  sous-noyaux e t  

par  conséquent une é c r i t u r e  a l l é g é e  des équa t ions  de Faddeev. 



I X  . ETUDE DU NOYAU 
--=-=-= --=hl-- 

DES EQUATIONS DE FADDEEV 
-=-=- =-t-=-i-=---l-=--- - 

QUATRE . CORPS 

Nous définissons B j  = a'& J ' L ' ~  '2. 

Grâce aux relations (73) et (80) .  mus déduisons que : 

T. . ( s )  e s t  l a  matrice de transit ion pour l e  problème à deux corps ,  par 
1 J  

conséquent : 

Cet élénient de matrice s e  décompose dans l a  représentation 

choisie suivant (voir problème à deux corps) : 



K .  s ' écr i t  alors : 
1 

j dp. d<. di.. Y* (q) Y* (2) 
J J J LmL frne (Sj) R ' 

Nous avons tenu conpte des égalités suivantes : 

Grâce aux transformations [ I  sur les harmoniques sphériques 

définies dans 1 'appendice A [7] , nous réduisons l'intégration sur s i x  varia- 

bles à une intégration sur quatre variables. 

A 
nL ~~p~~ 8% 1 

d (cos O.t -t ) d (cos Q+ -+ ) 
q . p .  

J J  r j p j  



- 37 - 
avec : 

11 MUS reste à utiliser les relations reliant les divers 

éléments.de matrice entre eux pour donner à An une forme 
L >  ,pp"sn~l 

simplifiée. 

Les relations ( ~ - 4 )  de l'appendice A nous permettent d'écrire : 



A l ' a i d e  des r e l a t i o n s  d ' o r thogona l i t é  des c o e f f i c i e n t s  de 

Wigner [12] e t  compte-tenu de l a  conserva t ion  du mment  angu la i r e  t o t a l ,  

Ki s ' é c r i t  a l o r s  sous  l a  f o r =  : 

J 8'' 
d (cos &i + ) d (cos €+ + ) d + +  -+ 

q j  p j  j  'j q j  p j  

où nous avons posé : y,,,, = N. 

Pour te rminer  ce c a l c u l ,  intégrons: les de= distributions 
2 2 2 . 6 (q - qi ) et 6 (r - r 2 ) .  Pour c e l a ,  nous e x p l i c i t o n s  l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  i 

d (COS 3 e t  d (COS 3 ) en fonc t ion  des d i f f é r e n t i e l l e s  dai e t  d r . .  2 qjp J J 1 

D'après l ' appendice  B ,  nous voyons que  nous pouvons é c r i r e  

de manière générale  : 

Le p r o d u i t  A . B . C .  e t  l e s  nouvel les  bornes Q e t  R 2 

2 J J J  i j 
M. e t  V. pour r .  o n t  l e s  va l eu r s  p o s s i b l e s  su ivan te s  : 

i j  'Our 

1 j lj J 



1 )  ,A,  B .  C = 
i i i 

W 
J  J  j ',j ' ~ j k  L j k  

(pi - 1 3 ~  q . )  
2 

(p i  + 'i q . )  
2 

= 
g j  J .- e t  R. = 

J 
'i j i 2 

(a, j) 1 j (ai .) 
E J  

El s 'écr i t  alors : 

(2  ' + I I  '12 nr5i 
Ki = 4 A . B - ; C . p . q . r . q r  

J J J J J J  



k II. Calcul de K (p q r 6 ;  p 

~ r â c e  aux r e l a t i o n s  (73) et  (80) , nous déduisons que : 

d~ d î  d~ cia. d r  Y* (9) Y *  (5) gm (il Y 
j ~ j a ~  L"L I I ' ~  ccj) 3 II' 

+ -+ +' 
(6 . )  yXIm (2.1 < p  q r 11i(5'(s) 1 P. 5 .  T > ' Y ~ l m L l  1 g1 J J ~  

k 
Tij (s) est l a  matrice de t r a n s i t i o n  du p rob lèm à t r o i s  corps 

d'où : 

Nous pouvons montrer, de l a  même d è r e  que pour l e  p rob lèw 

à q u a t r e  corps, que l ' o n  paet é c r i r e  : 



k En tenant compte des rés.ultats (IO]),  K prendra donc l a  fornie 
suivante : 

2 2 a ( r  -ri ) 

'm J YL'%' 
(5.) y, 

J 
(Pj) 2 'k)ij (pq :Pipi : s l )  

11 1 m~ b p i  

où gous avons posé : 

De- l a  s r n e  f q o n  que dans le paragraphe 1, nous ut i l i sons  *,les 

transformations de l'appendice A M [ I  ] et l a  conservation du momnt angulaire 

total  pour écrire le noyau sous l a  forme : 

' L' J ("' LU J") 

[ Z' -%' ni" Yi* N" -2 g 2 f l \  nt. -3.1 Pe &' ::) 



E t  e n  e x p l i c i t a n t  l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  d  (cos @ + ) e t  
%?J d  (cos O* + ) ( v o i r  paragraphe p récéden t ) ,  nous aboutissoas a . 

9j'j 

# 
- ~ - L ~ ~ - J - J  

Kk = (2L1+1) 1'2 n G  
2A.B.C.p .q . r . r  

J J J J J J  

"a,, .2 ."&1 ,"s,l 



III - C . . - m l  d 2  K . . (pqrB;  p . q . r . B . )  = C p q r 6 I a  . ( s ) l p . q . r . 8 . >  
1  J J J J J  1  J J J J J  

Les 2:ats jp-;r~> e t  1 abcy> é t a n t  i d e n t i q u e s  e t  . ( s )  a g i s s a n t  s u r  c e s  
13 

k e t s ,  nous  é c r i v o n s  K sous  l a  forme: 
i j 

Ki j 
= <abcy 14. < s >I a . b . c . y . > =  < a b c y l a . . ( ~ ) I  a . b . c . y . >  

J J J J J  1  J 1 1 1 1  

OU e n c o r e  : = a(ij) 
Ki j 

(abc ;  a . b . c .  . s )  
YY 1  1 1' 

i 

Il nous f a u t  é t u d i e r  m a i n t e n a n t  l e  problème à q u a t r e  c o r p s  avec  i n t e r a c t i o n s  pa r  

p a i r e s  pour  d é t e r m i n e r  l a  forme d e a  ( i j )  ( a b c ;  a  . b .  c .  ; ç) , l e  problème à t r o i s  
y y ,  2 1 1  1  

c o r p s  pour  e x p l i c i t e r  (k) i j  (pq;  p  . q .  ;s-r ) e t  l e  problème à deux c o r p s  p o u r  
( i j )  %P 

1 1  

e x p l i c i t e r  T , (p ;p , ; s -q  2 4 2 )  . 



X - EQUATIONS DE FADDEEV DU PROBLEME A 

QUATRE CORPS AVEC INTERACTIONS PAR 

COUPLES 

-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=--=-------------=------ - - - - - - - - - 

Les équations de Faddeev du problème à quatre corps avec interactions 

par couples s'écrivent: 

fi[.. . (E) = T. * (E) 
1  J i.J + T i j  

( E l  G O (El &,,(E) (107) 

Explicitks ces équations sur les kets /abcy> précédemment dzfiniç et en u t i  1 ; -  

sant i 

- 1 - 2 
a b c y  > =  

2 2 
< aibfcf'yf lG0 1 g, g, R 11 2 (8 afbfcf) 6(af -a 1 

af2+bf2+cf -s 11 

Les équations de Faddeev déviennent: 

a 'ij) (abc;a.b.c. ;s) =@ 
1 1 1  

(ij) (abc; a.b.c.;s)- jljda.2dhL2dc 
YY; 1 1 1  Y Y i  8 x P, 

Y1l 

a b c  
R R R  

e ---LI---^I-- K(ij)(abc; a b c s ) ~ '  a b c ;a;B.c. ;n) (108) 
a 2+bR2;=C 2-ç  & L E '  yQyi e u  - X I  
R 11 

où nous avons défini: 

où s est l'énergie relative à ce problème à quatre corps particulier 



Il nous r e s t e  3 é t u d i e r  l e  noyau ~ ( ~ j ) d a n s  l a  r ep ré sen ta t ion  c h o i s i e .  

f 2.i 1.- - ( a b  c / q j ( s )  1 a% be cg ye > 

t-~..-q,., - pr;x r-1 -tiens (82)  c t (87) , nous déduisons que : 

T (s) e s t  13 u ~ a t r i c e  r e l a t i v e  à un couple de deux p a r t i c u l e s  p r i s  parnii les i j  
qua t r e  CO rps  . 

Daus l a  r ep ré sen ta t ion  c h o i s i e ,  l ' é lément  de  mat r ice  devient  : 



(Jj > 
K . s ' é c r i t  a l o r s  : 

P b +P ba +A+A Ir -ca-ka - J ~ ~  

K ( i j  1 = CC 1 [(2jt]> (2?+1>  (2Jab'1) (ZJ, b + ~ > ]  
(t a 01 ffa a ci 

Mab >rn,\ ' M, b 
Pi 

m 
1 '  i, 
O( a  "b 

I 
m il ,m 

a  'b 
CI C1 

Gcâce aux t:ransfo-rmatiorrs [ 7 ]  [ 1  1 di5fitiic.s dans 1 ' a p p e n d i c e  A ,  

nous ob t enonç : 

C 
R +il + A + A  +n +n SnA -lla-La 

(2Raa + i )  1'2air, 
b b a  U R b I t a  

K( i j  > - - a 
b  c (=. 1) - J ~ ~ - J  b-mA -m -m d-cj --M,~-M 

Nab * mA M , niA a a Ilb &a 0" a b  
a b  Ol OL 

CI 

"b 
hW',%,, .n 

'"43 '"hW' 



( i j )  Y,, ( O - + ; ,  a + - + )  T . ~  (a, a k ,  s"') 
a: R E  C ~ a ~  a 

( I l l ' )  

Corn2 nous avons f a i t  p,.<cédermrisnt, nous a l lons  i n t é g r e r  les 
2 2 2 2 

deux d i s t r i b u t i o n s  & (t -bk ) e t  6 ( c  -$i ) . 

D ' a p r è s  l ' a p p e n d i c e  B ,  nous é c r i v o n s  : 

"2 ddck2  
d ( c o s  O-++) d (COS O - % - + )  - - 

,R "a "R 4 ~ Y Z a b c  
R R R R r l ! L  

Le p r o d u i t  Xe% Ze a i n s i  qtie l e s  bornes  S et W k R kk e t  G 
kR 

a s s o c i é e s  o n t  l e s  v a l e u r s  s u i v a n t e s  : 

En t e n a n t  coi.ipte de l a  corrçêrvnt ion du noment a n g u l a i r e ,  R 

s ' é c r i t  : 



Cependant quand, à l a  p l a c e  de  QI$:'), mus u t i l i s o n s  f (kR 
a 2 2 Rb 

q u i  a g i t  s u r  b e t  b , nous obt iendrons  de s  d i s t r i b u t i o n s  &(a -a ) et 
2 2 k k 

b(c  -c  ) e t  l a  d i f f é r e n t i e l l e  s u i v a n t e  : 
k 2 2 

da dc 
k d (COS * + )  d (COS C a )  = 4x.y : a b  

b ~ a ~  R R R & B R R R  

Le p r o d u i t  X . Y . 2  ainsi que les bornes E et G son t  i nva r i an  
t g ! ?  kg . ka 

et à l a  p l a c e  des bornes S et  W nous aurons : 
kR ka * 

Nous envisageons une t ransformat ion  qui f a i t  p a s s e r  du t r i è d r e  
-f 

de r é f é r e n c e  à urz t r i è d r e  où le vec t eu r  a est c o l i n é a i r e  à z e t  x a p p a r t i e n t  
-% -+ 

R 
au  p l a n  formé p a r  les v e c t e u r s  b et.  a . péca - t )  , 

k, !& 

( "2  K lJ ' é c r i r a  a l o r s  : 

4'9. p+# m mi 

,(ij L L2aad + i )  I I 2 .  6 
a % a 

4 X Y Z a b  c a c  
E 6 T) -Jab- a b-% &a -",b- Ma b a a 

R R l l i L l l J ? .  
a a 

'ab J * A ' ~ ~  b '. A 
3% '"2 n~ s n ~  ab 

116 bd a A , * h ~ o n A ~ n A  S ~ ~ I I I  

a 



fi51 Nous pouvons é c r i r e  a u s s i  K pour une t r ans fo rma t ion  q u i  f e r a i t  
+ 

p a s s e r  du t r i è d r e  de r é f é rence  à un t r i è d r e  où l e  vec t eu r  b  e s t  c o l i n é a i r e  
-b 

à 2, e t  où x a p p a r t i e n t  au p lan  fo rné  pa r  l e s  v e c t e u r s  ? e t  b  . 
11 k 

Les équat ions  de Faddeev du problème à q u a t r e  corps avec i n t e r a c t i o n  

p a r  couples  s ' é c r i v e n t  : 

@j 1 (abc ; a .b . c .  ; s )  = (abc ; a . b . c .  ; s) 
1 1 1  

YY . 1 1  1 

1 YYt 

2 
W 
lcle 0~ ab +ab +A+A +n +n +n 

- a a 'b 'a A da: /dsf jdbe (-1) 

2  , t b , A  'ka O 
-a -Ra -J 

a  S k ~  a -m a ab-Ja b A 
C L ~ a  a a 



. a (ka) (aQbQcR ; a .b  c ; SI 

1 'i i i i  



Y 

. n 
Y 

(%à.' %5) 'LA (et;, 9 ~$2,) Yr n (03 + , O )  

J b g b  J J J a t a  1 j  
a. a 

I *RI n ($.i. . ( i j )  (Ce:, aR (a ,  a i ,  s") ( I I I )  
b k k  J J  J J  A '  J j J J  a 

( i j )  (u) Cependant quaad, à l a  p lace  de Q1 mus u t i l i s o n s  Q 
a 2 2 Rb 

qui  a g i t  s u r  b e t  b nous obtiendrons des d i s  t r i b u t i o n s  &(a -a, ) et  
2 2 i ' 1 

6 ( c  -c. ) e t  l a  d i f f é r e n t i e l l e  su ivante  : 
1 2 2 

dai dci 

%.B.) &+' c,  a. 4X,Y.Zia.b.c. ( 1  10') 
J J  J J  J J J J J J  

Le p rodu i t  X.Y.Z .  a i n s i  que les bornes E et  G sont  invar iante :  
J J J  i j i j 

et à l a  p lace  des bornes S e t  W nous aurons :. 
i j  i j '  

Nous envisageons une t ransformation qui f a i t  passer  du t r i è d r e  
-b 

de référence  à un t r i è d r e  où le vecteur  a .  est colinéaire à z e t  x appar t i en t  
+ 3 

au p lan  formé par  les vecteurs  1 e t  (4. (cf pé~éd- t )  ' 

K. s ' é c r i r a  a l o r s  : 
1 j 

\+g' h * h t b ' + ~ ~ t ~ ~ ~  -R r R  la  

(2%: + i )  ' I 2 n  G a + n ~  a 

K. i j  = 4X.Y.Z.a.b.c.a~: 1 6 1) - J,,- J la,--, -m4-m &;M-Ht 

J J J J J J  % , m A d ' * ~ m  



Nous pouvons é c r i r e  aus s i  K.. pour  une t ransformat ion  q u i  
LJ -% 

f e r a i t  p a s s e r  du t r i è d r e  de r é fé rence  à un t r i è d r e  où l e  vec teur  b e s t  
j 

c o l i n é a i r e  à z e& a p p a r t i e n t  a u  p l a n  formé p a r  les vec t eu r s  e t  11 i j ' 
nous f a u t  é t u d i e r  maintenant le problème 2 t r o i s  corps pour déterminer  la  

f o r m  de Ji (k) i j (p q;  piqi ; s - r 2 ) et  le  problène  à deux corps pour e x p l i c i -  
PP: 

Ci ji 
1 2 2 

t e r  TL (p; pi: s - q - r ) a i n s i  que a 2 2 a i  - b - c ) e t  
2 2 dke' (b;  bi: s - a - c ) 

S 
b 



X . EQUATIBNS DE FADDEEV 
-E-=P-i-=---=-a---= 

POUR LE PROBLEME A TROIS CORPS 
--rm8-=--r-=---W---i=-e=-=-i5-~-- 

Les équa t ions  de Faddeev du p r o b l h  à t r o i s  corps  s ' é c r i v e n t  131 

D'une manière analogue au problème à q u a t r e  corps ,  nous d é f i -  
3 3 + n i s sons  s u c c e s s i v e ~ n t  des 0 8 s e m a b l e s  p et a d é f î n l s s m t  une base ( p  q > 

e t  reliées e n t r e  elles p a r  les r e l a t i o n s  : 

m. m. 
avec  : a = [ 1 J 

i j  (mi+t)(m+ 
j % 

Nous cho i s i s sons  deux ensembles complets d 'observables  compati- 

b l e s  {B p. Bq, i2, L z .  12, L 1 e t  { p ,  riq 
2 

, J ~ ,  Jz, i2, t2} dont l e s  k e t s  

p ropres  v e r i f i e n t  les r e l a t i o n s  : 

En p r p j e t a n é  les 6quat ions de Faddeev s u r  l e s  k e t s  I p  q p > 

où P = J M L et e n  u t i l i s a n t  : 



Les équations de Faddeev deviennent : 

où nous avons déf in i  : 

Il nous r e s t e  à é t u d i e r  l e  noyau K (k) i j  . Pour c e l a ,  nous em- 

ployons l a  même méthode qu'au paragraphe 1 du chap i t r e  V I 1  du p rob lèm à 

qua t re  corps. 

Nous obtenons : 

Pour terminer le ca lcu l  de K (k)i' il f au t  i n t é g r e r  l a  d i s t r i -  
2 2 but ion  liée au cent re  de masse du p rob lèm à t r o i s  corps 6 ( q  -q,  ) .  Pour ce la .  

K 

nous e x p l i c i  tons donc la d i f f é r e n t i e l l e  d(cos ) en fonction de dq 2 
k *  



 après 1' appendice B : 

- 2 

d (cos O-+ -+ ) = 
-1-k 

%PR akR 'klpfiqe 

où l ' i n t é g r a t i o n  s u r  p se f e r a  
II 

K(~) i j  s ' é c r i  t p a r  conséquent : 

L e s  équa t ions  de Faddeev du problème à t r o i s  corps s ' é c r i v e n t  : 

L 'é tude  complète du problème à t r o i s  corps néces s i  te l a  connais- 

sance  des s o l u t i o n s  du problème à deux corps dont  nous rappelons maintenant  

les pr inc ipaux  r é s u l t a t s .  



X I .  EQUATIONS DE LIPPMANN-SCHWINGER 
-p-e-p---a--=-=---=-=-m---- 

DU PROBLEME A DEUX CORPS 
---=-=-=- =- =-p-=-.---= 

Considérons le système quantique régi par 1 'hamiltonien H. 
l j  

du problème à deux corps. [18][21] . 
On écrit : 

où K est L'hamiltonien des deux particules lihres. 
P 

On connait ses valeurs propres et ses ketç propPes : 

'i j est le potentiel d'interaction des deux particules i et j  

On cherche les solutions de : 

Les équations de Lippmann Schwinger relient [ J I >  à I$> t 

1 
où en appelant : G (EH) = E,, - 

O 
P 

Les équations de Lippmann-Schwinger s'écrivent aussi F;is;_-a-~.t in+-);\ ,mir 

La matrice de transition T. : 
1 J 

T. (E") = Yij + Vij G o  (Et') Ti (E") 
1 j a 

( 1 2 4 )  



- 52 - 

6 

(Nous remarquons que PLéquation ( 1  2Cr) f a i t  i n t e r v e n i r  l ' apé ra teur  de Green 

G. (E") l ié  à l 'hamil tonien  H. .). 
1 j 1.1 

Les k e t s  propres de H. . représentent  s o i t  des é t a t s  d i s c r e t s  
1 J 

1 lyn > de valeurspropresE s o i t  des é t a t s  continus 
n ' 1 $, > de valeurspropres 

Ea 
r* 

Définissons l ' opé ra teur  i d e n t i t é  T tel que : 

L'équation (12o'>i devient  : 

-t 
Dans l a  base  des k e t s  propres ( p > de H , l e s  équations 

P 
de Lippmann-Schwinger prennent  l a  forme : 

Nous pouvons é c r i r e  les mêmes équations pour a. e t  TJ du 
1J ka 

problème à w t r e  corps avec i n t e r a c t i o n s  par  couples: 



-f + 4 81vi  ' 1". ><a II.. (O"') Iq, <Zp . . (SI ' )  [%>=<aIv.  . [ a $  + F 1 ;  1~ 

1 J 1 J  '1 - a 
' 2 

Nous n'explicitons pas l e s  éléments de matrice de t rans i t ion  
T a i j ) ,  ( '3  et car ,  coonne nous l e  verrons dans l a  2' par t ie ,  nous 

,a Rb 
pouvons apporter de grandes simplifications dans l e s  équations précédentes 

e t  leur  écr i ture  en ondes pa r t i e l l e s  en sera  f ac i l i t ée .  



X. CONCLUSION 
--S-P-t-= 

La connaissance des p o t e n t i e l s  d ' i n t e r a c t i o n  e n t r e  deux 

p a r t i c u l e s  nous penoet donc de déterminer en  p r inc ipe  l e s  so lu t ions  des 

équations de Faddeev du problème à q u a t r e  corps. . 

Dans le cas général (po ten t i e l  quelconque et moments angulaires 

non nu l s ) ,  les équations de Faddeev du problème à quat re  corps son t  ac tue l l e -  

ment pratiquement inso lub les  numériquemnt. 

Nous considérons dans l a  s u i t e  le cas d'atomes Btudiés dans 

l e u r  état  fondamental et  où les p o t e n t i e l s  son t  donc du type coulombien. 



ETUDE DU FORMALISME 

D h l Ç  LE CAS 



1. INTRODUCTION 
--=-=--=-= 

Dans c e t t e  deuxième pa r t i e ,  nous étudions l a  forme des 

équations de Faddeev du problènie à quatre  corps dans l e  cas d ' in teract ions  

coulombiennes en nous plaçant au niveau des basses énergies. 

Dans un premier temps, nous donnons l e s  r é su l t a t s  concernant 

l e s  po ten t ie l s  a t t r a c t i f s  [5l e t  les po ten t ie l s  répu ls i f s  [g [4] [21]et 

nous l e s  insérons dans l e s  équations de Faddeev du problème à t r o i s  corps 
e t  à quatre corps avec in te rac t ions  par paires.  

Dans un deuxième temps, nous u t i l i sons  ces r é su l t a t s  pour 

donner une forme simple aux équations de Faddeev du problème à quatre corps. 

Ces éqpations seront correctes  après une seule  i iSxat ion [8]. 



II. POTENTIELS COULOMBIENS 
-p- -=- =-=-=- =-=- =-e 

DEUX CORPS 
--=-=--= 

Les p o t e n t i e l s  coulombiens s o n t  de  deux types t a t t r a c t i f  

(dans ce cas nous sonnnes a u  vo i s inage  d 'un  é t a t  l i é )  ou r é p u l s i f .  

Nous a l l o n s  donner les formes que r e v ê t  l a  ma t r i ce  de 

t r a n s i t i o n  T dans l e s  deux cas .  i j 

1. P o t e n t i e l  a t t r a c t i f  II]. 

2 Dans ce ca s ,  nous somnies a u  vo i s inage  d'un é t a t  l ié ,  c ' e s t - à -d i r e  

5" = g n  = -2 ( e n  u n i t é s  Rydberg) e t  l e  d e u x i è ~  terme de l t&quat ion de 
.2 

Lippmann-Schwinger ( 123) prédomine : 

Nous savons que [iln> est k e t  p rop re  de H avec  l a  v a l e u r  propre 

En e t  16, k e t  p rop re  de H avec l a  v a l e u r  p rop re  p 2 ,  p a r  conséquent nous 
O 

é c r i r o n s  : 

Utilisant c e  r é s u l t a t ,  l ' é q u a t i o n  (125)- .devient  : 

Définissons 1 'ensemble complet d 'observables  compatibles  
2 -t 

CI 

{El , 1 , EZ} de k e t s  p rop re s  Ip k m > e t  dont  l ' o p é r a t e u r  i d e n t i t é  1 
P 11 

s 'écrit : 



P o r t a n t  l ' o p é r a t e u r  i d e n t i t é  dans l ' é l é m n t  de mat r ice  
-b 

<; 1 T. . ( s r ' )  1 pi> e t  d é f i n i s s a n t  l a  fonc t ion  propre a s soc i ée  au  k e t  
1 J  

propre 1 p k L '  me, >: 

nous en déduisons que : 

" 

En i n t r o d u i s a n t  l a  conserva t ion  du moment angu la i r e  l i é  à deux 

corps : R '  = R " ,  on o b t i e n t  : 

D'aut re  p a r t ,  l e  p  o t e n t i e l  c o u l o d i e n  é t a n t  c e n t r a l  : 

-b 

$n (P) = 1 Fn $ IV  (P)  y$ 'lm <$> 
" '' L "  

(n-R- 1 ) ! 11+2 - 
a v e c :  Fn, (p) = 

.rr ( n + k ) !  9. ! (-En) 2 

2 

où C ll+ 1 (-) e s t  l a  fonc t ion  de Gegenbauer. 
n-R- 1 

Nous ob tenons f inalement  : 

II. Po t e a t i e l  r é p u l s i f  [3] [2 11 [43 

Les deux p a r t i c u l e s  s e  t rouvant  dans un é t a t  l i é  à q u a t r e  corps,  

l ' é n e r g i e  correspondant à ce p o t e n t i e l  r é p u l s i f  s e r a  donc néga t ive .  



Co- nous 1 'avons montré précédennnent, on peu t  é c r i r e  : 

L'équa t ion  de Lippmann-Schwinger s ' é c r i r a  donc : 

'Jill' (P, P k )  
Tilt ( P ,  Pi, s t ' )  = VR" (P, Pi) + 2 T Q v  (pk '  p i ,  s")  (128) 

1'- 

Pk 

Nous obtenons une équa t ion  i n t é g r a l e .  I l  nous f a u t  é t u d i e r  s i  

son noyau es t  de Hilbert-Schmidt [6] 

Le noyau de c e t t e  équa t ion  i n t é g r a l e  est : 

s" é t a n t  n é g a t i f ,  il n ' y  au ra  pas  de pô le  l i é  à s". 

Dans l e  cas d ' un  p o t e n t i e l  coulornbien, on conna î t  l a  forme 

où l a  f o n c t i o n  de Legendre de seconde espèce  Q est  é g a l e  à : 
R "  

1 e s t  un po lynôm de de g r é  1"- 1 e  t PR ,, un po lynôm de 

Legendre de degré R I ' .  

Wgu - l et  Pg,, s o n t  p a r  conséquent deux fonc t ions  r é g u l i è r e s .  Q R t l  a u r a  un po in t  

de branchement logar i thmique  pour p  = p e t  e l l e  s e r a  s i n g u l i è r e  e n  ce po in t .  
k 

Cependant, comme nous nous plaçons e n  dehors de l a  couche 

de masse, l a  f o n c t i o n  Qat. s e r a  r é g u l i è r e  en  t o u t  p o i n t  et Kel, s e r a  un noyau 

de Hilbert-Schmidt e t  v é r i f i e r a  : 



Tout o p é r a t e u r  de Hilbert-Schmidt peut  être approché p a r  un 

noyau de r ang  f i n i  ( c f .  annexe) . 

les f o n c t i o n s  @ (p)  é t a n t  normalisées  : ria" 

L ' équa t ion  de Lippmann-Schwinger dev ien t  : 

Posons : h(p2st') = 
dpk (pk,sf ')  T , I l  P Pi 3 s t t )  

e n  m u l t i p l i a n t  les deux e r e s  de (132) pa r  anle,,  (p ,SI') e t  en  i n t é g r a n t  

s u r  p , on a b o u t i t  à : 

AnLiI(sl') 
s o i t  : h(pi,sU) = 2 2 2 

n I - A ~ ~ ~ , ( s ' ' )  @nen (pi, s ") P dp (P , s I l )  ( s  I1-p 1 
( 134) 

Finalement , nous ob t iendrons  : 

- Il nous res t e  à déterminer  l a  n a t u r e  des A ,, e t  ,, . 
nL 

Nous venons de v o i r  que : 

Mult ip l ions  les deux membres de c e t t e  équa t ion  p a r  @ , .(p,st') 
n P. 

e t  in t ég rons  s u r  p.. En t e n a n t  compte de (131) on o b t i e n t  : 
1 

2 
P i  dpl VLt. ( P ' P ~ )  @n,tl <q,s") = A S  @ n L I I ( ~ . ~ I 1 )  (stl-p j 2  ( 136) 



O U  encore : 

C'est l'équation d e  ~ c h - o d i n ~ ~ r  en  ondes p a r t i e l l e s  du 
v p o t e n t i e l  - dont on connai t  l e s  valeurs propres e t  l e s  vec teurs  propres  pour X 
n une énerg ie  néga t ive  : 

Nous aurons de pour 3, ,, les réml t a  ts s u i v a n t s  : 

q l l (b9b l ; .~ t I )  = nk l i  (b , Si$) nit,, (b , dH) (b2-s"l) 

b  
k 

bb bb 



III* EQUATIONS DE FADDEEV 
-=-=---=-=-=-=- =-= 

TROIS CORPS - s w=- =- 

1 - Lntroduct ion  

Nous considérons l e  cas  où l e  moment angu la i r e  t o t a l  e s t  n u l ,  
3 

ce qu i  e n t r a î n e  : J = N = n = O e t  puisque 7 = L + d nous déduisons que : 

L = R  L1 
e t  que L 

1 - 
Les équa t ions  de Faddeev du problème à t r o i s  corps  s ' é c r i v e n t  : 

Compte-tenu des p r o p r i é t é s  des harmoniques sphé r iques ,  nous 

pouvons met t re  l e  noyau de ces équa t ions  sous l a  forme : 

2  TL^') ( p ,  pk. s r - q  ) 

Les équa t ions  de Faddeev s ' é c r i r o n t  : 

(k) i j ( j  q ; p i 1  + [ dqg2 dp, 2 
JI,,', (p4 ; Pi9 js l )  = @La" 

1 Lan. 



( - l )a+e l+ l  . 1(2%+l) (211,+1)) 
( i  j )  

2 
1 PL (COS 0 4 )  PL (COS 0 + ) TE (p,pks- 

(pR2+qR -s ')  32 u kR B kR 1 ?Cpt ?kpk 

(k) i R  
( 140, 

I térons : 

112 

2 (2R ]+ 1) (2e2+2)] 
Tj i j )  (p. pk, s l-q 

32 a ~ m  'Rm qe 

Uti ' l iwns les  r é su l t a t s  du problème à deux corps concernant 

l e s  éléments de matrice de t r ans i t i on  T 11 ' 



Il y aura  t r o i s  cas  p o s s i b l e s  s u i v a n t  que T e et  't,, son t  

a s s o c i é s  à des p o t e n t i e l s  a t t r a c t i f s ,  à des p o t e n t i e l s  r é p u l s i f s  ou que l ' u n  

est  a s s o c i é  à un p o t e n t i e l  a t t r a c t i f ,  l ' a u t r e  à un p o t e n t i e l  r é p b l s i f .  

II. P o t e n t i e l s  a t t r a c t i f s  

Nous avons vu que dans ce cas  : 

O n  au ra  de mênie pour Tg ( j k )  . e t  Te 
1 1 

2 ( j a )  
(P,, Pk9 ~ ' - q  ) = T e l  

Les équa t ions  de Faddeev s ' é c r i v e n t  a l o r s  : 



Défin issons  l a  fonc t ion  ( q ,  q i ,  s l )  t e l l e  que : 

P o r t a n t  c e t t e  express ion  dans (142) , nous obtenons : 

(cos W + ) P  (cos O + - + )  F 
9iPa. R *a* k 



III. P o t e n t i e l s  r é p u l s i f s  

L'élément de matr ice de t r a n s i t i o n  T s ' é c r i t  : 
R 

II 

(jt) de même pour TA e t  TE 
1 1 

Nous déf in i rons  c e t t e  f o i s  x (k) i j 
net" 

( q ,  q i ,  s ' )  par  l a  r e l a t i o n  : 

r, 

Nous obtenons : 



I V .  P o t e n t i e l s  a t t r a c t i f  e t  r é p u l s i f .  

Nous aurons deux p o s s i b i l i t é s ,  s o i t  : 

L L 
( p i ?  +cli? -s l )  

ou b i e n  T ( i l )  e t  
R 1 

(jC) son t  i n t e r v e r t i s .  
1 a 1 

Nous posons : 

ce q u i  nous p e r m t  d ' é c r i r e  les équat ions de Faddeev sous l a  forme : 

(k) i R  (j a) , r q R s q i 9 s t )  +  IO^. 1 1  1 1  

(- ]+ 1 [(za+ 11 ( 2 1  1+ i)] 112 
, 

' où : 
(k) i j 

Onk2 " < i 9 q i , s t )  = R 1  ' [ O dqR2 r d p i 2  32 a 8 9(pL 2 +q, 2 - s t )  
Lkll ki? kR 



S i  l ' o n  i n t e r v e r t i t  ~ 2 ~ ' )  e t  T:"), s e u l s  les noyaux 
1 1 

( i a )  et K ( j e )  sont  i n t e r v e r t i s .  
n i , n , k ,  nR,n 1 1  R 

Dans ce cas T ( i e )  et ( j a )  son t  tous deux a t t r a c t i f s  : 
1 1 

Nous poserons c e t t e  f o i s  : 
Tg 

(k) i j  -% (5 >-qL) , r 
( ~ q  ; pi<li? l )  = (k) i j  (pq ; pi<lipl) + 1 - - . - - -  . - . -  

i , I r  
aPp (p , s l -q  1 

n 1-Ad ( s  l-q2) 



Les équations de  Faddeev deviennent  : 



IV. - EQUATIONS DE FADDEEV POUR LES POTENTIELS 

C m - ~ ~ - ~ - a - a - - . a r r q - i S q ~ - 5 1 - i - p s - a ~ - u i - P ~ ~ y - - = ~  

COULOMBIENS QUATRE CORPS AVEC INTERACTIONS 

-P-a-O-=-e-=-z-P-0-0 - P - = - P - = - = - P i P - P c P - = - = - p  

PAR COUPLES 
- = - . = - P i a - ~ - ~ -  

1. - INTRODUCTION 

Nous considérons l e  cas où l e s  moments angu la i res  to taux sont n u l s ,  

ce qui  e n t r a i n e  : = O 

3 3 

0; : -f- Jab + A d'où 

+ '  3 -t 

D ' au t re  p a r t ,  puisque Jab = Pa + R b ,  nous en déduisons que : 

Les équations de ~ a d d e e v  du problème à quat re  corps s ' é c r iven t  : 

( i j )  ( i j )  , , (abc ; a . b . c  ; s) = Qg &,, (abc ; a . b . c  ; s )  
a a i i i 

a a 1 i i 

~ e ~ j )  ( a ,  $, s-b2*c2) , (kg) ,,, (a,b,c, ; a.b.c. ; s )  
a a a 1 1 1  

a 

où nous avons tenu compte des p r o p r i é t é s  des harmoniques sphériques 



o  angle  e n t r e  les d i r e c t i o n s  (8 -+ , O) e t  (va , &+ ) 
a Fa 11 a, 

I t é r o n s  c e t t e  équa t ion  au premier  o r d r e  : 

( i j  1 a , , (abc ; a . b . c .  ; s )  = ( i j )  
1 1 1  @R 2" (abc ; a .b . c .  ; S)  

a  a  a  a  1 1 1  

R +R - 1 
a  

'ka Gka rn (-1) 

- i 1 da: 1 dc: db: a  
R 

a  S k ~  E k t  O 2 2  
a . 512 * XRYaZQ b c  ( a  + b2 + c  - s )  

R 11 11 

ta+, - 1 
a  2  

'kg Gka a (-1) a L2aa+1)  (ZR a + PR (COS O) 
a a  

- 1 1 da: 

'a ' k ~  
2  2 2 512- XRYIZQ b c  (a, + b + c  - s )  

a R R 

L (2aa+1>(22  a  + i d  P, (COS O + +  pR (cos  u ) 
a 8 a  , bmam a  1 

2 2  2  512. X Y  Z b,ck ( a  + b  + c  - s )  
m m m  m m m 

Il y a u r a  t r o i s  cas p o s s i b l e s  s u i v a n t  que 
Tg e t  Te son t  a s soc i é s  

a  a  
a 

à des p o t e n t i e l s  a t t r a c t i f s ,  à des p o t e n t i e l s  r é p u l s i f s  ou que l ' u n  est  a s s o c i é  

à un p o t e n t i e l  a t t r a c t i f ,  l ' a u t r e  à un p o t e n t i e l  r é p u l s i f .  



II. - POTENTIELS ATTRACTIFS 

Nous avons vu que dans ce cas  : 

On aura  de même pour 
a  
a 2 2 

(En - a e )  (En - a  ) 

2 2 a  a  
n  

a a T:~') ( a R ,  an,  s-b -c ) = 1 
a  " n s - b e - c  2 - E  Fn il 
a a  a  

!?, 
a  II n  a  a  
a a  a a a a 

a 

En u t i l i s a n t  l a  même méthode qu 'au c h a p i t r e  précédent ,  nous dé f in i s sons  l a  

fonc t ion  ( i j )  
'n R 211 (bc ; b . c .  ; s )  t e l l e  que : 

a a a  1 1  

F ( i j )  
n  R ( a )  Xn a. ,, (bc  ; b . c .  ; S)  

a  a  a a a  1 1  

Por t an t  c e t t e  express ion  dans (158-a),  nous obtenons : 
n 

(kR) 
* n t  n  a. (bc ; b z c ;  4 S)  xn a. (bpce ; b . c .  1 1  ; S) (158-C) 

a  a '  a  a  a cK a a a  a a 



1 - 
2 

2 G2*a+1)(2( a +II] P, (cos o) P (cos B+ -t ) ( E ~  - ai) 
a a a a 

a ba a 
a 

III, - POTENTIELS REPULSIFS 

L'élément de matrice de transition TA s'écrit : 

-A  2 & 
( s - b  - c )  

2 2 ~ i ~ j )  ( a ,  q, s-b -c ) = 1 "a 'a 2 2 
2 2 \ , (a, s-b -c ) 

a n 1 -.An (s-b - c )  
a a a 

a a 



- 6 9 - e -  

de même pour 
a 

f3 

Nous dé f in i rons  c e t t e  f o i s  ( i j  e,l (bc ; bici ; 8)  par  l a  r e l a t i o n  : 
a a a  

2 2 ( i j )  
* 'nR ( a ,  s-b -c ) x (bc ; b e c .  s )  

a a n R R" 1 1 '  

a a a  

Nous obtenons : 

GkR 
( i j )  ( b c ;  b . ~ .  s )  = ( i j  2 

X n a ~ a ~ i  1 1 '  nn a a a  A ,Ir ( b c ; b . c ; + ,  1.1 IE d i R  
n a a 

a a kR 

O n ,  n 
(kg) 

(bc: b h ; s )  g 8" (beca ; bac.  ' S)  (158-g) 
a a '  a 'a a a a  1 1 '  

a a a a 



- 6 9 - f -  
1 

a+'a 
- 

(-1) a r(2R a +1><2R a + I l l 2  

' 2  a 

'nt n z (bc ; beca ; S)  = 
a a '  a a a a 512 XRYRZe b c  

I V .  - POTENTIELS ATTRACTIF ET REPIJLSIF, 

Nous aurons deux p o s s i b i l i t é s ,  s o i t  : 

Nous posons  : 
2 2 

(En - a )(En - ak)  
( i j )  (abc ; a . b . c .  ; 8 )  + 1 a a 

a a a a n s - b 2 - c 2 - E  1 1 1  

a n 
a 



- 6 9 - g -  

ce qui  nous permet d'écrire les équations de Faddeev sous l a  forme : 

(k t )  
(bc ; b e;  8 )  Xn fi <bacg ; b.c .  ; 6 )  (158 - k) ' t  a a a  1 1  

a a a a 

Ila+', + 1 

où : ( i j  1 
a 

'n R RI' 
a a a  1 2 '  

'a 
a 512 x,Y,za bc 

1 

Pa (cos $ 2 > Pe (cos o) \ (8 - be 2 - c,) 2 
a 
a R R a a 'a . a a 

2 2 'n e ($1 
r l  - An g ( 8  - bl - ce)J gn .n (an) a a 

a a 
a a 

a a 
a a 



- 2 2 
'n R (s-b -c ) 

2 2 B) ~ é " ' ~ ~ ,  ak, S-b -c ) = 1 a a 2 2 
2 2 @n a (a ,  s-b -c ) 

a n [ I - A ~  (s-b -c )] a a 
a 

a a 

Nous poserons ce t te  f o i s  : 

2 2 (ij) 
@n II (a, s - b  - c )  xn a (bc ; b . c .  s )  

a a a a a  1 1 ,  

Les équations de Faddeev deviennent : 

K n ~  , n  (bc ; b c; S) di')& a,, (beca ; b . ~ .  ; S) (158 - O: 

a a 2 i? 1 1  a a 
ci ci 

a a a  
ct a 





I V  . ETUDE DU PROBLEME A QUATRF: CORPS 
--- =-=-I--- =- *--=-=---= - --=-- - - -  - 

POUR LES POTENTIELS COULOMBIENS 
-=-=-=-=->--=-=-=-=-=-=------ - - -  

1. INTRODUCTION 

Nous considérons Le cas où le moment a n g u l a i r e  t o t a l  est nul  a i n s i  

que l e s  moments a-agulaires totai-r  r e l a t i f s  au problèire à t r o i s  corps e t  au problè-  

UE à qua t r e  corps  bans Lequel l e s  p a r t i c u l e s  i n t e r a g i s s e n t  par  couples .  

P a r  conséquent : 

= J = J' = J9' 
Jab 

- j t  - = O 
ab 

c e  qu i  e n t r a î n e  puisque : 3 = d + S = X + Jab 

d ' m e  p a r t  : 

- - N a b = n  = n  
L ' = O 

e t  d ' a u t r e  p a r t  : 

Alors  l e s  d i v e r s  &-i@rraonts du n q a u  (100) , (j05) s ' éc r iven t  : 



co ---. ,* L-. -t - i.: ,?es r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  harmoniques sphériques e t  des 

valeurs p a r t i c u l i è r e s  des c o e f f i c i e n t s  de Wigner [12] , K. prend l a  forme : 
1 

(- i ) a + a f  r(22+ 1) (22 ~ + l l j  I l 2  ( i j  1 
Ki 64 A . B . ~ . p . q . r . q  r Pa (COS Y) PEI  (CPS + 1 Ta (p,pi,s") (160) 

J J J J J J  4 jP j 

où y e s t  l ' a n g l e  e n t r e  l e s  d i rec t ions  (Bt -+ , O) e t  (4$F , @+). 
PiP j . j qP 

Nous avons de &me : 

(- i ) a f + a l '  
Kk = (2e1+1) ( 2 ~ ~ + i j l  2 

32 A.B,C.p,q.r .  'r dqr Pgll (cos Y) P E I  (COS 8,+ 
J J J J J J  

4jPj 

K. = Q, ( i j )  
1 j "21 (abc ; aib.;éi ; s j  

Les équationç de Faddeev du problèrae h q u a t r e  corps sont donc : 



Q ii:!, ( a k  : aibici ; S)  S) + ~ ~ j ~ ) ( a . , b . ~ ~ . ~ s )  
a a a J J J  

+ ynaS (a. , b .  , c . , s )  + Y (JG' 
a , c s )  - , f i j  dpj2 f i j  dr J 2  . r 2 Ra' J J J  J J J  

dq j  

Qi j M. O 
1 j 

J J  
2  2 

2 5 6  A . B . c . ~  r ( p .  +qj2+r -s) 
J J J  J j 

Le noyau de ce t te  équation intégrale n ' e s t  pas de Hilbert-Schmidt 

[d . Il l e  devient en i t é r an t  une fo is .  ' 

Compte-tenu de la longueur de cette i t é ra t ion ,  nous l'avons placé 

en appendice C. 

Dans l e  cas de potentiels coulombiens, l e s  équations de Faddeev 

peuvent avoir plusieurs formes possibles suivant que les  potentiels sont a t t rac-  

t i f s  ou répulsifs .  



II. P o t e n t i e l s  a t t r a c t i f s .  

Les equations de Faddeev s'écrivent : 

(- ])Q p + J ? , t p  

2 2 2  
256 A . B . C . r  (p +qj cr. - s )  

J J J  j J 

(k) iJ (k> jk , ,II (P, qg3 
; s-rZ) + $L (pLqgi Piqi 9 . s-rjFi+k)(p.,q.,r.,s) 

1 J J J  



( k  ( i g )  
'Y& ) ( a i 9 b j 9 C j 9 j )  + ) J J J  + Y,, ( a . , b . i e a i s )  + $ ( j  , a> 

a E 
a 3 3 5  e a J J j  (a.,b.,c , s O  



où l ' o n  i j cu i  : 

,. " II. !?o.cantj-els .i i i . 5  .---. --.- "O-." ~ 

! i', {ct.,; -: ) 

U --'-'-- 
4 2  t:' ... "...--w-.--." ..... 



2 2 2 2 2 2 (R) i k  2 
A nR (S  -s mn, (P 3s-q -r ) ( P ~ Z Ç - ~ ~  -rk ) [qe l a  II (pl q~ ; Pi<li ; 6-r 

2 2 
(s-b -c ) 

a a 
2 2 (s-b -c )] 

"aR a 

(i k )  (jk) , , (a . ,b . ,c s )  + Y,, (a .b.j ,cj ,s) + . ,b . ,c s ) + + ( j L i a  ( i k )  
J J j '  'Ye'  ( a J  

j ,  a a a e j P j f j s ~ )  



( i , )  
+ Y,' ( p . , q . , r . , s )  + 'jk) ( p . , q .  , r . , s )  + ( j a )  

Y~ f y p t  (p . .q  , r j , s )  J J J  J J J  J j 

(kR) + Y,, ( p . , q * , r  9s) 
J J ~  1 

III. P o t e n t i e l s  a t t r a c t i f s  e t  r é p u l s i f s  

2 2 Chaque é lément  de m a t r i c e  de t r a n s i t i o n  Ta (p ,pi  ,s-q -r ) e t  
2 2 

Q, (.,ai ,s-b - c  ) a deux formes p o s s i b l e s ,  ce  q u i  e n t r a î n e  comme nous 1 'avons 
a  

vu q u a t r e  p o s s i b i l i t é s  pour  les é q u a t i o n s  de Faddeev à t r o i s  corps  $ (pq ; piqi ; 
2 

R 
s - r  ) e t  pour  l e s  é q u a t i o n s  de Faddeev à q u a t r e  corps  Y ( i j )  ( p , q , r , s )  i l  y a u r a  R 
douze p o s s i b i l i t é s .  

IV-  E f f e t  de  s p i n  

Nous cons idérons  d e s  p o t e n t i e l s  atomiques non r e l a t i v i s t e s .  En consé- 

quence,  il n ' y  a p a s  de coup lage  s p i n - o r b i t e .  

L ' e f f e t  du s p i n  ] I I  des  d i f f é r e n t e s  p a r t i c u l e s  s u r  n o t r e  formal isme e s t  uniquement 

de m u l t i p l i e r  l e  noyau p a r  un f a c t e u r  s u i v a n t  l ' e x p r e s s i o n :  

où S e s t  l e  @ p i n  de  l a  p a i r e  ( i , j ) , S i e  c e l u i  de  l a  p a i r e  ( k , % ) ) S  c e l u i  de 
i j i k  

l a  p a i r e  ( i , k )  e t  S  c e l u i  de l a  p a i r e  ( j , R )  ; S  l e  s p i n  t o t a l  du q u a t r e  c o r p s ;  
j a 

Si, S j ,  Sk e t  S  l e s  s p i n s  d e s  p a r t i c u l e s  e t  { 1 r e p r é s e n t e  l e  symbole "9j"  d i  
11 

Wigner, 



V . CON CLUS 1 ON 
-=-=-=-=-- - 

La connaissance des p o t e n t i e l s  d ' i n t e r a c t i o n  nous permet de c a l c u l e r  

l e s  niveaux d 'énerg ie  des atomes ou niolécules. Cependant, malgré l a  forme 

. simple des p o t e n t i e l s  coulombiens, nous obtenons des équat ions dont l e  noyau 
L 

K e s t  extrêmement complexe. 

Nous appl iquerons l e  formalisme e x p l i c i t é  dans l e s  chap i t r e s  
. 6  

précédents  au  ca l cu l  des n iveaux d ' éne rg i e  de l 'a tome L i  . 



C A L C U L  D E S  

N I V E A U X  D ' E N E R G I E  



6 
1,'atome L i  est t o m e  d ' u n  noyau composé d e  t r o i s  p ro tons  d e  

c h a r g e  Ze ento:~rG d'in7 c ~ j r t è g e  d ' é l e c t r o n s .  

Dans son etab: fo i ldauen ta l ,  l e  moment a n g u l a i r e  t o t a l  e s t  égal à 

112, l e  moment a n g u l a i r e  o r b i t a l  r t u l  e t  l a  s p i n  t o t a l  112. Nous pouvons donc 

u t i l i s e r  l e s  r é s u l t a t s  d e s  c h a p i t r e s  p r é c é d e n t s .  

 effet de s p i n  na4r,2ii t  qu'un f a c t e u r  m u l t i p l i c a t i f  dans l e  noya 

il n ' i n t e r v i e u d r a  p a s  dans l e  caLcui  de 1 'kuergke 

Les équa t ioLis  de  E'oiid~~tiv du problème à q u a t r e  c o r p s  comporteront  

donc des  p o t e n t i e l s  c o u l o ~ & i e r w  n t ~ r a c t i f s  e t  r é p u l s i i s  e t  i l  y aura donc 

deilx Y (i" d i 5  t ë r e n t s .  

Pour pouvc t r  j t r c  r lc i:a!*i;iil numsrique , ~ L O U L ;  c ~ n s i d é l ~ n ç  que 

l e s  Glérnents de m t r i c e  T 
R 

n~ c o n t i e n n e n t  q c ' u n  s e u l  t e rme ,  c ' e s t - à - d i r e  

que : n = n = 1 donc ca la  e n r r a î n e  que ?. - R '  = 
R a  = l i t a  

= 0. 
a 

6 
II. Equa t ions  de Faddeev de L.  % 

1 

m 
(0 

ier)  da .  2 dc 

JO cib 

2 
O J j j 

a . b , c  
J J ~  -,-- '"NI (abc ; & . b a c .  s) 

8 L L 1 .  



2  2  
(El-p ) (El-pi ) F 1 O ( ~ ) F 1 O ( ~ i )  . - 

2+r  2-s) (s-q2-r2-E ) 256 A.B.C.qr(p  +Cij 
J J J  j j 

. [ 2  y(eN) + 3 ( p . , q s  , r . , s )  
J J J  1 

(") ( a b c  ; a . b . c .  ; s )  
O 

1 1 1  



1 2 6  A . B .  C . q  r ~ l - ~ ~ ~ ( s - ~ ~ - r ~ ) ~  
J J J  

. [ d e N )  ( p . . q . . r . , s )  +- 2 (p.,q.,r.,s) 
O J J J  O -3 J J 1 

III. L)éterL~i - 1 ~ i i 0 ~  dei; protio;i i 2 de  COL r£i::ients e t  des bornes d ' i n t é g r a t i o n  -- ---- ------- - - ---- -- -------.--- _ 
des équat ions de Y2d2ee-v. -- 

Les p r o d u i t s  A , B . C ,  o n t  l e s  va l eu r s  p o s s i b l e s  
J J J  

su ivan te s  auxqiii-lles correspoadent  des bornes Qi j  e t  R i j ,  Mi j  et: V 
i j 

La ~ l i i ~ ç t ?  di; 7 ' S e t ~ ~ û : ~  éla:r:. négl igeable  devzint c e l l e  du noyau, 

nous ob.tcilons a iors  les V ~ ~ C U L - F  ~ i l i v ~ ~ l ~ e c  ; 





Calcul des solution,;  &es équat ions de Paddeev du problènie à t r o i s  corps  

Eous avons deux p o s s i b i l i t é s ,  s o i t  t r o i s  é l e c t r o n s  en  i n t e r a c t i o n ,  

s o i t  decx élecLrons en in ieraccion avec le noyau g c ' e s  t-2-dire que nous 

aurons des p o ~ e r s t i e l s  a ' in ter - rc t ion  entre  deux p a r t i c u l e s  uniquement répul-  

s i f s  ou  b i en  a t t r a c i i f s  e t  r é p i l ~ ç i f d .  

Le a B a i n s i  que les bornes L kR kl, k R  e t  UkR on t  l e s  

:&;ns c t  cas : 

Les équa t ions  de Faddee-b- s 'écrivent a l o r s  : 



avec : 

(k) i j  1 

n l o  (q .q i , s l )  = 

Nous aurons pour K deux valeurs différentes : 
10,10 



3) Poteatiels attractif et - . . -  

Dans ce cas : 

2 
E = - Z p  

1 

Cas A. ----- 
Les équations de Faddeev s ' écrivent : 

(k) iR (ja) 
XI0 (qg,qi.s1) + ~ ~ ~ , 1 o  (q>qa*sl) xik)ja(gg9qi,s') 

avec : 

(k) iR  
( ~ ~ q ~ ; ~ ~ q ~ : s  + 4 

(k) jg 
O 

(pgql ipiqi ;S '1 1 



L 4 2 
(;Rj - - z  

K ( q 9 q , , > . $  =- --- - c. 

I O ,  iC1 ,u 2.u g q ( z ~ ~ + ~ > ~  2 & ? - q  - 
k g  k2 R 

Xouç eiii-cm;; aour Ics z ~ ~ y s ; l ~  K (iQ) p_t K 
4 0 , l O  

(je) deux valeurs 
10,lO 

d i f  f é r e n ~ e s  : 

Log. 

Log. 



Gas B .  ----- 

Les  éqi~ations d e  Faddeev s ' éc r iven t  : 

(k) L j x,, i q ,  q . ,  z v >  
P 



- 8 9  - 
Nous aurons deux va l eu r s  d i f f s r e n t e s  pour l e  noyau K ( i j )  . 

10,lO ' 

Log. 

Log . 

4) %th0 ____I____-_I_C_ de du c a l c u l  nurnériqe~~J&i&kJ&~7J __ 
De manière généra le ,  on é c r i t  : 

L ' i n t é g r a l e  e s t  remplacée pa r  une série de Gauss de  poids : 
m 



(i j j  
D é f i n i s  sons  A . a r  : 

m 

Nous é c r i v o n s  : 

Pour o b t e n i r  une m a t r i c e  A c a r r é e  d ' é l é m n t s  A ( i j )  e t  où l e s  
(mn) 

q  s o n t  l e s  &ES p o i n t s  de Gauss,  nous é c r i v o n s  : n 

On c h o i s i t  pour  qi Les 6 1 ~ s  p o i n t s  de Gauss que p r é c é d e m n t .  

P a r  conséquent  les q e t  4 t m  é t a n t  connus,  nous pouvons é c r i r e  s o u s  

for= m a t r i c i e l l e  : 

On c a l c u l e  l e  dé te rminan t  de  l a  m a t r i c e  I - A ( s ' )  e t  l a  v a l e u r  

de s '  t e l l e  que l e  d é t e r m i n a n t  s o i t  n u l  s e r a  l a  v a l e u r  de l ' é n e r g i e  du 

p r o b l è m  à t r o i s  c o r p s  c o n s i d é r é .  Compte-tenu que nous avons s o i t  un 

problèrœ à t r o i s  é l e c t r o n s ,  s o i t  un problème à un noyau e t  deux é l e c t r o n s ,  nous 

o b t i e n d r o n s  pour  s ' deux v a l e u r s  d i f f é r e n t e s .  

Conna i ssan t  s '  , nous pouvons d é t e r m i n e r  l a  v a l e u r  de 
(k) i j  (pq ; piqi ; s ' )  s o l u t i o n  des é q u a t i o n s  de Faddeev pour  des '  

P ,q .Pk;qk.Pe 99% c h o i s i s .  



V. Calcul des solutions des équations de Faddeev du problème à quatre corps 

avec interactions Dar   air es. 

Nous avons deux possibilités, soit deux électrons en interaction, soit 

un électron et le noyau en interaction. Nous sommes donc dans le cas où il y 

a des p o t e n ~ ~ a ~ s  attractif et répulsif. 

1 > Détemination des coefficients 
Le produit X Y Z ainsi que les bornes S et W 

R R R kR ke, StkR et W' kR y Ekp, 
et G ont les valeurs suivantes: 

kR 

L 
E,, = 4 (ck - I ) /  et GkR = 4 (ck + 1 )  

2) Potentiels aktraetif et répuIsa _____-_-_-------_-_------- ----- 

Dans ce cas: 

2 2 
A (s-b -c )=  

1 O 



Les équations de Faddeev s 'écrivent:  

avec 

da 2 
R ,  

2 2 @('j) (aRbRcR; a .  b. c .  ; s)  ( 196-c) 
(a, +be2 + c -5) o 1 1 1  

R 

2 2 2 2 

( i j  > (bc; b,cR;s) = 
+cn -s)(bR +C R - S I (  a: + z2u) 

K 1 O ,  10 
16n X,Y,ZQbc ( 

R & Ln 



Nous aurons  de-:x valeurs différentes pour le noyau K ( i j  1 
I O ,  10 

2 2 
( i j j  

' )  K io ,  io 
(bc ; bRck;  S)  = 

J 2617 bc (- 0% 12) 2 2 
Q R 

( a  + z u )  
n 

Cas B - ------ 

Les équations de Faddeev s'écrivent : 

où: Xr~j)(bc;b.c.;s)=n~6j)(bc;b.c.;s) 1 1  1 1  io (bc ; bRcR; S )  

avec: da 
R 

n rii)(bc; bici; s ) = / T  TI 2 
in8 X ~ Y ~ Z ~ ~ C  (af, + b ~  2+c II -sf 



( i j ) .  Nous aurons deux valeurs différentes pour le noyau K . 



-t 1 ivl~~iiode du calcul numérique [99{10JC163C177 .......................... ------------------ 

De manière générale, on écrit: 

Les intégrales sont remplacées par des séries de Gauss de poids et 

et en posant: 
lim 

' n 

nous obtenons: 

En choisissant pour b, c, bi, c. les mêmes points de Gauss que précédenmient, 
L 

nous pouvons écrire sous forme matricielle: 

La valeur de s annulant le déterminant sera la valeur de l'énergie du 

problème à quatre corps lorsqu'il y a interactions par couples. 

i j  > Connaissant s, nous pouvons déterminer la valeur de Q( (abc;a b c s) i i i' 



V. Dé~ermination de l'énergie fondamentale de Li 6 

Remplaçons dans l'équation (160) les intégrations par des séries de 

Gauss, nous obtenons: 

(eN) (ee) 
w 

. K 
O LYo (aje7bjm, cjn, S)CY O (eN) (aje9bjm.cjn YS)]- u R  P, un P $ ~  qj, rin 

L,m,n=l 

où nous avons posé: 

Y 
( e )  eN 

(e)eN- O (pq;pi qit;st) R - 

a. b .  c 
J R  jm jn 

K - 
O 
(e;i) - a(.") (abc ; a.b.c. S )  

O I f 1  

(eN) - (E,-p2) (E,-?~~)F,~(P)F~~(P~) K t  - 
O 512nA.  B. C. qr(p2 +r2 -s) (S-'~-~~-E]) 

J J J  jctqjm jn 

Nous obtenons une équation similaire pour Y (ee> 
O 

Posons: 

l(eN)= u q2 r 2  K~ (eN) 
R m n  jR j m j n  O 



Nous définissons ainsi une matrice B qui sera carrée en choisissant pour p, q ,  r 

les même points de Gauss; 

on choisit pour a et pi, les mêmes points de Gauss que précédemment. Eous avons 
i 

une équation similaire pour Y (-1 
O 

Réécrivons ces deux équations sous forme matricielle 

Y(s) = c(s) + B(s) Y (s) (201) 

Comme nous l'avons vu dans le formalisme général, nous devonç itérer 

cette équation: 

où nous avons défini : $ (s) = S (s) [1+8s)] 

OU encore: ~(s)=[I-B~(s)]-' $(s) (202') 

On calcule le déterminant de la matrice 1 - B2(s). La valeur de s qui annule ce 
6 

déterminant correspond à la valeur de l'énergie fondamentale de Li .Radhakant, 

Shastry et Rajagopal cl67 montrent dans le cas du problème à trois corps, que 

l'on obtient une valeur correcte de l'énergie si l'on prend 4 0  points de Gauss. 

En utilisant 40 points de Gauss dans chaque série pour le calcul de 
4 4  4 

l'énergie, on travaillerait sur des matrices de dimension 4 4 .  10 .4 . 10 . 



En conclusion, cette étude nous permet d'obtenir les équations exactes du 

problème à quatre corps, évitant ainsi les approximations du calcul variation- 

nel. Cette méthode, très générale, s'applique en particulier aux problèmes à 

quatre particules pour lesquels le calcul variationnel est inapplicable. 



ANNEXE 

-=-=-=-=-----= 

RAPPEL SUR LES EQUATIONS INTEGRALES 

R(x,s) est appels le noyau de l%quation integrale 

f ( x )  une fonction connue 

4(x)  fonction inconnue apparaissant sous l e  signe 

se classent en trois catégories : 

(a) les équations du type de Fredholm oii le noyau e s t d e  Hilbert-Schmidt, 

ç '  est--à-dire : 

(b) les équations à faible singularité où le nsyau a la forme : 

ou H(x,s) est borné 

a constante telle que : 3 < 1 

(c) les  équati~ns singulières où Is noyau a la ferme : 

- A(x,s) K(x,sI - 
x-s 

où A(x,s) est une fonction différentielle de x es s ,  

Alors , jb ~(x,s) $(sj d s  diverge. 
1 a 

Dans le cas où le noyau n'est pas de ~ilbert-Schmidt, on peut grâce à 
" - 

des transformations (cf. ré£. [20] revenir à un noyau de Hilbert-Schmidt, Une de 



ces t ransformations souvent u t i l i s é e  e s t  l a  su ivan te  : 

On i t è r e  une s e c ~ n d e  f o i s  l r 6 q u a t l o n  i n t é g r a l e  : 4 = f + h K $ 

S i  K $3 (voir $ III), or1 aura 8 E p+ 

S i  5 $ on nitre 2. nouveau. 
2 

La p l u p a r t  des équat ions i n t é g r a l e s  u t i l i s é e s  en r h é o r i e  de l a  

d i f f u s i o n  é t a n t  du type (a )  e t  ( c ) ,  nous 6 tudierons  seulement l e s  méthodes de réso-  

l u t i o n  qu i  l e u r  correspondent ,  Avant d Y n t s o d u i r e  ces  méthodes, i l  f a u t  d 'abord 

donner l e s  no t ions  mathématiques concernant l e s  espaces de Banach e t d e  H i l b e r t  q u i  

s e rven t  de base à ce rappel .  

l O )  Dé£ i n i t i o a  --------- 
On a p p e l l e  espace de  Banach un espace l i n é a i r e  normé complet,  

2")  Espaces de Banach p a r t i c u l i e r s .  -- --------------- -.d--------- 

(a) Espace de H i l b e r t  ( c f ,  III) , 
n 

(b) Espace C (1) d é f i n i  pour un i n t e r v a l l e  1 compact e t  un nombre posi- 

tif n connne l a  f a m i l l e  d e  ces  fonc t ions  sca l a fxas  s u r  1 ayant n  

dé r ivées  cont inues  e t  bornées,  

La norme e s t  : 

1 
Donc @ au ra  l a  norme r 

3")  Propr i é t é s  de l P e s p a c e  C 
1 

--a -------------- ----- 
Théorème 1 .  - 

Tout opéra teur  cont inu e t  borné s u r  un i n t e r v a l l e  compact e s t  

compact, 



- III - 

La somme ou l a  l i m i t e  d ' u n  ensemble d ' o p é r a t e u r s  compacts e s t  

compact à c o n d i t i o n  q u ' e l l e  converge.  

III. - ESPACE DE HILBERT [61 

1 " )  D é f i n i t i o n  ---------- 
On a p p e l l e  espace  de A l b e r t  un espace  l i n é a i r e  m é t r i q u e  complet  a v e c  l a  

norme : ( I f ( [  = ( f , f )  112 

Espacede  H i l b e r t  d o n t  l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  e s t  : 

3")  P r o p r i é t é s  de  l ' e s e a c e  2 --- -------------- ------2 
D é f i n i t i o n  

Un o p é r a t e u r  K de  f ,  ou o p é r a t e u r  de d i lbe r t -Schmid t  est .  t e l  que : 
'" 

Théorème 
t 

Tout  o p é r a t e u r  K de&f2 e s t  compact, c ' e s t - à - d i r e  que : t r  (KK ) < a 

Il p e u r  donc ê t r e  approché p a r  un noyau de r a n g  f i n i ,  c ' e s t - à - d i r e  qu 'on 
- 

p e u t  t r o u v e r  une s é r i e  de "noyaux s é p a r a b l e s "  1s 9 < S I  t e l l e  que 
. * 

t i E > O 1 l  K -  S l s 9  < 
s- l 

pour  p  (E)  suff isamment  grand. 

. IV .  - METHODE DE FREDHOLM [23] 

Considérons  l ' é q u a t i o n  i n t é g r a l e  g é n é r a l e  : 

que l ' o n  p e u t  encore  é c r i r e  sous  une forme p l u s  g é n é r a l e  : 

s i  l ' o n  s e  p l a c e  en  dehors  de  t o u t e  r e p r é s e n t a t i o n ,  On r e t r o u v e  l e s  é q u a t i o n s  b i e n  



connues de la diffusion a 

K est appelé le noyau de l'intégrale. 

Revenons à l'équation intégrale. C'est la limite de l'équation suivante quand 

& . + - O :  
n 

= f(x) + 1 K(x,x ) 4(x 6 
9 4 

( IV-3  ) 
q= l 

Puisque l'équation est vraie pour a: x 3 b ,  elle est vraie aussi pour x prenant 

les valeurs 
Q q o 9  

et on a : 
n 

n 
-A 6 K(X , xq) m<x + mcx = f (X 1 p = 1 ,  ...> n 

P q P P 
( I V - 4 )  

q= 1 

Ce système d'équations pour $(x ) (p = 1, , n a une solution uni- 
P 

que si le déterminant formé par les coefficients de +(xp) ne tend pas vers O. Ce 

déterminant est : 

D (A) devient, en développant en puissances de A : 
n 



Faisons tendre 6 + O et n -+ - et remplaçons les sommations par des intégrations, 

on a : 

De plus, si Dn (xp, xV) est le cofacteur du terme dans D (A) qui con- 
n 

tient K(x v, xp), la solution du système d'équations linéaires (IV-4) est : 

Dn (x,, x,) + + f(xn) Dn (x,, xn) 
= 

D n (A) 

On voit que Dn (xp, xU) = D ( A )  et que pour p f v, on a : 
n 



- 1 D'où la forme limite de D (x~, xV) 6 est : 
n 

On a donc la solution de l'équation intégrale : 

Cette solution unique converge. 

V. - METHODE DE RESOLUTION DES EQUATIONS INTEGRALES SINGULIERES [ ]  11 [15] 

Pour résoudre ces équations, il y a deux possibilités : 

(1) l'une est de séparer une partie du noyau que l'on peut résoudre par 

une méthode connue et dont le reste est compact. 

(2) l'autre est de changer d'espace de Banach car si un opérateur n'est 

pas compact dans l'un, il peut l'être dans l'autre. 

Nous allons donner un exemple qui illustrera cette méthode : la diffusion 

à deux corps dans le cas des ondes partielles. On considère l'espace 
C, 

dont les 

propriétés sont indiquées dans le 2) du 8 II. 

Considérons le noyau de l'équation de Lippmann-Schwinger : 



Où r p, q  s o n t  des  q u a n t i t é s  de mouvement va l eu r s  propres  des  k e t s  propres 

I p  > e t  I q  > d'un ensemble complet d 'observables  compatibles.  

\ v R  
p o t e n t i e l  en  ondes p a r t i e l l e s .  

* 
On peut é c r i r e  K ( s )  sous l a  forme : 

R 

I I 2 )  S(q - s  1 / 2  OÙ < p l  Â, ( s )  l q  > = 2T2V, (P,  s ) 

on au ra  : 

2 av, (P,  q )  
( 4  2 s  V R  (P,  s 1 / 2 )  s 1 j 2  appar tenant  à s i  V~ ( p ,  q)  e t  

ap 

s o n t  cont inus  e t  bornés en p. 

on s a i t  que : 

f (a) 
6 ( p - a )  f ( p )  dp 0.1 C C ]  

f (p l  

Donc 6 (p - a )  f a i t  passer  d 'une  fonc t ion  de 
C l  

à une a u t r e  f o n c t i o n  

de C donc 6 (p - a )  a p p a r t i e n t  à l ' e s p a c e  a d j o i n t  
1 

C: e t  on p o u r r a i t  montrer 

que 6 '  (P - a )  a p p a r t i e n t  a u s s i  à C: e t  q u ' e l l e s  son t  t o u t e s  deux de norme u n i t é  

Par conséquent,  < p l  Â, (s )  1 > a p p a r t i e n t  à C l  donc e s t  un opéra teur  

l i n é a i r e  de  C l  que l  que s o i t  s  s i  ( a )  e s t  v é r i f i é .  

D'après  l e  théorème 1 - S II, on en conclut  que Â ( s )  e s t  un opéra teur  
A R 

compact e t  d ' après  l e  théorème 2  - § II, K ( s )  l e  s e r a  a u s s i  s i  (V-2) converge. 
R 

Nous devons cons idérer  deux cas  : 



(a) On s e  p l ace  en dehors de l a  couche d ' impulsion.  Dans ce  ca s ,  l ' i n t é g r a l e  n ' e s t  
* 

pas s i n g u l i ë r e  e t  convergera s i  1 A, ( s )  1~ C 
2 uniformément en s  donc 

1 + Log s  

compte tenu que 6 (q - s I l 2 )  a  une norme u n i t é  dans C: e t  de (a)  : 

i 
A 

1s v, (P. 9) 1 $  2  
1, + Log q  

uniformément en  p ,  q 

a v, (P, 4) B 

j q  a p  l <  1 + Log 2  q  

(6) On s e  p l ace  s u r  l a  couche d ' impulsion,  l ' i n t é g r a l e  e s t  a l o r s  s i n g u l i ë r e .  Pour 

montrer que l ' i n t é g r a l e  convergera sous c e r t a i n e s  cond i t i ons ,  on u t i l i s e  l e s  deux 

théorèmes su ivan t s  de Mikhlin [13] ' 

Théorème 1, 

S i  Â(s) e s t  un opéra teur  dépendant de l a  v a r i a b l e  r é e l l e  s e t  v é r i f i a n t  

l a  condi t ion  de ~ i ~ s s h i t z - ~ o l d e r  H(p)  : 

au vo i s inage  de  s ,  a l o r s  l ' i n t é g r a l e  su ivante  e x i s t e  : 

Théorème 2,  
h 

S i  A ( s )  a  une d é r i v é e  bornée dans l e  vo is inage  de  s ,  a l o r s  Â(s) v é r i -  

f i e  H ( 1 )  sauf e n  s = O où il v é r i f i e  

d i  (q2) 
Pour que l a  dé r ivée  de A(s) : 

2 
( s  = q ) s o i t  bornée,  il s u f f i t  

q u ' e l l e  appar t ienne  à 
1 

d q  



Â(q2) appar t iendra  à C l  s i  : 
d  q  

( 1 )  V a  (py  q) a p p a r t i e n t  à C I  donc : 

a va (PY 4) 
(2) a p p a r t i e n t  à C l  donc : 

a q  

où G y  D ,  E ,  F sont  des cons t an t e s .  



A P P E N D I C E  A 

TRANSFORMATION DES HARMONIQUES SPHERIQUES A 

L'AIDE DE ROTATIONS FINIES [ l ]  [7) 

1. Définition 

Les harmoniques sphériques étant les fonctionspropres de l'opérateur 

moment orbital angulaire et cet opérateur étant invariant lors d'une rotation du 

système de référence, les nouvelles harmoniques sphériques obtenues après cette 

rotation sont encore fonctionspropres de l'opérateur moment orbital angulaire. 

La transformation sera définie par: 

y, (8- y mg )=D(P,G,v)Y (8; , 4; ) =  1 (8- . m- )<lm; I D ( P . ~ . ~ ) I L ~ ~ >  
ri, 'j j "r. i i 4 =-g II 'i i 

(A - 1 )  

où D(p,G,v) est la matrice de rotation considérée. 

Nous choisissons une rotation qui fait passer du système de référence 
3 

S à un système de référence S' où le vecteur p est colinéaire à z et x 
XYZ XY = 3 + j 
appartient au plan formé par les vecteurs p; et pz. 

* 
J + 

Dans ce cas , p est la rotation qui amène le vecteur p dans le plan x Oa par 
j + I 

conséquent p = mpj * ; 6 est la rotation qui amène le vecteur p.sur l'axe Oz d'où: 
J 

6 = 81 et enfin v est la rotation amenant x dans le plan formé par les vecteurs 
p; 

pi et $j tel que : 
-sin 8-t sin($-+ -.-@+ )cos€)-+ +corse+ sine+ 

'i pj pi P P. 
tg 1J. = sin 8- cos (+S. - vi ) 

P ' 
Les harmoniques sphériques du nogau K des &quations du problème à quatre corps i 
deviennent : 





- X I I  - 

- a i n  Et.* sin (++ -+-+ ) cos 8* +cos c+ @in O+- ' i P * Pi B pi P * avec : t g  p = 
sin Tr cos (tp - $ ) 

'i j i 



où nous avons posé: u = ( p , d , ~ )  , l'angle 4-t + dépend de +-++ . 
r .P 
3 j qjpj 

j II. Relations d'orthogonalité des Dm,- (a,B,y) 

Les divers éléments de la matrice de rotation ont les propriétés 

suivantes: 

Dj* (u) =(-1)  
ml-m Dj 

m'm -mt-m (4 

Pour les éléments de la matrice de rotation intervenant dans le noyau Ki, nous 

aurons par conséquent: 





DETERMINATION DE LA FORME EXPLICITE DES 

COSINUS EN FONCTION DES LONGUEURS DES 

VECTEURS ASSOCIES 

-- --=-=-=-=-=-=--,-,- - - _-- --=-=-=-=i=-=-p------ - i --=- 

+ - b +  1. Etude des triplets I p  q r> 

Les relations du chapitre IV du formalisme général vont nous permettre 

de donner quatre forme différentes aux cos û+ -+ et cos 8+ -t 

qjP j qer 3 j 

1) Le premier type de relations est : 

Partant de ces relations, nous obtenons la forme explicite de cos Bc -9 

'ikqj 

i 2  i 2  2 pj2- (Pijk) - q. 
COS 8-b -t i 

'ik 'j i i 
-2a @ p jk j k  ik 'j 

Utilisant le fait que l'hamiltonien libre H s'écrit: 
O 

et que : ( ~ ' ) 2 =  1 -(a 2 ,  cos 
~k j k  - 

prend la forme : 

i i 
( f i j k ) *  pi; ' ( a  

j k  
l 2  qj2 -qk2 

COS &+ -b = 
'ik qj 

1 1  
+ajk Bjk Pik 4j 



or: - 1  4 cos e -+ -+ 6 + 1  
'ik qj 

Considérons les deux cas extrêmes: 

1) cos 0-t + = -  1 
'ik 'j 

d'où ( @ 
i - i 2 -  2 

jk 'ik ajk qj ) - qk 

i i 
soit : fijk Pik - ujk qj = f qk 

et par conséquent: 

2 )  COS O-, + = + 1  
*ikqj 

Nous obtenons les mêmes Eormes pour p2 
ik 

Différentions cos 8-t + par rapport à q 2 
'ik 'j k 

Réécrivons ces résultats sous forme générale: 

- (qk+ataqg) 
o ù p  varie de L = R kR à Ukg - 

Ces résultats ne sont utilisables que pour le prob8ème à trois corps car ils ne 

font intervenir que trois particules. 



- 

XVII . 

2) Couplage des triplets composés à partir d'une particule initiale 
identique 

A) Passage d'une suite d'indicescyclique à une suite d'indices non 

cyclique. 

Or le déterminant de la matrice des coefficients des cosinus est nul. NOUS ne 
-b -+ 

pouvons donc expliciter que le cosinus de q et piE, les deux autres cosinus 
j 

vérifient une relation du type : 

a cos 8-t -+ ' + b c o s  8-t ; = O  
'iRrk 'j k 

Explicitons cos 87. +, 
'j. 

. 

i 2 2  (8, piE + (aa 
i ) qj2+ rk2- rE2 - qk2 

COS 4t + = j j, 
qj 

-2a" i k j  'lj 'Pikqj 

i i 
(pij- 6 

&J J 
(pij+Bejqj j2 

avec p2 variant de Q..= i a 
- 

Rij = lJ (a1.12 I 
113 

(anj ) 

Les deux autres cosinus étant liés, nous posons arbitrairement: 

COS$+ -t = 
P. r.- 
k 2wi kjk  r k 



(B- 10) 

B) Passage  d 'une  s u i t e  d ' i n d i c e s  non c y c l i q u e  à une s u i t e  d ' i n d i c e s  

cyc 1 i q u e  : 

+ 
= - i + - i -+ - i - t  

q j  'ej * i j  r ' R j k q k  'kjk L 

i +  - i -+ 

' a jk  qk w Rjk r~ 

Nous ob tenons  c e t t e  f o i s :  

- 
C O S  O-+ + = 

qk i w i r 
-2'ajk Rjk qk a 

i i 
( r k ' ~ a  qk)  ( r k t ~ a j k  qk) 

a v e c  r v a r i a n t  d e  a à V  = 
k  R 

dr. 2 

Les deux a u t r e s  c o s i n u s  é t a n t  l i é s ,  nous posons:  

(B- 1 2 )  

( 4 . - o 2  ( q j + ' ) 2  
avec v a r i a n t  de  Q.  = 

'i j J i 
à R =  

(Bkj ) 2  j ( f i a j )  i 2  



3) Couplage de t r i p l e t s  indépendants.  

Nous obtenons : 

. . 
(pi -0:; qi12 (pij+ekE i j q2 

avec r2  v a r i a n t  de M = 
j i j  . i j (Y;;) 

à V  = 

Les deux a u t r e s  cos inus  é t a n t  l iés,  nous posons: 

(qk-' 
avec  p v a r i a n t  de Qk = kk 



-+ -+ -+ 
II. Etude des t r i p l e t s  ( a  b c > 

Les r e l a t i o n s  e n t r e  ces  t r i p l e t s  sont  du type: 

Ce t t e  f o i s ,  l e s  t r o i s  cos inus  sont  l i é s  par  une r e l a t i o n  du type: 

Par conséquent, nous posons a rb i t r a i r emen t :  

j  
(Pkp -aie P j  2 

a l o r s  p v a r i e  de S = 
i k  jkR ( a a i ) ~  

~k 

e t  nous posons a u s s i :  



('ij , k ! ~  - i > *  a l o r s  p 2 
i k ,  j!L var ie  de E 

ij ,ka' (.hi>' 



A P P E N D I C E  C 

-=-.=-=---- - --=-=-=-=-=-=- 

T T  DES EQUATIONS DE F4DDEEV 

Itérons I z é q u a , t i o n  (156) au premier ordre: 

R R ' + R "  
- L  / i j  dp , I i j  d r j  2r aqj 2 ( -1 )  

C(eef+i) < î e n + i ) l  

R ' j %j r: . . O 256 A.  J J J  B .  C. r 

-?- 1) 
(F) jk Ci) 2k ( a )  ik 

q . .  , p .  q . ,  s)++&t P .  S .  9 s) e t  ('j 2 J J j 7  J J j '  
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( i j  1 +Y%~') ( a k ~  b ,c k ,s)+Y (ak,bk,ck,s)+~ (jkta b ,c  , s ) 1 + ~ a J ~ & a . b . c  ;a b  c 
a 'a 'a k ' k  k - J j j a e a ; ' )  
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(kR) (ij 1 
O P  R (cosy ) P  ( c o ç ~ +  -+ )bL (pj ,pn,s-qj2 -r.2) [yL (pk,qk'rk*s) 

B i-, 'kPk B 3 

(ik) ( ~ ~ , q ~ > r ~ , s ) + ~ ~ j ~ )  ( ~ ~ ' q ~ , ~ ~ ~ ~ ) + ~ ~  (ik) 

a a a a 

(ik) . (ik) 
+yi ( ~ ~ , q ~ ~ ~ ~ > ~ ) ~ ~ ~  ( ~ ~ > q ~ ' ~ ~ 3  R (j 

a a a a 

(-I)f+a7(2J?+l) (2eS1)j%r(cosY)P ii' (cos@-+ 

(kt) , $+ ljRijdpj2J:jdrj21;qj 2 
+ (pk>Cik~rk, 

j 

a e' Qij ij O 256A. B. C. r(p 2+qj2+r -s) 
J J J  j j 





(it) 
2. 2- 2fieij]tpk,qk,rky S)+yR 

- P  (COSY ) P  (COS@-+ ' ) ( p j  ,pnys-qj rj ( ~ ~ , q ~ ' ~ ~ ' ~ )  
B 'a 'kpk a a 
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+l j daj2jo d c j 2 j d b  j (ij (abc ; aihici ; s ) 
j ~j 

II' Q O 
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B La a 
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