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Le but de cette &tude est l'utilisation de la méthode de Faddeev
[8] du probléme i trois corps pour Ecrire les équations exactes du probléme i
quatre corps et la r&solution de ces équations pour déterminer les niveaux

' e . . - . : 6
d'énergie des atomes et des ions composé&s de quatre particules, Li par exemple.

Dans une premiére partie, nous appliquons directement la méthode
de Faddeev & 1'étude du probléme i quatre corps ce qui conduit 3 une impasse.
Pour lever cette difficulté, nous introduisons les fonctions de Green générali-
sées et obtenons ainsi un-formalisme correct du probléme & quatre corps [2].

Ce formalisme est développé de maniére & utiliser les résultats obtenus lors de

1'8tude des problémes 3 deux , & trois corps , & quatre corps avec interactions
par paires dont nous donnons les principaux résultats,.

Dans une deuxiéme partie, nous écrivons les équations de Faddeev
du probléme 4 quatre corps dans le cas ol les interactions entre deux particules
sont du type Coulombien. Pour terminer cette étude, nous donnons le principe du
calcul numérique des niveaux d'énergie de Li6 en montrant les difficultés du

calcul numérique effectif de ces niveaux.
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I. INTRODUCTION

I I I e TR e T I

Dans ce formalisme général, nous appliquons la méthode des
équations de Faddeev [8] telle qu'elle apparaft dans le probléme & trois corps.
Cette méthode consiste & considérer la matrice de transition du probléme & quatre
corps comme la somme de six matrices de transition qui font intervenir d'abord
un processus d'intéraction entre deux particules et ensuite tout autre processus
d'interaction entre les quatre particules, L'avantage de cette méthode par rapport
a celle de Lippmann-Schwinger [181 est qu'elle nous fournit une solution unique
pour les fonctions d'onde ; cependant les €quations de Faddeev du probléme a
quatre:copps possé&dent un noyau qui n'est pas de Hilbert-Schmidt [6] [13}(c'est—é—
dire un noyau qui n'appartient plus & l'espace de Hilbert 43 qile nous utilisons
en mécanique quantique mais i un espace plus général de Banach) comme les &quations
de Lippmann-Schwinger car il contient des distributions §.Malgré des itérations
successives (cf. annexe), nous aboutissons toujours & un noyau qui n'est pas de
Hilbert-Schmidt. Ceci dst dli au fait que nous ne faisons pas intervenir d'abord
tous les autres processus entre quatre corps comme les intéractions & trois corps
et les intéractions par couples. En utilisant adors les résultats des problémes
3 deux corps Egj et & trois corps [8] ainsi que ceux obtenus par application de
la méthode de Faddeev au probléme d'interaction entre ‘couples de particules
(ol nous considérons la matrice de transition associée comme somme des matrices
de transition de chaque couple), nous &crivons les équations correctes du pro-
bléme i quatre corps [2] dont le noyau est de Hilbert—Schmidt aprés une itératicn
de ces équations. Ces 8quations étant bien définies, il nous faut choisir unme
représentation dans laquelle nous explicitons les éléments des matrices de gransi-
tion du probléme & quatre corps ainsi que ceux des matrices de transition des
problémes i deux corps;[20], trois corps [4] et quatre corps en interaction par
couples. Aprés des transformations 3 l'intérieur de cette représentation qui per-
mettent de simplifier les divers sous—noyaux de ces équations, nous obtenons des
équations qui en principe peuvent &tre résolues par la connaissance des potentiels

d'interaction entre deux particules.



IT . ESSAI D'APPLICATION DIRECTE DE LA METHODE DE  FADDEEV

A L'ETUDE DU PROBLEME A  QUATRE CORPS

Soit € 1la matrice transition du probléme & quatre corps.

Posons : € = Z g avec i,j variant de 1 & 4,
i<j
N ij ,
: =V.,. + V.. 1
oll € VlJ i3 Go'% (1)
avec ( Vij potentiel d'interaction entre les particules
1 et J. .
3
; Go fonction de Green (cf. chap. ILL.)

Introduisons la matrice de transition Tij du probléme 3 deux corps 1 et ] en

interaction.
Elle vérifie 1'équation de Lippmann-Schwinger suivante [18] :
T..=V,,.+V..G T,. (2)
ou encore :

V.,.=T..-V..G T,, =T., ~T.. G_ V.. 2"
ij ij ij o T1j] ij ij 7o 1]

La substitution de cette expression de Vij dans celle de Q?' donne

ij
=T.,-T., V., + T.. - T.¢ V.,
€ Tl_] 1] Go 1] Tl_] Go% 1] o 1] Go (3



iy R & T.e 7 (3

i3 ij %

ou sods ferme matrici®llé =T + K¥ (3))

Ce sont les &quations de Faddeev du probléme 3 quatre corps. D'aprés la
théorie des équations intégrales, il faut que le moyau . = Ko < de (3‘) soit
de Hilbert-Schmidt pour que cette &quation appartienme i l‘eSpacek’gilbert .552 [6]
(cf. Appexe).

K sera ddHilbert-Schmidt si :

e
Tr ) (gij K, } < (4)

i,j

ol Kij est 1'&lément de la matrice K. €€l que K’ij =1,, G

0 Ta3 T)s Ty3 T3 Ty t
Ty3. 0 T3s Ty Ty Ty
T4 Tys 0 Tys T4 Ty
(k] = G, (5)
Ty, T2 Ty, 0 T2 T2
L T Tos oo T4 0 To4
Y LA Ty, Ty Tq4 ° ]
1) 2 2 2 2
Tr iZj {KLJ ij ] > (Tza 0 Ta3 * T30 % T30 * Tis & Mo * T2 S T2
’
2 2
* Tye G Tau * T3y G T34}
. . > > > e o t
or dans une représentation |p r > définie au chapitre FE T z Kij Kij com-
i,j

porte pour chaque terme une double distributien 6‘@’ - 3') 6(? - ¥') de sorte que

K n'est pas un noyau de Hilbert-Schmidt,



Ainsi pour le terme T23 (.»“02 '1'23 :

§(d -~ q') & =¥
[E _pZ _ q2 _ I?JZ

+|
r'> =

<5 | 15,0 B> (6

Dans le cas oii le noyau n'est pas de Hilbert-Schmidt, on peut en
itérant plusieurs fois, tenter de trouver un noyau qui sera de Hilbert-Schmidt

(cf. annexe ).. Itéroms 1'équation (3') :
€= T+KT+K € €))
2 2T | .
Tr izj ([K]ij [K]ij) comporte pour chaque terme encore des distributions donc
3 .
[K]2 n'est pas un noyau de Hilbert-Schmidt.

Ou peut montrer que les moyaux [:K]3, [K]4 v+ jusqu'd 1l'ordre n
quelconque ne sont pas des noyauxr de Hilbert-Schmidt.

Pour lever cette difficulté mathématique, il faut introduire les
processus ab‘intéractionw ¥ tmoiss corpss 4t paricouplés. bLe moyenm le plus - eommode
‘a8t 1'emploi ‘des Fonctiomw de Bremm pénEralistes.



III - FONCTIONS DE GREEN GENERALISEES [2]

- e e e R e e SN e I -

(QUATRE CORPS)

Comme pour le probléme & n corps, on suppose que les inmteractions entre

juatre corps peuvent se ramener 3 des interactions entre deux corps:

1°) Les interactions entre deux corps, les deux autres étant spectateurs:

- 1'hamiltonien est H,, = H + V.. (8)
el ij ° ij

et la fonction de Green associée:

1

G.. (E) = (9
1] E- H..
1]
2°) Les interactions deux a deux :
l'hamiltonien est alors:
Bijoee = By * VitV (10
et la fonction de Green associée:
) _ 1
G,k (® = _— (11)
ij,k8

3°) Les interactions entre trois corps, le quatriéme &tant spectateur:

t : : . =
1 hamlltoglen est tel que : Hijk Ho + Vij + Vik + ij (12)

et la fonction de Green associée:

(B) = —d (13)

E=Hi

Gijk



4°) Les interactions entre quatre corps

l'hamiltonien s'écrit: H=H + V

et la fonction de Green associée:

) G (E) = Eéﬁ

La fonction de Green associée 3 1'hamiltonien libre H0

s'écrit:

G (E) =
° E- H

A partir de 1'égalité suivante:

nous déduisons des relations entre les diverses fonctions de Green:

G(E) = G_ (E) + G_(E) V G(E)
G(E) = 6, (E)+ Gij(E)[Vik * Vo Y t Vs +V, ] G(E)
G(E) = Gy, (B)4G, . (E) v, * Vi * Vi ] 6(®)

. G(E) = 6,y (E)+G; ., (E) [vik * Vot Ny 1 (B

" G(E) = Gij’kL(E)+Gij’k£(E)EVik+Vi2+ ik +Vj£]G(E)

Gy 5 ()= 6 (B)+6 (B [V, . + vy + V. Je,., (B)

Gy 5q (ED= GO(E)+GO(E)[Vij + Vi + Vil 655, (B

Gy s g (B)=6, (B)+G, (E)[v + v ] Cij,kz(E)

Gpi g ()6, (B4, (B) Vo Gio yy (B

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)



Insérons dans 1'équation (19) les résultats (20), (21) et (22)
On obtient:
G(E)=G, ; (E)+¢, . (E) v, + ng]Gijk(E)+Gij(E)[&il+vj£]Gijl(E)
#6153 (B Vg G35 @6 ;@ vy + vl 6@ [v, V39V J6(E)

WCTICIUPRS P ) LSRR R A )

+6; 1 (B) Vo Gij’kl(E)[Vik AT le]G(E) (27)

Les indices i,j,k,% varient de 1 3 4 avec i# j# k# L.



IV. MATRICES DE TRANSITION

(QUATRE CORPS)

TR AL e B e TS e IS e

Nous donnons les principaux résultats eoncernant les matrices de
transition des problémes 3 deux et i trois corps et généralisons la méthode de

Faddeev au probléme i quatre corps ol les particules interagissent par couples.

I. Matrice de transition pour le probléme 3 deux corps [18]

La matrice de tramsition Tij associde 3 1'hamiltonien Hij
vérifie les équations de Lippmsnn=Schwinger ;
. = .-+ . ® -« o . 0
TlJ (E) VlJ V1J G1J (E) V1J (2)
- . 3 ..+ P E 2
le (E) = v1J V.. G (E) TIJ (E) (28)

ij o

I1. Matrice de transition pour le probléme i treis corps [§]

Posons : T(ﬂ) = T;ﬁ) + T(l) + T(Z) A indice indiquant la particule
libre
avec’T(z) vérifiant :
- *)
Gijk (E) G (E) + GO(E) T (E) Gb (E) 29

Les opérateurs Tg%) ainsi définis vérifient les équations de Faddeev :

i) ® -1 @ 15 @ o Y @s P @] oo
Multipliant cette &quation par Vi G (E) et utilisant 1'équation (28),

on. gboutit & :

(2) (8) ) o) :
v, 6 @ [1f (E)+Tk @+ @] -1fP @ - v, (301

Transformons cette &quation i partir de (23) et (29)

) - ,
TS (E) = Vis * Vi Gk (E) [vij * VLt ij] (31
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Nous obtegons des €quations similaires pour ng) et T(l) :

ik jk
(%) e ,
Tie ® < Vi * Vi G B [ Vig * Vi * Vg ] (32)
@ =V, +y @[V, +v, +v. ] (33)
ik i " Vi gk i3 Vi * Vi

k) (k)

On définit de la méme maniére les opérateurs T(k)

(k) PR - . » Tij o Tin o
T;,) vérifiant les &quations de Faddeev
65 ® =6, ® + e, ® 1 ® ¢ ® (34)
flj‘) (B = T;. (B) + T, (B) G () [ .“;) + Tg)] (35)
1 @ - Vii * Vi 112( Y[ Vap * Viy * Vi ] (36)
SE) (B = Vip + Vig G5 [ V5 *+ Vg * Vip ] (37)
(k) () = Vi * V5p Guip®) [ Vyy Viz * Vi, ] (38)

Combinons les résultats (23), (32) et (33) d'une part, (24)} (37)
et (38) d'autre part :

[V * Y5 G ® = [P @ + 1P @] o ® (39
(k) (k) |
{v V) G ® = [y ® T ®] e ® (40)

Ces Equations se transforment en utilisant (30) et (35) :

1 ® 6, @ [V + V] Ggm = 1 @ -1

ij (E{) G, (B) (41)

ij
, (k) .
T, (B) G (B) [Viz + vJ.J Gy 5 (B) = [Tij €) -1, (E)] G, (E) (42)

- III. Matrice de transition pour le probléme i quatye corps ol les particules
interagissent par couples [2]

A la maniére de Faddeev, posons :
.+ G
GLJ a&l
avec @Lvérifiant :

(43)
65 ,ka(® = G (B + G (B) a®) ¢ (&)
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Les opérateurs QLJ et a(d vérifient les &quations de Faddeev :

G ® =T ® + T @® 6 ® &, ® (44)

a, ®

@y @) = Voo # Voo Gy B [V 4V, ] (46)

By B) = Vy + Vg G5 g B [ Vi + Y, ] (47)

ij,kt
Pour que ces &quations soient correctes, il faut montrer que

e B+ T, (E) G (E) (‘L (E) (45)

leurs noyaux sont de Hilbert~Schmidt.¥kles ¢'@odivent scus Sorms matridielle :

(::)’ (:12) ’ (;4:,2) % (Zi) “8)

34

o T,
d'od [x] = < G, (48%)

34

K doit vérifier :

| +
.. K. g -
Tr . I X K]_3 )

13
1,1
* = 2 ; +
Ir izj Kig Ky ) = TG Tyt Ty 6 Ty
H
L . > > > apr s . +
or dans une représentation la b ¢ » définie au chapitre VI, Tr .E. (KlJ Kl] )

comporte pour chaque terme une double distribution &@ - B ) 6(c - c') de sorte
que K n'est pas un noyau de Hilbert<Schmidt,

o

Ainsi pour le terme le‘ Go‘TIZ : ., =
- - ' -
G, 6t T, AR s = foad &b e -ch
12 o 12 fe - a2 - b2 - 2 ]2
-> ' - ->
o < a | Tis [ a" >< a" | Ty | a* » (49)

H

Itérons 1'équation. (48') :

(a/m)"' <T]2 + [d] (le >+ [« "12> (50)

&, Ty, T
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oI ([x?]

+
2 2 2

15 [€1 4 =Ty G Tag Ty 6 Ty # Ty O Typ Ty Ty me
comporte qu'une seule distribution lide au centre de masse, distribution que 1'on

intégre facilement. Par conséquent, [K?] est de Hilbert=Schmidt.

Cependant, pour les valeurs positives de l1'énergie, le noyau

n'est plus de Hilbert-Schmidt, 1'équation (4%) possédant un p8le.

On peut montrer vomme Faddeev que les termes dans 1l'itération
de (48 ) contenant cing &léments Tij ou plus sont bornés et vérifient une
condition de HOlder donc ces termes singuliers peuvent 8tre résolus par la méthode

du § V de 1'annexe.

Réécrivons les équations (2§) et (47) en y insérant (44)

T (B) G (B) Vi, Gy B =@ B -TL @] 6 @ (51)

1]

L'ensenble de ces résultats nous permet d'écrire.les &quations

du probléme & quatre corps.
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V. EQUATIONS DE FADDEEV [2]

- I e T8 e 3 e T ana ST o T et 2 e 2 o S el

QUATRE CORPS

NS et TR Do T S 2T

Soit T 1a matrice transition du prohléme i quatre corps.
Posons : B (E) = igj £ (E) avec i,j variant de 1 i 4.

ou B (g - VitV 6 @ @ 2}

avec : vij potentiel d'interaction entre les particules i et j
' Go (E) fonction de Green (cf. Chap. III),

Introduisong la fonction de Green G (E) telle que :

¢ = @+ WT® ¢ ® (52)

En comparant avec 1'équation (18), nous obtenons une nouvelle

forme pour (1)

ij oy o .
T ® Vi * ¥y 6@V ("

Nous utilisous les résultats (27), (2), (28), (41), (42),
(38"), (31uee:{51) :poar.abtenirided Ejuations de Faddeev :

ij _ (k) c )ec c
- @® - Ty B+ T (B) « Tr07 (B) +agy (B)

s @ @ T @+ @t @)

~

vt @ ® B ® + gt @+ @)

i
raf @ @ @ ettt P w] o9
ot 1'on a posé :
'ri(’;f)c (E) = r&.‘) ) -1, ()
’Q;j B =@, ® -7, ()

ol la lettre c m'est pas un indiee relatif 3 une particule gmelconque mais un
indice indiquant que l'on doit eoustraire des matrices de transition considérées

la matrice de transition du probléme 3 deux corps assgciéde.
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Pour que ces &guations soient correctes, il faut que le noyau
séit de Hilbert-Schmide [6] .

Réécrivons ¢53') Bous forme matricielle condensée :

rfIZ ) r ?,']2 \ r ?12 D
A e
fla f][. ?14

)

5 M
B, (¥] £ (53"

£23
| 2

34 4
LT T3y o
.. - (k) c (L)e .nS .
ol : f&. (E) T; (E) + T3 (E) + T B *ay, (E)
. > > >
or dans une représentation [p qr > la trace de K : tr fij (Kij i3 ) comporte
H

pour chaque terme des distributions de sorte que K n'est pas de Hilbert-Schmidt.

Cependant, en itérant une fois, on voit que Kz est de Hilbert-
Schmidt.



VI . CINEMaTIQUE

QUATRE CORPS

. T S ST

L'hamiltonien libre HO s'écrit dans le systéme du laborvatoire

2
k. -
1 5 oti k, est la quantité de mouvement de la particule 1.
m 1 _

i

fas
il
ne1 &~

Dans le systéme du centre de masse et dans 1l'espace des impulsions,
P . '
nous définissons deux ensembles de vecteurs auxquels correspondent dans 1'espace

des états deux bases possibles:
1) Couplage de deux particules qui définissent un vecteur p lie

4 1l'impulsion relative de deux particules, puis intervention de 1la troisiéme

. . . > . .o
particule qui sera associde au vecteur q et enfin la quatriéme avec le vecteur
> -
r [12]
2) Couplage des particules deux 3 deux. A chaque couple différent

. -> =
seront associés les vecteurs a et b et au couplage des deux groupes sera

.. >
associé le vecteur c. [22}

ler cas :
H0 s'écrit sous la forme :
2 2 2
H =p.7+
o le G T Ty
> >
N N m, kj - m. ki
ol pP.. =

J
ij 2 m.m. (m, +m,)]1/2
137 ]

[
> >
) m (ki + kj)-(mi + Hﬁ)kk_
[2 m (m"+m.)(m.+m.+mk)]1/2
- m, (k + k + K ) (m + m + mk)k

r =
£ [2m (m +m, +mk)(m +m, +mk+m )] 172

>

N

®v

)

On peut également utiliser les triplets (pka, q ), (plk, ql rj

Par la suite, il sera nécessaire de passer d'un triplet 3 un autre

Déterminons donc les relations reliant ces divers triplets entre eux.
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1) On couple des triplets composés du genre : (Eﬂ., Z s T ) et
. > - 1] k %
Py a5 r,).
Dans ce cas, on trouve :
> _ 1 > Bi >
Pis ™ %k Pik T Py 9
> o Bi > + 1 - (54)
Uy ik Pik 7 %5k 93
Les a% et B¥ sont les coefficients de Ball et Chen r7}
jk ik -
- o 1/2
ai = i Ink‘ - = ai
jk _(mi + “3) (mi + Hk) kj
. [ m. (m, + m. + ) 1/2 i )
gh - i "1 i " = Bkj
jk ,(mi + mj)(mi +m )
. 1/2
i _ i 2 }
avec Bjk = [,1 (ajk) (56)

2) On couple des triplets composés & partir d'une particule initiale

identique.

Nous obtenons deux matrices de décomposition inverses 1'une de

1'autre.

A) Si 1'on passe d'une suite

cyclique, par exemple

d'

(—> > —>) R

le’ qk> r,Q, a
SR S

Fij 25 Pig
> 5i - _
A 7 2ik Pig

= SNUR: S S
% Toik Pig

indices cyclique & une suite d‘'indices non

-> 3 > .
(piz, a3 rk), on obtient :

i >
.. q.
L] 9
i pA i >
Moik 457 Pask Tk (57)
\)i > (.Ui >
2ik 43 23k Tk

B) Si 1'on passe d'une suite d'indices non cyclique 3 une suite d'indices

. > > -> . > - >
cyclique, par exemple : (piz’ qj’ rk) i (pij’ s rz)

> _ 1 > 61
Pie T %3 Pij 2ik
> Bi > _ i
U7 PP T ek
-> _ 1
B Poik

-> >

1
Y T Yajk o
> i -
Y T Ve e (58)
> 1 -%
e 7 Yk T
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ol les nouveaux coefficients sont définis comme suit :

r 1/2
sio | P T &
ejk _(mi +*my)(m, + mj)(mi tmos m )
r.
Yi, _ m, (mi + mj + m + mL) 1/2 e i
23k L(mi + me) (m; + m, + m, ) ékj
r 2 .
ut = 7 T x)nj X 12
.+ m . + m,) (m, + L) (., .
2j _(ml m ‘) m, mJ (ml m,+ mJ) (m1 + mJ + mkj J (59)
vi.k= mmmj (mi+lij +mk+mk) 1/2
23 ..(mi + m’a (mi *m + mj) Cmi + mJ. + mkj |
. ) 172 : .
T e il 'R [ N )
2] (m, + m + m,) (m, + m + m ) kit
o 1/2
i e S SR .
Woik T |(m, + m, + m)(m +m +m) ® Oie” ek T Ykig
J i 2 ) i J "k

Les coefficients satisfont aux relations :

ol &t - Bi ny
2j 2 jk Ly Paijk
i gl i
e Yegk T Crg Uk

5t i i i
eik Pk T Yeik “Yaik
i i i i
Peik  Pedk T Vi “rik
i i i i i (60)
i By T s Mkt Yejk ek
i I S S S
L5k “aik Lik ik L5k Y2k
. 2 . 2
1 1
(ctlj) @y 1
2 .2 i 2
. , 1 1
G gy * Vggd <!
. . 2 . 2
1 1 1 =
i 2 i i 2
1 2 1 2 1 2



ke

ij
L

i
kg

i
kg

i
k2
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3) On couple des triplets indépendants :

> > > > - >
(pij’ 9 > rl) et (pkz, 94> r.), alors

e = 1_] -) _ 13 jrr
Pij %r % 7 ke T
> kl -> ke > _ ij 7
-> _ k& > ki » 1j >
T, —.yij pkz + Qij qi + wkl rj
r 1/2
m, (mk + m,) i
h(mi + mj)(mi + m + mz) 2k
. 2 1/2
{ m, mk (m + m, tmo+m i gkl
.(mi+m)(mk+m£)(m +m +mk)(m +mk+m) ij
. _nﬁ o (mi + mj + m + m! ]1/2 62
(mi * mj)(mi * mj * mk) (mi * o * mz)J
i
jke
w’i
jk&

Nous déduisons les relations suivantes entre coefficients

ij,2

ij,2 i -

K4, 2 k2,2 5.2
&%+ @b e @h? -

kg 2 ) k.2
a9+ @h e wh® =

iy iy _ ii ij (63)
s S Ty gy,

ij ke _ ij ke
g Rij Tre %ij

ke ke kg kg ij kg

R . . .. ot e

5 Yij 8y B3 T g 9y
iy _ ii k&

fke T Yre Yii
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Afin d'alléger 1'Ecriture dans les chapitres suivants, nous
PP . > > > .
écrirons les triplets sous la forme : P q T > , ils reprendront leur

forme différenciée si besoin est.

2éme cas
L'hamiltonien libre HB s'écrit alors sous la forme :

= 2 L2 2 . - 2
o Piy T Pxe T Pijke

> >

r R T T T
[ m = (o v )]
> o> > >

- _ (mi+mj)(kk+kz)-(mk+m£)(ki+kj)
Piike I?(mi+mj)(mk+m2)(mi+u3+mk+u&)]1fz

1/2

. eqs . - — -
On peut aussi utiliser les triplets . . Py sp)e
On p P (Piy> Pyg » Pig, 0’
Déterminons les relations existant entre ces divers triplets :

+=i+_j++€ij+
Pij T %k Pix %ig Pie ke Pik,je

> k = L > Lk >
Peg "% Pik T %j Pjp T %3i Pik,is (64)
- - ik -~ + L3 + . “ij >
Pijke - %32 Pik ” ki Pje 12 Pik, 58
- 1/2
i Gik L | Do (mtmy v om *omy) _ ki
» N + - .
jL -(mi + mj) “ﬁc mz) (mi + mk) 2]
2
kL L(mi + mk)(mj + m)(m, + mj) (m + ml)
HlJ - - nkl - - HJl - Hlk

k2 ij Bk Iy
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Les relations entre les coefficients sont les suivantes

i 2 k .2 ik 2 -
(“jk) + (éig) + (ejl) 1

k (2 2.2 23,2
ik, 2 Lk, 2 1j.2
(307 + @Dt v omp? =
k K (6e)
i i go_ o i
ik %2 T % %; €ik Sie
jii . v sk Lj o ij
%0 fke T %kj %51 Y ki Uiy
k ki ij ik i3
% %517 %k S Yot T

Dang la suite des calculs, nous prendrons la notation :
o

O . P .
‘a} b ¢ > quand nous n'avons pas besoin de différencier les

‘kets.
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VII , DECOMPOSITION EN ONDES PARTIELLES

= e T e e S e S S e TSI e S e S 2 X e S S T

QUATRE CORPS

W TS S S S TR

I. Introduction

Les deux ensembles de vecteurs définis au chapitre IV forment
deux bases qui se déduisent l'une de l'autre par une transformation unitaire.
-5
r

A) Base | = E >.

L'8lément d'intégration est :

f” dp dq d¥

l'opérateur identité :
"_ - > -+ > > > -
I= dp dq dr [pqr > < p

8t 1a condition de normalisation choisie de telle sorte que

£ | (67)

ba»‘,

A
Hy

> > -
pqz | qa E> = §@-) S@-q) (-  (68)

o4

-> >
B) Base l a b

L'élément d'intégration est
([ -+ > -
jj da db dc
l'opérateur identité :
- - > > + > > > > >
L= (ff da db dc | abeco><abc I (69)

et la condition de normalisation choisie de telle sorte que

2> = 8(a-a') 8B -B'Y) & - 23N (70)

> > >
<abc l
On a donc en général des intégrales i neuf variables. Il est
intéressant de les réduire en intégrales triples et en sommes finies. Pour
cela, on introduit un nouvel ensemble complet d'observables compatibles et
par conséquent des nouveaux kets. Les équations de Faddeev seront &crites dans

cette nouvelle représentation dite en ondes partielles [l] [15].
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II. Représentation en ondes partielles des kets E 5 .

A) Choix d'un premier ensemble d'observables compatibles.

On considére 1'ensemble complet d'observables compatibles :

2 > 2 2
(e, 8,8 5, 0,050,487 &)

2
2

Q
[=
,um

-

=

[

3 - » - -~ +
moment cinétique 1lié & p
= - 1 _—?._.
z 2¢
P

g N:r:.nm

by

T moment cinétique 1id &
L o=-i -:—-
q

Z moment cinétique lié a
)

sz=-i-8¥—

r

Hy

dont les kets propres sont : | p q ¥ l.mz Lu 'imxf tels que :

il

. 2
Hlpq?.nmm LmL:{mi)> p ]pqrzrﬂLmL .fmi»

2 N
qupqrzmszL;fmf> q(pqumszL fme.>

B, |lparsm LmLofmJ'>=r2Ipqrzm¢LmLf%>
lepqrzmz LmLsftixg>=L(L+l)lpqr2.m2 Lm J’mx>
glpartn Lo fu,>=mn |partn LmLfn:?n
?lepqrzml LmfomJ>= 2.(2.+l){pqr2mszL°(n;(>
b, lpaxrsem, LmLo(’mf>=mllpqr£m£ LmL-/:ix(>
lepqrimzLmLaCm(>==f(o‘(+l)|pqumLLmfoiz,>

;(le‘p&rﬂ.mz LmLXm$>—mf[pqr2maLmL :(12(>

On choisira la normalisation :
]

, , =2
<pqr2m2LmLofmf{pqu r' g,'mz L'=mlLo~8lm‘£’>a(pq:)

8 -p') § -q') & - ') 8 § ) ) ) §
(p-p") 6 (a-q") & (r-1" &, m, my, L' Cmom, Ogd Cmg om o (7D)
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L'élément d'intégration sera :

[ m, ,ZL, w [” P2 q2 r2 dp dq dr
< > e

et l'opérateur identité :

9”mz£’L’“‘LHIPZqZ~erpdqdrlpqrzmszL "f‘}?<pqrzmszLf“§(|
i .

m
< (72)

B) Passage d'une représentation 3 1'autre

Les kets propres précédemment définis peuvent &tre décomposés

sur les kets | p q ©> :
gqrim L P = ?'5;'5:’( ' L m >
P o m el ‘%? p p
-2
o< q' {9}‘“‘1_‘>< T {rfmi > ';'
ol nous avons utilisé 1'op&rateur identité.

La fonction propre associée au ket propre l p £ m > des trois observables

=) %
{Hp, e, JLZ} est :
- !
< ;' ‘ p Lm > = M Y Y
L 2 Lm
P £
ol : 5' = (@3;: ¢§h)
Par conséquent, nous obtenons
- >y gy ) ~ )
l quLmLszerm‘f> [[[dp dq' dr Ylm " YLmL "
L
- ] - 1 - [}
C Y () S(p _p)zééqzq)d(r r') 12371
4 P q
or : dp' = p2 ag' ap' ; dg’ = q2 dg' dq', dr' = r?' dr'.dr’

fl
§
(2P

avec : f[dp' (cos @3,) d ¢
¢

[= 18

aq' = - (cos @a’l) d
df' = - d (cos o)) d ¢

d'ol : {pqrzmz LmLofm£> =_(£(d§ dq d¢ Y ) Y

(73)
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C) Choix d'un deuxiéme ensemble complet d'observables compatibles.

On obtient un deuxiéme ensemble conblet d'observables compatibles

en couplant Tetl:

2 2 32
AN I AR A A AT

oﬁ3=z+f

dont les kets propres sont &crits : | pqrJM £ L d‘)p}é,)tels que

[}

lepquMzLofmaé,> J(J+1)]pquM2Lnfmg>
Jz]pquM£L$mj>= M IpquMlLa!u:f>

avec la normalisation @

<pquM£VL°fm£]p' q' ' J' M ¢! L'é"mgf‘>= (pqr)"2 §(p - p")

- ! - et
L L
L'élément d'intégration &tant :
Z ”f p2 q2 r2 dp dq dr.
J,M, 2, L
Z, mx

et l'opérateur identité :
s Z 2 2 2 .
I = pqrdpdqdr{pquMzLJy<pquMzLZm¥[

J, M, L, £ :

s my, (75)

D) Choix d'un troisiéme ensemble d'observables compatibles

> -, . ,
En couplant J et Y nous obtenons un dernier ensemble complet

d'observables compatibles :
22 22 22 22 g2
{HP,Hq,Hr,g,gz,f,f,f,fz}
ol 4’* =J +& :
de kets propres :lpqrg,;ngf,L% > tels que :
2 A
jlpqré}'o{JzL£>= J(,{]+3)|pqr% JIL ¥ >
jz]PQYJV%JILJ>=¢/%]pqrjc/‘(J2Lf>
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avec la normalisation :

<pgqr Q‘)‘J L& | pla'r' JHIL'Y > = (pq D72 §p-p") 8-q"

8§(r - x') (Sygf GMv SJJr 6221 GLL' 2&1 (76)

L'élément d'intégration &étant :

. 2 2
g e
J s J

et l'opérateur identité :

>

I = g,c/{,zfu ‘J[Jpzqz r2 dp dq dr lpqr {]%Jﬂ.L.{><pquC/£JSLLSC|
b J

(77

E) Equationgde passage entre les_diverses représentations en_ondes partielles

Onpassede[pqrjdéJ!,Lof> ilpqr'JH£L£m£>

en écrivant :

pqrgC/«Jﬂ.L&f>= <pquM2,Lafm;{|pqerJ£L,f>

2
M,%
. !pquMlLJ{mf>

oll <pquM£,L°fm°z, [pqrgcfl{:Jﬂ.Ln{% est le coefficient
de Clebsch—Gordan.

On peut encore écrire :

- ) J z .
| paqgr JU%J L LY = \M Zm (- D L=J-H (2 j+ 1)1/2 ( g)!pq rJ My I.n{"?hz{‘)

' 3 L) (78)
ol ( ,)e&t le coefficient de Wigner
): 1 Iﬁf_‘c/e
de mEme :
LJ
- - »~M l/2 (‘l
,ipquMzL£m$>- »,mgm(L 1 23+ 1) msz—n)lqulmszL;flﬁg

(79
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En appelant B = (?J J@ J 2 LJZ), nous obtenons en couplant les

deux résultats précédents

| pqrs> M,

M » Oy

J séy
029

(ELJ
lparam
1 mL M g

ITI. Représentation en ondes partielles des kets

!

bom

T
a

E4

b

mg>

178+L-J~£W£‘M [(267+ (2 J + l)]

<
C

Comme précédemment, nous définirons

complet d'observables compatibles.

32 2 42
@ I a 3
{ Has 1 H 5 a az; m«bp vbzs s £
de kets propres | ab c 2 m, % w,  Am >
a b
Ces kets sont normalisés
o 1 1 1] § )
<abcecl m Ly wy A m, | a'b'e's a Myt ¥
a b a
-2 ' 7 ' ] t
(a b o) §(a=-a') &Gk ~b') 8(c - c")
. sz mza GAA‘ mA m
b b

Nous pouvons les dé&composer

abec la ml Lb mz A mA >

Un deuxidme ansenbls o

déduit du premier en couplant ia et fb
2 + 2 =2 42
H > H.b’ HC’ jab’ abz’ la H Qab s s fxz

\-3 > >
ol = T2
ab o

f\'

= f dg d5 d¢ ¥

L

&

oy

a

@
33

sur las kets f ab

(80)

un premier ensemble

> =
‘
m.z ’mf:' 62, 2
a a b b
(81)
5 -
c>
(3)
(82)

compatibles peut &tre
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de kets propres : ab c J. Ma L lb A'mA >

La condition de normalisation étant :

<abeld M L L Am

[ RV S I TR [ ' ¥ .
b Mt M A‘abcjabli £Y &Y At m,, >

ab g b

(@b P aa~al) s -b) se -y & . 6
, J J M., M
ab ab “ab ab

® 4] 8 &
1‘”2."% 2‘,2'_27 ARG Lo, (83)

. + . .
On peut enfin coupler J ab at X; ce qul donnz un vonuvel eunsemble

complet d'observables compatihles

2 w2 4
(H, B, H, j Joo Tanr 1,05 45

oﬁ:gr:j. + R

=t
(3%
[Swory

de kets propres [a b c /jc}fy Jp 2a %y A  mormalisés
Fl, 0 o0 @t B£F 5§ 1 t t =

<abc4%Jab9,azb1x{ab\.9’4i,.)abzazbz\> '
e

(ab )2 s(a-a) s®-b) s(c-ch W Sy S
| | | I

® ) s 68, .,

Donnons enfin les Eyvarioas do ponszzz d'un es

A'observables comparibles 3 1'm

y L \
g ab ¢ ;’! ! JoooL L A o T {~ 13 2b (. f ;
abs [ by &} .
ab ’ A It

s Jab A ]}
( [ 2bod w02,

Mah m, -4

i

| abe Jab Mab ’g’a g'b A LA -uo T T o0

] ab o4 m  Low o o (86)
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En appelant y = {]f/li,Jab L
(83) dans (82) :

a lb A , nous obtenons en portant

lab cy > = 2 - D A+ Yo T T8 a4
ab

m ,ml

L'introducticn des ¢ ¢féreure .ovemnles couplats d'observables

compatibles egt life 3 diverses ¢ rves couo o dcs pont eftsctner 1'addition des

momanis cinétiques des guatre

[

walee, en vonapt cripie das opérations
sembiables pour deux ou trois particules.

W n s~ ta TYOT My [(23'«» DI+ ]2
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VIII. ECRITURE DES EQUATIONS DE

= " e Plems Sl S Dhe I3 e

FADDEEV DU PROBLEME A QUATRE CORPS EN ONDES PARTIELLES

T e I e IR I e TS e D3 T ST I e S e S S St T SR S I e 5 e SR e 22 e S SR 2

Nous allons utiliser les résultats précédents pour expliciter

les équations de Faddeev sur les kets | P gqr B8>:

i k
<par8§e)lp a,r 8> qr BIT; () |pja r B>+ a = BITi(j)c(s) lpya,r.8,

(L) c 2 2 2
t<par BT N(e)|p g r 8 >+<p q ¢ B1Q; () [p a r 8, > + s.zsk Py Py 9
Js
2 2 2 . B k) e
o q rj =) dpjdpkdqjqudrjdrk<p qr B{T]._j (s)‘qujrjej >< qujerleolpqurkBk >

ik, . gk, 4k 2 2 2 2 2 2
PR [ )€ () [pa r 8> + Bj)fﬁkf Py Py % Ty R
(L) e

ij

dpjdpkdqjqudrjdrk<p q r 8|T (S)[qujrjﬁj > < lGolpqurkBk >

.q.r.B.

pJqJ JBJ

22 02 2 2 2 2
r.°r

ig % Lk
* < pléqkrkﬁk € )+ ¢ (s)+¢ (s)lpoqor060> + ijslj Py P a5 9 T3y

L4

¢ g.r.B8. > < P Y - I >
dpjdpkdqjqudrjdrk< Pqr Blﬂij(s)l pJquJBJ quJrJBJ]GolpqurkBk

-

<o g 7 8 1€ + €@ + €@ + € | b o rs, > (88)

G0 étant la fonction de Green libre, nous déduisons :

, - e
< Ryori8il Golnanh >+ g < pjairisilaa e,

-7 2 2 2 (p; 9, r.) " & '5(Pj = py) S(qj - q) G(rj -r)

J ] BjBk k

s étant la variable associée i l'énergie E.



Posons :

wéij) (P:Q9r:sk) = =2 @(ij)

B

w

wW

™m

w

w

o0

W

™

l
l
|
|

flj(s) I

T; () |

T{?)(S)I
ij

[ Clij(s) |

l
|
|
I

Tij(s) |

Ti“J?) ()|

aij(s) '

Faddeev qui deviennent :

(ij)
27

. drj drk

. Kk (pqrB ; p.

w(zk)

B3

B

pyqurOBO

Po36% o060

poq‘oroBo

PodoTobo

PodoTobs

. .I. s
pJqJ JBJ
» Qr. 13
PJqJ JBJ

:q.:r.B.
pJqJ JBJ

Psa57 385

(i3)
¥g

(ij
%

-— 32 -

(p» q, T, 8)

(p,q, r, 8)

K* (p qr B;

l

r, s)

r, s)

r, s)

5 P.qir.B.)

J J J J
.q.r.8.)
pJqJ 11

quJ-erj)

(pqrB; p.q.

Cette notation permet d'alléger 1

'écriture des équations de

3]

*if5)

(p,q,r,s) + wék)lj (p,q,r,s) + wéz)ij (p,q,r;s)

6(ijpk) 6(qj-qk) G(rj-

32
PR 9

JQJr .8.)

. ’ 3 + 38 -
(PJ ’qJ IJ s )]

B

T

[ W(ik)

B.
)
Pk

J

(Pj’q,-,rj:s) + Y

2

5 (pj-pk) ) (qj -qk) 8 (ri—rk)

7 2
Py 9

c 2
k

]

(p.q.z.8) - ) 2 2 2 2
P»4,X, Bj ’Bk pj pk qj q.k IJ-

rk)

2

2 2
Py Py 45 9 T

2

B;

, ,
% dpj dpk dqj qu

2
. . . d
T dpJ dpk qu qu er T

1
2 2
. + . + .
Py 79 T
(jk)
. 2q. L.
Bj (PJ qJ J’S)

N e

k



L (i) (j2)
L4 K ; » L] L] 14 W S %} 19 iy + ‘1’ L3 ] L3 [ ]
(P ax8;Pp,ar8) [ ‘. (CHCPR IR . (P 19;,7:8)

(2k) _ 2_2 2 2 2 2
+‘1‘Bj (pj,qj,rj,S)] B.gsk[pj P 95 9 Ty T dp; dpy

dqj qu drj drk s(Pj-pk) G(qi—qk) G(rj—rk)

R 72 r ) j "k 2 + g 2,2 s
k % %% Py Tay *ry
(ik) (jk)
. K » . . * ] 3 S + L] b4 L]
i3 ®aTByp; a8y [ v (Py» q50 55 8) ‘i’Bj (Pys 455 755 9)
Pi
(i) . z
(o) - 2 2 2 2 2.2 2
]
dpj dpk dqj qu drj drk G(pj—pk) G(qj-—qk) G(Irk) 63 1
72 2 5 B 7, 2., 7.
P k q k r k Pj qj rj S
(ik) Gk)
» K. (par 8; Py a; T 8 [¥ e ¢ Y epagre
J J
(2k) (i2) y(32)
t ¥y PpanTis) ¥ ¥ (Roapris) ¢ ¥ (Rt 508) ] (89)
b . .
J J
Utilisons les identités :
§(p,~= p)
k "k 2
Pj 2 §(r. - rk)
4 . et J z:lrk rk -——']—-—-——r 3 =13
6§(q, - q,) j
2 __J__ 'k
j qu 9 "3 1
1
Les é&quations de Faddeev s'écrivent finalement :
- . . K -
‘}'él-]) (P:q’r’s) =-2 éélJ) (P:Q:r s) + ‘9( )lJ (prq,r,8) + wéz)lJ (P’q,r»s)
(i) ) 2 2 2 )
+Q (pPsq,z,8) - pP. dp.q. dq.r. dp.
B 85 J J J J J J p. +q‘2+r.2_s
J 3 J
k
. Kk (pqgrg; pJquJB :) [‘l’(lk) (P ,Q ,1’ »8) + v(J )(P~tq ,l’ »8)

J J
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2k . 2
+ W( ) (P-’Q-ar-ss)] - E p dp. q 2dq r 2dr l
Bj S B. ] p.2 + q.2 + r.2 -8
b 3 j ]
I3 L
. K (parB; p, 39575 B ) [‘i’(l >(p ,qurJ,S) + “’éj )<Pb,q ,rj,S) + l1’(’“‘)(13 5295075 ,$)]
h} j
iy 2 2 2 1 : ik)
= . .qg. d P S N N
BJ{- [PJ dPJqJ quJ dr : 2, 2, 2. KiJ (pqrB;p 59575 8. ) [B (p. ,qj,rj,s)
. *q. *tr. —s
i ol
(jk) (i%) (i)
+ \y s 3 s i + ‘y » 3 (38 a9 + l{l (3 ) * *
B' (PJ qJ rJ S) 60 (PJ qJ r_] S) g’ (PJ qJ’rJ’S)J
] h| 3
' 2 2 2 Lk
212 (p.dp.q.dq.r. dr. 7 i 5 K (pqu,pqu) [‘i’( ) (p »Q:sT. ,8)
g, 13 T3 I Y 52 2yt J 1773
b I R
(ik) (jk) (i2) (j&)
+ ¥y . e + \y ) . 2L .48 + w 29y L .5 + W A EER R
B (PJ’qJ rJ’s) B (pJ 0T50 ) B. (PJ 15055 ) g, (pJ 95075 S)]
J b ] h|
(90)

11 nous faut maintenant expliciter les différents sous-noyaux
k . . . . .
Ki’ K"~ et K,ij dans la représentation choisie. Grdce & des transformations
judicieuses, nous obtiendrons une forme simple de ces divers sous—-noyaux et
3 mp y

par conséquent une écriture allégée des équations de Faddeev.
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IX . ETUDE DU NOYAU

—_—— e S e

DES EQUATIONS DE FADDEEV

e T e S I e DS e S I e S S5 e S SEwe T2

QUATRE .CORPS

e Dl IS D I T

I. Calcul de K, (p q T B; p.qujsj) =<pgqrB|T

8 g.T.B . .
I ()] PJquJBJ>

ij

Nous définissons Bj = g‘(}UJ'L‘JL‘f.

Grdace aux relations (73) et (80), nous déduisons que :

_ , . 1/2 L+L 4 Le L =44 =3=T " M- -M~M"
Ki = M"Ee?M_' ,n:e‘ [(ZJH)(zg +1) (2J+1) (23 +1)} -1

ma’zLL:"‘z
(J b4 3)(0' L 7’)(2 L J) (z' L' J')
Mup ~H M wmp g fmy m -MS my myy M

A am i . ~ * ~ * -~ * - ~
o | dP dqdf dp. dq. dF, Y, (P) ¥ (@ Y ™y, ®.)
J- 3073 ) imy | LmL .fm.f 2 m, 3
> > > > > >
4 Y q.) Y £, < T.. P. q. r. > 91
L'm (CIJ) i'mez" (rJ) pqr | lJ(S) I P;dy T, 91

Tij(s) est la matrice de transition pour le probléme 4 deux corps, par

conséquent :

Cet &lément de matrice se décompose dans la représentation

choisie suivant (voir probléme & deux corps)

- . * .
) I p: > = z ?ztv’m (P) an’m " (;;]|)

() T
myy " L

(p,p-l,S") (92)
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Ki s'écrit alors :

K - I (_I)L+L|+l¥£'_z—2«_J—J'ntvw—n1§5 +1)(2554)(2J+1)<2J'+1)}]/2
M’m\?’M yBpy
ml,mL,mz,
va
(; & g\(r L' j‘) (2 L J ) (2' L' J
wy - M M mi, ~d; m m M Wy, m -M')
. f . 44, 42, Yo' @ Y. ® Y B.) ¥ $.)

2 2 2 2
" s 8§(q"=q:7) §(x"-r.7) ‘.
g YL'mL,(Qj) Ye'n ‘(rj) 14 T T - TélJ> (> p;» 8™ (93)

£

Nous avons tenu compte des €galités suivantes :

{ dp Ylm (P) Y!’n,m " (P) = sg‘ln

A
i §(3-3.) Y.
i LmL

N - oy L ¥
[ dt S(r-ri) Yxmz (ri) = Y;é’m ()

mzml "

@) = Ysz @ (94)

Grice aux transformations [l ] sur les harmoniques sphériques
définies dans 1'appendice A [7] , nous ré&duisons l'intégration sur six varia-

bles 3 une intégration sur quatre variables,

_ (e !/?

K. T 2 A [d(cos 0+ > ) d (cos O > )
1 8 vrrq n‘L’.%’uz nL’n(’nl’n'L."n ' quj ijj
ILL',I‘L '
2.2 2 2. % ®
d¢~> > § - ) -r, Y &3 , Y > oy
’ ¢Z.p. (a7=q; ) 8(x=z; ) Lo, ¢ ap, ¢33.) Z n ( rp,’ rpm)
i73 i Z ] 3
G I R TR I S U S I S
ny pipj’ oy ij qu‘ P’ jpj rjp'
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n

L2

n,,n,,n n
’ 2’ L')
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- (=1 L*E lal == =TT - M MM
3' M’mi’u' ’mr‘
m,Q,’m'L’mZ' ’mL v

J L g gt
[(2f+1)(2g’+l)(2J+l)(2J'+l) 12 ( J() ( )
- M! motv "/tl

Mmoi

(2. L J [N A J'}f ﬁf
. wt W g W
m, m —M) ( - L 4%

[(21+1> @1y 2ae1y 25ten) e 2 2eme f 2ty ]

Bye M
*l 2' Ll 1
C D w Y w ()2 () (96)
[ R} sty Dy, Ty RptaBps
Il nous reste 3 utiliser les relations reliant les divers
éléments.de matrice entre eux pour donner a4 A une forme
nL’nz’“L"%f’n '
simplifiée. ’
Les relations (A=%4) de 1'appendice A nous permettent d'écrire :
L+L' +0+fM4n, +n my ~4-8'-3-3 AN
T B o) i
b et el Rl ARV M,mj,M ,m_f,',xn
me zv’mL,Q' 9m£m
L"smLmtannt s 4
lwu

1/2

J ?)A(J' A ?') (2 L J) (z' L' J')
(M mp U, o' @y -A m, m -M'

m M (AN A

lln\ (f, ? L' l") (2 L Lln ) (2 L L™ )
—mzl\“ 0 nL' —nLl n nL D-Lm ml mL mLm
f‘) (x ofl g,,) (2“0 L ;ﬁu) < L] M i")

0 e mL|u m.ﬂn ILL. an nin . J

(97)
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A 1'aide des relations d'orthogonalité des coefficients de
Wigner [121 et compte—tenu de la conservation du moment angulaire total,

Ki s'Bcrit alors sous la forme :

L+L‘+df+-‘ﬂ‘+nL+n£ n, -2-2'-J-J'-n

ZS - =4 N4
S TATS ) s U (-1) oM
t 4T M,qz,M m ,,nL,,
o, U—L; n,m "
£’ x‘) "\ J j J' ;.
. [(2J+1>2 (20+1) (2341) (2rreny?] V2 ( }) ( 7 \
M nu?*oﬁ m =4
(21 L' Jl) (2 L J) x 02:' xn ';f of' xn
O nL,v—nL, n, nL N ff mx, —fxn -155 IZZ' -TZ"
1 J c.gt J' J i"
. d (cog 8+ > ) d (cos € ) d¢» =
i P 3P 15 P;

. N . (lJ) .
< Y ( e—)-.P- d’;‘"’.) Y‘,{'n (efjgj, %'ﬁ.) T2 (P, Pi’ s ) (98)

ol nous avons posé : L w = N.

Pour terminer ce calcul, intégrons les deux distrihutions

2 ) . . . . :
§(q - qiz) et 6(1'2 - riz). Pour cela, nous explicitons les différentielles
d (cos ea + ) et d (cos o 3 ) en fonction des différentielles d%. et d%..

:D . . 1 1
373 v}
D'apraés l'appendice B, nous voyons que nous pouvons écrire

de maniére généra%e :
dQ.z dr.2

i i
d(cos ez.g. ) d(cos e;;gi) TAEC P (99)

113 1] 13

Le produit A.B.C, et les nouvelles bornes Q.. et R,. pour p.2,
J J 1] 1] ]

2 . .
Mij et Vij pour rj ont les valeurs possibles suivantes :
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i i i
1) A, B, C, = 8, Lw
%5757 Py Page Yk
i 2 i 2
, - . E, + )
<r1 pQ:Jk qJ) ¢ 1 pﬂ.jk q‘_])
Ml;l - i 42 et Vl_] - i 2
(wﬁ,jk) (wﬁjk)
2 2
(¢, - D (q; + 1)
i i
QI»J B i2 et Rl_] = 1,2
(8, .) (8, .)
23 2]
i i i
. B' s = . +
2) AJ ] cJ al_] BZJ lek
(r, - D2 (x, + 1?2
i i
ij ( i )2 et ViJ - ( i )2
Yo ik Yo ik
1 2 2
- +
(p, 62,3 qj) (p; *+ 8, qj)
= et R =
13 ol 2 1] ol )2
(a} ) (sl

J kL ij kL
- old 42 ij 2
M - (pi ?1222(1‘) ot v. - (pi. + 61?2 QJ)
H Ly H o’
(ql'. - 1)2 (qi + 1)2
Ui T THZ T °f Ryt —gr
°.,) )
1] 13
I(1 s'écrit alors : ,
2 L”"*&I‘*“L*“z g, 2 -3=3!
w o @Vt ¥ 1) “mp - ~my e’
i 4A ,B<C.p.q.T.qT . L -
JJ1 13133 M’m‘;e:M 3 &oﬂ'&ﬂ
By s8Ny
EARE R
1/2 J £ ARNIIE A :
. [(Zg,+l)2(2J+l)(2J’+l)(23{"+1)2J ( y) ( é{)
Mm, -/ W m,. -A

(2,' L' J') (1 L J) (—i £ P ) (_:6 bA £ \)
0 n -nL, nl nL N msC n;:g, —m£,, nz nf, —net,,
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J' J iﬂ Jl J zn
* »
d > X 02> »> )Y
) ( ' ( [ %\ij Lo, ¢ ap; ) ¢qu) 2008, 028 )
M' =M oy n., N L L 7] J
* .
. Y (>>,0) ¥ (0> >, > > ) Y (6> > ¢_,_,)T(1J)( "
in A L' D.’} .D. ! . . PsP.>»S )
v PiPj iRy 5Py L Trgegs TR A :
(100)
k ’(k)
II. Calcul de K ( rB; p.gq.r.8.) =< .. .gq.r.B. >.
P dq 5 PJG.JT:J l) p qr 8| 13(5) lqulrJBJ >

Grice aux relations (73) et (80), nous dé&duisons que :

L+L'+L4lT=4 =2 '=J=J '~ N

gE = ) [(2J+1)(2gv+1>(23+,)(ZJ.H)} 1/2 (_1)74'_M_M.
M’%,M',m [}
m, oy 1y
m
$ g o g' ¢ L J g L J
M mﬁ =AM M! m;c. A" m, m -M m, m, M
. ® : ‘ A. A. A. Y* P : q X £ [} A.
f p dq dr dPJ qu er szml(P) YLmL (D me(r) Ylmzu (PJ)
-~ ~ P . (k) > .
© Y, G X "B, () <par !Tij (s)] P, 4y T, > (o1

Til; (s) est la matrice de transition du probléme & trois corps

d'ol :

> > > (,k) > > > _ (k) > > >

CPAT [T (B > =« BAT T | B G
> > > > (k, , > > <y _ .2
S(r ri)<pq['1?ij (s") [piqi> oisg' =5 -1

Nous pouvons montrer, de la méme maniére que pour le probléme

i quatre corps, que l'on peut écrire :

L L J
I MM o5y i/2 (

Mg Ty

fdﬁ @ L ® Y @ <pA| =

e Lmp

om

<pqJIMeL | : Q02)



v4]—

. [(2

" LH J"
T . 2 o Wyt
P.q.> = z {2J '+1)]/ )L M Yi,, (ﬁ.)Y)* (‘)‘ Q. I"MY LY
1% 2'"m i L™ ql qul
mﬂ,"’mL" mz,, mL” -M" L mL“
(102"

En tenant compte des résultats (101), Kk prendra donc la forme

suivante :
KK = ) ERTL AR A A A A e R O Y
1 M’%,M' ,mxi
ml' 'vaam "
mL“
J L L'y
. [(2g+1)(25'+1)(23'+1>(2J"+1)J‘/2 ( { ) (u 7 )
Mm - 'm By A
v o N
2" L' Jl 2«" L" J"
. ( ) ( )f a; a4, @B, Yo () Yoo BV (&)
my, w, ~M m, o, M I 2 Tgn 1 Mg
6(r T, )
Y 5.) Y g.) ¥ £) —— 27 y(k)ij . .
. v'm, (PJ L'm , (qJ) £'n, (£, 7 1 ‘J)ppl (Pq $p;q; 3s')
(103)
ol pous avons posé :
) L; I" " : .
<pqJML 2!1&(8) lp;q, I"M"L™" > = < p q plit-d-CS) | p.a;p; >
(k)1ij .
H s
tbppl (P q; p;q;%8")

De'vla méme fagon que dans le paragraphe I, nous utilisons 'les
transformations de 1'appendice A [7] [l ] et la conservation du moment angulaire
total pour écrire le noyau sous la forme :

L'+l v+l ten 4n m, -8 -2"-J-J -
@ben'/2 g Lt E
Kk = - z ' (—1) -an_an M'=M"

M,mp,M',m
n o‘f’ ’N'?'fﬂn'l"
I\ ’[LL"’

xu’n-i ’n;g' » rx

ﬂmz (207 +1) (23"+1) (2£"+1) 2] 1/2 ( o B( 3 )
M my oA, *»l,

(zv L' J') (2" L" J") (ég L o, \ (f R ;f"\
v 0 L R Dou Nym N" Tm, m,, ~W

2D A 2 e g
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J' J“ fn J‘ J” atn
fd (cos 633 d (cos 9?3_) d ¢CTB
M -M" n{j" nL' N" x:'t' 33 J ] 11
sfr ) Y (833, 632) U (023, 033) Tou, (033 ,0)
1 " qi i iPj Il‘.’ rPJ J il Pi i
Y (0>, ¢33) Yoy O3, ¢23) w“‘f ) (pa 5 pya; 5 s")
b AR S L %3 2 C3P] Py PPy

(104)

Et en explicitant les différentielles d (cos 02> > ) et

(cos e;l*.;.) (voir paragraphe précédent), nous aboutissons 3d:d

37
L'+L™+&E' g, b, win, —2-2"-J-J"
, 1" L
. (e +1)’/2 vfi" z (-1) -, -mL..—mz.sﬁ'*M"
" 2A.B.C.p q. 3 ‘
37373%3 M, m_t,M mﬂg:' r}"
mlu,ZLn,N o
f"’i’ r e 11
AR SN A A
2 ‘ " " 2 1/2 :
[(29+1) (23+1) (23™1) (¥ +1)J (Hm _ M m _‘1)
\ Bt
(f:' ‘Ll JP) (2" Lll Jl) % .t| x" (:f .gt iu)
0 A Tgn Byn N" -n}ﬁ m£, —mgu "nz nuf' —n-f" |
J! JH th JI JH I/"
( dq d@jgj Yim (e-gigJ, ¢3i-lgj)
M' -M" m,, y N on oy
Z
* *
(e‘b"-, ¢"‘5) Y ", (e'> < ’0) Y ] (e'@ > ¢-§ -5‘)
e{ni rPJ 3 2 Bou pil% L 1 qi.pj quj
(k)iJ . . '
Yorn ' (6% &, ¢?’3) \bppi (Pq ;5 p;q; 5 8" (105)



ITT - C.'cul de K..(pqrB; p.q.r.B.) = <pqre|d, .(s)|p.q.r.8.>
;5 (Par8s pia.T 8, pqrB| 75 ¢ hDJqJ i85

Les &tats ]pqr8> et[abcy> étant identiques etélij(s) agissant sur ces

kets, nous écrivons K'j sous la forme:
i

K. .= <abc [4.(sia.b.c. >= <abey| d..(s)] a.b.c.y.>
1] Yl J J 3 JYJ YI 13( ' %1%

ou encore : K.. =(1(1J) (abec; a.b.c.;s) (106)
1j YY | 1711
i

I1 nous faut étudier maintenant le probléme A quatre corps avec interactions par

paires pour déterminer la forme deCl(lJ) (abce; aibici;s), le probléme 3 trois

corps pour expliciter w(k)lJ (pg; piq;;s—r ) et le probléme 3 deux corps pour
(i3

expliciter T . (p;pi;s—qZJTZ).
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X - EQUATIONS DE FADDEEV DU PROBLEME A
QUATRE CORPS AVEC INTERACTIONS PAR

COUPLES

Les &quations de Faddeev du probléme 3 quatre corps avec interactions

par couples s'écrivent:

(Lij (E) =T, (E) + Ti (E) G (E) aklm (107)

Expliciténs ces équations sur les kets labcy> précédemment d&finis et en utili-

sant
< a,b c’Y le la,b,c,y, » = nl (8 a_b_ e )—zﬁ(a 2‘8 2)
O o L2422 2 2 2 ff£f £ )
a_ +b_ +c_. -s
f f f
S8 (b.7-b 2 c c )
£ 7008 (5 7 G
P 2 -~ 2 =
J daf S(af a, ) =1
Les équations de Faddeev déviennent:
(i) (i) 1 24y 2.
. » 1 - = . M -— — 2
é& (abc,aioici,s) QYY. (abc; aibici,s) 3 Z dai dbz ch
YY. 1 Y
. i 2
a b c ..
‘ : o 2R (13) o ) (k) L ‘
S K (abe; alblcl,s)CZY Y. (aﬁblcl’dibici°s> (108)
aﬁ +b2 +c£ ~s . 241

ol nous avons défini:
<a a., .b.c.y.,> = (i3) ; ;
\ dbgy ! %J(s)[al 1S3y LZyY (abc,aibici,s)

c1
<ab .b.c.y. (i)
abey lTlJ(s)[al 1clyl> QYY

i

. (abc;aibici;s)
<abey [T (s)G (s)]a b e > :-K (ij)( be# ta b )
Fit 5878, 22852y, abeyjagbycovps

ol s est l'Zpergie relative & ce probléme 3 quatre corps particulier
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(ii)

Il nous reste & €tudier le noyau K

(1),

dans la représentation choisie.

<abecy ] Qij(s) [ ay bz c Yy 2

fr3es aux razlations (82) et (87), nous déduisons que :

(i1) ) 1/2
KM= A+ 2T+ 2T ,+1) (2T _+1)
. Mab’mA’Mé b { g j« ab aabu J
, o o
mo,,m, ,I
o Au i@r zb
jz'a 2b
o a
2. 4% . ¥MA =~ =3 =3 -3 ~H-H-M -M
. =D b ba @ "a "a ab auba ab aaba

J AH J A g R S SR S S §
ab - J/ ab o 1« a b “ab a, by daba
. o G
M m, - M mn A, m m_ -M m m ~M
ab A aaba Aa la lb ab £ a £ b adba
o a
s o e ,. ¥ Ay X X . -
o [ dd db.de dd) db, dg, gm @Y. (B Y, (D) Yo m (3y)
a sl b2 A a t
b $a
&«
. N > > > - '
e YZ " \bg) YA n (Cl) <abec IT' (s) ! ag bl ¢, > (109)
b2
bu [

T ij<s) est la matrice relative & un couple de deux particules pris parmi les

quatre corps.

> > > N S > g > -
<abe [ Ti'(') ag b2 c, > =< a bc |T 1J.(s) !ak bk cy >
> > >
= §(b ~b,) {c-c,) <a |T.(") |3 >
k I ! l k,
ol s =5 - b2 - cz
Dans la représentation choisie, 1'€lément de matrice devient :
p
- NN ~ * - i3
< a }TJ. (S'”) !a]{ > = Z Y,Q,”; - (a) Yﬂ,”;m (ak)T ( J)(a: At s (110)
] ~ 9,'” U a g a o - [
a’ 2 a a a

a
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ES DI
Kt s'écrit alors :

lb+2,b +A+A 2 ~2%, "Jaib
Moo meth b

m T

o« "a b
m PRt
jLa Q’b
[0 (8
J A J A 2 L J 2 L J
ab g ab ‘o gg\ a b ab a, ba aaba
M m, =~ M m - m, m, =M m m -
ab ™A 20 " 4, B N poMa ey
o o
. d® 46 dg (5) Y (@) ¥ (3) ¥ (3)
f 2 0 T Amy g m K "2 m . %
b a o ay
6(b2~b12) §(c"~c 2\ i
e Y, (B Y (&) 2 -~ 1*£J (a, s , s
o X b o M 4b ¢ a
[e
(1D

Grice aux transformations [7] [] ] définies dans 1'appendice A,

nous obtenons

,Q +9, +A+A +nn_ +n +1n. =8 -
1/2 -
ij) (22a +l) / ﬂ/’;}' b gob ) Q.a A a o

k(M) %C < '1) T Vs b '“mg ~m, S pM

Mab,,m ST q a b a o 4 a5 a

o
n% ,nza ?gb Nab
A”iﬁthllﬂtlA’n,\u )n’AlH

g2 (e b
« e “)(29’;{”)CZJab””ZJadb;'”(21\"'“"” ]

ab A
Ja b Ay ’J,\, ta b b Ja b .k Jab A Aa AT
. o a & o Q a o
...c} — J - -
Ma N my {,&{ 0 n, ) n%b n, nlb I\ab m, m, W,
o o o o a a «
1 1] (31}
oA A Toy Jg A Jap I A
o o a o
B W AT Map My My np o Nag Oy
o o o b
o
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) Jﬁ(cos @g > ) d(cos@> 2 ) d¢ e S (b ~b ) G(CZ*C'Z) Yz n (Ggéﬁ,¢g~é)
(A % 5,8 k bg, ]
Yy (035, ¢as) YF G 0) ¥ (6> > , 4> > )

. D =D . et s

ha, " “cay o Mamy & . b?ﬂi . be2y P43,

Loy 94 a

. YA . (x>, ¢ 2 ) T‘ij)(a, a, s (rmh

e Ny SB 9fy a k

Comme nous avons fait pricédemment, nous allons intégrer les
. . . : 2 2
deux distributions 5(b2“bk ) et & (CZ“CK ).

D'aprés 1l'appendice B, nous &crivons
ab, * de,
d (cos @*‘*’) d (cos 0+ > ) =
Y Z ab
bzz < 4)(&2222/4:2

Le produit X?EZZ@ ailnsl que les bBornes Skz et wkﬁ’ Ekz et sz

associées ont les valeurs suivantes

; j 3 1]
= Q ; I
Xﬁ ¥g ég jk “e ke
2 ] 2
CYR (b +al b))
S = ,..__1..(.‘_,..,.._1_‘_%_,.2.“”__ et W = J %*Q' L
ke, (ocl )2 kg (al )2
jk jk
2 2
(3( -1) (ck+1)
Eki = 11 5 et G¥2 £ 5
3
(H ) (chﬁ,)
(439
En tenant compte de la conservation du moment angulaire, K J
s'écrit :
2.+ +A+A +n +n +n, -4 —¢
(i) (2, +1) V2 g y ) i)‘b by o kR R
K \Ad)I  =J, ym, cmooem, =M M
4XYZabcbc ab "a b TA 9 ab a b
L% 5 2 Mab,mA,M : )A jz"b a oo
n n N
Ly 7L ib ?
b a b

n o
A :m msnA ,1’1 il

Alﬁ“

T A
[(29‘*1) (ZJ +])(2] +])(2 ;”?])2} ab g,

¢ a Mab mA "JL
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(11
2,2 b Ja b Loy Jab A Aa A
. a o] o a
0 n -n n, n, N -m, T ~, 4
% 2 2 ab A A A"
a bu a QB a
A A 1AL} " ne
o A Ja b Jab A Ja b Jab A
. aa o a
CPA A TR Moe e Tam By Mgy mpm
o aa o .
o
. f d ¢ > ¥ (eg"’ br > ) Y (Bae 5 b)) 'a e+ >, o)
3 - 3 3
%{az Ebnlb aX bal AnA ca,” ‘ca; zanza aa,
¢ (13)
. Y (6>, ¢p»>) Y (&>, ¢ ) T (a, a., s (111"
zbjlz,a ba, bgaz A&nAa c&az czaz N k
Cependant quand a8 la place de m( J), nous utilisons f(zz)
a b

qul aglt sur b et b > Dous obtiendrons des distributions &(az—akz) et

5(c -e, ) et la dlfferentlelle suivante

dakzdc 2
0> > ) d (cos &+ ) =
body 2y B Y2800

d (cos

Le produit X, Y.Z. ainsi que les bornes Ekg et G . sont invarian

17478 k&
et 4 la place des bornes Skg et sz, nous aurons !
i i 2
.- + a.
( ajk Bg‘) . _ (ak U-Jk bg')
s' T2 W T T2
£ (agy) (o74)

Nous envisageons une transformation qui fait passer du triédre

de référence 3 un triédre ol le vecteur ax est colindaire 3 z et x appartient

au plan formé par les vecteurs B et. a; (cf p@ecedammant)

(ljg écrira alors :

s 2, %8 h+9§+1) m, i o, -2 ata
(28, +1) w /r a E a o
K(1 )} 1) abJ ,2 R, ‘Mb'M b

4X.Y .ab ¢ ac oo

2222 22 Mb,mAs ,mA

o
n, b n, fﬁZh N & a5
ol

A !mAm’nA!nA ’nAnt
a



2, 71/2 a1 ; Jaaba s j/
. [(Z}H) (23, +1) (23 _ +1)(2A’"+1)]

o o
My m M\, oy A

2 4 J, 2 3 J A A A A A A
a b *h a b o
. A o« %@,u ad *
¢] n -n n n N -m m ~m, 4y -n n -n
g [2 2 L ab A A A A A A
b b a b a a
a o
" 1y
a&ba Jab A Jaaba Jab A .
' | [ags v, Cm.o)
M -M m n N n L a a 2 L
ab ab A L ab A™
o 0 b
o
x ' *
L 4 (6>, ¢>») Y (&>, 0) ¥ (0>, ¢p>) Y (> >, ¢ > )
bn, "Tcg' Teay 9’bnzb ba3y "b‘,’zb ba ba Aoy ey Ty
¢ Po a
ke
'r( ) (b, b, s") (e
N S k
b »
. . &) . ) .
Nous pouvons écrire aussi K pour une transformation qui ferait

-
passer du triédre de référence & un triddre ol le vecteur b est colindaire

5 N . 4 >
4 % et oi x appartient au plan formé par les vecteurs b et b .
£ k

Les équations de Faddeev du probléme i quatre corps avec interaction

par couples s'Bcrivent

ij) . . = 5(1d) . .
(:6 (abc ; aibici ; 8) % (abc ; aibici ; s)

YY, YY.,
i i
¥ ‘% 2.+ +A+A 4n_ 4n_ 4n
é oS0, L T N A
; da? [ge 2|av? (-1 .
bRk -4 =%, -J_ -] _ -m
za ? Zb_’ A Skz Ek£ 0 a aa ab aabu A
o " o
M m M m _mg —ml —Mab
ab! b b.) A b a
a
-M
n s, 0, ,n, , N ab
lba Za ﬁb ab aa

A"" mA""'nA’ nA s?'.ﬁ»-Anl
Q
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32 Xlezz be a o a
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!,au Lba Jaabu R,a zb v Jab A Au A | A Aa A
0 n, -, n, 1o, Nab “my Tm, Ty -n, mn, -nA,.,/
ba bu a b o o
1]} "’
Ja ba Jab A Jambm Jab A
o f a3
M M o, n N 0, o
ab ab A 2 ab A
oo b
o
v (O , &> ) 1o (o ) Y (&> > , 0)
* ’ ’ ’
lbnzb ba2 aa, AnA caz ca, R'an.?,a amaz

(i3
. Y (6> > , &> > ) Y (> , &»->)T (a, a_. s-b -c")
2y By, bpa,” "bpay T TAmy eedy 18 ta ’
a b Q
o
ke
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' * 1 1 L
g'azbJab Q,a Lb Jab A A A
.
0O n,, =-m,, n, n, N -m, m,, -m,,
L b L b La LB ab A A A
1] 1" H " 1] n
A A A J ab Jab A J ab Jab A
L ]
- )
By Ty TBye Map Mp Tyn Pt Nab Ppv
d ¢> > Y¥ ¥ ) ¥ (o~ )
‘ ¢g.a. L. n (ega > An Oz > *22 n a.a,’ °
13 b L A at 1]
b a
‘ (ij) (1]
' Yorn ‘ (&7, & 2) Y, ' (@x %, ¢ 2) @, (a a, ") (1D
b 2 13 173 A i3 373 a
Cependant quand, 3 la place de (13), nous utilisons c{iz)
a b
qui aglt sur b et b , nous obtiendrons des distributions S(a2~a ) et
6(c2-c ) et la dlfferentlelle suivante :
daizdci2
= 1]
d (cos 9*33) d (cos 92’.3,)' 4X.Y.Z.a.b,c, (110"
J ] 3] JJ1313111

Le produit Xijzj ainsi que les bornes Eij et Gij sont invariantes

et 34 la place des bornes Sij et'Wij, noug aurons :

1 i 2
. ~a. b. a, + a., b,
(al Ok ) e - ( it jk J)
S'i. = (GJ )2 ij (aJ )2
J ig )

Nous envisageons une transformation qui fait passer du triédre
de référence 3 un triddre o le vecteur a. est colxneaxre 4 z et x appartient

au plan formé par les vecteurs g et db- (ef gaecedemment)

K.. s'écrira alors :

1]
+L' # ' - -
]/2 o R A A m, my ok <y
(22 +1) i b "a
Z‘ 6—1) -J . =J' . -m, -my —mpg-M-M'
K. . ab © ab ‘A {b %
ij ~ %X.Y.Z.a.b,c, ac ! a
37373757373 Mab’mA’M ab’™® A’

n,, ,n, ,o, LN

2 b l R'B ab

Al

A"’BA’D'A' ’nAu



[(2¥+1)2(2J.ab+1)(ZJ'ab+1)(’2A“+l)2] 12

L', 3 SRS A A AT A A A
]
0 my, -ng, (% " Nab CTy Byt THpe i U U
b a b
t (1] ] "
J ab Jab 1 J ab Jab A "
‘ Jd B3 Yea  Cazs bz)
Wop My Tpe Moo Ny Bpw e a ] !
b
* *
s T G2 020 Yo 209 Yoo I, RID N @623
i i beg i L A S LS A A A
x aékl) (b, bi,s") (112)
b

Nous pouvons &cyire aussi Kij pour une transformation qui

- LI - Pl -~ . >~ -)
ferait passer du triédre de référence 3 un tri&dre ol le vecteur b, est

N N . . >
colinéaire & z eé@i appartient au plan formé par les vecteurs gi et bj' I1
nous faut étudier maintenant le probléme i trois corps pour déterminer la
(k)ij

CET
PP ;

2 2 . ij 2

(p;p.s8s=4q - 1) ainsi que a{ J)(a; a.} s - b" - c2) et

1 ] 1 .

forme de ¢ piqi ;} 5 - r2) et le probléme 3 deux corps pour explici-
ter T
(k)

aﬂb

(i3
)

(b3 bys s = a> = c2)
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X . EQUATIONS DE FADDEEV

— e e Twe LT e T v e Do Ttem I3

POUR LE PROBLEME A TROIS CORPS

- Sy E =— L

Les &quations de Faddeev du probléme & trois corps s'écrivent{}]

()

5@y =y en e @ e @ 1 @) sl @)

1%

oﬁ:E';E—Hr (113)

D'une maniére analogue au probléme & guatre corps, nous défi-
nissons successivement des observables §>et d définissant une base I ¢ >
et reliées entre elles par les relations :

-5
pP. = a,

-5
- . - 60 . »
1 1) pJ z{J

ij
> > >
. = _8-" [ S 3
ql 1] pJ 1] qJ
1/2

m. m,
. = I 1 3
avec : “ij = [(mi+mk)(n3+n§)] (114)

)1/2

B., = (1 - aZ,
1] 1]

Nous choisissons deux ensembles complets d'observables compati-
>2 L2 2 2 32
bles {H, B, L, L, £, 2 ) et w8, 3,9, 1% 2%} dont les kets

propres vérifient les relatiomns :

lpqlmem > =de5d€Y @ Y, @®)pa>
mL g LmL lml -
L & J (115)
| pPqIML 2> = I R e RO TR T lpalm tm >
m Ty : m m, -M

En projetant les &quations de Faddeev sur les kets |p q p >
ot p =J ML % et en utilisant :
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o =1 -2 2_2 2_ 2
73— (4 appy) 7 8(p,"-pY) 8(q,"-q ")

' =
L L

2 2 2
f dp”. S(py - pg) =

Les équations de Faddeev deviennent :

(k)ij _ Ny oo p(R)i] , o1} 2 2 Pa
Voo T (P @i pyagast) = 80 (poasopiags’) — 4 £ dpT) dep 5 -
1 i 3 P, 4, —s
Y
(&)1j , ®id, et
« K (P 405 Py qpPy) [¢°z°i (P, 4,5 P;a;58")
(k) 3¢ : .
1
ol nous avons défini :
(k) 1 = (k)ij 13 . '
<pap|Ty (8D | pyagey > = v 07 (P oa s pyags )
; A
(k)ij sys)
¥ == : eg! P, e
<Pq plTij (s" [ pjap; > ¢ppi (P g p;a;;8") ai:i&

| , _ ()] .
<pael|T;, (D] ppage, > =K (P ae; p,a,0,)

Il nous reste & étudier le noyau K<k)13. Pour cela, nous em-
ployons la méme méthode qu'au paragraphe I du chapitre VII du probléme 2

quatre corps.

Nous obtenons

1/2 L g Jyv /L. oo 3
cooo 2028 #1) Sy 1o 7
iy 27 - ¥ - p¥HEEL
L oy tn, Cm - - -
ﬁLnL LT S T Tt T A T
‘L, I 1
, . 2 2 % * X
° d(cos 033 )6(q"=q, ") Y, (Ba ,0) Y_ (022 , 0)
f 9Py k© n, tppp, Lo AP,
. ) 4
© 2,0 T8 @, 5" (117)

L )
1“L] 94Py

Pour terminer le calcul de K(k)lJ il faut intégrer la distri-

bution 1li8e au centre de masse du probléme 3 trois corps G(qz—qkz). Pour cela,

nous explicitons donc la différentielle d(cos 63 3 ) en fonction de quz.
: Pl 2
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D'aprés 1' appendice B :

2
da,

d (cos &+ > ) =
pI1g) 2 Gy g BugPely

ol l'intégration sur pzz se fera

2 2

(q = %, p) (q + o, qy)

de Lo = 8. 32 3 U= o )2
k& KL
K<k)lJ s'écrit par conséquent :
1/2 . L 2 7 L. % J
MO I (22 +1) T ) (= DL bl
AefiraPeled Py T TR T T, o -
oy, T =Ty, oy o
1 ) 1 1
* oX (i3) 2
Y (6>~ ,0) Y, (x> ,0) ¥ (x> ,0) T (P, P> s' - q")
LTI % TR T L) Lin, " qypy . k

1
(118)

Les équations de Faddeev du probléme i trois corps s'@crivent :

K1 Kk .y /_ T -
WO e s e = oH @ pagen - i Lyt
i i et kﬁg n,,0 0 +n_+n_-m
§ L s Al
s L
1
Ueg 1/2 L 2 J L. g J
a2 aw 2 LD 1 1
. q, P, 1
© L P, *q, s’
k& 2 L nL nl -nL‘ nLl 0 --nL1
. Y: (&> +,0) Yi (6r > ,0) ¥, - (62 > ,0) Téij) (P> P> S'-q2>
By PPy T, %Py 1L, dgPy
(k)lﬁ R ver V + (k.)jl . ot ]
. { wplpi (Pyay3 Pyag5 ") wpzpi (Pyays p;9;58") (119)

L'étude compléte du probléme a trois corps nécessite la connais-
sance des solutions du probléme & deux corps dont nous rappelons maintenant

les principaux résultats.



Xl. EQUATIONS DE LIPPMANN-SCHWINGER
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DU PROBLEME A DEUX CORPS

- e T e S e e S D e T e 3

Considérons le systéme quantique régi par l'hamiltonien Hij

du problémeré deux cofps. [18][21] .
On Gerit : ‘

H., =H +V

ij  p o ij
ol Hp est l'hamiltonien des deux particules lihres.
On connait ses valeurs propres et ses kets propres
>
H [ p> = p

vij est le potentiel d'interaction des deux particules i et j

On cherche les solutions de :

- " S opn - -
ij[¢> E"|y> ci E E Hq H_
Les équations de Lippmann Schwinger relient |y> 2 (P> :
, - * 1
o> = |t Yalw
P
< 1
ol en appelant : Go (E™) = T
P
ly> = fs) + 6 (EM V. |e (120)
" o 1] “

Les équations de Lippmann-Schwinger s'é@crivent aussi ern fzigaut intevvenir

la matrice de transition Tij :

]
. 1" = . .. P " ‘:’. . E
TiJ (E"™ ViJ VlJ GlJ (E™ i3 (120)
L]
- " =v,, I.. G, T, . "
T (E"™ Vis ¥ Vi ¢, (ED i3 (&™) (120)
11 ' Y |
ol ¢ G, (B") = -myes

ot

(ke
'-J.
Lo
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' ‘ .
(Nous remarquons que 1l&quation (120) fait intervenir 1'epérateur de Green

G.. (E") 1ié.53 1'hamiltonien H..).
1] 1]

Les kets propres de Hij représentent soit des états discrets
,, wn > de valeurspropresEn, soit des &tats continus l wo > de valeurspropres
qu

Définissons 1'opérateur identité T tel que @

I= &y >< wnl+fdo*l¢c,><wol (121)
. ; ' ‘

L'équation (1201 devient :

Z Vijl wﬁ ><¢anii: . [ 1 Vijl¢0:<¢o l Vij.
n E"-E : BV

(E"M) = V..
Tij(E ) ViJ + (122)

‘__....,,»‘—M:—g

Dans la base des kets propres l ; > de Hp, les &quations.

de Lippmann-Schwinger prennent la forme :

<> ~ >
- : v o<p [Vos v > <y | V.. | p.>
< ; l Tij (S")‘Ei_ > = < ; ’V]'_j l 3i> + g 1] Sﬂ — n 1] 1
n
) <,~> [ v [ > .
. <p Lol W > <Y IV.. t p.>
+ [do* : 1l s,,"_ = g 1] S (123)
o)

-
e [, iyt
o

- > -
< T,. " . > =< V., .
‘pllJ(s)[PI plvgle N 2
TPy
(124)
Nous pouvons écrire les mémes équations pour 'nij et Tjk!L du
probléme 3 gyatre corps avec interactions par couples:
> > TN 7 BV sly 2o [V, ] 3>
4 " = ‘ : _
<a|!%j(s )[ak? &<a|vij|ak? + L T e
e -+
<alv..|ly > <p |V..]3 >
+ f,ac e e L (123")
’
- -
B[V > <y |V | B>
| 1D . o > z ki''n n' 'k2' "k
BB, (I = By, b+ o * ST - E_
> ' o
<blVv Jv > <p |V |5, >
ke K
+ J dor k"s,,f’,_ — L k. (123™
2
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-+ -
Ay 1o g o [y

- > > > Ly
<afl ,.(s" >=<a|V,.|a> + j da. (124")
arrlJ( )[%( ‘ lJl K ' o - az
4
> - > ~>
<b |V |b_><b it . ¢s" b, >
B |E, (™D >=<b|V, b > + f b Koy ¢ kb k. (124"
LTk ki r g - p 2
r
Nous n'explicitons pas les &léments de matrice de transition
TélJ), T.EIJ) et Tékz) car, comme nous le verrons dans la 2° partie, nous
a b

pouvons apporter de grandes simplifications dans les équations précédentes

et leur écriture en ondes partielles en sera facilitée.
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X. CONCLUSION

- e e St IX

La connaissance des potentiels d'interaction entre deux
particules nous permet donc de déterminer en principe les solutions des

o~

équations de Faddeev du probléme & quatre corps.

Dans le cas général (potentiel quelconque et moments angulaires
non nuls), les équations de Faddeev du probléme & quatre corps sont actuelle-

ment pratiquement insolubles numériquement.

Nous considérons dans la suite le cas d'atomes &tudiés dans

leur état fondamental et ol les potentiels sont donc du type coulombien.
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I. INTRODUCTION

e eSS IR TR

Dans cette deuxiéme partie, nous &tudions la forme des
8quations de Faddeev du probléme 3 quatre corps dans le cas d'interactions

coulombiennes en nous plagant au niveau des basses énergies.

Dans un premier temps, nous donnons les résultats concernant
les potentiels attractifs [SJ et les potentiels répulsifs [3] (4] [21]et
nous les insérons dans les équations de Faddeev du probléme 3 trois corps
et 3 quatre corps avec interactions par paires.

Dans un deuxiéme temps, nous utilisons ces résultats pour
donner une ' forme simple aux &quations de Faddeev du probléme & quatre corps.

Ces &quations seront correctes aprés une seule itération [8].
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IT. POTENTIELS COULOMBIENS

—e e e e eSS D D= T—

DEUX CORPS

-—— e fm e =

Les potentiels coulombiens sont de deux types : attractif

(dans ce cas nous sommes au voisinage d'un état 1ié) ou répulsif.

Nous allons donner les formes que revét la matrice de

transition Tij dans les deux cas.

I. Potentiel attractif [5].

2 Dans ce cas, nous sommes au voisinage d'un &tat 1ié, c'est-d-dire

s" = Er1=fz§E (en unités Rydberg) et le deuxiéme terme de l'@quation de
n

Lippmann-Schwinger (123) prédomine :

> ->

<p|vijlwn > anlvijipi>

s" - E
. a

‘3IT13 (s")l§i> ~ g (125)

Nous savons que Iwn> est ket propre de H avec la valeur propre

En et |§> ket propre de HO avec la valeur propre p2, par comsé&quent nous

écrirons :

By lvy = SlE | v = Sl - Bl v = Blv, > E

n n

2

=% B o = D B s 6D v, @)

Utilisant ce résyltat, l'équation (125) devient :
2
)

2
E - E -p.
< ngij(s")[;i>'2- E ( n P i< n Pi

i v, ® v, G (e,
n

Définissons 1l'ensemble complet d'observables compatibles
{8 1
P
s'

IZ, Iz} de kets propres [p L w > et dont l'opérateur identité 1

]
éerit :



«58_

I-= z ><
z’mg [ p- dp | p 2 m, p 2 m,
Portant l'opérateur identité dans 1'élément de matrice

> > .. . .
<p | Tij(s") | p;> et définissant la fonction propre associée au ket

propre ] Py %! my, >

S - p,)
-4 k ~
< ' 2 e K
| p 2'm,> > Yy (B
P L
nous en déduisons que :
> m2 = Z ~ ¥ a0 1"
@[T (" [5;> vl Ve ) Yo, (B;) Tyugw (Ps by 8™ (126)

mg" sy 4y

En introduisant la conservation du moment angulaire 1ié 3 deux

corps : L' = ", on obtient

> i m |2 = ay ¥ a " '

<P'Tij(s )lpi> Z Yg'"mzn (P Ylnmln (Pl) TR." (P, pi’ s") (126")
", m,

D'autre part, le p otentiel coulombien &tant central

> Z -
wn (P) = z"’m!‘” Fn zll (p) Yg'"mgl" (p)
4045 1/2 242
. 12 (n—2-1)! Cofw o
avec : Fn£ (p) = { - Y [ En) 2
2
2 ck+l P _En
d 2 L+2 n—-2-1 2
. (p En,) P +En
2
L+1 P ‘En
i —_ est la fonction de Gegenbauer.
n-4-1 p2+E
n

Nous obtenons finalement :

2 2
. ) (E, - P)(E - p.)
TE" (Prpi9s ) = n ST - En Fnl" (p) Fnl" (Pl) (127)

II. Potentiel répulsif [3] [?f][é)

Les deux particules se trouvant dans un &tat 1ié i quatre corps,

1'énergie correspondant i ce potentiel répulsif sera donc négative.
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Comme nous 1'avons montré précédemment, on peut &écrire :

D N )
<p,le(5 )lpi> Z",m Y Y'q‘"mlll (p) YQ‘“mSL” (pl) Tl" (p, pi’ s )
> -> z - * N

< > =

plvijlpi 24",111 " Yl"mgn (p) Yy’nmzn (Pi) VQ," (p, pi)

L'équation de Lippmann-Schwinger s'&crira donc :

9 Vzn (ps Pk)
Tyn (Ps Pys 8" = Vo (ps Py I P dpy _s‘,','_p“'z‘_ T (> pys 870 (128)
k

Nous obtenons une équation intégrale. Il nous faut &tudier si

son noyau est de Hilbert-Schmidt [6]

Le noyau de cette équation intégrale est :

Vﬂ. " (P ;Pk)
" —
KL (p» P S ) = — {129)
S -pk

s'" étant négatif, il n'y aura pas de pSle 1ié a s".

Dans le cas d'un potentiel coulombien, on connalt la forme

de Vo (P, pk) :

1/2 p-+p 2
Vou (Ps P,) =~ L Qyn k
L k V'fppk L 2ppk

ol la fonction de Legendre de seconde espéce an est égale a :

2 2 2 2 _ 2 2 2
P+, R 2 p+pk> P¥D,
Quw l—5—1|=% P, —5—— | Log ~ TWon_ S
% 2ppk 2 "2 prk P pk -1 2ppk
wz_l est un polyndme de degré L'"-! et Pon un polyndme de

Legendre de degré '".

W et P&n sont par conséquent deux fonctions réguliéres. Qyn aura un point

21
de branchement logarithmique pour p = P et elle sera singuliére en ce point.
Cependant, comme nous nous plagons en dehors de 1la couche

de masse, la fonction an sera réguliére en tout point et K

gn Sera un noyau

dé Hilbert—Schmidt et vérifiera :

2 " " 2
mp ap p,> dp ds" [ K, oy, 8™ T < =



Tout opérateur de Hilbert-Schmidt peut €tre approché par un

noyau de rang fini (cf. annexe).
K‘zl.l (p, Pk, s") = IZ). An&n (s"™ QDJ," P, s') @nln (Pk: s (130)

les fonctions ¢ ., (p) &tant normalisées

nl.

2 "
(P dP ¢n2n (P, s') q’n'!L” (P , 8'") = dnn' (131

L'équation de Lippmann—Schwinger devient :

Tou (p,pi,S") = Z Ang (s ¢n2.. (p,s™ ¢ o <Pi’ s') (S”-piz)

)

2 "
n Am.. (s <I>n2u (p,s') {pk dpk <I>n£,. (pk,s ) Ton (pk, P s (132)

2 " "
Posons : h(PfS") = f Pf( de ¢nln (pk’s ) Tzll (Pk: pi, s™)

en multipliant les deux membres de (132) par o g (p ,8") et en intégrant .

sur p , on aboutit i :

"’ " 2 ¥ 1" " 2
h(pi,S ) =IZI Anl" (s™ [cbnfl"(pi’s ) J P dp ann (p »s D] Qn'ﬂ," (p »s" (s P )
2 n 1] 12
+ (P dp @n.l" (P s S ) ¢n|£v| (P s S ) h (Pi, S )] (133)
A "<Sn)

3 . " = Z nt " . 2 2 1] "__ 2
soit : h(p,s") 0 -——————-—]__Anz"(s..) & (pps ) fp dp @, (P 58" (s"p )

(134)

Finalement, nous obtiendrons

Z -‘-)\nﬁ"(s") 2
Tzn(P’Pi;S") = = (™ ¢n2," (pss™ <I>n£,. (Pi,s") (p7=s™ (135)
L ‘

- Il nous reste 3 déterminer la nature des >‘n n et q)nl"'

L

Nous venons de voir que :

Z n " " n_ 2
o Agg " (s™ ® g (prs™ <I>n£.. (pi,S) (s"-p )

vl" (Pspi)
Multiplions les deux membres de cette &quation par d?n, WAPss™)

et intégrohs SUT P En tenant compte de (131) on obtient :

2

Jpzi dg Y, (p,p]-_) o (g,S”) = lni..(S") <I>n9v..(p,s") (s"=p ) (136)



ou encore :

V,u (P>p:) ,
2 L *Fi "o " ", 2 .
J pi dpl X ngl“{sn) an,"(pi’s ) anu(piss )(S P ) (133)

C'est 1'équation de Schvodinger en ondes partielles du

potentiel-l- dont on connait les valeurs propres et les vecteurs propres pour

A
P N .
une énergle mnégative :

A (s") = <M_2u1/2m
ng" n V-s"
" " 1"
¢ (p,s™) = | 242’ * (n-g"-1)! 12 9,“! (-s ')-2,_—;—2. """*"'_2‘ 1
nf Ll (n+% ) | (p2_s")2 +2
| 114 2 13
LM+ p_-s
N <;r2"-l < 2 )
p +sl|
Nous aurons de memb pour 51" les résultats sulvants :
~ <E—a><E—ak) Ce
I.zn(a:akﬁs,‘-") = z ﬁ FD&"(a) Fnﬂ."(ak) (127
a S 0 -k aa aa
a
E(E ~b )(E ;bk) :
1" — (3}
Ill'(b’bk’sl ) - 0 S’”" E ] Fnzll(b) F‘lgo"(bk) (127 )
b b oy bb bb
X _“An " (S"l) 2
(a,2,8" = [ 58—y 00 (2,88 (a8 (a®-s") (135")
u — 0 ] ]
T o RV
a
, (Slu)

B

; n Z - ng,! ) 1y
T.Q’"(b,bl.e’s‘) n 1~ )\%b_;'-('_sl—if)_ Qnﬂ," (b’sv )q}nQ,"

(b‘ 93111) (bz__s"l) ( ] 35 ﬂ)
. £
b b niy - bb bb
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III. EQUATIONS DE FADDEEV

- R I S0 S T e D5 Do fmew =2

POUR LES POTENTIELS COULOMBIENS

et e e e e R e Ty T
e D e T e S See IS o W s Dem T

TROIS CORPS

e T e ID— T

I - Introduction

Nous considérons le cas ol le moment angulaire total est nul,

ce qui entraine : J =N = n,o= O et puisque ¥ =T + ¢ nous déduisons que
1
L =2
et que L, = ¢

LT TR ! !

Les équations de Faddeev du probléme 3 trois corps s'écrivent :

(k)ij . C ey = (kLG . -
wm.. (pq ; piqi ; 8" ¢22n Z(Pq s piqi ; s')
1/2 L '3 O '} % 0
) i ) [Ukz dp 2 f 4 (22]+l) 1 1
490, B n,, 2 2 72,
kL7ke 272 Lkl o Py +q£ s 0 n o o o 0
2 2
X * . (i3 2
Y (O—y—)’ O) Y (e""’ :O) Y ( -» 0) T (P, P, > s'-q )
In, " PLPy Iy "GPy 2,0 2Py 2 k
(k)is ) . (k)32 . )
@2’]1" (quz) piqi’s') + wJZ,]JL" (plql’ piqi’s') (138)

Compte~tenu des propriétés des harmoniques sphériques, nous

pouvons mettre le noyau de ces équations sous la forme :

. . L+2
&)ij _ (=1) ! 1/2
K = et [ (2041) (20 +1) P ( 85 » ) P (c Ousp 'y )
8 = [ 1 ] 1] cos a}g{ l cos 5;?1

TélJ) (s py» s'-q%) (139)

Les &quations de Faddeev s'écriront :

. | U
(k)1ij . oty o gCK)L] X ot T 2 ke 2
Yogn - (Pa 5 piags') = &/ (pq 5 pyqgs’) + £ o), dq, dp,

Lkl
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(- )“21*1 [(22+1)(22. +l)]l/z Wi ‘
. P, {cos Bsp ) P, (cos @ .>) T, (p,p, S~
2__, L T,5, TP K
(?2 *q, s ) 32 ‘auskz q 1
(k)ig (k) j2 X '
. ["x"“ (ydys Pyags’) *+ ¥y R e (Ppqys Pyas") J ( 140)
Itérons :

k)1ij k)i
tbéz?.” (pa 5 pjags') = ‘I’éz?' 3 (o ; P;ags")

L+8 {*1 1/2 —
Z r d " (-1) [(22,+l)(29. +1)]2 Py, (080, 77)
qz [ Pz 32 o, B, q(pz +q, "5 ")

L

. P (cos 93-») T( 13 (p, Py» s'-q ) [Qﬂ(,l:!?,'i'z(p!,qz; piqil.s')

k
+ élif. (Pgdy 3 P49, S’)]

+

Y 52 1/2 -
Z r aq 2 fukg’ 2 ( 1) 1 [(22+])(22.l+l)] Pg’l(cose%l)i) P (COSGq P
2 —k—
(o]

dp:
3 L T 72 .
! Ly 32 o, Bpa(py THq, 78T
’ U A2 Top w1y 2n, 42 /2
2D —g?y L 2(Pm 2 [0,
« T, P> P> S'7T) dq_ P I —
2 Vo L fm m "R
Lm

P (cos O-e )P, (cos G)-.-o)
L 9y Pp %y G Py (12
* 2 7, . %
(b, *+a, - 8" 1

2
| .
“’9.’ P> 579, )

k¥ij - ‘ )
. {“'EIZH (P, 3 Py9y3s’) + wilzﬂ. (P4, 5 P;9;° s')} +

(jg‘) L . 2 (k)ij . ‘0 ¥ (k)l - . 1
T"l (p{ » Pps 8’7 ) [‘pzlz" (pmqm, P;4;5 s') + L 2.. (pmqm, P;d;5 S )}

(141)

Utilisons les: résultats du probléme 3 deux corps concernant

les éléments de matrice de transition TR,'
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I1 y aura trois cas possibles suivant que Tl et ng sont

associés a4 des potentiels attractifs, & des potentiels répulsifs ou que 1'un

est associé & un potentiel attractif, l'autre 3 un potentiel répulsif.

II. Potentiels attractifs

Nous avons vu que dans ce cas :

2 2
. (E -p")(E _-p ")
Télj) (N A s'-¢%) = g = n_k

. 2 Fnl (p) Fnl (pk)
s'~q -E
n
On aura de méme pour T (1) et T(Jz)
ol o

r(12)

2 i 2
L, (Pys Pp» 8'-07) = Téi ) (B » P> 8'797) =

2 2
2 (En l'?z ) (En_]pk )
; P, (e E, (p)
' 2 11 11
s -q, -E

n

™

Les &quations de Faddeev s'@crivent alors :

(1)1 (1)1 L TR
Yoom - (a3 piag3s’) = @) 0 (g s piqpgst) ¢+ von ) dq, N dp
| kL

(-1)2+21+][(2£+1)(21 +1) 1/2 P (cos@> > ) P. (coso> =+ )(E —pz)(E -p 2)
1 ll qlpz L qkpk n n "k

2, 2, V2
32 %, skz q (Pz *q, -s ) (s'=q En)

- e (k)ig . vt (k) je S ,
« F @ F () ¢£lln (Pyq,3 P;ayys') + ®£12" (P a5 Pjqys )

X

U ("l)l*‘l 1"‘1'[(2',1-1)(2',14-1):1 1/ZPQI](C'.‘.)S @E PQ(COSOE > )

>)
ki 2Py kPk
+ ) dq 2 dp 2
) % 2
zl,n o]

2. 2
- 32 B,, a (p, +q, ~s")(s'"-q"-E )
Ly %2 Pk L n

Y L.+
-2y (g -p. 2 2 [(Cem .2 12 1/2
« (E P (E P, ) F I(p) an(pk) . Zn (m dq_ {L dp; (-1) (2, + D
2’7 Lm
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1/2 . 2 2
(2% ,+1) P, (cos®> » )P (cos@> > Y(E_ ~-p, J(E__p, )F (p,)F (p,)
2 !Lz : qmpm JLl ‘ 9y Py n k ny L nlll k nlzl L
32a B, q (pm2+q 2-S')(s‘-q =
2m gm L m m L n1
(k)ij . ' (k)32 , 1 (k)ig . '
R I:Z‘Pz]zn (pmqm 3 Pias ) + “’9;]2" (pmqm ; Pidss )+ %1“" (pmqm 3 Pidge )
(142)
e s . (k)ij ' .
Définissons la fonction X, (a9, q;, s") telle que :
(k)i (k)i} BT B D)
, . "o . e
Yoon - (a5 pyags’) = &% (a5 pyqpistE —
s'=-q -E
n
(k)i.] '
[} Fnz (P) X'D.f,l" (qs q.> 8 ) (143)
Portant cette expression dans (l142), nous obtenons
(k)1ij o o (K] : ) 2 \
LLn (q’ qi: S ) nnzln (CL» qi’ s ) + n]"q‘l o dql Knl’nlll (q’ qﬂ,’ s')
(k)ig k) 3jL
. [Xg z'lzn (qz, qi, S') + Xr(l J)LJJ'L" (qls qi’ S')
1
i l (144)
. @ D g 2 e ] V2
. (k)ij "y = z a 2 kj?,d 2 i
u nnll" (q, qi: S = qz pz = 5 7
g, 0 Lo Oy Brey @ (Pz *q, s )
(k)id . .
. P, (cos eag ) P, (cos 95 ;) Fa (Pk) [@2 I (qul’ P;4;38 )
1 278 kfk |
(k) jg ) !
+ 4)112" (pﬂ,ql’ piqi's ) (1_45)
u SRR [CTIRMNCTIRE N R
K ( §') = kld 2 1
nL,,0 8 4 9y L e 32 @ 8 q (0 21q 2s")
KL g Pred Py Ty
€, - 0.5 By (cos gy 3 )P, (cosey x ) D) E () E , ()
& ! 14Py ) 1 (146)
s' - q 2
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III. Potentiels répulsifs

L'élément de matrice de transition TR s'éerit :

G ;oo (s '~a%)
(ij o2 ng - Vo2 2,,.2. 2
T ’ - = ,8 '~ L. -
3 ( Pp»s 4 ) Doy (S.,qZ) ®n2(p s'=q7) in(Pk’s U ) (pT+q7=s )
ng
- de mEme pour Téll) et T(Jz)
] 4
g Nous définirons cette fois xiiiﬁj (q, q s s') par la relation :
(k)1ij (k)ij ) 'xnz(sl°q2) 2
. Y o . 1 -
Yggr - (P35 pyags’) = @0l (pa s pyags’) + o D ) (P> s'a7)
nf 4
iy o) 147y
. ‘, ang‘n q, qi’ (
Nous obtenons :
(K)1i] o K] \ ) 2 :
anl" (q: qi, s') nn2’2’n (Q- qi’ s') + nl’ll dqg' Knl)nrel (q, qza s')
k)ig k) je
: {é T (@ ags s+ X8 (g, q, sh ] (148)
171 171
" 0" [ 20 #0]
ou : n&iJ R R T 37 o B
ngg" ‘9 94 ) 3 Py , *epPrg @
1 70 L
k&
2
« P, (cos &> =) P (cos &+ >) & (p,, s'-q %)
£l q,P, L qkpk nf "k k
(k)i . ! (k) 32 . 1
e . + - !
U, o -n* 21[(2£+l)(2z]+l)Jl/2
Kagon g, (4 9p> 81 = ! dpy 32 B
Sl L g Pry
k&
A (S'-qz)
ke 2 2
| . LI
. P, (cos @3 3 ) P, (coser > ) ®ug (P 8'79, ) e, (Ppss’=qp)

] 2Py AP 1-) (s'-q%) ot
n,ey
(150)
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IV. Potentiels attractif et répulsif.

Nous aurons deux possibilités, soit :
2 2

E_ -
Z (np )(En'pk)

NN T ) 2
A) T, (pspys8'q ) 2 Fnl(p) F o (pk)
q“=E
n
2 2
(E_-p)(E_-p. )
P gy oL L T G
2 2°Pn>% 7Y n, 2 ne, ‘Pp/ fng ‘Pn
s'-q,“~E 171 B il
™
g (5778,
{30 (p,»p »S'-qZ) i) Ll ) (®,,s'-q,2) @ . ,s'-q°
2, 2°Pn2S T =4 2, ‘n g, ‘PeeS 79 ) %y g Pye8 T4
] l—xn . (s —q, ) 171 171
171
2, 2,
y . (p2 *q, s )
ou bien Té ) ;Jl) sont intervertis.

P

1

Nous posons :

2 2
) (En"P )(En—pk )

(k)ij . oo A1 ) ,
wll" (pq H Piqﬂs ) = ‘I),Q,Z," (pq ; piqi;s ) + a o 2_E
. -q n
(k)ij )
hd Fnz(P) anzn (q; qi, s ) (lSI)

ce qui nous permet d'écrire les &quations de Faddeev sous la forme :

nf,n, L

(K)ij SN LS \ : 2 [ (i2) \
anzn (q q »s') nnll" (q,qus )+ n],gl . dql K 2 (q, q,Q,’ s')

(k)lln q,5q;,8') + éi i 2, (q3q2,3‘> xékijin (qz,qi,s')] (151")

1

L+
)

(-1 [<2z+1)(2z +1)J’/2

SNt 5= L [ ( 2
ol " (q,q ,8') = dq dp 2 -
nll vy L “szkQQ(pz *q, s')

ke

(k) it

2."

. 1]
1 (pqu, P a8 )

2 L

o P (cos & -+ )P (coso+=>) F _(p.) [<P
1 9Py QP MK

it X '
+ ®£]£n (plql, P ays )} (152)



U, (—1f+lf+‘[(2z+1)(221+1)]1/2

...68..

(i)
K (4:q,,8') = ( dp
ng,n L L £ 2 2_ ,
NS Lo 32 o 8,9 (g, "8 ")
P (cos@ ) P, (cosCy »)(E_ -p 2)(E - 2) F ,(py)F (»,)
2 @’59 L OK P n L n, | ng Pn/ g g Py
] 2Py Kk k ] ] 171
. (153)
2
LI -
S ql En1
. 0¥ (e (2 +1)J”2 P, (cosor > )
. q,P
3w vy _ [ k& 2 1 258
K (4,q,,8") = dp
. ) %er kg,q[ ", ] a2 Pa
. By (s 0r 2 )i, (o' 217, 0 ip s'=0,9) ¢, (p,s'-q2)
"1 % % ] STALSSERCT ML AN SR Y A LA
WP LM , 171 1
(154)

Si 1l'on intervertit Téll) et TEJQ), seuls les noyaux
1 1
K(ll) et K(Jz) sont intervertis.
ng,n £ ni,n
171 l 1
.. A (s'~q )
(i3) a2y o N 2y 2, 2,
B) T, (P> P> 8'-q ) by b, (Prs'=q )¢n2(pk,s q", ) (pT+q"-s ")
(s -q )
Dans ce cas Tglz) et TiJz) sont tous deux attractifs :
1 ]
(if) v 2y L (30) VoL 2y o
TII (pyspps 8 q) = TQ) (Pys P> 8 qy) =
2 2
Z (En] P, ) (En] Pn )
5 s -a2-g Fn)zl.ﬁpz) Fn]z].(pn)
qz n

Nous poserons cette fois :

(01 13 g, 100 5
Yoo - (P25 pyags o= ) (Pa ; pyq;") * % - (5'- 3) 8, (Pss'=a%)
nt q
k)ij
% Xlgﬂ,;"J (q: qi’ S') (155)



®

(k)ij

anl"

Les équations de Faddeev deviennent :

s') = n(k)lJ

1

k)il
[XIS z‘lg’n‘<q9’: q., S') +
1

(pq ; Pia;s N (q, q s') +

1

(k)JL
n 2]2"

2
Z odq2 K
mety

(q£9 qi’ s') j]

A

69 =

(qa q, > S')
nR,nlll £

(156)

Yr M0 (20 +1)J’/2
ot : BT &) = L | aq.? dp, 2
Tngem 9 95 3 Py 12 o B q
%, 7o kL kL
s |
- (k)ig . et
Py (cos 85) P (cos O 520 b (P> s’ q? ") [2 o (Ppd,s Piayys’t)
) [22) kPk
(k).]l . o !
+ 212.. (p, 93 P98 ) | (157)
U g , D YL+ +1[(22+1)(22 +l)]]/2
(g5 q,, 8') = dp
nf,n % % 2 2_g»
11 L 32 a . B, 4 (p,*q,"s")
u .
P, (cosO_p o) P (cos © _;)(E -p )(E -p 2)
SR TP ™ *m e
(S' - q2 — ) \ , ¢, (pyss’ qk)F 1 ](pz)rnlzlxpn)
L.
L n, 4 (pm, s qn)

(158)



I. - INTRODUCTION

Nous

ce qui entraine :

>
= J +

Or : ab

7

A=

D'autre part, puisque J

2 =
a
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IV. - EQUATIONS DE FADDEEV POUR LES POTENTIELS
COULOMBIENS QUATRE CORPS AVEC  INTERACTIONS
PAR  COUPLES

— e 5 e T e T v I e X e

considérons le cas oli les moments angulaires totaux sont nuls,

;; = Jab = Ja b =0
o o

>

A d'od

= “‘= = - = = = = = = - = =
o TATERE T e =0y g M =M =N,y = ay
a a «X ba
-> - -> .
ab = 2a + zb, nous en déduisons que :
by 3 % =k, My TRy 8 Bpe = TRy
a a a b a“ b“

Les équations de Faddeev du problé@me 3 quatre corps s'écrivent :

iy

249:"
a a

o
a a

(abe ; aibici ; 8) (abc ; aibici ; 8)

L +2 3
a a, 2
(-1 ﬂzzaﬂ)(zza +1)I Pza(coso)Pza(ﬁOS(L

1=

a .
f dci f dbi - =
E 70

e 22 2
512 X,Y,2, be (a2 + bz ey s)

RET) 2.2 o (k2) : :
T2 (a, a., s b =c™) (Z la 2; (azblcl ; aibici 3 s)

a

o

ol nous avons tenu compte des propriétés des harmoniques sphériques
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o‘angle éntre les directions (Ggég ,0) et ‘(@gz,, &> )
£ Q [ . 2

Itérons cette E€quation au premier ordre :

.. i ‘
élil (abc ; aibici ;3 8) = @é’ia (abc ; aibici ; 8)
a’a a’a
1
Zaﬂ'a“ [ ]'2'
sz . sz o ’(—1) (22,a+l)(22a +1) Pz (cos o)
9 2 2 K a
) da de, db,
2 S E 0 - 2 2 2
a, ke ke - 512 XQ’YQZ2 be (az + bl + c, s)
. (i3 22_2 (ke) . .
Pz (cos eg 7 ) TZ (a, a8 b =-¢7) @2 g (a2b2c£ ; aibici ; s)
a“, 272 a : a "a
o
)
£a+£aa [ ]E
sz sz - -1) (22a+l)(22a +1) Pz (cos o)
| 9 2 : a ~a
—QZ S daz E dcz 0 dbz 512 X Y Z be (a2 + b2 + c2 - 8)
aa k& k2 il 27272 % L L
' 2 +L
W%mr* qzm o %a aB
«+ P (cos 6> > ) T(IJ)(a, a s s—bz—cz) z da2 dc2 dbz (-1)
2 b,a L m m m
a L8 a L S E 0
o aB im Lt
1
[¢ 1
'(22a +l)(22a +1) Pl (cos Gg 2 ) Pl (cos ol)
o 8 a mm a
. B a
) 2 2 2
- 512, X ¥.Zn PoSy (amvf bm *eo s)
. ofk2) 2.2 ©EkR) . . _
Tl (%', a8 bz cz) (2‘ P (ambmcm 3 aibici ; s) (158
a a, "a
a ]
Il'y aura trois cas possibles suivant que Tz et T2 sont associés
a a

a
des potentiels attractifs, d& des potentiels répulsifs ou que 1'un est associé

Yy

for

un potentiel attractif, l'autre i un potentiel répulsif.
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II. - POTENTIELS ATTRACTIFS

Nous avons vu que dans ce cas :

2 2
E - a E -
10D (o) o, sblcd) = J ( n, ) ( n, %k ) e o
) > B ¢ ) n g g Y3
a n s=b -c - E aa a a
a n
a
On aura de wm@me pour Tékz)
2
2 2
(Ena a, ) (Ena a.n )
(k) 220 a a '
Ty (ags g, sthomer) = ) 7 Foow (@F,
a n s -~ b -c¢ -E a a a a
o aa 2 A na a o a o}

En utilisant la méme méthode qu'au chapitre précédent, nous définissons la

fonction Xéli)g" (be ; bici ; s) telle que :
a’a’a
2 2
Q (11) (abc ; b.c. ; s) = ¢(ij) (abc ; a.b.c, ; s) + z (Ena ) )(Ena ak)
g " »8iP3C5 5 80T ®y pu f8be 5 abicl 2 2
aa a’a n s=b -c“-E
a n
a
. F @ ¥ b s bel ;o8 (158-b)
n 2 Xg g gt (PC 3 Dicr 508
a "a a’aa
Portant cette expression dans (158-a), nous obtenons : G
- k2
WD e s bier 3 8) = ) be s b, 5 os) + ) dbﬁ I dci
Xp g g" 3 D3¢y s n % " 3PyCy E
aaa a“aa n ’Za 0 ke
4 a
] . . (k) _
. n Qa (bc ; bgi, s) xna . 2; (blcl ; b c: o3 s) (158-¢)
a o« a a
00 Gk£ wkZ
oil @ n(IJ) w (be 5 b.c. 5 8) =7 b2 de2 da’
n laga 11 . 0 L E L S 2
a k2 kg
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1

x +2 +l
(*l) [}22 +l)(2£ +li] (cos o) P (cos 0> + )
£ b, ,a
: a a a 22
. a i
2 2 2
1024 = X2Y£Z£ be (aL + bz + ¢y s)
. (kz) . _
Fn . (ak) 2“ (a 2y 3 3y b c1 3 8) (158-4)
a a )
d
sz £a+2aa+ !
. Kn 2,0 & (bec ; bzcz ;] 8) = _f dai LGdb)
aa’ a aa Skz 1024 7w xzyzzz be
1
[¢ I’ 2
(2£a+l)(2£a +1) Pz (cos @) PE (cos eg z ) (En - ai)
a a a L2 a
o a
) 2 . .2 2
(az + bz + cy s)
(E - a2) F (a.) F (a,)
. 2 al i a 2a 4
2 a o o« (158-e)

11, ~ POTENTIELS REPULSIFS

L'é1ément de matrice de tramsition T, s'écrit :

2
- (s - b2 - ca)
(1J) ata 2
(a, ak’ B-b -c ) = Z ) n 3 (a, s-b"—-¢c )
a n_ | Xn . (s=b"=c") a’a
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de méme pour Tékz)
%8
Nous définirons cette fois Xéli)z" (bc ; bici 5 8) par la relation :
a“a’a
A (s-bz—c )
(ij) (ij) ata
CL ¢ n (abc ; aibici ; 8) = ¢2 I (abe ; aibici ;3 s) + z )
a’a a“a n I-A (s=-b"=c®)
a n 2
a’a
.« b (a, s—bz—cz) x(lJ) (be ; b.c. ; s) (158-£)
n % " 11 :
aa n i 4
a“a"a
Nous obtenons :
. Gkk
(ij) ) RN ¢ ) . . , 2 2
Xp 7 4" (bc ; bici ; 8) = Ly e (bc ; bici ; 8) + z dbl dcz
aa a aa’a n_ L1 0 E
a a k2
a o
. b - (k2) . . -
Kie,n 2 B8P0s) ) pu(byey 5 bic, 5 os) (158-g)
a’a’ "a “a a "a_ "a
a o a ‘a
od L le wkl
(i3 . = 2
ng D (bc ; b.c, ; s) 1{ Odbl . de; . da,
a kL ke
o
1
Za+2,aa [ . ]2
-1 (2£a+1.)(22a +I)~ Pz (cos 0)~?£ (cos Gg Z ?
- ‘ R a a L2
. a
512 'Xlezl be
220 (k) . . ;
<I>na£a (ak, s=by C,k) %a l; (azbzcl i abie. 5 8) (158-h)

o
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= : 1
) la+2aa [ 13
Wk-z‘ N 1 ‘ : (zza+1)(zzaa+l)
..,2 N /

R o o , ’ [ ki : 512 XQYZZL be

2 2

[; (s -b -c¢ ]

n, la [} 9.)
o o

[ 3 - - 2
Pz (cos o) Pz (cos @g ’ ) ® (ak, s=b, -¢, )
a aa 278 1 -1 (S‘bz— 2)
n % "%
a “a
a T«

2. .
@n g (al, s -b. ~-¢ (158 - 1)

IV. - POTENTIELS ATTRACTIF  ET REPULSIF,

Nous aurons deux possibilités, soit :

A) Téij) (a, A s—bz-cz) = z
a na 8 -b -¢c =-E

(k) _L2_ 2 2
Tp 7 (Bge a8 = B =g nz 77, % a Bt

a .
a a n 2

2 2
n, % gt Pt ey T s)

a o

< ® (a_, s—bz-cz)(a2
a D n

Nous posons
(E - a E - a
13) (abe s aboc. 5 8) ¢ F —2 ',
(abe 5 a;bc. 8) + )

2"
aa n & ~-b ~-c¢ -E
a n

- (13) . . -
CL,L (abe ; aibici‘ ; 8) = &

(
" 3
aa

¥ (a) xﬁig>£" (be 5 bie, ; s) (158 - j)
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ce qui nous permet d'@crire les équations de Faddeev sous la forme :

R : d le
€%)) . oy o (i) . . : 2 2
X“a“a“;' (be bici : 8) nnazazg(bc 3 bici ; 8) +nz . . dbl . dcl
al “a kg
a “a
e ; e (k) : . i
Kn.f. .o & (be ; blce, s) X, g g" (bzcz 3 bici ; 8) (158 - k)
d’a’ a "a aa’a
o "o a4 a
sz wkﬁl, za”’a +
N CE)) ) _ .2 Y. 2 2 (=1) o
of 2 n "7 w (be 3 bie, 5 8) =] db, deg da
a‘a‘a Lau 0 Eer Ske 512 X,Y,Z) be
1 ,
[ 1
(Zzaﬂ)(ua +1) Pz (cos 0) PJL (cos ag -5) Fn . (ak)
: a a aa 22 a a
2 2 2
(az + bz t ey s)
(k%) ‘ .- . -
<I>2' o (albzcl 3 aibici 3 8) (158 = )
a “a
()
1
" zaﬂ'a 3
kL (-1) ¢ [‘(2;7.a+1)(2xal +1)]
(ij) . ) - 2 o
Knaf'a’ n_ 23 (bc ; bzcz 3 8) ] daz
o o | ki 512 X?‘Yzzlbc
P (cos @ ») P (cos o) X (s - b2 - cz)
2 b.a 2 2 £
aa 272 a o 2a
. 2 ana Za (ak)
D A, (s-b, - cz)l ¥ 2 (a ) :
o %o a ‘o
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B)

2+c2 -5)

Nous poserons cette fois :

A A
(i3) (i) o)+ ] e

(abc ; aibici ; 8) = ¢

(158 -~ m)

(S*b2~cz)

o 2" ¢ an (abe ; aibici
a“a a“a

na []—An 2
a

i3 ,
é 3)9" (be 5 bye,
a’a"a 1

2 2
. @n 3 (a, 8 -b" - ¢7) ¥

a

3 s)
a

Les équations de Faddeev deviennent :

J(13) .
Xn g gn (Be s biey
a a a

; 8) = nézii 3 8) + )

n
ar*
a

T2
2; (bc ; bici JO dbz

a
o]

(i3
",

[-4

¢

s s)
2 ¢ 2,

a

2t (byeg 5 byey

(s—bz-cz)]
a

(158 ~ n)

( ke
de
E A

ke

5 8)

(158 - o
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- Ses Mo enta™a
. (i3) ] [ 2 [ 2 [ -
ol 4 {(be 3 b.c s8) = db de da
n % 2" et ? 2 A 512 XY Z b
aa a % 0 Ekl Skf, 22 2
o
1
e . -2 2 2
= P AL ol ien vL1) v %=
LC en 1] PQ {cos E}g ’ ) Pg (cos o) <I>n 1} (ak, s bk ck)
o aa L% a a
(k) L . —
@,Q Z; (ag,bo‘“;g, : aibici- ; s) (158 p)
o
)
kkﬂ, R’a + JLaa + ]
(i) J (1)
K (be 3 b c 8) = da
L ® Al T 2 )
na 2t ncz za & s, 512 Xlezg‘ bc
G VA k2 ,
- ..]T?’j 2 2
2 ol L — -
[(22a+1)(25’,a +1) Py (cos C:g-; ) PZ (cos o) (Eﬁ al) (En an)
o a 2R a a a
. o a o
2, .2 2 _ . _ 22 _w2_ 2
(aﬁ, + bg ey s) @n 3 (dn, s bn cn ) (s bﬂ, C!L En )
a “a a
) a
. g (a, s ~b2-c2)F () F (a) (158 - q)
n 8 e k% fa g W faog o 8y
a a a a a a
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IV . ETUDE DU PROBLEME A QUATRE CORPS

e e T R S S S S I 55 e I e S e e S T 2

POUR LES POTENTIELS COULOMBIENS

e T 32 e e D e S0 e S5 s I e KT e S e S e S 3 i S

I. INTRODUCTION

Nous considérons le cas ol le moment angulaire total est nul ainsi
que les moments angulaires totaux relatifs au problé&me 3 trois corps et au proble-

me & quatre corps dans lequel les particules interagissent par couples.

Par conségquent :

= = f=s JY = = J' =
Oj JeJt =g ayg =d =0
> ST+
ce qui entraine puisque : j =F+T =%+ jab et que : N
: = +
ab ’Qa Z‘1;)
d'une part :
i
{=X=@'=A=A’=A"=m&?,=m’&,, =lilgn=mA=mA,—mA,,=%
= = = = = = MY = MU o= = P! = = N"
z;{,, Doy = Ty LYY oyn M=M M Mab M ab N N
= Ngp B =Py =0
b
et d'autre part
= . Vo gt . noogn = Y T !
L 2 3 L 2' ;L AL Q’a Q,b ; 2 a 2 b
i A T s A L T T R X
a b a b
Alors les divers élémenté du noyau (100), (105) s'€crivent :
1/2 O O Oy 0 0\ 2" 2 o0y /% % o
K . L22'+D) n Vr )
i 4AB.C.p.q.T.qr 0
333133 £ \o o oflo o of W o of \n -n, O

dd, . Y (o33, )

J
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*
. X (B2, Ou) ¥, (622> 5 0) Yo (02> 5 ¢> )
oo Ip. R / P [ .ps P
Pi TPy T PiPj P50 5P
foo O vz T L p, e (159)
oo “r.p.’ *r.p. [
J 1 3]
Comptui~tiny des velations entre les harmoniques sphé&riques et des

valeurs particuliéres des coefficients de Wigner [12] , Ki prend la forme :

_ntf YU T a4 V2 (i3) "
i ° 65 EB.Cp q T qT P, (cos Y) Pou (cos 93.;_) T, (p,pi,s ) (160)

k J 373 J° 3

ol Y est l'angle entre les directions (®+ + , 0) et (Ga-», ¢+-{)-

PiP;
Nous avons de méme
2'4’2" 1/2
k _ (-1 [(zz +1>(zz"+1)] 2
K 37 A.B.C.p.q.r, T dq,” Pyu (cos Y) Py, (cos 67 > )
i3 J 39573 ‘ j%i
o q ; s 8') (161)
‘ [ AL P s quj ’
= (i. A .
K, a"a‘%i (abe 5 abe; 5 8) (162)

Les &quations de Faddeev du probléme & quatre corps sont donc :

$ G = -2 6 ,q,re + 19 GLare) ¢ WP gLq,1,0)

L
. » ' .. t " )
(ij) 1 2 [H 2 2 DY T el
QR' (P:erﬁs) - z' dpj rj dqj 256 A‘B.C. r
2 ), ﬁij o i3]
- : o
i 2 k)1
. > > PQ" (cos v) PL' (cos O;ﬁ;.) dqi ¢%£; ] (Pq H P q;3 s -~ rz)

p.2+q. +rj -8 33
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ik) ik Lk
ﬂ.él (Pj’1j=rj;s> + wé% )(P :q :r »8) + W( )(pj’qj,rj’S)J

) !Rij w? [ w2 g2 ct? [Gereny @umen] /2

g o J 256 A.B.C.r(p.%+q.%4+r .2
Q.. )M-- JJJ(pJ qJ rJ 7s)

ij ij]

2 ()ij

. 2
Pzn (cos y) P ¢22n (pq ; piqi ; s=r’)

o1 (cos @g —1;) dq,

D i
N

[2('];2‘) (p ’q ’r ’S) * W(Jg’)(P sq )r :S) + \y(kz)(pj’qj’rj,S)J

=0 o oo .
) 2 2 2 2125
- & da, de db : J
L7, 3 ]
o) Q o 8
(13) (ik) (3k)
g g (8be 3 a.b.c. ; s) Y 5 (a,,b.,c.,8) + ¥ I G b ,el,s
2 itii? 2l i°%5°¢5° g; (J; J’CJ )

i R. . V..
any (3%) 2 iy o2 ('3 .2 2
+ Wz, (aj’bj’cj’s) * ?z, (aj,bj,cj,s) o ,dpj drj dqj
Q M o

ij 1]

IE ..
D +% [(2£+1)(2JL'+])J1/2 P, (cos ¥) Py (cos eaj;j) 3:2(13) (P’pi’s"qz‘rz)

2 2 2
256 A.B.C.q r . +q, tr. =s
‘ J 3 Jq <pJ qJ J )

kL k k
[ ( )(P qu’r 58) + ‘y(l )(P ’qJ,rJ’S) + ‘y(J )(pj’qj’rj’S)

+ ‘y(l )(P ,Cl ,]." aS) + ‘P(J )(Pstjarj,S)J (]63)

Le noyau de cette équation intégrale n'est pas de Hilbert—-Schmidt

[d . I1 le devient en itérant une fois.

Compte—~tenu de la longueur de cette itération, nous 1'avons placé

en appendice C.

Dans le cas de potentiels coulombiens, les équations de Faddeev
peuvent avoir plusieurs formes possibles suivant que les potentiels sont attrac-

tifs ou répulsifs.



_73...

II. Potentiels attractifs.

Les équations de Faddeev s'écrivent :

. .. R. . V.. '
(ij (i3) ) 1] 2 ij 2 2
Y (p,a,r,s) = {(p:d.xr,8) =~ dp dr. dq.
) D,4d, - P ¢! i i q_]
: o

E¥ "5
1 12
(—1)2 4 [(2£'+1)(2£“+])J1/2 PQ‘,, (cos v) va, {(cos G);l» —;)
i 2
256 AB.C.r (p. 2t 2o, 2ms) . dq,
' i3] b T

U
(k{ kL
] . Vo2 Z 2 I 2
. { Lo (pq 3 P.q; ; s7T ) + ¢ ) dq, dp,

1’
L+, +1

_ | 1/2 P, (cos &+ =)
( 1? [(2“1) (24«]*'1)] ’@1 9,P,

32 oy g Byg @

. 2 2
P, (cos @Zg5k><En POE;P ) Fpe) F ()

2, 2,2 ., 2 2
(p, gty s) (s—q"~r En)

k)il 2 k) j4 k
[\Uél;}l (pz ql; Piql ;3 s—r) + wéling(PQqRS piqi 3 s—rj ( )(p ,q ,r )]

¢ 439 v by0q0r 09

csQ.sF,58) +
37950752 ) i

R v, 0
a 2 iy , 2 ij] 2 2
2’1 J OpJ ( er [ dq
%; ¥ °
Tyt
I R [(22'-3-])(22,"4‘1)]”2 Pg..(ca;} Y) P , (cos G+ > )
2 2 2 J &
256 A,B.C.r (p. +q, +r. -
I (pl qJ J s)
X . Ukl?,
2 (. ()13 . SO N 2 2 L+ +1
[w dq, {élzn (pa 5 p;a;5sr") g |, dq, ( dp, - (=177
o /L

kL
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; ' /2 > > > ~p? ~p. 2
[(2%-1)(2114-1)} Pll(coseqlpl)l’z(cosegkpk) Emp ) E =p DF 4 ()F ,5(p,)

2 2 2 2 2
32 akZBbz(pg +q£ +r2 ~5) (s~q ¢ ‘En)

. [w(/ov)lk L . .\,2\} . (MJ

. 2
len \Hl %gl 5 iﬁi“;i P e Wﬁlrn QPK qz s Piqi 3y 8 - r )J

i2) (14 ki
* g gv (?%sqjarjis) + ‘yfl.}' ) (P quersS) + lI’( ) (pj9strj9$)

1 ) | 2 (7 20 1) |
- & - . . & J . . o
8 22 10&3 5 J“J % Jide %% A (abesa;byc;is)

L +“

- -1 2 &22 *1}(22 +I{}]/ (cosg)

2 2
512 Y Z.be(a. +b + -
j& 4 g ( L 2 CE s)

%
OL"Sk%‘ 5 oo

) F (a) F (a
L . kK n_% n % (kL)
ay 2 L a a a a a a . .
7T "Zsz, z"a(azbzcz’aibici’s)}
. b . B -
n

27
a o

(o (4 i) '
¥ a.,b.,c.,8) + b (o, besc.,8) + V¥ 8.5 heys0.,3) F . (1%)
[2; (25205 c500) 2 Cag by cg09) (o050 ¢80 * 9gi b e s))

5

R
) i] 2 ij, 2 2
n, e dpj dLJ dqj
%; . °
1/2
(- (22+1) (28 +§ 2 (cos ¥) PQ‘ {cos O+ > )
q.p.
. X . g1
256 A.B.C.q ¢ (p.2+q.2+r.2"3)
333 J ] 3
2 2
E - E ~p. X F .
( n P ) n °i ) Fﬁﬁﬁp) il (pl) " GER)
5 5 ' [ ¥ pe ., T, 8)
s - gqf - 2o g R M

(' ) (1 ) e Can) (kl)
28) ¥, 120, 8) 0 ¥ PisQ:sX,,8) + ? 52950
¥ (p. FELIRLY ) (pj 9557y >; P I s) (p 45075 ,8)

J
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.
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A | .
2 (2)ij ; ) 2 kL . 2
dql ®R,,Q,” (Pq H P q s=r ) + 21 ,n dql ; dpz
° ° Lig
2
-t [czzﬂ)(zz]ﬂ)j”“ P, (cos 033 ) B, (cos )
: 1 g Py 9Py
. : 22 2
32 0o 8 g [} - A (s- g% - >’|
ke k& ng J

2.2 2.2 2.2 (2)ik , a2
Ay (8 -a=r) @ o (prsmaTrT) &, (py,sTqy rk.) [wz g Py Pid; 5 s7T7)

2 .
+ ( z/?-}vk (Pﬂ%’ P q 3 8T )] } g W'Q(’]!—Q’)(PjAQjarjss) + ng)(P ,qj’r.’S)

2 )
o @ ajbjcj
o+ élfz) (p.>q.>r.,8) ¥ - sz db“z de, ® da, ? ‘
377 n st ] 3 1 8
o]
W e L e
, 9 . .2 ke, 2 2 a’a
{@(IJ?. (abc;a.b.c,;s-—bZ*cz) ) “da de dbg ™ (=) *
£ L 111 9 g % E % 0 b
aa a *%a "k kL
o
T 31/2 2_2
(20 +1) (20 +1) P, (cos0) P, (cos 0> > ) A (s=b"-c")
L a a, J % fay, by &y Bt

a
3 2
Y 7 - - ~hyE
5123% % b oc [1 Anaga (s=b C)J

(k%)

2 2
® ., (a,s7b °)®ng(a’5b“ﬁ< Q
a a a

a(abc;aibicis) }

(1k) . (k) p(E2) Ge)
b ¥ 23D 250 1y 1 LA A ) 1 [ LR S )
[2' Gybyesas) + ¥h T @pbgaegse) + ¥ @by ,0)ty (@PiFses)

a a a

’ R. . V..
Z i3 2 ij 2 2
+ dp. dr. .
n.g f P f T ‘ dqj
Q i o

L )

ij 1]

52,+SL

(-1 [(22+1)(2£ +1>J”2 P, (cos V)P, ,(cos OF =)

3

25> A.B,C. T
é° J i ] d

2 : 2 2 2
2(8 q*-r?) @ 0 (Pos—g %) O Py 870 7Ty

{!‘% (s—q “r)}

)
(1k)
[ 2‘ (p. :qJ,rJ,S)
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(i) (3k) (3%
+ ng (pj’qj’rj,S) + wl' (Pj,strj,S) + wl' (pj:strj,s)
ki
+ wi! ) (pj,qj’rj,S) (165)

I1I. Potentiels attractifs et répulsifs

Chaque élément de matrice de transition Tl (p,pi,s—qz—rz) et

2 2 . . -
Qz (a,ai,s—b -c”) a deux formes possibles, ce qui entraine comme nous 1l 'avons

-

vuaquatre possibilités pour les équations de Faddeev 3 trois corps wg(pq ; Piag
2 - L4 -~ i3 .
s—r ) et pour les équations de Faddeev & quatre corps Wélj) (p>q>r,s) il y aura

douze possibilités.

IV- Effet de spin

Nous considérons des potentiels atomiques non relativistes. En consé-
quence, il n'y a pas de couplage spin-orbite.
L'effet du spin l]l des différentes particules sur notre formalisme est uniquement

de multiplier le noyau par un facteur suivant 1'expression:

P 'Z
(1>J)
K o (pp.P.349,4:3T.5838)= [(25. . +1) (28, +1)]
nzsijskg,n L Siksjk 173 1737 3 1] kg
H sj Sij \
1/2 (1,3) ) ey e g
{(ZSikﬂ)(zstLH)l S, Sp Sia an’nvzv (ppipj,qqiqj,rj,s,s)
siksjzs

ol Sij est le ppin de la paire ( 1,_]),8kz celui de la paire ( kgi),Sik celul de

la paire (i,k) et S., celui de la paire (j,L) ; S le spin total du quatre covps;

jL
Si’ Sj’ Sk et S2 les spins des particules et { } représente le symbole "9j" de
Wigner.



V. CONCLUSION

La connaissance des potentiels d'interaction nous permet de calculer

les niveaux d'énergie des atomes ou molécules. Cependant, malgré la forme

simple des potentiels coulombiens, nous obtenons des &quations dont le noyau

2 ~
K~ est extremement complexe.

Nous appliquerons le formalisme explicité dans les chapitres

précédents au calcul des niveaux d'énergie de 1l'atome Li .



CALCUL DES

NIVEAUX D'ENERGIE

—— ST e
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I. Descrintion

'
z

.6 . . . .
L'atome Li est formé d'un noyau composé de trois protons de

charge Ze entouré d'un cortége d'électrous.

Dans son état fondamental, le moment angulaire total est &gal 3
1/2, le moment angulaire orbital nul et le spin total 1/2. Nous pouvons donc
utiliser les résultats des chapitres précédents.

Lleffet de spin n'étant qu'un facteur multiplicatif dans le noya

il n'intervieudra pas dans le calcul de 1'énergie

Les équations de Faddeev du probléme & quatre corps comporteront

donc des potentiels couloubiens attractifs et répulsifs et il y aura donc
(i)

deux V¥ différents.

Pour pouvoir poser le caleul numérique, nous considérons que

les &léments de matrice TQ

que :n =mn, = 1 donc cela entraine que ¢ = ' = §_ = z‘a = o,

ne contiennent qu'un seul terme, c'est—a-dire

a

II. Equations de Faddeev de Lié,

| ) K. . V.. ; Y.
J J o J

© dq 2
i eleN 2
: } 53 wé YeN (g p.a; 5 ST
128 A.53.C.x(p."+q, *r. —8
377373 (pJ 4577 )
{ee) C . {ep) ] 2 2 2
2 (p.,q.,r.,8) + ¥ (p.,QssTess8)]™ da. de. db.
[ N Pysdysryss) o PysdysTy 1 i i i J, i

, a.b.c.
331 4 (en) (ee) '
SO - S N . R Y AvsDssC.yS

8 (Em o (abe aibici 0 s) o (dJ bJ"CJ )
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Rij vij
(eN) 2 2 2
vy » v 9 S - d . dr. d .
N (aj>byscy»S) P, ; 1,

Q; M °

€2 @y7p, DF T )

2 2 2 2 2
256 A.B.C.qr(p. +q, +r. =-s)(s—q"-r"-E )
J 3 Jq pJ qJ J 1

. (eN) (ee)
2 NS P + 3 v I (166)
[ ¥ (pJ SORLE s) N (pJ,qJ T )
(ee) (ee) Ry 2 (Vi3 . 2 2
ee
= - . d . .
\yq (P:q,r,S) EO (P,q,rss) dPJ rJ qu
2
R dq.
: N 2
-5 g — 3 3V (pq s pyqy s 5D
256 A.B.C.r(p. +q. +r."-s)
° 3373 (pJ 15 75
(eN) (e)ee . L2 (ee)
TN (pj,qj,rj,s) + (pq 5 P;q; 5 8 r) |2 ¥ (pj,qj,rj,s)

a.b.c.
} Y P. q.,r. +2 db. dC. da. J J ]
o ( J, J J’S) J 3 ]0 3

Cz‘;ee) (abc ; aibici ; 8)

. V..
1] 1]
(ee) (eN) ~ - 2 d '2
{ WO (aj,bj,cj,s) + Wo (aj,bj,cj) + dpj r



- 82 ~

—a?o:2y 22 2 2

(m 2 Alo(s q -r") @IO(P,u g -r") ®1O(pi,s q; -1 )
* 22

“ P Lo - o -
Jo 256 “jﬁjch r [I klo(u q°-r )}

(eN) (ee)
39 W30, T.58) + 2°¥ s30T, 58 167
[ 5 CETLERLS o (PysdyoT; (167)

ITI. Détermination des produits de coefficieats et des bornes d'intégration

des équations de Faddeev.

Les produits AijCj ont les valeurs possibles
suivantes auxquelles correspondent des hornes Q., et R,., M.. et V..
1] 1] 1] 1]

La masse de 1'lectron &tant négligeable devant celle du noyau,

{

nous cbtenons alors les valeurs sulvantes

1
1) A. B. ¢, = —
) j 1 1 3
Mij 3 (ri \%3 qj) et ]ij 3 (r., + 7 d )
Q.. =2 (q. — 1}2 et R,. = 2 (q. + 1)2 (168)
ij i il L
' 2 2 3 2
L.o= 3 (p. =\=q. tV,, = . = q.
ou MlJ 5y \f:g 0.3) et V. 3 (py +J3 qJ)
= 20 )2 £ = ) + Uz
Qij = \qi i et le -4 (qi
2) A. B. C, = —-J;m
1705 73 2V3
2 2
. = -1 V., = +
_1}3 3 (x¢ ) et !“ 3 (rl 1)
4:02 3.2
= [ £ -
Qs =2 (p; ~ 7 et Ry = 2 (p; + ]%) (169)
3) A, B, C. = —
ity T Ve
q., q.
= - 2 o 7 = D o 2
M ,o=2 (p, L) et Voo =2 (p 7%)
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) 2 2
3(g.~1)" 3{a,.+D
M.. = ., ™ 12; < .,\2 = 3 -2- 2
ou ; 5 3 (rl 13 1J' at V13 3 (rl +\!3 qj)
2
b Ggy - D) btqy + 2
Qij == 3 S— at ij = 3
1
4y A. B. C. = -
3 4
M, 0= 3 (x, - y* et v1} = 3 {ri + 1)2
) L 2
} w4 5, uwgm. = = e ‘
Q. ST ql) et R, . b (p; *+ Y35 a))

i (17D
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IV - Calcul des solutions des équations de Faddeev du probléme 3 trois corps

Heus avons deux possibilités, soit trois &lectrons en interaction,
soit deux électrons en interaction avec le noyau ; c'est-i-dire que nous

aurons des potentiels d'interaction entre deux particules uniquement répul-
sifs ou bien attractifs et répulsifs.

1) Détermination des coefficients [3].

Le produit &y Bkz ainsi que les bornmes Lk2 et Ukl ont les
valeurs suivantes

(172)
q, 2 q, 2
, % 2
bla, =5 4(q + )
bg = 3 et U, = 3 (173)
o] ¥ el E=S }. (174)
Yk YT 3
q‘r’,’ 2 q&/ 2
ST R M WL P (175)
2) Potentiels répulsifs. [41 IEQJ.
Dans ce cas
, 1/2
2 7 e 2) = s ﬂ;:g:!;."hmw_ (176)
o VT A S——
£ L
Ygo o~ 8
ot P est la masse réduite.
B () =4y (@ - sn) 3 (176")
P10 (P LETIA RN
(" +q =~ s")

Les équations de Faddeev

i
W?é %3 a5 pig

s

‘gerivent alors

.
.

AR E]
o 1 s N [
.28 = @ e

1/2 JE?“ 2_ .
N (g 5 P.q..s'h+

L I




(k)ij '
© Xyo (qj,qi,s )
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(177)
ou
rm
(k)ij iy o o CKIL] ) ¢%)) '
X10 (q4,q;,s ) "o (q,qi,s ) + 10,10 (q,q,,s )
[0}
(K)ig \ (k) 3% oo
X10 (ql’qi’s )+ Xy (q,,9; 8 ) | (178)
avec
/2 et
W1 (0 a sh 2 (q —s") dqz[ 1
? 3
10 i 8 Moy o Bkz q o L (p22+q22-s')
(k)ig X C ol (k) 32 . —
[QIO (Pl’ql 5 Pi,ql > 8 ) + Q]O (P£’q2 ’ Pi,qi~, s ) (179)
U
2 2 2 2
G 3) —(q —s")(q ~s') Zu k dp,
Kiolj0 (4:9g.8") = 72, 2 2 ; (180)
’ 2wy, By 4 [?“ *vq 'S'] L  (pgi*aysh
Nous aurons pour KIO 10 deux valeurs différentes :
b}
cay 2(q 2—S')(q 2*5')Zu]
1) K(lJ) (4,9,,8') = S 2 1
10,10 L 3vq/§[2u1/2+ zifgﬂ} . 9 2
——k—ﬁ+ q 2"‘8'
3 2
- l - (180")
9.2 3
z"(qk- —'E ,
———————————————— + -
q, s
. (q 2~S'5(q 2-S’)Zu]/z
413) N k [} ]
2) (4,q9,,8') =
10, 10 L 1/2 - q 3
3 mq {Zy +Y/q -s 2(q. - 2)2+ Z_S,
W™ YT T
1 mw
- (180"

quz 2 3
20qt g 9 S



3) Potemtiels attractif et répulsif [5][19]

Dans ce cas :

2 2 l
$..(p) =4)= (¢"=8") —m——s—n
10 { T (p2+q2_s,)2

Les équations de Faddeev s'écrivent :

2,2 .2
7 Z u(pk+Z B)
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K)ij K)ij
y i (pa;pq;3s') = ¢§ 1 (pq;piqi;S')+4J;> .

(k)1j '
Xy0 (4,q;,8")
ot
(k)ij WL (K)ij . 2 | (i) \

(o}

(k)ig ' (3%) ' (k) j2 '
X0 (qz,qi,s ) + K]o’]o (q,qz,s ) X10 (ql’qi’s )

avec

2 2
(P +Z7 W) (s'—q +Zzu)

"Ji% 2" v , [
dq2

(k)ig ) vet (k) jL . vt
-{Qo (plqz,piqi,s ) + ¢o (pqu,piqi,s )

(181)

(182)

(183)

(184)



- 87 -

2
(i) -t Uo dp,
Kip jotdsdy»8) = 7 P 2 2 2,2
s ib ~ oo, B, g {27 utr {s'- -s'
2% Gy g Bre g4 (27pp As W L (PQ *q, s )(P2 +270)
kg
(185)
12,02 o, 2 o 9o o2 U 2
(i) TR s ) (g s ) A2 ) KL dp,
K (4,q,,8) = : . - (186)
10,1075 78 2 o, 8, q (aoma T+ By (pPez) [ (p,2+q, 2"
ya 4 Dy a4 B ) S L L 4
g, kf, ¥ 0 P T
(ig) (i)
N IS TUITONS o iy a
Nous aurons pour les noyvaux KJO 10 et K]O,IO deux valeurs
différentes
4 2
’) K<1Q/> (¢t 4] 'Y = -2 Z‘* u
i 1@3 }O M9 x'Q? > 7 5 2
Ve (2% + e + Z
q v R ) (s 9, "
] 1.7 ' 4y 2 ]
4 (c.q + ....,.) 2 , &?(qk‘_ 7) 2
R U I S .
Log. ‘ ol = '
Ob Y = GV 2 - . qgl 2 - (185 )
4(% ""'} > Z‘(q + -5‘ 2
[ I - e :;‘s' FUNBIS SNSRI } Z u
| 3 b4 L 3 J
2
L3 o 2y tlg s o (p )
Mo, 10 Vet T T 7z, "j“J
ST G YN,; A TV 5 (p +7 u)
H k4
R | (186")
T 1 §4 (q - qQ,) a -
B Y S R
3 C 2t
- “Z uE
B 7 2., 2.2 .2
q(Z wp, T3 (e 1mq, T2
° 2
(185"
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2 .2 L 1/2
(38) (q, ~s") (g ~S‘)Lu/
g (a,q.,8") = k 2 1
.]O 10 4 5 /O“,\) N ; 3
’ 3 ﬂ”q[Zul/9+¥/ijz—s':l 2(q. + q2,>2+ 2_S, 3
Wt B Ty
- 1 (186"
{ dp “ 2 IE
120, 7 +q,” s
1 ) } o
Gas_B
Les équations de Faddeev s'écrivent :
17212, 2
JOOLS Loy LG ey, A e
12P.4..8 ) = @ T oApgip.9.s8 -
o 1L C 171 (p2+q2_s,)2l:/c-1-%_—s,-+zul/2‘!
k)i .
Xio) ] (q, q}‘ s ') (187)
ol :
(th)iz 7 P Y '\k\)‘“g - s {\n 2 1r(ij> t
X0 1.4 = 0y (g, ,87) J dq, 10,10 (q,ql,s )
Q
)i \ )32 i
qoCyeags) ¥ -§o>3 (@g04;08") (188)
L2 U 2
()3 T Ly e T, [k dp,
avee : Myg" T(4hqy,87) =[5 8a B ,a | ) 22,2
4 Jo L, Py ey s
kdlz‘
R N ¢ ST S .
@O Qﬁﬂigﬁs ‘va.l s 87 F @0 apﬁqlz piqi ;s (189)
2 2
- 272y (q, -s")
Kgépwo (q,0,:8") = 2'k 2
’ moy, By, (e THZTu) (g Tms ') (s'-q, TH270)
U dp 2
3 5 . L 5 (190)
T - g +



- 89 -

Nous aurons deux valeurs différentes pour le noyau K

4 2

2
8Z vy (qk -s")

") K(}J)A(q 7 .8") =

b, b

g (2w %) (s'-q, ez 0 P g Ps )

- - 1
/ﬁ i a. ?2 a0 2
) 2, I
3 4 7 8 L 3 Lo
Log. — = = =
q, 2 q. 2
2 2
e —g— 2w
(i3) 4 24 uz (qkz"s')
2) K (4,9,,s") =
10, 1077774 2 2 2 2.2 2
| . P |
mq (Z7utp ) (s q, *Z 1) (q "=s")
q, 2 q, 2
% 2, 2 2
L | 2(q, + 75) *q, s' »2(qk 72—) + 2%
= i 2 A ) q, 2 ]
kY 2 . L 2
Z(Qk' 759 +,Qz s 2(qk+ ;56 + Z it
4) Méthode du calcul numérique [9][10][16][17]
De maniére générale, on &crit :
(k)ij o L (KL " ) fw 2 (i) '
10 (q,qi,s ) "o (4,4, »8 ) + j#i,k*’dql Kxo,xo (q,qz,s )
(k

)ij '
. X]O (qzﬁq]'-’s )

(ij)

10,10 °

(190")

(190"

(19n

L'intégrale est remplace par une série de Gauss de poids uo ot

(k

2 L)
10 K

)ij -5
] ' =
(4,9, 58" x (q;,9;58") mz=1 Ma Ym Fro,10 @

2 (1i3)
r da,~ K570
(e}

(k)ij

’ [}
X10 () 29508 ")

’qkm

»8')

(192)



Définissons ACLJ} ~ar
w
(i3) N 2 L )
AT (dhqp b8’y = u g K (4,9, 48" (193)

Nous écrivons

@w©

Z] a9 (q,q

(k)ij o (kY1) '
X (q,q;,8") =n (4,q;,8") + sk mel o .

m,S’)

(k)ij '
X (qlm,qi,s ) . (194)
Pour obtenir une métrice A carrée d'éléments Ag;i; et ol les

q, sont les mfmes points de Gauss, nous écrivons

ol ap

()13 WL ()] . .
X (qn,qi,s ) n (qn’qi’s ) + i#i,k m=l A(m) (qn’qﬂ,m’s )

(k)13 , .
X - (qm,qi,s) (195)

On choisit pour q les mémes points de Gauss que précédemment.
Par conséquent les SPRL et WY étant connus, nous pouvons écrire sous

forme matricielle :
X (s') =n(s') + A (s') x(s" (196)

o x(s') = [I - A(s‘)} - n(s')

On calcule le déterminant de la matrice I - A(s') et la valeur
de s' telle que le déterminant soit nul sera la valeur de l'énergie du
probléme i trois corps considéré. Compte-tenu que nous avons soit un
probléme a trois électrons, soit un probléme 3 un noyau et deux électrons, nous

obtiendrons pour s' deux valeurs différentes.

Connaissant s', nous pouvons déterminer la valeur de

w(k)lJ (pq 3 P;d; s') solution des @quations de Faddeev pour des’

P,Qspk}qk,pl,q2 choisis.
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V. Calcul des solutions des équations de Faddeev du probléme 3 quatre corps

avec interactions par paires.

Nous avons deux possibilités, soit deux électrons en interaction, soit
un électron et le noyau en interaction. Nous sommes donc dans le cas ol il y

a des potent.eis actractif et répulsif.

1) Détermination des coefficients

. . . t ¥
Le produit XQY’QZ2 ainsi que les bornes Sk£ et wkl’ S xe et W K1’ Ekl
et sz ont les valeurs suivantes:
1) X Y. 2. =t
S0 Nl Sl A
b b
2 9,2
S =14 (b -—7§) et W . =4 (b + =)
k1 <k ke (k V3
a. a
' — —_8'1.2 ! = —v&Z
Skb =2 (ak 2) et wk;z,, 2 (ak *
E ., =4 (o - 1)? et G, =4 (c, + 1)?
k$ k ke k
2) X, ¥, Z = 2!
L 8“4 R
b b .2
- Y - %)
S =2 (B m ) et Wiy = 2 by + 3
a a
2 ' 2.2
' = —_..1. :2 4+
Skl, 2 (ak 2) et wkl (ak 2)
E =4 ( -2 et =4 ( +1)2
T O E¥) “k

e o e e e e e e o o i . e s et e . e T Y s i i it et i s s o o




-9 b -

Lz ‘L, 2 2 i
. (a,s=b"=c) = 4¥ = (bT+c"-5) 5
10 T (a2+b2+c‘ —s)2

Les équations de Faddeev s'écrivent:

y . Z u(a +Z7 1)
CZ/(*J%abc;aib.c-;5)=¢(1J)(abC; a;b.c.;8)+hy %‘ ) 72 2
. 1% ° ii (a+2%u) (s=b"—c"+2 1)

R ES) . , -
XlO (bc,biciss) (196 8)
ot x {1 (pe; ;bc.38)= (13) (405, ERDE - ab 2 szdc 2 ¢4 heiboc,; 8
X10 i’%’7 Mo ’ 3 g 10,10 ‘PC3PpCes
0 E .
K2
(kl) . -
X1 (bgc : bici,s) (196-b)
avec
2 .2
-y = Z%
uis o) R
(lJ)(bc blc ;8)= 5 [ dngquz chZ
128 Xllelbc(ak +2711) 5 Ek2
Yoo e (i)
. 5 5 7 (alblcl; aibici;s) (196-¢)
(D) °ZF re -5) (b, %+, 2 ~o)f a2 + z2y)
Kio,10 (bes bycgs
| ok /52 1/2
16m XY,z obe (4 boec’ =svzu %) ( a?;zzu)
s da£2
] I 2 2 4 (196-d)
Skl (al +b2 +Cl -3)
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Nous aurons deux valeurs différentes pour le noyau ngJzo
b

/2,2 2 2 2
Zu (bn e -s5) ( ak + 2 p? \
1227 be (Vb +c -5 ﬁzu]/z) { a2 + Zzu)
28 n

(i3,

D KIO,]O

(bc;bzcz;s)=

1 1
b 3 b 3
g 2. 2. 2 P2 2 2
k+ -—; ) +b2 +C2 —S)] [4 (bk '/—i) +b9, +CSL S]

[4 (b

(196'-4d)

- Zul/z(bn2+cn2's)

(ij) b oo ce)=
2) KIO,IO(bC’bQLZ’S)

12V5W'bC(V5£+c2-s +zu1/2)

| ]
’ b 3 b 3
2, + —5§2+b22+c22—s] L2, + _&02+b22+c£2—é]
2 2 (196"-d)

Les équations de Faddeev s'Bcriwent :

42u1/2 /t%”(b2+c2—s)

(a2+b2+c2-s)2[/EQIEQ:§+Zu]/2 ]

Cz_(lj%abc;a.b.c.;s)= ©(lJ)(abc;a.b.c.;s)+
o iii o ii'1

-X§53)<bc;bici;s) (196-8)
ol (ij)(bC'b c.38)= (ij)(bC'b c.j8)+ ) db 2 Gk52'dc 2K(ij) (beib, . :s8)
* X0 3P1¢138/7 09 PiCe s £ g h 10,1077 7%
k&
)
'ngz(bzcz;bici;s) (196-f)
avec:

2,2 o G W da,?

C (b, “+c, “-s) K2 ke %%
2 k k 2 2

njo Wesbyegie=/ 2 T o 210 233

128 XzYzzzbc 0 Ekg Skg (al +b, *c, 7S

@élj)(agblcz; a;b.c.3s) (196-g)
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252 b 24e 2gy
k3D e o oe)= ok
K10,10 PPy

2 2 2 2 2 2 .2
16w Xlezzbc (arl+ A u)(bn +e ~-s) (s bz c, +270)

Yo da22
. (196 -b)
S 2 2 2 2 2
ke (aZ +Z u)(al +bl *c, s)
Nous aurons deux valeurs différentes pour le noyau K(lJ):
(i) Zapz (bk2+ ckz -8)
I)Klo lO(bc, bc;s) =
2. .2 2.2 ., 2 2.2
42 (2 % 270 (b "ve "-8) (s7b, e, “42 uy
G, o 10 ]
4(b+ )+b -—s l:.(b-——-) +zu
7? Vo
. Log ' (196'~h)
b 2 b
G- ) +b, -s] [&(bk+-7f ) + 2% 1]
(i) -24u2(bk2+ck2 -5)
2) K]OJ]O(bC b c ,s) =
2 2 2 2 2 2 .2 2
4Y27 (an.+ Z u)(bn +cn ~s) (s bl —c, +27u)
b, 2 b, 2
g 2. 2 P 2
]:Z(bk + ——2—) + by "+, " —s] [:-Z(bk 7 *+Z u ]
. Log ‘ (196"~h)

b | b, 2
ko, - £ )2+b22 +c22 -s] [2(p, + E£'> v 2%
2
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De manidre générale, on écrit:

.. .. @ G ..
(ii) . . cove C13) X 2 kR, 2,(i]) .
Xio (bc,bici,s) "o (bc,bici,s)+ db2 dcl KlO,lO(bc’blCR’s)
0 E
k2
(ij )
Xjo  (Pgegs bieyss)

Les intégrales sont remplacées par des séries de Gauss de poids u et
m

Mo et en posant:

cED
mn

2 2 g3

fm &n (besb

Cln;s)

(bC;bxm’czn’S)= W B P o

nous obtenons:

(ii) .. ® ..
X (13)(bc;bici,s)+ ) Cé;J)(bc;blmc

(bc;bici;s)=n
m,n=1

Qn;s)

(13
X {blm CQn; b.c.i1s8 )
i71

En choisissant pour b, c, bi’ c; les mémes points de Gauss que précé&demment,

nous pouvons écrire sous forme matricielle:

]

x(s) n(s)+C(s) x(s)

ou

x(e) = [1 - c(e)] tncs)

1

La valeur de s annulant le déterminant sera la valeur de 1'@nergie du

probléme & quatre corps lorsqu'il y a interactions par couples.

. . . , 113
Connaissant s, nous pouvons déterminer la valeur de CL( 3)(abc;aibici,s)



- 9-] -

. . . < . .6
V. Détermination de 1'énergie fondamentale de Li

Remplagons dans 1'8quation (160) les intégrations par des séries de

Gaussg, nous obtenons:

o
(eN) Ly 0 _ 2 .2 2 (e)eN
0 (P:q’ras)"‘g KP,q,r:S) Z 3 uﬂ, Nm un ll pjl qjm rjn qit KO
L,m,n,t=1
. (ee) (eN) V1 v , 2 1.2 2
'[2?0 (pjl’qjm’rjn’s)+wo (pjz ’qjm’rjn’s’] Z o Hm Ma ajz bjm Cjn
£,m,n=1
(eN) r, (ee) (eN) 5 2 2
K [‘i’o T jm,cjn,S)Wo (ajl’bjm’cjn’s)] ’ My Mo Mo le UG Tin
L,m,n=1
(eN) (eN) (ee)
-‘ [2"}’ (pjz’qj J ;S)+3‘¥O (pjﬂ,’qjm’rjn’s)] (197
od nous avons posé:
gy (8)eN, ot
(eren_ Yo (pasp; 4;,38")
6] 2
256mA. B C r + -3
; (p qjm Jn )
a. b. c.
N 1 j im jn
K (el) CZ.(eh) (abe 3 aibici ; 8) it
° 0 : 8 (198)
a—} —p 2
. (eN) (E1 P )(E1 1 )Flo(p)Flo(pi)
© 2 2 2 . 22
5127rAj Bj Cj qr(pj£+qjm+rjn s) (s=q%-r El)
Nous obtenons une équation gimilaire pour wo(ee)
Posons:
(e)eN_ 6 os g2 2 2 (e)eN
Bﬁmnt Ho Ha Mo Me ¥ig qjm rjn e Ko
(eN) _ 2 2 2 (eN) (199)
Bzmn Mo ¥m Fa ajk bjm Cjn Ko
(eN) _ 2 2 (eN)
1 |
Blmn Mo ¥m Mo in qjm rjn K o
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Nous définissons ainsi une matrice B qui sera carrée en choisissant pour p, q, r

les méme points de Gauss;

y (e (eN)

) (Pl’qm@r »8) =%

n o) (pk,qm,rn,s)

oo

-2 w ) ST, . 8)+Y -
2,m§n,t 1 fmnt [2 (e JQ’qu rJn 5)+vo (p Jl’qu jn S)]
_2 z (eN) [ (ee) ,\b. »C. ’S)+‘y (eu)(a' ,b. ) C. ,S) ]
2,m,n=| 3277w’ Tin 0 j&7 jm’ in
S (eN) (eN) (ce)
- B! en 2y e . ce ' ‘ 1
22,m§%=1 2mn [ o (PJ2 qu Jn,s)-é-3‘i‘o (pJQ’qu Jn,s) |
(200)

on choisit pour a; et Py les mémes points de Gauss que précédemment. Nous avons

(ee)

une équation similaire pour WO
Réécrivons ces deux équations sous forme matricielle

¥(s) = £(s) + B(s) Y¥{(s) (201)

Comme nous 1'avons vu dans le formalisme général, nous devons itérer

cette &quation:

¥(s) = ¢(s) + BZ(s) ¥(s) (202)
ot noﬁs avons défini : o(s) = (s)[i+§%a)]
ou encore: ‘{'(s)=[]1—132(s)]“1 (s) (202%)

On calcule le déterminant de la matrice I - B2(s). La valeur de s qui annule ce
déterminant correspond 3 la valeur de l'énergie fondamentale de Li6.Radhakant,
Shastry et Rajagopal {16] montrent dans le cas du probléme & trois corps, que

1'on obtient une valeur correcte de 1l'8nergie si 1l'on prend 40 points de Gauss.

En utilisant 40 points de Gauss dans chaque série pour le calcul de

. . . . L . 4 4 4 4
1'@nergie, on travaillerait sur des matrices de dimension 4 .10 .4
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En conclusion, cette étude nous permet d'obtenir les équations exactes du
probléme 3 quatre corps, évitant ainsi les approximations du calcul variation-
nel. Cette méthode, trés générale, s'applique en particulier aux problémes i

quatre particules pour lesquels le calcul variationnel est inapplicable.



RAPPEL SUR LES EQUATIONS INTEGRALES

I. - INTRODUCTION | 13]

Les équations intégrales de la forme

b
¢ (x) - A J( R(x,s) ¢(s) ds = £(x) (I-1)

a

oit : | K(x,s) est appelé le noyau de 1°'&quation intégrale

f(x) une fonction connue )

¢(x) fonction inconnue apparaissant sous le signe J

se classent en trols catégories

(a) les équations du type de Fredholm ol le noyau est de Hilbert-Schmidt,

clest-d~dire :

b b,
( ;[ | & (x,s) |dx ds < = (1-2)
a a

(b) les &quations 4 faible singularit@ ol le moyau a la forme :

H(x,s) (1-3)

K(x,s) = [ ]
X-5

oli H(x,s) est borné

a constante telle que : 0 < g < 1
(c) les équations singuliéres od le noyau.a la forme :

K(X,S) S é-g_).;.,’_i.)_ (I""l&)
XS

ol A(x,s) est une fonction différentielle de =x et s,

b

Alors , K(x,s) ¢(s) ds diverge.

a

Dans le cas oli le noyau n'est pas de Hilbert-Schmidt, on peut grice &

des tramsformations (cf. réfﬁ[ZQ]} revenir & un noyau de Hilbert-Schmidt. Une de



_II_

ces transformations souvent utilisée est la suivante :
On itére une seconde fois 1'équation intégrale : ¢ = f + A K ¢

d'ol 1 ¢ = £+ 2 KEf + 2?2 K2 ¢

Si K 9{32 {voir § III), on aura K2 € B & K2 ¢é£2, on itére & nouveau.

La plupart des &quations intégrales  utilisées en théorie de la
diffusion &tant du type (a) et (c), nous &tudierons seulement les méthodes de réso-
lution qui leur correspondent. Avant d'introduire ces méthodes, il faut d'abord
donner les notions mathématiques concernant les espaces de Banach et de Hilbert qui

servent de base & ce rappel.

II. - ESPACE DE BANACH [6]

1°) Définition

o vt et i i Bt

et et ot B i i e S e et ) et e et S Pt e Y et B it

(a) Espace de Hilbert (cf. III).
(b) Espace c® (I) défini pour un intervalle I compact et un nombre posi-
tif n comme la famille de ces fonctions scalaires sur I ayant n

dérivées continues et bornées.

La norme est

n .
- (1)

i
Done C aura la norme :

[£]] = sup, o o 150 + sup, ¢ 1 [€7(o)]

ot 2t B e o 1+ e ot S ot it S At 7t . St it B B s

Théoréme 1.
Tout opérateur continu et borné sur un intervalle compact est

compacet.
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Théoréme 2.

La somme ou la limite d'un ensemble d'opérateurs compacts est
compact d condition qu'elle converge.

I1I. - ESPACE DE HILBERT [6]

1°) Définition

On appelle espace de :iilbert un espace linéaire métrique complet avec la
norme : ||£]|] = (f,f)l/2

. E v et

Espace de Hilbert dont le produit scalaire est

(f,g) = f(s) g(s) u(ds) £f,8 €5§
o

it i e St et o . i i . s S it B s e

Définition

Un opérateur K de ‘fq ou opérateur de Hilbert-Schmidt est tel que

(Kf) (s) = { k(s,t) £(t) u(dt) fe¥,
S

ol : J J Ik (s,t)[2 u(ds) u(dt) < =
s /s .

Théoréme

Tout opérateur K deéfé est compact, c'est—3d-dire que tr (KK )T <
11 peut donc &tre approché par un noyau de rang fini, c'est-i-dire qu'on
peut trouver une série de 'movaux séparables' [s > < ;[ telle que
¥ e > o[[ K - ggl | s > < s {[ < g
pour p (e) suffisamment grand.

IV. - METHODE DE FREDHOLM |23]

Considérons 1'équation intégrale générale
b

K (x,£) ¢ (£) di

p(x) = £(x) + X J (IV-1)
a

que l'on peut encore &crire sous une forme plus générale

$=f + AKo (IV-2)

si 1'on se place en dehors de toute représentation. On retrouve les &quations bien
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connues de la diffusion :

[
1]

GO + A KG ol K=G V

=
4

V+AKT A =1

K est appelé le noyau de 1l'intégrale,
Revenons a& 1'équation intégrale. C'est la limite de 1'équation suivante quand

§ »+ 0 :

n
$(x) = £(x) + A ) K(x,x ) ¢(x ) & (IV-3)
ol ( X - X = §
q q-1
!x =a
L X % b

n

Puisque 1'équation est vraie pour a & x £ b, elle est vraie aussi pour x prenant

les valeurs x

2 cces X et omoac

cesy T ) (1V-4)

li
—
-

n
-A 8 qzl K(Xps xq) ¢(Xq) + ¢(xp) = f (xp) P

]

Ce systéme d'équations pour ¢(xp) (p 1, wew, 1) a une solution uni-
que si le déterminant formé par les coefficients de ¢(xp) ne tend pas vers 0. Ce

déterminant est :

1 =28 K (Xl’xl) - ASK (xl, x2) eeses =A8 K (Xl’xn)
A8 K (xy,%)) =8 K (%,,%,) :
D (A) = . .. .
I » ‘.* :
_)\6 K (Xn,xl) coaneccanssnoecaccoannsans 1 =—AS K (Xn,xn)

Dn(X) devient, en développant en puissances de X

2 K(x ,x ) K(x ,x)
5 KGx ,x ) + L 62 PP P

n n
D(A) =1-x ] !
= 2! p,q=1 K(xq,xp) K(xq,xq)

p=!



K(XP,XP) K(Xp,xq) K(xp,xr)
A3 Izl 3
- — § RK(x ,x ) K(x ,x ) K(x ,x ) + ... (IV-5)
3! p,q,r=1 q P q q q’ r
K(xr,Xp) K(xr,xq) K(xr,xr)

Faisons tendre § - O et n » » et remplagons les sommations par des intégrations,

on a :

D(A) = dgl dEZ

21! a

b 2 /b b K(E,, &) K(,, &,)
I—AJ K(g,, £) dg, + 2o f J b b

- (1IV-6)

ccccc

De plus, si Dn (xu, Xv) est le cofacteur du terme dans Dn (A) qui con-

tient K(Xv’ XH)’ la solution du systéme d'équations lindaires (IV-4) est :

f(xl) Dn (xu, Xl) + .. + f(xn) Dn (xp,»xn)

$(x ) = (IV-7)
H D ()
. a
On voit que Dn (xu, xu) = Dn ()X) et que pour u F v, on a :
n K(x , x) R(x , %)
D (x,x)=A64 K(x, x)-2A8 ) oY , L
oo v H v p=1 K(x , x) K(x , x)
P Vv P P
KRGy, %) Klxy, x)  KGrp, %)
n
1 2 2
+ - A8 K{x , x K(x , x K(x , x) - e }
5 221 (x5 %)) (x5 %) b g
P,q
K(x , x K(x , x Kz , x
( q v) ( q p) ( q q)
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D'ol la forme limite de D (x , x ) 6—] est
n Tt v

b K(x , x) K(x , &)

D(x, %, A) = MK(x, x) ,-AZI W L Bt
a K(él, X\)) \K(El’ El)

2! a a K(El, xv) v K(El, El) K(El, Ez) dg
K(Ez, Xv) K(Ez, El) K(Ez, Ez)

On a donc la solution de 1'équation intégrale

p(x) = f(x) +

b
f D(x, £, A) £(£) dE

D{(X) a

Cette solution unique converge.

V. - METHODE DE RESOLUTION DES EQUATIONS INTEGRALES SINGULIERES ['l ﬂ' [15]

Pour résoudre ces équations, il y a deux possibilités :

g, = .-

(IVv-8)

(Iv-9)

(1) 1'une est de séparer une partie du noyau que l'on peut résoudre par

une méthode connue et dont le reste est compact.

(2) 1'autre est de changer d'espace de Banach car si un opérateur n'est

pas compact dans 1'un, il peut 1'€tre dans 1l'autre.

Nous allons donner un exemple qui illustrera cette méthode :

3 deux corps dans le .cas des ondes partielles. On considére l'espace

propriétés sont indiquées dans le 2) du § II.
Considérons le noyau de 1'équation de Lippmann~Schwinger :

~ 2 2 -1
< p| K, (s) |lq > = 4 v (?,@) q° [q¢° - s]

C

la diffusion

1 dont les

(V-1)
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~ o . -
oi | p, q sont des quantit@s de mouvement valeurs propres des kets propres.

p > et q > d'un ensemble complet d'observables compatibles.

s =p

lV# potentiel en ondes partielles.

On peut écrire XK _ (s) sous la forme :

2
. L A, (s")
= . 1 ("
K2 (s) p J ds : v=-2)
) s' - s
- ~ 2 2
oaa <pl B, (o) [a> =2 v, o, sH P s(q - 5D
on aura :
_ ov, (p, Q)
(a) sz VZ (p, s]/z) s]/2 appartenant i C] si V2 (p, q) et _*
op
sont continus et bornés en p.
1/2 ' -
(b) § (q - s ) appartenant & C1
on sait que :
f(a)
f(a) = J § (p-a) f£f(p) dp o 4 €C
1
£(p)

Donc 6 (p — a) fait passer d'une fonction de Cl 3 une autre fonction

. * .
de C1 donc 8§ (p - a) appartient & l'espace adjoint Cl et on pourrait montrer

. . - * o

ue &' (p - a) appartient aussi 3 C et qu'elles sont toutes deux de norme unité@
q p PP 1 q

Par conséquent, < p| 32 (s) ]q > appartient & C1 donc est un opérateur

lin8aire de C1 quel que soit s si (a) est vérifié.

D'aprés le théoréme ! - § II, on en conclut que El (s) est un opérateur

compact et d'aprés le théoréme 2 - § II, Kz (s) le sera aussi si (V-2) converge.

Nous devons considérer deux cas
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(a) On se place en dehors de la couche d'impulsion. Dans ce cas, l'intégrale n'est

. . s . ~ C . ~
pas singuliére et convergera si |AR (s) ]s — uniformément en s donc
1 + Log™ s
1/2 . X
compte tenu que 6 {q - s ) a une norme unité dans C] et de (a)
’ A
la v, () @) | —=—p—
1 + Log ¢
(V-3)
{ uniformément en p, q
q —2 e —E
3 p 1 + Log g

(B) On se place sur la couche d'impulsion, l'intégrale est alors singuliére. Pour
montrer que l'intégrale convergera sous certaines conditions, on utilise les deux

théorémes suivants de Mikhlin [L3]fﬂ ‘

Théoréme 1.
Si K(s) est un opérateur dépendant de la variable réelle s et vérifiani

la condition de Lipschitz-Holder H(u) :
| As) - A(s')] < C |s - s'|¥
au voisinage de s, alors l'intégrale suivante existe :

J Z(s') ds'

s' - s

Théoréme 2.
Si A(s) a une dérivée bornée dans le voisinage de s, alors A(s) véri-

fie H(1) sauf en s =0 ol il vérifie H %- .

N 2
dd (q)
Pour que la dérivée de A(s) : ~———————— (s = q°) soit bornée, il suffit
: d q -

qu'elle appartienne & Cla

On a : . 2
~da (q7) 9 5 o 3V (P, @)
= 8rT gV, (B, @) * AT g

dq 2 q
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appartiendra & C. si :.

1

(H VQ (p, q) appartient & C1 donc :

(2)

oi G, D, E, F

iq VZ (P’ q)‘ < E

(V-4)
d VQ (P’ Q) |
q ——————— | < F
3 p
Ve (s @) :
—_— appartient & Cl donc :
3 q
3 [q v, (», @]
| :
dq
(V-5)
2
2* [a v, (», @]
s X

op 9q

sont des constantes.
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APPENDICE A

T T e T e 2 o T e S e T e 2 e R e S

TRANSFORMATION DES HARMONIQUES SPHERIQUES A

L'AIDE DE ROTATIONS FINIES (1] [7)

I. Définition

Les harmoniques sphériques étant les fonctionmspropres de l'opérateur
moment orbital angulaire et cet opérateur &tant invariant lors d'une rotation du
systéme de référence, les nouvelles harmoniques sphériques obtenues aprés cette

rotation sont encore fonctionspropres de 1l'opérateur moment orbital angulaire.

La transformation sera définie par:

Y, (8>, ¢>)=D(p,6,m)Y, (6> , ¢ )- Z Y, , (8>, ¢> )<gm! |D(p,8,u)|tm >
Py Py By Py Ry omdoaog MRy R TR .

(A-1

oli D(p,8,u) est la matrice de rotation considérée.

Nous choisissons une rotation qui fait passer du systéme de référence

-~ - - - - -> . - . -~
S. d un systéme de référence S' ou le vecteur p, est colinéaire 3 z et x

Xyz ) xyz > >
appartient au plan formé par les vecteurs P, et pj.

lOz par

, . . >
Dans ce cas , p est la rotation qui améne le vecteur pj dans le plan x
i . - -> -~
congéquent p = ¢3 ; & est la rotation qui améne le vecteur pjsur 1'axe 0z d'ou:

§ = 63 et enfin yu est la rotation amenant x dans le plan formé par les vecteurs
N ]
p. et B, tel que L )
J. —sin 62> sin(¢> - ¢ )cosb> +cos®> sin6>
i e i P P
sin 82>  cos (¢+ - o3
Les harmoniques sphériques du no§au K des équatlons du probléme & quatre corps

tg p =

deviennent:

. T (o 0 ) P W
Y (@)= Y R , w
L n =L LT qPJ w0 L
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XYZ*xlyIZ

D"%

*Z
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WX Y,z XY 2z

‘l

- 8in

ctgu =

avec

sin

cosg

@p
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w’

Y}m (8) = } Yo (6++ ¢+—>) %‘ (w)
L n & Pi TP T

£
Y (p.)= +§ ™ (o> > ,0 (w)
1y n2=-—2, iny i j’ Rgoty

- +2" 21 (A"‘Z)

g'm,, B3 }:_2‘ Vpra, (00 Dy g, @

+§' Lt
' Qq.)= Y.y . (6= > ,¢> > )D (w)
L mL 1 n, ==L’ L nL quJ quj ILL““LL‘

14
~

> >
E2ZEEE Ve SRS AN S i I 4

oli nous avons posé: w=(p,8,u) , l'angle ¢¥ ; dépend de ¢E-+ .

3P 3%
II. Relations d'orthogonalité des Di,m (a, B4 )

Les divers éléments de la matrice de rotation ont les propriétés
suivantes:

D0 @ E o amen(d IS} {1 5)

1] " n n
i"sm",n

j (= h]
Dm.m (w =¢D""p (w)

~m"'-m (A-‘B)

21 3 1t

4 T v it it
—_— J dw D (O))D (N) D7, n(m)g‘
872 n'm' ) nm an' n" n

mm' m

Pour les Eléments de la matrice de rotation intervenant damns le noyau K., nous
aurons par conséquent:



- XIV -

' n.+n_ - m
¥ w T = L L * () DT ()
, ny»™m, B ALY

- - 2 L L' “ [) "e

) _ n£+nL~m£’—menL,,,-mL,,, " D*L ' ) L L
Z D (2L 1) : n nvsant @

L" ;‘nLn y'an 1 —D'IQ —nL _nL" ' L —m,?, _HLL —ml" '

(A-4)
' ' -n '_.m " 2]! L' l”‘
Di”m V(w)Di 1 4 (w)z lllZ (-l) L 2’ ( R )
% LML 2" m 0 a, -n,
e 2' L' zll!
D:R’v’m 1 (w) ( )
L' % Mo Ty By (A-4Y)
. wt n,m '
' w o W en ¥ ¥ i w
7 2 EA S S 4
x’ xv ,f"

= Z (_])nf-%_nx"_my'(zf'+l) (
—neg! [&’l __%v

" x xl £n
o () ( ) ‘ (A-4™)

: e e "
g-[l?z—‘ f dw D:L (w) D::l n (w) sz n ((ﬂ) =
s "
L ’mL"' Lt By g ' 1
n + +n, “~m -m
1 ne ' " Ld " 1 L 1"y
't R S T The ﬁ“’D—n | @ D" - )
ana’len ‘TLL” g
Dgn nLu|+nLv+[¥v-anv~m2nv-m '
T - &pn:—me’en (@ ==

26! an xn 2,"' Ln| f!l
¢ ( . ( (A"’ll"‘)

""nL‘ —nL . '-nL "'mz..' _mLuv m
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APPENDICE B

T T e T e T e 5T e T e 5 e S e T2 e O e D

DETERMINATION DE LA FORME EXPLICITE DES

COSINUS EN FONCTION DES LONGUEURS DES

VECTEURS ASSOCIES

— e T e T e 253 e T e T e T e ST e e e S e 50 S T v S5 e 35T e T e S e 35 e T e 2D e D e B

I. Etude des triplets IK Ef?>

Les relations du chapitre IV du formalisme général vont nous permettre

de donner quatre forme différentes aux cos 6> »> et cos 6> P4

93P 3 i

1) Le premier type de relations est :

- _ 1> _ a1 >
pij ij pik Bjk Qj
> - i - i > (54)
U Bik Pik © %k 9
Partant de ces relations, nous obtenons la forme explicite de cos 8> -
| PixYy
20 (5 1y2 42 iy2, 2
P, @, )C pt - (8., )%,
cos 6 3. . BL 1k LS. (B-1)
ik *j PO S |
200 Bk Pix 9
Utilisant le fait que l'hamiltonien libre Ho s'écrit:
- 2 24y 2= 2 4 g2 2
Ho TPy @ ™™= Py * 437 Ty
iy iy2 .
et que : (B. =1 -{(a,. )%, cos B> prend la forme :
q Jk) ( Sk i pikqj
(8.2 p,2 + ()% q.2 =q, 2
COS B+ > = Jk. 1k AL ] k (B-2)

P., d. o1 1
ik J zdjk Bjk Pik Qj



>

Considérons les deux cas extrémes:

1) cos 6> ~

Pig 95 7 7 1
v~ 1 - 1 2 - 2
soit : s.l pP., — a.r q. = £ q
jk  “1ik ik 73 k
et par conséquent:
(a,, q. = q_ )2 @.lq. +q )2
o ik 95 k ik 33 Tk
pik 1'. 2 ou 1 2
(8510 (8530
2) cos B> 5 =+)
piij
Nous obtenons les mémes ¥formes pour pfk
Différentions cos 6+ =+ par rapport 3 q 2
J
, ' dq, 2
d{cosg+ > )= - qkr (B-3)
Pir 9 2., 8.0 P., 4
jk "ik Tik 7]
Réécrivons ces résultats sous forme générale:
da. 2
d(coseg E ) = iGN (B-4)
252 Zakl Bm P, 9,
(q, -, ,q,)2 (a,*a, ,q,)2
oli p,2 wvarie de'L , = —k kUL auyu,-= k k72
: h 8, )2 k (8, ,)2
KL Brs

Ces résultats ne sont utilisables que pour le probdéme i trois corps car ils ne

font intervenir que trois particules,



XVIiI .

2) Couplage des triplets composés i partir d'une particsle initiale

identique

A) Passage d'une suite d'indiceScyclique 3 une suite d'indices non

cyclique.

ij T %3 Pig T Fay Yy

- -5 1 _ 1 > + i1 -

Ik ik Pig 7 Mgk 95 T Pajr Tk (57)
-> _ Yl - i - _ i >

Ty 2k Pig T Vesk 95 7 “ajk Tk

Or le déterminant de la matrice des coefficients des cosinus est nul. Nous ne
‘ . . . > > .
pouvons donc expliciter que le cosinus de qj et Pig> les deux autres cosinus

vérifient une relation du type :

a cos 6> >~ + bcos 6 >=0 (B-6)
Pig'k 4 Tk
Explicitons cos 6+ - . :
Pig 93
85 32,2 4 (a,F ) a2 £ 252 - g2
L. il L. i k L k
cos 6> Z = ] . J (B-7)
it o ¥ i
2ay5  Bejy v Pygd;
(p..- B ‘,q.)2 (p..+5i1q- )2
1] 4373 ij 23711
avec p?l variant de Q..= T - aR.. = ; -
t t (a,.)? ] (a,.)?
L3 2]
quz
d(cos eg ,E )= T T (B-8)

Les deux autres cosinus &tant lié&s, nous posons arbitrairement:

2_ i %2
PRI CHYIN ) Ty i

cosf+ > = (B~-9)
q. r-

Zwi
bk Lik
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, (rpoh? (ry+1)?
avec rk variant de Ml = ZGE?ETY”_ a Vl = z;—I—;;—
] Lik
drﬁ
d{cosf»> > ) = - (B-10)
q. rk p i
J “oik Tk

B) Passage d'une suite d'indices non cyclique & une suite d'indices

cyclique:

- _ i > -5 1 - _ i >
Pig T %35  Pyj gik Yk T Yaik T2
> Bi > 1 - i >
q-. = - + Ps.o - U, . qQ, = V,:- r
L 1 21k “k 23k L
j i Tij ik i (58 )
> i > i -
Ty Peik T T “gik g
Nous obtenons cette fois:
2 - .t 2 2
Tk (o5 ” 9" (o) °ry
cos Bz ; = i" T ' (B~11)
k4 2005k “eik Y Ta
1 2 o L 2
5 . (r Ppie . e 9
avec r variant de Mk = - av = -
L £ (w 1 )2 k& (w % )2
ik ik
drk2
d(cosea 2 ) = T T (B~12)
k4 “20 05k Yo5k Y Ty
Les deux autres cosinus &tant liés, nous posons:
2
2 1 2
q.%- (8,.) p.¢ -1
cos 6+ 3 = J — %] 1 {B-13)
i -28 ..
1] 'k 823 plJ
(q.-1)? (q.+1)?
avec p2. variant de Q. = - 3 R, = S
1] ] (8,7 )2 ] (8,1)2

23 2]



d(cos8 = -
(cos ;'-3 ) —3 (B-14)
17k ZBzu p

3) Couplage de triplets indépendants.

> - ij—> _ ij>
P k2l T Y k1
> kL > ki ij>
q, = 8. P -£..q. - r,
k 1] “k& i3’ le ] 61)
> _ kK k> ij»>
Ty T TVi3 Pre TR Y 9T
Nous obtenons:
2 vidy2 o2, (eldy2 L o2_ 2. 2
Pry *luP” 957 (8 p)% ri%-q Sy
cosf>r > = . — (B-15)
q.r, : _ aall 1]
] 2600 Vg 95 54
(p,. -61d q.)2 (p,.+6.3 q.)2
avec r? variant de Mij = £Jij :l L a Vij = E%j :2 L
drz2
d(cose”’ e )= TT—T (B"'l6)
94T 2013 (3 q. r
J ke Ykr 94 %
Les deux autres cosinus &tant liés, nous posons:
- ki
qkz -(ei‘)zplz{k‘l
coser > = T ' (B-17)
i"ke 291j Pry
2 s (q-D% (g 1)*
avec pkz variant de Qk = -——Ei—;— a Rk = —Eff;
(ei.) (8..)
3 1]
qu 2
d(cosb> > )= o (B-18)
: iPke 205,



II. Etude des triplets’Lz bC >

Les relations entre ces triplets sont du type:

i > j > ij »

ij T %k Pix T %a Pie * Skp Pik,je

O ¥
]

> k - L - Lk -

ke -~ %ig Pik ki Pija b %51 Pik,js

o
I

(64)

- ik » Ly = ij »

Cette fois, les trois cosinus sont 1iés par une relation du type:

a cosf+ > 4+ bl cos8> > + c, cosf> > = 0 (B-19)
PikPjq PikPik,je PiePik,js

Par conséquent, nous posons arbitrairement:

2 _¢n Iv2 2 .0 dy2 2
Prg” (25307 Pyj 70907 pyy

coseg 3 = T 7
1kT3E =200, 059 Piy Pig

(B-20)

2 s =
alors P;y varie de Sjkz

a
=
[

ke

d(coso> ;,. )= HE (B=21)
tk7jL ~2a. 935 PikPig

et nous posons aussi:

2 ijy2 2
PR -(m . o=
cosf>r > le'F% ( kz) plk’Jl

o= x (B-22)
PigPik,jo - 2qtd




R
2 ‘e de E _ (pij,rgcﬁ )
alors pik,j2 varie 19,kL (ﬂlJ)2
kg
. +1)2
- . (pij,kz )
aG.. = —_—
1j,ke 13y0
’ (m )
2
dPiY ka
d(cosb> - ) = =

- SO 1]
PiePik’ e : 2 Pik, it

..X'XI_

(B-23)
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APPENDICE C

ITERATION DES EQUATIONS DE FADDEEV

DU PROBLEME A QUATRE CORPS.

itérons 1'équation (156) au premier ordre:

)

\?sQar>S)+wék)lJ(p’q,r9s)+w(

£

(i3)

3) N i3 2)1]
‘(p,q;r,8)=—2®i J ) J(p,q,r,S)ﬂ?Z (p,q,r,s)

. A o IR ALSA . " 1/2
L7 [ g2 ( i] der{ g2 -1 [(22'+1) (22"+1)]
o]

256 A. B. C, r
J 3 1]

P2H<C°SY)PQ'(C°SGgi;:)

P 2 GAE i (1K)
° 2' 2 2 j dqi w'quqll! (P‘Qspiqi}s r )EZQQI' (pj)qj,rj?s)
P% qu +ri -8 0

(k) ik

(ik) _
-20 .5Q.,r,.,8)=2® .sq.,T.,8)+ .sq.,F.,8)
X (PJ QJ 3 J gt (PJ:QJ i wgv (PquJ’ j

1k i)k (2)ik
) (Pjsqj:rj,s)+wée) (Pj>Qj:rj:S)+w2; (pj,qj,rj’S)

e () 2k (i)
’@2! (pj’qj’rjﬁs)+ wzv (Pj,qj,rj,3)+ le (Pj’qj:rjys)

(3K o (2K)
Q0 (pjsqj,rj,S)+ Qs (pj,qj,rj,s)]

. © AR AL 1/2
1] drjz f dqu (-1) [(21'+1)(2£"+])] Pln(cosy)sz(coseaiE
0

19 256 A.B.C. 24 g. %4 1,2 - 5
e 3BTy gyt )
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” (2)ij (i2) %)
'[O dQéZ wZQH J(pq D q ;8¢ 2)[ 2® (Pj:qJ, j»s) 2¢<J (pj:qj’rj’s)

-20,77 000 0 P oa o P e 0w PP e e

+wé5)lz(p SR ,S)+w(k)32<p SITLY ,s)+w(l)kg(p 5295075 ,S)+Q(lz)(pj,qj,rj,s)
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