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INTRODUCTION

La méthode des centres est un algorithme général de réso-
lution des programmes mathématiques non linéaires. Cette méthode
est introduite dans [5] par HUARD, qui en propose dans [22] une
importante variante, la méthode des centres linéarisée ; cette varian-
te utilise la linéarisation des fonctions du probléme considéré.

DENEL applique dans [10] la méthode des centres linéarisée
4 la résolution des problémes-tests de 1'étude de COLVILLE ([8]) et
obtient des résultats intéressants en utilisant 1'idée classique
d'adjonction de contraintes additionnelles pour accélérer la conver-
gence pratique de la méthode (algorithme de centrage). Ces problémes-
tests sont d'origine et de forme diverses, mais ont pour caractéris-
tique commune essentielle leur taille réduite (16 variables ou
14 contraintes au maximum).

Or, les exemples concrets de programmes mathématiques
comportent fréquemment quelgques centaines de variables et de contrain-
tes, et cette taille importante introduit de nouvelles difficultés
l'efficacité de l'algorithme de centrage est diminuée, l'encombrement
mémoire croit rapidement et les temps de calcul peuvent &tre longs.

En outre, les problémes concréts comportent frégquemment
des contraintes d'égalités qui empéchent & priori leur résolution
par la méthode des centres linéarisée. Enfin, on ne connaifit pas en
général, de point de départ de l'algorithme.

Le but de ce travail est d'adapter la méthode des centres
linéarisée de maniére & résoudre ces difficultés.

Aprés avolr rappelé les caractéristiques générales de 1la
méthode des centres et de la méthode des centres linéarisée, nous
exposons au chapitre I une généralisation de l'algorithme de centrage
ainsi qu'une variante plus efficace de cet algorithme. Puis nous
donnons un procédé simple d'obtention d'un point de départ.

Nous dégageons ensuite les aspects numériques de la méthode;
4 chaque itération interviennent deux problémes qui représentent
l'essentiel des calculs : résolution de programmes linéaires et maxi-
misagion de fonctions non continuement différentiables sur un segment
de R. :

Le premier de ces problémes est abordé au chapitre II o1l
nous exposons une technique, liée &4 la méthode simpliciale, efficace
du point de vue de l'encombrement mémoire, et pouvant conduire & une
réduction du volume des calculs.




Nous envisageons ensuite une autre technique liée aux méthodes de
relaxation.

Le second de ces problémes, maximisation d'une fonction
non continuement différentiable sur un segment (cette fonction
changeant 4 chaque itération) est abordé au chapitre III. Nous rappelons
divers procédés classiques et nous introduisons une technique d'inter-
polation polygonale bien adaptée & la forme de la fonction.

Nous montrons au chapitre IV comment il est possible de
prendre en compte les problémes comportant des contraintes d'égalités
en transformant ces contraintes en inéquations.

A titre d'application, nous considérons au chapitre V un
probléme d'origine concréte pouvant &tre de taille importante (dis-
tribution d'énergie électrique), et nous terminons au chapitre VI par
des expériences numériques systématiques portant sur 6 problémes de
cette forme, de taille allant jusqu'ad 103 variables et 88 contraintes,
qul ont été résolus complétement avec une grande précision.




HOTATIONS

N ensemble des nombres entiers
iR ensemble des nombres réels
+
R ensemble des nombres réels strictement positifs
vAacC R"

[o]
A intérieur de A

Fr (A) frontiere de A

¥ x € Rn

llxll norme euclidienne de X.

I et J étant deux ensembles finis d'indices
|I| nombre d'éléments de I

La matrice M : IxJ» IR est indicée en lignes par I et en colonnes par J.
Mi 616ment (i,3) de M
M, restriction de M a {i} x J (ligne 1 de M)

M) restriction de M 3 Ix{j} (colonne J de M)
Si I'CI. et J'CJd

!

Mg, restriction de M & I'xJ' (sous-matrice(I'xJ') de M).

Mt transposée de M ((Mt)i = Mg Vi € J, ¥j € I).
¥f ]'Rn > R, différentiable en x* €1R

Vf(x*) vecteur ligne représentant le gradient de f en x¥*.

¥vf : R" + R, deux fois différentiable en x* € R
sz(x*) hessien de f en xX* : c'est une matrice carrée symétrique
de terme général

32f(x*)

X, 9 X

1°73




CHAPITRE I

MeTHoDE DES CENTRES
ET
METHODE DES CENTRES LINEARISEE




I.1 Introduction

Nous considérons le probléme général de l'optimisation non linéaire,

que 1l'on peut formuler de la fagon suivante

Maximiser f(x)
sous les conditions

x € Ac R

La résolution de ce probléme consiste & déterminer un point X du
domaine des solutions réalisables A, vérifiant la condition d'opti-

malité globale:
f(x) ¢ £(%) ¥x € A.

On rencontre fréquemment dans la pratique des probleémes pouvant &tre
modélisés sous cette forme ; on est donc conduit & introduire des

algorithmes de résolution.

La méthode des Centres, proposée par HUARD ([5], [211), est une mé-
thode de résolution de tels problémes ; il s'agit d'un schéma trés

général, auquel peuvent se rattacher de nombreuses méthodes connues.

Nous exposons dans ce chapitre les principales caractéristiques de
la méthode, ainsi qu'une variante importante, la méthode des Centres
linéarisée. Nous ne donnons ici aucune démonstration des propriétés
citées, préférant renvover le lecteur aux articles de base de HUARD
(51, [211, [22] et [23]).

I.2 La méthode des Centres

I1.2.1 Généralités.

La méthode est un algorithme itératif qui construit une suite de
points appartenant a des sous-ensembles du domaine es solutions

réalisables appelés "troncons'", tels que chacun d'eux soit




"éloigné le plus possible”" de la frontiére du trongonj; ce sont
donc des '"centres géométriques", d'oll le nom de centre donné 3 ces
points. Cet éloignement se mesure 3 l'aide de fonctions particulie-

res appelées F-distances.

I1.2.2 Probléme envisagé.

On considére le Programme mathématique

Maximiser f(x)
(p)

x € A()B

(o]
avec A C!Rn, tel que A &+ 0

B CMR"
et Al B fermé.
f: RY > R continue ; on suppose que cette fonction atteint son

maximum sur A({}JB en un point %, et que

Fr {x|f(x) 3 A} = {x[f(x) = A} ¥ € R, 1 < f(R).

On fait de plus l'hypothése suivante

AOBNO = ¢ > ANB O = 0 ¥0 ouvert C ®".

Cette derniére propriété est vérifiée, en particulier, si
ANB # 0 et ANB convexe.

I.2.3 Notion de F-distance, d'e-centre et de centre.

Soit E € P(R") un ensemble de parties de R™.

D& finition 1.1

On appelle F-distance une fonction d : R" x £ » R

telle que

1) d(x,E) = o, YE € E, Vx € Fr(E)
o]
2) d(x,E) > o0, YE € E, Vx € E

3) YEE€ E, ¥E' € E, ECE ; ¥x € E, 1p(x) € ®R"
tel que d(x,E)gp(x)d(x,E").




D8 finition 1.2

Une F-distance définie suriRn x F est dite réguliére si
¥ {E, € E|k €N} et vk ek e W)
tels que

E DE ,,PE € E, E+ 0

[e]
Kk KekB

¥k, K41

€ Ek,

on a d(§,Ek) > 0 quand k > o,

Dé ginition 1.3

Etant donnés E € E, une F-distance d sur " x E et un nombre
+

e €R tel que O ¢

de E relativemehnt a4 d tout point c € E

e < sup {d(x,E)|[x € E}, on appelle e-centre
tel que

d(c,E) > sup {d(x,E)|x € E} - ¢
Si € = o, le point c est appelé centre.

La recherche d'un e-centre de E relativement 3 d revient 3 résoudre

Maximiser d(x,E) & € pres

(Q

x € E

L'optimum étant une solution intérieure, ce probléme se rameéne, sur

le plan pratique, d& une maximisation sans contraintes.




Remarque

La solution de ce probléme n'est pas unique ; méme dans le cas ou

€ = o on aura en général plusieurs solutions.

I1.2.4 Choix d'un ensemble E pour le probléme (P).

On considédre des troncatures de l'ensemble A par des équipotentielles

de la fonction économique.

Soit K CMR", défini par :

K = Imin {f(x)|x € AQB}, max {f(x)[x € AQOB}I
On désigne par E(A) un trongon de A :

E(A) = {x|x € A, £(x) 35 A} V¥r €K

et on définit E = {E(X)|x € K}.
I1 est clair que YA,A'€K, A > A', on a E(A) C E(A")

On peutl donc définir sur R" x E une F-distance d réguliére.

I1.2.5 Algorithme de la méthode des Centres.

On choisit une suite decr01ssante_de nombres réels € 2 Oy tendant
vers o quand k > o,

On se donne, au départ

A € K.
o

Chaque itération k de la méthode consiste en la suite d'opérations
suilvante




On dispose de
Soit
Considérons le trongon

E(A\) = {3|x €A, f(x) 3 A}

o]
Si E(Ak)ﬂ B = 9§, 1'optimum X est atteint.

Sinon, on détermine un e, ~centre de E(Ak) "pelativement 3 B",

k
c'est-d-dire qu'on résout

Maximiser d(x,E(A,)) 3 e, preés
(Qk) k k
x € E(Ak)nB
On trouve donc k§1' € E(Ak)nB
tel que
a®%lr) B )) 3 sup (d(x,E(A))|x € E(A)NB} - ¢
X s BRI SUP = X K
_ k+1 . k+l '
- On pose A'k+1 = f("x7') et on prend x - € E(A k+1)n B
k+1_ kt1,
(par exemple "x = x7').

Remarque :

les 2 doivent &tre choisis tels que

0 g ¢

< sup {d(x,E(Ak))|x € E(x ) OB}

~

pour assurer que k§1' appartient 3 l'intérieur du trongon E(Ak).




PROPOSITION I 1 : (convergence)

¢
Si, @ une étape de l'algorithme, on a E(Ak)r\B = 9

alors § est solution optimale de (P).

‘Sinon, la suite infinie {§|k € N} est telle que,

vk el : % e ans, £ < £EED < £z
K .
{(f(x) |k €N} > £(%)

et tout point d'accumulation de {§} est solution optimale de (P).

Démonstration : [51, [21]

I.3 La linéarisation.

I.3.1 Particularisation du probléme (P).

Nous considérons dans la suite le probléme (P) particularisé

de la fagon suivante

Soient

> R

> R, i €L = {1,2,...m}
des fonctions concaves et continuement différentiables.
On définit 1'ensemble A par

A= {x € Rnlgi(x) > o, ¥i € L}.
A est donc un ensemble convexe fermé de [R'.
On prend pour B un ensemble convexe fermé de R".

Les hypothéses de I.2.2 sont alors vérifiées (I[5],[21]).




1.3.2 Linéarisation

Les procédés de linéarisation consistent d ramener la résolution du

probléme non linéaire (P) 3 celle d'une suite de programmes linéaires.

Pour cela, étant donnés une fonction non linéaire différentiable

h : R° > Ry
et un point
y € R"
dit "point de linéarisation", on substitue 3 h la fonction
h' @ R x RY > MR

telle que
h'(x3y) = h(y) + Vvh(y).(x - y) ¥x € R".

h' est affine par rapport 8 x et h'(.,y), ol y est fixé, est appelée

la "linéarisation de h au point y".

La valeur des fonctions h et h' sont égales si x = y.
La surface équipotentielle h'(x3;y) = h'(y;y) est donc un hyperplan
tangent & l'équipotentielle h(x) = h(y), d'ou le nom d'approximation

tangentielle donné & ce procédé.
On voit qu'une telle approximation ne sera en général valable qu'au
voisinage de y, en particulier dans les cas de courbure forte de

h(x).

PROPOSITION I.2

Si h est concave, on a, pour y fixé
h(x) ¢ h'(x;y) Vx,y € Rr".

Ceci est une conséquence immédiate des propriétés classiques sur la

convexité des fonctions.




L'algorithme itératif qui consiste, 3 chaque étape k, 3 résoudre un
probléme obtenu par linéarisation des fonctions f et g; de (P) en
prenant pour point de linéarisation 1l'optimum du probléme de 1'étape

k - 1, ne converge pas, comme il est montré dans [2u4].

On trouve dans la littérature plusieurs méthodes basées sur la
linéarisation 3 elles peuvent se rattacher a3 l'une des trois

approches suivantes

1) Linéarisation des fonctions en un grand nombre de

points choisis arbitrairement (méthodes 3 grille).

2) Linéarisation des fonctions en des points déterminés
de maniére itérative, les linéarisations précédentes
étant conservées 3 chaque itération (méthodes de plans

sécants) .

3) Linéarisation des fonctions en des points déterminés
de maniére itérative, mais sans conserver les linéa-
risations précédentes (méthodes de directions amélio-

rantes).

La méthode des Centres linéarisée, que nous allons maintenant envi-
sager, se rattache 4 la 3e approche. Toutefois, le procédé d'accélé-
ration de convergence, dit "algorithme de centrage", que nous expo-

serons ensuite, se rattache a la 2e approche.

I.4. La méthode des Centres par linéarisations.

(appelée communément, par abus de langage, méthode des Centres

linéarisée).




I.4.1 Généralités

Dans l1l'algorithme de la méthode des Centres (I.2.5) nous avons vu
que l'essentiel des calculs a chaque itération k consiste a résoudre
(Qk), c'est-3-dire maximiser sans contrainte, & 2 prés, la F-distance

sur le tfongon E(Ak)n B.
le principe de la méthode des Centres linéarisée est de résoudre
(Qk) par une suite, finie ou infinie, de programmes linéaires ayant

le méme nombre de contraintes que (P).

On suppose que B est un poly&dre linéaire fermé borné de R", donc
y

convexe.
On définit sur WR" x E la fonction
d(x,E(0)) = min {ke(£(x) - A, g () |1 € L}. kg € R

PROPOSITION I.3

La fonction d est une F-distance réguliére sur R" x E.

Démonstration : [23]

I.4.2 Recherche d'un e—centre du trongon E(X){1B.

> [R, Vi € L, des fonctions numériques

Soient g'i : ®RY x R)"

définies par

g'i(x;y) = gi(y) + Vgi(y).(x - y)

et soit £' : R" x R

définie par

> R la fonction numérique

frixzy) = f(y) + vi(y).(x - y)




Dé gindition 1.4.

On appelle F-distance linéarisée la fonctiomn

a': ® x B ox R > R

telle que
d'(x,23y) = min {k (£'(x3y)-2), g'i(x;y)li € L}.

PROPOSITION I.4.

Pour v fixé, la F-distance linéarisée est une fonction affine par
morceaux, continue et concave.

De plus, en utilisant la concavité des fonctions f et g;s on a:
d'(x,A3y) 3 d(x,)) ¥x,y € R, ¥r € (R.

Démonstration : [22]

La 2e propriété est une conséquence immédiate de la proposition I.2

ALGORITHME PARTIEL.

o
1) Choisir un point de départ y € B.

Faire h = o

2) Résoudre le programme mathématique

h Maximiser d'(x,A;?)

Q'(asy)
x € B

Soit % une solution optimale de Q'(A;?).

3) Déterminer h§1

4) Faire h = h+1 et aller en 2).

a1, E(a)) = max {d(x,EG)) | x € (5,81




On obtient ainsi une suite infinie de points ?, tels que d(y,E(A))

est une suite monotone non décroissante.

PROPOSITION I.S.

La suite {?} converge vers un centre du trongon E(A)() B.

Démonstration : [22]

Remarque 1

L'algorithme partiel impose ; € B, mais non nécessairement ; € A.
Ceci est dii aux propriétés particuliéres de la F-distance d choisie.
En pratique cependant,l'algorithme partiel étant utilisé pour trouver
un centre du troncon E(Ak)ﬂB,

on prendra

<o
"
b2}

Remarque 2

Si on remplace le point 3) de l'algorithme partiel par

3') Déterminer h§1

tel que

h+1

a3t JEGzaBLEGD) + pImaxtdtx,EOQ)) [xe ), B13ad},E(0))

avec p € Jo,1] constante indépendante de h, l'algorithme partiel
converge encore ([22]). Ce résultat est intéressant sur le plan
pratique ; il permet en effet de n'effectuer la maximisation de 1la
F-distance sur le segment [9,%] que de maniére approchée, ce qui auto-
rise les procédés de maximisation approchée utilisés par le calcul

sur ordinateur.




I.4.3 Utilisation de Ll'algorithme partiel.

Dans 1l'algorithme de la méthode des Centres on utilise l'algorithme
partiel pour déterminer, 3 chaque étape k, un e -centre du trongon
E(Ak)ﬂ B. En pratique, on ne calculera qu'un nombre fini de points

Y, en s'appuyant sur les propositions suivantes.

PROPOSITION I.6.

Si dans l'algorithme partiel on s'arréte 3 la premiére solution %
trouvée (c'est-3-dire si on n'effectue qu'une seule linéarisation par
troncature), et qu'on pose
: k+1 _ 1
x =Yy :
(o]
pour passer ad l'étape suilvante, etlsi x € BnE(AO),on obtient encore
une méthode de centres. En effet, ¥y est un ek-centre de E(Ak) rela-
tivement & B, c'est-da-dire que K e BAE(), ) Yk et ey}
quand k » « avec

> 0

k
€y 7 SUup {d(x,E(Ak))lx € BNE(X, )} - d(x,E(0 ).

Démonstration : [22]

L'algorithme général s'écrit alors

On se donne au départ A, € Ket % e BﬂE(xo)
Itération k

On dispose de § € BﬂE(Ak).

Soit

A = £%.

1) Déterminer § : d'(%,lk;§) = max {d'(x,xk;§)|x € B}.

2) Déterminer kil ¢ d(

k%1, EO )= max (d(x,EG ke %, 511,




PROPOSITION I.7.

Si de plus, au lieu de prendre k§1
k+1, _ 1 k+1
X y et x

rithme général,

encore une méthode de centres.

Démonstration {231,

%, on prend, comme dans 1l'algo-

dans le trongon E(A'k+1)(\B, on obtient

L'algorithme général s'écrit alors

o
On se donne au départ Ay € Ket x € BﬂE(AO)
Itération k
On dispose de § e BﬂE(Ak)}
Soit »
- k
N F f(x).
1) Déterminer § d'(%,xk;§) = max {d'(x,Ak;§)|x € B}.
2) Déterminer k&l d(k§1', E(Ak))z max{d(X,E(Ak)eréhgh
3) Choisir “X' dans ECA',,,)0B,
avec
k+1
' - '
Ais1 F fFOx™").

T.5. Algorithme de Centrage.
I.5.1 Généralités.

Dans bien des cas, la linéarisation
polyédre linéaire peu représentatif
de E(Ak) par sa linéarisation étant
déterminées pénétrent trés peu dans

Peut étre trés proche de la surface

des fonctions de (P) donne un

du trongon E(Ak) ; l'approximation
mauvaise, les directions [9,%]

le trongon, et 1l'e -centre trouvé

équipotentielle de la fonction éco-

nomique, ce qQui aboutit finalement & une faible amélioration sur 1la

valeur de f(x).
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La convergence pratique de la méthode peut donc étre ralentie.
Pour accélérer cette convergence pratique, on cherche a représenter

plus efficacement le domaine non linéaire.

On se place dans le cadre de l'algorithme de la proposition I.7.
L'algorithme de centrage réalise le point 3) de cet algorithme :
Choisir

k+1

X
dans
t
E(x', 400 B.

I1 utilise la construction de contraintes additionnelles obtenues
par linéarisation d'un contrainte ou de 1'équipotentielle de la fonc-

tion économique en des points sur la frontiére du trongon.

I1.5.2 Algorithme de Centrage généralisé.

Prendre

Poser

d'olx,A 3% = d'(x,2, 3% = min (K (£'(x3%-2),8". (3% i € L} ¥x e R". |
k k £ k i |
Choisir un point

[e]

v € E(Ak)ﬂB.

Faire h = o

1) Trouver, s'il existe, le point % ou le segment[g,%]

rencontre la frontiére du trongon E(Ak)r

he Fr(E(1 )N %, 0.




. h : S as . '
S'il n'existe pas de W, c'est-a-dire si E € E(Ak),
aller en 4).

Rechercher la contrainte passant par E 3 soit 1(x) cette

contrainte.

Définir une nouvelle F-distance linéarisée

a', G = min tdr G0, 1 osih).
+1

2) Trouver hu , optimum du programme mathématique

. . k
. 1 4 .
Maximiser d h+1(x,lk,x)

x € B
Déterminer "1l : d(hzi, E(AD)) = max{d(x,E(Ak))Ix e v,

Choisir un point ,
Pt e E(r) 0B,

3) Si h = h*, h* étant le nombre maximum de contraintes

additionnelles fixé 3 l'avance, aller en 4).

Sinon, faire h = h + 1 et aller en 1).

t1ln

¥ ’ : o]
4) Choisir, parmi les points t,%,...%, le point hx qui

donne la meilleure valeur de d.

Choisir pour point k§1 celui qui donne, parmi k§1' ou

kil", la meilleure valeur de la fonction économique f.

hiny




Cet algorithme généralise celui de [10] et [111].

A charue étape, on ajoute donc une contrainte 3 1l'expression de la
F-distance linéarisée. Chaque contrainte additionnelle introduite
tronque le polyédre linéarisé de maniére que 1'optimum B du programme
précédent devienne extérieur au nouveau poly&dre. On est donc assuré
que hﬁl = %.

D'autre part, pour ne pas trop augmenter le nombre de contraintes
additionnelles et donc le volume des calculs, et pour éviter certains
inconvénients numériques classiques dans les méthodes de linéarisation,
dus au fait que la matrice des contraintes a tendance 3 devenir

singuliére, on donnera en pratique d h* une valeur peu élevée.

1.5.3 Particularisation de l'algorithme.

Le choix des points Q dans E(Ak)nB est en principe arbitraire.

En pratique, on a intérét a les choisir de maniére a obtenir la
meilleure augmentation possible de d pour accélérer la convergence
de la méthode.

CHOIX N°1 ([101,[111).

On prend b - B own.,

A3 )}




Dans ce cas, on maximise toujours la F-distance d sur un segment par-
tant du dernier point % obtenu ; on est donc certain que la suite des

k;ln - h

valeurs de d(%, E(Ak)) obtenue est non décroissante. Donc t

dans le point 4) de l'algorithme.

CHOIX N°2 ([2]1).

k
X

vh.

On prend Q =

o

Dans ce cas, le segment considéré a toujours pour extrémité le méme
point X ; la suite des valeurs de d(%,E(Ak)) obtenue n'est en général

pas croissante.’
Remarque :

Dans toutes les expériences numériques effectuées, aussi bien avec

le choix n®1 qu'avec le choix n°2, l'algorithme de centrage a toujours

- . k+1" . k+1' ° - .
donné un point " x meilleur que ~x en valeur économique.

En pratique on a donc toujours pris k§1 = k;l“.




I.6. ASpects compiémentaires de la méthode.

I.6.1 Pondération des fonctions.

Nous avons défini (I.4.1) la F-distance par
d(x,E(0)) = min {k(£(x) -2), g, (x)[i € L}, k¢ € |R*.

Le coefficient de pondération k. de la fonction économique éloigne,

s'il est inférieur a 1, 1le centie du trongon de la surface équipoten-
tielle de la fonction, et le refjette donc vers l'optimum R.

I1 est possible d'ajuster, pour chaque probléme particulier, le coef-
ficient k. de maniére 3 accélérer le plus possible la convergence de

f
la méthode.

D'autrepart, une des caractéristiques essentielles de la méthode des
centres étant de trouver des points bien au centre des trongons
considérés, il est intéressant de donner une méme importance a toutes
les contraintes dans l'expression de la F-distance, de maniére & ob-
tenir une certaine symétrie.

Pour cela, les fonctions considérées sont normalisées, c'est-d-dire

divisées par la norme de leur gradient au point de linéarisation y.

On remplace donc

f(x)-2 gi(x)
f(x) - X par et gi(x) par
[ vECy) [ ]

, i€ L.
[lvg, 1|

On normalise de méme les fonctions linéarisées ; on remplace donc
frix;y)-A g's(x3y)

f'(x;y) ~ X par ‘ et g'i(x;y) par ., 1 € L.
Hiveeyy || | 1ve, (v ]




Les contraintes additionnelles de centrage sont normalisées de la

méme maniére, soit au point y, soit & leur point de linéarisation w.

On voit que la normalisation modifie les fonctions d& chaque troncature.
Les démonstrations de convergence de la méthode des centres doivent
donc &tre légeérement modifiées pour tenir compte de cette normalisation.
Les modifications nécessaires ont été réalisées dans [10] par 1l'intro-

duction de fonctions majorantes de la F-distance.

1.6.2 Obtention d'un point réalisable de départ.'

Nous reprenons ici 1l'algorithme fini exposé dans [23].
Considérons A ¢ R et B ¢ "
tels que

o
ANB #* 0.

On se donne une famille E d'ensembles de R telle que A € E et d

» P L . . n
une F-distance réguliére définie sur R x E.

On choisit une suite le, 3 olk €IN} tendant vers o quand k » =,

Itération k

On dispose de E,

€ E et de § tels que

E DA, E(1B * 0

k
o .
]><<€4EknB.
k .

d(X,E, ) > sup {d(x,Ek)Ix € E NB} - ¢.
- siXeans

prendre Bk+1 = Ek et k§1 = §.
~ Sinon

Choisir Ek+1 €kE tel que




PROPOSITION I.8., : (algorithme fini).

Jk* €N tel que
k 3 k* X

O.
> X € AQB.

Démonstration : [23].

PARTICULARISATION DE L'ALGORITHME.

Considérons le probléme (P) défini précédemment.
L'ensembde A de 1l'algorithme fini sera le trongon initial E(AO),
l'ensemble B le polyédre linéaire, et d la F-distance du minimum des

contraintes.
. . . [o] [e] (o]
On se donne au départ un point x € B, et on suppose que x £ E(Ao)
L'ensemble E(AO) est défini par
E(A ) = {x|f(x) - A3 0, g;(x) 3 0,1 €L}
On se donne E en définissant les Ek par

Gk’ gi(x) % 8y i € L}

E, = {x]f(x) - Ay >
avec -
8 € R .
3 t
Il est clair que 6k > Gk' > EkC:Ek .

D'aprés les définitions de d et E, on a

d(x,E, ) = min {f(x) - A_ - &, g (x) - 6k|i € L}

k’

min {f(x) - a_, gi(x)li €L} -6

d(x,E(AQ)) - 6k.




I.22

|
|
Les opérations 3 effectuer dans 1'algorithme fini sont donc :

Déterminer § tel que
k
d(X, E(A)) - & 3 sup {a(x,E(x D)) - lex € Ekﬂ B} - g

. k ° . .
et si X £ E(Ao)ﬂ B, choisir E, 4
tel que

ok
S 4q = A%, EGA)).

¢e qui peut s'écrire

P . k
Déterminer X

tel que
a%. E(x ) 5 sup {d(x,E(A))|x € E_ OB} - ¢
b ] O ’ p H fe) k k'

Les points § seront déterminés par linéarisation, comme dans 1'algo-
rithme partiel (I.4.2) ' '
Résoudre le programme mathématique
"Maximiser d'(x,xo;kil)
x € B

Soit k21 une solution optimale . Déterminer § tel que

ak,E(Q ) = max {d(x,EQ ) |x € k1, k32113,




L'algorithme ainsi particularisé est le méme que 1'algorithme
partiel de I.4.2. En effet on a vu que cet algorithme s'applique
méme dans le cas ol le point de départ n'appartient pas au trongon,

la seule hypothése nécessaire étant qu'il appartienne 3 B.

La proposition I.5. permet d'affirmer que la suite {§} converge vers

un centre du tron¢on E(Ao)(\B, ce qui implique que {ek} + O.

La proposition I.8. s'applique donc, ce qui démontre que 1l'algorithme

particularisé est fini.

En pratique, ceci revient 3 effectuer plusieurs linéarisations suc-
cessives du trongon E(Ao) ; on obtiendra nécessairement un point

réalisable au bout d'un nombre fini de linéarisations.
Remarque

On peut, comme en I.6.1, pdéndérer la fonction &conomique par un
coefficient kf < 1.

L'expérience montre qu'en général le premier point réalisable est
obtenu au bout d'un nombre plus grand de linéarisations, mais qu'il

est plus proche de l'optimum % de (P).
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II.1 Introduction.

Dans ce qui suit, nous utilisons 1l'algorithme de la proposi-
tion I.7., c'est-d-dire la méthode des centres linéarisée avec
centrage.

| Un des calculs essentiels de cet algorithme est la résolu-
tion du programme mathématique
Maximiser d'(x,A;y)
Q'(Ay) |« e B

avec y, le point de linéarisation, et A € K, fixés.

De méme, & chaque étape de 1l'algorithme de centrage, on doit résoudre

Maximiser d'h+1(x,A;y)

QcC! (As5y)
h+1i f x € B

avec d'h+1(x,A;y)=min{d'h(x,A;y), 1'(x;a)}.
la maximisation, sur le polyeédre linéaire B, de la F-distance linéarisée,
est donc un sous-probléme qui se pose fréquemment, et qu'il convient

d'optimiser du point de vue temps de calcul et encombrement mémoire.

Nous exposons dans ce chapitre deux approches possibles de

la résolution de ce probléme.

IT.2 Utilisation de 1a méthode simpliciale.

I1I.2.1 Générali tés.

De maniére classique, le programme Q'(Aj;y) est équivalent

au programme linéaire suivant, obtenu & l'aide d'une variable supplé-

mentaire yp

Maximiser u

Q"(A3y) g'i(x;y)-u;o ¥i €L
frx3y)-uzA -) so
X €B

A et y étant fixés.
On doit donc résoudre une suite de programmes linéaires Q"(Aij;y), de

Y

taille constante et de structure analogue 3 celle du probléme d'ori-
gine.

De méme, le programme QC' (a3y) est équivalent au programme linéaire.

h+1




I1.2

Maximiser u

‘ (x,u) € Sh S
" .
QC"y 41 (A3y) 1'(x38)-p30 h+1
x € B
Sy, étant le polyeédre en (x,u) correspondant au programme QC"h(x;y).

I1.2.2 Méthode simpliciale et duale-simpliciale en varvables

bornées.

Le programme Q"(X;y) est de la forme

Maximiser fx
(P) Ax = a
m
X gXgX
m M . s . .

ol X et x sont les bornes respectivement inférieure et supérieure
sur les variables.
La méthode simpliciale en variables bornées est donc bien adaptée a

la résolution de ce problime.

Rappelons bridvement les caractéristiques de cette méthode.
Soient I une base, I l'ensemble des indices hors-base, et (B+,B-)
une partition de I. On considére'la solution de base x(I,B+,B-)

définie par

X =xM
gt B*
_.m
X _=X. _
B~ B , _
xI=t - TB xM+ ~ TB xm_
B B
avec T = (AI)-lA et t = (AI)-la.

-~

Pour déterminer une variable candidate 3 entrer dans la base, on choi-
sit s € B : ds>o, ous € B : ds<o, d étant le critére de candida-

I
ture f-f"T.




de base.
Sinon, r est l'indice i1 donnant
changement de base I' = I + s -

B™ ; si 6 =8 elle passe dans B'

2e cas : s £ B
On effectue des calculs

Les programmes QC" (A3y) sont

h+1

~

4 4 "
non réalisable pour QC h+1

~

adaptée 3

calculs.

D'autre part, QC" (x3y) étant

h+1

ler cas : s € B+
On calculc ® = min {d,s,y} avec
m B M B .m
g -t T o xgr T X s
o = min B i€eTlI, Ti<0}
T, 8
i
M B M B
xg -t + T.7 x4 Ti xm”_ s
B8 = minJ ? B B | i€ I, T, »o}
T,
1
= XL X
Y= s s
Si 8=y, la variable s passe de B" 3 B” il n'y a pas de changement

le rapport minimum ; on effectue le

r. Si & = o, la variable r passe dans

s . S.
analogues avec -T.” au lieu de Ti .
i ;

obtenus en ajoutant, & raison d'une

3 la fois, des contraintes au programme linéaire Q"(A3;y). On connalt
une solution optimale réalisable de QC"h(A;y), qui-est donc optimale
(r3y), et on veut déterminer une solution
optimale réalisable de QC"h+1(A;y). La méthode duale-simplicialeest bien

la résolution d'un tel probléme et permet une économie de

de la forme (P) précédente, il est

logique d'utiliser la méthode duale-simpliciale en variables bornées.




IT.u4

Soient I une base, I l'ensemble des indices hors-base, et

(B+,B") une partition de I. On considére la 3olution de base

x(I,B+3B—) définie par

X = xM
B B*
m
X _ = X _
B B
B* M B _m
X7 = t - T x + " T x_
B B '
La variable qui sort de la base est r € I : xr<x3, ou
r €I : x >XM
r r
m
ler cas : X_<X
—_— r r

La variable r passe de I 3 B .

On calcule 6 = min {a,B8} avec

a3 .
min {;,' 5 ¢BY, T > 0}
TJ r
r

Q
i

o g
. . - j
min {¥3—l j€B, T, <o}
r

w
1}

L'indice s de la variable candidate est 1'indice j donnant le

rapport minimum.

| M
2e cas X_>X
. ‘ s ot
- La variable r passe de I 4 B .

On effectue des calculs analogues

avec -T3 au lieu de 3.
r r




II.5

IT1.2.3 Méthode de l'inverse explicite

Nous utilisons, plutdt que la méthode du calcul complet du
tableau simplicial 3 chaque itération, la méthode dite "révisée" ou
"de 1l'inverse explicite" : on conserve en mémoire la matrice A et

l1'inverse de base (AI)-1

, que 1l'on modifie & chaque changement de base.
Si le programme linéaire est de grande taille, la méthode de

l'inverse explicite permet d'utiliser le creux de la matrice, qui

devient de plus en plus important au fur et 3 mesure que la taille du

probléme augmente. On utilise pour cela des procédés de "compactifica-

tion de l'inverse", qui consistent 3 ranger (AI)-1 en mémoire sous

une forme plus condensée que la forme explicite, par factorisation en

particulier, comme on le verra en II.2.4 et II.2.5.

Si 1'on effectue le changement de base I' = I-r+s
Soit T® = (AI)—lAs. On a les formules de transformation
TS
I' . -1.73 I.-1,3 i I.- 1.3 . s
(A" )™ = «anH™H) - ;g (aH™ H) 1,5 €I-r=1I'-s
r
Vo4 s 4 s
«ath™hHl = L ahh3 j € I-r=1I's
s TS r
r
TS
t - - 1 -
(atH™hHs - ah HT - LeahhHr i €I-r=1I's
i s r
T
r
I _ 1 -
(a”H™hHe - ah™HT
s e r
r

Les éléments nécessaires au changement de base sont

at = #1 - gTaly-1p1




(A

I)-l

II.®6

IT.2.4 Factorisation de 1'inverse.

Soit Jm

k t P ”~ . . . ” 3 .
(e”)" son transposé. On vérifie aisément les propriétés suivantes

- - ” ' k
la matrice unité d'ordre m,e

PROPOSITION II.1

r‘
1\ |1
~

~ 0
~ )
. ~ 1 |
Soit M = , Mk
k
!
0 :
|
L My

| _ i
(™
\ 0 |

N\ |

\ . ‘

-1 _ 1 ;
W

I

|

0 1

_

8

e e s
le kZ vecteur unitaire, et

N

= Jm +(Mk—ek)(ek)t‘

- K, kit
}gm_(pf)i) e e
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PROPOSITION II.Z.

. 0

\ !
\ 0 |
AN
\ 0]

Soit M(k) = 1 Mi d'ordre m

0 1

Y,

Le produit M(m)M(m—l)...M(z)M(l) est une matrice triangulaire supé-

(k).

rieure dont les éléments de la colonne k sont ceux de la matrice M

PROPOSITION II.3.

(k) 1

Soit M = d'ordre m

(1)M(2). (m)

Le produit M est une matrice trianguilaire inférieure

..M
dont les éléments de la colonne k sont cdeux de la matrice M(k).

. I e s 2 .
La matrice de base A est indicée en lignes et en colonnes par I,
avec |I| = m. Dans tout ce qui suit, on suppose que l'ensemble I est
ordonné, c'est-d-dire qu'on définit un isomorphisme entre I et

'\

{t,...m}, ~tel qu'a tout k € I il coreespond un unique indice

1€ {1,...m}.
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FACTORISATION PAR DIAGONALISATION (P. F. I.)

Ce procédé est basé sur la méthode d'inversion de Jordan.
La matrice de base AI
I _ p(Dp(2)  p(m)

A =
dron (aly-1 o p(m-1  p(2)-1.(1)-1
()

chacune des matrices E

étant d'ordre m, on'peut écrire

, indicée en lignes et en colonnes par I,

étant construite 3 partir glune colonne de AI, de la fagon suivante

- Kk M
1 : 11
N . 0 |
N |
\ | 0]
. \ .
g1 . - 1 nf - Jm+(nk-ek) ()t
g
] ~
0 : ~
i o ,
nk S

avec nk = g<1-1>-1‘;;E<2>f1E(1371!k;
s p(1)-1 k. -1 k

' = -

D'ou E = J (4:%)

k € I.

(nk-eXy eyt

(V-1

Les matrices E , €tant des matrices unité 3 1l'exception de leur

colonne k, peuvent &tre définies en mémoire par 1l'indice k définis-

sant la colonne non unitaire, ainsi que la valeur numérique des

é1éments non nuls dans la colonne et leur indice de ligne correspon-

dant. ‘

En pratique, pour obtenir une factorisation aussi condenség que
possible, on &échange les colonnes et les lignes de AI de maniére a
rendre la matrice aussi proche que possible d'une matrice triangu-

laire inférieure :
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Ly

A" = CB

D E L2

avec L1 et L2 triangulaires inférieures et B aussi petite que
possible
AI peut alors é&tre factorisée

L J J J
1 P p p
al ={ ¢ 2 B J J
q q q
D J J E J. L
r b 2

L,etL, étant triangulairesiinférieures, le calcul de la forme

produit n'est non trivial que pour la sous-matrice B.

FACTORISATION PAR TRIANGULARISATION (E. F. I.)

Ce procédé est basé syr la méthode d'inversion de Gauss.

On sait qu'il existe une matrice L triangulaire inférieure et
une matrice Y triangulaire supérieure, indicées en lignes et en
colonnes par I, telles que al - LV.

Soient Lk

k € I.

Considérons une partition de I

et Uk les colonnes d'indice k respectivementdde L et U,

\
\
\

\
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I = 11U{R}UI2

On peut factoriser L
L = L

(1)

avec L = Jm + (Lk-ek)(ek)t =

- kK _q - \
proa LT 1=3m - (L) Tekoeky (et

Si {1,...1-1} est 1l'ensemble d'indices isomorphe a I1

k (1—1)-1. .L(Z)_lL(l)-iAk

‘Soit o =L .
¥ et UX sont données par
k_ L .k—kC
Ly =0, 1 €I, s L% =ay, 1€ {x}J I,.
k. k.o S . .
Ui’ ary 1 € 11 H Uk =1 3 Ui = 0, 1 € 12

U peut également &tre factorisée en colonnes
U =lJ(nﬂu(m-l) U(2hﬁ1)

avec U(l)z Jm + (Uk—ek) (ek)t =

- k k t
plod ul1 : J - W ey (e .

(1)L(2)...L(m) . (

0
K
e
1
N
t N
! N
Lk 0 M
m
J
gk )
il
{
I'Jk 0
k-1
1
\
AN
\




I1.11

-1 (1)—1...'v(m)—1 L (m-1 Ifl)—l

On a donck(AI) = U

Il est également possible de factoriser Y en lignes
(m) (m 1) (1)

U= ...U
(1) _ K, o kit
avec U = Jm + e (Uk (e™) )
(1. I
~ 0
N
A K+1 m
SRR | A |
= « 'k K
N 0
\ i
0 N
\ \1 _)
pron p¢Pt - J_ - ek(Uk-(ek)t)

Cette factorisation de VU en lignes est 1nteressante dans le cas
ol AI est symétrique ; en effet on a alors U] = Ei , 1, J €I,

' 1t
ce qui permet de ne” conserver en mémoire que I'uneldes matrices L
ou U, la factgrisatioﬁ de U étant symétrique de celle de L au
coefficient Li prés. Si AI n'est pas symétrique en valeur mais l'est
en structure, la symétrie de structure est conservée, ce qui permet

aussi un gain de place dans les procédés d'indigage ([38]).

En pratique, pour obtenir une factorisation aussi condensée que pos-
. ” - I LY ~
sible, on échange les colonnes et les lignes de A" de maniere 4 obte-

nir la répartition

Ly

= 1 '
A D' L ZE
C B
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D' et E' étant les matrices D et E précédentes dont l'ordre des lignes

a été inversé ; L'2 étant la matrice

lignes et celui des colonnes ont été

1
L'y

non triviale est celle de B.

est donc triangulaire supérieure’

L, précédente dont 1l'ordre des
inversés.
L3 encore, la seule factorisation

RELATION ENTRE P. F. I. ET

E. F. I.

En utilisamt les définitions précédentes, nous avons

p(m=-1 o (1)-1 T _ 7

L(m)_l...L(i)_l AI =V

Considérons la colonne non unitaire de E

On définit les vecteurs Vk
Kk _ . Sk Lk
Vi =o,i€1I,; V5=
k _ k .~ Lok
Wy =g, i €I, 5 W=
a

o

1
K o X
V- = X WS o=

Tk

[}

]

]

]

!

\ m/

et on définit les matrices
V(l) = Jm + (Vk - ek) (ek
A R A AN

Nous

0
.1

k
"k

<)
k

et W .

Ny i€ {k}l)Iz.

o, i € {(k}VI,.

"
1

t =

e - -~
~
-

o--- - -0

,,
N

)t

witons un résultat de [u4]

(1)
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PROPOSITION II. 4.

on an = (L+d - 0D wer.

Démonstration

a) On montre par récurrence que V(l) = L(l) ¥1 = 1,...m,
P (1) _ (1) _ (1)
I1 est évident que L = E =V .
Supponsons que V(]) = L‘J) ¥j, 1 s jJ <1 < m.
On vérifie facilement que V(J)W(]) = E(J) ¥y = 1,...m

et que v(i)w(j) = W(j)V(i) pour 1 g ji< i g ( I
E(1-1)—1.”E(1)-1AI - w(l-l)-IVKl-l)—l w%l) 1 1)- 1A

(1_1)_1...W(1)_1V(1_1)_1 V(l)—lAI

= W .o
- W(l—l)_l...w(l)-lL(l—l)-l...L(l)—lAI
G p(L-1-1 L (2)-1.(1) -1,k
- w(l—l)-l... (1)—1L(1-1)—1...L(1)-1Ak
w(l-l)-l (1) 1 k
- “ o a -
Les matrices W(l)-l,... (1-1)—1sont de la forme M(k) de
la prop051t10n IT.2., avec Mk
Donc n}; = ou pour j € {k} UI
D" ou d'apres la définition de Lk n? = L? pour j € {k}l)12
Donc L1 V(l)
b) Comme précédemment on peut écrire
B(m)-1.”E(1)—1AI =7 = w(m)_i...w(i)-lL(m)-l...L(1)°1AI,
, w(m)—l‘..w(l)—lu.
Donc U-l - w(m)—lo;. (1)—1
D'aprés la propositfion II.2., les colonnes non unitaires

(-1

des matrices W sont égales aux colonnes de méme indice

de la matrice U-
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D'autre part, w-1 ., . WXyt ; donc
w1 2 - WD gron Tk o opek 1k,
On a donc
(L +J_ - RS LI L T R
IEPEEEDIS SR NPTHE SRS N
s DR, Dk K
Op L1 g 5 (L(l))k . (V(l))k I S
D'autre part (W(l))k = Wk v X
Donc (L + Jm + U_l)k TR T nk.

L'encombrement mémoire de la méthode P F I est donc L + I -'U-l,
alors que celui de la méthode E F I est L - Jm + U. Pour comparer

la place occupée par ces deux méthodes il faut donc comparer le nombre
d'éléments non nuls de U et U_l.

Or il est montré dans [4] que, si les éléments diagonaux de al sont
non nuls, la méthode E F I est minimale pour 1l'encombrement mémoire,
c'est-3-dire qu'il n'existe pas de méthode calculant L et Udl qui
utilise moins de place (ceci implique en particulier que la forme
factorisée de U déterminée par la méthode E F I n'a jamais plus
d'éléménts non nuls que la forme factorisée de U1, on voit donc
1'intérét de cette méthode.

Remarque :

I1 existe d'autres méthodes de triangularisation, en particulier 1la
méthode de Householder, qui utilise des matrices de transformation
orthogonales, et la méthode de Givens, qui utilise des matrices de
rotation. Ces méthodes semblent meilleures que 1'élimination de Gauss
du point de vue de la propagation des erreurs d'arrondi, mais elles

ne sont pas minimales du point de vue de l'encombrement mémoire.
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I1.2.5 Méthodes de compactification et de mise d jour de L'inverse

de base.

En nous inspirant de [35], nous citons quatre types de méthodes de
rangement en mémoire de l'inverse de base. La premiére méthode

utilise la factorisation, par diagonalisation et les trois autres

la factorisation par triangularisation. A une étape k quelconque

de la méthode simpliciale, 1a matrice A est indicée en lignes par I.

A 1'étape k + 1, aprés qu'on ait effectué le changement de base

I' =TI -r + s, la matrice A est indicée en lignes par I'. En fait, la
matrice A n'a pas changé ; seule sa ligne r a été renumérotée s.

Dans ces conditions on peut, par abus de langage, considérer indiffé-
remment la matrice A comme indicée par I ou I' en identifiant les
indices r et s. Dans ce qui suit, on utilisera cette convention partout

ol cela ne crée pas d'ambiguité.

1ére méthode

On effectue le changement de base I' = I - r + s,
soit nt*l = (aly71aS,
LI - -
on a (AI ) 1 _ E(1+1) 1(AI) 1 vec E(1+1) = d 4 (n1+1_er) eSHt.

(1+1)

La matrice E est indicée en lignes par I et en colonnes par I' ;

son inverse E(l+1)_1 est donc indicée en lignes par I' et en colonnes
par I.
Dro, si (ah)71 = g{P-1  g(2)-1p(D-1

Caltym1 L p(Le)-1(D-1 (D=1

La mise 3@ jour de l'inverse de base consiste donc a ajouter une

matrice E(l) 3 la fin de la liste.

Pour calculer une ligne ou une colonne du tableau simplicial, on
effectue une suite de produits vecteur-matrice, de la gauche vers

la droite ou de la droite vers la gauche, chaque produit ne modifiant
au plus qu'un élément dans le vecteur ; de plus,; les multiplications

portant sur des éléments nuls ne sont pas effectuées.




Considérons la matrice V = V
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L'avantage printipal de cette méthode est sa grande simplicité de
mise en ceuvre ; d'autre part elle conduit & un minimum du point de

vue wolume des calculs.

2e méthode.

1 U(l)—l.

on a AT = LU, d'od (AD)™? = tm-1p(m-1 0y (1)-1

On effectue le changement de base I' = I - r + s.

Considérons le partitionnement de I'

]
I 1
1
AI =
S.
\
I 2
I .
1 5 1%
' - T J11 N - ' ' 'y
avec I' = I 1 V{s} VI 9 (d'ou I I 1 Vir} U I 2
[Tl =k -1, |I»'2| =m- k.
Soient U(l),...U(k—l) les facteurs correspondant aux colonnes d'in-
dices j € I'1 de AI, U(k) le facteur correspondant & la colonne r de
AI, et U(k+1),...U(m) les facteurs correspondant aux colonnes d'indi-
. I
ces j € I', de A".

2
(k+1)_1...u(m)-lL(m)_l...L(l)-lAI.

(k)u(k-l). U(1)'.

On a V =0 ‘e
(k+1)-1

- \]
La matrice V' = U (1) 1AI,

..;U(m)_iL(m)-l...L est identique a

-V pour les colonnes j € I'1UI'2 ; sa colonne s est égale a

v1S - U(k+1)-1'.’“(melL(m)-lj..L(l)-l AS.
¢ T(k)

Soi = Jm + (V'S - es) (es)t.
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En factorisant la matrice V' on obtient

L. - - - - - - - -
D'Oﬁ,(AI ) 1 = U(l) 1"'U(k 1) 1T(k) Iu(k+1) 1!..u(m) 1L(m) 1...L(1) 1.
La factorisation de (AT )1 est donc obtentwe3 partir de celle de (aly-1
en remplagant le facteur pl-1 par plk)=1,

Lors du changement de base suivant, la mise & jour de l'inverse peut
s'effectuer différemment. Soit I" = I' - p + q ce changement de base.
2 cas sont 3 consgidérer :

ler cas p eI, Pis).
Considérons le ’‘partitionnement de I".

I"

1" "
I", q I"y;s I',

avec I" = I"1U{q}UI"2U{s}UI'2 (d'od I' = I"lu{p}ux"zu{s}ux'z,)'

II"ll = 1 - 1 (donc 1lgk).

U(l) ) oo .U(l-l)

Soient les facteurs correspondant aux colonnes d'indices

: : .

j € I"iide AI ,U(lb le facteur correspondant & la colonne p de AI

=R p¢k-1)
,. @

Il

b}

et -
j € I"2 de A

On peut écrire . '
U(l)U(l-i)...u(l) - U(1+1)-1...

..L(l)_l I

les facteurs correspondant aux colonnes d'indices

u(k-i)-iT(k)—lu(k+1)-1. . .U(m)_iL(m)-lﬁ Y

A

D'ol en raisonnant comme précédemment
- - - - - - - - 1]
U(}l) 1.. u(k 1) 1T(k) lu(k+1) 1---U(m) lL(m) 1...L(1) 1AI

T(l) (1_1)...U(1).

U
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avec T(l) = Jm + (an - eq) (eq)t

ar ynd = p{ID-1 01100 -1k 1) -1

prod al"y~1 - (-1 y(1-1-1,(1)-1

U(k+1)_1...U(m)_1L(m)~1;..L(1)_1;

...U(m)QlL(m)—l...L(l)-lAq.

pB* =1 k-1 -1,00-1

"
I ) 1 est donc obtenw 3 partir de

(1)-1 par T(l)-i

Dans ce cas la factorisation de (A

' -
celle de (AI ) 1 en remplagant le facteur VU

2e cas : p € I

A 2°
on a U(k_l)...U(l) - T(k)—lv, |
- - - - - "
La matrice yn = T "lylkrD)=1  y(m=1,(m=1 (D=1 41" o5t fden-
tique a T(k)-1V' pour les colonnes d'indices j € I' - p = I" -

sa colonne g est égale a VAL T(k)—lu(k+1)_1...u(m)'1 _ Ifﬂo'i Ifl)';dq-~

Soit T(l) = Jm + (vrd - eq)(eq)t

En factorisant la matrice V" on obtieént

o= T(l)U(k-l)...U(l)
’ " - - - - - - -— -
D'od (AI ) 1. u(l) 1...U(k 1) 1T(l) 1T(k) 1U(k+1) 1...U(m) 1L(m) 1..
L(1)-1
Dans ce cas la factorisation de (AI")-1 est donc obtenue @ partir de

1 -
celle de (AI_) 1 en ajoutant 3 gauche de Tgk) 1

en ne supprimant aucun facteur.

le facteur T(l)-I’ et

On voit que cette méthode conduit & des problémes de mise 3 jour du

fich‘ie'r‘U-1 car il faut intercaler des facteurs T?~1 gans 1a facto-
risation, ce qui oblige & chaque fois & recopier le fichier ou 3 -

utiliser des techniques d'indigage complexes et cofliteuses.

D'autre part cette méthode, bien que basée au départ sur une décompo-
sition triangulaire, utilise une technique analogue 3 la méthode 1 et
lui est comparable du point de vue croissance du nombre d'é€léments

non nuls. Elle semble donc ne présenter qu'un intérét limité.
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3e méthode
on a AT = Lu, dron (aT)™% = yiLOmMm1 | (D=1
On effectue le changement de base I' = I - r + s

Considérons le partitionnement de I' comme dans 1la méthode 2
| B— 1 \ : t AT - ! !

I' = I',VU{s}VI', (d'ou I = I' U{r}VUI',)

11'11 =k -1, |I'2| =m- k

1,1 1,1

A~ est identique 3 la matrice U = L™ A" pour les colon-
1,s
A -

La matrice L~
nes j €-I'1UI'2 ; sa colonne s est égale 3 L~

. —1 I' P . - ! -
Dans la matrice L "A~ , on réordonne les indices de colonnes de maniére

d amener la colonne s en position m. On obtient ainsi une matrice de
Hessenberg.

- 1
H=1L 1AI Q Q matrice de permutation

I"

KR

I'

T I'. s
1 2 ,
Les éléments sous la diagonale dans les colonnes d'indices j € I 2
sont alors éliminés par un ensemble de transformatiorsélémentaires ;
on obtient une nouvelle matrice triangulaire supérieure

U' - v(m""l) .. oV(k)H

avec les matrices V(l)

de la forme ~
(1
AN

(1)




(1)

Les matrices V
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sont en nombre m - k. Elles comportent en-dehors

de la diagonale un seul élément non nul et il suffit de ranger en

mémoire la valeur de cet élément et son indice de colonne.

On obtient finalement

(a1 - qu

-1 ~1V(m—1)...v(k)L-1.

ce qui donne une nouvelle factorisation de l'inverse de base.

I1 suffit d'ajouter les matrices V

(1)

gauche du fichier L~

1

I1 est par contre plus difficile de mettre 3 jour le fichier U—1

P . S P4 "1
écrit sous forme condensée, car le nombre d'éléments non nuls de Y

croit.. -

D'autre part, plus le nombre d'éléments non nuls de U—l croit et

plus le volume des calculs par itération augmente.

Cependant, cette méthode, étant basée sur la triangularisation, est,

du point de vue croissance du nombre d'éléments non nuls, meilleure

que les méthodes 1 et 2.

Remarque 1

avant chaque trans formation V(

1)

on peut, par permutation de lignes,

amener sur la diagonale 1'élément dont la valeur est la plus grande

possible, pour minimiser les erreurs d'arrondi.

des matrices de permutation.

RemarqueiZ :

les matrices L

p(3) .

(1)~1

~ . sont de la forme
1\
~
~
~N
~
\1 .
P3
]
P.J

!

!
pJ
m

I1 faut alors utiliser
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On montre facilement les 3 propriétés suivantes, analogues aux

propriétés citées dans [9]
@Tmpm I PP S

Par commutations successives on peut donc amener la matrice T

(1)

d gauche de P(l+1)
T(1)P(1+1) _ P(1+1)P,(1)
(1) . (1) PP
avec P matrice de la forme P , définie par
. _ i : . i+1 .
1 ¢ 1 T. . pil P. 1 s s
P ; < 1, P 141 = i+l 3 P 5 = J Ti+1 ¥j>1 + 1
i+1 i+l
Pi+1 Pi+1

On peut donc remplacer le produit T(l)P(lfl)P(l) par P(1+1)P'(1)P(l).
P,(i)p(i) - P,,(i) : '

(1) (1), définie.par

avec p" ] matrice de la forme P
P"T = P'T PT ; Pt = pripl 4+ Pl yisi,
i i i j j i 3

On voit donc qu'en utilisant ces propriétés on peut calculer une
nouvelle matrice L' Ttelle que L'™1 = y(m-1) - yGa -1

et d'avoir en mémoire la factorisation de cette matrice.

Ceci permet de conserver une décomposition triangulaire. Toutefois

Y

ce n'est pas essentiel 3 la méthode. On peut remarquer que cela con-
duit 3 une augmentation du nombre d'éléments non nuls de 1 ; 11
faudra donc modifier le fichier L_l, d'ou les mémes inconvénients que

ceux signalés plus haut pour le fichier U-l.

4e méthode

on a AT = Lv, d'on (al)™1 - D1

(m)—lL(m)—l L(l)—l.

v

On effectue le changement de base I' = I - r + s.

Considérons le partitionnement de I' comme dans les méthodes 2 et3.
t - T 1 A - T '

I' = I' U(s}UI', (d'od I =1I', Uir} b1 2)

f1° =k -1, ]I'2| =m-k

n
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R - t
Comme dans la méthode 3, la matrice L 1al

U = L—lAI'pour les colonnes Jj € I'1UI’2 ; sa colonne s est égale
1

est identique & la matrice

3 L"1A%. on va chercher 3 rendre L—lA triangulaire supérieure.

On commence par annuler les &léments de la ligne s de la matrice dans
les colonnes J € I'2.Pour cela on forme le vecteur de dimension m

)
k L
Y

(v = (0,u 2yp~1,

On consideére la matrice V(k) = Jm + es(vk)t, d'ou

- o1 - '
V(k) 1. Jm - es(vk)t, et on forme la matrice V(k) 1y, 1AI .
- !
Les colonnes d'indices j € I'l\){s} de L 1AI sont inchangées
(k)-1 ‘

par la transformation V , car les éléments de (Vk)t sont nuls

dans les colonnes j € I'i\J {s}. Considérons les colonnes d'indices
)
en cec colonnes L—lA " est identique a U, donc

2_ . -
L 1A' est identique 3 v¥) ~1y,

;€ I
v(k)—l

Or on a

y(R-1y . - eSWOYH v v - ST

]
N
e,

"
<
I
®
»
”~~
o
(=]

Il

La matrice V L™ *A" ‘est donc identique 3 1"2al" sauf en sa ligne

s dont les éléments appartenant aux colonnes j € I'2 ont été annulés.

- - t
V(k) 1L 1AI

Soit alors

TS - V(k)-l

(k)

L-lAS et T
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(k)-1 a (k) “1-1 A , la colonne s

Si on applique la transformation T
de la matrice devient uhitaire, et les colonnes d'indices j € I'2 sont
inchangées puisqu'elles ont un O en ligne s. On obtient donc une
matrice triangulaire supérieure U'.

u' = T(k)~1v(k)-1L 1AI'.

U' est obtenwe a partir de U en remplagant la ligne s et la colonne r

de U par le vecteur unité (e™7t ou eS.
r - - - - -
Dot (al'y1 = grip(0=1,00-1 -1

U'_1 se déduit de U_1 comme V' de U et sa factorisation est immédiate.

I1 semble qu'en général le nombre d'éléments non nuls cré€s dans les
(k) (k)
et V

créés dans la méthode 3.

matrices T soit comparable au nombre des nouveaux éléments

-~

Mais ici le nombre d‘'éléments de U‘ldécroit d chaque itératicn, ce qui
montre que la méthode 4 est supérieure du point de vue encombrement
mémoire. Il faut toutefois remarquer qu'il peut &tre difficile de
"récupérer" la place laissée libre dans u? par la création de zéros.
La mise & jour du fichier 71 ne présente pas de difficultés car les

(k)-lv(k)—l s . . ‘ A—1'

facteurs 7T se placent a4 gauche de la factorisation de L

-~

- ”~ - k t ol
Mais le volume de calculs nécessaire pour calculer (v ) croit &

chaque itération et peut devenir important.

Remargue

avant d'annuler les éléments des colonnes j € I' de la ligne s de la
matrice L 1AI ,» on peut, comme dans la méthode 3, transformer LniAI'
en matrlce de Hessenberg en amenant la colonne s en position m :

H =L "A Q

Puis on annule les éléments des colonnes j € I', de la ligne s de H
- - - !
(k) 14 =“V(k) 171 41 9.

Pour obtenir une matrice triangulaire supérieure U', il suffit alors

en formant V

d'amener la ligne s en position m.
! - - — - -
Dlod (Al )™l = quiTlyTly-1 7l
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(k)

Soit U le facteur correspondant d la colonne r de U.

1

Pour obtenir U'—lQ_ 3 partir de la factorisation de vt

b]

il suffit de supprimer de cette factorisation le facteur U(k)_l,

d'annuler tous les éléments correspondant d@ la ligne r de U-l, et

d'ajouter, a droite de la factorisation de U—l, un nouveau facteur
(m)-1 N . s _ y(k)-1.-1,s
U construit & partir du vecteur T~ =V L A",
On voit que dans cette variante la matrice T(k)_l, c'est-j-dire

(m)-1 1

le nouveau facteur U , s'intégre dans la factorisation de U .

Ceci a un double avantage : d'une part le volume des calculs néces-
. k . .

saires pour calculer (v )t est moins important ; d'autre part le

calcul de T° n'utilise plus les matrices T(k)

des itérations précé-
dentes, ce qui réduit la croissance du nombre d'éléments non nuls.
Les expériences numériques rapportées dans [14] montrent que cette

méthode donne d'excellents résultats.

I1.2.6 Eliminations ordonnées.

Dans la méthode simhpliciale, le pivot est déterminé par 1l'indice
de la variable qui entre dans la base et celui de la variable qui

en sort. Le choix du pivot n'est donc pas libre.

Mais, de maniére classique, pour minimiser 1l'accumulation des erreurs

d'arrondi et pour diminuer la croissance du nombre d'éléments non nuls,

24 T . I
on réinverse périodiquement la matrice de base A™.

On peut méme, au lieu de mettre a jour AI d chaque changement de base,

la réinverser & chaque itération. On a alors une méthode simpliciale

"avec calculs directs" (nous détaillerons ce procédé en II.2.7.)

Dans ce cas, le choix des pivots successifs est libre. Un exemple
simple montre qu'on peut les choisir de maniére a minimiser la

croissante du nombre d'éléments non nulklors de l'inversion




II.25

Soit la matrice

% k%
Yo% N . P
M = ou * représente un élément
wte ~le
non nul.
x x
Triangularisons cette matrice par élimination de Gauss.

Si nous éliminons les variables dans 1'ordre 1,2,3, les pivots
étant choisis sur la diagonale, la matrice aura les structures

successives suivantes ¢

9 IR

% % % ok % * Y F K %

M = * Y % M Y % % M. = % %
1 * % 0k 2 ¥ % 3 * %
* % % * * X

On voit que la matrice triangulaire supérieure obtenw est entidre-
ment remplie de termes non nuls. .

Si par contre nous éliminons les variables dans 1'ordre 4L,3,2,

les pivots étant choisis sur la diagonale, la matrice aura les

structures successives suivantes :

L * * * * * * *

M - * * M = * % M = * * M= * %
) * % | 1 k% 2 * % 3 * %
*ok k% * ok * | %% i *

La matrice triangulaire supérieure obtenue est beaucoup plus
creuse. D'autre part, les matrices intermédiaires &tant également
Plus creuses, les matrices de transformation le sont aussi.
L'encombrement-mémoire de la 2e décomposition est donc plus faible.
L'ordre optimal de choix des pivots dépend de la structure de la
matrice considérée. En pratique on utilise diverses techniques, dont

aucune n'est optimale mais qui améliorent largement les performances

dans ce domaine.
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1er cas

Les pivots doivent &tre choisis sur la diagonale.

C'est en particulier le cas si AI est symétrique, en valeur ou en
structure.

le méthode

on numérote les lignes de AI en fonction du nombre de termes non
nuls qu'elles contiennent, la ligne n®1 étant la plus creuse. L'ordre

des pivots est I'ordre de cette numérotation.

2e méthode

3 chaque étape k de 1'e11m1nat10n on choisit comme ligne du pivot

la ligne la plus creuse de la matrice K en cours de transformation.

Cette méthode est trés simple et donne de trés bons résultats.

Elle est fréquemment employée (par exemple [38]).

3e méthode ([7]1) : & chaque étape k on choisit le pivot tel que la

trans formation effectuée crée le plus petit nombre d'éléments non nuls

801t(5) le nombre d'@léments non nuls de 1~ ligne 1 de k) (non com-

pris 1 élément dlagonal) (5) le nombre d'element?kgon nuls de la co-
lonne i de (K) (non compris l élément diagonal), Mi la sous-matrice
formée des intersections des (51 lignes correspondant aux termes

non nuls de la colonne i avec les (%i colonnes correspondant aux

termes non nuls de la ligne i (non comprises la ligne et la éolonne i),

et (Ei le nombre d'éléments non nuls de (ﬁ) Le nombre d'éléments créés

par pivotage sur (Kai est (¥i = (E)(ﬁ) - - (é; - (gi

s e s ( . . .
On choisit i tel que ‘5; soit minimum.

2e cas : cas général ([33])

Soit (E) le nombre d'éléments non nuls en ligne i de (h)

Pour toutes les colonnes j de (E) on calcule (5) = (E) la somme
étant faite sur les lignes correspondant aux éléments non nuls dans
la colonne Jj de kz et on choisit j tel que Bﬁ soit minimum.

Pour déterminer la ligne i du pivot, on choisit le i qui minimise (E%.
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I1.2.7. Méthode simpliciale avec calcul directs.

Comme nous l'avons remarjué précédemment, tous les programmes linéaires
obtenus par linéarisation possédent une structure comparable, et on
remarque que, d'une linéarisation 3 l'autre, et méme d'une troncature
a l'autre, la base optimale de ces programmes linéaires change peu,

et devient méme en général constante au bout de quelques itérations.

Si nous considérons, par exemple, la résolution du probléme n°4 de
l'annexe Al, nous obtenons la suite de bases optimales suilvante

Troncature Base optimale
1 3,6,10,12,14
2 2,3,7,10,14
3 2,3,7,10,14

|

La base optimale est ensuite constante jusqu'd 1l'optimum.

Il est donc intéressant de pouvoir "forcer" cette base, c'est-a-dire
de partir, pour chaque programme linéaire, de la base optimale du
programme linéaire précédent, et on peut penser qu'on arrivera ainsi
au véritable optimum, soit directement, soit au bout de trés peu

de changements de base, ce qui permettra un gain de temps de calcul
appréciable.

D'autre part, nous avons vu, dans le paragraphe précédent, que pour
minimiser la croissance du nombre d'éléments non nuls a@ enregistrer
en mémoire, on a intérét i réinverser la matrice de base AI le plus
souvent possible.

Ces deux considérations nous ont conduit 3 adopter une méthode sim-
pliciale avec calculs directs. Les é1léments nécessaires aux changements

de base sont calculés comme solutions de systémes d'équations linéaires.
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Le programme linéaire é€tant donné par

Maximiser fx

(P) Ax = a
x™ < X < xM
I.-1 BY M B~
la solution de base est x; = (A7) "(a- A" x -A xm_)
+ - B B

d'ou AIxI = a- AP xM+ - AB xm_

B B
la colonne candidate est T° = (AI) 1AS
dtod AlTS = AS . )

s . T I I, I.-1

le critére de candidature est d- = £~ - uA® avec u = fT(A™)

arod (ahyt,t = (gD E.

On doit donc résoudre pour une base donnée deux systémes avec la
matrice AI et un systéme avec sa transposée. |

Comme nous l'avons signalé, nous voulons résoudre le programme (P)

en partant d'une base I imposée quelconque.

Si la solution de base correspondante. est réalisable, il suffit
d'effectuer des changements de base en appliquant la méthode simpli-
ciale, jusqu'd 1'optimum.

Si la solution de base correspondante n'est pas réalisable, on ne peut
appliquer directement la méthode simpliciale ; comme cette solution
n'est pas non plus (en général) optimale, on ne peut pas davantage
utiliser la méthode duale-simpliciale. Dans ce cas, nous devrons donc
utiliser un procédé différent.

RESOLUTION EN DEUX PHASES.

La solution, étant de base, vérifie Ax = a. Par contre, n'étant pas

. . os m . M .
réalisable, elle ne vérifie pas x < X ¢ x . Dans une premiére phase,

-

nous allons chercher une solution réalisable.

Pour cela, considérons la fonction économique annexe

¢, (x) = . I ‘xé - .z
j€J1 k€K1
avec J1 ensemble des j tels que x_, < xim

3 M
Kl ensemble des k tels que x X
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et posons de nouvelles bornes

m _ _m . m .
X5 = Xy ¥y € Jl’ %j < xj vy € Jy

J
iM = M 1M
X ® X ¥k £ Kl’ X > Xy Yk € K1

Considérons le programme linéaire annexe

Maximiser ¢1(x)

(P.) Ax = a

XM < ox ¢ kT

La solution x précédente est une solution de bas€é réalisable pour (Pl)'

A partir de cette solution nous pouvons donc appliquer la méthode

simpliciale et trouver 1l'optimum X< de (Pl)'

En % nous aurons nécessairement

1M .
X. = X. ¥y €4
[ B |
_1im .
ik = X vj € K1
im o iM .
X, 08 % $ Xy Vi € J1 U K1
Comme d'autre part nous avons
. m M iM M
vy € J X. <:X, < X. > X. T X
R SRS TR B 3T
M m im _ .m
VkeKl’xk>xk>xk >xk_xk
. m M im _ .m M _ M
¥i £ JlL)Kl, X; & X5 %Xy > Xy = X; et Xy = Xs.

nous en déduisons

m

X & X< X

~ ~ *




|

I1.30

Donc: ¥ est une solution de base réalisable de (P).

Dans 1la pratique, il est probable qu'il n'est pas nécessaire d'aller
jusqu'a 1'optimum du probléme (Pi)’ et qu'au bout de seulement

quelques itérations de la résolution du programme annexe On aura une
solution réalisable de (P).

On procédera donc de la fagon suivante

On effectue autant d'itérations qu'il est nécessaire pour que 1l'une
des variables xj ou x, devienne réalisable pour (P).

k
Au point x obtenu on définit de nouveaux ensembles

= {= m - M
3, jlxj < xj}, K, = {kix > x}
et une nouvelle fonction économique annexe

¢2(x) = I Xi - I X
J18J, 2

On pose de nouvelles bornes

2m _ .m 2m .

xj = xj Yk £ J2, xj‘<xj ¥y € J2
2M _ M 2M

xk = X Vk € K2, xk>'xk ¥k € K2

et on considére le nouveau programme linéaire annexe

Maximiser ¢2(x)

(PZ) Ax = a
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Et ainsi de suite. Au bout d'un nombre fini d'étapes, on obtiendra
des ensembles Jh et Kh vides, c'est-d~-dire que toutes les variables
seront comprises entre leurs bornes.

Dans une deuxiéme phase, 3 partir de la solution de base réalisable
de (P) ainei obtenue, on applique la méthode simpliciale jusqu'a

1'optimum.

Remarque

-~

les variables x. telles que‘xj < x? deviennent, 3 1'optimum de (Pl)’
égales 3 leur borne supérieure. Il est donc possible de leur imposer
de ne jamais passer a leur borne inférieure. De méme, il est possible
d'tmposer aux variables X telles que X > XE de ne jamais passer a
leur borne supérieure. On voit donc que dans ces conditions, il est

inutile, en pratique, de modifier la valeur des bornes non vérifiées.

RESOLUTION EN UNE PHASE MIXTE.

Pour minimiser le volume des calculs, il est intéressant d'effectuer
en méme temps les deux phases précédentes.

Considérons pour cela le programme linéaire.

Maximiser fx + 6¢h(x)

"GP ) Ax = a

ous € R,
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Comme précédemment, on effectue autant d'itérations de la méthode
simpliciale qu'il est nécessaire pour que 1l'une des variables xj ou
X "rentre" entre ses bornes initiales. On supprime dlors cette va-
riable de la fonction ¢h(x) et on luili "rend" ses bornes initiales.

On définit ainsi un nouveau programme (P'h+1)‘ Puis on recommence,
jusqu'd ce que la fonction &économique soit égale & fx, et on poursuit
la maximisation jusqu'a 1l'optimum.

I1 est possible que 1l'on atteigne une solution optimale alors qu'il
reste des variables dans le terme de pénalisation. Il faut alors
augmenter la valeur de § jusqu'd ce que la solution ne soit plus

optimale, et poursuivre la maximisation.

Remarque
Lemargue

la fonction économique fx se réduit, dans la méthode des centres
linéarisée, 3 la varibkble p. Les variables contenues dans le terme
¢h(x) sont donc différentes de celles contenues dans le terme fx.

La remarque précédente est donc encore valable et, ici encore, il

est inutile, en pratique, de modifier la valeur des bornes non
vérifiées. , _

Ce procédé peut également &tre utilisé lors de 1‘addition de contrain-
tes de centrage, en partant de la base optimale du programme linéaire

précédent, ce qui évite d'utiliser la méthode duale-simpliciale.
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ORGANIGRAMME DE LA METHODE

base quelconqtie de départ

calcul de la solution

existe-t-il des variables

oui ne vérifiant pas

leurs bornes ?

non

pénaliser la

fonction économique

L

€

calcul du critere

de candildature

ron 4///;5t-on a 1l'optimum ;\\\ , koyi‘
-

ng'

calcul de la colonne TS

4

changement de base

est-elle réalisable

la solution

- augmenter §
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II.3 Utilisation d'une méthode de relaxation.

I1.3.1 Généralités.

Rappelons que nous cherchons 3 maximiser la fonction
d'(x,23y) = min {f'(x3y) - A, g;(x3y)|i € L},
Considérons le polyédre linéaire Py défini par

f'(x;y) - 2 > o0

”

o g':(x5y) >0 1 €L

Les équipofentielles de d' sont données par d'(x;A3y) =u.
L'équipotentielle d'(x,A;y) = o correspond d la frontiére du

polyé&dre linéaire Po'

De méme, pour un p donné, l'équipotentielle définie par d'(x,A3y) = u
correspond 3 la frontiére du polyédre

frixsy) - x>

\g'i(x;y) > u 1 €L

‘\
~d'(x,A3y) = o
~

\\d'(x,k;y) =y

~ dUx,Azy) = Mo

Posons u = d'(z,A3;y) la valeur optimale de la F-distance linéarisée,

supposée finie.
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Une condition nécessaire et suffisante pour que le poly&dre Pu soit

vide est que u > u.
PROPOSITION II.6.
La valeur p = o minore u.

La démonstration de ces deux propriétés est immédiate.

IT.3.2 Algorithme général.

(o]
On suppose qu'or dispose d'un point p quelconque.
[o]

On se donne une valeur u majorant u ; en général la valeur

(o] (o]
v = max {f'(p;y)

(o]
A, g'i(p;y)li € L} est une bonne valeur de départ.

Pour déterminer 2z, centre du polyédre Po’ on applique 1l'algorithme

suivant

1)

2)

3)

4)

5)

Faire a = o, b = u, ¢ = o
r = o.
. r 2 . . r+l . .. .
A partir de p, déterminer un point "p~ intérieur

au polyédre PC défini par

frixsy) - X2 2 ¢
P

c
g'.(x3y) 5 ¢ i€ L
. r+1 1 .
Si 3 "p~, aller en 3), sinon aller en Uu4).
Soit r;l = d'(rﬁl,k;y).
Faire a = r;l et aller en 5) avec r+1 au lieu de
r.
Faire b = c et aller en 5)
a+b
Faire c = et.aller en 2).

2
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On voit que les valeurs successives de a et b encadrent la valeur
optimale 1, tout en se rapprochant l'une de 1'autre. D'ol le test
d'arrét de l'algorithme : on estime &tre arrivé a la solution z
lorsque la différence b - a est inférieure & un ¢ fixé & priori.
Le point essentiel est la détermination, s'il existe, du point rﬁl

d partir de 5.

1I.3.3 Algorithme partiel..

. r . . . r+l . . .
A partir de p, on cherche, s'il existe, un polnt "p~ intérieur au

polyeédre PC. Nous utiliserons pour cela les méthodes de relaxation.

METHODE DE RELAXATION ([281).

A une étape r nous considérons le polyédre Pc'

Nous supposons que ce polyédre a un intérieur non vide.

Soit un point q n'appartenant pas au pdly&dre ; donc certaines des
fonctions considérées sont négatives en q. Considérons celle dont la
valeur en q a la plus grande valeur absolue ; soit = 1'hyperplan
correspondant. Soit Q4 la projection de q sur w.

Soit p tel que 0 < p < 2. Le point

q' = q + p(qy - Q)

appartient au segment ]q,q2], q, étant le symétrique de q par rapport

-~

a T.

Si q' appartient au polyeédre, on a trouvé le point rgl cherché.

Sinon, on fait q = q' et on iteére le processus.

- S8i 0 <p < 2, le processus converge, mais non néces-

sairement en un nombre fini d'itérations.

- Si p = 2, le processus converge en un nombre fini
d'itérations.
Nous avons donc choisi p = 2, c'est-d-dire que q' = PP symétrique de

q par rapport 38 m (méthode de réflexion).
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METHODE DE RELAXATION GENERALISEE ([281)

Dans la méthode de relaxation, on cherche le point q' dans la direc-
tion du gradient de 1'une seulement des contraintes non vérifiédes.
Dans la méthode de relaxation généralisée, la direction considérée est
une combinaison linéaire des gradients de toutes les contraintes non

” . L
vérifiées,

ORGANISATION PRATIQUE DES CALCULS

A chadue étape il nous faut déterminer si le polyedre considéré est
vide ou non. Le test de vacuité que nous avons utilisé est le suivant
on applique d partir du point 5 la méthode de relaxation, et on estime
que le polyédre est vide si le nombre d'itérations dépasse un nombre
N fixé d'avance.

Or, il est possible qu'd une étape r donnée, le nombre d'itérations
nécessaire pour obtenir un point rﬁl d partir de 5 dépasse N, bien

que le polyeédre ne soit pas vide. En particulier, la méthode de rela-
xation converge lentement lorsque la "distance" du point au polyeédre

~

est grande par rapport a la "taille" du polyédre

i

rry 77?7

— eam mma . e e e o e o am ot vy —)
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Pour éviter cet inconvénient

- on donne 3 N une valeur importante ;

- chaque fois que la valeur de a augmente de Au, on donne
arbitrairement 3 b le méme accroissement Au ; intuitivement, ceci
conduit & "essayer plusieurs fois" une valeur de c qui n'a "pas marché",

le point 5 s'étant entre temps "rapproché" du polyédre.

II1.3.4 Expériences numériques.

1er essai : Trouver le centre d'un triangle dans IRZ, les variables

~

étant assujetties d des bornes.

I1 s'agit d'un essai préliminaire trés simple pour visualiser le
comportement de 1'algorithme. '
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1 3 3
-3 -1 -9
1 -1 -1

matrice: des contraintes

second membre

Bornes inférieures (-10,-10)
Bornes supérieures (1, 10)
Point de départ (4, 0)
Valeur maximale de 4! 0,5402.

La méthode de relaxation simple (méthode de réflexion) résout faci-
lement le probléme. Aprés plusieurs essais, nous avons constaté qu'il
suffit de prendre pour N la valeur N - 10. Dans ces conditions, en
fixant £ 3 10

La figure II.1 montre les valeurs prises successivement par a et b et

9, nous cobtenons le centre au bout de 359 itérations.
nous voyons qu'elles encadrent correctement la valeur optimale de 4d'.

2eme essai Trouver le centre d'un poly&dre défini par 5 contraintes

dans mg, les variables étant assujetties 3 des bornes. Ce probléme a
€té obtenu lors d'une linéarisation d'un trongon dans le traitement

du probléme n°4 (voir annexe Al).

0 0 0 -0,4228 |-0,4379 |-0,4530 {-0,4530 |-0,4681 0 -626,48
10,1738 |=0,1047 |-100 0,1002 | ©,1002 ‘|-0,1002 0 0 0 ~101,57
0,1950 | 0,0976 | 100 0 0 0 0,1101 | 0,1101 0 136,70
-0,4029 | 0,5425 |-100 0 0 0 0 0 0,2281 -4,7899
0,4u424 [-0,6009 |-100 0 0 0 0 0 0 ~57,524

Matrice des contraintes

seaxuinenbre
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Bornes inférieures : 340,340,0,0,0,0,0,0,-1000.
Bornes supérieures : 420,420,0.5236,100,100,800,300,100,1000
Point de départ . 340.5, 419.5,0.5,100,100,800,300,90,191.175

Valeur maximale de d4' : 0,3573.

De nombreux essais ont été effectués avec la méthode de relaxation
simple (méthode de réflexion). Ces essais ont conduit & donner & N

des valeurs importantes ; nous avons été jusqu'a N = 5000. La figure
I1.2 montre, dans le cas ou N = 5000, les valeurs prises successive-
ment par a et b ; comme ces valeurs n'encadrent pas correctement la
valeur optimale de d', nous voyons que cette valeur de N est encore
insuffisante. Mais comme le volume des calculs croit considérablement
en fonction de N, le temps de calcul devient prohibitif (de 1l'ordre de
plusieurs dizaines de minutes). La méthode résout donc trés difficile-

ment le probléme.

Nous avons également sur ce probléme effectué quelques essais avec la
méthode de relaxation généralisée, en prenant pour direction de
progression la somme des gradients de toutes les contraintes non
vérifiées en p. Ces essais ont donné des résultats encore moins inté-

ressants et des temps de calcul encore plus élevés.

CONCLUSION:

La vitesse.de convergence de la méthode peut &tre trés faible. Il semble
en particulier qu'elle dépende fortement de la forme du polyeédre con-
sidéré. L'application de la méthode 3 un probléme concret dans R a
donné des résultats peu intéressants, le temps de calcul étant de
l'ordre de plusieurs centaines de fois le temps nécessaire pour résou-

dre le probléme 3 l'aide de la méthode simpliciale.
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Figure II.1

polyédre dans

0,52

R
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Figure II.Z2
polyédre dans

RS
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I1.3.5 La méthode de sous—-gradients.

Dans un article récent ([19]1), HELD, WOLFE et CROWDER ont proposé
un algorithme analogue d l'algorithme précédent..

Soit G(g) l'ensemble des gradients des fonctions qui sont égales en
5 a d'¢( g,k;y).

En général, G(P) est réduit a un seul é1ément:; dans ce cas, d'est
différentiable en 5 et cet élément est le gradient Vd'(%,x;y).
Sinon, d' n'est pas différentiable en 5. Dans ce cas, on choisit un
sous-gradient extréme s; € G(g).

Donc dans les deux cas, on considére un vecteur unique s(g) € G(g).
Le point de départ B étant donné, on considére une suite {tr} de
scalaires positifs, et on définit la suite {5} par

rﬁl z 5 + trs(ﬁ) r = 1,2,...

r . .
d'(p,A3;y) converge vers son maximum u si

t_ -+ Tt =
T s pioty T %
On choisit b= ar(B,asy)
b} b -
t. = p ) avec u < u.
T | IsB |

et ¥r, e < p ¥ 2 pour un e > o fixé.

Cet algorithme est le méme que le précédent. Le cas particulier de

la méthode "des symétriques" (méthode de réflexion) est le cas ou

G = 2 Vr.
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Remarque

Si au lieu de prendre u < T on prend u. > u ce qui est nécessaire-en

" pratique, les auteurs considérent une suite P, tendant vers o ; on a

alors toujours t, > o (mais on n'a plus Lt = »)., L'algorithme est
alors différent du précédent et semble donner, dans certains cas,
des résultats intéressants, bien qu'il soit plus lent que la résolu-

tion du probléme 3 l'aide de la méthode simpliciale.

ITI.4. Méthodes de rangement d‘'une matrice sous forme compacte.

IT.4.1 Généralités.

L'avantage des méthodes que nous venons d'exposer est de permettre le
rangement des matrices considérées au moindre encombrement mémoire, en
utilisant le creux de ces matrices. |

La méthode simpliciale, telle que nous 1l'avons exposée en II.2.7,
nécdessite l'implantation en mémoire de la matrice A et de 1l'inverse

de base (AI)_1
résolution, peut &tre stockée sous forme condensée.
La matrice (AI)—1

. La matrice A, n'étant pas modifiée au cours de la

sera factorisée et chacun des facteurs également
stocké sous forme condensée.

Si nous utilisons les méthodes de rélaxation, la seule matrice &
stocker est la matrice A, et comme elle n'est pas modifiée au cours

des calculs, on peut la ranger de maniére condensée.

Nous allons donc examiner rapidement divers procédés de rangement d'une

matrice sous forme condensée.

II1.4.2 Techniques de rangement et schémas d'indigage.

Les principales méthodes sont répertoriées dans [30].
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1ére méthode : schéma booléen.

On définit une matrice booléenne B telle que

) 1 si al #+ o
b3 = 1

1 0siai ® o
1

On range en mémoire la matrice B, et les éléments non nuls de A en
lignes ou en colonnes suivant les cas.

La valeur d'un élémenf de A est trouvée en comptant les 1 dans la
matrice B. Pour obtenir un accds plus rapide, on peut également
ranger en mémoire un vecteur dont les éléments donnent l'adresse du

premier élément non nul de chaque ligne (ou de chaque colonne).

2e méthode : schéma par adresses.

On range en mémoire les &1l&ments non nuls de A, et on définit une

matrice B telle que

. adresse de al si aJ #* o
I - _ i i
1 . J .
o si a’ = o
i

I1 est clair que 1l'accés est plus rapide que dans la méthode
précédente, mais que 1l'encombrement mémoire est beaucoup plus

important.

3e méthode : schéma lignes-colonnes.

Pour chaque é€lément non nul de A, on conserve en mémoire la valeur

de 1'élément, son indice de ligne et son indice de colonne.

Remarquons que si les €léments non nuls de A sont rangés ligne par
ligne (respectivement colonne par colonne) il est inutile de conser-
ver 1'indice de ligne (respectivement de colonne) de chaque élément ;
il suffit de conserver le rang du premier élément non nul de chaque
ligne (respectivement de chaque colonne).
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Ce procédé peut conduire 3 tester fréquemment la valeur des indices,
mais il est particuliérement avantageux du point de vue encombrement

mémoire.

4g méthode : schéma en liste.

Comme dans la méthode précédente, on conserve en mémoire la valeur des
é1éments non nuls de A, leur indice de ligne et leur indice de colonne.
De plus, on crée une structure de liste en associant & chacun des
é1éments un chainon dont la valeur donne 1'adresse de 1'élément suivant
de la liste. L'intérét de ce procédé est de permettre la modification,
sans transfert d'éléments, d'une matrice rangée sous forme condensée,
par insertion ou suppression d'un élément dans la liste.

Comme dans la méthode 3, ce procédé conduit 3 des tests fréquents sur
les indices. De plus, si 1'on veut pouvoir récupérer la place laissée
libre par la suppression d'un élément, il faut enregistrer une table

des adresses inoccupées.

Remarque :

I1 est clair que si la matrice A posséde une structure particuliére,
on peut définir des méthodes spécialement adaptées 3 la forme de la
matrice, qui permettent un gain en temps d'accés et en encombrement

mémoire.

IT.4.3 Technique utiliséee dans la méthode simpliciale.

Nous devons ranger la matrice A en tenant compte des particularités

de la méthode utilisée. En effet, la création de la matrice A s'effectue
ligne par ligne, puisque les contraintes sont linéarisées’ 1'une apreés
1l'autre. Par contre, l'accés s'effectue colonne par colénne, puisque

lors d'un changement de base les calculs utilisent la colonne AS,
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Nous devons donc utiliser une méltthode de rangement qui permette ces
deux opérations avec facilité et rapidité, tout en minimisant 1l'en-

combrement mémoire.

La méthode retenue est une combinaison d'un schéma lignes-colonnes

et de schémas en liste : on conserve en mémoire la valeur des éléments
non nuls de A rangés ligne par ligne, leur indice de ligne et leur
indice de colonne. De plus, on crée une structure de liste par colon-
ne en associant 3 chacun des éléments un chainon dont la valeur don-
ne l'adresse de 1'élément précédent de la colonne, et en conservant,

pour chaque colonne, la téte de liste dans un tableau annexe.

La création de A s'effectuant ligne par ligne, il suffit de ranger

les éléments de maniére consécutive, au fur et & mesure de leur
calcul. En méme temps, on crée les n listes progressivement, en
donnant au chafnon de chaque nouvel élément créé la valeur de 1'adres-
se du précédent &lément créé€ dans la colonne correspondante, et en

conservant comme téte de liste l'adresse du dernier élément créé.

L'accés, dans la méthode simpliciale, se faisant par colonnes, il
suffit, si 1l'on veut obtenir la colonne AS, de parcourir la liste s,

en partant de la téte de liste.
On peut remarquer que, dans ce schéma, l'adjonction de contraintes

de centrage s'effectue de la méme maniére et ne pose donc aucun

probléme.
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MAXIMISATION DE LA F-DISTANCE

SUR UN SEGMENT
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IIT.1 Introduction

Un point essentiel de la méthode des centres linéarisée est la maxi-
misation de la F-distance sur un segment. Ce sous-probléme doit &tre
résolu aussi bien dans l'algorithme partiel (I.4) que dans l'algo-
rithme de centrage (I.5) et se présente donc frégquemment.

P

En notant [to’tl] le segment considéré, la fonction & maximiser

est donc
h(e) = d(tO +6(t1 - to), E(Ax)) o € [0,1].
et on doit trouver 6 tel que h(8) = max (h(e)}.

0g6s1

La fonction h est une enveloppe inférieure de fonctions concaves,
chacune de ces fonctions étant la restriction au segment [to,t1]
d'une des contraintes du probléme (P). Elle est donc elle-méme

concave.

Des tabulations de d sur [to’tll montrent que cette fonction posseéede

1'une des deux formes sulvantes

|

(1) (2)
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La forme 2 se produisant beaucoup plus souvent que la forme 1 : |
deux contraintes.

dans la plupart des cas le maximum se trouve d l'intersection de »
\
| |
I1 existe dans la littérature deux classes principales de méthodes

de maximisation d'une fonction contave sur un segment : les méthodes

de fractionnement (ou ponctuelles) et les méthodes d'interpolation. _
Aprés un bref rappel de ces méthodes, nous proposons une méthode
d'interpolation polygonale bien adaptée 3 la forme particuliére de la

fonction. ‘

IIT.2 Méthodes de fractionnement. 3
ITI.2.1 Généralités.

Les méthodes de fractionnement sont basées sur la réduction du segment
[to,tll. A chaque étape, elles ne nécessitent que le calcul des valeurs

de la fonction h(8) en des points déterminés d'aprés les résultats

des étape: précédentes, et sont donc faciles 3 mettre en oeuvre ; elles
convergent sous la seule hypothése que h est unimodale sur l'intervalle,

ce qui est le cas si elle est concave.

La réduction de 1l'intervalle s'effectue sans tenir compte de la forme
particuliére de la fonction ; la vitesse de convergence de ces méthodes
est donc connue & priori, ce qui fait qu'elles sont sfires ; elles sont

cependant en général assez lentes.

III.2.2 Dichotomie.

La longueur de l'intervalle de confiance est divisée par 2 3 chaque

étape.

L'intervalle de départ pour 6 est [0,1]. On fait donc au départ
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1) Faire i =1
' a; + b
2) Calculer c. = =
i
2
Si h(ci) < h(ai), prendre a;,4 = a; et bi+1 = cy.
Aller en 2) avec i = i+1.
Si h(ci) < h(bi), prendre a;,4 = ¢ et bi+1 = bi'
Aller en 2) avec 1 = i+1.
Sinon
a, + ¢,
3) Calculer d. = =2
i
2
Si h(cf < h(di)’ prendre a;,1 % 855 bi+1 c; et Ciyq © dl
Aller en 3) avec i = i+1.
Sinon
bl + =
4) Calculer’ e. =
i
2
Si h(ci) < h(ei), prendre a; ., = ¢c;, by 4 = Db, etc, 4 = e
Aller en 3) avec i = i+1.
Sinon
5) Prendre a:,4 di’ bi+1 = e;5 Ciq T Cis
et aller en 3) avec 1 = i+1.
On arréte le processus lorsque le segment a été réduit d& une fraction
donnée de la norme du segment d'origine.
ITI.2.3 Section dorée
Cette méthode est basée sur la propriété suivante
Si dans 1l'intervalle [ai’bi] on connait la valeur de h en 2 points
c. et d. tels que
i i
a. < c, <d. < b,,
i i i i
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Si h(e.) < h(d.), le maximum est sur [c,,b.]
1 1 1 1

Si h(e.) » h(d.), le maximum est sur [a. ,d.]

i i . i1
On détermine les points c; et d. de maniére que la taille de l'inter-
valle contenant le maximum diminue d'un facteur r constant a chaque

étape.

On doit donc avoir

i i i i

Supposons par exemple h(di) < h(ci) (le cas contraire est symétrique).

Donc bi+1 = di’ a; 4.1 7 5> et on prend di+1 = c5.
i+1 ~ %1 ’
= r par définition de r
i+1 T %41
D'ou
c - a.
i il L
d. - a '
i i
Or ¢c. - a. =b, - d, = b, - a, - (4, - a;)
i i i i i i
c; - a b. - a; 1
> - 1 -1 =— =1 = r
d. - a d. - a. r
i i i i
Donc r“ + r - 1 = 0O,
/S o- 1
La racine positive de cette équation est r =
2
D'ou l'algorithme
1) a; = 0, b1 = 1. Faire 1 = 1.
c, = oa,t (1-r) (b1 - al), d, = b1 - (1 - r)(b1 N al)
2) Si h(di) < h(ci), prendre a. , = a,, bi+1 = di’

diyq 7 S5
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Calculer c. + (1 - r) (b. - a
i+

i+1 T FH4n 1 i+1
Aller en 2) avec 1 = .1 +1.
Sinon
3) Prendre a;49 = C5> bi+1 = bi’ Ciyq ° di'
Calculer di+1 = bi+1 - (1 - r) (bi+1 - ai+1).
Aller en 2) avec i = i+1.

Aprés n calculs de fonction, on a

_ _ n-1
bn -a = (b1 al)r .

On peut faire un test d'arrét sur la norme de [ai’bi]'

IT1T.2.4 Méthode basée sur les nombres de Fibonacecil.

Comme dans la section dorée, on détermine dans l'intervalle [ai’bi]

2 points c et di d chaque étape.

Supposons que 1l'intervalle final est de longueur unité. La meilleure
méthode est celle pour laquelle, étant donné un certain nombre de cal-
culs de fonction, l'intervalle initial est le plus grand possible.
Soit donc Ln la longueur du plus grand intervalle pouvant &tre réduit

d un intervalle unité aprés n calculs de fonction.

Considérons la premiére subdivision : a; < cl'< d1 < by,.

Si le maximum est sur [al,cll, on peut encore déterminer n - 2 points
sur cet intervalle pour terminer la maximisation : il faut donc que
¢, - a, £ L
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Si le maximum est sur [cl’bll’ on peut de méme déterminer n - 2 points
supplémentaires sur cet intervalle, mais on peut encore de plus utiliser
d, 5 on peut done utiliser n - 1 points pour terminer la maximisation

11 faut que b1 -y s L

n-1
En faisant la somme de ces 2 inggalités on obtient

On a Lo = L1 = 1 car on ne peut réduire l'intervalle avec moins de 2
calculs de fonction. D'autre part, comme on veut que Ln soit le plus
grand possible.:

La solution de cette équation de récurrence donne les nombres de

Fibonacci
1 1+ /5 . 1 - /5 .
P, = — I yi+l ( 1ty
/5 2 2
D'ou 1'algorithme
1) a,; = o,'b1 = 1, Faire i = 1.
5 . Fn_2 ]_:h_l
n n
2) S1i h(di) <h(ci), Prendre a;,1 = @5 b1+1 = di, dl+1 = ¢y
o Ph-i-2 :
Calculer éi+1 = — (bi+1 - ai+1) tag, g
Fph-i
Aller en 2) avec i =1 + 1.

Sinon
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3) Prendre a;,9 T G5 bi+1 =bi, Ciyq © di
F .
_ "n-i-1
Calculer d. 4 = ;f—___ (bi+1 - ai+1) *as,g:
n-i
Aller en 2) avec 1 = 1 + 1
Aprés n calculs de fonction, on a
n Fo_. b, - a
b -a =1 —22 (b -a,) =21
n n TR 1 1 F
1 n-1i+1 n

Le test d'arrét s'effectue sur le nombre de calculs de fonction. fixé

a 1l'avance.

ITII.3 Méthodes d'interpolation.

III1.3.1 Interpolation pdlynomale.

Connaissant les valeurs prises par la fonction h en n+1 points, on
interpole la fonction par un polynome de degré n. On recherche le
maximum de ce polynome, et on remplace un des n+l points par le

point obtenu ; et ainsi de suite.

En pratique, on fait 1l'interpolation par un polynome de degré 2 en

général, car on sait facilement en déterminer le maximum.

I1 faut toutefois prendre certaines précautions pour assurer la conver-

gence.,

I1 est clair que ce type de méthodes ne peut donner de bons résultats
que si la fonction 3 maximiser est, au voisinage dé 1l'optimum, bien
représentée par un polynome de degré 2. Or, si nous considérons la

forme (2) de la F-distance (III.1), nous voyons que, dans la plupart des
cas, le maximum se trouve en un point ou la fonction n'est pas diffé-
rentiable. L'interpolation polynomiale est donc trés mal adaptée 3 la

maximisation d'une F-distance.
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III.3.2 Interpolation polygonale

La F-distance, n'étant pas partout différentiable, ne peut &tre appro-
ximée de maniére valable par un polynome d'interpolation. Par contre,
chacune des fonctions dont elle est 1l'enveloppe inférieure est diffé-

rentiable et peut donc étre interpolée par un polynome.

Pour obtenir un procédé de maximisation conduisant & un nombre réduit
de calculs, nous avons utilisé pour chacune des fonctions une interpo-
lation linéaire, ce qui revient 3 interpoler *a F-distance par un

polygone.

. Dans une premiére phase, on effectue une réduction de l'intervalle de
P

confiance. fette réduction peut s'effectuer par la détermination de
points ¢, d, et e, choisis, comme dans 1l'algorithme de dichotomie, au
milieu des segments ou sous-segments considérés. Toutefois 11 est
préférable, chaque fois que d'est possible, d'utiliser le polygone
d'interpolation pour déterminer les points c, d, et e, ou certains de

ces points.

Considérons le segment [a,bl. On détermine le point ¢ qui maximise

1'énveloppe inférieure des droites d'interpolation, de la fagon sui-

vante
A3\ -
1
1 B1
l!
2 B
|2
)
A2 }
| i
| |
A ! |
1 1 1
a X Xq 1 b
3 B3
N
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Soient A; et B, les valeurs prises par la contrainte (ou 1l'équipo-
tentielle économique) 1; en a et b.

On considére au départ la fonction 1, qui donne le minimum des 1i en a,

c'est-3d-dire la valeur de la F-distance en a. Soit X, = a.

1) Calculer les abscisses xj des points d'intersection de la

corde 1' avec les autres cordes 1'., j *+= r ;
r J

Arb - aBr - A.b + aB.
X, = - J s J F r.

J - -
Ar Br Aj + Bj

Déterminer la premiére intersection rencontrée lorsaqu'on
se déplace 1e long de la corde l'r, c'est-d-dire déterminer

s tel que

xg = min {xj{xj > x_}.
2) On a donc détepminé une nouvelle fonction 1,- Si la corde
1', a une pente positive, on peut encore améliorer, en "se
déplagant" le long de cette corde, la valeur de la F-dis-
tance.
Donc

Si BS > As’ aller en 1) avec s au lieu de r.

Sinon, on est & l'optimum : faire c = X .
Si ¢ € Ja,bl, i1l est intéressant d'utiliser ce point pour la réduction

de l'intervalle au lieu d'utiliser le point milieu de [a,b].
Remarque

On peut effectuer une "interpolation partielle" en ne conservant, a
chaque réduction d'intervalle, que les contraintes ayant les valeurs les
Plus faibles aux deux extrémités de l'intervalle, ce qui, moyennant zer-

taines précautions, conduit & une réduction du volume des calculs.
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Si la F-distance a la forme (2) de III.1., on obtient, au bout d'un
certain nombre de réductions de l'intervalle, un nouvel intervalle
tel qu'ad ses extrémités les deux contraintes ayant les valeurs les

plus. faibles soient les mémes, selon le schéma suivant

. | —
1] 1,
1
1 ‘ 1
2
d N2
a b

On fait alors 1'hypoth@se que le maximum de la F-distance se trouve Ja
l'intersection de ces deux contraintes. Cette hypothése n'est pas

nécessairement vérifiée, comme le montre le schéma suivant

i NN 1]
)/ YQ
N

r 4 A}

Toutefois elle est vérifiée si la courbure des fonctions n'est pas
trés accentuée, ce qui est souvent le cas en pratique: Il faudra
cependant prendre certaines précautions pour ne pas aboutir & une

solution erronée.

L'hypothése ci-dessus é&tant faite, il suffit de rechercher le point
d'intersection des deux contraintes , c'est-3-dire le zéro de leur
différence. Cette recherche s'effectue trés simplement par une méthode

d'interpolation linéaire (méthode de la corde).
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IITI.4. Recherche d'un point frontiére

Dans 1l'algorithme de centrage (I.5.) i1 est nécessaire de déterminer,
non seulement le maximum de la F-distance sur un segment, mais aussi le
point ou le segment rencontre la frontiére du trongon, c'est-d-dire le

zéro de la F-distance sur le segment.

On peut utiliser pour trouver ce point des réthodes analogues aux

méthodes précédentes, en particulier la dichotomie.

~

On peut €galement employer un procédé semblable & celui de III.3.2

On réduit l'intervalle par dichotomie jusqu'd ce qu'd ses extrémités,
la contrainte dont la valeur donre celle de la F-distance soit la méme,

selon le schéma suivant

~
1

Y,

On estime alors que cette contrainte est celle dont l'intersection
avec le segment est le point ou la F-distance s'annule ; il suffit alors

de rechercher le zéro de cette fonction par interpolation linéaire.

ITII.5. Performances comparées de deux algorithmes ¢

Le procédé d'interpolation polygonale de III.3.2. a fait 1'objet d'un
code, réalisé de la maniére suivante

La le phase (réduction de 1l'intervalle) est effectuée par dichotomie.

La 2e phase (interpolation) est effectuée en ne calculant que 2 contrain-
tes au lieu de m+1. Dans les cas olU 1l'interpolation linéaire ne peut
donner de résultats (par exemple lorsqu'on a la forme (1) de III. 1),

le code applique automatiquement 1l'algorithme de dichotomie.
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Les comparaisons ont été faites entre ce procédé et 1l'algorithme de

dichotomie.

Nombre de calculs de la F-distance dans la résolution du probléme n°5,

3 la 12e troncature (valeur de fonction économique 1501), durant chaque

maximisation unidimensionnelle

N° de
maximisation le phase 2e phase
unidimensionnelle
____________________ TR e e
1 4 13
2 17 2
3 11 9
n 14 10
5 7 12
6 7 18
7 7 9
8 5 14
9 5 10
10 5 ' 13
11 9 | 5
12 10Q | 12
13 M 14
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Pour une maximisation donnée, le nombre total de calculs de F-distance
dans les deux phases est nettement inférieur au nombre de calculs né-
cessité par la dichotomie, qui est de 51 pour chaque maximisation.

De plus, les calculs dans la 2e phase ne nécessitent que le calcul de

2 fonctions au lieu de 21. Le temps de calcul nécessaire pour déterminer
le maximum et le zéro de la F-distance au cours de l'optimisation du
probléme n°5, est en moyenne divisé par 3 environ par rapport a 1l'algo-

rithme de dichotomie.

Soit Ti le temps de résolution total nécessaire pour optimiser le
probléme n°5 en obtenant la valeur 1499,24 pour la fonction économique
avec l'interpolation j; et soit T, le temps de fésolution nécessaire

d
pour obtenir la méme valeur avec la dichotomie.

On a

T, = 0,59 T,.




CHAaPITRE IV

PRISE EN COMPTE

DES CONTRAINTES EN EGALITES




Iv.1 .

IV.1 Introduction

Considérons le programme mathématique

Max f(x)
(P) a(x) 3 o
b(x) = o x € R"
avec £ : ®R" >R, a : R" >(Rp,b:"Rrl > R4,

‘Les contraintes b(x) = o sont des contraintes en égalités.

Le domaine des solutions réalisables d'un tel probléme est vide, ce
qui interdit sa résolution par des méthodes intérieures. En particu-
lier, la méthode des centres exige que l'intérieur du domaine soit non

vide.

Pour résoudre (P) par une telle méthode, on peut chercher 3 définir un
programme mathématique (P'), comportant uniquement des contraintes en
inégalité, dont le domaine ait un intérieur non vide, et qui soit au

moins quasi-équivalent 3 (P), c'est-a-dire que toute solution optimale

de (P) soit solution optimale de (P').
Considérons pour cela le programme mathématique

Max f(x)
(P') a(x) » o

aibi(x) >0 ,1=1,...q.

avec e, = - 1,
i
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~

On passe de (P) & (P') en remplagant les égalités par des inégalités.
Le probléme consiste & déterminer, si c'est possible, les €s de manieéere
que (P') soit quasi-équivalent a (P).

Cette idée est basée sur le fait qu'une équation bi(x) = o peut étre

remplacée par deux inéquations

bi(x) % O

bi(k) < o

et qu'3d l'optimum de (P), une seule de ces deux contraintes sera active,
bien que toutes les deux soient saturées ; en supprimant la contrainte

non active, on retrouve la formulation de (P').

IV.2. Définition et propriété du programme (P').

On considére le programme mathématique

Maximiser f(x)

(P |latx) 3 o

b(x) = o
ou x € Rn, avec
a: MW" > IRP, différentiable, de composantes a; » i=1,2...p
b : R" > IRq, différentiable, de composantes bj’ j = 1,2...q
£: ®R" > [R, différentiable.
Le lagrangien de (P) est une fonction I : R” x ®P x RY > R,

défirie par
L({x,v,w) = f(x) + v.a(x) + w.b(x)
En un point X € A, on pose

E = {i]ai(i) = o} , E = {ilai(i) > o}
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K1 = {y € !RHIVai(i).y 3 0, i €E, Vbj(i).y =0, jJ = 1,2,...q9}.

On fait 1'hypothése suivante (hypothé&se du ler ordre)

Soient T(A,%) le cdne tangent en % d A et P = [T(A,%)] 1'envéloppe

convexe fermée de T(A,X).

-~

On suppose que K1 = P.

PROPOSITION IV.1

Si X est solution optimale de (P), il existe un programme mathématique
(P'), ne comportant que des contraintes en inégalités, tel que %

Vérifie les conditions de Kuhn et Tucker de (P').

Démonstration

Les conditions de Kuhn et Tucker sont nécessaires pour (P).

>

X solution optimale de (P)
iv € IRP, w € qu, tels que

vV » 0
VL(X,v,Ww) = o

v.a(k) = o

W est un vecteur ligne 3 composantes sans condition de signe.

Soit ey = signe (wj) ¥) = 1,...q9, et considérons le vecteur

u € R tel que u. = ejwj ¥j = 1,...q9. (donc u 3 o).

3 b3 (%) 3 b. (%)
I w. X) = I u.e.b.(X).
j=1 J j j=1 J 33 |

Posons c.(x) = e.b.(x) ¥ = 1,...
n CJ X ej 5 x j s qQ
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Soit L' : K™ x RP x mY > (R, définie par
L'(x,v,u) = f(x) + v.a(x) +u.c(x)
On a L(x,v,w) = L'(X,v,u).

D'autre part b(X) = o > u.c(x) = o.

On peut donec écrire :

iv €IRP, u € Rq, tels que

c(x)

VL'(x,v,u) = O

v.a(k) + u.c(x) = o.
Considérons alors le programme mathématique

Maximiser f(x)

(P") al(x) 3 o
A'
c(x) 3 o

L'(x,v,u) est le lagrangien de (P').
Nous voyons donc que X vérifie les conditions de Kuhn et Tucker de

(P").

IV.3 Cas convexe.

Si nous faisons 1'hypothése supplémentaire que la fonction f est con-
cave et que le domaine A' de (P') est convexe, nous avons la propriété

suivante
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PROPOSITION IV.2

I1 existe un programme mathématique (P'), ne comportant que des con-

traintes en inégalités, quasi-équivalent a (P).

Démonstration

=~

D'aprés la proposition IV.%., si % est solution optimale de (P), %
vérifie les conditions de Kuhn et Tucker de (P'). L'hypothése supplé-
mentaire précédente implique que X est solution optimale de (P').(P')

est donc quasi-équivalent a (P).
Remargue :

La réciproque n'est pas nécessairement vraie. En effet, le fait que
% vérifie les conditions de Kuhn 2t Tucker de (P') n'implique pas
que X vérifie les conditions de Kuhn et Tucker de (P'). Donc il n'y

a que quasi-équivalence et non équivalence.

L'hypothése de convexité précédente est vérifiée en particulier si f

est concave, les fonctions a, concaves et les fonctions bj linéaires.

IV.4 Cas général.
IV.4.1 Généralités

En général, le programme (P') n'est pas convexe, quelles que soient
les hypothéses faites sur (P), et les conditions de Kuhn et Tucker
ne sont pas dans ce cas des conditions suffisantes d'optimalité : 1la

proposition IV.2 n'est donc pas vraie.

L'exemple suivant montre qu'il est possible qu'il n'existe pas de

programme (P') quasi-équivalent au programme mathématique (P) initial
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LLL \% \(3) (u)/ FI (2)

v

f est linéaire
(1) et (2) en inégalité
(3) et (4) en égalité

Toutefois, on voit qu'il existe un programme (P') tel que X est

optimum local de (P').

Nous allons montrer qu'il est possible de définir un programme (P')
"localement quasi-équivalent" 3 (P), c'est-da-dire tel que toute
solution optimale de (P) soit.optimum local de (P;), moyennant cer-
taines hypothéses, en particulier que les fonctions de (P) soient

deux fois continuement différentiables.

IV.4.2 Conditions suffisantes d'optimalité du second ordre.

Nous rappelons d'abord un résultat de [18]1 et [26].

Considérons le programme mathématique

o Maximiser f(x)

x € A

avec A = {x € R"|g(x) 3 o, h(x) = o}.
£f: m®" > R
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v

RP, de composantes g. s i 1y...

N
T

v

qu, de composantes hj’ j 1,...Q

Le lagrangien de (M) est une fonction

L : ®" x ®P x R4 > IR
définie par ’

L(x,u,w) = f(x) + u.g(x) + w.h(x).

PROPOSITION IV.3 :

Si les fonctions du probléme (M) sont deux fois continuement différen-
tiables, et si 1% € IRn, u € mp, w € qu, tels que (%X,u,w) vérifie

les relations

(R) h(%) = o

et si Vy € r", y ¥+ o0, tel que Vgi(i).y = o ¥i €D = {ilui > 0},
th(i).y =0, J = 1y...9, et VE(RX).y = O,

6n a ytsz(i,u,w) y < O,

~

alors % est un maximum local isolé de (M).




}R* -
i
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Démonstration

Supposons que %X n'est pas maximum local isolé de (M).

I1 existe donc une suite de pointsv{§} telle que

1im % = %, % €4, et £5% » £(%) ¥k,
k>0
Posons X = % + 6k§ ¥k, avec ||§|| =1, 8§ > o.

I1 est clair que § > O quand k -+ =,

La boule {x € R™|||x|| < 1} est compacte dans R" ; la suite {§}

~

posséde donc au moins un point d'accumulation ; soit y* un tel point.

on a {|y*[| = 1.

k k < > - > kY, -

L €A > g:(X) - g;(X) 3 0 ¥i €E = {1lgi(x) = o}.
hj(]§<) - hy(®) =0 Vj = 1,...q

D'autre part f(§) - f(%x) 3» o.

En divisant ces relations par 6§, et en faisant tendre k vers 1l'infini,

on a a la timite

Vgi(i).y* 5> 0 Vi € E
th(ﬁ).y* =0 J =1,...9
vFE(R).y* > o

Par hypothése, VL(%X,u,w) = o

% q
==> Vf(%) = - I u; Vgi(i) - % w.Vh.(XR)
i=1 j=1 4 J
% q
==> Vf(R).y* = = ¢ u.vg.(R).y* - £ w.Vh.(X).y*
LW’_”) =1 1 1 121 J
S B T )
— —

> O > ©° =0
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Ce qui n'est possible que si

Vgi(i).y* oVv¥i €D

H
0o

VE(R).y*

Le développement de Taylor de L(§,u,w) donne

1 : k
L(§,u,w) = L(X,u,w) + 6k§'tVL(i,u,w) +; 6k2§t v? L(n,u,w) y
X _ 4 k
avec = = X + akdky, ° < o < 1.
Donc -~ 6k2ktV2L(§,u,w)§ =
2
k p K X p . q .
f(X) + 2 u.g.(X) + I w.h.(X) - f(R) - Z‘uigi(x) - I w.h.(3®)
iz1 % j=1 3 J i=1 j=1 3 J
¢ g o
—~~
= 0 = 0 = 0
- sk§t,VL(&,u,w)
= 0
... k . k o
Ce terme est positif. En effet u. » 0, g (X) > o #i, et £(X) 3 f(R).

> §tv2L(i + a, § ]§,u,w)]§>, o.

k "k
En faisant tendre k vers 1'infini, on obtient @ la limite
y*tVZL(i,u,w)y* > O

ce qui contredit 1'hypotheéese.
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Remarque :

FIACCDO ([14]) affaiblit les hypothéses de la proposition précéden-

te, de la fagon suivante : on pose

y = {y|Vgi(&).y = o ¥i € D ; th(&).y =0, j = 1,.-q9 3|lyll= 1}.
| {
z(e,8) = {z|3y € Y,||lz - y|| ¢ € 3 iﬁz, o <8 <8, X+ 8,2 €A sl iz|]= 1}

Si les fonctions du probléme (M) sont deux fois continuement différen-
tiables, et si Ju € WRP, w € mq, tels que (RX,u,w) vérifie les relations |
(R), et si de>0,6 > o, tels que Vz € Z(e,6) |
on ait |

ztsz(% + XGZz,ugw) z ¥ 0o ¥X tel que o < X < 1,

alors % est un maximum local, non nécessairement isolé, de (M).

IV.4.3 Extstence du programme localement quasi-équivalent
Nous allons appliquer la proposition IV.3 & notre probléme.

Soit % une solution optimale de (P). Les conditions de Kuhn et Tucker

sont nécessaires pour (P) ; soient v € RP et w € MY les multiplica-

teurs.

On pose

D, = {ilv; > o}, D, =‘{j|wj #* o}

K, = fy € IRn|Vai($().y z 0,i € Dy»"s(R).y = 0,3 € D,,Vf(X).y = o}.
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Nous faisons sur (P) l1'hypothése supplémentaire que les fonctions f,
a et b sont deux fois continuement différentiables, ainsi que 1'jypo-

thése suivante (hypothése du 2e ordre)

Soit L = {y € R'|y'v?L(x,v,w)y < o}

On suppose que K2 C L.

PROPOSITION 1V, 4.

I1 existe un programme mathématique (P'), ne comportant que des con-

traintes en inégalités, localement quasi-équivalent a (P).

Démonstration ;

D'aprés la proposition IV.1, % vérifie les conditions de ¥uhn et Tucker
de (P").

jv € ®P, u € R, tels que

VL'(%,u,u) = o

v.a(®) + u.c(®) = o

D'aprés la définition de (P') on peut écrire

Si dy tel que Vbj(i).y = o, alors ch(ﬁ).y = o,

D'autre part, D, = {jluj > 0o} et L(%X,v,w) = L'(%,v,u). |
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Donc Vy QIRn, y ¥ o, tel que Vai(i).y = o Vi € Dl’

et vf(X).y = o, on a

ch(i).y = o0 ¥j € Dy

y'tsz'(R,v,u)y < 0

Nous voyons gque (P') vérifie les hypothéses de la proposition IV.3.

Donc % est un maximum lacal isolé de (P').

Rémarque 1

il est montré dang [26] que, si les vecteurs Vai(i) ¥i € E, et

Vbj(i) ¥y = 1,...9, sont linéairement indépendants, on a
t 2, -
y V' L(X,v,wly o ¥y € K,.
Toutefois, cette condition n'entraine pas 1l'inégalité stricte.

Remarque 2

I1 est possible d'affaiblir 1'hypothése du 2e ordre en utilisant la
remarque de la proposition IV.3. Dans ce cas, %X sera maximum local,

mais non nécessairement isolé, de (P').

IV.5. Recherche itérative du progmamme (P').

Nous supposons qu'il existe un programme (P') quasi-équivalent a (P),

et nous voulons le déterminer.

Si on ne connait pas 3 priori le signe des multiplicateurs W ily a

24 programmes (P') possibles, et il n'est pas question de les résoudre
tous. On préfére donc @téterminer (P') en utilisant 1l'algorithme itératif
décrit .dans [12] : on remplace les contraintes en égalités par des
inégalités de sens arbitraire, et on corrige ensuite ce choix jusqu'a

ce que ces contraintes soient vérifiées en égalité 3 1l'optimum du pro-

gramme obtenu.
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Considérons le programme mathématique (P). Nous supposerons f concave.
Etant donné un sous-ensemble d'indices S C {1,2,...9}, on pose

S = {1,2,...q} - S

D(S) = {xlbi(x) > 0,1€ S 3 bi(x) <0, i€ 8§ ; a(x) 3 ol.

et on définit le programme mathématique

Maximiser f(x)
P(S)

x € D(3)
Si P(S) admet une solution optimale % (S) telle que
b(x(S)) = o,

alors %(S) est dolution optimale de (P) et S représente le bon choix

du sens des inéquations. Sinon
is € {1,...q9} tel que bs(&(S)) #+ o.
On remplace alors S par S' tel que

St S + s si1is €S

S - s sis €8S

On modifie donc le sens de 1'inégalité d'indice s.
Considérons %(S') optimum de P(S') et le segment [X(S'), %(S)].

La contrainte {xlbs(x) = o} sépare les ensembles D(S) et D(S').

Or %(S) n'appartient pas 3 cette contrainte, %(S) € D(S), et

X(S') € D(S') ; donc [%(S'), %(S)] rencontre la contrainte en un point
y #+ 2(s).




Iv.1y4

PROPOSITION IV.6 :

Nous supposons que, quels que soient les ensembles S et S' définis
comme précédemment, on ay € D(S).
Alors, ou bzen f(%(S')) < f(%(S)), ou bien f(X(S')) = f(x(S)) = f(y).

Démonstration

y € D(S) et %(S) maximise f sur D(S) > £(y) < £(X(S)).

Supposons alors f(%(S')) > f(x(S)).

y € [X(S'), %(S)1 ==> y = A%(S') + (1 - MK(S),x € [0,1].

f concave

> f(y) 2 AE(R(S")) + (1 - ) £(x(8))
> Af(R{S)) £ (1 - 2) £(x(S))

Donc f(y) > f(%(S)), ce qui est contradictoire.
D'ou finalement : f£(X(S')) g f(R(S)).
Si £(x(S')) = £(x((8))

£Qy) 3 AE(R(S")) +(1 = ) F(R(S)
= £(X(S))

2y

Or f(y) ¢ f(%(S)) ;3 donc f(y) = £f(%(S)).

Remarque 1

L'hypothése y € D(S) est vérifiée en particulier si les contraintes a

sont concaves et les contraintes b linéaires.
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Dans le cas général elle n'est pas nécessairement vérifiée ; cependant,
dans la plupart des problémes concrets, la non-linéarité des contmaintes

étant faible, on aura cette propriété.

Remarque 2

Si f, au lieu d'étre concave, est strictement quasi-concave, on montre

que dans ce cas on a toujours f(X(S')) < f(X(S)).

ALGORITHME DE RECHERCHE DE (P').

Itération k

1) On dispose de S € {1,...q}, P(Sk)

§ solution optimale de P(Sk)

Si bi(§) = o V¥i=1,...q, alors § est solution optimale
de (P) : fin de l'algorithme.

vSinon, is € {1,...q} ¢ bs(§) #* o.

2 ! -
Soit S K = Sk
= S

+s si s £ Sk

x " 8 s1 s € Sk

2) Calculer §' solution optimale de P(S'k).

Si f(§') < f(§), prendre Sk+1 = S'k, kil - §', et
aller en 1) avec k = k + 1.

. k ' - k ” . [ k 3 . v
Si f(x') = f(%), déterminer le point y intersection du

segment [§,§'] avec la contrainte

{x'bs(x) o}

%, laisser Sk inchangé et

modifier § en prenant §

aller en 1).
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PROPOSITION IV.6 : (convergence).

Si f est concave ou strictement quasi-concave, si nous avons
1'hypothése précédente y € D(S) VS et S', et si de plus chaque itéra-
tion k fournit un nombre fini de points §', l1'algorithme converge en
un nombre fini d'itérations, c'est-d-dire que dK* €[N : §* solution

optimale de (P).

Démonstration

. . . k .. P
On obtient une suite de points x, chacun d'eux en un nombre fini d'éta-
pes, telle que f(kﬁl) < f(&) ¥k. Donc on ne peut retrouver un ensemble

S, déjd rencontré, et comme les S, sont en nombre fini (2q), on arrivera

k k
nécessairement 3 la bonne répartition des sens au bout d'un nombre fini

d'itérations.

Remarque 1

Si f est strictement quasi-concave, on a toujours f(&') < f(§) 3
chaque itération k fournit donc un point 5' unique, ce qui implique

la convergence

Si f est concave, il peut, en toute rigueur, se produire un cyclage au
cours d'une itération k, bien que le fait de modifier x en prenant

§ = § dans le cas ou f(§') = f(&) empéche le cyclage immédiat.

Remarque 2

Si 1l'on résout P(Sk) par une méthode intérieure, il n'est pas nécessaire
d'optimiser complétement le probléme ; en effet, les indices s possibles
sont en général connus au bout d'un petit nombre d'itérations de la

méthode.
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Remarque 3

Dans de nombreux problémes concrets, il est possible de déterminer a
priori le sens des inéquations, gréce 3 des considérations d'ordre

économique. Nous reviendrons sur cette idée en V.3.1.

IV.6. Expériences numériques.

L'algorithme de IV.5. a été appliqué 3 deux des problémes cités en
annexe, avec la méthode des centres linéarisée. Comme nous l'aVons
remarqué, il est .inutile d'optimiser complétement les programmes
P(Sk) ; quelques itérations de la méthode suffisent pour déterminer

si les valeurs des contraintes se rapprochent de o ou non.
Jer essai : Probléme n°3 (voir annexe Al).
Aprés élimination des variables Pi et Q;, ce probléme comporte 2

contraintes en équation. Il y a donc 4 répartitions possibles des

sens des inéquations. Nous avons résolu chacun de ces 4 cas

Valeurs des contraintes en fonction du numéro de troncature

,}"‘ contrainte 1 | contrainte 2 ;‘M?Jontrainte 1 | contrainte 2
e 3 > Vj’ > N

1 1695, 35 25,79 1 1709,22 14,65

2 1795,53 0,84 2 1789,04 58,33

3 1800,69 0,30 3 1806,16 0,25

4 1801,85 0,18 y 1801,90 0,22

5 1806 ,58 0,09 5 180578 0,04

6 1810,62 0,03 6 1807 ,41 0,02

7 1810, 96 0,00 7 1808,53 0,00

8 1810,96 8 1809,60
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?3-'7 contrainte 1. contrainte 2 ?‘v contrainte 1 | contrainte 2
s £ » , \j € <

1 8,91 140,51 1 7,41 6,24
2 0,22 225,21 2 3,50 2,76
3 0,02 245,01 3 2,31 - 1,79
4 0,00 251,49 4 1,91 1,46
5 254 34 5 1,51 1,15
6 255,82 6 1,36 1,03
7 257,19 7 1,16 0,87
8 258,29 8 1,05 - 0,78

La décroissance ou non-décroissance des fonctions est nette et on woit que,
de quelque répartition des sens que 1'on parte, et en changeant de sens une
seule contrainte 3 la fois, on aboutira nécessairement, dans tous les cas, a

la bonne répartition qui pour ce probléme est (s,g), suivant le schéma ci-dessous :

> > l > s >
///7n [« < |
> < |
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2e essai : probléme n°6 (voir annexe A1)

Ce probleme comporte 88 contraintes d'égalités et il y a donc
288 répartitions possibles des sens des inégalités. Cependant,
comme on le verra en V.3.1, les contraintes du réactif correspondant
aux noeuds producteurs 11,24,25,29,44 ne sont pas nécessairement ac-

tives 4 1l'optimum (ce sont les contraintes 56,69,70,74,89).

Les 83 autres contraintes dolivent étre actives.

Au départ, toutes les égalités sont transforméesen inégalités en <.
On laisse se dérouler le code sur quelques itérations et on change
de sens les contraintes dont 1'évolution n'est pas satisfaisante

et ainsi de suite jusqu'd ce qu'on ait obtenu la bonne répartition

des sens.
1e étape :

Toutes les contraintes sont en g. Toutes les contraintes actives se

rapprochent de o, sauf

contrain
te 51 52 53 63 73
=] .
iy S
1 0,5665 | 0,6776 | 1,2401 | 0,1768 | 0,6112
2 5,9492 | 0,4885 | 0,8938 |15,084 5,8334
3 1,5382 | 4,0410 | 2,3903 |14,u22 8,68U7
Y 0,8688 | 2,8061 | 1,1892 | 6,6440 | 3,9037
5 4,3672 | 0,6762 | 1,2888 | 5,2408 | 7,5958
6 0,6723 4,9700 21,7317 7,8478 8,7955
7 4,8303 | 0,7090 | 2,1620 | 8,9323 | 9,0560
8 2,7441 | 2,8131 | 2,5963 |10,929 9,2878
9 0,6216 4,9513 2,8855 12,358 9,u4401




2e étape :

Les contraintes 51.52,53,63,73, sont en > et toutes les autres en (.
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Toutes les contraintes actives se rapprochent de o, sauf

o 55 62 6u 67

“cature
1 1,9417 1,9074 19,475 25,499
2 1,0115 |16,126 9,2963 | 29,066
3 0,421k 5,8193 6,6224 | 27,171
y 2,3474 1,9979 2,0783 | 26,482
5 0,6452 0,685 10,858 26,784
6 5,7905 0,2739 2,9237 | 26,948
7 0,9874 0,1036 12,147 26,807
8 5,85 32 0,05u41 3,1709 | 26,889
9 3,2914 1,1532 7,1059 | 26,977

| e e B S NS L] i

3e étape :

Les contraintes 51,52,53,55,62,63,64,67,73, sont en > et toutes

les autres en <. Toutes les contraintes actives se rapprochent de O,

sauf
54 66
1 0,0781 52,703
2 21,292 27,165
3 7,3u66 38,590
L 12,362 12,397
5 3,6763 22,521
6 5,7053 21,418
7 0,9092 28,638
8 1,4921 30,145




4é étaEe H

Les contraintes 51,52,53,54,55,62,63,64,66,67,73, sont en » et
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toutes les autres en g. Toutes les contraintes actives se rapprochent

N
de 0, sauf

ontran

fron ~~ge | 61 65

cature *
1 13,62U 58,047
2 41,125 27,153
3 23,324 32,642
4 7,9337 40,085
5 25,156 13,677
6 9,1119 17,321
7 1,9830 27,005
8 5,8723 29,023
9 11,137 20,757

5e étape

Les contraintes 51,52,53,54,55,61,62,63,64,65,66,67,73, sont en >
‘et toutes les autres en g.

chent de o, sauf

Toutes les contraintes actives se rappro-

T
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oTan 60 68

cature
1 38,557 1,0680
2 20,965 0,8149
3 11,751 43,717
" 35,009 13,829
5 14,306 5,7598
6 23,426 1,2681
7 16,656 12,774
: 22,932 1,8071
g 17,938 9,2397

be étape

Les contraintes 51,52,53,54,55,60,61,62,63,64,65,66,67,68,73 sont
en > et toutes les autres en (.

Toutes les contraintes actives se rapprochent de O.

On a donc déterminé le sens correct des inégalités. Les contraintes

dont le sens est > sont les contraintes du réactif correspondant aux

noeuds 6,7,8,9,10,15,16,17,18,19,20,21,22,23,28.

On voit que pour obtenir ce résultat, il a suffi de résoudre

(partiellement) 6 problémes, au lieu de 283,




CHAPITRE V

LE DISPATCHING

ECONOMIQUE




V.1 Introduction :

Nous avons expérimenté la méthode des centres linéarisée, ainsi que
les diverses variantes exposées dans les chapitres précédents, sur un

probléme: d'origine concréte : le Dispatching Economique.

Ce probléme consiste, étant donné un réseau de production et de trans-
port d'énergie électrique, 3 déterminer les puissances des usines géné-
ratrices en service, ainsi que les tensions et déphasages des courants
aux divers noeuds, de fagon d satisfaire les consommations et d& minimi-

ser les frais de production.

Le Dispatching Economique a été trés étudié et abordé par différentes
méthodes ; on trouvera dans [13] une approche réalisée d l'aide de

modéles linéaires, ainsi que la bibliographite concernant le probléme.

Nous considérons ici le modéle non linéaire obtenu par application de

la loi des mailles, tel qu'il est formulé dans [6].

Aprés avoir exposé les modifications du modéle nécessitées par 1l'utili-
sation de la méthode, nous donnons les technique de calcul utilisées
pour la résolution du probléme, compte tenu de ses particularités en

structure et en valeurs numériques.

V.2 Formulation du problé&me :
V.2.1 Notations.

Dans ce chapitre, nous respecténs les notations utilisées couramment
dans la littérature spécifique d'application consacrée au Dispatching
Economique, dans la mesure ol cela n'introduit pas d'ambiguité avec les

notations générales.




On considére un réseau de transport 3 n + 1 noeuds 0,1,2...n.
Au noeud i, on appelle
P. la production de puissance active
C. la consommation de puissance active
Ii = Pi - Ci 1'injection de puissance active dans le réseau
1
la production de puissance réactive

D. la consommation de puissance réactive

K. = Q.

; - Ds 1'injection de puissance réactive dans le réseau

U. le module de la tension

©. la phase de la tension

Soit e(i) l'ensemble des noeuds voisins de i

Pour j € e(i), soient‘Aij, B..

, 0::y 8.., des constantes de la branche
13 1]

ij
ij.

V.2.2 Modéle mathématique:

Avec les notations précédentes, 1l'application de la loi des noeuds de
Kirchhoff permet d'exprimer les injections Ii et K, de puissance active

et réactive au noeud i

U.U. A..
Ii(O,U) = - L 231 cos (ei —ej + Bij) + T Uz 2J cos(Bij-a
j€e (1) Bij j€e (1) Bij
s UiU' 2 A-- R
oW = - & —=dsin (o5 - 65 +8,.) + I uf = sin(Bi5-a53)
jee(i) B J jee (i) B,

ij

i3?




On veut déterminer les puissances actives Pi et réactives Qi

d produire aux usines génératrices, les phasms 6.et les modules

Us des tensions en tous les noeuds de fagon & minimiser les frais
de production F(PO,Pl,...,Pn).

Les demandes Ci et Di sont fixées en tout noeud.

Les variables Pi’ Qi,Ui,Gi sont soumises aux conditions suivantes

a) relatiomg-d'injection

K; (6,0 - Q; + D,

woon
o O

. b) Inéquations exprimant les limitations sur les productions

et les tensions

P2+ Qs -8Z g0

Pl « Py < P

QT s Q; < Qf

AR

(Si’ PT,U?,P?,Q?,U? &tant des constantes).

c) Inéquations exprimant les limitations de transits sur

les lignes

0 (T.. constante)
1]
pour tout couple ordonné de noeuds voisins ij.
Les variables 05 n'intervenant que par des différences, sont

définies 3 une constante prés. On s'impose donc 6, = O (le noeud
O est noeud de référance).
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V.2.3 Remarques pratiques

1) Les contraintes du probléme

Le probléme du Dispatching Economique ainsi défini se présente sous la
forme d'un programme mathématique comportant des contraintes de bornes
sur les variables Pi’ Qi et U;, des contraintes linéaires en inéqua#ion,
des contraintes non linéaires en inéquation et des contraintes non

linéaires en équation.

Mais dans la pratique, il arrive fréquemment que certaines de ces con-

traintes n'apparaissent pas

a) Certains problémes sont actifs et non réactifs. Ils ne compor-
tent donc pas de variables Qi’ et les relations d'infection

relatives aux puissances réactives n'existent pas.

b) Certains problémes ne comporteént pas de limitations de transits.
La partie linéaire du probléme se limite alors aux bornes sur
les variables.

c) Les inéquations de la forme Pi + Qi - Si ¢ 0 apparaissent ra-

rement. Ceci est sans doute dfi au fait que, lorsqu'elles appa-

raissent, elles ne sont pas actives et 1l'on peut donc les sup-

primer.

2) La fonction économigue

Nous devons minimiser P(PO’Pl”"’Pn)’ la fonction F représentant les
frais de production et ne dépendant que des puissances actives Pi'
Cette fonction peut avoir des formes diverses ; cependant un cas parti-

culier trés fréquent est celui ol elle est linéaire par morceaux.
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3) Ordre de grandeur des données

1

Les valeurs des Aij sont voisines de 1. Les valeurs de —— sont en
B. .
1]

2 Les aij ont des valeurs faibles,

général comprises entre 1072 et 107 l.
comprises entre 10—3 et 10_2 en général. Les Bij pPrennent leurs valeurs
entre 1 et 1,5. Les C. et Di peuvent aller de 0 @ quelques centaines

d'unités.

V.2.4 Fxemples de réseaux

Nous donnons en annexe (Al) quelques exemples de réseaux ayant servi

pour les expériences numériques. Les quatre premiers sont des réseaux-
tests, de petite taille (de 2 3 9 variables). Le cinquiéme est un
réseau-test de plus grande taille (50 variables). Le probléme n°6 est
basé sur un réseau réel, le réseau grec, et posséde une taille importante
(103 varaables, 88 contraintes non linéaires, et des cOhtrainhtes de

bornes sur les variables).

V.3 Adaptation du modale

V.3.1 Les contraintes en équation

Le probléme du Dispatching Economique tel que nous l'avons énoncé ne
peut étre résolu par la Méthode des Centres. En effet, celle-ci impose
que l'intérieur du domaine A (voir I.2.2) soit non vide, ce qui inter-

dit les contraintes non linéaires en équation.

Nous allons donc chercher un modéle équivalent au modéle initial, mais

qui ne comporte plus de contraintes non linéaires en équation.




V.6

1) Réduction du nombre de contraintes en équation

Considérons la contrainte
I.(o,U) - P. + C, = O.
i i

Nous remarquons que dans 1l'expression Ii(O,U), la variable Pi n'intervient

pas ; d'autre part, cette variable n'intervient que dans une seule
contrainte de la forme ci-dessusj; la variable Pi s'exprime donc en

fonction des Oi et des Ui
| Pi = Ii(e,U) + Ci‘
De méme, de la contrainte

nous déduisons que la variable Qi s'exprime en fonction des o, et des
U.
i

Ql = Ki(O,U) + Di.

Nous pouvons donc supprimer du probléme les variables Pi et Q:; en les
remplagant par leur expression en fonction des 0, et des U; -

La fonction économique F(P ..Pn) devient une fonction G(0,U).

Q’Pl"

D'ol le nouvel énoncé du probleme

rMinimiser Gto,U)

sous les contraintes

2
i

2 12
[Ii(e,U) + Ci] + [Ki(e,U) + Di] - S: g

m M
Pi < Ii(O,U) + Ci < Pi




| ~TD M
Qi < Ki(e,U) + Di < Qi
T ¢ U, g Uv
i i i
6, - @] - Tij <0 j € e(i)

Remarque 1

Parlrapport au modéle initial, le nombre de variables est diminué de
2 fois le nombre de noeuds du réseau. Par contre, les contraintes en
équation sont remplacées par des doubles contraintes en inéquation ;
ce procédé a donc l'inconvénient d'augmenter, en définitive, le nombre

total des contraintes du probléme.

Remarque 2

Si 1'on se fixe

PP = P! =0, P® =P = o,.

1 1 1 1
o o) 1 1

m M M

Qs =Q. =0,Q% =4q. =o0,...
Jo Jo J1 I1

on retrouve dans le probléme des contraintes en équation

Ii (e,u) + Ci =0, I, (6,U) + Ci = 0,44
o o 11 1

K. (o,U) + D. 0, K. (0,U) + D. = 0,,..~
jO JO ]1 Jq

Ceci se produit fréquemment dans la pratique : c'est le cas particu-
lier des noeuds non producteurs. On est dés lors ramené aux inconvé-

nients du modéle initial.




2) Transformation des contraintes en éguation en contraintes en

- e .
inéquation :

En utilisant les ramarques de IV.1l, nous remplagons les équations par

des inéquations.

Compte tenu du fait que la fonction économique 3@ minimiser est un

colit de production, nous pouvons, dans une certaine mesure, prévoir }

le sens & donner aux inéquations.
Considérons tout d'abord la relation d'injection de puissance active

I, (e,U) + C; = P..

Si nous la mettons sous la forme

I;(0,U) + Cy¢ P,
cela signifie que la puissance disponible au noeud i, c'est-da-dire

Pi - Ci’ peut &tre supérieure 3 l'injection de puissance dans le réseau.
Mais comme les frais de production sont d'autant moins élevés que cette
quantité est plus faible, il est logique de penser qu'a 1'optimum du

probléme on aura en général 1'égalité.

En toute rigueur ce raisonnement est faux ; il est possible de trouver
des exemples ol le sens correct serait ». Mais dans le pratique,

les problémes traités vérifiaient le sens indiqué.

En ce qui concerne les relations d'injection réactive, le probléme est

différent. Ces relations sont mises sous la forme

Ki(@,U) + Di - Qi $ O-

Les variables Qi interviennent dinéairement dans ces contraintes et
n'interviennent pas dans la fonction économique. Elles se comportent donc
comme des variables d'écart. Il s'ensuit qu'en général & l'optimum du

probléme on trouvera des valeurs telles que

K;(e,0* Dy = Q; <O.




On obtiendra alors une solution réalisable optimale en remplagant
Qi par Ki(O,U) +'Di.

Ceci n'est possible que si la nouvelle valeur de Qi est comprise entre
ses bornes. Dans le cas contraire, le sens correct de 1l'inéguation
est » , ce qui peut se produire en pratique (voir le probleéme n°6 de

l'annexe A1l).

Ces remarques nous conduisent 3 utiliser 1l'algorithme défini en IV.5,

de la maniére suivante

On remplace les contraintes en égalités par des inégalités en (.

Si, comme c'est souvent le cas, le choix des sens est bon, les contrain-
tes ainsi modifiées seront actives a l'optimum. Sinon, on changera

de sens les contraintes dont 1'évolution n'est pas satisfaisante, et

ainsi de suite.

Nous avons vu en IV.6 que cet algorithme, appliqué au probléme n°6

'de 1'annexe Al, converge trés rapidement.

Sur les problémes 1 & 5, on constate que toutes les inégalités doivent

€tre en ¢ et que l'algorithme est inutile.

V.3.2 Problémes d& fonction économique non continuement différentiable :

Un cas particulier trés fréquent du probléme du Dispatching Economique
est celui ou la fonction économique est linéaire par morceaux : c'est

le cas des problémes n® 4, 5 et 6 (voir annexe Al). Le gradient de la
fonction économique est alors discontinu, et une des hypothéses de la
Méthode des Centres n'est pas vérifiée. Dans la pratique, il se pro-

duit sur la valeur des variables des oscillations trds fortes qui
ralentissement considérablement la convergence et peuvent méme 1'empécher

totalement (voir VI).




V.10

~

Rappelons tout d'abord comment sont obtenus ces problémes & fonction

économique non continuement différentiable. Le probléme d'origine du

Dispatching Economique est de la forme

Minimiser £ I A,.P..
i jedg, 1) 1)

sous les contraintes

Il + Cl - ¢ P €0
jeg. I
i

Pour un noeud i, les indices j € Ji représentent les différentes

usines implantées en 1i.

Les variables sont les Ui; ies Gi, les Pij et les;Qj.
Les fonction écohomique est linéaire.

D'autre part, on a

¥i, X:. > AL . s .
Lo 13, ij, s1i 3, > 34

Cette remarque permet d'effectuer le changement de variables

P, = 2 Pi"
jeg.
i
ce qui entraine une diminition du nombre total des variables. La
fonction économique devient dés lors une fonction des Pi par l'inter-
médiaire des Pij’ qui sont eux-mémes calculés 3 partir des variables

Pi de la maniére suivante




Soit PT. ¢ P.. < Pv., PP, et Pv. étant les bornes sur les P..
i ij ij ij ij ij
d'od P" = & PP et Pv = I PM. les bornes sur les P.).
ij i . i
jeJ. j€Jd.
i i
(1) Soit P§O) = P,. Faire j = 1.
_ . 5(3-1) M .
(2) si Py S Pis faire P.. =PI et P, 20 Wk > 3, k € J,
by i ik i
et aller en (4).
. . _ oM (3 (3-1) M
. Sinon, faire Pij =z Pij et Pi Pi Pij,

et aller en (3).

'(3) Faire j = j + 1
et aller en (2).
(4) Fin.

La fonction économique est donc une

variables Pi'

fonction linéaire par morceaux des

A
F
oA, "
j 13 1]
x, PT
j 13 1ij
pm P, P,
1 1 1




Conclusion

Le probléme d'origine possé&de une fonction économique totalement
linéaire. En conservant la forme d'origine nous n'avons donc plus

I'inconvénient d'un gradient discontinu. Cette forme est donc préfé-

rable, méme si le nombre des variables du probl&me s'en trouve augmenté.

V.3.3 Convexité du probléme

Considérons, pour une valeur donnée de la troncature, le trongon E(X)

défini par les contraintes

f(x) - 230

g;(x) 30 i € L.

Lorsque les premiers membres sont concaves, le domaine est convexe,
ce qui permet de démontrer la convergence théorique de la méthode.
Dans la pratique, il n'en est pas toujours ainsi ; nous nous intéres-
serons en fait 3 des propriétés de "concavité locale" des fonctions,

en particulier au voisinage de 1l'optimum.

Considérons d'abord le probléme simplifié ol les fonctions sont soit

concaves, soit convexes dans le domaine de variation de x.

Soit y un point de linéarisation. Le domaine linéarisé est dé&fini par

les contraintes linéaires

Cf'(x3y) - A 3 0
g{(x;y) >0 4% €L.
avec
frixyy) = f(y) + VE(y).(x-y)

gi(x;y) gi(y) + Vg{y).(x-y) i€ L.
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Considérons une fonction g; quelconque et sa linéarisation g{
o : o

Si g; est concave nous avons
o

Vgio(y).(x—y) > gio(x) - gio(y)

> g (x3y) 3 g; (x).
o o

Si g. est convexe nous avons de méme
g! (x3y) & g. (x).
1 i
o) o

1) Soit X, un point de 1'hyperplan de linéarisation

1
> gi
O

(xO;y) = 0.

D'aprés les inégalités précédentes

g. concave > g, (x) g0
i, i, 7o

g. convexe > g, (x ) 35 0.
i, i, o

2) Soit X, un point du trongon E(2)

> gi (xl) 5 0.
O

D'aprés les inégalités précédentes

g

io concave > gi (xl;y) > 0.

C
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Le raisonnement précédent est valable pour la fonection f & condition
de remplacer 8; (x) par f(x) - A.

o
Dans la pratique, les fonctions considérées sont quelconques et le
raisonnement précédent se traduira par des propriétés de "concavité
locale”, 3 savoir la position de 1'hyperplan de linéarisation par

rapport 3@ la contrainte.
Au cours d'expériences numériques sur des problémes d'essais, il peut
étre utile d'effectuer des tests 3 titre d'analyse, pour étudier la

forme des domaines.

1) ler test de "convexité"

On projette le point de linéarisation y sur 1l'hyperplan de linéarisa-
tion ; soit X la projection. On détermine alors en X le signe de la

contrainte non linéaire.

=0
0
Détermination du point X
I1 est tel que
x =y = alvg (y)]t
o i
o
gio(y) + Vgio(y).(xo—y) =0
gio(y)
> 8; (y) + a[Vgi (y)]2 =0 > o = m———————s
o o [Vgi (y)]
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t
gio(y) [Vgio(y)] .

Donc x_ =y -

[vg, (v)1°
(o]

Pour 1la fonction f on a de méme

[£(y) -A1 [vE(y)1t

[Vf(y)]2

2) 2éme test de "convexité"

Soit un point réalisable X4 de E(X). On calcule en ce point les signes
des contraintes linéarisées f'(x3y) -A et g'i(x;y). Si le polyeédre

linéarisé contient E()), toutes ces fonctions doivent &tre positives.

3) Exemple numérique

Considérons le probléme n°5 (voir annexe A1l).
Jder cas_;

les variables Pi et Q, ont été éliminées ; le probléme comporte donc

des doubles inéquations (voir V.3.1)

Les 2 tests de "convexité" ont été effectués, en un point y de linéa-
risation correspondant d une valeur de fonction économique & environ 8

unités de 1'optimum.
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Jest n°1 :

valeurs de la fonction économique et des contraintes aux points Xy

projections de y sur les hyperplans de linéarisation correspondants

3,107 1.1072 -2 8.10" 2 -1 9.10 %
-2.10" 1 4,107° -1 1 -1 3.107 1
-1.1071 4,107 1 -2.10"%  1.10? -1.102 2.10%
-2.102 2.10° -2.10"%  7.10? -3.10° 1.10%
-4.101 1.102 ~1.102  g9.101 -9.101  -u.107°
-3.107°  -2.107° -6.10"° -8.107° -4.10"7

Les signes de ces valeurs donnent la position des hyperplans de

linéarisation par rapport aux contraintes.
TJest n®°2

valeurs de la fonction économique €t des hyperplans de linéarisation

en x, optimum du probléme

1
6 4,101 4.10°2 6.107 3,102 3.10°
2.102 6.10" 2 2.102 2.10° 2.102 8.101
5.107 2.10° 1.102 2.10° 2.102 6.107
2.10° 5.102 1,197 2.10° 1.102 2.10°
1.10% 8.107 6.101 1.10° 1.102 -4, 1071
1.1071 1.1072 8.107% -5.107 2 4.10" 2

Les deux valeurs négatives prouvent que le polyé&dre linéarisé ne

contient pas le trongon E(1).
2éme cas
les variables P. et Q. n'ont pas été éliminées (voir V.3.1). Le test

n°1 a été effectué en un point y de linéarisation correspondant a

. . . -4 .
une valeur de fonction économique d& environ 10 de 1'optimum.




Valeurs de la fonction économique et des contraintes aux points X

projectiors de y sur les hyperplans de linéarisation correspondants

~y,107 8 -1.10"" 1.10°8 2.10°8 ~1:10"7 -6.10"°
-3.10"8 —y.10"8 1.1078 -4.10”8 0 ~8.10"°
-5.10% 1.1078% o 1.1078  _g 1.1079
-1.101 -3.10"1 -7.10%

Conclusion

Dans le ler cas nous voyons que le probléme est nettement "non-convexe"

Dans le 2éme cas par contre l'examen des valeurs numériques montre
qQue la "non-convexité" est faible. En pratique, bien que pour des
fonctions non concaves la convergence de la méthode ne soit pas

assurée, cette "non-convexité&" n'empé&che pas d'arriver d& 1l'optimum
(voir VID.

V.4. Organisation pratique des calculs.

V.4.1 Maximisation de la F-distance linéarisée.

Nous utilisons la méthode simpliciale avec calculs directs, telle
que nous l'avons exposéeen II.2.7. Ceci permet le stockage de 1la
matrice A sous forme "condensée", ce qui donne un gain de place

mémoire si la matrice est trés creuse.

Examinons donc la forme -de la matrice A associée au probléme du

Dispatching Economique.

En chaque noeud i du réseau nous avons des contraintes de la forme

U.U. ) A
- b3 21 cos (ei - 0. + B..) + I Ui -] cos(Bi.— aiJ
jee(i) B, J 1] j€e (i) B, . J J

1j ij

+ C.g P,
1T i




U.U. A..
T 1] sin(@. - 0. + B..) + % 02 13 gin (B.. - a.:) + D, < Q..
j€e (i) o3 ey T U ot
13 | i3

A chaque itération, la matrice du programme linéaire contient les

dérivées partielles de ces contraintes par rapport aux variables

les U., les 0., les P, (ou les P.,.), et les Q.. Donc dans chague ligne
i i i ij i

de la matrice correspondant d une contrainte au noeud i, les seuls

éléments non nuls sont

7/

- les dérivées par rapport Ui,ei,Qi

s

- les dérivées par rapport U, et Oj ¥j € e(i)

J

Qs

- les dérivées par rapport P., ou a P, . ¥y € J,

i? 3j
Exemgle

Considérons le probléme 5 (voir annexe A1). Nous avons représenté

par des croix les &léments non nuls de la matrice. (figure V.1.)

Soit n le nombre total de variables, N le nombre de noeuds, 1 le
nombre de branches, p le nombre d'usines productrices, et |e(o)|

le nombre de noeuds reliés au noeud de référence.

On voit facilement que le nombre d'éléments non nuls de la matrice,
non comprise Ia colonne correspondant 3@ la variable u (en effet cette
colonne, n'étant composée que de 1, peut n'étre pas enregistrée en
mémoire) est égal a

n+ 2N + 81 + p - 2{e(o)]| - 1.
Pour le probléme n°5, nous avons n = 50, N = 10,1 = 13, p = 24, et

le(o)| = 1 ; le nombre d'éléments non nuls est donc de 195, ce qui
corresdpond 3 une densité de 18,6 %.
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*T*A 2an31g

XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

x X
X X
X X X X X x
X X X X X X
X X X X X XX
XX X XX X
X X XX‘XX; XX XXXX
XXX X XXX X
X XX X XX
X XX XX X X XXX
X X
X X
X X X xX X X X X X
X X x X X X
XXX XX X X X X X X
XX X XX X
XXX X XX XXXX XX XXXX
XXX X XXX X
X X X XX X XX
X X X X X XXX X X .~ XX XX
T Ct T T
O T g o '
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Pour le probléme n°6, nous avons n = 103, N = 44, 1 = 49, p = 11,

et |e(o)| = 4 : le nombre d'éléments non nuls est donc de 585, ce qui
correspond 3 une densité de 6,4 %. Il est clair que la densité
décroit au fur et 3 mesure que la taille du réseau augmente. Il est
donc rentable de conserver A sous forme condensée ; nous utilisons

pour cela le procédé décrit en II.H.3.

Remarquons que dans la partie de A relative aux Ui et @i nous avons
4 sous-matrices symétriques en structure (les matrices relatives aux
©; ayant une colonne en moins puisque 0,0 st fixé 3 0). Mais ces
sous-matrices ne sont pas symétriques en valeur, comme le montre le

~

calcul suivant relatif 3 la matrice supérieure gauche

Considérons la ligne i. Dans la dérivée par rapport a Uj le seul

terme non nul est la dérivée de

UiU’

-2 cos (O. - ©. + B..)

1 ] 13j
ij
Soit

Ui 4

"‘B'T. CcOSs (ei - ej+Bij)-
1]

En considérant de méme la ligne j, nous voyons que la dérivée par

rapport a U, est

U.
S -
- cos (ej ei-+eij)
ij

Ces termes ne sont pas égaux.




CALCULS DIRECTS.

Nous avons vu en II.2.7 que l'on doit résoudre pour une base donnée

. I -~ -~
deux systémes avec la matrice A~ et un systéme avec sa transposée.

AI

donc, pour les gros problémes, treés creuse ; de plus, elle posseéede

est constituée de colonnes prises dans la matrice A. Elle est

une structure particuliére.

Exemple : considérons uhe matrice de base obtenue au cours de la

résolution du probléme n°5 de 1'annexe Al.

X X X X X X X x x
X X X x X X
X X X X X X X x
X X X X X X X X X x
X X X X X X X
X X X X X X
x X X X X X
X X X X X

X X x X

X X X
(1) X X X X X X X X
x X X x x x
X X X x X X X X
X X X X X X X X X X
x x X X X X x
X X X X X X X
X x x X X X
Y X X x X

X X X x x

X x X X
X X X




correspondant &
aIi(O,U) ot
3U.
1

Nous obtenons ainsi un

V.22

Par des échanges de lignes nous amenons sur la diagonale

3K, (0,U)

30
i

bloc symétrique en structure

3 X X X X X X X
b x X X X X X X x X
5 X x x X X x
7 X X x X X
11 X X X X X X X
12 X x X x x
13 X X X X X xX X
14 X X X X X X X x X
15 x x x X X x
16 X X X X X X
17 x X X X X
18 X X X X x
19 x x x x
1 X X X X X X x X
(2) 2 x X X X x
6 X X X x X
8 x X X X
9 x x x
10 x x
20 X X x
21 x X

les termes
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Puis par des &changes de colonnes nous créons 3 droite de ce bloc

un bloc composé entiérement de zéros.

(3)

6 7 8 910 11 12 13 14 15 20 16 17 18 19 21




"Enfin, par des échanges

une matrice diagonale

12 34567

de lignes nous créons sous le bloc de

8 9 10 11 12 13 14 15 20 16 17 18 19 21

3 X X X x X X X X
B X X X X X X X X X X
5 x X X X X X X
7 X x x X X X
11 X X X X X X X X
12 X X X X X x
13 X X X X X X X x
14 X X X X X X X X X x
15 X X x X X x X
16 X X X X X X X
17 X X x X X X
18 x X X X x x
19 X X X X X
1 X X X X X X X x x
X X X X x x
20 x x x x
6 X X X X X X
X X X X X
x X X x
10 x x x
X X
21 x

zéros
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Quelle que soit la matrice de base AI, ces opérations peuvent
8tre effectuées. En pratique, les échanges de lignes et de colonnes
sont effectués implicitement par utilisation d'adressage indirect.

Finalement on obtient la décompositién

AT = avec B =

M étant symétrique en structure et U diagonale.

Dans 1'exemplevprécédent, Al est une matrice d'ordre 21,
B une matrice d'ordre 16 et M une matrice d'ordre 13.

Soit 3 résoudre lée systéme

B C X U I
A~ d'ordre n,

M B d'ordre n,

D E Y VO
BX + CY = U
e}
DX + EY = V
o

D'ol en éliminant X

(pB”1c - ©)Y = by - v
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Posons B-1C = R et B-lUO = T

> BR = C et BT :'Uo'

Pour obtenir les n3 - n2 colonnes de R nous devons donc résoudre

ns= n, systémes ¢t pour obtenir T un systeéme, avec la matrice B.

(DR - E)Y = DT - VO

On obtient donc Y en résolvant un seul systéme avec une matrice

1 -
d'ordre n3 n2.

On en déduit X = T - RY.

Nous voyons donc que pour résoudre le systéme précédent on doit

résoudre n,- n, + 1 systémes avec la matrice B.

Considérons donc le systéme

B d'ordre n,

\'% 8] Y T M d'ordre n
o 1

VX +UY = T
o

X est obtenue par résolution du systéme MX = R,
On déduit Y par résolution de UY = T _ - VX, systéme dont la résolu-
tion est triviale puisque U est diagonale.

Finalement, on se raméne a n, - n, + 1 résolutions de systémes avec

la matrice M,
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Remargue

. ~ pd I rd
la résolution d'un systéme avec la transposée de A se décompose de
la méme maniére et on se raméne Jd ng = n, + 1 résolutions de systémes

avec la transposée de M.

La matrice M étant creuse, nous la factorisons en utilisant 1'élimi-

nation de Gauss, comme indiqué en II.2.W4
M = LU

L, matrice triangulaire inférieure, étant factorisée en colonnes

Lo (D2 (ng)

U, matrice triangulaire supérieure, étant factorisée en lignes

(nl) (n1 -1 (1)

U:U U oooU

(k)

En effet, M étant symétrique en structure, les matrices L et
U(k) ont une structure symétrique, ce qui permet un gain de place

dans les procédés d'indigage ([381]).
Pour minimiser le nombre d'éléments non nuls en mémoire, & chaque
étape de 1'élimination on choisit comme ligne du pivot la ligne la

plus creuse de la matrice en cours de transformation (II.Z2.6)

La factorisation de M étant effectuée, la résolution des n, - n, +1

systémes se réduit 3 un minimum de calculs.

Remarque 1

La factorisation de mt étant la transposée de la factorisation de M ;

il suffit, pour résoudre les ng - n, +1 systémes avec Mt, d'échange?p
(k) ot U(k)

une seconde factorisation.

les rdles des L ; 11 n'est donc pas nécessaire de faire
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Remarque 2

Si, lors d'un changement de base de la méthode simpliciale, la matrice
"M n'est pas. modifiée, c'est-a-dire si le changement de base ne porte
pas sur les variables Ui ou 0., on n'a pas 3 refaire la factorisation,

ce qui permet un gain en temps de calcul.

V.4.2 Choix d'un point de départ

Nous .avons vu en I.6.2 que, si 1'on ne dispose pas d'un point réalisa-
ble, on peut en obtenir un facilement au bout d'un nombre fini de

linéarisations 3 partir d'un point quelconque.

Toutefois on peut remarquer que, si les variables Pi et Qi ne sont pas
éliminées, la valeur des contraintes est d'autant plus grande, pour

des U, et o, donnés, que les P, et Q; ont une valeur plus élevée. On

a donc intérét 3 donner au départ d ces variables la valeur la plus
grande possible, c'est-d-dire 3 les mettre 3 leur borne supérieure, pour

obtenir un point plus proche du domaine.

V.4.3 Changement de variables

Dans la formulation du probléme du Dispatching Economique, les varia-

Hes®; n'interviennent que par les différences de la forme ei - 0.,

J
d'ol le changement de variables classique

= 0, - Gj ¥i,j tels que 3 une ligne entre i et j.

(on a donc  T.. = = 1..).
Ji 13

Les nouvelles variables T, sont relatives aux lignes du réseau, alors
que les variables ei sont liées aux noeuds. Ce changement de
variables simplifie les relations d'injection ; d'autre part il trans-

forme les contraintes de limitations de transits

(0]
[}
(o]

‘A
|
@

[}
@

A

L=

17 %Ny % T 0 T
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en contraintes de bornes sur les Tij

RINES BN

Mais les variables T§3 ne sont pas indépendantes. En effet, supposons

qu'il y ait dans le graphe du réseau un cycle

111213. . .ln_llnll.

Nous devons avoir la relation

Ti i + Ti i + ... + Ti i + T. -
172 273 n-1"n n 1

I1 s'introduit donc une contrainte linéaire en équation par cycle.
Une fois 1'optimum du probléme connu, il faudra alors calculer, a

partir des 550 les valeurs des 0., par une résolution d'un systéme

d'équations linéaires.
Ce changement de variables est donc intéressant dans les problémes
comportant des contraintes de limitations de transits, 3 condition

que le graphe du réseau correspondant comporte peu de cycles.

V.4 .4 Approximation des fonctions standard sinus et cosinus :

Un procédé classique pour la résolution du probléme du Dispatching
Economique consiste 3 utiliser des développements 1limités 3 1l'ordre 1
ou 2 des fontions envisagées. L'appel des fonctions standard sinus

et cosinus étant fréquent, nous avons appliqué ce procédé a ces

fonctions pour diminuer le temps de calcul.




1) Calcul d'erreur

Cherchons d'abord 3 déterminer la maniére dont les erreurs sur les
sinus et cosinus interviennent dans le calcul des contraintes du

probleme, et donc sur la valeur de 1'optimum.

Considérons la contrainte

T ' _ z 2 ' _
Pi + j€e (i) UinB i3 cos(ei ej + Bij) 5ee (i) Ui AijB ijdxﬂsij aij)
- Ci > 0.
1
ou B'.. = — .
1) ..
1]

Nous supposons que les cosinus sont claculés avec une erreur E.
L'erreur E qui en résulte sur la valeur de la contrainte est obtenue

par différentiation

Application numérique

Considérons le probléme n®5. Le calcul effectif sur ordinateur de

la valeur ci-dessus, pour la 1&re contrakinte de ce probléme, donne
E « 184 E.

On voit que l'erreur commise sur la contrainte peut atteindre plusieurs

centaines de fois 1l'erreur sur les fonctions standard.




V.31

2) Développement limité

Nous avons tout d'abord déterminé, pour le probléme n°5, les valeurs
des angles dont le code de la Méthode des Centres par Linéarisations
calcule les sinus et cosinus. La figure V.2 représente un résuitat
statistique obtenu sur prés de 1200 valeurs de l'argument. On remarque
que ces valeurs sont approximativement comprises entre 1,20 et 1,55.
m .
Ces valeurs étant proches de—g il est logique d'effectuer les dévelop-
. s,z . 2 . . m

pements limités des fonctions“sinus et cosinus au voislnage de ——,

2
de la maniére suivante

Soit a l'argument considéré, et 0 = — - a.
Donc 2
sin o = cos © cos a = sin ©
avec © proche de O.
D'ou
o2 eu N eZn
sina = 1-— + — + ... +(-1) —e—
21 Yt (2n)!
3 5 2n+1
cos a =0 -2 + & &+ st E
31 51 (2n+1)!

Le tableau de la figure V.3 donne, pour des arguments compris entre
1,13 et 1,56, la vraie valeur du sinus, puis successivement les valeurs

du développement limité 3 2,3 et 4 termes, avec l'erreur commise.

Le tableau de la figure V.4. donne les mémes renseignements pour le

cosinus.

Le tableau de la figure V.5. compare, pour les mémes arguments, les
vraies valeurs des sinus et cosinus avec les valeurs obtenues par un

développement limité 3 3itermes, avec correction sur le 3éme terme
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0g
L 0%
09

L 08
F 001
ogl

Figure V.2.

Probléme n°5 (voir annexe Al)
Nombre d'arguments des fonctions
sinus et cosinus, rencontrés au
cours des calculs, ayant une

valeur donnée.




i
H
(]
c
0
I.T:I
<
w

113
lel4
1+15
116
1e17
1.18
1e19
| .20
[e21
.22
1.23
.24
1.25
1.26
1.27
1.28
1%29
1.30
1.31
1.32
1.33
1.34
1.35
1.36
1.37
1.38
139
.40
led4l
1.42
1443
Y
|45
1446
147
.48
|-49
1.50
1.51
[.52
1.53
1.54

‘1«55
156

?2 termes

J ETNES

sin ©
«904412189385
+908633496135
e912763940260
+916803108778
+920750597742
+92460601240!
+928368967247
+932039085960
«935616001555
+939099356324
e942488801923
0945783999438
«948984619349
¢952090341586
+955100855574
+958015860279
«960835064189
+963558185404
+966184951600
968715100108
e971148377913
«973484541670
+975723357808
«977864602416
« 979908061376
«981853530352
983700814798
2985449729963
«987100101006
«988651762828
+990104560328
991458348168
«992712991024
e993868363398
0994924349764
+995880844525
«e996737752032
e99749498B6589
e998152472481
«998710143972
e999167945267
«999525830603
e999783764188
999941720229

+902849299152
+907207262421
«911465225685
v 915623188953
«919681152215
2923639115480
«927497078747
+931255042017
+934913005282
+938470968550
0941928931813
+945286895078
+948544858346
«951702821617
+954760784882
+957718748151
+960576711414
+963334674680
+965992637949
+968550601220
+971008564486
+973366527748
975624491019
©9777824%4286
¢979840417555
+981798380819
« 983656344094
+985414307356
+987072270628
+988630233895
+990088197165
+991446160430
+992704123705
+993862086968
+994920050240
+995878013508
4996735976779
+997493940044
+998151903312
+998709866583
+999167829856
«999525793 125
+999783756396
+999941719662

+160-02
+140-02
.130-02
«[2€8-02
o1 1@-02
«970-03
.87.'03
+78€-03
+700-03
+630-03

+560~-03

+500-03
v440-03
«390-03
e 340-03
+30€-03
n26"03
022.'03
o|9.'03
+ 16903
+140-03
+120-03
+990~-04
«820-04
«688-04
+55€-04
1 4408-04
+350-04
+280-04
«220-04
«16€=-04
o 120-04

+890-05

+63€-05
«430-05
.280-05
.180-05
+10@-05
+570-06
.280-06
e 120-06
+37€-07
.780-08
057°'09

+904422342263
v908642344448
v 912771626727
+ 916809763325
+920756338436
©924610946257
«928373191013
+932042686890
+935619058097
+939101938837
+942490973309
+945785815721
+948986130281
+952091591188
+955101882648
+958016698862
+960835744025
«963558732360
«966185388063
©968715445337
v 971148648374
v 973484751385
©975723518592
«977864724179
+979908152348
+981853597312
+983700863277
©985449764429
«987100124995
«988651779155
+990104571140
+991458355124
+992712995338
+993868365966
©994924351219
<995880845304
+996737752418
©997494986763
+998152472554
+998710143993
©999167945275
+999525830603
+999783764188
©999941720229

olO.‘Oé
»880-05
«770-05
0670-05
157005
«490-05
«420-05
+60~-05
« 31 8=05
0268‘05
+220-05
+18@=05
«150=05
«12@=05
OIO.'OS
+840=-06
«688-06
0550'06
21440=06
035!'06
+2708=06
02|‘-06
16006
120-06
9| @=-07
678=07
«480-07
+ 34807
024.'07
.|69-07
+l10=07
+700~08
430208
«260-08
+1508=08
.78@-6§
«39@=09
0'79.09
+73€=10
.220-!0
«730=]|
.00e+00
«008+00
.00e+00

+904412154111
+908633466769
912763915929
+916803088704
+920750581254
2924605998933
+928368956297
+932039077112
2935615994439
+93909935064 1
2942488797419
+945783995887
948984616569
2952090339425
+955100853915
«958015859013
+960835063229
+963558184684
+966184951069
+968715099722
«971148377629
973484541474
+975723357670
+977864602321

+979908061311
+981853530308

+983700814768
+985449729948
+987100100991
+988651762821
+990104560321
+991458348168
+992712991024
+993868363398
0994924349764
+995880844525
+996737752032
+ 997494986589
¢998152472481
+998710143972
+999167945267
+999525830603
+999783764188
+999941720229

+350°07
0296-07
0 240-07
+208-07
+168=07
+138~-07
c110-07
+8808~-08
+710=08
+570-08
e 450~-08
«360-08
«28@-08
0220-08
'l7'°08
+ 13@-08
«968-09
+728<09
v 558~-09
+398-09
e288~-09
+208=-09
v | 4@=09
«95€8~-10
’.6bD-IO
0440"0
«290-]0
«|50~1]0
+|5€-10
730~}
0730"'
+000+00
+008+00
+00@+00
«00@+00
«008+30
+00@+00
+00@+00
+000+00
«00@+00
+0008+00
«00@+00
~«00@+00
+00@+00

€€
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cos 0

2426659807912

0417594503937
+ 408487440866

+399339529400

+390151684306

+380924824372
+371659872270
2362357754487
+353019401236
343645746339
334237727153
+324796284470
+315322362433
+305816908419
296280872973
+286715209687
«277120875113
2267498828688
2257850032599
2248175451727
+238476053514
+228752807891
219006687184
+ 209238665987
+ 199449721099
+ 189640831405
«179812977783
+ 169967143017
+ 160104311678
+ 150225470040
« 140331605980
+ 130423708877
+ 120502769511
«110569779970
+ 100625733543

2090671624625

.080708448620
«070737201840
.060758881396
+050774485115
040785011429
«030791459275
«020794828001
«010796117262

2 termes

426521769410
2417471403273
+408377957507
+399242432106
«390065827072
+380849142404
«371593378105
¢362299534172
+352968610607
+343601607411
«334199524580
«324763362115
«315294120024
+305792798293
296260396935
2286697915938
277106355314
267486715054
0257839995162
+248167195636
¢238469316481
0228747357692
«219002319269
0209235201214
« 199447003529
« 189638726209
« 179811369256
169965932671
«160103416453
« 150224820603
140331145118
« 130423390002
« 120502555255
« 110569640873
« 100625646859
.090671573212
«080708419933
«070737187020
060758874475
+ 050774482297
«+040785010487
«030791459044
+020794827969
+010796117260

.lh.-OB
+[20-03
«110-03
+970-04
+860-04
«760-04
066.‘0‘
+580-04
05'.'04
044.'04
038.'0A
+330=-04
+280-04
v240-04
+200-04
170-04
.ISO-OA
+120~-04
olO.‘O“
083"05
067"05
+55€-05
v440-05
+350-05
+270-05
+21@-05
« | 60=-05
«120-05
.90.-06
065.’06
066.'06
032.706
02'.f06
+|40=-06
+870-07
oSl.'O?
e290=07
150-07
«690-08
+280-08

094.'09

023.'09
+330~1]0
] 30-11

31£rmesl

« 426660447736
«417595048889
+408487903256
+399339920186
+390152013208
+380925099985
¢371660102173
+362357945335
+353019558859
«343645875822
+334237832916
+324796370338
«315322431706
+305816963926
«296280917123
«286715244533
«277120902395
«267498849853
.257850048865
«248175464099
«2384760628(9
+228752814809
«219006692257
«209238669654
< 199449723710
< 189640833229
«179812979036
< 169967143857
«160104312229
«15022547039]
+ 1640331606198
« 130423709005
« 120502769587
«11056978001 |
« 100625733564
«090671624635
+080708448624
.07073720184]1
.060758881397
.050774485115
«04078501 1429
.030791459275
»02079482800|
.010796117262

. 640-06

+34€-06
«460=06
« 390-06
.330-06
+28€-06
«230=-06
0190’06
+160=06
«130=06
0||.'06
+860-07
069.-07
«S568-07
044'-07
«350-07
+ 279207
2{0=07
+160-07
.120-07
«930-08
+69@-08
«510-08
37008
+260-08
+1880-08
+130¢-08
+840-09
«O58-09
«350<-09
022.-09
. 130-09
«750=10
4| 8=-10
«210=-10
+100=|0
o“S.'II
.180< |
«450-12
+00@+00
«00€+00
+00e+00
+00@+00

-00e+00

4 termes

+426659806183
«417594502534
«40848743973|
+399339528483
+390151683570
380924823787
+371659871804
+362357754123
«353019400953
+343645746115
+334237726981
+324796284339
+315322362337
»305816908346
+296280872920
+286715209647
.277120875084
+267498828665

+257850032584
+248175451715
+238476053506
+228752807888
«21900668718(
+209238665984
¢ 199449721098
+ 189640831403
+179812977783
+ 169967143017
+ 160104311678
+ 150225470040
+ 140331605980
+ 130423708877
+ 120502769511
+110569779970
+ 100625733543
+090671624625
080708448620
+070737201840
+060758881396
«050774485115
«04078501 1429
+030791459275
+020794828001
«010796117262

«|70=08

-« 14@-08

«110-08
«920-09
«730<09
«598-09
«478=09
«360-09
028"09
.22Q°09
e | 70=09
«|38=09
«98@~10
«738-]|0
+550«10
e 40810
«290-10
«2208~-1(0
o |5@«]0
«110-10
«e750~-1 1|
«550-11
e 360~ 1|
«180-1]]
e 180=11
] 80=1i
+000+00
«000+00
«+00@+00
+00@+00
+000+00
«000+00
+008+00
+000+00
«00@+00
«00@+:0
+009+00
+00€+00
«00@+00
«009+00
«00@0+00
+008+00
«00@+00

+00@+00

hE




§°A TYNOIL

. 3 termes S IEINES
0 sin © avec correction cos @ avec correction”
1413 +904412189385 +904415279302 .31e-05 2426659807912 426659887481 800-07
le14 «908633496135 +908635900926 +240-05 417594503937 417594549362 450-07
1+15 +912763940260 +912765760988 «|{88#-05 +408487440866 .408487459080 +180«07
116 +916803108778 +916804435607 «130-05 +399339529400 «399339526332 .318-08
117 +920750597742 «920751510845 +910-06 +390151684306 +390151665016 19007
l.18 924606012401 +924606582742 .570-06 «380924824372 380924793114 +3|8-07
1419 0928368967247 1928369257267 +290-06 2371659872270 ¢371659832604 +400-07
1.20 +932039085960 2932039150367 .648-07 +362357754487 «362357709356 45807
1.21 +935616001555 2935615887919 .11@~-06 «353019401236 «353019353031 +480=07
1.22 2939099356324 +939099105776 .25@-06 343645746339 2343645696979 49807
1.23 942488801923 942488449737 .350-06 ¢e334237727153 ¢334237678151 +490<07
1+24 +945783999438 1945783575563 428-06 +324796284470 «324796236984 47807
1.25 +948984619349 +94B984148965 +47€-06 + 315322362433 315322317328 +450-07
1.26 +952090341586 +952089845613 .500-06 «305816908419 305816866297 420<07
127 +955100855574 955100351118 +500-06 +296280872973 ¢296280834221 +390-07
[.28 +958015860279 958015361061 .500-06 «286715209687 286715174524 +350=07
.29 960835064189 960834580971 .488-06 0277120875113 0277120843625 +3|10=07
].30 +963558185404 2963557726342 460-06 +267498828688 2267498800827 .280-07
131 +966184951600 +966184522610 43€~-06 «257850032599 .257850008248 +240-07
1.32 +968715100108 968714705183 «398-06 248175451727 «248175430693 21007
1.33 971148377913 2971148019397 +360~-06 +238476053514 .238476035563 +180<07
.34 e973484541670 2973484220568 «320-06 +228752807891 0228752792763 .158=07
135 +975723357808 +925723073958 .28€-06 +219006687184 +219006674588 +|130-07
1.36 977864602416 2977864354786 +258-06 +209238665987 209238655641 +10@-07 <
137 979908061376 0979907848220 +«210-06 199449721099 0199449712719 +840+08 o
{.38 .981853530352 +981853349384 .180-06 « 189640831405 . 189640824716 67008 o
[ «39 +983700814798 +983700663385 «15€~06 179812977783 179812972532 +520-08
1.40 «985449729963 +985449605224 «120-06 + 169967143017 . 169967138965 +410=-08
le4l «987100101006 2987099999928 .10€-06 + 160104311678 160104308609 +310=08
| e42 .988651762828 98865168242 .800-07 + 180225470040 150225467765 +230-08
1e43 «990104560328 +990104497616 +630=07 « 140331605980 140331604336 +160-08
1«44 991458348168 +991458300373 +480~07 + 130423708877 . 130423707717 +120-08
1.45 «992712991024 0992712955510 +360-07 + 12080276951 1 + 120502768721 +790<09
146 «+993868363398 993868337772 «260-07 « 110569779970 110569779449 528-09
|« 47 0994924349764 994924331908 +180=-07 « 100625733543 100625733213 +330-09
{48 + 995880844525 +995880832585 12007 090671624625 090671624427 +200-09
.49 0996737752032 99673774445 .760-08 + 080708448620 .080708448509 +110-09
1.50 997494986589 997494982070 +45€-08 070737201840 070737201782 +588-10
1¢51 998152472481 +998152470000 .250-08 «060758881396 .060758881368 +280-10
1¢52 ¢998710143972 998710142742 +120-08 + 050774485115 .050774485103 +119-10
1.53 999167945267 999167944758 «510-09 040785011429 040785011425 «360<11
1+54 +999525830603 1999525830436 .|70-09 «030791459275 030791459274 .910-12
1.55 999783764188 +999783764152 +360-10 +020794828001 .020794828001 +23€«12
1.56 «999941720229 v999941720222 .730-11 010796117262 .010796117262 .000+00




02 OL+
sin a =1 -— + 0,995561 —
2! 4!
@3 65
cos o = O -— + 0,99596 —
3! 8!

Les valeurs des coefficients correcteurs ayant été déterminées

empiriquement de maniére d& minimiser l'erreur maximum sur 1l'intervalle

considéré.

Ces résultats, ainsi que le calcul d'erreur précédent, montrent que
. P . . 7 . . -5

si l'on désire sur les contraintes une précision de l'ordre de 10 °,

il est nécessaire de prendre au minimum 4 termes du développement

limité.

3) Temps de calcul

Nous avons comparé les temps mis par l'ordinateur pour effectuer les
D

calculs précédents.

Temps d'appel de la fonction standard sinus : 5,8.10-33.

Temps du développement 1limité 3 3 termes, avec correction sur le

3éme terme : 1,8.10-38.
Temps du développement limité 3 4 termes : 1,9.10—38.
Temps d'appel de la fonction standard cosinus : 5,6.10-33.

Temps du développement 1limité & 3 termes, avec correction sur le 3éme

terme : 2,0.10_38.

Temps du développement limité 3 4 termes : 2,4.10-38.

Ces temps sont des moyennes calculées sur 1l'appel de 4300 fonctions.

On voit donc que, si 1l'on ne désire pas une forte précision sur le

calcul des contraintes, et donc sur la solution du probléme, on gagnera
du temps en se contentant de 4 termes du développement limité

des fonctions standard.




CHAPI TRE VI

EXPERIENCES NUMERIQUES

COMPARATIVES
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VI.1 Introduction

Des expériences numériques systématiques ont été€ effectuées sur les
problémes cités en annexe Al, & l'aide d'un code écrit en ALGOL 60.

Pour les problémes-tests 1 3 5, ces expériences numériques ont été
réalisées sur Gamma M40 Bull. Les principales caractéristiques de cet

ordinateur sont
- Unité de mémoire de 32768 mots de 24 bits
- Durée du cycle de la mémoire fixe : 1,33 us
~ Durée du cycle de la mémoire principale : L,l4us
- Opérations arithmétiques incorporées en mémoire fixe
Virgule fixe simple longueur (24 bits)
addition 10us
multiplication 55us
Virgule flottante (48 bits, mantisse sur 37 bits)
addition 80us
multiplication 185us
Les expériences numériques concernant le probléme n°6, de grande

taille, ont été réalisées sur 10070 CII.

Les caractéristiques générales de cet ordinateur sont

Capacité mémoire de 98304 mots de 32 bits par blocs
Durée du cycle actif de 755 & 1 230 ns
cycle mémoire

b

Durée de sélection de 25 i 330 ns

- Recouvrement possible dans le temps de cycles effectués dans
des blocs mémoire différents.

Opérations arithmétiques

Addition double flottante (6u4bits)
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sans opérandes normalisés : de 13,7 & 15,1 us
avec opérandes normalisés : de 4,1 a8 5,5 us
Division double flottante (64 bits)
sans opérandes normalisés : de 34,7 & 36,3 us
avec opérandes normalisés #o: de 25,4 & 27,0 us
Multiplication double flottante (64 bits)
sans opérandes normalisés : de 16,6 a 18,0 us
avec opérandes normalisés o: de 9,1 & 10,6 us

I1 faut ajouter & ces valeurs un‘temps additionnel de 0,3 us

~

3 2,3 us suivant le registre utilisé.

Les résultats obtenus montrent que les problémes traités sont
résolus par la méthode des centres linéarisée avec une excellente
précision, les valeurs des contraintes actives & l'optimum trouvé

étant trés faibles.

L'algorithme de centrage (I.5) accélére sensiblement la convergence
pratique de la méthode ; on constate que le choix n°2 de I.5.3

est sur certains problémes plus efficace que le choix n°1.

La pondération de la fonction économique (I.6.1) donne également de
bons résultats ; la meilleure valeur du coefficient de pondération
3 choisir semble dépendre davantage de la forme du mod&le que de la
taille du probléme. La non-continuité du gradient de la fonction
économique de certains problémes produit de graves ennuis et on a
toujours intérét 3 présenter ces problémes sous une forme dans
laquelle la fonction économique est linéaire (V.3.2). Lorsque les
conditions optimales de résolution sont réunies, une bonne valeur
de l'optimum est obtenue généralement en un nombre de troncatures

compris entre 10 et 15.

Dans ce qui suit, nous utiliserons les paramétres de programmation

suivants

k pondération de la fonction économique (I.6.1)"
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lin nombre de linéarisations par toncature (I.4.2)
dic réduction de 1l'intervalle dans la dichotomie (III.2)

VI.2 Probléme n°l (voir annexe A1)

Dans ce probléme, la fonction économique est continuement différdn-
tiable.

Aprés réduction du nombre de contraintes en équation (voirV.3.1), ce

probléme comporte

- 2 variables 01 et 62

- 5 contraintes non linéaires, dont une en

équation

2 contraintes linéaires

4 contraintes de bornes (2 sur chaque variable).

La figure VI.1 représente les contraintes du probléme. On voit que
l'optimum se trouve sur une seule contrainte, qui est bien entendu

la contrainte non linéaire en équation.

Cette contrainte est transformée en inéquation par mise en <.

La figure VI.2 montre le domaine réalisable, ainsi que quelques
équipotentielles de la fonction économique. Le point de départ est
le point obtenu en mettant les variables & leur borne inférieure.
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Figure VI.1

Probléme N°1(voir annexe
A1)

Les contraintes du

probléme
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Figure VI.2
Probléme N°1 (voir annexe

A1) ‘
le domaine, réaliSabié
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1) Essais sans algorithme de centrage :

Paramétres de programmation

lin = 3 dic = 10”.
Dans le tableau suivant nous donnons la valeur de la fonction

économique en fonction du numéro de troncature, pour 2 valeurs diffé-

rentes du coefficient de pondération de la fonction économique.

Troncature' k=1 k=10—2
0 8880 8880
1 6111 ,u4 5191,2
2 5625,9 5139,2
4 5261,0 5133,0
6 5195,9 5130,9
8 5175,0 5129,8
10 5164,1 5129,1
156 5150,9 5128,2
20 51u44,6 5127,7
25 5140,9 5127,4
30 5138,5 5127,2
35 5127,1

La convergence est lente, mais on voit qué la pondération k=10~

l'accélére.

‘Cette lenteur de convergence est principalement due & de fortes os-

cillations sur le point (voir annexe A3.1.1)

2
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2) essalis avec algorithme de centrage (woir I.5)

Les 2 contraintes linéaires sont mises dans la partie non linéaire ;
elles interviennent donc dans la définition de la F-distance (voir
I.4)
Paramétre de programmation
. . 4
lin = 3 dic = 10

Centrage (choix n®1 de I.5.3)

Le tableau suivant donne la valeur de la fonction économiqu~ en fonc-

tion du numéro de troncature, pour 2 valeurs différentes de k.

Troncature k=10_1 ]<=10.-2
0 7596,75 7596,75

2 5149, 32 5141,57

4 5126,39 5129,96

6 5126,20 5127,10

8 5126 ,u41

10 5126,25

12 1 5126,21

14 5126,20

Le meilleur résultat est obtenu avec k=10

1
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3) Meilleure solution ocbtenue

Le meilleur essai est l'essai avec centrage ot avec pour parametres

de programmation k = 10—1, lin = 3, dic = 10

Dans ces conditions

La valeur 5126,200 (arrondi aux 3 premiéres décimales) est obtenue

3 la 7éme troncature.
La meilleure valeur obtenue est
5126 ,20024854

Y

3 la 11éme troncature, ce qui correspond @ la solution

@
"

0,118893 P 679,9205u8

©
1]

0,3986226 P 1026 ,093603

La variation de la valeur de la fonction économique en fonction du
numéro de troncature dans cet essai a été représentée par la figure

VI.3 (voir les valeurs numériques en A3.1.2).

VI.3 Probléme n°2 (voir annexe A1)

Seule la partie linéaire du probléme précédent est modifiée. Donc
la fonction économique est continuement différentiable, et apreés

réduction du nombre de contraintes en équation, ce probléme comporte
- 2 variables 0, et o,
- 5 contraintes non linéaires, dont une en équation

- 2 contraintes linéaires

- 4 contraintes de bornes (2 sur chaque variable).
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5250

5200
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VI.S

Figure VI.3

Probléme N°1 (voir an-
nexe Al)

Valeur de la fonction

économique en fonction

du numéro de troncature

- . — e
1 2 3 L 5 6 7 8 n°® de tronca-
ture

e
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La contrainte en équation est transformée en inéquation par mise

en & . La figure V¥I.4 montre le domaine réalisable. On voit que

~

1'optimum se trouve 3 l'intersection de deux contraintes : la con-

trainte non linéaire en équation, et une contrainte linéaire.

Le point de départ est le point obtenu en mettant les variables a

leur borne inférieure.
1) Essais :
Paramétres de programmation
lin = 3 dic = 10

Pas d'algorithme de centrage.

Valeur de la fonction économique en fonction du numéro de troncature

Troncature k=1 k=102
0] 8880 8880
2 5366,82 5174 ,86
y 522,03 5174 ,13
6 5197,65
8 5182 ,22
10 5176,91
14 5174 ,u45
18 - 5174 ,16
22 5174 ,13

La convergence est rapide lorsque k=10_2.

L'algorithme de centrage est donc inutile pour ce probléme.
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2) Meilleure solution obtenue

Le meilleur essai est 1l'essal avec pour paramétres de programmation

k=10"2, 1in = 3, dic = 10",

Dans ces conditions

La valeur 5174,126 (arrondi aux 3 premiéres décimales) est obtenue

3 la 4éme troncature.
La meilleure valeur obtenue est
5174 ,126061

3 la 6éme troncature, ce qui correspond & la solution

o, = 0,051109 Py = 776,159027

S] -0,428891 P 925,195138

2 1

En ce point la contrainte en équation vaut 15.10—9. (voir pour cet

essai les valeurs numériques en A3.2).

VI.4 Probléme n°3 (voir annexe A1)

Dans ce probl@me, la fonction économique est continuement différen-
tiable.

Aprés réduction du nombre de contraintes en équation (voir V.3.1),

ce probléme comporte
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Figure VI.h.

Probléme n°2(voir an-

/I‘I

nexe A1)
Le domaine réalisable
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et ©

5 variables Uo’Ul’U2’el 9

10 contraintes non linéaires, dont deux en équation

?2 contraintes linéaires

10 contraintes de bornes (2 sur chaque variable).

Les deux contraintes non linéaires en équation sont transformées

en inéquations par mise en «.

Le point de départ est le point obtenu en mettant les variables a

leur borne inférieure.

1) Essais sans algorithme de centrage
Paramétres de programmation
10t

1lin = 3 dic =

Valeur de la fonction économique en fonction du numéro de troncature

Troncature k=1 }<=1O_2
10000 10000

5 5455,64 5372 ,44

10 5423,36 5367,55

15 5408,97 5365,73

20 5364,78

25 5364,21

30 5363,82

L0 5363,33

50 5363,02
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La convergence est trés lente, bien que la pondération k=10—2

l'accélére (voir détails en A3.3.1).

Cette lenteur est principalement due a3 de fortes oscillations sur le

point (voir A3.3.2).

2) Essais avec algorithme de centrage (voir I.5)

Les 2 contraintes linéaires sont mises dans la partie non linéaire ;
elles interviennent donc dans la définition de la F-distance

(voir I.u.)

Paramétres de programmation

lin = 1 dic = 10° k = 10”2

3]

3 contraintes additionnelles. (choix n°1 de I.5.3)

Valeur de la fonction économique en fonction du numéro de troncature

5640,953
5395,677
5367,128
5362,595
5361,781
5361,762
5361,761

O U F oW N RO

Dans ce cas, l'optimum est atteint.
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3) Meilleure solution obtenue

Le meilleur essai est l'essal avec centrage et avec pour parameétre

2

de programmation k=10 °, 1in = 1, dic = 10

Dans ces conditions

9

La valeur 5361,761 (arrondi aux 3 premiéres décimales) est obtenue

~

3 la 6éme troncature.

La meilleure valeur obtenue est

5361,76140309

troncature, ce qui correspond 3

Uy = 252 P, =
U, = 252 P, =
U, = 201,465617 Q, =
® = 0,133500 Q, =

1 ° ’ 1 °
92 = - 0,371183

En ce point les 2 contraintes en équation

7,5.10"° et 8,6.10° 7.

VI.S Probléme n°4 (voir annexe A1)

la solution

675,000377

1134 ,0482u6

426,626602

368,489268

valent respectivment
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VI.5.1 1ére forme du modéle :

Aprés réduction du nombre de contraintes en équation (voir V.3.1),

ce probléme comporte
- 3 variables Xa3X) s Xg
- 7 contraintes non linéaires, dont une en équation
- - 6 contraintes de bornes (2 sur chaque variable).
La fonction économique est continue et & gradient non continu.

La contrainte en équation est transformée en inéquation par mise

en g.
Le point de départ est le point non réalisable fourni par 1'auteur.

1) Essais sans algorithme de centrage

Paramétre de programmation
. . 4
lin = 3 dic = 10

Valeur de la fonction économique en fonction du numéro de troncature




Troncature k=1 =10_2
0 100000 100000
2 8862,83 8840,U6
4 88LY 72 8833,20
" 6 88L0,0u 8831, 34
8 8837,61 8830,26
10 8836,09 8829 ,42
15 8833,79 8828,63
20 8832,52 8828,32
25 8831,69 8828,16
30 8828,06

La convergence est trés lente, bien que la pondération k=10-2

l1'accélére.

Cette lenteur est principalement due 3 dec oscillations sur le

point (voir A3.4.1).

2) Essais avec algorithme de centrage (voir I1.5)

Paramétres de programmation

10

lin = 1 dic = 10u k
Centrage & partir de la 5éme troncature.(choix n®1 de I.5.3)

Valeur de la fonction économique en fonction du numéro de troncature
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I ]
0 9519 8 8828,87
1 8856 9 8828 ,24
2 88472 ,4 10  8827,92
3 8841,2 12 8827,76
m 8840,65 14 8827,68
5 8838 16 8827,63
6 8832 18 8827,61
7 8829,9 20 8827,60

L'optimum est atteint, mais on a encore quelques ennuis dus & des

oscillations sur le point.

3) Meilleure solution obtenue

Le meilleur essai est l'essai avec centrage et avec pour paramétres

de programmation lin = 1, dic = 10%, x = 1072,

Dans ces conditions :

La valeur 8827,598 (arrondi aux 3 premiéres décimales) est obtenue

-~

d la 25 éme troncature (temps de calcul : 41,2 s).
La meilleure valeur obtenue est
8827,597938

~

3 la 29 éme troncature, ce qui correspond d& la solution

xy = 373,83106
x, = 419,99983
xg = 0,1532879
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En ce point la contrainte en équation vaut 3,8.10 '.

VI.5.2 2éme forme du modéle

7

Le nombre de contraintes en équation n'est pas réduit et les

variables X,,X,,X; ne sont pas éliminées. De plus, la fonction &co-

nomique est totalement linéaire (voir V.3.2)

Sous cette forme, le probléme comporte

- 9 variables xll,x12,x21,x22,x23,x3,xu,x5,x6

- 4 contraintes non linéaires en équation

- 18 contraintes de bornes (2 sur chaque variable).

Les contraintes en équation sont transformées en inéquations par

mise en «.

Le point de départ est le point non réalisable fourni par

1'auteur.
1) Essais
Paramétre de programmation
lin = 1 diec = 10

Algorithme de centrage (choix n°2 de

tionnelles & partir de la troncature

Valeurs de la fonction économique en

ture

u .

I.5.3) : 4 contraintes addi-
1.

fonction du numéro de tronca-
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Troncature | k=1072 =107 =107" k=10""
0 41490 41490 41490 41490
1 29338,22 29338,22 29338,22| 29338,22 |
2 25147,31 19323,40 11166,43| 99u1,30
4 22324,37 11576 ,63 8856,78| 8833,25
6 20027,09 9552,24 8828,26| 8829,57 |
8 18144 ,15 9018,45 8827,63| 8827,61 |
10 16587,22 8881,56 '8827,60| 8827,61 i
12 15287,58 8843,u6 8827,60| 8827,61 |

Le meilleur résultat est obtenu pour k=10_u.Dans ce cas, l'optimum

est atteint.

2) Meilleure solution obtenue

. . . -4
Le meilleur essai est l'essai avec k=10 .

Dans ces conditions

La valeur 8827,598 (arrondi aux 3 premiéres décimales) est obtenue

~

3d la 11éme troncature.
La meilleure valeur obtenue est

8827,59812356

~

3 la 138me troncature, ce qui correspond & la solution

107,79178 Xy = 373,8282u

be]
'

196,33947 X, = 420

y

b
N
"

21,31652 Xg = 0,1533099

‘R
o
1




V.21

En ce point les U4 contraintes en équation valent respectivement
12.107°%, 9.1077, 22.1077

numériques en A3.4.2).

s 9,10-9. (voir pour cet essai les valeurs

VI.6 Probléme n°5 (voir annexe A1)

Pour la résolution par la méthode simpliciale en variables bornées,

nous ajoutons arbitrairement des bornes sur les Oi

VI.6.1 Iére forme du modéle

Aprés réduction du nombre de contraintes en équation (voir V.3.1),

ce probléme comporte

- 19 variables Ui,et ei
- 34 contraintes non linéaires, dont 6 en équation
- 38 contraintes de bornes (2 sur chaque variable).

La fonction économique est continue et 3 gradient non continu.

Les contraintes en équation sont transformées en inéquations par mise

en <.

Le point de départ est le point obtenu en mettant les variables &

leur borne inférieure.

1) Essais sans algorithme de centrage

Paramétres de programmation

lin = 3 dic = 107 x = 10”2,

Valeur de la fonction économique en fonction du numéro de troncature
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0 7500 16 1546,59
2 1652,83 18 1546,57
4 1578,82 20 1546,55
6 1553,68 22 1546 ,54
8 1548,52 | 24 |  1546,52
16 1546,90 26 1546,51
12 1546 ,66 28 1546 ,49
14 1546 ,60 30 1546 ,48

La convergence est trés lente ; nous avons méme une quasi-stagnation
autour de 1546,5.

2) Essais avec atgorithme de centrage (voir I.5)

Paramétres de programmation

lin = 1 » dic = 102 k = 1072,

n

4 contraintes de centrage. (choix n°1 de I.5.3)

Valeur de la fonction économique en fonction du numéro de troncature

1 1511,92 12 1505, 34
2 1508 ,2U 14 1505,21
3 1507,75 16 1505,11
4 1507, 60 18 | 1505,04
6 1506,23 20 1505 ,02
8 1505 ,77 22 | 1505,01
10 1505 ,50 24 1505,01
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Ici encore la convergence est lente, et on a une quasi-stagnation

autour de 1505.

IV.6.2 2éme forme du modéle

Le nombre de contraintes en équation n'est pas réduit.

La fonction économique est linéaire par morceaux ; elle est donc

continue et 3 gradient non continu.

Les variables du probléme sont

- les Ui i=1,...10

- les 0, i=1,...9

- les P, i=1,2,4,6,8,9,10
- les Q; i=1,2,8,6,8,9,10.

Sous cette forme, le probléme comporte donc
- 33 variables

- 20 contraintes non linéaires en équation

- 66 contraintes de bornes (2 sur chaque variable).

Les contraintes en équation sont transformées en inéquations par

mise en .

Le point de départ est le point obtenu en mettant les variables a

leur borne inférieure.

1) Essais sans algorithme de centrage

Paramétres de programmation
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2

lin = 1 ‘ dic = 10 k= 1072

Valeur de la fonction économique en fonction du numéro de troncature

0 7500 18 4402 ,97
1 4567,71 22 4392,80
2 4554 ,00 26 4380,57
Y 4527,05 30 4370,77
6 4497,91 3y 4367,73
8 4Y78,47 38 4366,98
10 4467,39 42 4366,87
14 4433,26 46 . 4366,85

La convergence est trés lente.

2) Influence du coefficient k

Paramétres de programmation
. . y
1in = 1 dic = 10
3 contraintes additionnelles. (choix n°1 de I.5.3)

Valeur de la fonction économique en fonction du numéro du troncature
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‘0

‘J

& | k=107t | k=10"% | x=10"* | k=10"% | k=10"® | k=107’
i’

1 | 4569,9 | 4567,7 | 456959 | 4569,9 | 4569,9 | 4569,9

2 | 4568,1 | 4550,3 | 3589,1 | 2488,8 | 2288,5 | 2193,k

3 | 4s66,5 | 4536,4 | 3065,1 | 2044,6 | 2080,6 | 2141,6

4 | sses,7 | 4519,5 | 2778,7 | 1819,7 | 1970,1 | 2125,5

5 | u4s63,1 | 4502,3 | 2606,0 | 1725,7 | 1792,9 | 2113,6

7 | uss9,6 | 4477,2 | 2300,3 | 1841,3 | 1738,8 | 2090,8

9 | us56,1 | uu56,0 | 2121,1 | 1591,0 | 1715,9 | 2067,0
11 | u552,9 | uss1,6 | 1989,0 | 1571,2 | 1694,8 | 20u9,3
13 | ssu9,4 | us17,9 | 1915,5 | 1558,u | 1656,7 | 2028,7
15 | u545,9 | 4397,1 | 1842,6 | 1548,9 | 1643,9 | 2005,9

5

Les méilleurs résultats sont obtenus avec k=10 °.

3) Influence du nombre de contraintes de centrage

(voir I.5)

Parametres de programmation

lin = 1 dic = 10" | kK = 107°

Valeur de la fonction économique en fonction du numéro de troncature,
pour des nombres différents de contraintes additionnelles (choix
n°1 de I.5.3).
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Troncature 2contraintes |3contraintes |9contraintes
1 4569,9 4569,9 4569 ,9
2 2488,8 2488,8 2304 ,6
m 1877,2 1819,7 1702,1
6 1720, 3 1657,8 1581,6
8 1626 ,4 1616 4 1556 ,8
10 1602,0 1586 ,0 1539,7
14 1579,1 1551,2 1517,9
18 1572,1 1538, 4 1512,1
22 ' 1557,6 1533,8 1505,0

L'augmentation du nombre de contraintes additionnelles accélére

la convergence ; cependant on a des difficultés 3 arriver 3 1'optimum
dues 3 des oscillations sur le point (voir A3.5.1) en particulier sur
les Pi qui oscillent autour de leur valeur optimale, comme le

montre la courbe (figure VI.5)

VI.6.3 3éme forme du modéle

le nombre de contraintes en équation n'est pas réduit.
La fonction économique est entiérement linéaire (voir V.3.2)

Les variables du probléme sont

- les Ui' i=1,...10
- les 0. i=1,...9
i
- les Pij i-=1,2,4,6,8,9,10 j € Ji

les Q. i=1,2,4,6,8,9,10.
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Sous cette fq?me, le probléme comporte donc
- 50 variables
- 20 contraintes non linéaires en équation
-100 contraintes de bornes (2 sur chaque variable).

Les contraintes en équation sont transformées en inéquations par

mise en <.

Dans les essais suivants nous utiliserons 2 points de départ : le
point P1 obtenu en mettant les variables d leur borne inférieure,

et le point P2, plus proche de l'optimum , obtenu au cours d''n essai
(et donc réalisable), correspondant 3 une fonction économique de

1500 environ.

1) Influence du coefficient k

ier essai : sans algorithme de centrage.

Paramétres de programmation

lin = 1 dic = 10u départ du point P1

Troncature k=102 k=10"" k=10"° k=10"8

1 4569, 9 4569,9 4569,9 4569,9

2 4546, 3 3354, 7 2457,1 2297,1

3 4521,9 2479 ,2 2206,0 2211,9

4 4500, 4 2136, 3 1651,7 2163,9

6 4450, 8 1855, 3 1557,8 2113,5

8 4410, 5 1749,7 1531,8 1697,0

10 4361,6 1610,3 1525,8 1565,9
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2eme essai

Algorithme de centrage, départ de P

1.
Paramétres de programmation
lin = 1 dic = 10u 4 contraintes de centrage
(choix n°1 de I.5.3)
e -5
Troncature k=10 k=10
1 4569,9 4569,9
2 3089,0 2017,9
3 2352,7 1661,6
Y 1965,5 1580,6
6 1672,2 1542,1
8 1560,1 1521,2
10 1527,2 1508,6

3eme essai

algorithme de centrage, départ de P2.

Paramétres de programmation

lin = 1 dic = 109~

4 contraintes de centrage
(chéix n°1 de I.5.3)
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Troncature x=10"3 xk=10"" k=10""> x=10""5
1 1499,964 | 1499,964 | 1499,864 | 1499,964
2 1499,946 | 1499,904 | 1499, 880 | 1499,909
3 1499,918 | 1499,799 | 1499,768 | 1499,895
4 1499,903 | 1499,766 | 1499,681 | 1499,861
6 1499,867 | 1499,691 | 1499,550 | 1499,813
8 1499,825 | 1499,609 | 1499,504 | 1499,773

Dans tous les éaé,
K = 107°.

2) Influence du nombre de

1er essai :

départ de P

les meilleurs résultats

sont obtenus avec

contraintes de centrage

Paramétres de programmation

lin = 1 dic = 10" x = 107°
centrage (choix n°1 de I.5.3)
Troncature 4 contraintes |5 contraintes
de centrage de centrage
1 4569,9 4569,9
2 2017,9 2017,9
4 1580,6 1545 ,2
6 1542 ,1 1518 ,u4
8 1521,2 1513,2
10 1508 ,6 1506, 3
12 1501,9 1502,3
1y 1500, 3 1501,0




VI.31

Ici 1'addition d'un contrainte de centrage par troncature (passage

de 4 3 5) n'a pas accéléré la convergence.

2éme essai

départ de P2.

Paramétres de programmation :

lin = 1 dic = 10° k = 1075

centrage (choix n®1 de I.5.3)

Troncature 4 contraintes |6 contraintes
de centrage de centrage
1 1499,964 1499,964
2 1499,880 1499,848
m 1499,681 1499,626
6 1499,550 1499,427
8 1499,504L 1499,390
3eme essail
départ de P2,

Paramétre de programmation
lin = 1 dic = 10° k = 107°

Centrage (choix n°2 de I.5.3)
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Troncature 8 contraintes |12 contraintes
de centrage de centrage

1 1499,964 1499,964

2 1499,776 1499 ,652

3 1499,390 1499,392

4 1499,337 1499,264

5 1499,263 1499,241

6 1499,254 1499,237

Nous voyons qu'une augmentation importante du nombre de contraintes

de centrage (passage de 8 3 12) a eu un effet sensible sur la rapidi-

té de convergence.

3)Influence de la forme du centrage

Paramétres de programmation

lin = 1 dic

Départ du point P,

2 essais sont comparés, l'un avec le choix N°1, 1l'autre avec le

choix N°2 de I.5.3

= 10°

=
1]

10

8 contraintes de centrage

_
Troncature Choix N°1 Choix N°2

1 1499 ,964 1499 ,964

2 1499,848 1499,776

3 1499,706 1499,390

4 1499,626 1499,337

5 1499 ,548 1499,263

6 1499 ,427 1499, 954
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Avec le choix n®2 la convergence est plus rapide.

4) Meilleure solution obtenue

La valeur 1499,24 (arrondi aux 2 premiéres décimales) est obtenue 3

la 13&me troncature, avec les parameétres de programmation lin = 1,
dic = 10%, x = 107°

b
I.5.3) 3 partir de la 8&me troncature, comme indiqué sur la figure VI.6

, et 12 contraintes de centrage (choix N°2 de

(voir les valeurs numériques correspondantes en A3:5.2) Temps de calcul
2856 s avec la dichotomie (III.2.2) et 1692 s avec l'interpolation
polygonale (III.3.2)

La meilleure valeur obtenue est

1499,23582977

~

obtenue 3 la 1l1éme troncature d partir du point P2, avec les parameétres

5

de programmation 1lin = 1, dic 109, k = 10" ° et 12 contraintes de

centrage (choix n°2 de I.5.3)
les valeurs numériques correspondantes en A3.5.3).

, comme indiqué sur la figure VI.7 (voir

Cette valeur correspond d la solution

noiud ’ Pi : Qi ‘ Ui | ei é
1 256,411 108,420 240 - 0,006638
2 222,674 7,290 240 0,017146
3 0 0 221,756 0,112668
Yy 560 390 233,518 0,0535u46
5 0 0 231,879 0,133939 |
6 140 112,296 239,287 0,083267 .|
7 0 0 233,417 0,065269
8 320 149,058 239,430 0,021354
9 150 55,328 240 0,103094
10 320 88,175 240 0




1500,5
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1499,5
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Figure VI.G6.

Probléme n°5 (voir annexe
Al)

Valeur de la fonction
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A
1500
Figure VI.7.
Probléme n°5 (voir annexe
Al)
Valeur de la fonction
économique en fonction
du numéro de troncature
1499,5
1499 ,2
i
2 3 y 5 n® de troncature
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En ce point les 20 contraintes en équation valent

9,7.10'8 0
2,5.10'6 0
5,1.107°  1,1.107°
6,2.107°% 0
3,1.1077  3,5.107°
4,1.10"° 0
4,3.10°%  5,2.1078
5,8.10°° 0
1,1.107° 0
3,8.10°° O

VI.7 Probléme n°6 (voir annexe A1l).

Pour la résolution par la méthode simpliciale en variables bornées,

nous ajoutons arbitrairement des bornes sur les CH
-1¢ 0, ¢1 i = 1,...43.

Dans le modéle considéré, le nombre de contraintes en équation n'est

pas réduit et la fonction économique est entiérement linéaire

Les variables du probléme sont

- leS U- i = 1,00.0”""
1
- leS O- i = 1,0..-“3
1
- les Py, . i o= 11,24,25,29,u44 jed;
-les Q; i = 11,24,25,29,ulL

Sous cette forme, le probléme comporte donc

% ogae f
%, .
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- 103 variables
- 88 epontraintes non 1linéaires en équation
- 206 contraintes de bornes (2 sur chaque variable).

Les contraintes du réactif correspondant aux noeuds 6,7,8,9,10,15,16,
17,18,19,20,21,22,23,28 sont transformées en inéquations par mise en

>. Toutes les autres contraintes sont mises en g (voir IV.6)

Le point de départ est le point obtenu en mettant les puissances Pi
et Q; d leur borne supérieure et les autres variables & leur borne
inférieure. L'algorithme de I.6.2, avec la fonction économique non

pondérée, fournit un point réalisable au bout de 6 linéarisations.

1) Ajustement du coefficient k.

Paramétres de programmation

lin = 1 dic = 109 pas de centrage

Troncature k=10"" k=10"° x=10""°
1 84 , 44?2 84 4u2 . 84 LL?2
2 82,901 78,677 76,613
3 78,901 72,786 74,379
m 76,952 66,720 . 72,632
5 T4, 743 63,349 71,052
6 72,7390 60,838 70,004
7 71,099 58,634 68,703
8 69,314 56,787 67,236
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Ces valeurs sont représentées sur la ligne VI.S8.

Le meilleur résultat est obtenu avec k = 10_5. La convergence reste

cependant encore lente.

2) Essais avec algorithme de centrage

Paramétres de programmation

lin = 1 dic = 10° x = 1073

centrage (choix N°2 de I.5.3)

Troncature 5 contraintes |10 contraintes|15 contraintes
de centrage de centrage de centrage
1 84,442 84,442 84 ,4u2
2 71,307 68,242 68,242
3 60,048 57,8u8 57,848
4 53,317 51,334 50,628
5 49,383 47,277 46,514
6 46,541 44,999 44,499
8 43,810 43,286 43,157
10 43,101 42,3960 42,935
12 | 42,937 42,908 42,903

Ces valeurs sont représentées sur la figure VI.9
ﬁhadjonction de contraintes de centrage accélére nettement la conver-

gence.
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3) Meilleure solution obtenue.

La valeur 42,898 (arrondi aux 3 premiéres décimales) est obtenue a
la 158me troncature, avec les paramétres de programmation
lin =1, dic = 109, k = 107°

N°2 de I.5.3) dés la l1lére troncature.

, et 15 contraintes de centrage (choix
Temps de calcul : 5495 s.

La valeur 42,8982 (arrondi aux 4 premiéres décimales) est obtenue
d la 17éme troncature, avec les mémes parametres.

Temps de calcul : 6108 s.

La meilleure valeur obtenue est

42,83981784084

obtenue 3 la 19éme troncature avec les paramétres de programmation

précédents (voir les valeurs numériques en A3.6)

Solution
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Py Q. U o5
0 332,0000 72,6484 168,0000
7 N | 152,6805 -0,277133
2 162,0644 -0,068160
3 152,0908 -0,211713
m 150,2078 -0,218637
5 152,4286 -0,208466
6 168 ,0000 -0,118419
7 167,9L44Y -0,116324
8 166,7366 | -0,121455
9 157,5234 -0,288015
10 157,7756 -0,288452
11 10,0000 25,8614 149,1490 -0,505063
12 145 ,6534 -0,505885
13 143,1034 -0,553907
14 146,0305 -0,4496u2
15 151,7700 -0,3440u5
16 155,3721 -0,307873
17 157,6798 -0,285795
18 161,6918 -0,237917
19 160 ,349U -0,240868
20 154 ,4858 -0,284463
21 157,8497 -0,241211
22 166,1695 -0,122298
23 148 ,7437 -0,376062
24 0,0000 | -0,9622 141,6358 -0,487284
25 125,2010 | 79,2610 144,216k -0,522038
26 145,2408 -0,480428
27 145 ,6214 -0,458665
28 167,2874 -0,068573
29 23,0000 | 20,0000 143,5818 -0,5440u3
30 145,0159 -0,503260
31 148,8207 -0,34B574
32 164 ,5481 -0,022777
33 164 ,8156 -0,024955
3y 155,7085 -0,080193
35 155,7577 -0,078873




36
37
38
39
40
41
42
43

VI.u43

153,0563
153,1252
153,6653
154 ,6639
155,6708
155,7519
156 ,0586
162,5622

-0,123220
-0,120846
-0,114184

-0,100256

-0,076392
-0,074754
-0,070630
-0,036031
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A NNEXE 1

Exemples de réseaux

A.1.1 PROBLEME N°1

Réseau 3@ 3 noeuds, actif seul, avec limites de transit([G]:page,Sg).

0 1
2
. e . -6.3 2 -6.3
Minimiser (3PO + 10 PO + 2P1 3 10 Pl)

sous les contraintes

1000 sin(-06, - 0,25) + 1000 sin (-6, - 0,25) + 894,8 = P

1 2 0]
1000 sin( 6, - 0,25) + 1000 sin ( @, - 6, - 0,25) + 894,8 = P,
1000 sin( 02 - 0,25) + 1000 sin ( 92 - @1 - 0,25) + 1294,8 = O
0 « Pos 1200
0 £ Py 1200
-0,55¢ 6,5 0,55 0, = 0, ¢ 0,55
-0,55¢ 0,< 0,55 0, - 0, & 0,55
Solution donnée dans [61
Optimum : 5125,2
Solution : 0, = 0,119 PO = 679,6
0, =-0,396 P, =1026,1
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A:1.2 PROBLEME N°2

Réseau a 3 noeuds, actif seul, avec limites de transit ([6] page 69).

2

Seule la partié linéaire du probléme précédent est modifiée.

e | -6.3 2 =653y
Minimiser (_3PO + 10 Po + 2P1+ 3 10 Pl)

Sous les contraintes

1000 sin (-0, - 0,25)

1 + 1000sin (-@2 - O,?S) + 894,8 = PO
1000 sin ( @1 - 0,25) + 1000sin ( 01 -0, - 0,25) + 894,8 = P1
1000 sin ( 0, - 0,25) + 1000sin ( 0, = 04 - 0,25) + 1294,8 = O
0 < PO < 1200
0 ¢ P1 < 1200
-0,48 g 0, s 0,48 0, - 0, 5 0,u8
-0,48 g 0, g 0,48 0, - 6, 5 0,48
Solution donnée dans [61]:
Optimum : 5158,6
Solution : 0, = 0,054 PO = 770,6

0, =*0,426 P, = 928,1
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0 < PO - 400 ¢ Qo < 800
0 g P1 - 400 ¢ Q1 < 800

- 0,55 ¢ 0, ¢ 0,55 0

- 0,55 ¢ 6, g 0,55

2 2 1

196 s U; s 252 i=0,1,2.

Solution donnée dans [6]

Optimum : 5362,903"

Solution : Uy = 252 P, = 688,902
U, = 252 ' P, = 1118,934
u, = 201,6 Qp = 422,417
0, = 0,125 Q, = 367,668
0, ==0,375

A.1.4. PROBLEME N°4

Réseau 3 2 noeuds, actif et réactif, avec limites de transit (proBléme
n®6 de [81).

Minimiser (fl(xl) + f2(x2)] 28 si 0O S.Xz < 100
df, 30 1 0 s x; ¢ 300 df, 29 si 100 ¢ x, s 200
dx 31 si 300 < x, < 400 dx 30 s1 200 ¢ x, 5 1000

1 < %




5

x, = 390,0
x, =1000,0
Xe = 191,175

sous les contraintes

X, X
c - 3 4 cos (b
" B
X . X
-8 cos (b
B
XgX
D - sin (b
B
XX
- 3 sin (b
B
A = 0,90798
B = 131,078
0 « Xy € 400
0 « X, & 1000
-1000 ¢ x. g 1000

+

340

340

Al.5

N
wl > wf > Wl >

N
i >

0,00889

1,48477

A
e
L/

A
»
A

A

Point non réalisable de départ

= 419,5

= 340,5

= 0,5

cos

cos
sin

sin

420

420

0,5236

0

(b -

(b -

(b—

(b -

a)

a)

a)

a)

1]

300

200
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A.1.5. PROBLEME N°5

Réseau 3 10 noeuds, actif et réactif, sans limites de transit (CIGRE).

Vg
/e

Minimiser (1,87 P + 1,92 P1 + 2,61 P

1,1 92 1,4

+ 1,85 P + 1,88 P + 1,89 P, , + 1,90 P, , + 2,27 P

2,1 2,2 ,1 52 4,3

+ 2,28 P + 2,36 P + 2,38 P + 2,51 P + 2,54 P

b,k 6,1 6,2 6,3 6,4

+ 2,56 P + 1,68 P + 2,33 P + 2,43 P + 1,96 P

6,5 8,1 8,2 8,3 9,1

+ 2,18 P + 1,77 P + 2,25 P + 2,31 P + 2,62 P )
10,4

9,2 10,1 10,2 10,3

les P. . étant calculés a partir des P, comme indiqué ci-dessous

b
sous les contralntes

U.U. A..
- T 2 ) cos (0. -0. + B..) + b3 U? 2] cos (B.. - a..)+C.=P.
i ij ij i i

o . J 1] . . 1
jee (i) Bij j€e (1) Bij
UiU° 2 A..
- I ——1 gin (0, - 6. + B..) + z U 21l sin(Bsi. - a.,.) + D.= Q
i j ij o igp ij ij i
jee(i) B.. jee(1) ij

1]




80 ¢« P 240

n

80 240

N
o
N

40 ¢ P 120

A

20 50

/N
s}
A

L0 ¢ P 120

/A

40 ¢ P g 120

6,2
20 ¢ Pg g 50
20« Pg € 50
20 ¢ Pg g g SO
P, =0

-113 5 Q; < 335

240

1
=
fe's)

IA

L
N

/A

390

1
<
o

A

L
=

A

210

i
=
o
A
O
»
/A

Vi

¥i = 10

80

80 ¢

80

40

40

30 .

Al1.7

< P

< P

< P

"
- O

10

$

’A

/A

A

A

240

240

240

120

120

120

80

80 «

80

BN

40

A

40

A

80

A

40

A

20

A

20 «

O
=
n

=
L'

[y

A

240

< 240

P < 120

P, , ¢ 120

10,1 €

/A

10,3

o
7

10,4

Qg ¢ 270
Qq ¢ 115

Q0 ¢ 23

240

120

50

50




Al.

c, D i e D

1 "0 0 6 | 100 35

2 0 0 7 | 100 50

3 1250 160 8 | 250 150

4 |1000 630 g | 100 30

5 (150 75 | 10 0 0
Sommets
reliés Aij 1/Bij aij Bij
i ] ,
1 2 0,9951 0,0401 0,0010 1,3698
1 3 0,994L 0,0350 0,0012 1, 3686
1 Y 0,9882 0,0251 0,0018 1,4207
1 8 0,9875 0,0151 - 0,00u46 1,2230
2 4 0,9976 0,0400 0,0005 1,3696
3 4 0,9808 0,0100 0,0050 1,3243
3 5 0,9807 0,0101 0,0050 1,3231
m 6 | 0,9975 0,0400 0,000y 1,4205
Y 7 0,9901 0,0295 0,0025 1,3266
4 10 0,9980 0,0981 0,0004 1,3735
5 6 0,9936 0,0302 0,0019 1,2811
5 0,9882 0,0251 0,0018 1,4207
7 0,9903 0,0301 0,0025 1,3216




Al1.9

Calcul des P. . 3 partir des P.
, -3 7 1

- en chaque noeud ou Pi % 0, calcul de la somme des bornes inférieures

des P, . : I P? )
s ] jeJi s]

-déduction de cette somme de P,
P! =P, - I PI.
€, 12J
i
1
-ventilation de Pi sur les différents groupes j pour j € Ji dans 1'ordre

des colits croissants, par saturation successive des groupes.
Solution donnée.

Optimum : 1498,95

Solution

Noeud P. Q. U, 0.
i 1 1 1 1
1 256,31 108,45 240 - 0,00669
2 222,62 7,18 240 0,01711
3 0 0 221,77 - 0,11255
Y 560 390 233,52 - 0,0535u4
5 0 0 231,89 - 0,13396
6 140 112,46 239,30 - 0,08327
7 0 0 233,42 . |- 0,06528
8 320 149,23 239,44 - 0,02139
9 150 55,23 240 - 0,10316

10 320 88,06 240 0




A1,.10

A.1.6. PROBLEME N°6

Réseau 3 UY4 noeuds, actif et réactif, sans limites de transit (réseau

grec).
| 36
| 37 3y
5 38
39
35
40
tu1
42
43
33 32
11 27 2
1 2
12 26.. ‘
31 ° 3
30
13 14
29 Y
23
15
16
17
9
18
10




Al.11

Minimiser (0,06(P + P ) + 0,07(P + P + P ) + 0,08

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
(Py,g * Po,g) + 0526 Pyy o + 0,35 Piyy2 + 0,36 Py o + 0,12
Pyg,q * 0519 Pyg o + 0,15 Pyg 4 + 0,22 Py, + 0,25 Pyg 4)

Les Pi étant calculés 3 partir des Pi comme dans le probléme n°5

sous les contraintes :

U. U, 2 A, .
)X 21 cos (0, - 0. + B..) + I U, ==d cos(B.. ~ a,.)+C, =P,
- ) B.. i j ij . ) ig. . ij ij i
j€e (i) 1j j€e (1) ij

U:.U. ‘ A, .
- 1 =1 sin (e, - 0. + B8..) + I U2 i1 gin(g.. - a..) + D, =Q.
j€e(i) B,. 1 ] 1] ... B.. ij ij i~
1] ’ j€e (i) ij

182 § Py 4 < 215 10 £ Pyy 4 < 62 3§ Pyg 4 ¢ 23
€ Fo,p ¥ 23 O & Pyg,p ¢ 18 0 & Ppg , ¢ 15
0¢ Py 3825 | 0 < P29:3 < 8
0« Po’u < 20 | 0 g P2H,1 < 25
0 < Po,s § 17
0« PO,S g 17 24 < P25,1 < 116
0 Py g€ 15 ' O Pyg 5§ 56

P. =0 Vi # o,1i,2u,25,29.

- B4 & Q€ éss - 26 5 Q,g <« 130

- 15 « Q11 s T4 - b ng < 20

- 15 Qyy 6




Al1.1

2

'Qi =0 ¥i # 0,11,2%,25,29.
130 ¢ Ui < 168 ¢ ¥i
-1 50, g1 Vi %0 o_ =0
i C. D. i C. D. i C. D. i C. D.
. 1 1 1 1 1 1 1 1
o | 24,20 y28,70 | 12} 2,90 1,93 | 22 | 2,70 | 1,80 | 33 | 2,90 | 1,45
1 |-12,00 [-9,30 | 12| 12,84 ]| 7,50 | 23 | 4,42 | 1,76 | 34 | 1,80 ] 0,90
2 0,30 | 0,30 | 13 po1,00 | 4,85 | 24 |33,30 |11,90 | 35 | 0,75 ] 0,75
3 3,28 | 2,46 | 14| 6,125 2,05 | 25 | 96,00 |29,60 | 36 | 1,70} 1,70
4 | 13,50 | 9,65 | 15| 3,66 | 1,83 | 26 | 5,14 | 2,06 | 37 | 9430} 4,22
5 6,98 | 5,41 | 16 | 1,25| 1,25 | 27| 9,90 | 1,98 | 38 | 2,25] 1,50
6 2,02 | 0,67 | 17 0,00} 0,00 | 28 }-78,70 | 8,68 | 39 | 2,65} 1,98
7 | -7,40 | 3,127 | 18 }-67,60 10,95 | 29 ps55,80 10,45 | 40 |28,60]22,70
8 0,00 | 0,00 | 19| 2,90} 0,97 | 30| 4,30 | 2,15 | 41 ]24,80]19,20
9 2,94 | 1,47 | 20} s5,120| 4,08 ]| 31| 3,14 | 2,35 | 42| 0,00} 0,00
10 1,80 | 0,90 | 21| 16,10} 11,85 | 32| 3,60 | 4,05 | 43 ] 0,00[| 0,00
Sommets
reliés Aij 1/Bij aij Bij
i 3
10 17 0,9975 0,0330 0,0011 1,1532
9 17 0,9989 0,0489 0,0005 1,1530
17 18 0,9985 0,0426 0,0007 1,1530
18 19 0,9991 0,0528 0,0004 1,1539
19 21 0,9974, 0,0315 0,0012 1,1542
20 21 0,9992 0,0550 0,0004 1,1529




20
15
15
16
23
24y
25
13
13
29
12
11
26
26
27
30
14
14
22
21

O O N w F O O L O 9

w
N

23
23
16

17

24
25
29
29
30
30
30
12
30
27
31
31
30
31
28
22
22

31

31

32
L3

0,9960
0,9992
0,9991
0,9997
0,9983
0,9997
0,9999
0,9999
0,9989
0,9986
0,9999
0,9988
0,9997
0,9997
0,9943
0,9886
0,9985
0,9955
0,9989
0,9893
0,9997
0,9960
0,3984
0,9968

10,9854

0,9960
0,9984
0,9980
0,9968
0,9991
0,9979
0,9991

A1.13

0,0254
0,0550
0,0508
0,0826
0,0375
0,0997
0,190u
0,2090
0,0523
0,1026
0,1829
0,050u
0,0975
0,1126
0,0255
0,0179
0,057
0,0261
0,0523
0,0231
0,0912
0,0252
0,0400
0,0692
0,0147
0,0249
0,0388
0,0367
0,0281
0,0532
0,0345
0,0528

0,0018
0,0004
0,0004
0,0001
0,0008
0,0001
0,0000
0,0000
0,0003
0,0004
0,0000
0,0003
0,0001
0,0001
0,0015
0,0030
0,0004
0,0011
0,0003
0,00u8
0,0001
0,0018
0,0007
0,0009
0,0036
0,0018
0,0007
0,0009
0,001k
0,0004
0,0009
0,0004

1,1534
1,1529
1,1529
1,1538
1,15%0
1,3258
1,3208
1,3328
1,3309
1,3109
1,3308
1,3319
1,3318
1,3308
1,3123°
1,3188
1,3319
1,3322
1,3309
1,153
1,1558
1,1534
1,1540
1,3101
1,3330
1,154
1,1530
1,1531
1,1533
1,1499
1,1511
1,1539

( 8US>
ULE




Al.14

33 . 43 | 0,9998 0,1207 0,0001 1,1638
42 43 0,9992 0,0601 0,0003 1,1539
41 42 1,0000 0,7246 0,0000 1,5708
40 41 | 1,0000 1,2046 0,0000 1,5708
35 40 0,9992 0,0550 0,000U 1,1529
3y 35 0,9992 0,0574 0,000k 11,1539
39 40 | 0,9967 0,0275 0,0015 1,1533
38 39 0,9983 0,0377 0,0008 1,1540
37 38 | 0,9994 0,0629 0,0003 1,1529
36 37 0,9974 0,0314 0,0012 1,1542
o 33 0,9966 0,0670 0,0009 1,3101
Solution donnée;
Optimum : 42,897
Solution .
No_i ud Pi Qi‘ Ui Oi
o 332,0003 80,0983 168,0000
1 - 151,1937 -0,277889
2 161,7061 | -0,067867
3 151,0343 -0,211764
oy 149,1469 -0,218833
"5 152,3801 -0,208499
6 168 ,0000 -0,126457
7 167 ,9445 -0,124352
8 166,7381 | -0,129472
9 157,4691 -0,296516
10 157,7165 -0,296964
;\f\i




11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43

10,000

0,000
125,1956

23,0000

Al1.15

24,9131

-1,0000
41,6381

20,0001

146 ,6588
143,2409
140,614
143,8393
151,6990
155,3127
157,6223
161,6257
160,279
154 ,4138
157,7810
166 ,1719
148,6577
141,5250
141,6803
142,9333
143,3922
167,2928
141,0874
142 ,6333
147,052
164 ,5064
164,76 34
155,2233
155,2740
152,5262
152,5952
153,1403
154 ,0550
155,1855
155,3810
155,9732
162 ,4973

-0,510035

-0,511123
-0,560693
-0,453390
-0,352565
-0,316410
-0,294296
-0,246285
-0,249201
-0,292830
-0,24954Y
-0,130287
-0,384601
-0,496141
-0,527409
-0,484921
-0,462571
-0,076538
-0,550421
-0,508460
-0,348081
-0,022659
-0,024821
-0,078516
-0,077237
-0,121135
-0,118790
-0,112172
-0,098423
-0,074877
-0,07348Y
-0,070247
-0,035827

®
Lk
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A NNE XE 2

Influence de la précision des données du Dispatching Economique

A.2.1 GENERALITES.

Les différences constatées entre les solutions trouvées par le code
et les solutions obtenues par d'autres méthodes nous ont conduit 3
supposer qu'une faible variation sur les données du probl&me pouvait
entrainer une variation relativement forte sur la solution. Nous

allons vérifier cette hypothése.

A.2.2 CALCUL D'ERREUR

Considérons la contrainte

o2
Pi + jez(i) Ui U_j Bij cos (ei - ej +_Bij) - jei(i) Ui AijBi'j COS(Bij
-aij)- Ci >, O
ou Bij = Bij.

Nous supposons que les données Ai"B sont fournies avec une

t
i5°%45°843 |
erreur E. Nous allons calculer l'erreur qui en résulte 'sur la valeur

de la contrainte.
Nous obtenons en différentiant

' 2
D = b [(U.U.cos(B, - 6. + B..) = U-A.. cos (B.. - a..) dB!.
j€e (i) ( i7j3 5 ( i 3 613 1717 Bl] alj ij

- 2 ! - '
Ui B!. cos (Bi. a,.) dA..

1] J 1] 13
. | 2 .
- 1 - 1 -
+ ( UinBij 81n(9i ej + Bij) + UiAijBij sin ( Bi. aij)) deij
Y ' : -
UiAijBij sin (Bij aij) daij].




A2.2

D'ol 1l'erreur sur la contrainte, en prenant la borne supérieure

2 .
E \< Z . [lU-U- COS(e- - O- +B- u) - U-Aon [efol:] (B-‘- - Q. -)l
jee(iy ¥ A 3 iy’ 7 oTivtiy ij ij
+ IU?B!. cos (B.. - a,.)]|
ivij ij ij
. 2 .
- ' - 1 -
+ | UinBij31n(Oi 0, + Bij) + UjA; 5BLS sin( Bss aij)l
+|U?A..B!. sin(B,. - a..)|] x E.
R e ij ij

A.2.3 APPLICATION NUMERIQUE.

Considérons le probldme N°5 (voir annexe A1). Le calcul effectif sur
ordinateur de la valeur ci-dessus, pour la lére contrainte de ce probléme,
donne

£ ¢ 0,2.10° x E.

Dans ce probléme, les données sont fournies avec 4 décimales. Donc

E ¢ 5.107°,

D'od finalement .

Eg 1.

<
\

On voit donc que suivant.la précision des données, l'optimum du probléme

peut varier considérablement.

A.2.4 CALCUL DES DONNEES.

Si 1'on veut obtenir un optimum précis, il est nécessaire d'avoir une

bonne précision sur les données du probléme : A..,B!.,a..,8...
17 13" 13 13

Ces valeurs sont calculées 3 partir des R, X, g, h, données "brutes" du

probléme, de la maniére suivante

Soient Z = R + 3jX

Y

g + jh.




D'od A = ch /%7
B = Jz-sh /Y 7
Y

D'ou les valeurs de A,B,a,8

A= |ch /& 7

B=]/2%2sh /YVZI
Y

a = Arg A

B = Arg B

Ce calcul doit &tre effectué pour chacune des lignes du réseau.

Application numérique

A2.3

Ces calculs ont été effectués, pour le probléme N°5, sur IBM 1620 en

double précision (18 chiffres significatifs).

Données brutes

Noeuds

reliés R X h
i j

1 2 24,5 0,0004
1 3 5,75 28 0,0004
1 4 39,5 0,0006
1 8 22,8 62,6 0,0004
2 4 5 24,5 0,0002
3 4 24,7 97 0,0004
3 5 24,7 97 0,0004
n 6 3,75 24,75 0,0002
y 7 8,25 33 0,0006
m 10 2 10 0,000k
5 6 9,5 31,8 0,0004
5 9 6 39,5 0,0006
7 8 8,25 32,3 0,0006




Sommets

reliés Aij 1/Bij JE Bij
1 ]
1 2 0,995104334677 '0,0M0057396538 0,001003279343 1,369812769732
1 3 0,994405667037 0,035049621618 0,001154312381 1,368639634621
1 4 0,988174473025 0,025128486632 0,001814355044 1,420650895803
1 8 0,987513087074 0,015072689920 0,0045984285u41 1,223034914400
2 4 0,997551083709 0,040024680992 0,0005008182u8 1,369645939556
3 4 0,980670876368 0,010055361828 0,005004875597 1,323107111138
3 5 0,980670876368 0,010055361828 0,005004875597 1,323107111138
4 6 0,99752606771k4 0,039981077282 0,000375619968 1,420543940057
L 7 0,990118378327 0,029495492372 0,002491462657 21,326643754683
Y 10 0,998000719975 0,098123469785 0,000400534177 1,373534135847
5 6 0,993647946692 0,030134704289 0,001908095963 1,281127803991
5 0,988174473025 0,025128486632 0,0018143550u44 1,420650895803
7 0,990327693087 0,030093846661 0,002491110663 1,321551014520

0297 WEI Jans snualqo sS3e3iInsay

*Sou3TIT SOT S83Nn0ol anod 0 = 38

LMEA 4




A3.1

ANNEXE 3

Expériences numérigues

A.3.1. PROBLEME N°1

A.3.1.1 Valeurs des variables 0, et 0, en fonction du numéro

-9 1 2
de troncature, pour k = 10
Troncature 01 02
10 0,1182 -0,3969
11 0,1211 -0,3955
12 0,1183 -0,3968
13 ' 0,1208 -0,3956
14 0,1184 -0,3967
15 0,1205 -0,3957
16 0,1185 - -0,3967
17 0,1203 - -0,3958
18 0,1185 -0,3966
19 0,1202 -0,3958
20 0,1185 -0,3967

A.3.1.2 Valeurs de la fonction économique en fonction du
numéro de troncature, avec centrage et k = 10_1.

7596,75
5381,22
5149, 32
5128,25
5126 ,39
5126,217

5126,202
: Bis
5126,200389 UL
5126,200262 =
5126,2002501

10 5126,20024889
11 5126,20024854

O 0 3 OO 0 F o w N Rr O
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A.3.2 PROBLEME N°2.

Valeurs de la fonction économique en fonction du numéro de tronca-

ture, sans centrage et avec k = 1072

8880
5226,80
5174,861
5174,1363
5174,12620
5174 ,126063
5174,126061

o G F o w N RO

A.3.3 PROBLEME N°3.

A.3.3.1 Valeur de la fonction économique en fonction du

numéro de troncature, avec k = 10—2.

70 5362,675

71 5362,6627
72 5362,6507
73 5362,6428
T4 5362,63094
75 5362, 61941
76 5362,60845
77 5362,5976u46
78 5362,587001
79 5362,576589

i - N L
S .U(‘ '
ffuméro de troncature.

A.3.3.2 Valeurs des variables U2,01e1:02 en fonction du




A3.3

(les variables UO et U1 sont constamment 3 leur borne supérieure
252).

Troncature U2 91 92
60 201,425 0,1333 -0,3714
61 201,415 0,1340 -0,3711
62 201,426 0,1334 -0,3714
63 201,417 0,1340 -0,3711
64 201,427 ' 0,1334 -0,3714
65 201,418 00,1340 -0,3711

A.3.4 PROBLEME N°4

A.3.4.1 Valeurs des variables x

de troncature, pour k = 1072

3 et xg en fonection du numéro

Troncature Xq Xg
10 372,55 0,1555
11 373, 34 0,1507
12 372,85 0,1549
13 373,4L 0,1513
14 373,04 0,1546
15 373,50 0,1516
16 373,16 1 0,154y
17 373,54 0,1519
18 373,26 0,1542

‘li

A.3.4.2 Valeurs de la fonction économique en fonction du

numéro de troncature, avec centrageet k = 10
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O U F w N Rr O

41489,9999
29338,2151
11166 ,4348
9072 ,0033
8856 ,78 36
8831,5850
8828,2631

10
11
12
13

8827,7301
8827,6272
8827,60465
8827,599401
8827,5981373
8827,5981250
8827,59812356

A.3.5 PROBLEME N°5

A.3.5.1 - Valeurs des variables P8,Pv P10 en fonction du

9’

numéro de troncature, avec lin = 1, dic = 10%, k = 10_5, et 2
contraintes de centrage.
Troncature P8 Pg P10
1 480 200 460
2 304,93 200 224,24
3 378,62 145,28 323,47
b 266,14 173,44 239,37
5 317,55 148,57 292,40
6 391,49 171,98 368,69
7 360,56 158,36 340,81
8 320,60 140,75 304,78
9 295,52 150 329,02
10 320 139,38 206,59
11 333,99 144,69 320
12 319,99 149,13 331,26
13 333,25 148,14 311,59
, 14 319,96 152,08 322,90 .
15 322,81 150,57 319,89

Les valeurs optimales de ces 3 variables sont respectivement

320,150, 320.




A.3.5.2

A3.5

- Valeurs de la fonction économique en fonction du

numéro de troncature.

0 4569,90 7 1518,13
1 2949 ,54 1506 ,72
2 1808,21 9 1501,07
3 1636,91 | 10 1499,82
m 1588,88 | 11 1499, 36
5 1558,65 | 12 1499,26
6 1536,83 | 13 1499, 24

A.3.5.3 Valeurs de la fonction économique en fonction du

numéro de troncature.

1 1499 ,96L
2 1499 ,652

3 1499 ,3918

M 1499 ,2642

5 1499 ,24137

6 1499,23666

7 1499,236151

8 1499,235946

9 1499,2358817
10 1499,23583102
11 1499,23582977

A.3.6 PROBLEME N°6

Valeurs de la fonction économique en fonction du numéro de

troncature.
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8L, 4142

68,242

57,848

50,628
46,5138
44,4991
43,55100
43,15719
42,996397
42,935392
42,9121362
42,9033652
42,90029257
42,89901968
42,898487771
42,898291565
42,8982166678
42,8981887736
42,898178408Y
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ANNEXE 4

Code ALGOL 60 de. la Méthode des centres

linéarisée adaptée au probléme du Dispatching Economique

A.4.1 PRINCIPALES VARTABLES ENTIERES.

ADC nombre

de contraintes additionnelles dans le centrage

AFF précision demandée sur la recherche du point-frontiere dans

le centrage (nombre de réductiorsde 1'intervalle)

BSAC nombre d'éléments non nuls dans la matrice des programmes
linéaires
CTR numéro de la contrainte d& linéariser (si CTR = 0, toutes les

contraintes sont linéarisées).

F1 nombre
ICEN numéro
ILIN numéro

ILINMA nombre

I TMAX nombre
JCEN numéro
M1 nombre
N nombre

NE nombre

de variables Pi

de troncature

de linéarisation

de linéarisations par troncature

maximum de troncatures

de troncature d& partir duquel commence le centragev
de coptraintes

de variables

de noeuds du réseau




NLN

NNUL

Al .2

nombre de lignes du. réseau

dimension des tableaux utilisés dans la résolution des

systémes par €limination de Gauss.

A.4.2 PRINCIPALES VARIABLES REELLES.

DELTA

DIC

EP1, EPZ2,

FCT 1

FCT 2

KKK

PREC

coefficient ytilisé pour définir la fonction économique dans

la méthode simpliciale avec calculs directs (phase mixte)

précision demandée pour la recherche du maximum de la

F-distance sur un segment

EP3,EP4

précision demandée sur les calculs de la méthode simpliciale
valeur de la fonction économique d chaque troncature

valeur de la fonction économique 3 chaque linéarisation

valeur du coefficient de pondération de la norme de la

fonction économique

précision demandée sur l'optimum du probleme

A.4.3 TABLEAUX ENTIERS.

BB

RP

ILI

1CO

contient la base dans la méthode simpliciale

sert 3 péordonner implicitement les lignes de la matrice des

programmes linéaires
contient les indices de lignes des éléments de AC

contient les indices de colonnes des éléments de AC




CH

TC

ITAG

RG1,

P1

s LNXT

RG2

A4.3

contient les chafnons associés aux éléments de AC
contient les tétes de chaines (une par colonne)

utilisés dans la résolution des systémes par élimination de
Gauss ([381).

contiennent les indices des noeuds extrémités de chacune des
lignes du réseau '

donne le nombre d'usines productrices en chaque noeud du

réseau

A.4.4 TABLEAUX REELS.

VCONT

NOR

AC

X0

X1

YD

X4

CE,

RE

donne la valeur de la fonction économique et des contraintes
contient la norme de la fonction économique et des contraintes

matrice condensée contenant les éléments non nuls de la

matrice des programmes linéaires
second membre des programmes linéaires
bornes inférieures sur les variables
bornes supérieures sur les variables
optimum des programmes linéaires

poiny de linéarisation

point-frontiére dans le centrage

utilisés dans la résolution des systémes par élimination
de Gauss([381).
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Cl consommations de puissance active en chaque noeud
D1 consommations de puissance réactive en chaque noeud
GD valeurs des coefficients de la fonction économique

A.4.5 TABLEAUX BOOLEENS.

> la variable correspondante appartient

BM contient "vrai" <
i B

BP contient "vrai" <=—=> la variable correspondante appartient
3 BY

VNRM contient "vrai® < > la valeur de la variable correspondante

est inférieure 3 sa borne inférieure

VNRP contient "vrai" <===> la valeur de la variable correspondante

est supérieure 3 sa borne supérieure

Q2 contient "vrai" <===> le noeud correspondant est producteur

A.4.6 PROCEDURES.

FECON (V,X)
' calcul de la fonction économique au point X (résultat
dans V [11).

CALCT (II,U,X)
calcul au point X de la valeur de la contrainte II

(résultat dans U).

CONT (PP,FDIST,X)
calcul au point X de toutes les contraintes
(résultat dans VCONT)
- si PP = 1, calcul de la F-distance (résultat dans
FDIST)
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- si PP = 2, linéarisation de la contrainte CTR {(de toutes
les contraintes si CTR = 0)

~

ELA (I,J) donne la valeur de 1'élément situé 3 1'intersection de 1la

ligne I et de la colonne J de la matrice des programmes

linéaires

RZMAX (YH,ZH,XM)

recherche du zéro (résultat dans X4) et du maximum (résultat
dans XM) de la F-distance sur le segment [YH,ZH] par inter-

polation polygonale

REDUCT (N,DE,LCOL,NOZE ,NSEQ,BB,RP,ERR)

factorisation E.F.I. d'une matrice symétrique en structure
([38l).

SOLVE (V,N,N1,DE,LCOL,NOZE ,NSEQ,BB,RP,TRANSP)

résolution d'un systéme avec une matrice de la forme B de
V.4.1, avec V pour second membre, si TRANSP = faux ; avec

la transposée de la matrice si TRANSP = vrai

SYST (X,NS,NB1,NB2,DE,LCOL ,NOZE ,NSEQ,BB,RP,TRANSP)

résolution d'un systéme avec la matrice de base AI et X
pour second membre, si TRANSP = faux ; avec la transposée
de AI si TRANSP = vrai.

SIMPB (BM,BP,BB,RP,M,NP,NB2,DELTA,ERR)

méthode simpliciale en variables bornées, avec calculs directs

en partant d'une base quelconque BB.
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TBEGIN' ' IMNTEGERY'ADCAAFFIBIDULESBSACICTRIFF1, 1211, 12, ICEN2TI,ILINS
ILINMAp IP) TTMAXI Jl \JCFNIJJIKIKPILILAILFILF1)LIpLK'LM‘LP)LRILRlﬂni’MINI
MMPaNINBLINR2,NEHNL NG NNANNUL ) NPANP 1 NG, NG, NS1aNS2,NBL12,sR»S,SMsSP)
'"REAL'YAA,CF,ClJsDsDEI TALDIC,AIUIEP1,EP2,FP3)EP4,FLT1,FCT2,
FCT3,FCTSsFRISTI)KKKIMAX 2 PRECIRF2ST JaSUMITATL,TI,TUsUs UL
UMaUPL,UPUT» X1 XU

'BBALEANIRABL,BOBL 1, TEST)

BIDULE!»1juPUL s 'ETBNIFCTLisUPULS
FRMLIS'FBRMAT' (111&4) 3FRM2'FORMAT ! (RE10e0)
'READ'(105,FRM1)AFF,JCEN,ADC;N;ﬂ1,ITNAX,rL!NMA,LP,Fi,NE.NLNJ

'READ' (105,FRM2)UsKKKksPRECIDICIEPL,EP2)ERP3,EPY;
MliaM141;EP2is=EP2;EP3immEP3NNIsNL I NP aNNaMLl sN Qi aNNel)
FIRM3I1FBRMATI(214sF5,1) 3 'READ'(105,F1RMINNUL,RSAC,DELTA;
'"BEGIN'TARRAY'A(/1:M1+ADC/) sCEL,RE(/LENNUI /), X1aX0,Z (/71 ENNZ) 4 XC, X2,
X4sX52YDI/1IN/)aVCBNTI/1EMLI/Z)ANOR(/1MIMADC/) 2 C1oD1(/1ENEZ)YIR12B24(CSY
SNL(/1NLNY2GD(/18F1 /)2 AC(/1iBSAC, )

' INTEGER 1 ' ARRAY 1 ITAG,LNXT(/1iNNVULY/) ,BB,Rp,RB2,RP2(/181M14ADC/) ,RGY,
RG2(/1INLNZ) JPLII/LINEZ) B ILLIAICB,CHI/1IBSAC/) ,TCL/LIN/Y S

'BOOLEAN! ' ARRAY'B1,BM2sBP2BP22VNRMIUNRP( /1 INP4ADE/) 2 Q2(/1ENE/)

'PREBCEDURE 'FECON(V, X1 "ARRAY 'V, X3 'BEGIN' 1REAL 'Us ' INTEGER' 13Ut R0}
1FOR'Itmy 'QTEP'L'UNTILIFLI'D81UISULGD(/1/)ux(/24NEmial/)y
V(/17):1%237146=UEND I

'PRBCEDURE' CALCT(II,uaX)s '"VALUE!' 11j 1INTEGER! I1,; 'REAL!' U
VARRAY IX; 'REGIN! 'INTEGER! [,J,K; T11:sl1, Lo :

PIFY Ilsq 'THEN' 'BERIN' FECON(VCEONT,X)

UissVCONT(/1/)=FCTLs UisKKK#NBRI/71/)YaUi 'npTR! ‘BN 'gND ')

I¢allmi; TESTia'TRUE1; 'IF!' I>NE 'THEN! 1pEGIN' 1i1sleNE,)

TEST:;etFALSE! 'ENDtj YIFt TEST '"THENY 1BFGINY Ji1s2xNEw1s UgwaCi(/1/)4
TFBR!' Kisl 'STEP' 1 tUNTIL' [ei '0A' Jis jaPl(/K/)

'FOR!' kiml 'STEP' ¢ tUNTIL!' PL(/1/) 0B UtsUaXt/sJuak/) 'END' 'ELSE!
'BEGIN'UtmaD1(/1/)3 IFY G2(/1/) 'YTHENY 1REGIN' Jias2#NEwisFl,

'FORY Kimg 1STEP! 1 2UNTIL e I 0B 11Fy n2(/k/) 1THEN?Y Jisgwt}
U:-U¢x</J/)'END'!ENDoa'FBR'K:-i'sTpP'lvuwrzL!NLN'Da"HEGIN!'roxtRslt
/K/ZYV'THEN' Jtarg2(/K/) 'ELSE! 'IF' laRgP(/k/) 'THEN' JisRG1(/K/)
TELSE''GETR'BN8 ;XTI s8x(/1/)3 XJi®X(/J/)3 11F' 1aNE YTHEN! TIi1a0 'ELSE!
Tliex(/laNF/ )3 IR JaNE'THEN'T JtmQ ' ELSE'T |1eX(/UeNE/) AL j3nTlaT 0g2(/K/
JIVIFY TEST 'THEN' UpsUaXI#(XT#CSq (/K/yuX. By (/K/)«CBS(AlJY)

YELSE! UlsmXI*(XT#SNL(/K/)aXJuBl(/K/)uSINIATI))

BNBS 'END'; UlsngR(/TI/)#U) BNIS 'END' caALCT

'PROCEDURE'CONT(PP,FRISTAX) 3 '"VALUE'PPI ' INTEGER'PPI'REALIFDIST)
TARRAY 1 x; 'REGINY 1 INTFGER ] pJyK)KCjKC w2 uNE;

1FOR1 IS 1STEP YL 'UNTILINE DB 1 'BEGINIVCBNT(/141/)maCl/Y/) 3

TFOR'K:ml 'gTEP!L'UNTIL'PLI(/]/)'DB ' '1BEGIN'VEONT( /141 /) 1aVCEONT(/1el/)+
X(/KC/)3KCeuKC+1'ENDI'END Y

TFBR!' I w1 'STEPIL'UNTILINE'DBY'BEGINI'VCANT (/1 NELi/)tanD1( /1))
VIF'Q2(/17) 'THEN''"RBEGIN'VCONT (/I +NFe1/) 1 aVCONT(/T14NE+1/)+X(/KC/ )}
KCisKC+1'END''END ',

IFORIK: w1 1STEPI{ TUNTILINLNIDB Y 1BEGINITESTE='TRUE

BNI'IF'TEST! THEN''REGIN' ] 1sRGL(/K/)sJisRR2(/K/)'END'TELSE! 'BEGIN'!
KCisIstimy s JleKC'END Y IXISaX(/1/) X t8X(/.1/)3

VIFY IaNE'THEN!TItag'FLSE'TItax( /1 &NE/)

VIF V' JeNE'THENITyte 'eLSE'TYtaX (/J*NE/ )]
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ALt aTIwT jwR2(/K/)3STULaBLI/K/)#SIN(AL ),

Clytsiil (/% /)wCOBS(ATUYS
VCONT(/1+1/)0aVvCBNT(/I+1/)eX]#(X]I»rS1{/K/) X #CT )1

VCBNT( /14 ipsl/) ¢VCONTI/I+NE4L/ ) aXT#(XTaqNT1(/K/) nX  JuS1 )3

VIFYTEST ' TREN Y 'BEGINITESTa'FALSE';'GOTBRNTENDY 1END !
FECON(yCuRTIX) ) ' IF ' Ppe3 ' THENYIGOTE1E12,

VIF'PPo{'TREN''REGINIVCONT(/1/) imVEBNT(/7¢/)wFCT s

TFORI Jea 1 'STERPTLUNTIL!MLIDBYVCONT(/07) 1aVEBNT (/02 #NBRI/ U/

VCBNT(/1/) tskKReVCONT(/1/) UL svCBNT( /1 /),

Ul aVCONT(,2/) 3 IF Y UsUL ' THENY 'REGIN' T my uteylsutiaT)l1te2;[23a1 YEND!
TELSE''BEGINtI11 a1 ;12 a2/ENDI J1FBRY Jsw31QTEPI{"UNTILIML DB IREGINV]F !
UIPVEBNT(/Z0/Z ) ' THEN T tREGINIUL I mVEBNT(/U/) s 128U s IR UDUL s THEN LIBEGINY
TisU Uil ULiesT 120=I13 11 'ENDYIENDY ' END'

FRIST :wU; 'GBTB'EL2V'END Y J ' IFI1CTRBQ'BRICTRQ1'THEN 1gEGINTYAAL R0

"FOR'K a1 "STEP' L 'UNTIL'FL1'DOBY'BEGIN'AC( /1 R1 /)t ulit aGD(/K/)3ILT1(/LRL /) IsF,
ICB(/LR1/) teKePaNEw 1 1ITC(/Ke28NER1 /) I R{ILRLIIBLR %1
AATBAALUSUTEND ' JNBR(/F/) 181 /SQRT(AA)IF tar sl 'END ! sk 82
TESTias!'TRF';BN23'pBR'I 1wl 'STER'L ' NTILINE'DB ' '13EQIN! 1[5 cTRWO
"ORICTRaKCITHENY 1BEGINIAASwUl T a0 ' IF1TPST ' THENt 1REGINI Ut a28NEel
"FOR'K i1 'STEP'L'UNTIL!'I=1'DB'JiadePl(/K/) 3 'FRR!'KIm1'STEP'L'UNTIL!
Pl(/1/)'DB'BEGIN'AC(/LRL/)immt ) ILT(/LR1 /) IFIICB(/LRY/) I jaK)

CHI/LR1/) taTC(/JeK/ )3 TC(/J+K/ ) 1o LR1JILR1ImLR1+1JAAInAAGLIEND Y IEND 1 1ELSE !
'BEGIN''IFI1Q2(/1/) " THEN" 'BEGINIJIsPuNEL14F1J'FOR'K:m1'STERY1'UNTIL'I'DE!
VIF'Q2(/Kk/) "THEN' i m e 1JAC(/LRL/) teel 1L (/LRI sup; 1B /LRI /)Ry cH/LR
1/7)08aTCl U ) 3700 /d ) tmlRIGLRLIIabLR1 1, AALQAALL'END Y TEND ! tFBR' K1 'STER!]
FUNTIL 'NLN

YOOV YREGINIVIF ' 1 sRGL(/K/) '"THEN!'J3aRG2( /K /) 'ELSE' ' IF']aRG2(/K/)'THEN'JI=
RGI(/K/)VELSE''GOTB RNt XIsaX (/1 /) sXudmX(/d/) 3 ' Ipt 1aNEITHEN!T]1aQ1ELSE!
TilaX{/1aNF /)3 IFY JaNEYTHEN' TUS=O'ELSE! T 11 aXt ,JeNE /)
AlJisTIuwTUeBR(/K/)3S1JimaBl{/K/)#COS(ALI)Y S
ClutmR1(/K/)uSINIATUYVIVIF'TEST ' TREN ' 'REGIN'AT. JluwST U}
SIJisCIUICTIUISAIJIALIIBCSL(/K/Z)YTEND Y YELSF AT II®SNL(/K/))

UteUa2aXTwaldex nClusuUlisXI#Cl lACI(/LRI/ ImaUllILTI(/LR1/) 1aFs1CO(/LRL/)
RJICHI/ZLR1/Z)aTC(/U/)3TCl/U/) S LR1ILRIu | RI+1JAASmAAQUL#UL)

VIFYIGNE' THEN! T aTaxTaxg#SI s VIFY JKNE' THFENY 'gEGIN'T11e 1 ax y#S] 53
AC(/LR1/) snaT1ILI(/IR1/) 18F3ICO(/LR1/) 1m e NEICHI/LRLZ) ®TCl/JeNE/) )
TC(/JeNE/) ¢ aLR1JLRL 1aLRIS1IAAISAALTIwTI ' END'IRANTLI'END

ACC/LRI/Z) mUB ILI(/LRI/)IOFICO(/LRI/Z) i1 aC{/LRL /DI EOTCU/I/Z)3TCU L) 0
LR1jLR11alR1413

AALaAA UalU 1 IFTTNE'THENY 'BEGINTAC( /LRy ,y1aT;ILT(LR1 ) 8F;1C8¢( /LR /)
IRIeNEICH(/LR{/Z) ¢mTC(/14NE/ZVITC(/T4NE/) talR1ILR I®LR{aqJAAIWAALT#TEND )
AAIBL/SURT(AAYINBRI/F/)ISAAIF imF oLl gNDY yeCimkC+1'ENDY Y
CIF'TESTITHENIIREGINITEST ' FALSE ;1 cBTAAN2ENN ;E121 1END 1 CBNT,

'REAL Y 1PRECEDUREYELA (I, J)s'VALUEY I, U3V INTEGER' I, J1 'REGINt 'REAL U}
VINTEGER'K; UtnCy ' IF ' INNITHEN' 'BEGIN! 'FARIK 1 aTC( s/ ) ,CHI/K /) Y WHILE!
K'NE'O'DR ' ' IF'Im LT (/k/) " THEN'UAC(/K/V'ENDYTELSE! ' IF Y JannN' THENIU 8L
CVELSE' IR ' Ta e NNITHENIUS el ;ELAsUEND?,

'PROCEDURE ! RIZMAX(YH,ZH)XM)J 'YARRAY! YH,7H, X4}

IBEGIN' 'RpaLr yMIN, MIN1,AL1,B,C,0,E,FA,FR,FC,FN,FE,FA2,FR2,
FC2,FD2sFE2) _

' INTEGER! 1B1,1A1,1A2,1R2,I1C1,1C2,101,1D2,1E1,1E2,PP)

'ARRAY! xC,T(/1iN/)) vMINI®Q) RinQ; PPIut;

1FBRY T1a1 1STEPY 1 UNTIL!' N 1081 '1BEGIN' B ZH(/1/)eYH(/1/y}
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T(/1/)iaBiyMINIBVMINGDB#R 'END') VMINISSART(VMINIG Alls0y
BisDiaVvViiIN; IB1lisl; rimi/VMINJ

'/FBR!' 1tal 'STEP' 1 WUNTILY N 108 T(/1/v1eT(/1/)eC
VRINIavMIN/CICIVMINL sy MIN/LOY
YFOR! Ital 'STEP!' 1 tUNTILY N 'DB!' x4l /1) tavi( /1)

i®0y VIF' BIDULERD 1THEN!

'RBEGIN' CONTI(PP,FA,YH); BBBL1Is"TRUE') 1Aitm11y VIF' FADsEP]
PTHEN! 'GOTB!' RMAX) RZ1t Cls(Al1+B)ae5)
Rz2: 'FAR! I:!sl 'STEP' 1 'UNTIL' N DBV yu(/1/)taYH(/1/)eCaTt /7)1
VIFY CuAl<yMING '8BR!' BeC<VMIN] YTHEN! 13pTHB' RMAX)
VIF' BRABL1 'THEN' CONT(PP,FC,X4) 'ELSE' cALCT(IAL,FC,X4)}
VIF' Fe>0 'THEN' 'REGIN' BisC) FBisFCl) IR1$sly 1ENp!IE SE''BEGIN!
AllaC; FA:aFC; TALl:m1l 'END'Y; V]IFY TALaIRY 'THENY 'BEGIN?
Cim(BuFAmAI#FB)/(FAwpBE) ) RBOBLLII®IFALSE S 1GBTRY RZ2 1END?
'ELSE''BEGIN'REBLI ! ®s 1 TRUE'S'GOTO'RIIVEND 1/ gND ' ;RMAX AL eCY
BisD; CONT(PP,FAsX4), 1AL1:1al]l) 1A2:1al12; FA2IaVCONT(/1AR/),
CONT(PP,FR,ZH) ) 1Bpialps 1B1tm1l; FRoIsveANT(/]R2/))
RETS 'IF1 tatelB2 'AND! 1A2sIB1 'THEN' 'nRTH' RET2;
Cis(A1+4R)weB 'IF' BeAlgyMIN 'THEN! 1GBTR!' FINI,

1FBRY T¢m1 1STEPY ¢ »UNTILt N 1081 XClz1/)imyml/1/)eCuTl /I )
CONT(PP,FC,XC)JICLim1l; ICR2In12) Fr2isveaNT(/1CP/); 'IF' FCSFB !'THEN!
IBEGIN'A1:aC) FA!sFC; lAL1talcl; lAPtalc2, FA21mFc2, 'G36TB' RET 'END!
TELSE!' 'IFy FCSFA 1THEN' 'BEGIN' BieC) FratsfFC; I1B81:slC1; [B2:slC2,
FB2:sFC23 1GOTEr RET 'gND1y RETL: 1IF' laqelR? 1ANDY lA2Z2s]R]
'THEN!' 1GBTR' RET2; RET3! 'IF' BeAl < YMIN 'THEN! 1GBTB!' FINTY
DiIs(Al1+C)I%e5) '"FOR! 71ial 'STER!' 1 tUNTILY N 'pB
XCC/z1/)imYu(/1/7)4DuT /1701
CONT(PP,FD,XC)i ID1delts 1D2:w12; FD2isverBNTI/ID2/))

VIF!' FO>sFaA 'THEN! 'REGIN' 'YIFt FD>afC ' THEN! 'REGIN!
BisC;FR!uFC;IB1Is]C1,IB2ta]C2; FB2:aFC2, CtsD; FClsFD, 1C1:s1D1,
IC2:1D2;Fr2teFD2 'END!' 1ELSE' 'BEGIN' Fta(BeClue5)

'FBR! 1iwl 'STEP' & tUNTIL' N 108!
XC(/1/)aym(/1/ 4EaT (/1700 CONT(PP,FEsxrYs lE18slty lE21m12,
FE2:mvCBNT(,/1E2/)3 '"IFY FEDFC 'THEN' 'BERIN' AlsaC;
FAIaFCilA1tsIC1s1A28alC2) FARIeFC2) Clsp,y FCi!sFE) IC1i1mlELs IC2iImIE2S
FC2iaFE2 'pND!' 'ELSE! 'IF' FESFB 'THEN' 158768' FINI 'ELSE' 'BEGIN!
AliwD;rAtspD; TALtslnt; [A2ialD2; pA2iaph2; RiIsE; FBIwFE)
IBlielEl; 1B2i1slE2; rB23aFE2 'ENDY 1ENDY, 1GATO RETL
VENDYVI1ELSE 1 'GHTA'FINTIRET2S DisA{) Ei®B; FDIsFA; FD2!sFA2; FEI=FBy
FE2InFB2;RET7! UltufFALFAZS UlisFB2eFR) Clas(BwUeaAlaUl)/(UelUl)
1IF' cwAl<yMIN 18RI e ¢ VMIN 'THEN! 1GATH!
RETS; 'FER' Iisl 'sTegP? 1 'UNTIL' N 'D8?
XC(/7Y/)Ytavmi(/l/Z)+CuTe/717)3 CALCT(IAL,FCaxC))
CALCT(1B1,FC2,XC)y RFT4y V'IF FCgFC2 'THENT 1REGINY
AlisC FALaFCsFARIuFCo 'END! 'ELSE' 'BEGIN' Bi!sC; FRIsFC2; FB2lsFC
TEND!'; 'GBTR'RET7SRE TR 'FOR' Jiw1 'STEP' 1 'UNTIL' N 'DB!
XC(/I/)tmv(/1/)eCaT(/17))
CONT (PPIFC,XC); FC2laVvCBNT (/12,03 'IF! 'NBT'((1ALsIl 'AND!
JA2s12)'8R (1Byi=lq4 1AND!' [B2m812)) 'THEN! 'BEGIN' A1lsDy
Blsg,;FataFnIFA2iaFD2, FBI®FE) FB2IsFE2s 1C1in1l) ICc28m]2;
IGOTO'RETIIENDY ;' Ip? IcEN>L 'AND!Y pecEp2 'THEN! 1REGINT RiaRely
VMINS svMIMgel s IF? Remg 'THEN! 'GBTBY RETH 'ENDY,
'FBR!' Jiag 'STEP' 4 SUNTIL' N 08!
XM(/1/)mxcl/1/)3 'GARTB! RETE)
FINI: 'FBR» lpag 'STEP! 1 'UNTIL!' N 1081
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XMOZLI/ZY Yt /17 4CuT /71700 CONT(PPLFCIXMYVIRETEIVIFVFCTBCFC
YTHEN' 1BEGINY FCT5i«FCs 'FBR!' I3mq 1STER! 1 'UNTILY N (DR
XS5(/1/)imXv(/1/7)YVEND s BBALLIISFC>eny

FRM3: 'FORMATI(LIH L,7WFDIST  LE18412)3

"WRITEY(12R,FRMIVFC 'END!' RZMAX;

’pRGCEDURE!REDUCTfNIDEILCEL)NEZEINSEGIBBAQPJEQR)]
'VALUE'N;'!NTEGER!N;lARRAY'DE‘!INTFGER0lAQRAY!LCBL,NGZE,NSEG,BB,RP,
"LABEL'ERR; 'BEGIN' ' INTEGER M} 'FORM [ 2af tQTEP' ¢ "UNTIL 'NNULe1 ! DB
LNXTO/1/) dml413LFial ) 'FOR 1im1 ' STEP "1 UNTIL'NIDRI 'REGIN'K I nl
LEltslrileBl(/I/)tabpaNSEn(/1/) il pORY 14l 1STER S 'UNTILIN'DB)
TBEGIN'ITIaRP (/1 /)3 isBB(/d/) s ' IF IaJ ' THENIDE (/1 /) SmELACTI T o Ud)
TELSEY VIR ' FLACIT UU) ' nE 'S THEN "BEGIN'RE(/LF /) buELA(LITa0d);

CE(/LF /) tapLA(RP(/U/VaBB(/1/) )3 ITAGI/LF / v tedKiukat JLF isLF 41 'ENDVYEND!;
VIF ' LFalLF{ 1 THENILCBL(/1/) IO IELSEVINXT (/I Ful/)sugiNOZE(/L /) bakiEND 12
TFOR! [im  FISTEP L TUNTILINNULIDB ' 'BeGINY IYAGL/1/)tm0CEL/1/) a0 RE(/L/) 0
OTEND Y JLNXT(/NNULZ) a0 'FBR' Jiul!STEP'1 1 UNTIL 'Nal1 'DRIIREGIN?
KiaNSEQ(/J/) jMINIaNBZE(/K/)jMiau; 'FBRY 1 o 1 'STEPT{ 'UNTIL'N'DB
TBEGIN'KISNSEQ(/I/)IVIFINAZE(/K/)SMIN'THEN! "REGIN'MINISNBZE(/K/) )
MISTVEND' "END'IKPLanNSEQ(/M/) INSEQI/M/) Sup\SERI/J/VINSER(/U/) L akPy
LKisLCBL(/kP/)JRETEIVIF ' LK<uQ ' THENI 'GOTO 1 FIN ;K3 alTAGI/LK/) 3L ALR0;
LISsLCBL(/kP/)IIPImITAG /ZLI/ZYILIaLESL /K st m]ITAGC/LY )
RETSS'IF’I>IP'THEV"GGTG'SUP;'IF'I-!P'TH;N"BEGIN'LA!-LJL:-LNXT(/L/)3
VIF'L<a ' TREN T aNG L 1ELSE' 110 ITAG(/L/) 3 'aPTOIRRANCHIENDY 'ELSE' 1REGIN!
VIF' TakKP ' THEN! "BEGINILMIaLNXT(/L/) 3" IF 'L a€nOt THENTLCBL (/K/) Lal M ELSE!
ENXT(/LA/) smlMILNXT L) Salpslrioml s CEL /L ) m0REL/L/) B0

NOZE (/K/ )3 aNBZE(/K/)al Lt alMIEND Y 1ELSE ' 'REGINILAL gL ;L3 aLNXT (/L /)
YEND'JVIF I Q' THENY 'REGIN' IisITAG(/L/) 3 'aRTBI'RETE'END ' 1ELSE' IF'LI>O0
'THEN''BEGIN'I3aNe151GaTa ' RETSEND! 'ELSE 1GOTR'BASIEND ' ;SUPIHIFVIPINEYK
PTHENVIBEGINIVIFILF<gO ! THENY 1BEGINY v aRITE Y (1052 FRMM3) ; FRMM3 1 1 FERMAT!
(274 DIMENGIBNED AREA TOO SMALL) 3 1GBTEIERRIEND 1 1ELSEY 1BEGIN?

LMialLF ' IFV ASSO'THEN'LCOL(/K/) Sm MIELSE 1 LNXT(/LAZ) SoiMg

LEIOLNXTC/L M/ VILNXT (/LMY 8L ITAGL/LM/ ) 1w IPINEBZE(/k/) 1BNBZE( /K /) +1)
LATaLMIEND Y YEND! ;BRANCHILISmLAXT (LI ) J v IR LI>0THEN! 'BEGIN?
IPIaITAG(/L1/)'GOTOIRETYSIEND Y 1ELSF 1 IF 1 20 ' THENI TREGINI IP S uNat
'GOTB'RETHIEND! JBAS I Kb NXT(/LK/) 1 'GBTBIRETLIFINJIYENDY,
'FOR'UIm1'QTER'LVUNTILINIDB' 'BEGINIKPIaNGEQ( /) 1D w1 /DEL/KP /)
DE(/KP/) ten ;LKIalLCBL(/KP/) ' IF LK< THEN' 'GBTBFN.,
RESIRE(/LK/)ImDeRE(/I K/)iLKISLNXT(/LKZ) 1 4 IFILK>O 1 THEN 1GBTBIRES)
LKE®LCBL(/KP/)IREYIKI®ITAG(/LK/)ICFIesREL /LK/YIRFINCE(/LK/) S
LId=LCBL(/KkP/)IIPIaITAGE/ LI/ )i im B (//)SREVINTFI >0V THEN!
[imlTAG(/L/)TELSE 1 aNg 1 ;REXSVIFIISIP! THENI 1GBTOSUS;

PIFVIIPITHEN! 'BEGINILSWLNXT(/L/) i 'GOTBIREVIENDI 1ELSE ' 1REGIN'
CEC/L/)VBCE(/L/)aCForE(/LI/)IREC/L/)IMRE(/L/)@RF#RE(/LI/Z)SLIRLNXT /LY )
VIF'L>0 ' THEN I I @ ITAGI/L/) 'ELSE I 1 aNg 11 GRTO I RRCHIEND

SUS;tIF ' IPak I THENIDE (/K/ ) §#DE (/K/ )uCF®CE (7L 1/ )3RRCHILT ;aLNXT (/L1/ )3
VIFYLI»O ' THEN' 1BEGINIIP s ITAG( /L] /); 'GBTAIREY'END ! ;LK alLNXT( /LK /)]
VIF LK QI THENV1GBTBIREY ;FNJS1END v 1gENDIRENUCT

'PRBCEDURE ' SOLVE (Vo N,N1,DE,LCOLINBIE,NSEN,RB, P, TRANSP)
'VALUE'N)NigTRANSP;'?NTEGER'NJNlj'BBGLEAN'TRANSP"ARRAYOv,DE)

tINTEGER 1 1 ARRAY 1 LCOL ,NBZE,NSEG,BB,RP; 1BEGIN' 1 IF 1 TRANSPITHEN 1 1BEGIN ¢
"FOR' 1 :aNe1 'STEP'IIUNTILINI'DB 'BEGIN' 11 t8RP(/1/)YiJJIaBB(/1/) 1

V/T/) 8wyt /) 7ELACT T, gu/) YEND Y tpARY T 1aq 'STER 1 IUNTILINIDB ! 18R K3 aNw1
PSTEPY{ 'UNTILINI DB 1 BEGIN'JJI&RP (K /) ;11 14BR( /1,3, tIFIELA(JU,11)INEIO
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VTHENYV (/1 /) 3avi/1 /) eELA( s I 1)y (/k/) VENDY TEND! j 'EBRY i w1 'STER L' UNTI !
NIDBYIQEGIN'KISNSEQ( /J/)3CFisDE(/K/)wV /) avizky) suCR Lt CBLI/K/) G
REA!1IFVL<sOI'THENY 1GRTB'FJUL I lTAGI/L/)av(/12)3aVvi/1/)w( 1 IF 1 TRANSP
VTHEN'RE(/L/Z)/DE(/K/ZY'ELSE'CE(/L/ ) YuCF s Lt NXT(/L/)I'GOTB'REAIFJLIYEND S
"FORY JieNay 1STEP =g '"UNTIL'1'DO 'BEGIN'K$aNSEQ(/U/) 3SUMIEV(/KY/)

LialCOBL (/K )3 REBSYIFIL>O'THENY 'BEGIN'T s 1TAG( /L /) ;SUMIaSUM (! IF?

TRANSP I THENICE(/L/Z)Y#DE(/K/)'ELSEYREL/L/)Yav /1 /) 3L 3 sLNXT(/L/)31GOTBI'REB
YVEND 'Y VI/K/) 8mSUMIENNY 3 IF Y INOT ' TRANSP Y THEN''REGIN'TFBR' [ taN+1'STEP']
TUNTILINI OB IBEGIN' 11 1aRp(/1/)3'FAR'K 3 ut 1STEP'1'UNTILIN'DB ' 'BEGIN!
JUTeBB(/K/ )3 VIFYELA(TINJJI)'NE'O'THEN!V (/1/)iaV (/1/)=ELA(LL,JU) RV (/K/)
TENDIsV /1 /) isv(/L/7) JELACTINBB(/1/Z)Y)PENDYYEND Y 'ENDYSBLVES

'PROCEDURE ' SYST(XeNS,NB1, VB2 DE2 LCALINBZF,NSEQIRBIRP

TRANSP ) ' VALUE'NS,NEB1sNB22 TRANSP; ' INTEGERINS,NB1,NR2)

1BOOLEAN 1t TRANSP; tARRAY 1X,DE; ' INTEGER Y ' ARRAY 'LCOL ,NBZE,NSEG,BB,RP}
'BEGIN''REAL'US'ARRAY'VI/1INBL1/),BL3(/NB141INR2,NB1+1INB2/) )
1FORI'KPIaNR1+1'STERP'1'UNTILI'NB2'DO' 'BEGIN' ' IF ' TRANSP! THEN T 1BEGIN!
"FOR!'IpIs ' STERP' L' UNTIL'NBL'DO'V(/1P/) tuFLA(RP(/KP/)2BB(/1p/))'END!
VELSE''FOR P a1 'STER'{"UNTILINBLIYDBIV (1P /) taELA(RP(/IP/),BB(/KP/) )}
SOLVE(V,NS,NB1,DE,LCAL,NOZE,NSEW,BB,RP, TRANSP)
'FORVIPIaNRB1+1'STEP'1'UNTIL'NB2'DB ' 'BEGIN''IF ' TRANSP! THEN!

BL3(/IPskP/) insELA(RP(/KP/)sBB(/IP/)I'ELSE'BL3(/1R,KP/)1seELA(RP(/IP/),
BB(/KP/) )t IF ' TRANSP I THENt tBEGINVIFBR'LP1ay'STERP11'UNTIL'NB]

1RO 1BLI(/IP,KP/)IBBL3(/IP,KP/)+ELA(RP(/LP/))BBI/IP/))uV(/LP/)1END
VELSE''FBRILPI®1'STERP'1'UNTIL'NBL'DO'BL3(/IP,kP/)1aBL3(/]IP,KP/)+ELAIRP(/
IP/)4BBU/LP/))#VI/ZLP/)I1ENDYIEND Y JI/FBR' IP 1 'STEP I L IUNTILINBL1DBIV(/IP/)
sX(/IP/)sSOLVE(V,NS,NB1,DE,LCBL,NB2E,NSEN,RB,RP,TRANSP)}

1FOR! IptaNR1«1'STER "¢ "UNTILI'NB2'DB I 'BEGIN'X(/IP/)tanX(/1P/)s ' 1F ' TRANSP

Y THENY ' BEGIN'IFBRYLP a1 'STEPYL'UNTILINBL1DO'X(ZIP/)ta X(/1P/)Y«ELA(RP (/
LP/),BB(/ZIP/))#V(/LP/)TENDT'ELSE'FBR'LP 1wl "STEP'1'UNTILINBL!'DB'X(/IP/)
sX(/1P/)4E A(RP(/IP/)sBB(/LP/) )%V (/LP/)'END I 'FOR'KPISNB141'STERP'L 'UNTIL
INB21DB ' 'REGIN'MAX: saBS(BLI(/KPaKP /) ) JLP 1aKP; tFBRIIPLsKP 41 !STEP!
'UNTIL'NB2'CB''BEGINIUSSABS(BL3(/IP,KP/) ) ' IF'UDMAX'THEN! 'BEGIN'MAXI®U;
LPIsJPIENDY'END' 3" [FILP'NE'KP'THEN! 'BEGIN''FBR ' [P1aKP!STEP 1V UNTIL 'NB2
108V 'gEGINIULsBL3(/KPsIP/)3BL3(/KP,IP/)tapl3(/LP,IP/)igL3(/LPaIP/)InU
VEND VS USSX(/KP/)IX(/KP/) 39X (/LP/YIX(/LP/) 1sUVENDVIUSBLI(/KP,KP/ )}
"FORILPIakP+1'STEP' 1tUNTIL'NB2'DB ' 1BEGINIRLI(/KP,LP/)taBL3(/KP,LP/) /U
1FBRIP :aNR1+1'STEP "4 'UNTILI'NB2'DB 11 IF 1 IPINEIKPITHENIBL3(/IP,LP/) 1
BL3(/IP,LP/)eBL3(/IP,KP/)#BL3(/KP, P/)END'IX(/KP/) 8X(/KP/)/US
TFORYIPIaNp1+1'STEP'{ ' UNTI | 'NB2'DBI ' IF 1 Ip'NE'KPITHEN! X(/IP/) 18X (/]IP/ )
BL3(/IPsKP /) aX(/KP /) I1ENDY J 1 IF ' TRANSPITHENI 1BEGINIIFOBRY [P w1 'STEPI1'UNT]
L'NB1'DB''FER'KPSsNB1+1 'STEP'{'"UNTIL'NBR'DO'X(/IP/)isX(/]IP/)eELA(RP(/KP/
YaBB(/1P/) ) aX(/KP/) 'eND''ELSE''FOR'IP!a11STEP'1'UNTIL'NBL'DE ' 'FAR'KP iaNB
1+1'STEP'1'UNTIL'NR21DB8'X(/1p/)insx(/IP/)mELA(RP(/IP/)aBB(/KR/))uX(/KP/ )i
SOLVE (XsNS,NB1,DE,LCBL,NOZE,NSEW, BB, RP, TRANSP ) 'ENDISYST,

'PROCEDURE tSIMPB(BM,RP,BB,RP,M,NP,NB2,DEL TA,ERR) 4

'VALUE '"MaNpsNB2,DELTA; Y INTEGER M, Np ) NB2; 1REAL'DELTA; Y INTEGER
'ARRAY'BB,RP; 'BBOLEAN' ' ARRAY ! BM, 8P ' LABE!I 'eRRy "BEGIN' Y ARRAY'SOL,VU(/1iM
/)3 VINTEGER' "ARRAY'BR1(/18M/) 3 'BOBL EANY 1 ARRAY'MF (/1 :M/)3CBS'BEGIN' 'ARRA
Y'DE(/1iNS/) 3 ' INTEGER! ' ARRAYILCOL,NBZE,NSEQ (/13NS/ )1 REDUCT(NS,DE,
LCBL,NBZE,NSEG,BB,RP,ERR) JCSOLI'FOR'IImq 1 STEP T 'UNTIL"M!'DB!
'"BEGIN'[1¢sRP(/1/)3Utma(/11/)3'FBR'"JIm1gTEP'1"UNTILINN'DB! 'BEGIN!
VIF'BP(/y/)y ' THENTUsUmELA(TTa ) #XL(/Z70/)'ELSEY Y IF'BM(/J/) 'THEN'UlsUw
ELACIT, ) #xo(/J/)END13SBL(/17)isUIEND15SYST(SOL,NS,NB1,M,DE,LCBL,NBZE,




NSEO:BB:RP,'FALSE')J!FBR'I!ll'STEP'l'uNTYL'P'DO"BEGIN'J!-BB(/I/)J
PIF!J<al ! THENEIBEGING P IFISOL(/1/)<XO0( /) TTHEN ' 1BEGINT VRN ( /) s) 1o ! TRUE Y
VNRP(/J/)!-'FALSE"END"ELSE"IF'SBL(/I/)>X1(/J/)’THEN"BEGIN'VNRNI/J/)
:-'FALsav;vanc/J/>=.'7Rue"END"ELSE"Rraxm'vNﬂmt/d/>=-'FALSE'1VNRP(/4/
}xu'pALSE"END"END'vELSE"IF'SﬁL(/I/)<ovTHEN"BEGIN'VNQM(/J/)Su’TRUE'J
VNRP(/J/) 1w 'FALSEY TENDYTELSE ' 'BEGIN?
VRRM(/J/)!-'FALSE':VNRP(/J/)3"FALSE"ENH"END':VNRM(/NN/)2'VNRP(/NN/)='
!FALsE':CCC:'FGR'I:-1'STEP'i'UNTIL'M'De"REGIN'JSGBB(/I/))'IF'VNRM(/J/)'
THEN'UU(/I/):-DELTA'FLSE"IF’VNRP</J/)'THEN'UU(/I/)SIODELTA'ELSE'UU(/I/’
:lo;lIF'J-Nh!THEN|UU(/Il)3'1'END'JSYST(UH,NS,NBi,M,DE)LCBL;NBZE:
NSEQ,BB,RP,'TRUE'):Sp:-SM:-O;UMt-Epl:UPz.Epax'FaR'!3-1
'STEP'i'uNTIL'NP'Da'vIF'BM(/I/)’GR'BP(/I/J'THEN"BEGIN'u:-o:
'FGR'J:.ivsTEP'1vUNTyL'M'De'U:-U-UU(/4/>.ELAtﬁPl/u/);1);'IF'HM</I/)
!THEN!'BEGIN"IF'U)UM'THEN"BEGIN'SM;.I;UM:-U'END"END"ELSE"IP'U<UP
vTHENv'BEG1NvSPz-I)Up:lUIENDv!END!:'IF!SM ®01ARND 1SPaQ ' THEN 1 1GBTO 18P T
v;FvuM>..upt7HENv'BEQIN'S:-SM;BUGL:-'TRU;"END"ELSE"BEGIN'SI-SP:
eeaL:-vFALsE"ENo'zUx-'IF'S<-N'THEN'x1(/S/)-XO(/S/)'ELSE’UPU11113'3I
tFERY g.1'sTEP!1quT1L0MvDB'UU(/I/)z-ELA¢RP</I/),S);SYST(UU,NS,NBi;MoDE:
LCSL,NBZE,NSEQ,BB,RP,'FALSE')JR3l01vFBthlni'STEP'i'UNTIL'M'DB'
'BEGIN'Tznuu(/I/)j'IF'BGBL'THEN'T:-,TJJ!-RB(/I/)JU11'-SBL(/I/)J

12380, ' 1p ' T<EP3 ' THENI 1BEGIN' I23 %4y 1 T yNRy(/ /) 1 THENI 121 0 VELSE !
'IF'J<aNUTHENTUL EaX0(/d ) wULTELSET 1IF ! JuNNI THENI 123 4O 'END T TELSE! I 1F 1 ToE
p«vTHgN"apexN"xr'vNRpt/d/)'THEN'raz-o'rLsz"IF'J<-N'THEN"assszxas-a:
Ul:-xi(/d/)¢U1'END"FLSE'IES-O'END';'IF'r?'hE'O'THEN"BEGIN'U12-U1/T}
'IF'U>U1'THEN'!BEGINuuzsUljR:!IJIl!-IZ'END"END"END’J'IF'11'3
!THEN'!BEGIN'BP(/S/)!nBBBL)BM(/S/):-'NBTcRBBLfEND"ELSE"EEGIN'BP(/S/78
-BM(/S/)S-'FALSE'J'IF'IlﬂE’THEN'BP(/BB(/R/)/)l-'TRUE"ELSE'BM(/BB(/R/)/)
1! TRUE''END ')
NSi:-NS;'FHR'1:-1'STcP'1'UNTIL'H!DB'BB1(,I/):-BR(/I/)j'FGR'ISUI'STEP’I
vUNTIL!MoDa'MF(/I/)3.!TRUE!JNS:'OJ'FBR'Jlli'STEPvl'UNTIL'E'NEﬂi'De"IF'
'NBT'BP(/J/)'AND!'NBT'BM(/J/)'THEN"BEGIN'NS!lNS+1)BBf/NS/)SIJJRP(/NS/)
3'J+11MF(/J+1/)3"FA|SE"END'JNBIthSIK!-M+11'FGR'JIIBuNE'STEP'i'UNTIL'
NP'DB!!IF'nNBT'BP(/J/)!AND"NBT'BM(/J/)!THEN"BEGIN|'IF'JlNN'THEN"GGTB'
DeR;9FeR'I:-1-STEP'1.UNTIL0NSvDU|oIFvELA¢nP(/I/),J)vNEvouTHEN!'GBTB!DERJ
’FBR'I:-E'STEP’i'UNTrL'NBE'DB"IF'MF(/I/)'AND'ELAtl,J)'NE'O'THEN"GBTB'
TDSJ'GBTS'DERJTOS:NB1le81+1}BB(/NR1/):-JJRPl/Nﬁil)l'!)
NF(/I/)3I'FALSE'J'GBTB'TDliDERSKSlK-llBRl/K/)8'JlTD13'END')
Kﬁ'NBIJ'FBQ'Itll'STEP’l’UNTIL’M'Da"IF'MF(/I/)’THEN"BEGIN'KS!K¢1J
RP(/K,,;.I,ENDo,’xpvus;NE'NS1'THENvvaeraccas,'FGR'r:-i'STEP'i'UNT!L'NS'
DevvIFcBB(/I/)'NEvBB1(/I/)uTHEN'|GeTB'CBSJQGBTG'CSBLJBPTl'FBR'Il'i'STEP'
1'UNT1L'M'DB"BEGIN'J%:BB(/I/))'IF'VNRM()J/)'BR'VNRP(/J/)'THEN"GGTO'AUG
D'END!;'GGTG'FSVB:FRmuz'FGRMAT'(18H OE_ Ta TRBp rAIRLE)IAUGOL
|WRITE!(108:FRM4);DEFTA:-lOoDELTA,vGBTB!rCC'ENDi,FSVBS'FBR'Itai
'STEP'i'UNTIL'N'DB"REGIN"IF'BP(/I/)'THpN'Z(/I/)!-X1(/I/)'ELSE"IF'BM(
ZI/)'THEN'2(/1/) 2 m
xO(/I/)'END':'FBR'I:.l'STEP'l'uNTIL'M'De'-asgzN'R:.ea(/1/>,'xp'p<.NN!THE
N'Z(/R/)iwsSBL(/1/)'END! 'END'SIMPB,

FRMSS'FBRMAT'(16F5-E)J’QEAD'¢105:FRMS)'FHR'Itli'STEP'l'UNTIL'Fi'DG'
(GRC/T/))VIFRMEIVFORMAT  (FBe20F702,12.L2) ; 'READ' (1052FRM6) ' FER!
I:-1!STEp'1'UNTIL'NEvDB'(Cl(/l/)aD1(/I/).pi(/l/):aat/l/)):FRM7!'FORMAT'
(212,3F5.4,F7.4,;fFapixgai'STEP'1!UNTIL1NLN'DB"BEGIN"READ'(105JFRM7)
RGl(/K/),RGE(/K/);UinloT:TllBI(/K/):-Uiln?t/K/)!-71)C81¢/k/)3'
U.u1.ceS(T1-T);SN1(/K/):-u«uivSINtTi-T)'FND':VSz-Naitl

S#NE=1 X1 /NN/)ISIEIR N O(/NN/) IalE15) [CENSSO) 'FARI T 1STER ]
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PUNTILINE'RBY'BEGIN'%O(/1/) 1200 X1 (/1 /) 1a24C3YD(/1/) 1m2051END Y,

'FORYI 1 aNE 1 'STEP 1 '(NTIL'24NE=1'DB' 'BEGINIXO (/1 /) tums 5 X1 (/1 /) meBy
YO(/1/) a5 NDYJFRMBIITFORMAT (214)3'REANDI ((NS,FRMB) 'FBR!' I Is2eNE
ISTEP!M1'UNTILINIDO Y (XO(/1/)aX (/1/)) 3 'FER ' 1 e2oNE'STERPI1'UNTILINIDBIYD (/
17)0eXq (/1713 'FBR' 1 luy'STEP 'L 'UNTIL'2#NE DB 'REGINIBB(/1/) i1 IRP(/]/) 1]
+1iBM(/1/)18BP(/1/) ta'FALSE ' TEND JIFBRY T 124N+ 1'STEP'1'UNTIL'NP+ADC'DB!
'BEGIN'BM(,1/)1a'TRUF'IBP(/1/) 8 ' FA SEV'END'JRBI/MI/) IaNNJRPI/ML/) 88
BM{/NN/) 1wt FALSE'JRETSICENISICENG1 ;FRMO 1 FORMAT I (E1000)

VIFVICENS2 1 THENI 'REAN Y (105,)FRM9IKKK 1 ILINTIwnj tFORY It 'STERP 1
TUNTILIN'DR!'X2(/1/) 4aYD(/1/)3FRMLIOS'FORMAT! (AHOC MAX) 3 '1F ' ICEND>

ITMAX! THENI'REGINY ' WRITE ' (1082sFRM10); 'GOTOIFNIIENDt JRETL1'FOR! I 10}
'STEP'1'UNTIL'BSACIOR''BEGINIAC( /1 ) tm0t1L1(/1/)m1CB (/1) uCH( /1) 10
1END 1 FOR T Iw ' STEP 4 'UNTILINIDBITCU/TI/ v imsFimqLRLIny)

CTR:a0; CONT(2,FDIST, YD) JILINImILINGL; "IFTLIN®L Y THEN!
'BEGIN'FCTRImFCTLIFCTL i aVCONT (/1 /)3 IFARS((FCTIeFCTL )Y
FCT1)<PRECITHEN''GBTR'FNI'END'";FCT21aVCANT(/1/)
FRM11g'FBRMATI(1HO, IR,E23¢12) J'WRITE1{10R,FRMI1)ICENIFCT2)

LR:®mQ 'FER' I $ul'STEP 1L 'UNTIL'MLI'DBY'BEGIN'UIa03 tulR3'FAR' UlnJel'WHILE!
ILIC/uz) el pB Ut syeArt/u/ZiwYpl/7IC0(/70/ 7yt IR 1a L' THEN JeVCONT(/1/) =
FCTL'ELSE'UeVEBNTI /I )5 AATaNBR(/1 /)AL /1 /) imlgAA Uil RIIFBR JlaJel
IWHILEVILI( /7)1 iDB 1 BEGINIAC(/JU/Z)imAC( /. )/)eAAILREOLRG4IENDIIEND ST E®0)
'FOR'ISe I« "WHILE ILT(/1/)uL1DB ' AC(/1/) takkKeaCl /1) 3 Al/17) bakkkeal/7d/ )1
SIMPB(BM,BP,BRIRPIMLINPIMIY

DELTA,IMP), tIFV'ICENS JCEN'THEN'1GOBTARIEL O, MM21 M1 ;NP1 LaNP,
NS2:1saNSINR12:aNB1J1FAR1I 1w 1STEP 14 +UNTIL yM14ADCDB 1 1BEGINY
BB2(/1/)isRB(/I/)VIRPR(/1/)iaRP(/1/V'END ' 1 'FBR'11s1'STEP!1TUNTILINP+ADC'D
BIIBEGINIRMZ(/1/)1aBM(/1/)IRP2(/1/)1aBP(/1/)1ENDIIFCTE tanUPUT)
BIDULE!®=0IF11IRZMAX(72X2, YD) sMM2LaMM241 INPLIaNPI&1}

VIF'MM2oMILADC  THEN"1BEGIN! 'FOR' 111 'STER "1 'UNTILIN'DO YD1 /) 1aXB (/1))
NS{aNS2;NR11aNB12;'GATB'ETTTIENDY ;0ONT(1,FDISTax4)

UimsUPULJ1FRR 1T 1STEP 11 'UNTIL ML DB 'RERINIUL 1sARSIVCEONTI(/I/) )

VIF'UL QU THENT 'BEGINIUL UL jCTRis I 1eND!' tEND Y )F1aMM2,LRIaLRi 1)
CONT(2,FDIST X4)sUtmaj s RIIVFARY Jrm et twHILE' I 1(/0/7)aMM2008 J1oye
AC(/J/) Xt (s1C8( 0 ) /) aUSm  IFICTRuq ' THENYULVEBNT (/1 /) mFCTLI1ELSEI U,
VCBNT(/CTR/)JAALSNGR(/MMR/) S AL/MM2/) 18 LwaAs JioLRITFOR Jlm jp g 'WHILE!
ILIC/J/7)mMM2 DO ACT /. 1/ )88 AC(/d/ ) wAR)

BM2(/NP1/) 1aBPR2( /NP1 /) in!FALSE')BR2(/MM2 /) taNRY,

RR2(/MM2 /) 1 aMM2; SIMPR (BM2,BP2,BB2,RP2s4MMp, NP1, M1, DELTA, IMP),
'1GOTOIEL1,;F18IRZMAX(22YDs YD) ;ETTT SV IF'ICFNQ1 ' AND Y INBT'BBOLY

'THEN' ' GOTB'RET{ ' IF 1 ILINCILINMAY THEN' 1GATB'RET'ELSE' 'GOTB'RET;
FNISCONT(3,FDISTIX2) ;FRMI2IIFORMAT! (10HOBPTYIMUM J,E18012))

YWRITE! (1084FRM12)vCANT (1) 3FRM1I331FORMAT (12HOCBNTRAINTES)

IWRITEY (108,FRM13) ;FRM14: 'FORMAT 1 (1HQs7E18412) 3 tWRITE 1 (10B,FRM14) 1FOR?
[is2'STEP'{'UNTIL'ML108 (VCONT(/1/))1FRMIG3'FARMAT! (9HOSBLUTION)Y)

tWRITE ! (10R2FRM1IS) JFRM161'FBRMAT ! (1HOI7F19¢12) 3 ' WRITE' (108,FRM16) 'FOR?
Iinl!'STEP'{'UNTIL'N'NGY (X2(/1/)) ;FRM1I7$IFORMAT! (24HOETAT PHYSIQUE DU RES
EAU) j'WRITE ' (108 )FRM47)FRM{81'FBRMAT' (eHANBEUD, 8X,s 1HU) 1 3Xs SHTHETA, 13X,
1HP, 1SX21HQ) 3 'WRITE ' (108,FRM1B) 3 Utm2aNpsl 1a2uNpeF1)'FAR 1381 1gTgP'1TUNT]
LINEIDOY 1gpgINTULes L IF P TINEINE'THEN I X2( /T NE/)'ELSE' O3 ULt 80

TFORI'K w1 'qTERP'L'UNTL'PI(/1/)1DBY1BEGINIUTIaULlaX2(/J/)aJisJel tENDYI
'IF'QE(/I/)'THEN"BEGIN'T:-xE(/L/).vCBNT(/I/):L:-L¢1'END"ELSE'T!-OJ
FRM19 3 1FBRMATI (1H s IRIF1608aF 16%12,F16eR8,F1668),

'"WRITE' (108,FRM19)1,x2(/1/)2UsULl, TIEND tEND ! IMPSEND?




CONCLUSION

On remarque d'abord l'importance de la modélisation des problémes considérés.
Les essais numériques montrent que le modéle doit autant que possible
vérifier les hypothéses sous lesquelles la convergence théorigue de
la méthode des centres linéarisée est assurée (en particulier, il

est important que la fonction économique soit continuement diffé-
rentiable). De plus, les problémes comportant des contraintes d'éga-
lités peuveht &tre pris en compte, au prix d'une transformation
simple qui conduit & un modéle dont le domaine posséde un intérieur

non vide.

Pour résoudre le probléme, il faut ensuite ajuster le coefficient

de pondération k de la fonction économique. Si celui-ci est trop
faible, le rapport de progression de la valeur de la fonction éco-
nomique d'une itération & l'autre reste insuffisant ; s'il est

trop fort, on a des ennuis numériques dus & la trop grande disparité
des coefficients de la matrice des contraintes linéaires. Pour ajus-
ter k, il suffit d'effectuer guelques essais successifs sur un petit
nombre de troncatures, en donnant au coefficient des valeurs cloisies
& un facteur 10 prés, et sans ajouter de contraintes de centrage.

La valeur optimale de k semblant dépendre davantage de la forme du
probléme gue de sa taille, on peut penser que pour un type de
probléme donné cette valeur est une constante (pour le Dispatching
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Economique, cette valeur est k = 10 ).

Le second paramétre important est le nombre de contraintes addition-
nelles de centrage. Si ce nombre est trop faible, le nombre de
troncatures nécessaires pour obtenir l'optimum risque d'étre €levé ;
s'il est trop fort, le volume des calculs par itération devient

trop important. Sa valeur optimale dépend de la taille du probléme
traité et doit également étre déterminée par essais successifs ;
toutefois la différence entre le nombre de variables et le nombre

de contraintes en donne l'ordre de grandeur. On remargue de plus
gqu'il est préférable d'utiliser la variante de l'algorithme de

centrage introduiteen I.5.3.




Le troisiéme paramétre, la précision de la recherche du maximum de la
F-distance sur un segment, influe beaucoup moins sur la convergence
pratique de la méthode. La valeur de dic peut &tre fixée a priori

& une valeur suffisamment grande (en général dic = 109 donne de bons

résultats).

L'utilisation du creux des problémes, en particulier dans la méthode
simpliciale, permet d'optimiser l'encombrement mémoire et donc de

traiter des problémes de grandes tailles.

Sur les problémes traités, on constate qu'on obtient une excellente
précision sur la solution en un nombre de troncatures en général compris

entre 10 et 15.

Enfin, des procédés de maximisation de la F-distance sur un segment

tirant parti de la forme de cette fonction, ainsi que l'exploitation ‘
du fait que, dans la méthode simpliciale, la base optimale des pro-
grammes linéaires varie peu d'une linéarisation & l'autre, permettent

un gain de temps de calcul.
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