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La méthode  d e s  c e n t r e s  e s t  un a l g o r i t h m e  g é n é r a l  de  r é s o -  
l u t i o n  d e s  programmes m a t h é m a t i q u e s  non l i n é a i r e s .  C e t t e  mé thode  
e s t  i n t r o d u i t e  d a n s  C51 p a r  H U A R D ,  q u i  e n  p r o p o s e  d a n s  C221 u n e  
i m p o r t a n t e  v a r i a n t e ,  l a  méthode d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  ; c e t t e  v a r i a n -  
t e  u t i l i s e  l a  l i n é a r i s a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  d u  p r o b l è m e  c o n s i d é r é .  

DENEL a p p l i q u e  d a n s  Cl01 l a  m é t h o d e  d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  
à l a  r é s o l u t i o n  d e s  p r o b l è m e s - t e s t s  d e  l ' é t u d e  d e  COLVILLE ( [ 8 1 )  e t  
o b t i e n t  d e s  r é s u l t a t s  i n t é r e s s a n t s  e n  u t i l i s a n t  l ' i d é e  c l a s s i q u e  
d ' a d j o n c t i o n  d e  c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s  p o u r  a c c é l é r e r  l a  c o n v e r -  
g e n c e  p r a t i q u e  d e  l a  méthode ( a l g o r i t h m e  d e  c e n t r a g e ) .  C e s  p r o b l è m e s -  
t e s t s  s o n t  d ' o r i g i n e  e t  de  f o r m e  d i v e r s e s ,  ma i s  o n t  p o u r  c a r a c t é r i s -  
t i q u e  commune e s s e n t i e l l e  l e u r  t a i l l e  r é d u i t e  ( 16  v a r i a b l e s  o u  
1 4  c o n t r a i n t e s  a u  maximum). 

O r ,  l e s  e x e m p l e s  c o n c r e t s  d e  programmes m a t h é m a t i q u e s  
c o m p o r t e n t  f r é q u e m m e n t  q u e l q u e s  c e n t a i n e s  d e  v a r i a b l e s  e t  de  c o n t r a i n -  
t e s  , e t  c e t t e  t a i l l e  i m p o r t a n t e  i n t r o d u i t  de  n o u v e l l e s  d i f f i c u l t é s  : 
1 ' e f f i c a c i t é  d e  1 ' a l g o r i t h m e  d e  c e n t r a g e  e s t  d i m i n u é e ,  1 ' e n c o m b r e m e n t  
mémoire  c r o f t  r a p i d e m e n t  e t  l e s  t e m p s  d e  c a l c u l  p e u v e n t  ê t r e  l o n g s .  

En o u t r e ,  l e s  p r o b l è m e s  c o n c r e t s  c o m p o r t e n t  f r é q u e m m e n t  
d e s  c o n t r a i n t e s  d ' é g a l i t é s  q u i  e m p ê c h e n t  à p r i o r i  l e u r  r é s o l u t i o n  
p a r  l a  mé thode  d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e .  E n f i n ,  on n e  c o n n a f t  p a s  e n  
g é n é r a l ,  d e  p o i n t  de  d é p a r t  d e  1 ' a l g o r i t h m e .  

Le b u t  de  ce t r a v a i l  e s t  d ' a d a p t e r  l a  mé thode  d e s  c e n t r e s  
l i n é a r i s é e  d e  m a n i è r e  à r é s o u d r e  ces d i f f i c u l t é s .  

A p r è s  a v o i r  r a p p e l é  l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  g é n é r a l e s  d e  l a  
mé thode  d e s  c e n t r e s  e t  d e  l a  mé thode  d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e ,  n o u s  
e x p o s o n s  a u  c h a p i t r e  1 une g é n é r a l i s a t i o n  d e  1 ' a l g o r i t h m e  d e  c e n t r a g e  
a i n s i  q u ' u n e  v a r i a n t e  p l u s  e f f i c a c e  d e  c e t  a l g o r i t h m e .  P u i s  n o u s  
d o n n o n s  un p r o c é d é  s i m p l e  d ' o b t e n t i o n  d ' u n  p o i n t  d e  d é p a r t .  

Nous d é g a g e o n s  e n s u i t e  l e s  a s p e c t s  n u m e r i q u e s  d e  l a  m é t h o d e ;  
à c h a q u e  i t é r a t i o n  i n t e r v i e n n e n t  d e u x  p r o b l è m e s  q u i  r e p r é s e n t e n t  
l ' e s s e n t i e l  d e s  c a l c u l s  : r e s o l u t i o n  d e  programmes l i n é a i r e s  e t  maxi- 
m i s a t i o n  d e  f o n c t i o n s  non c o n t i n u e m e n t  d i f f é r e n t i a b l e s  s u r  un s e g m e n t  
d e  Iln. 

Le p r e m i e r  d e  c e s  p r o b l è m e s  e s t  a b o r d é  a u  c h a p i t r e  I I  où 
n o u s  e x p o s o n s  une  t e c h n i q u e ,  l i é e  à l a  m é t h o d e  s i m p l i c i a l e ,  e f f i c a c e  
d u  p o i n t  de  v u e  d e  l ' e n c o m b r e m e n t  m é m o i r e ,  e t  p o u v a n t  c o n d u i r e  à une 
r é d u c t i o n  d u  volume d e s  c a l c u l s .  



Nous e n v i s a g e o n s  e n s u i t e  une  a u t r e  t e c h n i q u e  l i é e  a u x  m é t h o d e s  d e  
r e l a x a t i o n .  

Le s e c o n d  d e  c e s  p r o b l è m e s ,  m a x i m i s a t i o n  d ' u n e  f o n c t i o n  
n o n  c o n t i n u e m e n t  d i f  f é r e n t i a b l e  s u r  un s e g m e n t  ( c e t t e  f o n c t i o n  
c h a n g e a n t  à c h a q u e  i t é r a t i o n )  e s t  a b o r d é  a u  c h a p i t r e  I I I .  Nous r a p p e l o n s  
d i v e r s  p r o c é d é s  c l a s s i q u e s  e t  n o u s  i n t r o d u i s o n s  une  t e c h n i q u e  d '  i n t e r -  
p o l a t i o n  p o l y g o n a l e  b i e n  a d a p t é e  à l a  f o r m e  d e  l a  f o n c t i o n .  

Nous m o n t r o n s  a u  c h a p i t r e  I V  comment  i l  e s t  p o s s i b l e  d e  
p r e n d r e  e n  c o m p t e  l e s  p r o b l è m e s  c o m p o r t a n t  d e s  c o n t r a i n t e s  d ' é g a l i t é s  
e n  t r a n s f o r m a n t  c e s  c o n t r a i n t e s  e n  i n é q u a t i o n s .  

A t i t r e  d ' a p p l i c a t i o n ,  n o u s  c o n s i d é r o n s  a u  c h a p i t r e  V un 1 

p r o b l è m e  d ' o r i g i n e  c o n c r è t e  p o u v a n t  ê t r e  d e  t a i l l e  i m p o r t a n t e  ( d i s -  
l 

t r i b u t i o n  d ' é n e r g i e  é l e c t r i q u e ) ,  e t  n o u s  t e r m i n o n s  a u  c h a p i t r e  V I  p a r  
d e s  e x p é r i e n c e s  n u m é r i q u e s  s y s t é m a t i q u e s  p o r t a n t  s u r  6 p r o b l è m e s  d e  
c e t t e  f o r m e ,  d e  t a i l l e  a l l a n t  j u s q u ' à  103  v a r i a b l e s  e t  88 c o n t r a i n t e s ,  

l 

q u i  o n t  é t é  r é s o l u s  c o m p l è t e m e n t  a v e c  u n e  g r a n d e  p r é c i s i o n .  
1 

l 



n.4 ensemble  des  nombres e n t i e r s  

fR ensemble  des  nombres r é e l s  

R+ ensemble  d e s  nombres r é e l s  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f s  

V A L  I R n :  
O 

A i n t é r i e u r  de A 

F r  (A) f r o n t i è r e  de A 

11x1 1 norme e u c l i d i e n n e  de x .  1 
1 e t  J é t a n t  deux ensembles  f i n i s  d ' i n d i c e s  : i l 

111 nombre d ' é l é m e n t s  de 1 

La m a t r i c e  M : 1 x J - t  e s t  i n d i c é e  en l i g n e s  p a r  1 e t  en c o l o n n e s  p a r  J .  

: 
j M .  é l é m e n t  [ i , j l  de  M 
1 

i 
r e s t r i c t i o n  de M à { i l  x J ( l i g n e  i de M )  

M' r e s t r i c t i o n  de M à I x { j }  ( c o l o n n e  j de  M) 

J ' M i ,  r e s t r i c t i o n  de M à I 1 x J 1  ( s o u s - m a t r i c e ( I 1 x J 1 )  de Ml. 

t t j i M t r a n s p o s é e  de N ((M ) i  = M V i  E J, V j  e 1 ) .  
j 

Vf : TRn -t IR, d i f f é r e n t i a b l a  e n  x 3 k  € IR : 

v f ( x * )  v e c t e u r  l i g n e  r e p r é s e n t a n t  l e  g r a d i e n t  de f  en x*. 

Vf : IRn +fR,  deux f o i s  d i f f é r e n t i a b l e  en xi:. € IR : 

2 
V f ( x * )  h e s s i e n  de f en  x* : c ' e s t  une m a t r i c e  c a r r é e  s y m é t r i q u e  
de te rme g é n é r a l  



C H A P I T R E  1 



1.1 I n t r o d u c t i o n  : - 

Nous c o n s i d é r o n s  l e  p roblème q é n é r a l  d e  1 ' o p t i m i s a t i o n  non l i n é a i r e ,  

que  l ' o n  p e u t  f o r m u l e r  de  l a  5açon  s u i v a n t e  : 

Maximiser  f (x) 

s o u s  l e s  c o n d i t i o n s  

x  € A C IRn. 

La r é s o l u t i o n  de  c e  problème c o n s i s t e  à d é t e r m i n e r  un p o i n t  2 du 

domaine d e s  s o l u t i o n s  r é a l i s a b l e  A ,  v é r i f i a n t  l a  c o n d i t i o n  d  ' o p t i -  

ma l i t é  g l o b a l e  : 

On r e n c o n t r e  fréquemment dans  l a  p r a t i q u e  d e s  p rob lèmes  p o u v a n t  ê t r e  

m o d é l i s é s  s o u s  c e t t e  forme ; on e s t  donc  c o n d u i t  à i n t r o d u i r e  d e s  

a l g o r i t h m e s  de  r é s o l u t i o n .  

L a  méthode d e s  C e n t r e s ,  p r o p o s é e  p a r  HUARD ( 151,  1211 1, e s t  une mé-  

t h o d e  de  r é s o l u t i o n  d e  t e l s  p rob lèmes  ; il s ' a g i t  d  'un schéma t r è s  

g é n é r a l ,  auque  1 p e u v e n t  s e  r a t t a c h e r  d e  nombreuses  méthodes connues . 

Nous exposons  dans  ce  c h a p i t r e  l e s  p r i n c i p a l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d e  

l a  méthode ,  a i n s i  q u ' u n e  v a r i a n t e  i m p o r t a n t e ,  l a  méthode d e s  C e n t r e s  

l i n é a r i s e e .  Nous ne donnons i c i  aucune  d é m o n s t r a t i o n  des  p r o p r i é t é s  

c i t é e s ,  p r é f é r a n t  r e n v o y e r  l e  l e c t e u r  aux  a r t i c l e s  d e  b a s e  de  HUARD 

( 1 5 1 ,  C211, 1221 e t  1231) .  

1 . 2  L a  methode des C e n t r e s  : 

1 . 2 . 1  Généralités. 

L a  méthode e s t  un a l g o r i t h m e  i t é r a t i f  q u i  c o n s t r u i t  une s u i t e  de 

p o i n t s  a p p a r t e n a n t  à d e s  sous -ensembles  du do main^ + e s  s o l u t i o n s  

r é a l i s a b l e s  a p p e l é s  " t r o n ç o n s " ,  t e l s  q u e  chacun  d 'eux s o i t  



" é l o i g n é  l e  p l u s  p o s s i b l e "  de  l a  f r o n t i è r e  du t r o n ç o n ;  c e  s o n t  

donc des  " c e n t r e s  géométr iques" ,  d ' o ù  l e  nom de  c e n t r e  donné à ces  

p o i n t s .  Cet é lo ignement  s e  mesure à l ' a i d e  de f o n c t i o n s  p a r t i c u l i è -  

r e s  appe lées  F - d i s t a n c e s  . 

1 . 2 . 2  - Prob Zème e n v i s a g é .  

On c o n s i d é r e  l e  Programme mathématique 

Maximiser f ( x )  Il x e A O B  

O 

avec  A C m n ,  t e l  que A f 0 

B C IRn 

e t  A fl B fe rmé .  

f  : IRn -i IR c o n t i n u e  ; on suppose  que c e t t e  f o n c t i o n  a t t e i n t  son  

maximum s u r  A I).B en un p o i n t  9, e t  que  

Fr  { x l f ( x )  5 x 3  = { x l f ( x )  = X I  B A  e R, x < f t n ) .  

On f a i t  de p l u s  l l h y p o t h è s e  s u i v a n t e  : 
O 

A ( I B I ) o  = 0 => A O B  FI0 = 0 VO o u v e r t  C w ~ .  
C e t t e  d e r n i è r e  p r o p r i é t é  e s t  v é r i f i é e ,  en p a r t i c u l i e r ,  s i  
O 

A î) B + 0 e t  AA B convexe. 

1 . 2 . 3  Notion de F - d i s t a n c e ,  d ' € - c e n t r e  e t  de c e n t r é .  

S o i t  E C p(IRn) un ensemble de p a r t i e s  de IRn. 

On a p p e l l e  y F-d i s t ance  une f o n c t i o n  d  : vn x E -i fR 

t e l l e  que : 

3 )  VE e E ,  V E I  c E ,  E c E ; v x e  E ,  i p c x )  E R +  

t e l  que d ( x , E ) , < p ( x ) d ( x , E 1 ) .  



Une F - d i s t a n c e  d é f i n i e  s u r  fRn x E e s t  d i t e  r é g u l i è r e  s i  : 

tel;+; que  

k on a  d ( x , E k )  - > O quand  k-> m .  

E t a n t  donnés E  6 E ,  une F - d i s t a n c e  d  s u r  lTn x E e t  un nombre 

E € t R t  t e l  que  0 6 E < s u p  { d ( x , E ) l x  € E l ,  on a p p e l l e  € - c e n t r e  

d e  E  r e l a t i v e m e f i t  à d  t o u t  p o i n t  c t2 E  

t e l  que  

d ( c , E )  3 s u p  { d ( x , ~ )  l x  € E l  - E 

S i  E = O ,  l e  p o i n t  c e s t  a p p e l é  c e n t r e .  

L a  r e c h e r c h e  d ' u n  € - c e n t r e  d e  E r e l a t i v e m e n t  à ci r e v i e n t  à r é s o u d r e  

Maximiser  d ( x , E )  à E p r è s  11 x € E  

L'optimum é t a n t  une s o l u t i o n  i n t é r i e u r e ,  ce problème se ramène ,  s u r  

l e  p l a n  p r a t i q u e ,  à une  m a x i m i s a t i o n  s a n s  c o n t r a i n t e s .  



Remarque : 
7 

La s o l u t i o n  de  ce problème n ' e s t  p a s  u n i q u e  ; m ê m e  dans  l e  cas où 

E = O on a u r a  e n  g é n é r a l  p l u s i e u r s  s o l u t i o n s .  

1 . 2 . 4  Choix  d ' u n  ensemble E pour l e  probldme (P). 
l 

- 1 

1 
On c o n s i d è r e  d e s  t r o n c a t u r e s  d e  l ' e n s e m b l e  A p a r  d e s  é q u i p o t e n t i e l l e s  I 

l 
I de  l a  f o n c t i o n  économique.  

1 S o i t  K C fRn ,  d é f i n i  p a r  : 

l 

l K = ]min { f ( x )  l x  € AflB), max ( f ( x ) l x  € A O B ) ~  

On d é s i g n e  p a r  E(A) un - t r o n ç o n  de  A : 

e t  on d é f i n i t  E { E (  A) 1 A € KI.  
11 e s t  c l a i r  q u e  VA,A1tSK, A > A ' ,  on a E(A) C E ( A v )  

On peul- donc  d é f i n i r  s u r  R~ x E une F - d i s t a n c e  d  r é g u l i è r e .  

1 . 2 . 5  Algor i thme de l a  méthode des C e n t r e s .  

On c h o i s i t  une s u i t e  d é c r o i s s a n t e  de  nombres r é e l s  ck 3 O ,  t e n d a n t  

v e r s  O quand k + m .  

On s e  donne ,  a u  d é p a r t  

A. 
e K .  

Chaque i t é r a t i o n  k de  l a  méthode c o n s i s t e  e n  l a  s u i t e  d ' o p é r a t i o n s  

s u i v a n t e  : 



On d i s p o s e  de  

5 & A ~ B .  

S o i t  
k  

Ak = f ( x \  + f ( 2 ) .  

Cons idé rons  l e  t r o n ç o n  

O 

S i  E(Ak) n B = 0 ,  l ' op t imum 2 e s t  a t t e i n t .  

S i n o n ,  on d é t e r m i n e  un E - c e n t r e  de  E(Ak) " r e l a t i v e m e n t  à B u ,  
k 

c ' e s t - à - d i r e  q u ' o n  r é s o u t  

Maximiser  d ( x , E (  Ak) à o k  p r è s  

x € E(Ak) fl B 

On t r o u v e  donc 

t e l  q u e  

On p o s e  A I k t l  
k t 1  = f (  x  ' 1  e t  on  p r e n d  f E ( A t k t l ) O  B 

( p a r  exemple  k:l= kX11) 

R e m a r q u e  : 

les E d o i v e n t  ê t r e  c h o i s i s  t e l s  que  
k  

p o u r  a s s u r e r  que  kzl ' a p p a r t i e n t  à 1 ' i n t é r i e u r  du t r o n c o n  E (  A ~ )  . 



PROPOSITION I 1 : ( c o n v e r g e n c e )  - 
O 

S i ,  à une é t a p e  de  l ' a l g o r i t h m e ,  on a E ( A k ) n ~  = 0 
k a l o r s  x  e s t  s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  ( P l .  

k 
S i n o n ,  l a  s u i t e  i n f i n i e  { x l k  € bl} e s t  t e l l e  q u e ,  

k 
e t  t o u t  p o i n t  d ' a c c u m u l a t i o n  d e  { X I  e s t  s o l u t i o n  o p t i m a l e  de  ( P l .  

D é m o n s t r a t i o n  : [51 , [211 

1 . 3  La l i n é a r i s a t i o n .  

1 . 3 . 1  P a r t i c u l a r i s a t i o n  du prob l ème  ( P I .  

Nous c o n s i d é r o n s  d a n s  l a  s u i t e  l e  p rob lème  ( P l  p a r t i c u l a r i s é  

de  l a  f a c o n  s u i v a n t e  : 

S o i e n t  

d e s  f o n c t i o n s  concaves  e t  c o n t i n u e m e n t  d i f f é r e n t i a b l e s .  

On d é f i n i t  l ' e n s e m b l e  A p a r  

A = { x  E IR"\ q ( x )  >, O ,  Y i  e LI. 

A e s t  donc un ensemble  convexe  f e rmé  de  lXn. 

On p r e n d  p o u r  B un ensemble convexe  f e rmé  de  IRn. 

Les h y p o t h è s e s  de  1 . 2 . 2  s o n t  a l o r s  v é r i f i é e s  ( [5 1  [ 2 1 1 ) .  



1.3.2 L i n é a r i s a t i o n  : - 

Les p rocéd6s  d e  l i n é a r i s a t i o n  c o n s i s t e n t  à ramener  l a  r é s o l u t i o n  du 

problème non l i n é a i r e  ( P l  à c e l l e  d ' u n e  s u i t e  d e  programmes l i n é a i r e s .  

Pour  c e l a ,  é t a n t  donnés une f o n c t i o n  non l i n é a i r e  d i f f é r e n t i a b l e  

h  : I R n  -> CR;  

e t  un p o i n t  

y  e ain 

d i t  " p o i n t  d e  l i n é a r i s a t i o n " ,  on s u b s t i t u e  à h  l a  f o n c t i o n  

h 1  : mn x mn - > rI? 
t e l l e  q u e  

h '  e s t  a f f i n e  p a r  r a p p o r t  à x  e t  h  ' (  . - ,y) , où y  e s t  f i x é ,  e s t  a p p e l é e  

l a  " l i n é a r i s a t i o n  de  h  au p o i n t  y" .  

L a  v a l e u r  d e s  f o n c t i o n s  h  e t  h '  s o n t  é g a l e s  s i  x = y .  

L a  s u r f a c e  é q u i p o t e n t i e l l e  h l ( x ; y )  = h l ( y ; y )  e s t  donc  un h y p e r p l a n  

t a n g e n t  à l ' é q u i p o t e n t i e l l e  h ( x )  = h ( y ) ,  d ' o ù  l e  nom d ' a p p r o x i m a t i o n  

t a n g e n t i e l l e  donné à c e  p rocédé .  

On v o i t  q u ' u n e  t e l l e  a p p r o ~ i m a t i o n  ne s e r a  en  g é n é r a l  v a l a b l e  q u ' a u  

v o i s i n a g e  de  y ,  en p a r t i c u l i e r  dans  l e s  cas de c o u r b u r e  f o r t e  d e  

h ( x ) .  

PROPOSITION 1 . 2  : - 

S i  h  e s t  concave ,  on a ,  p o u r  y  f i x é  

Cec i  e s t  une conséquence  immédiate  d e s  p r o p r i é t é s  c l a s s i q u e s  s u r  l a  

c o n v e x i t é  d e s  f o n c t i o n s .  



L ' a l g o r i t h m e  i t é r a t i f  q u i  c o n s i s t e ,  à chaque  é t a p e  k ,  à r é s o u d r e  un 

problème o b t e n u  p a r  l i n é a r i s a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  f e t  gi de  ( P l  en  

p r e n a i t  p o u r  p o i n t  d e  l l n é a r i s a t i o n  l ' o p t i m u m  du problème d e  1 ' é t a p e  

k - 1, ne  conve rge  p a s ,  comme il e s t  mon t ré  dans  1241 . 

On t r o u v e  dans  l a  l i t t é r a t u r e  p l u s i e u r s  méthodes b a s é e s  s u r  l a  

l i n é a r i s a t i o n  ; e l l e s  p e u v e n t  se r a t t a c h e r  à l ' u n e  d e s  t r o i s  

a p p r o c h e s  s u i v a n t e s  : 

1) L i n é a r i s a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  e n  un g r a n d  nombre de  

p o i n t s  c h o i s i s  a r b i t r a i r e m e n t  (méthodes  à g r i l l e )  . 

2 )  L i n é a r i s a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  e n  d e s  p o i n t s  d é t e r m i n é s  

de man iè re  i t é r a t i v e ,  les l i n é a r i s a t i o n s  p r é c é d e n t e s  

é t a n t  c o n s e r v é e s  à chaque  i t é r a t i o n  (méthodes  de  p l a n s  

s é c a n t s  1. 

3 )  L i n é a r i s a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  e n  des  p o i n t s  d é t e r m i n é s  

d e  m a n i è r e  i t é r a t i v e ,  mais s a n s  c o n s e r v e r  l es  l i n é a -  

r i s a t i o n s  p r é c é d e n t e s  (méthodes  de  d i r e c t i o n s  amé l io -  

r a n t e s  . 

L a  méthode d e s  C e n t r e s  l i n é a r i s é e ,  que  nous a l l o n s  m a i n t e n a n t  e n v i -  

s a g e r ,  se r a t t a c h e  à l a  3e a p p r o c h e .  T o u t e f o i s ,  l e  p r o c é d é  d ' a c c é l é -  

r a t i o n  de  c o n v e r g e n c e ,  d i t  " a l g o r i t h m e  de  c e n t r a g e " ,  q u e  nous  expo- 

s e r o n s  e n s u i t e ,  se r a t t a c h e  à l a  2e a p p r o c h e .  

1 . 4 .  - La méthode des Centres par l i n é a r i s a t i o n s .  

( a p p e l é e  communément, p a r  abus  d e  l a n g a g e ,  méthode d e s  C e n t r e s  

l i n é a r i s é e )  . 



1 . 4 . 1  - G é n é r a l i t é s  : 

Dans l ' a l g o r i t h m e  de l a  méthode d e s  C e n t r e s  ( 1 . 2 . 5 1  nous  avons vu 

q u e  l ' e s s e n t i e l  d e s  c a l c u l s  à chaque  i t é r a t i o n  k  c o n s i s t e  à r é s o u d p e  

(Qk) , c  ' e s t - à - d i r e  max imise r  s a n s  c o n t r a i n t e ,  à E p r è s ,  l a  F - d i s  t a n c e  k 
s u r  l e  t r o n g o n  E ( A ~ ) ~  B .  

T,e p r i n c i p e  d e  l a  méthode d e s  C e n t r e s  l i n é a r i s é e  e s t  d e  r é s o u d r e  

( Q k )  p a r  une s u i t e ,  f i n i e  o u  i n f i n i e ,  de  programmes l i n é a i r e s  a y a n t  

l e  même nombre de  c o n t r a i n t e s  que (Pl. 

On s u p p o s e  que  B e s t  un p o l y è d r e  l i n é a i r e  f e rmé  b o r n é  d e  IR", d o n c  

convexe .  

/ On d é f i n i t  s u r  IR" x E l a  f o n c t i o n  : 

t d ( x , E ( ~ ) )  = min { k f ( f ( x )  - A), g i ( x ) l i  e L I *  k f  e 

PROPOSITION 1 . 3  : 

L a  f o n c t i o n  d  e s t  une F - d i s t a n c e  r é g u l i è r e  s u r  CR" x E .  

D é m o n s t r a t i o n  : 1 2 3 1  

1 . 4 . 2  - Recherche d 'un  E - c e n t r e  d u  t ronçon  E(A) ( 1 B .  

S o i e n t  g t i  : IRn x fRn -> IR,  V i  € L ,  d e s  f o n c t i o n s  numér iques  

d é f i n i e s  p a r  : 

e t  s o i t  f l : fRn x FR" -> tR l a  f o n c t i o n  numér ique  

d é f i n i e  p a r  : 



On a p p e l l e  - F - d i s t a n c e  l i n é a r i s é e  l a  f o n c t i o r :  

d '  : CRn r IR x mn -> CR 

t e l l e  que  

d l ( x , A ; y )  = min { k f ( f l ( x ; y ) - A ) ,  g V i ( x ; y )  li € L I .  

PROPOSITION 1 - 4 .  : - 

P o u r  y  f i x é ,  l a  F - d i s t a n c e  l i n é a r i s é e  e s t  une f o n c t i o n  a f f i n e  p a r  

morceaux, c o n t i n u e  e t  concave .  

D e  p l u s ,  e n  u t i l i s a n t  l a  c o n c a v i t é  des  f o n c t i o n s  f e t  g.  1' on a : 

La 2e p r o p r i é t é  e s t  une conséquence  immédiate  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1 . 2  

ALGORITHME PARTIEL. - 
O 

1) C h o i s i r  un p o i n t  d e  d é p a r t  y  e B .  

F a i r e  h  = O 

1 2 )  Resoudre l e  programme mathématique 

h h  h t l  d(h;l, E (  A ) )  = max { ~ ( X , E ( A ) I  1 x  c [y , z11  3) Déte rmine r  y  . 

h  

1 4 )  F a i r e  h  = h t l  e t  a l l e r  e n  2 ) .  

h  
Q 1 ( A ; y )  

Maximiser d l ( x , A ; y )  

x  € B 
h  h  S o i t  z une s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  Q 1 ( A ; y ) .  



h  h On o b t i e n t  a i n s i  une s u i t e  i n f i n i e  d e  p o i n t s  y ,  t e l s  que  d ( y , E (  A ) )  l 

e s t  une s u i t e  monotone non d é c r o i s s a n t e .  

P R O P O S I T I O N  1 . 5 .  : - 

h  
l 

La s u i t e  { y 1  c o n v e r g e  v e r s  un c e n t r e  d u  t r o n ç o n  E (  X ) f l  B .  

D é m o n s t r a t i o n  : C221 l 

R e m a r q u e  1 : - 
O O 

L ' a l g o r i t h m e  p a r t i e l  impose y  € B ,  mais  non n é c e s s a i r e m e n t  y  € A .  

C e c i  e s t  dû  aux  p r o p r i é t é s  p a r t i c u l i è r e s  d e  l a  F - d i s t a n c e  d  c h o i s i e .  

En p r a t i q u e  c e p e n d a n t ,  1' a l g o r i t h m e  p a r t i e l  é t a n t  u t i l i s é  p o u r  t r o u v e r  

un c e n t r e  d u  t r o n c o n  E (  A k ) n ~ ,  

on p r e n d r a  

l 

R e m a r q u e  2 : 1 - - 

S i  on r e m p l a c e  l e  p o i n t  3 )  d e  1 ' a l g o r i t h m e  p a r t i e l  p a r  

h t l  3 ' )  D é t e r m i n e r  y 

t e l  q u e  

a v e c  p € 1 0 , l I  c o n s t a n t e  i n d é p e n d a n t e  d e  h ,  l ' a l g o r i t h m e  p a r t i e l  

c o n v e r g e  e n c o r e  ( C 2 2 1 ) .  C e  r é s u l t a t  e s t  i n t é r e s s a n t  s u r  l e  p l a n  

p r a t i q u e  ; il  p e r m e t  e n  e f f e t  de  n ' e f f e c t u e r  l a  m a x i m i s a t i o n  de l a  
h h  F - d i s t a n c e  s u r  l e  s egmen t  [ y , z l  q u e  d e  m a n i è r e  a p p r o c h é e ,  ce q u i  a u t o -  

r i s e  l e s  p r o c é d é s  d e  m a x i m i s a t i o n  a p p r o c h é e  u t i l i s é s  p a r  le cr21ci:l 

s u r  o r d i n a t e u r .  



1 . 4 . 3  - U t i l i s a t i o n  de 2 ' a l g o r i t h m e  p a r t i e l .  

Dans l ' a l g o r i t h m e  de  l a  méthode d e s  C e n t r e s  on u t i l i s e  l ' a l g o r i t h m e  

p a r t i e l  p o u r  d é t e r m i n e r ,  à chaque  é t a p e  k ,  un E ~ - c e n t r e  du  t r o n p o n  

E( A k )  n B .  En p r a t i q u e ,  on ne c a l c u l e r a  q u ' u n  nombre f i n i  d e  p o i n t s  

5 , en  s appuyant  s u r  l es  p r o p o s i t i o n s  s u i v a n t e s .  

PROPOSITION 1.6. : 

1 
S i  dans  l ' a l g o r i t h m e  p a r t i e l  on s ' a r r ê t e  à l a  p r e m i è r e  s o l u t i o n  y 

t r o u v é e  ( c  ' e s t - à - d i r e  s i  on n ' e f f e c t u e  q u ' u n e  s e u l e  l i n é a r i s a t i o n  p a r  

t r o n c a t u r e )  , e t  q u ' o n  p o s e  
kg1  1 = Y 

O 

p o u r  p a s s e r  à l ' é t a p e  s u i v a n t e ,  e t  s i  e B n E (  A o ) ,  on o b t i e n t  e n c o r e  
1 une méthode de  c e n t r e s .  En e f f e t ,  y e s t  un E - c e n t r e  d e  E (  A k )  r e l a -  

k k 
t i v e m e n t  à B ,  c ' e s t - à - d i r e  que  x € BC)E(Ak) Vk e t  { c k }  - > O 

quand k  + a v e c  

D é m o n s t r a t i o n  : C221 

L ' a l g o r i t h m e  g é n é r a l  s ' é c r i t  a l o r s  : 

O 

On se donne au  d é p a r t  A 8 K e t  x e B ( E (  A o )  
O 

I t é r a t i o n  k  : 
k  On d i s p o s e  d e  x € BnE( Ak). 

S o i t  

k  , " = . (XI .  
k  k  1) D é t e r m i n e r  z : d 1 ( z , I k ; k , )  = max ( d l ( x , A  k  ; i l l x  € B I .  

2 )  D é t e r m i n e r  
k k  kil : E ( A ~ )  ) =  rnax { ~ ( x , E ( A ~ ) ) ~ ~ [ x , z I  1 .  



PROPOSITION 1 . 7 .  : 

S i  d e  p l u s ,  a u  l i e u  de  p r e n d r e  k;1 1 = y ,  on p r e n d ,  comme dans  l ' a l g o -  

r i t h m e  g é n é r a l ,  kX1-, 1 
= y  e t k X 1 d a n s  l e  t r o n ~ o n E ( A '  ) A B ,  on o b t i e n t  k t  1 

e n c o r e  une méthode d e  c e n t r e s .  

Démons t r a t i  on : C2 31 , - 

L ' a l g o r i t h m e  g é n é r a l  s ' é c r i t  a l o r s  : 

O 

On s e  donne a u  d é p a r t  A e K e t  x  4 BnE(Ao) 
O 

I t é r a t i o n  k  : 
k  On d i s p o s e  d e  x  e B(\E( A k ) ;  

S o i t  

l k  k  k  k  1) D é t e r m i n e r  z  : d ' ( z , A k ; x )  = max { d ' ( x , A k ; x )  l x  E B I .  

2 ) D é t e r m i n e r  k k  k:ll : d ( k X 1 l ,  E ( A ~ ) )  = max{d(x ,E(Ak))~x~Cx,z l )  

k t 1  3 )  C h o i s i r  x  dans  E ( A f k t l )  C\ B ,  

I ave c 

T . 5 .  A l g o r i  thme de Centrage. 

1 . 5 . 1  - Généralités. 

Dans b i e n  d e s  c a s ,  l a  l i n é a r i s a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  d e  ( P l  donne un 

p o l y è d r e  l i n é a i r e  p e u  r e p r é s e n t a t i f  du t r o n ç o n  E( x ) ; 1 ' a p p r o x i m a t i o n  
k 

d e  E ( A k )  p a r  s a  l i n é a r i s a t i o n  é t a n t  mauva i se ,  les d i r e c t i o n s  19 ,QI 
d é t e r m i n é e s  p é n è t r e n t  t rès  peu  d a n s  l e  t r o n ç o n ,  e t  l t r k - c e n t r e  t r o u v é  

P e u t  ê t r e  t r è s  p r o c h e  d e  l a  s u r f a c e  é q u i p o t e n t i e l l e  d e  l a  f o n c t i o n  éco-  

nomique ,  ce q u i  a b o u t i t  f i n a l e m e n t  à une f a i b l e  a m é l i o r a t i o n  s u r  l a  

v a l e u r  d e  f ( x )  . 





La conve rgence  p r a t i q u e  de  l a  méthode p e u t  donc  ê t r e  r a l e n t i e .  

Pour  a c c é l é r e r  c e t t e  conve rgence  p r a t i q u e ,  on c h e r c h e  à r e p r é s e n t e r  

p l u s  e f f i c a c e m e n t  l e  domaine non l i n é a i r e .  

On se p l a c e  dans  l e  c a d r e  de  l ' a l g o r i t h m e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1 . 7 .  

L ' a l g o r i t h m e  de  c e n t r a g e  r é a l i s e  l e  p o i n t  3 )  d e  ce t  a l g o r i t h m e  : 

C h o i s i r  
kt 1 
X 

dans  

E ( A f k t ~  In  B. 

I l  u t i l i s e  l a  c o n s t r u c t i o n  de  c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s  o b t e n u e s  

p a r  l i n é a r i s a t i o n  d ' u n  c o n t r a i n t e  o u  de  l ' é q u i p o t e n t i e l l e  de l a  fonc -  

t i o n  économique e n  d e s  p o i n t s  s u r  l a  f r o n t i è r e  du  t r o n ç o n .  1 
l 

1 . 5 . 2  Algor i thme de Centrage généraZ i sd .  

P r e n d r e  

P o s e r  

C h o i s i r  un p o i n t  

F a i r e  h  = O 

h  h h  1) T r o u v e r ,  s 'il e x i s t e ,  l e  p o i n t  w où le  s e g m e n t [ v , u l  

r e n c o n t r e  l a  f r o n t i è r e  du  t r o n ~ o n  E ( h k ) : '  



h  h  
S ' i l  n ' e x i s t e  pas d e  W ,  c ' e s t - à - d i r e  s i  u  € E (  A k )  , 
a l l e r  en 4 )  . 

h 
Rechercher  l a  c o n t r a i n t e  p a s s a n t  p a r  w ; s o i t  l ( x )  c e t t e  

c o n t r a i n t e .  

D é f i n i r  une n o u v e l l e  F -d i s t ance  l i n é a r i s é e  : 

k  k  h  
d 'h t , l (x ,hk ;x )  = min { d ' h ( x , A k ; x ) ,  l l ( x ; w )  1.  

2 Trouver  h:l , optimum du programme mathématique ~ 
1 

k I 

H Maximiser d 'h t l (x ,Ak;x)  l 

x €  B ! 
Déterminer  h$l : d(h$ l ,  E (  A k ) )  = maxld(x,E(Ak) 11 x  E [DYh:ll 1 

C h o i s i r  un p o i n t  

h:l e E ( A , )  O B .  

3 )  S i  h  = h*, h* é t a n t  l e  nombre maximum de c o n t r a i n t e s  

a d d i t i o n n e l l e s  f i x é  à 1 'avance ,  a l l e r  e n  4 ) .  

S i n o n ,  f a i r e  h  = h  t 1 e t  a l l e r  e n  1). 

O 

4 )  C h o i s i r ,  parmi les p o i n t s  t ,%, . . .Q, l e  p o i n t  q u i  

donne l a  m e i l l e u r e  v a l e u r  d e  d .  

C h o i s i r  p o u r  p o i n t  kg1 c e l u i  q u i  donne, parmi kg1' ou 

kX1l ' ,  l a  m e i l l e u r e  v a l e u r  d e  l a  f o n c t i o n  économique f .  



Cet  a l g o r i t h m e  g é n é r a l i s e  c e l u i  de  Cl01 e t  1111. 

A c h a r u e  é t a p e ,  on a j o u t e  donc  une c o n t r a i n t e  à l ' e x p r e s s i o n  de l a  

F-dis-tance l i n é a r i s é e .  Chaque c o n t r a i n t e  a d d i t i o n n e l l e  i n t r o d u i t e  
h  t r o n q u e  l e  p o l y è d r e  l i n é a r i s é  de  man iè re  que  l ' o p t i m u m  u  du programme 

p r é c é d e n t  d e v i e n n e  e x t é r i e u r  au nouveau p o l y è d r e .  On e s t  donc  a s s u r é  
h  que hi!il # u .  

D ' a u t r e  p a r t ,  p o u r  ne p a s  t r o p  augmen te r  l e  nombre de  c o n t r a i n t e s  

a d d i t i o n n e l l e s  e t  donc  l e  volume d e s  c a l c u l s ,  e t  p o u r  é v i t e r  c e r t a i n s  

i n c o n v é n i e n t s  numér iques  c l a s s i q u e s  dans  l es  méthodes de  l i n é a r i s a t i o n ,  

dus  a u  f a i t  que  l a  m a t r i c e  d e s  c o n t r a i n t e s  a  t e n d a n c e  à d e v e n i r  

s i n g u l i è r e ,  on d o n n e r a  e n  p r a t i q u e  à h* une v a l e u r  p e u  é l e v é e .  

h  Le c h o i x  d e s  p o i n t s  v dans  E( A k ) n B  e s t  e n  p r i n c i p e  a r b i t r a i r e .  

En p r a t i q u e ,  on a  i n t é r ê t  à l es  c h o i s i r  de  m a n i è r e  à o b t e n i r  l a  

m e i l l e u r e  a u g m e n t a t i o n  p o s s i b l e  d e  d  p o u r  a c c é l é r e r  l a  conve rgence  

de l a  méthode.  

C H O I X  N o l  ( 1 1 0 3 ,  Cl11 1. I - 
1 ~ 

h  p r e n d v  - 9  Qh. 

k O z = u  



Dans c e  c a s ,  on maximise t o u j o u r s  l a  F - d i s t a n c e  d  s u r  un segment par-  

t a n t  du d e r n i e r  p o i n t  + obtenu  ; on e s t  donc c e r t a i n  que l a  s u i t e  des  
h  

v a l e u r s  de d ( t ,  E(Ak))  ob tenue  e s t  non d é c r o i s s a n t e .  Donc k$ll '  = 

dans l e  p o i n t  4 )  de l ' a l g o r i t h m e .  

CHOIX N O 2  ( C21) . 

p r e n d  X Vh. 

Dans c e  c a s ,  l e  segment c o n s i d é r é  a  t o u j o u r s  pour  e x t r é m i t é  l e  même 
k  p o i n t  x  ; l a  s u i t e  des  v a l e u r s  de d ( p , E (  A k ) )  ob tenue  n ' e s t  en  g é n é r a l  

pas  c r o i s s a n t e .  

Remarque : - 

Dans t o u t e s  l e s  e x p é r i e n c e s  numériques e f f e c t u é e s ,  a u s s i  b i e n  a v e c  

l e  c h o i x  n O 1  q u ' a v e c  l e  c h o i x  n02, l ' a l g o r i t h m e  de  c e n t r a g e  a  t o u j o u r s  

donné un p o i n t  kX1" m e i l l e u r  que k$l ' en v a l e u r  économique. 

En p r a t i q u e  on a  donc t o u j o u r s  p r i s  k$1 = kX11t 



1 . 6 .  A s ~ e c t s  com~lémentai  res de l a  méthode. 
1.6.1 - Pondéra t ion  d e s  f o n c t i o n s .  

Nous avons d é f i n i  ( 1 . 4 . 1 )  l a  F - d i s t a n c e  p a r  

g .  ( x )  li c L I ,  k f  e IR'. d ( x , E ( A ) )  = min { k f ( f ( x )  - A ) ,  

L e  c o e f f i c i e n t  de  p o n d é r a t i o n  k  de  l a  f o n c t i o n  économique é l o i g n e ,  
f 

s 'il e s t  i n f é r i e u r  à 1, le  c e n t r e  du t r o n ç o n  de  l a  s u r f a c e  é q u i p o t e n -  

t i e l l e  de  l a  f o n c t i o n ,  e t  l e  r e j e t t e  donc  v e r s  l ' o p t i m u m  2 .  

I l  (1s t p o s s i b l e  d  ' a j u s t e r ,  p o u r  chaque problème p a r t i c u l i e r ,  l e  coef- 

f i c i e n t  k f  de  man iè re  à a c c é l é r e r  l e  p l u s  p o s s i b l e  l a  conve rgence  de 

l a  méthode.  

D ' a u t r e p a r t ,  une d e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  e s s e n t i e l l e s  d e  l a  méthode d e s  

c e n t r e s  é t a n t  de t r o u v e r  d e s  p o i n t s  b i e n  a u  c e n t r e  d e s  t r o n ç o n s  

c o n s i d é r é s ,  il e s t  i n t é r e s s a n t  d e  d o n n e r  une m ê m e  i m p o r t a n c e  à t o u t e s  

l es  c o n t r a i n t e s  dans  l ' e x p r e s s i o n  de  l a  F - d i s t a n c e ,  de  man iè re  à ob- 

t e n i r  une c e r t a i n e  s y m é t r i e .  

Pour  ce la ,  l e s  f o n c t i o n s  c o n s i d é r é e s  s o n t  n o r m a l i s é e s ,  c ' e s t - à - d i r e  

d i v i s é e s  p a r  l a  norme de  l e u r  g r a d i e n t  a u  p o i n t  d e  l i n é a r i s a t i o n  y .  

On r e m p l a c e  donc  : 

f ( x ) - A  gi ( x) 
f ( x )  - A p a r  e t  g i ( x )  p a r  , i e L. 

I l Vf(y l l I IVgi (y) I  I 

On n o r m a l i s e  de même les  f o n c t i o n s  l i n é a r i s é e s  ; on r emplace  donc  

f ' ( x ;y ) -A  g t i ( x ; y )  
f f ( x ; y )  - A p a r  e t  g '  ( x ; y )  p a r  ., i e L. 

I l V f ( y )  I l  i 1 I vgi (y)  I I 



Les c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s  de  c e n t r a g e  s o n t  n o r m a l i s é e s  de l a  

même maniè re ,  s o i t  au p o i n t  y ,  s o i t  à l e u r  p o i n t  de l i n é a r i s a t i o n  W. 

On v o i t  que l a  n o r m a l i s a t i o n  m o d i f i e  les f o n c t i o n s  à chaque t r o n c a t u r e .  

Les d é m o n s t r a t i o n s  de convergence de la méthode des  c e n t r e s  d o i v e n t  

donc ê t r e  légèrement  m o d i f i é e s  p o u r  t e n i r  compte de c e t t e  n o r m a l i s a t i o n .  

Les m o d i f i c a t i o n s  n é c e s s a i r e s  o n t  é t é  r é a l i s é e s  dans 1101 p a r  l ' i n t r o -  

d u c t i o n  de f o n c t i o n s  majoran tes  de l a  F - d i s t a n c e .  

1 . 6 . 2  - O b t e n t i o n  d 'un  p o i n t  r é a l i s a b l e  de d d p a r t .  

Nous reprenons  i c i  l ' a l g o r i t h m e  f i n i  exposé dans  1231. 

Considérons  A C IRn e t  B C fRn 

t e l s  que 

A n s  # 0. 

On s e  donne une f a m i l l e  E d ' e n s e m b l e d e  tRn t e l l e  que A  f2 E e t  d 

une F-d i s t ance  r é g u l i è r e  d é f i n i e  s u r  mn x E .  

On c h o i s i t  une s u i t e  I E ~  5 O 1k ô h l  t e n d a n t  v e r s  O quand k + m .  

I t é r a t i o n  k : 

k 
On d i s p o s e  de Ek E E e t  de  x  t e l s  que 

O 

E k 3 A ,  E k 0  B # 0 

p r e n d r e  Ek+l  = Ek  e t  kg1 k = X I  

- Sinon : 

€? E t g 1  que  C h o i s i r  Ekt l  

E~ 3 E ~ + + A .  x e ~ , + , n  B 



PROPOSITION 1 . 8 .  : ( a l g o r i t h m e  f i n i )  . 

jk* e h t e l  que 
k O -  k p k* => x e A I I B .  

Démonstration : C231. 

PARTICULARISATION DE L'ALGORITHME. 

Considérons  l e  problème ( P l  d é f i n i  précédemment. 

LtensembJe A de 1 ' a l g b r i t h m e  f i n i  sera  l e  t r o n ~ o n  i n i t i a l  E (  A o )  , 
l ' e n s e m b l e  B l e  p o l y è d r e  l i n é a i r e ,  e t  d l a  F - d i s t a n c e  du minimum d e s  

c o n t r a i n t e s .  

* O O O 

On se donne au d é p a r t  un p o i n t  x  e B ,  e t  on suppose  que x E E(Ao) 

L'ensemble E (  A es t  d é f i n i  p a r  
O 

E ( A ~ )  = { ~ l f ( x )  - A,,, O ,  g i ( x )  9 o , i  +? L I .  

On se donne E en d é f i n i s s a n t  les Ek p a r  

E~ = { x ] ~ ( x )  - o 6 k ,  g i ( x )  5, 6 k ,  i e L I  

ave c 6 k  e R-. 

I l  e s t  c l a i r  que 6 k  > 6 k t  => EkC Ek ' . 

D'après  les d é f i n i t i o n s  de d e t  Ek on a 

d (x ,Ek)  = min I f ( x )  - A. - 6 k ,  g i ( x )  - 6 k l  i € LI 

g . ( x ) l i  e LI - 6 k  = min { f ( x )  - A o ,  

d (x ,E(Ao) )  - 6 k .  



Les o p é r a t i o n s  à e f f e c t u e r  dans l ' a l g o r i t h m e  f i n i  s o n t  donc : 

çe q u i  p e u t  s ' é c r i r e  : 

k  
Déterminer  x  

t e l  que 

k  d ( x ,  E ( A o ) )  3 SUP { d ( x , E ( h o ) )  I X  € E , ~ I  B I  - E,. 

l 

k  
Les p o i n t s  x  s e r o n t  dé te rminés  p a r  l i n é a r i s a t i o n ,  comme dans l ' a l g o -  

r i t h m e  p a r t i e l  ( 1 . 4 . 2 )  : 

k  
Déterminer  x  t e l  que  

k  d ( ~ ,  E ( A ~ ) )  - 6 k  3 SUP { ~ ( x , E (  A ~ ) )  - 6 k l ~  E ~ ~ f l  B I  - E~ 

k  O e t  s i  x $2 E( A,)O 8 ,  c h o i s i r  E k + l  

t e l  que 

k  
& k + l  = d ( x ,  E ( A o ) ) .  

(Résoudre  l e  programme mathématique 

A Maximiser d1(x ,A - k ~ l )  
0' 

x e B  



L ' a l g o r i  thme a i n s i  p a r t i c u l a r i s é  e s t  l e  même que 1 ' a l g o r i  thme 

p a r t i e l  d e  1 . 4 . 2 .  En e f f e t  on a  vu que c e t  a l g o r i t h m e  s ' a p p l i q u e  

même dans l e  c a s  où l e  p o i n t  de  d é p a r t  n ' a p p a r t i e n t  p a s  a u  t r o n ç o n ,  

l a  s e u l e  hypo thèse  n é c e s s a i r e  é t a n t  q u ' i l  a p p a r t i e n n e  à B. 

k  La p r o p o s i t i o n  1 . 5 .  permet  d ' a f f i r m e r  que  l a  s u i t e  (x) converge v e r s  

un c e n t r e  du t r o n c o n  E ( A o ) n B ,  c e  q u i  i m p l i q u e  que  ( E  k  1 -r o .  

La p r o p o s i t i o n  1 . 8 .  s ' a p p l i q u e  donc,  c e  q u i  d é m o n t ~ e  que l ' a l g o r i t h m e  

p a r t i c u l a r i s é  e s t  f i n i .  

En p r a t i q u e ,  c e c i  r e v i e n t  à e f f e c t u e r  p l u s i e u r s  l i n é a r i s a t i o n s  suc -  

c e s s i v e s  du t ronpon  E ( A o )  ; on o b t i e n d r a  n é c e s s a i r e m e n t  un p o i n t  

r é a l i s a b l e  au  b o u t  d ' u n  nombre f i n i  d e  l i n é a r i s a t i o n s .  

Remarque : 

On p e u t ,  comme en 1.6.1, pOndérer  l a  f o n c t i o n  économique p a r  un 

c o e f f i c i e n t  kf  < 1. 

L ' e x p é r i e n c e  montre q u ' e n  g é n é r a l  l e  p r e m i e r  p o i n t  r é a l i s a b l e  e s t  

obtenu  au b o u t  d ' u n  nombre p l u s  grand d e  l l n é a r i s a t i o n s ,  mais q u ' i l  

e s t  p l u s  p roche  d e  l 'opt imum 2 de (Pl. 



SUR UN POLYEDRE LINEAIRE 



II.  1 

11.1 I n t r o d u c t i o n .  

Dans c e  q u i  s u i t ,  nous u t i l i s o n s  1 ' a l g o r i t h m e  d e  l a  p r o p o s i -  

t i o n  I.7., c ' e s t - à - d i r e  l a  méthode d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  avec 

c e n t r a g e  . 
Un d e s  c a l c u l s  e s s e n t i e l s  de c e t  a l g o r i t h m e  e s t  l a  r é s o l u -  

t i o n  du programme mathématique 

Maximiser d l ( x , A ; y )  
Q ' ( ~ ; Y )  (1 x B B  

avec  y ,  l e  p o i n t  de l i n é a r i s a t i o n ,  e t  h 62 K ,  f i x é s .  

D e  m ê m e ,  à chaque é t a p e  de l ' a l g o r i t h m e  de c e n t r a g e ,  on d o i t  r é s o u d r e  

II 
Maximiser d '  h + l ( x > h i ~ )  

QC A ; Y )  
x C B  

h  a v e c  d ' h + l ( x , h ; y )  = m i n { d ' h ( x , h ; y ) ,  l l ( x ; w )  1 .  1 
La maximisa t ion ,  s u r  l e  p o l y è d r e  l i n é a i r e  B ,  de  l a  F - d i s t a n c e  l i n é a r i ç é e ,  

e s t  donc un sous-problème q u i  s e  pose  fréquemment,  e t  q u ' i l  c o n v i e n t  
1 

d ' o p t i m i s e r  du p o i n t  de  vue temps de  c a l c u l  e t  encombrement mémoire. 1 
1 

Nous exposons dans  ce  c h a p i t r e  deux approches p o s s i b l e s  de  

l a  r é s o l u t i o n  de ce problème.  

11.2 U t i l i s a t i o n  de l a  méthode s i m p l i c i a l e .  

D e  manière  c l a s s i q u e ,  l e  programme Q1(X;y) e s t  é q u i v a l e n t  

au  programme l i n é a i r e  s u i v a n t ,  ob tenu  à 1 ' a i d e  d  'une v a r i a b l e  s u p p l é -  

m e n t a i r e  p : 

~ " ( à ; ~ )  
Maximiser p 

gfi(x;y)-p:o Y i  € L 

f '  (x;y)-u>h 

x € B  

h e t  y é t a n t  f i x é s .  

On d o i t  donc r é s o u d r e  une s u i t e  de programmes l i n é a i r e s  Q" ( A;y) , de 

t a i l l e  c o n s t a n t e  e t  de  s t r u c t u r e  ana logue  à c e l l e  du problème d ' o r i -  

g i n e .  

De  m ê m e ,  le  programme QC ' ( h;y ) e s t  é q u i v a l e n t  a u  programme l i n é a i r e .  h + l  



Maximiser LI 

( x , u )  £ Sh 
h ll(x;w)-LI30 

x e B  

Sh é t a n t  l e  p o l y è d r e  en  (x , i i )  c o r r e s p o n d a n t  au  programme QC" b (A;y) .  

1 1 . 2 . 2  - Mkthode s i m p t i c i a t e  e t  d u a t e - s i m p t i c i a t e  e n  v a ~ 8 a b Z e s  

b o r n k e s .  

Le programme Qn(X;y) e s t  d e  l a  forme 

((Maximiser f x  

où xmet  xM s o n t  les b o r n e s  respectivement*inférieure e t  s u p é r i e u r e  

s u r  l e s  v a r i a b l e s .  

La méthode s i m p l i c i a l e  e n  v a r i a b l e s  b o r n é e s  e s t  donc b i e n  a d a p t é e  à 

l a  r é s o l u t i o n  d e  ce  problème. 

Rappelons b r i èvement  les c a r a c t é r i s t i q u e s  de c e t t e  méthode. - f 
S o i e n t  1 une b a s e ,  1 l ' e n s e m b l e  des i n d i c e s  h o r s - b a s e ,  e t  ( B  , B - )  - + 
une p a r t i t i o n  d e  1. On c o n s i d è r e . l a  s o l u t i o n  de b a s e  x ( I , B  ,B-1 

1 -1 1 -1 avec  T = ( A  ) A e t  t = ( A  ) a. 

Pour d é t e r m i n e r  une v a r i a b l e  c a n d i d a t e  à e n t r e r  dans l a  b a s e ,  on choi -  
+ 

s i t  s e B- : d S > o ,  ou s 8 B : dS<o ,  d é t a n t  l e  c r i t è re  de  candida-  
1 t u r e  f-f  T. 



l e r  c a s  : s ô B+ 

On c a l c u l {  8 = min (a,B , y  1 avec  

+ S i  8 = y ,  l a  v a r i a b l e  s p a s s e  d e  B à B- : il n ' y  a pas  de  changement 

d e  b a s e .  

S i n o n ,  r e s t  l ' i n d i c e  i donnant  l e  r a p p o r t  minimum ; on e f f e c t u e  l e  

changement de b a s e  1'  = 1 + s - r .  S i  8 = a ,  l a  v a r i a b l e  r p a s s e  dans 
+ B- ; s i  8 = B e l l e  p a s s e  dans B . 

2 e  c a s  : 

S 5 .  On e f f e c t u e  des  c a l c u l s  ana logues  avec  -T.  a u  l i e u  de  T . 
1 i 

Les programmes QC''h+l( A;y) s o n t  ob tenus  e n  a j o u t a n t ,  à r a i s o n  d 'une  

à l a  f o i s ,  d e s  c o n t r a i n t e s  au programme l i n é a i r e  QW(A;y). On c o n n a f t  

une s o l u t i o n  o p t i m a l e  r é a l i s a b l e  de  QCWh(A;y), q u i .  e s t  ddnc o p t i m a l e  

non r é a l i s a b l e  pour  QC" ( A ; y ) ,  e t  on v e u t  d é t e r m i n e r  une s o l u t i o n  h + l  
o p t i m a l e  r é a l i s  ab l e  de QC ' lh+ l (  A ; y )  . L a  méthode d u a l e - s i r p l i c i a l e  est bien 

a d a p t é e  à l a  r é s o l u t i o n  d 'un  t e l  problème e t  permet  une économie de 

c a l c u l s .  

D ' a u t r e  p a r t ,  QC"h+l  (A;y)  é t a n t  de l a  forme ( P l  p r é c é d e n t e ,  il es t  

l o g i q u e  d ' u t i l i s e r  l a  méthode d u a l e - s i m p l i c i a l e  e n  v a r i a b l e s  b o r n é e s .  



II. 4 

- 
S o i e n t  1 une base, 1 l ' e n s e m b l e  d e s  i n d i c e s  h o r s - b a s e ,  e t  

+ - 
( B  ,B-1 une p a r t i t i o n  de  1. On c o n s i d è r e  l a  s o l u t i o n  d e  b a s e  

x ( I  ,Bt,,B-1 d é f i n i e  p a r  

m 
L a  v a r i a b l e  q u i  s o r t  de  l a  b a s e  e s t  r E 1 : xr<xr ,  01! 

M r € I : x > x .  r r  

La v a r i a b l e  r p a s s e  de  1 à B-.  

On c a l c u l e  9 = min { a,B 1 a v e c  
- 

L ' . i nd ice  s d e  l a  v a r i a b l e  c a n d i d a t e  e s t  l ' i n d i c e  j donnan t  l e  

r a p p o r t  niinimum. 

+ 
La v a r i a b l e  r p a s s e  d e  1 à B . 

j j On e f f e c t u e  d e s  c a l c u l s  a n a l o g u e s  a v e c  -T r a u  l i e u  de  Tr. 



11.2.3 - Méthode de  2 ' i n v e r s e  e x p l i c i t e  : 

Nous u t i l i s o n s ,  p l u t a t  que l a  méthode du c a l c u l  comple t  du 

t a b l e a u  s i m p l i c i a l  à chaque i t é r a t i o n ,  l a  méthode d i t e  ' f r é v i s é e f '  ou 

/ "de l ' i n v e r s e  e x p l i c i t e 1 '  : on conse rve  e n  mémoire l a  m a t r i c e  A e t  

1 l ' i n v e r s e  de b a s e  (A')-', que l ' o n  modi f i e  à chaque changement de b a s e .  

S i  l e  programme l i n é a i r e  es t  d e  grande  t a i l l e ,  l a  méthode d e  

l ' i n v e r s e  e x p l i c i t e  permet  d ' u t i l i s e r  l e  c r e u x  de l a  m a t r i c e ,  q u i  

/ d e v i e n t  de p l u s  e n  p l u s  i m p o r t a n t  au f u r  e t  à mesure que l a  t a i l l e  du 

problème augmente. On u t i l i s e  p o u r  c e l a  des  p rocédés  de If  c o m p a c t i f i  ca- 
1 - 1  t i o n  de l ' i n v e r s e " ,  q u i  c o n s i s t e n t  à r a n g e r  ( A  1 e n  mémoire s o u s  

/ une forme p l u s  condensée que l a  forme e x p l i c i t e ,  p a r  f a c t o r i s a t i o n  e n  

/ p a r t i c u l i e r ,  comme on l e  v e r r a  e n  1 1 . 2 . 4  e t  11 .2 .5 .  

S i  l ' o n  e f f e c t u e  l e  changement de  b a s e  1' = 1-r+s : 
1 -1 s S o i t  T' = (A ) A . On a l e s  fo rmules  de t r a n s f o r m a t i o n  : 

L e s  é l é m e n t s  n é c e s s a i r e s  au changement de b a s e  s o n t  



1 

I I I  . 2 . 4  - Fac tor i sa t i on  de 2 ' i n v e r s e .  

S o i t  Jm l a  m a t r i c e  u n i t é  d ' o r d r e  m,ek le  kg v e c t e u r  u n i t a i r e ,  e t  

( e k l t  s o n  t r a n s p o s é .  On v é r i f i e  a i s é m e n t  l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  : 

PROPOSITION I I . l  : 

S o i t  EI = 

L ' i n v e r s e  de M e s t  une m a t r i c e  de l a  même forme : 



II. 7 

PROPOSITION I I .  2 .  : ~ 
l 
I 
I 

l 

S o i t  M (k) - - 1 

l 

Le p r o d u i t  M m a t r i c e  t r i a n g u l a i r e  supé-  
(k) r i e u r e  d o n t  les é léments  de l a  colonne k somt ceux de  l a  m a t r i c e  M . 

d ' o r d r e  m 

PROPOSITION I I .  3 .  : 

S o i t  M (k) - - d ' o r d r e  m 

Le p r o d u i t  M' ')M( 2). . . M ( ~ )  es t  une matrice t r i a n g u l a i r e  i n f é r i e u r e  
(k) d o n t  l e s  é l é m e n t s  de l a  colonne k s o n t  a e u x  de l a  m a t r i c e  M . 

1 
L a  m a t r i c e  de  b a s e  A e s t  i n d i c é e  e n  l i g n e s  e t  e n  co lonnes  p a r  1, 

a v e c  1 1  1 = m. Dans t o u t  c e  q u i  s u i t ,  on suppose  que 1 'ensemble 1 e s t  

ordonné,  c ' e s t - à - d i r e  qu 'on  d é f i n i t  un isomorphisme e n t r e  1 e t  

i l , .  . .ml, ) t e l  q u ' à  t o u t  k 1 il c o r ~ e s p o n d  un unique  i n d i c e  

1 i t  ¶ . . .  m4. 



FACTORISATION PAR DIAGONALISATION (P. F. 1.) 
_.- 

Ce procédé  e s t  b a s é  s u r  l a  méthode d  ' i n v e r s i o n  de J o r d a n .  

La m a t r i c e  de b a s e  AS é t a n t  d ' o r d r e  m ,  on. p e u t  é c r i r e  

Les m a t r i c e s  E (')-', é t a n t  d e s  m a t r i c e s  u n i t é  à l ' e x c e p t i o n  de  l e u r  

colonne k ,  peuven t  ê t r e  d é f i n i e s  en  mémoire p a r  l ' i n d i c e  k d é f i n i s -  

s a n t  l a  colonne non u n i t a i r e ,  a i n s i  que  l a  v a l e u r  numérique des  

é léments  non n u l s  dans  l a  co lonne  e t  l e u r  i n d i c e  d e  l i g n e  correspon-  

d a n t .  

En p r a t i q u e ,  p o u r  o b t e n i r  une f a c t o r i s a t i o n  a u s s i  condensée 1 que 

p o s s i b l e ,  on échange les co lonnes  e t  les l i g n e s  de  A de  manière  à 

r e n d r e  l a  matrice a u s s i  p roche  que p o s s i b l e  d 'une  matrice t r i a n g u -  

l a i r e  i n f é r i e u r e  : 

AI = ~ ( 1 ) ~ ( 2 ) .  . . E  (ml 1 
1 

d ' o ù  (A1)-' = E ( m ) - l . .  .E ( 2 ) - l E ( l ) - 1  

chacune des  m a t r i c e s  E ( * ) ,  i n d i c é e  e n  l i g n e s  e t  e n  colonnes  p a r  1, 
1 

é t a n t  c o n s t r u i t e  à p a r t i r @ u r l e  colonne de A', de l a  façon s u i v a n t e  : 
l 

l 

1 

k  l 

l 

l 

l 

E ( T )  - - -\\::, ni; "k 1 1  L : : = ~ ~ + ( n ~ - e ~ )  ( e  k  t I l 

\ 
\ 

! 
I O l 
k  

"m 1 

(1-1) -1 ' E(2)- iE(12 ' -1fk .  a v e c  rik = E . . , k 6 I .  

D'où E (1 1-1- - J ~ -  (fi:)-' ( n  k  -e k ) ( e  k t  1 . 
l 



avec  L 1 e t  L2 t r i a n g u l a i r e s  i n f é r i e u r e s  e t  B a u s s i  p e t i t e  que 

p o s s i b l e  
T 

s é e  

LletL2 é t a n t  t r i a n g u l a i r e s  i i n f é r i e u r e s  , l e  c a l c u l  de l a  forme 

p r o d u i t  n  ' e s t  non t r i v i k l  que  pour  l a  s o u s - m a t r i c e  B. 

FACTORISATION PAR TRIANGULARISATION GE. F. 1.) - 
Ce p r o c é d é  e s t  b a s é  s q r  l a  méthode d ' i n v e r s i o n  de  Gauss. 

On s a i t  q u ' i l  e x i s t e  une m a t r i c e  L t r i a n g u l a i r e  i n f é r i e u r e  e t  

une matrice U t r i a n g u l a i r e  s u p é r i e u r e ,  i n d i c é e s  e n  l i g n e s  e t  e n  

co lonnes  p a r  1, t e l l e s  que A' = LU. 

S o i e n t  L~ e t  uk l e s  co lonnes  d ' i n d i c e  k respect ivemef i tdde  L e t  V,  
k e I.  

Considérons  une p a r t i t i o n  de  1 



1 II. 10 

On p e u t  f a c t o r i s e r  L 

L = L ( ~ ) L ( ~ ) .  . . L  ( ml 

k  k  k t -  avec  L (') = J ~ +  ( L - e  ) ( e  - 

k - 1  k k  k t  D'où L (11-1-3  - m - ( L k )  (L  -e ) ( e  1. 

S i  { l , .  . . l - 1 1  e s t  l ' e n s e m b l e  d ' i n d i c e s  isomorphe à I l  : 

s o i t  ak = L (1-1)-1.. . L  ( 2 ) - l L ( 1 ) - l A k  

k  k  L e t  U s o n t  données p a r  

U p e u t  également  ê t r e  f a c t o r i s é e  en colonnes  : 

u = u  ( m ) U ( m - l ) .  • ( 2 ) u ( 1 )  



1 -1 = " ( l ) - l * * * * j  On a  donc ( A  ) 
(ml-1 L ( m ) - l  (11-1 . . .L 

I l  e s t  également  p o s s i b l e  de  f a c t o r i s e r  U en l i g n e s  : 

U = U  ( m ) " ( m - I ) *  • 
(1) 

a v e c  U (11  - - J~ + e k ( % - ( e  k  1  t ) 

D'où U (11-1 - - J~ - e k ( u k - ( e  k  1 t 1  

Cet 

où 

t e  f a c t o r i s a t i o n  de  lJ e n  l i g n e s  e s t  i n t é r e s s a n t p  dans l e  c a s  
X j L A e s t  s y m é t r i q u e  ; e n  effet  on a a l o r s  Ui = 4 , i, j e 1, 

L; 
c e  q u i  permet  de  ne* c o n s e r v e r  en  mémoire que T'une des  m a t r i c e s  L 

ou U, l a  f a c t o r i s a t i o n  de U é t a n t  s y m é t r i q u e  de  c e l l e  de  L au 
i 1 c o e f f i c i e n t  Li p r 8 s .  S i  A n ' e s t  p a s  symét r ique  e n  v a l e u r  mais l ' e s t  

e n  s t r u c t u r e ,  l a  s y m é t r i e  de  s t r u c t u r e  e s t  c o n s e r v é e ,  c e  q u i  permet  

a u s s i  un g a i n  de  p l a c d  dans l e s  p rocédés  d ' i n d i ç a g e  (C381). 

En p r a t i q u e ,  pour  o b t e n i r  une f a c t o r i s a t i o n  a u s s i  condensée que pos-  
T 

s i b l e ,  on échange les colonnes  e t  l e s  l i g n e s  de A' de  manière à o b t e -  

n i r  l a  r é p a r t i t i o n  : 



1 

D' e t  E 1  é t a n t  l e s  m a t r i c e s  D e t  E p r é c é d e n t e s  d o n t  l ' o r d r e  d e s  l i g n e s  

a é t é  i n v e r s é  ; L '  é t a n t  l a  m a t r i c e  L 2  p r é c é d e n t e  d o n t  l ' o r d r e  d e s  
l 

l i g n e s  e t  c e l u i  d e s  co lonnes  o n t  é t é  i n v e r s é s .  

L t 2  e s t  donc t r i a n g u l a i r e  s u p é r i e u r e ' .  Là e n c o r e ,  l a  s e u l e  f a c t o r i s a t i o n  

non t r i v i a l e  e s t  c e l l e  d e  B. 

RELATION ENTRE P. F. 1. ET E .  F .  1. -- 
En u t i l i s a x û t  l e s  d é f i n i t i o n s  p r é c é d e n t e s ,  nous avons 
E ( ~ ) - ~ . .  . E  (1)-1 

= J m L ( ~ ) - ~ .  . .L ( 1 1 - 1  AI = " 
Considérons  l a  co lonne  non u n i t a i r e  d e  

k  
On d é f i n i t  l e s  v e c t e u r s  vk e t  W . 
k  k - i e ( ~ I v I ~ .  Vi = O ,  i e I l  ; Vi - n i ,  

k  - i E I l  ; W! = O ,  i e ( k }  V I 2 .  Wi - n i ,  1 

e t  on d é f i n i t  les matrices 

Nous ~!i%-ans un r é s u l t a t  d e  C41 : 
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PROPOSITION II. 4 .  : 

1 D é m o n s t r a t i o n  : 

a )  On montre p a r  r é c u r r e n c e  que V 

I l  e s t  é v i d e n t  que L - - E ( l )  v (1) 

Supponsons que v (j) = ~ ( j )  v j ,  1 6  j < 1 5  m. 

On v é r i f i e  f a c i l e m e n t  que v ( j ) w ( j )  = $j) v j  - - 1, ... m 

e t  que v ( ~ ) w ( ~ )  = w ( ~ ) v ( ~ )  pour  1 6 j < i < m. 
E (1-11-1 . . . E(l)- lAI = (1-11-1 v(I-l)'-l.. .w <'~)-1~(1)-1~1 

Les m a t r i c e s  W ( ')- ' ,  . .  sont de l a  forme M ( k )  d e  

l a  p r o p o s i t i o n  II .  2 . ,  avec 6 = 1. 
k 

Donc rik = ar  pour  j 6 I k l  I2 j 3 * k  k 
Dooù d ' a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  de L , ~i; = L. pour  j €? {kl V I 2  

3 
Donc L ( 1 )  = v (1) 

b )  Comme précédemment on p e u t  é c r i r e  
E ( m ) - l  . . . E  (1)-lAI - - J m = W  ( m ) - l . .  .W ( l ) - l L ( m D - l  . . . L  (1)-lAI 

= w(m)- l . .  . W  ( l )- lu 

Donc U -1 = w C m ) - l  . . . W  (11-1  . 
D ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  II. 2 .  , l e s  colonnes  non u n i t a i r e s  

d e s  m a t r i c e s  W (')-' s o n t  é g a l e s  aux colonnes  d e  même i n d i c e  

d e  l a  m a t r i c e  U-' 
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D ' a u t r e  p a r t ,  W (')-' = J - Wk(ek) t  ; donc m 
w ( l ) - l  = 2~~ - w (1) ( W ( l ) - l ) k  = Z e  k  - (w('))k.  

On a  donc 
k  -1 k  ( L  + J - u - ' ) ~  = L t ek  - (U  ) 

m 
- - ( ~ ( l ) ) ~  t e  k  - ( w ( l ) - l ) k  

: ( ~ ( 1 ) ) '  + (~ (1 ) ) '  - e k  

O r  L (1) = " (1) -> ( L  ( l ) ) k  = ( V ( l ) ) k  = Vk 

D ' a u t r e  p a r t  ( W  k  ( l ) ) k  = W  + e  k  

k k  Donc ( L  t Jm t u - ' ) ~  = vk + w . ,, . 
l 

L'encombrement mémoire d e  l a  méthode P F 1 e s t  donc L t Jm - U-', 
a l o r s  que c e l u i  de  l a  méthode E F I e s t  L - J + U. Pour comparer m 
l a  p l a c e  occupée p a r  c e s  deux méthodes il f a u t  donc comparer le  nombre , 
d ' é l é m e n t s  non n u l s  de U e t  U-l. 

O r  i l . e s t  montré dans 141  q u e ,  s i  l e s  é l é m e n t s  diagonaux d e  A' s o n t  

non n u l s ,  l a  méthode E F 1 e s t  minimale pour  l 'encombrement  mémoire, 

c ' e s t - à - d i r e  q u ' i l  n ' e x i s t e  p a s  de méthode c a l c u l a n t  L e t  IJd1 g u i  

u t i l i s e  moins de p l a c e  ( c e c i  impl ique  e n  p a r t i c u l i e r  que l a  forme 

f a c t o r i s é e  de U dé te rminée  p a r  l a  méthode B F 1 n ' a  jamais p l u s  

d  ' é l éménts  non n u l s  que l a  forme f a c t o r i s é e  de  u-'). On v o i t  donc 

l ' i n t é r ê t  de c e t t e  méthode. 1 
Remarque : 

I l  e x i s t e  d ' a u t r e s  méthodes de  t r i a n g u l a r i s a t i o n ,  e n  p a r t i c u l i e r  l a  

méthode de Householder ,  q u i  u t i l i s e  d e s  m a t r i c e s  de t r a n s f o r m a t i o n  

o r t h o g o n a l e s ,  e t  l a  méthode de  Givens,  q u i  u t i l i s e  des m a t r i c e s  de 

r o t a t i o n .  Ces méthodes semblen t  m e i l l e u r e s  que  1 ' é l i m i n a t i o n  de  Gauss 

du p o i n t  de vue d e  l a  p r o p a g a t i o n  des  e r r e u r s  d ' a r r o n d i ,  mais e l l e s  

ne s o n t  pas  minimales du p o i n t  de vue d e  l 'encombrement  mémoire. 



1 1 . 2 . 5  - Méthodes de c o m p a c t i f i c a t i o n  e t  de mise  à jour de t ' i n v e r s e  

de b a s e .  

En nous i n s p i r a n t  de  C351, nous  c i t o n s  q u a t r e  t y p e s  de  méthodes d e  

r angemen t  en  mémoire d e  l ' i n v e r s e  de  b a s e .  L a  p r e m i è r e  méthode 

u t i l i s e  l a  f a c t o r i s a t i o n ,  p a r  d i a g o n a l i s a t i o n  e t  les t r o i s  a u t r e s  

l a  f a c t o r i s a t i o n  p a r  t r i a n g u l a r i s a t i o n .  A une é t a p e  k q u e l c o n q u e  

de  l a  méthode s i m p l i c i a k ,  l a  m a t r i c e  A e s t  i n d i c é e  en  l i g n e s  p a r  1. 

A l ' é t a p e  k t 1, a p r è s  q u ' o n  a i t  e f f e c t u é  l e  changement de  b a s e  

1' 1 - r t s ,  l a  m a t r i c e  A e s t  i n d i c é e  e n  l i g n e s  p a r  1'. En f a i t ,  l a  

matr ice  A n ' a  p a s  changé  ; s e u l e  s a  l i g n e  r a é t é  r e n u m é r o t é e  S .  

Dans c e s  c o n d i t i o n s  on p e u t ,  p a r  abus  de  l a n g a g e ,  c o n s i d é r e r  i n d i f f é -  

remment l a  m a t r i c e  A comme i n d i c é e  p a r  1 o u  1' e n  i d e n t i f i a n t  les 

i n d i c e s  r e t  S .  Dans ce q u i  s u i t ,  on u t i l i s e r a  c e t t e  c o n v e n t i o n  p a r t o u t  

où cela  n e  crée p a s  d ' a m b i g u i t é .  

l è r e  m é t h o d e  : 

On e f f e c t u e  l e  changement de  b a s e  1' = 1 - r + S .  

1 -1 s S o i t  n l + l  = ( A  ) A . 
1' -1 + l - 1  1,-lavec - s t O n a ( A  = E  ( A  . (l t l)  - J + (q l t l - e r )  ( e  . m 

L a  matrice E ( l t l)  e s t  i n d i c é e  en  l i g n e s  p a r  1 e t  e n  c o l o n n e s  p a r  1' ; 

s o n  i n v e r s e  E ('+')-' e s t  d o n c  i n d i c é e  e n  l i g n e s  p a r  1' e t  e n  c o l o n n e s  

p a r  1. 

D ' O Ù ,  s i  (AI)-' = E (1)-1 . . .E ( 2 ) - l E (  11-1  

( A I 1 ) - l  = E  (1+1)-lE(l)-1 . . .E ( 1 1 - 1  

La m i s e  à j o u r  de  l ' i n v e r s e  de  b a s e  c o n s i s t e  donc  à a j o u t e r  une 

matrice E  (') à l a  f i n  de  l a  l i s t e .  

Pour  c a l c u l e r  une l i g n e  ou  une c o l o n n e  du  t a b l e a u  s i m p l i c i a l ,  on 

e f f e c t u e  une s u i t e  de  p r o d u i t s  v e c t e u r - m a t r i c e ,  d e  l a  gauche  v e r s  

l a  d r o i t e  o u  d e  l a  d r o i t e  v e r s  l a  g a u c h e ,  chaque  p r o d u i t  ne m o d i f i a n t  

a u  p l u s  q u ' u n  é l é m e n t  dans  l e  v e c t e u r  ; d e  p l u s  J les m u l t i p l i c a t i o n s  

p o r t a n t  s u r  d e s  é l é m e n t s  n u l s  ne  e o n t  p a s  e f f e c t u é e s .  
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L 'avantage  p r i n k i p a l  de c e t t e  méthode e s t  s a  grande  s i m p l i c i t é  de 

mise e n  œuvre  ; d ' a u t r e  p a r t  e l l e  c o n d u i t  à un minimum du p o i n t  d e  

vue volume des  c a l c u l s .  

2 e  m é t h o d e .  

On e f f e c t u e  l e  changement de b a s e  1' = 1 - r + S .  

Considérons l e  p a r t i t i o n n e m e n t  de 1 ' : I 

avec  1' = Il1 U ( s }  ~ 1 1 ' ~  ( d ' o ù  1 = I V 1  U i r )  U I I 2 )  

11'11 = k - 1 , 1 1 ~ ~ 1  = m - k .  

s o i e n t  ~ ( l ) , .  . . U  (k- l )  l e s  f a c t e u r s  c o r r e s p o n d a n t  aux colonnes  d ' i n -  

d i c e s  j e I V l  d e  A', u ( ~ )  le  f a c t e u r  c o r r e s p o n d a n t  à l a  colonne r de  

A', e t  u (k+l) , . . . u ( ~ '  l e s  f a c t e u r s  co r respondan t  aux colonnes  d ' i n d i -  
T 

c e s  j 8 Il, d e  A'. 
L 

( k m - 1 .  e V  ( r n ) - l L ( m ) - l . .  e L  (1)-lAI Considérons l a  m a t r i c e  V = U 
( k I u ( k - 1 )  . ." (1). O n a  V = U  

( k t l ) - l . .  ( m ) - l L ( m ) - l  La m a t r i c e  V '  = U ... L (l)-lA1'' e s t  i d e n t i q u e  à 

V pour  l e s  co lonnes  j C 1 lIUI l 2  ; s a  colonne s e s t  é g a l e  à 



En f a c t o r i s a n t  l a  m a t r i c e  V' on o b t i e n t  

V '  = T ( B ) U ( k - l )  ... U (1) 
1' -1 D1oÙ(A 1 = \ I  ( l ) - l . .  .U ( k - 1 ) - t T ( k ) - 1 , , ( k + l ) - l t ,  .O  (ml-lL(m)-1 ... L  (11-1, 

I - 1  I,a f a c t o r i s a t i o n  de (A1 ' 1 - l  e s t  donc o b t e n i e  à p a r t i r  de c e l l e  de ( A  1 
en remplagan t  l e  f a c t e u r  u ( k ) - l  p a r  T ( k ) - 1  . 
Lors du changement de  b a s e  s u i v a n t ,  l a  mise à j o u r  de  l ' i n v e r s e  p e u t  

s ' e f f e c t u e r  d i f féremment .  S o i t  1" = 1' - p  + q ce  changement de b a s e .  

2 c a s  s o n t  à c o n d i d é r e r  : 

l e r  c a s  : p C I I 1  Y ( S I .  

Considérons  l e  ' p a r t i t i o n n e m e n t  de 1". 

1 = 1 - 1 (donc  l z k ) .  
s o i e n t  v ( ' ) ,  . . .U ('-') les f a c t e u r s  co r respondan t  aux colonnes  d ' i n d i c e s  

j B IftI  de  A " , u ( ~ '  l e  f a c t e u r  c o r r e s p o n d a n t  à l a  colonne p  de  A 1'3 - -- 
et dl.l+l) ,..wu 

T 1 

(k - l )  les f a c t e u r s  c o r r e s p o n d a n t  aux colonnes  d  ' i n d i c e s  
j e If', de  A". 

On p e u t  écr i re  
U (l)u(l-l) ... "(1) = (l+l)-1 . . .U ( k - 1 ) - l T ( k ) - l U ( k + l ) - 1  . . .u ( m ) - l L ( d - l . .  . 
... L (1)-lAI1 

D'où e n  r a i s o n n a n t  comme précédemment 
"(&1)-1 . . .U ( k - l ) - l T ( k ) - l u ( k + l ) - l  . . .U ( r n ) - l L ( m ) - l  . . .L (1)-lAI1' - - 
T ( l)u(l-l) ... U (1) . 



avec  T  (') = J + ( v f f q  - e q ) ( e q ) t  m 

e t  v u q  = v (l+l)-1, J, ( k - l ) - l T ( k ) - l u ( k + 1 ) - l  . . .u ( m ) - l L ( m ) - 1 . *  * L  (1 , - lAq 

D t i ù  = u ( l ) - l . ,  .U - 1 - l T - 1  u &+il-1. e u  ( k - 1 ) - l T ( k ) - 1  

U ( k + l ) - l .  ( m ) - l L ( r n ) - 1 . .  , L  (1) -1. 

Dans c e  c a s  l a  f a c t o r i s a t i o n  de (A'")-' e s t  donc  obtenie  à p a r t i r  d e  
1' -1 c e l l e  de  ( A  e n  r e m p l a ç a n t  l e  f a c t e u r  U (')-' p a r  T (11-1 

2 e  c a s  : p  F I l 2 .  I 

(k-1)  (1) = T  ( k ) - l V >  On a U . . .U 1 

L a  m a t r i c e  V I '  = T  ( k ) - I U ( k * l ) - l  . . .I) ( m ) - I L ( m ) - I  . . . L  (')-' A I n  es t  $den- 
l 

t i q u e  à T ( ~ ) - ~ v '  p o u r  l e s  co lonnes  d ' i n d i c e s  j C I' - p  = In - g : 1 

sa co lonne  q  e s t  é g a l e  à vnq = T ( k ) - l u ( k + 1 ) - l . .  e u  (m1-1 L(m)- l .e  .L (l)-lAq. , 

S o i t  T ( ~ )  = J + ( V V I ~  - e q ) ( e q l t  m 
En f a c t o r i s a n t  l a  m a t r i c e  V" on obtient 

V " = T  ( l I y ( k - 1 )  -0 (1) 

D'où ( A  1'')-1 = ,, ( l)- l . .  . Y  ~ k - l ) - l T ~ l ~ - l T ~ k ~ - l u ~ k + l ~ - l ~ ~  (ml- lL(m)-1 . .  

. . . L  (11 -1  

Dans 

c e l l e  
en  ne  

c e  c a s  l a  f a c t o r i s a t i o n  de ( A  e s t  donc  ob tenue  à p a r t i r  de  
1' -1 

'k) - l  l e  f a c t e u r  T de  ( A  e n  a j o u t a n t  à gauche d e  T L  (11-1, e t  

suppr iman t  aucun f a c t e u r .  

On v o i t  que c e t t e  méthode c o n d u i t  à des  p r o b l è ~ e s  de mise  à j o u r  du 

f i c h i e r  U-' c a r  il f a u t  i n t e r c a l e r  des  f a c t e u r s  T ( k ) - l  dans  l a  f a c t o -  

r i s a t i o n ,  c e  q u i  o b l i g e  à chaque f o i s  à r e c o p i e r  l e  f i c f i i e r  ou  à 

u t i l i s e r  d e s  t e c h n i q u e s  d ' i n d i ç a g e  complexes e t  c o û t e u s e s .  

D ' a u t r e  p a r t  c e t t e  méthode, b i e n  que  b a s é e  a u  d é p a r t  s u r  une décompo- 

s i t i o n  t r i a n g u l a i r e ,  u t i l i s e  une t e c h n i q u e  ana logue  à l a  méthode 1 e t  

l u i  es t  comparable  du p o i n t  de vue c r o i s s a n c e  du  nombre d ' é l é m e n t s  

non n u l s .  E l l e  semble  donc  ne p r é s e n t e r  q u ' u n  i n t é r ê t  l i m i t é .  



3e m é t h o d e  : 

1 (m3-1 on a AI = LU,  d 'où  (A')-' = U- L . . . L  (11-1 

On e f f e c t u e  l e  changement de  b a s e  Il = 1 - r + s 

Considérons l e  p a r t i t i o n n e m e n t  de 1' comme dans l a  méthode 2 : 

L a  m a t r i c e  L -lAI ' -1 1 e s t  i d e n t i q u e  à l a  m a t r i c e  U = L A p o u r  les colon-  

n e s  j F 1' UIt2 ; s a  colonne s e s t  é g a l e  à L - lAs 
1 

Dans l a  m a t r i c e  L - 1*I ' , on réordonne les i n d i c e s  d e  colonnes  de manière 

à amener l a  colonne s en  p o s i t i o n  m. On o b t i e n t  gins? une matrice de 

Hessenberg .  
-1 1' H = L  A Q Q m a t r i c e  de p e r m u t a t i o n  

L e s  é l é m e n t s  

s o n t  a l o r s  é 

1-1 ri2 S 

s o u s  l a  d i a g o n a l e  dans  

l i m i n é s  p a r  un ensemble 

les 

de 

* 
colonnes  d ' i n d i c e s  j 42 1 

t r a n s f o r m a t i o r s  é l é m e n t a i r e s  ; 

on o b t i e n t  une n o u v e l l e  m a t r i c e  t r i a n g u l a i r e  s u p é r i e u r e  

Ut = V ( m - l ) + . . V  ( k j H  

avec  l e s  matrices forme 



Les matrices V (') s o n t  e n  nombre m - k .  E l l e s  compor t en t  en -dehor s  

de  l a  d i a g o n a l e  un s e u l  é l é m e n t  non n u l  e t  il s u f f i t  de  r a n g e r  e n  
1 

mémoire l a  v a l e u r  d e  c e t  é l é m e n t  e t  s o n  i n d i c e  d e  c o l o n n e .  

On o b t i e n t  f i n a l e m e n t  

(A")-' = Q U  t - l V ( m - 1 )  
( k I L - l  

c e  q u i  donne une n o u v e l l e  f a c t o r i s a t i o n  d e  1 ' i n v e r s e  de b a s e .  1 
1 

I l  s u f f i t  d ' a j o u t e r  les  matrices v ( ~ )  à gauche du  f i c h i e r  L . i 
- 1 

I l  e s t  p a r  c o n t r e  p l u s  d i f f i c i l e  de  mettre à j o u r  l e  f i c h i e r  U i 
- 1 

é c r i t  s o u s  forme c o n d e n s é e ,  car l e  nombre d ' é l é m e n t s  nori n u l s  d e  1) 1 

1 

D ' a u t r e  p a r t ,  p l u s  l e n o m b r e  d ' é l é m e n t s  non n u l s  de  U-l c r o î t  e t  
1 

I 

p l u s  l e  volume d e s  c a l c u l s  p a r  i t é r a t i o n  augmente .  l 

Cependan t ,  c e t t e  méthode ,  é t a n t  b a s é e  s u r  l a  t r i a n g u l a r i s a t i o n ,  e s t ,  1 

du p o i n t  de  vue c r o i s s a n c e  du nombre d ' é l é m e n t s  non n u l s ,  m e i l l e u r e  1 

I 
que les  méthodes 1 e t  2 .  

1 I 

R e m a r q u e  1 : 

a v a n t  chaque  t r a n s f o r m a t i o n  v ( ~ )  o n  p e u t ,  p a r  p e r m u t a t i o n  de l i g n e s ,  

amener s u r  l a  d i a g o n a l e  1 ' é l é m e n t  d o n t  l a  v a l e u r  e S t  l a  p l u s  g r a n d e  

p o s s i b l e ,  p o u r  m i n i m i s e r  les e r r e u r s  d ' a r r o n d i .  I l  f a u t  a l o r s  u t i l i s e r  

des  matrices de p e r m u t a t i o n .  

R e m a r q u e  2 : 

les  matrices L (11 -1  l a  forme 



On montre  f a c i l e m e n t  l e s  3  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s ,  a n a l o g u e s  aux 

p r o p r i é t é s  c i t é e s  dans  Cg1 

( i I p ( j )  = p ( j ) T ( i )  si j,i + 0 T- 
P a r  commQtations s u c c e s s i v e s  on p e u t  donc  amener l a  m a t r i c e  T ( i-)  

à gauche de  P  ( i + l )  

0. ( i ) p ( i + l )  = ( i t l )p l  ( i l  

a v e c  P ' ( i ) m a t r i c e  de  l a  forme P ( ~ ) ,  d é f i n i e  p a r  : 

i i pi t 1 
p l i  = 1, p t .  Titi ; p l i  j 

i 
i i t l  = - j = -  Ti+l V j > i  + 1 

i t l  i t l  
'itl 'itl 

On p e u t  donc  r e m p l a c e r  l e  p r o d u i t  T  ( i ) p ( i + l ) p ( i )  p a r  P  ( i t l ) p l ( i ) p ( i )  
R p l ( i ) p ( i )  = pl, ( i  

u 
a v e c  P" m a t r i c e  de  l a  forme P ( ~ ) ,  d é f i n i e  p a r  : 
plfi = pl i  i ; pvi = P ' . P .  i i t P i V j > i .  i i j  J = j 
On v o i t  donc  q u ' e n  u t i l i s a n t  c e s  p r o p r i é t é s  on p e u t  c a l c u l e r  une 

n o u v e l l e  m a t r i c e   telle que Li-' = V (m-1) . . . v  ( k I L - l  

e t  d ' a v o i r  e n  mémoire l a  f a c t o r i s a t i o n  d e  c e t t e  m a t r i c e .  

Cec i  p e r m e t  d e  c o n s e r v e r  une d é c o m p o s i t i o n  t r i a n g u l a i r e .  T o u t e f o i s  

ce  n  ' e s t  p a s  e s s e n t i e l  à l a  méthode. On p e u t  r e m a r q u e r  q u e  c e l a  con-  

d u i t  à une augmen ta t ion  d u  nombre d ' é l é m e n t s  non n u l s  de L-' ; i l  

f a u d r a  donc  m o d i f i e r  l e  f i c h i e r  L-'Y d''où l es  mêmes i n c o n v é n i e n t s  que  
- 1 ceux s i g n a l é s  p l u s  h a u t  p o u r  l e  f i c h i e r  U . 

4 e  m é t h o d e  : 

1 -1 on a A' = L U ,  d ' o ù  ( A  = u (11-1 . . . V  ( rn)- lL(m)-1 . . . L  (11-1 

On e f f e c t u e  l e  changement de  b a s e  1' = 1 - r + S .  

C o n s i d é r o n s  l e  p a r t i t i o n n e m e n t  de 1' comme dans  les méthodes 2 e t 3 .  



Comme dans  l a  méthode 3 ,  l a  m a t r i c e  L - lAI ' e s t  i d e n t i q u e  à l a  m a t r i c e  
-1 1 U = L A pour les  colonnes  j e 1' VI l 2  ; s a  colonne s e s t  é g a l e  

à L - ~ A '  
-11 1' . On va c h e r c h e r  à r e n d r e  L A t r i a n g u l a i r e  s u p é r i e u r e .  

On commence p a r  a n n u l e r  l e s  é l é m e n t s  de  l a  l i g n e  s de l a  m a t r i c e  dans 

l e s  colonnes  j E I ' g . P o u r  c e l a  on forme l e  v e c t e u r  de  dimension m 
T 1 

( k )  - + e s ( v k l t Y  d 'où  On c o n s i d è r e  l a  m a t r i c e  V - Jm 
v ( ~ ) - '  = J - -  e s ( v k l t ,  e t  on forme l a  m a t r i c e  V 

( k ) - l L - l A 1 '  
111 

Les colonnes  d ' i n d i c e s  j € 1 l 1  { S I  d e  L 
- lAI ' s o n t  inchangées  

p a r  l a  t r a n s f o r m a t i o n  c a r  les é léments  de ( v k l t  s o n t  n u l s  

dans les  colonnes  j fi? 1' 1 d (s  1. Considérons l e s  co lonnes  d ' i n d i c e s  
1 

j 63 1 ', : en cee  colonnes  L -'A1, e s t  i d e n t i q u e  à U,  donc 

V ( k ) - l ~ - l ~ l '  e s t  i d e n t i q u e  à V ( k )  -1". 

( k ) - l ~ - l ~ l " e s t  donc  i d e n t i q u e  à L 
-1*I' La m a t r i c e  V s a u f  e n  s a  l i g n e  

s dont  l e s  é l éments  a p p a r t e n a n t  aux colonnes  j f3 I f 2  o n t  é t é  a n n u l é s .  

S o i t  a l o r s  
( k ) - l L - l A s  e t  T (k) - s t 

T~ = v - Jm + (T' - e s )  ( e  1 . 



S i  on a p p l i q u e  l a  t r a n s f o r m a t i o n  T ( k ) - l  à v ( ~ ) - ' L - ~ A " ,  l a  co lonne  s 

de  l a  m a t r i c e  d e v i e n t  u h i t a i r e ,  e t  l e s  co lonnes  d ' i n d i c e s  j & I f 2  s o n t  

i n c h a n g é e s  p u i s q u l e l l e s  o n t  un O e n  l i g n e  S .  On o b t i e n t  donc une 

m a t r i c e  t r i a n g u l a i r e  s u p é r i e u r e  (JI. 

U '  = T ( k ) - l V ( k ) - I L - l A I 1  

t)' e s t  o b t e n e à  p a r t i r  de  C) en  r e m p l a ç a n t  l a  l i g n e  s e t  l a  co lonne  r 
r t s de U p a r  l e  v e c t e u r  u n i t é  ( e  ou e . 

D'où ( A 1 ' ) - '  = I - l T ( k ) - l v ( k ) - l L - l  

se d é d u i t  de  U-1 comme U' de U e t  s a  f a c t o r i s a t i o n  e s t  immédia te .  

I l  semble q u ' e n  g é n é r a l  l e  nombre d ' é l é m e n t s  non n u l s  c r é 6 s  dans  l e s  

m a t r i c e s  T ( k )  e t  v ( k )  s o i t  comparable  au nombre d e s  nouveaux é l é m e n t s  

c r é é s  dans  l a  méthode 3 .  

Mais i c i  l e  nombre d ' é l é m e n t s  de U- 'déc ro î t  à chaque i t é r a t i c n ,  c e  q u i  

montre  que  l a  méthode 4 e s t  s u p é r i e u r e  du p o i n t  de  vue encombrement 

mémoire. I l  f a u t  t o u t e f o i s  r emarquer  q u ' i l  p e u t  ê t r e  d i f f i c i l e  de  

" r é c u p é r e r "  l a  p l a c e  l a i s s é e  l i b r e  dans  U-' p a r  l a  c r é a t i o n  de z é r o s .  

L a  mike à j o u r  du  f i c h i e r  L-' ne  p r é s e n t e  p a s  de d i f f i c u l t é s  c a r  l e s  

f a c t e u r s  P ( k ) - l ~ ( k ) - l  se p l a c e n t  à gauche  d e  l a  f a c t o r i s a t i o n  de  L-l. 

Mais l e  volume d e  c a l c u l s  n é c e s s a i r e  p o u r  c a l c u l e r  ( v k l t  c r o î t  à 

chaque i t é r a t i o n  e t  p e u t  d e v e n i r  i m p o r t a n t .  

Remarque  

a v a n t  d ' a n n u l e r  l e s  é l é m e n t s  d e s  c o l o n n e s  j € I V 2  d e  l a  l i g n e  s d e  l a  

m a t r i c e  L -lAI ' , on p e u t ,  comme dans  l a  méthode 3 ,  t r a n s f o r m e r  L - lAI ' 
e n  m a t r i c e  de  Hessenberg  e n  amenant l a  co lonne  s e n  p o s i t i o n  m : 

-1 1' H = L  A Q .  

P u i s  on a n n u l e  l e s  é l é m e n t s  des  c o l o n n e s  j e I f Î  de  l a  l i g n e  s d e  H 

e n  fo rman t  V ( k ) - l H  =. ( k l - I L - 1  A 1' Q *  

Pour  o b t e n i r  une m a t r i c e  t r i a n g u l a i r e  s u p é r i e u r e  U '  , il s u f f i t  a l o r s  

d 'amener  l a  l i g n e  s e n  p o s i t i o n  m. 
1' -1 -1 - l V ( k ) - l L - l  D'où ( A  ) = QU' Q 



S o i t  u ( ~ )  l e  f a c t e u r  c o r r e s p o n d a n t  à l a  c o l o n n e  r de  LJ. 
'-1 -1 Pour  o b t e n i r  U Q à p a r t i r  d e  l a  f a c t o r i s a t i o n  de  U-', 

il s u f f i t  de s u p p r i m e r  d e  c e t t e  f a c t o r i s a t i o n  l e  f a c t e u r  V ( k ) - 1  
9 

- 1 d ' a n n u l e r  t o u s  l e s  é l é m e n t s  c o r r e s p o n d a n t  à l a  l i g n e  r de  U , e t  

d ' a j o u t e r ,  à d r o i t e  de  l a  f a c t o r i s a t i o n  de  U-', un nouveau  f a c t e u r  

u ( ~ ) - '  c o n s t r u i t  à p a r t i r  du v e c t e u r  T~ = v ( k ) - l L - I A s .  

On v o i t  que d a n s  c e t t e  v a r i a n t e  l a  matrice T 
( k ) - 1  , c ' e s t - à  - d i r e  1 

l 

- 1 
l e  nouveau f a c t e u r  U ( m ) - l ,  s ' i n t è g r e  dans  l a  f a c t o r i s a t i o n  de  U . 
C e c i  a  un doub le  a v a n t a g e  : d ' u n e  p a r t  l e  volume d e s  c a l c i i l s  n é c e s -  

1 

s a i r e s  p o u r  c a l c u l e r  ( v k l t  e s t  moins i m p o r t a n t  ; d ' a u t r e  p a r t  l e  
1 

I 

c a l c u l  de T' n ' u t i l i s e  p l u s  l es  m a t r i c e s  T  ( k )  des  i t é r a t i o n s  p r é c é -  I 

d e n t e s ,  ce  q u i  r é d u i t  l a  c r o i s s a n c e  du  nombre d ' é l é m e n t s  non n u l s .  1 

L e s  e x p é r i e n c e s  numér iques  r a p p o r t é e s  d a n s  Cl41 m o n t r e n t  q u e  ce t t e  
1 

1 

méthode donne d  ' e x c e l l e n t s  r é s u l t a t s .  

II . 2 . 6  - EZimina t ions  ordonnées .  
t 

Dans l a  méthode s i f i p l i c i a l e ,  l e  p i v o t  e s t  d é t e r m i n é  p a r  l ' i n d i c e  

de  l a  v a r i a b l e  q u i  e n t r e  dans  l a  b a s e  e t  c e l u i  de  l a  v a r i a b l e  q u i  

e n  s o r t .  Le c h o i x  du p i v o t  n  ' e s t  donc  p a s  l i b r e .  

Mais, de  man iè re  c l a s s i q u e ,  p o u r  m i n i m i s e r  l ' a c c u m u l a t i o n  d e s  e r r e u r s  

d ' a r r o n d i  e t  poirr  d i m i n u e r  l a  c r o i s s a n c e  du nombre d 1 d l é m e n 8  non n u l s ,  
T 

on r é i n v e r s e  p é r i o d i q u e m e n t  l a  matrice de  b a s e  A'. 

I On p e u t  même, a u  l i e u  cie met t re  à j o u r  A à chaque changement  de  b a s e ,  

l a  r é i n v e r s e r  à chaque i t é r a t i o n .  On a a l o r s  une méthode s i m p l i c i a l e  

" a v e c  c a l c u l s  d i r e c t s ' '  ( nous  d é t a i l l e r o n s  ce p r o c é d é  e n  I I .  2 . 7 .  ) 

Dans ce  c a s ,  l e  choix d e s  p i v o t s  s u c c e s s i f s  e s t  l i b r e .  Un exemple  

s i m p l e  montre q u ' o n  p e u t  l e s  c h o i s i r  d e  man iè re  à m i n i m i s e r  l a  

croissance du nombre d ' é l é m e n t s  non n u l s l o r s  de  l ' i n v e r s i o n  : 



S o i t  l a  m a t r i c e  

où  ;t r e p r é s e n t e  un é l é m e n t  

non n u l .  

T r i a n g u l a r i s o n s  c e t t e  m a t r i c e  p a r  é l i m i n a t i o n  (le Gauss.  

S i  nous  é l i m i n o n s  les  v a r i a b l e s  dans  l ' o r d r e  1 , 2 , 3 ,  l e s  p i v o t s  

é t a n t  c h o i s i s  s u r  l a  d i a g o n a l e ,  l a  matrice a u r a  les s t r u c t u r e s  

s u c c e s s i v e s  s u i v a n t e s  ! 

On v o i t  q u e  l a  m a t r i c e  t r i a n g u l a i r e  s u p é r i e u r e  o b t e n w  e s t  e n t i è r e -  

ment r e m p l i e  d e  t e r m e s  non n u l s .  

S i  p a r  c o n t r e  nous é l i m i n o n s  l es  v a r i a b l e s  dans  1 ' o r d r e  4 , 3 , 2 ,  

les  p i v o t s  é t a n t  c h o i s i s  s u r  l a  d i a g o n a l e ,  l a  m a t r i c e  a u r a  l e s  

s t r u c t u r e s  s u c c e s s i v e s  s u i v a n t e s  : 

La matrice t r i a n g u l a i r e  s u p é r i e u r e  o b t e n u e  e s t  beaucoup p l u s  

c r e u s e .  D ' a u t r e  p a r t ,  l e s  m a t r i c e s  i n t e r m é d i a i r e s  é t a n t  é g a l e m e n t  

p l u s  c r e u s e s ,  l es  matrices de  t r a n s f o r m a t i o n  l e  s o n t  a u s s i .  

L'encombrement-mémoire de  l a  2e d é c o m p o s i t i o n  e s t  d o n c  p l u s  f a i b l e .  

L ' o r d r e  o p t i m a l  de  c h o i x  d e s  p i v o t s  dépend d e  l a  s t r u c t u r e  de l a  

m a t r i c e  c o n s i d é r é e .  En p r a t i q u e  on u t i l i s e  d i v e r s e s  t e c h n i q u e s ,  d o n t  

aucune  n ' e s t  o p t i m a l e  m a i s  q u i  a m é l i o r e n t  l a r g e m e n t  l e s  p e r f o r m a n c e s  

d a n s  ce domaine.  



II. 2 6  

l e r  c a s  : 

Les p i v o t s  d o i v e n t  ê t r e  c h o i s i s  - s u r  l a  d i a g o n a l e .  
I 

C'es t  e n  p a r t i c u l i e r  l e  cas s i  A e s t  s y m é t r i q u e ,  e n  v a l e u r  o u  e n  
l 

s t r u c t u r e  . 1 
l e  m é t h o d e  : 

on numérote  les  l i g n e s  de A' e n  f o n c t i o n  du nombre d e  t e r m e s  non 

1 n u l s  q u ' e l l e s  c o n t i e n n e n t ,  l a  l i g n e  n " l  é t a n t  l a  p l u s  c r e u s e .  L ' o r d r e  I 
l 

I d e s  p i v o t s  e s t  1 ' o r d r e  de  ce t te  n u m é r o t a t i o n .  

2 e  m é t h o d e  : 

à chaque  é t a p e  k de  l ' é l i m i n a t i o n  on c h o i s i t  comme l i g n e  du p i v o t  

l a  l i g n e  l a  p l u s  c r e u s e  d e  l a  m a t r i c e  ( & ) e n  c o u r s  de  t r a n s f o r m a t i o n .  

Cette méthode e s t  t r è s  s i m p l e  e t  donne de  t r è s  bons r é s u l t a t s .  

E l l e  e s t  fréquemment employée ( p a r  exemple 1381 1. 

3e m é t h o d e  ( 1 7 1 )  : à chaque  é t a p e  k on c h o i s i t  l e  p i v o t  t e l  que  l a  

t r a n s f o r m a t i o n  e f f e c t u é e  crée l e  p l u s  p e t i t  nombre d ' é l é m e n t s  non n u l s  : 1 

s o i t ( E !  l e  nombre d161émen t s  n o n  n u l s  d e  17  l i g n e  i de(k)  ( n o n  corn- 
1 

p r i s  l ' é l é m e n t  d i a g o n a l ) ,  (8; l e  nombre d ' é l é m e n t  ,?k? on n u l s  de  l a  CO- 

l o n n e  i d e  (k) ( n o n  compr i s  l ' é l é m e n t  d i a g o n a l ) ,  Mi l a  s o u s - m a t r i c e  

formée  d e s  i n t e r s e c t i o n s  d e s  ( &  l i g n e s  c o r r e s p o n d a n t  aux  termes 
I 

non n u l s  d e  l a  co lonne  i a v e c  les  (6) c o l o n n e s  c o r r e s p o n d a n t  aux  
1 

t e r m e s  non n u l s  d e  l a  l i g n e  i ( n o n  c o m p r i s e s  l a  l i g n e  e t  L a  c o l o n n e  i l ,  
(k) e t  a i  l e  nombre d ' é l é m e n t s  non  n u l s  de (k!. Le nombre d ' é l é m e n t s  créés 

(k)i e s t  (k! = p a r  p i v o t a g e  s u r  , 
1 

( p s )  i i - ($1 i - (,&? 1 - (g 1 - 1. 

'5) s o i t  minimum. On c h o i s i t  i t e l  que  

2 e  c a s  : c a s  g é n é r a l  ( 1 3 3 1 )  

S o i t  (fil l e  nombre d ' é l é m e n t s  non  n u l s  e n  l i g n e  i de  (k). 
Pour  t o u t e s  l es  c o l o n n e s  j de  (!kt on c a l c u l e  'b!  = ~ ( t ! ,  l a  somme 

2 1 

é t a n t  f a i t e  s u r  les  l i g n e s  c o r r e s p o n d a n t  aux  é l e m e n t s  non n u l s  d a n s  

l a  c o l o n n e  j d e  ( f  e t  on c h o i s i t  j t e l  que  (k! s o i t  minimum. 
3 'E! 

P o u r  d é t e r m i n e r  l a  l i g n e  i du p i v o t ,  on c h o i s i t  l e  i q u i  min imise  1. 



I I .  2 . 7 .  Mbghode simp ZiciaZe avec caZcuZ d i r e c t s .  

Comme nous 1 ' avons r e m a q u 6  précédemment, t o u s  l e s  programmes l i n é a i r e s  

ob tenus  p a r  l i n é a r i s a t i o n  p o s s é d e n t  une s t r u c t u r e  comparable ,  e t  on 

remarque q u e ,  d  'une l i n é a r i s a t i o n  à 1 ' a u t r e ,  e t  même d ' u n e  t r o n c a t u n e  

à 1 ' a u t r e ,  l a  b a s e  o p t i m a l e  d e  c e s  programmes l i n é a i r e s  change p e u ,  

e t  d e v i e n t  même e n  g é n é r a l  c o n s t a n t e  au  b o u t  de que lques  i t é r a t i o n s .  

S i  nous c o n s i d é r o n s ,  p a r  exemple,  l a  r é s o l u t i o n  du problème n04 de  

l ' a n n e x e  A l ,  nous obtenons  l a  s u i t e  de b a s e s  o p t i m a l e s  s u i b a n t e  

I T r o n c a t u r e  Base o p t i m a l e  

L a  b a s e  o p t i m a l e  e s t  e n s u i t e  cons t a n t e  j u s q u ' à  1 'optimum. 

I l  e s t  donc i n t é r e s s a n t  de p o u v o i r  " f o r c e r "  c e t t e  b a s e ,  c ' e s t - à - d i r e  

de  p a r t i r ,  p o u r  chaque programme l i n é a i r e ,  de l a  b a s e  o p t i m a l e  du 

programme l i n é a i r e  p r é c é d e n t ,  e t  on p e u t  p e n s e r  q u l o n  a r r i v e r a  a i n s i  

au v é r i t a b l e  optimum, s o i t  d i r e c t e m e n t ,  s o i t  au b o u t  de  t r è s  peu 

de  changements de  b a s e ,  ce q u i  p e r m e t t r a  un g a i n  de  temps de c a l c u l  

appré  c i  ab l e  . 
D ' a u t r e  p a r t ,  nous avons vu ,  dans l e  p a r a g r a p h e  p r é c é d e n t ,  que p o u r  

min imise r  l a  c r o i s s a n c e  du nombre d ' é l é m e n t s  non n u l s  à e n r e g i s t r e r  

e n  mémoire, on a  i n t é r ê t  à r é i n v e r s e r  l a  m a t r i c e  d e  base A* l e  p l u s  

s o u v e n t  p o s s i b l e .  

Ces deux c o n s i d é r a t i o n s  nous o n t  c o n d u i t  à a d o p t e r  une méthode s i m -  

p l i c i a l e  avec  c a l c u l s  d i r e c t s .  L e s  é l é m e n t s  n é c e s s a i r e s  aux changements 

de  b a s e  s o n t  c a l c u l é s  comme s o l u t i o n s  de sys tèmes  d ' é q u a t i o n s  l i n é a i r e s .  



1 -1 l a  s o l u t i o n  de b a s e  e s t  xI = ( A  ) - A  B- x -  m ) 

1 B+ M B- m ( a  - A XB+ B d ' o ù  A xI = 
a - A  x B + - A  x -  1 - 1 s  l a  co lonne  c a n d i d a t e  e s t  T' = ( A  1 A 

Le programme l i n é a i r e  é t a n t  donné p a r  

Maximiser  f x  

d ' o ù  AIT' = 
? - 

1 Ï 1 1 -1 l e  c r i t è r e  de  c a n d i d a t u r e  e s t  d = f - UA a v e c  u  = f .  ( A  ) 
1 t d ' o ù  ( A ~ ) ~ ~ ~  = ( f )  . 

( P l  

On d o i t  donc r é s o u d r e  p o u r  une b a s e  donnée deux s y s t è m e s  a v e c  l a  
1 matrice A e t  un sys t ème  a v e c  sa  t r a n s p o s é e .  

Comme nous l ' a v o n s  s i g n a l é ,  nous vou lons  r é s o u d r e  l e  programme ( P l  

e n  p a r t a n t  d ' u n e  b a s e  1 imposée q u e l c o n q u e .  

S i  l a  s o l u t i o n  d e  b a s e  c o r r e s p o n d a n t e .  e s t  r é a l i s a b l e ,  il s u f f i t  

d ' e f f e c t u e r  des  changements  de  b a s e  e n  a p p l i q u a n t  l a  méthode s i m p l i -  

c i a l e ,  j u s q u l à  1 'optimum. 

S i  l a  s o l h t i o n  d e  b a s e  c o r r e s p o n d a n t e  n ' e s t  p a s  r é a l i s a b l e ,  on ne  p e u t  

a p p l i q u e r  d i r e c t e m e n t  l a  méthode s i m p l i c i a l e  ; comme ce t t e  s o l u t i o n  

n ' e s t  p a s  non p l u s  ( e n  g é n é r a l )  o p t i m a l e ,  on n e  p e u t  p a s  d a v a n t a g e  

u t i l i s e r  l a  méthode d u a l e - s i m p l i c i a l e .  Dans ce c a s ,  nous  d e v r o n s  donc  

u t i l i ser  un p r o c é d é  d i f f é r e n t .  

Ax = a 

m 

RESOLUTION EN DEUX PHASES. 

x < x < x  M 

La s o l u t i o n ,  é t a n t  de b a s e ,  v é r i f i e  Ax = a. P a r  c o n t r e ,  n ' é t a n t  p a s  
M r é a l i s a b l e ,  e l l e  n e  v é r i f i e  p a s  xm $ x  $ x  . Dans une p r e m i è r e  p h a s e ,  

nous  a l l o n s  c h e r c h e r  une s o l u t i o n  r é a l i s a b l e .  

Pour  cela,  c o n s i d é r o n s  l a  f o n c t i o n  économique annexe 

m a v e c  JI ensemble d e s  j t e l s  que  x+ < x; 
J 

Ki ensemble d e s  k t e l s  que  > M? 
"k "k 



e t  posons de  n o u v e l l e s  bornes  

Considérons  l e  programme l i n é a i r e  annexe 

Maximiser 4 ( x )  
1 

A x  = a 

1 M  X m 5  X'( x 

La s o l u t i o n  x p r é c é d e n t e  e s t  une s o l u t i o n  d e  b a s e  r é a l i s a b l e  p o u r  (Pl). 

A p a r t i r  de  c e t t e  s o l u t i o n  nous pouvons donc a p p l i q u e r  l a  méthode 

s i m p l i c i a l e  e t  t r o u v e r  1 'optimum PT de ( P l ) .  

En X nous aurons  n é c e s s a i r e m e n t  

Comme d ' a u t r e  p a r t  nous avons 

m m 1 M  M -> im = x. e t  xi = x . .  Y i  e J ~ U K ~ ,  x i <  xi ( xiM - 
1 1 1 

nous e n  dédu i sons  

m M x , < % < X .  
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Donc X e s t  une s o l u t i o n  de  b a s e  r é a l i s a b l e  d e  ( P I .  

Dans l a  p r a t i q u e ,  il e s t  p r o b a b l e  q u ' i l  n ' e s t  pas  n é c e s s a i r e  d ' a l l e r  

j u s q u ' à  l ' op t imum du problème ( P l ) ,  e t  q u ' a u  b o u t  d e  s e u l e m e n t  

q u e l q u e s  i t é r a t i o n s  de  l a  r é s o l u t i o n  d u  programme annexe  on a u r a  une 

s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  d e  ( P l .  

' 
I 

1 
On p r o c é d e r a  donc  de l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : l 

On e f f e c t u e  a u t a n t  d ' i t é r a t i o n s  q u ' i l  e s t  n é c e s s a i r e  p o u r  que l ' u n e  ~ 
des  v a r i a b l e s  x  ou x  d e v i e n n e  r é a l i s a b l e  p o u r  (Pl. I 

j k I 
Au p o i n t  x  o b t e n u  on d é f i n i t  d e  nouveaux ensembles  

e t  une  n o u v e l l e  f o n c t i o n  économique annexe 

On p o s e  de n o u v e l l e s  b o r n e s  

e t  on  c o n s i d é r e  l e  nouveau programme l i n é a i r e  annexe  

Maximiser  ( p  ( x )  

Ax = a Lm ,< x j  x  2 M  



II. 3 1  

E t  a i n s i  de s u i t e .  Au b o u t  d ' u n  nombre f i n i  d ' é t a p e s ,  on o b t i e n d r a  

d e s  ensembles  Jh e t  Kh v i d e s ,  c ' e s t - 3 - d i r e  q u e  t o u t e s  l e s  v a r i a b l e s  

s e r o n t  compr ises  e n t r e  l e u r s  b o r n e s .  

Dans une deuxième p h a s e ,  à p a r t i r  d e  l a  s o l u t i o n  d e  b a s e  r é a l i s a b l e  

de ( P l  a i n s i  o b t e n u e ,  on a p p l i q u e  l a  méthode s i m p l i c i a l e  j u s q u ' à  

1 'optimum. 

R e m a r q u e  : 

l e s  v a r i a b l e s  x  t e l l e s  que  3 < xm d e v i e n n e n t ,  à l ' op t imum de  ( P  1 ,  
j j j 1 

é g a l e s  à l e u r  b o r n e  s u p é r i e u r e .  I l  e s t  donc p o s s i b l e  de l e u r  i m p o s e r  

d e  ne  jamais p a s s e r  à l e u r  bo rne  i n f é r i e u r e .  D e  m ê m e ,  il e s t  p o s s i b l e  

d l&mpose r  aux  v a r i a b l e s  xk t e l l e s  que  x  9 xE< d e  ne jamais p a s s e r  à 
k k 

l e u r  b o r n e  s u p é r i e u r e .  On v o i t  donc q u e  dans c e s  c o n d i t i o n s ,  il e s t  

i n u t i l e ,  e n  p r a t i q u e ,  de  m o d i f i e r  l a  v a l e u r  d e s  b o r n e s  non v é r i f i é e s .  

RESOLUTION EN UNE PHASE MIXTE. 

Pour m i n i m i s e r  l e  volume d e s  c a l c u l s ,  il e s t  i n t é r e ' s s a n t  d ' e f f e c t u e r  

e n  même temps Xes deux p h a s e s  p r é c é d e n t e s .  

Cons idé rons  p o u r  c e l a  l e  programme l i n é a i r e .  



Comme précédemment, on e f f e c t u e  a u t a n t  d ' i t é r a t i o n s  de  l a  métbode 

s i m p l i c i a l e  q u ' i l  e s t  n é c e s s a i r e  p o u r  que l ' u n e  des  v a r i a b l e s  x  ou 
j 

x " r e n t r e 1 '  e n t r e  s e s  bornes  i n i t i a l e s .  On supprime a l o r s  c e t t e  va- 
k 

r i a b l e  de  l a  f o n c t i o n  @ h ( ~ )  e t  on l u i  "rend1' ses bornes  i n i t i a l e s .  

On d é f i n i t  a i n s i  un nouveau programme ( P '  1 .  P u i s  on recommence, h+l 
jusqu ' à  c e  que l a  f o n c t i o n  économique s o i t  é g a l e  à f x ,  e t  on p o u r s u i t  

l a  maximisa t ion  jusqu ' à  1 'optimum. 

I l  e s t  p o s s i b l e  que l ' o n  a t t e i g n e  une s o l u t i o n  o p t i m a l e  a l o r s  q u ' i l  

r e s t e  d e s  v a r i a b l e s  dans l e  te rme d e  p é n a l i s a t i o n .  I l  f a u t  a l o r s  

augmenter l a  v a l e u r  d e  6 jusqu ' à  ce  que  l a  s o l u t i o n  ne s o i t  p l u s  

o p t i m a l e ,  e t  p o u r s u i v r e  l a  max imisa t ion .  

Remaraue  : 

l a  f o n c t i o n  économique f x  se r é d u i t ,  dans l a  méthode d e s  c e n t r e s  

l i n é a r i s é e ,  à l a  v a r i a b l e  p .  Les v a r i a b l e s  contenues  dans l e  terme 

$ '  ( X I  s o n t  donc d i f f é r e n t e s  d e  c e l l e s  contenues  dans l e  terme f x .  h 
La remarque p r é c é d e n t e  e s t  donc  e n c o r e  v a l a b l e  e t ,  i c i  e n c o r e ,  il 

e s t  i n u t i l e ,  e n  p r a t i q u e ,  d e  m o d i f i e r  l a  v a l e u r  d e s  bornes  non 

v é r i f i é e s .  

Ce p rocédé  p e u t  également  ê t r e  u t i l i s é  l o r s  de l ' a d d i t i o n  de c o n t r a i n -  

t e s  de c e n t r a g e ,  en p a r t a n t  d e  l a  b a s e  o p t i m a l e  du programme l i n é a i r e  

p r é c é d e n t ,  ce q u i  é v i t e  d ' u t i l i s e r  l a  méthode d u a l e - s i m p l i c i a l e .  
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ORGANIGRAMME DE LA METHODE 1 -  



II. 34 

II. 3 - U t i  1 i s a t i o n  d ' u n e  méthode de r e l a x a t i o n .  

II. 3.1 G é n é r a Z i t é s .  - 
l 

Rappelons que nous cherchons  à maximiser  l a  f o n c t i o n  

d l ( x , A ; y )  = min { f l ( x ; y )  - A ,  g i ( x ; y ) l i  E LI.  

Considérons  l e  p o l y è d r e  l i n é a i r e  P  d é f i n i  p a r  
O 

1 

l f l ( x ; y )  - A 3 O 

Po g r i ( x ; y )  3 O i e L  

Les é q u i p o t e n t i e l l e s  de d t  s o n t  données p a r  d l ( x ; A ; y )  =p. 

L ' é q u i p o t e n t i e l l e  d l ( x , X ; y )  = O cor respond  à l a  f r o n t i è r e  du 

p o l y è d r e  l i n é a i r e  P . 
O 

De m ê m e ,  pour  un LI donné, l ' é q u i p o t e n t i e l l e  d é f i n i e  p a r  d l ( x , A ; y )  = p 

cor respond  à l a  f r o n t i è r e  du p o l y è d r e  : 

- 
Posons p = d t ( z , X ; y )  l a  v a l e u r  o p t i m a l e  de  l a  F - d i s t a n c e  l i n é a r i s é e ,  

supposée  f i n i e .  
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PROPOSITION I I .  S .  : 

Une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  que l e  p o l y è d r e  P  s o i t  - IJ 
v i d e  e s t  que IJ > p .  

PROPOSITION I I .  6 .  : - 
- 

L a  v a l e u r  p = O minore p .  

La d é m o n s t r a t i o n  de c e s  deux p r o p r i é t é s  e s t  immédiate .  

I I .  3.2 Algorithme g é n é r a l .  - 
O 

On suppose  qu'or d i s p o s e  d 'un  p o i n t  p quelconque.  
O 

On s e  donne une v a l e u r  u ma jo ran t  ; e n  g é n é r a l  l a  v a l e u r  
O O O 

p = max { f l ( p ; y )  - A ,  g t i ( p ; y ) l i  e LI e s t  une bonne v a l e u r  de d é p a r t .  

1 Pour d é t e r m i n e r  Z, c e n t r e  du p o l y è d r e  P on a p p l i q u e  l ' a l g o r i t h m e  
O '  

s u i v a n t  : 

O 

1) F a i r e  a  = O ,  b = I J ,  c = O  

r' = O .  

2 )  A p a r t i r  de  5 ,  d é t e r m i n e r  un p o i n t  r61 i n t é r i e u r  

au  p o l y è d r e  P  d é f i n i  p a r  
C 

1 g f i ( x i y )  >/ c i e  L 
S i  3 , a l l e r  e n  31,  s i n o n  a l l e r  e n  4 ) .  

3) s o i t  = di('$' , A ; Y ) *  

F a i r e  a  = r:l e t  a l l e r  e n  5 )  avec  r+l au  l i e u  de 

r. 

4 )  F a i r e  b = c et a l l e r  e n  5 )  
a + b  

5 )  F a i r e  c  = e t  a l l e r  e n  2 1. 
2 



On v o i t  que l e s  v a l e u r s  s u c c e s s i v e s  de  a  e t  b e n c a d r e n t  l a  v a l e u r  

o p t i m a l e  u, t o u t  e n  s e  r a p p r o c h a n t  l ' u n e  de l ' a u t r e .  D'où l e  t e s t  

d ' a r r ê t  de l ' a l g o r i t h m e  : on e s t i m e  ê t r e  a r r i v é  à l a  s o l u t i o n  z 

l o r s q u e  l a  d i f f é r e n c e  b - a  e s t  i n f é r i e u r e  à un E f i x é  à p r i o r i .  
r t l  

Le p o i n t  e s s e n t i e l  e s t  l a  d é t e r m i n a t i o n ,  s ' i l  e x i s t e ,  du p o i n t  p 
r à p a r t i r  de p .  

11.3.3 Algorithme partiez. .  I 

A p a r t i r  de 6, on c h e r c h e ,  s 'il e x i s t e ,  un p o i n t  r$l i n t é r i e u r  au  l 

p o l y è d r e  Pc. Nous u t i l i s e r o n s  p o u r  c e l a  l e s  méthodes de r e l a x a t i o n .  1 

l 

METHODE DE RELAXATION ( C2 9 1  1. - l 

l 

A une é t a p e  r nous c o n s i d é r o n s  l e  p o l y è d r e  P c . 
Nous supposons que ce p o l y è d r e  a  un i n t é r i e u r  non v i d e .  

S o i t  un p o i n t  q  n ' a p p a r t e n a n t  p a s  au  pri lyèdre ; donc c e r t a i n e s  d e s  

f o n c t i o n s  c o n s i d é r é e s  s o n t  n é g a t i v e s  e n  q .  Considérons  c e l l e  d o n t  l a  

v a l e u r  en  q  a  l a  p l u s  grande  v a l e u r  a b s o l u e  ; s o i t  n l ' h y p e r p l a n  

c o r r e s p o n d a n t .  S o i t  q l  l a  p r o j e c t i o n  de q  s u r  n .  

S o i t  p t e l  que O < p .< 2 .  Le p o i n t  

a p p a r t i e n t  au segment l q , q î l ,  q 2  é t a n t  l e  s y m é t r i q u e  de q  p a r  r a p p o r t  

à n .  

S i  q '  a p p a r t i e n t  au p o l y è d r e ,  on a  t r o u v é  l e  p o i n t  che rché .  

S inon ,  on f a i t  q  = q 1  e t  on i t è r e  l e  p r o c e s s u s .  

- S i  O < p < 2 ,  l e  p r o c e s s u s  converge ,  m a i s  non néces -  

. s a i r e m e n t  e n  un nombre f i n i  d ' i t é r a t i o n s .  

- S i  p = 2 ,  l e  p r o c e s s u s  converge e n  un nombre f i n i  

d  ! i t é r a t i o n s .  

Nous avons donc c h o i s i  p 2 ,  c ' e s t - à - d i r e  que  q 1  = q 2 ,  s y m é t r i q u e  de  

q  p a r  r a p p o r t  à n (méthode de  r é f l e x i o n ) .  
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METHODE DE RELAXATION GENERALISEE ( 1 2 8 1  1 - 

Dans l a  méthode de r e l a x a t i o n ,  on cherche  l e  p o i n t  q '  dans l a  d i r e c -  

t i o n  du g r a d i e n t  de l ' u n e  seu lement  des  c o n t r a i n t e s  non v é r i f i é e s .  

Dans l a  méthode de r e l a x a t i o n  g é n é r a l i s é e ,  l a  d i r e c t i o n  c o n s i d é r é e  e s t  

une combinaison l i n é a i r e  des  g r a d i e n t s  de t o u t e s  l e s  c o n t r a i n t e s  non 

v é r i f i é e s .  

ORGANISATION PRATIQUE DES CALCULS - 

A chaque é t a p e  il nous f a u t  d é t e r m i n e r  s i  l e  p o l y è d r e  c o n s i d é r é  e s t  

v i d e  ou non. L e  t e s t  de v a c u i t é  que  nous avons u t i l i s é  e s t  l e  s u i v a n t  : 

on a p p l i q u e  à p a r t i r  du p o i n t  6 l a  méthode de r e l a x a t i o n ,  e t  on e s t i m e  

que l e  p o l y è d r e  e s t  v i d e  s i  l e  nombre d ' i t é r a t i o n s  d é p a s s e  un nombre 

N f i x é  d f a v a n c e .  

O r ,  il e s t  p o s s i b l e  q u ' à  une é t a p e  r donnée ,  l e  nombre d ' i t é r a t i o n s  
r+ 1 n é c e s s a i r e  p o u r  o b t e n i r  un p o i n t  p  à p a r t i r  de 6 dépasse  N ,  b i e n  

que l e  p o l y è d r e  ne s o i t  pas  v i d e .  En p a r t i c u l i e r ,  l a  méthode de r e l a -  

x a t i o n  converge l e n t e m e n t  l o r s q u e  l a  " d i s t a n c e "  du p o i n t  au p o l y è d r e  

e s t  grande  p a r  r a p p o r t  à l a  " t a i l l e "  du p o l y è d r e  : 
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Pour é v i t e r  c e t  i n c o n v é n i e n t  : 

- on donne à N une v a l e u r  i m p o r t a n t e  ; 

- chaque f o i s  que l a  v a l e u r  de a  augmente de  A u ,  on donne 

a r b i t r a i r e m e n t  à b l e  même a c c r o i s s e m e n t  A u  ; i n t u i t i v e m e n t ,  c e c i  

c o n d u i t  à " e s s a y e r  p l u s i e u r s  f o i s "  une v a l e u r  de c  q u i  n 'a "pas marché1', 

l e  p o i n t  8 s ' ê t a n t  e n t r e  temps " r a p p r o ~ h é ' ~  du p o l y è d r e .  

II .  3.4 Expériences numériques. 

I e r  e s s a i  : Trouver  l e  c e n t r e  d ' u n  t r i a n g l e  dans fR2, les v a r i a b l e s  

é t a n t  a s s u j e t t i e s  à des  b o r n e s .  

I l  s ' a g i t  d 'un  e s s a i  p r é l i m i n a i r e  t r è s  s i m p l e  pour  v i s u a l i s e r  l e  

comportement de 1 ' a l g o r i t h m e .  
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m a t r i c e  d e s  c o n t r a i n t e s  

second membre 

Bornes i n f é r i e u r e s  : (-10 , - I O )  

Bornes s u p é r i e u r e s  : (1, 10)  

P o i n t  de d é p a r t  : ( 4 ,  O )  

Valeur  maximale d e  d '  : 0,3402.  

La méthode de r e l a x a t i o n  s i m p l e  (méthode de r é f l e x i o n )  r é s o u t  f a c i -  

l ement  l e  problème.  Après p l u s i e u r s  e s s a i s ,  nous avons c o n s t a t é  q u ' i l  

s u f f i t  de  p r e n d r e  pour  N l a  v a l e u r  N - 10. Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  e n  

f i x a n t  L à IO-', nous obtenons  l e  c e n t r e  au  b o u t  de  359 i t é r a t i o n s .  

La f i g u r e  II. 1 montre l e s  v a l e u r s  p r i s e s  success ivement  p a r  a e t  b e t  

nous voyons q u ' e l l e s  e n c a d r e n t  c o r r e c t e m e n t  l a  v a l e u r  o p t i m a l e  de d ' . 

2eme e s s a i  : Trouver  l e  c e n t r e  d 'un  p o l y è d r e  d é f i n i  p a r  5 c o n t r a i n t e s  
9  dans IR , les  v a r i a b l e s  é t a n t  a s s u j e t t i e s  à des  b o r n e s .  Ce problème a 

é t é  o b t e n u  l o r s  d ' u n e  l i n é a r i s a t i o n  d ' u n  t r o n ç o n  dans  l e  t r a i t e m e n t  

du problème n04 ( v o i r  annexe A l ) .  

Matrice des cmtcaintes second mrrbre 



Bornes i n f é r i e u r e s  : 340,340,0,0,0,0,0,0,-1000. 
l 

1 Bornes s u p é r i e u r e s  : 420,420,Q.  5236,100,100,800,300,100,1000 

P o i n t  de  d é p a r t  : 340.5 ,  419.5,0.5,100,100,800,300,90,191.175 

V a l e u r  maximale de  d '  : 0 ,3573 .  

D e  nombreux essais o n t  é t é  e f f e c t u é s  a v e c  l a  méthode d e  r e l a x a t i o n  1 
s i m p l e  (méthode de  r é f l e x i o n )  . Ces e s s a i s  o n t  c o n d u i t  à donner  à N 

d e s  v a l e u r s  i m p o r t a n t e s  ; nous avons é t é  j u s q u ' à  N = 5000. La  f i g u r e  1 
I I .  2 mon t re ,  dans  l e  cas où N = 5000, l e s  v a l e u r s  p r i s e s  s u c c e s s i v e -  , 

ment p a r  a e t  b ; comme ces v a l e u r s  n ' e n c a d r e n t  p a s  c o r r e c t e m e n t  l a  I 
1 

I 
v a l e u r  o p t i m a l e  de  d ' ,  nous voyons que  c e t t e  v a l e u r  d e  N e s t  e n c o r e  

I i n s u f f i s a n t e .  Mais comme l e  volume d e s  c a l c u l s  c r o î t  c o n s i d é r a b l e m e n t  , 
e n  f o n c t i o n  de N ,  l e  temps de c a l c u l  d e v i e n t  p r o h i b i t i f  ( d e  l ' o r d r e  d e  I 

p l u s i e u r s  d i z a i n e s  de  minu tes  . L a  méthode r é s o u t  donc  t r è s  d i f f i c i l e -  

ment l e  problème . 
i 

Nous avons éga lemen t  s u r  ce  problème e f f e c t u é  q u e l q u e s  e s s a i s  a v e c  l a  

méthode de  r e l a x a t i o n  g é n é r a l i s é e ,  e n  p r e n a n t  p o u r  d i r e c t i o n  d e  

p r o g r e s s i o n  l a  somme d e s  g r a d i e n t s  de  t o u t e s  l es  c o n t r a i n t e s  non 

v é r i f i é e s  en  5. Ces e s s a i s  o n t  donné des  r é s u l t a t s  e n c o r e  moins i n t é -  I 

r e s s a n t s  e t  d e s  temps d e  c a l c u l  e n c o r e  p l u s  é l e v é s .  i 
CONCLUSION' 

La v i t e s s e  de conve rgence  de l a  méthode pe t i t  ê t r e  t r è s  f a i b l e .  I l  semble  

e n  p a r t i c u l i e r  q u ' e l l e  dépende  f o r t e m e n t  d e  l a  forme du  p o l y è d r e  con- 

s i d é r é .  L ' a p p l i c a t i o n  d e  l a  méthode à un problème c o n c r e t  d a n s  IR9 a 

donné d e s  r é s u l t a t s  p e u  i n t é r e s s a n t s ,  l e  temps de  c a l c u l  é t a n t  de  1 
l ' o r d r e  de  p l u s i e u r s  c e n t a i n e s  de  f o i s  l e  temps n é c e s s a i r e  p o u r  r é s o u -  1 
d r e  l e  problème à l ' a i d e  de l a  méthode s i m p l i c i a l e .  
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F i g u r e  1 1 . 2  

p o l y & d r e  d a n s  R' 



II. 3 . 5  La mé$hode de s o u s - g r a d i e n t s .  

Dans un a r t i c l e  r é c e n t  ( 1 1 9 1 ) ,  H E L D ,  WOLFE e t  CROWDER o n t  p roposé  

un a l g o r i t h m e  analogue à 1 ' a l g o r i  thme p r é c é d e n t .  

S o i t  ~ ( 5 )  l ' ensemble  d e s  g r a d i e n t s  d e s  f o n c t i o n s  q u i  s o n t  é g a l e s  e n  

fi à d l (  5 , ~ ; ~ ) .  
En g é n é r a l ,  ~ ( 5 )  e s t  r é d u i t  à un s e u l  é l ément  , ;  dans ce  c a s ,  d ' e s t  

d i f f é r e n t i a b l e  en  f; e t  c e t  é l ément  e s t  l e  g r a d i e n t  ~ d ' ( 6 , A ; y ) .  

S inon,  d l  n  'es t  pas  d i f f é r e n t i a b l e  en  5. Dans ce  c a s ,  on c h o i s i t  un 

s o u s - g r a d i e n t  extrême si e ~ ( 6 ) .  
Donc dans l e s  deux c a s ,  on c o n s i d è r e  un v e c t e u r  unique  s(6)  e ~(6). 

O 

Le p o i n t  de d é p a r t  p  é t a n t  donné, on c o n s i d è r e  une s u i t e  C t  1  d e  r 
s c a l a i r e s  p o s i t i f s ,  e t  on d é f i n i t  l a  s u i t e  CF) p a r  

- ~ ~ F P , A ; ~ )  converge v e r s  son  maximum u s i  

On c h o i s i t  u - - - 
tr - "r a v e c  u < u .  

1 Is(6) 1 i 2  

e t  V r ,  E < p r  6 2 pour  un E > O f i x é .  

Cet  a l g o r i t h m e  e s t  l e  même que l e  p r é c é d e n t .  L e  c a s  p a r t i c u l i e r  de  

l a  méthode "des s y m é t r i q u e s "  (méthode de  r é f l e x i o n )  e s t  l e  cas  où  

"r = 2 V r .  
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1 .  R e m a r q u e  : 

- - 
S i  au l i e u  de p r e n d r e  p < v on p r e n d  u > ri c e  q u i  e s t  n é c e s s a i r e . ~ e n  1 

I 
' p r a t i q u e ,  l e s  a u t e u r s  c o n s i d è r e n t  une s u i t e  p r  t e n d a n t  v e r s  O ; on a 

l 
i 

a l o r s  t o u j o u r s  tr -r O (mais  on n ' a  p l u s  L t r  = -1. L ' a l g o r i  thme es t i 
a l o r s  d i f f é r e n t  du p r é c é d e n t  e t  semble donner ,  dans c e r t a i n s  c a s ,  l 

d e s  r é s u l t a t s  i n t é r e s s a n t s ,  b i e n  q u ' i l  s o i t  p l u s  l e n t  que l a  r é s o l u -  1 
t i o n  du problème à l ' a i d e  de l a  méthode s i m p l i c i a l e .  i 

1 1 . 4 .  - Méthodes de rangement  d ' u n e  m a t r i  ce sous forme compacte.  I 

1 1 . 4 . 1  G é n é r a l i t é s .  

L'avantage  des  méthodes que nous venons d ' e x p o s e r  e s t  de  p e r m e t t r e  l e  1 
rangement  des  m a t r i c e s  c o n s i d é r é e s  a u  moindre encombrement mémoire, e n  

u t i l i s a n t  l e  c r e u x  d e  ces  m a t r i c e s .  

La méthode s i m p l i c i a l e ,  t e l l e  que nous l ' a v o n s  exposée  en  1 1 . 2 . 7 ,  I 

n é d e s s i t e  l ' i m p l a n t a t i o n  en  mémoire de l a  m a t r i c e  A e t  de  1 ' i n v e r s e  

de  b a s e  (A1)-'. La m a t r i c e  A ,  n ' é t a n t  p a s  m o d i f i é e  au cours  d e  l a  

r é s o l u t i o n ,  p e u t  ê t r e  s t o c k é e  sous  forme condensée.  

La m a t r i c e  (A1)-' s e r a  f a c t o r i s é e  e t  chacun d e s  f a c t e u r s  également  

1 s t o c k é  sous  forme condensée.  

S i  nous u t i l i s o n s  les  méthodes de r e l a x a t i o n ,  l a  s e u l e  matrice à 

s t o c k e r  e s t  l a  m a t r i c e  A ,  e t  comme e l l e  n ' e s t  p a s  modi f i ée  a u  cours  

des  c a l c u l s ,  on p e u t  l a  r a n g e r  de manière  condensée.  

Nous a l l o n s  donc examiner  r ap idement  d i v e r s  p rocédés  de  rangement d 'une  

m a t r i c e  Sous forme condensée.  

II. 4 . 2  - Techniques  de rangement e t  schémas d t i n d i ç a g e .  

Les p r i n c i p a l e s  méthodes s o n t  r é p e r t o r i é e s  dans C 301 . 
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l è r e  m é t h o d e  : schéma boo léen .  

On d é f i n i t  une m a t r i c e  boolèenne B t e l l e  que 

t 
On r a n g e  en  mémoire l a  m a t r i c e  B ,  e t  l e s  é l éments  non n u l s  d e  A en 

l i g n e s  6u  en colonnes  s u i v a n t  l e s  c a s .  

L a  v a l e u r  d ' u n  élémenf de  A e s t  t r o u v é e  e n  comptant les 1 dans l a  1 
m a t r i c e  B .  Pour o b t e n i r  un accès  p l u s  r a p i d e ,  on p e u t  éga lement  

r a n g e r  en mémoire un v e c t e u r  d o n t  l e s  é l éments  donnent  1 ' a d r e s s e  du 1 
p r e m i e r  é lément  non n u l  de chaque l i g n e  ( o u  de chaque c o l o n n e ) .  i 
2 e  m é t h o d e  : schéma p a r  a d r e s s e s .  

On r a n g e  e n  mémoire l e s  é léments  non n u l s  de A ,  e t  on d é f i n i t  une 

m a t r i c e  B t e l l e  que  

a d r e s s e  de  a l  s i  aj i + O 

o  s i  a j  = o i 

I l  e s t  c l a i r  que  l ' a c c è s  e s t  p l u s  r a p i d e  que dans l a  méthode 

p r é c é d e n t e ,  mais que  l 'encombrement mémoire e s t  beaucoup p l u s  

i m p o r t a n t .  

3 e  m é t h o d e  : schéma l i g n e s - c o l o n n e s .  - 
Pour chaque é lément  non n u l  de  A ,  on conse rve  en  mémoire l a  v a l e u r  

de l ' é l é m e n t ,  s o n  i n d i c e  de l i g n e  e t  s o n  i n d i c e  de  colonne.  

Remarquons que  s i  les é léments  non n u l s  d e  A s o n t  r a n g é s  l i g n e  p a r  

l i g n e  ( r e s p e c t i v e m e n t  colonne p a r  co lonne)  il e s t  i n u t i l e  de conser-  

v e r  l ' i n d i c e  de  l i g n e  ( r e s p e c t i v e m e n t  d e  co lonne)  de chaque é lément  ; 

il s u f f i t  de c o n s e r v e r  l e  r a n g  du p r e m i e r  é lément  non n u l  d e  chaque 
l i g n e  ( r e s p e c t i v e m e n t  de chaque c o l o n n e ) .  



C e  procédé  p e u t  c o n d u i r e  à t e s t e r  fréquemment f a  v a l e u r  des  i n d i c e s ,  

m a i s  il e s t  p a r t i c u l i è r e m e n t  avan tageux  du p o i n t  de  vue encombrement 

mémoire. I 

4e m é t h o d e  : schéma en  l i s t e .  1 
1 

Comme dans l a  méthode p r é c i d e n t e ,  on conse rve  en  mémoire l a  v a l e u r  des 
I 

é léments  non n u l s  de A ,  l e u r  i n d i c e  de l i g n e  e t  l e u r  i n d i c e  de  colonne.  , 
De p l u s ,  on c r é e  une s t r u c t u r e  d e  l i s t e  en a s s o c i a n t  à chacun des  I 

é léments  un chaînon d o n t  l a  v a l e u r  donne l ' a d r e s s e  de  l ' é l é m e n t  s u i v a n t  ' 

de l a  l i s t e .  L ' i n t é r ê t  d e  ce  p rocédé  es.t de p e r m e t t r e  l a  m o d i f i c a t i o n ,  , 
s a n s  t r a n s f e r t  d  ' é l éments  , d  'une  m a t r i c e  r angée  s o u s  forme condensée ,  

l 

p a r  i n s e r t i o n  ou s u p p r e s s i o n  d ' u n  é lément  dans l a  l i s t e .  I 

Comme dans l a  méthode 3 ,  ce p r o c é d é  c o n d u i t  à des t e s t s  f r é q u e n t s  s u r  

les i n d i c e s .  D e  p l u s ,  s i  l ' o n  v e u t  p o u v o i r  r é c u p é r e r  l a  p l a c e  l a i s s é e  

l i b r e  p a r  l a  s u p p r e s s i o n  d 'un  é l é m e n t ,  il f a u t  e n r e g i s t r e r  une t a b l e  

des  a d r e s s e s  i n o c c u p é e s .  

R e m a r q u e  : 

I l  e s t  c l a i r  que s i  l a  m a t r i c e  A posséde  une s t r u c t u r e  p a r t i c u l i è r e ,  

on p e u t  d é f i n i r  d e s  méthodes s p é c i a l e m e n t  a d a p t é e s  à l a  forme de l a  

m a t r i c e ,  q u i  p e r m e t t e n t  un g a i n  e n  temps d l a c c & s  e t  e n  encombrement 

mémoire. 

II. 4 . 3  Technique u t i l i s d e s  dans Za mdthode s i m p l i c i a l e .  

Nous devons banger  l a  m a t r i c e  A e n  t e n a n t  compte des p a r t i c u l a r i t é s  

de  l a  méthode u t i l i s é e .  En e f f e t ,  l a  c r é a t i o n  de l a  m a t r i c e  A s ' e f f e c t u e  

l i g n e  p a r  l i g n e ,  p u i s q u e  l e s  c o n t r a i n t e s  son l i  l i n é a r i s é e s  l 'une a p r è s  

1 ' a u t r e .  P a r  c o n t r e ,  1 ' a c r e s  s ' e f f e c t u e  colonne p a r  colbnne , puisque  

l o r s  d 'un  changement de b a s e  les  c a l c u l s  u t i l i s e n t  l a  colonne A'. 



Nous devons donc u t i l i s e r  une mékhode de rangerneht q u i  p e r m e t t e  c e s  

deux o p é r a t i o n s  avec  f a c i l i t é  e t  r a p i d i t é ,  t o u t  e n  minimisant  1 'en- 

combrement mémoire. 

La méthode r e t e n u e  e s t  une combinaison d  'un schéma l i g n e s - c o l o n n e s  

e t  de schémas e n  l i s t e  : on conse rve  e n  mémoire l a  v a l e u r  des é l é m e n t s  

non n u l s  de A r angés  l i g n e  p a r  l i g n e ,  l e u r  i n d i c e  de l i g n e  e t  l e u r  

i n d i c e  de colonne.  D e  p l u s ,  on c r é e  une s t r u c t u r e  de l i s t e  p a r  colon- 

ne en a s s o c i a n t  à chacun des  é l é m e n t s  un cha înon  d o n t  l a  v a l e u r  don- 

ne l ' a d r e s s e  de l ' é l é m e n t  p r é c é d e n t  de l a  co lonne ,  e t  e n  c o n s e r v a n t ,  

pour  chaque co lonne ,  l a  t ê t e  de l i s t e  dans un t a b l e a u  annexe. 

La c r é a t i o n  d e  A s ' e f f e c t u a n t  l i g n e  p a r  l i g n e ,  il s u f f i t  de r a n g e r  

l e s  é l é m e n t s  de manière c o n s é c u t i v e ,  au  f u r  e t  à mesure de l e u r  

c a l c u l .  En même temps,  on c r é e  les n  l i s t e s  p r o g r e s s i v e m e n t ,  e n  

donnant  au chaînon de  chaque n o u v e l  é l ément  c r é é  l a  v a l e u r  de  1 ladres -  

se du p r é c é d e n t  é l ément  c r é 6  dans l a  colonne c o r r e s p o n d a n t e ,  e t  e n  

c o n s e r v a n t  comme t ê t e  de l i s t e  1 ' a d r e s s e  du d e r n i e r  é l ément  c r é é .  

L ' a c c è s ,  dans l a  méthode s i m p l i c i a l e ,  s e  f a i s a n t  p a r  c o l o n n e s ,  il 

s u f f i t ,  s i  l ' o n  v e u t  o b t e n i r  l a  colonne A', de p a r c o u r i r  l a  l i s t e  s ,  

en p a r t a n t  de l a  t ê t e  de l i s t e .  

On p e u t  remarquer  q u e ,  dans ce schéma, 1 ' ad j o n c t i o n  de  c o n t r a i n t e s  

de  c e n t r a g e  s ' e f f e c t u e  de  l a  même manière e t  ne pose  donc aucun 

problème . 



C H A P I T R E  III 

MAXIMISATION DE LA F-DISTANCE 

SUR UN SEGMENT 



III .  1 

I I I .  1 I n t r o d u c t i o n  : - 

Un p o i n t  e s s e n t i e l  de  l a  méthode d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  e s t  l a  maxi- 

m i s a t i o n  de  l a  F - d i s t a n c e  s u r  un segmen t .  Ce sous -p rob lème  d o i t  ê t r e  

r é s o l u  a u s s i  b i e n  dans  l ' a l g o r i t h m e  p a r t i e l  (1.4) que dans  l ' a l g o -  

r i t h m e  de  c e n t r a g e  ( 1 . 5 )  e t  s e  p r é s e n t e  donc  f réquemment .  

En n o t a n t  [ to , t  1 l e  segment  c o n s i d é r é ,  l a  f o n c t i o n  à maximise r  1 
e s t  donc  : 

- 
e t  on d o i t  t r o u v e r  t e l  que  h ( ë )  = max 

068a1  (h(0)). 

L a  f o n c t i o n  h  e s t  une  enve , loppe  i n f é r i e u r e  de f o n c t i o n s  c o n c a v e s ,  

chacune  de  c e s  f o n c t i o n s  é t a n t  l a  r e s t r i c t i o n  a u  segment  [ t  
o J l l  

d ' u n e  d e s  c o n t r a i n t e s  du problème ( P l .  E l l e  e s t  donc el le-même 

concave .  

Des t a b u l a t i o n s  de  d  s u r  [ t o y t l l  m o n t r e n t  que  c e t t e  f o n c t i o n  p o s s è d e  

l ' u n e  d e s  deux  formes s u i v a n t e s  : 



La forme 2 s e  p r o d u i s a n t  beaucoup p l u s  s o u v e n t  que  l a  forme 1 : 

dans  l a  p l u p a r t  d e s  c a s  l e  maximum se t r o u v e  à l ' i n t e r s e c t i o n  de  

deux  c o n t r a i n t e s .  

I l  e x i s t e  dans l a  l i t t é r a t u r e  deux c l a s s e s  p r i n c i p a l e s  de  méthodes 

de  m a x i m i s a t i o n  d ' u n e  f o n c t i o n  concave  s u r  un segment  : l es  méthodes 

d e  f r a c t i o n n e m e n t  ( o u  p o n c t u e l l e s )  e t  l es  méthodes d ' i n t e r p o l a t i o n .  1 
Après un b r e f  r a p p e l  de  c e s  mé thodes ,  nous p r o p o s o n s  une méthode 1 

d ' i n t e r p o l a t i o n  p o l y g o n a l e  b i e n  a d a p t é e  à l a  forme p a r t i c u l i è r e  de  l a  ' 

f o n c t i o n .  1 

1 1 1 . 2  - M é t h o d e s  d e  f r a c t i o n n e m e n t .  

I I I .  2,. 1 GdnéraZi t é s .  

Les méthodes de  f r a c t i o n n e m e n t  s o n t  b a s é e s  s u r  l a  r é d u c t i o n  du segmen t  

[t , t l 1  A chaque é t a p e ,  e l l e s  ne n é c e s s i t e n t  q u e  l e  c a l c u l  d e s  v a l e u r s  
O 

d e  l a  f o n c t i o n  h ( 8 )  en  d e s  p o i n t s  d é t e r m i n é s  d ' a p r è s  l es  r é s u l t a t s  

d e s  é t a p e :  p r é c é d e n t e s ,  e t  s o n t  donc fac i les  à mettre e n  o e u v r e  ; e l l e s  

c o n v e r g e n t  s o u s  l a  s e u l e  h y p o t h è s e  q u e  h  e s t  un imodale  s u r  l ' i n t e r v a l l e  

ce q u i  e s t  l e  cas s i  e l l e  e s t  concave .  

La r é d u c t i o n  de  l ' i n t e r v a l l e  s ' e f f e c t u e  s a n s  t e n i r  compte d e  l a  forme 

p a r t i c u l i è r e  de  l a  f o n c t i o n  ; l a  v i t e s s e  de conve rgence  de  ces méthodes 

e s t  donc  connue à p r i o r i ,  ce q u i  f a i t  q u 1 e 3 1 e s  s o n t  s û r e s  ; e l l e s  s o n t  1 
c e p e n d a n t  en  g é n é r a l  a s s e z  l e n t e s .  

I II .  2 . 2  Dichotomie.  

L a  l o n g u e u r  de  l ' i n t e r v a l l e  d e  c o n f i a n c e  e s t  d i v i s é e  p a r  2 à chaque  

é t a p e .  

L ' i n t e r v a l l e  de  d é p a r t  p o u r  8 e s t  [ 0 , 1 1 .  On f a i t  donc  a u  d é p a r t  



- - - - -  

III.  3 

I 1) F a i r e  i 1 

a  + bi  
2 )  C a l c u l e r  c .  = i 

1 2 

S i  h ( c i )  < h ( a i ) ,  p r e n d r e  a  
i t l  

= a .  e t  b i t l  = C . .  
1 1 

A l l e r  e n  2 )  a v e c  i i t l .  

S i  h ( c i )  < h ( b i ) ,  p r e n d r e  ai t l  = ci e t  b i t l  - - b i .  

A l l e r  e n  2 )  a v e c  i = i+l. 

S inon  : 

a .  + Ci 

3 )  C a l c u l e r  ' di = 1 

2 

S i  h (  ci) < h ( d i  , p r e n d r e  a = a i >  b i t l  = c .  i t l  1 e t  'i+l 1 
= d . .  

A l l e r  e n  3 )  a v e c  i = itl .  

S inon  : 

bi + C 
4 )  C a l c u l e r  e .  = i 

1 2  

S i  h ( c i )  < h ( e i ) ,  p r e n d r e  ai+l - - C i ,  b i t l  = bi e t  c i+l  = e . .  1 

A l l e r  e n  3)  a v e c  i = itl. 

S i n o n  : 

5 P r e n d r e  a i t l  = d i ¶  b i t l  = e c 
i '  i+l  C i '  

e t  a l l e r  e n  3 )  a v e c  i = itl. 

On a r rê te  l e  p r o c e s s u s  l o r s q u e  l e  segment  a é t é  r é d u i t  à une  f r a c t i o n  

donnée de  l a  norme du segment  d ' o r i g i n e .  

1 1 1 . 2 . 3  S e c t i o n  dorée  : 

C e t t e  méthode e s t  b a s é e  s u r  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

S i  d a n s  l ' i n t e r v a l l e  [ a i , b i l  on c o n n a î t  l a  v a l e u r  d e  h e n  2  p o i n t s  

c .  e t  di t e l s  que  
1 



S i  h ( c . 1  < h ( d .  1, l e  maximum e s t  s u r  [ci ,b i l  
1 1 

S i  h ( c i )  > h ( d i )  l e  maximum e s t  s u r  [ a i > d i l  

On d é t e r m i n e  l e s  p o i n t s  c .  1 e t  di  de  m a n i è r e  q u e  l a  t a i l l e  d e  l 1 i n t e r -  
v a l l e  c o n t e n a n t  l e  maximum d iminue  d ' u n  f a c t e u r  r c o n s t a n t  à chaque 

é t a p e .  

On d o i t  donc  a v o i r  : 

Supposons p a r  exemple  h ( d i )  < h (  c .  ( l e  c a s  c o n t r a i r e  e s t  s y m é t r i q u e ) .  1 
1 l 

- Donc bi+l  - di '  a i + l  = a  i '  e t o n p r e n d d i t l  = c . .  1 

ditl 
- a 

i*l = r p a r  d é f i n i t i o n  de r 

bi+l 
- a 

i t l  

- bi - d .  = bi - a .  O r  ci - a.  - - (d i  - a . )  
1 1 1 1 

L a  r a c i n e  p o s i t i v e  de  c e t t e  é q u a t i o n  e s t  r = 
2 

D'où l ' a l g o r i t h m e  : 

1) a l  = O >  b l  = 1. F a i r e  i = 1. 

c = al 1 
+ (1-r) ( b l  - a l ) ,  d l  = b l  - (1 - r ) ( b l  - al.) 

2 )  S i  h ( d i )  < h ( c i ) '  p r e n d r e  aitl  - - ai '  bi+l  = d i ¶  

di+l 
= C . .  

1 
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III. 6 

C a l c u l e r  cit1 = a  t (1 - r )  ( b i t l  - a  1 
i t l  i t l  

A l l e r  e n  2 )  a v e c  i = i t1. 

Sinon : 

3 )  P r e n d r e  ai t l  C i ,  b i + l  = bi 9 C i t l  = d . .  
1 

C a l c u l e r  d i t l  - - bitl - (1 - r )  ( b i t l  - a i t l ) .  
A l l e r  e n  2 )  a v e c  i = i t l .  

Après n  c a l c u l s  de  f o n c t i o n ,  on a  

On p e u t  f a i r e  un t e s t  d ' a r r ê t  s u r  l a  norme de [ a i , b i l .  

111.2.4 - Méthode basée  s u r  l e s  nombres de F i b o n a c c i .  

Comme dans  l a  s e c t i o n  d o r é e ,  on d é t e r m i n e  dans  1 ' i n t e r v a l l e  [a.  , b .  1 
1 1  

2 p o i n t s  c e t  di à chaque é t a p e .  i 

Supposons que  1 ' i n t e r v a l l e  f i n a l  e s t  de  l o n g u e u r  u n i t é .  L a  m e i l l e u r e  

méthode e s t  c e l l e  p o u r  l a q u e l l e ,  é t a n t  donné un c e r t a i n  nombre de cal- 

c u l s  de  f o n c t i o n ,  l ' i n t e r v a l l e  i n i t i a l  es t  l e  p l u s  g rand  p o s s i b l e .  

S o i t  donc  En l a  l o n g u e u r  du p l u s  g r a n d  i n t e r v a l l e  pouvant  ê t r e  r é d u i t  

à un i n t e r v a l l e  u n i t é  a p r è s  n  c a l c u l s  de f o n c t i o n .  

Cons idé rons  l a  p r e m i è r e  s u b d i v i s i o n  

S i  l e  maximum e s t  s u r  [al , c l ] ,  o n  p e u t  e n c o r e  d é t e r m i n e r  n  - 2 p o i n t s  

s u r  ce t  i n t e r v a l l e  p o u r  t e r m i n e r  l a  m a x i m i s a t i o n  : il f a u t  donc  q u e  



III. 6 

S i  l e  maximum e s t  s u r  i c l ,b l1  , on p e u t  de  même d é t e r m i n e r  n  - 2 p o i n t s  1 
s u p p l é m e n t a i r e s  s u r  c e t  i n t e r v a l l e ,  mais on p e u t  encore  de p l u s  u t i l i s e r  1 I 
dl ; on p e u t  donc u t i l i s e r  n  - 1 p o i n t s  p o u r  t e r m i n e r  l a  maximisa t ion  : 

il f a u t  que b l  - c l  .: Ln-l.  

En f a i s a n t  l a  somme de  ces  2 i n é g a l i t é s  on  o b t i e n t  

On a  Lo = L1 = 1 c a r  on ne p e u t  r é d u i r e  l ' i n t e r v a l l e  avec  moins de 2 

c a l c u l s  de f o n c t i o n .  D ' a u t r e  p a r t ,  comme on v e u t  que L n  s o i t  l e  p l u s  

grand p o s s i b l e .  : 

La s o l u t i o n  de c e t t e  é q u a t i o n  de  r é c u r r e n c e  donne l e s  nombres de 

F ibonacc i  : 

D'où l ' a l g o r i t h m e  : 

1) al  = O ,  bl  = 1. F a i r e  i = 1. 

2 )  S i  h ( d i )  < h ( c i ) ,  P rendre  ai+l - = ai,  b i+ l  - d i >  d i+l  = c .  i 

Fn-i-2 - C a l c u l e r  ei+l - (bi+i - a i+ l )  + 
Fn-i 

A l l e r  e n  2 )  a v e c  i = i + 1. 

Sinon : 



3 )  P r e n d r e  ai+ - =b  c - .Ci '  bi+l i '  i t l  = di .  

- ' n - i -1  C a l c u l e r  d i + l  - (bi+l - a 
n i + l )  + ai+lf 

A l l e r  e n  2 )  a v e c  i = i + 1. 

i Après  n  c a l c u l s  de  f o n c t i o n ,  on a 

L e  t e s t  d ' a r r ê t  s ' e f f e c t u e  s u r  l e  nombre d e  c a l c u l s  d e  f o n c t i o n .  f i x é  

à l ' a v a n c e .  

III. 3 M é t h o d e s  d ' i n t e r p o l a t i o n .  

III. 3.1 InterpoZation pdZynomiaZe. 

C o n n a i s s a n t  les  v a l e u r s  p r i s e s  p a r  l a  f o n c t i o n  h  e n  n + l  p o i n t s ,  on 

1 i n t e r p o l e  l a  f o n c t i o n  p a r  un polynome de  d e g r é  n .  On r e c h e r c h e  l e  

maximum d e  ce polynome , . e t  on r e m p l a c e  un d e s  n + l  p o i n t s  p a r  l e  

p o i n t  o b t e n u  ; e t  a i n s i  de  s u i t e .  

En p r a t i q u e ,  on f a i t  l ' i n t e r p o l a t i o n  p a r  un polynome d e  d e g r é  2 e n  

g é n é r a l ,  car  on s a i t  f a c i l e m e n t  e n  d é t e r m i n e r  l e  maximum. 

I l  f a u t  t o u t e f o i s  p r e n d r e  c e r t a i n e s  p r é c a u t i o n s  p o u r  a s s u r e r  l a  c o n v e r -  

g e n c e .  

I l  e s t  c l a i r  que  ce t y p e  de  méthodes n e  p e u t  d o n n e r  d e  hons  r é s u l t a t s  

que  s i  l a  f o n c t i o n  à maximise r  e s t ,  a u  v o i s i n a g e  dé l ' o p t i m u m ,  b i e n  

r e p r é s e n t é e  p a r  un polynome de  d e g r é  2 .  O r ,  s i  nous c o n s i d é r o n s  l a  

forme ( 2 )  de  La F - d i s t a n c e  ( I I I . l ) ,  nous  voyons q u e ,  d a n s  l a  p l u p a r t  d e s  

cas,  l e  maximum se t r o u v e  e n  un p o i n t  où l a  f o n c t i o n  n ' e s t  p a s  d i f f é -  

r e n t i a b l e .  L ' i n t e r p o l a t i o n  p o l y n o m i a l e  e s t  donc  t r è s  m a l  a d a p t é e  à l a  

m a x i m i s a t i o n  d  'une F - d i s t a n c e .  



I I I .  3 . 2  - I n t e r p o l a t i o n  polygonale : 

La F - d i s t a n c e ,  n ' é t a n t  p a s  p a r t o u t  d i f f é r e n t i a b l e ,  ne p e u t  ê t r e  appro- 

ximée de manière v a l a b l e  p a r  un polynome d  ' i n t e r p o a a t i o n .  P a r  c o n t r e ,  

chacune des  f o n c t i o n s  don t  e l l e  e s t  l ' e n v e l o p p e  i n f é r i e u r e  e s t  d i f f é -  

r e n t i a b l e  e t  peu t  donc ê t r e  i n t e r p o l é e  p a r  un polynome. 

Pour o b t e n i r  un p rocédé  de maximisa t ion  c o n d u i s a n t  à un nombre r é d u i t  

de c a l c u l s ,  nous avons u t i l i s é  p o u r  chacune d e s  f o n c t i o n s  une i n t e r p o -  

l a t i o n  l i n é a i r e ,  c e  q u i  r e v i e n t  à i n t e r p o l e r  P a  F - d i s t a n c e  p a r  un 

polygone.  

Dans une p remiè re  p h a s e ,  on e f f e c t u e  une r é d u c t i o n  de l ' i n t e r v a l l e  de 

c o n f i a n c e .  C e t t e  r é d u c t i o n  p e u t  s ' e f f e c t u e r  p a r  l a  d é t e r m i n a t i o n  de 

p o i n t s  c ,  d  , e t  e  , c h o i s i s ,  comme dans 1 ' a l g o r i t h m e  de d i c h o t o m i e ,  au  

m i l i e u  des  segments ou sous-segments  c o n s i d é r é s .  T o u t e f o i s  il e s t  

p r é f é r a b l e ,  chaque f o i s  que d ' e s t  p o s s i b l e ,  d ' u t i l i s e r  l e  polygone 

d ' i n t e r p o l a t i o n  p o u r  d é t e r m i n e r  l e s  p o i n t s  c ,  d ,  e t  e ,  o u  c e t ' t a i n s  de 

c e s  p o i n t s .  

Considérons l e  segment [ a , b l .  On dé te rmine  l e  p o i n t  c q u i  maximise 

1 '6nveloppe i n f é r i e u r e  d e s  d r o i t e s  d  ' i n t e r p o l a t i o n  , de l a  f a ç o n  s u i -  

v a n t e  : 



III. 9 

S o i e n t  Ai e t  Bi l e s  v a l e u r s  p r i s e s  p a r  l a  c o n t r a i n t e  ( o u  l ' é q u i p o -  

t e n t i e l l e  économique) li en a  e t  b .  

On c o n s i d ê r e  au d é p a r t  l a  f o n c t i o n  1 q u i  donne l e  minimum des li e n  a ,  r' 
c ' e s t - à - d i r e  l a  v a l e u r  de l a  F - d i s t a n c e  e n  a .  S o i t  xr = a. 

1) C a l c u l e r  l e s  a b s c i s s e s  x  des  p o i n t s  d ' i n t e r s e c t i o n  d e  l a  
j 

co rde  l t r  avec  l e s  a u t r e s  co rdes  1' j * r ; 
j '  

Déterminer  l a  p remiè re  i n t e r s e c t i o n  r e n c o n t r é e  l o r s a u  'on 

s e  d é p l a c e  à e  l o n g  de l a  corde  1 ,  c ' e s t - à - d i r e  d é é e r m i n e r  

s t e l  que 

= min 

2 )  On a donc d é t e r m i n é  une n o u v e l l e  f o n c t i o n  ls. S i  l a  c o r d e  

l t s  a  une p e n t e  p o s i t i v e ,  on p e u t  e n c o r e  a m é l i o r e r ,  e n  " se  

d é p l a ç a n t "  l e  l o n g  de ce t te  c o r d e ,  l a  v a l e u r  d e  l a  F-dis-  

t a n c e .  

Donc : 

S i  Bs > As,  a l l e r  en  1) a v e c  s a u  l i e u  de r. 

Sinon,  o n  e s t  à l 'op t imum : f a i r e  c  = x  . 
S 

S i  c e J a , b [ ,  il e s t  i n t é r e s s a n t  d ' u t i l i s e r  ce p o i n t  pour  l a  r é d u c t i o n  

d e  l ' i n t e r v a l l e  au  l i e u  d ' u t i l i s e r  l e  p o i n t  m i l i e u  de  Ca,bl .  

Remarque  : 

On p e u t  e f f e c t u e r  une " i n t e r p o l a t i o n  p a r t i e l l e "  e n  ne  c o n s e r v a n t ,  à 

chaque r é d u c t i o n  d ' i n t e r v a l l e ,  que les c o n t r a i n t e s  a y a n t  les v a l e u r s  l e s  

p l u s  f a i b l e s  aux deux e x t r é m i t é s  de l ' i n t e r v a l l e ,  ce  q u i ,  moyennant ,:er- 

t a i n e s  p r é c a u t i o n s  , c o n d u i t  à une ' r é d u c t i o n  du volume des c a l c u l s .  



S i  l a  F-d i s t ance  a l a  forme ( 2 )  de III .  l., on o b t i e n t ,  au b o u t  d ' u n  

c e r t a i n  nomhre de r é d u c t i o n s  de 1 ' i n t e r v a l l e ,  un nouve l  i n t e r v a l l e  

t e l  q u ' à  s e s  e x t r é m i t é s  les deux c o n t r a i n t e s  a y a n t  l e s  v a l e u r s  l e s  

p l u s  f a i b l e s  s o i e n t  l e s  mêmes, s e l o n  l e  schéma s u i v a n t  : 

On f a i t  a l o r s  l ' h y p o t h è s e  que l e  maximum de l a  F - d i s t a n c e  se t r o u v e  à 

1 ' i n t e r s e c t i o n  de ces  deux c o n t r a i n t e s .  C e t t e  hypo thèse  n  ' e s t  pas  

n é c e s s a i r e m e n t  v é r i f i é e ,  comme l e  montre l e  s-chchéma s u i v a n t  : 
l 

T o u t e f o i s  e l l e  e s t  v é r i f i é e  s i  l a  courbure  d e s  f o n c t i o n s  n ' e s t  p a s  

t r è s  a c c e n t u é e ,  ce q u i  e s t  s o u v e n t  l e  c a s  e n  p r a t i q u e :  I l  f a u d r a  

cependant  p r e n d r e  c e r t a i n e s  p r é c a u t i o n s  pour  ne pas  a b o u t i r  à une 

s o l u t i o n  e r r o n é e .  

L 'hypothèse  c i - d e s s u s  é t a n t  f a i t e ,  j l  s u f f i t  d e  r e c h e r c h e r  l e  p o i n t  

d ' i n t e r s e c t i o i i  d e s  deux c o n t r a i n t e s  , c ' e s t - à - d i r e  l e  z é r o  de  l e u r  

d i f f é r e n c e .  C e t t e  r e c h e r c h e  s ' e f f e c t u e  t r è s  s implement  p a r  une méthode 

d ' i n t e r p o l a t i o n  l i n é a i r e  (méthodr de l a  corde  1. 



III.  11 

1 1 1 . 4 .  - R e c h e r c h e  d ' u n  p o i n t  f r o n t i è r e  : 

Dans 1 ' a l g o r i t h m e  de  c e n t r a g e  ( 1 . 5 . )  il e s t  n é c e s s a i r e  de  d é t e r m i n e r ,  

non s e u l e m e n t  l e  maximum de  l a  F - d i s t a n c e  s u r  un segmen t ,  m a i s  a u s s i  l e  

p o i n t  où  l e  segment  r e n c o n t r e  l a  f r o n t i è r e  du t r o n ç o n ,  c ' e s t - à - d i r e  l e  

z é r o  de  l a  F - d i s t a n c e  s u r  l e  segment .  

On p e u t  u t i l i s e r  p o u r  t r o u v e r  ce  p o i n t  d e s  r;,éthodes a n a l o g u e s  aux  

méthodes p r é c é d e n t e s ,  e n  p a r t i c u l i e r  l a  d i c h o t o m i e .  

On p e u t  é g a l e m e n t  employe r  un p r o c é d é  serr iblable  à c e l u i  de  III. 3 . 2  : 

On r é d u i t  1 ' i n t e r v a l l e  p a r  d i c h o t o m i e  j u s q u ' à  ce q u ' à  ses e x t r é m i t é s ,  

l a  c o n t r a i n t e  d o n t  l a  v a l e u r  donre c e l l e  de  l a  F - d i s t a n c e  s o i t  l a  m ê m e ,  

s e l o n  l e  schéma s u i v a n t  : 

On estime a l o r s  que  c e t t e  c o n t r a i n t e  e s t  c e l l e  d o n t  1 ' i n t e r s e c t i o n  

a v e c  l e  segmen t  e s t  l e  p o i n t  où  l a  F - d i s t a n c e  s ' a n n u l e  ; il s u f f i t  a l o r s  
1 

de  r e c h e r c h e r  l e  z é r o  de  c e t t e  f o n c t i o n  p a r  i n t e r p o l a t i o n  l i n é a i r e .  

III. S .  - P e r f o r m a n c e s  c o m p a r é e s  de d e u x  a l  g o r i  thmes : 

Le p r o c é d é  d ' i n t e r p o l a t i o n  p o l y g o n a l e  d e  1 1 1 . 3 . 2 .  a fait l ' o b j e t  d ' u n  

c o d e ,  r é a l i s é  de  l a  m a n i è r e  s u i v a n t e  : 

La le  p h a s e  ( r é d u c t i o n  de  l ' i n t e r v a l l e )  e s t  e f f e c t u é e  p a r  d i c h o t o m i e .  

La 2e p h a s e  ( i n t e r p o l a t i o n )  e s t  e f f e c t u é e  e n  ne  c a l c u l a n t  q u e  2 c o n t r a i n -  

t es  a u  l i e u  de  m t l .  Dans les  cas où  l ' i n t e r p o l a t i o n  l i n é a i r e  ne  p e u t  

d o n n e r  de  r é s u l t a t s  ( p a r  exemple  l o r s q u l o n  a l a  forme ( 1 )  de  III. 11, 

l e  code a p p l i q u e  au toma t iquemen t  1 ' a l g o r i t h m e  de  d i c h o t o m i e .  



III. 1 2  

Les comparaisons o n t  é t é  f a i t e s  e n t r e  ce procédé  e t  l ' a l g o r i t h m e  de 

d icho tomie .  

Nombre de c a l c u l s  de l a  F - d i s t a n c e  dans l a  r é s o l u t i o n  du problème n 0 5 ,  

à l a  12e t r o n c a t u r e  ( v a l e u r  d e  f o n c t i o n  économique 1 5 0 1 ) ,  d u r a n t  chaque 

maximisa t ion  u n i d i m e n s i o n n e l l e  : 



III. 1 3  

Pour  une max imisa t ion  donnée ,  l e  nombre t o t a l  de c a l c u l s  de  F - d i s t a n c e  

dans  l e s  deux p h a s e s  e s t  n e t t e m e n t  i n f é r i e u r  au  nombre de c a l c u l s  né-  

c e s s i t é  p a r  l a  d i c h o t o m i e ,  q u i  e s t  d e  5 1  p o u r  chaque max imisa t ion .  

De p l u s ,  les  c a l c u l s  dans  l a  2e phase  ne  n é c e s s i t e n t  que  l e  c a l c u l  d e  

2 f o n c t i o n s  a u  l i e u  de  2 1 .  Le temps de c a l c u l  n é c e s s a i r e  p o u r  d é t e r m i n e r  

l e  maximum e t  l e  z é r o  de  l a  F - d i s t a n c e  a u  c o u r s  de l ' o p t i m i s a t i o n  du 

problème n 0 5 ,  e s t  e n  moyenne d i v i s é  p a r  3 e n v i r o n  p a r  r a p p o r t  à 1 ' a l g o -  

ri thme de d icho tomie  . 

S o i t  Ti l e  temps de r e s o l u t i o n  t o t a l  n é c e s s a i r e  p o u r  o p t i m i s e r  l e  

problème n05  e n  o b t e n a n t  l a  v a l e u r  1 4 9 9 , 2 4  p o u r  l a  f o n c t i o n  économique 

a v e c  l ' i n t e r p o l a t i o n  ;. e t  s o i t  Td l e  temps de $ é s o l u t i o n  n é c e s s a i r e  

p o u r  o b t e n i r  l a  m ê m e  v a l e u r  a v e c  l a  d i c h o t o m i e .  



C H A P I T R E  I V  

PRISE EN COMPTE 

DES CONTRAINTES E N  E G A L I T E S  



I V .  1 Introduction : l - 
Considérons  l e  programme mathématique 

avec  f : (R" - > IR, a  : wn -> (RP, b  : IR" -> IR'. 

( P l  

Les c o n t r a i n t e s  b ( x )  = O s o n t  des  c o n t r a i n t e s  en  é g a l i t é s .  

Le domaine des  s o l u t i o n s  r é a l i s a b l e s  d 'un  t e l  problème e s t  v i d e ,  ce 

q u i  i n t e r d i t  s a  r é s o l u t i o n  p a r  des  méthodes i n t é r i e u r e s .  En p a r t i c u -  

l i e r ,  l a  méthode des  c e n t r e s  e x i g e  que  l ' i n t é r i e u r  du domaine s o i t  non 

v i d e .  

Max f ( x )  

a ( x )  3 O- 

Pour r é s o u d r e  ( P l  p a r  une t e l l e  méthode, on p e u t  c h e r c h e r  à d é f i n i r  un 
programme mathématique ( P t  1, compor tant  uniquement des  c o n t r a i n t e s  en  

i n é g a l i t é ,  don t  l e  domaine a i t  un i n t é r i e u r  non v i d e ,  e t  q u i  s o i t  au  

moins q u a s i - é q u i v a l e n t  à ( P l  , c ' e s t - à - d i r e  que t o u t e  s o l u t i o n  o p t i m a l e  

de ( P l  s o i t  s o l u t i o n  o p t i m a l e  de  ( P t ) .  

b ( x )  = O x  & 

Considérons  pour  c e l a  l e  programme mathématique 

Max f ( x )  

a ( x )  >r O 

~ . b . ( x )  9 O , i = 1 ,... q. 
1 1  



1 On p a s s e  de  (P l  à ( P t )  e n  r e m p l a s a n t  l e s  é g a l i t é s  p a r  des  i n é g a l i t é s .  
I Le problème c o n s i s t e  à d é t e r m i n e r ,  s i  c ' e s t  p o s s i b l e ,  l e s  c i  de manière 

que  ( P t )  s o i t  q u a s i - é q u i v a l e n t  à ( P l .  

C e t t e  i d é e  e s t  b a s é e  s u r  l e  f a i t  qu 'une  é q u a t i o n  b i ( x )  = O p e u t  ê t re  

remplacée  p a r  deux i n é q u a t i o n s  
1 
1 
l 

I b i ( x )  5 O 

1 
b i ( x )  \' O I 

1 
l 

e t  q u ' à  l 'optimum de  ( P ) ,  une s e u l e  de ces deux c o n t r a i n t e s  s e r a  a c t i v e ,  
l 

b i e n  que t o u t e s  les deux s o i e n t  s a t u r é e s  ; e n  suppr imant  l a  c o n t r a i n t e  1 

non a c t i v e ,  on r e t r o u v e  l a  f o r m u l a t i o n  d e  ( P t ) .  

I V . 2 .  - D é f i n i t i o n  e t  p r o p r i é t é  du programme (Pl). 

On c o n s i d è r e  l e  programme mathématique 

bù x IR", avec : 

a :  IRn -> IRP, d i f f é r e n t i a b l e ,  de composantes a i ,  i = 1 , 2  . . . p  

b  : IRn -> kq, d i f f é r e n t i a b l e ,  de composantes b j = 1 , 2 . .  .q 
j '  

f : IRn -> iR, d i f f é r e n t i a b l e .  

( P l  

Le l a p r a n g i e n  de ( P l  e s t  une f o n c t i o n  L : lRn x IRP x TRq-> (R, 

d é f i d e  p a r  

Maximiser f  ( x )  

a ( x )  3 O 

En un p o i n t  2 e A ,  on pose  

b ( x )  = O 



IV. 3 

On f a i t  l ' h y p o t h è s e  s u i v a n t e  (hypo thèse  du l e r  o r d r e )  : 

S o i e n t  T(A,X) l e  cône t a n g e n t  e n  2  à A e t  P  = IT(A,%)I 1 'envèloppe 

convexe fermée de T(A,2) .  

A 

On suppose  que K I  = P. 

PROPOSITION SV. 1 : - 

S i  X e s t  s o l u t i o n  op-timrile de ( P l ,  il e x i s t e  un programme mathématique 

( P t ) ,  ne compor tant  que des  c o n t r a i n t e s  e n  i n é g a l i t é s ,  t e l  que  2 

S é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  de Kuhn e t  Tucker de ( P t ) .  

D é m o n s t r a t i o n  : - 

Les c o n d i t i o n s  de Kuhn e t  Tucker s o n t  n é c e s s a i r e s  p o u r  ( P I .  

2 s o l u t i o n  o p t i m a l e  de ( P l  => 

3v e RP, w c  IR^, t e l s  que 

w est un v e c t e u r  l i g n e  à composames s a n s  c o n d i t i o n  de s i g n e .  

S o i t  E = s i g n e  ( W .  V j  = 1,. . . q ,  e t  c o n s i d é r o n s  l e  v e c t e u r  
j 3 

u € mq t e l  que u  = E . W  V j  = 1 ,... q .  ( d o n c  u  3 O ) .  
j 3 j 

Posons c . ( x )  = E . ~ . ( x )  V j  = 1,. . .q  
1 3 3 



S o i t  L '  : x RP x mq-> R, d é f i n i e  p a r  

On a  L(%,v,w) L 1 ( 2 , v , u ) .  

.. 
D ' a u t r e  p a r t  b ( % )  = O => u . c ( x )  = o .  

On p e u t  donc é c r i r e  : 

I V  G ~ R P ,  u  c  IR^, t e l s  que 

Considérons a l o r s  l e  programme mathématique 

L 1 ( x , v , u )  e s t  l e  l a g r a n g i e n  de ( P l ) .  

Nous voyons donc que #: v é r i f i e  les c o n d i t i o n s  de Xuhn e t  Tucker de 

( P ' ) .  

( p l )  

IV.3 Cas c o n v e x e .  

Maximiser f ( x )  

six) 3 O 

S i  nous f a i s o n s  1 ' hypothèse  s u p p l é m e n t a i r e  que l a  f o n c t i o n  f es t  con- 

cave e t  que l e  domaine A '  de ( P l )  e s t  convexe,  nous avons l a  p r o p r i 6 t 8  

s u i v a n t e  : 

c ( x )  >, O 



IV. 5 

P R O P O S I T I O N  I V . 2  : 

I l  e x i s t e  un programme mathémat ique  ( P I ) ,  n e  compor t an t  que  d e s  con- 

t r a i n t e s  e n  i n é g a l i t é s ,  q u a s i - é q u i v a l e n t  à ( P l .  

Démonstration : 

D ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  I V .  1. , s i  2 e s t  s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  ( P l  , X 
v é r i f i e  l es  c o n d i t i o n s  d e  Kuhn e t  Tucke r  de ( P '  1. L ' h y p o t h è s e  s u p p l é -  

m e n t a i r e  p r é c é d e n t e  i m p l i q u e  que  2 e s t  s o l u t i o n  o p t i m a l e  de  ( P I ) .  ( P l )  

e s t  donc  q u a s i - é q u i v a l e n t  à ( P ) .  

Remarque : 

/ L a  r é c i p r o q u e  n ' e s t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  v r a i e .  En e f f e t ,  l e  f a i t  q u e  

1 2 v é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  de  Kuhn 't T u c k e r  de  ( P t )  n ' i m p l i q u e  p a s  

1 que  X v é r i f i e  les  c o n d i t i o n s  de  Kuhn e t  T u c k e r  de  P .  O ~ n c  il n ' y  

1 a q u e  q u a s i - é q u i v a l e n c e  e t  non é q u i v a l e n c e .  

L ' h y p o t h è s e  de  c o n v e x i t é  p r é c é d e n t e  e s t  v é r i f i é e  e n  p a r t i c u l i e r  s i  f 

e s t  c o n c a v e ,  les  f o n c t i o n s  ai concaves  e t  l e s  f o n c t i o n s  b l i n é a i r e s .  
j 

IV.4 Cas général.  
IV.4.1 Généralités : 

En g é n é r a l ,  l e  programme ( P t )  n ' e s t  p a s  convexe ,  q u e l l e s  que  s o i e n t  

l es  h y p o t h é s e s  f a i t e s  s u r  ( P l ,  e t  l es  c o n d i t i o n s  d e  #uhn e t  STucker 

ne  s o n t  p a s  dans  ce cas d e s  c o n d i t i o n s  s u f f i s a n t e s  d ' o p t i m a l i t é  : l a  

p r o p o s i t i o n  IV.2 n ' e s t  d o n c  p a s  v r a i e .  

L 'exemple  s u i v a n t  mont re  q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  q u ' i l  n ' e x i s t e  p a s  de  

programme ( P ' )  q u a s i - é q u i v a l e n t  a u  programme mathémat ique  ( P l  i n i t i a l  : 



(1) e t  ( 2 )  e n  i n e g a l l t é  

( 3 )  e t  ( 4 )  e n  é g a l i t é  

T o u t e f o i s ,  on v o i t  q u ' i l  e x i s t e  un programme ( P t )  t e l  q u e  X e s t  

optimum l o c a l  de  ( P '  . 

Nous a l l o n s  m o n t r e r  q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  de  d é f i n i r  un programme ( P ' )  

" l o c a l e m e n t  q u a s i - é q u i v a l e n t "  à ( P )  , c ' e s t - à - d i r e  t e l  q u e  t o u t e  

s o l u t i o n  o p t i m a l e  de ( P )  s o i t  optimum l o c a l  de ( P t ) ,  moyennant cer- 

t a i n e s  h y p o t h è s e s ,  e n  p a r t i c u l i e r  que les  f o n c t i o n s  d e  ( P l  s o i e n t  

deux f o i s  con t inuemen t  d i f f é r e n t i a b l e s  . 

IV.4.2 C o n d i t i o n s  s u f f i s a n t e s  d ' o p t i m a l i t é  du second o r d r e .  

Nous r a p p e l o n s  d ' a b o r d  un r é s u l t a t  d e  1181 e t  1261. 

Cons idé rons  l e  .programme mathémat ique  

a v e c  A = (x € I R n l g ( x )  3 0 ,  h ( x )  = 01.  

f : fRn- > fR 



IV. 7 

g : IRn -> IRP, de  composantes  g .  i = 1, . . . p  
1' 

h i  IRn-> lRq, de composantes  h j = 1,. . .q  
j '  

1 L e  l a g r a n g i e n  d e  (Ml e s t  une f o n c t i o n  

/ d é f i n i e  p a r  

PROPOSITION I V .  3 : - 

S i  les  f o n c t i o n s  du problème ( M l  s o n t  deux f o i s  c o n t i n u e m e n t  d i f f é r e n -  

t i a b l e s ,  e t  s i  3 %  € IR", u € fRP, w € IRq, t e l s  q u e  ( 2  , u ,w)  v é r i f i e  

l e s  r e l a t i o n s  

a l o r s  5t e s t  un maximum l o c a l  i s o l é  d e  ( W )  . 1 
1 



Démonstration : - 

Supposons que X  n  ' e s t  p a s  maximum l o c a l  i s o l é  d e  (Ml. 
k 

I l  e x i s t e  donc  une  s u i t e  de  p o i n t s  { X I  t e l l e  q u e  

k  k k  Posons x  = 2 + Sky Vk, a v e c  1 l y l  1 = 1, fjk > o .  

1 
1 
I I l  e s t  c l a i r  q u e  Sk -+ O quand k  -+ -. 

k  
La b o u l e  (x e IRn( / 1 xl 1 1 )  e s t  compacte  d a n s  fRn ; l a  s u i t e  { y }  

p o s s è d e  donc au  moins un p o i n t  d ' a c c u m u l a t i o n  ; s o i t  y* un t e l  p o i n t .  

l 

En d i v i s a n t  ces r e l a t i o n s  p a r  6 k  e t  en  f a i s a n t  t e n d r e  k  v e r s  l ' i n f i n i ,  

on a à l a  T i m i t e  

P a r  h y p o t h é s e ,  v L ( X ,  u,w) = 0 



Ce q u i  n ' e s t  p o s s i b l e  que  s i  

k Le développement  de T a y l o r  de  L(x ,u ,w)  donne 

ave c k k  = 2 t a 6 y ,  o < a  < 1 .  
rl k k  k 

I 

Donc - dk 2 k  2 5 %  L(n ,u ,w)y  = 
3 

C e  t e rme  e s t  p o s i t i f .  En e f f e t  ui 3 O, k  k 
g i (x) 3 O V i ,  e t  f ( x )  3 f ( 2 ) .  

- k  k  > Y t V 2 ~ ( 2  t a  6 y ,u ,w)  y  3 o .  k k  

En f a i s a n t  t e n d r e  k  v e r s  l ' i n f i n i ,  on o b t i e n t  à l a  l i m i t e  

c e  q u i  c o n t r e d i t  1 ' h y p o t h è s e .  



Remarque : - 

F 1 A C C O ( LI41  a f f a i b l i t  l es  h y p o t h è s e s  de l a  p r o p o s i t i o n  p récéden-  

t e ,  de l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : on p o s e  

S i  l es  f o n c t i o n s  du problème ( M l  s o n t  d e u x  f o i s  con t inuemen t  d i f f é r e n -  

t i a b l e s ,  e t  s i  gu e mp; w f? fRq, t e l s  q u e  (R,u,w) v é r i f i e  les r e l a t i o n s  

( R I ,  e t  s i  3 ~ > 0 , 6  > O ,  t e l s  que  Vz € Z ( c , 6 )  

on a i t  

t 2  z V L ( k  t A6Zz,u~,w) z  ç O VA t e l  que O < A c 1, 

a l o r s  2 e s t  un maximum l o c a l ,  non n é c e s s a i r e m e n t  i s o l é ,  de  (M) . 

IV.4.3 - E x i s t e n c e  du programme ZocaZement q u a s i - é q u i v a l e n t  : 

Nous a l l o n s  a p p l i q u e r  l a  p r o p o s i t i o n  IV. 3 à n o t r e  problème.  

S o i t  R une s o l u t i o n  o p t i m a l e  de  ( P ) .  Les c o n d i t i o n s  de  Kuhn e t  Tucke r  

s o n t  n é c e s s a i r e s  p o u r  ( P l  ; s o i e n t  v 4 mP e t  w f rRq l es  m u l t i p l i c a -  

t e u r s .  

On p o s e  : 
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Nous f a i s o n s  s u r  ( P l  l ' h y p o t h è s e  s u p p l é m e n t a i r e  que l e s  f o n c t i o n s  f ,  

a e t  b  s o n t  deux f o i s  cont inuement  d i f f é r e n t i a b l e s ,  a i n s i  que  l'ljypo- 

t h è s e  s u i v a n t e  (hypo thèse  du 2e o r d r e )  : 

t 2  S o i t  L = {y e  IR"^^ v L ( x , v , w ) ~  c 01 

! On suppose  que K 2  C L .  

PROPOSITION I V .  4 .  : 

Il e x i s t e  un programme mathématique ( P t )  , ne compor tant  que  des  con- 

t r a i n t e s  e n  i n é g a l i t é s ,  l o c a l e m e n t  q u a s i - é q u i v a l e n t  à ( P l .  

D é m o n s t r a t i o n  ; 

D'après  l a  p r o p o s i t i o n  I V .  1, X v é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  de 'mhn e t  Tucker  

de ( P t ) .  

3" C s, u emq,  t e l s  que 

1 D'après  l a  d é f i n i t i o n  de ( P t )  on p e u t  é c r i r e  : 

S i  3y t e l  que ~ b . ( 2 ) . y  = O ,  a l o r s  v c . ( R j . y  = o .  
3 3 

D ' a u t r e  p a r t ,  D2 = { j l u j  > 01 e t  L(X,v,w) = L t ( R , v , u ) .  
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Donc Vy ER",  y  # O ,  t e l  que Vai(R).y = O V i  C D l ,  

v c . ( R ) . y  = O V j  e D,, e t  v f t % ) . y  = O ,  on a  
1 

y  V ~ L ' ( X , V , U ) ~  < O 

Nous voyons que ( P l )  v é r i f i e  les h y p o t h è s e s  de l a  p r o p o s i t i o n  I V .  3. 

Donc R e s t  un maximum l a c a l  i s o l é  de ( P  ' 1. 

Remarque 1 : - 
il e s t  montré dans  C261 que,  s i  les v e c t e u r s  va i (%)  Y i  '2 E ,  e t  

vb . (2) V j  = 1,. . . q  , s o n t  l i n é a i r e m e n t  indépendan t s  , on . a  
3 

T o u t e f o i s ,  c e t t e  c o n d i t i o n  n  ' e n t r a î n e  p a s  1 ' i n é g a l i t é  s t r i c t e .  

Remarque 2 : 
7 

I l  e s t  p o s s i b l e  d ' a f f a i b l i r  l ' h y p o t h è s e  du 2e o r d r e  e n  u t i l i s a n t  l a  

remarque de l a  p r o p o s i t i o n  I V .  3 .  Dans ce  c a s ,  R s e r a  maximum l o c a l ,  

m a i s  non n é c e s s a i ~ e m e n t  i s o l é ,  de ( P t  1. 

I V .  5 .  Recherche i t é r a t i  ve d u  prognamme ( P  ' ) . 

Nous supposons q u ' i l  e x i s t e  un programme ( P t  ) q u a s i - é q u i v a l e n t  à ( P l  , 
e t  nous voulons l e  d é t e r m i n e r .  

S i  on ne c o n n a î t  p a s  à p r i o r i  l e  s i g n e  des  m u l t i p l i c a t e u r s  W. 1' il y  a  

2q programmes ( P '  p o s s i b l e s ,  e t  il n ' e s t  p a s  q u e s t i o n  de l e s  r é s o u d r e  

t o u s .  On p r é f è r e  donc d é t e r m i n e r  ( P '  1 e n  u t i l i s a n t  1 ' a l g o r i t h m e  i t é r a t f f  

d é c r i t  .dans  Cl21 : on remplace &es  c o n t r a i n t e s  e n  é g a l i t é s  p a r  des  

i n é g a l i t é s  de s e n s  a r b i t r a i r e ,  e t  on c o r r i g e  e n s u i t e  ce c h o i x  jusqu ' à  

ce que ces c o n t r a i n t e s  s o i e n t  v é r i f i é e s  e n  é g a l i t é  à l 'opt imum du p ro -  

gramme obtenu.  
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Considérons  l e  programme mathématique ( P )  . Nous suppose rons  f concave.  

E t a n t  donné un sous-ensemble d ' i n d i c e s  S  C ( 1 , 2  ,. . . q ) ,  on pose  : 

e t  on d é f i n i t  l e  programme mathématique 

Maximiser f ( x )  

x  D(S) 

S i  P (S)  admet une s o l u t i o n  o p t i m a l e  X ( S I  t e l l e  que 

a l o r s  2 ( S )  e s t  3 o l u t i o n  o p t i m a l e  de ( P l  e t  S  r e p r é s e n t e  l e  bon c h o i x  

du s e n s  des  i n é q u a t i o n s .  S inon : 

1s E {l, . . . q  1 t e l  que b s ( X ( S ) )  + o.  

On remplace  a l o r s  S  p a r  S '  t e l  que : 

On modi f i e  donc l e  s e n s  de  l ' i n é g a l i t é  d ' i n d i c e  S .  

Considérons  X ( S ' )  optimum de P ( S f )  e t  l e  segment [ . 5 t ( S 1 ) ,  X(S)1. 

La c o n t r a i n t e  { x l b s ( x )  = 01 s é p a r e  l e s  ensembles D(S) e t  D ( S 1 ) .  

O r  %(SI  n ' a p p a r t k e n t  pas  à c e t t e  c o n t r a i n t e ,  2 ( S )  C D(S), e t  

2 ( S 1  e D(St ; donc [%(SI ) , X(S) 1 r e n c o n t r e  l a  o o n t r a i n t e  en  un p o i n t  

y # ? ( S I .  
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PROPOSITION IV.5 : 

Nous supposons q u e ,  q u e l s  que s o i e n t  l e s  ensembles S  e t  S t  d é f i n i s  

comme précédemment, on a y  € D(S) .  

A l o r s ,  ou bken f ( X ( S 1 ) )  < f ( ? ( S ) ) ,  ou b i e n  f ( X ( S t ) )  = f ( X ( S ) )  = f ( y ) .  

D é m o n s t r a t i o n  : 

y  6 D(S) e t  ?(SI maximise f s u r  D(S) => f ( y )  ,< f ( ) c ( S ) ) .  

Supposons a l o r s  f ( X ( S 1 ) )  r f ( X ( S ) ) .  

f concave => f ( y )  3 A f ( ? ( S 1 ) )  + (1 - X )  f ( ? ( S ) )  

> xf(5t iS))  4 ( 1  - X )  f ( X ( S ) )  

Donc f ( y )  > f ( X ( S ) ) ,  ce q u i  e s t  c o n t r a d i c t o i r e .  

D'où f i n a l e m e n t  : f ( ? ( S t ) )  5 f ( X ( S ) ) .  

o r  f ( y )  4 f ( X ( S ) )  ; donc f ( y )  = f ( ? ( S ) ) =  

Remarque  1 : 

L'hypothèse  y € D(S) e s t  v é r i f i é e  en  p a r t i c u l i e r  s i  l e s  c o n t r a i n t e s  a 

s o n t  concaves e t  les c o n t r a i n t e s  b l i n é a i r e s .  
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Dans l e  c a s  g é n é r a l  e l l e  n ' e s t  pas  n é c e s s a i r e m e n t  v é r i f i é e  ; cependan t ,  

dans l a  p l u p a r t  d e s  problèmes c o n c r e t s ,  l a  n o n - l i n é a f i t é  d e s  c o n t n a i n t e s  

é t a n t  F a i b l e ,  on a u r a  c e t t e  p r o p r i é t é .  

Remarque  2 : --- 

S i  f ,  au  l i e u  d ' ê t r e  concave ,  e s t  s t r i c t e m e n t  quas i -concave ,  on montre 

due dans  ce  c a s  on a  t o u j o u r s  f ( X ( S t ) )  < f(TZ(S)).  

ALGORITHME DE RECHERCHE DE ( P  ' 1 . 

I I t é r a t i o n  k  : 

1) On d i s p o s e  de  Sk C { l ,  ...q 1 ,  P(Sk)  

k s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  P(Sk) 
k k  S i  b .  ( x )  = O V i  = l., . . . q ,  a l o r s  x  e s t  s o l u t i o n  o p t i m a l e  

1 

de ( P l  : f i n  de 1 ' a l g o r i t h m e .  

k  S inon ,  1 s  e Il, . . . q  1  : b s ( x )  + o. 

S o i t  SIk  = Sk +s s i  s t? Sk 

= S k - s s i s e s  
k  

I k  2 )  C a l c u l e r  x 1  s o l u t i o n  o p t i m a l e  de  P ( S ' k ) .  

k k  S i  f C x l )  < f ( x ) ,  p r e n d r e  S  
k+ 1 

a l l e r  e n  1) avec  k  k + 1. 

k  k k S i  f ( x l )  = f(x), d é t e r m i n e r  l e  p o i n t  y  i n t e r s e c t i o n  du 

segment rX,kl I avec  i a  c o n t r a i n t e  

k k k  m o d i f i e r  x  e n  p r e n a n t  x  = y ,  l a i s s e r  S  inchangé  e t  k  
a l l e r  en  1). 
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P R O P O S I T I O N  I V .  6 : ( convergence 1. - 

S i  f e s t  concave o u  s t r i c t e m e n t  q u a s i - c o n c a v e ,  s i  nous avons 

l ' h y p o t h è s e  p r é c é d e n t e  y  E D ( S )  VS e t  S v ,  e t  s i  de p l u s  chaque i t é r a -  
k  

t i o n  k  f o u r n i t  un nombre f i n i  de  poimts  x l ,  l ' a l g o r i t h m e  converge e n  
k'?; 

un nombre f i n i  d ' i t é r a t i o n s ,  c ' e s t - à - d i r e  que 3%* €h : x  s o l u t i o n  

o p t i m a l e  de ( P l .  

Démons t r a t i on  : 

k 
On o b t i e n t  une s u i t e  de p o i n t s  x ,  chacun d ' e u x  e n  un nombre f i n i  d ' é t a -  

k+l k  p e s ,  t e l l e  que f (  x  < f ( x )  Vk. Donc on ne p e u t  r e t r o u v e r  un ensemble 

S d é j à  r e n c o n t r é ,  e t  comme l e s  S s o n t  en  nombre f i n i  ( 2 q )  , on a r r i v e r a  k  k  
n é c e s s a i r e m e n t  à l a  bonne r é p a r t i t i o n  d e s  s e n s  au b o u t  df'un nombre f i n i  

d ' i t é r a t i o n s .  

R e m a r q u e  1 : -- 
k k 

S i  f e s t  s t r i c t e m e n t  quas i -concave ,  on a t o u j o u r s  f ( x l )  < f ( x )  ; 

chaque i t é r a t i o n  k f o u r n i t  donc un p o i n t  X i  unique ,  c e  q u i  i m p l i q u e  

l a  convergence 

S i  f e s t  concave,  il p e u t ,  en t o u t e  r i g u e u r ,  s e  p r o d u i r e  un c y c l a g e  au 
k  

c o u r s  d 'une  i t é r a t i o n  k ,  b i e n  que l e  f a i t  de m o d i f i e r  x  en p r e n a n t  
k k  k  k  x  = y dans l e  cas  où f  ( x ' )  f ( x )  empêche l e  c y c l a g e  immédiat .  

R e m a r q u e  2 : 

S i  l ' o n  r é s o u t  P (Sk)  p a r  une méthode i n t é r i e u r e ,  il n  ' e s t  p a s  n é c e s s a i r e  

d ' o p t i m i s e r  complètement l e  problème ; e n  e f f e t ,  l e s  i n d i c e s  s p o s s i b l e s  

s o n t  en  g é n é r a l  connus au  bou t  d t u n  p e t i t  nombre d ' i t é r a t i o n s  de l a  

méthode. 
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Remaraue 3 : 

Dans d e  nombreux p rob lèmes  c o n c r e t s ,  il e s t  p o s s i b l e  de d é t e r m i n e r  a  

p r i o r i  l e  s e n s  d e s  i n é q u a t i o n s ,  g r â c e  à des  c o n s i d é r a t i o n s  d ' o r d r e  

économique.  Nous r e v i e n d r o n s  s u r  ce t t e  i d é e  e n  V .  3 .1 .  

IV.6.  - E x p é r i e n c e s  n u m é r i q u e s .  

L ' a l g o r i t h m e  de I V .  5. a  é t é  a p p l i q u é  à deux d e s  problèmes  c i t é s  e n  

annexe ,  a v e c  l a  méthode d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e .  Comme nous l ' a v o n s  

r emarqué ,  il e s t  . i n u t i l e  d  ' o p t i m i s e r  complètement  les programmes 

P(  Sk) ; q u e l q u e s  i t é r a t i o n s  de l a  méthode s u f f i s e n t  p o u r  d é t e r m i n e r  

s i  l e s  v a l e u r s  d e s  c o n t r a i n t e s  se r a p p r o c h e n t  de O o u  non. 

1e.r e s s a i  : Problème n 0 3  ( v o i r  annexe A l ) .  - 
Après é l i m i n a t i o n  d e s  v a r i a b l e s  P  e t  Q i ,  ce problème comporte  2 i 
c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n .  Il  y a donc  4  r é p a r t i t i o n s  p o s s i b l e s  d e s  

s e n s  d e s  i n é q u a t i o n s .  Nous avons r é s o l u  chacun de ces 4 cas . 

V a l e u r s  d e s  c o n t r a i n t e s  e n  f o n c t i o n  d u  numéro de t r o n c a a u r e  : 

- 

contrainte 2 
d 

14,65 

58,33 

O ,25 

0,22 

0  ,O4 

O ,O2 

0  5 0 0  

contrainte 2 
3 

25,79 

O,  84 

O ,  30 

0,18 

O ,O9 

O ,O3 

0  9 0 0  

- - -- 

y 
,,,cf 

1 

2 

3  

4  

5  

6  

7  

8  

me 

1 

2 

3  

4  

5  

6  

7  

8  

'contrainte 1 
3- 

1709,22 

1789 ,O4 

1806,16 

1801,90 

1805,78 

1807,41 

1808,53 

1809,60 

$contrainte 1 
3 

1695,35 

1795,53 

1800,69 

1801,85 

1806,58 

1810,62 

1810,96 

1810,96 

--- 



-- 
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L 

*@ 
j' 5 

. 1  

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

. 

L a  décroissance ou non-décroissance des fonctions e s t  net te  e t  on voit que, 

de quelque répart i t ion des sens que 1 'm perte, et  en changeant de sens une 

seule contrainte à la  fo i s ,  on aboutira néœssairenent, dans tous les  cas, à 

la bonne répartit ion qui pour ce problèm e s t  (<,<), suivant le schéma ci-dessous : 

3 
t 

;c8 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

contrainte 2 

+ 

140,51 

225,21 

245 ,O1 

251,49 

254,34 

255,82 

257,19 

258,29 

contrainte 1 

6 

8,91 

0,22 

0,02 

0 ,O0 

L 

contrainte 1 

6 

7,41 

3,50 

2,31 

1,91 

1,51 

1,36 

1,16 

1 ,O5 

cmtra in te  2 

6 

6,24 

2,76 

1,79 

1,46 

1,15 

1,03 

O ,87 

O, 78 

L 



2 e  e s s a i  : problème n06 ( v o i r  annexe  A l )  

C e  problème comporte  88 c o n t r a i n t e s  d ' é g a l i t é s  e t  il y a donc  

2 88 r é p a r t i t i o n s  p o s s i b l e s  d e s  s e n s  des  i n é g a l i t é s .  Cependant ,  

comme on l e  v e r r a  e n  V .  3 .1 ,  les  c o n t r a i n t e s  du réact i f  c o r r e s p o n d a n t  

aux  noeuds p r o d u c t e u r s  11 ,24 ,25 ,29 ,44  n e  s o n t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  ac- 

t i v e s  à 1 'optimum (ce s o n t  les c o n t r a i n t e s  5 6 , 6 9 , 7 0 , 7 4 , 8 9 ) .  

Les 83 a u t r e s  c o n t r a i n t e s  d o i v e n t  ê t r e  a c t i v e s .  

Au d é p a r t ,  t o u t e s  les é g a l i t é s  e o n t  t r a n s f o r m é e s e n  i n é g a l i t é s  e n  <. 
On la isse  se d é r o u l e r  l e  code s u r  q u e l q u e s  i t é r a t i o n s  e t  on change 

de  s e n s  les  c o n t r a i n t e s  d o n t  l ' é v o l u t i o n  n ' e s t  p a s  s a t i s f a i s a n t e  : 

e t  a i n s i  de s u i t e  j u s q u ' à  ce q u ' o n  a i t  o b t e n u  l a  bonne r é p a r t i t i o n  

d e s  s e n s .  

l e  é t a p e  : 

T o u t e s  l es  c o n t r a i n t e s  s o n t  e n  6 .    out es les c o n t r a i n t e s  a c t i v e s  se 

r a p p r o c h e n t  d e  O ,  s a u f  : 
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2e étape : 

L e s  c o n t r a i n t e s  51 ,52 ,53 ,63 ,73 ,  . sont  e n  3 e t  t o u t e s  les a u t r e s  e n  g .  

Toutes  l e s  c o n t r a i n t e s  a c t i v e s  s e  r a p p r o c h e n t  de O ,  s a u f  : 

3e é t a p e  : 

Les c o n t r a i n t e s  51 ,52 ,53 ,55 ,62 ,63 ,64 ,67 ,73 ,  s o n t  e n  >, e t  t o u t e s  

l e s  a u t r e s  en  4 .  Toutes  l e s  c o n t r a i n t e s  actives s e  r a p p r o c h e n t  de  O ,  

s a u f  : 



46 étape : 

Les c o n t r a i n t e s  51 ,52 ,53 ,54 ,55 ,62 ,63 ,64 ,66 ,67 ,73 ,  s o n t  e n  3 e t  

t o u t e s  les a u t r e s  e n  3 .  T o u t e s  l e s  c o n t r a i n t e s  a c t i v e s  se  r a p p r o c h e n t  

de  O ,  s a u f  : 

5 e  é t a p e  : 

Les c o n t r a i n t e s  51 ,52 ,53 ,54 ,55 ,61 ,62 ,63 ,64 ,65 ,66 ,67 ,73 ,  s o n t  en  sf 

' e t  t o u t e s  les  a u t r e s  e n  6 .  T o u t e s  l e s  c o n t r a i n t e s  a c t i v e s  se  r a p p r o -  

c h e n t  de O ,  s a u f  : 



6e é t a p e  : 

Les c o n t r a i n t e s  51,52,53,54,55,60,61,62,63,64,65,66,67,68,73 s o n t  

e n  + e t  t o u t e s  les a u t r e s  en  2. 

Toutes  les c o n t r a i n t e s  a c t i v e s  se r a p p r o c h e n t  de O .  

On a  donc dé te rminé  l e  s e n s  c o r r e c t  d e s  i n é g a l i t é s .  Les c o n t r a i n t e s  

don t  l e  s e n s  e s t  > , s o n t  l e s  c o n t r a i n t e s  du r é a c t i f  c o r r e s p o n d a n t  aux 

noeuds 6,7,8,9,10,15,16,17,18,19,20,21,22,23,28.  

On v o i t  que pour  o b t e n i r  ce r é s u l t a t ,  il a  s u f f i  de r é s o u d r e  
8 3 

( p a r t i e l l e m e n t )  6  p rob lèmes ,  a u  l i e u  de  2 . 



C H A P I T R E  V 

ECONOMIQUE 



Nous avons expér imenté  l a  méthode d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e ,  a i p s i  q u e  

l e s  d i v e r s e s  v a r i a n t e s  exposées  dans l e s  c h a p i t r e s  p r é c é d e n t s ,  s u r  un 

p rob lème  d  ' o r i g i n e  c o n c r è t e  : l e  D i s p a t c h i n g  Economique . 

Ce problème c o n s i s t e ,  é t a n t  donné un r é a e a u  de p r o d u c t i o n  e t  de t r a n s -  

p o r t  d  ' é n e r g i e  é l e c t r i q u e ,  à d é t e r m i n e r  l e s  p u i s s a n c e s  d e s  u s i n e s  géné- l 

r a t r i c e s  e n  s e r v i c e ,  a i n s i  que  l e s  t e n s i o n s  e t  déphasages  des c o u r a n t s  

aux d i v e r s  noeuds ,  de  f a ç o n  à s a t i s f a i r e  l e s  consommations e t  à minimi- 

s e r  l e s  f r a i s  de  p r o d u c t i o n .  

L e  D i s p a t c h i n g  Economique a  é t é  t r è s  é t u d i é  e t  abord6 p a r  d i f f é r e n t e s  

méthodes ; on t r o u v e r a  dans Cl31 une approche r é a l i s é e  à 1 ' a i d e  d e  

modèles l i n é a i r e s ,  a i n s i  que l a  b i b l i o g r a p h s e  c o n c e r n a n t  l e  problème.  

Nous c o n s i d é r o n s  i c i  l e  modèle non l i n é a i r e  ob tenu  p a r  a p p l i c a t i o n  de 

l a  l o i  des  m a i l l e s ,  t e l  q u ' i l  e s t  fo rmulé  dans 161.  

Après a v o i r  exposé  l e s  m o d i f i c a t i o n s  du modèle n é c e s s i t é e s  p a r  1 ' u t i l i -  

s a t i o n  de  l a  méthode, nous donnons les t e c h n i q u e  d e  c a l c u l  u t i l i s é e s  

pour  la  r é s o l u t i o n  du problème,  compte t e n u  de s e s  p a r t i c u l a r i t é s  e n  

s t r u c t u r e  e t  e n  v a l e u r s  numériques.  

V.2 F o r m u l a t i o n  du probilame : 

V . 2 . 1  N o t a t i o n s .  

Dans ce  c h a p i t r e ,  nous r e s p e c t b n s  les  n o t a t i o n s  u t i l i s é e s  couramment 

dans  l a  l i t t é r a t u r e  s p é c i f i q u e  d  ' a p p l i c a t i o n  c o n s a c r é e  a u  D i s p a t c h i n g  

Economique, dans l a  mesure où c e l a  n  ' i n t r o d u i t  p a s  d ' ambigu i t é  a v e c  l e s  

n o t a t i o n s  g é n é r a l e s .  



1 

I 

/ On c o n s i d è r e  un r é s e a u  de t r a n s p o r t  à n  + 1 noeuds 0 , 1 , 2 .  . . n .  

Au noeud i, on a p p e l l e  : 

Pi l a  p r o d u c t i o n  de p u i s s a n c e  a c t i v e  

Ci l a  consommation de p u i s s a n c e  a c t i v e  

, Ii = Pi - C .  l ' i n j e c t i o n  de p u i s s a n c e  a c t i v e  dans  l e  r é s e a u  
l 1 

Qi l a  p r o d u c t i o n  de p u i s s a n c e  r é a c t i v e  

D .  l a  consommation de p u i s s a n c e  r é a c t i v e  
1 

- Ki - Qi - D .  l ' i n j e c t i o n  de p u i s s a n c e  r é a c t i v e  dans  l e  r é s e a u  
1 

Ui l e  module de l a  t e n s i o n  

O .  l a  phase  de l a  t e n s i o n  
1 

S o i t  e ( i )  1 'ensemble des  noeuds v o i s i n s  de  i 

Pour j e e ( i ) ,  s o i e n t  A i j ,  B i j ,  a  B i j ,  des  c o n s t a n t e s  de l a  b r a n c h e  

i j .  

, V . 2 . 2  - Modèle mathdmatique:  

Avec les n o t a t i o n s  p r é c é d e n t e s ,  1 ' a p p l i c a t i o n  d e  l a  l o i  des noeuds de  

K i r c h h o f f  permet  d ' e x p r i m e r  l e s  i n j e c t i o n s  Ii e t  Ki de p u i s s a n c e  a c t i v e  

e t  r é a c t i v e  a u  noeud i : 

U . U  A 
I ~ ( o , u ) = -  E '-i cos  ( o i  - o j  t f i i j )  + c U T  3 c o s < ~ ~ ~ - a ~ ~ ~  

j £ e < i >  1 
j € e ( i )  B i j  Bi j 



On v e u t  d é t e r m i n e r  les p u i s s a n c e s  a c t i v e s  Pi e t  r é a c t i v e s  Qi 

à p r o d u i r e  aux u s i n e s  g é n é ç a t r i c e s ,  les phasas B i e t  les modules 
- 

U .  d e s  t e n s i o n s  e n  t o u s  l e s  noeuds de f a ç o n  à minimise r  l e s  f r a i s  
1 

de p r o d u c t i o n  F(PO,PI, .  . . ,P 1. n  
L e s  demandes Ci e t  Di s o n t  f i x é e s  e n  t o u t  noeud. 

L e s  v a r i a b l e s  Pi, Qi , U i , O i  s o n t  soumises  aux c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  : 

b )  - I n é q u a t i o n s  expr imant  les l i m i t a t i o n s  s u r  l e s  p r o d u c t i o n s  
e t  l e s  t e n s i o n s  : - 

m m M M M  
(S i ,  Pi ,Ui ,Pi ,Qi ,Ui B t a n t  des  c o n s t a n t e s ) .  

c )  - I n é q u a t i o n s  expr imant  les l i m i t a t i o n s  de t r a n s i t s  s u r  

l e s  l i g n e s  : - 

e i  - e j  - T ~ ~ ,  < O (Ti cons t a n t e )  

p o u r  t o u t  coup le  ordonné de noeuds v o i s i n s  i j .  

Les v a r i a b l e s  o i ,  i l i n t e r v & n a n t  Que p a r  d e s  d i f f é r e n c e s ,  s o n t  

d é f i n i e s  à une c o n s t a n t e  p r è s .  On s ' impose donc e0 = O ( l e  noeud 

O e s t  noeud de r é f é r e n c e ) .  



V.2.3 Remarques pra t iques  : 

1) Les c o n t r a i n t e s  du  p r o b l è m ~  

Le problème du D i s p a t c h i n g  Economique a i n s i  d é f i n i  s e  p r é s e n t e  sous  l a  

forme d ' u n  programme mathématique compor tant  des  c o n t r a i n t e s  de bornes  

s u r  l e s  v a r i a B l e s  Pi, Qi e t  U i ,  des  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  e n  i n é q u a t i o n ,  

des  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  e n  i n é q u a t i o n  e t  des  c o n t r a i n t e s  non 

l i n é a i r e s  e n  é q u a t i o n .  

Mais dans l a  p r a t i q u e ,  il a r r i v e  fréquemment que c e r t a i n e s  de c e s  con- 

t r a i n t e s  n ' a p p a r a i s s e n t  pas : 

a )  C e r t a i n s  problèmes s o n t  a c t i f s  e t  non r é a c t i f s .  Ils ne compor- 

t e n t  donc pas  de  v a r i a b l e s  Q i ,  e t  l e s  r e l a t i o n s  d l i n $ e c t i o n  

r e l a t i v e s  aux p u i s s a n c e s  r é a c t i v e s  n  ' e x i s t e n t  p a s .  

b )  C e r t a i n s  problèmes ne compor tent  pas  de l i m i t a t i o n s  de t r a n s i t s .  

La p a r t i e  l i n é a i r e  du problème se l i m i t e  a l o r s  aux bornes  s u r  

l e s  v a r i  ab l e s  . 
2 2 2 

C )  Les i n é q u a t i o n s  de l a  forme Pi + Qi - Si ( O a p p a r a i s s e n t  r a -  
- 

rement .  Ceci  e s t  s a n s  d o u t e  d a  au f a i t  q u e ,  l o r s q u l e l l e s  appa- 

r a i s s e n t ,  e l l e s  ne s o n t  pas a c t i v e s  e t  l ' o n  p e u t  donc l e s  sup- 

p r i m e r .  

2 )  - La f o n c t i o n  économique 

Nous devons min imise r  F(PO,P1,. . . , P n ) ,  l a  f o n c t i o n  F  r e p r é s e n t a n t  les 

f r a i s  de p r o d u c t i o n  e t  ne dépendant  que  des p u i s s a n c e s  a c t i v e s  Pi. 

C e t t e  f o n c t i o n  p e u t  a v o i r  des formes d i v e r s e s  ; cependant  un c a s  p a r t i -  

c u l i e r  t r è s  f r é q u e n t  e s t  c e l u i  où  e l l e  e s t  l i n é a i r e  p a r  morceaux. 



3) - Ordre d e  g r a n d e u r  d e s  données 

1 
Les v a l e u r s  d e s  A i j  s o n t  v o i s i n e s  de 1. L e s  v a l e u r s  de - s o n t  e n  

B i j  
g é n é r a l  compr i ses  e n t r e   IO-^ e t  IO-' 

Les ' i j  
o n t  d e s  v a l e u r s  f a i b l e s ,  

- 3  compr ises  e n t r e  10 e t  1 0 - ~  e n  g é n é r a l .  L e s  B i j  p r e n n e n t  l e u r s  v a l e u r s  

e n t r e  1 e t  1 , 5 .  Les Ci e t  D .  p e u v e n t  a l l e r  de  0 - 2  q u e l q u e s  c e n t a i n e s  
1 

d ' u n i t é s .  

V . 2 . 4  ExempZes de r é s e a u x  

Nous donnons e n  annexe ( A l )  q u e l q u e s  exemples  de r é s e a u x  a y a n t  s e r v i  

p o u r  l e s  e x p é r i e n c e s  numér iques ,  Les q u a t r e  p r e m i e r s  s o n t  d e s  r é s e a u x -  

t e s t s ,  de p e t i t e  t a i l l e  ( d e  2 à 9 v a r i a b l e s ) .  Le c inquième e s t  un 

r é s e a u - t e s t  de  p l u s  g rande  t a i l l e  ( 5 0  v a r i a b l e s ) .  Le problème n 0 6  e s t  

b a s é  s u r  un r é s e a u  r é e l ,  l e  r é s e a u  grec, ,  e t  p o s s è d e  une t a i l l e  i m p o r t a n t e  

(103  v a r i a b l e s ,  8 8  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s ,  e t  des c0h t ran lh te s  de  

b o r n e s  s u r  l e s  v a r i a b l e s  . 

V.3.1 - Les c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  

Le problème du D i s p a t c h i n g  Economique t e l  que  nous l ' a v o n s  énoncé ne ~ 
p e b t  ê t r e  r é s o l u  p a r  l a  Méthode des  C e n t r e s .  En e f f e t ,  c e l l e - c i  impose l 

que  l ' i n t é r i e u r  du domaine A ( v o i r  1 . 2 . 2 )  s o i t  non v i d e ,  c e  q u i  i n t e r -  

d i t  l e s  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  e n  é q u a t i o n .  ~ 
1 

Nous a l l o n s  donc c h e r c h e r  un modèle é q u i v a l e n t  a u  modèle i n i t i a l ,  mais 

q u i  ne  comporte  p l u s  de  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  e n  é q u a t i o n .  



1) - Réduction du nombre de c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  

Considérons  l a  c o n t r a i n t e  

Nous remarquons que dans 1 ' e x p r e s s i o n  I i ( O , U )  , l a  v a r i a b l e  Pi n  ' i n t e r v i e n t /  I 

pas  ; d ' a u t r e  p a r t ,  c e t t e  v a r i a b l e  n ' i n t e r v i e n t  que dans  une s e u l e  

c o n t r a i n t e  de l a  forme c i - d e s s u s ;  l a  v a r i a b l e  Pi s ' expr ime  donc e n  
l 

f o n c t i o n  des  Oi e t  des Ui : 
I 

De même, de l a  c o n t r a i n t e  

nous dédu i sons  que l a  v a r i a b l e  Qi s 'exprime e n  f o n c t i o n  des  Oi e t  'des 1 

Nous pouvons donc suppr imer  du problème l e s  v a r i a b l e s  P. e t  Qi e n  les 
1 

r e m p l a s a n t  p a r  l e u r  e x p r e s s i o n  e n  f o n c t i o n  d e s  Bi e t  d e s  Ui. 

La f o n c t i o n  économique F(PQ,P1,. . . Pn) d e v i e n t  une f o n c t i o n  G ( O , U ) .  

D'où l e  nouvel  énoncé du problème : 

* Minimiser  GC O , U )  

isous les c o n t r a i n t e s  

2 2 < o  [ I i ( O , U )  t c i l2  t [ K i ( @ , U )  t D i l  - S i ,  



Remaraue  I : 

P a r  r a p p o r t  au  modèle i n i t i a l ,  l e  nombre d e  v a r i a b l e s  e s t  diminué de 

2 f o i s  l e  nombre de noeuds du r é s e a u ,  P a r  c o n t r e ,  l e s  c o n t r a i n t e s  en 

é q u a t i o n  s o n t  remplacées  p a r  des  doub les  c o n t r a i n t e s  e n  i n é q u a t i o n  ; 

ce  p rocédé  a  donc 1 ' i n c o n v é n i e n t  d  ' augmenter ,  en  d é f i n i t i v e ,  l e  nombre 

t o t a l  d e s  c o n t r a i n t e s  du problème.  

Remarque 2 : - 

S i  l ' o n  s e  f i x e  : 

on r e t r o u v e  dans  l e  problème des  c o n t r a i n t e s  en  é q u a t i o n  : 

Ceci  s e  p r o d u i t  fréquemment dans l a  p r a t i q u e  : c ' e s t  l e  c a s  p a r t i c u -  

l f i e r  d e s  noeuds non p r o d u c t e u r s .  On e s t  d è s  l o r s  ramené aux inconvé-  

n i e n t s  du modèle i n i t i a l .  



2 )  - Trans fo rmat ion  des  c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  e n  c o n t r a i n t e s  en  

i n é q u a t i o n  : 
7 

En u t i l i s a n t  les remarques de I V . l ,  nous  remplaçons l e s  é q u a t i o n s  p a r  

des  i n é q u a t i o n s .  

Compte t e n u  du f a i t  que l a  f o n c t i o n  économique à m i n i m i s e r  e s t  un 

c o û t  de p r o d u c t i o n ,  nous pouvons,  dans  une c e r t a i n e  mesure ,  p r é v o i r  

l e  s e n s  à donner aux i n é q u a t i o n s .  

Considérons t o u t  d ' a b o r d  l a  r e l a t i o n  d ' i n j e c t i o n  d e  p u i s s a n c e  a c t i v e  

S i  nous l a  met tons  s o u s  l a  forme 

c e l a  s i g n i f i e  que  l a  p u i s s a n c e  d i s p o n i b l e  au noeud i ,  c ' e s t - à - d i r e  

Pi - Ci ,  p e u t  ê t r e  s u p é r i e u r e  à l ' i n j e c t i o n  de p u i s s a n c e  dans l e  r é s e a u .  

Mais comme l e s  f r a i s  de  p r o d u c t i o n  s o n t  d ' a u t a n t  moins é l e v é s  que c e t t e  

q u a n t i t é  e s t  p l u s  f a i b l e ,  il es t  l o g i q u e  d e  p e n s e r  q u ' à  l 'opt imum du 

problème on a u r a  en  g é n é r a l  l ' é g a l i t é .  

En t o u t e  r i g u e u r  ce ra i sonnement  e s t  f a u x  ; il e s t  p o s s i b l e  de t r o u v e r  

des exemples où l e  s e n s  c o r r e c t  s e r a i t  3. Mais dans  l e  p r a t i q u e ,  

l e s  problèmes t r a i t é s  v é r i f i a i e n t  l e  s e n s  i n d i q u é .  

En ce  q u i  concerne  l e s  r e l a t i o n s  d ' i n j e c t i o n  r é a c t i v e ,  l e  problème e s t  

d i f f é r e n t .  Ces r e l a t i o n s  s o n t  mises s o u s  l a  forme 

L e s  v a r i a b l e s  Qi i n t e r v i e n n e n t  ù i n é a i r e m e n t  dans c e s  c o n t r a i n t e s  e t  

n  ' i n t e r v i e n n e n t  pas  dans l a  f o n c t i o n  économique. Elles se c - d e n t  donc 

comme des  v a r i a b l e s  d ' é c a r t .  I l  s ' e n s u i t  q u ' e n  g é n é r a l  à l 'opt imum du 

problème on t r o u v e r a  d e s  valeu_rs  t e l l e s  que  A 



On o b t i e n d r a  a l o r s  une s o l u t k o n  r é a l i s a b l e  o p t i m a l e  en  remplaçan t  
A A A 

Q: p a r  K, ( O , U )  + D , .  

Ceci n ' e s t  p o s s i b l e  que s i  l a  n o u v e l l e  v a l e u r  de Qi e s t  comprise e n t r e  

s e s  b o r n e s .  Dans l e  c a s  c o n t r a i r e ,  l e  s e n s  c o r r e c t  de l f i n 6 q u a t i o n  

e s t  g , ce q u i  p e u t  s e  p r o d u i r e  e n  p r a t i q u e  ( v o i r  l e  problème n06 de 

l ' a n n e x e  A l ) .  

Ces remarques nous c o n d u i s e n t  à u t i l i s e r  l ' a l g o r i t h m e  d é f i n i  e n  I V . 5 ,  

de l a  manière s u i v a n t e  : 

On remplace  les  c o n t r a i n t e s  en  é g a l i t é s  p a r  des  i n é g a l i t é s  e n  6. 

S i ,  comme c ' e s t  s o u v e n t  l e  c a s ,  l e  c h o i x  des  s e n s  e s t  bon,  l e s  c o n t r a i n -  

t e s  a i n s i  m o d i f i é e s  s e r o n t  a c t i v e s  à l 'opt imum. S i n o n ,  on changera  

de s e n s  l e s  c o n t r a i n t e s  don t  l ' é v o l u t i o n  n ' e s t  p a s  s a t i s f a i $ a n t e ,  e t  i 
a i n s i  de s u i t e .  

Nous avons vu en  I V .  6 que c e t  a l g o r i t h m e ,  a p p l i q u é  au  problème no 6 

de 1 'annexe A l ,  converge t r è s  r ap idement .  

Sur  l e s  problèmes 1 à 5, on c o n s t a t e  que  t o u t e s  les  i n é g a l i t é s  d o i v e n t  

ê t r e  e n  ,< e t  que 1 ' a l g o r i t h m e  e s t  i n u t i l e .  

V .  3 . 2  - Prob Zèmes à f o n c t i o n  dconomique non cont inuement  d i  f f é r e n t i a b t e  : 

Un c a s  p a r t i c u l i e r  t r è s  f r é q u e n t  du problème du D i s p a t c h i n g  Economique 

e s t  c e l u i  où l a  f o n c t i o n  économique e s t  l i n é a i r e  p a r  morceaux : c ' e s t  

l e  c a s  d e s  problèmes no 4 ,  5  e t  6 ( v o i r  annexe A l ) .  Le g r a d i e n t  d e  l a  

f o n c t i o n  économique e s t  a l o r s  d i s c o n t i n u ,  e t  une d e s  hypo thèses  d e  l a  

Méthode des  Cen t res  n ' e s t  pas  v é r i f i é e .  Dans l a  p r a t i q u e ,  il s e  pro-  

d u i t  s u r  l a  v a l e u r  des  v a r i a b l e s  d e s  o s c i l l a t i o n s  t r è s  f o r t e s  q u i  

r a l e n t i s s e m e n t  cons idé rab lement  l a  convergence e t  peuvent  même 1 'empêcher 

t o t a l e m e n t  ( v o i r  V I ) .  



Rappelons t o u t  d ' a b o r d  comment s o n t  ob tenus  ces problèmes à f o n c t i o n  

économique non cont inuement  d i f  f é r e n t i a b l e .  Le problème d  ' o r i g i n e  du 

D i s p a t c h i n g  Economique e s t  de l a  forme 

Minimiser  

sous  les con 

l Pour un noeud i ,  l e s  i n d i c e s  j e Ji r e p r é s e n t e n t  l e s  d i f f é r e n t e s  

u s i n e s  implan tées  en  i .  

Les v a r i a b l e s  s o n t  l e s  U i ,  l e s  O i ,  les  P i j  e t  l e s  Q 
j ' 

Les f o n c t i o n  économique e s t  l i n é a i r e .  

D ' a u t r e  p a r t ,  on a  : 

C e t t e  remarque permet  d ' e f f e c t u e r  l e  changement de v a r i a b l e s  

P i .  n Pi j ,  
j €Ji 

ce q u i  e n t r a î n e  une d i m i n n t i o n  du nombre t o t a l  des  v a r i a b l e s .  La 

f o n c t i o n  économique d e v i e n t  d è s  l o r s  une f o n c t i o n  a e s  Pi p a r  l ' i n t e r -  

m é d i a i r e  des P  , q u i  s o n t  eux-mêmes c a l c u l é s  à p a r t i r  d e s  v a r i a b l e s  i j  
P.  de  l a  manière s u i v a n t e  : 

= 1 



N m é t a n t  l e s  b o r n e s  s u r  les P  s o i t  p y j 4  p i j  \< p i j ,  p i j  e t  p i j  
i j  

M 
u t o ù  P; = c p y j  e t  pi = les b o r n e s  s u r  les P i ) .  

j e~~ j ' eJi ' i j  

(O) - ( 1 )  S o i t  Pi - Pi. F a i r e  j = 1. 

( j - 1 )  ( 2 )  S i  Pi 
M ' ' i j  , f a i r e  pi = p!j-') 1 e t  pik = O 

e t  a l l e r  e n  ( 4 ) .  

. S i n o n ,  f a i r e  Pi j  ( j )  - = p r j  e t  pi M ( j - 1 )  - p.  - Pi 
l j ,  

e t  a l l e r  e n  ( 3 ) .  

( 3 )  F a i r e  j = j + 1 

e t  a l l e r  e n  ( 2 ) .  

( 4 )  F i n .  

L a  f o n c t i o n  économique e s t  donc  une f o n c t i o n  l i n é a i r e  p a r  morceaux d e s  

v a r i a b l e s  Pi. 



Conclus ion  : 

Le problème d ' o r i g i n e  possède  une f o n c t i o n  économique t o t a l e m e n t  

l i n é a i r e .  En c o n s e r v a n t  l a  forme d ' o r i g i n e  nous n ' avons  donc p l u s  

l ' i n c o n v é n i e n t  d 'un  g r a d i e n t  d i s c o n t i n u .  C e t t e  forme e s t  donc p r é f é -  

r a b l e ,  même s i  l e  nombre des  v a r i a b l e s  du problème s 'en  t r o u v e  augmenté. 

V.  3 . 3  - C o n v e x i t d  du problème : 

Cons idé rons ,  pour  une v a l e u r  donnée de l a  t r o n c a t u r e ,  l e  t r o n ç o n  E ( A )  

d é f i n i  p a r  l e s  c o n t r a i n t e s  

Lorsque les  p remie r s  membres s o n t  concaves ,  l e  domaine e s t  convexe,  

ce q u i  permet  de démontrer  l a  convergence t h é o r i q u e  de l a  méthode. 

Dans l a  p r a t i q u e ,  il n  'en  e s t  p a s  t o u j o u r s  a in is i  ; nous nous i n t é r e s -  

s e r o n s  en  f a i t  à des  p r o p r i é t é s  de " c o n c a v i t é  l o c a l e "  d e s  f o n c t i o n s ,  

e n  p a r t i c u l i e r  au  v o i s i n a g e  de  1 'optimum. 

Considérons  d ' abord  l e  problème s i m p l i f i é  où les f o n c t i o n s  s o n t  s o i t  

concaves ,  s o i t  convexes' dans l e  domaine de v a r i a t i o n  de x. 

S o i t  y un p o i n t  de l i n é a r i s a t i o n .  Le domaine l i n é a r i s é  e s t  d & f i n i  p a r  

les c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  

ave c  



Cons idé rons  une f o n c t i o n  g .  que l conque  e t  s a  l i n é a r i s a t i o n  g! . 
1 1 

O O 

S i  gi e s t  concave nous  avons 
O 

S i  gi e s t  convexe nous  avons  de m ê m e  
O 

1) S o i t  xo un p o i n t  de  l ' h y p e r p l a n  de l i n é a r i s a t i o n  : 

D ' a p r è s  les  i n é g a l i t é s  p r é c é d e n t e s  : 

concave  = 
gi ,  

> gi ( x 0 )  6 O 
O 

g  i convexe = > gi ( x o )  >r O .  
O O 

2 )  S o i t  xl un p o i n t  du  t r o n ç o n  E(A) : 

D ' a p r è s  l es  i n é g a l i t é s  p r é c é d e n t e s  : 

gi concave  = > g l  ( x l ; y )  * O .  
O 

0 



Le ra isonnement  p r é c é d e n t  e s t  v a l a b l e  pour  l a  f o n c t i o n  f à c o n d i t i o n  

de remplace r  g ( x )  p a r  f ( x )  - A. 
io 

Dans l a  p r a t i q u e ,  l e s  f o n c t i o n s  c o n s i d é r é e s  s o n t  quelconques  e t  l e  

ra isonnement  p r é c é d e n t  se t r a d u i r a  p a r  des p r o p r i é t é s  de " c o n c a v i t é  

l o c a l e " ,  à s a v o i r  l a  p o s i t i o n  de l ' h y p e r p l a n  de  l i n é a r i s a t i o n  p a r  

r a p p o r t  à l a  c o n t r a i n t e .  

Au c o u r s  d  ' e x p é r i e n c e s  numériques s u r  d  e s  problèmes d ' e s s a i s ,  il p e u t  

ê t r e  u t i l e  d ' e f f e c e u e r  d e s  t e s t s  à t i t r e  d ' a n a l y s e ,  p o u r  é t u d i e r  l a  

formo des  domaines. i 

1) - l e r  t e s t  de  "convex i t6"  : 1 l 

On p r o j e t t e  l e  p o i n t  de l i n é a r i s a t i o n  y s u r  l ' h y p e r p l a n  de l i n é a r i s a -  

t i o n  ; s o i t  xo l a  p r o j e c t i o n .  On dé te rmine  a l o r s  en xo l e  s i g n e  de  l a  

c o n t r a i n t e  non l i n é a i r e .  

Y 
Dé te rmina t ion  du p o i n t  xo : 

I l  e s t  t e l  que 

Lgi ( y )  + vgi ( y ) .  (xo-y)  = O 
O O 

- -> 
g  i ( y )  + u[vgi = O => a = - 

mgi  ( y ) ]  
2 

O O 
O 



'i0 ( y )  mg i  
Donc xo = y  - O 

tvgi 
O 

Pour  l a  f o n c t i o n  f on a  de  m ê m e  

2 )  2ème t e s t  de  " c o n v e x i t é "  - 

S o i t  un p o i n t  r é a l i s a b l e  xl de  E ( A ) .  On c a l c u l e  e n  ce  p o i n t  l e s  s i g n e s  

d e s  c o n t r a i n t e s  l i n é a r i s é e s  f ' ( x ; y )  - A  e t  g '  ( x ; y ) .  S i  l e  p o l y è d r e  
i 

l i n é a r i s é  c o n t i e n t  E ( A ) ,  t o u t e s  c e s  f o n c t i o n s  d o i v e n t  ê t r e  p o s i t i v e s .  

3 )  - Exemple numér ique  

C o n s i d é r o n s  l e  p rob lème  n05  ( v o i r  annexe  A l ) .  

1er  c a s  : 

les v a r i a b l e s  P e t  Qi o n t  é t é  é l i m i n é e s  ; l e  p roblème compor te  donc  
i 

d e s  d o u b l e s  i n é q u a t i o n s  ( v o i r  V .  3 . 1 )  

Les 2 t e s t s  de " c o n v e x i t é "  o n t  é t é  e f f e c t u é s ,  e n  un p o i n t  y  de l i n é a -  

r i s a t i o n  c o r r e s p o n d a n t  3 une v a l e u r  de  f o n c t i o n  économique à e n v i r o n  6 

u n i t é s  d e  1 'optimum. 



T e s t  n O 1  : 
7 

v a l e u r s  de l a  f o n c t i o n  économique e t  d e s  c o n t r a i n t e s  aux p o i n t s  x O 

p r o j e c t i o n s  de y s u r  l e s  h y p e r p l a n s  de  l i n é a r i s a t i o n  c o r r e s p o n d a n t s  : 

Les s i g n e s  de ces v a l e u r s  donnent  l a  p o s i t i o n  des  h y p e r p l a n s  de 

l i n é a r i s a t i o n  p a r  r a p p o r t  aux c o n t r a i n t e s .  

T e s t  n 0 2  : - 

v a l e u r s  de l a  f o n c t i o n  économique e t  des  h y p e r p l a n s  de l i n é a r i s a t i o n  

en  x1 optimum du  problème : 

Les deux v a l e u r s  n é g a t i v e s  p rouven t  que l e  p p l y è d r e  l i n é a r i s é  ne 

c o n t i e n t  pas  l e  t ronçon  E( A). 

2ème c a s  : - 

les v a r i a b l e s  Pi e t  Qi n ' o n t  p a s  é t é  é l i m i n é e s  ( v o i r  V .  3 . 1 ) .  Le  t e s t  

n O 1  a  é t é  e f f e c t u é  e n  un p o i n t  y de l i n é a r i s a t i o n  c o r r e s p o n d a n t  à 
- 4  

une v a l e u r  de f o n c t i o n  économique à e n v i r o n  10 de l 'opt imum. 



Valeurs  de l a  f o n c t i o n  économique e t  des  c o n t r a i n t e s  a u x  p o i n t s  x 
O 

p r o j e c t i o m  de y s u r  l e s  h y p e r p l a n s  de l i n é a r i s a t i o n  c o r r e s p o n d a n t s  : 

Conclus ion  : 

Dans l e  l e r  c a s  nous voyons que l e  problème e s t  n e t t e m e n t  "non-convexe" 

Dans l e  2ème c a s  p a r  c o n t r e  l 'examen des v a l e u r s  numériques montre 

que l a  "non-convexité" e s t  f a i b l e .  En p r a t i q u e ,  b i e n  que pour  d e s  

f o n c t i o n s  non concaves l a  convergence de l a  méthode ne s o i t  pas 

a s s u r é e ,  c e t t e  "non-convexitg" n 'empêche p a s  d ' a r r i v e r  à 1 'optimum 

( v o i r  K I ) .  

V.4 .  O r s a n i s a t i o n  ~ r a t i a u e  des c a l c u l s .  

V .  4 . 1  Maximisat ion  de l a  F-dis tance  l i n d a r i s d e .  

Nous u t i l i s o n s  l a  méthode s i m p l i c i a l e  avec  c a l c u l s  d i r e c t s ,  t e l l e  

que nous l ' a v o n s  exposéeen 1 1 . 2 . 7 .  Ceci permet  le s t o c k a g e  de l a  

matrice A sous  forme "condensée",  c e  q u i  donne un g a i n  de  p l a c e  

mémoire s i  l a  m a t r i c e  e s t  t r è s  c r e u s e .  

Examinons donc l a  forme .de  l a  m a t r i c e  A a s s o c i é e  au problème du 

D i s p a t c h i n g  Economique. 

En chaque noeud i du r é s e a u  nous avons des  c o n t r a i n t e s  de  l a  forme 



U. U. A. 
- C 1 1  - sin(0.  - O .  + B . . )  t c U? 'j sin ( ~ ~ ~ - u  1 + D ~ \ ( Q ~ .  

j&<i> B. 3 '1 j&(i)  1- i j  

l j  Bij  

A chaque i t é r a t i o n ,  l a  m a t r i c e  du  programme l i n é a i r e  c o n t i e n t  l e s  

d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  de c e s  c o n t r a i n t e s  p a r  r a p p o r t  aux v a r i a b l e s  : 

l e s  U i ,  l e s  O i ,  l e s  Pi ( o u  l e s  P i j ) ,  e t  l e s  Qi .  Donc dans chaque l i g n e  

de l a  m a t r i c e  cor respondan t  à une c o n t r a i n t e  au  noeud i ,  l e s  s e u l s  

é l éments  non n u l s  s o n t  : 

- l e s  d é r i v é e s  p a r  r a p p o r t  à Ui , O .  ,Qi 1 
1 i 

- les d é r i v é e s  p a r  r a p p o r t  à U e t  O Vj f? e ( i )  
j  j 

- les d é r i v é e s  p a r  r a p p o r t  à Pi, ou  à P V j  C Ji. i j  

Exemple : - 

Considérons  l e  problème 5  ( v o i r  annexe A l ) .  Nous avons r e p r é s e n t é  

p a r  des  c r o i x  l e s  é l éments  non n u l s  de l a  m a t r i c e .  ( f i g u r e  V . 1 . )  

S o i t  n l e  nombre t o t a l  de v a r i a b l e s ,  N l e  nombre de noeuds ,  1 l e  

nombre de b r a n c h e s ,  p  l e  nombre d ' u s i n e s  p r o d u c t * i c e s ,  e t  l e ( o >  1 
l e  nombre de noeuds r e l i é s  au noeud de r é f é r e n c e .  

On v o i t  f a c i l e m e n t  que l e  nombre d ' é l é m e n t s  non n u l s  de l a  m a t r i c e ,  

non comprise Za colonne c o r r e s p o n d a n t  à l a  v a r i a b l e  p ( e n  e f f e t  c e t t e  

co lonne ,  n  ' é t a n t  composée que de  1, p e u t  n  ' ê t r e  p a s  e n r e g i d t r é e  e n  

mémoire) e s t  é g a l  à 

Pour l e  problème n 0 5 ,  nous avons n  = 50 ,  N = 1 0 , l  1 3 ,  p  = 2 4 ,  e t  

l e ( o )  1 = 1 ; l e  nombre d ' é l é m e n t s  non n u l s  e s t  donc de 195,  ce q u i  

correS'pond à une d e n s i t é  de 18 ,6  %. 





Pour l e  problème n06 ,  nous avons n = 103,  N = 44 ,  1 = 4 9 ,  p = 11, 

e t  l e ( o )  1 = 4 : l e  nombre d ' é l é m e n t s  non n u l s  e s t  donc de 585,  ce q u i  

c o r r e s p o n d  à une d e n s i t é  de 6,4 0.  I l  e s t  c l a i r  que  l a  d e n s i t é  

d é c r o î t  au  f u r  e t  à mesure que l a  t a i l l e  du r é s e a u  augmente. I l  e s t  

donc r e n t a b l e  de  c o n s e r v e r  A s o u s  forme condensée ; nous u t i l i s o n s  

p o u r  c e l a  l e  p rocédé  d é c r i t  e n  1 1 . 4 . 3 .  

Remarquons que dans l a  p a r t i e  de A r e l a t i v e  aux Ui e t  Oi nous avons 

4 s o u s - m a t r i c e s  symét r iques  e n  s t r u c t u r e  ( les m a t r i c e s  r e l a t i v e s  aux 

O .  a y a n t  une colonne e n  moins p u i s q u e  O e s t  f i x é  à O ) .  Mais c e s  
1 10 

sous -mat r i ces  ne s o n t  p a s  s y m é t r i q u e s  e n  v a l e u r ,  comme le  montre l e  

c a l c u l  s u i v a n t  r e l a t i f  à l a  m a t r i c e  s u p é r i e u r e  gauche : 

Considérons  l a  l i g n e  i. Dans l a  d é r i v é e  p a r  r a p p o r t  à U l e  s e u l  
j 

t e r m e  non n u l  e s t  l a  d é r i v é e  de  

S o i t  : 

'i - - COS t e l  - o . + g  1. 
Bi j 1 ij 

En c o n s i d é r a n t  de même l a  l i g n e  j , nous voyons que l a  d é r i v é e  p a r  

r a p p o r t  à Ui e s t  

u 
- i cos t e  - o. + B  1 

j i i j  B: 2 

Ces termes  ne s o n t  pas  égaux. 



CALCULS DIRECTS. - 

Nous avons vu e n  II.  2 . 7  que  l ' o n  d o i t  r é s o u d r e  p o u r  une b a s e  donnée 
1 deux sys tèmes  a v e c  l a  m a t r i c e  A e t  un sys tème a v e c  s a  t r a n s p o s é e .  

1 A e s t  c o n s t i t u é e  de co lonnes  p r i s e s  dans l a  m a t r i c e  A .  E l l e  e s t  

donc ,  p o u r  l e s  g r o s  p rob lèmes ,  t r è s  c r e u s e  ; de p l u s ,  e l l e  possède  

une s t r u c t u r e  p a r t i c u l i è r e .  

Exemple : c o n s i d é r o n s  uhe m a t r i c e  de b a s e  ob tenue  au c o u r s  de l a  

r é s o l u t i o n  du problème n 0 5  de l ' a n n e x e  A l .  



P a r  des  échanges de l i g n e s  nous  amenons s u r  l a  d i a g o n a l e  les termes  

cor respondan t  à 

a r i t o , u )  et a K i (  0,U) 

a o au, 

Nous obtenons a i n s i  un b l o c  s y m é t r i q u e  en s t r u c t u r e  : 



Puis  p a r  des  dchanges de colonnes  nous c réons  à d r o i t e  de ce b l o c  

un b l o c  composé e n t i è r e m e n t  de z é r o s .  

.. 

X X X X X X X  

X X X X X X X X X 

X X X X X >r 

X X X X X 

X X X X X X  X 

X X X X 

X X X X X X X  

X X X X X X X  X X 

X X X X X X 

X X X X X 

X X X X X 

X X X X 

X X M. - 
X X X X X X  X 

X X X X 

X X X X X  

X X X X 

X X X 

X X 

X X 

X 

X 

X 

X X 

X 

X 

X 

X 

X 

x X 

X 

X 

X 

X X 

X 

X X 

x X - 
X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 



E n f i n ,  p a r  des échanges  de l i g n e s  nous c réons  s o u s  l e  b l o c  de z é r o s  

une m a t r i c e  d i a g o n a l e  : 



1 Quel le  que s o i t  l a  m a t r i c e  de  b a s e  A , c e s  o p é r a t i o n s  peuvent  

ê t r e  e f f e c t u é e s .  En p r a t i q u e ,  l e s  échanges de l i g n e s  e t  de co lonnes  

s o n t  e f f e c t u é s  i m p l i c i t e m e n t  p a r  u t i l i s a t i o n  d ' a d r e s s a g e  i n d i r e c t .  

F ina lement  on o b t i e n t  l a  décomposi t ion  

a v e c  B = 

M é t a n t  symét r ique  e n  s t p u c t u r e  e t  U d i a g o n a l e .  

1 Dans l ' exemple  p r é c é d e n t ,  A e s t  une m a t r i c e  d ' o r d r e  2 1 ,  

B une m a t r i c e  d ' o r d r e  16 e t  M une m a t r i c e  d ' o r d r e  13. 

S o i t  à r é s o u d r e  Le sys tème 

D'où e n  é l i m i n a n t  X 

1 A d ' o r d r e  n 3  

B d ' o r d r e  n 2  



Posons B-'C = R e t  8 - l ~ ~  = T 

l 
i Pour o b t e n i r  les n 3  - n2 co lonnes  de  R nous devons donc r é s o u d r e  

n3- n 2  sys tèmes  &t pour  o b t e n i r  T un sys tème ,  avec  l a  m a t r i c e  B.  1 
l 
1 
l 

( D R  - E)Y = DT - Vo 1 

On o b t i e n t  donc Y e n  r é s o l v a n t  un s e u l  sys tème avec  une m a t r i c e  

d ' o r d r e  n 3  - n 2 ' 

On e n  d é d u i t  X = T - RY. 

Nous voyons donc que pour  r é s o u d r e  l e  sys tème p r é c é d e n t  on d o i t  

r é s o u d r e  na-  n2  + 1 systèmes  avec  l a  m a t r i c e  B.  

Considérons donc l e  sys tème 

X e s t  obtenue  p a r  r é s o l u t i o n  du sys tème  MX = Ro. 

B d ' o r d r e  n 2  

M d ' o r d r e  n l  

On d é d u i t  Y p a r  r é s o l u t i o n  de W = To - V X ,  sys tème d o n t  l a  r é s o l u -  

t i o n  e s t  t r i v i a l e  pu i sque  U e s t  d i a g o n a l e .  

F ina lement ,  on s e  ramène à n 3  - "2 + 1 r é s o l t t i o n s  de sys tèmes  a v e c  

i l a  m a t r i c e  M. 



Remarque : - 
1 

l a  r é s o l u t i o n  d ' u n  système avec  l a  t r a n s p o s é e  de A s e  décompose de 

l a  même manière e t  on s e  ramène à n  3  - n 2  t 1 r é s o l u t i o n s  de sys tèmes  

avec  l a  t r a n s p o s é e  de M. 

La m a t r i c e  M é t a n t  c r e u s e ,  nous l a  f a c t o r i s o n s  e n  u t i l i s a n t  l ' é l i m i -  

n a t i o n  de Gauss,  comme i n d i q u é  e n  II .  2 . 4  : 

L ,  m a t r i c e  t r i a n g u l a i r e  i n f é r i e u r e ,  é t a n t  f a c t o r i s é e  en  colonnes  

L = L  ( l ) ~ ( ~ ) .  . . L  (n13 

U ,  m a t r i c e  t r i a n g u l a i r e  s u p é r i e u r e ,  é t a n t  f a c t o r i s é e  en  l i g n e s  l 

En e f f e t ,  M é t a n t  symét r ique  e n  s t r u c t u r e ,  l e s  m a t r i c e s  L ( k )  e t  

u ( ~ )  o n t  une s t r u c t u r e  s y m é t r i q u e ,  c e  q u i  permet un g a i n  de p l a c e  

dans l e s  p rocédés  d ' i n d i ~ a g e  ( 1381 1. 

Pour min imise r  l e  nombre d ' é l é m e n t s  non n u l s  e n  mémoire, à chaque 

é t a p e  de l ' é l i m i n a t i o n  on c h o i s i t  comme l i g n e  du p i v o t  l a  l i g n e  l a  

p l u s  c r e u s e  de l a  m a t r i c e  e n  cours  de t r a n s f o r m a t i o n  ( 1 1 . 2 . 6 )  

La f a c e o r i s a t i o n  de  M é t a n t  e f f e c t u é e ,  l a  r é s o l u t i o n  des  n 3  - n  +1 
2 

sys tèmes  s e  r é d u i t  à un minimum de c a l c u l s .  

Remarque 1 : 

La f a c t o r i s a t i o n  de M~ é t a n t  l a  t r a n s p o s é e  de l a  f a c t o r i s a t i o n  d e  M ; 
C 

il s u f f i t ,  pour  r é s o u d r e  l e s  n 3  - n 2  + 1 systèmes  avec  PfL,  d ' é c h a n g e r  

l e s  r ô l e s  d e s  L ( k )  e t  u ( k )  ; il n ' e s t  donc pas  n é c e s s a i r e  de f a i r e  

une seconde f a c t o r i s a t i o n .  



Remarque 2 : I 

S i ,  l o r s  d 'un  changement de  b a s e  de l a  méthode s i m p l i c i a l e ,  l a  m a t r i c e  

M n  ' e s t  pas.  m o d i f i é e ,  c ' e s t - à - d i r e  s i  l e  changement de b a s e  ne p o r t e  

pas  s u r  l e s  v a r i a b l e s  U.  ou  O .  on n ' a  p a s  à r e f a i r e  l a  f a c t o r i s a t i o n ,  
1 1' 

ce q u i  permet un g a i n  e n  temps de c a l c u l .  

' V . 4 . 2  Choix  d ' u n  p o i n t  de  d d p a r t  : 

Nous avons vu en  1.6.2 q u e ,  s i  1 'on ne d i s p o s e  pae d 'un  p o i n t  r é a l i s a -  

b l e ,  on p e u t  en o b t e n i r  un f a c i l e m e n t  a u  b o u t  d ' u n  nombre f i n i  de  

l i n é a r i s a t i o n s  à p a r t i r  d  'un p o i n t  quelconque.  l 

T o u t e f o i s  on p e u t  r emarquer  q u e ,  s i  les v a r i a b l e s  Pi e t  Qi ne s o n t  pas  

é l i m i n é e s ,  l a  v a l e u r  des c o n t r a i n t e s  e s t  d ' a u t a n t  p l u s  g r a n d e ,  p o u r  

des  Ui e t  Oi donnés ,  que l e s  Pi e t  Qi o n t  une v a l e u r  p l u s  é l e v é e .  On 

a  donc i n t é r ê t  à donner  au  d é p a r t  à c e s  v a r i a b l e s  l a  v a l e u r  l a  p l u s  

grande  p o s s i b l e ,  c ' e s t - à - d i r e  à l e s  m e t t r e  à l e u r  borne  s u p é r i e u r e ,  pour  

o b t e n i r  un p o i n t  p l u s  p roche  du domaine. 

V .  4 . 3  Chanaement de v a r i a b  Zes 

Dans l a  f o r m u l a t i o n  du problème du D i s p a t c h i n g  Economique, l e s  v a r i a -  

LilesOi n ' i n t e r v i e n n e n t  que p a r  les  d i f f é r e n c e s  de l a  forme O - O 
i j '  

d ' o ù  l e  changement de  v a r i a b l e s  c l a s s i q u e  : 

T i j  = O .  - O V i , j  t e l s  que 3 une l i g n e  e n t r e  i e t  j .  
1 j 

(on a donc T = - j i  T 1. i j  

Les n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  T s o n t  r e l a t i v e s  a u x  l i g n e s  du r é s e a u ,  a l o r s  
i j  

que les v a r i a b l e s  O .  s o n t  l i é e s  a u x  noeuds.  Ce *angement de  
A 

v a r i a b l e s  s i m p l i f i e  l e s  r e l a t i o n s  d ' i n j e c t i o n  ; d ' a u t r e  p a r t  il t r a n s -  

forme l e s  c o n t r a i n t e s  de l i m i t a t i o n s  d e  t r a n s i t s  



e n  c o n t r a i n t e s  de  b o r n e s  s u r  l e s  T i j  

Mais l e s  v a r i a b l e s  r i j  ne  s o n t  p a s  i n d é p e n d a n t e s .  En e f f e t ,  supposons  

q u ' i l  y  a i t  dans  l e  g raphe  du r é s e a u  un c y c l e  

Nous devons a v o i r  l a  r e l a t i o n  

I l  s ' i n t r o d u i t  donc une c o n t r a i n t e  l i n é a i r e  e n  é q u a t i o n  p a r  c y c l e .  

Une f o i s  l ' op t imum du problème connu,  il f a u d r a  a l o r s  c a l c u l e r ,  à 

p a r t i r  d e s  T i j  y 
l e s  v a l e u r s  des  O i ,  p a r  une r é s o l u t i o n  d ' u n  s y s t è m e  

d ' é q u a t i o n s  l i n é a i r e s .  

C e  changement de v a r i a b l e s  e s t  donc  i n t é r e s s a n t  dans  l e s  problèmes  

compor tan t  d e s  c o n t r a i n t e s  de  % i m i t a t i o n s  de  t r a n s i t s ,  à c o n d i t i o n  

que l e  g raphe  du r é s e a u  c o r r e s p o n d a n t  comporte  peu  de c y c l e s .  

V . 4 . 4  A p p r o x i m a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  s t a n d a r d  s i n u s  e t  c o s i n u s  : 

Un p r o c é d é  c l a s s i q u e  p o u r  l a  r é s o l w t i o n  du problème du D i s p a t c h i n g  

Economique c o n s i s t e  à u t i l i s e r  d e s  développements  l i m i t é s  à l ' o r d r e  1 

ou  2 d e s  f o n k i o n s  e n v i s a g é e s .  L ' a p p e l  d e s  f o n c t i o n s  s t a n d a r d  s i n u s  

e t  c o s i n u s  é t a n t  f r é q u e n t ,  nous avons a p p l i q u é  c e  p r o c é d é  à c e s  

f o n c t i o n s  p o u r  d i m i n u e r  l e  temps de c a l c u l .  



1) C a l c u l  d ' e r r e u r  : - 

Cherchons d ' a b o r d  à d é t e r m i n e r  l a  manière  d o n t  l e s  e r r e u r s  s u r  l e s  

s i n u s  e t  c o s i n u s  i n t e r v i e n n e n t  dans l e  c a l c u l  d e s  c o n t r a i n t e s  du 

problème,  e t  donc  s u r  l a  v a l e u r  de l"optimum. 

Cons idé rons  l a  c o n t r a i n t e  

Nous supposons que  l e s  c o s i n u s  s o n t  c l a c u l é s  a v e c  une e r r e u r  E. 

L ' e r r e u r  E q u i  e n  r é s u l t e  s u r  l a  v a l e u r  de l a  c o n t r a i n t e  e s t  ob tenue  

p a r  d i f f é r e n t i a t i o n  : 

A p p l i c a t i o n  numérique : 

Cons idé rons  l e  problème n05.  Le c a l c u l  e f f e c t i f  s u r  o r d i n a t e u r  de 

l a  v a l e u r  c i - d e s s u s ,  p o u r  l a  l è r e  c o n t r a i n t e  de  ce problème,  donne 

On v o i t  que  l ' e r r e u r  commise s u r  l a  c o n t r a i n t e  p e u t  a t t e i n d r e  p l u s i e u r s  

c e n t a i n e s  de f o i s  l ' e r r e u r  s u r  l e s  f o n c t i o n s  s t a n d a r d .  



2 )  Développement l i m i t é  : 

Nous avons t o u t  d ' a b o r d  d é t e r m i n é ,  p o u r  l e  problème n05,  l e s  v a l e u r s  

d e s  a n g l e s  don t  l e  code de l a  Méthode d e s  Cen t res  p a r  L i n é a r i s a t i o n s  

c a l c u l e  l e s  s i n u s  e t  c o s i n u s .  La f i g u r e  V . 2  r e p r é s e n t e  un r é s u l t a t  

s t a t i s t i q u e  ob tenu  s u r  p r è s  de 1200 v a l e u r s  de l ' a r g u m e n t .  On remarque 

que c e s  v a l e u r s  s o n t  approximativement  comprises e n t r e  1 ,20  e t  1 , 5 5 .  

71 

Ces v a l e u r s  é t a n t  p roches  de- il e s t  l o g i q u e  d ' e f f e c t u e r  l e s  dévelop-  
2 71 pements l i m i t é s  des  f o n c t i o n s  s i n u s  e t  c o s i n u s  au v o i s i n a g e  de - 

2 '  
de l a  manière s u i v a n t e  : 

71 

S o i t  a 1 'argument c o n s i d é r é ,  e t  O = - - a .  

Donc : 2 

s i n  a cos  O c o s  a = s i n  O 

a v e c  O proche  de O .  

D'où 

Le t a b l e a u  de l a  f i g u r e  V .  3  donne, p o u r  d e s  arguments  compris  e n t r e  

1 , 1 3  e t  1 , 5 6 ,  l a  v r a i e  v a l e u r  du s i n u s ,  p u i s  success ivement  l e s  v a l e u r s  

du développement l i m i t é  à 2 , 3  e t  4 t e r m e s ,  avec  l ' e r r e u r  commise. 

L e  t a b l e a u  de l a  f i g u r e  V . 4 .  donne l e s  m ê m e s  r ense ignements  p o u r  l e  

c o s i n u s .  

Le t a b l e a u  de l a  f i g u r e  V .  5. compare, pour  l e s  m ê m e s  a rguments ,  les  

v r a i e s  v a l e u r s  des  s i n u s  e t  c o s i n u s  a v e c  l e s  v a l e u r s  ob tenues  p a r  un 

développement  l i m i t é  à 3 ikermes , avec  c o r r e c t i o n  s u r  l e  3ème t e rme  : 



I 

F i g u r e  V .  2 .  

Problème n05 ( v o i r  annexe A l )  

Nombre d 'a rguments  des  f o n c t i o n s  

s i n u s  e t  c o s i n u s ,  r e n c o n t r é s  au 

cours  des c a l c u l s ,  ayan t  une 

v a l e u r  donnée. 



sin O 

* 9 0 4 4 1 2 1 8 9 3 8 5  
m908633496135 
* 9 1 2 7 6 3 9 4 0 2 6 0  
* 9 1 6 8 0 3 1 0 8 7 7 8  
* 9 2 0 7 5 0 5 9 7 7 4 2  
* 9 2 4 6 0 6 0 1 2 4 0 1  
e928368967247  
a932039085960  
* 9 3 5 6 1 6 0 0 1 5 5 5  
a939099356324  
* 9 4 2 4 8 8 8 0 1 9 2 3  
a945783999438  
a948984619349  
* 9 5 2 0 9 0 3 4 1 5 8 6  
* 9 5 5 1 0 0 8 5 5 5 7 4  
* 9 5 8 0 1 5 8 6 0 2 7 9  
a960835064189  
* 9 6 3 5 5 8 1 8 5 4 0 4  
a966184951600  
* 9 6 8 7 1 5 1 0 0 1 0 8  
a971148377913  
a973484541670  
0975723357808  
* 9 7 7 8 6 4 6 0 2 4 1 6  
* 9 7 9 9 0 8 0 6 1 3 7 6  
* 9 8 1 8 5 3 5 3 0 3 5 2  
a983700814798  
a985449729963  
* 9 8 7 1 0 0 1 0 1 0 0 6  
a988651762828  
* 9 9 0 1 0 4 5 6 0 3 2 8  
a991458348168  
a992712991024  
a993868363398  
a994924349764  
a 9 9 5 8 8 0 8 4 4 5 2 5  
a996737752032  
a997494986589  
a998152472481 
a998710143972  
a999167945267 
a999523830603  
a999783764188  
a999941720229  



2 tems  

0426521769410 
*417471403273 
*408377957507 
0599242432106 
*390065827072 
*380849142404 
*371593378105 
*362299534172 
*382968610607 
.343601607411 
*334199526580 
*324763362115 
.315294120024 
e305792798293 
e296260396935 
0286697915938 
*277106355314 
e267486715054 
0257839995162 
0248167195636 
.238469316481 
0228747557692 
*219002319269 
e209235201214 
*199447003529 
*189638726209 
ml79811369256 
~ 1 6 9 9 6 5 9 3 2 6 7 1  
*160103416453 
*150224820603 
.140331145118 
*130423390002 
.120502555255 
0 1  10569640873 
* IO0625646859  
*O90671573212 
*O80708419933 
*O70737187020 
*O60758874475 
0050774482297 
*O40785010487 
*O30791459044 
0020794827969 
*O10796117260 

4 t e m s  



s in  O 
3 t e m s  
avec comction 
e904415279302 
*908635900926 
e912765760988 
*916804435607 
*920751510845 
e924606582742 
,928569257267 
*932039150367 
a935615887919 
a939099105776 
e942488449737 
a945783575563 
a948984148965 
*952089845613 
*955100351118 
*958015361061 
e960834580971 
0965557726342 
*966184522610 
*968714705183 
*971148019397 
0973484220568 
*925723073958 
a977864354786 
r979907848220 
*981853349384 
*983700663385 
0965449605224 
a987099999928 
a988651682421 
*990104497616 
*991458300373 
*992712955510 
a993868337772 
e994924331908 
e995880832585 
e996737744451 
*997494982070 
*998152470000 
e998710142742 
0999167944758 
.999525830436 
a999783764152 
o999941720222 

cos O 

*426659807912 
*417594503937 
*408487440866 
0399339529400 
*390151684306 
0380924826372 
*371659872270 
-362357754487 
*353019401236 
-343645746339 
*334237727153 
a324796284470 
e315322362433 
*305816908419 
a296280872973 
*286715209687 
*277120875113 
0267498828688 
e257850032599 
a248175451727 
*238476053514 
*228752807891 
*219006687184 
0299238665987 
*199449721099 
189640831405 

*179812977783 
*169967143017 
*160104311678 
*150225470040 
*140331605980 
*130423708877 
*120502769511 
110569779970 

*IO0625733543 
.O90671624625 
*080708448620 
*O70737201840 
*O60758881396 
#OS07744851 15 
*O40785011429 
*O30791459275 
*O20794828001 
*O10796117262 

LJ L e m  

avec correctionc 
a426659887481 
.417594549362 
e408487459080 
0399339526532 
*390151665016 
o380924793114 
.371659832604 
-562357709356 
.353019353031 
.343645696979 
a334237678151 
m324796236984 
*315322317328 
.JO5816866297 
o296280834221 
e286715174524 
*277120843625 
e267498800827 
*257850008248 
,248175430693 
e238476035563 
e228752792763 
e219006674588 
m209238655641 
a199449712719 
.189640824716 
*179812972532 
a169967138965 
~160104308609 
*150225467765 
.140331604336 
.130423707717 
*120502768721 
el10569779449 
*IO0625733213 
.O90671624427 
*080708448509 
.O70737201782 
*O60758881368 
*O50774485103 
*O40785011425 
a030791459274 
.O20794828001 
.O10796117262 



O 
2 O 

4  

s i n  a = 1 -- + 0 , 9 9 5 5 1  - 
2 !  4 ! 

Les v a l e u r s  des  c o e f f i c i e n t s  c o r r e c t e u r s  a y a n t  é t é  d é t e r m i n é e s  

empir iquement  d e  manière  à m i n i m i s e r  l ' e r r e u r  maximum s u r  l ' i n t e r v a l l e  

c o n s i d é r é .  

Ces r é s u l t a t s ,  a i n s i  que  l e  c a l c u l  d ' e r r e u r  p r é c é d e n t ,  m o n t r e n t  que  

s i  l ' o n  d é s i r e  s u r  les c o n t r a i n t e s  une p r é c i s i o n  de  l ' o r d r e  de  IO-^, 
il e s t  n é c e s s a i r e  de p r e n d r e  a u  minimum 4 termes du développement  

l i m i t é .  

3 )  Temps de c a l c u l  

Nous avons  comparé les temps m i s  p a r  l ' o r d i n a t e u r  p o u r  e f f e c t u e r  les  

c a l c u l s  p r é c é d e n t s .  

Temps d ' a p p e l  d e  l a  f o n c t i o n  s t a n d a r d  s i n u s  : 5 , 8 . 1 0 - ~ s .  

Temps du  développement  l i m i t é  à 3  termes, a v e c  c o r r e c t i o n  s u r  l e  

3ème t e r m e  : 1 , 8 .  I O - ~ S .  

Temps du  développement  l i m i t é  à 4 termes : 1 , 9 .  I O - ~ S .  

Temps d ' a p p e l  d e  l a  f o n c t i o n  s t a n d a r d  c o s i n u s  : 5 , 6 .  I O - ~ S .  

Temps d u  développement  l i m i t é  à 3  termes, a v e c  c o r r e c t i o n  s u r  l e  3ème 
- 3  terme : 2,0 .10  S .  

Temps d u  développement  l i m i t é  à 4 termes : 2 , 4 .  I O - ~ S .  

Ces temps s o n t  d e s  moyennes c a l c u l é e s  s u r  l ' a p p e l  de  4300 f o n c t i o n s .  

On v o i t  donc q u e ,  s i  l ' o n  n e  d é s i r e  p a s  une f o r t e  p r é c i s i o n  s u r  l e  

c a l c u l  d e s  c o n t r a i n t e s ,  e t  donc  s u r  l a  s o l u t i o n  d u  p r o b l è m e ,  on g a g n e r a  
du  temps e n  s e  c o n t e n t a n t  d e  4 termes du  développement  l i m i t é  

d e s  f o n c t i o n s  s t a n d a r d .  



EXPERI ENCES NUMERIQUES 

COMPARATIVES 

L - 



V I  .1 - I n t r o d u c t i o n  : 

D e s  e x p é r i e n c e s  numériques s y s t é m a t i q u e s  o n t  é t é  e f f e c t u é e s  s u r  les 

problèmes c i t é s  e n  annexe A l ,  à l ' a i d e  d ' u n  code é c r i t  e n  ALGOL 60. 

Pour les  p r o b l è m e s - t e s t s  1 à 5 ,  c e s  e x p é r i e n c e s  numériques o n t  é t é  

r é a l i s é e s  s u r  Gamma M40 B u l l .  L e s  p r i n c i p a l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d e  c e t  

o r d i n a t e u r  s o n t  : 

- U n i t é  de mémoire de 32768 mots de 24  b i t s  

- Durée du c y c l e  d e  l a  mémoire f i x e  : 1 , 3 3  u s  

- Durée du c y c l e  de l a  mémoire p r i n c i p a l e  : 4,4vs 

- O p é r a t i o n s  a r i t h m é t i q u e s  i n c o r p o s é e s  e n  mémoire f i x e  

Vi rgu le  f i x e  s i m p l e  longueur  (24  b i t s )  : 

a d d i t i o n  10 u s  

m u l t i p l i c a t i o n  55 bs 

Virgu le  f l o t t a n t e  ( 4 8  b i t s ,  m a n t i s s e  s u r  37 b i t s )  : 

a d d i t i o n  8 0 ~ s  

Les e x p é r i e n c e s  numériques c o n c e r n a n t  l e  problème n 0 6 ,  de  grande  

t a i l l e ,  o n t  é t é  r é a l i s é e s  s u r  10070 C I I .  

Les c a r a c t é r i s t i q u e s  g é n é r a l e s  de c e t  o r d i n a t e u r  s o n t  : 

- C a p a c i t é  mémoire de  98304 mots de  32 b i t s  p a r  b l o c s  

- Durée du c y c l e  a c t i f  de 755 à 1 230 ns  1 c y c l e  mémoire - Durée de  s é l e c t i o n  de  25 à 330 ns  

- Recouvrement p o s s i b l e  dans l e  temps de c y c l e s  e f f e c t u é s  dans 

d e s  b l o c s  mémoire d i f f é r e n t s .  

- O p é r a t i o n s  a r i  thmgt iques  

A d d i t i o n  double  f l o t t a n t e  ( 6 4 b i t s  



s a n s  opérandes  n o r m a l i s é s  : de 1 3 , 7  à 1 5 , l  u s  

avec  opérandes  n o r m a l i s é s  : de 4 , 1  à 5 ,5  u s  

D i v i s i o n  double  f l o t t a n t e  ( 6 4  b i t s )  : 

s a n s  opérandes  n o r m a l i s é s  : de 34,7 à 36,3  u s  

a v e c  opérandes  n o r m a l i s é s  40: de 25,4 à 27 , O  us 

M u l t i p l i c a t i o n  double  f l o t t a n t e  ( 64 b i t s  ) : 

s a n s  opérandes  n o r m a l i s é s  : de 16 ,6  à 18,O p s  

avec  opérandes  n o r m a l i s é s  +O: de 9 , l  à 1 0 , 6  p s  

11 f a u t  a j o u t e r  à c e s  v a l e u r s  un temps a d d l t i o n n e l  de 0 , 3  u s  

à 2 , 3  u s  s u i v a n t  le  r e g i s t r e  u t i l i s é .  

L e s  r é s u l t a t s  ob tenus  mont ren t  que l e s  problèmes t r a i t é s  s o n t  

r é s o l u s  p a r  l a  méthode des c e n t r e s  l i n é a r i s é e  a v e c  une e x c e l l e n t e  

p r é c i s i o n ,  l e s  v a l e u r s  des  c o n t r a i n t e s  a c t i v e s  à 1 'optimum t r o u v é  

é t a n t  t r è s  f a i b l e s .  

L ' a l g o r i t h m e  de c e n t r a g e  ( 1 . 5  ) a c c é l è r e  s e n s i b l e m e n t  l a  convergence 

p r a t i q u e  de l a  méthode ; on c o n s t a t e  que l e  c h o i x  n02 de 1 . 5 . 3  

e s t  s u r  c e r t a i n s  problèmes p l u s  e f f i c a c e  que le  c h o i x  nO1.  

La p o n d é r a t i o n  de l a  f o n c t i o n  économique ( 1 . 6 . 1 )  donne éga lement  de  

bons r é s u l t a t s  ; l a  m e i l l e u r e  v a l e u r  du c o e f f i c i e n t  de p o n d é r a t i o n  

à c h o i s i r  semble dépendre  davan tage  de l a  forme du modèle que  de l a  

t a i l l e  du problème. La n o n - c o n t i n u i t é  du g r a d i e n t  de l a  f o n c t i o n  

économique d e  c e r t a i n s  problèmes p r o d u i t  de  g raves  e n n u i s  e t  on a 

t o u j o u r s  i n t é r ê t  à p r é s e n t e r  ces  problèmes sous  une forme dans 

l a q u e l l e  l a  f o n c t i o n  économique e s t  l i n é a i r e  ( V .  3.2 1. Lorsque l e s  

c o n d i t i o n s  o p t i m a l e s  de  r é s o l u t i o n  s o n t  r é u n i e s  , une bonne v a l e u r  

de  l~',optimum e s t  ob tenue  généra lement  e n  un nombre de t r o n c a t u r e s  

compris  e n t r e  10 e t  1 5 .  

Dans ce q u i  s u i t ,  nous u t i l i s e r o n s  l e s  p a r a m è t r e s  de programmation 

s u i v a n t s  : 

k p o n d é r a t i o n  de l a  f o n c t i o n  économique ( 1 . 6 . 1 )  
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l i n  nombre de l i n é a r i s a t i o n s  p a r  t o n c a t u r e  ( 1 . 4 . 2 )  

d i c  r é d u c t i o n  de l ' i n t e r v a l l e  dans l a  d ichotomie  (III.  2 )  

V I . 2  Prob lème n O 1  ( v o i r  annexe A l )  

Dans c e  problème,  l a  f o n c t i o n  économique e s t  cont inuement  différén- 
t i a b l e .  

Après r é d u c t i o n  du nombre de c o n t r a i n t e s  en  é q u a t i o n  (vo i rV.  3.11, ce 

problème comporte : 

- 2 v a r i a b l e s  O l  e t  O 2  

- 5 c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s ,  d o n t  une e n  

é q u a t i o n  

- 2 c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  

- 4 c o n t r a i n t e s  de b o r n e s  ( 2  s u r  chaque v a r i a b l e , ) .  

La f i g u r e  V I .  1 r e p r é s e n t e  les c o n t r a i n t e s  du problème.  On v o i t  que  

l 'opt imum s e  t r o u v e  s u r  une s e u l e  c o n t r a i n t e ,  q u i  e s t  b i e n  e n t e n d u  

l a  c o n t r a i n t e  non l i n é a i r e  e n  é q u a t i o n .  

C e t t e  c o n t r a i n t e  e s t  t r a n s f o r m é e  en  i n é q u a t i o n  p a r  mise e n  4. 

La f i g u r e  V?. 2 montre l e  domaine r é a l i s a b l e ,  a i n s i  que  q u e l q u e s  

é q u i p o t e n t i e l l e s  de  l a  f o n c t i o n  économique. L e  p o i n t  de d é p a r t  e s t  

l e  p o i n t  o b t e n u  e n  m e t t a n t  les  v a r i a b l e s  à l e u r  borne  i n f é r i e u r e .  
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annexe 

A l  

Les c o n t r a i n t e s  du 

problème 



Figure  V I  .2 

Problème No 1 ( v o i r  annexe 

A l  1 
l e  domaine. r é  a l i s  ab . !Le . 



1 )  - Essais s a n s  a l g o r i t h m e  de c e n t r a g e  : 

Paramètres  de programmation : 

l i n  = 3  
4  d i c  = -0 . 

Dans l e  t a b l e a u  s u i v a n t  nous donnons l a  v a l e u r  de l a  f o n c t i o n  

économique en f o n c t i o n  du numéro de t r o n c a t u r e ,  p o u r  2  v a l e u r s  d i f f é -  
l 

r e n t e s  du c o e f f i c i e n t  d e  p o n d é r a t i o n  de l a  f o n c t i o n  éconbmique. l 

La convergence e s t  l e n t e ,  mais on v o i t  qu& l a  p o n d é r a t i o n  k = 1 0 - ~  

1 ' a c c é l è r e .  

C e t t e  l e n t e u r  de convergence e s t  p r i n c i p a l e m e n t  due à de f o r t e s  os- 

c i l l a t i o n s  s u r  l e  p o i n t  ( v o i r  annexe A 3 . 1 . 1 3  

k = 1 0 - ~  

8  8  8 0  

5 1 9 1 , 2  

5 1 3 9 , 2  

5 1 3 3 , O  

5 1 3 0 , 9  

5 1 2 9 , 8  

5 1 2 9 , l  

5 1 2 8 , 2  

5 1 2 7 , 7  

T r o n c a t u r e  

O  

1 

2  

4  

6  

8  

10 

1 5  

5 1 4 0 , 9  5 1 2 7 , 4  

5 1 3 8 , s  5 1 2 7 , 2  

5 1 2 7 , l  

k = l  

8 8 8 0  

6 1 1 1 , 4  

5 6 2 5 , 9  

5 2 6 1 , O  

5 1 9 5 , 9  

5 1 7 5 , O  

5 1 6 4 , l  

5 1 5 0 , 9  

5 1 4 4 , 6  
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2 )  e s s a i s  avec  a l g o r i t h m e  de c e n t r a g e  ( v o i r  1 . 5 )  

Les 2 c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  s o n t  mises dans  l a  p a r t i e  non l i n é a i r e  ; 

e l l e s  i n t e r v i e n n e n t  donc dans l a  d é f i n i t i o n  de l a  F -d i s t ance  ( v o i r  

1 . 4 )  

Paramètre  de programmation : 

l i n  = 3  
4  d i c  = 10 . 

Centrage  ( c h o i x  n O 1  de 1 . 5 .  3 )  

Le t a b l e a u  s u i v a n t  donne l a  v a l e u r  de l a  f o n c t i o n  économiqup e n  fonc- 

t i o n  du numéro de t r o n c a t u r e ,  p o u r  2  v a l e u r s  d i f f é r e n t e s  de k .  

Le  m e i l l e u r  r é s u l t a t  e s t  ob tenu  avec  k=10- ' .  

T r o n c a t u r e  

O  

2  

4  

6  

8 

1 O  

1 2  

1 4  

k=10-' 

7 5 9 6 , 7 5  

5 1 4 9 , 3 2  

5 1 2 6 , 3 9  

5 1 2 6 , 2 0  

k = 1 0 - ~  

7 5 9 6 , 7 5  

5 1 4 1 , 5 7  

5 1 2 9 , 9 6  

5 1 2 7 , l O  

5 1 2 6 , 4 1  

5 1 2 6 , 2 5  

5 1 2 6 , 2 1  

5 1 2 6 , 2 0  
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3 )  M e i l l e u r e  s o l u t i o n  ob tenue  

L e  m e i l l e u r  e s s a i  e s t  l ' e s s a i  a v e c  c e n t r a g e  et a v e c  p o u r  p a r a m è t r e s  
4 de programmation k = IO-', l i n  = 3 ,  d i c  = 10 . 

Dans c e s  c o n d i t i o n s  : 

L a  v a l e u r  5126,200 ( a r r o n d i  a u x  3 p r e m i è r e s  d é c i m a l e s )  e s t  ob tenue  

à l a  7ème t r o n c a t u r e .  

L a  m e i l l e u r e  v a l e u r  o b t e n u e  e s t  

à l a  l l ème  t r o n c a t u r e ,  ce  q u i  c o r r e s p o n d  à l a  s o l u t i o n  

L a  v a r i a t i o n  d e  l a  v a l e u r  de  l a  f o n c t i o n  économique en  f o n c t i o n  du 

numdro d e  t r o n c a t u r e  dans  c e t  e s s a i  a é t é  r e p r é s e n t é e  p a r  l a  f i g u r e  

V I .  3  ( v o i r  l e s  v a l e u r s  numériques e n  A3.1.2 1. 

V I . 3  Problème n 0 2  ( v o i r  annexe A l )  

S e u l e  l a  p a r t i e  l i n é a i r e  du problème p r é c é d e n t  e s t  m o d i f i é e .  Donc 

l a  f o n c t i o n  économique e s t  con t inuement  d i f f é r e n t i a b l e ,  e t  a p r è s  

r é d u c t i o n  du nombre de  c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n ,  c e  problème comporte  

- 2 v a r i a b l e s  G1 e t  O 2  

- 5  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s ,  d o n t  une e n  é q u a t i o n  

- 2 c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  

- 4 c o n t r a i n t e s  de b o r n e s  ( 2  s u r  chaque v a r i a b l e ) .  



F i g u r e  V I .  3  

Problème Nol ( v o i r  an- 

nexe A l )  

VAleur d e  l a  f o n c t i o n  

économique en f o n c t i o n  

du  numéro de t r o n c a t u r e  

5 3 0 0  .. 

5 2 5 0  

5 2 0 0  

5 1 5 0  

4 1 

. 

I 
> 

2  3  4 5  6 7 8 no de  t r o n c a -  
t u r e  
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1 

L a  c o n t r a i n t e  e n  é q u a t i o n  e s t  t r a n s f o r m é e  e n  i n é q u a t i o n  p a r  m i s e  

en  ,< . La f i g u r e  ü'I.4 montre l e  domaine réalisable.  On v o i t  que 
: 

1 'optimum s e  t r o u v e  à 1 ' i n t e r s e c t i o n  de deux c o n t r a i n t e s  : l a  con- 

t r a i n t e  non l i n é a i r e  e n  é q u a t i o n ,  e t  une c o n t r a i n t e  l i n é a i r e .  

L e  p o i n t  de d é p a r t  e s t  l e  p o i n t  o b t e n u  en m e t t a n t  les v a r i a b l e s  à 

l e u r  borne  i n f é r i e u r e .  

1 )  E s s a i s  : 

Paramèt res  de programmation : 

l i n  = 3  d i c  = 1 0  
4  

Pas d ' a l g o r i t h m e  de c e n t r a g e .  ! 

Valeur  de l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  du numéro de  t r o n c a t u r e  : 

l 

-2 
L a  convergence e s t  r a p i d e  l o r s q u e  k = 1 0  . 

L '  a l g o r i t h m e  de  c e n t r a g e  e s t  ,donc i n u t i l e  p o u r  ce  problème.  

. 

k = 1 0 - ~  

8880  

5 1 7 4 , 8 6  

5 1 7 4 , 1 3  

T r o n c a t u r e  

O 

2  

4  

6  

8  

10 

1 4  

1 8  

22 

k = l  

8 8 8 0  

5 3 6 6 , 8 2  

5242 ,O3 

5 1 9 7 , 6 5  

5 1 8 2 , 2 2  

5 1 7 6 , 9 1  

5 1 7 4 , 4 5  

5 1 7 4 , 1 6  

5 1 7 4 , 1 3  
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2 ) M e i l l e u r e  s o l u t i o n  o b t e n u e  

L e  m e i l l e u r  e s s a i  e s t  l ' e s s a i  avec  p o u r  pa ramèt res  de programmation 
4 k = 1 0 - ~ ,  l i n  = 3 ,  d i c  = 10 . 

Dans ces  c o n d i t i o n s  : 

La v a l e u r  5174,126 ( a r r o n d i  aux 3  p r e m i è r e s  déc imales )  e s t  o b t e n u e  

à l a  4ème t r o n c a t u r e .  

La m e i l l e u r e  v a l e u r  ob tenue  e s t  

à l a  6ème t r o n c a t u r e ,  c e  q u i  c o r r e s p o n d  à l a  s o l u t i o n  

- 9 En ce  p o i n t  l a  c o n t r a i n t e  e n  é q u a t i o n  v a u t  15.10 . ( v o i r  pour  c e t  

e s s a i  l e s  v a l e u r s  numériques e n  A3.2) .  

V I . 4  Problème n 0 3  ( v o i r  annexe A l )  

Dans ce problème,  l a  f o n c t i o n  économique e s t  cont inuement  d i f f é r e n -  

t i a b l e .  

Après r é d u c t i o n  du nombre de c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  ( v o i r  V .  3.11, 

ce problème comporte : 
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F i g u r e  V I . 4 .  

Problème no  2 ( v o i r  an- 

nexe Al) 

Le domaine r é a l i s a b l e  



- 5 v a r i a b l e s  Uo,U1,U2,81 e t  8 2 

- 1 0  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s ,  d o n t  deux e n  é q u a t i o n  

- 2 c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  

- 10 c o n t r a i n t e s  de bornes  ( 2  s u r  chaque v a r i a b l e ) .  

Les deux c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  e n  é q u a t i o n  s o n t  t r a n s f o r m é e s  

en  i n é q u a t i o n s  p a r  mise en  4 .  

Le p o i n t  de d é p a r t  e s t  l e  p o i n t  ob tenu  e n  m e t t a n t  l e s  v a r i a b l e s  à 

l e u r  borne  i n f é r i e u r e .  

1) - Essais s a n s  a l g o r i t h m e  de c e n t r a g e  

Paramèt res  de programmation : 

l i n  = 3 d i c  = 104 

Valeur  de l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  du numéro de t r o n c a t u r e  

k = 1 0 - ~  

10000 

5372,44 

5367,55 

5365,73 

5364,78 

5364,21 

5363,82 

5363,33 

5363,02 

T r o n c a t u r e  

O 

5 

1 O 

15 

2 0  

2 5 

3 O 

4 0  

5 0  

k = l  

10000 

5455,64 

5423,36 

5408,97 



- 2 
La convergence e s t  t r è s  l e n t e ,  b i e n  que l a  p o n d é r a t i o n  k=10  

l ' a c c é l è r e  ( v o i r  d é t a i l s  e n  A3.3 .1) .  

C e t t e  l e n t e u r  e s t  p r i n c i p a l e m e n t  due à de f o r t e s  o s c i l l a t i o n s  s u r  l e  

p o i n t  ( v o i r  A3.3.2).  

l 2 )  E s s a i s  avec  a l g o r i t h m e  de c e n t r a g e  ( v o i r  1.5) 
i 

- 
i l 

L e s  2 c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  s o n t  mises dans l a  p a r t i e  non l i n é a i r e  ; 
l 

e l l e s  i n t e r v i e n n e n t  donc dans l a  d é f i n i t i o n  de l a  F -d i s t ance  l 

1 

I ( v o i r  1 . 4 .  1 

Paramèt res  de programmation : 

l i n  = 1 d i c  = 1 0  9 

3  c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s .  ( c h o i x  n O 1  de 1.5.3) 

Valeur  de l a  f o n c t i o n  économique en  f o n c t i o n  du numéro de t r o n c a t u r e  : 



3)  M e i l l e u r e  s o l u t i o n  o b t e n u e  - 

Le m e i l l e u r  essa i  e s t  l ' e s s a i  a v e c  c e n t r a g e  e t  a v e c  p o u r  p a r a m è t r e  
- 2 9  de  programmat ion  k = 1 0  , l i n  = 1, d i c  = 10  . 

Dans ces c o n d i t i o n s  : 

L a  v a l e u r  5361 ,761  ( a r r o n d i  aux  3 p r e m i è r e s  d é c i m a l e s )  e s t  o b t e n u e  

à l a  6ème t r o n c a t u r e .  

L a  m e i l l e u r e  v a l e u r  o b t e n u e  e s t  

à l a  8ème t r o n c a t u r e ,  ce q u i  c o r r e s p o n d  à l a  s o l u t i o n  

En ce  p o i n t  l es  2 c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  v a l e n t  r e s p e c t i v m e n t  

7 , 5 . 1 0 - ~  e t  8 , 6 . 1 0 - ~ .  

VI.5 Prob lème n 0 4  ( v o i r  annexe  A l )  - 



VI .5 .1  - 1 è r e  forme du  modèle  : 

Après r é d u c t i o n  du nombre de  c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  ( v o i r  V .  3 .11 ,  

ce  problème comporte  : 

- 3  v a r i a b l e s  x3 ,x ,+ ,x6  

- 7 c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s ,  d o n t  une e n  é q u a t i o n  

- 6  c o n t r a i n t e s  de  b o r n e s  ( 2  s u r  chaque v a r i a b l e ) .  

L a  f o n c t i o n  économique e s t  c o n t i n u e  e t  à g r a d i e n t  non c o n t i n u .  

La c o n t r a i n t e  e n  é q u a t i o n  e s t  t r a n s f o r m é e  e n  i n é q u a t i o n  p a r  mise 

e n  <. 

Le  p o i n t  de  d é p a r t  e s t  l e  p o i n t  non réa l i sab le  f o u r n i  p a r  l ' a u t e u r .  

Essais s a n s  a l g o r i t h m e  de  c e n t r a g e  - 

P a r a m è t r e  de  programmat ion  : 

d i c  = 10 
4 

l i n  = 3  

V a l e u r  de l a  f o n c t i o n  économique en  f o n c t i o n  du numéro de t r o n c a t u r e  



T r o n c a t u r e  

- 2 L a  conve rgence  e s t  t r è s  l e n t e ,  b i e n  que  l a  p o n d é r a t i o n  k=10 

1 ' a c c è l è r e  . 

Cette l e n t e u r  es t  p r i n c i p a l e m e n t  due à  de^ o s c i l l a t i o n s  s u r  l e  

p o i n t  ( v o i r  A3 .4 .1 ) .  

2 )  - E s s a i s  a v e c  a l g o r i t h m e  de  c e n t r a g e  ( v o i r  1 . 5 )  

P a r a m è t r e s  de  programmat ion  : 

l i n  = 1 d i c  = 10 4 k = 1 0 - ~  

C e n t r a g e  à p a r t i r  de l a  5ème t r o n c a t u r e .  ( c h o i x  n O 1  de 1 . 5 . 3 )  

V a l e u r  de  l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  du numéro de  t r o n c a t - u r e  : 
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L'optimum e s t  a t t e i n t ,  mais on a e n c o r e  q u e l q u e s  e n n u i s  dus  à des  

o s c i l l a t i o n s  s u r  l e  p o i n t .  

3)  - M e i l l e u r e  s o l u t i o n  o b t e n u e  

Le m e i l l e u r  essa i  e s t  l ' essa i  a v e c  c e n t r a g e  e t  a v e c  p o u r  p a r a m è t r e s  
4 - 2  

de  programmat ion  l i n  = 1, d i c  = 10 , k = 10  . 

Dans ces c o n d i t i o n s  : 

La v a l e u r  8827,598 ( a r r o n d i  a u x  3 p r e m i è r e s  d é c i m a l e s )  e s t  o b t e n u e  

à l a  25 &me t r o n c a t u r e  ( temps de  c a l c u l  : 41,2 s ) .  

La m e i l l e u r e  v a l e u r  o b t e n u e  e s t  

à l a  29 ème t r o n c a t u r e ,  ce  q u i  c o r r e s p o n d  à l a  s o l u t i o n  



En ce  p o i n t  l a  c o n t r a i n t e  e n  é q u a t i o n  v a u t  3,8.  IO-'. 

V I .  5 . 2  - 2ème forme du modèle 

Le nombre de c o n t r a i n t e s  en  é q u a t i o n  n ' e s t  p a s  r é d u i t  e t  l e s  

b a r k a b l e s  x1,x2 ,x5 ne s o n t  pas  é l i m i n é e s .  D e  p l u s ,  l a  f o n c t i o n  éco-  

nomique es t t o t a l e m e n t  l i n é a i r e  ( v o i r  V .  3.2 ) 

Sous cet te  forme,  l e  problème comporte : 

- 4 c o n t r a i n t e s  non l inéa ia res  e n  é q u a t i o n  

- 1 8  c o n t r a i n t e s  de bornes  ( 2  s u r  chaque v a r i a b l e ) .  

Les c o n t r a i n t e s  en  é q u a t i o n  s o n t  t r a n s f o r m é e s  en  i n é q u a t i o n s  p a r  

mise e n  4 .  

Le p o i n t  de d é p a r t  e s t  l e  p o i n t  non r é a l i s a b l e  f o u r n i  p a r  

1 ' a u t e u r .  

1) E s s a i s  

Paramètre  de programmation : 

l i n  = 1 d i c  = 10 4 

Algor i thme de  c e n t r a g e  ( c h o i x  n02 de 1 . 5 . 3 )  : 4 c o n t r a i n t e s  a d d i -  

t i o n n e l l e s  à p a r t i r  de  l a  t r o n c a t u r e  1. 

Valeurs  de l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  du numéro de  t r o n c a -  

t u r e  : 
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- 4 
Le m e i l l e u r  r é s u l t a t  e s t  o b t e n u  p o u r  k = 1 0  .Dans  ce cas,  l ' o p t i m u m  

e s t  a t t e i n t .  

2 )  - M e i l l e u r e  s o l u t i o n  o b t e n u e  

- 4  
Le m e i l l e u r  essa i  e s t  l ' e s s a i  a v e c  k = 1 0  . 

Dans ces c o n d i t i o n s  : 

La v a l e u r  8 8 2 7 , 5 9 8  ( a r r o n d i  a u x  3  p r e m i s r e s  d e c i m a l e s )  e s t  o b t e n u e  

à l a  Ilème t r o n c a t u r e .  

La m e i l l e u r e  v a l e u r  o b t e n u e  e s t  

à l a  13ème t r o n c a t u r e ,  ce q u i  c o r r e s p o n d  à l a  s o 1 . u t i o n  

x = 1 0 7 , 7 9 1 7 8  1 
x 3 = 3 7 3 , 8 2 8 2 4  



En ce  p o i n t  l e s  4 c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  v a l e n t  r e spec t ivemef i t  

1 2 .   IO-^, 9 . 1 0 - ~ ,  2 2 . 1 0 - ~ ,  9.10- ' .  ( v o i r  p o u r  c e t  e s s a i  les  v a l e u r s  

numériques e n  A3.4 .2) .  

VI.6 Problème n 0 5  ( v o i r  annexe A l )  - 

Pour l a  r é s o l u t i o n  p a r  l a  méthode s i m p l i c i a l e  e n  v a r i a b l e s  b o r n é e s ,  

nous a j o u t o n s  a r b i t r a i r e m e n t  d e s  b o r n e s  s u r  les O 
i 

V I .  6 . 1  - l d r e  forme du moddZe : 

Après r é d u c t i o n  du nombre de  c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  ( v o i r  V.  3 .11 ,  

c e  problème comporte  : 

- 19 v a r i a b l e s  Ui e t  Oi 

- 34 c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s ,  d o n t  6 e n  é q u a t i o n  

- 38 c o n t r a i n t e s  de b o r n e s  ( 2  s u r  chaque v a r i a b l e ) .  

L a  f o n c t i o n  économique e s t  c o n t i n u e  e t  à g r a d i e n t  non c o n t i n u .  

Les c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  s o n t  t r a n s f o r m é e s  e n  i n é q u a t i o n s  p a r  mise 

en  4. 

Le p o i n t  de  d é p a r t  e s t  l e  p o i n t  o b t e n u  e n  m e t t a n t  les v a r i a b l e s  à 

l e u r  b o r n e  i n f é r i e u r e .  

1) E s s a i s  s a n s  a l g o r i t h m e  de  c e n t r a g e  - 

P a r a m è t r e s  d e  programmation : 

l i n  = 3  d i c  = 10 4 

Valeur  de  l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  du numéro de  t r o n c a t u r e  : 



La convergence e s t  t r è s  l e n t e  ; nous avons m ê m e  une q u a s i - s t a g n a t i o n  

a u t o u r  de 1 5 4 6 , s .  

2 )  - E s s a i s  avec  a l g o r i t h m e  de c e n t r a g e  ( v o i r  1 . 5 )  

Paramètres  de programmation : 

2 - 2  
l i n  = 1 d i c  = 10 k = 1 0  . 

4 c o n t r a i n t e s  de  c e n t r a g e .  ( c h o i x  n O 1  de 1 . 5 . 3 )  

Vhleur  de l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  du numéro de t r o n c a t u r e  : 



I c i  e n c o r e  l a  convergence  e s t  l e n t e ,  e t  on a une q u a s i - s t a g n a t i o n  

a u t o u r  de 1505.  

I V . 6 . 2  2ème forme d u  moddZe 

L e  nombre de c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  n  ' e s t  p a s  r é d u i t .  

L a  f o n c t i o n  économique e s t  l i n é a i r e  p a r  morceaux ; e l l e  e s t  donc 

c o n t i n u e  e t  à g r a d i e n t  non c o n t i n u .  

Les v a r i a b l e s  du  problème s o n t  : 

- l es  Ui 

- l es  Oi i = 1, ... 9 

- les Pi i = 1 , 2 , 4 , 6 , 8 , 9 , 1 0  

- l es  Qi 

Sous ce t t e  f o r m e ,  l e  problème comporte  donc  : 

- 3 3  v a r i a b l e s  

- 20 c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  e n  é q u a t i o n  

- 66 c o n t r a i n t e s  d e  b o r n e s  ( 2  s u r  chaque  v a r i a b l e ) .  

Les c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  s o n t  t r a n s f o r m é e s  e n  i n é q u a t i o n s  p a r  

mise e n  <. 

Le p o i n t  de d é p a r t  e s t  l e  p o i n t  o b t e n u  e n  m e t t a n t  l es  v a r i a b l e s  à 

l e u r  b o r n e  i n f é r i e u r e .  

1) - E s s a i s  s a n s  a l g o r i t h m e  de  c e n t r a g e  

P a r a m è t r e s  de  programmat ion  : 



l i n  = 1 d i c  = 10 2 

Valeur  de l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  du numéro de t r o n c a t u r e  : 1 
1 

La  convergence e s t  t r è s  l e n t e .  

2 )  - I n f l u e n c e  d u  c o e f f i c i e n t  k 

Paramèt res  de programmation : 

4 
l i n  = 1 d i c  = 10 . 

3 c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s .  ( c h o i x  n o l  de 1.5.3) 

Valeur  de  l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  du numéro du t r o n c a t u r e  : 



- 5 Les m e i l l e u r s  r é s u l t a t s  s o n t  ob tenus  a v e c  k=10 . 

3 )  I n f l u e n c e  du nombre de c o n t r a i n t e s  de c e n t r a g e  

( v o i r  1 .51  

Paramèt res  de programmation : 

l i n  = 1 d i c  = 10 4 k =  IO-^ 

Valeur  de l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  du numéro d e  t r o n c a t u r e ,  

pour  des  nombres d i f f é r e n t s  de c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s  ( c h o i x  

n O 1  de 1.5.3). 



L'augmentat ion du  nombre de c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s  a c c é l è r e  

l a  convergence ; cependant  on a des  d i f f i c u l t é s  à a r r i v e r  à l ' .optimum 

L 

* 

T r o n c a t u r e  

1 

2  

4 

6  

8  

1 0  

14  

1 8  

2  2 

dues à des  o s c i l l a t i o n s  s u r  l e  p o i n t  ( v o i r  A 3 . 5 . 1 )  e n  p a r t i c u l i e r  s u r  

l e s  Pi q u i  o s c i l l e n t  a u t o u r  de l e u r  v a l e u r  o p t i m a l e ,  comme l e  

montre l a  courbe ( f i g u r e  V I .  5  ) 

2 c o n t r a i n t e s  

4 5 6 9 , 9  

2 4 8 8 , 8  

1 8 7 7 , 2  

1 7 2 0 , 3  

1 6 2 6 , 4  

1602  , O  

1 5 7 9 , l  

1 5 7 2 , l  

1 5 5 7 , 6  

VI .6 .3  3ème forme du modèle  

le  nombre de c o n t r a i n t e s  en  é q u a t i o n  n ' e s t  pas  r é d u i t .  

3 c o n t r a i n t e s  

4 5 6 9 , 9  

2 4 8 8 , 8  

1 8 1 9 , 7  

1 6 5 7 , 8  

1 6 1 6 , 4  

1586 ,O  

1 5 5 1 , Z  

1 5 3 8 , 4  

1 5 3 3 , 8  

L a  f o n c t i o n  économique e s t  e n t i è r e m e n t  l i n é a i r e  ( v o i r  V.  3 . 2  1 

g c o n t r a i n t e s  

4 5 6 9 , 9  

2 3 0 4 , 6  

1 7 0 2 , l  

1 5 8 1 , 6  

1 5 5 6 , 8  

1 5 3 9 , 7  

1 5 1 7 , 9  

1 5 1 2 , l  

1 5 0 5  , O  

L e s  v a r i a b l e s  du problème s o n t  : 

- les  Ui. i = 1, ... 1 0  

- les  Bi 

- les  P i j  i = 1 2 4 , 6 8 9 , l O  j E Ji 

- les Qi.  i = 1 , 2 , 4 , 6 , 8 , 9 , 1 0 .  
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Problème n05  ( v o i r  annexe  A l )  

Vaaeur  de  l a  v a r i a b l e  P10 

e n  f o n c t i o n  du numéro d e  

t r o n c a t u r e  



Sous ce t te  f o r m e ,  l e  p roblème compor te  donc  : 

- 50 v a r i a b l e s  

- 20 c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  e n  é q u a t i o n  

-100 c o n t r a i n t e s  de  b o r n e s  ( 2  s u r  chaque v a r i a b l e ) .  

Les c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  s o n t  t r a n s f o r m é e s  e n  i n é q u a t i o n s  p a r  

mise e n  6. 

Dans les e s s a i s  s u i v a n t s  nous u t i l i s e r o n s  2  p o i n t s  de  d é p a r t  : l e  

p o i n t  Pl o b t e n u  e n  m e t t a n t  l e s  v a r i a b l e s  à l e u r  b o r n e  i n f é r i e u r e ,  

e t  l e  p o i n t  P 2 ,  p l u s  p r o c h e  de l ' op t imum , o b t e n u  a u  c o u r s  d 'lin e s s a i  

( e t  donc  r é a l i s a b l e ) ,  c o r r e s p o n d a n t  à Gne f o n c t i o n  économique de 

1500 e n v i r o n .  

1) I n f l u e n c e  du c o e f f i c i e n t  k 

l e r  essai : s a n s  a l g o r i t h m e  de c e n t r a g e .  

P a r a m è t r e s  de  programmat ion  : 

l i n  = 1 d i c  = 10 4 
d é p a r t  d u  p o i n t  Pl 



2ème e s s a i  : 

Algori thme de c e n t r a g e ,  d é p a r t  de Pl. 

Paramètres  de programmation : 

l i n  = 1 d i c  = 10 4 
4 c o n t r a i n t e s  de c e n t r a g e  

( c h o i x  n O 1  de 1.5.3) 

T r o n c a t u r e  

3ème e s s a i  : - 

a l g o r i t h m e  de c e n t r a g e ,  d é p a r t  de P2. 

Paramèt res  de programmation : 

l i n  = 1 d i c  = 1 0  9 4 c o n t r a i n t e s  de c e n t r a g e  

( c h o i x  n O 1  de 1.5.3) 
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Dans t o u s  l e s  c a s ,  l e s  m e i l l e u r s  r é s u l t a t s  s o n t  ob tenus  avec  

2) I n f l u e n c e  du nombre de c o n t r a i n t e s  de c e n t r a g e  

l e r  e s s a i  : 

d é p a r t  de Pl. 

Paramètres  de programmation : 

d i c  = 10 4 l i n  = 1 

c e n t r a g e  ( c h o i x  n O 1  de 1.5.3) 

5 c o n t r a i n t e s  

de c e n t r a g e  

4569,9 

2017,9 

1545,2 

1518,4 

1513,2 

1506,3 

1502,3 

1501,O 

Z 

Tron c a t u r e  

1 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

4 c o n t r a i n t e s  

de c e n t r a g e  

4569,9 . 
2017 $9 

1580,6 

1542,l 

1521,2 

1508,6 

1501,9 

1500,3 



I c i  1 ' a d d i t i o n  d  ' u n  c o n t r a i n t e  d e  c e n t r a g e  p a r  t r o n c a t u r e  ( p a s s a g e  

d e  4  à 5 )  n ' a  p a s  accéléré l a  c o n v e r g e n c e .  

2ème e s s a i  : 

d é p a r t  d e  P 2 .  

P a r a m è t r e s  d e  p r o g r a m m a t i o n  : 

l i n  = 1 d i c  = 10 
9  

c e n t r a g e  ( c h o i x  n O 1  d e  1 . 5 . 3 )  

3ème e s s a i  : - 

d é p a r t  d e  P p ,  

P a r a m è t r e  d e  p r o g r a m m a t i o n  : 

6  c o n t r a i n t e s  

d e  c e n t r a g e  

1 4 9 9 , 9 6 4  

1 4 9 9 , 8 4 8  

1 4 9 9 , 6 2 6  

1 4 9 9 , 4 2 7  

1 4 9 9 , 3 9 0  

T r o n c a t u r e  

1 

2  

4  

6  

8  

l i n  = 1 

4  c o n t r a i n t e s  

d e  c e n t r a g e  

1 4 9 9 , 9 6 4  

1 4 9 9 , 8 8 0  

1 4 9 9 , 6 8 1  

1 4 9 9 , 5 5 0  

1 4 9 9 , 5 0 4  

d i c  = 10 9  

C e n t r a g e  ( c h o i x  n 0 2  d e  1 . 5 . 3 )  
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T r o n c a t u r e  8  c o n t r a i n t e s  
de c e n t r a g e  

12  c o n t r a i n t e s  
de  c e n t r a g e  

Nous voyons q u ' u n e  a u g m e n t a t i o n  i m p o r t a n t e  du nombre de  c o n t r a i n t e s  

de c e n t r a g e  ( p a s s a g e  de 8  à 1 2 )  a e u  un e f f e t  s e n s i b l e  s u r  l a  r a p i d i -  

t é  de  conve rgence .  

3 ) I n f l u e n c e  - d e  l a  forme du c e n t r a g e  

P a r a m è t r e s  de  programmat ion  : 

l i n  = 1 dic = 1 0  
9  

 épart du p o i n t  P 2  8  c o n t r a i n t e s  d e  c e n t r a g e  

2  essais s o n t  comparés ,  l ' u n  a v e c  l e  c h o i x  N o l ,  l ' a u t r e  a v e c  l e  

c h o i x  NO2 de  1 . 5 . 3  

t 

C 

Choix  NO2 

1 4 9 9 , 9 6 4  

1 4 9 9 , 7 7 6  

1 4 9 9 , 3 9 0  

1 4 9 9 , 3 3 7  

1 4 9 9 , 2 6 3  

1 4 9 9 ,  254 

T r o n c a t u r e  

1 

2  

3  

4 

5  

6 

* 

Choix  N o l  

1 4 9 9 , 9 6 4  

1 4 9 9 , 8 4 8  

1 4 9 9 , 7 0 6  

1 4 9 9 , 6 2 6  

1 4 9 9 , 5 4 8  

1 4 9 9 , 4 2 7  
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Avec l e  c h o i x  n02 l a  convergence e s t  p l u s  r a p i d e .  

4 )  M e i l l e u r e  s o l u t i o n  ob tenue  - 

L a  v a l e u r  1 4 9 9 , 2 4  ( a r r o n d i  aux 2  premières d é c i m a l e s )  e s t  ob tenue  à 

l a  13ème t r o n c a t u r e ,  a v e c  l e s  p a r a m è t r e s  de programmation l i n  = 1, 
9  d i c  = 1 0  , k =  IO-^, e t  1 2  c o n t r a i n t e s  de c e n t r a g e  ( c h o i x  NO2 de 

1 .5 . 3 )  à p a r t i r  de l a  8ème t r o n c a t u r e  , comme i n d i q u é  s u r  l a  f i g u r e  V I .  6  

( v o i r  l e s  v a l e u r s  numériques c o r r e s p o n d a n t e s  e n  A 3 i 5 . 2 )  Temps de c a l c u l  

2856 s avec  l a  d icho tomie  (III. 2 . 2 )  e t  1 6 9 2  s avec  l ' i n t e r p o l a t i o n  

po lygona le  ( 1 1 1 . 3 . 2 )  

L a  m e i l l e u r e  v a l e u r  ob tenue  e s t  

ob tenue  à l a  Ilème t r o n c a t u r e  à p a r t i r  du p o i n t  P 2 ,  avec  l e s  p a r a m è t r e s  
9  d b  programmation l i n  = 1, d i c  1 0  , k = 1 0 - ~  e t  1 2  c o n t r a i n t e s  de  

c e n t r a g e  no2 de 1.5.3) ' , comme i n d i q u é  s u r  l a  f i g u r e  V I .  7  ( v o i r  

les v a l e u r s  numir iques  c o r r e s p o n d a n t e s  e n  A 3 . 5 . 3 ) .  

C e t t e  v a l e u r  co r respond  à l a  s o l u t i o n  

& 

'i 

240 

2 4 0  

2 2 1 , 7 5 6  

2 3 3 , 5 1 8  

2 3 1 , 8 7 9  

2 3 9 , 2 8 7  

233,.417 

2 3 9 , 4 3 0  

240  

2 4 0  

Qi 

1 0 8 , 4 2 0  

7 , 2 9 0  

O 

390 

O 

1 1 2 , 2 9 6  

O 

1 4 9 , 0 5 8  

5 5 , 3 2 9  

8 8 , 1 7 5  

noeud 
i 

1 

2  

3  

4  

5  

6  

7  

8  

9  

1 0  

0 .  
1 

- 0 , 0 0 6 6 3 8  

0 , 0 1 7 1 4 6  

- 0 , 1 1 2 6 6 8  

- 0 , 0 5 3 5 4 6  

- 0 , 1 3 3 9 ~ ~  

- 0 , 0 8 3 2 6 7  

- 0 , 0 6 5 2 6 9  

- O,C?1354 

- 0 , 1 0 3 0 9 4  

O 

L'  

'i 

2 5 6 , 4 1 1  

2 2 2 , 6 7 4  

O 

5  60 

O 

14  0  

O 

320 

1 5 0  

320 
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F i g u r e  V I . 7 .  
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En ce p o i n t  l e s  20 c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  v a l e n t  : 

VI.7 - Problème n06 ( v o i r  annexe A l ) .  

Pour l a  r é s o l u t i o n  p a r  l a  méthode s i m p l i c i a l e  e n  v a r i a b l e s  b o r n é e s ,  

nous a j o u t o n s  a r b i t r a i r e m e n t  d e s  b o r n e s  s u r  les Oi : 

Dans l e  modèle c o n s i d é r é ,  l e  nombre de  c o n t r a i n t e s  e n  é q u a t i o n  n ' e s t  

pas  r é d u i t  e t  l a  f o n c t i o n  économique e s t  e n t i è r e m e n t  l i n é a i r e  

Les v a r i a b l e s  du  problème s o n t  : 

- l e s  Ui 

- l e s  Oi 

- l e s  P i j  

- - l e s  Qi 

Sous c e t t e  forme,  le  problème comporte donc : 

k4,3 .1 . ' 



V I .  3 7  

- 1 0 3  v a r i a b l e s  

- 8 8  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  e n  é q u a t i o n  

1 - 2 0 6  c o n t r a i n t e s  de bornes  ( 2  s u r  chaque v a r i a b l e ) .  

l l 
/ Les c o n t r a i n t e s  du r é a c t i f  co r respondan t  aux noeuds 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 5 , 1 6 ,  

1 1 7 , 1 8 , 1 9 , 2 0 , 2 1 , 2 2 , 2 3 , 2 8  s o n t  t r a n s f o r m é e s  e n  i n é q u a t i o n s  p a r  mise e n  

&. Toutes  l e s  a u t r e s  c o n t r a i n t e s  s o n t  mises e n  4 ( v o i r  I V .  6 )  

Le p o i n t  de d é p a r t  e s t  l e  p o i n t  o b t e n u  en  m e t t a n t  l e s  p u i s s a n c e s  Pi 

e t  Qi à l e u r  borne  s u p é r i e u r e  e t  l e s  a u t r e s  v a r i a b l e s  à l e u r  borne  

i n f é r i e u r e .  L ' a l g o r i t h m e  de 1 . 6 . 2 ,  a v e c  l a  f o n c t i o n  économique non 

pondérée ,  f o u r n i t  I3n p o i n t  r é a l i s a b l e  a u  b o u t  de 6  l i n é a r i s a t i o n s .  

1) Aiustement  du  c o e f f i c i e n t  k .  

Pa ramèt res  de programmation : 

l i n  = 1 d i c  = 10 9 pas  de c e n t r a g e  

- 

k = 1 0 - ~  

8 4 , 4 4 2  

7 6 , 6 1 3  

7 4 , 3 7 9  

7 2 , 6 3 2  

7 1 , 0 5 2  

7 0 , 0 0 4  

6 8 , 7 0 3  

6 7 , 2 3 6  

T r o n c a t u r e  

1 

2  

3  

4  

5 

6  

7  

8  

k = 1 0 - ~  

8 4 , 4 4 2  

8 2 , 9 0 1 .  

7 8 , 9 0 1  

7 6 , 9 5 2  

7 4 , 7 4 3  

7 2 , 7 9 0  

7 1 , 0 9 9  

6 9 , 3 1 4  

k = 1 0 - ~  

8 4 , 4 4 2  

7 8 , 6 7 7  

7 2 , 7 8 6  

6 6 , 7 2 0  

6 3 , 3 4 9  

6 0 , 8 3 9  

5 8 , 6 3 4  

5 6 , 7 8 7  
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Ces v a l e u r s  s o n t  r e p r é s e n t é e s  s u r  l a  l i g n e  VI .8. 

Le m e i l l e u r  r é s u l t a t  e s t  o b t e n u  a v e c  k =  IO-^. La conve rgence  res te  

cependan t  e n c o r e  l e n t e .  

Essais a v e c  a l g o r i t h m e  de c e n t r a g e  - 

P a r a m è t r e s  de programmat ion  : 

l i n  = 1 d i c  = 10 
9 

c e n t r a g e  ( c h o i x  No 2 de  1.5.3) 

Ces v a l e u r s  s o n t  r e p r é s e n t é e s  s u r  l a  f i g u r e  V1.9 

d ' a d j o n c t i o n  de  c o n t r a i n t e s  de  c e n t r a g e  a c c é l è r e  n e t t e m e n t  l a  conver -  

t gence  . 

P 

15 c o n t r a i n t e s  

de c e n t r a g e  

84 ,442 

68,242 

57,848 

50,628 

46,514 

44,499 

43,157 

42,935 

42,903 

10 c o n t r a i n t e s  

de  c e n t r a g e  

84,442 

68,242 

57,848 

51,334 

47,277 

44,999 

43,286 

42,960 

42,908 

~ r o n c a t u r e  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

8 

1 O 

12 

5 c o n t r a i n t e s  

de  c e n t r a g e  

84,442 

71,307 

60,048 

53,317 

49,383 

46,541 

43,810 

43,101 

42,937 
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Problème n06 ( v o i r  an- 

nexe Al1 
A 

Valeur  de l a  f o n c t i o n  

économique en f o n c t i o n  

du numéro de t r o n c a t u r e  

8 0 ,  
1 
1 

70 4 

! 

60 

l 

50,  

k =  IO-^ 
5 c o n t r > a i n t e s  

de c e n t r a g e  

BES 
5 10 : no d e 7 r o n - Q  

c a t u r e  



VI. 40. F i g u r e  V I .  9 1 
Problème no 6 ( v o i r  annexe 

Al 1 

v a l e u r  de l a  f o n c t i o n  

1 
l 

économique e n  f o n c t i o n  

du numéro de t r o n c a t u r e  

u r e  



3 )  M e i l l e u r e  s o l u t i o n  o b t e n u e .  - 

L a  v a l e u r  42,898 ( a r r o n d i  aux 3 p r e m i è r e s  d é c i m a l e s )  e s t  ob tenue  à 

l a  15ème t r o n c a t u r e  , a v e c  l e s  p a r a m è t r e s  d e  programmation 
9 - 5 l i n  =1, d i c  = 10 , k = 10 , e t  1 5  c o n t r a i n t e s  de  c e n t r a g e  ( c h o i x  

N O 2  de 1.5.3) d è s  l a  l è r e  t r o n c a t u r e .  

Temps de c a l c u l  : 5495 S .  

L a  v a l e u r  42,8982 ( a r r o n d i  aux 4 p r e m i è r e s  d é c i m a l e s )  e s t  o b t e n u e  

à l a  17ème t r o n c a t u r e ,  a v e c  l e s  m ê m e s  p a r a m è t r e s .  

Temps de c a l c u l  : 6108 S .  

La m e i l l e u r e  v a l e u r  ob tenue  e s t  

o b t e n u e  à l a  19ème t r o n c a t u r e  a v e c  l e s  p a r a m è t r e s  de  programmat ion  

p r é c é d e n t s  ( v o i r  l e s  v a l e u r s  numériques e n  A 3 . 6 )  

S o l u t i o n  : 
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A N N E X E  1 - 

E x e m p l e s  d e  r d s e a u x  - 

A . l . l  P R O B L E M E  N o l  

Réseau  à 3 n o e u d s ,  a c t i f  s e u l ,  a v e c  l i m i t e s  d e  t r a n s i t  (161: page  6 9 ) .  

-6 3 M i n i m i s e r  ( 3 P  + ~ O - ~ P ;  + 2P1 + 1 0  Pl)  O 3 

s o u s  les c o n t r a i n t e s  

1000  s i n ( - Q I  - 0 , 2 5 )  + 1000  s i n  (-O2 - 0 , 2 5 1  + 894 ,8  = Po 

1000  s i n (  O1 - 0 , 2 5 1  + 1000  s i n  ( O1 - O 2  - 0 , 2 5 )  + 894,8 = Pl 

1000  s i n (  O 2  - 0 , 2 5 1  + 1000  s i n  ( O 2  - O l  - 0 ,251  + 1294 ,8  = O 

S o l u t i o n  donnée  d a n s  161 : 

Optimum : 5125,2 

S o l u t i o n  : O1 = 0 ,119  

O 2  = -0 ,396  



A : 1 . 2  PROBLEME N O 2  

R é s e a u  à 3 n o e u d s ,  a c t i f  s e u l ,  a v e c  l i m i t e s  d e  t r a n s i t  (C61 p a g e  6 9 ) .  

2 

S e u l e  l a  partic! l i n é a i r e  d u  p r o b l è m e  p r é c é d e n t  e s t  m o d i f i é e .  

-6 3 M i n i m i s e r  (3P0  + ~ O - ~ P ;  + 2P + ' 10  P l )  1 3  

S o u s  l e s  c o n t r a i n t e s  

1000 s i n  (-O - 0 , 2 5 )  + 1 0 0 0 s i n  (-O2 - 0 , 2 5 )  + 8 9 4 , 8  = Po 1 

1 0 0 0  s i n  ( O1 - 0 , 2 5 1  + 1 0 0 0 s i n  ( O l  - O 2  - 0 , 2 5 )  + 8 9 4 , 8  = Pl 

1 0 0 0  s i n  ( O 2  - 0 , 2 5 1  + lOOOsin ( O 2  - O1 - 0 , 2 5 1  + 1 2 9 4 , 8  = O 

S o l u t i o n  d o n n é e  d a n s  C61: 

Optimum : 5 1 5 8 , 6  

S o l u t i o n  : O1 = 0 , 0 5 4  Po = 7 7 0 , 6  

O 2  = - 0 , 4 2 6  Pl = 9 2 8 , l  





S o l u t i o n  d o n n é e  d a n s  161 

Optimum : 5 3 6 2 , 9 0 3  

S o l u t i o n  : Uo = 252 Po = 6 8 8 , 9 0 2  

U1 = 252 Pl = 1 1 1 8 , 9 3 4  

U2 = 2 0 1 , 6  Qo = 4 2 2 , 4 1 7  

O = 0 , 1 2 5  1 Q I  = 367 ,668  

O 2  =-0 ,375 

A . 1 . 4 .  PROBLEME N O 4  

R é s e a u  à 2  n o e u d s ,  a c t i f  e t  r é a c t i f ,  a v e c  l im i t e s  d e  t r a n s i t  ( p r o B l è m e  

n e 6  de 1 8 1 ) .  

M i n i m i s e r  8 f l ( x l )  + f 2 ( x  1 1  2  



s o u s  l e s  c o n t r a i n t e s  

X X 

C - -  cos ( b  - x 6 )  + xi $ c o s  ( b  - a)  = xl 
B 

X X - -  cos ( b  + x 6 )  + xS + cos ( b  - a) = x2 
B 

X X 
D - -  3 4 s i n ( b - x )  + x  6  23 $ s i n  (b- a )  = O 

B 

X X 3 4 2 A - - s i n  (b + x 6 )  + x4 s i n  ( b  - 19) = x5 
B 

P o i n t  non r é a l i s a b l e  de d é p a r t  : 



A . 1 . 5 . '  PROBLEME N O 5  
I 

- 

Réseau à 10  noeuds ,  a c t i f  e t  r éac t i f ,  s a n s  l i m i t e s  de  t r a n s i t  ( C I G R E ) .  i 

Minimiser  ( 1 ,87  P 
l 

1,1 
+ 1,92  P 

1 , 2  
+ 2 ,3  P 

1 , 3  
+ 2 , 6 1  P 

1 , 4  l 

l e s  Pi é t a n t  c a l c u l é s  à p a r t i r  d e s  Pi comme i n d i q u é  c i - d e s s o u s  , j 
s o u s  l e s  c o n t r a i n t e s  : 

U. U A 
- c '-i s i n  ( O  - o j  + B ~ ~ )  + i 

L ~ i )  -Li  sin(^-. - a i j )  + D ~ =  
11 Qi 

j € e ( i )  B i j  j € e ( i )  B i j  



Al ' .  ? 



Sommets 

r e l i é s  

i j 
*ij 



C a l c u l  des  Pi à p a r t i r  d e s  P , j i ' 

- e n  chaque noeud où Pi # O, c a l c u l  de l a  somme d e s  bornes  i n f é r i e u r e s  

-déduc t ion  de c e t t e  somme de Pi : 
m P i  = Pi - L 

jeJ: 'i, j  

- v e n t i l a t i o n  de P .  s u r  les d i f f é r e n t s  groupes  j pour j E Ji dans l ' o r d r e  
1 

des  coQts  c r o i s s a n t s ,  p a r  s a t u r a t i o n  s u c c e s s i v e  des  groupes .  

S o l u t i o n  donnée. 

Optimum : 1 4 9 8 , 9 5  

S o l u t i o n  : 

Noeud 
i 

1 

2 

3  

4  

5  

6  

7  

8  

9  

10 

'i 

2 4 0  

2  4 0  

2 2 1 , 7 7  

2 3 3 , 5 2  

2 3 1 , 8 9  

2 3 9 , 3 0  

2 3 3 , 4 2  

2 3 9 , 4 4  

2 4 0  

2 4 0  

O. 
1 

- 0 , 0 0 6 6 9  

0 , 0 1 7 1 1  

- 0 , 1 1 2 5 5  

- 0 , 0 5 3 5 4  

- 0 , 1 3 3 9 6  

- 0 , 0 8 3 2 7  

- 0 , 0 6 5 2 8  

- 0 , 0 2 1 3 9  

- 0 , 1 0 3 1 6  

O 

2 5 6 , 3 1  

2 2 2 , 6 2  

O 

5 6 0  

O 

1 4 0  

O 

3  2  0 

1 5 0  

3  2  0 

Qi 

1 0 8 , 4 5  

7 ,18 

O  

3  9  0 

O 

1 1 2 , 4 6  

O 

1 4 9 , 2 3  

5 5 , 2 3  

8 8  ,O6 



A . 1 . 6 .  PROBLEME N O 6  

Réseau à 4 4  noeuds ,  a c t i f  e t  r é ac t i f ,  s a n s  l imites de t r an s i t  (réseau 

g r e c ) .  

3 6 



Minimise r  ( 0 , 0 6 ( P  
031 

+ P  ) + 0 , 0 7 ( P  
0 , 2  o s 3  

+ P  + P  ) + 0 , 0 8  
O 94 o s 5  

( P 0 , 6  + P  1 + 0 , 2 6  
0  9 7  

+ 0 , 3 5  P11,2 + 0,36 P24,1 + 0,12 

'25,1 + O,19 P 2 5 , 2  + 0915 P29,1 + O , 2 z  P29 ,2 + O , 2 s  P 2 9 , 3 )  

Les Pi é t a n t  c a l c u l é s  à p a r t i r  d e s  Pi comme dans le  problème n 0 5  , j 

s o u s  l es  c o n t r a i n t e s  : 

U . U  2 A . .  
- C c o s  ( O i  - O + f i i j )  + C u. 2 c o s ( B i j  - a )+Ci =pi 

j 1 i j  
j e e ( i )  B i j  j e e ( i )  % j 

Pi = O t r i  t 0,11 ,24 ,25 ,29 .  



i Al'.  1 2  

r 

'i j 

1 , 1 5 3 2  

1 , 1 5 3 0  

1 , 1 5 3 0  

1 , 1 5 3 9  

1 , 1 5 4 2  

1 , 1 5 2 9  

1 
Sommets 

reliés 

i j 

1 0  1 7  

9  1 7  

1 7  1 8  

1 8  19  

' 1 9  2  1 

,2 O 2  1 
L " . 
% 

r 

ij 
a 

0,0011 

O , 0 0 0 5  

O , 0 0 0 7  

0 , 0 0 0 4  

0 , 0 0 1 2  

0 , 0 0 0 4  

*i j 

0 , 9 9 7 5  

0 , 9 9 8 9  

0 , 9 9 8 5  

0 , 9 9 9 1  

0 , 9 9 7 4 .  

0 , 9 9 9 2  

1 

i / B i  

0 , 0 3 3 0  

0 , 0 4 8 9  

0 , 0 4 2 6  

0 , 0 5 2 8  

0 , 0 3 1 5  

0 , 0 5 5 0  





S o l u t i o n  donnée. 

Optimum : 4 2 , 8 9 7  

S o l u t i o n  



B O S  Q 



A N N E X E  2 

I n f l u e n c e  d e  l a  p r é c i s i o n  d e s  d o n n é e s  d u  D i s p a t c h i n g  E c o n o m i q u e  - 
A .  2 . 1  - G E Y E R A L I T E S .  

L e s  d i f f é r e n c e s  constatées e n t r e  l e s  s o l u t i o n s  t r o u v é e s  p a r  l e  code 

e t  l e s  s o l u t i o n s  ob tenues  p a r  d ' a u t r e s  méthodes nous o n t  c o n d u i t  à 

s u p p o s e r  qu 'une  f a i b l e  v a r i a t i o n  s u r  l e s  données du problème p o u v a i t  

e n t r a î n e r  une v a r i a t i o n  r e l a t i v e m e n t  f o r t e  s u r  l a  s o l u t i o n .  Nous 

a l l o n s  v é r i f i e r  c e t t e  h y p o t h è s e .  

A . 2 . 2  C A L C U L  D ' E R R E U R  - 
c o n s i d é r o n s  l a  c o n t r a i n t e  

P. + C Ui U j  B i j  cos ( O i  - O + B i j )  - C 2 
1  j ee ( i )  j U .  A i j B i j   cos(^^^ 

j ê e ( i )  

t Nous supposons que l e s  données Ai ,Bi  >a i  > B i  s o n t  f o u r n i e s  a v e c  une 

e r r e u r  E .  Nous a l l o n s  c a l c u l e r  l ' e r r e u r  q u i  e n  r é s u l t e  ,sur l a  v a l e u r  

de l a  c o n t r a i n t e .  

Nous ob tenons  e n  d i f f é r e n t i a n t  

2 - Ui B i  COS ( B i j  - a i j  dAij 

2 + ( - U . U . B 1  s i n ( O i  - O + B i j )  + U.A B '  s i n  ( B i j  
1  J i j  j i i j  i j  - ai j"  d e i j  

2 - U . A .  . B t  
1 1 3  i j  s i n  ( B i j  - a  i j  ) d a i j ] .  



D'où l ' e r r e u r  s u r  l a  c o n t r a i n t e ,  e n  p r e n a n t  l a  b o r n e  s u p é r i e u r e  : 

2 
t l u i ~ i j  cos  ( B i j  - a 11 i j  

2 
t 1-u.U.3' s i n ( 0  - O j  + f i i j )  t U . P .  B '  s i n (  B i j  i 1 i j  i j  - a  > I  

1 1 i j  i j 

A . 2 . 3  A P P L I C A T I O N  N U M E R I Q U E .  

Considérons  l e  problème N O 5  ( v o i r  annexe A l ) .  L e  c a l c u l  e f f e c t i f  s u r  

o r d i n a t e u r  de l a  v a l e u r  c i - d e s s u s ,  pour l a  l è r e  c o n t r a i n t e  de ce  problème,  

donne, : 

Dans ce  problème,  l e s  données s o n t  f o u r n i e s  avec  4 déc imales .  Donc 

D'où f i n a l e m e n t  

E <  1. 

On v o i t  donc que s u i v a n t .  l a  p r é c i s i o n  d e s  données ,  l 'opt imum du problème 

p e u t  v a r i e r  cons idé rab lement .  

A . 2 . 4  - C A L C U L  DES D O N N E E S .  

S i  l ' o n  v e u t  o b t e n i r  un optimum p r é c i s ,  il e s t  n é c e s s a i r e  d ' a v o i r  une 

bonne p r é c i s i o n  s u r  l e s  données du  problème : A i j  , B 1  , a i j  , B i  j .  
i j 

Ces v a l e u r s  s o n t  c a l c u l é e s  à p a r t i r  des R ,  X ,  g, h ,  données " b r u t e s "  du 

problème,  de  l a  manière s u i v a n t e  : 

S o i e n t  2 = R t jX 

= g t jh .  



/ D'où A = ch & 

D ' O Ù  les v a l e u r s  d e  A,B,a,B 

A = 1 ch 

/ cx = Arg A .  

8 = Arg g .  

Ce c a l c u l  d o i t  ê t r e  e f f e c t u é  p o u r  chacune d e s  l i g n e s  du r é s e a u .  

& p l i c a t i o n  numérique : 

Ces c a l c u l s  o n t  é t é  e f f e c t u é s ,  p o u r  l e  problème N05, s u r  IBM 1620 e n  

doub le  p r é c i s i o n  (18 c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s ) .  

Données b r u t e s  : 

. . 

Noeuds 
r e l i é s  

i 3 

1 2 

1 3 

1 4 

1 8 

2 4 

3 4 

3 5 

4 6 

4 7 

4 10 

5 6 

h  

0,0004 

0,0004 

O ,0006 

0,0004 

O, 0002 

O ,0004 

O ,0004 

O, 0002 

0,0006 

O ,0004 

0,0004 

R 

5 

5,75 

6 

22,8 

5 

24,7 

24,7 

3,75 

8,25 

2 

9 95 

O ,0006 

0,0006 c 

I 

X 

24,s 

2 8 

39,s 

62,6 

24,s 

9 7 

9 7 

24,75 

3 3 

10 

31,8 

l 5 9 6 

7 8 8,25 

39,s 

32.3 



'i j 

1,369812769732 

1,368638634621 

1,420650895803 

1,223034914400 

1,369645939556 

1,323107111138 

1,323107111138 

1,420549940057 

1,326643754683 

1,373534135847 

1,281127803991 

1,420650895803 

1,321551014520 

i j  
a 

0,001003279343 

0,001154312381 

0,001814355044 

0,004598428541 

0,000500818248 

O ,005004875597 

O ,005004875597 

0,000335619968 

0,002491462657 

O ,000400534177 

0,001908095963 

0,001814355044 

0,002491110663 

l/Bi 

0,040057396538 

O ,035049621618 

0,025128486632 

0,015072689920 

O ,040024680992 

O ,010055 361828 

0,010055361828 

0,039981077282 

0,029495492372 

0,098123469785 

0,030194704289 

0,025128486632 

O ,030093846661 

*i j  

0,995104334677 

0,994405667037 

0,988174473025 

0,987513087074 

0,997551083709 

0,980670876368 

0,980670876368 

0,997526067714 

0,990118378327 

0,998000719975 

0,993647946692 

0,988174473025 

0,990327693087 

* 

- 

Sommets 

r e l i é s  

i j  

1 2 

1 3 

1 4 

1 8 

2 4 

3 4 

3 5 

4 6 

4 7 

4 10 

5 6 

5 9 

7 8 



A N N E X E  3 

E x p é r i e n c e s  n u m é r i q u e s  

A . 3 . 1 .  - PROBLEME N o l  

A. 3 .1 .1  Valeurs  d e s  v a r i a b l e s  O1 e t  O 2  e n  f o n c t i o n  du numéro 

de t r o n c a t u r e ,  p o u r  k = 10  - 2 

A. 3.1 .2  Va leu r s  de  l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  d u  
- 1 numéro de t r o n c a t u r e ,  a v e c  c e n t r a g e  e t  k = 10 . 



A . 3 . 2  - P R O B L E M E  N 0 2 .  

Valeur s  de l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  du numéro de  t r o n c a -  
- 2  

t u r e ,  s a n s  c e n t r a g e  e t  a v e c  k = 10 

A . 3 . 3  P R O B L E M E  N 0 3 .  - 

A.3.3 .1  Va leu r  de  l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  du 
- 2  

numéro de t r o n c a t u r e ,  a v e c  k = 10 . 

. . 
1 .  
&a+ 

A.3.3.2 Valeurs  des  v a r i a b l e s  U 2 , B l e t  O 2  e n  f o n c t i o n  du 

" 'fl6méro d e  t r o n c a t u r e .  



( l e s  v a r i a b l e s  Uo e t  U1 s o n t  constamment à l e u r  b o r n e  s u p é r i e u r e  

252). 

A . 3 . 4  PROBLEME N O 4  

T r o n c a t u r e  

60 

6 1 

62 

6 3 

64 

65 

A. 3.4.1 Valeur s  des  v a r i a b l e s  x3 e t  x6 e n  f o n c t i o n  du numéro 
-2 de  t r o n c a t u r e ,  p o u r  k = 10 

O 
2 

-0,3714 

-0,3711 

-0,3714 

-0,3711 

-0,3714 

-0,3711 

u2 

201,425 

201,415 

201,426 

201,417 

201,427 

201,418 

T r o n c a t u r e  

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

O 
1 

0,1333 

0,1340 

0,1334 

0,1340 

0,1334 

0,1340 

Ll .2  

-4 

G 
A.3.4.2 Valeur s  de  l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  d u  

numéro de  t r o n c a t u r e  , avec centrage e t  k = 10 . 

x 3 

372,55 

373,34 

372,85 

373,44 

373,04 

373,SO 

373,16 

373,54 

373,26 

X6 

0,1555 

0,1507 

0,1549 

0,1513 

0,1546 

0,1516 

0,1544 

0,1519 

0,1542 



A . 3 . 5  P R O B L E M E  N O 5  

A .  3.5.1 - Valeurs  des  v a r i a b l e s  P8,P9,PlO e n  f o n c t i o n  du 

numéro de t r o n c a t u r e ,  a v e c  lin = 1, dic = 104, k =  IO-^, e t  2 

c o n t r a i n t e s  de c e n t r a g e .  

Les v a l e u r s  o p t i m a l e s  de  ces 3 v a r i a b l e s  s o n t  r e s p e c t i v e m e n t  

320,150, 320. 

P1O P9 '8 

-. 
T r o n c a t u r e  

480 

304,9 3 

378,62 

266,14 

317,55 

391,49 

360,56 

320,60 

295,52 

3 20 

333,99 

319,99 

333,25 

319,96 

322,81 
I 

200 

200 

145,28 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

j? 

13 

14 

15 

460 

224,24 

32 3,47 

173,44 239,37 

148,57 292,40 

171,98 

158,36 

140,75 

150 

133,3S 

144,69 

149,13 

148,14 

152 ,O8 

150,57 

368,69 

340,81 

304,78 

329 ,O2 

306 ,59  

320 

331,26 

311,59 

322,9O . 

319,89 



A.3.5 ,3  Valeurs  de l a  f o n c t i o n  économique en  f o n c t i o n  du 

numéro de t r o n c a t u r e .  

A - 3 e 5 . 2  - Valeurs  de l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  du 

numéro de t r o n c a t u r e  . 

A . 3 . 6  PROBLEME N O 6  

Valeurs  de l a  f o n c t i o n  économique e n  f o n c t i o n  du numéro de 

t r o n c a t u r e  . 

2 

1 5 1 8 , 1 3  

1 5 0 6 , 7 2  

1 5 0 1 , 0 7  

1 4 9 9 , 8 2  

1 4 9 9 , 3 6  

1 4 9 9 , 2 6  

1 4 9 9 , 2 4  

7  

8  

9  

10 

11 

1 2  

1 3  

4  

6  

4 5 6 9 , 9 0  

2 9 4 9 , 5 4  

1 8 0 8 , 2 1  

1 6 3 6 , 9 1  

1 5 8 8 , 8 8  

1 5 5 8 , 6 5  

1 5 3 6 , 8 3  





A N N E X E  4 - 

C o d e  ALGOL 6 0  d e  l a  M é t h o d e  d e s  c e n t r e s  - 
l i n é a r i s é e  a d a p t é e  a u  p r o b l è m e  d u  D i s p a t c h i n g  E c o n o m i q u e  - 

A .  4 . 1  P R I N C I P A L E S  V A R I A B L E S  E N T I E R E S .  

A D C  nombre de c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s  dans l e  c e n t r a g e  

A F F  p r é c i s i o n  demandée s u r  l a  r e c h e r c h e  du p o i n t - f r o n t i è r e  dans  

l e  c e n t r a g e  (nombre de r é d u c t i o r s d e  l ' i n t e r v a l l e )  

B S A C  nombre d ' é l é m e n t s  non n u l s  dans l a  m a t r i c e  des programmes 

l i n é a i r e s  

C T  R  numéro de  l a  c o n t r a i n t e  à l i n é a r i s e r  ( s i  CTR = O ,  t o u t e s  l e s  

c o n t r a i n t e s  s o n t  l i n é a r i s é e s ) .  

F 1  nombre de  v a r i a b l e s  P .  
1 

1  C E N  numéro de  t r o n c a t u r e  

I L I N  numéro de  l i n é a r i s  a t i o n  

I L I N M A  nombre de l i n é a r i s a t i o n s  p a r  t r o n c a t u r e  

I T M A X  nombre maximum de t r o n c a t u r e s  

J C E N  numéro de t r o n c a t u r e  à p a r t i r  duque l  commence le  c e n t r a g e  

M l  nombre de  c o n t r a i n t e s  

N  nombre de v a r i a b l e s  

N E  nombre de  noeuds du r é s e a u  



N L N  nombre de l i g n e s  du. r é s e a u  

N N U L  dimension des  t a b l e a u x  u t i l i s é s  dans l a  r é s o l u t i o n  des  

sys tèmes  p a r  é l i m i n a t i o n  de Gauss. 

A . 4 . 2  - P R I N C I P A L E S  V A R I A B L E S  R E E L L E S .  

D E L T A  c o e f f i c i e n t  u t i l i s é  p o u r  d é f i n i r  l a  f o n c t i o n  économique dans 

l a  méthode s i m p l i c i a l e  avec  c a l c u l s  d i r e c t s  ( p h a s e  mix te )  
1 
1 

p r é c i s i o n  demandée p o u r  l a  r e c h e r c h e  du maximum de l a  

F -d i s t ance  s u r  un segment 

p r é c i s i o n  demandée s u r  l e s  c a l c u l s  de l a  méthode s i m p l i c i a l e  i 
F C T  1 v a l e u r  de l a  f o n c t i o n  économique à chaque t r o n c a t u r e  

F C T  2 v a l e u r  de l a  f o n c t i o n  économique à chaque l i n é a r i s  a t i o n  

K K K  v a l e u r  du c o e f f i c i e n t  de p o n d é r a t i o n  de l a  norme de l a  

f o n c t i o n  économique 

P R E C  p r é c i s i o n  demandée s u r  l 'opt imum du problème 

A . 4 . 3  T A B L E A U X  E Y T I E R S .  

B B  c o n t i e n t  l a  b a s e  dans  l a  méthode s i m p l i c i a l e  

R P  s e r t  à néordonner  i m p l i c i t e m e n t  les l i g n e s  de l a  m a t r i c e  des  

programmes l i n é a i r e s  

I L I  c o n t i e n t  l e s  i n d i c e s  de l i g n e s  des  é l éments  de AC 

1 CO c o n t i e n t  l e s  i n d i c e s  de  colonnes  d e s  é l éments  de AC 



C H  c o n t i e n t  l e s  chaînons  a s s o c i é s  aux é l é m e n t s  de AC 

T C  c o n t i e n t  l e s  t ê t e s  de c h a î n e s  (une  p a r  co lonne)  

I T A G y  L N X T  

u t i l i s é s  dans l a  r é s o l u t i o n  des  sys tèmes  p a r  é l i m i n a t i o n  de 

Gauss (C381).  

R G l y  R G 2  

c o n t i e n n e n t  les i n d i c e s  des  noeuds e x t r é m i t é s  de chacune des 

l i g n e s  du r é s e a u  

P 1 donne l e  nombre d ' u s i n e s  p r o d u c t r i c e s  e n  chaque noeud du 

r é s e a u  

A . 4 . 4  T A B L E A U X  R E E L S .  

V C O N T  donne l a  v a l e u r  de l a  f o n c t i o n  économique e t  d e s  c o n t r a i n t e s  

N O R  c o n t i e n t  l a  norme de l a  f o n c t i o n  économique e t  d e s  c o n t r a i n t e s  

A C  m a t r i c e  condensée c o n t e n a n t  les é léments  non n u l s  de l a  

m a t r i c e  des  programmes l i n é a i r e s  

A  second  membre d e s  programmes l i n é a i r e s  

XO bornes  i n f é r i e u r e s  s u r  l e s  v a r i a b l e s  

X  1 bornes  s u p é r i e u r e s  s u r  l e s  v a r i a b l e s  

Z optimum des  programmes l inéa i res ;  

Y D p o i n t  de l i n é a r i s  a t i o n  

X 4  p o i n t - f r o n t i è r e  dans l e  c e n t r a g e  

C E ,  R E  u t i l i s é s  dans l a  r é s o l u t i o n  des  sys tèmes  p a r  é l i m i n a t i o n  

de  Gauss( 1381 1. 



C  1 consommations de p u i s s a n c e  a c t i v e  e n  chaque noeud 

D l  consommations de p u i s s a n c e  r é a c t i v e  e n  chaque noeud 

GD v a l e u r s  des  c o e f f i c i e n t s  de l a  f o n c t i o n  économique 

A .  4 . 5  T A B L E A U X  B O O L E E N S .  

BM c o n t i e n t  " v r a i "  <= > l a  v a r i a b l e  c o r r e s p o n d a n t e  a p p a r t i e n t  

à B- 

B P  c o n t i e n t  " v r a i "  <= > l a  v a r i a b l e  c o r r e s p o n d a n t e  a p p a r t i e n t  

à B+ 

VN RM c o n t i e n t  " v r a i "  <=> l a  v a l e u r  de l a  v a r i a b l e  correspondante  

e s t  i n f é r i e u r e  à s a  borne  i n f é r i e u r e  

VN RP c o n t i e n t  " v r a i "  c=> l a  v a l e u r  de l a  v a r i a b l e  correspondan* 

e s t  s u p é r i e u r e  à s a  borne  s u p é r i e u r e  

Q2 c o n t i e n t  c=> l e  noeud c o r r e s p o n d a n t  e s t  p r o d u c t e u r  

A . 4 . 6  P R O C E D U R E S .  

F E C O N  ( V , X )  

c a l c u l  de  l a  f o n c t i o n  économique a u  p o i n t  X ( r é s u l t a t  

dans V 111). 

C A L C T  ( I I , U , X )  

c a l c u l  au  p o i n t  X de l a  v a l e u r  de l a  c o n t r a i n t e  II 

( r é s u l t a t  dans U) . 

CONT ( P P , F D I S T , X )  

c a l c u l  au  p o i n t  X de  t o u t e s  les c o n t r a i n t e s  

( r é s u l t a t  dans VCONT) 

- s i  PP = 1, c a l c u l  d e  l a  F - d i s t a n c e  ( r é s u l t a t  dans 

FDIST) 



- s i  PP = 2 ,  l i n é a r i s a t i o n  de  l a  c o n t r a i n t e  CTR ( d e  t o u t e s  

l e s  c o n t r a i n t e s  S i  C T R  = 0 )  

E L A  ( 1 , J )  donne l a  v a l e u r  de l ' é l é m e n t  s i t u é  à l ' i n t e r s e c t i o n  de l a  

l i g n e  1 e t  de l a  co lonne  J de  l a  m a t r i c e  des programmes 

l i n é a i r e s  

RZMAX ( Y H , Z H , X M )  

r e c h e r c h e  du z é r o  ( r é s u l t a t  dans  X 4 )  e t  du maximum ( r é s u l t a t  

dans  XM) de l a  F - d i s t a n c e  s u r  l e  segment  CYH,ZHI p a r  i n t e r -  

p o l a t i o n  p o l y g o n a l e  

REDUCT ( N  ,DE , L C O L , N O Z E  ,NSEQ,BB ,RP , E R R )  

f a c t o r i s a t i o n  E .  I?. 1. d ' u n e  m a t r i c e  s y m é t r i q u e  e n  s t r u c t u r e  

(C381) .  

S O L V E  ( V , N  , N 1  ,DE,LCOL ,NOZE , N S E Q , B B  , R P , T R A N S P )  

r é s o l u t i o n  d ' u n  sys t ème  a v e c  une m a t r i c e  de  l a  forme B d e  

V . 4 . 1 ,  a v e c  V p o u r  second  membre, s i  TRANSP = f a u x  ; a v e c  

l a  t r a n s p o s é e  de  l a  m a t r i c e  s i  TRANSP = v r a i  

S Y S T  ( X  ,NS , N B l i , N B 2 ,  DE ,LCOL ,NOZE ,NSEQ ,BB ,RP , T R A N S P )  

r é s o l u t i o n  d ' u n  sys t ème  a v e c  l a  m a t r i c e  d e  b a s e  A' e t  X 

p o u r  s e c o n d  membre, s i  TRANSP = f a u x  ; a v e c  l a  t r a n s p o s é e  
1 de  A s i  TRANSP = v r a i .  

S I M P B  ( B M , B P , B B  , R P , M , N P , N B 2 , D E L T A , E R R )  

méthode s i m p l i c i a l e  e n  v a r i a b  les b o r n é e s  , avec  c a l c u l s  d i r e c t s  

e n  p a r t a n t  d ' u n e  b a s e  que lconque  BB. 
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On remarque d'abord l'importance de l a  modélisation des problèmes considérés. 

Les e s s a i s  numériques mont ren t  que l e  modèle d o i t  a u t a n t  que p o s s i b l e  

v é r i f i e r  l e s  h y p o t h è s e s  s o u s  l e s q u e l l e s  l a  convergence  t h é o r i q u e  de 

l a  méthode des  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  e s t  a s s u r é e  ( e n  p a r t i c u l i e r ,  i l  

e s t  i m p o r t a n t  que l a  f o n c t i o n  économique s o i t  con t inuement  d i f f é -  

r e n t i a b l e )  . De p l u s ,  l e s  problèmes  compor tant  des  c o n t r a i n t e s  d ' é g a -  

l i t é s  p e u v e n t  ê t r e  p r i s  en compte,  au p r i x  d ' u n e  t r a n s f o r m a t i o n  

s i m p l e  q u i  c o n d u i t  à un modèle d o n t  l e  domaine possède  un i n t é r i e u r  

non v i d e .  

Pour  r é s o u d r e  l e  problème,  i l  f a u t  e n s u i t e  a j u s t e r  l e  c o e f f i c i e n t  

de p o n d é r a t i o n  k de l a  f o n c t i o n  économique. S i  c e l u i - c i  e s t  t r o p  

f a i b l e ,  l e  r a p p o r t  de p r o g r e s s i o n  de l a  v a l e u r  de l a  f o n c t i o n  éco-  

nomique d ' u n e  i t é r a t i o n  à l ' a u t r e  r e s t e  i n s u f f i s a n t  ; s ' i l  e s t  

t r o p  f o r t ,  on a  des  e n n u i s  numériques dus a l a  t r o p  grande  d i s p a r i t é  

des  c o e f f i c i e n t s  de l a  m a t r i c e  des  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s .  Pour a j u s -  

t e r  k ,  i l  s u f f i t  d ' e f f e c t u e r  q u e l q u e s  e s s a i s  s u c c e s s i f s  s u r  un p e t i t  

nombre de t r o n c a t u r e q  en donnant  au c o e f f i c i e n t  d e s  v a l e u r s  c h o i s i e s  

à un f a c t e u r  10 p r è s ,  e t  s a n s  a j o u t e r  de c o n t r a i n t e s  de c e n t r a g e .  

La v a l e u r  o p t i m a l e  de k s emblan t  dépendre  davan tage  de l a  forme d u  

problème que de s a  t a i l l e ,  on p e u t  p e n s e r  que p o u r  un t y p e  de 

problème donné c e t t e  v a l e u r  e s t  une c o n s t a n t e  ( p o u r  l e  D i s p a t c h i n g  
- 5  

Economique, c e t t e  v a l e u r  e s t  k = 10 1 .  

Le second  p a r a m è t r e  i m p o r t a n t  e s t  l e  nombre de c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n -  

n e l l e s  de c e n t r a g e .  S i  ce nombre e s t  t r o p  f a i b l e ,  l e  nombre de 

t r o n c a t u r e s  n é c e s s a i r e s  pour  o b t e n i r  l 'op t imum r i s q u e  d ' ê t r e  é l e v é  ; 

s ' i l  e s t  t r o p  f o r t ,  l e  volume des c a l c u l s  p a r  i t é r a t i o n  d e v i e n t  

t r o p  i m p o r t a n t .  S a  v a l e u r  o p t i m a l e  dépend de l a  t a i l l e  du problème 

t r a i t é  e t  d o i t  éga lemen t  ê t r e  d é t e r m i n é e  p a r  e s s a i s  s u c c e s s i f s  ; 

t o u t e f o i s  l a  d i f f é r e n c e  e n t r e  l e  nombre de v a r i a b l e s  e t  l e  nombre 

de c o n t r a i n t e s  en  donne l ' o r d r e  de g r a n d e u r .  O n  remarque de p l u s  

q u ' i l  e s t  p r é f é r a b l e  d ' u t i l i s e r  l a  v a r i a n t e  de l ' a l g o r i t h m e  de 

c e n t r a g e  i n t r o d u i t e  e n  1.5.3. 



Le troisième paramètre, la précision de la recherche du maximum de la 

F-distance sur un segment, influe beaucoup moins sur la convergence 

pratique de la méthode. La valeur de dic peut être fixée à priori 

à une valeur suffisamment grande (en général dic = 10' donne de bons 

résultats). 

L'utilisation du creux des problèmes, en particulier dans la méthode 

simpliciale, permet d'optimiser l'encombrement mémoire et donc de 

traiter des problèmes de grandes tailles. 

Sur les problemes traités, on constate qu'on obtient une excellente 

précision sur la solution en un nombre de troncaturesen général compris 

entre 10 et 15. 

Enfin, des procédés de maximisation de la F-distance sur un segment 

tirant parti de la forme de cette fonction, ainsi que l'exploitation 

du fait que, dans la méthode simplicîale, la base optimale des pro- 

grammes linéaires varie peu d'une linéarisation à l'autre, permettent 

un gain de temps de calcul. 
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