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I N T R O D U C T I O N  

En programmation mathématique, les composantes des matrices B,a,p 

(de dimension m x n, m x 1, 1 x n) dans le programme linéaire : 

décider x de façon à maximiser px sous les contraintes Bx 4 a 

x 5 O sont connues et fixées. 

j En pratique les composantes Bi, a. pj (i -1.. .m, j = 1.. .n) 
1' 

peuvent être affectées d'aléas et deviennent des variables aléa- 

toires réelles. On qualifie alors ce problème de programme stochas- 

tique et l'appellation "programmation stochastique" désigne la 

famille de problèmes dont on obtient les données par "tirage" 

de valeurs suivant des lois de probabilité supposées connues. 

Un programme stochastique peut engendrer une foule de programmes 

mathématiques différents nés de chaque réalisation de l'aléatoire. 

Par conséquent, les notions classiques de solution admissible et 

optimale, de valeur optimale pour la fonction économique, perdent 

leurs sens pour ce type de programme et demandent de nouvelles 

définitions. 

Notre travail qui relie la programmation mathématique, les proba- 

bilités et statistiques, l'informatique s'est décomposé en : 

* l'analyse des différentes conceptions du même énoncé de program- 
me stochastique en s'appuyant sur les résultats bibliographi- 

ques parus depuis les années 1959-1960. 

Cette analyse se détaille en schémas ou attitudes de base suivant 

l'ordre de la succession entre l'observation des réalisations 

des variables aléatoires et la prise de la décision. 

- schéma "Réalisation-Décision" ou "Wait and See". 
On expose dans le chapitre 1, les différentes approches 

du problème posé par Bereanu (1963), Fortet (1964), 

Sengupta, Tintner et Millham (1963) de la détermination 

de la fonction de répartition de la variable aléatoire 

optimum d'un programme stochastique. 



Si la décision doit précéder la réalisation de l'aléatoire, on 

montre la complexité du choix de x due à la nature probabiliste 

du programme. En énonçant des conditions d'obtention d'une solu- 

tion "optimale" nous suivrons l'idée directrice : se ramener à des 

programmes déterministesou modèles afin de pouvoir utiliser des 

algorithmes connus. On peutdistinguer 

- schéma "Décision-Réalisation" objet du chapitre 2. On 
développe principalement les modèles proposés par Charnes 

et Cooper (1959 et 1963), Kataoka (1963), Bereanu (1964) 

des "programmes sous risques" ou "chance constrained pro- 

gramming problems". Nous classons les différents optimums 

obtenus en différenciant les définitions déterministes 

des contraintes. 

- le schéma "Décision-Réalisation-Décision" du chapitre 3. 

On décompose, selon l'idée de Dantzig (1955) et Madansky 

(1960) la décision en (x,y), le hasard intervenant entre 

ces deux sous décisions. Diverses particularités du program- 

me stochastique seront envisagées. 

Ces deux schémas sont illustrés d'exemples et nous comparons 

les différents optimums obtenus par un exemple classique 

mis en annexe. 

* L'application dans le chapitre 4, de l'attitude "programmes sous 

risques" à un problème concrêt d'investissement électrique après 

l'avoir formulé sous la forme d'un programme stochastique. 

On traite différents programmes mathématiques issus de ce problème, 

notamment par l'étude de l'influence du choix des seuils de proba- 

bilité de satisfaction des contraintes. La "Méthode des Centres 

Livéarisée" nous permet de proposer des solutions qui seront arron- 

dies à des valeurs entières par une procédure heuristique. La 

version Fortran du code utilisé est mise en annexe. 
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NOTATIONS ET DEFINITIONS 
* iL 

n  . W e s p a c e  v e c t o r i e l  à n  d i m e n s i o n s  c o n s t r u i t  s u r  l e  c o r p s  

d e s  r é e l s  iR 

. M m a t r i c e  de  f o r m a t  (L x J )  L  e t  J e n s e m b l e s  f i n i s  d ' i n -  

d i  c e s  

M ,  ( 1  E L ) l l i g n e  1 de  M ; M' (j e J )  c o l o n n e  de M 

~ i ( ( l , ~ )  C L  x J )  é l é m e n t  ( 1 , j )  de M 

M* ( L I  C L  ; J '  C J )  s o u s  m a t r i c e  ( L I  x J ' )  de M 
L' 

. On d i s t i n g u e r a  l e s  c o n t r a i n t e s  f i x e s  d e s  c o n t r a i n t e s  de 

n a t u r e  a l é a t o i r e  p a r  : 1, J , L  e n s e m b l e s  d ' i n d i c e s  

1 1 1  = m  I L I  = m ;  I J ~  = n ;  m < m  
O ' O 

. D = B L - I ,  d  = a  
L-1 composés  d ' é l é m e n t s  f i x e s  q u i  

d é f i n i s s e n t  l e  p o l y è d r e  d e s  c o n t r a i n t e s  f i x e s  

. A =  B I ,  b  = a de c o m p o s a n t e s  a l é a t o i r e s  
1 

Ax ,< b  c o n t r a i n t e s  a f f e c t é e s  d ' a l é a s .  

. (R ,A,P)  e s p a c e  de  p r o b a b i l i t é  

A t r i b u s u r  R 

P m e s u r e  de  p r o b a b i l i t é  : a p p l i c a t i o n  de A d a n s  

1 0 , l l  

. Bn t r i b u  e n g e n d r é e  p a r  l e s  o u v e r t s  de  tRn ( t r i b u  

B o r é l i e n n e )  

. X v a r i a b l e  a l é a t o i r e  d é f i n i e  s u r  (R,A) à v a l e u r s  
- 1 d a n s  (IRn,Bn) s i  VH e Bn X (H) e A 



.U s u p p o r t  de  l a  l o i  de  ~ r o b a b i l i t é  d e  X : p l u s  
n  

p e t i t  s o u s  e n s e m b l e  f e r m é  d e  R t e l  q u e  

n  . F  ) f o n c t i o n  de r é p a r t i t i o n  de X : a p p l i c a t i o n  de  R X 
d a n s  [O, Il  t e l l e  q u e  V t  E l'Rn F X ( t )  = P { v E R / x ( w ) E ~  1 = P ( X c t )  

c 
n  . E(X) e s p é r a n c e  m a t h é m a t i q u e  de  X : v e c t e u r  de IR à compo- 

s a n t e s  s u p p o s é e s  f i n i e s .  

. Var (X) v a r i a n c e  de  X 



C H A P I T R E  1 



I N T R O D U C T I O N  : 

L ' o b s e r v a t i o n  d e s  r é a l i s a t i o n s  d e s  v a r i a b  l e s  

a l é a t o i r e s  ~ j , b ~ , p j ( i  = l , . . m  j = 1 ... n )  p r é c é d e  l a  p r i s e  d e  i O ' 
l a  d é c i s i o n  x  e t  e x p l i q u e  l e  t i t r e  " R é a l i s a t i o n  - D é c i s i o n " .  

Chaque  v a l e u r  c o n n u e ,  n o t é e  ( ~ ' , b ' , ~ ' )  d u  t r i p l e t  a l é a t o i r e  

( A , b ; p )  d é f i n i t  un p rog ramme d é t e r m i n i s t e .  

1 1 
1 M a x i m i s e r  p x  s o u s  l e s  c o n t r a i n t e s  Ax 6 b  , x € K ,  

q u e  l ' o n  s a u r a  e n  g é n é r a l  r é s o u d r e .  L e s  d é f i n i t i o n s  de  s o l u t i o n  r é a -  

l i s a b l e  e t  o p t i m a l e  p o u r  une  d é c i s i o n  x  s o n t  d o n c  c e l l e s  d e s  

p r o g r a m m e s  m a t h é m a t i q u e s  c l a s s i q u e s .  

Chaque  r é a l i s a t i o n  d e  ( A , b  , p )  c o n d u i t  à 1 ' o p t i m u m  d ' u n  p r o g r a m m e  

m a t h é m a t i q u e  q u i  e s t  une  v a l e u r  p r i s e  p a r  une  f o n c t i o n  d i t e  
11 op t imum"  d u  p rog ramme s t o c h a s t i q u e .  B e r e a n u  1 1 . 1 1 ,  F o r t e t  11.101, 

S e n g u p t a ,  T i n t n e r  e t  M i l l h a m  [ 1 . 1 7 1  p o s e n t  a l o r s  l e  p r o b l è m e  

p r o b a b i l i s t e  : d é d u i r e  d e  l a  l o i  d e  p r o b a b i l i t é  d e s  c o m p o s a n t e s  

a l é a t o i r e s  d u  p rog ramme s t o c h a s t i q u e  c e l l e  de  s o n  "opt imum" a f i n  

d e  p e r m e t t r e  l a  p r é v i s i o n  d e  s e s  v a l e u r s .  La  r é p o n s e  r e n c o n t r e  

d e s  d i f f i c u l t é s  d u e s  à l a  d é t e r m i n a t i o n  e t  l ' u t i l i s a t i o n  d e s  
j r é p a r t i t i o n s  m i x t e s  d e  p r o b a b i l i t é  d e s  c o m p o s a n t e s  (Ai , b i  , p ' )  

A u s s i ,  d i f f é r e n t e s  a p p r o c h e s  s o n t  p r o p o s é e s  p a r  l a  c o n s t r u c t i o n  d e  

l a  f o n c t i o n  d e  r é p a r t i t i o n  o u  l ' e s t i m a t i o n  d e  l ' e s p é r a n c e  

m a t h é m a t i q u e  d e  1 "'optirnuni' d ' u n  p rog ramme s t o c h a s t i q u e  

( A , b  , p l  t r i p l e t  a l é a t o i r e  d é f i n i  s u r  l ' e s p a c e  d e  p r o b a b i l i t é  
N ( R , A , P )  à v a l e u r s  d a n s  B (N = (mo + 1 )  ( n  + 1) - 1 )  

S o i e n t  

un r e p r é s e n t a n t  d e  l a  f a m i l l e  d e s  p o l y è d r e s  " p o s s i b l e s "  

{ x  € K I  / Ax d b l  

. Z(A,b  , p )  de  l a  f o n c t i o n  t e l l e  q u e  p o u r  ( A , b  , p )  c o n n u  

- 0 0  s i  K ( A , b )  = $ 

Z ( A , b , p )  = m a x (  p x  / x  6 K ( A , b )  l s i  K ( A , b )  $ e t  b o r n é  

s i  K ( A , b )  # @ m a i s  n o n  b o r n é  t 



1 P r o p o s i t i o n  Lemarie I l - 1 1 1  

Z(A,b  , p )  e s t  u n e  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  d é f i n i e  S U  r ( R , A , P )  
à v a l e u r s  d a n s  

Z(A,b  , p )  e s t  d é f i n i e  f o n c t i o n  "opt imum" d u  p rog ramme s t o c h a s t i q u e .  

On p e u t  d é d u i r e ,  e n  o u t r e ,  d e s  r é s u l t a t s  d e  l a  p r o g r a m m a t i ' o n  

l i n é a i r e  p a r a m é t r i q u e ,  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

1.1 Pkapr i4  - tds 

A f i x é e  Z ( A , b , p )  = Z ( b , p )  

Z ( b , p )  f o n c t i o n  b i l i n é a i r e  p a r  m o r c e a u x  d e s  r é a l i s a t i o n s  

d e  b e t  p 

2 )  p  f i x é e  Z ( b , p )  = Z ( b )  

Z ( b )  f o n c t i o n  c o n c a v e  d e s  r é a l i s a t i o n s  d e  b  

3 )  b  f i x é e  Z ( b , p )  = Z ( p )  

L Z ( p )  f o n c t i o n  c o n v e x e  d e s  r é a l i s a t i o n s  d e  p .  

On a i m e r a i t  d o n c  d é t e r m i n e r  l a  l o i  d e  p r o b a b i l i t é  d e  Z ( A , b , p )  o u  

a u  m o i n s  c o n n a î t r e  s o n  e s p é r a n c e  m a t h é m a t i q u e .  On commence ra  p a r  

d é f i n i r  l e  s u p p o r t  d e  l a  l o i  e t  d o n n e r  d e s  c o n d i t i o n s  p o u r  

l e s q u e l l e s  Z (A,b  , p )  p r e n d  d e s  v a l e u r s  F i n i e s .  

2 Support de l a  l o i  de Z ( A , b , p )  

I n t r o d u i s o n s  d a n s  R~ l a  r g l a t i o n  d ' o g d r e  p a r t i e l  
I I  j A' 1 

O 
1 j 

n o t é e  llfi l l  ( 8 , g , 8 )  < ( A , b , p )  cP> A .  * ; b i  c b i  ; P' 6 P 
R 

1 

aN 



2 . 1  Propos i t i on  : 

O 1 O 1 
j  > 3 T  T j  8 o  t e l l e  q u e  A = A + T En e f f e t  f ( i , j )  e 1 x J A! 3 A i  i 

Ce r é s u l t a t  i m p l i q u e  q u e  l e  s u p p o r t  e s t  l ' i n t e r v a l l e  

d e  E .  (Le  s i g n e  +, r e s p e c t i v e m e n t  -, i n d i q u e  q u e  1 ' o n  r e m p l a c e  

t o u s  l e s  é l é m e n t s  p a r  l e u r  b o r n e  s u p é r i e u r e  ( r e s p .  i n f ) ) .  

Nous . e n  d é d u i s o n s  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e .  

2 . 2  Propos i t i on  : 

+ + - - 
S u p p o s o n s  ( A - , b  , p + )  e t  (A ,b  , p  ) f i n i e s .  

1 K ( A * , ~ - )  # @ K ( A - , b * )  b o r n é  

+ - -  + 
2 Z ( A  ,b , p  > -a Z ( A - , b  , P + )  < + W  

3 l e  programme s t o c h a s t i q u e  m a x i m i s e r  p x  
x  e K. 

1 
A- C b. 

admet  t o u j o u r s  un opt imum f i n i  



C o n s t r u c t i o n  de l a  l o i  

APPROCHES THEORIQUES ---------------- --- 

3-1 - Bereanu C1.31, 11.51 e t  Lemarie i1.111 proposen t  une 

c o n s t r u c t i o n  t h d o r i q u e  de  Za foncf i ion  de r é p a r t i t i o n .  

On s u p p o s e  l a  p r o p o s i t i o n  2 . 2 . 2  v é r i f i é e  ; p o u r  t o u t e  

r é a l i s a t i o n  d e  ( A , b , p )  o n  m e t t r a  l e  programme d é t e r m i n i s t e  o b t e n u  

s o u s  l a  fo rme  c a n o n i q u e ,  p a r  a d j o n c t i o n  é v e n t u e l l e  de v a r i a b l e s  
'L 

d ' é c a r t s  i . e  m x i m i s e r  py 
s o u s  B y  = a  

2r 

B = (B,U) m a t r i c e  m x (m + n )  a v e c  B = (A,D) 
2, 

p  = ( p , ~ )  m a t r i c e  ( O  x m) U m a t r i c e  i d e n t i t é  

a  = ( b , d )  m a t r i c e  m x 1 

y = ( x ,  é c a r t s )  

2i 

e t  on s u p p o s e  q u e  l e  r a n g  d u  s y s t è m e  By = a  e s t  m .  

Le p r i n c i p e  e s t  de c o n s t r u i r e  une p a r t i t i o n  de  l ' e n s e m b l e  d e s  

r é a l i s a t i o n s  d e  ( A , b , p )  t e l l e  q u e  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  

a p p a r t e n a n t  à un même s o u s  e n s e m b l e ,  l e s  p rogrammes  c o r r e s p o n d a n t s  

a d m e t t e n t  l a  même b a s e  o p t i m a l e .  La  f o n c t i o n  d e  r é p a r t i t i o n  

s ' o b t i e n t  a l o r s  e n  sommant l e s  p r o b a b i l i t é s  c a l c u l é e s  d a n s  c h a c u n  

d ' e u x .  

'L 'L 

A t o u t e  v a l e u r  du t r i p l e t  ( A , b  , p )  d o n c  ( B , a , p )  o n  a s s o c i e  de  

m a n i è r e  u n i q u e  l a  b a s e  o p t i m a l e  r é a l i s a b l e  du  programme d é f i n i e  

p a r  une p a r t i e  I h  de  L  ( I L I  = n  + m ,  1 1 ~ 1  = m ,  l Ïg l  = n )  

On d é f i n i t  a l o r s  l a  r e l a t i o n  d ' é q u i v a l e n c e  s u i v a n t e  : 

O 0 0  1 1 1  
( A , b , p )  'L ( A , b , p )  <-> l e s  programmes c o r r e s p o n d a n t s  o n t  même 

b a s e  o p t i m a l e  r é a l i s a b l e .  

L e s  c l a s s e s  d ' é q u i v a l e n c e  s o n t  a p p e l é e s  s t r u c t u r e s  S h  e H h '  
a v e  c  



Ces  s t r u c t u r e s  S  s o n t  d o n c  d é f i n i e s  p a r  
h  - - 

' I d  
1 1 I I  1 

N h  - 1  
s h = { ( ~ , b , p )  e a / (B a  $ 0  ; $ - g h ( 5  q o ,  y -  = 01 

I h  
- 
I h  

On r e c o n n a î t  l ' e x p r e s s i o n  d u  c r i t è r e  d e  c a n d i d a t u r e  d  p o u r  h  

f i x é  d a n s  H .  

S o i t  N* l e  nombre  d e  t o u t e s  l e s  r é a l i s a t i o n s  p o s s i b l e s  de  ( A , b , p )  
1 1 1  

V l  f2 N* 3h E H t e l  q u e  (A , b  , p  ) E Sh 

e t  n o t o n s  

I I  
l h - 1 1  

Y h , l  = (  ) a  l ' o p t i m u m  c o r r e s p o n d a n t  

l a  f o n c t i o n  d e  r é p a r t i t i o n  F ( . )  d e  Z ( A , b , p )  s ' o b t i e n t  a l o r s  p a r  : 
Z 

On p o u r r a  a p p l i q u e r  c e t t e  m é t h o d e  d e  l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : 

1 
S o i t  ( k , & , p )  1 E N* un t i r a g e  d e  v a l e u r s  p o u r  ( A , b , p )  

1 1  1 
T e a t  : C o n n a î t - o n  S  o ( l  6 fi 6 I H I )  t e l  q u e  ( A , b , p )  E S h o ?  - - h  

- S i  o u i  

o n  n e  r é s o u d  p a s  l e  p rog ramme l i n é a i r e  p u i s q u ' à  

l ' a i d e  Q o n  p e u t  d é t e r m i n e r  y O 
h  ,1 

e t  I N  0 1  d e v i e n t  I N  0 1  + 1 
h  h 



- S i  n o n  

on r é s o u d  l e  programme l i n é a i r e .  

J N ~ o /  = 1 e t  on d é t e r m i n e  1 o e t  y O h  h  9 1  

N é a n m o i n s ,  e n  p r a t i q u e ,  on r e n c o n t r e r a  l e s  d i f f i c u l t é s  s u i v a n t e s  : 

l . V l  6 N*, Yh 8 H ,  c e t t e  c o n s t r u c t i o n  n é c e s s i t e  a u  m o i n s ,  

d ' i n v e r s e r  %Ih d ' o ù  -1. r e s t r i c t i o n  a u x  p rog rammes  s t o c h a s t i q u e s  

d o n t  I H [  e t  N* s o n t  p e t i t s  d e  f a s o n  à r é d u i r e  l e  vo lume  d e s  c a l c u l s  

à c h a q u e  t i r a g e .  

S i  N* n ' , e s t  p a s  f i n i  o u  g r a n d ,  i l  s e  p o s e r a  l e  c h o i x  

e t  l a  d é t e r m i n a t i o n  d ' u n  é c h a n t i l l o n  b i e n  r e p r é s e n t a t i f  p o u r  

o b t e n i r  une  e s t i m a t i o n  a v e c  u n e  p r é c i s i o n  d o n n é e .  

Remarques  : 

1 )  A e t  b  f i x é s ,  s e u l  p  a l é a t o i r e .  B 'rans [ 1  . 8 3 . d a n s  c e  c a s  [ H I  
e s t  l e  n o m b r e  d e  p o i n t s  e x t r ê m e s  d u  d o m a i n e  c o n v e x e  f i x e  

n+m R = { y  CR /ay = a ,  y i 01  
L e s  s t r u c t u r e s  S s o n t  a l o r s  l e s  c o n e s  c o n v e x e s ,  c e n t r é s  à 

h  n z l h  zl r 
l ' o r i g i n e ,  e t  d é f i n i s  p a r  Sh = { p  e iR / p y  3 . p  y ,  V r  C H - { h l )  

Ma i s  i l  f a u t  p o u v o i r  d é n o m b r e r  l e s  p o i n t s  e x t r ê m e s  d e  2. 
Le a i m p l e  e x e m p l e  p r o p o s é  p a r  O n i c e s c u  e t  I o s i f e s c u  1 1 . 1 2 1  

1 2  max { p x  + p x 2  / O x  
1 1 '< 

1 ; 0 \ < x 2 1  11 

1 2  
a v e c  p e t  p  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  i n d é p e n d a n t e s  d e  d i s t r i b u -  

t i o n  N o r m a l e  e x i g e  d é j à  u n  l o n g  c a l c u l  p o u r  d é t e r m i n e r  l a  

f o n c t i o n  d e  r é p a r t i t i o n  d e  Z(p) - ( e m p l o i  d e  l o i s  m i x t e s  e t  

c o n d i t i o n n e l l e s )  p u i s q u e  d a n s  c e  c a s  I H ~ =  4 ( s o m m e t s  d u  c a r r é  

u n i t é )  e t  V I  6 N* on  a  



l 1  l 1  l 2  = p  s i p  & O  p  

l 1  l 2  l 1  
= p  + p  s i p  + O  

2 )  A e t  p  f i x é s  s e u l  b  a l é a t o i r e  

p a r  p a s s a g e  au  d u a l ,  on r e t r o u v e  l e  c a s  de l a  r emarque  1 )  ; 

i l  s u f f i t  d ' a d a p t e r  l e s  r é s u l t a t s .  

3 . 2  A p p r o c h e  de T i n t n e r  e t  S e n g u p t a  C81, Cl. 161  

C e t t e  a p p r o c h e  q u a l i f i é e  " a c t i v e  " r e p o s e  s u r  l e  c h o i x  

d ' u n e  m a t r i c e  d ' a f f e c t a t i o n  U a f i n  de décompose r  l e s  c o n t r a i n t e s  

e n  d e s  c o n d i t i o n s  s u r  chaque  v a r i a b l e  de d é c i s i o n  x  i . e  on 
j  

c o n s i d è r e  l e  programme s t o c h a s t i q u e  s o u s  l a  f o rme  

m a x i m i s e r  px 

s o u s  AX ,< B U  

x  € K 1  

j 
n  

a v e c  U m a t r i c e  m x n  t e l l e  que  Ui  3 O e t  L U' = I V i  = l . . . m  
O i O 

j = l  

X m a t r i c e  c a r r é e  d i a g o n a l e  ( nxn )  X' = x  
j j 

i B m a t r i c e  c a r r é e  d i a g o n a l e  (m x m  ) B = b i  
O O i 

On a  d o n c  r e m p l a c é  l e s  c o n t r a i n t e s  A .  x  ,< b  p a r  
I i 

c ' e s t  d o n c  que  l ' a f f e c t a t i o n  de b  s ' e f f e c t u e r a  s u i v a n t  de s  t a u x  i U! c h o i s i s .  

Le r a i s o n n e m e n t  e s t  l e  s u i v a n t  : 



On s e  f i x e  U+ o n  o b s e r v e  ( A , b  , p )  + o n  d é t e r m i n e  I e t  Z(A,b  , p )  
1 

n o t é e  Z ( A , b , p ) .  

R e p é t a n t  c e  s h é m a  p o u r  U r e s t a n t  f i x é e ,  o n  o b t i e n t  e m p i r i q u e m e n t  
1 

une  f o n c t i o n  d e  r é p a r t i t i o n  d e  Z ( A , b , p )  d é p e n d a n t  d o n c  d e  c e  

c h o i x  d e  U .  
1 

On a ( A , b , p )  < Z ( A , b , p )  

p u i s q u e  

1 
d ' o ù  E I Z  ( A , b , p ) l  ,< ~ I z ( ~ , b , p ) l  (E = E s p é r a n c e  m a t h é m a t i q u e )  

P a r  c e t t e  m é t h o d e  on  p e u t  d o n c  p e n s e r  a p p r o x i m e r  l a  l o i  

d e  Z ( A , b , p )  o u  f a i r e  c h o i x  d ' u n e  l o i  d ' a p r è s  c e l u i  de  U .  

N S a n m o i n s ,  i l  f a u d r a  e n c o r e  o b t e n i r ,  un é c h a n t i l l o n  d e  v a l e u r s  

d e  ( A , b  , p )  a s s e z  r é d u i t  de  f a ç o n  à n e  p a s  a v o i r  à r é s o u d r e  un  

t r o p  g r a n d  n o m b r e  d e  p r o g r a m m e s .  

3 . 3  C o n s t r u c t i o n  e n  P r a t i q u e  : 

. METHODES E M P I R I Q U E S  

Le p r i n c i p e  e s t  : d i s p o s a n t  d ' é c h a n t i l l o n s  d e  v a l e u r s  

d e  ( A , b  , p )  o n  o b t i e n t  un é c h a n t i l l o n  d ' o p t i m u m s  p a r  r é s o l u t i o n  

d e s  p r o g r a m m e s  m a t h é m a t i q u e s  p o u r  t r a c e r  l ' h i s t o g r a m m e  c u m u l é  

d e  Z ( A , b , p ) .  P a r  u t i l i s a t i o n  de  l a  c o n v e r g e n c e  d e  l a  f o n c t i o n  d e  

r é p a r t i t i o n  e m p i r i q u e ,  v e r s  l a  f o n c t i o n  d e  r é p a r t i t i o n  t h é o r i -  

q u e  ( t h é o r è m e s  de  p r o b a b i l i t é )  o n  p e u t  e n  d é d u i r e  l a  l o i  s u i v i e  

p a r  Z ( A , b , p )  

T i n t n e r  e t  S a s t r y  C l .  181 t e s t e n t  à c e  p r o p o s  d i v e r s e s  

c o n v e r g e n c e s .  Néanmoins  i l  f a u t  p o u v o i r  o b t e n i r  d e s  e s t i m a t i o n s  

s a n s  b i a i s .  A t i t r e  d ' e x e m p l e ,  B r a c k e n  e t  S o l a n d  C1 .71 ,  o n t  

e f f e c t u é  2 0  0 0 0  t i r a g e s  ( s i m u l a t i o n )  p o u r  un p rog ramme s t o c h a s -  

t i q u e  o ù  s e u l  p  e s t  a l é a t o i r e  e t  a v e c  4 c o m p o s a n t e s .  



Ce p r o c é d é  s e  r é v é l e  à l a  f o i s  p r o h i b i t i f  e t  r e s t r i c t i f  p u i s q u e  

p a r  e x e m p l e  l e  c a s  où s e u l  b  e s t  a l é a t o i r e  e t  1 1 1  = 9 e t  b i  à 

10 r é a l i s a t i o n s  p o s s i b l e s ,  i l  f a u d r a i t  e x a m i n e r  10' = 1 m i l l i a r d  

de  p rogrammes .  

. METHODES DE P A R A M E T R I S A T I O N  - 

B e r e a n u  e t  P e e t e r s  C l r 6 1  u t i l i s e n t  l e s  r é s u l t a t s  d e  

l a  p r o g r a m m a t i o n  l i n é a i r e  p a r a m é t r i q u e ,  e n  s u p p o s a n t  s e u l s  b 

ou p  a l é a t o i r e  e t  d é p e n d a n t  l i n é a i r e m e n t  d ' u n e  s e u l e  v a r i a b l e  
O 1 O 1 

a l é a t o i r e  r é e l l e  : o n  p o s e  p  = p  + t p  a v e c  p  e t  p  m a t r i c e s  

f i x e s  t v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e  de  l o i  de  p r o b a b i l i t é  F t ( . )  

c o n n u e ,  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e ,  c o n t i n u e  e t  de  s u p p o r t  ( a , B ) -  

l ' i d é e  e s t  a l o r s  de  s u b d i v i s e r  ( a , f 3 )  e n  v a l e u r s  c a r a c t é r i s t i q u e s  

X t e l l e s  q u e  a  = X o  ,< A l  4 X 2  ç . .  .< = f3 e t  d ' é t u d i e r  Z ( t )  
j 

p o u r  t p a r a m è t r e  v a r i a n t  s u r  c e s  s u b d i v i s i o n s .  I l s  e x h i b e n t ,  

a l o r s ,  d e s  a l g o r i  thmes  de  c o n s t r u c t i o n .  

A . )  s o i t  y' l a  s o l u t i o n  o p t i m a l e  f o u r n i  p a r  l a  P o u r  t e ( X j - l  

mé thode  s i m p l i  c i  a l e .  

0 j z - P Y  
D é f i n i s s o n s  w . ( z )  = s i  p l y '  # O 

J 1 j P  Y 
N 

a l o r s  P ( z ( t ) , <  z )  = C H . ( z )  
j = 1 J 

a v e  c  H . ( z )  = 
J 

i. 
' O  s i  w . ( z )  3 X j - l  

J 

s i  iyj > o  H ~ ( z )  = F ~ ( A . )  - F ~ ( A ~ - ~ )  s i  w . ( z )  >, 
J J j 

F&wj(zD - F~ (Aj-! s i  X j - l  < w j ( z )  2 X j  



1 a v e c  P t ( - " )  = O ( a =  --) e t  F t ( + m )  = 1 ( A N  = B  = + m )  
1 

. METHODES APPROCHEES - 
l 

l 
1 O n  s u p p o s e  q u e  l e s  moments  d ' o r d r e  2 d e  ( A , b , p )  e x i s t e n t .  

1 l e s  N c o m p o s a n t e s  d e  ( A , b , p )  s o n t  i n d é p e n d a n t e s  e n  

p r o b a b l l f  t é .  P a r  a p p l i c a t i o n  d e  l ' i n é g a l i t é  de B i e n a y m e  T c h e b y c h e f f  
1 
l 

1 e t  u t i l i s a t i o n  d e  l a  p r o p r i é t é  de  c r o i s s a n c e  de  Z ( A , b , p )  o n  a 

où  E e s p é r a n c e  m a t h é m a t i q u e  e t  cr é c a r t  t y p e .  

En f a i s a n t  v a r i e r  t d a n s  IR o n  o b t i e n t  une  a p p r o x i m a t i o n .  

2 L e s  conq>os a n t e s  d e  ( A , b  , p )  n e  s o n t  p l u s  i n d é p e n d a n t e s ,  

s i  ( A , b , p )  s u i t  u n e  l o i  N o r m a l e  à v a l e u r s  d a n s  IRN a l o r s  

de  l i b e r t é .  

C e t t e  i n é g a l i t é  p e u t  p e r m e t t r e  d ' a p p r o c h e r  p a r  v a l e u r s  i n f é r i e u r e s  

l a  f o n c t i o n  d e  r é p a r t i t i o n  d e  Z ( A , b , p )  

C O N C L U S I O N  - 

On n e  p o s s è d e  p a s  e n c o r e  d e  m é t h o d e s  n u m é r i q u e s  e f f i c a c e s  

p o u r  r é s o u d r e  l e  p r o b l è m e  p o s é ,  s a u f  c a s  p a r t i c u l i e r s .  L e s  p r i n -  

c i p a l e s  d i f f i c u l t é s  p r a t i q u e s  s o n t  : 

- d é t e r m i n a t i o n  d e  l o i x  m i x t e s  d e  p r o b a b i l i t é  

- v o l u m e  d e s  c a l c u l s  à e n v i s a g e r  

- d é t e r m i n a t i o n  d e  l a  t a i l l e  de l ' é c h a n t i l l o n  n é c e s -  

s a i r e  à u n e  b o n n e  e s t i m a t i o n .  



C H A P I T R E  I I  



INTRODUCTION 

On se pose le problème de prendre une décision x 

avant de connaître les réalisations des variables aléatoires 
j (valeurs des composantes Ai ,bi ,pj Vi ê 1, V j  C J ,  1 1 1  = m 1 J I  = m). 

O' 

On s'affranchit des aléas sur les contraintes ou sur la fonction 

économique en choisissant des définitions déterministes du program- 

me stochastique et ainsi proposer comme solutions celles de pro- 

grammes mathématiques. A ces attitudes correspondent donc diffé- 

rentes notions d'admissibilité et d'optimalité pour une solution 

déterministe à un programme stochastique. Une définition importante 
II chance constrained Programming problems" que nous qualifions de 
Il programmes sous risque", introduite par Charnes et Cooper 1 2 . 9 3 ,  

[ 2 . 1 1 1  puis par Kataoka 1 2 . 3 1 1  et Bereanu L 2 . 5 1  demeure l'attitude 

principale du schéma "décision-réalisation". Elle se caractérise 

par l'étude séparée du caractère aléatoire des contraintes de celui 

de la fonction économique. La prise en compte du risque de ne 

pas toujours pouvoir satisfaire les contraintes se traduit 

par le choix d'un niveau de probabilité acceptable, encore appelé 

niveau de confiance, sur la satisfaction de l'ensemble des contrain- 

tes ou de chacune d'elles. On en déduit un domaine de solutions 

admissibles appelé domaine de confiance. On définit l'optimalité 

d'une décision en prenant des versions déterministes de la fonction 

objective telles que maximisation de la probabilité qu'elle 

soit supérieure à une valeur donnée, ou maximisation de son expé- 

rance mathématique. 

Rappelons que l'on a noté K = Ex €IRn / D x d  d, x >, 01 
1 

le domaine convexe fixe. 

1 ' s o l u t i o n  e s ~ é r a n c e  m a t h é m a t i a u e  

On utilise l'espérance mathématique des variables aléatoires 

comme estimateurs et l'on qualifie de domaine de décision admis- 

sible, le polyèdre supposé non vide 



L'optimalité d'une décision est déterminée par la résolution du 

programme déterministe linéaire maximiser I: ~ ( d )  xj 
x C K  

j eJ 

On peut remarquer que : 

- les espérances mathématiques peuvent se révéler de 
mauvais estimateurs surtout si les variables aléatoires sont 

fortement dispersées autour de leurs moyennes. 

- si après intervention du hasard la valeur du couple 
(A,b) appartient à l'ensemble 

(n+t)m j j 
{(Ayb) e R O / A ~  3 A )  Y bi p ~ ( b ~ ) , V i  e r, vj e J I  

- - . - 
Le domaine obtenu K(A;~) = {x 6 i[I 1 Ax 4 b} est inclus dans K 

et par conséquent x de K déclaré admissible peut ne pas vérifier 

les contraintes Ax 6 b lorsque (Ayb) sera connu 

2 S o l u t i o n  " p r u d e n t e "  

On se place à l'abri de toute violation 

de contraintes en définissant admissible toute décision x de K 
1 

qui vérifie tous les systèmes de contraintes possibles Ax 4 b 

on qualifiera de décision optimale, celle qui maximise E(p)x sur K. 

Le modèle déterministe obtenu est encore un programme mathematique 

linéaire. 

Mais on peut remarquer que : 

- les polyèdres { x  é!. K / Ax 6 b, (A,b) e R (n+J)mol 1 
peuvent être en nombre infini (cas de distributions continues) ou 

même dans le cas d'un nombre fini, l'intersection peut être vide. 

- l'optimum obtenu peut être très inférieur à celui ob- 

tenu après réalisation de l'aléatoire. 

Les remarques faites à ces deux solutions conduisent à ne pas re- 

tenir ces attitudes en pratique. 



3 Programmes s o u s  risques 

Etude de 2 ' a d m i s s i b i  Z i t d  

La fonction de répartition F (.) du couple aléatoire 
A,b 

(A,b) est connue par hypothèse et nous la supposerons continue. 

Pour tout x fixé de K 1  désignons par F ( . )  la fonction de 
Ax-b 

répartition du vecteur aléatoire Ax-b déduite de FA,b(.). 

On a par définition Vt 8 B ~ O  Vx fixé dans K I  

Posons g(x,t) = (t) où g : K, x I R ~ O  - [o,ll 
avec g(.,t) application qui à x fait correspondre la valeur que 

prend la fonction de répartition correspondante au point t. 

g(x,.) fonction monotone non décroissante de la variable t 

(propriété de F 
Ax-b ( * I l  

de même pour les fonctions de répartition marginales posons 

On a par définition 

d'où l'on déduit de façon générale 

g.(x,ti) 3 g(x,t) Vi B 1, ~t G I R ~ O  vx fixé. 
1 

On distingue alors deux conceptions déterministes des contraintes ; 



I I .  4 

C A S  1 : 

On d é s i r e  l a  s a t i s f a c t i o n  d e  c h a q u e  c o n t r a i n t e  a v e c  m 
O une c e r t a i n e  p r o b a b i l i t é .  On c h o i s i t  donc  un v e c t e u r  a de  

t e l  que  O ,$ a 6 1 V i  6 1 e t  l ' o n  d é f i n i t  d ' a d m i s s i b i l i t é  de  x i 
e n  i m p o s a n t  : 

P(Aix  .$ b . )  + a .  V i  8 1 s o i t  e n c o r e  g . ( x , o )  b a V i  C 1. 
1 1 1 i 

è me C e t t e  d é f i n i t i o n  s i g n i f i e  q u e  l a  i c o n t r a i n t e  p a r  e x e m p l e  p o u r r a  

ê t r e  v i o l é e  m a i s  s e u l e m e n t  d a n s  p l u s  1 0 0 ( 1  - a . ) %  d e s  c a s .  On 
1 

d é t e r m i n e  a i n s i  l e  domaine  d e  c o n f i a n c e  D 
a 

C A S  2 : 

On v e u t  s a t i s f a i r e  l ' e n s e m b l e  d e s  c o n t r a i n t e s  a v e c  

une  c e r t a i n e  p r o b a b i l i t é .  

On s e  f i x e  a l o r s  un nombre  6 t e l  q u e  O < 0 6 1 e t  une d é c i s i o n  s e r a  

d i t e  a d m i s s i b l e  s i  e l l e  v é r i f i e  : 

P(Ax ,< b )  >. B s o i t  e n c o r e  P ( A . x  - b i  6 o y  V i  B 1 )  & 0 .  
1 

Le domaine  d e  c o n f i a n c e  s e  d é f i n i t  donc  p a r  : 

P u i s q u e  l ' o n  s e  f i x e  a ou  f3 p o u r  d é f i n i r  l ' a d m i s s i b i l i t é  i l  n o u s  a 

p a r u  i n t é r e s s a n t  de c o m p a r e r  c e s  d e u x  c o n c e p t i o n s  : 

a )  1 ' a v a n t a g e  de  p r e n d r e  P(A. 1 x  - b i  4 O )  3 a .  1 Vi 8 1 

e s t  q u e  l ' o n  p e u t  d o n n e r  p l u s  o u  moins  d ' i m p o r t a n c e  à l a  s a t i s f a c t i o n  

d e  c h a q u e  c o n t r a i n t e  p a r  l e  c h o i x  de  a . .  
1 

On p e u t  a i n s i  e n v i s a g e r  de c h o i s i r  c e r t a i n e s  c o m p o s a n t e s  de  a i n f é -  

r i e u r e s à  0 , 5  e t  d ' a u t r e s  p r o c h e s  de  1 .  



P a r  c o n t r e ,  i l  e s t  n a t u r e l  d e  c h o i s i r  B > 0 . 5  

C e c i  r é s u l t e  d e  l ' i n é g a l i t é  g .  ( x , o )  % g ( x , o )  B i  6 1 
1 

C e t t e  i n c l u s i o n  e s t  b i e n  e n t e n d u  v é r i f i , é e  a u s s i  d a n s  l e  c a s  où  

( A i , b i )  e t ( A k , b k )  mont  i n d é p e n d a n t s  V i  e 1,  Vk E 1, i # k 
O c a r  a l o r s  g ( x , o )  = ï'i g i ( x , o )  e t  p u i s q u e  

i = l  
m 

O $ g i ( x , o )  c g i ( x , o )  c 1 V i  6 1 o n  a  l e  r é s u l t a t .  
i = l  m 

O 

P a r  c o n t r e ,  t o u j o u r s  d a n s  l e  c a s  d ' i n d é p e n d a n c e  s i  ï'i a .  3.  B m 1 i = l  
a l o r s  x C D a  i m p l i q u e  ï'iO g i ( x , o )  + B 
d ' o ù  Da 

i = l  

En e f f e t ,  q u e l s  q u e  s o i e n t  l e s  é v é n e m e n t s  E e t  F ,  on  a  

-> P ( E 0 F )  P ( E )  + P ( F )  - 1 
m 

O 

d ' o ù  P(Ax-b)  4 O )  3.C P ( A i x  - b i  O )  - ( m  - 1) e t  l e  r é s u l t a t  
1 = 1  

s  ' e n  d é d u i t .  

d )  Dans  l e  c a s  o ù  s e u l  b  e s t  a l é a t o i r e ,  l e s  d o m a i n e s  

D e t  D s ' é c r i v e n t  
a  B 



03 F ( . )  - P ( b i  4 .) f o n c t i o n  de r é p a r t i t i o n  m a r g i n a l e  
b  : 

S i  l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  b, s o n t  i n d é p e n d a n t e s  e n t r e  e l l e s  

P u i s q u e  d a n s  c e  c a s  

d o n c  

m 
x  € D a  -> G (Ax) & 

b  II0 a .  d ' o ù  l e  r é s u l t a t .  
1 

i = l  

e )  s i  l ' o n  c h o i s i t  a = B = 1 V i  6 I on q u i t t e  i 
l ' a t t i t u d e  d e s  "pyograrnmes s o u s  r i s q u e s "  p o u r  p r e n d r e  c e l l e  

de " s o l u t i o n  p r u d e n t e "  ou  c e l l e  d e s  "programmes a v e c  r e c o u r s "  

q u e  l ' o n  t r a i t e r a  au  c h a p i t r e  I I I .  
---------- 

S i  l ' o n  c o n s i d è r e  a o u  B conme d e s  p a r a m è t r e s ,  c n  p e u t  c ;es igner  
m 

D comme une f o n c t i o n  m u l t i v o q u e  d e  [O, 11 0- P ( K l )  

t e l l e  q u e  D ( a )  = ( x  6 K I  1 g i x , o  >r a i ,  a  Ç: [ O ,  11 , T i  C I l  
n o u s  é n o n ç o n s  a l o r s  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

3.3.1 Propos i t i on  

En e f f e t  V i  e I g .  ( x , o )  3 a 
1 il 

1 Ce r é s u l t a t  e s t  a p p l i c a b l e  à D p u i s q u e  B + 0 -> D(B) C ~ ( 6 ' )  B .  

a v e c  D(B) = ( x  e K / g ( x , o ) > ,  B , B  6 1 0 , 1 1 1  
1 



C o n s é q u e n c e s  : 

1 
P u i s q u ' i l  e s t  n a t u r e l  de  c h o i s i r  a i  3 2 V i  € 1 

d é s i g n o n s  p a r  

m 
O 

e  v e c t e u r  de R de c o m p o s a n t e s  1 
1 

m 
a l  v e c t e u r  de  R O de c o m p o s a n t e s  - 1 - 2 

a v e c  U A i P i  s u p p o r t  d e  l a  l o i  de ( A i , b i )  

D(e ) e s t  d o n c  l e  domaine  d e s  s o l u t i o n s  a d m i s s i b l e s  d a n s  l a  1 
c o n c e p t i o n  " s o l u t i o n  p r u d e n t e "  e t  e s t  p o l y e d r e  c o n v e x e  p u i s q u e  

i n t e r s e c t i o n  de c o n v e x e s .  

S i  l ' o n  s u p p o s e  F ~ . x  - b i  
( . )  c o n t i n u e  Vx de  K a l o r s  I 

1 
. , 

l ' e x p r e s s i o n  de  l a  m é d i a n e  de  l a  d i s t r i b u t i o n  d e  A.x - b i  ; 
1 

d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où A .  x  - b i  de d i s t r i b u t i o n  Normale  
1 

V i  (2 1 

d ' o ù  



q u i  e s t  l e  domaine  d e  l a  c o n c e p t i o n  " s o l u t i o n  e s p é r a n c e  mathéma- 

t i q u e " .  Ce c a s  p a r t i c u l i e r  s e  r e n c o n t r e  no tamment  s i  ( ~ ? , b ~ )  1 

v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  m u t u e l l e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  e t  de d i s t r i b u t i o n  

N o r m a l e .  

C e t t e  i n c l u s i o n  j u s t i f i e  e n c o r e  l ' a b a n d o n  d e s  s o l u t i o n s  p r é c é d e n t e s  

r e m a r q u e s  : 

1 1 * On a  d e  même VB D(1)  C D(Bf C D(?) 

ave  c  

où U s u p p o r t  de l a  l o i  m i x t e  de ( A , b )  
A , b  

* l a  p r o p o s i t i o n  e s t  a u s s i  v a l a b l e  d a n s  l e  c a s  o ù  

s e u l  b e s t  a l é a t o i r e  p u i s q u e  D ( a )  = { x  G K I  / Fb (Aix) \' 1-a i , € I! 
i 

Nous e n  d é d u i s o n s  : 

3.1.2 Proposition 

1 
S i  D(e ) e s t  non v i d e  e t  D(e2) b o r n é ,  l e  programme 

1 
s t o c h a s t i q u e  admet  t o u j o u r s  un  op t imum f i n i  d a n s  c h a q u e  c o n c e p t i o n  

programmes s o u s  r i s q u e s "  r é a l i s a n t  1 a a 
1 a e t  v e r s i o n  d é t e r m i -  i 

n i s t e  à c o e f f i c i e n t s  f i n i s  d e  l a  f o n c t i o n  é c o n o m i q u e .  

C e c i  r é s u l t e  d e  D ( e l )  C D(u) C D ( e , )  

7 
Remarquons  q u e  s i  on c h o i s i t  l e  c a s  2 p o u r  l ' a d m i s s i b i l i t é  on 

1 1 1 p r e n d r a  f3 3 e t  D(?) e t  D(1)  j o u e r o n t  l e s  r ô l e s  d e  D(e2) e t  D ( e l )  

r e s p e c t i v e m e n t .  

1 
- On s u p p o s e r a  d é s o r m a i s  D(e1)  non v i d e  e t  D(e2) b o r n é .  



3 . 1 . 3  - Autres  d é f i n i t i o n s  d é t e r m i n i s t e s  d e s  domaines 

L e s  d é f i n i t i o n s  p r o b a b i l i s t e s  p r é c é d e n t e s  s é l e c t i o n n e n t  

l e s  f o n c t i o n s  d e  r é p a r t i t i o n  d e s  d i f f é r e n t s  v e c t e u r s  Ax-b 

a d m i s s i b l e s  ( x v a r i a n t  d a n s  K I )  e t  r e t i e n n e n t  l e s  v a l e u r s  d e  x  

p o u r  l e s q u e l l e s  l e s  f o n c t i o n s  d e  r é p a r t i t i o n  c o r r e s p o n d a n t e s  

p r e n n e n t  à l ' o r i g i n e  une  v a l e u r  s u p é r i e u r e  o u  e g a l e  à a i ( o u  B ) .  

On c o n ç o i t  q u e  d a n s  l e  b u t  d e  r é s o l u t i o n s  p r a t i q u e s ,  c e t t e  a d m i s -  

s i b i l i t é  n e  s e r a  p a s  commode à d é t e r m i n e r .  

A u s s i ,  d a n s  l e  c a s  d e  d i s t r i b u t i o n s  c o n t i n u e s ,  o n  p r é f é r e r a  d e s  

d é f i n i t i o n s  é q u i v a l e n t e s  d e s  d o m a i n e s  D a  e t  D B p a r  u t i l i s a t i o n  

d e s  p r o p r i é t é s  d e  m o n o t o n i c i t é  d e s  f o n c t i o n s  d e  r é p a r t i t i o n  e t  

e n  s e  b a s a n t  s u r  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : s o i t  X une  v a r i a b l e  

a l é a t o i r e  r é e l l e  

m 
X O 

b o u r  x f i x é  d a n s  ïü d é s i g n o n s  p a r  t l e  v e c t e u r  de  8 ( d e  ccmpo- 
X 

1 
X 

s a n t e s  t: ) t e l  q u e  : s i  o n  c h o i s i t  l e  c a s  1 ,  t .  1 d é f i n i  p a r  

o ù  s i  l e  c a s  2 e s t  r e t e n u  

g ( x ,  tX) - 8 ( t x  - F - 1 
( $ 1 )  

*x-b x 
p o u r  x v a r i a n t  d a n s  K,, o n  d é n o m b r e r a  d o n c  d e s  v e c t e u r s  n o t é s  t . 

3 . 1 . 3  P r o p o s i t i o n  : Symonds C2.551  

D CL o u  D a d m e t t e n t  p o u r  d é f i n i t o n s  é q u i v a l e n t e s  
B 

é t e r m i n i s  t e s  

X 

.- 
{ x  C R I  1 t i  \( O Vi e I l  

C ' e s t  d o n c  une  s é l e c t i o n  s u r  l e s  q u a n t i t é s  d ' o r d r e  a i ( o u  8 ) .  

I l l u s t r o n s  c e t t e  p r o p o s i t i o n  p a r  l ' e x e m p l e  s u i v a n t  : 



II. 10 

On s u p p o s e  m = 1 e t  (A' , b )  composés  de  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  . 
O 

p o s i t i v e s  Vj e J 

l?Ax-b ( . )  r é p a r t i t i o n  de  l a  l o i  N o r m a l e .  

On a  V t  C R g ( .  , t )  f o n c t i o n  n o n  c r o i s s a n t e  d e  x  p u i s q u e  

2  2  
Vx E K I  { t  E IR / Ax - b  6 t }  C { t  E P <  / Axl-b 6 t }  

d ' o ù  

1 
P ( A X ~ - ~  6 t )  4 ~ ( ~ 2 - b  r t )  - g ( x 2 , t )  6 g ( x  , t )  

S o i t  

1 2  3  
tX  tX  tX  ' 

3 1 2  3  
x2  

t X  , t  e t  t X  s o n t  d é f i n i s  p a r  g ( x l , t X  ) = g ( x 2 , t X  ) = g ( x 3 , t X  ) = B  

2  
d ' a p r è s ,  l a  p r o p r i é t é  de  g ( .  , t X  ) 



APPLICATIONS ------------ 

1 
1 S i  ( ~ : , b ~ )  e t  ( A  , b  ) s o n t  i n d é p e n d a n t e s  

k k 

2 A f i x é e ,  b  v e c t e u r  a l é a t o i r e  

m 
0 

- On c h o i s i t  b* = max { t  / ïi [ ] - P b  ( t i ) l  3 B I  
i = l  

comme é q u i v a l e n t  d e  b  
i 

d ' o ù  DB = { X  & K I  / A x \ '  b*) 

p o l y è d r e  c o n v e x e  

- P o u r  l e  c a s  1 o n  c h o i s i t  

b q  = max { t i  / Fb ( t i )  4 1 - a i l  V i  E: 1 
i 

d ' o ù  

p o l y è d r e  c o n v e  Xe. 

3 . 2  - C o n v e x i t é  d e s  domaines  

Dans  l e  b u t  de  r é s o u d r e  p r a t i q u e m e n t  c e s  p r o b l è m e s ,  

i l  e s t  n a t u r e l  d e  c h e r c h e r  d e s  c o n d i t i o n s  d e  c o n v e ~ i t é ~ d e  c e s  do-  

m a i n e s .  
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3 . 2 . 1  Convexité de 'D 
a . 

V i  e 1 s u p p o s o n s  c o n n a î t r e  l ' e x p é r a n c e  m a t h é m a t i q u e  

d e s  c o m p o s a n t e s  d e  (Ai , b . )  e t  l a  m a t r i c e  d e  c o v a r i a n c e  de  (Ai , b i ) .  
1 

( m a t r i c e  d é f i n i e  n o n  n é g a t i v e )  

d ' o ù  Vx f i x é  d a n s  K 1  

n n  
j  h  

n 
+ L L Cov(Ai ,  A . )  x . x  - 2 L  ~ o v ( ~ l , b ~ ) x  

h-1 j=l  1 ~h j= i  j  

Q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  l o i s  s u i v i e s  p a r  l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  

A?  e t  b i ,  on s u p p o s e  q u e  g . ( x , . )  e s t  une f o n c t i o n  de   épar titi on 
1 1 

de  l o i  Normale V i  6 1,  flx € K 1  

( c ' e s t  l e  c a s  no tamment  p o u r  A' e t  b i  G a u s s i e n n e s  V i  E 1 Vj 43 J) i 

3 . 2  il Proposition : Kataoka [2.311, L e m a r i e  1 2 . 3 4 1  

Une c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  p o u r  q u e  D CL s o i t  

e s t  q u e  

v i s 1  a i  3 7 

En e f f e t  Vx f i x é  d a n s  K 
1 

V i  € 1 g i ( x , . )  f o n c t i o n  de r é p a r t i t i o n  Normale  -> l a  f o n c : i o n  de  

r é p a r t i t i o n  N(.) de l a  v a r i a b l e  c e n t r é e  r é d u i t e  
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e s t  c e l l e  d e  l a  l o i  N o r m a l e  N ( o , l )  Vi 6 1, 

S o i t  l e  q u a n t i l e  d ' o r d r e  a .  d e  l a  l o i  B ( o , l )  d é f i n i  p a r  
i 1 

1 u  2  

- i 
e x -  - d u  = a 

fi 2  i 

on d é d u i t  q u e  

d ' o ù  

E(Aix  - b . )  + t [ ~ a r ( ~ ~ x  - b i ) l  1 / 2  
I i < 0 

X 
Le membre d e  g a u c h e  e s t  l ' e x p r e s s i o n  g é n é r a l e  d e s  t i  . 
o r  

m a t r i c e  de  c o v a r i a n c e  de  ( A  , b . )  d é f i n i e  i 1 

n é g a t i v e  V i  €! 1 

- 
t i  [ V a r ( A i x  - b i ) ~ 1 ' 2 f o n c t i o n  c o n v e x e  d e  x  d ' a p r è s  K a t a o k a  r 2 . 3 1 1  
o n  e n  d é d u i t  q u e  

D a - { x  (5 K I  1 E(Aix  - b i )  + t i [ V a r ( A i x  - b . ) ~ ' / ~ $  1 O V i  C 1 )  

e s  t c o n v e  x e  



Remarques  : 
- 

Y i  i ? I  t i  9 0  l 

1 P u i s q u e  - 1 ! 
2 

E(Aix - b i )  + i i ~ ~ a r ( ~ i x  - b i ) l  4 O I 

D s ' é c r i t  e n c o r e  l 
a I 

e t  e s t  d o n c  d é f i n i  p a r  d e s  c o n t r a i n t e s  q u a d r a t i q u e s .  

2 Dans l e  c a s  où  l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  A! 1 e t  b i  s o n t  

i n d é p e n d a n t e s  e t  g a u s s i e n n e s  , l e s  t e r m e s  d e  covc i r i  a n c e s  d i s p a -  

r a î t r o n t  e t  l ' e x p r e s s i o n  d e  D a s e r a  un p e u  p l u s  " a g r é a b l e Y ' .  

P o s o n s  

Da 
s ' é c r i t  d o n c  

1 
3 Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  a = 2 ,  Da e s t  un p o l y è d r e  con- - i i 

v e x e  p u i s q u e  t .  1 = O ( s y m é t r i e  de l a  l o i  Normale  N(0,1) e t  

D I  = ( X  B K / E(Ai) x,< E ( b i ) l .  c e c i  m o n t r e  e n  p a r t i c u l i e r  l e  - 1 
2 

r l s q u e  q u e  l ' o n  p e u t  p r e n d r e  e n  u t i l i s a n t  l ' e s p é r a n c e  mathéma- 

t i q u e  d e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  comme e s  t i m a t e u r s  . 
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4  L a  l o i  Normale  e s t  t r è s  u t i l i s é e  e n  p r a t i q u e  c a r  e l l e  

p o s s è d e  d e  " b o n n e s "  p r o p r i é t é s  ( e n  p a r t i c u l i e r  c e l l e  d e  s y m é t r i e ) .  

Dans l e  c a s  de  d i s t r i b u t i o n s  a r b i t r a i r e s ,  on a u r a  r e c o u r s  au 

t h é o r è m e  c e n t r a l  l i m i t e  p o u r  s e  r a m e n e r  à d e s  f o n c t i o n s  de r é p a r -  

t i t i o n  de l o i  Normale  o u  b i e n  on u t i l i s e r a  d e s  i n é g a l i t é s  du  t y p e  

B i e n a y m  - T c h e b y c h e f f  p o u r  e x p l i c i t e r  D . 
a 

P a r  e x e m p l e  i 

- e n  s u p p o s a n t  A! f i x é ,  b i  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  p o s i t i v e  
1 

n o u s  e n  d é d u i s o n s  l e  domaine  

O U  e n c o r e  a v e c  

o < a  Q 1 { X  e K 1 / O < A ~ X  \( v-' V i  & I l  

q u i  c o n t i e n t  D e t  a  l ' a v a n t a g e  d ' ê t r e  l i n é a i r e  p o u r  p e r m e t t r e  
a 

une s u r - o p t i m i s a t i o n .  

- S e n g u p t a  C2.451,  l 2 . 4 6 1  s u p p o s e  A f i x é e ,  b i  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  

p o s i t i v e ,  A.x  < p V i  e 1, Vx ~3 K 1 .  
1 i 

l e  domaine  o b t e n u  s ' é c r i t  

q u i  e s t  i n t a r i e u r  à D e t  c o n d u i r a  à une  s o u s - o p t i m i s a t i o n .  a 
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m a i s  a v e c  O 6 a .  < 1 on p e u t  r e m a r q u e r  q u e  l e  domaine  e s t  un 
1. 

p o l y è d r e  c o n v e x e  e t  s ' é c r i t  

{ x  8 K I  / fil - a .  1J (  - A . )  1 , O i V i  E 11 I 

S e n g u p t a  1 2 . 4 5 1 ,  C2.491,  a a u s s i  é t u d i é  l e  c a s  d e  d i f f é r e n t e s  

d i s  t r i b u t i o n s  p o u r  l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  e n  p a r t i  c i i l i e r  c e l l e s  
2 

du X ( K h i d e u x )  e t  p e u t  e x p l i c i t e r  D a .  a p a r t i r  de  d o m a i n e s  de 
1 

c o n f i a n c e  d e s  l o i s  de  x2 o u  d e  F i s h e r - S n e d e c o r .  
2 

P a r  e x e m p l e  A! e t  b i  i n d é p e n d a n t e s  e t  s u i v e n t  d e s  l o i s  de  X 
1 

V j  62 .Y a l o r s  

Y i ( x )  = 
i 

A .  x  
1 

p o u r  x  > O s u i t  une  l o i  de  F i s h e r  n o n  c e n t r é e  e t  D s ' e x p l i c i t e  a i 
à p a r t i r  de d o m a i n e s  d e  c o n f i a n c e  d e  c e t t e  l o i  i . e  

5 Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où l e s  v a r i a b l e s  x  s o n t  m i x t e s  

H i l l i e r  C2.261 p r o p o s e  d e s  a p p r  x i m a t i o n s  p a r  e x c é s  o u  p a r  d c f a u t  ? 
t r è s  s e r r é e s  d e  V a r ( A . x  - b i )  2 .  11 d é t e r m i n e  a i n s i  d e s  d o m a i n e s  

1 

e x t é r i e u r s  ou  i n t é r i e u r s  à D q u i  p e r m e t t e n t  l ' u t i l i s a t i o n  d e s  a  
a l g o r i  thmes d e  p r o g r a m m a t i o n  l i n é a i r e  e n  nombres  e n t i e r s .  

CAS PARTICULIER : - - - - - - - -  

A f i x é e ,  b  v e c t e u r  a l é a t o i r e .  P ( A . x  \< b i )  = 1 - Fb (Aix) Vi C 1 
1 i 

On ' o b t i e n t  de f a ç o n  g é n é r a l e  un p o l y è d r e  c o n v e x e  p o u r  Da 
q u i  s ' é c r i t  

- 1 
Da = { x  6 K I  / Aix 6 b q  V i  8 I 1 a v e c  bf  = Pb ( 1  - a i )  

i 

e n  s u p p o s a n t  b i e n  e n t e n d u  P - ' ( 1  - a . )  b i e n  d é f i n i  
i 1 
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( p a r  e x e m p l e  s i  F (.) e s t  l a  f o n c t i o n  de  r é p a r t i t i o n  N o r m a l e ,  
b  l 

on p o s e r a  a # 1 ) l  i 

1 )  b i  v a r i a b  l e  a l é a t o i r e  g a u s s i e n n e  

a l o r s  

a v e c  q  1 - a .  q u a n t i l e  d ' o r d r e  1 - a . d e  l a  l o i  Normale  
1 

N ( Q ,  1) 
1 

2 )  O < a  1 e t  b i  d i s t r i b u é  s u i v a n t  u n e  l o i  de W e i b u l l  i 
d e  p a r a m è t r e s  d o n n é s  k > O e t  u .  >, 1 ( S e n g u p t a  C2.481) i 1 

Fb 
' 

i 
O s i n o n  

d ' o ù  

Remarquons  q u e  s i  u .  = 1 on r e t r o u v e  l e  c a s  de l a  l o i  
1 

e x p o n e n t i e l l e  

P u i s q u e  s e u l  l e  s e c o n d  membre e s t  a l é a t o i r e ,  on p e u t  e n v i s a g e r  p l u t ô t  

q u e  d e s  f o r m e s  l i n é a i r e s  A . x ,  d e s  f o n c t i o n  h .  ( x )  a v e c  h : IRn* 
1 I i 

c o n v e x e s  V i  8 1. 

En s u p p o s a n t  F ( . )  q u a s i - c o n v e x e  s u r  un e n s e m b l e  c o n v e x e  de CR 
b .  

c o n t e n a n t  t o u s  t e s  p o i n t s  de  l a  f o r m e  h .  ( x ) ,  x  e K I ,  T i  e 1, l e  
1 

domaine  D e s t  c o n v e x e  p u i s q u ' a l o r s  f (hi ( x ) )  f o n c t i o n  q u a s i  c o n v e x e  
a b  : 

1 2 2  1 En e f f e t  Vx € K I ,  Vx 8 K I  s u p p o s o n s  Fb ( h i ( x  1) 6 Fb ( h i  ( x  1) 
.i . i 



Pb ( )  q u a s i - c o n v e x e  -> 
i 

h .  convexe 
1 

[ h i ( l x  2 + ( l - X ) x  1 ) ]  
1 

Pb ( monotone non d é c r o i s s a n t e  , Pb [hi(x ) l  

i i 

d o n c  Pb [hi  ( .) 1 f o n c t i o n  q u a s i - c o n v e x e  
i 

3 . 2 . 2  Convexité de D 
B 

C e t t e  c o n v é x i t é  s e  r é î r é l e  p l u s  d i f f i c i l e  a  é t a b l i r ,  

c a r  l a  d é f i n i t i o n  de D s e  b a s e  s u r  l a  l o i  m i x t e  d e s  v a r i a b l e s  
8 

a l é a t o i r e s  A . x  0 bi  p u i s q u e  
1 

F ~ x - b  ( O )  = P(Aix - b i  6 O tri  e 1 )  

e t  n é c e s s i t e r a  de s  h y p o t h è s e s  f o r t e s .  Les r é s u l t a t s  p r o p o s é a  

d a n s  la l i t t é r a t u r e  c o n c e r n e n t  l e s  c a s  où s o i t  A e s t  fixée e t  b 

a l é a t o i r e  e t  i n v e r s e m e n t  e t  e n  o u t r e  l e s  composan t e s  s o n t  des 

v a r i a b l e s  a l é a t o i r è s  m u t u e l l e m e n t  i n d é p e n d a n t e s .  

3 . 2 . 2 . 2  A f i x é e  

e n  p o s a n t  

m 
O 

( 1  = 1-Fb ( . )  Dg s ' é c r i t  { X  £ K / il Gb (Aix):B} 
i l i = i  i 

o r  p e u r  beaucoup  de d i s t r i b u t i o n s  d ' i m p o r t a n c e  p r a t i q u e  ( l o i  m 
O u n i f o r m e ,  l o i  Normale ...) il Gb ( . )  n ' e s t  p a s  une f o n c t i o n  concave  

i=  e t  D ne s e r a  p a s  convexe .  d i l l e i  e t  Wagner Y2.361 o n t  c h e r c h é  de s  B 
c o n d i t i o n s  à i m p o s e r  à G . V i  6 1 p o u r  o b t e n i r  un domaine convexe .  

i 
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~ 3 . 2 . 2 . 1  P r o p o s i t i o n  Miller e t  Wagner 12.361 
2 

d  Gb ( f i )  
i 11 

Dg convexe s i  V i  C 1 2  - CGb ( t i ) l  ( O 

d t i  i 

( s u r  l ' e n s e m b l e  C = { t i  C BIGb ( t i )  > O )  i 

Gb 
( )  é t a n t  d é c r o i s s a n t e  on a  C .  convexe i l i  e 1. 

i 1 

On é t a b l i t  a l o r s  l e  r é s u l t a t  e n  r e m a r q u a n t  que 

n Gb ( r i )  , B <-> 1 l o g  Gbi  ( t i )  3 l o g  B .  
i = 1  i i = l  

V t i  e C i  [Gb t i I 1  O - l o g  Gbi(.) concave  
i - '=a Si(*id 

A.  x  l i n é a i r e  f o n c t i o n  
1 

concave  s ü r  K 
1 

d ' o ù  

m 
D g -  { X  6 K I  1 f 0  logGbi (Aix) 3 l o g  8) convexe .  

i = 1 

L ' h y p o t h è s e  demandée e s t  v é r i f i é e  e n  p a r t i c u l i e r  p a r  l e s  l o i s  d i t e s  

à t a u x  de  s u r v i e  c r o i s s a n t  ( u t i l i s é e a e n  économie C2.471,  12 .481)  i . e  

f o n c t i o n  c r o i s s a n t e  s u r  { t  6 P(/ O r Pb ( t i )  < 11 i i 

D  s e r a  donc  convexe  dans  l e  c a s  de d i s t r i b u t i o n s  d o n t  l e s  
6  

d e n s i t é s  CF ( . ) IV s o n t  de  l a  fo rme 
i 
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( O  s i n o n  

avec  A e t  ri r 6 e l s  e t  ni e n t i e r . s i  n  = I on r e t r o u v e  1.a d i s t r i -  
i i 

b u t i o n  uni forme.  

F ina lemen t  remarquons que dans  l e  c a s  de l o i  e x p o n e n t i e l l e  de 

p a r a m è t r e  A > O ,  l e s  c o n t r a i n t e s  de D s o n t  l i n é a i r e s  : i B 
exp - Ai( t i  - r i )  s i  - < r < t . , r ; . f i x é  

'Fb ( t i ) I 1  = l"i 
i 1 1  

i 
o s i n o n  

On a donc 

Gb ( t i )  = e x  A t  - r i  avec  -- < r \' c i  
i i 

d ' o ù  

m 
I O 

b  f i x é e .  J a g a n n a t h a n  1 2 . 2 9 1  suppose  en  o u t r e  8 > , . 
1 

A! v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  Normales e t  P(Aix $ b i )  >,I 
1  

A .  e s t  donc d i s t r i b u é e  s u i v a n t  l a  l o i  Normale d ' e s p é r a n c e  E(A.1 e t  
1 1 

de m a t r i c e  de v a r i a n c e  Vi d i a g o n a l e  Y i  B 1. 

On montre  1 ' é q u i v a l e n c e  

avec  N(.)  f o n c t i o n  de r é p a r t i t i o n  de  l a  l o i  #(O, 1 )  



m 
s u r  [ O , - [  l o g  N(.) concave  -> C o  l o g  N(.) concave  

I de p l u s  (xVix) 1 1 2  convexe  Vx e K I  

1 
Le domaine D n { x  e K / P ( A . x  4 b . )  3 -  V i  fZ 1 )  B 1 1 1 2  

t i  o , V i  fi 1) 
e s t  donc  convexe .  

Dans l e  c a s  de non i n d é p e n d a n c e  d e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s . ,  I 

p r e k o p a  12 .391  e t  B e r e a n u  12 .61  o n t  e n v i s a g é  d e s  c o n t r a i n t e s  

de  l a  fo rme P ( b i  h i ( ' ) ,  V i  -P. 1 )  3 B a v e c  b  v e c t e u r  a l é a t o i r e  e t  

hi : R" + R  f o n c t i o n s  concaves  Y i  8 1 e t  o < B  < 1 

3 . 2 . 2 . 4  P r o p o s i t i o n  . 

S i  l a  f o n c t i o n  F ( . )  e s t  q u a s i - c o n c a v e  s u r  un m 
O 

b  
n semble  convexe de (R c o n t e n a n t  t o u s  l e s  p o i n t s  de l a  forme 

h 2 ( x ) , * . . , h  m (XI) x  6 K I  
O 

A l o r s  { x  e K I  / P(b i  < h i ( x ) ,  T i t e  1) 3 8 1  e s t  convexe 1 
P r e k o p a  12 .391  p r é c i s e  l a  n o t i o n  de q u a s i - c o n c a v i t é  de l a  

f ~ n c t i o n  de  r é k a r t i t i o n  m u l t i d i m e n s i o n n e l l e  P . s u r  un e n s e m b l e  
O 

b  
convexe  E deLR de l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : on  décompose l e s  composan t e s  

( t l  , t 2 ,  .. . , t  ) en  2 g r o u p e s  d i s j o i n t s  e t  n o t o n s  y e t  z l e s  m 
O v e c t e u r s  d o n t  l e s  composan t e s  a p p a r t i e n n e n t  à c e s  g r o u p e s  (y  n e  

comprend p a s  n e c e s s a i r e m e n t  l e s  p r e m i è r e s  composan tes  de  



On d i r a  q u e  

F b ( t )  = F (y,.)  e s t  c o n c a v e  p a r  r a p p o r t  à y s u r  E s i  
b  

1 2 2 
l 

1 2  
V! = (: ) C  E ,  V t  - (: E a v e c  y  s y ( r e l a t i o n  s u r  c h a q u e  c o m p o s a n t e ) ,  

2  
l a  f o n c r i o n  F (.) e s t  c o n c a v e  e n t r a  t 1  e t  t , d o n c  q u a s i - c o n c a v e .  

b  1 
I 

Le r é s u l t a t  de l a  p r o p o s i t i o n  s ' é t a b l i t  a l o r s  e n  m o n t r a n t  q u e  

l a  f o n c t i o n  B ( x )  = F b ( h l ( x )  , h 2 ( x )  ,. . . ,h ( X I )  - P ( b i  5 h i ( x ) ,  *i E 1 )  m : 
O ! e s t  q u a s i - c o n c a v e  s u r  K 

1 l 

~ 
o r  h .  ( x )  c o n c a v e  V i  e 1 -> 

1 

F (.) monotone  non d é c r o i s s a n t e  
b 

F (.) q u a s i  c o n c a v e  
b 

2 
1 I 1 

7 2 
@(Axl + ( A )  x  ) + min CFb [hl (x) ,h2(x),  . . . ,hm ( d l ,  \ [h2(x1, . , hm ( X  11 

O O 

1 2  1 2 donc 0 ( A X  + ( 1  -.AIX pniinC0 ( X I ,  0 ( x  1 1  

Mais l a  quasi-concavité de Pb(.) ne peut s ' o b t e n i r  que sous des conditions 

p a r t i c u l i è r e s  : dans l e  cas où 2. = 2 e t  b  e t  b2  d i s t r i b u é e s  su ivant  l e s  
2  

1 
l o i s  Normales N(v, ,OI) e t  N(p2 ,O2) r e spec t ivemnt .  
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o ù  r r a y o n  de  c o r r é l a t i m  de ( b ,  , b 2 )  e t  1 rl < 1 

P r e k o p a  C2.391 m o n t r e  a l o r s  q u e  P b ( . )  e s t  q u a s i - c o n c a v e  p o u r  

Avec l a  même f o r m e  de c o n t r a i n t e s  q u e  c e l l e  e n v i s a g é e  p a r  P r e k o p a ,  

Bawa C2.41 p r o p o s e  de n o u v e l l e s  c o n d i t i o n s  p o u r  o b t e n i r  l a  c o n v e x i -  

t é  d e  D m a i s  a v e c  les s u p p o s i t i o n s  : 
B 

h i ( x )  l i n é a i r e s  ( h i ( x )  = Aix V i  e 1 )  

l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  b  s o n t  i n d é p e n d a n t e s .  i 

~ 3 . 2 . 2 . 5  Proposition 

r 

l S i  Y i  e 1 . 3 ~ ~  O < y  < 1 f b  ( t i )  = i i d t i  f o n c t i o n  n o n  c r o i e e a n t e  e t  

( t i )  c o n c a v e  s u r  { t  E R / t i  3 t , Pb ( t y  - y i }  i Yi i i 

m 
O 

H ( t )  = iï Pb ( t i )  e s t  une  f o n c t i o n  c o n c a v e  s u r  { t  O R /H( t )3Bl  
i e I  i 

Les  h y p o t h è s e s  r e n d e n t  l e  h e s s i e n  de H ( t )  m a t r i c e  semi  d é f i n i e  

n é g a t i v e  l o r s q u e  B >, y V i  8 1 d o n c  H ( t )  c o n c a v e  e t  D c o n v e x e .  i B 

C e t t e  p r o p o s i t i o n  e s t  v é r i f i é e  p o u r  b e a u c o u p  de l o i s  d ' i m p o r t a n c e  

p r a t i q u e  ( L o i  N o r m a l e ,  d e  W e i b u l l ,  e x p o n e n t i e l l e . .  .). 
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P a r  e x e m p l e  d a n s  l e  c a s  d e  l a  l o i  N o r m a l e  a v e c  l a  p a r t i c u l a r i t é  

s u i v a n t e  : 9 

\ O  s i n o n  

a l o r s  f '  ( t i )  = - t i  f b  ( t i )  C 0 

i i 
On c h o i s i r a  d o n c  y = 0 , s  ( p u i s q u e  t = O )  e t  8 % 0 , 5  

1 
'i 

3 . 3  Etude de Z ' o v t i m a Z i t d  d ' u n e d d c i s i o n  

P u i s q u e  l e  d o m a i n e  d e s  d é c i s i o n s  p o s s i b l e s  a  é t é  m i s  

s o u s  f o r m e  d é t ' e r m i n i s t e ,  l e  c h o i x  d ' u n e  d é c i s i o n  o p t i m a l e  d é p e n d  

u n i q u e m e n t  d u  c a r a c t è r e  a l é a t o i r e  d e  p x .  

P l u s i e u r s  m o d è l e s  à f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  d é t e r m i n i s t e ,  g é n é r a l e m e n t  

n o n  l i n é a i r e ,  s o n t  p r o p o s é s  p o u r  d é f i n i r  l ' o p t i m a l i t 6  d ( u n e  d é c i s i o n .  

On p r e n d r a  l e  p l u s  s o u v e n t  Da p l u t ô t  q u e  D p o u r  d o m a i n e  d e s  
8 

d é c i s i o n s  a d m i s s i b l e s  p u i s q u ' i l  e s t  p l u s  a i s é  à e x p l i c i t e r  ( e m p l o i  

d e s  f o n c t i o n s  d e  r é p a r t i t i o n s  m a r g i n a l e s ,  c o n d i t i o n s  s u r  c h a q u e  

c o n t r a i n t e )  e t  l e s  p r o p r i é t é s  d e  c o n v e x i t é  s o n t  p l u s  f a c i l e s  à 

é t a b l i r .  

L a  f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  d é t e r m i n i s t e  c h o i s i e  e s t  1 ' e s p é r a n c e  

m a t h é m a t i q u e  d e  p x .  

On s u p p o s e  q u e  l a  l o i  d e  p  e s t  i n d é p e n d a n t e  d u  c h o i x  d e  x  d ' o c  



Le programme d é t e r m i n i s t e  o b t e n u  e s t  d o n c  

max { 1 E ( ~ ' ) X . / X  t? D a )  
j=l J 

S i  on s a i t  e x p l i c i t e r  D a ,  l a  d é t e r m i n a t i o n  d ' u n e  d é c i s i o n  o p t i m a l e  

n e  p r é s e n t e r a  p a s  e n  g é n é r a l  de d i f f i c u l t é s .  

P a r  e x e m p l e  s i  p o u r  l e s  c o n t r a i n t e s  s e u l  b e s t  a l é a t o i r e  l e  programme 

d é t e r m i n i s t e  e s t  l i n é a i r e .  

max { E ( p ) x  / Dx .$ d ,  x  + O ,  A . x  4 b.C Vi t? 1) 
1 1 

o ù  b4 - max { t  / Pb ( t )  1 - a i } ,  q u e  l ' o n  p e u t  r é s o u d r e  p a r  l a  
1 i i méthode  s i m p l i c i a l e  p a r  e x e m p l e .  

C ' e s t  l e  c a s  p r a t i q u e  e n v i s a g é  p a r  S m i t h  12 .541  p o u r  un p r o b l è m e  

d ' i r r i g a t i o n  : d r a i n a g e  e t  u t i l i s a t i o n  d e s  t e r r e s  p o u r  l a  c u l t u r e  

d u  r i z  a v e c  l a  p r é c i p i t a t i o n  d ' e a u  à v a r i a t i o n  a l é a t o i r e .  

Dans l e  c a d r e  d u  modè le  "El '  un a u t r e  e x e m p l e  p r a t i q u e  e s t  p r o p o s é  

p a r  N a s l u n d  . [2-371,  C2.441. C ' e s t  un p r o b l è m e  d ' i n v e s t i s s e m e n t  d ' u n e  

e n t r e p r i s e  p o u r  n  p é r i o d e s .  Le programme d é t e r m i n i s t e  o b t e n u  s e  

f o r m u l e  comme s u i t  : 

1 max E C  C x ,  - 



x  c a p i t a l  cumulé  i n v e s t i  e n  s t o c k  
j  

P j  
p r i x  u n i t a i r e  d u  s t o c k  e n  p é r i o d e  j 

L .  p e r t e  max imale  q u e  l ' o n  p e u t  a v o i r  e n  p é r k o d e  j 
J 

K c a p i t a l  cumulé  q u ' o n  p e u t  u t i l i s e r  p o u r  i n v e s t i r  e n  s t o c k  
j  

d ' a p r è s  l e s  b é n é f i c e s  des  i n v e s t i s s e m e n t s  p r é c é d e n t s  

P .  - P L 1  l 
Les  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  s o n t  e t  1 ' o n  s u p p o s e  q u ' e l l e s  

P j - ~  , l 
2 

s o n t  d i s t r i b u é e s  s u i v a n t  l a  l o i  Normale  N ( p , a  ) a v e c  LJ e t  a l 
c o n s t a n t e s  Vj 8 J .  

L a  r é s o l u t i o n  d e  c e  programme e s t  p r o p o s é e  p a r  S e n g u p t a  161 

p o u r  l e  c a s  1 J I  = 3 e t  e n  u t i l i s a n t  l a  mé thode  S.U.M.T de  F i a c c o  

e t  Mc Cormick .  
l 

Remarque . 

S i  l ' o n  c o n n a î t  l e  c o û t  de v i o l a t i o n  de c h a q u e  c o n t r a i n t e  

on p e u t  d é f i n i r  une n o u v e l l e  f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  e n  i n t r o d u i s a n t  une  

f o n c t i o n  de p é n a l i s a t i o n  : l ' o b j e c t i f  e s t  a l o r s  de m a x i m i s e r  l a  

moyenne de p x  e t  de m i n i m i s e r  l ' e s p é r a n c e  du  c o û t  de v i o l a t i o n  d e s  

c o n t r a i n t e s  ( E v e r s  1 2 . 2 1 1 ,  S e n g u p t a  1 2 . 4 6 3 ) .  

On o b t i e n t  a i n s i  un programme d é t e r m i n i s t e  

e x e m p l e  : 

S o i t  k i  l e  c o û t  de v i o l a t i o n  

o  s i  A . x  > b 
1 i 

. . Y i  tZ 1 k i  

O s i n o n  

d ' o ù  l ' e s p é r a n c e  du  c o û t  de  v i o l a t i o n  : 
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e t  l e  programme 

m 
n  O i max { e E(p  ) x j  - Z ~ [ C ~ ( x ) l  / x 4 ?  D a )  

j = 1 i = l  

d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où A f i x é e  e t  b i  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  n o n  

n é g a t i v e  e t  Pb ( O )  = O V i  6 1 
i 

p a r  i n t é g r a t i o n  p a r  p a r t i e  on a  

Les  i n c l u s i o n s  de 3 . 1 . 1  v o n t  n o u s  p e r m e t t r e  d ' é n o n c e r  d e s  i n é -  

g a l i t é s  e t  d e  s i t u e r  l a  s o l u t i o n  d u  modè le  " E " .  On a  d ' a b o r d  l a  

p r o p r i é t é  s u i v a n t e  

3 . 3 . 1 . 1  P r o p o s i t i o n  

L f o n c t i o n  c o n v e x e  de  p .  

e f f e t  p u i s q u e  VA E [0,11 s o i t  p A  , p 1  + (1-A)p 2  

1 
( p  e t  p 2  2 r é a l i s a t i o n s  de  p )  

1 2  
z ( ; ) ~  A max { p x  1 x  e Da} + (1-A) max p  x  1 x  C D a )  

d o n c  

1 z < h  6 A z < p )  + ( I - A )  ~ ( $ 1  

C e t t e  p r o p o s i t i o n  e s t  e n c o r e  v é r i f i é e  s i  l ' o n  d é s i g n e  p a r  + ( x , p )  

l a  f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  du programme ( + ( x , p )  = p x  p o u r  l e  c a s  

l i n é a i r e )  a v e c  + ( x ,  .) f o n c t i o n  c o n v e x e .  

1 
On s u p p o s e  a i  & 7 V i  E 1 
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3 . 3 . 1 . 2  P ropos i t i on  

1 
S i  D c o n v e x e  V a  E I I , ] [ ,  V i  6? 1 

( a )  
i 

max $ ( x , E ( p ) )  4 max $ ( x , E ( p ) )  ,< ECmax $ ( x , p ) l  d ECmax $ ( x , p ) l  

xGD ( e l  1 ( a )  

x€ D 
( a )  

xGD(e l )  - 
2  

d a n s  l e  c a s  l i n é a i r e  $ ( x , p )  = p x  e t  $ ( x , E ( p ) )  = E ( p ) x  

. l e  l e r  membre de  g a u c h e  donne l ' o p t i m u m  de l a  c o n c e p t i o n  

" s o l u t i o n  p r u d e n t e "  e t  l a  I è r e  i n é g a l i t é  r é s u l t e  de 

D ( e l )  C D(a>  

. l e  2e membre d o n n e  l ' o p t i m u m  d u  modè le  "El1 d e s  programmes 

s o u s  r i s q u e  

. l e  3e membre e s t  l a  moyenne d e s  opt imums o b t e n u s  e n  f a i s a n t  

v a r i e r  p .  

. l a  2e i n é g a l i t é  r é s u l t e  de  l ' i n é g a l i t é  de  J e n s e n ,  d ' o ù  l a  

n é c e s s i t é  de  l ' h y p o t h è s e  e t  $ ( x ,  . )  c o n v e x e .  

. l a  3e i n é g a l i t é  r é s u l t e  de  D ( a )  C D ( e l )  - 
2 

. d a n s  l e  c a s  où D ( e l )  = I x  €! K I  1 E x  ( b  V i  E Il 

l e  4e membre e s t  T l ' e x p r e s s i o n  de l a  moyenne d e s  opt imums 

o b t e n u s  e n  f a i s a n t  v a r i e r  p  e t  e n  p r e n a n t  comme e s t i m a t e u r s  

de A! e t  b i  l e u r s  e s p é r a n c e s  m a t h é m a t i q u e s .  
1 

3 . 3 . 1 . 3  - Propos i t i on  

S i  D(e  l )  convexe  on  a  Vai + v i e 1  - 
9 

$ ( x , E ( p ) )  \< max $ ( x , ~ ( p ) )  i max $ ( x , E ( p ) )  .r< E 

xe D 
( a )  

xeD(e l )  xeD ( e  , - - 
2 2  



. l e s  2  p r e m i è r e s  i n é g a l i t é s  r é s u l t e n t  de D ( e l )  C D 
( a )  

C D ( e l )  - 
i l  f a u t  r e m a r q u e r  q u e  l e  3e  membre d e  g a u c h e  e s t  2 

1 'op t imum o b t e n u  d a n s  l a  c o n c e p t i o n  " s o l u t i o n  e s p é r a n c e  

m a t h é m a t i q u e "  d a n s  l e  c a s  où  

L 

. l a  3e  i n é t a l i t é  r é s u l t e  d e  l ' i n é g a l i t é  de  J e n s e n  

Remarques  : 

L e s  p r o p o s i t i o n s  3 . 3 . 2  e t  3 . 3 . 3  s ' a p p l i q u e n t  a u s s i  p o u r  D 
1 ( 8 )  

e n  p r e n a n t  p o u r  D ( e l )  e t  D ( e l )  l e s  d o m a i n e s  D(?) e t  D ( 1 ) .  

De p l u s  s i  6 % a i  f i  £ 1 o n  a  

c e  q u i  p e u t  p e r m e t t r e  de c o m b i n e r  l e s  i n e g a l i t é s  e n t r e  D 
( a )  

e t  D 
( 8 )  

3 . 3 . 2  Modèle "V" 

On s e  donne u e IR, v a l e u r  p r é f é r é e  de p x ,  x  0 D a  

Une d é c i s i o n  e s t  d i t e  o p t i m a l e  s i  e l l e  m i n i m i s e  l a  d i s p e r s i o n  d e  

p x  p a r  r a p p o r t  à u .  

S o i e n t  5 = E ( p )  e t  V l a  m a t r i c e  de  v a r i a n c e - c o v a r i a n c e  d e  p .  

Le programme d é t e r m i n i s t e  s  ' é c r i t  

max 1-xVx / x  6 D a ,  ;X 3 

C ' e s t  l e  p r o b l è m e  du c o n t r ô l e  de  l a  v a r i a n c e  p o u r  un p r o f i t  moyen 

m i n i m a l  donné  

v é t a n t  une  m a t r i c e  d é f i n i e  non  n é g a t i v e ,  -SVx e s t  une f o n c t i o n  ! 

c o n c a v e .  



En s u p p o s a n t  D a  c o n v e x e ,  c e  programme e s t  d o n c  c o n v e x e  e t  p o u r r a  

ê t r e  r é s o l u  p a r  l e s  a l g o r i  thmes  de p r o g r a m m a t i o n  q u a d r a t i q u e .  

P u i s q u e  u  e s t  une  v a l e u r  q u e  l ' o n  s e  f i x e ,  i l  e s t  i n t é r e s s a n t  de  

c o n s i d é r e r  u  comme un p a r a m s t r e  e t  d ' é t u d i e r  l a  f o n c t i o n  

- 
( ( u )  = max {-xVx / x  6 D a ,  p x  5 u ,  u  f i x é }  

Proposition Lemarie 1 2 . 3 4  1 

On s u p p o s e  D c o n v e x e  
a 

. ( ( u )  e s t  d é f i n i e  s u r  l ' i n t e r v a l l e  1- - ,un]  0 3  

uM = max {Px / x F Da] ( o b t e n u e  p a r  l e  modè le  "E") 
1 

i 

. $ ( u )  e s t  une f o n c t i o n  n o n  c r o i s s a n t e  e t  i l  e x i s t e  un nombre  

u  t e l  q u e  p o u r  t o u t  u  6 u  + ( u )  e s t  c o n s t a n t e  I m '  

1. $ ( u )  e s t  une .  f o n c t i o n  c o n c a v e  de u  

Résumons l a  démons t r a t i  on : 

. p a r  d é f i n i t i o n  d e  u  V u  > uM { x  8 R" / x e Du px 3 u }  = 0 
M '  

d o n c  $ ( u )  d é f i n i e  s u r  ] - C O ,  Un I 

- - . s i  U ,  $ u 2  4 uH P X  >, u 
2 -> P X  3 u 1  d ' o ù  4(u2) < $ C U , )  

p o s o n s  u  = 6% où  X s o l u t i o n  o p t i m a l e  de 
m 

max (-xYx / x  t3 Da) d o n c  $ ( u m )  = $ ( - - )  

$ ( u )  non  c r o i s s a n t e  -> V U  .5 um $ ( - m l  >Y $ J ( u )  5 + ( u d  

$ ( u )  = $Cum) v u , <  U m  
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. l a  c o n c a v i t é  de  $ ( u )  r é s u l t e  de  l a  c o n v e x i t é  d e  D e t  de  xVx 
a 

P a r  c o n s é q u e n t ,  c o n n a i s s a n t  l ' i n f l u e n c e  d e  u ,  o n  p e u t  a p p r é c i e r  s o n  

c h o i x  e n  r é s o l v a n t  l e s  p r o g r a m m e s ,  p a r  u t i l i s a t i o n  d e s  r é s u l t a t s  

de l a  p a r a m é t r i s a t i o n ,  P 1max { -xvx  / x  e D~ ex ) u } ]  
X 8 U  

p o u r  u e Cum,u,1 

3 . 3 . 3  L e  modèle "P" 1 2 . 3 1  C2.51 1 2 . 7 1  1 2 . 8 1  C2.201 C2.221 

C2.231 

Comme l e  s o u l i g n e  K a t a o k a  1 2 . 3 1 1 ,  l e  modè le  "E" 

p e u t  s e  r é v é l e r  non  s a t i s f a i s a n t  s u r t o u t  d a n s  l e  c a s  d ' u n e  f o r t e  

d i s p e r s i o n  de p x  a u t o u r  de  s a  moyenne.  

On p r é f é r e r a  a l o r s  s e l o n  l e s  d o n n é e s  : 

. l e  modè le  P l  : c h e r c h e r  à m a x i m i s e r  l a  p r o b a b i l i t é  p o u r  

q u e  p x  s o i t  s u p é r i e u r  à une v a l e u r  u  d o n n é e .  On d é f i n i t  l e  

programme 

max y 

1 
s o u s  P ( p x  >, u)  = y , x  e D a  

q u e  B e r e a n u  12 .53  q u a l i f i e  de programme d e  r i s q u e  m i n i m a l  a u  

n i v e a u  u .  

. l e  modè le  P2 : c h e r c h e r  à m a x i m i s e r  l a  b o r n e  i n f é r i e u r e  d e  p x  

t e l  q u e  l a  p r o b a b i l i t é  p o u r  q u e  p x  d é p a s s e  c e t t e  v a l e u r  s o i t  

é g a l e  à un nombre y d e  [ O ,  11 f i x é .  Le programme s ' é c r i t  

max u  

P 2  

s o u s  P ( p x  >/ u )  = Y ,  x  6 Da 

q u e  K a t a o k a  c 2 . 3 1 1  a p p e l l e  programme de  n i v e a u  maximal  u .  

On v e r r a  q u e  c e s  d e u x  f o r m u l a t i o n s  s o n t  l i é e s  e t  q u e  l ' o n  

r e t r o u v e  d a n s  d e s  c a s  p a r t i c u l i e r s  l e  m o d è l e  "E1'. 



- 1 Remarquons  q u e  P ( p x  >, u )  = y <-> F ( u )  = 1 - Y 
PX PX 

( ] - y )  

s i  l a  f o n c t i o n  F ( . )  e s t  c o n t i n u e .  
PX 

1 - 1  1 
S i  o n  s u p p o s e  y >,y on o b t i e n t  u  4 F  (-) q u i  e s t  l a  m é d i a n e  d e  

PX 2  
l a  d i s t r i b u t i o n  d e  p x  ( l a  moyenne d a n s  l e  c a s  d e  l o i  N o r m a l e )  

Nous e n  d é d u i s o n s  : 

3.3.3.1 P r o p o s i t i o n  - 
Va. + 1 1 

, V i  € 1 e t  Vy - 
2  

- 1 m a x u  6 m a x F  ( 1 7 )  ,< - 1  1 - 1  1  
Px max Fpx max Fpx (T) 

r é s u l t e  d e s  h y p o t h è s e s  e t  D ( e l )  C D 
( a )  

C D ( e l )  - 
2  

. l e  l e r  membre d e  g a u c h e  e s t  l e  m o d è l e  P 2  a v e c  l e  d o m a i n e  

d e  l a  s o l u t i o n  " p r u d e n t e "  

. l e  2e membre e s t  l e  m o d è l e  P 2  a v e c  a 3 1 t r i  e 1 i 2 

- 1  1 . d a n s  l e  c a s  o ù  F (-1 = E ( p ) x ,  l e  3 e  membre e s t  l e  m o d è l e  "E" 
PX 2 

( c a s  de  L o i s  Norma les ) ,  on  r e t r o u v e  l e  m o d è l e  s o l u t i o n  

" e s p é r a n c e  m a t h é m a t i q u e "  p o u r  l e  4e membre .  

On f a i t  d e s  h y p o t h è s e s  communes a u x  m o d è l e s  P e t  P 2  : 1 

- 
1  p  e s t  un v e c t e u r  G a u s s i e n  d e  moyenne p  e t  d e  m a t r i c e  d e  

c o v a r i a n c e  V d é f i n i e  p o s i t i v e  p o u r  x  f i x é ,  p x  e s t  d o n c  

d i s t r i b u é  s u i v a n t  l a  l o i  N o r m a l e  N ( p x , x V x )  

2 Da c o n v e x e  e t  l ' o n  s u p p o s e r a  q u e  O fi? D . C e c i  n ' e s t  
a 

p a s  u n e  f o r t e  r e s t r i c t i o n  p u i s q u e  



x  = O s i  y = 1 e t  u  g O x = O t r i v i a l e m e n t  o p t i m a l  p o u r  P l  

s i  y = O e t  u  > O x  = O non o p t i m a l  

De c e s  h y p o t h è s e s  on o b t i e n t  

où N ( . )  d é s i g n e  l a  f o n c t i o n  de r é p a r t i t i o n  de l a  l o i  Normale  c e n t r é e  

r é d u i  t e  N ( 0 , I )  

o r  

p r o p r i é t é  de N ( . )  

d  ' où  

* Le modè le  P I  - - - - - - -  

N ( . )  é t a n t  non d é c r o i s s a n t e  l e  programme P l  e s t  é q u i v a l e n t  a u  

programme P '  
1 

1 
- 

max ( p x  - u)  (xVx) 
- 5 

o r  (xVx) I l 2  f o n c t i o n  c o n v e x e  d i f f é r e n t e  de O ,  B e r e a m  L2.61 e t  

M a n g a s a r i a n  12.351 m o n t r e n t  a l o r s  q u e  : 

- . s i  p x  - u  S O l a  f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  e s t  s t r i c t e m e n t  q u a s i -  

c o n v e x e  d o n c  e n  p a r t i c u l i e r  q u a s i - c o n v e x e  . P a r  c o n s é q u e n t  

s i  D p o l y è d r e  c o n v e x e  b o r n é ,  l ' o p t i m u m  e s t  a t t e i n t  e n  un 
a 

sommet .  



- . s i  p x  - u  3 O l a  f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  e s t  s t r i c t e m e n t  

q u a s i - c o n c a v e  c e  q u i  i m p l i q u e  q u e  t o u t  maximum l o c a l  

e s t  un maximum g l o b a l  s t r i c t .  

On p e u t  r e m a r q u e r  q u e  

1 
s i  u  = uM = max { P x  / x  8 Du) l a  v a l e u r  o p t i m a l e  d e  P', e s t  O 

c e  q u i  d o n n e  y = 0 , 5  

d ' o ù  

u  6 uM -> y 3 0 . 5  d u  f a i t  d e  l a  m o n o t o n i c i t é  de  N(.) 

l ' é t u d e  d e  P2 p e r m e t t r a  d ' a p p r o f o n d i r  c e  l i e n  e n t r e  u  e t  y e t  n o u s  

d o n n e r a  une f a ç o n  d e  r é s o u d r e  P i  b a s é e  s u r  l a  r é s o l u t i o n  d ' u n  

p rog ramme P '  2 ' 

D r a g o m i r e s c u  C2.201 p r o p o s e  l a  r é s o l u t i o n  d e  P '  g r â c e  a u  p rog ramme 
1 

q u a d r a t i q u e  p a r a m é t r é  p a r  X > O 

- 
P X  max Xpx - - xVx 

2  
xGDa 

l a  f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  e s t  s t r i c t e m e n t  c o n c a v e  e t  e n  s u p p o s a n t  

Da p o l y è d r e  c o n v e x e  b o r n é ,  l a  r é s o l u t i o n  d e  P X  p a r  l ' a l g o r i t h m e  

d e  p r o g r a m m a t i o n  q u a d r a t i q u e  d e  W o l f e  d o n n e  u n e  s o l u t i o n  x(X)  

o p t i m a l e  u n i q u e .  

L ' a u t e u r  m o n t r e  q u e  : 

1 -- 
A* m a x i m i s e  A(A) = ( i x ( A )  - u)  ( x ( A )  Vx(A) )  '1 <-> x* 

x* = x(X*) s o l u t i o n  

o p t i m a l e  

* l e  m o d è l e  P2 - - - - --- 

On a  vu  a u e  Y = P ( D X  > H U )  = N 
I j x  - u  . i n  \ 



d é s i g n o n s  p a r  q  l e  q u a n t i l e  d ' o r d r e  y  de  l a  l o i  Normale  
Y 

1 u  2  

f l ( 0 , l )  i . e  N(q ) = 
Y 

( e x p  - - 2  d u P y  
E n  

d ' o ù  

on e n  d é d u i t  

Le programme P2 ' e s t  d o n t  é q u i v a l e n t  à 

- 
max p x  - qy  (xVx) 112 

On p e u t  r e m a r q u e r  q u e  l a  f o n c t i o n  

r ( q y )  = n a x f p x  - q y  ( X V X )  1 1 2 1 ~ e ~ a ~  f i x e )  

e s t  une f o n c t i o n  s t r i c t e m e n t  monotone  d é c r o i s s a n t e  de q ( d o n c  de y )  - Y 
p u i s q u e  y  <y 

1 2  
-> max{p - 

X qy2 
( ~ v x ) l l ~ / x  e = 

On e n  d é d u i t  q u e  

Vy >/ 0 . 5  P '  a  une v a l e u r  o p t i m a l e  f i n i e  p u i s q u e  
2  

112 û = max { p x  - qy(xVx)  l x  e D 1 3 uM = max {Px / x e Da} ( q l  - 0)  
a  - 

2  

e n  o u  r e  l a  f o n c t i o n  économique  e s t  c o n c a v e  p u i s q u e  5 q~ 
3 O e t  

( X V X ) ~  f o n c t i o n  c s n v e x e  ; l e  programme Pi p o u r r a  ê t r e  r é s o l u  p a r  

l e s  a l g o r i t h m e s  de p r o g r a m m a t i o n  n o n  l i n é a i r e  ou q u a d r a t i q u e .  



I I .  35 

L e s  m o d è l e s  P l  e t  P  s o n t  t r è s  l i é s  : p o u r  un  même d o m a i n e  
2  

D a  o n  a  v u  y  >, 0 . 5  - u  \' u M  e t  l ' o n  p e u t  m o n t r e r  q u e  

A 

1 Chaque  y f i x é  d e  Pp e s t  s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  P l  a v e c  u  = u  

s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  P  2  

2  Chaque  u  f i x é  de  P l  e s t  s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  P 2  a v e c  
* 

y = y  s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  P 
1 

~ En e f f e t  
1 

~ 1 y f i x é  Û s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  P2 -> 

A 

y s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  P  a v e c  u  = u  
1 

2 u f i x é  Y s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  P l  --> 

u  s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  P2 a v e c  y = 

Par c o n s é q u e n t  pou: r é s o u d r e  P I ,  L e m a r i e  C2.341 C a r t o n  L2.81 

p r o p o s e n t  d e  c h e r c h e r  p a r  d i c h o t o m i e  l a  v a l e u r  d e  q ( d ' o ù  y )  
Y  

t e l l e  q u e  Û s o i t  é g a l e  à l a  v a l e u r  f i x é e  u  d u  m o d è l e  P l .  

RESOLUTIONS DE Pi PROPOSEES 

Ces  r é s o l u t i o n s  u t i l i s e n t  l e s  a l g o r i t h m e s  d e  p r o g r a m m a t i o n  q u a d r a -  

t i q u e .  On s u p p o s e  d o n c  D p o l y è d r e  c o n v e x e  f e r m é .  a 
( C ' e s t  l e  c a s  n o t a m m e n t  de  D = { X  € K I  / A . x  .$ b P  V i  e 1) 

a  1 1 

a v e c  b q  = max ( t i  / Fb ( t i )  5 1 - a i } )  
i 

e t  y > 0.5 (qy > 0) 



K a t a o k a  1 2 . 3  11 p r o p o s e  d e  r é s o u d r e  l e  p rog ramme s e m i -  q u a d r a t i q u e  

P '  p a r  u t i l i s a t i o n  d u  p rog ramme q u a d r a t i q u e  p a r a m é t r é  p a r  R  > O 
2  

- 
P~ 

max I p x  - 5 x v x  / x  E 
2R 

l a  f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  e s t  s t r i c t e m e n t  c o n c a v e  e t  P  a d m e t  une  R 
s o l u t i o n  o p t i m a l e  u n i q u e  * 

X~ 

On m o n t r e  a l o r s  à l ' a i d e  d e s  r e l a t i o n s  d e  Kuhn e t  T u c k e r  q u e  XR 

s o l u t i o n  o p t i m a l e  de P t e l l e  
R  

R  = (^XR V î R )  P 2 s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  P; . R 

S e n g u p t a  C2.511 ,  C61 a p p l i q u e  c e t t e  m é t h o d e  à un p r o b l è m e  d ' a g r i c u l -  

t u r e  à 5 v a r i a b l e s  e t  5  c o n t r a i n t e s  (1x1 = (31  = 5 ) .  

G e o f f r i o n  1 2 . 2 3 3  1 2 . 2 4 1  a p p l i q u e  une  m é t h o d e  " b i - c r i t 8 r e s r '  e n  

u t i l i s a n t  l e  p rog ramme q u a d r a t i q u e  p a r a m é t r é  p a r  X & 10,13 
# 

P A  max { A < X  - ( 1  - i) xvx 1 x c D ~ )  

S o i t  x*(X) l a  s o l u t i o n  o p t i m a l e  de  P X  o n  c h e r c h e -  a l o r s  A* , t e l  

q u e  l a  f o n c t i o n  

a t t e i n t  s o n  maximum s u r  1 0 , 1 1  e n  A *  : ( o n  c o m m e n c e r a  a v e c  A = 1 i . e  - 
x * ( l )  s o l u t i o n  d u  p rog ramme " E t '  : = uM e t  o n  f a i t  d é c r o î t r e A  ) 

a l o r s  x* = xik 
( A*) 

s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  Pi. 

On p e u t  r e m a r q u e r  q u e  c e t t , e  m é t h o d e  p e u t  s ' a p p l i q u e r  p o u r  r é s o u d r e  - 
P ;  e n  s u p p o s a n t  p x  3 u  Vu 6 u  ( l a  f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  d e  P t  e s t  a l o r s  M 1 
s t r i c t e m e n t  q u a s i - c o n c a v e )  e t  r e j o i n t  c e l l e  d e  ~ r a g o m i r e s c u  C2.201  



II. 3 7  

3 .3 .4  - A u t r e s  Règles de déc i s ion  

J u s q u ' à  p r é s e n t  on s ' é t a i t  f i x é  a o u B  p o u r  d é f i n i r  

l ' a d m i s s i b i l i t é  d ' u n e  d é c i s i o n .  Une a u t r e  c o n c e p t i o n  e s t  de 

c o n s i d é r e r  a o u  B comme d e s  p a r a m é t r e s  de 1 0 , l I  e t  de  c h e r c h e r  i 
une s o l u t i o n  (%,a) ( o u  (2,B)) a u  programme s t o c h a s t i q u e  e n  r a i s o n -  

n a n t  s u r  l a  f i a b i l i t é  du  s y s t è m e  ( S e n g u p t a  C2.501 C61 C7112.501) 

D é t a i t  d é f i n i  p a r  { x  e K / g i ( x , o )  3 a V i  f2 1 1  , o n . p r o p o s e  
a m 1 i 

a l o r s  R(x)  - II0 g i ( x , o )  comme m e s u r e  de  f i a b i l i t é  du  s y s t è m e .  
i = l  

C e t t e  d é f i n i t i o n  e s t  b a s é e  s u r  l ' é q u i v a l e n c e  : le s y s t è m e  d e s  

c o n t r a i n t e s  e s t  f i a b l e  <-> 

1 Chaque c o n t r a i n t e  e s t  s a t i s f a i t e  a u  n i v e a u  a .  
1 

2 1 s m a x  g i ( x , o )  + min g . ( x , o )  3. R ( x )  % O 

i C I  
1 

i e I .  x6K, 

Dans l e  c a s  du modèle  "E" p a r  e x e m p l e ,  on p r e n d r a  p o u r  o b j e c t i f  c e l u i  

de m a x i m i s e r  E ( p ) x  e t  l a  f i a b i l i t é  d u  s y s t è m e  i . e  on p r e n d r e  p o u r  

d é c i s i o n  o p t i m a l e  c e l l e  q u i  m a x i m i s e  une p o n d é r a t i o n  e n t r e  E ( p ) x  

e t  l o g  R(x)  . 

Le programme à r é s o u d r e  s e r a  : 1 
n  m 

l 
j max w I ~ ( p  ) x j  + w 2  E O  l o g  g i ( x , o )  

j = l  i = l  

g i ( x , o )  5. a .  V i  e 1 
1 

Dx d d  x x o  

a v e c  w e t  w 2  p o i d s  p o s i t i f s  d o n n é s .  
1 2 



I I .  38 

o r  

On p e u t  d o n c  d é f i n i r  u n e  f o n c t i o n  u t i l i t é  

m n  
j  

O 

E l o g  a i  u ( x , a )  = w l j Z ,  E(P l x j  + w 2  i = l  

e t  l e  p rog ramme e s t  é q u i v a l e n t  à 

max U ( x , a )  

x&Da o < a .  3 l V i  e 1 
1 

APPLICATIONS 

1 S i  (Ai , b . )  e t  (A , b  ) m u t u s l l e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  
1 h h  

V i C I  V h € I h # i  

l e  p rog ramme s ' é c r i  r a  

max U ( x , 8 )  = w  I ~ ( ~ ~ ) x ~  + w 2  l o g  6 
j = I  

( ??!O l o g  g i ( x , o )  >, l o g  B 

2  On p e u t  a p p l i q u e r  c e t t e  m é t h o d e  p o u r  l e s  m o d è l e s  "V" e t  
n  

I ' P V  e n  r e m p l a ç a n t  I: E ( p  3 ) x j  p a r  l a  f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  
j = l  d e  c e s  m o d è l e s  

3 Dans  l e  c a s  où  A f i x é e  e t  b  s e u l  a l ë a t o i r e ,  o n  a u r a  

4 S e n g u p t a  ~ 6 1  a p p l i q u e  c e t t e  t h é o r i e  p o u r  un  p r o b l è m e  

d e  p r o d u c t i o n  e t  d e  m a i n  d ' o e u v r e  d a n s  u n e  e n t r e p r i s e  

d e  p e i n t u r e .  



On a  p r o p o s é ,  j u s q u ' à  p r é s e n t  d e s  d é c i s i o n s  c h o i s i e s  

a v a n t  c o n n a i s s a n c e  d ' a u c u n e  v a l e u r  p r i s e  p a r  l e s  v a r i  a b l e s  a l é a + î , i r e s  : 

E l l e s  s o n t  a p p e l é e s  d a n s  l a  l i t t é r a t u r e  " d é c i s i o n s  d ' o r d r e  z é r o " .  

M a i s  s i  c e r t a i n e s  d e s  c o m p o s a n t e s  a l é a t o i r e s  de  ( A , b , p )  p e g v e n t  

ê t r e  o b s e r v é e s  a v a n t  q u e  c e r t a i n e s  c o m p o s a n t e s  de  x d o i v e n t  ê t r e  

s p é c i f i é e s ,  on p e u t  c h e r c h e r  u n e  d é c i s i o n  x d e  l a  f o r m e  @ ( A , b , p )  

p l u t ô t  q u e  d e  p r é c i s e r  t o u s  l e s  é l é m e n t s  de  x  d i r e c t e m e n t  ( e n  

g é n é r a l  4 e s t  u n e  f o r m e  l i n é a i r e ) .  

C h a r n e s  e t  C o o p e r  1 2 . 9 1 ,  1 2 .  111 o n t  s u p p o s é  A f i x e e  e t  

K I  r é d u i t  à {x G IRn / x  >, 01 .  I l s  o n t  a l o r s  c h e r c h é  d e s  d é c i s i o n s  
~ 

de  l a  f o r m e  x = Cb a v e c  C m a t r i c e  à d é t e r m i n e r .  

d ' o ù  

P ( A . x d  b . )  % a  V i  6 1 s ' é c r i t  P(AiCb - b i  $ O )  
',ai 1 1 i B i  C? 1 

On s u p p o s e  a l o r s  AiCb - b i  d i s t r i b u é  s u i v a n t  l a  hi N o r r a a l ~  '3: i: 1 

D = (x € K / x = Cb, 
1 "b 

- A . C p b  
a  1 q a .  [ E ( E ~  - A .  1 CE) 1 tTi 0 1 )  

1 

où q  q u a n t i l e  d ' o r d r e  a .  d e  l a  l o i  f l ( 0 , l )  
a.  I 
1 

vb  = E ( b ) ; 6  = b  - v a r i  ab l e  c e n t r é e  

P u i s q u e  s o u v e n t  on  p r e n d  a. > 
1 

i ? ( q u  > O )  o n  p e u t  i n t r o d u i r e  de i 
n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  v  V i  é? 1 t e l l e s  q u e  i 

e t  é c r i r e  D s o u s  l a  f o r m e  
a  



On p e u t  a l o r s  c o n s i d é r e r  l e s  t r o i s  m o d è l e s  p r é c é d e n t s .  

P a r  e x e m p l e  p o u r  l e  modè le  " E t '  : 

E ( p x )  = E(pCb)  = E ( p )  C E ( b )  où  b e t  p  s u p p o s é s  n o n  c o r r é l é s  

l e  programme d u  modè le  " E u  s ' é c r i t  d o n c  

q u i  e s t  un programme c o n v e x e .  

Des f o r m u l e s  s e m b l a b l e s  s e  r e t r o u v e n t  p o u r  l e s  m o d è l e s  " V " ,  " P u .  

Commes a p p l i c a t i o n ,  n o t o n s  q u e  C h a r n e s  e t  C o o p e r  o n t  c h e r c h é  

c e t t e  f o r m e  de d . é c i s i o n  p o u r  un p r o b l è m e  de r a f f i n e r i e .  

3 . 4  D d c i s i o n s  s d q u e n t i e Z Z e s  12.  161 C2.171 i 2 .  181 C2.301 C2.333 

On c o n s i d è r e  l e  p r o b l è m e  d e  d é c i s i o n  p o u r  N p é r i o d e s  m a i s  

e n  r e s p e c t a n t  l a  r è g l e  s u i v a n t e  : 

k è me 
La d é c i s i o n  X p o u r  l a  k  ~ é r i o d e  e s t  r i s e  a p r è s  c o n n a i s s a n c e  

2  
d e s  d é c i s i o n s  a n t é r i e u r e s  X ,X , . . . , X  

k-P 
e t  a p r è s  a v o i r  o b s e r v é  

l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  d e s  ( k  - I ) ~ ~ ~  p é r i o d e s  p r é c é d e n t e s  

m a i s  a v a n t  de  c o n n a î t r e  l e s  v a l e u r s  p r i s e s  p a r  l e s  v a r i a b l e s  a l é a -  

t o i r e s  de l ' é p o q u e  k , , l e s  r é a l i s a t i o n s  d e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  

e t  l e s  d é c i s i o n s  d e s  p é r i o d e s  k  + 1 à N. 

C ' e s t  l a  r é p é t i t i o n  du  schéma  i . e  

D é c i s i o n  - R é a l i s a t i o n  - D é c i s i o n  - R é a l i s a t i o n  . . . . . . . 



1 
où X e s t  une d é c i s i o n  d ' o r d r e  0. 

E n v i s a g e o n s  l e  m o d è l e  "Eu .  Le  p r o b l è m e  s ' é c r i t  : 

l 1  22 N~ 
max E ( p X +  p X +  ... + P X )  

21 1 222 2 2 
P(AiX + A . X  1 ,< b . )  1 > / a  i 

31 1 322 333 3 3 
P(A.X + A . X  + A . X  6 b . )  + a i  .1 1 1 1 

NI1 N22 WW-IN-1 NNN N N 
P(AiX + A . X  + .... . + A i  X + A . X  q b i )  a a i  1 1 

i , k  
A 1 k  m a t r i c e  ml x n  f i x é e s  k  

b1 m a t r i c e  m x 1 b t  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  d e  1 
d i s t r i b u t i o n  c o n n u e  i = 1 .. . m l  

k  
P  m a t r i c e  1 x n  k  'j v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  d e  

d i s t r i b u t i o n  c o n n u e  j = 1 .. . n k  

xk m a t r i c e  n  x 1 
k 

1 a m a t r i c e  m x 1 1 
t e l  q u e  O ,  a i  1 i = * * * m l  

' 1  = 1...N 

* Le d o m a i n e  " é q u i v a l e n t "  d é t e r m i n i s r e  p o u r  l e s  c o n t r a i n r e s  : - - - - - - - - - - - - - - - - -  - - - - - - - -  - 

Dé$.i g n o n s  p a r  

1 1 2  1 1  1- 1 
F (.) l a  d i s t r i b u t i o n  commune d e  ( b  , b  , . . b  , p  ,- , p  

-1 
F . l a  d i s t r i b u t i o n  c o n d i t i o n n e l l e  d e  b1 é t a n t  d o n n é  



l 1 1 2  1-1 1 2 1- 1 G (.) la distribution commune de (b ,b b ,p ,p ,... ,P 1 

Par définition ; pour tout ensemble mesurable K 

- 1 on peut alors définir a tel que 

1 - 1 
(Fi(.), Fi (.) désignant les fonctions de répartitions marginales) 

et par conséquent les contraintes peuvent s'écrire : 

or ceci est équivalent à 

- 1 -1 - 1 -1 -1 
où Fi ( 1  - ai) = max {y/Fi(y) 4 1 - a . }  supposé bien définie, 

1 1 

Vi et V1 (dans le - cas Pi (.) distribution Normale on supposera 
-1 a + 1 sinon P -1 
i i (1 - ai) = -) 

Le domaine déterministe est donc défini par les contraintes 

Remarques 

1 -1 Vl 3 2 a difficile à déterminer (détermination de 

et G'(.)) 



2 
- 1 1 - 1 1 
a = a car F ( . )  = F ( . )  (XI décision d'ordre 0) 

3 
- 1 

si a = 1 VI on retrouve le problème à N étages 

(ch.3) ce qui nous permet de déduire que le problème à 

N étages n'a pas de solutions pour les distributions 
-1- 1 

telles que F (O) = - w  (cas de la loi Normale) 

1 N 1 N 
où F(.) désigne la fonction de répartition de (b ,. ..,b ,p ,..., p ) 

k 1 k- l k-l k- l 1 
Or X fonction de X ,..., X et de (b ,..., b ,p ,..., p ) 

d'où 

A k N k+l N 
où F(.) est la fonction de distribution de (b ,..., b ,p , * * * , P  1 

1 k-l 1 conditionnée par (b , . . . ,b ,p , . . . ,p 
n 

k, 
1 k- l 

G(.) est la fonction de la distribution commune de (b , . . . ,b , 

d'où 

La forme du programme est donc très compliquée, néanmoins donnons 

le théorème le pias important 



La dii>ciaion o p t i m a l e  X e a t  une donc t ion  4 i n é a h t e  p U h  motceaux h- 1 l e  
de F I I  - a h )  e t  de  X , X  ,..., kv ' 
On e n  d é d u i t  e n  p a r t i c u l i e r  q u e  X I  e s t  une  f o n c t i o n  l i n é a i r e  p a r  

- 1 
m o r c e a u x  d e  F ( 1  - a ' )  p o u r  l e s  c a s  p récédemment  é t u d i é s .  

Des f o r m u l e s  s e m b l a b l e s  ( f a i s a n t  i n t e r v e n i r  l e s  d i s t r i b u t i o n s  c o n d i -  

t i o n n e l l e s )  p e u v e n t  ê t r e  o b t e n u e e p a r  l e  m o d è l e  P 

( K a p l a n  e t  Soden 1 2 . 3 0 1  

CONCLUSION 

Le p r i n c i p e  " d é c i s i o n - r é a l i s a t i o n "  i m p l i q u e  l e  c h o i x  

d ' u n  programme d é t e r m i n i s t e ,  g é n é r a l e m e n t  n o n  l i n é a i r e ,  q u i  p e r m e t  

g r â c e  a u x  a l g o r i t h m e s  c o n n u s ,  d ' e x h i b e r  d e s  s o l u t i o n s  au  programme 

s t o c h a s t i q u e  p o s é .  

L ' a t t i t u d e  "Programmes s o u s  r i s q u e s "  s e  r é v é l e  l a  p l i i s  

r é a l i s t e  f a c e  à l a  n a t u r e  p r o b a b i l i s t e  du  p r o b l è m e  : l e s  c o e f f i -  

c i e n t s  é t a n t  a f f e c t é s  d ' a l é a s ,  i l  e s t  n a t u r e l  de  p r e n d r e  un r i s q u e  

de  n e  p a s  o b t e n i r  c e r t a i n e s  v a l e u r s .  

Néanmoins  e l l e  n é c e s s i t e  l ' h y p o t h è s e  de l o i s  de P r o b a b i l i t é  con? 

t i n u e s  p o u r  d é t e r m i n e r  d e s  d é f i n i t i o n s  é q u i v a l e n t e s  d é t e r m i n i s t e s  d e s  

d o m a i n e s  de  s o l u t i o n s  a d m i s s i b l e s ,  e t  b i e n  s o u v e n t  Normales  p o u r  

é t a b l i r  l a  . c o n v e x i t é  o u  une  v e r s i o n  q u a d r a t i q u e  d e  l a  f o n c t i o n  é c o -  

n o m i q u e .  M a i s ,  comme e n  p r a t i q u e ,  on c o n . c l u t  g é n é r a l e m e n t  à d e s  L o i s  

N o r m a l e s ,  on  p e u t  p r é f é r e r  c e t t e  a t t i t u d e  p o u r  p r o p o s e r  d e s  s o l u t i o n s  

à un programme s t o c h a s t i q u e .  

Nous l ' a d o p t e r o n s  p o u r  l a  r é s o l u t i o n  d e  p r o b l è m e s  c o n c r ê t s  ( c h .  4 ) .  



C H A P I T R E  III 



I I I .  1 

I N T R O D U C T I O N  

On connaît les lois de probabilité des composantes de (A,b,p) 

mais aussi des infornations sur les possibilités d'adaptation à la 

situation postérieuie à la réalisation de l'aléatoire (par exemple : 

coûts de violation des contraintes). 

. On choisit de décomposer la décision en suivant le schéma 

"décision x - Réalisation de l'aléatoire - Decision y" qui 
caractèrise cette attitude, introduite par Dantzig 13.61 et 

Madansky r3.161, de "programmas à 2 étages" ou "programmes avec 

recours1'. 

La décision corrective y seradéterminée par la résolution 

d'un programme mathématique bien défini, puisqu'elle intervient à 

posteriori. Par contre, le choix de x devient le problème de cette 

conception d'un programme stochastique. 

3 .1  Cas du r e c o u r s  f i x e "  

On connaît une matrice q ( l  x n ) dont les composantes 
u O 

q ( u = 1,. . .n ) sont les penalités du mode d'adaptation à la situa- 
O 

tion à posteriori et on impose aux décisions d'être liées par la 

relation Ax + My < b pour toute réalisation de (A,b) avec M matrice 

fixée (m x no). 
O 

ler étage choix de la décision "à priori" x 

Cette décision doit en particulier aussurer la possibilité de prendre 

y + O telle que Ax + My .$ b pour toute réalisation de (A,b) et Vérifier 

les contraintes fixes Dx 5 d 



III. 2 

2e é t a g e  C h o i x  d e  l a  d é c i s i o n  " a  p o s t e r i o r i "  y 

( A , b )  e s t  c o n n u ,  x  f i x é ,  on d é c i d e r a  y e n  d é s i r a n t  s ' a d a p t e r  à 

l a  s i t u a t i o n  d e  l a  m e i l l e u r e  f a ç o n  p o s s i b l e  i . e  y s o l u t i o n  o p t o -  

ma le  d u  programme d é t e r m i n i s t e ,  où t o u t e s  l e s  d o n n é e s  s o n t  c o n n u e s  : 

m a x i m i s e r  q y  

My ,< b - Ax 

Y 3 0  

3.1.1 A d m i s s i b i l i t é  - d ' u n e  d é c i s i o n  x 

D é s i g n o n s  p a r  

m 
O f e s t  un cône  convexe  p o i n t é  f e r m é  d e  iR 

D e f i n i t i o n  
7 

Une d é c i h i o n  x e ~ t  d i t e  admihh ib l e  h i  e t  heu lemen t  h i  

a p p a h t i e n t  à t ' i n t e ~ e c A % o n  K, huppohPe non v i d e ,  de  K I  e t  

K~ = I X  e ~f / P [ ( I I  - A X )  4 r l  = I I  

L 
Walkup e t  Wets C3.331, C3.371,  C3.441 m o n t r e n t  q u e  c e t t e  f o r m u l a t i o n  

p r o b a b i l i s t e  de K2 e s t  e n c o r e  é q u i v a l e n t e  à 

1 s u p p o r t  de  l a  l o i  de ( A , b )  q u i  e s t  l e  p l u s  p e t i t  s o u s  e n s e m b l e  
1 
l 

l 
f e r m é  de  m e s u r e  1 .  



K2 e s t  d i t  p o l y è d r e  d e s  c o n t r a i n t e s  i n d u i t e s  s u r  x  ( o n  s ' a s s u r e  

q u e  l e  domaif ie  d e s  s o l u t i o n s  r é a l i s a b l e s  d u  s e c o n d  é t a g e  s e r a  

n o n  v i d e )  

Remarque  : 

La  d é t e r m i n a t i o n  d e  K2 e s t  " d é l i c a t e "  s a u f  c a s  p a r t i c u l i e r s  : 

* M m a t r i c e  c a r r é e  r é g u l i è r e  ( i n v e r s i b l e )  
m 

O - 1 a l o r s  r = { é  € LR / M t 3 . O )  c ô n e  c o n v e x e  e n g e n d r é  

p a r  l e s  c o l o n n e s  de  M - '  

S i  M m a t r i c e  i d e n t i t é  on  r e t r o u v e  

p o l y è d r e  o b t e n u  d a n s  l a  c o n c e p t i o n  " s o l u t i o n  p r u d e n t e " .  

* l a  r e l a t i o n  l i a n t  x e t  y  e s t  e n  é g a l i t é  e t  l e s  c o r r e c t i o n s  

s o n t  p r o p o r t i o n n e l l e s  a u x  é c a r t s  e t  a u x  s i g n e s .  

+ 
y = s u p ( b  - Ax ; O )  c a s  d ' u n  e x c é d e n t  d e  b s u r  Ax 

- 
y = s u p ( o , - ( b - A X ) )  c a s  d ' u n  d é f i c i t  d e  b  s u r  Ax 

a l o r s  

d o n c  Kî = P: 



3 ..1.2 O p t i m a l i t 6  d 'une  d é c i s i o n  13.31 C3.141 C3.291 13.371 

C3.381 C3.391 C3.441 

1 Chaque opt imum du  programme du  s e c o n d  é t a g e  p o u r  c h a q u e  

r é a l i s a t i o n  de ( A , b )  c h o i s i  d a n s  U e t  x  f i x é  d a n s  
A,b . 

K ( A , b )  e s t  une v a l e u r  de  l a  f o n c t i o n  2 

Q ( x , ( A , b ) )  = max { q y  / My b  - Ax, y t, 01 

2 On m o n t r e  q u e  p o u r  t o u t  x  f i x é ,  ( A , b )  c o u p l e  a l é a t o i r e ,  

l a  f o n c t i o n  Q ( x , ( A , b ) )  = Q ( x , . )  O ( A , b )  e s t  une v a r i a b l e  - 
a l é a t o i r e  à v a l e u r s  d a n s  R .  

La f o n c t i o n  px + Q ( x , ( A , b ) )  e s t  d o n c  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  

r é e l l e  d o n t  on  p e u t  u t i l i s e r  l a  v a l e u r  moyenne i . e  

q u i  e s t  une  f o n c t i o n  de x  s u r  K (p  d é s i g n e  E ~ ( P )  < '1 
2 

3 On d é f i n i t  " m e i l l e u r e  d é c i s i o n  à p r i o r i "  c e l l e  q u i  

m a x i m i s e  

Remarques  : 

1 P a r  u t i l i s a t i o n  d e  l ' e s p é r a n c e  m a t h é m a t i q u e ,  on a  d o n c  

e n v i s a g é  t o u t e s  l e s  s i t u a t i o n s  p o s s i b l e s  d u  d e u x i è m e  é t a g e  

e t  l ' o n  m a x i m i s e  l a  v a l e u r  moyenne d e  p x  p é n a l i s é e  p a r  

l a  moyenne d e s  c o r r e c t i o n s  o p t i m a l e s .  La v a r i a b l e  y  i n t r o -  

d u i t e  a r t i f i c i e l l e m e n t  n ' i n t e r v i e n t  q u e  p o u r  f o u r n i r  

une v a l e u r  moyenne p o u r  l a  d é c i s i o n  de  x .  

2 La d é f i n i t i o n  de l ' o p t i m a l i t é  de x  s ' a c c o m p a g n e  d ' u n  

p r o b l è m e  p r o b a b i l i s t e  : d é t e r m i n a t i o n  de  l a  l o i  dP p r o b a -  

b i l i t é  de  l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  Q ( x , ( A , b ) )  o u  l e  c a l c u l  de  
I 

s o n  e s p é r a n c e  m a t h é m a t i q u e  à p a r t i r  d e s  l o i s  de  A e t  b .  

<- 



On r e t r o u v e  l e  p r o b l è m e  e x p o s é  un C h a p i t r e  1 p u i s q u e  

Q ( x , ( A , b )  e s t  de l a  même f o r m e  q u e  Z ( b )  a v e c  ( y , q  ,M,b - Ax) 

j o u a n t  l e  r ô l e  de  ( x , p  ,A ,b )  r e s p e c t i v e m e n t .  

I 3.1.3 Proposition 

e u , , ~ ,  Q ( .  , ( A , b ) )  e s t  une f o n c t i o n  c o n c a v e  

( a f f i n e  p a r  m o r c e a u x )  d e  x  

d ' a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  de  K2(A,b)  

O 1 s o i e n t  y  e t  y d e u x  E - S U P  

X 1 X X 
Y " A 9  + ( 1  - 3  Y e s t  r é a l i s a b l e  (My ,< b  - Ax) 

1 A 
x A  = A $ +  ( 1  - 3  x  Y 3 0  

h 1 h 
q y  = + ( 1  - A >  qy  -> qy >, X Q ( ~ , ( A , ~ ) )  + ( I  - A )  

a v e c  E = X E ]  + ( 1  - A ) € 2  
X 

y  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  o p t i m a l  

l C e t t e  p r o p o s i t i o n  p e r m e t  d e  d é d u i r e  q u e  

e s t  une  f o n c t i o n  c o n c a v e  de  x  s u r  M p u i s q u e  c o m b i n a i s o n  l i n é a i r e  

de  f o n c t i o n s  c o n c a v e s .  P a r  c o n s é q u e n t ,  l e  programme d é t e r m i n i s t e  

d é f i n i  d a n s  l ' o p t i m a l i t é  d u  c h o i x  de  x  e s t  un programme c o n v e x e .  

+ - 
e s t  b o r n é  ( d o n c  c o m p a c t )  a v e c  p o u r  b o r n e  i n f é r i e u r e  (A ,b ) 

A,b - + 
e t  p o u r  b o r n e  s u p é r i e u r e  (A , b  ) , l e  s i g n e  + ( r e s p e c t i v e m e n t  *) 



III. 6 

i n d - i q u a n t  l e s  b o r n e s  s u p é r i e u r e s  ( i n f )  de  t o u t e s  l e s  c o m p a r a n t e s ,  

Les  d é f i n i t i a n s  d ' a d f i o s i b i l i t é  e t  d ' o p t i m a l i  t é  n o u s  p e r m e t t e n t  

d ' é n o n c e r  

3.1.4 Proposition 

C S i  K2(A+,b-)  0 K I  # 0 e t  K 2  (A- ,b*)  fl K I  b o r n é  

A l o r s  l e  programme s t o c h a s t i q u e  a d m e t  un opt imum f i n i  d a n s  l a  

c o n c e p t i o n  "programmes a v e c  r e c o u r s "  

En e f f e t  

- + - 
a 2 ( A * , b - )  K I  # 0 - p x  + Q ( x , ( A  ,b ) )  > -- -> 

+ - + 
K2(A-,b ) n K I  b o r n é  -> p x  + Q ( x , ( A - , b  ) )  < +- 

3.1.4 Proposition - 

S i  P x  + E C Q ( x , ( A , b ) ) I  e s t  b o r n é e  s u r  K a l o r s  c e t t e  
A,b 

e s t  l i p s c h i t z i e n n e  s u r  K 

D é m o n s t r a t i o n  : Wets C3.441 - 

Cet  t e  m a x i m i s a t i o n  e n  moyenne g a r d a  s o n  s e n s  d ' o p t i m a l i  t é  

q q e  s i  l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  p x  + Q ( x , ( A , b ) )  Vx 43 K I  e s t  f a i b l e m e n t  

d i s p e r s é e  a u t o u r  de s a  moyenne.  Dans l e  c a s  c o n t r a i r e  n o u s  p r o p o -  

s o n s  une  c o r r e c t i o n  à l a  f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  du  programme e n  

é c r i v a n t  : 

I où  p a r a m è t r e  >. O e t  D(x)  = CVarCpx + Q ( x , ( A , b ) ) l l  112 
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S u p p o s o n s  p  i n d é p e n d a n t  d e  ( A , b )  d ' o ù  

n  
j 2  D ( x )  = [  C ( V a r  p  ) x :  + V a r  C ~ ( x , ( ~ , b ) ) l l  

112  

p o u r  d é t e r m i n e r  V a r  Q ( x ,  ( A , b ) )  o n  met  l e  p rog ramme d u  r e c o u r s  

s o u s  f o r m e  c a n o n i q u e  

p a r  a d j o n c t i o n  é v e n t u e l l e  d e  v a r i a b l e s  d ' é c a r t s .  

QI %I - 1  
s o i t  1 une  b a s e  o p t i m a l e  r é a l i s a b l e  Q ( x ,  ( A , b ) )  = q  (M ) ( b  - Ax) 

%I %I - 1  
[ [q1 (2 ' ) -*  ( b  - Ax) - ~ [ q  (M ) ( b  - ~ x ) ] ] ]  

%I  'LI - 1  T %I  %I - 1  
= ( q ( M )  1 W ( q ( M )  

a v e c  W m a t r i c e  d e  v a r k a n c e  c o v a r i a n c e  d u  v e c t e u r  b  - Ax, i . e  

d u  t e r m e  g é n é r a l  

i 
o r  W i  s ' é c r i t  d é j à  

? n  n  
i ' k x x  

W .  = L ( V a r  A!) x 2  + V a r  b i  + I C O V ( A ; , A ~ )  j k  
1 j - 1  . 1 j k = l j = l  

k # j  



L ' e x p r e s s i o n  de  D(x) p a r a i t  d o n c  d i f f i c i l e  à u t i l i s e r  m a i s  

n é a n m o i n s  d a n s  l e  c a s  où V j  E J ,  T i  & 1 e t  b i  s o n t  

t o u t e s  i n d é p e n d a n t e s ,  a l o r s  W e s t  d i a g o n a l e  e t  l e s  t e r m e s  de 

c o v a r i a n c e  d i s p a r a i s s e n t .  

En p a r t i c u l i e r  s i  A e s t  f i x é e  e t  b  composé de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  
i 

i n d é p e n d a n t e s  a l o r s  W d i a g o n a l e  e t  W = Var  b i .  Dans ce  c a s  
i 

n  1 
D ( X )  = [ E  ( V a r  p j )  x?  + CII 

a v e c  C c o n s t a n t e .  S i  e n  o u t r e  p  e s t  f i x e  a l o r s  D(x)  = c o n s t a n t e  

e t  e s t  un c o e f f i c i e n t  c o r r e c t i f .  

- 
Dans l e  même e s p r i t ,  D e m p s t e r  C3.81 p r o p o s e  de p o n d é r e r  p x  

p a r  l a  f o n c t i o n  

E [ k ( b  - Ax) - / I G ( ~  - A X ) ~ ~ ~ I  
A ,b 

( k ( 1  mo) ,  G(n x m ) m a t r i c e s  f i x é e s  e t  1 1 . 1 1  norme e n c l i d i e n n e ) .  
O 

L ' a u t e u r  é n o n c e  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t ,  q u e  S a c h a n  f 3 . 2 5 1  a  i l l u s t r é  

d ' e x e m p l e s .  

3.1.5 - Proposition 

On ' s u p p o s e  q u e  l e s  c o v a r i a n c e s  de  b  e t  A e x i s t e n t  

e t  s o n t  f i n i e s .  Une c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  p o u r  o b t e n i r  un opt imum 

f i n i  e s t  : 

3 u  6 &tn 1 lu1 1 6 1 1 ~ ~ x 1  1 t e l  q u e  E ( p  - kA) $ EA(uGA) 
P , *  
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l a  f o n c t i o n  économique  s ' é c r i t  

2 1 2 
1 

I n é g a l i t é  de  S c h w a r t z  -> E ( t l h l { l l A I I )  $ ( E l l b l l  ) ? . . ( E I I A I I  )T < 

- 2 
P X  + E [ k ( b  - A x )  - I IG(b  - A x f l I  1 V x 3 0  d o n c  s u r  K 

A,b 1 

Dans l e  c a s  g é n é r a l  du  r e c o u r s  f i x e ,  on p e u t  r e l e v e r  d e u x  

d i f f i c u l t é s  m a j e u r e s  q u i  s o n t  l e s  d é t e r m i n a t i o n s  de  K 2  e t  de 

E [ Q ( x ( A , b ) ) l .  
A ,b  

Dans l a  l i t t é r a t u r e ,  o n  s ' e s t  d o n c  p l u s  p a r t i c u l i è r e m e n t  

i n t é r e s s é  a u  c a s  s u s c e p t i b l e  d ' a p p l i c a t i o n s ,  c e l u i  où  s e u l  b e s t  

composé de  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s .  (A f i x é e )  

3 . 2  Seul b e s t  a l é a t o i r e  - 
On p e u t  a l o r s  c o n s i d é r e r  l e  c a s  g é n é r a l  d e s  programmes 

non  l i n é a i r e s  s t o c h a s t i q u e s  : d é c i d e r  x  q u i  m a x i m i s e  4 ( x )  

s o u s  g ( x )  s b  

x € K I  

où @ : R" + R c o n c a v e  

g  : rRn -+ CRm0 
i c o n v e x e  i = R . . . m  

O 

m 
b  v e c t e u r  a l é a t o i r e  à v a l e u x s  d a n s  W 42 IR O 
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Les r é s u l t a t s  p r é s e n t é s  p o u r  l e  c a s  non l i n é a i r e  13 .41  C3.51 C3.191 

C3.241 C3.301 C3..341 s'appliquent au  c a s  l i n é a i r e C 3 . 3 1  C3.61 1 3 . 1 0 1  

13.163 C3.381 C3.391 13.431 e n  f a i s a n t  

On impose aux d é c i s i o n s  x e t  y  d ' ê t r e  l i é e s  p a r  l a  r e l a t i o n  

g ( x )  + h ( p )  6 b Vb e W e t  q u e  l a  f o n c t i o n  de p é n a l i t é  e s t  $ ( y ) .  

n  
O 

$ : Rn -+ IR concave  m 
O h : I R  + l R  O h i  convexes  i = 1 .. . m  

O 

( p o u r  l e  cas  l i n é a i r e  $ ( y )  = qy h i ( y )  = Miy) 

3.2.1 - Admissibilité d'une décision 

Le domaine d e s  c o n t r a i n t e s  i n d u i t e s  s e  d é f i n i t  i c i  p a r  : 

R e s t  donc convexe  p u i s q u e  i n t e r s e c t i o n  de c o n v e x e s .  2 

On e n  d é d u i t  l e  domaine de s  d é c i s i o n s  a d m i s s i b l e s  K - K, 0 K2 
s u p p o s é  non v i d e .  Ce domaine e s t  e n  o u t r e  convexe .  

3.2.2 Optimalit6 d'une décis&on 

On. r a i s o n n e  comme précédemment  

Appe lons  y ( x , b )  l a  f o n c t i o n  max ( $ ( y )  / h ( y )  \< b  - g ( x ) ,  y  >, O )  

3.2.2.1 Proposition 

[ y ( x , . )  : W + R  f o n c t i o n  concave  de b 
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n  
X 

n o t o n s  C = ( y  8 P+ 
b  O / h ( y )  é b  - g ( x ) ,  b  E U ,  x  E K 2 ( b ) }  

no c W ,  v b l  O w s o i t  x  c K ( b O )  n ~ ~ ( b l )  + 0 
O 1 y  e t  y  d e u x  E - S U P  

y0  6 c x  y '  6 c x I  
b O b  - AyO + ( 1  A )  C cx 1 Ab0 + ( 1  - X j b l  

h i  c o n v e x e s  i = 1 , .  . . m  
O 

X O 
-> max ( $ ( z ) / z e C  

1 
I ~ m a x t $ ( X y  + ( l  - ~ ) Y ) / Y ~ ~ c ~ , , Y ~ ~ c ~ ~ )  

XbO+( 1 - X  ) b  b b 

On e n  d é d u i t  p u i s q u e  W e s t  o u v e r t ,  q u e  y ( ~ , , )  e s t  c o n t i n u e  s u r  W .  

O r  b v . a . r .  -3  y ( x , b )  = y ( x , . )  ob v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e .  

On p e u t  d o n c  e n v i s a g e r  E [ y ( x , b ) l  q u e  l ' o n  s u p p o s e r a  f i n i e .  
b  

E [ y ( x , b ) l  e s t  d o n c  une f o n c t i o n  de x  s u r  K 2 .  b 

On d é f i n i t  " m e i l l e u r e "  d é c i s i o n  "à  p r i o r i "  l a  s o l u t i o n  o p t i m a l e  du  

programme n o n  l i n é a i r e  d é t e r m i n i s t e  

max $ ( x )  E b [ y ( x , b ) ]  I. 



3 . 2 . 2 . 2  - Propos i t i on  

y ( .  , b )  : K 2 ( b )  -+ IR f o n c t i o n  c o n c a v e  de  x .  

O b  f i x é  d a n s  W .  S o i e n t  x  € ~ ~ ( b )  e t  x 1  C ~ ~ ( b )  

y0  e t  y 1  2  E - s u p  VA C [O 11 
? 

O 1 1 
5, .~y'+( l - ~ ) y '  E <xO*(~-'" -> en raisonnant 

0 l 
h i  e t  gi c o n v e x e s  i = l  . . .d 

O ' 
O 1 comme précédemment  ( o n  f a i t  j o u e r  à x  e t  x i  l e  r ô l e  de b 0  e t  b  ) 

on  a  
1 1 h y ( x o , b )  + ( 1  - A ) y ( x  , b )  ,< y ( ~ x O  + ( 1  - h ) x  , b )  

On e n  d é d u i t  q u e  E r y ( x , b ) l  e s t  une f o n c t i o n  c o n c a v e  de x  s u r  K 2  

e t  p a r  c o n s é q u e n t  l e  programme P e s t  c o n v e x e .  

3 . 2 . 3  - R é s u l t a t  fondamental  

P o s o n s  . G ( x , b )  = # ( x )  + y ( x , b )  

- . x- s o l u t i o n  o p t i m a l e  de max G ( x , b )  
b  xCK , 

On a  l e s  i n é g a l i t é s  s u i v a n t e s  : 

E [ G ( X - , ~ ) ]  6 max E [ G ( x , b ) ]  6 ~ [ m a x  ~ ( x , b ) l  + max G ( x , B )  
b  xeK x€K xeK 

---------- 

è r e  . E [ G ( x , b ) l  é t a n t  une f o n c t i o n  de  x ,  l a  1 i n é g a l i t é  

r é s u l t e  de  x  f i x é  à x - € K I  d a n s  l e  membre de  g a u c h e .  C e t t e  i n é g a l i t é  
b  

s i g n i f i e  que  l ' o p t i m u m  du  programme P e s t  s u p é r i e u r  o u  é g a l  à l a  - 
moyenne d e  c e u x  o b t e n u s  e n  r e m p l a ç a n t  x  p a r -  x  . - 

. G ( x , b )  ,< max G ( x , b )  -> E[G(x,b) ' J  4 ECmax G ( x , b ) l  -> 
x€K , x8K 



Le p r e m i e r .  membre donne  l ' o p t i m u m  du  programme P  . 
On p e u t  i n t e r p r é t e r  l e  s e c o n d  membre comme l a  moyenne d e s  op t imums  

o b t e n u s  s i  on a t t e n d a i t  l e s  r é a l i s a t i o n s  de  b .  

. P u i s q u e  max G(x ;b )  e s t  une f o n c t i o n  c o n c a v e  de b ,  g r â c e  
veKl 

à l ' i n é g a l i t é  de  J e n s e n  on  d é d u i t  E [ max G ( x , b ) ]  6 max G ( x , E ( b ) )  
x6K x€K 

C o n s é q u e n c e s  

l - 
1 S i  . x- e x i s t e  e t  a p p a r t i e n t  à K 

. E [ G ( .  ,b)l:.K+lR d i f f é r e n t i a b l e  e n  x- 
b  

. 2 s o l u t i o n  o p t i m a l e  de  P  e x i s t e  

A l o r s  

O 6 (max E [ G ( x , ~ ) ~ )  - ( ~ [ q i - , b ~ ~  (2 - X_) ~ E [ G ( X - , ~ ) I  
x€K b  b b  

C e c i  r é s u l t e  de  l a  c o n c a v i t é  de E[G( .  , b ) l  e t  de l a  d é f i n i t i o n  d e  x- 
b 

2 A v r i e l  e t  W i l l i a m s  13-11 d é f i n i s s e n t  l a  v a l e u r  e s p e r é e  d ' u n  

d ' u n e  p a r f a i t e  i n f o r m a t i o n  (E.V.P.1)  p a r  

l e  r é s u l t a t  f o n d a m e n t a l  p e r m e t  d e  b o r n e r  E.V.P.1  p a r  

O d E . V . P . I  6 max ~ ( x , b )  - max E C G ( X , ~ ) I  
xeK xeK 

Remarques  : - 

1 P o u r  l e  c a s  l i n é a i r e ,  on r e t r o u v e  l e s  i n é g a l i t é s  de 

Madansky C3. 161 o r i g i n e s  d u  r é s u l t a t  f o n d a m e n t a l .  

2 L ' é t u d e  d ' u n  programme s t o c h a s t i q u e  où s e u l e  l a  f o n c t i o n  

é c o n o m i q u e  e s t  a l é a t o i r e  s e  mène de f a ç o n  a n a l o g u e  p a r  

p a s s a g e  a u  d u a l .  



3 . 2 . 4  - S o l u t i o n  "Maximin" 

On u t i l i s e  l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  r é a l i s a b l e  d e  b  r e n d a n t  

p o s s i b l e  l e  r e c o u r s .  D ' a p r è s  l a  r e l a t i o n  d ' o r d r e  p a r t i e l  ",<" 

( r e l a t i o n  s u r  c h a q u e  c o m p o s a n t e )  on  a 

S u p p o s o n s  U l e  s u p p o r t  de Fb(.) ( p l u s  p e t i t  s o u s  e n s e m b l e  f e r m é  d e  m b  * 
IR O d e  m e s u r e  1 t e l  q u e  U C W C P o )  ; s o u s  e n s e m b l e  b o r n é  d o n c  b  
c o m p a c t .  A l o r s  i l  e x i s t e  un p l u s  p e t i t  p a r a l l é l é p i p è d e  

{ b  1 - w  < b m  6 b 6 b M  ( - 1  i n c l u s  d a n s  W e t  c o n t e n a n t  U b  

On a p p e l l e  s o l u t i o n  "maximin"  l a  s o l u t i o n  o p t i m a l e  d u  p r o g r a m m e  

max G ( x , b m )  
x€K, 

O r  Yb E Ub K2(b,) C K 2 ( b )  d ' o ù  

max G ( x , b m )  < max E  G ( x , b )  6 max G ( x , E ( b ) )  
xeK X€K x6K 

c e  q u i  p e r m e t  d ' e n c a d r e r  l ' o p t i m u m  d u  p rog ramme P  p a r  l e s  o p t i m u m s  

d e  2  p r o g r a m m e s  d é t e r m i n i s t e s .  

3 . 2 . 5  P rog rammes  ~ a r t i c u l i e r s  . 

3 . 2 . 5 . 1  b - v a r i a b l e  a l é a t o i r e  d i s c r è t e  

b  a  un nombre  f i n i  k d e  r é a l i s a t i o n s  b1 t e l l e s  q u e  

k 1 1 1 1 d ' o ù  ~ [ y ( x , b ) l  = E P C y ( x , b )  = y ( x , b  ) I y ( x , b  ) = C O y ( x , b  ) 

l e  p rog ramme d é t e r m i n i s t e  P s ' 6 c r i t  d o n c  
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P a r  p a s s a g e  a u  d u a l  o n  p e u t  e n v i s a g e r  l a  r é s o l u t i o n  p a r  d e s  a l g o -  

r i t h m e s  d e  d é c o m p o s i t i o n  e n  s u p p o s a n t  k , n , n  p e t i t s .  
O 

3 . 2 . 5 . 2  Le recours  " é l é m e n t a i r e "  - 

T r è s  é t u d i é  p a r  Wet s  1 3 . 4 0 1  e t  W i l l i a m s  1 3 . 4 7 1  

1 3 . 4 8 1  1 3 . 4 9 1  
+ - 

La  r e l a t i o n  l i a n t  x e t  y  e s t  y  - y  = b  - Ax 
+ - + - 

y 3 0  y  + O  y y  = O  

n  
d a n s  c e  c a s  K 2 ( b )  = IR+ c e  q u i  i m p l i q u e  q u e  t o u t  x  s a t i s f a i s a n t  l e s  

m n t r a i n t e s  f i x e s  e s t  d i t  r é a l i s a b l e  p o u r  l e  p rog ramme d é t e r m i n i s t e  

P .  
+ - 

En p a r t i t i o n n a n t  q  e n  ( q  , q  ) l e  p rog ramme d ' a d a p t a t i o n  d u  s e c o n d  
+ + - - 

é t a g e  s ' é c r i t  max q y  + q y 
+ - 

y  - y  = b G A x  
+ - 

Y  5 0  Y  3 0  x e t  b  f i x é s .  

Ce p rog ramme s e r a  r é a l i s a b l e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  s o n  d u a l  : 

min u ( x , b )  b  - Ax 
+ - 4 - 

u ( x , b )  11,-11 ( q  , q  ) l ' e s t  a u s s i ,  i . e  q \< u ( x , b )  ,< q 

+ - % 
d ' o ù  l a  c o n d i t i o n  s u p p l é m e n t a i r e  : q  + q  = q  ,< O 

S o i t  F b (  .) l a  f o n c t i o n  d e  r é p a r t i t i o n  de  b  e t  F . l e s  f o n c t i o n s  
i * 

d e  r é p a r t i t i o n  m a r g i n a l e s .  

-- 

On p e u t  c h a n g e r  l ' o r d r e  d ' i n t 6 g r a t i o n  e t  d e  s o m m a t i o n  



P a r  c o n s é q u e n t  s e u l e s  l e s  l o i s  m a r g i n a l e s  i n t e r v i e n n e n t  e t  on f e r a  

l ' h y p o t h è s e  q u e  s u r  t o u t  i n t e r v a l l e  f i n i ,  V i  Fb . a  un nombre  f i n i  
i d e  d i s c o n t i n u i t é s ,  c e  q u i  p e r m e t  l ' i n t é g r a t i o n  p a r  p a r t i e s .  

d ' o ù  m + 
E r y ( x , b ) 1  = ,Y0 [ q i  ( E ( b i ) - A i x )  + Zi 

i = 1 

5 
On v é r i f i e  que  E [ y ( x , b ) l  e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n c a v e  p u i s q u e  'li 6 0 

e t  Fb ( . )  e s t  u n e  f o n c t i o n  m o n o t o n e  n o n  d é c r o i s s a n t e  d o n c  
i 

a i  J F ~  . d t i  c o n c a v e .  

On e n  ? l é d u i t  q u e  l e  p rog ramme P  

m + 
max p x  + z 0  [ q i ( E ( b i )  - Aix) + q .  
xeK 1 i = l  

e s t  c o n v e x e  a v e c  l a  p a r t i c u l a r i t é  q u e  d a n s  l a  f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  

s e u l e s  l e s  l o i s  m a r g i n a l e s  i n t e r v i e n n e n t .  On d i r a  q u e  P e s t  un p r o -  

gramme c o n v e x e  s é p a r a b l e .  

L ' a v a n t a g e  du  r e c o u r s  é l é m e n t a i r e  e s t  q u e  l o r s q u e  l e s  d i s t r i b u t i o n s  

m a r g i n a l e s  s o n t  c o n t i n u e s ,  l e  g r a d i e n t  d e  l a  . f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  e s t  

a i s é m e n t  c a l c u l a b l e  p u i s q u e  

On p e u t  d o n c  e n v i s a g e r  l a  r é s o l u t i o n  d e  P  p a r  d e s  a l g o r i t h m e s  d e  

g r a d i e n t s .  Wets  C3.401 u t i l i s e  l a  m é t h o d e  d e  F r a n k  e t  W o l f e ,  m a i s  

p r o f i t a n t  de  l a  l i n é a r i t é  d e s  c o n t r a i n t e s  o n  p o u r r a i t  a v a n t a g e u s e m e n t  

c h o i s i r  l a  m é t h o d e  d u  G r a d i e n t  r é d u i t .  
I 

P u i s q u e  ~ l y ( x , b ) l  s ' e x p r i m e  e n  f o n c t i o n  d e  A x  l e  p rog ramme P 

s ' é c r i t  e n c o r e  max p x  + H(X) 
xCK o ù  H(X) = ~ [ y ( x , b ) l  

Ax = X 

n  
S u p p o s o n s  K I  = IR+ e t  c o n s i d é r o n s  l a  f o n c t i o n  d e  L a g r a n g e  

L ( x , X ; u )  = p x  + H(X) + u(X - Ax) 
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La r e c h e r c h e  du  c o l  (^x,X;û) t e l  q u e  

L ( x , X ; S )  ,< L(^x,It;û) ,< L(X,X;u)  

p e r m e t  à W i l l i a m s  1 3 . 4 7 3  C3.481 de  c a r a c t é r i s e r  l e s  s o l u t i o n s  

o p t i m a l e s  d e  P  pa r  

3 . 2 . 5 . 2  P r o p o s i t i o n  
r 

(X,X) s o l u t i o n  o p t i m a l e  de P  <-> 

A? - X = O 2 3 O e t  i l  e x i s t e  û s a t i s f a i s a n t  Û A  >, p  t e l  q u e  

. X  > O s e u l e m e n t  s i  (ÛA) = p  j 
j j 

+ A - 
'i i 'L . Fb (Xi + E )  g 'L 3 F b  (Xi - E )  V E  > O V i  t e l  que  q i  < O  

i q i  i 
4 

W i l l i a m s  e n  d é d u i t  une a p p r o x i m a t i o n  de  l ' o p t i m u m  2 = pX + ii(X) d e  

l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : * 
Vb* r é a l i s a t i o n  c h o i s i e  d e  b  s o i t  x  s o l u t i o n  o p t i m a l e  de max p x  

x>,o 
A x d  b* 

+ - 
e t  u* une s o l u t i o n  o p t i m a l e  d u a l e  s a t i s f a i s a n t  q  6 u* 6 -q 

P o s o n s  z* = p %  + H(b*) m b. 
1 

= PX*  - q*b* + 1' a i  Fb ( . ) d t i  + q * ~ ( b )  
i = i  

-Q) 
i 

3 . 2 . 5 . 3  A p p r o x i m a t i o n  
œ 

a v e  

Fb i 

(Xi 

a 

C 

(Xi + 

q  uan 

+ - u* 
> q i  i 
/ t 3 F  (Xi 

q i  + i 
qi  - UT 

d ' o r d r e  
% 

i 
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En e f f e t  

uïk s  , O  d u a l e  -> ( p  - u*A) x  6 O J 

o r  pX* r U*b* 

e n  r e m p l a ç a n t  px* p a r  u*b* d a n s  z* e t  e n  e f f e c t u a n t  

u*% + H(S)  - z* on o b t i e n t  l a  b o r n e  s u p é r i e u r e  de  2 - z* 

P a r  c o n s é q u e n t  p a r  u t i l i s a t i o n  de c e t t e  b o r n e  on  p o u r r a  j u s t i f i e r  

l e  c h o i x  d ' u n  e s  t i m a t e u r  b* p o u r  l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  b  e n  * 
c h e r c h a n t  à d i m i n u e r  2 - z .  

Dans l e  c a d r e  d u  r e c o u r s  " é l é m e n t a i r e "  l e  programme d é t e r m i n i s t e  P  

o b t e n u  e s t  e n  g é n é r a l  un programme q u a d r a t i q u e ,  

Exemples  : 

b i  s u i t  l a  l o i  u n i f o r m e  Vi s u r  [ a i , B i l  

i s i  t > B i  i 

(i O p u i s q u e  

l a  f o n c t i o n  économique  d u  programme P s ' é c r i t  d o n c  

a V i  b i  s u i t  l a  l o i  e x p o n o n e n t i e l l e  de p a r a m è t t e  A i  > O 

s u r  C O , + - [  
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- A . X  
i i 1 p a r  u t i l i s a t i o n  du  d é v e l o p p e m e n t  e n  s é r i e  de T a y l o r  de  e  

a v e c  X .  = A.x on a  
1 1 2 2 A: n  

OD 
X. 

- X . X .  A i  X i  1 

Ce l. - 1 1  = - 4 . x .  + 
1 1  

+ c ( - 1 ) "  
2 n = 3  n  ! 

e n  a p p r o x i m a n t  à l ' o r d r e  2 on o b t i e n t  

3 . 2 . 6  App l i ca t ion  des "Programmes sous risques" 

M o n t r o n s  q u e  l ' o ' n  p e u t  c o m b i n e r  l ' a t t i t u d e  "programmes s o u s  

r i s q u e s "  a v e c  c e l l e  d e s  "programmes a v e c  r e c o u r s "  : 

On d é s i r e  l a  s a t i s f a c t i o n  de c e r t a i n e s  c o n t r a i n t e s  a v e c  un n i v e a u  

de p r o b a b i l i t é  e t  on p r e n d r a  une a c t i o n  c o r r e c t i v e  y  d a n s  l e  c a s  

de  v i o l a t i o n  d e s  a u t r e s  c o n t r a i n t e s .  

1 2  1 2  1 1  
d é c o m p o s ~ n s  g  = ( g  ;g ) b  = ( b  , b  ) ( g i y b i )  i = 1 * m l  c o m p o s a n t e s  de  

1 1  
( 8  ¶ b  

2 2 ( g i y b i )  i = m +ls...m 
1 O 

campos an tes d e  
2 2 

( 8  Sb 1 .  

l e  .programme d é t e r m i n i s  t e  s ' é c r i t  

: O r  d 1 a p r 8 s  l e s  r é s u l t a t s  d u  c h a p i t r e  II on  s a i t  q u e  
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1 1 1 1 P(gi(x) b )' Bi <-> g.(x) 1 6 b T  

Le domaine des décisions admissibles est donc 

Si en outre on suppose prendre le recours avec au moins une 
2 certaine probabilité B on impose 

1 1 1 
Si Fb(./b = b *) designe la distribution conditionnelle de b = ( b  ,b2) 

b' étant fixé b* e t  Fb (./A = $*) les distributions marginales 
i 
0 

1 2 1 avec b = max {ri / P b  (ti/b = b*) 4 1 - Bi} 
1 

d'après les résultats sur les décisions séquentielles du chapitre 2. 

On obtient la formulation suivante du programme déterministe : 

2 
max ((XI + max {$(y) / gi(x) + hi(y) 4 d? i = m l + l ,  ... mol 

Y30 

ç AT i = l...m 1 

Sachan 1 3 . 2 5 1  applique cette conception séparée des contraintes dans 

le cas linéaire. 

3.3.1 

M et q ne sont pas fixées mais leurs composantes sont 

aléatoires de lois de probabilité connues. 

C'est le prolongement du cas 3 . 1  proposé par Van Slyke, Walkup et 

Wets C3.291 1 3 . 3 3 1  1 3 . 3 4 1  C3.371 

On suit la même démarche que précédemment : 

On i m p a e . .  aux déc-isions x - - et y d'être liées par la relation 
* . .. - .  .. 



A x  + My 4 b quelle que soit la réalisation de l'aléatoire (A,b,p,q,M) 

Le problème est celui du choix de x .  

Considérons a = (A,b,q,M) comme un vecteur aléatoire à valeurs dans 

IRN (N = m (n + n + 1) + n ) dont la loi a poursuppoitUa 
O O O 

Pour définir le domaine des contraintes induites on rencontre la m 
difficulté que r={t F: IR Olt >, My y >, O) n'est plus un cône fixe 

mais dépend de la valeur prise pax M. 

N m 
on définit alors I. comme une fonction d'ensemblp de 0( dans C @  O) 

- 
O ensemble des cônes convexes pointés fermé8 de Oi telle 

3 . 3 . 1  D é f i n i t i o n  

Une décision x est dite admissible si et seulement si x 

à l'intersection K de K 1  et K2 = Ix E R:/P[~-A~E~(M)I = 11 

Walkup et Wets 13.341 ont cherché une définition basée sur le support 

U t puisque l'on s'adaptera à la situation postérieure à la réalisa- 
a 
tion de a, Pl faut assurer que les domaines des solutions réalisables 

des programmes prima1 et dual du 2e étage soient non vides pour toute 

réalisation de a. 

b 

La "W" condition (W = M) introduite par les auteurs, s'écrit ici : 

les restrictions des fon~tions~d'ensemble 
N m n 

O r, : & + c ~  ) rl(M) = {t e~ O / t ~ M Y , Y  3 o . y ~ ~  

au support U sont fermées et in£-continues. 
a 



m 
(On u t i l i s e  l a  d i s t a n c e  de  H a u s d o r f f  e n t r e  l e s  é l é m e n t s  d e  Cm O )  n  
( r e s p e c t i v e m e n t  Ca O)) e t  l e u r s  . i n t e r s e c t i o n s  a v e c  l a  b o u l e  u n i t é  

n  
O 

d e  B ( r e s p  [R '1) 

1 2  où 6 ( l " ( M  ) , r ( M  ) )  = s u p  i n f  
1 I l t - t21 1 

~ M B  t 26 r (M2)  

B b o u l e  u n i t é  ; 

S i  c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  s a t i s f a i t e  on  o b t i e n t  

Néanmoins c e t t e  d é f i n i t i o n  e s t  e n c o r e  d i f f i c i l e m e n t  a p p l i c a b l e  en 

g é n é r a l ,  p u i s q u ' e l l e  dépend  d e  l a  f o rme  d e  M e t  d e  l a  d é t e r m i n a t i o n  

du s u p p o r t  U ( s u p p o r t  d e  l o i  m i x t e )  
a 

Mais  on o b t i e n t  quand même l a  p r o p r i é t é  d e  c o n v e x i t é  pour  l e  program- 

me d é t e r m i n i s t e .  

- 
max px + Ea lmax qy / My \< b  - Axi 
x6K1 y20 

en  m o n t r a n t  l a  c o n c a v i t é  de  l a  f o n c t i o n  économique .  

3 . 3 . 2  Problème à N é t a g e s  ou problème d e  d é c i s i o n s  s g q u e n t i e l l e s .  
. . 

Le p r i n c i p e  e s t  l e  s u i v a n t  : 

l a  d é c i s i o n  k p o u r  l a  k i ème p é r i o d e  e s t  p r i s e  a m - 2  c o n n a i s s a n c e  
1 2  k -  1 

d e s  d é c i s i o n s  a n t é r i e u r e s  X , X , .  . . , X  e t  ~ ~ ~ n e g  a v o i r  o b s e r v é  l e s  

v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  d e s  (k -1)  p é r i o d e s  p r é c é d e n t e s ,  mais  aIan5 de 

c o n n a î t r e  l e s  v a l e u r s  p r i s e s  p a r  l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  de 

l ' é p o q u e  k ,  l e s  r é a l i s a t i o n s  de s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  e t  l e s  d é c i  

s i o n s  d e s  p é r i o d e s  k + 1 à N .  

C ' e s t  l e  schéma "Décision-Observation-Décision-Observation-Déçision.. ." 
p o u r  t o u t  k > 1 l a  d é c i s i o n  k e s t  donc  d é c i s i o n  "à  p r i o r i "  p o u r  l a  

p é r i o d e  k  mais  d é c i s i o n  "à p o s t é r i o r i "  p o u r  l a  p é r i o d e  k-1 
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k k +  1 
Vk >, 1 l e s  d é c i s i o n s  X e t  X s o n t  l i é e s  p a r  l a  r e l a t i o n  
kk kk+l k 
AX + MX 4 b q u e l l e  que s o i t  l a  r é a l i s a t i o n  du c o u p l e  a l é a t o i r e  
k k  k k 
(A,b) . M  donn ées  e t  f i x é e s .  On s u p p o s e  e n  o u t r e  q u e  l e s  p é n a l i t é s  q 

k k k k  
s o n t  a l é a t o i r e s  e t  l ' o n  c o n s i d è r e  a = (A,b,q) comme un v e c t e u r  

Nk O O a l é a t o i r e  à v a l e i r s  d a n s  I Nk = m ( nk  + 1 )  + nk 
k 

Les  f o n c t i o n s  d e  r e c o u r s  p o u r  l e s  p é r i o d e s  k (k=l...N) s ' é c r i r o n t  donc  

k k ' l ,  L i t  
l e  p r o b l è m e  p o s é  e s t  c e l u i  d e  l a  d é c i s i o n  d e  f a v a n t  d e  c o n n a î t r e  

f,k+' k = i...N 

Ce programme d é t e r m i n i s t e  p o u r r a  s ' é c r i r e  de l a  f a ç o n  s u i v a n t e  
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Wets 13.421 donne l a  d é f i n i t i o n  : 

k l e s  W .  a a d o n t  d ' é t a g e - i n d é p e n d a n t e d  a i  t o u t e a  l e a  c o m p o a a n Z e &  d e  
k d o n t  i n d é p e n d a n t e s  d e  c e l l e s  d e  W i  # k. 

3 . 3 . 2  - Proposition Wets C3.421 

L. k . a avec v a r i a n c e s  f i n i e s  e t  d 'é tage- indépendantes  
1 

Vk = 1 .. .N 

. Uk support  de l a  l o i  F a  ( . )  
k 

. 1 Uk 1 po lyédr ique  

Alors ce programme e s t  convexe e t  s a  f o n c t i o n  économique 

e s t  f i n i e  e t  l i p s c h i t z i e n n e  ou identiquement é g a l e  à +a. 
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CONCLUSION -- 

En p r é v o y a n t  d e  c o r r i g e r  l e  c h o i x  é v e n t u t  l l e m e n t  m a u v a i s  

d ' u n e  p r e m i è r e  d é c i s i o n  d e v a n t  un  a v e n i r  a l é a t o i r e ,  l e  s c n é m a  

" D é c i s i o n - R é a l i s a t i o n - D é c i s i o n "  c o n d u i t  à l a  p r i s e  e n  comp t .9  d e  la 

moyenne d e s  c o r r e c t i o n s  o p t i m a l e s .  

Ma i s  c e t t e  a t t i t u d e  r e n c o n t r e  d e u x  p r o b l è m e s  p r i  r n o r d i a u x  e n  p r a t i q u e  : 

. L a  d é t e r m i n a t i o n  d u  d o m a i n e  d e s  c o n t r a i n t e s  i n d u i t e s  qui 

d é p e n d  e n  p a r t i c u l i e r  d e  l a  f o r m e  d e  l a  m a t r i c e  M .  

En o u t r e ,  d a n s  l e  c a s  d e  d i s t r i b u t i o n s  c o n t i n u e s ,  l a  

d é f i n i t i o n  de  c e  d o m a i n e  p e u t  c o m p o r t e r  un t r o p  g r a n d  

n o m b r e  d e  c o n t r a i n t e s  n E e s  d e  t o u t e s  l e s  r é a l i s a t i o n s  

p o s s i b l e s  d e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s .  

. Le c a l c u l  d e  l a  moyenne  d e s  c o r r e c t i o n s  o p t i m a l e s  q u i  

r i s q u e  d e  d e m a n d e r  s o i t  l a  r é s o l u t i o n  d ' u n  g r a n d  n o m b r e  

d e  p r o b l è m e s  d u  2e é t a g e  ( s i m u l a t i o n  d e s  r é a l i s a t i o n s )  

S o i t  l e  e b o i x  d ' u n  é c h a n t i l l o n ,  s a n s  b i a i s ,  d e  v a l e u r s  

p o u r  l e s  v a r i a b l e s  a l Q a t o i r e s .  

S o i t  une  s é r i e  d ' i n t é g r a t i o n s  i n c o m p l è t e s  s u r  1 e s : p o r t i o n s  

d u  d o m a i n e  K d a n s  l e  c a s  d e  f o n c t i c l i s  d e  r é p a r t i t i o n  2 
p r é s e n t a n t  d e s  d i s c o n t i n u i t é s .  

N é a n m o i n s ,  l e s  c a s  o ù  s e u l  b  e s t  a l é a t o i r e  e t  p l u s  p a r t i -  

c u l i è r e m e n t  c e l u i  d u  r e c o u r s  é l é m e n t a i r e  p e r m e t t e n t  d ' u t i -  

l i s e r  c e  s c h é m a  e t  d ' a p p l i q u e r  d e s  a l g o r i t t i m e s  c o n n u s .  



A N N E X E  

Un e x e m p l e  s i m p l e  

Nous a v o n s  c h o i s i  un e x e m p l e  s o u v e n t  u t i l i s 6  d a n s  l a  l i t t é r a t u r e  I 

m a i s  e n  c o m p a r a n t  l e s  d i v e r s e s  a t t i t u d e s  e t  e n  e n v i s a g e a n t  l e s  cas 
+ - 

o ù  q  . q  # O 

Un c e n t r e  de  r e s s o u r c e s  R d i s p o s e  d e  100 u n i t é s  d ' u n  b i e n .  

On d o i t  e n v o y e r  un nombre  x  d ' u n i t é s  de  R v e r s  une  d e s t i n a t i o n  D 

p o u r  y s a t i s f a i r e  une demande b  a l é a t o i r e .  

Le c o û t  d ' u n e  u n i t é  e n  p r o v e n a n c e  de R e s t  1 e t  o n  s u p p o s e  q u e  b s u i t  

l a  l o i  u n i f o r m e  s u r  ( 7 0 , 8 0 )  i . e  

Le programme s t o c h a s t i q u e  s ' é c r i t  d o n c  min x 
O 6 x  *. IO0 

x 3 b  

S o l u t i o n  " p r u d e n t e "  

Ub €3 ( 7 0 , 8 0 )  on c h o i s i t  x & b  d o n c  X = 80 c o û t  80 

2 )  S o l u t i o n  " e s p é r a n c e  m a t h é m a t i q u e "  

On r e m p l a c e  b  p a r  E ( b )  = 75 d ' o ù  4 = 75 c o û t  75  

3) S o l u t i o n  "programmes s o u s  r i s q u e s "  

On c h o i s i t  a e [ O , j l  e t  o n  i m p o s e  P ( b  6 x )  % a  

i . e  x  >1 70  + lOa 



s e l o n  l e s  v a l e u r s  données  à a on o b t i e n t  

X = 75 c o û t  7 5  ( s o l u t i o n  2 )  

# = 78 c o û t  78 

X = 7 9 , 5  c o û t  7 9 , s  

X = 80 c o û t  80  ( s o l u t i o n  1 )  

S o l u t i o n  "Programmes à 2 é t a g e s "  

4 . 1  On s a i t  que s i  b  s e  r é v é l e  s u p é r i e u r e  aux  d i s p o n i b i -  

l i t é s  de  D on d e v r a  s  ' a p p r o v i s i o n n e r  a u  p r i x  u n i t a i -  
+ 

r e  r, chez  un c o n c u r r e n t  e t  q u e  dans  - l e  c a s  c o n t r a i r e ,  - + 
on p a i e r a  d e s  c o û t s  de s t o c k a g e  q a v e c  O 4 q  < q 

l e  programme d é t e r m i n i s t e  s  ' é c r i t  

+ + + - + - 
min [x + EImin q y + q-y- / 7 - y = b-x, y + O y b 011 

+ - 
avec y .y = O 

S o i t  g(x) 1s f o n c t i o n  économique 

d ' o ù  



+ - 
g ( x )  e s t  une f o n c t i o n  c o n v e x e  (q  + q >, O )  c o n t i n u e  q u i  

a t t e i n t  s o n  minimum s u r  ( 7 0 , 8 0 )  t e l  q u e  

+ - 
P o u r  d i f f é r e n t e x  v a l e u r s  de  q e t  q o n  o b t i e n t  donc  : 

- + 
1)  q  = O  . q  = 2  on r e t r o u v e  l ' e x e m p l e  de  D a n t z i g  

x = 75 = E ( b )  g(X)  = 7 7 , 5  

+ . B r a n s  f a i t  v a r i e r  q  

3 )  S i  l ' o n  n e  p e u t  p a s  s ' a l i m e n t e r  c h e z  un c o n c u r r e n t  
+ 

(q  = O )  e t  q u e  l ' o n  d é c i d e  l a  s o l u t i o n  " p r u d e n t e "  

( 2  = 8 0 )  ; on r i s q u e  d e  p a y e r  d e s  c o û t s  de  s t o c k a g e  e t  

g ( x )  n o u s  donne  l a  moyenne d u  c o û t  de  s a t i s f a c t i o n  d e  l a  

demande : - 
q = 0.5  g ( 8 0 )  = 80 ( 1  + 0 . 5 )  - 75 x 0 . 5  = 8 2 . 5  

1 S i  on c h o i s i t  b* = E ( b )  .= 75 

l e  programme min x  a  p o u r  s o l u t i o n  o p f i m a l e  x* = 7 5  
O 4 x g. 100 

x  3 75 



e t  s o n  d u a l  max - I O 0  u l  + 7 5  u2  a pour  s o l u t i o n s  o p t i m a -  
-u ,  * u 2  '< 1 l e s  u* i U* = O 

2 1 

+ - A 

p o u r  q  = 4 ; q  = O o n  a  Pb(X) = 
4 - 1  3 

= -- -> R = 7 7 , 5  
4  4 

z * = 7 5 - 4 x 7 5  + 4  F b ( t ) d t  + 4  x 75  = 8 0  

d ' o ù  

80 - ( 1 - 4 ) ( 7 5  - 7 7 , 5 )  + 4 F , ( t ) d t  < g(%) $ 8 0  

s o i t  7 8 , 7 5  ,< g(X) ,< 8 0  

+ - 
o r  p o u r  q = 4 ; q  = O o n  a  v u  q u e  g (X)  = 7 8 , 7 5  o n  a d o n c  v é r i f i é  

q u e  l a  f o r m u l e  d e  W i l l i a m s  p e r m e t  d e  l o c a l i s e r  l ' o p t i m u m .  

5 )  - V a l e u r  e s p é r é e  d ' u n e  p a r f a i t e  i n f o r m a t i o n  

P a r  d é f i n i t i o n  EVPI = 7 8 , 7 5  - 75 -. 3 , 7 5 ,  d s ~ i ~ ;  l e  c.:s - 
q + = 4 ; q  = o .  3 , 7 5  r e p r é s e n t e  l e  c o û t  de  l ' i n f o r m a t i o n  

s u r  l a  v a l e u r  q u ' e s t  s u s c e p t i b l e  d e  p r e n d r e  b .  



A P P L I C A T I O N S  



IV. 1 1 

INTRODUCTION 

P o u r  l a  d i s  t r i b u t i o n  d ' é n e r g i e ,  E . D .  F .  c h e r c h e  à 

s a t i s f a i r e  l e s  demandes  de  l a  m a n i è r e  l a  p l u s  économique  t o u t  e n  

a s s u r a n t  une  b o n n e  q u a l i t é  de  s e r v i c e .  S u i t e  à d e s  p a n n e s  de c e n t r a l e s  

o u  d e s  i n d i s p o n i b i l i t é s  de l i g n e s ,  l ' u s a g e r  p e u t  s o u f f r i r  de's d é f a i l -  

l a n c e s  d u  r b s e a u ,  m e s u r é e s  p a r  l a  v a l e u r  de l ' é n e r g i e  n o n  d i s t r i b i r é e .  

Un p r o b l è m e  s ' i m p o s e  : 

d i s p o s a n t  d ' u n  r é s e a u  de d i s t r i b u t i o n ,  o ù  e t  comment i n v e s t i r  d e  

n o u v e a u x  o u v r a g e s  ( c e n t r a l e s  ou l i g n e s )  a u  m o i n d r e  c o û t  d e  f a ç o n  

à p a l l i e r  à c e s  d é f a i l l a n c e s .  

L a  n a t u r e  d i s c r è t e  d e s  v a r i a b l e s  de  d é c i s i o n  e t  d e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i -  

r e s  g ê n e  l a  r e c h e r c h e  d ' u n e  s o l u t i o n  o p t i m a l e .  Dodu c 4 . 4 1  p r o p o s e  l e s  

m é t h o d e s  de s i m u l a t i o n  m a i s  q u i  n é c e s s i t e n t  l a  r é s o l u t i o n  de m i l l i e r s  

de programmes m a t h é m a t i q u e s  o u  l e  c h o i x  " d é l i c a t "  d ' u n  é c h a n t i l l o n  

r e p r é s e n t a t i f  d e s  é v é n e m e n t s  à o b s e r v e r .  

Nous p r é s e n t o n s  une n o u v e l l e  f a ç o n  d ' a b o r d e r  c e  p r o b l è m e  e n  l e  

m o d é l i s a n t ,  à p a r t i r  d e s  l o i s  de K i r c h h o f f ,  s o u s  1s f o r m e  d ' u n  

programme s t o c h a s t i q u e .  Le c h o i x  d e  l o i s  de p r o b a b i l i t é  c o n t i n u e s  

p e r m e t  d e  p r e n d r e  1 ' a t t i t u d e  d e s  "programmes s o u s  r i s q u e s "  ( c h 2 )  

e t  d ' e x h i b e r  un programme m a t h é m a t i q u e  n o n  l i n é a i r e  e t  d é t e r m i n i s t e .  

En t r a n s f o r m a n t  l e s  v a r i a b l e s  d é c i s i o n n e l l e s  d i s c r è t e s  e <  v a r i a b l e s  

c o n t i n u e s ,  c e  programme b é n é f i c i e  de v é r i f i e r  l e s  h y p o t h è s e s  de l a  

mé thode  d e s  c e n t r e s  L i n é a r i s é e  ( P a r t i e  2 )  q u i  p e r m e t  de  d é t e r m i n e r  

l e s  s o l u t i o n s  o p t i m a l e s .  On a j u s t e  e n s u i t e  c e s  v a l e u r s  à d e s  s o l u t i o n s  

e n t i è r e s  p a r  une  p r o c é d u r e  h e u r i s  t i q u e  e n  s e  s o u c i a n t  d ' s b  t e n i r  un 

c o û t  minimum. 

P a r  l a  r é s o l u t i o n  de  7 p r o b l è m e s  n é s  d e  c o n c e p t i o n s  d é t e r m i n i s t e s  

d i f f é r e n t e s ,  on  compare  l ' i m p o r t a n c e  d u  c h o i x  d e s  t a u x  d e  s a t i s f a c t i o n  

d e s  c o n t r a i n t e s  o u  d e  l ' i n f l u e n c e  d e s  p a n n e s  e t  d é d u i t  l ' é b a u c h e  d ' u n  

p l a n  d e  p r é v i s i o n  e n  p a r a m é t r a n t  l e s  c o n s o m m a t f a n s  e n  é n e r g i e .  



1 - F o r m u l a t i o n  du p r o b l é m e  

La d i s t r i b u t i o n  de l 1 4 n e r g i e  s ' e f f e c t u e  d a n s  

1 ' a p p r o x i m a t i o n  du  c o u r a n t  c o n t i n u .  La r é p a r t i  t i o n  p e u t  s e  s h é m a t i s e r  

p a r  un g r a p h e  c o n n e x e  o r i e n t é  à 

[ T I  = n  sommets ,  o u  n o e u d s  

[ M I  = m a r c s  o u  l i a i s o n s .  

* M a t r i c e s  c a r a c t é r i s t i a u e s  du e r a o h e .  

. MATRICE D ' I N C I D E N C E  S ( n  x 4. 

C e t t e  m a t r i c e  e s t  une r e p r é s e n t a t i o n  d u  g r a p h e  e t  

e x p r i m e  l e s  l i a i s o n s  e n t r e  l e s  n o e u d s .  I n d i c é e  e n  l i g n e s  p a r  l e s  1 
sommets ,  e n  c o l o n n e s  p a r  l e s  a r c s ,  on  l a  d é f i n i t  p a r  1 
Vj 6 M l a  c o l o n n e  S' a  s e u l e m e n t  2 é l é m e n t s  non  n u l s  e t  é g a u x  à + I  

o u  - 1  q u i  i n d i q u e n t  l e s  n o e u d s  q u e  r e l i e  l a  l i a i s o n  j 

V i  65 T l a  l i g n e  S met  e n  é v i d e n c e  p a r  s e s  6 I é m e n t s  n o n  t luïs  ( + 1  e t  - 1 )  
i 

q u e l l e s  s o n t  l e s  l i a i s o n s  q u i  a b o u t i s s e n t  ( - 1 )  ais n o e u d  i o u  q u i  e n  

p a r t e n t  ( + 1 )  

. M A T R I C E  CXCLOMATIQUE C ( n  x (m - n  + 1 ) )  

D'un r é s e a u  c o n n e x e ,  on p e u t  e x t r a i r e  un a r b r e  d o n t  

l e s  sommets s o n t  c e u x  d u  g r a p h e  e t  d o n t  l e s  b r a n c h e s  f o r m e n t  un s o u s  

e n s e m b l e  maximum de l ' e n s e m b l e  d e s  l i a i s o n s  d u  r é s e a u .  

- 
S o i t  n = I N [  = n  - 1 l e  nombre  de b r a n c h e s  

d ' o ù  m - ( n  - 1 )  = nombre  de  m a i l l e s  

On p e u t  c h o i s i r  de d i f f é r e n t e s  f a ç o n s  un a r b r e ,  on l e  f e r a  d e  f a ç o n  - 
u n i q u e  e t  d é f i n i t i v e  d a n s  l e  b u t  de  f i x e r  l e s  i n d i c e s  c o m p o s a n t  N . 

L a  m a t r i c e  C e s t  a l o r s  d é f i n i e  e n  e x p r i m a n t  l e  s e n s  d e s  l i a i s o n s  à 

p a r t i r  d e  c e l u i  d e s  m a i l l e s  ( + 1  p o u r  l e  même s e n s ,  - 1  p o u r  l e  s e n s  
k 

c 0 n t r a i r e ) i . e  fk C M - N l a  c o l o n n e  C i n d i q u e  p a r  s e s  é l é m e n t s  n o n  

n u l s  ( + 1  e t  - 1 )  de q u e l l e s  l i a i s o n s  e s t  c o n s t i t u é e  l a  m a i l l e  d ' i n d i c e  

k .  



s M l a  l i g n e  C p e r m e t  de  c o n n a î t r e  p a r  s e s  é l é m e n t s  n o n  n u l s  
j 

(*1 e t  -1 )  l e s  m a i l l e s  u t i l i s a n t  l a  l i a i s o n  j .  

- - 
o ù  1 m a t r i c e  u n i t é  ( m  - n  x m - n )  

1 . 1  * R é s e a u  e x i s t a n t  

Noeuds 

En c h a q u e  sommet i ( i  E T) on d i s p o s e  d ' u n  p a r c  de lgil 

c e n t r a l e s  d o n t  chaque  é l é m e n t  e s t  c a r a c t é r i s é  p a r  l a  donnée  d ' u n  t a u x  
M 

de p a n n e  T e t  d ' u n e  p u i s s a n c e  maximale  p  ( k  t? Ki) .  L ' a l é a  s u r  k , i  k  ,i 
l a  p r o d u c t i o n  d é f i n i  t l a  p u i s s a n c e  maximale  d i s p o n i b l e  d e  l a  c e n t r a l e  

O 
d ' i n d i c e  ( k , i )  p a r  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  pk , i  t e l l e  q u e  

a v e c  l a  p r o b a b i l i t é  T k s i  

P a r  c o n s é q u e n t ,  V i  e T, l a  p u i s s a n c e  maximale  q.ue l ' o n  p e u t  i n j e c t e r  
O O 

a u  n o e u d  i e s t . p  = C ' k , i S  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  ?I v a l e u r s  d a n s  i keKi 

M 
Co; c ' k , i  1 d o n t  on c h e r c h e r a  l a  l o i  de  p r o b a b i l i t é  e n  r e m a r q u a n t  

k  BKi 

O 
q u e  p i  e s t  une  somme de  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  i n d é p e n d a n t e s .  

L i a i s o n s  

Chaque l i a i s o n  j ( j 6 M )  e s t  c o n s t i t u é e  d e  1 ~ j l  l i g n e s  m o n t é e s  

e n  p a r a l l è l e .  T o u t e  l i g n e  d ' i n d i c e  ( 1 ,  j )  ( 6  L j  x M) s e  caractérisé 
p a r  une i m p é d a n c e  x 

M 
une c a p a c i t é  maximale  de  t r a n s i t  q  un t a u x  

1 , j '  1 , j '  
d ' i n d i s p o n i b i l i t é  T '  

1 , j '  
P o u r  t o u t  j de  M ,  n o t o n s  V j  l a  d i f f é r e n c e  de  p o t e n t i e l  e n t r e  l e s  - 
n o e u d s  r e l i é s  p a r  l a  l i a i s o n  j t e l l e  q u e  s i  V = min x 

M 

- j 1- l , j q 1 9 j  
on a i t  l V j l  

a j 

V j  (2 M ,  V l  €? L j ,  V V j  f i x é e ,  on p e u t  d é f i n i r  l ' é n e r g i e  t r a n s i t é e  p a r  

l a  l i g n e  ( 1 , j )  p a r  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  



O O O 

'1,j 
= a  V j  o ù  a l  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  t e l l e  q u e  

1, j , j 

O a v e c  r p r o b a b i l i t é  T' 
l , j  

l ' é n e r g i e  t o t a l e  t r a n s i t é e  p a r  l a  l i a i s o n  j e s t  d o n c  

O O 
O O g o j  = C = A . V  a v e c  A  = C a  v a r i  ab l e  a l 6 a t o i r e  

 le^ '1, j  J j  j 1 , j  
j j 

à v a l e u r s  dans  [O, C - ' 1 d o n t  on p r é c i s e r a  l a  l o i  de p r o b a b i l i t é  
O l e L  x 

j l j  e n  s a c h a n t  q u e  A .  e s t  sommé d e  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  i n d é p e n d a n t e s .  
J 

D é s o r m a i s  n o u s  n o t e r o n s  s o u s  fo rme  m a t r i c i e l l e  i .e  
O 
q  v e c t e u r  a 1 6 a t o i r e  d e  c o m p o s a n t e s  q j e M 

j 
V v e c t e u r  à m c o m p o s a n t e s  
O 

A m a t r i c e  d ' a d m i  t t a n c e  (mxm) de  composan tes  a l é a t o i r e s  t e l l e s  q u e  

1 .2 - Lois  d 'Equi  Libre de Kirchof f-Mame 2 2  a 

* L o i  des  m a i l l e s  
~ 

Le l o n g  d e  t o u t  c y c l e  l a  somme a l g é b r i q u e  d e s  d i f f é r e n c e s  

de  p o t e n t i e l  e s t  n u l l e  i . e  C' V - O ( t  s i g n i f i a n t  t r a n s p o s é e ) .  

C e t t e  r e l a t i o n  p e r m e t  d o n c  d ' e x p r i m e r  l e s  d i f f é r e n c e s  de  p o t e n t i e l  d e s  

m a i l l o n s  n o t é e s  V - e n  f o n c t i o n  d e  c e l l e s  d e s  b r a n c h e s  d ' a r b r e  n o t é e s  

v - p u i s q u e  
N 

C ~ V  = O s ' é c r i t  

c o n s e r v e r a  d o n c  que  V comme - 
N 

v a r i  ab l e s  à d é t e r m i n e r .  



* L o i  d e s  N o e u d s  

1 E l l e  e x p r i m e  l a  c o n s e r v a t i o n  de l ' é n e r g i e  e n  c h a c u n  d e &  - 
sommets : V i  8 T n o t o n s  p  l a  p u i s s a n c e  i n j e c t é e  ( O  s p  < 

i , i P i  a v e  c  - O 

P i  r é a l i s a t i o n  d e  p i )  

O < une  r é a l i s a t i o n  de  q - 
l ' é n e r g i e  c  p r o p o s é e  à l ' u s a g e r  e s t  c .  = pi - Siq i I 

S i  l a  demande d  s e  r 6 v é l e  s u p é r i e u r e  à c i o n  p r o c é d e r a  à u n  c h a n g e -  i 
ment  d e s  V p o u r  d i m i n u e r  a l g é b r i q u e m e n t  S . q ,  e t  ( o u )  B u n e  âugmen- 

j - 1 
t a t i o n  de  p  e n  r e s p e c t a n t  pi ( pi de  f a ç o n  à s a t i s f a i r e  d i .  D 'où i 
l a  n o t i o n  de  d é f a i l l a n c e  6 e n  c h a q u e  n o e u d  d é t e r m i n é e  p a r  

i 

- - 
6 i  = max [ O  ; d i  - ( p i  - S i q ) l  

- - 
P i  

e t  q i  é t a n t  d e s  r é a l i s a t i o n s  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s ,  o n  p e u t  

d é f i n i r  l a  d é f a i l l a n c e  e n  c h a q u e  n o e u d  p a r  l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  

O O 8. = max [ O  ; di - ( p i  - s i q ) I  
1 

O r  l a  consommat ion  e s t  connue  e n  c h a q u e  noeud  p a r  une  v a l e u r  m a x i n a l e  - 
c . On e n  d é d u i t  i 

Pl. 2 Proposition 

r V i  e T l e  r é s e a u  e s t  n o n  d e f a i l l a n t  a u  n o e u d  i s i  e t  

1 - O O s e u l e m e n t  s i  c - ( p i  - Si9)  6 O i 

O 
O O - 

6 i  = max [ O  ; c  - ( p i  - S i q ) l  = O V c i  6 ci <-> 
O 

i 
O - 

c .  1 - ( p i  - S i q )  4 O d o n c  e n  p a r t i c u l i e r  p o u r  c  i  = c i 



De m a n i è r e  à o b t e n i r  l a  s é c u r i t é  de d i s t r i b u t i o n ,  on p o s e r a  l e s  

con t r a i n t e s  

On c h e r c h e r a  e n s u i t e ,  l o r s q u e  V a u r a  é t é  f i x é ,  l e s  c o n d i t i o n s  - - gour  El 
l e s q u e l l e s  on p e u t  t r o u v e r ,  p o u r  t o u t e  r é a l i s a t i o n  A e t  pi  de A e t  p i ,  

- 
l a  p u i s s a n c e  p v é r i f i a n t  O 6 pi  \' pi de f a ç o n  2 a s s u r e r  l a  i - 

' i o i  d e s  Noeuds ( p i  = d .  + SiAv a v e c  di  6 c  e t  Â V  = 6 )  
1 i 

Le r é s e a u  e x i s t a n t  p e u t  ne p a s  s a t i a f a i r e  l e s  . c o n d i t i o n s  ( 2 ) ,  

( 8 .  # O ) ,  ce q u i  n é c e s s i t e r a  l ' i n v e s t i s s e m e n t  de nouveaux  o u v r a g e s .  
1 

1 . 3  - I n v e s t i s s e m e n t  

1 . 3 . 1  - Ouvrages c a n d i d a t s  

. C e n t r a l e s  --------- 1 U I  t y p e s  d i f f é r e n t s  c a r a c t é r i s é s  p a r  

p u i s s a n c e  maximale  ff e t  un t a u x  de panne  rU(uCU) on d é f i n i t  
u  

O 
comme précédemment  l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  p  t e l l e  q u e  u  

a v e c  l a  p r o b a b i l i t é  ( 1  - TG) 

O = 
P u  

O a v e c  l a  p r o b a b i l i t é  T~ 

Li811~2 1 S I  t y p e s  d i f f é r e n t s  c a r a c t é r i s é s  

p a r  une a d m i t t a n c e  bs i n v e r s e m e n t  p r o p o r t i o n n e l l e  à l a b n g u e u r  x  de j 
l a  l i a i s o n  j (V j  42 M) e t  un t a u x  d ' i n d i s p o n i b i l i t é  T '  d'où l a  s  

0 , s  * 
d é f i n i t i o n  de l ' a d m i t t a n c e  a l é a t o i r e  b J . 

bs  a v e c  p r o b a b i l i t é  ( 1  - r '  ) 
g: PI 

8 
V j  e M V s  8 s  

J 

O a v e c  p r o b a b i l i t é  r t S  

1 .3 .2  - V a r i a b l e s  de  d é c i s i o n  

* Pour  l e s  c e n t r a l e s  

i 
V i  6 T, Vu e U d é s i g n o n s  p a r  z l e  nombre de c e n t r a l e s  u  

de t y p e  u  q u i  s e r o n t  p l a c é e s  au noeud  i .  
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O 
On o b t i e n t  a i n r i  un a c c r o i s s e m e n t  Ap de p u i s s a n c e  max imale  e n  a 
c h a q u e  n o e u d  : 

O i O i 
V i  E T Api (zu)  = I z q u i  e s t  d o n c  une somme de v a r i a b l e s  

u6U Pu u  

a l é a t o i r e s  i n d é p e n d a n t e s .  

* Pour l e s  l i e n e s  

V j  E M ,  V s  C S a p p e l o n s  w i  l e  nombre  d e  l i g n e s  de t y p e  

s p l a c é e s  s u r  l a  l i a i s o n  j .  

O 
j On e n  d é d u i t  une  a u g m e n t a t i o n  A A ( w  ) de l a  m a t r i c e  d ' a d m i t t a n c e  
S 

d é f i n i e  p a r  
O 
k 

A A ;  = O Vk =#= j 

On p e u t  r e m a r q u e r  que V j  6 M ,  V s  6 S l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  gS w j  
j s 

s o n t  i n d é p e n d a n t e s  e n t r e  e l l e s  ( é t a t s  d e s  l i g n e s  i n d g p e n d a n t s )  

P o u r  l e  p r o b l è m e  d ' i n v e s t i s s e m e n t ,  l e s  c o n t r a i n t e s  ( 2 )  d e v i e n n e n t  

d o n c  

* D i f f é r e n c e s  d e  p o t e n t i e l  - 

On s u p p o s e  q u e  1 ' i n v e s t i s s e m e n t  de n o u v e l l e  l i g n e s  

n e  m o d i f i e r a  p a s  l e s  b o r n e s  ij = min x e x i s t a n t e s  d e s  
j l a j  1 , j  '1,j 

m o d u l e s  de  t e n s i o n  M 
x  q  - 

i . e  V j  e M V s  e S 3 V 

bs  
j 

M 
( 4 s  c a p a c i t é  max imale  t h é o r i q u e  de  t r a n s i t  c a r a c t é r i s a n t  une l i g n e  

de t y p e  s )  

L a  r e l a t i o n  ( 1 )  p e r m e t  d ' i m p o s e r  d e s  c o n t r a i n t e s  q u ' a u x  v a r i a b l e s  

V. ( j  e N) d ' o ù  
J 



Fonction économique - 

S o i t  f U  l e  c o û t  d ' i n v e s t i s s e m e n t  d ' une  c e n t r a l e  de  type u 

l e  c o û t  d ' i n v e s t i s s e m e n t  d ' une  l i g n e  de t y p e  s  

p l a c é e  s u r  l a  l i a i s o n  j. 

1 La f o n c t i o n  c o û t  s  ' é c r i t  

1.3.4 - Le programme d'investissement 

i 
On c h e r c h e r a  l e s  v a l e u r s  de s  v a r i a b l e s  z wj V de  f a g o n  u' s '  j 

à m i n i m i s e r  E f  ( 6 2:) + 6 
U uBU i E T  SES jCM 

Ce programme compor te  : 

- La f o n c t i o n  économique  l i n é a i r e  e t  d é t e r m i n i s t e  

- n  (nombre d e  n o e u d s )  c o n t r a i n t e s  (3 )  de n a t u r e  a l é a t o i r e  

- 2 x  (m - n  + 1 )  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  ( 6 )  e t  ( 7 )  



1 - ( n  - 1 )  c o n t r a i n t e s  de  b o r n e s  ( 4 )  
1 J - n x  I u I  + m x  I s I  v a r i a b l e s e n t i è r e s  (z e t w )  
U S 

- ( n - 1 )  v a r i a b l e s  c o n t i n u e s  (V ,j e N) 
j  

C ' e s t  d o n c  un programme à l a  f o i s  m i x t e ,  de p a r  s e s  v a r i a b l e s  

d é c i s i o n n e l l e s ,  e t  s t o c h a s t i q u e  d ' a p r è s  l e s  c o n t r a i n t e s  ( 3 ) .  

On s u r m o n t e r a  l a  d i f f i c u l t é  d e s  v a r i a b l e s  m i x t e s  p a r  a g r a n d i s s e m e n t  

du  domaine  d é t e r m i n i s t e  e n  r e m p l a ç a n t  l e s  c o n t r a i n t e s  ( 8 )  e t  @ )  p a r  

i j 
a v e c  n  e t  n .  ( 

u  S 

V i ê T V u C U  o d z l d n  V s G S V j e M  o $ w J $ n  J 
u  U s S 

e n t i e r s  f i x e s .  

P a r  c o n t r e ,  i l  n o u s  f a u t  d é t e r m i n e r  l e s  l o i s  de p r o b a b i l i t é s  d e s  
O O 

O O 

v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  p i , A p i ,  A , A A  q u i  s o n t  somme d e  v a r i a b l e s  

a l é a t o i r e s  d i s c r è t e s  e t  i n d é p e n d a n t e s .  

C o n s t r u i r e  e m p i r i q u e m e n t  l e s  f o n c t i o n s  de r é p a r t i t i o n  e t  l e s  a j u s t e r  

p a r  d e s  t e s t s  de c o n v e r g e n c e  à d e s  f o n c t i o n s  de r é p a r t i t i o n  t h é o r i -  

q u e ,  r i s q u e  d ' e x i g e r  l ' é t u d e  d ' u n  t r o p  g r a n d  nombre de c a s ,  ou  d e  

d é l a i s s e r  d e s  s i t u a t i o n s ,  b i e n  q u e  de p r o b a b i l i t é  f a i b l e ,  i m p o r t a n t e s  

e n  p r a t i q u e .  L ' a p p r o x i m a t i o n  de l o i s  d i s c r è t e s  à d e s  l o i s  c o n t i n u e s  

u s u e l l e s  n é c e s s i t e  un g r a n d  nombre  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s ,  ce q u i  

n ' e s t  p a s  l e  c a s  p o u r  l e s  n o e u d s  où t r è s  p e u  de c e n t r a l e s  s o n t  

i m p l a n t é e s  e t  d e s  l i a i s o n s  c o m p o r t a n t  g é n é r a l e m e n t  p e u  de  l i g n e s ,  e t  

e s t  g é n é e  p a r  d e s  t a u x  d ' i n d i s p o n i b i l i t é  d i f f é r e n t e .  

On a  c h o i s i  d ' a p r è s 8  l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  t e c h n i q u e s  d e s  o u v r a g e s  e t  

e n  g a r d a n t  une  c e r t a i n e  h o m o g é n é i t é  a v e c  l e  c a s  r é e l ,  d e s  l o i s  

N o r m a l e s ,  u s u e l l e s  e n  p r a t i q u e ,  q u i  t i e n n e n t  compte  d e s  p l u s  o u  moins  

f o r t e s  f r é q u e n c e s  d e  p a n n e s .  L e s  p a r a m è t r e s  e s p é r a n c e  m a t h é m a t i q u e  e t  

é c a r t  t y p e  d é p e n d r o n t  l i n é a i r e m e n t  d e s  t a u x  d ' i n d i s p o n i b i l i t é ,  a v e c  

une p l u s  o u  moins  f o r t e  d i s p e r s i o n  a u t o u r  d e  l a  moyenne,  s u i v a n t  

l e u r  i m p o r t a n c e  : s o i t  X l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r e p r é s e n t a n t  s o i t  
O O O 

P k , i * a l , j ' P u  , o u  g de  v a l e u r  m a x i m a l e  X e t  de  t a u x  d 1 i n d i s p o n i b i l i t 8  ' 

s 
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On d é f i n i t  

e s p é r a n c e  dd X = E(X) = ( 8  - T )  X 
é c a r t  type de X = a ( X )  = (A + r )  X 

ave c  

0 , 7  ç 8  6 0 , 9  e t  ( 8  + A) >, 0 , 9 5  pour  l e s  c e n t r a l e s  

e t  

0 , 8 5  s 8  s 0 , 9 5  ( 8 + A  ) 0 ,97  pour  l e s  l i g n e s .  

l Pour  une c e n t r a l e ,  p a r  exemple ,  l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  

f (X)  a u r a  pour  forme : 

l 

On v e r r a  d ' a i l l e u r s  l ' i n f l u e n c e  des v a l e u r s  de 8  e t  A s u r  l e s  

s o l u t i o n s  o p t i m a l e s .  

De ce choix on o b t i e n t  pour  t o u g  i de r  des l o i s  Normales pour  l e s  
0 0 .  i j  O O 

v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  r é e l l e s  Z .  (zu,ws ,V) - pi 
1 + ~ ~ ~ ( z i )  - S ~ ( A + A A ( V : U V  

d o n t  l e s  p a r a m è t r e s  e s p é r a n c e s  e t  v a r i a n c e s ,  q u i  s o n t  somme d ' e s p é r a n c e  

e t  de v a r i a n c e s  r e s p e c t i v e m e n t ,  v a r i e r o n t  s u i v a n t  l e s  d i f f é r e n t e s  
i j  

v a l e u r s  p r i s e s  p a r  l e s  v a r i a b l e s  de d é c i s i o n  zU,wS,Vj. 

1.4 - FormuZation d é t e r m i n i s t e  du prob Zdme 

On c h o i s i t  une d é f i n i t i o n  d é t e r m i n i s t e  des  c o n t r a i n t e s  ( 3 )  

l e n  p r e n a n t  l ' a t t i t u d e  des "programmes sous  r i s q u e "  : on d é s i r e  l a  

l 
l 

s a t i s f a c t i o n  de c e l l e s  c i  dans un c e r t a i n  p o u r c e n t a g e  de c a s .  

Ceci  s ' é c r i t  

O 

Prob [zi(zt,w!,v) b C i l  3 (L i V i  e T 
ave c  

1 
a .  e IT, 11 f i x é .  
1 
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On s e  p e r m e t  d o n c  u n e  d é f a i l l a n c e  de  d i s p o n i b i l i t é  e n  c h a q u e  n o e u d  

d a n s  a u  p l u s  1 0 0 ( 1  - a . ) %  d e s  c a s .  
1 

- 
On a v u  ( C h a p  2 )  q u e  c e t t e  c o n c e p t i o n  r e v i e n t  à i m p o s e r  à Ci 

d ' ê t r e  i n f é r i e u r e  o u  é g a l e  a u  q u a n t i l e  d ' o r d r e  1 - a .  ( ~ i  E T). 
1 

Ces q u a n t i l e s  s ' o b t i e n n e n t  p a r  une  p o n d é r a t i o n  e n t r e  l e s  e s p é r a n c e s  

m a t h é m a t i q u e s  e t  l e s  é c a r t s  t y p e s ,  d o n t  l e  c o e f f i c i e n t  e s t  l e  q u a n t i l e  

d ' o r d r e  ( 1  - a i )  d e  l a  l o i  N o r m a l e  B(0,I). 

Le p rog ramme d ' i n v e s t i s s e m e n t  d e v i e n t  l e  p rog ramme non  l i n é a i r e  

d é t e r m i n i s t e  P : 

i m i n i m i s e r  C f ( Z z U )  + C C s j 
u  u€U iBT s 6 S  jeM g j  Ws 

S O U S  

i i o d z , ~ n  o ~ w j ~  j ' ~ u e ü , r s € s , V i E T , V j C M  
u  s n s 2  

1 d é f i n i  p a r  - e  
- "r 

avec  t a .  d x  = a .  
1 

1 

1 e t  t a  >,O p u i s q u e  a. 6 C T ,  I l  
i 1 

E x p r i m o n s  l e s  e s p é r a n c e s  e t  v a r i a n c e s  : 

a v e  c  



P o u r  l e s  v a r i a n c e s ,  t o u t e s  l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  i n t e r v e n a n t  

dat îs  l e  p r o b l è m e  s o n t  i n d é p e n d a n t e s  e n t r e  e l l e s ,  d ' o ù  : 

O i O O 
j E T Var [ zi(zu,w: ,v) 1 = Var (Bi) + Var (di i  ( z t ) )  + Var[ Si(A + AA(ws))V] 

ave c  

l 
O O .  W j 

O s . 2 2  1 Var [si(*+ AA(<)) VI = ,Y, [ var(a lSf)  + ,Y, var(gs) (-1 I V  
j I j CM 1 6 L j  ses x 

O O j i 
Var (pi) = L VarpkSi 

k€Ki 
l 
1 

u  2  
Var (AP~(Z:)) = v a r  (su) ( r i )  

ucu 

Ce programme convexe  e n t r e  d a n s  l e  c a d r e  d ' a p p l i c a t i o n  de  l a  

"Méthode d e s  C e n t r e s "  p u i s q u ' e n  p a r t i c u l i e r  l e  domaine  d e s  s o l u -  

t i o n s  r é a l i s a b l e s  v é r i f i e  ~ I I B  qL @et A n B  c o n v e x e  f e r m é  où A e s t  

l ' e n s e m b l e  convexe  d é f i n i  p a r  l e s  c o n t r a c n t r e s  n o n  l i n é a i r e s  e t  B 

l e  p o l y è d r e  d é f i n i  p a r  l e s  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s .  

On u t i l i s e r a  donc  l a  "Méthode d e s  C e n t r e s  l i n é a r i s é "  ( p a r t l e  2 )  

p o u r  l a  r é s o l u t i o n  e n  v a r i a b l e s  c o n t i n u e s .  P o s s é d a n t  l e s  v a l e u r s  
CI 

o p t i m a l e s  V i l  s e  p o s e  l e  p r o b l è m e  d ' a r r o n d i r  l e s  s o l u t i o n s  
,i wj j' z a u x  v a l e u r s  e n t i è r e s  i m m é d i a t e m e n t  s u p é r i e u r e s  o u  i n f é r i e u r e s .  

U '  S 

P a r  s o u c i  d ' o p t i m a l i t é ,  c e  c h o i x  p e u t  s ' o p é r e r  de  l a  m a n i è r e  

h e u r i s t i q u e  s u i v a n t e  : on c l a s s e  s u i v a n t  l e u r s  c o û t s  d ' i n v e s t i s s e -  

m e n t ,  l e s  d i f f é r e n t e s  c o m b i n a i s o n s  p o s s i b l e s  de v a l e u r s  e n t i è r e s .  

A c h a q u e  p r o p o s i t i o n  de v a l e u r s  on  o b s e r v e  l e s  c o n t r a i n t e s  ( 3 )  

s a t i s f a i t e s .  P o u r  c e t t e  ( o u  c e s )  c o n t r a i n t e s  ( 3 )  on r e t i e n t  l a  

c o m b i n a i s o n  c o r r e s p o n d a n t e  e t  on e s s a i e  l a  c o m b i n a i s o n  s u i v a n t e  p o u r  

l e s  a u t r e s  c o n t r a i n t e s  ( 3 )  j u s q u ' a  l e s  s a t i s f a i r e  t o u t e s .  

T h é o r i q u e m e n t ,  l e  nombre  d e  c o m b i n a i s o n s  p o s s i b l e s  est 

2 ( n  X + x ( S I ) ,  m a i s ,  h e u r e u s e m e n t ,  l e s  p r o b l è m e s  e n v i s a g é s  

o n t  p r é s e n t é  l e s  p a r t i c u l a r i t é s  s u i v a n t e s  : 

- l e  r é s e a u  i n i t i a l ,  d e  . p a r  l e  c h o i x  d e s  l o i o  de p r o b a -  

b i l i t é ,  n é c e s s i t a i t  un a p p o r t  n o u v e a u  d ' é n e r g i e  e n  

c h a q u e  n o e u d .  L ' i n v e s t i s s e m e n t  s e u l  de  n o u v e l l e s  l i g n e s  

n e  p o u v a i t  p a s  r é s o r b é  c e  manque e n  é n e r g i e .  
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De p l u s  l e s  l i g n e s  e x i s t a n t e s  n ' é t a n t  p a s  s a t u r é e s ,  l a  

s é l e c t i o n  s ' e s t  d o n c  o p é r é e  s i m p l e m e n t  s u r  l ' i n v e s t i s s e -  

ment de  n o u v e l l e s  c e n t r a l e s  ( j u s t i f i é e  p a r  l e s  v a l e u r s  

t r o u v é e s  d e s  O' o r d r e  de IO-'  e t  1 0 - ~ ,  a j u s t é e s  à 0 )  s '  

L) - V é t a n t  g a r d é  c o n s t a n t  e t  é g a l  à V ,  c h a q u e  n o e u d  

d e v i e n t  i n d é p e n d a n t  p o u r  1 ' i n j e c t i o n  e n  é n e r g i e  n o u v e l l e .  
i O r  l e s  s o l u t i o n s  2 f u r e n t  t o u t e s  c o m p r i s e s  e n t r e  O e t ] ,  
u  

l e  nombre  maximum de c o m b i n a i s o n  d e  v a l e u r s  à p r o p o s e r  

s e  t r o u v e  r é d u i t  à ( 1 6  p o u r  n o s  p r o b l è m e s )  

SATISFACTION DE LA LOI DES NOEUDS 

L a  f o r m u l a t i o n  d u  p r o b l è m e  p e r m e t  d ' a f f i r m e r  q u e  d a n s  a u  morns  

100 a i  X d e s  c a s ,  à l ' o p t i m u m ,  on p o u r r a  s a t i s f a i r e  t o u t e  demande di - 
a u  p l u s  é g a l e  à c i .  

Mais .on  p e u t  r e n c o n t r e r  l e  c a s  s u i v a n t  : 

Ayant  f i x é  V à O ,  s i  en  un n o e u d  l e  b i l a n  de l ' é n e r g i e  t r a n s i t é e  

s e  t r a d u i t  p a r  un s u r p l u s  ( v a l e u r  a l g é b r i q u e  n é g a t i v e )  q u i  n ' e s t  p a s  

c o m p l è t e m e n t  a b s o r b é  p a r  l a  c o n s o m m a t i o n ,  i l  e s t  i ~ p o s s i b i e  d e  compen- 

s e r  p a r  une i n j e c t i o n  d ' é n e r g i e  n é g a t i v e .  I l  e n  r é s u l t e  un d é s é q u i l i -  

b r e  d u  r é s e a u .  

P o u r  p a r e r  à c e t t e  é v e n t u a l i t é ,  d o n c  s a t i s f a i r e  c o m p l è t e m e n t  1g l o i  O 

d e s  N o e u d s ,  i l  f a u t  a s s u r e r  q u e  l a  p u i s s a n c e  i n j e c t é e  S i ( A  + A A ( Q ~ ) ) v + ~ ~  

s o i t  p o s i t i v e  o u  n u l l e  d a n s  a u  moins  100 a i  I d e s  c a s  i . e  

- 
6 C M  T i  E T o r  O Ç cii.< c  V i  c T d ' o ù  C;C di 

i M - 1 

e n  p o s a n t  c .  = c .  
1 1 

m 
On a  d é f i n i  a i n s i  de  n o u v e l l e s  b o r n e s  m i n i m a l e s  c: p o u r  l e s  deman- 

A 

d e s .  P o u r  l e s  p r o b l è m e s  t r a i t é s  on v e r r a  q u e  A ~ ( C : )  = O 

m l M  e t  q u e  O 4 c i  4 3 c i  



2 La méthode des Centres 

La "Méthode des Centres" due Zi  Huard C 4 . 5 1  

recouvre une famille d'algorithmes très diversifiés C 4 . 6 1 ,  C4.81, 

permettant d'optimiser des programmes mathématiques non linéaires. 

Une de ces variantes est la "Méthode des Centres par linéarisa- 

tions" ou encore "Méthode des Centres Linéarisée" qui s'est 

révélée, en pratique, avec la modification dite de "centrage", 

être une des meilleures méthodes connues dans le classement pré- 

senté par Denel C4.21. 

Après la prèsentation de la méthode générale, nous décrivons 

la "Méthode des Centres Linéarisée" utilisée pour résoudre les 

programmes déterministes, en variables continues, obtenus à 

partir du programme stochastique précédemment formulé. 

L'idée directrice de cette méthode est de construire 

une suite de points réalisables qui améliorent la fonction 

économique, sans accéder trop rapidement à la frontière du 

domaine. On définit ces points intérieurs comme "centres'' de sous 

ensembles du domaine, qualifiés "tronçons", qui diminuent par 

inclusion. 

L'éloignement d'un point à la frontière d'un tronçon se mesure 

par l'intermédiaire d'un représentant d'une classe de fonctions 

appelées F-distances. 
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[Maximiser  f  ( x )  

S o i t  l e  p r o b l è m e  g é n é r a l  P 

a v e c  f  e t  g ( i  = 1 ,  .. .m) ,  f o n c t i o n s  c o n c a v e s  c o n t i n û m e n t  d i f f é -  
i '  

r e n t i a b l e s  

B p o l y è d r e  f e r m é .  
O 

N o t o n s  . A =  { x  E I R "  / g i ( x )  5 0 ,  i = I . . . rn)  t e l  q u e  A ~ B  # @ 

A e s t  c o n v e x e  f e r m é  

F = 1 i n f i f ( x )  / x  6 A O B I  , s u p  { f ( x )  / x  € A ( I B I C  c îR 

On d é f i n i t  un t r o n ç o n  d u  domaine  A p a r  

Un e x e m p l e  d e  F - d i s t a n c e  e s t  l a  f o n c t i o n  n u m é r i q u e  

d ( x , A )  = min { f ( x )  - A g i ( x )  / i 1 ... m l  

On d é t e r m i n e  l e s  c e n t r e s  p a r  l a  r é s o l u t i o n  d e s  p r o b l è m e s  non l i n é a i r e s  

c o n v e x e s  

[ m a x i m i s e r  d ( x ,  At) 

k -  l k-  l o ù  A = f ( x  ) a v e c  x  s o l u t i o n  de  P k  k -  1 i . e  c e n t r e  de E(A  ) 0 B 
k -  l 

C O N V E R G E N C E  - 
O 

S i  à une  é t a p e  k ,  on a E ( A ~ ) ~ B  = 0 a l o r s  x e s t  s o l u t i o n  

o p t i m a l e  d u  p r o b l è m e  P , s i n o n  t o u t  p o i n t  d ' a c c u m u l a t i o n  d e  l a  s u i t e  

i n f i n i e  d e s  xk e s t  s o l u t i o n  o p t i m a l e  d u  p r o b l è m e  P .  
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La m a x i m i s a t i o n  d a n s  P p e u t  ê t r e  c o n d u i t e  à E p r è s ,  
k  k  

p a r  l a  r e c h e r c h e  d ' ~  - c e n t r e ,  s a n s  d é t r u i r e  l a  c o n v e r g e n c e  de 
k  

l ' a l g o r i t h m e  ( e n  i m p o s a n t  E -+ O l o r s q u e  k  -+ +a) ce  q u i  p e r m e t  l ' a p -  
k 

p l i c a t i o n  s u r  o r d i n a t e u r s .  
k  c k  e s t  d i t  o k - c e n t r e  s i  d ( c  A >,max (d (x .Ak)  / x  e E ( A k ) n B l - ~ k  > O 

2.2 M!éthode des Centres Zinéarisée - 

La l i n é a r i s a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  n o n  l i n é a i r e s  p e r m e t  de l 
l 

p r o f i t e r  d e s  p r o g r è s  a c q u i s  d a n s  l a  r é s o l u t i o n  d e s  programmes 1 i n é a i r e s . l  

S o i e n t  f V ( x ; y )  = f ( y )  + m y )  . ( x - y )  l a  l i n é a r i s a t i o n  de f ( x )  a u  p o i n t  y  

( o n  r e m p l a c e  l e  g r a p h e  de  f ( x )  p a r  s o n  h y p e r p l a n  t a n g e n t  a u  p o i n t  

( y ; f ( y ) ) )  

de même g '  ( x ; y )  = g i ( y )  + Vgi(y)  . ( x - y )  i = 19...m i 

A p a r t i r  d e  d ( x , A )  = m i n { f ( x )  - A , g i ( x )  / i = I , . . . m l  on p e u t  

d é f i n i r  l a  f o n c t i o n  F - d i s t a n c e  l i n é a r i s é  

d V ( x , A ; y )  = min { f 1 ( x ; y )  - A , g V i ( x ; y )  1 i = 1 , .  . . m l  

p o u r  y  f i x é ,  d '  e s t  l i n é a i r e  p a r  m o r c e a u x ,  c o n t i n u e ,  c o n c a v e  

e t  d ( x . 1 )  ,< d ' ( x , ~ ; y )  ~ ( x , y )  c k 2n V A  c CR 

k 
On o b t i e n t  un c e n t r e  x  du  t r o n ç o n  n o n  l i n é a i r e  E(A ) e n  e f f e c t u a n t  k  
une s u c c e s ~ i o n  t h é o r i q u e m e n t  i n f i n i e  de 

- r é s o l u t i o n  de programmes l i n é a i r e s  

r m a x i m i s e r  u 
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h 
( z  c e n t r e  d u  domaine  

h 
S o i t  z l a  s o l u t i o n  o p t i m a l e  

l i n é a r i ~ é  E L J ~ ~ )  ) 

h h  - M a x i m i s a t i o n  de  d(x ,X ) s u r  [ y , i l  
k 

h k 
La s u i t e  d e s  p o i n t s  c o n v e r g e  a l o r s  v e r s  x .  

En p r a t i q u e  : 

- l ' u t i l i s a t i o n  d ' ~  c e n t r e s  p e r m e t  de  ne  r é s o u d r e  q u ' u n  

nombre  f i n i  h*  de  programmes PL (Xk,y)  à chaque  i t é r a t i o n ,  

s a n s  m o d i f i e r  l a  c o n v e r g e n c e  de  l a  m é t h o d e .  

En f a i t  on p e u t  s e  c o n t e n t e r  d ' u n  s e u l  programme l i n é a i r e  p a r  t r o n -  
1 c a t u r e  e t  l e  p o i n t  o b t e n u  y  p e u t  ê t r e  c o n s i d é r é  comme un E - c e n t r e  

( o n  p o s e r a  x  1 
k + '  = y  ) d ' o ù  L ' i n t é r ê t  de l a  méthode .  

- l e s  programmes PL(A ,Y ) o n t  t o u s  l e  m ê m e  nombre de c o n t r a i n -  
k  

t e s  e t  de v a r i a b l e s .  

REMARQUE s 

1 )  L e s  p r o c é d é s  de l i n é a r i s a t i o n  p e u v e n t  t r è s  mal  a y p r o x i m e r  

l e  domaine  non 1 i n é a i r e i . e  on p e u t  o b t e n i r  un p r o b l è m e  

t o t a l e m e n t  d i £  f é r e n t  d u  p r o b l è m e  d ' o r i g i n e  ( c a s  de f o r t e s  

c o u r b u r e s  d e s  c o n t r a i n t e s )  o u  b i e n  o b t e n i r  une  f a i b l e  

a m é l i o r a t i o n  de l a  f o n c t i o n  économique  s i  l a  d i r e c t i o n  
h h  

( y  , z  ) " p é n é t r e "  t r è s  p e u  d a n s  l e  domaine  non  l i n é a i r e .  

2 )  Une m a u v a i s e  h o m o g é n é i t é  d a n s  l e s  v a l e u r s  c a l c u l é e s  d e s  

f o n c t i o n s  d é f i n i s s a n t  l a  F - d i s t a n c e  e s t  un o b s t a c l e  à 

l ' o b t e n t i o n  de  "bons"  c e n t r e s  i . e  s i  une c o n t r a i n t e  p r é d o -  

mine p a r  s o n  g r a d i e n t  l e s  p o i n t s  r i s q u e n t  de d e m e u r e r  

p r o c h e s  de c e l l e - c i  e t  de  p r o v o q u e r  une  s t a g n a t i o n  d e  l a  

f o n c t i o n  économique  d a n s  l e  c a s  de l a  c o n t r a i n t e  é q u i p o -  

t e n t i e l l e  f ( x )  = X 

Ces c o n s i d é r a t i o n s  o n t  c o n d u i t  D e n e l  14.33 à a m é l i o r e r  l ' a p p l i c a t i o n  

de l a  méthode  g r â c e  à l a  m o d i f i c a t i o n  q u a l i f i é e  " a l g o r i t h m e  de 

c e n t r a g e "  
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On r é p o n d  à l a  r e m a r q u e  1 e n  a s s u r a n t  une m e i l l e u r e  

r e p r é s e n t a t i o n  d u  domaine  n o n  l i n é a i r e  p a r  l ' a d j o n c t i o n  p r o v i s o i r e  

de  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  s u p p l é m e n t a i r e s  d é f i n i e s  p a r  d e s  h y p e r p l a n s  
h  

de  l i n é a r i s a t i o n  l i m i t a n t  l e  d é p l a c e m e n t  d e s  p o i n t s  z . 

Une r é p o n s e  à l a  r e m a r q u e  2 e s t  l a  n o r m a l i s a t i o n  d e s  c o n t r a i n t e s  

de f a ç o n  à r é a l i s e r  

où 1 [ . 1 [ norme E u c l i d i e n n e  

c e  q u i  i n t r o d u i t  l e s  f o n c t i o n s  t 

On f a i t  l ' h y p o t h è s e  : 

En p r a t i q u e ,  on  p o n d é r e r a  e n  o u t r e  f ( x )  o u  f t ( x , y )  p a r  un c o e f f i c i e n t  

8 ( 8  6 1 )  i n d é p e n d a n t  d u  nombre d ' i t é r a t i o n s  de  f a ç o n  à é l o i l g n e r  l e  
k c e n t r e  de l ' é q u i p o t e n t i e l l e  f ( x  ) = At Vk 

ALGORITHME . - 

à l ' i t é r a t i o n  k o n  d i s p o s e  de xk C A ~ B  Ak = f ( x k )  
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1 )  L i n é a r i s e r  f  e t  gi i = 1 ... m e n  x  k  

L 
E (A ) p o l y è d r e  o b t e n u  à p a r t i r  de E(Ak) 

k  

k  L  k  m a x i m i s e r  d l ( x , x  ,Ak) s u r  E (Ak) fl B. S o i t  z  l ' o p t i m u m  

de  ce  programme l i n é a i r e .  

k  2 )  M a x i m i s e r  D(x ,xk ,Ak)  s u r  [ x k , z  1 s o i t  !+' l ' o p t i m u m  1 

k +  1 3 )  C h o i s i r  x  d a n s  E '  O B  a v e c  E'  k +  1 
k +  1 = I x C A / f ( x ) > , f ( y  ) }  k + l  

k + l  k  c e n t r a g e  s i  n é c e s s a i r e  : p o u r  h  = O th - y 
h  = z .  

( 1 )  P r e n d r e  w un p o i n t  de [ t h s u h l  t e l  q u e  w h € E ( A k ) f l ~  
h  

s i  w n ' e x i s t e  pas a l l e r  e n  (4) 
h  

C h o i s i r  p a r m i  l e s  c o n t r a i n t e s  g i ( x ) ,  f ( x )  - A k  

l a  f o n c t i o n  1 t e l l e  q u e  

I i ( w h ) l  = m i n { ( f ( w h )  - A I , l g i ( w h ) l ,  i - ] . . . m l  
k  ' - 

d é f i n i r  

'h+ l = { x / l ( w h )  L + v 1 ( w h ) . ( x - w h ) & p )  nSh 

a v e c  S = E  ( A k ) n  B .  
O 

( 2 )  T r o u v e r  u  
h +  1 opt imum du  programme l i n é a i r e  

m a x i m i s e r  p s o u s  ( x , ~ )  C S h + ,  

m a x i m i s e r  D s u r  I t  
h 'uh+ l 

1 ; s o i t  t h + l  1 t o p  timun; 

( 3 )  A l l e r  e n  1 a v e c  h  + 1 

(4) C h o i s i r  p o u r  p o i n t  k" c e l u i  q u i  d o n n e ,  p a r m i  

o u  t l a  m e i l l e u r e  v a l e u r  de l a  f o n c t i o n  
h  

économique  

4 )  A l l e r  e n  1 a v e c  k  + 1 a u  l i e u  de  k 
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On peut schématiser cet algorithme de la façon suivante : 

MISE EN PRATIQUE : Denel 1 4 . 3 1  

- chaque contrainte additionnelle a pour effet de rendre 
u extérieur au nouveau polyèdre d'où u h h+ 1 + uw 

- On choisit un nombre relativement petit de contraintes 

additionnelles pour toute itération ou bien on adapte ce 

nombre suivant le besoin. 

- On peut normer les contraintes additionnelles de façon à 

rendre équidistants les points th de la contrainte supplé- 

mentaire et de l'équipotentielle économique. 

- La résolution des programmes linéaires s'opère par la l 
méthode simpliciale à variables bornées avec inverse 

explicite (transformation de l'inverse de base et de la 

solution à chaque itération). 



- L'enchaînement desprogrammes linéaires s'effectue 
par la technique dual simplex adaptée aux variables 

bornées. 

- On maximise les fonctions sur un segment par des procé- 
dés de dichotomie. 

VARIANTES 

Beuneu C 4 . 1 1  accélère la maximisation sur un segment 

par une technique d'interpolation polygônale et adapte l'étape 

3) (2) de l'algorithme à ses problèmes de "Dispactching" en 
k préférant maximiser D sur [x 
sUh+ 1 

1 l 

La méthode des Centres Linéarisée, s'est révélée très performante 1 
sur les problèmes Tests de Colville, nous emploierons donc le 1 
code de Denel avec les particularités propres à nos problèmes : 

On effectue un nombre minimum de contraintes additionnelles et on 

l'augmente si nécessaire, jusqu'à obtsnir une très faible amélio- 

ration de la F-distance D. En effet, un manque de ces contrain- 

tes supplêmentaires influençait fortement la rapidité de la conver- 
k 

gence. En outre la pondération de ces contraintes par Ilvl(x ) I I  
s'est révélée plus efficace. 



3 E t u d e  des  programmes d C t e r m i n i s  t e s  

La r é p a r t i t i o n  s e  s h é m a t i q e  par  l e  graphe c i - d e s s o u s .  

2 1  L i a i s o n s  

b r a n c h e s  d ' a r b r e s  

-+ m a i l l o n s  

C c y c l e s  



Les  c a r a c t é r i s t i q u e s  du r é s e a u  e x i s t a n t  s o n t  m i s e s  e n  annexe  A .  

Le s  o u v r a g e s  c a n d i d a t s  à l l i n v e s t i s s e m e n t  s o n t  de 4 t y p e s  ( 1 ~ 1  = 4 )  

p o u r  l e s  c e n t r a l e s  e t  de 2 s o r t e s  ( ] S I =  2) p o u r  l e s  l i g n e s .  

P a r  c o n s é q u e n t  l e  programme m a t h é m a t i q u e  a  

- 1 1  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  

- 22 c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  

- 86 v a r i a b l e s  d é c i s i o n n e l l e s  e t  10 a u x i l i a i r e s  (V-) 
N 

- 9 6  c o n t r a i n t e s  de b o r n e s .  

C ' e s t  d o n c  un programme de t a i l l e  r e l a t i v e m e n t  i m p o r t a n t e .  

Donnons l e s  c a r a c t é r i s q u e s  de s  o u v r a g e s  s u p p l é m e n t a i r e s  p o s s i b l e s  : 

. C e n t r a l e s  -- ------- 

Type P u i s s a n c e  Taux Coût  

1 Type C a p a c i t é  maximale  R é a c t a n c e  Taux  Coût  

T r a n s p o r t é e  d ' i n d i s p o n i b i l i t é  d ' i n v e s t i s s e m e n t  
M 1  s 
q s ( w  -- (Q/km) T ' s 3 ( 1 0 ~ ~ / k r n )  

s X \ 

j 

1  385 O ,  4 0  0,02 100 



N o t r e  f o r m u l a t i o n  d u  p r o b l è m e  demande 2 c h o i x  i m p o r t a n t s  ; 

- c e l u i  d e s  t a u x  d e  s a t i s f a c t i o n  a .  poux  l e  p a s s a g e  
1 

a u  p r o b l è m e  d é t e r m i n i s t e .  Les  v a l e u r s  de  ai i n f l u e n k  à 

l a  f o i s  s u r  l a  f o r m e  du domaine  d e s  s o l u t i o n s  r é a l i s a b l e s  

p a r  l ' i n t e r m é d i a i r e  d e s  c o e f f i c i e n t s  de  p o n d é r a t i o n  t a .  
1 

d e s  f o n c t i o n s  non l i n é a i r e s  dans  l ' e x p r e s s i o n  d e s  c o n t r a i n -  

t e s ,  e t  s u r  s o n  c o n t e n u  q u i  d i m i n u e  a v e c  l ' a c c r o i s ? e m s n t  

d e s  a . C ' e s t  p a r  Conséquen t  d i f f é r e n t s  p r o b l è m e s  d e t e r -  i 
m i n i s t e s  q u i  e n  r é s u l t e n t  e t  on  a  comparé  1.a r é s s l a t i o n  

e t  l e s  s o l u t i o n s  d e  3 c h o i x  : programmes p l ,  p 2 s  p 3  

- c e l u i  d e s  p a r a m è t r e s  e s p é r a n c e s  e t  v a r i a n c e s  d e s  l o i s  

N o r m a l e s  i . e  d e l u i  d e s  v a l e u r s  de 8 e t  X . On p e u t  a i n s i  

o b t e n i r  d i f f é r e n t s  programmes s t o c h a s t i q u e s  a v e c  d e s  

v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  p l u s  o u  m o i i s  d i s p e r s é e s  a u t o u r  

de l e u r s  moyennes .  C e t t e  i n f l u e n c c  a p p a r a i t  d o n c  d a n s  l a  

c o n s i d é r a t i o n  du p r o b  lème p o s é  e t  d a n s  Pe r a p p r o c h e m e n t  

p r o p o s é  d e s  a l é a s  a u x  s i  t u û t i r r n s  obçcrvEes r é e l l e m e r - f . .  On 

a  é t u d i é  3 programmes s t o c l i a s t i q u e s  d i f f é r e n t s  ~ a r  ; a  

c o m p a r a i s o n  des  3 programmes d é t e r m i n i s t e s  d é d t l i t s  : 

E n f i n  p o u r  l a  même v e r s i o n  d é t e r m i n i s t e  d ' u n  programme s t o c h a s t i q u e  

( p r o b l è m e  P ) on a  m i s  e n  é v i d e n c e  l ' i n f l u e n c e  de v a r i a t i o n s  de  5 %  
4  

e t  de 10 X d e s  c o n s o m m a t i o n s  ( p r o b l è m e s  P6 e t  P ) q u i  p e u v e n t  d é -  
7 

b o u c h e r  s u r  un p l a n  de p r é v i s i o n  d ' i n v e s t i s s e m e n t  à moyen t e r m e .  

L e s  r é s o l u t i o n s  de t o u s  c e s  p r o b l è m e s  s e  s o n t  e f f e c t u é e s  s u r  

l ' o r d i n a t e u r  C 1 1 10070 (mémoi re  de 9 6  K s o i t  98304 mots  de 32 b i t s )  

P o u r  l a  ' h é t h o d e  d e s  C e n t r e s  L i n é a r i s é e "  l e  code  de D e n e l  C4.23 

f u t  u t i l i s é  mais  a p r è s  t r a n s c r i p t i o n  e n  une v e r s i o n  FORTRAN. 

C e t t e  méthode  demande de d é t e r m i n e r  p a r  t a t o n n e m e n t  d e s  c o e f f i c i e n t s  

t e l s  q u e  p o n d é r a t i o n  de l a  f o n c t i o n  économique  o u  nombre de con- 

t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s .  En p r e n a n t  l e  p r o b l è m e  P, p o u r  b a s e  c e t t e  

r e c h e r c h e  a  donné  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  a : 



IV. 2 4  

- p o n d é r a t i o n  de l a  f o n c t i o n  économique  p a r  0 , l  

- nombre  de l i n é a r i s a t i o n  p a r  t r o n c a t u r e s  : 1 

- c o e f f i c i e n t  d e  r é d u c t i o n  de l ' i n t e r v a l l e  de d i c h o t o m i e  10 
5 

- nombre  minimum de c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s  : 5 

- nombre  maximum de c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s  : 2 1 

Le p r o c é d é  d ' a d a p t a t i o n  du  nombre  de  c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s  

n é c e s s a i r e s  e n t r e  c h a q u e  t r o n c a t u r e ,  r e p o s a n t  s u r  un t e s t  d ' a m é l i o -  

r a t i o n  de l a  F - d i s t a n c e ,  a p e r m i s  de  c o n s e r v e r  c e s  b o r n e s  ( 5  e t  2 1 )  

p o u r  l e s  a u t r e s  p rogrammes .  On s ' e s t  a p e r ç u  e n  o u t r e ,  que  l ' o n  

p o u v a i t  g a r d e r  u t i l e m e n t  l e s  a u t r e s  c o e f f i c i e n t s  f i x é s  a u x  v a l e u r s  

t r o u v é e s  p o u r  l a  r é s o l u t i o n  de t o u s  l e s  p r o b l è m e s .  

De même, l e  p o i n t  de d é p a r t  c h o i s i ,  d é f i n i s s a n t  un i n v e s t i s s e m e n t  

i m p o r t a n t  s ' e s t  r é v é l é  r é a l i s a b l e  p o u r  t o u s  n o s  e x e m p l e s .  

S e s  c o m p o s a n t e s  s o n t  : 

V j e ~  w i - w j -  2 1 a v e c  IM 1 = 2 1 

3. 1 Inf Zuence du choix des taux a". 

P l  : a = 0 , 9  l i  e T i 

P 2  
: a .  = 0 , 9  V i  C T s a u f  a = a 5  = a8 = 0 , 9 5  

1 3 

L e s  b o r n e s  de  l a  consommat ion  s o n t  l e s  d o n n é e s  c i .  
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L e s  p a r a m è t r e s  d e s  l o i s  de p r o b a b i l i t é  s o n t  f i x é s  p a r  : 

r é s e a u  e x i s t a n t  : c e n t r a l e s  : O  = 0,8 X = 0,15 

, l i g n e s  : 8  = 0,9 Â = O,O8 

i n v e s t i s s e m e n t  : c e n t r a l e s  : 8 = 0,85 ' 

l i g n e s  : @  = o,g5 x = 0902 

c e  q u i  d o n n e , d a n s  l e  c a s  d e s  p u i s s a n c e s  i n j e c t é e s  p a r  e x e m p l e , p o u r  
O O 

v a l e u r s  a u x  e s p é r a n c e s  E ( p i )  e t  é c a r t s  t y p e s  o ( p i )  

On s ' a p e r ç o i t  d e  l ' i n f l u e n c e  d e s  t a u x  d e  p a n n e s  e n  p a r t i c u l i e r  sur 
O 

l ' é l o i g n e m e n t  d e  l ' e s p é r a n c e  E ( p i )  p a r  r a p p o r t  à l a  p u i s s a n c e  mhximaie  
M 

t h é o r i q u e  p  . i 

O 
o ( p i )  

143 

164 

191 

240 

319 

O 

60 

126 

5 6 

100 

65 

Noeuds 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 1  

O 

d p i )  
M 
P i  

4 

O ,O4 

0,13 

O , O 9  

O ,  17 

0,05 

O i 

0,04 

0,08 

0 ,O7 

O ,O2 

O ,O3 

E ( P i )  

2536 

868 

1445 

1 O 9 4 

408 1 

1913 

1325 

1229 

687 

4044 

1772 

- 

O 
P. (p i )  
M 
P i  

0,77 

0,70 

0,71 

0,81 

O, 69 

1 

0,94 

0,78 

0,85 

0,93 

0,94 



3.1.1 - S u r  l a  r é s o l u t i o n  e n  v a r i a b l e s  c o n t i n u e s  

On p e u t  d r e s s e r  l e  t a b l e a u  d e s  d i f f é r e n t e s  é t a p e s  

On o b t i e n t  à l ' o p t i m u m  une m e i l l e u r e  p r é c i s i o n  p o u r  P l  (7 c h i f f r e s )  

e t  P2 (6 c h i f f r e s )  q u e  p o u r  Pg. Des v a l e u r s  de c p l u s  g r a n d e s  (P3) i 
d o n n e n t  p l u s  d ' i m p o r t a n c e  a u x  f o n c t i o n s  non  l i n é a i r e s  e t  i n f l u e n c e n t  l e  

c o m p o r t e m e n t  l a  m é t h o d e  d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e " .  Une e x p l i c a t i o n  à 

c e  phénomène p e u t  ê t r e  une p l u s  f o r t e  c o u r b u r e  d e s  c o n t r a i n t e s  

q u i  n é c e s s i t e  un c e n t r a g e  maximum ( a u g m e n t a t i o n  d u  t e m p s )  e t  g è n e  l a  

p r é c i s i o n .  D ' a p r è s  c e s  e x e m p l e s  une  demande de s a t i s f a c t i o n  p l u s  

s é v è r e  s u r  l e s  c o n t r a i n t e s  ( a u g m e n t a t i o n  de 0,05 s u r  a ; )  m u l t i p l i e  

l e  t emps  p a r  2 7 2  

On. a en outre opt imum de P = 0 , 8 8  opt imum de  P2 = 0,78 1 
o p t i m u ~  d e  P du f a i t  de l ' i n c l u s i o n  d e s  d o m a i n e s .  

3 

7" 

" 

I 

- 

Temps e n  s 

n o  de  c e n t r e  

3 

5 

7 

9 

1 1  

13 

15 

17 

20 

2 3 

2 4 

668 

P 
c  o ûlt 

36 106 151 

1 1  141 031 

5 298 255 

2 795 898 

2 583 319 

2 538 975 

2 524 298 

2 520 558 

2 519 766 

2 519 733,9 

2 519 733,O 

837 

P 
C O  & 

39 687 550 

8 204 259 

3 413 909 

2 952 157 

2 882 448 

2 870 363 

2 862 776 

2 857 917 

2 857 357 

2 857 319 

2 857 316 

i 
85 1 

I 

c o u t  

36 795 415 

8 072 072 

3 363 336 

3 400 531 

3 283 854 

3 265 521 

3 260 498 

3 259 512 

3 258 203 

3 257 451 

3 257 388 

A. 



IV.26 b i s  

3 . 1 . 2  - Sur l e s  s o l u t i o n s  o p t i m a l e s  ( v a r i a b l e s  c o n t i n u e s  1 

Dans c e s  t a b l e a u x  ne  f i g u r e r o n t  p a s  l e s  v a r i a b l e s  

d ' o r d r e  1 0 - ~  21 IO- '  s u p p o s é e s  ë g a l e s  à O (notamment  l e s  v a r i a b l e s  

Cec i  f u t  j u s t i f i é  p a r  l e  t r a i t e m e n t  d ' u n  p rob l ème  du f y p e  P 
3 

r é d u i t  à 5 4  v a r i a b l e s  ( p a s  d ' i n v e s t i s s e m e n t  de l i g n e s ) ,  l ' o p t i -  

mum o b t e n u  é t a i t  i n f é r i e u r  de 1 e t  l e s  s o l u t i o n s  f u r e n t  

s e n s i b l e m e n t  de mêmes v a l e u r s .  

On s ' a p e r ç o i t  que p o u r  ai = 0 , 9  V i  € T  (PI) l ' i n v e s t i s s e m e n t  e n  

c e n t r a l e s  de  t y p e  ~ 3  e s t  p r é f é r é  à t o u t  a u t r e .  On t r o u v e  l a  j u s t i f i  

c a t i o n  p a r  c o m p a r a i s o n  d e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  ( r a p p o r t s  p u i s s a n c e s  1 
m a i m a l e s  e t  r a p p o r t s  c o û t . ) e t  on o b t i e n t  l e  c l a s s e m e n t  s u i v a n t ,  p a r  

o r d r e  de r e n t a b i l i t é  : T3,  T2,  T I ,  T 4 .  

Une a u g m e n t a t i o n  d e s  a. 1 provoque  d ' a i l l e u r s  1 ' i n v e s t i s s e m e n t  e n  

c e n t r a l e s  de  t y p e  T2 ,  e n  g a r d a n t  l e s  mêmes o r d r e s  de g r a n d e u r  p o u r  

l e s  s o l u t i o n s  e n  T3.  



On aurait pu penser d'après les données que des noeuds tels que 

Massif Central (6) ou Lyon Alpes (10) ne nécessiteraient pas d'inves- 

tissement, mais ces centres, par l'intermédiaire des lignes, ali- 

mentent entre autre Paris (5), noeud très consommateur. 

Liaison 

- 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 1  

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

2 1 

- 

- 1 

vj 

1159,466 

2040,656 

-5018,779 

1890,581 

3894,062 

-2514,540 

-1266,593 

- 1  183,421 

5122,147 

- 68,l 10 

- 731,114 
623,987 

- 559,433 
4562,713 

- 668,650 
- 736,761 
- 1  777,779 

2699,364 

- 184,824 

5203,603 

-1309,541 

P2 

v 
j 

1259,836 

2612,366 

-5750,284 

2237,562 

4093,429 

-2709,515 

-1679,543 

- 916,036 
5237,706 

P3 

v 
j 

1 1  74,086 

2076,612 

-4733,981 

1925,590 

3765,168 

-2398,31 1 

-1218,846 

- 1  178,904 

4885,494 

- 120,200 1 - 36,074 

. - - - - - - - I - - - - - - - - - - - - - - - - . I - - - - - - - - - - - - - - I . I - - - - - - - - - - - - - - - . I  

- 977,731 
558,024 

- 358,012 
4879,694 

- 786,265 
- 906,465 
- 1  803,050 

2687,295 

22,220 

5723,064 

-1634,635 

- 751,504 

706,744 

- 472,160 
4413,334 

- 648,165 
- 684,240 
-1714,071 

2754,606 

- 356,295 
5090,276 

-1325,108 



On constate, entre Plet P2, que rendre plus contraignant certains 

noeuds implique une nouvelle répartition de l'énergie par une augmen- 

tation des modules des différences de potentiel des lieisons passant 

par ces noeuds, accompagnée d'une diminution pour les autres lignes 

constituant les mailles correspondantes. 

OUEST (3) transit modifié par liaisons : 2 , 3 , 2 0 , 2 1  

PARIS (5) transit modifié par liaisons : 4,5,11,14,21 

LORRAINE (8) transit modifié par liaisons : 7 

La question posée est : où est comment investir ? 

C'est par conséquent les valeurs des solutions optimales qui nous 

intéressent et nécessitent l'ajustement. Mais avant, examinons 

les défaillances ou manques d'énergie en chaque noeud lorsque le 
L) 

réseau est mis sous les différences de potentiel V et l'investisse- 
j 

ment nul (variables décisionnelles mises à 0) 

L'augmentation de la défaillance suit celle du désir de satisfaire 

les contraintes ce qui nécessite un investissementpplus important 

pour P que pour P Ces valeurs de 6 nous guident pour proposer 3 1 ' i 
des valeurs entières aux variables de décision. 



On v é r i f i e  q u ' e n  c e r t a i n s  n o e u d s ,  l e  manque d ' é n e r g i e ,  m i s  e n  

é v i d e n c e  p a r  l a  v a l e u r  d e  l a  s o l u t i o n  c o n t i n u e  e n  T 3 ,  p e u t  ê t r e  

c o m b l é  p a r  l ' i n v e s t i s s e m e n t  d e  c e n t r a l e s  de  c o û t  m o i n d r e  : t y p e  T I  

( n o e u d  6 p a r  e x e m p l e ) .  Un s i m p l e  a r r o n d i  d e s  v a l e u r s  e n  T3  à l ' u n i t é  

p o u r  P  a u r a i t  c o n d u i t  l ' i n v e s t i s s e m e n t  d e  12 c e n t r a l e s  s o i t  un c o û t  
1 

d o u b l e  d u  c o û t  o p t i m a l  o b t e n u  p a r  l a  r é s o l u t i o n  e n  v a r i a b l e s  

c o n t i n u e s .  

i N é a n m o i n s ,  à c a u s e  d e  c e r t a i n e s  v a l e u r s  f a i b l e s  d e s  z ( e n  c o n t i n u )  
u  

e t  d e s  d i f f é r e n c e s  e n t r e  l e s  q u a n t i t é s  6 i  e t  l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  

d e s  c e n t r a l e s ,  on o b t i e n t  une  a u g m e n t a t i o n  d u  c o û t  de  4 4  X p o u r  P I ,  

36 1 p o u r  P z ,  3 0  Z p o u r  P3  
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Cet  a c c r o i s s e m e n t  r e p r é s e n t e  l e  c o û t  de 2 c e n t r a l e s  de t y p e  T 3  o u  

de 4 c e n t r a l e s  de t y p e  TÎ. P l u s  on d e v i e n t  e x i g e a n t  (d i  p l u s  f o r t )  

p l u s  l ' é c a r t  d i m i n u e  p u i s q u e  l e s  d é f a i l l a n c e s  r e l e v g e s  s e  r app rochen i :  

de s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d e s  c e n t r a l e s  1 i n v e s t i r .  I l  e n  r é s u l t e  que  

c e r t a i n s  noeuds  9 1  s o n t  i n s e n s i b l e s  à l ' a u g m e n t a t i o r i  d e  a .  
1 

p u i s q u e  l e u r s  s o l u t i o n s  e n t i è r e s  d ' i n v e s t i s s e m e n t  r e s t e n t  c o n s t a n t e s  

mais  p a r  c o n t r e  e l l e s  s e  m o d i f i e n t  p o u r  l e s  c e n t r e s  s o l l i c i t r 6 s  p a r  

une f o r t e  demande ( 1 , 3 , 5 ) .  Notons  que  P a r i s  ( 5 )  p r édomine  dans  c e t  

i n v e s t i s s e m e n t  conformément  a u x  s o l u t i o n s  c o n t i n u e s .  

Ce t  a j u s t e m e n t  e n t r a î n e  d e s  s u r p l u s  e n  é n e r g i e  maximale  d i s p o n i b l e  
M 

q u i  p e r m e t t e n t  une a u g m e n t a t i o n  Ac. d e s  b o r n e s  maximales  de consom- 
1 

m a t i o n s  p o s s i b l e s .  En g é n é r a l  hcM e s t  f a i b l e  (moins  de 4 1 )  ce q u i  

r e n f o r c e  l a  v a l e u r  d e  l f a j u s t e m e ; t .  I l  e s t  à r e m a r q u e r  q u e   AC^ ( P a r i s )  
5 

demeure  t r è s  f a i b l e .  

3.1.4 Sa t i s fac t ion  de la  loi des Noeuds ( t ab leau  page 31) 
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On a  c a l c u l é ,  s o u s  l e s  d i f f é r e n c e s  d e  p o t e n t i e l l e s  V , l a  somme 
a j 

a l g é b r i q u e  de l ' é n e r g i e  a p p o r t é e  ( E ( s ~ A v )  c O )  o u  r e t r a n c h é e  
O, 

(E(SiAV) > O )  p a r  l e s  l i g n e s  e n  c h a q u e  n o e u d .  
O.. o.. 

On p e u t  a l o r s  d é t e r m i n e r  cm = max[o ; -E(SiAV) + t ~ ( s ~ A v ) ] .  i a .  
P o u r  P ,  e t  P3 ,  c e  s o n t  l e s  mêmes n o e u d s  ( 3 , 4 , 5 , 9 , 1 1 3  q u i  demanden t  

C: f O t a n d i s  q u e  P2 s e  d i f f é r e n c i e  p a r  : l e s  v a l e u r s  f o r t e s  d e s  
m 

C i  a u g m e n t e n t  t a n d i s  q u e  l e s  f a i b l e s  d e v i e n n e n t  n u l l e s  p a r  l a  

n o u v e l l e  r é p a r t i t i o n  d ' é n e r g i e  p o u r  ce p r o b l è m e .  

M C. m 1 De f a g o n  g é n é r a l e  on a  O ( C .  4 3 V i  6 T 
1 

Le t a b l e a u  p r é c é d e n t  p e r m e t  d ' a f f i r m e r  q u e  p o u r  t o u t e  demande 
m 

d .  t e l l e  que  C i  & di \' C: +  AC^ l a  l o i  d e s  n o e u d s  s e r a  v é r i f i é e .  
1 i 

3 . 2  - I n f l u e n c e  du  c h o i x  -- d e s  paramBtres de Zois de probabilité --- 

a f i x é  à 0 . 9  V i  e T i 
b o r n e s  d e s  c o n s o m m a t i o n s  d o n n é e s  i 
On c o m p a r e r a  l e  p r o b l è m e  P l  p r é c é d e n t  a v e c  2 s u t r e s  prsgrammea 

P4 e t  P  i s s u s  d e  2 programmes s t o c h a s t i q u e s  d i f f é r e n t s  (pa rao i6 t r . s  
5  

d e s  l o i s  de p r o b a b i l i t é  modifiés) d é f i n i s  p a r  : 

P4 : 
r é s e a u  e x i s t a n t  : O augmenté  de 0 . 0 5  p o u r  l e s  c e n t r a l e s  e t  l e s  - - - - - - - -  

l i g n e s  p a r  r a p p o r t  à P l  e t  X d i m i n u é  d e  0 . 0 5  

c e n t r a l e s  : O = 0 . 0 5  X = 0 . 1 0  

l i g n e s  : O = 0 . 9 5  X = 0 . 0 3  

i n v e s t i s s e m e n t  : - - - - - - -  

c e n t r a l e s  : O = 0 . 8 5  X = 0 . 1 0  ( i n c h a n g é )  

l i g n e s  : O = 0 . 9 5  X = 0 . 0 2  ( i n c h a n g é )  

P5 : 
s e  d i f f é r e n c i e  de  P4  p a r  une  a u g m e n t a t i o n  de de 0 .05  

p o u r  l e s  n o u v e l l e s  c e n t r a l e s  i . e  O = 0 , 9  X = 0 . 0 5  
------------ 



Pour l e  programme P par  exemple ,  on o b t i e n t  l e  t a b l e a u  des  
4 

p u i s s a n c e s  i n j e c t é e s  s u i v a n t  que l ' o n  pourra  comparer a v e c  c e l u i  

de P l .  

Le changement des  v a l e u r s  de O e t  A provoque donc une augmenta t ion  
O de s  e s p é r a n c e s  E ( p . )  e t  une d i m i n u t i o n  de l a  d i s p e r s i o n .  
1 

3.2.1 - Sur  l a  r é s o l u t i o n  en v a r i a b l e s  con t inues .  

coût P5 

6 832 975 

1 506 980 

1 133 615 

1 086 499 

1 074 348 

1 072 609 

1 072 302 

coût P4 

5 204 812 

1 807 840 

1 256 014 

1 189 848 

1 184 320 

1 182 777 

n o  de c e n t r e  

3 

5 

7 

9 

1 1  

13 

15 

524 Z98 l 
1 182 599 

cost 1 

36 106 151 

1 1  141 031 

5 298 255 

2 795 898 

2 583 319 

2 538 975 



La m é t h o d e  d e s  c e n t r e s  L i n é a r i s é e  d o n n e  d e s  r é s u l t a t s  t r è s  p r é c i s  

p o u r  c e s  t r o i s  p r o b l è m e s  p u i s q u e  l ' o n  o b t i e n t  l e s  7  c h i f f r e s  e x a c t s  

à c h a q u e  o p t i m u m .  L e s  n o u v e l l e s  v a l e u r s  de  O e t  A o n t  a u g m e n t é  

l e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  f o n c t i o n s  l i n é a i r e s  e t  d i m i n u é  l e s  f o n c t i o n s  

n o n  l i n é a i r e s  d a n s  1 ' e x p r e s s i o n  d e s  c o n t r a i n t e s .  C e t t e  m o d i f i c a t i o n  

d u  d o m a i n e ,  q u i  r é s u l t e  d o n c  d ' u n e  m o i n s  g r a n d e  i n f l u e n c e  d e s  p a n n e s ,  

d o n n e  une  r é d u c t i o n  de  m o i t i é  d u  c o û t  d ' i n v e s t i s s e m e n t  e t  un g a i n  

d e  t e m p s  de  r é s o l u t i o n  d e  10 %. 

3 . 2 . 2  S u r  les  s o l u t i o n s  o ~ t i m a l e s  

1 0 7 2  2 5 5  

1 0 7 2  2 4 6 , 4  

1 0 7 2  2 4 5 , 7  

- 
5 8 9  

17 2  5 2 0  5 5 8  1 1 8 2  5 8  1 

2 0  / 2  5 1 9  7 6 6  1 1 1 8 2  1 5 8  

2 1 

2 2  

2 3  

2 4  

Temps e n  s 

2  5 1 9  7 5 4  

2  5 1 9  7 3 8  

2  5 1 9  7 3 3 , 9  

2  5 1 9  7 3 3 , O  

6 6 8  

i 1 8 2  5 5 7 , 4  

1 182  5 5 7 , O  

6 0 6  



IV. 35 

On r e t r o u v e  l a  p r é f é r e n c e  e n  i n v e s t i s s e m e n t  de c e n t r a l e s  de t y p e  73, 

m a i s  l e s  s o l u t i o n s  de P s o n t  r é d u i t e s  de m o i t i é  p o u r  P e t  P5, ce  
1 4 

q u i  e x p l i q u e  l a  d i m i n u t i o n  de c o û t .  Q u a n t  a u x  v a r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  

V l e  c h a n g e m e n t  de  l o i s  de p r o b a b i l i t é  s 'accompagne de  t r a n s i t s  
j 

d ' é n e r g i e  d i £  f é r e n t s .  On p e u t  o b s e r v e r  d e s  v a r i a t i o n s  d e s  d i £  f é r e n c e s  

de p o t e n t i e l  e n t r e  P l  e t  P4 d a n s  d i f f é r e n t e s  m a i l l e s  : a i n s i  p a r  

e x e m p l e  p o u r  l e s  l i a i s o n s  1 e t  1 1  , 7 e t  12. 

Cet  i n v e s t i s s e m e n t  de m o i t i é  s e  j u s t i f i e  p a r  l e <  t a b l e a u ,  c i  d e s s o u s ,  A 

d e s  d é f a i l l a n c e s  d u  r é s e a u  l o r s q u e  l e s  v a r i a b l e s  V s o n t  f i x é e s  à V 
j j 

e t  l e s  v a r i a b l e s  d é c i s i o n n e l l e s  m i s e s  à 0 .  



I V .  3 6  

Une v a r i a t i o n  de O e t  X de 5  X a b o u t i t  à une d i m i n u t i o n  de 

l a  d é f a i l l a n c e  en  chaque noeud de 50  % en  moyenne. 

Noeuds 
1 

& i  

3.2.3 Sur les solutions entières 



La d i m i n u t i o n  d ' i n v e s t i s s e m e n t  p o u r  l e s  p r o b l è m e s  P4 e t  P5 s e  t r a d u i t  

p a r  l ' i n v e s t i s s e m e n t  de c e n t r a l e s  de t y p e  Tl e t  T 2  p l u t ô t  que  T 3 ,  p u i s -  

q u e  l e s  s o l u t i o n s  o p t i m a l e s  o b t e n u e s  e n  v a r i a b l e s  c o n t i n u e s  & t a i e n t  

f a i b l e s .  Ces d e r n i è r e s  g è n e n t  un b o n  a j u s t e m e n t  c a r  l e  c o û t  é l e v é  

de c h a q u e  c e n t r a l e  p r o v o q u e  une f o r t e  a u g m e n t a t i o n  du  c o û t  o p t i m a l  

p a r  r a p p o r t  à c e l u i  o b t e n u  p a r  l a  r é s o l u t i o n  "en  c o n t i n u " .  11 e s t  

à n o t e r  q u e  l e s  n o e u d s  6 e t  7 p a r  e x e m p l e ,  s o n t  i n s e n s i b l e s  a u  chan-  

gement  d e  l ' i n f l u e n c e  d e s  p a n n e s  p u i s q u e  l ' i n v e s t i s s e m e n t  r e s t e  

i d e n t i q u e .  L ' o r i g i n e  h y d r a u l i q u e ,  d o n c  à t a u x  d e  p a n n e  n u l s ,  d e  l ' é n e r -  

g i e  i n j e c t é e ,  j u s t i f i e  c e t t e  r e m a r q u e .  

De l ' a j u s t e m e n t  a u x  v a l e u r s  e n t i è r e s  r é s u l t e  d e s  s u r p l u s  e n  é n e r g i e  

..* 1 
d i s p o n i b l e  q u i  p e u v e n t  p e r m e t t r e  d e s  v a r i a t i o n s  A C M  d e s  demandes  

m a x i m a l e s .  

Noeuds 

3.2.4 Satisfaction de la loi des Noeuds 

En p r o c é d a n t  comme. p r é c é d e m m e n t  on o b t i e n t  l e  t a b l e a u  : . 

( v o i r  p a g e  s u i v a n t e )  



Noeuds 

m M pour t o u t e  demande comprise  e n t r e  C i  e t  C i  
M + A C i  on p o u r r a  o b t e n i r  l a  l o i  

des  Noeuds dans au moins 90 % des  c a s .  
m 

On p e u t  remarquer une d i m i n u t i o n  de 10 X de Cs  (pour  P a r i s ) .  



3 . 3  - I n f l u e n c e  des V a r i a t i o n s  des  bornes  maximates de consommation 

- 
On c o n s i d è r e  l e s  s e c o n d s  mambres C.  d e s  c o n t r a b n t e s  comme 

1 

d e s  p a r a m è t r e s .  

- a .  f i x é s  à 0 ' 9  Bi f? T 
1 

- p a r a m è t r e s  d e s  l o i s  de p r o b a b i l i t é  f i x é s  à : 

r é s e a u  e x i s t a n t  : c e n t r a l e s  O = Q , 8 S .  X = 0,10 

l i g n e s  O P 0 , 9 5  X 5 : 0 , 0 3  

i n v e s t i s s e m e n t  : c e n t r a l e s  BB = 0 , 8 5  A = 0 , 1 0  

l i g n e s  O =  0 , 9 5  A = 0 , 0 2  

l P u i s q u e  ce  s o n t  l e s  p a r a m è t r e s  c h o i s i s  p récédemment  p a u r  P on  4 '  
p e u t  é t a b l i r  l a  c o m p a r a i s o n  e n t r e  l e s  p r o b l è m e s  P 4  et 

P 6  : a u g m e n t a t i o n  de 5  Z de Ci 
P 7  : a u g m e n t a t i o n  de 10 X de E i  

3 . 3 . 1  - S u r  l a  r é s o l u t i o n  en  v a r i a b l e s  con t inues  

- - 

P7 

c o û t  

1 0  9 1 9  8 3 3  

4  9 0 9  5 1 1  

4  1 2 5  3 4 8  

4  0 2 8  8 7 3  

3 9 9 0  1 5 7  

3  9 7 1  4 0 2  

3  9 6 7  1 6 3  

3  9 6 4  7 4 7  

3  9 6 2  9 0 2  

3  9 6 2  6 0 3  

3  9 6 2  008 

3  9 6 1  9 3 3  

3  9 6 1  8 5 8  

3 9 6 1  7 9 2  

7 0 4  
- 

'6 

c o û t  

11  6 0 1  7 0 1  

3  4 2 0  9 5 8  

2  6 3 8  6 9 3  

2  5 2 9  9 8 5  

2  5 1 2  4 2 7  

2  5 0 9  2 7 2  

2  5 0 9  0 1 4  

2  5 0 8  8 7 9  

2  5 0 8  8 6 7  

2  5 0 8  8 6 6 , 9  

5 8 2  

n o  de  c e n t r e  
- 

3  

5  

7  

9 

1 1  

1 3  

1 5  

1 7  

1 9  

2 0  

2 2  

2  3  

2 4  

2 5  

,Temps e n  s 

P 4  

c o û t  

5  2 0 4  8 1 2  

1  8 0 7  8 4 0  

1  2 5 6  0 1 4  

1  1 8 9  8 4 8  

1  1 8 4  3 2 0  

1  1 8 2  7 7 7  

1 1 8 2  5 9 9  

1  1 8 2  5 8 1  

1 1 8 2  5 6 3  

1 1 8 2  5 5 8  

1  1 8 2  5 5 7  

6 0 6  



On o b t i e n t  une m e i l l e u r e  p r é c i s i o n  p o u r  P  P cpe p o u r  P7  q u i  
4 '  6 - 

n é c e s s i t e  p l u s  de t e m p s .  La p a r a m é t r i s a t i o n  d e s  Ci  a  p o u r  e f f e t  

de  d i m i n u e r  l e  domaine  d e s  s o l u t i o n s  r é a l i s a b l e s  e t  i m p l i q u e  

d e s  c o û t s  p l u s  f o r t s .  

On a  opt imum de P  = 2,12 x op t imum d e  P  
6 4 

opt imum de  P7  = 3,35 x op t imum de  P  
4 

t e n d i s  q u e  l e  temps d e  P7  e s t  de  15 X s u p é r i e u r  à c e l u i  de  P A .  

3.3.2 - Sur les solutions optimales 

La n é c e s s i t é  de  s a t i s f a i r e  une  consommat ion  s u p é r i e u r e ,  

p r o v o q u e  une a u g m e n t a t i o n  d ' i n v e s t i s s e m e n t  e n  c e n t r a l e s  T 3  p o u r  

P6, e n  c e n t r a l e s  T2 e t  T3 p o u r  P  e t  une  v a r i a ~ i o n  de l ' é n e r g i e  
7 

t r a n s i t é e  p a r  d e s  c h a n g e m e n t s  de  d i f f é r e n c e s  de p o t e n t i e l  no tamment  

s u r  l e s  l i a i s o n s  : 

1 e t  1 1  p o u r  a l i m e n t e r  p l u s  f o r t  P a r i s  à p a r t i r  d a  Nord .  

9 ,  10, 15, 16, 19, 20i 21 p o u r  t i r e r  p l u s  d ' é n e r g i e  d e s  Noeuds  

M a s s i f  C e n t r a l  e t  Lyon A l p e s .  

r 
Noeuds 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 O 

1 1  

P4 

T3 

23 

0,28 

0,32 

0,39 

0,13 

0,65 

0 ,O3 

0,09 

O, 25 

0,12 

0,18 

0,11 

1 

P-7 

T2 T3 
i 

z 
i 

22 
3 

O, 34 0 , 7 6  

0,40 0,87 

0,44 1 ,O4 

0,13 0,39 

0,80 1,73 

O ,O9 0,12 

0,12 0,29 

0,30 0,67 

0,15 0,32 

0,19 0,52 

0,13 0,33 

'6 

T2 
0 i 
22 

T3 
i 

23 

0,60 

O, 68 

0,82 

0,30 

1,37 

O ,O8 

0,23 

0,53 

0,25 

0,41 

O, 26 



Liaisons 
'6 '7 



A 

En gardant les valeurs V; égales à V: on peut observer les 
J J 

défaillances lorsque l'investissement est nul (variables décision- 

nelles mises à 0) 

En moyenne, les variations des 6 s'expriment en fonction de celles 
i 

des Ci par 

Noeuds 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 1  

P4 
6. 
1 

117,805 

134,632 

162,022 

57,064 

269,739 

16,333 

41,372 

104,656 

50,113 

77,450 

48,679 

'6 

' i 

232,364 

264,154 

318,804 

117,165 

528,667 

31,934 

89,530 

205,429 

97,418 

158,623 

101,301 

P7 
6. 
1 

347,722 

398,956 

471,176 

171,684 

791,470 8 

61,620 

134,610 

306,387 

149,237 

231,279 

150,922 

/ 



3 . 3 . 3  - S u r  l e s  s o l u t i o n s  e n t i è r e s  

L ' 6 c a r t  e n t r e  l ' o p t i m u m  e n  c o n t i n u  e t  l ' o p t i m u m  e n  e n t i e r  d i m i n u e  - 
a v e c  l ' a u g m e n t a t i o n  d e s  C . .  En e f f e t ,  de  4 8  X p o u r  P 6 ,  i l  d e v i e n t  

1 

é g a l  à 2 3  4 p o u r  P,. 

P o u r  l e s  s o l u t i o n s ,  on p e u t  r e m a r q u e r  q u e  p l u s  l a  demande a u g m e n t e ,  

p l u s  l ' i n v e s t i s s e m e n t  e n  c e n t r a l e s  T 3  e s t  p r é f é r é  e t  q u e  l e  n o e u d  

d é t e r m i n a n t  e s t  e n c o r e  P a r i s .  P a r  c o n t r e ,  l ' i n v e s t i s s e m e n t  a u x  n o e u d s  

6 ,  9 ,  1 1  demeure  i n s e n s i b l e  à l ' a c c r o i s s e m e n t  d e  l a  demande.  

A p r è s  c e t  i n v e s t i s s e m e n t ,  l e  m e i l l e u r  r a p p r o c h e m e n t  de l ' o p t i m u m  

e n t i e r  a l ' o p t i m u m  e n  c o n t i n u ,  s e  r e t r o u v e  p a r  une  d i m i n u t i o n  d e s  

s u r p l u s  d ' é n e r g i e  e n  c h a q u e  n o e u d .  



3 . 3 . 4  Satisfaction d e  l a  l o i  d e s  Noeuds (tableau page 4 5 )  

On retrouve les bornes minimales Cm > O pour les mêmes 

noeuds, mais ces bornes ne suivent pas l'augmentation des bornes 

C puisque 
M 

baisse de C' de 10 X pour P et 18 X pour P7 
m 6 

augmentation de c5 de 2 X pour P6 et 4 1 pour P 
m 7 ' 

Puisque les a i  ont été fixés P 0.9 on peut assurer la satisfac- 

tion de la loi des noeuds pour toute demande d comprise entre i 
i i 

Cm et CM + AC: dans au moins 90 X des cas. 



P7 
CI I 1 

' 6  
e(s.Ilv) 1 

313,610 

358,135 

-478,660 

9,756 

-1752,963 

609,904 

543,205 

211,819 

-412,484 

688,610 

- 90,933 

Noeuds 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 1  

t 

E(s.R;) 1 

314,264 

259,435 

-527,074 

10,173 

-1716,835 

640,271 

537,140 

167,902 

-409,347 

775,601 

- 51,531 

P4 

o(s.8;) 1 

5,808 

7,275 

7,705 

5,729 

19,907 

15,935 

8,649 

5,960 

8,257 

' 13,631 

3,573 

231 1 

729 

207 1 

1108 

5984 

1222 

787 

1135 

1095 

3204 

1784 

CI 

E(s.%v) 1 

314,713 

165,966 

-580,910 

4,99 

-1676,860 

684,691 

528,000 

823,166 

-402,697 

854,074 

- 15,141 

CM 

2426 

765 

2174 

1163 

6283 

128 3 

826 

1191 

1149 

3364 

1873 

c m 

O 

O 

489 

O 

1779 

O 

O 

O 

424 

O 

96 

CI 

o(si61v) 

5,630 

5,687 

8,329 

6,236 

20,589 

16,664 

8,586 

5,380 

8,348 

15,167 

3,291 

(54 I 
2542 

80 1 

2278 

12 18 

6582 

1344 

865 

1248 

1204 

3524 

1962 

c m 

O 

O 

5 38 

O 

1744 

O 

O 

O 

42 1 

O 

5 6 

CI 

o ( s . 2 ~ )  1 

5,496 

4,660 

9,099 

6,775 

21,499 

17,417 

8,501 

4,821 

8,642 

16,570 

3,151 

c m 

O 

O 

593 

4 

1 705 

O 

O 

O 

4 14 

O 

20 



C O N C L U S I O N  

L ' o b j e c t i f  p r i m o r d i a l  d a n s  l a  f o r m u l a t i o n  a  é t é  l a  

s a t i s f a c t i o n  de  t o u t e  demande p o u v a n t  même a t t e i n d r e  s a  b o r n e  maxi-  

m a l e .  

Les  c o n t r a i n t e s  p e u v e n t  donc  p a r a î t r e  s é v è r e s  m a i s  e l l e s  o f f r e n t  

l ' a v a n t a g e  de  p a r e r  à t o u t e  é v e n t u a l i t é  d a n s  100 a i  X d e s  c a s  

( i  6 T )  

On a  mis  e n  é v i d e n c e ,  p a r  l e  t r a i t e m e n t  de  d i v e r s  p r o b l è m e s ,  l a  

p o s s i b i l i t é  de  f o u r n i r  p l u s i e u r s  s o l u t i o n s  à un même p r o b l è m e  r é e l .  

La  "méthode d e s  C e n t r e s ' '  a  c o n d u i t  à d e s  r é s u l t a t s  p r é c i s  e t  

L '  a j u s t e m e n t  c h o i s i  f u t  un moyen de  p r é s e n t e r  d e s  s o l u t i o n s  c o n c r ê - i  

t e s  g r â c e  a u x  p a r t i c u l a r i t é s  d e s  s o l u t i o n s  o p t i m a l e s .  

On a  p u  v é r i f i e r  q u e  l ' a t t i t u d e  " programmes  s o u s  r i s q u e s "  

e s t  une f a ç o n  d ' a b o r d e r  un programme s t o c h a s t i q u e  e t  q u e  l a  v e r s i o n  

d é t e r m i n i s t e  e n  un programme m a t h é m a t i q u e  d é p e n d  

de  l a  c o n c e p t i o n  d ' u n e  s i t u a t i o n  r é e l l e  p a r  l e  c h o i x  

de  l o i s  d e  p r o b a b i l i t é  s ' a p p u y a n t  s u r  d e s  r é s u l t a t s  

s t a t i s t i q u e s .  

d u  p o u r c e n t a g e  d e  s a t i s f a c t i o n  v o u l u e  d e s  c o n t r a i n t e s  

p a r  l e s  v a l e u r s  d o n n é e s  a u x  a . .  Ce ch0i .x  f a i t  a p p e l  à 
1 

l ' e x p é r i e n c e  e t  s e  r é v é l e  i m p o r t a n t  p u i s q u ' i l  p e u t  

e n t r a î n e r  d e s  d i f f i c u l t é s  de r é s o l u t i o n .  





ANNEXE A 

MATRICES CARACTERISTIQUES S ET H 



L e  r é s e a u  e x i s t a n t  d e  b a s e  e s t  c e l u i  d e  1 9 6 5  d o n t  l e s  c a r a c t é r i s -  

t i q u e s  n o u s  o n t  é t é  f o u r n i e s  p a r  D o d u  ( E l e c t r i c i t é  de F r a n c e )  

G R O U P E  P U I S S A N C E  P A N N E  S O M M E T  G R O U P E  P U I S S A N C E  P A N N E  

A N S E R  1  1 1 7 . W  . I O 0 0  A N S E R  2  1 1 7 . M W  . I O 0 0  

A N S E R  3 1 1 7 . M W  . I O 0 0  A N S E R  4 1 1 7 . W  . I O 0 0  

B E A U T O R  1  1 1 7 . M W  . I O 0 0  B E A U T O R  2  1 1 7 . W  . I O 0 0  

B E A U T O R  3 1 1 7 . W  . I O 0 0  B O N C H A I N  1  2 4 0 . M k J  . I O 0 0  

CO MME S 1  2 3 . W  . 1 0 0 0  C O M M E S 2  1  50.W . I O 0 0  

C O M M E S 2  2  5 0 . M W  . I O 0 0  C O M M E S 2  3 1 1 7 . M W  . I O 0 0  

D U N K E R Q  1  1 1 7 . W  . 1 0 0 0  D U N K E R Q  2  1 1 7 . W  . I O 0 0  
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I F ( D ) M ~ ( I R D I R ) ~ - ~ ~  

63T GS ( I R  1 s ,FAL..SE~ 
ie(Ts)w\rhl 





92 I F (  * : i c 4 T e c ( I  ? )  ) : i r f T t i  95 
$ 3  i j ? a l J l / T  

I F ( U e ( ; T . l i f  ) U œ b l  2 l f ? = ~ ;  I ~ V D N A  
1 

95 COYT 1 >J<F 
I F (  1 r i ) 9 ~ , , 9 7 , ~ 6 '  . 

96 C A L L  CI4,\.-ISF (1.P) 
t i9T9 61  

97 13=tiP( 1 S ) ; t , r X 1 (  I S l r X n ( 1 S )  
IF (? )~ i ; . - i l  
UP( I S ) = r  . H T r P I à t I (  I Ç r = P  
il9 1.71  T r I r L P  

sn1 soL(r,=zill(I)+xXX(I\*;1 
i.itlTT 61 

C - C c  ? P T  I : i ~ , t i  EST ATTF I M T  
IO? Cd 106 l o i , h  

X F ( ~ P ( I ) ) ? ( I ) = X ~ ( I ) : G ~  T 6  106 
I F ( B F 4 ( 1 ) ) 7 t  I)=x0(1) 

106, CUNTI? ; i JE  
LFlaO 
DO 112 Imlrl-P 
J = l 5 (  1 )  
I F (  J e L E . i ~ d r , ) Z (  J ) r = S O i  t 1  ) ; ~ ~ l = L ~ 1 + l r ~ f l T ~ l r ' ?  
hmsr3~ t 1, 6 

I F ( A B S ( N ) . L T * P R E S ) L P ~ ~ L P ~ + ~  
1 1  2 COtJT 1  ivGF 

P!MZrLP;  ICA^^ 
CALL n I c u o c z r Y o l y n )  
I F ( I T ~ L T ~ T C E N ) C B  TB 250 
IF( Ir41 ) ? S i  ,113r120 

j 1 3  I f  (IT-l)1?,12r251 
i?; F C l o F c  

GU Tlf :2k 
j 2 1  F C ~ = F ' C I I F C I ~ F C  
i2& I C A = I C A + !  

1EiO*1 
Itv=>li 12 
MF:2=?1M2+ 1 
CALL c ~ ~ T I I ; A A I X ~ )  
U=U?U 1 
00 123 1 n l ~ M y L I  
Ul=AUS(vC(I)) 
I F ( U 1 = U ) l ? ? r 1 2 3 r 1 2 3  

1?2 U = t J l  
I S a I  

123 L I P (  I ) q r F ~ l  SE* 
L I P ( I S ) = r T R U E -  
I F = M M 2  
CALL c ~ ~ . T ~ ? D A A I X ~ )  
u a A A a ~ ] .  

-- OB 125 I n l r h  
125 AAIAA+A(IIPI?D 1 )  w X 4 (  1 \ 





1 I 164 DO ib6 I o l r M M 2  
i U = 3 *  
l D8 l b 5  .I=IrMMi! 

765 U=d+rI l  ( I ~ . I ) * A ( J ~ I S )  
i h ~ X X X ( f ) = l l  

G e  TV 168 / 159 Do 107 I . f . M w  
! ?67 XXX(I)s~1(I,I~4DIC) 

I 

163  INa1 
~ F (AA.LT.~.)IN=~~ 

171 CALL CWHASE(ME2) 
4 . . .  A 

D e  174 ImlrMH2 

I 
IS=IB( 1 ) 

-- IF(IS.LEI~~)Z(IS)~~COL(I) 
1 7 k  C@!JT I NUE - . A. 

CU 173 Im1.h 
I F ( ~ P ( I ) ) ~ ~ I ) B X ~ ( I ) , G ~ ~ ~  178 
IF(GPI(I)I~(I)*XO(I) 

1 79  C3P4T 1 NljE - -  - - .  - -.. 
I R = O  
De  18.3 Ia.9 I P M S  - - 
ISsIS(1, 
I F ( I S . L F . N ) I F ( Z ( I S ) ~ X ~ ~ I S ) ) ~ C ~ O I ~ ~ ~ ~ ~ ~ ?  
GO T 6  l n 3  

i ~ n  IF(Z( IS) . ( -T.XO( 1s) T R I I J A A - I *  - 
,.. 

GB f e  183 
182 IRnIi 4 A = - 1 *  
183 CBNT I r U E  

- I F (  IR)l34~984rP43 . 
784 CALL D I C k ! D (  ZIYOIYD) 

IF(IRa)251~186ri87 . - 
284 XF(IT-iilPrl2r251 

- 187 . f f  ( I C A ~ M I ~ P . ) ~ ~ O B ~ ? ~ . I ~ ~ -  , - . A  .--. , - . . -- 
185 I F ( F C ~ * G T . F C ~ ) F C ~ + ~ C ~ .  - ,, 1 
-. I F (  FC/FC2.LEel .ooo~fii301 )FCSFCIIGO T 8  PR; 
188 IF( ~ C A - ? : A ~ A  1121r25L251 
255 IF(IT.Enci , A N ~ . I s I ~ F ~ * o ) G ~ T ~  12 
251 IF( ILI%- 11-INMA) 12~9.9 
252 IF81 

08 253 I=lrMhLI 
253 LIP(I)L.FALSE. 

CALL ct3kT(2~FOIST.Yn) 
h R I T E ( l f l g # 8 1 2 ) I T l V C t l )  
> i ~ I T E ( l ? 8 r 4 6 2 )  
~ * J ~ I T E ( ~ . ~ R , ~ ~ ~ ) ( v C (  1 ) J I s ~ J M E J L ~ )  
%RITE(lnar464) 
WRITEt1n3#4fi3)(YD( 1\*1*11N) 
08 440 .irl rl1 
s Q-**, 
U @ ' ~ & 4 1  K a 1  D I O  
t ( f b ( . ~ c ~ ~ , , ~ ~  . E Q ~ O )  ri0 Te $41 





~i j~;Fidi ,T  1 ' ; ~  Ci-IBAÇE( M r - 
Lc' i I L 4 i  r l? l~ t lP ,RS 
CPJ lfla \j  FL3q 

cc>:< qlq?; :, 1 

C l ! " i : l f i P d / f ! 4 f  / X I  ( ~ 8 ) 8 X n ( 3 4 )  ~ X X X ( ~ ~ ) ~ S F ~ L ( F ; ~ ~ \ D A ~ ~ F ~ S ~ Ç ~ )  
CU 1 !rj*~/r:cp/ 13( 5 5 )  r 1 ~ 8  I S ~  I.J 
C l j : i Y d : 4 / ( ' ~ 3 / i i ~ 4 (  153) ,RP( 153) r B S (  55) 
J113( I r i )  
f!F( J ) = I " , * ~ i j . l  
Y P ( J ) a I ~ d r F r ; r * i  
u 8 3 ~  B 

I F ( J * ~ ~ ) ~ J I D ~  
1 I F ( ~ P ( J ) )  i i = x Z ( j ) i G i 9  TB 4 

L ~ X ~ ( J )  
4 ! J I = - 1  . / X X X (  14)  

b = J l w ( ç t l L (  I R )  +U) 
ua 5 I=I,M 
V . X X A (  1 )  
s t j L ( I ) = S B i  (I)+U+V 

5 X X X  ( 1  ) . t11+V 
X X g (  f g ) = - I l i  
i r ? r O .  
I F (  I S - ~ ! ) b r h , 9  

6 I F ( 7 P t  I S ) ) ~ J F = X ~ ( I S )  To 9 
UP=X3(  I S )  

9 G Y (  1 S ) = r i ~ t  IS )= *FALSF*A  I N  I t 4 ) 8 I S i S 8 ~ t  IRI.-U-LJP 
Ud 12 i r i r P 4  

I F ( a S (  1  i )(;rlT3 12 
v a 4 1  ( I d 4  I !  
3a 11 ~ ~ 1 , t . i  

f t  A ~ ( J *  I ) = t i f  (JI I )+xxx~~J)*v  
A i ( I R 1  I )=xxx(  I H ) * v  

1 2 Cfl,dT I Y ~ E  
I F (  *.'iST.iAS( I R )  )Ci(L1Tfl 15 
Dd 14 I s t , M  

14 A l ( l r I R ) = X X X ( i )  
I S ) S . F A C  SE* ,C 

1 s K C T U ~ I " :  
END 



C;Ut{%t!, j~ T . IF  r ) ~ t i i ~ (  Y ~ ~ , L H , x ' ~ )  
1 1  i T ( ~ ~ ] ~ X I I ( Q ~ ) ~ Y ~ ~ ( ~ ~ I J Z ~ - ~ ( ~ ~ ) ~ X ~ ~ ~ R )  
I:*Tf ; = q  n r r  
C3Pl>1  .? .A 

Ci31'.tPlib\. iu 
C3y i ,? f i l> ,  /'? 11 / 3E 1 r EP-zr  F C r  X4 ( 98) 
C 3 t - ? î R ? + / ? I p /  ~ ) I C ~ [ H ~ , I T ~ I C E N I I C A ~ M T C A  

1 n.3 Ftl.~,q;tT( 11; r ~ ~ H F - C ) I Ç T A I \ ~ C E  = r E 1 8 * 1 2 \  
E?=gr  ~ ~ ~ q ~ f i i 8 5 3 0 i  

I t3 lr -1  
ITEtc't 
'd!:I'J=se 
06 1 I a l r h  
i3B=Z:4( I ) - v h ( I  
T (  1 ) = ~ n  

1 V E I N = V Î i l  !.!+flB*BH 
V ~ ~ I ~ = S : ~ ~ ? T I V K I N ~  
A A ~ ~ R Z ~ P C *  
t>Bof?El = ~ V l h  
CC= 1 l /i3H 
09 2 I a t r h i  
I ( I ) = T ( I ) * c c  
vrmJ=vnrN/nrc . 
CALL C9;JT ( 1 J f AJ Y I ( )  
CALL C H \ T ( ~ J F B J Z H )  
I F ( F A * G E * F P I ) H E ~ ~ O I  

4 C C = ( A A ~ + P R ) * , ) # ~  

C 3 6  I a l ~ i L  
4 A C ( I ) o Y h i T l + C C + T ( I )  

CALL COt4T ( 1 r F C R  XC 
I F  ( F C ~ L E ~ F P ~ ) ~ E ~ = C C , G ~ T @  10 
I F ( C C . L T ~ R E ~ ) R E ~ ~ C C  

1: I F ( F C + E P ~ I  T ~ F ~ ) A A I ~ ~ C ; F A O F C ; G B T B  4 
I F ( F C + E P  T ~ F A ) B ~ . ~ C C J F R ~ F C ~ G O T ~  4 

14  IF(~~lïd+~~i-83)15r15~28 
15 D D ~ ( A A ~ + C C ~ * U * ~  

16 I r l . , N  
16 X C ( I ) s Y t - i ( f ) + D D * T ( I )  

CALL C O N T ( l r F i l ~ X C 1  
I F ( F D . L E ~ ~ P ~ ) R E ~ ~ D D I G ~ T ~  20 
I F ( ~ D . L T I R F I ) R E ~ = D D  

7;  I F ( f O - F ~ ) ? 8 ~ 2 1 r 2 1  
21 ~ F ( F O . G E ~ F C ) ~ ~ ~ C C J F R ~ F C ~ C C ~ ~ ~ J F C ~ F ~ J ~ ~ T R  1 4  

E + ( ~ ~ + C C I * ~ , S  
Lf3 24 J.1.h 

? Y  X C ( I ) t y ~ ( l ) + E * T ( I )  
CALL C6:dT ( 1 J FEr X C )  
I F ( F È ~ U T ~ C ~ ) A A ~ ~ C C J C A ~ F C ~ F C ~ F E ~ C C = E J G F ~ T R  1 4  
I F ( ~ ~ . ~ ~ . F ~ ) A A ~ + O D ~ ~ ~ I E J F A O F ~ ~ ~ B ~ F E I ~ ~ ~ T C )  1 4  



.r^"-, p.... ' 
2: c"' ;.. :2 ,, 
.' .+cc 



SOUS PROGRAMME : INVESTISSEMENT 



( E P ~ + * ~ T ) * . J I ! ~ + x T _ ( J + ~ )  ) * *2+ (  ( P P ( ~ + * ~ Q ) ~ , I I ~ & Y X ~ ( J + ? ) ) + * ~  
> -  T I N , b F  

C Fr31 .C r 1 il:" F r e b  @pi I ' J L J ~  
S 1 = s 2 = $ i 3 r s h z t T +  

11 1 ~ " , & 1 8 ~  
S r = S l + x f ( t )  
S 2 + 3 2 + ~ t ( l + l )  
~ 3 = S 3 + X C ( 1 + 2 )  

1 1  ~ + = S ~ + X T ( T + S )  
cc-=çt,tq. 
Cl8 13 .)SI , P l  
S S o S 5 + x r : ( . ; + 4 4 ) + K C ( d \  

1 2 S 6 a S h + X C  (.1+05 *KD ( J r 
v ~ ( l ) o - ~ r ~ 1 ) * ~ ~ l u ~ ~ - i u f ( 2 ) ~ ~ ~ 2 ~ S 2 - k ~ f 3 ) ~ Ï l ~ 3 ~ ~ 3 ~ ~ ~ ( 4 ) * ! ~ ~ 4 ~ s 4  

S-PIF ( 5 ) * S 5 * h F ( 6 )  + S 6  
C EX??ESS 1 ° F "  CES CBidTF?A I KTES 

oe 11, 1=1,11 
~ P ( I ) = S G Ï ? T ~ V C A (  ~ ) + V P X ( I ) + V A ( I ) + V ~ ~ ~ T ~ )  
V C ( ~ + ~ ) = ~ ~ A ( ~ ) + E P X ( ~ ) - E A ( I ) * E ~ ( I ) - K ~ ( ~ ~ ~ Q A ~ ? ~ * ~ P ~ ~ ~  

I I? Ctt:+T 1 hiiE 
15 ~ m t t l l  

~ C ( J + I ~ ) ~ V ( J + I C ) + V B ~ J ]  

- V C ( J + ? 3 ) n u V ( J + l @ ) + V a ( J )  
1 C ~ P . ' T I N U E  

1 F ( L * ~ i E r l ~ ~ ~  Te35 
C CALCUL üE LA FIDISTANCE KBRMALISEF 

V C ( l i r V C ( 1  ) - F C T 1  
L U  1 3  J i i r i 2  

i a V C (  J ) = \ l c ( , ~ ) * i \ l t f H ( J )  
V C ( ~ ) * & K . < * L F ( ~ )  
i I ~ V C (  1 )  
Cid 1 4  J a 2 a 1 2  
I F ( u . G T . v c ( J ) ) u ~ v c ( ~ ~  

1 4 CU?.iT 1 bt . )~ 
Fr i IST i iu  
Gd T t i  34 

C C A L C ~ L  3 F S  G Y A O ~ E N T ~  DES F B N C T I B ~ S . B N  ACFFCTF A CHAQUE L I G N F  OE 
C A L I H P P ~ S F  CU GRADIFNT DE LA F U N C T I B N  C R F R E S P ~ ~ D A N T E  . 
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