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INTRODUCTTION

En programmation mathématique, les composantes des matrices B,a,p
(de dimension m x n, m x 1, 1 x n) dans le programme linéaire :
décider x de fagon 3 maximiser px sous les contraintes Bx & a

X > o sont connues et fixées.

En pratique les composantes Bi, a., pj (i =1...m, j = 1..,.n)
peuvent etre affectées d'aléas et deviennent des variables aléa-
toires réelles. On qualifie alors ce probléme de programme stochas-
tique et 1l'appellation "programmation stochastique" désigne la
famille de problémes dont on obtient les données par "tirage"

de valeurs suivant des lois de probabilité& supposées connues.

Un programme stochastique peut engendrer une foule de programmes
mathématiques différents nés de chaque réalisation de l1'aléatoire.
Par conséquent, les notions classiques de solution admissible et
optimale, de valeur optimale pour la fonction économique, perdent
leurs sens pour ce type de programme et demandent de nouvelles

définitions.

Notre travail qui relie la programmation mathématique, les proba-

bilités et statistiques, l'informatique s'est décomposé en :

* 1'analyse des différentes conceptions du méme énoncé de program-
me stochastique en s'appuyant sur les résultats bibliographi-
ques parus depuis les années 1959-1960.

Cette analyse se détaille en schémas ou attitudes de base suivant
l'ordre de la succession entre l'observation des réalisations

des variables aléatoires et la prise de la décision.

- schéma "Réalisation-Décision" ou "Wait and See".

On expose dans le chapitre 1|, les différentes approches
du probléme posé par Bereanu (1963), Fortet (1964),
Sengupta, Tintner et Millham (1963) de la détermination

de la fonction de répartition de la variable aléatoire

optimum d'un programme stochastique..




Si la décision doit précéder la réalisation de 1'aléatoire, on
montre la complexité du choix de x due 3 la nature probabiliste

du programme. En é&nongant des conditions d'obtention d'une solu-
tion "optimale" nous suivrons 1'idée directrice : se ramener a des
programmes déterministesou modéles afin de pouvoir utiliser des

algorithmes connus. On peutdistinguer

- schéma "Décision-Réalisation'" objet du chapitre 2. On

développe principalement les modéles proposés par Charnes
et Cooper (1959 et 1963), Kataoka (1963), Bereanu (1964)
des "programmes sous risques" ou '"chance constrained pro-
gramming problems". Nous classons les différents optimums
obtenus en différenciant les définitions déterministes

des contraintes.

- le schéma "Décision-Réalisation-Décision" du chapitre 3.

On décompose, selon 1'idée de Dantzig (1955) et Madansky
(1960) la décision en (x,y), le hasard intervenant entre

ces deux sous décisions. Diverses particularités du program-
me stochastique seront envisagées.

Ces deux schémas sont illustrés d'exemples et nous comparons
les différents optimums obtenus par un exemple classique

mis en annexe.

* L'application dans le chapitre 4, de 1'attitude "programmes sous
risques" & un probléme concré@t d'investissement &lectrique aprés
1'avoir formulé sous la forme d'un programme stochastique.

On traite différents programmes matpématiques issus de ce probléme,
notamment par l1'étude de 1'influence du choix des seuils de proba-
bilité de satisfaction des contraintes. La "Méthode des Centres
Liréarisée" nous permet de proposer des solutions qui seront arron-
dies a4 des valeurs enti&res par une procédure heuristique. La

version Fortran du code utilisé est mise en annexe.
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NOTATIONS ET DEFINITIONS

n , ~ . . .
. R espace vectoriel 3 n dimensions construit sur le corps

des réels R

M matrice de format (L x J) L et J ensembles finis d'in-

di ces

Ml (1 € L)lligne 1 de M ; MJ (] € J) colonne de M
Mi((l,j) €L x J) &lément (1,j) de M

1
MJ
L!

(L' CL ; J'" CJ) sous matrice (L' x J') de M

. On distinguera les contraintes fixes des contraintes de
nature aléatoire par : I,J,L ensembles d'indices
,II = m H ILI = m ; IJ, = n ; m < m .
- = - | 4 - . L
. D BL-I’ d a; .y composés d'éléments fixes qui

définissent le polyédre des contraintes fixes
K, = {x € R" / Dx < d, x » o}

b = aI

Ax &< b contraintes affectées d'aléas.

de composantes aléatoires

. (R,A,P) espace de probabilité
A tribu sur R
P mesure de probabilité : application de A dans
(o0,11]

n . - .
. B tribu engendrée par les ouverts de R" (tribu

Borélienne)

. X variable aléatoire définie sur (R,A) i valeurs
dans (Rn,Bn) si vH € B" X-] (H) € A




-U g support de 1la loi de probabilité de X : plus

petit sous ensemble fermé de R" tel que
P {w € R/ X(w) € Ul =1

FX(') fonction de répartition de X : application de R®
dans [0,1] telle que Vt € R" F (t) = P{WER/X(w)st } =P(Xt)

[y

- - . n .
E(X) espérance mathématique de X : vecteur de R & compo-

santes supposées finies.
Var (X) variance de X

VAR(X) = EL(X - E(X)) (X - E(X))]




CHAPITRE I

"REALISATION - DECISION"
ou
"WAIT AND SEE”




INTRODUCTION :

L'observation des réalisations des variables

aléatoires Ag,bi,pJ(i = 1,..mo 3 J =1 ...n) précéde la prise de
la décision x et explique le titre "Réalisation - Décision".
1.1 1

Chaque valeur connue, notée (A ,b ,p ) du triplet aléatoire
(A,b;p) définit un programme déterministe.
.. 1 . L

Maximiser px sous les contraintes Ax ¢ b, x € Kl
que 1'on saura en général résoudre. Les définitions de solution réa-
lisable et optimale pour une décision x sont donc celles des
programmes mathématiques classiques.
Chaque réalisation de (A,b,p) conduit 3 1l'optimum d'un programme
mathématique qui est une valeur prise par une fonction dite
"optimum" du programme stochastique. Bereanu [1.1], Fortet [1.10],
Sengupta, Tintner et Millham [1.17] posent alors le probléme
probabiliste : déduire de la loi de probabilité des composantes
aléatoires du programme stochastique celle de son "optimum" afin
de permettre la prévision de ses valeurs. La réponse rencontre
des difficultés dues 3 la détermination et 1'utilisat%on de§
répartitions mixtes de probabilité des composantes (Ag,bi,pJ).
Aussi, différentes approches sont proposées par la construction de
la fonction de répartition ou l'estimation de 1l'espérance
mathématique de 1"optimun' d'un programme stochastique
(A,b,p) triplet aléatoire défini sur l'espace de probabilité
(R,A,P) &8 valeurs dans RN (N = (mo + 1) (n + 1) =-1)

Soient
m (n+1)

. K(A,b) = {x € K; / Ax ¢b, (A,b) € R ° }

un représentant de la famille des polyé&dres "possibles"

{x € K, / Ax s b}
. Z(A,b,p) de la fonction telle que pour (A,B,p) connu
-® si K(A,b) = ¢
Z(A,b,p) = max{ px / x 6 K(A,b)} si K(A,b) == ¢ et borné

+2 si K(A,b) == @ mais non borné '




1 Proposition Lemarie [1-111]

Z(A,b,p) est une variable aléatoire définiesur (R,A,P)

34 valeurs dans R

Z(A,b,p) est définie fonction "optimum" du programme stochastique.

On peut déduire, en outre, des résultats de la programmation

linéaire paramétrique, la propriété suivante

1.1 Propriétés

A fixée Z(A,b,p) = Z(b,p)

) Z(b,p) fonction bilinéaire par morceaux des réalisations

de b et p

25 p fixée Z(b,p) = Z(b)

Z(b) fonction concave des réalisations de b

3) b fixée Z(b,p) = Z(p)

Z(p) fonction convexe des réalisations de p.

On aimerait donc déterminer la loi de probabilité de Z(A,b,p) ou
au moins connalftre son espérance mathématique. On commencera par
définir le support de la loi et donner des conditions pour

lesquelles Z(A,b,p) prend des valeurs finies,

2 Support de la loi de Z(A,b,p)

Introduisons dans RN la rg}ation d'ordre partigl .
notée "ﬁ" (2,8,8) < (A,g,é) < omemm> AY > A? ; b. € b} H pJ $ 53
R N : i i i i
R

vieirvied |1l == 13| =

n




2.1 Proposition

o 0o o 1 1 1 0 0 o 1 11
(A,b,p) \<N(Asbsp) =3 Z(A,b’P> < Z(A,b,p)
R

0. 1. . 0 1
En effet W(i,j) € I x J AJ 3 A = > 3T Tg » o telle que A = A + T

<

X > 0 Tx > o Ax ¢ 1 1 11
S o (T J1=> Ax s b = K(£,B) C K(a,b)) =
x € R(A,b,] =~ Ax g b < b
0 1. . 1 o
vj €J 87 B pl =—> 14 al 3 o PX = px + dx
0 0 0 111

Ce résultat implique que le support est l'intervalle
- +. . + - - - 4+ o+
(Z(A’b’p) H Z(A;b,P) ) i.e (Z(A ,b ,p ) 3 Z(A ,b ,p ))

de R. (Le signe +, respectivement~, indique que l'on remplace

tous les &léments par leur borme supérieure (resp. inf)).
Nous .en déduisons la propriété suivante.

2.2 Proposition

Supposons (A_,b+,p+) et (A+,b~,p_) finies.

1 KA*,b7) = 6 K(A™,b”) borné

2zt T,pT) > mm z(AT,bT,pT) < 4w

3 le programme stochastique maxigiéer pPX
X

1
Ax € b

admet toujours un optimum fini

On a

] ===> 2<=m==> 3




I.4

3 Construction de 1a Tloi

- e - o - -

3-1 Bereanu [1.3), [1.5]1 et Lemarie [1.11] proposent une

congtruction théorique de la fonction de répartition.

On suppose la proposition 2.2.2 vérifiée ; pour toute
réalisation de (A,b,p) on mettra le programme déterministe obtenu
sous la forme canonique, par adjonction &ventuelle de variables

' - . - I3 ’\J
d'écarts i.e maximiser py
' sous By = a

y 3 o0
ol
= (B,U) matrice m x (m + n) avec B = (A,D)
(p,o0) matrice (¥ x m) U matrice identité

(b,d) matrice m x 1

LT R - B -
[}

= (x, écarts)

Y
et on suppose que le rang du systéme By = a est m.
Le principe est de construire une partition de l'ensemble des
réalisations de (A,b,p) telle que pour toutes les valeurs '
appartenant 34 un méme sous ensemble, les programmes correspondants
admettent la méme base optimale. La fonction de répartition
s'obtient alors en sommant les probabilités calculées dans chacun
d'eux.

. 49 n

A toute valeur du triplet (A,b,p) donc (B,a,p) on associe de
maniére unique la base optimale réalisable du programme définie

de L (L] =n +m, [I] =m, |I;]

par une partie I n)

h
On définit alors la relation d'équivalence suivante :

0 0 o0 I 11
(A,b,p) v (A,b,p) <===> les programmes correspondants ont méme
’ base optimale réalisable.
Les classes d'&quivalence sont appelées structures Sh’ h € H

avec




I‘S

Ces structures Sh sont donc définies par

1 I I I I

n
N h,- -
Sh:{(A,b,P) ER / (B ) ' a 5 03 p b P h(% h) 'y b S o0, VY

[l

I
-~ 13 - - . h
On reconnaft l'expression du critére de candidature d pour h

fixé dans H.

Soit N* le nombre de toufes les réalisations possibles de (A,b,p)
V1 € N* 4h € H tel que (A',bl,pl) € Sy

et notons

) "a” l'optimum correspondant

1 1

N. = {1 € N* / (Al,b
la fonction de répartifion FZ(.) de Z(A,b,p) s'obtient alors par
o si > t
Yh,1
, lH]

¥t € R Fz(t) il 3 L fh,l avec fh,l = sinon

h=1 1€N fréquence de vy
h,1

On pourra appliquer cette méthode de la fagon suivante

Soit (k,é,%) 1 € N* un tirage de valeurs pour (A,b,p)

111

Test_: Connait-on Sho(l s B ¢ |H]) tel que (A,b,p) € §,0 ?

- 8i oul

on ne résoud pas le programme linéaire puisqu'a
1'aide EP on peut déterminer y,o
ho,1

et |Nho| devient IHho| + 1

o}



- 8i non
on résoud le programme linéaire.

lNho] = ] et on détermine Iho et Yho,l

Néanmoins, en pratique, on rencontrera les difficultés suivantes :

. V1 € N*, ¥h € H, cette construction nécessite au moins,
. I S 4 . s .
d'inverser ¥'h d'od la restriction aux programmes Stochastiques
dont |[H| et N* sont petits de fagon a réduire le volume des calculs

d chaque tirage.

« Si N* n'est pas fini ou grand, il se posera le choix
et la détermination d'un échantillon bien représentatif pour

obtenir une estimation avec une précision donnée.

Remargues :

1) A et b fixés, seul p aléatoire. Brans [1.8].dans ce cas |H]|
est le nombre de points extrémes du domaine convexe fixe
K = {y € r*T /gy = a, y » o}
Les structures Sh sont alors 1és cones convexes, centrés &

l'origine, et définis par S, = {p € Rn/;yh ;_3 fi Yr € H - {h}}

h
Mais il faut pouvoir dénombrer les points extrémes de .
Le simple exemple proposé par Onicescu et Iosifescu [1.12]
1 2 | .

max {px, + px, /o5 x &1 508 %, 1}
avec pl et p2 variables aléatoires indépendantes de distribu-
tion Normale exige déjia un long calcul pour déterminer la
fonction de répartition de Z(p) - (emploi de lois mixtes et
conditionnelles) puisque dans ce cas |H|= 4 (sommets du carré

unité) et ¥1 € N*¥ on a




1 1
. 2
Y = 0 8L p < oetp Lo
(' i1 $
S RS T Ly
1 < Y2,1 P P > O P £ O
Z(p) = 1, 1, 1, 1,
Y =p +p sip %o etp o0
3,1
Y = ;2 si ;] < 0o et ;2 > o
\_ 4,1 N z

2) A et p fixés seul b aléatoire
par passage au dual, on retrouve le cas de la remarque 1)

il suffit d'adapter les résultats.

3.2 Approche de Tintner et Sengupta (81, [1.16]

Cette approche qualifiée "active repose sur le choix
d'une matrice d'affectation U afin de décomposer les contraintes
en des conditions sur chaque variable de décision xj i.e on
considére le programme stochastique sous la forme

maximiser PX

sous AX g BU

x € K]
. n .
avec U matrice m, X n telle que Ug » 0o et I Ug = ] Vi = l...m0
: j=1
X matrice carrée diagonale (nxn) Xg = xj
B matrice carrée diagonale (m_xm ) Bl = b,
, . o o i i

On a donc remplacé les contraintes Ai x < b, par

A-.i.s.-.i’=... i = 1..
IxJ b1U1 Vi 1 m ¥i l...n

c'est donc que l'affectation de b, s'effectuera suivant des taux

Ug choisis.

Le raisonnement est le suivant
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On se fixe U> on observe (A,b,p) » on détermine X et Z(A,b,p)
notée Z'(A,b,p).
Repétant ce shéma pour U restant fixée, on obtient empiriquement
une fonction de répartition de Zl(A,b,p) dépendant donc de ce
choix de U.
On a ZI(A,b,p) < Z(A,b,p)

puisque

P ul = ) = Ajx< b, Vi=l,...m
ji=)

Vi=l.'.m. Vj=l...n
o
d'od E[Z](A,b,p)] < E[Z(A,b,p)] (E = Espérance mathématique)

Par cette méthode on peut donc penser approximer la loi

de Z(A,b,p) ou faire choix d'une 1loi d'apré&s celui de U.
Néanmoins, il faudra encore obtenir, un échantillon de valeurs
de (A,b,p) assez réduit de fagon 3 ne pas avoir 34 résoudre un

trop grand nombre de programmes.

3.3 Construction en Pratique

. METHODES EMPIRIQUES

Le principe est : disposant d'échantillons de valeurs
de (A,b,p) on obtient un &chantillon d'optimums par résolution
des programmes mathématiques pour tracer l'histogramme cumulé
de Z(A,b,p). Par utilisation de la convergence de la fonction de
répartition empirique, vers la fonction de répartition théori-
que (théorémes de probabilité&) on peut en déduire la loi suivie

par Z(A,b,p).

Tintﬁer et Sastry [1.18] testent 3 ce propos diverses
convergences. Néanmoins il faut pouvoir obtenir des estimations
sans biais. A titre d'exemple, Bracken et Soland [1.7], ont
effectué 20 000 tirages (simulation) pour un programme stochas-

tique ol seul p est aléatoire et avec 4 composantes.




Ce procédé se révéle a la fois prohibitif et restrictif puisque
par exemple le cas ol seul b est aléatoire et |1] = 9 et bi a
10 réalisations possibles, il faudrait examiner IO9 = | milliard

de programmes.

.METHODES DE PARAMETRISATION

Bereanu et Peeters [146] utilisent les résultats de
la programmation linéaire paramétrique, en supposant seuls b
ou p aléatoire et dépendant linéairement d'une seule variable
aléatoire réelle : on pose p = 8 + t é avec 8 et é matrices
fixes t variable aléatoire réelle de loi de probabilité Ft(')
connue, strictement croissante, continue et de support (a,B).
1'idée est alors de subdiviser (a,B) en valeurs caractéristiques
Aj telles que a = A $ A, & Xy €...8 Ay = 8 et d'étudier Z(t)
pour t paramétre variant sur ces subdivisions. Ils exhibent,
alors, des algorithmes de construction.

Pour t € (Aj ,Aj) soit yJ la solution optimale fourni par la

-1
méthode simpliciale.

o i
Z—PyJ lj
Définissons w.(z) = ——/———— si p y° == o
J 1.3
PY
. N
alors P(Z(t) & z) = I H.(2)
.=1 J
J
avec Hj(z) =
‘o si w.(z) & A,
J( ) 5-1
C 13 .
> H. = F AL, - F AL si w.(z) > A,
si py o J(z) e ¢ J) e C J_]) J( ) 2 f
- A, i . . .
,Féwj(z» Ft( J_[) si AJ-I < wJ(z) <A
o 8i w,(z >,
j ) A
. 1 3 B _ .
81 p y- < o Hj(z) = Ft(Aj) Ft(Aj_l) si wj(z) < Xj—l
F (A.) - F (w.(z si X. < w,(z) < A.
¢ J) t( ; )) 5-1 i )
. 1
o si py’ > z
si plka= ) Hj(z) =

. 1.3
Ft(Aj) Ft(Aj_]) si py’ < z
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avec Ft(—w) = o0 (a= -») et Ft(+w) = ] (AN =R = +w)

. METHODES APPROCHEES

On suppose que les moments d'ordre 2 de (A,b,p) existent.

1 les N composantes de (A,b,p) sont indépendantes en

probab21ité. Par application de 1'inégalité deBienayme Tchebycheff

et utilisation de la propriété de croissance de Z(A,b,p) on a
|
P {Z[E(A,b,p) - t o(A,b,p)] < Z(A,b,p) < ZI[E(A,b,p) + t o(A,b,p)]1} 3 ]
|
|

1 N
(1-— ]
t

ol E espérance math&8matique et ¢ écart type.
En faisant varier t dans R on obtient une approximation.

2 Les composantesde (A,b,p) ne sont plus indépendantes,

si (A,b,p) suit une loi Normale & valeurs dans RN alors

P {z [E(A,b,p) -t o(A,b,p)] < Z(A,b,p) < Z [E(A,b,p) + t o(A,b,p)]} 3

P(X2 < t2)
N
2 2 .

ol XN est une variable aléatoire qui suit une loi du X~ & N degrés

de liberté.

Cette inégalité peut permettre d'approcher par valeurs inférieures
g P P PP P

la fonction de répartition de Z(A,b,p)

CONCLUSION

On ne posséde pas encore de méthodes numériques efficaces
pour résoudre le probléme posé, sauf cas particuliers. Les prin-

cipales difficultés pratiques sont

- détermination de loix mixtes de probabilité
- volume des calculs 3 envisager
- détermination de la taille de 1'échantillon néces-

saire @3 une bonne estimation.




CHAPITRE II

“DECISION - REALISATION"

“CHANCE CONSTRAINED PROGRAMMING PROBLEMS”
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INTRODUCTION

On se pose le probléme de prendre une décision x
avant de connaltre les réalisations des variables aléatoires
(valeurs des composantes AJi,bi,pJ vi € I, Vi € J, |I]| = m_, |3] = m).
On s'affranchit des aléas sur les contraintes ou sur la fonction
économique en choisissant des définitions déterministes du program-
me stochastique et ainsi proposer comme solutions celles de pro-
grammes mathématiques. A ces attitudes correspondent donc diffé-
rentes notions d'admissibilité et d'optimalité pour une solution
déterministe 3 un programme stochastique. Une définition importante
"chance constrained Programming problems" que nous qualifions de
"programmes sous risque", introduite par Charnes et Cooper [2.9],
{2.11] puis par Kataoka [2.31] et Bereanu [2.5] demeure 1'attitude
principale du schéma "décision-réalisation". Elle se caractérise
par l'é&tude séparéé du caractére aléatoire des contraintes de celui
de la fonction économique. La prise en compte du risque de ne
pas toujours pouvoir satisfaire les contraintes se traduit
par le choix d'un niveau de probabilité acceptable, encore appelé
niveau de confiance, sur la satisfaction de 1'ensemble des contrain-
tes ou de chacune d'elles. On en déduit un domaine de solutions
admissibles appelé domaine de confiance. On définit l1'optimalité
d'une décision en prenant des versions déterministes de la fonction
objective telles que maximisation de la probabilité qu'elle
soit supérieure a4 une valeur donnée, ou maximisation de son expé-
rance mathématique.
Rappelons que 1'on a notéd K, = {x € R® / Dx ¢« d, x > o}

1
le domaine convexe fixe.

1 Solution espérance mathématique

On utilise l'espérance mathématique des variables aléatoires
comme estimateurs et 1'on qualifie de domaine de décision admis-

sible, le polyé&dre supposé non vide

K =1{x €K, / 3 E(A)) x. < E(b.) ¥i € 1}
1 5€J 1 3] 1
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L'optimalité d'une décision est déterminée par la résolution du
programme déterministe linéaire maximiser pX E(ﬂ) xj
| xexk 1%

On peut remarquer que :

- les espérances mathématiques peuvent se révéler de
mauvais estimateurs surtout 8i les variables aléatoires sont

fortement dispersées autour de leurs moyennes.

- si aprés intervention du hasard la valeur du couple

-

(A,b) appartient a l'ensemb}g
‘ + j i . .
{(a,b) € ™ ‘)mo/Ai > E(A]), b; ¢ E(b;),Vi €I, Vje J)

Le domaine obtenu K(A),b) = {x € X, / Ax < b} est inclus dans K

1
et par conséquent x de K déclaré admissible peut ne pas vérifier

les contraintes Ax ¢ b lorsque (A,b) sera connu

2 Solution "prudente"

On se place @ 1'abri de toute violation
de contraintes en définissant admissible toute décision x de Kl
qui vérifie tous les systémes de contraintes possibles Ax & b
i.e K = N {x € K, / Ax & b}

(n+!1)m 1
(A,b) € R o

on qualifiera de décision optimale, celle qui maximise E(p)x sur K.
Le modéle déterministe obtenu est encore un programme mathematique

linéaire.
Mais on peut remarquer que :

- les polyédres {x € K, / Ax < b, (A,b) € R(n+])mo}
peuvent €tre en nombre infini (cas de distributions continues) ou’

méme dans le cas d'un nombre fini, 1'intersection peut &tre vide.

- 1l'optimum obtenu peut @tre tré&s inférieur a celui ob-

tenu aprés réalisation de 1'aléatoire.

Les remarques faites 3 ces deux solutions conduisent 3 ne pas re-

tenir ces attitudes en pratique.
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3 Programmes sous risques

3.1 Etude de 1l'admissibilité

La fonction de répartition FA,b(') du couple aléatoire
(A,b) est connue par hypothé&se et nous la supposerons continue.
Pour tout x fixé de Kl désignons par FAx-b(') la fonction de
répartition du vecteur aléatoire Ax-b déduite de FA,b(')'
On a par définition Vt € ®R™o Vvx fixé dans K,

FAx_b(t)'= P(Ax-b < t)

P(A;x = b, & t;, Vi € 1)

Posons g(x,t) = FAx_b(t) ol g : K, x R0 > [o,1]

avec g(.,t) application qui 3 x fait correspondre la valeur que

prend la fonction de répartition correspondante au point t.
g(x,.) fonction monotone non décroissante de la variable t

(propriété de FAx_b(.))
de méme pour les fonctions de répartition marginales posons

s t.)

B8 (Xot1) = By x o p(Ey) = POAX 7By €

od g, : K, xR > [o,11 ¥i €1

i 1

On a par définition
+ o + ti + o +
gi(X,ti) = e . ou.-o e . LI ) . dFAx—'b(‘)

FAx..b(w)mgv,ti,m,..m) Vi €1
d'oi 1'on déduit de fagon générale
g;(x,t,) » g(x,t) ¥i € I, ¥t ¢ R™o ¥x fixé.

On distingue alors deux conceptions déterministes des contraintes ;




IT1.4

CAS 1 :

On désire la satisfaction de chaque contraint% avec
une certaine probabilité. On choisit donc un vecteur a de R °
tel que o g a, & 1 Vi € I et 1'on définit d'admissibilité de x

en imposant :

P(Aix < bi) > o ¥i € I soit encore gi(x,o) > aiVi € I.

me .
contrainte par exemple pourra

Cette définition signifie que 1la i€
€tre violée mais seulewent dans plus 100(1 - ai)z des cas. On
détermine ainsi le domaine de confiance D,

= { n
D, {x € K, / g;(x,0) > a, Vi € I} . D

1€l a.
i

ol Dai = {x € K, /kgi(x,o) > ai}

CAS 2 :

On veut satisfaire 1'ensemble des contraintes avec
une certaine probabilité.
On se fixe alors un nombre B tel que o < B & | et une décision sera

dite admissible si elle vérifie :
P(Ax ¢ b) > B soit encore P(Aix - bi < o, Vi € I) 3 8.
Le domaine de confiance se définit donc par :

D, = {x € K

8 i / g(x,0) 3 B}

—— - - -———

Puisque 1'on se fixe a ou B pour définir 1'admissibilité il nous a

paru intéressant de comparer ces deux conceptions

a) l'avantage de prendre P(Aix - bi < 0) > @ ¥i €1
est que 1l'on peut donner plus ou moins d'importance & la satisfaction
de chaque contrainte par le choix de a. .
On peut ainsi envisager de choisir certaines composantes de a infé-

rieuresd 0,5 et d'autres proches de 1.
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Par contre, il est naturel de choisir 8 > 0.5

b) Si B » oy ¥i € I on a Da C DB

Ceci résulte de l'inégalité gi(x,o) > g(x,0) Vi €1I

Cette inclusion est bien entendu vérifiée aussi dans le cas ol
(Ai’bi) et(Ak,bk) sont 1ndependant§ ¥i € I, Yk € I, i 5= k

car alors g(x,0) = Hogi(x,o) et puisque

i=1
m
o g n° gi(x,o) 3 gi(x,o) &1 ¥1i € 1 on a le résultat.
i=] n
o
Par contre, toujours da%s le cas d'indépendance si I @, 5. B
alors x € Da implique n° gi(x,o) %> B 1=1
d'oi D C D 1=1
a 8
m
o
c) Si o < B §.Z a; - (mo - 1) on a Da C DB
1=1
En effet, quels que soient les &vénements E et F, on a
1 3 P(EUF) = P(E) + P(F) ~ P(EQOF)
===> P(EOF) 3 P(E) + P(F) - 1
m .
o
d'ou P(Ax-b) & o) 3 I P(Aix - bi g o) - (mo - 1) et le résultat
s'en déduit. 1=1
d) Dans le cas oli seul b est aléatoire, les domaines

D et DB s'éerivent

D, = {x € K. / G(Ax) > B} ol G(.) = P(b > .)
B 1 b b

et

D = {x € K

N i / F ‘(Aix) <1 - ay Vi € 1}

b
i
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ol Fb (.) = P(bi < ) fonction de répartition marginale
oi ‘

de bi Vi € 1 .

Si les variables aléatoires bi sont indépendantes entre elles
m
o
onaB'-s.Hl aj ===> D, C Dg
1=

Puisque dans ce cas

m m
o 1°
Gb(Ax) = ‘H Gb.(Aix) =i []_Fb.(Aix)]
1=1 1 1
donc
s
x €D m=m> G (Ax) 3 NI o. d'oll le résultat.
a b i=1 1

e) si 1'on choisit a, = B = 1 ¥i 6 I on quitte
1'attitude des "programmes sous risques'" pour prendre celle
de "solution prudente" ou celle des "programmes avec recours”
que l'on traitera au chapitre III.
Si 1'on considé&re o ou B comme des paramétres, c¢cn peut d&signer
D comme une fonction multivoque de {0,1] Mo > P(Kl)
telle que D(a) = {x € K] / gi(x,o) » 0, o € (0,11, € 1}

nous énongons alors le résultat suivant

3.3.1 Proposition

i
[a >0 (o, » a; ¥i € I) ===> D(a) € D(&)

En effet ¥i € I gi(x,o) > ol

acee > gi(x,o) > &i Vi € 1 wem>

|
@y Y ay D(a) ¢ D(d)

Ce résultat est applicable & DB,puisque B >,-Bl mee> D(B) C D(B!)

avec D(B) = {x € K1 / g{(x,0)> R,8 € 10,11}




II.7

Conséquences

.
.

Puisqu'il est naturel
~désignons par

m

[o}

e, vecteur de R de

1

m
.l vecteur de R ° de
2
On a D(el) C D(a) C D(e%)
or D(e]) = {x € K

= {x € K

/ P(Aix

/ A x <

1
1

avec UAibi support de la loi

D(el) est donc le domaine des
conception "solution prudente"

intersection de convexes.

. D(el) = {x € K

1

/] P(A.x - b.
1 1

de choisir a; 2 % Vi € 1

composantes |

composantes 1
2

o) 1 ¥i € I}
Vi € I,~V(Ai,bi) €U

<

- b,

1

b, A b,
1 1

de (Ai’bi)

solutions admissibles dans la

et est polyBdre convexe puisque

<

o) »-% Vi € I}

2
. ' .
Si 1'on suppose FAix - bi(.) continue V¥x de Ki alors
D(el) = {x € K, / Fo! (1) ¢ o Vi € I} ot Fo! (l) est
2 1 A.x - b, ‘5" © A.x - b. "2
1 i 2 . . i i
l'expression de la médiane de la distribution de Aix - bi ;
dans le cas particulier oﬁ_Aix - b, de distribution Normale
Vi € 1
on a
F! () = ECA,)x - E(b,)
A.x - b, "2 i i
i i
d'ou

D(e]) = {x €

2

<

KI/E(Ai)x E(bi) ¥vi € I}
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qui est le domaine de la conception "solution espérance mathéma-
tique". Ce cas particulier se rencontre notamment si (Ag’bi)
variables aléatoires mutuellement indépendantes et de distribution

Normale.
Cette inclusion justifie encore 1'abandon des solutions précédentes

re marg ues :

* On a de méme V8 » 3 D(I) C D(BY C D(3)

2
avec
D(1) = {x € K, / A&x ¢ b, ¥Y(A,b) € U }
1 A,b
ol UA p support de la loi mixte de (A,b)
’

. D(%) = {x € K, / g(x,0) > %}

* la proposition est aussi valable dans le cas ol
seul b est aléatoire puisque D(a) = {x € K1 / Fb (Aix) < l—ai,Vi € I}
i

Nous en déduisons :

3.1.2 Proposition

Si D(el) est non vide et D(e%) borné, le programme
stochastique admet toujours un optimum fini dans chaque conception
"programmes sous risques’” réalisant 1 2 @, ? % et version détermi-
niste & coefficients finis de la fonction &conomique.

Cecl résulte de D(el) C D(a) C»D(e])

2
Remarquons que si on choisit le cas 2 pour 1l'admissibilité on
prendra B 3 % et D(%) et D(1) joueront les rdles de D(e%) et D(el)

respectivement.

- On supposera désormais D(el) non vide et D(e%) borné.
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3.1.3 Autres définitions déterministes des domaines

Les définitions probabilistes précédentes sélectionnent

les fonctions de rébartition des différents vecteurs Ax-b
admissibles (xvariant dans Kl) et retiennent les .valeurs de x
pour lesquelles les fonctions de répartition correspondantes
prennent 3 l'origine une valeur supérieure ou &gale 3 ai(Ou B).
On congoit que dans le but de résolutions pratiques, cette admis-
8ibilité ne sera pas commode 3 déterminer.

Aussi, dans 1e cas de distributions continﬁes, on préférera des

définitions équivalentes des domaines Da et D, par utilisation

B
des propriétés de monotonicité des fonctions de répartition et
en se basant sur la propriété suivante : soit X une variable

aléatoire réelle

Vt €ER F(t) = P(X g t) > o <wmm=> t 3 F (a)

m
pour x fixé dans &] désignons par t* le vecteur de R © (de compo~
santes tix) tel que : si on choisit le cas 1, tf défini par

X . x _ =1
gi(x’ti) ai Vi €1 (ti = FAix_bi(ai))

oli 81 le cas 2 ést reténu
g(x,e®) =8 (¢* = ¥,' (8))
; x-b

\ . ; - X
pour x variant dans K], on dénombrera donc des vecteurs notés t .

3.1.3 Proposition : Symonds [2.55]

Da ou DB admettent pour définitons é&quivalentes

déterministes

{x € X / t] ¢ o ¥i €1}

C'est donc une sélection sur les quantités d'ordre ai(ou B).

Illustrons cette proposition par l'exemple suivant :
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On suppose mo = 1 et (AJ,b) composés de variables aléatoires
positives Vj € J
1

K, = {(x €R" / x > x > o}

FAx-b(') répartition de la loi Normale.

On a Vt € R g(.,t) fonction non croissante de x puisque

vx’ € K, {t eR/ Ax2 - b ¢t} € {t €ER / Ax'-b ¢ t}

d'ot
2 1 2 I
P(Ax“-b ¢ t) « P(AX -b < t) <=m=> g(x ,t) « g(x ,t)
Soit
1 2 3
t* e £ X
1 2 3 1 2 3

t” ,t et t* sont définis par g(xl,tx ) = g(xz,tx ) = g(x3,tx ) =8

2 2

by = {x € K, / g(x,0) > 8} = {x € K / g(xytx ) > 8

1

2
d'aprés la propriété de g(.,t:x )

or
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APPLICATIONS

1 Si (Aj b.) (A} b.) indé d
1 LN et LA sont 1indépendantes

YVi € I, Yk € I i == k
Y1 € J, ¥j € J i =1
m
X . o X
DB = {x € K, / t; € o0 Vi € I,izl gi(x,ti) = B}

2 A fixée, b vecteur aléatoire
m \
)
- On choisit b* = max {t / T [l-Fb (ti)] > B}
comme équivalent de b 1=l t

d'ot D, = {x € K, / Ax & b¥)

polyédre convexe
- Pour le cas | on choisit

* = - H
b3 max {ti / F .(ti) < ! ai} Vi € 1

1

b

m
[

D = O {x €K, / A, x g b¥ Vi € I}
i=1 1 1 1

polyédre convexe.

3.2 Convexité des domaines

Dans le but de résoudre pratiquement ces problémes,
i1 est naturel de chercher des conditions de convexité&.de ces do-

maines.
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3.2.1 Convexité de'Da

Vi € I supposons connafitre l1'expérance mathématique
des composantes de (Ai’bi) et la matrice de covariance de (Ai’bi)'

(matrice définie non négative)

d'oli WVx fixé dans K]

n j
- - E(A,)x, - E(b.)
E(Aix bi) .Z 1'% i
=1
n i o
Var(A.x - b.,) = I var(A?)x. + Var(b.)
i i . i’7j i
a=1
. n n . h n .
+ I I Cov(ad, A) x.x - 28 Cov(AJd ,b.)x.
he=l j=1I ! L tor
h== j
or
gi(x,o) = P(Aix - bi § o) =
(Aix - bi) - E(Aix - bi) -E (Aix - bi)
P 772 172
[Var(A.x - b.)] [Var(A.x - b.)]
i i i i

Quelles que soient les lois suivies par les variables aléatoires
Ai et bi’ on suppose que gi(x,.) est une fonction de gépartition
de loi Normale Vi € I, ¥x € K

.
(c'est le cas notamment pour Ag et b, Gaussiennes ¥i € 1 ¥j € J)

3.2.1 Proposition : Kataoka [2.31], Lemarie [2.34]

Une condition suffisante pour que Da soit
convexe est que
} .
G.i>,-2-'V1€I
En effet ¥x fixé dans K]
Vi € I gi(x,.) fonction de répartition Normale ====> la fonction de

répartition N(.) de la variable centrée réduite
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(Aix - bi) - E(Aix - bi)
1/2

Rox- b, -
. EVar (A.x - b.)]
i i

est celle de 1la loi Normale N(o,1) ¥i € I;

Soit Ei le quantile d'ordre a, de 1la ioi N(o,1) défini par

- 2
- £y exp (- £y du = a,
V2T 2 t
on déduit que
- E(A,x - bi) _
Vi € I gi(x,o) > a; < > N = 7774 > N(ti)
[Var(A.x - b.)]
i i
~E(A.x - b.)
= - - 1/2 %t
[Var(Aix - bi)]
d'odl
E(A,x - b.) + t. [Var(a.x - b)] /%2 <o
i i i i i <

. P p 4
Le membre de gauche est l'expression générale des ts

or

Viex===>¥i;ov1€1

o)
W
rof —

matrice de covariance de (Ai’bi) définie non

négative Vi € I

/

- 1
ts [Var(Aix - bi)] 2fonction'convexe de x d'aprés Kataoka [2.31]

on en déduit que
= - T - ]/2 Y
Da {x @ K] / E(Aix bi) + ti[Var(Aix bi)] < o ¥i € 1}

est convexe




Remarques :
¥ieIl t. 3o
I Puisque 1
- 2 o sESTErTs
E(A;x - b,) + t. [Var(A,x - b,)]1" g 0] = >

. - 2 _ - - 2
Vi € 1 (ti) Var(Aix bi) [E(Aix bi)] < o
E(A.x - b,) & o
i i

D s'écrit encore

D = {x € K /(Ei)ZtVar(Aix - bi) - [E(Aix - bi)]2 < 0, E(Ai)x < E(b99

a 1
Vi € I}

et est donc défini par des contraintes quadratiques.

2 Dans le cas ol les variables aléatoires Ai et bi sont
indépendantes et gaussiennes, les termes de covariances dispa-

raftront et l'expression de Dasera un peu plus "agréable’.

Posons
3 j 2 i
w; = E(Ai) o = Var(Ai)
W = E(b,) 0 2 = var(b,)
i i i i
DQ s'éprit donc
m
(¢] n 23 1 n
- Rj —
D = N (xek, /&t I[.z,0 xg + O?]Z + 1 m) x. -~ u., < o}
o i =1 1 i j=1"1t 73 i j=1 1 j i

3 Dans le cas particulier a, = %, Da est un polyédre con-

vexe puisque Ei = o0 (symétrie de la loi Normale N(O,1) et
Dl = {x € K] / E(Ai) X & E(bi)},ceci montre en particulier le
r%sque que 1l'on peut prendre en utilisant 1'espérance mathéma-

tique des variables aléatoires comme estimateurs.
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4 La loi Normale est trés utilisée en pratique car elle
possé&de de "bonnes" propriétés (en particulier celle de symétrie).
Dans le cas de distributions arbitraires, on aura recours au
théoréme central limite pour se ramener 3 des fonctions de répar-
tition de loi Normale ou bien on utilisera des inégalités du type
Bienayme€ -Tchebycheff pour expliciter Daf

Par exemple t

- en supposant Ag fixé, bi variable aléatoire positive
Vi 6 I, ¥j € J, on a

Vi €I Aix >0 P(bi >, Aix)<' i i

~

nous en déduisons le domaine

2 2 .
{x € K, / ai(Aix) 0, +u;, Ax> o, Vi€ 1}

1

OW encore avec

o< & ¥ 1 {x € K] [ o < AiX§<

qui contient Du et a l'avantage d'€tre linéaire pour permettre

une sur~optimisation.

- Sengupta [2.45), [2.46) suppose A fixée, b, variable alé&atoire

positive, Aix < uy Vi € I, Vx € Kl'

On a ators

O2
i
1 - P(bi > Aix) = P(bi < Aix) = P(ui - b, > py, - Aix)f

i 1 (ui_Aix)Z

le domaine obtenu s'écrit

2

_ 2 ..
{x € K, /1 ai(ui Aix) > 0i° pi Aix > o0 %1 €6 1}

qui est jne§rieur 3 Daet conduira 3 une sous-optimisation.
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mais avec o & a, < 1 on peut remarquer que le domaine est un

polyé&dre convexe et s'écrit
- * . - 13 3 1
{x e K, / /(O a15 (u1 Alx) » 0, Vi € 1}

Sengupta [2.451, [2.49], a aussi &étudié le cas de diffé&rentes
distributions pour les variables aléatoires en particulier celles
du Xz(Khideux) et peut expliciter Da. 4 partir de domaines de
confiance des lois de Xz ou de Fisher-Snedecor.

Par exemple Ag et bi indépendantes et suivent des lois de X2

V¥j € J alors b
i

y.(x) =
1 A.x
i

pour x > o suit une loi de Fisher non centrée et Da s'explicite

i partir de domaines de confiance de cette loi i.e
Dai= {x € K] / P(yi(x) > 1) 3 a;, X » o}

5 Dans le cas particulier ol les variables x sont mixtes

chOo

i
s
o
C
]
"
o

Hillier [2.26] propose des appr?ximations par excés ou par défaut
trés serrées de Var(Aix - bi) 2. I1 détermine ainsi des domaines
extérieurs ou intérieurs a Da qui permettent l'utilisation des

algorithmes de programmation linéaire en nombres entiers.

CAS PARTICULIER

A fixée, b vecteur aléatoire. P(Aix~§ bi) = 1 -~ Fb (Aix) ¥i € 1
i

On obtient de fagon générale un polyédre convexe pour Da qui s'écrit

. -1 ’
= * * = - .
D, {x € K, / A.x s bY¥ Vi € T} avec b¥ Fbi (1 @) .

-1

b.
1

en supposant bien entendu F (r - ai) bien défini
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(par exemple si Fb.(') est la fonction de répartition Normale,

on posera a, == 1)

.

exemples:
1) bi variable aléatoire gaussienne
alors
* 1
b = E(b;) + q]_ai[Var(bi)]Z
avec q, _ quantile d'ordre 1 - a,de la loi Normale
N(o,1) t
2) o < @, § 1 et bi distribué suivant une loi de Weibull
de paramétres donnés ki >o et u; > | (Sengupta [2.481])
Ui
l-exp[-ki(Aix) ] si Aix €{0, +=[
Fbi(Aix)=
o sinon
d'ol
: 1
* = - — us
bi ( o log ui)l
i
Remarquons que si u, = 1 on retrouve le cas de la loi

exponentielle

Puisque seul le second membre est aléatoire, on peut envisager plutdt
~ ... . n
que des formes linéaires Aix, des fonction hi(x) avec hi : R R

convexes Vi € I.

En supposant F. (.) quasi-convexe Sur un ensemble convexe de R

b.
contenant tous les points de la forme hi(x), X € K], ¥i € I, 1le

domaine D, est convexe puisqu'alors Fb (hi(x)) fonction quasi convexe

i
de x.

En effet Vx] € K], sz € Kl supposons Fb (hi(xz)) 'Y Fb (hi(x]))
: i . i
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Fb (.) quasi-convexe ====>
i

. 4 1

hi convexe

e > Fb [h (Ax +(1-2)x )]

i < P [h, (x1)1

b,

Fb (.) monotone non décroissante i

1

donc Fb [hi(')] fonction quasi~convexe
i

3.2.2 Convexité de DB

Cette convéxité se ré¥éle plus difficile a établir,
car la définition de D, se base sur la loi mixte des wvariables

8

aléatoires Aix - bi puisque

F = P(A.x - b, < ¥i € I

Ax-b (©) (A4 i $0° )

et nécessitera des hypothéses fortes. Les résultats proposés
dans la littérature concernent les cas ol soit A est fix8e et b
aléatoire et inversement et en outre les composantes sont des

variables alé@atoires mutuellement indépendantes.

3.2.2.1 A fixée

m m
o o]
. nn < - -
P(Aix\< b, Vi € I) fel P(Aix\ bi) I [i Fb.(Aix)]
1=1 1
en posant
m
o
= L L 1
Gbi(.) ] Fbi(.) DB s'éerit {x € Kl / ggxqbi(Aix);B}

or pour beaucoup de distri%utions d'importance pratique (loi
uniforme, loi Normale...) Ho Gb (.) n'est pas une fonction concave

et D, ne sera pas convexe. Mhller et Wagner §2. 36] ont cherché des

B

conditions 3 imposer a Gb (.) Vi € I pour obtenir un domaine convexe.

1
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3.2.2.1 Proposition Miller et Wagner [2.36]

[ a’c (t,)

. bi 1 (1]

D, convexe si ¥i € I = [G (t.)])] & o
8 2 b, i
dt. 1
i
Y =

sur 1l'ensemble C, {t, € R/Gbi(ti) > o}
N

Gb (.) 8tant décroissante on a Ci convexe ¥i € I.
i

On établit alors le résultat en remarquant que

VB o < B < 1 Vti € c, o < Gbi(ti) < 1
m m
o) o
.H Gb.(ti) % B <-—->'£ log Gbi(ti) > log B.
i=1 1 1=1
or
" L
Ve, € C, [Gbi(ti)] ) > log Gp;(.) concave
’ = ] .
°C‘%HKAix)
Aix linéaire fonction
concave sur K.l
d'ol
B
D= {x € K, / z 1°8Gbi (Aix) » log B} convexe.

i=1

L'hypothése demandée est vérifiée en particulier par les lois dites
a4 taux de survie croissant (ytiliséesen économie [2.47], [2.48]1) i.e

[Fb.(ti)]'
i

1-Fy ()
1

q(ti)s

fonction croissante sur {ti 6 R/ o « Fb (ti) < 1}
, . :

DB sera donc convexe dans le cas de distributions dont les

densités [Fb (.)]' sont de la forme
i
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n, ti‘- ;i i -1
1 » < .<rc'
r. = A, \r. = A E R A
i i i i
F t.)]' = A |
[bi( 1) nl ”
o sinon

avec Ai et r, réels et n, entier.si n, = ] on retrouve la distri-
bution uniforme.

Finalement remarquons que dans le cas de loi exponentielle de

paramétre ki > o, les contraintes de DB sont linéaires
Ai exp - Ai(ti - ri) gi == < r. g ti,ri‘flxe
' =
[Fbi(ti)]
o sinon
On a donc
Gbi(ti) = exp -Ai(ti - r.) avec -o < r $ oty
d'odl
m m
o o
DB - {x & K, / IOMAX S D AT logB, A.x 3 r; Vi € 1)
im] i=1]
3.2.2.2
m

b fixée. Jagannathan [2.29] suppose en outre B >(%) °,

A) variables aléatoires Normales et P(A;x & by) a'%

A. est donc distribuée suivant la loi Normale d'espérance E(Ai) et

de matrice de variance Vi diagonale ¥i @ I.

On montre l'&quivalence

. ¢] m
P(A,x ¢ b, Vi € I) = B P(A,x g b,)> B n® N(t.) > 8
1 1 {m] 1 1 i=1 1
' = 1
P(A,x € b)) 2, Viel ' E(A)x + £ (xV;x) 75D,
vi € I
t. % o

1

avec N(.) fonction de répartition de la loi ¥(0,1)
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. ©m
sur [0,=[ log N(.) concave ===> :° 1log N(.) concave
i=1

de plus (xVix)‘/2 convexe ¥x € K’

. 1 .
Le domaine DBﬂ {x € K, / P(Aix < bi) >3 Vi€ I}
m m° 1
= {(x,t) € K, x R / I log N(t,) 3 log B, E(A.)x + t _(xV,x)2¢b.,
. 1 i=1 i 1 i 1 1

£, 3 o,Vi € I}
est donc convexe.

3.2.2.3

Dans le cas de non indépendance des variables aléatoires,
Prekopa [2.39] et Bereanu [2.6] ont envisagé des contraintes
de la forme P(bi < hi(x), Vi € I) 3 B avec b vecteur aléatoire et

-~

hi: Rn-*R fonctions concaves Vi € I et o < B < 1

3.2.2.4 Proposition

[

Si la fgnction Fb(.) est quasi-concave sur un
Fnsemble convexe de R ° contenant tous les points de la forme

(hl(x), hz(x),...,hmo(x)) x 6 K

1

Alors {x € K, / P(bi < hi(x), ¥i.€ I) 3 B} est convexe

1

Prek opa [2.39] précise 1la notion de quasi-concavité de la

fonction de régartition multidimensionnelle Fb(.) sur un ensemble
convexe E de m;° de la fagon suivante : on décompose les composantes
(t],tz,...,tm ) en 2 groupes disjoints et notons y et z les

vecteurs dontqles composantes appartiennent & ces groupes (y ne

comprend pas nécessairement les premi&res composantes de

t-(t ,-o-,t )-
1 m
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On dira que

Fb(t) = Fb(y,z) est concave par rapport 3 y sur E si

1 2 2
vi = (z )€ E, ¥t =(Z )6 E avec yl s y2 (relation sur chaque composante)
i

2 .
la foncrion Fb(J est concave entre t et t , donc quasli-concave.

Le résultat de la proposition s'établit alors en montrant que
prop

la fonction #(x) = Fb(h](x),hz(x),...,hm (x)) = P(bi < hi(x), Vi € I)
est quasi-concave sur Kl' °

or h,(x) concave Vi € I ===x>
i

1 2 1 1 2

¥x € [0,1], vx € Kl, Vx € Kl’ hi(kx'f 1 —X)xz) §<Ahi(x) + (]—X)hi(x)
>

Fb(.) monotone non décroissante

1 1
—>@(0x + (1= Dx2)> Fb(xhl(xl) + (1-)) hl(xz),...,}\hm (x) + (1-0) h_ (x%)

o} (o]
Lald

Fb(.) quasi concave

1 i ] 1

BOx! + (1-1) x%) > min [F, b (%) ,hz(x),...,hmo(x)J, F, [y (e, ene s hmo(xz)]
I 2 ! 2

donc @ (Ax + (I -A)x") > minl@ (x), #(x7)]

Mais la quasi-concavité de Fb(.) ne peut s'obtenir que sous des conditions
particuliéres : dans le cas ol no= 2 et bl et b2 distribuées suivant les

lois Normales N(ul,ef) et N(uz,eg) respectivement.

,
1 51:] j.tz 1 [(b]-ul) (bl‘u])(b2 Hy)

S — exp - ' - 2r
210, 8,V1- £ ). —- 201-r2) 8.2 6.6

1 1°2

2
(bz uz) ]
+ db db
2 1 2
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o r rayon de corrélatim de (b],bz) et |r| < 1

Prekopa [2.39] montre alors que Fb(.) est quasi-concave pour

tl > 0 et t, %0 si r > o.

Avec la méme forme de contraintes que celle envisagée par Prekopa,
Bawa [2.4] propose de nouvelles conditions pour obtenir la convexi-
té de D mais avec lesg suppositions

B

hi(x) linéaires (hi(x) = Aix Vi € I)
les variables aléatoires bi sont indépendantes.

i.e D, = {x € K, / P(b;, & A/x Vi € I) > B}

B 1 rd
= {x € K, / R Fb.(Aix) > B8},
1€l i
3.2.2.5 Proposition

r de.(t )

i

Si ¥i € I.ivi 0 < y; < 1 fb.(ti) =
£ . . 1 dt.
onction non croissante et i

log fb.(ti) concave sur {ti € R / L, >t F -(tY-) = v,}
i i i i
fb (ti) doublement différentiable sur ce méme ensemble

1

BZYi

m
Alors H(t) = I Fb (ti) est une fonction concave sur {t € R o/H(t)BB}
. i€l i

Les hypothéses rendent le hessien de H(t) matrice semi définie
négative lorsque B > Y; Vi € I donc H(t) concave et DB convexe.
Cette proposition est vérifiée pour beaucoup de lois d'importance

pratique (Loi Normale,-de Weibull, exponentielle...).




I1.23

Par exemple dans le cas de la loi Normale avec la particularité

suivante : 2
' (ti) si t. > o
exp (~—= . So
Vi eI £ (t.) /2T 2 1

o sinon
t. $ O
b.( 1) N

alors £! (t.) = -t, £
R | i
i i

b

On choisira donc Y, = 0,5 (puisque tY = 0) et B 20,5

3.3 Etude de l'optimalité d'unedéeision

Puisque le domaine des décisions possibles a &té mis
sous forme déterministe, le choix d'une décision optimale dépend
uniquement du caractére aléatoire de px.
Plusieurs modéles & fonction &conomique déterministe, généralement
non linéaire, sont proposés pour définir l'optimalité d'une décision.

On prendra le plus souvent Da plutdt que D, pour domaine des

B8
décisions admissibles puisqu'il est plus aisé 3 expliciter (emploi
des fonctions de répartitions marginales, conditions sur chaque
contrainte) et les propriétés de convexité sont plus faciles &

établir.

3.1 Modéle "E"

La fonction économique déterministe choisie est l'espérance

mathématique de px.

On suppose que la loi de p est indépendante du choix de x d'od

n .
E(px) = E(p)x = I E(pJ)x.
j=1 J
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Le programme déterministe obtenu est donc

n .
max { £ E(pI)x./x € D }
. j a
i=1
Si on sait expliciter D » la détermination d'une décision optimale
ne présentera pas en général de difficultés.
Par exemple si pour les contraintes seul b est aléatoire le programme

déterministe est linéaire.
max {E(p)x / Dx ¢ d, x > o, Aix.é bf Vi e 1}

ot H§ = max {ti / Fb (ti) <1 -ai}, que l'on peut résoudre par la

méthode simpliciale pér exemple.

C'est le cas pratique envisagé par Smith [2.54] pour un probléme
d'irrigation : drainage et utilisation des terres pour la culture

du riz avec la précipitation d'eau 3 variation aléatoire.

Dans le cadre du modé&le "E" un autre exemple pratique est proposé
par Naslund ‘[2-37), [2.44]. C'est un probléme d'investissement d'une
entreprise pour n périodes. Le programme déterministe obtenu se
formule comme suit :

- P. = P

n ] i-1
max E[ xj ]
i=1 Pi-q
Py = Pi-1 :
P(x, —L—d"" 3 -L.) » a, o <oas« 1 ¥jEJ
pj-l
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X, capital cumulé investi en stock
P. Prix unitaire du stock en période j
L. perte maximale que 1'on peut avoir en période j

K. capital cumulé qu'on peut utiliser pour investir en stock

d'aprés les bénéfices des investissements précédents

P: = P._
Les variables aléatoires sont -1l i1 et 1'on suppose qu'elles
pj_]

. iy . . 2
sont distribuées suivant la loi Normale N(u,0")avec u et o

constantes ¥j € J.

La résolution de ce programme est proposée par Sengupta [6]
pour le cas |J| = 3 et en utilisant la méthode S.U.M.T de Fiacco

et MC Cormick.

Remargue .

Si 1'on connait le coilit de violation de chaque contrainte
on peut définir une nouvelle fonction &conomique en introduisant une
fonction de pénalisation : l'objectif est alors de maximiser 1la
moyenne de px et de minimiser l'espé&rance du colit de violation des

contraintes (Evers [2.21], Sengupta [2.46]1).
On obtient ainsi un programme déterministe
‘exemple :

Soit ki le cofit de violation
> 0 81 A.x > b,
i i
¥ € I k, =
i

0o sinon

d'ol l'espérance du cofit de violation :

E[Ci(x)] = k. (Aix - bi) d i (g) = ki (Aix - bi)dgi(x,.)
. X — b,
0 i i )

1
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et le programme

m
n . o

max { I E(pJ)x. - 1 E[C.(x)) / x€ D}
j=1 Ii= t *

dans le cas particulier ol A fixée et bi variable aléatoire non

négative et F, (o) = o Vi 6 I

b
par intégratio% par partie on a
Aix
Efc, ()] = K, Fbi(.) db, = k; (4;%). Fbi(Aix)
)
Les inclusions de 3.1.1 vont nous permettre d'énoncer des iné&-

galités et de situer la solution du mod&le "E". On a d'abord la

propriété suivante

3.3.1.1 Proposition

mo
vo € [0,11]

fonction convexe de p.

¥p € R" Z(p) = max{px/x € Da}

1

Em effet puisque V) € [0,1] soit pA = Ap  + (l—)\)p2

(p1 et p2 2 réalisations de p)

A .
Z(p)< A max {éx / x € Da} + (1-1) max pzx / x € Da}

donc

2(d) €z + (1-0) z(3)

Cette proposition est encore vérifiée si 1'on désigne par ¢(x,p)
la fonction économique du programme (¢(x,p) = px pour le cas

linéaire) avec ¢(x,.) fonction convexe.

On suppose a, 2 % ¥Vi €1




3.

x€D(e]

max ¢(x,E(p)) <

dans le cas linéaire ¢(x,p)
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3.1.2 Proposition

€ ]l Vi € I

7 10,

convexe V ai

Si (a)

D

Elmax ¢(x,p)] <« Elmax ¢(x,p)]
XCD(a) x€D(e1)

2

max ¢$(x,E(p)) <«
) x€D(a3

= px et ¢(x,E(p)) = E(p)x
le ler membre de gauche donne 1l'optimum de la conception
"solution

D(e]) C D(a)

prudente" et la lére inégalité résulte de

le 2e membre donne l'optimum du modéle "E" des programmes

sous risque

le 3e membre est la moyenne des optimums obtenus en faisant

varier p.

la 2e inégalité résulte de 1'inégalité de Jensen, d'ol 1la

nécessité de 1'hypothése et ¢(x,.) convexe.

la 3e inégalité résulte de D(a) C D(el)
2
i / E(Ai)x E(bi)

? 1'expression de la moyenne des optimums

< Vi € I}

dans le cas ol D(el) = {x € K R

le 4e membre est

obtenus en faisant

varier p

de Ag et bi leurs espérances

3.3.1.3 Proposition

et en prenant comme estimateurs

mathématiques.

P
Si D(e]) convexe on a Vai » % v¥i €1
2
max ¢(x,E(p)) < max 6(x,E(p)) < max ¢(x,E(p)) < E [max ¢(x,p)]
x€D(e1) xﬁD(a) x€D(el) x€D(el\
2 2
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. les 2 premiéres inégalités résultent de D(el) C D(a) C D(e])
il faut remarquer que le 3e membre de gauche est 2
l'optimum obtenu dans la conception "solution espérance
mathématique" dans le cas oi
D(el) = {xGK] / E(Ai)x < E(bi) ¥i € I}

2

. la 3e inétalité résulte de 1'inégalité de Jensen

Remargues :

Les propositions 3.3.2 et 3.3.3 s'appliquent aussi pour D(B)
en prenant pour D(e]) et D(el) les domaines D(%) et D(1).

2

De plus si B > a, Vi € I on a

max ¢(x,E(p)) > max ¢(x,E(p))

x€D(a) x€D(B)

ce qui peut permettre de combiner les inégalités entre D(a) et D(B)

3.3.2 Modéle "V"

On se donne u € R, valeur préférée de px, x 6 Da
Une décision est dite optimale si elle minimise la dispersion de

PX par rapport a u.

Soient p = E(p) et V la matrice de variance-covariance de p.

Le programme déterministe s'écrit
max {-xVx / x € Da’ px > u}

C'est le probléme du contrdle de la variance pour un profit moyen

minimal donné

V étant une matrice définie non négative, -%xVx est une fonction .

concave.
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En supposant D, convexe, ce programme est donc convexe et pourra

€tre résolu par les algorithmes de programmation quadratique.

Puisque u est une valeur que 1l'on se fixe, il est intéressant de

considérer u comme un paramdtre et d'étudier la fonction
$(u) = max {-xVx / x € Da’ px % u, u fixé}

3.3.2.1 Proposition Lemarie [2.34]

r

On suppose Da convexe

+¢(u) est définie sur 1l'intervalle J-=,u,l od

u, = max {px / x € Da} (obtenue par le modéle "EV)

M

. $(u) est une fonction non croissante et il existe un nombre

u tel que pour tout u ¢ u s $(u) est constante

. ¢(u) est une. fonction concave de u

Résumons la démonstration :

. par définition de u Yu>u, {(x € R / x € Du ;x 3 ul = ¢

M’ M
donc ¢(u) définie sur ]—w,uM]

. si up € Uy § Uy d'ol ¢(u,) s ¢(u,)

PX >, u, ===> pXx > u,

posons u = p% ol % solution optimale de
max {-x¥x / x € Da} donc ¢(um) = ¢(-»)
==

¢(u) non croissante ===> Vu < u ¢ (==) > ¢$(u) > ¢(U£

¢(u) = ¢(um) Vu < u
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. la concavité de ¢(u) résulte de la convexité de Da et de xVx

Par conséquent, connaissant l'influence de u, on peut apprécier son
choix en résolvant les programmes, par utilisation des résultats

de la paramétrisation, Px u [max {~-xVx / x € Da px » ul}l

pour u € [um,uM]

3.3.3 Le modéle "P" [2.3] [2.51 1[2.71 ([2.8]1 [2.20] [2.22]
[2.23]

Comme le souligne Kataoka [2.31], le modé&le "E"
peut se révéler non satisfaisant surtout dans le cas d'une forte

dispersion de px autour de sa moyenne.
On préférera alors selon les données :

. le modéle P] : chercher 3 maximiser la probabilité pour
que pxX soit supérieur 3 une valeur u donnée. On définit le
programme

max vy
sous P(px > u) = y,x € Da

que Bereanu [2.5] qualifie de programme de risque minimal au

.niveau u.

. le modéle P chercher 3 maximiser la borne inférieure de px

2
tel que la probabilité pour que px dépasse cette valeur soit

égale @ un nombre vy de [0,1] fix&. Le programme s'écrit

max u
sous P(px > u) = v,x € Da
que Kataoka [2.31] appelle programme de niveau maximal u.

On verra que ces deux formulations sont liées et que 1'on

retrouve dans des cas particuliers le modé&le "E".
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Remarquons que P(px > u) = y <=mmm=> pr(u) = | -y <=m==> u=F;;(1‘Y)

si la fonction pr(.) est continue.

Si on suppose ¥y »-% on obtient u F;;(%) qui estla médiane de

la distribution de]ﬁf (la moyenné dans le cas de loi Normale)

Nous en déduisons :

3.3.3.1 Proposition

| .
Vai .3;5 Vi €I et Vy;il-
-1 -1 1 -

o 1,1

ax u max pr(l—'y) RS max pr (5) < max F (5)
-1
F | =
px( 1Y) = v xep(a) *€D(a) x€D(e%)

xﬁD(el) ’

résulte des hypothé&ses et D(e]) C D(a) C D(e])
_ 2
. le ler membre de gauche est le modéle P2 avec le domaine

de la solution "prudente

. le 2e membre est le modéle P2 avec a, »1 ¥i €1
2

. dans le cas ol F;;(%) = E(p)x, le 3e membre est le modé&le "E"
-1

. 8i pr (%) = E(p)x et D(el) = {x€K]/E(Ai)x § E(bi)ViGI}

2

’.

(cas de Lois Normales) on retrouve le modé&le solution
"espérance mathématique'" pour le 4e membre.

On fait des hypothéses communes aux modéles P] et P2 :

1 P est un vecteur Gaussien de moyenne p et de matrice de
covariance V définie positive pour x fix&, px est donc

distribué suivant la loi Normale N(px,xVx)

2 Da convexe et l'on supposera que O ¢ Da' Ceci n'est

pas une forte restriction puisque
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X = 0 siy=1 et ug o x = 0o trivialement optimal pour Pl

s8iy=o0o et u > o x = o non optimal

De ces hypothéses on obtient

X - px u - px

<
(xVx)]]2 (xVx)]/2

(o
'Y:l-N..__._.___
(xVx)‘/2

od N(.) désigne la fonction de répartition de la loi Normale centrée
réduite N(0,1)

or

u - Sx
1 - N ?_—_-TTT_ = N
xVx)

propriété de N(.)

d'oi

Le modéle PI

N(.) étant non décroissante le programme P] est équivalent au

programme P;

Nof

max (px - u)(xVx)
x68D
)

/2

or (xVx)] fonction convexe différente de 0O, Beream [2.6] et

Mangasarian [2.35) montrent alors que

. 81 px - u £0 la fonction économique est strictement quasi-
convexe donc en particulier quasi-convexe. Par conséquent
si'Da polyé&dre convexe borné, 1l'optimum est atteint en un

sommet.
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. 81 px - u > o la fonction €conomique est strictement
quasi-concave ce qui implique que tout maximum local

est un maximum global strict.

On peut remarquer que

.\
si u = u, = max {px / x € Da} la valeur optimale de P'l est O
ce qui donne y = 0,5
d'ol
u &£ uy ==>y 3 0.5 du fait de la monotonicité de N{(.)
1'étude de P, permettra d'approfondir ce lien entre u et y et nous

2
donnera une fagon de résoudre P{ basée sur la résolution d'un

pProgramme Pé.

'

1 grace au programme

Dragomirescu [2.20] propose la résolution de P

quadratique paramétré par X > o

- 1
P - = xV
A max AipX > xVx
x€D
a

la fonction 8conomique est strictement concave et en supposant
Da polyédre convexe borné, la ré€solution de PA par 1'algorithme
de programmation quadratique de Wolfe donne une solution x(A)

optimale unique.

L'auteur montre que :

N —

A% maximise A(A) = (px(A) = u) (x(1) Vx(1))
< s > x %X

x* = x(\%) solution

optimale

de P'
1

* le modéle PZ

— e G o —— . ——

On a vu que y = P(px >»u) = N 25—:—21/2

(xVx)
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désignons par qY le quantile d'ordre y de la loi Normale

2
1 u
N(0,1) i.e N(q ) = — Y (exp = —— ) du = y
Y /7T 2
d'od
PX - u
N | —— | = e
(xVx)‘ 2 Y

on en déduilt

u = Ex - qy(xVx)]/2

Le programme P2West donc 8quivalent i

1 g - ]/2
P2 max px qY(xVx)

x€D
o

On peut remarquer que la fonction

; - 1/2 .
F(qya max{px qY(xVx) /xGDax fixel

est une fonction strictement monotone décroissante de qY (donc de YY)

- 1/2 :
< qY > max{px qY (xVx) /x € Da}

puisque Yi<Y2 s > qY
: 2

1 2

px* - q Groa) 112 < par - g erua) 2 ¢ maxtx - g (v /2
2 1 1

¥

On en déduit que

Yy >, 0.5 P' a une valeur optimale finie puisque
2

/

5 _ : v
/x € Da} < u, = max {px / x € Da} (ql = 0)

2

~ - l
] max {px qY(xVx) M

en oufre la fonction économique est concave puisque- qY > 0 et

(xVx)E fonction cenvexe ; le programme Pé pourra €tre résolu par

‘les algorithmes de programmation non linéaire ou quadratique.

/xGDa

}
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Les modéles P] et P2 sont trés liés : pour un méme domaine

et 1'on peut montrer que

> . <] <
Da on a vu»y » 0.5 U S uy

1 Chaque y fixé de P2 est solution optimale de Pl avec u = 1

solution optimale de P2

2 Chaque u fixé de Pl est solution optimale de P2 avec
vy = ¥ solution optimale de P]
En effet
1 vy fixé G solution optimale de P2 = >
~ - 1/-2
i > px qY(xVx) Vx € D, 5x - @
=—> q 3 ——y73 ¥x €D =>
Y (xVx)l 2 a

xVx > o ¥x € Da

Yy solution optimale de P] avec u = @

2 u fixé ¥ solution optimale de P1 = >

1
4 »(px - u) (xVx) 2 Vx € D 1

===> u > px - q?(xVX)]
xVx > o V¥Vx € D ¥x € D =>
o o

u solution optimale de P2 avec y = ¥

Par conséquent pour résoudre P, Lemarie [2.34] Carton [2.8]
proposent de chercher par dichotomie la valeur de qY (d'ol v)

telle que G soit &gale & la valeur fixée u du modéle P,.

RESOLUTIONS DE Pé PROPOSEES

Ces résolutions utilisent les algorithmes de programmation quadra-
tique. On suppose donc Da polyédre convexe fermé.
(C'est le cas notamment de D = {x € K, / Aix < bf Vi € I}
* = -
avec b¥ max {ti / Fbi(ti) < ai})

et vy>0.5 (qY > 0)
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Kataoka [2.31] propose de résoudre le programme semi- quadratique
P' par utilisation du programme quadratique paramétré par R > O
2

- q
Pp max {px - —L xvx / x € D_}
2R *

or

> 0.5 > 0
Y (qY )

la fonction économique est strictement concave et PR admet une

solution optimale unique iR.

On montre alors 3 l'aide des relations de Kuhn et Tucker que ﬁR

solution optimale de PR telle

: -~ . » i '
R R Cm===o> Xp solution optimale de P2 .
Sengupta [2.51], [6] applique cette méthode & un probléme d'agricul-
ture 34 5 variables et 5 contraintes (|I| = |3 = 5)
Geoffrion [2.23] [2.24] applique une méthode "bi-critdres" en

utilisant le programme quadratique paramétré par A € [0,1]

P, max {xpx - (1 = X)) xVx / x € D}

Soit x*()\) la solution optimale de P. on cherche - alors A¥*¥  tel

A
que la fonction
= px¥ - *y gk
ACX) PX} qY(xAVxA)
atteint son maximum sur [0,1] en A* : (on commencera avec = 1 i.e
x*¥(1) solution du programme "E" : px*(1) = uy et on fait décroftre) )
* = LS i 1 ',
alors x X (A%) solution optimale de P2

On peut remarquer que cette méthode peut s'appliquer pour résoudre

P{ en supposant Ex > u Yu ¢ uM(la fonction .€conomique de P; est alors

strictement quasi-concave) et rejoint celle de Dragomirescu [2,20]
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3.3.4 Autres Reégles de décision

3.3.4.1

Jusqu'a présent on s'était fixé a ouf pour définir
1'admissibilité d'une décision. Une autre conception est de
considérer a. ou B comme des paramétres de ]O,1!] et de chercher
une solution (%,8) (ou (%,B)) au programme stochastique en raison-

nant sur la fiabilité du systéme (Sengupta [2.50] [6] [71[2.501])

Da édtait défin% par {x e I(l / gi(x,o) 3 o ¥i € I} , on.propose

alors R(x) = Ho.gi(x,o)'comme mesure de fiabilité du systéme.
i=]

Cette définition est basée sur 1'&@quivalence : le systéme des

contraintes est fiable <=m==>

1 Chaque contrainte est satisfaite au niveau a,

2 1 >, max g.(x,0) 3 min g.,(x,0) 2 R(x) > o
i . i
ie1: i€l
x6K]
x€K

1

Dans le cas du modé&le "E" par exemple, on prendra pour objectif celui
de maximiser E(p)x et la fiabilité du systéme i.e on prendre pour
décision optimale celle qui maximise une pondération entre E(p)x

et log R(x).

Le programme 3 résoudre sera :

n . m
max w, z E(pJ)x. + v, $© log g.(x,0)
j=1 J i=1 !

gi(x,o) > @, Vi € I

2 poids positifs donnés.




or
m m
o o
x € Da == > R(x) = I gi(x,o);‘n a,
i=1 1=1
On peut donc définir une fonction utilité
‘ m
n i o
U(x,a) = wljil E(p )xj v, iil log a.

et le programme est équivalent &

max U(x,a)
x€D, o<a.gl ¥i € I
i
APPLICATIONS

1 Si (Ai’bi) et (Ah’bh) mutuallement indépendantes
Vi € I ¥h € I h == i

m
)
X €D =me=> g(x,0) = FAx _ b(o) = 'H gi(x,o) > B
8 i=1
le programme s'écrira
n .
max U(x,B8) =w] L E(pJ)x_j + v, log B8
m ng
$° log gi(x,o) > log B
i=1
L. x € K] 0 < B & 1
2 On peut appliquer cette méthode pour les modéles "V'" et

"P" en remplagant I E(pJ)xj par la fonction &conomique

de ces modéles j=1

3 Dans le cas oii A fixée et b seul aléatoire, on aura
m,
R(x) =izfl - Fbi(Aix)]
4 Sengupta [6] applique cette théorie pour un probléme

de production et de main d'oeuvre dans une entreprise

de peinture.
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On a proposé, jusqu'3d présent des décisions choisies
avant connaissance d'aucune valeur prise par les variables aléatcires

Elles sont appelées dans la littérature "décisions d'ordre zéro".

Mais si certaines des composantes aléatoires de (A,b,p) peuvent
étre observées avant que certaines composantes de x doivent &tre
spécifiées, on peut chercher une décision x de la forme ¢ (A,b,p)
plutd6t que de préciser tous les é€léments de x directement (en

général ¢ est une forme linéaire).

Charnes et Cooper [2.9], [2.11] ont supposé A fixée et

K] réduit a {x € R® / x 3 o}. Ils. ont alors cherché des décisions

de 1la forme x = Cb avec C matrice 3 déterminer.

d'ou
. v e o« _ . ”
P(Aix < bi) > oy Vi € I s'écrit P(AiCb bi < 0) 3 a; Vi e 1

On suppose alors AiCb -bi distribué suivant la loi Normale ¥i € I

D = x € K x = Cb Y - A.CHM q [E 1) - A.CB }
o] { / ’ b. i € Q. ( i 1 )

¥vi € I}
1 1 -

ol q quantile d'ordre oy de la loi N(0,1)

= E(b);6 =b -~ "variable centrée

Hp “b

. 1 . .
Puisque souvent on prend o > 3 (qa > o) on peut 1ntrodulre de

nouvelles variables v, Vi € I telles que

>

2]1/2 o

ubi ; SN PR qai [E(Bi - AiCB)

et écrire Da sous la forme
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2 2 2 2 2 ’
D = (C:V) / ui(c) - Vi > 0, qa. Ui(c) = qa oi(c) + vi >/0
1

v, 30, Viel i
52(C) = E(A.Cb - b.)2;5u.(C) = (u, = A,Cu>)
i i i’ i bi BT
On peut alors considérer les trois modéles précédents.
Par exemple pour le modéle "E"

E(px) = E(pCb) = E(p) C E(b) ol b et p supposés non corrélés

le programme du modéle "E" s'écrit donc

max c ol = E
Mo Hy Y5 (p)
(C,v) € Da

qui est un programme convexe.
Des formules smblables se retrouvent pour les mod&les "V", "P".

Commes application, notons que Charnes et Cooper ont cherché

cette forme de décision pour un probléme de raffinerie.

3.4 Décisions séquentielles [2.16]1 [2.17]1 [2.18] [2.30] [2.331

On considére leprobléme de décision pour N périodes mais

en respectant la régle suivante :

N

k o
La décisi X la kK™ o ; a issance
a cision X pour 1la ériode est prise aprés connal c
L k-1 N . )
des décisions antérieures X ,X ,...,X et aprés avoir observé
. - . éme . . P
les variables aléatoires des (k = 1) périodes précédentes

mais avant de connaftre les valeurs prises par les variables aléa-
toires de 1'époque k, les réalisations des variables aléatoires
et les décisions des périodes k + 1 a N.

C'est la répétition du schéma i.e

Décision - Réalisation - Décision - Réalisation .......
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1
oli X est une décision d'ordre O,

Envisageons le modéle "E". Le probléme s'é@crit :
- ] 2 N
max E(éx + %x + ... + gx)
111 : : '
P(A;X & b)) % o)
211 222 2 2
311 322 333

N1l N22 NN-IN-1 NNN N N
P(Alx + Aix + e + Ai X + A.X & bi) 3 a,
k
X >0 k =1 Ni=1, L 1 = ] N
1,k :
A 1 > k matrice my x nk fixées
b1 matrice m, X 1 b% variables aléatoires de
distribution connue i = l...m
k . k . 2 .
P matrice 1 x n, pj variables aléatoires de
distribution connue j = 1..
k v .
X matrice n x 1
k
1 . 1 .
a matrice m, X 1 tel que o @, 11 = oMy

"1 = 1...N

Dégignons par

Fl(.) 1a distribution commune de (bl,bz,...,bl,p],...,pl—])

fl(.) la distribution conditionnelle de b1 étant donné
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2 1-1 1 _2

1 . . .
G'(.) la distribution commune de (bl,b N sP

Par définition ; pour tout ensemble mesurable K

dFl () ) d&( )
. J[()

on peut alors définir a tel que

\ -1 -zl
[ dF}Q.) \< 1 - &i <===>I dFi (-) 5 1 (li
K K

1 =1
(F, .3, F,

(.) désignant les fonctions de répartitions marginales)

et par conséquent les contraintes peuvent s'écrire
=1 . k -1
F. ( z A. X) \< 1 - a. 1= ]oocNi= ]Q.lm
i i 1 1
k=1
or ceci est équivalent a
1 1k k _1-1 -1
I A XEF, (I ~a,)1=1....1=1...m
1 1 1
k=1
-I_l
ol Fi (1 - a. ) = max {y/F (y) ¢t - a } supposé bien définie,
¥i et ¥1 (dans le cgs F ( ) dlstrlbutlon Normale on supposera
-1 . = 1
ay =f= ] sinon Fi (1 ai) )
Le domaine déterministe est donc défini par les contraintes
(1 1k k. _, -1 -1
r A X Fi (1 - a. )
k=1
ko 1 =1 N ; = ] ; k g1
x o - L I Y 'Y 1 ...ml ’ ~
Remarques
1 vi > 2 51 difficile 3 déterminer (détermination de
1 .

F (.) et 6l .
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2 &‘ = a] car Fl(.) = Fl(.) (X1 décision d'ordre 0)

3 si El = |} VI on retrouve le probléme 3 N étages
(ch.3) ce qui nous permet de déduire que le probléme 3
N étages n'a pas de solutions pour les distributions

telles que fl (0) = -» (cas de la loi Normale)

Nk N Tk
E( I pX) = I p X dF(.)
k=1 k=1 -
~ P . P P i N 1
ol F(.) désigne la fonction de répartition de (b ,...,b ,p ,...,P
k 1 k-1 1 k-1 1 k-1
Or X fonction de X,...,X et de (b ,...,b ,p s.eee,p )
d'ol
+ o . K +wk K 4+ _ .
P X dF(.) = P X ( dF(.)) dG(.)
- - \
e N
= p X dG(.)
oli F(.) est la fonction de distribution de (bk,...,bN,pk+],...,pN
conditionnée par (b],...,bk-l,pl,...,pk)
G(.) est la fonction de la distribution commune de (bl,...,bk-l,.
i
sP
d'od
n ‘kk N *e Kk k -
E( I pX) = I ‘ P X dG(.)
k=1 k=1 -®

La forme du programme est donc trés compliquée, néanmoins donnons

le théoréme le plus important
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k
La décision optimale X est une fonction £inZadirne par morceaux

=7 - T
de F (1 - ak) et de X’,Xz,...,k I

P . . 1 . s s
On en déduit en particulier que X est une fonction lin&aire par

morceaux de F-l(l - a]) pour les cas précédemment étudiés.

Des formules semblables (faisant intervenir les distributions condi-
tionnelles) peuvent €tre obtenuespar le modéle P

(Kaplan et Soden [2.30]

CONCLUSION

Le principe "décision-réalisation" implique le choix
d'un programme déterministe, généralement non linéaire, qui permet

grice aux algorithmes connus, d'exhiber des solutions au programme

stochastique posé.

L'attitude "Programmes sous risques" se révéle la plus
réaliste face 3 la nature probabiliste du probléme : les coeffi~-
cients &tant affectés d'aléas, il est naturel de prendre un risque
de ne pas obtenir certaines valeurs.

Néanmoins elle nécessite l1'hypothése de lois de Probabilité con~
tinues pour déterminer des dé&finitions équivalentes déterministes des
domainés de solutions admissibles, et bien souvent Normales pour
établir la convexité ou une version quadratique de la fonction &co-
nomique. Mais, comme en pratique, on conclut généralement & des Lois
Normales, on peut préférer cette attitude pour proposer des solutions
4 un programme stochastique.

Nous 1'adopterons pour la résolution de problémes concré&ts (ch. 4).




CHapPpI1TRE III

" DECISION-REALISATION-DECISION" *
ou

" TWO-STAGE PROGRAMMING PROBLEMS”
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INTRODUCTION

On connailt les lois de probabilité des composantes de (A,b,p)
mais aussi des informations sur les possibilités d'adaptation 3 la
situation postérieum d3 la réalisation de l'aléatoire (par exemple :

colits de violation des contraintes).

. On choisit de décomposer la décision en suivant le schéma
"décision x - Réalisation de 1'aléatoire - Decision y" qui
caractérise cette attitude, introduite par Dantzig [3.6] et

Madansky [3.16], de "programmes 3 2 &tages" ou "programmes avec

recours'. -

La décision corrective y seradéterminée par la résolution
d'un programme mathématique bien défini, puisqu'elle intervient a
posteriori. Par contre, le choix de x devient le probléme de cette
conception d'un programme stochastique.

3.1 Cas du recours fixe’

On connalt une matrice q(l x no) dont les composantes

u ., . - .

q (u = 1,...no) sont les penalités du mode d'adaptation & la situa-
tion 3 posteriori et on impose aux décisions d'€tre liées par la
relation Ax + My < b pour toute réalisation de (A,b) avec M matrice

fixée (m x n ).
[o) o
"= L4 (1}

ler &tage choix de la décision "3 priori" x

Cette décision doit en particulier aussurer la possibilité de prendre

Y >» o telle que Ax + My & b pour toute réalisation de (A,b) et vérifier

les contraintes fixes Dx g d
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2e étage Choix de la décision "a posteriori” y

(A,b) est connu, x fixé, on décidera y en désirant s'adapter 3
la situation de la meilleure fagon possible i.e y solution opti-

male du programme déterministe, oli toutes les données sont connues

maximiser qy
My ¢ b - Ax
y ¥ o

3.1.1 Admissibilité d'une décision x

Désignons par

m n
r={ctemr®°/ ¢t > My, ¥y >0, vy € R %

m

a . L P o
P est un cOne convexe pointé fermé de R

Definition

-

Une décision x est dite admissible 84 et seulement 44
x appartient a L'intensection K, supposée non vide, de K, et

K, ={x €R] /P Ib-Ax) €r] = 1)

=

Walkup et Wets [3.33], [3.37], [3.44] montrent que cette formulation
probabilista de K2 est encore &quivalente i
K, = K, (4,b)

(A,b)€U, o

n
KZ(A’b) = {x.€ R0 / b - Ax € T,(A,b) € UA b} et U

»

support de la loi de (A,b) qui est le plus petit sous ensemble

fermé de mesure 1.
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K2 est dit polyédre des contraintes induites sur x (on s'assure

que le domaine des solutions réalisables du second étage sera

non vide)

Remargue :

La détermination de K, est "délicate" sauf cas particuliers

2

M matrice carréemréguliére (inversible)

alors T = {t €eR ° / M
1

t > o} cBne convexe engendré
par les colonnes de M

et K {x € Ri / M lax « M 'b)

2 (AYL) €U, .

Si M matrice identité on retrouve

K = {x € K] / Ax < b,¥(A,b) & U }

Asb

polyédre obtenu dans la conception "solution prudente".

la relation liant x et y est en &galité et les corrections

sont proportionnelles aux écarts et aux signes.

+ -

y -y =Db - Ax

y+ = sup(b - Ax ; 0) cas d'un excédent de b sur Ax

y— = sup(o,-(b-Ax)) cas d'un déficit de b sur Ax
alors

K, = {x € R} /4y 5 01y 3 0y’ -y =b-ax, V(4,b)

€ UA,b}
_ pon

donc K2 = R+
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3.1.2 Optimalité d'une décision [3.3] [3.14] [3.29] [3.37]
[3.38]1 [3.39]1 [3.44]

1 Chaque optimum du programme du second &tage pour chaque
réalisation de (A,b) choisi dans UA b et x fixé& dans
’ -
KZ(A,b) est une valeur de 1la fonction

Q(x,(A,b)) = max {qy / My « b - Ax, y > o}

2 On montre que pour tout x fixé&, (A,b) couple aléatoire,
la fonction Q(x,(A,b)) = Q(x,.) o (A,b) est une variable

aléatoire & valeum dans R.

La fonction px + Q(x,(A,b)) est donc une variable aléatoire

réelle dont on peut utiliser la valeur moyenne i.e
Elpx + Q(x,(A,b))] = px + E,  [Q(x,(A,b))]
qui est une fonction de X sur K2 (5 désigne Ep(p) < w)

3 On définit "meilleure décision &8 priori" celle qui
maximise

px + E [Q(x,(A,b))] sur K

A b 1

Remargues :

1 Par utiiisation de 1l'espérance mathématique, on a donc
envisagé toutes les situations possibles du deuxiéme é&tage
et 1'on maximise la valeur moyenne de px pénalisée par
la moyenne des corrections optimales. La variable y intro-
duite artificiellement n'intervient que pour fournir

une valeur moyenne pour la décision de x.

2 La définition de 1l'optimalité de x s'accompagne d'un
probléme probabiliste : détermination de la loi deé proba-
bilit& de la variable alé&atoire Q(x,(A,b)) ou le calcul de

son espérance mathématique 3 partir des lois de A et b.

¢
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On retrouve le probléme exposé& un Chapitre | puisque
Q(x,(A,b) est de la méme forme que Z(b) avec (y,q,M,b - Ax)

jouant le rdle de (x,p,A,b) respectivement.

3.1.3 Proposition

V(A,b) €U Q(.,(A,b)) est une fonction concave

A>b?
polyédrique (affine par morceaux) de x

¥(A,b) € O ¥Vx € KZ(A,b) Q(x,(A,b)) > -=

A,b
d'aprés la définition de K2(A,b)

. o
solent y et ; deux e-sup

o) o

ay » Q(x,(A,b)) - ¢,

1 1

Vi € [0,1]

yA = Ag + (1 - yl est réalisable (Myk < b - A&)

< = A% 4 (r =% x| ) yA > 0

A o] : 1 A o] 1 '
qy” = Aqy + (1 =A) qy ==> qy~ > AQ(x,(A,b)) + (1 - 1) Q(x,(A,b))-¢
) m— >
avec £ = Ae] + (1 - )\)e2 yx pas nécessairement optimal
A 1

Q(x,(A,b)) > AQ(%,(A,b)) + (1 = 1) Q(x,(A,b))
Cette proposition permet de déduire que

px + E, ,[a(x,(4,b))]
est une fonction concave de x sur K puisque combinaison linéaire
de fonctions concaves. Par conséquent, le programme déterministe
défini dans 1'optimalité du choix de X est un programme convexe.
Si U est borné (donc compact) avec pour borne inférieure (A+,b-)

A,b
et pour borne supérieure (A ,b+), le signe + (respectivement =)
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indiquant les bornes supérieures (inf) de toutes les composantes,
Les définitions d'admissibilité et d'optimalité nous permettent

d'énoncer

3.1.4 Proposition

. + - -+ P
| Si Ky(A",b7) (Y Ky == @ et K, (A ,b") 0 K, borné
Alors le programme stochastique admet un optimum fini dans 1la

'

conception "programmes avec recours"

En effet

+ - -+
V(A,b) €U, K,(A",b7) € K,(A,b) C K, (A ,b") ==>

Q(x, (A% 7)) ¢ Q(x,(A,b)) & Q(x,(a7,b%))

i

+ - - + - ammenas
Ry,(A",p ) N K+ 6 => px + Q(x,(a",b7)) > - 7
- 4+ . - - 4
KZ(A ,b ) N K] borné ===> px + Q(x,(A ,b )) < 4
- < px + EA,b [Q(x,(A,b))] < + =
3.1.4% Proposition
Si px + E ‘[Q(x,(A,b))] est bornée sur K alors cette

: A,b
fonction est lipschitzienne sur K

Démonstration : Wets [3.44]

Cette maximisation en moyenne garde son sens d'optimalité

que 8i la variable al&atoire px + Q(x,(A,b)) ¥x € K, est faiblement

1
dispersée autour de sa moyenne. Dans le cas contraire nous propo-

sons une correction 3 la fonction &conomique du programme en

écrivant

Elpx + Q(x,(A,b))] - AD(x)

oi A paramétre >» o et D(x) = [Varlpx + Q(x,(A,b))]]‘/2
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Supposons p indépendant de (A,b) d'ol

n .
D(x) =[ £ (Var pJ)x§ + Var [Q(x,(A,b))]]
5=1

1/2

pour déterminer Var Q(x,(A,b)) on met le programme du recours

sous forme canonique

N N
max qy
v,
My = b - Ax
y »o

par adjonction &ventuelle de variables d'écarts.

(M,U) ¢ = (q,0)
(y,écarts)

Tl < <3
]

soit I une base optimale réalisable Q(x,(A,b)) = q (M ) (b - Ax)

-~

d'od

it M) b - ax) - BT T o - axy 1T

Var Q(x,(A,b))

vI AT 1

(gt mH oo - ax) - EGEMH T - ax) 1)
v NI -1 T ~vIoaI, -1
= (¢ (M7) )" W (g (M) )
avec W matrice de variance covariance du vecteur b - Ax, i.e

du terme général
i g - - - T - - - A
Wi E[[(bi : Aix) E(bi Aix)] [(bj ij) E(bj jx)]]

i . s o s
or Wi s'écrit déja

i 2 j 2 . &0 i Ak, x.x
wh = f (var Ad) x7 + Vvar b, + I I cov(Al,AT) *j%k
i ; . i i i . i i
j=1 k=13j=1
k#j

n .
- ]
2 i cov(Ai,bi) xj
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L'expression de D(x) parait donc difficile a3 utiliser mais
néanmoins dans le cas ol ¥j € J, ¥i € I Ai,pJ et b, sont
toutes indépendantes, alors W est diagonale et les termes de

covariance disparaissent.

En particulier si A est fixée et b composé de variables aléatoires
indépendantes alors W diagonale et W; = Var bi' Dans ce cas
. n . 2 J
D(x) = [z (Var pd) xj + c1?
j=1 '

avec C constante. Si en outre p est fixe alors D(x) = constante

et est un coefficient correctif.

Dans le méme esprit, Dempster [3.8] propose de pondérer px

par la fonction
2
E, .[k(b - Ax) - [lc(b - Ax)]|]|“]
A,b
(k(1 x mo), G(n x mo) matrices fixées et ||.|| norme enclidienne).

L'auteur énonce le résultat suivant, que Sachan [3.25] a illustré

d'exemples.

3.1.5 Proposition

On suppose que les covariances de b et A existent
et sont finies. Une condition suffisante pour obtenir un optimum

finli est :

Ju € R" [lu]l] ¢ ||6AX|]| tel que E A(p - k&) ¥ EA(uGA)
P> :

—
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la fonction &€conomique s'écrit

E, a{p - kA)x + kE (b) + 2 E (beTcAx) - E mAs||2 - EbHGb]|2

P A,b J

[lull & Ileax|| ==> |ueAx| ¢ ||eax||? ==> E,(ucAx) - E,|loax||? ¢ o

E 34

2 T T.,
Vx >o Ep’A(p kA)x - EAlchxll + 2EA,b(bG GAx) < 2 EA’b(bG GAx)

7

EA,b<bcTch)\< el 12 ecivl11alD]1x]] —
1 1
Inégalité de Schwartz ===> E(||b]{]]al]) <(Ellb!|2)7‘(E|]A||2)5 <@

px + E, b[k(b - Ax) - ||e( - Ax)"zl < © ¥x » o donc sur K,
H]

Dans le cas géméral du recours fixe, on peut relever deux
difficultés majeures qui sont les déterminations de K2 et de

EA,b[Q(x(A,b))].
Dans la littérature, on s'est donc plus particuliérement
intéressé au cas susceptible d'applications, celui ol seul b est

composé de variables aléatoires. (A fixéa)

3.2 Seul b est aléatoire

On peut alors considérer le cas général des programmes
non linéaires stochastiques : décider x qui maximise &(x)

sous g(x) < b

x € Kl

o~ n
ol ¢ : R > R concave

n Mo . ]
g : R R g; convexe i = J...mo
™
b vecteur aléatoire 34 valeums dans W € R
m
0 -

W= o Jr,t. [ (r; €R, t, €R)

i=1
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Les résultats présentés pour le cas non linéaire [3.4] [3.5] [3.19]
[3.24] [3.30] [3.34] s'appliquent au cas linéairel[3.3] [3.6] [3.10]
[3.16] [(3.38] [3.39] [3.43] en faisant

$(x) = px gi(x) = Ax i=1l...m

On impose aux décisions x et y d'@tre liées par la relation

g(x) + h(x) ¢ b Vb € W et que la fonction de pénalité est Yy (y).

n
v ¢ R ° > R _concave
n m
h :R°>mr?® hi convexes 1 = 1...m0
(pour le cas linéaire y(y) = qy hi(Y) = Miy)

3.2.1 Admissibilité d'une décision

Le domaine des contraintes induites se définit ici par :
0 0 n "o
B, = oy Kp®) = &b ix e /3y eR %y > o0, g(x) +h(y) ¢b, b €W
K2 est donc convexe puisque intersection de convexes.

On en déduit le domaine des décisions admissibles K = K, 0 K,

supposé non vide. Ce domaine est en outre convexe,

3.2.2 Optimalité d'une décisdon

On raisonne comme précédemment

Appelons y(x,b) la fonction max {y(y) / h(y) ¢ b - g(x), y > o}

3.2.2.1 Proposition

[Y(x,.) : W>R fonction concave de b
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o ,
notons C: = {y € R,°/ h(y) ¢b - g(x), b €W, x € Ky(b)]}

© ¢ W, ¥b! € W soit x € xz(b°)(\ Kz(bl) o~ O

yO et y deux e-sup

¥b

v(y%) » y(x,b°%) - €
R RIS

va € [0,1] |
> {W(AY°+(l-A)y’)/y°ec*o,y]ec:]} » Ay (x,b)+(1-2)y (x,b" )¢
¥ concave b

méx{W(ky°+(I-A%y')/yOGCxo,y'
b

L
ec:1};{w(xy°+(1-x)y'/y°€cxo,y ecq)

4
b b
v° € cxo y! e ¢ |
b = > )\yo + (l ")\) yl € Cx o . i
Ab- 4+ (1 -A)Db
h, convexes 1 = 1l,...m
i o

—==> max {y(z)/z€C*

o } zmax{v(ry® +(1 —A)yb/y°ecxo,y1€cxl}
A+ (1-2)b b b

1

y(x,Ab% + (1 - b 5 Ay(x,b°%) + (1 = ) v (x,b')

On en déduit puisque W est ouvert, que vy(x,,) est continue sur W.
Or b v.a.r. ==> y(x,b) = y(x,.) ob variable aléatoire réelle.
On peut donc envisager Eb[y(x,b)] que 1'on supposera finie.

Eb[y(x,b)] est donc une fonction de x sur K,.

On définit "meilleure" décision "3 priori" la solution optimale du

programme non linéaire déterministe

max ¢(x) + Eb[y(x,b)]
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3.2.2.2 Proposition

[1(-,b) : Kz(b) + R fonction concave de x.

b fixé dans W. Soient x° € K,(b) et x! € K, (b)

v et y] 2 e-sup Y\ € [O’U

o B
1 Ax +(1.l)x =e=> en raisonnant

yCecrX y ec =>2y%+ 1=y € ¢

h; et g, convexes i=1...

s 2 . . - 1 -
comme précédemment (on fait jouer 3 xo et X le rdole de b% et b])

on a

Ay (x%,b) + (1 - My x',b) « v(Ax® +(1 - Mx',b)

On en déduit que E[y(x,b)] est une fonction concave de x sur K2

et par conséquent le programme P est convexe.

3.2.3 Résultat fondamental

Posons . G(x,b) = ¢(x) + v(x,b)
. b = E(b) < =

X_ solution optimale de max G(x,b)
b x€K

— 1

On a les inégalités suivantes

E[G(;_,b)] € max E[G(x,b)) ¢ Elmax G(x,b)] ¢ max G(x,b)

b xeKl xGKl xeKI

- - —— - -

E[G(x,b)] étant une fonction de x, la 167€ inégalité

résulte de x fixé a ;_ € K, dans le membre de gauche. Cette inégalité

1
signifie que 1'optimug du programme P est supérieur ou égal 3 la
moyenne de ceux obtenus en remplagant x par x .

b

. G(x,b) & max G(x,b) ====> E[G(x,b)] g Elmax G(x,b)] ===>
x€Kl , x€K]
max E[G(x,b)] ¢ Elmax G(x,b)]

x€Kl xGKI
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Le premier membre donne l'optimum du programme P .

On peut interpréter le second membre comme la moyenne des optimums

obtenus si on attendait les réalisations de b.

. Puisque max G(x;b) est une fonction comcave de b, grace

x€Kl
2 1'inégalité de Jensen on déduit E [ max G(x,b)] ¢ max G(x,E(b))
x€K x€K
1 1
Conséquences
1 Si . ;_ existe et appartient & K

b

. E[G(.,b)):K>R différentiable en x_
. b

. % solution optimale de P existe

Alors

o ¢ (max E[G(x,b)]) - (E[@x_,bAxs (% - %) WELG(x_,b)]

x€K] b b b
Ceci résulte de la concavité de E[G(.,b)] et de la définition de §_
b
2 Avriel et Williams [3-1] définissent la valeur esperée d'un
d'une parfaite information (E.V.P.I) par
E.V.P.I = E |max G(x,b)] - max E[G(x,b)]
' x€K x€K
1 i
le résultat fondamental permet de bormer E.V.P.I par
o £ E.V.P.I & max G(x,b) - max EI[G(x,b)]
x€K x€K
1 1
Remarques :
1 Pour le cas linéaire, on retrouve les inégalités de
Madansky [3.16] origines du résultat fondamental.
2 L'étude d'un programme stochastique ol seule la fonction

économique est aléatoire se méne de fagon analogue par

passage au dual.
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3.2.4 Solution "Maximin"

On utilise la plus petite valeur réalisable de b rendant

possible le recours. D'aprés la relation d'ordre partiel '"g"

(relation sur chaque composante) on a

we ewWw v'ew b° & bl > K, (%) ¢ Kz(b')

S%pposons u le support de F_(.) (plus petit sous ensemble fermé& de

b’
R ° de mesure 1 tel que U

b

b Cwoc RP°) ; sous ensemble borné donc

compact. Alors il existe un plus petit parallélépipéde

{b / -» < bm €« b b <o} inclus dans W et contenant U

M b

On appelle solution "maximin" la solution optimale du programme
max G(x,b )
x€K m
1 .
1 ~
Or ¥b € Ub KZ(bm) c KZ(b) d'ou

max G(x,bm) < max E G(x,b) & max G(x,E(b))
x€Kl :ECK1 x€K]
ce qui permet d'encadrer l'optimum du programme P par les optimums

de 2 programmes déterministes.

3.2.5 Programmes particuliers.

3.2.5.1 b variable aléatoire discreéte

bP a un nombre fini k de réalisations b1 telles que
e = 51y = ol ko1
(b =b") =06 1=1.,..k et I O =1
1=1
k 1 1 k 1 1
d'od Ely(x,b)] = 1 PIy(x,b) = y(x,b )Iy(x,b) = I 0 y(x,b")
1=1 1=1

le programme déterministe P s'écrit donc
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Par passage au dual on peut envisager la résolution par des algo-

rithmes de décomposition en supposant k,n,no petits.

3.2.5.2 Le recours "&lémentaire"

Trés @&tudié par Wets [3.40] et Williams [3.47]
[3.48] [3.49]

. . + -
La relation liant x et y esty =~y =Db - Ax
+ - + -
y o y %0 yy =o0
dans ce cas Kz(b) = m& ce qui implique que tout x satisfaisant les

contraintes fixes est dit réalisable pour le programme déterministe
P.
En partitionnant q en (q+,q-) le programme d'adaptation du second
étage s'écrit max q+y+ +qvy
y -y =Db ~ Ax

)

y > o0 x et b fixés,
Ce programme sera réalisable si et seulement si son dual :

min u(x,b) b - Ax

u(x,b) [1,-1]1 3 (q+,q_) l1'est aussi, 1i.e q* < u(x,b) ¢ q_

~ ., s P . + - v
d'ol la condition supplémentaire : q + q = q g O

Soit Fb(.) la fonction de répartition de b et Fb (.) les fonctions

~ .. . i
de répartition marginales.

On a

A.x m
m0 + 1 0
E[y(x?b)] = i [ q; (bi - Aix)]de.(.) - E

A.x ! ’ 1 r—CO i
1 .

| [qi(bi - Aix)]dei(.)

On peut changer l'ordre d'intégration et de sommation
+ o A, x
i

+ -
° q; (b,-A,x) dF, () - ° 4 (b.-A,x) dF, (.)
1 x i i=1 - i

i

Ely(x,b)] =
i

W ~g
"~ g
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Par conséquent seules les lois marginales interviennent et on fera

l'hypothése que sur tout intervalle fini, ¥i F, (.) a un nombre fini

b
de discontinuités, ce qui permet 1'intégration %ar parties.

d'od Ajx

m
- o + - v
Ely{(x,b)] = = [qi (E(bi) Aix) + q; Fb.(') dti]

i=1 i
-0

DU . . "
On vérifie que E[y(x,b)] est une fonction concave puisque q; 0

et Fb (.) est une fonction monotone non décroissante donc
i

NIF (.) dt
q; p. ¢ i concave.

On en déduit que le programme P

- Aix )
max px + $° [qT(E(b.) - A.Xx) + a. F. (.)dt.]
. 1 i i 1 b. i
x€K] i=1 o i

est convexe avec la particularité que dans la fonction E€conomique
seules les lois marginales interviennent. On dira que P est un pro-

gramme convexe séparable.

L'avantage du recours élémentaire est que lorsque les distributions
marginales sont continues, le gradient de la .fonction &conomique est
aisément calculable puisque
3 ‘ Aix
——— [ q;(E(b,) - A.x) + q F, (.)dt,] = -q: + q, F_ (A,x)
3 (A, %) 93 i i a; b, 7 i 94 by i

- 00
On peut donc envisager la résolution de P par des algorithmes de
gradients. Wets [3.40] utilise la méthode de Frank et Wolfe, mais
profitant de la linéarité des contraintes on pourrait avantageusement

choisir lea méthode du Gradient réduit.

Puisque E[ly(x,b)] s'exprime en fonction de Ax le ﬁrogramme P

s'écrit encore max px + H(X)
xGKl oli H(X) = Ely(x,b)]
Ax = X
Supposons K] = Rz et considérons la fonction de Lagrange

L(x,X3u) = px + H(X) + u(X - Ax)
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+ m i
L(x,X;u) = (p - uA)x - (¢ = u)X + 1°
i=1 i

b+

Qe
rry
”~~
~
o
(ad
e
+
0
=
~
o
~

La recherche du col (%,X;4) tel que
L(x,X;8) < L(%,X;8) & L(%,X;u)

-~

permet & Williams [3.47] [3.48] de caractériser les solutions

optimales de P par

3.2.5.2 Proposition

r
(%,X) solution optimale de P <ammm=>
A% - X = 0 % 3 o et il existe U satisfaisant GA 3 p tel que
.ij > o seulement si (GA)j = pJ
+ -~
4 7Y . ~
. Fb.(xi te) y —— % Fb.(xi - €) V¥e > o Vi tel que q; <o
i : q. i
i
Williams en déduit une approximation de l'optimum Z = pX + H(X) de

la fagon suivante :

*,
¥b* réalisation choisie de b soit x solution optimale de max px
X2 0
Ax & b*

. . . . +
et u* une solution optimale duale satisfaisant q « u* g -q

Posons z* = p¥ + H(b¥) n bf
= px* - q+b* + 1° a. 5 F, (.)dt. + q+E(b)
. . i b. 1
: i1=1 o 1
3.2.5.3 Approximation
B m b¥*
+ o . i
0 § &8 - 2% g (q - u¥) (b* - X) + I q; Fb (.)dti
i=1 i
X.
v i
avec ‘ qI _ uf N
Fb.(xi+ €) > Y >,,Fb.(Xi - €) VYe > o Vi q; <o
i . q; + 1
. 9 7 ¥
(X;quantile d'ordre =~ de Fb'('))
q i

| i
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En effet
A% = X ===> % = p% + H(X) + u®(X - A%R) .

u* s,o duale ===> (p - u¥A)x ¢ o

or px* = u¥%b¥*
en remplagant px* par u*b* dans z* et en effectuant

u*¥ + H(X) - z* on obtient la borne supérieure de % - z*

Par conséquent par utilisation de cette borne on pourra justifier
le choix d'un estimateur b* pour la variable aléatoire b en

%
cherchant 3 diminuer zZ -z .

Dans le cadre du recours "élémentaire'" le programme déterministe P

obtenu est en général un programme quadratique,

Exemgles

0 b, suit la loi uniforme Vi sur [ai,Bi]

1 si t, > B,
i i

t. - a
)i i :
Fb.(ti) e —= si t, € [ai,B 1
p A 1 1
o si t, < a
i i
A.x A
~ 1 ' i 2 n
dlold (. F. (t.)dt, = ————————(A.x - @,)° (& o puisque q, < 0)
1 b. 1 i 1 1 i
a 1 2(Bi—ai)

1

la fonction économique du programme P s'écrit done

m S
o 4 q; 2
px + E[y(x,b)]1 = px + I [q.[E(b,) - A.x] + (A.x = a.)"]
4 . i i i i i
j=1] 2(Bi—ai)

Vi bi suit la loi expononentielle de paramétre Ai > 0

sur [0,+=]
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-Aiti
1 - e si £, € [o,+=[
F (t.,)=
b. i
t o si t. < o
i
" Ajx o ;. -2.A.x
' - - 1 [ : 1 1 - ] ]
d'ol q, Fb (ti)dti = q; A x + e
i AL
o i

-A. X,
par utilisation du développement en série de Taylor de e t 2

avec X. = A,x on a
i 1

2 2 n
-3 X, A Xi o . A&
[e - 1) = - Aixi+——+ I (-1)
2 n =3 n!

en approximant 3 l'ordre 2 on obtient

m° + Ad N 2
px + E[ly(x,b)] = px + 1E1 [qi[E(bi) - AiXJ M qi(Aix) ]

3.2.6 Application des "Programmes sous risgues"”

Montrons que 1'on peut combiner 1'attitude "programmes sous
risques”" avec celle des "programmes avec recours'
On désire la satisfaction de certaines contraintes avec un niveau
de probabilité et on prendra .une action corrective y dans le cas

de violation des autres contraintes.

»

décomposéns g = (gl;gz) b = (b],bz) (g;,b;) i = ]...m‘ composantes de
1 1
(g ,b)
2 .2 .
(gi’bi) i = m1+l,...mo
composantes de
2 .2
(g ,b7).

le programme déterministe s'écrit

(max 6(x) + E [max{w (y) / gi(x) + hi(y) < bi,i = ml+l,...,mo}

xeK] y »o0

P(éi(x) < gi) E’Bi i = 1...m° Bi € [041]

:0r d'aprés les résultats du Chapitre II on sait que




N ' 1 |
P(éi(X) g b)) > 8, <==> g . (x) « b¥

*
ol gi = max{ti/ Fg (ti) < b - Bi}
. i )
Le domaine des décisions admissibles est donc

{x € K, / g;(x) < é? Vi = 1...ml}()K2(b2)

Si en outre on suppose prendre le recours avec au moins une

. iyl o2 .
certaine probabilité f on 1lmpose

P(éi(x) + b () & b2 §i i=m + 1,...m si 8 [0,1]

.. 1
Si Fb(./bl = b]*) ddsigne la distribution conditionnelle de b = (b ,b2)

bl étant fixé 3 é* et Fb (./é = é*) les distributions marginales

1
2 :
P, (0 + b () & B 2, @F, G +h (/=B - B
1

< mmm—— > gi(x) + hi(y)é %g

il
ot
b
e’
A
i
™

1
.(ti/b
1

avec g* = max {t., / F
i i b

d'aprés les résultats sur les décisions séquentielles du chapitre 2.
On obtient la formulation suivante du programme déterministe :

max ¢ (x) + max {y(y) /'éi(x) + hi(y) < g? i-= ml+l,...mo}
x€Kl yzo0

1

gi(x) < %? i=1l...m

Sachan [3.25] applique cette conception séparée des contraintes dans

le cas linéaire.

3.3 Généralisation

3.3.1
M et q ne sont pas fixées mais leurs composantes sont
aléatoires de lois de probabilité& connues.
C'est le prolongement du cas 3.1 proposé par Van Slyke, Walkup et
Wets [3.29]1 [3.33] [3.34]1 [3.37]
On suit la méme démarche que précédemment :

On impose aux décisions x et y d'étfe»liégﬁlpa;_ya relation
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Ax + My & b quelle que soit la réalisation de 1'aléatoire (A,b,p,q,M)

ie probléme est celui du choix de x.

-

Considérons o = (A,b,q,M) comme un vecteur aléatoire 3 valeurs dans

m“ (N = mo(n + n + 1) + no) dont la loi a pour supporn Ua

Pour définir le domainemdes contraintes induites on rencontre la
difficulté que T={t €R %/t > My 7y > o)} n'est plus un cdne fixe

mais dépend de la valeur prise par M.

m
e s . N -
On définit alors T comme une fonction d'ensemblg de R dans CQ@ O)

(o]

ensemble des cOnes convexes pointés fermés de R telle

m n m +

n
TM) ={t €ER °/ t >Myy >0 yER°, Me€R®° ° } == ¢

3.3.1 Définition

Une décision x est dite admissible si et seulement si x
appartient & 1'intersection K de R, et K, = {x € R?/P[b-AXGF(M)] = 1}

Walkup et Wets [3.34] ont cherché& une définition basée sur le support
Ua : puisque 1'on s'adaptera 3 la situation postérieure i la réalisa-
tion de a, il faut assurer que les domaines des solutions réalisables
des programmes primal et dual du 2¢ étage soient non vides pour toute

réalisation de a.

n
{y 6 R ° / My <b-Ax, vy 5 0} = ¢

m
et {u €R ® / uM>q u>ol =g

La "W" condition (W = M) introduite par les auteurs, s'@crit ici :
les restric&ions des fonctionsmd'ensemble n
ry : mN+0(m % PI(M) ={temr %/ ¢t>M,y >0,y € R %}

n m

n
r, : RN+C(R o) FZ(M) = {wewrR® /v & uMsu >0,u € R 3

2

au support Ua sont fermées et inf-continues,
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m
(On utilise 1la distgnce de Hausdorff entre les éléments de CMR 2y

. o . (3 13 o
(resgectlvemegt CQR ")) et leurs-intersections avec la boule unité

de R <:‘(resp RrR °)N
acrad'y,rn?y) = maxiscraly,ra?y)y secrd,ru'ynd

ot s(rMhy,r M) = sup inf el - ¢

tler(Ml)ﬂB tZGF(Mz)

B boule unité;

Si cette condition est satisfaite on obtient

n
kK, = 0 {(x e R" / 3y € R.© My ¢« b - Ax}
2 + +
a€lU

o |
Néanmoins cette définition est encore difficilement applicable en
général, puisqu'elle d&pend de la forme de M et de la détermination
du support Ua (support de loi mixte)
Mais on obtient quand méme la propriété de convexité& pour le program-

me déterministe,

max px + E, [max qy / My ¢ b ~ Ax]

xGKl yzo

en montrant la concavité de la fonction &conomique.

3.3.2 Probldme 3 N étages ou probléme de décisions séquentielles.

Le principe est le suivant :

PP iéme __ . . o .

la décision § pour la k période est prise aprés connaissance
12 k-1

des décisions antérieures X,X,...,X et aprés avoir observé les

variables aléatoires des (k-1) pé&riodes précédentes, mais avant de

connaftre les valeurs prises par les variables aléatoires de

l1'époque k, les réalisations des variables aléatoires et les déci

-~

sions des périodes k + 1 &4 N,

C'est le schéma "Décision-Observation-Décision-Observation-Décision..."

pour tout k > 1 la décision & est donc décision "a priori" pour 1la

période k mais décision "3 postériori" pour la période k-1
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k k+1
Vk 3 1| les décisions X et X sont liées par la relation
kk kk+1 k
AX + MX & b quelle que soit la réalisation du couple aléatoire
k k k ' k
(A,b) .M données et fixées. On suppose en outre que les pénalités g

k k k k
sont aléatoires et 1'on consid&re ¢ = (A,b,q) comme un vecteur
N .
~ . = ’ k o} o]
léat = +
aléatoire dvaleurs dans R Nk m (nk 1) + n,

Les fonctions de recours pour les périodes k (k=1..,.N) s'écriront donc

k K k+1 k+l  k+1 1 2 k
Qk(X,a) = max [q X * B {Qk+](x *a )/ a,d,...0}]
k+1
X >» o0 @

BEe b -k

le probléme posé est celui de la décision de * avant de connaltre

57T k= 1...x

Le programme déterministe pourra s'écrire de la fagon suivante

max {pi . E[max c‘;»if E[max g2 + i&mx 3+ ...+ g[g;g t&”]”‘] }

i;o A'i;o g ﬁao a Xop

D X < a
11 12
AX + MX § b
2 2 23
AX + MX < b2
3 3 34
AX + MX_ s b3
\-. . \‘~
“<N-1N-1 " N-IN N-1
A X + M X <b
NN NN+l
AX + MX <b
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Wets [3.42] donne 1a définition ¢
Les v.a !é sont d'étage-indépendantes 84 toutes Les composantes de
I& sont indépendantes de celles de § Vi #+ k.

3.3.2 Proposition Wets [3.42]

k , . ve . e
a avec variances finies et d'étage-indépendantes
Vk = ] .. .N

. Uk support de la loi Fak(.)

| U ] polyédrique

Alors ce programme est convexe et sa fonction économique

lest finie et lipschitzienne ou identiquement &gale 3 +«,
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En prévoyant de corriger le choix &ventuellement mauvais

d'une premiére décision devant un avenir aléatoire, la schéma

"Décision-Réalisation-Décision" conduit 3 la prise en compte de la

moyenne des corrections optimales.

Mais cette attitude rencontre deux problé&mes primordiaux en pratique

La détermination du domaine des contraintes induites qui
dépend en particulier de la forme de la matrice M.

En outre, dans le cas de distributions continues, la
définition de ce domaine peut comporter un trop grand
nombre de contraintes nZes de toutes les réalisations

possibles des variables aléatoires.

Le calcul de la moyenne des corrections optimales qui
risque de demander soit la résolution d'un grand nombre

de problémes du 2° étage (simulation des réalisations)

Soit le choix d'un échantillon, sans biais, de valeurs

pour les variables al&atoires.

Soit une série d'intégrations incompl&@tes sur les:portions
du domaine K2 dans le cas de foncticus de répartition
présentant des discontinuités.

Néanmoins, les cas oli seul b est aléatoire et plus parti-
culiérement celui du recours élémentaire permettent d'uti-

liser ce schéma et d'appliquer des algorithmes connus.

..
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ANNEXE

Un exemple simple

Nous avons choisi un exemple souvent
mais en comparant les diverses attitudes et
S~ + -
oiq .q == 0

Un centre de ressources R dispose de

On doit envoyer un nombre x d'unités

pour y satisfaire une demande b aléatoire.

Le colit d'une unité en provenance de R est | et on suppose que b suit

la loi uniforme sur (70,80) i.e

0 si t < 70
F(t) = P(bst) = -t—;-g—o-si 706 tg 80

1 si t > 80

Le programme stochastique s'é&crit donc min

1) Solution "prudente"

¥b € (70,80) on choisit x 3

2) Solution "espérance mathématique"

On remplace b par B(b) = 75 d'oli € = 75 coiit 75

3) Solution "programmes sous risques"”
prog q

utilisé dans la littérature

en envisageant les cas

100 unités d'un bien.

de R vers une destination D

X
o & X
x

b donec % = 80 coiit 80

On choisit a€l0,}] et on impose P(b g x) » a

i.e x > 70 + 10«
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selon les valeurs données 3 o on obtient

=3
[

0.5 % =75 colit 75 (solution 2)
0.8 % =78 colt 78
0.95 % = 79,5 coiit 79,5

1 % = 80 ' colit 80 (solution 1)

Solution "Prggrammes d 2 étages"

4.1

On sait que si b se révéle supérieure aux disponibi-
1ités de D on devra s'approvisionner au prix unitai-

+ .
re ¢ chez un concurrent et que dans le cas contraire,

- +
on paiera des coilits de stockage q avec o & ¢ < q

le programme déterministe s'écrit

. . 4+ - - - -
min [x + E{lminqy +qy / y+ -y =b-x, Y+«% oy »oll

O

X < 100

+

avecy .y = o

Soit g(x) la fonction économique

x + q+(75 - x) o € x £ 70
- + 80
g(x)= Jx + - (x - t)dt + -CL—J (t - x)dt 70 s x < 80
10 /.0 10
x + q-(x - 75) x > 80
d'od
x (1 -q") + 75 ¢° o s xg 70
+ -
- - q +4q

g(x)={x (1 +q°) - 75q + ——— (80 - x)2 705 x< 80

b

(1 + q ) - 75 ¢ x > 80
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: ' . + - . .
g(x) est une fonction convexe (q + q > o) continue qui

atteint son minimum sur (70,80) tel que

d 1 + q
— §(R) = 0 =w=> % = 80 - 10 ——

dx a + g

-2

_ (1+q )
et g(%) = 80 + 5¢ - 5
+ -
q *+q

-

. - + .
Pour différentes valeurs de ¢ et q on obtient donc

1) q = o . q+ = 2 on retrouve 1'exemple de Dantzig
& = 75 = E(b) g(%) = 77,5

. . +
. Brans fait varier q

= 4 % =77,5 g(%) = 78,75
* s % = 78 g(%) ' = 79
2) ¢ .q" *=o0
+ - o~
q = 2 = 0.5 & = 74 g(®) = 78
T o= % = 73.33 g(®) = 78.33
¢ =4 : = 0.5 % = 76.66 g(®%) = 80
= 1 & = 76 g(%) = 81
T =2 s= 75 g(x) = 82.5

3) Si 1'on ne peut pas s'alimenter chez un concurrent
(q+ = 0) et que 1'on décide la solution "prudente”
(% = 80) ; on risque de payer des colits de stockage et
g(x) nous donne la moyenne du coilit de satisfaction de 1la
demande :
q = 0.5 g(80) = 80 (1 + 0.5) - 75 x 0.5 = 82.5

Si on choisit b* = E(b) = 75

le programme min x a pour solution optimale x* = 75
o & x - 100,
- x> 75
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et son dual max - 100 u, +75 u,

1 a pour solutiong optima-

-u, + u, < 1

- % = i * =
1 2 les u3 i uy o
pour q+ = 4;q- = 0 on a Fb(X) -4 L o3 s X =77,5
75 4 4
z¥ = 75 - 4 x 715 + 4 Fb(t)dt + 4 x 75 = 80
70
d'od 75
80 - (1-4)(75 - 77,5) + 4 Fb(t)dt < g(®) ¢ 80
77,5
soit 78,75 & g(%) < 80
or pour q+ = 4;q_ = 0 on a vu que g(%) = 78,75 on a donc vérifié

que la formule de Williams permet de localiser 1'optimum.

5) Valeur espérée d'une parfaite information

Par définition EVPI = 78,75 -~ 75 = 3,75, dsus le cas
qt = 4 3 q = o. ‘ 3,75 représente le colit de 1l'information

sur la valeur qu'est susceptible de prendre b.
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APPLICATIONS
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INTRODUCTION

Pour la distribution d'énergie, E.D.F. cherche &
gsatisfaire les demandes de la maniére la plus économique tout en
assurant une bonne qualité de service. Suite & des pannes de centrales
ou des indisponibilités de lignes, 1l'usager peut souffrir des défail-~
lances du r€seau, mesurées par la valeur de l'énergie non distribuée.
Un probléme s'impose :
disposant d'un réseau de distribution, oli et comment investir de
nouveaux ouvrages (centrales ou lignes) au moindre colit de fagon

4 pallier @ ces défaillances.

La nature discréte des wariables de décision et des variables aléatoi-
res géne la recherche d'une solution optimale. Dodu [4.4] propose les
méthodes de simulation mais qui nécessitent la résolution de milliers
de programmes mathématiques ou le choix "délicat" d'un échantillon

représentatif des événements & observer.

Nous présentons une nouvelle facon d'aborder ce probléme en le
modélisant, & partir des lois de Kirchhoff, sous 1z forme d'un
programme stochastique. Le choix de lois de probabilit& continues
permet de prendre 1'attitude des "programmes sous risques” (c¢h2)

et d'exhiber un programme mathématique non linéaire et déterministe.
En transformant les variables décisionnelles discrétes en variables
continues, ce programme bénéficie de vérifier les hypothé&ses de la
méthode des centres Linéarisée (Partie 2) qui permet de dé&terminer

les solutions optimales. On ajuste ensuite ces valeurs 3 des solutions
entiéres par une procédure heuristique en se souciant d'obtenir un

~ hd .
cout minimum.

Par la résolttion de 7 problémes nés de conceptions déterministes
différentes, on compare 1l'importance du choix des taux de satisfaction
des contraintes ou de 1'influence des pannes et déduit 1'ébauche d'un

plan de prévision en paramétrant les consommations en énergie.
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1 Formulation du probléme

La distribution de 1'énergie s'effectue dans
1'approximation du courant continu. La répartition peut se shématiser

par un graphe connexe erienté 3

IT| = n sommets: ou noeuds

[M| = m arcs ou liaisons.

* Matrices caractéristiques du graphe.

. MATRICE D'INCIDENCE S (n x m.

Cette matrice est une représentation du graphe et

exprime les liaisons entre les noeuds. Indicée en lignes par les

sommets, en colonneg'par les arcs, on la définit par

¥i € M 1la colonne S a seulement 2 &léments non nuls et égaux a +!

ou -1 qui indiquent les noeuds que relie la liaison j

Vi € T la ligne Si met en évidence par ses éléments non nuls (+! et =1)
\

quelles sont les liaisons qui aboutissent (-1) au noeud i ou qui en

partent (+1)

. MATRICE CYCLOMATIQUE C (n x (m - n + 1))

D'un réseau connexe, on peut extraire un arbre dont
les sommets sont ceux du graphe et dont les branches forment un sous
ensemble maximum de l'ensemble des liaisons du réseau.

Soit n = |[N| = n - 1 le nombre de branches

d'oim -~ (n - 1) = nombre de mailles

On peut choisir de différentes fagons un arbre, on le fera de fagon

unique et définitive dans le but de fixer les indices composant N .

La matrice C est alors définie en exprimant le sens des liaisons &

partir de celui des mailles (+1 pour le méme sens, -1 pour le sens
. . = k ., .. P

contraire)i.e Yk € M - N la colonne C indique par ses é€léments non

nuls (+1 et -1) de quelles liaisons est constituée la maille d'indice

k.
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¥4 € M la ligne Cj permet de connaftre par ses €léments non nuls

(+1 et -1) les mailles utilisant la liaison j.

I
On remarquera que C se décompose sous la forme C = (-——i)
H

oli I matrice unité (m - n x m - n)

1.1 * Réseau existant

Noeuds

En chaque sommet i (i € T) on dispose d'un parc de |Ki|
centrales dont chaque &lément est caractérisé par la donnée d'un taux

de panne T et d'une puissance maximale gk i (k € Ki)' L'aléa sur
’

k,i .
la production définit la puissance maximale disponible de la centrale

d'indice (k,i) par une variable alé&atoire 8 . telle que
k,1
g . avec la probabilité 1 - 1
k,1

0 avec la probabilité =

Par conséquent, Vi 8 T, la puissance maximale que 1'on peut injecter

au noeud 1 est'g. = I 8 ,, variable aléatoire 3 valeurs dans
1 k,1
k€K,
i
M s, =
[o; Py i] dont on cherchera la loi de probabilité en remarquant
]

o . - . . i
que p, est une somme de variables aléatoires indépendantes.
Liaisons

Chaque liaison j(j€M) est constituée de |Lj] lignes montées
en paralléle. Toute ligne d'indice (1,j) (€ Lj x M) se caractérise

L4 - » - . k3 M
par une impé&dance x , une capacité maximale de transit 94 5 un taux
)

1,j
d'indisponibilité Ti i
b4
Pour tout j de M, notons Vj la différence de potentiel entre les
s - . s . . = . M
noeuds reliés par la liaison j telle que si V, = min X, qu j
’ s’

on ait |Vj| « Vj' 1eLj

Y; € M, ¥1 € Lj, VVj fixée, on peut définir 1l'é€nergie transitée par

la ligne (1,j) par une variable aléatoire
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q; ; = 2. . Vi ot 3 variable aléatoire telle que

1,3

avec probabilité (1 - ', .)

x 1,3

1,]
o avec rprobabilité rt'

1,]

l'énergie totale transitée par la liaison j est donc

) o
8. = L 81 . = A, V, avec A, = I 21 . variable aléatoire
j 1€L > J i i oqen. 1.
J ' J
d valeurs dans [2’ IZL ;l- ] dont on précisera la loi de probabilité

en sachant que Aj‘esthomméJde variables aléatoires indépendantes.

Désormais nous noterons sous forme matricielle i.e

§ vecteur #léatoire de composantes 8j j eM
X vecteur 3 m composantes
A matrice d'admittance (mxm) de composantes aléatoires telles que
o ) o o,
AL = A, = I a, . = o Vj = k.
T TS I A& ’

1.2 Lois d'Equilibre de Kirchoff-Maxwell

* Loi des mailles

Le long de tout cycle la somme algéBrique des différences
de potentiel est nulle i.e ctve=o (t signifiant transposée).
Cette relation permet donc d'exprimer les différences de potentiel des

maillons notées V_ en fonction de celles des branches d'arbre notées

~V_ puisque M
N
t 13 : t
ctv = 0 s?écrit _ H'V. +V_=0 (1
N M

On ne conservera donc que V_ comme variables & déterminer.
N
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*¥ Loi des Noeuds

Elle exprime la conservation de 1'énergie en chacun des

sommets : Vi € T notons P la puissance injectée (o <« P;< Pp; avec

PR . o
p; réalisation de p,)

a une réalisation de 8

1'énergie ¢y proposée 3 l'usager est c; = P; ~ Sia

S§i la demande di se révéle supérieure a c;on procédera & un change-
ment des Vj pour diminuer algébriquement Siq, et (ou) 3 une augmen-
tation de P; en respectant p. < P, de fagon 3 satisfaire di' D'ou

la notion de défaillance'Gi en chaque noeud déterminée par
61 = max [o 3 di - (pi - Siq)]

Pi

définir la défaillance en chaque noeud par la variable aléatoire

et ai €tant des réalisations de variables aléatoires, on peut
gi = max [o di - (p, - Siq)]

Or la consommation est connue en chaque noeud par une valeur maximale

c; - On en déduit

P1.2 Proposition

Vi € T le réseau est non défaillant au noeud i si et
. - 0 o
seulement si c; (pi Slq) < o
C.N
o o o -
§; = max [Q 3¢y - (pi - Siq)] =0 ¥, ¢ ¢ <mm i
c. - (8i —'Sig) < o donc en particulier pour c; = ¢
c.S
Vci < Z.;o < 8i <€ max [o ; Ei —(8i - Sig)] g
- o > = ()
or c, - (8 - S.S) < o i
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De maniére & obtenir la sécurité de distribution, on posera les

contraintes

To
[
1
w

i AV >, g ¥i €T (2)

On cherchera ensuite, lorsque V aura été fixé, les conditions pour

PR . - - o
lesquelles on peut trouver, pour toute réalisation A et P; de A et Py

la puissance P; vérifiant o ¢ P; <P de fagon a assurer la

A) ) . - i — —
‘loi des Noeuds (pi = di + SiAV avec di < ¢, et AV = q)

Le réseau existant peut ne pas satisfaire les .conditions (2),

3 - I3 ' » »
(8iqﬁo), ce qul nécessitera l'investissement de nouveaux ouvrages.

1.3 Investissement

1.3.1 Ouvrages candidats

. Centrales |u| types différents caractérisés par
. . M ced s
puissance maximale P, et un taux de panne Tu(uGU) on définit
comme précédemment la variable aléatoire 8u telle que

gu avec la probabilité (1 - Tu)
o avec la probabilité T,

. Lignes |s| types différents caractérisés
par une admittance bg inversement proportionnelle & la ongueur xj de
la liaison j (Vj € M) et un taux d'indisponibilité r's d'oli la

et oty . - . 0.
définition de 1'admittance al&atoire b Js :

gs %i avec probabilité (1 - T'h)
Vi € M Vs € S ., = j
J i ]

o avec probabilité T's

1.3.2 Variables de décision

* Pour les centrales

b

Vi € T, Yu € U désignons par 2, le nombre de centrales

de type u qui seront placées au noeud i.




Iv.7

. s . [o] . .
On obtient ainsi un accroissement Api de pulssance maxXimale en
chaque noeud :

Vi €T Ag.(zl) = I 8 z" qui est donc une somme de variables
i*%u u “u

u€l
aléatoires indépendantes.

* Pour les lignes

Vj € M, ¥s € S appelons wg le nombre de lignes de type
s placées sur la liaison j.
o .
On en déduit une augmentation AA(wg) de 1la matrice d'admittance

définie par
0
AAj = o0 ¥k == j

o .
AAJ = r B3 wd
s €S J s

i

On peut remarquer que ¥j € M, ¥s € S les variables aléatoires 83 v

sont indépendantes entre elles (états des lignes indépendants)

Pour le probléme d'investissement, les contraintes (2) deviennent

donc

, o o .
\ o) o iy _ j -
(3)] vi € T Py + Api(zu) Si(A + AA(WS) vV 3 c;

* Différences de potentiel

On suppose que l'investissement de nouvelle 1lignes

ne modifiera pas les bornes V, = min x, . qM . existantes des
1eL. L»d 1,3
modules de tension ]

i.e ¥Vj € M¥s € 5 L= Trj
bg
(gs capacité maximale théorique de transit caractérisant une 1ligne

de type 8)

La relation (1) permet d'imposer des contraintes qu'aux variables
vy (j € N) d'od
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¥j €N - Vi os Vi€ Vj (4)
Ve eEM -8 -9V <« ()Y v= ¢ V. (5)
k S N € 'k

1.3.3 Fonction économique

Soit fu le coiit d'investissement d'une centrale de type u

s - . . .
8j le colit d'investissement d'une ligne de type s

placée sur la liaison j.

La fonction coilit s'écrit

t £ (3T z) + I g% owld

uet Y ier Y ses jem 1 %

1.3.4 Le programme d'investissement

On cherchera les valeurs des variables z;, wg, Vj de fagon
3 minimiser I fu( z zl) + I z g§ wg
uev ¥ jer ¢ s€s jem I
sous
o . = . hot by - . Y -
(3) S 4+ a8.(zh) - sY (ReRad NV v+ s ¥ (] +aRwdnM mbv_.C, wier
1 1 u 1 S = = 1 -] by ot 1
N N M N
(6) BV ¢V vk eEM-N
= k
N
(7 ~E5YE vV ¢V vk eM-F
= k
N
4 -V, ¢ V. ¢ V. ¥j €N
(4) j ¥ % j J
(8) zt €EN Vi €T Vu € U
(9) wg € NVj €EMVs €8S

a

Ce programme comporte

- La fonction économique linéaire et déterministe
- n (nombre de noeuds) contraintes (3) de nature aléatoire

- 2x{(m - n + 1) contraintes linéaires (6) et (7)




- (n - 1) contraintes de bormes (4)

- n x |U] +m x |S| variables entiéres (zt et w:)

- (n-1) variables continues (Vj,j € N)

C'est donc un programme 3 la fois mixte, de par ses variables"
décisionnelles, et stochastique d'aprés les contraintes (3).

On surmontera la difficulté des variables mixtes par agrandissement
du domaine déterministe en remplagant les contraintes gB) et @) par
VieT'VuCI.Jo-SZisn: Vs €S ¥j eM o wlgnl
avec nt et n:,entiers fixes.

Par contre, il nous faut détegmiger les lois de probabilités des
variables aléatoires gi,Agi, A,AA qui sont somme de variables

aléatoires discrétes et indépendantes.

Construire empiriquement les fonctions de répartition et les ajuster
par des tests de convergence & des fonctions de répartition théori-
que, risque d'exiger 1'étude d'un trop grand nombre de cas, ou de
délaisser des situations, bien que de probabilité faible, importantes
en pratique. L'approximation de lois discrétes 4 des lois continues
usuelles nécessite un grand nombre de variables aléatoires, ce qui
n'est pas le cas pour les noeuds oil trés peu de centrales sornt
implantées et des liaisons comportant généralement peu de lignes, et

est génée par des taux d'indisponibilité différents.

On a choisi d'aprés/ les caractéristiques techniques des ouvrages et
en gardant une certaine homogénéité avec le cas réel, des lois
Normales, usuelles en pratique, qui tiennent compte des plus ou moins
fortes fréquences de pannes. Les paramétres espérance mathématique et
écart type dépendront linéairement des taux d'indisponibilité, avec
une plus ou moins forte dispersion autour de la moyenne, suivant
leur importance : soit X la variable aléatoire représentant soit

p "Su’ ou gs de valeur maximale X et de taux d'indisponibilité

1 a
Pr,i*?1,j
T.




IV.10

On définit

espérance de X = E(X) = (6 - 1) X

écart type de X = o(X) = (A + 1) X
avec

0,7 € 6 6‘0,9 et (6 + 1) > 0,95 pour les centrales
et ’

0,85 « 6« 0,95 (0 +21) 0,97 pour les lignes.

Pour une centrale, par exemple, la fonction de densité de probabilité

f(X) aura pour forme :

£(X) A
1) © =10,10 6 =0,85 2 = 0,10
2 t=0,2008 =0,8 X = 0,15 (1)

0 E(X) E(X) B X
On verra d'ailleurs l1l'influence des valeurs de 6 et A sur les

solutions optimales.

De ce choix on obtient pour toug i ge T des lois Hormalgs pour %eso )
variables aléatoires réelles Zi(zz,wg,v) - Bi + Agi(zt) - Si(A+AA(wg»V
dont les paramétres espérances et variances, qui sont somme d'esp&rances
et de variances respectivement, varieront suivant les différentes
valeurs prises par les variables de décision zi,wg,vj.

1.4 Formulation déterministe du probléme

) On choisit une définition déterministe des contraintes (3)
en prenant l'attitude des "programmes sous risque" : on désire la
satisfaction de celles ci dans un certain pourcentage de cas.

Ceci s'écrit
) .

i j .
Prob [zi(zu,wg,V) »C. 1 »a; Vie€T
avec

1 .-
oy € [5’ 1] fixé.
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dans au ﬁlus 100(1 - ai)Z des cas.

On a vu (Chap 2) que cette conception revient 3 imposer 2 Ei

d'é@tre inférieure ou égale au quantile d'ordre 1 - a (¥i € T).

Ces quantiles s'obtiennent par une pondération entre les espérances
mathématiques et les Ecarts types, dont le coefficient est le quantile
d'ordrf (1 - di) de la loi Normale W(O,1).

Le programme d'investissement devient le programme non linéaire

On se permet donc une défaillance de disponibilité en chagque noeud
déterministe P

minimiser z fu( Ioz') + I z g? wg
uev Y jer ¢ s€s jeMm 3
sous
8 .. .. 1
i3 _ i ] - . = .
(3) E [Qi(zu,ws,V)] tu£Var Qi(zu,ws,V)] 2 3 Ci ¥i € T
H)E v ¢V vk e M- R
N k
-t v < T vk e M- N
® k
-V V. V., V¥j eN
TN AR TS
i i 3 i . .
o g 2z & 0 & W) &n Vu € U, Vs € §, Vi € T, Vj € M
u u s P
L | ty _ X
avec t défini par ! e z dx = o,
i V2l s

et t >, 0 puisque ai'€ [%, 11

Exprimons les espérances et variances

(o] . . . o] (o] o
Vi €T, E[Zi(zt,wg,V)] - E(Si) + E(ASi(z:)) - S, E(A + AA(W:))V

avec
o o . i o wg
S; E(A + MED)) V= s; [z E@B )+ 2 E(Bs) =2,
8 jeM 1€Lj »1 ges x; ]

EB) = 2 E(gk’i)§E[Agi(z:)] = I E(;‘?u)z1

keK, u€l u
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Pour les variances, toutes les variables aléatoires intervenant
dans le probléme sont indépendantes entre elles, d'ol :

o . . ] . o o .
¥i € T Varl Zi(zi,wg,V)] = Var (81) + Var (Agi(zt)) + Varl Si(A + AA(Wi))V]

avec
o] (] N . 2 Wj 2 2
Var [S (A + AA(wi)) vi= 3§ (sHi: var(gl’jﬁ + 0z var(gs)(-—s-'v-) ]vj

jeM Y 1eLj SE€S X

[o] [o]
Var (p.) = £ Var p, .
17 gex, k,1
1
Var (ASi(zt)) = I var (Su) (Z‘ijl)2
u€l

Ce programme convexe entre dans le cadre d'application de 1la
"Méthode des Centres'" puisqu'en particulier le domaine des solu-
tions réalisables vérifie &nB o et ANB convexe fermé ol A est
1'ensemble convexe défini par les contraintres non linéaires et B

le polyédre défini par les contraintes linéaires.
On utilisera donc la "Méthode des Centres linéarisé" (partie 2)
pour la réfolution en variables continues. Possédant les valeurs
o?ti@ales V., i1 se pose le probléme d'arrondir les solutions

Et,ﬁ: aux valeurs entidres immédiatement supérieures ou inférieures.
Par souci d'optimalité, ce choix peut s'opérer de la manié&re
heuristique suivante : on classe suivant leurs cofits d'investisse-
ment, les différentes combinaisons possibles de valeurs enti&res.

A chaque proposition de valeurs on observe les contraintes (3)
satisfaites. Pour cette (ou ces) contraintes (3) on retient 1la
combinaison correspondante et on essaie la combinaison suivante pour
‘les autres contraintes (3) jusqu'3d les satisfaire toutes.
Th&oriquement, le nombre de combinaisons possibies est

2(“ x |U] + » x [S|), mais, heureusement, les probl&mes envisagés

ont présenté les particularités suivantes :

- le réseau initial, de par le choix des lois de proba-
bilité, nécessitait un apport nouveau d'énergie en
chaque noeud. L'investissement seul de nouvelles lignes

ne pouvait pas résorbé ce manque en énergie.
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De plus les lignes existantes n'étant pas saturées, la
sélection s'est donc opérée simplement sur l'investisse-
ment de nouvelles centrales (justifi&e par les valeurs

9

trouvées des Gg,'ordre de 10 ° et 10‘8, ajustées 3 0)

- V &tant gardé constant et €égal 3 V, chaque noeud
devient indépendan? pour l'injection en énergie nouvelle.
Or les solutions Et furent toutes comprises entre O etl,
le nombre maximum de combinaison de valeurs i proposer

se trouve réduit i 2’U, (16 pour nos problémes)

SATISFACTION DE LA LOI DES NOEUDS

La formulation du probléme permet d'affirmer que dans au moins
100 @, Z des cas, 4 1l'optimum, on pourra satisfaire toute demande di
au plus égale & Ei'
Mais -‘on peut rencontrer le cas suivant :
Ayant fixé& V 3 ¥V, si en un noeud le bilan de 1'énergie transitée
se traduit par un surplus (valeur algébrique négative) qui n'est pas
complé&tement absorbé par la consommation, il est impossible de compen-
ser par une injection d'énergie négative. Il en résulte un déséquili-
bre du réseau.
Pour parer 3 cette éventualité, donc satisfaire completemgnt la loi
des Noeuds, il faut assurer que la puissance injectée S (A + AA(QJ))V+d
soit positive ou nulle dans au moins 100 a. Z des cas 1i.e

o o . -
P[-S. (A + AA(®I))V ¢ d.] > a, Vi €T
i s i i
o 0 I ) ° A
Cme—> d, 2 E[-Si(A + AA(ws))V]+ taic[-si(A + AA(ws))Vlvl €T
- . 1 .~ M M .
or o € d. < c, ¥YVi € T d'oi ¢. « d. g c. Vi €T
1 1 - 1 1 1

= ¢,

M
en posant c,
1 i

(o] (o] . ”~ (o] o] . -~
m _ . _ : h| - J
c; maxlo ; EI Si(A + AA(wS))V]+ taio[ Si(A + AA(ws))V]]
On a défini ainsi de nouvelles bornes minimales c? pour les deman-
des. Pour les problémes traités on verra que Ag(ﬁg) = 0

et ue o £ ¢c. & = cC.
q ~ 1\3 i
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2 La méthode des Centres

La "Méthode des Centres'" due & Huard [4.5]
recouvre une famille d'algorithmes trés diversifiés [4.6]1, [4.81,

permettant d'optimiser des programmes mathématiques non linéaires.

Une de ces variantes est la "Méthode des Centres §ar linéarisa-
tions'" ou encore "Méthode des Centres Linéarisée" qui s'est
révélée, en pratique, avec la modification dite de "ceutrage™,
€tre une des meilleures méthodes connues dans le classement pré-

senté par Denel [4.2].

Aprés la présentation de la méthode générale, nous décrivons
la "Méthode des Centres Linéarisée'" utilisée pour résoudre les
programmes déterministes, en variables continues, obtenus &

partir du programme stochastique précédemment formulé.

- — i — o —

2.1 La méthode Générale

L'idée directrice de cette méthode est de construire
une suite de points réalisables qui améliorent la fonction
économique, sans accéder trop rapidement 3 la frontidre du
domaine. On définit ces points intérieurs comme 'centres'" de sous
ensembles du domaine, qualifiés "trongons", qui diminuent par
inclusion.

L'éloignement d'un point a8 la frontiére d'un trongon se mesure
par 1l'intermédiaire d'un représentant d'une classe de fonctions

appelées F-distances.
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Maximiser f(x)
Soit le probléme général P gi(x) >0 i=1,..m
x €B CR"

avec f et g5 » (i = 1,...m), fonctions concaves continliment diffé-
rentiables
B polyédre fermé.

o
Notons . A = {x € R™ / gi(x) >0, 1 =1...m} tel que ANB == ¢

A est convexe fermé

F= 1 inf{f(x) / x € ANB} , sup {f(x) / x € A(B} CR

On dé&finit un trongon du domaine A par

E(A) = {x € A/ f(x) » A, A€ K}
Un exemple de F-distance est la fonction numérique
d(x,2) = min {f(x) - A, gi(x) / i =1 ...m}

On détermine les centres par la résolution des problémes non linéaires

convexes
maximiser d(x,Ak)
x € E(Ak)r\B

ot A = f(§—1) avec %! solution de L i.e centre de E(Ak_l) OB

CONVERGENCE

)
Si 38 une étape k, on a E(Xk)f\B = @ alors xk est solution
optimale du probléme P,sinon tout point d'accumulation de la suite

infinie des xk est solution optimale du probléme P.
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REMARQUE

La maximisation dans Pk peut €tre conduite & €4 prés,

par la recherche d'e, -centre, sans détruire la convergence de

k
l1'algorithme (en imposant e, > © lorsque k » +®) ce qui permet 1'ap-
plication sur ordinateurs.
ck est dit g, centre si d(ck,xk) >, max {d(x,kk) / x € E(Ak)ﬂB}—ek > o

2.2 Méthode des Centres lindarisée

La linéarisation des fonctions non linéaires permet de

profiter des progrés acquis dans la ré€solution des programmes linéaires.

Soient f'(x;y) = f(y) + Wy).(x-y) la linéarisation de f(x) au point y
(on remplace le graphe de f(x) par son hyperplan tangent au point

(y; £(y)))

de méme g'i(x;y) = gi(y) + Vgi(y) . (x-y) i = 1,...m

A partir de d(x,A) = min{f(x) - k,gi(x) / i =1,...m} on peut

définir la fonction F-distance 1linéarisé
d'(x,2;y) = min {£'(x;y) =~ 1, g'i(x;y) / i=1,...m}

pour v fixé, d' est linéaire par morceaux, continue, concave
et d(x,)) « d'(x,A3y) V¥(x,y) € R*® w¥i ¢ R

. k e 2 s
On obtient un centre x du trongon non linéaire E(Ak) en effectuant

une succession théoriquement infinie de
- résolution de programmes linéaires

[maximiser u

£ 0™ - Ay
S'i(x;yh) >
x € B

- ()

X h
PL(Ak;y )




. h . . h .
Soit 2z la solution optimale (z centre du domaine

linéarisé EL(Ak) )

h
- Maximisation de d(x,Ak) sur [y,zl]

. . h
La suite des points (y),gy converge alors vers §.

En pratique :
- 1l'utilisation d'e centres permet de ne résoudre qu'un
nombre fini h¥* de programmes PL (Ak,y) d chaque itération,

sans modifier la convergence de la méthode.

En fait on peut se contenter d'un seul programme linéaire par tron-
. l -~ g -
cature et le point obtenu y peut &tre considéré comme un c-centre

*+1 yl) d'ol 1'intérét de la méthode.

k
(on posera x
- les programmes PL(Ak,fl) ont tous le méme nombre de contrain-

tes et de variables.

REMARQUES

1) Les procédés de linéarisation peuvent trés mal approximer
le domaine non linéairei.e on peut obtenir un probléme
totalement différent du probléme d'origine (cas de fortes
courbures des contraintes) ou bien obtenir une faible
amélioration de la fonction économique si la direction

h h P o . . .
(y ,z ) "pénétre" trés peu dans le domaine non linéaire.

2) VUne mauvaise homogénéité& dans les valeurs calcules des
fonctions définissant la F-distance est un obstacle a
l'obtention de "bons" centres i.e si une contrainte prédo-
mine par son gradient les points risquent de demeurer
proches de celle-ci et de provoquer une stagnation de 1la
fonction €conomique dans le cas de la contrainte équipo-

tentielle f(x) = A

Ces considérations ont conduit Denel [4.3] 3 améliorer 1'application
de la méthode grdce 3 la modification qualifiée "algorithme de

centrage"
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/ ~ ' .

On repond 34 la remarque | en assurant une meilleure
représentation du domaine non linéaire par 1'adjonction provisoire
de contraintes linéaires supplémentaires définies par des hyperplans

h

de linéarisation limitant le déplacement des points z

Une réponse & la remarque 2 est la normalisation des contraintes

de fagon 3 réaliser
Hve) ] = [lvg, (ol =1 v =1...m
ot ||.|]] norme Euclidienne

ce qui introduit les fonctions

i 0 f£(x) = A g; (%)
D : R x B x KR D(x,y,A) = min{ ———  ; ————— i = 1...m}
| 1vey) ] | 1ve; (y) ]
et
n £'(x,y) - A g'i(x,y)
d' R x B x KR d'(x,y,*) = min{ 3 : i=1...m}
1oty ]| | 1ve; () 1]
On fait 1'hypothése
Ja,B € R 0o < a g B
Vx € B a & ||vE() || ¢ B et ag ||Vgi(x)|| < B i=l...m

En pratique, on pondérera en outre f(x) ou £'(x,y) par un coefficient
8(® ¢ 1) indépendant du nombre d'itérations de fagon 3 é&loigner le
centre de 1'équipotentielle f(xX) = A YK

ALGORITHME

d 1'itération k on dispose de x* € ANB A = £ (xF)
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1) Linéariser f et 8; i=1...m en xk

L
E (Xk) polyédre obtenu 3 partir de E(Ak)

maximiser d'(x,xk,kk) sur EL(Ak)(\B. Soit zk 1'optimum

de ce programme linéaire.

P . + .
2) Maximiser D(x,xk,xk) sur [xk,zk] soit % ! 1'optimum

3) Choisir %'! dans E', 0B avec B',,, = {(x€A/£(x) % £ 1))
+
. _ . k+1 k
centrage si nécessaire : pour h = o £, =y u, =z .
(1) Prendre W, un point de [th,uh] tel que thE(Xk)nB
si vy n'existe pas aller en (4)

Choisir parmi les contraintes gi(x), f(x) —Ak

la fonction 1 telle que

ll(wh)l = min{,f(wh) - Akl,lgi(wh)[, i = 1...m}
définir
Speq =IX/1(w ) + VI(w, ). (x-w )zu} Q5.

L
avec So = E (Ak)(]B.

(2) Trouver LI optimum du programme linéaire
maximiser u sous (x,u) € Sh+l
.. K . ' .
maximiser Dksur [th’uh+]] 3 soit t ., 1'optimum
(3) Aller en | avec h + 1
. . , k+1 . . .
(4) Choisir pour point X celui qui donne, parmi
+ . .
% ! ou t, la meilleure valeur de la fonction

h
économique

4) Aller en ! avec k + 1 au lieu de k
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On peut schématiser cet algorithme de la fagon suivante :

MISE EN PRATIQUE : Denel [4.3]

~ chaque contrainte additionnelle a pour effet de rendre

u, extérieur au nouveau polyé&dre d'ol u ke u

h h+1

- On choisit un nombre relativement petit de contraintes
additionnelles pour toute itération ou bien on adapte ce

nombre suivant le besoin.

-~ On peut normer les contraintes additionnelles de fagon a
rendre €quidistants les points ty de la contrainte supplé-

mentaire et de 1'@quipotentielle économique.

- La résolution des programmes linéaires s'opére par la
méthode simpliciale a4 variables bornées avec inverse
explicite (transformation de l'inverse de base et de 1la

solution 3 chaque itération).
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~ L'enchainement desprogrammes linéaires s'effectue
par la technique dual simplex adaptée aux variables

bornées.

~ On maximise les fonctions sur un segment par des procé-

dés de dichotomie.
VARIANTES

Beuneu [4.1] accélére la maximisation sur un segment
par une technique d'interpolation polygdnale et adapte 1'étape
3) (2) de 1'algorithme 3 ses problé&mes de "Dispactching"” en
préférant maximiser D sur [§’uh+l]
La méthode des Centres Linéarisée, s'est révélée trés performante
sur les problémes Tests de Colville, nous emploierons donc le

code de Denel avec les particularités propres 3 nos problimes :

On effectue un nombre minimum de contraintes additionnelles et on
1'augmente si nécessaire, jusqu'd obtenir une trés faible amélio-
ration de la F-distance D. En effet, un manque de ces contrain-

tes supplémentaires influengait fortement la rapidité de la conver-
gence. En outre la pondération de ces contraintes par ||V1(xk)|l

s'est révélée plus efficace.
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3 Etude des programmes dé&terministes

La répartition se shématige par le graphe ci-dessous.

Réseau [ll noeuds «p branches d'arbres
21 Liaisons — maillons
¢ cycles

NORD (1)

LE HAVRE (2) (8) LORRAINE

(9)ALSACE

OUEST(3)

(10) LYON-ALPES

BORDEAUX  (4)

Utig

(11) SUD-EST

(7) TOULOUSE
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Les caractéristiques du réseau existant sont mises en annexe A.
Les ouvrages candidats 3 l'investissement sont de 4 types (}U] = 4)
pour les centrales et de 2 sortes (|S|= 2) pour les lignes.
Par conséquent le programme mathématique a

= 11 contraintes non linéaires

- 22 contraintes linéaires

- 86 variables décisionnelles et 10 auxiliaires (V_)

N

- 96 contraintes de bornes.

C'est donc un programme de taille relativement importante.

Donnons les caractérisques des ouvrages supplémentaires possibles

. Centrales

Type Puissance Taux Coiit
Maximale d'indisponibilité d'invegstissement
M 3
p (MW) Ty £, (197F)
4
Tl 125 0,10 1510
T2 240 0,10 24104
T3 600 0,12 4510%
T4 1200 0,15 14410

- Lignes

Type Capacité maximale Réactance Taux Coiit
Transportée d'indisponibilité d'igvestissement
M 1 , g,
qS(MW) bs(ﬂ/km) s : ;1 (103F/km)
i
1 385 0,40 0,02 100

2 1300 0,11 0,02 200
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Notre formulation du probléme demande 2 choix importants ;

- celui des taux de satisfaction ®. pour le passage

au probléme déterministe. Les valeurs de e, influent &

la fois sur la forme du domaine des solutions ré&alisables

par l'intermédiaire des coefficients de pondération t,
des fonctions non linéaires dans l'expression des conttain-
tes, et sur son contenu qui diminue avec l'accroissement
des a, . C'est par comséquent différents problémes déter-

ministes qui en résultent et on a comparé la résolution

et les solutions de 3 choix : programmes P], P2, P3

- celui des paramétres espérances et variances des lois
Normales i.e édelui des valeurs de 6 et A . On peut ainsi
obtenir différents programmes stochastiques avec des
variables aléatoires plus ou moims dispersé&es autour
de leurs moyennes. Cette influence apparait donc dans la
considération du probléme posé et dans le rapprochement
proposé des aléas aux situations observées réellement. On
a étudié 3 programmes stochastiques différents par la
comparaison des 3 programmes déterministes déduits :
P],P4 et PS'

Enfin pour la méme version déterministe d'un programme stochastique
(probléme P4) on a mis en évidence 1'influence de variations de 5%
et de 10 7 des consommations (problémes P6 et P7) qui peuvent dé-

boucher sur un plan de prévision d'investissement & moyen terme.

Les résolutions de tous ces problémes se sont effectuées sur
l1'ordinateur C I I 10070 (mémoire de 96 K soit 98304 mots de 32 bits)
Pour la 'méthode des Centres Linéarisée" le code de Denel [4.2]

fut utilis@ mais aprés transcription en une version FORTRAN.

Cette méthode demande de déterminer par tatonnement des coefficients
tels que pondération de la fonction &conomique ou nombre de con-
traintes additionnelles. En prenant le probléme Pl pour base cette

recherche a donné les résultats suivants.:
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- pondération de la fonction &conomique par O,l

- nombre de linéarisation par troncatures

1

- coefficient de réduction de 1l'intervalle de dichotomie 10

- nombre minimum de contraintes additionnelles : 5

- nombre maximum de contraintes additionnelles : 21

Le procédé d'adaptation du nombre de
nécessaires entre chaque troncature,
ration de la F-distance,
pour les autres programmes.

pouvait garder utilement les

On s'est

a permis de

contraintes additionnelles

reposant sur un test d'amélio-

conserver ces bornes (5 et 21)

apergu en

outre, que 1'on

autres coefficients fixés aux valeurs

trouvées pour la résolution de tous les problémes.

De méme, le point de départ choisi, définissant

important s'est

Ses composantes

. i _ i

Vi € T z, = z2

J - ]

¥V € M LA vy

V., = =
1 3500 V2

V. = 1000 \&

3.1Influence

révélé réalisable pour tous nos

sont

1500

2000

23

<
(]

v =

-7000 V

-1000 V

4

9

du choix des taux @

0,9
0,9

Vi €

Vi €T Sauf q3 = as = a‘8 -

T

0,95 Vi € T

avec Ir | =

aveclM|

1000 V5

-7000 V10

un investissement

exemples.

11

21

1000

= -2200

0,95

Les bornes de la consommation sont les données c, -
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Les paramétres des lois de probabilité sont fixés par :
0,8 A= 0,15
, lignes :8 = 0,9 A = 0,08

réseau existant : centrales :0

0,85 A = 0,10
0,95 A = 0,02

investissement : centrales :0

lignes )

ce qui donne,dans le cas des puissances injectées par exemple, pour

- o -
valeurs aux espérances E(pi) et écarts types c(gi)

Noeuds E(gi) E<gi) 0(8') c’(gi)
M i M
Ps P
1 2536 0,77 143 0,04
2 868 0,70 164 0,13
3 1445 0,71 191 0,09
4 1094 0,81 240 0,17
5 4081 0,69 , 319 0,05
6 1913 1 0 o
7 1325 0,94 60 0,04
8 1229 0,78 126 0,08
9 687 0,85 56 0,07
10 4044 0,93 100 0,02
11 1772 0,94 65 0,03

On s'apergoit de 1'influence des taux de pannes en particulier sur
P ; P o 5 . . .
1'éloignement de l'espérance E(pi) par rapport & la puissance maximaie

théorique gi'
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3.1.1 Sur la résolution en variables continues

On peut dresser le tableau des différentes é&tapes

n°® de centre

coﬁt coé% cé%t
3 36 106 151 39 687 550 6 795 415
5 11 141 031 8 204 259 8 072 072
7 5 298 255 3 413 909 3 963 336
9 2 795 898 2 952 157 3 400 531
11 2 583 319 2 882 448 3 283 B854
13 2 538 975 2 870 363 3 265 521
15 2 524 298 2 862 776 3 260 498
17 2 520 558 2 857 917 3 259 512
20 2 519 766 2 857 357 3 258 203
23 2519 733,9 2 857 319 3 257 451
24 2 519 733,0 2 857 316 3 257 388

Temps en s 668 B37 851

On obtient & 1l'optimum une meilleure précision pour P1 (7 chiffres)

et P2 (6 chiffres) que pour P3. Des valeurs de o plus grandes (P3)

donnent plus d'importance aux fonctions non linéaires et influencent le

comportement la méthode des centres linéarisée".

ce phénoméne peut

étre une plus forte courbure des contraintes

Une explication i

qui nécessite un centrage maximum (augmentation du temps) et géne la

précision. D'aprés ces exemples une demande de satisfaction plus

sévére sur les contraintes (augmentation de 0,05 sur a;) multiplie

le temps par

On. a en outre optimum de P

optimum de P3

1

du fait de 1'inclusion des domaines.

= 0,88 optimum de P2 = 0,78
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3.1.2 Sur les solutions optimales (variables continues)

Dans ces tableaux ne figureront pas les variables
dtordre 10—6 a 10—9 supposées &gales 8 O (notamment les variables
wg)

Ceci fut justifié par le traitement d'un probléme du type P3
réduit a8 54 variables (pas d'investissement de lignes), 1l'opti-
mum obtenu &tait inférieur de 1 %o et les solutions furent

sensiblement de mémes valeurs.

P *, Ps

Noeuds T3 T2 T3 T2 T3

zi zi -zi zi zi

3 2 3 2 3
1 0,60 0,77 0,25 0,64
2 0,69 0,89 0,31 0,74
3 0,82 0,03 0,76 0,38 0,88
4 0,28 0,36 0,01 0,30
5 1,43 0,13 1,31 0,75 1,51
6 14 0,20 0,01 0,15
7 0,18 0,24 0,20
8 0,54 0,02 0,50 0,25 0,58
9 0,27 | 0,05 0,34 0,16 0,28
10 0,38 0,49 0,03 0,41
By 0,22 0,29 0,04 0,24

On s'apergoit que pour @, = 0,9 ¥i €T (P ) 1'investissement en
centrales de type Tj est préféré i tout autre. On trouve 1la Just1f14
cation par comparaison des caractéristiques (rapports puissances

maximales et rapports colits) et on obtient le classement suivant, par

ordre de rentabilité : T3, T2, Tl, T4.

‘Une augmentation des @, provoque d'ailleurs l'investissement en

centrales de type T2, en gardant les mémes ordres de grandeur pour

les solutions en T3.
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On aurait pu penser d'aprés les données que des noeuds tels que
Massif Central (6) ou Lyon Alpes (10) ne nécessiteraient pas d'inves-
tissement, mais ces centres, par l'intermédiaire des lignes, ali-

mentent entre autre Paris (5), noeud trés consommateur.

Liaison i P2 P3
Vj Vj vj
1 1159,466 1259,836 1174 ,086
2 2040,656 2612,366 2076,612
3 -5018,779 -5750,284 -4733,981
4 1890,581 2237,562 1925,590
5 3894,062 4093,429 3765,168
6 -2514,540 -2709,515 ~-2398,311
7 -1266,593 -1679,543 -1218,846
8 -1183,421 - 916,036 -1178,904
9 5122,147 5237,706 4885,494
10 - 68,110 - 120,200 - 36,074
______________________ | U S
11 - 731,114 - 977,731 -~ 751,504
12 623,987 558,024 706,744
13 - 559,433 - 358,012 - 472,160
14 4562,713 4879,694 4413,334
15 - 668,650 - 786,265 - 648,165
16 - 736,761 - 906,465 - 684,240
17 -1777,779 -1803,050 -1714,071
18 2699,364 2687,295 2754 ,606
19 - 184,824 22,220 - 356,295
20 5203,603 5723,064 5090,276
21 -1309,541 -1634,635 -1325,108




IV.28

On constate, entre P]et Pz, Que rendre plus contraignant certains
noeuds implique une nouvelle répartition de 1'énergie par une augmen-
tation des modules des différences de potentiel des lizisons passant
par ces noeuds, accompagnée d'une diminution pour les autres lignes

constituant les mailles correspondantes.

OUEST (3) transit modifié par liaisomns : 2,3,20,21
PARIS (5) transit modifié par liaisons : 4,5;11,14,21
LORRAINE (8) transit modifié& par liaisons : 7

La question posée est : oli est comment investir ?

C'est par conséquent les valeurs des solutions optimales qui nous
intéressent et nécessitent 1'ajustement. Mais avant, examinons

les défaillances ou manques d'énergie en chaque noeud lorsque le
réseau est mis sous les différences de potentiel Vj et 1l'investisse-

ment nul (variables décisionnelles mises & 0)

Noeuds Pl PZ P3

i i i
1 239,254 297,051 291,111
2 274,924 341,362 337,029
3 323,833 301,519 402,116
4 111,957 142,185 121,618
5 560,299 529,560 706,636
6 59,833 81,201 63,740
7 73,910 98,005 82,189
8 214,509 198,368 267,544
9 106,080 140,050 138,635
10 152,152 194,875 165,406
11 90,238 114,874 104,194

L'augmentation de la défaillance suit celle du désir de satisfaire
les contraintes ce qui nécessite un investissementpplus important

pour P3 que pout Pl' Ces valeurs de Si nous guident pour proposer

des valeurs entiéres aux variables de décision.
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3.1.3 Sur les solutions entiéres

Noeuds f1 "2 3
TL (T2 | T3) T4 | TL | T2 | T3 | T4 T1 | T2 | T3 | T4
2% % %79 ]n]| alalg|nla
1 1 1 o[ 0| 0| O 1 0 0 1 0
2 0 0 1{ 0o} o 0 1 0 0 1 0
3 0 0 1| o 0 0 1 ol 1 0 1 0
4 0 1 0o{ 0| o 0 1 o o 1 {0 0
5 1 0 1|0 0 1 1 ol o 0 2 0
6 it {ololo]|1]ofo]| ol1t]ol|lol]o
7 1 0 o| o 0 1 0 of t 0 0 0
8 1 1 o o 1 1 0 0| 0 0 1 0
9 0 1 o| o 0 1 0 o o 1 ) 0
10 0 1 0| o 1 1 0 ol 1 1 0 0
11 0 1 | 0} o 0 1 0 0| 0 1 o} 0
timun] 3 630 000 3 900 000 4 260 000

On vérifie qu'en certains noeuds, le manque d'énergie, mis en
évidence par la valeur de la solution continue en T3, peut &tre
comblé par l'investissement de centrales de colit moindre : type T1
(ﬁoeud 6 par’exemple). Un simple arrondi des valeurs en T3 & 1'unité

pour P. aurait conduit l'investissement de 12 centrales soit un coft

1
double du colit optimal obtenu par la résolution en variables

continues.

Néanmoins, 3 cause de certaines valeurs faibles des zt (en continu)
et des différences entre les quantités 61 et les caractéristiques
des centrales, on obtient une augmentation du coiit de 44 % pour P
36 Z pour P 30 Z pour P

2’ 3
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Cet accroissement représente le cofit de 2 centrales de type T, ou

3
de 4 centrales de type T2. Plus on devient exigeant (di plus fort)
plus 1'écart diminue puisque les défaillances relevées se rapprochent
des caractéristiques des centrales 3 investir. Il en résulte que
certains noeuds (6,9,11) sont insensibles 3 1'augmentation de o,
puisque leurs solutions enti@res d'investissement restent constantes
mais par contre elles se modifient pour les centres sollicités par
une forte demande (1,3,5). Notons que Paris (5) prédomine dans cet

investissement conformément aux solutions continues.

Cet ajustement entraine des surplus en énergic maximale disponible

qui permettent une augmentation Ac? des bornes maximales de consom-
mations possibles. En général Ac? est faible (moins de 4 £) ce qui
renforce la valeur de 1'ajustement. I1 est 3 remarquer que AC? (Paris)

demeure trés faible.

I
Pl P2 P3
Noeuds
AC AC AC

ACM E;_ ACM EQE ACM E;ﬂ
1 21 0,009 74 0,032 62 0,026
2 102 0,139 36 0,049 24 0,032
3 60 0,028 68 0,032 59 0,028
4 50 0,045 20 0,018 35 0,031
5 19 0,003 40 0,006 14 0,002
6 24 0,019 4 0,003 18 0,024
? 13 0,016 61 0,077 3 0,003
8 44 0,038 57 0,050 77 0,067
9 51 0,046 17 0,015 13 0,011
10 14 0,004 62 0,019 87 0,027
11 69 0,038 44 0,024 49 0,027

3.1.4 Satisfaction de la loi des Noeuds (tableau page 31)




Noeuds

Oa Oa Oa Oa Oa Oa M
E(SiAV) c(SiAV) Cm E(SiAV) o(SiAV) Cm E(SiAV) (SiAV) Cm données

1 277,438 11,744 0 334,956 14,122 0 278,982 11,863 0 3211
2 201,224 11,394 0 267,324 14,670 0 205,849 11,621 0 729
3 -551,161 20,641 578 ~-641,190 23,907 681 -539,887 20,177 574 2071
4 - 2,995 15,778 24 26,866 16,933 0 - 20,431 15,531 46 1908
5 -1762,513 52,315 1831 -1907,497 55,931 2000 -1729,023 50,789 1813 5984
6 696,147 42,066 0 714,078 44,708 0 687,669 40,648 0 1222
7 529,577 20,274 o 553,262 21,240 0 515,953 19,771 o 787
8 144,582 10,844 0 84,271 9,699 0 1535315 10,697 0 1135
9 -378,339 19,656 404 -344,153 19,667 370 -366,040 18,918 398 1035
10 852,602 39,792 0 894,116 42,237 0 829,106 38,382 0 3204
11 - 6,558 7,55 17 17,965 8,257 0 - 15,4%2 7,167 28 1784

1€ AT
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On a calculd, sous les différences de potentielles Vj » la somme
algébgique de l'énergie apportée (E(SiXV) < 0) ou retranchée

(E(SiAV) > 0) par les lignes en chaque noeug; 0.
On peut alors déterminer C? = maxlo ; —E(SiAV) + tu‘q(SiAV)].
Pour P] et P3,
C? 9= 0 tandis que P2 se différencie par : les valeurs fortes des

ce sont les mémes noeuds (3,4,5,9,!13 qui demandent

’C? augmentent tandis que les faibles deviennent nulles par la

nouvelle répartition d'énergie pour ce probléme.

CM
De fagon générale on a o ¢ C? < ; Vi € T

Le tableau précédent permet d'affirmer que pour toute demande
M M '

d; telle que C? £ d; s C ¢ ACi la loi des noeuds sera vérifiée.

3.2 Influence du choix des paramétres de lois de probabilité

a. fixé a8 0.9 Vi € T
bornes des consommations données c;
On comparera le probléme P1 précédent avec 2 Aautres programmes

P, et P5 issus de 2 programmes stochastiques différents {pavamétres

des lois de probabilité modifiés) définis par :

P4 : réseau existant : O augmenté& de 0.05 pour les centrales et les

— vt s e e w— — v
-

lignes par rapport & P1 et A diminué de 0.05

centrales : 0 = 0.05 A= 0.10

lignes : 6 = 0.95 A = 0.03

investissement :

dentrales : 0 = 0.85 A = 0.10 (inchangé)

lignes : 06 = 0.95 A = 0.02 (inchangé)
P5 : se différencie de P4 par une augmentation de de 0.05

pour les nouvelles centrales i.e © = 0,9 2 = 0.05
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Pour le programme P4 par exemple, on obtient le tableau des

puissances injectées suivant que 1'on pourra comparer avec celui
de P].

Noeuds E(gi) Eisi) 0(8-) O(Bi) o
P, * P
i i
1 2657 0,80 115 0,03
2 930 0,75 131 0,10
3 1533 0,75 158 0,07
4 1135 0,84 61 0,04
5 4374 0,73 259 0,04
6 1913 1 0 0
7 1337 0,95 48 0,03
8 1285 0,81 101 0,06
9 704 0,87 47 0,05
10 4087 0,95 80 0,02
11 1788 0,95 53 0,03

Le changement des valeurs de © et )\ provoque donc une augmentation

des espérances E(gi) et une diminution de la dispersion.

3.2.1 Sur la résolution en variables continues.

n° de centre coit P coit Py coit Pg
3 36 106 151 5 204 812 6 832 975
5 11 141 031 1 807 840 1 506 980
7 5 298 255 1 256 014 1 133 615
9 2 795 898 1 189 848 1 086 499
11 2 583 319 1 184 320 1 074 348
13 2 538 975 1 182 777 1 072 609
15 2 524 298 1 182 599 1 072 302
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17 2 520 558 1 182 581 1 072 255
20 2 519 766 1 182 558 1 072 246,4
21 2 519 754 i 182 557,4 1 072 245,7
22 2 519 738 1 182 557,0
23 2 519 733,9
24 2 519 733,0

Temps en s 668 606 589 J

La méthode des centres Linéarisée donne des résultats tré&s précis
pour ces trois problémes puisque 1'on obtient les 7 chiffres exacts
4 chaque optimum. Les nouvelles valeurs de © et A ont augmenté

les coefficients des fonctions linéaires et diminué les fonctions
non linéaires dans l'expression des contraintes. Cette modification
du domaine, qui résulte donc d'une moins grande influence des pannes,
donne une réduction de moitié& du coflit d'investissement et un gain

de temps de résolution de 10 Z%.

3.2.2 Sur les solutions optimales

- Noeuds Pl P4 PS

T3 zi T3 L1 T3 .1

3 3 3
1 0,60 0,28 0,26
2 0,69 0,32 0,30
3 0,82 0,39 0,36
4 0,28 0,13 0,11
5 1,43 0,65 0,61
6 0,14 0,03 0,03
7 0,18 0,09 0,07
8 0,54 0,25 0,23
9 0,27 0,12 0,11
10 0,38 0,18 0,15
11 0,22 0,11 0,09
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Liaisons PI P4 PS
Vj Vj Vj
1 1159,466 1465,926 1475,307
2 2040,656 2006,447 2024,911
3 -5018,779 -4968,705 -4883,833
4 1890,581 1917,617 1939,896
5 3894,062 3584,034 3542,203
6 -2514,540 -2371,788 -2321,614
7 -1266,593 -1510,147 -1512,269
8. -1183,421 -1200,229 -1205,038
9 5122,147 5019,746 4958,862
10 - 68,110 - 37,730 - 21,642
11 - 731,114 - 451,690 - 464,589
12 623,987 407,469 427,627
13 - 559,433 - 792,759 - 777,411
14 4562,713 4226,987 4181,450
15 ~ 668,650 - 642,952 - 639,246
16 -~ 736,761 - 680,683 - 660,889
17 -1777,779 -1691,105 -1660,724
18 2699,364 2541,874 2540,305
19 ~ 184,824 - 170,085 - 218,691
20 5203,603 5138,791 5102,525
21 ~1309,541 -1554,756 -1560,321

On retrouve la préférence en investissement de centrales de type T,
mais les solutions de P] sont réduites de moitié pour P4 et PS’ ce
qui explique la diminution de cofit. Quant aux variables auxiliaires
Vj’ le changement de lois de probabilité s'accompagne de transits
d'énergie différents.On peut observer des variations des différences
de potentiel entre P, et P

1 4
exemple pour les liaisons 1 et 11 , 7 et 12.

dans différentes mailles : ainsi par

Cet investissement de moitié se justifie par le< tableau, ci dessous,
des défai l1lances du réseau lorsque les variables Vj sont fixées i Vj

et les variables décisionnelles mises & O.




Une variation de 0 et A de 5 Z

la défaillance en chaque noeud
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de 50 7 en moyenne.

aboutit 3 une diminution de

=\

Noeuds 5i Pl 5i P4 5i P5

1 239,254 117,805 120,517

2 274,924 134,632 137,434

3 323,833 162,022 165,146

4 111,957 57,064 52,714

5 560,299 269,739 279,645

6 59,833 16,333 14,550

7 73,910 41,372 33,500

8 214,509 104,656 107,007

9 106,080 50,113 52,459

10 152,152 77,450 72,087

11 90,238 48,679 44,394

3.2.3 Sur les solutions entiéres
Pl P
Noeuds
T! T? T? T? T! T? T? T? T} T? T? T?
2t z. | 2t z; zt zo | 2z} z zt z} ze zr
1 3 4 1 2 3 4 ] 2 3 4
1 1 1 o 0 0 1 0 0 0 1 0 o
2 0 0 1 0 0 1 0] 0 0] 1 0 0
3 0 0 1 0 0 1 0 0 0 i 0 0
4 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 (4] 0
5 1 0 1 (4] 0 0 1 0 1 1 0 (0]
6 1 0 0 0 1 (0] 0 (4] 1 0 (0] 4]
7 1 o 0 0 1 0 0 0 0 0 0
_ 8 1 1 0 0 0 1 (0] 0 0 1 0 0
LF\ 9 0 1 0 0 ] 0 0 0 1 0 0 0
10 0 1 0 0 1 _O 0 4] 1 0 0 0
11 0 1 (0] 0 1 0 0 0 i 0 0 0
Optimum 3 630 000 2 310 000 2 250 000
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La diminution d'investissement pour les problémes P4 et P_ se traduit

5

par l'investissement de centrales de type Tl et T2 plutdt que T3, puis-
que les solutions optimales obtenues en variables continues étaient
faibles. Ces derniéres génent un bon ajustement car le colit élevé

de chaque centrale provoque une forte augmentation du coilit optimal

par rapport 3 celui obtenu par la résolution "en continu". Il est

d noter que les noeuds 6 et 7 par exemple, sont insensibles au chan-
gement de 1'influence des pannes puisque l'investissement reste
identique. L'origine hydraulique, donc & taux de panne nuls, de 1'éner-

gie injectée, justifie cette remarque.

1 > [N - - .
De 1'ajustement aux valeurs entiéres résulte des surplus en énergie

disponible qui peuvent permettre des variations AC, des demandes

M
maximales.

Noeuds Pl iC P4 X P5 AC
AC, M AC, b__r_a AC,, __(_:_bg
CM M M
1 21 0,009 49 0,021 64 0,0271
2 102 0,139 34 0,046 48 0,065
3 60 0,028 8 0,003 21 0,010
4 50 0,045 30 0,027 43 0,038
5 19 0,003 127 0,021 8 0,001
6 24 0,019 60 0,049 74 0,060
7 13 0,016 44 0,055 61 0,077
8 44 0,038 61 0,053 76 0,066
9 51 0,046 35 0,031 42 0,038
10 14 0,004 11 0,003 25 0,007
11 69 0,038 37 0,020 51 0,028
3.2.4 Satisfaction de la loi des Noeuds
En procédant comme. précédemment on obFient le tableau

(voir page suivante)




P Py Ps
Noeuds T — — — o —

E(SiAV) o(SiAV) Cm E(SiAV) c(SiAV) Cm E(SiAV) c(SiAV) Cm CM

1 277,438 11,744 0 314,713 5,496 317,422 5,547 2311
2 201,224 11,394 0 165,966 4,660 168,766 4,712 729
3 -551,161 20,641 578 -580,910 9,099 593 -577,782 9,043 590 2071
4 - 2,995 20,641 24 4,99 6,775 0,656 6,716 1108
5 -1762,518 52,315 1831 -1676,860 21,499 1705 -1666,931 21,291 1695 5984
6 696,147 42,066 0 684,691 17,417 683,192 17,199 1222
7 529,577 20,674 0] 528 8,501 520,157 8,377 787
8 144,582 10,644 0 123,166 4,821 125,516 4,846 1135
9 - 378,339 19,656 404 -402,697 8,642 414 -400,334 8,568 412 1095
10 852,602 39,792 0 854,074 16,570 0 848,759 16,387 0 3204
11 - 6,558 7,545 17 - 15,141 3,151 20 - 19,421 3,080 24 1784

M

. m
pour toute demande comprise entre Ci et Ci +

des Noeuds dans au moins 90 %

des cas.

AC? on pourra obtenir la loi

On peut remarquer une diminution de 10 Z de C? (pour Paris).

8¢ Al
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3.3 Influence des Variations des bornes maximales de congommation

On considére les seconds mambres Ci des contra¥ntes comme

des paramétres.

- o fixés a 0,9 Vi € T

- paramétres des lois de probabilité fixés i

réseau existant centrales O = 0,85. A = 0,10
lignes 0= 0,95 A= 0,03
investissement centrales & = 0,85 X = 0,10
lignes = 0,95 X = 0,02

Puisque ce sont les paramétres choisis précédemment paur P4’

peut établir la comparaison entre les problémes P4 et

6 ° augmentation de 5 Z de Ei

P7 : augmentation de 10 X de Ei

3.3.1 Sur la résolution en wvariables continues

on

n® de centre K 6 77
colt colt coiit

3 204 812 11 601 701 0 919 833

5 807 840 3 420 958 4 909 511

7 256 014 2 638 693 4 125 348

9 189 848 2 529 985 4 028 873

11 184 320 2 512 427 3 990 157

13 182 777 2 509 272 3 971 402

15 182 599 2 509 014 3 967 163

17 182 581 2 508 879 3 964 747

19 182 563 2 508 867 3 962 902

20 182 558 2 508 866,9 3 962 603

22 182 557 3 962 008

23 3 961 933

24 3 961 858

' 25 3 961 792

Temps en s 606 582 704
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On obtient une meilleure précision pour P4, P6<pe pour P7 qui
nécessite plus de temps. La paramétrisation des Ei a pour effet
de diminuer le domaine des solutions réalisables et implique

des colits plus forts.
On a optimum de P6 = 2,12 x optimum de P4

optimum de P7 = 3,35 x optimum de P4

tandis que le temps de P7 est de 15 % supérieur 3 celui de P,.

3.3.2 Sur les solutions optimales

La nécessité de satisfaire une consommation supérieure,
provoque une augmentation d'investissement en centrales T3 pour

P6’ en centrales T2 et T3 pour P, et une variation de l'@nergie

transitée par des changements de7différences de potentiel notamment
sur les liaisons

1 et 11 pour alimenter plus fort Paris 3 partir de Nord.

9, 10, 15, 16, 19, 20§ 2! pour tirer plus d'énergie des Noeuds
Massif Central et Lyon Alpes.

Py Pe P,
Noeuds
T3 . T T3 T2 T3
1 2 . . .
z, él zl zl 2t
2 3 2
3
1 0,28 0,60 0,34 0,76
2 0,32 0,68 0,40 0,87
3 0,39 0,82 0,44 1,04
4 0,13 0,30 0,13 0,39
5 0,65 1,37 0,80 1,73
6 0,03 0,08 0,09 0,12
7 0,009 0,23 0,12 0,29
8 0,25 0,53 0,30 0,67
9 0,12 0,25 0,15 0,32
10 0,18 0,41 0,19 0,52
11 0,11 0,26 0,13 0,33
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Liaisons Pa P6 P7
| ' ' '
1 1465,926 998,746 521,462
2 2006 ,447 2065,937 2183,782
3 -4968,705 ~4544,010 -4087,022
4 1917,617 2036,626 2156,661
5 3584,034 3450,414 3316,343
6 -2371,788 -2420,969 -2431,188
7 -1510,147 -1436,849 -1361,442
8 -1200,229 -1374,072 -1539,091
9 5019,746 4638,661 4211,261
10 - 37,730 - 25,740 - 12,456
11 - 451,690 -1037,879 -1635,199
12 407,469 599,776 795,219
13 - 792,759 - 774,296 - 743,871
14 4226,987 3864 ,364 3467,389
15 - 642,952 - 413,950 - 151,046
16 - 680,683 - 439,690 - 163,502
17 -1691,105 -1981,278 -2267,685
18 2541,874 2358,430 2209,092
19 - 170,085 62,538 222,095
20 5138,791 4481 ,472 3864,927
21 ~ =1554,756 -1031,058 - 548,583

)




En gardant les valeurs Vj

défaillances lorsque l'investissement est nul (variables décision-

nelles mises a 0)

En moyenne, les variations des Gi s'expriment en fonction de celles

des Ci par
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égales & Vj

-

on peut observer les

b8 4 c;
= 20 - Vi €T
di C.
Noeuds G.PA a.P6 a.P7
1 1 1
1 117,805 232,364 347,722
2 134,632 264,154 398,956
3 162,022 318,804 471,176
4 57,064 117,165 171,684
5 269,739 528,667 791,470
6 16,333 31,934 61,620
7 41,372 89,530 134,610
8 104,656 205,429 306,387
9 50,113 97,418 149,237
10 77,450 158,623 231,279
1] 48,679 101,301 150,922
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3.3.3 Sur_ les solutions entiéres
P P P
7
Noeuds 4 6

T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4 Tl T2 T3 Th
i i i i i i i i i i i zl
Zy Zy 23 | 24 | % 2, | %23 | %% | 5 Zy | %3 4
1 0 1 0 0 1 1 o | o 0 0 1 0
2 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0
3 0 1 0 0 0 o 1 0 0 1 1 0
4 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0
5 0 0 ] 0 0 1 1 o} 1 0 2 0
*6 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
7 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
8 0 1 0 0 1 1 0 0 0. 0 1 o
9 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
10 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0
11 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0

ptimums 2 310,000 3 720 000 4 890 000

Pour les solutions, on peut remarquer que plus la demande augmente,
plus 1l'investissement en centrales T3 est préféré et que le noeud
déterminant est encore Paris.

6, 9, 11 demeure insensible 4 1l'accroissement de la demande.

Aprés cet investissement,

entier & 1'optimum en continu, se retrouve par une diminution des

égal a3 23 7 pour P

7°

le meilleur rapprochement de 1l'optimum

surplus d'énergie en chaque noeud.

Par contre,

L'écart entre l'optimum en continu et l'optimum en entier diminue

avec l'augmentation des Ei' En effet, de 48 7% pour P6’ il devient

l'investissement aux noeuds
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" P P P

oenE AC, G | M | ac, Gy | “u | ac, G | m
Cy Cm Cy

1 49 {2311 |o,021 | 25 2426  |0,01 12 2542 |0,004
2 3% 729 {0,046 102 765 0,133 | 59 go1  |0,073
3 8 2071 [0,003 | 57 2174 |0,026 | 77 2278 0,033
4 30 (1108 |0,027 | 41 1163 [0,035 | 75 1218 |0,061
5 127 |s5984 0,021 | 43 6283 |0,006 | 33 6582  |0,005
6 60 {1222 (0,049 | 44 1283 (0,034 | 14 1344 |0,010
7 44 787 |0,055 | 64 826 0,077 | 19 865  [0,021
8 61 (1135 [0,053 | 50 1191 0,041 | 47 1248 0,037
9 35  |1095 0,031 {456 1149 10,048 4 1204 {0,003
10 11 |3204 0,003 4 3364 0,001 | 21 3524  $0,005
1 37 {1784 {0,020 | 54 1873 |0,028 4 1962 |0,002

3.3.4 Satisfaction de la loi des Noeuds (tableau page u45)

On retrouve les bornes minimales Cm > o pour les mémes
noeuds, mais ces bornes ne suivent pas 1l'augmentation des bornes

CM pulsque

baisse de Ci de 10 Z pour P, et 18 Z pour P

6 7

augmentation de Ci de 2 Z pour P6 et 4 %7 pour P7.

Puisque les a, ont été fixés a8 0.9 on peut assurer la satisfac-

tion de la loi des noeuds pour toute demande di comprise entre
i

ct et ¢t + AC) dans au moins 90 Z des cas.
m M M

-




Noeuds

x xR x - L3 ——

E(siXV) o(SiRV) c_ Cy E(siRV) c(SiXV) c_ Cy E(siXV) o(SiXV) c Cy

1 314,713 | 5,496 0 2311 314,264 | 5,630 0 2426 313,610 { 5,808 0 2542

2 165,966 | 4,660 0 729 259,435 | 5,687 0 765 358,135 | 7,275 0 801

3 -580,910 | 9,099 593 2071 ~527,074 | 8,329 538 2174 -478,660 | 7,705 489 2278

4 4,99 6,775 4 1108 10,173 | 6,236 0 1163 9,756 | 5,729 0 1218

5 -1676,860 {21,499 1705 5984 | -1716,835 {20,589 1744 6283 |-1752,963 |19,907 1779 6582

6 684,691 |17,417 0 1222 640,271 | 16,664 0 1283 609,904 | 15,935 0 1344

7 528,000 | 8,501 0 787 537,140 | 8,586 0 826 543,205 | 8,649 0 865

8 823,166 | 4,821 0 1135 167,902 | 5,380 0 1191 211,819 | 5,960 0 1248

9 -402,697 | 8,642 414 1095 ~409,347 | 8,448 421 1149 -412,484 | 8,257 424 1204

10 854,074 |16,570 0 3204 775,601 | 15,167 0 3364 688,610 {13,631 0 3524
11 - 15,141 | 3,151 20 1784 - 51,531 | 3,291 56 1873 3,573 96 1962

- 90,933

S

ai;h
$ng

S¥°AI
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CONCLUSION

L'objectif primordial dans la formulation a été la
satisfaction de toute demande pouvant méme atteindre sa borne maxi-
male. |
Les contraintes peuvent donc paraftre sévéres mais elles offrent
l'avantage de parer 3 toute éventualité dans 100 a; % des cas
(i 6 T)

On a mis en é&vidence, par le traitement de divers problémes, la
possibilité de fournir plusieurs solutions & un méme probléme réel.
La "méthode des Centres" a conduit 3 des résultats précis et
L'ajustement choisi fut un moyen de présenter des solutions concré-:
tes grd3ce aux particularités des solutions optimales.

On a pu vérifier que 1l'attitude "programmes sous risques”

est une fagon d'aborder un programme stochastique et que la version

déterministe en un programme mathématique dépend

. de la conception d'une situation réelle par le choix
de lois de probabilité s'appuyant sur des résultats

statistiques.

. du pourcentage de satisfaction voulue des contraintes
par les valeurs données aux a; . Ce choix fait appel i
l1'expérience et se révéle important puisqu'il peut

entratner des difficultés de résolution.
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ANNEXES
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Le réseau existant de base est celui de 1965 dont les caractéris-

tiques nous ont &té fournies par Dodu (Electricité de France)
GROUPE PUISSANCE PANNE SOMMET GROUPE PUISSANCE PANNE
M ' M
Pr,i k,i Pr.i Tk,i
1
ANSER 1 117 . MW .1000 ANSER 2 117 .MW , 1000
ANSER 3 117.MW .1000 ANSER 4 117.MW .1000
BEAUTOR 1 117.MW .1000 BEAUTOR 2 i17.MW ,1000
BEAUTOR 3 117.MW .1000 BONCHAIN 1 240 . MW ,1000
COMMES 1 23.MW .1000 COMMES 2 1 50.MW .1000
COMMES 2 2 50.MW .1000 COMMES2 3 117.MW .1000
DUNKERQ 1 117.MW .1000 DUNKERQ 2 117.MW .1000
DUNKERQ 3 117.MW ,.1000 LOMME 24 . MW .2000
LOURCHES 74 .MW .1000 MAUBEUGE 80.MW .2000
LA PIE SE 1 37.MW .1000 LA PIE SE 2 46 . MW .1000-
PT SAMBRE 1 117.MW .1000 PT SAMBRE 2 1i7.MW .1000
PT SAMBRE 3 240 .MW .10CO VALENCIENN 51.Mwy .1000
COEFF. NULS 850.MW 0.0000 HYD 0.M9 0.00C0

yl = PUISSANCE MAXIMALE 3286 .MW

El = CONSOMMATION 2311.MW

LE HAVRE
2
LE HAVRE 1 240 .MW .1000 LE HAVRE 2 575.MW .1000
VAUPALIERE 92.MW .1000 MAINVILLE 1 50.MW .1000
MAINVILLE 2 50.MW .1000 MAINVILLE 3 117.MW .1000
MAINVILLE 4 117.MW .1000 HYD O.MW .1000

p = PUISSANCE MAXIMALE 1241 .MW

2
cy, = CONSOMMATION 729 .MW




OUEST
3
CHINON 1 60.MW .1600 CHINON 2
CHINON 3 480.MW .1600 BRENILIS
CHEVIRE 1 52.MW .1000 CHEVIRE
CHEVIRE 3 104.MW .1000 CHEVIRE
CHEVIRE 5 240.MW .1000 CHEVIRE
CHANTENAY 32.MW .1000 ANGER
EQUEURDREV 6.MW .1000 CAEN 2
CAEN 1 22.MW .2000 PORTZIC 1
PORTZIC 2 36 . MW .1000 TOURS
HYD 260 .MW 0.0000
53 = PUISSANCE MAXIMALE 2033.MW
cy = CONSOMMATION 2071.MW
BORDEAUX
AMBES 1 117.MW .1000 : AMBES 2
ARJUZAN 1 55.MW .1000 ARJUZAN 2
ARJUZAN 3 117.MW  .1000 ARTIX 1
ARTIX 123.MW .1000 ARTIX 3
HYD 513.MW 0.0000
g4 = PUISSANCE MAXIMALE 1343.MW
c, = CONSOMMATION 1108.MW
PARIS
5
ST DENIS 1 150.MW .1000 ST DENIS 2
ARRIGHI 1 225.MW .1000 ARRIGHI2 5
ARRIGHI 2 6 117.MW .1000 VITRY 1
VITRY 2 240.MW .1000 CREIL
CREIL 2 117.MW .1000 CREIL 3
CREIL 4 117.MW  .1000 CHAMPAGNE
CHAMP .01ISE 240.MW .1000 ST.LAURENT
IVRY 2 36.MW .1000 GENEVILL. 1
GENEVILL. 2 325.MW  .1000 GARCHIZY
MALAGUAY 22.MW .1000 MONTEREAU3
MONTEREAU 2 117.MW .1000 MONTEREAU}
MONTERE A 4 240.MW  .1000 PORCHEVIL)

IV.50

200.MW .1600
75.MW .1600
52.MW .1000
117. MW . 1000

240.MW  .1000

6.MW .1000
27.MW  .1000
18.MW .1000
6.MW .1000
117.MW  .1000
55.MW .1000

123.MW . {000
123. MW ,100C
120.MWw  .1000
105.MW . 1000

240.MW . 1000
117. MW . 1000
117.MW . 1000

240.MW . 1000

480 .MW . 1600
50 .MW .3500

8.MW . 1000

117 . MW . 1000

240 . MW . 1000

117.MW . 1000
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PORCHEVI 1 2 117.MW .1000 PORCHEVI 1 3 117.MW
PROCHEVI 1 4 117.MW .1000 PORCHEVI 2 1 575.MW
ST. QUEN 1 240.MW .1000 ST. QUEN 2 240.MW
VAIRES 1 240.MW .1000 VAIRES 2 240.MW
VILLEPIST 60.MW .1000 VILLEMANDE 10 . MW
HYD 26 .MW 0.0000 '
Fs = PUISSANCE MAXIMALE 5879.MW
cs = CONSOMMATION 5984 .MW
| _M.CENTRAL |
COEFF. NULS 223.MW 0.0000 ® HYD
P, - PUISSANCE MAXIMALE 1913.Mw
cg = CONSOMMATION 1222.MW
| TouLousE |
, 7
ALBI 240.MW  .1000 SVINCENT 18.MW
HYD 1139.MW 0.0000
57 = PUISSANCE MAXIMALE 1397.MW
¢, = CONSOMMATION 787.MW
| LORRAINE |
8
BLENOD | 240 .MW  .1000 BLENOD 2 240.MW
BLENOD 3 240.MW .1000 BLENOD 4 240.MW
CHOOZ 120.MW .1600 ST DIZIER 6. MW
VINCEY 31.MW  .2000 COEFF.NULS 450 . MW
HYD 8.MW 0.0000
ys = PUISSANCE MAXIMALE 1575.MW

Cg

= CONSOMMATION 1135.MW

. 1000
. 1000
. 1000
. 1000
.. 1000

1690.MW 0.0000

0.0000

. 1000
. 1000
.1000
0.0000
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9
STRASBOU 1 1 21.MW  .3000 STRASBOU 1 2  80.MW .3000
STRASBOU 2 1 117.MW .1000 STRASBOU 2 2 117.MW .1000

HYD 473 .MW 0.0000
pg = PUISSANCE MAXIMALE 808.MW
29 = CONSOMMATION 1095.MW
LYON.ALPES

10
CHALON ] 34.MW  .3500 CHALON 2 1 117.MW .1000
CHALON 2 2 117.MW .1000 LOIRE 1 240.MW .1000
LOIRE 2 240.MW .1000 COEFF.NULS 110 . MW . 1000

L HYD 3452 .MW 0.0000

le = PUISSANCE MAXIMALE 4310.MW

o = CONSOMMATION 3204 .MW
SUD.EST
11
ARD MARCOU 82.MW .1600 GARDANE 240 . MW . 1000
COEFF.NULS 210 .MW 0.0000 HYD 1342 . MW 0.0000

yl] = PUISSANCE MAXIMALE 1874 .MW

Ell = CONSOMMATION 1784 .MW

IMPEDANCE CAPACITE PANNE LIAISONS IMPEDANCE CAPACITE PANNE

en g .enMW €' . x. .en @ g .en MW ¢!
1 1,)

X .
1,] s ] 1,] 1,]

1,]

| NORD-HAVRE
1

46 195 0,010
&1 = CAPACITE MAXIMALE = 195 MW

x, = LONGUEUR = 220 kms 61 = 8970 Iﬂz




21,90 273
q, = 426 MW

48,20 312
q, = 442 W
44,90 292
24,7 234
4, = 664Mu

17 1050
17,50 790
39,30 234
54,30 273

1 = 2138 M

39,40 224
36,50 273
M

9 = 715 MW
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HAVRE-OUEST

2
0,010 39 226
x, = 270kms v, = 5978 My 2
OUEST-BORDEAUX
3
0,010 73,50 175
X, = 230kms 63 = 12 862 MV
NORD-PARIS
4
0,010 80,90 292
0,010 25,10 234
x, = 220kms V, = 5780 My

| M.CENTRAL-PARIS

5
0,010 21,60 1050
0,010 67,50 215
0,010 45,10 195
0,010
x; = 260kms v, - 8794 MV

TOULOUSE .M. CENTRAL
6

0,010 32,20 166
0,010 20,00 1010
x_ = 290kms V., = 5345 uy2

6 6

2

0,010

6,010

0,010
0,010

0,010
0,010
0,010

0,010
0,010




48,80 234
§7 = 374 MW

18 1000
23,30 234
ga = 794 MW
27,50 1050
gg = 881 MW

23 195
77,7 246
12,60 234
d,, = 801 M
16,40 1050
31,60 292
M

q4,, = 1335 MW

19,60 1000
34,50 234
M

q,, = 767 MW
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LORRAINE-NORD

11 11

LORRAINE-~PARIS

7
0,010 29,30 234
x7 = 260kms ?7 = 6856 MV2
| ALSACE-LORRAINE
8
0,010 21,20 296
0,010
x, = 200kms V., = 5452 MV2
8 8
lﬁALPES—ALSACE]
9
0,010 96,70 195
xg = 280kms Vy = 18 856 Mv2
S .EST-ALPES
10
0,010 77,7 246
0,010 22,8 234
0,010 12,60 234
= 2
xlO 220k ms V]0 2948 MV
LEAVRE-PARIS
11
0,010 19,20 1050
0,010
X, = 200kms V,. = 9227 Mv?

12
0,010 66,70 234
0,010
- 2
X, = 250k ms V12 = 8073 MV

0,010

0,010

0,010

0,010
0,010
0,010

0,010

0,010




41,40 215
§ . =215 mw
913

50,70 195
14,80 790
M

d,4 1512
36,50 273
M

9,5 365 MW
19,20 234
M

d,6 388 Mw
27,30 195
M

9,7 = 268 MW
25,50 234
M

9,8 = 373 MW
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ALSACE-~PARIS

12
0,010
- 2
X4 = 340kms V]3 = 8901 MV
ALPES-PARIS
14
0,010 55,40 195
0,010 21 1020
= v = 2
X4 330kms V14 9886 MV
ALPES-M.CENTRAL
15
0,010 31,80 195
- 2
x15 = 190kms V15 = 6201 MV
S.EST-M;CENTRAL
16
0,010 29,10 175
= 2
X6 = 310kms V16 = 4493 MV
-TOULOUSE~S.EST
17
0,010 72,70 195
- 2
= = MV
xl7 290kms V]7 5323
BORDEAUX-TOULOUSE
18
0,010 42,80 195
X = 220kms v = 5967 MV2

18 18

0,010
0,010

0,010

0,010

0,010

0,010
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BORDEAUX-M.CENTRAL

19
27 400 0,010
M L 5 . 2
q,g = 400 MW X, = 270kn‘1s V,g = 10 800 MV

OUEST-M.CENTRAL‘

20
47,60 234 0,010 66 195 0,010
65 195 0,010
M v 2
490 574 MW %50 280kms V20 11 138 My

OUEST-PARIS|

21
39,50 195 0,010
M = 2
99 = 195 Mw Xyy = 310 kums V2] = 7702 MV

"D'aprés ces donndes, on s'apergoit que Paris est le noeud le plus
consommateur, alimenté en énergie transitée, d'origine principalement
hydraulique, depuis les centres : Massif Central et Lyon-Alpes.

La contrainte relative 3 Paris, se révélera d'ailleurs importante

pour l'investissement.

chaque tension sur les liaisons est multipliée par une différence
de potentiel caractéristique E. D. F. exprimée en kilo-Volt.
C'est pourquoi, l'unité des quantités Vj dites modules de tension,

est le MV2 (méga-voltz).
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ANNEIXTE B

TRANSCRIPTION EN FORTRAN DU CODE DE DENEL
[nTEGER N1 |
LOGICAL  NaFslaLIPsa»PaRS
REAL Nk 2 KKK
DI IENSION Z(98) 2 INP(55) 2 [IVAR(ED ) »vC1 (B8 YD(98),C(98)
CItERSTuie 0(21,7),RaD(21+7),PA(35,11),Mpt11,36)
Cointlo £y
ConiMan v
COMMRBY /CHI /X1 (9812 XA (FB8) e XXX (59 )28DL(5512A1(55.585)
COMAtN/CHay/ 18(S5)2 1R, 1S IN
COAMON/Cr3/B81(153) s RP(153) B8 (55)
COMMRy /D117 RE1SEP2:FCaX4(98)
Co iMarnysiolnys ClCIn1.IT,ICENSICANMICA
COiMRA /A1 VE(34)2rCT1aNBR(34) ) KKK,AIRR,9R),V(PIYaVV(21),
SEAG(21),vARI21)Y2EA(11)aVA(LL1)LEN(11)2ECA(T1L)Y
SVCA(L1L)»FEPY (112 VPX(1132DP(L1) e QACL11)auNE1 LY
SPHF1sPP2,7F3,FP4,001.,0D225Q1,08R2,VR(11)
COMMBN/ZCER/, TF,MCU1n,11)KD(21),MS(11,21),KA8011)1,NFL(6),
SUUlaJdu2asut3sJUb
coMMan/c237 LIP(34)
PRUBLEME NYINVESTISSEMENT
ESZAU 11 MBEUDS»221 LIAISBNS
TYPES MNBUVFAUX DE CENTRALES
TYPES NAUVFAUX DE LIGNES:?
1100 FORMAT(1H ,34HTAUX NE PANNE DES hnUvoCENTRAIES 1,4F6,4,3)
11701 FORMAT (1% ,34KHTAUX nE PANNE DES NAyve| IaNFS 112F603)
1107 FERMAT(1H 419AMATRIFE DUVINCIDENCE)
1104 FERMAT (1= ,22HMATRICE DES REACTANCES)
113~ FERMAT (1 ,27HMATRICE DES PUISSANCES INTIs)
11n6 FORMAT(1+,21HLONGUELIR DES LIAISEBNS)
1109 FARMAT(1H »24HCONSEMMATIONS PAR NagUDS)
1417 FORMAT(1+ »,17HCBUTS UNITALIRES: ,615)
1711 FERMAT(1i4 ,9HQUANTIIES)
1712 FORMAT(1 »36KTAUX PANNE DES CENTRALFS ACTUELLES)
1113 FORMAT(1H »33ATAUX PANNE DES LIGNES arTUELLESS
1115 FORMAT(1M »11HPUISS . NBUV1,415,2Xs12HREACTNOUV 222F5¢3)
1135 FORMAT(iH ,24HESPERANCES ADMITTANFES 3)
1136 FERMAT{1H »23HVAQIANCES ADMITTANCFES )
1137 FORMAT (1M ,33FESPERANCES PUISSANCFS INJUFCTEES 1)
1§38 FORMAT(1H ,32HVARIANCES PUISSANCES thrrTEES LS|
1114 FORMAT(EX,6F6.3, Sx.sIS)
1116 FORMAT(2113)
1117 FOR4AT(1116)
1118 FORMAT (11F63)
1119 FURMAT(7F6+3)
112~ FORMAT (1216)
1207 FEBRMAT(10F&el)
1171 FOPRMAT(10FR2)
1177 FORMAT(12F643)
1173 FORMAT(7FE18¢12)
11P4 FERMAT(1016)

1125 FORMAT(5X,41525X1PF5e3) -
‘ﬁﬁi
: . v . biegd




1927 Fuwair(hr1x.12)
11PR FINMAT(7FG3)
AP1 FURMAT (716
301 FORMAT (213, 110,2€67.0C)
47 FORMAY (11h CENTRE MAX)
bap FERMAT (1pk CINTRAINTES) y
b3 FURMAT (1xs7E18412) :
yC4 FURMAT (10M VARIARLFES)
Anm FORMAT (1k »22HNBMBRE NE VARIABLES $,1g)
2a1 FIRMAT (1K ;24HN3MBQ¢ DE CENTRAINTES 1.18)
anp FOGRMAT (14 ,36HNIMBRE DE CONTRAINTES L!NFAR? IEFS islB)
203 FORMAT(IH »42HNIMBRE DE LINEARISATIONS pAR TRONCATURES:» I5)
dne FORMAT (1+ »43HNGMEBRE MINIMUM DE cAONTRAINTES DF CENTRAGE :515)
RnG FORMAT (1H ,2BHREDUFTIEN DE Lo INTERVALLFE 8, T1o
A6 FERMAT (1H »12HPRECTISIABN $,E1245)
8n7 FERMAT (1v 221HSEUy ZFRO MACHINE 2 iE1D.8)
8cg FIRMAT (1H ,29HPANDFRATIAN DE LA FBNCTIAN $,E1P.5)
809 FORMAT (1n »2Xs161BRRNE INFERIEURFS5Xs14HR38RNE SUDERIEURE.
s 6%« 15HPAINT DE DEPART)
31~ FORMAT (W ;E18012:1X:F18012I3X:E1801?)
211 FORMATY (1M ,9HCENTRE NO, 12X, 8HFONCTION)
212 FIRMAT (14 »3X21301nXxsE1812510X) .
313 FORMAT (1M ,34HCENTRAGE A PARTIR nF TRANCATURE ::2110)
995 FORMAT (1h 223HN8MB MAXI DE CONT ADDIT,15)
994 FERMAT (RF10e4)
998 FOR’MAT (1n ;6HchTRr:1ox'8HFONCTIaN)
997 FORMAT (1k 216,10xsF18+12)
READ (10 6:?61)N.MM,Lp;DIC;PREC.EPl.ITMAx.!LINMA,MICA,ICEN.KKK
READ(105+301)MACA
READ(105,1125)JU1,Jdu2,JU3,4U%,D01, DDE
READ(108:1114)PP1,Pp2,PP3,PP4,UG1, GQE;(NF(I).I.1:6)
hEAD(10511110)((“S(TJJ):J-1p21):I-1o11)
READ(108,1120) (KD (Jysd=l,21)
READ(10341117)((hr(x:J)tdnloliinkxialoi
READ (105, 1117)(KB(Jryedslall) . ’
© READ(10521118)((PA(Tsd)adslsll)alsls35)
- READ(108,112M) ((MP(tad)au=z1s36)s 11,11
READ(105,1119) ¢ (RAD (I, ) auxla7)alets21
READ (105,111 ((Q( 1.4 sunls?7)slnl,21)
READ(105,1122) (gA(lyalx14s11)
READ(105,1200) (vB(1ysl=1211)
READ(105,123C) (X2 T1al=14N)
READ (108,120 (X1 (1yalsl,N) .
READ(105,1121)(YD(I12a1x14N)
WRITE(10R,830)N
WRITE(10R,R91)MM
BDRITE(108,8782)LFP
CWRITE(INS,803) TLINMA
WRITE(1OR, RO4)IHICA
WRITE(108,995)MACA
wRITE(1n2,813) ICEN

e
Y




1207
1004

1903

L 100A
1ans

1009

RITE (1=, 835)N0IC

CHITE (107, "m0 )PREE

CRITE(LRR.RAT7)FPY

CRITECLD L AAsIKKK
BRITE(1N2,1100)PP1spPR2,PP3PPL

CRITE(1 21101y e nu

WRITE (10R,1132) -
SRITECLRR, 1116y ((MS¢Tau)adzlr2ly2T=1011,
“RITE(1NR,1104)
GRITE(L108,1120)0 (KD 1) s dm1a21)
WRITE(108,1130)

WHRITE(1NR, 11283 ((MF (1 J):J-1:36):rsi:11\
WRITE(1NR,1112) :
WRITE(172,1118) ((PACL2U)ad=1211) /121235
wRITEr1n2,1104)

GRITE(108,1123) ((RAN(LsJ)ad=ls7)2 11021,
uéz*tttoa.1113)
*RXTE(l‘q11113)((Q(?)J)IJ8117)lI-i;21)
WRITE(178,113)
leTE(i“Q,1117)(KB(t)lel:ll)
WRITE(10R,1110)

WRITCL0A 11249V (INFlT)alx1s6)
“RITE(IHR:1111)
WRITE(1n3,1122)y(QA(T1)a1Iwlrll)
WRITE(1NR,1123)1(VR(1)»1xls11)

L3 1003 I=z1.11

S112512=".

D& 1904 k=1,35

[F(MP(1,K)+ERe0)GB TY 1004
RZamP(ls<)2{+83=PA(K,1))

IF(PAIK,T)1.EQesD)R2=MP(1aK)3G8 T8 1007

312=312+(\P(IJK)*(-15+PA(K:I)))4*?
S11s5114+Rp2

COGNTINUE

ECA(I)aS11;VCA(I) =S92

Ca\JTIWbE

WRITE(10R,1137)

WRITE (148,1127)(LCA(I)AIaloll)
WRITE(1nR2,1133)

WRITE(108,1127) (VCA(T)slntatl)

08 1009 ust1.21

37=Sd=0 .

Do 1005 et1s7

IF(RAD( s ) +EJeD)38 TO 1205

ACa (»90=N(Jsl))/RAD (Jsl.)
IF(J();L).FC De)AD37+/RAD(UILYIGE T8 10A6
585840 enR4D(USL) ) /RAD(U2L) I w2
S73S7+A0

COMTINUE

EAD(J)=S7; VAC(J)=58

CONT INMUE




999

11
12

13

alel |

507

rRITE(177,1135)
'ﬁl*r(1~*.11Pa)(rADcJ).Jslzel)
WRITE (1072,1136)
rRITE(LRG. 1123y (VAR d)yaJdels21)
La o1 I=1.uq'

YO IYsx1i¢!)

DO 2 jeab,86

YO (J)=le
“RITE(1n8,235)

Lo 8 [1=1.n

WRITE (1A, 581 )X00T),X1(1)aYD(])
Pblgdhl*( .,QC‘-PPI)
PLZ2adliRw( + KE=PP2)
FU32 JLi3x{ « AB=PPI)
PUs edlitbs { « RBE=PPY)
AD1=( 950017001
ADZz( s9h =132 ) /70D2
WRITE(112,1123)PULspU22PU32PU42AR1 2 AD?
UPUI=9999999999-9 :
PRE:l'
PREZ2=nN N4

CTi=uPut
EPPz=EP1
ER3zEP2

ERP4=EP1

Mol Laditie

MMaMNL 1

MeNaei

NiseMN41
dV(Nu):HP(bN)--FALSr-
A1(NNY=100AAAT00
XO(NN) 210630000
IT:O

HRITE(lﬂR)qu)
ITaIT+4
IF(IT.GTO1’LP'LP1
CuNTINUVE
IFeITaITrAX)11411,2R2
ILIN=D

0813 I=1.mML1
IVAR(1)al
LIP(I)Y =+ TRUE

IFat )
ILIN=TL TN+ ‘
CALL CONT(PLFDISTLAYM)
PO 502 I=s1a.MAL1L

UzJe

D 5C1 u=1aN\

LUsUsA( L, JywACT0Y)
NER(T)yale/SQRT (W)
LIP(I)=eFALSE

SEys

4
A
&




14

21

is
i6

17

1R

19

83n

531
2?2

24
25

Pé

27
28

IFCILINC1Y15, 14,15
FCT32FCTY

FCTiavC (1)
nRITE(1n%,997)IT:FC71
WRITE(103,492) '
WRITE(108,4A33)(vC(Iys1:2534)
IFCIT.LTe22)58 TH 24
WRITE(108,404) .
“RITE(108,433)(YD(Ivsls1aN)
IF(ABS(FCTR-FCTI)-PQE)252:15115
IF(LPaMNL1)16,2622
LIP(Ll)aeTRUES :

UG 17 I=1,MNLY
VC1(I)eVC(I)#NBR(1) -
REPEAT 20,FBRIx(2,Lpsq)
Ul=vC1i(1)

IRx] : .

DB-19 JalstsMNLY
UsVC1(dy - - -
IF(U~U1)1R,19,19

Ulsy

IR=y

CONTINUE

ISeIVAR{ IR)

LIP(IS)s«TRUE
VC1(IRYsvVC1(])
IVAR(IR)-IVAR(I)

A CeMTINUE

Ula9.#U1

INDIC:LP*1

D8 531 TarnDICINNLY
IF(VC1(1)=111530¢53A,531
ISsIvAR( 1) : :
LIP(IS)meTRUE

LPsLP+t. =

CeNTINUE

S JsQ.

D8 22 Iat1,MNL1L

TF(LIP(IY Jadel3IDP(J) wl
CONTINUE .

D@ 25 I=P,Lp-.

ID=IDR(1I)

0o 24 Jag,N
A(lsJimsA(T1DNY)

CONTINUE

GATaas

0B8271x1.,MNLY SRR
LIP(I)a s TRUE-S3IDP(]vs]
CONT INUE - .
IN!NN)NP:NN+LP}T1-UDUI
DB 46 1s1,1P

(Bﬁi)
Lk f

Lol




P9

2

45

46

&7

)]
o

LY 29 UslatsiP
ALCL, ) =At g2 [)=D
CONT I nUF
A1(1:1)=1.,ka(1)=.Tng=.
AAzizne

lhI[N+‘

IR =In .
BMIN)aRP(IN)=.FALSE.
LB 31 JsisnN

UsU+ACTI, YD)
IF(IoFQ-l)U=U+VC(1)-FCTllID=1ouGTﬂ?“
ID=I0P (1)

UslU+VC(ID)

CauTINUE

C(l)z«FALSF

AASNAR (ID)

A(TsNNYale

IF(UeLT, ﬁ.)C(I):-TRHE.;AA--AAxA(I NN)zmq o
A‘IlRQ)aniAA

T=

DB 38 Jais M
AlCTruraAa(T,Ur=AA
TaT+A (L, gy eXD(Y)
SBL(I)yaT~A(l2nNQ)

UleSHL (D)
IF(I.EQG{)SGL(l)IUl.KKK*Ul
IF(«NB8T.C(1))Us=UL
IF(Timlii)bgartprs4D

Tisyt

IR=1

CONT INUF

L 47 lat1sh
BP(I)YesFA| SE»
BM(I)=seTRUE»
Allsl)axkKKweA(la])
ACLaMNO) skkk®A(L1aNNQ)
LOsIR

J-IB(!P)1n-C¢J =NNJ
BM(J)seNBT.DIBP(J) =N
UsSBL(IR)

IF(CIRM Lin=U

08 57 1at1,iP
IF(CCTIISARLITIIaSSI(r)+U AL (IsIR) =4 ,3GBTRG?
SBL(I)=SBI ([)=U
Al(l2TR)Ys=1"

IF(DYAL (1, IRYa=AL( ], IR)
CONT INUE
SBL(IR)alU;AL(IRIIR) ale
IF(DYA1(IRsIR)a2=1
BS(IR)aeFALSE.
[B(IR)sNN

P

(L&uf




&1

63

1)
66
67
71
72

73
74

75
76

77
73

79

Rt

&2
83

R4
A5

R7
88

95

91

[S*1=a1SP= " iM=EPL (P =EF2
Vb 72 [=1,1P

IF(BM(T) eBR«BP(IN)IF(I=~NN)E3063164

GeTaz2
Uz

D365 liztatp

L2sA1(Las)
[IF(URNEeneUslUaUpea(d,s 1)
CONT INUE 3
auT8e 67

UzeAl(LNnsTaNN)
IF(8M(T)Y TR (U=UM)T72.72471
IF(Jel. Toup)y 1SPal;Upsy

Gl 19 72

ISM= ] ;liMay)

CeMTINUE
IF(ISP+1SM)102,102,73
IF(ISH) 74474275

iS=ISP

GeTe 76

I15e]1S8H

L3=IS-“N

INsIR=aNANND

U=sUpUl

IF(L3)77,77,78
UsX1(IS)=XxA(1S)

08 95 I=z1,LP
IF(L3)79+79,82

T=l’).

0@ 81 J=1,LP

UZ2=A1(1,0)

IF(U2eNE» n-)TaT+U?*A(JpIS)
CONT INUE

GOT8 a3

TaAL (1.1.3)

XXX(1)sT

IF(ISM)85,R5,84.

TawT

Jelg(l)

L2a g=NN

Ul=S8i.(Iy -
IF(TeGEWEPI)IF(T= FPA)95195190
NAI1

IF(L.2)87,87,83
UlaXO(d)+U1l 3GATH S92
IF(C(L.2))aaTe 95

GBT993

NAx=1i

IFtL2)91+91,92
UlaX1(J)+tid

GBTa 93

P |




97
g3

9%

36

97

101

0P

112

i
) =
] RN

!
ne

[F(etinTac(l 2))38TH 95
LlalUl /T
[F(UGT it UsUL jIR=T; TNaNA
CONT [ NUF

IF(1M)94,97,96

CALL (CHITASK (1.P)

8TH 61

PasiP(18 ).Lle(IS)~Xn(IS)
IF(PIL s}
BPUIS)=e BT eP3IsM{ISyapP
09 191 T1=1,LP
SBLII)=SHLCT)+XXX(Ty»U
GETe /1

LYOPTINGH EST ATTEINT

BQ 106 T=1,N
IF(BRP(INM2¢1)=X%X1(1),GB T8 106
[F(BM(IY)7(1)=sx0(1)
CONT I NUE

LP1=0

D8 112 I=1,LP

JaIB(1)

IF(dJdo Lc.un)Z(J)I-SOI(l):LPltLP1+llGOTB11?

WasS8L (1) :
IF(ABS(w)elLTs PREE)prsLP1+1
CONT I nUF
“ME-LP,[CA-O

CALL DICHA(Za2YD,sYD)
IF(IT.LTLICEN)GO TB 250
IF(IR1)”251,113,120
IF(1T~1)172,12:251
FCiaFcC

GB TD 124
FC2=FC1LI1FC1aFC
[CA=ICA+?

1B0=1

INeMii12

M"c._sza-ﬁl R
CALL CONTt12AA,XE4)
U=zUPU1

DB 123 1a1,MNL1
UlsABS(vC(1)) :
IF(U1=~U)122,123,123
Uz

IS=x1

LIP(l)y=meFal SEs
LIRP(IS)=zeTRUE
IFaMM2

CALL CONT(2,AALXS)
U'A‘AQOI

DB 125 Ia=taN
AAgAALA(MMPI T Xt Ly

g




133

135
134

140

— 3 e

AAZAALVC(TR)

lF( ISefiiey )A-\IAA"FCTl

AP, 00 ) =1 e

ce: IMPYsFALSE s

U=srI8R(13)
IF(AA.LT.o.)U:-U;A(MHE;NV):~1-.C(H”?):-TPU&.
U8 132 1=z1sh

AL 1125 1) =a (M2 1) wU

A(i“ii‘"‘l?.’Ji‘})zlJ*AA

HAsNI w102

IB (M2 ) wtin

BS(M12)as e TRUE

BP{~NA)Y=asFal SEs

EM{NAY=FAl SE»

LG 133 Is1,IN i

AL (MM2, 1)=ALEI,MM2) 800

AL(MMI, ri4D )=l e :

08 136 [=1.,IN

IR=IR(I)

IF(IRL3T.NN) GB TR 736

C8 135 .11, IN

AL (M2 0)amA(MM2 IRYAL (T2 +AL (MM20 D)
CBNTINUE

IRsMMP ;

TaUPUT !
[S=0

URMsU]=sn,

DG 160 I:]:NA

UsT1s0e

IF(.“‘T 1‘(I)oAthlN6T BP(I))GBT816O
IF(I-nT.wN)INDIL-I-NN:u-Ai(IR.IND:C):Tq.-A1¢lo.thIC)xssTa1aa
L’L' 143 ‘J=1‘MM2

UsU+AL (IR )AL UIT)

T1=Ti=Al(LO2J)%A(gaT)

IF(180)1148,148,145

IF(-N&T.HN([))URH:URN+U%X1(I):QBT$ 148
URMsURM+LInXA(])

[F(AACL TN UR=Y)

IF(BP(I))!F(U-EP1)1601155:155

IF(U=EP2)155,155,16n

Ui=T1,u .

IF(T-0T+U4)TaUL;18=

r CONTINUE

IF(IB“)16?;163:161
l:a'\.

Do 16?4!:1:N“2
UsteAd (M2, 1Y »A (1o N0)
SOL (MM2) =2URM=U

IBDg=y

INDICsISaNK . | -
IFCINDIC)I 16441642159 . uui




10

164 DB 166 IntsMM2
UzxJe
DB 165 =1 ,MM2
165 Usd+agtlsat«A(dr18)
166 XXX(IVal)- '
GB T 168
159 DO 167 Ist.MM2
T67 AXX(lyaat(121NDIC)H
168 INat
IF(AA. Lr.n.)IN--i
- 171 CALL CHRASE (MM2)
DB 174 lst1aMM2
IF(IooLE.NN)Z(IS>:~caLlI)
{74 CONTIMUE - o e i
0O 173 IatsN
IF(BP(1))7 (1) =X1(1),G8T8 178.
IF(bM(I))7(I)axo(I> :
178 CONTINUE -~ e e e
IR-O .
0B 183 1-1.NM2
IS=z18¢1) :
IF(IS. LF.N)IF(Z(IS) X1(!S))1800180a189-
, G T8 133
18n IF(Z(IS)’lT‘XO(IS))TRCK}AAli' -
G T8O 183
{82 IRmsljAAzeqs .
183 CONTINUE
o IF(IRY134,1842140 .
784 CALL olc+a<z,vo,vo> .
o IFUIB1)261,1860187 .. ... -
ige IF(ITm1)12,12,251. o
487 IF(IcA=mIcA)120s121., 185.. Cae e
185 IF(FC2«GT+FC1)FC2sFcl..

~IF(FC/FC2eLEele OOOOnQOi)FCaFC1IGB T8 251 .-

Tax IF(ICA=MACA)121,251.251
2578 IF(IT<EN-1+ANDsI81+¢Qe0)G8TO 12
251 IF(ILIN-IlIkMA)12,9 9
252 IF=1 :
D8 253 I=1.NNL1
2683 LIP(I)yz«FALSE»

- CALL rBNT(EIFDISTan)
WRITE(108,812)1IT,vCe1)
WRITE(108,4482)
WRITE(108,403)(VvC( 115 1s24MNLY)
FRITE(103,404)

WRITE (103,483)(YD(IyoI=1.N)
L8 440 Js1,11

SaQue

ue: e Ka1:10
EF(MC(K;J).EOOO) GO T8 441
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12

14
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SUNRAGTINE CHBASE (M)

LealCal  AMBP,ABS

CHAMAN  Fg

CamMay !

CHMMAL /01 /XL (9R) 2 XA (3R ) s XXX (5D) 2 SBL (55,2 A1 (55,85
CUtiD i/Crins 13(855)2TR,15,IN
COMBN/CHIZRM(153),API1583),BS(55)
J2I30IR)

BM{J)sINeFijel

BPRP(J)alneEisew]

Uad, . 3
IF(u=")15104

IF(aP(UY) 1i=X1()i1Ga TO 4

UsXa(u)

Ulaal,/XXX{IR)

UsUl#(S8LITIR)Y+U)

DB S5 1s1,M

VaxXXxX¢l)

SBL(T)sSA (1) +Uny

XXX(1)®iluV

XXX(IR)m=]j1

UPIQ’

IF(IS*N)htélg :

IF(3P(IS) YUFsX1(18),G8 TB 9

UR=X2(19)

BM(IS)=nP(I1S)seFALSF e IB(IR)=IS;SAL(IR) anlU=UP
Pg 12 I=x1.M

IF(a8S(I11)5a18 12

CVSAL(IRS D)

06 11 Js1i,.M
Al(JJI):A1(J:I)+XXX!J)*V
ALCIR, D) axxX( [R)wy
CONTINUE
Ir(.43T.HQ(IR))uBTﬁ 15
Dd 14 I"‘

AL(CI»IR) =xXX(])
BS(IR)Y=sFALSE : -
RETURN
END

v




nA

14
15

156

2n
21

24

13

SUARBUTIF DICHA(YH,ZH»X1)

GIZNST8Y T(98) #Xi1(qB ), YH(Oé),ZH(qa):xrtqa)
INTERER DIC

CaMMe iy

CAMMAN N

C3rAt, /MN117 RE12EP2sFCaX4(98)
COMMAN/DIas DIC,IRLLITHICEN, ICA,MICA
FORAAT(1h s12HF =D ISTANCE wsE18+12)
EP=0e0N AN

[B1==~3

ITE=Q

YHMINSD

D9 1 I=tlsN

8B82ZHd(I)eyYH(])

TC(I)aRrR

VM INsVIINGRB#8B

VMIN®SSLRT(VMIN)

AAISRE?:C.

BBzRE1=2yMIN

CC=1/8R

DS 2 IIi'N

T(I)sT(l)aCC

VMINsyMIN/DIC

CALL CHNT(1sFALYH)

CALL CONT(1,FB,ZH)

IF(FAWGE «FP1)RE1=20,
CCa(AA1+RR)#:}e5

ITE=ITE+1 -

IF(ITESGT.3D)GOTY 28

03 6 I=s1aN

XC(I)aYH(T§+CCuT(1)

CALL CONT(t1.FCaXC)
IF(FCWLEP2IRE2=CC.:GBTE 10
IF(CCsLTeRE1)REL2CC :

IF(FC+EP ol ToFB)AAL=rC3FASFC;GRTE &
IF(FC+EP L ToFAIBBaCriFR=FC;GOTE &
IF(VMIN+AA1=B3)15,15,28
DD=(AAL+CCI*TD

CG 16 1a1,N

KC(I):YH(!!+OD»T(I)

CALL CONT(12F0»XC)

IF(FDLLE +EP2)IRE2=DD,;GBTE 20
IF(oD«LT+REF1IREL=DD '
IF(FOFAYPRs21:,21
IF(FD.GE«FC)BBaCCsFRaFC3CCaDDFCaFrnNsGBTA 14
E3(33+CCIxRe5

Lo 24 Ist.N

XC(IVsyR(1)+E*T (D)

CALL CAONT(1sFELXCy
IF(FEWGTeFr)AALSCCIFAFCIFCSFEICC=EIGATR 14

IF(FELGE+FR)AA13DDrRsE3FAFD;FRaFE; GBTA 14
, B“\
AMAE




2R
&
41

23
43

e i

33

34

37

53
34

39

42

14

IF(FCren a1 51
In1a0;053Te 34
IF(ITeLT-ICENYGO TO 38
IF(RE1129,29+30
(F(ICA=MIFAY 43, 38038
Hmﬂnwn_&IMDOMQQﬁ@ 38
iB1=t

L3 31 I=1,N

AC(I oY TI+REL#T (I
xMUI)aYHETYHREZ22T( I
CALL CANT(1,FALXC)
CALL CONT(1,FB,X™)
PD=RE1~RED
[F(DCavFINIS3233933
BB2RE2= (FR#CD)/ (FA=FB)
LA 34 I=1,N
XC(I)ayn(1)+382T(])
CALL CauT(1,FaxC)
RE1adBIFA1eFAIFASFM
IF(FM/FAL rq.)omvaﬂ‘ﬂslo ooooooo»vwmymn.uu
Ex(RE1+REP )#Qe5

DQ 37 latish
XCUI)=YH(T)ISE®T(])
CALL CONT(1,FESXC)
IF(FE.LTsne)RE2sE FReFE;GATB 32
RE1sE;FA=FEZGY TH 32
BB (REL+RFA)#0e5

08 39 lztsn
X4(I)aYR(T)+RB*T(])
XM(I)=sYH(T)+CCT(1])
CALL CANT(1,FT»XM)
WRITE(10R,100) FT
RETURN

END

.\‘.?}
&

Cf SR

hayge, /
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SOUS PROGRAMME : INVESTISSEMENT

SURRBULTINF CoNT(LLFNISTLXC)

UIMENSTIEN xC(98)

L351CaL LIP

REZAL MAORIKKK

CHMMAN, FP4

CEMMBN N

COMMBN/ZC1/ VC(34)sFCT1aNOR (34 ) s KkKsA(55,98)2V(21)2VV(21)»
SEAC(24),VAD(21)2EA(11)aVAIL1)HEN(11)2ECAL11)Y
SVCA(L11),ErX{11),VPX(11),0P(11)s0QAC11),uNC(11),
SPP1,PP2,PP3sPP4sDD1.0D2200126G2sVRILLY
CaMMEN/CR2, TFaMCI10+11)2KD(2110MS(11,521) KA1 Y 2aNF(6))
SUULsJL2, L300 JU4

cemman/s/ceras LIP(34)

PUlaJUl*#(.85=FP1)

PUZsJUZ»(«85=PP2)

PU33,JUu3%( «85=PP3)

PleadlUsnt « RE=PPY)

AD1a(+95=0011/DD1

AD2a(+95=002) /D02

08 1 K=1,1€

VIK)eXCtK+86)

CH 2 Js1s11

Slo.

08 40 K=1,10

IF(MC(KrU)eEGe0) GO T8 40

S=E5aMC(Ky ) #VIK)

CONT INUE

V(J+101=S

CO 41 Ua1,21

VViediav(JYy KD (d)

CO 3 1=1,11

S$51=52a53a854255s54sC,

08 9 Um1,21

IF(MS(1su)«Egr0)G0 TB 9

WISMS (T, 1) #XClU+sn)aVVIJ)
L12MS(1,0)eXClJ+K65)wVVIU)

S51=2514%w0

S2aS2+wNukn

S3sS3+w1

S4=S4+vtwit

S5255+MG( 1, U)»EAD(UYSV(J)
Sb-36+VA”¢d)*v(J)»~9

CONT INUE

EA(I)=85; VA(I)=Sé

EN(1)=sAD1#S1+AD2#S3

VN(I)2SPw({ eN2+051) /D01 ) #%2+S42((,02+QN21/DN2 ) wa2
COMNTINUE'

Cé 50 Is1.11

Jehple]

EPX(1)abiiq wXClJ)+PU#XC(J+1) +*PUIRXC(J+2 ) «PUL XM J+3)
.vpx(I)-c:pp1¢.1o);d”1;xctq))v»2+((ppa+.1n!»suz*xc¢1+1))-4?¢ NS
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SU(EPI+ e 1 ) 232X (Ja) ) ¥ w2+ ((PPE+ 410 ) % jpibuXC(J+R) ) %2
T CRrTINUE
Fat.cTion eCENEMTIUE
51=232=53=Gh=,e
LU 11 I=21,4104
S1=S1+xc ()
S2=23P+XC(141)
93 =S3+XC(142)
11 S4=Sus+XC(1+3)
SS=zSh=N
0 12 U=1.71
S0aSO WX iekd ) wKE (U
12 S563536+XC (. J+65) %KD (U
VC(l):-NF(l)*JU1&31-NF(2)»JUE*SE-NF(3)*7U3*33'NF(4!u3U4134
S=NF(5)#SEahF(6) #5646
EXPRESSIAN CES CONTRAINTES
Pe 10 I=1,11
CP{I)YaSuRTI(VCACT)+VRX(I)+VA(L)I+VN(T))
VC(I*‘)'EFA(I)+FPX(¥)-EA(I)-EN(I)-KB‘!).QA(!’*NP(I)
1~ ConTINUE
Co 15 uatstl
VC(J+12)=V(J+1“)+VB¢J)
VE(J&r3) mmt(Jd+10)+VR{J)
15 CONTINUE
IF(LeME«1YGE T35
CALCUL DF LA F«DISTaMCE NBRMALISEF
VC(1)sVC(1)=FCT1
co 13 J=i,12
13 VC(J)-VC(:)*JGR(J)
VC(1) sV (1)
UevC(1)
U3 14 JdaPst?
IF(UeaTve (I URVEL )
14 CONTINUE
FOISTay
Go TH 34
CALCdL NES GRADIENTS DES FONCTIONS« 8N AFFFCTF A CHAQUE LIGNF DE
A L18PPBSE CU GRADIENT DE LA FENCTION CARRESPONNDANTE
3% IF(eNATSLIP(1))G9 TR1Y
Lo 18 J=1,96
18 A(IFaU)=ENe
D016 Istabtan
A(TFsT)sJdut«NF (1)
A(IFsT1+1 ) suU22NF(2)
ACIF,1+?2)aJU3*NF(3)
16 A(IF2143)aJU4*NF(4)
PO 17 Jds1,21 ,
A{IF s +4b4)skKD(J)NF5)
17 ACIFsU+65) sKO(J)*NF (6)
YO IFsIFst
19 CONTINUE
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L3 24 Isn,12
IF(edToll I3 (1))GTE 24
L8 2¢ ust1,%6
20 A(IFs )=
RC=QA(I=1)y/DPR(]I=1)
ACIF 24 Tw7)zXxCl4*1=7)#RCo((PP1+e1n)#JU1 y#a2aPU1
ALTF 24w lag)aXC(4# ) 2RC*((PP2+,10)2JU”ya2aRUR
ACTF 2L 1=5)aXCl4# T mR) *RC* ((PP3+e10)#JUV #22=PU3
ACTF24%T=4)sxC(4#1=4)wRC((PP4+e1nN)u Ut s u2=PUsb
03 21 ust,21
IF(MS(I=1,U)eEQQeD) /8 TH 21
A(IF'J+44)=VV(J)*VV(J)*XC(J+““)*RC*((-n?+GG1)/nni)**2+MS(I'1lJ)*
SYV(J) AR
A(lr1J+6 YaVV(J) aVVEd) s XCUJ+E5) wRCH ({02 4R02)/DNP) a2 4+MS{I=120J)
SVV(J) AL
21 CUnTIlkuE
D8 22 Ka1,1A
YaZ=z),
B8 23 U=11.21
IF(rS(Ia1,0)4ENe0.0ReMC(KsJ=10)ER.0) R TB 23
YaYw 49(1-1:J)*MC(k:|-10)w(EAD(J)+(A01'xrlJ+4#)+AD9.
SAC(y+69)) /KD YY)
237-MCIKa 1= 1) #VE ) lVAD (U +{( (e 024001 & XC (. 1+44)/DD1) 422+
S((» 02¢Paesnxc<d+65)/DDZ)**E)/kD(Jin*E)
23 CONTINUE
IF(MS(I=1,K)+EQe0)A(IF,K+86)uY+RC#2;G8 18 27
A({IFaK+R6)aMS (a1 ) Ky (EAD(K)+(AD1#XC(K+ul ) +AD2#XC(K+65) ) /KDIK))
S+Y+RCx (VIKI# (VADIK ) e { ( (o 02+QR1 ) X (K+44) /DD ) %52+ ( {4 0P +Q0R2 ) &
SXC(K+69)/nD2)##2) /KN(K)#%2)+2)
22 COMNTINUE
IFz1F+1
24 CUHTINUE
LG 25 Iz1,11
IF(eN8TLIP(1412))GA TO 25
DY 27 Ux1,10
ACIFs J+86)8MC(Ja 1)
27 CAONTINUE
IF=IF 41
265  CANTINUE
) PO 28 Tx1s11
IF(sNOT LIP(I+?3))ua Te 28
Lo 29 J=1,96
29 A(IFsJ)an,
D3 32 Jst,19
A(IF s j+R36)s=MC(Jr 1)
372 CANTINUE

IF=1F+1
28 . CanNTINUE
34 RETURHN
ErD

caus)
LILLE
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