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INTRODVCTION

Ce travail a pour origine un article que M. ROSEAU fit paraiftre en 1957
et dans lequel il formulait un probléme de diffraction d'ondes élastiques sta-
tionnaires relativement & un domaine non borné. Il établissait alors un théoréme
d'unicité. Sur ses conseils, nous en étudifme 1'existence.

En voulant appliquer cette méthode d d'autres problémes analogues, nous
flmes amenés & réfléchir & la notion de "condition de radiation".

Un probléme de diffraction (ou de dispersion) d'ondes par des obstacles
bornés est tott d'abord un probléme hyperbolique mixte. Le probléme suivant

> 2 A
trouver v (x,t) vérifiant

R S S 5
A v - Ter ™ f(x) e dans Be ¢ B
(1) { (x,+0) = $t(x,+0) =03 dans B Xe (x,y,2)
e >
vix,t) = 0 X P 0l

\

= (A+2yu) grad div - p rot rot est 1'opérateur de LAME, T & support borné
et B, un domaine de complémentaire B; borné, de frontiére B bornée, est celui
de la diffraction, par Bi , des ondes engendrées, dans Be s par des forces har-
moniques de densité %(x,y,z) e_ikt agissant & partir de l'instant t = O dans
un milieu élastique au repos. Cette solution est en général unique.

- =
Or, trés souvent, on cherche directement v(x,t) sous la forme

$(x,t) = ¥(x) P i

¢ - Y
ce qui améne & chercher v(x) solution de

+ kv =0 dans (Be), v=u+u ol
(I1) »

= i . Z
v| =0 u, solution donnge
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On a ainsi remplacé le probléme hyperbolique (I) par le probléme aux
limites elliptiques pour (II). Ce faisant, on perd l'unicité de la solution.
Cette unicité est, depuis SOMMERFELD, rétablie en imposant une condition de radia-

tion.

Pd

Pour chercher & les formuler dans le chapitre I, on a procédé 3 peu preés

comme suilt

d'aprés les récents résultats de P. LAX et R. PHILIPPS.[L.P. Scattering

Theory] on peut montrer que, localement et relativement & la norme

2 2 2
Iv]5. = f Z .]Eij($)| + |$t| dx
1,d

t > + » la solution du probldme (I) "tend vers" une fonction de la forme
- _ikt ~ -> . P . . - . -~ 1 . .
v e ol Vv est solution de (II) vérifiant certaine condition & 1l'infini.
. > ) . > 5 2 >. >
(En fait v est solution ¢ - rayonnante de A v - z° v = 0)
On voit que le probléme revient 3 caractériser ¥/x). Plus particuliérement

son unicité nécessite 1'étude du systéme (II) ol F=03.

Or, dans ce cas

r

W 2+ > - . -
Au+k” u=20 équivaut au systeéme
R
(111) 5 2
grad divka1 + 2 31 =0 ; (x+2n) = u o° = k2
—_— —— 2 >
. rot rot U, -0 u, = 0.

P . » > .
On établit ensuite que v(x) est la somme de deux fonctions d'ondes

-> >
rayonnantes v, et Vyo.

Le Chapitre O donne quelques préliminaires sur les espaces fonctionnels
utilisés. Le Chapitre I &tend & 1'Elastodynamique, en 1'absence d'obstacles, le
formalisme de LAX et PHILIPPS (en dimension 2 et 3) : représentation spectrale et
par translation du groupe Uo(t) associé aux €quations de 1'Elastodynamique,

sous—espaces rayonnant associfs. Le Chapitre II  est une suite d'énoncés de
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théordmes dont les démonstrations sont presque identiques & celles de LAX-PHILLIPS

pour 1'équation des ondes en dimension 3.

La suite du Chapitre II (théoréme de développement...) est consacrée &
écrire des conditions de radiation équivaleﬁtes et 4 les appliquer & des théorémes
d'unicité.

On se propose principalement dans le chapitre III d'étendre une méthode
de P. WERNER [1,2] 3 1'approche du probléme de la diffraction d'ondes élastiques
stationnaires, dans un milieu homogéne, par un obstacle encastré.

Ce probléme a &té€ traité, entre autres, par KUPRADZE [1,2,3] . Il est

relatif aux équations de Lamé

2 > _
u—

p AT+ (A+y) grad divd + o k 0

équivalentes au systéme
.
> L2
u=u u
1 2

grad div 31 ¥ 12 31 = 0
— — 2 >

| rot rot u, -0 u, = 0

La méthode employée par KUPRADZE revient & ramener le probléme aux limites
4 un systéme d'équations intégrales de Fredholm ou d'intégrales singuliéres qui
sont résolubles pour tout (1,0) mais pas uniquement pour un ensemble dénombrable
de valeurs propres d'un probléme aux limites intérieur. Dans ce dernier cas, la
Seconde partie de l'alternative de Fredholm est nécessaire.

La méthode envisagée ici n'utilisera que la premidre partie de cette

alternative.

I - Méthodes.

Soient n domaines bornés Bi1""’ B. de l'espace euclidien E de

in 3°?

frontiéres respectives B.,...,B , sur lesquels on fait les hypothéses suivantes :
1 n
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(i) le complémentaire B, de B, est connexe.

(ii) powr tout k,£, k # £ , B;, U B_ et B, U B2 sont disjoints.

(iii) Bys..+»B ~ sont des surfaces fermées.

n n
On posera B = k} B , B, = (J B.k , B désignera le complémentaire
1 k 1 7 1 e
de B{) B, .
La détermination du champ élastique stationnaire (31,32) qui résulte

de la diffraction d'un champ stationnaire donné (ﬁ? . ﬁg ) par n obstacles bornés

encastrés de surfaces B1""’Bn conduit au probléme aux limites extérieur

suivant
Trouver deux champs de vecteur 31(X) , EZ(X) tels que :

(a) 31 , 32 (done T = 31 + 32 ) d0dent de classe 02 dans Be

et ¢ dans BeUB .
(b) G ,u,.,venifient Le systeme (I11) dans B, -
vernifie sur B La condition U=y

) o =14 +3
bt !

ol Yy neprdsente Le champ de déplacements donnés sun p .

Ici, 31 . 32 désignent respectivement les champs longitudinal et transver-—
sal diffractés.

On a, bien entendu, —.? = ﬁé sur B ol Eo est le champ incident. On
supposers, ? différentiable continfiment.

On a vu que la solution n'était unique que si 1'on imposait, dans
1'hypothése ol k est réel, des conditions de radiation sur E] et 32
(ol 1'une de celles qui lui sont équivalentés)._ ' |

Afin de motiver les méthodes employées dans ce travail, on va inclure
une courte discussion comparative.

Tout d'abord, suivant KUPRADZE [3] on essaie de représenter la solution

cherchée sous la forme :




(§) a(p) = ” N(P;Q,KQ)TDQ(Q) asy

B

ol N(P;Q,EQ) est la matrice de BASHELEISHVILI et ¢ (Q) un champ continu défini

sur (B). Le champ u(P) vérifie 1'équation

£ i+ =0 pour P & B

et aussi les conditions de radiation.

Les relations de discontinuité des potentiels €lastique de surface

impliquent que la condition aux limites (c) est &quivalente & 1'équation

(V) J+1d=¥y

ol T est un opérateur intégral défini par

T (D(Q') = ” N(Q';Q,EQ) 3 (Q) as

B
On peut montrer que 1'équation homogéne correspondante

(V);) 3 +7d=0

a des solutions non triviales si et seulement si le probléme aux limites intérieur

pIgus 2 > -
Au+ pk u=0 dans Bi

Ni(u,n) =0 sur B
a des solutions non triviales.

De ceci, on peut déduire que, si k est complexe (ou réel et différent
des valeurs propres en infinité dénombrable de ce probléme aux limites) 1'équation
intégrale (V)0 a seulement 1la solution § = 0 . La premiére partie de l'alternative
de Fredholm s'applique : 1l'équation intégrale non homog€ne admet une et une seule
solution qui entraine l'existence d'une solution pour le probléme (De).

Dans le cas oi k est une valeur propre du probléme intérieur (Ni) on
essaie de représenter la solution sous la forme : W+ u ol u est le champ

e . > .
défini par IV et u' un champ correctif convenable.

L'équation intégrale (V) est alors remplacée par :

(V1) P+ =y -
B

-~ - . - > > >
et cette équation admettra des solutions si u' est tel que Y - u' est ortho-
B

gonal aux solutions de 1l'équation homogeéne adjointe

(V) V+T ¥ =3




VI

On peut construire de tels champs ' d'au moins deux manidres dont on indiquera
l'origine du principe (MULLER [1] et CALDERON [1}). La premiére consiste & se donner
sur B une distribution continue de dipoles, l'autre & utiliser le champ correctif
produit soit par un nombre fini de dipoles convenablement répartis en différents
points de Bi ou par un nombre fini de multipoles, un en chaque point de Bi .

Comme on l'a déjad dit, toutes ces méthodes exigent la seconde partie de
1l'alternative de Fredholm.

Pour cette troisiéme méthode il est important de remarquer que les deux
précédentes font un usage essentiel du fait que le champ (IV) vérifie
AKE.+ p k2 E = 8 non seulement dans Be mais aussi dans Bi . Cette propriété
est essentielle pour la discussion de 1'équation intégrale homogéne (V)x qu'ta
1l'aide des r;lations de discontinuité des potentiels de surface on peut montrer
équivalente au probléme intérieur (Ni)'

La difficulté git dans 1l'existence de valeurs propres pour ce probléme
(si k réel) ce qui entraine pour l'expression IV de ne plus donner la solution
cherchée. | |

I1 semble donc naturel de modifier 1l'expression IV de maniére telle qu'au
lieu de A U+ p K> 3 = 6 elle vérifie, dans B;, une autre équation aux d€rivées
partielles pour laquelle le probléme intérieur associé n'a plus de valeurs propres
méme si k est réel.

Une &quation appropriée dans (Bi) est

or
” >

(VII) A A+ (pk +icg)a=0

od g(P) est une fonction continue h81ldérienne, positive dans B, et nulle sur B,
et e =+ 1 si Re(k) 20, e =-1 si Re(k)<O0.
Comme on le verra l'équation VII peut &tre vérifiée dans B, si 1'on ajoute

-~

& (IV) le potentiel de volume
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u'(p) = ” B(PQ) ¥ (Q) avy

B.
L

>
oi ¢ est un champ continu convenablement choisi, E(PQ) étant la matrice solution

an

P . bl g 2 > ~ . - > P - .
€lémentaire de A u+ p k~ u, D'od il résulte que u'(P) vérifie 1‘'équation

2

> > .. ' s ..
A u'+ p k" u' =0 dans Be ainsl que les conditions de radiation.

En résumé, on essaie de représenter la solution de (De) sous la forme

=
+
£

Le probléme revient donc & déterminer 5 et $ de fagon telle que les
conditions sulvantes soient vérifiées

(1) 3]8 =y sur B

’ (ii) (A% + o K2+ ie g) u=0 dans B

Les équations intégrales rencontrées jusqu'd présent ayant un noyau inté-
grable, il nous avait semblé logique d'y inclure des résultats correspondant aux
problémes plans mais dans 1'hypothSse d'un milieu anisotrope.

I1 est possible en conjuguant des.remarques algébriques et les résultaté
de F. JOHN sur les solutions élémentaires (et de E. LEVI) de déterminer la solution
€lémentaire et de ramener le probldme de Neumann & un systime intégral analogue au
précédent. \
On s'est 1limité au cas statique car les théorémes d'unicité dans le cas

dynamique ne sont pas &tablis. Vraisemblablement on ne pourra pas utiliser les

méthodes du chapitre I.
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Dans le chapitre III, on a rencontré uniquement des &quations intégrales
dont les noyaux admettaient des singularités "faibles" ce qui permettait de leur
appliquer directement les théorémes de FREDHOLM.

Or, & part les problémes du type de ceux étudiés dans le chapitre III,
il n'est gufre possible de se passer des &quations intégrales singuliéres du type
de Cauchy (ou & valeurs principales).

Dans les problémes tridimensionnels on &tudiera

>
O déja cité mais ol l'on impose

]

5 N e 2 >
le probléme relatif a A u+ p k u

l

%(E,n) = 2u = ndiva+ oy hATot u sur B

H

Dans 1'étude des problémes plans isotropes, les équations intégrales
singulidres sont indispensables quels que soient les problémes &tudiés car, si l'on

construit une matrice élémentaire comme dans le chapitre II, on ne peut trouver

un opérateur ﬁa ~ (ecf. chapitreIII, introduction) pour lequel la matrice
9 |
N(P;Q,KQ) se comporte comme %E L % : la dérivée tangentielle de Log r intervenant

on est bien dans 1l'obligation de considérer des intégrales du type de Cauchy.

La théorie des systémes d'équations intégrales singuliéres s'est surtout
développée dans le cas unidimensionnel (cf. MUSHKHELISHVILI [1] pour une étude et
une bibliographie détaillée et aussi F.D. GAKHOV [1] au moins au début).

Dans le cas d'intégrales singuliéres multidimensionnelles, il faut
citer GIRAUD [1, 2, 3] , MIKHLIN [1],[2],[3] et pour les problémes de 1l'€lasticité
V.D. KUPRADZE {1] [3] . Ce sont surtout & ces deux derniers auteurs que l'on aura
recours.

Les &quations intégrales singulidres différent de celles du type de
Fredholm en ce que les intégrales singulidres qui y apparaissent sont des opérateurs
bornés dans les espaces fonctionnels utilisds mais non compl&tement continus ce gqui
interdit 1'application de la théorie de Fredholm - Riesz - Schauder 3 ces équations.
Le probléme est donc celui de leur régularisation, c'est-d-dire de trouver une
équation de Fredholm dont les solutions contiennent celles de 1'dquation intégrale

singulidre étudide.
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En outre, deux &quations singuliéres adjointes homogénes sont telles que
les espaces vectoriels de leurs solutions ont des dimensions différant d'un entier
1ié ‘au symbole de 1'opérateur intégral : s'il est nul, les théorémes de Fredholm
s'appliquent et 1'on a équivalence avec un opérateur de Fredholm.

On a essayé nfanmoins d'adapter au cas plan la méthode employée au
chapitre III.

Dans le cinquiéme chapitre, on espérait inclure un théoréme d'amplitude
limite gréce 2 des méthodes utilisant des intégrales d'énergie mais on n'a obtenu

que des résultats trés limités 1iés aux équations :

(r» + 2u) grad div u - Uy =0
p rot rot E + ﬁ£t =0

- s
-~

sans aboutir au résultat correspondant & A u - Uy = 8 .

D'ailleurs LAX et PHILIPS, dans leur récent ouvrage, laissent peu d'espoir
quant au succés de cette méthode.

Pour terminer, il nous reste & reﬁercier M. ROSEAU, sans qui ce travail
n'aurait pas existé et dont la patience, les encouragements et les conseils ont

souvent réveillé un courage défaillant.




CHAPITRE O

PRELIMINAIRES

0.1. LES EQUATIONS DE L'ELASTICITE DYNAMIQUE

Soit un milieu élastique indéfini, anisotrope rapporté au repére

->

orthonormé (O, 31, €55

>
e3) ou Ox1 X, X3

w, e, (i =1, 2, 3) désigne le vecteur déplacement

i1

~1

si u(x,t) =
i=1

au point x (de coordonnées x X, x3) et 84 1l'instant t, on définit le tenseur

1’

(1inéarise) des déformations par ses composantes : €53

. o= .+ ou. i,35=1, 2,
(O 1) 2 ElJ ul,J uJ,l ‘ (13 J 3‘ ’ 3)

dans le cas tridimensionnel (ou 2 € =u + u dans le cas plan a,B = 1,2).
o o,B g8,a

"

La notation ",3"  désigne la dérivation partielle B/ij .

Le milieu est caractérisé par les relations suivantes entre le tenseur

des contraintes (Oij) symétrique et le tenseur (eij) :

(0.2) Oij(x’t) = cijk£ (x) Ekﬂ (x,t) (i,j,k,& =1, 2, 3)

ol 1l'on a utilisé la convention de 1l'indice muet.
Les coefficients d'élasticité Y (x) sont caractéristiques du

matériau et satisfont aux relations de symétrie :

(0.3) S5kt = Cjikl = Ckeij




On dira que le milieu est homogéne si les C55k0 sont indépendants

du point x,qu'il est homogéne & 1'infini si

e}

lim . P X
C.. uniformément en
ijke x|

ikl (x)

x| > =

et homogé€ne par morceaux s'il existe par exemple un ouvert borné Qi de com-
plémentaire Qe dans lesquels les cijkﬂ (x) sont constants (les valeurs

pouvant €tre différentes).

si ¥ (x,t) désigne la densité volumique de forces et p (x) la densité

au point x , la loi fondamentale de la Dynamique entraine :

(0.4) »‘ %ii t Tk TP Y bt
soit, par (0.2) :

(cipy Ye,30,i " £, =0 Yk tt
Systéme que l'on peut condenser sous la forme matricielle

(0.5) (Ags(x) W,5) 5+ Flxt) = 0 () Gy

2

ol A.. (x) est une matrice 3 x 3 d'éléments

(0.6) e = kil (x) .

En outre, les conditions (0.3) entrafnent

t - 1 — - - -—
(0.7) Ars = (ogp = 3p = Cping = Ckjei) = Asi




Cas particulier d'un milieu Ls0trope (cf. P. GERMAIN [1], W. PRAGER [1] et
G. GONTIER [1])

% = ‘ i s s L
Dans ce cas : cijkﬂ % 6ij 6k£ + (le BJZ 61£ BJk)

1
ol A(x), u(x) sont les coefficients de LAME .

Il est alors aisé de vérifier que :

A11 = Diag (A + 2u,u,u) , A22 = Diag (u,A + 2u,u), A33 = Diag (u,u,\ + 2u)
0 A0 Q.00
Boow B aidinno | ik e P Wik
12 2 ” 23 32
0.0 0 0 p O
0 W B 1
A, =% _= Jlooo
31 13 :
X 00

Si A et p sont constants (milieu homogé€ne) on retrouve le systéme

classique
— i —_— — > -> 323
(0.7)! (A +2y) grad divu - purot rot u+ f =p s
ot
Cas plan
Dans ce cas, on suppose u3 et f3 identiquement nuls, Uy s Uy s f1 et
f2 n'étant fonction que de X, 5 X et t

Si 1l'on fait 1'hypothése que les cijkﬂ ne sont fonction que de X,

et x2 avec :

T %3112 ® C3120 0

=

©3111 3211 T %3212 T 3900

(milieu transversalement isotrope pour la direction 0x3 : milieu stratifié par
exemple), les équations du mouvement s'écrivent (les indices grecs ne prenant

que les valeurs 1, 2)




+ f =
(case  Ys,80a, * Ty TP Y
soit
axa oB axB 31;2
ou Aas = (ays = CYQGB ) est une matr1C¢ 2x2 vérifiant (0.7). Les équations

conservent la méme forme, le cas isotrope donnant :

A,, = Diag (A + 2u,u) , A,, = Diag (u, 2+ 2u)
0 A
%
A ="A,, = .
12 21 -

Hypothese d'eflipticité (G. FICHERA [1], DUVAUT-LIONS [1])

1L existe une constante o positive telle que, pour tout tenseur

symétrique (eij)

(0.8) ikl ©ij Ekﬂ P €53 Eij (i, 3 =1,2,3 out, 2)

En particulier si Eij est défini par (0.1) on obtient aisément :

>
- ->

- - ->. ->
(0.9) ity ki %25 T kil %k,i e, = Aig %5 0 iposiz(Weegy()

qui, dans le cas isotrope, donne :

. 2 > -> -> ->
A |div + .. eE. . > 2 .. €. . .
| u] 2 u elJ(u) elJ(u) 22 elJ(u) elJ(u)

Une conséquence de (0.8) est le théoréme suivant (cf. G.F. DUFF [1]).




Théoneme 0.1. S (0.8) a Lieu, on a

(0,10) Ckil’.j gi EJ nL nk >0 (i, j, k, £

1, 2,3 ou 1,2)

2 ou 3). Pour tout

powr tout E non nuls de R® et tout 1 non nut de ¢ (n

£ non nut de R , La matrice
(0.10)" A (x3; %) = Ays & & est symétrique definie positive

Démonsthation

Dans (0.8) on prend :

ce qui donne, compte tenu de (0.3) :

Cijee Fi Sk M5 Mg

S5i 1'on note que (0.10) s'écrit

S

A (x38) 7.

>0 , on voit que la matrice

A (x;g) est définie positive (et symétrique donc hermitienne)

Conollaine 0.1. Les valeurs propres de A(x;E) sont positives.

A (x;8) est diagonalisable et si n est un de ses vecteurs propres, le théoréme
(0.1) donne le résultat.
Ces valeurs propres seront notées : c?(x;g) (cj > 0) avec

c? 2 ¢, 3 cg (ou c? z cg dans le cas plan) et le vecteur unitaire propre

correspondant 3j(X;E) : on sait qu'il en existe toujours trois formant une base

orthonormale.




> -
w

Remarque 0.1, Si 1'on pose & =p s |;| =1, ona:

A (x38) = 92 A (x30)

~ P . « . -2
d'ol l'on déduit aisément que : c? (x;g) = p c? (x;g)

gj (x;g) étant un vecteur propre de A (x;g) et A (x;m).

Cas d'un milieu Ls0tnope

e2 (x30) = A + 24 2 = o2 = U (c2, 2 dans le cas plan)
1 2 3 1 2
21 (x;g) =l 32(x;$) = 33 A w dans le cas plan]

0.2. ESPACE DE BEPPO-LEVI EL(R™;c™) n=2 ou3 (cf. DENY-LIONS [1], LIONS [1]

G. FICHERA [1] , DUVAUT-LIONS [1])

On introduit ici l'espace dans lequel seront prises les données

initiales du probléme suivant :

->

-> ->
u, - (Aij u,j),i = f(x,t)

tt
(0.11)

U (x30) = 31(x) 3 ﬁt(X;O) = EQ(X)

Définition 0.1, On appelle espace de Beppo-Levi associé aux Equations de

L'ehasticits, Le compits de B (R® ; ¢®) pour La nome :

3
2
Hell® = ) |€ij(%)122 0 (n=2o0u3).
EL  i,j=1 L2(R)
on Le notera EL(R®;C") (ou BL(R™;C™) notation de DENY-LYONS [11).

On va dans une suite de lemmes &tablir (ou rappeler) quelques pro-

priétés de cet espace.




Lemme 0.1, si Tem 5% oma Terl (850 et
(0.13) [ 12012 ax < 22 (1))
EL
|x|sr
Démonstration

Soit te€ D (R3;C3). On a

> 2 -> >
[1£]]° = f lJ(f).le(f) ax .
R3
> = ' 2 2 2 2
Or, aij(f).eij(f) = |f1’1| + ]f2’2| |f3,3|‘ + 2[512| + 2 |€23[ + 2|€13|
_ l —_— 2 - -
= |div £| + 5 |rot T|” + 2 Re [%1’2 PRI PRI S
+ L I - L3 f ol I - L f
T3 T30 “ T, fop= fo . T3 3+ T3 3 f1,1J
en outre, puisque te D (R3;C3)
R R R
I1 en résulte que, si FE@D(R:)’;C?’) :
3 = 2 1 2 1 >
. > —_— —r———
j ei.(f).e..(f) dx = f {|aiv 1| + 5 |rot £|°} ax 5 f grad f,.yrad f. dx .
3 dJ 19 3 3 1 1
R R R
soit encore : ||f]| 3 3. % 3 ) ’ 5% | o + Comme il est démontré
EL(R7;C~) i,j=1 iy

(LAX-PHILLIPS [1] p. 95) que :

2 3 af. 12
J I_f(x)l2 dx g-g-— J ) 5—}-{-‘.’- dx
i




(0.13) est etablie pour T e D (R3;C3)..Il en résulte que toute suite {?n}

3, j), 1'est dans L° (R3;C3)

de & (R3;Cj) qui est de Cauchy dans EL(R 1oc

et,

par conséquent, y admet une limite unique k3 qui vérifie (0.13).

Remarque 0.2, Dans le cas plan, il résulte de LIONS-DENY [1, pp. 1 que
2 d
)

EL(RZ;Cd), qui est un espace de HILBERT, n'est pas contenu dans &J'(R%; en

. . 2 p 2
particulier, EL(RZ;Ca) n'est pas contenu dans Lioc(R ;Ca).
Par contre, cette propriété est rétablie dés que R° est remplacé par

un de ses ouverts connexe (borné ou non) dont le complémentaire a un intérieur

non vide et, dans ce cas, on a :

2

2
1oc (&5C7)

: EL(Q;CZ) CL

(il en résulte alors que si {% } tend vers T dans EL(Q;C2), {§n} tend encore

vers f dans L (Q C ) pour tout r f1n1)

- . 2 2 2 .
Une conséquence en est que si f € EL(R7;C”) et si Q est un ouvert
connexe de R2 (dont le complémentaire & un intérieur non vide, la restriction

.« L2 2 2
de T & 0 appartient & L (Q,C ) (donc & Lloc(R 3C7) )

Conséquences
-~ » - 3 + - y . - -
1) Par @éfinition, f € EL(R3;C7) (ou EL(R°;c%) ) implique eij(”f) € 1%(r")

(n = 2 ou 3) mais la réciproque est fausse pour n = 3 : en effet, les fonctions

« o e . > -> -> -
"solidifiantes" X A Q A x + & (5, a constants) ont leurs €5 ; nuls mais
n'sppartiennent pas a EL(R 3 ;C ) en vertu de (0.13).
Par ailleurs, on peut noter que, pour tout f € &) (Ra;Cz)
%12 1 %2 ' oo
]]filEL 3 5 IlfliBL(Re;C2) (1a preuve est &videmment

la méme que dans le cas n = 3 ; cf. lemme 0.1); or, dans le cas des fonctions

" ¢ me a . . . .
solidifiantes", cette inégalité (qui se conserve par complétion) entraine




une contradiction puisque :

# =2 (3°

3
L5y i 5 %
i,L
: RPN T
Notons encore que les "constantes” 2 ne sont pas dans EL(R”;C”)

- 2 2
toujours 3 cause de (0.13) mais qu'elles peuvent &tre dans EL(R™;C7).

2) Muni du produit scalaire

->
>

(0.14) (Fddg = | opyD es@ax (a=2.3)

Rn

EL(R™;C") est un espace de Hilbert (sur C).
La démonstration se trouve en fait dans Deny-Lions.
Dans le cas n = 3 , il résulte de (0.13) que si [lg]] =o0
% est nulle p.p. sur tout ouvert relativement compact de R3 eth;éme sur toute

boule fermée {|x| < n} n €N .

) g . ] 2
3) L'inegalité (0.13) montre que EL(RS;C3) est contenu dans Ll

3,03y L
oc (R7;C”) : c'est
donc un espace de distributions (c'est-a-dire qu'il est contenu dans D' (RS;CS).
Pour définir EL(R";C") il est utile de partir d'une définition plus
génerale : comme dans DENY-LIONS 1, p. 306-309, et de retrouver EL(Rn;Cn) even~

tuellement (dans le cas n = 3).

Soit D! (R%;C™) 1'espace des T € D' (R™;c") telles que

z, - 2,.n .o _
sij(T)—, (Di1j+DjTi)€L(R)V1,J—1, , n .

-

cet espace &€tant muni de la topologie la moins fine rendant continues les

applications : 1T ~» €53 (T) de Dé (R™;c™) dans La(Rn) . Cet espace n'est pas

séparé car 1'adhérence de O soit W n'est pas réduite & B) : en effet :

->
€ij(T) =0 i,j=1, ..., n entraine (au sens des distri-

tions)
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8Z Tj 9 Ei,j ) Ejk 3eik
- + - &0 [k = 1,0.58) i
axi Bxk xk ) xi ij
T o > > - >
R etant connexe : 1T € W <—= T =8 x + ¢

. - - —*
oi S est une matrice nx n constante réelle et antisymetrique et c¢ un
" e (] n n
vecteur constant. S1 T € @e (R 107 ) den pose

n

=(A.. T T,. ) équivalent & ) |e..(T
WA Tyoa Tovid 3
S e i,,j=1’ 1J

L'espace vectorniel topologique quotient ﬁé de Dé par W est un espace de

Hilbent.
st TED on a:T={T+sx+2 3 T s S antisymétrique, ¢ € R™)
e e
Théoneme

Soit alors D 1l'image de D (R%;c™) dans f?é par l'application cano-

nique (de Dé sur l')é ) et De 1l'adhérence de U dans Dé )

p .' B o L]
Oniia: s De De P H
= >
" . = ° ' [ a2 -
ol EsTed] Te?, A; Toys=0)
Démonstation
. ° - 3
En effet T € H < ((T,&?))E =oVo e D Bc™ et YV T € 7
> > > '3 ->
= -~ . ~ x
or ((T,¢))E 20 =+ < A.’ij T’i,j s © > =0 (équivalent a Aij T’ij =0 )

Comme dans [DENY-LIONS p. 318] les difficultds se présentent dans 1'interpré-

tation de l‘)e .




1

Si EL(Rn;Cn) est un espace de distributions, il résulte de ce qui précéde

que :

Théonreme
Toute distribution ffe Dé (Rn;Cn) admet une décomposition unique :
> -> - -
T=u+h ou
—

U est alors l'uhigue £18ment de EL(Rn;Cn) d'image u dans 1l'isomorphisme de

EL(R™;C") sur be . Dans ces conditions

N
> > -> . e _
h=T-ugh donc Aij h,ij-6
> 2 > 12 > 2
et FIZ = 1RIE + 1R .
Preuve
e . T T 7 e 3 .
En effet, on a pour tout Tegl)é,T=u+,h, uGQe,h € H .
. N ‘

U est alors 1'unique €lément de EL(RY;¢c™) d'image u dans 1'isomorphisme
de EL(Rn;Cn) sur be . Dans ces conditions

Z-%-% &3 amen. B,..=3
ij 1]
> > >
o 2 e 1 2 ' IRY - >112 2 2
En outre ||2]]% = |13]12 + |82 entratne ||F)2 <1712 +1RI1Z .

Conclusion
L'inégalité Il_fl IfEL 2 % II_f‘I ';L valable pour n = 2, 3 entralne

que la structure préhilbertienne définie par (-ﬁ._\;)EL est équivalente & celle

?F,i) , particulier il résulte de 1'étude
L

de [DENY-LIONS, p. 320-322] que pour n 3 3 EL(R%;C") est un espace de

définie par : (3,;)1 =} (E,i,

distributions alors que ceci est faux pour n = 1 ou 2 .,

En conséquence, dans le cas n = 2 , on prendra pour espace de données

2

initiales : (LIONS [1 p. 29-30] E(Rg;C ) complété de D (R2;C2) pour la norme
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12 = [ a2 e ey @1% ) o

Ra

0.3 DECOMPOSITION DE EL(R";c™) EN SOMME DIRECTE n = 2,3 .

Les dérivations sont prises au sens des distributions.

Lemme 0.2,
1) si E La(Rn;Cn) n=2o0u3 et Aij —f’i,j =0 alors f =0
2) Si—f € LB(Rn;Cn) n=2ou3, Div%=0 et rot?‘=6 alors _f>‘=6
3) Si‘-f‘, Rot f € L2(Rn;Cn) et si Div T € L2(Rn) alors
> 1,.n .n % 2,.n .n .. .
fe H (R ;C ))eij(f) e L'(R3C) (i,j = 1,2 ou 3) ; en outre, si
E satisfait aux mémes hypothéses
A > -
> E A —_— o —
f €3 (f).eij(g) dx = J div f.div g dx + = J’ rot. f.rot g dx
+
B_f 3— > z _— > —> >
4[—;—.-5{-—dx= fdivf. divgdx+f rot f.rot g dx
i 1

Lemme 0.3,
On a la décomposition suivante de Ld(Rn;Cn) en sous—espaces fermés
orthogonaux :
2 2 2
L= (R%;c") = Ly (R":c™) @ Ll(Rn;Cn) (n =2 ou 3)
< 2 > 2 —> -
oil L(R%c™) = {(f |[TeL"(R";c™) ,rot T =0}
= adhérence dans Ld(Rn;Cn) de {grad ¢ , ¢gD (R™)}
2,.n .n % 2 2, n .n .
L(R;c ) ={f| feL°(R3;C), div f = 0 }

1

adhérence dans LZ(Rg;Cn) de {rot ¥ ; ve D (R™;¢™)}
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Ces deux lemmes se vérifient facilement a l'aide de la transfqrmation de

: sy 2 . 2 2 > > 2 -> > >
FOURIER et de 1l'identité vectorielle : |[&]|° £ =¢ (£.f) + £ A (§ A T).
Lemme 0.4
> >
1) si f (3 EL(R3 3) et A.. f,.. =0 alors F=0

1J 1J

-
2) si Fe EL(R3;07), divF =0 et rot £=0 alors? =

3) si ¥, &€ EL(RS;C3)
(F,8)y, = (aiv %, div g) + % (rot f , Tot g)

4) En outre si t ¢ E(Ragca), elle vérifie 1) et 2) ainsi que

5) En ce sens que : ) (e.. (%) Yee.-(g) ) . = (div ?,div I
1J 1] Ld(Re) Ld(Ra)

1 ,—m/ 2> =——> >
+ 3 (rot £, rot g)

1% (R9)

Vémonsitrnation

1) Les dérivations étant prises au sens des distributions, on a :

-
> -
< Aij f’ij » ¢ > = 0 pour tout $ € 7D (R3;C3) soit encore

A
o ¥
-

. . N -> >
>=0 ce qui équivaut a ((f,¢ )) = O pour tout

.71,
o EL

3 de D (R3;C3). Ceci signifie que dans l'espace de HILBERT EL(R3;C3),

3, 3)

>
f est orthogonal au sous—-espace dense D (R, donc y est nulle.

2) Par hypothdse : < div , $>=0=< %, grad ¢ > pour tout ¢ &€ D (R3)

—_—
<rot f ;

< ¥; Tot ¥ > pour tout y € D (R3;C3)

<}t
v
i
@
"

- -~ -> > - e Y -
Ceci entralne : < fj (A+2u) grad div ¢ - M rot rot ® > = 0 pour tout

-

¢ € D (r3;¢3)




1L

T est donc nulle en vertu du 1°).

3) Par définition, il existe deux suites {%n} et {En} de D (R3;C3) qui tendent

vers % et E respectivement dans EL(R3;C3) gquand n > ® .

En particulier ( (t 2.)) > '((?,E)) . Par ailleurs, on a vu
n’*n’’_ ,
EL EL
| ((% P )) (ai T div g ) + ] (rot 7, Tot é )
que "g = (aiv £, div g ) ., > , .
n’*n’ L. n n LZ(R3) 2 n n LQ(R3;C3)

Comme?FG'EE&R3;Cj) entraine en particulier Sii(%) € L2(R3) soit div t € L2(R3)

on voit que {div %n} est une suite de CAUCHY dans D (R3) pour la norme de
2 ) . .. . . .. .
L (R3), elle admet donc une limite unique dans ce dernier espace, limite qui
. . 2 3 .
n'est autre que div f, car {div fn} converge au sens de D' (R”) et div

. , . . > A TR
y est continu. Il en résulte que (div £, div gn) , tend vers (div £, div g)

. . U L — — >
quand n - ® . I1 résulte alors de ce qui précéde que (rot f , rot g ) .
n n'_2,.3 .3
L°(R7;C7)
.. . —_ > —_—
admet une limite quand n -+ « ; en outre { rot fn} converge vers {rot f }
dans Ld(Rj;Cj).

1

. z . . « L2, . e . N
4y 8i t & E(Ré;Ciﬁ il appartient a L (Ra;Cg) et aussi 8 H (Ra;Ca), donc &

Vol 2 PO > e
S'(R7;C”), on peut donc définir Aij f’ij au sens des distributions. Par

-
i = B.équivaut a3 A (E) £(g) = 8 (au sens
x F c x
des distributions tempérées) d'ou f(g) = 3 puisque f € La(R3;03) done f = O.

transformation de FOURIER : Aij %,

> ->
. -+ i . - - -~ -~ - -~
5) Div £ = 0 et Rot =3 signifient E.f =0 , E AT=0ce qul entraline
—>
l&lg £f=0 donct=20.

'6) Démonstation analogue & celle de 3°).

I1 résulte alors de ce qui précéde que (rot %n’ rot é )

N " 12(R3;¢3)
. . ——— —
admet une limite quand n » « ; {rot fn} converge donc vers {rot

dans L°(R;C7) .
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Remarque
On vient de voir que Te EL(Rj;C3) entraine rot f € LE(R3;CB) .

Compte tenu de la définition de EL on voit que :

e BL(R3;C3) complété de D (R3;C3) pour la norme
2 2

113 =f ) e |2 ax
BL 1,551 I 1,3 La(R3)

la reciproque étant &vidente. C'est l'espace de BEPPO-LEVI qu'ont étudié

MM. DENY et LIONS dans [1].

Des lemmes qui précédent on peut déduire la décomposition de
> ~ . .
fe EL(Rj;C3) en la somme d'un gradient et d'un rotationnel plus précisément

on a le :

Lemme 0.5
On a la décomposition suivante :
3

EL(R;C7) = ELO(R3;03) ® EL1(R3;C3)

—~ 3 “
oll ELO(R-’;C3) adnérence dans EL de S_ = {grad ¥ , Je V(R*;C))

F € BL®3;c3); Tot T = 0}

]

et EL1(R3;C3) adhérence dans EL de 5, = {Tot ¢; _\56 D(R?’;CB)}

= (FeEL(R7;¢3); div F =0 }.

Demonstrhation

si T est orthogonale & SO dans ¥L, on & :

o= (% graa 0)) VI€D &
EL
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soit d'aprés le lemme 1.4.(3°)
0= (aivf,a9)
L2(R3)
L , . - 2,03y sq . .2
div f est donc harmonique. Comme div f € L (R”) il s'ensuit que div f = O.
. - « -~ ——
On verrait de mé€me que ¥ orthogonale a S1 entraine rot f =0 . On prouve
ensuite que S1(resp. So) est dense dans EL, (resp. ELO) : sinon, il existerait
> . . - . — —-> . >
fe EL1 et orthogonale & S1 ce qul entralneralit rot £ = 0 et div £ = O donc
=3 (lemme 1.3.2°) ). De méme SO est dense dans ELO .
. B 1 — >
En outre EL et EL, sont orthogonaux (car ({grad ¢, rot w))EL= 0)
> . P e O < . >
et engendrent EL(car f orthogonal & ELO et EL1 vérifie Tot f = 0 et div £ =0

done est nul).

Remarque

Ce lemme s'etend & E(Rd;Ca)

Théonéme 0.2.

Il existe une isométrie et une seule Jo(resp. J1) de Lz(RB;C3)

[resp. Lf(R3;03)] sur BL(R3;C) [ resp. ELT(RB;C3)] telle que si

> 2 - K y —— —
f €.LO (Rj;Cj) [resp. Li(R3;03)] : F = grad (Jo ?) [resp. T = Tot (J1 £)1.
Demonstration
. o — >
On peut tout d'abord remarquer que, si rot f = ) on a fi 5 = fj 3
L] ]

pour tous i,j = 1,2 ou 3 avec i # j . Dans ces conditions, ELO(R3;C3) coincide
avec BLO(Rj;CB) = {f € BL (Rj;C3), rot T = 0} = adhérence de'So dans BL
[on a d'ailleurs une décomposition de BL(Rj;Cj) en tout point analogue a

celle du lemme 1.5 pour EL(R3;C3)].
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Déginition de J_

Y

Soit 8(g) = - |g|2(:% 35¢3)

(€) ) ob £ €L (R

— > > > > .
Comme rot £=0 onag Af (§) =0 et, par conséquent :

S

it =g GEGEFE ) =el™[EaErT)

™

2
T

. Z
+g]® £

(g) .

Or 3 est une distribution tempérée. En effet si l'on &crit :

gle) = g,(¢g) + g,(¢)

oll §1 et éa sont les restrictions de g & IE[ <1 et |E| > 1 respectivement,

on voit facilement ‘que te LZ(R3;C3) entraine §1 € L1(R3) et @2 € LE(Rj).

Comme ces deux espaces sont contenus dans S'(R3) on a bien g € S'(R3). I1 en

-~

résulte que § est la transformée de Fourier d'une autre distribution tempérée

g qui vérifie :
— >
grad g = f .

On pourra donc définir I T = gsig € BL(R3). Comme g est une distribution

A 4" LA ar
on a : Z = g+ c ol ¢ est une constante et g €IBL(R3). On peut donc définir :

‘*__'\) n .
Jg f+— g «(car g est unique)
propriétés de I - iZ g(g) = T (£) entraine
R YRRY: —_— 2 2 o1e
111 28 ||° =|lerad €15, = [1&]1° = |£|
L BL

Jo est une isométrie. Jo est surjective car si h € BL(R3), grad h ErLd(R3;C3)
a————
et JO grad h = h .
En outre J_ est unique car, si Jé désignait une autre isométrie,
. ——— > - ->
on aurait : grad (Jo—Jé) h =0 donc J_h - Jé h = ¢ (¢ constante) et comme

(Jo-Jé) h €.BL(R3) on a nécessairement ¢ = 0 .
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On voit de méme que : h(E) = lE[—g (i€ A%() ) od Te€ Lf(R3;C3) est
une distribution tempérée, donc est la transformée de FOURIER d'une autre dis-

L. . . . > . o e . —_— > ->
tribution tempérée h(f) qui vérifie : divh = O et rot h = f .

On peut donc définir : J1 F=1n  si h e EL1 (R3 3 03) .
Corme : N ; 5 N o > 5
[€Eah ()7 = ] [€n,(8)]7 = |£(g)]

on voit que les gj hj (c'est-a~dire les h. 5 ) sont de carré intégrable et, par
9

+ -
conséquent, qu'il existe n GvEL1 (Rj;CS) tel que :

> « — >
+ n ou rotn =0.

'On définit ainsi :
->
- J, £ =
I1 est alors facile de voir que J1 est une isométrie bijective.

Son unicité provient du fait suivant :

"div J1 F = div J{ T et rot J1 F = Tot J;

car (3,-31) T € EL (R%;c7) .
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CHAPITRE 1

EQUATIONS DE L'ELASTODYNAMIQUE EN L'ABSENCE D'OBSTACLE

1.1. L'ESPACE DE HILBERT Ho ET LE GROUPE {Uo(t)} .
On désigne par H 1l'espace vectoriel sur C des données initiales
w(x,0) = g,(x) , u (x,0) = g, (x)
1 t 2
ou §1, 52 sont définies sur R" & valeurs dans C" (n = 2 ou 3). On utilisera

souvent la notaticn'g ={E1, Ez} . Si E € V(R ;c™)x v (R%;¢™), on peut définir :

(1.1) z|¢ = "[
lslE j

R3
forme que l'on va prendre pour norme, le produit scalaire associé étant

> 42 3 =
; + 2 .. AL . dx
2l Ty 19 g1,a:]

> >
note (f, g)E .

Définition 1.1. ~ L'espace de HiLbert H e Le complété de D (R" Cn)a

pour La norme (1.1) On a :

oy 2 (" oy (n =2 ou 3)

[ Y
H, = EL (R"%; ¢ x L° (R™ ; C

Soit alors ﬁ(x,t) la solution du probléme suivant :

-> A - - 6
Yt i %ij o
(1.2)

(x)

- > ->
u (x, 0) = g, (x) u, (x, 0) = Ee

On a le résultat classique suivant :

Théoneme 1.1. 1) Le probfeéme (1.2) admet une et une seule sofution dans
€UR" ;5 c®) poun des donndes initiales & € D (R® ;c™2 . Son dnengie
est indépendante de +t . |

2) 12 existe deux constantes positives ey e ¢ coy> c

telles que £'énengde (1.1) de U(x,t) a L'4nstant t=0 pour La sphére
{|x| < R} est supériewre ou égake & celle de  U(x, s) _ pwa, La sphene

{|x] < R-¢c, s }.

M
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3) S &(x) =8 dans (|x| 3 R} T (x,8) =0 dans {|x|< c_t]|~ R)

Démonsthation (seul le cas n = 3 sera détaillé, celui de n = 2 ne nécessite
que des modifications de détail).
La solution U peut se construire & 1l'aide de la transformation de

Fourier et la conservation de son énergie résulte de 2) qui peut se démontrer
comme suit
Si U vérifie le systéme aux dérivées partielles (1.2) et si Q désigne un
domaine de l'espace (x,t) on a :

> z > > 2 > >
0 = 2 Re ij u e (u - Aij u,ij) dx dt = Iff []utl - 2 Re (u.t.f‘\i'j u,ijJAX dt.

Q ‘ Q ot

Or, si 1'on tient compte de Aij = tAij » on voit que :

> - -
- - - (2 - s - - :
(u,jt' i u’i) (u,j'Aij Uiy ) d'ol, compte tenu de ce que (u,j'Aij u’i) € R
-> z - z - 2
2R JA. . ..} =2 <A. . ) .- ce AL, . .
© (ut AlJ ule) Re (ut AlJ ual)sJ (u’J AlJ usl )t
On a donc :
| > 2 > z -> z
1¢ = l + e . a . - . .. u . . .
(1.3) 0 fff Dutl n, (u’J AiJ u’l) n, - 2 Re (ut AlJ u g nJ)] as
. ' > > 2 -> 2 .
Si 1'on pose : W(u (x,t) ) = |u | + (W ..A,. u.) et si 1'on prend
t »d 1J 1

Q= {(x,t)] |x|sR~ct , 05t sT,c>01}, (1.3) s'éerit :

am ] v e [ u@eon as - ] [W(K(x,wnt
| x| <R-cT . | x| <R |

>

N 2
- 2 Re (ut'Aij u’:.L nj) ds
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+ . »
ou, dans l'intégrale du second membre n, o n sont directement proportionnels
> 1
icet -é (le coefficient de proportionnalité étant (1 + c2) P

| x|

Par ailleurs, si l'on définit la matrice unicolonne U par :

t
U= (ug g5 Wy 05 Ug g3 Uy g5 Uy 45 Ug g3 Uy o3 Uy o Uz o3 Uy g3 Uy 3ius 3)
(u3 disparaissant dans le cas bidimensionnel)
>
ona W@ ="UEU et 2Re (W. AW, n)="UA®D) U
13 1 3
ol, dans le cas tridimensionnel,
1.0 0 0 0 A . n. A, .n. A .n,.
3 13 79 233 333
0 A11 A21 A31 AJ1 n'j 0 0] 0]
>
(1.5)E = et A(n) =
) 0 A12 A22 A32 Aj2 nj 0 0 0
A .. .
0 A13 A23 33 AJj n'J 0 0 0

sont des matrices symétriques d'ordre 12, E é&tant définie positive.

L'intégrand du second membre de (1.4) s'eécrit alors :

(1.6) YU.(cE - AR). U .
Il est positif ou nul si c¢ > cy = SUP (valeurs propres de A (n) relatives
>
a E ) lnl=1
(1.7) P(c;n) = Det (c E - A (n) ) s'écrit encore
_ 6 2
= ¢ Det (c 13 Aij n, nj). Det (A)
ol
A11 A21 A31
A= R Ao Ay
Mz Bag Ay

Si 1'on fait 1l'hypothése naturelle Det A # O (vérifiée dans le

isotrope) il résulte du corollaire 1.1 que les racines de Det (cE-A(n) ) = O
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sont c1(n) > c2(n) > c3(n) > cu(n)> 0% - c3(n)a —c2(n) = Ce(—n)a -01(n)= c1(—n)

On fera donc 1l'hypothése suivante :
Les sunfaces d'équations
> .
ci(n) =w(w>0)1i=1,2,3
sont sans point commun ow sont confondues.
En fait, l'équation de l'ensemble de ces surfaces est
N
-> 2

Qe,) =TT (®-cf (m) ) =0, Ng3
i=1

et, si 1l'on suppose qu'en tout point n de la partie réelle de

S, = (n | Qle,n) =0} , supposée bornée, on a %% (c3n) # 0 on peut voir que

1'hypothése précédente est réalisée, les surfaces ci(ﬁ) = w étant analytiques

et entourant l'origine [cf DUFF [1] , WILCOX [4] 1.

Vans ce cas, Le milieu est dit a propagation unigforme.

I1 est alors évident que c,, existe et qu'elle est finie.

M
Il suit de ce dernier résultat que, si E =0 dans {x s |x - X |< R } 1'éner-
‘gie de la solution correspondante u (x,t) l'est dans {xllx—xo|< R-ct,

. -~ -> -~ . -> -
0 <t <T1} cequi entralne u (x,t) constant dans ce méme domaine et u (x,0)=0

. > = .
permet d'affirmer que u(x,T) = O dans {|x - xol <R-cT} si c3 cy.

Quant & la demonstration de c) elle va résulter de 1'étude du groupe {Uo(t) }

Définition 1.2. - Pour tout t , on définit £'application U, de H dans
Luwi-meme pan :
U (t) = (8.8, } v (A(t) , G(¢) } .
En utilisant la proprieté de conservation de 1'énergie et le fait que
ZED (Rn : Cn)2 entratne { 1, Gt} ED (R*; Cn)2 on peut prolonger Uo(t) pai
continuite 3 Ho et 1'on définit ainsi un groupe & un paramétre d'opérateurs

unitaires de Ho .
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Si Al désigne le générateur infinitésimal de {Uo(t) } on sait par le

théoreéme de Stone qu'il est anti-autoadjoint.

En outre, si ECD (r" 3 Cn)Z , Ao E existe son domaine étant dense
dans H et :
o

> > ->

A2 4 U (%) N } u _ u, ) 0 I . €4

o &7t ot Bl i a3 22 o) |2

tt £=0 1] L,1ig J t=0 2

..):: _ 82
ij Bxiax.

De maniére plus précise A est 1'opérateur fermé prolongeant 4 H_ ,

i} Q
0 I
1'opérateur LR défini sur D (R® ; c®) x D (R" ; ¢ ).
A 0
1.2, REPRESENTATIONS DE Uo(t) (L.P. Chp. IV et VI)

Définition 1.3.- Séit V= L2(Q) L'espace de Hilbert des (classes de)
fonctions de caré sommable sun La sphere unité @ = {w (|w|= 1} de R"
(n =2 ou3). L% (==, »; V) ou L2(R;V) est £'espace de Hilbent des fonctions

F(t;.) définies sur R & valewrs dans V et de carné sommable, £a nonme tant

(1.8) 117]12 J |F(t;.)]° at = J f 1F(450)]° at dw .
v

o e 8
et Le produit scalaire associé :
[£.g)= J[ F(t30).8(t,0) dt dw .

Les fonctions

. > o> L >

(1.9) 3#(X;$;p) = {gk(w) g TPXW ipe, (w) Ek(w) !
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« T > 2 . ..
ol & = p w, ek(w) et ¢ (w) étant les vecteur propre et valeur propre associés
. ¢ . 2 . _
du corollaire O.1 (c? =X+ 2u , cé =M s1in=2, c3 = u si n = 3 dans le

cas d'un milieu isotrope), sont des fonctions propres de AO , en Tait :

o b = ipoc ¢ (sans sommation sur k)

> .
Les ck(w) sont racines de
Det (¢TI =-A(D) ) =o0

-> -> P .
les ek(w) vérifient :
2
k

_+
e - (sans sommation sur k)

A(w) Zk = ¢ (w)

51 les Cy sont distincts (cas isotrope pour n = 2 par exemple) on sait que les
Zk(w) sont analytiques. Par contre, si les ck(z) ne sont pas tous distincts,
on ne peut, jusqu'a présent, qu'affirmer leur mesurabilité au sens de Lebesgue
(cf. WILCOX [5]1 ), en particulier on les prendra dans (L2 () )n .

On pose :

(1.10) Folo,w) = (F, §)g

On se propose, dans la suite, d'associer i tout &lément * de HO ,

2 ~ 2 3 3 3 13 - . 3
un élément F de L°(R3V) de telle sorte que l'application ainsi définie soit

une isométrie et que 1l'image de Uo(t) soit e’ f) (représentation spectrale

du groupe Uo(t), t € R). En fait, on va obtenir de fagon assez naturelle une

représentation quasi-spectrale.

Theoneme 1.2,

4V
L'appication F de B sur L°(R;V) definie par

n o> - n AT >, >
(F L) (pow) =2 (FI). (p,0) e, (w)
j=1 J J
(1.10) n-3
, VO~ S € ¢ 99
(¥ %), (0,0) = p ° i (n =2 ou 3)

(2m)2 c;(w)




25

est unitaine,

L'action de ¥F.U_(t) se traduit par : %(Uo(t)?)j - Jiecit (% ?)j

Démonsthation

Gy = | Gpg, +F a2 Dax=| (B2 -F 4.5 .0
8y = 585 1,1 843 8, : X = 08 A8y Ls) dx

i°71j 0J 171) s1d
P -~
5 =z > > z n~-1
= f (f2 g *+ f1 A(E) g1) dg (ol d& = p dp dw )
n-1 n-1 T4 n+l n+l
(1.11) ={ip 2 I . ip 2 E + 2 |e.(w) p 2 F..e sc.(w)p 2 E e,
2 21 . J 1773773 1773
4 J=1
SN S
2 2 G Fyoo Gy
ol 1l'on a posé : ,
n—1
! n -
§1(p,w) =-ip 2 I ipe (%1 g.) e
J=1
(1.12) <
n-1 -
= 2 = « > > >
F, (pow)==-1ip fZ(E) ol £=p w, |w=1, p =]t

En outre, on vérifie aisément que :

(%55)13 f[_fe(x).(-ip c; ZJ. gTiExy %1(X).o2 e _éj e-ig°}j dx

(1.13)

]
|
’-h
©
o
S
=
n
L w%‘
N
vy
A
oy
Cae
+
.
o)
0
Jﬁ+)
P
oy
S
Qm+
[ i |

1
P
™
=
Q
—
€
o)
&
N
©
-
€
o —
oY
Cae
€
+
iy
-——t
P
el
L J
€
o
oy
Cae
-~
£
e

d'ol l'on déduit :

n
(101)4) IT‘) (st) + ?)2(9,0)) = I

: FD), (e,0) &) = F D (0,0)
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I1 résulte par ailleurs de (1.12) que :

2 o 2
(1.15) NI ATERNT AT

-

-
en effet compte tenu des propriétés des gj(w) et cj(w), }1 etlizélﬁ(—m,w;v) et

méme & L2(O,w;V). Mais d'aprés (1.12), il est possible de définir

+ 3
Fi(p,w) si p >0
>

(1.16) (% 7) (p,w) = N (n =2 ou 3)
Fe(—p,—w) si p <O

2
et 1'on obtient ainsi F 86 . n) — L2(R;V).

On a ainsi obtenu une isométrie définie sur un sous—espace dense de Ho , qui

peut donc &tre prolongée de maniére unique & une isométrie définie sur HO tout
-~

entier. Or, il résulte de (1.12) et (1.16) que si f est indéfiniment différen-

. ~ > > -~ > 7 Pl -~
tiable et & support comptact, F1 et F2 ont les mémes propriétés en p , c'est—a-

dire sont des &léments de ¢ (R;V) qui est dense dans La(R;V). En outre si
v

> C . . : . . )
1l'on se donne g(p,w) dans &0 (R3V), nulle au voisinage de p = 0 il lui corres-

-~

> >
pond par (1.16) f1(p,w) et fg(p,w) d'old 1l'on tire, par (1.12), £, et f, puis,
v

par transformation de Fourier, f1,f : 1'isométrie F est bijective entre

éD( n n etéD(R ;V) : son prolongement & H est unitaire.

o
En outre, si on pose h = A T od tTE Ho on a
- > - >
v Bt B2 Fa ) -
= —° _dJ5 _ _ 0 J5&_ .
(F h)J = p = =-p - ip c.(F f)j (j = 1,2,...,n)
Y 3
(21) c.(w 21 .
(2m) J( ) (2m) ¢
->

~ . Y
Quant &4 l'action de F sur U, (t) T(x) = {G(X,t); EE (x,t)} elle

s'obtient en utilisant la transformation de FOURIER. Si f’é-&b n. n) alors‘

-~

. . > . s - .
pour t fixé, Uo(t) €& uQ(Rn;Cn) . Si E(&,t) désigne la transformée de FOURIER
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>
de u relativement aux variables d'espaces, on a :

2 &

s # N
25 Ae,t) + AD) o e,t) =8 (od o = [E] )
at

5 3 3 N
- u -
3 n >
Si 1'on pose : u(g,t) = & vj(E;,t;w) e.(w) ,
J=1 J

on obtient aisément

2 n 1cht -ipcjt .
u(g,t) = | a.(p,w) e + B.(p,w) e e.(w)
S J
J—-
. - £,. - 5
ol aj(o,w)='2-(f13-1pc )y Bj(p,w)—g(fu+1—-‘lpcj )

> > _ > - > iE.x > 2 2 1£.x
alors (U (t)f,q)k)E = fn Elt.( ipc e e ) + u.p c, € ] dx
R

>

- ip ck(w).(2ﬂ)2 E;‘t(g’t)'gk + ip Cy vk(g,t;w)J

_121_ - - ipckt
(1.17) - ip ck.(2H) ip ¢ f1k + f2k e

ipe t
k > >
= e (£,0,)E

ce qui &tablit le théoréme

Théoneme 1.3.
si te YR P )2 on déduit de sa rephesentation quasi-spectrale,
par thansformation de FOURIER, une pré-reprnésentation par translation déginie

parn
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n
oil K(x,w) = I k.(sjw) e.(w)
s d
J=1
3-n n-1 Z
— = n of
A 2 ) 2 > 1 > ->
avee : (1.18) k.(sjw) = (-i) (-.a—g) [fz(s,w) - ji1 (-a—s-— eJ) ey G‘J
(n =2 ou 3)
" 1n
o F(syu) = (em) 2 J T(x) as (1.19)
XeW=§8

désigne La tranformée de RADON de T .

Réciproquement, &4 KEP (R; V) c'est Le pré-neprésentant par thansla-
tion de F€ P (B ¢™? degini par :

sLn=23

3
oL 12 oirw) 2 ()
fT(x) = -1 _Z_ f cT{a) 3% o (x.wyw) e.(w) dw
=1g J
(1.20)
2o
%2(x) = - ﬁi f -3-% (xew3w) dw
Q 9s
’
A n =2 o
- 2 m.
f1(x) = J ﬁ“)(x.w;w) dw ol ﬁ(])(x.w;w) = —1———%( b ?l ) e.
a 220 j=1 ] J
(1.21) —f‘e(x) S J ‘ -g—s—?nc(x.w;w) dw
2v21 5

ol ;)Zg désigne La thansfonmation de HILBERT par napport & s et

6. — ¢, — . B, (1.22)
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Démonstrhation

1) Quelques rappels sur la transformation de RADON dans R" (n=2ou3)
seront nécessaires (pour les détails cf. F. JOHN [1], LUDWIG [1] ,

LAX-PHILLIPS [2] ). Par définition, la transformée de RADON de TEJAR®;c)

Loz z ! > 3; Lo . n-'1
est un élément noté % f'ou f défini sur R 8 par
I
-> 2 -
(RF) (530 = (2m) f f(x) as .
X.0W=8

3

I1 est immédiat que T est paire en {S;Z)} et que \‘R(Bx _f‘) = w; as
i

En outre, si T désigne la transformée de FOURIER (en x) de —f', on vérifie

aisément que : _f'(p;) = (ff; _f) (p,z) (1.23)

oﬁ\‘}g désigne la transformation de FOURIER relative 3 la variable s .

n
> -5 .
Par ailleurs, f(x) = (21) < f E(x.w;m) dw (1.24%)
n-1
S
ol
-2 -
> 2 ips n-13, +
(1.25) h(s;w) = (2m) e p flpw) ap .
0

Or, dans (1.23), c'est la partie paireen (s;w) de h qui intervient :
% [K(S;;) +h (—s;—w)]

qui s'écrit, compte tenu de (1.24)

H(ss0)

(1.26) H(s;0)

1 ips n-13
n f e’P Ipl f (pw) d p
2(em)e  ”

_ 1 -1 n-1 = 1 e v
= ‘""‘;;3“‘3? (ol %)= ——= Filol <7?E)

2(2m) 2~ 2(2n) 2
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ce qui entraine :

u
=1 2 = . _
H(sjw) = % f(s,w) sin=3
(1.27)
N 1 Y
H(sjw) = Jg 3 f(sjw) sin=2.
2v21
v (—0_ >
ol Jg =J" 1(sign o) J("?est la transformation de HILBERT en s qui a g(s)
fait correspondre h(t) défini par
(1.28) Bt =B ae) =1 e f HOLE

-—O0

On constate aisément que si ¢(S;w) est paire (resp. impaire) en (s;w)ge(as %) a

la méme propriété.

2) I1 résulte alors de (1.10), (1.13) et (1.25) que :

n-1

> | |
() (o) =-ip [%2<pw> +iop

"
f 3_’5_11- 11'2'_1 3 n 8-f1 > >
s (i) dg (f,(s3w) - ¢ (-—-_——-— . e.) c. e, )

d'oll (1.18). Il est aisé de vérifier que Te Sp(Rn ; P )2 entraine
4"

> o > > .

fkeY(R;v) d'od \7; k€ P(R;V) dgonc ¥ € P &y .

Réciproquement &tant donnés Kk ’ 7€ y(R;V) associés respectivement 3

g = B 2[F v, F i

> -> > >
fetg; (fig)g

3n =l onl
n 2 j’\' > 5
= 351 Jf (~1) ?: kj . sgzj(lp) o+ (ip) e \%sakj'
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3n  im -
= (-i) @ (em) ? 121” F [(ip) ¢ fk]-g *
5=1 ] "2d
ntl _
95_1 [(10) . ‘(E kj:[ 213 c.} dx dw

>

= f [-8*1(x').:g>—](x) + §2(x).é-2(x)J dx

~ 2 n k ->
ou (1.29) Sk(x) = I f h. (x.03w) e.(w) do (k = 1,2)
j=1 d d
Q
et 1-n 3-n +1
(1) — =3 - ot
2 2
h (s3w) = (2H) ( 1) 7‘3 (ip) ° ?? ks
(1.30) J 8 1 (550)
(2)
By (s50) = 2 iy 0’71 Uf k) (5,0)
Compte tenu de la définition de (f,g)E on doit avoir :
> > > >
f2(x) = Sz(x) et —Aij f1 ,i,j: S1(x) .

De (1.30) on déduit :
(1 31.) h(k)(x wsw) = (.?.H)_ _é- fm ipX.w 2-k E% ( ) > ( ) +
. 3 NN e cj > pw .e'._.J w

0
s N nt+i-k
ip cj(w) f1(ow)-ej(w)](ip) dp (k = 1,2).

7(k)

% P . .
Comme Sk(x) ne dépend que de la partie paire de h

1) (s50) = 1 [ﬁ(k) (s30) + 3 (-0)u )|

soit :

n
-1 BN [< (830) ;(u) +h(k’ (~s3-w) o (-w>],

3 .
que cj(pw) = p cj(w) et fk(pw) sont paires en (p,w) et qu'en outre

j(w) , on obtient :

g.(-w) =+ e
J —
-
2

%) (s30) = {2

[ I R OIS Gl PY Lok € 8.+ docy (3. J)Zj ap




.n~1 n
_ i 23:-1(cgkl |n13?32k 0 )
1 i2q's K s S ms ) ey
2(2m)E~ J .
2
:\; > 3 ->
O — =
ol mj = f2.e:| c'J BS f1.ej (k = 1,2)
ce qui donne :
i3 i) =2 3 23 1m0 (s30) 2. 5 59 (s3u)= = 3% m (s50)
sin=3: ’w—’-lHj___1chmj S eJ., W Eﬁs S
(1.32)
2
. 2 o N
sin=2: —ﬁ(”(s;w) =l pX c.was m Z,; H(2)(S;w)= 1 wus E"(s;w).
2/21 j=1 9 J 2V/2T
N
-
’—\; n af‘] > - m -
On posera m°(s;w) = £ (s3w) - £ ¢, (= . e.)e. = & m e.
2 . J 9's J J . J J
J=1 j=1
(1.33)
" n 3 n
- > au > > ->
et m(s;w,t) = ut(s;w,t) - E cJ.( 5 .ej) eJ. = _Z- m'j eJ.
J=1 J=1
V]
> PP
Or u(s;w,t) vérifie
n n Y
2 h- T (et i) e. =0
t =1 d S 7
J—-
équivalent au systlme :
+ - . = = * o0
(8t ¢ as) m, 0 j=1, ,n
de solution mj(s;w,t) = m:]?(s - ey t jw) . (1.34)
Or
n -
u(x,t) = I fH.(x,.w;t) e.(w) dw
'=1 J o J
J
-
N m,-u, .o
N A - R S i %% —
ol Hj(x.w,t) =- 17 4 (u.ej) =17 % 2y sin=3
AV
: " . m.-u,.e
-—L W o de) - B L,
2 V2T I 2/2m €3
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. v
e. u N
Or il est aisé de vérifier que (8 ut j E—‘l (resp. Jg —-—-—-'l ) est
J
une fonction impaire de (sjw). Il en résulte que, u(x,t) ne dépendant que de

. . >
la partie paire de H(x.w;t)

~

3 3 mg(x.w—c.t;w) N .
- J ji1 ) ej(w) dw sin=3
Q
(1.35)
U(x,t) = 4 ( |
3 vpmi(xew-c.tiw) |
! fzng()J e.(w) dw sin=2.
L 2R g g €5 J
3 af >
ol mg (S3w) =((f2(S;w) ¢ (w) 55~ ).' g )

Jusqu'icl on a choisi ¥ dans y(Rn;Cn)g . Or, il est immédiat & partir de
(1.11) que si ¥ € F(RR;cM)2
==k

n
?:-' (f, - e (8 f ek) eklpl

L2
e a =2 ||

la derniére €galité définissant la norme en question, si 1l'on désigne par

N
Wn-1 1l'espace des T telles que Ilﬂ ln_1 soit finie.
2 2

Y
L3 ‘-) . 3
%2 est paire en (s;w) , 8:‘5 f1 est 1mpaire donc :

N
" of
(1.37) lzo ; =H%2 i_1+ = o (. 3 3, 22:_1
2 2 2
" m N 2
el Sl A el 1Bl
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Cette relation, ainsi que (1.36), permet d'étendre la transformation (qui a k3
Y v V)

associe m° ou ¥ ) A 1l'ensemble des F de Ho5 3 %1 et %2 (ou Ko €tant dans

Wn~1 . I1 est possible alors de montrer que HO est appliqué sur Wn__1
2 2
> n pair n .o impair
L (R™;c") 1'étant sur Wn_1 et EL(R"3C") sur Wn—1 . I1 suffit de prouver
| 2 2
n n impair
que Y (R ;C) s'applique sur une partie dense de Wn_1 c'est-a-dire que
2
n=1 pair
l'ensemble des |p] 2 %2 (QG) est dense dans L2 (R x Sn—1) : en
n-1 .
| . el pair
effet si 1'on pose g (p,w) = |p| fg(pw), g€ Y s'annule dans un
N pair -
voisinage de p = O et ces fonctions g sont denses dans L2 (R xS ).
Alors
2
tlow) = glp,w)/ n-1 est telle que ?‘650 .
le] 2

Dans ces conditions (1.35) définit une solution du probléme de Cauchy posé

au début pour

Théoneme 1.4,

Y
t e H .

La sofution U de L'equation (1.2) s'éenit :

n
ax,t) = % f H. (x.0-c.t30) e.(w) do
f J 3 3
J—
1 3 m°
ou Hj=—ﬁ -—--—-‘lc. sln=3
J
(o]
1 m. . )
= &4? —l sin=2
2 2n €;
n
AV
° = (f G
a. m. = f - C, =——— €. 3
vee 3 o j s 3
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1) Si Res données initiales sont de classe ¥ , AL en est de méme pour

2)

_ﬁ(x;t) ceed powr tout -t posLtLiq.

En fait L'application (notée R dans Le théoneme 1.3) qui a T associe

3n
- > ; 2
k=fRf= (-1)

n—1

)

5 2 (s;w) définie d'abord sun F(RP;C™)° 5'etend

grace a (1.36) a une Lsométnie de H o sur L2(R;V).

On auwra besoin d'introduire parn La suite Le vérnitable neprnésentant pan

translation

KO(T;w) Zel que

(\%‘OUo (t) om—1) Eo (1,0) = Eo (1~ t 30 ) =T (-t) Ko (Tyw) .

Pour cela on pose dans (1.35)

Ky,3t83 ) =

1L est immédiat que

/c_j kj (s cj(w);w)h

0
L — ml (s c.jw)

/EJT‘ 3t 7 J
3 o m3(oyw)
}'Pofn j
o- s c.)c,
Lo ¢ 3¢5

si

do

= 3

1 fw n(c. Tiw)
- P.f. dt
" 7, (t-s) c3/2

si k €1P(R;V) 4L en est de méme de 'ﬁo 2 application

k -+ KO etant une Lsométrnie eu 2gand a La présence du facteur v/"c—J._ . 12 en

résulte que \Q : o ket une reprdsentation par translation puisque

a Uo(t) _f‘(x), \7% assocle —lzo(s—t;w) .
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1.3 SOUS ESPACES KAYUNNANT ET ANTIRAYONNANT

On définit, pour tout p = O , les sous—espaces suivants de HO :

P > > _=x
D, = {f €H_ IUO(t) f(x) =0 pour |x|< p + c, t, t >0}
p° = (fenr |u(t) F(x) =3 pour |x|<p-c t,t<0]}

D, , D_ désignent ceux correspondant & p = O .

Theoreme 1.5,

Dy et D° sont des sous-espaces vectorniels fermés de H_ , onthogonaux
entre eux.

ILs sont respectivement rayonnant et anti-rayonnant pour {U_(t)} ,

c'est-a-dine que :

(i) u (t) D €D} pour t 3 0 [resp. U_(t) D°c D’ pour t < 0]
s o _ b
(ii) Qouo(t) D° = {0} [resp. (;7 u(t) o° = {0} 7]
<0 :
(3ii) U v (¢) D) = 1 [resp. | v, (t) D = &)
Démonstrhation

On va démontrer le théoréme pour Di , la démonstration pour DE étant
analogue.

Tout 4'abord Dg est fermé dans Ho puisque, pour tout t ., Uo(t) est une
isométrie de H  sur lui-méme : en effet, e H entraine Uo(t) ?EHO et, si {_fn)
est une suite de Df_ convergeant vers % dans Ho ,» 11 en est de méme, pour tout
t > 0 fixé, de la suite {Uo(t) _fn} qui converge vers Uo(t) T dans H . Or,
par hypothdse : V n€ N , Uo(t) ?‘n(x) =0 pour |x|< p + c, t 3 on a done
Uo(t) _i:(x) = 0 dans la méme boule. Autrement dit ¥ eD_‘,)_ .

Quant & l'orthogonalité de Di et D° , elle résultera du théordme 1.6.
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> >
(1) si Tt €o° t+s) f(x) = 0 dans |x|< p + cm(t+s)

+ 2 U ls) (U () 1) (x) =U

of

pour tout s tel que s + t 3 O et a fortiori pour |x| < p + c, S sis>0.

(11) sitel U (t) D , pour tout t z O U_(-t) f € pf donc

(
30 °

>

> -> > “ . >
Uo(t) Uo(-t) f(x) = f(x) = 0 pour |x|<p+ c t c'est-a-dire que £ = O .

(iii) La densitd de ‘ ) Uo(t) Di dans HO résulte de l'inclusion
£<0

+
D (R" 5 ¢") xD(R" ; ¢" ) C U v (t) D
et de la définition de H - L'inclusion se démontre 3 l'aide du théoreéme 1.1(3°)

si T =0 pour |x|> Rk ,

uo(e) [u, (22 ) = [u(6 + T2 ¥ (x) =8 pour

c
m m
+ ; + ] -
|x| <c (t + Bey _ R=c t + p . Autrement dit U (B—B ) TED ce qui entraine
m o] m o'¢c +
m m
* _ Rtp p
fEUO( Cm )D+ .

Avant de passer a la démonstration du Théoréme 1.6 qui entrainera
1'orthogonalité de Di et DE , on peut remarguer que l'application définie au

théoréme 1.3 :
(R= Fa— k=R? de ¥ (Rn;Cn)2 sury(R;V) ol

v=12s""eh L, 8% = (wje € RP, (O] =1}

est une isométrie (pour ||E et || || ) bijective. Elle se prolonge par continuité

en un isomorphisme de H  sur L2(R s V) .

Théeoneme 1.6.

&?, est une neprisentation unitaire de H  dans

L(-0 , @ 3 V) telle que

D, (resp. Di ) s'applique sun 1 (0,0 3 V) [}esp. 12 (p,w;VZ
D_(resp. Dﬁ } 8'applique sun 12 (=, 03 V) resp. 12 (=0, =p : V)

{Uo(t)} cornespond au groupe des transfations {T(t)} dans LE(—W,w;V)-
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Démonstration

I1 suffit de montrer que te D, (resp. D_) <= X (s,w) s'annule pour
s <0 (resp. s>0).

Soit donec Kéy(R ; V)2 s'annulant pour s < 0 , fe PR : Cn)2 1'unique
élément de ce dernier espace tel que k =R?T. Les formules (1.35), montrent que
G(x,t)‘= (Uo(t) F(x) s'annule pour |x|< c t,t>0 c'est-3-dire que tTe D, -

sik est quelconque dans L2(O,°° 3 V) on peut l'approcher par une suite
{Kn} d'éléments de y(R;V) (ou de D(0,»=;V) ) . Or, on a En =(k¥'n ol
_fn ED, et {En} étant convergente dans 12 (0,5 V), {_fn} l'est également dans
H et sif désigne sa limite, on a Te D, en vertu du théoréme 1.5. Réciproquement,

soit T € Ho telle que e D, - On a:

n'
a(x,‘t) = 2 { kj(x.w - cj t) Zj(w) dw ol k é L2(—°°,°°; V) et
-l s

( Z' ) signifie que l'on somme sur les j tels que les valeurs propres cj
J

correspondantes sont distinctes. Par exemple, dans le cas isotrope tridimentionnel

ol 1l'on a c, = cg = Yu , on éerit :

_ﬁ(x,t) f k1(x.uu—c1 t) 31(00) dw + f ké(x.w—c2 t) ge'(w) dw
2
S

S2

oll k}(s3u) €(w) = ky(s,0) ey(w) + kylxsw) eg(w) .
I1 résulte alors d'un théoréme de LAX-PHILLIPS [L.P. Th. 1.2. p. 186] que
K(s,w) = 6 pour s < 0. Si i:)(s;w) =~R_f(x) on a :
\(RJ(UO(t) F(x) = {kj (s—cj tyw); § = 1,2,3}) et 1'on a vu que si 1l'on posait
k. (T;$)=‘/§ kj(cj T;w) on a bien

054

-1 > > -> >
(Ro u_ (t) o E (t30) = K (1= t30) = T (=) (K (t50) ) .

R étant unitaire, on déduit de ce qui précéde que D, et D_ sont orthogonaux
dans Ho et que :

H =D, & D_®
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Cas d'un milieu isotrope (n = 3)

On a vu (lemmes 1.3. et 1.5) que Ho admet la décomposition

od H. = Li (83;03) @ ELi(R3;C3) (i = 0,1)

Par ailleurs 1l'opérateur Al s'éerit

0 I
= —— —_— —
Ao ( c? grad div - cg rot rot 0

Or, si T = { grad 45 gra& ¢2} ol 995 &, € D(R3;CB), on sait que Te HZ

P > o s . o
et 1l'on vérifie immédiatement que AO e Ho . On peut donc 1l'écrire Ao f ol
0 I
- -+ -~ Pl
AZ = . Comme les f de la forme précédente sont denses

2 —T—r ..
c, grad div O

dans Hg on peut étendre Ag par continuité a tout Hg . On voit de méme que H;

est invariant par AO et que
0 I

A =A peut se prolonger & H; .
1 -c rot rot o)

Theoneme 1.7.

La dééompobwéon H = Hg ® H; neduit L'opérateun A, et te ghoupe
(0, (£)} « En outre, & £'on designe pan US(t) (resp. U] (t) ) La nestriction de
Uo(t) a Hz (resp. H; ) D, Q] H; est rayonnant pounr Ug(t), D, N HZ étant

inclus dans Le sous-espace rayonnant associ a UD(t) .

Vémonstration

L2(S2;C3) admet la décomposition :

On remarque tout d'abord que V




ko

I1 en résulte aisément que :

L2(R;V) = L2(R;Vo ) & LE(R;Vj)

.

—}
Si_f‘é H1 ,div—f)=0et si_f‘)EQ(R3',C3) et K =RT :
o

}

> > 3 1 > > 9 1 > > \
wk(sjw) = — ( J w.fe(x) as) - (— J{ w.f](x) as )
X

as
b 4 X.0=8S « WES

Or, si D(h) désigne la région comprise entre les plans d'équations
> > > >
X.Ww= 8 et xX.w=s8 + h

on voit que :

ﬁ_f 0. (x)dS %[[ divf (x) ax =0 (k= 1,2)
h—>O D(n)

) 3 3,2
donc k € L2(R;V1). Comme les lemmes 1.3 et 1.5 assurent les ¢ € & (R ;C3)

sont denses dans H; » on peut conclure que :
1 2
R (H) C 1°(rs7,) .
L'inclusion opposée résulte de la densité de D (R;V1) dans L2(R;V1)

En effet, si k€D (R V1) , 11 existe un seul T € Ho tel que k = ~72'f et 1'on a

f o —g—lss (x.03w) dw = O (de méme div _f‘g(x) =0 )
2
)

g PERN
=

div %1(x) =

+ —
donc £ € H; (en fait _fe U(R3;C3)2 ) d'ol 1l'on déduit \781 1(LE(R;VT)) CH;
En définitive, on a :

1 2
R () = 1°(R;V,)

De méme, s:'L_i’;GD(R3;C3)2 et Tot £ =0 ona,pour k=R F:

> > > 1 9 1 > > >
w A k (sjw) = - T 3s —5-2 J ( wA (f2 (x).gz) e, + e A(‘f' e3) 3 ds
X.Ww=s
L2 Gadan i d.g
T 5 W 1+8)e, +ow A f‘1.e3 e3) ds




L1

or > ( f A %2(}() ds) = lim -;—1 ”' rot %g(x) dx = 0 3 on voit de
0 D(n)

2

-~ . Pl &+
ménie que la seconde intégrale est nulle. Donc k € L (R;Vo) .

On vérifie de méme que, si k € D (R;VO),R) = Rf ona:

—)
—_— > _ _1_ - i}E . _ —_ > - -> [o)
rot f1(x) =i [ w A o (x.w3w) dw = O et rot f'2(x) B done T € HO .

[w|=1
-~ . . \R Oy _ 12 ,
Pour les mémes raisons que ci-dessus on a donc : (Ho) =L (R;\O) .

Le théoréme 1.4 entrafne alors que la décomposition de H réduit Uo(t).

I1 résulte aussi de cela que :

T€er® = T (x) = - k,(xew,0) » do ol k,(s,0) w €L2 (RyV )
o S hn o 1 1 o

Par conséquent si

> o 1 - 2
fE€D, ﬂHo (resp. D+nHO )s ky WEL (0@ 3 V)

- 2 . s N
(resp. k e, + k3 33 € L (0,» ; V1)j et les restrictions \7% et 2 de K 3

2

o 1 . ., s .
Ho et Ho respectivement sont des représentations par translation de UZ(t) et

U;(t) . En outre, puisque :

TE€H = (Ut) 1) (x)

J k1(x.w—c1 t)a dw
32

ten — (UKD

] kA (x. —c, t) Ao
52
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. e +
Compte tenu de la définition de D
Te D, N Hg <=> Ug(t) -f'(x) =93 pour |xj <c, t (L > 0)

o o > =+
alors que le sous—espace rayonnant de Uo(t) est tel que Uo(t) f(x) = 0 pour

, 1
x| < ¢, t . Par contre U1(t) admet pour sous—espace rayonnant D N\u .
: 1 o} + 0

1.4. LES EQUATIONS DE L'ELASTODYNAMIQUE DANS L'ESPACE DES DISTRIBUITONS (n = 3)

On peut prendre les données initiales T dans D'(R3;C3)X D(R3;C3) et

définir Uo(t) par : (cf. L.P. p. 98) :

-5

< fu () 2, , %>

<F, [ (-) 6,91, > - < %,,[u_(-6) 6,81, >

<o (6) Ty, 5% 5= - <, [u-t) 6, 8], + <Ey, [u (06,87, >

pour tout $ ED (R3;C3) .

On peut vérifier que :

(1) [Uo(t) 331 =0 est solution des équations de 1'Elastodynamique et
admet f pour valeurs initiales.

(i1) cette solution est unique

(iii) dans le cas isotrope : si rot f = 0 alors rot u = O et si dgivi=o0
alors div u = 0 . Il en résulte que, dans ce cas, Ug(t) et U;(t)

peuvent &tre &tendus aux distributions irrotationnelles et de divergence

nulle.

Veginition 1.4.
= 13, A3 Vo33 . . ..
f€D'(R7;C”) xD'(R7;C”) est dite finalement rayonnante (resp. ini-
tialement anti-rayonnante) s'il existe r > O tel que : Uo(t) % s'annule dans le

; r
cbne |x| < ¢, t-r pour t > — (resp. s'annule pour x| < - c t - r pour
m
D .

C
m
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Cet ensemble de distributions est celui qui interviendra en définitive pour

Z ~ = 2 . . . . -> q ->

étandre 3 des données distributions la transformation R(f v» k = H F)
PR > > > PRES P

et sa réciproque ¥ (k v f = J %) déja définies pour

>

t €xH et % € 1° (R;V) .
[o]

Tout d'abord, le théoréme 1.3 (formules 1.20 et 1.21) définit JK
poﬁr ke f‘m(R;V) puisque les intégrales ne font intervenir que les valeurs
de X(s;.) pour ls| < x| .

Il est alors possible d'étendre 7 3 &' (R;V) de la manidre suivante
Soit t € H 2e DR3c32 , ¥ = RFe&™(R,V).

On a, si he & (R3;03) est défini par

> -
A iz = &
N > > > > ->
(£,.8,) , = - E 8,00, = - [£,RE,5 3]
L
Y]
Or (R(ﬂG) = - g (32 K.g.) c. o.
58S i3y
et compte tenu de la définition de h
v v
ch. ai ('ﬁ.gj) = 21.Zj (j=1,2,3) sans sommation sun j .
On en déduit N
3 -> e
> > > g’l € ->
(1.37) (f,.g.) , = |k, ) —4L &,
128717 _2 . C. J
L J=1 dJ
I1 est, par ailleurs &vident que : ('%2,3;2) = (%, {-5,_g>2} )
1° E
d'ou
> > > 3
(1.38) (£,,8,) = |k, 3, &, ]
2
L N
3 g..e >
> 2 N 1°73
Comme gGJD(RB;C:S) entraine ".Z -—-C—J- gj et Ezé D (r;v)
J=1 J

- 3 . _>
on voit que si une suite {kn} de @(R;V) converge vers 4 € J'(R;V) alors
) op - ool e
f = Jk, J tend faiblement, d'aprss (1.37) et (1.38), vers une distribution
. > - . . . . .
notée f = yk . k est dit alors un représentant de la distribution _f .

Pour 1l'opérateur 7 ainsi prolongé on a le :




Lk

Théoneme 1.8,

Siked' (R;V), Llopérateun ), dégini par (1.37) et (1.38) vénifdie :

(1.39) 'g—;{_— U= \(7 W, g—;
J

3 k.

>
’ 9 ~ ok —d
= - — ou — .
(1.%}0) AO ‘J :; oy Py J§1 CJ. ej 5 (s3w)

2]

(1.41)  U_(%) J=4UTt) (T(t) défini dans Le théoreme 1.6) .

En outre, 84 k(sju) =08  pout lslsr , k(x) =08 pour |x| ¢ r

Demonstration

Les formules (1.37) et (1.38) permettent de vérifier ce théoréme pour
> - . -~ . . ng
k indéfiniment différentiable en s et, par passage 3 la limite pour k € &'(R;V).

(1.39) est évident; pour (1.40) on a :

. N
g, .€.
> > _ > > _ = > _ = 1 J >
((Aoy k)1’g1)112 - ((}]k)2,g11)12 - I:k’as gJ B [k’ Z Cj(as e ) ej]
N v
N>
) I’ 81°¢; ( 73% 2
= - c. o_ k., }= + {=-d -, 8
S - 1
E J s ] cJ 9T L2
> > > > > > >
- = - 2
((a B)potp) o = (g ak)hii’ge)ﬁ (Vk, (g0} )
3 - N
> 2 n - - — > >
= - [k’—jzﬂ e (as gg.ej) ej] = [Z c; 3 kj e 3 ggj
>
ok -
=+ (T 55 B,

L'application R : Fr— E=RF de s L2(R;V) peut 4'tendre

aisément a une application de E'(R3;C3)2, espace des distrnibutions a support
1
compact, dans % (R;V) espace des distrnibutions & suppornt comptact en s et &
valewrs dans V.
it e & (r3:03)2 _ > :

En effet soit £ € €'(R”;C”)° , K = Supp f son support. On sait que
@ (R3;03) est séquentiellement dense dans %'(R3;C3), T peut donc &tre approché,
dans %', par une suite {7} de®d (RB;CB)2 telle que Supp j.f')(n) C K pour tout
n € N. Dans ces conditions, Kn = K™ @érini par (1.18) est & support compact

Y

en s : en effet, Supp ¥ C K entrafne que le support (en s) de gj'%ﬁ (s3.) est

£os s s . ; 2
contenu dans [—5;+63 oll 286 désigne le diamétre de K. En outre si _‘E‘névb(RB;C3)
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-

Y
+
ej.fkééb(R;V).
Or, pour tout k€D (R;V) (ce qui dquivaut 3 F =JE 60‘0(R3;C3
- > > >
(F,Jx), =[x ]

I1 en résulte que la suite {En =R™ converge, dans &'(R3V), vers une distri-

%)

bution notéesz%(en effet, son support reste dans le compact fixe [;6;+5] et

R D(r;V)].

I1 ré&sulte alors de ceci et du théoréme 1.8 que pour tout F de Z?(R3;C3)2 :
(i) YRt =%
. _ 3

(1.42) (ii) JQAO = - = N2

oY

(iii) 44 F =0 pour |x|>r , RF = 8 pour |s|>r

Caleul de RB,8} et de R (3,5}

-3 > -> - >
3 = ££16k(X) Xp avec 6£ (¢) = ¢£ (0) = ¢ (O).xz

a) Caleut de K 6(x) % ,01
Si 1'on pose E = {G(X);ﬂ,g}, e g'(R3;C3)2. Par ailleurs,
(_é, K)E =[\'R_g>,ﬁj pour tout Eeg‘(R3;C3) et tout KE@(R;V). Cette égalité

devient ici :

- % - A; 5 K)1’ij(0;w) = Re;k] .
Or, d'aprés (1.20)
3 2 k.
1
Aij (7K)£,ij(x) = -1 I (%) ) i—é -E-‘l (x.030) glo) do

S2 J=1 9s J

1 3 aZk.

.- ﬂfzc.—?luw,m) 2. () dw
=19 9s
527

Ceci entraine

Mg d J J
[compte tenu de Sc}' = j; e (w) gj(w)]
On a done
1" 3
(1.43) R s (x) %, ,0)= %i)_z e5(0) e (w) 2,(w)

b) Cakeut de R {3, s(x) %p )
Compte tenu de (1.20) ,ona:
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oAy i - o x ok :
(gi)e(o)-?‘z =[R(0,6(x)x} 3 k] = - g J iy (0,w) dw

m

e
7}; ]}E@S'(s); K]

d'ou
> -+ s >
(1.10) R, sx) % = 2L %,

A ce stade, il est utile d'introduire le véritable représentant par translation
(ef L.P. p. 194).
En effet, on a défini ¥ =R? par

k (s,w) =

Il o~—1W

kj (s;g) —éj feg )i

J=1

On pose pour le véritable représentant :

K (s5u) = § Ky 5 (550) ‘é*j(w)

k (S w) [C w)] k.(s cj(m) g2 o)

O, J

i e - . . .
On va utiliser ko pour construire une solution finalement rayonnante
(resp. initialement anti rayonnante) de 1l'équation :

->

(1.45) (Ao—p)f=§.u€C

Theoneme 1.9  (cg. L.P. p. 120-121)
e L I R . ;
Soit g € ¥ (R0 a suppont contenu dans |x|s r . L'équation (2.33)
a wte et une sewle solution finalement rayonnante dont Le neprésentant dans

D' (R;V) est donné par :
S

> - = - :
(1.56) <K, P=<B E, M f te Y28 (o vy [J e " $(r,w)dr]e(o,w)) do >

-—00 -0

ol O0ED (-w r; V) est telle que { 9 (s,w) ds = 1
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Demonstration
2 > >
Formellement, on veut obtenir un véritable représentant ko de g qui
+ -
s'annule pour s = — » (si f est finalement rayonnante) et qui, compte tenu de

(1.42) vérifie :

(1.07) (X2 (3 .)=R 3

. . > > .
On peut remarquer que si l'on avait utilisé le représentant k (s,w) on aurait

obtenu :

(1.48) - (e, L. Wk, (s50) = (RE(s30) esw) (3=1,2,3).

On vérifie aisément, en calculant explicitement

9 > > > 3 >
- < ( 2. = N -
(BT + V) ko, ¢>=< LS ( ST~ M )$>  que K

satisfait (1.47) au sens des distributions.
. > .
En outre puisque @O & a son support dans |T| £r , en.voit
on a :

que Ko s'annule pour i < - r . Si 1l'on pose T = 70

>
k
% _ T _2_ > _ > _ > > .
(AO u)f-(Ao u)voko Z)(BT+p)ko 7(/?6@; g et £ est bien

- . - -+ -
finalement rayonnante puisque Ko s'annule pour T < - r . La solution f est unique,
sinon il existerait une solution non triviale finalement rayonnante de

> = . . . .
(Ao - u) h=0. Ceci est impossible puisqu'alors

S

>
Uo(t) h=e
Conollaine 1.1,
Si T est ginalement rayonnante et (A - p) T = 8 powe |x| z r ,

f auw neprésentant Ko de La forme :

-
N 0 T < -1
(1.49) K (T,w) =
e " h (w) T>r .

Soit, en nevenant au neprésentant k (sjw)
x r
0 8 < = =
4] cm
3 - = g
> >
(1.50) k(sjw) = z e CJ n.(w) g.(w) , 5 > r
j=1 J J %
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Dans Le cas d'un milieu Ls0tnope

S pour s < - =
c
2
>, > '
(1.50)! k(sjw) = - EPE s . + - .
1 z 2
e n.(w) e n. (w) pour s > —
J J 2
o wAn(w) =3, G B, (w)=0.
Demonstrhation
Le fait que Eo s'annule pour 1 < = r a d&jad été vu . Comme
3
> -
ko(s,w) = Z k. (s c.,w) e. (w) montre que k. s'annule pour s < - .
2y 9 J J J c
Jj m
-> > . ' ->
D'autre part, (Ao - u) f=0pour |x| 2 r entraine que ‘(R{J(Ao - u) =0 pour

s > r ce qui entralne pour tout 73 €D (]r, 00[; C3) :

] -> T > > 9 UT >
O=<(gr +u)ky,e o> =<-k ,(gz-uwe ¢ >
> Ut 85 9 Ut > e
=T <ky e 5t 0 - S © Koo 07 -

uT

. -~ -~ > -> P . 2
Ce dernier résultat entralne pour e ko(r;w) d'étre indépendant de T pour

. . > . . > >
T > r , c'est-8-dire une fonction de w . Les résultats relatifs 4 k (s;w) dans

le cas anisotrope et le cas isotrope résultent des expressions obtenues auparavant.

Remarques

a) On vera que 31(m) appartient & V° et '5,2- a v' (ce qui est Zuddent quand

T e (8532 .

b) On a des nésultats analogues pour Les solutions initialement antirayonnantes.
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1.5 SOLUTION ELEMENTAIRE ET CONDITIONS DE RADIATION (n = 3)

Une solution &lémentaire de A - LI, ol € C est une matrice carrée

d'ordre 6, G(x;z) qui vérifie :

(1.51) (A, -21) G(x;z8) = 6(x) I, , z €C,
solution & laquelle on imposera d'@tre finalement rayonnante (resp. initialement
antirayonnante).

Si gk =‘_g>l(§1), gl(f)) désigne le k° vecteur colomne de G et (;1,_);2,;3)

une base orthonormale de R3, on a :

§(x) ;k si k = 1,2,3
_ () »(2) -
cg K rgn (=13 sik=14,5,6
(1.52) 3 sik = 1,2,3
A 2w -03® e
doTk,ij k 8(x) x,_, sik=1U,5,6

Si 1'on applique (formellement) l'opérateur\(/\,)é (1.51), on obtient, d'aprés

{(1.42)

R(s(x) x,,0) k= 1,2,3
(1.53) -
j

gj[cj %;\.R(_g)k(s;.))—cg—g)k(s;.)ex = N N
1 RO,6(x)x,_3) k= 4,56

n ~— w

Afin de déterminer Ek(x) solution finalement rayonnante de (1.51) et afin
d'appliquer (1.46), il faut |

a) caleuler R (6(x) %,,0) et & (0,6(x) x,) obtenus en (1.43) et (1.44)
b) résoudre le systéme (1.53)

c) déterminer Ek(x) d 1'aide de (1.19) et (1.20)

a) Résolution de (1,53)

Si on pose J?,—g)k =

différentielles :

i~ Ww

>
‘%gk,j e (1.53) donne le systdme d'équations

J=1
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J . & c ) = .
(1.54) 55 Rey(ssn) + : Ry (s3.) = o5 (s50)
1 " . =
e ejk(m) §"(s) si k = 1,2,3
hkj(S;w) = 1 (J=19233)
\ ' 1 =
+ ﬂ;zg €5 13 (w) 8'(s) si k = 4,5,6
D'aprés le théordme 1.9, le représentant JQ gk a ses composantesijggkj données
bar T s ) C_c - E_T
<@'gkj, P>=< B s e J {e % y(ojw) -U e ©J lﬁj(T;w)d{le(o;w)}do >

ou 6 € (@ (R;V), sup 6 (0;.) contenu dans J-«,-r[ ,r>0 et

f 8 (o3w) do = 1 .

Compte tenu des expressions de hkj(s;.), ontrouve aisément (L.P.: p.12L) :

13 g 2 "],
Hj; ejk(w) —6'§S)+ —C-J- §(s) - ? Y(s) e 9 e
. J
(1.55) \'ng(ssw) = c -
1 T
) ej’k_3(w) ES(S) —f—_— ¥(s) e ©j -C'J'
J J
si k = 4,5,6
b) Détenminatiqn de gk(x) .
D'aprés (1.19) et (1.20) :
>(1) _ 1 > > > > €
gk (x) = T J ( & By ; (x.w3w) —C-J—— dw
Q J
+(2) > > > >

3
&, (x) = %— jZ1 f %E.qukj (x.w3w) ej(x) dw .
Q

Afin de mener les calculs, on utilise le systéme d'axes (orthonormal) suivant :
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%3
si le point M(x.,,x,,X,) n'est pas situé
8 1272273
sur Ox3 on définit : Oy, orthogonal & 0x4
M
et OM (noté aussi ;()) .
—- .. . ..
Oy3 tel que OM 1lui soit colinéaire et 1l'on
0 » =, pose :
(6-3;3, 6;3) = 8 (mesuré autour de Oy 4)
o — > "
(Oy1, Ox1) = o (mesuré autour de Ox3)
. v, (si OM est colindaire 3 Ox3 on prendra

B=0Ooum , a=0); le vecteur o - est
défini par les coordonnées sphériques usuelles

dans Oy, ¥, Y3 (v a pour coorodonnées

sinecosﬁ),sinesinlﬂ,cose,Oses'n , 0¥ < on ). On a donc

M.w = X.0 = r cos B ol r = lf)-b)lll = I?cl et
(1.56) §£—=sinasin8,—3£—=cosasin3,-?—I-.-—=cos8.
Bx1 3X2 8x3

(Les calculs & effectuer sont longs quoigu'élémentaires, aussi, ne seront-ils

rd . Pl > ” ” P >
détaillés que pour g1(x), les résultats étant donnés pour les autres 8 ).

De fagon générale,

> 1 3
(151 gV o=k, 5 ) = )

- & T
c-
Y(x.w)e ~J x.w ]

2
[— §'(x.6) +?.-%—J6(x.9) - g

J cj(w)
sin 8464 ¢
(i =1,2,3 ; sik=1,2,3)
3 2rme, o (w).e..(w)
(1.58) zi.§}£1)(x) =+ ——1—3 Z J f LK 3c J 1 8{r cos 9)

1617 3=1 5 d

c - ‘E—- r cos 6
BN M) Y(r cos 8 ) e j sin & 46 4y

3

(2 = 1,2,3 3 si k = L,5,6)
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et 1 3 (21 ¢m » .
- 5 ) f c. e. e.. |6"(r cos 8) - == 8'r cos o)
161° j=3 o 0 J J J J
(1.59) x .+(2)(x) = C2 - f— r cosf C3 - %T r cos 6
1k + 56 (r cos 8) e -3 Y(r cos g)e J
e, cs
J J
singdedd (sik=1,2,3)
3 27 ¢
2 >(2) 1 -1
. -o = - . .. - (S' e
(1.60) &, (x) .2 jZ1 f f ®5 x-3 i cJ [ (r cos6)
O O
S r cosH C2 - f— r cos é]
- 8(r cos 8) e 7j + —§-Y(r cos Ble
c; . c:

sin 6 48 a¢ (si k = L,5,6)

I1 résulte immédiatement des formules précédentes que :

(1) si ¢, =cp=cg=c et puisque § i €51 " éik
g '(x) =—= ff c (w)[8'(xew) = = 6(x.w) + E—-Y(x.w) e ]dm
k 2 c 2
Ly e
si k = 1,2,3

et un résultat analogue si k = 4,5,6 (ainsi que pour gk )(x ).

(ii) si c, %=c2 = c, (cas isotrope pour les équations de 1'Elasticité si les

3

c; sont constants et pour lequel on va détailler les calculs)

Caleul de _ék dans L£'hypothise ¢, 7 ¢ cg 5 ¢y et c, constants.
> > (1

Xy.8, )(x) est la somme de deux termes :

N

1 2T z - f—-r cos 6
I, = —— J f [—6'(1' cos 6)+ = 8(r cose) - Y(r cos 8)e 1

2
167 STV 1

ol\m
- N

ei sin® d6 4y




>3

(ol ey = 21.21 = 3.%1 = sin 6(cos ¥ cos o + sin P sin a cos B)+cos 6 sin o sin B)
et
1 2T 7 . » C2 - — 1r cos 9§
I, = 5 J J -8'(r cos 6) + = 8(r cos 8) - =Y (r cos 8)e "2
167 5 o 2 c,
2 2
(e21 + e31) dw

N > > > >
OU eyy = €5.X¢ 5 €54 = €3.X,

avec 32 de coordonnées dans Oy1 Yo y3 : cos 6 cos ¢ , Cos O sin § , — sin 8
et 23 de coordonnées dans Oy, ¥, y3 ¢ - sin P, cos P, O

ce qui entrafne :

cos O (cos ¥ cos o + sin ¢ sin a cos B ) - sin 6 sin o sin B

621

ey = - sin ¥ cos @ + cos ® sin o cos B .

En intégrant par rapport & { dans I1 et I, puis en y faisant respectivement

les changements de variables définis par :g— u=rcos 6 et -%— v=rcos 6,
1 2
on obtient :

1 C
c - =
11 = + 13 .[e 4 (—(f——r2 sin2 o sinEB— {sinzasinze —sin2a0052 B
8nr 1
c c
- 0032 a Hr + —l-) ) + 1 (2 singcx— sin2(xcos28-— cos2 a)
c g
- L _ &
2 c1 c c1
1 ) (& -1 1> —— . e - 1 >
= + = —— ———
51T ©1 3 ) =+ g ¥q-ered div ( 1)
8x1 r r
g
— - =27
2 . 2 . .
I, = — [(cos a+ sin o coses— 2 51n2on s:.n2 B)-e c2
z8rnr
. 2 > 2 2 >
{—E-r (cos® B + cos” a sin 6)+(§— r+ 1) (1 -3 sin o sin“ 8 ) ]
¢y 2
e -
- 2 - ——g ——% ( e 2 -1 > )
§nz ¥1-Tot ro X ).
On obtient alors : 4 c
( —c—r -E—I‘
(1) 1 o —r _. e 1 - 1 > —_— e 2 -1 > ]
= 4 — —_— - —_—
g, (x) Bt [(:1 grad div ( - x1) ¢, rot rot ( = X, )
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De méme,
> —>(2) _
X8, (x) = Iy *+J,
2
c1 2mew c 2 - o T cos 0
oﬁJ1=——2 f fES"(r cos 6)—-5—6'(1' cos e)+—‘;§ §(r cos Ble "1
8n o o 1 ]
4
2;3 - - r cos ] 5
-3y (r cos 8) e 1 x 7y x sine 48 ay
c
]

1)

w N

(J2 s'en déduit en remplacant ¢, par c, et e% par e; + e

On ebtient, parn des caleuls analogues :

L -5 . -
+ — ek aiv & €1 1 » prvee o ¢2 -1 > (k=1,2,3)
1) Bz |cq erad div - x, = ¢, rot ro - x| (=1,2,
g, (x) = -t -t
- = -
1 | = . e %1 2 ——e 2 |
+ B L — - ——————— -
o2 o grad div — X,.37Cp ot rot - -3 | (k=4,5,6)
(1.61)
’ sl aiv =% - motier &2 =1y =(k=1,2,3)
8172;2 ¢, grad div —F % ~ ¢, rot ro - x| =(k=1,2,3
2
E( J(x) =
: (1)
g . (x) (k=k,5,6)
k_

On a done établi Ze’

Theoneme 1.10 - L'dquation

(AO— z) G(x3z) = 6(x) I

a une solution est une seule dont Les vectewrs sont ginalement nayonnants; ceux-ci

sont donnés pan

(1.61)




(1.62)

25

Soit 3,¢3)2

2 € E'(r7;C ; £'equation

. ->
(A, -0 T=2g

a une et une seule sofution finalement nayonnante donnée par :

>% > 2 - - ->
A f1 L f,=ete g4
(1.63)
> > +—>
=61+ e
- - - e P ~
S1 g, = O on est amené a poser la

Définition 1.5

Une solution de
R*-" F = g ol Ee‘ﬁ!(R3;c3) sena dite
rayonnante 54 (¥, tf)  est finakement rayonnante.
Comme (%)_g)f—(aé)
est équivalent &
K% -P2% =3
t,=c%
2 1

on voit, en prenant

précéde, une et une

(1.64) ¥, (x;38) = +

et les ?k sont les

d'ordre 3, solution

g = &(x) Ek (k = 1,2,3) , qu'il existe d'aprds ce qui

seule solution rayonnante

+ ”
Yk(x,c) de (2. ) , donnée par :
. _E .
(o] 02
: [02 grad aiv &—— X ~c5 Tot ot & ;k]
8nc2 1 r 2

vecteurs—colonnes de l'unique matrice T (x3;Z) carrée

€lémentaire rayonnante de
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@ - Ce) r(x;z) = 8(x) I3 .
Corollaine 1.3
Soit g € %' (r%cd)
> 2, > ->

(8 ~%)f=g

a une et une seule sofution rayonnante donne par

(1.65) f=r*g .
Rgmgigue
-
Si x ﬂé Supp g on a ¢
Ce F(x) = c? grad (x) - cg Tot ¥ (x)
ol . 9 (x) = div T(x) et ¥ (x) = Tot F(x) .

I1 en r@sulte que, dans le complémentaire du support de

Oy MY

2
A‘”""'E'Q‘lp=0 et A—u:- —qja
]
1

ce qui entralne (SCHWARTZ 1 , BERNSTEIN 1 ) que et ¥ sont indéfiniment

N?mrwu

dérivables. ? est donc de classe C  dans le complémentaire du support de E .
Soit alors un domaine borné D , de frontidre 9D suffisamment réguliére,
D mMmmthswmﬂdeE et xgﬁ.

On peut donc écrire (1.65 ) sous la forme :

> > 3 > >
f(x) = f r (x.y) gly) ay = kZ1 ;k. f Yk(x~Y) gly) day
D

[ERCIRUNE R (B
D

e

(1.657) = x. f (Cylxeg) Ay £ 35 30) 5 =G S Agy 20))
D

->
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car par définition

> 2 > - _ -> = . =
Ais Yn’ij(X“Y) -y (xmy) = 8 (x-y) x [ si x £ 0.

Comme 8D est extérieur au support de E. les restrictions de ;k(x—y) et
%(y) & 9D sont de méme classe de différentiabilité que 3D (en particulier
de classe C1 au moirsen g € 9D et de classe ¢ en x ;f D ) 1a dernidre

. ->
expression de f(x) a donc un sens.

Si 1'on désigne par : %y (%,K) le vecteur Aij f’i(y) ng
. > >
et par Ty I' (x-y) 1la matrice de vecteurs colonnes Ty(yk,n)
on g
t t
#Ho) = | [ru—y)ﬁy(m) - Yz, 1)) 3] a8 y
oD

R . 2 » . ’ . N
Réciproquement, si f(x) admet la représentation précédente, c'est une solution

Z 2. - -> ' P ' ’
t - rayonnante de ( - z%) £ =0 dans l'extérieur de D car c'est la somme

> > > > .
de T . #* Ty (f,n) et de Ty I * £ qui sont ¢ -rayonnantes.

Soit alors T wune solution de

ys 2y % _ 2 a s 2

( - ¢ ) £f=0 dans 1'extérieur De d'un domaine borné Di de
frontiére D régulidre. Soit S(x3;R) une sphére de centre x € D, de rayon R
suffisamment grand pour que 5;. soit contenu dans la boule ouverte B(x;R).

Soit Dy = Deﬂ B(x;R). On a :

T(x) = % ;k. jf ?(y).;k §(x-y) dy
k§1 DR
_ -> -> > 2 -
= k21 X, o Ii f(y).(Aij Ye,ij T % r (x-y) ay
R

. . . . ot 2, > -
Par intégrations par parties et compte tenude (A - ) £ =0 dans De s ON

. obtient




SR
re P . -~
f C-rayonnante équivaut donc §
-

(1.66) +f (A F (0,3 (ey) — B0 Ay 2 (ey) m) a8 = §
. P . n.. X - AL . — A\ X~ n. =
K ij *,a YRyt Y YRy Ty TR

SR

pour R > ro(x) = In f {r; B(x;r) D B, U D}

Ceci implique que la limite de (1.65) lorsque R ~ « est nulle. Or

n=---;—3—-.|x—y|-+y.+O(1 ) quand R >

Iy l}{i [v]

Y-
= 9 J
=+ 0 ( R ) .

Comme, lorsque |z] tend vers 1l'infini .
—>()_ 1 01 > Co —>A(->A~+) —>(e 1 )
Y lz) = e r. €. e e, e X + z 0 5

81|z : |z
1=1

ceci entraine :

-5 L -5 L
Y (xy) = e P ST HE > MEAE) 2
Y XY 5 | W w, e e whlowAx ) e .
- Ex
—- >
ol w= y—r\,—x , les termes négligés étant 0 ( 2 5 ) i=1,2
R
En outre, dans le cas isotrope tridimensionnel :
4
-> - - —
Y 3y ¢ ]zl
'k k > . > > —— 4 e 1 >
A.. . = —_— + - =
i3 ai (z) ry 2u i hy e, div Y tue, A ro‘cyk (A+2u) c; S Ty €,
- =zl
2 e 2 >
-“_c—; 8 z rA(erAxk)+




- &
8_y> C1R N -é%xw r
lJ-é-:;r—(x—y) nj = 5R w o w e x (A+2p) -c—1—
g
- 2R c
e 2 S i@ )2
T 8xr Mo Y /€
Z 2
L'intégrant de (1.66) s'éerit donc
__gTR
e —%(?,$)+(A+2u)c£-? w
8 7R y 1
g
> > > > >
+ e8nR T)y(f,m)-p-f—f .m/\(wak)e2
> -

—'éf x| ‘é— 0.y
() =% G—r— 6 8. (2 e a
P =g GE R % b e e y
4
- ?:% | x| 'é'é‘ 6.y - - E'{lxl
(1.68) =%, (2 Sa@ai). [3w e )+ ] of =g
8n|x| 1=1 | x|
& 4
—ETIXI '0—1- 0.y
_ € - -> 2> <
g
- == X z
e TG 3 2T )
- +
S— 6 A(6A | gly)e dy
oll 1'on a posé X = |X| § .
Or quand x € SUPP g, t(x) = _f‘o(x) + _f‘T(x) ol
> C? —_— > > (‘22 >
f (x) =—>grad div f et £, = = —= rot rot f. On en ddduit que
o) 2 1 2
4 g
-
i = *
folx) =T, * ¢ .
-t r
-> > -> N 1 —— . e 1 >
=X f Yy (x-y).gly) day ol Yy (x3z) = 5 c, grad div (——— X,
8nzg

+
C
> g]-w.x
w e
c
x 2 "oy R
2 e
+ 1 0 (75—
i=1 R
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-> 1 -> {1 —_— — -
et f.(x) = ;k' ¢( )(x—y).g(y) dy avec Y( ) (x3z) = 2 Tot Tot (£ x.)
1 k k 81TC2 2 kK
I1 est aisé de vérifier que, lorsque |x| > « :
z : g |xl
) = s 3T e g
o * T T Bnlx gYy/.o € v | 2
x|
- x| = oy - = |x|
c c, c,
> - _ e -> e ->
f1(x) = 5T © A (6 A fg(y) e dy) + 0 ( | |2 )
X
I1 résulte de ce dernier résultat que (1.67) s'éerit
-
z
- & c N
- c1 ‘c—'w.x
e > . - 1
P [ Ty (fo,w) + (A+2u) c1 fo:lwk w e
- & 5
ec2 (—>—+ T = - > > %w'x 2-—>eCiR
+t = T (f,,0) - u o Tyl cwh (wl\xk) e +-z o( 5 )
2 1=1 R
On en d8duit aisément le
Theoneme 1.11
Soit T solution de (A" - c2) =g ol g esta support compact et
2 . P
t € H oo (R3;C3) . Les propositions - suivantes sont 8quivalentes :
(1) F est ¢ - rayonnante.
(2) # est la somme dans 2 parties solénoldale. (resp. irrotationnelle)
iy
respectivement f—- (resp f—- rayonnantes) pour les opérateurs A, (resp. Ag).

2 1
(3) si B; est une région bornée contenant le support de g, dans 1'extérieur

B, de B; 7 peut s'écrire

F(x) = f [t‘ r(x-y).%y(%,ﬁ) - t(Tyl’(x—y))%(y)] as,




61

Si Re 2 O ces propositions sont &quivalentes 3

(&) ¥ satisfait aux conditions de radiation :

2
. 7 2 - & =
1im f | T, (£,,e.) = (wau) 2 'fol ds = 0
Roeo o 1

K (1.71)
lim f |T (?‘Pgr) - U L —121
R & y

R

Dans le corollaire 1.1 on a vu que si ¥ &tait une solution finalement
> - - -> . - z
rayonnante de (AO - ¢) f=g ol SUPP g € B(x;r) alors T avait un pré-représentant

par translation K(S;-) qui s'annulait pour s < - %— et de la forme
2

R e Sis, i
(1.72) e 1 ne) +e n,(w) pour s > =—

2
Par ailleurs, on vient de voir qu'une telle solution, pour x assez grand

s'écrivait :

- %‘ | x| - E—lxl
> 1 > ‘2
(1.73) f(x) = E—T;r———— m1(9) [1 + 6(1)] + E—T;T—*—
- §§~ R
+ ex m,(8) [1+ o(1)]

-~ -> . . >
ol mi(e) est fonction analytique de 6 .
A ce propos on a le

Théoneme 1,12

Pour toute solution ¢ - hayonnante de £"-2° ona

i+2
>y o et :
m; (0) = =5 x z m.(a) (i = 1,2)
i
Le représentant de ?k = (?k’ 4 $k) s'écrit d'aprés (1.55)
L
S _;..e_c1s;_l__;__( e+ ")—-é%s >
p & 5 €x3 e3 e pour s 0
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P -> -
Le représentant de yk(x—y) est alors :

_ &

_ls %% e > 1 g
Tr 72 k L7 "2
(&4 (o]
1 2
-z
= -5 TZ
T D e 1

€1

ceci pour s > |y| /c2 .

On en d&duit dans le cas oil %

-> _l E_ > \
m,(w) = 7 m1(w,
c
1
> ___‘_]__2__;_—)
Ny(w) = 575 mz(w)
. e

Ces formules s'étendent aisément au cas

_Eg
> -> c
2 Ly
leyo &5 * &5 83) @ ©
s LV o> +__1___C_‘* A e )
wke - > w w )CK e
€2

= ;k par (1.72), (1.73)

e >
avec (w) A w=0

> > >
avec n.(w) w =0,
2
>
de T - rayonnante.
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CHAPITRE 11

EQUATIONS DE L'ELASTODYNAMIQUE DANS UN DOMAINE EXTERIEUR

2.1. L'ESPACE DE HILBERT H ET LE GROUPE {u(t)} .

Soit D, un domaine extérieur de frontiére (B) bornée; on désigne par D.
le complémentaire (borné&) de DeU B et par Dp 1'intersection de D_ et de la boule
ouverte de-centre O et de rayon R .

On supposera que B est de classe 02 . On posers en outre :

E(a(t),R) = [ {jﬁt(x,t)l2 + 2 Re (E,i.Aij ﬁ,j)} dx
D

R

on a le

Théoneme 2.1 - Soit Tz(x,t) une solution de classe c° de

_ﬁtt_ ) Al B mD pour tout x € D et tout t virnigdant :
i, a1 13 1] 2

o ~

u(x,t) =0 pour x € B (od Aij E’i Hj =0)

o @ .4 W h Bty [ P
Dans ces conditions u  vérnifie L£'in€galite:

-

E(Z (T),R) ¢ E(U(0), R+ cT)

T

pour ¢ E(u(T),R) 3 E(Q)

A\
[¢]

Démonstration - En effet, pour une telle solution on peut écrire :

->

-+ -
f[ 2 Re (ut. utt—Aij u,ij) dx dt = 0
Q

= E(u(T),R) - E(1(0),R + cT)

-

ﬁ,i nj)}dS

+ 2 JRe (_ﬁt.Aij ﬁ,i nj) ds + { {c % (E)— 2 Re(ﬁt. Aij

| x| =R+ec(T-t)
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La 3%me intégrale du second membre est nulle si u(x,t) = 0 sur B (ou si
i3 3,1 ny = 0 sur B). Quant & la dernidre, il résulte de la démonstration du
théordme 1.1. qu'elle est non négative pour c 3 Cy -

Corollaire 2.1.1. Si u(x,0) =8 = Et(x,o) dans Dg, alors

W(x,t) = 0 dans x| <R - ct

En effet, il suffit dans 1'inégalité du théoréme 2.1 de faire tendre R
vers 1'infini. On désigne toujours par T = {%1,%2} les couples de données initiales
(3 valeurs dans C") considéré comme le complexifié de 1l'espace vectoriel euclidien

réel de dimension n; n = 2 ou 3).

Définition 2.1.

L'espace de Hilbert H est Le complité de ) (Be : cn)2 pour La

nosume.
(2.3) 1% = £ |2 2 Re (f, ..A.. £, .)}
. . = £, + 2Re f1si. 13 fg’j) dx
B
e
Remarques

. > 2 >
1Nsif € & (Be) » comme supp f est contenu dans B, ouvert de R” on a

> > .~ -~ .

f =0 sur B frontiere de (Be). On peut donc prolonger ? & R" tout entier en
> >

posant f = O dans (Bi)' I1 en résulte que H admet un plongement dans HO :

si 1'on considdre le sous-espace de 7)) (Rn)2 formé des f nulles dans BiLlB

H en est le complété pour la norme "énergie".

+
- >

2) 8i EL(Be;Cn) désigne le complété de & (B,) pour la norme
. 5 o
[f1|EL = ) Aij £, ..f

ona : H = L2 (Be;Cn) x EL(Be;Cn)
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y Y L
3) Comme % € H admet un prolongement f & R3 tel que f € H ,il en ré&sulte que

1.2 o, o~ . -> 2 . 3
1'inégalité (1.14) est valable; autrement dit £, € Lloc(Be,C ).

Afin de construire le groupe {U (t)} d'opérateurs qui,aux données initiales

> ) i3
—f: associent la valeur de u & l'instant t, on va [suivant L.P. p. 137] construire

son générateur infinitésimal.

Définition 2.7,

A disigne L'opérateur :

’

0 IT
2
A —2
1] 9X. 9X.
1 J
dont Le domaine est £'ensemble des T= {%)1,-52} telles que : A feH.

Si D(A) désigne ce domaine, on a donc (les dérivations étant au sens des distributions):

> 2(

D(a) = ((F,,5)] TEIRTH - B,sC") et T, € EL(B_;c") }

>
comme, en outre f € H on g aussi _f>2 € L2(Be',Cn) et _f)‘,] € EL(Be;Cn) .

Theonéme 2.2, - A est anti-autoadfoint.

Demonstration

a) D(A) est dense dans H : en effet e’D(Be;Cn)2 l'est dans D(A).

Par définition si Tt € D(A) et C€EH on a :

(2.4) (F,8)5 = (£, & 8)g

Or pour tout ? € D(A) et tout g €& (Be;Cn)2 on a :
> > >
(Af,g)p = - f (f2.Aij
B
e

> >
= - (1, Ag)y
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Comme D(A) est dense dans H(donc &) (Be)2 dense dans D(A) pour la topologie

induite par celle de H) on voit que la relation précédente vaut pour tout g € D(A).
Autrement dit A" = - A sur D(A) et D(A)C D(A ).

Ly

A" g ona par définition

)

Soit alors g € D(A ); si 1'on pose h

(AT, 2). = (f,7). ol 7€ D(a).

E E
. > > > .
Si 1'on prend f =(O,f2) on obtient :
- - z > > > >
(Af,g)E =f fg’i.Aij g1, 3 dx = (f2,g1)EL = (1‘2,112)L2 .
B

e

Si 1l'on prend Fé arbitraire dans éD (Be), on obtient davantage car 1'intégrale

précédente devient :

(- A

ce qui entraine :

> . . .
= h an sens des distributions.

) - > =
(2.5) Ais 81,45~ B

. N > > >
Par ailleurs, si l'on prend f (f1,0) cela donne :

(2.6) (AF,g) = (A Ty 1i0Bp) 5 = (,,8,)
E J ey EL
- _) -
Le choix de f‘1 va se faire de telle sorte que :
> - > >
(Aij f1,lJ s 82)L2 = - (¢ 9%2)L2

En effet, il suit de 1'inégalité (1.14) que pour tout compact K de Be et tout

V€ EL(Be)
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N x n e .
Si 1'on prend K = Supp ) o ¥ ed (Be; C") on en déduit :

l ($,w)L2 | < cstte  [¥] g,

. . . . - > > .
il en résulte que l'application linfaire : ] —  (#,9) » est bornée dans

L
EL(B®) et par le théordme de RIESZ, il existe %1€ EL(Be) telle que :

(2.7) (?1’$)EL = ($,$) o pour tout § € EL(Be).
L

si v ed (Be) C EL(Be) on en déduit que :

-

> 4 , s s
- (Aij f1,ij’ w)Lz = (d’,lb)Lz c'est-d-dire
> > . . .
(2.8) -A.. f. .. =170 au sens des distributions.
1J 1,17
> - >
. = - ' 5
On a donc : (Aij f1,ij’ ge)L2 (3, g2)];,2 d'aprés '(2.8)

- -
et (t,8) = (B,B) , d'aprds (2.7) o2 V=8, .
L

I1 en résulte d'aprés (2.6) que

(2-9) - g2 = E1

> > > > . .
(2.5) et (2.9) montrent que E = (g1,g2) € D(A) et que h = - A g ce qui établit

A

que A = - .

I1 résulte alors du théoréme de Stone que A engendre un groupe d'opérateurs

{u(t)} 3 un paramdtre, unitaires, fortement continu en t. En outre, U(t) ¥ est

>
fortement différentiable en t si et seulement si FE D(A) et dans ce cas :

(2.10) g—t Uu(t) ¥ = aut) ¥

et U(t) applique D(A) sur lui-mfme et commute avec A.
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si ¥ € D(A) et si 1'on pose Tl(X,t) = [U(t) %]1 (x) on a d'aprés

(2.10) (ol 1'on prend la seconde composante)

> > ] ) }
u,, =A..u .. au sens des distributions.
tt 1 ,1J

Pour de telles solutions le théoréme 2.1 et ses corollaires sont encore

Valables en vertu du

Lemme 2,1

Si %ED.(A),a(x,t) = [U(t) %]1(:() € Hio (Be;CB) pour tout t.

C

Demonsthation

T € D(A) entrafne U(t) ¥ D(A) done RA° t € L2(Be)3. En effet, il
résulte des théordmes de régularité locale pour les opérateurs fortement ellip-

tiques cf. par exemple GOBERT [1], AGMON [1], LIONS [1] ) que :

LY

si u et 2 3 6L]2‘OC loc

-
(Be) alors u € H2

(Be) et vérifie

*>

IL2(§Z::) sl g%y )

(2.11) u <c (||a
IluIIH2(QO) ll o

s
-

oi @ est un ouvert d'adhérence compacte dans B, et Q_ un ouvert d'adhérence

compacte dans Q" .

I1 en résulte que les dérivées secondes (en x) de u sont localement

de carré intégrable. Comme [%{; u(t) —fj H les dérivées secondes mixtes (en x,t)
1

-> -~ ey . - 7 - -> > >
de u on la méme propriété. Quant 3 utt cela réesulte de utt = A u.

.o 2 . -+ o . ®
(si w€rL (Be) ainsl que A ?1 on peut évidemment remplacer Qo et @ vpar Be).

T
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Comme D(R) est un ouvert borné, de frontidre 9 Q/f) S(0;R) de classe au moins

02 , et localement d'un méme c8té de chacun des points de sa frontifre, il résulte

d'un théoréme de LIONS-MAGENES (vol. 1 - chpt. 1, n°® 9, p. L47. Th. 9-4) que
3

-> 3u . . ~ —’2— ) .

u et — appartiennent respectivement & H<(B) et H2(B) , autrement dit

B on|B
la formule (2.2) de Green est encore valable pour u telle que f € D(A).

Théoneme 2. 3.

L'ensemble des T tels que

(2.12) lA?lE + l?lE <1

]

Py i D ~ 3
28t précompact pour La noame ]fIE ot D' est un borné de B, .

Démonstrhation

(2.12) signifie que :

> e > - -
Bl , + €@+ EE 12
e e > (Be) »>% 2 > 2
ce qui signifie que £, € EL » & € L (Be) s f2E L (Be) n EL(Be)

et entraine compte tenu de (2.11) que %1 € Hi(Be), %2 €-H;(Be)- D'aprés le théo-

réme de compacité de BELLICH le résultat s'en déduit (cf. L.P. p. 141).

2.2, DECROISSANCE DE L'ENERGIE ET SQUS-ESPACE RAYONNANT.

On peut définir les sous-espaces rayonnant et anti-rayonnant de deux
fagons :
(i) € D, (p) ( D_(p) ) si Ulx,t) = O
+(p) (resp. D_(p si u(x,t) = 0 dans |x| < p pour t > O (resp, t < 0)
Par ailleurs les solutions rayonnantes et anti-rayonnantes peuvent-&tre re-

gardées comme des solutions en 1'absence d'obstacle pour t > O (resp. t<O) :




T0

C

de telles solutions sont donc nulles dans {|x|< o EE
M

bt c t} en vertu du

Théoréme 1.1(2°).

(ii) Si 1'on considdre le probléme extérieur comme une perturbation du probléme en

1)

2)

l'absence d'obstacles, il est intéressant de définir les sous—espaces rayonnants
et anti-rayonnant en fonction de ceux &tudiés au chapitre I, plus précisément

comme suit :

o _

D, =U, (o/c ) D,

0° =U (-p/c ) D
- o o Do

d'oll il résulte que : Di cpo, (p) € D, - Di ont évidemment les deux premiéres

propriétés caractérisant ces sous—espaces et en tant que sous—espaces de D+ et
D (qui sont orthogonaux dans Ho), ils sont eux-mémes orthogonaux.
La propriété (iii)+ , 4 savoir

U u(t) Di dense dans H

comme dans (L.P. chap. V, p. 143-151), liée 3 la décroissance locale de 1'énergie

U
(@]

D
(2.13) | lim  |U(t) ?IE

e
pour tout f‘) € H et tout sous-domaine borné D de Be .
La démonstration faite par LAX-PHILIPPS (L.P. loc cit.) s'adapte.
Elle se fait en deux &tapes :
Si A n'a pas de spectre ponctuel, en utilisant le théoréme 2.3,on en d&duit que
l'énergie décroit localement, plus précisément que : (2.14)

D
lim inf [U(t) F|y=0 ( V T € H, et D borné de B_ ).

oo
Ensuite (2.1k) entraine (iii)+ (la démonstration de L.P. p. 143-1kk) s'étendant
pPresque mot pour mot.

Le point important est donc l'absence de spectre ponctuel pour A. Comme A est

anti-autoadjoint, tout revient & montrer que

-
a

. -> -+ . '

(A-ip ) £f=0 n'a aucune solution non triviale dans
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D(A) pour ¢ réel. On étudie tout d'abord le cas p # O . Soit alors ¢ C (R3)

2

nulle au voisinage de B et égale & 1 pour |x| > p . Posons

>
¢ £ dans B
e

0¥
[}

> .
Q sinon

+ . - »
Alors g a une énergie finie et vérifie
-

(Ao - i) E =h

> > o
o b = 0 dans |x| > p, i1 en résulte que g s'annule pour |x|>p donc f, d'ol il

P . 4 e
résulte classiquement que f = O dans Be .

' ~ . > >
Dans le cas ol M = 0 , 1l'hypothése E = 8 sur B entraine aussi g = O

dans Be , Sinon on se place dans le complément orthogonal H' de Ker A .

Comme dans L.P. Chap. V la propriété (iii)+ implique que pour tout

sous-domaine borné D de B, et tout € > 0, il existe T > O tel que

5 2
f |u(t)f g 4x < e pour tout t > T.

LAX et PHILIPPS introduisent alors le semi-groupe

ol Pi désigne l'opérateur "projection orthogonale" sur les supplémentaires ortho-

P

o _ p
=H®6 (D, D_

gonaux de Di . Le domaine de ZP(t) est : K ) et son générateur

infinitésimal est noté B° .

Le spectre de ce dernier opérateur est formé des nombres complexes tels

que

By
sV
I
™
=p 4
[}
@]

dans B
e

-> <>

u=20 sur B

admet une solution ¢ - rayonnante non triviale ce qui entraine pour ce spectre
d'étre discret,

I1 est alors possible d'€tablir 1le
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Théoneme 2.4

Si © n'appartient pas au spectre de B° et 4i g € 1°(B ) et a un

2

support compact, La solution (x,t) de

et de données initiakes € H , tend Lonsque t + = vers St 3 , dans La noame

inengie Locale, ol v est La solution t- hayonnante de

>3 > 2 > —
AR e TN AR S S

(ef. L.P. p. 165 et 213).

Or on a vu dans le théoréme 1.11 que lorsque v était ¢ - rayonnante elle

s'écrivait

o) 1
2 2
ol lim J T (v ,0) - (x+2p) &=V |“as =0
R c1 9
S
R
(c.Ril) A v
; 2,
lim f IT(va)-u—i?rl ds = 0
(o 1
R0 3 2
R
dv
et St § B el sl e C_-> R i _E_‘*
Or l(vo,w) (A+2u) o w, =2y (_ = S vo) + Mo div v, -y v, )
->
>, > > R dv1 Lol > — > e ->
et T(v1,w) - u=w=2u (—=-22=v.)+u (wArot v, + = v,)
c2 dr 5 1 1 c2 1

I1 en résulte que les conditions de radiation du théoréme 1.11 sont

-~ 7
entrainées par :

S
av
lim f Eﬂﬁ-r’—30|2ds=o=11mf|md1v$ i
Ry | ol Row J y 73 Ol
R R
av P 2
v
t . 1 ; e
¥ 1im = 05-31 ds=o=11mf ZArot31+‘;—?§1 as
R0 2 Roo €o




i

dzl c i
On désignera par (C.R.2) les conditions : lim J . R v.| as = o(i= 0,1)
R ke
SR

et par (C.R.3) les deux autres.

En fait (C.R.3) est la plus importante compte tenu du théoréme de repré-

sentation et du développement en série des champs de déplacements &lastiques.

2,3. THEOREME DE REPRESENTATION ET DEVELOPPEMENT EN SERIE DES CHAMPS DE

DEPLACEMENTS ELASTIQUES

Les équations de LAME relatives aux déplacements d'un milieu €lastique,

S s 5 ikt Sl
homogéne et isotrope, de la forme u (x, y, z) e peuvent s'écrire
~ - —-> p
(2.15) (A + 2u) grad div - U rot rot u o+ k? u=0 (A, u>0)

ce qui équivaut au systéme

* PRk
e wy +
: +
(2.18) { erad div uf PR LI BT B (a) KXo s ALl
1 1 T 2
K
- SN B iy
rot rot u, - 0" u, = 0 (p) e

Les champs de déplacements diffractés par des obstacles bornés seront représentés

par des champs de vecteurs (4 composantes complexes) 31 € 32 (x) vérifiant le

systéme (1.2) ainsi que les conditions de radiation :

r ;
s ; 5 2
(a) 1lim ff |g div 31 e 3 31 ds =0
R r
S(x,R)
I $
> —_— , > 2
(b) lim le. Arot u, +i ou das =0
h 2 2
R
L S(x,R)

5 R 5 i R
ou er est le vecteur unitaire de la direction radiale.

. - - . (- s 1
Dans ce qui suit, on s'intéressera particuliérement aux champs u1(x)

et on mentionnera les résultats relatifs a Eg(x) (ef. WILCOX [1] ).




Th

I - LE THEOREME DE REPRESENTATION.

Deginitions
(1) Le champ de vecteuns 31(x) est appele gonction d'onde Longitudinale
dans un domaine D 8'ik y est digini , de classe C° et y vénifdie
- ' -
grad div 31 + T2 31 =0 |
(11) Un domaine extérniewr B, est un domaine dont tous Les points sont exté-

rewns @ une surface S fexmée, bornée.

(111) Soit B un domaine exténiewr. Un champ de vecteurs est une fonction
e
d'onde Longitudinale rayonnante powr B, , 44 c'est une fonetion d'onde
Longitudinale pour B et 84 elhe satisgait, en outrne, & C.R.3. (a).

Théoneme de nepnésentation

Soit 31(x) une fonction d'onde Longitudinale rayonnante, relative a

. Y - e - >
un domaine exténiewr B, , Limite par une surface néguliene, bornée (B), u,(x)

étant de classe C2 dans Be . Ona:

3 (x) = o {grad ("*im)(+ ) e div._ u, - (4, An)Agrad e } as
u,(x) = 17 ) gra v u,en 5 n 1vy u, u, An)igra v
B
- -> -> -> - . -~ .
ol p = |x-y| , n nowmale exténieure & B au point y .

La preuve de ce théoréme repose sur celui de la divergence et sur les deux

lemmes suivants.

Lemme 1,

Vet f rnespectyi-

Sodent u, v deux champs de vectewrs de classe C
vement dans un domaine D , de frontierne 3D satisgaisant aux hypotheses du thio-
neme de fLa divengence ( D geamé, boané, 9D néguliere).

On a :

(2.17) fff (3.grad div v + div u.div 3) dv = {j

D oD
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Corollaine : Si u , v sont de classe c® , on a {dans Les hypothlses du Lemme 1)

- La fonmule de Green :

s o — . -
(2.18) ([{ (ﬁ.grad aiv v - z.grad div u) av = J[ (W div v - v div u) . n ds
D oD

+. 3 - -
ol n est la normale & 93D dirigée vers l'extérieur de D .

Lemme Z.
Sodent 31(x) une fonction d'onde Longitudinale nayonnante pour un domaine

extérniewn anbitrhaine Be . 0na:

” %, (x)% aa = 0 (:—2 )

quand r —> ®

ff |div 31(}()'2 ae = 0 (;% )
9 r

. = > .y,
ol Q est La sphere unité, daR son elément de surgace et r un vecteur de position

du point x .

Preuve : C.R.3.(a) s'écrit

-
1lim .o 2 2 > 2 . - > . > 2
oo Jf [ldlv u, + T lu1l -2t Im (u1.er div u{] R™ de =0
S(x,R)

L'integrale portant sur le troisiéme terme se transforme en utilisant
>

1'identité (2,18) appliquée 3 u, et U » étendue au domaine Dy borné par 3D et

1 1

~ une sphére S(x,R) de rayon suffisamment grand pour que oD 1lul soit intérieure.
>

On obtient, puisque u, vérifie (2,16) , T &tant réel,

1

-> ->
- . > - . }
Im ff u,.e div u, dS=1In f[ n.u, div u, as .

S(x,R) 5D
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On a donc

>
lim ” [Vldlvu 248 |u1|2]R2 e = 211Im [” 3.51 div 31 dSJ

R aD
d'ol le résultat.
Remarques
1) 81 1'on avait supposé Im T > O, on aurait obtenu, en modifiant 1&gé-

»2 =

Z P < L
rement les calculs (car wu, vérifie grad div U, o+t u, = 0) les intégrales

ff[ ldiv 31‘2 av et J[f lﬁ1lg dV , sont convergeantes.

2) En supposant que C.R.3 (a) est vérifiée pour un seul centre O ,

on voit que :

s (a) = [[[51%a@=0L) o =3,

9]

. ->
3) Pour les fonctions d'onde transversales rayonnantes u,

aona:

- —_— > 2 _ 1 > 2 _ 1 e
ff ler A rot u,|” d2 =0 () et ff Iu2| 42 = 0 (5 ) quand r — =,
Q i g d

en vertu de :

[ 2 2 z
lim.fJ le. A rot u,] |§2 :]ds =20 Im (ff n. (rot u, A u,) ds
B2 S(x3R) 3D
. 1 >
qui admet, en corollaire, (f EN =0 (=) ol r=|x
r

Q

Preuve du théoneme de nreprésentation :

On applique 1'identité (2.18) aux champs de vecteurs u,(x) et
itp

> e > ™~ > b} : P ~ PR
v(x) = w (ol p = |x-x et w est un vecteur fixé), et 3 la région D(R,e)
LTip o & ?

1
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bornée par ( B ) et deux sphéres de centre x et de rayons respectifs R et

€ (celle de rayon € é&tant inférieure au domaine Dy du lemme 2 ).

itp *) X . eiTp , +)

W) = ro rad 7—=—— A W
g L1p

> _— . > 2 > ———
v(x) vérifie : grad div v + 1= v = rot rot (

Ceci étant, (1.4) donne :

—— l P, > > eiTD >
(2.19) f[f .rot rot ( < w) dv = JJ[ [}1.n div (hnp w )
D

_>
% Lp
(R,¢) B+ Sp+5,

itp
- &— %.n div u, |ds
L11p wen 1

> P ~
( n normale extérieure & D(D;e) )

Comme

> —y > > . —_— > -> -> > > >
u1.rot rot v = div (rot v A u1) + rot u1.rot v , rot u, = 0

(de 2,16a) » on a :

11Tp iTp
m 31.?0‘1-,’;5? ( an W) av = H (rot &—o o w).(ﬁ1 A n) as

D(R,€) B *8+S

On obtient donc, en définitive :

(220)0_ —>-—>)( d_ei_ni _)) eiTp-*—*.-*
. U, .n gra W w)- Lo w.n div u,

B+SR+S€

itp
- (grad iﬂp A wTr).(E1 A K)] s

L'intégrale &tendue & S€ tend vers 31(xo).§ quand € - + 0 , puisque

-

u, est continue au point X, s l'intégrale étendue a4 S, tend vers zéro

R
quand R — « d'aprés le lemme 2, 1'inégalité de Schwarz et C.R.3.(a).
-~ - —-) .
Revenant & (2.20), on obtient, w &tant un vecteur constant arbitraire

(et en remarquent que, dans (2.20) pour 1'intégrale étendue i B, n est dirigé

vers B, )
i
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T(x) = o 3 Sl x (3..3) Sl div u, - (u, A1, A grad bl as
(2.21) u (xO =15 grad, —— U, .n 5 n divouy - (u A, Agrad =
oi n normale & B ' dirigée vers (Be ).

Remarque Amportante

Le fait que L£'intégrale étendue & S, tend vers zéno avec % est égale-
ment une conséquence de C.R.1. Autrhement dit, C.R.1 implique Le thonime de ne-
présentation.

et par conséquent, le

1T - THEOREME DE DEVELOPPEMENT,

So4t EA(X) une gonction d'onde Longitudinale rayonnante pour une région

r>c (c constante).

U, (x) admet Le développement :

. >
itr = an(6,0)

r I

n¥O r

(oa r, 8,  sont des coondonnées sphiniques du point x ) valable pour r > c,
absolument et uniformément converngent en 6 , 0 dans toute négion r 3 c + g,
e>0.

Lo senie peut etre différentie terme & terme enr , 6 , §  inde-
finiment, Les series nésultantes convergeant aussi absolument et uniformément en

o et .

Preuve
- . . P s
Comme u1(x) satisfalt, dans toute région r >‘co > ¢ , aux conditions du

théoréme de représentation, on a :
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2 i X -x ito
c P -
> o) -+ d e [*JKe) . > e
= - . - . - div u,(x_ ). =
u1(x) T ff [(u1(x ) e, ) P ( 5 ) 5 e 1( ) 3
o o
Q
> >
X =X i1p
0 d e
- —_— an
(u1(X)Aer)A dp( 3 )J
o
<« > ->
ol x = (co . 60 , Wo) , x=(r, 8, ¥
1/2
> > 2 2 . .
p = |x - xol = (cO - 2rcO cos x +r ) » COS X = cos O cos eo + s1n 6 51n€%)cos
0 -9 )

31(x) est donc la somme de trois intégrales de la forme :

> itp >
I]Krses&) = f[ ep Flw) d

§2
T 1 d . lTp > >
I,(r58,0) = H T3 ¢ ) Glw) A (x_-x) aq
f
14 eiTp > >
frend) = [[ 12 &) ww) G a0
f2

N 1
ol Flw) , a(w) sont des champs de vecteurs de classe C sur £ et H(w) une
fonction & valeurs complexes définie sur § et de classe C1 .
e . > > > ~ > P >
On étudie I1 (I2 et I3 » de structure comparable & celle de I1 s'étudi-

eraient de fagon identique).

>

Soit J(r,6,¥) 1'une des composantes de I1 sur un triédre trirectangle

donné. Elle est de la forme :

itp
J(raeaﬂ) = ff < g(w) aq

Y
f
ol g(w) est de classe ¢! sur Q. On pose w = % et
eit(p-—r) exp |ic( (1-2 w c, cos x * 2 w® ¢ ) ~1)/Mr]
f(w) = = W 0
0 2 2 1/2

- +
(1-2w c, cos x W )
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La racine carrée désignant la détermination qui vaut +1 pour w = O . Comme

2 2 iX .
-z + = - 1 - w e on voit £ (w
1 2w c, cos X w cy (1 -w c e ) | CH ) on que (w)

iy
est analytique pour W %’ec . En particulier, on peut choisir une détermination
o
. . 1 . . ..
de f(w) analytique et uniforme dans le < T - Si f(w) est alors multipliée

o
par g(w) et le produit obtenu intégré sur Q@ , la fonction de w qui en résulte,

J e T , est encore analytique dans twl < éL o d e *™" admet donc un
o]

. o s . . . 1 .
developpement en série enti€re suilvant les puissances de W = - qul converge
dans |w|< —EL', le terme constant &tant nul puisque f(w) = O pour w= 0O .

o)
Ainsi eiTr - dn(9,¢)
J (r,0,y) = " ) ———— ,r>c,

n=0 r

En outre, il est bien connu que J  converge absolument et uniformément

1

« s N .
T e ° €>0 , 1ntérieur a4 son disque de convergence et

dans tout disque ]w]< :

o
qu'elle y est indéfiniment différentiable terme 3 terme par rapport & w (ce qui
entraine que J 1'est par rapport a r ).

La convergence uniforme par rapport & 6 et {) s'établit en majorant par

une série convergente indépendante de 6 et o

”1 | g(w) ag= £ .

r—co 1-c
9) o/r

P.ex. IJ[

A

La légitimité de la différentiation terme & terme par rapport 3 6 et

s'établit comme suit :

On a itp
od ) e
2] E () s w
( Q
it(p-r) : it(p-r)
) e d 9 e i
et — ( —— ) =2 < e . 1
3% . ) 3 30 ( 5 ) est encore analytique dans |w]|< s
eirr § en(G,w)
done - T n=o = qui posséde toutes les propriétés de convergence
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D'autre part, 4 1l'aide de la formule de Cauchy qui détermine dn et e

n >
adn
on verifie classiquement que e, = o En raisonnant de fagon analogue pour 6 ,

i - - - -‘) -
on obtient en definitive pour I1 un développement de la forme

> eiTr o0 _fn(e,ﬁ
I1(r,e,w) =

r n
r
n=

ol la série converge uniformément dans r > <y + ¢ (e > 0) ; comme c,> ¢ est
arbitraire ainsi que € > O , la convergence a lieu dans r > c , uniformément
dans r > ¢+ €3z 0 .
N Pad > > - ~
Des resultats analogues &tant valables pour 12 et I le theéoreme de

3

developpement s'en déduit.

11T - CONSEQUENCES DU THEOREME DE DEVELOPPEMENT.

Cornolhaine 1

Toute fgonction d'onde Longitudinale rayonnante 31(x) admet La §onme

u1 X - a. e . lp

ol le champ de vecteurs Zo(e,w) (appelé modéle de rayonnement de 31(x) est
normal & toute sphére r = cstte , c'est-a-dire

>
e
r

>
a = a
(o]

O —

Conollaine 2

Les composantes du vecteun

a,(0,0) = a)

dans Le développement de 31(x) , dont déteminées pan a; grice aux gformules

de necwuvience
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1 1 > 1
. - . . .
2itn a (n+1) (n-2) a _,t 2D a4 DO a1

oi D =—— 2 (sin o &) + ——— 2 o4t plopirateur de BELTRAMI  pour
o sin © 296 a sin® 8 3

La sphere et D est un opérateur Lindaire du len ondre défini pan :

oF
> > - 1 ) . 3 ., 2 -> >

. = e | e + + F_ e + > .
D.F =in elae (F2 sin ) Sﬁ— s1 F = F] e, o F3 0

Preuve des cornollaines 1 et 2

La forme asymptotique de 31(x) pour r —> = est évidente. Le reste de
la démonstation du corollaire 1 ( 30 purement radial) et celle du corollaire 2

découlent du fait que le développement (2.22)doit vérifier 1'équation :
- . > 2 > > P . -, . [
grad div u, + T u, = O ; toutes les opérations étant justifiées par les pro-

priétés du développement en série.

Le caractére purement radial de Eo s'obtient en exprimant, pour (2.22)

——
que rot u1 =0 .
. . = - > ->
= + +
On sait que, si F F1 e. F2 €4 F3 eﬁ
rot f =

3 F ¢ 1
1 3 . 2 e [_1_3F' 3
[sin 5 (3¢ (sin e Fo) - — )] T [sin 5 a0 " ar F3)_]

>
e

X

r

¢ 5F

e

+—}[—3—(r )__._lJ ,

or F2 a0
itr o
. . - e 1> 2 > 3 > 1
1 = + + —_
1 en résulte, puisque u, = ) (an er * A, e *oar e ) -
n= r

ue : Tot U, =Ue +Ve +We

que : rot u; =Ue, eq e ol
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itr o [ 3&2
e 1 1 ] . 3 n
U = y . ( — (sin 6.a°) -
+
r n=0 rn 1 I sin 6 00 n 3@
37
itr o - 9 a o a
v = e z 1 1 n it a; ] + z n
+ i +
r n=o o 1 |sin 6 3¢ n ne1 1J
. 1 2 ]
elrr g 1 P an 2 o n an
W= r Z n+1 l-_ 96 +1‘rran] - Z n+1
n=0 r n=1 r _

Dans ces trois expressions, les coefficients des diverses puissances de 1/r
doivent s'annuler.
Pour les termes constants, on obtient
2 . .
a~ =0 = ab ce gul prouve le corollaire 1 .

Quant aux coefficients de

77 B2 0 ils donnent

8a2
1 3,3 . n ]
(a) sin 0 [39 (an sin 9) af jl— 0

1
1 3a

n . 3 3 _
(2°23)n (b) sino Y 1ta ., + r a = 0
3al
n . 2
(e) 56 1T an+1 +n an =0

1 s .3 aa‘fm
or (2“23)n(a)’ (b), (c) entrafnent o |38 (an+1 sin 8) - 0
Autrement dit, seules subsistent les &quations (2.23)n(b) et (c) qui déterminent
3 2

a et a si a1 est connu
n+ 1 n+1 n e *

L'equation mamquante va &tre obtenue (en méme temps que les résultats

P . > o e s . 2 >
précédents) en exprimant que u, vérifie grad div U, + 7 u, = o .
Or : F.
. 1 3 2 1 3 . 1
= — F.) + : — + -
div ¥ 2 r (r" Fy) * T5ime 30 (Fp sin ) + sinB oy
— > of »> 1 8f - 1 af
et = — + —_— — S
grad f °r r o T 36 * ew r sin 6 3y
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On obtient tout d'abord :

1
itr © ita o
. > e n 1 1 > >
= —_— - -_ + .
div u, = () — + Y - [ (n-2) a _,*+D a.n__1:l
n= r n=1 r
puis , itr
grad div 31 + T2 31 = er (R gr + ge + gw )
ou
v i 1 1 1 1 2 >
it > > -
= = la(n- + D. - SLE - - - + . )
R Z - [(n 1)an_1 D an_J Z = itn 1)za.n__1 n(n 3)a.nw2 nD an_a]
n=1 r n=2 r
o0 a2 © ] a1
2 n it n-—1 1 n-~2 d > >
= — — —_— - -— + — .
2 Tyt z, n a8 T Z (n=3) —535 56 (D8, )‘J
n= r n=2 r n=2 r
3 1 . 1
= 2 % 1 v it 9 & -1 1 1 aan»2
=1 n ' sin © ) n 5 sin 6 ) n | (073) 3y
n=0 r n=] r n=2 r

I1 suffit d'annuler les coefficients des diverses puissances de %-.

L'annulation des termes constants redonne az = ag = 0 , celle des

.. ] > > ) ) e
coefficients de %-: D.ao = 0 (identiquement vérifié)

, 9 a;
T a, t+ it Y »— 0
(On retrouve (2.23)0)
aa1
2 3 it o)
+ - =
Ty sin 6 of 0
plus généralement, celle des coefficients de ~y7~ Pbour n 3 1 entraine :
(&) ~2itna +(n+1) (n-2) a1 + 5.(1 Ta - (n+ 1) a ) =0
n n-1 n-1
1 1
(2.24)_(b) 1° a° i Ei-—(n e)aan“‘+3—(5’* ) = 0
< Hn n+1 Y 36 36 " ®n—1
1 ! 1
2 3 R T R

> >
+ —= + T .
(e) = Bnt+1 sin 6 99y sin 8 of sine oy (D an—1) =0
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N ; 1 2 3 Zix az - . 1
(2.23n.a) détermine a, car a, et &, sont déja déterminés en fonction de a1
par (2.23) _, (b) et (2.23)n 1(c). On va établir par récurrence que (2.23n.b)

n-— -

et (2.23 (c) sont équivalents a (2.22)n.(2.22n.a) se vérifie immédiatement et
n ]

pour obtenir (2.22n b) et (2.22n c), il suffit d'établir

3 |=> > . 1 _ . 2
36 E)'an—1 (n-2) an-1] PTE Ay
(2.2h)n
1 9 |~ 1 . 3
PR - - = T
sin® 3y [D.a.n_1 (n-2) an-»1:l iTna
Pour n = 1 , ces formules se réduisent 3 (2.22)6. On peut donc supposer

(2.2k4 )p vérifié pour O0¢ P < n-1 ce qui implique(g,gg)p.b et (2-22)p.c pour

0 £ Pg n-1

Or, r~ 1 1
3 a Ja,
2 2 _ . n-1 _ . _ n-2 9
T na =n -}T 5o (n-3) 5 * 3% (D.a - )
3 a1
=n |iT Ll R (n-1) it a2 d'aprés ( )
_ 20 n-1 n-1
1
0a
. 2 n—1 2
donc : itna =n Y (n-1) &

ce qui établit (2-22n.b) . On établirait de méme (2-22n.c) . Le corollaire 2 est

prouvé.

Conollaine 3

C.R.T  dmpliquant Le théondme de développement
C.R.1  4implique C.R.Z2 a C.R.5 .
Il en résulte que pour une fonction d'onde longitudinale rayonnante dans un

domaine extérieur Be les conditions de radiation C.R.1 & C.R.5 sont équivalentes.
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Preuve
On a vu que :
i1tr
. > e . 1 1 ,. 1 1 1
= + — + + —
div u, = [11&0 r(l‘ta.l ao) O(r2 )]
itr
> e 1> 1 1 - 1
= — + —_—
bt r [aoer+ra1 O(Eﬂ
r
d'ou itr
2 > 3 - > 1 =+ 1
- = - + + -
e, divu, -1 tu, r2 it (a1 ey * aj e\p) e, &, 0 (r )J

ce qui entraine bien C.R.2, C.R.3 et C.R.4 et comme (cas particulier C.R.5). En

. Lo s s s
outre de l'expression de div u; , on déduit immédiatement le

Conollaine 4
3](x) etant une gonction d'onde (vectornielle) Longitudinale rayonnante

powr un domaine extérnieur B, , La fonction

0

div 4, venifie

(2.25) A0+ TZ 0 0 dans (Be) et lim ”

En outre 90(1:) =i a; est son modele de rayonnement dans son développement

(2.26) e OZO o (o,
r n ?
n=0 r

il résulte des conditions (2.25) que 0 (x) admet le développement (2.26) dont

les propriétés sont celles du développement de 31 . Par gilleurs

e divu, -irtu =i (.a.—.._i.[)_,__LE a_, 3 O
* ! LI T tr ®0 30 Tr sin6 Y 3¢

('érdivﬁ1-ir’ﬁ1)r2sinede afd =0

R

I1 en résulte que lim ”
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c'est-d-dire (2.25) entraine C.R.2 donc lui est équivalente et d'aprés le

corollaire précédent :

Cornollaire 5

S{ div 31 est une gonction d'onde de Helmhoftz nayonnante, 31 est
une gonction d'onde Longitudinale rayonnante et néciproquement.

Autrement dit :

2
C.R.6 : 1lim !J |——-div W -itu d3 = 0 est équivalente & C.R.1,...,
R—->oo
S
C.R.5 .

On retrouve ici une condition utilisée par M. ROSEAU [1] .

On ne peut faire sans parler des conditions utilisées par KUPRADZE.
33 -> > 1
lim r { 37~ itu ) =0, ]u1| =0 (; ) quand r > «
>
Elles sont évidemment conséquences du théoréme de développement. Or, il résulte
de WILCOX [2] que ceci est équivalent &

” [53; (rET)-iTrEJdS=O Vxetr>r (x).
S(x,r)

et cette derniére condition est (on 1'a vu p. ) équivalente d& C.R.1 . D'ailleurs

le théoreéme de développement donne aussi

-5
lim ff Ezl -1t 3 ‘ ds = 0
Roo or 1 N :

r=

Remafzg ue

Les résultats de WILCOX [1] relatifs aux champs &lectromagnétiques
(qui sont pour ce travail des fonctions d'ondes transversales rayonnantes ) 32

c'est-a—-dire tels que :

2
> > > >
rot rot u, - o %, =0 et lim JJ ‘gr A rot 32 +10 32 ds = 0
R0
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sont d'abord l'existence d'un développement :

N eior o gn
u, = = g—o - (6,§) pour r > r,

2]

possédant des propriétés analogues a celles déja vues.

En outre :
> 2 - 3 >
= +
bO(S,W) b, e, *+ b ey
-> > 2 > 35 > 2
- . .
et Q@ = rot u, vérifie AQ + 0 @ =0 et lim JI i po Y Q| as =0
r=R

(on peut alors établir des corollaires analogues 3 1, 2, 3, 4 et 5).

En particulier cela entraine :

R >
ior o w
g =S 2 o w = io (b2 g - b3 ° )
r n e} o] ﬁ o 6
n=0 r
d'od l'on déduit
IS ATot O. +io 3, =e AQ+Z Tot ]
r 2 2 r o
aR . o
=12 (2 _ _iz (3 _;
=5y (3 1(392) < € (ar io 93)
+—];-—e>(92__a..9_1.)__1‘_—e) (Q.. 1 .;.).S;zl
~or ¢ U2 936 r 6 '3 sin® 3y
292,
1 - 0 : 2
+ —_ - —
or sin6 r| 36 (sin o 93) oy

i -
=—e
g r ar

A(i‘l-ioﬁ)+6(-‘§)
r

Autrement dit : pour une onde transversale rayonnante les conditions C.R.1.,...,

C.R.5 et

lim |§— rot U, - i o rot u |
or 2 2
R
S(x,R)

sont équivalentes.

Si 1'on revient au probléme initial, on a le résultat suivant :
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Toute sofution du systeme :

—_— > 2 - >
(a) grad divu, + T u, =0
i 1 L > > >
(2.16) u=uy o,
—— — > 2 > ->
(v) rot rot u, - o u, =0

déeginie dans une négion r > ¢ et satisfaisant aux conditions de radiation :

. > 2
lim 2. divid, -it4,|°ds =0 = lin | & Arot u, +i o u.|° as
(C.R.5) r 1 1 r 2 i
R R
r=R r=
admet Le développement :
. itr ® gn eior © gn
(2.27) u == ) - (6,0) + = ) - (6,¢) .
n=0 r n=0 r

dont Les propriltes sont celles déja vues.

Conollaine 6

SL (3],32) est sokution du systeme (2.16), satisfaisant aux conditions de

nadiation (C.R.5 a) et (C.R.5.b) et 44 L'on pose :

>

du du,
>, > > 1 2 -> . > > —_—
= —_—+ —= +
T(u,er) 2 u (dn + = ) + A e, div u, Woe, A rot U,
(contrainte dans La direction Zr ). On a :
. > > > . . - . > 2
lim T (u, e - 1T A+2 u, — 10 U, ds = 0
(C.R.6) S JJ l (u, r) ( ) 1 H 2'
=
Preuve :
On écrit :
e . . > >
T(u,er) - it(x+2p) u, - douuy,
- -
=2 (Bu . ) + 2 (8u2 . ) + \(-> a1 > . )
= 2ul33 it u, v (57 iou, Ale, div u, itu,

> — . -
+ (er A rot u, +io ue)
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d'ol le résultat, si 1l'on note que :

- >
au u
> > > . , > . > 2 1 . w2 2 > 2
| T (u,er) - it (A+2y) u, -io u2| < 2u[|—-—-ar 1Tu1l + lar -iouy| .

-> — > . > 2
+ uler A rot u, +10 u2|

et compte tenu des conditions de radiation vérifiées par 31 et 32 .
Remarques
Par contre (C.R.6) n'entraine pas en général C.R.5 a et b et

On vea établir un théoréme d'unicité (pour un résultat, en étroite relation avec

celui-ci, cf. KUPRADZE [11] avec des conditions moins générales).

Conolhaine 7 (Théoréme d'unicitéd)

1€ existe au plus une sofution o de classe C2, définie dans un domaine

exterdieur D, de frontiérne néguliere S , telle que :

> > -> - > . " o
a) w=u_ +u ol u est une solution donne du systeme

o}
—_— > 2 > >
grad divu, + 1 u, =0
1 1 > > -
R T
—— — 2 > ->
rot rot u, - o© u2 =0

et U satis gait aux conditions de nadiation :

. - . - ,‘—>2
lim ff le_ div u -1t u1| as = 0
Roo t
r=R
lim ff IZ A rot 32 +1i0 3212 as = 0
R-<o r
r=R
b) sur 8 , on alt L'une des thois conditions :
> >
a) W=20
B)%(W,K)=O
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. > >
y) swt une partie 8, de 8 : W=0
F(W,8) =8 sun s, =8 - 5,

Preuve :

. -> g -~ -> ->
I1 suffit de montrer que u, = O entraine u =0 dans I

. On peut noter (ce qui est une autre fagon d'établir le corollaire 4) que :

-> ->
ou au
> > 1 2 > . o™ -> —
ou (—= + —= ) + +
T(u,er) = 2u (Br * 55 ) + A e, div u, tue, A rot U,
itr ior
e 1 > . e 2 > 3 >
= + +
eu [t T8 Sy tio=g (b eq + b ey I
+ A i 12 + 02 ni [*A(b2*+b3” )]eicr
1t 8o Sp TR EL AT O C, o %o o ¢ r
> >
+# @, e)
r
itr ior
. 1 - . e 2 - 3 > - >
= + + +
it (A+2u) a, €, * io ——u (bo €y + b e¢] d%’(u,er)

->
oll |£ﬁ?(ﬁ,g¥ ) =0 (15 ) quand r s .
r

Autrement ditv,

>
T(3,8,) = it (wep) & + i 0w a, +F(r)

. > P 3 ” z ~
D'autre part, si U(r,t) désigne le champ de vecteurs réels (de déplacement) &
l'instant t , dans le milieu considéré, le théoréme de l'énergie &tendu au domaine
D (de frontiére formée par S et la surface d'une sphére S(R) contenant S & son

intérieur) donne, compte tenu des conditions sur S :

-
%g (K+E) = f T(U,n). %% ds = U T('ﬁ,“e’r). -g% s

S+3(R) S(R)
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ol n désigne la normale extérieure & DR , K = ff W dv 1'énergie de déformation

Dr

2
W=e¢g.. €.. et E JJ 2y dv  1'énergie cinétique

ot
Dy

1
<

bl
&
(ST

Les ébranlements considérés dépendant harmoniquement du temps, on a ici :

. > .
U= %»(ﬁ e 4+ T ™Y ) 03 U est solution de (2.16a) et (2.16b) donc :
> . > .
U _ ik (» ikt |3 ikt
3t~ 2 v e ’
A >
> R - Trde 1kt Zi= -1kt
T(T,e,) =3 [T(4,e)) + T(ue,) e ]
d'(;ﬁ

. ->
‘ > - -
gr) b ealkt - T(u,g Yeu e21k€]

gu'on peut écrire

> > > aﬁ ikl.>,2 > N > = > > -  2ikt
L(U,er). - = jr[FT(u,er)+1v).u—(T(u,er)—lv).u + (T(u,er)-lv).u e
> > > . > > > . s :
> - L—m g - - - - -
—(T(u,gr) + iv).u e alka +'% [}.; + V.0 - 7.0 W 2% e 21k€]
avec
> -> -
v=o1 (AM2u)u, + o p u .
1 2
D'aprés le lemme 2 ( ff Iﬁile dS borné quand R +~ « ) et le corollaire 4, on

r=R

voit, en appliquant 1'inégalité de Schwarz , que 1'intégrale, &tendue a SR , du
premier crochet tend vers zéro quand R +» =

Le second terme de la somme vaut :

+k In (3 e ), m(v kY

. ~ - - . . N
s01t, en décomposant Vv et u en parties réelles et imaginaires




- . > > . >
va=v'+iv"',u=u" +1iu"

Im (3 elkt).Im($ eikt) = (V' sin kt + V" cos kt)(U'sin k t + u" cos k t)
oL . .

v = t(wen) S al (8,4) 2, + o eior (bg 8 + b2 3p) + ¥

a = fiw a; (8,0) Zr + eior (bi Ee + b3 -e*‘p) + W
ol |V[ et |¥W| sont O (;% ) quand r > « ,

r

On en déduit :

Im (3 elkt)

T(A+2u) %~ [§é1 sin (xt + 1r) 331 cos (kt + Tr)] gr

2 . e >
[(02% 2 + 2% 2) sin (it + or)+ (627 30 + 0123 2, )

1
+0U-;

x cos (kt + or)]

+ Im (V elkt)
. . .. ‘ - ikt
et une inégalité analogue pour Im (m e °) .
On a donc
+ . -
vn || T(0,e). L as = 1in+ k|| I ). m(@ ¥ as
r ot
R R
S(R) S(R)
2 T
. 1, 1 2 ,
= lim +{k T(A+2u) [aé sin (kt + TR)+ a’ cos (kt + tR)] sine d 6 d ¢
R 00
21 1
3or.i i 2
+ kf ! 0wy [b(') sin(oR + kt) + 7" cos(oR + kt)]” sin 6 d 6 a f ¢
i=2
] 0

En d'autres termes, pour R suffisamment grand é% (K+E) a un signe constant.

Comme K et E sont fonctions périodiques de t , on a nécessairement é%-(K+E) =0 .

Ou encore :



9k

20 (T ,
2 .
lim J J [aé1 (6,8) sin (TR+kt) + ag1(e,d)) car (tR+kt)]“ sin 6 d 6 d § =0
R>o0

0 ©

2N I . ) , .
o 2 .
lim [ f [b(‘)l (6,0) sin (oR+kt) + b(')'l(e,w) car (oR+kt)]“ sin 6 a8 da @ =0
0 0

R

(i=2,23).

N
o
-

2 (1 1.2 1
ce qui entraine f f (aé Y sine ap af =0 donc a' (o,
0 0

. . - 2 2 _ .
puisque atl (6,f) est continue. De méme a;1= bé = bg = b;3 = bg3 = 0 soit

o)
+ -~ > .

go(e,ﬁ) =0 (et %o (6,) = 0 ) ce qui entraine, d'aprés le corollaire 2,

- > . > > -

an(e,ﬁ) =0 V'n 2 1 et par conséguent u1(r) Z 0 4 1l'extérieur de toute sphere

r = r contenant S &4 son intérieur.

Mais 31(r) est analytique dans tout le domaine D d'aprés le théoréme
de représentation et s'y annule donc identiquement puisqu'elle est nulle dans un
sous—domaine.

. -> -> N > >
Pour une raison analogue, bo(e,ﬂ) = 0 entraine uz(r) =0 dans D
donc u = 31 + 32 =0 dans D .

Le théoreéme est donc &tabli.

2.4-ETUDE PARTICULIERE DU CAS PLAN

- On considére le méme probléme qu'au début mais, cette fois, on recherche des

solutions de la forme
->
u (x1,x2,t)

On part donc du systéme(2,28) oll T(x) = %(x1,x2) et le domaine B, est
le complémentaire dans le plan Xy = O d'un domaine borné (Bi) de frontiére réguliére

(B) , T étant de support borné).
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On se rameéne & discuter 1'unicité de

> 2 - >
A u(x1,x2) + k u(x1,x2) = f(xT,x2)
ul =0 ou T(u,n) =0

B B

qui ne saurait avoir lieu, en géndral, sans hypothdse supplémentaire.

I1 - Moyennes circulaires.

> . . .
Au vecteur u(x,t) on fait correspondre sa moyenne circulaire autour

de x
> > 1 r2ﬂ > > - -
(2.29) I(uyx,r,t) = P J u(x + rg,t) @8 (€ = (cos 6, sin 8) ) ;
0

+
on sait que, si u est de classe ¢® en (x1,x2)

(2.30) a, 1= 2 1
° or

ot or ot
N >
et si z(x,t) = u(x) e 1kt
2 2
P 1 93 2 ) 1 9 2 > "
=] S -2 4 —_— - =
0 2T r T ] [.3r2 *7 3r +(JJ I pour tout x fixé et r > ro(x)

= (1) (2) Lo (2)

> > +>
I(u3x,r) = A, Ho (tr) + A, HO (tr) + A3 Ho (or) + A, Ho (or)

ol les Ai ne dépendent que de X5 Xy s a s formule que l'on &crira sous la forme

(1) N i (2) N 3 (1) N
HO (tr) v2(x) -5 H0 (tr) v1(x) + E-Ho (or) vh(x)

(2)

(2.31)  I(@;x,r) =i

S1 1'on pose

(2.32) I1(x,r) = %- H (tr) v (x) - % H
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on voit que
2 2
) 1 9 2, d 1 3 2, =
2y - = =Q0=( 23—+ =4
( 2 + r Jr * ) I1 0 ( 2 r 3r ") I2
ar or
) » -
avec rot T =0 = aiv f, si f . f sont les moyennes de E , u. solutions
X 1 X 2 1 2 1 2
du systéme
—_— ) > ——— 2
31 + 32 =0 ; grad div 31 + 1 31 = 0 = rot rot U, = 0 Uy
On sait (cf. Courant-Hilbert 1I) que
i (1) i (2) . P o ” L
G1(Tr) =1 Ho (tr) = - T HO (1r) (complexe conjugué); G, » G, &tant liné-
airement indépendantes (sur ¢ )
o (%)

On a donc, pour tout x et tout r > r
G, (tr) ;1(x)

T,(xr) = 6 (r) V(%) + G

. (1)
= %-Ho ( r) on a, dans les mémes conditions

Si 1l'on pose G2( r)

I,(x,r) = G,(1r) ¥ (x) + Gylor) v, (x) .

3

— —
rotx v1(\fx et r > ro(x) )

Si 1'on écrit alors
ot (I.) =0=0q, Tot_ v, +
rot 1) = = G1 rot v, G1
on voit, compte tenu de 1'indépendance linéaire de G, et'ET » que powr tout x on a :
—_— —_— > be
rot, v, =rot_ v, =0
x 1 X 2
. s . P < . . > > 2 > -
Ces conditions, ajoutées & celles que l'on obtient en exprimant Ax I1 + T I1 =0
montrent que
——— >
grad div $i + 12 $i =0 Vx i=1,2
et, de méme que
rot rot;i—o ?ri=0 V x i= 3,k
. > > > > .
On retrouve le fait que v1(x) et vg(x) (resp. v3(x), vh(x) ) sont des fonctions
d'onde longitudinales (resp. transversales) entiéres.
(2) .
(tr) et la dérivée

(x) en fonction

Comme il n'y a pas de relation simple entre H
-5
et Vs

(1)

. » 3 3 —>
de HO (tr), il est sans doute impossible d'exprimer v1(x)



de f1 et de ses dérivées.

Par contre, puisque les comportements asymptotiques de H (z) et

(2)
o

r > ®

Par exemple :

(1)

/7 "ilz - ) 1
H (z) = o e 1+ 0 ( 2 )
d'ou
. (1) /— i(tr-=—
i - .1 1 L
G1(Tr) =7 Ho (tr) = 2/
aG .
L - _ = / 1 itr 1
dr 1t G1 - 1T 2mTr € 0 r )
(2) -i(tr - )
_ _ 1 /1 I
G1(Tr) =1 H (tr) = > /or > © 1
—_— 3im
aG . ——
1 T __1 /2 -itr |, 4
e (tr) it G1(Tr) ==~ /7 e [}e + 0 (
A ]
=1 2nTr € L1 * o
Compte tenu de :
> ——
I (x37) = G (1) vy(x) + G (tr) ¥,(x)
on a
_ ac aG,
F g - i0 I = A (2 - i 6) Tl + 4 (5 - i
= il R
= -i / = e v1(x) + W
~ -
ol |W| =

d'expressions dépendant de
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(1)

r et des moyennes circulaires

sl

M=

-
H (z) sont connus, on peut exprimer vi(x) (i =1,2,3,4) comme limites quand
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On obtient donc

u X
: 8 el B UL RS i L >
(2.33a) llmOo e Yr (ar it) $.% S % v1(x)
et, de méme
s d
_. i _}
(2.33b) 1lim e - /r (% 4+ diT) f1 = /% e v2(x)

1>+

A4
ainsi que des &galités analogues pour vy et ;;h en échangeant T et o .

I1T - Théoréme de représentation.

Toute solution-du systeme.

il
graa div —131 + 12 ?11 =0

6“ T s e 2 > _—>+->
—rotrota2—0 u, = u, u,

c¥

définie dans un domaine extérnieun B, , admet une neprésentation de La gorme

31(X) = w,(x) + 31(3{)

Uy (%) = W,y(x) + 5,(x)
ou
(2.34) %(x) = I ':(_131 (y)._ﬁy) g:r'ady G1('rr) - G1(rr) _r:y d:i.vy 31

B

w(n, A'n ) A grad. G, (tr)| ds
1 i
g y ¥

(2.35) wz(x) = J l:(uz(y).ny) grady Ge(cr) + Gg(or) ng A roty u,

B

—(Tl2 A KY) A grady G2(or)] dS&
o r est La distance du point x € B, A yEB.

-> -> = - - dG‘]
(2.36) p1(x) = - f [G1(rr).(er div o - i u1) +u, (ar— -in G.I)] ds
€(x,r)
> . > > dG2 :

(2.37) Sg(x) = [Gz(or).(_ér A Tot u, + io u2)— u2(d—r— - 10G2)] ds

€(x,r)
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f%(x,r) cencle de centre x , de rnayon r .

Démonstration :

On applique 1'indentité

> R S . > B T
JJ(u.grad div v - v.grad div u) 4z = f (0w div v - v div u) as

D aD
N (1)

> -> - 1 > N
aux champs de vecteurs u=u, et v = G](Tr) W= Ho (tr) v (oli r est
1a distance des points x , ¥y et W un vecteur unitaire quelconque), &tendue
au domaine D(R,e) compris entre B et, un cercle C(x,R) contenant E; i son

intérieur et un cercle C(x,e) intérieur & D(R).

> P
Corme v(x) vérifie :

—_— ., > 2 > —_— — > —_— — > )
grad div. v + ©° v = rot rot_ (G, w) = rot_ (grad_ G, A w) £
< x 1 X x 1 UILLE

on obtient

-]

-+
B CR+C5

> —— - > > ., > — - > >
u,.n(grad G,.w) - G, w.n div u, - (grad_ G,A w).(u,A n)| ds

1 1 1 1 x 1 1
(le premier terme provient de divx(G1 w) = grad_ G].§ et le troisieéme de la
transformation de 1l'intégrale

f > e e ->

J (u1.rot rot_ (G1 w) ) dz )

D(R,e)

a) Etude de 1'intégrale étendue & C(x,e) = C. quand e > + 0 .

(1)

. > _ i i~
Tei n=-e, ,r=cetgradq HO(Tr) = - e, TH, (tr), d& = edo
0 <6 ¢ 2rn
Par conséquent :
lim '2n[i G (y). 2 (B (1) i (D e
Lin ces = T (u,(y)ee, (er.w) H, (te) + T HO (Te)w.er div u, + ...
C 0

€

1T > >
e

+(ZTAE1).(%— L AV)H
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. 1
Or ¢ Hé1)(re) -~ 0 avec € puisque Hé ) (te) = Loge quand e+ + 0 , et

(1) 31 2n 5
iy () =g I S @ ﬂirz—)*%EJHm)-(L%%g*C)‘?g
(-1) (Z5)°n ]

- ey 2 (14 e+ = )J
nz1 nl(n+1)! n

et

de - >
= lim J (u1(y).$) 5o = u,(x).¥
>0 0

b) Etude de 1'intégrale étendue & C(x,R) = C

. (1) . (1)
Comme n = gr et r=R, graax-% H (1R) = - .

1'intégrale s'écrit

. . .o (1)
f [—(‘61.'51,) (€. W) §-H, (wR) - H (wR) W2 aivay, + - H (R).
C(x,R)

LB, A 37).(31 A Zr)] ds

4aG
= - F o S S _ > 2 __1__.
f G1(TR)U.(er div u, 1'ru1) ds J (u1.u) ( P it G1) ds .
Cr Cg

W &tant un vecteur arbitraire, on obtient bien le théor&me de représentation.
On obtiendrait la représentation de 32 en appliquant la formule

ff(ﬁ.rot rot ¥ - v.rot rot q) 4z = J {frot VAU-Tot U A V). nds

D oD
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On définit ensuite Les fonctions d'ondes Longitudinales (nesp. transversales)
-> -> - .
nayonnantes pan v1(x)523' (nesp. v3(x) =0 ) et 1'on peut établir qu'une
gonction d'onde entiere qui est aussd rayonnante est identiquement nulle.
En effet, elle vérifie (en ne considérant que 31 , pour 32 on aurait

une preuve analogue)

- 2 —> -
A u, =0 dans tout le plan
: 331 .
et, d'aprés . -j:: J (——— - it u1) ds = 0
Vr Clx,r)

ce qui entrafne de maniére classique qu'elle est identiquement nulle.

I1 en résulte que toute solution T de (2.28) de4inie dans un domaine
plan exténieun B, 4e décompose de maniere unique en La somme d'une 4fonction
d'onde Longitudinale rayonnante et d'une autre qui est entidre avec un résultat
analogue pour une fonction d'onde transversale.

Si 1l'on considére les expressions(2,30) et (2,31), on peut, compte tenu
du comportement asymptotique de Hi1) (tr) quand r - « , démontrer que

-> >
w.(x) et w,(x) sont nayonnantes (sans &tre en général des fonctions d'onde).

En effet, w1(x) est la somme de trois intégrales de la forme

1£ G,(t0) ¥ (¥) as, , ]£ v () erad, G, (9) as f X(y)n grad, 6,(t0) dS,
B

->

oll p est la distance du point x au point y€B et ¥ (y) ;(y) sont

des champs de vecteurs continus sur B et ¢ (y) est une fonction continue. On a

-

3w1 N dG1 N dG1
w ~ ity =J (F"ITG1)‘9 (y) as, +Jw (y) grady (T - itGy) ds,

or
B B
> — e,
+ x (y) A grad, 5 - it 6)) as;
B

On en dé&duit :
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13 3w1 N
oo [ (z=—-1itw,)a =0
> or 1
. B
(1)
a HO (tp) (1)
puisque lim Vr ( — - it H (tp) ) = 0 et que
r—)co
aG -3/2
grady ( E;l -in G1) =0 (r ) quand r - « (& quelques détails de

calcul prés que 1l'on rencontrera par la suite).

On aurait des résultats analogues pour ;2 .

->

Quand & p.{x) et gg(x) (données par (2,36) et (2.37) on ne peut les

1

>

identifier & v, (x) et 32(x) respectivement.

:

En effet, . .

e+ ) 1 ( i it u,) as
or 1

> .
v1(x) = 1lim e
velirt  C(x,r)

Or, pour tout vecteur plan u(r,6)

au
36

—>
du _
ar r

>
e

H|=

div u + gr A rot u+ 7z A

> ~ <>
ce qui, pour 31, entralne, compte tenu de ro%'ﬁ1 = 0 et de

21 >
f - P
J ZAsgdae=0 ,
0]
. i
.. . el(rr +3 i . N o
(2.38) vi(x) = lim =———— J (e, div u, - it u,) as .
o Y2 1 v C(x,r)

Réciproquement, les calculs précédents montrent que (2.38)  entrafne (2.33).
Or,
4aG
-+ - _ -> . > _ s > > 1 _ s
p1(x) = J [%1(Tr) (er div u, 1Tu1) + U, ('E;” it G1£} as
C(x,r)

peut s'écrire, quand r > + »

20

(2.39) $,(x) = - 27 (x) +J [\ﬂ(r) (e, aiv u, - it u) + 4, ¢ (r)] as
0

oi P (r) et ¢ (r) sont O(r'1/2) quand r » » , ce qui montre que 31(x)
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n'est une fonction d'onde entiére que si 1'intégrale ci-dessus tend vers zéro

quand 1 > «,

IV - CONDITIONS DE RADIATION.

On peut choisir tout d'abord

-
C.R.1, V(x) = 0= ?73(x)
ce qui équivaut &
’ : ->
itr ou itr
lim ?__ (3;— - it 31) dS = 0 <= 1lim — (gr div 31—1131)d8=0
%
TR T B (x,r) T Gr)
x B
e
i au itr
or f .
lim & (—ug-—ioﬁz) dS = 0 <= 1lim & J (8 nTot U,
N or r A r
C(x,r) C(x,r)
. >
+iou,) dS =0 (C.R.3.)
Cette derniére condition est entrafnée par
f —_
(C.R.%)  1lim e, aiv 4, - it 31|2 @ = 0 = lim | le, A Tot 1,
C(x,r) C(x,r)

+ioT12|2 s, Vx€B,

. De méme (C.R.2) est entrafnée par les conditions classiques

. > . >
Lo ou, . 2 . du . > |2
(C.R.5) lim J 5~ it u1| ds = 0 = 1im 37 - 1o u2l ds
o o

C(x,r) C(x,r)

On fera aussi intervenir

(C.R.6) qui est (C.R.k4) mais pour un seul centre x (disons l'origine).
On va montrer que C.R.6 entralne toutes Les authes conditions.

Ceci s'établit par une succession de corollaires de C.R.6.
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Corollaine 1
SE W, et U, sont sofutions du systeme dédinies dans un domaine

externieun B, de grontitre négulitre et bornge B, et y satisfont aux conditions

de nadiation C.R.6 on a :

‘ rE’ﬂ 1
(2.40) J) [u (r, e)l =0 ( = ) quand r > = (j =1,2)
211 20
1 -> —_— 2 - l
(2.41) J laiv u u, 24 =0 () etCE.h@f |e. A rot u{” a6 = 0 ( =)
0 0
Demonstration
La condition C.R.6 relative & 31 stécerit :
lim s 12 2 1> 2 L R _
Rorco f Edlv u1| + T |u1| -2t Im (u1.er div u1):| Rde=0

C(O,R)

L'intégrale du troisiéme terme se transforme & 1'aide de 1'identité
=
appliquée a 7 u, et 31 s étendue au domaine DR de frontiére B et

- . > PR —_— > 2 - .
C(O,R). Comme T est réel, si u, vérifie grad div u, *+ 1T u, =0, il en est
>
de méme de '1:1 ; on a donc, en vertu d'un raisonnement analogue & celui fait

p- » les &galités (2,L0) et (2.41) . Démonstration analogue pour (2,L0)
et(2.42)
Conollaine ?
1) S84 ;1 est une fonction d'onde Longitudinale rayonnante, on a
. ] R . . > ]2
(2.43) 1lim 37 (div u1) - itdiv u1‘ as = 0
R0 T
C(0,R)
1 9
= lim —E—dlvul das
R R 20 1
Cc(0,R)

S
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2) S& 32 est une gonction d'onde transversale nayonnante, on a

(2.44) 1im J l g% (rot 32) - io rot 32|2 ds = 0 = 1im f 15-}5% rot u
0 00 R
B> 2(0,R) Fre 2(0,R)
Demonstration

En tout point d'une circonférence C(O,R) située dans Be on peut écrire

e div u, - it a, = i-[érad div 4, - it e_ div u J
r 1 1 T 1 r 1

AR

> 9. . -> . . -
[;r ™ div u, it div u, )

l—»_a_,—»]
R © 35 (v u;)

Par conséquent, gr div 1y, - it u (2 15 (| %; div ET - it div G1|
T

119 .. > 2
T2 | 56 4iv 3,07

I1 en résulte bien que C.R.6 pour Gi est équivalent & . De méme,
—_— > > - >
rot u, = w (er A ee) =wZ
et
> — > . > > > 1i-— iJ1> Bw =2 3w . ]
+ = + = 72) == {= — - = -
e, Arot u, +1i 0 u, e hwZ + = rot (wZ) 3 {; €. 36 eﬁ(ar 10w)J

On peut donc affirmer que
C.R.6 <= "2 ,U43 et 2,L4L4"

Remangue

. ' - . -> _-)——-)—> . e, o~
81 1'on pose 0 = div u, = Z.rot u, , on volt que ces quantités

vérifient, dans (Be)
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‘ . 0 :
ba+ 12 0= 0 lim [ ‘%;~— itel®as =0
Fre 4(0,R)
2 .o M . 2
AQ+o° Q=0 Lin | |52 - d00|” as =0
R r
C(0,R)

En appliquant le théoréme de la divergence au domaine Dp déja défini et &

et Gl(Tr) » Go(cr) et ©, on obtient

oG, 3 3G, 5
@<X)=f[<ﬂa;‘%<r>§;]ds~y‘f g e
et(2.45) B ¢(0,R)
_ 3G
5G 2 59
9 (x) = [ L@(y) = = G,(r) %%—] as, - f [9 57 " G253 | ¥
B v y c(0,R)
En écrivant
e 3G
1 30 1. 50 |
O35 ~ Gy 5r = GG - it 6y) - G5z - dte )

et appliquant 1'inégalité de SCHWARZ , compte tenu de(2.40) et(2.41) on
voit que les intégrales &tendues & C(O,R) tendent vers zéro quand R > « .
On a un résultat analogue pour Q .
Par conséquent, les formules (2,45) sont valables pour tout
x € B, en supprimant dans le second membre les intégrales étendues & C(O,R).
De ces derniéres formules on peut déduire que(2.40),(2.41) et (2.42)
ont lieu sur tout cercle C(PO s R) quand R » > , ol P_ est un point donné
distinct de l'origine ce qui, en retour, entrainera pour C.R.6 d'étre valable
sur de tels cercles (c'est-a-dire entrainera C.R.4).

Pour cela, on établit le
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Lemme :
On a
r 2 2
limJ —g—g—ire dS=O=limJ %)%%l as
R R r
C(PO,R) C(PO,R)
; 2 t ; 2
lim 32 _ ion ds = 0 = 1lim | _1_‘8_(2 as
s ‘ ar Rorco ) IR
C(Po‘,R) C(PO,R)
o 9 DU .
ol == est La denivée suivant gr , (J,R) € C:(PO,R)
Preuve :

On désigne par (r,9), (ro,eo) les coordonnées polaires de P, P,
d'origine O , d'axe Ox , (R,)) étant celles de P relativement au pdle Po et

a P, X (po , lﬂo ) celles de QEB .

R &étant choisi assez grand pour que Bi soit compris dans le disque
ouvert de centre P_ , de rayon R , on peut écrire, d'aprés la remarque précé-

dente, en P(x_  + R cos P, ¥, * R sin uy

oG
20 . _ 3 . 30 01
R (P) - it o (P) = j' [@(Q) o (PQ)-ix G1) ™ (_BR it G1)1 dS\p
B Q
2
3 G G
80 .\ _ : 1 30 °™1
a9 (F) ‘J [O(Q) afon ~ sn o9 |%q
B
oy . 230 : _ . ey gtz
Si 1l'on écrit 3R (p) 1t 0 = I1 - I2 11 suffit d'appliquer l'inégalité de
Schwarz & I, et I, pour obtenir le résultat cherché. On voit qu'il suffit d'établir
3 3G 2 8G1 2
;;12 = G - it &) dS=O=%.1mI 7 it ¢ Rd{
00
C(PO,R) C(PO,R)

2 2 2
On ap =R +po—2Rpocos (tﬂ—-lﬁo) ol p=PQ et o

fonctions de s , abscisse de Q sur B . Il en résulte, Po (s) étant borné,

que :
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%=1+o(%) R + o
3G1 . ap 3G1 aG
—_— = ] = - _—t — -1 .
En outre, R it G, ( ~ 1) 5 3 (tp) - it G](TD)
—Q=-—-—-—£ - = — o — = O(R
or, -¢ i cos({ 00) 1+0 (%) quand R~ et 5 ( )
3G, ; - =3/2
l T = - it G1!= O(R ) quand R » =
2 2 . -, ., . . —2
I1 en résulte que [12| est majoré par une quantité qui est O(R °) quand
R > » ce qui entralne 1lim I,=0.
Rooo 5
3G, r 0 G 3G, |
Ensuite, l 5;-( 5= it (G1) =l o0 ( 7~ it =g I
3R
2
. 3 G] s 8G1
3R2 dR
et
2, 2 2
= L0 g w2 0 (a G, . 3G, |
2
e R 22 % R ' oR 502 R 52 s
1 1 1 1 -3/2 -3/2
=0 (5?-0(—“—)+ 0(§) « 0(—) +0 (p ) =0 (R )
o Yo
quand R » «
2
2 R-p_ - cos({-y ) (R=p_ cos(f-{J ) )
a0 _ 1 o) o’ 3p 1 0 o) 1
En effet, — = - > SR -5 3 = 0(=) p +
5°G -1 4G _1
1 2 1 2
5 =0(e "), z—=0C(p )
op P
t
© d2G1 Coae L[ o (M) (1) ]
ETE-'- Sl yal il el 8 (o) = " (H  (wo)-1 He (70) )
i itp -i% __'_H__Sin
= '™ o(p 3/2) + — /2 (e -ie )
TTp
. -3/2
i
=e? o(p )

~ PR . 2 .
d'ol l'on déduit 1lim |I1| = 0 et par conséquent la preuve du lemme.
R>co
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En fait, pour la compléter, il suffit de remarquer que

3G | I ac y
9P 1 v R 1 -1/2
—— L em— - o Ll emeneent] et QR R ()
ap % o sin({ ) R (P_»B).0( )
ol d(PO,B) est le maximum de o (qui est borné).
De méme
2 2 2
2 d
| 2%, R ; < g ; §g| 6| | a2 } G,
CUEY TR ondy * 4 P . o and d
=0(07 "2 ) quand p » =
1 32
ce qui entraine aisément 1lim e 13E¢ as =0
R R
¢(P_;R)
o
Cornollaine 3 C.R.6 = C.R.h
Demonsthation :
—_—
BlE
= s °
R désignant le vecteur R s ona:

e. div iy, - it 4, = i e (é—-— T T = e e
R bt 1% 1R V38 R ¢ )

"
Q|+
f m+'
sy
|-
wlw

e

]

oy
=
Q)/\
o5}

|

=

Q

2

—»A—€->+,->
eR ro u2 10 u2

ce qui entraine bien C.R.4 compte tenu du lemme.
Du théoreéme de représentation et des corollaires précédents on déduit

aisément le

Cornollaine 4

Toute gonction d'onde Longitudinale 31 ou thansvernsale 32 satis gaisant

-~

a C.R.6 admet une représentation de La forme
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(2.28) 31(9)

(31(Q).EQ) grady G, (PQ)-G, KQ div 31—(E1A n)A grad, GleSQ

W a— W —

(2_29)0 1, (P) }35(Q).EQ) grady G,(PQ)+G,(PQ). (B A Tot Uy)-(U A B)A grad G,|ds

(% nowmale & B en Q , dinigée vens B,)-

Conollaine 5 C.R.6 == C(.R.S
Demonstration
On va 1e prouver pour 31 , une démonstration analogue valsnt pour 32 .
!
D'aprés(2. 28) — - it u1 est de la forme
¢ 9G, r 3G,
1. + —_—r 1 .
| (57 - it &) 3(Q) asy * | ¥(Q) erady(z— - it6,) asg
B B
N 3G1
+ f x (Q) A gradQ (3;— - it G1) dSQ
B
On en déduit
>
Bu1 >
5 - it u1l s ¢ (I; +1I,+1,)
C(R)
ol
aG
2 2 1
IS s f |9 asy f f — - it G I 4o as,
B B C(R)
i oG 2
2 f 2 — 1,
I, s J | ] dSQ x I f gradQ (3;— - it G1)| do dSQ
B C(R)
3G
2 > 02 f — 1. 2
IS < J Ix(w)l as, J { [gradQ (3r 1T.G1)i do a8,
B

Les seconds membres de ces inégalités tendent vers zéro avec 1/R , pour
1, en vertu de la condition de radiation vérifiée par G, , pour I, et I3 , €en

vertu de
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oG 3 G 3G
< d (——l - it G,)}| = |grad LR it —
s ferady (37 1 erady PI+| Bpar dp
2 2

< ad dr _ 1 i G1 + Eljil - it jﬁi—
s jeradg el (] 5 202 302 3p

2 2

3°a . 9°G 3G
< 2z —'1‘ L 1 _ it 1 - 0 (R 3/2 )

p 3p2 8p2 3

quand R » o«

En conclusion, on a &tabli

C.R.5 <= C.R.6 <= C.R.b
J J
C.R.2 <= C.R.1 <= C.R.3

V - THEOREMES D'UNICITE

On va voir que, dans le cas plan, les conditions de radiation entrafnent
1'unicité de la solution d'un probléme extérieur.

Auparavant, on va &tablir une autre condition de radiation entralnée
par les précédentes, ainsi qu'un résultat sur le comportement ssymptotique des

fonctions d'onde rayonnantes.

Lemme 1 :
SL W=T, +T, est telle que U .U, ont solutions, dans B,
du systeme
grad div 31 + 12 31 = 0 = rot rot 32 - 02 U
2
satisfaisant & C.R.6 , on a : '
. i > > > > 2
lim J IT(u,er) -ivi%s =0
R C(R)

->
-~ > > . — . . .
oil T(u,er) = 2u —g% + )\’ér div 1’11 + qu A rot 32 est La contrainte au point consi-

déne cans fLa direction é’re,t v = (x+2u)ﬁ1+ouﬁg .
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Demonstrhation
En effet, N N
‘.f'*" . 8u1 .—>)+2 (Bu ,->)+>\(-> d,-»_.»)
(u,er)—lv = 2u (T - it u, w (5 io u, e. div u, it u,

> —_— . >
+u(erArotu2+1ou2)

d'ol le résultat d'aprés C.R.5 et C.R.L .

Lemme 2
> > > ., .
SL u-= u, +u, est déginie comme dans Le Lemme 1 , on a :
> __i > -> >
a) u1(P) =-2 e div u, + V1
- __i - —_— > >
u2(P) =-< & (rot u2.Z) + V2

-3/2

o [V, (R)] et |V ()| sont O(R™') quand R = 0P » =

2

b) En outre, quand R i
> it i(tR- In ) 2 -3/2
div u1(P) =5 e / o fo(e) + O(R )

. . i(oR- T ) -3/2

rot u2(P).§ = %g e B ?%ﬁ go(e) + 0O(R )

“ (6-9
N . -itp_ cos(8~))
fo(e) = £ [i div 31(8) cos § - —g—r—l div u1(S)] e ° ds
N -io p_ cos(6-¢)
go(e) = Jr [iQ (8) cos y - -g%] e © ds
B I
avec a(s)= Tot 712_2) » p(8) =00, Q€ B, (8) = (3x,08)
V=(0.5) ,e=Pa , 0= (0x,00).

Demonstration

a) En tout point d'une circonférence C(R) située dans B, on a :

> 1 — . T =
u= - -T-E grad div 31 et 32 = ig rot rot 32

donc
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on a vu

oi p =R - p, cos (y = 0) +0 (1/R) , %% =1+0 (R_2)
3G, -3/2 3G, -1/2
et Sm C it G1(Tp) = O(R ) ; de méme Y (1p) = 0 (R )
ainsi que
82G
56on ¢ P)
mais 2
3°G, 3G -3/2
= 17 —— +
SRan (TP) =it s () + 0 (R )
I1 en résulte que : g§.31(P) = -~ %- divP 31(P) + v1(P) ol

v (P)| = O(R_?’/2 ) quand R -+ = alors que div M (P) est O(R
1 1

On a donc asymptotiquement : 31(P)
> > _ 1 _22_ . >
ee.u1(P) = - 35— 35 div 1,
TR
-~ > 1 1 - ofd > 1Y)
De méme, u2(P) =~ E§ R 38 ~ % IR
o
- 3G2
a(P) = | [2(Q) == (00) - G,(0p)
on 2
B Q

et des estimations asymptotiques analogues

>

uZ(P) = -

~-1/2 )

.

o~

i .. > >
- = div u,.e car
T 1°7R

=0 B2 ) quand R » = .

Tot U, . 2

2

ou Q(P)

e

1Y)
)
"

:] dSQ

aux précédentes, on déduit que

o + Vo(P) ot [V (p)] = o(R32 ) quand R » =
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b) On a
oG dG
P oy = 2 Sy et s o (s73/2
= (10) . 3 (1p) = cosy .it G,lt) + 0 (p )
Q Q
oG
= B .-——l (t0) = cos $ it G, + 0(p 3/2 ) quand p - ®
BnQ oR 1

—

v
ol ¢ = (PQ, KQ) , v = (PO, EQ) (v dépend de 6 et R alors que ¥y ne

dépend que de 6 ).

3G i(to- ) -3/2
351(19) = - % cos ¥ e B /;%B' + 0(p ).

Par ailleurs de p = R - p_ cos (B - y) + O ( % ) quand R » =

On a donec :

exp [i(rp - E-)J = exp [i(TR - %-)]x exp [firg% cos(6 - @) + O ( %-) ]

=(exp[i(TR -'Li )]x exp [-it P, COS (e~0)]) .(1+ o(1/R)

En outre,

3G i(to- T ) .
1 3 __ X b /2 | Yoel 3
(Q) 3;5 (t0) - G, (1p) 3;5 Q) =-ge p— [ cosy + = M1]
i(tR- L) -it p_ cos(6-@) -3/2
= - ﬁ- /;%ﬁ e 4 .[ (S) cos § + i é%ﬂ e © + O(R

ce qui entraine immédiatement la formule indiquée, une étude identique donnant

celle relative 3 go(e).

On est alors en mesure d'établir 1le

Théondme d'Unicite

2

1L existe au plus une solution W de classe C dans un domaine

exténieun B, de frontitre B nlgulitre et bonnZe, du systime
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> > +—>
W =W A\
1 2

. 2
(8) grad div %1 + T %1 =0

> 2 -
rot rot Vi, = @ w2 =0

telle que :
a) W= Eo +Uu ol 30 est une solution donnge de (8) et U vérifie

Les conditions de radiation C.R.6 .

b) sun L'une des quatre conditions sudlvantes est vérnifiée :
@) w=20
8) T(w,3) = 8
Y) ¥ =0 swrune pntie (B)) de (B) § =7 (W) swn fa partie

complimentaire B, .

P -

—)-
§) T(won) +c(S) w=0 , Imc(S) 20 .
Demonstrhation
. P . > > - -> ->
I1 suffit d'etablir que ug = 0 entralne u = O dans Be . On

donnera des démonstrations séparées, une pour o , B , y et l'autre pour ¢ .
Si ﬁ(P,t) désigne le champ de vecteur déplacement n2¢f & l'instant +t ,
dans le milieu &lastique considéré, le th&or@me de 1'énergie étendu au domaine

D de frontiére B et C(O,R) , s'écrit, en vertu des conditions a , 8 ou ¥y .

R b
a_ 80
> > >
& (W o+ €)= T(U,e, ). as
Cc(O,R)
ol gr désigne la normale extérieure & D ,2[[/= fj wdz
| D
| 10 |aT)? )
1'énergie de déformation et 8= 5 ” ,—5;5- pdZ  1l'énergie cinétique.
g

En effet, U étant le déplacement réel est relié aux solutions considé-

rées jusqu'd présent par :
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> - > -> .
2 - < 9 T -
U(p,e) = 2[5 + 5 2y 0] qron U (pg) = K[F LERE LT ikt]
2 3t 2
> > 1 [2> > ikt . =2 > | -ikt
(U,er) =5 [T(a,e)) + T(u,e ) e ]

d'oll i1 résulte que o, B , vy sur B sont équivalentes pour 4 et

> .
U (si u = 0 ).
En vue d'utiliser le lemme 1 , on va &crire :
> > k >, - 2 -> > > > Z
T(U,er). 1 [kT (u se,, ) +1Vv).u - (%(u,er) -1iv).u
-> -> > :]
+ (B0,2) -1 9). WP - (F (B,3) + 1 ¥). T 2K
k[——» >2 > 2ikt =2 -—2ikt:l
+ E- veu + Vvou - V,u e - V.u e
o V=T (x + 2u) 31 + 0oy 32 .

D'aprés le corollaire 1 (formules §.LO ):

f
13/ as < f %1% as + | 4,1° a5 est borné quand R > = . Le

C(O,R) Cq Cx

lemme 1, le résultat précédent et 1'inégalité de SCHWARZ entrainent que 1'inté-

grale, étendue & C(O,R) , du premier crochet tend vers zéro quand R - » .
ikt ikt)

P . - ->
Le second crochet s'écrit encore : k Im (v e Y Im (u e

Or, d'aprés le lemme 2 on a

>__ i1 > .—»_i» —_— >
u=-= e diva, e (Z.7ot u2) + V
v=-i(A+2u) e diva, - iue (Z.vot u.) + W
r 1 6 v 2
—)"»—)~ .-
ol |V|] s |W| sont O(R 3/2 ) quand R + » ; soit, compte tenu des estimations
asymptotiques de ce méme lemme 2 i (1R- %0 i (oR- 1_)
I
+~1/T e
u o=y - f (8) e - + go(e) 4 —"-7§-"*
. m m
i(TR- + ) i(oR- + )
v /nR [/?.(A+2u)fo(6) e. e + Vo u go(e) ey € J
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ce qui donne aisément :

. T
. . i(TR- i kt) 2
k Im (_\7 elkt) Im(a elkt) = B%R; [(A+2u) (Im fo e )

e}

i(oR - 7 + kt)
+ u (Im g, © % )2] + U

u’; =0 (R-e) quand R > + o

Si 1'on pose F(R,t) = -g? (W+ (‘% ), on a obtenu

27
F(R,t) = k_ ( l-()\+2u)(Im f exp(i (tR- I+ kt))2 +u(Im g exp(i (oR- % +kt) )2 ae
8m ) o n o
1 .
+ 0 ( R ) quand R * = |
la limite du second membre, quand R>> ,&ant = 0 il en est ainsi
de F(R,t) .
Or,
W=-1->\(divﬁ>) + u(e +s2+2€ ) ol 2€,.=U, .+U .
2 11 22 12 1] 1,9 Js2
Si 1'on pose =diva= +1 " ,e =l(u + ) = el + ie' on a :
SRR 15 S 3 S S W '
> 1
. = ' _ vz =t - ]
leP U(P,t) , cos k t sin k t , ejk ejk cos k t e,jk sin k t.

D'autre part, si u. = u! + u"
J dJ Jd

1 U, 2 §°
Z (Bt B

> > (ui' sin kt + u_:.L' cos kt)2 et

e

» r
%.: (w’*’%) = F(R,t) = ” [k( ''sin kt + " cos kt) ( " sin kt - ' cos kt)

D
2 R
+ 2uk e!. sin kt '+ e!'. cos kt)(e". sin kt - e!. cos kt
Lot I el I )

2
+ k3 z (u:.l sin kt + u'i' cos kt) (u:'.L' sin kt - ui' cos kt)] x qa L
i=1
I1 en résulte que, pour tout R ,

ki)
F(R,t) = - F(R,t + -512

On a donc, nécessairement
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. T . m
i(tR~ T* kt) i(oR- T kt)

. 2
x| [(m) In(f, e ) 1 +uiL (e, e ) }?] @ =0Vt

R->c0
0

. -~
ce qul entralne

2m 5 fam 2
limJ | £ ()] de=o=1imJ lg (e)]| a8
R o °© R 0
soit
£ (6) =g (6) =0 .
Pd -~ e > -~
Par conséquent, le lemme 2 entralne pour |u1| et |u2| d'étre
O(R—3/2) quand R > = , soit
lim [ [%.]%das=o0 i=1,2
i
R0
C(R)
or u, ( U érifient AW + - U, =0=4 U, +0° %, dans B et
rou, resp. U, ) vérifien u, T ouy = =4 u, o U, ans R e

les conditions de Sommerfeld. Il résulte alors d'un théoréme de RELLICH que

31 et Gé sont identiquement nuls dans Be donc G .
Dans le cas de &) oOn part de
2 N 2
j f G@ie i) -u@ e @] @=o=| [fGRE-056G0 Jas
Dp B+C(R)
(o normale extérieure & DR) .
On a donc
> > 2 2555 - > > 2 255

f [u.%(u,er) - u.T(u,erlJ as = J[u.T(u,n) - u.T(u,n)] as
C(R) B

+ . . . 3 .
(ol n désigne maintenant la normale 3 B  dirigée vers B, ).

Compte tenu de

2 - e
(8) T(u,n) + c(s) u=0 = %(u,ﬁ) + c(s) u sur B
>
le second membre devient : 2 i [ Iul2 Im c(s).ds
B
quand au premier, il s'écrit
> - f 2z
(. (w2, + 1 »-w.(F@,2) -1V a5 - 2 Re(u.v) 4S .

¢(R) C(R)
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Le second membre &tant indépendant de R , on a compte tenu du lemme 1 :

A2 aszo0 .

lim { - f Re(E.G) ds} = f Im c(S).
R C(R) B

Or
->
> -

(u.v) = @%ﬁ [}A+2u) |fo(e)|2 + u]go(e)lz] + O(R—2) . On a done

am -
f %1% Im c(s) as = - = J [ (w2w)| £ (0)]° + ngO(G)I%J ae
B 0

-
ce qui entraine fo(e) = go(e) 0 et comme précédemment u = O dans B, -

REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

1) On a vu (page , corollaire 2) que div 31 et Z.rot 32 étaient
des solutions d'équations de Helmholtz (de coefficients respectifs T et o ) et
vérifiaient les conditions de radiation de SOMMERFELD assocides.

Le théoréme d'unicité correspondant au cas plan fiit établi par M. ROSEAU
en 1957 ( [1] et [2] ) et cet article revét une particulilre importance & nos
yeux car il est & l'origine de notre travail.

Par la suite, les résultats de V.D. KUPRADZE ([1],[2],[3] ) étant devenus

accessibles, il est apparu que celui-ci utilisait les conditions & 1'infini

suivantes :
>
> du > ou 5
lim u.(P) = 0=1im R(— - it u1) = 1lim R(—— - it u, )
Rorco 1 Rosco or Roveo or

dans le cas tridimensionnel ( R &étant 3 remplacer par vR dans le cas plan),
ces conditions étant introduites par simple analogie avec ia condition de
Sommerfeld.

C'est enfin les articles de WILCOX C.H. ([11,[2] ) qui ont déterminé 1la
forme de ce chapitre (moyennes sphériques et théoréme de développement dans le

cas tridimensionnel).
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2) M. ROSEAU & montré que :

les équations de LAME sont équivalentes au systéme :

2 : 2
A O+ T2 @ =0 u= - Qy - Ox Ho o = pk2 = (A+2u) T
AQ + 02 8 =0 v o= Q. -9 02 Q=u -V
X v y X
T2 0 =u +v
X y
dans 1'hypothése ol les composantes du vecteur déplacement au point (x,y,z)
sont de la forme : u(x,y)elkt R v(x,y)elkt , O . Dans ces conditions, le

théoréme d'unicité s'énonce comme suit :
AL existe au plus une solution Q, ©, u, v définie dans L'extérndieur
B, d'une courbe fermée, bornge B, telle que

a) 0= 0, * 0 » =0 +Q ol @ (resp. a_ ) sont des sokutions données

du systeme et Q, , 0, satisfont aux conditions de radiation.
3@1 2 ] 891 2
lim j — - it 6, dS = 0 = lim J — - ic @ ds
Rooo or 1 Rowo or 1
C(R) C(R)

b) u=v=0 sur (B)

Dans le cas tridimensionnel, q=u (x,y,2) ekt 1'équation

B AW+ (Mp) grad div a + pk° W = O
est équivalente au systéme :
(Z) AB+ 120 =0 U= Tot § - grad ©
A+ e =0 dvd=o0

On a le théoréme d'unicité suivant :
i existe au plus une sobution ©, %, % de()) deginie dans
un domaine extérnieun B, de frontiere, une surface fermée, rnégulilre, bornée
B et telle que

-+ -> > - > . -
f=Q +qo0d Q@ , 0 solution donne de (2) et

o 1 o
+ - . ’
2y 5 9, venifient :
f 30 ¢
: 1. 2 o s Lo
lim — - 171 © dS =0 =1 +ic3
R JJ ar 1l im J |er/\rot 91 10_1| as

S(R) B “5(0,R)
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>
2) u~=0 sur B.

Démonsthation

-~

On est amené 3 établir que tout solution © , & de (] ) définie dans

(Be) » qui satisfait aux conditions de radiation précédentes et &

—_— —_—
grad ©O = rot @ sur (B)

est identiquement nulle dans (Be)
Si 1'on sépare parties réelle et imaginaire :
' h " = Py . _)" . . ~ P Pl
0= +1i 0" , 0= Q'+1iQ" (celles-ci satisfont & ( Z ) T, o étant réels);
le théoréme de GREEN, appliqué au domaine Dy limité par (B) et S(R) sphére
contenant §; a4 son intérieur, donne :

f " ' " 30!
JJ (e'g—g —o"—a-fl—)ds=“ (e'g—el;— G)"a—'?,—)ds

B S(R)

"

On obtient, pour N ’ 5) compte tenu de :

J‘ - > > { —— ——
JJJ Lﬁ'.rot rot 4" - §".rot rot 5'} av = Jf [rot Q' A Q"-Tot & A 5'].;1) ds
Dy B+S(R)
f j [Fotamer-wotand]ias=[[ [ adr -t e8] 2 as
B S(R)
Si 1'on tient compte des conditions aux limites sur (B) , et

donnent respectivement :

[ " all
v T 2n _ AN - > - I: .§_°L - " 2.9_
ff [o' Tot & o" rot &' ].n as Jf Clrw 0" 37 J as
B S(R)

- -5 f v
” |zrad o1 1 3" - gvad 0" o '5] 1 ds = ” [7ot &' 2 &n-7ot 3" 31) 2. as
B S(R)

En ajoutant ces deux derniéres égalités membre 3 membre, on obtient

) 1
J[[@v I'Ot; 5" e rot’ Ez’v} .; as = JJ’ [O' g_o - " _3_0__ ]dS
r or
S(R)
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[ " {
Jf [év.i@. - éﬁﬂ.]ds + Jf [5' A 7ot 8" - 8" A Tot ﬁ'J'Er as

or or
S(R) S(R)
= JJ rot {0 A" - @" @'}.R dS et cette dernidre intégrale est nulle d'aprég
B

le théoréme de la divergence appliqué & (Bi) en considérant des prolongements

de o0, ¢ a Bi , continliment différentiables.

On a, d'autre part

50 . 2 _|ee' . 2. 80" . 2 w 36! 30"
20 _ i) = |22 +] 22 5r om]® 4 o (om 2o _ or 2
oy ~ 310l 'ar it @ ’ s ‘ © (057 T
-> —_— > . o 2 -> - . o> 2 > — N Y
Ier A rot Q' + ic Q| = lerl\rot Q' + 10 Q'+ e Arot @" + io

+ 20[3' A Tot 8" - 8" A Tot 5‘] gr

On en déduit & l'aide de ce qui précéde que
' , 0" (resp. B . g ) satisfont aux mémes conditions de radiation que
0 (resp. ) ).
Ces derniéres conditions entrainent

1im Jf l 6"2 ds = lim {J I @"|2 4S = O = 1im fj !5"2 5 = 1im [J |§"‘2ds
» Roeo ( R R
S(R) S(R) S(R) 5(R)

et ceci entraine & 1'aide des théorémes de développement connus (RELLICH [1],

WILCOX [1] , KUPRADZE [1] ) que ©' , 0" , §' , 3" sont nuls dans (B,).




123

CHAPITRE II1

THEOREMES D'EXISTENCE

1 OPERATEURS DE NEUMANN GENERALISES

L'adjoint formel de l'opérateur L = A’ij D, Dj + k2 I s'écrit :

(1.1) | 5 = (<12 Dj‘?@j pl 3+ k2 %= TR

Si @ désigne un domaine borné, de frontidre lisse 3R , on peut écrire

»”

“[ (0.L(¥)-v.L(Q)) av = f” @or A pd ¥ -pl A, DI AT av
ij ij

1Y)
or,
(1.2) i) = Dl(‘ﬁ.Aij pd ¥) - (ot E.Aij pd F) + 0 KLY
d'ol

[[[220 av =[] gy ng o83 as- [[[ F Tagy o 90- ol G3)] av

Q of Q
de méme
. . . -
”f v.L(W) av = ” (VA5 DY w) n, ds - J{H [(Aji p* W.DY ¥)- pk“(U.V)] av
Q 1Y) Q
On a donc

Rimo@]ar = [ |n (@A, D) N-(F.A; ;b D)as - R | av
£ af : * ’ f

ol H(_ﬁ,-w;) est une forme bilinéaire dont on vérifie immédiatement gu'elle est
nulle. On obtient donec
[ > > > _ > J = _ J >
(1.3) ”J [u.L(v) v.L(u)]dV = ” [u.Aij n; DY v v'A'ij n, D u] as
N

et 1'on vérifie sans peine que

gz,

(1.4) A..n DI 3 =2y

> > >
i3 % +>\—r§div—ﬁ+u;Arot3=T(u,n),

est L'opérateun contrainte dans fa direction n .
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2) L'équation

1
&2
~—

b AU+ (A+y) grad div q+p k2 =23 (si T =

n'est pas changfe, si 1l'on introduit 2 paramétres réels o , B tels.que

a +8= A+ u , les matrices Aij s'écrivant :

A11 = Diag (a0 +B+ U, Uy U ) eoue
0 R 0
_ _ t
A12 - o] O O - A21 EY e 0
0 0 0

L'opérateur de Neumann associé s'écrit alors

>
> > > —

du > . -> ->
= + -+ +
Na,e (u,n) = (a + u) ] Bndivu+anAhrotu

A chague valeur de a,B (telle que a + B = A + u ) est associée la forme bili~
néaire.

W, g (3,v) = JIJ (p, 1. i3 05 V) av = {Jf W o(3,v) av

Q 2
En particulier
> 2 3 > z > =z - j"
W (t,u) = z (D. 4. .. D. u )+ z [3D. u.A.. D. u)+(D. U.A.. D. u)J
a,B = 1 1 "1 1553 1 1] 7 J J Ji "1
_ 2 2 : 2 ' 2 2 2
2 : 2 2
+ +
|u3,2| |u1’3l + lu3,1i

+8 [(u1,1°u2,2 Uy ooy )+ (uy geug gt ug gy ) F

(uy 5 ug 5+ ug 4 uz,z)]

. - - -
o [(u1,3 Ug g tug gy ) (uy oy oy g )t

(a3 50y 3+ Uy 5 “3,2)]
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T4 . 2 i 2 2 : 2
Wa,B\u’u)=u [|u1 ,2 + uz’—], + |u2’3 + u3’2| + |u3’1 + u1 ’3| + 2(|u1’1|

1% .

3
i 2 2 Poe 2
a2 el gl [ e s lavE® v o T
i,j=1

1,3

On peut remarquer que pour o = O {(donc B = A + u) on obtient

>
(M) Jaiv Elz + U z Iui .|2 et que Wa 8 (3,u) est définie positive si
9

J

9
p2az20(XgBs \+u).

Dans 1'étude des solutions élémentaires et des potentiels associés, on sera

~

amené & appliquer ﬁa a des vecteurs g(P,Q), P B, (ou Bi) Q € B frontiére

sB
bornée de B, et B_ .
i e
Si 1l'on désigne par KQ la normale & B en Q :

N =Uﬁm-j—+63 div. + o n. A rot

N
o,B anQ Q Q Q Q
les dérivées &tant prises au point Q .
Si 1l'on écrit Na 8 sous forme matricielle :
b
Na g = Aij n. Dj et si E(P,Q) désigne une matrice carrée de 3, symétrique,
b

on pourra définir une nouvelle matrice :

(P;Q,nQ) = Na 8 .E(P,Q) dont les vecteurs colonnes 3i s'ex~
]

. . ->
primeront en fonction de ceux e; de E par :

)

a,B

> > >
v, = NaB (e:.L

On désignera par :F?(P;Q,EQ) celle correspondent 8 a = u , B = A et par N celle

< + ( (A+2u) . -
correspondant a a = Hé%gﬁl et B = A+3233 2u (cette matrice apparaltra

bientSt), 1'opérateur correspondant étant di & BASHELEISHVILI (cité dans

KUPRADZE [2],[31).

2, On e propose d'étudiern, dans Le cas d'un milieu & 3 dimensions, des
theonmes d'existence nelatifs au problemes de Dirichlet.

Plus précisément, on considére le probléme suivant :
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soit

ﬁ .+
(2.1) uAu+ (A+y) graddiv?1+pk23=0

équivalent a

- > >
u=u, +u

1 2
(2.2) grad div 31 + T2 31 )
—— — 2 >

>
rot rot u, - o u, = 0

Le probléme de la diffraction d'ondes élastiques par un obstacle borné

1)

A

Bi de frontiére B bornée (surface de Liapounoff d'indice 8 , O < 8

. . >
revient a4 la recherche d'une solution w de telle que :
-> - -
w=u_ +u
o
~ e A s
ou uo est une solution donnée de
- -> - P .y . . .
u = u1 + u2 vérifie les conditions de radiation C.R.5
- >
w=0 sur B

L'unicité a déja été établie.

Afin d'utiliser des méthodes intégrales, il est bon de déterminer une
solution élémentaire de .

Solution élémentaire (cf. KUPRADZE [11,[21,[31 )

On recherche une matrice E(P,Q) = E(x,y,23&,n,C) telle que 1l'on sait,
au sens des distributions

2

(2.3) A;E+pk E=-6(Q) I

3

les vecteurs colonnes de E sont donc solutions de (2.,1) ou l'on prend res-

. > -> >
pectivement pour second membre, —-8(Q)x , -6(Q)y, et - 8(Q) Z .

Or, si r = PQ, on sait que [SCHWARTZ [1] ]

1 —_— P — —— ;
> > . X _

- 8(Q) x = Ap (ﬂ;; x) = grad div (ﬁ;; ) - rot rot (ﬂ;; )
d'ou il résulte que les vecteurs colonnes 21, 32, 33 de E sont de la forme,
d'aprés

>

= grad §. + rot i =1,2,3
e; = gra 5 ro wi 1= 1,2,
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(2.1 ) devient alors

2 2 >
— 2 Tt 1 3 1 — - 2» g —> X
(A+2u) grad (A 01 + 1 1\01 - 2 % T ) + u rot (A + 0" Pyt 2 rot(hﬂr) )

et 2 autres &quations obtenues en permutant circulairement et simultanément
(1,2,3) et (x,y,2).

Ces &quations admettent pour solutions particulidres

3 3 eitr -1 . —_ ei"rr -1 -
0, (PQ) = = S () 5 ¥, =~ ot | 1(1 ete...
ce qui donne
. Q1T —_ eiTI‘ N
Ly e](PQ) = rot rotp —— x - grad div x
> — — ir > — eiTI‘ >
Ly e2(PQ) = rot rot — ¥ - erad div y
L, —_— e’ior N eiTr S
by e3(PQ) = rot rot — % - grad div Z
d'ol la matrice élémentaire cherchée
E(PQ) = (ejk (PQ) )
ou
ior 2 itr itr
2 e 3 e e
4 PQ) = e .x%, = : - - =e .
ne k( Q) ®x XJ ° CskJ r Bxi ij ( r r ) ek,_] b
E est donc symétrique et 1l'on peut écrire
E(PQ) = EO(PQ) + E1(PQ) (= E(X1 ,XQ,X3;y1aY2,Y3)
ol
o o} o 1 2 2 2, 2 1
E (P = . ., = .= = - . -
O( Q) (eJk), N ek Ly i = 2 [(o ) TS Ty + (140%) ij] -
o} or
et . - . = o L= e—
ek ® 0(1) quand r - (rJ BXJ.

I1 résulte alors de (KUPRADZE [31] )

b N (P3;Quna) = (VO ° =
m NaB (P,Q,nQ) (ka) ( Neg Nu,e’ B )
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ou o _ [a §u+azfx+u2 J (+ > 3

% > > ] )
. = - Xy oo T g -
Vik o 2u{x+2p) Q% oy, ¥k By,

|-

g+a2(k+3g ol o3 ) 31
2u(a+2yu) 17k 2u(a+2u) 73 Tk BnQ r

et le choix de BASHELEISHVILI est justifié par le falt que pour les valeurs
de o , B indiquées précédemment, les ij ne comportent plus que les dérivées
normales de %-.

Plus précisément

. o _,.0
si N (P;Q,nQ) = (05 )

on a

o) 1 dr ar 3 1 0
= ———— + - )
Nk = Br(a+3n) [2“ S ¥ 300 axj] ox, on, T = Ty

Q
ol
P = (x1 ’x2’X3) 5 Q = (y1 ’y2QYB)
En outre
->
e Bsing) = N+ 1
ol les €léments de N; g sont O(1) quand r » O
]
On en déduit que, si 1'on pose :
> f >
u(p) = Jf N(P;Q,ng) P (Q) asy
B
oll ? (Q) est continue sur B ,

e ” . ~
lorsque P tend vers QQG'B . nQ normele extérieure en Q 2 B, on a,selon que

Pe s G0 ==V (e + [ mayei) D@ as,

PEB : Ee(Qo) =7 (q) + Jf N(QO;Q,HQ) D (Q) as
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o w(Q ) (resp. u (Q.) ) est la limite de u(P) lorsque P € B, , P » Q
i' %o e o i o
(resp. P € B, , P ~ Qo) .
La limite est prise au sens usuel si $ est continue ou en moyenne
d'ordre p si § est de classe pr (1gp<= ).
De fagon plus précise
si £ >0 et P = QO + £ 36 (c'est-8-dire P - Qo suivant la normale
en Qo aB)
J[ |a(p) - 2.(q )|P as, =+ 0 quand £ > 0O
B
(de méme si P — Qo ,PEBi
Si $ (Q) € éfp , on observe que
> f
|u(P)| s Jf ¢(P,Q) P (Q)IdsQ
B
ol G(P,Q) est une fonction positive telle que G(QO + £ Eo’ Q) est intégrable

par rapport 3 Q, et par rapport & Q , uniformément en £ . En utilisant 1'iné~

galité de HOLDER, on obtient :

p/Q . .
-> 'p <
[a(P)|* < ]:” G(PQ) dSQ] . [J{J a(Pa) [¥ (@) d5q :I
B B
ol 1-+ 1. 1 . On a donc :
P a
. 1 . _
|a(P)|® < Cstte. “ G(PQ) ¥ ()% asy
B
d'ou

P> > P > o)
{f |u(Qo +tlno) dSQO g Ap [[ | 9(Q) | dSQ
B B
ol Ap ne dépend que de p .

Comme @ (Q) est limite uniforme dans &fT d'une suite {$}n de
fonctions continues, si 1'on applique 3 @ - $n 1'inégalité précédente, on voit

que :
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P

jJ IG(Q + EEQ) - Gé(Q) dSQ >0 quand £ >+ 0.
B

-2+6 N
ou

(1'existence de G(PQ) résulte de la singularité en r

1'indice de la surface de Liapounov B ).

Remarque

On nappelle qu'une sungace germée, bornle de L'espace affine euclidien
de dimension 3 est dite surnface de Liapounodd s4 elle satisfadlt aux conditions
sulvantes :
1) Elle admet en tout point un plan tangent qui varie continfiment avec ce point.
2) si Q,QO sont deux points de B , P = Qo Q leur distance euclidienne, n et
n_ les normales & B en ces points, on a

(o]
Z-%, 1< co® o0<o

A
—_

ol C, 8 sont des constantes indépendantes de Q, QO .

3) Vq €sB, n normale 3 Q 3 B , 11 existe e, > O indépendant de Q tel
. >
que toute paralléle a n , intérieure au cylindre circulaire d'axe Q n de
rayon €, ne coupe qu'en un point au plus le voisinage de @ (sur B) inter-
section de ce cylindre et de B .
(cette dernidre propriété est conservée pour tout € tel que O < e < ¢)
B étant compacte, le théoréme de Borel-Lebesque affirme que l'on peut la
recouvrir par un nombre fini de tels voisinages. A chacun d'eux, on peut asso-
cier un systéme de coordonnées locales, défini comme suit :
On considére le triddre trirectangle Q 51 52 £3 , @ 53 dirigé suivant
o
Q L]
s s 2 2 2
La condition 3 permet d'affirmer que B admet, pour £y * gy < €5 la

représentation

£y =& (£, &)

les conditions 1 et 2 permettant d'affirmer que & est continliment différentiable,

ses dérivées étant continues hdlderiennes d'indice o :

£(0,0) =0 = =% (0,0) =

3
(0,0)
3 | 3E,
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- 1+a 3E » S 2 2 2.

e ot . 1
En termes actuels, B est une variété compacte, orientable, de classe C > ,

de dimension 2 .
. .. % B .
Si on suppose B d'indice 1 et (Q)Ef&; (B) , 0<pB<1etsi

P=Q +4&n
= Q n, sona

)] =o (e®)

) - 3 (e,

Ses dérivées partielles premiéres étant O (l£|6—1).

I1 suffit d'utiliser le systéme local de coordonnées, d'origine Q, en tenant

3

compte de la singularité de N(Q;P,EO) qui est o ( ) (ef. KELLOG [1]

1
r
et GUNTHER [1]).
On peut introduire des distributions de vecteurs déplacements sur (B)
Plus générales. Si a$ désigne une telle distribution, on peut définir
f > —
o = ] wesedy @
B

~ . - -~ . .
Ou l'intégrale est & interpréter comme suit :

a f{ N(P;Q,ZQ) ad f[t N(P;Q,ZQ) a.df

B B

pour tout vecteur fixé a .
En particulier, si la distribution est absolument continue par rapport

4 la mesure superficielle B de B, on a :

aPQ) = P(q) a Sq -

>
Soit alors l'opérateur intégral T

> f - >
P - TV = Jf N(Qu3Q.mg)  V(Q) asg
B

> . . P
T est complétement continu dans tout d? .

En effet, on peut approcher N(QO,Q,;Q) par un polyndme ﬁ(QO;Q,KQ) a
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coefficient matriciels de telle sorte que

N. =N -1 vérifie

| M50Q030.8) B (Q)] < 6(Q,.0) | ¥ (@)
ol ‘G(QO,Q) est une fonction positive vérifiant

[ etag asy <, [[ ota@ asa, < .
B B

Ceci étant dli & 1la valeur de 1'indice de B (ici 6 = 1 ) qul entralne pour
N (Q 3 Q,n.) d'avoir ingularité -
o 3 Qomy oir une sing en 75

N

Si %, Td indique les opérateurs analogues & T associés a N et Nd , on

sait que ¥ a une image de dimension finie et que Td a, dansé?p , une norme
inférieure a €.

En effet, si q = —— et T est donné, on a

p-1
| ” v.T, Yas| < JJ Jf Iw(Q1) .G(Q1Q). dSQ dSQ
B B B !
- 1/q -
N Q
N ” [9(Q,)] dSQ] m lTﬁkQ J
B
r q 1/q 1/p
(en passant par : “ |$(Q1) ¢(Q,Q) as, das } U G(Q1Q) as, dSQJ
"B

ce qui établit bien que T a dans éfp une norme inférieure ou égale 4 «.

d
I1 en résulte bien que T est complétement continu dansae?p en tant
que limite uniforme (en norme) d'opérateur iy complétement continus car de rang
fini.
Le probléme de Dirichlet se raméne & 1'étude de 1'équation

- >

J+rh= Y (oﬁy=——50| )

B

Toute solution de P + T = 0 est continue et virnigie une condition de
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Lipschitz d'ondne Bs 1 . Enoutre 44 Tt($) désigne L'opérateun
intégnal adjoint degini par
> > ff > >
[ 2.0 3@ asq =[] Sap ) asg
B B

et 54 df est une distrnibution de déplacements sur B telle que

JJ ['$ - TTQI]. ap = 0 pour tout ¥ continu, elle est absolu-

ment continue et sa densité B(Q) vénifie Zgakement une condition de
Lipschitz d'ordre B < 1 .
On considére une distribution de déplacements de d@ sur B telle que
[[ -] =0 V3
B
et T .

-
Puls on étudie les itérés de T : T

2)

Le noyau de T( est :

n'®) (qsm,5 ) = ff N(Q;Q1,EQ1 ) - N(aQq3R,np) dSy
B

1
(3)

celui de T

ff w(agsaimg). 170 (asr,E) sy -

B
Afin de voir leurs propriétés, il est nécessaire de donner quelques
définitions (cf. KUPRADZE [2,3 ] ) et un théoréme de GIRAUD [1,2,3]
Etant donnée F(P,Q) continue pour P # Q@ , sur tout compact K de 1l'espace

(a)

euclidien E3 , on dit qu'elle est de classe N s'1]1 existe un nombre O & a g 3

tel que

O(roc_3 } uniformément dans K et

F(P,Q)

F(P,Q) = O(Log-% ) , c constante, si a =3 .

Bien entendu, si o > 3, F est continu pour tout P,Q .
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Or, si B est une surface de Liapounov d'indice 1, on a vu que

N(QO;Q,KQ) était de classe N(g) .

Sur la composition de ces noyaux,on a le théoréme de GIRAUD suivant :

(a) , N(B)

si F1(P,Q) . F2(P,Q) sont de classe N respectivement

F, (P,Q) = ” F.(P,R).F,(R,Q) as,
B

(a+8-1)

et de classe N B.

2) (3) (3) L)

I1 en résulte que N( est de classe N et N de classe N( c'est-

(3)

d-dire que le noyau de T est continu en Q et R (il applique les vecteurs en
Q sur les vecteurs en R).
En outre si 1'on considére
2(3) (3 %
3 (@) = | v @ samg) i@
B
~ " ~ . :

oi D est une mesure sur B & valeurs vectorielles (dans un espace vectoriel
euclidien de dimension 3) , cette expression est parfaitement définie en tant

qu'intégrale et c' est un vecteur défini sur B , fonction continue de Qo .

Si 1'on écrit alors, ce qui est permis;

” [?ﬁ-’cﬁf)@)].? 0 = ” [1-’%,0}0[1 + T4 Tég)_ (). 39

on en déduit
[[@-2m] @ =[] 5.0 [[ 3.8 @hagg = o
B B B

pour tout $ . I1 en résulte bien que la mesure d$ est absolument continue et

. . . >(3) , >
que sa densité est la fonction continue T (dw) .

, 1 -
Par ailleurs, N(QO;Q,KQ) étant de l'ordre de —=—= au volsinage de

QQ

o
- + 3
Qo (ou Q) il résulte d'un autre théoréme de GIRAUD que, si P(Q) est continue

sur B : T (m) est lipschitzienne sur B de constante g < 1 .
> . . . P -
a) S&L ke champ  u(P) engendne pan une distribution de déplacements ¢  sur B

s'annule identiquement dans B, alons O  est identiquement nutle.
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b) SL pour une distrnibution 3, Ge(Qo ) =03 alons Le champ qu'elle engendre
s'annule Lidentiquement dans (Be)

Soit E(P) = Jf N(P;Q,ZQ) d@ et tel que E(P) =0, (P E Bi)

B
pour P € Bi .

Pour un champ $ (Q') continu sur B arbitrairement donné, 1'intégrale

-

” _&(Q')-UJ{ N(Q' - £ EQ, ; Q,EQ) du?:l aSg,
B B

est nulle pour £ >0 suffisamment petit. Si 1'on échange 1l'ordre des intégrations
: . P . f - > -
et si 1'on fait tendre £ vers zéro, on obtient J w—Tt(w) .ayP pour
. . . -+
tout champ $ continu sur B . Il en résulte que la distribution dy est abso-
lument continue et que sa densité est continue lipschitzienne d'ordre arbitraire
B <1 .
Si 1'on considére le champ u(P) engendré par la distribution précédente

il est nul dans Bi , ainsi que

ﬁ(ﬁ,ﬁo)(P) (ol ﬁ(.,;) est 1l'opérateur de Basheleishvili). Or il

résulte de [ KUPRADZE [1] J que

ﬁ(ﬁ (QO + £ Ko),no) - ﬁ(ﬁ(Qo— Eﬁo), Ko) - 0 avec £

-
Par conséquent ﬁ(u(P),EO) tend vers zéro quand £ >+ 0 o P=Q + £ ng >

-~

Q € B . On est donc amené 3 établir que

’
b

Au + k2 U= 0 dans Be'plus C.R.5

> > >
et N (u,n)=0 sur B

. ->
entraine u=z 0 dans Be .

Ceci peut s'établir en remarquant que

>, > > —>|2

C.R.5 = 1lim fj |IN(u,e ) - iV
R—)oo r
S(R)

ds =0

et en écrivant le théoréme de 1'énergie sous la forme
>
4 . =_” TG 2.0
S W, g E) N(U,n).5¢ ds
dt »
B+SR
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puis en utilisant la méme démonstration que celle du théoréme d'unicité
(correspondant & o =p , B =21 ).

Ceci &tant, puisque la densité P(Q) de 4y est égale &

<% [Ge(Q) - Gi(Q}] , elle est identiquement nulle, ce qui prouve a).

e . . . 1
Pour éteblir b), on suppose qu'il existe J Q) € o& (B) telle que
Ee(Qo) =0 , 14 Qo € B . Il en résulte, d'aprés un résultat précédent, que v
> . . -~
est continu au sens de H8lder pour tout O < B< 1 . Comme u(P) satisfait &

>
(C.R.5) , on a vu que u était identiquement nul dans Be .

THEOREMES D'APPROXIMATION
Soit 8’(B) 1l'espace de Banach des champs de vecteurs continus sur (B)
muni de la norme

= SUP | WQ) |
QEB

puis M 1le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs de la forme

>

“1(P3Q,5,) @

ol P € B; , Q €Bet a vecteur constant quelconque.
Pour P et a donnés, c'est un champ de vecteurs continus, autrement dit M
est un sous—espace vectoriel de 8 (B).

Si M &tait strictement contenu dans € (B), d'aprés le théoréme
de Hahn-Banach, il existerait une forme linéaire continue non identiquement
nulle sur € (B) et nulle sur M . Mais alors, d'aprés un théoréme de F. RIESZ,
cette forme linéaire s'exprimerait comme intégrale de

par rapport & certaine mesure d@ sur B . On aurait donc

-> f > - g
a. J N(P,Q,nQ) day pour tout P € Bi et tout vecteur constant a
B

Ceci impliquerait,

f >
JJ N(P,Q,nQ) d@ =0 pour tout P € Bi qui entrainerait & son tour
B
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la nullité de d@ , ce qui contredirait 1'hypothése. Par conséquent M est

identique & @ (B).

>

En d'autres termes, 44 tN(P;Q,nQ) a ost appele un dipofe en P ,
tout champ de vectewrs continus sunr B peut ethe approch? undformiment par
Le champ d'une collection finie de dipofes dans B .

On peut méme poursuivre ce genre de raisonnement (classique) un peu plus
loin dans 1'hypothése (un peu plus générale) ol B, est connexe, B, étant la
réunion d'un nombre fini de régions bornées, la frontiére B (commune & B; et Be)
étant formée d'un nombre fini de surfaces fermées de Liapounoff d'indice 1,
disjointes.

On considére alors les champs (ainsi que leurs dérivées par rapport

aux coordonnées des Pk

t

N (Py3Qi0g) s (5 = 1,2,3; Q€ B)

Q

les P, étant donnés tels qu'il y en ait un dans chaque composante connexe de

k

> > > . c .. .
Bi,a1,a2,a3 €tant trois vecteurs constants linéairement indépendants.

I1 est important de remarquer que ces champs sont des fonctions analy-

tiques des coordonnées de Pk .

Le sous-espace vectoriel de @?(B) qu'ils engendrent est nécessairement

identique a @7(B), sinon d'aprés le raisonnement précédent il existerait une

—
mesure dy telle que le champ

f

” N(P;Q,np) ad
B

s'annulerait, ainsi que toutes ses dérivées, aux points P, . Or ce champ est une

k

fonction analytique des coordonnées de P € Eﬁ . Par prolongement analytique, il
est nul pour tout P € B, et ceci implique comme précédemment aJ =0 d'od
contradiction.

Si on les appelle des muwltipiles de sources P, on a montré que

k

etant donne un ensemble de points P, , un dans chaque composante connexc

k
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de B, , Al existe des multipdles ayant Leurd sources aux poLnts P ; tels que
Les champs qu'ils engendrent sur B approchent tout § € ¢ (B) d'aussi

nes que L'on veut en noame.
1o q

THEOREMES D'EXISTENCE

. &1 -> >
Soit l'espace de Banach des v(Q) tels que ||v| ]1 < w

M ” | T | as
B

~ . . P 51 -5 >
et 1l'opérateur linéaire défini sur 2 . pEL D+ T Y
< . o@ . .
Comme T est complétement continu dans , son image (.7) est fermée et de
codimension finie.
D'aprés les théorémes d'approximation, il existe des dipoles de sources
appartenant a B. ou des multipSles de sources Py (une dans chaque composante

-
connexe de Bi ) dont les champs associés hn(P) sont linéairement indépendants

" (modulo »7) et qui, avec :7 , engendrent 08)1 . Si 1'on considére des formes

linéaires continues I‘m sur o&,ﬂ , s'annulant sur J et telles que

> . .
Km (hn) =8 » il est manifeste que le vecteur

Y'= 3 -) (Y) n appartient & :7
n n
et que, par conséquent, il existe Tﬁ tel que
PrT® = 3
Dans ces conditions
; = _xﬁ + () + Y f,n(y) Kn ce qui implique

Y) h_(P) + J'f N(P;Q,;Q) ¥ ds  1a propriété
B

jf 'E(Qﬁﬂ_ﬁQ) - ?(Q) t clSQ > 0 avec £ .
B

Ceci implique l'existence dans le cas 7 (Q) € o%m . Comme les espaces

\”ﬁpﬁ <p<o) et &(B) sont des sous-espaces vectoriels de ;&1 , l'existence
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pour ; appartenant & 1'un d'eux sera &tablie si 1'on peut montrer que cela
entraine que ¥ (Q) leur appartient également et que ﬁ(Q +u@E§ ) tend vers

? (Q) pour les normes correspondantes.

si vy (Q) €XP ou y € E(B)

@ + T(@) = ; —z Zn(y) Kn = ;' y est aussi. Il en résulte que

RS SRR SN CI I LN B Y

Or les trois premiers termes du second membre appartiennent 3 lé?p

(ou & £(B) )
et le dernier, comme on l'a vu, est une fonction continue. Par conséquent
$(Q) € géf'p ou %’(B) et il s'en suit que
Himq+z%>—Wm|PﬁQ+o siyeofP
B

e

ou Iﬁ(Q+£ZQ) -y Q)] - 0 avec si vy € 8 (B)
On a donc &tabli le

THEOREME D'EXISTENCE
Soit  Y(Q) un champ donné sun B tel que

1/p
il [ J[ 17(Q)] dSQ:l < i iaie
P B
1€ existe un champ unique a(P) veniiant Kx T+k° V=0 dans B, et tel que
- - -> P .
f[ |u(q +£nQ) - y(Q)| dSQ + 0 avec £

B
Ce champ est La somme d'un champ engendrné par une distnibution 9(Q) eoéfp

et des champs engendnés comme il a &t dit dans Les théondmes d' approximation.

Remarques :
1) 8¢ ¥ (Q) =U'(Q) oa  u'(Q) est un champ de déplacements de
classe ¢ dans B, U B Le champ U tel que u(Q) =7y (Q) dont

L'existence a eté etablie coincide avee u'(P) . C'est une conséquence du
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théoneme d'undicite puisque dans ce cas 7 est continue.
2) Les théonemes d'unicité défa etablis ne s'appliquent pas au cas

du thioneme d'existence précident olt Les données a La grontierne sont dans q&”

. >
Soit donc u tel que
” |3(Q + A EQ) | asy ~ 0 quand £ > 0
B
Or, pour £ suffisamment petit, BZ = {Q +£1;Q , @ € B} est une surface

fermée de Liapounov d'indice 1. Pour une telle surface, on désignera par TZ
1l'opérateur T  correspondant.
En identifiant Q + £ KQ et Q on définit T@ et T sur le
méme domaine. On voit alors aisément que IITK - T||] =+ O avec £ pour la norme
2 .o Af1
des opérateurs linéaires sur .
ﬁn(P) désignant les champs de dipSles et de multipdles du théoréme
>
d'existence, on notera 'ﬁn(ﬂ) les fonctions hn(Q + £ nQ).
désignera 1'image de @ + T(%)
> N > NV
Comme hn(ﬂ) + h quant £ > O et que les h ~ sont linéaire-

v

ment indépendant (mod. il en est de méme des Kn(ﬂ) pour £ suffisamment

n
)

. . - . s . 1 .

petit. Soient alors g (0) des formes linéaires continues sur 08’ s, s'annulant

r g

sur :7 et telle que

On pose enfin

L) =a(Q+ £ 1y

Q

N noyau de T+T (P et M un sous-espace vectoriel fermé deéﬁ~1
supplémentaire de N .
Si 1'on pose
P(P) =10~ ) f (¥).h_(£) l'image de P, est Jf et P, tend vers
2 mé n ya £

PP =¥ -7 1P h, quand £ >0 .




141

Par conséquent l'image de PI, + PZ T[_ est contenue dans 7‘ et
|[P£+P£ TK—(P+PT)||—>Oavec 2.
Or la restriction de P + PT & M est une bijection linéaire de M sur 7
et d'aprés un théoréme de Banach, il admet un inverse continu de 7 sur M
Pour £ suffisamment petit, Pﬂ + P»@ T[, a un inverse continu de \7 sur M et

de norme bornée en £

Comme P, (:y) (£) )65 et H—y> (E)H1 — O quand £ - 0O ,
il existe $ (£) € M tel que

P, [F(0)] + 2, m,[F ()] =p, [V (W]=7 (@) - [ £, GO B (£)
et ||$(£)|]1 + 0 quand £ ~ O .

Si 1'on pose alors

alors P, (g2)] =¢g) -7 £0 [e2)] B (0) et [|E (|, » 0 avect
On en déduit : y (L) = ) £ Y(e) - E(K)] _ﬁn(ﬂ) +J () +T [Ilj (ﬂ)]
et 1'on a représente  u(P) par
> > > > f > -5
W) = § o, [ -2 18,0+ [ amsed)) 3 e 6
BE

pour P extérieur & By .
-> -> -> [ P
Or les normes de vy (£) , ¥ (£) , g(£) ~ 0 avec £ d'oll il résulte
>

que u(P) = O dans B, -

Cecl établit 1l'unicité.

On peut encore &tablir le résultat suivant :

. > . - >y

54 {v,(Q)}  est une suite telle que ||ym -vll; - o0 quand
m >~ , Les champs conrespondants U (P) et Reuns dérivées tendent vers
> S, , - . . ‘
u(P) et Les denivies correspondantes, undfoamément a L'exténiewr de toute

B
suwrgace 0

On suppose que ” 7. (Q) - 7 (Q) | dSQ > 0 quand m > ®
B .




1ho

On veut montrer que les champs correspondants am(P) et U(P) définis par

ff Iam(Q + £ ;Q) - ?m(Q)I dSQ + 0 avec £ (ainsi que u )
B

sont tels que les am(P) et leurs dérivées convergent vers E(P) et les dérivées
correspondantes, uniformément & l'extérieur de toute BI. .

On sait que 3m(P) est engendré par un champ :ﬁm sur B vérifiant

> - - >
+ +
Ym) h Qm T (

> >

Yy = L T 9,)

= > .. . . y

Corme ¢+ T (Eﬁ) est une biJection continue du sous-espace M sur et que

>

- fm(ym) Km e -7 , 81 1'on impose & fﬁm(Q) la condition d'appartenir 3 M ,

(Q) convergera vers un _\ﬁ (Q) tel que :

<
E&J'g +

brr @) =y- [£(H .

On a done

N(P;Q,KQ) ¥

u(p) = LN(P;Q,ZQ) P (Q) as,

(Q) - ? (Q)| dSQ+ 0 quand m >,

. fl

B
En dérivant sous le signe d'intégration on obtient le résultat sur les dérivées.

v
B‘&

Développement du champ 2lastique en sénie de multipiles
On considére & nouveau les champs (ainsi que leurs dérivées)
u;5(B) = "N(PRAY) By (5= 1,2,3 5 B, €5))
introduits dans le théoréme d'approximation. D'aprés celui-ci ils engendrent
1'espace des -y) tels que ||_Y)| [L, <o en ce sens que le plus petit sous-espace
fermé de &?2 les contenant est xQ lui-méme.
On peut donc les normaliser et en déduire une suite _ﬁ;(P) telle que

Q), Q € B soit un systéme orthonormal complet de champs de vecteurs sur B,

Alors étant donné ? euzg on voit que
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@ 5 e =] ¥ @@ s
B

Q

> ©
Y (Q) = ; c u
ol la série converge vers ; (Q) au sens de 452 .

D'aprds les résultats précédents, on voit que la série

= > -
) c, un(P) converge vers le champ u(P) tel que
1

2
ff |G + £ny) - ¥ (@)]° as, » o©
Q Q
B
uniformément & une distance positive de B . En outre, ces séries peuvent &tre
dérivées indéfiniment terme & terme.

Ce qui résout le probléme aux limites pour '; (Q)éo%ﬂg .

3. SECONDE DEMUNSTRATION DU THEOREME D'EXISTENCE
3.1 - Preliminaines

On cherche la solution sous la forme

(3.1) Ue) =[] wsdy) ¥ @ asg
B
ol $ (Q) est continue sur B .

Dans le cas du probléme de Dirichlet extérieur cela méne au systéme

intégral :

o~ [ >\ >
(0,) D@, + || wagaiy V@) asg =¥ ()
B
C'est un systéme intégral du type de FREDHOLM compte tenu de la singularité

—-2+8
r

en du noyau. Le systéme homogéne adjoint s'écrit :

e 0

(>, )° D (- [ *ntagary) ¥ (@ asy =9

Or, on peut vérifier que les vecteurs colonnes de

> > > > > > > > > >, >
N(e1,n).x1 . N(e1,n).x2 , N(e1,n) Xg

- >, > >
N(E,Qh) - 13,005, , 1G5, §3,8 %,
>, > > > >, > > e S

N(e3,n).x1 . N(e3,n).x2 . N(e3,n) Xq
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“ >
vérifient A G+ k° 4 =0  dans B, et B, (KUPRADZE 1 p.105-106)
. de
ES > > > . > -> —
: = -_— + +
(noter que dans (De)O : N(ei,no) (otn) oy Bn dive, +a n A rote, ,
les dérivées étant prises en P ).
I1 en résulte que si 1l'on pose :
‘ >
(3.2) v(p) = U E(PQ) ¥ (Q) asg
% B
(De)O est associé au probléme aux limites suivant :
% >
AT+ kST =0 dans B,
>
N, (Von) = 0 sur B

On utilisera la formule de Betti généralisée

[ @a -2 "0 w = [[AGH - 33@D ]

oB

- . 3 * -
(B domaine borné de frontidre régulidre 3B , de normale n extérieure)

3.2 - Demonstration du théonéme d'existence

On va étudier les relations existant entre (&) et (V) espaces vectoriels
sur C , de méme dimension finie, des solutions de (De)O et (De);

Compte tenu de (3.1 ) et (3.2)

> >
$ € o — ﬁe =0 done uszoO dans (Be)

+ - . . . . ~” . od .
(en effet, u(P) vérifie les conditions de radiation compte tenu de la définition

- . . E 2 > > . -
de N(P;Q,nQ) et 1'équation A u + k~ u = O dans Be ) . Ceci entraine alors

> >
Ne(ﬁ,ﬁ) = 0 sur (B) tandis que Gi =2 $ . On a aussi
->
v € v— N’i(%?,h’) =0 soit ﬁe('J,E) =27 .

Si 1l'on applique alors la formule de Betti au domaine Bi et aux fonctions

-> e e >

v(P) définie par (3.2 ) et ej(PQ) vecteur colonne de E(PQ) avec P E'Be , on
obtient, compte tenu de ﬁi($,§) =0,

> > > >
[f N(ej,n).v(Q) dSQ =0, P € B
B

e
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soit

e

-> ->
” N(P;Q,nQ) v(Q) dSQ =0 |, P E€EB
B

en faisant alors tendre P vers (B) on en dédduit que Q) € ¢

L'application M : ¥ (Q) - ?’r(Qo) = ” E(Q, @) v (Q) ds, est une application

linéaire de ¥ dans ¢ . B

Lemme 1
L'application M est bijective.

® et ¥ étant de méme dimension finie, il suffit de vérifier qu'elle

.. . N . > _ 2 a e
est bijective, & savoir que M § = O entraine | = O .

> >
or My =0 dquivaut & V(P) = O dans B, en vertu des théoremes

d'unicité du chapitre I, ce qui entraine

> > > _) 5 >
Le!nme. 2 (),{: ¢ ‘ Rl ¢ e [

Cela s'obtient aisément en appliquant la formule de Betti dans les mémes
conditions que précédemment & z(P) et E(PQ) puis ;(Q) et E(PQ) . On en
déduit que

” PQ)vQ)dS =0 , P E B

> B ->
ce qui entralne v(Q) € ¢ c'est-d-dire My =¢ € o

(si 1'on choisi ¥ tel que P =M v

Lemme 3
-> > .,
Powr € ¥  ona, Im(Y, M) 30 , £'¢galité n'ayant Lieu que
pour § =
On pose

> > > >
(b,50,) = ” Uyeb, ds .
B
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Etant donné $ € VY on applique la formule de Betti a D
> > 2, Z > > > f 5> 2 5 :—>-»—>
[v (Q).N (v,n.) - v(Q).N (v,n )J ds = [$.N(v,e ) - v.N(v,e_ )| as .
e e Q e Q
B S(R)
Le premier membre n'est autre que :
> — —_—
2(9.M) - $.Mp ) = - bi In (M)

D'autre part, comue

>
> > dv . - . > . -> . > -
= — - - ioc - +
N(v,er) (o + 1) ( o T v, - io v2) + B (er div v, - it v1)
+ale. NTobt v +iov.) +it (A +20) V. +iouv
a(er rot v, 10w, it ( w)ovy louv,
. -> P .
on voit que v  vérifie :
lim H [W(v,e,) - i(x + 2u)v, - io u v, =0,
Comme -L4i Im($,M$) est indépendant de R on obtient done
> > = > -> ->
2 Im(y,My) = 1lim ff Re(W.V) dS ol w=()+2u) T vyt oV, .
Or d'aprés le corollaire 1 du théoréme de développement
‘_*;_,)_[()\+2)eitr 1 > . eiOI‘ (bz_) +b3_) )]
W.V = 1 Ta e, tuo = o o o .
-itr -1 - -itr o -3 > O -3
. - o &t T3 (boee+boe‘p)]+V,IV|=O(R )
1 2.2 3,2
o] B2 32,
=(A+2u) 1— +uo S +V
R R
done
> [ 1,2 2 2
2 Im (Y,M) = IJ [}4'2u) T |aO |“+u o (Ibil +lbil ] sinededd=x0
s(1)
4 s . . . 1 2 3 . a > g
I1 y a égalité si, et seulement si a,=b =b’ =0 ce qui entraine v(P) = 0
o
dans (Be) d'aprés le chapitre I et par conséquent v =0 .

Soit alors {$i} une base de (Y) , {@i =N $i} la base correspondante de
(¢) .
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La matrice d'éléments Cip = ($i, M $k) est appelée matrice de capacité.

On a :

Lemme 4 : La matrnice de capacité est symétrique.

Si 1l'on pose

on voit que

r
R)
[ R ) s 3000 GG 3 s 20 4
S(R)
v || [300 30D _303) 58] g
S(R)

la premidre intégrale tend vers zéro avec 1/R en vertu des conditions de radiation
et 1l'intégrand de la seconde est O(R_3) comme on le voit immédiatement & l'aide

du théoréme de développement.

Lemme 5 : La matrice de capacité est non Ainguliéné.

Sinon 1l existerait

vV #0€v t.q. (=0 Vieo

En particulier d'aprés les lemmes 1 et 2, on aurait

"
o}

($,M$) =0 done ¥ d'aprés le lemme 3.

Cette derniére propriété permet d'établir 1l'existence de solutions pour le probléme
initial : en effet, ? étant donné continu sur B , il existe un et un seul

s

V€ 9 tel que

(-9 ,v)=0 VI €V
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“ - > .
Le systéme (De) de second membre y — ¥ admet donc des solutions ¥ (Q).

Soit alors $" unique tel que :

Dans ces conditions

u(p) = ” N(P;Q,ZQ)$ (@) asy + ” E(PQ) ¥ (Q) asg,
B B

Théoneme d'existence :

12 existe une et une seule solution de

s 2 >

AT U+ kS U=0  dans B, (et C.R.5)

prenant sun B des valewrs continues données.

4, TROISIEME DEMONSTRATION DU THEOREME D'EXISTENCE

4,1-Comme on 1l'a indiqué dans 1'introduction, la solution est recherchée sous

la forme
(k1) u(p) = ” N(P;Q;n ) J (Q) dS ”( E(PQ) ¥ (Q) d Q
B B
et l'on cherche & déterminer 19 continu sur B et m continu dans Bi U B de

telle sorte que :
(1)

-
“(3i) AU+ (kK +ieg)u=0  dans B,

-
Y sur B

=
]

ol g est une fonction numérique continue h8ldérienne, positive dans B. et
nulle sur B
.. P 2
On supposera ici que B est une surface fermée bornée de classe C

clest—-a-dire

Lemme 4,1: 1L existe deux membres positifs a et M tels que :
pour tout point Q  de B AL existe un repere cartésien d'onigine Q,
Q ¥y 95 V3 par napport auquel La partie de B , intérnieure & La boule

de centre Q et de nayon a , est nepnésentée pan :
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vy = £yysv,) o £ est de classe C°
£(0,0) = £ (0,0) =f_ (0,0) =f _ (0,0) =0
Y T2 Y192
et vénigie Les inegalites
2
(4.2) £y, »y,) & My + yg)
2 2 2 .2
(4.3) fy1(y1,y2) + fyz(y1,y2) s M (y] + )
-> -
(b.k) [n(@) - n(Q )| s M.qQ
ol - > ->
R - fy].(y’] ,yg) e1 = fy2 (Y1 ’y2) 62 + e3
(k.5) n(Q) =

2 | 2 /2
[:1 + fy1 (y,575) + fyg(y1,y2)J

Si 1'on désigne par B(S§) = {Q + ¢ K(Q); Q € B} une surface paralléle & .
La comrespondance Q — Q + 6 n(Q)  sera biunivoque 84 |8] < Min ( -% R -l-;-l)
ol O <k <1
+87n(Q =Qq, + &n(q,) entral =
Q1 § n(Q1 = Q2 § n Q2 entraine Q1 Q2

Or 1'égalité Q + 8 K(Q1) =Q, + 38 Z(Qg) donne

Q9 = |§]. 31-E2| £ 26 et d'autre part pour Q,Q; < a

s, On a

o

]31—32| s M.Q,Q, . Autrement dit, si |s| <
Qi s M. 18] Q,Q, qui entraine QQ, =0 si M.|68}< 1

B est alors de classe C1 .
D'autre part, compte tenu des singularités de E(PQ) et de N(P,Q,KQ) on
a les propriétés classiques suivantes:

Si 1'on pose

U(P) ff E(PQ) P (Q) as
B

<4
d
L}

[ S

W) = [ f E(PQ) T (Q) a5
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Lemme 4.2: Si § est continu sur B, U L£'est dans tout L'espace. En outrne ik
possede des dérnivées cononmales intérnieure et extinieure négulidres (c'est-a-
dine  N(T (Q+£EQ);3Q ) admet des Limites selon que £ <0 ou £>0 tend

vens zéno; ces Limites sont notées _N>i et ﬁe ) et £L'on a poun Q, € B

v

-y
Ne(

(),%,) = ¥ (a) + fL N(Q:qy.7,) B (@) as,

¥

N. (U (Q.),n)

1 e} [e]

-¥(a,) + ” N(Q,3Q.nq) ¥ () asy
B

Lemme 4,3: Si U est continue héldérienne sur B , U est de classe ¢!

dans BeUB et BiUB.

Lemme 4.4: S{ ¥  est continue sur B » On a pour tout Q € B

= > t . -
¥ (a) =¥ (q) + fL N(QgsR.mg) ¥ (@) asg
> _ t. A >
7;(0) = ¥ (e + [ maak) ¥ (@ as,
B
et
V dans B j?l’ dans B.
I e > 1
v, = v, =
V, suwr B lif’i sur B

sont nespectivement continus dans BLUB et B.U B

>

Lemme 4.5: Poun P continusur B , T , V et ” N(Q;QQ,—EQ )V (Q) dSq
: (0]

[s9}

sont uniformément continues au sens de HoRdern sun B~ , et 84 9 est continu
au sens de Holkder sur B, ces tnodis champs de vectewrs sont difgerentiables

sun B Reuns dérndivées premilrnes étant continues au dens de Holdexr.

Lerme 4.6: S{ ¥ est continu dans B, UB, W estdifferentiable dans tout

L'espace, ses dérnivies premilres etant continues au sens de Hétder.
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Lermed.?: Si ¥ est continu dans B, U B , continu au sens de HGtder dans

B, , W est de classe C° dans B, ety virifde :

Al PR U

Preuve du Lemme 4 7:

On a évidemment A" W + k2 W=0 dans B, -
Lorsque PE B, ,onale résultat suivant :

Soit ¥ bornée et Ln‘,tégmbﬂe dans B, . W ainsi que ses dénivées
premieres sont continus partout, Les dénivées 4'obtenant par dérndivation sous Le

signe d'intégration.

Si enoutre § est de classe ¢’ par morceaux dans B, Les
dénivées secondes de W existent et sont continues dans Bi et
A W+E W =-T (P)

Afin d'établir la premiére partie de ce résultat préliminaire, on con-

sidére le potentiel

iy ) = [[[ B 20 ¥ (@ as

B.
1

ol Eg (r) différe de E(r) , solution élémentaire, dans une sphére de centre P

et de rayon 6 .

Comme

E(PQ)= ....._.1.___._)_ [(A+3u) I3 + (A+u)| 'rj rk| I] % + E1(PQ)

Bru(A+2u

ol E1(PQ) est réguliére pour r = PQ = 0 , on pose
O#3) I 1o (3= 22 ) + 2'(r) <8/
Wt 3% 52 r rso/s
8ru (W+20)E (r) { | (\#3u) I, + (a+w)||r.r, || {2E=8) = l—(3-£2—>+E1< )36/, 5158
s H)ods HILIE 3Ty s 2| 28 52 F)30/p TS
E(r) pour r > §

qui est continliment différentiable dans Bi et surtout en P .
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De 1'inégalité

5
|Ws=l < f” |E-Egl-1(Q)| asq by [ B (r) + E(r)] x° ar = b n MK 6°

rgé

->
ou M= SUP|$| , 11 suit que {ﬁd} converge uniformément, pour tout P , vers W

-
quand 8 > O . Donc W est uniformément continu.

La différentiabilité de Eé(r) = E; (x-¢, y=n, t-C) se transporte également 3 W .

oW [T
S I
ox - ) x v (Q) asy .

En effet

Soit alors

X (P) = ffi gE(r) U (a) asg

qui est convergente et résulte de W(P) par dérivation sous le signe somme,

On a
aﬁé R 8 ; 5
5% " X| shmM J P (EG—EO) r~ ar
0
~ X rr 1
ou ( ! (A+3n) 13-(- ——31 ) + -—gz r g %
8mu(A+2yu) J
3E 358 om]
8 _o, _(r) s
% \ 5% | ox > srssd
3E
9x rx$
.
d'od
1 2
-%; (E -E){ < S — (A+3u) I, £§-+ 2 111 1 .%3-(3 - 3%; )
8ru(A+2u) $ 8 111 8
—5)p3 |
+ (}\4_“) I Q%S_LL +
3
§ -
: 111 !
+ = | (A+3u I3+ (A+u) 111 5
8ru(a+2u) 111 r
1 3 111
+ > (A+u) 111 = D(r)
Bmu(a+2u) T 111 |
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§
et l'1ntegrale f D(r) r° dr = K1 S

0
h7TM K, 6§ tend uniformément vers zéro avec § , d'ol il

donc

1t X (P) =
résulte que ¥ = ax
On ne peut &tablir la continuité des dérivées secondes de sans hypoth@ses

supplémentaire sur $ .

Cependant si $ est de classe C1 on peut écrire :

W (p) = ”L E w7 @asy=- [[[EZD 3§ @ as,

. i
- ﬁ BT (@ n, asg + [[[ mr) T, vy
B B

ol 1= (n1,n2,n3) est la normale extérieure & B .
Compte tenu de la preuve de la 1ére partie, on peut différentier ces

intégrales sous le signe d'intégration et obtenir ainsi des expressions continues

2~
AW _ JE > 3E(r) ~»
e[ i@+ ] B3 @ ay, .
B B;

La seconde intégrale peut s'écrire

m & [ -3e)], aaoa

B.
1

d'oll (puisque ¥(Q) - $(P) = 0(PQ) quand r =PQ > O ) d'aprds intégration

par parties :
” ag}({r}- (¥(Q) - ¥(P) n, as, - ”f aagai) [$(0-3) ] 2 an az

B i
On a donc :

> > [ 2 -> -
W (P) =~ [H n, -g% (r) dSQ]w(P) + J” -B—Eé—li [W(Q) - w(P)] d¢ dn dg

B B, %%
1
De méme
W_(p) =- ” -g—ﬁ- ¥(@)ny asy + m—aﬁ ¥ dE dn dg
B B
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La seconde intégrale s'écrit encore

[[[ 20w -3, e o a=[[ 2 G@ -7 m, sy

. B
1
3
ok > >
+ m s 0@ -] e an o«
B.
1
d'ou
o > 82E >
W (e) = - (H 0, dsQ,) o)+ [ 22 G - ) av
B B.
1
et _
3
Wb W+ (M) grad aiv W o+ x5 W = - ” (22 3(B) + () § % G %—WP)MSGJ
* i=1 i
B

R m(uw + () grad div B). (3(Q)-3(p) ) av
B.

1 3
= lim wE )+ () T X (R.E. 3(P) :l ds
=0 on TN

s(P,e)

(formule de Betti appliquée a B, - S(P,e) ).

Dans cette derniére limite, seule la partie singuliére EO de E donne
une limite non nulle et en passant en coordonnées sphériques de centre P on
obtient —$(P) .

Utilisant alors le fait bien connu que toute fonction $ continue au
sens de HSlder darms B, peut 8tre uniformément approchée par des fonctions $n
différentiables et satisfaisant 3 une condition de HSlder de méme exposant, la
derniére forme de ﬁxx (qui ne contient plws de dérivées de ¥ ) appliquée &

$ - $n montre que WV oa éncore des dérivées secondes continues et vérifie

encore :

AY W+ k We=-7 dans B, .
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4.2- Equations_intégnakes du probleme

Les conditions (i) et (ii) donnent aisément compte tenu des lemmes
précédents
. t . -> [ | > >
(h6) May) + [ Ftasaiy) Ba) asg - [[[ata@) @) avg = 7 @) q, € 2

B B;
> - f >
(4.7) MP)=iggw)fL mpmgh)ﬁm)aqz»iegpﬁhaQ>mq)mb -0
B

i
équatiors qui donnent le systdme intégral cherché.

On peut remarquer que

(4.8) V=3B, -5 s s
(4.9) T=Fd+x®T  amns B,

Réciproquement, toute golution (iﬁ,ﬁj) continue du systéme (4.6) , (L4,7) donne
par l'intermédiaire de (4.1) une solution 2 du probléme

>3 2 >
A u+k u=20 dans Be

> ->
u=v sur B

> ” . . - . » -
u verifie les conditions de radiation C.R.5,

+.5- Etude du systlme Antigral

On va montrer que le systéme (4.6), (4,7) a une sqlution unique
> > .
(v‘ﬁ,dﬂ pour Yy continu et tout k # 0 tel que Im k %0 ,
On ve utiliser la méthode des opérateurs complétement continus dans les
espaces de Banach.,
On utilisera les espaces de Banach suivants :

(1) 1'espace B, des champs de vecteurs continus sur B , ¥(Q) muni de la norme

1] 9 |] =sup |D (Q]
Q€B




156

(2) 1l'espace B, des champs de vecteurs $(Q) définis dans B, admettant un
prolongement continu & B muni de la norme :

b, = s 9]
Q€ B.

(3) L'espace de Banach B = B, x B, muni de la norme
@01 =911, + 11311,

Le fait que Bis B2 s B soient complets est classique.
Le systéme intégral peut s'écrire
(9,9) + k(3,9) = (¥,0)
ol K est un opérateur linéaire de B dans lui-méme.
K - est composé de quatre opérateurs intégraux apparaissant dans les
équations (4,6) et (4.7)
On peut &crire

K(B,0) = (K, B+ Kpp ¥ 5 Ky DH Ky, )

ou
K, 9(Q) = Ii N(Q,3Q.0,) ¥(a) asy q, € B
K, #(Q) = - ”fE(QOQ) (e) avy Q, € B
B.
1
Ky, 9(P) = ieg(P) fi N(P;Q,KQ) #(a) as, PEB,

Kp B(P) =-1icg(P) f” E(PQ) $(Q) v, PEB
i
Manifestement tout opérateur Kij est un opérateur linéaire de Bj dans B, .

Lemme 4.8: L'opérateur X est un endomorphisme compliiement continy de B = B | % By
Démonstratign :

T1 suffit de montrer que chaque Kij est un opérateur linfaire complé-

tement continu,
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a) Pour K,

On décompose Lo P = K?1 J o+ K:1 I

(o] - (o] TAT
S =[] 1 agasiy) @ s,

B
N® &tant la partie singulidre de N(QO;Q,EQ) d savoir
o > 1 M 193 1
N (QO’Q’HQ) T 2n(a+3u) LEp I3 *+ 3(a+) ||rj rklﬂ -5?1; r °
1 . -~ - - - - ” .
K est constrult a partir de N1 = N-N° qul a une singularité faible. a et M

11
étant les constantes du lemme 1, y3 = f(y1,y2) la représentation de B dans

Q0 Q £ a par rapport 4 un repére QO Y, y2 y3 ou Qo Y3 est normal & B ,

on a pour Q Qs a:

R n@).0 81 Ifyary) | 188 GR@AQ) ],y
T = | = \ g -+ - — g T
anQ r r3 r3 r3 r

En définissant la norme d'une matrice comme le maximum des valeurs ahsolues de

ses termes, on voit qu'il existe une constante C, telle que ;

Q.2 € B .

C
IN(QO;Q,KQ)Is -r—l of r=qQ ,

D'autre part pour QTI,Q2 B ona:

5 1 1, _ > — 1 s ]
"a'ﬁ'Q-(?;-;;)—n(Q). [gradQ ;_-;*gradQ ;;]

=[§(Q)~K(Q1)] Lgrad ;.L' - grad -]{l + K(Q1)(gradQ ;17-— - grad )

Coary QT 1 e rp
D'aprés et le théoréme de la moyenne, il existe une constante 02 telle
que pour T £ a , pour tous Q,,Q,,Q € B tels que [Q1§2|s T et QQq 3z 2t

'3 11 Ul g i
‘5;“ (Tr -7 )] = C; —3 d'ol une inégalité analogue pour
e T1 T2 c

' (o} . > 0O ] >
IN (Q1 oQanQ) - N (Qe’QanQ)' .
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On en déduit, pour & 5 a

iR

B S(QO;G)

N°(Q,3Q,0)B(Q) asy

g2 C1

y .
JJ K(q,50.5,) P(Q) a
B"(B S(Qoaé)

d'od (k.10) ||k, Wa,)

Ao 11011

Pour T < a et Q1Q2 < T

Il

B-(B 8(Q,,21)

et ff [ﬁ°(Q1;Q,KgﬁvNO(QQ;Q,HQ)]

B S(Q1,21)

si T g =
=3
celles étendues 4 B F\S(Q1,21) et

8i Q,Q, s Min (1, \3 )u )

on a en définitive :

(4.11) k7, 9q,) - K7, Ib(q?_)ll1

/1 + M a2

ol A, =C, Llle + 10 7w C,

ﬁlmHHml

o - o > >
[N (Q13anQ) - N (QQ;Q’nQ)] \D(Q) dSQ,

¥(Q)as

et si 1l'on pose

v 1+f2 +f2

> Jq ¥
| ——

Yf+y§ség

IEARE TS

a 2
Y oYL (y1,y2)

|IB]]

c'est-a~dire K?1

Q

Q9 =

1/4

in
T (TS%,Q1Q2<

dy1 dy2

alre de B

est continu,

Q49
s Cyl |Bl] -—v— Ilwll

stomc, ww® o (3]

1

(alors 1'intégrale ci-dessus est majorée en module par la somme de

T)
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Si {ﬁk }  est une suite bornée de fonctions continues sur B , les in€galités

(4L.10) et (L4.11) montrent que la suite {K?1 wk } est uniformément bornée
et également continue sur B .
17 =

On a des inégalités analogues évidentes pour {Kl1 @k} et {K,, vk}

a les mémes propriétés et le théoréme d'Arzela entraine bien la compléte conti-

nuité de K11 .

A des modifications de détail prés, la méme démonstration est valable

pour les autres K.. .
1J

Le lemmeld permet d'utiliser l'alternative de Fredholm valable pour les
opérateurs linfaires complétement continus dans les espaces de Banach
[ riEsz - macy [11] .

Pour 1'équation homogéne correspondante, on a le

Lemme 4.9: pour tout k #0 tel que Imk > O , £'8quation homogéne :

(4.12) (3,9) + K(P,9) = 0

n'a que La solution =0 , V=0 .

Demonstrhation :

Etant donné une solution (9,y) de (4.12) 1la solution du probléme

initial qui lui correspond par (4.1) vérifie

-
4 =0 sur B
e
R 2> s
A u+ k u=0 dans Be et les conditions C.R.5

. e > ~ b s
ce qui entrafne u = O dans B, d'aprés les théorémes d'unicité donc
> > > . . - > > - '
Ne(u,n) =0 sur B ce qui entralne Ni(u,n) = 0 sur B en vertu

du lemme 6 et d'un résultat utilisé dans la 28me démonstration.
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On a, dans ces conditions :

fff T W av = (f E.N (3,n) as - fff WLE) + (B ieg) iﬁ|%] av
B,

f o
B,

. . > 2 . >
si 1'on convient que, dans A u + (k“ + ieg) u=0

=R 2
[oY
<3
]
ey
Wy
fﬂr
z
G
B
[o))
0
1
Se———s
———
e

e=+1 si Imk20 , e=-1 si Imk <O .
On en dé&duit que

0 = fff (-2 i Im k° - 2ieg) IG]2 av

B.
i
. - . 2 : '

d'od u = 0 dans Bi puisque Im k + e g #0 (en effet pour

0 5 Arg k ¢ %- , Ink®30 et €= 1 . % < Arg k ¢ et Im k- <0
ete=~-1 et g>0

-> > > -> 2 > 2 -
dans Bi) done. ui =~-279% =0 sur B et p=A u+k u = 6 dang Bi .

I1 en résulte que seule la premidre partie de l'alternative de
Fredholm s'applique au systéme intégral et on obtient ainsi 1'existence de la

solution du probléme initial,

Remarnque :

On a vu en fait que l'alternative de Fredholm s'appliquait sous sa
forme la plus simple, pour k complexe de partie imaginaire positive,
(et m8me pour k =0 comme on pourrait facilement s'en assurer).

Le théoréme d'existence serait encore valable pour ces valeurs de k ,

les conditions C.R.5 &tant & remplacer par
- 1  ~im kr 9 ki 1 _-rImk
u(r)-O(re ),aru(r)—O(re )

quand r - o




161

5. PROBLEMES PLANS DANS LE CAS D'UN MILTEU ANISOTROPE

b.1-Geéneralites

On considere le systéme

3 2 -
(5.1) TRk = Ac . K> Q=0
i,j=1 J 2 'J
ol .
Ci1 Cy3 [ %33 C23 e, _f 13 2
A . = A A A
11 ¢ 22 e 12 21 .. c
13 33 23 722 33 23
Son déterminant caractéristique
(C.. coo-c2 Ya +2(CoC - Co) >, 2(C.. Con # 2C.. C
11 33 7 o3 /@ 13 “22 12 V23 /% T % A Yoo 13 ¥23
- ¢ ) + 2(¢,. C., = C,, C,) o+ (C.,C,, ~- c? ) =0
12 “23 11 ¥23 12 13 11 “33 13

ne poss&de que des racines complexes (2 d 2 conjuguées) a1,a2(a1 + q2)

C C C

11 12 13
. 2

si (5.2) Cyq >0, Cyy Cyy = Cl, >0, det Cip Cop Chy | > O

€3 Ca3 C33
La matrice solution &lémentaire du systéme (5.1) est telle que

2

(5.3) ) A;5D; Dy E(PQ) + X" T E(P,Q) = & (P) I
ol 6(P) est la mesure de Dirac sur R° , les €léments €15 de E sont donc
des distributions sur R2 .

On construit E au moyen de la transformation de Fourier

R (O NE (R O

R R2
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ol p.x= Py Xy * Dy X, -

On obtient
g 2 - 1
(5.5) (z AlJ pi Pj +k"I)E (p,C) 3"2_7;' I
1,5=1
d'ou la solution formelle
1 ix.p 2 71
(5.6) E(x,z) = e ff e () Aij p; Py * k™ I) dp
R2
Cof(z A.. p. p. + k2 I)
iX.p 1J J
L rak
2n s Det () AiJ p; p; + k™ I)

ol

(5.7) Det (] A..

i3 (p) + k = P(p,k)

2 2
) I) = +
P; P; + k° I) P), (p) + k P,

avec

| 2 2 -
(5.8) " Pplp) = (Cqq + Cg3) By + (C33+ Cpp) 0, + 2 (Cy3+ C3 ) Py 7y

qui est homogéne de degré 2 en Pi» Py €t

) 2. L 3
(5.9) By (p) = (Cyp Cy3 - 023) P, + 2P, P, (c13 Coo = Cin 023)
3 2 2 2
+2P] Py (Cpy Co = Cppy Cpg) + P7 Py (Cyy Cpp = €, + 2C,5 Cpg

4 2
"2Cqp C33) + Py (Cyy Co3 = CY3 )

qui est homogéne de degré 4 en P Py s P(p,k) 1'étant en X, P

12 12 -

Les conditions (5.2) assurent que Ph(P) ne s'annule poyr aycun
P R , P # 0 .
P(p,k) admet donc 1l'une des deux factorisations suivantes en polyndmes

unitaires irréductibles sur R (et homogdnes en P et k ):

2

une forme particuliére (contenant le cas isotrope) &tant (k2 + Pe(p) )2 si
2 . x P . . ., -
Pg(p) - 4P (p) = 0, la premiére résultant d'une identité de la forme
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P2(p) - P, (p) = K°(p)

ol R(p) est un polyndme homogéne de degré 2 .
On supposera dans la suite que P(p,k) est irréductible sur R

et (ce qui est en général le cas d'aprés DUFF [1] ) que :

- la courbe réelle 8, = {pe R® : P(p,k) = O} est bornée

P ] ]
- \f p réel € Sk , p1-§57 P(p,k) + Py 35; P(p,k) #0

On peut remarguer que Sk traduit l'anisotropie qu milieu; en effet

si 1'on cherche des solutions ondes planes de la forme :

>
u=f(st-px) e ol f est une fonction d'une variable réelle & valeurs

réelles et si f£'(1) # O , on aura des solutions de cette forme si et

= fed
seylement si A ﬁ - 3 =0
tt
. 2 > >
soit (Aij p; pj -s"1) ¢ =0
. > > . . . 2
8i C#0 , ceci implique det ( Aij P; Py - ST 1) =0

On déduit des hypothéses faites sur S, et sur Py (p) ,

Lemme 5.1
P(p,k) = 0 n'admet aucune racine nulle f(en X ) pour P #0  donnd

Toutes Les nacines de P(p,K) =0 sont alons simples et non nulles.

Démonstration

¥
N

soit p tel que |p| = 1 . D'aprds la formule d'Euler

op.

2
3
Y p; m— Plp,k) +k %12 P(p,k) = b P(p,k) = 0
i=1 1

oi K=K (p) donc p €S
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p.
On en déduit %i- P(p3k) = - | Ei-gg— P(p,k) # 0 donc k(p) est simple,
i

Lemme 5.2
Les 4 nacines de  P(p,k) =0 , k;(p), i=1,2,3,b (deuxa deux

oppostes) sont des fonctions analytiques de P néeel +0 .

Démonstrnation

soit p_ ~ fixé unitaire. Les racines ki(po) sont définies au

voisinage de P, ou elles prennent les valeurs de ki(po)

Comme
P(p ,k.) =0 2 (p k.(p ) )# O
0’1 > 3k Yo’ ito
1'équation P(p,k) =0 a une et une seule solution analytique ki(P)

définie dans un voisinage de P, ¥ prenant la valeur ki(po) . On les
prolonge ensuite analytiquement hors de ce voisinage sauf si 1'on rencontre

une singularité algébrique ce qui ne peut se produire d'aprés le lemme 1.

Conollaire
1) Chaque nacine k.(p) est de signe constant.
Sinon on aurait ki(no) pour un n_ unitaire.

or si p=|p| n

[ki(p)l = |p|.|ki(n) = 1 en vertu de 1'homogénéité de P(p,k)
On aurait alors |p| » = quand n > n ce qui contredirait le fait que
S, est bornée.
2) S< ona

kqy (p,)> ky(p ) > 0 > kal(p ) = = k,(-p ) >k (p ) = - k,(-p)

cecd entraine cette inégalité pour tout P néel #+ O

Sinon il existerait une racine double pour un P déterminé.
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Les &quations

ki(p) = 1 i=1,2,3,k4
définissent donc deux courbes algébriques borndes (qui sont en fait analytiques),
entourant 1'origine et n'ayant aucun point commun.

Comme Ph(p) # 0 pour P réel # 0 , l'opérateur différentiel

(5.11) P(D,k) = kh + K P, (D) + P,(D) est elliptique d'ordre 4 (D = (D1,D2) ),

5.2 - Relation entre Les optrateuns L = ) Ai‘j D; D, et P(D,k)
. 2 -~ e s
Si 1'on pose A = -k” , P(p,K) apparalt comme le polyndme caractéristique

de la matrice

Le théoréme de Cayley - Hamilton assure donc que
2 » 2
P(p.L(p)) = L7(p) - L(p) Py(p) + P\(p) T =0 VpER

C'est un polyndme en Py » P, dont les coefficients sont des matrices carrées
d'ordre 2, ses coefficients sont donc nuls et si 1l'on remplace p par D,
1'opérateur différentiel qui en résulte s'annule identiquement.

Autrement dit, on a

P(D,L(D) ) = L%(D) - P,(D) L(D) + P\(D) I = 0

Lemme 5.3

L'operateur L vErnifie £'identite

(5.14) (L+%k°I) A (Dyk) + P(D,k) I =0
A(D,k)=L—IP2(D)-—k21
on a
L=L+k°TI-koT1I
L2=(L+k21)2+ku1—2k2(L+k2I)
d'ou

L

P(D,L(D) = (L + K (L - K2 T - I‘P2(D)) +k I+ 1«:2 P2(D) + Pu(D) T

= 0 .
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Remarque : cette identité est aussi vérifiée pour k = 0

5.3-8Sofution éLémentaine

Comme L E(x) = - k2 E(x) +6 (x) I

2 2

L” E(x) =kb' E(x) -k (x) I +Lé&(x)1I

il en résulte que

(5.15) P(D,k) E(x) + p (D,k)6 (x) T =0

d'oll l'on déduit :

A4 Eo(x) est une solution eleémentairne de P(D,k) telle que

(5.16) P(D,k) Eo(x) =-6(x) I

21,

(5.17) E'(x) = A (D,k) E_(x) en est une powr L + Kk
Or P(D,k) est un opérateur différentiel scalaire autrement dit Eo(x) = K(x)I

oi K(x) est une solution élémentaire non matricielle.

5.4~ Detoumination de E_(x)

Plus exactement si E(x) est une solution &lémentaire pour
L+k° T, F(x)=E(x)-E'(x) vérifie P(D,k) F =0 . Comme P(D,k) est
un opé€rateur elliptique il résulte d'un théoréme de L. SCHWARTZ ({1] p. 136 )
que F(x) est équivalente & une fonction analytique.

Pour déterminer E_(x) on utilise la construction de F. JOHN

( 1. chapitre III ) qui peut &tre résumée ainsi :

soit v(x,£,p) 1'unique solution du probldme suivant

P(D,k) v(x,&,p) = 1 x € R
(5.16) . .
V(X,E,th) =D v(x959x1’€) =0 ‘Q{ g 3,
Dans ces conditions on a
(5-19) V(X9E sP) = (X‘E"P)h W(x,g ,P)

od w(x,6,p) est analytique en x,f,p réels (et méme fonction entilre de ces
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variables). On en déduit si-l'on pose x.& = p

(5.20) I Ph(g) w(x,E,x.8) = 1
(On peut noter que w(x,£,x.£) ne dépend que de Ph(D) non de P(D,k) ).

Dans ces conditions, une solution fondamentale de P(D,k) c'est-&-dire
K(x,y) telle que

P(D,k) K(x,y) =-8(x-y)

est donnée, d'aprds F. JOHN ( 1 p. 62 ) par :

2m (x—y) R 2 .
(5.21) K(x,y) = - & J ae f v (x, Jtby. ). L EOEE gy
y P g2

ol 8 est la coordonnée de ¢ = (cos 6, sin 8) ce qui donne : JOHN ([1] , p.62-63

27
1
(5.22) K(x,y) = - —5 & f Log |(x-y).&|v(v,g,y.£) ae
hg v
0]
ol " =" signifie "plus un terme régulier pour x =y " .

Comme vp(x,&,y.g) est une fonction analytiqﬁe de X pour X =Yy ,

si on la développe suivant les puissances de x-y pour y fix& en posant

r=|x-y| et gr = E%X on obtient :

(5.23) Log| (x~y).&] v, (%:857.8) =
= @)Y (logr + 1 **\)x<——‘-—+°f (g,€,8,) r" )
=r (e..§ og r og |er.€ a (g,6,e.) r ).

uzph(g) =1

Substituant dans (5.22) on obtient
2 >, m 2 s
(5.2L4) Eo(x,y) = r" ) b(y,e)r +r° logr )
m r m=0

(y,e.) £
cmyfer r

o . . . -> . .
ol les coefficients b ,c  sont (pour y fix€) analytiques pour e, unitaire,
. > .
Ces séries convergent pour tout e. et r>0 uniformément sur tout compact
et peuvent &tre indéfiniment dérivées terme & terme.

De facon plus précise, on a
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o (27 (k) .g v (x,6,t4y.£)t° Log(t)
K(x,y) = - &) J f < 5 4t
o 5 8n
on ((x-y).g v (x,&,t+y.€)(§-+ Logl|t| )
- e A2 f f D dt
y hn?

0O ©

dont le terme en 3/2 est régulier analytique en x =y (méme en x et y) :
c'est en fait une solution de P(D,K) =0.

La seconde partie s'écrit K1(x,y) + K2(x,y)

b K1(x,y) = A v(x,y,y.8) Log |(x~y).£| de

0
L 2 K, () = 8 f2" f(x—y)-ﬁ v(x,E3t+y. E)v(x,£57.£) at
0

ase

0 t
Ke(x,y) est analytique réguliére en x,y méme pour x =y ; autrement dit
K1(x,y) contient la partie singuliére de K .

Mais comme P(D,K) = Ph(D) + K° p2(D) + Kh est & coefficients constants,

la fonction v(x,£,P) définie par (5.18) est donnée par

1 e(x.g~p)
CEURE S I

| A]=M

ol M est indépendant de £ et supérieur aux modules des racines du dénomina-
teur A P(Ag,k).

Alors, on a

27
(

Ky 5 | VP ey.e) tog | (v).glas

1 e
d'ou
T 3 : 2n eA(x~y).£ ,
(ewi) K1(x,y) =~ J Log |(x—y).£|f I PET A dx de
0 | A |=M

dont la partie singuliére peut s'écrire, aprés quelques transformations

(JORN F. [ 1] p. TO-T1 )
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1 1 3 ot
Eldg) o~ f Log P)(2z) | 77 é _—ﬂmj e
8n _ 4
(x-y).z2>1 lkl—Mlx—yI
(qui, lorsque K = + O tend vers
Log P, (2z)

Ko (x,y) = - - 4 dz

1 %ed Ak P, (z)

(x-y).2z>1

qui est une solution fondamentale de PM(D) i

Partant de (5.24)t substituant dans (5.17)on obtient, compte tenu de

1 A f“ | Geey) €] Tog] (xy) €] 5
R

(5.25) K(x,y) =
o L1 (2mi) 3 P),(€)
1 2 . [*"[(x~u) al“Lo | (x=y).&}
(5.26) Bilx.y) & e ik (L(B)ST BAD) + K 1)[ : ELXT 2 hgg
(2m) 5 Pu(?‘;)

-1
96T

2m
A(L-I P2(D) ) f S LG e
0
Or pour |&|g k4
£ N
(5.27) D~ [(x-y).g]" Log|(x-y).&|

= ££ Log |(x-y)= | 4.3 ...(4 |2]+1) [(x-y).] 2~ + un polyndme en (x-y)
d'olu

(5:28)

>4

(L(D) - 1 P2(D) ) [(x—y).é]u Log |(x-y).&|

ZD (L(p) - 1 P2(D) ) [(x—y).&]h Log |(x-y).&|

€2 (L(€) - T P,(&) Log |(x-y).E] + ...
1 d

bt
J

1] Mf\)

En reportant dans(5.26) on obtient
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ol
-1 (2 - -
Al = | ( 1) (Co5 = Cpp = C33)
J J _ -2 ) 42 - .
2lagmap) [(Cp C357Cha) of + (C13 CppmCyp Cgg)ay #(Cy5Cp3CopCar] 4
-1)9 2 .
5= 3 (1) oy ay(Chg - Cppy Cg3)
i 73 _ _ 2 _ T2
2 a5(ayma) [(C13 Cp3-Cqp Cy5) 0f + (€14 C337C;C3)a5#(C;1C33-CT4]]
Al
c! =B, x —i&
J BJ 'y
. J
B!
D! =C, =
i~ B,
d
ol M (x,y)

. déduite de E°(x,y) en multipliant chaque vecteur colonne de

J J Log oj par une constante est encore une solution &lémentaire
(singularité en Log r identique 3 celle de E(x,y) car A+A, = AL+ Aé ete ..,)

5.5 _Potentiels associés & E(x,y) et M(x,y)

(KUPRADZE 3 p. 181-183 ).
Selon que l'on &crit (5.1) sous la forme (5.1) o¥
2 ' 2
) AJD; D +K I
ij=1 % %
ou
By Yy By Yo
1M 21 8 g
(5.35) B1+62 = 2013 ’ Y1+Y2 = 61+62 = C12+C33 ’ n1+n2 = 2023

on obtient deux opérateurs de Neumann associés notés respectivement %(.,;)
>, >
et N(.,n)

On peut vérifier qu'il existe un choix de 81, Yqs 51, n, tel que

1
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2 IEN £5(L(E)-T P, (&) Log | (x-y).¢]

E(x,y):-———1— ae + ...
)-I- j=1 0 Pu(g)
1 2 ->
1 2"&§(L(£)-I P,(€) )
LB m— ae
5 (a2 b P),(E)
2 > >
2r £.(L(E)-I P,(&)) Logle ¢
g.(e) = 1 5 f d 2 S a6
J (21Ti) 0 Ph(g)
On a donc
(5.29) E(x,y) = - ;ig [& Log r + J(gr) + ...
#L(E)~T P, (&) > 2m I(g)-1 P,(&) N
(5-30) Y = r Ph(g) dae H J(er) = I Ph(g) Log Ier'glde
0 ‘ 0
Remarque

I1 résulte de cette derniére expression que la partie singuliére de
E(x,y) ne dépend pas de k en particulier :

E(x,y) et E°(x,y) ont méme partie singulidre (ce qui doit provenir
d'un théoréme sur l'analyticité de la solution &lémentaire d'un systéme
elliptique dont les coefficients dépendent analytiquement d'un paramétre
(cf. TREVES [1] p. 197-198 et Th. 7 - 8 p. LL3).

Oor, E°(x) se détermine & partir d'une solution €lémentaire
K°(x,y) de PM(D) par la méthode que E. LEVI utilisa  d&s 1907 dans son

article sur les &quations totalement elliptiques [1] . A partir des expressions

générales données dans son mémoire, on trouve
2
. 2
Im Z % log o
k=1

1

(5.31) K°(x,y) = X
Co3 7 Co2 C33

ol o = (x1—y1) + ak(xz—y2) » k=1,2; a, , 0, racines de partie imaginaire




172

de Ph(a,1) =0 , o ¥=a2 3 4, cofacteur de a3 dans D (divisé par

k
det D)
2 3
1 a1 a1 a1
1 &, & &
*9 1 1
-— 1
ou D= . a2 a3 d'ou
2 2 2
- -2 -3
1 a2 a2 a2
o 2 A. B.
(5.32) E (x,y) = Im ) Jd d Log a.
L J
j=1 B. C
J J
A, = 2 (Con s +2Chpoa. + C.,) d.
iR _o ¢ 22 23 33" 75
23 22 733
2 2
= +

iTE e ¢ 13 % 11)dj
23 22 33

Comme Log o5 = Log r + Log (cos ¥ + 05 sin ¥ ) , la partie singulilre de

Ay + Ay , By + B,

X,¥) est Log r .
By * By s G+ Gy

EX(

»

Chaque vecteur colonne de E(x,y) (resp. E°(x,y) ) vérifie 1'équation
-
u

L 2 -
u

A u+k =G )pour x #y ).

- b4
= 0 (resp. A
Si 1'on multiplie chacun de ces vecteurs colonnes par une constante

on obtient encore une matrice &lémentaire, plus généralement d'aprés KUPRADZE

([3] p. 180 )

2 Al B!

(5.33) M(x,y) = Im ) J J Log 0. + ...
. ¢t D! J
J=1 J J
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>, > >

(5.36) N(x;y,z&) = llN(ei,n).§j|| admet une singularité@ intégrable
(si x,y appartiennent 3 une courbe de Liapounoff dont la définition est analogue
8 celle d'une surface de ce type).

En outre

-

(5.37) T(y;x,ﬁx) = II%X (mi(x,y),gx).;j || admet une singularité

->
de méme nature. (mi vecteur colonne de M).

En posant

YT

(5.38) a(x) =

J N(X;y,gy) (y) ds, —‘%; JJ E(x,y) §(y) dSy
B B

i
on peut résoudre le probléme de Dirichlet relatif a Be , (B est une courbe

de Liapounoff; B, est borné de frontiére B).

En posant
- 1 - 1 -
(5.39) u(x) = ;f M(x,y)0(y) s, - 5= ” E(x,y) ¥(y) as,
B B,
on peut résoudre le probléme extérieur suivant
XA+ k2 u=0 dans Be
%(3,3) =y sur B

Dans (5.38)et (5.39) , P continue sur B , ¥ continue dans B, U B.

5.6-Conditions de radiation

I1 résulte de 1'étude faite par WILCOX ([4] p. 240 corollaire 5.k4)

que les conditions de radiation appropriées sont :

> _ +-)-
u-—u1 u2
-
(5.%0) Lim I—afi (2. BN %? as=0  (5=1,2)
. R—NO ar ler. jer uj - J 'Y

N z ’ . s
ol l'on a supposé que les courbes ( 5%) d'équations Kj(er) = 1 ont une
.. e > -> — - . J
courbure positive et Kj (er) est le vecteur OSj N Sj etant le point de-ﬁ%

ol la normale est paralléle a gr .
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C(R) sera un cercle de centre arbitrairement fix&.

En outre, et toujours en vertu des résultats précédemment cités,(5,.38)et
(5.39Wérifient les conditions (5,L40)

Malheureusement, on n'a pas encore établi de théorémes d'unicité et
de comportement asymptotique dont la preuve est fondamentale pour la méthode
que l'on a en vue.

Aussi se limitera-t-on & 1'étude du cas statique.

5.7-Enoncé du probléme

> ..
Trouver u(x) vérifiant :

s
S >

u=20 dans B
e
> > > >
(5.41) Ti(u,n) =y Sir B
> 1 ou _ 1
u(x) =0 (5 ) 7= O(;§— ) quand r = |x| > =

si £ ¥(y) dSy =3 = Jf .$ (¥) dSy

On recherche u éous la forme (5.39) (ol M = M° , B = E ) et
1l'on exprime
(i) Te(ﬁ,ﬁ) =y §ur B
(ii) Ax w+i g =0 dans B, » g >0 dans B; , nulle sur B

ceci équivaut au systéme intégral

[ V) L [t A B a8, - L jilﬁxo@i;zo).szjumy)dsy .
| B ;
7 _E_i (x) O ig(x) L S
(5.42) < b (s 255 1£M (x,y) B (3) as - —1—%}—11{ 1T, (e5om) X ][0 (y) a5 =0
[+ i
fﬂs (y) as =0 = Uw (v) as, .
. B B,

Compte tenu des singularités de T(y;xo,go) et M°(x,y) on voit que la théorie
des opérateurs compl&tement continus dans les espaces de Banach s'spplique de
la méme maniére que précédemment, le seul résultat & &tablir &tant, en définitive,

le
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Lemme

Le systéme homogéne(5.42) n'admet que la solution nulle.

. S mps o . . = - -
Compte tenu des conditions & 1'infini, le fait d'imposer Teﬁﬁ,n) =0

sur B entraine, en vertu de

e
e,z Loz e
w(u,u) =} ..u, =0
1J  »1 L
. -~ - >
ce qul entralne u=c

-> ->
et ¢ =03 caru-~+ 0 quand r - » ,

Alors, on a
> ®Z . 1 2 + 2
u.A uds = igla|® as = - W(u,u) as

Bi Bi Bi

~ > g - > _ >
d'od u =0 dans Bi et par conséquent ﬁ et ¢y =0.
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CHAPITRE 1V

THEOREMES D'EXISTENCE ET INTEGRALES SINGULIERES

1 - PROBLEME DE LA DIFFRACTION PAR UN OBSTACLE BORNE, DE BORD LIBRE

(en dimension 3)

1.1-Enoncé du probleme

Trouver w de classe C2 dans Be . C1 dans Be U B tel que ;

s
e 2

-> >
A w+k w=20 dans Be

et telle que

a) W = 36 +u ol 36 solution donnée de 1l'équation précédente et
3= 31 + ;2 vérifie C.R.5
-
b) f(;,g) = 2y %% + Andivw+ un Arot w=0 sur B .

1.2~ Equations integhales du probfeme

(B) est une surface de Liapounov d'indice 0 <6 g1 .

>
On cherche u sour la forme

(1.1) u(p) = 2 ” E(PQ) J (Q) as,,
B
et 1'on pose
(1.2) F (psa.i) = 2 |[F (G 0,0 %] |
les conditions aux limites se traduisent par (cf. KUPRADZE [3]1 p, )
(1.3) v (q) - fl f(QO;Q,nO) ¥ () asy = ¥(q))

qui est un syst@me d'équations intégrales singulidres.

En effet, on peut écrire
> (4
T(QO’Q’nQ) - :Pj + ﬁé + \fez

ﬂva (k)
ol = (t.. ) sont telles que :
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(1) u 3 1 9 1
t..'=—————(n.xm——-n. — — = - t..
(1.4) 1] ou(A+2) ( 0oJ Bxi r ol ij r ) Ji

(1.5) t.. ——————————Ela.. + 3(A+p ] L
1] 2n(a+2u) 1] axi axj ano r Ji

ﬂg a une singularité faible ainsi que 9§ (cf. chapitre II), autrement dit

Uf représente la partie singulidre de 1'équation intégrale (1.3) . Elle s'écrit
> >
e An QQ
> >
(1.6)$(Q0)— b ” rZOAlp(Q)dSQ ol erw-—%— , T =Q2Q
2n(x+2u) 3 r

-

Si 1'on écrit $ =9 T+ () T+ ¥, n ol Y e sont les vecteurs
1 71 2 2 370 1272 o
unitaires de deux axes issus de Qo , situés dans le plan tangent en QQ a B
et tels que Qo t1 t2 n, soit direct, on a
- air =

-> . >
e =cos 6t, + sin 6 t, + —n
r 1 2 3no o

Dans ce systéme d'axes, (1.3) s'écrit

r 0 0 -cos 6 - -
(1.7)9 (q) +—-—l————“ 0 0 -sin @ 1(—gv—)~<isQ-|rL1(Tﬁ) = v Q)
© 2m(A+2u) cos 6 sin® 0 r

ol i1 est un opérateur intégral & singularité faible (c'est-3-dire sommable).
Or, 8 un opérateur singulier tel que (1.6) , MIKHLIN ([1] p. 71-72 )

associe la matrice symbolique

( ' u 0 0 -i cos 9
¢(Q 30) = I + 0 0 -i sin 8 ) ;
° reu i cos 6, isin 6, 0
2 u? (at) O3)
(a'old det ¢ (Q'O’e) =1 - 5 = 2 > 0
(A+2p) (x+2u)
= u
=I5 Y (e) (et det @(q ,8) < 1)
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Par ailleurs, il &tablit [ 1, p. 104-109] que si, dans un opérateur
intégral singulier on effectue une transformation orthogonale sur les coordonnées,
les variables du symbole subissent la méme transformation et surtout, l'ensemble
des valeurs prises par le symbole est invariant dans cette transformation,

I1 en résulte donc
(1) que A = Det ¢ (Qo,e) est tel que O < A < 1

(ii) que (QO,G) est antisymétrique
d'ol il déduit [ 1, p. 185187 ] que le systlme est d'indice nul et, partant,
qu'il est &quivalent & opérateur intégral complétement continu (pour 1'équation
.30,

On obtient en le composant avec l'opérateur int€gral singulier de symbole

o u 0 0 cos O
-1
o (Q,8) = __iﬁigﬁl___ T + 0 0 0
(A+u) (A+3y) M2u o os 8 , —-sine, O

dont la partie singuliére s'@crit (&8 un coefficient multiplicatif prés

(212
(A+u) (x+3p)
' (6. An. )
> b} r Qn -> =
v Q)+ srEn Jf 2 Av(y) asy, (r=9,q)
B r !
ou encore

HIN ' N
(1.3) ¥ (Q) + fL «gg(Qb;Q,nQ) v (Q) asy + ...
(les opérateurs ajoutés ayant un indice nul).

Pan consiquent Les théondmes de Fredholm &'appliquent a (1.3) et (1.3)2

"1 . . ] 2
(car @ '(Q,8) est un multiple de tQ(Q,e) matrice symbolique de 1l'opérateur

adjoint ).
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Remangueé

(i) Si 1'on avait écrit (1.3) en introduisant un paramétre x devant

1'intégrale, on aurait obtenu des résultats analogues avec :

e .
det ¢ (Qo,e) =1~ x2 ——E———E ce qui montre qu'il est > O pour
| (x+2u)
Ix] < A:2“ ce qui donne un résultat de DUPRADZE [3, p- 98 J (cf. aussi

MIKHLIN [1]},p.221-22k).

(ii) Si 1'on pose
(1.8) S = [[Feiaiy ¥ @ as
% B
Le systéme (1.3)O signifie que
AT+ k5T =0 dans (B;) (et Be)
> -
vi(Q) =0 sur B

si v(p) #*= 0 dans B; » il est de classe C1’6 pour un § ,
0 <8 s dans B, UB (MIRANDA 1 Chapit. II,Th. 15 VI )
L'expression %(v,n) a donc un sens sur B ol elle est continue ay

sens de H&lder.

(iii) (1-3)o et (1.3 ”)O ont le méme nombre (fini) de solutions linéaire~
ment indépendantes (sur C) et une c.n.s. d'existence de solutions pour (1.3)
est

(1.9) 0= Jf Y(Q). ¥(Q) ds, pour toute solution ¢ de (1.3)2

B

1.3 -Théoneme d'existence

On utilisera La fonmule de Betti

(1.10) m (WA Y -v.8* Q) av = H (w.T (v,0)-v.T(u,n) ) ds

B 3B
( B domaine borné de frontidre régulidre 3B et de normale extérieure n )
ainsi que le théoréme généralisé de Liapounov-Tauber (cf. KUPRADZE 3 p. 132-133

pour une élégante démonstration) :
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Etant donné

v(p) = fl’f(P;Q,KQ) V(Q) as,

L'existence de £L'une des Limites : fe(%’,ﬁ) ou _T>i(§7,§) continue au sens

de Holdern sun B  entraine L'existence de L'autne et

> > > > > >
Te(v,n) = Ti(v,n)

D'aprés la remarque (ii) précédente ce théoréme est valable pour (1.8) .
Ceci dit, on va procéder comme dans la 28me preuve du théoréme de

Dirichlet (chapitre II) en &tudiant les relations existant entre (@) et (V)
espaces vectoriels sur C des solutions de (1-3)0 et (1.3)O .

-

si ¥ € ¥ , on a, d'aprés (1.8 ) , vi(Q) =0 sur B donc

- ’ >
v =-29 .

Par ailleurs si on applique (1.10) avec B = Bi . v et gj(PQ)
vecteur colonne de E(PQ) on obtient, compte tenu de 31 = 6 sur B et si
P E B

e
-> > > >
H ej(PQ).Ti(v,n) sy =0
B
soit
> > ->
E(PQ) Ti(v,n) aS, =0, P € B,
B
- ” 3 o> . w - ”
Si 1'on désigne par W(P) cette derniére intégrale, on s donc
> >
W(P) = 0 dans B,
donc
>
T(W (P),H§ ) =0 dans B,

LA - PR VRS > > >
ce qui équivaut, en vertu des théormes d'unicité, & fe(w,no) =0 sur B .

Compte tenu de la forme de W(P) ceci implique

>

%(;(Q),KQ)e(b(valeur commune de Te(V,H) et %i(v,n) ).

B > > > P L. . . . s # e "
Si 1'on pose T(v,nQ) =M ¥(Q) on définit ainsi une application linéaire M ce

¥ dans ¢ .
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Lemme 1,1
L'application M est bijfective.
¢ et Y etant de méme dimension finie, LL Auffit d'etablin que M
. . N ] > > - > '
est Ainjective a savoir que My = 0 entralne ¢ =0,
> - - > P
En effet, My = 8 entrafne v(P) = O dans Be en vertu du théordme

d'unicité pour le probléme

[
Oy

3 dans B
e
T(v,n) = 0 sur B

+ . . - - . -
v vérifie les conditions de radiation C.R.5 .

> >
or, v(P) = & dans B, entraine ze(Q) =0 sur B donc ¥ (Q) =0 .
Lerme 1,2

2
Si Peo yPE
On applique £'identité (1.10) & v(P) = !{ﬂg(P;Q,K) Vv as
(o § est telle que My = § ) et aux vectewrs gj(PQ)
complexes conjugués des vecteurs colonnes de la matrice &lémentaire E(PQ)

en prenant Bi pour domaine et P € B, -

N i
-_ . . -~ >
Pour k réel, ej(PQ) véririe A U+ k> u=0 et comme pour la
définition de M , on voit que
- -
W (p) = ” E(PQ).T(v,n) dS = 0  dans B,
B
cecl entraine
— -5
> —~
%e(w,ﬁ) =3 sur B  soit %e(w,ﬁ) =0 c'est-d-dire M) = VEO,

Lemme 1.3

Pour ¢ € (¥) ona Im (37,17/1-1!7 ) 2 0 L'Zgaliteé n'ayant Lieu que pour
e d - - _ > —>'
b =0 (oa (b, ) = ” Vy.v, dS ).
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<ty

->
Etant donné § € ¥ , si 1'on applique aD v et

on obtient

dont le premier membre n'est autre que
—>—-> z >
(b,My) - (v,My) = 2i Im (Y,My.) .

Comme v(P) vérifie A v + k2 v =0 dans (Be) et C.R.6 on peut utiliser

le théoréme de développement (cf. 2e démonstration du chapitre II) pour montrer
que le second membre admet, quand R + « | une limite non négative, celle-ci
n'étant nulle que si ¥(P) = 0 dans (Be ) ce qui entraine bien v=0.

Soit alors {$i} une base (V) , {ﬁi =M $i} la base correspondante
de (o) .

La matrice d'élémentsv: cij = ($i’ M $j) est dite encore matrice de

capacité. Une démonstration analogue & celle du chapitre II permet de voir gque

Lemme 1.4
La matrice de capacite est symetrnique

et que

Lemme 1.5

La matrice de capacité est non singuliere.
Cette derniene proprniété permet d'établin L'existence de solutions du
probleme Linitiak. |

En effet soit ¢ 1'unique solution de (&) telle que

> > ->
Y-9,%) =0 VVEM
L'équation (1.3)_de second membre ? - ﬁn admet des solutions Z (Q). Soit

Y
Y

alors uniquement définie par
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Dans ces conditions
> ) -> @ - >
S = 2 LL 20 ¥ (@) asg + [ Firaiy) Vi@ asg
B
représente la solution cherchée du probléme.

On a ainsi établi le

Theoneme d'existence

1L existe une et une seule sofution de
S > 2 ->

A u+k u=0 dans B, qui verifie Les conditions de radiation

C.R.6 et telle que sur (B)

T (4,n) =y ody continue hélderienne sur B est donnte.

Remangue

La méme démonstration est valable pour la condition

f(u,n) +C(8) u=y sur (B) .

i.4-Relation entre Le champ diffract? et Le parametre k¥ .

On rappelle que, $ étant solution de(1.3) , le champ &lastique

diffracté s'éerit

U= 2 ” E(PQ) ¥(Q) asy

B
ol ior 2 ior itr
- ) 2 = 2 e ) e _ e
E |[ej£||,hﬂ K% esp (PQ) = o 8.0 7 %, ox (= =)
- 02 5 1, z (102 n-1
jlr n!
n=1
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ce qui donne bien

1

» 1
(1.12) et (PQ) = —-—7;;5 [()\+3u) ‘Sjt + (A+p) rs r£] =+ sz (k)

8mu
ol
‘ S. 0 . \n ® . \n ,. \n
0 0) = 2& § Lol n=t o _Aru oy (o) Slin) ()
J bry n=1 bou(A+2u) n=1 (n+2)!
-1 1 . n  (n),~> n-1
i i - x 7= k" A
[gaz + rJ Ty (n )} r - n§1 3 (er) r
8i 1'on écrit
O -—
ejz(r) - ejz(r) = sz(k)

on voit donc que cette différence dépend analytiquement de k et qu'elle

est nulle pour k =0 ,

I1 en résulte que

u(P,k) = 2 ” E(P) V(Q) as
B
u(p,0) +2 § k" ” E(n)(ér) 1 ¥q) as

B
est aussi fonction analytique de k , les séries intervenant dans E(PQ) &tant

Q

Q

uniformément convergentes et intégrables terme 3 terme (Y P,¥Q €B) .

Par ailleurs, si 1l'on considére

op 8 (p y) +x£§o div u(P,k) +u'£o A Tot(P,k) = ffg%(P;Q,KO) J(q) as

an_ ) Q
on a
- . N
Feain) = [e,ll o
o] 1
tjﬂ = tjk + th

.o 1 [ 5 1 5 1 31
tip=——— juln_ , =— = -n . =— = )+ (us., 3 +y) r. r,) — —
2 on(+2y) of ij r oj 9%, T j2 j L n_ T

et
(1) _ .
tj£ - Ojﬁ (k)
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En effet
de. itr ior ior
0.2 ) = oy —d& 4 A 2 e DB e 2. & _
am tjﬁ (P’Q’no) =gt 2n toj 9x, T T Dopax, r 6j£ on r
o L J o
o
- oy ik, 2 (L) +n Ios, 21
T A+20 0J sz r ol 3x. r 2 om_r
w (n)
+ 7 k"B, (é_,n)<r" 2
n=1 J

ol les B., (e_,n ) sont bornés.
2 r’>o

D'ol 1l'on d8duit comme précédemment que ‘tjz - tgﬂ tend vers zéro

avec k , pour P fixés dans B, et Qq arbitraire sur B .
Ayant écrit.

f(PsQ,Ko;k) = ?ﬂ(P;Q,KO,O) . F (P3Q,n_,k)

. > > > P s .
on voit que T(u(P,k),no) défini par s'écrit

T(3 (P,k),n.) = T(d (P,0),5 ) + L(d(P,k),1 )

2020 K" B(n) (3,5 ) 2 J(Q) as
er,nO r P(Q Q

n=1

T(u (P,k),zo)

(n)

ol [f B (gr,ﬁo)w as est un opérateur linéaire compl@tement continu de
B

© (8) dans lui-méme et qui, en outre, tend vers zéro quand k tend vers zéro

(ceci pour la norme des opérateurs linfaires continus) ceci pour tout

PeBeUB.

On pourrait donc dire que, lorsque k — O

| T2 (P,k),Ko) - T(u (P,o),ﬁo | — 0 VPEB, U B

Ceci ne signifie pas que G(P, ) tend vers une solution de

k
A" 3 = 3 dans Be

> > > >, > -> .
T(v,n) = — T(v_,n) ou v, solution donnée
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car on a

> > > > - o
Y avec y (QO) =-T (u(Q, ,n ) ol

T(u (QO’O)’nO) o

-> . Z PRl 2 >
uo solution donnée de A u+k u=0

Par contre, si 1l'on considére les &quations (1,3) pour des valeurs
positives de k , on peut affirmer qu'elles sont uniquement résolubles pour
0 kg k ol k

1
positive du probléme (Di)o pour 1l'opérateur 2" (cela résulte du théoréme

; est tel que k? /v soit la plus petite valeur propre
d'existence et du fait bien connu que : toute solution de classe C2 dans Bi ’
de .
. - o > > . -~
Si 1'on écrit (1.3) sous la forme (I +K. ) wk =y - I(@k oi K
est complétement continu et tend vers 1'opérateur nul quand k > + O , on voit
que

>

(I + K.O)'(Tﬁk - @o) - 0 quand k- + 0 donc ﬁk - mo .

1.5 -Retour sun Le probleéme de DIRICHLET (chapitre II )

De la section précé&dente,il résulte que

ior io,r
=1 e _ e
(1.13) hﬂ(ejzﬁk) ejzﬁko) =3 sz( - )
5 ioor io r itr it r
] e -e e - e
( - )
9X. 832 k2 r k2 r
N 2 _ 2 _ 2
od {(a+2u) TS ko o, M

On a vu que E(PQ;k) #&tait, en tant que fonction de K , analytique

pour k=0 .81 k % 0 , et en remarquant que :

o]
/1
c-0o =/ = (kk - = -
o u ( O) s T TO )\+2u (k kO ) }
11 1 15 (k'ko)b—1 n- |
ETE T TER T T T Y e ekl
o (1+ ) To o]




io r ® _
Jior o io r I .n (o-0,) n-1
- = e 1 r
r r n=1 n!
s'écrit
irr. , B 5 r i(o~c )r io r
. - 1 2
) < - ) %;—(102 r 1(k—ko)€] + = C | € 5 k-1 € 5
n=1 ko X BX[' L) k k
i(r-r ) ir r
o
e 2 e
- 7 K T 5
k © K r
o)
et, pour |k - koi < ]kol » on voit que les séries dérivées par rapport &
X. , x sont de la forme Y a P2 (k=k )™ .
J 1 n o

Par ailleurs, sz(k) étant une série entidre en K , elle est déve-
loppableAen série autour de tout point intérieur & son cercle de convergence

et 1'on a
n
N = N + -
05 (k) 05 p (k) % a (k kq)
ce qui établit le résultat précédent pour tout K intérieur au cercle de
convergence.
On en déduit

- - ot — n
(1.14) E(P;Q,k) = E(P;Q,k ) + n; A (PQ) (k-k )
(1.15) et N(P;Q,Kq,k) = N(P;Q,HQ,RO) + n£1 B_(PQ) (k_ko)n

En particulier, au voisinage de k =0 , on &

(1.16) E(P;Q,k) = E(P,Q;0) + ) g(0) (2 ) A1 P

r
n=1
[e <]

0) + } k" B, (gr’ﬁo) r
n=1

(1.17) N(P;Q,KQ;k) = N(P,Q,KQ; 2

Dans le théoréme d'existence, on avait posé :

(1.18) u(p) = ff N(P;Q,KQ) Q) asg - ff! E(PQ) ¥(Q) av,
B

B.
1
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Les séries (1.16) , {(1.17) convergent uniformément pour P ¥ Q
dans les domaines correspondants B, Bi ou Be (P # Q@ #étant nécessaire

pour les termes en -% de (1.17).

On peut é&crire (1.18) sous la forme

(1.‘19) u(P,k) = ” N°(P,Q,HQ) Q) asy - f” E°(PQ) ¥(Q) av,
B B

1
v > > -2 > (n), -» n-1 >
+ HZ1 K [ ff Bn(er,n) — P(Q) dSQ - fff E (er) r w(Q)dVéJ
B B.
1

les séries convergeant absolument et uniformément.
I1 en résulte que le systéme intégral qui traduisait

3£ = ? sur B

b4 >
AT T+ (k2 +ieg)u=0 dans B,

et que l'on avait écrit
k
1+ ™) @0 = F.0

(k) _ (k)

avec K = ||Kij || est tel que, par exemple
(1.20) X Y= 1 e P Q€ B
11 n=0
ou C;1 = K?1 . C;1 désignent des opérateurs intégraux & noyaux sommables

(n=0,n=1) et continus (n > 1) appliquant B, dans lui-méme.

(1.20) ayant lieu uniformément sur B , on a donc

k5 F= 7 k®c® §  dens B .
Lo 11 1

Pour des raisons identiques

(k) ®
Kg?) b=x." 9+ 21 A;1 ¥ (eek )"
n:

I1 en résulte que, pour tout e > O , il existe N(g) tel que n > m > N(e)

entraine
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(1.21) | ) &P c; 9Q) | e sup [P(Q)]
m QEB
c'est-a-dire

n
11 *
1Y ¥ c Bl e [V
b
m
autrement dit, la série(1.20)converge au sens de la norme

-
|1xd( ],
llxll = stP ———
1 |19l
1
I1 en est de méme (en remplacant éventuellement B1 par 82 ) des séries
relatives aux autres opérateurs kij et par conséquent pour K
(a =
ens B =B, x B, ) .
I1 faut remarquer que (1.21) ne provient pas immédiatement de la
convergence uniforme de (1.15) ; elle en est conséquence powr 1'ensemble des
P, € B tels que r = PQ 3z § (P fix8), d'od (1.21} en
intégrant terme & terme sur cette partie de (B) puis en faisant tendre & vers
zéro.
On peut ensuite voir que

1+ k¥

existe (ceci r&sulte de la premiére alternative de Fredholm démontrée lors de
K(k)

la 3éme démonstration du chapitre précédent) et il est continu puisque est
complétement continu.
Comme on peut écrire localement
—— ' — ‘ n *1
(1))~ =7 (=" [(I+K(k0) )7 &) K(ko))] (ko) )
qQui converge uniformément pour |k - kol < (ko) et que chacun des termes

de cette série dépend analytiquement de k , on voit qu'il en est de méme

(k))_1

(I +K et par conséquent de

(k)y=1

(B 5 By) = (T +K ¥,0)

d'ol il résulte que
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Ek construit & partir de $k et $k dépend analytiquement de k , au moins
dans un voisinage de k = 0 .
En particulier pour k = 0 , le systéme intégral signifie que
- P - .
u(P,0) vérifie

> >
A u=20 dans Be

(X" + ig) 4 = 0 dans B;

-5
G‘ =Y sur B
e
> 1 a+ -2
et la représentation intégrale entralne u =0 (-—2— ) et 3% = 0(R ) quand
R

R~+> o | (ce qui est dans le cas statique 1'équivalent des conditions de

radiation).

- -
si y =0 , les conditions 3 1'infini entrafnent donc u = 0, c'est
classique.

On a donc %e(ﬁ,g) =3 = %i(ﬁ,g) en vertu de la continuité des dérivées
premiéres de JI( E°(PQ) ¥(Q) dVQ et du théoréme généralisé de Liapounov—Tauber.
On a donc Bj

_>—>'=_) > 2
fff u.A 0 av = - IJL ig |u|® av

B. i
’ - IIL w(ﬁ,g) av

-7 1 . a
=0 dans Bi ce quil entralne y =0 , y =0 ,

=R

d'odt jff glil?av=0 et

cecli entraine alors que (ﬁk, $k) > ($O,$o) quand k — O et u(P,k) — u(P,0).

2 - PROBLEMES PLANS

"Z.1-Solution élémentainre

On recherche une matrice 2 x 2 , E(P,Q) dont les vecteurs colonnes
vérifient

(2.0) (2% x° 1) e.(Pa) = 8(Q) X, i=1,2
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Comme, dans le cas plan

- 1 ‘l—>_—+ . _— — _1_ __1_—» .
-5 (Q) x; = Ap ( 5 Log - .xi)-(grad div - rot rot)p (2ﬂ = xi) (i= 1,2)

on voit comme dans le cas tridimensionnel que les vecteurs colonnes de

sont de la forme

e. = grad ¥, + rot = 1,2
e; = grad ¥, ro wi 1 =1,
&i, $i doivent donc vérifier
()\+2) (Alﬂ + 2 1ﬂ ! T2 8_-(1)4. t £ (Aé UET—LO—2-E)—L l—:)=c
W) grad 4V, + T ¥y - 2 ax x/THTer o Yy 2w 2oy B x %%
(A+2u) a (ad + <° 9 ——1—T—2—3—L L ) purot rot (85, +0°) +1—12—3—Lo 1 3)=0
i ers © Vo T ar 2y OB Y TRt WO ooy T on B ax P8
dont les solutions particuliéres sont
-

1.9 1 1]+ _z s [ 11
191(PQ,) -?3}2 [—G1(Tr) + 5 Log ;:], by = 2% [Ge(cr) + 5= Log ]
¢ _(Pq) = 3 -G.{tr) + Lo 1 $ = EL-EL- G,{or) - =— Log —
2 2 9 1 on 8 |3 Yo 2 ax |2 n T
On en déduit, compte tenu de A G, + 12 G, =40 G, + ° G, = -6 =4 (l—-L 1 )

’ 51 1 2 2 p \2m

NI - S U U i B BT
et e;iP) = x x oy Vi-? Y %y ax Yi*?

i (1)
(G,(er) =g H ' (1r) ),

22 22
(2.1) E(P,Q) =—
§ 22 2 32
50y (6, - ;) , O G2+—a—y§(G2—G1)

Remarque

On a, au sens ordinaire

> _— - —_— — >
e, = - grad div (G1 X) + rot rot (G2 x)
-> —_ -> —_— — >
e, = - grad div (G1 y) + rot rot (G2 v)

gqui vérifient pour P # Q
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+
+k e. =0 (par rapport & P et Q)

2.2-Singulanite de  E(PQ)

Compte tenu des développements en série de G1(Tr), Gg(or) et de

ag aG aG aG
1,1 1, 26 20=24+) 24426 on obtient
2 r dr 1 2 r dr 2
dr dr
(2.2) E(PQ) = E°  (PQ) + H(PQ)

~
ou

1 2
] (A+3u) Log - + (>\+u)r1 » () rir,

(2.3) E°(PQ)

Y A+2u) 1 5
(x+u) r, r, » (M3u) Log 7 + (A+u)r
ou r = ar r = aI‘
=L = 9r
1 3X1 2 3X2
et
2
(2.4) ) H(PQ) = a I, +r G(r)

ol & est une constante et les termes de G(r) sont O(Log r) quand r -~ O .

Remarque

E°(PQ) est une solution &lémentaire correspondant & k = O .

7.5- Potentiels Lids & E(PQ)

a) On suppose que (B) est une courbe fermée, bornée de classe C1’a ce qui
entrafne un certain nombre de propriétés (cf. MUSHKHELISHVILI 1
p.9-10 ).

b) On définit le potentiel de sympte couche

(2.5) U(p) = L E(PQ) $(Q)'dSQ

On peut &tablir
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(2.6) U.(q) =T (q) = fE(Qoq) Q) asg
B

> . =< -, . ” .
U #étant continu dans Bi et Be si ¢ est bornée et intégrable (en particu-

lier si ﬁ est continue au sens de HOLDER sur B ).
- —_— > —— —> >
En outre, comme E(PQ) ¥(Q) = (-grad dlvp (G1 P)+rot rotp(G2 v ), les

dérivées étant prises en P :

a) U(P) vérifie 4 U+k° U=20 dans B, et B_
> > -> -> . >
b) U= U, +U, ol U =- J grad @lep(c}1 P) ds ...
B
—_ . 2
et lim ( |grd1vﬁ)1—1Tﬁ1|2dS=O=limf | 8, ATt U, + 100, as
B 2(Rr) B> (R)
En effet
- > > > . - . >
e, d:Lvp U, -itu, =-e, I Ap dlvp(G1 P)ds -1 1 U,
B
>

[T gr d.ivp(G1 ¥) + i1 grad div (G1 ) ] as

8
= ite (ai ('()—(}1--'(:T)Tb)+'l+ S (aiv e B | as
= 1Te€ iv 5T l'l.'.l 11’Ree 30 v 1

B

d'ol l'on déduit aisément, compte tenu du comportement asymptotique de GT(TR),

la condition de radiation pour 31 . Une démonstration analogue vaut pour 62 .

c) Dans 1'étude du probléme de la diffraction par 1l'obstacle Bi de bord libre

> X
B, ol 1'on cherche u sous la forme (2.5) on sera amené i &valuer

>
> > > - du > . -> -> —
Te(u,no) = 2u (EH— ot A no(dlv u1)e +un A (rot u2)e

c'est-a8-dire

lim f 34'; (Q;P,KO) 9 (Q) as,
P> QO L

P€B
e

(1'indice P signifiant que 1l'on prend les dérivées en P ).
g? >
On peut calculer les termes tij de (Q;P,no)

en faisant apparaftre leur partie singuliére (pour r = 0 ).
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12

(2.7)  t,,

22

d) Par contre

(2.8)

n, D.G, + n

1

1

1

2
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2
D, G, - ;5 dsO (DT D2 (G2 G1) )

! 3] » 1
Frevem) [u + 2(a+n) rJ ——ano Log 7 + T 0 (Log r) quand r > O

1

om{ A+2p)

2
2
o

D
n

o]

D, D

1

[

D1 D

1
SH(A+21) l:u

2
—2D
ag

A

+2u n

1 D2 G1 + n2 D1 G2

2 72

9 1 3 1
— —_ — - +
3. Log - + 2(A+u) r, r, an_ Log r} r 0 (Log r)

A
5 (6p=Gy) + 33570, Dy Gy + 0y D, Gy

d 1 d 1
———— — —_— — +
BSO Log =t 2(A+n) ry T, ano Log r] r O (Log r)

(GQ—G1) +n, D, G, + n, D, G,

—

2 9 1
+ 2(A+u)r%J 35; Log = + 1 O (Log )

L]
=]

dans le cas ol (B) est encastré on sera amené & considérer

V(P)

t o
L f(Q,P,nQ) 3(Q) as,

. . -> .
ol la matrice considérée est la transposée de ﬂg(P;Q,no) , les dérivées &tant

prises en Q , n la normale en Q & (B)

Et l'on voit assez facilement que (2.8) vérifie le systéme (2.0) dans

Bi et Be

En effet, si (eij) désignant les &léments de t\‘.F'](Q;P,K

et les conditions de radiation.

) , on a

Q

->
=T (e.,n).x. (i,3 = 1,2)
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et j [(F,3,.0.0) %+ @00 7] asy

formules qui permettent les vérifications .

.. e
e) Compte tenu de (2.7) qui donne la partie singuliére de fff(P;Q,nO)

(et portant celle de tﬁ (Q;P,KQ) on obtient aisément

[(#B,2,); =3 Ba) + [ Flagai,) ¥ (@ as,

o1 2 o}
B
T(,8), = -3 Ha) + f,?f(Qo;Q,Ko) #(Q) asy
(2.9)
> 1 - -> >
v.(Q) = -5 vq) + f t3”’7(63;@10,nQ) v (Q) as,
Lve(Qo) =¥ () V;(q)

.. > > >
En outre, on peut &tablir que si 1l'une des limites Ti(V,n) ou
TG(V,K) existe et si elle est continue au sens de HOLDER sur B pour un
potentiel V(P) donné par (2.8) , il en est de méme de l'autre et ces deux

limites sont égales.

f) On aura aussi & &tudier

(2.10) W(p) = [L E(PQ) P(q) as
i
qui pour J continue h8lderienne dans B, ¥ vérifie 1'équation

Q

.

(2.11) Tu+xw=79(p)

et, en outre, est de classe C1’a dans tout l'espace et de classe 02,a dans Bi .
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2.4-Théonreme d'existence dans Le cas d'un obstacle encasiné

_)
On va rechercher u sous la forme

> ter > -
(2.12) i) = | Fasp.i) ¥ (@) asg + ” B(eQ) § (a) as
B B.
i
o ¥ € c* (B) O<as1 e v €c® (Bi) et admet un prolongement

continu & B, UB .

Comme dans le probléme tridimensionnel analogue on va lui imposer

> >
2.1 -
(2.13) u (Q) = v (q) sur B
(2.1k) 27 i+ +iegP))u=0 dans B.
ol e =+ 1 si Rek 20 ,e=-1 si Rek <O et
g(p) € c? () (0 <8< 1) ,alP) >0 dans B, et g(P) =0 sur B

a) Réduction & un systeme d'Equations intégrales.

Compte tenu de (2.9) et (2.11)et des propriétés de (2.10) on obtient,
en traduisant (2,13) et (2.1L4)

Q€B (a) ¥ (a)+2 f ﬁQ;QO,KQ) Q) asy + 2 ” E(Q,Q) $(Q) asy = 2y (q))

(2.15) B By
N .
PEB (b)) $(P)+ic g(P)“ F (@2 § (@) asy + ” E(PQ) ¥(Q) dsgﬂ =0
B Bi
ou, dans(2,15a) la premiére intégrale est une valeur principale au sens de
CAUCHY.

I] s'ensuit, en corollaire, que

(2.16) P=10 -1 sur B

(2.17) ‘ $ (Kx + k2) u dans B.

b) Etude du systéme intégral (2.15) .

On va montrer que le systéme (2.15) a une solution et une seule ($,$)
N _ .
pour tout 'y continu au sens de HOLDER sur B et pour tout k tel que

Imk > 0.
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La méthode sera celle des opérateurs linfaires complétement continus
dans les espaces de Banach.

On utilisera les espaces de Banach suivants

(1) 1'espace B? (0 < a £ 1) des champs de vecteurs ¥ (Q) continus

au sens de H8lder, de constante a , sur B muni de la norme

‘l$||u = l|$|| + SUP lﬁ(Q)—m(Q')J
1 1 Q,Q'eB (QQ")(X
(2) 1'espace B2 des champs de vecteurs $ continus au sens de

H31lder dans Bi et admettant un prolongement continu w1 a Bi UB muni

de la norme

> > ;
[{ell = sup 1V,(Q)]
QEB.UB
i
(3) 1'espace B des champs de vecteurs @' continus sur B ,

1
pour la norme
[ -
19711
On peut montrer que

est un opérateur complétement

Kip s ¥ » 2 ” E(Q,Q) ¥ (P) a8y

dans B, . En effet 1l'hypothdse sur § entrafne que le potentiel

continu de B 1

2
> .

K12 ¥ est de classe CT’a dans tout le plan ce qui entralne pour

K45 $||? d'étre borné. La compldte continuité résulte de ce que, si 1l'on

prend une famille bornée {$ }  dans B l'ensemble de leurs restrictions

o s
a B, est équicontinu et uniformément borné (en vertu de leur continuité

h&ldérienne dans B, ) , on peut donc en extraire une suite {$n} convergente
dans B, , soit f sa limite.

8i 1'on pose
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il faut montrer que

18,00,)-8,(9,) |

¢ |E(Q_Q)-E(Q_Q)] |
SUP - SUP IJ ° ~ ° a_(a) as, (
Q,Q'oﬁB Q1QO Q,,Qoe B Bi Q1QO
tend vers zéro quand n - = : ce qui revient & &tudier
|E(Q,Q)-E(q Q)| )
das (1a norme d'une matrice étant définie comme la

B,  (q)° °

1

somme des modules de ses termes) or, compte tenu de la singularité de E(PQ),

cette intégrale est bornée.

Corme g(P) est continue h8ldérienne dans Bi , nulle sur B ,

. . . .
on voit aisément par des raisonnements analogues que :

Ky 09— iea® [ *Frd e s,
B

est complétement continu de B? dans B,

et Koy v o— ie g(P) ff E(PQ) ~(Q) dSQ de B, dans B, .
B.

i
I1 reste a étudier

Lo P - $(QO) + fth%Q;QO;K) (Q) dSQ
B

qui est un opérateur linéaire de B? dans B? .

Or, si t,to désignent les affixes de Q et Q, »ona

9 1 _4r _ _dt .

55 Log ” as = " %:EZ- 146
) 1

o Log - ds = 46

-+ S
K1] J s'écrit donc, compte tenu de
iy
O A+2u
ORI | dorae g
o] Tl . t-t
-1y 0 B o

A+2U
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[u + 2(A+u) rﬂ 3 —iut 200+u) vy v, .
#(t)as + K ¢

H$ =.__1____I
(A+2u) : iu+2(A+p)r1r2 : [u+2(k+u) rg

. a c o a
qui est un opérateur complétement continu de B, dans lui-méme

(ef. MUSHKHELISHVILI 1 p. 132-133).

Or, si 1l'on considére la partie prineipale de Kiq J

ip
0 A+2u N
_ 1 P(t) dat
A= Iﬁ(to) o -1y o j t - to
A+2u B

qui est un opérateur intégral singulier du type de CAUCHY, son indice est

= l_ Ar det S
X o7 € Fet D B

Bitg)
ou 1 i Yig

At+2u
S = . = tD
A+2u
1 ~
d'oud 5
Det S=Det D=1 - — > 0
(A+2u)

et x=0.
Dans ces conditions, il résulte de 1'étude de MUSHKHELISHVILI [1]que

.. . . . . o .
A est une bijection linéaire continue de B1 sur lui-méme, par conséquent

=1
A existe et a les mémes propriétés.

La premiére &quation du systéme (2,15) est donc équivalente 3

- -1

-1 5
Pe)+a HP+a X =4 ¥ (q)

-
122 ¥

a
1

=1
or A B? > B? est une bijection linfaire continue, H : B? > B

est un opérateur linéaire complétement continu, Kip @ By > B? également.

Par conséquent, on sait que
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AoH : B? > B? est complétement continu
=1 o < .
A<)K12 : B2 > B1 ~ est completement continu.

En définitive, le systéme(2.15)est &quivalent 2

e d -1 >
(2.15") (I+Kx) (P,9)=(Aa yv,0)
ou
—1 —
AoH , Ao K12
K = est un opérateur linéaire complétement
Ko > K
. o . -~ . -> > R dEEe ] >
continu de B, x B, dans lui-méme (muni de la norme ||¥,¢|]| = ||w|l1+ [|w||2 .

Or, on va &tablir le

Theoneme - .
Le systeme (2.15)O(ou(2.15')o) homogéne n'admet dans B? x B, que {La

solution nulle.

Preuve
Tout d'abord puisque U donné par (2.12) vérifie, en vertu de (2.15")

-
Ke =0 sur B et les conditions de radiation, il est identiquement nul

>

dans (Be) . En particulier %e(ﬁ,ﬁ) =0 sur (B) .

Ensuite
z >5 f 2 L 2

Jf u.A udss= IJ (k" +1i e g) |ul® as

Bi Bi
_ Z 5> 5 > 2
= u, .7, (u,n) ds - W(u,u) 4s

B. ’
i
- > > - -
Or Ti(u,n) = Te(ﬁ,n) =38 en vertu des propriétés du potentiel de surface

et du théoréme de Liapounoff - Tauber géndralisé; il en résulte que
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M l:(k2 +i¢€g) IEI2 + w(ﬁ,ﬁ)} ds = 0
1

d'oll en prenant la partie imaginaire

(Imk2+eg)_ u|® =0 dans B;

Comme Im k° +¢ g(P) #0 VPeBi et K tel que Imk 30

2

n/e = Imk™ 20 et € + 1

(en effet 0 < Arg k

A

%<Argsn = Imkst et e=-1 et g>OdansBi)
P > _ P
on en deduit que u = 0 dans Bi et, par conséquent
_113 = —6 et Il: = 6 .

Ce théoréme implique, en vertu de l'alternative de Fredholm pour les opérateurs
complétement continus que (2.15)' admet une et une seule solution, pour
ye B , (J,9) dans B] xB, .

Si 1l'on remarque que les résultats précédents sont valables méme pour
k = 0 , 34 condition de remplacer E par E° et de modifier convenablement
les conditions de radiation, on a &tabli :

Pour tout k Afel que Imk 20 , Les Equations intéghales (2.15)
admettent une et une seule sofution (P,V) . En outre, Le champ a qu'elle

définit pan (2.12)  est une solution du probleme :

AL+ kP % =0 dans B,
- -
u =y Aun B

U vérnifie Les conditions de nadiation C.R.5 .

2.5-Theoneme d'existence dans L¢ cds d'un obstacle de bord Libre

En fait, on va considérer la condition
T (4,8) +C(s) 4, =7 sur (B)

->
et chercher u sous la forme




202

(2.16) u(p) = f E(PQ) ¥(Q) as, + H E(PQ) ¥ (Q) as,

B
Les conditions l

T_(3,3,) + c(q)) 4 (q) =¥ ()

(o]

L,

-~

>
AU+ (kKX +iecg®))d=0  dans B,

(on suppose, pour l'unicité Im C(S) 3 O et, en outre C(S) continue

h81ldérienne sur B ) conduisent au systéme intégral :

P (q) -2 ffﬁ(QO;Q,KO) Q) asg - 2 M Fas0.h) ¥ (@) asy
B i
(2'17)i -2c¢(q) f E(Q,Q) ¥ (a) a8y - 2¢(Q,) ” E(Q Q) ¥(Q) asg=2 v(Q,)
B B;
PR+ g(P)[ f E(PQ) ¥ (Q) asy + H E(PQ) $(Q) dsQ] =0
L B B;

D'aprd . s [ 1,0.
prés ce qui a &té vu E(PQ) (Q) dSQ est de classe C dans

tout le plan ce qui entralne pour i

K12 -2 [fgf(Q ,Q, ) $(q) dS d'&tre continu au sens
de H3lder sur (B) . K12 est donc une application linéaire de B2 dans B?
On vérifie aisément que :
| |x $||a < C |]$i| ce qui entraine pour K
12 1 h 2 12
d'&tre continu.
La compléte continuité s'établit alors comme précédemment.
Par ailleurs C(QO) E(QOQ) B(Q) dSQ est évidemment continu
au sens de HS8lder sur B , compte tenu de 1'hypothése sur C(Q)
C'est manifestement un op®rateur linéaire continu de B? dans lui-méme
dont la compléte continuité s'établit comme auvaravant.
0

De méme C(Q_) ji E(QOQ) v(Q) dSQ est complétement continu de B,

- . l Pl 3 Pd .
dans Ba ainsi que les opérateurs apparaissant dans la seconde &quation (2.17).

1
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Pour la partie singuliére
_ Tio .02
K, 9=10(q) -2 fJ"(QO,Q,no) P (@) as

B
on vérifie sans peine qu'on peut 1l'écrire : B ¢ + H $
dans lui-méme et B est

Q

v

ol H est linfaire complétement continu de B

- €

une bijection lin&aire continue.

=1
Faisant intervenir B on voit que (2.17) peut s'éerire

> >

> > -1
(#,9) + K(P,9) = (-2 B v,0)

=1 -1
BoH, B oK12

ol K = est un opfrateur lin€aire complétement continu

K
21 » £op

de By X B

—_

2 dans lui-méme.

Le théoréme d'existence repose alors sur le

Lemme

Le systeme (2.17) n'admet, pour y = O , que La solution nulle.
4 étant aérfini par(2.16) & l'aide de (9,7) solution du systSme homogdne

il vérifie

% B
K 3'+ k2 3 =0 dans Be
f > > > _ 7
e(u,n) + Cc(8) u, = 0 sur B, ImC(S) 20

et les conditions de radiation.
I1 en résulte, en vertu des théorémes d'unicitd que u = 0 dans B,
-> g . - -> g ' . ., ,
done u, = 0 sur B ce qul entralne u; = O en vertu de la continuité des
potentiels composant a .
On calcule alors :
g
ff u.K Q ds

i

1}
S
o
=
+
[m
™
[0}
=X
o
6]

> > > > 2
..Ti(u,n) as - W(u,u) as

It
S—
w\—ﬂ
HCI+

i

i
|
—_—

> >
L W(u,d) ds
i
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d'oll, comme précédemment l'on déduit

2

Im (k° + € g) |?1|2 =0 dans B,

>
ce qui entraline 3 = 0 dans Bi pour Imk 2 O et par conséquent
B -5 ->
J=0 ,¥=0.
Pourn tout k , fel que Imk 3z 0 ,(2.17) admet une et une seule

solution (P,9) et Le champ U  défini par (2.16) est La soflution du

probleme

ey
+
-
s¥
n
oV

dans B
e

+ - ’ Id ’ »
Y sur B , u véri4ie Les conditions

Im C(S) 2 0 , Te(ﬁ,ﬁ) + Q) U,

de nadiation.
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CHAPITRE V

THEOREMES D'AMPLITUDE LIMITE

1 1.1-0n considere Le probleme initial sudlvant :

(1 T -0, =5 &
(1.1) { Bl =4 oKt
| U(p,0) = ¥(@), T, (p,0) = &(P)

> > .
g, Q@ sont sufflﬁamment

réguliéres, de supports contenus dans la

boule r = (x2 + y2 + 22)2 <a-¢ ,¢e>0 et vérifient :
> L > >
(1.2) fl=a, gl =-ixa , ol =0
B B B

En outre la frontiére B est contenue dans r < a - ¢ .

Soit alors V(P) v1(P) + ?2(P)

as

P 2._)

vérifiant A V + K-V = 3 dans Be (1.3)

-_— . > 2 >
grad div V1 + 1 V1

(ce qui &quivaut a 31 , rot rot 72

—_— > > ->

s > _ > > .
ol p =p, + avec rot p, =0 , div p, = 0),

17 Po

et les conditions de radiation :

- 2T =

>

o~ Po

. > . > . > 2 . -> —_— > . > 2
(1.4) 1im f[ le, @iv Vv, =i v V,|” a5 =0 = lim ff le, Arot V, +io0 V,|© as
R0 r R r
S(R) S(R)
On se propose d'étudier la "convergence" lorsque t > + © de la solution
du premier probléme U vers Ve *¥t |
1.2- On se naméne tout d'abord & 5 = 0 et g:=0% .
Pour cela on pose a=U0-V - qui vérifie donc :




206

(1.5) AG - Ett =3

(1.6) dly =0

(1.7) Ap,0) = T(P)-V(P)

(1.8) 4, (P,0) = 2(P) + ik V(P)

On doit &tudier la décroissance de u(x,t) avec t.

1.3 -, On aura également & considérer W tel que %t =4 . Sil'on prend :
. . .
= [ e e - 29E) + B
o}
AN +(PO)+'kV—-i—_>+Ax_ﬁ
on a : w=w. =-ulp, i X P
et ,par conséquent, on aura :
. B> x
(1.5) W W = 0
: Ao=3
-> -> 1 >
(1.7)" w(P,0) = h(P) - & V(P)
> > ->
(1.8)" w, (P,0) = £(P) - V(P)
si la fonction h vérifie :
2 R=13 43
k
> i >
h]B_'}'{'q
—>
clody . B oo .
R=od), B0y r-

(une telle solution existe

d'aprds des théorémes d'existence classiques).

2

1.4 - Compontement de La sofution U powr T 3 c; t+ a(c? =X+ 2u,c, = W)

>
Comme U =0 pour r : o t+a-c¢ , on a donc :

(1.9)

£y £

Or, on a vu que pour r >

-V e—ikt
r c1 t +a-¢
E +-£ V e_lkt
k
a - ¢
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. > . o9 >

L LT o an(e,¢) Jior ) bn(e,@)

(1.10) V= . T a YT T n
n=0 r n=0 r

ol les séries sont absolument et uniformément convergentes (en r, 6,¢ )
pour r > a % a - € . Elles sont en outre indéfiniment différentiables terme

& terme par rapport A r, 6 , § les séries obtenues convergeant toujours absolu-

ment et uniformément.

Comme it(r-c,t) > io(r-c,t) >
> —ikt ! - an(e’&) e 2 ° bn
(1.11) 7 ikt _ e AL I -2 (6,0
r n r n
0 r n=0 r
on est amené i considérer des solutions de (1.5) de la forme
(1.12) U= Y OH ") (6,9, r — c, t).r * + 1 ¥ ﬁ(e) (8,9, r-c, t)r °
T one B 1 T opmo P 2

les séries ayant les mémes propriétés de différentiabilité que ci-dessus.

' .z - 2
D'autre part, si f et g sont de classe C , on a :

rot ﬁt(P,O) = rot U(P,0) = O

r > a - ¢

aiv U, (P,0) aiv U(pP,0) = O

> -—..+
Oor & = rot ﬁ(P;t) et 0 = div ﬁ(P,t) vérifient
232 _z2 _z 2 o
c, 9] QH =0 et c, A© OH =0 .
. -> -
I1 en résulte donc que & (P,t) = O pour r>c,t+a-¢€,0 (P,t) = 0

r> ¢, t+a-¢.

1
2> > -ikt Pd
- e , par conséquent

———>+__—->—> -ikt
rot u = - rot V2 e r>c,t+a-ce
2 .
rot rot E = - & % e—lkt
u 2
Pour o t+a=~-¢< rg cyq t+a-c¢ , on peut donc écrire :
> > —‘5 . > 2 > >
g wuw=c, grad divu - <, rot rot u - uy
> s > >
TexeV eHE G =0

I
1)
—

[0ie]
[a]
o
%
foy
| d
<

2 tt
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> > > =ikt . - 2> -ikt
AN : 1 = - ' = -
d'ou, si 1l'on pose u=1v V2 e (d'ol Vit u . k V2 )
>% _ 2 a4 & > -> =0
(»] = c, gra iv v Vig =
Donec, pour 5 t+a-¢<rcg ¢, t+a-c¢€
TeT -, i
>
. Jior ® bn(e,@)
o V2 -7 : n
=0 r
> P 2 .o > . .
et v  veérifie : ¢, grad div v - Vip T 0, divu=divyv
5 oz
(pour r > c,t+a-ce on a donc v=- v, e 1kt ).

Z - Lemmes et caleuls préliminaires

r

On se propose d'adopter la méthode de C.S. MORAWETZ [1] (ef. aussi BUCHAL [11).

2.14emme 1

Toute solution de (1.5) satisgait a R'indgalité :
1/2 1/2

(2.1)|ﬁ(x,y,z,t)| < K, [J'” |E|2 dx dy dzJ + K, [”f |EttI2 dx dy dz}
D D

R R

ol D est fa n€gion comprise entre B el une sphere de nayon R dépendant

de x,7y, z et contenant B;UB a son intérniewr. Les comstantes XK, et K,

1
dependent de x, y, z et tendent verns L'ingini quand Le point (x,y,z) Lend
vers un point de B,

En outre, on a des inégalités analogues pour 31 ,AEQ telles que

321
_— . > 1 2 e
(A + 2u) grad div u, - =0, rot u, =0
1 542 1
2
N 70, R
U rot rot u, + 5~ =0 , div u, = 0
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Démons tration
P . . -> ->
On 1'établira successivement pour U s 1 et u .
- pour 31 . Soient S'Cs" C g" Cs 4 sphéres de centre (X,Y,Z)
toutes situées dans (Be) .
On définit : $ = V/p > 92 = (X—x)2 + (Y-—y)2 + (Z-Z)2
« T 2 - iTp -> " - . .
oi Y est de classe C dans (8), VU =-e w dans S" ( w vecteur unitaire
. . L > > >
arbitrairement donné), v =0 dens S - 8", et |¢|s 1 dans 5 .
On a :
—_— ., > eiTp > 2 -
grad div ¢ = rot rot ( w )y -1T ¢
dans 8, si 1'on falt varier $ le long de chaque rayon dans S''' - S'' on peut
¥y avoir : A $ = CSte X ? et
> —_— > - —— N ->
J u,.grad div ¢ -¢ . grad div u1) av
S
€ oy
> 2 24 Y
= (uy. (-1 ?lg)—c1 . —3) dx dy dz +
5 5t
€
f{{ 31.r0t rot $ dx dy dz
28
€11, . > . >
= J(u1 div ¢ - ¢ div u,).n as
Bss
ol S8 =8 -8 (X,Y,2; ) désigne 1'intérieur de S privé de la boule de centre

(X,Y,Z) et de rayon ¢

.

— —_— > R —
Comme : 31.;5% rot ¢ = div (rot ¢ A u1) + rot G1yrot 3
>
et que rot u, = 0 on a :
1 9
N o > 1 = 8231
(u,. ° - —= ¢ ) dx dy dz
1 2 3t2
S ¢4
. -> R > ., P — -> >
= lim [J (u1.d1v b - ¢ div u,-rot ¢ A u1). n das
[ g
S
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> > ~ ~ rd - P Pl -~
comme ¢ = O sur 95 on est ramené a 1'@tude de l'intégrale &tendue a la

frontiére de la boule de rayon ¢ . Or, il résulte du chapitre II. .

.. >
que cette limite est Ly u1(X,Y,Z,t)
On a donc : . i 32+
1Tp 11p u
> > _ > 1 > e 2 1 e 1
w.u1(X,Y,Z,t) = w. T jf (u, S T z 5 5— ) dx dy dz
cy at
. . . . -> 2 1 " te
et ceci, quel que soit le vecteur unitaire o .(1° = > dans 8" , ¢ dans
c
1

g1 . gt ).

et 2 2
Comme fff ‘ 5 dx dy dz < K, on en déduit 1'inégalité
S

cherchée, pour toute sphére S contenue dans B, » centrée en (X,Y,Z2). Il s'en
suit immédiatement 1'inégalité pour une région Dy -

—)
- pour 32 . On pose cette fois $ = %-, $ = 0dans S - 8'"!

iop
7 = ep © dans S8'' , |J|< cstte  dans S.
" —_— — > 2 > —_— >_ ele -
On a, dans S" , rot rot ¢ = ¢~ ¢ + grad div ¢ , (¢= 5 w ).

iop N
w tel que :

Dans S''' - S'' , on peut prendre $ = x (p)

X(p' )=1, A(p''"') =0, A de classe 02 ; dans ces conditions :

2 itp iop
m=(.8___+_2__3_) (» € )—(;=_02$+e _5(>\"+2)\'i0)
802 p 9 P '

il est possible alors de choisir A tel que A" +2A' i 0=0, x (p") =1
A (p'')y=0.

Dans ce cas, on & bien :

— — N
rot rot E = 02 $ + grad div 3 dans S''!

On peut donc écrire
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5> — — > > — —
(u2.rot rot ¢ - ¢.rot rot ug)dx dy dz =
2>
Se > —r — > 1 -> 3 )
J J (4,.rot rot ¢ + — ¢. —5— ) dx dy Az
2 2 2
s at
€
[ > 2> 1 = 8232 > —— >
= Jff (u2- o ¢+ —§-¢ . 5 ) dx dy dz + u2.grad div ¢ dx dy dz
3 <, at 3
€ €
- ] ety -%, artilies.
3S
. —>€ > — > . > . > .
Comme div u, = o, u2.grad div ¢ = div (u2 div ¢ ) 3 par conséquent,
2
[ 2 - 1 8u2 - ‘ —
J (0% u, + = 5 ). ¢ dx dy az = [ (¢ A rot u, + rot ¢ Au,)
S ¢ 9 35
€ 3

Comme d38,.=38 U3 s(e) et que $ =0 dans S -S8''' le second membre

2. 10p
P . ~ . P P ~ e e ->
se réduit & 1'intégrale étendue & 9 S(e) avec ¢ = 5 w.

> >
Quand € > 0O , cette intégrale tend vers - ug(X,Y,Z,t).w , et comme dans (S)

> M
& -
6] < 3
. >
on voit, comme u, que
1/2 32u 1/2
|9, (X,Y,2,t) | < g(2) |2 12 dx dy dz + K(E) | 2| dx dy dz
2 1 2 2 8t2
S

ce qui entraine 1'inégalité pour Dy -

>

- preuve pour u .

Soit E°(p) 1la matrice élémentaire (de Somigliana) de 7 a= 0, on

définit encore : 3 =E(p) ¥
-> > > ->
v =0 dans S - S'"'"' , Y=o ( w vecteur constant) dans S'' ,

|$|< 1 dans s .
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Des calculs classiques (KUPRADZE [3] , et aussi PHAM THE LAI [1] )

entrainent aisément :
. .
-0 (X,Y,2,t).0 = f” (3. 2% - 9. ﬁH) dx dy dz

d'ol, en prenant successivement D= Xy, Xay X o
H) p 1’ 2’ 3 .

| 1/2 N - 1/2
b |U(X,Y,2,t)] < UH 151° ax ay dz] U” 3 | ax ay dzJ
s

6]

b e > .
(conme A ¢ =0 dans S'' et S-8'"'"' et & 4 borné dans S''' - 8'' ,

+ s e . 2 . . > .
JJJ IK $|2 dv est borné ainsi que [J[ |$| dv , ceci quel que soit w , il
S

en est ainsi des intégrales portant sur E ).

On en déduit comme ci-dessus 1'inégalité (2.1) .

2.2
a) Si 1'on note 7 1l'opérateur de 1'élasticité dynamique,
0°=%1" - —3—2 , on peut l'écrire :
at
RETRS 3 > 3 > - >
A= ) Agguge= DAy g T A Ay u ]
ig=0 M M =0 ’ 1gigjez M9 oM »J
ol A, =~ Diag (1,1,1) , A= Diag (A+2u,u,u) , A22 = Diag (u,A+2u,u)
0aoO
o e . - _t
A33 = Diag (u,u,(A+2u) ) ; A12 = BOO = A21
000
0O 0 O 0
A =0 0 «o = tA ; A = 0O 0 O = tA
23 32 °? 31 13 '
0O B O o 0 O

~ t 2. 2 P . .
(ol ~A désigne la transposée de A et qo,B réels positifs ou nuls tels que
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a+ B =XA+p)

b) Soit en outre un opérateur différentiel linéaire du ler ordre, défini

par
N(Z) =B, u ., +B.u,.+B,u,+B u +B
u) =By uy o Yo 337 %o % u
_ -> + -> + B >
= B:L u’1 BO ut u

ol les B;, B sont des matrices (3 X 3) & coefficients réels, fonctions

dérivables de x; ¢ et telles que les matrices :
9
C; =Ay By , Dy =Ay, B, , B, =A; B ,C=A, B ,D=AyB,E=Ay3B
sont symétriques.
>t iy P
c) L'intégrale de 1'expression % (2) = NQ). o+ W), Ou étendue

a4 une région D de l'espace euclidien (x1,x2,x3,xo = t) est nulle pour toute
. -> >3,
solution u de O u=0.

> .
Or, en transformant % (4) on va l'écrire :

{f{ FAE ax; dx, dxy dt = ff[ I(u) ds = {f[ K(d) ax, dx, ax, at

D oD D

et 1'on va choisir N tel que K(?l) =0,

%g > 3 - - z -
d) Or (u) = B, U .. A.. 1 + (B, u ..A..
? i2'=0 ( 1 .1 Jdd sJJ) ( 1 .1 J3 sdd )
sd '
3 >
+ ) ) 2 Re{(B, u ., + Bu.A., u . )+(B. u +BE.A.k u .
) ' s1 Jk sk > S
=0 1gj<ks<3
3 5 -> ) > N
+ ) (Bu. A..u..)+ (BuA.. u..)
3=0 Jdd  »JJd dd  sdd

ce sont ces dernifres expressions que 1l'on va transformer :
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a) On obtient aisément

> > >
2Re (B. U ..A.. 0 ..)= (B, w..A,. U ..) .+ (B. U ; 7.
i 7,173 T.kk 17,1773 ,337,3 17,1773 Tsd Ted
> z N z z N
- (B. u u - (B. u.. u - (B, .u. . A..u.)
( 1 ,d Jdd ,J),l ( 1,1 Jd »d ) ( 1,3 L1 Jdd  sd
R >
+ (B. LA uw L)
1,1 sd Jd  ed
si A.. B. est symétrique.
33 Ci ym q
En effet
- > > z > z > Z
B. u ..A.. a3 ..)=(B. 4 ..A..u.).-(B. .u. . .A..u.)-(B. u... u . )
( 1,3 Jd ’JJ) ( 1,1 J) 93)33 ( 1,4 st JJ sd 1 21J  JJd sd
-+ - N > N >
= (B. u .. u -(B. .u..A..u.)-(B.u..A..u.)
( 1 L,1 33 aJ)aJ ( 1,3 -1 Jdd »d ) ’ Jdd  sd a1
> z - 2
+ (B A, u . )+ (Biu s.ALL T, )
1,1 ,3 Jd o 2d JJd  »3
> N -> R > N
et puisque (B. u . . A.. 1 = (B. u -(B. . u ..A.. )
P d ( s 1 dd  sJdJd (1 sl Jd aJ)’J 143 o1 JJ  »d
Z >
(B. u . )

les deux termes soulignés s'éliminent dans 1l'addition si Ajj B, est symétrique.

Comme A_ = Diag (-1,-1,-1) ceci entraine B, symétrique.

Ensuite compte-tenu des expressions de A11, A22 et A

33

2d

on voit que les hypothéses

VS )‘]

3 »d

Y o i i i
Ay B; symétrique — B, = Dieg (b77 5 bop s oo )
> > Z >
B) (Bu, A..u ..)+ (BuyA.. u .. ) =
> 793 ,JJ) (B u, Jd .dd )
> z > z
2 Re [ (Bu,A..u.).~-(Bu..4,.u.) - (B
Jd T37.d »J Jd ed

A priori, aucune hypothése sur B n'est nécessaire.



-> z -> z - z
(B, 0. A, u.)=(B, U ..A. U. - (B u WAL )
( 1 ’lk k aJ) ( 51 Jk aJ)ak ( 1sd s1 Jk sd
> z - z
- (B. A, + (B, . LA
(B Wy U500 % (By g W peeBye w5
>
+ (B. 1 A.. u )
i T,k Tik,1)
> N > 5 > N
or (Bi u; - Akj u,kj) = (Bi U o Akj u’k)’J - (Bi u,i'Akj u,k)-
les termes soulignés s'éliminent donc si : A., B. = tB..A.
Jk 71 173k

Ceci entraine B, =b, I =5, Diag (1,1,1).

= bi T . , on obtient

. ->
Ecrivant alors B. u .
1 1 .1

?

-

2 Re {(b, Q ..A

ey

(B. .. WA .
i 7,13 k3

_)
- > - . .
iRk u,jk) + (bi u’i.AkJ. u’kj)} (i=1,2,3, 1 £Jj £k g3)

2 Re { (b A:)+(b+ z) (b+AE)
= e u .. u u..A . u . - u .. D
»17 3k TL,i7,k i 7,1 AkJ sK75J i Lk7T0k L,i7,1
> z - z z >
+2Re { (b. . u..A., u.)(b U ..A.. u - (b. o . . u, )
( i, »K k sJ) ( 1,k ,17 jk 93) ( 1, 1 AkJ 2k
§) Sans hypothése sur B , on a :
N > -> - N > -
(Bu. A.u..)=(Bu.A..u.).-(Bu.A..u.)-(B. uA.. a . )
J 9dd Jd  sd 8d sd Jdd  sd ’d Jdd  sd
. > . > N > N ->
(B u. .u,.)=(Bu.A .1 .- (Bu. .A.u -(B. uA .u
Aka ,kJ) ( AkJ ,k);J ( sd Aka ,k) ( sJ Ak.J sK )

. ->
e) expression de K(u) .

Compte-tenu des résultats précédents, on peut écrire




216

1J s

3 R > N ->
K (a) = - Yo 2 .a. ) - ) [' (2;.. u’i.u’j) + f?ij U seu ) ]

On a, par exemple @

‘ t
= - - - +
8'11 A, [(b1 17 %0 b3 37 Yy ¢ ) I + B + B.Apy *+ Py 5 (A + A5)

2

[}
~—
!

t
7 oo T P11t PaptP33) I-B- B

et des expressions analogues pour 222 et 33 (permutation circulaire sur
1, 2,3). Si 1'on annule ces quatre matrices, on obtient :

b -r —-q \
t
= = = = + = = = |- b
b1’1 b2’2 b3,3 b0,0 b, B B 21 ,=B r P |
q, -pb b/

"
o

1 = - : - = = : - = = +
puls, b1’2 + r 0 1,3 q 3 b2’1 r 0 b2,3+ D b3’2 P 0 b3’1 o]

Ensuite,

_ t Y t
Co= G- Dy o Bgp ¥ 0y g Ayt Dy g gy Dy g Ay gt B Ay Ay B

- bo,o A12
(A+2p) b2,1 + b1’2 - r(A+y) a(p+b2’3)
0 ou by +(#20)py +r (), 8(by 3-a)
8 (p+ b2’3) , o (-q+ b1,3) ; u(b1’2+b2’1)

matrice qui est nulle d'apr@s ce qui précé&de. Par permutation circulaire, on
3 LM -~ N ’ P
voit qu'il en est de méme de 2?23 , 8;13 . 2§§3 et 2?13 .

i} ot
€y = 00,1 A1y "By 0 * Py p Apy * B 383 = B

9 -
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d'ol, par permutation circulaire :

%702 = ?03 =0 S1 b2,0 = b3’o =0
¢ =€ =a. .B_ +A,. .B_+A. B_=0 si
1 1 L I 21 ° 7,2 31 7,3
b, =r = =0
’1 ’2 q93
1
e = ? = = = = =K' =
de mEme ?2 g2 0 51 p,3 r’1 b’2 0 et ?3 8’3 0 sa

Enfin Q?; =~-B =0 si B indépendante de t, c'est-a-dire, compte tenu
des résultats précédents si B est constante.

On a alors

0,0 T P1,1 T P22 TPy 3T P s Py p =T T by 3= 0= m by 3By 5= P =m0y,
-0 r -q
B=bp1I= -r O P
a -p O
. > > cy
et s1 b= 1, en posant r= (x1,x2,x3) Xs vecteur unitaire de Oxi,
=
w = (p,q,r)
ai N(»)" > + > + -> +t-> +—>+—>A—>+§ (—>+~+)-+
i u) = x, u’1 X5 u’2 X3 u:'3 u,t u+ wldu ;L Wyr,X, u’i
_}
ona: K(u)=0.
s . . +::—> e
Dans ces conditions, pour toute solution de u=0, ona
>
fff I(u) as = 0
oD
< . . ‘e > >
ou, si pour simplifier on prend w =0
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3 3 > >
1(3) = iZo Zo { 2 Re [(x LUPRY u’k) nk] - (x. U . Uy ) n.}
3 > > z
+ lzo 1SJ§k<32 Re [ (x u,i'AJk u’J) n + (x. u’ .AkJ u’k)nj

5 N >

+ ) 2Re (U.A.. u . )n,
.. 13 1 dJ
1,J=0

-> - > Pd
f) si 1'on prend en particulier, N(u) u, » on obtient : ( K(u) étant

”f J(u,n) as = J

évidemment nulle

)
f I >3
f” [Et.au+u.c\3]dxdydzdt

t
D oD
N 3 - - >
ol J(u,n) = kio [2 Re {(ut. Ay u’k) n,} _(u,k'Ak_k u’k) ng ]
.2 - . E
+ 2 Re {(0,.A., u .)n. + (u,.A .u . )n, - {(u, . A, u.)n_ }
1SjZk$3 (t Jk ’J) k t AkJ K73 K Jk »J ©

g) Choix de D

in
On le prend borné et tel que 3 D= U 9 Dy
i=1

3D1 =53XIO,T|9 oD ={(r,t)|t=0,r<c

o <t<a } , 93D

1 3 ={(r,t);t = 0, rca}

D), = {(r,t)|r=c1t+a, 0O<tsgT

On désigne par J1’J2’J3’Jh et les intégrales de J(1) étendues & ces parties

.. . - ->
de la fronti€re. S1 N = u,

J, =0 puisque %, =0 sur D, . (no =0 )

1
> > 2 -> :
J(u,n) = - [Iut| + W(u,u)]
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->
2 - > _ >
et J2 = - ”J [|+t| + W (ﬁ,u):[ dv ou R1 =c, T+ a et u = u(P,T)
DR1 .
Sur aD3 » By =Ny T ng = 0 ,n =~ 1 d'ou
[ <> 2 -> z > >
Iy = J lu |© + w(a,w)| av ol u = u(p,0).

> r 1
n = Y no - -
1+c1 ¢1+c?
. > . >
N el(‘rr—kt) o an(e,d)) el(or—kt) ® bn(e,\ﬂ)
et uw = ——mm + L A
n n
r n= T r n=0 r
i - t+ >
R 1 - an(e,\ﬂ) e:.c:flj(c1 c2) a.] o bn(e,q))
r=c¢c,t+a = u= — z +
1 r n+1
n=0 (c1 t + a) 3n+1 (c1t+a) (c1t+a)
Comme :
J(Am)=-n( |3 |2+w(ﬁﬁ) ) + 2 Re (34 (3,2.))
on o) t ? t° *r

1

¢1+c2

1

on a, sur D) (au coefficient prés )

-> >
3(3,8) = c, Eﬁtﬁ + W(@,u)| + 2 Re (4T (w,2) ).

-+ 1 .
Compte tenu de l'expression de u , on peut montrer que J(ﬁ,n) O(_E ) mais que,
) o, r
N it (et w3 (6,0)
. face n € n
s u se réduit a

r n
n=0 r

cette expression est 0 ( 15 ) d'ol il résulte que J), est bornée indépendamment
r
de t. (si .
- >
io(r c2)t - (0,0
t n=0 P

on a des résultats analogues en prenant pour aDh t 0t Ty, r= 5 t + a).

En fait, on va tout d'abord se limiter aux problémes suivants :
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g (
> _ > + ->
u=u, +ou,
2> 2
2 s oy 2 o,
c, grad div u,— =0 ¢, rot rot u, + =0
1 1 2 2 2 2
at ot
> - -> . ->
{ u,(P,0) = g, (P) { 5270 = g (P)
2, Bu, N
30 (Bs0) = h,(P) 5o (P,0) = hy(P)
—>
u, =0 sur B u, = O sur B
1 2
On a, dans ces conditions
-5
Uj (P,t) =0 pour r 2 ¢ t+a-c¢
donc E. = - 3. e—lkt pour r 2 c. t +a-¢€
J J J
On se bornera & &tudier 1'équation
2> . .
-> ® > > e > >
(A+2p) grad div u - 9 u 0 <A u-u, =0 , Yot u =0
3t2 tt

des démonstrations identiques donnant les mémes résultats pour

$ > >
A u-nu =

t , div U=

-
0

(ce sont des cas particuliers de

s'appliquent donc). On a :

Lerme 2 () sipowr t=0, u
(dans Be ) j” Uﬁr 2 L W@LE)

r<a

elle venigie une telle inégalité poun tout t > O : plus precisément L'on a

i

r<c

t=T

1 T+a

est Aindépendante de T.

_>-:
A.

->
0.

I >
u-u, =0

£t , les calculs précédents

(qui est de La forme

venigie

> 2 > 2 %
lutl + W(u,u)| dv < G + M, ,0sTc<w

.
.
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Démonstrhation :

On prend pour domaine D 1le domaine défini précédemment.
> > - .
Prenant N(u) = u, on voit que :

J,. =0 sur B [0,1] = 3D,

Jh est borné quand T > + ~(indépendamment de T)

r<c1T+a
t=T
Comme O = J1 + J2 + J3 + Jh on en deduit
> 2 > = > 2 ->j
|ut| + W(u,u)| av < Iutl + W(u,u )| dv + M,
r<c1T+a r<a
t=T t=0
ol M, est indépendant de T.
I1 en résulte immédiatement que la solution du probléme est unique.
. . > -> ->
Considérant alors la fonction w  telle que W, =u

t
(qui vérifie dans le cas particulier :

L -> —
A u - utt =0=vrotu
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W =05 wE,0 =g (®) - V,(B), w,(P,0) =n,(p) - V,(P))

si on lui applique le calcul précédent, on en déduit :

{” %1% av < f” D;tlgw(w,g)] av < ”f l§t|2+w(w,-}) ) av + M,

r<c1 T+a r<c1 T+a, r<a

t=T t=T t=0

ol M, et bien entendu 1'intégrale étendue & r <a , pour t = O sont bornés

2

quand t > + = .

Lemme 3 Si B, est &toike par napport & L'onigine on a : (4 Etant de La

gorme

iy HJ [|3t|2 + w(ﬁ,g)] v < K

Dg

ol K est indépendante de t ; Dp etant La négion comprise entre B

une sphere donnée, de nayon R .

Démonstration : On prend ici N(u) = Xg 3 s+t ﬁt + 2
]
> - . >
Sur D, Ui oTon U (puisque u =0 sur B ).

Dans ces conditions :

>\ > 2 > > 2
I1(u) = (x:.L n) [}dlﬂn + (A+u) | n.u,nl ]

c'est-8-dire si B; est €toilé par rapport & l'origine : J1(ﬁ) < 0.

Jh(ﬁ) est borné indépendamment de t .

1,(3) =-t[|?it|2 + w(ﬁ,a)] - ‘[(r B )+ (e a5 )+ (R )+ (5.5, ]

et
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et Jg(u) = JJJ 12(u) dv
rsc1 T+a
t=T
J3(ﬁ) est la méme intégrale prise pour T = 0 : elle est bornée en vertu

des conditions initiales.

On pose
- ->
= - (3.0, + u_.u) av our r < a
921 rlug.up + u,.up P
> 2 > =
J22 = -7 JJJ [|ut| + W(u,u)] av
r<a
> >
J23 = - fff r(u S + u .ut) dv
aSr5c1T+a
J, =-T ]E|2+w({1’g) av
24 t ?
asrsc]T+a
> 2 zZ,
J25 = - J[I (u.ut + u.ut) av .
rsc1T+a
Comme
. 3 2 2
W(a,u) = a [é ) |ui 1| |u u, .|
i=1 s 1Si<J$3 1,J Jsl
3
+ (u=-0a) ) |u, .|2 + B |aiv Ela
. i,j
1,J=1
o+ B = A+ u et comme rot 3 =0 3 ona :
> = 2 2 2
—_— . >
W(a,u) = 8 |aiv ul® + (p+a) §  |u. .|° 2 (uta) |0_|° ( =(>\+2u)lﬁrl2 siB=0)

i5=1

- On a done

IJ21| < a Hf |_13 |2+ lat 2 ) dv < a(%+ M) en vertu du lemme 2 .
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1 ) A
D'autre part J,, <O et |J25| est borné (comme ‘J21| )

utldv + a (é§+ M)

|J23 |s (e T+ a) JJJ

asrsc1T+a

s T Jr” [(A+2u)|ﬁr|2 + Iﬁtlgl v+ a (cg+ M)

asrsc1T+a

S “‘th +a(%+M)

on a donc = J22 = J1 + M3 ou M3 est bornée indépendamment de T quant T > = .

Si U est alors la solution de (P1), il en est de méme de u, , d'ol par le

t ”[ |?1tt|2dv K

r<c]T+a

lemme 2 :

En outre, si on applique le lemme 2 & w(t.q. %t =3) ,ona:

> 2 S s .
t [JJ |w |” av <K d'ol & 1'aide du lemme 1
rsc t+a

|3l < ¢ A&

-> -> > =3 s
Comme u=U-Ve 1kt on voit que, lorsque t =+ + = ﬁ tend vers V e 1kt
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