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I N T R O D U C T I O N  

-- 

Ce travail a pour origine un article que M. ROSEAU fit paraetre en 1957 

et dans lequel il formulait un problème de diffraction d'ondes élastiques sta- 

tionnaires relativement à un domaine non borné. 11 établissait alors un théorème 

I d'unicité. Sur ses conseils, nous en étudiâme l'existence. 

1 ,  En voulant appliquer cette méthode à d'autres problèmes analogues, nous 

fûmes amenés à réfléchir à la notion de "condition de radiation". 

Un problème de diffraction (ou de dispersion) d'ondes par des obstacles 

bornés est toüt d'abord un problème hyperbolique mixte. Le problème suivant : 
-+ 

trouver v (x,t) vérifiant 
4: : + j -+ [ A v - v  =f(x) e tt dans Be , t > O 

+ 2 9  + + A v + L  v . 8  dans ( B . ) , $ = u + u  où 
O 

+ *t dg ' 0 uo soIution donne@ 



On a ainsi remplacé le problème hyperbolique (1) par le problème aux 

limites elliptiques pour (II). Ce faisant, on perd l'unicité de la solution. 

Cette unicité est, depuis SOMMERFELD, rétablie en imposant une condition de radia- 

tion. 

Pour chercher à les formuler dans le chapitre 1, on a procédé à peu près 

comme suit : 

d'après les récents résultats de P. LAX et R. PHILIPPS [L.P. Scattering 

Theory] on peut montrer que, localement et relativement à la norme 

t -t + a, la Solution du problème (1) "tend vers" une fonction de la forme 

-f 
-ikt où v est solution de (II) vérifiant certaine condition à l'infini. v e 

-t : :  2-t 
( ~ n  fait v est solution 5 - rayonnante de A v - 5 v = 8) 

On voit que le problème revient à caractériser ;lx). Plus particulièrement 

-t -f 
son unicité nécessite l'étude du système (II) où f = O . 

Or, dans ce cas 

équivaut au syst &me 

-f 2 -t 2 
grad div u, + r ul = O ; ( ~ + 2 ~ )  r = p o I f  2 2 

= k  

* -++ 2 + [ rot rot u2 - o u2 = O . 
+- 

On établit ensuite que v(x) est la somme de deux fonctions d'ondes 

-t +- 
rayonnantes v et v, . 

O 

Le Chapitre O donne quelques préliminaires sur les espaces fonctionnels 

utilisés. Le Chapitre 1 étend à llElastodynamique, en l'absence d'obstacles, le 

formalisme de LAX et PHILIPPS (en dimension 2 et 3) : représentation spectrale et 

par translation du groupe Uo(t) associé aux équations de l'Elastodynamique, 

sous-espaces rayonnant associés. Le Chapitre II est une suite d'énoncés de 



III 

théorèmes dont les démonstrations sont presque identiques à celles de LAX-PHILLIPS 

pour l'équation des ondes en dimension 3. 

La suite du Chapitre II (théorème de développement.. . )  est consacrée à 

écrire des conditions de radiation équivalentes et à les appliquer à des théorèmes 

d'unicité. 

On se propose principalement dans le chapitre III d'étendre une méthode 

de P. WERNER [1,21 à l'approche du problème de la diffraction d'ondes élastiques 

stationnaires, dans un milieu homogène, par un obstacle encastré. 

Ce problème a été traité, entre autres, par KUPRADZE [ 3,2,3] . Il est 
relatif aux équations de ~ a m é  

3 
p A u + ( A + ~ )  grad div : + p k2 = O 

équivalentes au système 

3 
grad div ul + r2 <, = O 

La méthode employée par KUPRADZE revient à ramener le problème aux limites 

à un système d'équations intégrales de Fredholm ou d'intégrales singulières qui 

sont résolubles pour tout (r,o) mais pas uniquement pour un ensemble dénombrable 

de valeurs propres d'un problème aux limites intérieur. Dans ce dernier cas, la 

Seconde partie de l'alternative de Fredholm est nécessaire. 

La méthode envisagée ici n'utilisera que la première partie de cette 

alternative. 

1 - Méthodes. 

Soient n domaines bornés Bi,, ..., B. de l'espace euclidien E3 , de in 

frontières respectives Dl , . . . B sur lesquels on fait les hypothèses suivantes : n '  



(i ) le complémentaire Bek de Bik est connexe, 

(ii) pour tout k,L, k # 1 , BihU Bk et Bi U B sont disjoints. L 

(iii) B . .  . B sont des surfaces fermées. n 
n n 

On posera B = Bk , Bi = U Bik , Be désignera le complémentaire 
1 1 

La détermination du champ élastique stationnaire (SI ,Z2) qui résulte 

de la diffraction d'un champ stationnaire donné (? 
+O 

1 , ug ) par n obstacles bornés 

encastrés de surfaces B I ,  ..., B conduit au problème aux limites extérieur n 

suivant : 

-f + Thouveh deux champh de uectem ul(x) , u2(x) te& que : 

-f -f + (QI ul , u2 (donc U = ) h 0 i &  de cea6he c2 d a ~  B~ u1 + u2 

& C'  dcrMnB U B .  e 

( b )  z1 ,G2 . , ~ W d i e n t  Le bqbtëme ( 7 1 7 )  dam B 
e 

+ + +  + + ( c )  u = u1 + U2 v W G e  hm B lu concktion u = y 

où hepkaente Le champ de dép&cemev& donna hm B . 
+ + 

Ici, u , uP désignent respectivement les champs longitudinal et transver- 

sal diffractés. 

+ -+ -f 
On a, bien entendu, - y = u sur B où uo est le champ incident. On 

O 
+ 

supposera y différent iable continûment. 

On a vu que la solution n'était unique que si l'on imposait, dans 

-b -f 
l'hypothèse où k est réel, des conditions de radiation sur ul et u2 

(03 l'une de celles qui l u i  sont 6quivalentes). 

Afin de motiver les méthodes employées dans ce travail, on va inclure 

une courte discussion comparative. 

Tout d'abord, suivant KUPRADZE [31 on essaie de représenter la solution 

cherchée sous la forme : 



+- B 
où N(P;Q>nQ) e s t  l a  matrice de BASHELEISHVILI e t  (Q)  un champ continu déf in i  

-+ 
sur ( B ) .  Le champ U ( P )  v é r i f i e  l ' équat ion 

-' + 2 +- 

a " u + p k  u = 0  pour P  & B 

e t  auss i  l e s  conditions de radia t ion.  

Les r e l a t i ons  de discont inui té  des po ten t ie l s  é las t ique  de surface 

impliquent que l a  condition aux l im i t e s  ( c )  e s t  équivalente à l ' équat ion 

où T e s t  un opérateur i n t ég ra l  dé f in i  par 

B 
On peut montrer que l 'équat ion homogène correspondante 

a  des solut ions  non t r i v i a l e s  s i  e t  seulement s i  l e  problème aux l im i t e s  i n t é r i e u r  

:: 3 2 - t  + [ A U +  p k  u = O  dans B: 
L 

sur  B 

a  des solut ions  non t r i v i a l e s .  

De cec i ,  on peut déduire que, s i  k  e s t  complexe (ou r é e l  e t  d i f f é r en t  

des valeurs  propres en i n f i n i t é  dénombrable de ce ~rob lème aux l i m i t e s )  l ' équa t ion  

i n t é g a l e  (v )  a  seulement l a  solut ion $ = O . La première p a r t i e  de l ' a l t e r n a t i v e  
O 

de Fredholm s 'applique : l ' équat ion in tégra le  non homogène aàmet une e t  une seule  

solut ion qui entra îne  l ' ex i s tence  d'une solut ion pour l e  problème ( D ~ ) .  

Dans l e  cas où k e s t  une valeur propre du problème in t é r i eu r  (N. ) on 
1 

+- +- +- 
essaie  de représenter l a  solut ion sous l a  forme : u  + u' où u  e s t  l e  champ 

déf in i  par  I V  e t  ' un champ co r r ec t i f  convenable. 

L'équation in tégra le  (v )  e s t  a l o r s  remplacée par : 

+- -+ +- 
e t  c e t t e  équation admettra des solut ions  s i  u' e s t  t e l  que Y - u' 1 e s t  ortho- 

B 
gonal aux solut ions  de l 'équat ion homogène adjointe  



+- 
On peut construire de tels champs u' d'au moins deux manières dont on indiquera 

I 1 'origine du principe (MULLER [ 1 1 et CALDERON [ 1 1 ) . La première consiste à se donner 

I sur B une distribution continue de dipoles, l'autre à utiliser le champ correctif 

1 produit soit par un nombre fini de dipoles convenablement répartis en différents 

points de Bi OU par un nombre fini de multipoles,un en chaque point de Bi . 
l Comme on l'a déjà dit, toutes ces méthodes exigent la seconde partie de 

l'alternative de Fredholm. 

Pour cette troisième méthode il est important de remarquer que les deux 

I précédentes font un usage essentiel du fait que le champ (IV) vérifie 
. , .'+ 2 + - - +  

h u + p k u - O non seulement dans Be mais aussi dans Bi . Cette ~ro~riété 
. . .. 

est essentielle pour la discussion de l'équation intégrale homogène (v) q u ' à  

l'aide des relations de discontinuité des potentiels de surface on peut montrer 

l équivalente au problème intérieur ( N ~  1. 
l 

La difficulté gît dans l'existence de valeurs propres pour ce problème 

(si k réel) ce qui entraîne pour l'expression IV de ne plus donner la solution 

cherchée. 

Il semble donc naturel de modifier l'expression IV de manière telle qu'au .. 
.* +- 2 - t  +- 

lieu de A u + p k u = O elle vérifie, dans Bi, une autre équation aux dérivées 

1 partielles pour laquelle le problème intérieur associé n'a plus de valeurs propres 

même si k est réel. 

Une équation appropriée dans (B~) est : 

où g(~) est une fonction continue holdérienne, positive dans B. et nulle sur B , 1 

et E = + 1 si Re(k) 3 0, E = - 1 si Re(k)< O . 
Comme on le verra l'équation VI1 peut être vérifiée dans Bi si l'on ajoute 

à (IV) le potentiel de volume 



3 
où iCi est un champ continu convenablement choisi, E(PQ) étant la matrice solution .. 

" + 
élémentaire de A u + p k2 ; . D'où il résulte que ;' (P) vérifie l'équation 

+ 2 - t  
D u' + p k u' = O dans B ainsi que les conditions de radiation. e 

En résumé, on essaie de représenter la solution de (D,) SOUS la forme 

+ 
Le problème revient donc à déterminer ;$ et $ de façon telle que les 

conditions suivantes soient vérifiées : 

-t +- 
(il u l s = y  sur B 

(ii) ( + p k2 + i E g) : = d dans Bi 

 es- équations intégrales rencontrées jusqu'à présent ayant un noyau inté- 
grable, il nous avait semblé logique d'y inclure des résultats correspondant aux 

problèmes plans mais dans l'hypothèse d'un milieu anisotrope. 

Il est possible en conjuguant des remarques algébriques et les résultats 

de F. JOHN sur les solutions élémentaires (et de E. LEVI) de déterminer la solution 

élémentaire et de ramener le problème de Neumann à un système intégral analogue au 

précédent. 

On s'est limité au cas statique car les théorèmes d'unicité dans le cas 

dynamique ne sont pas établis. Vraisemblablement on ne pourra pas utiliser les 

méthodes du chapitre 1. 



Dans le chapitre III, on a rencontré uniquement des équations intégrales 

dont les noyaux admettaient des singularités "faibles" ce qui permettait de leur 

appliquer directement les théorèmes de FREDHOLM. 

Or, à part les problèmes du type de' ceux étudiés dans le chapitre III, 

il n'est guère possible de se passer des équations intégrales singulières du type 

de Cauchy (ou à valeurs principales). 

Dans les problèmes tridimensionnels on étudiera ., 2+- + 

le problème relatif à A" + p k u = O déjà cité mais où l'on impose 

+ 
3 + 3  +- * +  

du + A  2 div t + p n A rot u sur B T(u,n) = 2~ 

Dans l'étude des problèmes plans isotropes, les équations intégrales 

singulières -nt indispensables quels que soient les problèmes étudiés car, si l'on 

construit une matrice élémentaire comme dans le chapitre II, on ne peut trouver 

+- 
un opérateur N (cf. chapitreII1, introduction) pour lequel la matrice 

a, 8 
+ a 1 

N(P;Q,~ ) se comporte comme - L - : la dérivée tangentielle de Log r intervenant 
Q an r 

on est bien dans l'obligation de considérer des intégrales du type de Cauchy. 

La théorie des systèmes d'équations intégrales singulières s'est surtout 

développée dans le cas unidimensionnel (cf. MUSHKHELISHVILI [l] pour une étude et 

une bibliographie détaillée et aussi F.D. GAKHOV [Il au moins au début). 

Dans le cas d'intégrales singulières multidimensionnelles, il faut 

citer GIRAUD 11, 2, 31 , MIKHLIN [Il, [2], [3] et pour les problèmes de l'élasticité 

V.D. KUPRADZE [Il [3] . Ce sont surtout 8. ces deux derniers auteurs que l'on aura 

recours. 

Les équations intégrales singulières diffèrent de celles du type de 

Fredholm en ce que les intégrales singulières qui y apparaissent sont des opérateurs 

bornés dans les espaces fonctionnels utilisés mais non complètement continus ce qui 

interdit l'application de la théorie de Fredholm - Riesz - Schauder à ces équations. 

Le problème est donc celui de leur régularisation, c'est-à-dire de trouver une 

équation de Fredholm dont les solutions contiennent celles de l'équation intégrale 

singuière étudige. 



En outre, deux équations singulières adjointes homogènes sont telles que 

les espaces vectoriels de leurs solutions ont des dimensions différant d'un entier 

lié au symbole de l'opérateur intégral : s'il est nul, les théorèmes de Fredholm 

s'appliquent et l'on a équivalence avec un opérateur de Fredholm. 

On a essayé néanmoins d'adapter au cas plan la méthode employée ail 

chapitre III. 

Dans le cinquième chapitre, on espérait inclure un théorème d'amplitude 

limite grâce à des méthodes utilisant des intégrales d'énergie mais on n'a obtenu 

que des résultats très limités liés aux équations : 

- 3 - 3 - f  
p rot rot u + t = O tt .. ..+- +- +- 

sans aboutir au résultat correspondant à. A u - u = O . 
tt 

D'ailleurs LAX et PHILIPS, dans leur récent ouvrage, laissent peu d'espoir 

quant au succès de cette méthode. 

Pour terminer, il nous reste à remercier M. ROSEAU, sans qui ce travail 

n'aurait pas existé et dont la patience, les encouragements et les conseils ont 

souvent réveillé un courage défaillant. 



CHAPITRE O 

PRELIMINAIRES 

0.1. LES E2UATIUNS DE L'ELASTICITE DYNAMI$UE 

Soi t  un mi l ieu  é l a s t i q u e  i n d é f i n i ,  anisotrope rappor té  au repère  

-?- -+ -+ orthonormé ( 0 ,  e l ,  eg, eg )  ou Oxl x2 x3 . 
-?- 

-> 
-?- 

S i  u ( x , t )  = 1 u  e ,  ( i  = 1 ,  2 ,  3 )  désigne l e  vecteur déplacement i i i= 1 

au point  x  (de  coordonnées x l ,  x ,  x  ) e t  à l ' i n s t a n t  t ,  on d é f i n i t  l e  t enseur  3  

( l i n é a r i s é )  des déformations par  s e s  composantes : E : i j 

2 E  = u .  + u .  ( i ,  j = 1 ,  Z y  3 )  
i j  1 , j  ~ , i  . 

dans l e  cas  t r idimensionnel  (ou 2 E = u  + u  dans l e  cas p lan  a,B = 1,2) .  
a@ a,@ @ ,a 

La no ta t ion  ",j" désigne l a  dé r iva t ion  p a r t i e l l e  a/ax . 
j 

Le mi l ieu  e s t  c a r a c t é r i s é  par  l e s  r e l a t i o n s  su ivantes  e n t r e  l e  t enseur  

des con t ra in tes  ( u i j )  symétrique e t  l e  tenseur  (E ) : i j 

où l ' o n  a  u t i l i s é  l a  convention de l ' i n d i c e  muet. 

Les c o e f f i c i e n t s  d ' é l a s t i c i t e  c  ijke ( x )  sont  c a r a c t é r i s t i q u e s  du 

matgriau e t  s a t i s f o n t  aux r e l a t i o n s  de symétrie : 



On d i r a  que l e  milieu e s t  homogène s i  l e s  c ijke sont indépendants 

du point x , q u l i l  e s t  homogène à l ' i n f i n i  s i  

l i m  O 
C i jke ( X I  = cijU 

uniformément en 
1x1 +- 

e t  homogène par morceaux s ' i l  ex i s t e  par exemple un ouvert borné 
Ri 

de com- 

plémentaire 51 dans lesquels  l e s  c ijke ( x )  sont constants ( l e s  valeurs 
e 

pouvant ê t r e  d i f f é r en t e s ) .  

+- 
Si  f  ( x , t )  désigne l a  densi té  volumique de forces  e t  p (x) l a  densi té  

au point x , l a  l o i  fondamentale de l a  Dynamique entra îne  : 

s o i t ,  par (0.2) : 

Système que l ' on  peut condenser sous l a  forme mat r ic ie l l e  : 

où A (x )  e s t  une matrice 3 x 3 d1é16ments 
i j  

En outre ,  l e s  conditions (0.3) entra înent  

t 
Aij  = (a& = ah = c = c ) = A . .  &i kj k jLi  J 1 



t 

1 

G. GONTIER [ 1 1 ) 

J Dans ce cas : c i jlce = A 6i j  + ri (Sik 6je + 6 jk 1 

I 
03 A(x), ~ ( x )  sont l e s  coefficients de LAME . 

11 e s t  a lors  a i sé  de v6r i f i e r  que : 

i > f 

A , ,  = Diw ( A  + 2li,ii,li) . AZ2 = Diag (P,A + 2li.li). = D i 8 8  (ri.li,h.f 2li) 

, , 
O X O O O O < ,  

A I 2 =  t ~ ; l =  P O O  ; A 2 3 = t ~ 3 2 = '  O ~ A  
! -  

O O O o u 0  

o o l i  3 7 - j  

A31 = t ~ 1 3  ' 0 0 0 . 6 1  .i 
A 0 0  f4 

3 

S i  A & r sont constmtts (p i l i eu  howg&le) on retrouve l e  

classique : 

--+ -t -t 2+ 
(0.7) ' ( A  + 2 r )  giad div - p ro t  r o t  u + f = p - a u 

G%?!?E 
n t  nuls, u, .2 y f, e t  

I l'a> fait l 'hypothbe pue les c. .  ne =ont fcaiction qua d. r1 
~3~ 

et 1s avec : 

C 3111 '31 12 ' '3122 SB '321 1 ' '3212 '3222 ' O 

(milieu transversalement isotrope pour l a  direct ion OS : milieu s t r a t i f i g  p u  

exemple), les équations du mouvement s 'écrivent ( l e s  indices grecs ne arenant 

que les valeurs 1 ,  2 )  : 

, \ s  . - . i  P. 8 



soit 

où Ac<.  - - (ay6 = c 
y a ô B  

) est une matrice 2 x 2 vérifiant (0.7). Les équations 

conservent la même forme, le cas isotrope donnant : 

A , ,  = Diag ( A  + 2~,u) , A22 = Diag (P, h + 2p) 

HqpothP6e d' &LipIt ide  ( G .  FICHERA [ 1 1, DWAUT-LIONS [ 1 1 ) 

IL e&;te une canatante cr poaXve lt&e que, pawr t u u t  teuewr 

6yrnéXkique (E. . )  : 
=J 

En particulier si E est défini par (0.1) on obtient aisément : ij 

qui, dans le'cas isotrope, donne : 

Une conséquence de (0.8) est le théor8me suivant (cf. G.F. DUFF [Il). 



(o. 10) C ki&j C i & .  r, ri > O ( i ,  j , k , L = l , 2 , 3  ou 1 , 2 )  
J - e k  

powl *OUA i non nue6 de R' et $OUA non nut de  cn (n = 2 ou 3) .  Pouh t o u t  
+- 
5 non nul de  R~ , la ma&.ice 

(o. I O )  ' A ( X  ; i) = 5. 5.  u.t h y m W q u e  dédide p o a X v e  
1 J  

D6imomR/Lation 

Dans (0.8) on prend : 

- 
E i j  = c i  r, + 5 .  Tli - E . .  ; E y e =  & r, + Qk 

j J J 1 k L 
* 

ce qui donne, compte tenu de (0.3) : 

S i  l ' on  note que (0.10) s ' é c r i t  

-+ 
-+ - 

A ( x ; )  . q > O , on vo i t  que i a  matrice 

+- A ( x ; ~ )  e s t  dé f in ie  pos i t ive  ( e t  symétrique donc hermitienne) 

+- +- 
A ( x ; ~ )  e s t  diagonalisable e t  s i  e s t  un de s e s  vecteurs propres, l e  théorème 

(0.1 ) donne l e  r6su l t  a t  . 
2 Ces valeurs propres seront notées : cj(x;$) ( c  > O )  avec 

j 
2 2 2 2 

C l  2 C2 2 C3 
2 

( O U  c l  a cg dans l e  cas plan) e t  l e  vecteur un i t a i r e  propre 

+- 
correspondant e .  (x;;) : on s a i t  q u ' i l  en ex i s t e  toujours t r o i s  formant une base 

J 

orthonormale. 



-+ 3 
Remmgue 0 . 1 .  S i  l ' on  pose E = p w , I:I = 1 , on a : 

2 -+ 
d'où l ' o n  déduit aisément que : c ( x ; ~ )  = p2 (X;$) 

j J 
-h -+ -+ -+ 
e (x;w) é tan t  un vecteur propre de A ( x ; ~ )  e t  A (x;w). 
j 

Ca d'un miLieu Abo&ope 

2 -+ 2 2 2 
c ( X ; U )  = A + 2 p ; c2 = cg = p ( c l ,  cz dans l e  cas plan)  1 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
e l  (x;w) = w [ e2(x;w) = e3 A w dans l e  cas plan] 

0 . 2 .  ESPACE PE BEPPU-LEVI EL(R";c") n = 2 ou 3 (c f .  DENY-LIONS [ 11, LIONS [ 1 1  

G. FICHERA [ 1 1 , DWAUT-LIONS [ 1 1 ) 

On in t rodui t  i c i  l ' espace dans l eque l  seront p r i s e s  l e s  données 

i n i t i a l e s  du problème suivant : 

V é & L W o n  0 .  1 .  On a p p a e  espace de  Beppo-Levi addoc*é aux équmXo.u de 

e t é e a s z i d é ,  t e  complété de  a (R" ; cn)  p o w  .ta nome  : 

on &e na&?A.u E L ( R ~  ;cn ) (ou B L ( R ~ ; c ~ )  notat ion de DENY-LYONS ' [ I l  ) . 
On va dans une s u i t e  de lemmes é t a b l i r  (ou rappeler)  quelques pro- 

p r i é t é s  de ce t  espace. 



Lemme O. 7 .  3 3 3 3 Si 3 E EL ( R  ;C ) on a ? E L : ~ ~  ( R  ;C ) e t  

3 3 Soi t  ? E . ~ > ( R  ;C 1. On a 

+ + 2 2 2 2 or,  E i j  ( f ) . E i j ( f )  = ~f I + I ~ ~ , ~ I ~  + ~ f ~ , ~  l 2  + 2 1 0 ~ ~ 1  + 2 I o 2 3 ]  + 2 1 ~ 1 3 1  
1,l  

3. 3 en outre ,  puisque ;é a) ( R  ,C ) 

3. 3 11 en r é su l t e  que, s i  ? € a ) ( R  ,C ) : 

1 3 
s o i t  'encore : 1 1 f 1 1 

3.  3 
3 5 1 . Comme il e s t  démontré 

EL(R ,C ) i , j=l  

( WC-PHILLIPS [ 1 1 p. 95 ) que : 



+ 3 3 
(0.13) e s t  é t a b l i e  pour f E 6) ( R  ;C ). Il en r é s u l t e  que t o u t e  s u i t e  {?n} 

3 3 3 3 L 3 3 de a> ( R  ;C ) qui e s t  de Cauchy dans EL(R ;C 1, l ' e s t  dans L ( R  ;C ) e t ,  l o c  
-+ 

par conséquent, y admet une l i m i t e  unique f qui  v é r i f i e  (0.13). 

R m q u e  0.2 .  Dans l e  cas plan,  il r é s u l t e  de LIONS-DEliY [ l  , pp. ] que 

2 2 2 2 
EL(R ;C ), qui  e s t  un espace de HILBXRT, n ' e s t  pas contenu dans a l ( R  ;C ) en 

2 2 2 2 
p a r t i c u l i e r ,  EL(R ;C ) n ' e s t  pas contenu dans ( R  ;C ). l o c  

Par contre,  c e t t e  p ropr ié té  e s t  r é t a b l i e  dès que R2 e s t  remplacé pa r  

un de ses  ouverts  connexe (borné ou non) dont l e  complémentaire a un  i n t é r i e u r  

non vide e t ,  dans ce cas ,  on a : 

+ 2 
( i l  en r é s u l t e  a l o r s  que s i  {T 1 t end  ve rs  f dans EL(O;C ), ? }  tend e n c w e  

n 
+ 2 

vers f dans Lr (Q ;C ) pour t o u t  r f i n i ) .  l o c  

+ 2 2 
Une conséquence en e s t  que s i  f € EL(R ;C ) e t  s i  e s t  un ouvert  

connexe de RY (dont l e  complementaire à un i n t é r i e u r  non vide ,  l a  r e s t r i c t i o n  

-+ 2 2 2 2  
de f à I l  appar t ient  à L (Q;c') (donc à L ( R  ;C ) ) . l o c  loc  

+ 3 3 2. 2 2 n 1 )  Par d é f i n i t i o n ,  f EL(R ;C ) (ou EL(R ,C ) ) implique e. (?) (5 L ( R  ) i j  

(n = 2 ou 3) mais l a  réciproque e s t  fausse  pour n = 3 : en e f f e t ,  l e s  fonct iqns  

11 -P s o l i d i f i a n t e s "  x - 5 A : + (a, a constants)  ont l e u r s  E nuls mais 
i j  

3. 3 n'appart iennent  pas à EL(R ,C ) en v e r t u  de (0.13). 

2 2 Par a i l l e u r s ,  on peut no te r  que, pour t o u t  f E Q )  ( R  ;C ) . 
-+ 2 1 -+ 2 1 / f / 1 EL 5 / 1 f 1 1 BL(R2 ;C2 ) ( l a  preuve e s t  évidemment 

l a  même que dans l e  cas n = 3 ; cf.lemme 0.1) ;  o r ,  dans l e  cas des fonctions 

" so l id i f i an tes" ,  c e t t e  i n é g a l i t é  (qu i  s e  conserve pa r  complétion) en t ra îne  



une contradic t ion puisque : 

-+ 3 3 
Notons encore que l e s  "constantes1' a ne sont pas dans EL(R ;C ) 

2 2 
toujours  à cause de (0.13) mais q u ' e l l e s  peuvent ê t r e  dans EL(R ;C ) .  

2 )  Muni du produit  s c a l a i r e  

E L ( R ~ ; c ~ )  e s t  un espace de Hi lber t  ( s u r  C ) .  

La démonstration s e  trouve en f a i t  dans Deny-Lions. 

&s l e  cas n = 3 , il r é s u l t e  de (0.13) que s i  I l f l j  = O 

+ EL 
f e s t  n u l l e  p.p. s u r  t o u t  ouvert relat ivement compact de R' e t  même s u r  t o u t e  

boulefermee { ( X I  6 n )  n e N .  

3 3 2 3 3 3 )   inégalité (0.13) montre que EL(R ;C ) e s t  contenu dans L ( R  ;C ) : c ' e s t  l o c  
3 3 donc un espace de d i s t r i b u t i o n s  (c 'est-à-dire q u ' i l  e s t  contenu dans p '  ( R  ;C ) .  

Pour & f i n i r  E L ( R ~ ; c ~ )  il e s t  u t i l e  de p a r t i r  d'une d h f i n i t i o n  p l u s  

genérale : comme dans I)ENY-LIOBS 1 ,  p. 30b-309, e t  de re t rouver  EL(R";c") Gven- 

tuellement (dans l e  cas n = 3 ) .  

S o i t  ( R n ; c n )  l ' espace  des 3 E O' ( R ~ ; c " )  t e l l e s  que : 

c e t  espace e tan t  muni de l a  topologie l a  moins f i n e  rendant continues l e s  

2 n app l i ca t ions  : 5 u E ( T )  de 0' ( R n ; c n )  dans L (R ) . Cet espace n ' e s t  pas 
i j e 

-f 
separé car  l1adh6rence ae  O s o i t  W n ' e s t  pas r e d u i t e  à 161 : en e f f e t  : 

E (P) = 0 i ,  = 1 . . . , n en t ra îne  (au  sens des d i s t r i -  i j  
t i o n s  ) 





que : 

I -+ 
Toute d i s t r i bu t i on  T  g V '  (Rn ;Cn)  admet une décomposition unique : e  

-+ 
u  e s t  a l o r s  1'uni.e 6lément de EL(R";c") d'image ; dans l'isomorphisme de 

I I3L(Rn;Cn) sur  de . Dans ces conditions : 

-+ -+ -+ -+ 
h = T  - u E  h donc Aij hSij = O  

Pheuv e 
-+ -+ -+ -+ -+ 

En e f f e t ,  on a  pour t ou t  $ 6 &; , f' = ; + h -+ , ; E d e  . h  E i .  

-+ 
-+ 

u  e s t  a l o r s  1' unique 6ïBment de EL(Rn;cn) d'image ; dans l'isomorphisme 

de EL(Rn;cn) sur  de . Dans ces conditions : 

+ - + +  -+ -+ 
h  = T - u  e h donc nij hSij = O 

-+ -+ -+ 
2 

En outre  I I T I  1: = 1 1: + Ilhl l e  en t ra îne  1 I?I 1 2  - 1  1 < 1  1: + I  lhl 1: . 

C o n d u k o n  

-+ 2 1 
L1in6gal i t6  I l f l l E L  2 2 1 ( ; / l B  valable pour n  = 2, 3  en t ra îne  

BL 
-b -+ 

que l a  s t ruc ture  préhi lbrr t ienne dé f in i e  par  ( u . v ) ~ ~  e s t  équivalente à c e l l e  

-+ -+ -b -+ 
déf inie  par : (u,v) = 1 u  v ,  en p a r t i c u l i e r  il r é s u l t e  de l ' é t ude  

L2 
de [DENY-LIONS, p. 320-3221 que pour n  2 3 EL(Rn;cn) e s t  un espace de 

d i s t r i bu t i ons  a lo r s  que cec i  e s t  faux pour n  = 1 ou 2  . 
En cgnsequence, dans l e  cas n  = 2 , on prendra pour espace de données 

2  2 2  2 i n i t i a l e s  : (LIONS [ 1  p. 29-30] E ( R  ;C ) complété de D (R ;C ) pour lanorme 



0.3 DECOMPOSITION DE E L ( R ~ ; c ~ )  EN SOMME ViKECTE n = 2,3 . 

Les dér ivat ions  sont  p r i s e s  au sens des d i s t r i b u t i o n s .  

Lemme 0.2. 

2 n n  -+ -f -f + 
1 )   if E L ( R  ;C ) n =  2 ou 3 e t  Ai j  f , i j  = O a l o r s  f = O 

2 n n  -+ + -  -+ -f +- 
2 )  S i  f ( L ( R  ;C ) n = 2 ou 3 ,  Div f = O e t  r o t  f = O a l o r s  f = O - + 2 n n  2 n 
3 )  S i  f ,  Rot f E L ( R  ;C ) e t  s i  Div f E L ( R  ) a l o r s  

+ I n n  2 n n  f a  H ( R  ;C ) E . . ( ? )  e L ( R  ;C ) ( i , j  = 1,2 o u 3 1  ; en o u t r e ,  s i  
) 1J  

-+ 
g s a t i s f a i t  aux mêmes  hypothèses 

+ -+ I E  i j ( Y ) . ~ ~ ~ ( B ) ~ x  = div  + f . d i v  dx + 2 

Lemme 0.3. 

2 n. n On a l a  décomposition suivante de L ( R  ,C ) en sous-espaces fermés 

orthogonaux : 

2 n n  L n n  
L (R  ;C = L: (R";c") L + R  ;C ) ( n  = 2 ou 3 )  

2 n n  2 n . n  -++ + 
L ~ ( R  ;C ) = tf I t f e ~  (R ,C ) , r o t  f =  O I 

2 n. n L 
= adherence dans L ( R  ,C ) de igrad @ , h D  ( R n ) }  

2 n n  2 n n  
L 1 ( R  ;C ) = {f 1 f € L  ( R  ;C ) ,  d i v f  = O 1 

2 n n 
= adhérence dans L ( R  ;C ) de { r o t  $ ; $ & p ( R n ; c n )  ) 



Ces deux lemmes se vé r i f i en t  facilement à l ' a i d e  de l a  transformation de 
-+ -+ 

FOURIER e t  de l ' i d e n t i t é  vec to r i e l l e  : / c l Y  ? = i (i.?) + 2 A (i A f ) .  

Lemme 0.4. 
-+ -+ -+ -+ 

1 )  S i  i EEL(R3;c3) e t  Aij  f , i j  = O a lo r s  f  = O 

3  3  -+ - - +  "+ -+ -+ 
2 )  S i  I f €  EL(R ;C ) ,  div  f = O  e t  r o t  f = O  a lo r s  f = O  

-+ -+ -+ -+ 1 - +  - - +  
(f,gIgL = (d iv  f ,  d iv  g )  + - ( r o t  f  , r o t  g )  

2 
Ii2 (R3  ) 2 3. 3  

L ( R  ,C ) 

2 2 4 )  En outre  s i  f E ( R  ;C ) ,  e l l e  v é r i f i e  1 )  e t  2 )  a in s i  que 

5 )  En ce sens que : 1 ( E ~ ~  ( f )  1. E~~ (9) ) = (d iv  f ,div g) 
id (RB ) Ld(13') 

1 - - +  -+-+ 
+ - ( r o t  f ,  r o t  g )  

2 
L~ (Rd) 

1 )  Les derivations é tan t  p r i s e s  au sens des d i s t r i bu t i ons ,  on a  : 
4 

-+ - -+ 3. 3  < Aij  f S i j  , $ > = O pour t o u t  $ E O ( R  ,C ) s o i t  encore 

3 - -+ -+ 

< Aij 9 L j  > = O ce qui  équivaut a ((f,$ ) )  = O pour tou t  
EL 

-f 3  3  3. 3  $ de P ( R  ;C ). Ceci s i g n i f i e  que dans l 'espace de HILBERT EL(R ,C ) ,  

-+ 3. 3  f e s t  orthogonal au sous-espace dense D ( R  ,C ) donc y e s t  nu l le .  

-+ -+ -+ - 3  2 )  P a r  hypothèse : < div f  , $ > = O = < f ,  grad $ > p o u r  tou t  $ 0 ( R  ) 
- - 

- - +  -+ -+ --4- -+ 
< r o t  f ; $ > = O = c f ;  r o t  $ > pour tou t  & D ( 1 3 ~ ; ~ ~ )  

-+ 4 -+ -+ 4 
Ceci en t ra îne  : < f ;  (X+2P) grad div  $ - P r o t  r o t  $ > = O pour tou t  

-+ 3 .  3  o € V ( R , C ) .  



3  
f  e s t  donc n u l l e  en ve r tu  du 1'). 

3. 3  3 )  Par d é f i n i t i o n ,  il e x i s t e  deux s u i t e s  f e t  1 de D ( R  ,C ) qui tendent 

3  3  3 3  
vers f e t  g  respectivement dans EL(R ;C ) quand n  3  . 

+ -+ 
En p a r t i c u l i e r  ( (fn,gn)) + ( ( f  ,g)) . Par a i l l e u r s ,  on a  vu 

EL EL 

-+ + 3  3  1 -++ - +  
que f n n  = ( d i v  fn  , div  gn) + - 2 ( r o t  f n ,  r o t  gn) 

EL 3 ( ~ 3 )  L2(R 3. ,C 3  

3 3.  3 3 2 3 
Comme f E EL(R ,C ) en t ra îne  en p a r t i c u l i e r  E i i ( T )  E L ( R  ) s o i t  d i v  tf E L ( R  ) 

3 on v o i t  que {div  Zn} e s t  une s u i t e  de CAUCHY dans Il (R ) pour l a  norme de 

2  3  L ( R  ) , e l l e  admet donc une l i m i t e  unique dans ce de rn ie r  espace, l i m i t e  qui 

3  -+ 
n ' e s t  a u t r e  que d i v  f ,  ca r  {div  f } converge au sens de D' (R3)  e t  div n  

3  
y e s t  continu. Il en r é s u l t e  que ( d i v  fn,  d i v  2 ) tend vers ( d i v  t f ,  d i v  9) 

n - 2  
L 

- 3 3  - 3  
quand n  3 - . Il r é s u l t e  a l o r s  de ce qui  précède que ( r o t  f  r o t  gn) n  ' 3.  3 

L ( R  ,C - 3  -3 3  
admet une l i m i t e  quand n  3  - ; en ou t re  { r o t  f 1 converge ve rs  { r o t  f 1 

n 
2 3 3  

dans L (R ;C ) .  

2 2 2  1 2 2  4) Si f E E(R';&) il appar t ient  à L ( R  ;C ) e t  auss i  à H ( R  ;C ), donc à 

2 2 3  
S'(R ;C ), on peut donc d é f i n i r  A f Y i j  au sens des d i s t r i b u t i o n s .  Par i j  A 

3  3  
t ransformation de FOURIER : Aij  f Y i j  = 8 équivaut à A (i) f ( 6 )  = O (au sens  

;t 3  * 2 3 3  * 3  
des d i s t r i b u t i o n s  tempérées) d'où f ( 6 )  = O puisque f  E L (R ;C ) donc f = 0. 

3  - 3  -+ 3  * + A 3  
5 )  Div f  = O e t  Rot f = O s i g n i f i e n t  6.f = O , 5 A f =  O ce qui  en t ra îne  

6 )  Uemonstation analogue à c e l l e  de 3O). 

- 3 3  - 3  
I l  r e s u l t e  a l o r s  de ce qui  précède que ( r o t  f n ,  r o t  gn) 

- 3 3  __f 
L2(R3;c3) 

admet une l i m i t e  quand n  3  ; { r o t  fn}  converge donc ve rs  { r o t  3 



Kematque 

3 3  - +  2 3 . 3  On vient de voir que T € EL(R ;C ) entraîne rot f E L (R ,C ) . 
Compte tenu de la définition de EL on voit que : 

+ 3  3  3 .  3 f 6 BL(R ;C ) complété de D (R ,C ) pour la norme 

la réciproque etant évidente. C'est l'espace de BEPPO-LEVI qu'ont étudié 

MM. DEIiY et LIONS dans 111. 

Des lemmes qui précedent on peut déduire la décomposition de 

+ 3 3 
f € EL(R ;C ) en la somme d'un gradient et d'un rotationnel plus précisement 

Lemme. 0.5 

On a la décomposition suivante : 

3 3  d 
où EL~(R ;C ) = adhérence dans EL de S = {grad , $6 v(R3;c)) 

O 

3  + -b 

= {f 6 EL(R ;C ) ;  rot f = 01 

3 3 - 3 - 3  3 .  3 et ELI(R ;C ) = adhérence dans EL de SI = {rot $; $ 6  D(R ,C ) }  

3 3 = {FEM,(R ;C ); divf = O  1 .  

-f 
Si f est orthogonale a So dans EL, on a : 



s o i t  d 'après l e  lemme 1.4.(3O) 

O = ( d i v  ?, A 4) 
L ~ ( R ~ )  

3 
+ 2 3  + d i v  f e s t  donc harmonique. Comme d iv  f E L ( R  ) il s ' e n s u i t  que d i v  f = 0. 

- 3  
On v e r r a i t  de même que f orthogonale à S1 en t ra îne  r o t  f = 6 . On prouve 

ensu i t e  que Sl  ( resp .  So) e s t  dense dans EL1 ( resp .   EL^) : sinon,  il e x i s t e r a i t  

3 --+ -+ 3 3 
f E EL1 e t  orthogonale a S1 ce qui e n t r a î n e r a i t  r o t  f = O e t  d i v  f = O donc 

3 
f = 8 (lemme 1.3.2') ). De même So e s t  dense dans ELo . 

d - 3  
En ou t re  EL e t  EL1 sont  orthogonaux ( c a r  ( (g rad  $, r o t  $) )EL= O )  

O 

3 It-+ 
e t  engendrent  car f orthogonal à ELo e t  EL1 v é r i f i e  r o t  f = d e t  d iv  > = O 

aonc e s t  n u l ) .  

Remmque 

2 2 
Ce lemme s ' é t end  à E ( R  ;C ) 

2 3 3  I l  e x i s t e  une isomgtrie e t  une seule  ~ ~ ( r e s p .  J I  ) de L ~ ( R  ;C ) 

2 3 3 3 3 3 [ r e s ~ .  LI  ( R  ;C 11 s u r  BL(R ; C )  [ resp.  EL^ (R ;C )1  t e l l e  que s i  
-+ 3 .  3 2 3 3 3 --t d f 6 L': ( R  ,C ) [resp. L~ (R ;C 11 : f = grad ( J ~  1) [resp.  f = r o t  (JI  f )  1. 

- 3  
On peut t o u t  d'abord remarquer que, s i  r o t  f = 6 on a f .  f .  

1 , j  J ,i 
pour tous  i , j  = 1,2 ou 3 avec i # j . Dans ces condi t ions ,  E L ~ ( R ~ ; c ~ )  coPncide 

3 3 3 3 - +  avec B L ~ ( R  ;C ) = {?; & BL ( R  ;C ), r o t  f = 0 )  = adhérence de So dans BL 

3 ,  3 [on a d ' a i l l e u r s  une décomposition de BL(R ,C ) en t o u t  point  analogue â 

3 .  3 c e l l e  du lemme 1.5 pour EL(R ,C ) 1. 



A 

-f-f 3 3 3 3 
Comme rot f = O on a 5 A f (6) = O et, par conséquent : 

l Or 2 est une distribution tempéree. En effet si l'on écrit : 

1 3 
où g1 et g2 sont les restrictions de 2 à 1 5 1 r 1 et 1 il > 1 respectivement, 

3 2 3 3  1 3  2 3 on voit facilement que f € L (R ;C ) entraîne E l  € L (R ) et $ € L (R ) .  

3 3 Comme ces deux espaces sont contenus dans S1(R ) on a bien g tE S'(R ) .  Il en 

resulte que 2 est la transformée de Fourier dlune autre distribution temp6rée 

g qui vérifie : 

On pourra donc définir JO 3 = g si g 6 BL(R 3 . Comme g est une distribution 

5 '-b 3 on a : g = g + c où c est une constante et g € BL(R ). On peut donc définir : 

3 CL % JO f3= g .(car g est unique) 
* 

propriét6s de J - i 1 2(S) = f (5) entraîne 
O 

3 - 3.  3 J est une isometrie. JO est surjective car si h E BL(R ) ,  grad h E L (R ,C ) 
O 

_If 

et J grad h = h . 
O 

En outre J est unique car, si JA désignait une autre isometrie, 
O t 

_3 3 3 3 
on aurait : grad (J~-J;) h = O donc JO h - J' h = c (c constante) et corne 

O 

3  ( J~-JA) 2 E BL(R ) on a nécessairement c = O . 



-b 2 3 3  O n v o i t  demême que : h(S) = I E I - ~  ( i i A i ; ( [ )  ) où f E  L ~ ( R  ;C ) e s t  

une d i s t r i bu t i on  tempéree, donc e s t  l a  transformée de FOURIER d'une au t r e  dis- 

3 + + +  3 
t r i bu t i on  tempérée h (6)  qui v é r i f i e  : div  h  = O e t  r o t  h  = f  . 

3 Onpeut donc de f i n i r  : J1 t = c  s i  % t EL1 ( R ~  ; C ) . 
Comme : 

A 

on vo i t  que l e s  5 h .  (c 'est-à-dire l e s  h  ) sont de ca r re  inhégrable e t ,  par 
j~ j ,i 

3  
'-b 3 .  3 

cons6quent, q u ' i l  ex i s t e  h  d EL, (R ,C ) t e l  que : 

+ 
3 ? r +  - 3 3  + 
h = h + ~  où r o t n  = O .  

On d e f i n i t  a i n s i  : 

l 11 e s t  a l o r s  f a c i l e  de vo i r  que J e s t  une isométrie b i j e c t i ve .  1 

Son un i c i t é  provient du fai t  suivant  : 

-b 3 _f -b -4 - b  2 3 . 3  -b -b 
"div JI  f = d iv  Ji f e t  r o t  J1 f = r o t  Ji f , f  6 LI  ( R  ,C ) "  =+ J1 f = Ji f 

I 3.  3 car  ( J~ - J ; )  f E EL ( R  ,C ) . 
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CHAPITRE 1 

EQUATIONS E L'ELASTODYIVAMIQUE EN L'ABSENCE D'OBSTACLE 

1 . 1 .  L ' ESPACE DE HILBERT Ho ET L E  GROUPE {U ( t  ) 1 . 
O 

On désigne par Ho l ' espace  vec to r i e l  sur C des données i n i t i a l e s  : 

+ + + + 
u(x,o)  = g l ( x )  , ut(x,o) = g2(x)  

3 3  
où g l ,  g2 sont dé f in ies  sur Rn à valeurs dans cn (n  = 2 ou 3) .  On u t i l i s e r a  

3 3 3  
souvent notation g ={gl ,  g2} . S i  2 E u(Rn;cn) x V (Rn;cn) , on peut dh f in i r  : 

R 3 
forme que l ' on  va prendre pour norme, l e  produi t  s c a l a i r e  associé  6 tant  

ué f i n i t i on  1 .1 .  - L'espace de HiebeiLt Ho es l e  conlpl2.té de e DR" ; cn)" 

pom lu nome ( 1.1 > On a : 

l 
-f 

So i t  a l o r s  u ( x , t )  l a  so lu t ion  du problème suivant  : 

On a l e  r é s u l t a t  classique suivant  : 

Thkonènie 1 . 1 .  1 ) Le p/ro bleme ( 1 .2  ) admet une et une 4 eute a u 1 W n  dam 

kW(Rn ; cn)  pom des données L u e s  g 6 D ( R ~  ;cn)' . Son ënag ie  

U R  indkyendautte de t . 
2 )  I l  e h t e  deux corntantes pohitives cM et cm cM c 

m 

td-les pue L'en-ie ( 1.1 ) de ; (x , t )  ù l t h * a n t  t=O p o ~  R.a sphèae 



D e m o n n ~ o n  ( s e u l  l e  cas n = 3 s e r a  d S t a i l l é ,  c e l u i  de n = 2 ne n6cess i t e  

que des modificat ions de d é t a i l ) .  

La so lu t ion  ;: peut s e  cons t ru i re  à l ' a i d e  de l a  t ransformation de 

Four ier  e t  l a  conservation de son énergie r é s u l t e  de 2 )  qu i  peut s e  démontrer 

comme s u i t  : 

-f 
S i  u v é r i f i e  l e  systsme aux dér ivées  p a r t i e l l e s  ( 1 . 2 )  e t  s i  Q désigqe un 

domaine de l ' e space  ( x , t )  on a : 

O r ,  s i  l ' o n  t i e n t  compte de Aij = t~ , on v o i t  pue : i j 

+ - - + -t 
+ 

3 - 
( .A u . )  = ( u  . . A . .  u ) d'où, compte tenu de ce que ( u  . .Ai j  u ) ER , j t  i j  ,i ,J 1J ,it , J , i 

On a donc : 

+ - 
S i  l ' o n p o s e  : w(< ( x , t )  ) = Iztl * + (Z . .Ai j  u ) e t  s i  l ' o n  prend 

,J , i 
Q = C(x, t ) l  1x1s R - c t  , O 6 t s T , c > O 1 , (1.3) s ' é c r i t  ; 

- - 2 Re ( z t . A i j  u n . )  1 dS 
,i J 



3 
où, dans l'intégrale du second membre n , n sont directement proportionnels 

-b 
X 

1 
2 - -  à c et - (le coefficient de proportionnalité étant (1 + c ) 2 . 

l XI 
Par ailleurs, si l'on définit la matrice unicolonne U par : 

(u disparaissant dans le cas bidimensionnel) 3 

où, dans le cas tridimensionnel, 

sont des matrices symétriques d'ordre 12, E etant définie positive. 

L1int6grand du second membre de ( 1.4) s 'écrit alors : 

3 Il est positif ou nul si c 3 c = SUP (valeurs propres de A (n) relatives 
-b 

à E )  1 nl=i 

(1.7) ~(c;;) = Det (C E - A (z) ) s'écrit encore 
6 2 = c Det (C Ij - Aij ni nj ) .  Det (A) 

Si l'on fait l'hypothèse naturelle Det A # O (vérifi6e dans le I 
isotrope) il résulte du corollaire 1.1 que les racines de Det (CE-~(n) ) = O I 



sont cl (n) 3 cg(n) 3 c. (n) 3 c4(n) > O B - c3(n)3 -c2(n) = cp(-n)a -cl (n)= c l  (-n) 3 

On fera donc l'hypothèse suivante : 

a0n.t aans poin.t commun ou aont condondua. 

En fait, l'equation de l'ensemble de ces surfaces est 

l\l 2 2 
~(c,;) =TI (c - c- (n) ) = O  N < 3 

et, si l'on suppose qu'en tout point de la partie réelle de 

c = {n 1 ~(c,;) = O 1 , supposée bornée, on a (c;;) # O on peut voir que 
dn 

3 
l'hypothèse precédente est réalis&e, les surfaces c.(n) = w étant analytiques 

1 

et entourant l'origine [cf DUFF [Il , WILCOX [4] 1. 

Vans ce cab, Le &eu at di;t à Q h ~ p ~ g & ~ n  unidohme. 

Il est alors évident que c existe et qu'elle est finie. M 
+ 

Il suit de ce dernier resultat que, si g = 6 dans {x 1 : / x - x / < R 1 ' éner- 
O 

3 
gie de la solution correspondante u (x,t) l'est dans {xi 1 x-xo 1 < R - ct , 

3 3 3 
O < t < T 1 ce qui entraîne u (x,t) constant dans ce même domaine et u (x,0)=0 

3 3 
permet a'affirmer que u(x,T) = O dans {lx - xol < R - c T 1 si c 2 c M .  

Quant à la demonstration de c) elle va résulter de l'étude du groupe {uo(t) 1 

En utilisant la propriete de conservation de l'énergie et le fait que 

2 € U (R" ; cn)' entraîne { :, Zt} E 4 (R" ; cn)' on peut prolonger uo(t) par 

continuité à H et l'on dgfinit ainsi un groupe à un paramètre d'operateurs 
O 

unitaires de H . 
O 



S i  A désigne l e  générateur i n f i n i t é s ima l  de { u o ( t )  } on s a i t  pa r  l e  
O 

théorsme de Stone q u ' i l  e s t  anti-autoadjoint  . 
3 + 

En ou t re ,  s i  g  € (Iln ; cn)' , A. g  e x i s t e  son domaine &tan t  dense 

dans Ho e t  : 

De manière plus p réc i se  A e s t  l ' opéra teur  fermé prolongeant à H 
O O '  

l ' opéra teur  ( f 1) déf in i  su r  D (Rn  ; c") x D ( R n  ; cn ) .  

1.2. REPRESENTATIONS DE u o ( t )  (L.P. Chp. IV & VI) 

Défini t ion 1.3 .- siil V = L2(n) l'espace de ffLtbeM d u  ( C & U ~ Q A  d e )  
3 -+ donuXou de m é  s o m b l e  sm La sphène d é  n = lu ( 1 ml= i 1 de Rn 

2 ( n  = x ou 3) .  L - ; v ou L ~ ( R ; v )  es t  t'espace de ffGbeht des donctiori6 
-+ 
f ( t ; . ) dédinLes surr R à v & e w  dam v et de m é  sotrunable, nome étant : 

Les fonctions 



3 + -+ 
où 5 = p w ,  e ( w )  e t  c2 ( w )  é t an t  l e s  vecteur propre e t  valeur propre associés  

k k 
2 

du co ro l l a i r e  0.1 (c: = A + Pu , c2 = l i  s i  n = 2 , cg = u s i  n = 3 dans l e  
2 

cas d'un milieu i so t rope ) ,  sont  des fonctions propres de A. , en f a i t  : 

+ - 3 

A. mk - i P Ck mk (sans sommation sur k )  

-+ 
Les c ( w )  sont rac ines  de 

k 

Det (c2  1 - A(:) ) = O 

+ -+ 
l e s  e ( w )  v é r i f i e n t  : k 

3 3 2 -+ 
~ ( w )  eh = c ( w )  ek . (sans sommation sur  k) 

k 

I S i  l e s  c sont d i s t i n c t s  (cas i sot rope pour n = 2 par exemple) on s a i t  que l e s  
k 

I 3 3 
e ( w )  s o n t  analytiques.  Par contre ,  s i  l e s  ck(w) ne sont  pas tous d i s t i n c t s ,  k 

~ on ne peut ,  jusqu'à present ,  qu 'aff irmer l eu r  mesurabi l i té  au sens de Lebesgue 

2 
(c f .  WILCOX [51 ) , en p a r t i c u l i e r  on les prendra dans (L ( 2 )  )n . 
On pose : 

(1.10) 

I 3 
On s e  propose. dans l a  s u i t e ,  d 'associer  à t o u t  élément f de Ho . 

2 un élément F de L (R;v) de t e l l e  s o r t e  que l ' app l i c a t i on  a i n s i  dé f i n i e  s o i t  

une isométrie e t  que l'image de u o ( t )  s o i t  eipt ~ ( f )  ( représen ta t ion  spec t r a l e  

du groupe U ( t ) ,  t e  R ) .  En f a i t ,  on va obtenir  de façon assez na tu r e l l e  une 
O 

représenta t ion quasi-spectrale. 



Démov~rlxha.Cion 
-+ -+ 

S o i t  f , g  € 3 ( R " ; c " ) ~  . On a : 

+ 3 2 =I ( f 2 * g 2 + ? 1 - ~ ( i )  i l) dE ( o ù d t  = p n - '  dp d u )  

où l ' o n  a posé : 

En ou t re ,  on v é r i f i e  aisément que : 

d'où l ' o n  déduit  : 



I l  r é s u l t e  par  a i l l e u r s  de (1.12) que : 

-+ -+ 
+- 2 

en e f f e t  compte t enu  des des e .  ( o )  e t  c .  (w),  ?1 e t  r2 E L  - ;  e t  
J J 

2  
même à L (0,m;V). Mais d 'après ( 1.12),  il e s t  poss ib le  de d é f i n i r  

2, 2 
e t  l ' o n  ob t i en t  a i n s i  F  :a (Rn;cn12 - L (R;v) .  

On a  a i n s i  obtenu une i sométr ie  d é f i n i e  sur un sous-espace dense de H , qui  
O 

1 peut donc ê t r e  prolongée de manière unique à une i sométr ie  d é f i n i e  sur H t o u t  
O 

-+ 
e n t i e r .  O r ,  il r é s u l t e  de (1.12) e t  (1..16) que s i  f  e s t  indéfiniment d i f fgren-  

-+ -+ 
t i a b l e  e t  à support comptact, FI  e t  F  ont  l e s  mêmes p ropr ié t é s  en p , c'est-à- 2  

2 
d i r e  son t  des éléments de d) (R;v) qui  e s t  dense dans L (R;v) . En ou t re  s i  

'L 
+- 

l ' o n  se donne g(p,w) dans a (R;v) ,  n u l l e  au voisinage de p = O il l u i  corres-  
A A 

-f +- +- +- 
pond p a r  (1.16) FI  ( p  ,w) e t  F2(p,w) d'où l ' o n  t i r e ,  par  (1 .12) ,  f e t  f 2  p u i s ,  1  

-+ +- 'L 

par  t ransformation de Four ier ,  f l , f 2  : l ' i s o m é t r i e  F  e s t  b i j e c t i v e  e n t r e  

a ( 8 " ; ~ " ) ~  e t @ ( ~ ; v )  : son prolongement à Ho e s t  u n i t a i r e .  

-+ 
En ou t re ,  s i  on pose h = A. f où T E  Ho on a 

'L +- +- a t  
Quant à l ' a c t i o n  de F  s u r  u o ( t )  f ( x )  = { u ( x , t ) ;  ( x , t ) }  e l l e  

s ' ob t i en t  en u t i l i s a n t  l a  t ransformation de FOURIER. S i  f € 3 (Rn;cn12  a l o r s  
A 

P n . n 2  pour t f i x é ,  U ( t )  f E d l ( ~  ,C  ) . S i  z ( ~ , t )  désigne l a  transformée de FOüRIER 
O 



+- 
de u relativement aux variables d'espaces, on a : 

A n LI 

+- +- 
n LI + 

Si l'on pose : u(5,t) = I v.(S,t;w) e.(w) , fk(S) = L f - ( 5 ; w )  e j ( a )  , 
j = l  J  J j = l  k ~  

on obtient aisément 

LI 

+- ipc .t 
+ B ~ ( P , ~ )  e 

j=1 

ce qui établit le théorème 

Théohème 7 . 3 .  

S i  ? E  9 ( R ~  ; C" )2 on d é d u 2  d e  sa t e p n é s e n t a t i o n  p u a i - b p e c t i r a e e ,  

y ~ a h  & u M n ~ o W o n  d e  FOURIER,  une  p h é - h e p h é s e W o n  pm ~ M n M o n  d é d i n i e  

pCVL : 



déaigne lu Ztundotunée d e  RADON d e  f . 

où 8 d i b i g n e  lu O~avu~0tuna;tion de HILBERT pair happoht 1 s et 



1 )  Quelques rappels sur  l a  transformation de RADON dans R~ ( n = 2 ou 3) 

seront nécessaires ( ~ o u r  l e s  d é t a i l s  c f .  F. JOHN [ I l ,  LUDWIC [ I l  , 

MX-PHILLIPS [2] ) . Par déf in i t ion ,  l a  transformée de RADON de ? ~ R R ~ ; c ~ )  
'-l, + n- 1 

e s t  un  élément noté 3 1 ou f déf in i  su r  R x S par 

% + '-l, 

11 e s t  immédiat que f e s t  pa i r e  en S I  e t  que ( a  3) = u a . 
X. 
1 

i s 

3 3 
En outre ,  s i  f désigne l a  transformée de FOURIER (en x)  de f ,  on v é r i f i e  

* * 

aisément -que : ( 1  = (38 3) ( P  $1 

où$ désigne l a  transformation de FOURIER r e l a t i v e  à l a  var iable  . 
+ 

Par  a i l l e u r s ,  f ( x )  = (2n) h(x.w;u) du (1.24) 

où 

* 

(1.25) 
-t 
h( s ;u )  = (21) 

i p s  n-1 3 e P ~ ( P Z )  dp . 
O 

-t -+ 
O r ,  dans ( 1 . 2 3 ) ~  c ' e s t  l a  p a r t i e -  pa i r een  ( s ; u )  de h qui  i n t e rv i en t  : 

qui s ' é c r i t ,  compte tenu de ( 1.24) 



ce qui entra ine  : 

4 -+ où 8 =$-'(sign p )  e s t  l a  transformation de HILBERT en s qui à g ( s )  

-+ 
f a i t  correspondre h ( t )  dé f in i  par  

-+ 
On constate aisément que s i  ( ( s ; w )  e s t  pa i r e  ( resp.  impaire) en ( s  ; w ) # ( a s  QI) a 

l a  même propr ié té .  

2 )  Il r é su l t e  a lo r s  de (1.10),  (1.13) e t  (1.25) que : 

n- 1 - 
2,3 

2 n 
F p ,  = - i p p u  + i p i ( ? l i p w ) i é j ~ w ) ) c . ( u i  : . i w i ]  

j = 1 J J 

2 d'où (1.18). I l  e s t  aisé de v é r i f i e r  que P E  P(R" ; cn ) entra îne  
% 
3 
f k €  ~ ( R ; v )  d'où $ E ~ ( R ; v )  donc 6 9 (R;V)  . 

-+ 
Réciproquement é tan t  donnés k , 2 € 9 ( R ; V )  associés respectivement a 



3 -f 
Compte t enu  de l a  d é f i n i t i o n  de (f .g)E on d o i t  avoir  : 

De (1.30) on déduit  : 

-+ 
Comme Sk(x) ne dépend que de l a  p a r t i e  p a i r e  de < (k )  s o i t  : 

-+ 
que c j (p@)  = p c .(w) e t  fk(pw) sont p a i r e s  en ( p  , w )  e t  qu'en o u t r e  

J 
3 -+ 
ej(-w) = + e.(w) , on ob t i en t  : 

J 



4 + -i. -+ 
oÙmO = f  .e - c  a f .e j 2 j  j s l j  

ce qui donne : 

'L + n a f l  + + m 
On posera mo(s ; w )  = f2(s  ; w )  - e c.  ( - 

J as . e . )  e  = m? 
j = 1 J j  j=l  J j 

'l, + 
O r  u(s;w,t)  vé r i f i e  

équivalent au système : 

de solution m . ( s ; w , t )  = m?(s - c t ; w )  . 
J J j 



2, 
3 + -+ 

3 3 
e .  u .e  

O r  il e s t  a i s é  de v é r i f i e r  que (8, u  e . )  2 (resp.  &-Li' 
t' J c 

e ) e s t  
j j 

3J 
une fonction impaire de (s;w). I l  en r é s u l t e  que, u ( x , t )  ne dépendant que de 

-+ 
l a  p a r t i e  pa i r e  de ~ ( x . w ; t )  , 

Juspuf ic i -  on a chois i  f dans Y ( R " ; C ~ ) ~  . O r ,  il e s t  immédiat à p a r t i r  de 

(1.1 1 )  que s i  f 6 Y ( R ~ ; c ~ ) ~  

l a  dernière  é g a l i t é  déf inissant  l a  norme en question, s i  l ' o n  désigne par  
'L 
3 

'n- I l ' espace des f  t e l l e s  que s o i t  f i n i e .  - 11'1 I i  
2 2 

2, 
3 

e s t  pa i r e  en ( s ; ~ )  , a f e s t  impaire donc : a 1 
'L 

2, a?, 
(1  - 3 7 )  1 l g O l  l 2  = 11'21 l 2  + 1 1 '  'k (F 'k) 'kl l 2  

n- 1 - - n- 1 n- 1 - 
2 2 2 



3 Cet te  r e l a t i o n ,  a i n s i  que (1.36),  permet d 'étendre l a  transformation ( q u i  à f 
% 

3 3 
% % 

-f 3 3 
associe  m0 ou f ) à l 'ensemble des f de Ho ; as f l  e t  f2 (ou go é tan t  dans 

n -  I . Il  e s t  poss ib le  a l o r s  de montrer que Ho e s t  appliqué sur W - 
2 

n- 1 - 
2 

, n n .  impair 

impair 
que S ~ ( R " ; C ~ )  s 'appl ique  s u r  une p a r t i e  dense de W c 'est-&-dire que n- 1 - 

2 
n- 1 - 
2 +- p a i r  1 ' ensemble des 1 p 1 f2  (PZ) e s t  dense dans L2 ( R  x s"') : en 

n- 1 - A 

+ 2 3  p a i r  
e f f e t  s i  l ' o n  pose g ( p , ~ )  = ] p l  f 2 ( p d ,  g b  f s 'annule dans un 

3 p a i r  voisinage de p = O e t  ces fonctions g sont  denses dans L ( R  x sn-l 
2 > 

Alors 
A 

3 

f ( P U )  = g(p ,NI/ n-l e s t  t e l l e  que I r €  9 . 
I P 1'- 

Dans ces conditions (1.35) d é f i n i t  une so lu t ion  du ~roblèrne  de Cauchy posé 

+- 
au début pour f E Ho . 



2 girace à ( 1 . 3 6 )  à une honiethie de H~ am L (R;v). 

2 )  i n  awla buoin dfin&odLLihe pan la a1Li;te Le vérrXltab&e irepkbevLtant puh 

-f -f -+ 
( G o u 0  O (T,:) ko ( r -  t ;W ) = T (-t) ko (rio) . 
Poutr ceta an poae ciam ( 7 . 3 5 )  

TL ut i.mnédiat que a i  k E L~(R;v) .il en ut de mhe de l'appfication 
O 

-+ 
k - etant une A o m W e  eu égand à la piredence du 6acXewr 4 5  . TL en 

-+ 3 
hésutte que $$, : f .w k ut une nemaentat ion pair t m ~ e a ü o n  p d q u e  

O 

u 0 (t) +f(x),  $$, a6aacie Zo(s-t;o) . 



1.3  SOUS ESPACES KAYÜNNANT fT ANTlkAYONNANT 

On d é f i n i t ,  pour t o u t  p b O , l e s  sous-espaces suivants  de H : 
O 

3 

D+ = t?. e l u o ( t )  f ( x )  = O pour l x ( <  + cm t ,  t > O 1 

-f -+ 3 

DP - = { f  € Ho l u o ( t )  f ( x )  = O pour 1x14 p - c m t ,  t < O } 

D+ , D- désignent ceux correspondant à p = O . 

Théotrëme 1.5. 

P .  D+ et ~ b o n t  - des doun-enpace, veotoiMePn amién  de H~ , o ~ t h o ~ o n a u x  

e m e  eux. 

1 P 6  d o n t  n e s p e d u e m e n t  mgonnant  et a d - m g o n n a n t  p o u  {u0( t ) 1 , 

c ' u t - à - d i t e  que : 

( i l  u O ( t )  D + C D +  pour t 3 O I resp .  u O ( t )  D ~ C D ~  - - pour t s O ]  

(ii) 

( i i i )  U U O w  ~f = Ho kesp. U u o ( t )  DP = HJ 

D é m o m W o n  

On va démontrer l e  théorème pour D: , l a  démonstration pour DP é t a n t  - 
analogue. 

Tout d'abord D+ e s t  fermé dans H puisque, pour t o u t  t , u o ( t )  e s t  une 
O 

-+ -+ 3 
i sométr ie  de Ho sur lui-même : en e f f e t ,  f E Ho en t ra îne  u o ( t )  fEHo e t ,  s i  I f n )  

P -f 
e s t  une s u i t e  de D+ convergeant vers f dans H , il en e s t  de même, pour t o u t  

O 
-+ 

t > O f i x 6 ,  de l a  s u i t e  { u o ( t )  T qui converge vers  u o ( t )  f dans Ho O r ,  
n 

-+ 3 
par  hypothèse : V n E N , u o ( t )  f n ( x )  = O pour 1 X I  < p + cm t ; on a donc 

3 -+ u ( t )  f (x) = O dans l a  même boule. Autrement d i t  T E DY . 
O 

Quant à l ' o r thogona l i t é  de D+ e t  DP - , e l l e  r é s u l t e r a  du théorème 1.6. 



pour t o u t  s t e l  que s + t 2 O e t  a  f o r t i o r i  pour 1x1 < p + cm s  s i  s > O . 
+- P 

( i i )  si Tf € n u ( t )  D: , pour t o u t  t 2 O uo( - t )  f E D+ donc 
t a o  O 

+- +- +- -+ 
U o ( t  ) U o ( - t  ) Tf(x) = f  ( x )  = O pour 1 p + cm t c  'est-à-dire que f Z O . 

(iii) La densi té  de U u o ( t )  D: dans Ho r é s u l t e  de l ' i n c l u s i o n  
tso 

e t  de l a  d é f i n i t i o n  de Ho . L'inclusion s e  démontre à l ' a i d e  du théorème 1.1(3') 

+- 
s i  f = O pour l x [ >  H , 

+- 
u O ( t )  ruo ( 9 ) Y ( x )  = [uo(t + 9 ) ) ( x )  = O pour 

m m 

R+P ~ + p  +- 1 xl < c m ( t  + El - R = c t + p . Autrement d i t  U (- ) f  E Df ce qui e n t r a î n e  
m O C m m 

Avant de passer  à l a  démonstration du Théorème 1.6 qui en t ra îne ra  

l ' o r thogona l i t é  de Df e t  D? , on peut  remarquer que l ' a p p l i c a t i o n  d é f i n i e  au 

théorème 1.3 : 

a= 3 %+ % = %f de Y ( R " ; c ~ ) ~  s u r  9 (R ;v )  où 

e s t  une isométr ie  (pour 1 I E  e t  1 1 1 1 ) b i j e c t i v e .  E l l e  se prolonge par  con t inu i t é  

en un isomorphisme de H s u r  L'(R ; V )  . 
O 

2 a* une hepaésenta$Lon uniAahe de H~ dam 

L~ (-a , ; v t e a e  que 

{Uo( t ) )  comapond au ghOUpe des ZtanblaLLom { ~ ( t ) )  da>i6 L ~ ( - W , ~ ; V ) .  



P é m o u u ~ a n  
-+ -+ 

Il suffit de montrer que f E D+ (resp. D-) <- k (s ,w) s 'annule pour 

s < 0  (resp. s>O). 

2 
Soit donc $ E ~ ( R  ; Y) s'annulant pour s < O , ?€fiRn ; cn12 l'unique 

-f 
élément de ce dernier espace tel que k = a?. Les formules (1.35), montrent que 
3 -+ 
u(x,t) = (uo(t) f(x) s'annule pour lx(< cm t, t > O c'est-à-dire que 3 6 D+ . 

2 Si 2 est quelconque dans L (0,m ; V) on peut l'approcher par une suite 
3 {Zn} d'éléments de$@(R;V) (ou de D(o,~;v) ) . Or, on a k n =ai n où 

+ -f 2 -+ 
fn E D+ et ikn) étant convergente dans L (O,..; v), ifni l'est également dans 

-+ -k 
H et si f désigne sa limite, on a f 6 D+ en vertu du thébrème 1.5. Réciproquement, 
O 

-+ 
soit ? € Ho telle que f E D+ . On a : 

( 1' ) signifie que l'on somme sur les j tels que les valeurs propres c 
j j 

correspondantes sont distinctes. Par exemple, dans le cas isotrope tridimentionnel 

où l'on a c2 = 
3 

= 4; , on écrit : 

3 I I -+ 
u(x,~) = kl(~.w-~ t) el(,) + ~;(X.U-C~ t) e;(w) do 

1 
s2 s2 

Il résulte alors d'un théorème de WC-PHILLIPS [L.P. Th. 1.2. p. 1861 que 

3 3 
k(s,w) = O pour s < O. Si j;(s;o) = 4G(x) on a. : 

3 (U (t) z(x) = {kj (s-c t;w); j = 1,2,3} et l'on a vu que si l'on   osait 
O j 

k ~ T ; W ) = G  k.(c. T;U) on a bien 
o,j J J J  

3 $tant unitaire, on déduit de ce qui précède que D+ et D- sont orthogonaux 
dans H et que : 

O 

H ~ = D + @  D - I 



Cas d'un mi l ieu  i so t rope  (n  = 3 )  

On a  vu (b3rUnes 1.3. e t  1 .5)  que H admet l a  décomposition 
O 

Ho = HO e3 HA 
O 

i 2  3 3  
où H = L. (R ;C ) $ E L ~ ( R ~ ; c ~ )  ( i  = O , , )  O 1 

Par a i l l e u r s  l ' opé ra teur  A s ' é c r i t  : 
O 

A = 2 - 4 -  
O d i v  - c2 r o t  r o t  O 

+ + __f 3 3 or ,  s i  f = {grad  m l ,  grad m2) où m l ,  m2 E D ( R  ;C ), on s a i t  que i E HO 
O 

+ O + 
e t  l ' o n  v é r i f i e  immédiatement que A f E H: . On peut donc l ' é c r i r e  A. f où 

O 

O 
+ . Comme l e s  f de l a  forme précédente sont  denses 

O c2 grad d i v  O 
1 

O O 

O O 
1 dans H on peut é tendre  A pa r  con t inu i t é  à t o u t  Ho . On vo i t  de même que Ho 

O 

e s t  i n v a r i a n t  pa r  A e t  que 
O 

Théotème 7.7. 

La décornpos&n = HZ (B t é d d  llopém.Xem A. et Le gkvhoupe 
O 

I u o ( t )  1 . En orne, 6 i  l ' o n  d a i g n e  pair $ ( t )  ( r e sp .  UA ( t  ) h e n M c t i o n  de 

u o ( t )  à $ ( r e sp .  HA ) D+ 0 H' e6.t mgonnant pom u A ( t ) ,  D+ n HZ é w t t  
O 

&&us dam l e  sous-eapace mgonnant a s o c i é  à $ ( t )  . 

2 2 3  On remarque t o u t  d'abord que V = L ( S  ;C ) admet l a  décomposition : 

v = v  (D V I  où 
O 



Il en r é s u l t e  aisément que : 

2 2 2 L (R;v) = L (R;V ) @ L (R;v1 ) . 
O 

-+ 
S i  3 E H: , d i v  f = O e t  s i  ? € $! ( R ~ ; c ~ )  e t  =a? : 

O r ,  s i  ~ ( h )  désigne l a  région comprise e n t r e  l e s  plans d 'équations : 

on v o i t  que : 

3. 3 2 donc E L~ (R;vl ) . Comme l e s  lemmes 1 .3 e t  1 .5 assurent  l e s  ? 6 a ( R ,C 

1 sont  denses dans H , on peut conclure que : 
O 

3 (HI) c L ~ ( R ; v ~ )  
O 

L ' inc lus ion opposée r é s u l t e  de l a  dens i t é  de D (R;v,) dans L ~ ( R ; v ~ )  . 
En e f f e t ,  s i  % E V (R; vl) , il e x i s t e  un s e u l  ? E. Ho t e l  que j: = ? e t  l ' o n  a  

+- 
d i v  fl(x) = - +- 4n (xiw;w) du = O (de même d i v  f2(x) = O ) 

3 3 2  -1 2 1 donc 3 E HA (en  f a i t  3 € D(R ;C ) ) d'où l ' o n  déduit  3 (L (R;V1 ) )  C Ho 

En d é f i n i t i v e ,  on a : 

3 3 2  -4 + -f De même, s i  ? 6 ( R  ;C ) e t  r o t  f = O on a  , pour 2 = 6% 3 : 



or  a ( 1  + + ---+ + 
as 

w A f 2 ( x )  dS) = l i m  h II r o t  f 2 ( x )  dx = 6 ; on v o i t  de 

X. w = s  
h+O 

D(h) 

l 2 
même que l a  seconde i n t ég ra l e  e s t  nulle.  Donc 2 E L (R ;vo )  . 
On v é r i f i e  de même que, s i  é o ( R ; v ~ > , ~  = 8 f  on a : 

+ +  + ak -+ + 
r o t  f l  ( x )  = - w A - (x .w;w) du = O e t  r o t  f 2 ( x )  = a  donc ? €  HO . as 

2 
Pour l e s  mêmes ra isons  que ci-dessus on a donc :a ( H Z )  = L ( R ; v o )  . 
Le théorème 1.4 ent ra îne  a lo r s  que l a  décomposition de H rédui t  u 0 ( t ) .  

O 

Il r é s u l t e  auss i  de ce la  que : 

+ -+ 
f EH: - f ( x )  = -  I 2 

- 1 4 .rr kl(x.w,w) Z du où k l ( s ,w)  Z E L (R;VO) 

s2 

+ + 2 
où k2 ee + k3 e3 E L  ( R ; V I )  . 
Par conséquent s i  

+ 1 r~ u+ n HO ( resp .  D + ~ H ~  1, k l  ;a2 (O,.. ; vol 
O 

-+ + 
( resp .  k2 e2 + k e E L~ ( 0 , ~  ; V I  e t  l e s  r e s t r i c t i o n s  3 e t  6S) de 3 à 

3 3 

O 
Ho e t  HA respectivement son t  des représentat ions par  t r an s l a t i on  de u 0 ( t )  e t  

O 

1 u o ( t )  . En outre ,  puisque : 



+ 
Compte t enu  de l a  d é f i n i t i o n  de D 

O O -+ +- a l o r s  que l e  sous-espace rayonnant de u o ( t )  e s t  t e l  que u o ( t )  f  ( x )  = O pour 

1 .  1 1 xl < c l  t . Par contre U ( t  ) admet pour sous-espace rayonnant D+ n H . 
O O 

1.4. LES EQUATIONS DE L '  ELASTODYNAMI$UE DANS L'ESPACE DES DISTRIBUl~IONS ( n  = 3 )  

-+ 3. 3  
On peut prendre l e s  données i n i t i a l e s  f  dans D'  (R3;c3)x 1)(R ,C ) e t  

d é f i n i r  u o ( t )  pa r  : ( c f .  L.P. p. 98) : 

-+ 3  3  
pour t o u t  4 E D (R ;C ) . 

On peut v é r i f i e r  que : 

+- 
i C U ~ ( ~ )  a l  = u e s t  s o l u t i o n  des équations de 1'Elastodynamique e t  

admet f pour valeurs i n i t i a l e s .  

(ii) c e t t e  s o l u t i o n  e s t  unique 

-t+ j. ---f -+ -+ 
(iii) dans l e  cas  i so t rope  : s i  r a t  f  = O a l o r s  r o t  u  = 6 e t  s i  d i v  f  = O 

j. 1 a l o r s  d i v  u  = O . Il en r é s u l t e  que, dans ce cas ,  ~ g ( t )  e t  U o ( t )  

peuvent ê t r e  étendus aux d i s t r i b u t i o n s  i r r o t a t i o n n e l l e s  e t  de divergence 

l nu l l e .  

VéOini;tiun 1.4. 

-+ 3  3  3  3 
f € Q ' ( R  ;C ) x D '  ( R  ;C ) e s t  d i t e  finalement rayonnante ( resp .  i n i -  

-+ t ia lement  anti-rayonnante) s ' i l  e x i s t e  r > O t e l  que : U o ( t )  f s ' annule  dans l e  

r cône l x /  < cm t-r pour t > - ( r e sp .  s ' annule  pour 1x1 < -  c  t - r pour 
C - m 

m 



Cet ensemble de distributions est celui qui interviendra en définitive pour 

étandre à des données distributions la transformation a(f - g = 3 f) 
et sa réciproque 7 (2 f = 2 )  déjà définies pour 

+ 
f E Ho 

+ 
et k E L~ (R;v) . 

Tout d'abord, le théorème 1.3 (formules 1.20 et 1.21) définit 2 k 
+ 

pour k b Pm(R;v) puisque les intégrales ne font intervenir que les valeurs 

+ 
de k(s;.) pour Isl ,< 1x1 . 

Il est alors possible d'étendre 7 à a' (R;v) de la manière suivante 
3 . 3 2  + soit f E H~ , &~O(R ,C ) , k = 31; ctim(~,v). 

3 3 On a, si 2 € (R ;C ) est défini par 

+ .  et compte tenu de la ddfinition de h 

On en déduit : 
'-b 

3 + +  
Il est, par ailleurs évident que : (f2,g2) = (f , {0,g2} ) 

~2 E 

d'où 

+ 
on voit que si une suite { 1 de a (R;v) converge vers k E 9' (R;v) alors n 

if(") = 3 jh 1 tend faiblement, d'après ( 1.37) et ( 1.38), vers une distribution 

+ notée i = 7; . k est dit alors un représentant de la distribution f . 
Pour l'opérateur 7 ainsi prolongé on a le : 



(1.41) u O ( t )  7 = v ~ ( t )  ( ~ ( t )  dédini dam l e  théonène 1 . 6 )  . 
+- +- 

En ~ m e ,  6 i  I:(s;w) = O pou~ ~ S I S  r , ~ ( X I  = O p o u ~  1x1 f r 

Les formules ( 1.37) e t  ( 1.38) permettent de v é r i f i e r  ce théorème pour 

-+ + 
k indéfiniment d i f fé ren t iab le  en s e t ,  par passage à l a  l i m i t e  pour k e a' ( R ; v )  . 
( 1.39) e s t  évident ; pour ( 1.40) on a : 

+- 
( ( A  O 7 2),,9,) = (AiJ (72) . g ) = - (7 k, {i2,0} )L2 

L2 1,iJ  2 L2 

L 
+- 

L ' a p p f i d o n  3 : f - =ai de H 6~ L2(R;v) p u  h1&tend<re 
O 

3 3 2  aiaément à une appficua2on de E i ( R  ;C ) , espace des di6*hiblLtiori6 à 6up19ot.t 

compact, dari6 ~ ' ( R ; v )  espace de6 d i6Mb~&&~ri6  à 6uppot.t comp.tac;t en s et à 

v a l e w  dam V. 

3. 3 2 +- En e f f e t  s o i t  € 8' ( R  , C  ) , K = Supp f son support. On s a i t  que 

3 3 9 ( R  ;C ) e s t  séquentiellement dense dans (e ' (R3;c3)  , ? peut donc ê t r e  approché, 

3, 3 2 h; dans%' ,  par une s u i t e  {f") d e g ( ~  , C  ) t e l l e  que Supp f pour t ou t  

2 = 3P dé f in i  par ( 1.18) e s t  à support compact n E  N. Dans ces conditions, 

+- 3n en s : en e f f e t ,  Supp ?n C K entra îne  que l e  support (en s )  de e . fk  ( s ; . )  e s t  
j 

3 ,  3 2 contenu dans E6;+6] où 26 désigne l e  diamètre de K. En outre  s i  & ( R  ,C ) 



3,  3 2 or ,  pour t o u t  Z E&!) (R ;v )  ( ce  qui équivaut à f =JZ€OD(R , C  ) ) 

-+ 
Il en r é s u l t e  que l a  s u i t e  {kn = 3 Zn} converge, dans z'  ( R ; v )  , vers  une d i s t r i -  

bution notée(llf(en e f f e t ,  son support r e s t e  dans l e  compact f i x e  [-6;+6] e t  

Il  r é s u l t e  a l o r s  de ceci  e t  du théorème 1.8 que pouk  XouX de ~ ' ( R ~ ; c ~ ) ~  : 

d -+ -+ 8 = 1 s,(x) xe avec 6e  (4) = +e ( O )  = a  ( o ) . x ~  . 
e=1 

-+ 
S i  l ' on  pose g = {6(x)zl,b}, 6 E gi (R3;c312. Par a i l l e u r s ,  

-+ 3 3 (9, k)E =[a;,% J pour t o u t  zee ( R  ;C  ) e t  t ou t  Z € ~ ( R ; V ) .  Cette é g a l i t é  

devient i c i  : 

O r ,  d 'après (1.20) 

Ceci entra îne  

-f [ compte tenu de X e =  f e j  ( u )  z j ( u ) ]  . 
.j=1 

On a donc 

C o m p t e  .tenu de ( 7.201 , on a : 



A ce stade, il e s t  u t i l e  d'introduire le véritable 

(c f  L.P. p. 194). 

En e f f e t ,  on a défini  = \f/S? oar 

par translation 



+- +- 
Formellement, on veut ob ten i r  un v é r i t a b l e  représentant  ko de & qui 

+- 
- 

s ' annule pour s = - a ( s i  f e s t  finalement rayonnante) e t  qui ,  compte t enu  de 

( 1.42) v é r i f i e  : 

3 +- 
On peut remarquer que s i  l ' o n  a v a i t  u t i l i s é  l e  représentant  k ( ~ , a )  on a u r a i t  

obtenu : 

On v é r i f i e  aisément, en ca lculant  explicitement : 

a - < ( -  +- +- +- a +- + P) ko , O > = <  a T k0 ( - P 1 que ko 

s a t i s f a i t  ( 1.43) au sens des d i s t r i b u t i o n s .  

+- 
En outre  puisque O g  a son support dans Ir / 6 r , Qn v o i t  

+- que k s'annule pour bi < - r . S i  l ' o n  pose f = 7 $ on a : O O O 
+- +- +- ( A o - "  = ( A o - I i  ) % (  & + "  g o = %  % g =  g e t ? e s t  b ien  

O 
-h 3 finalement rayonnante puisque ko s 'annule pour r < - r . L a  so lu t ion  f e s t  unique, 

sinon il e x i s t e r a i t  une so lu t ion  non t r i v i a l e  finalement rayonnante de 

+- +- 
(AO - P )  h = O . Ceci e s t  impossible pu i squ la lo r s  



D é m o ~ ~ o n  
+ 

Le f a i t  que ko s 'annule pour -r < - r a déjà  é t é  vu . Comme 
3 

-+ -+ 3 

D'autre p a r t ,  ( A ~  - p )  f =  Opour  1x1 2 r e n t r a î n e  que a ( A  O O - p )  f  = a p o u r  

-f 

s > r ce qui  en t ra îne  pour t o u t  @ E D (Ir, -[; c3) : 

Ce dern ie r  r é s u l t a t  en t ra îne  pour e" z0( T;:) d ' ê t r e  indépendant de r pour 
3 + 

r > r , c'est-à-dire une fonction de w . Les r é s u l t a t s  r e l a t i f s  à k (s;:) dans 

l e  cas anisotrope e t  l e  cas i so t rope r é s u l t e n t  des expressions obtenues auparavant. 

Rmcvquu 
+ 

a )  On v m m  que nl ( a )  appahtient à v0 et n2 a V' ( c e  q u i  ut év iden t  quand 
+ 3. 3 2 
~ E : D ( R , C )  . 

b) On a d i a  tl&LLetcu2 andoguia powr La 6 0 W o n h  i W e m e d  avLtihayonnan/tu. 



7.5 SOLUTION ELEMENTAIRE ET CONDITIONS DE RADIATlON (n = 3) 

Une solution élémentaire de A. - i 1 , où 5 6 C est une matrice carrée 

d'ordre 6, ~ ( x ;  S) qui vérifie : 

(1.51) - i 1) G(X;S) = 6(x) I6 , i E C , 
solution à laquelle on imposera d'être finalement rayonnante (resp. initialement 

antirayonnante). 

3 + +  
- (  ) +(2)) désigne le ke vecteur colonne de G et (xl ,x2,x3) si gk - gk 

9 Bk 
3 une base orthonormale de R , on a : 

Si 1 'on applique (formellement) l'opérateur 9 à ( 1 5 1 ) , on obtient, d'après 

(1.42) : 

+ 
Afin de déterminer gk(x) solution finalement rayonnante de ( 1.5 1 ) et afin 

d ' appliquer ( 1 .46 ) , il faut 
- + 

a) calculer 8 (6(x) Gk,b) et (by6(x) xk) o b z e w  en (1.43) et 11.44) 

b) résoudre le système (1.53) 

C) déterminer gk(x) à l'aide de (1.19) et (1.20) 

a) RéaoluLLan de ( 1.53) 
3 + 

Si on pose \R gk = 1 a gkj ej ( 1.53) donne le système d'équations 
j= 1 

différentielles : 



 après le théorème 1.9, le représentant 3 gk a ses composantes Sg données 
k j 

où 0 € 9 ( R ; v ) ,  sup 0 (0;. ) contenu dans j-a,-r1 ,r > O et 

Im 0 ( 0 ; ~ )  da = 1 . 
m 

Compte tenu des expressions de h (s; . ) , ontrouve aisément (L.P. : p. 124) : 
k j 

Afin de mener les calculs, on utilise le système d'axes (orthonormal) suivant : 



s i  l e  point  M(xl,x2,x3) n ' e s t  pas s i t u é  

sur  Ox on d é f i n i t  : Oyl orthogonal à 0x 3 3 .  
4 + 

e t  OM (noté  auss i  x )  . 
--t 

Oy t e l  que OM l u i  s o i t  co l inéa i re  e t  l ' on  
3 

pose : 

(s3, s3) = B (mesuré autour de Oy,) 

(SI, zl) = a (mesuré autour de Ox ) 

4 

3 

( s i  OM e s t  co l inéa i re  à Ox on prendra 
3 

-+ 
B = O ou IT , a = O 1; l e  vecteur w e s t  

dé f in i  par l e s  coordonnées sphériques usuel les  

dans Oyl y2 y3 (: a pour coorodonnées : 

s i n  û cos $, s i n  0 s i n  9 ,  cos 0 , O s 0 s n , O r 4 < 2n ). On a donc 
+ + -+  
O M . ~  = x.w = r cos û où r = loMI = / X I  e t  

a r  ar 
cos a s i n  B , - ar = cos B . - =  s i n  a s i n  6 ,  - =  a x 

1  aX2 ax 3 

 es ca lcu l s  à effectuer  sont longs quoiqu'élémentaires, auss i ,  ne se ron t - i l s  

+ + d é t a i l l é s  que pour g l  ( x ) ,  l e s  résultats é t an t  donnés pour l e s  au t r e s  gk 1). 

De façon générale, 

3 2~ n e .  (w).e. ( w )  
(1.58) :i.gL1)(~) =+ % 1 1 1 J ,k-3 

1 6 ~  j = 1  c 
O O . j 



5 cos 8) --al(r cos 8) 
c: 

J 

- -  ' r cos 
C ~ ( r  cos 8)e j 

L sin 8 d 8 d 3 (si k = 1,2,3) 

+- '(2)(x) = - - (1.60) xi.gk I 2 f rTr e e.. c-'k1(r cos8) 
6 j=I j,k-3 ji j 

- -  ' r cos8 
5 * - -  

C 
r cos 8 - -  ' 6(r cos 0) e j c 

C 
+ 7 ~ ( r  cos 8)e j 

j c 
j 

1 
sin 8 dû dg (si k = 4,5,6) 

Il résulte immédiatement des formules précédentes que : 

(i) si c = c2 - - c3 = c et puisque 1 e e.. = fiik 
1 

j 
jk JI 

1 
5 5 x.w 

= FI(:) L'(x.o) - a (x.w) + - ~(x.w) e 
4T2 C 2 

si k = 1,2,3 

et un résultat analogue si k = 4,5,6 (ainsi que pour '( 2) 9, (x) 1 -  

(ii) si cl #cg = c3 (cas isotrope pour les équations de 1'~lasticité si les 

c. sont constants et pour lequel on va détailler les calculs) : 1 

Cdcut de gk dam l 'hgpathe6e cl # c2 = cg  , cl 4;t c2 comaW. 

+ +- (1) 
xl .gl (x) est la somme de deux termes : 

5 
- -  - r cos 0 

Il - l 2 s'ln[-6'(r cos 8)+ - 6(r cosB) - - '2 ~ ( r  cos 8)e '1 
1 6 ~  T . ~  1 2 

O O 1 1 
e2 sin 8 dû dg 1 1  



\ 
+- +- + + 

(ou ell = el.xl = u.xl = sin @(cos Q cos a + sin 4 sin a cos B)+cos 0 sin a sin B )  

avec è de coordonnées dans Oyl y2 y3 : COS cos d , cos 0 sin - sin 0 2 
+- 

et e3 de coordonnées dans Oyl y2 yg : - sin 4 , cos 0 , O 

ce qui entraîne : 

e = cos 0 (cos 4 cos a + sin 4 sin a cos B ) - sin 0 sin a sin B 
2 1 

e = - sin $ cos a + cos 9 sin a cos B . 
3 1 

En intégrant par rapport à $ dans Il et I p  puis en y faisant respectivement 

5 les changements de variables définis par :- u = r COS 0 et - v = r c o s e ,  
1 C 2 

on obtient : 
1 
1 Il = + -  2 2 2 2 2 
3 -  .r2 sin2 a sin 8 - {sin a sin B - sin a cos B 

8 I T ~  
C 1 

2 C 1 C 
1 2 2 2 2 - COS a ){r + - ) ) + - (2 sin a- sin acos B -  cos a) 

T 5  5  - - -  r - -  & r  
1 a e -1 = + -  C l +  ' 

C - (  ) = + -  e - 1 - t  
8 1 ~ 5  1 2 

x .grad div ( 8 1 ~ 5  1 x 1 
r r 

1 
ax 1 

b - -  
2 2 2 2 r 

I2 = - cos a + sin a cos $ - 2 sin a sin 13)-e 2 

2 
2 2 2 5  2 { 5 r2 (COS B + cos a sin B ) + ( ~  r + 1)  ( 1 - 3 sin a sin2 B ) 

C2 2 

-C 
L 

2 +- - -+ -A  e C 2  - I +  = -  
871 5  

x, .rot rot ( x1 1. 

On obtient alors : 5  - - v  5  - - -  
A 

C 1 = + - [ 0- c grad div (e 
1 - I +  + e '2 

8~ 5  1 r xl)-c2 rot rot ( r 



De même, 

C 
2 

2 5 
5 - - r cos 8 

où JI = - - f'rE'l(r cos 8) - 6l(r cos 8) + % 6(r cos B)e c 1 
8' 

O O 1 C 
1 

3 - -  ' r cos e - -  C ' Y (rcose) e I 3 ] x e l  x sine as 
C 
1 

( J ~  s'en déduit en remplaçant cl par c et ell 2 par eE1 + e 2 ) . 3 1 

- -  ' r - -  ' r 
e '1 -1 + 

~ [ E l " b i v  xk - c2 - rot - rot c2 r -1 +] 5 (k31,2,3) 
- -  ' r - -  

C ' r 
div e l +  2---te 

+2 f2 r sm3-c2 rot rot 
8'' 

c2 + ] (k=4,5,6) r 5 - 3  

- -  r - -  r 
e '1 + c ( 5 (c, a div - x,- - c, --+ rot rot e 2 - l + l  x. =(k=l-?. 1) 

On c donc i2.tabl.i Le 

a une aoLtLtion est  une a e d e  dont les  v e c t e w  s o n t  &h. .er ient  myonnants; ceux-oi 

dont donnb pm 



a une et une s e u l e  aoLlLtion   ide ment hayonnante donnée p a ~ ~  : 

+ f = G : : g .  -+ 

(1.52) montre que (1.62) e s t  équivalent au système : 

r 

+ + 1 ; 2 = 3 f l + g  1 

+ - - t  
S i  g2 = O on e s t  amené à poser l a  

D é ~ i n L C b n  7.5 

Une aokuXon d e  
: :  2 - t  
A - 3  f = g où < ~ ! ( R ~ ; c ~ )  a m  d i t e  

m y o n n a n t e  h i  ( f ,  c f )  es* & d e n i e n t  hayonnante.  
+- -b + 

Comme ( A. - 3) f = ( o , ~ )  

e s t  équivalent à 

-+ 
on vo i t ,  en prenant g = 6(x)  < (k  = 1,2,3) , q u ' i l  ex i s t e  d 'après ce qu i  

précède, une e t  une seule  solut ion rayonnante 

-+ 
~ ~ ( ~ 9 3 )  de (2. ) , d o n n é e p a r :  

- - 
+ 

' r 
C 

- -  
1 

(1.64) y,(x;3) = + -  2 --t 
' r 

grad div  e 1 -b 2 - + - + =  C2 
8~ 3 

r \-C2 r o t  r o t  r 

+ 
e t  l e s  y sont l e s  vecteurs-colonnes de l 'unique matrice r (x ;  3) carrée  k 

d'ordre 3, solut ion élémentaire rayonnante de 



a une et une seule d o U n  uyonnante donnee 
-b 3 

( 1.65) f = r * g  . 

2 -t 2 -- 2 -  -b 

f ( x )  = c l  grad - c ro t  $ (x )  2 

où 7-3+ 9 (x)  = div f ( x )  e t  $ (x )  = r o t  f ( x )  . 
en r é su l t e  que, dans l e  comgl&entaire du support de 2 , on a : 

ce qui entraîne (SCHWARTZ 1 , BERNSTEIN 1 ) que 4 e t  f sont indéfiniment 
3 

dérivables. f e s t  donc de classe c dans l e  compl6mentaire du support de . 
Soit a lo r s  un domaine borné D , de f ront iè re  aD suffismment régulière,  

3 D contenant l e  support de g e t  x $ 5  . 
On peut donc éç r i r e  ( 1.65 ) sous l a  fonne : 



car par  déf in i t ion  

' 2  + 
. ( x y )  - g yk(x-y) = 6 (x-y) ;k = 8 s i  

A i j  'n,iJ 
x p o .  

' ' 
Comme aD e s t  extér ieur  au support de g l e s  r e s t r i c t i o n s  de yk(x-y) e t  

' 
f ( y )  à aD sont de même c l a s se  de d i f f é r e n t i a b i l i t é  que a D  (en p a r t i c u l i e r  

1 
de c l a s se  C au moimen g E aD e t  de c l a s se  cW en x # 5 ) l a  dernière  

+ 
expression de f ( x )  a donc un sens. 

' + '  
S i  1 'on désigne par : T ( f ,n)  l e  vecteur A. . ? . ( y )  n 

Y 1J ,1 j 

e t  par T ï (x-y) l a  matrice de vecteurs colonnes ' (; ,;) 
Y l y  k 

+ 
Récipyoquernent , s i  f (x) admet l a  représenta t ion précédente, c ' e s t  une so lu t ion  

2 '  ' 5 - rayonnante de (à - 5 ) f = O dans l ' e x t é r i e u r  de D car  c ' e s t  l a  somme 

' 3 +  
de ï .  * T  ( f , n )  e t d e  T r + f qui sont 5 - rayonnantes. 

Y Y 

So i t  a l o r s  f une solut ion de 

(à - g2) f = 6 dans 1' ex té r ieur  De d'un domaine borné Di de 

f ron t i è r e  D régu l iè re .  So i t  S(X;R)  une sphère de cen t re  x L. De de rayon R 
- 

suffisamment grand pour que Di s o i t  contenu dans l a  boule ouverte B(x ;R) .  

So i t  D~ = D, n B(x;R). On a : 

I I  ' 
Par in tégra t ions  par pa r t i e s  e t  compte tenu de (1:: - s 2 )  f * O dans De , on 

obt ient  



-+ +- 3 +- x = [Aij f. n.. y - A i  y n ds 
J ¶ i  J 

aD -1 - 

+- 
f 5 - rayonnante équivaut donc à 

-+ +- -+ +- a;, -+ 
(1*66) 5 1 ('ij f 9 1 .(Y)~~-Y~(~-Y) - ~ ( Y ) . A ~ ~  - (x-~) n.) ds .: O 

Yi J 

pour R > rO(x) = In f {r; ~(x;r) 3 Bi U D} 

Ceci implique que la limite de ( 1.65) lorsque R +- est nulle. Or 

a - + O ( ' ) quand R +- 

Comme, lorsque 1 z l  tend vers l'infini 

1 
5 - -  +- - G r +  2 

yk(~) = 
1 

'k e A('A;~) + O ( e  r 1 
i= 1 

ceci entraine : - 

- -  
+- 

R 
+- e 

où o = , les termes négligés étant O ( 
R ) i = 1 , 2 .  

R~ 

En outre, dans le cas isotrope tridimensionnel : 
5 

a;k a< - -1 4 
+ A <  +- -f 

--+ 5 e '1 + Aij (z) rj = 2'-'dr div yk + wr A rot yk-(h+2~) - 
1 cl 8 z rk er 

quand 1 z l  +- m . D'où 



- -  
a;, R 

1 - 2 x.o 
e + 1 5 
87TR " 'kW x(h+2lJ) C ij ayi A -(x-y) = 1 

 intégrant de (1.66) s'écrit donc : 

Par ailleurs, ( 1.65) montre,grâce aux calculs précédents ,que lorsque 1 X I  + : 

où l'on a posé j: = ~tl 8 . 
-f 

or quand x € SUPP p, Î(x) = fo(x) + f1(x) où 
è 

2 
-+ 1 -- + -+ (-22 -+ fo(x) = - grad div f et fl = - - 

5 
rot rot f. On en déduit que 

5 



- 4 - 1 "  
+- -+ +-(Il 1  

et f l  (x) = ;k. 1 ;L1)(x-y) .g(y) dy avec yk (x;5) = - c2 +- 

87~ s xk) 

Il est aisé de vérifier que, lorsque 1x1 +- 

Il résulte de ce dernier résultat que (1.67) s'écrit : 

On en déduit aisément le 

2 +- Soit 3 solution de (A:' - 5 ) f = 2 O g est à support compact et 
+- 2 3 3 f E Hloc (R ;C ) . Les propositions suivantes sont équivalentes : 

( 1 ) ? est i - rayonnante. 

(2) 3 est la somme dans 2 parties sol6noïdale. (resp. irrotationnelle) 

respectivement -$- (resp - 5 rayonnantes) pour les opérateurs A, (resp. A:). 
2 1  

+- ( 3 )  Si Bi est une région bornée contenant le support de g, dans l'extérieur 

+- 
B de Bi f peut s'écrire e 



t 

Si Re 52 O ces propositions sont équivalentes à 

(4) satisfait aux conditions de radiation : 

Dans le corollaire 1.1 on a vu que si 3 était une solution finalement 
-t -t -t 

rayonnante de (Ao - 5)  f = g où SUPP g C ~(x;r) alors avait un pré-représrntant 
-t r par translation k(s;. ) qui s'annulait pour s < - - et de la forme 

2 

6 - s 
e r nl(u) + e c2 Z2(u) pour s > - 

C 2 

Par ailleurs, on vient de voir qu'une telle solution, pour x assez grand 

s'écrivait : 

-t -t 
où mi (8 ) est fonction analytique de 0 . 
A ce propos on a le 

-+ -t -+ -+  
Le représentant de Y = (yk, 5 yk) s'écrit d'après (1.55) 

k 



+- 
Le représentant de yk(x-y) est alors : c( syo; w) 1 k. (s-c . y w; w ) e 

J J j 

ceci pour s > l y l  /c2 . 
-+ +- On en déduit dans le cas où f = yk par (1.72), (1.73) 

+- -f 
m,(w) = ' 5 m, (u! -+ +- -f 

2 2 avec nl(w) A w = O 
C 

1 

+- +- +- 
avec n 2 ( u ) ~  = O .  

+- 
Ces formules s 'étendent aisément au cas de f 3- rayonnante. 
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CZWF7RI;" f f  

EQUATIONS DE L'EtAçTODWIQlE DANS UN DOMAINE EXTERIEUR 

2.1. L'ESPACE DE ffILBElU E ET LE GROUPE { U ( t )  1 , 

Soit De ua domaine extérieur de frcmti8re ((B bornée; on désigne par D 
\ 

i i  ' 
i 

. ;;,, lej cornplbantaire (boni() de De U B e t  par DR l'intersectf on de De e6 de 1. boula 
- * 

decentre O et  de rayon R . 
I 

2 On supposera que B est de ,classe C :p. .On posera en outre : , 
x. , 2 

" - 

+ + 
E ( = ( ~ ) , R )  = 1 { ~ : ~ ( x , t ) ( ~  + 2 Re ( u , ~ . A . .  Ü B j ) l  Qx 

n 
1 J 

c-- a l e  

Thbnhe2 .1  - So4t  :(x,t) w t e d o & t L a n d e c ( a a ~ e c ~  d e  
3 

V é n o r t b m n  - En effet ,  pap une t e l l e  solutioo on peut écrire : 

+ 2 11 2 Re (<. ut$-Aij u , ~ ~ )  dx dt * O 

Q 



-+ 
La 3ème intégrale du second membre est nulle si u(x,t) = 8 sur B (ou si 

-+ -+ 

Aij u , ~  n = O sur B ) .  Quant à la dernière, il résulte de la démonstration du 
j 

théorème 1.1 qu'elle est non négative pour c 2 
'14 

-+ -+ -+ 
Corollaire 2.1.1. Si U(X,O) =O = ut(x,O) dans DR, alors 

-+ -+ 
u(x,t) = O dans 1x1 < R - ct 

En effet, il suffit dans l'inégalité du théorème 2.1 de faire tendre R 

-+ -+ -t 
vers l'infini. On désigne toujours par f = (fl,f2} les couples de données initiales 

( à  valeurs dans Cn) considéré comme le complexifié de l'espace vectoriel euclidien 

réel de dimension n; n = 2 ou 3). 

Définition 2.1 . 

e 
n 2  j3OlM-.& L t a p c e  de H i e b a t  H at l e  campleté de ( B  ; c ) 

nome : 

+ n 1 ) Si f E d) (B )2 , comme supp f est contenu dans Be ouvert de R on a 
e 

-+ -+ -+ f = O sur B frontière de (Be). On peut donc prolonger f à R" tout entier en 
-+ -+ 

posant f 5 O dans (Bi). 11 en résulte que H admet un plongement dans Ho : 

si l'on considère le sous-espace de 3 ( R ~ ) ~  formé des ? nulles dans Biu $ 

H en est le complété pour la norme "énergie". 

2) si EL(B~;c~) désigne le complété de a (B_) pour la norme 



-+ Y 3  $ 
3 )  Coa7ie f  € H admet un prolongement f  à R t e l  que f  e Ho, il en r é s u l t e  que 

3 
l ' i n é g a l i t é  (1.14) e s t  va lable ;  autrement d i t  3, E L~ (Be;C ) .  l o c  

Afindeconstruirelegroupe {U ( t ) )  d 'opérateurs qui ,auxdonnées i n i t i a l e s  

-+ -+ 
f ,  associent  l a  valeur de u à l ' i n s t a n t  t ,  on va [suivant L.P. p ,  3371 cons t ru i re  

son générateur in f in i t é s imal .  

d o n t  l e  domaine est  t temmbte  des f = tf1,12} t&es pue : A 3 E H . 
S i  D ( A )  désigne ce  domaine, on a  donc ( l e s  dér ivat ions  é tan t  au  sens des d i s t r i b u t i o n s ) :  

-+ -+ 
comme, en ou t re  f E H o r i a a u s s i  f p  € L2(Be;cn) e t  f l  E E L ( B , ; c ~ )  . 

D émom&&o n 

a )  D ( A )  e s t  dense dans H : en e f f e t  ~ ( B , ; c " ) ~  l ' e s t  dans D ( A ) .  

Par  d é f i n i t i o n  s i  Î E D ( A )  e t  ;EH on a : 

O r  pour t o u t  P € D ( A )  e t  t o u t  g  ~ 6 6  ( B ~ ; c " ) ~  on a : 



2  Conme D ( A )  e s t  dense dans  donc 8 ( B ~ )  dense dans D ( A )  pour l a  topologie 

indu i te  par c e l l e  de H )  on v o i t  que l a  r e l a t i on  précédente vaut pour tou t  g E D ( A ) .  
., .. 

Autrement d i t  A" = - A sur  D ( A )  e t  D ( A )  C D(A*') .  

-t -t 
.. -+ 

Soi t  a l o r s  g  E D ( A  1; si  l ' o n  pose h = A" g  on a par dé f i n i t i on  

-+ + +  
S i  l ' o n  prend f  = (0 , f2 )  on ob t ien t  : 

-+ 
S i  l ' o n  prend f 2  a r b i t r a i r e  dans 3 ( B ~ ) ,  on ob t ien t  davantage ca r  l ' i n t é g r a l e  

précédente devient : 

ce qui  en t ra îne  : 

(2.5) - -+ +- 
Aij g ~ , i j  = h2 an sens des d i s t r i bu t i ons .  

- + + +  
Par a i l l e u r s ,  s i  l ' o n  prend f  ( f l ,O)  c e l a  donne : 

-f 

Le choix de f  va s e  f a i r e  de t e l l e  s o r t e  que : 1 

-f 
( A . .  f l  i .  -+ 1 = - (d ,g2IL2 

1 J  , J  a g 2 L 2  

En e f f e t ,  il s u i t  de l ' i n é g a l i t é  (1 .14)  que pour t o u t  compact K de Be e t  t ou t  

-f 
E EL(B,) : 



si l ' o n  prend K = Supp $ où d 6~2)  ( B  cn) on en déduit : e 

-+ +- +- 
il en r é su l t e  que l ' app l i ca t i on  l i n é a i r e  : : + < a,$) e s t  bornée dans 

L 
E L ( B ~ )  e t  par l e  théorème de RIESZ, il e x i s t e  ?l b EL(B,) t e l l e  que : 

-+ 
- ( A -  - f l  , i j  Y c'est-à-dire 

1 J 

(2.8) 
-+ - A.  . f i .  = au sens des d i s t r ibu t ions .  

1 J  9 J 

-+ +- (P 3; <$,h d'après (2.7) où + = hl  
' E L  L~ 

1 I l  en r é s u l t e  d 'après (2.6) que 

+- -+ -+ -+ +- 
(2.5) e t  (2.9) montrent que g = ( g l  ,g2) E D ( A )  e t  que h = - A g ce qui é t a b l i t  

.. 
que A" = - A .  

Il r é s u l t e  a l o r s  du théorème de Stone que A engendre un groupe d 'opérateurs 

-+ { ~ ( t )  1 à un paramètre, un i t a i r e s ,  fortement continu en t .  En ou t re ,  ~ ( t )  f e s t  
-+ fortement d i f f é r en t i ab l e  en t s i  e t  seulement s i  f E D ( A )  e t  dans ce  cas : 

e t  ~ ( t )  applique D ( A )  sur  lui-même et '  c o m t e  avec A. 



3 
Si f D(A) et si l'on pose u(x,t) = [~(t) $1, (x) on a d'après 

(2.10) (où l'on prend la seconde composante) : 

-t 3 
u = A  u au sens des distributions. tt ij ,ij 

.Pour de telles solutions le théorème 2.1 et ses corollaires sont encore 

valables en vertu du 

3 si Z E D  (~),Z(x,t) = [~(t $1 (x) E (B,;c ) pour tout t. 

Démon~a%m%n 
+ +:: + 2 
f E-D(A) entraîne ~ ( t )  2 D(A) donc A fl E L (Bel3. En effet, il 

résulte des théorèmes de régularité locale pour les opérateurs fortement ellip- 

tiques cf. par exemple GOBERT 111, AGMON [Il, LIONS [ l ]  ) que : 

+ +:: -f + loc 
si u et A u € L;O'(B,) alors u € H a  (Be) et vérifie 

.. .. 
où R est un ouvert d'adhérence compacte dans Be et Ro un ouvert d'adhérence 

.. .. 
compacte dans R . 

Il en résulte que les dérivées secondes (en x) de sont localement 

de carré intégrable. Comme - ~ ( t  ) f 1, H les dérivées secondes mixtes (en x,t) 
3 + + +:: -t de u on la même Quant à u cela résulte de u = A u. 

tt tt 
+ 2 : + .. .. 

(si u E L (B ) ainsi que A u on peut évidemment remplacer $2 et R par B,). e O 



Comme D(R) est un ouvert borné, de frontière a fi n S(O;R) de classe au moins 
c2 , et localement d'un même côté de chacun des points de sa frontière, il réçul-te 

d'un théorème de LIONS-MAGENES (vol. 1 - chpt. 1, no 9, p. 47. Th. 9-4) que 
+ 3 - 1 

B 
et - au appartiennent respectivement à H2(B) et H ~ ( B )  , autrement dit anlB 

+- 
la formule (2.2) de Green est encore valable pour u telle que ? E D(A). 

Théuhëme 2 . 3 .  

L rcuernble des t' XeCs que : 

(2.12) signifie que : 

+ (Be) +:: + 2 + 2 ce qui signifie que fl E EL , A fl E L (Be) , f g E  L (Be) n EL(B,) 

+- 2 + 1 
et entraîne compte tenu de (2.1 1 ) que f, E Ho(B,), fa  E H~(B~). ~ ' a ~ r è s  le théo- 

rème de compacité de BELLICH le résultat s'en déduit (cf. L.P. p. 141 ) . 

2.2. DECROISSANCE D E  L'ENERGIE ET SOUS-ESPACE RAYONNANT. 

On peut définir les sous-espaces rayonnant et anti-rayonnant de d e w  

façons : 

+ -f + 
(i) f E D+(P) (resp. D-(P) si u(x,t) = O dans 1x1 < p pour t > O (resp. t < 0) 

Par ailleurs les solutions rayonnantes et anti-rayonnantes peuvent-être re- 

gardées comme des solutions en l'absence d'obstacle pour t > O (resp. t<O) : 



C: m + 
de telles solutions sont donc nulles dans (1x1 < p - c t} en vertu du 

M m 

(ii) Si l'on considère le problème extérieur comme une perturbation du problème en 

l'absence d'obstacles, il est intéressant de définir les sous-espaces rayonnants 

et anti-rayonnant en fonction de ceux étudiés au chapitre 1, plus ~récisément 

comme suit : 

d'où il résulte que : DY C D+ (P ) C D+ . DY ont évidemment les deux premières 
- - - - 

propriétés caractérisant ces sous-espaces et en tant que sous-espaces de D+ et 

D - (qui sont orthogonaux dans Ho), ils sont eux-mêmes orthogonawt. 

La propriété (iii)+ , à savoir 

U U( t ) D: dense dans H 

comme dans (L.P. chap. V, p. 143-15 1 ) , liée à la décroissance locale de 1 'gnergie 

pour tout ? E H et tout sous-domaine borné D de B . e 

La démonstration faite par LAX-PHILIPPS (L.P. loc cit . ) s 'adapte. 
Elle se fait en deux étapes : 

1) Si A n'a pas de spectre ponctuel, en utilisant le théorème 2.3,on en déduit que 

l'énergie décroît localement, plus précisément que : (2.14 ) 
D 

lim inf I u ( ~ )  ? l E  = O ( \/ T é H, et D borné de Be ) .  
t- 

2) Ensuite (2.11) entraîne (iii), (la démonstration de L.P. p. 143-144) s'étendant 

presque mot pour mot. 

Le point important est donc l'absence de spectre ponctuel pour A. Corne A est 

anti-autoadjoint , tout revient à montrer que 
-+ -P 

(A - iu ) f = O n'a aucune solution non triviale dans 



D ( A )  pour r ée l .  On é tudie  t ou t  d'abord l e  cas p # 0 . s o i t  a l o r s  4 c ~ ( R ~ ) ,  

nul le  au voisinage de B e t  égale à 1 pour 1x1 > p . Posons 

$ f  dansB  e 

O sinon 

+- 
Alors g a une énergie f i n i e  e t  v é r i f i e  

+- -f +- -+ 
où h = O dans 1x1 > p ,  il en r é s u l t e  que g s 'annule pour donc f ,  d'où il 

-+ -+ 
r é su l t e  classiquement que f = O dans Be . 

-+ 3 +- -f 

Dans l e  cas où p = O , l 'hypothèse g = O sur B entra îne  aus s i  g = O 

dans Be , sinon on se  s l a c e  dans l e  complément orthogonal H' de Ker A . 
Cornine dans L.P. Chap. V l a  propr ié té  (iii), implique que pour tou t  

sous-domaine borné D de Be e t  t ou t  E 7 O ,  il e x i s t e  T > O t e l  que 

1 l~(t)?.  dx < E pour t ou t  t > T. 

LAX e t  PHILIPPS int roduisent  a l o r s  l e  semi-groupe 

P où P+ désigne l ' opéra teur  "projection orthogonale" sur  l e s  supplémentaires ortho- 
- 

gonaux de D' . Le domaine de z P ( t )  e s t  : K' = H 0 (D! DP - ) e t  son générateur 
f 

in f in i t és imal  e s t  noté B~ . 
Le spectre de ce dernier  opérateur e s t  formé des nombres complexes t e l s  

que 
-+ 3 2 3  -+ 
A u - < u = O dans Be 

su r  B 

admet une solut ion 5 - rayonnante non t r i v i a l e  ce  qui entra îne  pour ce spectre  

d ' ê t r e  d i s c r e t .  

Il e s t  a l o r s  poss ible  d ' é t a b l i r  l e  



(cf. L.P. p. 165 et 213). 

I 3 

Or on a ai rEsas le th6orhe 1 . 1 f que lorsque v %!tait 6 - rayonnant@ ea3.e 
@-$ 

st6crimit :- <A? , 

', " <* L , 

-* -P -* 
"/ ' 

' V * \ * K 1  . ",..O' \ , 

, \ 

03 lia I T  (Go,:) - ( h + 2 p )  b:012 83.0 
R-- 1 .: 5 

s~ . T V  

1 

~G.R, 1) -* + 
1 ; *  2 lii f I T  ( v . . ~ )  - P  ~ v . 1  ds = O IL* , 



-% 

gnera gers (c.R.2) l e s  conditions : l i n  
5 -% 

A v,I2 ds ~ ( i =  O,,) 

+ 2 + 
grad div u, + T u, * O (a) 

-t 2 -% 
rot rot a , - o  % * O  (b) 

Les champs de dP,placements, diffract6s par des obe 
-+ 

par des champs de vecteurs (a ccmposmtes complexes) u, (r) , $ (x) v e r i i i w t  l e  

système (1.2)  &nsi que l e s  conditions de radiation : 1 

+ 
où er e s t  l e  vecteur unitaire de Iir direction raQiale. 

Dans ce qui suit, on a 'intéressera particulièrement &ux champs %al l x )  



1 - LE TUEOREME VE REPRESENTATION. 

(71 
+ 

Le champ de ve&eum ul ( x )  e s t  appelé donotion d'onde l o n g L t u d i n d e  

dana un domaine D a l i e  y e s t  d a d i n i  , de cea6ae c2 et y vuehidie 

( 1 2 )  Un domaine ex tén ieu t  B~ e s t  un domaine dont . t o a  l e s  po in tn  dont  exté- 

h i e u m  à une amdace s d m ë e ,  bohnée. 

( 111) SoLt B un domaine e x t é n i e m .  Un c h ~ p  de vec teum eaX une donct ion  
e 

d'onde longiahdi&e hayonnante p o u  B~ , n i  c ' e s t  une donct ion d'onde 

l o n g ~ u d i & e  pout Be et h i  e,t.te d a t i 6  6 ~ ~ 2 ,  en ouMe,  à C .R. 3 .  ( a ) .  

Théohème de h e p h ~ e W n  

Sad zl (x )  une d o n d o n  d l  onde loeungLtudiwLee hayonnante, neeatcve à 

un domaine ex téh ieu t  Be , f i d é  pa>l une sutdace hégue*&e, bohnée ( B I ,  Gl  ( x )  

é t a n t  de ckÀhae c2 dam B~ . On a : 

+ i - r p  - e i y P  -+ + e i - r p  + -b - e 
u , ( x )  = II { g r a y  ( p ) ( u l . n )  - 7 4n . 

n d i v  u - (G1 A z)flgrad - 
Y 1 Y P 

1 dS 

La preuve de ce théorème repose sur  c e l u i  de l a  divergence e t  su r  l e s  deux 

lemmes suivants .  

Lemme 1 .  

So ien t  , deux chamy~a de veo twhb  de d a n d e  c ' et C' aenpeot i -  

vement dam un domaine D , de dmnCiè.te aD acr;t in~ainant aux h y p o t h b a  du tkéo-  

hème de la d ivmgence ( D detuné, bohné, aD h é g f i è . t e )  . 

+ + -+ 
(2.17) 111 (;.a div  v + div  u.div v )  dv = 11 ;.n dS 



-++ -+ -+- -+ -+ 3 -t -+ 
(u.grad div  v  - v.grad d iv  u) dV = d iv  v  - v d iv  u) . n dS 

1 
1 

-+ 
où n e s t  l a  normale à aD d i r igée  vers l ' e x t é r i e u r  de D . 

Lemme 2 .  

Soient GI ( x )  une @notion d'onde longdudu ide  nayonnante pouil (ui donaine 

quand r -> w 

où n e6.t l a  bphène u&é, di2 bon Uément de suildace et : un vec tew  de pos.iAion 

du point x . 
Pileuve : C.R.3.(a) s ' e c r i t  

L ' in tégrale  por tant  sur  l e  troisième terme se  transforme en u t i l i s a n t  
-+ 

-+ 
l ' i a e n t i t e  (2.18) appliquge à Ü e t  ul , étendue au domaine D borne par aD e t  1 R 

une sphère S(X,R)  de rayon suffisamuent grand pour que a D  l u i  s o i t  i n t é r i eu re .  
-+ - 

On obt ien t ,  puisque u  v e r i f i e  (2.16) , r é t an t  r é e l ,  
1 

-+ - -+ 

u .e d iv  ul d  S = l m  1 r n.ul d iv  u1 dS . 
S(X,R) 

ll - -  
a D  



On a donc : 

d'où l e  r é s u l t a t .  

1 ) S i  l ' o n  a v a i t  suppose I m  T > O ,  on a u r a i t  obtenu, en r n o d i f i a ~ t  légè- 

t 3 3 2  - 
rement l e s  ca lcu l s  ( c a r  u l  v é r i f i e  grad d i v  u  + T ul  = O )  l e s  i n t é g r a l e s  

1 

111 1 d i v  z1 1 dV e t  1 ,  * d , sont  convergeantes. 

D D 

2 ) ~ n  supposant que C.R.3 ( a )  e s t  v é r i f i é e  pour un s e u l  cen t re  O 

on v o i t  que : 

+- 
3 )  Pour l e s  fonct ions  d'onde t r ansversa les  rayonnantes % op a  : 

- +  2 1 ler n r o t  u21 dn = o <+ e t  11 iz212 da = o (? quand r -3 -, 
n r 

i-l 
r 

en v e r t u  de : 

qu i  admet, en c o r o l l a i r e ,  2 1 1 1  d52 = O (, ) où r = [ X I  
52 

r 

PtLeuve du XhéotLérne de ~~eptLéhentai;ian : 

On applique l ' i d e n t i t é  (2.18) aux champs de vecteurs  ( x )  e t  
+- e  i ~ p  + + 
v ( x )  = - 

4 m  
w (où p = 1 x-xol e t  w e s t  un vecteur  f i x é ) ,  e t  à l a  r6gion D ( R , E )  



bornée par ( B ) e t  deux sphères de centre xo e t  de rayons r e spec t i f s  R e t  

E ( c e l l e  de rayon E é t an t  i n f é r i eu r e  au domaine DR du lemme 2 1. 
i r p  

-+ + 3 2 3  A---+ e  i . r p  + -3 e 
v ( x )  v é r i f i e  : grad d iv  v  + r  v  = r o t  r o t  (- 

4 n p  
w )  = r o t  (grad 4n; A ;) 

Ceci é t a n t ,  ( 1 . 4 )  donne : 

3 4 e i r p  + i r p  + 
(2.19) 111 ul . r o t  r o t  ( - 4 n p  W )  dV = jjl FI .; div  (e 4 n p  W 1 

3 
( n  normale ex té r ieure  à D ( D ; E )  ) 

Comme : 

3 --3 3 3 - 3 3  - 3  --+3 -+ 
u  . r o t  r o t  v  = d iv  ( r o t  v  A u , )  + r o t  u l i r o t  v , r o t  u1 = O 1 

3 + ---+ e  ~ T P  + i . r p  + 111 I l l  . ro t  r o t  ( - 
4 n p  

W )  dV = 11 (FOS 4 n p  w ) .  (z, A G )  dS 

D ( R 9 4  B + S R + S  E 

On ob t ien t  donc, en d e f i n i t i v e  : l 
+= d e  i t p  + i r ~  + + 

3 
.n) .  (grad • Y)- 5 w.n d i v  u  

1 

i r p  e  - (grad 5 A G ) .  (zl * G)] dS 

3 3 
L' intégrale  etendue à SE tend vers ul(xo).w quand E -> + O .  puisque 

-f 
u  1 e s t  continue au point  x , l ' i n t é g r a l e  étendue à S tend vers  zéro 

O R 

quand R -> w d'après l e  lemme 2 ,  l ' i n é g a l i t g  de Schwarz e t  C.R.3.(a). 

-f 

Revenant à (2.20), on ob t i en t ,  w é t a n t  un vecteur constant a r b i t r a i r e  

3 
( e t  en remarquant que, dans (2.20). pour l ' i n t é g r a l e  étendue à B,, n e s t  d i r i g é  

vers Bi ) : 



+ 
où n  normale à B ' d i r ig&e  vers  ( B  ). e  

Remahque hmpohtante 

1 Le .@it que l ' in tegirde  étendue à SR tend v a  zéko avec R e.hZ Ggde- 

nient une comiquence de C.R. I .  Au;thenient &, c.R.  1 hipaAyue t e  ZhCokème de he- 

piréa e vLtatio n . 
e t  pa r  conséquent, l e  

71 - THEOREME DE DEVELUPPEMENT, 

SoGt ;, ( X) une donotion d 'onde longLtudind!e myonnante pow uiie irégion 

+ 
+ i r r  an (@,$)  
U, (x) = - 1 r n 

n=O r 

(où r ,  e , 9 sont d u  cooirdonnë~ 6phélLiyues du p o i n t  x ) vaeGble r > c, 

abaolwnent et uni~omlisent  convmgent en e , 4 dam ,toute aégion r 3 c  + E ,  

& > O .  

La a m e  peut &e d.i&$i?keil;tiée t m ~ e  a t m ~ e  en r , e , 4 indé- 

~ininient ,  l es  a e h i e s  iréalLetantes convengeant a u h i  abholwnent et uni~omhmament en 

e et 9 .  

Pireuv e 
+ 

Comme u l ( x )  s a t i s f a i t ,  dans t o u t e  région r > c > c  , aux condi t ions  du 
O 

théorème de rep résen ta t ion ,  on a  : 



3 -f 
où x O = (c0 , 0 , IQO) , x = ( r ,  8, 4) O 

-+ 2  2 1 /2 
P = I Z - X ~ ~  = ( c o - 2 r c  c o s x + r )  , c o s ~ = c o s û c o s û  + s i n e s i n e  cos O O O 

( S  - 3, 1 

d R = s i n û  d û o à J O .  
O 

3 

u  ( x )  e s t  donc l a  somme de t r o i s  i n t e g r a l e s  de l a  forme : 
1 

3 3 1 où F(w) , ~ ( w )  sont  des champs de vecteurs  de c l a s s e  C sur R e t  ~ ( w )  une 

1 fonct ion  à valeurs  complexes d é f i n i e  s u r  R e t  de c l a s s e  C . 
3 -+ -+ 

On é t u d i e  1, (12 e t  ? , de s t r u c t u r e  comparable à c e l l e  de I l  s v é t u d i -  
3 

e r a i e n t  de façon iden t ique) .  

3 

S o i t  ~ ( r , e  ,$) l ' une  des composantes de I l  s u r  un t r i è d r e  t r i r e c t a n g l e  

donné. I l l e  e s t  de l a  forme : 

1 1 où g(w) e s t  de c l a s s e  C s u r  a .  On pose w = - e t  
r 

2  2 
1 /2 

e  i r  (p-r)  exp [ic( (1-2 W co cos x + 2 W C o )  - 1 ) / W ]  
f(W) = = w  - 



La rac ine  ca r rée  désignant l a  determination qui  vaut +1 pour W = O . Comme 

1 - 2 W co cos x + w c0 2 =  (1 - W C  e x )  ( 1  w c e ) o n v o i t  que f (w)  
O O O 

t r ix  
e e s t  analyt ique pour W f - . En p a r t i c u l i e r ,  on peut c h o i s i r  une determination 

C 
O 

l 
de f (w)  analyt ique e t  uniforme dans ( w I  < c . S i  f (w)  e s t  a l o r s  m u l t i p l i é e  

O 

I par g(W) e t  l e  produi t  obtenu in tegré  s u r  R , l a  fonct ion  de W q u i  en r e s u l t e ,  

e-in 1 . e - i ~ r  , e s t  encore analy t ique  dans ( w I  < - admet donc un 
C 

O 
I 

developpement en s é r i e  e n t i è r e  su ivant  l e s  puissances de W = - qui  converge 
r 

dans 
l 14' C , l e  terme constant  é t a n t  n u l  puisque 
O 

f(W) = O pour O= O . 

En o u t r e ,  il e s t  b ien  connu que J converge absolument e t  uniformément 

1 d a i s  t o u t  disque I W l <  
+ 

, E > O , i n t e r i e u r  à son disque de convergence e t  
O 

q u ' e l l e  y e s t  indefiniment d i f f é r e n t i a b l e  terme 2 terme p a ~ .  rappor t  a W ( c e  qui  

e n t r a î n e  que J l ' e s t  par  rappor t  à r ). 

La convergence uniforme par  rapport  ii 8 e t  $ s ' b t a b l i t  en majorant par  

une s é r i e  convergente indépendante de 8 e t  $ 

La l é g i t i m i t é  de l a  d i f f é r e n t i a t i o n  terme à terme par  r@.pport à 8 e t  $ 

s ' é t a b l i t  comme s u i t  : 

a i r p  

a 4 - ( "-1 g(4 du a $ P 

a i ~ ( ~ - r )  a e i r ( p - r )  
e t - (  ) = * . -  ( 1 

a tJ P a$ a p  P 
) e s t  encore analyt ique dans 1 W I  E 

O 
00 

aJ e i r r  1 en(e ,$ )  donc - = -  
a$ 

qui  possède t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  de convergence r n=O n 
r 



D'autre p a r t ,  à l ' a i d e  de l a  formule de Cauchy qu i  dgtermine dn e t  en , 
ad n 

on v e r i f i e  classiquement que e = - 
n a +  . En raisonnant  de façon analogue pour e , 
-+ 

on o b t i e n t  en a k f i n i t i v e  pour Il un développement de l a  forme 

où l a  s é r i e  converge uniformément dans r 2 c + & ( E  > 0 )  ; comme c > c e s t  
O O 

a r b i t r a i r e  a i n s i  que E > O , l a  convergence a l i e u  dans r > c , uniformément 

d a n s r ?  c +  € 3 0 .  

3 3 
Des r e s u l t a t s  analogues e t a n t  va lables  pour Ip e t  Ij l e  théorème de 

d6veloppement s 'en dkduit . 

111 - CUNSEQUENCES DU THEOREME DE DEVELUPPEMENT. 

T o d e  donction dtonùe L o n g b & d e  mqonnante G1 ( x )  a h e t  h domite 

3 3 
où l e  champ de vecteurs ao(e ,$)  (appelé modrle de rayonnement de u l ( x )  e s t  

normal à t o u t e  sphere r = c s t t e  , c 'est-à-dire 



2 a l  i r a  = -  
2 

n ae an-l + (n- ' )  an - 1 

1 où Do = - - a a ( s i n  e -1 + 1 s i n  8  a8 
a 2  - l1op&%zteuR. de BELTRAMI ~ J O W L  

s i n  ' e  ab 

Pneuve d u  co/raL&-&a 7 et 2 - 
-+ 

La forme asymptotique de ul (x) pour r -> e s t  évidente.  Le r e s t e  de 

3 
l a  démonstation du c o r o l l a i r e  1 ( a  purement radial) e t  c e l l e  du c o r q l l a i r e  2 

O 

découlent du f a i t  que l e  développement ( 2.22) d o i t  v é r i f i e r  1 'équation : 

I -+ 2 - +  -+ 

grad d i v  u  + T u = O ; t o u t e s  l e s  opéra t ions  étant j u s t i f i é e s  par  l e s  pro- 1 1  

p ~ i é t e s  du développement en s é r i e .  

-k Le ca rac tè re  purement r a d i a l  de a  s ' o b t i e n t  en exprimant, pour (2.22) 

-+ -+ 

que rot ul = O 
-+ -+ -+ On s a i t  que, s i  F = FI er  + F 

2  ee 
-+ 

-4 -+ e 
1 a ~ '  a - - -  

s i n  8  a$ a r  

i- 
i r r  

e  1 -+ Il en r e s u l t e ,  puisque U, = - ( a / r + .  2 -+ 3 + 1 
r n=O n ee + an e$ ) Y 

r 

- 3  -+ -+ -+ 
que : r o t  u  = U er + V e  1 8 * e$ où 



Dans ces t r o i s  expressions,  l e s  c o e f f i c i e n t s  des d iverses  puissances de l/r 

doivent s ' annuler.  

Pour l e s  termes constants ,  on o b t i e n t  

a' = 0 = 2 ce qui  prouve l e  c o r o l l a i r e  1 . 
O O 

1 Quant aux c o e f f i c i e n t s  de t;;r , n z O i l s  donqent : 
r 

2 

( a )  [$ (a3  s i n  8 )  - - = O n aan a @ I 

o r  (2 .23)n(a ) ,  (b), ( c )  en t ra înen t  - 1 [ -  s i n  0)  
"n+ î 

s i n  û -7 ' I 
Autrement d i t ,  seules  s u b s i s t e n t  l e s  équations (2 .23)n(b)  e t  ( c )  qui déterminent 

a e t  a 2 1 
n+ 1 n+ 1 s i  a e s t  cpnnu. 

n 

L'équation manquante va  ê t r e  obtenue (en msme temps que l e s  r é s u l t a t s  

-f 2 - b  -t précédents)  en exprimant que u1 v é r i f i e  grad d i v  : + r u = O . 
1 1 

Or : 
d i v  j$ = 1 L 2 1 a 1 %  

2 ar (  F ~ )  * r s i n  e , ( F ~  s i n  0 )  + - 
r r s in8  a$ 

e t  
- 

-f a f  grad f  = e - + ~ a f +  1 a f - 
r ar * eû  Y a e  * e+ r s i n  e a* 
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On obtient tout d'abord : 

m 
-+ 

div u = - 
1 r 

n=0 r n n=1 r n- 1 I 
puis 

-+ 2 -+ 
i-rr 
e -+ grad div ut + T u = - 

1 r (R'$+ e +4,) 
8 

m a 3 
a a a 1 

2 
m 

1 
= 1- - n+- 1 i T n- 1 I n as + -  II[ - (n-3) a n-2 
n=O r n sin0 

n=l r sin 8 
n=2 r a's 

1 Il suffit d'annuler les coefficients des diverses puissances de - . r 
2 L'annulation des termes constants redonne a = a3 a O , celle des 
O O 

1 -+ -+  coefficients de - : D.a = O (identiquement vérifié) 
r O 

( On retrouve (2.23 

r2 a3 + i-r aa O ' -- 
1 sin 8 a4 = O 

1 plus géneralement, celle des coefficients de - 
n+ 1 pour n 2 1 entraîne : 
r 

1 -+ -f (a) - 2 i r n a 1  + (n + 1) (n - 2) an-, + D.(i r an - (n + i) 
n n- 1 1 - 0  

1 
( n-2 ) 1 i T (c) rY a3 + - a an a a r i - ~  1 + -- a (6.; 1 = Q n+l sin 0 - sin 0 a $  sin 8 n-1 



1 1 
(2.23n.a) détermine a car 2 e t  < sont déjà  déterminés en fonction de anm1 

n n 

par (2.23),-, ( b )  e t  (2.23),-, ( c ) .  On va é t a b l i r  par récurrence que (2.23n.b) 

e t  (2.23,(c) sont équivalents à (2.22) . (2. 22n.a) s e  v é r i f i e  immédiatement e t  
n 

pour obtenir  (2.22n b )  e t  (2.22, c )  , il s u f f i t  d ' é t a b l i r  

Pour n = 1 , ces formules s e  réduisent  $ (2.22 )o. On peut donc supposer 

( 2.24 )p v é r i f i é  pour O i P 6 n-i ce qui  implique (2.22) .b e t  (2.22 ) . c pour 
P P 

ce qui  é t a b l i t  (2.22 .b)  . On é t a b l i r a i t  de même (2*2zn.c) . Le co ro l l a i r e  2 e s t  
n 

prouvé. 

Il  en r é su l t e  que pour une fonction d'onde longitudinale rayonnante dans un 

domaine ex té r ieur  Be l e s  conditions de radia t ion C.R. l  à C.R.5  sont  équivalentes. 



i%euv e 

On a vu que : 

3 
e iTr  Ci r a. 1 1  + (i r a d iv  u = - 1 

1 r 1 r 

d'où 
-f -f 3 e e d i v u l  - i  r u  2 + 3 -+ r 1 

r O r 

ce qui  ent ra îne  bien C.R.2, C.R.3 e t  C . R . 4  e t  comme (cas p a r t i c u l i e r  C.R.5). En 

+ 
out re  de l ' express ion de d iv  u, , on déduit immédiatement l e  

Cok~&&I.he 4 
3 
U, ( x )  étant une donc t ion  d 'onde  (vectoic ic .Ue)  tong.4.tudiMAa.e mgonmante 

p o u  un domaine exAëhiem Be , la donc t ion  

3 
O = div  u 1 vélLidie 

C 
(2.25) A 0  + r o = O dans ( B ~ )  e t  l i m  11 I F -  i d G = O  

r-wî 
s ( x , r )  

l 
3 

En orne oo(r) = i r a' est don tnodUe d e  hayonnement  dan^ doon dév&ppment  
O 

il r é s u l t e  des conditions (2.25) que O ( x )  admet l e  développement (2.26) dont 

3 
l e s  p ropr ié tés  sont  c e l l e s  du développement de u l  Par a i l l e u r s  

11 en r é s u l t e  que i i m  
1 -+ 3 2 - (Zr d u 1  - i r u )  r s i n  e d e  d 4 = o 

R- fi 
S1 



c'est-à-dire (2.25) ent ra îne  C.R.2 donc l u i  e s t  équivalente e t  d 'après l e  

co ro l l a i r e  précédent : 

-+ 
S i  div Gl  est  une donotion d'onde de HeLmhoLtz nagonnante, u ,  ea t  

une donotion d'onde Long.LtuciiMaee haqonnuvl;te e..t hZciptroquement. 

Autrement d i t  : 

a -+ + 
2 

c . R . ~  : l i m  1- d iv  u - i r u 1 dS = O e s t  équivalente à C . R .  1 ,. . . , 
R-tm il ar 

1 1 
S(x,R) 

C,R.5  . 
On retrouve i c i  une condition u t i l i s é e  par M. ROSEAU [ I l  . 
On ne peut f a i r e  sans pa r l e r  des conditions u t i l i s é e s  par KUPRADZE. 

au -+ -+ 1 
i r u ) = O , Iu1I = O (; ) quand r - l i m  r ( - - ar 

T'tco 1 

E l l e s  sont  évidemment conséquences du théorème de développement. O r ,  il r é s u l t e  

de WILCOX 121 que ceci  e s t  équivalent à 

e t  c e t t e  dernière  condition e s t  (on l ' a  vu p. ) équivalente à C . R .1 . D ' a i l l e u r s  

l e  théorème de développement donne auss i  : 

Kematrq ue 

Les r é s u l t a t s  de WILCOX [ I l  r e l a t i f s  aux champs électromagnétiques 

-+ 
(qui  sont  pour ce t r a v a i l  des fonctions d'ondes t ransversa les  rayonnantes) u 

2 

c'est-à-dire t e l s  que : 

-4-+ 2 -+ -+ -+ 
r o t  r o t  u2 - o u 2 = O e t  i i m j j  1zr A r o t  u2 + i 0 ;  l 2  d~ = O 

R-t m 
2 

r = R  



sont d'abord l ' ex i s tence  d'un développement : 
L 

3 
i a r  15 

e u = -  n 
2 r n=O y ( e , 9 )  r pour r > r  O 

possédant des propr ié tés  analogues à ce l l e s  déjà  vues. 

En ou t re  : 

+ + -+ 2 3  a3 2 
e t  fi = r o t  u v é r i f i e   fi + a fi = O e t  ïirnII 1 a;- i 051 d ~ =  O 2 

(on peut a l o r s  é t a b l i r  des co ro l l a i r e s  analogues à 1 ,  2, 3, 4 e t  5 ) .  

En p a r t i c u l i e r  ce la  en t ra ine  : 

-+ 
i a r  m w 

-+ e n 3 f i = -  C - 
2 -+ où w = i a  (b e 3 3  

r n O n=O r 
O i g - b o e O  ) 

d'où l ' on  déduit  

aRl -+ (n<- + -  i -t 1 - -  
- o r  eg 2 ae  

1 - 1  ) - Z ee (% s ine  a$ 

+ i : [a  ( s i n  0 fi,) - -  a r s i n e  r a 0  

Autrement d i t  : pour une onde t ransversa le  rayonnante l e s  conditions C.R.l .,..., 
C.R.5 e t  

l i m  11 a -+ -+ -+ 2 1% r o t  u2 - i o r o t  u21 = O 
R- 

S(x,R) 

sont équivalentes. 

S i  l ' o n  revient  au ~roblèrne i n i t i a l ,  on a l e  r é s u l t a t  suivant  : 



_3 3 2 3 -f 

(a) grad d i v  ul + T u  = O 1 
(2.16) 

3 3 + 
u = u  + u  

--3+ 2 -f 3 
1 2 

(b) r o t  r o t  u2 - o u = O 2 

déainie dam une hégian r > c et bat in  @hant aux condi;tiam de tra&u;tion : ~ 

admet Le développement : 

Si ( ,  ut noLt ion  du ngntème ( 2 . 1 6 ) ~  natin@L5ant aux con&on) de 

tradiatiun (C.R.5 a )  eX (C.R.5.b) et n i  l ' o n  pane : 
3 

+ 3 - f  du 1 dt2  3 -f -f - 3  
T(u,er )  = 2 LI (K + - ) * h e r  d i v  u + p e  A r o t  u dn 1 r 2 

( cona?ainte dann l a  dMection Zr ) . On a : 

aU 3 

1 3 2 -f -f -). 
au + 

= 2 ~ ( ~ - i T  u l )  + 2 i i  (-- i o u )  + h ( e  d i v  u l  - i r u l )  ar 2 r 

3 -4 3 + 
+ ii (e r  A r o t  u2 + i o u2) 



d'où l e  r é s u l t a t ,  s i  l ' o n  note que : 

-f -+ 2 
+ ~ / e ~  d i v  u1 - i T u , [  

3 --f -h -+ 2 + pler A r o t  % + i 0 u21 

3 3 
e t  compte t e n u  des condit ions de r a d i a t i o n  v 6 r i f i é e s  par  u, e t  u2 . 

Par cont re  ( c . R . ~ )  n ' en t ra îne  pas en généra l  C.R.5 a e t  b e t  

On va g t a b l i r  un théorème d ' u n i c i t é  (pour un r é s u l t a t ,  en é t r o i t e  r e l a t i o n  avec 

ce lu i -c i ,  c f .  KUPRADZE [ 1 ] avec des condit ions moins $én&ales) .  

2 re ez i s - t e  au @w une d o t d o n  : de  &cube c , d é d i n i e  dam un domaine 

e l c t é ~ e w r  D ,  d e  d a o d & e  /i.éguRi&e s , .t&e que : 

3 + 3 
a )  w = u  + u  o ù 2  

O 
a-t une doluClon donnée d u  AyAXèrne 

_LCI 3 2 -+ 
grad d iv  u1 + T u, = Ô 

3 3 3 
u  = u1 + q2 

--3 2 ;  -+ 
r o t  r o t  u2 - a 

2  
= O 

et sa&i~@i,t aux c o n d h 2 o m  d e  nacluqkon : 

l i m  1- -c3+ 
A r o t  % + i a Z2l2 = Q 

R- 
r = R  

b) AWL s , on aLt L'une d a  Ittroh c o n d i r i o n s  : 



3 3 

Y )  hm une p&e Sl de s : w = O 

Pneuve : 
3 3 -+ 3 

Il s u f f i t  de montrer que uo = O entra îne  u Z O dans 1 

. On peut noter ( ce  qui e s t  une au t re  façon d ' g t ab l i r  l e  co ro l l a i r e  4 )  que : 

+ 3 3  
a:, a; +  + + c f +  

T(u,er) = 2p (- + - ) + h er d iv  u, + IJ el A r o t  u a r  a r 2  

i ~ r  i o r  + e 1 3 e = 2 p  C r -  a e + i o -  3 + 

r o r  r (bo ee  + bo eO) / 

i ~ r  
3  2 3  3 -t et 

i u r  e 1 3  + A i ~ y  a e + ~i er A i o [Zr A (bo eg  + bo e e  )] I_ 
O r 

i r r  i u r  e e 2 3  -f 3  = i r -  (h+21i 1 3  + i u -  
a0 er r P (bo eg r 

Autrement d i t ,  

3 3  3  -+ 
T(u,er) = i r  (h+2p) u, + i o. p g2 +$(r) 

3  
D'autre p a r t ,  s i  ~ ( r , t )  désigne l e  champ de vecteurs r é e l s  (de déplacement) à 

l ' i n s t a n t  t , dans l e  milieu considéré, l e  théorème de l 'gnergie  etendu au domaine 

DR (de f ron t i è r e  formée par S e t  l a  surface d'une sphère S(R)  contenant S à son 

i n t é r i e u r )  donne, compte tenu des conditions sur  S : 



3 
où n désigne la normale extérieure à DR , K = 11 W dv 1 'énergie de déTormation 

D~ 
3 2 

W = E  E  
ij ij et E = $ 11 1% 1 dv l'énergie cinétique 

Les ebranlements considérés dépendant harmoniquement du temps, on a ici : 

3 
3 u = -  1 (: ,ikt + ; .-ikt 

2 ) où G est solution de (2.16a ) et (2.16 b ) donc : 

qu'on peut écrire 

avec 
3 3 3 
v = T (h+2p)u + o p u2 . 1 

D'après le lemme 2 ( II /Zi 1 dS borné quand R -+ ) et le corollaire 4, on 
r=R 

voit, en appliquant l'inégalité de Schwarz , que l'intégrale, étendue à SR , du 

premier crochet tend vers zéro quand R 3 . I 
Le second terme de la somme vaut : 

+ h 1m (2 eikt ) 1m(: e ikt ) 

3 3 
soit, en décomposant v et u en parties réelles et imaginaires : 



3 i k t  3 
I m  (< eikt).lm(v e ) = ( v l  s i n  k t  + $" cos k t ) ( z l s i n  k t + ;" cos B t )  

1 
où [dl  e t  131 sont  O (? ) quand r 3 - . 

r 

On en déduit : 

1 1 + I m  (v e = T ( A + ~ P )  - a s i n  ( k t  + r )  a cos ( k t  + rr)]  e r r 

1 t 2  -b 112 3 113 -+ 

+ o P. ; [(bO eg  + bA3 zq) s i n  ( k t  + or )+(bo  ee  + bo eh  ) 

x cos ( k t  + o r )  J 

+ 1 m  (? e i k t )  

! + i k t )  e t  une i n é g a l i t é  analogue pour I m  ( w  e 

1 On a donc 

i i m  II + - + +  aû 
T(U,er). - dS = l i m  + k + i k t  

a t m e t  . m u  e ) d~ 
R- R- 

2 
= l i m  + k 

R- 
[ r[ T ( A + ~ v )  LaAl s i n  ( k t  + T R I +  alt1 o cos ( k t  + TRI] s i n  CI : O d i 

2 3 3  

+ k ,/ o P 1 [ b ~ ~  s i n ( o ~  + k t )  + blli c o s ( o ~  + k t ) 1 2  s i n  B d û d @ 
i=2 O 

O O 1 
d En d ' au t res  termes, pour R suffisamment grand - (K+E) a un signe constant .  
d t  

d Comme K e t  E sont fonctions périodiques de t , on a nécessairement - (K+E) 5 O . 
d t  

Ou encore : 



l i m  jin (ii [a:' (O,$) s i n  i T ~ + k t )  + al"(O,$) O car ( ~ R + k t ) ] ' s i n  0 d R d O =  9 
R-tm 

O O 

l i m  r" [ b ' l  ( R , $ )  s i n  (oR+kt) + b;l(R,$) car ( o ~ + k t ) ]  2 s i n  R d 0 d 0 = O 
H-+03 

O 

0 O 

(i = 2 ,  3)  . 
1 

ce qui entra îne  ~ n 1 3 ( a ~ 1 ) 2 s i n ~  d û  d e  = O  aonc a 1  ( e , $ ) z  O ,  

O O 

puisque a '  ' ( û  ,d)  e s t  continue. De mgme al1'= bl'= bi2 = b'13 = b113 = 
O 

- O s o i t  
O O O O O 

-+ -+ 3 
ao(û ,$) I 6 ( e t  bo ( 0  ,$) = O ) ce qui en t ra îne ,  d'après l e  co ro l l a i r e  r ,  

-+ 3 -+ 
a n ( €  ,$) : 6 V n 2 1 e t  par consequent u ( r )  i O à 11ext8r ieur  de toute  sphère 1 

r = r contenant S à son i n t e r i eu r .  
O 

-+ 
Mais ul ( r )  e s t  analytique dans t o u t  l e  domaine D d'après l e  théorème 

de représentation e t  s ' y  annule donc identiquement puisqu 'e l le  e s t  nu l l e  dans un 

sous-domaine. 

-b -+ 
pour une ra ison analogue, %Je,@ E 6 entra îne  u 2 ( r )  0 dans D 

3 + -+ + 
donc u = ul + u = O dans D . 

2 - 

Le théorème e s t  donc Gtabli.  

2.4-i iTl iVE PAICTICULZERE VU CAS PLAN 

On considère l e  même problème qu'au début mais, c e t t e  f o i s ,  on recherche des 

solut ions  de l a  forme 

-+ 3 
On pa r t  donc du système(2.28) où f ( x )  = f ( x  x ) e t  l e  domaine Be e s t  1 '  2 

l e  complémentaire dans l e  plan x = O d'un domaine borné ( B . )  de f ron t i è r e  régu l iê re  3 1 
-f 

( B ) , f é t an t  de support borné). 



On s e  ramène à discu te r  l ' u n i c i t é  de 

qui ne s au ra i t  avoir  l i e u ,  en général ,  sans hypothèse supplémentaire. 

77  - Moyennes c i rcu la i res .  

-+ 
Au vecteur u ( x , t )  on f a i t  correspondre s a  moyenne c i r c u l a i r e  autour 

de x  

-+ -+ -+ 
(2.29)  I ( u ; x , r , t ) = -  I TT Z(: + r i , t )  de ( r :  = (cos  e ,  s i n  e )  ) ; 2 .rr 

+- 
on s a i t  que, s i  u  e s t  de c lasse  c2 en (x l  ,x2) 

-+ 
~ ( x , i , e )  v é r i f i e  pour r > r 0 ( x )  ( c f .  p. ) 

0  =[- 2 + la r ar + T2] [- 2 + 1 r 0 ar + 02] I pour t o u t  x  f i xé  e t  r - r o tx i  
a r ar 

d'où 

-+ -b + (11 ( 2 )  ( 1 )  (2 
I ( u ;x , r )  = A l  Ho ( r r )  + l2 Ho ( r r )  + x3 H~ (or)  + H~ (o r )  

-F où l e s  A.  ne dépendent que de x , ,  x2 , u  , formule que l ' o n  é c r i r a  sous l a  forme 
1 

Si  l ' on  pose 



on v o i t  que 

-.-t -+ -+ +- -+ -+ -+ 
avec r o t x  1 = O = d i v  

1 x I2 s i  Il  , I2 son t  l e s  moyennes de u t  , u2 so lu t ions  

du système 

-+ +- +- -3 +- 2 -+ +- -+--+-+ 
u1 + 5 = u ; grad d i v  ul + T u = O = r o t  r o t  u2 - o 

2 4  
1 U2 

On s a i t  ( cf .  Courant-Hilbert 1) que 

i ( 1 )  i (2  .- G 1 ( r r )  = 4 Ho ( ~ r )  = - Ho (TI-) (complexe conjugué) ; G1 , G1 é t a n t  l i n é -  

airement indépendantes ( s u r  C ) 

On a donc, pour t o u t  x e t  t o u t  r > r ( x )  
O 

i ( 1  
S i  l ' o n  pose G ~ (  r )  = 4 Ho ( r )  on a ,  dans l e s  mêmes condit ions 

S i  l ' o n  é c r i t  a l o r s  

---f +- +- -f -t -- +- 
r o t  ( I ~ )  = O = G1 r o t x  v2 + G1 r o t x  v 1 ( V x  e t  r > r ( x )  ) X O 

- 
on v o i t ,  compte tenu de l ' indépendance l i n é a i r e  de G1 e t  G1 , que p0Uh ~ C J &  x on a : 

-3 +- -+ +- +- 
r o t x  v = r o t  v = O 

1 x 2 

+- Ces condi t ions ,  a jou tées  à c e l l e s  que l ' o n  o b t i e n t  en exprimant bx il + T 
2 - t  -+ 

I l  = O 

montrent que 
_3 +- 2 - t  +- 

grad d i v v  + T V. = O  v x  i 1 i = 1,2 

e t ,  de même que 

3 +- +- +- On re t rouve l e  f a i t  que v l ( x )  e t  v2(x )  ( r e sp .  v ( x ) ,  v4 (x )  ) sont  des fonctions 
3 

d'onde longitud?nales ( resp .  t r a n s v e r s a l e s )  e n t i è r e s .  

( 2 )  - 
Comme il n'y a pas de r e l a t i o n  simple e n t r e  Ho ( r r )  e t  l a  dér ivée  

( 1 )  -+ -+ 
de Ho ( ~ r ) ,  il e s t  sans doute impossible d'exprimer v l ( x )  e t  v2(x )  en fonct ion  



+ 
de 1, et de ses dérivées . 

( 1  
Par contre, puisque les comportements asymptotiques de H ( z )  et 

(2 1 O 
-+ 

H (2) sont connus> on peut exprimer vi(x) (i = 1¶2,3,4) comme limites quand 
O 

-+ 
r -+ d'expressions dépendant de r et des moyennes circulaires 1 . 
Par exemple : 

( 1  i(z- i) 
Ho quand z  -+ + a, 

d'où 

Compte tenu de : 

- 
a + dGt - -+ J q  - -  d G ~  

ir G ~ )  ~ ~ ( x )  + 6 (F - ir G~)v~(x) ar ir) I, = J; ( - 

1 où IG/  = O ( ) quand r -+ a 



On obt ient  donc 

' ; 

III - Thiorème de représentation,  

Toute solution- du système. 

2 +  + 

c q  grah div G, + r u = O 
r ,  

- q. 1 
CI) 3 --+-3 2  + 3 + + O * r o t  r o t  u % , u = u ,  - .- , . ..+ 

+ % 
> .. 

, - - < - -  ,.-- A.--.* - ,-- -y-- -+-. 

oa r ~ ~ L a ~ ~ r h p o h d ~ € s ~  à y e ~ .  

3 
(2 .36 )  p,(x)  = - + 3 + n I 

1 
d6 1 aiv,ul - i r  u ) + u (-- i r o,$ 68 

$$jd~:;4 
i[ 3,h. " i"' 

1 dr 
S d ,  

W " " 
.",*?r ,* ;q, ILj 

\ 

3 -*+ + 12:37) p p ( ~ )  = (el A. rot 9 + iu %)- + %(F bc32. - 
, + "  

:wW'rwiwui +W~EÇJ s n s p , î & W ~  

;, , '" r l J  ' " - 
i .  

- i J  ' 1. 



D & m o n s w o n  : 

On applique 1 ' i n d e n t i t é  

+ + + 
I l ( ~ . ~ r a d  d i v  v - v.grad d iv  u )  dZ = ( z  d i v  : - ; d iu  ;) dS 

D 
I 
aD 

+ -+ + + i ( 1 )  -+ 

aux champs de vecteurs u = ul e t  v = G l  ( r r )  w = Ho ( r r )  w (06 r est 

-+ 
l a  d is tance  des po in t s  x , y e t  w un vecteur u n i t a i r e  quelconque), étendue 

au domaine D ( R , E )  compris e n t r e  B e t ,  un c e r c l e  C ( X , R )  contenant Bi à son 

i n t é r i e u r  e t  un ce rc le  C ( X , E )  i n t é r i e u r  à D ( R ) .  

3 
Comme v ( x )  v é r i f i e  : 

__f + 2 - +  --++ 4 4  
grad divx v + r v = r o t  r o t  ( G ~  c) = r o t x  (gradx G~ A = )  -98s 

U LLE 

on ob t i en t  
O 

+ + + -+ d 

O = 1 Fl .:(= cl .u) - cl v.n d i v  u - (gradx G I A  ;). ~g ds 
1 

__f -+ 
( l e  premier terme provient  de divX(G1 ;) = gradx G, .w e t  l e  t ro is ième de l a  

transformation de l ' i n t é g r a l e  

d d  jl tul . r o t  r o t  
-+ 

( G 1  w) ) ) 

a )  Etude de l ' i n t é g r a l e  étendue à C ( X , E )  = C -  quand E + + O . 
t -  

+ +- i i + ( 1 )  
I c i  n = - er r = E e t  g r a d r  HQ(r r )  = - t e r r H  1 ( r r ) ,  dS = €dû 

P a r  conséquent : - 
2 .rr ( 1 )  ( 1 )  + + 

i i m  1 ... = 1 [g (<l(Y).er)(èr.;) H l  ( T E )  + + H O  (Tc )w.er d iv  + U, + . . . 
€-+O 

C 
E 

O 



O r  r  H ; ' ) ( T E )  -+ O avec E puisque H ' I )  ( T E )  LOB E quand E + + O y e t  
O 

- - ( 1 )  
2i quand E -+ 0 donc & H l  ( T E )  4 - 2 i  

TITE 
- quand E -t O 

T 

3 
i i m  ...= l i m  1 3 3  1 3 3 

rIT [(zl ( Y )  . e r ) .  (2n e r . W  - G 1  A e r ) .  ( e r  A $1 ci0 
&+O &'O O 2 IT 

E 

3 de 3 3 = i i m  rT (tliY).u) 2, = u1(x).V 
&+O 

O 

b )  Etude de l ' i n t é g r a l e  étendue à C ( X , R )  = CR 

3 3 ( 1 )  i~ 3 ( 1  
Comme n = e  e t  r = R , gra  r ax H~ ( T R I  = - TI er H, ( -CR ) 

l ' i n t é g r a l e  s ' é c r i t  

( l )  3 -+ -+ i T ( 1  
( T H )  W.er d iv  ul + 4 H l  ( TR) . - 

3 3 3 3 
G1 ( TR)W. ( e r  d iv  u1 - i r u1 ) ds - 

dr  i T G 1 )  ds . 

3 
W é t an t  un vecteur a r b i t r a i r e ,  on ob t ien t  bien l e  théorème de représenta t ion.  

3 On ob t iendra i t  l a  représenta t ion de u  en appliquant l a  formule 
2  



On d é f i n i t  ensu i t e  dondonh d'ondes tong&dik~de4 ( ( h a p .  A ? L U ~ % ~ V U L ~ S ~ ~ )  

j. 

myonnantes pan ;1 ( x )  5 8 ( ( h a p .  v ( x )  i 6 ) e t  l ' o n  peut é t a b l i r  q u ' w e  
3 

@ n d o n  d'onde e n f i h e  q u i  es$ a u s i  myonnanXe US idevi;tiqueinevd nuRee. 
3 -+ 

En e f f e t ,  e l l e  v é r i f i e  (en  ne considérant  que ul , pour u on a u r a i t  2 

une preuve analogue) 

-+ 2 -+ -> 
n U l + T  U = O  1 dans t o u t  l e  p lan  

ce qu i  e n t r a î n e  de manière c lass ique  q u ' e l l e  e s t  identiquement nu l l e .  

-b 
11 en r é s u l t e  que ;toute so&ution u de (2.28) dédinie danh un dor~ahzrz. 

p k n  extWeutr B be décompose de manihe unique en k sotrmie d'  une ~oncRhon e 

d 'onde Longdudinde myonnavde e,t d' une. a&e q u i  a$ e m h e  avec un r( tsuï tat j  

analogue pour une fonction d'onde t r ansversa le .  

S i  l ' o n  considère l e s  e ~ ~ r e s s i o n s ( 2 . 3 0 )  e t  (2.31), on peu t ,  compte tenu 
( 1 )  

du comportement asymptotique de H ( r r )  quand r -+ , démontrer que 
O 

G1 (x) e t  c2 ( x )  d0r1.Z aaqonnantes (sans  ê t r e  en généra l  des fonctions d 'onde).  

En e f f e t ,  w (x) e s t  l a  somme de t r o i s  i n t é g r a l e s  de l a  forme 1 

j. -f 
où p e s t  l a  d is tance  du po in t  x au point  y e B e t  $ ( y )  X'(y) son t  

des champs de vecteurs continus sur B e t  J, ( y )  e s t  une fonct ion  continue. On a - 

B 

On en dédui t  : 



1 02 

-+ 

awl -+ 
lim G (ar- i = v l )  de = O 
I"tQ3 

(1 )  
B 

H ( = p l  
O 

( 1 )  
puisque l i m  6 (  dr - i ki ( ~ p )  ) = O e t  que 

O 
P O 3  

I ca lcu l  près que l ' on  rencontrera par  l a  s u i t e ) .  

- 
grad i r ~ ~ )  

-+ 
On au ra i t  des r é s u l t a t s  analogues pour w2 . 

-+ -+ 
Quand à p l  ( x )  e t  p2(x) (données par (2.36) e t  (2.37) on ne peut l e s  

-3/2 
= O ( r  ) quand r -+ ( à  quelques d é t a i l s  de 

-f -+ 
i d e n t i f i e r  8. vl (x )  e t  v2 ( x )  respectivement. 

En e f f e t ,  

-+ 
O r ,  pour tou t  vecteur plan u ( r , e )  

-+ 
- -  + - +  1 & - e d iv  : + gr A r o t  u + 2 A ; ,, ar r 

-+ 
ce qui ,  pour ul , entra îne ,  compte tenu de a tul = 8 e t  de 

O 
n 

(2.36) 
-+. e -+ -+ -+ 

i'" + " vl (x)  = l i m  ( e  d iv  ul - i r  u t )  dS . 
,'-ZEF r 

C(x,r> 

Réciproquement, l e s  caïcuïs  précédents montrent que (2.38) entra îne  (2.33). 

peut s ' é c r i r e ,  quand r -+ + 03 : 

-112 + où 4 ( r )  e t  IJJ ( r )  sont O ( r  ) quand r -+ w , ce qui montre que p l ( x )  



n 'es t  une fonction d'onde en t iè re  que s i  l ' i n t ég ra l e  ci-dessus tend vers zéro 

quand r -f =. 

On peut choisir  tou t  d'abord 

-f -+ C.R. 1 ,  v , (x)  = O = G3(x) 

ce qui équivaut à 

i a r  f a% -f i r r  1 l i m  J (a,- i o ? )  dS = O <s lim- -f - 3 - f  

r-to, 6 r c 1 ( e n r o t u 2  r 
C ( X , ~ )  C(x,r)  

Cette dernière condition e s t  entraînée par  

(c.R.4) l i m  1 -f -b -f 2 -+ - 3 - f  ler div  U, - i r  u 1 dS = O = l i m  1 j / er A ro t  % 
I'M> 

C(x,r)  r+03 C(x,r) 

-b 
+ i o % 1 2  d ~ ,  V x e e  

De même (c.R.2) e s t  entraînée par l e s  conditions classiques 

-+ -f 

(C.R.5) l i m  j 12- i r  z l2 ds = O = l i m  
r-taD 

1 1 1$-io; ,12m 
C(x,r> r- C(x,r) 

On f e r a  aussi  in tervenir  

(c.R.6) qui e s t  ( c . R . ~ )  mais pour un s eu l  centre x (disons l 'o r ig ine) .  

On va montheir pue c .R.  6 e W n e  .tou*ed t ea  autned covditiom. 

Ceci s ' é t a b l i t  par une succession de corol la i res  de C.R.6. 



CohokXa&e 1 

Si z1 et $ sont ~ O ~ U X L O M  du dgd.tème dé,$UUed  da^ un domaine 

exXLtéhiew Be d e  @oruX&e hZguCi&e et bornée B , et y datid$oVtt aux c o n W r i 6  

de hadia t ion  c.R.~ on a : 

(2.40) 
2 1 I u ~ ( ~ , B ) I  de = 0 ( ) quand r -f - I'" ( j  = 1 2 )  

V 

(2.41) i" -t 2 
l d i v u , [  dû = O  ( + )  et(2.42)12nl:r A d-+ r o t  % 1 2  de = O ( ; 1 ) 

O O 

3 
La condition c . R . ~  r e l a t i v e  à ul s ' é c r i t  : 

L' intégrale  du troisième terme s e  transforme & l ' a i d e  de l ' i d e n t i t é  

2 -t 
appliquée à T u e t  ul , étendue au domaine D de f ron t i è r e  B e t  

1 R 
-+ _3 -f 

C(0,R). Comme T e s t  r é e l ,  s i  u, v é r i f i e  grad div  u + T 2 -+ 

1 
u1 = O , il en e s t  

-f 

de même de Ü, ; on a donc, en ver tu  d'un raisonnement analogue 2 ce lu i  f a i t  

P. , l e s  éga l i t é s  (2.40) e t  (2.41) . ~émons t r a t i on  analogue pour (2.40) 

CohoUuhe  2 

1 )  Si 2, ut une ,$onction d'onde bngCtudUtaee myonnante,  on a 

' 2 - ( d i v b , )  - i r  d iv  $ 1  dS = 0 (2.43) l i m  1 1 a 
R- a r 

C(O,R) 

= l i m  
1 

div  G~ l2 dS 
H- 



2 1 S i  % es* une bonct ion d'onde ; D t a ~ ~ r l v e ~ d e  hayonna&, on a 

En t o u t  point  d'une circonférence C ( O , R )  s i t u é e  dans Be on peut é c r i r e  

-+ -+ -+ 
- 

-f -+ e  d i v  u  - i - r  u  r 1 = ' [grad d i v  ul - i~ er d i v  ; 1 
1 r 1 

-f -b - d i v  u1 - i~ div  u ) 1 

1 - t  a 
+ - e  - ( d i v  Gl)] 

R 8 a 8  

-+ j. + 2  1 a -+ Par  conséquent, ler d i v  ul - i r  u  / = - -+ 2 
1 ( 1 - d i v  U, - i r  d i v  u  1 

T 
ar 1 

-t Il en r é s u l t e  b ien  que C.R.6 pour u -  e s t  équivalent  à . De même, 
1 

-+ ---f -h -+ -+ -+ i -  - e  A r o t  I+ + i O u2 = e r A u Z  + - r o t  ( w Z )  r O 

On peut donc af f i rmer  que l 

-+ +-3+ S i  l ' o n  pose O = d i v  u , R = Z.rot u2 , on v o i t  que ces quan t i t é s  

v e r i f i e n t  , dans (Be ) 



En appliquant l e  théorème de l a  divergerce au domaine D dé jà  d é f i n i  e t  2 R 

e t  G1 ( ~ r )  , G 2 ( c y r )  e t  R , on o b t i e n t  

I - 
aG2 aG2 

~ ~ ( r ) $ ] d s ~ - j  ['r- , a  ( X I  = 1 an - 
B Y Y c(O,R) 

En éc r ivan t  

e t  appliquant l ' i n é g a l i t é  de SCHWARZ , compte t e n u  de (2.40) e t  (2.41 ) on 

v o i t  que l e s  in tggra les  étendues à C ( O , R )  tendent  vers  zéro quand R + 

On a un r é s u l t a t  analogue pour Q . 
Par  conséquent, l e s  formules (2.45) son t  va lables  pour t o u t  

x 6 Be en supprimant dans l e  second membre l e s  i n t é g r a l e s  étendues 5 c ( O , R )  . 
De ces dernières  formules on peut déduire que(2 .40) , (2 .41)  e t  (2 .42)  

ont  l i e u  s u r  t o u t  ce rc le  C ( P ~  , R )  quand R + , où Po e s t  un point  donné 

d i s t i n c t  de l ' o r i g i n e  ce q u i ,  en r e t o u r ,  e n t r a î n e r a  pour c . R . ~  d ' ê t r e  va lab le  

sur de t e l s  ce rc les  ( c  'est-à-dire e n t r a î n e r a  C.R. 4 ) .  

Pour ce la ,  on é t a b l i t  l e  



I i 1 ~ g -  l i m  j i ~ â  d S = O = l i m  
R* R- 

C(Po,R) 

Pheuve : 

On désigne par 0 ,  ( r  $ 0  ) l e s  coordonnées po la i res  de P, Po 
O O 

d 'origine O , d'axe Ox , ( R , Q )  é t a n t  c e l l e s  de P relativement au pâle  Po e t  

Po x , ( p o  , go ) ce l l e s  de Q E B  . 
- 

R é tan t  chois i  assez grand pour que B. s o i t  compris dans l e  disque 
1 

ouvert de centre Po , de rayon R , on peut é c r i r e ,  d 'après l a  remarque précé- 

dente, en P(xo + R cos 4 , y, + R s i n  4) 

a o S i  l ' on  é c r i t  ( p )  - i r  O = 1, - 1, il s u f f i t  d 'appliquer l ' i n é g a l i t é  de 

Schwarz à Il e t  I2 pour obtenir  l e  r é s u l t a t  cherché. On v o i t  q u ' i l  s u f f i t  d ' é t a b l i r  

2 2 2  
On a p = R + p O  - 2 R po COS ( 4  - Q0) où p = P Q e t  po , do &tant  

fonctions de s , abscisse de Q su r  B . I l  en r é su l t e ,  po  (s) é t an t  borné, 

que : 



aG1 
En ou t re ,  - - i r  G1 = ( ae - aG1 aG1 

aR aR l )  T T  + - ( T P )  - i r  G1(rp)  . a P 

R 'O 1 
- 3  12 *,--- 

Or, aR p p 
cos($ - ID,) = 1 + O ( R ) quand R + m 1 

-312 
- - i r  G1 = O ( R  ) quand R -+ 

2 -2 
I l  en r é s u l t e  que 1 1 ~ 1  e s t  majoré pa r  une quan t i t é  qu i  e s t  O ( R  ) quand 

R + ce qui  en t ra îne  l i m  I2 = O . 
R- A 

quand R -t 

2 
a P - - -  1 

R - P ~  - cos(Q-Qo) ( R - P ~  cos(&$O) l2  
En e f f e t ,  - - & = , ,  1 

2 a R  P 3 = O(;) p -+ m 
a~~ P P 

2 d'où l ' o n  déduit  l i m  1 III = O e t  pa r  conséquent l a  preuve du lemme. 
R- 



En fdt, pour la  eompïbter, il suff i t  de rmqwir que 

I 03 d ( P o , ~ )  est l e  maximum de p (qui est borné). 
O 

1 D e  même 



-f 3 
prouver pour ul , une démonstration analogue valant  pour 

-f 

9. 
- i r  u e s t  de l a  forme 

1 

__f aG1 

+ 1 ( Q )  A grad (- - i r  G , )  dSQ 
Q ar 

On en déduit 

a:, -f 2 

I F -  i r  u l l  d~ s (1, + I~ + I~ l 2  
C (R 

Les seconds membres de ces inéga l i t és  tendent vers zéro avec 1/R , pour 

I l  en ver tu  de l a  condition de rad ia t ion  vé r i f i é e  par G1 , pour Ig e t  I3 , en 

ver tu  de 



quand R -+ m 

En conclusion, on a é t a b l i  

V - THEOREMES V'UNICITE 

On va vo i r  que, dans l e  cas plan,  l e s  conditions de rad ia t ion  entra înent  

l ' u n i c i t é  de l a  solut ion d'un problème extér ieur .  

Auparavant, on va é t a b l i r  une au t re  condition de rad ia t ion  entra înée 

par l e s  précgdentes, a i n s i  qu'un r é s u l t a t  sur l e  comportement asymptotique des 

fonctions d'onde rayonnantes. 

-+ -+ -+ -+ -+ Si u = ul + 9 est  &.t.te que 
u1 , u2 6obd AO&U%..O~L~, & l~b  Be , 

du aydltème 

_3 -+ 2 -+ -+ ' 3 
grad d iv  ul + r u = 6 = r o t  r o t  u;, - o 2 + 

1 "2 

aaZLb~a,ihant à C.R.6  , on a : 

-+ -+ -+ -+ - 3 - t  a' + A < div u1 + p er r o t  u;, est  la contlainte au p o i n t  cowi- où ?(u,er)  = 2p - 
ar 

-+ d&é c a u  la cîikection < e t  = =  ( A  + n u )  G1 + 0 u L, 



3 - 3 - t  3 + p (e r  A r o t  I+ + i o  L, 

d'où l e  r é s u l t a t  d'après C.R.5 e t  c . R . ~  . 

Lemme 2 
3 3 -t 

S i  u = ul + L, est  dé&hie corne dam l e  lemme 1 , on a : 

3 i 3 -t 
u1 ( P )  = - - eR d iv  z + V 

1 1 

3 i - t  - 4 3 3  
u2(p) = - - e ( r o t  L,.z) + Y2 a 9 

où lG1(p) 1 et lG2(p) 1 h o n t  O ( R - ~ ' ~ )  quand R = OP -F w 

b) En orne, quand R 
'Ir 

3 
~ ( T R -  ) i -r -312 

d iv  u, ( P )  = 4 e ) 

3 i a -312 
r o t  u2(p).S = e go@) + O ( R  1 

+ % a i T p cos ( 0-4) 
fo (0 )  = 1 [i div  u l ( s )  cos $ - d i v  G ~ ( S J  e dS 

U 

-ia p cos(8-4) 
go (@)  = j [ i n  (S I  cos $ - e O 

dS 

B 
1 

- 3  
avec Q(s)= r o t  , p o ( s )  = OQ , Q 6 3 , 9 (s) = (&,a) 

D érnom.tt&con 

a )  En t o u t  point  d'une circonférence C ( R )  s i t u é e  dans Be on a : 

3 1 ---t 3 3 1 d 4 3  

ul=  - - 2 grad d iv  ul  e t  % = 7 r o t  r o t  u2 
T U 

donc 



+- +- 1 a -+ 

er 'u l  = - - - div  u e t  
r 2 aR 1 

-+ -+ I a -+ 
ee.ul = - - - div  u 

2 ae r R 
1 

-+ 
O r ,  s i  = d iv  u 

1 

on a vu que : 

-3/2 aG1 
-1 /2 

i r  G~ (T" = o ( R  e t  - -  ) ; de même - ( ~ p )  = O ( R  
aR a o 1 

a i n s i  que 
2 a G, 

ae an (.LP 

mais 

+- -+ i 
Il en r é s u l t e  que : eR.ul (P )  = - ; divp G1 ( P )  + 3 ( P )  où 

Ibl ( P )  1 = o ( R - ~ / ~  ) quand R -+ a lo r s  que d iv  cl ( P )  e s t  O ( R  -1/2 1 .  
-+ i -+ -+ On a donc asymptotiquement : ut (P )  = - - 

T 
d i v  u .e  ca r  

1 R 

-+ -+ 1 a +- 
ee .u l (P)  = - - - div  u1 = O ( R  

2 ae -3/2 ) quand R +- , 
r R 

+- 1 i +- an 
De même, u2(P) = 2  [R e - - e e  g] ---3 -+ 

R ae où Q ( P )  = r o t  u2 . S 
o 

aG2 ~ ( p )  = [Q(Q) , (op) - G2(op) 1 dS 
Q Q Q B 

e t  des estimations asymptotiques analogues aux précédentes, on déduit  que 

-+ i 
u,(P) = - - 

0 
n (P )  + q2(P) où l i j2(P)(  = quand R + 



+ + 'L 3 -+ % où + = (pg, nQ) , + = (PO, nQ) ( + dépend de @ e t  R a l o r s  que ne 

dépend que de 8 

On a donc : 

Par a i l l e u r s  de p = R - 1 
Po C O S  ( 0  - $1 + O ( R ) quand R -- 

on déduit  1 - = -  l  + O(R -3/2 ) e t  
6 JR 

1 
exp [ i ( rp  - f )] = exp [ ~ ( T R  - f exp [-i,p0 c o s ( @  - $1 + O ( - ) 1 R 

= ( e x p [ i ( r ~  - $ ) l x  exp [-ir po  cos (9-))JI . ( I +  o ( i / r l )  

En ou t re ,  

71 
~ ( T R -  4 ) 

'L - i r  a,  cos(@-$) -3/2 =-:& e . [ (s) COS iy + i - an] + O ( R  1 

ce qui  en t ra îne  immédiatement l a  formule indiquée, une étude identique donnant 

c e l l e  r e l a t i v e  à go(0). 

On e s t  a l o r s  en mesure d ' é t a b l i r  l e  

ThEotLème d' Un.ici;té 

1 l e r i s . t e a u p h  unesot<Ltion 3 deoea6se c2 d m  widomwie 

ertehiewr B~ de @ontie>re B tlég&e>re et botLnée, du système 



-+ -f -+ 
w = w  + W  

1 2 

-+ 2 -t 
grad d iv  w + r w = O 1 1 

-+ 2 -+ 

r o t  r o t  w2 - a w2 = O 

; t a c  que : 
-+ + -+ -f -+ 

a )  w = u  + u  où u en tuneho~u t iondonnéede  (SI  et u v é ~ d i e  
O O - 

L u  cond&ionn de h a t W o n  c.R.6 . 

b) 6uh L'une den quaRhe conUonr ,  aluvantca cak véxibiée : 

-+ -+ 

y )  w = O n m  une m e  (B,) de ( B )  8 = $ (;,:) hm ûi pahtie 

-+ 3 -+ -+ 
I l s u f f i t d ' é t a b l i r q u e  u : O  en t ra îne  u r O  dans Be . On 

O 

donnera des démonstrations séparées,  une pour a , B , y e t  l ' a u t r e  pour 6 . 
-+ 

S i  u ( P , ~ )  désigne l e  champ de vecteur déplacement h é d  & l ' i n s t a n t  t , 

dans l e  mi l ieu  é las t ique  considéré, l e  théorème de l ' énerg ie  étendu au domaine 

DR , de f ron t i è r e  B e t  C(0,R) , s ' é c r i t ,  en ver tu  des condit ions a , B ou Y . 

-+ 
où er désigne l a  normale ex té r ieure  à D~ , Uf= 11 U d E 

l ' éne rg i e  de déformation e t  = pài l ' énerg ie  cinétique.  

=R 
-+ 

En e f f e t ,  U é tan t  l e  déplacement r é e l  e s t  r e l i é  aux so lu t ions  consid$- 

rées  jusqu'à présent  par : 



-+ ~ ( ~ , t ) = i b e  i k t  + u  2 (p )  i k  + i k t  2 -ikt] 

- 
+ 3 -+ 

3 
1 + - + +  i k t  + - - +  

T(U.e,) = l ~ ( u , e , )  e + T(u.er) e 

-+ 
d'où il ré su l t e  que a, i3 , y sur  B sont équivalentes pour u e t  

+ 3 
U ( s i  uo = O ). 

En vue d ' u t i l i s e r  l e  lemme 1 , on va éc r i r e  : 

-+ -+ -+ 
1 

+ - + +  -+ -+ 
+ (T(u.er) - i v ) .  u e 

 après l e  coro l la i re  1 (formules 6.40 ) :  

lemme 1 ,  l e  r é s u l t a t  précédent e t  l ' i n é g a l i t é  de SCHWARZ entra înent  que l ' i n t é -  

g r a l e ,  étendue à C(0,R) , du premier crochet tend vers zéro quand R + . 
i k t  Le second crochet s ' é c r i t  encore : k Irn (q e ) I m  (z e i k t )  

O r ,  d 'après l e  lemme 2 on a 

3 i -+ u = - -  + i + - 3 - b  3 
e d iv  u - - e, (%.rot u2) + V 

T r 1 

où l? l  5 131 sont O ( R  -3'2 ) quand R + ; s o i t ,  compte tenu des est imations 

asymptotiques de ce même lemme 2 : 
~ ( T R -  2) i(oR- ) 

+ e u z 4  ' p . I f o ( û )  nR er G- Ja 



ce qui  donne aisément : 

i (uR - ' + k t )  
+ ri (Im go e 

+ @J; 

ug = 0 ( R - ~ )  quand R + + .. . 
d S i  l ' o n  pose F ( R , ~ )  = (fi 8 ), on a obtenu 

71 2 
F ( R , ~ )  = *- 87.r J T i + r i ) ( I r n  - f 0  e x p ( i  (TA- + k t ) )  + p ( ~ m  go e q ( i  ( U R -  t + k t )  ) 

O 

* O ( $ )  quand R -+ 

l a  l i m i t e  du second membre, quand R + " , é t a n t  3 O il en e s t  a i n s i  

de F ( R , ~ )  . 
O r  , 

-b 
S i  l ' o n  pose = d i v  u = l + i lt  e jk = 1 ( U  

j ,k 
+ B , ~ )  = e! + i e "  , on a : 

J k j k 

divp u ( P , ~ )  =, * cos k t - " s i n  k t , E = e! cos k t - e s i n  k t. 
j k  ~k j k  

D'autre p a r t ,  s i  u = u! + ul! 
j J J 

d f 
- dt ('+XI = F ( R , t )  = / (  r k (  ' s i n  k t  + cos k t )  ( 11 a in  i+, - t I 

+ 2 p k  2 ( e l j  s i n  k t +  e" cos kt)(e!'j sin k t  - e '  cos k t )  
i , j = 1  i j  i j  

2 
+ k3 (u! s i n  k t  + uy cos k t )  (u!' s i n  k t  - u! cos k t ) ]  X d E . 1 i= 1 1 1 

11 en r é s u l t e  que, pour t o u t  R , 

On a donc, nécessairement 



71 71 
i ( rR-  + k t )  i(aR- -r; + k t )  

l m  ST[(A+2) Im(fo e 
R- l2 + r i  {l,(go e ) d i - 0 W t  

O 

ce qui  en t ra îne  

s o i t  

f o ( e )  = go(e )  E O . 
. -+ + .  

Par conséquent, l e  lemme 2 en t ra îne  pour lul 1 e t  1 u2 1 d ' ê t r e  

o ( R - ~ ' ~ )  quand R + , s o i t  

+ -f + 2 + + 2 + O r  u ( resp .  u;, ) v é r i f i e n t  A ul + r ul = O = A u2 + u u dans Be e t  1 2 
l e s  condit ions de Sommerfeld. Il r é s u l t e  a l o r s  d'un théorème de RELLICH que 

-+ -f -f u e t  u2 sont  identiquement nuls  dans Be donc u . 1 

Dans l e  cas de 6 )  on p a r t  de 

normale ex té r i eure  à D ~ )  . 
On a donc 

3 

(où n designe maintenant l a  normale à B d i r i g é e  ve r s  Be l e  

Compte tenu de 

( 6 )  
+ + +  + + 2 +  2 
T(u,n) + c ( s )  u = O = T(u,n) + c(s )  u s u r  B 

' +  2 l e  second membre devient : 2 i 1 I ul I m  c ( s  ) . d~ 

B 
quand au premier, il s ' é c r i t  



Le second membre é t a n t  indépendant de R , on a  compte tenu du lemme 1 : 
3 

ï i m  - 1 I + 2 
~e(:.;) d S } = ]  I m  c (S) . lu l  dS 2 O . 

R- 
C ( R )  B 

3 
ce qui  ent ra îne  f o ( 8 )  S go(8) E O e t  comme précédemment u  ' O dans B . e 

REMARQUES BlBLlUGRAPiiZ(ZUES 

1 )  
3 3 -+ -f 

On a  vu (page , c o r o l l a i r e  2 )  que d i v  ul e t  Z.  r o t  u2 é t a i e n t  

des so lu t ions  d'équations de Helmholtz (de  coef f i c ien t s  r e s p e c t i f s  T e t  a ) e t  

v é r i f i a i e n t  l e s  condit ions de rad ia t ion  de SOMMERFELD associées ,  

Le théorème d 'un ic i t é  correspondant au cas plan f û t  é t a b l i  par M. ROSEAU 

en 1957 ( [ I I  e t  [21 ) e t  ce t  a r t i c l e  r evê t  une p a r t i c u l i è r e  importance 5 nos 

yeux c a r  il e s t  à l ' o r i g i n e  de notre  t r a v a i l .  

Par l a  s u i t e ,  l e s  r é s u l t a t s  de V.D. KUPRADZE ( [1J , [2 ] , [3 ]  ) éçant devenus 

access ib les ,  il est apparu que celui-ci  u t i l i s a i t  l e s  condit ions 5 l ' i n f i n i  

suivantes : 
A. 

+ au, + + 
l i m  ui(P) = O = l i m  R(- - i r  u l )  = l i m  R(- - i r  u  ) 
R- R- a r R- a r 2 

dans l e  cas tr idimensionnel  ( R é t a n t  à remplacer par  fi dans l e  cas plan) ,  

ces condit ions é t a n t  i n t r o d u i t e s  pa r  simple analogie avec l a  condit ion de 

Sommerfeld. 

C ' e s t  e n f i n  l e s  a r t i c l e s  de WILCOX C.H. ( [ I l ,  [2] ) qui on t  détermine l a  I 
forme de ce chap i t re  (moyennes sphériques e t  théorème de développement dans l e  

cas t r id imensionnel) .  



2 M. ROSEAU a montré que : 

l e s  équations de LAME sont équivalentes au système : 

0 = u  + v  
x Y 

dans l 'hypothèse où l e s  composantes du vecteur déplacement au point  (x ,y ,z)  

sont de l a  forme : u(x,y)e  
i k t  i k t  , v(xYy)e  , O . Dans ces conditions, l e  

théorème d 'un ic i t é  s'énonce comme s u i t  : 

i l  e x i n t e  au plun une boLution n ,  0 , u , v dZOinie dam l '  elcti%ieurr 

B d'une combe &aunée, bahnée B , X&e que e 

-+ -+ 
Dans l e  cas tridimensionnel, u = u (x,y ,z) eikt l ' équat ion 

2 -+ 
~i A t + ( x + v )  grad div + p k  u = O 

e s t  équivalente au système : 

On a l e  théorème d 'un ic i t é  suivant : 

-+ 
ie exia.te au p l u  une sol iLt ion o , n , = d e  (1 ) dé&inie d m  

un domaine e r t e d i w i r  B~ d e  6tlonti&e, une swrdace bramée, k é g u e i h e ,  b o w é e  

B eX t u e  que 
-+ -+ -+ -+ 

1 )  0 = 0  + O  
O 

, , n = n  + n , o i i  no 
O 

, O0 soCuR;ion donnée d e  ( 1 )  et 



+ 
On e s t  amené à é t a b l i r  que t o u t  so lu t ion  O , R de (1 ) d é f i n i e  dans 

(Be)  , qui  s a t i s f a i t  aux condit ions de rad ia t ion  précédentes e t  à 

_3 - 3 - f  
grad O = r o t  R s u r  ( B )  

e s t  identiquement n u l l e  dans (B,) . 
Si  l ' o n  sépare p a r t i e s  r é e l l e  e t  imaginaire : 

+ + 
0' + i 0" , fi = f i l  + i 511 (ce l l e s -c i  s a t i s f o n t  à ( 1 ) T , a é t a n t  r é e l s )  ; 

l e  théorème de GREEN, appliqué au domaine DR l i m i t é  pa r  (B) e t  SjR) sphère 
- 

contenant B. à son i n t é r i e u r ,  donne : 
1 

On o b t i e n t ,  pour 5' , 5'' compte tenu de : 

-t+ cf+ +'l +- II [;oiiilna1-roia1 A al].: ds  = II [ ro t  n 1  n n f 1  - r o t  n t l n n J . e r  as 
B S(R) 

S i  l ' o n  t i e n t  compte des condit ions aux l i m i t e s  s u r  ( B )  , e t  

donnent respectivement : 

iif aol' ao  l jj [O*  ~ o i  i i l l  - oV1 r o t  n t  1.; dS = jI - - 0'' - J ds  
ar a r 

B S(R) 

En a joutant  ces deux dernières  é g a l i t é s  membre à membre, on o b t i e n t  

11[01 roi 3.1 - roi n t ]  .;; dS = l j  [a' F -  2 ],s ar 
B S(R) 



= I/ Foi {O' 3'' - 011 6'1.; dS e t  c e t t e  dernière  i n t é g r a l e  e s t  n u l l e  d 'après 

l e  théorème de l a  divergence appliqué à ( B ~ )  en considérant des prolongements I 

de O, 6 à B , continûment d i f fé ren t i ab les .  i 

On a ,  d 'aut re  p a r t  

-t - 3 - t  2 ' 
1 er 

'il 2 A r o t  $2' + io;12 = I z r A r o t  5' + i o 8 ' l  + e r A Z 6 l 1  + i o  Q 1 
+' 

+ 2o[n' A Foi 6" - ai A r o t  nt] é r 

On en déduit  à l ' a i d e  de ce qui  prbcède que 

011 -t O' y 
' 

( resp .  O'  , R "  ) s a t i s f o n t  aux mêmes condit ions de r a d i a t i o n  que 

-t 
O ( resp .  R ). 

Ces dernières  condit ions en t ra înen t  

2 
1.im 11 1 O'  1 d~ = ï i m  11 1 ol1l2 d~ = O = ï i m  11 16'12 = i i m  ''1 2 
R-m R- R'w R- 

I "  I d:: 

S(H) S(R) S(R) S(R) 

e t  c e c i  en t ra îne  à l ' a i d e  des théorèmes de développement connus (RELLIcH [ 1 1 ,  

WILCoX [IJ , KLTPRADZE Cl1 ) que 0 '  , O11 ;l , $1 
Y sont  nuls dans (Be ) 
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CHAPITRE III 

THEOREMES D'EXISTENCE 

1 UPERATEUKS DE NEUMANN GENERALTSES 

2 
L'adjoint  formel de l ' opéra teur  L = f'i Di D . + p k 1 s ' é c r i t  : 'i j J 

S i  désigne un domaine borné, de f r o n t i è r e  l i s s e  an , on peut é c r i r e  

d'où 

de même I 

On a  donc 

+ -+ 
où H(u,v) est une forme b i l i n é a i r e  dont on v é r i f i e  immédiatement qu'elle est 

nul le .  On ob t i en t  donc 

e t  l ' o n  v é r i f i e  sans peine que 

a t  + -+ -+ -+ + A n. D' : = 2 p  - + A  n  d iv  + p n  A r o t  ; = T(u,n) ,  
i j  1 an 



p A + ( h + p )  grad d iv  ; + p k2 < = 8 ( s i  f z 6) 

n ' e s t  pas changée, s i  l ' on  i n t rodu i t  2 paramètres r é e l s  a  , B t e l s  que 

a  + B = X + p , l e s  matrices 
A i j  

s 'écrivant  : 

Ali = Diag ( a  + 4 +  p ,  u ,  ii ) .... 

L'opérateur de Neumann associé  s ' é c r i t  a lo r s  

3 3 -+ du 3 -+ 3 - 3 - f  
N (u ,n)  = ( a  + p )  - + B n  d iv  u  + a  n  A r o t  u  

a,B dn 

A chaque valeur de a,B ( t e l l e  que a  + B = X + p ) e s t  associée l a  forme b i l i -  

néaire.  

En p a r t i c u l i e r  



On peut remarquer que pour a = O (donc 8 = A + p )  on ob t ien t  

2 -+ 2 
( A + I J )  1 div  = 1  + p 1 1 ui,j 1 e t  que W (u ,u)  e s t  dé f in ie  pos i t ive  s i  

a , @  

I J S ~ ? O ( A S B S A + P ) .  

Dans l ' é t ude  des solut ions  élémentaires e t  des po t en t i e l s  associés ,  on s e r a  

-+ 
mené à appliquer N à des vecteurs ~ ( P , Q ) ,  P Be (ou Bi) Q E B f r o n t i è r e  

a,B 

bornée de Bi e t  Be . 
-+ 

S i  l ' on  désigne par  "Q l a  normale à B en Q : 

-+ 
N a -+ -+ - = ( C < + U )  an + e n Q  d iv  + ci n A r o t  

a,B Q Q Q Q 

l e s  dérivées é tan t  p r i s e s  au point  Q . 
S i  l ' o n  é c r i t  N sous forme ma t r i c i e l l e  : 

a,B 

N = A n. D e t  s i  E(P,Q) désigne une matrice carrée  de 3 ,  symétrique, a , @  i j  i j 

on pourra d é f i n i r  une nouvelle matrice : I 
Al (P;Q,nQ) = Na ,@ .E(P,Q) dont l e s  vecteurs colonnes s 'ex- 
as8 i 

-+ 
primeront en fonction de ceux e .  de E par  : 

1 

+- -b -+ 
v = N  (e i )  i a8 

On désignera par jt?iP;Q,~ ) c e l l e  correspondant Èî a = u , B = A e t  pa r  N c e l l e  Q -- e t  correspondant à a - A+u ) ( A+2v 1 
A+3u A+3u ( c e t t e  matrice appara î t ra  

b i e n t ô t ) ,  l ' opéra teur  correspondant é t an t  dû à BASHELEISHVILI ( c i t é  dans 1 

2 .  On ae paopoae dlétudim, dam l e  cas d'un U e u  d 3 dultemiom, de6 

Xhéo/Lèm~ d 'exAXc)nce /LeXatLaa au pmbLZme6 d e  Phickeet.  

Plus précisément, on considère l e  problème suivant  : 



s o i t  

(2.1) 

équivalent à 

-+ _3 3 2 - t  -+ 

ii A u  + ( x + ~ )  grad div u  + p k u  = O 

+- 
grad div  u  + r2  G1 = 6 1 

2 -+ -+ 
r o t  r o t  us - a 5 = O 

Le ~rob lème de l a  d i f f rac t ion  d'ondes é las t iques  par un  obstacle borné 

B. de f ron t iè re  B bornée (surface  de Liapounoff d ' indice 8 , O < 8 S 1 ) 
1 

3 
revient  à l a  recherche d'une solut ion w de t e l l e  que : 

-+ 
où u e s t  une solut ion donnée de 

O 
-+ -+ -+ 
u = u1 + u v é r i f i e  l e s  conditions de rad ia t ion  C.R.5 

2 

L'unici té  a  déjà été é t ab l i e .  

Afin d ' u t i l i s e r  des méthodes in tégra les ,  il e s t  bon de déterminer une 

solut ion élémentaire de 

SoluLLon 2lémen;taihe (c f .  KUPRADZE [11,[21,[31 ) 

On recherche une matrice E(P,Q) = E(x,y,z;S,q,S) t e l l e  que l ' o n  s a i t ,  

au sens des d i s t r ibu t ions  

(2 .3)  A" E + p k 2 E = - 6 ( & )  I3 
P 

l e s  vecteurs colonnes de E sont donc solut ions  de (2 .1  ) où 1 'on prend res-  

-+ -+ 
pectivement pour second membre, -6(&)x , -6(&)y,  e t  - 6 ( ~ )  3 

O r ,  s i  r = PQ, on s a i t  que [SCHWARTZ [ 1 1 ] 
-+ 3 

-+ 1 -+ d X - X - 6 ( Q )  x = Ap (& X )  = grad d iv  - ) - ro t  r o t  (- ) 
4 n r  4 n r  

+ - + +  
d'où il ré su l t e  que l e s  vecteurs colonnes e l ,  ep ,  e3 de E sont  de l a  forme, 

d 'après 
-f __i 

e .  1 = grad gi + r o t  Ji i = 1,2,3 



-+ 
__f 2 T 2 i  a 1  + + 2 +  o 2  x 

( ~ + 2 u )  grad ( A  QI + r gl - ~ 4 %  ; ) + IJ r o t  ( A i l +  n + , * - r ~ t ( ~ n ; )  1-0 
k k2 

e t  2 au t res  squations obtenues en permutant circulairement e t  simultanément 

(1,2,3) e t  (x ,y ,z) .  

Ces équations admettent pour so lu t ions  p a r t i c u l i è r e s  : 

i-rr -+ i r r  
S ~ ( P Q )  = & ( e  ; +, - -  e t c . .  . r P 

ce qui  donne 
i ~ r  + 

- - +  e + i r r  + 

4n Z, (PQ) = r o t  r o t  - e x - grad d iv  - x 
P r  r 

I -+ -- e 
i r +  

_3 
i r r  -+ 

4n e2(PQ) = r o t  r o t  - e y - grad d iv  - 
P r r Y 

--+- i o r  -+ 

_3 
i r r  + e 

4n Z3 (PQ) = r o t  r o t  - e 
Z - grad d iv  - Z 

P r r 

d'où l a  matrice élémentaire cherchée 

-+ -+ 2 i u r  
e i ~ r  i ~ r  - -  a e e 47 e (PQ) = ek.xj = u 6kj r 

= e 4n 
j k ax. ax I- k j 

1 j 

E e s t  donc symétrique e t  l ' o n  peut é c r i r e  

N P Q )  = Eo(PQ) + E, (PQ) (=  E(xl 9x2 > x 3 i ~ 1  9 ~ ~ 3 ~ 3 )  

où 

11 r é s u l t e  a l o r s  de (KLTPRADZE [ 3  J ) : 



et le choix de BASHEL&ISHVILI est justifié par le fait que pour les valeurs 

de a , B indiquées précédemment, les v ne comportent plus que les dérivées 
jk 

1 

normales de . r 

Plus précisément 

où 

P = (x1,x2,x3) , Q = ( Y ~ > Y ~ > Y ~ )  

En outre 

où les éléments de hl1 sont O( 1 ) quand r + O 
a , B 

On en déduit que, si l'on pose : 

+ U(P) = jl N(P;Q,~~) (QI dsQ 
B 

où 3 (9) est continue sur B , 
+ 

lorsque P tend vers QoEB , nQ normale extérieure en Q à B , on a,selon que 



+ + 
02 ui(Q0) ( resp .  ue(Qo) ) e s t  l a  l i m i t e  de :(P) lorsque P € Bi , P + Qo 

La l i m i t e  e s t  p r i s e  au sens usuel  s i  3 e s t  continue ou en moyenne 

d 'ordre p s i  ;6 e s t  de c l a s s e & Q  (1 6 p < m ) .  

De façon p lus  p r é c i s e  

s i  1 > O e t  P = Qo + e go (c 'es t -à-d i re  P -r Qo suivant  l a  normale 

(de  même s i  P + Q0 , P (E Bi 

S i  f ( Q )  E , on observe que 

-f 
où G(P,Q) e s t  une fonction p o s i t i v e  t e l l e  que G(Q + 1 no, Q) e s t  i n t é g r a b l e  

O 

par  rappor t  à Qo e t  par  rapport  à Q , uniformément en l . En u t i l i s a n t  l ' i n é -  

g a l i t é  de HOLDER, on ob t i en t  : 
P/Q 

I I [ GPQ) dsQ] . [/j G(PQ) li (QI 1 dSQ 

B B 1 
- + - =  " 1  
P 9 

. On a donc : 

où A ne dépend que de p . 
P 

-f Corne $ (Q) e s t  l i m i t e  uniforme dans gp d'une s u i t e  {$ln de 

-+ fonct ions  continues,  s i  l ' o n  applique à 3 - ipn l ' i n é g a l i t é  précédente,  on v o i t  

que : I 



-2+8 
(l'existence de G(PQ) résulte de la singularité en r où O < 8 s 1 est 

l'indice de la surface de Liapounov B ) .  

R m q  ue 

On trappeekie qu'une amdace ~ m , i é e ,  bohnee de L' upace a.jdine eu&dien 

de & m i o n  3 ut &te buhdace de Lhpounodd a i  &e aa..ti~~ai.t  aux candLt..iovin 

a u i v a n t ~  : 

1) Elle admet en tout point un plan tangent qui varie continûment avec ce p~int. 

2) Si Q,Qo sont deux points de B , IJ? = Qo Q leur distance euclidienne, et 

-+ 
n les normales à B en ces points, on a 
O 

ln-no 1 < c ,  0 0 < 0 , < 1  

où C, 8 sont des constantes indépendantes de Q, Qo . 
+= 

3) Q € B , n normale à Q à B , il existe E > O indépendant de Q tel 
O 

-+ 3 
que toute parallèle à n , intérieure au cylindre circulaire d'axe Q n de 

rayon E , ne coupe qu'en un point au plus le voisinage de Q (sur B) inter- 
O 

section de ce cylindre et de B . 
(cette dernière propri6té est conservée pour tout E tel que O < E < c o l  

B étant compacte, le th6orème de Borel-Lebesque affirme que l'on peut la 

recouvrir par un nombre fini de tels voisinages. A chacun d'eux, on peut asso- 

cier un système de coordonn6es locales, défini comme suit : 

On considère le trièdre trirectangle Q 5, C2 53 , Q C3 dirigé suivan% 

2 2 La condition 3 permet d'affirmer que B admet, pour 5, + Ep < E: la 

représentation 

E3 = 5 ( 6 ,  9 52) 

les conditions 1 et 2 permettant d'affirmer que 5 est continûment différentiable, 

ses dérivées étant continues holderiennes d'indice a : 



En termes a c t u e l s ,  B e s t  une v a r i g t é  compacte, o r i en tab le ,  de c l a s se  C '  ' , 

de dimension 2 . 
S i  on suppose B d ' ind ice  1 e t  3 ( Q ) E  cB ( B )  , O < 6 < 1 e t  s i  

P = Q ~ + ~ ; ~  , on a  

Ses dérivées p a r t i e l l e s  premières é t a n t  O ( 1 t I B - l  1 .  

I l  s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l e  système l o c a l  de coordonnées, d 'o r ig ine  Q en t enan t  
O 

+ a 1 
compte de l a  s i n g u l a r i t é  de N(Q;p,no) qui  e s t  ( - ) ( c f .  KELLOG [ l  l r 

e t  GUNTHER [ 1 ] 1. 

On peut i n t r o d u i r e  des d i s t r i b u t i o n s  de vecteurs déplacements sur (B) 

Plus générales.  S i  3 désigne une t e l l e  d i s t r i b u t i o n ,  on peut d é f i n i r  

où l ' i n t é g r a l e  e s t  à i n t e r p r é t e r  comme s u i t  : 

+ 
pour t o u t  vecteur f i x é  a  . 

En p a r t i c u l i e r ,  s i  l a  d i s t r i b u t i o n  e s t  absolument continue par  rappor t  

à l a  mesure s u p e r f i c i e l l e  B d e B  , o n a :  

-+ 
S o i t  a l o r s  l ' opé ra teur  i n t é g r a l  T 

+ 
T e s t  complètement continu dans t o u t  aP . 

-b "4 -+ 
En e f f e t ,  on peut approcher NIQo,Q,n ) par  un polynôme N(Q0;Q,n ) à Q Q 



coef f ic ien t  mat r i c ie l s  de t e l l e  so r t e  que 

v é r i f i e  

où G ( Q ~ , Q )  e s t  une fonction pos i t ive  v é r i f i a n t  

Ceci é t an t  dû à l a  valeur de l ' i n d i c e  de B ( i c i  0 = 1 ) qui ent ra îne  pour 

-+ 1 
N (Qo ; Q,n ) d 'avoir  une s i ngu l a r i t é  en - 

Q QOQ 

'L 

S i  ?, Td indique l e s  opérateurs analogues à T associés à N e t  Nd , on 

s a i t  que ?! a  une image de dimension f i n i e  e t  que T a, d a n s e  , une norme 
d 

in fé r ieure  à E. 

-+ 
En e f f e t ,  s i  q  = e t  I/J e s t  donné, on a  

P- 1 

ce qui  é t a b l i t  bien que a  dans L&' une norme i n f é r i eu r e  ou égale à E .  

Il en r é s u l t e  bien que T e s t  complètement continu dans$' en t a n t  

'L 
que l i m i t e  uniforme (en norme) d 'opérateur T complètement continus car  de rang 

f i n i  . 
Le problème de Di r ich le t  s e  ramène à l ' é tude  de l ' équat ion 

T o d e  b o l d o n  de + T$ = eot  continue et veiiidie une c o n ~ n  de 



Lipchi..tz d'ohdhe B 6 1 . En o&e n i  T ~ ( $ )  

intéghat adjoint dédini PUA 

e t  n i  d$ U R  une d inMbm2on de déphcenied nun B R&e que 

-+ -+ j,f [ G  - < il. d$ = 0 poun Roil t  Vi contonu, ekYe U R  absolu- 
B 

med continue e,t na denndé $ ( Q )  v é ~ d i e  agatement une c o n ~ o n  de 

Lipscki;tz d 'ohdhe B < 1 . 
-+ 

On considère une d i s t r i b u t i o n  de déplacements de dg s u r  B t e l l e  que  

-+ 
Puis  on 6 tudie  l e s  i t é r é s  de T : T(2)  e t  T ( 3 )  

Le noyau de T ( * )  e s t  : 

c e l u i  de T ( 3  

Afin de v o i r  l e u r s  p ropr ié t é s ,  il e s t  nécessa i re  de S n n e r  quelques 

d é f i n i t i o n s  ( c f .  KUPRADZE [2,3 1 ) e t u n t h é o r è m e d e ~ I R A U D  [1,2,31 

Etant  donnée F(P,Q) continue pour P f Q , s u r  t o u t  compact K de l ' e space  

e u c l i d i e n  E , on d i t  q u ' e l l e  e s t  de c l a s s e  N 
3 

s ' i l  e x i s t e  un nombre O .< a 6 3 

t e l  que 

F(P ,Q) = ~ ( r ' - ~  ) uniformément dans K e t  
4 

F(P,Q) = O ( ~ o g  ) , c constante ,  s i  a = 3 . 

Bien entendu, s i  a > 3 ,  F e s t  continu pour t o u t  P,Q . 



O r ,  s i  B e s t  une surface de Liapounov d ' indice  1 ,  on a vu que 

( 2 )  N ( Q ~ ; Q , ~  ) é t a i t  de c lasse  N . 
Q 
Sur l a  composition de ces nojTaux,on a  l e  théorème de GIRAUT) suiva.nt: : 

s i  F, (P,Q) , F ~ ( P , Q )  sont de c lasse  , N(') respectivement 

e t  de c lasse  N (a+~-l) B. 

11 en r é su l t e  que N ( ~ )  e s t  de c lasse  N ( ~ )  e t  N ( 3 )  de c lasse  N (4) c ' es t -  

à-dire que l e  noyau de T ( ~ )  e s t  continu en Q e t  R (il applique l e s  vecteurs en 

Q su r  l e s  vecteurs en R ) .  

En outre  s i  l ' o n  considère 

où D$ e s t  une mesure s u r  B à valeurs vec to r i e l l e s  (dans un espace vec to r i e l  

eucl id ien de dimension 3 )  , c e t t e  expression e s t  parfaitement dé f in ie  en t a n t  

qu ' in tégra le  e t  c '  e s t  un vecteur dé f in i  sur  B , fonction continue de Q . 
O 

S i  l ' o n  é c r i t  a l o r s ,  ce qui e s t  permis; 

on en déduit 

-+ 
pour t ou t  Ji . I l  en r é s u l t e  bien que l a  mesure d$ e s t  absolument continue e t  

pue s a  densi té  e s t  l a  fonction continue $(3) (d;) . 
-+ ' au voisinage de Par a i l l e u r s ,  N(Qo;Q,nQ) é tan t  de l ' o r d r e  de - 

QOQ 

Qo ( O U  Q )  il r é s u l t e  d'un au t r e  théorème de GIRAüD que, s i  $ (Q)  e s t  continue 

su r  B : 3 (3) e s t  l ipsch i tz ienne  sur  B de constante B < 1 . 
-+ -+ 

a )  S i  t e  champ U(P)  engendrté pm une d&a%b~~~Xon de déptacemem2 i1, nwr B 

n 'annule identcqueme& dam B~ dom e~t  identiquement nuMe. 



3 + 
6 )  S i  poun une d i d X b u L i a n  3 ,  u e ( ~ ,  ) = O deotrn Le champ qu1e,Ue engendtre 

A 'anw..de, idenCLyument dan4 (B,) 

-+ 
s o i t  U(P) = \j N ( P ; Q , ~ ~ )  dg e t  t e l  que U ( P )  = O ,  (P E B ~ )  

B 
pour P  E Bi . 

-+ 
Pour un champ i1i ( Q ' )  continu s u r  B arb i t ra i rement  donné, l ' i n t g g r a l e  

e s t  n u l l e  pour 4 > O  suffisamment p e t i t .  S i  l ' o n  échange l ' o r d r e  des i n t é g r a t i o n s  

e t  s i  l ' o n  f a i t  tendre  L vers  zéro,  on o b t i e n t  11 F-Tt($;] .d$ pour 

-+ 
t o u t  champ $ continu s u r  B . Il  en r é s u l t e  que l a  d i s t r i b u t i o n  dj) e s t  abso- 

lument continue e t  que s a  dens i t é  e s t  continue l ipsch i t z i enne  d 'ordre  a r b i t r a i r e  

B <1 . 
3 

S i  l ' o n  considère l e  champ U ( P )  engendré par  l a  d i s t r i b u t i o n  précédente 

il e s t  nu l  dans Bi , a i n s i  que 

33-f -f -t 
N(u,no)(p)  (où ~ ( . , n )  e s t  l ' opé ra teur  de ~ a s h e l e i s h v i l i ) .  O r  il 

r é s u l t e  de [ KUPRADZE [ 1 1 ] que : 

l -+ N ( U  -t ( Q ~  + L -+ no),no) - 3 N ( u ( Q ~ -  + do) , -+ no) + O avec L . 

Par  conséquent B(;(P) ,; ) tend vers  zéro quand 1 -+ + O où P = Q + L ng , 
O 

Q B . On e s t  donc amené 5 é t a b l i r  que 

2 3 
A + k u  = O dans Be p lus  C . R . 5  

+ + +  
e t  N (u,n)=O s u r  B 

-+ 
e n t r a i n e  u  r O dans Be . 
Ceci peut s ' é t a b l i r  en remarquant que 

1 e t  en éc r ivan t  l e  théorème de l ' é n e r g i e  sous l a  forme 



puis  en u t i l i s a n t  l a  même démonstration que c e l l e  du théorème d 'un ic i t é  

(correspondant à a = l.~ , B = A ) .  

Ceci é t a n t ,  puisque l a  dens i t é  $ (Q)  de d$ e s t  égale à 

1 -f - [< ( Q )  - ui (Q)] , e l l e  e s t  iden t  iquement n u l l e ,  ce  qui prouve a )  . 2 

Pour é t a b l i r  b ) ,  on suppose q u ' i l  e x i s t e  3 (9)  E &"(B)  t e l l e  que 

+ 
ue(Q0) = O , v Q B . I l  en r é s u l t e ,  d 'après un r é s u l t a t  précédent ,  que f 

O 
+ 

e s t  continu au sens de Holder pour t o u t  O < B < 1 . Comme U ( P )  s a t i s f a i t  à 
-+ 

(C.R.5) , on a vu que u é t a i t  identiquement n u l  dans B . e 

THEOREMES D' APPROXlMAllON 

S o i t  t> ( B )  l ' espace  de Banach des champs de vecteurs continus su r  ( B )  

muni de l a  norme 

puis  M l e  sous-espace v e c t o r i e l  engendré p a r  l e s  vecteurs de l a  forme 

où P E Bi , Q E B e t  vecteur constant  quelconque. 

-f 
Pour P e t  a donnés, c ' e s t  un champ de vecteurs  continus,  autrement d i t  M 

e s t  un sous-espace v e c t o r i e l  de ( B ) .  

S i  M é ta i t  s t r ic tement  contenu dans P(B) ,  d'après l e  théorème 

de Hahn-Banach, il e x i s t e r a i t  une forme l i n é a i r e  continue non identiquement 

n u l l e  s u r  @ ( B )  e t  n u l l e  sur M . Mais a l o r s ,  d 'après un théorème de F. RIESZ, 

c e t t e  forme l i n é a i r e  s 'exprimerait  comme i n t é g r a l e  de 

pa r  rapport  à cer ta ine  mesure d$ s u r  B . On a u r a i t  donc 

-+ i 

a. Ij N ( P , Q , z ~ )  pour t o u t  P E Bi e t  t o u t  vecteur constant  a 
B 

Ceci impl iquera i t ,  

-f 

N(P,Q,n ) dq = 0 pour t o u t  P E Bi qui e n t r a î n e r a i t  à son t o u r  Q 
B 



la nullité de d$ , ce qui contredirait l'hypothèse. Par conséquent E.4 est 

identique à @ (B). 
+ -+ 

En d'autres termes, h i  t ~ ( ~ ; ~ , n  ) a e6L a p p d é  un GXJ& eri P , Q 

l e  champ d'une col!lection dinie de dipoles dam Bi . 
On peut même poursuivre ce genre de raisonnement (classique) un peu plils 

loin dans l'hypothèse (un peu plus générale) où Be est connexe, Bi étant la 

rçunion d'un nombre fini de régions bornées, la frontière B (commune ?i Bi ~t Be) 

étant formée d'un nombre fini de surfaces fermées de Liapounoff d'indice 1 ,  

dis jointes. 

On considère alors les champs (ainsi que leurs dérivées par rapport 

aux coordonnées des P 
k 

les Pk étant donnés tels qu'il y en ait un dans chaque composante connexe de 

- + + +  
B.,a ,a ,a étant trois vecteurs constants linéairement indépendants. 

1 1 2 3  

Il est important de remarquer que ces champs sont des fonctions analy- 

tiques des coordonnées de P k * 

Le sous-espace vectoriel de G? (B) qu'ils engendrent est nécessairement 
identique à f? (B) , sinon d'après le raisonnement précédent il existerait une 

mesure d9 telle que le champ 

s'annulerait, ainsi que toutes ses dérivées, aux points P Or ce champ est une 
k *  

fonction analytique des coordonnées de P € Bi . Par prolongement analytique, il 
est nul pour tout P E Bi et ceci implique comme précédemment df = O d'où 

contradiction. 

Si on les appelle d a  m u R t i p Ô l e 6  de notvlca 
Pk on a montré que : 

é;tant donné un ememble de p0ULt6 pk , un dam chaque compohante connexe 



de B~ , ceriste d a  rnd t ipô la  ayant L e m  o o w c a  aux point6 pg , Z e b  que 
-+ 

C a  champ4 q u ' a  engendtevtt am B appxochent ;taut 4 E G-' b 7 ( B )  d ' aunai 

pxèo que l ' o n  veut en nome. 

T U E O K E M E S  0 ' E X I S T E N C E  
3 

S o i t  &" l ' espace  de Banach des (Q)  t e l s  que 1 1; / / , < 

-f -+ 
e t  l ' opé ra teur  l i n é a i r e  d é f i n i  s u r  : 4 €.$i1 -+ ; P + T  IJ 

Comme t e s t  complètement continu daris 2' , son image (7) e s t  fermée e t  de 

codimension f i n i e .  

D'après l e s  théorèmes d'approximation, il e x i s t e  des d ipo les  de sources 

appartenant à Bi ou des mult ipôles de sources P (une dans chaque composante 
k 

-+ 
connexe de B ) dont l e s  champs associés  h , ( ~ )  sont  l inéa i rement  indépendants i 

(modulo 7 )  e t  g u i ,  avec 7 , engendrent df' . S i  l ' o n  considère des formes 

l i n é a i r e s  continues L s u r  &" , s 'annulant  sur e t  t e l l e s  que : m 
-+ 

C r  

Lm (hn)  5 6mn il e s t  manifeste que l e  vecteur 

-+ -+ -+ 
= Y -1 L n ( d  hn appar t i en t  à 7 

e t  que, par  conséquent, il e x i s t e  3 t e l  que 

-+ 3 + T($) = y '  

Dans ces condit ions 

; = 3 + I($) + 1 Ln(y) gn ce qui  implique 

+ 
pour U(P)  = 1 .(;) + II N ( P ; Q , ~ ~ )  3 d~ l a  p ropr ié t é  

B 

-+ II I : ( Q + ~ z , )  - Y ( Q )  1 dsQ + O avec 1 . 
B 

Ceci implique l ' e x i s t e n c e  dans l e  cas 7 ( Q )  E &?l . Comme l e s  espaces 

gP( 1 < p < ) e t  8 ( B )  sont  des sous-espaces v e c t o r i e l s  de .& ' , l ' e x i s t e n c e  



-% 
pour y appartenant l ' un  d'eux sera  é t ab l i e  s i  l ' o n  peut montrer que ce la  

+ 
entraine pue (Q) l e u r  appartient également e t  que u(Q + L $  ) tend vers 

-f 

Q 
y ( Q )  pour l e s  normes correspondantes. 

si Y (QI € OU '; B  BI 

g = ';* y e s t  -si. Il en r6sulte pue 

3 . = y' - T(?') + d2) ( T t > )  - T 
' .  

(3) (9 ). ' *  

' ?  
is premiers termes du second membo appartiement a .eP (OU à @(BI 

n l 'a m,,est une fonction continue. Pa r  conséquent .. 1 *? ' -  . , si' - i 

A I ;" 
( ~ ) ' e t ~ ' i î s ~ e n s u i t  que 9 

1 .  

- ..i, , , -  . 
z+. " -). ' .Ijs j:(~ +..t np) Y ( Q )  '1' 4% -+ 0 s i  ; 

B 

+ -% 
OU I;(Q + L zQ) - y (Q)I -% O avec s i  y e & ( B I  

On a donc é t a b l i  l e  

- -  
:ME V'EXISTENCE 

S o i t  ;(QI un chanp donne dun B *el pue 

R a n a 8 . q ~  : 
-). 

11 S i  ? ( Q ) = = ' ( Q )  où U Y Q )  estunchanpdedEp(acments de 

c' da>lb B~ u B t e  ehmnp = t a q u e  + U(Q)  = + y (QI cfov~t 

L'exibtence a 'été étabUe coZ~:ncide avec ZI(P) . C'est une consEquwce du 



Xhéoilème d' uiu&é p h p u e  dam ce cas 3 e s t  continue. 

2 )  Lu théoilèmes d'unicité déjà UabL& ne a ' app&yuevi/t p u  au cm 

du Xhéo~2me d1ex.htence pécédent où lu données à la @onti&e hont dam ~4' ' 
+- 

S o i t  donc u t e l  que 

quand e - tO 

O r ,  pour 1 suffisamment p e t i t ,  Be = Q + X ; , ,  Q E B> e s t  une surface  

fermée de Liapounov d ' ind ice  1 .  Pour une t e l l e  su r face ,  on désignera par  T R 
1 'opérateur T correspondant. 

En i d e n t i f i a n t  Q + e n Q  e t  Q on d é f i n i t  Te e t  T s u r l e  

même domaine. On v o i t  a l o r s  aisément que 1 /Te - TI ( -+ O avec 1 pour l a  norme 

des opérateurs l i n é a i r e s  s u r  ~8' . 
+- 
h ( P )  désignant l e s  champs de d ipôles  e t  de mult ipôles du théorème 

n 
+ 

d 'exis tence ,  on no te ra  hn ( l )  l e s  fonct ions  h n ( Q +  e n , ) .  

désignera l l image de 3 + T($) 

+- 
comme hnce) - hn 

-t 
quant R -z O e t  que l e s  hn sont  l inGaire-  

ment indépendant (mod. 7 ) il en e s t  de même des h n ( l )  p o w  1 suffisamment 

+- 
p e t i t .  Soient a l o r s  fne (a des formes l i n é a i r e s  continues s u r  k1 , s lannul&nt  

sur 7 e t  t e l l e  que 

On pose en f in  

N noyau de ;b + T (3) e t  M un sous-espace v e c t o r i e l  fermé det;' 

supplémentaire de N . 
S i  1 ' ~ n  pose 

+- 
P ($) = $ - f d ( b ) . h n ( e )  l ' image de e Pe e s t  e t  Pl tend ve r s  

-f +- ~ ( $ 1  = 6  - 1 fn ($ )  hn quand t + 0 .  



p a r  conséquent l 'image de Pl + Pe Te e s t  contenue dans Y e t  

I /pl  + pl Te - ( P + P T ) I I  - 0 a v e c  t .  

O r  l a  r e s t r i c t i o n  de P + PT à I d  e s t  une b i j e c t i on  l i n é a i r e  de hi sur  .y 
e t  d'après un théorème de Banach, il admet un inverse continu de 17 sur  H . 
Pour 1 suffisamment p e t i t ,  Pl + Pl Te a un inverse continu de y sur  M e t  

de norme bornée en R . 
comme (; ) E 3 e t  1 1 ;  ( e ) i l ,  4 O quand t - O , 

il ex i s t e  ( 1 )  € M t e l  que 

-+ f-b (4 + P, ~ ~ i ?  (e)] = P,. LY ( L I ] =  ; ce) - 1 fme !;(e) hn (e) 

e t  I I  i l  - 0 quand 1 -t O . 
Si  l ' o n  pose a lo r s  I 

3 ce) + T~ itce) 1 = I ce) 

-+ 
a lo r s  pl [I<e>J = d e )  - I: f, F(e)] Xn(e)  e t  115 ceIl 1 ,  -+ O avec e 

-+ 
On en déduit : ; (1) = 1 f m  p(t) - g ( 1 )  hn(r> * d (4) + T ['$ <el] 

+= 
e t  l ' o n  a représente u(P) par  

+ 
~ ( p )  = 1 fd [;(el - 1 $(PI + jl N ( P ; Q , ~ ~ )  3 ( e , ~ )  d s  Q 

pour P ex té r ieur  à Be 
O r  l e s  normes de (1) , 3 ( 1 )  , g ( l )  -+ O avec 4 d'où il r é s u l t e  

-+ 
que U ( P )  = O dans Be . 

Ceci é t a b l i t  l ' u n i c i t é .  

On peut encore é t a b l i r  l e  r é s u l t a t  suivant : 

-+ h i  t<( Q) 1 e6.t une n u i t e  ZeUe que 1 1 f m  - y 1 1 , + O quand 

On suppose que II I T ~ ( Q )  - 7 (€2) 1 dSQ -+ O quand m - . .  . 



3 
On veut montrer que l e s  champs correspondants um(P) e t  ;(P) dé f in i s  par 

3 3 II I;,(Q + L n ) - y m ( ~ )  1 dsQ 3 O avec l ( a i n s i  que u ) 
Q 

B 
3 -f 

sont  t e l s  que l e s  um(P) e t  l eu r s  dérivées convergent vers u (P)  e t  l e s  dérivées 

correspondantes, uniformément à l ' e x t é r i e u r  de t o u t e  
Bb . 

3 3 
On s a i t  que um(P) e s t  engendré par  un champ 9, s u r  B v é r i f i a n t  

i 
Corne 3 + T (3) e s t  une b i j e c t i o n  continue du sous-espace sur 7 e t  que 

3 3 3 

Y, - 1 fm(ym) hm e ? , s i  l ' on  impose à qm(Q) l a  condit ion d 'appar teni r  à L i  , 
-f 3 

9, ( Q )  convergera vers un ip ( Q )  t e l  que : 

3 3 3 'r + T ($1 = Y - 1 fm(y)  h m .  

On a donc 

B 

e t  I/ 1 I j D ( ~ ) - 3 ( ~ ) 1  d s Q +  O quand m j m .  
B 

En dérivant  sous l e  s igne d ' in tégra t ion  on ob t i en t  l e  r é s u l t a t  s u r  les dérivées.  

D é v d o p p e m e n t  du champ csRaa5que en hclerue d e  m W p Ô C e h  

On considère à nouveau l e s  champs ( a i n s i  que l e u r s  dér ivées)  

i n t r o d u i t s  dans l e  théorème d'approximation. D'après ce lu i -c i  i l s  engendrent 

3 3 
l ' e space  des y t e l s  que 1 lyl l:, < en ce sens que l e  p lus  p e t i t  sous-espace 

fermé de de2 l e s  contenant e s t  & lui-même. . . ,. 
On peut donc l e s  normaliser e t  en déduire une s u i t e  % ( P )  t e l l e  que 

n 
+:: 
un(Q), Q E B s o i t  un système orthonormal complet de champs de vecteurs  s u r  B, 

Alors é t a n t  donné 7 6 $2 on v o i t  que : 



+ 
où l a  s é r i e  converge vers  y (Q)  au sens de $f2 . 

 après l e s  r é s u l t a t s  précédents ,  on v o i t  que l a  s é r i e  
m . . 

jii -f 1 cn u ~ ( P )  converge vers  l e  champ U ( P )  t e l  que 
1 

uniformément à une d is tance  p o s i t i v e  de B . En o u t r e ,  ces s é r i e s  peuvent ê t r e  

dér ivées  indéfiniment terme à terme. 

3 ' 2  
Ce qui  résout  l e  problème aux l i m i t e s  pour y ( Q )  E df . 

3 . SECONDE DEMUNSfRP,TION VU THEOREME D ' EXISTENCE 

3.1 - P A , ~ Q A  

On cherche l a  s o l u t i o n  sous l a  forme 

B 
où Jf (Q)  e s t  continue sur B . 

Dans l e  cas du problème de D i r i c h l e t  e x t é r i e u r  c e l a  m2ne au système * 

i n t é g r a l  : 

- B 

C ' e s t  un système i n t é g r a l  du type de FREDHOLM compte t e n u  de l a  s i n g u l a r i t é  

-2+8 
en r du noyau. Le système homogène a d j o i n t  s ' é c r i t  : 

- B 
O r ,  on peut v é r i f i e r  que l e s  vecteurs colonnes de 

+ +  + 3  + +  3  3  

N(el ,n) .x l  , N(el ,n).x2 , 
3  + +  + -f + +  + + 

N(P,Q;nQ) = N(e2,n).x1 , N(e2,n).x2 , 
+ + + + + + 3 3  + 3 

N(e 3 ,n) .x l  , N(e 3 ,n).x2 , N(e3,n) x3 



~ 

.'-t 2 - t  -t 
v é r i f i e n t  A u + k  u = 0  dans B - e t B e  (KUPFWZE 1 p.105-106) .. 1 

- t - t  -+ de 
+ f 3 n  -t 3 

-4 3  (no te r  que dans (D )*' : N(ei,no) = ( a + p )  - 
e  O dn div  e l  + o n A r o t  e l  , 

O 
O O 

l e s  dérivées é t a n t  p r i s e s  en P  ) .  

I l  en r é s u l t e  que s i  l ' o n  pose : 

(3.2) + v ( p )  = E(PQ) d ( Q I  dSQ 

.. .. B 
D e  e s t  associé  au problème aux l i m i t e s  suivant  : 

., 
* * - t  2 - t  -t 

A v + k  v = ~  dans B. 
1 

-+ -t -+ 
Ni (v ,n)  = O s u r  B 

On u t i l i s e r a  l a  formule de B e t t i  généra l i sée  

-+ ( B  domaine borné de f r o n t i è r e  régu l i è re  a B , de normale n  e x t é r i e u r e )  

3.. 2 - Pémo~DuuXon du théokbe .  d' exAtence  

On va é t u d i e r  l e s  r e l a t i o n s  e x i s t a n t  e n t r e  ( @ )  e t  ( Y )  espaces v e c t o r i e l s  .. 
s u r  C , de même dimension f i n i e ,  des so lu t ions  de e t  (De); 

Compte tenu de (3 .1  ) e t  (3 .2  ) 

-+ -t -b -t -t 

O € @ = +  U e = O  donc u 4 0  dans (Be)  

-+ 
(en e f f e t ,  U ( P )  v é r i f i e  l e s  conditions de r a d i a t i o n  compte tenu de l a  d é f i n i t i o n  

.. - - t  2 - t  -+ 
de N ( P ; Q , ~ ~ )  e t  l ' équa t ion  A u + k u  = 0 dans Be ) . Ceci e n t r a î n e  a l o r s  

-+ - + +  + 
Ne(u,n) = O s u r  ( B )  t and i s  que Gi = 2 f . On a  auss i  : 

-t -t -+ -+ 
ji € Y => 8. (v ,n )  = O 

-t 3 - +  -+ 
1 

s o i t  Ne(v,n) = 2 ji . 
S i  l ' o n  applique a l o r s  l a  formule de B e t t i  au domaine Bi e t  aux fonctions 

-+ 
v(P) déf in ie  p a r  ( 3.2 ) e t  e .  (PQ) vecteur colonne de E(PQ) avec P E Be , on 

J 
-+ - + +  o b t i e n t ,  compte tenu de N.(v,n) = O , 
1 



s o i t  

3  
en f a i s an t  a lo rs  tendre P vers (B)  on en déduit que V ( Q )  E @ 

3  3  
L'application II : Ji ( Q O )  3  v(QO) = If E ( Q ~  Q )  $ ( Q )  dSQ e s t  une appl icat ion 

l i n é a i r e  de Y dans 0 . B 

Lemme 1 

@ e t  Y é tan t  de même dimension f i n i e ,  il s u f f i t  de v é r i f i e r  qu ' e l l e  

+ +  + + 
e s t  b i j e c t i ve ,  à savoir  que M Ji = O entra îne  Ji = O . 

3 - f  3  + 
O r  M Ji = O équivaut à V ( P )  5 O dans B en ver tu  des théorèmes 

e 

d 'un ic i t é  du chapi t re  1, ce qui entra îne  

+- + 3  3 3  -f 

Ne(v,n) = O donc Ji = O . 

+ Lemme 2 € 6  

Cela s 'ob t ien t  aisément en appliquant l a  formule de Be t t i  dans l e s  mêmes 

3  3  
conditions que précédemment à V(P) e t  E(PQ) puis  v(Q) e t  ~ P Q )  On en , 

déduit que 

3  

E(PQ) G ( Q )  asQ = O , P E B 
e 

3 B 2 3 
ce qui entra îne  v ( ~ )  E: 0 c'est-à-dire M $ = $ 6 0 

-+ 3  
( s i  l ' o n  choisi  $ t e l  que $ = M  Ji ). 

Lemme 3 
4 

3  

Pouh $ € $ on a, ~ m ( $ ,  M +) 3 O , .ttégd!iXé n'aqant .Lieu que 

On pose 



3 3 3 - 
Etant  donné + & Y on applique l a  formule de Be t t i  à DR , v e t  v : 

Le premier membre n ' e s t  aut re  que : 

D ' au t re  p a r t ,  comme 

3 3 d; 3 -+ 
N(v.er) = ( a  + i i )  ( .a; - i ~ v  - i o v ) + p  ce d i v v  -+ - i r v ) +  + 1 2 r 1 1 

3 - 3  3 

+ a ( e r  A r o t  v2 + i o v2) + i r  ( A  + 2~ ) ; + ioU: 
1 2 

3 
on vo i t  que v v é r i f i e  : 

l i m  j'/ 3 3 -+ -b 3 2 
IN(v.er) - i ( i  + 2p)vl - i o  u v21 d S =  O .  

R3.. 
S(R) 

- 
3 3 

Comme - 4  1 m ~  e s t  indépendant de R on ob t ien t  donc : 

- 3 

2 I~($,M$) = l i m  R~(;.;) d~ où : = ( A  + 2 ~ )  r 3 v, + 
R-tm 2 '  

S(R) 

O r  d 'après l e  co ro l l a i r e  1 du théorème de développement : 

-+ i r r  + i o r  
=.Y = [(A+Bu) f r a e + p u  - e 

O r r ( a: z, + b3 0 z ;I, )] . 

donc 

1 2 3 -f 3 Il  y a é g a l i t é  s i ,  e t  seulement s i  a = b = b = O ce qui en t ra îne  V(P) E O 
0 O 0 

3 3 dans ( B e )  d 'après l e  chapi t re  1 e t  par conséquent $ 5 O . 
Soi t  a l o r s  {Ji} une base de ( y )  , (4 = N O. ) l a  base correspondante de 

1 



-+ + 
La matrice d'éléments cik = ($i, M $k) est appelée matrice de capacité. 

Lemme 4 : La m&ce de capacité ut apWt&ue. 

Si l'on pose 

B 
on voit que 

k i ~ )  
la première intégrale tend vers zéro avec 1 / R  en vertu des conditions de radiation 

et l'intégrand de la seconde est o(R-~) comme on le voit immédiatement 5 l'aide 

du théorème de développement. 

Lemme 5 : La matuce de capacité est  non nuigulièhe. 

Sinon il existerait 

$ + ~ E Y  t.p. ($,$>=O \ t $ ~ m  

En particulier d'après les lemmes 1 et 2, on aurait 

<$,14J) = O 
+ -f 

donc $ = O  d'après le lemme 3. 

Cette dernière propriété permet d'établir l'existence de solutions pour le problème 

-+ 
initial : en effet, y étant donné continu sur B , il existe un et un seul 
+;. iIi E @  tel que 



+ 
Le système (D,) de second membre y - $: admet donc des so lu t ions  f ( 9 ) .  ., 
S o i t  a l o r s  $" unique t e l  que : 

Dans ces condit ions 1 

Théohème d ' e h t e n c e  : 

IL exinXe une ct une 4euRe ~ o ~ ~ o n  d e  

phenant hun B d a  v d e w  c o i u 2 n u a  d o n n é a .  I 

4. TROISIEME DEMONSTRATION DU THEOREME D'EXISTENCE 

-!.1-C0mme on l ' a  indiqué dans l ' i n t r o d u c t i o n ,  l a  so lu t ion  e s t  recherchée sous I 
l a  forme I 

+ 
e t  l ' o n  cherche 2 déterminer $ continu s u r  B e t  $ continu dans Bi u B de I 
t e l l e  s o r t e  que : I 

( i l  
+ + 
u = y  

e sur B I 
dans 

où g e s t  une fonct ion  numérique continue holdgrienne,  p o s i t i v e  dans B. e t  
1 

n u l l e  sur B . 
On supposera i c i  que B e s t  une s u r f a c e  fermée bornée de c l a s s e  C 2 

c 'est-à-dire 

L m e  J ,  1 :  IL exinRe deux membka pos iL i64  a eA M ~~ iue : 1- 
p u n  XoU* p o i n t  Qo d e  B ie e r i s t e  un i r e p h e  can*éhien d ' o h i g i n e  Qo : I 



S i  l ' o n  désigne par  ~ ( 6 )  = {Q + 6 ;(Q) ; Q E B I  une surface p a r a l l s l e  à , 
a k  la cornupondance Q - +  Q + 6 ;(Q) sella buwivoque si 161 r Min ( 3 , M) 

où O < k  e l .  

Q1 + 6 ;(QI = L> + 6 e n t r a î n e  QI = Q2 

-b 

O r  l ' é g a l i t é  Q1 + 6 ; ( Q I )  = Q2 + 6 n(Q2) donne 

-b -+ 

Q1Q2 = 161.1nl-n21 r 26 e t  d ' au t re  p a r t  pour Q1&2 6 a 

-b -+ a 
Inl-n21 6 M.Q1Q2 . Autrement d i t ,  s i  161 6~ , on a 

Q1Q2 i M. 161 Q1Q2 qui  en t ra îne  Q 1 Q 2 = 0  s i  ~ . 1 6 1 <  1 

1 B e s t  a l o r s  de c l a s s e  C . 
D'autre p a r t ,  compte tenu des s i n g u l a r i t é s  de E(PQ) e t  de I I ( P , Q , ~ ~ )  on 

a l e s  p ropr ié tés  c lass iques  suivantes:  

S i  l ' o n  pose 



-f 
Lme4.2: S i $  es t  continu suh B  , U t ' e s t  dari6 toutl 'ealxice,  En o&e 2 

podaède dea délzivées conomm.l!es intéiLieuhe et exitéiLiewre h é g d h e s  (c'est-5- 
3 -+ 

dine N ( u  (Q+t; 1;; admet d e s  W e s  odon  que l < O ou l > O  Cend 
Q Q 

-+ 
W ~ A A  zého; ce6 W e s  d o n t  notées Ni et N 1 et l ' o n  a pow go E B  e 

L m e  4.3: S i  d est  conünue hzldéuenne d m  B , 6 est  de -se C '  

dan6 B e U B  et B i U B .  

3 v dan, Be 
+ - 

-{?e buh B  

d o n t  hespectivement continub dam B~ U B et B~ U B  . 

3 Lemme.f.5: - Pouh continu dm B  , u , O N ( Q ; Q ~ , ~  1 3 ( 9 )  dSQ 
Qo 

d o n t  umi~ométnent continues au den, de HZden d u h  B  , et d i  3 ut continu 

au den, de H6lden 4uh  B , ces & o h  champh de vedeclhs d o n t  d i ~ @ h e ~ b & e n  

suh B l e m  d w v é e s  p a ~ è h e s  e;tant continues au hem de ff5ldm. 

3 
Lerne 4.6: S i  $ es t  cont*nu B .  U B , w e a t  didaéhenturble  da^ tou t  

1 

l 'espace, d u  dhivdea y~t~emihes &n.t co&nuu au hem de f f a ~ d e ~ .  



L m e 4 . f :  S i  e s t  contotu dam Bi U B , continu au 6ttn6 de HÜLdm dam 

Bi , U ut de c l a d e  c2 dam Bi et y véhibie : 

Pheuv e du Cemme 437. : 

2 - t  + 
On a  évidemment A:: $ + k W = O dans Be . 

Lorsque P E. Bi , on a  l e  r é s u l t a t  suivant : 

S o L t  ;t 3 

bohnée et ~ n t é g m b l e  dam Bi . W aimi que n e s  dWvéea 

PhemiQtru sont c o d n u n  pambu/t, L u  déruvées a'obXenant pah d W v a t i u n  d o u n  Le 

digne dtintégtta;tion. 

S i  en omhe $ est  de cûz6de C 1  pair mohceaux dam Bi C e s  

dt9~Lv2ed secondes de 3 existent et sont continues dam Bi et 
.. 

A'' 3 + 2 = - ( p )  

Afin d ' é t a b l i r  l a  première p a r t i e  de ce r é s u l t a t  pré l iminaire ,  on con- 

s i dè r e  l e  po t en t i e l  

.L 

où E (r) d i f f è r e  de ~ ( r )  , solut ion élémentaire, dans une sphère de cen t re  P 
6 

e t  de rayon 6 . I 
Comme 

1 
E(PQ)= 

8gti ( *+2u ) 

1 
OÙ E (PQ) e s t  r égu l iè re  pour r = PQ = O , on pose 

pour r > 6 

qui  e s t  continûment d i f f é r en t i ab l e  dans B. e t  su r tou t  en P . 
1 
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De 1 ' i n é g a l i t é  

i" 2 lG6-Gj S I l j  IE-E6iWl$(Q)I d S Q i  hnM I ~ ~ ( r ) + ~ ~ ( r ) l  r d r = b n M K 6  
2 

rg6 O 

I 3 
où M = SIIPlql , il s u i t  pue {G6} converge uniformément, pour t o u t  P , vers  W 

I -+ 
quand 6 3 O . Donc W e s t  uniformément continu. 

3 
La d i f f é r e n t i a b i l i t é  de E 6 ( r )  = Eg (x-S, y-n, i-i) s e  t r anspor te  également W . 

En e f f e t  

S o i t  a l o r s  I 

-+ qui e s t  convergente e t  r é s u l t e  de W(P)  par  dé r iva t ion  sous le signe somme, 



e t  1 ' i n t é g r a l e  2  l6 D ( r )  r d r  = K, 6 
1 

8% + O 
donc 1 - x 1s 4 n M K I  6 tend uniformément vers zéro avec 6 , d'où i l  

+ aW 
r é s u l t e  que x ( P )  = . 

On ne peut  é t a b l i r  l a  cont inui té  des dérivées secondes de sans hypothèses 

+ 
supplémentaire su r  $ . 

Cependant s i  3 e s t  de c lasse  c1 on peut  é c r i r e  : 

où n = ( n l  ,n2 ,n, e s t  l a  normale ex té r i eure  à B . 
Compte tenu de l a  preuve de l a  l è r e  p a r t i e ,  on peut  d i f f é r e n t i e r  ces 

i n t é g r a l e s  sous l e  s igne d ' in tégra t ion  e t  ob ten i r  a i n s i  des expressions continues 

La seconde i n t é g r a l e  peut s ' é c r i r e  

+ 
d'où (puisque $ (Q)  - $(P)  = O(PQ) quand r = PQ -t O ) d'après i n t é g r a t i o n  

pa r  p a r t i e s  : 

B 
On a  donc : 

L 

De même 



La seconde i n t é g r a l e  s ' é c r i t  encore 

d'où 

(formule de B e t t i  appliquée à Bi - S(P ,E)  ). 

Dam c e t t e  dernière  l i m i t e ,  s e u l e  l a  p a r t i e  s i n g u l i è r e  * 0 
de E donne 

une l i m i t e  non n u l l e  e t  en paçsant en coordonnées sphériques de cen t re  P on 

o b t i e n t  -$(PI . 
+ 

U t i l i s a n t  alors  l e  fai t  b ien  connu que t o u t e  fonction J, continue au 

3 
s ens de Holder dam Bi peut ê t r e  uniformément approchée par  des fonctions lyn 

d i f f é r e n t i a b l e s  e t  s a t i s  f a i s  a n t  à une condit ion de Holder de même exposant , l a  

3 
dern iè re  forme de (qu i  ne con t i en t  plus de dérivées de d ) appliquée à 
3 3 -+ 
$ - Jin montre que W a encore des dérivées secondes continues e t  v é r i f i e  

encQre : .. 
" 3  2 3 

A W + k  % = - $  dans Bi . 



4.2- -nb Lr~$egha4)u du pubteme 

&es conditions ( i )  e t  (ii) donnenZ ais6plent compte tenzi des lema 

1. 

équatiom qui donnent l e  sys t h e  in t ég ra l  cherch6 . 
On peut remarquer que 

-+ 4; -+ 2 + 
+ F A  u + k  u dans Bi 

~écip~oquemeat, t ou t e  polution ($,Tl c ~ e t i n u e  $u ssy%êmme (1i. 6) , (4.7) donne 

TF. 
par  1 ' i n t e m é d i s i r e  de ( b .  1 ) une bolut ion u du pr~bleme 

+:: .* 2 +  A u + k  u = O  dans Be 

+ 3. 
u = y  sur  B 

L v é r i f i e  l e s  conditions de r a d i a t i o ~  C.R.5, 

d. 3 - Eltude, du 4 ya&rne hti?gh& 

On va montrer que l e  systBme (4.6) , (4.7) a une sqlvtion unique 
3 (a,?) pour Y continu e t  tou t  k f P 091 que Tm k 3O . 

Qn va, u t i l i s e r  la. mgthade des ~pé ra t i ?q r s  cpmplè%ement cantinus dans les 

esp&ces de Banach, 

On u t i l i s e r 6  l e s  espaces de Banqch svivants : 

( 1 )  A'espace B I  des champs de vecteurs continus sur B , $(&) muni de 19 norine 



I -f 

(2) l ' espace B2 des champs de vecteurs ) ( Q )  dé f in i s  dans Bi wdmettapt un 

prolongement continu à B muni de l a  norme : 

( 3 )  L'espace de Banach B 7 BI  x Bg muni de l a  norme 

l i ( $ , ? I I  I = I  l$ l  l + l l? l  l 2  

Le f a i t  que B I ,  B:, , B soient  complets e s t  classique.  

Le systeme in t ég ra l  peut s ' é c r i r e  

-t -f 3 -f 

( 9 , ~ )  + K($,l)  (;,O) 

où K est un opêrateur l i n é a i r e  ae B dans lui-même. I 
K e s t  comp~sé de quatre opérateurs intégraux ~ p p q r n i s s a n t  dans les 

équations (4 ,6 )  e t  (4.7) I 
On peut é c r i r e  

Manifes t exnent t ou t  operat eur 
Ki j  e s t  un opérateur l inGaire  de B dans Bi . 

j 

11 s u f f i t  de montrer que chaque K. est un op$r@teur l i n é a i r e  coxnplè- 
lj 



a) Pour Kll 

On décompose K~~ 3 = KY, 3 + ~i~ f 

-* 
NO étant la partie singulière de N(Qo;Q,nQ) 3 savoir : 

1 
KI1 est construit à partir de N1 = N-NO qui a une singularité faible.  a et M 

étant les constantes du lemme 1 , Y3 = f(y1,y2) la représentation de B dans 

QQ Q .< a par rapport à un repère Q y y y où Qo y3 qst normal à B , 
O 1 2 3  

on a pour Qo Q 6 a : 

En definissant la norme d'une matrice comme le ma~imum des v6Leurs abpolues de 

ses termes, on voit qu'il existe une constante 
C l  telle que : 

D'autre part pour Q1 ,Q2 B o n a :  

D'après et le théorème de la moyenne, il existe une constante Ca telle 

que Pour 6 a , Pou. Imus Q1,Q2,Q E B tels qee 1 g 2 1 6  r e t  QQ1 h P T  

1 1 Q1Q2 / \ (7 - - ) -< c2 - d'où une inêgalité anaIo$ue pour 
1 . '2 c3 



On en déduit, pour 6 6 a 

d'où (4.10) 1 K Q 1 1 s A 1 1 1  1 c'est-à-dire lCY1 est continu. 
1 

a si r s  3 (alor$ l'intggrale ci-dessus est majorGe en module par l a  s a m e  de 

celles étendues 3 B f) S(Q, ,2r) et B n s( Q ~ , ~ T )  ) 

4 4 a 
Si Q1Q2 6 Min 11,(5) et si llonpose Q1Q2 a T (T $ 3 ,  Q1Q2 < r) 

on a en définitive : 



Si {$ 1 est une suite bornée de fonctions continues sur B , les inégalités k 

(4.10) et (4.1 1 ) montrent que la suite {KY a } est uniformément bornge 

et également continue sur B . 
On a des inégalités analogue? évidentes pour {K:~ et i ~ ; ~  akJ 

a les mêmes proprietés et le théorème dlArzela entraîne bien la complète conti- 

nuité de KI, . 

A des modifications de détail prêç, la même démonstration est valable 

pour les autres Kij 

Le lemmelr.8permet d'utiliser l'alternative de Fredholm valable pour les 

opérat eurç linéaires complètement continus dans les espaces de Banac h 

Pour l'équation homogène correspondante, on a le 

Lenaîle 4.9: p o u  ;taut k + O t& que Im k 2 O , R1&qum2un homogène : 

(4.12) <$,$) + K($,$) = O 
-+ -f -f 

n'a  qwe la doRLLtion ;$ = O , $ = O . 

+- 3 
Etant donné une solution de (4.12) la solution du ppobleme 

initial qui lui correspond par (4.1) vérifie 

sur B ., 
- 3  2 3  -f 

A u + k u = O dans Be et les conqitions C.R.5 
3 -f 

ce qui entrafne u O dans Be d'après les thé~rèmes d'unicit6 donc 

-f 3 j. 3 3 -b 
Ne(u,n) = U sur B ce qui entraîne ~ ~ ( u , n )  = O sur B ev vertu 

du lemme 6 et d'w résultat utilisé dans la 2ème d6monstration. 



l On a, dans ces conditions : 

.C .- 3 2 si l'on convient que, dans A u + (k + icg) ; = O 

On en déduit que 

2 
0 = 111 (-2 i Im k - Bieg) 1Z12 dv 

Bi 
+ 3 

d'où u s O Bi puisque Im k 2 + E g f O (en effet pour 

TI 
O 6 Ar~rg ,< 5 , 1mk2>0 et E 5 1 9 ~ 6 A r g k s  TI et I m k  2 < O  

e t c = - 1  et g > o  

3 3 3 
dans Bi) donc. u. = - 2 ) r O 3 

1 
2 3 

S m  B et ) = A': : + k u E 8 dane BI . 
I 

Il en résulte que seule la première partie de l'alternative de 

Fredholm s'applique au système intégral et on obtient ainsi l'existence de la 

solution du problème initial. 

On a w en fait que l'alternative de Fredholm s'appliquait sous sa 

forme la plus simple, pour k complexe de partie imaginaire positive, 

(et même pour k = O comme on pourrait facilement s'en assurer). 

Le théorème d'existence serait, encore valable pour ces valeurs de k , 

Lee conditions C.R.5 étant remplacer par 

quand r 3 . 



2. PROBLEMES PLANS VANS LE CAS V'UN MILIEU ANISOTROPE 

On considère le système 

Sop déterminant caractéristique 

ne possède que des racines complexes ( 2  à 2 conjuguées) al,a2(ul # a2) ~ 

La matrice solution élémentaire du système ( 5 .1  ) est telle que I 

(4.3) 
2 1 Aij Di Dj E(PQ) + k 1 E(P,Q) = 6 (P) X 

où 6(~) est la mesure de Dirac sur R~ , les éléments e de E sont donc i j 
des distributions sur R~ . 

On construit E au moyen de la transformation de Fourier I 



où p.x = p l  Xl + p2 x2 . 
On ob t ien t  

d'où l a  solut ion formelle 

2 
ix .p  ~ o f ( 1  Ai. pi p .  + k 1 

2 2 IT Det (1 A . .  pi p .  + k 1) 
~2 1 J  J 

avec 

qui e s t  homogène da degré 2  en p l ,  p2 e t  

qui  e s t  homogène de degré 4  en P l ,  P2 ~ ( p , k )  l ' é t a n t  en K, Pl,F2 

Les condit ions (5 .2)  assurent  que P ~ ( P )  ne s 'annule p ~ q r  ailçun 

p 6 R 2  , p f  O .  

~ ( p , k )  gdmet donc l ' une  des deux f ac to r i s a t i ons  suivantes en palynômes 

u n i t a i r e s  i r r éduc t i b l e s  sur  R ( e t  homogènes en P e t  Zr ) :  

4 
(k2 f ~ ( p )  ) ( k 2  + B ( P )  ) où k  + k2 p2(p)  + pq (p )  

2 une forme p a r t i c u l i è r e  (contenant l e  cas i so t rope)  é t a n t  (k2 + p2(p) ) s i  
2 

p2(p) - 4 p4(p)  5 O , l a  première r é su l t an t  d'une i d e n t i t é  de l a  forme 



où ~ ( p )  est un polynôme homogsne de degré 2 . 
On supposera dans la suite que ~(p,k) est irréductible sur R 

et (ce qui est en général le cas d'après DUFF [ 1 ] que : 

2 - la courbe réelle Sk = { p E R : ~(p,k) = 01 est bornée 

a - réel E Sk Pl aPI 

On peut remarquer que Sk traduit l'anisotropie du milieu; en effet 

I si l'on cherche des solutions ondes planes de la forme : 
+ + 
u =  f ( s t - p x ) c  03 f est une fonction d'une variable résl$e 6 valeurs 

réelles et si T ' ( T )  f O , on aura des solutions de cetSe f~rrne s i  et .. ..+ += + 
seulement si A u - utt = O 

soit (A.. pi p - s2 I) C = 6 
J-J j 

2 Si C + 8 , ceci impiique de% ( pi pj - s 11 = O 

On déduit des hypothèses faites sur Sk et sur Ph (p) 

P(P,~) = O  n'admetaucwzetradne Wc- (en K p a w  P + O  donn& 

Tou;tu l e6  tracina de P(~,K) = O ho& deam bAmp4eb eA non W u .  

Pémo ~~o n 

soit p tel que [pl = 1 . D'après la formule d'Euler 
2 - a P(P,~) + k a ~(p,k) = 4 ~(p,h) = O 1 Pi spi i= 1 

où K = K (p) donc p E Sk 



a Pi a ~ ( p , k )  # O donc k ( p )  es t  siniple. On en déduit - p(p;k) = - 1 -- ak k spi 

Lemme 5 . 2  

Leil  4 nadne i l  d e  P ( P , ~ )  = O , k i ( ~ ) ,  i = 1 , 2 , 3 , h  (deux deux 

o p p o a é a )  hont  d a  d o n d o n 6  aratgx%yueil d e  F 4éee.t P a  

s o i t  po f i xé  un i t a i r e .  Les racines  hi(po) sont def in ies  au 

voisinage de p où e l l e s  prennent l e s  valeurs de ki(po) . 
O 

Comme 

l 'équat ion ~ ( p , k )  = O a une e t  une seule so lu t ion  analytique ki (P) 

déf in ie  dans un voisinage de p y prenant l a  valeur ki(Po) . On l e s  
O 

prolonge ensui te  analytiquement hors de ce voisinage sauf s i  l ' o p  renaontre 

une s i ngu l a r i t é  algébrique ce  qui  ne peut s e  produire d 'apras l e  lemme 1 .  

1 )  Chuquenac ine  ki(p)  e i l t  d e b i g n e  con6.tant. 

Sinon on au ra i t  ki( rio) pour un rio un i t a i r e .  

O r  s i  p = l p l  ri 

1 = I P I .  lki(ri) = 1 en ver tu  de l1homog@n6it6 de P ( I J , ~ )  

On a u r a i t  a l o r s  I p /  -t 03 quand ri -t rio ce  qui  con t r ed i r a i t  l a  fait que 

Çk e s t  bornge. 

k1 (po)>  kg(po) > O > k ( p  = - k2(-po) > k4(po) - kl(-po) 3 O 

ceci e W n e  c m e  inégaeA;eé p o m  .ta& P /ré& f. 0 

Sinon il e x i s t e r a i t  une racine  double pour un P déterming. 



Les équations 

ki(p) = 1 i = 1,2,3,4 

définissent donc deux courbes algébriques bornées ( qui sont en fait an&lytiqI+?s ) , 
entourant l'origine et n'ayant aucun point commua. 

Comme p4(p) # O pour P réel f O , l'opérateur différentiel 

4 2 
(5.11) P(D,~) = k + k P2 (D) + P4(D) est elliptique d'ordre 4 (D = (D,,D~) ) ,  

5 . 2 - R W o n e n t i r e l e s o p W e m  L = ~ A ~ ~   di^ e t  P(D,P.)  
j 

Si l'on pose h = -k2 , P(P,K) apparaît corne le polyname caractéristique 

de la matrice 

Le théorème de Cayley - Hmilton assure donc que 

v p m 2  

C'est un polynôme en pl , p2 dont les coefficient$ sont des matrices caryées 

d'ordre 2, ses coefficients sont donc nuls et si l'on remp;lace p par D, 

1 ' opdrat eur différentiel qui en résulte s ' annule ident iquement , 
Autrement dit, on a 

Lemme 5 . 3  

d'où 
4 2 P(D,L(D) = ( L  + k2 I)(L - k2 I - I P~(D)) + k x + k P~(D) + P ~ ( D )  I 



l : c e t t e  i d e n t i t é  e s t  auss i  vé r i f i é e  pour k = O 

5 . 3  -So.l2.&bn U é m e W e  

Comme L ~ ( x )  = - kC ~ ( x )  + ô ( x )  I 

2 4 2 
L E ( X )  = k E ( X )  - k ( x )  1 + L 6 (x )  1 

il en r é s u l t e  que 

(5.15) P ( D , ~ )  ~ ( x )  + A (D,k)6 ( x )  1 = O 

d'où l ' on  déduit : 

A i  E ~ ( x )  e6.t une ~ o e i t i o n  UémentaUre de P ( D , ~ )  t eMe que 

( %  16) P ( D , ~ )  E ~ ( x )  = - 6 ( x )  1 

(5.17) 
2 E ' ( x )  = A ( ~ , k )  Eo(x) en ut une poun L + k 1 . 

O r  P ( D , ~ )  e s t  un opérateur d i f f é r e n t i e l  s c a l a i r e  autrement B i t  Eo(x) = K ( X ) T  

où ~ ( x )  e s t  une solut ion élémentaire non mqt r ic ie l l e .  

j.l-Dé+tmnui.ation de E ~ ( X )  

Plus exactement s i  ~ ( x )  e s t  une solut ion élémentaire pour 

2 L + k 1 , ~ ( x )  = E ( X )  - E ' ( x )  v é r i f i e  P ( D , ~ )  F = 0 , Comme P ( D , ~ )  est  

un opérateur e l l i p t i q u e  il r é s u l t e  d'un théorème de L. SCHWARTZ ( C 1 1 B. 136 ) 

que ~ ( x )  e s t  équivalente à une fonction analytique. 

Pour déterminer Eo(x) on u t i l i s e  l a  construction de F. JOHN 

( 1 . chapi t re  III ) qui peut ê t r e  résunée a i n s i  : 

s o i t  v (  x, < ,p) 1 'unique solut ion du problème suivant 

D a n s  ces condit ions on a 

4 
(5.19) v(x,6 ,p) = (x.6-p) w(x,f ,P 

où w(x,6,p) e s t  analytique en x,f ,p r é e l s  ( e t  même fonction, en t iè re  de ces 



var iab les ) .  On en déduit s i . l l o n  pose x.6 = p 

(5.20) 4 ! ~ ~ ( 6 )  ~ ( x ~ 5 , x . S )  = 1 

(on peut noter que w(x,S,x. ne dépend que de p4(D) non de P(D,~) ) 

Dans ces conditions, une solut ion fondamentale de P(  ~ , k )  c ' est-%-dire 

K(x,y) t e l l e  que 

P ( D , ~ )  K ( X , Y )  =-&(x-Y) 

e s t  donnée, d 'après F. JOHN ( 1 p. 62 ) par : 

1'" l (x-y)*  2 
(5.21) 

t Log % dt 
~ ( x , y )  = - v (x ,  , t+y. ) .  

Y P 
O 

8w2 

où 8 e s t  l a  coordonnée de 6 = (cos 8, s i n  8 )  ce qui donne : J O H N  ( [  13 , p,6S-63) 

11 11 où s i gn i f i e  "plus un terme r égu l i e r  pour x = y " . 
Comme v (x,S,y.S) e s t  une fonction analytique de x pow x = y , 

P 

s i  on l a  développe suivant l e s  puissances de x-y pour y f i xé  en posant 
-+ 

r = lx - y1 e t  er = on ob t ien t  : r 

Subst i tuant  dans ( 5.22 ) on ob t ien t  

3 
où l e s  coef f ic ien t s  bm ' Cm 

sont (pour y f i x é )  analytiques pour er w i t a i r e .  

-+ 
Ces s ê r i e s  convergent pour t ou t  e e t  r > , O  uniformément sur  tou t  compsct r 

e t  peuvent'être indéfiniment dérivées terme à terme. 

De façon plus  précise ,  on a 



dont le terme en 3/2 est régulier analytique en x = y (wême en x et y) : 

c'est en fait une solution de P(D,K) =O. 

La seconde partie s1 écrit KI (x,y) + K2(x,y) 

K2(x,y) est analytique régulière en x,y même pour x = y ; autremept ait 

Kl(x,y) contient la partie singulière de K . 
2 4 

Mais comme P(D,K) = P4(D) + K P2(~) + K est à coefficients constants, 

la fonction V(X,S ,P) définie par (5.18) est donnée par 

où M est indépendant de 5 et supérieur aux modules des racines du dgnomina- 

teur A P( A< ,k) . 
Alors, on a 

2" 
1 

K,(x,Y)= ) v(~)(x,<,Y.~) k g  1 (x-Y)-~ld0 

d'où 

dont la partie singulière peut s'écrire, après quelques transformations 





déduite de ~ O ( x , y )  en multipliant chaque vecteur colonne de 

[a: ::) Log a j  par une constante e s t  encore une solution Qï6mentaire 

( s ingular i té  en Log r identique à c e l l e  de E(x,y) car  AI+A2 = A; + A; a t c  ..,) I 

Selon que l ' on  é c r i t  ( 5.1 ) sous l a  forme (5.1  ) O? 

3 3 
on obt ient  deux opérateurs de Neumann associés notés respectivement T( . ,n)  

e t  $(. ,n) 
On peut v é r i f i e r  q u ' i l  ex is te  un choix de , Y ,  6 ,  n1 t e l  que I 



On a donc 

3 3 

(5.30) de , J(er) = Log Ier.51d0 
O O 

Il résulte de cette dernière expression que la partie singuli$re de ~ 
E(x,y) ne dépend pas de k en particulier : 

E(x,y) et EO(x,y) ont même partie singulière (ce qui doit provenir 

d'un théorème sur l'analyticité de la solution élémentaire d'un système 

elliptique dont les coefficients dépendent analytiquement d'w paramètre 

(cf. TREVES [Il p. 197-196 et Th. 7 - 8 p. 443). 

Or, EO(x) se détermine à partir d'une solution élémentaire 

KO(x,y) de P~(D) par la méthode que E. LEVI utilisa dès 1907 dans son 

article sur les équations totalement elliptiques [ I l  . A partir des expressions 

genérales données dans son mémoire, on trouve 

où o = (xl-yl) + u (x y ) , k  = 1,2 ; al , a2 racines de partie imaginaire k k 2 2  1 



172 

de ~ ~ ( u , l )  = O  , a l  L a 2  ; % cofacteur de ab dans D (d iv i s6  par 

Comme Log a = Log r + Log (cos 4 + a s i n  9 ) , l a  p a r t i e  s ingu l iè re  de 
j j 

est ( A l  + A2 
Bl  + 

~ O ( x , y )  B~ + B~ , c l  + c ~ o g  r . 
2 

Chaque vecteur colonne de ~ ( x , y )  ( resp .  EO(x,y) ) v é r i f i e  l ' é q u @ t i ~ n  

S i  l ' o n  mul t ip l i e  chacun de ces vecteurs colonnes par une constante  I 
on ob t i en t  encore une matrice élémentaire, p lus  généralement d'après KUPWZE I 



3 3 3  3 3 

(5.36) N(x;y,ny) = 1  IN(^^ ,n)  .x. 1 1 admet une s ingula r i t é  in tégrable  
J 

(s i  x,y appartiennent à une courbe de Liapounoff dont l a  déf in i t ion  e s t  analogue 

à c e l l e  d'une surface de ce type) .  

En ou t re  

3 3 3 3 3 

(5.37) ~ ( y ; x , n ~ )  = 1 I T ~  (rni(x,y) ,nx) .x. J 1 1 admet une s ingu la r i t é  

3 
de même nature. (mi vecteur colonne de M) . 

En posant 

on peut résoudre l e  problème de Dir ichle t  r e l a t i f  à Be , (B e s t  une courbe 

de Liapounoff; Bi e s t  borné de f ron t i è r e  B) .  

En posant 

J. 
on peut résoudre l e  problème extér ieur  suivant 

3 3  2 3  
A u + k  u = 0  dans Be 

3 3 3  3 
~ ( u , n )  = y sur  B 

-+ 
 ans (5.38)et  (5.39) , 3 continue sur  B , 1 continue dans B~ u B . 

Il r é s u l t e  de l ' é t ude  f a i t e  par WILCOX ( [ b l  p. 240 co ro l l a i r e  5.4) 

que l e s  conditions de rad ia t ion  appropriées sont : 

3 3 + 
u = u, + u2 

+ 
où l ' o n  a supposé pue l e s  courbes ( SC)  d'équations K ( e  1 ont une 

J 
3 3 4 

courbure pos i t ive  e t  Kj ( e r )  e s t  l e  vecteur OSj , Sj  é t a n t  l e  point de 8 
-+ 

où l a  normale e s t  pa ra l l è l e  à er . 



C ( R )  sera un cercle de centre arbitrairement fixé. 

En outre, et toujours en vertu des résultats citGs,(g,38)et 

(5.39bérifient les conditions ( 5.40). 

Malheureusement, on n'a pas encore établi de théorèmes d'unicitê et 

de comportement asymptotique dont la preuve est fondamentale pour la méthode 

que l'on a en vue. 

Aussi se limitera-t-on à l'étude du cas statique. 

5.7- €na ncé du pka blème 
3 

Trouver u(x) vérifiant : 

dans B e 

si j $(y) d~ = 6 = 11 J (y) dsy 
Y 

i3 -t Bi 
On recherche u sous la forme (5.39) (03 M = MO , E = EO ) et 

l'on exprime 

(il 
-t -h -t 

Te(u,n) = Y 
9. 

,Fur 
-t 3 

(ii) A u + i g u = O dans Be , g > O dans Bi , nulle sur  B 

ceci équivaut au système intégral 

1 3 (x0) +; 1 T(Y;X~,%) $(y) dSy - & ]/l -f 3 - t  + +  3 

Tx O (ei;no).xjlldJ(y)~ Y = y 
B 

+ i 
i (XI i (XI 

(5 .42)  
dJ (XI+ IT 1 M'(x,Y) 3 (Y) Y /I?X(ei,G) .;JP (y) dSy = O 

B 1 ;6 (Y) dSy = O = ]$ (y) S Y  . Bi 

B BZ 

+ 
Compte tenu des singularités de ~ ( y ; x ~ , n ~ )  et ~'(x,y) on voit que la théorie 

des opgrateurs complètement continus dans les espaces de Banach slappLiqiie de 

la même manière que précédemment, le seul résultat à établir étant, en d6finitive, 



Lemme - 
Le système homogène ( 5.42 ) n ' admet que la solution nulle. 

* T b +  * 
Compte tenu des conditions à l'infini, le fait d'imposer Te\u,n) = O 

sur B entraîne, en vertu de 

3 3 
ce qui entraîne u = c 

3 3 -f 

et c = 6 car U +  O quand r + m  . 
Alors, on a 

3 3 
d'où u E O dans Bi et par conséquent ;b et $ E 8 . 
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CHAPITRE I V  

THEOREVES D'EXISTENCE ET 'INTEGRALES SINGULIERES 

I - PRUBLEME DE LA DlFFRACTlUN PAR UN OBSTACLE BORNE, DE BURD LIBRE 

(en dimension 3) 

1.1-Enoncé du p~oblème 
3 1 

Trouver w de classe c2 dans Be , C dans Be V B tel que ; 

., 
-3 2 3  

A w + k  w = 0  dans Be 

et telle que 

3 3 3 3 
a) w = uo + u où uo solution donnée de l'équation i>récédente et 

3 3 3 
u = u1 + .u2 vérifie C.R.5 

3 
333 3 3 3 -3 

b) ~(w,n) = 2p $ + h n div w + p n A rot w r O suri B . 

(B) est une surface de Liapounov d'indice O < 6 s 1 . I 
-+ 

On cherche u sour la forme 1 
= 2 11 E(PQ) a (QI as, 

B 
et l'on pose I 

\ 

les conditions aux limites se traduisent par (cf. KUPRADZE [31 p ,  

3 -+ 
(1.3) $ - (1 g(Qo;Q,<) 3 (QI dSQ = ~ ( 9 ~ )  

qui est un système d'équations intégrales singulières. 

En effet, on peut écrire I 

(k) 
où = (tij ) sont telles que : 



(1) = ~i a 1 a 1 ( 1 )  
(1.4) tij (n - - -  oj axi r noi aX F ) = - t.. 

21-i ( A+2~i j J 1 

9 (cf. chapitre II), autrement dit $ a une singularité faible ainsi que 

représente la partie singulière de l'équation intégrale ( 1.3) . Elle s16crit 

l -+ -+ 3 3 3 
Si l'on &rit = $1 tl + q2 t2 + 5 no OÙ t, , t2 sont les vectevq 

unitaires de deux axes issus de Qo , situés dans le plan tangent en Q à B 
O 

et tels que Qo t~ t2 no soit direct, on a 

-* -+ -+ ar -t e = cos 8 tl + sin 8 t2 + -  r n 
O 

Dans ce système d'axes, ( 1.3) s 'écrit 

Fi + ( 1.718 (g) + = Y  ($1 
cos 0 sin 8 O 

où il est un opérateur intégral à singularité faible (c 'est-&-dira sommsble) . 
Or, à un opérateur singulier tel que ( 1.6) , MTKHLIN ( [ 13 p. 71-72 ) 

associe la matrice symbolique 

O -i cos 8 
m(Q0;e) = I + l- A+2p O 

i cos 8, i sin 8, O 

(d'où det @ (Q0,8) = 1 - liC - - (A+~i)(h+3u) , O 
( h+2Fi (~+2Fi)~ 

= 1 +L Y ( 0 )  A+2v (et det m ( ~ ~ , e >  < 1) 



Par ailleurs, il établit [ 1, p. 104-1091 que si, dans un op6rateur 

intégral singulier on effectue une transformation orthogonale sur les coordonnées, 

les variables du symbole subissent la même transformation et surtout, l'ensemble 

des valeurs prises par le symbole est invariant dans cette transformation. 

Il en résulte donc 

(i 1 que A = Det @ (Q,,@) est tel que O < A < 1 

(ii) que @ (Qo,8) est antisymétrique 

d'où il déduit [ 1, p. 16;-187 1 que le système est d'indice nul et, partant, 
qu' il est équivalent à opérateur intégral complètement continu (pour 1 ' 6quat ion 

: . 3  ) .  

On obtient en le composant avec l'opérateur intégral singulier ds symbole 

2 O O 

Q-'(Q,~) = O O O 

cos 0 , - sin 8 , O 1 
dont la partie singulière s'écrit ( à  un coefficient multiplicatif près : 

OU encore 

(les opérateurs ajoutés ayant un indice nul). 
., 

P a n  cornéquent t eb  Xhéohèmes de Fhedho5n A 'appfiquent a ( 1 .3 ) et ( 1 3 10 

(car C' (~$8) est un multiple de t@(~,O) matrice symbolique de l'opérateur 



(i) Si l'on avait écrit (1.3) en introduisant un parasietre x devant 

l'intégrale, on aurait obtenu des résultats analogues avec : 

2 ri 
2 

det Q (Q0,û) = 1 - y, 
2 

ce qui montre qu'il est > O pour 
( X+2ri 1 

X+2p 1 y, 1 < - ce qui donne un résultat de DUPRADZE [3, p .  98 1 ( cf. augsi 
ri 

MIKHLIN [1j,p.221-224). 

(ii) Si l'on pose 

.. Y .. 
Le système (1.3)0 signifie que 

., 2 -  -+ A" $ + k v = O  dans (Bi) (et B ~ )  
+ -f 

vi(&) a O sur B 

Si $(P) O C? dans Bi , il est de classe cle6 pour un 6 , 
O 6 6 dans Bi u B (MIRANDA 1 Chapit . II ,Th. 15 VI ) 

-+ 
L'expression ~(v,n) a donc un sens sur B 03 elle est continue au 

sens de Helder. 

(iii) (1.3)0 et ( 1.3 ::) ont le même nombre (fini) de soluOi~ns ~in6sire- 
O 

ment indépendantes (sur C) et une c .n.s. d'existence de solutions pour (1.3 ) 

est 

( 1 09 1 3 3: 
O = ;(QI. dSQ pour toute solution do (1.3 

B 

( B domaine borné de frontière régulisre aB et de normale extgriewe ) l 
ainsi que le théorème généralisé de Liapounov-Tauber (cf. KUPRADZE 3 p .  132 -133 

pour une Slégante démonstration) : 



€&nt donné 

- 

3 3 3  3 + 3  

L'eristence de L'une des M e s  : Te(v,n) ou Ti(v,n) coatiure au ben4 

deH6lden 4uh B en;thçûneL1exib;tence deL'auRhe et 

la remarque (ii) ce théorème est valable pour 11.8 3 . 
Ceci dit, on va procéder comme dans la 2ème preuve du th6orGme de 

Dirichlet (chapitre II) en étudiant les relations existant entre ( @ )  et ( Y )  
. , .. 

espaces vectoriels sur C des solutions de (1 3 et (1.3 . 
3 3 

Si $ E Y , on a, d'après (1.8 ) , vi(Q) = O sur B donc 

3 

Y,(&) = - 2 3 . 
3 

Par ailleurs si on applique (1 .1 O ) avec B E B. , v et g .  (PQ) 
1 4 

3 3 
vecteur colonne de E(PQ) on obtient, compte tenu de v. = O sw B et si 

1 

P E B  
e 

soit 

3 
Si l'on dgsigne par W(P) cette dernière intégrale, on a donc 

-+ W'(P) 5 O dans Be 

donc 
3 -+ -f 3 
T(W (P) ,no ) i 0 dans Be 

-f -f -h 
ce qui équivaut, en vertu des théorèmes d1unicit8, 3 3 (w,%) = O sur B . e I 
Compte tenu de la forme de $(P) ceci implique I 

3 3 3 
-+ 3 3  3 + +  T(v(Q) ,n ) d @ (valeur commune de Te(v,n) et ~ ~ ( v , n )  ). Q 1 

- + - + - +  3 
si l'on pose T(v,nQ) = M +(Q) on définit ainsi une application linéaire M Ce 

dans (a . 



Lemme 7 . 7  

L'appficaCion M ut b i j e d v e .  

m et Y &nt de même donerision ainie,  *e suddCt dlé.tab& que M 
-+ e s t  i n j e d v e  à savoM que MC = o' entiraine = O. 

-+ -+ 
En effet, MG = 8 entraîne v(~) = O dans Be en vertu du th6or&ne 

d'unicité pour le problème 

I -+ -+ -+ -f 

T(v,n) = O sur B 
j. 

v vérifie !.es conditions de radiation C.H.5 . 
-+ -f -+ -+ Or, ;(P) i 8 dans Be entraîne ve(8) = O sur B donc + (Q) = 0 . 

-+ On appe*que t1ide&é ( 1.10) à V(P) = (P;Q,~) $ as 
-+ 

(où; e n . t . t e ~ e q u e  M + = $  1 e t a u x v e c t e m  6.<p,) 
J 

complexes conjugués des vecteurs colonnes de la matrice élémentaire E(PQ) 

en prenant Bi pour domaine et P E Be . 
-+ - * - - +  . . 2 - +  -+ 

Pour k réel, ~.(PQ) vérifie A u + k u = O 
J 

et comme pour la 

définition de M , on voit que 

-+ + -+ -> 
( P )  = II Ë(PQ).T(v,~) dS = O dans Be 

B 
ceci entraîne 

-+ j. j. -+ 
- 

-+ -++  + T~(w,~) = O sur B soit T~(W,~) = O c'est-à-dire M$ = 9 6 @ . 

Lemme 1 . 3  



+ 
Etant  donné + E Y , s i  l ' o n  applique 

+ + - 
à D R v e t v ,  

on ob t ien t  1 

dont l e  premier membre n ' e s t  au t r e  que 1 

.. 
-+ " +  2 - t  

Comme v ( ~ )  v é r i f i e  A v + k v = O dans (Be)  e t  c . R . ~  on peut u t i l i s e r  

l e  théorème de développement ( c f .  2e démonstration du chap i t re  II)  pour montrer 

que l e  second membre admet, quand R -t , une l i m i t e  non négative,  c e l l e - c i  

+ + 
n 'é tan t  nu l l e  que s i  V ( P )  i O dans (Be ) ce qui  ent ra îne  b ien  $ = O . I 

-+ 
So i t  a l o r s  iGi} unebase  ( Y )  , { S i = M $ . }  l a b a s e c o r r e s p o n d a n t e  

1 

de (O) . 
-+ + 

La matrice d'éléments : cij  = ( $ J ~ ,  M Q j )  e s t  d i t e  encore matrice de 

capaci té .  Une démonstration analogue à c e l l e  du chap i t re  II permet de v o i r  que 

Lemme 1.4 

La m W c e  de capadté ut a yméltnique 

e t  que 

Lemme 1.5 

La &ce de capadté non ainguRike. I 

., 
En e f f e t  s o i t  r' l 'unique so lu t ion  de ( O )  t e l l e  que 

.. + .. -f 
L'équation (1.3) de second membre y - Sf admet des solut ions  u ( Q ) .  S o i t  

+:: 
a l o r s  + uniquement dé f i n i e  par l 



Dans ces conditions 

représente l a  solut ion cherchée du problème. 

On a a i n s i  é t a b l i  l e  

Théot~èr/ie a! ' cxh,te!~ce. 

IL exinXe une ct une heuXe b o l d o n  de 
: :  +- 2 -+ 
A u + B u = O d a ~ b  B~ qui vetcidie Les concüLion6 de nadiation 

c.R.~ ct XeCIRe que hm ( B )  

+- + -+ -  -+ +- 
T (u ,n)  = y où y con;tinue h z l d d e n n e  hm B UZ donnée. 

Remmque 

L a  même démonstration e s t  valable  pour l a  condition 

+- +- +- +- +- 
T(u,n) + C ( S )  u = y sur  ( B )  . 

i .4 - Rda.tion e&e Le champ did@.acité eX Le pahamè;ttLe k . 
On rappel le  que, 3 é tan t  solut ion de(1.3)  , l e  champ é las t ique  

d i f f r a c t é  

où 

s ' é c r i t  

2 2 i a r  a2  i o r  
e 

E =I leje]  1 ;Ln k ejL (PQ) = a y + 
e 

(- axi a~ j r 



ce qui  donne bien 

S i  l ' o n  é c r i t  

on v o i t  donc que c e t t e  d i f f é rence  depend analytiquement de k e t  q u ' e l l e  I 
e s t  n u l l e  pour k = O . I 

Il  en r é s u l t e  que I 

B 
e s t  a u s s i  fonct ion  analy t ique  de k , l e s  s é r i e s  in tervenant  dans E(PQ) 6 tan t  

uniformément convergentes e t  in t ég rab les  terme à terme ( v  P,V Q G B )  . l 
Par a i l l e u r s ,  s i  l ' o n  considère 

A l 



En e f f e t  
de X a , i r r  a e  i u r  i or 

2n t ( P ; Q , ~ ~ )  = 2 ~  + - n -- a e 
j 1 d n ~  X + ~ I J  o j  ax, r +ndK - -  i" 6 j r  - r 

J 

(n )  3 3 
où l e s  Bj, (er,no) sont bornés. 

D'où l ' o n  déduit comme précédemment que ' t - t0 
j e  j l  

tend vers zéro 

avec k  , pour P f i xé s  dans Be e t  Q a r b i t r a i r e  sur  B . 
Ayant é c r i t  I 

3 3 
on v o i t  que T ( u ( P , ~ )  ,no) déf in i  par  s  ' é c r i t  

3 3 3 3 + 3 3 3 

~ ( u  (P.k),no) = T ( U  ( P , o ) , ~ ~ )  + L ( u ( P , ~ ) , ;  O ) 

(n  1 II B ( ~ r , ~ o ) $  dS e s t u n o p é r a t e u r l i n é e i r e c o m p l & t e m e n t c o n t i n u d e  

B 
( B )  dans lui-même e t  qui ,  en outre ,  tend vers zéro quand k  tend v e r s  zéro 

(cec i  pour l a  norme des opérateurs l i n é a i r e s  continus) c ec i  pour tou t  

On pour ra i t  donc d i r e  que, lorsque k -+ O 

3 
Ceci ne s i g n i f i e  pas que u ( ~ , k )  tend vers une so lu t ion  de ., 

A*' : = b dans Be 

3 3 3  3 3  -h 3 

~ ( v , n )  = -. T(vo,n) où v  O so lu t ion  donnée 



ca r  on a 
+- +- +- +- +- +- +- +- 
T ( U  ( Q ~ , o ) , ~ ~ )  = Y avec Y (Q,) = - T ( g i ~ ~ ,  ,no) où 

.. 
+- - + -  2 - t  
u solut ion donnée de A u + k u = O 

O 

I Par contre,  s i  l ' on  considère l e s  équations (1 .3)  pour des valeurs  

l pos i t ives  de k , on peut affirmer qu 'e l l es  sont uniquement résolubles pour 

I O s k s  k où k l  e s t t e l q u e  r i  s o i t l a p l u s p e t i t e v a l e u r p r o p r e  1 
O +-:: 

pos i t i ve  du problème ( D ~ )  pour l ' opéra teur  A ( c e l a  r é su l t e  du théorsrne 
l 

d'existence e t  du f a i t  bien connu que : t ou t e  so lu t ion  de c l a s se  c2 dsns Bi , 

-f +- 
S i l ' o n é c r i t  ( 1 .3 )  s o u s l a f o r m e  ( 1 + K 0 )  q k k ' y -  K t  où K 

e s t  complètement continu e t  tend vers l ' opéra teur  nul  quand k +- + O , on vo i t  

+ -+ 
(1 + K ~ )  (3, - q0) + O quand k -+ + O donc 3 % 

1 

De l a  sect ion précédente, il r é s u l t e  que 1 
i u  r 

1 i a r  O 
e 4r(ejC(k)  - e (k  ) = - 6 .  ( - -  - j C  O ri JI r 1 

On a vu que E ( P Q ; ~ )  é t a i t ,  en t a n t  que fonction de K , analytique I 
pour k = O . S i  ko # O , e t  en remarquant que : I 

1 - 0 = k - k  , T - * =- 
O 

( k - k  ) 
ri O fi O 



i oor 00 
i o r  i o  r e - - =  0 L in (o-oo) n-l e r 
r r n= 1 n! 

s ' é c r i t  

e t ,  pour 1 k - kol < 1 ko 1 , on vo i t  que l e s  s é r i e s  dérivées pa r  rapport  à 
00 

x j  , x sont de l a  forme n-2 a n r  (k-k,)". 
1 

Par a i l l e u r s ,  ojl(k) é t an t  une s é r i e  e n t i è r e  en K , e l l e  est  déve- 

loppable en s é r i e  autour de t ou t  point  i n t é r i e u r  à son ce rc le  de convergence 

e t  l ' o n  a 
m 

ce  qui  é t a b l i t  l e  r é s u l t a t  précédent pour t o u t  
ko i n t é r i e u r  au  ce rc le  de  

convergence. 

On en déduit  
CO 

En p a r t i c u l i e r ,  au  voisinage de k = O , on a 

Dans l e  théorème d 'existence,  on a v a i t  posé : 



Les séries (l.i,6) , 1 . 7 )  convergent uniformément pour P # Q 

dans les domaines correspondants B , Bi ou Be ( P  ;f Q étant nécessaire 

1 
pour les termes en - de (1.17). r 

On peut écrire ( 1.18) sous la forme 

I 

les séries convergeant absolument et uniformément. 

Il en résulte que le système intégral qui traduisait 

+ -+ 
Ut = Y sur B 

.. .. -+ 2 
A u +  (k + i  €9) Z = 6  dans B~ 

et que l'on avait écrit 

(k) 
avec K(~) = I I K ~ ~  1 1  est tel que, par exemple 

m 

( 1.20) K(~) $(QI = I: kn c:' B (QI Q E  B 
1 1  n=O 

1 1  
où Co = K;>~ , CA1 désignent des opérateurs intégraux à noyaux sommables 

(n = O , n = 1) et continus (n > 1) appliquant BI dans lui-même. 

(1.20) ayant lieu uniformément sur B , on a donc ~ 
m KI:' t = 1 kn c;, 3 dans B~ 
n=O 

Pour des raisons identiques l 

Il en résulte que, pour tout E > O , il existe N(E) tel que n > m 7 N(E) 

entraîne 



c'est-à-dire 

autrement dit, la série(l.20)converge au sens de la norme 

Il en est de même (en remplaçant éventuellement B1 par Bp ) des séries 

relatives aux autres opérateurs "ij et par conséquent pour K 

(dans B = B~ x B2 ) . 
Il faut remarquer que (1.21) ne provient pas immédiatement de la 

convergence uniforme de (1.15) ; elle en est conséquence pour l'ensemble des 

PY& B tels que r = PQ 3 6 ( P fixé), d'où (1.21; en I 

intégrant terme à terme sur cette partie de (B) puis en faisant tendre 6 vers ~ 
zéro. I 

On peut ensuite voir que 

I + K  (k) 

existe (ceci résulte de la première alternative de Fredholm démontrée lors de 

la 3ème démonstration du chapitre précédent) et il est continu puisque K  (k) est 

complètement continu. 

Comme on peut écrire localement 1 

qui converge uniformément pour / k - ko ( s p (ko) et que chacun des termes I 
de cette série dépend analytiquement de k , on voit qu'il en est de même 
1 + K k  et par conséquent de 

d'où il résulte que 



I dans un voisinage de k  = O . 

I En pa r t i cu l i e r  pour k  = O , l e  système in t ég ra l  s i g n i f i e  que 

-+ 
U ( P , O )  v é r i f i e  

+:: -+ -+ 
A u = O  dans B e  

I. ,. -+ + (a + i g )  u  = O dans B~ 

3 
u le  = i sur  B 

1 
3 

+  au - 2 
e t  l a  représenta t ion in tégra le  entra îne  u  = O (T ) e t  - = O ( R  ) quand 

R ar 
R -t m , (ce qui  e s t  dans l e  cas s t a t i que  l 'équivalent  des conditions de 

rad ia t ion  ) . 
-+ -+ 3 -+ 

S i  y = O , l e s  conditions à l ' i n f i n i  entraînent donc u 5 0, c  ' e s t  

classique.  

-+ + +  + -+ + 3  
dn a  donc ~ ~ ( u , n )  = O = ~ ~ ( u , n )  en ve r tu  de l a  cont inui té  des dérivées 

premières de EO(PQ) $(Q) dVQ e t  du théorème général isé  de Liapounov-Tauber. 

On a donc Bi 
-+ 111 ü.F'z t v  = - (IL ig 1:12 iiv 

Bi = - , dv 

3 2 -+ -+ -+ -+ 

d'où 111 dV = O e t  u  5 O dans Bi ice qui  entra îne  Ji = O , ;b = d , 
-+ -+ cec i  entra îne  a l o r s  que , -+ quand k -r O e t  z ( ~ , k )  -+ ~ ( P , o ) .  

2 - PROBLEMES PLANS 

2.1 -SoLuZion éeémentahe 

On recherche une matrice 2 x 2 , E(P,Q) dont l e s  vecteurs colonnes 

v é r i f i e n t  



Comme, dans le cas plan 

+- 1 1 +- __f --f+ 1 1 -+ 
-5 (Q) xi = Ap ( %Log-  rad div - rot rot) (- -x.) (i= 1,2) r p 2 n  r i  

on voit comme dans le cas tridimensionnel que les vecteurs colonnes de 

sont de la forme 

+- I --f +- 
e. = grad $i + rot $i 1 

i = 1,2 

-+ 
4. , $. doivent donc vérifier 
1 1  

___f 2 1 r 2 a  - (-)+ii 1 rot rot (A+, +- c 2-t - - 1 - a 2 a  - 1 -+ 
(h+21i) grad (Ad1 + T g1 - > ax Log - z )=C 

k 1 2~ k2 ay r 

__f 2 2 1 -+ 2-t i ~ a  2 1 -+ 
I ' a ~ o g  - )+ p rot rot ( ~ s  +O $2 + 2  IO^; (h+21i) grad (A$ + r 

$2 - 2 5 2 
z)=o r 

k 

dont les solutions particulières sont 
+- 

bl (PQ) = - - 1 + - Log - 2 .rr r ' 1  

2 1 1 On en déduit, compte tenu de A G1 + r2 G1 = A G + o G2 = -6 = A (-L-) 2 p 2~r r 

+- -+ a .- +- +- agi a -+ +- 
et ei(PQ) = x ( + - G i z  ) + y (- - - (ivi.z) 1 

ay ay ax 

Remarque 

On a, au sens ordinaire 

-+ __f +- -f-3 +- 
e = - grad div ( G ~  x) + rot rot ( G ~  x) 1 

-+ _3 +- -if -+ e = - grad div ( G ~  y) + rot rot ( G ~  y) 2 

qui vérifient pour P # Q 



(par  rapport  à P e t  Q) 

2 . 2 - S i n g W é  de E(PQ) 

Compte tenu des développements en s é r i e  de G l  ( r r )  , ~ ~ ( a r )  e t  de 

d2G1 1 1 2 - d2G2 + -  1 - + o2 G2 on obt ient  + -  - + r  G 1 - O = -  
dG2 

2 r dr dr  
2  r dr  

dr  

où a e s t  une constante e t  l e s  termes de ~ ( r )  sont ~ ( ~ o g  r )  quand r + O . 

Remany ue 

E'(PQ) e s t  une solut ion élémentaire correspondant à k = O . 

z .j - ~ o ~ e n t i ~   es à E(PQ) 

a )  On suppose que ( B )  e s t  une courbe fermée, bornée de c l a s se  C ' y a  c e  qui 

entra îne  un ce r t a in  nombre de propr ié tés  ( c f ,  ~RJSHKII~LISIIVILI  1 

b )  On d é f i n i t  l e  po t en t i e l  de sympte couche 

U 

On peut é t a b l i r  



( 2 . 6 )  ifi(g> = ùe(a0) = j E(Q,Q> $(QI asQ 
B 

+- 
U é tant  continu dans Bi e t  Be s i  $ e s t  bornée e t  in tégrable  (en par t icu-  

l i e r  s i  3 e s t  continue au sens de HOLDER sur  B ) . -- -3-3 
En outre ,  comme E(PQ)  $(Q) = (-grad d lv  ( G 1  ?)+rot  r o t  ( G  i ) , l e s  

P  P 2 

dérivées é tan t  p r i ses  en P : . . 
+- +" +- 

a )  U(P)  v é r i f i e  A U + k2 3 = 6 dans Bi e t  Be 

-+ +- 3 3 - 3  

e t  l i m  j ler div  U1 - i r  U 1 I 2  dS = O = l i m  
+ 2 

A r o t  U2 + i o U2/ dS 
R* 

C ( R )  
R+-OD 

En e f f e t  

-k +- +- 
e div  U1 - i T U1 = - 
r P : f  r A P d iv  P ( G 1  q ) d ç - i  r  cl 

B 

= [r2 ; div ( G ~  3) + i r  grad d iv  ( G 1  $ ) ]  dS 
r P 

B 
aG1 1 +- = 1 Er;:, ( d i ~  (- - ~ T G ~ )  3) + i r F  eg ae  a r a ( d i v c l  3) 

B 

d'où l ' o n  déduit aisément, compte tenu du comportement asymptotique de G l  ( T R I ,  

-f +- 
l a  condit ion de radia t ion pour U1 . Une démonstration analogue vaut pour U2 . 
c )  Dans l ' é t ude  du problème de l a  d i f f r ac t i on  par  l ' ob s t ac l e  B. de bord l i b r e  

1 
3 

B , où l ' o n  cherche u  sous l a  forme (2 .5  ) on se r a  amené à évaluer 

( l ' i n d i c e  P s ign i f ian t  que l ' o n  prend l e s  dérivées en P ) .  

On peut ca lcu le r  l e s  termes tij de 

en f a i s an t  apparaî t re  l e u r  p a r t i e  s ingul ière  (pour r = O ) .  



2 

t l l  
= n1 D I G l  + n D G - -5 dS ( D ~  Dg (G2-G1) ) 2 2 2 ,  

O 

1 1 
= 2îr(h+2Fi) Log - + r O (Log r )  quand r -, O 

r 

a 1 a 
~ o g  + 2(h+li) r1 r2 a;io ~ o g  :] + r O ( ~ o g  r) 

d )  Par contre  dans l e  cas où ( B )  e s t  encas t ré  on s e r a  amené à considérer  

(2.8) ?(P) = t$(Q;p,Î&) $19) dSQ 

où l a  matrice considérée e s t  l a  transposée de $(P;&,z0) , l e s  dérivées é t a n t  

-f 
p r i s e s e n  Q , n  l a n o r m a l e e n  Q à ( B )  . 

E t  l ' on  v o i t  assez facilement que (2.8) v é r i f i e  l e  système (2 .0)  dans 

Bi e t  Be e t  l e s  condit ions de rad ia t ion .  

En e f f e t ,  s i  ( 0 . )  désignant l e s  éléments de 
1 J  

P , on a 



et ?(P) = j [c+Qcel ,;) .;) x + (+Q(;2,n) .JI ; ] dsQ 
B 

formules qui permettent les vérifications. 

e) Compte tenu de(2.7) qui donne la partie singulière de $(P;Q,~ O ) 

(et portant celle de $ (€J;P,Z~) on obtient aisément 

C 
-+ 3 +  

En outre, on peut établir que si l'une des limites Ti(v,n) ou 

-+ 3 
3 (v,n) existe et si elle est continue au sens de HOLDER sur B pour un 
e 

potentiel ?(P) donné par(2.8) , il en est de même de l'autre et ces deux 

limites sont égales. 

f) On aura aussi à étudier 

(2.10) $(PI = 11 EIPQI $(Q) dsQ 
i 

qui pour 3 continue hoiderienne dans Bi, y vérifie l'équation 

et, en outre, est de classe c"" dans tout l'espace et de classe c~~~ dans Bi . 



2.4-Théotème d 1 e x i n Z e n c e  dam Le c a  d ' u n  o b h & d e  e n c m l x é  
-+ 

On va rechercher u sous la forme 

où C" (B) 
-+ 

O < o 6 1 et + E ca ( B ~ )  et admet un prolongement 

continu à Bi (J B , 

Comme dans le problème tridimensionnel analogue on va lui imposer 

(2.13) 
-+ -+ 
ue(go) = Y (9) sur B 

: -+ -+ 
A u + (k2 + i E g(P) ) u = O dans B. 

1 

o Ù ~ = + 1  si R e k a 0  , E = -  1 si Re k < O et 

f3 
g(p) 6 C (B.) (O < B 6 1) , g(~) > O 

1 dans B. 1 et g(~) = O sur B . 

a) Réduc t ion  à un hyhtème d t é q u c l ; t i o ~  k n ; t é g t r a e a .  

Ccjmpte tenu de (2.9) et (2.11)et des de (2.10) on obtient, 

en traduisant (2.13) et (2.14) 

I 

où, dans(2.15a) la première intégrale est une valeur principale au sens de 

CAUCHY. 

Il s'ensuit, en corollaire, que 

(2.16) 
-f -+ 3 = Ue - u. 

1 
sur B 

-f " 2 -+ 
$ = ( r ' + k ) u  dans Bi 

b) EXude du  hyhtème Lntégtrae (2.15) . 
-+ -+ On va montrer que le système (2.15) a une solution et une seule ($,+) 

-+ 
pour tout y continu au sens de HOLDER sur B et pour tout k tel que 

I m k > , O .  



La méthode sera celle des opérateurs linéaires complètement continus 

dans les espaces de Banach. 

On utilisera les espaces de Banach suivants : 

(1) l'espace B: (O < a 6 1) des champs de vecteurs f (Q) continus 

au sens de Helder, de constante a , sur B muni de la norme 

+ 
(2) l'espace B2 des champs de vecteurs I) continus au sens de 

Holder dans Bi et admettant un prolongement continu +, à Bi U B muni 

de la norme 

(3) l'espace BI des champs de vecteurs ;b' continus sur B , 

pour la norme 

On peut montrer que 

+= 
KI2 : + += 2 11 E(Q~Q) $ (P) dSQ est un opérateur complètement 

continu de B2 dans BI . En effet l'hypothèse sur entraîne que le potentiel 

+ 
KI2 $ est de classe c ' ' ~  dans tout le plan ce qui entraîne pour 

1 I K ~ ~  $ 1  1 d'être borné. La complète continuité résulte de ce que, si l'on 

prend une famille bornée {$ } dans B2 , l'ensemble de leurs restrictions 

à Bi est équicontinu et uniformément borné (en vertu de leur continuité 

+= 
holdérienne dans Bi ) , on peut donc en extraire une suite {in) convergente 

+= 
dans B2 , soit f sa limite. 

Si l'on pose 



il faut montrer que 

tend vers zéro quand n -+ : ce qui revient à étudier 

18 n (Q, >-n(~o) 1 
SUP = Sm' 

IE(Q~Q)-E(Q~Q) 1 
dS Q 

(la norme d'une matrice étant définie comme la 
B. 
1 ( Q , Q ~ ) ~  

1 E(Q~Q)-E~Q~Q) 1 + I 
nn(Q) dSg 1 

somme des modules de ses termes) or, compte tenu de la singularité de E(PQ), 

Q,QoC B QIQE Q,Qo'B B. 
1 QIQE 

cette intégrale est bornée. 

Comme g(~) est continue holdérienne dans B. , nulle sur B , 
1 

on voit aisément par des raisonnements analogues que : 

a B 
est complètement continu de B1 dans B2 

+ 
et K22 : 4 + i c g(~) II E(PQ) $(Q) dÇQ de B dansB2 2 

Bi 
Il reste à étudier 

a qui est un opérateur linéaire de B: dans B1 . 
Or, si t,t désignent les affixes de Q et Qo , on a 

O 

a 1 - Log - dS = de 
an r 

KI, 3 s'écrit donc, compte tenu de 



qui est un opérateur complètement continu de B: dans lui-même 

(cf. MUSHKHELISHVILI 1 ,p. 132-133). 

Or, si l'on considère la partie principale de K l l  

qui est un opérateur intégral singulier du type de CAUCHY, son indice est 

1 
- 

det S 

d'où 
2 

Det S = Det D = 1 - 
2 > O 

( A+% 

Dans ces conditions, il résulte de l'étude de MUSHKHELISHVILI I l l  que 

A est une bijection linéaire continue de B: sur lui-même, par conséquent 
-1 
A existe et a les mêmes propriétés. 

La première équation du système (2.15) est donc équivalente à 

- 1 
or A : B: -+ B: est une bijection linéaire continue, H : B: -* B: 

est un opérateur linéaire complètement continu, K12 : B2 + B: également. 

Par conséquent, on sait que 



- 1 a 
A o H :  BI + B; e s t  complètement continu 

- 1 
AoK12 : B2 + B: e s t  complètement continu. 

En dé f in i t i ve ,  l e  système (2.1 5 )  e s t  équivalent à 

- 1 

K = e s t  un opérateur l i n é a i r e  complètement 

' +- 
continu de B: x B 2  dans lui-même (muni d e l a n o r m e  ~ ~ 9 , Q ~ ~  = ~ ~ $ ~ ~ ~ + ~ ~ ~ ~ ~ 2 .  

O r ,  on va é t a b l i r  l e  

ThéotLème . 
Le système (2.15)o(ou(2. 15 '  homogène n'admet dau B: x B2 pue lu 

~ o h u % n  n&e. 

+- 
Tout d'abord puisque u donné par  (2.12) v é r i f i e ,  en v e r t u  de ( 2 . 1 5 ' )  

+ -f 

u = O sur  B e t  l e s  condit ions de rad ia t ion ,  il e s t  identiquement nul  e 
-+ + +  -b 

dans (B,) . En p a r t i c u l i e r  ~ , ( u , n )  = O sur  ( B )  

Ensuite 

+ +--t -f + +  
O r  Ti(u,n) = Te(u,n) = 8 en ver tu  des p ropr ié tés  du po ten t ie l  de surface  

e t  du théorème de Liapounoff - Tauber il en r é su l t e  que 



Di 
d'où en prenant la partie imaginaire 

2 ( ~ m k  + ~ g )  1:i2 = O dans B~ 

Comme 1mk2+rg(p) # O  ~ P E B ~  et K telque I m k a O  

(en effet O d Arg k 6 7r/2 - 2 I m k 2 O  et E = + I  

71 - < Arg d n - 2 
2 

I m k  dO et E = - 1  et g > O d a n s B i )  

-+ + 
on en déduit que u : O dans Bi et, par conséquent : 

Ce théorème implique, en vertu de l'alternative de Fredholm pour les opérateurs 

complètement continus que (2.15)' admet une et une seule solution, pour 

-+ -+ -+ 
Y E B: , ($,IV) dans B; x B 2  

Si l'on remarque que les résultats précédents sont valables même pour 

k = O , à condition de remplacer E par EO et de modifier convenablement 

les conditions de radiation, on a établi : 

Pom ;tau;t k ;td. que Im k 5 O , lu L v L t é g h d a  (2.15) 
-+ admuXent une ct une h d e  mLua%n . En oui%, Le chcunp u q u ' d e  

dédinitpatr(2.12) u t u n e ~ o ~ n d u ~ b L è m e :  

A:: + k2 u = 0 dann B 
e 

?.5 - Théokème dlex&tence ciand Le ca6 d'un ob~.tu&e de bokd a b h e  

En fait, on va considérer la condition 

-+ + + I (u,n) + C(S) ?ie = y e sur (B) 
-+ 

et chercher u sous la forme 



B  
Les conditions 

1. 2  b"= + (k + i E g(p) ) $ = 6 dans B~ 

(on suppose, pour l'unicité Im C(S) 3 O et, en outre C(S) continue 

holdérienne sur B ) conduisent au système intégral : 

D'après ce qui a été vu E(PQ) $ (Q) dSQ est de classe CI dans 

tout le plan ce qui entraîne pour i 

+- 
K12 $ = - 2  ~~$(Qo;Q,~o) - $(QI asQ d'être continu au sens 

Ri a 
de Holder sur (B) . KI2 est doncune application linéaire de B2 dans BI . 
On vérifie aisément que : 

+- a 
IIK12 $ 1 1 ,  s C I l $ i I 2  ce qui entraîne pour K I 2  

d'être continu. 

La complète continuité s'établit alors comme pr&édemrnent. 

Par ailleurs c(Qo) E(BQ) $(QI dSQ est évidemment continu 

au sens de Holder sur B  , tenu de l'hypothèse sur c (Q) . 
C'est manifestement un op6rateur linéaire continu de B; dans lui-m0me 

dont la complète continuité s'établit connue augsravant. 
, . 

De même C(Q0) jL E(BQ) $(Q) dSQ est complètement continu de Bg 
i 

dans B; ainsi que les opérateurs apparaissant dans la seconde équation (2.17). 



Pour l a  p a r t i e  s ingu l iè re  

on v é r i f i e  sans peine qu'on peut l ' é c r i r e  : B + H 3 
où H e s t  l i n é a i r e  complètement continu de B: dans lui-même e t  B e s t  

une b i jec t ion  l i n é a i r e  continue. 
- 1 

Faisant  in te rven i r  B on vo i t  que (2.17) peut s  ' é c r i r e  

- 1  

où e s t  un opérateur l i n é a i r e  complètement continu 

de '2 dans lui-même. 

Le théorème d'existence repose a lo r s  sur  l e  

Lemme 

Le sysX2rne (2.17) n'admet, pow ; = 6 , que hde<Ltion 
+ 
u  é t an t  déf in i  par (2.16) à l ' a i d e  de ($,$) solut ion du système homogène 

il v é r i f i e  

+::+ 2 - + - +  
A u + k  u - U  dans B e  

+ -+ + 
!ï! (u,n) + C ( S )  Ge = O e  sur  B , I m  C ( S )  3 O 

e t  l e s  conditions de radia t ion.  

-f - 
Il en r é su l t e ,  en ver tu  des théorèmes d 'un ic i t é  que u  : O dans B e  

+ + -+ + 
donc u  = O sur  B ce qui entra îne  u. = O en ve r tu  de l a  con t inu i té  des e  1 

+ 
po ten t i e l s  composant u  . 

On calcule  a l o r s  : 



d'où, corne prGcédement l'on déduit 

2  
Im (k + c g )  l < l 2 = 0  dans Bi 

+ + 
ce qui entrarne u - O dans Bi pour Im k 3 O et par conséquent 

P o m  toUR: k ,  t e l  que Im k 2 O ,(2.17) admet une et une h e d e  

+ + +  + + + 
Im C ( S )  3 O , ~ ~ ( u , n )  + c ( Q )  ue = Y sur B , u v W d . i e  lu c o ~ o n n  

de tracîidian. 



CHAPITRE V 

+ + + +  
où p ,  f, g, q sont suffisamment régulières, de supports contenus dans la 

1  

< a - E , E > O et vérifient : 2 + z )  boule r = (x + y 

En outre la frontière B est contenue dans r < a - E . 
-t 

Soit aiors $ ( P )  = G l ( p )  + v ~ ( P )  

.. 
2 - t  -t 

A.' $ + K V  = p  dans Be ( 1 3 ) 

_f -t 2 + -b - 3 4 - t  2 -t - -t 
(ce qui équivaut à grad div V I  + .r V I  = p  , rot rot V2 - a V2 - p 2  

+ + -t - t+  + -t 
où p  = p l  + p 2  avec rot p l  = O , div p2  = O), 

et les conditions de radiation : 

(1 .4 )  iim II + + -t 2 * +  
ler div V1 - i r V1l dS = O = lim A rot V, + i o ?,12 

R- 
S ( R )  

R- 
s ( R )  

On se propose d'étudier la "convergence1' lorsque t + + " de la solution 

-+ + -ikt 
du premier problème U vers V  e 

+ + 
1 . 2 -  On ae m è n e  &u.t d'aboltd à z 6 et q - O  . 

+ + + -ikt 
Pour cela on pose u = U - V  e qui vérifie donc : 



On doit étudier la décroissance de $(x,t) avec t. 

-i -f -i 
7.3 - ,  On aura également à considérer w tel que wt = u . Si l'on prend : 

t 

w = 1 ;(P,T) dr - i ?(P) + $(P) 

O 
:: -+ +. -i :: +. 

tt 
+ ;+A h on a : A w - w = - ut(p,O) + ik V - g 

et,par conséquent, on aura : 

si la fonction h vérifie : 

(une telle solution existe d'après des théorèmes d'existence classiques). 

-i 
1.4'- CornpoiLtement de la boûLtion u paun r 2 c. t + a(c: = h + 2ii,c: = ii) 

1 

-i 
Comme U = O  pour r t cl t + a - €  , onadonc: 

-i -i -ikt 
u = - V e  r 2 c  t + a - €  

( 1  - 9 )  -i -i i -i -ikt 1 
w = h + -  V e  k 

Or, on a vu que pour r > a - E 



où l e s  s é r i e s  sont absolument e t  uniformément convergentes (en r ,  8,$ ) 

pour r 2 a 2 a - E . El les  sont en outre  indéfiniment d i f fé ren t iab les  terme 

à terme par rapport à r ,  8 , $ l e s  s é r i e s  obtenues convergeant toujours absolu- 

ment e t  uniformément. 

Comme i r ( r - c l t )  3 io ( r -ce t )  g 
- ik t  - e an( 0 9 9 )  

(1.11) 3 e _ - C e + - 
r n r I ( 0 , S )  

O r n=O r 

on e s t  amené à considérer des solut ions  de ( 1 . 5 )  de l a  forme 

l e s  s é r i e s  ayant l e s  mêmes propr ié tés  de d i f f é r e n t i a b i l i t é  que ci-dessus. 

3 3 2 
D'autre p a r t ,  s i  f e t  g sont de c lasse  C , on a : 

-3 3 - 3 3  
r o t  ut(P,O) = r o t  U(P ,O)  = 

d iv  Û,(P,o) d iv  Ù(P,o)  = O j 
3 - 3 3  3 

O r  R = r o t  u ( P , ~ )  e t  O = div u ( P , ~ )  v é r i f i e n t  : 

3 3 
Il en r é s u l t e  donc que fi ( P , t )  = O pour r > c t + a - E , O ( ~ , t )  = O 

2 

r >  c t + a - E .  1 
3 -f 3 - ik t  

O r ,  on a posé u = U - V e , par  conséquent : 

- 3  -3 -t 
r o t  u = - r o t  V2 e - ik t  

r > c 2 t + a - E  

-f k2 + 

r o t  r o t  u = - - - ik t  
P V2 

Pour c 2 t + a - & <  r c l t + a - &  , on peut donc é c r i r e  : 

3:: 3 2 - 3 3 3 

a u = c grad d iv  u - c2 r o t  r o t  u - 1 2 "H 



-i -i -i -;kt + -i 
d'où, s i  l ' on  pose u = v - 2 -i - ik t  V2 (d'où v = u - k V2 e tt tt 1 

.. + -i 6" : = c2 grad d iv  v - v = O 
1 tt 

Donc, pour c 2 t + a - € < r s  c t + a - E  
1 

-i -i -i -i -i -i 
e t  v v é r i f i e  : c2 grad d iv  v - v = O , d iv  u = d i v  v 1 tt 

-i 
(pour r > c  t + a - E  + - ik t  

1 on a donc v = - V1 e ) 

- L m a  65.t c d c d  p h w n n i h u  

On s e  propose d'adopter l a  méthode de C.S. MORAWETZ 11 ( c f .  aussi  BUCWAL [ 11 ) . 

de X , Y ,  z et contenant B ~ U B  à 60n i n t e h i m .  LU co~$atantea K ,  et u2 
dépendentde x , y ,  z e t t e n d e n t v m L t i n t j ~ q ~ n d L e p o i v c t  (x,y,z)  tend 

v m  u n p o i n t d e  B . 
-i + 

En outre ,  on a des i néga l i t é s  analogues pour u l  , u2 t e l l e s  que 

d -b 8% -i - -i 
2 - O , ro t  u l  = O ( A  + 2u) grad d iv  u l  - - - 

3 t 
2+ 

+ a u 
2 - +  

!J r o t  r o t  u2 + - = O 
a t 2  

-+ , div u2 = O 



D ~ m o n h ~ n  
-t -t 3 

On l'établira successivement pour ul , u2 et u . 

3 - pour ul . Soient S' C S" C 8" C S 4 sphères de centre ( x , Y , z )  

toutes situées dans (B,) . 
+ -t 

On définit : 2 m = +/p , p2 = (x-X) + + (z-Z) 2 

3 2 3 X T ~ '  3 
où J, est de classe C dans (s), J, = e w dans S" ( w vecteur unitaire 

3 3 
arbitrairement donné), J, E O dans S - Sv", et l$16 1 dans S . 

- 3 e i.rp + 2 -t 
grad div $ = rot rot (- U ) - . C  (4 

3 
dans S, si l'on fait varier 4 le long de chaque rayon dans S"' - SI' on peut 
y avoir : A $ = cSte x et 

3 3  - -t 
ul . grad div 9 - (I . grad div ul ) dv 

s - 

111 3 ---+ -3 3 
ul .rot rot $ dx dy dz 

où S = S - S (x,Y,z; ) désigne l'intérieur de S privé de la boule de centre 
E 

(x,Y,z) et derayon E: . 
3 - 3 - 3 - t  ----+ -t -t - 3 - t  - 3 - b  

Comme : ul.rot rot 4 = div (rot $ A ul) + rot ul-rOt 4 

-t 
= iim 

-t -t ' +  + + 
(u,.div $ - $ div u,-rot 4) A u,). n dS 

E+ asE 



-t -+ 
comme 4 5 O sur  aS on e s t  ramené à l ' é tude  de l ' i n t é g r a l e  étendue à l a  

f r o n t i è r e  de l a  boule de rayon E . O r ,  il r é s u l t e  du chap i t re  II. . 
que c e t t e  l i m i t e  e s t  4n z1 ( x , Y , z , ~ )  

On a donc : 
2-t 

-+ -+ 2 1 e  i r p  a u, 
w.U,(x,y,z,t) = T - -  - - ) dx dy d2 

S c 1 a t 2  

-t 2 1  e t  cec i ,  quel que s o i t  l e  vecteur u n i t a i r e  w . ( T  = - dans S" , cte dans 
C 
2 

S " '  - S" 1. 1 

i T p  l 2  dx dy dz < K: on en déduit  l ' i n é g a l i t é  

cherchée, pour t ou t e  sphère S contenue dans Be , centrée  en ( x , Y , z ) .  I l  s ' en  

s u i t  immédiatement l ' i n é g a l i t é  pour une région D 
R *  

-t 
-t -t - pour u2 . On pose c e t t e  f o i s  $ = , iy O dans S - S'" 

P 

-t e i w  + 

i y = -  w dans S1 '  , 
P 

l$ ls  Cst te  dans S. 

- 4 - t - F  2 -F  --t e iap  + 

On a ,  dans S" , r o t  r o t  + = o cp + grad d i v  $ , ($= - P 
1. 

-t e iaP + 

Dans S u ' - S M  , on peut prendre + = A ( p  ) 7 w t e l  que : 

2 
A ) = 1 , A (  P " ' )  = O , A de c lasse  C ; dans ces  conditions : 

il e s t  poss ible  a l o r s  de cho i s i r  A t e l  que A" + 2 A '  i a = O , A ( p")  = 1 

A ( p " ' )  = O . 
Dans ce cas ,  on a bien : 

- - - t  2 -t d 
r o t  r o t  + = o 4 + grad d iv  $ 

On peut donc é c r i r e  

dans S"' 



- 3 - 3 - t  +--3 
.rot rot + - +.rot rot u2)dx dy dz = 

S 
2-t 

-+ -+ -t 1 -t 
a u 

E II\ (z2.rot rot + + - 
2 

) dx dy dz + -7- 
C 2 at 

SE 

-t -t -t ---+ -t 

= II A rot u, - u2 A rot $1.; d~ . 

-t -+ ---+ -t -t -t 
Comme div u2 = O , u2.grad div + = div (u2 div + ) ; par conséquent, 

2-t 
2 -t 1 ---+ -t * - t  -t 

dx dy dz = II [ ($ A rot u2 + rot +AU,) 

S c at2 
E 

2 

-+ -+ 

- u2 div $3 . n dS 

-t 
Comme a s2-. = a s U a S(E) et que + E O dans S -- S' ' ' le- second membre 

-f e iap + 

se réduit à l'intégrale étendue à a S(E) avec + = - W. 
P 

-+ + 
Quand E -t O , cette intégrale tend vers - u~(x,Y,z,~) .a , et comme dans (s) 

-t 
on voit, comme u, que 

ce qui entraîne l'inégalité pour D~ ' 

-t - preuve pour u . 
+:: + 

Soit ~'(p) la matrice élémentaire (de Somigliana) de A u = O, on 

-b 
définit encore : + = ~ ( p )  $ 

-t -t -+ -t 
$ = O  dans S - S"' , $ = a  ( w vecteur constant) dans St , 

]$Ir 1 dans s . 



Des calculs  classiques (KLIPRADZE [3] , e t  aussi  PHAM THE LAI [ I l  ) 

entraînent aisément : 

+ + + 4: + - u ( x , Y , z , ~ )  .w = (u. P $ - $. <) dx dy dz 

S 
+ + -t + .  

d'où, en prenant successivement 
= X1,  x2' X3 ' 

., ,. + -.+ : :  + 

(comme A $ = O d a n s  SM e t  S - S t t t  e t A  $ bornédans  S u ' - S "  , 

III .' + 2 + l *  $1 dv e s t  borné a i n s i  que \II 1 f 1 dv , cec i  quel que s o i t  o , il 

en e s t  a i n s i  des in tégra les  portant  sur  E ) .  

On en déduit comme ci-dessus l ' i n é g a l i t é  (2.1 ) . 

6 :: 
a)  S i  l ' on  note l 'opérateur  de l ' é l a s t i c i t é  dynamique, 

+ .. a a-=à:: - - 
3 , on peut l ' é c r i r e  : 

+::+ 3 + + + - 3 
Q u = Aij  uSij - 1 Aii U y i i  + 1 Dij U,ij + A . .  ] 

i , j=O i = O  ldidjd3 JI A i  

où A = - Diag (1,1,1) , A l l  = Diag (A+21i,p,p) , Ag2 = Diag ( e , A + 2 u y ~ )  00 

t 
A33 = Diag ( u , P , ( A + ~ u )  1 ; A12 = ( a ; ; )  = A21 

(où t~ désigne l a  transposée de A e t  a , ~  r é e l s  p o s i t i f s  ou nuls t e l s  que 



b) Soit en outre un opérateur différentiel linéaire du ler ordre, défini 

où les Bi, B sont des matrices (3 X 3) à coefficients réels, fonctions 

dérivables de x et telles que les matrices : 
i ,t 

sont symétriques. 

-+ +- +::+ 
C) L'intégrale de l'expression 8 (:) = ~(u). 6: + $(;) . a u étendue 

à une région D de l'espace euclidien ( x ~ , x ~ , x ~ , x ~  = t) est nulle pour toute 
- 

+- +-:: +- 
solution u de O u = O . 

Or, en transformant ( on va l'écrire : 

+- +- 
et l'on va choisir N tel que ~ ( u )  = O . 

2 + A - u . . ) +  ( B ~ Ü  ..A +- u . .  ) 
a) or, (EG) = 

( B ~  u,~. jj 9JJ i,j=O ,1 jj ,JJ 

ce sont ces dernières expressions que l'on va transformer : 



a) On obtient aisément 

3 - -+ - - 
-(Biu..A u . )  - ( B i u . A  u )-(Bi u . A  

,J jj ,J ,i ,l jj ,j ,j si jj ,j 

si A B. est symétrique. 
jj 1 

En effet 
3 -+ -h 3 

3 - 3 - 3 - -+ 
(Bi u ..A u . . )  =(Bi u ..A u . )  u . A u )-(Bi u .A Ü ) 

jj ,JJ ,l jj ,J , j  ,i jj ,j ,ij jj ,j 

- - 3 - 3 

=(Biu..A u . )  -(Bi u..A u )-(Biu..A Ü ) 
,l jj ,J ,j ,j ,l jj ,j ,J jj ,j ,i 

- 3 - 3 - 3 
etpuisque (Biu . A  u . .) = (Biu .A u . )  -(Bi u ..A u . )  

,i jj ,JJ jj ,J ,j ,j jj ,J 

les deux termes soulignés s'éliminent dans l'addition si A.. B. est symétrique. 
JJ 1 

Comme Aoo = Diag (-1 ,-1,-1) ceci entraîne B. symétrique. 
1 

Ensuite compte-tenu des expressions de All, AZ2 et Ag3 on voit que les hypothèses 

i i i A B. symétrique Bi = Diag (bl , bg2 , bg3 ) 
jj 1 

A priori, aucune hypothèse sur B n'est nécessaire. 



les termes soulignés s'éliminent donc si : Ajk Bi = t ~ i . ~  
j k 

Ceci entraîne Bi = bi 1 = bi Diag (Irlrl). 

-+ -f 
Ecrivant alors B. u = b. u 

i ,i i ,i , on obtient 

- -+ - 
2 Re ((bi : ..A u ) + (b. u,~.%~ u 1 (i = 1,2,3, 1 6 j 6 k 6 3) 

,l jk ,jk 1 , kj 

6 )  Sans hypothèse sur B , on a : 

- - -+ 
(B<.A.Ü .)=(BÜ.A u . )  -(B: A u.)-(B u.A Ü ) 

J , j ~  jj ,J ,j ,j jj ,J , j jj ,j 

e) expression de K ( U )  . 
Compte-tenu des résultats précédents, on peut écrire 



3 -+ -+ -f -+ -?- -+ -+ - 
K (u) = - 1 ( ii U,i*u,i - 

3 1  ,J ¶ J  ,i 
i=O Oii< j ~ 3  

On a, par exemple : 

Pl, = Ali C(bl,l - - - 
2,2 3,3 b ~ , ~  

) 1+3+ t ~ . ~ l l  + b (Al2 + AZ1) 132 

et des expressions analogues pour g2 et @ 3 3 (permutation circulaire sur 

1, 2,3). Si l'on annule ces quatre matrices, on obtient : / b -r -q \ 

puis, bl 9 + r = O = b 193 - r = O = b 2 3 + p ; b  9 392 - p = o = b  3,l + Q  

Ensuite , 

q2 = = b1,2 A22 + b2,1 Ai 1 + b1 ,3 A32 + b2,3 A1,3 
+ A12 + A12 B 

matrice qui est nulle d'après ce qui précède. Par permutation circulaire, on 

voit qu'il en est de même de @23 , @13 , @'3 et @i3 . 



d'où, par  permutation c i r c u l a i r e  : 

de même b2 = kl = O s i  = r  = b  = O  e t  e3=g; = O  s i  
"3 , l  , 2 

= p  = b  = O  
¶ ,1  9 Y3 

Enfin go = - B = O s i  B indépendante de t ,  c'est-à-dire, compte tenu 
,O 

des r é s u l t a t s  précédents s i  B e s t  constante. 

On a a l o r s  : 

b = b  - 
0 3 0 1 3 1 = b  2 2  = b  3,3 = b ; b l , 2 - - r , b  133 = 4 = -  b3,1i b2,3 = - P z -  b 392 

+- +- 
e t  s i  b = 1 , en posant r = (xl ,x2,x3) x vecteur u n i t a i r e  de Ox 
+- 

i i ' 
W = ( ~ ¶ ¶ , r )  

+:: +- -* Dans ces conditions, pour tou te  solut ion de a u = O , on a 

+- +- où, s i  pour s impl i f i e r  on prend w = O 



-+ -b -+ 
f )  s i  l ' on  prend en pa r t i cu l i e r ,  ~ ( u )  = ut , on obt ient  : ( ~ ( u )  é tan t  

évidemment nu l le )  

g )  Choix de D 
4 

On l e  prend borné e t  t e l  que a ~ =  u a~~ 
i= 1 

-f 
On désigne par J1,J2,J3,J4 e t  l e s  in tégra les  de ~ ( u )  étendues à ces p a r t i e s  

+ -t 
de l a  f ron t iè re .  S i  N = ut 

-t 
J1 = O puisque u = O t sur  a D l  . (n = 0 ) 

O 



'-'R 1 
Sur a D 3 , n l = n 2 = n 3 = 0 , n o  = - 1 d'où 

Da 
Sur a D 4 : 0 5 t 5 T  , r = c l t + a  

Comme : 

I 
on a ,  su r  aD4 ( au  coef f ic ien t  près  ) J1+,: 

-+ -+ -+ 1 
Compte tenu de l 'expression de u , on peut montrer que J (u ,n )  O(? ) m a i s  que, 

.". 

i r ( r - c l t )  -+ 
-+ e an( 8 3 4 )  

s i  u s e  rédu i t  à r C n n=O r 

1 
c e t t e  expression e s t  O ( 2 ) d'où il r é s u l t e  que J4 e s t  bornée indépendamment 

r 
de t. ( s i  

on a des r é s u l t a t s  analogues en prenant pour aD4 : O 5 t 6 T ,  r = c, t + a) .  

En f a i t ,  on va tou t  d'abord se  l i m i t e r  aux problèmes suivants : 



2+ 
2 -+ 

a u 
O cl grad div ul- - = 

at2 

1 G1 = O sur B 

I 2 
a U2 / CE rot rot u + - = O 
at2 

-+ 
,O) = h2(p) 

sur B 

On a, dans ces conditions : 

-+ 
U j  (pst) = O pour r 2 c  t + a - E  

j 

donc 
-+ u = -  -t -ikt v e pour r b c  t + a - E  
j j j 

On se bornera à étudier l'équation 

2-+ -+ .. .* -+ -+ .+-. - +  + -+ < = A  U - u  = 0 , r o t u s ~  (~+2p) grad div u - - - 
at 
2 tt 

des démonstrations identiques donnant les mêmes résultats pour 

+: +. -+ -+ 
(ce sont des cas particuliers de A u - u = O , les calculs précédents tt 

s ' appliquent donc ) . On a : 

&e v i h i d i e  une t&e i n é g a l i i é  pouh t > O : plun pkécinémevtt l ' a n  a : 



On prend pour domaine D l e  domaine déf in i  
-+ -+ -+ 

Prenant ~ ( u )  = u on vo i t  que : t 

J~ = O sur  B L o , T ] =  a ~ ,  

J4 e s t  borné quand T -+ + m (indépendamment de T )  

r < c  T+a 1 
t = T  

Comme O = J I  + J2 + J 3 +  J4 on en déduit 

où Ml e s t  indépendant de T. 

I l  en r é s u l t e  immédiatement que l a  solut ion du problème e s t  unique. 

-f -+ -+ 
Considérant a lo r s  l a  fonction w t e l l e  que wt = u 

(qui v é r i f i e  dans l e  cas pa r t i cu l i e r  : 

.. 
-t -f - 3 - t  

A u - u  = O = r o t u  tt 



= O ; ~ ( ~ 9 0 )  = g l  ( p )  - ' V I  ( P )  , wt(p,O) = h l  ( P )  - V I  ( p )  ) B k 

s i  on l u i  applique l e  ca lcu l  précédent, on en déduit  : 

où M e t  bien entendu l ' i n t é g r a l e  étendue à r < a , pour t = O sont bornés 

quand t -+ + m  . 

Lemme 3 S i  B~ ed,t é t o a é  pan trappolit à l 'ohigine 012 a : ( : etant de 

où K ed,t indépendante de t ; D, étant la kégion cornphise e m e  B et 

une aphèrre donnée, de trayon R . 

-+ -+ -b vémovbb-tku-i%on : On prend i c i  N(:) = xi u + t ut + u 
Y i  

-b -+ -b 
Sur a D 1 ,  uyi = n.  u 

1 ,n 
(puisque u =  O su r  B ) .  

Dans ces condit ions : 

c ' est-&-dire s i  Bi e s t  é t o i l é  par  rapport  à l ' o r i g i n e  : J I  (Ü) c O . 
-b 

J ~ ( u )  e s t  borné indépendamment de t . 



J ( G )  e s t  l a  même i n t é g r a l e  p r i s e  pour T = O : e l l e  e s t  bornée en ve r tu  3 

des condit ions i n i t i a l e s .  

On pose : 

Comme 

-?- +- -+ - - +- 
+ u . u t ) d v  pour r < a  r 

lu. + u .  1 2 1  
i= 1 1 , j  J ,i 

- 3 - f  a + B = X + p  e t  comme r o t  u = O ;  o n a :  

On a  donc 



D'autre part J22 < O et 1 '25l est borné ( comme 1 J~ / 

on a donc - J22 = J I  + M3 où M3 est bornée indépendamment de T quant T + . 
+- 

Si est alors la solution de (pl), il en est de même de ut , d'où par le 

lemme 2 : 

+- +- +- 
En outre, si on applique le lemme 2 à ~ ( t . ~ .  wt = u)  , on a : 

t III 1;~' < K d'où à l'aide du lemme 1 : 

rsc ,t+a 

IUI < c c 
+- +- +- -ikt +- -+ -ikt 

Comme u = U - V e on voit que, lorsque t +- + U tend vers V e 
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