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Dans cette introduction, nous situons d'abord notre 

sujet. Nous présentons ensuite les deux parties de notre travail. 

Nous concluons par les perspectives ouvertes par nos résultats. 

Des études linguistiques (N. Chomsky) puis informatiques 

(langages évolués, automates) sont à l'origine du développement de 

la théorie des langages formels. Deux classes de langages sont dès 

le début apparues comme très importantes ([CH]) : la classe des 

langages algébriques (solutions de systèmes d'équations algébriques) 

et une sous-classe, celle des langages reconnaissables (reconnus par 

un automate d'états finis). 

Les transductions rationnelles, essentiellement introduites 

et étudiées par M. NIVAT [NI 11, jouent un r61e essentiel en théorie 

des langages, oi3 elles sont d'un usage constant. Il est d'ailleurs 

remarquable que ces transductions permettent de clarifier (L. BOASSON, 

[BO]) la théorie des AFL développée indépendamment par S. GINSBURG 

et S. GREIBACH. Les transductions rationnelles présentent l'intéret 

d'être stables par composition et inversion, de conserver la recon- 

naissabilité et l'algébricité et de se caractériser en termes de 

bimorphismes, ce qui les rend très manipulables. 

Dans un monoide, chaque lettre a zéro ou un successeur 

immédiat, selon qu'elle est ou non en fin de mot. Il est naturel de 

généraliser en attribuant à chaque lettre un nombre quelconque de 

successeurs immédiats, ce nombre étant appelé arité de la lettre. 

La notion de monoide libre se généralise alors en celle de magma 

- ou algèbre - libre. Nous ne considérons que des magmas libres de 
type fini, c'est-à-dire engendrés par des alphabets finis. Un élé- 

ment d'un magma est un arbre, une partie est une forêt. 

La classe des forêts reconnaissables se définit alors 

aisément et a déjà été beaucoup étudiée (W. BRAINERD [BR 1 et 21, 

J. DONER [DO], S. EILENBERG et J. WRIGHT CEII, MEZEI et WRIGHT 

[MW], W. R O U N ~ S  CRO 11, J. THATCHER [TH 1 et 21 . . - 1 .  La classe 

des langages algébriques est l'ensemble des feuillages des forêts 

reconnaissables, ce qui fait de ces dernières un moyen d'étude des 



langages algébriques (CDOI,[MWI,~ROI, ...). Les reconnaisseurs géné- 
ralisés d'états finis sont également appliqués à des problèmes de 

décision du second ordre (J. BUCHI et C. ELGOT [BU], [DO], [TH 21). 

L'algébricité se généralise aussi naturellement et pré- 

sente un grand intéret en Informatique Théorique : un schéma de 

programme récursif est un système d'équations algébriques sur un 

magma ( [NI 21 ) . 

Ainsi une généralisation mathématique a conduit à des 

notions d'un grand intérêt pratique. Il est dès lors tentant de 

développer une théorie desforets semblable à celle des langages. 

Malheureusement, de grosses difficultés apparaissent lorsqu'on 

introduit les transducteurs d'arbres. THATCHER a fait récemment 

dans CAHI un tour d'horizon de nos connaissances dans le domaine : 

il met en évidence que celles-ci sont maigres et peu profondes. 

Une seule classe de transducteurs d'arbres a pratiquement été 

étudiée : celle des transducteurs d'états finis. Nous parlerons 

donc simplement de transducteurs pour désigner ceux-ci. Les trans- 

ducteurs sont obtenus, comme dans le cas des langages, en "mettant 

une sortie" aux reconnaisseurs. Historiquement, cette démarche a 

pour support pratique des préoccupations linguistiques (Rounds) 

et informatiques (compilation, "syntax directed transducers" par 

BJORNERD CBJI , MARTIN-VERE [MAI ) . 

Les transducteurs d'arbres ont d'abord été étudiés par 

ENGELFRIET, ROUNDS CRO 21 et THATCHER [TH 3 et 41. Rappelons qu'à 

tout transducteur T, on associe sa relation (c'est-à-dire son graphe) 
C 

notée T et appelée transduction associée. Deux transducteurs sont 

équivalents ssi ils ont même transduction associée. On montre que 

les forêts reconnues "du sommet vers les feuilles" (par reconnai- 

seurs descendants) et les forêts reconnues "des feuilles vers le 

sommet" (par reconnaisseurs ascendants) sont les mêmes. Par contre, 

la classe des transductions ascendantes et celle des transductions 

descendantes sont incomparables. Les transductions ne conservent en 

général ni la reconnaissabilité, ni l'algébricité ( A .  ARNOLD et M. 
9 

DAUCHET [AR 31) ; elles ne sont stables ni par composition ni par 

inversion. En transformant la classe des forets reconnaissables par 

txansductions itérées, des hiérarchies infinies de classes de forêts 

sont conjecturées (B. BAKER [BAI, OGDEN et ROUNDS t'oc]). La généraii- 



sation des langages aux forêts a conduit à des transductions dont 

les propriétés n'ont rien de commun avec celles des transductions 

rationnelles de langages. De plus, la forme des règles des trans- 

ducteurs d'arbres rend ceux-ci difficiles a manipuler. Le fait que 

la quasi-totalité des résultats un peu profonds ne soit pas conjec- 

turée est là pour le rappeler. 

Dans ces conditions, il nous paraissait téméraire de 

vouloir définir d'emblée une "bonne" classe de transductions de 

forets, ayant les "bonnes1' propriétés des transductions rationnelles. 

Notre but initial était d'étudier la seule stabilité par inversion. 

Nous allons voir comment nos résultats ont largement dépassé nos 

espérances. 

Notre travail comprend deux parties. Dans la première 

partie, nous présentons, situons et commentons nos résultats. Dans 

la deuxième partie, nous établissons les démonstrations. Les résul- 

tats sont faciles à énoncer mais les démonstrations en sont toujours 

techniques, souvent difficiles. Aussi, souhaitons-nous cette présen- 

tation plus agréable en évitant de disperser l'essentiel. 

Dans la première partie, le premier chapitre est consacré 

aux rappels. Il débute au niveau le plus élémentaire et est illustré 

de nombreux exemples afin de familiariser avec le sujet le lecteur 

non spécialiste. 

Dans le chapitre II, nous définissons de nouvelles notions 

puis énonçons nos principaux résultats. 

Nous commençons par définir les notions de transducteur 

généralisé (définition 9), bimorphisme (définition 12), transduc- 

teur inversible (définition 13) et bitransduction (définition 1 4 ) .  

Dans les transducteurs d'arbres classiques, les arbres 

indexés apparaissant en partie gauche des règles sont réduits à une 

lettre (d'arité quelconque). Nous généralisons en autorisant à cette 

place des arbres indexés quelconques mais contenant au moins une 

lettre, de façon à rendre la forme des règles plus symétrique. 



Nous notons TGA (respectivement TGD) la classe des transducteurs 

généralisés ascendants (respectivement descendants). 

Nos bimorphismes s'inspirent de ceux caractérisant les 

transductions rationnelles de langages et sont comme eux d'un 

usage facile. 

Nous appelons transducteur inversible (TI) tout transduc- 

teur généralisé "inversible par règles" c'est-à-dire tel qu'en 

"inversant le sens des flèches de ses règles" on définisse un autre 

transducteur (ce qui n'est pas possible en général). La notion de 

bitransduction formalise "l'inversibilité au sens des relations" 

comme suit : une relation entre deux forêts est une bitransduction 

detypeTG [où X et Y désignent les types A (ascendant) ou D 
XY 

(descendant)] ssi elle est une transduction généralisée de type TG 
X 

et son inverse une transduction généralisée de type TG 
Y -  

Nos résultats se présentent comme suit. 

La classe des transductions inversibles et celle des 

relations associées aux bimorphismes sont identiques (nous les 

confondons par la suite). Ce résultat, facile a établir, concrètise 
la symétrie des règles. Il est évident intuitivement que 1' "inversi- 

bilité au sens des règles" entrafne 1' "inversibilité au sens des 

relations", (c'est-à-dire que toute transduction inversible est 
A A A A  

une bitransduction). Nous montrons meme que TI = TGAA = TGDA = TGAD 

ce qui signifie que pour toute bitransduction de l'un de ces trois 

types, il existe un transducteur inversible associé. Cette équiva- 

lence des deux notions d'inversibilité (par règles et par relations) 

est le résultat le plus simple que l'on pouvait espérer. Pourtant, 

les résultats ci-dessus sont loin d'être évidents. 

Nous avons d'ailleurs, pour le quatrième type de bitrans- 
A A 

ductions, TG,, # TI. D'autre part, la classe des transductions inver- 
UU 

A&- 
sibles n'est pas stable par composition (TI # TIoTI). Mais nous mon- 

A A 
trons que @ =  TI^ =  TI^. Notre but est atteint et nous obtenons de 

DD 
surcroit la stabilité par composition des bitransductions. Nous revien 

drons en conclusion sur cet important résultat. 



Nous commentons les résultats ci-dessus dans le troisième 

paragraphe où nous donnons surtout des exemples montrant que 
+ A h )c)c 

T G ~ ~  
# TI et TI # TI-TI. Nous illustrons par la même occasion deux 

phénomènes essentiels : la "linéarité à délai borné" et les "che- 

vauchements de découpages" de forets. Il est intuitivement compré- 

hensible que la seule hypothèse d'inversibilité ne puisse pas faire 

passer facilement des transducteurs descendants, au comportement 

fort complexe, aux transducteurs inversibles plus pratiques. L'in- 

versibilité apparaft constamment à un niveau très technique au cours 

des démonstrations, pour supprimer les comportements "pathologiques'' 

des transducteurs. Nous montrons au paragraphe IV que nous ne pour- 

rions sans généraliser obtenir des résultats comparables. Nous étu- 

dions ensuite d'autres généralisations en montrant qu'elles 

s'éloignent souvent beaucoup de la notion originelle et qu'elles 

perdent de "bonnes propriétés". Nous remarquons que les "primitives 

transformations" de TAKAHASHI sont un cas très particulier de trans- 

duction inversible. 

Nous résumons maintenant le cheminement de la seconde 

partie, consacrée aux démonstrations. 

Dans le premier chapitre, nous caractérisons facilement 

les transductions inversibles par bimorphismes. 

Dans le second chapitre, nous montrons d'abord deux lemmes 

(lemme 11.1 de fidélité et lemme 11.2 de linéarité globale). 11 est 

fait dans la suite un usage constant de ces deux lemmes, ainsi que 

du caractère "reconnaissable" de beaucoup de phénomènes rencontrés. 

Nous montrons ainsi que si une bitransduction est réalisée, au moins 

dans un sens, par un transducteur généralisé ascendant, alors il 

existe un transducteur inversible équivalent. Nous raisonnons sur la 

forme des règles. 

Nous considérons au chapitre III une classe intermédiaire 

de transducteurs descendants. Un transducteur descendant (généralisé 

ou non) a la particularité de pouvoir transducter de deux façons 

différentes une méme branche. Dans le cas généralisé, un problème de 

"chevauchement des découpages" de la branche lue se pose. Nous consi- 

dérons donc dans ce chapitre une classe intermédiaire (les transduc- 



teurs quasi-généralisés descendants TGQ ) pour laquelle nous réduisons n 
plus facilement ce problème de chevauchement. Nous appelons "chafne" 

toute suite de règles appliquées en un même noeud d'un arbre lu. Les 

vblocs" sont les suites de sous-dérivations obtenues par composition 

de chaSn3s. Une chaine est "homogène" si toutes ses règles ont même 

Fartie gauche. Par composition, on obtient alors les blocs homogènes. 

Nous montrons que dans le cas quasi-généralisé, on peut toujours se 

ramener à des dérivations homogènes, ce qui supprime les problemes 

de chevauchement. L'hypothèse d'inversibilité permet alors d'établir 

la proposition 111.7 dont le point (il concrètise le phénomène de 

"linéarité à délai borné". Ce phénomène signifie qu'une bitransductior 

ne peut transducter plusieurs fois une même branche que sur une pro- 

fondeur bornée. Nous avons à considérer des chaines infinies mais le 

point (ii) montre que dans une charne (ou un bloc) il n'y a qu'un 

nombre fini de variables (dite ''essentielles") pouvant se dériver en 

des arbres arbitrairement longs. 

Nous montrons ensuite qu'on peut "anticiper" les dérivations 

des variables non essentielles puis vérifier le bien fondé des anti- 

cipations par des méqorisations sur les dérivations essentielles. On 

montre par ailleurs que les bitransductions sont "finiement réductri- 

ces". Nous aboutissons alors à une classe plus particulière de trans- 

ducteurs (les TGQ DF) dont les blocs sont des suites de taille bornée n 
et vérifient le lemme III.8.(Toutes ces propriétés seraient fausse 

sans l'hypothèse d'inversibilité). Nous décomposons alors toute trans- 

duction ainsi obtenue en la composée de deux transductions inversiblec 

ce qui aboutit au théorème 111.13. Ce théorème fondamental montre qu' 

on peut remplacer le phénomène de linéarité à délai borné par un 

phénomène de "chevauchement des découpages" dans la forêt intermédiai- 

re apparaissant en codomaine de la première transduction inversible 

et domaine de la seconde. 

Nous abordons le chapitre IV en montrant que la classe des 
A 

transductions géneralisées finiment réductrices (TGD) est stable par 

Zomposition avec homomorphisme (proposition IV.2) et homomorphisme 

inverse (IV.1). Nous devons à nouveau pour ce dernier point résoudre 

un problème de chevauchement de découpages. Nous en déduisons faci- 
A 

lement que la classe TG- est stable par composition par transduction 
D 

inversible (proposition IV.3) et donc qu'elle contient la clôture par 

composition des transductions inversibles (proposition IV.4). 



Nous montrons ensuite en IV.5 l'inclusion de la classe des bitrans- 
A A 

ductions du type TG dans la classe TI2. Le point délicat consiste 
DD 

à montrer que l'inversibilité permet de se ramener au cas quasi- 

généralisé en anticipant de façon homogène les dérivations. Nous 

concluons alors aisément, grdce au théorème 13 du chapitre précédent, 

par les théorèmes IV.6 et IV.7 qui achèvent la caractérisation annon- 

cée des bitransductions et montrent la stabilité par composition. 

Le chapitre V est consacré i3 des résultats complémentaires, 

de démonstration facile. Nous y montrons en particulier que les bi- 

transductions conservent la reconnaissabilité. 

Rappelons que les bitransductions sont les transductions 

généralisées stables par inversion. Sans cette seule hypothèse, la 

classe des bitransductions a des propriétés intéressantes : elle 

est stable par composition, elle se caractérise en termes de bimor- 

phismes et conserve la reconnaissabilité (les cas ascendant et 

descendant deviennent en outre facilement comparables), Ces proprié- 

tés nous font espérer que les bitransductions joueront un r61e aussi 

fécond dans l'étude des forets que celui des transductions ration- 

nelles de langages. De fait, les premières applications confirment 

cette impression (ARNOLD - DAUCHET CAR 2 1 ) .  Le travail présenté ici 

n'est donc qu'un début, consacré à 1' "amont" des notions de bitrans- 

duction et transduction inversible. 

En comparaison aux transductions rationnelles, deux 

questions se posent immédiatement. 

- Les bitransductions conservent-elles l'algébricité des 
forêts ? Ce problème se ramène à celui de la stabilité de la classe 

des forêts algébriques par homomorphisme inverse, qui est un impor- 

tant problème ouvert. Nous conjecturons une réponse négative. 

A - Pourquoi TI # e2 = Ti3, c'est-à-dire pourquoi est-ce la 
classe des wbi-bimorphismes" qui est stable par composition ? 



Pour commencer à répondre à ces deux questions, remarquons 

que nous avons rencontré au cours de notre travail un phénomène 

important : la "linéarité à délai borné". Ce phénomène était jusqu' 

alors insoupçonné parce qu'inexistant dans le cas monadique. De ce 

fait, le formalisme actuel devient inédéquat. Ceci explique nos 

difficultés techniques à dégager et à démontrer les propriétés 

essentielles. 

Nous pressentons un "nouveau formalisme" rendant compte 

de la linéarité à délai borné . La reconnaissabilité y serait 
inchangée, les bitransductions aussi mais apparartraient de façon 

plus canonique. Elles conserveraient la "nouvelle" algébricité 

(très proche de la notion classique) et chaque bitransduction 

serait équivalente à un seul "nouveau" bimorphisme. C'est là l'objet 

de nos travaux en cours. Nous disposerions alors d'un bon outil pour 

étudier profondément les forêts algébriques et les magmas. 



PREMIERE PARTIE 

i 

PRESENTATION DES RESULTATS 
ET DISCUSSION 

i 



Les termes employés dans l a  l i t t é r a t u r e  anglo-saxonne f i g u r e n t  

e n t r e  gui l lemets .  

Nous ne l e s  préc isons  que lorsque  l e u r  t raduct ion  f r a n ç a i s e  

est ambigüe ou non évidente.  



CHAPITRE 1 

RAPPELS I 
Le lecteur familier des notions de grammaires, reconnaisseurs 

et transducteurs d'arbres pourra se dispenser de lire ce chapitre. 



Thatcher a f a i t  récemment dans CAHI un excellent tour d'horizon 

informel des co~a i s sances  dans l e  domaine des arbres. 

Le lecteur pourra s 'y  reporter en complèment à ce chapitre. 

A] Définitions élémentaires. 

Introduisons les  définitions de façon "nafve" . 

Un alphabet -- ----- es t  un ensemble quelconque dont l es  éléments sont 

appelés l e t t res .  ------- 

Nous ne considérons que des alphabets f in i s  non vides. 

Exemples : 

a) l'alphabet lat in Tl = {a,b,c ... , z )  

y)  C j  = {symboles de base dlAlgol 60). 

Nous remarquons à ce propos qu'une l e t t r e  peut ê t re  une succession 

de symboles : par exemple, "begin" e t  "go to" sont deux l e t t r e s  de C au même 
3 

t i t r e  que 0,1 ou A. 

Un mot --- sur un alphabet es t  une séquence f inie,  totalement ordonnée, 

d'occurences de l e t t r e s  de cet alphabet. 

Par  exemple, les  mots de l a  langue française sont des mots sur 

1 ' alphabet la t in .  

S i  l e s  guillements n'appartiennent pas à l'alphabet considéré, 

nous noterons souvent entre guillemets chaque mot. Par exemple, l e  mot 

français papa s 'écr i ra  "papa". Le m o t  contient deux occurences de "a" e t  deux 

occurences de "pu. 



Il  contient quatre occurences de l e t t res  de l'alphabet. Nous dirons que l e  

mot es t  de longueur quatre. ------- 

On introduit souvent l e  mot vide, de longueur zéro, que nous -------- 
noterons " " ou d'un symbole distingué (par exemple A) si l e  caractère blanc 
I l  I I  appartient à l'alphabet. 

On appelle langage sur un alphabet tout ensemble f i n i  ou in f in i  

de mot s  surcet alphabet. Par  exemple, l'ensemble des m o t s  du "Petit  Larousse" 

e s t  un langage f i n i  sur C l'ensemble des programmes en Algol 60 es t  un 
1 ' 

langage infini  sur C 
3 ' 

Le mot "papa" e s t  construit en concaténant "p" avec "a' pour ---------- 
obtenir "pa", puis "pan avec lui-même. La concaténation es t  évidement associa- 

t ive.  

Formellement, s i  nous considérons un alphabet f i n i  C, muni d'une 

opération linéaire associative partsaut définie (appelée concaténation) , 
l'ensemble des mots s u r  C sera noté C* e t  appelé monolde l ib re  enqendré par C. ---------------- ------ ---- 
Le m o t  vide e s t  élément neutre pour l a  concaténation. 

Dans un mot, une l e t t r e  quelconque a un seul successeur immBdiat 

( l a  l e t t re  qui l a  s u i t  dans l e  mot )  ou aucun successeur ( s i  e l l e  es t  l a  

derniere du m o t ) .  Par exemple, dans l e  mot "papa", l e  premier "a" a un 

successeur ("p") e t  le  second "a" n'a pas de successeur. 

Nous allons à par t i r  de cet te  remarque généraliser l a  notion 

d'alphabet en cel le  d'alphabet gradué e t  l a  notion de m o t  en cel le  d'arbre. 

4 Le schéma ci-contre e s t  un arbre t sur l'alphabet (a,b,c,d) 

a 
t 

en ce sens que l e s  noeuds du graphe sont labellés des sym- 



Les successeurs immédiats d'une occurence d'une l e t t r e  sont 

l es  occurences de l e t t res  figurant dans l 'arbre immédiatement en dessous 

de l'occurence considérée. I c i ,  l'occurence l a  plus en haut de "a'  a deux 

successeurs immédiats ("a" e t  "d") e t  dans cet arbre, l e s  diverses occurences 

de "a" ont tantat  deux, tantôt un successeur immédiat. "b" a t ro i s  successeurs 

inmédiats ("c" ,"du' e t  "a") , "cm e t  "d" n'en ont aucun. 

Nous dirons que "a" e s t  d 'ar i té  1 e t  2, "b" d 'ar i té  3 e t  "cm' e t  "dm ----- 
d'ari té  O. 

Un alphabet gradué e s t  donc un alphabet dans lequel chaque l e t t r e  -- ------------- 
est  affectée d'un nombre f i n i  d'entiers, ces entiers déterminant l e  nombre 

de successeurs immédiats possibles. 

Formellement, un alphabet qradué C ("ranked") es t  l a  donnée d'un -- ------- ----- 
ensemble ( f in i )  1 C 1 de labels e t  d'une partie f in ie  de 1 C 1 x N appelée 

relation de rang ou d 'ar i té  sur C.  Chaque l e t t r e  graduée es t  donc un couple ---------------- ------- ------ 
ordonné dont l a  première composante es t  l e  label de l a  l e t t r e  e t  l a  seconde 

composante l ' a r i t é  de l a  l e t t r e  e t  l a  seconde composante l ' a r i t é  de l a  l e t t re .  -- --- ----- 

Dans notre exemple, ( C  ( = {a,b,c,d) e t  l a  relation de rang es t  

{ (a , l )  , (a,2) , (b,3) , (CA,  ( d m .  

011 note Li l'ensemble des labels des l e t t r e s  d 'ari t6 i 

i c i ,  

La relation de rang sera fréquemment fonctionnelle, c'est-à-dire 

que chaque label aura une seule a r i t é .  

Remarquonsqu'un arbre es t  orienté, c'est-à-dire que par exemple 

l es  arbres sont différents. Intuitivement, deux arbres sont 

c d d c 

égaux si e t  seulement si i ls  sont superposables. 



Le terme noeud désignera dans l a  s u i t e  un noeud accompagne de ----- 
son label .  

Le sommet d'un arbre e s t  l e  noeud l e  plus  en haut. Une f e u i l l e  ------ ------- 
e s t  un sommet n'ayant pas d e  successeur sur l ' a rb re .  Remarquons que par 

déf in i t ion ,  une f e u i l l e  a un label  d ' a r i t é  nulle.  .................................... 

On appelle feu i l l age  d 'un arbre  l e  mot obtenu en concaténant l e s  ------- - 
f e u i l l e s  de l ' a rb re s ,  lues  de gauche à dro i te .  Le feu i l l age  de notre  exemple 

d ' arbre  t e s t  " cdcdd" . 

Remarquons que pour dé f in i r  l e  feu i l l age  nous considérons l e s  

l e t t r e s  d ' a r i t é  nu l le  comme des l e t t r e s  d'un monolde e t  non pas corne des 

l e t t r e s  d'un alphabet gradué. Nous considérons donc l e  feui l lage d'un a rbre  

comme un mot du monoide ,Yk. 
O 

Une branche d'un arbre e s t  une séquence de successeurs immédiats ------- 
dans c e t  arbre, dont l e  premier élément e s t  l e  sommet e t  l e  dernier  une 

f e u i l l e .  

Par exemple, sont  des branches de t. 

On appelle longueur d'une branche l e  nombre de noeuds de c e t t e  -------- 
branche, diminué d ' un. 

Les branches ci-dessus on t  respectivement l e s  longueurs 3 ,  3 e t  1. 

Une l e t t r e  d ' a r i t é  nulle e s t  une branche de longueur zéro. 

La erofondeur --------- d'un arbre  e s t  l a  longueur de ses  plus longues bran- 

ches. La profondeur de t e s t  4. 

So i t  C un alphabet gradué. Nous noterons C* l'ensemble des arbres  

d é f i n i s  sur C. Un ensemble d 'arbres  sera  appelé forê t .  Le feu i l l age  d'une ----- ------- ------- 
f o r ê t  e s t  l'ensemble des feu i l l ages  des arbres  de l a  fo r ê t .  --- -- 



Nous avons défini  sur un alphabet non gradué 1 'opération de 

concaténation qui permet d'engendrer l e s  m o t s  à p a r t i r  des l e t t r e s ,  e t  de 

nouveaux mots à p a r t i r  de mots. Nous allons f a i r e  de même sur un alphabet gradué. 

Considérons toujours l 'alphabet C =' { (a, 1) , (a, 2) , (b, 3 )  , ( c , ~ )  , ( d , ~ )  ) 

à t i t r e  d'exemple. 

= e t  t2 = 7 sont des arbres sur I. 
c d c 

en "ajoutant b en sommet" on construit  par exemple 

- - 

a 
/"\ 7 1 

c d c  c 

en donnant dans t pour successeurs immédiats de b, de gauche à droi te ,  l e  
3 

sommet de t l e  somet  de t2 e t  encore l e  sommet de t Il e s t  commode de 
1 , 2 

représenter par des symboles distingués, appelés variables -------- ou ------- indexes, l e s  

"noeuds vir tuels" ,  successeurs immédiats d'une l e t t r e ,  auxquels se  substi tueront 

des arbres. Les variables permettent de préciser ces substi tutions.  

Par exemple, soient l e s  variables xI,x2,x3. NOUS pourrons éc r i r e  

/P \  au l i e u  de (b,3) e t  dirons que t3 e s t  obtenu-en substi tuant ..................... 
Xi X 

2 
X 

3 
dans l ' a rb re  t à l a  variable x l ,  t à x e t  t a x3. 

1 2 2 3 

1 
X 

2 
X 

3 

Mieux, nous pouvons considérer l e s  variables x,y e t  d i r e  que t3 

e s t  obtenu en substi tuant dans b l ' a rb re  tl à l a  variable x e t  l ' a r b r e  t2 
/ '\ 

X Y Y  

à l a  variable y. I c i ,  t e s t  substitué à y en deux occurences. 
2 

Nous pouvons étendre ce t t e  notion aux arbres. Soi t  par exemple 



Des a r b r e s  t e l s  que t e t  t , q u i  contiennent  des v a r i a b l e s  en 
4 5 

haut de branches s e r o n t  appelés arbres indexés ou dér ivés .  C e  d e r n i e r  terme ------- 
provient  de l ' u t i l i s a t i o n  fréquente de t e l s  a r b r e s  dans les dé r iva t ions  pa r  

t ransducteurs.  

Notons t '  l ' a r b r e  dérivé obtenu en s u b s t i t u a n t  t à x dans t 
5 4 ' 

Cet te  opérat ion se notera  t '  = t (t ) ou encore t '  - 
4 5 

X - Subt4(t5/x) 

S o i t  de même tn = t '  (x) . Nous noterons encore t" = (t5 c ) .  
Y t 4 x ~ Y  I 

Il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que t = t" (x) .  Nous avons d'abord s u b s t i t u é  
Y 

l e s  va r i ab les  de t4, puis  c e l l e  de t5. 

S i  nous subs t i tuons  d'abord s u r  t5, pu i s  sur t nous obtenons 4 ' 
encore t. D'une façon généra le ,  on montre l '~s_çxJ~_tJyJ_t~ de l a  subs t i t ion .  

L'ensemble des a r b r e s  s u r  C indexés p a r  un ensemble X s e  note C* ( X I .  

Faisons une importante remarque. P lus ieu r s  occurences d'une même 

va r i ab le  dans un même a r b r e  impl iquent  des  s u b s t i t u t i o n s  simultanées. C 'es t  ---- 
l e  cas de l 'exemple b . P a r  contre,  s i  une même va r i ab le  appara i t  s u r  

/ l \  
X Y  Y 

s u r  deux arbres  d i f f é r e n t s ,  il ne s ' en  s u i t  aucun l i e n  e n t r e  les s u b s t i t u t i o n s  ---------- 
s u r  ces  deux a r b r e s .  Par exemple, y appara i t  dans t4 e t  t5, mais d o i t  ê t r e  

considéré comme une cohc idence  f o r t u i t e  de no ta t ions  : si  on remplace dans 

un des deux a rb res  y pa r  z ,  par  exemple, on ne chwge r i e n  aux s u b s t i t u t i o n s .  

S o i t  une l e t t r e  d'un alphabet  (par  exemple ( b , 3 ) ) .  Nous l ' é c r i v o n s  

encore couramment b ( x  ,x , x  ) e t  tous  l e s  a r b r e s  de somnet b s o n t  de l a  forme 
1 2 3  

(t t t 1 où tl.t2,t3 s o n t  des  a rb res  quelconques s u r  l ' a lphabe t  bxIIx2'X3 1. 2< 3 

considgré. Dans ce cas ,  nous écr ivons  simplement b ( t  t t ) .  Nous avons 1' 2' 3 
a i n s i  une d é f i n i t i o n  récurs ive  de l 'ensemble des a rb res  sur un alphabet .  

Wmarquons que nous avons i c i  adopté une no ta t ion  earenthèsée : nous avons noté  --------- 
b ( t  t t ) pour 1' 2' 3 en no ta t ion  arborescente.  ------------ 

L 

Les deux no ta t ions  s o n t  également consacrées. 



t s ' é c r i t  sous forme parenthèsée conme s u i t  

Afin de distinguer l e s  diverses occurences d'une même l e t t r e  

dans un arbre, on ét iguet te  --- ----- souvent l e s  noeuds de ce t  arbre en at t r ibuant  à 

deux noeuds différents  deux symboles évidemment différents .  Par exemple, 

l ' a rb re  considéré précédemnent peut ê t r e  étiqueté par des en t ie rs  comme s u i t  : 

Ce procédé "naif" semble commode mais présente des inconvénients 

i l l u s t r é s  par ce qui s u i t  : soient 

Nous pourrons l e s  é t iqueter  à p r i o r i  indépendamment par l e  même 

procédé. 

Considérons a ( u  ,u ) : nous obtenons en conservant l e s  étiquetages 
1 2  

l ' a r b r e  suivant : 



Plus ieur s  sommets son t  a f f e c t é s  d'une même é t i q u e t t e ,  il f a u t  donc 

p a l i e r  c e t  inconvénient. Un procédé c las s ique  cons i s t e  à é t i q u e t e r  chaque noeud 

d'une s u i t e  f i n i e  d ' e n t i e r s ,  d é f i n i e  par  l a  s t r u c t u r e  de l ' a r b r e  et modifiée 

en a jou tan t  une composante chaque f o i s  que l ' o n  subs t i tue .  On é t i q u e t t e  

-par exemple- l e  sommet pa r  0. 

Soient  u e t  u é t i q u e t é s  comme s u i t  : 
1 2  

a ( u  ,u ) s e r a  é t i q u e t é  par  
1 2  

En commençant l e  procédé dès l e  f e u i l l a g e  nous obtenons l ' é t ique -  

t age  suivant  : 

O pour c, d, c ,  c  é t i q u e t é s  indépendamment comme sommets 



L'ensemble des étiquettes d'un arbre s'appelle alors son domaine. ------- 
Ce terme se just if ie  par l e  f a i t  que l a  donnée du domaine permet de recons- 

t i t ue r  l 'arbre sans ses labels. 

Par exemple, so i t  l e  domaine (0,(1,0) ,(2,0) ,(1,10) ,(2,1,0),(1,2,0 

(1,2,0), (2,2,0) 1 

O e s t  l 'é t iquette du sonmet. 

Les successeurs du sommet ont une étiquette de deux chiffres : 

i c i ,  (1,O) e t  ( 2 , O ) .  Le sommet e s t  dombinaire. Les successeurs immédiats 

de (1 ,O) sont de l a  forme (x,1 , O ) ,  d'of3 i c i  (1,1,0) e t  (2,1,0) etc.. . 
On obtient 

Donnons maintenant l e s  définitions précises concernant l es  arbres : 

Un &$ab& aini c ut gtLadué ( "mnked" )  .pm une tLelaa%n &inie ------ 
r de z x N.  

a c c admet i peuh U é  bai (a , i )  e r p o h o n ~  p o m  ta& i, 

Pans XouXe lb b d e ,  noua connidéltom r danctionnd-te. 

Définissons l 'alqèbre l ibre CJC engendrée par C I  encore appelée --------------- 
mgma l ibre.  ---------- 



b) s i  n 2. 1. Va O Ln.  V t l . .  . .t E C*, a l o r s  a ( t  . . ,tn) E C* n 1" 

c)  C* e s t  l e  p l u s  p e t i t  ensemble s a t i s f a i s a n t  à a )  e t  b) 

La d é f i n i t i o n  ci-dessus nous donne l a  no ta t ion  di te  garenthèsée --------- 
de C*. La no ta t ion  a r b o r e s c e n k e s t  obtenue en remplaçant dans b) l ' é c r i t u r e  ---------- 
a ( t l l .  .. .t ) par  a 

n / ;\ 
tl ' tn. 

S o i t  S un ensemble ( f i n i  ou i n f i n i )  d' indexes. 

Définissons l ' a l g è b r e  C*(S) des  a rb res  s u r  C indexés pa r  S. 

b) si n ) 1, Va E Zn ,  V t l  ,... t r E*(s) a l o r s  a ( t l  .... .t E E*(s) 
n n 

cl tous l e s  éléments de C*(S) son t  obtenus a i n s i .  

En p a r t i c u l i e r ,  s i  X = x x . est un ensemble i n f i n i  I x i  2 n 
de va r i ab les  indexées, nous appelerons encore a r b r e  dér ivé  t o u t  a rb re  de 

I?C(X) . 

Il e s t  évident  que C ; k ~  Vk(s) 

Nous considérerons maintenant a € C conme élément de C*(X) n 
e t  l ' é c r i v o n s  a ( x l ,  ... .x 1.  De même. t a n t  t € C*(X) s ' é c r i r a  souvent n 
t ( x i  ,..., x ) en e x p l i c i t a n t  ses va r i ab les .  

1 
i 
P 

si = u t  (tg) e Cn(x), a l o r s  Sub (u) = U' (tl) 
t, /& 

Nous déf in issons  maintenant t r o i s  r e l a t i o n s  s u r  C*(X) q u i  s o n t  

évidemment d e s r e l a t i o n s  d 'o rd re  

t1 < t (nous d i rons  t sous-arbre de t2) ssi 2 1 

i t t .  t . .  t e c*(x) t g  t2 = t t  (t (tl  ..., t g ) )  
n 1 1' n 



tl 
< t2 (nous dirons t sous arbre i n i t i a l  de t ) 
1 

1 2 

ssi t , . . .  t c C*(x) t e l s  que t2 = tl ( t i  ,.... t') 
n n 

t < t (nous dirons t sous arbre f i n a l  de t 1 F  2 1 2 

ssi 3 t '  L Z*(X) t e l  que t2 = t' (tl) 

On appelle noeud de t C c*(x) toute  occurence d'un élément de ----- 
C V x dans t , ce t  élément de C U X  e s t  l e  l abe l  du noeud. I l  y a souvent l i e u  

de dis t inguer  l e s  diverses occurences d'une même l e t t r e  dans un même arbre. 

Cette d i s t inc t ion  s e  f a i t  systématiquement en a f fec tan t  à chaque noeud une 

é t ique t te .  Les procédés son t  nombreux ([JO]) mais d'un usage lourd. Bien 

que dans l a  s u i t e  l e s  d i s t inc t ions  d'oacurences s e  feront  empiriquement, 

nous donnons ci-après un moyen d'ét iquetage en mbe  temps que nous définissons 

l e s  notions de branche, f e u i l l e ,  feu i l l aqe ,  profondeur e t  sommet d'un arbre.  

(On pour ra i t  également dist inguer l e s  occurences d'un même sous-arbre. 

Nous ne l e  ferons pas i c i )  . 

So i t  E l'ensemble des s u i t e s  f i n i e s  d ' en t ie r s .  Nous a l lons  

é t i que t e r  chaque noeud a d'un arbre  par  e ( a )  e E. 

Nous noterons n ( t )  l a  profondeur d'un a rbre  t. 

Une branche b s e r a  une su i t e  f i n i e  de E x ( C  il X) l a  longueur 

de l a  branche l e  se ra  notée 1 (b) . L'application feu i l l age  @ applique t? dans 

l e  monorde l i b r e  C* engendré par C . 
O O 

a) Vx. e x, n(xi) = O 
1 

x e s t  l e  s eu l  noeud, il e s t  é t iquete  e(xi) = O 
i 

(0,x. e s t  l a  branche x de longueur nulle.  
1 i ' 

Io e s t  .l'ensemble des f e u i l l e s  de Ln 

b) Soient a ( x l , .  . .,x e t e t  t . ..t r Z*(x)alors l e  sommet 
n 1 ' n 

de u = a ( t l ,  . . . , t  ) e s t  a . n ( a ( t l , .  . . ,tn) 1 = sup ( n ( t i )  + 1 
n i=l,  . . .n 

Le sommet e s t  é t iqueté  O. 



Soit e(n) l'étiquette d'un noeud de ti. L'étiquette de ce noeud 

dans a (tl , . . . , t. , t devient (i ,e (n) ) . 
1 n 

Soit B(u) l'ensemble des branches de u. 

si tlI...t c C", @(a(tlr...,t 1 )  = @(tl)t--- 
n n 

Q(t 1 .  
n 

Soit F une forêt de Cik ; on pose @(FI = {Q(t) 1 t C F I  

Le domaine de t, noté D (t) , est 1 'ensemble des étiquettes 
de ses noeuds. 

fin de la définition 0.1. 

S o i e n t  P" et ~ i k  l e6  d o h a  engendhéeû pan l e 6  a lphabe t6  g h a d u a  

C &A. 

Définissons la notion d'homomorphisme de C7k dans A*. 

Un homomorphisme de C* dans A* et la donde d'une application 

$ de C dans A7k(~) telle que : 

avec, pour tout j 6 p, i $ n. 
j 

On définit alors l'homomorphisme de C* dans A* par : 

Exemples : 



Soit t = .2 I 
c b 

/ \ 
C C 

alors 9l (t) = b 

[r\ 



alors $2(t) = a = a = a  
I 
la \ I I 

Cas particuliers : 

1) Vk = 1,. . .n 3 j 4 p tel que i = k, est dit complet ("rank-preserving" 
k 

OU "non-erasing" ) . jk 

Ceci signifie que toute variable de a se retrouve dans $ (a). 

C'est le cas de $lr $3r $4. 

2) Vk = 1, ... n il existe au plus un j 6 p tel que i = k, $ est dit linéaire k 
("linear") . jk 

Ceci signifie qu'aucune variable de a n'apparait deux fois dans $(a). 

C'est le cas de $3, $4. 

3) Vk = 1,. ..n il existe un et un seul j 4 p tel que i = k, $ est dit 
k 

linéaire complet. 
jk 

Ceci signifie que les variables de $(a) sont une permutation de celles de 

a. b'est le cas de $ 3' $4' 

4) $ est linéaire complet ordonné ("distinguished") si la permutation est 

l'identité. 

C'est le cas de l'hommorphisme identique. 

5) T ($(a) ) > O $ est dit continu ou strict. 

C'est le cas de $3, $4. 



6) g l inéai re  complet t e l  que $ (a) C A e s t  appelé projection. 

C'est l e  cas de $ 
4 ' 

BI Grammaires d'arbres. 

Considérons l a  grammaire algébrique de mots donnée par l e s  règles 

où u e t  5 sont l e s  variables, a e t  b l e s  terminaux e t  a l'axiome. 

I l  existe  différentes notations consacrées, variant avec l e  

domaine d'étude. Par exemple, en langages de programmation, on se donne 

fréquemment l e s  grammaires sous l a  forme 

a :  : = a g b  

6 :  : = a u 1  a 

Du point de vue des séries  formelles, on a un système d'équations 

L a  dérivation a => a 5 b -> aaab =B aaa 5 bb => aaaabb 

admet pour arbre de dérivation 

l e  mot engendré e s t  l e  feuillage de cet  arbre. 



Nous allons maintenant nous donner une gramanaire G régulière ---------- 1 ---------- 
d'arbres par un nombre f in i  de règles -------- 

Ü e t  5 sont les variables, a,b,o, [ les  terminaux e t  Ü 1 'axiome. Les règles --- ------ --------- ------ 
régulières auront toujours ce t te  forme : 1 variable en partie gauche, des 

variables seulement en feuillage de l a  part ie  droite. Une derivation s'effectue 

a par t i r  de l'axiome, en remplagant l es  variables apparaissant sur l 'arbre par ------ -- 
des part ies droites de règles correspondantes. 

La forêt engendrée par l a  gramnaire e s t  l'ensemble des arbres --------------- 
construits ainsi e t  qui ne contiennent aucune variable. 

S i  G e s t  une grammaire, nous noterons F(G) l a  forêt  engendrée. 

Une forêt  F e s t  régulière s i  e t  seulement s i  il existe une 

gramnaire régulière G t e l l e  que F = F (G) . Donnons un exemple de dérivation 

- 3r 
nous écrirons a -3 O 

Le lecteur vérifiera que l a  forêt engendrée par l a  grammaire 

d'arbresci-dessus e s t  l'ensemble des arbres de dérivations de l a  grammaire 

de mots considérée précédemment. On démontre que toute forêt de dérivations 

de tout langage algébrique e s t  une forêt régulière. Notre exemple inspire une 

démonstration de ce résultat.  



Remarquons que dans une dérivation d'une grammaire algébrique 

de mots, l 'arbre se complète au fur e t  a mesure que l'on dérive, sans rien 

substituer, contrairement à ce qui se passe dans une gramnaire d'arbres. 

Enfin, l e  terme "variable" désigne selon les  contextes deux notionb 

différentes : nous avons précédemment défini les  arbres indexés par des varia- 

bles, e t  nous considérons i c i  des variables de grammaires d'arbres. 

Le terne étant consacré dans l es  deux cas, nous l 'ut i l iserons sans précision 

autre, sauf s i  une confusion e s t  possible. 

Dans une grammaire d'arbres, l e s  variables doivent ê t re  considérés, 

au même t i t r e  que les  terminaux, corne des l e t t res  graduées. Dans l e  cas d'une 

gramnaire régulière, toutes les  variables sont d 'ar i té  nulle : el les  ne peuvent 

donc figurer qu'en feuillage, tant dans l es  règles que dans l e s  dérivations. 

Les grammaires régulières d'arbres sont donc bien une généralisation 

des grammaires régulières de mots, dans l e s  dérivations desquelles il n'appa- 

r a i t  une variable qu'en "bout de mot". 

Donnons un autre exemple de grammaire G régulière d'arbres. 
2 

Exemple 2 .  

{s,A,A') es t  l'ensemble des variables 

{ b , 2 , . . . ( ' O 1 1 'ensemble des terminaux 

S 1 'axiome 

R l'ensemble des règles écri tes ci-dessous en notations parenthèsées 



P - Le lecteur vérif iera que F ( G ~ )  = {b (an (a) ,a (a ' )  ) In e t  p L N} 

Soit une occurrence de a dans un arbre t de F ( G 2 ) .  

S i  ce t te  occurrence es t  sur "la branche gauche de t" ,  il pourra 

l u i  succéder a ou à. S i  a e s t  sur l a  "branche droite de t", il l u i  succédera 
- 

a ou a ' .  

Les successeurs possibles de a dépendent donc des occurrences de a.  

Par contre, dans tout arbre de F ( G 1 ) ,  l e s  successeurs d'un label 

sont ceux indiqués par les  règles de l a  grammaire algébrique associée, e t  sont 

donc indépendants de l'occurrence. C'est pourquoi par analogie avec les  langages 

locaux, l e s  forêts de dérivations des langages algébriques sont d i t e s  locales. 

Nous allons maintenant donner un exenple de grammaire d'arbres plus 

générale : les variables seront d 'a r i té  quelconque. Néanmoins notre granmaire 

sera algébrique (ou créative, ou à contexte l ibre)  car, par analogie au cas des -- ------- ------- -------------- 
langages les part ies  gauches de règles seront réduites à une variable. 

Exemple 3 .  

Donnons un exemple de dérivation : 

-> 

a B 
/ \ 

a a a a a a a a  



2 
On montre que @ (F ( G ~ ) )  = {an 1 n + 2 q u i  n 'est pas algébrique.  

Aho a d é f i n i  une c l a s s e  de langages p lus  l a r g e  que c e l l e  des  

algébriques pour t e n t e r  de rendre compte de ce r t a ines  con t ra in tes  "non l ib res"  

dans l e s  langages de programmation. 

I l  a a i n s i  d é f i n i  l a  c l a s s e  des langages indexés. Nous n ' u t i l i s e r o n s  -------- 
p lus  pa r  l a  s u i t e  que des grammaires r é g u l i è r e s ,  e t  l a  d é f i n i t i o n  des  langages 

indexés e s t  complexe. Aussi nous bornerons nous à énoncer que "les f e u i l l a g e s  

des f o r ê t s  algébriques sont  l e s  langages indexés" ( r é s u l t a t  du à Fischer ,  

c i t é  dans [Roll) 

Nous donnons maintenant les d é f i n i t i o n s  p r é c i s e s  des not ions  

i n t r o d u i t e s  précédenment, e t  c i t o n s  quelques r é s u l t a t s  importants d é j à  

suggérés. L e  l e c t e u r  t rouvera dans CAHI,  AR^], [ B R I , ~  e t  31, [DO], [Roi e t  21, 

C T H ~  e t  21 ... des compléments s u r  l e  s u j e t .  

Dé&inhXan 1 : Une gm&e - ------------- d'atrbir~ --- G X  l a  donnée d'un quadrruplet 

v U X  un enbemble dinL de vahiablu g m d u é ~  

c at un dphabet 6inL t e m i n a l  gmdué 

R G X  un evuemble d i n i  de h è g l u  

s c vo U X  l'axiome. 

Une ghammditLe ut dgéb*ue - -  ---- -- ("crréatiue", llcontext- dhee" b b i  

tolLted AU rrègla dont de l a  dome 

Une g m & e  ~ ? l t  rrégfiène -- ------ b s i  e l l e  aX dgébruque eX X o c L t ~  b u  

vahiabla sont de deghé O .  Lu 4èglc3 sont d o ~  de l a  hohm 

A - + ~ ( A ~  , . . .A.  ) O Ù A ,  A ,... A E V e t  t ( x l ,  ..., x )EL"(x) 
1 

1 i i n l n n 

s i  n = O, A + t avec t t: cik 



Vé,$iWon 2 : SoiA G une gmmmaine atgébaique 

e h t e  une hègle ~(x~... .x - O(xi , . . .x ) tel%? que 
n 1 i 

= ti (A(tï,...,t;)) P 

l t2 = t t t  ) )  

P 

Rematrquom que daMn Be cacl d'  une g 4 m d e  trégufièke, 

.L 

=> e s t  Ba dôtune  t m r a i t i v e  de G> 
G 

U é 6 i W o n  3 : La 60t~E-t ------- wgendtrée ------- p m  ---- G he note F (G) et ae dédinit pah 

Deux g m m d t r u  aont équiuden-ta b a i  &u engendtrent l a  meme 

6okêt. 

Une d o t e t  es t  tréguliètle - -  ------ (4upecLivemen.t dgébtlAqgg1 -- ---- a b i  LX exinte 

une ghammai4e héguRiètre (ka pedvement  dgébhique) q u i  l ' engendtre. 

a )  La d a a e  D d u  dofi.& de déhivutiow des  g m u h e h  d g é b a u e s  de moZb 

ut une h o u - d a a e  de c&e d e s  504&2 f ~ é g u l i è k a .  D es t  &e d u a e  de6 

d 0 4 a  ~ O C ~ U .  

b )  Toute do&t kég&è/re e s t  l a  pkojeation d'une 60ka Bocde. 

C I  Le ~e&age d'une doka tégd.Lilke es t  un langage dgébdque .  

Ce théorème précise l'intérêt des forêts régulières pour l'étude 

des langages algébriques. 



CI ~ e c o ~ a i s s e u r s '  d 'états f inis .  

Nous avons défini l es  forêts régulières de façon générative à 

par t i r  des grammires. Nous allons maintenant les définir par reconnaissance. 

Les reconnaisseurs de forêts régulières sont étudiés dans  BR^], [DO],  TH^] 

Nous allons encore retrouver une généralisation du cas des langages : 

un reconnaisseur d 'états  f in is  lit les  arbres de bas en haut, l e t t r e  par l e t t r e , .  ------------------------- 
en prenant à chaque lecture un é t a t  déterminélar l a  l e t t r e  lue e t  les  é t a t s ~ r i s  --------- ............................ -- 
après lecture des successeurs innnédiats de l a  l e t t r e  considérée. - ........................................................... 

* 
On se donne des é ta t s  finaux e t  un arbre es t  reconnu, s s i  il existe 

un mouvement l i sant  l 'arbre des feuil les à l a  racine e t  se terminant dans 

un é t a t  f inal .  

c e6.t un quadrruplet gtradué 

Q e s t  un ensemble {ini d.! &tua3 

Q~ t 'enamble des éM6 {.inaux 

a e s t  une a W o n  em2.e t 'ens embte 

0- -n < - 

- .  -. - La relation II 1 l M  de répnse  associe à tout t e E* une part ie  -- ---- 
1 ltl 1, de Q définie comme su i t  

va E Po, q E 1 la 1 l H  ssi <a,q) E a I 

Va E In, V t i  , .. . t E P*, q E 1 1 a (tl , . . . ,tn) 1 I n  ssi il existe q . . . .q t e l s  
n il in 

que 



i) ((a(xl1...,x I l  qi ,... q. ),q) e a n 
1 

1 
n 

ii) v j  = 1.. .nt qi c I Itj I I M  

t E L* est reconnu par M ssi (Itl I M  Q~ # $. 

ai pose F(M) = it E 8" 1 1 ltJ IMO~F # 0) 

Deux reconnaisseurs sont équivalents ssi ils reconnaissent la 

même forêt. 

On montre que tout reconnaisseur est équivalent à un reconnaisseur ---------- ........................... ........................... 
déterministe. ------------ 

F C c': est reconnaissable ssi !M telle que F = F(M) 

Exemple 4. 

Nous allons nous donner un reconnaisseur M de la foret régulière 

générée dans l'exemple 2. 

C est l'alphabet de l'exemple 2 

Nous construisons M déterministe. a est donc fonctionnelle 

a(;) = qll a(;<) = qi. a(a(x) .ql) = qll u (a (x) ,qi) = qi r a (b(xl1x2) 'ql '9;) = 90 

ci (b (xl ,x2) ,qi ,ql) n'est pas dé£ ini. Le mouvement ne peut pas continuer. 

b ( a l  ,a)  n'est pas reconnu. 

Par contre, b 



il sera commode d'écrire 

En faisant figurer en chaque noeud la réponse de M pour le 

sous-arbre de sommet ce noeud. 

Nous formaliserons cette écriture dans la définition 8. 

D I  Rappel de résultats. 

Théotrème 2 : Un p& caturctétLineh l a  d m a e   de^ 604C.t~ hégLceièrres en ; t m e  
de clôRwte d e  Kleene ( ~ T H ~ J ) .  Cette cR.aAhe est la même que d e s  boh&12 

heconnainbabla, eA que c&e d u  6ohc5.12 h o W o ~ n  d'un sybtèrne d'équations 
f i n é ~ f i e h [ ~ ~ 2 1 ,  [ E H ] ,  [ M W ] ,  [ S H I .  La cta6ae d o d e  pm i n t e m e d o n  et 

c o m p l é m e ~ o n ,  pan humornotrp~rne f i n é d e  ; pvt p o  jecfion et pho j e c f i n  

i n v m e  ( ~ ~ 2 1 .  

Ces résultats sont rappelés informellement car nous les 

utiliserons peu par la suite. Ils étendent simplement à une algèbre graduée 

les résultats sur les monoldes. 

Mais les homomorphismes non linéaires ne conservent pas les forêts 

réguli5res. Nous allons maintenant étudier les problèmes de transformations de 

forêts. Comme le remarque Thatcher dans CAHI, les problèmes de transformations 

sont différents dans la forêts et les langages (contrairement à la reconnais- 

sance). 

Seuls les transducteurs d'arbres d'états finis (ou régulier) ont 

été profondément étudiés (voir [ B A ] ,  [EU], [MAI, C O G I ,  [ ~ o i l ,  C ~ 0 5 1 ,   TH^],   TH^] .) 



Comme annoncé en in t roduct ion ,  nous nous l imi tons  également à l ' é t u d e  de 

ceux-ci, que nous désignerons sans  l e  simple terme de t ransducteurs .  

A] Défini t ions .  

Comme dans l e  c a s  des  langages un t ransducteur  ascendant est un 
---cc-crr----c-c-c---- 

ureconnaisseur avec s o r t i e "  : à l a  l e c t u r e  de chaque l e t t r e  graduée, on s o r t  

un a r b r e  dérivé.  

Dans l e  cas  des langages, on zoncatène sans  problème l e  mot s o r t i  à 

chaque pas avec l e  mot s o r t i  au  cours des  pas  an té r i eu r s .  Ic i ,  nous a l l o n s  

s u b s t i t u e r  aux va r i ab les  de l ' a r b r e  dé r ivé  ( s o r t i  au  pas  cons idé ré ) ,  des  a r b r e s  

s o r t i s  antGrieurement, selon une correspondance indiquée pa r  les va r i ab les  

de chaque r è g l e  de dér iva t ion .  

Exemple. 

Donnons nous un t ransducteur  ascendant T par  l e s  r è g l e s  su ivantes  : 

ri  : a -+ q ' a  
I l I 

r 3 .  
90 e s t  1 ' é t a t  ' ini-tial. 

1 

Un a r b r e  e s t  t ransducté  s i  e t  seulement s i  il e x i s t e  un mouvement 

le "parcourant de 'bas  en haut" e t  abou t i s san t  à un état  f i n a l  au sonmiet. 

Le domaine e s t  l 'ensemble des  a rb res  " lus" .  I c i ,  le  domaine 

e s t  l a  f o r ê t  considéré dans les exemples 2 e t  4. 



Exemple de mouvement (la règle utilisée est indiquée sous la flbche). 

Ainsi, plus généralement, soit t se transformant en qlul (nous 
9: 3; 1 

noterons tl => q u ) et t2 -> qlu 
1 1  1 2' 

r s'est appliquée en substituant, à gauche et à droite, ul à xl 
3 

et u2 à x 2 ' 

Le transducteur donné ci-dessous est déterministe car on a jamais 

le choix de la règle à utiliser en une occurrence donnée. 

Donnons une notation parenthesée des règles et des mouvements : 

au lieu d'écrire l'état près du sommet de l'arbre écrit en notation arbores- 

ente, nous écrirons l'état puis entre crochets l'arbre en notation parenthèsée 

ainsi 

Donnons maintenant une définition précise des transducteurs 

ascendants ( "bottom-up" , "f rontier-to-root ") 

Pé~iniALon 5 : Un ......................... &an6ductewr. acevldant (en ahégé  T A )  u-t un 5-uple 

T = (Q,C,A,R,P) OÙ 

Q a-t un c ~ e m b l e  6inL d l W  

P Q l ' e u e m b l e  de6  étatn dinaux 

c l 'alphabet gmdué L W  

A l 'alphabet gmdué d i & .  



R est un enbembte d i n i  de hégles, Chaque t t g l e  ut de lu dotune 

* 
-> est lu dÔ.tuire ~ a n b C t i v e  d e 3 ~ ,  
T 

- n- p- n- n- 
Dans notre exemple, T = {(b(a a,a a'), B(a a,a a)) ( n et p e N) 

Nous allons donner un exemple de transducteur descendant. Le ....................... 
principe d'application des regles est le meme que dans le cas ascendant, 

mais on transforme du sommet vers les feuilles. 

Soient les rGigles de T' 



alors, en notation arborescente : 

S -> q-s -> s- + 
I /+\ /+\ r ,r,r I / \ 
s O 
I f I 
O 3 O O S O S  

, qx qA qA 4 4 5 s  
O o s  

I I I O 7 

/ + \  + * /+\ 
-> 8 -> s 
r3 ' / \ l /+\ 

s 
qlo q1f 

S O S  
I i 1 
O O O O 

En interprétant + par le nplus" arithmétique, s par la fonction 
successeur et O par zéro, on voit que T' réalise l'associativité de l'addition. 

Donnons des définitions précises. 

Dé b/in&ion 6 : ~ t t _ ~ - d , t ~ - d @ - c ~ n & ~  ( ".top-down" , " m o t - t o  - 6mntim", 
TV en  &/Légé) est un 5 - u p l e  T = (Q,z,A,R,P) où QIEIA o n t  t a  mniéme 6igni&i&n 
que danû l e  c a  aûcendant,  P ut l ' m e m b t e  d u  i&aux 

R es t  un enûemble dini d e  t ~ 2 g l e 6  d e  lu d o m e  

V é & i n & 6 0 ~  l a  d é ~ v v a t i o n  c h e G e  descendante  7, W 



DéhiniXion 7 : SoLt TP lu ceabde d e s  R h a n s d u o t w  ayant La poptLiété P. 

Une tehuXon R L* x A* e6t  une RhamductLon (de type1 %' 
C 

(en  abnégé TP) a & i  &te T e TP td  que R = T. ' Q 

Un .&anbdu&m (TA OU TD) est  d é t e t u n i h t e  A A ~  il ne c o d &  

p u  2 trègle~ de même pamXe gauche. 

T l  es t  à un éXa.t ("one-&.tate", "puhe") d 4 i  Q est  nédukt à un 

a e d  *Lément. 

Lu a d j e d 6 ~  complet, f i n é d e ,  ohdonné, continu ou d~%c/ t  

h p o ~ e n t  aux k 2 g - t ~  Les mêmu c o ~ n t e s  qu'aux homomotrpkibm~ ( v o h  2A). 

Par exemple, dans l'ekemple T I  toutes les règles sont linéaires 

complètes strictes sauf r3 qui n'est ni linéaire (xi a deux occurrences droi- 

tes), ni complète (x2 n'a pas d'occurrence droite). 

Dans T V t  rl est complète mais non linéaire , r2 et r ne sont ni 
3 

strictes ni complètes etc... 

Le domaine d'un Ahamduc/tewt T est l'ensemble 

L 

Dom T = {t C Z* 1 fu e A*, (t,u) e T) 



Nous allons donner une no&elle définition de reconnaisseur : 

Par exemple, le reconnaisseur M de l'exemple 4 aura pour règles : 

E,$inLtbn 8 : Une nouv&e dé@cit ion d a  &econ&demh : 

al un neconnaiddeun d ' é t a t 6  ,(.id adcendant ( e n  abrrégé R.A) at un TA 

tek? que c = A et où t o u t e s  tes  h è g t a  dont  d e  la d o m e  b + qlbl ou 

n L t h n  5 .  
Y 

F ebt  heconnaL4bable 4d.i 3t c RA que Dom (Tl = F. 

b )  un heconnaibaeuA d 'é -  descendunt (en abhégé R D )  ebt  un TD ta que 

q[b(xl,..=,x n 1 1  + b(qi [xi],. qi i n I l  avec  la n o W o u  d e  La déd in i -  . i \ -  . ,>. 

1 n , . .. - -. '. 
i . .. 

f i n  6 .  A - \ .  

F e6t  rreconnai6dabte 6 d i  IT e RD ta que Dom(T) = F.. . , , 

Il est facile de voir que les trois notions de reconnaissabilité 

'L - corncident. Notons que tout reconnaisseur est équivalent à un RA déterministe. 
-------a---- 

1 mais pas B un RD déterministe. 

I Remarque 4. 

Nous ne considérons plus dans toute la suite que des tranducteurs 

d'états finis B un seul état initial (au final) qg. On montre en effet que 
tout transducteur est équivalent à un transducteur du mame type à un seul 

l état initial '(au final). Nous nous donnerons un transducteur par l'ensemble de 

de ses règles, les autres éléments dtant implicites. -3, - 
't - I - - r- 

i - F  . -  <*- ' , 
< . . 1 - *  . + > -- , ., 

1 " 
I - '  - .  & 

& L w 
'. Y ' .  



n n n  
h h h  2 x 3  
id Id4y 
Y U  



Exemple 6. 

Les homomorphismes sont des transducteurs h 1a)is ascendants et 

descendants, déterministes à un seul Btat. 

- 
Rar exemple 4 de (c,a,a)* dans {b,a,a)* défini Par 

4 (a (x) = a (x) et 4 (a) = a est réalisé par T~ comme suit 

- 1 
est réalisé par le transducteur descendant T 5 

Par contre si nous définissons $ par $(a) = @(a), $(a) = @(a) 
--1 

et $(c(x,y,z)) = b(b(x,y), b(z,c)), on peut montrer que $ n'est pas une 

transduction. Nous reviendrons au chapitre III sur ce fait. Nous e'ii sommes , 

amené a étudier les propriétés des transducteurs. 

l CI Propriétés des transducteurs d'états finis. 

~ a) Le domaine d'un akanbductem est une 60nEt rtégulSène. 

1- C )  L ' k g e  hédpL0que d'une 6o&&t n é g ~ 2 n e  pair un &ansductwtr ut rrég&ene. 



> 

1-1 . Ce sont les rares résultats "positifs" connus, en ce sens que ' % . 

la plupart des questions que l'on peut seposer raisonnablement reçoivent 

une réponse négative comme nous allons le voir. 

Théohème 5 : 

I' ' .) 

a )  LU c h ~ e ~  2 et3 s o n t  incomipa>lab l~ .  

A A A A  
exemple Tl ft! TA et T2 ft! TD. 

b )  LU &ses To, TÂ et 6 v 5% ne s o n t  pas ~ & ~ 6 e 6  pm composi,tion (au 6eM 

des  h&.tionb) 

- 4 - 2  - 6 6  
exemple il est facile de voir que T E TA , T2 E TD et T3 O T 2 $  TD V T A  

1 

h h 

c )  La c b b e s  TD, TA e.t 6 u ne s o n t  p a  c%sa pah i n v m i o n  (au senh 
des  h r n n b )  

- 1 
exemple Tl, T2, T3 dans l'exmple 5, JI dans l'exemple 6. 

a 

Comme le remarque B. Baker [BA], ces résultats proviennent de ce 

que les TD peuvent engendrer deux copies dif f érenteg déterministes d ' une 
4 

même branche mais pas deux copies identiques non déterministes, a l'inverse 
des TA. Nos ewmples traduisent bien ces faits. 

11 est conjecturé ([BA], LOG]) un résultat beaucoup plus fort 

que le théorème 5 concernant la non stabilité par composition. Posons F la 
n classe des forets régulières , Dn = TD (F) la classe des forets images d'une 

foret r6gulière par la composition de n TD, et An = TA"(F) définie de meme. 

Conjecture. Les hiérarchies sont strictes. 



CHAPITRE 1 1 

TRANSDUCTEURS GENERALISES, 

BIMORPH ISMES ET BITRANSDUCTIONS 



Nous avons vu que l e s  no t ions  d e  t r ansduc t ions  ne s o n t  n i  symétri-  

ques ,  n i  composables du s e n s  des  r e l a t i o n s .  Notre premier b u t  a  é t é  de carac-  

t é r i s e r  l e s  r e l a t i o n s  q u i  é t a i e n t  des  t r ansduc t ions  a i n s i  que l e u r s  i nve r se s .  

Comme nous l ' e x p l i q u e r o n s  au  c h a p i t r e  s u i v a n t ,  nous avons é t é  amené à généra- 

l i s e r  l a  no t ion  de t r ansduc teu r  d ' é t a t s  f i n i s ,  d 'où l e s  d é f i n i t i o n s  su ivan te s  : 

Pé SinLtLo~ 9 : Un &amducteuh g é n 6 W h  é ance ndant (he.Apect.ivement de~cenda)lLt) 

e n t  dédini comme un T A  d m  La dé&ndion 6 (hehpedivement T D  danb Ca dédini- 

t ion  7 )  en q templaçant " b c ~ ~ ' '  pan "bcz* ex ~ ( b )  > O" et "b (x l  ,. . . I X  ) E 
" 

n  ri 
I)M "b (xl , . . . ,xn) C T;? (x )  e* n(b)  > or'  

Autrement d i t ,  on g é n é r a l i s e  l a  no t ion  de t r a n s d u c t e u r  d ' é t a t s  

f i n i s  e n  p renan t  pour p a r t i e  gauche de r è g l e s  des  a r b r e s  quelconques de 

profondeur non n u l l e .  

On n o t e r a  TG e t  T G  l e s  2 c l a s s e s  a i n s i  d é f i n i e s  
A D 

p a r  exeniple , q - i + 
/ \ ,T' \ 

e s t  une r è g l e  g é n é r a l i s é e .  

DédinL-tLon I O  : On d4.m qu'une hPgte d'un aannducteuh gPnéhaLiné denccndant 

e5L 4QducX~,ice 4 4  eLt'c-, ~ 4 t  de. La dahme 



son t  d i t e s  appliquées successivement dans l a  dé r iva t ion  

Pour t o u t  n b l ,  on notera TG - l a  c l a s s e  des t ransducteurs  finiment 
D 

réducteurs de TG . 
D 

V @ $ i U o n  7 1 : Noiln n ' a U o n n  p k ~ r l  c u u i d e t r e , t  pair t a  b u d e  quc  d ~ 1  homomuh- 

Vé&irtiRtovi 12  : N O U A  a p p e l e h o u  b imukpkinme t u &  csexAupPd < A , L , A , F , + , ~ I J >  

où A , x l h  nonX den &phab& g m d u é n  

F C!hx UVlQ OORéA &égU&ètte dg nit 

4 Q ~ X  un homomahpkcclme d e  A;kdan1 L* 

@ eb t un homomohphAme d e  A'i- danil A?; 

Pour s i m p l i f i e r ,  nous écrivons CF,$ ,$>  ce bimorphisme. 

La r e l a t i o n  u assoc iée  à ki = < F I + , $ >  e s t  d é f i n i e  par  : 

- 
S o i t  B l a  c l a s s e  des r e l a t i o n s  associées  aux  bimorphismes. 

t l e 6 i n i X i u n  1 3  : T o u t e  nègLe  d ' u n  T G ~  OU d ' u n  TG q u i  e 6 t  P i n é a i h e  c o m p l h t e  
D 

e n t  dctc i n v e n d ~ b I c .  

Un T G ~  ( h e n p e c t i v e m e n t  T G ~ )  do l i t  t u L L t ~ n  len h è g l e ~  n u n t  i i n v e n n i b l ~ ~  e s t  

Soien* nespec - i~vcn ie r i t  T I ,  ex T I  Pe,3 d a n n e o  a i n n i  dé&in<'ea. 
D 



V é ~ i n i A i o n  73 : Noun appdehonh bi , t t ramduuZon de Zqpe X , Y  . taute h&aZian 

R t e l l e  que : 

- il e x i s t e  T E T G ~ ,  T = R avec x = A OU D 
.. - 1 - i l  eeriste T I  e T G ~  , T I  = R avec x = A OU D 

A 
Noun notehona la &UA e des t d a t i o m  aiui d é d i n i a ,  

e.X TG= 4.a & a h  e des t k a n a d u o t e m  de T G ~  t e e 6  qu '2 e d t e  T ' E TGy, - -- 1 v é ~ d i a n t  T '  = T . 

2 , RÉSULTATS P R I N C I P A U X  

Ces r é s u l t a t s  s o n t  démontrés en seconde p a r t i e  dans l e  c h a p i t r e  1 

pour l e  p o i n t  a ) ,  dans II pour b) e t  dans III e t  I V  pour c )  e t  e ) .  

dl e s t  démontré en première p a r t i e  dans III. 

Ils s ' énoncent  encore a i n s i  : 

a )  Tout t r ansduc teu r  g é n é r a l i s é  i n v e r s i b l e  ascendant e s t  équ iva l en t  

à un t r ansduc teu r  g é n é r a l i s é  i n v e r s i b l e  descendant e t  réc ipro-  

quement. 

Tout t r ansduc teu r  g é n é r a l i s é  i n v e r s i b l e  e s t  équ iva l en t  à un 

b imrph i sme  e t  inversement.  

Autrement d i t ,  l e s  t r ansduc t ion  i n v e r s i b l e s  s e  c a r a c t é r i s e n t  en  

termes de bimorphismes d e  façon t o u t  à f a i t  comparable aux 

K- t r ansduc t ions  de M. NIVAT dans l e s  langages [NI] 

b )  S o i t  T un t r ansduc teu r  g é n é r a l i s é  descendant.  Il  e x i s t e  un t r a n s -  

duc teur  g é n é r a l i s é  T '  r é a l i s a n t  l a  t ransformat ion  i n v e r s e  s i  e t  

seulement s i  T e s t  équ iva l en t  à un T I .  



c) Soit T un transducteur généralise descendant. Il existe un 

transducteur généralisé T' ascendant (respectivement descendant) 

réalisant la transformation inverse si et seulement si T est 
2 équivalent à un TI (respectivement à un TI ) 

d) les transductions inversibles ne se composent pas 

e) le composé de 3 TI est équivalent au composé de 2 TI. 

Nous commentons au chapitre suivant ces résultats. 

Remarque. 

Nous omettons fréquemment par la suite le terme "généralisé". 

Le cas non généralisé sera toujours explicitement signalé. 



CHAPITRE I I I  

COMMENTAI RES E T  I L L U S T R A T I O N S  

DES RESULTATS OBTENUS 



Un TI a  t o u t e s  s e s  r è g l e s  de  l a  forme 
A 

où t e t u  s o n t  des  a r b r e s  d é r i v é s  de profondeur non n u l l e .  En r enve r san t  

l e s  f l è c h e s ,  on o b t i e n t  un T I  r é a l i s a n t  l a  t r ansduc t ion  inverse .  NOUS 
D 

pouvons d i r e  qu'un TI  e s t  " i n v e r s i b l e  par  r èg l e s " .    ans l e  ca s  de r è g l e s  

non l i n é a i r e s  complètes s t r i c t e s ,  p a r l e r  de r è g l e  i n v e r s e  e s t  impossible  au 

sens  des  t r ansduc teu r s  comme nous l e  ver rons  en ( I I I , 3 ) ) .  

L e  c h a p i t r e  I de  l a  seconde p a r t i e  e s t  f a c i l e ,  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  

des  TI  en termes de bimorphismes e t a n t  i n t u i t i v e ,  vu l a  symétr ie  des  r è g l e s .  

Notre b u t  é t a i t  de c a r a c t é r i s e r  l e s  t r ansduc t ions  dont  l a  r e l a t i o n  

inve r se  e s t  également une t ransduct ion .  

Nous obtenons en b) que ~~'j~y$rsibilité-~;-~~;_~-~$~~ggi_~,t&~;~ 

e n t r a î n e  l ' i n v e r s i b i l i t é  au  s e n s  des r è g l e s "  dans l e  c a s  où un au  moins 

des  2 t r ansduc teu r s  e s t  ascendant ,  e t  c e c i  b i e n  entendu à une équiva lence  de  - 
t r ansduc teu r s  p r è s  ( c ' e s t - à -d i r e  que s i  T € TD e t  T e s t  une b i t r a n s d u c t i o n ,  

A 

JT '%T t e l  que T l  € T I )  

L ' i n v e r s i b i l i t é  du s e n s  des r è g l e s  e n t r a i n a n t  de façon év iden te ,  

l ' i n v e r s i b i l i t é  au  s e n s  des  r e l a t i o n s ,  l e  r é s u l t a t s .  

b) e s t  l e  p l u s  simple que l ' o n  s a u r a i t  e s p é r e r  mais n ' e s t  p l u s  cont ra i rement  

à d)  i n tu i t i vemen t  p r é v i s i b l e  ( v o i r  p a r t i e  2 ,  c h a p i t r e  I I ) .  

Nous a u r i o n s  pu e s p é r e r  l e  même r e s u l t a t  pour TG DD ' 
I l  n ' e n  e s t  r i e n  comme l e  montre l 'exemple s u i v a n t  : 

Adin d e  A o L L t e d  l ' i n t u X ; t i o n  du  Leotewr,  nvun adoptovln une noAuXion m b o 4 u c e n t e .  

S o i t  C = A = { ( c , 3 ) ,  ( b , 2 )  ( a , l )  ( a , O )  1 
T I  e s t  l e  T I  d é f i n i  p a r  l e s  r è g l e s  : 

1 



T I 2  e s t  l e  T I  déf in i  par l e s  règles  : 

A 
Il e s t  f a c i l e  de montrer que T I  1 e s t  l'ensemble des couples 

d 'arbres  de l a  forme suivante, pour n C N.  

A 
T I 2  e s t  l'ensemble des couples 

où"," désigne un arbre 

I ] quelconque 
a 
I 

1 % 
B2n+2 

a r b i t r a i r e  de l a  

forme 

a 



1.39 

A A 
TI1 O TI2 est l'ensemble des couples 

Supposons qu'il existe un transducteur inversible TI tel que 
* 4  

3 
TI3 = TI1 a TI2. 

Pour n assez grand et les chalnes monadiques assez longues, on 

obtient une contradiction car on aurait une règle initial avec 2i+3 variables 
A 

à gauche et 2j+4 à droite. qui prouve que fi2 + TI 

La non-composabilité provient ici de ce que les arbres intermé- 

diaire sont engendrés par T et transductés par T selon des découpages qui 1 2 
ne coïncident jamais. 

Soit U 62 T DD défini par les règles : 



S o i t  V € T DD d é f i n i  p a r  l e s  r&gles  : 

.. - n n -1 
Le l e c t e u r  v é r i f i e r a  que U = TI O T I  e t  V = ( T I  O TI Z) 

A 4 n A 
2 

d'où TDD # T I  e t  à f o r t i o r i  TGDD # TI 

f'2 * 2  "3 
Dès l o r s ,  l e s  r é s u l t a t s  TG = T I  e t  T I  = TI son t  l e s  m e i l l e u r s  --------------------------DD-------------------------------------- 

ue l ' o n  pouvait  espérer .  9- - - - - - --, - - - - - - - - - -- - -- - 

Ces r é s u l t a t s  é t a i e n t  d i f f i c i l e s  à deviner ,  encore p lus  à démontrer. 

Les exemples U e t  V i l l u s t r e n t  un premier f a i t  : on ne t ransducte  pas a r b i t r a i -  

rement l o i n  p l u s i e u r s  f o i s  une même branche : par  exemple, r a  pour var iab les  4 
d r o i t e s  x  e t  y ,  r a  pour va r i ab les  d r o i t e  z ,  donc r e t  r "séparentt t  l a  bran- 

5 4 5 
che recopiée deux f o i s  p a r  l e  x de r 

1 ' 
Nous appelerons ce phénomène " l i n é a r i t é  à d é l a i  un". A l ' é g a r d  de ce s e u l  phéno- 

mène, notre exemple e s t  s i m p l e c a r  dé terminis te  e t  non généra l i sé .  



On démontre au chapitre III que tout fPGQno est "linéaire à 

délai borné" : en prenant des règles composées,(donc gén8ralisées) on se 

ramène au délai un. 

n 
Dans les TGQ D, disons grosso modo qu'il n'y a pas de "problème 

n - 
de découpage". Au chapitre IV, nous montrons qu'on peut pour un TG suppri- DD 
mer les problèmes de découpage en anticipant l'arbre lu sur une profondeur 

borné. Ceci pose de nombreux problèmes car il faut pouvoir ensuite explorer 

toutes les branches, de façon déterministe, pour vérifier si l'anticipation 

était justifiée. 

I\ A 
La grosse différence entre les TG et les TGDD est qu'en 

AD 
transduction descendante, on peut recopier différemment deux fois une même 

branche, ce qui est impossible en ascendante. 

L'exemple précédent illustre le point i) de la proposition 

III 7). Nous allons modifier cet exemple de façon à illustrer le point ii) 

de la même proposition et à faire dans ce cas particulier la construction 

aboutissant au lemme 111-9. 

Faisons quelques remarques préliminaires. 

SoitW le TG donné par les règles 
1 D 

qo[a (x) 1 -+ b (ql [XI ,q2 lx1 1 

ql Ca(x) 1 --t a(q 1x1) 
1 

q2 [a ix) 1 + q2 [XI 

q,Ca' (x)] +a'(q'Cxl) 1 

q2 [a' (x) 1 + a' (q; [XI ) 

q; [a' (x )  1 -+ a' (qi [XI ) 

q;Cai (XII +at (q' [XI) 2 



alors 

W1 n'est pas finiment réducteur et il est facile de montrer par 

le lemme 11-2 que (;; n'est pas une bitransduction. 

Mais il existe des TG qui ne sont pas finiment réducteurs. 
DD 

On montre néanmoins en 111-7 ii) qu'après avoir réduit arbitrairement loin, 

on ne peut plus recopier que des arbres bornés". 

Donnons l'exemple annoncé, qui illustre ce fait. 

- 
Soit 1 = a = { (a,l) , (b,2), (c,3), (a' I 1) 1 (al ,II ,- (akll) , (a,~) 1 

Posons A = {a lI...akl 



P est l'ensemble des couples de la forme ci-dessus où 

P I ~ I ~ ~ I - . . ~ ~  2q+2 e N et V 1 = 1, ... 2q+2, a a sont différents 2 à 2 et 
i, i 4 

P est une bitransduction. 

Remarquons que S est fini. 



Les r é g l e s  du type  r jouent  l e  même r ô l e  que dans l 'exemple 

précédent .  

U n ' e s t  pas f in iment  réducteur  c a r  l e s  r é g l e s  s e t  s 
1 1 2 

descendent au hasard  " l ' a r b r e  gauche", sans  r i e n  r ecop ie r ,  e t  s prend au  
3 

hasard  en bas  d e  l ' a r b r e  l u ,  un symbole a q u ' e l l e  recopie .  

Grosso modo, d i sons  que nous appelons (au c h a p i t r e  III) chaîne ------ 
t o u t e  s u i t e  de r é g l e s  s ' app l iquan t  en  un même sommet (nous n'avons pas  dans 

n o t r e  exemple de  problème d 'homogénéi té) .  Un b loc  e s t  une charne dér ivée .  - - - - 
Le " d é l a i  de l i n é a r i t é "  é t a n t  un comme dans l 'exemple précédent ,  il e s t  

i n u t i l e  i c i  de f a i r e  i n t e r v e n i r  l e s  b locs .  

La longueur d 'une chaine e s t  l e  nombre d 'occurences de r é g l e s  

q u ' e l l e  c o n t i e n t .  Remarquons qu 'une cha ine  n ' e s t  p a s  nécessairement  de 

longueur bornée. En e f f e t ,  prenons un mouvement i n i t i a l  de U . 
1 '  

P e t  l a  cha ine  s ' app l iquan t  en x cont iendra  pl r è g l e s .  

a 

Nous appelons au  c h a p i t r e  III occurence p r i n c i e a l e  (de x) t o u t e  ---------- ----- --- 
occurence s u s c e p t i b l e  "de s e  d é r i v e r  en un a rb re  a r b i t r a i r e m e n t  long". 

Les a u t r e s  occurences s o n t  non p r i n c i p a l e s .  Nous démontrons en III que l e  

nombre d 'occurence p r i n c i p a l e s  e s t  borné. I c i ,  s e u l e  l ' occu rence  a s soc i ée  à q 
O 

est p r i n c i p a l e ,  l e s  a u t r e s  ne s e  d é r i v e r o n t  qu'en un a r b r e  de  profondeur un. 



Nous a l l o n s  a n t i c i p e r  l e s  a rb res  s e  dé r ivan t  des occurences 

non p r i n c i p a l e s  (puisque l e  nombre d ' a rb res  e s t  f i n i )  en mémorisant not re  choix  

dans l e s  é t a t s  associés  aux occurences p r inc ipa les .  Nous montrons qu'on peut  

toujours  " v é r i f i e r  s i  l ' a n t i c i p a t i o n  é t a i t  bonne". 

Puisque l e s  occurences non p r inc ipa les  de va r i ab les  d i s p a r a i s s e n t ,  

l e s  "bloc an t i c ipés"  u t i l i s é s  son t  de longueur bornée. 

I l l u s t r o n s  l a  cons t ruct ion  par  no t re  exemple : nous construisons 

de nouveaux é t a t s  que nous écrivons e n t r e  guillements. 

Nous avons a n t i c i p é  l e  choix de a e t  l 'avons mémorisé dans q . 
i O 

/bl 
VB C A e t  V ( B  B ,B ,B  ) 

1'  2 3 4 

/Y\ 'ql , B I  '2 p a r t i t i o n  de B 

Nous "partons v é r i f i e r  en bout de branches, au hasard,  que t o u t  

a de B f igure  bien".  Le po in t  important cons i s t e  à remarquer q u ' i l  e s t  

indispensable de "dériver  B B avant  de l e s  séparer".  Plus précisément, en 
3'  4  

x va s ' app l iquer  une chafne de l a  forme (r3,r4) mais on ne peut  dé r ive r  indé- 

pendamment l e s  B dans r e t  r4, d'où l a  nécess i t é  dans l a  p a r t i e  III de 
i 3 

"deviner l e s  b locs  e t  non " leurs  r èg les  séparément". La l i n é a r i t é  à d é l a i  

borné nous assure  que " tou t  b loc  appliqué en x a p p a r a i t  bien en p a r t i e  d r o i t e  

d'une même regle" .  

Ains i ,  i c i ,  

'q3 t B 3  t B 4 '  -+ VB ,B d i s  j o i n t s  e t  C A /i\ 3 4 
X Y Z  

x / c ~ \  x v(C 2 3 1  ,C ,C ) p a r t i t i o n  de B 3 

'q31c21C3' 'q2tC21C3' ' q l ~ C l l ~  



On te rmine  évidemment p a r  

'q l  , B '  a '  -+ a ssi B C ( ~  a 1 
i l , . . .  i 

a j 
i i 
4 1 
I 

a 
i 
j 

v é r i f i a n t  a i n s i  que t o u t  a a n t i c i p é  e s t  b i e n  enbou t  d 'une branche. 

Bien entendu,  c e  phénomène d ' a n t i c i p a t i o n ,  q u i  s e  p rodu i t  i c i  

en débu t  de d é r i v a t i o n ,  p e u t  s e  p rodu i r e  "n ' importe  où" e t  i n t e r f é r e r  avec 

d ' a u t r e s  phénomènes (problèmes de découpage, de déterminisme).  

Dans l a  sec t ion  III, nous nous débarassons dél ibérément  du "problème de 

découpage" e t  j u s t i f i o n s  c e t  a c t e  en I V .  

Remaraue . 

Nos no ta t ions  peuvent p a r a r t r e  redondantes ( i c i ,  on a u r a i t  pu 

é c r i r e  "q  B ' , e t  'q ,B ' seulement) . 
3' 3 2 4 

E l l e s  l e  sont  en  e f f e t  p a r f o i s  pour f a c i l i t e r  l e s  conSt ruc t ions  

e t  l e s  démonstrat ions.  Le phénomène géné ra l  d ' a n t i c i p a t i o n  e s t  en e f f e t  p l u s  

complexe du f a i t  que l e s  a r b r e s  a n t i c i p é s  s o n t  non r é d u i t s  à une l e t t r e ,  d 'où 

on d o i t ,  encore d e  façon l i é e  dans un b l o c ,  deviner  l e s  d é r i v a t i o n s  intermé- 

d i a i r e s .  On a i n t é r ê t  à " s tocke r "  t r o p  d ' in format ions  mais de façon homogène 

p l u t ô t  que t o u t  j u s t e  ce q u ' i l  f a u t  de façon d i spa ra t e " .  

- 1 
Donnons e n f i n ,  s a n s  a u t r e  commentaire, V1 t e l  que V = P . 

1 



W3.C A 

V(B ,B ,B ) partition de B 
1 2 3  

'q3 IB ' + A\ VB c A, V (B ,B ,B ) partition de B 
/ f \  1 2 3  

X Y Z  X X Y 

VB C A, V(B1 ,B2) partition de B 

Remarque. 

On pourrait être tenté de croire que l'hypothèse d'inversibilité 

est superflue pour l'anticipation. Il n'en est rien. 

- 
Soit C = A = {(a,l),(ag,i),(a,o),(bIo)} et O de règles - - - 

+ q x ,  q a + a  etqi;+b. 
qo 7 O O O 

- 
Codom O est fini donc régulier. Pourtant, si on anticipe, 

on s'interdit de vérifier que a' n'apparait pas. 

C'est l'hypothèse du lemme 111.9 qui est ici en défaut. 



CHAPITRE I V  

- 

EXAMEN DE D I  FFERENTES NOT 1 ONS DE TRANSDUCTIONS, 

AVANTAGES DES B ITRANSDUCT IONS, 



1 CAS DES TRANSDUCTEURS NON G É N É R A L I S É S ,  

- - A 
Soi t  C = { (b,2) , (a,o) 1 .  La re la t ion  ( b , a) n 'es t  pas une T ! 

1 \- 
D 

- 
a a 

- 
En e f f e t ,  toute règle i n i t i a l e  s e r a i t  de l a  forme q b -+ a ,  x ou y  donc non 

O / \  
x y -  

complète. Une i n f i n i t é  d'arbres s e  transformerait donc en a.  

- 1 
Un raisonnement analogue différencie 4 de $-' dans 1 'exemple 6 

Notre généralisation f a i t  disparaî t re  ce genre de problème en 

autorisant des par t ies  gauches de règles de profondeur quelconque, e t  toute 

A A 
relat ion f in i e  appartient alors à TG n TG 

A D 

De plus, s o i t  R = 

n,m e t  p G N 

m - -  - 
b a a  a 
/ \ 

3 
a a 

A A 
Le lecteur  vér if iera  que R $? T V T 

A 
D A'  

Le f a i t  que R $! T provient de l a  remarque précédent. 
D 

Le f a i t  que R L !? Provient de l ' incapaci té  des TA de donner deux copies 
A 

différentes d'une même branche (consid6rer l a  forme des dernières règles 

u t i l i s ées )  . 

4 A 
Mais R = 

l [(/b\ 

,y,)) ' T ~ ~ f l  T~~ 

b 
/ \ !)P a n t  a p "P a 

b 
/ \ - - 

P, a a 
- 
a a 



( l e  l e c t e u r  c o n s t r u i r a  aisément  l e s  t r a n s d u c t e u r s  non g é n é r a l i s é s  a s s o c i é s ) .  

Comme R I  O R2 = R I  nous avons 

c e  q u i  ne l a i s s e  e s p é r e r  aucun r é s u l t a t  comparable à ceux du c a s  g é n é r a l i s é .  

De p l u s ,  nos b i t r a n s d u c t i o n s  s o n t  donc une g é n é r a l i s a t i o n  s t r i c t e  

des  c l a s s e s  u sue l l e s .  I l  ne p o u r r a i t  a l o r s  ê t r e  p o s s i b l e  de c a r a c t é r i s e r  en 

termes de bi-morphismes l e s  b i t r ansduc t ions  non g é n é r a l i s é e s ,  qu 'avec d ' a u t r e s  

morphismes que ceux des  TI .  Nous a l l o n s  v o i r  q u ' i l  n 'en e s t  r i e n .  

S o i t  M une c l a s s e  de zlorphismes. Nous d i r o n s  qu 'un bimorphisme B 

e s t  de type  bi si  B = <KI+,$> où K e s t  une f o r ê t  r é g u l i è r e ,  @ e t  $ deux 

morphismes de l a  c l a s s e  M. 

Nous é tud ions  rapidement i c i  l e s  a u t r e s  types que c e l u i  d e s  T.1, 

dans un ordre  de g é n é r a l i t é  c r o i s s a n t .  

A] R e s t r i c t i o n  d e s  T. 1 : bimorphismes du type  p ro j ec t ion .  

Ce t ype  a  é t é  é t u d i é  p a r  Takahashi dans (TA) s ans  l e  nom d e  

"p r imi t ive  t ransformation".  

Ce type  e s t  s t a b l e  pa r  composition, m a i s  ne donne que des r é s u l t a t s  i n t u i t i -  

vement év idents .  



Les transductions associées ne font que changer régulièrement 

l e s  labels ,  sans déformer l e s  arbres". 

Une transformation de type " b -+ c " 
/ I \  

b z  x y z  

é t an t  impossible, U n ' e s t  par exemple equivalente à aucune transduction de 

ce type. 

BI Généralisation des T I .  

a )  Définissons T J  comme l a  classe associée aux homomorphismes 

l inéa i res  complets comme ceux des T 1, mais non nécessairement s t r i c t s ,  

ce t t e  généralisation apparemment fa ib le  bouleverse l e  comportement car nous 
A 2  

montrons en deuxième pa r t i e  (chapitre V) qu'au l i e u  de T I  = s3, l a  su i te  
*n 

{TJ 1 n C N)  e s t  une hierarchie in f in i e  de relat ions.  

b) Définissons TK (respectivement TK') comme l a  classe de 

bimorphismes associée aux homomorphismes l inéa i res  (respectivement l inéaires  

s t r i c t e s ) .  

Nous n'avons pas étudié ces classes ,  mais conjecturons qu 'e l les  

ont un comportement identique à celui  des T I  pour l a  composition. 

Néanmoins, l e s  transformations associées sont toutes différentes 

de ce l les  associées aux transducteurs, même généralisés. En e f f e t ,  un arbre 

peut i c i  avoir une i n f i n i t é  de transformés, comme l e  montre l'exemple ci-  

dessous : 

Soit  r  = ( F I $  ,+) 

E = t ( a , 2 ) ,  ( a ,o ) )  

A = t ( a , l ) , ( ~ , o ) l  

$ (a (x,y) = a (x) 
- - 

+ ( a )  = a 



Mais F = { (anà,aPa) 1 n,p € N) donc tout arbre se transforme en 
--1 , 

A* par F ou F . 

C) Définissons la classe TM des bimorphismes associés aux 

homomorphismes quel conques. 

Soit alors par exemple r = (F,+,id) avec 

Z = {(a,l) (b121 , (alIl , (;,o)l 
- 

F = a({b,a,a)$:) 

$(a(x)) = b(x,x) 

9 (b (x,y) = b (x,y) 
- - 

$(a(x)) = a(x) et $(a) = a 

id est l'identité. 

alors 

- 
Supposons qu'il existe un transducteur O équivalent à r. O doit 

vérifier l'égalité d'arbres arbitrairement longs tout en recopiant ; il a 

un domaine ni régulier, ni algébrique  AR^]). Les TM n'ont ainsi plus aucun 

rapport avec les transducteurs d'états finis. 

En conclusion, cette critique fait apparaître le r61e privilégié 

que jouent les bitransductions du point de vue des transducteurs d'états finis 

d'arbres. Les bitransductions sont stables par composition et inversion. 

Elles conservent les forêts régulières (partie 2, chapitre V) . Nous conjecturons 
que dans un "bon cadre" chacune sera équivalente à un seul bimorphisme et 

conserveront les forêts algébriques. Nous pouvons ainsi espérer leur voir jouer 

dans les forêts un r61e aussi fécond que celui des transductions rationnelles 

de M. NIVAT. 



DEUXIEME PARTIE 

DEMONSTRATIONS 

I 



CHAPITRE 1 

CARACTERI SATION DES TRANSDUCTEURS 

1 NVERS I B L E S  PAR BIMORPH 1 SMES 



D é ~ i W o n  : 
une va/uable. 

II. 1 

On appelXe &anche pendante tolLte bmnche dont lu 6 U e  es t  

Définissons les transducteurs quasi-généralisés de profondeur i 

(TG 1 comme étant les TGD dont chaque règle a en partie gauche toutes les bran- 
Qi 

ches pendantes de profondeur i. 

TG désignera la classe des TG tels que i=l. 
Q m 

a I i 
Posons TG = u TG . 

Qn i=l 
Qi 

Par définition on a : 

Si T ut un ,tJULn6duct~ gén-é, et F une do& héguRihe, Lt 

e x h t e  un ,tJULmiuCtem g é n W é  T ' de la même W b e  que T ta que 
;' = { (t,tl) e ? 1 t' e F). 

En effet. On fait la démonstration pour un TG ; on procèderait exactement de D 
la même façon dans le cas d'un TGA# TG . 

Qn 

Soit f = <Q,Q ,a> un automate déterministe reconnaissant F. Soit Q' 
f 

l'ensemble des états de r et QA l'ensemble de ses états initiaux. 

L'ensemble des états de T' est Q' x Q ; l'ensemble de ses états 

initiaux est Q' x Qf et ses règles sont définies par : 
O 

<q'.q> M x l  ,.... x 11 - t'(<ql .qil > [xi.]. . -. . n <q; .qiI7 [xi,,]) 
1 1  1 P P P 

est une règle de T' ssi 

est une règle de T et q = a (qil ,Cli 
1 P 



I l  e s t  c l a i r  p a r  cons t ruc t ion  que ( t , t l )  e ;' implique (t.t1) e ; 
e t  t '  e F. On démontre l a  réc iproque  en montrant p a r  induct ion  s u r  l e s  d é r i v a t i o n s  

Jn * 
dans T que s i  q '  [tl => t '  a l o r s  'q' , a t l >  [tl => t ' .  

T T ' 

De p l u s ,  p a r  cons t ruc t ion ,  s i  T est f in iment  r éduc teu r ,  T '  l ' e s t  

a u s s i .  

cqf d. 

En e f f e t .  On démontre fac i lement  p a r  i nduc t ion  s u r  l e s  d é r i v a t i o n s  que 

>k -1- 

q [ t l  ?> t '  ssi t '  => - 1 qEtl. 
T 

cqfd . 

S i  T est un t r ansduc teu r  i n v e r s i b l e  descendant ( r e sp .  ascendant)  on 

no te  l e  t r ansduc teu r  i n v e r s i b l e  descendant ( r e sp .  ascendant)  obtenu en rempla- 

çan t  chaque r è g l e  

respectivement : t (qi Lx1] , . . . ,qi Lxn] ) -+ q [ t  ' (xV ( l )  , . . . .X ) 1 
1 n v (n)  

Pa r  t' (qi Cxll I ' . .  ,qiv [xn1) + q [ t ( x v - l  (1 )  I .  . .x v-1 (n)  11 
v (1)  (n)  

X X 
Par cons t ruc t ion  ( T  ) = T .  



Jc 
En effet. On démontre par induction sur les dérivations que q[tl -> t' ssi 

-ir Jc Jc r 
qCt'l => t (resp. t -> q[t'l ssi t' => q[tl) 

T T T 

cqf d . 

Coho&!ahe 1.5 : Si ; e GA h a p .  TiD) a e O i ~  

--1 h 
r e  TI^ ( h a p .  Ti,). 

Immédiat d'après la proposition 1.3 

Immédiat d'après la proposition 1.4. 

A --1 A 
En effet. Si i E (resp. TI alors d'après le corollaire 1.6 r e TI 

A 
A D --1 -1 r- h 

D 
(resp. TI ) et d'après le corollaire 1.7 i = (T ) e TID (resp. TI ) . A A 

cqfd. 

A h h 
On notera TI = TI U TID. D'après le corollaire 1.7, TI = TIA = TID 

A A --1 4 
et d'après le corollaire 1.7, f e TI = > T e TI. 

- -  h --1 A 
Pour XI Y e ~ A , D , ~ , Q ~ ~ ,  ondéfinithXy = { T ~ T  eTGX et r ETG~}. 

Soit 6 la classe des relations associées aux bitransductions. 

- A 
Théohëme 1.9 : B = TI. 

En effet. 

A. Soit u = <FI$,$> un bimorphisme. Soit A = <QIQf.a> un automate 
déterministe reconnaissant F. On construit un transducteur inversible descendant 

r dont l'ensemble des états est QI l'ensemble des états initiaux est Q et dont 
f 

l'ensemble des règles est défini par 



qrt (xl,. . . lx 11 -+ t ' (q Lxv 1 ' .qi [xv (n) 1) n il n 

est une règle de -r ssi il existe un symbole a de degré n tel que 

I . . * I  = q  
i -1 (1 qiv ' - 1 (n) 
u u 

- 1 . v(i) = v '  (va (il) pour i=l,...,n. u 

-1- 

Il est facile de démontrer par induction que q[tl > t' ssi 3 u tel que 
a = ql t = $(u) u ; t' = $(Il). 

- A  A 
On en déduit que i = et que BCTID = TI. 

BI Soit T un transducteur inversible descendant. A chaque règle 

r = q Ct(x ,..., x ) l  
1 n [ x ~ ( ~ )  1) de T 

n 

on associe (il le symbole r de degré n 
(ii) la relation a- (qv-l ( l) , . . . ,qV-1 (,) ) = q r 

- 
(iii) $ (r (xl ,. . . ,xn) ) = t(xl ,. . . lx n ) 

- 
(iv) ili (r (xll .. . ,x 1 )  = t' (x n v(l) 1 .  .lx v (n) 1 

L'ensemble des relations (ii) définit une automate sur l'alphabet 

{r 1 r est une règle de -d. Soit F la foret régulière reconnue par cet automate 
dont les états terminaux sont les états initiaux de T. De la même façon que * 
précédemment, on démontre que q[tl => t' ssi 3 u c F tel que $ (u) = t et 

2 - 
$ (u) = t' ce qui entraîne que fi = TI c B. 

D 

cqf d . 

Remarque. L'homomorphisme $ construit dans BI est ordonné. On en déduit que 
h 

si une relation appartient à TI = 6 ,  elle est associée à un bimorphisme <Fl$,Ji> 

où l'un des homomorphismes est ordonné. 



CHAPITRE I I  

CARACTERISATION DES B I  TRANSDUCTIONS 

DU TYPE ASCENDANT 

Nous étab l i ssons deux lemmes qu i  nous seront  u t i  les  dans t o u t e  

l a  s u i t e  e t  about issons au théorème 11.4. 



NOTATIONS : 

Nous noterons  n ( t )  l a  profondeur d 'un  a r b r e  t. 

S o i e n t  T un t r ansduc teu r ,  R ( T )  l 'ensemble de ses r è g l e s .  

Pour t o u t e  r e R (TI nous noterons  g (r)  ( resp .  d  (r) ) l ' a r b r e  appa- 

r a i s s a n t  en p a r t i e  gauche ( resp .  d r o i t e )  d e  r. 

Nous posons n (T) = sup  ~ ( g ( r ) )  
g  reR 

DédiniLion : Une &an6duuXon T c x A* est didéee sa.i v u e A*, 

i t l ( t , u )  e T I  < + m. 

Un itrrannducteuh T est Qdète a& T ut &déee. 

L m e  11.7 : L m e  de ~ k f U é .  

Tollite bhXanbduc%Lon est SkfèLe. 

En e f f e t  : S o i t  T un t ransducteur .  Par  d é f i n i t i o n ,  t o u t e  r è g l e  r v é r i f i e  T (r) > 0. 
g 

On en dédu i t  que : 

;'r 
u => t e n t r a î n e  n (t) 6 n (T) x n(u)  T d 

donc pour t o u t  u ,  Card { t l  ( u , t )  e T I  < + m. 

S o i t  P une b i t r a n s d u c t i o n  : 

-1 - 3 T c t e l  que P = T 

d ' a p r è s  c e  q u i  précède,  nous avons pour t o u t  u,  

Card { t l  ( u , t )  e P") < + 

donc V u e A;k, Card ( t l ( t , u )  s P )  < + m. 

cqf d . 



1 u ( x  l l . . . , x  ) e A*(x) avec m 2 2 
m 

teed que : 
i V i = 1 ,  ..., m l  l& n(u  = + 

n n 

* 
V é ~ i m X o n  : Soient  T un T G ~ ,  6 : t => q Cul une déz*vat ion de T. 

T O 

6 a$ une d é t U v d o n  in,tXi.de de 6 

U1, ... lu " A* $& que n 

Lemne 11.2 : L m e  de kXné-é globale.  

S i  T e T G ~ ~ ,  a l o u  T n ' a  pad la piropriété L. 

A : CAS DE T c TGAX : 

J- ,, 
En e f f e t .  supposons que T a i t  l a  p r o p r i é t é  L. V n e N t  il e x i s t e  6 : u => qo[tE 

n n T 

I l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que pour t o u t  n ,  il e x i s t e  6 ' C 6n t e l l e  que : 
n 1 



i i 
3 qi 1 . .  . 1 qi e Q 

n11 n,ml i 

tels que 6' s'écrira comme suit 
n 

-i avec V n,i, n(u s n (T) . 
n 9 

Intuitivement, 6' est obtenue en commençant à dériver comme dans 6 et 
n n 

en s' "arretant juste avant  de dériver u(x 11.- - ,Xm)" 

Notons 6 - 6' la dérivation complétant 6' en 6 . 
n - 1 - n n n 

n(u(un(xl ,..., x ,..., um(x ,..., x ) ) )  < n(u) + n (Tl. m ' 1 n P 9 9 

Cette inégalité, jointe à la remarque que v r e R(T) n (r) > O, nous 
9 

permet de majorer la longueur de 6 -6' (id. le nombre de règles utilisées dans 
n n 

6 -6') par un entier M indépendant de n. n n 

Donc, pour une infinité (n ) d'indices n, 6' se termine par la 
i icN n 

1 1 
même 6 -6 ' . Plus précisément, il existe E(xl.. . . ,x r L* (XI . 3 u (xl,. . . n n 

i i 0 - 1 1 m ... xml) ..... um(xll ..., x r A*(x) 3 qi ,...,qi ,...,qi ,..., m ' qm Q 
1 m 1 m ' 1 im' 

1 m 
-1 1 -m il existe 6 : u(u (qi [x11,. . . ,qi rxm,1) ..... u (qm rx I . . . ) )  

1 m: 1 il P 

tels que, pour tout i c NI 

6 - 6' soit obtenue à partir de 6 n n 
i i 
m en substituant t àxl,-..~ tm à x  
nt1 ni'mni P 



On a évidemment 

On peut toujours supposer n(t' (x)) > O, sinon le lemme de fidélité 

serait contredit. 

- n 
Alors, 1 i E N  telque pour ili t(xl, ..., x ) ; t(t' i0 

O 0 P ' (XI . 
ni 

La restriction b à ?(xl,.. . ,x ) de la branche de t(t (x) ayant x 
P - 

pour feuille est indépendante de i. Soit donc x la feuille de 6 et soit C 1' indice 
-C k 

tel que x soit feuille de u (xi,. . . ,x. ) . k 3 

Comme en terminant 6 
n I1 

n t  
les arbres t se substituent aux x dans 

i niIn' j - n " t, pour tout i e NI pour tout n" # C, t , est un sous-arbre final de t ou de t'. 
niln 

Il est facile de vérifier alors que : V i s NI 3 t s C* 
1 C-1 e C+ i * i û = U(U , u , u , u , ..., um ) -> qo[i 1 

"i ni ni "10 ni ni i 

avec n(t 1 b n(t ) + n(t(x)) + v(t1(x)). 
ni nio 

i Comme m22, les hypothèses de L sur s(un) montrent que 
- 

lim n (Ü ) = +a. 
i+tm ni 

Donc une infinité d'arbres se dérivent en un nombre fini, ce qui 

contredit la fidélité. 

cqf d . 

B : CAS DE TGDX : 

En vue de la section III, nous allons montrer un résultat légèrement 

plus fort : 

" 3 G c C I ~ ( X ) ,  G fini, v tg e ~ , t  a au p h  7 varUabLe 

u(xl , . . . .x 1 o Arr(x) C:.?c m 2 2 m 
1 m 

V n e N, 3 u ..., u e A* 
n ' n 



X& que 

i 
V i = 1 ,  ..., m l i m  ~ ( u  ) = + m n- n 

tn = t;l ( . . . ( t l  )...) avec v i=l. . .  . 1 , t a  c G" 
1 "1 n n i 

n 

il e s t  év iden t  qu 'en posan t  G = { t ( x )  , t '  (x) , t " ) ,  L implique L ' .  Donc 1 L'  => -I L -  

Montrons que s i  T E: TG T n ' a  p a s  l a  p r o p r i é t é  LI. 
DX ' 

En e f f e t  : 

Les é t a p e s  de  l a  démonstrat ion s o n t  p a r a l l è l e s  à c e l l e s  du cas  A.  

On d é f i n i t  de  façon év iden te  l e s  no t ions  d e  d é r i v a t i o n  u t i l e  e t  d e  

d é r i v a t i o n  i n i t i a l e  dans l e  c a s  descendant.  

Supposons que T a i t  l a  p r o p r i é t é  L'. 

* 
pour t o u t  n,  4 6 : qo[unl -5 t . 

n T n 

Il est f a c i l e  d e  v o i r  que : 

V ,  3 6; i 6n t e l l e  que : 

1 m * j  j 1, j 1  
6 ' : qo[u <un, . . . ,u ) I -> E (qn . [ O  ln1 , . . . qni [O nl  , . . . 

n n 4 i l  
i 

Pj, p j  
jv jv j v  j v 1 

qni [Oi n l , .  . . ,qn [Oi n l )  
1 1 

i 

où v k-1,. . . ,v.  jk E i l , .  . . , m l  e t  3 an t e l  que : 
jk  

avec TI (5 n)  < n (T) . 
Jk  9 



Ceci signifie que 6' "commence comme 6 et s'arrgte dès qu'on a transducté un'. 
n n 

Le nombre de règles appliquées dans 6' est borné indépendamment de 
n 

n et il existe une infinité d'indices pour lesquels 6' est une meme dérivation 
n 

initiale 6'. En rénumérotant cette sous-suite, on obtient : 

3 6' telle que V n, 6' < 6 
1 n 

1 m J I -  j1 j v 
avec 6 ' qo[u (un. . ,un) 1 - jl[oi n~ .....qi 

j v - t(qil [Oi nl) 

Pj Pjv 

k 
Remarquons que les O sont, comme 6' et t ,  indépendants de n mais les O n 

k j j 
dépendent des u . 

n 

Si lim n(tn) < +', la fidélité est. comme dans A. contredite. 
n- 

Le lecteur vérifiera facilement que pour tout n! pour tout k=l, ..., V 
lk 

sauf au plus un, noté k 6 se continue en transductant O. n en un sous-arbre n' n 1 
a 

d'un arbre de G (ce résultat provient de la forme de tn). 

Si il n'existe pas une infinité de kn, n(t ) est bornée, ce qui 
n 

contredit la fidélité. 

Sinon, il existe k = kn pour une infinité d'indices. On termine 
O 

alors corne dans A . ,  en se fixant ukO ce qui borne les arbres dérives indépen- 
n t  
O 

damnent de uk' , k' # k et contredit la fidélité. 
n O 

cqf d . 



DédiniXion : Soc t  T = (Q,~,A,R,~~) un TG~. 

Une dé tuvat ion  i U e  6 ' eh$ me d e  b a i  .il exibxe 
6 : t => q [ul $&te que 6' ; 6 ,  t e Z* u e A*. 

T O 

î.he hègkk r ehz Lu%te b a i  1 6 e A(T) u.td%ant r. 

Un .t&anbducteut~ ebz héduxA: a i  &&eh h a  /r$gLeh bon t  uZZeh.  Il eh$ 

év,&f& que la tréductLon d'un ItrLanbdu&w ne change pas la heh- t ion  aba0Ciée. 

En effet, nous allons construire T' % T tel que toutes les règles de T' soient 

complètes, linéaires et non réductrices, T' sera bien, par définition, un TI. 

- --1 
Remarquons que les lemmes 11.1 et 11.2 nous assurent que T et T 

--1 
sont fidèles, que ? et T n'ont pas la propriété L. 

A. REDUCTION FORTE ------------------- 

Nous dirons que T est fortement réduit ssi T est réduit et 

V q b o  e QI Card (F1(q)) = + m .  

Montrons qu'on peut toujours supposer un TGA fortement réduit : ceci 

équivaut à trouver pour tout T, un T' équivalent ayant cette propriété. 

Construisons T' = (Q' 1 ,AIR' rqo) 

A toute règle r : t(qi [x~I,...,~~ [xn1) -+q[u(x , ..., x )1 de RI 
1 n j 1 j P 

associons l'ensemble R'(r) de règles de T'. 



R'(r) = { (t(all. ...a ,) + q[u(ej . .... 8 .  11) 1 telles que, 
1 IP 

v k = 1.. . . .n. (ak.Bk) = (q [X 1 .xk) ssi Card F (q 1 = + 
ik k 1 ik 

sinon. (ak.Bk) e F(qi 11. 
k 

On a Card (R' (r)) < + m. 
\ 

T' est obtenu en prenant pour règles UR1(r) en réduisant et en 
reR 

prenant pour Q' l'ensemble des états de Q subsistant. 

Il est facile de montrer que T' Q T. 

T' est fortement réduit par construction. 

Nous considérons maintenant un TG noté Tl fortement réduit, fidèle 
A'  

et n'ayant pas la propriété L. 

B. TOUTES LES REGLES DE T SONT COMPLETES : ........................................ 

Soit r une règle non complète. Supposons que x n'apparaisse pas 
j 

en partie droite de r 

[ avecpour tout k=l. .... p. x # xj. 
jk 

r étant utile. il existe tl.....tj-l, tj+ll ..., tn e L* 
1 t' (x) e C~~[XI et Ü e A* tels que ; en posant 

nous ayons : 



D'autre  p a r t .  {E(o) 1 ( 0 )  Ü e ?} x { E ( o )  1 o F F~ (qi ) 1. 
j 

Donc Ü est l ' image d'une i n f i n i t é  d ' a r b r e s  puisque Card ( F ~  (qi ) ) = + c e  q u i  

c o n t r e d i t  l a  f i d g l i t é  de T. j 

C. TOUTES LES REGLES DE T SONT L INEAIRES : ........................................ 

S o i t  r une r è g l e  non l i n é a i r e  

avec j = j i  = - ... - ji = j e t  a ?. 2.  
i 1 r a 

Comme r e s t  u t i l e ,  il e x i s t e  t l ( x )  e C 1 ' ( X ) ,  

Ü'  (x l . .  .. .x e A*(x) t e l s  que, 
P 

en posan t  E ' (q i  Lx.]) = t ( t l  .... .t ,qi [ ~ . l . t ~ + ~ . . . . t t  f 
3 j-1 3 n 

j j 

e t ,  comme t o u t e s  l e s  r è g l e s  s o n t  supposées complètes : 

où l e  nombre d 'cccur rencesde  Ü dans  Ü'  e s t  121. 

Comme Card (Fl (qi 1 )  = + CO il e x i s t e  O (x) , 02(x )  ci c*(x) ,  O3 e L*, 
j 

1 

Vl(x) V2(x) e A*(x) e t  V1 e A*. e t  q c Q t e l s  que : 



ïk 

qi [vl (V2 (V3) 11 car toutes les regles sont complètes. 
j 

Supposons que V 2 (x) = x. 

3;. 
Alors, V n e N, (3 1 2 3  (On(0 1 )  T> qij[v1(V3)1 

ce qui contredirait la fidélité. 

Donc T(V2(x)) > 0 .  

'L h 
posons t = E col (O2 (O3) 

n 

% ' L I  a --1 
alors V n e N, (tn,u(u ,..., u 1 )  c T 

n n 

--1 
d'autre part, 3 U a TGXA tel que Û = T car T e TGAX. 

Donc U satisfait à la propriété L, ce qui contredit le lemme 11.2. 

D. T EST FIN1,EMENT REDUCTEUR : ............................ 

Supposons T non finiement réducteur : 

V n E N, 4 tn(xl,. . . ,x ) tel que 
i n 

n n 
IT ( ~  2 n et 3 qlf...,qi et qn e Q tels que 

n n 



Toutes les règles de T sont linéaires complètes d1apr5s ce qui 

précède. On en déduit que i = 1 pour tout n. 
n 

Nous pouvons donc écrire : 

V n E Ni tn(x), 1 et < e Q tels que 

Il existe une infinité d'indices (n ) p e N pour lesquels le couple 
P 

(qn,q') est un meme couple (q,ql) . T étant réduit, il existe t' e E* et ul e A* 1 
î'c 

tels que ti T> q[ull. 

De même, il existe t; (x) et u2 (x) tels que 

Nous en déduisons que V p. (t; (tn t ) , u (u ) ) T. 
2 1 

P 

Comme n(t ) b n la fidélité est contredite. 
n 
P 

P , 

T est donc finiement réducteur. Soit po sa profondeur de réduction 

(voir partie O). 

Construisons T' en prenant pour règles les dérivations dans T de 

profondeur ç po+l, contenant du moins une règle non réductrice. Il est facile 

de voir que T' % T. 

T' a bien toutes ses règles inversibles. 

cqf d . 



II. 16 

En effet, le lemme 11.3 montre que I 

Les inclusions inverses proviennent de 1.8. 

cqf d . 



CHAPITRE I I I  

UN RESULTAT INTERMEDIAIRE SUR LES 

B ITRANSDUCTI ONS QUAS 1 -GENEML1 SEES 



De nombreux intermédiaires vont etre introduits en vue de montrer 
A ?cn,~ c  TI^ . 

VEdi&on : Soit P = {tl, ..., t 1 une pamXe dihie de L*(x) .  
m 

P est  &e compatible 6 6 i  3 t td que v i=l ... . ,m on & ti ; t. Il! & d e  
m 

de v o h  que La boime s u p e n i w e  de P e&id*e a l o u .  kou6 la notenom v ti. i=l 

Remarquons que si t c Z* et t2 e L*, alors t1 i t2 <=> t = t2. 
1 1 

VédinLtion : Soit  T un mn. On appelte chatne (de TI toute s d e  & . L e  c de 
* 2 g t ~  s 1 ,  s t e l t e  que P(C> = {g(si) 1 {i=i ,..., ml b o a  cmpaübte .  

Si q est 1 'état gauche de s notons Q (Cl la suite (ql , . . . ,B,) - 
i i ' 

Soit t c C*(X). Nous notons t/l le sous-arbre initial de t obtenu 

en "coupant" t à la profondeur 1. 

Notons C (T) 1 ' ensemble des chaines de T. 

V C e C ( T ) ,  P(C) est compatible donc 3 tl r Z*(X) tel que 

V i=l, ..., m, g(si)/n = t (x ..., x 1. 
1 1' P 

n désigne la profondeur de Tl 

i i 
alors V i = 1 ,..., m, g(si) = tl(@l,-.,O 

P 

i 
où O est soit x soit un arbre de Lit 

j j ' 

donc V g(si) = t1 (O1.. . . .O ) i= 1 P 

i i i 1 
i 

i 2 
ssi 8 .  e Z* (comme 8 e L* et O r Z* implique O = O . 

J j j j j 

O est bien indépendant de i) 
j 

En renumérotant les variables, posons O(xl, ..., x ) = Vg(si). On remarque 
9 

que O est de profondeur homogène n. 



Posons .(O) = {q[0(x1,. . . .x 11 -+ u(qi [X 1 f .  . .qi Cx. 1) 
q 1 jl P IP 

par une dérivation dont la première règle est r) 

i 
Nous avons en fait défini de nouvelles règles en dérivant les O 

j 
n'appartenant pas à g(r). 

Vé&hiZLon : On appelYe cha2ne hmogEne ( c .  h. ) to&e channe dont itou.tU 

la t g g l e b  o n t  même puttLe gauche. 

Définissons corne suit l'ensemble U(C) *es c.h. associées Zi la 

U(C) = r . .  . r 1 V i=l.. .. .m, r' E ri(0)) 
m i 

où O est associé à la chaine C. 

V é ~ i W o n  : Soit C = (ri ,..., r') une c-h. 
m 

V a = 1,. . . ,q posons Q (C) = {qk a 1 ,c = xa) E P (Q) 

il 
ji 

* 
et v Q' e ?(QI. posons Q' (TI = {t E L* 1 v q e Q', 1 u E A*, q[tl T >  u) 

Noub dVron6 qu'une chauze homogène e s t  a ~ w u % & e  ( c .  h. e .  ) 66i 

v a = 1,. . . ,q Card (Q, (Cl (T) = + 

Soit ta l....,a l'ensemble des indices pour lesquels 
9 ' 

Card (Q, (C) (T)) = + 
i 

et {BI, .... 8 ,,} l'ensemble des indices pour lesquels 
9 

Card (Q (C) (T) ) < + a. 
'i 



Définissons l'ensemble ff~(~) des c.h.e. associées à la c.h.C 

HE (c) = { (ri.. . . ,r") 1 v i=i .. . . ,ql', 3 tg tz Q~~ (c) tq v j=i, . . . ,m 
m 

i 

* 
013 cette expression, en remplaçant + par -> est une dérivation dans TI. 

Nous poserons : ITQ(C) = (qi , .. . ,q. ) (suite des états gauches des 
1 

1 
m 

règles). 

Nous avons ainsi à nouveau prolongé les règles. Les règles nouvelles 
i r" sont en nombre fini, car on a un nombre fini de O. et de t , et elles sont 
1 $4 

J 

bien du type des règles de TGQ (on conserve la profondeur des variables des 
n 

règles d'origine) . 

Définissons l'ensemble de ses blocs. 

NOUS définirons la XuLUe V (BI et la pnodondem nB(x) dans B d'une 

variable x d'un bloc B. 

La b n g u e m  (B) d'un bloc B est le nombre de chaînes qu'il utilise. 

1) Les blocs de longueur 1 sont les c.h.e. Leur taille est la longueur 

de la chaine, et pour toute x, IT (x) = 1. 
B 

2) Tous les blocs sont obtenus par composition ainsi définie : 

Soient B et B' deux blocs. Nous les noterons 

-L >k n 

~ ( ~ ~ C t l  => 
Ui) i e ~  

et B1 (q! Ct'l => u') 
i 3 b! j  je^' 

3 

Explicitons B et BI. 

B est la suite (b l t . Ibv(B) 

où pour i=l . . .V (B) ; 



8' est  l a  s u i t e  (bi ... . 1 

oii pour j = l . . . . . V ( B ' ) )  

posons Q(B)  = q . . . . q ) e t  g (B) = t (xi..  . . ,x  m ) . 

.V(B) = {X l . . . . .~  1 designe l'ensemble des var iab les  de B. 
m 

Remarquons qu 'é tant  donnés deux blocs B e t  B1 on peut toujours a 
un changement de  notations pres  supposer V(B) fl V(B9 = $d. 

V xi e V ( B ) .  nous associons l a  lu i te  d ' m  dari6 B ireCativc a xi. 

notée Qx (8) e t  de f in i e  cumme s u i t  

autrement d i t .  Qx (B) e s t  l a  s u i t e  des  é t a t s  associes 21 xi en p a r t i e  d r o i t e  de  B. 
i 

en l i s a n t  de gauche à dro i t e  dans ul,, puis  u2 . . . puis u ~ ( ~ ) .  

Nous dirons que B' composable avec B en xi ssi % (8) = QiB') 
i 

Le compose Bx ( B e )  e s t  a l o r s  l e  bloc B" d e f i n i  comme s u i t  
i 



où U = qi [xkI 1 ssi x # xi 
i j i k ; 
j j j 

ème 
et uk = u' ssi q est le y élément de Qx (B) . 

i Y k ; i 
j j 

On a alors V (8") = hl - I X ~  1 -.xil xi+1 r..-.x } m 

Comme pour les règles, nous numérotons les variables de manière qu'une même x 
i 

n'apparaisse pas deux fois dans g(B). 

Nous dirons que t he détuve en u pait b l o c  dans T', que nous 
J; 

noterons qO[tl = u psi il existe un bloc 8 de taille 1 de T' tel que bT 

Nous dirons que T' e 6 X  homogène soi V (t.u) e 6 ' .  il existe une 
dérivation par bloc de t en u. 

L m e  7 2 2 . 7  S o L t  T un TGQ, I l  &te TI E TGQ~ 2e.î que 4' = ? et T' 

homag ène. 

En effet : A tout Tl nous associons T' ayant pour règles les règles r" définies 

dans les ff E (C) . (voir page 1L14) . V (t .u) e T l  par construction des ru, on peut 
trouver dans T' une dérivation par bloc de t en u. Le lecteur vérifiera aisément 

dans le détail. 

cqf d . 

Nous ne considérerons plus dans ce chapitre que des TGQ n homogènes 

(TGQn~) et des dérivations par bloc. 



Nous poserons pour tout T e TGQ H 
n 

B (T) = {blocs utiles). L'utilité est conservée par composition (propriété 

élémentaire des dérivations) 

BI (T) = {blocs initiaux utiles}. 

Ces deux notions se définissant de façon évidente. 

3c 
Nous dirons qu'un bloc B : (qi[tl => u 1 est de B' 

bi 
i icI 

>k 
(q; [tl t> u;) ieI l ssi la suite (bl , . . . ,bV ) est une sous suite de 

bi 
(bi,.--rb4(Bt))- 

D'une façon géngrale, si (x 
I I - - -  

,x ) e V(B) et si on compse B 
n i 

avec B en x nous noterons B 
i ' xl,. . . ,x (BI,. . . ,Bn) le bloc ( (  (Bx (B 1 )  B2.. .) 

n 1 X2 
x Bn) 
n 

obtenu, ou meme B(BI, ... ,B,). 

on appeiie Chouf8 de B seton xi ie bloc ex te) tel que 
i 

où - x c V(tn) 
i 

- tl, ..., t sont des arbres gauches de c.h.e. (c'est-&-dire de blocs de 
n 
longueur 1) 

- 1 sl, ..., B E B(T) tels que 
P 

Il est évident que E (BI est bien défini de façon unique. 
x: 



4) posons : G = fg(c) 1 C est une c.h.e.1. 

G est 6x et V B etxi. 3 ti ..... ti e G tels que 
1 n 

5) Si E e 8(T) est émonde selon xlr E2 selon x2. Elxi (E~) est émondé 1 

selon x 2 

* * 
6) Si B = (qi[tl => u 1 et ex(8) = (qi[t'l => u') 

i isI i icI 

V i e I r  n (x) = n (x). u u ' 
i i 

L1a6~u&ion ~ u i v a n t e  edlt &u.ahe 

11 * P V p c N I  1 B (q.[t '1 -> u ) i ieI 
r B (T) , émonde, .tel pue 3 jy et j: didbhents 

P I P b Y  P 

(voir démonstration intuitive en commentaire aprss le cqfd). 

En effet : Supposons l'assertion exacte. 

A] soit s = (ql... ..q ) une suite finie. n 

Notons [SI le support de S. défini comme suit 

v r = (q .qj .QI) e Q x Q x P(Q). posons Br = (13 e 1 (qj rqj 1 
jl 2 1 2  

sous suite de Q(B) et CQ (BI 1 = Q' . 

Soit 2 = r 1 Br # $1 alors V r e 2, l'entier suivant est bien defini : 

n = in£ {n (x) 1 B' e 8 (T) et B' (B) défini et utile) r B ' 1 x 
BeBr 

et posons n = sup v 
rez 

r 

comme Z est fini, n1 e N. 



V BI V B'  = (bi , . .  . ,b '  
V ( B ' )  

) cornpo~abLe avec B en x 

v BI' ct xw e v (B") , avec B, B '  ct B" e B (T) 

II t u t o u  [ Q ~ ' ,  ( B ~ I )  1 = [ Q ~ ( B I  1 entnaule qu' i l  e u t e  = ( b ï * .  . . . ,bV(B,) c Bm), 
cmposable avec BI' en X" tel que Le suppott de Oa s w t e  (b;' ,. . . ,bl*;(Blll ) ) b o a  
t e  même que de (B; , . . . ,b; ( B  ) ) . 

En e f fe t .  Ce lemme e s t  évident en remarquantque l e s  b '  comme l e s  b"' sont * j 
définis  à par t i r  de l'ensemble de dérivations de T : {q[t] => ulq e [ Q ~  (B) 1 * 
e t  v q '  e [ Q ~ ( B ) I ,  i u t  e t e l  que q'[tl  -7 u l }  q(Li ne depend que de 

cqf d. 

Il e s t  a lors  f a c i l e  de voir  que V p s NI B (de l'érioncé de 
P 

l ' asser t ion)  nous pouvons associer B' e t  B" t e l s  que : 
P P 

-b 

B" = (q;[t 1 P 7  uivP) avec (bïP, . . . ,bV WP ) sous-suite 
P bl;P i i c I "  

1 
P P 

P contenant b e t  b de (bl , . . . ,bE ( B  ) ) . Remarquons que g ( B u )  = g(B ) . donc B" 
jy j; P P P P 

émondé. 

D'après l e  lemme III.l.l.3) on peut supposer B' émondé selon x . 
P P 

Alors, d'après 5) de ce lemme, B' (B") e s t  émondé. 
PXp P 

BI P o s o n s ~ ~ =  SUP (inf ( n ( g ( ~ ) )  1 [ Q ( B ) ]  = Q I ) )  
Q ~ P  (QI B ~ B  (TI 

pour tout  p s NI posons B = B' (Bq') l e  bloc émondé obtenu en A]. 
P PXp P 

En u t i l i s a n t  l e  sous-lemme 111.2.1, l e  sous-lemme 111.1.1.4 e t  l e  f a i t  

que B e s t  u t i l e ,  il e s t  f ac i l e  de voir  que V p l  3 5 
P P 



tel que : 

7k - 
ii) zp(90[O~ -> u ) avec (O Ü ) r T* x A" 

P P P 

(donc (O ,Ü ) c G. 
P P 

- 
B s'obtient en terminant la dérivation associée à B "dès que possible". 
P P 

Par construction, a la propriété suivante : 
P 

- - * - - - - -  
B [O] = > u  avec u = v  (vl,v") 
P 9, P P P P P P  

Puisque n (v d M indépendant de p d'une part, et d'après la 
P 

propriété iii) de d'autre part, il existe une infinité d'indices p tels que, 
P q * d 

en renumérotant la suite (B ) en (B ) , on ait : 
Pq 

q 

r - 
3 v, 3 un enamble  di^ G' c c>~(x) t e b  que : 

v q c N, 3 t ,... ,t c G' t a  que o = t (t ... (t ) ) ) ,  

q1 'n P 91 92 qn 
q q - - -  - 

u = v(v',vl') avec n(vl) 2 q et ~(3") 2 q 
9 9 q 9 q 

et endin (üq,~q) e T-'. 

Ce qyi contredit le lemme 11.2 partie 81, car T r TGQnD. Donc 1 U e TGDX tel que 

* --1 
U = T  . 

cqf d . 



Commentaire ----------- : Dans A] ,  nous montrons qu'on peut  t rouver  M t e l  que, de B 1 P , 
on d é d u i t  une dé r iva t ion  dans l a  p a r t i e  d r o i t e  de l a q u e l l e  deux a r b r e s  u t  e t  u" 

P P 
de profondeur 5 p appara issent  avec l e u r  sommet avant  l a  profondeur M l .  

On "émonde" c e t t e  dé r iva t ion  en n 'en  conservant  que l a  p a r t i e  

engendrant u '  e t  u". 
P P 

Dans BI on termine dès  que poss ib le  l a  d é r i v a t i o n  . On o b t i e n t  

a i n s i  une famil le  de  couples con t red i san t  l a  l i n é a r i t é  g lobale  c a r  l a  p a r t i e  gau- 

che, émondée, e s t  su£ fisamment "é t ro i t e" .  

c ~ k o L & h e  111.3 Soit T un T G Q ~ D H  

;k 
1 p > O t e l  pue a ~ ( ~ ~ [ t l  => ui) ieI c B(T)  

v x E V ( B ) ,  nu (x)  2 p et nu (XI 1 p e w e  que il = i2. 
i 1 i 2 

En e f f e t .  Supposons l e  c o r o l l a i r e  faux. 

.' p 
V p ,  1 B ( q . [ t  1 => u )  

i i c I  
E: B(T) t e l  que 

P l P  
bi P 

1 x E: V ( B  1 ,  avec nup (x  ) 5 p. n ( X  ) 5 p e t  il # i2. 
P P i P u P P 1 2 

En -ndaw Bp se lon  x ,  on o b t i e n t  d '  après  III. 1.1.6) , 

e B (T) émondé t e l  que 
P i P 

avec i #i ce q u i  c o n t r e d i t  l e  lemme 111.2. 1 2 '  

cqf d . 



-1. 

v p. 3 m. q e N tees pue v B : (qi[tl =7 (11.11 i i e I  c B(T). 
bi 

v x t& 3 i c I. x e V ( B )  n v(u,) 

h i  nB(x) 2 m et n (x0) < p ( ~ O W  une c&ne occwurenE x de x )  (1) 
u O 
i 

3: 
&OU [V B' ( q i [ t V l  T> u:) ieI e B (TI td! que B I  campabable 

avec B en X, h i  U '  h'app@ue en xo à. ui, 
i ' 1 

En e f f e t .  Supposons l e  c o r o l l a i r e  faux. 

3'c 

1 Po t e l  que V p = m = n e N I  1 B (qi[t 1 => u ) 
P p bp i i c I  

c B(T)  

i P 

t e l  que n (x ? p. nu (x < po 
B P P i 

P 
P 

-1- 

e t  1 B'  ( q .  [ tg] -> u v P )  e 8 ( T )  t q  B' composable avec B en x 
P ~ P  i i e I 1  P P P 1 

P 

u g P  s ' app l iquan t  en x à uP e t  n(u;f) z p. 
i @ P i 

Remarque : On d é f i n i t  l'émondage se lon une f e u i l l e  quelconque exactement COmme 

se lon une va r i ab le .  

A] L'émondage selon x conservant les p r o p r i é t é s  de profondeur de x on peut  
P P . 

supposer B émondé se lon x . Il  e s t  f a c i l e  de montrer q u ' a l o r s  3 M t e l  que V u P 
- P P i ' 

Supposons 3 p t e l  que V p. V ui . n (xp) < p 1 u 1 
P i- 

Y 
a l o r s  p2 = pl + M t e l  que 

(1) Nous ne préc iserons p l u s  dans l a  s u i t e .  



* P 
V Pt 3 Bp(qi[tpl -> ulII E B(T) tel que 

P 

Les inégalités, jointes au fait que B est utile, contrediraient 
P 

facilement la fidélité. 

On composerait par un bloc initial de profondeur < T~ comme page 11-23, 

on terminerait dès que possible comme pageIZd1o.ii une infinité d'arbres (profon- 

deur non bornée) se dériverait en un nombre fini d'arbres (profondeur bornée). 

BI On peut donc supposer de plus que V pl, 3 p. 3 ui,, tel que a (x ) > pl. 
P Ui" P 

P 

Il existe donc une sous-suite d'indices (p ) telle que V n c N, 
n 

=n Comme  ru (x ) < p , pour n assez grand nous avons i" # i . 
i P, O 'n 'n 
Pn 

Considérons la feuille p d'une plus longue branche de u' 'n et 
n i: 

=n 
émondons B' selon une feuille f; appartenant à la partie gauche de la chaine 

P n 
dérivant f . Alors d'après les propriétés de l'émondation, en posant 

n 
P-. 

B = B  (BI ) ,  on a B émondé e B(T) et i" # i avec T(U " 1 à n et 
n P x  Pn n F' n F' n i" 

Pn Pn 

a (ui Pn u 1 Z n, ce qui contredit le lemme 111.2. 

F' n Pn 

cqf d . 

C o r r o ~ a h e  171.5 S o L t  T un TGQ D. 
n 

3; 
1 p,m,q que v B : (qi[tl -A> u 1 

i ieI e B(T) 
i 

X& que v x c V(B), ng(x) = m et 



,. 
- d i  n (x) < p, v BI (q;[t'l => u*) u i icI' 

teX que 
i bi 

B' cornpoaable avec B en X, 

En effet. Ce corollaire est la conjonction logique de 111.3 et 111.4. 

cqf d . 

Remarques 111.6. 
>k 

Soit T' dont les règles sont les q.[tl => u apparaissant 
1 bi 

i 

dans le corollaire ci-dessus : ce sont en fait les blocs b de taille 1 tels que 

nB(x) = m V x E V(b). Elles sont donc bien en nombre fini, m étant fixé. 

D'autre part, chaque variable est (au sens des règles) à profondeur 

nxm en partie gauche de règle (n est la profondeur de T). Donc T' est un TGQ D n 
(de profondeur mxn) . 

Remarquons enfin que V B e B (T) , V x E V (B) , on a 

Card ([Qx (B) 1 (T) ) = + 

(rappelons que l'écriture ci-dessus désigne le cardinal de l'ensemble des t e C* 

pouvant se dériver à partir de tout état associé à x dans B. Les définitions 

précises figurentpages 11.18, 11.20 et 11-23). 

En effet. La propriété est vraie par définition pour les c.h.e. et se conserve 

pour les blocs quelconques par définition de la composition (pages 11.19, 11.20 et 

11.21). 

cqfd . 

Supposons maintenant que, dans le corollaire 111.5, il existe B tq 

V x e V (BI , IT (x) = m et 1 x E V(B) tq V u V l'occurrence de x dans u 
B i ' i ' 

n (x) < p. Alors, comme Card [Q, (B)] (T) = + on procède comme dans le 
u 
i 

corollaire 111.4 A] pour nier la fidélité. 



II. 30 

Nous pouvons énoncer en vertu du corollaire 111.5 et des remarques 

PhopoaLtLon 117.7  : v T E TGQ~D, 1 TI 6 TGQ~DH, I I  = î. et f q  

1 p. q t e P d  que v c (qi [tl -+ ui) isI s C(T'), v x e V(C) 

i) - 2 exAte  un ------------- Cd un b e d  ici tel que x c V(ui) 

avec n (XI 5 p 
u 
i 

) - p o u  t o d e  octumena ; de x ciam un ui t&e que 
- * 

n (x) < pi V ~'(~;[t'l => u') u i icI' tet que BI cornpoAabLe à 
i 

c en X, h i  A 'applique en ;, a l o u  n (ui,) < q. 

C (Tt) désigne l'ensemble des chaines utiles de Tg. 

La classe des tels TGQnDH sera notée TGQnDF et si T' s TGQnDF, on 

le dira fondamental. 

TOUX TGQ~D e6.t donc équivdent 2 un TGQ~DF. 

Dans toute chaîne, lesoccurrences droites de variable de profondeur 

5 p seront dites ptinCipde6 (cas i) les autres seront dites non phhlepde6 

(cas ii). p s'appelle le b u  de Tl, q la bonne de T'. 

La taille d'une chaîne n'étant pas majorée, le nombre d'occurrences 

droites d'une variable dans une chaîne n'est pas majoré . Mais les occurrences 
principales d'une variable n'apparaissant que dans une et une seule règle de la 

chaîne, le nombre de cesoccurrence est majoré par un entier u que nous appelle- 

rons module de TI. 

Soit T un TGQ DF de profondeur n, seuil p, borne q et module v 
n 

T = {p': I A*, Qi Iq0H 

posons G = { O  s A;? 1 n(O) c ql, R = tr l,...,ra) 



et C = {c.h.e. utiles de T de taille < 
Fi 

- 
A] A T , nous allons associer ? e TGQ DH tel que 'i? = ? 

n 
- 

posons T = {E*. A R I  c f  col 

- - - - 
si q = (qlIq2.q3) nous poserons Pr (q )  = q. pour i=1.2,3. 

1 i 

Explicitons e 6 : 

nous nous imposons que : 

- 1 t(~~....~x ) tel que t(xl. ..., x ) = g(r ) = .... 
m m i 1 

- 
nous poserons par abus g (q) = t (xl,. . . ,x . 

m 

- v 6 = l.....kl 1 0' om' e A* tels que 
* . * f  1; 

A toute règle r de R I  nous allons associer un ensemble R(ri) de 
i 

règles de : 

1) Choisissons q e 6 tel que ri = ri (c'est-à-dire que r est la 
i 

i ' - 
ième règle de la chafne Pr (9)). On substitue dans ri q à qi. 

2 

2) Pour N=l jusque m : - 



Soit x s ' . . x  s ' les occurrencesprincipales, de gauche à droite, de 
a 
1 

a 
v 

x dans ui. 
N 

Choisissons C e C avec Q (Cl = (qs -. tqs ' 
lJ 

a 1 
a 

b 

Pour v '  = 1, ..., V ,  remplaçons dans ui qs Par 
a v ' 

3 )  Soit x uneoccurrence non principale dans u . 
li i 

On choisit O e G. 

On remplace q [x par O dans u i . 

Pour touteoccurrence principale x s ' de la même variable, on pose 
B ' 

- 
Pr (qs ) := P cis, ) U ( (r ,O) 1 où r est choisie telle que Q (r) = et 

3 B' 3  B' 

On itère 3) pour toutes les mcurrencesnon principales de ui. 

Il n'apparait plus dans u i que desoccurrencesprincipales de variables. 

4) Pour tout (r,O) e P (4) r 3 

D'apres la définition de q ,  nous avons 

Pour N = 1 jusque m 
7 

Soit x ,... ,x  eso occurrences dans u de x 
a ' a ' N ' 

1 Bv ' 



Choisissons rl, ..., r e R telles que pour i=l, ... v', v ' 

on ait 

pour toute occurrencex de x dans ui, nous posons alors 
s ! N 

- - 1 
3 

Pr (qs := Pr (qs 1 "  k l I o  1 ,... (rvl ,oBv')1 
3 j 3 j 

(il faut avoir choisi r ll...,rvl telles que les états ainsi définis soient bien 

dans 6)  . 

5) Toutes les règles de R(ri) sont obtenues ainsi. on pose 

- - 
Enfin, Qo = (4 1 Pr (q) = r avec Q(r) = sol et Pr (9)  = e l .  

2 3 

Commentaire : ----------- En 3) on anticipe l'arbre O qui sera dérivé dans T en un point 

qui nous assure, d'après les propriétés de TI que v(O) h q (occurrencenon princi- 

pale) et on mémorise afin de vérifier cette dérivation. En 4) on propage les 

anticipations. 

Par 2), 3) et 4) on mémorise dans chaque règle "quelles seront les 

règles appliquées au même point", ce qui permettra d'une part de synthétiser les 
.. 

anticipations pour avoir ? = 4, et d'autre part d'avoir le lemme 111.8, ii) , puis 
le lemme 111.9. 

Les parties gauches de règles de étant celles de R ,  '? est un TGQn. 
Le lemme suivant montre qu'il est homogène. 

L m e  111.6 : S o a  (t,u) E: T. 11 exinXe une dWvat ion de t en u pah bloccl. 

De p h ,  Xo(Lte6 les  c f ines  c hont de la dome (4. [tl + uiIieI av ec 
1 

i) V x e V(t), 3 1 et 1 i e 1 i t e e  Que x e V(ui) (et 

(XI > pl u i 

2) 3 c c c A E: P(RXG) que 
1.i ' 



- - 
Q ~ C )  = . - I l )  avec pp' s u 

- - - 
et poüh tau* i=l.. . . ,pl Pr (si) = il Pr (qi) = c P (qi) = A. 

1 2 r3 

- -L ,. 
En effet. Soit 6 : qo[tll => - U. Considérons une dérivation initiale maximale 

T 

par bloc 6 ' de 6, les chaînes vérifiant i) et ii) . 

Elle existe car la première règle de 5 utilisée dans 6 est initiale 
par bloc et vérifie évidemment i) et ii). 

- - * 
Supposons 6 '  # 8 : en posant 6' q [t'l => U' nous avons donc 

O bT 

V(U') # a.  Soit xi o V(u9). 

Soit x . . x  la suite desoccurrences de x dans u', lues de gauche i 1 
i i 

V 

à droite, et x l'occurrence de x dans t' . Comme 6' par bloc, il existe une et une 
i i - 

seule chaine c' (qj (t;) + u;) ieI de 61 telle que xi o V(ti). 

- 
Alors. V j=î ...., v. 1 j' o 1 tel que x o V(uj,). mais. comme c' 

i j 
vérifie par hypothèse i), 3 j; tel que (x ..... x v(u!~). 

1 
i v IO 

D'après la construction AI 2). 3 )  et 4). où (xi ...., x ) est la 
1 

i 
V 

suite (xs1,...,x,,) et u' remplace u la suite des règles appliquées de gauche 
1 v 1; 

i ' 
à droite en x est bien une chafne c vérifiant ii) pour c et A. 

i 

La même construction A] montre que la suite des règles de est cons- 

truite à partir de celle de cl en substituant aux variables non principales des 

arbres de G. Seules les variables principales restantes, le lecteur vérifiera 

précisément en utilisant A] et 111.7. i) que i) du lemme en cours est vérifié. 

cqfd . 

Remarque : On a construit un ? finiment réducteur (pas de règle réductrice) 

équivalent à un TGQ D donné. n 



une dérUvat;ion inLt&te uALte pa/r bloc dans 5 ,  a l b ~  

il et 2) puunettent dtadrooim à x;, pom i=i .... .m. un UPment 

c = P  (4; ) o i ï x  = x  
X 
i r2 il Y ; i 

1 

a) 3 ÜYq; [ x L l l  ..... qi  [xC,  1 )  tel que 
1 1  P" P" 

et, en subs.tituant dam G 1  (pom t0u.t x et t0u.t (r.0) e Ax 1 
i 

i 

0 à q; ixL 1 . en suppnimarit lu q; "neba2.mYt, on obtient 
i i h 
j, j, 



En effet. Démontrons ce lemme par récurrence sur la longueur L du bloc. 

Si L=l, le résultat est vrai par construction. 

Supposons vrai jusque LI le lecteur vérifiera facilement qu'à la 

longueur L+l 

i) est vrai d'après AI et III.7,i) 

ii) et iii) a) et b) vrais par construction A] et 111.8 

iii) c) est vrai en utilisant i), ii) et iii) a) et b) et A] 

cqf d . 

,. >k - 
En effet. Soit (TI;) e 5. Il existe une dérivation par bloc [cl -> u. 

O 
bT 

-1. - #* - 
Donc d'après iii)c). qo[tl => u' 

T 

- - 
où u' est un sous-arbre initial de Ü sans variable, donc 6' = 6 et [5,Gl e T. 

cqfd. 

Commentaire : ----------- Dans le lemme 111.9, le point i), bien que "discret" est essentiel 

il assure l'existence de Ax donc donne un sens à la suite. 
i ' 

Ce point i) provient de ce que T est une bitransduction donc "lit" 

tout ce qu'il écrit (toutes les variables gauches se retrouvent donc à droite). 

Ceci nous permet dans le lemme de garder uneoccurrencede toute variable 

où l'on a anticipé, donc de vérifier qu'on pourrait faire la dérivation anticipée. 

L'inclusion T c ?; étant une conséquence immédiate de la construction A], 

nous en laissons la démonstration au lecteur. 

Nous pouvons énoncer : 



n c1 - 
Nous allons construire T et T2 e TI tels que Tl 0 T2 = T. 

1 

A cette fin, remarquons que d'après le lemme 111.8. ii), les chaines 

utiles de T sont de taille 6 u ,  donc sont en nombre fini. Nous poserons 

et c - - (ciIl, ... ,c ) où c est la jeme règle de c . 
i'v (c.) il j i 

1 

Construction de Tl : 

Nous allons prendre pour alphabet-image de T l'ensemble des labels 
1 

c l l - - - . c  des chaînes de C(?) uni à celui des labels cirl... . ,C des occur- 
N i,v (c, 

J. 

rences de règles dans les chaînes. 

Soit C cet alphabet. 

Les chaînes initiales de ? sont les chaînes commençant les dérivations 
par blocs. Ce sont les chaînes réduites à une règle d'état gauche initial. 

- - 
soit ci = qoit (xl.. . . .x ) 1 [xaIl ,.. - ,  m 1 4, m' Lx,. m' 1) 

une chaîne initiale de C (?) . 

Nous lui associons 

- 
avec. pour i=l, ..., m : 

Qi 
= suite des états de 6 associés de gauche 3 droite aux 

diversesoccurrencesde x dans u. 
i 

- -i i -i i 
soit c = (q, [t (xl, - . ,x ) 1 - u. (qa Lxa '1 ,.. . . 'a X 

j 1 m 1 1 1  
a' ))is~ 

m' m' i i 

une chaîne non initiale de C (T) . 



Nous lui associons dans R(T ) la règle 
1 

- 
Qi = suite des 6tats de 6 associés aux diversesoccurrences de gauche 
jk 

à droite de x dans u 
i j ' 
'k 

Les règles de R(T sont ainsi en bijection avec les chaines de C(?) 
1 

(rappelons qu'on suppose que les états initiaux ne réapparaissent pas). 

Ces règles sont du type TI d'après III.8.i). 

Construction de T2 : 

T aura un seul état q que nous omettrons dans la suite. 
2 O 

Les règles de R(T~) sont toutes les règles de l'une des deux formes 
suivantes : 

explicitons c = ième règle de c 
j.i j 

donc u est l'arbre droit de c 
j j,i' 



Remarquons que l'arité de c est d'après Tl le nombre de variables 
j Ii 

distinctes de u et l'arité de ci est la taille de la chazne appliquée, c'est- 
j ' k 

à-dire le nombre d'occurrences d'une même variable. 

On a ici B1 occurrences de xi t B2 - B1 de X - 
i 

j 1 j 2 
mcurrencs de x , donc on a bien BL = a;, . 

i, 

a est la permutation telle que : (1) 

x est à la place de la lère occurrenœ de x dans u (xaI r . .  . ,X ) 1 i j 1  a ' 
j, rn l 

2) Si c est O-dire, s A*. On const-ruit alors la règle 
j ,i 

'U C 
j ,i j ' 

Le lecteur vérifiera facilement que 4 O T2 = 5 (on a codé dans C* 1 
les dérivations par bloc). La démonstration est sans difficulté mais 'd'écriture 

fastidieuse d'oh le 

En effet. SoitT e TGQnD. Par les intermediaires 111.1, 111.7 .. et 111.11 nous 
C)  

construisons ? - T tel que par III. 12 1 Tl et T2 vérif iant '? = T 1 O i2. 

( 1 )  On a a i n s i  recons t i t ué  l a  correspondance e n t r e  v a r i a b l e s  de c j,i' en d i s t  i nguant 

l es  occurrences de gauche à d r o i t e  d'une mQme va r iab le .  



CHAPITRE I V  

CARACTERI SATI ON DES B ITRANSDUCTI ONS 

DU TYPE "DESCENDANT-DESCENDANT" 



Si 4 est un homomorphisme de C7k dans A*, on note 

6 = (t,$(t)) / t e C*) qu'on écrira aussi parfois { (t,$ (t)) 1. 

En effet. Soit T' le transducteur dont les règles sont obtenues en remplaçant 

dans toute règle 

l'arbre en partie droite par son image par 4 .  On démontre aisément par induction que 

ïk ï'c .. A 

q[tl -> T t' ssi qCtl -> $(TI) = T.+. 7 

Par construction, T' est encore finiment réducteur. 

cqf d . 

En effet. Pour pouvoir faire les constructions nécessaires à cette démonstration, 

il faut d'abord introduire plusieurs notions auxiliaires. 

0 Soient C O et Cl deux alphabets gradués et 4 un homomorphisme ordonné 

de Ln dans 1:. On définit un nouvel alphabet gradué L1/Lo par 
O 

On définit trivialement la projection n de (L~/L~)* sur 1:. 

Enfin on dé£ init 5 de dans (1 l/LO):k par 
O 

- 
4 (O(xl,. . . ,x n ) ) = CU;O> (t l,...,t P ) ssi 



On a donc pa r  d é f i n i t i o n  

e t  $ e s t  une b i j e c t i o n  e n t r e  C* e t  $(c*) dont  l ' i n v e r s e  s u r  J(c*) e s t  ?r. D e  p l u s  
O O O 

? <CC;)  est  une f o r e t  r é g u l i è r e .  

On transforme d ' abo rd  T en T '  en  "marquant" d e  t o u t e s  l e s  f açons  

p o s s i b l e s  l e s  p a r t i e s  d r o i t e s  d e s  r è g l e s  d e  T : 

q [ t ( x l I . .  . .xn) l  + t '  (qi [xi'] .. . . .qi [xi , ] )  e s t  une r è g l e  d e  T' 
1 1  P P 

ssi 

q [ t ( x  1 ' . . . . x  n  11 + n ( t l ( q i  [x i ' 1  ..... si [xi , ] )  e s t  une r e g l e  d e  r .  
1 1  P P 

I l  e s t  év iden t  que  i' = { ( t , t l )  1 ( t , n ( t l ) )  c F I  e t  que si T e s t  f i n i -  

ment r éduc teu r ,  T '  l ' e s t  a u s s i .  T '  a p p a r t i e n t  donc à T s .  

D'après l a  p ropos i t i on  1.3. il e x i s t e  T "  e TG- t e l  que 
D 

= { ( t , t l )  e ;' 1 t '  e $(Z:) 1 .  On ne d é d u i t  que ;" = { (t , t l)  1 t '  e m(C:). 

( t . n ( t l ) )  E 1 e t  donc que = { ( t I t ' )  1 ( t , J ( t l l ) )  ;pl} = 

- 2-1 
Il s u f f i t  donc d e  montrer que T" .$  E TG-. 

D 

(9 - A 
Puisque T "  c TG- on peu t  supposer que T "  ne  c o n t i e n t  aucune r è g l e  

D ' 
r é d u c t r i c e ,  en remplaçant les r è g l e s  d e  T "  pa r  l e s  r è g l e s  d é r i v é e s  obtenues en  

app l iquan t  successivement d e s  r è g l e s  d e  T "  dont  une s e u l e  e s t  non-r6ductr ice.  

S o i t  donc R l 'ensemble des  r è g l e s  de  T" q u i  s o n t  t o u t e s  non-réductr ices .  

On cons idëre  maintenant  l ' a l p h a b e t  C l  U C l  x Z V L I  x R e t  l a  
O 

p r o j e c t i o n  n '  q u i  e s t  l ' i d e n t i t é  s u r  C U C l  x C e t  q u i  v a u t  a pour 1 O 



On considère le transducteur r " ' e  TG- défini par 
D 

q[t (xl, . ,xn) 1 Lx. '1) est une règle de r"' ssi 
P P 

est une règle de r" où t' est obtenu en marquant le sommet de t" par r si ce 

sommet n'est pas déjà marqué par un élément de C . 
O 

Il est clair par construction que 

(t,tl) 4 T "  ssi 3 t" tel que (t,tW) E: ;"' et nl(t") = tl. 

De plus, il y a bijection entre les règles de T" et celles de r"' ; 

on identifiera donc leurs noms et la marque de R figurant au sonmet de l'arbre 
en partie droite d'une règle de T"' sera le nom de cette règle. 

Intuitivement, ces marques ainsi introduites auront donc pour rôle 

de mémoriser sur tout arbre c codom (;"' ) , les règles de T"' qui ont permis de 
l'obtenir dans la transduction. 

O Soit u un symbole de L cl et (O (xi , . . . ,xn) ) = t (xl , . . . ,xn) . Le sommet 
de t est marqué par o. On marque les autres noeuds de t, pas nécessairement tous, 

par des éléments de ??. En faisant ceci de toutes les façons possibles, on forme 

un ensemble T = {u 1 ~'(u) = $(O)}. 
0 

Soit t s T on lui associe l'ensemble S des sous-arbres de t qui 
O '  t 

contiennent des variables (y compris les arbres réduits à une variable). 

Exemple Soit irl,r2) C ?? et $(o(x x x ) )  = 
1' 2' 3 i ""h 

/y\ /y\ 
X 1 x2 

/ 
X 

3 
Alors t = < Y  .O> 



est un arbre de T et 
O 

f iri exemple. 

Pour t E T u t  on considère l'ensemble d'états : 

X 
Qt = {qtl / t' E St et x est une variable de t') 

Si x est une variable de t. alors x e S t et on pose alors qX x = qo. 

on peut supposer que t. t' r TG et t # t' => ~~n Qtl = {qo). 

On construit le transducteur p défini sur J ( L ~ ~ )  O dont l'ensemble des 

états est Q = Qt dont l'état initial est q et dont les règles sont : 
0 

O 

ssi 1 t ( ~ ~ ~ . . . ~ x  ) E T tel que t = < y l o >  (tl,...,t ) et tel que t i  est l'unique 
n O P 3 - 

sous-arbre t. qui contient la variable x . (L'unicité vient de ce que O(«(X lI-..lxn)) 
1 j 

est égal à to(xll...lxn) = nl(t(x ll...lxn))). 

X - X 
2, qtl [Y (y1 ' . . 'Yk)] qtM[yil 

i 

- 
ssi t' = y(t;. ..., t;) et t; est l'unique arbre qui contient la variable x. où 

Y E Tl V Zl x R. 

Exemple. On reprend l'exemple ci-dessus : 



X 
1  

X 
2 

X 
3  

X 

Qt e s t  a l o r s  {qt , 3 
q t l .  q t 2 ,  qt3 I sol 

1 

e t  p cont iendra  l e s  r è g l e s  

f i n  exemple. 

Pa r  cons t ruc t ion ,  l e  t r ansduc teu r  ?J fonc t ionne  d e  faqon d é t e r m i n i s t e  
X 

quand il e s t  dans  un é t a t  q On en d é d u i t  fac i lement  que 
t- 

- 
ssi ( t ( x l , . - . , x  n  e Ta e t  v l ( t ( x l I .  -. , xn ) )  = @ ( o ( x l I . . . , x  n  1 ) )  

- 
e t  donc que ( t , t l)  c <-> ~ ' ( t )  = @(t l ) .  

On a  donc ( t , $ ( u ) )  e ;" ssi 

- 
3 t "  t e l q u e  ( t , tM) e ; " '  e t  ~ ' ( t " )  = @ ( u )  

ssi 1 t "  t e l  que (t,tU) c ;"' e t  ( t 8 ' , $ ( u ) )  e p 



.. 2-1  
ssi ( t , u )  c ? " ' O  ;. I l  s ' e n s u i t  que = T'*.I$ . 

@ On va maintenant  c o n s t r u i r e  un t r ansduc teu r  O e TG- t e l  que 
D - - A O = .p, c e  qui  achèvera l a  démonstrat ion.  

L'ensemble des  é t a t s  d e  O e s t  Q x QTl,  (= QUXQTll1  1 ; s e s  e ta t s  i n i t i a u x  
L' 

s o n t  <q ,q> où q e s t  un é t a t  i n i t i a l  de Q T , .  Ses  r è g l e s  s o n t  
O 

ssi il e x i s t e  une r è g l e  de  T "  

X t e l l e  que . q '  = qo ou q '  = q- où le  sommet d e  E e s t  marqué p a r  r 
t 

où en r e m p l a ~ a n t  dans l a  p a r t i e  d r o i t e  de  c e t t e  d é r i v a t i o n  %[yrnl] par  

<B;.qjrn1>[x 1 on r e t rouve  l a  p a r t i e  d r o i t e  de l a  r è g l e .  
jm 

Par cons t ruc t ion  d e  O ,  on a  b i e n  ?"'.;CÔ. 

Pour démontrer réciproquement que Ô C <  "' . ; on remarque d 'abord que 

l e s  s e u l s  é t a t s  f i g u r a n t  en p a r t i e  gauche des  r è g l e s  d e  O s o n t  d e  l a  forme 

<qorq> OU <q  
X 
- ,q> où l e  sommet d e  f e s t  marqué p a r  une r è g l e  d e  R. Par  a i l l e u r s  
t 

X x ' 
si  <q ,q> ryl f igu re  en p a r t i e  d r o i t e  d 'une  r è g l e  d e  0 ,  t ous  l e s  <q Iq>[yl t e l s  - - 

t t 
que x '  e s t  une v a r i a b l e  f i g u r a n t  dans 5, y f i g u r e n t  a u s s i .  

On démontre a l o r s  p a r  i nduc t ion  que : 
r 

J: 
,q>ftl  => u implique q u ' i l  e x i s t e  t '  t e l  que 

O 



OU 

si {X ,. . . .X } est l'ensemble des variables de i = :(xi , . . . ,X ) dont le 
i 1 

i 1 i 
n n 

1 sommet est marqué par r ; 

I alors il existe v lI-..IVn tels que 

La démonstration de cette proposition s'appuie sur le fait que 

Xi 3; 
toute dérivation q - j[tl 7, u commence par la règle de O obtenue à partir 

t j 
X * 

de la même règle r de T "' et que si q [t (x . . ,x ) 1 -> u ( . . . , qrx, 1 . . . ) - 1 1" P ri 1 
t 

x ' ,. 
et q- Etl (xl ,. . . ,xn) 1 = U' (. . . ,q' [x .l . . .) , les ensembles de variables figurant 

t IJ 3 

dans u et u' sont disjoints. 

P . ~ o ~ o ~ ~ o M  1 V. 3 TG- . TI c TG6 D 

A 
En effet. Soit T e TG- et = <F,@,+> où 4 est ordonné. D'après le lemme IV.2 

D 
A 

{ (ttt') 1 t '  e = . t t e TG- et d'après la proposition 1.2 D 
+ -  A 

t t  1 t c F) e TG;. D'après IV.1, t , t  1 t O = 7.U e TG-. D 

cqfd . 

PhopobiLion l V . 4  n + 
V n 2 1 (TI) ~ T G D D  

A 
En effet. On a vu en 1 que TI CTG-- D'après la proposition IV.3, on en déduit DD ' 

A n 
immédiatement par récurrence que pour tout nbl (TI) CTGD. Par ailleurs si 

A n  --1 ; e (TI) , il est clair que ;-l e ( ~ 1 ) ~  et donc 1 e TGs On en déduit que 

cqfd. 



A 
L m e  Z V . 5  2 

TGDD C (TI) 

A 
En effet. Soit ; c TG et soit C l'alphabet gradué tel que dom (;) C C*. Soit 

DD 

X l'ensemble infini de variables {xl.....x 
nr.*- 

j et soit T l'ensemble des arbres 

de C*(X) dont les variables sont. de gauche à droite. xl, .... x . Pour tout entier 
n 

1, et tout arbre t c Tl on définit t/l comme le sous-arbre initial de T obtenu en 

coupant les branches de t à la longueur 1 et dont les variables sont numérotées 

convenablement. 

On prend 1 égal à la profondeur maximale des arbres figurant en partie 

gauche des règles de T (l = ii (T) 1 et on pose ~ / l  = {t/l 1 t s TI. 
g 

O On considère l'alphabet gradué C' = 1 x T/L où d(<a,t>) = d(0) et 

la projection Il : C '  -+ C qui à <o,t> fait correspondre a. 

On définit le transducteur non généralisé ascendant LI par : 

- l'ensemble Q des états est (q 1 t e T/[) 
Fi t 

- l'ensemble des états finaux est Q 
1J 

- les règles de u sont 

u -+ q C<o,o>l si o e C 
O O 

@ On peu t  supposer qu 'un a r b r e  quelconque de c*(X) e s t  dans T après a v o i r  renumérol 
canoniquement ses v a r i a b l e s .  Ceci pe rme t t r a  en p a r t i c u l i e r  d ' u t i l i s e r  l ' i d e n t i t é  
~ ( t ,  ,..., t )/e = .ct,/e-1, ..., t /e-11. 

n n 



Par cons t ruct ion .  l e  t ransducteur  u e s t  dé terminis te  e t  son domaine 

e s t  C* ; d'où pour t o u t  t e C* il e x i s t e  un s e u l  t '  c C l *  noté  ~ ( t )  t e l  que 

( t , t ' )  E Li On demontre aidément que s i  t = o ( t l , .  . . .t a l o r s  
n 

u ( t )  = < u . t / l >  ( u t  l . . . . l t n ) ) .  Comme de p l u s  n ( u ( t ) )  = t on a : 

s i  t '  = < o , t > ( t  . . t ) e u )  a l o r s  t = ~ ( t ' ) / e  
1 ' n 

u(C>*)  est une f o r ê t  r é g u l i è r e  q u i  e s t  l e  domaine du transducteur 

non-généralisé descendant dé te rmin i s t e  p d é f i n i  par  

- L'ensemble de s e s  6 t a t s  e s t  Q = {qo}U{qt 1 t e ~ / e - l )  
P 

e t  son é t a t  i n i t i a l  e s t  q 
O 

- Ses r è g l e s  son t  : 

1) q C<a,u>l + ~ U , U >  
o 

ssi t = u ( t l ,  ..., t O e t  t1  = t / l -1 .  
n 

ssi 1 t e l  que q - [ t ( x  . . . .x 11 + t '  (q. [ xl l . . .  . ,qi [xnl) t 1 ' n 3. 
1 n 

e s t  d é j à  une r è g l e  de p .  

Ce t ransducteur  e s t  b ien  déterminis te  par  d é f i n i t i o n  : 

a l o r s  t = a ( t  . ,t ) = a ( t i , . .  . , t ' )  d'où t = ti V i .  
n n i 

@ A l a  numérotat ion près des variables. 



Par a i l l e u r s  il est év ident  que si p ( t )  est d é f i n i ,  a l o r s  p ( t )  = t. 

Montrons maintenant que p ( t )  e s t  d é f i n i  ssi t e p ( C * ) .  Pour c e l a  on montre aisé- 

ment p a r  induct ion que : 

>k 
q - Ctl => t ssi t e  I J ( C ~ ~ )  e t  t = t/l-1. 
t P 

O On d é f i n i t  maintenant  l e  t r ansduc teu r  g é n é r a l i s é  descendant  T~ 

d é f i n i  s u r  Cl;? 

- les é t a t s  e t  l e s  é t a t s  i n i t i a u x  de  r s o n t  ceux d e  T 
1 

e s t  une r èg le  de  T ssi 
1 

e s t  une r èg le  de  T .  

Par c o n s t r u c t i o n  ( t , t ' )  e ; 1 ssi ( n ( t ) , t l )  e f .  

--1 Puisque î 6 T G ~ ~ ,  il e x i s t e  r < e TG t e l  que ; = r . On c o n s t r u i t  
D 

a l o r s  T' dont l e s  é t a t s  e t  les é t a t s  i n i t i a =  s o n t  ceux de  T '  e t  dont  les r è g l e s  1 
s o n t  d é f i n i e s  par  : 

e s t  une r è g l e  de T; ssi 

e s t  une r è g l e  de T ' . 

Par c o n s t r u c t i o n  T '  e TGD e t  
1 

--1 ( t ' , t)  &. f '  ssi ( t l , n ( t ) )  e ;. On en d é d u i t  que ;' 1 1 = r 1  e t  donc que r - 1 TG, , .  



O A 
On montre maintenant qu'il existe ? '  e TG tel que 

DD 

(t1t1) e ;' ssi (t,tl) c et t e u(c;~). 
1 

On en déduira que ? = { (~(t) ,t) 1 .  ;'. En effet, si (t,t') e ;, 

(~(t),t') c î '  et comme ?r(u(t)) = t ( t , ~  (t) e (T (t) ,t) alors 

; C ((.rr(t),t)).;'. Réciproquement si (t,tl) c ((.rr(t),t)).;', il existe 

tu e ~(r*) tel que t = n(t1I) et (tf8,t') e q1 ce qui est équivalent à (t.tl) e ;. 

--1 ; 1-1 --1 Tout d'abord puisque r l  e TG,,, = ((t.t1) O r1 1 t' e ~(x*) 1 
A 

appartient à TG d'après la proposition 1.2. Il suffit donc de montrer que 
D 

On construit le transducteur r' dont l'ensemble des états est 

Q, x Q, . l'ensemble des états initiaux est {<q ,q> 1 q est un état initial de 
1 O 

Q, et dont les règles sont définies par : 
1 

n ' >[xi.,]) <q,q'>Ct(~l ,.. . ,X )I + t' (<qi ~ q ~ i > [ ~ i l l I  ,. . . r<qi lqi, 
1 1  1 P P  P 

est une règle de T' ssi 

q'It(~ 1 I--.IX n 11 -+ t ' ( q ~ , [ ~ ~ ~ l ~ . . . ~ g ; ~  [x Ill) 
1 1  i 

P P 

est une règle de T et 1 

avec i 
= jii 

- L .. 
Il est immédiat par construction que -r' s TGD P - T  C T' C T l -  

1 

(t.tl) 6. ce qui entraine que p (t) n'est pas défini. car si P (t) était 

défini, on aurait (t,t) e 6 et comme (t,t') e ;' C; (t,tl) appartiendrait 
1 ' 



Comme ~ ( t )  n'est pas défini, il existe nécessairement tl, ..., tnr 
9: 

to~~l,...i~ tels que t = t (t ..,tn) et qo[tl -> to(qi [tll,...,qi n O 1" P 
Ct 1 )  

1 
n 

n 
et V j e [l,nl t. = y t . . . t  1 et P ne contient aucune règle dont la partie 

3 n 
j 

gauche est q [y (xl,. . . ,x ) 1. 
i n 

j j 

Fixons un de ces t qu'on notera t . Cet arbre ne sera jamais "lu" 
-8- 

j j O 
dans la dérivation t => t' de TI, car tout ce qui est "lu1' par r '  est nécessai- 

rement reconnu par p. Si on remplace ti dans t par n'importe quel arbre de C '* 
0 

on obtiendra un arbre t" tel que t" => t'. 7 '  ne sera donc pas fidèle, et comme 
- .. A 
T < ? ne sera pas non plus fidèle, ce qui est impossible, car T 1' 1 1 6 TGDD. 

- - 
On a donc bien ' 

= PeT1- 

@ 
- 

Pour terminer, on montre qu'il existe T"' c T G  tel que T"'= T'. 
Q 

A A 
Comme ? ' e TGDD , on en déduit que i '" c TG 

QD ' 

A chaque règle r = q[t(xll...,xn)l + t' q i  [x '1) de T' 
j j 

(06 q1 si c Q,, = Qp x Qr ) on associe l'ensemble E des sous-arbres de 
1 

r 
j 

t(xl, ... ) qui contiennent des variables. Chaque arbre de E non réduit à ' xn r 

une variable admet une décomposition unique u(t 
I l - - -  

, t ) où t. est soit un arbre 
P 1 

sans variable, soit un arbre de E . A chaque règle r on associe l'ensemble d'états 
r 

X 
Qr = {qt 1 t D E et x est une variable de t}. On peut supposer que 

r 

r # r' => Qrr\Qrl = et on pose Q = U Q  r r- 

On construit d'abord 7" e TG dont l'ensemble d'états est 
Q 

Q,,u Q X Q,, et dont les états initiaux sont ceux de r ' .  Les règles de ce trans- 

ducteur sont : 

où u est soit une variable, soit un arbre sans variable et où 
i 

les u sont tous des variables. 
i 
j 



ssi 1 t (xl,. . . ,x ) , tl,. . . ,t tels que 
k n 

a) si ui n'est pas une variable u = ti i 

est une règle de T' 

d) n (t) est un sous-arbre initial de t' 

- 
e) pour 1 = 1,. . . ,p.  soit t l'unique arbre de { tl , . . - , t l n 

qui contient la variable x ; alors 
j S 

X 
ji 

cq- ,q > sinon 

te j 1 

X 
2)  <qt,q> [cu,t1> (ul, ..., u ) l  -t sEu.1 

n 1 

où les u sont soit des variables, soit des arbres sans variables, 
j 

et où u est une variable. i 

ssi 1 ti, ..., t' tels que 
n 

a) si u n'est pas une variable, u = t' 
j j j 

cl n(t) est un sous-arbre initial de t' 

d) ti est l'unique arbre e t , , t  n qui contient la variable x 



i q si t' = x 
i 

e )  s = 
X 

Cqtl,q> sinon 
i 

- 
On montre d'abord que T ' C  T", en assocfant à toute règle de T' une 

règle de r "  de type 1 et plusieurs règles de type 2. Pour vérifier les conditions 

--p> t' (. . . 9: 
id) et 2c) . on remarque que si q[t (t . . . .tn) 1 - 1 ' qi lti.l. ..) =' U. 

T - 2 
J J  

Alors le sommet de t est marqué par n (t (t l,. . . , tn) ) /l? = t ' et que, comme t a 

toutes ses branches de longueur inférieure à 1, on a bien n(t) sous-arbre initial 

de t'. 

Pour démontrer la réciproque, on montre d'abord, en tenant compte du 

X 
fait que T" est déterministe quand il est dans un état q que t 

est une dérivation formée d'une règle de type 1 suivie uniquement de règles de 

type 2 

ssi 3 t x , . , x l )  tel que 
K 

. n(t(xi, ..., x')) est un sous-arbre initial de la marque du 
K 

sommet de u 

est une règle de T' 

. u(xl, ..., x ) est un sous-arbre initial de t(xi, ..., x') et a n K 

comme sous-arbre initial l'arbre obtenu en remplaçant dans t 

les sous-arbres qui contiennent des variables autres que les 

x' par des variables. La variable x' de t est renumérotée 
j; j 

x , dans u. 
j 



On peu t  montrer p a r  induct ion  que 

* >k 
u e u ( E n )  e t  q[ul u '  implique [u] > T u 1  

l a  d é r i v a t i o n  q u i  commence p a r  l a  d é r i v a t i o n  ci-dessus.  I l  e x i s t e  donc dans T '  

9; 
une d é r i v a t i o n  q [ t ( t l ,  ..., t 11 ==+- t V ' ( q  [t'.' 1,. . . ,qjp[t 1)  T> u '  

n  T 11 J I  j; 
avec t "  = u ,. S i  t '  e s t  la  marque du sommet de  t, a ( t )  e s t  un sous-arbre 

j j  

i n i t i a l  de  t ' .  Comme u e s t  un sous-arbre i n i t i a l  d e  t, l a  marque du somnet 

de  u e s t  a u s s i  t '  e t  comme u ( u  ..., u ) e u ( E * ) ,  t ' = n(u (u l  ,..., u ))/e. 1 ' K K 

n ( t )  e s t  donc un sous-arbre i n i t i a l  de  n ( u ( u l ,  ..., u ) )  e t  donc 
k 

- 
u ( u l , .  . . ,u  ) = t ( t i ,  . . . , t ' )  avec n (E)  = n (t) . Mais p a r  cons t ruc t ion  de  T ' , 

K n 

q[E ( x l , .  . . , xn ) l  1 )  e s t  encore  une r è g l e  de  T ' .  Pa r  

a i l l e u r s ,  d ' a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  du sous-arbre i n i t i a l  de  t q u i  est  sous-arbre 

- 
i n i t i a l  d e  u ( u l  ,..., u ) = t ( t i  ,..., t;) on a t '  = t d 'où 

K j  i j  

On a donc démontré que 

( t , t l )  s ;' <=> (t , t ' )  e ;" e t  t s v(E*)  

avec T "  e TG 
Q 

I l  f a u t  donc encore montrer pour  o b t e n i r  l e  r é s u l t a t  annoncé p l u s  

hau t ,  q u ' i l  e x i s t e  T"' e TG t e l  que ( t , t l )  c ;"' <=> ( t , t l )  6 ' : ' '  e t  t e u(C*)  
Q 

c ' e s t - à -d i r e  ;"' = 6.;". 

On procède de  l a  meme façon qu ' en  @ pour c o n s t r u i r e  r"' e t  on a  b i e n  

6 . + I O  ;II' ; de  l a  même façon on montre que s i  p . ?  A -"  5 ;"' , il e x i s t e  

(t (to) , t l )  D ;" t e l  que t n ' e s t  pas  l u  dans  l a  t r ansduc t ion  p a r  T". to n ' e s t  p a s  
O 

l u  non p l u s  si on n ' u t i l i s e  que l e s  r è g l e s  d é r i v é e s  d é f i n i e s  ci-dessus.  En u t i l i -  
- 

s a n t  l a  r e l a t i o n  e n t r e  ce s  r è g l e s  dé r ivées  e t  l e s  r è g l e s  de  T ' ,  on montre que T' 



a 

n 'es t  pas f idèle ,  ce qui e s t  exclu puisque T '  e TGDD. 

O 
a A a 

On a  donc (t,t ') c T"' <=> ( t , tg)  c T '  <=> ( ~ ( t )  , t l )  e T .  

A 
Comme d'après l e  théorème 111.13, TG C(6)21 alors  r'" c (GI2 e t  il existe 

QD - a 

r 1  = < F ~ ~ ~ ~ ~ B ~ >  e t  r 2 = <F2,@2102) t e l s  que ;ltf = T ~ . T ~  = { ( m l  (t) ,d l  ( t ) )  I t e ~ ~ ) . ; ~  

A 
d'os r = { ( n ( t )  , t ')  1 (t . t l)  s T 1 = {=(ml ( t ) )  , l l ( t))  1 t G ~ ~ 1 . ; ~  e  TI^. 

h - A 
- TG-- = (TI) 

DD 

En e f fe t .  D'après l a  proposition IV.4 e t  l e  lemme IV.5 

cqfd. 

En e f f e t .  D'après l a  proposition IV.4 

cqfd . 

A -h 
Remarque. I l  ex i s t e  des exemples permettant d '  af f irrner que T I  F (TI) 2. 



CHAPITRE V 

RESULTATS COMPLEMENTA 1 RES 



En e f f e t .  Soi t  +C9; + A$: e t  F une forê ts  régulière de A7k. Soit  un reconnaisseur 

ascendant déterministe de F donné par l e s  règles comme dans l a  lère  pa r t i e  (I.3.A). 

Considérons alors  l e  reconnaisseur R ayant pour règles 

Ca (si [xi] . - .  - .qi lxn]) - 4 [ a ( x l l . . .  )1 1 t e l l e s q u e  
O- 1 a- 1 ' xn 

(1) (n )  

- 1 
I l  e s t  f ac i l e  de montrer que F ( R )  = + (F). 

cqfd . 

P k o p o ~ ~ o n  V .  2 : 

a )  Le domaine & l e  codamaine d'une b&mdu&ion aont de6 6okii-t~ 

kégidiètre6. La nem%ldon de6 domaine6 et codomainu à de6 ~ o t r i h 2  kéguRie/re~ 

concmne Ca b,L&.u.mdu&onn. 

En e f f e t .  I l  e s t  connu que l a  classe des forê ts  régulières e s t  s table  par union, 

intersection e t  homomorphismes l inéaires  (ETHI~CROI) .  

a) Soi t  T e T I .  I l  existe <KI+,$> t e l  que T = I ( + ( t ) , $ ( t ) )  1 t s K)  
.. 

donc Dom (Tl = $(K) e t  Codom ('?) = $(K) sont réguliers'. 

Soi t  F une fo rê t  régulière. Considérons 

'? = I ( + ( t ) , ~ ( t ) )  1 t e ~ e t $ ( t )   FI 
IF 



alors+ 1 F ={(+(t),i(t)) 1 toKn4-'(F)} 
donc f' c TI puisque K n 4-' (F) est régulière (lemme V. 1 et rappels 

IF 

ci-dessus). 

--1 
En restreignant le domaine de T , on restreint le codomaine de T l  

A 
d'où le résultat pour TI. 

A 
soit T e T G ~ ~ .  Alors i c  TI^ et 1 T~ = (K.+,+) et T~ = 

tels que - 

Soit F = $(K) n 4' (Kt), d'après a) il existe T' 1 et Ti c TI 

tels que T '  = {(t,u) o Tl / u e F? et Pi = {(ut") e 4 1 u o F) alors 1 2 

? = T ' 0 T '  avec Dom ? = Dom 5 ' et Codom 'Î' = &dom f" On restreint le domaine 1 2 1 2 

de ? à G en restreignant celui de T '  et le codornaine de '? en restreignant celui 
1 

b) Soit T c TI et F régulière 

T(F) = {u 1 (t,~) e TIF? d'où T(F) = Codom TIF et T(F) 

régulière d'après a) . 

- 
C )  Soit T e TG Alors T = '? O P2 comme dans a) et T(F) = T (T (F)) DD ' 1 2 1 

est régulière. 

cqfd . 

Montrons maintenant que la réciproque de b) est fausse. 

P ~ o p o ~ L t i o n  V .  3 : 7 1  e u M e  d e s  &auduc.tLonn concmnan;t l e s  6otrë-A h é g u R i è r L ~  

et q u i  ne d o n t  pas den b ~ n n d u ~ o u .  



En e f fe t .  

Soit  T s TD déf ini  par : 

qo [a ( X I  1 -+ b (ql [XI .ql 1x1 

1  [a ( X I  1 -+ a  (ql [XI 1 

91 [a (x) l -+ q1 [XI 

- 
1 Ca1 -+ a  

Soi t  F régulière sur a*;. 

Si F e s t  f i n i e ,  T (F) e s t  f i n i e  donc régulière. 

P- q- S i  F  e s t  in f in ie ,  s o i t  b ( a  a ,a  a )  : il exis te  r 2 sup (p,q) 

r 
t e l  que a  3 s FI donc T(F) 3 b ( a P ~ , a q 3 ) .  Nous avons donc alors  

T ( F )  = {b(aPa,aqa) 1 p e t  q s N) qui e s t  une fo re t  régulière. 

--1 - - 
Mais d 'autre  par t ,  T ( b ( a , a ) )  = {ana 1 n 2 11 donc T n ' e s t  pas 

f idè le ,  donc n ' e s t  pas une bitransduction. 

cqf d  . 

Nous ne pouvons r ien d i r e  de l a  s t a b i l i t é  des forê ts  algébriques par 

bitransduction, car l a  s t a b i l i t é  par homomorphisme inverse e s t  un t r è s  important 

problème ouvert. 



* 2  31 fi E T  T I  SONT STABLES PAR REUNION, PAS PAR I N T E R S E C T I O N  

a )  S o i e n t  T  e t  T '  c TGD. 

S o i t  Q l ' a l p h a b e t  des  é t a t s  d e  Tl Q' c e l u i  de  T ' .  

Considérons 6 d i s j o i n t  de  Q'  e t  en  b i j e c t i o n  avec Q e t  un nouvel 

é t a t  i n i t i a l  k . 
O 

S o i t  T" s TG d é f i n i  par l 'ensemble de  r è g l e s  R" s u i v a n t  
D 

i) k o [ t ( x l , .  . . , x  ) 1  + u ( q i  [x '1 .. ..qi 
i 

[xi.])  E R" 
n 1 1  P  P  

ssi q  [ t ( x l , . -  . , x n ) l  + u(qi  IX .... qi Ix 
O i 1 1  i 

P  P  

e s t  une r è g l e  d e  T  e t  q é t a t  i n i t i a l .  
O 

- - 
ii) k  l t  (x i . .  . . .xn) 1 + u  (si [xi ,  I I . .  . ,si Lxil]) c R' 

O 1 1  P  P  

e s t  une r è g l e  de  T' e t  q; é t a t  i n i t i a l .  

iii) R" c o n t i e n t  t o u t e s  l e s  r è g l e s  de T  d ' é t a t  gauche non i n i t i a l .  

i v )  R" c o n t i e n t  t o u t e s  l e s  r è g l e s  de  T' d ' é t a t  gauche non i n i t i a l ,  

où chaque q  e s t  remplacé p a r  q 
i i ' 

I l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que Tl1 = T U T ' .  De p l u s ,  s i  T  e t  T V  e TI ,  

A 
T'' a u s s i ,  donc TI  e s t  s t a b l e  pa r  réunion.  

So ien t  T e t  T' c TGDD. 

Alors  T" e TGD. Mais il e x i s t e  U e t  U '  c TGD t e l s  que 
.. - - 1 .. - -1 
U = T e t  U' = T '  . D'après  ce q u i  précède,  il e x i s t e  

U" c TG t e l  que û" = Û U Ü * .  
D 

.. 
M a i s  u u u I = +-1 u @'- '  = (f, " T I )  -l = = ~ I I .  
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A A 
Donc T" e TGDD et TGDD =  TI^ est stable par réunion. 

cqf d . 

b) Soit T c TI défini par les règles 

Soit T '  e TI défini par les règles 

r' 1 : q,[c(xl .x2 ,x3) 1 -+ c (ql [x31 ,q2 [x11 ,q3 [x21 

r2, r3, r4, r5, r61 r7. 

soit F = (U 1 3 t, (t,~) E: Tn T l } .  

- - 
Si T n T' était une bitransduction, F serait régulière. Or le 

feuillage de F est @ (FI = {an Bn yn 1 n 2 1 1 .  Si F était régulière, @ (FI serait 

algébrique, ce qui n'est pas le cas. 

cqf d . 

P é a i W a n  V . 4  : S a L t  T : <K,+ ,$>. 

T e ~ f :  ciLt 1-n (trupectLvmcwt n-11 66i + (nupectivement $ 1  e ~ ; t  une 

ma jecaon. 
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En e f f e t .  I l  s u f f i t  d ' é t ab l i r  l e  résu l ta t  dans l e  cas 1-n, puisque s i  

--1 
T = <KI@,$> e s t  1-n, T e s t  réal isée par < K I + , $ >  qui e s t  n-1. 

Soient T = <K,+,$> 

e t  T t =  <K1,+ ' ,$ '>  où +1 e t  $2 sont des projections. 

Soit '? = (Q, C , A , R , { ~  1 )  l e  TI associé à T comme dans l e  chapitre 1 
O 

de l a  première par t ie .  

Ses règles sont de l a  forme 

avec a  6 C e t  u de profondeur 21. 

De m&me l e s  règles de T' = ( Q ' , A , T , R ' ~ ~ ' ) )  sont de l a  forme 

avec b e A e t  IT (v) 2 1. 

s o i t  R" = i ( q I q 8 )  [a(xl .. . . .x,)I + (qi cl ) [ X o o î ( ~ )  1 ,  ... 
E(1) E OOOE(1) 

t e i i e s  que 1 q[a(xl. .  . . .x 11 + u(qi [ x , ( ~ ) ]  I iqi n  
[ x , ( ~ )  1)  e R 

1  n 

- 
posons T" = (Q x QI ,C.T,R"~{ (qotq,) } )  

'?" e s t  associé à T" qui e s t  1-n vu l a  forme de R". 
- O 

I l  e s t  f ac i l e  de montrer par induction que T" = T O ?' . 

cqf d . 



A 
5, LA SUITE (TJ"),,, EST UNE HIÉRARCHIE INFINIE STRICTE DE RELATIONS 

Des outils permettant une démonstration rigoureuse sont développés 

dans  AR^]. Mais l'idée intuitive de la démonstration étant simple, nous donnons 

ici des indications sur la solution. 

Définissons par récurrence une famille (F ) infinie de forêts 
q qtN 

régulières 

F  = {forets finies) 
O 

F e F p b q+l, ssi il existe une grammaire réduite G telle que 
p 1  

ii) 3 X et Y variables de G telles que 

iii) La forêt engendrée par G avec Y comme axiome s F 
P ' 

avec p' 2 q. 

Exemple : Soit G définie par les règles : 
9 

Xo + a 

xi + b ( ~  ilxi-l 1 

X est l'axiome 
9 

pour i=l, ..., 9 

alors F =F(G) t F  - F  
9 9 q q-1 

Ce lemme se démontre par récurrence sur q. On met en évidence des 

dérivations de F contenant un nombre arbitrairement grand de branches du type ii). 

Les règles de T sont inversibles et strictes sur ces dérivations qui sont non 

monadiques (en dérivant arbitrairement loin Y). On montre alors que T(F) a une 

grammaire ayant la propriété ii). L'hypothèse de récurrence appliquée à iii) 

permet de conclure. 



L'idée de la démonstration est qu'un TJ efface des branches arbitrai- 

rement longues seulement si celles-ci sont monadiques. 

En effet. Il suffit de considérer T défini par les règles : 
9 

cqfd. 

Nous déduisons de ces deux lemmes que V q e N, 
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