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INTRODUCTION




Dans cette introduction, nous situons d'abord notre
sujet. Nous présentons ensuite les deux parties de notre travail.

Nous concluons par les perspectives ouvertes par nos résultats.

—— -

Des études linguistiques (N. Chomsky) puis informatiques
(langages évolués, automates) sont 4 l'origine du développement de
la théorie des langages formels. Deux classes de langages sont dés
le début apparues comme trés importantes ([CH]) : la classe des
langages algébriques (solutions de systémes d'équations algébriques)
et une sous-classe, celle des langages reconnaissables (reconnus par

un automate d'états finis).

Les transductions rationnelles, essentiellement introduites
et étudiées par M. NIVAT [NI 11, jouent un r8le essentiel en théorie
des langages, ol elles sont d'un usage constant. Il est d'ailleurs
remarquable gue ces transductions permettent de clarifier (L. BOASSON,
[Bol) 1a théorie des AFL développée indépendamment par S. GINSBURG
et S. GREIBACH. Les transductions rationnelles présentent l'intérét
d'8tre stables par composition et inversion, de conserver la recon-
naissabilité et l'algébricité et de se caractériser en termes de

bimorphismes, ce qui les rend trés manipulables.

Dans un monoide, chaque lettre a zéro ou un successeur
immédiat, selon gqu'elle est ou non en fin de mot. Il est naturel de
généraliser en attribuant 3 chaque lettre un nombre quelcongue de
successeurs immédiats, ce nombre étant appelé arité de la lettre.
La notion de monoide libre se généralise alors en celle de magma
- ou algébre ~ libre. Nous ne considérons que des magmas libres de
type fini, c'est-a-dire engendrés par des alphabets finis. Un élé-

ment d'un magma est un arbre, une partie est une forét.

La classe des for8ts reconnaissables se définit alors
aisément et a déja été beaucoup &tudiée (W. BRAINERD [BR 1 et 2],
J. DONER [DO]l, S. EILENBERG et J. WRIGHT [EI], MEZEI et WRIGHT
[Mwl, w. rRoUNDS [RO 11, J. THATCHER [TH 1 et 2] ...). La classe
des langages algébrigques est l'ensemble des feuillages des foréts

reconnaissables, ce qui fait de ces derniéres un moyen d'étude des



langages algébriques (Ipol,IMwl,I[R0O}),...). Les reconnaisseurs géné-

ralisés d'états finis sont également appliqués a4 des problémes de
décision du second ordre (J. BUCHI et c. ELGoT [BUl, [pOl, [TH 2]).

L'algébricité se généralise aussi naturellement et pré-
sente un grand intéré&t en Informatique Théorique : un schéma de
programme récursif est un systéme d‘'équations algébriques sur un

magma ([NI 2]).

Ainsi une généralisation mathématique a conduit & des
notions d'un grand intéré&t pratique. Il est dés lors tentant de
développer une théorie des for&ts semblable 4 celle des langages.
Malheureusement, de grosses difficultés apparaissent lorsqu'on
introduit les transducteurs d'arbres. THATCHER a fait récemment
dans [AH] un tour d'horizon de nos connaissances dans le domaine :
il met en évidence que celles-ci sont maigres et peu profondes.
Une seule classe de transducteurs d‘'arbres a pratiquement été
€étudiée : celle des transducteurs d'états finis. Nous parlerons
donc simplement de transducteurs pour désigner ceux-ci. Les trans-
ducteurs sont obtenus, comme dans le cas des langages, en "mettant
une sortie" aux reconnaisseurs. Historiquement, cette démarche a
pour support pratique des préoccupations linguistiques (Rounds)
et informatiques (compilation, "syntax directed transducers" par

BJORNERD [BJ], MARTIN-VERE [Mal).

Les transducteurs d'arbres ont d'abord &été étudiés par
ENGELFRIET, ROUNDS [RO 2] et THATCHER [TH 3 et 4]. Rappelons qu'a
tout transducteur T, on associe sa relation (c'est-a-dire son graphe)
notée T et appelée transduction associée. Deux transducteurs sont
équivalents ssi ils ont méme transduction associée. On montre gque
les foréts reconnues "du sommet vers les feuilles" (par reconnai-
seurs descendants) et les foréts reconnues "des feuilles vers le
sommet" (par reconnaisseurs ascendants) sont les mémes. Par contre,
la classe des transductions ascendantes et celle des transductions
descendantes sont incomparables. Les transductions ne conservent en
général ni la reconnaissabilité, ni 1'algébricité (A. ARNOLD et M.
DAUCHET [AR 3]) ; elles ne sont stables ni par compgsition ni par
inversion. En transformant la classe des foréts reconnaissables par
transductions itérées, des hiérarchies infinies de classés de foréts

sont conjecturées (B. BAKER [BAl, OGDEN et ROUNDS [0OCl). La générali-
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sation des langages aux foréts a conduit a8 des transductions dont
les propriétés n'ont rien de commun avec celles des transductions
rationnelles de langages. De plus, la forme des régles des trans-
ducteurs d'arbres rend ceux-ci difficiles & manipuler. Le fait que
la quasi~-totalité des résultats un peu profonds ne soit pas conjec-

turée est 1a& pour le rappeler.

Dans ces conditions, il nous paraissait téméraire de
vouloir définir d'emblée une "bonne" classe de transductions de
foréts, ayant les "bonnes" propriétés des transductions rationnelles.
Notre but initial était d'étudier la seule stabilité par inversion.
Nous allons voir comment nos résultats ont largement dépassé nos

espérances.

Notre travail comprend deux parties. Dans la premiére
partie, nous présentons, situons et commentons nos résultats. Dans
la deuxiéme partie, nous établissons les démonstrations. Les résul-
tats sont faciles a énoncer mais les démonstrations en sont toujours
techniques, souvent difficiles. Aussi, souhaitons-nous cette présen-

tation plus agréable en évitant de disperser l'essentiel.

Dans la premiére partie, le premier chapitre est consacré
aux rappels. Il débute au niveau le plus élémentaire et est illustré
de nombreux exemples afin de familiariser avec le sujet le lecteur

non spécialiste.

Dans le chapitre 1I, nous définissons de nouvelles notions

puis énongons nos principaux résultats.

Nous commengons par définir les notions de transducteur
généralisé (définition 9), bimorphisme (définition 12), transduc-
teur inversible (définition 13) et bitransduction {(définition 14).

Dans les transducteurs d'arbres classiques, les arbres
indexés apparaissant en partie gauche des régles sont réduits & une
lettre (d'arité quelconque). Nous généralisons en autorisant & cette
place des arbres indexés quelconques mais contenant au moins une

lettre, de fagon & rendre la forme des régles plus symétrique.



Nous notons TGA (respectivement TGD) la classe des transducteurs

généralisés ascendants (respectivement descendants).

Nos bimorphismes s'inspirent de ceux caractérisant les
transductions rationnelles de langages et sont comme eux d'un

usage facile,

Nous appelons transducteur inversible (TI) tout transduc-
teur généralisé "inversible par régles" c'est-a-dire tel qu'en
"inversant le sens des fléches de ses ré&gles" on définisse un autre
transducteur (ce qui n'est pas possible en général). La notion de
bitransduction formalise "l'inversibilité au sens des relations"
comme suit : une relation entre deux foré&ts est une bitransduction
de typeTGXY [od X et Y désignent les types A (ascendant) ou D
(descendant)] ssi elle est une transduction généralisée de type TGx

et son inverse une transduction généralisée de type TGY'
Nos résultats se présentent comme suit.

La classe des transductions inversibles et celle des
relations associées aux bimorphismes sont identiques (nous les
confondons par la suite). Ce résultat, facile & établir, concrétise
la symétrie des régles. Il est évident intuitivement gque 1' "inversi-
bilité au sens des régles" entraine 1' "inversibilité au sens des
relations”, (c'est-a~-dire que toute transduction inversible est
une bitransduction). Nous montrons mé&me que f} = TEZ; = TE;; = TGAD
ce qui signifie gque pour toute bitransduction de 1l'un de ces trois
types, il existe un transducteur inversible associé. Cette équiva-
lence des deux notions d'inversibilité (par régles et par relations)
est le résultat le plus simple que l'on pouvait espérer. Pourtant,

les résultats ci-dessus sont loin d'&tre évidents.

Nous avons d'ailleurs, pour le quatriéme type de bitrans-
- - .
ductions, TG # TI. D'autre part, la classe des transductions inver-
. DD - N e
sibles n'est pas stable par composition (TI # TIoTI). Mais nous mon-
trons que GDD = TI< = TI®. Notre but est atteint et nous obtenons de
surcroit la stabilité par composition des bitransductions. Nous revien

drons en conclusion sur cet important résultat.



Nous commentons les résultats ci-dessus dans le troisiéme
paragraphe od nous donnons surtout des exemples montrant gue
fE;; # ﬁ} et TT # T1.71. Nous illustrons par la méme occasion deux
phénoménes essentiels : la "linéarité a8 délai borné" et les "che-
vauchements de découpages" de for@ts. Il est intuitivement compré-
hensible que la seule hypothése d'inversibilité ne puisse pas faire
passer facilement des transducteurs descendants, au comportement
fort complexe, aux transducteurs inversibles plus pratiques. L'in-
versibilité apparait constamment & un niveau trés technique au cours
des démonstrations, pour supprimer les comportements "pathologiques"”
des transducteurs. Nous montrons au paragraphe IV gue nous ne pour-
rions sans généraliser obtenir des résultats comparables. Nous étu-
dions ensuite d'autres généralisations en montrant qu'elles
s'éloignent souvent beaucoup de la notion originelle et gqu'elles
perdent de "bonnes propriétés". Nous remarquons que les "primitives
transformations” de TAKAHASHI sont un cas trés particulier de trans-

duction inversible.

Nous résumons maintenant le cheminement de la seconde

partie, consacrée aux démonstrations.

Dans le premier chapitre, nous caractérisons facilement

les transductions inversibles par bimorphismes.

Dans le second chapitre, nous montrons d'abord deux lemmes
({lemme IX.1 de fidélité et lemme II.2 de linéarité globale). Il est
fait dans la suite un usage constant de ces deux lemmes, ainsi que
du caractére "reconnaissable" de beaucoup de phénoménes rencontrés.
Nous montrons ainsi que si une bitransduction est réalisée, au moins
dans un sens, par un transducteur généralisé ascendant, alors il
existe un transducteur inversible équivalent. Nous raisonnons sur la

forme des régles.

Nous considérons au chapitre III une classe intermédiaire
de transducteurs descendants. Un transducteur descendant (généralisé
ou non) a la particularité de pouvoir transducter de deux fagons
différentes une méme branche. Dans le cas généralisé, un probléme de
"chevauchement des découpages” de la branche lue se pose. Nous consi-

dérons donc dans ce chapitre une classe intermédiaire (les transduc-



teurs gquasi-généralisés descendants TGQn) pour laquelle nous réduisons
plus facilement ce probléme de chevauchement. Nous appelons "chaine"
toute suite de régles appliquées en un méme noeud d'un arbre lu. Les
"blocs™ sont les suites de sous-dérivations obtenues par composition
de chafnes. Une chaline est "homogéne" si toutes ses régles ont mé&me
rartie gauche. Par composition, on obtient alors les blocs homogénes.
Nous montrons que dans le cas quasi-généralisé, on peut toujours se
ramener & des dérivations homogénes, ce qui supprime les problémes

de chevauchement. L'hypothése d'inversibilité permet alors d'établir
la proposition III.7 dont le point (i) concrétise le phénoméne de
"linéarité & délai borné". Ce phénoméne signifie qgu'une bitransductior
ne peut transducter plusieurs fois une mé&me branche que sur une pro-
fondeur bornée. Nous avons & considérer des chaines infinies mais le
point (ii) montre gque dans une chalne (ou un bloc) il n'y a qu'un
nombre fini de variables (dite "essentielles") pouvant se dériver en

des arbres arbitrairement longs.

Nous montrons ensuite qu'on peut "anticiper" les dérivations
des variables non essentielles puis vérifier le bien fondé des anti-
cipaticns par des méporisations sur les dérivations essentielles. On
montre par ailleurs que les bitransductions sont "finiement réductri-
ces". Nous aboutissons alors & une classe plus particuliére de trans-
ducteurs (les TGQnDF) dont les blocs sont des suites de taille bornée
et vérifient le lemme III.8. (Toutes ces propriétés seraient fausse
sans 1'hypothése d'inversibilité). Nous décomposons alors toute trans-
duction ainsi obtenue en la composée de deux transductions inversibles
ce qui aboutit au théoréme III.13. Ce théoréme fondamental montre qu'
on peut remplacer le phénoméne de linéarité & délai borné par un
pPhénoméne de "chevauchement des découpages" dans la foré&t intermédiai-
re apparaissant en codomaine de la premiére transduction inversible

et domaine de la seconde.

Nous abordons le chapitre IV en montrant que la classe des
transductions généralisées finiment réductrices (?E%) est stable par
composition avec homomorphisme (proposition IV.2) et homomorphisme
inverse (IV.1). Nous devons & nouveau pour ce dernier point résoudre
un probléme de chevauchement de découpages. Nous en déduisons faci-
lement que la classe 58% est stable par composition par transduction
inversible (proposition IV.3) et donc qu'elle contient la cl8ture par

composition des transductions inversibles (proposition IV.4).



Nous montrons ensuite en IV.5 1l'inclusion de la classe des bitrans-
ductions du type fE;; dans la classe EEZ. Le point délicat consiste

& montrer que l'inversibilité permet de se ramener au cas quasi-
généralisé en anticipant de fagon homogéne les dérivations. Nous
concluons alors aisément, gréce au théoréme 13 du chapitre précédent,
par les théorémes IV.6 et IV.7 qui achévent la caractérisation annon-

cée des bitransductions et montrent la stabilité par composition.

Le chapitre V est consacré a4 des résultats complémentaires,
de démonstration facile. Nous y montrons en particulier que les bi-

transductions conservent la reconnaissabilité.

Rappelons que les bitransductions sont les transductions
généralisées stables par inversion. Sans cette seule hypothése, 1la
classe des bitransductions a des propriétés intéressantes : elle
est stable par composition, elle se caractérise en termes de bimor-
phismes et conserve la reconnaissabilité (les cas ascendant et
descendant deviennent en outre facilement comparables). Ces proprié-
tés nous font espérer que les bitransductions joueront un réle aussi
fécond dans 1'étude des foré&ts que celui des transductidns ration-
nelles de langages. De fait, les premiéres applications confirment
cette impression (ARNOLD - DAUCHET [AR 2]). Le travail présenté ici
n'est donc qu'un début, consacré & 1' "amont" des notions de bitrans-

duction et transduction inversible.

En comparaison aux transductions rationnelles, deux

questions se posent immédiatement.

- Les bitransductions conservent-elles l'algébricité des
forgts ? Ce probléme se raméne & celui de la stabilité de la classe
des foréts algébriques par homomorphisme inverse, qui est un impor-

tant probléme ouvert. Nous conjecturons une réponse négative.

e 'AZ AS - . A
- Pourquoi TI # TI¢ = TI®, c'est-a-dire pourquoi est-ce la

classe des "bi~bimorphismes" qui est stable par composition ?



a

Pour commencer & répondre & ces deux questions, remargquons
que nous avons rencontré au cours de notre travail un phénoméne
important : la "linéarité & délai borné". Ce phénoméne était jusqu'
alors insoupgonné parce gu'inexistant dans le cas monadigue. De ce
fait, le formalisme actuel devient inédéquat. Ceci explique nos
difficultés techniques a dégager et & démontrer les propriétés

essentielles.

Nous pressentons un "nouveau formalisme" rendant compte
de la linéarité a délai borné . La reconnaissabilité y serait
inchangée, les bitransductions aussi mais apparaiftraient de fagon
plus canonique. Elles conserveraient la "nouvelle"” algébricité
(trés proche de la notion classique) et chaque bitransduction
serait équivalente & un seul "nouveau" bimorphisme. C'est 1la l'objet
de nos travaux en cours. Nous disposerions alors d'un bon outil pour

étudier profondément les foré&ts algébriques et les magmas.



PREMIERE PARTIE

PRESENTATION DES RESULTATS
ET DISCUSSION




Les termes employés dans la littérature anglo-saxonne figurent

entre guillemets.

Nous ne les précisons que lorsque leur traduction frangaise

est ambiglie ou non évidente.



CHAPITRE 1

RAPPELS

Le lecteur familier des notions de grammaires, reconnaisseurs

et transducteurs d'arbres pourra se dispenser de lire ce chapitre.



Thatcher a fait récemment dans [AH] un excellent tour d'horizon

informel des connaissances dans le domaine des arbres.
Le lecteur pourra s'y reporter en complément & ce chapitre.

1 . DEFINITIONS ET RAPPELS

A] Dé&finitions élémentaires.

Introduisons les définitions de fagon "nalve".

Nous ne considérons que des alphabets finis non vides.

ExemEles :

o) l'alphabet latin I, = {a,b,c...,z}

1
B8) 22 = {01112131415161718191"'1"')(1/’(l)}
Y) Iy = {symboles de base d'Algol 60}.

Nous remarquons a ce propos qu'une lettre peut étre une succession
de symboles : par exemple, "begin" et "go to" sont deux lettres de 23 au méme

titre que 0,1 ou A.

Un mot sur un alphabet est une séquence finie, totalement ordonnée,

d'occurences de lettres de cet alphabet.

Par exemple, les mots de la langue ftanqaise sont des mots sur

1'alphabet latin.

Si les guillements n'appartiennent pas & 1'alphabet considére,
nous noterons souvent entre guillemets chaque mot. Par exemple, le mot
frangais papa s'écrira "papa". Le mot contient deux occurences de "a" et deux

occurences de "p".



Il contient quatre occurences de lettres de 1'alphabet. Nous dirons que le

mot est de longueur quatre.

— i o

noterons " " ou d'un symbole distingué (par exemple A) si le caractére blanc

" " appartient & 1l'alphabet.

On appelle langage sur un alphabet tout ensemble fini ou infini
de mots surcet alphabet. Par exemple, l'ensemble des mots du "Petit Larousse"
est un langage fini sur 21, 1l'ensemble des programmes en Algol 60 est un
langage infini sur 23.

Le mot "papa"™ est construit en concaténant "p" avec "a" pour

obtenir "pa", puis "pa" avec lui-m&me. La concaténation est évidemment associa-

tive.

Formellement, si nous considérons un alphabet fini I, muni d'une

opération linéaire associative partout définie (appelée concaténation),

l'ensemble des mots sur I sera noté I* et appelé monoide libre engendré par I.

Le mot vide est élément neutre pour la concaténation.

Dans un mot, une lettre quelconque a un seul successeur immédiat
(la lettre qui la suit dans le mot) ou aucun successeur (si elle est la
derniére du mot) . Par exemple, dans le mot "papa", le premier "a" a un

successeur ("p") et le second "a" n'a pas de successeur.

Nous allons & partir de cette remarque généraliser la notion

d'alphabet en celle d'alphabet gradué et 1la notion de mot en celle d'arbre.

/ij Le schéma ci-contre est un arbre t sur l'alphabet {a,b,c,d}
a '~ en ce sens que les noeuds du graphe sont labellés des sym-

boles a,b,c et 4.
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Les successeurs immédiats d'une occurence d'une lettre sont
les occurences de lettres figurant dans l'arbre immédiatement en dessous
de l'occurence considérée. Ici, l'occurence la plus en haut de "a" a deux
successeurs lmmédiats ("a" et "d") et dans cet arbre, les diverses occurences
de "a" ont tantdt deux, tantdt un successeur immédiat. "b" a trois successeurs

immédiats ("c","d" et "a"), "c" et "d" n'en ont aucun.

d'arité O.

e e e e 00 e 2 e ey e e i e

est affectée d'un nombre fini d'entiers, ces entiers déterminant le nombre

de successeurs immédiats possibles.

Dans notre exemple, |Z| =‘{a,b,c,d} et la relation de rang est
{(a,1),(a,2),(b,3),(c,0),(4,0) }.

On note Zi 1'ensemble des labels des lettres d'arité i

o1
[

{ac|z| | (@,i) €1}

ici,
£, = {e,a}, I, = {a}, I, ={a}et I = (b}
La relation de rang sera fréquemment fonctionnelle, c'est-a-dire

que chaque label aura une seule arité.

Remarquons qu'un arbre est orienté, c'est-d-dire que par exemple
les arbres a et a sont différents. Intuitivement, deux arbres sont

N\ /7 \

¢ d d c

égaux si et seulement si ils sont superposables.
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Le terme noeud désignera dans la suite un noeud accompagné de

son label.

Le sommet d'un arbre est le noeud le plus en haut. Une feuille

est un sommet n'ayant pas de successeur sur l'arbre. Remarquons que par

On appelle feuillage d'un arbre le mot obtenu en concaténant les
feuilles de l'arbres, lues de gauche & droite. Le feuillage de notre exemple

d'arbre t est "cdcdd".

Remarquons que pour définir le feuillage nous considérons les
lettres d'arité nulle comme des lettres d'un monoide et non pas comme des
lettres d'un alphabet gradué. Nous considérons donc le feuillage d'un arbre

comme un mot du monoide Zﬁ.

Une branche d'un arbre est une séquence de successeurs immédiats

dans cet arbre, dont le premier élément est le sommet et le dernier une

feuille.
a P a et a
N
a a a
b b
c

On appelle longueur d'une branche le nombre de noeuds de cette

Par exemple, sont des branches de t.

branche, diminué d'un.

Les branches ci-dessus ont respectivement les longueurs 3, 3 et 1.

Une lettre d'arité nulle est une branche de longueur zéro.

La profondeur d'un arbre est la longueur de ses plus longues bran-

ches. La profondeur de t est 4.

Soit I un alphabet gradué. Nous noterons I* l'ensemble des arbres

forét est l'ensemble des feuillages des arbres de la forét.
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Nous avons défini sur un alphabet non gradué l'opération de
concaténation qui permet d'engendrer les mots & partir des lettres, et de

nouveaux mots & partir de mots. Nous allons faire de méme sur un alphabet gradué.

Considérons toujours l'alphabet ¢ = {(a,1),(a,2),(b,3),(c,0),(d,0)}

a titre d'exemple.

a
t, = / \ et t, = T sont des arbres sur I.
c d c

en donnant dans t3 pour successeurs immédiats de b, de gauche & droite, le

sommet de tl' le sommet de t2 et encore le sommet de t2. I1 est commode de

"noeuds virtuels", successeurs immédiats d'une lettre, auxguels se substitueront

des arbres. Les variables permettent de préciser ces substitutions.

Par exemple, soient les variables Xy rXy0Xqe Nous pourrons écrire

3
au lieu de (b,3) et dirons que t

b
1IN 30 =S
X9 X2 *3
] 3 =~
dans R\ llwbrefy 3 1a veriable xy, G 3%t H i
¥ ¥ %3

Mieux, nous pouvons considérer les variables x,y et dire que t3

est obtenu en substituant dans ? 1'arbre t1 a4 la variable x et l'arbre t2

xXyy

& la variable y. Ici, t, est substitué & y en deux occurences.

2

Nous pouvons €tendre cette notion aux arbres. Soit par exemple

t, = a s, t. = b

4 7/ \ 5 VRN
a Yy c d a
I /' \
X Yy d
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4 et tS' qui contiennent des variables en

haut de branches seront appelés arbres indexés ou dérivés. Ce dernier terme

Des arbres tels que t

provient de l'utilisation fréquente de tels arbres dans les dérivations par

transducteurs.

Notons t' l'arbre dérivé obtenu en substituant t5 a x dans t4.

Cette opération se notera t' =t (ts) ou encore t' = Sub_ (t.,.)

4x 4 5/x

Soit de méme t" = t'(x). Nous noterons encore t" = t (t
b4 4x,y 5

Il est facile de vérifier que t = t"y(x). Nous avons d‘'abord substitué

c).

les variables de t4, puis celle de ts.

Si nous substituons d'abord sur tS' puls sur t4, nous obtenons

e " —

L'ensemble des arbres sur I indexés par un ensemble X se note I¥ (X).

Faisons une importante remarque. Plusieurs occurences d'une méme
variable dans un méme arbre impliquent des substitutions simultanées. C'est

le cas de 1'exemple b . Par contre, si une méme variable apparait sur

XYy
sur deux arbres différents, il ne s'en suit aucun lien entre les substitutions

sur ces deux arbres. Par exemple, y apparait dans t, et tS' mais doit étre

4
considéré comme une coincidence fortuite de notations : si on remplace dans

un des deux arbres y par z, par exemple, on ne change rien aux substitutions.

Soit une lettre d'un alphabet (par exemple (b,3)). Nous 1l'écrivons
encore couramment b(xl,xz,x3) et tous les arbres de sommet b sont de la forme

b (t,,t

L}
x1,x2,x3 1 2,t3) ol tl't sont des arbres quelconques sur 1l'alphabet

2'%

considéré. Dans ce cas, nous écrivons simplement b(tl,t t3). Nous avons

2'
ainsi une définition récursive de 1l'ensemble des arbres sur un alphabet.

Remarquons que nous avons ici adopté une notation parenthésée : nous avons noté

en notation arborescente.

b
B U e
t1 t2 t3

b(tl't2't3) pour

Les deuwx notations sont également consacrées.



t s'écrit sous forme parenthésée comme suit

t = ala(b(c,d,alc,d))),c)

Afin de distinguer les diverses occurences d'une méme lettre
dans un arbre, on étiquette souvent les noeuds de cet arbre en attribuant a
deux noeuds différents deux symboles évidemment différents. Par exemple,

l'arbre considéré précédemment peut &tre étiqueté par des entiers comme suit :

Ce procédé "naif" semble commode mais présente des inconvénients

illustrés par ce qui suit : soient

Nous pourrons les étiqueter & priori indépendamment par le méme

procédé.

a et a
7/ N\ / N\
2c a3 2c c3

Considérons a(ul,uz) : nous obtenons en conservant les étiquetages

1'arbre suivant :
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Plusieurs sommets sont affectés d'une méme &tiquette, il faut donc
palier cet inconvénient. Un procédé classique consiste & étiqueter chaque noeud
d'une suite finie d'entiers, définie par la structure de l'arbre et modifiée
en ajoutant une composante chaque fois que 1l'on substitue. On étiquette

-par exemple- le sommet par O.

Soient u, et u, étiquetés comme suit :

u, = a u, =

1 ///3§ 2 3
c c

(1191) (1132) (2131) (2132)

En commengant le procédé dés le feuillage nous obtenons 1l'étique-

tage suivant :

O pour ¢, d, ¢, ¢ étiquetés indépendamment comme sommets

(1,0)c d4(2,0) (1,0)c c(2,0)

et a(ul,uz) :

(1,0)a a(2,0)

c d c c
(¢,1,0) (1,2,0)(2,1,0) (2,2,0)
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Ce terme se justifie par le fait que la donnée du domaine permet de recons-

tituer l'arbre sans ses labels.

Par exemple, soit le domaine {0, (1,0),(2,0),(1,10),(2,1,0),(1,2,0
(1’2’0) 1 (2'2'0)}

O est 1'étiquette du sommet.
Les successeurs du sommet ont une étiquette de deux chiffres :
ici, (1,0) et (2,0). Le sommet est donc binaire. Les successeurs immédiats

de (1,0) sont de la forme (x,1,0), d'old ici (1,1,0) et (2,1,0) etc...
On obtient

1,0 2,0

1,1,0)(1,2,0)(2,1,00 (2,2,C)

Donnons maintenant les définitions précises concernant les arbres

Dé finition 0-1

Un alphabet fini T est gfggug ("nanked") par une relation ginie
r de £ x N,

a € I admet i pour anité 844 (a,i) € r posons poun tout i,

Dans toute La suite, nous considérons r fonctionnelle.

Définissons l'alagébre libre r* engendrée par I, encore appelée

[y ——
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a) Eoc: z

b) sin>1, va € zn, Ve, ,...t € I*, alors al(t ,tn) € I¥

1,.-.

c) I* est le plus petit ensemble satisfaisant a a) et b)

- —— — —— ———

Soit S un ensemble (fini ou infini) d'indexes.

Définissons 1'algébre I*(S) des arbres sur I indexés par S.

a) zo U S C I¥(s)
b) sin>1, Va € En, vt ,...t € I*(S) alors a(tl""'tn) € I*(S)
c) tous les éléments de I¥*(S) sont cbtenus ainsi.

En particulier, si X = {xl,x ,xn,...} est un ensemble infini

2
de variables indexées, nous appelerons encore arbre dérivé tout arbre de

I%(X).

Il est évident qgue I*C LI*(S)

Nous considérerons maintenant a € Zn comme &lément de I¥(X)
et 1'écrivons a(xl,...,xn). De méme, tant t € I¥*(X) s'écrira souvent
t(xi reeerXy ) en explicitant ses variables.
1 P
Si u=u'(t.)) € I*(X), alors Sub | (u) = u'(t,)
2 t,/ 1
1t
2
Nous définissons maintenant trois relations sur I¥(X) qui sont
évidemment desrelations d'ordre

t1 < t2 (nous dirons t1

' ] ] * = ' J '
i, tis...t) € I¥(X) tgq t,=t (tl(tl,...,tn))

sous-arbre de t2) ssi
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t1 < t2 (nous dirons t1 sous arbre initial de t2)
I

ssi ]t',...té € I*(X) tels que t, = tl(t{""’tﬂ)

2

t. < t,., (nous dirons t

1§ & y sous arbre final de t2)

ssi 4t' € I*(X) tel que t, = t! (tl)

I U X danst,cet élément de ZUX es£ le label du noeud. Il y a souvent lieu

de distinguer les diverses occurences d'une méme lettre dans un méme arbre.
Cette distinction se fait systématiquement en affectant & chagque noeud une
étiquette. Les procédés sont nombreux ([JO]) mais d'un usage lourd. Bien

que dans la suite les distinctions d'ogcurences se feront empiriquement,

nous donnons ci-aprés un moyen d'étiquetage en m@me temps que nous définissons

les notions de branche, feuille, feuillage, profondeur et sommet d'un arbre.

(On pourrait également distinguer les occurences d'un méme sous-arbre.

Nous ne le ferons pas ici).

Soit E l'ensemble des suites finies d'entiers. Nous allons

étiqueter chaque noeud a d'un arbre par e(a) € E.
Nous noterons 7 (t) la profondeur d'un arbre t.

Une branche b sera une suite finie de E x (X U X) la longueur
de la branche le sera notée 1l(b). L'application feuillage ¢ applique ¥ dans

le monoide libre Zg engendré par I _.

a) in € X, n(xi) =0
Xy est le seul noeud, il est étigueté e(xi) =0

(O,xi) est la branche X,

Zo est .1'ensemble des feuilles de I¥

, de longueur nulle.

b) Soient a(xl,...,xn) €rett ,...tn € I*(X)alors le sommet

1
de u = a(tl""'tn) est a .n(a(tl,...,tn)) = sup (n(ti)) + 1

Le sommet est étiqueté O. i=1,...n
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Soit e(n) 1l'étiquette d'un noeud de ti' L'étiquette de ce noeud

dans a(tl""’ti’tn) devient (i,e(n)).

Soit B(u) l'ensemble des branches de u.
B(uw = {(0,a),b |1i ¢n, b€ B(t,)}
1((0,a),b) = 1(b) + 1
si tl""tn €z, ¢(a(t1,...,tn)) = Q(tl),... Q(tn).

Soit F une for&t de I* ; on pose &(F) = {d(t) | terF}

Le domaine de t, noté D(t), est l'ensemble des étiquettes

de ses noeuds.

fin de la définition O.1.

D dinition 0.2.

Soient I* et &% Les gonéts engendnies par Les alphabets graduls
L et A,

Définissons la notion d'homomorphisme de I* dans A%*.

Un homomorphisme de I* dans A* et la donnée d'une application
¢ de I dans A*(X) telle que :

= %
Va(xl,...xn) €z, ¢(a(x1,...xn)) ¢(a)(xii,...,xip) € A¥(X)

avec, pour tout j ¢ p, i, & n.

j\

On définit alors l'homomorphisme de I* dans A* par :

¢(a(t1,...,tn)) = ¢(a) (¢(t12),...,¢(tip))

Exemgles :

I=4A={(,1),(b,2),(c,0)}
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e
Q

alors ¢1(t) = b b

b
o/ %1 [
\ Cc C
¢
1(C)

a b
o, 1 og N\

C c C

¢1(C)

6, o,
(c) ¢, (c)
by lerey

‘ wie
yl x -



alors ¢2(t) = ?
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i
]
]

be X X y T
x
4) ¢ ay = ' ¢4 b = b , ¢4(c) = C
SO AN AN
X X X v z X

Cas particuliers :

1)

2)

3)

4)

5)

Si va(x,,...Xx ) € L :
1 n

vk =1,...n 3jk < p tel que ij = k, est dit complet ("rank-preserving"
ou "non-erasing"). k
Ceci signifie que toute variable de a se retrouve dans ¢(a).

C'est le cas de ¢1, ¢3, ¢4.

¥k = 1,...n il existe au plus un jk < p tel que ij = k, ¢ est dit linéaire
("linear"). k
Ceci signifie gu'aucune variable de a n'apparait deux fois dans $(a).

C'est le cas de ¢2, ¢3, ¢4.

¥k = 1,...n i1 existe un et un seul jk &< p tel que i =k, ¢ est dit

I
linéaire complet.

Ceci signifie que les variables de ¢(a) sont une permutation de celles de

L}
a. @'est le cas de ¢3, ¢4.

¢ est linéaire complet ordonné ("distinguished") si la permutation est
1'identité.
C'est le cas de 1'homomorphisme identigque.

m(¢(a)) > o ¢ est dit continu ou strict.

]
C'est le cas de ¢3, ¢4.



6) ¢ linéaire complet tel que ¢(a) € A est appelé projection.
C'est le cas de ¢4.

B] Grammaires d'arbres.

Considérons la grammaire algébrique de mots donnée par les raégles
oco*atb, E>acet £ -+>a
ol 0 et £ sont les variables, a et b les terminaux et ¢ 1'axiome.
Il existe différentes notations consacrées, variant avec le

domaine d'étude. Par exemple, en langages de programmation, on se donne

fréquemment les grammaires sous la forme

Q
0

atb

.
i

ad| a

Du point de vue des séries formelles, on a un systéme d'équations

g =a¢tb
E =aoc + a
La dérivation g ===> a { b ==> aacb ==> aaa { bb ==> aaaabb

admet pour arbre de dérivation

le mot engendré est le feuillage de cet arbre.



Nous allons maintenant nous donner une ggammaire G _Egguliérg_

1

d'arbres par un nombre fini de régles

g > et E i 3

AN
a E\\b z{ g

réguliéres auront toujours cette forme : 1 variable en partie gauche, des
variables seulement en feuillage de la partie droite. Une dérivation s'effectue
a4 partir de l'axiome, en remplagant les variables apparaissant sur 1l'arbre par

des parties droites de régles correspondantes.

construits ainsi et qui ne contiennent aucune variable.
Si G est une grammaire, nous noterons F (G) la foré&t engendrée.

Une forét F est réguliére si et seulement si il existe une

grammaire réguliére G telle que F = F(G). Donnons un exemple de dérivation

g === /('j\ === /(i'\ == U'\ s> /?’
a” £t b a” £ b a/E,' b a g\b
/7 \ _
/\: //\ a //?\\ = 0
a o a//?\\ a % b
a E b a

*
nous écrirons ¢ ==> 0

Le lecteur vérifiera que la forét engendrée par la grammaire
d'arbresci-dessus est l'ensemble des arbres de dérivations de la grammaire
de mots considérée précédemment. On démontre que toute forét de dérivations
de tout langage algébrique est une forat réguliére. Notre exemple inspire une

démonstration de ce résultat.
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Remarquons que dans une dérivation d'une grammaire algébrique
de mots, l'arbre se compléte au fur et a mesure que l'on dérive, sans rien

substituer, contrairement & ce qui se passe dans une grammaire d'arbres.

Enfin, le terme "variable" désigne selon les contextes deux notiongs
différentes : nous avons précédemment défini les arbres indexés par des varia-
bles, et nous considérons ici des variables de grammaires d'arbres.

Le terme €tant consacré dans les deux cas, nous l'utiliserons sans précision.

autre, sauf si une confusion est possible.

Dans une grammaire d'arbres, les variables doivent &tre considérés,
au méme titre que les terminaux, comme des lettres graduées. Dans le cas d'une
grammaire réguliére, toutes les variables sont d'arité nulle : elles ne peuvent

donc figurer qu'en feuillage, tant dans les régles que dans les dérivations.

Les grammaires réquliéres d'arbres sont donc bien une généraliéation
des grammaires réguliéres de mots, dans les dérivations desquelles il n'appa-

rait une variable qu'en “bout de mot".

Donnons un autre exemple de grammaire G, réguliére d'arbres.

2
Exemple 2.

G, = ({s,A,a'},{(b,2),(a,1),(a,0),(a',0) }, R,S)
{s,A,A'} est l'ensemble des variables
{(®,2),...(a',0)} 1l'ensemble des terminaux

S 1l'axiome

R l'ensemble des ré&gles écrites ci-dessous en notations parenthésées

R=1{s~+b(aa'), a>ald, A>a, A' ~a(a'), A' > a'}



I.18

Le lecteur vérifiera que F(G,) =‘{b(an(5),ap(§'))|n et p € N}
Soit une occurrence de a dans un arbre t de F(GZ)'

Si cette occurrence est sur "la branche gauche de t", il pourra
lui succéder a ou a. Si a est sur la "branche droite de t", il lui succédera

aoua'.
Les successeurs possibles de a dépendent donc des occurrences de a.

Par contre, dans tout arbre de F(Gl)' les successeurs d'un label
sont ceux indiqués par les régles de la grammaire algébrique associée, et sont
donc indépendants de l'occurrence. C'est pourquoi par analogie avec les langages

locaux, les foréts de dérivations des langages algébriques sont dites locales.

Nous allons maintenant donner un exemple de grammaire d'arbres plus

générale : les variables serxront d'arité quelconque. Néanmoins notre grammaire

—— T v s e S —— ————— —— i — " i e . o s s e

langages les parties gauches de régles seront réduites & une variable.
Exemple 3.

Gy = ({(0,0),(50'3),(51,3),(52,3)}, (a,0),(B,2),(C,4)}, R,0)

R={c~> So(a,a,a), So(x,y,z) > So(so(x,y,z), Sl(x,y,z), Sz(x,y z))
SO(XIYIZ) > C(YIzrzra) ' Sl(lelz) +~ Cl(y,z,z,a),

sz(x,y,z) ~ Bla,z)}

Donnons un exemple de dérivation :

g ==> S s> S = > C
a’ aa soz’//’ S, \\\\~32 S, 52\\‘~\~ SS~a
/N VRN 14N /I 1\ yd
a a aa a a a a a a a a a a a a

C
(o) B B a
7N /\ /\
a a a a a a a a



On montre que @(F(G3)) = {an l n » 2} qui n'est pas algébrique.

Aho a défini une classe de langages plus large que celle des
algébriques pour tenter de rendre compte de certaines contraintes "non libres”

dans les langages de programmation.

plus par la suite que des grammaires réguliéres, et la définition des langages
indexés est complexe. Aussi nous bornerons nous & énoncer que "les feuillages
des foréts algébriques sont les langages indexés" (résultat du & Fischer,

cité dans [RrRO1])

Nous donnons maintenant les définitions précises des notions
introduites précédemment, et citons quelques résultats importants déja
suggérés. Le lecteur trouvera dans [AH], [AR4], [BR1,2 et 3], [pol, [ROl et 2],

[TH1 et 2] ... des compléments sur le sujet.

Déginition 1 : Une grammaire d'arbres est La donnée d'un quadruplet

G = (V,Z, R, 8)

V est un ensemble fini de variables gradules

I est un alphabet fini terminal gradul

R e8t un ensemble gini de negles

s €V, est L'axiome.

Une grammaire est algébrique ("créative", "context-free") 444
toutes ses negles sont de La forme

Al reeasX ) > 00Xy ,oooyX, ) ORV, € Py ip § n eto€(TW)*x)

variables sont de degné 0. Les negles sont alons de La gorme

A->t(A, ,...A, )OO A, A, ,...A, €Vet t(x,,...,x )EI¥(X)
11 ln 11 ln 1 n

s

sin=0, A>t avec t € I¥
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Définition 2 : Soit G une ghammaire algébrique

Al existe une neégle Alx seeox ) > O0x, yoooX, ) telle que
1 p

]

b ( L] ”"” "
t1 ra > t2 44 t1 t1 (A(tl,...,tn))
] " "
tl(E)(ti,...,ti ))

P

Remarquons que dans Le cas d'une grammainre néguliéne,

Al existe une négle A(xgseenx ) > O, ,...x; ) telle que

1 1 P
e — '

ot
[ [

¥
tl(t(Ai ,...,Ai ))
1 n

=> est La clotune transitive de —

Définition 3 : La fonet _engendrée parn G se note F(G) et se deginit par

g

W

>
Gt}

F(G) = {t€e ¢ ]|s

Deux grammaines sont Cquivalentes ssi elles engendrent £a méme
foret.

une grammaine négulilre (nespectivement algébrique) quid £'engendne.

Théoneme 1 : [pol, [THil,...

a) La classe D des fonits de dénivations des grammaines algébriques de mots
est une sous-classe de celle des fonéts négulitres. D est dite classe des
gonets Locales.

b) Toute fonet négulithe est La profection d'une foret Locale.

c) Le feuillage d'une fonét négulitre est un Langage algébrique.

Ce théoréme précise l'intérét des foréts réguliéres pour 1l'étude

des langages algébriques.
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Cc] Reconnaisseurs d'états finis.

Nous avons défini les foréts réguliéres de fagon générative a
partir des grammaires. Nous allons maintenant les définir par reconnaissance.

Les reconnaisseurs de foréts réguliéres sont étudiés dans [BR2], [Dol, [TH2]

Nous allons encore retrouver une généralisation du cas des langages :

un reconnaisseur d'états finis 1lit les arbres de bas en haut, lettre par lettre,

en prenant & chaque lecture un état déterminé par la lettre lue et les états pris

ggrés lgcture des successeurs immédiats de la lettre considérég.

On se donne des états finaux et un arbre est reconnu, ssi il existe
un mouvement lisant 1l'arbre des feuilles & la racine et se terminant dans

un état final.

Déginition 4 : Un neconnaisseur M(ou machine) d'états finis est un quadruplet

M= (I, Qs QFIG')

z est un quadruplet gradul

Q est un ensemble findl d'états

Qp L'ensemble des états ginaux

o est une nelation entre £'ensemble

{(a(xl,...xn), qil,...,qin) | a€l, qij €Q}l etg

La relation |l |‘M de réponse associe a tout t € I* une partie

|!t||M de Q définie comme suit

Va € Zo' q € llallM ssi (a,q) € a

va € I, Yt , ...t € I¥, q € ||a(t1,...,tn)||M ssi il existe q  ,...q; tels

1’ iy n

que
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i) ((a(xll-o-rxn)l qill-nqin),q) € o
i) vj = 1...n, q; € HthM

J
t € I* est reconnu par M ssi ||t]|M O = @.

On pose F(M) = {t € ¥ | ||t] IMOQF % @}

Deux reconnaisseurs sont équivalents ssi ils reconnaissent la

méme forét.

= s s =

F C I* est reconnaissable ssi IM telle que F = F(M)

Exemple 4.

Nous allons nous donner un reconnaisseur M de la for&t réguliére

générée dans l'exemple 2.

est 1l'alphabet de 1l'exemple 2
- ]

Q {qil qll qo}

p = 19p)

0
Il

Nous construisons M déterministe, o est donc fonctionnelle

afa) = Q. al@') = qi, a(a(x),q) = aqy, a(a(x),qi) = qi, a(b(xl,xz),ql,qi) = 49,
ators ||b@", 3|, = (13 |1, 11ally

ona ||3]], = q et |[3l], = q,-

a(b(xl,xz),qi,ql) n'est pas défini. Le mouvement ne peut pas continuer.

b(a',a) n'est pas reconnu.

Par contre, b
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il sera commode d'écrire

b b b d4b
2 a2 N e o L S — N
PoE g Y — el g
a qa a a

En faisant figurer en chaque noeud la réponse de M pour le

sous—-arbre de sommet ce noeud.

Nous formaliserons cette écriture dans la définition 8.

D] Rappel de résultats.

Théonme 2 : On peut caractériser La classe des fonets négulilres en teame
de cliture de Kleene ([TH21). Cette classe est La méme que celle des fonlts
reconnaissables, et que celle des fonets solutions d'un systéme d'equations
&inéaines[pr2], [en], [Mwl, [sH]. La classe est close parn intersection et
complémentation, par homomonphisme Linéaine ; parn profection et profection
Anvernse (TH2).

Ces résultats sont rappelés informellement car nous les
utiliserons peu par la suite. Ils étendent simplement & une algébre graduée

les résultats sur les monoides.

Mais les homomorphismes non linéaires ne conservent pas les foréts
réguliéres. Nous allons maintenant étudier les problémes de transformations de
foréts. Comme le remarque Thatcher dans [AH], les problémes de transformations
sont différents dans la foré&ts et les langages (contrairement & la reconnais-

sance) .

2 . LES TRANSDUCTEURS

Seuls les transducteurs d'arbres d'états finis (ou régulier) ont

été profondément étudiés (voir [Bal, [BJ], [MAl, [ocl}, [roi]l, [ro51, [TH3], [TH4])
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Comme annoncé en introduction, nous nous limitons €galement & 1'étude de

ceux-ci, que nous désignerons sans le simple terme de transducteurs.
A] péfinitions.

Comme dans le cas des langages un transducteur ascendant est un

— A - — o S o, o o P S .

"reconnaisseur avec sortie" : & la lecture de chaque lettre graduée, on sort

un arbre dérivé.

Dans le cas des langages, on concaténe sans probléme le mot sorti a
chaque pas avec le mot sorti au cours des pas antérieurs. Ici, nous allons
substituer aux variables de 1l'arbre dérivé (sorti au pas considéré), des arbres
sortis antérieurement, selon une correspondance indiquée par les variables

de chaque régle de dérivation.

Exemple.
Donnons nous un transducteur ascendant T par les régles suivantes :
r, e a -~ q, o ry s a' » q) o
r, : T > ql? ré : ? - qi?
q,x X qix X

jBQ q, est 1'état imitial,
1

.
1]
9 Xy 9 X, X X

Un arbre est transducté si et seulement si il existe un mouvement

le "parcourant de' bas en haut" et aboutissant & un état final au sommet.

Le domaine est l'ensemble des arbres "lus". Ici, le domaine

est la for8t considéré dans les exemples 2 et 4.
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Exemple de mouvement (la régle utilisée est indiquée sous la fléche).

b b b B
A /N /N - AN R
a a' ==> a a' ===> 3 q'o,' ==> g, 0 qia' === o
' 1| I R 3 11
a q,¢ qqo a o o
Ainsi, plus généralement, soit t1 se transformant en Qv (nous
¥ *
manm— L}
noterons t1 === qlul) et t2 =3 qquy-

Alors }\t _:—i—_> /b\ - — 34 /qOB\
r
)
t Y QU quy, 3w Wy

ry s'aest appliquée en substituant, & gauche et & droite, u, a Xy

Le transducteur donné ci-dessous est déterministe car on a jamais

le choix de la régle a utiliser en une occurrence donnée.

Donnons une notation parenthésée des régles et des mouvements :
au lieu d'écrire 1l'état prés du sommet de l'arbre écrit en notation arbores-
cente, nous écrirons l'état puis entre crochets l'arbre en notation parenthésée

ainsi

r, : a > qQ [a] r, : a(ql[x]) - ql[a(X)]

ry + o bl lx 1, qylx,]) > q [B(x,.x,)] et b(a(a),a') —=> qO[s«x(a),a(&))]

Donnons maintenant une définition précise des transducteurs

ascendants ("bottom-up", "frontier-to-root")

Définition 5 : Un transducteur ascendant (en abrégé TA) est un S-uple

T= (Q,Z,A,R,P) ol

Q est un cnsemble find d'états
P o L'ensemble des états 4inaux
r {£'alphabet grnadué initial
A L2'alphabet gradu? ginal.
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R est un ensemble §ini de negles. Chaque regle est de La forme
b > gqlu] o b € Zo' g€ Qetuc€ A*
ou de La fomnme :

b(qi [xl]""'qi [xn]) > q[u(xi Pee Xy Yl ou n > 0O,
1 n 1 p

b(xll"°lxn) € an q, qil... qin € Q, ue€ A% (X)

et ol Vi < p, ij,s n.

Déginissons La nelation e de dénivation dinecte pan

‘t(b(qi [ul],...,qi [un])) = t(q[u(ui Peeesuy 1) 8454
1 n 1 P

b(qil[xll,...qin[xn]) + q[u(xil,..-,xip)] € R

et b ==> qlul] 444 b > qlu] € R.

=%=> est La clotune thansitive de -

On appelle transduction associle a T La nelation T de t* x A%

définie par

T = {(t,u) | iIgep, t =%=> qlul}

-

Dans notre exemple, T

I

{(b(a"a,aPa"), 8(a"a,a"®)) | n et p € N}

Nous allons donner un exemple de transducteur descendant. Le

principe d'application des régles est le méme que dans le cas ascendant,

mais on transforme du sommet vers les feuilles.

Soient les régles de T'

roor o gyl x )] >+ %1, +(a,yIx,1, aylx,1))

ry + o gyl (xg.x,)] q,[x,]

r o q3[+(x1,x2)] > ql[le

r,: qlsx)] -+ s(qx]) ro. :  qlol »o
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alors, en notation arborescente :

4 + +
9\ ™~ * / N\
s i q1 + => s 4
| O/\ ro 2N £, T i, I +/ \ N
s S s qg,t q.+ S q q
. | I A A |
(0] (¢} (0] O s O s (0) O s 0O s
I é l |
[®) (0] (0]
+ + +
7\ Pt % / \
===> S + ===> g + =—> g +
Ty ! /N e A LN
S q.0 + S q s s s
i 10 930 | 1= 9 I }
0 0 s 0 o) o} o}
(0]

En interprétant + par le "plus" arithmétique, s par la fonction
q p

successeur et O par zéro, on voit que T' réalise 1l'associativité de 1l'addition.
Donnons des définitions précises.

Déginition 6 : Un_transductewr descendant ("top-down", "nroot-to-grontien”,
TD en abndgé) est un 5-uple T = (Q,Z,4,R,P) ol Q,I,A ont La meme signification
que dans Le cas ascendant, P est L'ensemble des Etats initiaux

R est un ensemble §ini de negles de La gorme

qlbl] »u ol g€ Q, be€ ZO et u € A%*
ou de fa forme

qlb(x,,...,x )] »ulqg, [x, 1,...,q, [x, D
1 n 3y i1 ]p lp
44n>1,q9€Q, u€ A, q ,...,q €Qb(x1,...,xn) €z et vk < p, i < n.

j P
1 Jp

Déginissons La dérndivation directe descendante = par
qlb] S 1 254 glbl ~ u € R

ul(q[b(tl""tn)]) T—_F ul(u(qj [ti ],...qj [ti DYy 884 q[b(al,...an)] o
1 1 P P
u(g, [x, 1,...q, [x, 1) eRr
J1 P lp

e

=%=> est La cloturne thansitive de —
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On appelle transduction associle a T La relation T de T* x A%
définie pan

T = {(t,u) | Ig e p, q [t] %%=> ul

Déginition 7 : Soit TP La classe des trhansducteurns ayant La proprilte P.

Nous alligerons souvent "soit un thansducteur de La classe TP"
en "s04t un TP"

Une nelation R I* x A* est une transduction (de type) P
(en abregé TP) 444 AL existe T € TP tel que R = T.

-~

Deux thansducteurs T et T' sont equivalents 554 T =T,

Un trhansducteur (Ta ou TD) est déterministe 554 AL ne contient
pas 2 negles de méme partie gauche.

12 est & un état ("one-state", "pure") 854 Q est néduit a un
seul eLement.

Les adjectifs complet, Lindainre, ordonné, continu ou sthict
imposent aux negles Les mémes contraintes qu'aux homomorphismes (voin 2A).

Par exemple, dans 1l'ekemple T, toutes les régles sont linéaires
complétes strictes sauf ry qui n'est ni linéaire (x1 a deux occurrences droi-

tes), ni compléte (x2 n'a pas d'occurrence droite).

Dans T', r1 est compléte mais non linéaire, r2 et r3 ne sont ni

strictes ni complétes etc...
Le domaine d'un thansducteurn T est L£'ensemble
Dom T = {t € ¥ | Iu € A%, (t,u) € )
et Le codomaine est dégind par

Codom T = {u € A% | 3t € %, (t,u) C T}.



Nous allons donner une nouvelle définition de reconnaisseur :
un reconnaisseurn sera un transducteurn qui recopie ce qu'il Lift.
Par exemple, le reconnaisseur M de l'exemple 4 aura pour régles :
a > q1[5], a' » qi[a'], a(ql[x]) = ql[a(x)]

a(qi[x]) > qi[a(x)] et b(ql[xll, qi[le) > qo[b(xl.x2)]

R finition 8§ : Une nouvelle dégimition des reconnaisdseurs :

a) un reconnaisseun d'états ginis ascendant (en abrégé rR.A) est un TA
tel que I = A et ou toutes Les negles sont de La fornme b + qlbl ou
b(qil[xl],...,qin[xn]) > q[b(xl,...,xn)] avec Les notations de La defi-

mtion 5.

F est neconnaissable 554 9t € RA tel que pDom(T) = F.

b) un neconnaisseur d'états finis descendant (en abrZgé RD) est un TD ted que
L = A et ol toutes Les niégles sont de La gorme qlbl + b ou

alb(x;,...,x )] > bla, [x,1,. q. [x 1) avec Les notations de La deégini-
n : i, 1 in
tion 6.

F est neconnaissable 554 1T € RD tel que Dom(T) = F.

Il est facile de voir que les trois notions de reconnaissabilité

mais pas a un RD déterministe.

Remarque 4.

Nous ne considérons plus dans toute la suite gue des tranducteurs
d'états finis & un seul état initial (au final) qo. On montre en effet que
tout transducteur est équivalent & un transducteur du méme type & un seul
état initial (au final) . Nous nous donnerons un transducteur par 1l'ensemble de

de ses régles, les autres éléments étant implicites.
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Exemple 6.

Les homomorphismes sont des transducteurs & la fois ascendants et

descendants, déterministes & un seul état.
Par exemple ¢ de {c,a,a}* dans {b,a,a}* défini par
¢(c(x,y,2)) = b(b(x,y),2)

d(a(x)) = a(x) et ¢(a) = a est réalisé par T, comme suit

qo[C(XrY.Z)]+ b(b(qo[x], qo[y]), qo[z])
qo[a(xY]* a(qo[x]) et qO[E] + a

) est réalisé par le transducteur descendant T5

qo[b(x,y)] > c(ql[x], qz[x], qo[y])
ql[b(x,y)] > qo[x], qz[b(x,y)] > qo[y]
qo[a(x)] - a(qo[x]) et qO[E] + a.

Par contre si nous définissons ¢ par yY(a) = ¥a), w(g) = oa)

et Y(c(x,y,2)) = b(b(x,y), b(z,c)), on peut montrer que w_l n'est pas une

transduction. Nous reviendrons au chapitre III sur ce fait. Nous en sommes

amené 3 étudier les propriétés des transducteurs.

c] Propriétés des transducteurs d'états finis.

Théoneme 4 :
a) Le domaine d'un transducteurn est une foret négulidnre.

b) Les transducteurns Lindaines conservent Les fonéts négulienes et Les §onéts
algébriques.

¢) L'image néciproque d'une forét néguliere par un transductewr est reguliere.



Ce sont les rares résultats "positifs" connus, en ce sens que
la plupart des questions que l'on peut se poser raisonnablement regoivent

une réponse négative comme nous allons le voir.
Theoneme 5 :
e~ - :
a) Les classes TD et TA sont incomparables.
Fa)
exemple T1 ¢ 63 et'éz ¢ .

N b
b) Les classes TD, TA et TD U TA ne sont pas closes pan composition (au sens
des nelations)
2
exemple il est facile de voir que E; € TA , f; € EBZ et E; o f; £ fB'k)ER
-~ - -~ e & ¥
c) Les classes TD, TA et TD U TA ne sont pas closes parn Lnversion (au send
des nelations)

T, dans l'exmple 5, w-l dans 1l'exemple 6.

exemple T or T3

y
Comme le remarque B. Baker [BA], ces résultats proviennent de ce
que les TD peuvent engendrer deux copies différentes déterministes d'une
méme branche mais pas deux copies identiques non déterministes, & 1l'inverse

des TA. Nos exemples traduisent bien ces faits.

Il est conjecturé ([Bal,[oG]l) un résultat beaucoup plus fort
que le théoréme 5 concernant la non stabilité par composition. Posons F la
classe des for&ts réguliéres, Dn = TDn(F) la classe des foréts images d'une
forét réguliére par la composition de n TD, et An = TAn(F) définie de méme.

Conjecture. Les hiérarchies (An)n et (Dn)n sont strictes.

€N €N



CHAPITRE 11

TRANSDUCTEURS GENERALISES,

BIMORPHISMES ET BITRANSDUCTIONS




Nous avons vu que les notions de transductions ne sont ni symétri-
ques, ni composables du sens des relations. Notre premier but a été de carac-
tériser les relations qui étaient des transductions ainsi que leurs inverses.
Comme nous l'expliquerons au chapitre suivant, nous avons été amené & généra-

liser la notion de transducteur d'états finis, d'ou les définitions suivantes :

1 . DEFINITIONS.,

Définition 9 : Un trhansducteur généralisé ascendant (nespectivement descendant)
est défind comme un TA dans La définition 6 (nespectivement TD dans La dégini-
tion 7) en y nemplagant "b€r " pan "p€I* et ¥(b) > o" et "b(xl,...,xn) € Zn”
.,xn) € I*(x) et W(b) > o"

Autrement dit, on généralise la notion de transducteur d'états
finis en prenant pour partie gauche de régles des arbres quelconques de

profondeur non nulle.

On notera TGA et TGD les 2 classes ainsi définies

par exemple, q  x = +
+ X X X
7N\ 3 RN 7N
* *2 q ¥y 4 x3 al Xy 97X

est une régle généralisée.

Définition 10 : On dira qu'une ndgle d'un thansducteur généralisé descendant

est n@ductrice s4 elle est de La ponme

q[t(xl,...,xn)] > q'[xi]

On dira qu'un transducteur 1 C TG, est findiment néducteun
("bownded enasing") 84 dans toute dénivation, fes nombre de negles néductrices
utlisées successivement est borné.

Les régles r, = q[t(xl,...,xn)] > t'(...,q'[xi],..J

1

et r, =g lt (xl,...,xp)l S (L)
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sont dites appliguées successivement dans la dérivation

L
W

D = qo[Uo] —_— ul ssi

u, = alt(...,t"(...),...)) et

ts
W]

D = quUO] >u'(ve,qltea,t" (o), .00 1,000 ?:%>

W et g e (o], 00, ) =

W, q e ()], ) = ut (et (L), ..) ==>u
2

Pour tout n31, on notera TG la classe des transducteurs finiment

D
réducteurs de TG .

D

Déginition 11 : Nous n'allons plus considéner parn La suite que des homomon-

phismes Lindaines, complets, stnictes (voin [1]1 A) Le teame homomonphdisme Leur

wsena rnesenve. Nous nous négérenons au cas génénal parn Le terme homomorphisme

-

génénal.

Déginiticn 12 : Nous appelerons bimorphisme tout sextuplet <a,r,A,F,¢,¢>
ol a,%,0 sont des alphabets graduis
F ¢4t une fornet néguliene de a*

¢ est un homomorphisme de A% dans %
Y est un homomonphisme de A% dans A%

Pour simplifier, nous écrivons <F,¢,y> ce bimorphisme.

La relation ﬂ associée a Yy = <F,¢,P> est définie par
i={w, vw) | t er}
Soit B la classe des relations associées aux bimorphismes.

Dépinition 13 : Toute negle d'un TG, Ou d'un TG, qud est Lineaine compléte

est dite {nvernsible.
tn TG, (nespectivement TGD) dont toutes Les négles sont inversibles est
appelé thansducteun généralisé inversible ascendant (respectivement descendant).

Sodent nespectivement TI, ef TI, Les classes ainsd déganies.
Nous appelerons transducteur générnalisl (nversible tout transductewnr de

TL = T TI .
IAU D
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Déginition 14 : Nous appelerons bitransduction de type X,y toute rnelation
R Ztelle que :

- AL existe T € TGX, T=RAvec X = A 0U D

- AL existe T' € TG, , T' =R ! avec X = A ou D
N\ . e gage s
Nous noterons TGy La classe des nelations ainsdi définies,
et TG . La classe des transducteurns de TG, tels qu'il existe T' € TG,

verifiant TV = T 1.

2 . RESULTATS PRINCIPAUX

A -
et

a D
b) TN = TeY = fo> = 71
AD pa AA
y Fe~ = 112
¢ DD
PaN PN
d)y TI == T12
A A
e) T12 = 713

Ces résultats sont démontrés en seconde partie dans le chapitre I
pour le point a), dans II pour b) et dans III et IV pour c) et e).

d) est démontré en premiére partie dans III.

Ils s'énoncent encore ainsi :

a) Tout transducteur généralisé inversible ascendant est équivalent
a4 un transducteur généralisé inversible descendant et récipro-
guenment.

Tout transducteur généralisé inversible est équivalent a un
bimorphisme et inversement.

Autrement dit, les transduction inversibles se caractérisent en

termes de bimorphismes de fagon tout & fait comparable aux

K- transductions de M. NIVAT dans les langages [NI]

b) Soit T un transducteur généralisé descendant. Il existe un trans-
ducteur généralisé T' réalisant la transformation inverse si et

seulement si T est équivalent & un TI.
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c)

a)

e)

..
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Soit T un transducteur généralisé descendant. Il existe un
transducteur généralisé T' ascendant (respectivement descendant)
réalisant la transformation inverse si et seulement si T est

=

équivalent & un TI (respectivement & un TIz)
les transductions inversibles ne se composent pas

le composé de 3 TI est équivalent au composé de 2 TI.

Les classes

fg:D et 5}2 sont stables parn composition.

Remarg ue.

Le cas non généralisé sera toujours explicitement signalé.

Nous commentons au chapitre suivant ces résultats.

Nous omettons fréquemment par la suite le terme "généralisé".




CHAPITRE 111

COMMENTAIRES ET ILLUSTRATIONS

DES RESULTATS OBTENUS




Un TIA a toutes ses régles de la forme

tlq, [x1],...,qi [xn]) > q[u(xc(l),...,xo(n))]
1 n

ol t et u sont des arbres dérivés de profondeur non nulle. En renversant

les fléches, on obtient un TID réalisant la transduction inverse. Nous

pouvons dire qu'un TI est "inversible par régles". (Dans le cas de régles

non linéaires complétes strictes, parler de régle inverse est impossible au

sens des transducteurs comme nous le verrons en (III,3)).

Le chapitre I de la seconde partie est facile, la caractérisation

des TI en termes de bimorphismes etant intuitive, vu la symétrie des régles.

Notre but était de caractériser les transductions dont la relation

inverse est également une transduction.

——— . S, . e o o~ St T T s o o S B e T S W o o

e o e A . T T s ——— — ——— = T T ot T T T e e e $200 e

des 2 transducteurs est ascendant, et ceci bien entendu & une équivalence de

transducteurs prés (c'est-a-dire que si T € TDA et T est une bitransduction,

iT'VT tel que T' € TI)

L'inversibilité du sens des régles entrainant de fagon évidente,
l'inversibilité au sens des relations, le résultats.

b) est le plus simple que l'on saurait espérer mais n'est plus contrairement

4 d) intuitivement prévisible (voir partie 2, chapitre II).

Nous aurions pu espérer le méme résultat pour TGDD .
Il n'en est rien comme le montre l'exemple suivant :
P A A\
Théoneme : fE;D + T ot 112 &£ 11
Adin de soutenin L'intuition du Lecteur, nous adoptons une notation arborescente.

Soit £ = A = {(c,3),®,2)(a,1) (a,0)}

T11 est le TI défini par les régles :
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b - b q, a > q,0 > o
qO// \ //\\ 1 ] T 1
X X q,Xx X qlx

1 %2 ¥ 4%

TI, est le TI défini par les régles

2
A q b > o
1722 /b\( Xy 94Xy %) 9%y
X1 %
q a ~ a g,a > o g.,a * a
L l 1 21
X X q,0 > @ X QX

S
Il est facile de montrer que TI1 est l'ensemble des couples

d'arbres de la forme suivante, pour n € N.

ou"," désigne un arbre

arbitraire de la
8 B8 forme
2n+2
a
{
a
l
a
1 profondeur
'
| quelcongue
a
!
a
Bl 82 2n+2
N\
T12 est 1l'ensemble des couples
b
2p+1 !
P B2p+1
. e~
81 1
2p+2
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AN -\
TI4 o TI2 est l'ensemble des couples
b
B
’/di\l 2m+2 /) m c 2m+2
Bom+1
b B2m+1
o)
81 1
w__J VW/
2m+2 2m+2
Supposons qu'il existe un transducteur inversible TI, tel que
-~ 3
= AN
TI3 = T11 0 TIz.

obtient une

a4 gauche et

diaire sont

Pour n assez grand et les chaines monadiques assez longues, on

contradiction car on aurait une régle initial avec 2i+3 variables

2j+4 & droite. ce qui prouve que T2 o T

La non-composabilité provient ici de ce que les arbres intermé-

engendrés par T, et transductés par T, selon des découpages qui

1 2
ne coincident jamais.
Soit U € T DD défini par les régles
r, : q c > b : q a - d
1 ° /N VAN 2 1 | l
X y z T\\ 9,2 X qqx
o¥ q3% AyY r, q,a >oa
r q c - c
4 2 /1IN
X y z //I \\

A% d3¥X q,¥
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r q c q
5 3 /1 1
Xy 2
r_ d, b + q,(x) et r a,. b » q, (y)
6 2/\ 1 7 3/\ 1
Xy Xy
r g b =~ b
8 o/\ /7 \
Xy q1X ¥
Soit V € T DD défini par les régles
s, : q > c s g, a> a
! °N P IS 2 1 |
Xy q X q3X 4Y X qx
Sy qla > 0
s q > c s c > q,z
4 2 /N AN > 3 /1N 1
XY 2Z g,X 43X q,¥ Xy 2z
s, a, b > q, (%) s g, b > g, (y)
6 2/\ 1 7 3/\ 1
Xy Xy
Sq ° g b ~ b
XYy qqx 1Y
~ N N -~ AN -1
Le lecteur vérifiera que U= TI o TI_ et V = (TI1 0 TIZ)
N\ N\ N\ N 1 2
dfoll TDD 5= TI et & fortiori TGy 3= TI
A2 A A
Dés lors, les résultats TG = TI” et TI® = TI  sont les meilleurs

=

Ces résultats étaient difficiles & deviner, encore plus & démontrer.
Les exemples U et V illustrent un premier fait : on ne transducte pas arbitrai-

rement loin plusieurs fois une méme branche : par exemple, r, a pour variables

4

a pour variables droite z, donc r, et r_ "séparent" la bran-

droites x et y, r 4 5

5

che recopiée deux fois par le x de r.
Nous appelerons ce phénoméne "linéarité & délai un". A 1l'égard de ce seul phéno-

méne, notre exemple est simple car déterministe et non généralisé.
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On démontre au chapitre III que tout TGQnD est "linéaire &
délai borné" : en prenant des régles composées, (donc généralisées) on se
raméne au délai un.

~~

Dans les TGQnD, disons grosso modo qu'il n'y a pas d?/:Probléme

de découpage”. Au chapitre IV, nous montrons qu'on peut pour un TGDD

mer les problémes de découpage en anticipant l'arbre lu sur une profondeur

suppri-

borné. Ceci pose de nombreux problémes car il faut pouvoir ensuite explorer
toutes les branches, de fagon déterministe, pour vérifier si 1'anticipation

était justifiée.

N N
La grosse différence entre les TGAD et les TGDD est qu'en

transduction descendante, on peut recopier différemment deux fois une méme

branche, ce qui est impossible en ascendante.

L'exemple précédent illustre le point i) de la proposition
III 7). Nous allons modifier cet exemple de fagon & illustrer le point ii)
de la méme proposition et & faire dans ce cas particulier la construction

aboutissant au lemme III-O.
Faisons quelques remarques préliminaires.
Soitw1 le TGD donné par les régles

qo[a(x)] > b(ql[x],qz[x])
qfat1 > alg,[xD)
a,latx)] > q,[x]
q,la*x)1~»a*(q]lx])
qz[a'(x)]-*a'(qé[x])
qi[a'(x)]—*a'(qi[x])
ajla’ (0] >a’ (q}x])

qi[a] + a et qéfal**g.
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alors

pe---p
Wemaop

=]
——
pe= - -

o]
———
Bor e o

v
[V

W1 n'est pas finiment réducteur et il est facile de montrer par

le lemme II-2 que ﬁ; n'est pas une bitransduction.

Mais il existe des TGDD qui ne sont pas finiment réducteurs.
On montre néanmoins en III-7 ii) qu'aprés avoir réduit arbitrairement loin,
on ne peut plus recopier que des arbres bornés".

Donnons l'exemple annoncé, qui illustre ce fait.

Soit I = A = {(a,l),(b,2),(c,3),(a',1),(a1,1),--.(ak,l),(glo)}

Posons A = {al,...uk}

o,
]
|
]
t a,
a' 3 1j2|ai |
(Ilil a - i jl a
p 2g+2 a a
a,
1ty
- “2gq+2
a q
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P est l'ensemble des couples de la forme ci-~dessus ol
p,q,nl,...,n2q+2 €ENetVl1=1,...2g+2, ai1 ,...,aij sont différents 2 &4 2 et
2g+2 ! !
{a ,ieeb0, e U H{o, ,e..0, }
3 35 1=1 111 lj1

P est une bitransduction.

- 11
En effet, donnons U, tel que U, = P. Posons S = {: 1 | j1 5= j2 = a, qﬁtxi }
a

1 1 . .
i, Jq 5]
J
Remarguons que S est fini.
r qg a - a i=1,...%
1 (e}
I 7/ N\
x qx ax
r, : q c + b r q c > c
2 o] 3 3
/ I\ /°\ V4 AN e l\\\
Xy z c q,z Xy 2 gyX  gyX QY
Py ™
qX Y 4Y
r q c - z r q a > a
4 2 1 5 1
/ N\ I |
Xy 2 X qlx
, -
6 G v
a, : € S
171 a,
" i,
i 3
Q,
1,
3
a
sy &i a~> o x s, ¢ al c - aix ou aly ou &lz
I /I\
X Xy z
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s3 : o a' > o, vV o,
1 ' lk :11
a, . € S et Vk € j
v i
1 a,
l i,
1 3
a,
i,
|73
a
Les régles du type r jouent le méme rSle que dans l'exemple
précédent.

U1 n'est pas finiment . réducteur car les régles s1 et S,
descendent au hasard "l'arbre gauche", sans rien recopier, et Sy prend au

hasard en bas de l'arbre lu, un symbole o qu'elle recopie.

—— e v -

toute suite de régles s'appliquant en un méme sommet (nous n'avons pas dans
notre exemple de probléme d'homogénéité€). Un bloc est une chalne dérivée.
Le "délai de linéarité" étant un comme dans l'exemple précédent, il est

inutile ici de faire intervenir les blocs.

La longueur d'une chaine est le nombre d'occurences de régles
qu'elle contient. Remarquons qu'une chaine n'est pas nécessairement de
longueur bornée. En effet, prenons un mouvement initial de U1 :

oo o, X
. et la chaine s'appliquant en x contiendra p+1 régles.

Lo ]
Do - Y

X
Wl - — -y
(o]

*

X @, X

Nous appelons au chapitre III ggggggggg_g£§§gigg}g (de x) toute
occurence susceptible "de se dériver en un arbre arbitrairement long".
Les autres occurences sont non principales. Nous démontrons en III que le
nombre d'occurence principales est borné. Ici, seule l'occurence associée & 9,

est principale, les autres ne se dériveront gu'en un arbre de profondeur un.
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Nous allons anticiper les arbres se dérivant des occurences
non principales (puisque le nombre d'arbres est fini) en mémorisant notre choix
dans les états associés aux occurences principales. Nous montrons gqu'on peut

toujours "vérifier si l'anticipation était bonne".

Puisque les occurences non principales de variables disparaissent,

les "bloc anticipés" utilisés sont de longueur bornée.

Illustrons la construction par notre exemple : nous construisons

de nouveaux états que nous écrivons entre guillements.

B' a -~ a VB A et Vo, € A
T /\ < i
x 'qo,B Vv {ai}'x o

Nous avons anticipé le choix de o et 1'avons mémorisé dans q,-

VBC A et V(Bl'BZ'B3'B4)

b
\
- c/\ 'qysBy 2
1
1 L] ] ' ] 1

partition de B

Nous "partons vérifier en bout de branches, au hasard, que tout
o de B figure bien". Le point important consiste & remarquer qu'il est

indispensable de "dériver B3, B, avant de les séparer". Plus précisément, en

4

x va s'appliquer une chafne de la forme (r ,r4) mais on ne peut dériver indé-

3

pendamment les Bi dans r, et r d'ol la nécessité dans la partie III de

3 4’
"deviner les blocs et non "leurs régles séparément”. La linéarité a délai
borné nous assure que "tout bloc appliqué en x apparait bien en partie droite

d'une méme régle".
Ainsi, ici,

VB, ,B

3By disjoints et C A

'q +B,,B "' C C
Xy 2 / \\
b 4 xy\\\\\

] 1 ] 1 1 ]

V(C2,C ’Cl) partition de B

3 3
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) B B ] 1 )
UGrByrByt ST By E VB, G
Xy z
On termine évidemment par
'‘q,.,B' a > a VBCA

l
X 'ql,B' X

'ql,B' a' +> a ssi BC.{oni a, }

vérifiant ainsi que tout a anticipé est bien enbout dJd'une branche.

Bien entendu, ce phénoméne d'anticipation, qui se produit ici
en début de dérivation, peut se produire "n'importe ol" et interférer avec
d'autres phénoménes (problémes de découpage, de déterminisme).

Dans la section III, nous nous débarassons délibérément du "probléme de

découpage" et justifions cet acte en IV.

Remargue.

Nos notations peuvent paraitre redondantes (ici, on aurait pu

écrire "q3,B3', et 'q2,B4' seulement) .

Elles le sont en effet parfois pour faciliter les constructions
et les démonstrations. Le phénoméne général d'anticipation est en effet plus
complexe du fait que les arbres anticipés sont non réduits & une lettre, d'ol
on doit, encore de fagon liée dans un bloc, deviner les dérivations intermé-
diaires. On a intérét & "stocker" trop d'informations mais de fagon homogéne
plutdt que tout juste ce qu'il faut de fagon disparate”.

- -1

tel que Vv, = P .

Donnons enfin, sans autre commentaire, V 1

1
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Iq ’Bl

a -~ a VBc Aeta, €A
(o] /\ i
X O,
i

|
'qsB U {al}' X

'qo,B' /b\ > c VB.C A
Xy < ///’ \i\\\\\\ V(BI'B2’B3) partition de B

'q3lB3' 'qlezl 'ql ’Bl' y

'q, /B’ T -> a VBCA
|
x 'ql,B' X
'q;/B'a>a' VBCA, Va €5et BC{a, ,...50, )
a ] 1 1 J
i t
'11 a,
! i,
& ]
i,
| 3
a
'qz,B' —»/?\ 'ql,B'z VBC A
XY z
] 1 ] 1 3
q,.,B c - c VBC A, Vv(B,,B_,B.) partition de B
3 ZIN 177273
x ; ” //// \ \\\\\
X X y
[ ] L} ¥ L} 1 ] L}
d3/B37 dy0By0 TqyB
'q3,B' /c -> b VB C A, V(BI’BZ) partition de B
(AN
Xy 2 //’ \\
X Y
L] 1 ] ]
9By " "9y0B
Remargue.

On pourrait étre tenté de croire que 1l'hypothése d'inversibilité

est superflue pour l'anticipation. I1 n'en est rien.

Soit £ =4 = {(a,1),(a',1),(a,0), (b,0)} et © de régles
q, ? - q % 9,2 -+ a et qob > b.
x -
Alors O = {(ana,a)| n € N} L){(ang,g) ’ n € N}.

Codom O est fini donc régulier. Pourtant, si on anticipe,
on s'interdit de vérifier que a' n'apparait pas.

C'est 1'hypothése du lemme III.9 qui est ici en défaut.



CHAPITRE 1V

EXAMEN DE DIFFERENTES NOTIONS DE TRANSDUCTIONS.

AVANTAGES DES BITRANSDUCTIONS.
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1 CAs DES TRANSDUCTEURS NON GENERALISES.

Soit I = {(b,2),(a,0)}. La relation ( b , a) n'est pas une'6; 1
/\
a a
En effet, toute régle initiale serait de la forme q b + a, x ou y donc non
I\
X y _

compléte. Une infinité d'arbres se transformerait donc en a.

Un raisonnement analogue différencie ¢-1 de w-l dans 1l'exemple 6

de (1 3°™€p).

Notre généralisation fait disparaitre ce genre de probléme en
autorisant des parties gauches de régles de profondeur quelconque, et toute

, . . T o
relation finie appartient alors & TGA(\ TGD.

De plus, soit R = b

sv—/_o

n,met p €N

( /\ /
a ra a a ay a
O E I O
/b\ a a a
a a

A
T .
A

A
Le lecteur vérifiera que R ¢ TD U
A
Le fait que R ¢ TD provient de la remargue précédent.

Le fait que R ¢ f; Provient de 1l'incapacité des TA de donner deux copies
différentes d'une méme branche (considérer la forme des derniéres régles

utilisées).
Mais R, = {( b /tlz\ >} € ;D\An T/';)
\\\ A

AN

[ R

Pl o

L
‘o
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et

(le lecteur construira aisément les transducteurs non généralisés associés).

Comme R1 o] R2 = R, nous avons

N\ N AN
T T ™ T
22 ° Tpa € TH VT

ce qui ne laisse espérer aucun résultat comparable & ceux du cas généralisé.

De plus, nos bitransductions sont donc une généralisation stricte
des classes usuelles. Il ne pourrait alors étre possible de caractériser en
termes de bi-morphismes les bitransductions non généralisées, qu'avec d'autres

morphismes que ceux des TI. Nous allons voir gu'il n'en est rien.

2 AUTRES NOTIONS DE BIMORPHISMES.
Soit M une classe de morphismes. Nous dirons qu'un bimorphisme B
est de type M si B = <K,¢,¥> ol K est une forét réquliére, ¢ et ¥ deux

morphismes de la classe M.

Nous étudions rapidement ici les autres types que celui des T.I,

dans un ordre de généralité croissant.

Al Restriction des T. I : bimorphismes du type projection.

Ce type a été étudié par Takahashi dans (TA) sans le nom de
"primitive transformation".
Ce type est stable par composition, mais ne donne que des résultats intuiti-

vement évidents.
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Les transductions associées ne font que changer réguliérement

les labels, sans déformer les arbres".

Une transformation de type " b -»> ¢
/\ /AN
b z Xy 2
TR
X Yy

-

étant impossible, U n'est par exemple équivalente & aucune transduction de

ce type.

B] Généralisation des TI.

a) Définissons TJ comme la classe associée aux homomorphismes

linéajres complets comme ceux des T I, mais non nécessairement stricts,

cette généralisation apparemment faible bouleverse le comportement car nous
. . . N2 M3 .

montrons en deuxiéme partie (chapitre V) qu'au lieu de TI = TI , la suite

~\n s
{T3" | n € N} est une hierarchie infinie de relations.

b) Définissons TK (respectivement TK') comme la classe de

bimorphismes associée aux homomorphismes linéaires (respectivement linéaires

strictes).

Nous n'avons pas étudié ces classes, mais conjecturons qu'elles

ont un comportement identique & celui des TI pour la composition.

Néanmoins, les transformations associées sont toutes différentes
de celles associées aux transducteurs, méme généralisés. En effet, un arbre
peut ici avoir une infinité de transformés, comme le montre 1'exemple ci-

dessous

Soit r = (F,¢,{¥)
£ ={(a,2),(a,0)}
A = {(a,1),(a,0)}
¢(a(x,y)) = o(x)
¢$(a) = a
v(alx,y)) = aly)
V(@ =a

F = *
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- n- B
Mais F = {(a a,apa) I n,p € N} donc tout arbre se transforme en

), - -"'1
A* par F ou F !

c) Définissons la classe TM des bimorphismes associés aux

homomorphismes quelconques.

Soit alors par exemple r = (F,¢,id) avec

z
F

{(a,1) (®,2), (a,1),(a,0)}
a({b,a,al’)

¢{a(x)) = b{x,x)

¢ (b(x,y)) = b(x,y)

dla(x)) = a(x) et ¢(a) = a

id est 1'identité.
alors

r= {bt,t), at)) | t € {b,a,al¥}

Supposons qu'il existe un transducteur © équivalent & r. O doit
vérifier 1'égalité d'arbres arbitrairement longs tout en recopiant ; il a
un domaine ni régulier, ni algébrique ([AR3]). Les TM n'ont ainsi plus aucun

rapport avec les transducteurs d'états finis.

En conclusion, cette critique fait apparaitre le r&le privilégié
que jouent les bitransductions du point de vue des transducteurs d'états finis
d'arbres. Les bitransductions sont stables par composition et inversion.
Elles conservent les foréts réguliéres (partie 2, chapitre V). Nous conjecturons
que dans un "bon cadre" chacune sera équivalente & un seul bimorphisme et
conserveront les foréts algébriques. Nous pouvons ainsi espérer leur voir jouer
dans les foréts un r&le aussi fécond que celui des transductions rationnelles

de M. NIVAT.
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Définition : On appelle branche pendante toute branche dont La feuille est
une variable.

Définissons les transducteurs quasi-généralisés de profondeur i
(TGQ ) comme étant les TGD dont chaque régle a en partie gauche toutes les bran-

i
ches pendantes de profondeur 1.

TG _ désignera la classe des TG tels que i=1.
0 . Q,
Posons TGQ = J:q TGQ .
n i

Par définition on a :

Proposition 1.1 :

TA C TG,

D < TG, C TGy TG,

Proposition 1.2 :

S{ 1 est un transducteur générnalisé, et F une fonet néguliere, L
existe un thansducteur générnalisé t' de La méme classe que t tel que
T = {(t,t") eT | t' eF}.

En effet. On fait la démonstration pour un TGD ; on procéderait exactement de

la méme fagon dans le cas d'un TGA' TGQ .
n

Soit £ = <Q,Qf,a> un automate déterministe reconnaissant F. Soit Q!

l'ensemble des états de T et Qé l'ensemble de ses états initiaux.

L'ensemble des états de T' est Q' X Q ; l'ensemble de ses états

initiaux est Qé x Qf et ses régles sont définies par :
<q',q> [t(xl,...,xn)] > t'(<q£ 19y, [xi"], ey <qi 190> [xi"])
11 1 P 'p P
est une régle de 7' ssi
q' [t(xl,...,xn)] > t'(qi [xi"], ey qi [xi"])
1 1 P P

est une régle de T et q = at,(qi ,--.,qi.).

1
1 p
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Il est clair par construction que (t,t') e 1! implique (t,t') e 1T
et t' € F. On démontre la réciproque en montrant par induction sur les dérivations

* s
dans T que si q'l[t] = t' alors <q',at,> [t] = t'.

De plus, par construction, si t est finiment réducteur, 1' l'est

aussi.

cqfd.

Proposition 1.3 :

SL v est un transductewnr LAnversible

-1 1

T = T .

En effet. On démontre facilement par induction sur les dérivations que

ta

qlt] =%=> t' ssi t'

" *
-«

> qltl.

—

~

cgfd.

Si t est un transducteur inversible descendant (resp. ascendant) on
X
note T le transducteur inversible descendant (resp. ascendant) obtenu en rempla-

cant chaque régle

q[t(xl,...,xn)] > t'(qil[xv(l)]’ ceey qin[xv(n)])
par q[t%xl,...,xn)] >t (qia[xv_l(l)],...,qih[xv_l(n)])
avee 11 = i1 (-1(y),
respectivement : t(qil[xl],...,qin[xn]) - q[t'(xv(l),...,xv(n))]
par t' (q, [XI]""'qiv [xn]) > q[t(xv'l(l)""’xv“l(n))]

v () (n)

X X
Par construction (1 ) = T.

Proposition 1.4 :

S{ 1 est un thansducteur {nversible
K a1

T =1 .
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%
En effet. On démontre par induction sur les dérivations que qltl] =?=> t' ssi

qlt'] =

%* %
=> t (resp. t ==> qlt'] ssi t' => qlt])
1 T >

cgfd.

Conollairne 1.5 : Si 7T e ﬁA (nesp. TI)) alons

T e TI_ (nesp. f}A).

Immédiat d'aprés la proposition I.3

Conoflaire 1.6 : Si 7 e Ti, (resp. TI ) alonrs
™! ¢TI, (nesp. TI_)
€ TI, p. TI,).

Immédiat d'aprés la proposition I.4.

. A A

Conollaine 1.7 : TI, = TI,-
- A A . -} N
En effet. Si Tt e TIA {resp. TID) alors d'aprés le corollaire I.6 t € TID
N - ~-1 -1 B~ A
(resp. fEA) et d'aprés le corollaire I.7 T = (T ') € TID (resp. TIA).
cgfd.
o A A A
On notera TI = TIA\J TID. D'aprés le corollaire 1.7, TI = TIA = TID
Y a1 AL

> T e TI.

et d'aprés le corollaire I.7, T € TI
- “lm A —l A
Pour X, Y € {A,D,D,Qn}, on définit %EXY = {t]t e TG, et T = e TGY}.

.y A A - -
Proposition 1.8 : TI C TGy, pour X = A,D ; Y = A,D.

Soit B la classe des relations associées aux bitransductions.

PN - A
Théoneme 1.9 : B = TI.

En effet.

A, Soit y = <F,¢,¢> un bimorphisme. Soit A= <Q,Qf,a> un automate
déterministe reconnaissant F. On construit un transducteur inversible descendant
T dont l'ensemble des états est Q, l'ensemble des états initiaux est Qf et dont

l'ensemble des régles est défini par
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alt(x ,o0ex )] > t'(qil[xv(l)]""'qin[xv(n)])

est une régle de 1 ssi il existe un symbole 0 de degré n tel que

)

reeesX

. ¢(o(x1,...,xn)) = t(x\)o(l) \)c(n)

. w(c(xl,-..,x )) = t'(x )
n

' reee X gy
vo(l) vo(n)

o _(q, reoe1d, ) = q
0 "1 -1 1,41
Vo (1) Ve (n)

L v = v'o(vé_l(i)) pour i=1,...,n.

Il est facile de démontrer par induction que qlt] =%=> t' ssi 1 u tel que

au =qg, t =¢(u) ; t' =Y.

- A > -~ - A A
On en déduit que T = u et que BC'.TID = TI.
B. Soit T un transducteur inversible descendant. A chaque régle
= ]
r=gq [t(xl,...,xn)] >t (qil[xv(l)]""'qin[xv(n)]) de T
on associe (i) le symbole r de degré n

(ii) 1la relation a- (qv'l(l)""’qv‘l(n)) =q
(1ii) ¢(§(x1,...,xn)) = t(Xy,enerX )

(iv) W(r(xl,..-,xn)) = t'(xv(l),.-.,xv(n))

L'ensemble des relations (ii) définit une automate sur 1'alphabet
{r I Y est une régle de t. Soit F la for&t réguliére reconnue par cet automate
dont les états terminaux sont les états initiaux de 1. De la méme fagon que
précédemment, on démontre que qlt] =%=> t' ssi 1 u € F tel que ¢{(u) = t et

L -
Y(u) = t' ce qui entraine que 'ﬁD = TI C B.

cqfd.

Remarque. L'homomorphisme ¢ construit dans B: est ordonné. On en déduit que

A -
si une relation appartient & TI = B, elle est associée & un bimorphisme <F,¢,y>

ol l'un des homomorphismes est ordonné.



CHAPITRE 11

CARACTERISATION DES  BITRANSDUCTIONS
DU TYPE  ASCENDANT

Nous établissons deux lemmes qui nous seront utiles dans toute

la suite et aboutissons au théoréme 11.4.
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NOTATIONS

Nous noterons 7(t) la profondeur d'un arbre t.

Soient T un transducteur, R(T) l'ensemble de ses régles.

Pour toute r e R(T) nous noterons g(r) (resp. d(r)) l'arbre appa-

raissant en partie gauche (resp. droite) de r.

Nous posons ng(T) sup m{g(r))

reR
et m (T) = sup m(d(r)).
d
reR
Déginition : Une transduction T c i* x A% est id2le 884 V u e A%,

Carnd {t|(t,u) e T} < + .
Un thansducteur T est fidele 884 T est gidele.

Lemme 11.7 : Lerme de §idelite.

Toute bitransduction est gidele.

En effet : Soit T un transducteur. Par définition, toute régle r vérifie ng(r) > 0.

On en déduit que :

%
u =$=> t entraine w(t) < Wd(T) x 7 (u)

donc pour tout u, Card {t|(u,t) e T} < + =.

Soit P une bitransduction :
-1 -
1TeT tel queP =T
d'aprés ce qui précede, nous avons pour tout u,

card {t|(u,t) e Pl <t w

donc ¥V u € A%, card {t|(t,u) e P} < + =,

cgfd.
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Déginition : Un thansducteur T a La proprl8té 1 884

"3 tx), t'(x), t" e T¥(X)

| u(xl’...,xm) e A%(X) avec m 2 2

VneN, 1 ul,...,um e A¥®
n n
tels que :
. . i
vi=1,...,m, %;g n(un) = + o
et vneN, (u,t)ecT
n n
o 1 m
ou u = u(un,...,un)
et £ o=t em)
s ey, . * - . ,
Définition : Solent T un TG, » S : t —_=> qo[u] une dénivation de T.
§' est une dérivation initiale de &
iy ys i t'(xl,...,xn) e I¥(X), qQ ree-sqy € Q

1 n

te
Ujsreeasu €A tels que

*
§' : ot == t'(q [u1],...,qi [un])
1 n
*

T

*
>t (qil[ull,...,qin[un]) = qo[“]

Nous noterons 6°' f S.

Lomme 11.2 : Lemme de Linéanité globale.
S{T e TGy s alorns T n'a pas La propriété L.
A : CASDETe TG

AX °

s
"

En effet, supposons que T ait la propriété L. ¥ n e N, il existe Gn Pu

3

> qo[t

Il est facile de voir que pour tout n, il existe 6;<§ 6n telle que :
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Vvi=1 m 3 ﬁi(x . x ) <u
1eeey n X1 ¥y

] ¢l - i
n,1,.,tn

tels que 66 s'écrira comme suit

1 m * -1, 1 1 1 1
] — PP
Gn u(un,...,un) = u(un(qi [tn,ll""’qi ,[tn,m'])'
n,l nlml 1
-m, m m m
to un(qi [tn,l]""’qi ,[tn,m']))
n,1 nlmm

avec V¥V n,i, N(Gl) g 7w (T).
n g

=

Intuitivement, 66 est obtenue en commengant & dériver comme dans én et

en s' "arré&tant juste avant de dériver u(xl,...,xm)“

Notons 6 - 8' la dérivation complétant &' en & .
n n n n

-1 -
w(u(un(xl,...,xmi),...,uﬂ(xp,...,xq))) g m(u) + ﬂg(T)-

Cette inégalité, jointe a la remarque que V r € R(T) ﬂg(r) > 0, nous
permet de majorer la longueur de Gn—éé (id. le nombre de régles utilisées dans

Gn—ﬁg) par un entier M indépendant de n.

Donc, pour une infinité (ni)ieN d'indices n, 65 se termine par la
i
- 1
méme § -8’ . Plus précisément, il existe t(xy,...,X ) € I*¥(X), 1 u (Xgre..
o i} 1 1 m m
..,Xm,),..., u (xl,...,xm,) e A¥(X) 3 qi :---,qi I°-°lqi :---:qim e Q

t
1 m 1 mi 1 -

il existe § : u(ﬁl(qi [x1],...,qi [xm,]),...,ﬁm(qT [x 1...))
1 m! ™1 1 P

- ]
>4 ..
T q It(x. . X, )
tels que, pour tout i € N,

Gn - 65 soit obtenue & partir de §
i i

en substituant t:
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On a évidemment

n

- i
VieN, t(x, ,...,x, ) < t = t(t' “(t")).
Jl Jpl I ni

On peut toujours supposer nw(t'(x)) > 0, sinon le lemme de fidélité

serait contredit.

n.:

.z to
Alors, 1 i €N tel que pour izi . t(xl,...,xp,) $ (e (x)).

- - nj
La restriction b a t(xl,...,xp) de la branche de t(t' l(x)) ayant x
pour feuille est indépendante de i. Soit donc X la feuille de b et soit £ 1'indice

tel que x

soit feuille de Gz(x,,...,x,).
k i j

"
Comme en terminant én + les arbres tn nt Se substituent aux xj dans
- i n l,
t, pour tout i e N, pour tout n" # £, t2 N est un sous-arbre final de t ou de t'.
il

Il est facile de vérifier alors que : ¥ i € N, 1 En e I¥
- 1 -1 2 2+1 i
u = u(un ru-,u , u

m * -
n o 4 ee.su ) =>gq [t ]
i ;" ng i’ Pi nj o n;

1

avec m({t_ ) € w(t ) + mle(x)) + n(t'(x)).
nj ni
o
Comme m32, les hypothéses de L sur ﬂ(u:) montrent que
lim ﬂ(ﬁ ) = 4o,
i ni
Donc une infinité d'arbres se dérivent en un nombre fini, ce qui

contredit la fidélité.

cgfd.
B : :
CAS DE TGDX
En vue de la section III, nous allons montrer un résultat légérement
plus fort :
Définition : T a £a propri8te L' 444

"l e X)), 6 fini, v t' € G,t a au plus 1 vaiable

] u(x ..,xm) € A%(X) avec m 2 2

1"

m

1
VneN, Ju, ..., u eA*
n n
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Lels que
vi=1 1j ( iy o +
i=1,...,m n&g m un) =
et YyneN, (u,t)eT
n’ n
o« 1 m
ou un = u(un,...,un)
et t =t' (...(t' )...) avec Vv i=1....L , t' e G"
n n n n n,
1 £ i
n
il est évident qu'en posant G = {t(x),t'(x),t"}, L implique L'. Donc - L' ==> = L.
Montrons que si T € TGDX’ T n'a pas la propriété L'.
En effet :

Les étapes de la démonstration sont paralléles & celles du cas A.

On définit de fagon évidente les notions de dérivation utile et de

dérivation initiale dans le cas descendant.
Supposons que T ait la propriété L'.
P tn, 186 []*t
s =>.
our tout n, n qo un T n
Il est facile de voir que

] .
v, 1 8! < §  telle que :

n
* - . j1 j J
§ ' :q [u(ul,...,um)] =—> t_(qnil0, nl,... qn.l[O,1 nl, ...
n o n n n i i, i
1 Pl pj
3, i, i, o 1
gn, [0,'nl,...,qn; [6.” nl
i i i i
1 i P P,
i, 3,
od V¥ k=1,...,v. j, € {1,...,m} et ] 7 tel que :
k ]k
J b J
w k=5 n0©%n,...,0.% n
n j i i
kI D,
Ix

—— s o —— - -
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Ceci signifie que 6; “commence comme Gn et s'arr&te dés qu'on a transducté u”.

Le nombre de régles appliquées dans 5; est borné indépendamment de
n et il existe une infinité d'indices pour lesquels 6; est une méme dérivation

initiale 8'. En rénumérotant cette sous-suite, on obtient :

L [ ]
1 §' telle que VvV n, 6 $ 8.

i, 3 j 3
ool nl,....q.V o,
i i i i
1 1 P. P.

Iy Iy

v

nl)

, 1 n * -
avec § qo[u(un,...,un)] ==> t(q

Remarquons que les 0. sont, comme §' et t, indépendants de n mais les O? n
dépendent des uﬁ.

A4 n, t(x ,xv) < t .

17" I n

Si %ig ﬂ(tn) < 4o, la fidélité est, comme dans A. contredite.

Le lecteur vérifiera facilement que pour tout n, pour tout k=1,...,v

Ik

sauf au plus un, noté kn’ Gn se continue en transductant Oi n en un sous-arbre
a

d'un arbre de G (ce résultat provient de la forme de tn).

Si il n'existe pas une infinité de kn' w(tn) est bornée, ce qui

contredit la fidélité.

Sinon, il existe ko = kn pour une infinité d'indices. On termine
.k
alors comme dans A., en se fixant uno, ce qui borne les arbres dérivés indépen-

damment de ui , kY # ko et contredit la fidélite.

cqfd.
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Définition : SOL; T = (Q,X,A,R,qo) un TG, .

Une dérnivation initiale &' est dite utile 484 AL existe
§: t == qo[u] telle que &' $8, te I* e u e A%,

Notons A(T) £'ensemble des dérivations initiales de T.
Une négle r est utile 3L 1 & e A(T) utilisant r.

Un thansducteun est néduit 84 toutes ses négles sont utiles. 1L est
évident que La néduction d'un transducteun ne change pas La relation associle.

Lemme 11.3 : SL T est un TG, T e TI.

XI
En effet, nous allons construire T' ~ T tel que toutes les régles de T' soient
complétes, linéaires et non réductrices, T' sera bien, par définition, un TI.
- ~=1
Remarquons que les lemmes II.1 et II.2 nous assurent que T et T

. - -1 .
sont fidéles, que T et T n'ont pas la propriété L.

A. REDUCTION FORTE

%
V q € Q, posons F ={(t,u) | t = aq [ul, t € T% et u e &%}

(q)

et Fl(q) ={t | (t,u) e Fq}.

Nous dirons que T est fortement réduit ssi T est réduit et

v Q+qo e Q, Card (F,(q)) =+ «.

Montrons qu'on peut toujours supposer un TGA fortement réduit : ceci

=

équivaut 3 trouver pour tout T, un T' équivalent ayant cette propriété.
Soit T = (Q,%,8,R,q_) -
Construisons T' = (Q',Z,A,R',qo)-

A toute régle r : tlq, [x1],...,qi [xn]) > q[u(xj ZEELY )1 de R,

1 n 1 p

associons l'ensemble R'(r) de régles de T'.
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R'(r) = {(t(°‘1'°"'°‘n) > q[u(ejl,....ij)])l telles que,

vk=1,...,n, (ak,Bk) = (qik[xk],xk) ssi Card Fl(qik) =+ »
sinon, (ak,Bk) € F(qik)}.

On a Card (R'(x)) < + o,

T' est obtenu en prenant pour régles UR'(r) en réduisant et en
reR
prenant pour Q' l'ensemble des états de Q subsistant.

Il est facile de montrer que T' ~ T.
T' est fortement réduit par construction.

Nous considérons maintenant un TGA’ noté T, fortement réduit, fidéle

et n'ayant pas la propriété L.

B. TOUTES LES REGLES DE T SONT COMPLETES

Soit r une régle non compléte. Supposons que xj n'apparaisse pas

en partie droite de r

t(q, 1,-q. d,... q. 1) > qlux, ,...,x. )]
. (qll[x1 qu[x:J qln[xn ) q u(xJl xjp)

avec pour tout k=1,...,p, x, # x..
Ik J

r étant utile, il existe Eireeeaty cees t € o*

j-1' tj+1’
1 t'(x) e I¥[x] et u e A* tels que ; en posant
ety ety geay Dogls ty 00t = tlgy xy1 .

. + .
J ) ) J

nous ayons :

Tlq, [x.]) —=> g [a]
qu j T %
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D'autre paft, {E©) | (£(®,0) e T} D{E©) | 0 ¢ Fylay ) ).
J

Donc u est 1'image d'une infinité d'arbres puisque Card (Fl(qi )) = + », ce qui

contredit la fidélité de T. J

C. TOUTES LES REGLES DE T SONT LINEAIRES :

Soit r une régle non linéaire

)]

t(qi [x ],...,qi [xj]"'°’qi [xn]) » qlu(x
p

100X,
3y j

Comme r est utile, il existe t'(x) e I"(X),

tl""'tj—l’ tj+1"" t e %, ul,...,u grevera € A*

1’uj+

G'(xl,...,xp) € A*(X) tels que,

en posant E'(qi [xj]) = t(tl""'tj—l'qi [xj],tj+1,...,tn)
j j

et u (xj 4eeesX, ) =ufu, ,x X, ,u, )

. 3, PR R PR
i, i, 1 i, i, p

- * -
on ait t(qi [xj]) = q[u(xj ,...,xj )]
3j i1 ia

et, comme toutes les régles sont supposées complétes :

* -
t 1) = ' (t (q, . == W' (utx, ,....%x, ), . geeesX, J..a)]
(qij[xj]) (t (qu[xJ])) => q_[u (u(xJl xJi ) u(x]i xJi
. 1 a 1 a

ot le nombre d'cccurrencesde u dans u' est £:1.

Comme Card (F,(q, )) = + = il existe 0,(x), 0,(x) € I*(X), 0, € ¥,
3
v k), Vy(x) € A% (X) et vy € A%, et g € Q tels que :
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w(ez(x)) >0 et
¥* [ *
0,(0,(05)) ===> 0,(0,q V3]) == efq[vz(v3)])

*
] [V1(V2(V3))] car toutes les régles sont complétes.
Supposons que V2(x) = x.

o

n ”n
Alors, Y n e N, 61(62(63)) = q [V1(V3)]

3
ce qui contredirait la fidélité.

Donc ﬂ(Vz(x)) > 0.

v - h
Posons tn = t(@1(02(93))

1 2 o _ {n)

un = un = ... un = V1(V2 (V3))

et d(xji ,...,xji ) = G-(ﬁ(xji ,...,xji ),ﬁ(xji ..2))
1 1 o 1

LAV VI | Q ~=1
alors v neN, (t ,ufu,...,u)) eT
n n n

-~

- 1
d'autre part, 1 U e TG,, tel que U=T ~ car T € TG,y -

XA

Donc U satisfait & la propriété L, ce qui contredit le lemme II.2.

D. T EST FINIEMENT REDUCTEUR :

Supposons T non finiement réducteur :
VneN,33 tn(xl,...,xin) tel que

n n
n(tn) 2 n et ] ql,...,qin et q, € Q tels que

n n ¥
t (q,[x1,... q; [xi 1 = qm[xj ]
n n n



I1.15

Toutes les régles de T sont linéaires complétes d'aprés ce qui

précéde. On en déduit que in = 1 pour tout n.
Nous pouvons donc écrire :
L
VneN, ] t (x), | q et q' € Q tels que

ﬂ(tn(x) > n et tn(qn[x]) =¥=> qﬁ[x]

I1 existe une infinité d'indices (np) p € N pour lesquels le couple

(qn,qg) est un méme couple (q,q'). T étant réduit, il existe t; e I* et u, € A*

%

| Jpe—
tels que t; ==—> q[ul].

De méme, il existe té(x) et u2(x) tels que
(g [x]) == g [u,(x)]
tala'lxl) == q lu, (x) 1.
- . [ ] L] -
Nous en déduisons que V p, (tz(tn (tl))’ u2(u1)) e T.

Comme Tr(tn ) = np, la fidélité est contredite.
o ,

T est donc finiement réducteur. Soit p, sa profondeur de réduction

(voir partie 0).

Construisons T' en prenant pour régles les dérivations dans T de
profondeur ¢ po+1, contenant du moins une régle non réductrice. Il est facile

de voir que T' ~ T,

T' a bien toutes ses régles inversibles.

cgfd.

Théoneme 11.4 :
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En effet, le lemme II.3 montre que

N\ A N A
T TI t T TI
GAD<: e GAA(:

t T‘E\—E\"l 'ﬁ'l TI
€ pa~ “°ap < = hks

Les inclusions inverses proviennent de I.8.

cqfd.
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De nombreux intermédiaires vont &tre introduits en vue de montrer
TGQ D < TI<.
Déginition : Soit p = {tl,...,tm} une parntie finie de I*(x).

P est dite compatible 444 1 t el que v i=1,...,m on ait £ § ot 12 est facile
m

de voir que La borne supériewre de p existe alons. Nous La noterons AR
i * % = =
Remarquons que si t1 e L' et t2 e I¥, alors t1 i t2 < > t1 t2.

Définition : Soit T un TGQ . On appelle chaine (de T) toute suite §inie c de
negles (Syre--rs)) telle que P(C) = {g(si) | {i=1,...,m} 804t compatible.

Si 9 est 1'état gauche de ;v notons Q(C) la suite (ql,...,qm).

Soit t € I*(X). Nous notons t/£ le sous-arbre initial de t obtenu

en "coupant" t a la profondeur £.
Notons C(T) l'ensemble des chaines de T.

¥ Cc € C(T), P(C) est compatible donc 3 t, € I¥(X) tel que

v i=1,...,m, g(si)/n = tl(xl""'xp)'

n désigne la profondeur de T,
lors Vi=1 (s,) = t (Oi Oi)
a =l,...,m, gSi =% 1:--~rp

-l

. A1 . .
ou Oj est soit xj, soit un arbre de I¥

m
donc izl g(si)

t1(01""'®p)

O, =x.,s8siVi=1,...,m, ot = x,
J ] ] J
avec . . , .
i - T 2 1t
O, =0 ssi 00 € I* (comme O, e I¥ et 0,° e I¥ implique O, = 0.°,
] J J 3 ] J J

@j est bien indépendant de i)

En renumérotant les variables, posons G(XI,...,xq) = Vg(si). On remardque

que 0O est de profondeur homogé€ne n.
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Posons r(0) = {qlo(x,,...,x)) >u(q, [x, 1,....q, [x, ]
| ! d 1N p b

*
lqglox, ,.oueyx )] ===> ulq, [x, 1,...,q, Ix,
1 aq T i, 34 ip Jp

par une dérivation dont la premiére régle est r}

Nous avons en fait défini de nouvelles régles en dérivant les O§

n'appartenant pas & g{(r).

Déginition : On appelle chaine homogine (c.h.) toute chaine dont toutes
Les negles ont meme partie gauche.

Définissons comme suit l'ensemble H(C) des c.h. associées & la

chaine C.

H(c)

1] ] 2 - ]
{(rl,...,rm)l v i=1,...,m, ri e ri(O)}

oid O est associé & la chaine C.

Déginition : Soit C = (ri,...,ré) une c.h.
f .
ou ry : qk-[@(xlr---.Xq)] > ui(qk. [xj' ]""'qk, [Xj' b
i i i i i
1 1 n, n,
i i
vo=1,...,q9 posons Q (C) = {qki | Xy = xa} e P(Q)

2 1

et V Q' € P(Q), posons Q'(T) = {t e ¥ | vqe 9", 1ue ¥, qlt] =%=> u}l
Nous dinons qu'une chaine homogine est essentielle (c.h.e.) 8484
Va=1,...,9 Card (Qa(C)(T)) = + o

Soit {al,...,aq,} 1'ensemble des indices pour lesquels
Card (Q(1 C)(T)) =+ =
i
et {Bl,...,Bq"} 1'ensemble des indices pour lesquels

cara (g, (€) (T)) < + =.
i
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Définissons 1l'ensemble He (C) des c.h.e. associées & la c.h.C

He(c) = {(rg,...,r;) | v i=1,...,q", 3 tBi € QBi(C) tq ¥V j=1,...,m

r; =q; [O(xa ,...,tel,...,tB e.)]l > u x.,] ...)

(q, . Lx,,

j 1 q" j j']l 31
*

oll cette expression, en remplagant »* par ==> est une dérivation dans T}.

Nous poserons : mQ(C) = (qi reeerdy ) (suite des états gauches des
1 m
régles).
Nous avons ainsi & nouveau prolongé les régles. Les régles nouvelles
r" sont en nombre fini, car on a un nombre fini de O% et de tB , et elles sont
3

bien du type des régles de TGQn (on conserve la profondeur des variables des

régles d'origine).
Définition : Soit T un TGQ -
Définissons 1l'ensemble de ses blocs.

Nous définirons la taille V(B) et la profondeur . (x) dans B d'une

variable x d'un bloc B.
La Longueur (B) d'un bloc B est le nombre de chalnes qu'il utilise.

1) Les blocs de longueur 1 sont les c.h.e. Leur taille est la longueur

de la chaine, et pour toute x, ﬂB(x) =1,

2) Tous les blocs sont obtenus par composition ainsi définie :

Soient B et B' deux blocs. Nous les noterons

ols
"

et B'(q%[t'] —5;> ug)jeJ'

[t] =
=
B(q, Lt = u,)., I

Explicitons B et B'.

B est la suite (bl" )

TV (B)

ol pour i=1...V(B) ;
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*
b, = qi[t(xl,...xm)] => ui(qki [xki ],...,qki [x :

1 1 £, g,

B' est la suite (bi,..., )

b\'I(B')

ou pour j=1,...,V(B'))

*
bj = qj[t (xl,...,xm,)] = uj(qk. [Xk! ],...,qk [xk! I

j J ] j
1 1 . .
EJ EJ

posons Q(B) = (ql,.. ) et g(B) = t(xl,...,xm).

- r9y (B)

v(B) = {x ,...,xm} désigne 1l'ensemble des variables de B.

1

Remarquons qu'étant donnés deux blocs B et B' on peut toujours a

un changement de notations prés supposer V(B) M V(B) = @.

Vx e V(B), nous associons la duite d'états dans B relative a X,

notée Qx (B) et définie comme suit
i

Qxi(B) = (qkl I"'lqkl ,qkz co e qk' ,qk('+1) ""qk )'xk! =X
[0 7 ol a Ja J o a J

1 Py 1 Py ! P B

=

autrement dit, Qx (B) est la suite des états associés a xi en partie droite de B,
i
en lisant de gauche a droite dans u,, puis u, ... puis uV(B)'

Nous dirons que B' es% composable avec B en x; ssi Q (B) = Q(B').

1 i

Le composé Bx (B') est alors le bloc B" défini comme suit
i
¥

B = (qi[t"] ==y u") avec V(B") = V(B),
i

i'iel

] ] 1 - "
t(xl""’xi—l’t (xl,...,xm,),xi+1,...xm) t

et Vvi=1,...V(B")
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*
b : qi[t] = ui(Uk, reeesUp ) =

i i i
1 gi
°d U, = qi.[xk: ] ssi X1 # x,
i, j i, i,
] ] J
et U = u! ssi q,, est le Yeme élément de Q (B).
k., Y k! X,
lj lj i

On a alors V(B") ={k1,...,xi_l,xi,...xé,, xi+1,...,xm}

(x.)

¥V X, V(B" i1
Je (B"), B' %4

N

v x3 e V(B"), (x") ™ (xi) + 7

Tgn (k) = T (x$)

Bl

£(B") = £(B) + £(B").

Comme pour les régles, nous numérotons les variables de maniére qu'une méme x,
i

n'apparaisse pas deux fois dans g(B).
Déginition : Soient t e ¥ (X) et u € A¥(X), 404t T' un TGQ -

Nous dirons que t 4¢ déiive en u par bloc dans T', que nous

s
noterons qo[t] g$$> u ssi il existe un bloc B de taille 1 de T' tel que

*

B : (qo[t] = u.

Nous dirons que T' esf homogéne ssi V (t,u) € T', il existe une

dérivation par bloc de t en u.

Lerme 111.1 Soit T un TG . 1€ existe T' e TGQ tel que T' =T et T'
homogéne.

En effet : A tout T, nous associons T' ayant pour ré&gles les régles r" définies
dans les He(C). (voir page IL1®. V (t,u) € T, par construction des r", on peut
trouver dans T' une dérivation par bloc de t en u. Le lecteur vérifiera aisément

dans le détail.

cqgfd.

Nous ne considérerons plus dans ce chapitre que des TGQn homogénes

(TGQnH) et des dérivations par bloc.
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Nous poserons pour tout T e TGQnH

B(T) = {blocs utiles}. L'utilité est conservée par composition (propriété

élémentaire des dérivations)

BI(T) = {blocs initiaux utiles}.
Ces deux notions se définissant de fagon évidente.

* .
Nous dirons qu'un bloc B : (qi[t] => u;), . est exthait de B'
i

%
(qi[t] =§j> ui)ieI' ssi la suite (bl""'bV(B)) est une sous suite de

(b},. ).

"'bG(B')

D'une facon générale, si (xl,...,xn) € V(B) et si on compose Bi

. “es B
avec B en X, nous noterons Bx1""’xn(B1'.' ,Bn) le bloc (((Bxl(Bl))xz B2 )xn n)

obtenu, ou méme B(Bl""'Bn)'

Déginition : Soit B € B(T) et x; € V(B).

On appelle @&mondé de B selon x, le bloc E_ (B) tel que
i

g(EXi(B)) = tl(tz(...tn(xl,...,xn)...))

ol -~ x, e V(t )
i n

- t1""’tn sont des arbres gauches de c.h.e. (c'est-a-dire de blocs de

longueur 1)

-18B ..,BP € B(T) tels que

17

B = EB)I(B,,...,B)
1 p

Il est évident que E_ (B) est bien défini de fagon unique.

1
Sous-Lemme TI1.1.1 v B e B(T) et x; € V(B), E_ (B) venigie Les propriltis
sulvantes Bvidentes. *
1) nEx (B)(Xi) = nB(xi)

i
2) v xj € tn(xl,...,xn), Exj(B) = Exi(B)
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3) Qx (B) = Qx (Ex (B))

i i i
4) posons : G = {g(C) | C est une c.h.e.}.

G est §{n{ et ¥V B et Xy 3 t; se-eit; €6 tels que
1 n
g(Ex.(B)) =t (...ti ees))

i 1 n

5) si E1 e B(T) est émondé selon xl, E2 selon x2, 1x1

selon x2

- [l — [e'] —> u!)

6) Si B = (qi tl ==> ui)ieI et Ex(B) = (qi t'] => u}

Viel, wu.(x) = "uB(X)'

i i
Lemme T11.2 Soit T un TGQ DH.

L'assention suivante est gausse

e B(T), émond?, tel que 3 j‘l’ et 3%

" penN, 1B (qlt] > uP) 3
! p i p i'i 2

el
p

(voir démonstration intuitive en commentaire aprés le cqfd).

En effet : Supposons l'assertion exacte.

a2l soit s = (ql,...,qn) une suite finie.

Notons [S] le support de S, défini comme suit
sl1=1{q|311i tq q; € s}.

vr=(q, ,9. ,0') € Q x Q x P(Q), posons B_ = {B e B(T) | (q. a.
3%, r 3

sous suite de Q(B) et [Q(B)] = @Q'.

i"iel

1 J2

E (E2) est émondé

dif4erents

Soit z = {r | B, # P} alors V r € Z, 1l'entier suivant est bien défini :

n_= dinf {n_,(x) | B' € B_(T) et B'(B) défini et utile}
r BeB B I X
r

et posons Ty = sup m

r
rez

comme Z est fini, 7, € N.

1
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Sous-Lemme 111.2.1

VB, ¥VB' = (b!,...,b ) composable avec B en x

v(B')
v B" et x" e V(B"), avec B, B' ¢t B" e B(T)

alons [Qx..(B")] = [Qx(B)] entraine qu'il existe B"' = (bY', -ees \'7'('13')) e B(m,

composable avec B" en x" tel que Le support de La suite (b} ... 'me(B"' )) 804t

Le meme que celul de (Bi,-./by piy) -

En effet. Ce lemme est évident en remarquant que les bi comme les b7' sont

- *

définis a partir de 1l'ensemble de dérivations de T : {qlt] == ulq € [Qx(B)]
*

et V q' € [Qx(B)], ] u' e A* tel que q'[t] ==> u'} qui ne dépend que de

[QX(B)].

cgfd.

I1 est alors facile de voir que V p e N, & Bp (de 1'énoncé de

l'assertion) nous pouvons associer Bé et B; tels que :

Béx (B;) € BI(T), L.

(x) ¢ wn,,
1
D o P

avec (b"p b"p ) sous-suite

[1] = " 7“‘ "p
Bp (qi[t ] == u""), T reees V(B;)

"
P b;p 1 leIp

P P
contenant bjp et b-p de (bl""'bv

(B )
p

émondé.

D'aprés le lemme IIXI.1.1.3) on peut supposer Bé émondé selon xp.

Alors, d'aprés 5) de ce lemme, B'x (Bg) est émondé.
P

B] Posons m, = sup (inf (r(g(d)) | [om1 =9")
Q'eP(Q) BeB(T)

pour tout p € N, posons Ep = Béx (B;) le bloc émondé obtenu en Al.
P

En utilisant le sous-lemme III.2.1, le sous-lemme III.1.1.4 et le fait

que Ep est utile, il est facile de voir que V p, 1 Bp
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tel que :

- - 1 m

i) B =B (B ,...,B ")
p p p 1 ’ p
= ] * - -

ii) B (g [0 ] ==> u ) avec (0 ,u ) e I* x A¥
p %0"p P PP

(donc (© ,u ) e 5.
P p

iii) g(B) = E‘l’(...EP & )...) =0 on
P n np+1 p

-5 _
ﬂ(ti) S Ty + sup t.gG(tj) L

J

§p s'obtient en terminant la dérivation associée a EP "dés que possible”.

Par construction, Bp a la propriété suivante :

- * - - - - =
B [6] ==>u avec u =v (v',v")
pd, P P p P p'P

ot n(Gp) § mg(T) x (m + W)

~ nP ! nP
et 7w(v') 2 m(u"’) = et w(v") 2 n(u b
P P P b .P) P
X I

Puisque ﬂ(Gp) £ M indépendant de p d'une part, et d'aprés la
propriété iii) de Ep d'autre part, il existe une infinité d'indices pq tels que,

- -
en renumérotant la suite (Bp ) en (Bq), on ait :
q

—

1 v, 1 un ensemble fini G'c I*(X) tels que :

vgeN, 1t ,...,t € G' tels que 0_ =t (t_...(t_ ))),
aQ qnq p 9 9, qnq

a = v(v',v") avec n(v') > q et T(v") 3
a q’ q) q 4 q d

et enfin (u_,0 ) e 1.
q'q

Ce qui contredit le lemme II.2 partie Bl, car T e TGQ D. Donc 1 U e TGDX tel que
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Commentaire : Dans Al, nous montrons qu'on peut trouver M1 tel que, de Bp,

on déduit une dérivation dans la partie droite de laquelle deux arbres ué et u;

de profondeur > p apparaissent avec leur sommet avant la profondeur Ml'

On "émonde" cette dérivation en n'en conservant que la partie

engendrant ué et u".
Dans B] on termine dés que possible la dérivation . On obtient

ainsi une famille de couples contredisant la linéarité globale car la partie gau-

che, émondée, est suffisamment "étroite”.

Conollaine 111.3 Soit T un TGQ DH

o
W«

1 p>04%el que v B(qi[t] >u), 1 € B(T)

el

¥V x € V(B), ™ (x) 2 p et T (x) 2 p entraine que i1 =i

. , 2°
M 2
En effet. Supposons le corollaire faux.
* P
A4 => T
p, 1 Bp(qi[tp] ui). € B(T) tel que

iel
bi o)

> i i .
i xP € V(Bp), avec T p (x) >p, 7 p (xp) > p et i, # i,

1 p u

1 12

En émondam:Bp selon x, on obtient d'aprés III.1.1.6),

W
Bp(qi[tp] =>

P - .
bi i)ieIp e B(T) émondé tel que

(x) = ﬂu, (x) = p et nu! (x) = ﬂu (x) 2 p
i i,

avec il#iz, ce qui contredit le lemme III.Z2.

cqfd.
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Conollaine 111.4 Soit T un TGQ DH.

Vp,Im qgeNtels que v B : (qi[t] - (u;)) o1 € B(T),

vxiteldieI, x e V(BN V(ui)

Ai,nB(x) >m et M, (X)) <P {pour une ce&taineoccunnenm,xo de x)(l)

1

o

.
W

> u!) e B(T) tel que B' composable

b} i'jeI!
i

alors [v B'(qi[t']
avec B en x, AL ul, 5'applique en X a uy,
1

alons mluf,) < al.

En effet. Supposons le corollaire faux.

*
=m = > P B(T
i p,tel que Vp=m=neN, i Bp(qi[tp] 5 ui)ieI e B(T)
. p
i
telque 1 x tqli eI, x evVv(B )NV, )
R p 7 'p € p Tp Bp i
P
tel que an(xp) > p, nui (xp) < P,

p

et 1 B'(q,[t'] — u'? e B(T) tg B' composable avec B_ en x
p % p i) (M tq P P < p’

iel'
P

WP p

u's, s'appliquant en xp a uy et ﬂ(u'?) 2z p.

i

Remarque : On définit l'émondage selon une feuille quelconque exactement comme

selon une variable.

Al L'émondage selon xp conservant les propriétés de profondeur de xp, on peut

supposer Bp émondé selon xp. Il est facile de montrer qu'alors 1M tel que V ug,

mf) ¢ (x) + M
i u, p
i
p
Supposons 1 Py tel que Vp, Vu, , m (xp) <Py
p i
P

alors 1 P, = p; + M tel que

(1) Nous ne préciserons plus dans la suite.
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p
1)I
b

*
vp, 1B (q.[t] =>u e B(T) tel que
p o'ty ) qu

n(tp) > ﬂB(xp) >petVie Ip, TT(ui ) < P,
p
Les inégalités, jointes au fait que Bp est utile, contrediraient

facilement la fidélité.

On composerait par un bloc initial de profondeur £ ﬂl comme page I1I.23,

on terminerait dés que possible comme page IL25d'ol une infinité d'arbres (profon-

deur non bornée) se dériverait en un nombre fini d'arbres (profondeur bornée).

Bl On peut donc supposer de plus que ¥ Py i p, 1 u;w tel que m (xp) > py-

i‘l
P p

I1 existe donc une sous-suite d'indices (pn) telle que ¥ n € N,

pn
TT(Bp (x_)) 2n, 7 (x ) 2 net n(ui, ) 2 n

n “n 1P n P,

Comme ﬂu,n (x_ ) < p_, pour n assez grand nous avons i" # i .
i P o P p

p, N n n
Py
Considérons la feuille p_ d'une plus longue branche de u], et
n lp
émondons Bé selon une feuille fé appartenant & la partie gauche de la'chatne

n
dérivant fn. Alors d'aprés les propriétés de 1l'émondation, en posant

B =B (B' ), on a B émondé e B(T) et i" # i  avec n(u,? ) 2 n et
n p_X P n o P i
np n n n P
n n
Pn je)
m(u, (u'i? )) 2 n, ce qui contredit le lemme III.Z2.
Pn Py
cqfd.
Cornollaine I11.5 Soit T un TGQ D-

¥
i p,m,q £els que Vv B : (qi[t] = ui)ieI e B(T)
i

Zel que v x € V(B), mp(x) = m et
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- 84 ﬂui (x) 2 p et L (x) >p, i, =i,
1 *2
- 8L m (x) <p, VB (q'lt'] — u!) tel que
u, ! i by "i'iel

B' composable avec B en x,
uf, 4'applique en L'occurrnen®@ considénée avec uy
= 'n(u]!.') < g.

En effet. Ce corollaire est la conjonction logique de III.3 et III.4.

cgfd.

*

b,
i

Remarques III.6. Soit T' dont les régles sont les q,[tl] > u, apparaissant
g i i @ppP

dans le corollaire ci-dessus : ce sont en fait les blocs b de taille 1 tels que

nB(x) =mV x € V(b). Elles sont donc bien en nombre fini, m étant fixé.

D'autre part, chaque variable est (au sens des régles) a profondeur
nxm en partie gauche de régle (n est la profondeur de T). Donc T' est un TGQnD

(de profondeur mxn).

Remarquons enfin que V B € B(T), V x € V(B), on a
Card ([QX(B)] (T)) = +

(rappelons que l'écriture ci-dessus désigne le cardinal de l'ensemble des t € ¥
pouvant se dériver A partir de tout état associé & x dans B. Les définitions

précises figurent pages ITI.18, II.20 et II.23).

En effet. La propriété est vraie par définition pour les c.h.e. et se conserve
pour les blocs quelconques par définition de la composition (pages II.19, II.20 et

IT1.21).
cgfd.

Supposons maintenant que, dans le corollaire III.5, il existe B tq

VvV x € V(B), WB(x) =met 1 x e V(B) tq V ui, V l'occurrencede x dans ui,

T (x) < p. Alors, comme Card [QX(B)] (T) = + «, on procéde comme dans le
i
corollaire ITI.4 Al pour nier la fidélité.
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Nous pouvons énoncer en vertu du corollaire III.5 et des remarques
III.7

Proposition 111.7 : VT e TGQ D, 1 T' e TGQ DH, T =T et £q

1 p, g tels que v C(qi[t] rud) o€ C(T"), Vv x € V(C)

I

avee L (x) 2 p
i

L) - poun toute occurrene x de x dans un u, telle que

- *
Nui(x) <p, V¥V B'(qi[t'] =3 ui)

C en x, &4 u}, 4'applique en x, alons m(ul,) < q.

eI tel que B' composable &

C(T') désigne 1'ensemble des chaines utiles de T°'.

lLa classe des tels TGQnDH sera notée TGQnDF et si T' € TGQnDF, on

le dira fondamental.
Tout TGQ D est done équivalent a un TGQ_DF.

Dans toute chaine, les occurrences droites de variable de profondeur

> p seront dites principales (cas i) les autres seront dites non principales
(cas ii). p s'appelle le 4ewdil de T', g la boane de T'.

La taille d'une chaine n'étant pas majorée, le nombre d'occurrences
droites d'une variable dans une chaine n'est pas majoré . Mais les occurrences
principales d'une variable n'apparaissant que dans une et une seule régle de la

chaine, le nombre de ces occurrences est majoré par un entier u que nous appelle-

rons module de T'.

Soit T un TGQnDF de profondeur n, seuil p, borne g et module u
T = {Z*l A*l RI Q, {qo}}
posons G = {0 € A% | ©m(0) g g}, R = {rl,...,ra}

avec r, = q, [ti(xi,...,xm)] MLTCH [xs,], R
1 1 m m'
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et Cu = {c.h.e. utiles de T de taille g u}.

Al A T , nous allons associer T € TGQnDH tel que T =T

posons T = {I*, A%, R, Q, 50}

oc {1,2,...,u} x c, P(R x G)

siq= (&1,&2153) nous poserons Pr (q) = ii pour i=1,2,3,
i

Explicitons & €0

Vg=(i',(r, yeeeor, ), {(x. ,0.,)seeuslr, ,0,.,)H €0,
1 “k I 9 I Ik
nous nous imposons que :
-3 t(xl,...,xm) tel que t(xl,...,xm) = g(ri ) = oee..
1

ce. = g(rik) = g(rjl) = ... = g(rjk)

nous poserons par abus g(&) = t(xl,...,xm).

L
-veg=1,...,k' ]e%,,..., oF e A* tels que

g Ig

A toute régle r, de R, nous allons associer un ensemble R(ri) de

régles de R

r, = qi[ti(xl,...,xm)] > u, (g [xs,], TR [xs, D)

1 1 m' m'
1) Choisissons q € Q tel que r, =r, (c'est-a-dire que r, est la
il
@ . - _
icme régle de la chaine Pr (q)). On substitue dans r. qaaq;.

2

2) Pour N=1 jusque m :




N
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Soit xs, ,...,xs, les occurrences principales, de gauche a droite, de

Xx.. dans u,.
i

* %y
Choisissons C € Cu avec Q(C) = (qs reee g ).
o a
1 v
Pour v' = 1,...,v, remplagons dans uy qs par
a
~ "y . e = ' q = =
dg ol : P (qS ) v', Pr (qs ) c et Pr (q ) 1]
a_, 1 o, 2 Ta_, 3 a_,
v v v v

3) soit x_, uneoccurrence non principale dans u, .

B
On choisit O € G.
on remplace q_ [x ,1 par O dans u,.
sg Sp i

Pour toute occurrence principale X de la méme variable, on pose

Bl

(@, ) := Pr (as‘ ) U {(r,0)} ou r est choisie telle que Q(r) =g et

]

8! 3 7B B'

g(r) = g(r') od r' e Pr (@ ).

2 Sgs

On itére 3) pour toutes les accurrences non principales de u .
Il n'apparait plus dans u, que des occurrences principales de variables.

4) Pour tout (r,0) € P_ (q)
I3

D'aprés la définition de &, nous avons

~
|

= q[ti(x ..,xm)] + ulg, [xa']'°"’qa [xa, h

’e
1 1 1 m' m'

1 m'

et 0 =u(®0,...,0 )

Pour N = 1 jusque m

Soit Xov oreeeiXyy les occurrences dans u de x_.

N
By B,
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Choisissons rl,...,rv, € R telles que pour i=1,...v',

on ait Q(ri) = an .

1

Pour touteOCCHrrencexs, de X dans u., nous posons alors

8 ) 8

-— _ -— 1 \)l

P. (qq ) := P. (qs.)LJ 0 e, 40 7))}
3 73 3 3

(i1 faut avoir choisi r RFEN telles que les états ainsi définis soient bien

1’

dans 5).
5) Toutes les régles de ﬁ(ri) sont obtenues ainsi. On pose
5_ U 7
R reR R(ri)'
Enfin, Q_ = {q | Pr2(q) = r avec Q(r) = q_, et Pr3(q) = g}.
Commentaire : En 3) on anticipe l'arbre O qui sera dérivé dans T en un point

qui nous assure, d'aprés les propriétés de T, que m(0) § q f(occurrencenon princi-
pale) et on mémorise afin de vérifier cette dérivation. En 4) on propage les

anticipations.

Par 2), 3) et 4) on mémorise dans chaque régle "quelles seront les
régles appliquées au méme point", ce qui permettra d'une part de synthétiser les

anticipations pour avoir T = 5, et d'autre part d'avoir le lemme III.8, ii), puis

le lemme III.O.

Les parties gauches de régles de R étant celles de R, T est un TGQ -

Le lemme suivant montre qu'il est homogéne.

Lemme 111.58 : Soit (t,u) e T. 1L existe une dénivation de t en u par blocs.
De plus, toutes Les chaines c sont de La forme (q,[t] »u)), _ avee

A) Vxevit), 11 et seul i eI tel que x € Vu,) (et alons

nu.(x) 2 p)
1

i) 1 ce CoBe P(RxG) tels que
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Q(c) = (&1,...,§p.) avec p' < n

et pour tout i=1,...,p' Pr1 @) = i, Prz(qi) =cet Pr3(qi) = A.

b
"

En effet. Soit § : ao[tl] > u. Considérons une dérivation initiale maximale

T

par bloc §' de 3, les chafnes vérifiant i) et ii).

Elle existe car la premiére régle de T utilisée dans § est initiale
par bloc et vérifie évidemment i) et ii).
- - - - *
Supposons 8' # 8 : en posant &' gq [t'] ==> u', nous avons donc
© bT
v(u') # @. Soit x, € v{u').

Soit T la suite des occurrences de X dans u', lues de gauche
1 \V
a droite, et X, 1I'occurrence de X, dans t'. Comme &' par bloc, il existe une et une

seule chaine c' (qi(ti) - ui)ieI'

de §' telle que X, € V(ti).
Alors, ¥V j=1,...,v, I 3" €1 tel que xi_ € V(ui.), mais, comme c'

vérifie par hypothése i), 3 jo tel que (x; ,...,x, ) e V(ué,).
1 Y o

D'aprés la construction Al 2), 3) et 4), ot (xi ,...,xi ) est la
1 v
suite (xs,,...,xs,) et ug, remplace usy la suite des régles appliquées de gauche
1 v o
4 droite en xi est bien une chaine c vérifiant ii) pour c et A.

La méme construction Al montre que la suite des régles de c est cons-
truite & partir de celle de ¢, en substituant aux variables non principales des
arbres de G. Seules les variables principales restantes, le lecteur vérifiera

précisément en utilisant Al et ITII.7.i) que i) du lemme en cours est vérifié.

cqfd.

Remarque : On a construit un T finiment réducteur (pas de régle réductrice)

=

équivalent & un TGQnD donné.

Lemme 111.9 : Soit & : qllE(x,,...,x)] —> G(&;ltxy,] ,...,&; [x. . 1
bT 1 p' p'
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une dérivation initiale utile par bLoc dans T, alors
L vi=1,...,m x; € v (u)

M) x , =x, =>P (q' )=P (q )etP_ (g ) =P (' )
i T2 Ty, 2 inl Ty Y

4) et L) permettent d'associen a X!, pour i=1,...,m, un &€@ment

cxi x Axi €cC, P(RxG) dZgini pan

L) 1 G'(qé [x; 1 4eiis @ [x,, 1) tel que
1 1 pll p"

a) v Xy v(r,0) c Axi, ] x

gr o reeerXg, tels que pour tout

i i,
0 99

j=1,...,q9", dy = g(r)
i,

Jo
et, en substituant dans u' (pour tout x; et tout (r,0) e A )
i

0a q [xx, 1, en supprimant Les . "restants", on obtient
i i, h

b) Le point a) peumet alors de mettre en bifection

X voeee X, avec fa suite Xpy  reeer Xg, des X5 "restants".
1 p' Yy Y k

P

On a alors de plus; pour j=1,...,p'

‘I§ = Q(rp i )
Yi rl(q y)

- * -
¢) qo[t(xl,...,xm)] > u'(qé [xz,],...,qi [XZ' h.
1 1 p" pll
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En effet. Démontrons ce lemme par récurrence sur la longueur L du bloc.

Si L=1, le résultat est vrai par construction.

Supposons vrai jusque L, le lecteur vérifiera facilement qu'a la

longueur L+1

i) est vrai d'aprés Al et I111.7,1i)

ii) et iii) a) et b) vrais par construction Al et III.8

iii) ¢) est vrai en utilisant i), ii) et iii) a) et b) et al

cgfd.
Conollaine TI1.10 TCT

- - had - - % -
En effet. Soit (t,u) € T. Il existe une dérivation par bloc qo[t] ==> u,

bT
Donc d'aprés iii)c), qo[E] =%F> a!

ol u' est un sous-arbre initial de u sans variable, donc u' = u et [E,G] e T.
cgfd.
Commentaire : Dans le lemme III.9, le point i), bien que "discret" est essentiel

il assure l'existence de Axi, donc donne un sens a la suite.

Ce point i) provient de ce que T est une bitransduction donc "lit"

tout ce qu'il écrit (toutes les variables gauches se retrouvent donc & droite).

Ceci nous permet dans le lemme de garder une occurrence de toute variable

ol l'on a anticipé, donc de vérifier qu'on pourrait faire la dérivation anticipée.

-

L'inclusion T — T étant une conséquence immédiate de la construction al,

nous en laissons la démonstration au lecteur.

Nous pouvons énoncer :

o
1]
31

Conollaine TI11.11 :
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Nous allons construire T1 et T2 € TI tels que fl o] @2 = T.

A cette fin, remarquons que d'aprés le lemme III.8, ii), les chaines

utiles de T sont de taille < u, donc sont en nombre fini. Nous poserons
C(T) = {cl,...,cN}

et c, = (ci,l""’c

& 5
) ol c, , est la j e régle de c,.
i i3 i

i'v(e,) v
1

Construction de T

1

Nous allons prendre pour alphabet-image de T1 1'ensemble des labels

¢ys-+.,Cy des chaines de C(T) uni & celui des labels ¢, ,,...,C, des occur-
N i,1 1,v(ci)

rences de régles dans les chaines.

Soit C cet alphabet.
T, : {r,c, P, R(T,), Qo}

Les chaines initiales de T sont les chalnes commengant les dérivations

par blocs. Ce sont les chaines réduites & une régle d'état gauche initial.

Soit c, = qo[t(xl,...,xm)] > ulq, [xa,],...,qa .[xa',])
1 1 m m

une chaine initiale de C(T).

Nous lui associons

qo[t(xl,...,xm)] > ci,l(Ql[xl]""'Qm[xm]) € R(Tl)

avec, pour i=1,...,m : Qi = suite des &tats de Q associés de gauche & droite aux

diverses occurrences de xi dans u.

. _ = i i -3
Soit cy (qi[t(xl,...,xm)] > u, (q [xa,],..., 9  Xgr Vier
1 1 m; m,

une chaine non initiale de C(T).
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Nous lui associons dans R(Tl) la régle

Q(cj) [t(xl,...,xm)] > Cj(cj,l(Qi [xi ],...,Qi [xi D,c.

1, 1 1 1 3.2
Py Py
vee,C, . [x, 1,...,0. [x,
J’V(ci) lv(ci)1 lv(ci)l lv(ci) lv(ci)
Py(e,) Pyc
i i
ol V(uk) = {x rese Xy } pour k=1,... v(ci)
k1 k
Py
et ik1 < ik2 < ... < ik .
Py
éi = suite des états de 6 associés aux diverses occurrences de gauche
B
k

a droite de xi dans uj.
Ix
Les régles de R(Tl) sont ainsi en bijection avec les chaines de C(T)

(rappelons qu'on suppose que les états initiaux ne réapparaissent pas).
Ces régles sont du type TI d'aprés III.8.i).

Construction de T2 :

T2 : {C :A I@I R(Tz)l @}

T, aura un seul état (:) que nous omettrons dans la suite.

Les régles de R(Tz) sont toutes les régles de l'une des deux formes

suivantes :

1) c, .(ci (xl,...xB Y.o. | )

L 1 x

X reeesXy Voo c, (X reeesX
8;31 Bk ip lel BL

> u, (x
]

o (1) """ o (8y)

-

explicitons c, , = ieme régle de cj
r

W

a[t(xl,...,xm)] > uj(aa [xa']""'aa [Xa' 1

donc u, est l'arbre droit de c, ..
J J.1
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3,1 est d'aprés T1 le nombre de variables
14

distinctes de uj, et 1'arité de c; est la taille de la chaine appliquée, c'est-
k
d~dire le nombre d'occurrences d'une méme variable.

Remarquons que l'arité de c

On a ici B, occurrencesde x, , B, - By de x, ... Bp — Bp_1

31 32
acurrences de x, , donc on a bien 62 =a',.
i, m
3y
o est la permutation telle que : (1)

b4 est & la place de la 1ére occurrene de xi dans u (xa, goeesX

]
.1 j1 3 1 am'
3 éme
X, -—=—-—-----=-= By == - m = - - - - s - - - - - -
.Bl 1
; ________ 1ére ______ X e e e e e m
g,+1 i,
1 3,
. e mmmm == 1ére ______ X, = m = m e mmmm ==
B+1p_, ijl
X e e e = - Béme ______ X e m e e e e =
Bp £ i,
I
2) Si cj ; est O-dire, uj e A*, On construit alors la régle
’
c, , > u,.
J.1 J

Le lecteur vérifiera facilement que @1 0 62 =T (on a codé dans C¥
les dérivations par bloc). La démonstration est sans difficulté mais d'écriture

fastidieuse d'ol le

Lemme 111.12 : rI~1 ° %2 =7

Théondme 111.13 : ﬁ:n <12,

En effet. Soit T e TGQnD. Par les intermédiaires ITI.1, III.7 et IIXI.11 nous

construisons T ~ T tel que par III.12 | T1 et T2 vérifiant T = T1 o %2.

cqfd.

(1) On a ainsi reconstitué la correspondance entre variables de Cj [» en distinguant

H

les occurrences de gauche & droite d'une méme variable.
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Si ¢ est un homomorphisme de I* dans A¥*, on note

¢ = {(t,0(t)) | t e £*} qu'on écrira aussi parfois {(t,$(t))].

Proposition TV.1 S{L T e TGS et 84 ¢ est un homomonphisme, alons

7.5 = {(t,6(t")) | (t,t") e T} ¢ T?;I-).

En effet. Soit 1' le transducteur dont les régles sont obtenues en remplagant

dans toute régle
q[t(xl,...,xn)] > t'(q, [xi,],...,qi [xi,]) de T
1 71 p p
1'arbre en partie droite par son image par ¢. On démontre aisément par induction que

% * - -~ -
qltl ait t' ssi qlt] = ¢(t') d'od T' = T.¢.

Par construction, T' est encore finiment réducteur.

cgfd.
Lemme 1V.2 : Sitec 'I"EB et 84 ¢ est un homomonphisme ordonné alons
T.87h = (et | (e00en) e T e .

En effet. Pour pouvoir faire les constructions nécessaires & cette démonstration,

il faut d'abord introduire plusieurs notions auxiliaires.

C) Soient Zo et Zl deux alphabets gradués et ¢ un homomorphisme ordonné

de Zg dans Z?. On définit un nouvel alphabet gradué 21/20 par
si <0,0'> € 21 x Zo' d(<og,0'>) = d(o)
On définit trivialement la projection 7 de (21/20)* sur Z?.

Enfin on définit ¢ de I* dans (I,/I )* par

5<o(x1,...,xn>) <oho> (ty,...,t) ssi

¢lolxy,enerx )) 0'(t1,---,tp)
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On a donc par définition

et ¢ est une bijection entre X§ et 5(22) dont 1l'inverse sur 5(23) est w. De plus

$(Z§) est une foré&t réguliére.

On transforme d'abord 1 en t' en "marquant" de toutes les fagons

possibles les parties droites des régles de T

1 2 L
q[t(xl,...,xn)] >t (qil[xii],...,qip[xié]) est une ré&gle de T

ssi

q[t(xl,...,xn)] > ﬂ(t'(qi1[xii]’...'qip[xi§]) est une régle de T.

I1 est évident que = {(t,t") I (t,m(t")) € T} et que si T est fini-

ment réducteur, 7' l'est aussi. 7' appartient donc & TGﬁ'

D'aprés la proposition I.3, il existe 1" € TGB tel que

™= {(g,t") et | t' e 5(23)}. On ne déduit que 1" = {(t,t") | t' e 5(23)'

(t,m(t')) e 1} et done que %”.5_1 = {(t,t" , (t,5(t")) e "} =

(e, t™ | 3(t™) e 5(2:’;),(t,n(6(t")) € 1} =

fle,tm | (e,6(t")) e 1) = 1.6 1.

-

-, -1
I1 suffit donc de montrer que T".¢ € TGB'

ﬂ, Puisque ™ € 585, on peut supposer que 1" ne contient aucune régle
réductrice, en remplagant les régles de 1" par les régles dérivées obtenues en
appliquant successivement des régles de 1" dont une seule est non-réductrice.
Soit donc R l'ensemble des régles de 1" qui sont toutes non-réductrices.

On considére maintenant l'alphabet I, U I, X ZO\J L, X R et la

1
projection 7' qui est 1'identité sur Zl\J Zl X Zo et qui vaut ¢ pour

<0,r> € 21 x R.
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On considére le transducteur ™™ € TG5 défini par

glt(x ,xn)] CH [xi,],...,qi [xi,]) est une régle de t™ ssi

1 1 1 fo) P

= q[t(xl,...,xn)] > t"(qil[xi,],...,qi [xi,])
1 P p

est une régle de 1™ ol t' est obtenu en marquant le sommet de t" par r si ce

sommet n'est pas déja marqué par un €lément de Zo.

Il est clair par construction que

(t,t') € ™" ssi 3 t" tel que (t,t") e T™ et w'(t") = t'.

De plus, il y a bijection entre les régles de 1" et celles de ™ ;
on identifiera donc leurs noms et la marque de R figurant au sommet de l'arbre

en partie droite d'une régle de t™ sera le nom de cette régle.

Intuitivement, ces marques ainsi introduites auront donc pour rdéle
de mémoriser sur tout arbre e codom (t™ ), les régles de 1™ qui ont permis de

1'obtenir dans la transduction.

(:) Soit ¢ un symbole deZ()et $(c(x1,...,xn)) = t(xl,...,xn). Le sommet
de t est marqué par ¢. On marque les autres noeuds de t, pas nécessairement tous,
par des éléments de R. En faisant ceci de toutes les fagons possibles, on forme

un ensemble T, = {u l T ) = $(o)}.

Soit t € TU ; on lui associe 1'ensemble St des sous~arbres de t qui

contiennent des variables (y compris les arbres réduits & une variable).

Exemple Soit {rl,r }c R et ¢(0(x1,x )) = <y,c>

NN\,
1 2// \\ Yo

Alors t =
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est un arbre de TO et

s =1 <y,r, >, <Y:r2> ’ Y v Xy a Xy g Xy }

ROKA
A

fin exemEle.

Pour t e To' on considére l'ensemble d'états
X .
Qt = {qt, | ¢ e S, et x est une variable de t'}

. . X
Si x est une variable de t, alors x € S_ et on pose alors q, = 9,-

t (o]

' [ -
On peut supposer que t, t' e g'TO et t # t' =—> Qtr\ Q. {qo}.

On construit le transducteur u défini sur 5(2§) dont 1'ensemble des

états est Qu = éEbT Qt dont 1l'état initial est q, et dont les régles sont
ts Bl

X X

1) qo[<Y;0>(Y11~"lyp)] > O(qtl [yi ]""’qtn [yi ])
i .

1 1 ln n

ssi 1 t(xl,...,xn) € T tel que t = <y,0> (tl""'tp) et tel que tij est 1'unique
sous-arbre t, qui contient la variable x.. (L'unicité vient de ce que $(G(x1,...,xn))

- -~ — ¥
est égal a to(xl""’xn) =7 (t(xl,...,xn))).

) L yyeey] > q:;[yi]

ssi t' = ;( Y,...,tﬁ) et t; est l'unique arbre qui contient la variable x, ol

Y € Zl V) %_x R.
Exemple. On reprend l'exemple ci-dessus

S, = (tl,tz,t3,x1,x2,x3}
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1 ;; 1 2 // ii 3 \\\
x X Y Y //
1 %2 N\ o X3 Yy
*3 Y
X, X X x
Q. est alors {q, , 9., q./, 9., q}
t t1 t1 t2 t3 (o]

et p contiendra les régles

X ) *3
qO[<Y,0>(y1,y2)] > o(qtlfyll, qtl[yll. qtz[yzl)

X
1
qt1[<er3> (yllyz)] -+ qo[y1]

X

2
qt2[<Y'r3 (vy,75)1 > q ly,]

3 %3
qt2[<Y,r4>(y1,Y2)] > th[yll

*3
qt3[Y(y1.y2)] - qo[y1]

fin exemgle.

Par construction, le transducteur p fonctionne de fagon déterministe

quand il est dans un état qi. On en déduit facilement que
qo[t(xl,...,xn)] = o(qo[xll,...,qo[xn])

ssi (Blx, oo ) €T et Tt e X)) = $(0 0%y, eix)))

et donc que (t,t') € ﬁ <===> 1'(t) = g(t').

On a donc (t,$(u)) e ™ ssi

1 t" tel que (t,t") e ™ et (™) = §(u)

ssi 1 t" tel que (t,t") e ™™ et (t",d(u)) € ;
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ssi (t,u) € 1™ o 1. Il s'ensuit que ™. = T".¢ .

C) On va maintenant construire un transducteur O e TGB tel que

O = 1" .4, ce qui achévera la démonstration.

L'ensemble des états de O est QU X Q. w (= quQT"') ; ses états initiaux

sont <qo,q> ol g est un état initial de QT". Ses régles sont

<q',q> [t(xll--~1xn)] > u(<qi 9
1 1

ssi il existe une régle de 1"

r = qlt(x .,xn)] +-t'(qj [lel,...,q. [x.,1)

17"
1 31 Ik Ik

telle que . q' = q, ou qg' = qf ol le sommet de t est marqué par r

t

¥*
q [t (Yll--‘,yK)] =i=> u(qil[YKI]l---lqip[YKp])

ol en remplagant dans la partie droite de cette dérivation q&[ym,] par

<qm,qjm,>[xj$'] on retrouve la partie droite de la régle.

Par construction de O, on a bien 1™.jCO.

Pour démontrer réciproquement que 0cT™ .1 on remarque d'abord que
les seuls états figurant en partie gauche des régles de O sont de la forme

x - - .
<qo,q> ou <q_,g> ol le sommet de t est marqué par une régle de R. Par ailleurs
t

si <qf,q>[y] figure en partie droite d'une régle de O, tous les <qf >yl tels
t t
que x' est une variable figurant dans t, y figurent aussi.

On démontre alors par induction que :

ke
W

<qo,q>[t] =5=> u implique qu'il existe t' tel que

ale wte
W< 13

altl = t' et qo[t'] ==> y
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ou

si {xi Pee i Xy } est l'ensemble des variables de t = E(xi e n Xy ) dont le
1 n 1 n

sommet est marqué par r ;

X
*

i,
si q_ J[t] ==> u pour tout j € [1,n]

alors il existe v .,vn tels que

17

.

Xis %
vijell,nl] g Iy .1 => u,
¥ 3 H J
t
et qlt] =tV eav)

La démonstration de cette proposition s'appuie sur le fait que
X

i o
toute dérivation q_ J[t]

EAY

5 > uj commence par la régle de O obtenue & partir

¥*
de la méme régle r de ™™ et que si qf[tl(xl,...,xp)] _ u(...,q[xi]...)
t

' e
et qf [tl(xl,...,xn)] - u'(...,q'[xj]...), les ensembles de variables figurant
t

dans u et u' sont disjoints.

cqfd.
Proposition 1V.3 TG - TI < TGy
- A -
En effet. Soit T € TGﬁ et U = <F,¢,¥> ol ¢ est ordonné. D'aprés le lemme IV.2

- - A
{(t, ey | (£,0(t")) €1} = t.{(4(),)} € TGy et d'aprés la proposition 1.2

- - -~ A
T ,t) | teFr} e TG5- D'aprés Iv.1, 7.((6(t),v(t)) | t e F} = 1.0 € TG5-
cqfd.

) A A
Proposition 1V.4 vnz1 ("< fe=-

DD

A rd N}
En effet. On a vu en T que TI C:TGBB' D'aprés la proposition IV.3, on en déduit
A

immédiatement par récurrence que pour tout nxl (TI)rlC:TGB. Par ailleurs si
- A\ ~— n ~=1 . .
T € (TI)n, il est clair que 7T ! € (TI) et donc 1 € TGB' On en déduit que
T e G
T —=.

¢ *“pb

cgfd.
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AN 2
Lemme 1V.5 TGDD < (T1)

- A -
En effet. Soit T € TGDD et soit I 1'alphabet gradué tel que dom (1) C I¥*. Soit
X 1l'ensemble infini de variables {Xl""'xn""} et soit T l'ensemble des arbres
de I*(X) dont les variables sont, de gauche a droite, xl,...,xn. Pour tout entier

£, et tout arbre t ¢ T, on définit t/£ comme le sous-arbre initial de T obtenu en

coupant les branches de t & la longueur £ et dont les variables sont numérotées

convenablement.

= t/2 =

Exemple. Sit = o o
/N /1IN
\\\ X pls o

/ 3 0'O /T\ 4 (e}
OO X1 x2 X3

0]
|
Y X5
|
X

1

On prend £ égal & la profondeur maximale des arbres figurant en partie

gauche des régles de 1T (£ = Hg(r)) et on pose T/L = {t/L | t e T}.

(:) On considére 1'alphabet gradué I' = L x T/ oi d(<o,t>) = d(0) et
la projection I : I' - ¥ qui & <o,t> fait correspondre o.
On définit le transducteur non généralisé ascendant u par
- 1'ensemble Qu des états est {qt | t e T/}
- 1l'ensemble des états finaux est QU
- les régles de u sont
> < > i y

o qc[ g,0>] si o € Zo

O(qtl[xll""’qtn[xn]) -> qt[<o,t>(x1,...,xn)]

B = @
ou t o(ti,...,tn)/ﬂ

&) On peut supposer qu'un arbre quelconque de I*(X) est dans T aprés avoir renuméroi
canoniquement ses variables. Ceci permettra en particulier d'utiliser ['identité
c(fl,...,fn)/ﬂ = a(T1/£—1,...,+n/Z-]).
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Par construction, le transducteur U est déterministe et son domaine
est I¥ ; d'od pour tout t e I* il existe un seul t' e I'* noté u(t) tel que
(t,t') € 1. On démontre aidément que si t = O(tl""’tn) alors

u(t) = <o,t/L> (u(tl),,..,u(tn)). Comme de plus m(u(t)) = t on a :

si t' = <o,t>(t1,...,tn) e u(r*) alors t = n(t") /L

et tl,...,tn € u (%)

u(I*) est une fordt réguliére qui est le domaine du transducteur

non-généralisé descendant déterministe p défini par

- L'ensemble de ses états est Q, = {qo}kJ{qt | t e T/8-1}

et son état initial est a,

- Ses régles sont :

1) q0[<o,o>] > <g,0>

2) qt,[<o,t>(x1,...,xn)] > <o,t>(qt [x ],...,qt [xn])
n

1
&)

ssi t =o0(t,,...,t) et t' = t/f-1.
1 n

3) qo[t(xl""’xn)] > t'(qi [xll,...,qi [xn])
i n

ssi 1 t tel que qE[t(xl,...,xn)] > t'(qig x1],...,qi [xn])
n

est déja une régle de p.
Ce transducteur est bien déterministe par définition :

si q[<0,t>(x1,...,xn)] > <o,t>(qt1[x1],...,qtn[xn])

et q[<o,t>(x1,...,xn)] > <o,t>(qti[x1],...,qta[xn])

= = R 'ol = t! i.
alors t G(tl""’tn) O(tl,. 'tn) d'ol ti tl Vi

@ A la numérotation prés des variables.
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Par ailleurs il est évident que si p(t) est défini, alors p(t) = t.
Montrons maintenant que p(t) est défini ssi t e pu(Z¥). Pour cela on montre aisé-

ment par induction que :

v -
q_[t] =g=> t ssi t e u(l*) et t = t/f-1.
t

On définit maintenant le transducteur généralisé descendant Ty

défini sur I'¥

- les états et les états initiaux de Tl sont ceux de T

- q[t(xl,...,xn)] >t (g [Xi']""’qi [xi,])
1 1 P P

est une régle de ™ ssi

q[ﬂ(t(xl,...,xn)] > t'(qi [xi,],...,qi [xi,])
1 1 p P

est une régle de T.

Par construction (t,t') € 1, ssi (w(t),t*') e T.

1

- -~ -—-1 .
Puisque 1T € TGDD' il existe T' € TGD tel que 1'=1T ~. On construit

alors Ti dont les états et les états initiaux sont ceux de t' et dont les régles

sont définies par :

q'[t'(xl,...,xn)] > tlqg [xi,],...,q::L [xi,])
1 1 P P

est une régle de Ti ssi

q'[t'(xl,...,xn)] - ﬂ(t(qi [xi,],...,qi [Xi']))
1 1 o) o)

est une régle de T°'.

Par construction Ti € TGD et

-~ -~

- - - A
(t',t) e Ti ssi (t',n(t)) e T. On en déduit que ri =1, et donc que T, e TGDD.
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- A
(:) On montre maintenant qu'il existe 1' ¢ TG tel que

DD

(t,t') e T' ssi (t,t') € T, et t € u(L¥).

1

{(m(t),t)}. T'. En effet, si (t,t') e T,

On en déduira que T

(u(t),t') € T' et comme w(u(t)) t {(t,u(t)) e {(v(t),t)} alors

T {(m(t),t)}.T'. Réciproquement si (t,t') e {(m(t),t)}.T', il existe

t" € u(I¥) tel que t = m(t") et (t",t') e 1

, ce qui est équivalent a (t,t') e T.

et , o' = {(t,t) et |t e u(n}

' : Z
Tout d'abord puisque Ty D 1

A
appartient & TGD d'aprés la proposition I.2. Il suffit donc de montrer gque

- - - A
{(e,t") €1 t e u(L¥*)} = p-1, € TG.

1 D

On construit le transducteur 1' dont 1l'ensemble des états est
Qp x QT s+ l'ensemble des états initiaux est {<q0,q> g est un état initial de
1

T } et dont les régles sont définies par :
1

<q,q'>[t(x1,...,xn)] > t! (<qi lqj'_l>[x'

ety D)

p p p

est une régle de 1' ssi

q'[t(xll--'lxn)] > t' (qil[xin]’""qil[xi"])
1 1 P P

est une régle de &2 et

s
"

q[t(xl,...,xn)] > t(q, I[x ],...,an[xn])

P it

avec i, = j
L= 3

2

Il est immédiat par construction que T' € TGD p.%lcz:;'c:ti.

Supposons que 5.?1 s;%'. Il existe alors (t,t') € T' tel que
(t,t') ¢ 5.%1 ce qui entraine que p(t) n'est pas défini, car si p(t) était
défini, on aurait (t,t) e 5 et comme (t,t') e T' C:{l' (t,t') appartiendrait

&p.1.
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Comme p(t) n'est pas défini, il existe nécessairement tl""’tn'
%
= .o =4 P
to(xl,...,xn) tels que t = t_(t,, t) et qo[t] = to(qil[tl], 'qin[tn])
et vijell,nl t, = Y(ti""’tg ) et p ne contient aucune régle dont la partie
]
gauche est qij[Y(xl,...,xnj)].

Fixons un de ces tj qu'on notera tj . Cet arbre ne sera jamais "lu"
KR (o]
dans la dérivation t ==> t' de t1', car tout ce qui est "lu" par 1' est nécessai-

rement reconnu par p. Si on remplace t, dans t par n'importe quel arbre de DR

ols
PAY

on obtiendra un arbre t" tel que t" ==> t'. 1' ne sera donc pas fidéle, et comme
. - . ) _ R A

T < Tl, T, ne sera pas non plus fidéle, ce qui est impossible, car Ty © TGDD.

On a donc bien 1' = 5.11.

(:) Pour terminer, on montre qu'il existe ™ € TGQ tel que ™= 7',

- N\ - A
Comme T1' € TG on en déduit ™ ¢ T .
oD’ d it que GQD

A chaque régle r = q[t(xl,...,xn)] > et qy [xi,]) de t°'

373
(ol q, q, e QT, = Qp X QT ) on associe 1l'ensemble Er des sous-arbres de
j 1
t(xl,...,xn) qui contiennent des variables. Chaque arbre de Er non réduit a

une variable admet une décomposition unique O(tl""'tp) ol ti est soit un arbre
sans variable, soit un arbre de Er' A chaque régle r on associe l'ensemble d'états

Q = {qt | te E_ et x est une variable de t}. On peut supposer que

r#r => 9 Ng, =getonposen=Uog.

On construit d'abord 1" e TGQ dont 1'ensemble d'états est
QT,LJ Q x QT, et dont les états initiaux sont ceux de 1'. Les régles de ce trans-

ducteur sont :

1) gl<o,t'>(u ,...,un)] > t“(si [ui,],...,si [ui,])

1 1 1 P P

ouqeQ,
T
ot ui est soit une variable, soit un arbre sans variable et ol

les ui sont tous des variables.
3
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ssi 1 t(xl,...,xk), tireeeit tels que

a) si u, n'est pas une variable u, = ti

b) t(x )X = <0,t'>(t1r---,tn)

1"" k)

c) q[t(xl,...,xk)] > t"(q. |

x.,),....q, Ix_ 1)
3y 3y i3

p P
est une régle de T'

d) m(t) est un sous—-arbre initial de t'

e) pour £ = 1,...,p, soit EZ 1'unique arbre de {tl,...,tn}

qui contient la variable x_., ; alors
¥4
, sit, = x,
qu Z Jk
s, = x
1£ J'
<q_ ,q9, > sinon
g, L

X
2) <qp .9 [<o,t'> (ul,...,un)] > s[ui]
ou les uj sont soit des variables, soit des arbres sans variables,

et ol ui est une variable.

ssi 1 ti,...,té tels que
a) si uj n'est pas une variable, uj = t%
b) t = <o,t'>(t',...,tr'l)
c) w(t) est un sous-arbre initial de t'

4) ti est l'unique arbre e {ti,...,té} qui contient la variable x
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q si ti = x
e) s =
X .
<qt,,q> sinon
i

On montre d'abord que ;'c: ;", en associant 3 toute régle de T' une

régle de 1" de type 1 et plusieurs régles de type 2. Pour vérifier les conditions

%

. e ¥ ]
1d) et 2¢), on remarque que si q[t(tl""’tn)] =t (...qij[tiﬁ]...) => u.

Alors le sommet de t est marqué par ﬂ(t(tl,...,tn))/ﬂ = t' et que, comme t a
toutes ses branches de longueur inférieure & £, on a bien m(t) sous-arbre initial

de t'.

Pour démontrer la réciproque, on montre d'abord, en tenant compte du

fait que 1" est déterministe quand il est dans un état qt que

qlu(x,,...,x )] —zﬁ t"(q. [x.,],...,q. [x., D
1 L I3 Ip Ip

est une dérivation formée d'une régle de type 1 suivie uniquement de régles de

type 2

ssi 73 t(x',...,xé) tel que

. ﬂ(t(xi,...,xé)) est un sous—arbre initial de la marque du

sommet de u

. q[t(xi,...,xé)] -+ t"(qj [xgnl.---,qj [Xénl)

1 1 P o)
est une régle de T'

. u(xl,...,xn) est un sous-arbre initial de t(xi,...,x%) et a
comme sous-arbre initial 1l'arbre obtenu en remplagant dans t
les sous-arbres qui contiennent des variables autres que les

x!, par des variables. La variable x!, de t est renumérotée
3y Ji
xj, dans u.
i



II1.54

On peut montrer par induction que

* *
u e u(f*) et qlul ==> u' implique qlul =>u

* *
Soit q[u(ul,...,uk)] = t"(qj [uj,],...,q, [uj,]) = u'

11 Ip Jp
la dérivation qui commence par la dérivation ci-dessus. Il existe donc dans Tt'

¥*
une dérivation q[t(tl,...,tn)] = t"(q. [t 1,...,q. [£..D) = u'

1 p °p
avec t! = u,,. Si t' est la marque du sommet de t, w(t) est un sous-arbre
i i
initial de t'. Comme u est un sous—-arbre initial de t, la marque du sommet
de u est aussi t' et comme u(ul,...,uK) € u(Z®, t' = n(u(ul,...,uK))/l.
m(t) est donc un sous-arbre initial de n(u(ul,...,uk)) et donc
u(ul,...,uK) = E(t',...,té) avec m(t) = m(t). Mais par construction de t',
alt(x,,...,x )] » t"(q. [x.,1,...,q. [x,,]) est encore une régle de t1'. Par
1" Tn j; 3 3
: 1 -1 P “p
ailleurs, d'aprés la définition du sous-arbre initial de t qui est sous-arbre

initial de u(ul,...,uK) = E(t',...,té) onat},=t,, dol

i Ji

- *
q[t(t "."tn)] ?> t (qj [tjn]I"’Iqj [tjll]) —_T'—.> u’.

1 1 P P
On a donc démontré que
(t,t') & T' <===> (t,t') € T" et t € u(I¥)
avec 1" € TG ..
Q
I1 faut donc encore montrer pour obtenir le résultat annoncé plus
haut, qu'il existe ™™ € TGQ tel que (t,t') e TN <> (t,t") € T" et t e u(r¥)

c'est-a-dire ™™ = p5.1".

On procéde de la méme fagon qu'en (:) pour construire ™ et on a bien
5.?"(: I"™ 1" ; de la méme facon on montre que si 5.%"€;,%” ; i1 existe
(t(to),t') PR tei que tO n'est pas lu dans la transduction par t". to n'est pas
lu non plus si on n'utilise que les régles dérivées définies ci-dessus. En utili-

sant la relation entre ces régles dérivées et les régles de T', on montre que t'
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n'est pas fidéle, ce qui est exclu puisque T e TGDD'

(:) On a donc (t,t') e ™ <> (t,t') e T <> (r(t),t") e 1.
v & S a o o 2 " ] 2 : :
Comme d'aprés le théoréme III.13, TGQD - (TI)“, alors 1t e (TI)“ et il existe
- = T o 2z z
T, = <Fy.0,,0,> et T, = <F,,¢,,4,> tels que T T,-1, {(¢1(t),w1(t))|teF1}.T2

- A
{m(o, (£)) 4, (1) |t e F 1.7, € TI2.

dod T = {(n(t),e") | (£,£") € ™} )

Theoneme 1V.6 : e = 6 = (T1) 2

En effet. D'aprés la proposition IV.4 et le lemme IV.5

12— T6-- € T T2
< DD DD :

s.Hfd.
Theoneme TV.7 : vons2 (tH2 = (*n"

En effet. D'aprés la proposition IV.4

A.n L AN 2
(TI) C{EDD = (TI)

AN A
Remarque. Il existe des exemples permettant d'affirmer que TI 5}(TI)2.

. A A N
Conollaine 1V.8 TGDD . TGDDC TGDD.

) A A
Corollaine 1V.9 TG = TG 2
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1. BITRANSDUCTIONS ET FORETS REGULIERES

Lerme V.1 Les homomonphismes (Lindaires complets stricts) inverses
conservent Les fornets négulieres.

En effet. Soit ¢I* > A* et F une foréts réguliére de A¥. Soit un reconnaisseur

ascendant déterministe de F donné par les régles comme dans la lére partie (I.3.A).

Considérons alors le reconnaisseur R ayant pour régles

{a(qi [XI]""’qi [xn]) - q[a(xl,...,xn)] | telles que
o-1 o-1
(1) (n)
ae Z,@(a(xl,...,xn)) = ¢(a)(xo(1),...,x0(n))
et ¢(a)(qi1[x1],---,qin[xn] — alé (a) (x o nax )1

Il est facile de montrer que F(R) = ¢—1(F).

cqfd.

Proposition V.2

a) Le domaine et Le codomaine d'une bitransduction sont des fonéts
negulienes. La nestrniction des domaines et codomaines & des forndts rnégulidrnes

concerne Les bithansductions.

b) Les bitransductions concernent Les fonéts négulienes.

En effet. Il est connu que la classe des foréts réguliéres est stable par union,

intersection et homomorphismes linéaires ([TH],[RrO]).

a) Soit T e TI. Il existe <K,¢,y> tel que T = {($(t),p(t)) | t e K}

donc Dom (%) = ¢ (K) et Codom (T) = P (K) sont réguliers'

Soit F une forét réguliére. Considérons

%IF = {(6(t),0(t)) | t € Ket ¢(t) e F}
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alors iIF = {(o(t),v(t)) | t ek f\¢_1(F)}

donc ilF € TI puisque K N ¢—1(F) est réquliére (lemme V.1 et rappels

ci-dessus).

. X -1 . . -
En restreignant le domaine de T ~, on restreint le codomaine de T,

A
d'od le résultat pour TI.

-~ A
Soit T e TG . Alors T e TI2 et 3 T, = (K,¢,9) et T, = (K',¢',¥")
tels que
T=T1 OTZ.
Soit F = P{(K) N ¢'(K'), d'aprés a) il existe Ti et Té € TI
tels que &i = {(t,u) € 51 | u e F} et fé = {(u,v) € 52 u € F} alors
T = Ti o ié avec Dom T = Dom 5; et Codom T = Codom fé. On restreint le domaine
de T & G en restreignant celui de ii et le codomaine de T en restreignant celui
Al
de T2.

b) Soit T € TI et F réguliére
= ' ot =
T(F) = {u | (t,u) e T, .} d'od T(F) = Codom T p et T(F)

réguliére d'aprés a).

c) Soit T € TGDD. Alors T = T1 0 T2 comme dans a) et T(F) = T2(T1(F))

est réguliére.

cgfd.

Montrons maintenant que la réciproque de b) est fausse.

Proposition V.3 : 1L existe des transductions concernant Les fonets néguliéres

et qui ne sont pas des bithansductions.
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En effet.
Soit I = {(a,1),(a,0)}, A = {(b,2), (a,1), (2,0)}.

Soit T € TD défini par :
q [a(x)] > b(ql[x],ql[x])
qa, la(x)] ~ a(ql[x])
qQ [a(x)] ~ ql[X]

qQ, [al > a

alors T = {(ang,b(apg,aqg)) ] n:l, petagq g<n!

Soit F régquliére sur a*a.

Si F est finie, i(F) est finie donc réguliére.

Si F est infinie, soit b(apa,aqg) : il existe r 2 sup (p,q)
tel que ara € F, donc 5(F) 3 b(apa,aqﬁ). Nous avons donc alors

T(F) = {b(aP3,a%d) | p et g € N} qui est une for&t réguliére.

el - - - -
Mais d'autre part, T ~(b(a,a)) = {a"z | n % 1} donc T n'est pas

fidéle, donc n'est pas une bitransduction.

cgfd.

2. BITRANSDUCTIONS ET FORETS ALGEBRIQUES

Nous ne pouvons rien dire de la stabilité des foréts algébriques par
bitransduction, car la stabilité par homomorphisme inverse est un trés important

probléme ouvert.
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e
)

A
ET TI? SONT STABLES PAR REUNION, PAS PAR INTERSECTION

a) Soient T et T' € TGD.

Soit @ l'alphabet des états de T, Q' celui de T'.
Considérons § disjoint de Q' et en bijection avec Q et un nouvel
état initial ko.

Soit T" € TGD défini par l'ensemble de régles R" suivant
i) ko[t(xl,...,xn)] > u(qi [xi,],...,qi [xi,]) e R"
1 1 P p
ssi qo[t(x .,xn)] > u(qi [xi,],...,qi [xi,])
1 1 o) je)

est une régle de T et a, état initial.

1"

i1) k_[t(xg,enn,x )] »u(&i [xi,],...,c}i [x.,]) e R"
1 1 o) P

ssi qo[t(xl,...,xn)] - u(qil[xii],...,qip[xié])

est une régle de T' et qé état initial.
iii) R" contient toutes les régles de T d'état gauche non initial.

iv) R" contient toutes les régles de T' d'état gauche non initial,

ol chaque q est remplacé par &i'

I1 est facile de voir que T" = TUT'. De plus, si T et T' e TI,

P
T" aussi, donc TI est stable par réunion.

ient T et T T .
Soie T' € GDD

Alors T" e TGD. Mais il existe U et U' € TGD tels que

-~

» ~ -~ -1
U=r et U' = T' ~. D'aprés ce quli précéde, il existe

u" e TGD tel que G" = U U 0.

Mais U0’ =Tty Tt = Pyt L= el 2 g,
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P P
Donc T" € TGDD et TGDD = TI? est stable par réunion.

b) Soit T € TI défini par les régles

L qO[c(xl,xz,x3)] > c(ql[xll,qz[xz],q3[x3])
: ql[a(x)] > b(a,ql[x])

r., : qz[a(x)] > b(B,qz[x])

r, : q3[a(x)] > b(Y,q3[x])

: q,[81 - a

r. : q,lé] 38

r, : q3[6] >y

Soit T' € TI défini par les régles

r! : qo[c(xl,xz,x3)] > c(ql[x3],q2[x1],q3[x2])

b -

r2! r3l r rsl r6l r

4’ 7°

Soit F={u|1¢t, (t,u) e TO T},

Si T/ T' &tait une bitransduction, F serait réguliére. Or le
feuillage de F est ¢(F) = {a™ g" y" | n % 1}. si F était régquliére, ¢(F) serait

algébrique, ce qui n'est pas le cas.

cgfd.

4, UN CAS PARTICULIER OU LES TI SE COMPOSENT :

Déginition V.4 : Soit T : <K,¢,v>.

T est dit 1-n (respectivement n-1) 884 ¢ (respectivement y) est une

profection.
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Proposition V.5 : La classe des TI, . (nespectivement n-1) est stable par composition.

En effet. I1 suffit d'établir le résultat dans le cas 1-n, puisque si

-~

-1 . s .
T = <K,¢,y> est 1-n, T est réalisée par <K,{¢,¢> qui est n-1.

Soient T <K,¢,9>

et T = <K',¢',y'> ou ¢1 et ¢2 sont des projections.

Soit T = (Q,Z,A,R,{qo}) le TI associé & T comme dans le chapitre I

de la premiére partie.

Ses régles sont de la forme
q[a(xl,...(xn)] > ulqy

1[xY(1)],...,qin [xo(n)])

avec a € I et u de profondeur 21.

De méme les régles de T' = (9',A,T,R'{q'}) sont de la forme

q'[b(xl"'°'xn)] > V(q]:-1 [xc(l)],.-. qir[xﬁ(n)])

avec b € A et w(v) > 1.

Soit R" = {(q,q')[a(xl,...,xn)] sl CH 2’y )[xooe(l)]""
e(1)y € “oocoe(l)

seas g, /q' ) [ ])}

X
le(n) e—locoe(n) ooe (n)

telles que 1 gla(x

1,...,xn)] - u(qi [xo(l)]""'qin[xo(n)]) € R

i

*
et q'[u(x,,...,x )] == 0(q!,[x
1 n T 1{

e(l)]""'q:;.r'x[xe(n)])

posons ™ = (9 x Q',Z,F,R",{(qo,qé)})

T" est associé a T" qui est 1-n wvu la forme de R".

I1 est facile de montrer par induction que T" =T o T'.

cgfd.
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A
5. LA suite (74®) EST UNE HIERARCHIE INFINIE STRICTE DE RELATIONS

neN

Des outils permettant une démonstration rigoureuse sont développés
dans [AR2]. Mais 1'idée intuitive de la démonstration étant simple, nous donnons

ici des indications sur la solution.

Définissons par récurrence une famille (Fq)qu infinie de foréts

réguliéres
Fo = {foréts finies}

F e Fp, p 2 g+l, ssi il existe une grammaire réduite G telle que

i) F(G) = F

ii) 1 X et Y variables de G telles que

X ==> t(X,Y)

iii) La forét engendrée par G avec Y comme axiome € Fp'

avec p' 2 q.

Exemple : Soit Gq définie par les régles :

X > a
o

pour i=1,...,q 2 b(xi’xi-l)

Xq est 1'axiome

alors F =F(G)eF -F
q q q q-1
Lemme V.6 : VTeT, VF € Fq
T(F) € Fq' ==> q' 2 g-1

Ce lemme se démontre par récurrence sur . On met en évidence des
dérivations de F contenant un nombre arbitrairement grand de branches du type ii).
Les régles de T sont inversibles et strictes sur ces dérivations qui sont non
monadiques (en dérivant arbitrairement loin Y). On montre alors que T(F) a une
grammaire ayant la propriété ii). L'hypothése de récurrence appliquée a iii)

permet de conclure.
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L'idée de la démonstration est qu'un TJ efface des branches arbitrai-

rement longues seulement si celles-ci sont monadiques.

Lemme V.7 : vgeN, 1T eTg tel queT (F) =F_ ..
I d a g q-1
En effet. Il suffit de considérer Tq défini par les régles

qlb(x,y)1 = b(glx],qlyD
qlb(x,a)] » qlx]

gqlal » a

Nous déduisons de ces deux lemmes que V q € N,
-1
IF )3 F et a¥ (F) B F
q o a o

A AN\
aton 139 > o3 L,
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