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INTRODUCTION ------------ 

Le p ré sen t  t r a v a i l  a  pour o b j e t  l a  dé te rmina t ion  e t  l a  d e s c r i p t i o n  des an- 

neaux de Grothendieck de c e r t a i n e s  formes sphér iques .  En t a n t  que v a r i é t é s  riernan- 

n iennes  compactes, connexes e t  à courbure cons t an t e  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e ,  c e l l e s - c i  

s e  t rouvent  complètement c l a s s i f i é e s  (à i somé t r i e  p r è s )  p a r  l e s  p r o p r i é t é s  des . 

p-sous-groupes de Sylow Gp de l e u r  groupe fondamental : G e s t  s o i t  un groupe 
P  

cyc l ique ,  s o i t  un groupe qua t emion ique  g é n é r a l i s é  Qm. A ins i ,  e n  un sens  q u i  

r e s t e  à p r é c i s e r ,  l a  K-théorie des formes sphér iques  s e  t rouve ramenée à c e l l e  

des espaces  p r o j e c t i f s  réels P"(R), des espaces  l e n t i c u l a i r e s  e t  des Qm-formes 

sphér iquês  . 
Aloi-s que dès l ' i n t r o d u c t i o n  de l a  K-théorie e n  topologie  a lgéb r ique  les 

anne aux Y,(P"(R)) (k = IR ou C) é t a i e n t  largement é t u d i é s  ( J .F .  Adams, 

M.F. Atiyah, R. Bo t t ,  J .  Milnor , .  . .), il f a u t  a t t e n d r e  l e  t r a v a i l  de T.  Kambe [24] 

e n  1966 pour  conna î t r e  l a  K-théorie des espaces  l e n t i c u l a i r e s  o r d i n a i r e s  L ~ ( ~ )  

d ' o rd re  p  premier.  Depuis, en  dehors de n o t r e  t r a v a i l ,  c e t t e  q u e s t i o n  a été  

l ' o b j e t  de t r o i s  p u b l i c a t i o n s  : d'une p a r t  A. Chabour a  également déterminé l a  
P I , '  

décomposition en  groupes cyc l iques  de K U ( L " ( ~ ~ ) )  pour p  premier  [13] , d ' au t r e  

p a r t ,  mais de façon d i f f é r e n t e ,  T. Kawaguchi, T.  Kobayashi e t  M. Sugawara o n t  

obtenu des r é s u l t a t s  analogues pour 
2  
) ) ,  avec t ou jou r s  p  premier ,  t o u t  

en  déc r ivan t  avec p r é c i s i o n  (géné ra t eu r s )  l e u r s  s t r u c t u r e s  a d d i t i v e s  e t  m u l t i p l i -  

c a t i v e s  [28] , [34]  . Récemment, t r o i s  a r t i c l e s  o n t  é t é  consacrés  à l a  K-théorie  
% 

des Q -formes sphér iques  o r d i n a i r e s  Nn(m) : K. F u j i i  a  ca l cu l é  KU(N"(Z)) [17] , m 
"" 

J.14. Braener a  de p l u s  ca l cu l é  K O ( N ~ ( ~ ) )  [ I O ] ,  a l o r s  que D.  P i t t  [SI]  s ' es t  

i n t é r e s s é  au problème de 1' immersion (du plongement) des v a r i é t é s  ~ " ( m )  dans 

un espace numérique. 



Dans ce mémoire, q u i  a  précisément son o r i g i n e  dans 1' a r t i c l e  de T. Kambe , 

l e s  méthodes que nous u t i l i s o n s  s e  r a t t a c h e n t  l e  p lus  souvent à c e l l e s  employées, 

pa r  l e s  chercheurs japonais .  Après une première p a r t i e  où nous é tudions  l a  

K-théorie des espaces l e n t i c u l a i r e s  e t  des Q -formes sphériques ( c h a p i t r e s  II, m 

III, I V  e t  V), nous montrons comment l e s  r é s u l t a t s  obtenus peuvent s e r v i r  à l a  

connaissance de l a  K-théorie des a u t r e s  formes sphér iques  en  l e s  appl iquant  à des 

s i t u a t i o n s  concrè tes  ( c h a p i t r e  V I  e t  VI I ) ,  ou i n t e r v e n i r  dans l a  r é s o l u t i o n  de 

c e r t a i n e s  ques t ions  c l a s s iques  de géométrie ( c h a p i t r e s  V I I I ,  I X  e t  X ) .  

Dans l e  premier  chap i t r e  on t  é t é  groupées l e s  p r o p r i é t é s  des o u t i l s  q u i  

jouent  un r ô l e  fondamental dans n o t r e  t r a v a i l  : c r i t è r e  de t r i v i a l i t é  de l a  s u i t e  

s p e c t r a l e  d'htiyah-Hirzebruch, isomorphisme de Thom-Gysin en  K-théorie G-équiva- 

r i a n t e ,  r ep ré sen ta t ions  des groupes f i n i s .  Les a u t r e s  rappels  q u i  y son t  f a i t s  

v i s e n t  s u r t o u t  à f i x e r  l a  terminologie  e t  c e r t a i n e s  des n o t a t i o n s  employées dans 

l a  s u i t e .  Cependant, nous y é t a b l i s s o n s  a u s s i  un r é s u l t a t  généra l  s u r  l a  K-théqrie 

des formes sphér iques  dont l e  groupe fondamental e s t  p rodu i t  semi-direct  d 'un 

p-groupe e t  d'un groupe d 'ordre  premier à p ( t h .  1.4.5).  

Le chap i t r e  su ivan t  e s t  consacré à l a  K-théorie cotnplexe des espaces l e n t i -  

n  c u l a i r e s  géné ra l i s é s  L  (p ;po ,p l  , . . . ,pn) d 'o rdre  p  quelconque. En c a r a c t é r i s a n t  

n  
KU(L (p;po,pl  , . . . ,pn))  comme quo t i en t  d'un anneau de polynômes t ronqués à coef- 

f i c i e n t  e n t i e r s  (prop.  2 .2.3) ,  on montre q u ' i l  e x i s t e  un isomorphisme canonique 

e n t r e  K U ( L ~ ( ~ ; ~ ~ , ~ ~ ,  . . . ,pn))  e t  K U ( L ~ ( ~ ) )  ( t h .  2 .2.4)  ; d'un a u t r e  c ô t é  l a  

t r a d u c t i o n  du théorème 1.4.5 montre q u ' i l  y  a isomorphisme e n t r e  K U ( L ~ ( P ) )  e t  
i=r  s i=r  S .  

1 
8 K U ( L " ( ~ ~ ~ ) )  où iï pi e s t  l a  décomposition en  f a c t e u r s  premiers de  p  

i = l  i = l  
( t h .  2 .2.5)  : ces deux r é s u l t a t s  ramènent l ' é t u d e  de l a  KU-théorie des espaces  

l e n t i c u l a i r e s  g é n é r a l i s é s  d 'o rdre  quelconque à c e l l e  des l e n t i c u l a i r e s  o r d i n a i r e s  

d 'o rdre  où p  e s t  premier.  Dans l e  1 .2.3,  p a r  l ' emplo i  d 'un procédé a r i t h d -  

t i que  élément a i r e  basé s u r  l a  va lua t ion  p-adique des c o e f f i c i e n t s  binômiaux, nous 



e f f ec tuons  a l o r s  expl ic i tement  l a  décomposition en  groupes cyc l iques  de 
% 

K U ( L ~ ( ~ ~ ) )  ( t h .  2 .3.6) .  La méthode u t i l i s é e  nous permet e n s u i t e  l ' o b t e n t i o n  

d ' informations p réc i se s  s u r  l ' o r d r e  des puissances de a où u e s t  l a  c l a s s e ,  
% 

dans K U ( L ~ ( ~ ~ ) ) ,  du C-fibré v e c t o r i e l  de rang 1 assoc ié  au revêtement univer-  

ç2n+ 1 s e l  -+ L ~ ( ~ ~ ) ) ,  p a r  l a  r ep ré sen ta t ion  u n i t a i r e  s t anda rd  de degré 1 de 

E (prop. 2.3.7)'. Dans le 9.2.4,  nous i l l u s t r o n s  l e s  r é s u l t a t s  précédemment 
P 

obtenus par  l e  c a l c u l  de l a  KU-théorie des espaces l e n t i c u l a i r e s  tronqués $(p) 

( t h .  2 .4.3) .  

Au c h a p i t r e  III, p a r  des cons idéra t ions  analogues à c e l l e s  développées dans 

l e  cas  complexe, nous montrons ( t h .  3.1.2) q u ' i l  s u f f i t  d ' é t u d i e r  l a  K-théorie 

n m r é e l l e  des espaces l e n t i c u l a i r e s  du type L (p ) avec p premier .  Grâce a l o r s ,  
l 

pour p # 2,  à l a  t r i v i a l i t é  de l a  s u i t e  s p e c t r a l e  dlAtiyah-Hirzebruch e t  aux 

p r o p r i é t é s  des homomorphismes de Bot t  : l e  morphisme de complexi f ica t ion  c 

( r e sp .  de r é a l l f i c a t i o n  r )  e s t  i c i  un monomorphisme ( r e s p .  un épimorphisme), 

% i  
nous fa i s -ns  l e  c a l c u l  e x p l i c i t e  des h u i t  groupes KO ( L ~ ( ~ ~ ) )  ( t h .  3 .2.5 e t  

% 

3 .2 .8 ) .  Après l e  5.3.3 qu i  concerne l a  déterminat ion de K O ( $ ( ~ ) )  pour p 
% 

impai r ,  nous abordons l a  ques t ion  de l a  KO-théorie des espaces l e n t i c u l a i r e s  

~ ~ ( 2 ~ )  : l e s  arguments précédents  n e  va l an t  p l u s ,  nous montrons ( t h .  3 .4 .2) ,  
% 

p a r  un raisonnement pa r  récurrence s u r  n ,  que K O ( L ~ ( ~ ~ ) )  a pour  ordre  

2 $ ( 2 n + ~  )+(m-I) [2 
où 9(2n+l)  e s t  l e  nombre de Radon-Hurwitz de (2n+ l ) .  Ce- 

pendant,  l a  non- su r j ec t iv i t é  de r ne nous a pas permis d'énoncer un ré- 

% 
s u l t a t  généra l  s u r  l a  décomposition e n  groupes cyc l iques  de K O ( L " ( ~ ~ ) )  ; néan- 

moins, nous indiquons (prop. 3.4.1 0 )  des bornes supé r i eu re  e t  i n £  é r i e u r e  pour  

i n 
l ' o r d r e  des ( r u )  où 1 6  i 6 - .  

2 

Pour contourner  l e s  d i£  f i c u l t é s  a i n s i  rencont rées ,  nous revenons, au 

chap i t r e  I V ,  s u r  l a  R-théorie complexe des espaces ~ " ( 2 ~ )  : pour  une l a r g e  c l a s -  

s e  de va l eu r s  de n (n  p a i r ,  n 2 1 (mod 4) e t  c e r t a i n s  n Z 3 (mod 4 ) )  nous 
?, 

donnons une d e s c r i p t i o n  t r è s  d é t a i l l é e  de l a  s t r u c t u r e  a d d i t i v e  de K U ( L " ( ~ ~ ) )  



(théorèmes 4.3.1-2-3-4) . Considérant a l o r s  l e  cas m = 3 ,  nous complétons l e s  

r é s u l t a t s  précédents  e t  décrivons en t iè rement  l e s  s t r u c t u r e s  a d d i t i v e s  e t  mult i -  
% 

p l i c a t i v e s  des anneaux K ~ ( L " ( ~ ) )  (5 .5 .  4.4, 4.5 e t  4.6) ; nous y notons e n  par- 

t i c u l i e r  que, comme dans l e  cas  m = 2 ( v o i r  [34] ) ,  l'homomorphisme c e s t  in-  

j e c t i f  quand n = 3 (mod 4 ) .  

La K-théorie des Q -formes sphériques e s t  examinée dans l e  c h a p i t r e  V.  Après m e  

a v o i r  rappelé  l e s  p r o p r i é t é s  des groupes qua temion iques  g é n é r a l i s é s  Qm e t  de 

l e u r s  r ep ré sen ta t ions  u n i t a i r e s  i r r é d u c t i b l e s  non équ iva l en te s  (5 .5.1) , nous 

n 
étendons aux Q -formes sphériques géné ra l i s ées  N (m; r , r . . . r ) l e s  r é su l -  

m n+ l 

t a t s  qu ' ava i en t  obtenus [17] e t  [ 5 q  dans l e  cas o r d i n a i r e  ( t h .  5 .3 .1 ,  prop. 5 .3 .2 ) .  
- 

Nous mettons a l o r s  e n  évidence,  l à  a u s s i ,  l ' e x i s t e n c e  d'un isomorphisme canonique 

e n t r e  ( ~ ~ ( r n ; r , r  2 . . . r  ))  e t  K U ( N " ( ~ ) )  ( t h .  5 .3.6) .  L'étude de l a  K-thé- 
n+ l  

o r i e  r é e l l e  f a i t  l ' o b j e t  du 9.5.5 où nous déterminons en  p a r t i c u l i e r  l a  s t r u c -  

n % 

turc d'anneau de O (m; r , r , . . . , r ) )  e t  l ' o r d r e  du groupe K O ( N ~ ( ~ ) )  
1 2  n+ 1 

( t h .  5.5.4 e t  5.5.11).  Dans l e s  5 . 5 .  5.4 e t  5.6,  nous t r a i t o n s  complètement l e  

cas des Q -formes sphér iques  e n  y u t i l i s a n t  notamment l e s  r é s u l t a t s  obtenus pour 
3 

~ ~ ( 4 )  e t  ~ " ( 8 )  ( t h .  5 .4.7,  5.6.1,  5.6.2 e t  5 .6.3) .  

Dans l e s  deux c h a p i t r e s  s u i v a n t s  nous montrons comment l e  théorème 1.4.5 

e t  l a  connaissance de l a  K-théorie des espaces l e n t i c u l a i r e s  e t  des Q -formes 
m 

sphériques peuvent ê t r e  employés dans l ' é t u d e  de l a  K-théorie des a u t r e s  formes 

sphér iques .  Le cas des formes sphér iques  t é t r a é d r i q u e s ,  t r a i t é  dans l e  c h a p i t r e  V I ,  

e s t  pa r t i cu l i è r emen t  s i g n i f i c a t i f  à c e t  éga rd  : l e s  r é s u l t a t s  v i s é s  s o n t  consignés 

en 6.2.5,  6 .2.9 e t  6.3.2. Dans l e  c h a p i t r e  V I I ,  usan t  de l a  c l a s s i f i c a t i o n  des 

groupes fondamentaux des formes sphér iques  e f f e c t u é e  p a r  J . A .  Wolf [67] , nous ca l -  

% 
culons systématiquement ZoW l e s  groupes q ( M )  des formes sphér iques  M de d i -  

mension ( impai re)  i n f é r i e u r e  à 10, s o i t  40 groupes. A c e t t e  occas ion ,  nous y f a i -  

sons des remarques p l u s  généra les  s u r  l e s  formes sphér iques  d iédr iques  e t  octaé-  

dr iques . 



Dans l e s  t r o i s  d e r n i e r s  c h a p i t r e s ,  nous appliquons l e s  c a l c u l s  e f f e c t u é s  

dans l e s  chap i t r e s  précédents  à une s é r i e  de ques t ions  c l a s s iques  de géométrie : 

c r i t è r e s  de non-immersion (non-plongement) des formes sphériques dans un espace  

numérique, p a r a l l é l i s a b i l i t é  e t  span de ces mêmes formes, p l a t i t u d e  des espaces  

l e n t i c u l a i r e s  o r d i n a i r e s  e t  type d'homotopie s t a b l e  des espaces l e n t i c u l a i r e s  

d 'o rdre  8. Ces d ive r s  problèmes s o n t  abordés à l ' a i d e  des opéra t ions  yk de 

Grothendieck e t  de l a  no t ion  de p-forme sphér ique  a s soc i ée  à une forme sphér ique  

( d é f i n i t i o n  8 . 4 . 1 ) .  Les r é s u l t a t s  obtenus abou t i s sen t  notamment à l a  r é s o l u t i o n  

d é f i n i t i v e  de l a  p a r a l l é l i s a b i l i t é  des espaces l e n t i c u l a i r e s  géné ra l i s é s  (5.9.1 ) 

e t  des Qm-formes sphériques ( t h .  9 .2 .3) ,  e t  à l a  dé te rmina t ion  du span pour ceux 

de ces espaces de dimension 7. P a r  a i l l e u r s ,  au chap i t r e  X ,  e s t  examiné l e  pro- 

blème de l a  r é a l i s a t i o n  géométrique de l 'isomorphisme canonique e n t r e  

~ ( ~ ~ ( ~ ; ~ ~ ~ , p ,  , . . . ,pn) ) e t  K ~ ( L " ( ~ ) )  dont nous avons p a r l é  p lus  h a u t .  

Des cons idé ra t ions  q u i  précèdent  il r e s s o r t  c la i rement  que p l u s i e u r s  ques- 

Q, n m  
t i o n s  r e s t e n t  ouver tes  ( exemples : décomposition de KO(L ( 2  ) )  pour c e r t a i n e s  

v a l e u r s  de  n e t  m, i n j e c t i v i t é  de c  pour l e s  espaces  l e n t i c u l a i r e s  ~ ~ ( 2 ~ )  

quand n 3 (mod 4 ) ) ,  néanmoins c e r t a i n s  des  c a l c u l s  menés i c i  dans quelques 

s i t u a t i o n s  p a r t i c u l i è r e s  son t  s u s c e p t i b l e s  d ' ê t r e  é tendus  à des c a s  p lus  géné- 

raux (exemple : K-théorie des  espaces l e n t i c u l a i r e s  t ronqués) .  Signalons cepen- 

dant  une ques t ion  qui nous p a r a î t  i n t é r e s s a n t e  : dans tous  l e s  c a l c u l s  que 

nous avons e f f e c t u é s  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  dlAtiyah-Hirzebruch e s t  t r i v i a l e ,  a u s s i  

peut-on s e  demander s ' i l  en  e s t  a i n s i  pour t o u t e s  l e s  formes sphér iques .  

Ce r t a ins  des r é s u l t a t s  contenus dans c e  t r a v a i l  o n t  é t é  annoncés dans t r o i s  

Notes aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences [39] , [40] e t  [ 4 1 ] .  Cependant 

l e  po in t  de vue q u i  a v a i t  é t é  adopté dans 1391 ne correspond p lus  à c e l u i  

r e t enu  dans c e t t e  r édac t ion .  



CHAPITRE 1 

RAPPELS ET ;€MERALITES SUR LES F O W E S  SPHERIQUES 
--"-------II------------------------------------ 

Dans t o u t  ce  qu i  s u i t  G e s t  un groupe f i n i  d 'élément neu t r e  e .  

1 . 7 .  A d o m  d 'un  gtroupe d i n i .  

S o i t  X un espace topologique séparé  ; G é t a n t  muni de l a  topologie  

d i s c r è t e ,  une opéh&on, ou aca5on, cont inue  à gauche d e  G clut X e s t  l a  

donnée d'une a p p l i c a t i o n  cont inue @ de G x X dans X t e l l e  que 

1 )  @ ( g g l  ,x)  = @ ( g , @ ( g ' , x ) )  pour t o u t  x  s X e t  g ,g '  G ,  

2) $(e ,x)  = x pour t o u t  x  6 X. 

On d i t  a l o r s  que G opère,  ou a g i t ,  à gauche s u r  X au moyen de 4 .  Lorsque 

l e  groupe GO opposé de G opère à gauche s u r  X, on d i t  que G opère à 

d r o i t e  s u r  X. Néanmoins dans t o u t  ce t r a v a i l  chaque f o i s  que l ' o n  p a r l e r a  

d ' opé ra t ion  ou d ' a c t i o n  il s ' a g i r a ,  sauf mention c o n t r a i r e ,  d ' opé ra t ion  à 

g a u c ~ ~ e .  D'autre  p a r t  une t e l l e  o p é r a t i o n  @ é t a n t  donnée, on convient ,  sauf  

ambiguité,  d ' é c r i r e  gx pour @(g ,x ) .  

Il  e s t  c l a i r  que, pour t o u t  g E G ,  l ' a p p l i c a t i o n  
@ g 

: X -+ X d é f i n i e  par  

@ (x) = gx e s t  un homéomorphisme de X. En f a i t ,  comme G e s t  d i s c r e t ,  s e  
g  

donner une a c t i o n  de G s u r  X équivaut  à s e  donner un homomorphisme p de 

G dans l e  groupe des  homéomorphismes de X. L ' ac t ion  e s t  e & j e d v e  s i  K e r  p 

e s t  t r i v i a l .  S o i t  x  .E X : l e  sous--espace Gx = {gx ( g .E G) de X e s t  

ttotrbA;te de  x  ; l e  sous-groupe G = {g s G 1 gx = XI de G e s t  l e  g ~ o u p e  
X 

dlAo;trropie de x. S i  l e  groupe d ' i s o t r o p i e  ( resp .  l ' o r b i t e )  de t o u t  p o i n t  de 

X e s t  t r i v i a l  ( resp .  e s t  éga le  à X) , on d i t  que G opètre libtrement, ou naMn 

p o i n t  bixe ( r e sp .  a 2 a m f i v e m e n t ) ,  Q u 4  X. Une a c t i o n  l i b r e  e s t  é v i d e m e n t  

e f f e c t i v e .  



Une a c t i o n  de G s u r  X é t a n t  donnée, s o i e n t  x/G l ' e s p a c e  des o r b i t e s  

des  oints de X (X/G e s t  muni de l a  topologie  q u o t i e n t )  e t  p  : X -+ x/G 

l a  p r o j e c t i o n  canonique. On s a i t  (*) que 

Lorsque l ' a c t i o n  de G s u r  X e s t  l i b r e  : 

1) s i  X e s t  compact ( resp .  connexe) a l o r s  X/G e s t  compact ( r e s p .  connexe) ; 

2)  s i  X e s t  compact e t  connexe a l o r s  (X,p,X/G) e s t  un revêtement g a l o i s i e n  ; 

s i  de p l u s  X e s t  simplement connexe IiI(X/G) z G. 

On suppose maintenant que X e s t  une v a r i é t é  d i f f é r e n t i a b l e  : une a c t i o n  

4 de G s u r  X e s t  dibaénen&Lable s i ,  pour t ou t  g s G ,  % e s t  un d i f f é o -  

morphisme de X. 

P ropos i t i on  1.1.2. 

Lorsque G a g i t  l ibrement e t  d i f f é r en t i ab l emen t  su r  X : 

1)  X/G e s t  une v a r i é t é  d i f f é r e n t i a b l e  de même dimension que X ; 

2 )  s i  X e s t  o r i e n t a b l e  e t  l ' a c t i o n  de G r e spec t e  l ' o r i e n t a t i o n  ( i . e .  l e s  

difféomorphismes conservent  tous  l ' o r i e n t a t i o n  de X) a l o r s  X/G e s t  

o r i e n t a b l e  ; 

3) s i  X e s t  compacte e t  sans  bord, l ' o r d r e  de G d i v i s e  l a  c a r a c t é r i s t i q u e  

( r é e l l e )  d 'Euler-Poincaré de X. 

7 . 2 .  RepnébevttaLLovc?~ d'cm gtroupe d i n i .  (**) 

S o i t  E  un k-espace v e c t o r i e l  où k  désigne l ' u n  des corps  , C o u  A. 

Une hepxébevttaLion de G b u t  E e s t  l a  donnée d'un homomorphisme p de G 

dans l e  groupe Aut (E) des  k-isomorphismes de E .  (La r e p r é s e n t a t i o n  t e l l e  
k 

que p(G) = IdE e s t  l a  r e p r é s e n t a t i o n  t r i v i a l e  ; on l a  no te ra  l k ) .  Quand E 

e s t  de dimension f i n i e  d,  on d i t  que p e s t  une trep&édenta,tion de degnE d.  

......................... 
(*) Pour t o u t e s  l e s  d é f i n i t i o n s  e t  p r o p r i é t é s  rappelées  i c i ,  on  pourra  consul- 

t e r  l 'ouvrage  de C. Godbillon 1181 

(**)pour t o u t  ce q u i  concerne l e s  r e p r é s e n t a t i o n s  de groupes,  on pourra  consul- 
t e r  [l6] ou [55]. 



Une r e p r é s e n t a t i o n  e s t  bidèle s i  e l l e  e s t  i n j e c t i v e .  S i  pour t o u t  g  f e ,  

p(g) n ' a  pas + 1  pour va l eu r  propre,  on d i r a  que p e s t  une kep&édevtt&un 

6anb point bixe de G ou encore que G a g i t  l ibrement  s u r  E au  moyen de 

p .  Il e s t  inmédiat qu'une r ep ré sen ta t ion  sans  po in t  f i x e  e s t  néces sz i r enen t  

f i d è l e .  Enfin,  on appe l l e  cmaotèhe d'une t e p 4 é d e M a n  p l a  fonc t ion  

P 
: G + k d é f i n i e  pa r  : 'Vg E G, xp (g) = t r ( p  (g))  . 

S o i t  k [ ~ ]  l a  k-algèbre du groupe G ; a l o r s  une r e p r é s e n t a t i o n  o de 

G s u r  E d é f i n i t  c la i rement  un homomorphisme de k-algèbres  6 : k [ ~ ]  -+ End ( E )  k 

Par 6( 1 8)  = 1 A ~ ( g )  où X s k e t  réciproquement. Autrement d i t ,  
gsG g g 

- 

au  moyen de p ,  E s e  t rouve muni d'une s t r u c t u r e  de G-module. 

On d i r a  que deux r ep résen ta t ions  p e t  a de G s u r  deux espaces E e t  F 

respect ivement  son t  é y u i v d e n t u  s i  E e t  F sont  isomorphes e n  t a n t  que 

G-modules. I l  e s t  év ident  que deux r ep résen ta t ions  équiva len tes  on t  même carac-  

t è r e .  

S o i t  V un sous-espace propre de E ( i . e .  V # O e t  V + G) i n v a r i a n t  

pa r  t o u t  isomorphisme p(g) de E quand g pa rcour t  G ; c la i rement  

'L % % 

g 
= p(g) I V  d é f i n i t  une r e p r é s e n t a t i o n  p de G s u r  V : p e s t  appelée  

une sous- représenta t ion  propre de p .  Une k e p 4 & 6 e & ~ 0 n  &kédud%b& e s t  une 

r e p r é s e n t a t i o n  n 'ayant  pas  de sous- représenta t ion  propre. 

Soien t  1 un ensemble f i n i  d ' i nd i ces ,  
' p i ' i o ~  des r e p r é s e n t a t i o n s  de G 

s u r  des k-espaces v e c t o r i e l s  E i ,  on d é f i n i t  l a  r e p r é s e n t a t i o n  p = B p i  

i e  1 

-somme ( d i r e c t e )  des  p - s u r  E = 8 Ei pa r  i 
is 1 

Ains i  on d i r a  qu'une r e p r é s e n t a t i o n  e s t  complè;teme& /réductible s i  e l l e  e s t  

équ iva l en te  à une somme de r ep ré sen ta t ions  i r r é d u c t i b l e s .  

On d é f i n i r a  de manière analogue l e  p rodu i t  t e n s o r i e l ,  l e s  puissances e x t é r i e u r e s ,  

e t c .  . . de deux ou p l u s i e u r s  r ep ré sen ta t ions .  



Un bon c r i t è r e  pour l ' équiva lence  des r ep ré sen ta t ions  i r r é d u c t i b l e s  de 

G e s t  donné pa r  l e s  r e l a t i o n s  d ' o r thogona l i t é  de Frobenius-Schur. Soien t  p  

l ' o r d r e  de G - n o t a t i o n  I G J  = p - e t  n  l e  nombre de c l a s s e s  de conjugai- 

son de G : 

Propos i t i on  1.2.1. 

1 .  So ien t  p e t  a  deux r ep résen ta t ions  i r r é d u c t i b l e s  de G s u r  E e t  F 

1 - 1 
respect ivement ,  a l o r s  (xp 1 xa) = p xp (g) .x,(g ) vaut  1 ou O 

s e l o n  que p e t  a  son t  ou ne s o n t  pas  équ iva l en te s .  

Soien t  d  l e  degré de p e t  ( ( p . . ( g ) ) ) l s i , i s d  l a  mat r ice  de O (g) , vg c G y  
1 J  

pour une base 
{e i '  lgi(d 

l  a! 6°C e s t  l e  de E s  a l o r s  (p i j  1 pke) = - d l k  

synbole de Kronecker). 

2. S i  { p l , p 2 , . . . , p S 1  son t  des  r ep ré sen ta t ions  i r r é d u c t i b l e s  de G ,  deux à 

deux non équ iva l en te s ,  a l o r s  ,..., 1 s o n t  l inéa i rement  indépen- 
X p s  

dantes  dans l e  k-espace v e c t o r i e l  des  a p p l i c a t i o n s  de  G dans k ,  e t  s < n. 

En p a r t i c u l i e r ,  t ou t e  r e p r é s e n t a t i o n  ( r e sp .  sans p o i n t  f i x e )  s e  décompose 

de manière unique -à équivalence près- en  somme d i r e c t e  de r e p r é s e n t a t i o n s  

i r r é d u c t i b l e s  ( r e sp .  sans p o i n t  f i x e ) .  

La dé termina t ion  des r ep ré sen ta t ions  i r r é d u c t i b l e s  (à équivalence p r è s )  

s ' appuie  a l o r s  s u r  l e s  p r o p r i é t é s  a r i thmét iques  su ivan te s  : 

Propos i t i on  1.2.2. 

Soien t  {p I .p2 ,  ..., p 1 un système maximal de r ep ré sen ta t ions  i r r é d u c t i b l e s ,  
S 

non Bquivalentes  deux à deux, de G e t  di = degré de p i  pour 1 s i 6 s : 

( i l  i l Y 2 , . . , s 1  di d i v i s e  p ( n o t a t i o n  ditP) e t  s = n ,  
S 2 

i i  1 d i = p ,  
i= 1 

( i i i )  1 G /  [G;G] 1 e s t  l e  nombre de r ep ré sen ta t ions  i r r é d u c t i b l e s  (non équivalen- 

t e s  deux à deux) de degré 1 de G. En p a r t i c u l i e r ,  G e s t  a b é l i e n  s i  

e t  seulement s i  tou te s  s e s  r ep ré sen ta t ions  i r r é d u c t i b l e s  s o n t  de degré  1 .  

En s p é c i a l i s a n t  l e  corps k on o b t i e n t  l a  c l a s s i f i c a t i o n  s u i v a n t e  : 



Proposit ion 1.2.3. 

1 .  Les représentat ions i r réduc t ib les  complexes -ou un i ta i res -  p de G appar- 

tiennent à l 'une des t r o i s  c lasses  ci-après : 

2 
( C , )  p e s t  équivalente à une représenta t ion r é e l l e  e t  1 x _ ( g  ) = p ; 

- geG ' 
(C2) p e s t  équivalente à sa conjuguée p mais n ' e s t  pas équivalente à 

2 
une représentat ion r é e l l e  e t  1 x_(g ) = -p ; 

P - geG 2 
(C3) p n ' e s t  pas équivalente à p e t  1 xp (g ) = 0. 

gcG - 

2 .  Les représentat ions i r réduc t ib les  r é e l l e s  -ou orthogonales- o de G sont 

de t r o i s  types : 

(RI) aa: = P où p e s t  (une représenta t ion complexe) de type ( C  ) ; 1 

( R ~ )  o = p B p où p e s t  de type (C2) ; 
(c, 

- 
( R ~ )  o = p 8 p où p e s t  de type (Cg). u: 

[ci-dessus d'une p a r t  0 e s t  l a  complexifiée de o i . e .  l a  représenta t ion a: 
complexe o €4 I g ,  d 'aut re  pa r t  l e  signe = e s t  mis pour "équivalent1']. 

1 . 3 .  F o m u  4phétUyuu. 

Déf ini t ion 1.3.1. 

On appelle forme sphérique toute va r i é t é  riemannienne connexe, complète, de 

dimension n > 2 e t  de courbure constante pos i t ive .  

La terminologie e s t  i ssue  des travaux de W. K i l l ing  [29] e t  H.  Hopf [20] qui  

ont montré que toute va r i é t é  riemannienne M de dimension n 2 2 e s t  une 

va r i é t é  connexe, complète, de courbure constante R > O s i  e t  seulement s i  

M e s t  doméZbipue à S"/G où sn e s t  l a  sphère de dimension n e t  G un 

sous-groupe f i n i  de O(n+l) opérant librement su r  sn. 

Cette c a r ac t é r i s a t i on  des formes sphériques e s t  l a  so lu t ion  p a r t i e l l e  d'un 

problème plus général -connu, depuis 1891, dans l a  l i t t é r a t u r e  sous l e  nom de 

"problème des formes spa t i a l e s  de Clifford-Klein1'- consis tant  Zi décr i re  toutes  

l e s  va r i é t é s  riemanniennes connexes, complètes, de courbure constante.  Pour ce 

qui  e s t  de l a  c l a s s i f i c a t i o n  des formes sphériques, on é t a i t  a i n s i  amené à 



déterminer tous l e s  groupes f i n i s  possédant des  r ep ré sen ta t ions  or thogonales  

sans p o i n t  f i x e ,  e t  donc ( c f .  prop 1.2.3) ceux possédant  des  r e p r é s e n t a t i o n s  

u n i t a i r e s  sans  p o i n t  f i x e .  En dimension t r o i s ,  ce programme f u t  complèïement 

e f f e c t u é  par  H. S e i f e r t  e t  W. T h r e l f a l l  [54] e n  1925. Dans l e  cas  géné ra l ,  

ap rè s  l e  t r a v a i l  d é c i s i f  de G. Vincent [63], l a  s o l u t i o n  d é f i n i t i v e  f u t  appor- 

t é e  pa r  J . A .  Wolf ( c f .  [66] ) en  1960. 

Par  abus de langage, on confondra une forme sphérique M e t  un représen-  

1 
t a n t  S ~ / G  de s a  c l a s s e  d ' i somét r ie .  D'autre  p a r t  S / G y  qu i  e s t  homéomorphe à 

1 
S , s e r a  a u s s i  cons idérée  comme une forme sphérique.  Des cons idé ra t ions  pr6cé- 

dentes  e t  des prop 1 . 1 . 1 .  e t  1.1.2. ,  il r é s u l t e  t r i v i a l emen t  

P ropos i t i on  1.3.2. 

n 
Toute forme sphérique M~ = S / G  e s t  une v a r i é t é  sans  bord,  connexe, compacte 

e t  o r ien tab le  possédant  une s t r u c t u r e  de C.W. complexe f i n i  (*) e t  t e l l e  que 

n nl(M) = G y  IIi(M) = ni(S ) pour i Z 1 .  

Concernant l a  c a r a c t é r i s a t i o n  du groupe fondamental d'une forme sphér ique ,  

on a l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  

P ropos i t i on  1.3.3. 

S o i t  G un groupe f i n i ,  non t r i v i a l ,  opérant  l ib rement  e t  l i néa i r emen t  s u r  sN. 

1 .  Pour N = Zn, G e s t  isomorphe à Z2 e t  l e s  s e u l e s  formes sphér iques  d e  

2n dimension p a i r e  s o n t  l e s  espaces p r o j e c t i f s  r é e l s  P (IR). 

2. Pour N = 2n + 1 : 

(i) S i  G e s t  a b é l i e n  a l o r s  G e s t  cyc l ique  ; 

( i i )  S i  G n ' e s t  pas a b é l i e n ,  il possède l e s  p r o p r i é t é s  équ iva l en te s  

su ivan te s  : 

a )  tous l e s  sous-groupes abé l i ens  de G s o n t  cyc l iques ,  

b) t o u t  p-sous-groupe de G e s t  s o i t  cyc l ique ,  s o i t  un groupe qua ter -  

nionique g é n é r a l i s é  ( n o t a t i o n  Qm), 

(*) C'es t  une cons6quence de l a  t héo r i e  de  Morse pour l e s  v a r i é t é s  d i f  féren-  
t i a b l r s  compacZe5. 



c) les p-sous-groupes de Sylow de G sont de l'un des deux types 

suivants 

tous sont cycliques, 

ils sont cycliques pour p # 2, quaternioniques généralisés pour 

P = 2 ,  

d) G est à cohomologie périodique (de période non nulle divisant N+1). 

3. Pour tout N, G possède au moins un élément d'ordre 2 et tous ses éléments 

d'ordre 2  appartiennent à son centre Z(G). 

Dans cette proposition : 1  résulte clairement de 1.1 .2  ; 2 (i) conduit 

aux formes sphériques appelées MpUCed ~~&cuk?ChU -lorsque G = \, les 

formes sphériques correspondantes seront appelées Q -~o~.PIU aphéniqueb- ; m 

3 a été établi par J. Milnor [45] ; l'équivalence entre a), b) et d) est mon- 

trée dans [ l l ] .  La classification complète des groupes satisfaisant à (ii) a) 

est connue par les travaux de H. Zassenhaus [74 et M. Suzuki [58] : on aboutit 

à six types de groupes (pour deux d'entre eux les groupes correspondants ne 

sont pas résolubles) . (voir [67] , p. 179 et 195). 

Définition 1.3.4. 

n * 
Soit M = S /G une forme sphérique, si C(G) agit transitivement sur sn on dit 

que M est une forme sphérique homogène. 

De 1.3.3., il s'ensuit alors 

Proposition 1.3.5. ([67], p. 89) 

Les seules formes sphériques homogènes Mn (à isométrie près) sont : 

(il M~ = sn, 

(ii) M~ = pn(~), 

n (iii) M" = S ICp avec p > 1 et n impair (espaces lenticulaires), 

(iv) M" = sn/$ ou s"/P*, avec m > 1 et n E 3 (mod 4). 

* 
Ci-dessus Dm est le groupe binaire diédrique de degré m, P* l'un des 

groupes binaires polyédriques suivants : le groupe binaire tétraédrique T*, 

ortaédrique O*, icosaédrique I*. On sait que ces groupes sont des revêtements ....................... 
* C(G) est le centralisateur de G dans O(n+l) . 



à deux f e u i l l e t s  des  groupes de r o t a t i o n s  d 'un  polygone r é g u l i e r  de m c o t é s  

ou d'un polyèdre r é g u l i e r  é lémenta i re .  

De 1.3.3. ,  on peu t  a u s s i  t i r e r  l a  remarque su ivante  immédiate mais u t i l e  : 

Remarque 1.3.6. 

Toute forme sphérique,  de groupe fondamental non t r i v i a l ,  a pour revêtement 

l 'une  des  t r o i s  formes sphériques "universe l les"  su ivan te s  : espace  p r o j e c t i f  

r é e l ,  espace l e n t i c u l a i r e ,  Q -forme sphér ique ,  m 

1.4. CohomoLo,qie dea d o m a  aphéhiyuecl . 
Toute forme sphérique de groupe fondamental G y  é t a n t  une v a r i é t é  

l connexe, compacte e t  o r i e n t a b l e  d'une p a r t ,  e t  ayant d ' a u t r e  p a r t  sn comme 

G-revêtement u n i v e r s e l  (1 .3.2.) ,  il e s t  c l a i r  que s e s  groupes de cohomologie 

( o r d i n a i r e )  e n t i è r e  s o n t  

Lemme 1.4.1. 

iZ pour i = O ou n ,  

i H (G,L) pour O < i < n. 

O a i l l e u r s  

P lus  généralement,  s o i t  hf une t h é o r i e  t r é d d e  de cohomologie géné ra l i -  

s é e  : M.F. Atiyah e t  F. Hirzebruch o n t  montré que, pour t o u t  C.W. complexe f i n i ,  

il e x i s t a i t  une s u i t e  s p e c t r a l e  [ 7 ] 

Dans l e  cas  d'une Aohme 4phétLique M de dimenhion 2n+l ,  de groupe G d ' o rd re  

p ,  on a l e  c r i t è r e  de  t r i v i a l i t é  s u i v a n t  

P ropos i t i on  1.4.2. [37] 

La s u i t e  s p e c t r a l e  E i y j  = Hi(M,hj(SO)) => 
2 e s t  t r i v i a l e  s i  l e s  condi- 

t i o n s  su ivan te s  s o n t  r é a l i s é e s  : 

2 i+ l  l . H  ( G , h . ( s O ) ) = O  pour O ~ i s n - 1 ,  

2. H ~ ~ ( G , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ( s ~ ) )  = O pour  1 6 i 6 n ,  



3. H~~+'(M,~P~~~(so)) n'admet, éventuellement, des éléments de torsion que 

d'ordre premier avec p. 

Sous les hypothèses précédentes, on a alors 

2s+l 2n+ 1 2 (s-n) (So) ) , 1. h (M) = H  (M,h 
n 

2 .  G*[hZS(~)] = B H ~ ~ ( G , ~  2 ( s-i) (SOI) H 2n+l (Myh2(s-n)-I (sO> 1. 
i= 1 

[G* désigne le gradué associé pour une filtration convenable]. 

En appelant M le 2n-squelette de My on a également le critère de trivialité 
O 

suivant 

Proposition 1.4.3. 

La suite spectrale d'htiyah-Hirzebruch pour Mo est triviale sous les hypothè- 

ses suivantes : 

2i+l 
l.H (G,~'(sO))=O pour O d i s n - 1 ,  

2. H~'(G;~ impair (SOI) = O pour 1 i n-1, 

3. H ~ ~ ( M ~ , ~  impair(So)) = O. 

En particulier : 

'L - i Puisque d'une part KU (sO) = C ou O selon que i est pair 011 non, et 
'L 

d'autre part KO-~(S') est donné par 

'L 'L 
les deux propositions précédentes s'appliqueront en RU-théorie (resp. KO-théo- 

rie) pour tout p > 1 (resp. p h n p h  > 1). 

Plus précisément, nous allons maintenant voir comment la K-théorie d'une forme 

sphérique quelconque pourra "se ramener" à celle des formes sphériques univer- 

selles visées par la remarque 1.3.6. 



Lemme 1.4.4. 

Soit N un sous-groupe distingué d'un groupe fini G tel que G/N soit 

isomorphe à un p-sous-groupe de Sylow G de G. Alors l'inclusion G C G 
P P 

induit, pour tout i > O, un isomorphisme 

i 
h (GJ) --+ Hi(G 

P 

i i 
où J3 (G,C) (PI 

est la p-composante primaire de H (G,E). 

Démonstration. 

Soit r (resp. s) l'inclusion canonique de N (resp. G ) dans G. La suite P 
spectrale d'Hoschschild-Serre qui relie les groupes de cohomologie dlArtin-Tate 

d'un groupe et d'un de ses sous-groupes distingués s'écrit ici 

Comme ( I N  1 ,p) = 1, cette sui te spectrale conduit ([2 1 1  , p. 127) à la suite 

exacte scindée 

pour tout i e Z : t. et r. étant respectivement les homomorphismes natu- 
1 1 

rels de transfert et de restriction (ce dernier induit par r), G~(N,z)~ le 

- i 
sous-groupe de H (N,E) constitué des éléments laissés invariants par l'ac- 

tion de G. 

- i î 
Appelons u. : H (G,C) -+ H (G , E )  (resp. s .) la section de t. (resp. l'homo-- 

1 P 1 1 

morphisme induit par s). De la définition de l'homomorphisme de transfert ti 

(cf. [ I  11 , p. 255), il résulte que t.s = ui est la multiplication par 
i i 

[G : G ~ ]  = I N /  dans Gi(~,tZ) ; pi est donc surjectif et, plus précisement, 

- i tuant la 1 N 1 -composante primaire de H (G,E) , c'est un isomorphisme de 

i 
S (G,C)(p). Comme S. = (u.t.).s = uipi, 

1 i i  i s est surjectif et, de plus, 

si I~~~(G,z) 
(P) 

est un isomorphisme. 

Théorème 1.4.5. 

Sua M = s2"'I/~ une bomiie ophéhique : on nuppuoe que G est  Le ppnod& 

~ e k - d i h e d  d' iui p-ghouve GD d' un gmUpf2 N d' oh& phtdeh à p 



'L 'L 
2 .  ~ o o -  = 2 ,  KO(M) e a t  Aornohphe à ~0(?.i~i2) , p c ~  p # 2 

(2) ~ - c r p >  d i  n  8 O (mod 4 ) ,  
'L 

Démonstration. 

i "4. 
S o i t  f l ' a p p l i c a t i o n  de revêtement M -+ M. Les homomorphismes f : H (MYE) -+ 

P 
?. i 
H (M , R ) ,  i n d u i t s  p a r  f ,  sont  s u r j e c t i f s  : pour i # 2n+l c e l a  r é s u l t e  des  

P  

l. 1.4.1 e t  1.4.4, pour i = 2n+l c e l a  e s t  dû au  f a i t  que f  conserve l ' o -  

r i e n t a t i o n  des  v a r i é t é s  M e t  M . Comme l e  fonc teur  @C 
( r e sp .  

P  
e 

T o r l ( * , * ) - )  e s t  exac t  à d r o i t e  ( r e sp .  a d d i t i f ) ,  il s ' e n s u i t  que,  T i  E Z, l e s  

homomorphismes 

( i n d u i t s  p a r  f )  s o n t  s u r j e c t i f s .  En f a i t ,  e n  dehors du cas  où k = R, p  # 2,  

' L i  i,-i 
i = 2n+l e t  n  0 (mod. 4 ) ,  f 2  ( (E? (MI)  ( p )  e s t  un isomorphisme s u r  

E i * - i ( ~ p )  : l ' a d d i t i v i t é  du fonc teu r  H ( )  de l a  c a t é g o r i e  abé l ienne  des  
2  

complexes de  groupes abé l i ens  dans c e l l e  des  groupes a b é l i e n s ,  montre a l o r s  
. . 

qu' il en  e s t  encore a i n s i  pour ti : E ~ ' - ~  (M) + E"-'(M ) pour t ou t  r 2 2 ; 
r r r P  

d'où l e  r é s u l t a t .  Lorsque k =iR, p  # 2 e t  n  E O (mod 4 ) ,  l e  terme 

Ein+ l  y-2n- l (M ) é t a n t  isomorphe à L2,  l e  raisonnement précédent  t i e n t  à con- 
P  

d i t i o n  de remplacer M par  son 2n-squelet te  (MP), 
P  

Remara ue S. 

(*> 
1 .  Le théorème précédent  s ' appl ique  à t ou t e  forme sphérique dont  l e  groupe 

fondamental G e s t  p rodu i t  d i r e c t  de groupes d ' o rd re s  premiers  e n t r e  eux. 

C ' e s t  notamment l e  cas  quand G e s t  a b é l i e n  i . e .  pour l e s  espaces l e n t i -  

c u l a i r e s .  ........................ 
(*) J .P.  Jouanolou m'a récemment s i g n a l é  qu'un de s e s  é l è v e s ,  J .  Müller ,  d e  
l ' U n i v e r s i t é  de Strasbourg,  a v a i t  obtenu un r é s u l t a t  analogue pour G métacycl ique.  



2. Les résultats obtenus sont non seulement indépendam3 de l'action (libre) 

de G sur sZn+l, mais sont encore vrais pour toute variété ayant le même 

type d'homologie que celle d'une forme sphérique. 

Un autre critère de comparaison qui nous sera utile est le suivant : 

Proposition 1.4.6. 

i+ j 
Soient X et Y deuxC.V. complexes finis, f : Y + X ,  E:*~(x) => li (X) et 

i+ j 
E~*~(Y) => h (Y) les suites spectrales dlAtiyah-Hirzebruch pour X et Y 2 

respectivement. 

S'il existe un entier r 5 2 tel que, pour tout i c t ,  on ait 

Ei ,-i 
. (il (XI = E:;;~(X) = . .. = Eiy-i(x), rn 

(ii) fi r : E;*-~(X) -+ E;,-~(Y) surjectif ; 

l'homomorphisme induit f* : hO(x) -+ hO(y) est surjectif. 

Démonstration. 

- i ,-i E~*-~(Y) = E~*-~(Y) = . . . - E~ (Y) pour tout Les hypothèses impliquent que r+ 1 
fi . Ei,-i(x) i, soit . m + ( Y )  surjectif pour tout i. Connue les C.W. com- 

plexes X et Y sont finis, par application du lemme des cinq, le résultat 

s'ensuit. 

En dehors de la sui te spectrale d ' Atiyah-Hirzebruch , nous userons dans 

l'étude de la K-théorie des formes sphériques d'une conséquence importante de 

l'isomorphisme de Thom en K-théorie G-équivariante. Rappelons-en la situation 

dans le cas réel. 

Pour le groupe fini G, considérons donc un G-fibré vectoriel réel E -+ X 

de base X paracompacte, de rang 4r. Désignons par B(E) et S(E) les 

fibrés en boule et en sphère de E et par xE = B(E) IS(E) l'espace de Thorn 
'b 

de E. Comme, pour tout j E L ,  KO~(B(E) ,S(E)) 2. KO;(X~), la suite exacte de 

KO -théorie pour la paire (B(E) ,S(E)) s'écrit au rang 4r+i G 

%4r+i E Y 4r+i 4r+i % 4r+i+ l . + KoG (X ) - KO (B(E)) -+ KOG (S(E) ) + KOG G (xE) -+ . . . 



S o i t  s : X + E  l a  s e c t i o n  n u l l e  du G-fibré réel E + X ,  a l o r s  sous l 'hypo-- 

t h è s e  que ce  f  i b r é  e s t  q u a t ~ ~ o ~ q u e  i. e. que l ' a c t i o n  de G ae BactahiAe 

à have.hA l e  g'roupe A p i n ~ ~ e R ,  on a un isomorphisme de Thom ( [26] , p. 266) 

i "4r+i(XE) . s ,  : KOG(X) KO 
G Y 

d ' a u t r e  p a r t ,  s i ndu i san t  c la i rement  l ' isomorphisme 

1 4 r + i  'L 4 r + i  
s '  : KOG (B(E))-KO (X), 

G 

nous avons l a  s u i t e  e x a c t e  

. . . -+ K O ~ ( X )  K O ~ ~ + ~  % 4r+ i+  1 
G 

(X) + K O ~ ~ * ~ ( S ( E )  ) + KOG 
G 

(xE) + . . . 
! 

avec 4 = s Y s ,  . Prenons maintenant  pour X un p o i n t  e t  supposons que G 

~pèhe  fib'rement 6Wr S(E) : pour i = -4r ,  nous obtenons l a  s u i t e  exac t e  

8 K0i4'(*) K O ~ ( * )  - KO'(S(E)/G). 

Mais 

f RO(G) pour j p a i r ,  

( R Sp(G) pour j impai r ,  

où RO(G) ( resp .  RSp(G)) e s t  l 'anneau ( r e sp .  l e  groupe) des r e p r é s e n t a t i o n s  

r é e l l e s  -orthogonales- ( r e sp .  qua te rn ioniques  - s p i n o r i e l l e s - )  de G ; on e n  

dédu i t  

P r o p o s i t i o n  1.4.7. 

Les s u i t e s  su ivan te s  

4 RO(G) RO(G) 2 KO'(S(E)/G) pour r p a i r y  

O 8 RSp(G) RO(G) --+ KO'(S(E) /G) pour r impair ,  

Sont exac t e s .  

S i  de p l u s  G possède un élément c e n t r a l  opé ran t  par  a n t i p o d i e  s u r  S(E), 

l ' h~momor~h i sme  ( n a t u r e l )  8 e s t  s u r j e c t i f  ( c f .  [27]). 

En ce  q u i  concerne l e s  formes sphér iques ,  l a  p r o p o s i t i o n  précédente  ne s ' a p p l i -  

quera  qu 'à  c e l l e s  dont  l e  groupe fondamental possédera  une r éduc t ion  s p i n o r i e l l e ;  



pour un t e l  groupe G ,  8 s e r a  a l o r s  t o u j o u r s  s u r j e c t i f  (p.rop 1 . 3 . 3 .  ( 3 ) ) .  

Rappelons à c e  propos que 8 e s t  d é f i n i  de l a  manière su ivan te  : pour 

d  
p s RO(G) de degré d,  G opère s u r  S(E) x IR au moyen de p s u r  chacun 

des  f a c t e u r s .  L'espace quo t i en t  S(E) xG  IR^ e s t  un f i b r é  v e c t o r i e l  r é e l  de 

rang d s u r  S (E) /G  : 8 f a i t  correspondre à p l a  c l a s s e  de ce f i b r é  dans 

KOO(S(E) /G) . 
Dans l e  ca s  complexe, sous l a  a e d e  hypa;thècle que G op&e Gbirenient nwr 

S(E),  on o b t i e n t  ( [ 6 ] ,  p. 102). 

P ropos i t i on  1 .4 .8 .  

La s u i t e  

e s t  exac te .  @ e s t  l a  m u l t i p l i c a t i o n ,  dans l 'anneau des r e p r é s e n t a t i o n s  uni- 
d i m E  

t a i r e s  p :  G + U ( E ) ,  p a r  1 ( -1 )  A p .  
i =O 



CHAPITRE I I  

K-THEORIE COMPLEXE DES ESPACES LENTICULAIRES ............................................ 

2 . 7 .  Eapaceh CenticuLaiheh. 
n 

n+ 1 
On cons idère  s u r  l a  sphère  s2"*I = { ( z o , z l  ,. . . ,zn) c E 1 1 / zkl = 11, 

k=O 
2n+l + s2n+1 

l a  r o t a t i o n  y : S d é f i n i e  pa r  
2in 

1 
- 

Po n 
y (zO,z l  ,... > Z  ) = ( 5 .  zO,  5 . z ,..., 5 . z ) avec 5 = e P 

n 1 n  

* 
où P, Po, P l ~ - * * > P n  E e t  son t  te ls  que 

1) P + 1  

2) (pk,p) = 1 pour  t o u t  k de {O, l ,  ..., n) .  

Dans c e s  cond i t i ons  l e  groupe r = 
i 

{Y '1sigp 
e s t  un groupe cyc l ique  d ' o r d r e  p  

a g i s s a n t  l ib rement  e t  d i f f é r en t i ab l emen t  + s u r  s~~~~ , isomorphe à Z . 
P 

D é f i n i t i o n  2.1.1. 

La forme sphér ique  S2n+ 1 / r  e s t  appe lée  espace  l e n t i c u l a i r e  g é n é r a l i s é  d ' o rd re  

- p ; e l l e  es t  no tée  L " ( ~  ; po,pl  ,... ,p  ) .  Quand p = p l  - ... = pn = 1 ,  
n  O 

n  
L ; 1 , 1 , .  . 1 )  est  no t é  L (p) e t  appe lé  espace l e n t i c u l a i r e  o r d i n a i r e  

d ' o rd re  p. 

C ' e s t  dans l e s  années 30 que ces  espaces  f u r e n t  i n t r o d u i t s  p a r  ~ i e t z e  e t  

n 2n+ 1 
D e  Rham. On n o t e r a  que L (2)  e s t  l ' e s p a c e  ~ r o j e c t i f  r é e l  P (iR) . Nature l -  

lement les espaces  l e n t i c u l a i r e s  possédent  l e s  p r o p r i é t é s  résumées dans 1.3.2. 

n  n  
So ien t  L (p ; po.pl , .  . . ,pn) e t  L (p ; qo,ql , . . . ,q ) deux espaces  l e n t i c u -  

n  
* 

l a i r e s  de mêmes  dimension e t  o rd re ,  a l o r s  s ' i l  e x i s t e  r e iN e t  une permuta- 

t i o n  + de O n  te ls  que qk E r.pL*k) (mod. p)  pour  t o u t  

k  s { O ,  1 ,. . . , n ) ,  il e s t  c l a i r  q u ' i l  e x i s t e  une i somé t r i e  d i f f é r e n t i a b l e  d e  

l ' u n  s u r  l ' a u t r e .  Le changement de l ' u n  des  pk en  p-pk n ' a  d ' a u t r e  e f f e t  



que de changer l'orientation en son opposé. Autrement dit, en notant 

-Ln(p ; Po~Pl,.. . ,  pn) la variété L"(~ ; po,pl,. . . ,p n ) munie de l'orien- 

tation opposée, on voit que tout espace lenticulaire est isométriquement dif- 

n 
féomorphe à un espace lenticulaire du type IL (p ; po,pI,...,pn) avec 

P 
1 S p  $ p l  S ... 6 p n < 2 .  

O 

Enfin, tout espace lenticulaire d'ordre p possède une structure naturelle 

de C.W. complexe fini avec une cellule en chaque dimension, les applications 

d'attachement cellulaires étant toutes de degrés p. (Pour une description 

détaillée, voir par exemple [14] , p. 89). Moyennant le R .  1.4.1, il s'ensuit 

donc 

Proposition 2.1.2. 

Les groupes de cohomologie entière de ~"(p ; pO,pl,. . . .pn) sont donnés par 

C pour i = 0, 2n+l, 

H~(L"(P ; P ~ Y P ~ Y .  -.9~n),z) e pour i = 2,4,. ..,2n, 
P 

O ailleurs ; 

n .  ceux de son 2n-squelette Lo(p , po,pI,...,pn) sont 

kl pour i = 0, 

i n 
H (Lo(p ; po,pl ,... ,p,),C) = e pour i = 2,4 ,..., 2n, 

P 

O ailleurs. 

En utilisant le théorème des coefficients universels, on en déduit le corollaire 

suivant qui sera dans la suite employé pour r = 2 : 

Corollaire 2.1.3. 

Soit r un entier strictement supérieur à 1 ,  alors 

jEr 
pour i = 0, 2n+l, 

i n 
H (L (p ; P ~ , P ~ Y ~ ~ ~ Y P ~ ) Y ~ ~ )  ' pour i = 1,2,. . . ,2n, 

\ ailleurs ; 



pour i = O., 

i n 
H (Lo(p ; P ~ Y P ~ Y - * . Y P ~ ) , ~ ~ )  = pour i = 1,2 ,..., 2n, 

ailleurs 

2.2. K-;thémie complexe d a  ehpacea & e d c d a i h a  (l é n é k d  éd . 
Proposition 2.2.1. 

'"O n 
1. Pour tout p > 1, le groupe KU (Ln(p ; po ,p ,... ,P 1) a pour ordre P . 

n 
n .  2. L' inclusion canonique de Lo (p , po ,p , . . . ,p ) dans n L~(P ; P ~ Y P ~ > - - >  pn) 

% Q n  
induit un isomorphisme K%(L"(~ ; po.pl,. . . ,pn)) KU(Lo(p ; po.p,, . .pn)). 
1 n ' " -1 n 

3 .  KU (L (P i P,YP~Y . ..,pn)> = K et KU (Lo(p ; p0,p1 ,.. "P,)) = 9 -  

Démonstration. 

Il suffit d'appliquer les prop. 1.4.2 et 1.4.3 pour voir que les deux groupes 
% ' " n  n 
KU(L~(~ ; po,pl , . . . ,pn)) et KU(Lo(p ; poypIY.. . ,p ) ont même ordre p . 

n 
n .  Pour l'aptre assertion, soient i l'inclusion canonique Lo(p , po.pl ,.. ,pn) L+ 

; po,pI,...,pn) et j la projection canonique de Ln(p ; po,p Iy...,pn) 

* .  2n+l . sur ; po,p l,. . . ,pn) /Lo(p , po.pl , .. . ,pn) qui est homéomorphe à S Y 

'L n 
la sui te exacte de KU-théorie appliquée à la paire (L (p ; po ,pl , . . . .pn) , 
~:(p ; po.p , , . . . ,pn)) s'écrit alors 

. * . * 
1 \O n . . .  - &'(s~~+') *(Ln(p ; po,pl,.. . ,pn)) - KU (Lo(p pOypl ,pn)) 

a 'L 
1 2n+l - KU (S ) - ... 

%O 2n+l 1 2n+l . * 
Comme KU (S ) = O, KU (S ) = , i est un isnmnrnhisme y i ; s ? i ? o  le 

'"O n groupe KU (Lo(p ; PoyPI y -  ,Pn ))  est fini. 

Maintenant, en appliquant la suite exacte dlhtiyah (prop 1.4.8)~ nous 

allons déterminer la structure de l'anneau KU(L"(~ ; po ,pl , . . . ,p ) )  . Tout 
n 

d'abord, toüce représentation complexe linéaire a : & -+ U(n+l) se décompose 
P 

en une somme de représentations linéaires de degré 1 (prop 1.2.2 (iii)). Plus 

précisément, en appelant la classe des entiers relatifs congrus à a modulo 

p, il est clair que a est totalement déterminée par a(7) puisque 

- 
O(;) = (~(7))~ pour tout a E Z . D'un autre côté la relation (a(?))P = Idgn+, 

P 
implique nécessairement 



avec 5,  P o ~ P I ~ -  YP, s a t i s f a i s a n t  aux condi t ions  p r é c i s é e s  en  2.1. En appe- 

l a n t  u (O 6 k  f n) l a  r e p r é s e n t a t i o n  u n i t a i r e  de degré l d é f i n i e  pa r  
k  

n  
il  e s t  donc c l a i r  que u = 8 ak. 

k  =O 

Lemme 2.2.2. 
n+ 1 

k k  Avec l e s  no ta t ions  précédentes  : 1 (-1) A 0 = fT(1-ok) . 
k=O k=O 

Preuve. 

s o i e n t  a , 8  E RU(L ) de degré r e s p e c t i f  n  e t  n  on s a i t  que l a  représen-  
P  1 

n  +n 2 y k  t a t i o n  l i n é a i r e  A (a  B 8) : Z + AutE(A P: 
P  

2, e s t  t e l l e  que 

Dans l e  cas  p ré sen t  nous avons donc pour O s k f n+l 

Comme chaque u O b r s n  , e s t  de degré 1 ,  il v i e n t  

k  Ains i  l a  somme d é f i n i s s a n t  A o e s t  uniquement c o n s t i t u é e  des termes où k  

des i n d i c e s  i , i l , . . . , i  son t  égaux à 1 e t  l e s  a u t r e s  à O. Autrement d i t ,  
O n  

en  appe lan t  Pk(n) l 'ensemble des  p a r t i e s  ordonnées de k éléments d i s t i n c t s  

de {O, l ,  ..., n l ,  nous avons 



n+ 1 
De cette somme qui contient ( k ) termes, il s'ensuit 

- a 
Soit A ; E -+ a* la représentation naturelle a » 5 et appelons 5 le 

P 

fibré complexe de rang 1 

associé par h au revêtement universel s2"+' -+ ~ ~ ( p  ; po,p1,. . . ,P,) En con- 

venant de noter encore 5 la classe de 5 dans KU'(L"(~ ; po,pl,. . . ,pn)). 
la suite exacte 

montre que KUO(L"(~ ; po,pI,. . . ,p ) )  est isomorphe au quotient de l'anneau 
n 

RU(Zp) = cl?L par l'idéal ((RU(C )) .  En utilisant le [. 2.2.2, il s'ensuit 
P 

< AP- 1 > 

clairement 

Proposition 2.2.3. 

Pour tout (p ; po,p l,. . . ,p ) (avec p non nécessairement premier) on a n 

n 
Pk Pk où < n(l-5 ) ,tP-1 > est l'idéal engendré par les polynômes fi( 1-5 ) 

et 5'-1 dans l'anneau des polynômes à coefficients dans Z. 

Théorème 2.2.4. 

-toLLt (p ; Po,PI,..., pn) 
(avec p nan nécenbaihement pk4niim) il ex.ics.te 

un iaomotphme d'anneaux : 



+ C I ,  CI, 

Y : KU(L~(~ ; p0,p , . . ,pn) -+ KU(L"(P) 

CI, 

c m a o t t 5 ~ é  pan Y - )  = - 1  où ii désigne 5 tomque po = pl=. .. =Pn * 1 .  

Démonstration. 

Considérons 1 'homomorphisme Y : KU(L"(~ ; po , p ,  , . . . ,pn)) + KU(L"(~) ) défini, 

à l'aide de 2.2.3, par Y(?(E) )  = P(q) où P(5) (resp. P(TI)) est la classe 

du polynôme P(5) E z [ S ]  (resp. P(q) E  ri]) module l'idéal 
n 

1, sP-i > (resp. < (~-q)~+', qp-1 >) .  

Soient a : KU(L"(~ ; p,,pI,. . . ,pn)) + C et B : KU(L"(P)) + E les augmenta- 

tions définies par 

% 

Elles ont respectivement pour noyaux KU(L~(~ ; po,pI,. . . ,pn)) et 
CI, 

KU(L~(~)). L'homomorphisme Y est surjectif ; il induit l'homomorphisme 

surjectif 

' b Q  CI, 

Y : KU(L~(~ ; po,pl, . . ,pn)) + KU(L"(P)) 

'b 

qui est en fait un isomorphisme puisque (prop 2.2.1) les groupes KU(L~(~ ; 
'b 

pO,pl,. . . ,p ))  et KU(L"(~)) ont même ordre. (*) n 

Le théorème précédent montre que la KU-théorie des espaces lenticulaires géné- 

ralisés se ramène à celle des lenticulaires ordinaires. Nous examinerons plus 

loin les problèmes posés par la realisation géométrique de cet isomorphisme 

canonique. (voir chapitre x ) . Nous nous limiterons désormais, dans tout ce 
chapitre, à 1 'étude de 

Remarques. 

1. Utilisant la prop 2.2.3 et Z'isomorphisme de Conner-Floyd : 
CI, 

CI, %pair KU(X) -+ U (X) 8 2 qui lie la K-théorie complexe et le cobordisme 
i r *  
U CI, 

unitaire, M. Kamata a montré que la KU-théorie de certaines variétés ......................... 
'b 

(*) On peut montrer directement que IKU(L"(~)) 1 = pn : cf J.P. Jouanolou, Compa- 
raison des K-théories algébrique et topologique de quelques variétés alggbriquer 
I.R.M..A de Strasbourg. 



q u o t i e n t  D (m,n) = s2"+l X S " / D ~  (où D e s t  l e  groupe d iédr ique)  se ramène 
P P 

à c e l l e  des  espaces l e n t i c u l a i r e s .  [23] . 
2. Soien t  a , a l , . . . , a  e t  b o , b l ,  ..., b des e n t i e r s  p o s i t i f s  t e l s  que chaque 

O m n ... 
111 

a .  s o i t  premier avec b 
S2m+ 1 m+ 1 

1 j ' = I ( X ~ , X  l , . . . , ~  m ) C O  1 1 1 x i l 2 = l ~  e t  i =O 
1 s ~ ~ + ~  d é f i n i e  de manière analogue. Considérons l ' a c t i o n  4 de S s u r  

S 2m+1 x S l donnée p a r  

a l o r s  F. Uchida a g é n é r a l i s é  l e  t h .  2.2.4, dans [62] , pour l ' e space  des  

o r b i t e s  des  po in t s  de S 
2n+I 2n+l 

x S a s s o c i é  à 4 ,  q u ' i l  no t e  

M(a , a l , . . . , a  b o , b l ,  ..., b ), e n  montrant q u ' i l  e x i s t e  un isomorphisme 
O m '  n 

canonique 

'L 
XU(M(ao,al, ..., am ; b o , b l ,  ..., bn)) - KU(M(ao,al, ..., a l , l * . . * , l ) )  

m '  

Quand m = 0, c e t  isomorphisme n ' e s t  a u t r e  que Y pu i squ ' a lo r s  

M(ao ; b o , b l ,  ..., b ) e s t  c la i rement  difféomorphe à L(ao ; b o , b l ,  ..., b ) .  n n 

r S .  
1 s o i t  maintenant pour un espace l e n t i c u l a i r e  L*(P), p = TT pi l a  décom- 

i= 1 
p o s i t i o n  en  f a c t e u r s  premiers  de  p : l e  théorème 1.4.5 s 'énonce i c i  

Théorème 2.2.5. l 

Rappelons que dans [39], nous avions exhibé c e t  isomorphisme e n  u t i l i s a n t  l e s  

prop. 2.2.1 e t  2.2.3. P lus  précisément ,  p e t  q é t a n t  deux nombres r e l a t i -  

vement premiers ,  s o i e n t  S,q e t  p l e s  f i b r é s  complexes de rang 1 respec-  

t ivement a s soc i é s  aux revêtements s 2n+ 1 + ~ ~ ( p ) ,  s ~ ~ * '  + L " ( ~ )  e t  

S2n+ 1 n 
+ L (pq) pa r  l e s  r e p r é s e n t a t i o n s  n a t u r e l l e s  

2 iIIk - 2iII11 - 2 ii in - 
k(mod p)*+ e , R(mod q)  » e e t  m(mod pq) I+ e P Ci 



respect ivement  ; a l o r s  l 'isomorphisme de f a c t o r i s a t i o n  

" J n  
f' : K;(Ln(p)) O K % ( L ~ ( ~ ) )  -r KU(L (pq))  é t a i t  c a r a c t é r i s é  p a r  

!k 
f'(s-l,o) = pq-1 , f  (O,q-I) = pP-l. 

En d ' a u t r e s  termes, l e  t h .  2.2.5 montre q u ' i l  nous s u f f i t  désormais d ' é t u d i e r  

m 
l a  K-théorie complexe des espaces l e n t i c u l a i r e s  o r d i n a i r e s  d ' o rd re  p  où p 

e s t  un nombre premier.  

2 . 3 .  Cdcu..t d e  K ; ( L " ( ~ ~ ) )  poun p :~~emiez .  
m 

Nous savons que K U ( L " ( ~ ~ ) )  2 2 [E] /C ( l - ~ ) ~ "  ,sP -1 (prop 2.2.3) : 

a i n s i ,  en posant  1 - 5 = -a,  K U ( L " ( ~ ~ ) )  e s t ,  e n  t a n t  que groupe, engendré 

2  S m pa r  a ,u  ,..., a  où s = i n f ( n ,  p  - 1 )  ; d ' a u t r e  p a r t  l e s  r e l a t i o n s  

c a r a c t é r i s e n t  s a  s t r u c t u r e  d'anneau. 

% n m  mn Puisque KU(L (p ) )  e s t  un groupe a b é l i e n  d ' o rd re  p  (prop 2.2.1), il 

s ' é c r i t  comme somme d i r e c t e  de p-sous-groupes cyc l iques  dont l e s  géné ra t eu r s  

i r e s p e c t i f s  s o n t  des combinaisons l i n é a i r e s  à c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s  des a  , 

1 5 i s S. Dans ce O ,  nous voulons déterminer  l e s  sous-groupes cyc l iques  e n  

ques t ion .  Nous sommes donc amenés à chercher  à q u e l l e s  cond i t i ons  un polynôme 
m 

n+ l  P(a)  de &[O] e s t c o n g r u à  O m o d u l o l ' i d é a l  < a  , ( 0 + 1 ) ~ - 1  > S I .  

De façon  p l u s  précise nous a l l o n s  d'abord chercher  l e s  cond i t i ons  que 

h do iven t  v é r i f i e r  des  ai E C ,  1 s i s p - 1 ,  pour que 

h  

p a i u i  O (mod 1) 
i = l  

avec  h  donné appatLtenant à {1,2 , .  . .,ml. 11 e n  s e r a  a i n s i  s i  e t  seulement 

s ' i l  e x i s t e  A e t  B de  ~ [ o ]  t e l s  que 

n-l - 
i . e .  s ' i l  e x i s t e  B(0) = 1 bkuk avec bk E L pour O s k s n-1, t e l  que 

k=O 



h 
P -1  n- I prn m n+ l 1 ai" ( O ) .  ( 1 ( O )  (mod <o >) . 
i = l  k=O j = l  

h En AuppoAabd n 2 p , il e s t  c l a i r  que ce  s e r a  l e  cas  s i  e t  seulement s i  l e s  

condi t ions  su ivan te s  s o n t  r é a l i s é e s  : 

h 
= a .  pour 1 5 i 6 p -1 

1 j = I  

Ces deux r e l a t i o n s  montrent que l e  problème i n i t i a l  s e  trouve ramené au  problème 

d 'a r i thmét ique  su ivan t  : é t u d i e r  l e s  c a r a c t è r e s  de d i v i s i b i l i t é  - par  p - des 

n e n t i e r s  bo ,b l , . . . , bn - l ,  donc des a i ,  sous l e s  condi t ions  (3 )  e t  ( 4 ) .  I l  

e s t  immédiat de v o i r  que l e s  c a r a c t è r e s  de d i v i s i b i l i t é  des  c o e f f i c i e n t s  binô- 

miaux vont  jouer  un r ô l e  e s s e n t i e l .  En dés ignant ,  pour t o u t  e n t i e r  r e l a t i f  x ,  

p a r  vp(x)  s a  v a l u a t i o n  p-adique, rappelons l e  r é s u l t a t  su ivan t  

Lemme 2.3.1.  [12] 
, 

?k m 
Soient  p, m, j  s N avec 1 6 j s p e t  p pXetn&4, a l o r s  

m 
v P ( ( P j ) )  = m-vp(j). 

P ropos i t i on  2.3.2. 

* 
Soient  p ,  m, n s N avec p premier. S o i t  1 6 h 6 m e t  supposons que 

n 2 ph. Pour chaque O 6 i 6 n- 1 ,  éc r ivons  n-p h- 1 -i = ph-1, ( p - ~  lqi+ri avec  

O 6 r .  < Aiors  b o , b l , .  . . ,b 
1 n- l é t a n t  des  e n t i e r s  r e l a t i f s  v é r i f i a n t  

(41, on a 

Démonstration. 

E l l e  s e  f a i t  e n  r a i sonnan t  p a r  récur rence  s u r  n e t  comporte p l u s i e u r s  é t a p e s .  

1 .  C o ~ i d é l l o ~  t e  c a  n = ph : (4) s e  r é d u i t  à l a  s eu le  r e l a t i o n  



m 
Selon l e  lemme 2.3.1, v ( (P j )b  ) )'m-v (j) pour 1 6 j $ e t  

h P P - j  
P 

p -1  m 
e s t  au  moins d i v i s i b l e  par p m~(h-1)  il 

par  conséquent 1 cpj )b 
j = i P - j  

s ' e n s u i t  que bo e s t  d i v i s i b l e  pa r  p ce qui  e s t  l ' a s s e r t i o n  proposée avec 

Pour i = 1,2, .  ..,n-1, l ' a s s e r t i o n  e s t  t r i v i a l e  c a r  e l l e  s i g n i f i e  

"1 d iv i se  bis' OU "une puissance négat ive de p d i v i s e  b '' i 

2. S u p p o a o ~  La p.top 2 . 3 . 2 .  vhCLb2 juaqu'a  n ex é;tu&vnh l e  4ang n+ i  . Autre- 

ment d i t  nous avons par  hypothèse 

k m h 1 (pj>bk-j = O  pour p d k  n+ i .  
j = l  

La d i v i s i o n  

h- 1 h- 1 n+l - p h-l - i = p p i  + r i  O f r .  < p (p-1) 
1 

pour O $ i 6 n ,  s ' é c r i t  auss i  

Ains i  pour t o u t  i E 0 1 , .  . . n pour lequel  r .  3 1 ,  l ' a s s e r t i o n  e s t  v r a i e  
1 

p u i s q u ' e l l e  l ' e s t  pour n (hypothèse de récurrence) .  Il ne r e s t e  donc p lus  

qu'à l a  v é r i f i e r  pour ceux des i pour l e sque l s  r .  = O ,  i . e .  ceux s ' é c r i -  
1 

vant  

h- 1 i = n+l - p (p-l)q - p 
h- 1 

h 
ou encore (n+l > p pa r  hypothèse) 

h- 1 h i = n+l - p (p-l)(q-1) - p . 
Autrement d i t ,  il s ' a g i t  de montrer 

Lemme 2.3.3. 

V (b h-1 >' q 
n+l-p (p-1) (q-1)-p 



Preuve. 

Raisonnons par  récurrence s u r  q : pour q = 1 ,  montrons que p 1 b 
n+ 1 -p 

h .  

m ( 4 ) ,  pour k = n+l e t  avec R = i n f ( p  , n + l ) ,  s ' é c r i t  

m h 
CQme v ( (P. ) )  3 m-h+l pour 1 6 j < p , il su£ f i t  de v o i r  que pour 

P J  - 
h P 

P < j 6 a '  on a v ( (  ) )bn+l- j  ) 3 m-h+1. L'hypothèse de récurrence s u r  n 
P 

montre que vp(bn+l-j)  3 q j  avec 

h- 1 h- 1 h- 1 n-p - (n+l - j )  = p (p- l )q j  + r j  , O i r j  < P (P-11, 

s o i t  

Puisque de toutes  l e s  façons 

il s u f f i t  donc d ' é t a b l i r  que 

h pour l e s  j de p + l , ,  t e l s  que v D ( j )  s h : mais a l o r s ,  en  posant  

v ( j )  
j , p p  * a j  5 il v i e n t  c la i rement  

h- 1 v, <j> h- 1 vp ( j  > vP(j)-h 
j - p  - 1 = p  o . . - P  - 1 2 w  -P h-'-l - nh-'(?-~>[,+?. ..+:, 

J 3 - l  

e t  par  conséquent 

c a r  p > 2 .  

Pour q = 1 ,  l e  lemme 2 . 3 . 3  e s t  démontré. Supposons maintenant que pq d i v i s e  

3 
:1- 1 e t  montrons que 

n+1--2 (p-1) (q-1)-p 



l a  r e l a t i o n  

h- 1 m e x t r a i t e d e  (4)  pour  k = n + l - p  (p - l )q  e t  où R q i n f ( p  ,k). I l  s l a g l t  donc 

m-h+ 1 +q d e  v o i r  que l e  second mernbre e s t  d i v i s i b l e  p a r  p  . Pour j = : h- 1 
9 l e  

m 
terme cor respondan t  s ' é c r i t  (Ph- l )b  h-1 il es t  d i v i s i b l e  

P  n+l-P (p - l ) (q - l ) -p  
h .  

m-h+ 1 +q 
P a r  P  à cause  d e  l ' h y p o t h è s e  d e  r é c u r r e n c e  s u r  q .  Lorsque 

h-1 h  
j E { 2 ,  . , - p ,p 1 ,  l ' h y p o t h è s e  de r é c u r r e n c e  s u r  n  montre que  

m-v ( j ) + q j  
chaque terme cor respondan t  e s t  d i v i s i b l e  p a r  p  P où 

c ' e s  t -à-a i re  

e t  il f a u t  v é r i f i e r  que m - v p ( j )  + q 2 m-h+q+l i .e.  qj-q 3 v p ( j ) - h + l .  
j 

h- 1 h- 1 h  
Mais : Pour  1 S j < P ( r e s p .  p  < j < p ) c e l a  es t  t r i v i a l  p u i s q u e  

h  qj-q = - 1  ( r e s p .  O ) ,  e t  v  ( j )  $ h-2 ( r e s p .  h-1) ; pour  p  < j S il suf -  
P  \ 

f i t  de r a i s o n n e r  corne  pour  (5). Le lemme 2.3 .3  est démontré e t  p a r  conséquen t  

l a  p r o p o s i t i o n  2.3.2 également .  

P r o p o s i t i o n  2.3.4. 

h- l Avec l e s  mêmes hypothèses  qu ' en  2 .3 .2 ,  é c r i v o n s  nqph-l+l = p (p- l )qh + rh 

avec  O s r h- 1 
< p (p- 1) .  S o i e n t  a l  ,a2, .  . . , a  

h  e t  b o , b l  , a  , bnWl des 
P -1 

e n t i e r s  r e l a t i f s  v é r i f i a n t  (3) e t  ( 4 ) ,  a l o r s  : 

h- l  1 .  Lorsque 1 S i < r + p  , v ( a . )  3m-h+l+q ; 
h P 1 h 

h- 1 h 2 .  Lorsque rh + p :. i < p - 1 ,  v  ( a . )  3  m-h+qh. 
P  1 

Démonstra t ion.  

h  S o i e n t  1 5 i < p e t  1 6 j s i, e n  é c r i v a n t  



qi- j 
la proposition 2.3.2 montre bi-j est divisible par p , En remplaçant 

h- 1 h- 1 n par p - 1  + p (p-l)qh + rh, cette division donne 

j - ph-'-1 , p h- 1 P 1 q i j h  + r - r  + i - p  h- 1 
i-j h 

pour 1 & i < ph et 1 6 j 6 i. Considérons d'autre part la division 

suivant un raisonnement éprouvé dans 2.3.3, nous savons que 

- v (j) + h-1 2 O 
P 

h- 1 h h 
Pourvu que j # P . [IC~ j f p car 1 s j < i < p 1 .  

h- 1 Nous allons comparer (6) à la division de j par p (p-1). 

1. S u p p o d o ~  d ' a b o t d  que -rh+i-ph-l < O, alors l'unicité de la division 

implique qi-j-qh z qj, soit qi-j 2 qh+qj 2 q +v (j)-h+l : ainsi, pour 
h P 
h- 1 

tout 1 6 j 6 i, sauf éventuellement pour j = p , vp(bi-j) 2 q +V (j)-h+l 
i h P 

et par conséquent v (a.) = v ( 1 ( )bi-j) ) q +m-h+l . P 1 P jxl h 

Il nous reste à examiner le cas où j = p h-l : (6) devient 

h- 1 h- 1 r - i + p  
h - i = P  (pm1)(q h-1 

i-p i-p 

et nous voulons montrer que vp(b h-l ) > , q ,  soit 
i-p h 

Il en est bien ainsi, vue l'hypothèse r - i + p 
h 

h-l > 0. 

h- 1 h 2. P l a ç o m - n o u h  dand l e  cas rh+p 5 i < p ; reprenons (6) et écrivons-13 

pour tout 1 6 j 6 i. Le même raisonnement que ci-dessus implique 

pour 1 s j 6 i, sauf éventuellement pour j = Ph-1. En fait, c'est encore 

vrai pour j = p ainsi que le lecteur pourra s'en convaincre aisément. 

h- 1 h Ils'ensuitquepour r h + p  s i ,  j l , 2 , . . ,  i bi-j est 



vp ( j )-h+qh 
divisible par p : autrement dit v (a.) >, m-h+qh. 

P 1 

Pro~osition 2.3.5. 

* m 
Soient m, n, p s N avec p premier ; soit 1 6 i 6 s = inf(p -1 ,II). 

Appelons h l'entier tel que ph-1 6 i < p 
h 

et posons n-ph-'+] = 

h- 1 h- 1 
P (p'l)qh + rh avec O 6 r h < p  (P-1)- 

j Soient (ai) lrjii des entiers relatifs tels que 

i . .  
1 al O' E O (mod 1) ; 

alors : 

h- 1 h- 1 j 
1. pour p 6 i < r + p  , v(ai) ~m-h+q+l, 1 , 2 , . . . ,  i ; h P h 

h- I h j 
2. pour rh+p 6 i < p , v (ai) 2 m-h+q 

h ' V j  E {1,2,...,iI . P 

Démonstration. 

Cette proposition se déduisant immédiatement de la' précédente, il suffit 
i . .  

seulement de la vérifier pour 1 6 n < p : l'hypothèse 1 a?,' = O (mod I), 
1 j = 1 

où 1 6 i 6 n, implique l'existence de bo,bl ,***~b,-~ dans Z tels qu'en 

particulier 

comme 1 6 j 6 i 6 n < p, on a v (a.) 5 m : c'est précisément le résultat 
P 1 

annoncé pour h = 1. 

Théorème 2.3.6. 

* Soient m,n, p E: IN avec p pemim.  P a ~ h  t a u t  evttim h de { 1 ,2,* ,ml, 

h- 1 h- 1 h- 1 anpude n-p +1 = p  (p-l)qh+ rh avec O s rh < p (p-1). A l u f i  : 

m- 1 7 .  p a m  n a p  , a n a  

R 2. p o u  ( n < p avec 1 s R 4 m-1, on a 



Démonstration. 

Elle se fait en plusieurs étapes, mais précisons d'abord les notations : 

m 
soit i E {1,2...s où s = inf(p -l,n), pour l'entier h tel que 

h ph-1 r i < p nous poserons 

m-h+q 
h 

h pour 6 i < p . h 
% mn 

1. KU(L~(~")) étant un groupe abélien fini d'ordre p , il existe, pour 

chaque i s (1,2, ..., SI, des entiers j (ai) i<j<i tels que 

j La prop. 2.3.5 montre qu'alors nécessairement v (a.)? m. pour 
P 1 1 

1 6 j- 6 i, et en particulier 

j Parmi toutes les familles d'entiers (ai)l<.<. vérifiant (8) , c h o h i ~ a o n n  . J.l 
j celle pour laquelle n. est le plus petit possible, soit (ti)lsj6i. 

1 

La prop. 2.3.5 montre qu'il existe des entiers j 
(~i) l<jsi tels que 

j 
m. 
1 j t. = p .u. , V j  s {1,2 ,..., il. 

1 1 

Notons qu' en particulier 

Nous avons alors 

Posons 

En faisant parcourir à i l'ensemble C1,2, ..., SI, nous obtenons ainsi 
% 

une famille 
(Xi) îrirs d'éléments de KU(L"(~~)). 



" ' n m  
2. S o i t  G l e  sous-groupe de KU(L (p  ))  engendré p a r  l a  f a m i l l e  ( x i )  1sj.s~' 

m. 
i 

Chaque x .  engendre un sous-groupe Gi de G ; comme p . x = O ,  G .  e s t  
1 i L m .  R. 

un groupe cyc l ique  d 'ordre  au p lus  é g a l  à p '. Supposons que 1 ~ ~ 1  = p 1 
R 2 

1 
avec R. < m. : nous aur ions  p . x  = O ,  s o i t  avec (9 )  

1 1 i 

avec v .  # 2 .  Vu l e  choix f a i t  pour u! 1 6 j 6 i- 1 ,  e t  v nous devons 
1 1 ' i ' 

a v o i r  nécessairement  n.-m. +ai 3 ni c ' es t -à -d i re  \ i mi ce  qu i  contre-  
1 1  

d i t  l ' hypothèse  R. < m . .  
1 1 

Autrement d i t ,  b'i & (1,2,  ..., s ) ,  Gi e s t  un groupe cyc l ique  isomorphe à 

I 

P s 
3 .  Nous a l l o n s  montrer que G = @ G . .  Supposons q u ' i l  e x i s t e  X i  E. 2, 

1 i= 1 
1 s i - 6  s ,  t e l s  que 

A l ' a i d e  de (9), nous obtenons 

C ' e s t  un polynôme, à c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s ,  de degré s ,  dont l e  c o e f f i c i e n t  

dominant e s  t 

k 
En posant  s A s  = p . p s  avec 

lJ s 
e n t i e r  t e l  que (us ,p)  = 1 ,  iil v i e n t  

mais,  é t a n t  donnée l a  c o n s t r u c t i o n  de x nous devons a v o i r  
s y 

n s - m  + k s 5 n  
s S 

c ' es t -à -d i re  k 3 m e t  par  conséquent 
S s 

m 
X - O (mod p '1. s 



s- l  
Ainsi  A x = O e t  nous avons donc 1 X .x = O ; e n  r a i sonnan t  de l a  s S i= l i i 

même manière il v i e n t  As-lXs-l 
= O e t  de proche en proche 

m. 
h i  z O (mod p 1 )  , vi  E 1 1 , 2  ,..., 81. 

I l s ' e n s u i t q u e  G e s t i s o m o r p h e à  B Z m ,  . 
i= 1 

P 
1 

Mais, e n  u t i l i s a n t  (3 ) ,  nous obtenons comme o rd re  du groupe G : 

?, 

autrement d i t  G e s t  isomorphe à K U ( L ~ ( ~ ~ ) )  e t  l e  théorème s e  t rouve 

ent ièrement  démontré. 

Remarques. 

1 .  Dans l a  démonstrat ion de  ce  théorème, nous avons m i s  e n  évidence l a  forme 

des généra teurs  ( c f .  ( 9 ) )  des groupes cyc l iques  composant &(Ln(pm)) : l e  

r é s u l t a t  obtenu montre qu'en f a i t  n .  = m. e t  v ( v . )  = O. En ~ a r t i c u l i e r ,  
1 1 P 1 

avec N = in£  (p- 1 , n) , l e s  N premiers  groupes cyc l iques  o n t  respec t ivement  

pour généra teurs  

2. Pour m = 1 ou 2, nous retrouvons a i n s i  l e s  r é s u l t a t s  obtenus p a r  

T. Kambe [24]  , T. Kawaguchi e t  M. Sugawara [28] , T.  Kobayashi et 

14. Sugawara [ 3 4 ] .  Le r é s u l t a t  pour m quelconque que nous av ions  annoncé 

dans [40] , a également été obtenu par  A. Chabour [13] pa r  une méthode d i f  f 6- 

r en t e .  

Nous a l l o n s  maintenant  donner des  p r é c i s i o n s  s u r  l ' o r d r e  de  O e t  de 

s e s  puissances .  Compte tenue de l a  première des  remarques précédentes ,  il 

pourra  éventuel lement  ê t r e  supposé que n b p. 

P ropos i t i on  2 . 3 . 7 .  
'L 

Dans K U ( L ~ ( ~ ~ )  ) , on a : 
n- i 

i 1 .  pour t o u t  1 s i 6 n,  a a pour o r d r e  p 



2. pour t o u t  O s i 6 n-p 

' Démonstration. 

Nous a l l o n s  d'abord montrer que 

m+ [L] 
p- 1 .n-i 

P = O pour O < i < n-'l 

Considérons l e s  deux r e l a t i o n s  fondamentales (1) 

n- l  m n en m u l t i p l i a n t  l a  seconde pa r  a , il v i e n t  t r i v i a l emen t  p . a  = O : c ' e s t  

justement (10) pour i = O. Supposons a l o r s  (10) é t a b l i e  jusqu 'à  i - 1  e t  

m i 
n-i-l 

mu l t ip l ions  (n+1lP -1 = 0 par ? (7 , nous obtenons 

m+ [A] m - i 
P 

P-1 n i  = - f (pm) [p- 1 1  on-i- 1 +k 

k=2 k 

s o i t  e n  f a i t  

Comme O s i+l-k s i - 1 ,  l 'hypothèse de récur rence  a s s u r e  que 

i+l-k 
Mais, - vp(k) + L*] > +[-] pour 2 6 k 6 i + l  : en e f f e t  P- 1 

vp (k)  v (k)-1 
c a r  i+l-k s i+l-p = i-(p-1) ( l+p+.  . .+p  P ) , c 'es t -à -d i re  

i+ 1 -k i-(p- 1)v (k) 
i+l-k 6 i - (p- i )v  ( k ) ,  d'où 4 [ 

P P- 1 1 = $-&l - v*(k)* 

[si v (k)  = 0, (12) e s t  t r i v i a l e ]  . Ains i  l e  second membre de (1 1 )  e s t  nu l  P 

e t  donc ( 10) v r a i e .  



m 
i 

n-p-i 
S o i t  a l o r s  O < i d n-p e t  mu l t ip l ions  ( ~ + l ) ~  -1 par  p  O 9 

nous avons I 

k+p 

D' après  ( 10) , chaque terme du second membre est: nu l  s i  

p+ i-lc i+ 1 - k ~  
m - ~ ( k )  + $+]  2 m + 1-1 = m + 1 + P' 1 p-1 ' ' 

ce q u i  e s t  assurément l e  cas  d 'après  (12) .  I l  s ' e n s u i t  

La seconde a s s e r t i o n  de l a  p ropos i t i on  découle c la i rement  de ( 1 3 ) ,  ca r  d 'une 
m 

p a r t  ) = p m-l(pm-l) e t  d ' a u t r e  p a r t  ( P ~ - ' )  i 1 (mod p) s e l o n  l e  r é s u l t a t  
P  P - 1  P - 1  

su ivan t  - 

Lemme 2.3.8. k8] 

i i 
So ien t  a  e t  b  deux e n t i e r s ,  1 aip e t  1 b .p l e u r s  ex t ens ions  p-adiques 

i i 1 

r e spec t ives ,  a l o r s  

a .  
1 (b) fl  ( 1 (mod p l .  

i bi 
m+ [LI 

Vue ( 10) , l a  s e u l e  chose q u i  r e s t e  à prouver  e s t  que p  
P-' e s t  exactement 

n- i 
l ' o r d r e  de o : d ' ap rè s  ce  que nous venons d ' é t a b l i r ,  il s u f f i t  de l e  v é r i -  

fier pour i = n-1. Avec n  = ( p - l ) q l + r l ,  O 6 r < p-1, l e  théorème 2.3.6 
m. 

1 I 
1 

montre que a  a  pour o rd re  p  où m = m-l+q ou m+ql s e l o n  que 
1 1 I 

m+ [e] 
r l  = 9 OU non, a u t r e m e n t e d i t  a  a  b i e n  pour o r d r e  p  P- 1 

% n m 
Pour p  = 2,  nous é tud ie rons  p lus  en  d é t a i l  l a  s t r u c t u r e  de KU(L ( p  ) )  - 
( v o i r  c h a p i t r e  4 ) .  

2 . 4 .  Cohan~otagie d u  eapacu tedcLLeaitrea honquéa . 
NOUS appelons upace  LedcLLe&e honqué d'omite p t o u t  q u o t i e n t  d 'un  

espace l e n t i c u l a i r e  L " ( ~  ; po ,p l , .  . . ,p ) par  l ' u n  de ses s q u e l e t t e s  de dimen- 
n  



n 
s i o n  impaire 2k+l où k # n ; un t e l  espace s e r a  n o t é  Lk(p ; po,p ,pn) 

P r o p o s i t i o n  2.4.1. 

i 
' E pour i = 0 ,  2k+2, 2n+1 

i n 
H (Lk(p ; po ,p I , .  . . ,pn) ) = C pour i = 2k+4, 2k i6 , .  . . ,2n, 

P 

O a i l l e u r s .  

Démonstration. 

I l  s u f f i t  de l a  f a i r e  pour l e s  espaces  l e n t i c u l a i r e s  o r d i n a i r e s .   i inclusion 

canonique Lk(p) * Ln(p) i n d u i t  l e s  isomorphismes : 

% i k  
H ~ ( L ~ ( ~ )  ,L)  4 H (L (P) , L )  pour O s i d 2k (1) 

Pour l e  v o i r  il s u f f i t  de l e  v é r i f i e r  pour k = n-l e t  de composer l e s  d i f -  

f é r e n t s  isomorphismes a i n s i  obtenus.  Dans ce s  cond i t i ons  l a  s u i t e  exac t e  de 

n k 
Puppe pour l a  p a i r e  (L (p) ,L (p ) )  donne immédiatement 

$i 
H (L;(p) ,l) = O pour 1 6 i 6 2 k + l ,  

% 
' L i  

Hi(Lk(p) ,Z) 4 i! ( L ~ ( ~ )  ,L) pour i > 2k+2. 

D 'au t re  p a r t ,  le  diagramme commutatif 

k+ l où a es t  d é f i n i e  p a r  a(  [z] ) = j u(z) pour t o u t  [ z ]  B L (p) , i n d u i t  

en  cohomologie l e  diagramme commutatif su ivan t  

2k+l k a 2k+2 n 2k+2 n 
0 + H (L (P) H (Lk(p) ,Z) -+ H (L (p) ,Z) -+ O 



* 
aux l i g n e s  exac t e s .  u é t a n t  l e  composé des  deux isomorphismes 

* 
( l e  premier r é s u l t e  de ( l ) ) ,  l e  lemme des cinq montre que a e s t  un isomor- 

phisme, d'où l e  r é s u l t a t .  

' 
Nous a l l o n s  maintenant nous i n t é r e s s e r  à l a  KU-théorie de ces  espaces ; 

l à - auss i ,  il nous s u f f i r a  de ne cons idé re r  que l e s  espaces l e n t i c u l a i r e s  o rd i -  

n a i r e s  (prop 2.2.1 (2)  e t  t h .  2.2.4).  

1 
S o i t  f ' i 'homomorphisme K % ( L ~ ( P ) )  + K % ( L ~ + '  ( p ) )  i n d u i t  par  1 ' i n c l u s i o n  

n 
canonique f de Lk"(p) dans L ( p ) ,  a l o r s  pour t o u t  p (non néces sa i r e -  

ment premier) 

' 1 
KU(L;(~))  = L 8 Ker f '  

Démonstration. 

Dans l e  diagramme ( 2 ) ,  il e s t  f a c i l e  de v o i r  que a e s t  e n  f a i t  l ' i n c l u s i o n  

canonique de LkO1/Lk dans Ln/Lk (on o u b l i e  p c a r  il n'y a aucune ambi- 

g u i t é ) .  Alors ,  en  é c r i v a n t  l e s  s u i t e s  exac t e s  a s soc i ées  aux i n c l u s i o n s  d e  ( 2 ) ,  

on o b t i e n t  l e  diagramme su ivan t  



dont  tous  les c a r r é s  commutent e t  l e s  l i g n e s  e t  colonnes son t  exac t e s .  Les in- 

I c l u s i o n s  i , h  e t  u  i n d u i s a n t  des épimorphismes e n  cohomologie ( c f .  p rop  

k+ l 
2.4.1) e t  les s u i t e s  s p e c t r a l e s  dlAtiyah-Hirzebruch pour Ln, Lk e t  L 0 

1 1 1 
é t a n t  t r i v i a l e s ,  i ' ,  h a  e t  u' son t  des  épimorphismes (pour h! c ' é t a i t  

I "., -1  k+l 
év ident )  d ' ap rè s  l a  prop. 1.4.6. D'autre  p a r t ,  on s a i t  que KU (L  ) = 0 ,  

- 1  k 
KU (L ) - G (prop. 2.2.1).  6 e s t  un monomorphisme donc a a u s s i ,  il 

! 
s ' e n s u i t  que a es t  un épimorphisnie (lemme des  c inq ) .  Nous en  déduisons l a  

I s u i t e  exac t e  su ivan te  

I % 
1 

O + K e r  u.  + KU(L;) -%-+ E + O 

I n-k- 1 
q u i  es t  dcb~dée puisque Ker u '  e s t  un groupe f i n i  d ' o rd re  p  (prop.2.2.1)  

I 1 "., k + l \  % "., k+l 
' e s t  l e  r é s u l t a t  recherché puisque K e r  u! = K e r  f '  p a r  KU(L -+ ?.U(L O ) 

Tliéorème 2.4.3. 

* 3 
:;oie& k, m, n, p  E N avec p phewim e,t n > k ; posov~s t = in!(p -1 ,h+1) 

m s = i n f  (P - 1 ,  n) . Soient (mi) Ciss ( 'LaP* ( m f ) l r i r t  ) CU e n C l m  anaociéb à 

L " ( ~ ~ ) )  ( h a p .  L~+' ) pah t a  ne.tation ( 7 )  du t h .  2.3.6. A l o ~  

où, pouh  1 s i s t ( h a p .  t < i P s ) ,  Gi ut un ghoupe cyclique d'ohdhe 
m. -m! m 
1 1  i m ! 

P 
1 ( h a p .  p 1 engendiré p u t  p x. (nup .  x. 1, avec (xi)  16iSs 

1 1 
d a  

% 

généhatem du ghOUpe K U ( L " ( ~ ~ )  ) . ( t h .  2.3.6 ( 9 )  ) . 

Cela découle  immédiatement de la  p r o p o s i t i o n  précédente .  

Exernp l e s .  

,-u 7 
1. XU(L3(3>) Z $ 2 fB Z où Z e t  Zg s o n t  respect ivement  engendrés  

9 3  
7 % 3 

p a r  i)o e t  30- .  D e  même KU(L1(4)) est  isomorphe à C B Z2  B C2. 

2. rioyennant l e  th .  2.2.5, il va  de s o i  que l e  théorème précédent  permet d e  

% 
c a l c u l e r  l a  KU-théorie des  espaces  l e n t i c u l a i r e s  t ronqués d ' o r d r e  p quel- 

conque. 



2i 

Ainsi pour K U ( L ~ ( ~ ) )  nous avons : 

où chacun des groupes cycliques f i n i $  e s t  respectivement engendré par 

3 2 2 2 
~ [ ( o + l )  - 1 1 ,  9[(0+1) - 1 1 ,  3[(0*1) -11 . 

Remarque. 

Le théorème précédent donne en p a r t i c u l i e r  l a  K-théorie complexe des espaces 

p ro j ec t i f s  r ée l s  tronqués (cf .  [ 1 1, p. 622) de dimension impaire. 



CHAPITRE III 

K-THEORIE REELLE DES ESPACES LENTICULAIRES ......................................... 

Soit X un espace compact sur lequel un groupe fini G opère : on désigne 

par r (resp. c) le morphisme de réalification KUG(X) + KOG(X) (resp. 

de complexification KOG(X) + KUG(X)) qui à tout G-fibré vectoriel complexe 

(resp. réel) de rang m et de base X associe le G-fibré vectoriel réel 

de rang 2m qui lui est sous-jacent (resp, sa structure naturelle de m-fibré 

complexe) ; par t l'involution de KüG(X) qui à tout G-fibré complexe 

associe son conjugué. Lorsque G opère librement sur X ,  les morphismes r, c 

et t sont susceptibles d'interprétations analogues en termes de représentations 

(cf. 5 1.4. p. 22 et prop. 1.2.3). 

D'après R. Bott Cg], ces morphismes sont tels que 

c et t sont des homomorphismes Eonctoriels d'anneaux, r 

est un homomorphisme fonctoriel de groupes. 

n 2r En utilisant l'isomorphisme canonique Y : KU(L (p;pO,pI, ...,p n)) - 
KU(L"(~) ) (th. 2.2.4), il ressort des définitions et propriétés précédentes 

n que Y induit un isomorphisme canonique de KO(L (p;po,pI, ...,p 1) sur 
n 

KO(L"(~)) (pour tout p > 1) : cela résulte de la prop. 1.2.3. (2) qui clas- 

sifie les représentations réelles de Z . 
P 

D'un autre côté le théorème 1.4.5 montre que la ~bthi5ori.e des espaces lenticu- 

laires d'ordre p quelconque se ramène à celle des espaces lenticulaires 

d'ordre où p premier. 

Moyennant le résultat suivant que nous admettrons pour l'instant (voir prop. 

3.2.3). 



Proposition 3.1.1. 

Pour p impair : 

2i n 
Z2 @ KO(Lo(p;po.pl, ...,p ,)) si n n O (mod 4) 

Q n 
KO(L (P;P~,P~,".'P~)) = 

2i n 
KO(Lo(p;po,pl ,.. ..pn)) si n 2 O (mod 4: 

nous pouvons donc énoncer 

Théorème 3.1.2. 

I . Pom .to& (p ; po , p , . . . , pn) (p non néce66ahemenZ pkeeeii)  , 

s r 
(i) powr n $ O (mod 4) : K%(L"(~)) = @ $(L"(~~~)), 

i= 1 

(ii) pom n Z O (mod 4) : 

r s r. I, &(inln '1 [ e p i 1  pour p pair avec 
-i=l 

Nous allons maintenant (en conservant les notations du chapitre II) nous 

intéresser à certains éléments de &(Ln(p)) et K%(L~(P)) Tout d'abord, 

p étant le fibré canonique complexe de rang 1 de base P"(c), nous allons 

rappeler le lien qui existe entre p et 5 = S 2ni1 x C -r L"(~) le f ibré 
A 

complexe de rang 1 associé par la représentation naturelle A : PI. + C* 
P 

au revêtement universel S 2n+ 1 -r L"(~). Soient f ,g et lï les projections 

canoniques suivantes 



n 
il est clair que l'if = g ; appelons E l'espace total de v et i'i E celui 

* 
de son fibré image réciproque fl , alors 

~enime 3 . 1 . 3 .  

* 
Les fibrés 5 et p sont isomorphes. 

Preuve. 

- 
Un élément (z,a) de S 

2n+ 1 
x C est la classe d'équivalence d e  

2n+I (C 
A 

(z,a) E S modulo la relation d'équivalence R 

k ((z,a)R(z1,a')) <=> (3 E Z tel que z' = E .z et a' = a.~-~), 
P 

2n+ 1 n+ l en considérant S = (Z E C 1 I z I  = 1). Considérons l'application 

définie par 

* 
En fait Q est un morphisme de 5 dans l'i u car d'une part le diagramme 

- 
où a[(z,a>J = i(z), ~[f(z) ,(g(~) , z l ) ]  = i(z) avec z c s2*+l, z1 E g(z), 

a E 0, est commutatif, et d'autre part Q est clairement linéaire sur les 

fibres. Mieux Q est l'isomorphisme annoncé. En effet c'est un monomorphisme 

puisque : 

k (fi[(=)] -~L(y,b)_l) = (3 C E E  tel que y =  5 z et a=bCk), 
P - 

la dernière assertion équivaut à (z) = (y,b) . 



n 
Soit maintenant [£(z), (g(z) ,zl)) E iI E : comme z' f g(z), il existe 

* 
a s @. de norme 1 tel que z' = az ; il vient clairement 

n[(r;a>J = Cf(.) ,(g(z) ,z1)JY 

autrement dit R est un épimorphisme, ce qui termine la preuve. 

L'homornorphisme c : + &(L~(~)) est tel que 

Preuve. 
'L 

Soit E = p - 1 E KU(~~(C)), le 1. 3.1 . 3  nous donne cr (a) = ( lit) (a) = 

* 
a + i'i t(~). On sait [44] que la classe totale de Chern du fibré 1i est 

2 n 
c(p) = l+i où a est un générateur de H (P (a) , E )  = E ; il en découle - 

c(u 8 t(~) = (]+a)(]-a) = 1. Les fibrés complexes de rang 1 étant classifiés - 

par leur première classe de Chern, il vient p.t(~) = 1 ; il s'ensuit 

m 
1 

1 + t(~) = - - - 1 (-I)~E' , ce qui implique 
I+E i=O 

1 n 
Dans le cas où p p&, soit p = 2q, H (L (P) .12) = Z2 

(cor. 2.1.3) : il existe donc un fibré réel de rang 1 de base ~"(p) non 

trivial (sa première classe de Stiefel-Whitney est considérée comme générateur 

de L2) ; appelons r sa classe stable dans K%(L"(P)), alors, en procédant 

comme ci-dessus, on obtient ( r34] , p. 258) : - 

3.2. C d c d  de $o~(L~(~)) - pout p hp&. 

La suite spectrale dlAtiyah-Hirzebruch 



p étant impair, vérifie les conditions de la prop. 1.4.2 ; il s'ensuit 

Autrement dit 

Proposition 3.2.1. 

Pour p impair non nécessairement premier 

Z pour s - n pair, 

1 .  &2s+1(~n(p)) = O pour s - n ~  1 (mod4), 

( Z2 pour s - n E 3 (mod 4) ; 

a 2s 2. Si s -est pair, le groupe KO a pour ordre 2.p 
[tl 

quand 

L2-i 
s - n r O  (mod4), p quand s - n 3 O (mod 4) ; 

2s n 3. Si s est impair, le groupe I% (L (p)) a pour ordre 2.p quand 

rgL'1 
1- 2 J 

s - n  5 O (mod 41, p quand s - n $ O (mod 4). 

De la même manière, en utilisant la proposition 1.4.3, on obtient 

Proposition 3.2.2. 

Pour p impair K%2s+ 1 (i,(p)) = O et, s e  p;Il s est pair ou impair, le 

L51 - 
2s 

groupe RO (L;(p)) a pour ordre p OU P 

n Soient i l'inclusion canonique de Lo(p) dans et j la projec- 

tion canonique de sur Ln(p) /L,(~) qui est homéomorphe à s ~ ~ + ~  ; 

elles induisent les homomorphismes 

1 a2s a 2s i *  : KO (~"(p)) -t KO (L:(~)), j . ' : KO a 2s(~2n*1 1 + KO Q 2s (L"(P) 1 .  

Proposition 3.2.3. 

Pour tout p impair 



1 
1. i' est un isomorphisme d'anneaux lorsque s - n $ O (mod 4) ; 

1 ?, 
2. j '  possède une rétraction J lorsque s - n 2 O (mgd 4) et alors l'ho- 

momorphisme 

est un isomorphisme de groupes. 

Démonstration. 

En appliquant la suite exacte de Puppe à la paire (Ln(p) ,L:(P)) Y Qn obtient 

1 1 
Q 2s-1 'L 2s i' %2s ... -+ KO (L:(~)) -+ &2s(~2n+1) L KO (L"(~)) --" KO (L:(P)) 

l a 

$02s-1 n 
avec (Lo(p) ) = O (prop. 3.2.2) . Lorsque s - n $ O (mod 4 )  , 
' ~ 2 s  2n+l 1 
KO (S ) = O et i' est un monomorphisme donc un isomorphisme puisque les 

2s n 
groupes &2s(~n(p)) et K% (Lo(p)) ont même ordre. 

2s 2n+l 
Lorsque s - n ' O (mod 4), nous avons K% (S ) = Z2 et 

cO2s+ 1 (s2n+ 1 2s n 
) = E : a est alors nécessairement nul puisque K% (Lo(p)) 

est un groupe fini. Il s'ensuit la suite exacte courte 

'L 2s 2s n si s est pair KO et K% (Lo(p)) ont respectivement pour ordre - 
@ [;l 

2 P et P : p étant impair, cette suite est ~ c i n d E e .  Même conclusion 

pour s impair. 

Proposition 3.2.4, 

Pour p impair, les homomorphismes de Bott 

'L 2s 2s n 'L 2s 2s n r : KU (L:(~)) - i?b (~~(p) 1, c : KO (L:(P)) - (Lo (PI) 

sont respectivement surjectif et injectif. 



Preuve. 

Dans l'énoncé ci-dessus il va de soi que r et c sont définis au rang 2s 

1. 2s 
au moyen de la périodicité de Bott. Dans KO (L:(~)) , le morphisme rc 

1.2s 
est la multiplication par 2 : comme KO (L:(~)) n'a que de la p-torsion 

(prop. 3.3.2) où p impair, rc est un isomorphisme. L1 s'ensuit trivialement 

le résultat annoncé. 

il( 
Soient m, n, p s N avec p # 2 et p m r i c z h .  Pom Xou;t entietr h de 

h- 1 h- 1 
{1,2, ..., ml, on pose n - p + 1 = p (p-l)qh + rh avec O 6 r 

h- 1 
h < P  (p-l)' 

Al0116 avec p = 2q + I et G = g2 ou O d&on pue n 5 O ou n d O 
O 

(mod 4) : 

I .  POU n 5 on a 

2 .  p o ~ l  6 n < avec I 6 6 m-I, on a 

Démonstration. 

Dans la démonstration du théorème 2.3.6, nous avions vu que les groupes cycliques 

composant K%(L~(~~) ) Y, J.&(L"(~~) ) étaient respectivement engendrés par 
O 

avec 1 6 i 6 s = inf (pm-l ,n) . Considérons dans &(L:(pm)) , les éléments 



S pm- 1 
pour 1 6 i s [-1 = inf (- Y 1 )  . Avec 1 'nonomorphisme d 'anneaux c nous 

2 2 2 
obtenons 

soit encore 

Alors, la prop. 2.3.5 et la construction des x 
i ' 1 6 i s s, qui engendrent 

&(~:(p~) ) , montrent que 

comme c est injectif (prop. 3.2.4), il s'ensuit 

.. A 

Soient G le sous-groupe de &(L:(~)) engendré par (yi) 
9 Gi 

1 sis [$ 
les sous-groupes cycliques respectivement engendres par yi : en raisonnant 

comme dans le th. 2.3.6, on a 

Alors, en posant p-1 = 2q, il est facile de vérifier que 

.. 
autrement dit G = &(L:(~)) et le résultat en découle clairement puisque 

(prop. 3.2.3) K%(L~(~)) = Go B) K%(L"(~)). 
O 



Remarques. 

1. Vue la remarque 1 qui suit le th. 2.3.6, il est clair qu'avec 

N = inf(q, [q) les Â premiers groupes cycliques de &(L:(~")) ont 
2 

respectivement pour générateurs 

Pour m = 1 ,  le résultat précédent et cette description des générateurs 

coïncident avec ceux de T. Kambe (243. 

2. On rappelle que toutes les propositions de ce paragraphe valent aussi 

pour les espaces lenticulaires généralisés (d'ordre impair). 

Concernant le comportement des puissances de ra dans CO(L~(~~)) , 

les prop, 2.3.7 et 3.2.4 nous donnent 

Proposition 3.2.6. 

Pour p # 2 et premier, on a dans K%(L~(~~)) 

Pour terminer ce paragraphe, nous allons montrer comment les résultats 

précédents permettent de conn&e Xouh X e d  gtuupa hi(~"(p)) pUut p h p a i h  : 

moyennant 3.1.2, 3.2.1 et 3.2.5, il ne nous reste plus qu'à calculer les 

groupes 

Lemme 3.2.7. 

Pour p impair : 

1 . pour tout n et i impair, K%~ (~:(p) II,:-' (p) ) = O ; 

2. pour i pair, soit i = 2s 



( O si s - n est impair, 

( Z si s - n  est pair. 
P 

Preuve. 

Nous savons que L:/L~~' (en oubliant d'écrire p.. .) est homéomorphe à 

S2n-1 U eZn où l'application d'attachement cellulaire 4 : S 
2n- 1 -+ s2n-I 

4 (s2n-1 2n 2n-1 
est de degré p. Pour la paire IJ e ,S ) nous avons la suite 

@ 
exacte longue 

Soient lthomomorphisme induit par 4 et S! l'homomorphisme de suspension 

induit par S : S 
2 n ! !  

-+ s , alors a = S 4 est la multiplication par p. 

Dans le cas i = 2s + 1, la suite précédente donne les suites exactes 

O -+ ~ i % ~ ~ + ~  ( s ~ ~ - ~  u eZn) -+ O pour s - n E O (mod 4), 
m 

?. 2~+1(~2n-l ,, .2n) O + ho a 
-+ C -+ & pour s - n z 1 (mod 4), 

4 
O -+ cO2s+ 1 ( s2n-1 U e 2 n ) -+ Z2 - a ,Z2 pour s - n r 2 (mod 4), 

4 
a K~2s+l(S2n-l ,, .2n) Z - &  + a 

2 2 
-t E --+ B! pour s - n : 3 (mod 4) ; 

4 
comme la multiplication par p impair dans C2 (resp. dans &) est l'identité 

K%2s+l Zn-1 ,, .2n) 
(resp. uii monomorphisme), il est clair que (s = O. Dans le 

4 
cas i = 2s, on procède de la même manière. 

Théorème 3.2.8. 

P o u  .tau;t p h p &  : 

Q 4s 1 .  p o u  .tout n, KO (L:(~) ) ut Csomoaphe à K%'(L:(P) ) ; 

2. su*vant que n es t  p a h  ou -ah, &4S+2(~n(p)) es t  *espect*uement h o -  
O 

moaphe à $O'(L:(~) ) ou K%O(L"+' (p) ) . 
O 



Démonstration. 

Considérons l'homomorphisme (de groupes) 

'L 2s 
où B : KU (L:(~)) e s t  l'isomorphisme due à la périodicite 

O 

de Bott, il est immédiat de vérifier la commutativité du diagramme suivant 

Puisque r est surjectif (prop. 3.2.4), rBc est syrjectif pour t9ut s : 

'LAS 
en fait c'est un isomorphisme pour s pair car KO et K%'(L;(P)) 

m O 

ont même ordre, à savoir 12' . Lorsque s est impair et n pair, rgc 

K%4s+2 n 
est encore un isomorphisme car (Lo(p)) a pour ordre 

P = p  . 
$4s+2 n Il ne nous reste plus qu'à étudier KO (Lo(p)) lorsque est impair : 

la suite exacte pour la paire (L"+' ,L") nous donne 
O O 

K14s+2 n+l K14~+3 n+l 
(L O (L O IL:) ; 

mais d'une part ( L .  3.2.7) 

&4~+3(Ln+l O /Ln) O = 0 ,  

et d'autre part (3.2.2) 

autrement dit on a l'isomorphisme K%4s+2 (L n+l ) 2 K%4~+2(L:) . Par composition 

'L4si2 *+') -k &O(L~;') qui résulte de la première avec l'isomorphisme rBc : KO 
(L O 

partie de la démonstration (n+l est pair I ) ,  on obtient 



l'isomorphisme annoncé. 

3 . 3 .  Ehpacen lc?dcLlk)&a ,;ILvnqué6 d ' vil&e &p&. 
f 

En conservant les notations du 5 2.4. (f' désigne l'homomorphisme 

+ &(L~(~)) induit par l'inclusion canonique de Lk" (p) dans ' 

I f I I !  I 
et même chose pour i ,  j ,  g h a et , on 6crit le diagramme 

2, 
(2) de ce paragraphe en KO-théorie. 

2, -1 k+l 1 k+l 
Alors pour tout k on a : KO (L ) = O = KO (L ) (prop, 3.2.2), 6 est 

un monomorphisme (plus précisément pour k f 2 (mad 4) 6 est nul, gour k 5 O 

! ! 
ou 3 (mod 4) c'est un isomorphisme), K%(L"/L~+') Ker u , enfin u 

O 

est toujours surjective (la suite spectrale d' Atiyah-Hirzabrueh pour ~o(L") 

est triviale et or applique 1.4.6). Lorsque k r 2 (mod 4 ) ,  on voit immédia- 

temen t que 

! 
I&(L~) 2 &(Ln/Lk*') A Ker f , 

O 

Lorsque k 5 O (mod 4), comme S est un isomorphisme on a a monomorphisme 

! 
et a épimorphisme possédant une section, d'où 

2i n I 
KO(Lk) = Z2 @ Ker f' . 

Pour k 1 (mod 4), on a encore 3 injectif et comme h! est surjectif, 

1 1 1 
i' est surjectif donc (lemme des cinq) 0' surjectif ; d'autre part, Ker u' 

étant un groupe fini, il s'ensuit 

1 
&(Ln) C 8 Ker f '  . 

k 

! Quand k = 3 (mod 4) des raisons analogues aux précédentes montrent que a 

est encore surjectif, de plus K%-l ( s ~ ~ * ~ )  
= Z 2  

-+ K%(L"/L~*') est le 
9 

morphisme nul, d'où 

1 
' L B Z 2 @ K e r f V  si n r O  (mod 4) 

2, n I 
KO(Lk) = Z @ Ker u' = 

1 
( Z  fB Ker f' si n f O (mod 4 ) .  



En résume , 

Proposition 3.3.1. 

Pour tout p impair et k < n, on a 

1 ( Ker f '  pour k : 2 (mod 4 ) ,  I 
1 

Z 8 Ker f' pour k E 3 (mod 4) et n $ O (mod 4), 
I pour k 1 (mod 4) , 

E2 8 Ker f ' pour k 5 O (mod 4), 

I 
5 $ Z2 8 Ker f' pour k z 3 (mod 4) et n 5 O (mod 4). 

A partir de ce résultat, on peut énoncer un théorème analogue au théorème 2.4.3, 

3.4. EXude de &(L~(~)) POUR p r d .  
Pour p impair, les résultats obtenus dans la K-théorie réelle des es- 

paces lenticulaires sont essentiellement dûs aux deux faits suivants : tri- 

vialité de la suite spectrale dtAtiyah-Hirzebruch par utilisation des critères 

1.4.2 et 1.4.3, injectivité de l'homomorphisme de complexification c. Quand 

* (*j 
p = 2m, m o N , la situation est à réexaminer : néanmoins, et c'est le but 

de ce paragraphe, la suite spectrale est encore triviale. Comme il ne s'agira 

que d'espaces lenticulaires d'ordre 2m, nous écrirons L~ pour ~"(2~) . 
?k 

D'autre part, pour tout x E IN , nous poserons (nombres de Radon-Hurwita) , 

Lemme 3.4.1. 

Pour tout n o N, K%(L~(~~)) (resp. K%(L:(~~)) est un groupe fini d'ordre 

au plus égal à 

2 $(2n+i)+(m-1) [z] -2 (resp. 2 $(2n)+(m-l)[$] ) .  

Preuve. 

Considérons la suite spectrale dlAtiyah-Hirzebruch 

(*) J.P. Jouanolou m'a indiqué que A. Chabour aurait abtenu un ré8liltat: analo- 
gue à la proposition 2.2.3 pour K0(Ln(2")). 



i ,-i 
et calculons les termes Ei" de degré total i+j = O i.e. les E2 . 

2 
Ei, -i 

Au moyen de 2.1.2-3, les seuls termes 2 
éventuellement non nuls sont 

tels que 

-i 
-pour i ~ O ( m o d 4 )  :E;' = C  pour 2 ç i  pair ,< 2n, 

2m 
i -i 

-pour i: 1 ou 2 (mod 8) : E2' =Z2 pour 1 s  i S 2n+l. 

Soient Y (2n+l) = card(0 < s 5 2n+l 1 s : 1 ou 2 (-rod 8) ), 

0(2n+l) = card(0 < s ,<2n+l 1 s - O (mod 4)), 

de telle sorte qu'évidemment 4(2n+l) = Y(2n+l) + 8(2n+l) ; alors parmi les 

Ei, -i 
2 non nuls : au plus Y(2n+l) sont égaux à E2 et 8(2n+l) à E . 

?J 
2 

Ainsi KO(Ln) est un groupe abélien fini tel que 

/&(Ln) 1 $ 2 Y(2n+l)+m0(2n+l) = 2$(2n+l)+(m-l) [fj 
Y 

puisque 0(2n+l) = [Pl . 
2 

Pour le Ln-sque le t te L:, on procède exactement de la même fagon. 

Nous allons montrer que les bornes supérieures précédentes sont effec- 

tivement atteintes : 

Theorème 3.4.2. 

(il II&(L~(~~)) / = 2 d(2n+l)+(m-1) [F] , 
(fi) IK~(L"(~~)) 0 j = 2 3(2n)+(m-l) [:] 

La démonstration se faisant par récurrence sur n, nous établirons au préalable 

un certain nombre de résultats. 

Lemme 3.4.3. 

4u+l m 1. L'homomorphisme K%(S~~+~) +- K%(L (2 ) )  , induit par la projection 
O 

L4u+l m 4u+l m 4u m 
O (2 ) + Lo (2 ) /L (2 ) est un monomorphiçme. 

8u+ 1 4u m 2. L'homomorphisme &(s ) + &(L (2 ) )  , induit par la projection 

4u m 4u m 4u m 
L (2 ) +- L (2 )ILo (2 ) est un monomorphisme. 



Preuve. 

% 4ri 
1. La suite exacte de KO-théorie pour la paire (L~'+' ,L  ) s'écrit 

O 

I 
a 8 ~ + 2  8' . hO(L4~+~) a , ( p + 2  ... +&(s ) ) ... 

O 

I I I I 
z2 2 

* 
Soit Bi i 8u+2 

: H (S i 4u+l 
.E2) + H (Lo ,Z2) l'application induite par la 

8u*2 projection B. 5 étant un générateur de &(s ) = Z sa classe 
2 ' 

de Stiefel-Whitney est telle que ~(~'(51) = @*(w(5)) i.e. 

i 8u+2 où wi(S)cH(S ,Z2) Alors 

1 * 
w(BS(5)) = 1 + B8u+2(5))* 

Vu le choix de 5 ,  on peut poser w (5) = a où a ggnérateur de 
8u+2 

8u+2 8u+2 
H (S ,Z2) = C La suite exacte de cohomologie s'ecrivant 

2 ' 

?+! * 
on voit que 

'8u+2 est surjectif donc 6 = O. Ainsi B8u+2(a) 'y 

alors 

1 j: !k ~(B'(s)) = I + ~ ~ ~ + ~ ( a )  avec i?8u+2 (a) + O 
montre que ~'(5) n'est pas un fibré trivial. ce qui signifie de 6' # 0. 

2. Procéder comme pour 1. 



Lemme 3.4.4. - 
Soit Xv le C.W. complexe tel que X2v ' =  LI'(^^) pour v = 2v1, 

X2v'+l 
= ~ ~ ' ( 2 ~ )  pour v = 2v1+1 (v' O). Soit i l'inclusion v 

t % 

xv-l -f XVY 
alors 1 'homomorphisme induit i ' : 20(xv) + KO(X~-~ ) v 

est surjectif pour tout v > 1 .  

Preuve. 

Considérons la suite exacte 

t 
i ' 1 v ... + K%(sV) + x v )  K%(X ) K% (S) -+ ... v- 1 

Lorsque v 0, 4, 6 ou 7 (mod 8) , K%' (sV) = O et le résultat est trivial. 

1 v 
Lorsque v 5 1, 5 (mod 8),  K% (S ) - t et le résultat s'ensuit par 3.4.1. 

% 1 
Pour v i  2 ou 3 (mod 8), KO (sV) 2 L2 : il s'agit de montrer que a = 0, 

v- 1 
c'est-à-dire que l'application d'attachement cellulaire f : S + X v- 1 

induit 1 'homomorphisme nul en K%-théorie. Soient f ! et f *  les homornor- 

phismes respectivement induits par f en K%-théorie et en cohomologie à 

% 
valeurs dans Z2. Alors, pour tout x s KO(XV-l) , on a 

soit 

t * 
w(f '(XI) = 1 + fv-l (wv-l 

* v- 1 Mais 
f ~ - l  : H (Xv-, ,Z2)  = Z2 + 

(sV-' ,z2) = zZ est "la muitipli- 

* 
cation par 2m dans Z autrement dit fv-l 

2 ' = O. Ainsi, pour tout 

1 t 
x E K~(x~-,) ,w(f '(x)) = 1 : cela signifie que f' (x) est trivial pour tout 

?r 1 
x de KO(XV - 1) ,  i.e. f' = 0. 

Proposition 3.4.5. 

Pour n i 3 (mod 4), les groupes &(Ln-' (z~)) , I?O(Ln-' (Zm)) SQ(L;(~~)) 
O 

et 20(~"(2~)) sont isomorphes ; ces isomorphismes sont induits par les 

inclusions canoniques. 



Preuve. C'est trivial. 

Démonstration du théorème 3.4.2. 

On raisonne par récurrence. Pour n = O, (i) et (ii) sont vraies puisque 

?. 1 &(L:) = $O(*) = O et &(LO) 2 KO(S ) = C2. Alors la prop. 3.4.5, car 

et les lemmes suivants suffisent à l'établir pour tout n. 

Lemme 3.4.6. 

Si (i) et (ii) sont vrais pour n = 4u, ils sont encore vrais pour n = ku + 1 .  

Preuve. 

(i) Pour la paire ( ~ 2 ~ "  , L ~ ~ )  on a la suite exacte 

I 1 
Par 3.4.3.1 (resp. 3.4.4) 6 '  est injectif (a' est surjectif) ; d'où la 

suite exacte 

Alors /K%(L~~+')I O = ~ . I & ( L ~ ~ ) I  = 21+Q(8u+l)+(m-1)2u = 2 4u+2+(m-l)2u= 

2$(8u+2)+(m-1) 2u 

(ii) Pour la paire ( L ~ ~ + ~  4u+1) on a la suite exacte ' Lo 

où a = O (3.4.4). D'où l'isomorphisme &(L~~+') -% $O(L~~+~) ; le 
O 

résultat s'ensuit car #(8~+2) = 4u + 2 = ~ ( 8 ~ + 3 )  

Lemme 3.4.7. - 
Si (il et (ii) sont vrais pour n = 4u+1, ils sont encore vrais pour 

n = 4u+2. 



Preuve. 

Il suffit de montrer (i) : (ii) s'en déduira par la prop. 3.4.5. Dans la suite 

exacte 

il suffit de noter que ker a' = E : cela résulte de ce que 
,m 

ker a! = coker a = Z . En effet l'examen de la suite spectralt dlAtiyah- 
,m 
L -1 4u+2 % - 1  ?4u+1 

Hirzebruch révèle que K% (L ) est un groupe fini alors que KO ( 4  ) 
O 

est de la forme Z tk G où G groupe fini : il s'ensuit que al i5 est la 

multiplication par 2m dans E ,  donc coker a = C 
2m' 

Lemme 3.4.8. 

Si (i) et (ii) sont vrais pour n = 4u+3, ils sont encore vrais pour 

Preuve. 

(i) Considérons le diagramme commutatif suivant 

" % 
où les lignes sont les suites exactes de KO et KU-théories associées & la 

paire (L 
4u+4 =4u+3 
O '  

) et les flèches verticales les homomorphismes de comple- 

xification. On sait ( C I ]  , p. 618) que cl est un isomorphisme : il en 

1 1 * 
résulte que c 1 ker a' envoie ker a' buh ker a . Mais comme 

2 
1 &(LU+4) / = 2 m(4u+4) et &(L4~+3) 1 = 2 

* 
O 

m(4u+3) , on a / ker a 1 = zO. 

Il s'ensuit (l. 3.4.1.) 



4u+4+(m-1) (2u+2) 
* 1 

2 m =  lker a 1 s lker a.] = ' 4u+3+(m-I)(2u+l) = 2m , 
I&(L~~+~) 1 2 

1 m donc l~er a'] = 2 et 
I ~ ( ~ 4 ~ + 4 ) ~  , 2$(8u+8) +(m-l) (2u+2) 

O 

(ii) La suite exacte associée à la paire (L 4u+4 4u+4) S,écrit ' Lo 

! 
Alors a = O et B injectif (1.3.4.3.1) donnent la suite exacte 

1+4u+4+(m-1) (2u+2) = 2$(8u+9) +(m-1) ( 2 ~ ~ 2 )  
qui implique bien I&(L~~+~) 1 = 2 

Corollaire 3.4.9. 

n m Soit i : ~:(2~)) + L (2 ) l'inclusion canonique, alors n 

(i) in : 20(~"(2~)) + J&(L:(~~)) est un isomorphisme pour n t O (niod 4); 

(ii) la suite 
1 

2n+ 1 
i ' ~ 

est exacte pour n z O (mod 4). ~ 
Remarques. 

1. Pour p impair, 3.4.9 s'enonçait de la même façon avec la propriété supplé- l 
mentaire pour la suite (ii) d'être scindée. l 

% 
2. Pour m = 1, les résultats obtenus redonnent i ~ ~ ( ~ n ( ~ )  11 = 2 "("1 (cf. c i ] ) .  l 

Le fait qu'ici c n'est pas injectif ne nous permet de déduire immi2- 

diatement de &(~"(2~)) la connaissance de &(~"(2~)) . Néanmoins y en 

utilisant les prop. 2.3.7 et 3.1.4, on peut dire que 



Proposition 3.4.10. 

2m+n+ 1 -2 i 
Dans & ( ~ ~ ( 2 ~ ) )  : pour tout 1 6 i s , (roIi a au plus 

2 

l?1+2 = 0. 
pour ordre ; (ru) 

La proposition précédente signifie qu'en particulier lorsque c est injectig 

(ro) 
a 2m+n-2i pour ordre. On verra dans le chapitre suivant conment 

pratiquement on peut obtenir de meilleurs renseignements. 



CHAPITRE I V  

SUR L A  K-THEORIE DES ESPACES LENTICULAIRES D'ORDRE zrn 
- - - - - - - -C-- - - - - - i - - - -C-- - - - - - - -C-- - - - - - - - -w-v-- - - - - - - - - - -  

Les t r o i s  premiers paragraphes de ce c h a p i t r e  c o n s i s t e n t  à é t u d i e r  avec I 
\ n m  p r é c i s i o n  l a  s t r u c t u r e  a d d i t i v e  de KU(L (2 ) )  : on y o b t i e n t  des  résultats 

complets pour une l a r g e  c l a s s e  de v a l e u r s  de n. Les a u t r e s  paragraphes s o n t  I 
consacrés  aux espaces l e n t i c u l a i r e s  d ' o rd re  8 dont  on d é c r i t  en t iè rement  l e s  I 
s t r u c t u r e s  a d d i t i v e  e t  m u l t i p l i c a t i v e  de l e u r s  K-théories complexe e t  & e l l e ,  

Outre l e s  éléments i n t r o d u i t s  dans l e s  c h a p i t r e s  précédents ,  nous çons i -  1 
'L 

dêrerons- l e s  éléments s u i v a n t s  de K U ( L ~ ( ~ ~ )  ) 

2h- 1 
yl - ( ]+a )  - 1 ,  

d é f i n i s  pour 1 s h  d 6 où 6 = inf(R,m), G é t a n t  l ' e n t i e r  t e l  que 

1 s n  < 2' ; de s o r t e  que 

Pour 2  S h  d 6, nous poserons 

Pa r  a i l l e u r s ,  nous aurons beso in  des deux lemmes év iden t s  s u i v a n t s  

Lemme 4.1.1. 

* M 
S o i t  M E: iN , a l o r s  pour  t o u t  O 6 j s 2  -2 on a 

zM - j > l + v ( j ) .  

Lemme 4.1.2. 

So ien t  des  e n t i e r s  N 3 O e t  h  2 2  ; considérons l e s  deux d i v i s i o n s  I 
h-2 N N 

avec O S  rN < 2  h-1 N N N = 2  . 
qh-] + rh-] h- 1 

h-2 e t  N + ~ . 2 ~ - ~  = 2 .qh + rh 



N h-1 avec O e rh < 2 e t  E = 21, a l o r s  : 

- ou b i e n  
N N 

= 2qh - E e t  r N -  
N 

'h- 1 h-1 - rh 

- ou b ien  N N N = rN - 2h-2 . 
= 2qh - E + I  e t  r 

qh- 1 h- 1 h 

Ci-dessus v ( j )  e s t  mis pour v 2 ( j )  ( ce  que nous f e rons  dans t o u t  ce c h a p i t r e ) .  

D'un a u t r e  c ô t é  avec l e s  no ta t ions  usue l l e s  : pour N = n+l -- 2 h- 2 
e t  

N -  - N -  
qh- 1 qh-1 ' 'h-1 - rh,19* . O  

( c f .  prop. 2 . 3 . 4 ) .  

Enfin,  rappelons que l e s  deux r e l a t i o n s  fondamentales 

n+ 1 
a 

2m 
= O e t  ( a + l )  - 1 = O 

<t 
c a r a c t é r i s e n t  complètement l a  s t r u c t u r e  m u l t i p l i c a t i v e  de K U ( L " ( ~ ~ ) ) .  Du reo te ,  

l e s  r é s u l t a t s  d é j à  obtenus (prop. 2.3.7) se t r a n s c r i v e n t  a i n s i  

P ropos i t ion  4.1.3. 

i 2m+n-i . 
1 .  Pour tou t  1 S i S n : a a pour ordre  9 

2. Pour tou t  O 6 i 6 n-2 : 2m+i-l .O n-i = + 2  m + i  .a n-i-1 . 
9 

3. Pour tout  O 5 i 6 n-2 : zm-lri n-i-2 - 
'w2 

- 0.  

C o r o l l a i r e  4.1.4. 

2m-l-t t+t Soient  O 6 k 6 n+l e t  1 6 t 6 m-1, a l o r s  
""2 

ak = O avec 

tk = [y] 
Preuve. 

En é c r i v a n t  n+l-k = 2 t k  + rk avec r = O ou 1 ,  nous avons 
k 

Comme m - 1 - t + i  2 m+n-(n+l-r +2t - i )  i . e .  t 3 r , p a r  4.1.3.1 9n v o i t  que 
k k 

l ' a s s e r t i o n  proposée e s t  v r a i e  pour t 2 1 .  



P r o p o s i t i o n  4.2.1. 

1 .  P o u r  n = 2q2 + 2 : 

q2+2-i 
( i l  

2m-2+i 
'"2 

= O pour  O < i d q + 1 ,  
2 

q2+1-i 
( i i)  2m-2+i m-3+i q2+2-i 

'"2 = t2 
W2 pour  O 6 i É q 2 • 

2. Pour  n = 2q2+1 : 

2m-l+i q2+1-i 
( i l  2 

= O pour  O 6 i 6 q2 ,  

2 m - ~ + i  q2-i q2+1-i 
( i i )  = 12 

w 2 + i  
w2 '"2 pour  O < i 6 q2-1. 

Démonstra t ion.  

S o i t  n = 2q +2, a l o r s  les a s s e r t i o n s  c o r r e s p o n d a n t e s  s e  démontrent  p a r  récur- 2 
2m- 2 q2+2 r e n c e  s u r  i. Tout  d 'abord montrons que 

'"2 = O :  

supposons a l o r s  ( i )  v r a i  jusqu 'à  i avec  O < i 6 q2  
O O 

e t  m u l t i p l i o n s  
i q -i 

- ] = O  p a r  2 0 w 2  , il v i e n t  

Dans (1) chaque terme du second membre a un c o e f f i c i e n t  dont  l a  v a l u a t i o n  

m- l (dyad ique)  e s t  s u p é r i e u r e  ou é g a l e  à m-2 + ( i  +j-2m-1+2) = m-2 *j*i , 
O O 

a i n s i  que l e  mont ren t  l e s  lemmes 2.3.1 e t  4 .1 .1 ,  p a r  conséquent  chaque t e rme  

de  c e t t e  somme es t  n u l .  Pour  é t a b l i r  ( i i ) ,  il s u f f i t  de  p r o c é d e r  corne d a n s  

l a  p r o p o s i t i o n  2.3.7. 

Na ture l l ement  le  c a s  n = 2q2+l se t r a i t e  exac tement  de  l a  même manière .  

P r o p o s i t i o n  4.2.2. 
m-2+q2 q2+2 

1 .  Pour  n = 2q +2 on a 2 
2 (w2a+2 0) = 0 .  

m-2+q 
2 ci2+ 1 m-2+q 2 .  Pour  n = 2q + 1  on a 2 (w2+2 O) = O  e t  2 2 

2 w 2 0  O 



Démonstra t ion.  
m-2+q 

2 
m-2 q2+1 

1 .  P a r  4.2.1.1.  ( i i )  : 2 w 2 u = f 2  o m-2 2 42 2 
a = 52 w2(a +2a) a , s o i t  

Pour  O 6 j-1 < q2 ,  chacun d e s  termes du second membre de ( 2 )  e s t  n u l  

(prop.  4 .1 .3 .3 ) ,  donc 

m-1 n - 
Comme (prop.  4.1.3.2) 2 a - +2 

m+n- 2 a , il s ' e n s u i t  b i e n  

2. De l a  même façon ,  on a 

m-2+q 2 q2+1 
d 'où  2 (w2+2 a )  = O ; d e  là  il s ' e n s u i t  a l o r s  

m-2+q2 
2 a = O  (prop.  4 .1 .3 .1) .  

Dans le  c a s  où m = 2 ,  o n  p e u t  a l o r s  énoncer  

Théorème 4.2.3. [34] 

7 .  Powc n = 2u+2 (u  3 O) , on a 

où chaque dactewr ent ~rupectivement engendrré patc a ,  w2 
et w2a+ 2u+2.0 . 

2 .  Pou4 n = 2u+l ( u  ) O), on a 

où chaque bactem ent tespe&v.tivenent engendrré pair u , w2 + zU+' . o eX  a. 



Preuve. 

% 

On s a v a i t  ( c f .  5 2.3) que K U ( L ~ ( ~ ) )  é t a i t  addi t ivement  engendré par  a ,  a 
2 

e t  03, il e s t  a l o r s  c l a i r  que o,  w2 e t  w20+2U*2. o ( resp .  o ,  w2+2U'1 . o 
% 

e t  w a )  engendrent K U ( L ~ ( ~ ) )  en t a n t  que groupe. Les proposi  tiens 4 .1 .3 .1 ,  
2 

4.2.1 e t  4.2.2. j o i n t s  au  f a i t  que / K u ( L ~ ( ~ ) )  / = 22n a s s u r e n t  l a  conclusion.  

Dans ce  q u i  va s u i v r e  on v a  g é n é r a l i s e r  pour  % l e s  r é s u l t a t s  ob tenus  I 
pour w2 : l a  méthode va c o n s i s t e r  à r a i sonne r  pa r  récur rence  s u r  h .  Dans 

c e t t e  g é n é r a l i s a t i o n  l a  d i s t i n c t i o n  "n p a i r  ou n impair" devien t  ' I r h  = O ou 

r # O". A c e t  égard ,  l e  lemme 4.1.2 montre que s i  un r e s t e  r e s t  n u l ,  
h ho 

tous  ceux q u i  l e  précédent  -sauf r évidemment . . .- l e  son t  a u s s i  : c ' e s t  
1 

e s s e n t i e l l e m e n t  de c e t t e  simple remarque que von t  dépendre l e s  r é s u l t a t s  

escomptés. 

P ropos i t i on  4.2.4. 

S o i t  2 6 h < 6 ,  a l o r s  

1 .  s i  r = O ,  o n a  
h 

m-h+i+ 1 wqh 
+ 1 - i  

( i l  2 h 
= O  pour 0 s  i s q  

h '  

m-h+i+l qh-i m-h+i 'h + 1 - i  
( i i )  2 y, = '2 "h pour O 6 i 6 q h -1 ; 

qh+2-i 
( i l  

2m-h+i 
' 

= O pour O 6 i 6 q +1, 
h 

qh+ 1 - i  qh+2 - i (i i )  2m-h+i m-h+i-- 1 
Wh = 22 "h pour O s i 6 qh. 

Démonstration. 

1 .  On n o t e r a  que vu l e  choix de h e t  l ' hypothèse  r = O on a forcément 
h 

qh >' 1 .  Le lemme 4.1.2 montre que r = O implique r 
h h- 1 = ... r * 0 ; 2 

comme pour h = 2 l a  p r o p o s i t i o n  e s t  v r a i e  ( c f .  4 .2.1.2) ,  supposons-13 

a l o r s  v r a i e  jusqu 'à  h-1. I 
Pour i = O,  puisque 

qh- 1 
= 2qh+l, on o b t i e n t  avec w 7 0' + 2w 

h h-1 h- 1 

( c f .  5 4.1) I 



Comme O d j f q + 1  d q - 1 ,  l 'hypothèse de récur rence  ( i i )  montre que 
h h- 1 

2  
m-h+l + j  qh-l+l- j  

w h- l  
= (-1) j  2  m-h+lWqh-1'' 

h- l  
pour O 6 j d q + 1  ; 

h 

autrement d i t  (3 )  s ' é c r i t  

*m-h+ 1 
Supposons ( i )  é t a b l i  jusqu 'à  i - 1  ; e n  m u l t i p l i a n t  (uh+l)  - - ] = = O  

i qh-i 
pa r  2  uh (O 5 i 6 qh) ,  il v i e n t  

Comme pour chaque j de (4) on a  1 + i - 2 ~ - ~ + '  - j 5 i - 1 ,  on a  a u s s i  

m h + l  - v ( j ) + i  m-h+î+i+j - 2m-h+1 (1. 4.1.1) ; a i n s i  l 'hypothèse de 

récur rence  s u r  i montre que chaque terme du second membre de (4) e s t  nu l .  ~ 
2m-h+ l  

Enf in  pour é t a b l i r  ( i i ) ,  il s u f f i t  de m u l t i p l i e r  (wh+l) - 1  = O par 
qh-i-l 

Wh (O 6 i 6 q 1) e t  d ' u t i l i s e r  ( i ) .  h- 

2. La p r o p o s i t i o n  é t a n t  v r a i e  pour h = 2 ( c f .  prop. 4.2.1.1),  l a  démonstra- 

t i o n  c o n s i s t e  encore à r a i sonne r  pa r  récur rence  s u r  h  e t ,  comme précédem- 

ment, il s u f f i t  en f a i t  de prouver ( i )  pour i = O. Pour c e l a ,  il nous I 
f a u t  d i s t i n g u e r  deux cas  : ou 

qh- 1 
= 2qh+1 , OU b i e n  qh- = 2qh+2 

(1. 4.1.1).  Dans l e  premier  ca s ,  à l ' a i d e  de l 'hypothèse  de récur rence  s u r  

h  pour ( i )  e t  ( i i ) ,  il v i e n t  

2m-hWh+2 = 2  m-h W qh-1+3 + k=qh+ l 
h- 1 

1 ( q~i: ) 2m-h+I +k w 1 +2-k m-h+l qh- 1*2 
h- l  

= 2 
k=O Wh " O ;  

dans l e  second de l a  même manière I 



P r o p o s i t i o n  4.2.5. 

11+2~-'-l-h 
avec  

.k = [ ,h-1 

Preuve.  

Pour  h = 1 ,  l a  p r o p o s i t i o n  es t  t r i v i a l e  ; supposons-là donc v r a i e  jusqu 'à  

h - 1  où 2 6 h 6 6 ,  autrement  d i t ,  pour  O s k d n+l e t  1 i v < m-h +2 
O O O 

on suppose que 

m-h +2-u 
2 

O 
.O 

U+Uk k 
ho-1 

= O (5) 

Conme (1. 4.1.2. pour  N = n+2h-2-l-k e t  E = +1) on a s o i t  U, = 2tk-1, 

s o i t  u = 2 tk ,  examinons success ivement  c e s  deux c a s  : 
k 

m-h + 1 - t  t + t  t + t  
m-ho+(-t+i u +1+2t-i  

2 O  w w k CI 
k 

h 
(6)  

O i =O h - 1  
O 

I 
o r ,  pour  toul : Q $ i 6 t + t  on a m-h +1- t+ i  2m-h +2-(1+2t-i)  pu i sque  

k ' O O I 
t > O ; a i n s i ,  e n  u t i l i s a n t  (5), chaque terme du second membre d e  (6) e s t  

nu l .  On r a i sonne  d e  l a  même manière pour  y 2 tk .  

Lemme 4.2.6.  

Pour  t o u t  4 6 h d 6 t e l  que r 
h- 1 

= O ,  on a 

O s i  r = O ,  
h 

2m-h2h- 1 = { 
h- 1 m-h+2+q 

2 h- 2 
W 

h- 2 s i  r P O .  h 



Preuve.  

Pour  h  = 2  ou 3 ,  l ' a s s e r t i o n  e s t  t r i v i a l e  ( c f .  4 .1 .3 ) .  S o i t  h  2 4 : 
rh- l = O  

impl ique - 
'h- 2  

- 2qh- l+ l ,  a l o r s  ( a v e c  4.2.4.1) 

+2 qh-1+2 +2 
p h  qh-l = 1 ( q h - l + 2 )  m-h+i 2qh-1 +4-i qh-i ( q h - l  * 2 )  IhV3 73.-i 

Wh-1 2  W 
= 

h- 2  
2 

Oh-- 2 
F 

i =O i i =O i 

Moyennant 4 .2 .5 ,  o n  o b t i e n t  I 

Quand = 2qh+2, i .e.  r = O  e t  r = 2h- 2  
qh- 1 h- l h  , (7)  s e  r é d u i t  c l a i r e m e n t  

a u  r é s u l t a t  annoncé ; quand q  = 2qh+l , i .e .  r = O pour t o u t  2 ,c k i rh,  h- 1 k 

(7) donne e n  i t é r a n t  

P r o p o s i t i o n  4.2.7. 

S o i t  3 6 h  6 6 t e l  que r # O ,  a l o r s  
h  



Démonstration. 

1 .  Puisque rh # O, on a  ( ~ r o p .  4.2.4.2) 

S i  r = r i . e .  h  qh- 1 
= 2qh+1, on o b t i e n t  

h- l  

s o i t  pa r  4.2.5 

S i  r # r i . e .  = 2qh + 2 
h- 2  

qh- 1 
e t  r = r  + 2  , e n é c r i v a n t  h  h-l 

mh+q r 
h h  

m-h+q r 
h h-l 

m-h+qh r 
2 w a  = 2  

h- l 
h  h  (uh -1 -2q i - i~ )  = 2  l (prop 4 . 2 . 1 )  

on s e  ramène à l a  s i t u a t i o n  précédente puisque 

qh+2 m-h+q 
h 

r 
h- l  qh+2 

r 
2 m-h- l  = 2 h-l _ 1 (qh12)  2m-h-l+i qh-i*3-i 'h-I 

Oh%- l  Wh %-la 
W 
h- l 

O 

i =O 

2. I c i  qh- 1 
= 2qh+2 e t  rh = 2h-2, a l o r s  e n  procédant  comne ci-dessus il 

v i e n t  

mh+q r 
h h  m-h+ l  +qh, 

2  uha = ( q h + 1 ) 2  + qh 'h-l Y 
m-h 'h- 1+2  

s o i t  avec 4.2.6 

De c e t t e  d e r n i è r e  r e l a t i o n  découle immédiatement l a  p r o p o s i t i o n  : e n  e f f e t ,  

s e l o n  que rh+ Ï r h  e s t  n u l  ou non, qh e s t  impai r  ou p a i r .  

P ropos i t i on  4.2.8. 

S o i t  3 d h < 6 , a l o r s s i  r = O  mais r f O  o n a  
h h+ l 



Par  4.2.6 e t  l e  f a i t  que qh - - 2qh+] +2 on a 

m-h+ 1 +qh- 
2 

m-h- 1 
W = 2 W = 2 (Wh+l-2wh) qh+2 m-h-1 Qh+ 1 +2 
h- 1 h s 

ce qui  pa r  4.2.4 peut  encore s ' é c r i r e  

Enf in ,  pa r  l ' emplo i  d'une méthode maintes  f o i s  éprouvée (!), on o b t i e n t  

a u s s i  

P r o p o s i t i o n  4.2.9. 

Pour 4 S h i 6 t e l  que rh = O on a 

4 . 3 .  SZtuctWre ad&ve de I & ( L " ( ~ ~ ) ) .  

Les r é s u l t a t s  obtenus dans l e  paragraphe précédent  vont nous pe rme t t r e  

de donner une d e s c r i p t i o n  d é t a i l l é e  de l a  s t r u c t u r e  a d d i t i v e  de 
'L s 

K U ( L " ( ~ ~ ) )  = B, Gi ,  où G .  = C m. ( c f .  t h .  2.3.6),  pour  une l a r g e  c l a s s e  
i= 1 1 2 1 

de v a l e u r s  de n (m é t a n t  f i x é )  : à s a v o i r  c e l l e s  pour  l e s q u e l l e s  il  e x i s t e  

au moins un e n t i e r  h conrpris e n t r e  2 e t  6 correspondant  à un r e s t e  r 
h 

non nu l .  Nous sommes donc amenés à d i s t i n g u e r  l e  cas où tous  l e s  
rh 

(2 6 h i 6) son t  non nu l s  de c e l u i  où l ' u n  des r e s t e s  r (2  < h < 6 )  s e r a i t  h 

nul  s ans  que r 
h+ 1 

ne l e  s o i t .  Dans ces  cond i t i ons  ( c f .  1. 4.1.2) , pour t o u t  

e n t i e r  n (non nu l )  posons 

* 
h = sup(h e N Ir = 01. 

O h 
On v é r i f i e  immédiatement l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  de h : 

O 



F h = 1 s i  e t  seulement s i  n est  p a i r ,  
O 

h = 2 s i  e t  seulement s i  n Z 1 (mod 4 ) ,  
O 

h 2 3 s i  e t  seulement s i  n 2 3 (mod 4 ) .  
O 

Théorème 4.3.1. 

Pou& n p a h ,  Le i-iètne gkoupe cyce*que ci de & ( L L L ( ~ " ) )  e d f  engenMe pm 

%(-zh-l+i) où, h é&nt L'unique e n t i a  XeP que 2h-1 c i zh, La dam*Ue 
% 

! (eh!k! ! h-1 1 06k62 -1 16hS6 <i~. K U ! L ~ ( ~ ~ ) )  M x  dédh& paiZ 

Démonstration. l 
En r a i sonnan t  comme dans l e  théorème 4.2.3 e t  compte-tenu du théorème 2 . 3 . 6 ,  

il s u f f i t  de v o i r  que 

m. 
2 ' % ( i l  = O pour O 6 i f 2 

h- 1 
- 1 .  

Pour h = 1 ou 2 c e c i  n ' e s t  a u t r e  que l a  prop. 4.1.3.1 ou l e s  prop.  4.2.1 

e t  4.2.2. Pour 3 6 h 6 6, l a  prop. 4.2.4 implique c l a i r emen t  

m 
e t  donc 2 ioh(i) = O pour O 6 i 6 r - 1 .  D 'au t re  p a r t  l a  prop. 4.2.7.1 

h 
m-h+q r ' +qk 1 -Clh r 

a s s u r e  que 2 h ( % ~  h+2 w o h - ]  h- l ) = O, donc pour t o u t  



h- 1 rh 6 i '< 2 -1 nous avons 

h- 2 h- 1 h- 2 
En f a i t ,  l o r s q u e  r +2 -r 6 i 6 2 - 1  i . e .  r + i - r  2 2 , 

h h- 1 h- l h 

l a  prop.  4.2.4.2,  q u i  donne 

m. 
montre  que (1 )  se r é d u i t  à 2 'whu = 0.  

m Considérons  m a i n t e n a n t  l e s  e s p a c e s  l e n t i c u l a i r e s  ( d ' o r d r e  2 d o n t  l a  

dimension es t  t e l l e  que n E 1 (mod 4) i .e .  ceux  pour  l e s q u e l s  hm = 2. " 
m-h+q r 

Pour  3 6 h 6 6,  l a  prop.  4.2.7.2.  montre que 2 h h  %O e s t é g a l à  
m-h+2 +q 

h- 2 m-h+ 1 +q 
-2 h-1, 

Wh-2 ou  -2 
h- 1 s e l o n  que r = r h h+l  ou rh + rh+l.  

Dans l e  p remier  c a s ,  pour  h = 3 ( a l o r s  r = 2 = r ) on  a 
3 4 

(p rop  4.1.3) , 

c e  q u i ,  p a r  a p p l i c a t i o n  r é i t é r é e  de 4.2.7.1, c o n d u i t  à 

m-h+q r 
2 h h  

"ho 
= O  pour  3 s h  6 6 .  

Dans l ' a u t r e  c a s  ( r  =2,  r - 6 ) ,  on a 
3 4- 

m-3+q3 r m-2+q 
2 W3" + 2 2 w2 = O,  

m-2+q 
mais  c o r n e  2 2 

w2° 
= O (prop.  4 .2 .2 ) ,  il s ' e n s u i t  pour  3 s h 6 6 

m-h+q 
2 h i 

s u  = O pour  i > r 
h 

D'où l e  théorème : 

Théorème 4.3.2.  

P o m  n s  1 ( m o d 4 )  G .  = Z  (1 s i 6 s )  e6.t engenchE p a ~  (ih(i-2 h- 1 )  
1 m .  

2 
1 

où h é-tant l'unique entieh .tetee pue zh-' i < 2h, l a  6amARRe 



k 
pour 3 6 5 d 6 : wh(k) = oho pouh O s k 6 1 ~ - ' - 1 ,  h i  n 2 1 (rnOd 8) ; 

h- 1 pour O d k s rh-l OU r + 1  d k 6 2  - 1 ,  
h 

h i  n r 5 (mod 8). 

. S o i t  maintenant 3 < ho < 6 ( a l o r s  n 5 3 (mod 4) )  : comme 4.2.8 implique 

m-h +q 
2 w h  +I+q 

2 O 
a = - O ho-] 

h -((oh q, - l u )  = O ,  
O O O O 

m-h + 1 +q 
il s ' e n s u i t  (prop 4.2.9) 2 O ho-1 

W h -1  = 0, 8 t  donc 
O 

m-li+q 
2 h 

w = O  h pour 3 $ h 5 h . 
O 

Mais a l o r s  (prop. 4.2.7.2) 

m-h+q 
h 

r 
2 h 

Who = O pour  ho < h 6 6 

Autrement d i t  

Théorème 4.3.3. 

P o u  n 5 3 (mod 4) m a i 4  $&que 3 < ho < 6 ,  G, = &  
1 m. es t  engenhé PCM 

h- l 
wh(i-2 ) où, h éXatantL1unique entieh-tdque 2 ' 2h-l s i c 2  h , l a  

q2+ 1 
f w2+2 a pour k = 0, 
I 

pour k = 1 ; 



Lorsque ho = 3,  l e  raisonnement précédent  est en défau t  car l a  p r o p o s i t i o n  I 
4.2.9 ne s ' app l ique  p l u s  ; néanmoins â l ' a i d e  des  prop. 4.2.7 e t  4.2.8, nous 

avons l 
Théorème 4.3.4. 

Peuh n i 3 (mod 8) ,  Gi e6.t engendtlé pair ~ ~ ( i - 2 ~ ~ ' )  / h  éXauL 4'uGque 

h entieir tel que Zh-' s i c 2 ) où la   am il le ( (uh(k) )  1 UR; 
0EkE2~-'-1 l ~ h $ O  

aimi dédin,ie : 

Remarque S .  

1 .  Le théorème précédent  ne vaut  que pour 6 > 3 ( c f .  prop. 4 .2 .8) .  I 
m 2. Lorsque n  e s t  te l  que 1 L n  < 2 , on a  é v i d e m e n t  6 = R e t  dans ces 

' I d  

cond i t i ons  l a  s t r u c t u r e  a d d i t i v e  de K U ( L " ( ~ ~ ) )  es t  eqt ièrernent  dg terminée 

R 11- 1 pour  n - 2 - a  où 2 ~ a s 2  (1122). 

3. Dans les paragraphes 4.2 e t  4.3 un c e r t a i n  nombre de r é s u l t a t s  peuvent 8tre I 
m étendus aux espaces  l e n t i c u l a i r e s  d ' o rd re  p  où p  premier  e t  d i f f e r e n t  

En ce q u i  concerne les espaces  l e n t i c u l a i r e s  d ' o rd re  8 ,  il nous s u f f i r a  I 
d'examiner c e w p o u r  l e s q u e l s  n  = 4u+3 avec u  2 1 comme c e l a  r é s u l t e  

c l a i r emen t  du paragraphe précédent .  



I l  e s t  c l a i r  que dans &[O] on peut  exhiber  deux polynômes A l  e t  B I  pour 

l e s q u e l s  

avec d ' ~ ~  = "-1, il s u f f i t  e n  e f f e t  de prendre 

En posant  n = 2q+l ,  cherchons maintenant dans L [O] deux polynômes A2 e t  

O 
B2 avec d B2 = n-1 e t  t e l s  que 

2 n+ 1 4 
2 q ( ~ + 2 0 )  + 2 " 0 = A ( o ) . o  + ~ ~ ( o ) . [ ( o + l )  -13 

2 (3 )  

Moyennant (11, c e l a  équivaut  à t rouver  A2, B e t  UZ dans ~ [ o ]  t e l s  que  
2 

Pour O $ p h n-1, l a  p-ième dér ivée  de (5) en  a = O nous donne 

n- 1 
(on convient  que b = O) e n  posant  B2(o) = b op. En e x p l i c i t a n t  l e s  - 1 

p=o p 
termes de l a  s u i t e  (b 1 

p Ospsn-1' 
nous obtenons 

b4k = 2 
4(u-k)+l k 22(u-k) 

+ (-1) . pour O 6 k g U, 

4 (u-k) 
b4k+l = -2 

k+l 22(u-k) 
+ (-1) . + (-1) k+l . 22(q-k)-1 pour O s k s U ,  

= 2 4(u-k)- 1 
b4k+2 

k 2(u-k)-l + ( - l ) k  22t(q-k)-I + (-1) .2 pour O b k g U ,  

4(u-k)-2 
b4k+3 = -2 

k+l 2(q-k)-2 
+ (-1) .2 pour O s k 6 U- 1 ,  

 examen de ces  nombres montre que non seulement i l s  s o n t  e n t i e r s  mais @UA 

- d i vC6 ib l e6  p m  4 naud : b4u - bn-3 qui e6.t toujoum h p a i h ,  b4U-2 et 
- 

b 4 ~ +  1 "nt b4u+2 - bn-] qui ent  p a h  ou h p a i t  bdoa que. u 



ecllt imp& au p a i h .  

La dé termina t ion  de A2 e s t  e n s u i t e  immédiate : 

En poursuivant  l e  processus précédent ,  nous avons 

Lemme 4.4.1. 

S o i t  n : 3 (mod 4) t e l  que n # 3,  a l o r s  il e x i s t e  A3, B3 E ~ [ o ]  t e l s  que 

O 
avec d .B3 = n-1. 

Démonstration. 

En se l i m i t a n t  au  cas  où u &A2 p a i k ,  de l a  même façon  qu'on a d é d u i t  

( 4 )  - (5) à p a r t i r  de ( 3 ) ,  on v o i t  que l e  problème Bquivaut à chercher  ' 
B e t  U dans C[o] t e l s  que 
3 3 

n- 1 
En posant  B3(0) = 1 B op,  t o u t  r e v i e n t  donc à montrer que l a  s u i t e  

p=O 

(Bp)osprn- 1 
d é f i n i e  pa r  

+ B 
+ 6Bp-2 • 4Bp-3 p-4 pour 1 s p s n-1, ( 6 )  

où il e s t  convenu que Bi = O pour i < O, prend s e s  v a l e u r s  dans Z. 

11 e s t  f a c i l e  de v o i r  d'une p a r t  que 

-(2n-2+2n-3+2n-4 q q-1 q-2 u 
B 1  = 4-2 +2 +2 +2 ) , 

n- 1 n-3 n-5 q- 1 +2q-2+2q-3+2u- 1 
B 2 = 2  +2 +2 +2 

9 

n-1 n-3 n-4 2n-6 u 
.3 

= -2 +2 +2 - +2 ; 

e t  d ' a u t r e  p a r t  que v(b ) 3 3 pour O 6 p É 4u-5. Comme v(BD) 3 1 e t  
P 

v(B1) 2 2, supposons donc que pour O i < p ,  où 1 6 p 6 4u-5, on a i t  

v(Bi) 2 1 pour i p a i r  e t  v(f3.) 3 2 pour  i impair 
1 



e t  examinons 
B~ 

: de (7)  e t  des  p r o p r i é t é s  de b  (6) nous donne 
P ' 

1 + - 
Bp + Bp-2 2  Bp-4 

5 O (mod 4 ) .  

1 
l o r sque  p  e s t  impai r ,  il s ' e n s u i t  B r - - B (mod 4) e t  p a r  i t é r a t i o n  

P  2  p-4 

B 2 (- 
l k  
2) 'p-4k 

(mod 4 ) ,  a i n s i  
P  

1 v  v+l  u-v 
pour p  = 4 v + l  ( O S  v d  u-2) : B E ( - 1  B I  : (-1) 2  2  

z O (mod 4 ) ,  
P 

1 v  V u-v = 
pour p = 4 v + 3  ( O d v s u - 2 )  : 8 E ( - 1  f3 = ( - 1 )  2  - O  ( m o d 4 ) .  

P  2  3  - 
1 

Lorsque p  e s t  p a i r ,  (8) montre que B - - - B (mod 2)  e t  a l o r s  
P  2  p-4 

1 v  v  u-1-v 
pour p  = 4 v  ( lsvsu-2)  : 6 E - B 3 (-1) 2  

O 
5 0  ( m o d 2 ) ,  

P  

1 v 
pour p  = 4v+2 (O<v<u-2) : B r (- T )  B~ ( -1 )  2 U-l-v ? O (mod 2) .  

P  

I l  ne nous r e s t e  donc p l u s  qu 'à  cons idé re r  l e s  B pour  l e s q u e l s  4~-4<p64u*2. 
P  

De c e  q u i  précède on a  exactement 

v ( ~ 4 u - 5 )  ' v ( B ~ ~ - ~ )  ' v(b4u-4) ' 9 v ( ~ 4 u - 6 )  = v(@4u-8) = 1 ,  

autrement  d i t  il s ' e n s u i t  ( u t i l i s e r  ( 6 ) )  : les 6  r e s t a n t s  s o n t  e n t i e r s  
P  

e t  même 

B4u-4 e t  '4u-2 s o n t  impai rs ,  

D e  p l u s ,  il r e s s o r t  de l a  c o n s t r u c t i o n  de B3 (comme e l l e  e s t  donnée p a r  ( 6 ) )  l 

B4u-3 e t  B4u-l s o n t  p a i r s ,  

B4U es t  p a i r  ou impair  s e l o n  que u  e s t  congru ou non à B4u-4-1 (mod 2 ) .  
2 

B4u-3 
'4u+l es t  impair  ou p a i r  s e l o n  que u  e s t  congru ou non à - (rnod 2 ) .  

2  

que, pOWL u &p&, l e  s e u l  changement à a p p o r t e r  à t o u t e s  l e s  conc lus ions  

L 

précédentes  e s t  que - - 1 
'4u+2 'n-1 n ' a *  pas entien n i d  de la t jome - 1 + a 

Ains i ,  pour u  impai r ,  on p e u t  é c r i r e  

où  OB^ = n-1 (donc d0A3 = 6 ) ,  les polynômes A3 e t  B3 é t a n t  t e l s  que 

tous l e u r s  c o e f f i c i e n t s  s o n t  e n t i e r s  baud l e u r s  c o e f f i c i e n t s  dominants q u i  

s o n t  respec t ivement  - Bnel e t  en-] = - -  + a .  En é c r i v a n t  (9) de l a  manière  2  



nous avons d a ~ n  Z [O] 

n n n+ 1 zUo3 + 2qu2 + 2 u E 86,- 1 (mod <O , (CJ+~)'~]>)* 

= - -  3 n i+2 n-i i+30n-i- l Comme : 
'n- i 

l + u ( a ~ ~ ) , 2 o  = O  et 2 .o =*2 
2 POUT 

% 

O i i6n-2 (prop. 4.1.3) dans Ku(Ln(8)), il s'ensuit 

d'où le résultat annoncé pour u impair. 

Nous en déduisons (cf. 5.4.1 et 4.2) 

chacun d e s  baoteum éXant ilenpeotivement engendné parr 

2u+2 u 3u+3 3v+4 - 
O, w2+2 .O, w20, w3+2U+l.w2+(-1) 2 .O, wjo+2u+l .w20+2 * a ,  

2 3 
3 et w3°* 

% 

4 . 5 .  KO-Xhéotue den en puces &ent,icLLeaihea d ' otrdne 8. 
7 m. 

Avec &(Ln(8)) = B Gi où I G ~ (  = 2 ', on appelera x. le générateur 
i= 1 1 

(mis en évidence dans les paragraphes précédents) du i-ième groupe cyclique 

Gi. Si Gi = O, on vonviendra que x = O .  A l'aide de la prop. 3,1.4, on i 
'L 

obtient dans Ku(Ln(8)) les relations suivantes 



1 
C(K ru)  = 5 cr(w3u), 

qu i  s e ron t  constamment u t i l i s é e s  dans l a  s u i t e .  

7 .  Ca où n r 2 ou 3 (mod 4) .  
% 

Posons n = 4u+3 e t  considérons dans K U ( L ~ ( ~ ) )  l e s  éléments su ivan t s  

% 

Dans l a  base  
( X i )  i c i c i  de K U ( L " ( ~ ) )  (comme &-module) , i l s  s ' é c r iven t  

Vu l e  théorème 4.4.2, c e l a  s i g n i f i e  que t ,t , t  1 2 3 '  e t  t4 o n t  h e s p e c t i v e n ? e n t  

2 4u+4, 22u+I , 2U e t  2U peuh oildhe. D'un a u t r e  cô té ,  i l s  s o n t  l inéa i rement  

in.dépendants : en e f f e t  supposons que A t +A t +A t +A t 1 1  2 2  3 3  4 4  = O ,  a l o r s  on d o i t  1 
a v o i r  simultanément 

(2-22~*2+23u+3- (- 1)  u23u+3-3. 23u+4 ) h l  + (2 
3u+3- u 3u+3 23u+5-24u+4 (-1) 2 - )A2 + 



3h1 + 2X2 - 2X4 r O 
(mod 2U) 

3u+3 ( 1) montre que A z O (mod 2 ) , (7) donne alors h4 . O (mod 2U) ; par 
(4) - ( 6 )  il s'ensuit A3 E O (mod 2U) . Dans ces conditions (2) donne 

2~+1) A2 E O (mod 2 4u+4 et par conséquent (1) entraine A l  i O (mod 2 ) .  
'L 4u+3 Autrement dit , dans KU(L ) , ( t , t2, tg, t4) engendre le sous-groupe 

Théorème 4.5.1. i 

% 3  Lotrhque u = O, on a KO(L (8)) : C fil L2 avec ru ru2 + 4ro conlfile 

2 

Démonstration. 

'L 4~+3) 'L Soit c : KO(L + Ku(L~~~~) , alors ~KO(I,~~+~) 1 2 1 lm c 1 2 1 G 1 ; mais 
'L 4u+3 4~+3) (th. 3.4.2) IKO(L (8)) 1 = 28U+5 = IGI, donc Im c - G 3 KO(L 

Le fait que l'on ait pris y4 = *..ru comme générateur au lieu de 

y; = r.ro + 2U+1.rw2.r0+23U+4.ru 

vient de ce que I 

u (prop. 4.2.4) i.e. 2  ru = O puisque c est injectif ! 

Corollaire 4.5.2. 

'L 'L 
L'hoinomorphisme de Bott c : K0(Ln(8)) + KU(L~(~)) est un monomorphisme 

lorsque n 3 (mod 4). 



Comme l ' i n c l u s i o n  canonique L 
4u+2 L4u+3 i n d u i t  un .isomorphisme 

4u+2 
& ( L ~ ~ + ~ ) ' L K O ( L  ) (prop. 3.4.5). n o u s a v o n s a u s s i  

Théorème 4.5.3. 

où chaque daoteilh es.t *espe&vement engenhz pm y I  ,y2 ,y3 e t  y4 ( déai& 

pLcln izaLLt). 

9 .  CU où n E 1 (mod 4) .  

Le théorème 4.3.2 montre que 

avec 

Ains i  l e s  éléments su ivan t s  1 

'L 4u+l 
de KU(L ) , s ' é c r i v e n t  dans l a  base ( x  ) 

i r6 i67  

t3 = X 4 ¶  t4 = 23u+4mxi - 2x4 - 2x5 - 3x6 - x7. 

Alors ,  e n  procédant  comme t o u t  à l ' h e u r e ,  il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que 

( t i )  1si.64 engendre l e  sous-groupe 

2i 
de K U ( L ~ ~ + I ) .  D'un a u t r e  c ô t é  on s a i t  que l ' i n c l u s i o n  canonique de L4u+ 1 

dans L 4u+2 4u+2) 
i n d u i t  un épimorphisme de KO(L s u r  & ( L ~ ~ * I )  (prop. 3.4.5 

e t  1. 3.4.7) , autrement d i t  : & ( L ~ ~ * ~ )  e s t  addi t ivement  engendré p a r  r u ,  



r u  2~ r u 2 * r 5 ,  r e t  r . r o ,  de p l u s  les r e l a t i o n s  de & ( L ~ ~ + ~ )  v a l e n t  a u s s i  

rL 4u+I dans KO(L ) . Plus  précisément  on y a ( c f .  t h .  4.5.3) 

24u+4 2u+ 1 . ru2 + 24u+3 u . r u  = 0 ,  2 . r u  = 0 ,  2 . K  + 2 2u 
u ku+2 

ru2 
+ ( - I l  2 . r a = 0 ,  

u 2  ru = 0. 

Comme 2 
2u 

= O,  on e n  dédu i t  22U.r t2  = O = 2 2u+l . ru2 + 2 4u+2 
~~2 

. r u  = 0, d'où 

4u+2 
. r u  = O e t  2 2u+ 1 . r u2  = O. D e  même on a 2U. K +  2 2u . ru2 = O e t  

2U- 1 r u  ru  = O. Posons donc 3 

U 
y1  = ru ,  y2 = ru2 ,  Y3 = K + 2  . r u 2 ,  y4 = ru3-  r u  

a l o r s  (yi) l s i h 4  engendre un groupe dont  l ' o r d r e  e s t  a u  maximum éga l  à 

2 4u+2+2u+l+u+u-1 8u+2 8u+2 
- 2  , corne 1 & ( ~ ~ ~ + ' ( 8 ) ) 1  = 2  , il s ' e n s u i t  

Théorème 4.5.4. 

y1 = r u ,  y2 = ru2 ,  y3 = ~ . + 2 ~ . r w ~ ,  y4 = rw3.ro. 

Lohb~ue u = O,  KO(L (8 ) )  = Z2 B E2 avec r u  et K comme g é n h L t e W .  

En ce  q u i  concerne l'homomorphisme c dans le  c a s  p ré sen t  : d'une p a r t  

l a  c o n s t r u c t i o n  de H montre c la i rement  que H C I m  c ,  d ' a u t r e  p a r t  pour 

4u+l 
Y E K O ( L  ( 8 ) ) ,  s o i t  y = A l y l  + A 2 ~ 2 + A 3 ~ 3  + A4y4, on o b t i e n t  

i .e.  I m  c C H e t  p a r  conséquent I m  c - H. Nous avons donc 

P r o p o s i t i o n  4.5.5. 

Pour n = 4u+l avec u > O ; Ker c = d e t  il es t  engendré p a r  
2 

2 u 2u+ 1 2 (rw2+2 . r u ) .  

3 .  CU où n O (mod 4).  

Considérons l e  diagramme commutatif s u i v a n t  : 



où les l i g n e s  s o n t  exac t e s  e t  l e s  f l è c h e s  v e r t i c a l e s  l e s  homomorpl~ismes de  çom- 

! 1 p l e x i f i c a t i o n .  Nous savons que cr ( resp .  6 ' )  e s t  un épimorphisme ( r e sp .  un 

% 8u+2 8u+2 monomorphisme) ( c f .  l. 3.4.6).  Comme KO(S ) % L e t  &(s  ) = 2 il 

! 
2 

t 
est  c l a i r  que c = O, a u s s i  c , B  ' = O e t  p a r  conséquent Ker o. = C2 C Ker c l  : 

O 

4 u 
mais (prop. 4.5.5 e t  cor .  3.4.9) K e r  c 1 L2, il en  découle dans &(L ) 

1 

l a  r e l a t i o n  

'L 4u D'un a u t r e  cô té ,  a! é t a n t  s u r j e c t i f ,  il e s t  c l a i r  que KO(L ) est  engendré 

p a r  r u , -  ru2,  ~ + 2 ~ . r w ~  e t  r u  r u  ( t h .  4.5.4).  De c e t t e  d e r n i è r e  remarque, 
3' 

'L 
de l a  r e l a t i o n  ci-dessus e t  du f a i t  que ] K O ( L ~ ~ ( ~ ) ) ~  = 2 8u+ 1 ( t h .  3.4.21, 

il r é s u l t e  

Théorème 4.5.6. 

où chaque daotei~n en* hespeotivement engenché pan  

% 
% I L  1 L ~ U P U ~  u = 0, ~ o ( ~ O ( 8 1 )  +- Ko(S ) (cd. coa. 3 . 4 . 9 ) .  

C o r o l l a i r e  4.5.7. 

% 4u Pour u # O, KO(Lo (8))  = E 4u+1 @ z22u @ z 2 ~  @ z 2 ~ - l  avec pour g é n é r a t e u r s  
2 

YI = ru ,  Y2 = ru2 ,  y3 = K ,  y4 - ru3.ru.  

4u a l  'L 4u Ains i  dans l a  s u i  te e x a c t e  O + L2 + &(L (8))  i KO(L O (8))  -r O ,  Ker a ! 

e s t  engendré par  2 4u+ 1 
. r u .  



4.6 .  SMuotme rn<LetipLkaCive de z0(Ln(8) ) . 
'L 

Les résultats du 5 4.5 montrent que KO(L~(~)) est additivement engendré 

engendré par ro, ru2, K et r.ro ou ru3. ro. Les calculs préliminaires 

de ce même paragraphe permettent de voir que 

Posons, a = r , 
a 2 = rw2' 

a = K et a4 = Kru : lorsque n 5 3 (mad 4 )  
1 3 

nous avons vu que c est un monomorphisme (cor. 4.5.2), alors la table de 

multiplication suivante 

décrit entièrement la structure multiplicative dans tout anneau KO(L~"~(~) ) . 
En fait, plus généralement 

Théorème 4.6.1. 
'L 

?am 2au;t n 2 3 ,  l a  bMuC/tme rnuttipficative de KO(L~(~)) ut donnée pm 

l a  ,table pxécédente. 

En effet, comme toutes les inclusions canoniques L"- L"*' induisent des 
'L 'L 

épimorphismes K0(Ln*') + KO(L") (cf. §.3.4), les relations ci-dessus valent 

aussi dans &(Ln) . 
'L 

La connaissance détaillée que nous avons maintenant de K0(Ln(8)) va 

nous permettre d' améliorer la proposition 3.4.10 pour les espaces lenticulaires 



d 'ordre  8. 

Pour t o u t  i 2 1 ,  é c r ivons  

i + l  
En c a l c u l a n t  ( ru )  au  moyen de l a  t a b l e  précédente ,  nous obtenons 

De ces  r e l a t i o n s  de récur rence ,  nous déduisons notamment que 

pour i = 4k+l ,  

1 -25k-2uk pour i = 4k+2, 

pour i = 4k+3, 

5k+2 2k+1 - 2 
pk pour i = 4k+4, (-1) 3.2 

avec 
1 

- = -  (23k+(-i)k+1) pour t o u t  k z O. [uo = O e t  g uk 
uk 9 

e s t  e n t i e r  

k k 
pour k z 1 c a r  23k = (9- 1 )  (- 1 (mod 911 . 

4u+2 
Pour n = 4u (u 2 1) , l e  th. 4.5.6 montre que r u  a pour o rd re  , d'où I 

24u+4-2i i i - 1  4u+2 
( r u )  = ( - 1  2 r u  = 0. 

En f a i s a n t  de même pour l e s  a u t r e s  c a s ,  nous obtenons (comparer avec 3.4.10).  

P ropos i t i on  4.6.2. 

i 
1 .  L' o rdre  de ( ru )  e s t  

2n+3-2i 2n+4-2i 
ou se lon  que n est  impair  ou p a i r .  

i 
2. L 'ordre de K e t  22+ [FI -i 

[?+2 = 0 ,  3. (K) = 0 e t  ( r u )  2 

i i i - 1  i - 1  
Le r é s u l t a t  pour K v i e n t  de c e  que : K = ( - 1  2 K pour t o u t  i 3 1 .  

( c f .  t a b l e ) .  

Remarque. 1 
On au ra  no té  que dans tou te  c e t t e  é tude  des l e n t i c u l a i r e s  d ' o rd re  8 l e  f a i t  I 
e s s e n t i e l  e s t  1' i n j e c t i v i t é  de l'homomorphisme de cornplexif i c a t i o n  l o r s q u e  I 
n - 3 (mod 4) : c e l a  ne me semble pas  f o r t u i t  e t  il e s t  probable q u ' i l  e n  s o i t  

m a i n s i  pour l e s  espaces l e n t i c u l a i r e s  d 'o rdre  2 . C'es t  d ' a i l l e u r s  l e  c a s  pour 

4u+3 
l e s  espaces p r o j e c t i f s  r é e l s  [ I ] e t  l e s  espaces  t (4) ([34], p. 262). 



CHAPITRE V 

9,-FORMES SPHERIQUES .................... 

Dans t o u t  c e  c h a p i t r e  m désigne un e n t i e r  supé r i eu r  ou é g a l  à 2 .  

Le groupe qua tern ionique  g é n é r a l i s é  Q e s t  le groupe de p r é s e n t a t i a n  m 

2m- 1 2 - 1 - 1 
X = Y , yxy = = X e  

2m- 1 ,Zm- 1 - 1 La seconde r e l a t i o n  impliquant  yx y = x , on e n  dédui t  

2m+ 1 & a pour ordre  e t  chacun de s e s  éléments  u peu t  se  m e t t r e ,  de 

a b  
manière unique, sous l a  foxme u = x y  avec O 6 a < 2m-l, b = 0 , l .  Les 

c l a s s e s  de conjugaison de Q sont  m 

C 
n r l  

a+2 
= { X , x a }  avec O s a 4< 2 . 

2m- 1 
Le c e n t r e  de Qm e s t  Z($) = { l , x  1 q u i  e s t  isomorphe H C2 ; x engen- 

d re  un groupe cyc l ique  d ' o rd re  2m e t  y un groupe cyc l ique  d ' o r d r e  4. L e  l 
sous-groupe des commutateurs de 

Z 
Qm e s t  [ Q ~ , Q ~ ]  = {l,x 1, il e s t  donc 

m- l 
isomorphe au groupe cyc l ique  d ' o rd re  2 . 
En cons idé ran t  l a  sphère u n i t é  s3 comme groupe ( m u l t i p l i c a t i f )  des  qua ter -  1 

3 nions r é e l s  de norme 1 ,  autrement d i t  S = S p ( l ) ,  
Qm s ' i d e n t i f i e  au sous- 

3 
groupe de S engendré p a r  

à l ' a i d e  de l a  correspondance x * g, y » j . 



Le groupe $1 [Qm,Qm] ayant  pour  o rd re  4,  il y  a  qua t r e  r e p r é s e n t a t i o n s  

u n i t a i r e s  i r r é d u c t i b l e s  de degré 1 (prop. 1.2.2. ( i i i ) ) ,  à s a v o i r  Co ,  E l ,  E 2  

e t  C3 d é f i n i e s  pa r  

Eo(x) = 1 ,  SO(y) = 1 ; E x  = 1 ,  EI (y)  = - 1  ; 

E2(x) = - 1 ,  E2(y) = 1 ; E3(x) = - 1 ,  E3(y) = - 1 .  

Qm ayant  2m- l  
+3 c l a s s e s  de conjugaison, il y  a  2m1- 1 a u t r e s  représenta-  

t i o n s  u n i t a i r e s  i r r é d u c t i b l e s  : e l l e s  s o n t  de degré 2  ( c f .  prop. 1.2.2) e t  

s o n t  données p a r  

S o i t  x l e  c a r a c t è r e  de  m- l  
'r y 

O 6  r 6  2  +2, l a  t a b l e  s u i v a n t e  r 

e t  permet d ' o b t e n i r  l a  s t r u c t u r e  m u l t i p l i c a t i v e  de RU(%) à l ' a i d e  du p r o d u i t  

t e n s o r i e l  des  c a r a c t è r e s .  Ainsi  

P r o p o s i t i o n  5.1.1. ( c f .  [17]) 

RU(Q,), e n  t a n t  que groupe, e s t  l e  groupe a b é l i e n  l i b r e  engendré pa r  

(5,) m-l ; s a  s t r u c t u r e  m u l t i p l i c a t i v e  e s t  donnée par  
06r62 +2 



( 1  + + E 2  + E3 pour m =  2, 

( 1  + E ~  + c5 pour m 2 3, 

- 
sr's - 's5r pour O <  r , s  L 2m-1+2, 

m- 1 
545, = %+1 + 5,-1 pour 5 d r L 2 +1 (quand m 5 3). 

Il e s t  c l a i r  que 50,51,52 e t  C3 ne sont pas des representations sans 

point  f i x e  de Qm, en f a i t  ([67Ip. 171-172) l e s  seules représentations uni- 

t a i r e s  i r réduc t ib les  sans point  f i xe  de sont l e s  
5,+3 

où r = 1,3,5, .  . . 
2m- 1 

-1 .  Il s ' ensu i t  que l e s  seules sphères sur  l esque l les  Q opère librement 
m 

sont l e s  sphères S 4n+3 
(n 2 O ) ,  l ' a c t i on  se  f a i s an t  a lo r s  au moyen d'une repré- 

sen ta t ion  v i r t u e l l e  p de l a  forme 

S m-1- où 1 ni = n+l e t  p i  E { E ~ + ~  1 = 1,3,5, . 2 1 )  pour 1 S i d S. 

i = l  

Définit ion 5.2.1. 

Soient ( r i )  1 <i6n+ 1 n+l en t i e r s  -non nécessairement d i s t inc t s -  de 

m- 1- 1 , 3 , 5 ,  . 2 11 e t  p i  = Cr. +3' a l o r s  ( m  ; r ,  r ) e s t  l a  n+ 1 
1 n+ l 

Q -forme sphérique généralisée S /Qm 
m 

4n*3 
où Qm opère au moyen de P = 1 i. 

i= 1 
Lorsque tous l e s  r. sont égaux à un même nombre r ,  on é c r i t  Nn(m;r) pour 

1 

n ~ " ( m  ; r,r, .  . . , r )  ; enf in ,  pour r = 1 ,  l a  forme N (m; 1)  , notée ~"(m) , e s t  

appelée Q -forme sphérique ordinaire .  
m 

Remarques. 

n r 
1 .  N (m;r) correspond aux formes notées Qm+l par D. P i t t  [51], Nn(2) à 

c e l l e s  notées Xn+] par J.M. Braemer l q .  Les notations adoptées ci-dessvs 

nous ont é t é  inspirées  par c e l l e s  de K. F u j i i  [17] e t  R.H. Szczarba [60] . 
2. On pourra toujours supposer que l e s  n+l nombres r .  sont t e l s  que 

1 



l 3. 11 n'y a qu'une seule forme sphérique associée à Q car 54 est la seule 2 

représentation unitaire irréductible de degré 2 de Q2 (elle est évidem- 

ment sans point fixe). 

Les Q -formes sphériques possèdent une structure de C.W. complexe fini 
m 

(cf. [17]) donnée par 

avec i d n, e k+l -% ek signifiant que l'application d'attachement cellu- 

laire est de degré a. 

Enfin, on sait que Q a pour groupes de cohomologie entière [ 1 1 , P. 2531 
m 

H2k+ l (Qm,z) = O, 

4k 
pour k # 0, H4k+2 

(Qm,Z) z2 @ C2, 

I aussi (1. 1.4.1) s'ensuit-il 

Proposition 5.2.2. 

4n+3 1. Les groupes de cohomologie entière de S /Qm sont 

f z  pour k = O et k = 4n+3, 

Z m+l pour k r O (mod 4) et O<k<4n+3, 
H ~ ( s ~ ~ + ~ / ~ ~ , Z  ) = 2 

Z @ Z2 pour k r 2 (mod 4) et O<k<4n+3, 2 

( 0  ailleurs. 

2. Les groupes de cohomologie modulo 2 sont 

i "  pour k 5 O ou 3 (mod 4) et Osk$4n+3, 

$(s4n'3 /Q,.Z2) ' pour k r 1 ou 2 (mod 4) et O<kc4n+3. 

I O ailleurs 



D' ap rès  l a  p ropos i t i on  1.4.8 d é c r i r e  Ku(Nn(m ; r , r2,. . . , rn+ ) )  r e v i e n t  
n+ 1 

à c a l c u l e r  avec  p = .l ; pour 1 s j  6 n+l nous avons 
i = 1  1 

Puisque 'r . +3 
e s t ,  pour chaque 1 $ i $ n + l ,  une r e p r é s e n t a t i o n  u n i t a i r e  de 

1 

degré 2 ,  il v i e n t  

mais compte t enu  de l a  d é f i n i t i o n  de E r .  +3 3 0" a  d e t (  - Co a 1 .  
1 

Nous obtenons donc 

n+ 1 n+ 1 
1 ( - 1 ) j ~ j p  = n (2-Er.+3) 

j  =O i= 1 1 

autrement d i t  

Théorème 5.3.1 . 
n L'anneau K U N  (m ; r 1 , r 2 , , r  ) )  e 6 t  Oomotpfze à l?'ann&au 

n+ 1 

8 L'homomorphisme n a t u r e l  d'anneaux RU(Qm) - K U ( N " ( ~  ; r l , r2 ,  ..., r ) )  n* 1 

é t a n t  s u r j e c t i f ,  il e s t  c l a i r  (d ' ap rè s  5.1.1) que l a  s t r u c t u r e  m u l t i p l i c a t i v e  

de Ku(Nn(m ; r l  , r2, .  . . , r  ) )  e s t  en t iè rement  déterminée pa r  l e s  é léments  n+ 1 

Co = 1 ,  E l ,  C2 e t  E4 (avec  l e s  h a b i t u e l s  abus de n o t a t i o n s ) .  P lus  p réc i sé -  

ment, posons 

a = C l - 1 ,  B = E2-1 ,  y  = E1+E2+E3-3 e t  6r = m- 1 
5r+3 

-2 avec 1 s r s  2  - 1 ,  

% 
a l o r s  RU(Qm) e s t  addi t ivement  engendré par  a.6.y e t  6,. sa s t r u c t u r e  mul- 

t i rnp l i ca t ive  e s t  donnée pa r  l e s  r e l a t i o n s  



(-461 * Y pour m = 2,  

(-46] + S2 + a pour m = 3,  

- 6 6  + 2 y l  m- l 'r+ 1 1 r + - 6r-I pour  2 s r <  2 -2. 

A ins i  

P r o p o s i t i o n  5.3.2. 
?I 

1 .  K U ( N " ( ~  ; r l  , r2,.  . . , r ) )  est ,  en  t a n t  que groupe, addi  t ivement engendré 
n+ l 

? I n  
2.   anneau K U N  (m ; r , r 2 , r  ) )  est mu l t i p l i ca t i vemen t  engendré p a r  

n+ l 

a,B e t  6 ] .  

D'un a u t r e  cô t é ,  en appl iquant  l a  prop. 1.4.2, nous obtenons 

P r o p o s i t i o n  5.3.3. 

Nous nous proposons maintenant  de comparer, du p o i n t  de vue de l a  

KU-théorie, les formes sphér iques  g é n é r a l i s é e s  e t  o r d i n a i r e s .  Vue l a  remarque 3 

du 9.5.2, nous pouvons supposer m 2 3. 

Leme  5.3.4.  

m- l Pour t o u t  5 < r d 2 +2 il e x i s t e  Pr E x[c4] e t  a r  ç k t e l s  que 

1 .  5, = t4 PrtS4) + a r ( i + t , )  ; 

2. do-P = r-4 e t  a = O  ou (-11 
[FI 

r r s e l o n  que r es t  p a i r  ou impa i r  ; 



Démonstration. 

D'après 5.1.1 ., puisque m 2 3, nous avons 

2 
E 4 = 1 + 5  1 + E  5 ' 

Pour r = 5 ,  nous avons donc 
2 

E5 = E4 - ( I+CI)  s o i t  P5(E4) = C 4 ,  a5 = -1 

e t  P5(2) = ]-a5 : l e s  a s s e r t i o n s  du lemme s o n t  v r a i e s .  Supposons l e  lemme 

v r a i  jusqu 'à  r ,  nous avons 

posons Pr+, (54) = C4Pr (6,) - Pr- l (5,) + 2ar,  = -a : on v é r i f i e  a i s é -  r- l  

ment que Pr+ l c k4I 9 do-pr+ l = r - 3 ,  a s e  avec a r+ 1 
= O s i  r e s t  

r+ 1 

impair ,  a = (-1) 
1 + r51 

= ( -1 )  - r + l  
s i  r e s t  p a i r  ; e n f i n  

Pr+, (2) = 2Pr(2) - Pr_]  (2)  + 2ar,  s o i t  Pr+] 2 = a - 1 -  ) + 2ar = r- 1 

l + a  = ] - a  
r- 1 r+ l  

C o r o l l a i r e  5.3.5.  

S o i t  r , .  . . r ) ( r e sp .  1:) l ' i d é a l  de RU(Q,) engendré p a r  
n+l n+ 1 
"2-Er +3 ) ( r e sp .  ( 2 - ~ , ) ~ * ' ) ,  a l o r s  I~ c 1: ( r l  , r2, .  . ,r  1. 

i= 1 1 
n n+ l  

Il e n  r é s u l t e  donc ( th .  5.3.1, prop. 5.3.3. e t  cor .  5.3.5) 

Théorème 5.3.6. l 

I l  exhXe un *somokph&me canonique d'anneaux de K U ( N " ( ~  ; r l  ,r2,. . . ,r 1) n+ l  

auh K U ( N ~ ( ~ ) ) .  

Comme pour l e s  espaces l e n t i c u l a i r e s ,  il nous s u f f i r a  désormais de nous l i m i t e r  

aux Q -formes sphér iques  o r d i n a i r e s .  
m 

Nous avons vu (9.5.1) que l e  généra teur  x ( resp .  y )  de Qm engendra i t  

un groupe cyc l ique  d ' o rd re  2m ( r e sp .  4) dans Qm. Considérons a l o r s  les in- 

c l u s  i ons  



d é f i n i e s  respectivement p a r  p (X) = x e t  p ' (Y)  = y où X e t  Y s o n t  

respect ivement  des géné ra t eu r s  de Z e t  Z . e l l e s  i ndu i sen t  des homomor- 
2m 4 '  

phismes d'anneaux 

Comme il e s t  b i e n  connu que RU(C ) = L [A ] / <  hP-1 > où h e s t  l a  représen-  
P P P P 

t a t i o n  complexe (de degré 1) canonique d é f i n i e  pa r  

nous obtenons pour E l  c2 e t  E4 de RU(Qm) 

autrement d i t  

2n+l En appelan t  a l a  c l a s s e  de A - 1  dans KU(L ( p ) ) ,  l e s  théorèmes 2.2.3 
P P 

e t  5.3.1 montrent que pour l e s  homomorphismes 

i n d u i t s  p a r  P e t  P t ,  ana 

Propos i t i on  5.3.7. 

 intérêt de l a  d e r n i è r e  p r o p o s i t i o n  e s t  c l a i r  : moyennant l e s  r é s u l t a t s  du 

ch. I V ,  e l l e  permet d ' o b t e n i r  une borne i n f é r i e u r e  de l ' o r d r e  de c e r t a i n s  

'L 4n+3 éléments de KU(S / Q ~ ) .  

Pour n = O,  on a néanmains d i rec tement  



Théorème 5.3.8. 
2, 

KU(N0(rn) ) = C2 8 L2, chacun des daotewa ékant .zenpeotivement engenhés put 

Démonstration. 
CL 

Le th. 5.3.1 montre que dans KU(N'(~)) on a 6 = 0, ce qui réduit les rela- 

2 2 
tions (2) à en particulier a = -2a = O et B = -26 = O. En fait ct et B 

ont pour ordre 2 : si ce n'était pas le cas K%(N'(~)) serait trivial et ceci 
CL 

contredirait la prop. 5.3.3 qui assure que IKU(N~(~)) 1 = 4. Le résultat s'en- 

suit aisément. 

5.4. K-fiéunie complexe den Q -6okmeb sphékiques. 
3 

Dans RU(Q ) les seules représentations unitaires irréductibles sans 
3 

point fixe sont E4 et E6 ; en posant E = 1, a = E1-1, B = t 2 - 1 ,  

+E +E -3, 6 = C4-2, 6; = a+6 avec 62 = E5-2 et 63 = E6-2, à l'aide Y = $  2 3 1 2 

de la table de multiplication 

CL 
nous déduisons les relations suivantes dans RU(Q3) 



Compte tenu du théorème 5.3.6,  il nous s u f f i t  d ' é t u d i e r  l a  KU-théorie 

des Q -formes sphériques o r d i n a i r e s  Nn(3). Nous a l l o n s  d é t a i l l e r  l a  s t r u c -  3 
'Ir 

t u r e  de groupe de m(Nn(3))  grâce à 5.3.1, 5.3.2 e t  l e s  r e l a t i o n s  précé- 

dentes .  De 6; 
2 

= 6]+46] e t  6]6; = -2S1+S -6 nous déduisons 2 3 1  

3 2 61 + 66] + 96] = 63 (11, 

comme 6 ; ~ ~  = -26;+61-63, (1)  dev ien t  

D'autre  p a r t  nous avons a u s s i  

6n+ 1 
1 = O 

Propos i t i on  5.4.1. 

( i )  22i+46n-i = O pour 
1 O 6 i d n-1, 

(ii) 22i+3 n-i 6 1  = ? 2  2 i+5  n-1-i 
1 pour O 5 i s n-2. 

Preuve. 

2i+16n-2-i I l  e s t  c l a i r  que ( i i )  s e  d é d u i t  de ( i )  e n  m u l t i p l i a n t  (2)  par  2 
1 

où O 6 i 4 n - 2 .  D'autre p a r t ,  e n  m u l t i p l i a n t  (2) pa r  6 1 '  (n a 1 ) '  on v o i t  

que ( i )  e s t  v r a i  pour i = O ; supposons c e t t e  a s s e r t i o n  v r a i e  jusqu 'a  i -1 
O 2 .  n-i -1  

l o  avec i - 1  < n-1 e t  mu l t ip l ions  (2)  pa r  2 61 O , nous avons 
O 

4+2i  n-i 
O O 2 i0  n-i O +4 O O 2 i  +1 n-io+2 2 i  +1 n- i  +3 

-2 
1 

= 2 
1 + 5.2 

1 + 17.2 O 
1 

+ 

~i +2 n-i  + 1  
+ 11.2 O O 

1 

L'hypothèse de récur rence  montre a l o r s  que chaque terme du second membre 

e s t  nu l .  



De l a  même manière  nous savons  que l 2  + 46; = y-213, comme 
62 

il s ' e n s u i t  

P r o p o s i t i o n  5.4.2.  

1 .  S o i t  n i m p a i r ,  n = 2 p + l ,  a l o r s  

2 i  ,p+2- i  = 
62 p o u r  O 4 i 6 p + l ,  

2 i  , p i ] - i  = -2 2i-26,p+2-i  
62 2 pour  2 s i g p .  

2. S o i t  n p a i r ,  n = 2p,  a l o r s  

6ip+" 9, 2 2 i + l  , p + l - i  
2 

= O  pour  1 d i s p ,  

2 i t l  , p - i  = -2 2i-1 , p + l - i  
62 6 = O  pour  2 6 i 6 p - 1 .  

P reuve .  
N 

S o i t  N > O, a l o r s  de  l a  p r o p o s i t i o n  
i - O  

p r é c é d e n t e ,  p o u r  n i m p a i r  ( r e s p .  p a i r )  a v e c  N = p+2 ( r e s p .  N = p + l )  il 

s ' e n s u i t  c l a i r e m e n t  = O ( r e s p .  6 i p + '  = O). A l o r s  (5)  e t  un  ra i sonnement  

2 i  ,p+2-i p a r  r é c u r r e n c e  s u r  i donnent  2 S2 = O pour  O d i 6 p+ l  

2 i + l  ,p+1-i  
( r e s p .  2 6 = O pour  O s i 6 p ) .  E n f i n ,  il s u f f i t  de  m u l t i p l i e r  (5 )  

p a r  2 2i-4 62 ' P - ~  a v e c  2 6 i 6 p ( r e s p .  p a r  2 2 i -3  ,p-i-1 
&2 a v e c  2 s i 6 p-1) 

pour  o b t e n i r  les a u t r e s  a s s e r t i o n s .  

C o r o l l a i r e  5 .4 .3 .  

( i l  2nC1 a = 0 ; 

( i i )  2n* 1 
B = O ;  

FI n ( i i i )  2 2 (y-2a) = O, p o u r  n = 2p o n  a e n  f a i t  2 ~ - ' ( y - 2 a )  = f 2  6; ; 

( i v )  0 pour  n p a i r ,  

( i22n*1 61 pour  n impa i r .  



Démonstra t ion.  

N (i) Comme a6 = -2a, il e s t  c l a i r  que (-21Na = pour  N 3 O e t  l e  1 

r é s u l t a t  e n  décou le  avec  N = n + l .  

( i i )  D e  même, e n  n o t a n t  que (B-~5;)6~ = -2(B-6') ,  nous avons  
2 

N 
(8-6;)61 = (-2) (8-6;) pour  N 5 O ; 

a l o r s  2n+ 1 n+ 1 
(6-6;) = ( - 1 ) ~ * ~ ( ~ - 6 ; ) 6 ; + ~  = 0 ,  d 'où 2 fi . 2 n f l  6; - O 

(prop.  5 .4 .2 ) .  

( i i i )  (y-2a)6; = -2(y-2a) impl ique  a u s s i  

N 
(y-2a)6iN = (-2) (y-2a) p o u r  N 5 0, 

s o i t  

N N N  2 
2 ( Y - 2 ~ )  = (-1) 6; (6; +46;) p o u r  N 3 0 

Lorsque n = 2p+l ( r e s p .  n = 2p) nous savotis que 

22i-2 ' ~ - ~ ( 6 ; ~ + 4 6 ; )  = O pour  2 G i 6 p ( r e s p .  &2 

2i-1 ' P - ~ - ~  ( ~ ; ~ + 4 6 ; )  = O p o u r  2 i 6 p- i ) ,  l ' a s s e r t i o n  e n  r é s u l t e  62 

a u s s i t ô t  e n  f a i s a n t  i = 2 e t  N = p-2 ( r e s p .  N = p-3) dans ( 6 ) .  

Pour  n = 2p, nous avons p l u s  p r é c i s é m e n t  

m a i s  6ip*I = O d 'une  p a r t  (prop.  5 .4 .2 .2 ) ,  e t  d ' a u t r e  p a r t  (5) rnult i-  

p l i é e  p a r  6 ip - l  ( c e  q u i  suppose  p 2 2) donnent 

' P * ~  + 8 S ; ~ C 1  + 1 6 S ; ~ - 1  -206;' = S2 i .e .  - 2 0 6 ; ~  = 166;'-l = 2 ( 2  3 62 IP-1) = 

n = 2 ( - 1 ) ~  2 d 'où 

n zP-l (y-2a) = t 2 6;. 

1 N N ( i v )  LS e n c o r e  nous avons (6 -6 ) 6 = (-2) (SI-S3) pour  N r O, ce q u i  
1 3 2  

avec  ( 1 ) donne 



fJ+ 1 
puisque 

Soient  n  = 2p+l e t  N = p, a l o r s ,  pa r  5.4.1,  (7)  s ' é c r i t  

P a r  cont re  pour n = 2p e t  N = p, (7)  s ' é c r i v a n t  

l a  prop. 5.4.1 a s su re  l a  n u l l i t é  du second membre. 

Afin d'  améliorer  c e r t a i n s  des r é s u l t a t s  précédemment obtenus,  nous a l l o n s  

n+ 1 maintenant éva lue r  (2- c4) = (-6]) n+ l  dans $U(Q ) . Tout d'  abord l a  t a b l e  
3 

de m u l t i p l i c a t i o n  dans RU(Q3) montre q u ' i l  e x i s t e  des e n t i e r s  r e l a t i f s  A 
P 

e t  B (p 2 O) t e l s  que 
P 

p lus  précisément ces  e n t i e r s  son t  t e l s  que 

A = 3A +B 
P+ 1 P P ' BP+l = A p +3B p pour p 2 O ,  

s o i t  e n  p a r t i c u l i e r  

A - 6A + 8A = O pour p 2 O 
p+2 P+ 1 P 

(8). 

La r e l a t i o n  (8) d é f i n i t  p a r  récur rence  une s u i t e  (A ) dont il e s t  b i e n  
P 

connu que 

2 où A l  e t  h2 s o n t  l e s  r ac ines  de h -6h+8 = O ,  u  e t  v  é t a n t  déterminés 

p a r  l e s  condi t ions  i n i t i a l e s  A = 1 e t  Al  = 3. De t o u t  c e c i ,  nous obtenons 
O 

donc pour t o u t  p  3 O : 



Il  s ' e n s u i t  a l o r s  

P r o p o s i t i o n  5.4.4. 

Dans RU(Q3), pour t o u t  N b O, on a 

2N-2 2N-2 2N- 1 
5, = (2 - )(1*51+52*53*2E5)-2 (5,4+c6) * 

C o r o l l a i r e  5.4.5. 

% 
Dans RU(Q~) ,  pour t o u t  N 2 O, on a  

Dorénavant, nous poserons 

il es t  a l o r s  f a c i l e  de v é r i f i e r  que : v(SN) = 2+[,-] pour t o u t  N > 0 ,  

N N v ( T ~ )  = ( r e sp .  v ( T ~ )  z ) pour  N p a i r  ( resp .  N impair) .  

P r o p o s i t i o n  5.4.6. 

Dans K % ( N ~ ( ~ ) ) ,  on a  

2n 
( i )  2 ~ - ' ( ~ - 2 a )  + 2"-'6; + 2  = O  pour n  - 2 p + l  ; 

( i i )  2P-1(61-63) - 2n- 1 6; + 2  2n 6 = O pour n  = 2p ; 
1 

n  ( i i i )  zn+'6 I 2  6; = O pour  t o u t  n. 

Démonstration. 

Comme 6 ~ * l  = 0,  l e  cor .  5.4.5 nous donne dans &(Nn(3)) 

(22n- 1-2n- 1 2n-2 n-2 2n- 1 1 1 16; + (2 +2 ) (y-2a) - 2  (6,+d3) - -gSn(y-2a) + -T (6 -6 ) = O 
8 n  1 3 

l o r sque  n  = 2p+l ,  5 .4 -2  e t  5.4-  3  montrent que c e t t e  r e l a t i o n  se r é d u i t  a : 



2n- 1 2 n 2n-1 +6 ) = 2 (6]-S3) + 22n63 = 2 63 - q u i  impl ique  b i e n  ( i )  pu i sque  : 2 (61  
2 n 

= i 2  6 ] .  Quand n = 2p, l e s  mêmes r é s u l t a t s  donnent 

n 
comme 2 ~ - ' ( ~ - 2 o r )  = 22 6; ( c o r .  5 .4 .3  ( i i i ) ) ,  l a  r e l a t i o n  p r é c é d e n t e  s1  é c r i t  

l encore  

E n f i n ,  l a  d e r n i è r e  a s s e r t i o n  es t  une conséquence immédiate des  p r é c é d e n t e s  

e t  du c o r .  5 .4 .3 .  

Nous sommes main tenan t  e n  mesure d ' e x p l i c i t e r  l a  s t r u c t u r e  a d d i t i v e  de 

& ( ~ ~ ( 3 ) )  : 

Théorème 5.4.7. 

1 .  S0i.Z n = 2p+l ,  U.ht~cl  pouh p >, 2 

où dcqw &LcteuA es* heapectivement engendhé p m  : 6 ] ,  a ,  8,  6;+2 
n+16 

1 ' 

1 
&(N ( 3 ) )  = c @ E O c~~ avec heapeotivement 6 ] ,  a et f3 comme géné- 

2 2 

I hCUkW (ici 6; - 461 = 0, €i3 - 96]  = 0, y-2~4 = 0) ; 

$ 3  KU(N (3)  - E @ b. 6) C24 @ Cz3 @ Z2 avec h~peotiventent  a, 8 ,  
2 2 

l 4 2 
6;  + 2 S et 6 1-63 + 2 6; comme g é n é M t e w  (ici y-2S2 = 0 )  . 

1 

où chque  6acteu-h ea-t heapedvement engendhé pm : 6 1 ,  a ,  8 ,  6 '+2"+' 2 
3p+ l 

61' 
6]-rS3 - 2'6' + 2 6 ] ,  y-2a + 2 P+l 2 ". 



% 

K U ( N O ( ~ ) )  - z2  @ z2 où a et engendirent chaque dacterur ; 

" J 2  
KU(N (3 ) )  z 6 @ z 3 @ z23 @ Z22 

3 avec 6 1 ,  a ,  8  et 6;+2 comme 
2 2 

g é n é k d e w  (ici S3 = 176 ]-26;, ~ - 2 a  46; 

Démonstration. 

Nous supposerons n b 4 ( l e  cas  n  = O a  é té  r é s o l u  dans l e  t h .  5.3.8 ; l e s  

a u t r e s  s o n t  sus  cep t i b l e s  des  mêmes  raisonnements q u i  vont  être £ a i  t s  moyennant 

l e s  r e l a t i o n s  de dépendance l i n é a i r e  ind iquées  dans 1' énoncé du thGorème, r e l a -  
r\, 

t i o n s  aisément v é r i f i a b l e s )  : nous savons que K U ( N ~ ( ~ ) )  e s t  addi t ivement  

engendré p a r  a ,  6, y, 61 ,  6; e t  63 (prop. 5.3.2) e t  que 

1 & ( ~ ~ ( 3 ) )  1 = 2 6n+2 (prop. 5.3.3) ; il nous s u f f i t  donc de montrer que ,  pour 

n  impai r  ( r e sp .  n  p a i r ) ,  a ,  B ,  6 ] ,  6 '  + 2n*161, 6  -6 + 2 P+] 6; e t  
2  1 3  

p+l y-2a+2 - 6; + 2 3(p+1) 61 ( r e sp .  6  -6 - 2 ~ 6 ; + 2 ~ ~ * ~ 6 ~  e t  y - ~ a + 2 ~ + ~ 6 ; )  o n t  
1 3  

2n+ 1 2n+ 1 respect ivement  pour o rd re  9 , 22n+2, 2", 2' e t  2'-l ( r e sp .  2P' 1 

e t  zp-') ( c f .  5 .4 .1 ,  5.4.2,  5.4.3 e t  5 .4 .6) .  Pour c e l a  nous a l l o n s  u t i l i s e r  

l a  p r o p o s i t i o n  5.3.7,  c ' es t -à -d i re  c e r t a i n s  r é s u l t a t s  concernant  l a  KU-théorie 

des  espaces  l e n t i c u l a i r e s  d ' o rd re  2m ( c f .  c h a p i t r e  I V ) .  

Tout d 'abord,  notons que 

A lo r s ,  e n  u t i l i s a n t  l a  prop. 4.1.3, l e  th .  4.2.3 e t  les r é s u l t a t s  du 5 4.3, 

nous avons 

% 'n- 1 Tn- I 
Comme dans RU(Q3) on a  8(-6 l ) n  = 2"8-2"' (y-2a) + - ( ~ - 2 a )  - 4 

4 
(61-63) 

"J 
il est  c l a i r  que 2% = O dans K U ( N ~ ( ~ ) )  implique 86; = O,  o r  



d'où 2 n ~  # 0. 

En supposant n = 2p+l ( p  a 2 ) ,  nous avons 

t 2 
P ' !(pp-l (6 1 3  -6 )+2"-l6;) = p '  '(26;P+2n-16;+61 6;') = 2 "[(04+l) +l j  # O ; 

e n f i n ,  de l a  même manière 

Dans l e  cas  n = 2p, on l a i s s e  l e  s o i n  au  l e c t e u r  de v é r i f i e r  que l e s  a s se r -  

t i o n s  correspondantes  s o n t  v r a i e s .  

5.5. €.tude de K O ( N " ( ~ ;  r l , r2  ,..., r 1). n+ 1 

Pour pouvoir  éventuel lement  u t i l i s e r  l a  p r o p o s i t i o n  1.4.7, il nous f a u t  

d é c r i r e  les r ep résen ta t ions  r é e l l e s  e t  qua tern ioniques  de Q . D e  même que l e s  m 

i nc lus ions  canoniques O(p) C U(p) e t  U(P) C O(2p) i n d u i s e n t  l e s  homomor- 

phismes de groupes RO(Qm) A RU(Qm) e t  RU($) A RO(Qm) ( c f .  0.3.1 p. ) , 

l e s  i nc lus ions  canoniques U(p) C Sp(p) e t  S p ( p ) C  U(2p) i ndu i sen t  des  

homomorphismes de groupes a i n s i  d é f i n i s  : 

à t ou t e  r e p r é s e n t a t i o n  u n i t a i r e  6 de Qm, q a s soc i e  s a  q u a t e r n i f i é e ,  

à s a v o i r  5 @ IlH ; à t o u t e  r e p r é s e n t a t i o n  qua tern ionique  8 de Qm, h asso- 

c i e  l a  r e p r é s e n t a t i o n  u n i t a i r e  sous- jacente .  Nous savons que c e s t  un homo- 

morphisme d'anneaux a i n s i  que l'homomorphisme de conjugaison t dans RU(Q,) ; 

de p l u s  [9] 

* c e t  h s o n t  i n j e c t i f s ,  

* qh = 2 e t  hq = I + t .  

Il s ' e n s u i t  que RO(Qm) ( resp .  RSp(Q ) )  peut ê t r e  i d e n t i f i é  à un sous-anneau 
m 

( r e sp .  à un sous-groupe) de RU(Q ). Il  e s t  c l a i r  que, p a r  c e t t e  i d e n t i f i c a t i o n ,  m 

l e s  qua t r e  r ep ré sen ta t ions  u n i t a i r e s  i r r é d u c t i b l e s  de degré 1 de Qm 

5,. C l ,  E2 e t  C3 ( c f .  5 5.1) s o n t  r é e l l e s  ; pour l e s  a u t r e s ,  c ' e s t - à -d i r e  



( 5  ) , l a  prop. 1.2.3 donne 
rf 1 sr62r1- 1 

m- 1- 
S o i t  1 6 r 6 2 1 .  a l o r s  

1 .  chaque Cr+ 3 
pour r p a i r  e s t  r é e l l e ,  

2. chaque 
5r+3 

pour r impair  e s t  autoconjuguée ( i . e .  t(Cr+3) = Er+3). 

La seconde a s s e r t i o n  impliquant  = 25r+3 ( r  impai r ) ,  il s ' e n s u i t  

P ropos i t i on  5.5.2 El] 

L' anneau RO(Q ) des r ep ré sen ta t ions  r é e l l e s  (or thogonales)  de Qm, consi-  m 

déré  comme sous-anneau de RU(Qm), e s t  engendré pa r  C o P  1 ,  C 2 ,  C3, 

m- 1 m-1- 
'r+3 

pour 2 6 r p a i r  6 2 -2 e t  2Er+3 pour  1 d r impair  i 2 1 .  

Nous avons d' une p a r t  remarqué que 
Qm 

s ' i d e n t i f i e  à un sous-groupe de 

3 
- 

S = Sp( l )  ( c f .  5 5.1) e t  d ' a u t r e  p a r t  no té  que RSp(Qm) s ' i d e n t i f i e ,  pa r  

h ,  à un sous-groupe de RU(Qm) . On peu t  met t re  t o u t  qua te rn ion  a de S 3 

sous l a  forme unique a = z + j z  où z e t  z2 appar t iennent  à E : p a r  
1 2  1 

conséquent dans RU(Q ) l e s  r ep ré sen ta t ions  qua tern ioniques  s e r o n t  c e l l e s  m 

q u i  à l 'é lément  y de Qm f o n t  correspondre un élément de l a  forme 

m-1 Vue l a  d é f i n i t i o n  des ci (O r i r 2 +3),  il s ' e n s u i t  que s e u l e s  l e s  

5r+3 où 1 6 r impair  r: 2m-1-l s o n t  qua tern ioniques  ; comme qt) = 2 t o u t e s  

l e s  a u t r e s  s o n t  donc 25, = 2, 2ClY 2E2, 2c3 e t  25r+3 où 

2 < r p a i r  L 2m-1-2. 

P ropos i t i on  5.5.3. b1] 
Le groupe RSp(Q ) des r ep ré sen ta t ions  qua tern ioniques  de Q cons idéré  

m m ' 
comme sous-groupe de RU(Qm) , e s t  l e  groupe l i b r e  engendré p a r  25, = 2,  

m- l 
2c1 ,  2C2, 2c3, cr+] pour  1 6 r impair  6 2 -1 e t  2 ~ , + ~  pour  



m- 1 2 4 r p a i r  6 2 -2. 

n 
De l à ,  il découle que pour toute %-forme sphérique N (m ; r l  , r2 , .  . . , r  ) n+ 1 

( c f .  déf. 5.2.1) l a  représentat ion v i r t u e l l e  p e s t  quaternionique : nous 

pouvons donc appliquer 1.4.7. 

Pour n h l p & ,  l a  s i t u a t i o n  s e  trouve résumée dans l e  diagramme commutatif 

suivant  

où chaque l igne e s t  exacte,  l e s  deux premières f lèches ve r t i c a l e s  c son t  
n+ l 

in jec t ives  : $0 e s t  donc, dans RO(Q ) , l a  mul t ip l i ca t ion  par  if ( 2 - ~ , ~ + ~ ) .  m 

(prop. 1.4.8). 

Lorsque n &!A p d h ,  h é t an t  également i n j ec t i ve ,  on vo i t  de l a  même manière 
n+ 1 

que : RSp(Qm) -+ RO(Q e s t  encore l a  mul t ip l i ca t ion  par ii (Z-5r.+3). (*) 
m i = i  

1 

De ces deux remarques nous avons 

Théorème 5.5.4. 

L ' anneau O ( ( m  ; r , r . . . , r ) ) e d t  *s omohphe à 
n+ 1 

n+ l 
( i l  L'anneau RO(Q ) / <  m n (2-5,  +3)> h i  n e 6 X  i m p a h  ; i = l  i 

Ce théorème général ise  l e  th.  2.5 de D. P i t t  b l ]  énoncé pour 

r = r  = 
1 2 . . . = r . En f a i t ,  comme pour l a  KO-théorie des espaces lent icu-  

n+ l 

( * ) ~ a  discrimination se lon l a  p a r i t é  de n e s t  due au f a i t  que l e  produi t  
( t en so r i e l )  de deux représentat ions quaternioniques n ' e s t  pas une représen- 
t a t i o n  quaternionique mais seulement une représenta t ion r é e l l e .  Cela vaut 
également pour l e s  f i b r é s  vec to r ie l s  quaternioniques. Du r e s t e ,  il e s t  b ien 
connu que l e  produit  t ensor ie l  E B F de deux espaces vec to r i e l s  quaternio- 
niques n ' e s t  pas un espace vectorie!! quaternionique mais seulement un espace 
vec to r ie l  r é e l  ; d'un autre  côté s i  E e s t  un H-espace vec to r i e l  a l o r s  que 
F e s t  un R-espace vec to r ie l ,  l e  produit  E €3 F a une s t r uc tu r e  de H-espace 
vector ie l .  IR 



l a i r e s  géné ra l i s é s ,  l e  th .  5.3.6 permet de v o i r  que 

Théorème 5.5.5. 

11 e h - t e  wt Aomonpkisme cwo&~ue de KO(Nn(m ; rl , r2, . . . , r ) ) h WI n+ l 

KO ( N ~  (m) ) . 
Aussi nous limiterons-nous, dans t o u t  ce q u i  s u i t ,  qu' aux s e u l e s  Qm-formes 

sphériques o r d i n a i r e s  Nn(m) . 
'-l, 

Nous nous proposons maintenant de déterminer  l ' o r d r e  de K O ( N " ( ~ ) )  ; 

pour l a  s t r u c t u r e  c e l l u l a i r e  rappelée au  § 5.2, nous noterons NP l e  p-ième 

s q u e l e t t e  (O ,< p 6 4n+3) de Nn(m). 

Lemme 5.5.6. 

2n(m+3)+4 pour n p a i r ,  
% 

( K O ( N ~ ( ~ )  ) 1 s 

( 2n(m+3)+2 pour n impair.  

Démonstration. 

La s u i  t e  s p e c t r a l e  dlAtiyah-Hirzebruch 

E i s j  = Hi(Nn(rn), 
2 & j ( s O ) )  => & i + j ( ~ n ( m ) )  

a pour  s e u l s  termes E: '-i éventuel lement  non nu l s  ceux correspondant à 

i - 0 ,  1 ,  2 ou 4 (mod 8). 

En f a i t  (prop. 5.2.2) pour O < i < 4n+3, on a 

( gmm+l pour i r O (mod 4) ,  

( C2 B Z2 pour i r 1 ou 2 (mod 8 ) .  

% n  Ains i  l e  gradué a s soc i é  de KO(N (m)) comporte-t-il au  p lus  n f a c t e u r s  

égaux à m+l e t  a f a c t e u r s  égaux à C2 @ 2 e n  posant  
2 2 

a = card{0 < i < 4n+3) i 1 ou 2 (mod 8 ) ) .  Comme a = n+2 ou n+l s u i v a n t  

que n e s t  p a i r  ou impair ,  nous obtenons I ? o ( N ~ ( ~ ) )  1 f 2 (m+l)n 22a ce qui 



e s t  l e  r é s u l t a t  annoncé. (*> 

1 De l a  même manière, il e s t  f a c i l e  de vo i r  que 

Lemme 5.5.7. 

2n(m+3) pour n p a i r ,  

1 ; o ( N ~ ~ )  1 6 

2n(m+3)+2 pour n impair. 

Pour n impair : &(N 4n+21N4n-2 % 
+ d  2m+I 

Démonstration. 
?I 4n+2 4n-2 4n+l lN4n-2) 

La s u i t e  exacte de KO-théorie associée à l a  pa i re  (N / N  , N 

s ' é c r i t  

"' 
n é t a n t  impair KO(S 4n+2 vs4n+2) = O = &1(s4n+2v S4n+2), donc 

"' 4n+2 4n-2 'L "' 4n+l 4n-2 
KO(N / N  ) --+ KO(N / N  (1) 

De même l a  pai re  ( N ~ ~ ~ ~  / N ~ ~ - ~ ,  N ~ ~ / N ~ ~ - ~ )  donne l a  s u i  t e  exacte 

"' 4n+lV s4n+1 . . . KO(S "' 4n+l 4n-2 % 4n 4n-2 a ' 1 4n+l S4n+ 1 
) + KO(N / N  ) -t KO(N / N  ) -t KO (S ) +... 

s o i t  

4n 4n-2 4n-1 mais l a  pa i re  (N /N , N  / N ~ ~ - ~ )  conduisant à l a  s u i t e  exacte 

2m+ l où a e s t  l a  mul t ip l i ca t ion  par dans Z, montre que 

La proposi t ion en r é su l t e  immédiatement car  (2)  puis ( 1 )  donnent avec ( 3 )  

........................ 
(*) Ce lemme montre que l e  r é s u l t a t  (4.1) de [IO] e s t  erroné pour n # O .  



Lemme 5.5.9. 

4n, *4n+ 1 
Les inclusions canoniques N 6 N4n+2 , N4n+3 , Nn(m) 

( i )  pour n impair, induisent  des isomorphismes 

I ( i i )  pour n p a i r ,  conduisent aux s u i t e s  exactes 

Preuve. 

Lorsque n e s t  impair, c ' e s t  immédiat avec l e s  su i t e s  exactes suivantes 
- 

'-l, 'L 4n+2 a $ 1 4n4-3 
L0(s4n+3) - K O ( N ~ ~ + ~ )  + KO(N ) + KO ( S  1 , 

I I 
O 

I I 
O 

$ 4n e t  l e  f a i t  que KO(N ) e s t  f i n i  ( l .5.5.7) .  Lorsque n e s t  p a i r ,  on a 
'7, a 1 4n+3 l a  s u i t e  exacte O + K O ( N ~ " + ~ )  + &(N4n+2) + KO (S ) = C 2 ,  mais a pst 

$ f !  4n+2 % l e  composé 4 KO(S ) + KO I (S 4n*3) où f !  e s t  i ndu i t  par 

l ' app l ica t ion  d'attachement c e l l u l a i r e  f qui  e s t  de degré 0,  donc a = 0. 

Le même raisonnement appliqué aux s u i t e s  exactes associées aux pa i res  

4 ~ + 2  ,4n+ 1 (1J ,IJ ) e t  (N4n+l 4n 
, N  ) conduit aux deux au t res  r é s u l t a t s .  

Lemme 5.5.10. 

S i  I ~ o ( N ~ ~ - ' )  1 = 2 (n-1)(m+3)+4 pour n impair (resp.  2 (n- 1 ) (m+3)+2 pour 

n p a i r  > O), a l o r s  il ex i s t e  une s u i t e  exacte 



1 
'L 4n i '  'L 4n-1 

O + k  rn+l +KO(N )---tKO(N ) + O  
2 

1 
où i '  e s t  i n d u i t  par  l ' i n c l u s i o n  i : N 

4n- 1 4n 
+ N  . 

Démonstration. 

Considérons l e  diagramme commutatif su ivant  : 

1 
Q - 1  4n-1 a % 4n i '  4n-1 

KO (N )-KO(S ) - & ( N ~ ~ ) - K O ( N  ) 
Q 1 4n 

a,,,(, ) = O  

où l e s  l i g n e s  son t  exac tes  e t  l e s  f l èches  v e r t i c a l e s  l e s  morphismes de com- 

1 4n-1 p l e x i f i c a t i o n  : comme KU (N ) = E (prop. 5 .5 .3 ) ,  a* e s t  l a  m u l t i p l i -  

2m+ 1 * c a t i o n  p a r  dans E donc Ker i = Z . En o u t r e ,  lo rsque  n e s t  
2m+ 1 

1 1 
 air, c e s t  un isomorphisme ([  1 ] , p. 61 8) donc c 1 Ker i' envoie Ker i ' 

1 2 
* 1 m+ 1 

s u r  k e r  i , a i n s i  l ~ e r  i'l 3 2 , mais a l o r s  

'L 4n t 
IKO(N ) I  = l ~ e r  i '  1 . I < o ( N ~ ~ - ' )  1 a 2m+1.2 (n-l)(m+3)+2 = 2n(m+3) 

7 

1 
ce q u i  implique (4. 5.5.7) Ker i '  = Z 

2m+l ' 

Lorsque n e s t  impair l e  r é s u l t a t  e s t  une conséquence de 5 .5 .8  e t  5.5.9. 

Théorème 5.5.1 1 . 
2n(m+3) +4 

/ pour n p a i r ,  
'L 

.d(Nn(m ; r , , r2, .  . . , r  ))l ={  n+ 1 2n(m+3) +2 
pour n impair. 

Démonstration. 

Vu l e  t h .  5.5.5, il s u f f i t  de s ' e n  t e n i r  aux Qmformes sphériques o r d i n a i r e s  

~"(rn)  ; il e s t  a l o r s  a i s é  de v o i r  que 1' a s s e r t i o n  proposée e s t  v r a i e  pour  

n = O, il s ' e n s u i t  que s i  e l l e  e s t  v r a i e  pour n e l l e  l ' e s t  encore pour  

n + l ,  e n  e f f e t  : 

- s i  n e s t  p a i r ,  avec l e s  4.5.5.9 (i) e t  5.5.10, on a 

1 2 ~ ( ~ 4 ( n + 1 ) + 3  ) 1 = IKO(N " 4 ( n + l ) ) l  



- s i  n e s t  impair ,  on a de même 

I ;0(N4(n+1)+3 ) I  = 2 4 . (KO(N % 
4(n+l )  ) 1 = 2  m+5 . 2n(m+3) +2 = (n+l ) (m+3)+4 

5.6.  K-tMohie hé&e des Q3- ~ o m e s  bphé&iquen. 

En cons idérant  RO(Q3) comme sous-anneau de RU(Q ) ,  on peut  d i r e  3 
% 

(prop. 5.5.2) que RO(Q ) e s t  engendré p a r  a ,  8 ,  y ,  261, 62  (OU 6;) e t  3 

263 ; néanmoins, a f i n  d ' é v i t e r  t o u t e  ambiguité,  nous a l l o n s  dés igner  p a r  

a ,  b ,  g, d l ,  d i  e t  dg l e s  r ep ré sen ta t ions  r é e l l e s  de Q t e l l e s  que 3 

n+ 1 n+ 1 
A l ' a i d e  de l ' e x p r e s s i o n  de (2-e4) = (-61) donnée p a r  l e  

% 

cor.  5.4.5,  on o b t i e n t  dans RU(Q ) l e s  r e l a t i o n s  su ivan te s  3 

% 
Ces r e l a t i o n s  permettent  de r e t rouve r ,  dans K U ( N " ( ~ ) ) ,  que a ,  B e t  6 ;  

2n+ 1 o n t  pour o rd re  e t  6 '  + 22n*161 a pour o rd re  2" ( v o i r  t h .  5.4.7) : 
2 

il s u f f i t  pour c e l a  d ' u t i l i s e r  l a  méthode des d i v i s e u r s  é lémenta i res  ( c f .  pa r  

exemple [53] , p. 26) .  C' e s t  en usant  de c e t t e  méthode -mais sous une forme 
'Il 

s i m p l i f i é e  compte tenu  d'une p a r t  des  r é s u l t a t s  obtenus s u r  K U ( N " ( ~ ) )  e t  

d ' au t r e  p a r t  de l ' i d e n t i f i c a t i o n  rappelée ci-dessus- que nous a l l o n s  c a l c u l e r  

&(Nn(3) ) . 
Tout d'abord s o i t  n p a i r ,  n = 2p ; l a  prop. 5.5.3 e t  l e  t h .  5.5.4 

montrent q u ' i c i  K O ( N " ( ~ ) )  e s t  isomorphe à R O ( Q ~ )  1 ( 2 - 6 ~ ) ~ + '  RSp(Q3) e t  que 

RSp(Q3) e s t ,  en  t a n t  que sous-groupc de RU(Q3), engendré pa r  2 t0 ,  2a 2B1 



n+ 1 
2y, 61 , 26; e t  63. Dans ces  condi t ions  d'une p a r t  l ' e x p r e s s i o n  de (2-5 ) 4 

e t  d ' a u t r e  p a r t  l e s  r e l a t i o n s  ( l ) ,  ( 2 ) ,  (3) e t  (4) conduisent  à 

r\, r\, 
dans K O ( N " ( ~ ) ) .  En f a i t  les  r é s u l t a t s  obtenus pour W(Nn(3)) e t  l e s  pro- 

p r i é t é s  de v(Sn) e t  v(T ) (cf.  § 5.4,  p.104) permet ten t  d 'en dédui re  
n 

(pour  p > 2 éventuel lement)  

Théorème 5.6.1. 

S o a  n = 2p, d o m  p o u  p > 2 

J&(iV0(3)) l4 û3 C 4  avec a et b comme génétrateum ; 
Q J 2  

KO(N (3) = C B Z24 @ Z24 B C12 avec d l  , a ,  b et d;+4dl comme g@né&ateuild ; 
2 'c 

iL 4 
KO(N (3) )  = 2 B C26 O C B C 

B k 2  avec d l ,  a ,  b ,  d;+16dl et g-2a. 
2 2 2 

Démonstration. 

Nous supposerons p 3 ,  les a u t r e s  cas  se t r a i t a n t  de  manière analogue moyen- 

nant  quelques adap ta t i ons  ( l e  cas  p = O se dédu i t  aisément du t h .  5 .3 .8) .  Les 

r e l a t i o n s  (5) ,  ( 6 )  e t  l a  méthode des d i v i s e u r s  é l émen ta i r e s  montrent que a ,  



2n+2 2n+2 et  2p-l 
b , g-2a+2'+' d;+2 3pc1 d l  o n t  respectivement pour o r d r e  , 

A l ' a i d e  de ( 6 ) ,  il e s t  c l a i r  que (7)  s ' é c r i t  encore 

2n- 1 
2 ~ - ~ ( d - d )  1 3  + 2 " - ' d ; + 2  d l  = O ,  

e t ,  de l à ,  il s ' e n s u i t  aisément 2"+' (d;+2nd1) = O puisque 2'(dlmd3) a O 

(cor .  5.4.3. ( i v ) ) .  D'un a u t r e  cô té  l e  théorème 5.5.11 a s su re  que : 

22n+2 n+2 2x2n+l x2p- 1 p-2 - 6n+4 
~ ( 2  ) x2 - 2 = 1 & ( ~ ~ ~ ( 3 ) )  1 . 
Théorème 5.6.2. 

S O ~  n = 2p+l ,  deou p o v l  p 3 2 

n+ 1 
où chaque dacteuh ut nedpeoüvement engendhé palz d l ,  a ,  b ,  d;+2 d l  , 

2, 

K0(N1(3)) = avec d l ,  a et b  comme g é n E k a t e ~  ; 

2, 

K O ( N ~ ( ~ ) )  = c @ e24 @ i? @ Z23 @ z2 avec d l ,  a ,  b. d;+16dl et g-2a 
2 2 

comme génénuteum . 
Démonstration. 

En procédant  comme ci-dessus,  il e s t  a i s é  de v o i r  que d'une p a r t  a ,  b et 

2n+ 1 
d; on t  pour o rd re  e t  d ' a u t r e  p a r t  2"(d;+2"+'dl) = 0 ,  2P(g-2a) = O 

e t  2 ~ - '  (dl-d3)+22nd, = O. En f a i t ,  p a r  exemple, g-2a a pour ordre  2' : 

c a r  s i  2 ~ - '  (g-2a) = O, a l o r s  c(zp-' (g-2a)) - îP- l  (y-2u) = O ce  q u i  cont re -  

d i t  l e  t h .  5.4.7. Comme p a r  a i l l e u r s  ( & ( N ~ P * ~  (3) ) 1 = 26nC2, l e  théorème 

s ' e n s u i t .  

Remara ues . 
% 

( i )  Comme dans l e  cas m - 2 ( c f .  [IO] ) , il y a isomorphisme e n t r e  K U ( N ~ ( ~ ) )  
2, 

e t  K O ( N ~ ( ~ ) )  lo rsque  n e s t  impair.  

( i i )  Lorsque n = O ou 1 ,  on peut  énoncer  p lus  généralement : 



Théorème 5.6.3. 

% 1  
KO(N (ml) "Z, m*l @ Z4 B Z4 (généhuteum d l ,  a et b). 

2 



CHAPITRE VI 

FORMES SPHERIQUES TETRAEDRIQUES ............................... 

Dans tout ce chapitre m désigne un entier supérieur ou égal à 1 .  

6.7 . F o m a  aphé~que6 Ré;titaéchiqua. 
* 

On appelle ghaupe téfiaéchique binaihe g é n é U é ,  et on le note Tm, 

le groupe abstrait engendre par trois éléments x, y, z et les relations 

3m 4 2 2 - 1 - 1 - 1 - 1 
X = y  = 1, y = z ,  xyx = z ,  XZX =yz, yzy = z  . 

Lorsque m = I , le groupe T; est appel6 ghoupe fé.t>raéd&que binahe et 

* 2 
désigné par T . La terminologie vient de ce que le groupe T = T*/{y 1 

peut être-interprété comme le groupe des symétries d'un tétraèdre régulier. 

* m 
Les relations précédentes montrent que le groupe Tm a pour ordre 8.3 . 
Son sous-groupe des commutateurs [T;,T~ est engendré par y et z : 

[ T ~ , T ~ ~  est donc d'ordre 8, c'est un 2-sous-groupe de Sylow de T* qui 
m 

est en fait isomorphe au groupe quaternionique Q2 engendré par deux éléments 

a, b et les relations (cf. 5 5.1) 

4 2 2 - 1 - 1 a = 1 ,  a = b ,  b a b  = a  . 
Comme Q2 a pour sous-groupe des commutateurs le groupe cyclique Z2 engendre 

2 * 
par a , on voit que 

Tm 
a pour série dérivée T*3 Q 2 3  E 2 3  I l }  : c'est 

m 

donc un groupe métabélien de rang 3. On notera que tous les sous-groupes abé- 

* 
liens de Tm sont cycliques. En particulier, le 3-sous-groupe engendré par x 

* 
isomorphe à Z est un sous-groupe de Sylow de 

Tm le centre z(T~) de 
* 3m 2 
Tm est engendré par y et est isomorphe à E2. 

Le calcul des groupes de cohomologie ordinaire (entiëre) de T* peut être m 
* * 

fait de la manière suivante. D'une part, corne [T,,T~] = Q2 est un sous- 



groupe distingué de T* tel que T:/ [T:,T~ Z3m, le L.  1 .4.4 montre que 
m 

s 
HP(T~,Z) = O pour p impair, 

P̂ * 'L 

H (Tm,C) ( 3 )  - f i p  , pour tout p E L .  
3 

Rappelons d'autre part les résultats suivants 

Lemme 6.1.1. 

Soit G un groupe fini, alors 

(i) G est à cohomologie (au sens d'brtin-Tate) périodique si, et seuleinent si, 

tous ses sous-groupes abéliens sont cycliques ; 

(ii) si G a un 2-sous-groupe de Sylow qui est un groupe quaternionique 

généralisé, sa 2-période vaut 4. 

(i) est établi dans [Il] (p. 262) et (ii) dans [59]  par R.G. Swan. 

Dans ces conditions, les seuls groupes de cohomologie qu'il nous reste à 

A-2 s 
calculer Bont fi0(T;,Z) et H (Tm,Z), mais ([II], p. 237) 

En definitive, nous obtenons 

Proposition 6.1.2. 

* 
(il les groupes de cohomologie entière de Tm 

valent 

/ Z pour p = 0 ,  

z pour p = 4k+2 avec k 3 0, 

a O Z 8  pour p = 4 k  avec k > 0 ,  

\ O ailleurs. 

(ii) les groupes de cohomologie modulo 2 de T* valent 
m 

Z2 pour p , 4k ou 4k+3 avec k 2 0, 
P * H (Tm'L2> = 

O ailleurs. 



N * 
On appelle ~ o m e  bphehique .té.tAaédtUque toute forme sphérique S 1 Tm 

* 
définie par une action libre du groupe Tm sur la sphère SN de dimension 

N. Puisque la proposition précédente montre que la période cohomologique 

* 
de Tm vaut 4, pour qu'il existe de telles formes il est nécessaire (cf. 

prop. 1.3.3 d)) que l'entier N soit tel que N + 1 r O (mod 4). Il est 

alors evidemment possible de décrire les représentations unitaires irréduc- 

tibles sans point fixe de T* (cf. [67] , p. 199), mais il nous suffira 
m 

4n+3 * pour l'instant de retenir que S /Tm (n 2 0) est une variété différen- 

tiable connexe, compacte et orientable de dimension 4n+3. Du lemme 1.4.1. 

et de la proposition 6.1.2, nous en déduisons 

Proposition 6.1.3. 

(i) Les groupes de cohomologie entière de s~~'~/T: valent 

f Z pour p = O ou 4n+3, 

z pour p = 4 k + 2  avec O s k s n ,  
4n+3 * H'(S /Tm,Z) = 3* 

Z 8 Z8 pour p = 4k avec 1 s k n, 
3m 

\ O ailleurs. 

(ii) Les groupes de cohomologie modulo 2 de s ~ ~ + ~ / T ~  valent 

C2 pour p = 4k ou 4k+3 avec O 6 k 6 n, 

H~ (s~~+~/T*,z~) m = 

( O ailleurs. 

6.2. ~-; théo/Ue  coi:.îp&xc) den v d é . t é b  S 4n+3/T* 
m 

Dans le paragraphe précédent nous avons vu de quelle façon la cohomologie 

des formes sphériques tétraëdriques S~"+~/T; était liée à celle des espaces 

4n+3 46 lenticulaires S 12 m, Z étant le sous-groupe de Tm engendré par x. 
3 3m 

D'un autre côté, il est clair que la suite spectrale dlAtiyah-Hirzebruch 

~ 2 ' ~  = 9 (S~~+~/T;, &q(~O)) -> &r(~4n+3/T*) 
m 



Théorème 6.2.1. 

Yom ZouX n z O ,  on a 

(i) l e  gnoupe ~ ? ~ u ( s ~ ~ + ~ / T ~ )  a pouh onchdire 3 
m(2n+1) a23n 1 4n+3 * 

K U  (S T m  a* 

homottphe à c ; 

4n+3 * 
(2) &(s /Tm) (3) 

4n+3 eaZ homottphe à &(s / L  m) , dom que 
3 

4n+3 * &(s /Tm)(2) eaZ indépendant de m. 

Corollaire 6.2.2. 

Pour tout m >  1, Q 3 *  KU(S /Tm) est isomorphe à E . 
3m 

4n+3 * 
Puisque la 2-composante primaire de K%(S T ne dépend pas de m, 

plaçons-nous dans le cas m = 1 pour la déterminer. La méthode suivie consis- 

tant à décrire l'anneau KU(S 
4n+31T*) via la suite exacte dlAtiyah (prop. 1.4.8) 

4n+3/~*) + RU(T*) RU(,*) -% KUO(S~"*~/T*) + O O -+ KU (S (11, 

nous allons donc commencer par étudier l'anneau RU(T*). 

Le groupe binaire tëtraédrique T* a 7 classes de conjugaison 

2 3 3  2 2 2 3 2  
C3 = {x,xy z,xy ,xy zl, C4 = (x ,zx ,YX ,ZY x 1 ,  

La classe Cl contient l'unique élément d'ordre 2 (c'est l'élément central), 

la classe C2 contient les éléments d'ordre 4, les classes C3 et C4 

(resp: Cg et C ) ceux d'ordre 3 (resp. ceux d'ordre 6). Il s'ensuit 
6 

(prop. 1.2.2) que T* possède 7 représentations unitaires irréductibles 

(non équivalentes deux à deux) . Comme T*/ [T* ,T<S = Z3, seules trois de ces 

représentations sont de degré 1, à savoir 
50 9 5  1 

et C2 données par 



2 ill 
où j = exp(-). En appelant a le nombre de représentations de degré 2 

3 

et b celui des représentations de degré 3, on doit avoir 

2 
3.1 + a.22 + b.3' = 24 : ainsi a = 3 et b = 1 .  Les 3 représentations de 

degré 2 peuvent être définies par des matrices du type suivant 

où UV = - - . Appelons C 6  la représentation de degré 3, alors la table 
3 

des caractères Xi des représentations ci, O s i E 6 ,  est la suivante 

(la dernière colonne est obtenue en utilisant les relations d'orthogonalité 

de Frobenius-Schur rappelées en 1.2.1) 



Ce tableau montre d'une part que les 7 représentations unitaires irré- 

ductibles 
Si sont bien non équivalentes, et permet d'autre part d'obtenir 

la structure multiplicative de RU(T*) 



Proposition 6.23. 

(i) RU(T*) est additivement engendré ;ar 1 , ~ 1  >52953'54,55 et c6 ; 
sa structure multiplicative est donnée par le tableau précédent. 

(ii) T* ne possède qu'une seule représentation unitaire irréductible sans 

point fixe, à savoir C5 (qui est de degré 2). 

(iii) Co et C6 sont équivalentes à des représentations réelles ; E l ,  E2, 

C3 et C4 ne sont pas équivalentes à leurs conjuguées ; E 5  n'est pas 

une représentation réelle mais elle est équivalente à sa conjuguée. 

Démonstration. 

Les considérations qui précèdent l'énoncé de cette proposition ont établi (i). 

Pour ce qui est de (iii) il suffit d'utiliser les résultats classiques sur la 

classification des représentations unitaires irréductibles d'un groupe (cf. 

prop. 1.2.3) : 



2 2 1 . xi(a = 2 + 2 - 12 - 4j - 4j - 4j - 4j2 = 0 pour i = 3 ou 4, 
a& T 

En ce qui concerne (ii), il est immédiat de vérifier qu'hormis c5 Ou 56 

les autres représentations de T* ne sont pas sans point fixe (voir leurs 

définitions). Pour ce qui est de c6, soient 
A2 et A3 les valeurs 

propres de c6(x) : le tableau des caractères montre que 

Autrement dit les valeurs propres de c6(x) sont les racines de l'équation 

3 A - 1 = O, soit = 1, A2 = j ,  A3 = j2 et par suite c6 n'est pas 

sans point fixe. C5 est donc la seule représentation irréductible unitaire 

sans point fixe de T*. 

Corollaire 6.2.4. 

Il n'y a qu'une seule forme sphérique associée au groupe tétraédrique binaire 

T*, à savoir 8 = s~"+~/T* où T* agit librement au moyen de la représen- 

tation unitaire virtuelle p de degré 2n+2 donnée par p = (n+I)E5. 

Théorème 6.2.5. 

L'anneau KU(#) ut hornonphe à l'anneau RU(T*)I<(~ - E5)"+'7. 

Démonstration. 

Cela résulte de la suite exacte (1). En effet, C5 étant une représentation 

unitaire de degré 2, il vient 



Tl+ 1 
comme il est évident que det(S5) = + 1, il s'ensuit que (-1) i ~ i C 5  

i=o * 
n+ 1 

vaut (2 - E5) et par conséquent Im @ est l'idéal de RU(T ) engendré 

Remarque. 

Le théorème précédent se généralise aisément aux formes sphériques tétraédriques 

ç4n+3,T* avec m > 1 : soit F l'ensemble de toutes les représentations uni- m m 

taires irréductibles sans point fixe de T* (elles sont toutes de degré 2 et m 
n Card(Fm) = 2. 3m-1) , en notant alors M (m; io ,il , . . . ,in) la forme sphérique 

4n+3 * tétraédrique S /Tm (m 2 0) définie par l'action de Tt associée à la m 

représentation unitaire virtuelle sans point fixe ci 
$ C i  8 ". @ S i  où 

O 1 n 
Ci E. Fm pour tout O d j d n, on obtient (comparer avec th. 2.2.3 et 5.3.1). 
j n 

1 En posant 

on voit que l'anneau des représentations unitaires réduites R$(T*) de T* 

est, en tant que groupe abélien, engendré par a, B, y, 6, E et p ,  alors 

que sa structure multiplicative est entièrement définie par a et c .  

Moyennant les habituels abus de notation, le théorème 6.2.5 permet donc de dire 

Proposition 6.2.6. 

K%(M") est, en tant que groupe, additivement engendré par a, B, y, 6, E et 

P ; dans l'anneau &(M") la table de multiplication est la suivante : 

2 
a = B -2a, a b =  -a-BI ay = 6-y-2a, a6 = E-6-2a, 



l 4n+3 Soit la Q-formesphérique Nn(2) = S  /Q2 2 
(cf. 1 5.2) : l'anneau K%(N~(~)) 

a notamment été décrit par KensÔ FUJII. 

Théorème 6.2.7. (Cl71 , th. 1.2). 

(il &(~~(2)) = L n+l @ z2n+l @ Z 2n- 1 p o u  n 2 1, clzayue dac/tew~ &..tan.t 
2 

K%(lI0(2)) = L 2  8 Cï  avec a' et 8' comme généNLteu~.  

(ii) P o u  iotLt n 1 0, la eada%o*Me tnWpfica;t ive d e  K%(N"(~)) ut 

donnée pan. 

bi-dessus, on a noté a', 8' , y '  et 6' les représentations réduites des 

représentations El, c3 et c4 de RU(Q ) dé£ inieç au 1 5.11 . 2 

Lemme 6.2.8. - 
Soit Y : K%(M~) + &(Nn(2)) l'application définie par 

alors Y est un homomorphisme d'anneaux et, pour n 1 ,  on a 

Démonstration. 

Comme dans K%(Nn(2)) on a 

= 612 + 46' et 613 + 6612 + 86' = 0, 

il est facile de vérifier que Y est un homomorphisme d'anneaux [utiliser 

les tables de multiplications données par 6.2.6 et 6.2.7 (ii)] ; par exemple 



D'un autre côté 1 Y, de par la définition de Y, est engendré par y' 

et 6' et cela comme sous-anneau de I&(FJn(2)) puisque y' = 612 + 46' ; 

dans ces conditions (6.2.7 (i)) Im Y est isomorphe à L22n+l BI Z2n-l où 

n+ 1 
chaque facteur est engendré par 6' et y' + 2 6', la structure multi- 

,n+l plicative étant définie par y' = 612 + 46' et 6 = O. 

Théorème 6.2.9. 

Pom ZoLLt m 3 1 ,  an a 

\ zg 8 z3 B z8 pour m = 1. 

Preuve. 

4n+3 * 4n+3 * Le théorème 6.2.1. nous a montré que &(s /Tm) (2) = K%(S /T ) (2) 

pour tout m 5 1, le résultat est alors immédiat par 6.2.8 puisque 

Q 4n+3 * 
Comme KU(S /Z m) est connu (th. 2.3.6.), ce résultat résout complè- 

3 
tement le calcul de la K-théorie complexe des formes sphériques tétraédriques 

(Pour n = O, voir cor. 6.2.2) 

Proposition 6.3.1. 

4n+3 * &(s T m  a, en tant que groupe, un ordre inférieur ou égal à 3mn.23n. 

Plus précisément la 3-composante primaire de K%(S~"*~/T;) est isomorphe 

à &(s~"'~/z ) ,  ainsi sa 2-composante est indépendante de m. 
Q~ 

Démonstration. 

Il suffit de considérer la suite spectrale dlAtiyah-Hirzebruch 



pour voir que les seuls termes E~'" non nuls sont ceux pour lesquels 
2 

p - O (mod 4) avec O < p < 4n+3 ; d'ailleurs (prop. 6.1.3) ils valent 

E @ L8 : il s'ensuit bien que I&(s~~+~/T~) / 6 (3m.8)n. Les autres 
3m 

précisions sont une application directe du théorème 1.4.5. 

'L 
Soit Y l'homomorphisme de &(Mn) dans &(Nn(2)) induit par 1 'homo- 

morphisme Y : K?U(M~) -+ &(~~(2)) défini dans le paragraphe précédent, tel 

que le diagramme suivant soit commutatif 

'L 
Désignons alors par d' et g' les éléments de KO(N~(~)) tels que 

d' = r(6') et c(gf) = y' ; selon 601, il s'ensuit 

@ E 'C22n+i 2n-l pour n impair. 

2, 
Pour n pair (resp. impair), Im Y est additivement engendré par respecti- 

vement d' et g' (resp. d' et g' + and'). Compte tenu de la prop. 6.3.1, 

il en découle clairement 

Théorème 6.3.2. 

(i) Powr n p a h  (non n a )  



En particulier, pour tout m 3 1 ,  on a 

Remarque. 

Le résultat précédent signifie notamment que la suite spectrale dfAtiyah- 

Hirzebruch pour la KO-théorie des formes sphériques tétraédriques est 

triviale. Rappelons qu'il en est de même pour les espaces projectifs réels 

(cf. cl 1) , les espaces lenticulaires (cf. chapitres III et IV) et les 

Q -formes sphériques (chap. V). 
m 



CHAPITRE V I 1  

K-THEORIE DES FORMES SPHERIQUES DE BASSE DIMENSION 

7.7 .  Rappeh e..t c d &  p ~ é M n & e a .  

Nous nous proposons i c i  de déterminer  l e s  groupes de cohomologie d 'Art in-  

Tate  (à va leu r s  dans &) des groupes appa ra i s sen t  comme groupes fondamentaux I 
(ou f a c t e u r s  d i r e c t s  de groupes fondamentaux) des formes sphér iques  de dimen- 

s i o n  i n f é r i e u r e  à 10. Les groupes a i n s i  s é l e c t i o n n é s  s o n t  i s s u s  de l a  c l a s s i -  

f i c a t i o n  des formes sphériques donnée p a r  J .A .  Wolf ([67] , p. 218 à 226) dont 

nous userons de l a  terminologie  q u i  y e s t  i n t r o d u i t e .  D'autre  p a r t ,  on s a i t  
(*) 

que pour un groupe f i n i  G,  d ' o rd re  p, la  t h é o r i e  c l a s s i q u e  de l a  cohomologie 

des groupes f i n i s  donne ( [ I I ]  , p. 236 e t  250) 

i i [ci-dessus on a é c r i t  H (G) pour H (G,E)] . 

Tout d'abord considérons l e s  g h a ü p u  de  &jpe (1,d) i.e. ceux de présen- 

t a t i o n  

- 1 r x m = l ,  y n = l ,  yxy = x ,  

avec l e s  cond i t i ons  numériques 1 
n mn > O, ( r - m  = 1 ,  r 5 I(modm),  

d é t a n t  l ' o r d r e  de r dans l e  groupe m u l t i p l i c a t i f  des  éléments i n v e r s i b l e s  

de Zm (on n o t e r a  que nécessairement  m est impair  e t  n un m u l t i p l e  de d ) .  

Les groupes a i n s i  d é f i n i s  s o n t  précisément  ceux pour l e s q u e l s  t o u t  sous-groupe I 
de Sylow e s t  cyc l ique  ([71], p. 175).  G é t a n t  l ' u n  de ces  groupes,  il est  

c l a i r  que ] G I  = mn ; d ' a u t r e  p a r t  [G,G] es t  l e  sous-groupe cyc l ique  d ' o rd re  I ......................... - 

(*) Il s ' a g i t  évidemment de  groupe il cohomologie pér iodique .  



m engendré p a r  x ,  a i n s i  G/  [G,G] e s t  isomorphe au  sous-groupe cyc l ique  d 'ordre  

n engendré p a r  y .  Nous obtenons donc 

^2 ê - 2 ( ~ )  = En = H (G) 

Les ghoupa de type (I1,d)  i . e .  ceux de p r é s e n t a t i o n  

2"- 1 
. u  2 - 1 r - 1 R - 1 k xm = 1 ,  = 1 ,  y ' 2 ,  yxy = x ,  2x2 = x , z y z  = y ,  

a 
avec des cond i t i ons  numériques appropr iées  (notamment n = 2 . u ,  u impa i r ,  

2a+ 1 
a b 2 e t  ( ( r- l )n,m) = l ) ,  sont  d ' o rd re  .um e t  l e u r s  2-sous-groupes de 

Sylow son t  qua tern ioniques .  Pour un t e l  groupe G,  G. Vincent a montré que 

G/[G,G] e s t  isomorphe à E O Z2 O Lu ( lo r sque  u = 1 ,  on convient  que 2 

C I  = O) ([63], p. 131) ; il s ' e n s u i t  

pour  t o u t  k E: E ,  l a  2-période cohomologique de G v a l a n t  4 s e l o n  l e  r é s u l t a t  

de R.G. Swan r appe lé  e n  6.1.1. 

Parmi l e s  gmupa de type I V ,  c ' e s t  l e  ghoupe o ~ ~ q u e  binaihe généha- 

&Aé O" (m z 1) de p r é s e n t a t i o n  m 

3m 4 2 2 2 - 1 - 1 
X = y  = 1 ,  y = z  = t *  xyx = z ,  XZX = yz ,  

- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 
YZY = 2 * t x t  = x  , t y t  = zy, t z t  = Z , 

q u i  joue un r ô l e  e s s e n t i e l .  C 'es t  un groupe d 'ordre  î4.3m dont  l e  sous-groupe 

des commutateurs [O:, 03 e s t  isomorphe au groupe t é t r a é d r i q u e  b i n a i r e  généra- 

l i s é  T: (qui  est de  type I I I )  engendré p a r  x ,  y e t  z .  Nous avons donc 

pour t o u t  k E Z .  



Remarque. 

Comme pour l a  K-théorie des  formes sphériques t é t r a é d r i q u e s ,  l a  dé t e rmina t ion  des 

2-composantes p r ima i r e s  des  groupes I & ( S ~ ~ * ~ / O ; )  e t  K $ ( s ~ ~ * ~ / o ~ )  s e  ramène 

* 
au cas  où m = 1.  P lus  précisément,  en  é c r i v a n t  O* pour O ] ,  on  peut  v o i r  

que O* a 8 c l a s s e s  de conjugaison,  à s a v o i r  C.  avec  O r i 6 7 de t e l l e  
1 

s o r t e  que C = { 11, Cl  e t  C2 cont iennent  des  éléments  d ' o rd re  2 ,  C3 ceux 
O 

d ' o rd re  3 ,  C4 ceux d 'ordre  4, C5 ceux d ' o rd re  6 ,  C e t  C, ceux d ' o r d r e  8. 
6 

Il s '  e n s u i t  (prop. 1.2.2) que 0' possède h u i t  r e p r é s e n t a t i o n s  u n i t a i r e s  i r r é -  

d u c t i b l e s  Si, O s i $ 7, t e l l e s  que = 1 e t  E l  s o i e n t  de degré 1 ,  

E 2 ,  E3 e t  E4 de degré 2, E5 e t  E6 de degré 3 ,  c7 de degré 4. Du r e s t e ,  

* ' 
T é t a n t  un sous-groupe d i s t i n g u é  de O , l a  t h é o r i e  des  r e p r é s e n t a t i o n s  i n -  

d u i t e s  ( c f .  [16] , chap. VI1 e t  e n  p a r t i c u l i e r  § .4.6) e t  l e s  r e l a t i o n s  d'orthogo- 

n a l i t é  de Frobenius-Schur permet ten t  de d r e s s e r ,  pour l e s  c a r a c t è r e s  xi des  



Cet t e  t a b l e  montre que l e s  r ep ré sen ta t ions  E3 e t  C4 son t  s a n s  po in t  f i x e  

(procéder  comme dans 6.2.3) e t  équ iva l en te s  à l e u r s  conjuguées ; en  f a i t  53 

e t  E4 on t  pour r e s t r i c t i o n  à T" l 'un ique  r e p r é s e n t a t i o n  u n i t a i r e  i r r é d u c -  

* 
t i b l e  sans    oint f i x e  de T . Avec l e s  h a b i t u e l s  abus de n o t a t i o n ,  nous voyons 

n n 
donc que l 'anneau K U ( S ~ ~ + ~ / U " )  e s t  isomorphe à KU(O*) /<(2-t3)  (2-c4) 2 >  

lorsque  l a  forme sphérique oc taédr ique  ~ ~ ~ ~ ~ / 0 *  e s t  d é f i n i e  p a r  l ' a c t i o n  de 

O* au moyen de l a  r e p r é s e n t a t i o n  u n i t a i r e  v i r t u e l l e  n1E3 B n2E4 avec 

n +n = n+I ,  l a  s t r u c t u r e  m u l t i p l i c a t i v e  découlant  de l a  t a b l e  su ivan te  : 1 2  

Enf in ,  chez l e s  groupes de type V ou V I  ( i l s  ne son t  pas r é s o l u b l e s ) ,  

considérons l e  gnoupe icosaédhique binaine I* d é f i n i  pa r  

5 3 - 1 - 1 
X I 0  = 1 ,  x = y  - 2 ,  yxy = x  y.  

Ce groupe, qu i  e s t  e n  f a i t  SL(2,5),  e s t  d 'o rdre  120 : il a l a  p r o p r i é t é  d ' ê t r e  

* ;xuL@L~ i. e .  [I*, I*] = 1 , en  o u t r e  son cen t r e  z (1*) = l 1 ,z 1 e s t  son s e u l  

sous-groupe (propre)  d i s t i n g u é  ([67], 8 .6.2) .  Tr iv ia lement ,  il v i e n t  pour t o u t  



Moyennant l e  théorème 1.4.5, c e r t a i n e s  des  cons idé ra t ions  ci-dessus déve- 

loppées permettent  d ' ob ten i r  des  informations s u r  l a  K-théorie des  formes sphé- 

r i ques  de dimension quelconque. Parmi l e s  formes sphér iques  homogènes, consi-  

4n+3 * 
dérons, par  exemple, l e s  60mu bphEhipued d i E d h i p u ~  S /Da où D* a est 

l e  groupe d iédr ique  b i n a i r e  g é n é r a l i s é  de p r é s e n t a t i o n  

a 2 .  - 1 - 1 
x 2 a =  1 ,  x = y ,  yxy = x  . 

a- 1 * 
Posons a = 2 . u  avec u impair  e t  a E N . Tout d'abord, il e s t  c l a i r  que 

* a+ 1 1 D a /  = 2 .u  ; e n  o u t r e  s i  a e s t  impair  ( r e sp .  p a i r )  D* e s t  un groupe de a 

type ( I , 2 )  ( r e sp .  de type ( I I , ] ) )  avec m = u, n = 4 e t  r = -1  ( resp .  m = 1 ,  

- 1 - 1 
n = 2a.u, k = - 1 ) .  Enf in ,  il e s t  f a c i l e  de v o i r  que l a  r e l a t i o n  yxy = x 

implique 

P r o p o s i t i o n  7.1.1. 

Démonstration. 

X -1 -1 -2 
Comme [D,,D:] = f 1 ,  yxy x = x 1 ,  on v o i t  que pour a impai r ,  s o i t  a = 1 ,  

!& 
l e  groupe D:/ [D:,D~ e s t  isomorphe à un 2-sous-groupe de Sylow de Da q u i  

#i 

e s t  cyc l ique  (D: e s t  i c i  un groupe de type (1,2)) ; e n  f a i t  D:/ [ D a , D 9  e s t  

isomorphe au  groupe cyc l ique  L4 engendré pa r  y : le  r é s u l t a t  s ' e n s u i t  donc 

aisément pa r  1.4.5. 

2a Lorsque a 2 2 ,  considérons l e  sous-groupe H de D* engendré pa r  x 
: HU u a 

e s t  un sous-groupe d i s t i ngué  de D* e t  il e s t  isomorphe à Cu. En posant 
a 

u 
X = x , il s ' e n s u i t  que D;/H e s t  isomorphe au  groupe engendré pa r  X, y e t  l e s  

u 

r e l a t i o n s  



* 
( l a  d e r n i g r e  r e l a t i o n  est (2~qnle pa r  (7))  ; autrement  d i t  D /H est isomorphe 

? u 

au groupe qua te rn ioqique  g6n6ra l i s6  Q (c f .  d é f i n i t i o n  5 5.1) ( c e c i  e s t  can- a 

forme a u  f a i t  que t a u t  2-sous-groupe de Sylow d'un grpupc de type  II es t  qua- 

t e rn ion ique ) ,  d 'où l e  r é s u l t a t .  

[ ~ a t u r e l l e m e n t ,  l o r sque  u - 1 ,  on 4 H l  - O e t  l ' i somirphisme annoncé e s t  

t r i v i a l  pu i squ ' a lo r s  

Sur  la sphère S' les groupes qu i  o p l r e n t  l ib rement  e t  l inéa i rement  s o n t  

* I D *  (b. O ) ,  G3 = T m ,  3k Gd, - 0  3b , G5 .I*, 
G O = l a ( a ) l ) ,  GI - D Z b * I >  G2 ~b 

e t  t o u t  p r o d u i t  d i r e c t  GDrÇi avea 1 $ i $ 5 e t  (aa 1 G~ 1 1 . 

3 1 Pour S /GO - L (a). les th6oremes 2.2.5 ef  2.3.6 d o n n e ~ t  

? 

'L 1 
d ' a u t r e  p a r t  3.1.2 e t  3.2.1 montrent que KO(L ( a ) )  ne c o n t i e n t  éyentue l lement  

que de 18 Zntors ipn ,  il s ' e n s u i t  

l o u r  v2(a)  = 1 (resp. v2(a)  z 2 ) .  l e  r e e v l t a t  c i -dessus d6cculc  de 

3.4.2 (i) e t  (ml2 = O (prop. 3.4.14) (reqp Z,ro  - O r Zr, cf. prop. 7 .491)-  

3 3 * i 3 
Pour S /G1  Ç / D ~ ~ + ~ ~  (3) montre que l e s  groupee H (S / G 1 , 2 )  9e con- 

t i enngn t  éventue l lement  que de l a  2- tors ion ,  ainsi $ ( s ~ / G , )  = I ( ~ ( s ~ / G ~ )  (2)  

e t  donc (prop. 7.1 . 1 )  nous gvons 



a-2 * Posons b = 2 .u (u 2 1 ,  a 3 2) pour G2 = Dib : d'une p a r t  l a  

prop, 7.1.1 nous renseigne s u r  l a  2-composante p r i n a i r e  de % 3  \ ( S  /G2), d ' a u t r e  

p a r t  l'exemen du gradué a s soc i é  donné pa r  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  d '~ t iyah -1 -~ i r zeb ruch  

permet d ' en  déduire  

9 

Quand u = 1 ,  ces  r é s u l t a t s ,  avec 43 = 0 ,  correspondent b 5.3,8 e t  5 . 6 . 3 .  
1 

Pour l e s  formes sphériques tétraédriques, nous avons obtenu ( co r .  6.2.2 

e t  th.  6.3.2) 

" ' 3 *  Considérons s3/0* : (5) montre que G*(KU(S /O ) )  = C I ,  autrement  d i t  

* 
S o i t  &(O l 'anneau des r e p r é ~ e n t a t i o n s  u n i t a i r e s  r é d u i t e s  de  O* ; l a  

'L * 
remarque du paragraphe précédent  implique que RU(0 ) e s t  additivement engendré 

p a r  4, B, y,  6 ,  E ,  p e t  A d ê f i n i s s  p a r  

s a  s t r u c t u r e  m u l t i p l i c a t i v e  peu t  ê t re  d é c r i t e  p a r  une t a b l e  de m u l t i p l i c a t i o n  
2> % 

analogue à c e l l e s  que nous avons c o s s q r u i t q s  pour RU(Q3) e t  RU(%) . Il  e s t  

" ' 3  a l o r s  a i s é  de v o i r  que KU(S /G4) e s t  précisément engendré p a r  a (avec l e s  

2  h a b i t u e l s  abus de n o t a t i o n  ; c f ,  prop. 1,4.8) avec a a -2a = O. A ins i ,  e n  

appe lan t  a  l a  r e p r é s e n t a t i o n  or thogonale  de $ t e l l e  que c ( a )  = a ,  il 

s ' e n s u i t  4a = O e t  pa r  conséquent 

I l  ne nous r e s t e  p l u s  qu 'à  é t u d i e r  l e  cas  des formes sphér iques  de dimen- 

s i o n  3 ayant  pour groupe fondamental l e  groupe icosaédr ique  b i n a i r e  1' : (6) 

3  * montre c la i rement  que G.(K~(s 11 ) )  5 0 ,  d 'où 



Les formes sphériques de dimension 5 ou 9 n'ont pour grovpes fondamentaux 

que des groupes de type  1. Pe façon  p r é c i s e ,  les groupes opérant  l ibrement  e t  

l inéa i rement  s u r  s5 s o n t  s o i t  GO = C ( a  > 1) , s o i t  G I  = groupe de type  (T , 3 )  
a 

s o i t  GOXGl avec ( a , I ~ ] l )  = 1 .  

5 
Pour ce  q u i  e s t  de S /GO, p a r  des r a i s o n s  analogues à c e l l e s  c i t é e s  dans l e  

paragraphe précédent ,  on o b t i e n t  

Les cons idé ra t ions  développées à propos des  groupes de type (1,d)  montrent 

"' 5 "' 2 
que pour s5/61 a %(S /G1) (n) %(l ( n ) )  ( i c i  n O (mod 3 ) ) .  D 'au t re  

p a r t  ( l ) ,  (2) e t  (3) donnant 

f Z pour i = Q ou 5 ,  

i 5 k? pour i = 2,  
H (S / G l  ,Cl = 

n 

pour i 3 4 ,  

O a i l l e u r s ,  

avec m notamment Am)3aUr, l'examen de  l a  s u i t e  s e p c t r a l e  d1Atiyah-Hirzebruch 

5 E ~ ' ~  2 = $ P ( S ~ / G ~ ,  $(sO))  => $(s /Gl) implique 



7 - 1 4 x - 1.  = 1 ,  yxy = x , 

" ' 2  
& ( s 5 / ~ , )  = C~ @ KU(L ( n ) )  , 

[nonobstant un groupe d 'ordre  63, c ' e s t  l ' u n  des groupes de r o t a t i o n s  d ' o rd re  

minimum e t  non cyc l ique  a p i s s a n t  sans  po in t  f i x e  s u r  s5 ( v o i r  [63], p.  154-1551] 

l e s  r é s u l t a t s  précédents  donnent 

, -- I, 

?, 2 
K O ( S ~ / C , )  Em B KO(L ( n ) )  . 

De même, l e s  s e u l s  groupes non t r i v i a u x  a$ i s san t  l inGairement  e t  

s a n t  p o i n t  f i x e  s u r  S9 s o n t  G~ = ea ( a  r I ) ,  G l  - groupe de type (1.5) ou 

a k  CxG avec  (a ,  G1 ) = 1 .  E n ê c r i v a n t  a =  2 . 3  , b  avec (6,b) 9. 1 e t  en  
0 1 

posant  E = O OU 1 s e l o n  que k = O ou non, nous avans d'une p a r t  k 

I 

PUA exemple, pour t o u t e  forme sphérique M de dimensisn 5 dont  l e  groupe 

fondamental e s t  l e  groupe d 'ordre  126 de p r é s e n t a t i o n  

e t  d ' a u t r e  p a r t  



9 l e  f a i t  que KO(S /GO) a i t  tou jours  de l a  2- tors ion  (même quand E = 0) e s t  

une p a r t i c u l a r i t é  des  espaces  l e n t i c u l a i r e s  dont  l a  dimension N e s t  t e l l e  que 

N-1 r O (mod 8). (prop. 3.2.3). 

9 
En ce q u i  concerne S / G I  , puisque G l /  [G, ,Gl] = Zn (cf  5.7.1) , l e  th&- 

% 
rème 1 . 4 ,5  implique que 

'L 4 
q ( ~ 9 / ~ l )  (n) e s t  isomorphe à %(L ( n ) )  où 

Q I )  
\(Lo(n)) s e l o n  que n e s t  p a i r  ou impair.  Comme nécessairement  i c i  m e s t  

impai r ,  premier  avec n ( a l o r s  que n e s t  forcément m u l t i p l e  de 51 ,  il s'en- 

s u i t  que l e s  s u i t e s  s p e c t r a l e s  

pour  k = C OU IR, s o n t  t r i v i a l e s .  En p a r t i c u l i e r ,  puisque ( l ) ,  (2) e t  (3)  

donnent 

( e pour i = O QU 9 ,  

i 9 Z n  pour i = 2  ou 6 
H (S / G l  ,C) = 

' mn pour i = 4 ou 8, 

O a i l l e u r s ,  

c e l a  s i g n i f i e  que 
2 

( S ~ G ~ )  1 = m pour k = E ou R .  En o u t r e ,  l'homomor- 

% 9  $ 9  phisme de  r é a l i f i c a t i o n  r : KU(S /GI) + KO(S /G1) est t e l  que sa r e s t r i c t i o n  

9 % 

rm : K%(S /GI) -+ K O ( S ~ / G  ) 
1 (ml 

e s t  s u r j e c t i v e  ( c ' e s t  une conséquence de 

" J 9  l ' i m p a r i t é  de m ( r a i sonne r  corne dans 3.2.4)) .  Ains i  les groupes KU(S /GI) (m) 



% 9  
e t  KO(S /G1) s o n t  isomorphes. 

9 9 
D'un a u t r e  cô t é ,  considérons l a  s u r j e c t i o n  canonique p : S /Cm + S / G  1 i ndv i t  s 

pa r  1' i n c l u s i o n  canonique de G G Em dans G ; s o i e n t  1 
% 

P 9 p P  ~ ( s ~ / G ~ ,  KO-'(S')) -+ H (S /Lm, p O 
' " J 9  

KO (S ) )  ( resp .  o '  : KO(S /G1) -+ 

- 9  KO(S /Zm)) l e s  homomorphismes q u ' e l l e  i n d u i t  : il e s t  c l a i r  que ,  vp E C ,  o p  
" J 9  % 4  

e s t  s u r j e c t i f .  Alors ,  KO(S /Z ) é t a n t  isomorphe à Z2 B K o ( L ~ ( ~ ) )  e t  d 'o rdre  m 
2 ! 

2m (prop. 3 .2.1) ,  l a  p r o p o s i t i o n  1.4.6 montre que , r e s t r i c t i o n  d e  

l " J 9  % 9  'L 
P .  à KO(S /Gl) , e s t  un isomorphisme de KO(S / G ~ ) ( ~ )  s u r  KO(L:(~) ) . 
Autrement d i t  

Pa r  exemple, l a  dé te rmina t ion  des groupes de r o t a t i o n s  d ' o rd re  minimum et non 

9 
cyc l ique  a g i s s a n t  l ibrement  s u r  S conduisant  au  groupe G;  de  p r é s e n t a t i o n  

1 1  2 5 - 1 3 x = 1 ,  y = 1 ,  yxy = x y 

on o b t i e n t  

7.4. K-Xhéotue den bornes hphéniyuu de dunemion 7. 

En dimension 7 l e s  groupes à cons idé re r  s e  r é p a r t i s s e n t  a i n s i  : 

* * 
Go = l a ( a  3 11, G l  = D 2 b + l >  G~ de type  4 , G3 = (b > 0) , 

* - * * 
G~ de type ( I I , ~ ) ,  G~ - T ~ ,  G~ - Om, G7 de type  ( I V , l ) ,  G8 = 1 , 

Gg = {I*,sI, 

e t  t o u t  p rodu i t  d i r e c t  GOxGi où 1 6 i < 8 avec  ( a ,  1 ~ ~ 1 )  = 1 ,  OU t o u t  

* 
*groupe engendré p a r  G O x I  e t  S avec (a,30) = 1 .  Ci-dessus, nous avons 

désigné pa r  Gg l e  groupe engendré p a r  1* e t  S où S e s t  un élOment t e l  

* 
que : s2 = -1 dans SL(2,5) = 1 , SLS-l = B(L) pour t o u t  L E SL(2,5) où 

8 e s t  l a  conjugaison p a r  ( y )  dans SL(2,5). ( c f .  [67], p. 191). 



" 3 
Nous a l l o n s  d'abord cons idé re r  KO(L (2m)) (m b 1) en conservant  les 

n o t a t i o n s  i n t r o d u i t e s  dans l e s  chap i t r e s  su ivan t s .  Nous savons ( t h .  4.3.6) 

que pour m b 2 ( resp .  m = 1) 

chaque f a c t e u r  é t a n t  respectivement engendré p a r  x l  = u 9  
x  = w +4a, x3 = w2u 2 2 

( resp .  p a r  a ) .  

P ropos i t i on  7.4.1. 

3 m 
Pour m 5 2,  &(L (2 ) )  e s t  isomorphe à @ E2 avec pour géné ra t eu r s  

/ K + 2 r a  pour m = 2,  

Y1 = r u ,  y 2 =  { 
K pour m 5 3. 

" 3   autre p a r t  KO(L ( 2 ) )  e s t  isomorphe au groupe E8 engendré p a r  ru .  

Preuve. 

3 7 L ' a s s e r t i o n  concernant L (2)  = P (R) e s t  t r i v i a l e  e t ,  du r e s t e ,  b i en  connue 

[ 1 1  , a u s s i  supposerons-nous m >, 2. Comme 

il e s t  a i s é  de v o i r  que d'une p a r t  c ( y I )  e t  c(y2)  o n t  respectivement 

2m+ l 
e t  2 pour o rd re ,  e t  que d ' a u t r e  p a r t  i l s  sont  l inéa i rement  indépendants  

% 3 m  
dans KU(L (2 )) ; a i n s i  i l s  engendrent l e  sous-groupe i? ,m+ 1 @ Z2 de 

" 3 m  
L 

KU(L (2 )). Il e n  r e s s o r t  que 

" 3 m  s o i t  KO(L (2 )) e s t  isomorphe à I m  c - ' m+i @ E2 puisque ( th.  3.4.2) l e  

" 3 m  2m+2 2 groupe KO(L (2 ) )  a pour o r d r e  

Remarque. 

Le r é s u l t a t  p récédent ,  o u t r e  q u ' i l  é t a b l i t  1' i n j e c t i v i t é  de l'homomorphisme de 

n n complexi f ica t ion  c ,  nous permet d'en i n f é r e r  l e s  v a l e u r s  de &(L (2 ) )  pour  

n=1,2 ou 4 que nous avions déjà annoncées dans l e s  59. 7.2 e t  7.3. 



R k  
En posant  pour a : v2(a)  = 2 ,  v3(a) = k ,  a = 2 .3  .b e t  r = O ou k 

1 se lon  que k e s t  n u l  ou non, nous obtenons donc 

% 

Maintenant,  l a  dé te rmina t ion  des groupes %(s7 /6 . )  où 1 d i :: 9 con- 
1 

d u i s a n t  à des  s i t u a t i o n s  analogues à c e l l e s  rencont rées  dans l e s  paragraphes 

précédenfs ,  nous l a i s s o n s  au l e c t e u r  l e  s o i n  de v é r i f i e r  qu'on a b o u t i t  aux 

r é s u l t a t s  su ivan t s  : 



Cependant, s igna lons  que l e  groupe 
G7 

dont il s ' a g i t  e s t  c e l u i  de présenta-  

t i o n  

4 xn = y = 1 ,  2 2 2  
- 1 - 1 

y = z  = t ,  xyx = z ,  XZX = y z ,  

- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 
YZY = z , t x t  = x , t y t  = z y ,  t z t  = z  , 

m 
où l ' o n  a posé n = 3 .u  avec m 2 1 e t  (6 ,u)  = 1 ,  de s o r t e  q u ' i l  a pour 

m 
o rd re  16.3 . u  e t  pour groupes de cohomologie 

Enfin,  l e  groupe G , qu i  e s t  d ' o rd re  240, a pour groupe dé r ivé  l e  groupe 
9 

i cosaédr ique  b i n a i r e  I* l eque l  con t i en t  O* : on remarquera a l o r s  que l ' i n -  
Pi, 

c l u s i o n  canonique de O* dans G i n d u i t  en  Kk-théorie un homomorphisme sur- 
9 

7 
j e c t i f  de Kk(S /Gg) s u r  <(s7/0*) .  

Dans l e s  c a l c u l s  qu i  précèdent ,  nous nous sommes l i m i t é s  aux formes sphé- 

r i ques  de dimension impaire parce  que l a  K-théorie des formes sphér iques  de  

dimension p a i r e  n ' e s t  a u t r e  que c e l l e  des sphères  ou des  espaces p r o j e c t i f s  

r é e l s ,  l a q u e l l e  e s t  b i en  connue. 



CHAPITRE V I 1 1  

IMMERSIONS ET PLONGEMENTS DES FORMES SPHERIQUES ............................................... 

8.1. Le chLtEhe d l M y a h .  

X étant un espace topologique, on sait que le semi-anneau Vectk(X) 

des classes d'isomorphismes de k-fibres vectoriels (k = R ou (E) de base X 

possède une structure de A-semi-anneau où les opérations 

ni (Ti : vectk(x) + ~ e c t ~ ( ~ ) ) ~ ~ ~  sont définies par A [Cl = [A'S] pour tout 

[cl de Vectk(X). Soit 1 + Vectk(X)[[a]]+ (resp. 1 + Kk(X)[[a]]+) le 

semi-groupe (resp. le groupe) multiplicatif des séries formelles à coeffi- 

cients dans Vectk(X) (resp. dans Kk(X)) et de terme constant 1, alors 

l'homomorphisme de semi-groupes 

n 

'a 
: Vectk(X) + 1 + Vectk(X) [[a]] 

CI i * défini par Aa[q = xi[C] .a , confère, de manière standard , au complété 
i a0 

Kk(X) de Vect (X) une structure de A-anneau dont les opérations AL  sont k 
i h 

données par A )  = 1 A(x) .a , pour tout x E , où A = A .8  pour 
a a 

i >,O 
le morphisme naturel de complétion 0 : Vectk(X) -r X). En définissant la %( 
notion de morphisme de A-anneaux, on pourra, par exemple, voir que les iso- 

n morphismes canoniques de KU(L (p;po,p, , . . . ,pn)) sur KU(L"(~)) (th. 2.2.4) 

et de KU(N"(~;~~ ,r2,. . . ,r ) )  sur KU(N"(~)) (th. 5.3.6) sont des isomor- 
n+ l 

phismes de A-anneaux. 

i AUX opérations A de la structure de A-anneau de q(X), sont d'une part 

i i associées les opérations d'Adams Y qui, en posant Ya(x) = Y (x).ai 
i 30 

....................... 
(*) Pour plus de détails voir, par exemple, D. Husemoller 1221 (chap. 12). 

En outre, on notera également qu'au moyen des puissances extérieures, 
1' anneau R k ( ~ )  des k-représentations d'un groupe G possède une struc- 
ture de h-anneau. 



i 
et d'autre part les opérations de Grothendieck y : q(X) -+ Kk(X) données 

i i 
Par Y,(x) = 1 y (x) .a avec 

ibO 

Alors que les opérations d'Adams'') sont essentielles en J-théorie, les opéra- 

tions de Grothendieck sont précisément utiles dans les problèmes d'immersions 

des variétés 
(**) 

, En effet, supposons maintenant que X soit une variété dif- 

férentiable compacte de dimension n et appelons To(X) l'élément T(X)-n 

'-b 
de KO(X) (avec des abus de notation évidents) où T(X) est le fibré tan- 

1 gent (réel) de X, alors M.F. Atiyah a montré que 

Théorème 8.1 .l. [ 4  ] 
i 

1. S' il existe une immersion de X dans R~("+~, alors y (-To(X)) = O pour 

i > k ;  

i 
2. S'il existe un plongement de X dans R ~ ~ ~ ,  alors y (-To(X)) = O pour 

i 2 k. 

Dans le cas des formes sphériques, on connaît une très utile caractérisa- 

tion de leur fibré tangent : soit M une forme sphérique de dimension n et 

de groupe fondamental G, alors en considérant M comme S"/G où G opère 

librement sur sn au moyen d'une représentation (virtuelle) réelle p 

(déf. 1.3. l), R.H. Szczarba a établi dans [60] que 

(*) En fait, si X est un espace ayant le même type d'homotopie qu'un C.M. 
complexe fini et connexe, R. Piccinini a montré que toute opératjon (addi-. 
tive) W : KU(X) -t KU(X) est combinaison linéaire entière des Yi. ë6j . 

(**) Dans tout ce travail, Irs immersions et plongements dont il s'agit sont 
différentiables de classe cm. 



Ci-dessus l iR 
e s t  l e  Ili-fibré v e c t o r i e l  t r i v i a l  de rang 1 e t  5 l e  f i b r é  

P 

r é e l  assoc ié  au revêtement sn + S ~ / G  par  l a  r e p r é s e n t a t i o n  p ( c f .  p.22 ) .  

8 . 2 .  Le cm  d u  u p a c u  L e A c u R h u .  
n 

S o i t  M = L (p ;pO,pl , .  . . ,pn) l ' e space  l e n t i c u l a i r e  géné ra l i s é  d ' o rd re  p ; 

avec l e s  no ta t ions  u s u e l l e s  ( c f .  chap. II e t  I I I ) ,  nous avons avec ( 3 )  : 
n 

T(M) B 1 = ifo r ( S  ), s o i t  pour l a  c l a s s e  s t a b l e  To(M) de son f i b r é  tangent  

I l  s ' e n s u i t  

i n e t  c e l a  r e v i e n t  à c a l c u l e r  y  -1)) pour i E N . NOUS avons 

mais avec ( 2 ) ,  d'une p a r t  

e t  d' a u t r e  p a r t  

i i 
puisque r ( 5  ) e s t  un f i b r é  v e c t o r i e l  r é e l  de rang 2 t e l  que d e t [ r ( ~  )] = 1 

* 
( c f .  d é f i n i t i o n  de 5 p.27). A ins i ,  pour t o u t  i E N , nous obtenons 

e t  p a r  conséquent 

En convenant dorénavant d ' é c r i r e  ya(M) pour ya( -To(~))  , l a  r e l a t i o n  (5)  

condui t  pour  l e s  apactu L e d c c L e U  a t r c ü n d m  d'atrdne p à l ' e x p r e s s i o n  

su ivan te  



Y ~ ( L ~ ( P ) )  = ~ 1 + ( ~ ~ ) ~ ( l  -(n") = 1 ( - 1  l 1  ) ( a -  2 ) i ( 6 ) .  
i 20 

?. 
NOUS avons VU ( t h .  3.2.5) que K O ( L : ( ~ ~ ) ) ,  pour p premier e t  d i f f é r e n t  de  2 ,  

i 
e s t  engendré p a r  (yi) avec s = i n f  (pm-l ,n )  . Alors t o u t  ( r a )  , pour  s 

1 sis 

1 6 i s [;] ( l a  prop. 3.2.6 montre que ( r u )  
[FI + 1 

= O), peut  s ' é c r i r e  

i 
avec hk E C, 'dk E {1,2 , .  . . , [:] 1 .  Appelons u.  l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  t e l  que 

1 

u. 
1 i "k p . hk  . O (mod p ), vk E {1,2 ,..., [-]}, 

m 
p désignant  l ' o r d r e  du groupe cyc l ique  engendré pa r  y 

k ' 

En appelant  L(n,p,m) l ' e n t i e r  d é f i n i  p a r  

U 

L(n,p,m) = sup{ 1 ~ i b [ F ]  1 (ni i )  É O (mod p j}, 

l e  théorème d tAt iyah  8.1.1 e t  l a  r e l a t i o n  (6)  donnent a l o r s  

Théorème 8.2.1 . 
Powr ;tout nombrre paemim p 2 3 : 

i . L ~ ( ~ ~ )  ne peut pas éthe unnimggé d m  R 2n+2L(n,p ,ml  , . 
2 .  ne peut pas éthe plonge d m  R 2n+1+2L(n,p,m) 

Le r é s u l t a t  p récédent ,  annoncé dans [ho] , g é n é r a l i s e  un r é s u l t a t  de 

T. Kambe [24] où L(n,p) = L ( n , p , l ) .  Lorsque p e s t  un nombre impair  quelconque, 

l e  théorème de f a c t o r i s a t i o n  3.1.2 permet d'énoncer un r é s u l t a t  généra l .  P l u s  
R r 

précisément ,  s o i t  p = Ji p j  l a  décomposition en  f a c t e u r s  premiers  de p ; 
j=i j  

% r .  r 
s o i e n t  ( y .  ) S .  l e s  géné ra t eu r s  de KO(L:(~.')), avec s 

j  
= i n f  (p j-l ,n) 

Jk  l s k s [ G ]  J 
L i % pour t o u t  1 6 j  6 R .  Tout ( r u )  de KO(L:(~)) peut  s ' é c r i r e  



j appelons, pour 1 6 j 6 R, u. l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  t e l  que 
1 

m 

j 
jk désignant  l ' o r d r e  du groupe engendré pa r  y , e t  notons M(n,p) l ' e n t i e r  

jk  
donné p a r  

I l  s ' e n s u i t  de l a  même manière 

Théorème 8.2.2. 

P o m  t o u t  nombhe  knp& p ( p  :: 3 ) ,  ne n ' h m e t l g e  paA ( h w p .  ne ne 

p l o n g e  p m )  d m  IR 
2n+2M(n9 p) ( h a p .  d a ~ a  R 2n+1+2M(n,p) 1 

Remarque. 

Géométriquement, l e  théorème 8.2.2 e s t  une conséquence év iden te  de 8.2.1 : 
r 

l ' i n c l u s i o n  canonique de Z j dans C ' i ndu i san t  l a  p r o j e c t i o n  canonique 
p; P  

r J 

n n  r . n 5 : L ( p j j )  -+ L ( p ) ,  il e s t  c l a i r  que , L ( p ) )  e s t  un revêtement 

n p r i n c i p a l ,  de s o r t e  que s i  L (p) e s t  immersible dans un espace nilrn6ri-que 

R2n+l +k r .  , L ~ ( ~ . ~ )  l ' e s t  a u s s i .  
J  

Nous a l l o n s  t i r e r  des  c r i t è r e s  de non-immersion ( r e s p .  de non plongement) 

précédemment obtenus e t  de l a  r e l a t i o n  (6)  quelques c o r o l l a i r e s  aisément v é r i -  I 
f i a b l e s .  La  y - s t ruc tu re  de L ~ ( ~ )  e s t  e n  e f f e t  donnée p a r  

s o i t  

Lorsque p  # 2 e t  premier,  l a  prop. 3.2.6 montre que ( r u )  
L?I+ 1 

= O e t  



rg rn 2 [? 
( r ~ )  a pour o r d r e  p : il s ' e n s u i t  que y ( L ~ ( ~ ~ ) )  # O s i  

Théorème 8.2.3. 

R r .  
S o i t  fl p ,  Ra décompo~&Lon en 6acte.m ptremieu de. l '  otr&e. p ( p aon 

nécuoahment  impah) d'un upace. RenticuRahe L ~ ( ~ )  . S ' - i l  ~ x i n t e  

j E { 1 , 2  ,..., R I  R d  que p ,  # 2 et 
3 

2n+2 [$] 
a l o u  L ~ ( ~ )  ne. ~'immetrge pas ( h a p .  ne de plonge pas) d m  iR ( h a p .  

Citons, p a r  exemple, l e  c o r o l l a i r e  su ivan t  

C o r o l l a i r e  8.2.4. 

n m 
S o i t  L ( p  ) un espace  l e n t i c u l a i r e  t e l  que p # 2 e t  premier.  D e  p l u s ,  suppo- 

S sons que u = [F] s o i t  t e l  que vp(u) = s 2 1 e t ,  e n  posant  u = p .q, que 

i l ' e x t e n s i o n  p-adique de q ,  à s a v o i r  q = 1 a. p , s o i t  t e l l e  que 3a .  s p-1 
1 1 i 2 0  

pour t o u t  i 2 O. 

n m Alors L (p ) ne  s '  immerge pas  ( resp .  ne  se plonge pas)  dans R2 ( n+ u) 

( r e sp .  dans R 2 (n+u) +l 
) 

Preuve. 

n+u Il s ' a g i t  de v o i r  que,  sous l e s  hypothèses précédentes ,  ( ) n ' e s t  pas  congru 

m à O modulo p . Remarquons que s i  c e t t e  d e r n i è r e  a s s e r t i o n  e s t  v r a i e  pour  

n p a i r ,  i .e .  n = 2u, e l l e  l ' e s t  a u s s i  pour  n = 2u + 1 : en  e f f e t  

(3u+l 
) = (3u+l)  (2~+2)(~:) e t  (3u+1) (2u+2) $ O (mod p) puisque p impair .  

u 
Maintenant,  à l ' a i d e  du r é s u l t a t  su ivan t  de l a  t h é o r i e  des  nombres 

( c f .  p a r  ex. [64], p. 21) 



v ( N I )  = 1 [ ]  j ou r  t o u t  e n t i e r  N, 
P i21  

I nous avons 

1 comme l a  somme des s premiers termes de l a  somme précédente e s t  n u l l e ,  il v i e n t  

l 
En no tan t  que a # O, on v o i t  que p > 3 e t  a l o r s  l e  lemme 2.3.8 

O 

( i * 20 i3::) (modp)  

permet de conclure puisque 3a .  6 p-1 pour t o u t  i 2 0. 
1 

Il e s t  c l a i r  que des cons idé ra t ions  a r i thmét iques  analogues pe rme t t r a i en t  

d ' o b t e n i r  d ' a u t r e s  c r i t è r e s  de non-immersion (de non plongement) pour l e s  espaces 

l e n t i c u l a i r e s  o r d i n a i r e s  d ' o rd re  impair.. Du r e s t e  de nombreux a r t i c l e s  on t  é t é  

consacrés  à ces  problèmes. Pour L ~ ( ~ ~ )  l e s  r é s u l t a t s  obtenus pour l e s  c a s  

p a r t i c u l i e r s  s u i v a n t s  (pa r  l ' u t i l i s a t i o n  de l a  no t ion  de  sous-algèbre de 

Massey(*)) dans [48] pour p = 3 ,  m = 1 e t  n = 3' ou  3'+3' avec 

s >, t >, O e t  s 3 1 ,  dans [30] pour p 3 5 e t  premier ,  m = 1 e t  

t 
n = apS+Bp (avec des condi t ions  s u r  a e t  B 'semblables à c e l l e s  s u r  l e s  

s+l  s a du cor .  8.2.41, e t  dans [33] pour p = 5,  m = 1 e t  n = 3.5 +5 , s o n t  i 

m e i l l e u r s  que ceux donnés ci-dessus ou pouvant ê t r e  d é d u i t s  de ( 7 ) .  Par  c o n t r e ,  

c e l u i  énoncé dans [28] pour p premier ,  p # 2 e t  m 2 2 correspond au  

t h .  8.2.1 dé j à  donné dans 1401 . Par  a i l l e u r s ,  T.  Kobayashi é t a b l i t ,  dans [31] 

( v o i r  a u s s i  [32] e t  [ 3 4 ] ) ,  pour p premier ,  p # 2 e t  m = 1 ,  que s i  l e s  deux 

(*) S o i t  M une v a r i é t é  d i f f é r e n t i a h l e ,  compacte, connexe, de dimension n : s i  
M s e  plonge dans l a  sphère s ~ + ~ ,  E l ' é t a n t  l ' e space  t o t a l  du f i b r e  e n  
sphère  a s soc i é  à ce plongement e t  II : E -+ M l a  p r o j e c t i o n ,  a l o r s  il e x i s t e  
une sous-algèbre A* - d i t e  de Massey- de l ' a l g è b r e  de  cohomologie H * ( E , E ~ )  
t e l l e  que A* e s t  fermée pour l e s  opé ra t ions  cohomologiques ; 

i H ~ ( E , c ~ )  = [ ~ " ( H ~ ( M , z ~ ) ) ]  @ Ai pour O < i < n+k-1 ; A = O pour 

i 2 n+k-1 . 144 . 



condi t ions  su ivan te s  s o n t  s a t i s f a i t e s  
n-k- 1 

( nik) $ O (mod p) e t  n+k+l 1 O (mod p 1 Y 

n 
L (p) ne s'immerge pas dans R ~ ~ + ~ ~ + ~ .  D ' u n  a u t r e  c ô t é ,  en dehors de 1471 e t  

[61] , l e s  me i l l eu r s  r é s u l t a t s  concernant l ' e x i s t e n c e  e f f e c t i v e  d'  immersions 

e t  de plongements son t  ceux de D. S je rve  (1561 e t  1573) : pVUh p # 2 & p i i e ~ e k ,  

il a montré d'une p a r t  que ZouA espace l e n t i c d u h  ~ ~ ( ~ ; ~ ~ ~ p ~ ~ .  . . ,p ) 6 ' h -  
n 

2n+2 [TI +2 
meirge d m  a , e t  d ' a u t r e  p a r t  que X'enpace levi;tictLeaiire (oii&n&iie) 

& 

bruXement b i  ( n*"l 1) ut LM *raidu qudrafrqw moduPo p. Moyennant l e  

gl 
t h .  8.2.3,  nous pouvons donc énoncer 

Théorème 8.2.5. 

Soient n 2 2 et p piremim -tee6 que p > [F] + 3 ,  

3 9 8  Par  exemple, L (5) s'immerge dans IR mais pas dans IR ; c e l a  s i g n i f i e  e n  

3 p a r t i c u l i e r  que L (5) n ' e s t  pas  p a r a l l é l i s a b l e  ( v o i r  chap. I X ) .  

On au ra  remarqué que dans t o u t e  l a  l i t t é r a t u r e  ci-dessus c i t é e ,  l e  ca s  des  

espaces l e n t i c u l a i r e s  d ' o rd re  p a h  (hormis c e l u i  des espaces  p r o j e c t i f s  r é e l s  

b i e n  entendu) n ' e s t  pas envisagé,  s i  l ' o n  excepte  l e s  r é s u l t a t s  de [34] pour  

~ ~ ( 4 ) .  

A l ' a i d e  de l a  p ropos i t i on  3.4.10, on peut néanmoins o b t e n i r  quelques informa- 
[2] +2 % 

t i o n s .  A ins i ,  puisque ( ru )  = O dans K O ( L " ( ~ ~ ) ) ,  (7)  montre que 

[?l + l  
n  n  

m+n-2 -2 m+n-2 -1 
comme ( r u )  a  pour o rd re  s o i t  2  , s o i t  2  nous 

pouvons donc énoncer dans tous  l e s  cas  



Théorème 8.2.6 

n + [:] + 1 min-2 ( 1 + [t] ) 

$ O (mod 2 ) , 1' a p a c e  lenticuR&&e 
R I  

C 

2n+i +2 [F] 
~ ~ ( 2 ~ )  ne A ' h m w g e  pan ( t u p .  ne Ae plonge pan 1 danh IR ( m a  p. 

S 
Considérons l e  cas  où n = 2 +1 avec s 3 3 ,  e t  é tudions  l a  v a l u a t i o n  dyadique 

3.2'" +2 

d e (  - 1 )  
: a u  moyen de (8) nous obtenons 

C o r o l l a i r e  8.2.7. 

s n m 
S o i t  n  = 2 +1 avec s 3 3 ,  a l o r s  pour t o u t  m L (2 ) ne  s'immerge pas 

dans R 
3 (2'+1) 

~ u s q u ' i c i  nous n'avons envisagé que l e  c a s  des espaces l e n t i c u l a i r e s  

o r d i n a i r e s .  En ce q u i  concerne l e s  espaces l e n t i c u l a i r e s  g é n é r a l i s é s ,  moyennant 

l a  r e l a t i o n  (5) , il e s t  évidemment p o s s i b l e  de  l e u r  app l ique r  l a  procédure pré- 

cédemment u t i l i s é e .  En f a i t  l a  s e u l e  d i f f i c u l t é  q u i  a p p a r a î t  est  c e l l e  de s a v o i r  

exprimer l e s  r ( S  -1) en  fonc t ion  des  puissances  de ru = r ( S - l ) ,  puisque x 

n ' e s t  pas un homomoprhisme d'anneaux. 

Pour t o u t  p  impair  e t  t o u t  k 2 1 ,  on a  

dans KO(L ( P ; P ~ , P ~ ,  ,P,)) 



Démonstration. 

- 1 Dans la prop. 3.1.4, nous avons vu que t(5) = 5 , alors, en employant l'homo- 

morphisme de complexification c (qui lui est un homomoprhisme d'anneaux), il 

s'agit de prouver que 

Pour k = 1, (9) est manifestement vraie. Supposons donc (9) vraie jusqu'à k 

et considérons le cas k + 1. Comme 

nous avons en utilisant l'hypothèse de récurrence et en posant E+[~'-2 = x 

Dans cette dernière relation on vérifie immédiatement que les coefficients de 

k k+ 1 X, x et x -à savoir (k+~)~, 2(k+1) et 1 respectivement- sont bien 

ceux obtenus dans (9) écrit pour k + 1. Il nous faut donc démontrer l'identité 

binômiale suivante 

l pour 2 h i h k-l . Par l'identité 

le premier membre de (1 0) devient 



s o i t  I 

k+i-2 k+i-2 
Comme (2i-2) ( 2i-2)  = (k - i f l )  ( 2i-3 ) , il s ' e n s u i t  que l e  premier membre 

de ( 1  0) vaut 

en  développant l e s  binômes contenus dans l e  c rochet ,  il e s t  a i sé  de v é r i f i e r  

qu' il e s t  b i en  é g a l  P ( Zl ) . 
Ainsi  ( 9 )  e s t  v r a i e ,  e t  p a r  conséquent l ' a s s e r t i o n  proposée a u s s i ,  car ,  p 

é t a n t  impair,  c  e s t  i n j e c t i f  (prop. 3.2.4).  

Remarque. 

Sous réserve  que 1' a s s e r t i o n  su ivan te  

Conjcotune : lorsque n i 3 (mod 4 ) ,  l'homomorphisme c : K O ( L ~ ( ~ ~ ; ~ ~ , ~ ,  , . . . ,pn))  -+ 

"d 
K U ( L ~ ( ~ ~ ; ~ ~ , ~ ~  , . . . ,p  ))  e s t  un monomorphisme. n 

s o i t  v r a i e ,  il est  c l a i r  que l a  prop, 8 . 2 . 8  vaudra pour Xoub Les espaces len- I 
titulaires. On s a i t  dé jà  que pour m = 2 ou 3 (chap. IV) e t  pour m quelconque I 
avec n p e t i t  (chap. V I I ,  prop. 7.4.1) c ' e s t  l e  cas. 

Maintenant, pour i l l u s t r e r  l e  propos que nous ten ions  su r  l e s  espaces 

l e n t i c u l a i r e s  géné ra l i sé s ,  nous a l lons  cons idérer  ceux du type su ivan t  : p f 2 ,  I 
- - p premier,  po = pl - . . . - = a e t  - - = 

s ps-1 Ps+l ""Pn = B ( a # @ ) ,  que 

nous noterons ~ ~ ( ~ " ; s ; a , B ) .  

La r e l a t i o n  (5) nous donne 

n m 
Y,(L (P ; S ; ~ , B ) )  = [ya(r(c41 II]-' . [y,(r(~'-l)] -(n+l-s) s 



s o i t  

I l  s ' e n s u i t  

Selon l a  prop. 8.2.8,  ( r ( a - l ) ) i ( r ( B - l  )  e s t  un polynôme (à c o e f f i c i e n t s  

i k - i 2  k 
e n t i e r s )  en  ( r u )  dont l e  terme de p l u s  bas  degré e s t  ( a  B ) ( ru )  . 

[f] + 1 
En p a r t i c u l i e r ,  pour j = 2[:] Y nous obtenons donc (prop. 3.2.6 : ( ru)  =O, 

rn- LFJ 
( r o )  a pour o rd re  

 où l e  c r i t è r e  su ivan t  

Théorème 8.2.9.  

gI ( s i )  ( - S +  i ) (aiB[$I-' 2 

[FI - i 1 0 (mod pm), 
i = O  

2n+2 [:] 
L ~ ( ~ ~ ; s ; ~ , B )  ne o'immekge pan (kenp. ne oe pLonge. pas) d m  IR ( f i a p .  

2n+1+2 [!] 
dan5 iR 

8 . 3 .  Le cas des $- domes s p h E ~ q u e s .  

n S o i t  M l a  $-forme sphérique g é n é r a l i s é e  N (m; r r , . . . , r ) , par l a  
n+ l 

formule (3) de R.H. Szczarba son f i b r é  tangent  T(M) e s t  t e l  que 

Dans c e t t e  r e l a t i o n  on a no té  
25r .+3  

l e  f i b r é  r é e l  a s soc i é  B l a  r e p r é s e n t a t i o n  
1 

r é e l l e  25 
ri+3 

q u i  e s t  sans  po in t  f i x e  e t  de degré 4 = c e c i  est  l ég i t ime  vu 



5.5.1 e t  5.5.2. Autrement d i t ,  l'homomorphisme c é t a n t  n a t u r e l ,  nous pouvons 

commencer p a r  é t u d i e r  l a  y - s t ruc tu re  de RU(Q ) . Dans ces  cond i t i ons ,  5 dés i -  
m 

a 
gnant l 'une  des nous obtenons ya( 5) = 1 + 5 - a 2 

'ri+3 ' + . Il s ' e n s u i t  
1 -a  

donc 

e t  pa r  conséquent 

lo rsque  r = r = 
1 2 

... = r = r. De c e t t e  r e l a t i o n ,  des  théorèmes 5.3.1 
n+ 1 

e t  5 .5.4,  il s ' e n s u i t  c la i rement  

Théorème 8.3.1. ([51], 3 .1) .  

2p+l 7 . Si N (m; r )  a ' hmetrge ( k a p .  ae plonge) d m  R 8p+7+N, & o u  ie edidte  

ek E RO(Q,) que 

2. Si ~ ~ ' ( m ; r )  a ' h e k g e  ( k a p .  s e  plonge) dam R ~ P + ~ + ~ ,  a l o u  e d 2 e  

ek E RSp(Q ) idtd que m 

p a m  chaque k > N ( k a p .  k 2 N I  

Nous a l l o n s  maintenant nous i n t é r e s s e r  au  cas  des Q -formes sphé r iques  
3 

o r d i n a i r e s  (b i en  entendu c e l l e s  du type ~ ~ ( 3 ; r )  s ' y  ramènent), l e  cas  des  

Q -formes sphériques ayant  é t é  récemment é t u d i é  dans [10]. Dans t o u t  ce q u i  
2 

s u i t ,  nous poserons 



Commençons par l e  cas n  = 2p+l : l a  r e l a t i on  du coro l la i re  5.4.5 e t  l e  théo- 

k  n  
rème 5.4.7.1 montrent a lo rs  que l a  condition y (N (3))  = O équivaut aux quatre 

congruences suivantes : 

k 
1 An(k,i) . 2i-2 2 O (mod 2n) 
k+ 1 i= [T] 

k 

1 An(k9i) * T i - ,  z O (mod 2 pi3) 
k+ 1 i= [-f] 

[ les nombres S. e t  Ti o n t é t é d é f i n i s  au5.5 .4 ,  p. 1 .  Soit  R l e p l u s  
1 

grand des nombres en t i e r s  k  pour lequel  l 'une au moins des congruences pré- 

cédentes n ' e s t  pas vér i f i ée ,  il e s t  c l a i r  que (pour n  impair) 

Théorème 8.3.2. 

~ " ( 3 )  ne d ' h e h g e  pas ( h a p .  ne de plonge pas) d m  R 
4n+2+K 

(hap .  dans IR 
4n+3+K 1 

Par exemple : pour n  = 3 e t  k = 3, (13.) n ' e s t  pas v é r i f i é e ,  autrement 

3  d i t  N (3) ne s ' i m e r g e  pas dans R ~ ~ .  

Il va de so i  que l e  th. 8.3.2 e s t  encore v ra i  pour n  = 2p, à condit ion de 

remplacer l e s  congruences (13)-(16) par les suivantes : 

f An(k,i).  ep-3(~ i - l -~ i , l  )-2i-3], O (mod 2 n+i)  
k+ 1 i= [-f] 

f An(k,i)Ti_* E O (mod 2 ~ * 2 )  
i= [y] 



k 
An(k, i )  Si-l 5 O (mod 

i= rk$!j 

a i n s i  que l ' indique l e  th .  5.4.7.2. Pour cer ta ines  valeurs de n ,  on peut i c i  

auss i  énoncer des c r i t è r e s  de non-immersion simples à v é r i f i e r .  

Lemme 8.3.3. (1151, p. 179). 

Corol la i re  8.3.4. 

( i )  S i  n  E O (mod 4). n + O e t  $ O (mod 4),  a lo rs  ~ " ( 3 )  ne s'immerge 

R6n+5 
pas dans e t  ne s e  plonge pas dans R6(n+l 

( i i )  ii n I 1 (ood 4). n  i 1 e t (  $ O (mod 2) ,  a lo rs  ~ ~ ( 3 )  ne 

R6n+2 
s  ' immerge pas dans e t  ne s e  plonge pas dans ,R3 (2n+ 1 

Démonstration. 

( i )  Nous al lons voir  qu'avec ces hypothèses, (17) n ' e s t  pa v é r i f i é e  pour 

k = 2n+3. En posant n  = 2p e t  en u t i l i s a n t  l e  lemme ci-dessus, il e s t  

f a c i l e  de vo i r  que 07) équivaut à 

En écr ivant  (2;;3 ) ( 6 ~ + 4  2p+3 ) = ( 2p+2 6 ~ * 3  ) 2 (3p+2) 3  (2p+l) (p+l) , il e s t  a i s é  

de consta ter  que ce terme e s t  toujours d iv i s i b l e  par  4  ; autrement d i t  (1 7) 

équivaut à 

6p+3 - O (mod 4). 

Comme c e t t e  dernière congruence e s t  toujours vé r i f i é e  pour p  impair 

( é c r i r e  ( 6 ~ + 3  ) sous l a  forme ( )  + ( )  e t  , u t i l i s e r  l e  
2p+2 



lemme 8.3.3),  nous devons supposer p p a i r  i . e .  n z O (mod 4) .  

8 
Par  exemple , N (3) ne  s'immerge pas  dans R ~ ~ .  

( i i )  I c i  nous a l l o n s  montrer  que (14) n ' e s t  pas  v r a i e  pour k = 2n. De l a  même 

manière,  avec n = 2p+l ,  il e s t  c l a i r  que (14) équivaut  à 

( 2:::) 5 0 (mod 4) ; 

corne ( )  5 2 (3p;1)(mod 4) ,  c e t t e  congruence s e r a  t o u j o u r s  v 6 r i f i é e  

pour  p impair  : nous devons donc supposer  n r 1 (mod 4) ,  d ' où  l e  r é s u l t a t  

puisque 
5 ( 3p*1 ) ( P) (mod 2) . Par  exemple : N (3) ne s ' immerge l a s  dans 

9 5 7 
R ~ ~ ,  N (3) ne  s e  plonge pas  dans 8 . 

Enf in ,  supposons que n = 2' ( s  2 2) e t  é tud ions  l a  v a l u a t i o n  dyadique 

de ( ) . Nous avons 

s o i t  

Ains i ,  pour n = 2' ( s  i 2 ) .  ( ) é t a n t  t ou jou r s  impair ,  nous pouvons 

énoncer  

C o r o l l a i r e  8.3.5.  

2 
s+l (R3 .2 +5 

Pour t o u t  s 3 2,  l a  forme sphér ique  N (3) ne s'immerge pas  dans 

Remarque . 
Dans €521, E. Rees a montré que t o u t e  v a r i é t é  d i f f é r e n t i a b l e  M, fer&=, de 

dimension n e t  t e l l e  que Hi(M,C) 8 C2 = O pour O < i < n,  se plonge dans 

3 
R~ pour  k 1 $n+l) : l e  co r .  8.3.4 ( i l l u s t r é  p a r  8.3.5) prouve quc ce r e s u l t a t  

ne  vau t  pas  pour  les v a r i é t é s  ayant  de l a  2 - tors ion .  



8.4.  Le c a  ,qCnéhd. 

S o i t  M une forme sphérique de groupe fondamental G e t  de dimension 

N 
N : M peut  ê t r e  cons idérée  comme S / G  où G opère l ib rement  s u r  sN au 

moyen d'une r e p r é s e n t a t i o n  ( l i n é a i r e )  or thogonale  sans po in t  f i x e  P (on s a i t  
A 

qu'une t e l l e  r e p r é s e n t a t i o n  s e  f a c t o r i s e  en une r ep ré sen ta t ion  u n i t a i r e  p 

sans  p o i n t  f i x e ) .  S o i t  G un p-sous-groupe de Sylow de G, a l o r s  1' i n c l u s i o n  
P 

canonique i : G + G d é f i n i t  une r e p r é s e n t a t i o n  or thogonale  sans  p o i n t  f i x e  
P P 

de G au  moyen de l a q u e l l e  G opère l ibrement  s u r  : appelons 
P P 

N 
M = S / G  l a  v a r i é t é  quo t i en t  a i n s i  obtenue ( c f .  9 .1.4) .  Il e s t  c l a i r  qu 'à  

P P 

deux p-sous-groupes de Sylow d i s t i n c t s  de G,  s o i t  G' e t  G" s e  t rouve  a i n s i  
P P ' 

as soc iée  (à i somé t r i e  p rè s )  une même forme sphér ique  M : en  e f f e t  l e s  repré-  
P 

s e n t a t i o n s  i n d u i t e s  p '  e t  p i  s o n t  équ iva l en te s  c a r  G '  e t  G" s o n t  conju- 
P P P 

gués dans- G. Avec l e s  conventions, f a i t e s  au début de ce  t r a v a i l ,  de confondre 

deux formes sphér iques  isométr iques ( r e sp .  deux r ep résen ta t ions  é q u i v a l e n t e s ) ,  

I il e s t  donc l ég i t ime  d ' i n t r o d u i r e  l a  n o t i o n  s u i v a n t e  : 

D é f i n i t i o n  8.4.1.  

~ Soient  M une forme sphérique de dimension N ,  G = Iil (M) e t  p E RO(G) l a  

N r e p r é s e n t a t i o n  ( v i r t u e l l e )  or thogonale  dé£ i n i s s a n t  M comme S /G. Pour t o u t  

nombre premier  p  d i v i s a n t  l ' o r d r e  de  G, on appe l l e  p - @ m e  ~ p h é h i q u e  

a c l d ~ d é e  à M l a  forme sphérique M d é f i n i e  p a r  l ' a c t i o n  d 'un p-sous-groupe 
P 

de Sylow G de G a u  moyen de l a  r e p r é s e n t a t i o n  i n d u i t e  p . 
P P 

RN+k Maintenant,  d i r e  que l a  forme sphér ique  M s'immerge dans s i g n i f i e  

que 

T(M) B vk(M) = (N+k) . 1, , 

où vk(M) e s t  l e  f i b r é  normal a s soc i e  à c e t t e  irmnersion ; du r e s t e ,  l e  théo- 

rème b i e n  connu de M.W. Hirsch [19] as su re  que l a  réciproque e s t  v r a i e .  En 

appelan t  Ii : sN/Gp  = M~ + S N / G  = M l a  p r o j e c t i o n  i n d u i t e  P a r  i il es t  
P P ' 

c l a i r  que (Mp, Iip, M) e s t  un revêtement,  de s o r t e  q u ' i l  e s t  a i n s i  é v i d e n t  



que l ' e x i s t e n c e  d'une immersion de M dans R ~ * ~  implique forcément que 

RN+k 
M s ' immerge a u s s i  dans . Autrement d i t ,  il s u f f i r a i t  q u ' i l  e x i s t â t  une 

P 

p-forme sphérique assoc iée  à M q u i  ne s'immerge pas dans un espace numérique 

donné, pour q u ' i l  en s o i t  de même pour M. Comme G e s t  s o i t  un groupe c y c l i -  
P 

que, s o i t  un groupe qua tern ionique  géné ra l i s é  (remarque 1 .3 .6) ,  on v o i t  donc 

que La déXemination de ctli;tèhu de non-hrnmion ( o u  de non-y~tongement) pom 

une borne aphé-ue qu&conque ae m è n e  à c&e de ctli;tèku anaLogua pom L u  

d oh mu apehtLiqw u n i v e ~ & u  ( v i s é e s  précisément p a r  l a  remarque p r é c i t é e ) ,  

m 
à s a v o i r  l e s  espaces p r o j e c t i f s  r é e l s ,  l e s  espaces l e n t i c u l a i r e s  d ' o rd re  p 

e t  l e s  Q -formes sphériques.  
m 

Moyennant l e s  r é s u l t a t s  obtenus ou rappelés  dans l e s  paragraphes précédents  

e t  ceux de M.F. Atiyah [ 4 ]  pour l e s  espaces p r o j e c t i f s  r é e l s  de dimension p a i r e ,  

il e s t  a i s é  de formuler  de t e l s  c r i t è r e s .  Signalons,  cependant,  l a  s i t u a t i o n  

s u i v a n t e  pa r t i cu l i è r emen t  i n t é r e s s a n t e  : chaque f o i s  qu'un sous-groupe f i n i  

G de O(N+1) cont iendra  un sous-groupe de Sylow ne possédant  qu'une représen-  

t a t i o n  or thogonale  sans p o i n t  f i x e ,  il pour ra  ê t r e  énoncé un c r i t è r e  de non- 

immersion v a l a b l e  pour ;tou;tu l e s  formes sphériques M de groupe fondamental 

N 
G ( i . e .  indépendant de l ' a c t i o n  d é f i n i s s a n t  M comme S /G). Ce f a i t  se 

p rodu i t  avec Q ; par  exemple : puisque Q e s t  un 2-sous-groupe de Sylow 
2 2 

* n R6n+2 
de Tm e t  que N (2)  ne s'immerge pas ( r e sp .  ne s e  plonge pas)  dans 

( r e sp .  dans 2"') s e l o n  D. P i t t  [ i l ]  s i  j3y1 ) $ O (mod 8) .  on peut 6noncer  

S i  s4n+3 * # O (mod 8 ) ,  aucune forme sphér ique  t é t r a é d r i q u e  /Tm n e  

R6n+2 s'immerge ( r e sp .  ne s e  plonge) dans ( r e sp .  dans IR 6n+3). c ' e s t  notam- 

ment l e  cas  lorsque  n = 2S avec s 5 1 .  

On en  dédu i t  

C o r o l l a i r e  8.4.3 [41] 

7 * Aucune forme sphér ique  S /Tm n ' e s t  p a r a l l é l i s a b l e .  



CHAPITRE I X  

P A R A L L E L I S A B I L I T E  ET CHAMPS DE VECTEURS 

Il e s t  b i e n  connu d'une p a r t  que t o u t e  v a r i é t é  o r i e n t a b l e ,  compacte, de dimension 

3 e s t  p a r a l l é l i s a b l e  ([43J, p. 278 e t  1191, p. 270) e t  d ' a u t r e  p a r t  que de t o u t e s  

1 3  7 
l e s  sphères  s e u l e s  S , S e t  S l e  son t  ( B o t t ,  Kerva i re ,  ldilnor) , auss i  l a  

ques t i on  de l a  p a r a l l é l i s a b i l i t é  d 'une forme sphér ique  n e  s e  pose- t -e l le  qu ' en  

dimension 7. D'un a u t r e  cô t é ,  les cons idé ra t i ons  développées dans l e  5.8.4 montrent 

qu'une cond i t i on  n é c e s s a i r e  à l a  p a r a l l é l i s a b i l i t é  d 'une t e l l e  forme sphé r ique  e s t  

que chacune de s e s  p-formes sphér iques  a s soc i ée s  l e  s o i t .  Nous a l l o n s  donc exami- 

m n e r  successivement l e  cas  des espaces  l e n t i c u l a i r e s  d ' o rd re  p  ( p  premier)  e t  

c e l u i  des Q -formes sphér iques .  
m 

9.1 . P W E U  abi&Xé de6 e6 puce6 L e n t i d a i n e 6 .  

S o i t  p  premier  e t  commençons p a r  é t u d i e r  l a  y - s t ruc tu re  d 'un  espace l e n t i -  

3  m c u l a i r e  ( g é n é r a l i s é )  L (p ;po,p ,p , p  ) .  Nous savons (5.8.2) que l a  c l a s s e  s t a b l e  
1 2 3  

de son  f i b r é  tangent  est 

Lemme 9.1 . l .  

Pour t o u t  p  premier e t  t o u t  e n t i e r  k 3 1 ,  on a  

% 3 m  
dans KO(L (p ; po ,p l ,  ,pm)) 

Preuve. 

Lorsque p # 2, l a  prop. 8.2.8 montre que 



comme a l o r s  (ru12 = O s e lon  3.2.6,  l ' a s s e r t i o n  e s t  t r i v i a l e .  

Pour p = 2,  l a  r e l a t i o n  (2) est encore v r a i e  c a r  c est i n j e c t i f  ( v o i r  

% 3 r n  
remarque p.  ) ; mieux on a encore (ru12 = O dans KO(L (2 ;p0 ,Pl ,P2 .p3) : 

2 2 G 
4 

e n e f f e t  c ( r u )  ) = ( c r u )  =- 
4 

(prop. 3.1 .4) , comme u = O dans 

% 3 m  tu)^ 
KU = (L  (2  ;po,pl  ,p2,p3)) ( t h .  2.2.4 e t  prop. 2 .2 .3) ,  l ' i î i j e c t i v i t é  de c i m p l i -  

2 
que b i e n  ( ru )  = 0. 

m 
Maintenant,  puisque r u  a respect ivement  pour o rd re  p ou 2 m+l su ivan t  que 

p e s t  d i f f é r e n t  ou non de 2 (prop. 3.2.6 e t  7.4.1 respec t ivement ) ,  l a  r e l a t i o n  

(5) du 5.8.2 q u i  s ' é c r i t  donc i c i  

nous donne 

Théorème 9.1.2. 

3 m 1 .  POW p # 2 et pnemia, aucun eapace L e n t i c u t d e  L (P  ;poppl  .p2 9p3) *cl 

n' UR: pah&élhable. 
3 m 2 .  Aucun eapace XedcuRaite  L (2 ip0 ,p l  ,p2 ,p3) m 3 2 n ' a *  p m E U a b L e *  

Ces a s s e r t i o n s  découlent  c la i rement  du théorème d' Atiyah (8 .1 .1) .  La forme donnée 

à l a  seconde a s s e r t i o n  v i e n t  de c e  que l a  congruence 

(mod 8 )  

n ' a  pas  de s o l u t i o n  (po.pI ,p2>p3) t e l le  que (pi,8) - 1 pour i - 0,1,2 e t  3 : 

2 
dans R, on a t ou jou r s  a = 1 l o r sque  a = 1,3,5 ou  7. 8 

En f a i t ,  pour  t o u t  p premier ,  J. Milnor  [46] a v a i t  d é j à  annoncé que s i  

3 m P>P:+pi+p: $ O (mod p m ) , ~  (p ;po,pI  ,p2 ,p3) n 'é ta i t  p a s  p a r a l l é l i s a b l e  : n o t r e  

7 
r é s u l t a t  montre e n  p l u s  que S /Z4 n ' e s t  jamais p a r a l l e l i s a b l e .  De  son c ô t é  



D. S j e rve  a v a i t  é t a b l i  que pour  p 3 5 l a  cond i t i on  p>p2+p2+$ O (mod e s t  
1 2 3  

3 m 
une cond i t i on  n é c e s s a i r e  cd su6&ante pour que L ( p  ;po,pI ,p2 ,p3) s o i t  p a r a l l é -  

l i s a b l e  [57] : l o r sque  p .- 3 ,  le  théorème 9.1.2 prouve' qu' aucun espace l e n t i c u l a i r e  -. 
S'/E n ' e s t  p a r a l l é l i s a b l e  (1 e t  2  o n t  pour c a r r é  1 dans Z ) . Enfin,  rappelons 

-,m 3 
J 7 3 

que l a  p a r a l l é l i s a b i l i t é  de s7 e n t r a î n e  c e l l e  de P (R) = L (2). 

Ains i ,  l 'ensemble de ces  r é s u l t a t s  résout  complètement l a  ques t ion  de l a  p a r a l l é l i -  
7 

s a b i l i t é  des espaces l e n t i c u l a i r e s  S'/Z m, en  p a r t i c u l i e r  
P 

C o r o l l a i r e  9.1 -3 .  
I 

3 
Aucun espace l e n t i c u l a i r e  o r d i n a i r e  L (p)  n ' e s t  p a r a l l é l i s a b l e  s i  p 2 3 (non 

né c e s s a i  rement premier)  . 

Remara W. 

Dans son t r a v a i l  s u r  l a  p l a t i t u d e  des f i b r é s  v e c t o r i e l s  de base L " ( ~ ) ,  

(*> 
D. Lehmann [36] a v a i t  dé jà  énoncé l e  c o r o l l a i r e  ci-dessus pour p 8 3 e t  premier .  

Concernant l e  problème même de l a  p l a t i t u d e ,  il y l a i s s a i t  néanmoins en  suspens 

3 m 
l a  ques t ion  de s a v o i r  s i ,  pour m 2 2,  L .(2 ) admet t a i t  une connexion l i n é a i r e  à 

3 m 
courbure n u l l e  s u r  son f i b r é  tangent .  Comme l e  f i b r é  tangent  ( r é e l )  T(L (2 ) )  , 

% 3 m  q u i  e s t  de rang 7, a même c l a s s e  dans KO(L (2 ) )  que 4 ( r o ) ,  e t  que 

" ' 3 m  
KO(L (2 1) z Z. m+l @ t2 pour m 3 2 (prop. 7.4.1), il ne p o u r r a i t  admettre une 

2 
connexion à courbure n u l l e  que s ' i l  e x i s t a i t  e n  p a r t i c u l i e r  un e n t i e r  O s k s 3 

t e l  que k = 4 (mod 2m*1) : puisque m ', 2,  il e s t  év iden t  qu'un t e l  e n t i e r  n ' ex i s -  

t e  pas.  Il s ' e n s u i t  : 

Propos i t i on  9.1.4. 

Pour p 5 3 (non néces'sairement premier)  e t  n b 2,  aucun espace l e n t i c u l a i r e  

L ~ ( ~ )  n ' e s t  p l a t .  

Le problème p l u s  généra l  de l a  p l a t i t u d e  des f i b r é s  v e c t o r i e l s  de base  

n 
L ( p ; p 0 , p  p ) ,  e t  s ingul iè rement  du f i b r é  tangent ,  conduit  à l ' é t u d e  d'équa- 

t i o n s  diophant iennes p l u s  ou moins compliquées. 

(*) Ains i  que pour l e s  espaces l e n t i c u l a i r e s  o r d i n a i r e s  dont  l ' o r d r e  e s t  p r o d u i t  de  
nombres premiers  d i f f é r e n t s  de  2. 



En ce q u i  concerne l a  p a r a l l é l i s a b i l i t é  des  au t r e s  formes sphér iques ,  il 

e s t  d 'o res  e t  'déjà p o s s i b l e  d'énoncer quelques r é s u l t a t s  : s o i t  F une forme 

sphérique de dimension 7 dont l e  groupe fondamental e s t  t e l  que 

( i )  ïi. (F) n ' e s t  n i  t r i v i a l ,  n i  un groupe cyc l ique ,  
1 

( i i )  aucun groupe cyc l ique  n ' e s t  f a c t e u r  d i r e c t  de I l1  (F) ; a l o r s  

P ropos i t i on  9.1.5. 

* 
F n ' e s t  s u s c e p t i b l e  d ' ê t r e  p a r a l l é l i s a b l e  que s i  ï i l(F) e s t  Da,  avec a  p-, 

ou un groupe de type ( I I , 2 ) .  

Preuve. - 

Les hypothèses f a i t e s  s u r  F impliquent  que ïil (F) = Gi avec 1 6 i 6 9 où 

l e s  Gi son t  l e s  groupes énumérés au  8.7.4. (P lus  généralement,  s e  r e p o r t e r  au 

8.7.1 p o u r - l e s  p r o p r i é t é s  de ces  groupes q u i  vont ê t r e  évoquées i c i ) .  S i  

ïil (F) = Gl OU G2, ces  groupes possédant  des 2-groupes de Sylow c y & g u ~  

(groupes de type  (1 ,d) )  d 'ordre s u p é r i e u r  ou é g a l  à 4, l e s  2-formes sphér iques  

a s soc i ées  à F ne s o n t  pas  p a r a l l é l i s a b l e s  e t  donc F non p l u s .  S i  H l  (F) 

* * * 
e s t  l ' u n  des groupes polyédriques b i n a i r e s  g é n é r a l i s é s  Tm' O m ou 1 , F possède 

une 3-forme sphérique a s soc i ée  e t ,  p a r  conséquent,  -aucun espace l e n t i c u l a i r e  

s 7 / ~  n ' é t a n t  p a r a l l é l i s a b l e -  F n ' e s t  pas  p a r a l l é l i s a b l e .  Enf in ,  c ' e s t  a for-  
3m 

t i o r i  encore l e  cas  s i  ïil (F) = Gg, puisque 1* e s t  un sous-groupe ( d i s t i n g u é )  

de Gg. 

D e  c o r o l l a i r e  8.4.3 n ' é t a i t  qu 'un cas  p a r t i c u l i e r  de l a  s i t u a t i o n  envisagée i c i ] .  

9.2. Fomeb aphé*ueb dant Le gtroupe   on dame&& ait de Xgpe ( I I ,  d) . 
On sait  que pour de  t e l l e s  .formes sphér iques ,  l e u r s  2-formes sphér iques  

a s soc i ées  s o n t  des Q -formes sphér iques .  Tout d 'abord,  considérons donc une Q - m m 

forme sphér ique  s3/$ : son f i b r é  tangent  e s t  t e l  que 

3 
T(S Q @ 1, = 2Cr+3 où 2Cr+3 e s t  l e  f i b r é  a s s o c i é  à l a  r e p r é s e n t a t i o n  r é e l l e  

d é f i n i s s a n t  1' a c t i o n  de 3 3 
5r+3 Qm s u r  S , autrement d i t  To(S 190) = 

- - 2(2-5r+3) = -dr vaut  zé ro  dans KO(S % 3  /Q ) ( t h .  5.6.3).  Ains i  S 3 / Q ~  s ' immerge m 



dans 84 ( c e  q u i  é t a i t  b i en  s û r  p r é v i s i b l e )  e t  s e  plonge dans iR5 : on r e t rouve  

l à  l e  r é s u l t a t  de C.T.C. Wall [67] s e l o n  l e q u e l  t o u t e  v a r i é t é  de dimension 3 s e  

5 plonge dans iR . 
1 

Examinons maintenant l e  cas  des formes sphér iques  s7/$ : COL T (N (m;r))  = 
O 

= -2d e t  que 
1 

r dr a pour  o rd re  -2m+1 - ( t h .  5 .6.3) ,  il e s t  c l a i r  que N (m;r) 

ne peut  a v o i r  de connexion l i n é a i r e  à courbure n u l l e  s u r  son f i b r é  tangent  e t ,  

p a r  s u i t e  n ' e s t  pas p a r a l l é l i s a b l e .  [on a u r a i t  pu  o b t e n i r  ce r é s u l t a t  e n  u t i l i -  

s a n t  l e  t h .  8.3.11. Il ne nous r e s t e  donc p l u s  qu 'à  env i sage r  l e  ca s  des Qm-formes 

1 
sphériques géné ra l i s ées  de dimension 7, i . e .  c e l l e s  de l a  forme N ( m ; r l , r 2 )  avec 

1 
Dire  que N (m;r r ) e s t  p a r a l l é l i s a b l e  équivaut(*)  à d i r e  q u ' e l l e  s'immerge 

1 '  2 
8 k 1 

dans R e t ,  p a r  conséquent, implique que y (N (m; r r ) )  = O pour k 2 2.  1 '  2 
k 

Comme l e s  opé ra t ions  de Grothendieck y son t  n a t u r e l l e s ,  au moyen de 1' isomor- 

phisme donné p a r  l e  t h .  5.5.5, il s u f f i t  de v é r i f i e r  ces  r e l a t i o n s  dans 

1 
K%(N (m) 7. Nous devons donc y exprimer d e t  d e n  fonc t ion  de dl . Pour 

1 r 2 
c e l a  quelques cons idé ra t ions  p ré l imina i r e s  s o n t  n é c e s s a i r e s .  

Lemme 9.2.1. 

Avec l e s  n o t a t i o n s  du lemrne 5.3.4,  pour r 2 5 on a 

-2k+l pour r = 4k+l ,  

- (r--3)(r-2) - 
PL+] (2) - 2 Vr avec Vr = [-2k pour  r = 4k+2, 

-2k+2 pour  r = 4k ou 4k-1. 

Démonstration. 

Le lemme 5.3.4 montre que Pr+l (XI = x Pr(x) - Pr-l (x) + 2ar avec 

P,+~ (2) = 1 - a r+ l où a = O pour r p a i r  e t  u = (-1 pour r impair .  r r 

En c a l c u l a n t  l a  dé r ivée  en  x = 2,  il s ' e n s u i t  

....................... 
(*) Pour une v a r i é t é  compacte a ~ e & a b L e  de dimension n ,  il y a équiva lence  e n t r e  

6 " ê t r e  p a r a l l é l i s a b l e "  e t  "s'iuunerger dans IRn+'". P (R) s'immerge dans a7 
mais n ' e s t  pas  p a r a l l é l i s a b l e .  



p;+, (2) = 2P1(2) - P L 1  (2) + 1 - a r  ; r 

en  posant  = (2)  - ~ : ( 2 ) ,  (3) s ' é c r i t  encore 

1 
- u  = ] - a  r r 

On dédu i t  

Ur+l  - U5 = r - 4 - ( a  +a +. . .+a5) ,  r r-1 

comme U5 = Pi (2 )  - Pi (2 )  = 1 ( c a r  P (x) = x,  P4(x) = 1 ) ,  en posant  
5 

En f a i t  - 

-1 pour r 1 ou 2 (mod 4 ) ,  

r 

O pour  r O ou 3 (mod 4) .  

Pa r  (4) e t  (5)  on o b t i e n t  

il e s t  a l o r s  f a c i l e  de v é r i f i e r  que 

( -2k+l pour r = 4k+l ,  

. = E u =  
i -2k pour r = 4k+2, r i =5 

\ -2k+2 pour  r = 4k ou  4k-1. 

Lemme 9.2.2. 

Q 1 
Dans KU(N (m)), pour  r p a i r  on a : 2 - Er = (2-E4) Qr(2) avec 

Qr(2) = 1 + 2P ' (2) .  
r 

Preuve. 

Du cor .  5.3.5,  il r é s u l t e  que pour  t o u t  r p a i r  il e x i s t e  Q ( 5 )  e z[E4] 
r 4 t e l  



que 2 - E r  = (2-E4) Qr(E4), a l o r s  dans RU(%) 

% 

s o i t  dans KU(N' (m)) 

D'un a u t r e  cô té  on a <-  Er  = 2 - 6 P ( 6  ) i . e .  4' r 4 

s o i t  (dans c [ E ~ ] )  

Pr( E4)-Pr(2) 
Qr(E4) = 1 + E 4 E4-2 

( c a r  Pr(2) = I )  

ce q u i  implique précisément 

1 Maintenant, pour e n  r even i r  à n o t r e  forme sphér ique  N (m;r r ), 11 nous 
1 '  2 

f a u t  c a l c u l e r  'rl+ 6r  où, rappelons-le,  r e t  r s o n t  h n p a i & h .  Le l e m e  9.2.2 
2 1 2 

nous donne 

e t  l e  lemme 9.2.1 implique donc 

Ains i ,  e n  posant  
r = a 6 ( resp .  6 = a 6 ), nous obtenons 

1 1 1  
'2 2 2 

avec r e t  r impairs .  
1 2 

1 '-b 

Avec l a  r e l a t i o n  ( I I )  du 0.8.3, l a  y-s t ruc ture  de N (m;rl , r 2 )  e n  KU-théorie 

s ' exprime p a r  



1 2  -2 2 -2 
ya(N (m; rl , r 2 ) )  = []+ar  dl (a-a )] . [ ]+a  6] (a-a )] 

1 r2 

1 2  1 
s o i t  ya(N (m;rl , r 2 ) )  = 1 - 2 ( a r  +ar )SI  (a-a ). Autrement d i t  s i  N (m;r 

1 2  
1 9'2) 

8 s'immerge dans W , on d o i t  a v o i r  ( t h .  5.6.3) 

Moyennant (6), il s ' a g i t  donc d ' é t u d i e r  l a  congruence 

Posons r 
1 

= 2u1 + 1 ,  r2 = 2u2 + 1 ,  e l l e  devient  

(2ul+l  ) u  + (2u2+1 l u 2  E Vr +2 + Vr +2 - 1 (mod 2m) 
1 1 2  

S i  u  e t  u2 
1 

s o n t  p a i r s ,  s o i t  u  = 2 v l ,  u  = 2v2, on a  = 
1 2  'r, +2 + 'r2+2 

v4v, +3 + v4v,+3 = -2(v +v ) ( l e m e  9.2. l ) ,  mais a l o r s  (7)  e s t  impossible  puis -  1 2  
1 L 

que l e  premier membre e s t  p a i r  e t  l e  second impair.  

S i  uI e t  u2 s o n t  impairs ,  s o i t  u  = 2vl + 1 ,  u2 = 2v2 + 1 : 
1 

(2ul + I  ) u 1 + (2u2+l )u2 * I - ('rl+2 +'r2+2 ) = 8(v  2 +v 2 ) + 12(v  +v ) + 9 $ O (mod 2m) . 
1 2  1 2  

Enfin,  s i  u = 2vl e t  u2 
1 

= 2v2 + 1 ,  on o b t i e n t  

(2u1+l ) u  + (2u2+l )u2+1 - 2 2 
1 ('rl +2"r1 +2 ) = 8 ( v  1 2  +V ) + 4vl + 12v2 + 5 $ O (mod 2m). 

1 
Ainsi  N (m; r , r 2 )  ne s'immerge jamais dans IR 8 . 11 r é s u l t e  de t o u t e  c e t t e  é tude  

Théorème 9.2.3. 

LU b u t e s  g - d o m u  sphé*w paattée*aabta e o a  nt3/$. m 

Une conséquence importante de ce d e r n i e r  r é s u l t a t  e s t  que l e s  formes sphé r i -  

ques F du type v i s é  pa r  9.1.5, ne son t  jumdin p a r a l l é l i s a b l e s .  P lus  généralement 

s i  l e  groupe fondamental d'une forme sphérique c o n t i e n t  un 2-sous-groupe de Sylow 

quaternionique géné ra l i s é  on v o i t  q u ' e l l e  n ' e s t  p a r a l l é l i s a b l e  que s i  e l l e  est de 



dimension 3 .  Compte tenu  des renseignements obtenus pour  l e s  espaces  l e n t i c u l a i r e s  

d 'o rdre  2m, nous pouvons donc énoncer 

Théorème 9.2.4. 

S a d  1.1 une dame aphZhique de dunemion n eA de g m w e  ~ondamentd G : a i  

X i  o&&e de G ut au moinb divi.&Lble pah 4, M n1 u.t plvraeeZUable que a i ,  

et aedemenjt d i ,  n = 1 ou 3.  

I En p a r t i c u l i e r  ( v o i r  prop. 1.3.5) 

C o r o l l a i r e  9.2.5. 

Parmi l e s  formes sphériques homogènes de groupe fondamental non t r i v i a l  e t  non 

cyc l ique ,  s eu le s  c e l l e s  de dimension 3 s o n t  p a r a l l é l i s a b l e s .  

En conclusion,  usant  de l a  te rminologie  i n t r o d u i t e  au 5.7.1,  nous voyons que l a  

ques t ion  de l a  p a r a l l é l i s a b i l i t é  d'une forme sphérique g é n é r a l i s é e  ne s e  pose  

éventuel lement  que pour c e l l e s  dont l e  groupe fondamental e s t  de type (1 ,d )  avec 

v2(n) = O ou 1 ( c e  q u i  implique d impai r  ou é g a l  à 2 ) .  

9 . 3 .  S p a n  d u  donmes a p h é h i q m  . 
En développant l e s  methodes u t i l i s é e s  p a r  J .F.  Adams [ l ]  pour  La s o l u t i o n  

du problème des champs de vec t eu r s  s u r  une sphère ,  J . C .  Becker a r é so lu  l e  pro- 

blème de l a  dé te rmina t ion  du span d'une forme sphér ique  [8] -(on d é f i n i t  l e  

span d'une v a r i é t é  d i f f é r e n t i a b l e ( * )  M comme l e  p lus  grand e n t i e r  k t e l  que 

M possède k champs de vec t eu r s  l inéa i rement  indépendants  i .e. l e  nombre maxi- 

mum de s e c t i o n s  l inéa i rement  indépendantes que possède son  f i b r é  tangent)-  s au f  

en  dimension 7, à cond i t i on  t o u t e f o i s  que son groupe fondamental s o i t  metabé l ien  

de rang 2 dans l e  cas  où il a u r a i t  un 2-sous-groupe de Sylow quatern ionique  géné- 

r a l i s é .  Auparavant, D. S je rve  a v a i t  cependant c a l c u l é  s p a n ( s 7 1 ~ )  avec l 'hypothè-  

s e  ( 1  G I  ,6)  = 1 ([57] , p. 104).  Naturel lement ,  l e  span d'une v a r i é t é  p a r a l l é l i s a -  

...................... 
(*)Comme p a r t o u t  a i l l e u r s  dans ce t r a v a i l ,  il s ' a g i t  t o u j o u r s  de v a r i é t é s  d i f f é -  

r e n t i a b l e s  de c l a s s e  c*. 



b l e  e s t  é g a l  à sa dimension. Enfin,  il e s t  év iden t  que s i  (M' ) e s t  l'ensem- 
P i  i c I  

b l e  des p.-formes sphériques assoc iées  à l a  forme sphér ique  M de dimension n,  
1 

on a 

D'un a u t r e  cô t é ,  on connaî t  ( [ 8 1  , p. 995) une minorat ion du span  : en dimension 7 

on o b t i e n t  

5 lorsque  G - C avec p 2 3 (non néces sa i r e -  

7 ment premier ) ,  
span(S /G) a (9) 

\ 4 lorsque  G = Q ~ .  

P ropos i t i on  9.3.1 . 
- 
/ 

( i )  Pour t o u t  m 3 1 : span(S /G m) = 5. 
9 3 
/ 

( i i )  Pour t o u t  m 2 2 : span(S /il m) = 5. 
2 

Preuve. 

Dans l e s  deux cas cons idérés ,  l e s  i n é g a l 3 t é s  (8)  e t  (9 )  montrent que l e  span  e s t  

compris e n  5 e t  7. S i  l e  span é t a i t  s u p é r i e u r  ou é g a l  à 6 ,  s 7 / 2  e t  s7/z 
3m 2m 

é t a n t  o r i e n t a b l e s ,  e l l e s  s e r a i e n t  p a r a l l é l i s a b l e s  : c e c i  e s t  impossible  ( v o i r  

3 5.9.1 ) . [pour L (3)  l e  r é s u l t a t  é t a i t  connu de T. Yoshida [68] ] . 
7 En ce  q u i  concerne l e s  Q -formes sphér iques ,  on s a i t  ( t h .  9.2.3) que S /Qm m 

7 n ' e s t  pas  p a r a l l é l i s a b l e  : on a donc span(S /Qm) = 4 OU 5 .  L 'expression de 

7 k 7 1 
Y,(S 1%) montre que y (S  1%) = O pour k 1 3 : dans l e  cas  N (m;r) c e l a  

1 e s t  innnédiat, dans l e  cas N (m; rl , r 2 )  avec r # r2 c e l a  r é s u l t e  de ce que l a  
1 

congruence (7)  n ' e s t  jamais s a t i s f a i t e  (5.9.2).  Selon Atiyah, il s ' e n s u i t  que l a  

7 7 dimension géométrique de TJS 1%) e s t  t e l l e  que g.dim(To(S /Qm)) 5 2 

( [ 4 ] ,  p .  128).  Mais a l o r s  

7 7 COmme span(T(S /Qm) O IR) = 1 + span(S /Qm) ( c f .  [69], t h .  2 ) ,  il s ' e n s u i t  



Remarque. 

La procédure q u i  v i e n t  d ' ê t r e  d é c r i t e  peut  ê t r e  appl iquée à d' a u t r e s  formes sphé- 

r i ques  de dimension 7. Par  exemple, il peut  ê t r e  a i n s i  montré que tou te  forme 

7 * * sphérique t é t r a é d r i q u e  S /Tm a 5 pour span. (Tm e s t  un groupe métabél ien 

de rang 3 ,  v o i r  chap. V I ) .  



CHAPITRE X 

APPLICATIONS z -EQUIVARIANTES ET TYPES D'HOMOTOPIE 
n 

7 0.7. Un pmblème de treaein&on g é o m 2 t ~ q u e .  

Dans les c h a p i t r e s  précédents  nous avons souvent  ind iqué  que l a  K-théorie 

des formes sphér iques  géné ra l i s ée s  se ramenait  à c e l l e  des formes sphé r iques  

o r d i n a i r e s .  Nous avons notamment vu q u ' i l  e x i s t a i t  pour  t o u t  ( p ; p o , p l , .  . . ,pn) ,  

avec p  non nécessairement  premier ,  un isomorphisme c a n a ~ q u e  de A-anneaux 

n  
e n t r e  %(L (p;po,p I , . . . ,  pn)) e t  ( t h .  2.2.4 e t  3.1.2) .  Il es t  a l o r s  

n a t u r e l  de se demander s ' i l  e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  d i f f é r e n t i a b l e  de 

n  
dans L  (p;po,pI ,  . . . ,pn) i n d u i s a n t  c e t  isomorphisme e n  K-théorie.  Plus  p r é c i s é -  

n  n I t 
ment, s o i e n t  L  (p ;po ,p I , .  . . ,pn) e t  L  ( p ; p o , p I , .  ..,PA) deux espaces  l e n t i c u -  

l a i r e s  de même o rd re  p ,  Y e t  Y '  les isomorphismes e n  q u e s t i o n  

e t  cherchons à q u e l l e ( s )  c o n d i t i o n ( s )  il e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  d i f  f é r e n t i a b  l e  

n  * n 
t e l l e  que d'une p a r t  T(L (p ;po ,p I , .  . . ,pn)) e t  f  T(L (p;pA,p;, . . ,PA)) 

s o i e n t  des  f i b r é s  s tablement  isomorphes e t  d ' a u t r e  p a r t  l e  diagranme s u i v a n t  

s o i t  commutatif. 

'I, n t I Dans K O ( L " ( ~ ) ) ,  nous devons donc a v o i r  Y' (T(L (p;po , p l  , . . . ,PA)) a 

n 
Y(T(L ( P ; P ~ , P ~  9 ,P, ) )  (avec  les h a b i t u e l s  abus de n o t a t i o n ) ,  s o i t  ( (4 )  ,§ - 8 . 2 )  



1 En employant l'homomorphisme c ,  c e t t e  r e l a t i o n  devien t  dans &(Ln(p)) 

(Lorsque p e s t  impai r  (1 ) e s t  é i u i v a i e n t  à ( 2 ) ) .  Ains i ,  une cond i t i on  néces- 

s a i r e  à l ' e x i s t e n c e  de f  e s t  que dans ~ [ x ]  il e x i s t e  deux polyiiômes A 

e t  B t e l s  que 

En ca l cu lan t  l a  dér ivée  seconde de (3) e n  x = 1 ,  il e s t  en  p a r t i c u l i e r  a i s é  

de v o i r  que 

d'où : 

Propos i t i on  10.1 . l .  

s i  y t 
i = O  i = O  i (mod p) , a l o r s  f  n' e x i s  t e  pas .  

Il va  de s o i  qu'en dé r ivan t  suffisamment ( 3 ) ,  on peut  o b t e n i r  beaucoup d ' a u t r e s  

condi t ions  n é c e s s a i r e s  analogues. 

Lorsque p e s t  premier  e t  d i f f é r e n t  de 2 e t  O S n 6 p-1, on s a i t  que 

( t h .  3.2.5) 

avec G = z2 OU 0 s e l o n  que n I O (mod 4) ou non, chacun des [$ f a c t e u r s  O 

i n 
C é t a n t  engendré p a r  ( ru)  où 1 s i s [$ ( remarque 1 , p. 54 ) . comme p a r  

P 

a i  1 l e u r s  



une cond i t i on  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour  que T ( L ~ ( ~ ~ ; ~ ~  ,P l  , . . . ,pm) ) e t  

m t  t T ( L ~ ( ~  ;po,pI  , . . . ,PA)) a i e n t  SUE c l a s s e  s t a b l e  d' isomorphisme est  que 

Autrement d i t  : 

Propos i t i on  10.1.2. 

m 
So ien t  p  + 2 e t  ~remier,  O i n 6 p-1, a l o r s  pour  L ~ ( ~  ;po,p I , . . . , p n )  e t  

;po,pI , . . . ,PA) l e u r s  f i b r é s  t angen t s  o n t  même c l a s s e  s t a b l e  d'isomorphisme L ~ ( ~ ~  ' 
s i  e t  seulement s i  

i r+)) , 
((+)) . ( + )  (mod 

i =O 2 j-1 i - O  2j-1 

pour  t o u t  1 6 j 5 i n f  ( [$ , sup(p p l ) )  . D e  p l u s  s i  l ' u n e  de ces congruences 
i i' i 

n ' e s t  pas  v é r i f i é e ,  f  n ' e x i s t e  pas.  

* 
Dans c e t  énoncé, on a  convenu que pour a ,b  E: IN 

Pour  r e v e n i r  à l a  prop.  10.1.1, il est  é v i d e n t  que s i  l ' u n  des  espaces  

é t a i t  p a r a l l é l i s a b l e  e t  1' d u t r e  non, f  n ' e x i s t e r a i t  pas .  Néanmoins, considé-  

3 3 rons les espaces l e n t i c u l a i r e s  L (5) e t  L (5; 1,1,2,2) : l e  second est p a r a l -  

l é l i s a b l e ,  l e  p remier  ne l ' e s t  pas ,  donc f n'existe pas  ; p o u r t a n t  ces deux 

espaces  on t  même type  d'homotopie p u i s q u ' i l  e x i s t e  a  t e l  que 4  : t a 4  (mod 5) 

( [49] , p. 468) . A i n s i ,  b i e n  que c e t t e  d e r n i è r e  congruence admette t o u t e s  les so- 

l u t i o n s  p o s s i b l e s  dans Cg, aucune des  équ iva l ences  d'homotopie ( q u i  s o n t  d '  a i l -  

l e u r s  t o u t e s  de degré congru à -1 modulo 5)  l e u r  correspondant  n t  i n d u i t  l ' i s o -  

morphisme Y. 



2 2 
So ien t  maintenant l e s  deux espaces L (17;2,3,5) e t  L (1 7; 1,1,4) : i l s  s o n t  

(*> non seulement homotopiquement équ iva l en t s  mais o n t  même type  d' homotopie bimple . 
En cons idérant  l a  t o r s i o n  T d'un espace l e n t i c u l a i r e  de groupe fondamental G 

comme un élément du groupe des u n i t é s  du noyau de l'homomorphisme canonique 

(d 'a lgèbres)  E : Q[G] -t Q qu i  à t o u t  élément x = 1 h . g  de l a  Q-algèbre 
gsG 

de G f a i t  correspondre ~ ( x )  = 1 A g ,  nous obtenons i c i  
~ E G  

( l a  n o t a t i o n  = e s t  i c i  abusive c a r  l a  t o r s i o n  n ' e s t  d é f i n i e  qu 'à  l a  m u l t i p l i -  

c a t i o n  près  p a r  kg où g E G), e n  prenant  G = C l  comme engendré par  
2 i n  - 

5 = e 17 . Puisque précisément 30 E -4 (mod 17) ,  il e x i s t e  une u n i t é  u dans 

2 2 l 'anneau E [ E  1 t e l l e  que T(L (17;2,3,5))  = u..c(L (17;1 ,1 ,4) ) .  Autrement d i t  
17 

l e s  espaces cons idérés  on t  même type d'homotopie simple ; cependant : 

" 2 2  2 2 2  2&+3 +5 $ 1 +1 +4 (mod 17) .  

4 Enf in ,  considérons l e s  deux espaces l e n t i c u l a i r e s  L 7 , , 1 , 1 , 2  e t  

4 
L (7;5,5,5,5,3)  : i l s  s o n t  difféomorphes c a r  pour t o u t  O 6 i 6 4 on a 

2 ' 3 -2pi (mod 7) ([46], p. 402) e t  pour t an t  1 pi = 8 n ' e s t  pas  congru à Pi 
4 i=O 
1 =Io9 modulo 7. Ains i  Y n ' e s t  pas  i n d u i t  p a r  ce difféomorphisme ! 

i - O  

(**) 
Les (contre-)  exemples q u i  précédent  ind iquent  donc que l a  r é s o l u t i o n  du problème 

de r é a l i s a t i o n  géométrique que nous avons posé, semble e x i g e r  une méthode a u t r e  

que c e l l e  des h a b i t u e l l e s  c l a s s i  f i  c a t ions  homotopiques des espaces l e n t i c u l a i r e s ,  

S2n+l 
e t  p a r t a n t  de c e l l e s  des a p p l i c a t i o n s  2 +qu iva r i an t e s  de 

2n+l 
dans S 

P 

7 0.2 . J-théohLe d u  u p a c u  l e v u X c d & / r u  d' o / r h  8 .  

Dans 1 5 1 ,  M.F. Atiyah a a s soc i é  à chaque c.w. complexe f i n i  X un groupe 
'b 

f i n i  J(X) . Ce groupe peut -ê t re  vu comme l e  groupe r é d u i t  du q u o t i e n t  J(X) de 

.......................... 
(*) Pour c e t t e  n o t i o n  e t  l e s  p r o p r i é t é s  u t i l i s é e s  i c i ,  on pour ra  s e  r e p o r t e r  à 

[14] ou [46]. 
(u*) Je ne connais  pas  d'exemple pour l eque l  ce  problème admette  une s o l u t i o n  ... 



KO(X) p a r  l e  sous-groupe des c l a s ses  s t a b l e s  de iR-fibrés ve-c tor ie ls  s u r  X, 

de groupe s t r u c t u r a l  orthogonal,  dont l e s  f i b r é s  en  sphère associés  ont  même 
'L 

type d'homotopie f ib rée .  On n o t e r a  J ( resp .  J) l'épimorphisme canonique 
'L 'L 

KO(X) -t J(X) ( resp .  KO(X) -t J(X)). En vue de déterminer J(X), J .F .  Adams 

a i n t r o d u i t  [ 2 ]  deux au t res  groupes J'(X) e t  J"(x) avec (*> 

de s o r t e  q u ' i l  e x i s t e  un diagramme commutatif ( [ 3 ] ,  p. 193) 

où J" e t -  p son t  des épimorphismes. (L 'égal i té  J'(X) = JW(X) e s t  une 

conséquence de l a  f i n i t u d e  du C.W. complexe X) . Nous nous proposons i c i  d'étu- 

d i e r  l e  type d'homotopie s t a b l e  des espaces l e n t i c u l a i r e s  tronqués d'ordre 8. 

2 
(Pour p premier, J ( L " ( ~  ) )  a é t é  é t u d i é  dans [35] ) . 

Nous devons donc commencer pa r  exhiber  l a  Y-structure de K0(Ln(8)). Nous 
'L 

avons vu que KO(L"(~) )  é t a i t  engendré (comme groupe) p a r  ru ,  K ,  ru2 e t  

k  ru (5.4.5).  Ainsi ,  pour u t i l i s e r  (4 ) ,  nous f a u t - i l  c a l c u l e r  Y ( r u ) ,  @SIC),  

k k 
Y (ru ) e t  Y (uru) .  Puisque 2 @ c = CG, il nous e s t  l o i s i b l e  de nous p l a c e r  

d'abord en  KU-théorie-. Remarquons a l o r s  qu'on y a 

k k k k 
puisque Yk(u) = Y (6-1) = Y (6)-1 = 6 -1 = (u+l)  -1 ( [  I ]  ,p.615). Il  s ' e n s u i t  

% 

dans KU(L"(~) )  (avec ( ~ + l ) ~  = 1 e t  3.1.4) 

k k k a [ ( ~ + l ) ~ - l ]  
( r u ) )  = Y cru = Y (--) = = (u+1lk + 1 

1 +a k ' 2 ,  
( 1 (a+]  

........................ 
(*) Dans t o u t  ce paragraphe, nous u t i l i s e r o n s  l e s  no ta t ions  de J.F. Adams. 



s o i t  ( u t i l i s e r  les r e l a t i o n s  p .  83 -. 84) 

f O 
pour  k r O (mod 8 ) ,  

c ru  pour  k s 1 ou 7 (mod 81 ,  

cru2 
pour  k r 2 ou  6 (mod 81 ,  

c ( r a + 2 ~ + ~ r a )  pour k - 3 ou 5 (mod 8 ) .  

lo rsque  n z 3 (mod 4) c  est un monomorphisme ( co r .  4 .5 .2) ,  de s o r t e  que  

l ' o n  a  a l o r s  

I O 
pour  k Z O (mod 8 ) ,  

pour k - 1 ou 7 (mod 8 ) ,  
( 7 )  

r u  2  
pour  k E 2 ou 6 (mod 8 ) ,  

( r o + 2 ~ + r r u  pour  k 2 3  ou 5 (mod 8) ; 

e n  f a i t  (7 )  est  v r a i  pour  ;tou;t n puisque t o u t e s  les i n c l u s i o n s  canoniques 

Ln' (8)  -+ ~ " ( 8 )  (n '  < n)  i n d u i s e n t  des ép imorphisms  ( c f  .$ .3.4).  En procédant  

de l a  &me manière on o b t i e n t  aus s i  

( O  pour  k ~ O ( r n o d 4 ) ,  

k ( ru2)  = { ru2 pour k impai r ,  

1 ru3 pour  k 2 2 (mod 4 ) .  

k i i - 1  i-1 
Enf in ,  on a  Y ( K )  = ( l + ~ ) ~ - l  = ( , m a  c e  = (-1) 2  pour  

i = l  
k 1 k 

t o u t  i >, 1 ( c f .  prop. 4 .6 .2) ,  il v i e n t  Y ( K )  = - - K - 1 - 1  ) i . e .  2  

O pour  k  p a i r ,  
k  

Y ( K )  = 

(K pour  k impai r .  

D e  (7) e t  (9)  on dédu i t  a l o r s  

O pour  k p a i r ,  

Kra pour  k E 1 ou 7 (mod 8) ,  

'~K'KTCI pour k - 3 ou 5 (IWd 8). 



Proposition 10.2.1. 

Dans J(L~(~)), l'élément J(ro) a pour ordre 

2n+ 1 2n+ 2 pour n impair, pour n pair 

Démonstration. 

Un élément x de &(~"(8)) s'écrit x = aro+bro +d~+h~ro avec a, b, d 2 

et h c t. Comme Z0(Ln(8)) n'a que de la 2-torsion, lorsque k est pair 

on peut toujours trouver un entier e tel que 

D'autre part lorsque k est impair, les relations (7) - (10) montrent que 

O pour k = 1 ou 7 (mod 81, 

(Yk - 1 )  (x) = 

2 (a-ah) (~K+K~cJ) pour k ': 3 OU 5 (mod 8) . 
2u- 1 

Posons = u, il est alors facile de.voir que 4~+2rro a pour ordre 
4 

quand u 2 1 (pour u = 1 cela veut dire que ce terme vaut zéro) : pour s 'en 

rendre compte, il suffit d'écrire 4~+2rro dans les bases (yi)14i64 exhibées 

dans les th. 4.5.1., 4.5.3., 4.5.4. et 4.5.6. Quand u = O, on a 2r = O 

(prop. 4.6.2.). Autrement dit 3 est un isomorphisme lorsque u = O ou 1. 

En fait cela est encore vrai pour u = 2, 3, 4 car (4) montre que tout 

2u- 1 revient à établir qu'on peut trouver alors un entier e tel que divise 

3e + ge : il est aisé de constater que pour e impair on a toujours 

3e + se E O (mod 8) . 
'-b 

De tout cela, il découle donc que &(Ln(8)) est alors isomorphe à J"(L"(~)) 
% % %  % '-b % 

par J" : comme p.J = 3" ( 5 ) ,  il s'ensuit que P donc J sont aussi des 

isomorphismes. Autement dit pour n < 20 les groupes Kr)(Ln(8)) et J(Ln(8)) 



son t  isomorphes. Ceci remarqué, il n ' en  demeure pas  moins que pour t o u t  n l e s  

2n+ 2 
théorèmes du 5 4.5. permettent  de v o i r  que J ( r a )  a pour o r d r e  ou  

1 
se lon  que n e s t  p a i r  ou impair .  

Pour un c.w. complexe X, notons xa l e  complexe de Thom d'un f i b r é  vec- 

t o r i e l  r é e l  a de base X ( c f .  d é f i n i t i o n  dans [5], p. 296).  On r a p p e l l e  

que deux C.W. complexes X e t  Y s o n t  d i t s  ~ - é q U i v d e n L h  l o r s q u ' i l s  o n t  l e  

même type d'homotopie s t a b l e  i . e .  : on peut  t rouve r  deux e n t i e r s  a e t  b t e l s  

qu' il e x i s t e  une équivalence d'homotopie e n t r e  l e s  suspensions sa (x )  e t  sb ( Y )  
Pir Pir 'L 

de ces espaces .  M.F.Atiyah a a l o r s  montré que J ( a )  = J(B) dans J(X) impl i -  

q u a i t  xa e t  xB son t  S-équivalents  ( a r t .  c i t .  p.298). D'autre  p a r t  T. Karnbe, 

H. Matsunaga e t  H.  Toda o n t  é t a b l i  l ' e x i s t e n c e  d'un hornéomorphisme c e l l u l a i r e  

e n t r e  l ' e space  l e n t i c u l a i r e  tronqué L " ( ~ ) / L ~ - '  (p)  = $-1 (P )  e t  l e  complexe 

-n-k(p) )k. r(C) de Thom (L ( [25] , p. 144)(*) . Considérons l e s  espaces l e n t i c u l a i -  

n+N ~ i r  
r e s  tronqués g w 1 ( 8 )  e t  $+N-l (8) où N 5 0 : en  t r a v a i l l a n t  dans J ( L " - ~ ( B ) ) ,  

Pir Pir Pir 
nous avons J((k+N) . r ( o ) )  - J ( k  . r ( a ) )  = N. J ( r ( a ) )  , de s o r t e  qu 'avec (1 1) nous 

pouvons énoncer 

P ropos i t i on  10.2.2. 

S i  N O (mod 2 nLk+ 1 n-k+2 
) ( r e sp .  2 ) lo rsque  n-k es t  impai r  ( r e s p .  p a i r ) ,  

n+N les espaces  l e n t i c u l a i r e s  t ronqués - 8 e t  Lk+N- ( 8) s o n t  S-équivalents  . 

...................... 
(*) En v é r i t é  i l s  ont  é t a b l i  ce r é s u l t a t  pour p premier ,  mais l e u r  démonstra- 

t i o n  e s t  encore va l ab le  pour  p quelconque comme l ' o n t  d' a i l l e u r s  remarqué 
T. Kobayashi e t  M. Sugawara. 
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