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INTRODUCTION

Le présent travail a pour objet la détermination et la description des an-
neaux de Grothendieck de certaines formes sphériques. En tant que variétés rieman-
niennes compactes, connexes et & courbure constante strictement positive, celles~ci
se trouvent complétement classifiées (3 isométrie prés) par les propriétés des
p—sous—-groupes de Sylow ép de leur groupe fondamental : Gp est soit un groupe
cyclique, soit un groupe quaternionique généralisé Qm. Ainsi, en un sens qui
reste 3 préciser, la K-théorie des formes sphériques se trouve ramenée & celle
des espaces projectifs réels Pn(m), des espaces lenticulaires et des Qm—formes
sphériques.

Alots que dés l'introduction de la K-théorie en topologie algébrique les
anneaux Kk(PnOR)) (k = R ou €) é&taient largement &tudiés (J.F. Adams,

M.F. Atiyah, R. Bott, J. Milnor,...), il faut attendre le travail de T. Kambe [24]
en 1966 pour connaftre la K-théorie des espaces lenticulaires ordinaires -Ln(p)
d'ordre p premier. Depuis, en dehors de notre travail, cette question a &té
1'objet de trois publications : d'une part A. Chabour a également déterminé la
décomposition en groupes cycliques de ﬁﬁ(in(pm)) pour p premier [13], d'autre
part, mais de fagon différente, T. Kawaguchi, T. Kobayashi et M. Sugawara ont
obtenu des résultats analogues pour Kk(Ln(pz)), avec toujours . p premier, tout
en décrivant avec précision (générateurs) leurs structures additives et multipli-
catives [28], [34]. Récemment, trois articles ont été consacrés 3 la K-théorie
des Qm—formes sphériques ordinaires Nn(m) : K. Fujii a calculé éB(Nn(Z)) [17],
J.M. Braemer a de plus calculé ﬁb(Nn(Z)) [10], alors que D. Pitt [51] s'est
intéressé au problémelde 1'immersion (du plongement) des variétés Nn(m) dans

un espace numérique.




Dans ce mémoire, qui a précisément son origine dans l'article de T. Kanbe,
les méthodes que nous utilisons se rattachent le plus souvent & celles employées
par les chercheurs japonais. Aprés une premiére partie ol nous étudions la
K-théorie des espaces lenticulaires et des Qm—formes sphériques (chapitres II,
III, IV et V), nous montrons comment les résultats obtenus peuvent servir 3 la
connaissance de la K-théorie des autres formes sphériques en les appliquant 3 des
situations concrétes (chapitre VI et VII), ou intervenir dans la résolution de

certaines questions classiques de géométrie (chapitres VIII, IX et X).

Dans le premier chapitre onﬁ été groupées les propriétés des outils qui
jouent un rdle fondamental dans notre travail : critére de trivialité de la suite
spectrale d'Atiyah-Hirzebruch, isomorphisme de Thom-Gysin en K-th&orie G-équiva-
riante, représentations des groupes finis. Les autres rappels qui y sont faits
visent sﬁrtout 3 fixer la terminologie et certaines des notations employées dans
la suite. Cependant, nous y établissons aussi un résultat général sur la K-thégrie
des formes sphériques dont le groupe fondamental est produit semi-direct d'un

p-groupe et d'un groupe d'ordre premier & p (th. 1.4.5).

Le chapitre suivant est consacré d la K-théorie complexe des espaces lenti-
culaires généralisés Ln(p;po’pl""’pn) d'ordre p quelconque. En caractérisant
KU(Ln(p;po,p],...,pn)) comme quotient d'un anneau de polyndmes tronqués A coef-~
ficient entiers (prop. 2.2.3), on montre qu'il existe un isomorphisme canonique
entre KU(Ln(p;po,pl,...,pn)) et KU(Ln(p)) (th. 2.2.4) ; d'un autre cdté la
Fraduction du théorém? 1.4.5 montre qu'il y a isomorphisme entre KU(Ln(p)) et
i=r S. i=r s,

'81 KU(Ln(pil)) ol .Hl pi1 est la décomposition en facteurs premiers de p

i= =

(th. 2.2.5) : ces deu; résultats raménent 1'étude de la KU-théorie des espaces
lenticulaires généralisés d'ordre quelconque 3 celle des lenticulaires ordinaires

m . . P .
d'ordre p ol p est premier. Dans le §.2.3, par l'emploi d'un procédé arithmé-

tique €lémentaire basé sur la valuation p-adique des coefficients bindmiaux, nous




effectuons alors explicitement la décomposition en groupes éycliques de

éﬁ(Ln(pm)) (th. 2.3.6). La méthode utilisée nous permet ensuite l'obtention

d'informations précises sur l'ordre des puissances de o ol o est la classe,

dans éﬁ(Ln(pm)), du €~fibré vectoriel de rang 1 associé au revétement univer-
2n+1

sel S - Ln(pm)), par la représentation unitaire standard de degré 1 de

A o (prop. 2.3.7): Dans le §.2.4, nous illustrons les résultats précédemment

p
obtenus par le calcul de la KU-théorie des espaces lenticulaires tronqués Lg(p)

(th. 2.4.3).

Au chapitre III, par des considérations analogues 3 celles développées dans
le cas complexe, nous montrons (th. 3.1.2) qu'il suffit d'étudier la K-théorie
réelle des espaces lenticulaires du type Ln(pm) avec p premier. Grdce alors,

v

pour p # 2, 3 la trivialité de la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch et aux
propriétéé des homomorphismes de Bott : le morphisme de complexification ¢
(resp. de réalification r) est ici un monomorphisme (resp. un pimorphisme),
nous faiscns le calcﬁl explicite des huit groupes £bi(Ln(pm)) (th. 3.2.5 et
3.2.8). Aprés le §.3.3 qui concerne la détermination de éB(LE(p)) pour p
impair, nous abordons la question de la éb—théorie des espaces lenticulaires
Ln(Zm) ¢ les arguments précédents ne valant plus, nous montrons (th. 3.4.2),
par un raisonnement par récurrence sur n, que ﬁB(Ln(Zm)) a pour ordre
2@(2n+1)+(mrl)[§q ol ¥(2n+l) est le nombre de Radon-Hurwitz de (2n+l). Ce-
pendant, la non-surjectivité de r ne nous a pas permis d'énoncer un ré-
sultat général sur la décomposition en groupes cycliques de éB(Ln(Zm)) ; néan—

moins, nous indiquons (prop. 3.4.10) des bornes supérieure et inférieure pour

1'ordre des (rc)1 oi 1 g1 g 7 -

Pour contourner les difficultés ainsi rencontrées, nous revenons, au

. . m
chapitre IV, sur la K-théorie complexe des espaces Ln(2 ) : pour une large clas-
se de valeurs de n (n pair, n =1 (mod 4) et certains n = 3 (mod 4)) nous

A%
donnons une description trés détaillée de la structure additive de KU(Ln(Zm))



(théorémes 4.3.1-2-3-4) . Considérant alors le cas m = 3, nous complétons les
résultats précédents et décrivons entiérement les structures additives et multi-
plicatives des anneaux %k(Ln(B)) (§.§. 4.4, 4.5 et 4.6) ; nous y notons en par-
ticulier que, comme dans le cas m = 2 (voir [34]), 1'homomorphisme ¢ est in-

jectif quand n = 3 (mod 4).

La K-théorie des Qmjﬁormes sphériques est examinée dans le chapitre V. Aprés
avoir rappelé les propriétés des groupes quaternioniques généralisés Qm et de
leurs représentations unitaires irréductibles non équivalentes (§.5.1), nous
étendons aux meformes sphériques généralisées Nn(m;rl,r ,...,rn+]) les résul-
tats qu'avaient obtenus [17] et [51] dans le cas ordinaire (th:A5.3.l, prop. 5.3.2).
Nous mettons alors en &vidence, 13 aussi, l'existence d'un isomorphisme canonique
entre KU(N'(m3t ,Ty,...,r, )) et KU(N'(m)) (th. 5.3.6). L'étude de la K-thé-

> "n+l
orie réelle fait l'objet du §.5.5 ol nous déterminons en particulier la struc-
"
ture d'anneau de KO(Nn(m;r],rz,...,rn+])) et 1l'ordre du groupe KO(Nn(m))
(th. 5.5.4 et 5.5.11). Dans les §.§. 5.4 et 5.6, nous traitons complétement le

cas des Qs—formes sphériques en y utilisant notamment les résultats obtenus pour

L™(4) et L™(8) (th. 5.4.7, 5.6.1, 5.6.2 et 5.6.3).

Dans les deux chapitres suivants nous montrons comment le théoréme 1.4.5
et la connaissance de la K-théorie des espaces lenticulaires et des Qm—formes
sphériques peuvent &tre employés dans 1l'étude de la K-théorie des autres formes
sphériques. Le cas des formes sphériques tétraédriques, traité dans le chapitre VI,
est particuliérement significatif 3 cet €gard : les résultats visés sont consignés
en 6.2.5, 6.2.9 et 6.3.2, Dans le chapitre VII, usant de la classification des
groupes fondamentaux des formes sphériques effectude par J.A. Wolf [67], nous cal-
culons systématiquement fous les groupes Ek(M) des formes sphériques M de di-
mension (impaire) inférieure 3 10, soit 40 groupes. A cette occasion, nous y fai-
sons des remarques plus générales sur les formes sphériques diédriques et octaé~-

driques.




Dans les trois derniers chapitres, nous appliquons les calculs effectués
dans les chapitres précédents 3 une série de questions classiques de géométrie :
critéres de non-immersion (non-plongement) des formes sphériques dans un espace
numérique, parallélisabilité et span de ces mémes formes, platitude des espaces
lenticulaires ordinaires et type d'homotopie stable des espaces lenticulaires
d'ordre 8. Ces divers problémes sont abordés a4 1'aide des opérations yk de
Grothendieck et de la notion de p—forme sphérique associée 3 une forme sphérique
(définition 8.4.1). Les résultats obtenus aboutissent notamment 4 la résolution
définitive de la parallélisabilité des espaces lenticulaires généralisés (§.9.1)
et des Qm-formes sphériques (th. 9.2.3), et 3 la détermination dd>span pour ceux
de ces espaces de dimension 7. Par ailleurs, au chapitre X, est examiné le pro-

bléme de la réalisation géométrique de 1l'isomorphisme canonique entre

Kk(Ln(p;po’pl""’pn)) et Kk(Ln(p)) dont nous avons parlé plus haut.

Des considérations qui précédent il ressort clairement que plusieurs ques~
. - .. Nvooon, m .
tions restent ouvertes ( exemples : décomposition de KO(L (2)) pour certaines
. . e . R n,,m
valeurs de n et m, injectivité de c¢ pour les espaces lenticulaires L (27)
quand n £ 3 (mod 4)), néanmoins certains des calculs menés ici dans quelques
situations particuliéres sont susceptibles d'&tre &tendus 3 des cas plus géné-
raux (exemple : K~théorie des espaces lenticulaires tronqués). Signalons cepen-
dant une question qui. nous paralt intéressante : dans tous les calculs que

nous avons effectués la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch est triviale, aussi

peut-on se demander s'il en est ainsi pour toutes les formes sphériques.

Certains des résultats contenus dans ce travail ont &té annoncés dans trois
Notes aux Comptes rendus de 1'Académie des Sciences [BQ], [40] et [AI]. Cependant
le point de vue qui avait &té adopté dans [39] ne correspond plus & celui

retenu dans cette rédaction.




CHAPITRE I
RAPPELS ET SENERALITES SUR LES FORMES SPHERIQUES

P e R R e e L L L L T

Dans tout ce qui suit G est un groupe fini d'élément neutre e.

1.7, Actions d'un ghroupe §4ind.

Soit X un espace topologique séparé ; G &tant muni de la topologie
discréte, une opération, ou action, continue a gauche de G sur X est la
donnée d'une application continue ¢ de G x X dans X telle que
1) ¢(gg',x) = ¢(g,0(g',x)) pour tout xe X et g,g' € G,

2) ¢(e,x) = x pour tout x € X.

On dit alors que G opére, ou agit, & gauche sur X au moyen de ¢. Lorsque
le groupe c° opposé de G opére a gauche sur X, on dit que G opére a
droite sur X. Néanmoins dans tout ce travail chaque fois que 1l'on parlera
d'opération ou d'action il s'agira, sauf mention contraire, d'opération 3
gauci.ie. D'autre part une telle opération ¢ &tant donnée, on convient, sauf
ambiguité, d'écrire gx pour ¢(g,x).

I1 est clair que, pour tout g € G, l'application ¢g : X+ X définie par
¢g(x) = gx est un homéomorphisme de X. En fait, comme G est discret, se
donner une action de G sur X é&quivaut 3 se donner un homomorphisme p de
G dans le groupe des homéomorphismes de X. L'action est effective si Ker p
est trivial. Soit x € X : le sous~espace Gx = {gx | g € G} de X est
L'onbite de x ; le sous-groupe GX ={geG| gx=x} de G est le ghoupe
d'{sotnopie de x. Si le groupe d'isotropie (resp. l'orbite) de tout point de
X est trivial (resp. est égale & X), on dit que G opdre Librement, ou sans
point fixe  (resp. trhansitivement), sur X. Une action libre est &videmment

effective.




_10_

Une action de G sur X &tant donnée, soient X/G 1'espace des orbites
des points de X (X/G est muni de la topologie quotient) et p : X - X/G

la projection canonique. On sait () que

Proposition 1.1.1.

Lorsque l'action de G sur X est libre :
1) si X est compact (resp. connexe) alors X/G est compact (resp. connexe) ;
2) si X est compact et connexe alors (X,p,X/G) est un revétement galoisien ;

si de plus X est simplement connexe H](X/G) z G.

On suppose maintenant que X est une variété différentiable : une action
¢ de G sur X est différentiable si, pour tout g e G, ¢g est un difféo-

morphisme de X.

Proposition 1.1,2.

Lorsque G agit librement et différentiablement sur X :

1) X/G est une variété différentiable de méme dimension que X ;

2) si X est orientable et 1'action de G respecte l'orientation (i.e. les
difféomorphismes ¢g conservent tous l'orientation de X) alors X/G est
orientable ;

3) si X est compacte et sans bord, l'ordre de G divise la caractéristique

(réelle) d'Buler-Poincaré de X.

1.2. Représentations d'un groupe find. (%)

Soit E un k-espace vectoriel oi k désigne 1'un des corps R, € ou H.
Une representation de G sur E est la donnée d'un homomorphisme p de G
dans le groupe Autk(E) des k-isomorphismes de E. (La représentation telle

que p(G) = Id. est la représentation triviale ; on la notera lk). Quand E

E
est de dimension finie d, on dit que p est une représentation de degné d.

(%)

Pour toutes les définitions et propriétés rappelées ici, on pourra consul-
ter 1'ouvrage de C. Godbillon [18]
(%)

Pour tout ce qui concerne les représentations de groupes, on pourra consul-
ter [16] ou [35].

T 1




Une représentation est §ALdéfe si elle est injective. Si pour tout g # e,
p(g) n'a pas +1 pour valeur propre, on dira que p est une reprlsentation
sans point fixe de G ou encore que G agit librement sur E au moyen de
p. 11 est immédiat qu'une représentation sans point fixe est nécessairement
fidele. Enfin, on appelle caractire d'une représentation p la fonction

X, : ¢ >k définie par : Vg € G, xp(g) = tr(p(g)).

Soit k[G] la k~algébre du groupe G ; alors une représentation o de

G sur E définit clairement un homomorphisme de k-algébres p k[G] - Endk(E)

par §( Z Aoog) Z A p(g) ol XA € k et réciproquement. Autrement dit,
geG & geG & &

au moyen de p, E se trouve muni d'une structure de G-module.
On dira que deux représentations p et o de G sur deux espaces E et F
respectivement sont Zquivalentes si E et F sont isomorphes en tant que
G-modules. Il est évident que deux représentations équivalentes ont méme carac-
tére.

Soit V un sous-espace propre de E (i.e. V #0 et V # G) invariant
par tout isomorphisme p(g) de E quand g parcourt G ; clairement
v P 3 . - I3 N v -
pg = p(g)|V définit une représentation p de G sur V : p est appelée
une sous—représentation propre de p. Une reprlsentation Ludductiblfe est une
représentation n'ayant pas de sous-représentation propre.

Soient I un ensemble fini d'indices, {pi} des représentations de G

iel
sur des k—espaces vectoriels Ei’ on définit la représentation p = & o,
iel
~somme (directe) des p;= sur E= @ Ei par
iel

v G’, » = . . \, v. . .
g € o(g)(igI x,) igl 0;(8)(x;) ob, Viel, x, ek,

Ainsi on dira qu'une représentation est compfitement réductible si elle est
équivalente 3 une somme de représentations irréductibles.
On définira de maniére analogue le produit tensoriel, les puissances extérieures,

etc... de deux ou plusieurs représentations.




Un bon critére pour l'équivalence des représentations irréductibles de
G est donné par les relations d'orthogonalité de Frobenius-Schur. Soient p
1'ordre de G =~ notation IG] =p - et n le nombre de classes de conjugai-

son de G :

Proposition 1.2.1.

1. Soient p et o deux représentations irréductibles de G sur E et F

respectivement, alors (x |x.) = 1 Z x_ (g).x (g—]) vaut 1 ou O
p' "o P geg P g
selon que p et 0o sont ou ne sont pas équivalentes.
Soient d 1le degré de o et ((pij(g)))lsi,isd la matrice de o(g), Vg ¢ G,
1§ & .t
. . .. = - 4§y t1
pour une base {el}lslsd de E, alors (le|pk£) 3 83 8 (Ss est le
symbole de Kronecker).
2. Si {pl,pz,...,ps} sont des représentations irréductibles de G, deux i
deux non &quivalentes, alors {x ,x ,...,xp } sont linéairement indépen-

P1 P2 ]
dantes dans le k-espace vectoriel des applications de G dans k, et s < n.

En particulier, toute représentation (resp. sans point fixe) se décompose
de maniére unique -3 équivalence prés— en somme directe de représentations

irréductibles (resp. sans point fixe).

La détermination des représentations irréductibles (& équivalence prés)

s'appuie alors sur les propriétés arithmétiques suivantes :

Proposition 1.2.2.

Soient {p],pz,...,ps} un systéme maximal de représentations irréductibles,
non équivalentes deux 3 deux, de G et di = degré de p; pour 1 £1i¢g 8:
(i) Vie {1,2,...,s} di divise p (notation di|p) et s = n,
s
.. 2
(ii) ) 4% =p,
, i
1=]
(iii) J6/[6;G]| est le nombre de représentations irréductibles (non équivalen-

tes deux 3 deux) de degré 1 de G. En particulier, G est abélien si

et seulement si toutes ses représentations irréductibles sont de degré 1.

En spécialisant le corps k on obtient la classification suivante :




Proposition 1.2.3.

1. Les représentations irréductibles complexes —ou unitaires- p de G appar-
tiennent & 1l'une des trois classes ci-aprés :

.. - _ . . 2
) p est équivalente 3 une représentation réelle et z xp(g ) =p 3
geG

(c,

(CZ) p est 8quivalente 3 sa conjuguée p mais n'est pas équivalente 3
. - 2
une représentation réelle et z xp(g ) = -p 3
- 8¢€G 9
(C3) p n'est pas équivalente 3 p et Z Xp(g ) = 0.
geG

2. Les représentations irréductibles réelles ~ou orthogonales- o de G sont

de trois types :

(RI) Og =P oi p est (une représentation complexe) de type (C]) 5
(RZ) Og = P ®p ol p est de type (Cz) 3
(R3) dg =P ®p ol p est de type (C3).

[Ci—dessus d'une part o, est la complexifide de ¢ 1i.e. la représentation

C

complexe ¢ ® lm, d'autre part le signe = est mis pour "équivalent"].

1.3. Formes sphériques.

Définition 1.3.1.

On appelle forme sphérique toute variété riemannienne connexe, compléte, de
dimension n 2 2 et de courbure constante positive.

La terminologie est issue des travaux de W. Killing [29] et H. Hopf [zcﬂ qui
ont montré que toute variété riemannienne M de dimension n > 2 est une
variété connexe, compléte, de courbure constante K > 0 si et seulement si

M est {sométnique 3 S7/G ot S est la sphére de dimension n et G un
sous—groupe fini de O(n+1) opérant librement sur st

Cette caractérisation des formes sphériques est la solution partielle d'un
probléme plus général -connu, depuis 1891, dans la littérature sous le nom de
"probléme des formes spatiales de Clifford-Klein'- consistant 3 décrire toutes
les variétés riemanniennes connexes, complétes, de courbure conmstante. Pour ce

qui est de la classification des formes sphériques, on était ainsi amené i




déterminer tous les groupes finis possédant des représentations orthogonales
sans point fixe, et donc (cf. prop 1.2.3) ceux possédant des représentations
unitaires sans point fixe. En dimension trois, ce programme fut complétement
effectué par H. Seifert et W. Threlfall [54] en 1925. Dans le cas général,
aprés le travail décisif de G. Vincent [63], la solution définitive fut appor-

tée par J.A. Wolf (cf. [66]) en 1960.

Par abus de langage, on confondra une forme sphérique M et un représen-

n . P 1 . . -

tant S /G de sa classe d'isométrie. D'autre part S /G, qui est homéomorphe &
1 , C e o o . . P

S, sera aussi considérée comme une forme sphérique. Des considérations précé-

dentes et des prop l.1.1. et 1.1.2., il résulte trivialement

Proposition 1.3.2,

o n n s
Toute forme sphérique M = S /G est une variété sans bord, connexe, compacte

(%)

et orientable possédant une structure de C.W. complexe fini et telle que

M =6, MM = ni(sn) pour i # 1.

Concernant la caractérisation du groupe fondamental d'une forme sphérique,

on a les résultats suivants

Proposition 1.3.3.

. .. .. - . P N
Soit G un groupe fini, non trivial, opérant librement et linéairement sur S .

et les seules formes sphériques de

2
dimension paire sont les espaces projectifs réels Pzn(R).

1. Pour N = 2n, G est isomorphe 3 Z

2. Pour N = 2n + 1.:
(i) Si G est abélien alors G est cyclique ;
(ii) si G n'est pas abélien, il poss&de les propriétés équivalentes
suivantes :
a) tous les sous-groupes abé&liens de G sont cycliques,
b) tout p-sous-groupe de G esf soit cyclique, soit un groupe quater-
nionique généralisé (notation Qm),

(%)

C'est une conséquence de la théorie de Morse pour les variétés différen-
tiables compactes.
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c) les p-sous-groupes de Sylow de G sont de 1'un des deux types
suivants
« tous sont cycliques,
+ ils sont cycliques pour p # 2, quaternipniques généralisés pour
P =2,
d) G est 3 cohomologie périodique (de période non nulle divisant N+1),
3. Pour tout N, G possé&de au moins un €lément d'ordre 2 et tous ses E€léments

d'ordre 2 appartiennent & son centre Z(G).

Dans cette proposition : 1 résulte clairement de 1.1.2 ; 2 (i) conduit
aux formes sphériques appelées espaces Lenticulaires -lorsque G = Qs les
formes sphériques correspondantes seront appelées Qm—ﬁonmea sphéniques- ;
3 a &té &tabli par J. Milnor [45] ; 1'équivalence entre a), b) et d) est mon-
trée dans [1]]. La classification compléte des groupes satisfaisant & (ii) a)
est connue par les travaux de H. Zassenhaus [70] et M. Suzuki [58] : on aboutit
a4 six types de groupes (pour deux d'entre eux les groupes correspondants ne

sont pas résolubles). (voir [67], p. 179 et 195).

Définition 1.3.4.
Soit M = Sn/G une forme sphérique, si C@G) agit transitivement*sur s™ on dit
que M est une forme sphé&rique homogéne.
De 1.3.3., il s'ensuit alors

Proposition 1.3.5. (K ], p. 89)

. o n L. . P o
Les seules formes sphériques homogénes M (& isométrie prés) sont :

(i) ™" =s",
(i) M" = P,

(iii) M°
(iv) M"

Sn/zp avec p > 1 et n impair (espaces lenticulaires),

Sn/D; ou Sn/P*, avec m>1 et n = 3 (mod 4).

. * .. ¢ o a s ~ *
Ci-dessus Dm est le groupe binaire diédrique de degré m, P 1'un des
. . o . . . P P »*
groupes binaires polyé&driques suivants : le groupe binaire tétraédrique T ,

- . * L3 - . * . -~
ortaédrique O , icosaédrique I . On sait que ces groupes sont des revétements

¥ C(G) est le centralisateur de G dans O(n+l1).
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3 deux feuillets des groupes de rotations d'un polygone régulier de m cotés
ou d'un polyédre régulier élémentaire.

De 1.3.3., on peut aussi tirer la remarque suivante imm&diate mais utile

Remarque 1.3.6.

Toute forme sphérique, de groupe fondamental non trivial, a pour revétement
1'une des trois formes sphériques "universelles'" suivantes : espace projectif

réel, espace lenticulaire, Qm-forme sphérique.

1.4. Cohomologle des fonmes sphériques.

s n . .
Toute forme sphérique M, de groupe fondamental G, &tant une variété
. n
connexe, compacte et orientable d'une part, et ayant d'autre part S comme
G-revétement universel (1.3.2.), il est clair que ses groupes de cohomologie
(ordinaire) entiére sont
Lemme 1.4.1.
Z pour i =0 ou n,
i i . :
H (M,Z) = H (G,Z) pour O < 1 < n.

0 ailleurs

P . * o . = . . . .
Plus généralement, soit h  une théorie #2duitfe de cohomologie générali-
sée : M.F. Atiyah et F. Hirzebruch ont montré que, pour tout C.W. complexe fini,

il existait une suite spectrale [7]

e -
;') = H (x,nl(s%) = n" (.

Dans le cas d'une gome sphérnique M de dimension 2n+1, de groupe G d'ordre

P, on a le critére de trivialité suivant

Proposition 1.4.2. [37]

c s s . ..
La suite spectrale E;’J = Hl(M,hJ(SO)) => hl+J(M) est triviale si les condi~

tions suivantes sont réalisées :

2i+ . .
1. 5t 1(G,h (So)) =0 pour O g i g n-l,

<

’i L
2. B°MG,h™P3T (%)) =0 pour 1< i g n,
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3. H2n+](M,hpalr(So)) n'admet, éventuellement, des éléments de torsion que

d'ordre premier avec p.

Sous les hypothéses précédentes, on a alors

1. 2s+1(M) - H2n+1(M h2(s—n)(so))’

2(s i), o 2n+1

(s%)) @ u2™*! g (s7 !

2. G*[h Sap] = o W L, s%)).

i=1
[G”e désigne le gradué associé pour une filtration convenable].

En appelant M0 le 2n-squelette de M, on a également le critére de trivialité
suivant

Proposition 1.4.3.

La suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch pour Mo est triviale sous les hypothé-

ses suivantes :

1. H21+1(G,h'(SO)) =0 pour O < i € n-1,
2. B2 (6;n'™3T(5%)) = 0 pour 1 g1 g n-l,
impair

3. Hzn(Mo,h (s®)) = o.

En particulier :

1mpa1r

1. M) =o,

n-1 . .
2. 6,[a"%a)] = o wPie,n?(s7D(s%) o uPhar 6205 (s%).

i=]

AV
Puisque d'une part KU (s ) =Z ou O selonque i est pair ou non, et
N
d'autre part KO 1(So) est donné par

i(mod. S)l 0 , 1 t 2 ‘ 3 l 4 ( 5 I 6 l 7
0" 0 [ﬁz { 0 ( 0 l 0 ,
v}

ol(so)lz’z
v
les deux propositions précédentes s'appliqueront en KU-théorie (resp. KO-théo~

I

2

~
4

rie) pour tout p > 1 (resp. p Ampain > 1).
Plus précisément, nous allons maintenant voir comment la K-théorie d'une forme

sphérique quelconque pourra "se ramener" 3 celle des formes sphériques univer-

selles visées par la remarque 1.3.6.
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Lemme 1.4.4.
Soit N wun sous-groupe distingué d'un groupe fini G tel que G/N soit
isomorphe 3 un p—sous-groupe de Sylow Gp de G. Alors 1l'inclusion GpCf G

induit, pour tout 1 > 0, un isomorphisme
i i
H (G,Z — H (G_,Z
(G, )(p) ( . )
ol Hl(G,Z)(p) est la p—-composante primaire de Hl(G,Z).

Démons tration.

Soit r (resp. s) l'inclusion canonique de N (resp. Gp) dans G. La suite

spectrale d'Hoschschild-Serre qui relie les groupes de cohomologie d'Artin-Tate

d'un groupe et d'un de ses sous-groupes distingués s'écrit ici

... . .
E;’J = ute/N, BI,2)) = 87 3(,2).

Conme (INI,p) = 1, cette suite spectrale conduit ([21], p. 127) 3 la suite

exacte scindée
i by od Ty~ G

0~ H (Gp,Z) -2 u'(G,2) - 1t (N,2)° > 0
pour tout i€ Z : ti et r, étant respectivement les homomorphismes natu-
rels de transfert et de restriction (ce dernier induit par r), ﬁl(N,Z)G le
sous—-groupe de ﬁl(N,Z) constitué des €léments laiss&s invariants par 1'ac-
tion de G.
Appelons u ﬁl(G,Z) > Hl(Gp,Z) (resp. Si) la section de t; (resp. 1'homo--

morphisme induit par s). De la définition de 1'homomorphisme de transfert t;

n

(cf. [I1], p. 255), il résulte que t.s.

;S; = My est la multiplication par

[G : Gp] = ]Nl dans ﬁl(G,Z) 5 My est donc surjectif et, plus précisément,
tuant la |N|-composante primaire de ﬁl(G,Z), c'est un isomorphisme de

oi . .

H (G,Z)(p). Comme s, = (uiti)'si = uju., s; est surjectif et, de plus,
si!Hl(G,Z)(p) est un isomorphisme.

Théoréme 1.4.5.
2n

Soit M =8 +]/G une fomme sphérique : on suppose que G est Le produit

semi-dinect d'un p-groupe G, et d'un groupe N d'ordre premien a p.
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2n+1

On appelle 'Mp Le nevétement S /G de M Ainduit par £'inclusion de

o das o . Alons 1"<’k(Mp) est un gactewr direct de K () (0l k =® ou
P .
€) ; plus précisément :
n
1. pour tout p, Kqﬁ(M)( ) est isomonphe a KU(H) H

2. nouwr p = 2, Kf)(‘-

14

. - "
est isomorphe 4 Ko(uz; ; pout p # 2

) oy
(2 & .
‘ Ko(Mp) A4 n # 0 (mod 4),

in

'!;\J ')
L\O (; 1.) (i))

?o((Mp)o) 86 n =0 (mod 4).

Démonstration.

Soit f 1'application de revétement Mp + M. Les homomorphismes fi : ﬁi(M,l) >
ﬁi(Mp,z), induits par £, sont surjectifs : pour 1 # 2n+l cela résulte des

L. 1.4.1 et 1.4.4, pour 1 = 2n+] cela est di au fait que £ conserve l'o-
rientation des variétés M et Mp. Comme le foncteur - @Z » (resp.

Torf(','f) est exact 3 droite (resp. additif), il s'ensuit que, Vi € Z, les

homomorphismes
vi . 1, i R i,~1 Vi N~ . 0
£ a0 = i) ey = e LK)

(induits par f) sont surjectifs. En fait, en dehors du cas oi k =R, p # 2,

i = 2pn+l et n = 0 (mod. 4), %;K(Ez’—l(M)) est un isomorphisme sur

o (P
l’_l(Mp) : 1'additivité du foncteur H (+) de la catégorie abélienne des

E,

complexes de groupes abéliens dans celle des groupes abéliens, montre alors

i

i,- 1(M) > Er’—l(Mp) pour tout r > 2 ;

' . Vi
qu'il en est encore ailnsl pour fr : E

d'oli le résultat. Lorsque k =R, p # 2 et n =0 (mod 4), le terme

2n+1,-2n~1

E (Mp) étant isomorphe & & le raisonnement précédent tient 3 con-

2 2°

dition de remplacer Mp par son 2n-squelette (Mp)o.
Remarques.

(%) |

1. Le théoréme précédent s'applique 3 toute forme sphérique dont le groupe
fondamental G est produit direct de groupes d'ordres premiers entre eux.
C'est notamment le cas quand G est abdlien i.e. pour les espaces lenti-

culaires.

(*) J.P. Jouanolou m'a récemment signalé qu'un de ses &léves, J. Muller, de
1'Université de Strasbourg, avait obtenu un résultat analogue pour G métacyclique.

RN

L
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2. Les résultats obtenus sont non seulement Andépendants de 1l'action (libre)

2n+1 . . o -
de G sur S , mais sont encore vrais pour toute variété ayant le méme

type d'homologie que celle d'une forme sphé&rique.

Un autre critére de comparaison qui nous sera utile est le suivant :

Proposition 1.4.6.

Soient X et Y deux C.W. complexes finis, f : Y » X, Eé’j(X) => hi+j(x) et
Eé’j(Y) => hi+j(Y) les suites spectrales d'Atiyah-Hirzebruch pour X et Y
respectivement.

S'il existe un entier r > 2 tel que, pour tout i ¢ Z, on ait

(i) Ei’-i(X) - Ei;]i(X) - =T,

i,- l(X) > E *"h(Y) surjectif ;

(ii) fi : B

1'homomorphisme induit f* : ho(X) -> ho(Y) est surjectif.

Démonstration.

Les hypothéses impliquent que Ei (Y) = E;ill(Y) = Ei’—l(Y) pour tout

i,-1 i,-1

i, soit f; P E (X) > E_ (Y) surjectif pour tout i. Comme les C.W. com—
plexes X et Y sont finis, par application du lemme des cinq, le résultat

s'ensuit.

En dehors de la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch, nous userons dans
1'&tude de la K-théorie des formes sphériques d'une conséquence importante de
1'isomorphisme de Thom en K-~théorie G-&quivariante. Rappelons-en la situation
dans le cas réel.

Pour le groupe fini G, considérons donc un G-fibré vectoriel réel E - X

de base X paracompacte, de rang 4r. Désignons par B(E) et S(E) les
fibrés en boule et en sphére de E et par XE = B(E)!S(E) 1'espace de Thom
de E. Comme, pour tout j e Z, KOé(B(E),S(E)) 2 ébé(XE), la suite exacte de
KOG-théorie pour la paire (B(E),S(E)) s'écrit au rang 4r+i

N4r+i, E y 4r+1

cee KOG (X ) -~ KO (B(E)) > KO 4r+1+]

G

4r+i

(S(E)) ~+ KO <& > ...
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Soit s : X *E la section nulle du G-fibré réel E - X, alors sous 1'hypo-
thése que ce fibré est quaternionique L.e. que L'action de G se factorise
a thaverns Le ghoupe Spinoriel, on a un isomorphisme de Thom ([26], p. 266)

Vhir+i

s :KO(X)——+K0 (X);

d'autre part, s induisant clairement 1'isomorphisme

! bdr+i 4br+i

s’ : KO,~ "(B(E)) = Ko." "(®),
nous avons la suite exacte
cee > KOé(X) 2, KOér+i(X) > r+1(S(E)) ér””(xE) S
avec ¢ = s! ¥ s, . Prenons maintenant pour X un point et supposons que G
opehe Librement sun S(E) : pour i = -4r, nous obtenons la suite exacte

Ar iy 9, KOG (%) 2, ®0°(s(E)/C) .
Mais

RO(G)  pour j pair,
4]
KOG (%)
R $p(G) pour j impair,
oi RO(G) (resp. RSp(G)) est l'anneau (resp. le groupe) des représentations
réelles -orthogonales- (resp. quaternioniques —spinorielles-) de G ; on en
déduit

Proposition 1.4.7.

Les suites suivantes
. RO(G) =& RO(G) =& KO°(S(E)/G) pour r pair,
« RSp(G) —2> RO(G) ~2> KOO(S(E)/G) pour r impair,
sont exactes.
Si de plus G possdde un élément central opérant par antipodie sur S(E),

1'homomorphisme (naturel) 6 est surjectif (cf. [27]).

En ce qui concerne les formes sphériques, la proposition précédente ne s'appli-

quera qu'd celles dont le groupe fondamental possédera une réduction spinorielle

s
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pour un tel groupe G, 6 sera alors toujours surjectif {prop 1.3.3. (3)).
Rappelons & ce propos que 6 est défini de la mani&re suivante : pour

p € RO(G) de degré d, G opére sur S(E) x Rd au moyen de p sur chacun
des facteurs. L'espace quotient S(E) e Rd est un fibré vectoriel réel de
rang d sur S(E)/G : & fait_correspondre a4 p la classe de ce fibré dans
KO° (S(E)/G).

Dans le cas complexe, sous la seule hypoth2se que G opere Librement surn

S(E), on obtient ([6 ], p. 102).

Proposition 1.4.8.

La suite
0 » KU'(S(E)/G) » RU(G) —&> RU(G) —&> KUP(S(E)/G) + O

est exacte. ¢ est la multiplication, dans 1'anneau des représentations uni-
dim E i i
taires p : G > U(E), par z (-1)" A p.
i=0
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CHAPITRE II

K-THEORIE COMPLEXE DES ESPACES LENTICULAIRES

2.1, Espaces Lenticulaines.

n
+ 2
On considére sur la sphére S2n+l = {(zo,z],...,zn) e ¢ l| Z Izkl =1},
k=0
la rotation vy : 52n+] -+ S2n+1 définie par
P p p ziﬂ
o] 1 n
Y(zo,z],...,zn) = (g CZ s z .z],...,c .zn) avec [ = e P R

oi p, Pys PysceesPy € N' et sont tels que

1) p#1

2) (pk,p) =1 pour tout k de {0,1,...,n}.

Dans ces conditions le groupe T = {yl}1<i<p est un groupe cyclique d'ordre p
2n+1

agissant librement et différentiablement sur S , lsomorphe & Zp.

Définition 2.1.1.

P + - . . o .
La forme sphérique S2n 1/F est appelée espace lenticulaire généralisé d'ordre

_ n
p ; elle est notée L (p ; po’pl""’pn)' Quand P, =Py = ... =p_= 1,

Ln(p s 1,1,...,1) est noté Ln(p) et appelé espace lenticulaire ordinaire

d'ordre p.

C'est dans les années 30 que ces espaces furent introduits par Tietze et

2n+](R). Naturel-

De Rham. On notera que Ln(2) est 1'espace projectif réel P
lement les espaces lenticulaires possédent les propriétés résumées dans 1.3.2.
. n n .
Soient L (p 5 P sPys+-+sP.) et L (p ; q 5q,s+++59_ ) deux espaces lenticu-
o’"1 n o’*l n
. -~ . . . . #*
laires de mémes dimension et ordre, alors s'il existe r ¢ N et une permuta-
ti 9 “os =T, .
ion de {0,1, ,n} tels que q =T pns(k) (mod. p) pour tout

k € {0,1,...,n}, il est clair qu'il existe une isométrie différentiable de

1'un sur l1'autre. Le changement de l'un des Py en Ppp, n'a d'autre effet
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que de changer l'orientation en son opposé. Autrement dit, en notant
n, e s LT . .
-L"(p 3 po,p],...,pn) la variété L (p ; po,pl,...,pn) munie de l'orien-

tation opposée, on voit que tout espace lenticulaire est isométriquement dif-

féomorphe & un espace lenticulaire du type iLn(p : po’pl""’pn) avec
P
'sp g Py € .0 S P <5 .

Enfin, tout espace lenticulaire d'ordre p possé&de une structure naturelle
de C.W. complexe fini avec une cellule en chaque dimension, les applications
d'attachement cellulaires étant toutes de degrés p. (Pour une description
détaillée, voir par exemple [14], p. 89). Moyennant le £. 1.4.1, il s'ensuit

donc

Proposition 2.1.2.

Les groupes de cohomologie entiére de Ln(p 3 po’pl""’pn) sont donnés par
- (z pour 1i = 0, 2n+l,
i, n ) .
H (L (p ; po,p],...,pn),Z) = Zp pour 1 = 2,4,...,2n,

0 ailleurs ;

ceux de son 2n—-squelette Lg(p H P sPys-eesP ) sont
n
Z pour i =0,
i, . n . ]
H(L (p 3 PO,PI,---,pn),Z) = Zp pour i = 2,4,...,2n,

0 ailleurs.

En utilisant le théoréme des coefficients universels, on en déduit le corollaire

suivant qui sera dans la suite employé pour r = 2 :

Corollaire 2.1.3.

Soit r un entier strictement supérieur & 1, alors

Izr pour i = 0, 2n+l,

i n )

H (L (p ; PO,P],--.,pn),Zr) = ll(p ;) Pour i= 1,25¢+.,21,
9

0 ailleurs ;
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Zr pour 1 = 0,
Hi(Ln( 3 P pJ,Z) =42 our i = 1,2 2n
OPaPO, 12 2P 08y (p,r) P 323y ’
0 ailleurs

2.2. K-theonie complexe des espaces Lenticulaires géniralisés.

Proposition 2.2.1,

Y
1. Pour tout p > 1, le groupe KUO(Ln(p H po,p],...,pn)) a pour ordre pn

2. L'inclusion canonique de Lg(p H po,pl,...,pn) dans Ln(p ; po,p],...,pn)

Y
induit un isomorphisme ﬁh(Ln(p 3 po,p],...,pn)) LN KU(LZ(p R po,p],...,pn)).

3. éﬁ_](Ln(p 3 P sP,seeesP )) = £ et éﬁ_l(Ln(p 3 P_sDysevssp )) = 0.
14 o’ 1, ’ n o b} o’ 1, 3 n

Démonstration.

I1 suffit d'appliquer les prop. 1.4.2 et 1.4.3 pour voir que les deux groupes
ﬁ%(Ln(p 5 P sD,s-++sP_)) et ﬁ%(Ln(p ) p_) ont méme ordre pn

’ O, 1’ ’n ) ] o’p1""9n
Pour 1'autre assertion, soient 1 1'inclusion canonique Lg(p 3 po,p],...,pn)‘+
Ln(p H po,p],...,pn) et j la projection canonique de Ln(p 3 po,pl,...,pn)

n n . . 5 2n+1
sur L (p ; po,p],...,pn)/Lo(p ; po’pl""’pn) qui est homéomorphe & S

b

3
la suite exacte de KU-théorie appliquée 3 la paire (Ln(p R po,pl,...,pn),

n _ .
LO(P ; po,pl,...,pn)) s'écrit alors

¥ *
Yo, .2n+l i Vo, n i Vo, N
... > KU (S ) = KU (p 5 p_+Dys--e»sp)) —— KUCLY(P 5 P sPyserssp))
o’"l n o] o’"1 n
5 1, 2n+l
— KU (S ) > ...
n, v
Comme KUO(Szn+1) = Q, KU](Szn+]) =2, i* est un isomornhisme nuigane le

Lo, n ..
groupe XU (Lo(p 5 po,p],...,pn)) est fini,

Maintenant, en appliquant la suite exacte d'Atiyah (prop 1.4.8), nous
allons déterminer la structure de 1'anneau KU(Ln(p 3 po,pl,...,pn)). Tout
d'abord, toute représentation complexe lindaire o : zp + U(n+1) se décompose
en une somme de représentations linéaires de degré 1 (prop 1.2.2 (iii)). Plus
précisément, en appelant 3 la classe des entiers relatifs congrus a4 a modulo
p, il est clair que o est totalement déterminée par c(T) puisque

— — a -
ag(a) = (o(1)) pour tout a e Zp. D'un autre cdté la relation (o(1))P = 14 n

¢t

implique nécessairement
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¢ °
Py
- 4 Y
o(1l) =
0 P
-
avec ¢, PysPyseeesP satisfaisant aux conditions précisées en 2.1. En appe-
lant Oy (0 £ k € n) la représentation unitaire de degré |1 définie par
- k
ok(l) =z 'IdC’
) n
il est donc clair que o= & o,.

Lemme 2.2.2.
n+l
Avec les notations précédentes : Z (—l)k Akc = Tgr(l—o ).
k=0 k=0 <

Preuve.

Soient a,B € RU(ZP) de degré respectif n, et n,, on sait que la représen-
n, +n
tation linéaire Ak(a ® B) : Zp - Autm(AkG ) est telle que

i i
k 2
Meeg) = T (1 la)e .
1]+12=k
Dans le cas présent nous avons donc pour O g k < n+l

i i i
1 n
® ...00) = N (A% )8 (r 0)8 ...8 (r"%).
S S R : n

Ako = Ak(o ® o
o 1

Comme chaque o> O<rgn, est de degré 1, il vient

. e . k , S N
Ainsi la somme définissant A ¢ est uniquement constitude des termes oii k
des indices io’il""’in sont €gaux & 1 et les autres 3 0. Autrement dit,
en appelant Pk(n) 1'ensemble des parties ordonnées de k &léments distincts

de {0,1,...,n}, nous avons
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Ako = }E: . ® g, 6 ... 980, .
(1 ,i .00, e P o M Yk-1
0’71%° " k~1) k(n)
n+1
De cette somme qui contient ( k ) termes, il s'ensuit
n+1l n+l n v
F-nF aks = T (-nk 2 o, 80,0 ...80, = T (-0

k=0 k=0 (io,il,...,ik_l)spk(n) o 1 k-1 k=0

Soit X Zp > ¢ 1a représentation naturelle a ca et appelons £ le
fibré complexe de rang 1

2n+1] n
S x, €>17(p ; po,pl,--.,pn)

.. ~ . 2n+1
associé par X au revétement universel S

- Ln(P s Po,pl,...,pn). En con~-
venant de noter encore £ 1la classe de & dans KUO(Ln(p H po,pl,...,pn)),

la suite exacte

1 0
0 > KU (L™(p 5 pspysessp)) > RUE ) £ RUE ) = KUTW(p 5 pyspysersp)) 70

montre que KUO(Ln(p H po,p],...,pn)) est isomorphe au quotient de l'anneau

RU(ZP) = —Elil— par 1'idéal ¢(RU(ZP)). En utilisant le £. 2.2.2, il s'ensuit

<Ap-l>
clairement

Proposition 2.2.3.

Pour tout (p ; po’pl""’pn) (avec p non nécessairement premier) on a
0,0 v z[e]
KUT(L7(p 5 PsPysevesP) — m —
Pk p
< TT(1-¢ ,eP-1 >

k=0

n pk n Py
oli < 1—r(l—€ ),eP-1 > est 1'idéal engendré par les polyndmes TVa-£ %
k=0 k=0

et £P-1 dans 1'anneau des polyndmes 3 coefficients dans &.

Théoréme 2.2.4.

Pour tout (p ; po,p],...,pn) {avec p non nécessairement premien) AL existe

un Lsomornphisme d'anneaux :
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v

voon ~Moon
Yo KU(L (p ; po,pl,---,pn)) > KU(L"(p))
ny .
caracternisé par ¥(g-1) = n=1 ol n désigne & ALorsque P, = Py=ree=p = 1.

n

Démonstration.

Considérons 1'homomorphisme V¥ : KU(Ln(p I R )) » hU(L (p)) défini,
d l'aide de 2.2.3, par W(?(E)) =P(n) ou P(E) (resp. P(n)) est la classe
du polyndme P(%) € Z[E] (resp. P(n) e Z[n]) modulp 1'idéal

n+1

n P.
< ‘TT(]—E l), £p—l > (resp. < (1-n) p_] >).

i=0
Soient a : KU(Ln(p 5 po,pl,...,pn)) >Z et B : KU(Ln(p)) + Z les augmenta-

tions définies par

a(P(E)) =P(1) , B(@M) = Q(1).

A"
Elles ont respectivement pour noyaux KU(Ln(p H po,pl,...,pn)) et

v
KU(Ln(p)). L'homomorphisme V¥ est surjectif ; il induit 1'homomorphisme

surjectif
Y v n : v n
¥ o KU(L (P M POsPI,---,Pn)) -> KU(L (P)),

]
qui est en fait un isomorphisme puisque (prop 2.2.1) les groupes KU(L™(p ;

ool " (*)
po’pl""’Pn)) et KU(L (p)) ont méme ordre.

Le théoréme précédent montre que la KU-théorie des espaces lenticulaires géné-
ralisés se raméne 3 celle des lenticulaires ordinaires. Nous examinerons plus
loin les problémes posé&s par la réalisation géométrique de cet isomorphisme
canonique. (voir chapitre X ). Nous nous limiterons désdrmais, dans tout ce

chapitre, 3 1'étude de KU(L™(p)).

Remarques.
1. Utilisant la prop 2.2.3 et l'isomorphisme de Conner-Floyd :

it N wpair . _ ,
KU(X) — U (X) 8 *L qui lie la K-théorie complexe et le cobordisme
Y 4V
unitaire, M. Kamata a montré que la KU-théorie de certaines variétés
(*) On peut montrer directement que |KU(L ®)]| = p : ¢f J.P. Jouanolou, Compa-~

raison des K-théories algébrique et topologique de quelques variétés algébriques”
I.R.M.A de Strasbourg.
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quotient Dp(m,n) = 82n+1x

Sn/Dp (ol Dp est le groupe di&drique) se raméne
a celle des espaces lenticulaires. [23].

2. Soient asd;s..esa et bo’b]"' ,bn des entiers positifs tels gue chaque

a. soit premier avec b., 82m+1 = {(X_,X;,.04,X )e€m+1| Z ‘x.!2= 1} et
i J 0’1l m ;=0 b
S2n+l définie de maniére analogue. Considérons l'action ¢ de S] sur
82m+lx52n+l donnée par
ao a, a b0 b] bn))
¢()\s(xosxls---sxm): (Yo’yls""yn))=((>‘ xos)‘ xl"'-’)\ Xm):(A yo’)‘ Yls---s)\ yn

alors F. Uchida a généralisé le th. 2.2.4, dans kz}, pour l'espace des

S2n+lx52n+]

orbites des points de associé & ¢, qu'il note

M(ao,al,...,a R bo’b1’°"’bn)’ en montrant qu'il existe un isomorphisme

m
canonique

N
KU(M(ao,al,...,a H bo’bl’°"’bn)) — KU(M(ao,a EPL . 1,1,...,1))

m 1
Quand m = O, cet isomorphisme n'est autre que V¥ puisqu'alors

M(ao 3 bo’bl""’bn) est clairement difféomorphe & L(ao ; bo’bl""’bn)'

r s.
Soit maintenant pour un espace lenticulaire Ln(p), p = T pil la décom~
i=1
position en facteurs premiers de p : le théoréme 1.4.5 s'@nonce ici

Théoréme 2.2.5.

n n "N n s.
KU(L™(p)) est isomonphe & KU(L (pil)).

1

nen

i

Rappelons que dans [39], nous avions exhibé@ cet isomorphisme en utilisant les
prop. 2.2.1 et 2.2.3. Plus précisément, p et q &tant deux nombres relati-

vement premiers, soient £,n et p les fibrés complexes de rang | respec~

tivement associés aux revétements 82n+] > Ln(p), S2n+l > Ln(q) et
2n+1 n
S > L (pq) par les représentations naturelles

21Tk 2118 2illm

k(mod p)=>e P | 2(mod q) » e 4 et m(mod pq) »e Pq
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respectivement ; alors l'isomorphisme de factorisation

o ' A, "
£ KU(L"(p)) @ KUL"(q)) ~ KU(Ln(Pq)) était caractérisé par
* *
£7(6-1,0) = p%-1 , £7(0,n-1) = oP-1.
En d'autres termes, le th. 2.2.5 montre qu'il nous suffit désormais d'@tudier

. , . . m .
la K-théorie complexe des espaces lenticulaires ordinaires d'ordre p oi p

est un nombre premier.

2.3. Caleul de K’IVI(Ln(Lm)) _pour p brender.

m
+
Nous savons que KU(Ln(pm)) 3 z[g]/< (l—g)n ],gp -1 > (prop 2.2.3) :
o
ainsi, en posant 1 - £ = -0, KU(Ln(pm)) est, en tant que groupe, engendré
s

2 < . m .
par 0,0 ,...,0 ol s = inf(n, p -1) ; d'autre part les relations

n+l o
g =0 et (o+DP -1 =0 e))

caractérisent sa structure d'anneau.
Puisque éﬁ(Ln(pm)) est un groupe abélien d'ordre pmn (prop 2.2.1), i1l
s'écrit comme somme directe de p-sous—groupes cycliques dont les générateurs
respectifs sont des combinaisons linéaires 3@ coefficients entiers des ci,
1 £ 1< s. Dans ce §, nous voulons déterminer les sous—groupes cycliques en
question. Nous sommes donc amenés 3 chercher 3 quelles conditions un polyname
P(0) de Z[o] est congru 3 O modulo 1'idéal < 0n+], (c+l)pm—l > =1,

De fagon plus pré&cise nous allons d'abord chercher les conditions que

doivent vérifier des a; Z, 1 <1izcg ph—], pour que

= 0 (mod I) (2)

V]
Q
1l

avec h donné appartenant a {1,2,...,m}. Il en sera ainsi si et seulement
s'il existe A et B de z[c] tels que

pol 1

h
Y a;o = A(o).on+ + B(o).[(o+l)pm;1]

n-1

i.e, s'il existe B(o) = Z bkok avec bk €eZ pour O ¢ k ¢ n-1, tel que
k=0
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ph—l n—-1 pm m
z aiol = ( z bkok).( z (p.)UJ) (mod <o
i=1 k=0 j=1 4

n+1]

>).

h , . . .
En supposant n 3 p , il est clair que ce sera le cas si et seulement si les

conditions suivantes sont réalisées :

i m _ h

] )by o=a pour 1s5isgp-l (3)
j=1

k m

[ ®)b_ =0 pour p'sksn (4)
j=1

Ces deux relations montrent que le probléme initial se trouve ramené au probléme
d'arithmétique suivant : étudier les caractéres de divisibilité - par p - des

n entiers bo,b],...,b donc des a;, sous les conditions (3) et (4). 11

n~1’
est immédiat de voir que les caractéres de divisibilité des coefficients bind~
miaux vont jouer un r8le essentiel. En désignant, pour tout entier relatif x,

par vp(x) sa valuation p-adique, rappelons le résultat suivant

Lemme 2.3.1. [12] °
Soient p, m, j e N avec 1 ¢ j g pm et p premeenr, alors

m
vp<(Pj)> = mv ().

Proposition 2.3.2.

. * . .
Soient p, m, n € N avec p premier. Soit 1 < h s m et supposons que

n ph. Pour chaque O ¢ i £ n-1, écrivons n—ph—l—i = ph—l.(p-l)qi+ri avec
h- - . . S
0 g r. <p ](p—]). Alors bo’bl""’bn—l étant des entiers relatifs vérifiant
(4), on a
vp(bi) 2 q; Vi € {0,1,...,n-1}.
Démonstration.

Elle se fait en raisonnant par récurrence sur n et comporte plusieurs &tapes.

. e h DU .
1. Consdidérons Le cas n =p : (4) se réduit a la seule relation

m ph—l m

p _ P
Chl®y = z (j)bh.'
P j=1 P -]
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- m
. S h
Selon le lemme 2.3.1, vp((gj)b h ) = m—vp(J) pour 1 'g¢ jJ gsp-1 et
- P -]
Pl om . m-(h-1) .
par conséquent Z (5.)b h est au moins divisible par p : il

i=1 P -J
s'ensuit que bO est divisible par p ce qui est 1l'assertion propos&e avec

Pour i = 1,2,...,n-1, 1'assertion est triviale car elle signifie
"l divise bi" ou "une puissance négative de p divise bi"'
. Supposons La prop 2.3.2. vhale fusqu'@ n et Ztudions Le hang ntl. Autre-

ment dit nous avons par hypothése
k m

Z (ﬁj)b _. =0 pour ph < k € n+l.
La division

h-1 . h-1 h-1
n+l - p —i=p (p-Dq; +r,, Osr, <p (p-1)

pour 0 5 i ¢ n, s'@crit aussi

h-1 . h-1
n-p -1i=p (p-l)qi tro- 1.

Ainsi pour tout i e {0,1,...,n} pour lequel r. 1, 1l'assertion est vraie
puisqu'elle 1l'est pour n (hypothése de récurrence). Il ne reste donc plus
qu'd la vérifier pour ceux des i pour lesquels r, = 0, i:e. ceux s'écri-
vant

, h-1 h~1
i=n+tl-p (p~)qg-p

ou encore (n+1 > ph par hypothése)

. h-1 h
i=n+tl -p (p-D(qg-1) - p .

Autrement dit, il s'agit de montrer
Lemme 2.3.3.

v (b

) 2q.
h~1 h’ ~
Pontl-p’ (p-1)(q=1)-p
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Preuve.

Raisonnons par récurrence sur ¢q : pour q = 1, montrons que pl|b
n+l-p

(4), pour k = n+l et avec 2L = inf(pm,n+l), s'écerit

p" Vo
- P b =) o,
SEPIEL SE
., h
j#p

m
Comme v ((F,)) > m-h+1 pour 1 g j < ph, il suffit de voir que pour
P ]

m
h j > P - ! thése de récurrence sur n
p <js2 ona vp((j ))bn+l_j) > m~h+1!. L'hypothése de

montre que vp(b ) = qj avec

nt+l-j
- - h-1
np™ ! - (i) = 0" pelgy +ry L Oc <P (),
soit i
. h-1 h-1 h-
_i-p -1=p (p-q. +r. , Ogr. <p 1(p-v]).
J J J
Puisque de toutes les fagons
o
. )b D>xm-v (3) + q.
Vp(( J) n+1_J) p(J) qu
il suffit donc d'établir que
_— i) = h+l 5
a; Vp(J) (5

pour les j de {ph+],...,2} tels que vp(j) > h : mais alors, en posant
v_(3)

. _ P . . .

i P .aj, il vient clairement
h-1 v, (1) h-1 Vo) pey

i—-p -1 =p a.j -p -1 =20 -D -1 = nh-l(p~l)[l+p...+P

vp(J)—h

-

-

. h---l__1 5 v_(j)-h

Pour q =1, le lemme 2.3.3 est démontré. Supposons maintenant que pq divise

5 =1 et montrons que
n+l-p= " {(p=1)(q=1)-p
v (b ) > q+l.
h-1 -
P n+]—p (p—])q-ph
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En procédant de la méme fagon que pour q = 1, nous sommes amenés 3 considérer

la relation

m 2 m
- b n= L COb h-1
p n+l-p (p-1)g-p j=1 3 n+l-p  (p-1)q-j
., h
i#p

- m .
extraite de (4) pour k = n+1--ph ](p—l)q et ot 2 = inf(p ,k). Il s'agit donc

de voir que le second membre est divisible par pm—h+l+q. Pour j = yh—l, le
m

terme correspondant s'écrit (P, )b : i1 est divisible
h- h-1 h
p n+l-p- " (p=1)(q-1)-p

par pm—h+]+q d cause de l'hypothése de récurrence sur q. Lorsque

jed{1,2,...,2} - {ph_l,ph}, l'hypothése de récurrence sur n montre que
m-v_(j)+q.
chaque terme correspondant est divisible par p S|
h-1

h-1 . h-1 h~1
np - [n+l-p  (p-D)q-j] = p (=g +r;, 05, <p (1),

c'est-3-dire

.__h-1 h-1 h-1
e ml = (eD(gym) +r, Osxo<p (pol),

et il faut vérifier que m - vp(j) + qj > m~h+q+1 1i.e. qj-q > vp(j)—h+1.
Mais : pour 1 g j < ph_l (resp. ph_] < jc< ph) cela est trivial puisque
qj—q = -1 {(resp. 0), et vp(j) < ?—2 (resp. h-1) ; pour ph < j g4, i1 suf=~
fit de raisonner comme pour (5). Le lemme 2.3.3 est démontré et par conséquent

la proposition 2.3.2 également.

Proposition 2.3.4.

Avec les mémes hypothé&ses qu'en 2.3.2, &crivons n-ph*l+l = ph“(p-l)qh + Ty,
h-1 .

avec O g r, <p (p-1). Soient al,az,...,aph—] et bo’bl""’th—l des

entiers relatifs vérifiant (3) et (4), alors :

. h~1
l. Lorsque 1 g i < r, *p s Vp(ai) 2 m—h+]+qh ;
2. Lorsque r, + phm1 £1cg ph~l, vp(ai) > m—h+qh.
Démonstration.

. . h . . P
Soient 1 ¢ i<op et 1 £ j < i, en écrivant

h-1 . . h-1 h-1
n-p - (i-j) = p (p-l)qi-j trio . Os Tiey <P (p-1) ,
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q._.
la proposition 2,3.2 montre bi—j est divisible par p Y1 En remplagant

n par ph_l—l + ph-l(p—])qh + r,, cette division donne

h-1 h-1 . h-1
] - - = - - . - + et 6
i-p 1=p (p l)(qi_j Q) * Tyt tice (6)
pour 1 g 1i < ph et 1 < j g i. Considérons d'autre part la division
- h- h-1
j- ph 1-1 =p ](p—l)qj + rJ. » 0 g rj <p (p~1) ;

suivant un raisonnement éprouvé dans 2.3.3, nous savons que

.- v (j) + h-1 20
P p(J)

h-1

. .. . . h
pourvu que j #p . [Iei j # ph car 1 g jgi<p ].

P . h~
Nous allons comparer (6) & la division de j par p l(p—l).

1. Supposons d'abord que -r +i—ph—l < 0, alors l'unicité de la division

h

implique qi_j-qh 2 qj, soit qi—j > qh+qj P qh+vp(j)-h+l : ainsi, pour
tout 1 £ j € i, sauf éventuellement pour j = ph~l, Vp(bi—j) 2 qh+vp(j)—h+l
i m
a p
et par conséquent a,) =v .)b, .) = +m-h+1.
par conséquen vp( ;) p(jzl( J) 1—3) q
Il nous reste & examiner le cas ol j = ph'.1 : (6) devient

. h-1 h-1
rh -1 +0p -1 = p (P"])(q h_I-qh) + r h-1 °
i-p i-p

et nous voulons montrer que vp(b h-l) 2 q,, Soit

1-p h

9 nep * 9y
i-p
. . ' N . h-1
Il en est bien ainsi, vue 1l'hypothése -1 +p > 0.
2. Plagons-nous dans Le cas rh+ph—l <1< ph ; reprenons (6) et écrivons~13

. h-1 h-1 . h
j-p -l=p (p-l)(qi_j qth + 1 - =P

pour tout 1 £ j £ i. Le méme raisonnement que ci-dessus implique

q._. 2 qh-l+qj 2 qh+vP(J)-h

i-j
. . - . h—l . [
pour 1 5 j £ i, sauf &ventuellement pour j = p . En fait, c'est encore
. . h- .. . . .
vrai pour j =p ainsi que le lecteur pourra s'en convaincre aisément.
I1 s’ . h-1 . h . .
s'ensuit que pour 1, + p si<p, Vje{1,2,...,i} b. . est

1]
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v_(j)-h+q
divisible par p : autrement dit Vp(ai) > m—h+qh.

Proposition 2.3.5.

* . . . . m
Soient m, n, p € N avec p premier ; soit 1 g 1 g s = inf(p -1,n).
' . h-1 . h h-1 _
Appelons h 1'entier tel que p £ 1<p et posons n-p +1 =

h—l h"]
p (p-l)q, + 1, avec Osr <p (p-1).

Soient (ai des entiers relatifs tels que

)1sjsi

i .o,
Z al ol =z o0 (mod I) ;

alors :

1 . h-1 i . .
1. pour p Sic<r+p o, vp(ai) > m—h+qh+l, Vie {1,2,...,i} 3

h—-1 . h ] . .
2. pour T, +p $1i<p . vp(ai) > m—h+qh, Vi e {1,2,...,1} .

Démonstration.

Cette proposition se déduisant immédiatement de la précédente, il suffit

i ..
seulement de la vérifier pour 1 < n < p : l'hypothése z aioJ 20 (mod 1),
j=1

oi 1 £ i< n, implique 1'existence de bo’bl""’bnél dans Z tels qu'en
particulier
i pm
J-Z,(j)bi-i =a; ;
conmme | £ j<ig<n«<p, ona Vp(ai) 2m: c'est précisément le résultat

annoncé pour h = 1.

Théoréme 2.3.6.

Sodent myn,pe N avee p premien. Pour tout entien h de {1,2,...,m},

on pose n-p l41 = ph_l(p—l)qh +r, avec 051 < ol p-1). Abons

h

1. pour n 32 pm ], on a

h-1
r p (p-D-r
ho (2 ) by

A
n m
KUL" (p™)) @ ) e

i
T J =

pm—h+1+qh
. pour p  smn<p avec 1 g2 g<ml, ona

® (Z

h-1 2-1
-1 ry p (p--])-rh n-p +1
m-2+1
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Démonstration.

Elle se fait en plusieurs é&tapes, mais précisons d'abord les notations :

soit i€ {1,2,...,8} ol s = inf(pm-l,n), pour 1l'entier h tel que

h-1 . h
p ¢ 1 < p nous poserons
m-h+1+q, pour ph“l £1i<r + ph—l,
h h
m, = N
1
m-h+q pour ph—l’rrh g1c< ph .

Vo n, m . . P mn . .
1. KU(L (p)) étant un groupe abélien fini d'ordre p , il existe, pour

chaque i e {1,2,...,s}, des entiers (ai) tels que

1gjsi

i .. .
) alod =0 et al #o. (8)
PR i

j=1

La prop. 2.3.5 montre qu'alors nécessairement vp(ai)a m. pour

1 £ < i, et en particulier

i
v (a,) = n, > m,.
p i i i

Parmi toutes les familles d'entiers (ai) vérifiant (8), choisissons

1sjsi
. . . B
celle pour laquelle n, est le plus petit possible, soit (ti)lsjsi'
La prop. 2.3.5 montre qu'il existe des entiers (ui)1<j<i tels que
ot
£} =P .up Vie {1,2,...,1}.
Notons qu'en particulier
n.-m
ot = . il
i S T
Nous avons alors
m1 1-1 . n.-m i
P . ( z uwlod + P v.o') =0
. i i
1=1
Posons
i-1 5 ni—m1 i
x; = jzl ujo + p v.o (9)

En faisant parcourir & i 1'ensemble {1,2,...,s}, nous obtenons ainsi

"
une famille (xi) d'éléments de KU(Ln(pm)).

1gigs
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"
2. Soit G 1le sous—groupe de KU(Ln(pm)) engendré par la famille (xi)1<i<s'
m, D RN

Chaque X, engendre un sous—groupe Gi de G ; comme p 1.xi = 0, Gi est
m. L.

un groupe cyclique d'ordre au plus égal 3 p '. Supposons que [Gi! =p 1

2.
. i .
avec zi <m, : nous aurioms p ".x, = 0, soit avec (9)

i-1 . L. . n.-m,+4,
i

1] 11 -
u;p 0 + v.p o] 0

j=1
avec v, # 2. Vu le choix fait pour ui, 1 ¢ j g i-1, et v, mous devons
avoir nécessairement n,om L. 3 n, c'est-d-dire Qi > m,  ce qui contre-
dit 1'hypothé&se g; < m,.

Autrement dit, Vi ¢ {1,2,...,8}, G, est un groupe cyclique isomorphe &

m, "’
i
P s
. Nous allons montrer que G = @ Gi' Supposons qu'il existe Xi €z,

1 £ i< s, tels que

A 1'aide de (9), nous obtenons
S i-1 i3 ni—m
L) uel +p
i=1 1 3=

C'est un polyndme, & coefficients entiers, de degré s, dont le coefficient

dominant est

En posant AS =P .M, avec entier tel que (us,p) =1, il vient

n -m n ~-m +k
A p v =p s 8 s Ly
s 8 ’

mais, étant donnée la construction de X, nous devons avoir

n -—m +k >2n
s s s s
c'est-3-dire ks > m_ et par conséquent
m

AS =0 (modp S).
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s—1
Ainsi Asxs = 0 et nous avons donc z Aixi = 0 ; en raisonnant de la
i=1
méme maniére il vient A__,x _, =0 et de proche en proche
m, .
A, 20 (mod p 1) , Vi e {1,2,...,s}.
s
Il s'ensuit que G est isomorphe & & £ _—
i=1 D i

Mais, en utilisant (3), nous obtenons comme ordre du groupe G
= 0 mn Mo oon, m
lel =TT p * = p™ = [kU@ GO ;
i=1
. \ . gv..omn, m PR
autrement dit G est isomorphe & KU(L (p )) et le théoréme se trouve

entiérement démontré.

Remargues.

1. Dans la démonstration de ce th&oré&me, nous avons mis en évidence la forme
des générateurs (cf. (9)) des groupes cycliques composant ﬁﬁ(Ln(pm)) : le
résultat obtenu montre qu'en fait n, =m, et vp(vi) = 0. En particulier,
avec N = inf(p-1,n), les N premiers groupes cycliques ont respectivement
pour générateurs

_ 2 N
X T 0, Xy =0 .0, X =0

2, Pour m = 1 ou 2, nous retrouvons ainsi les résultats obtenus par
T. Kambe [24], T. Kawaguchi et M. Sugawara [28], T. Kobayashi et
M. Sugawara [34]. Le résultat pour m quelconque que nous avions annoncé

dans [40], a également &té obtenu par A. Chabour Dﬂ par une méthode diffé-

rente.

Nous allons maintenant donner des précisions sur l'ordre de ¢ et de
ses puissances. Compte tenue de la premiére des remarques précédentes, il

pourra éventuellement €tre supposé que n 2 p.

Proposition 2.3.7.

v
Dans KU(Ln(pm)), on a :

. i
1. pour tout 1 < ig<mn, o© a pour ordre p
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2. pour tout 0 g i g np

pm+E5%TJ neprl-i _ m~1+ E%TJ -
Démonstration.
Nous allons d'abord montrer que
w2 |
p p-l 7 t=o pour O g i g€ n~] (10)
Considérons les deux relations fondamentales (1)
0n+l =0 et (o+l)pm - 1=0;

. o n-1 . . . . m n
en multipliant la seconde par o » 11 vient trivialement p .0 =0 : c'est

justement (10) pour i = O. Supposons alors (10) &tablie jusqu'd i-1 et

i
&;ﬁq Gn—i—l

m
multiplions (o+1DP -1 =0 par n » nous obtenons

i m i
me[==7] . mo (=] i
p p-1 ST L g (p ) p p—-1 g 1+k
k=2 k
soit en fait
i ‘ . i
wH =] . il m =] L
p p-1 et S z (p ) p p~1- n-—-1-1+k (1.
k=2 k
Comme O g i+l-k g i-1, 1'hypoth&se de récurrence assure que
i+1-k
w =] e
p p—1 o (i+1-k) - o0.
Mais, m - v (k) + [;1—] > m +[1+]_k] pour 2 g k € i+l : en effet
P =1 p-1
i i+i-k
&;ﬁq > vb(k) + [ ~— ] (12)
v_(k) v_(k)-1
car i+l-k g i+l-p P = i-(p~1)(1+p+...+p P ), c'est-a-dire

< = - k).
p-1 Rt p-l ] [p-I] vp( )
[si vp(k) =0, (12) est triviale]. Ainsi le second membre de (11) est nul

i+1k < i=(p=1)v, (&), d'od [

et donc (10) vraie.
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i _ -
EE:TI On--p-i

m
Soit alors 0 £ i § n-p et multiplions (0+])p -1 par p s

nous avons

i .
itp m

e 27) s n ] o ) epei
o p-1 cn p-i+l + (p ) p p-1 0n i_ _ 2 (%c) o p~1 P i+k ]
k=2

k#p

D'aprés (10), chaque terme du second membre est nul si

_ i pri-ks _ i+1-kA
m Vp(k) + Esjf] >m o+ —¥;3—J m+ 1+ ] >
ce qui est assurément le cas d'aprés (12). I1 s'ensuit
i i
mH[—] . m =] __.
p PTlNrRTitl (i)) p PTG g (13)

La seconde assertion de la proposition découle clairement de (13), car d'une

m m
" ](g__}) et d'autre part (g_;}) = 1 (mod p) selon le résultat

m
part (pp) =p

sulvant

Lerme 2.3.8.@@

Soient a et b deux entiers, X aip1 et z bip1 leurs extensions p~adiques

i i
respectives, alors ’

a,

() =0 (Y (mod p).
i by i
m+--_—_-l—

Vue (10), la seule chose qui reste 3 prouver est que p P est exactement

n-1i . - . . . s
1'ordre de o : d'apré&s ce que nous venons d'établir, il suffit de le véri-

fier pour 1 = n~l. Avec n = (p'l)q1+r
m

montre que ¢ a pour ordre p ol m, = m--l+ql ou mtq, selon que

1° 0 ¢ r, < p-1, le théoréme 2.3.6

r, = O ou non, autrement'dit o a bien pour ordre p .
v
Pour p = 2, nous €tudierons plus en détail la structure de KU(Ln(pm)) -

(voir chapitre 4).

2.4. Cohomologie des espaces Lenticulaires tronqués.

Nous appelons espace Lenticulaire tronqué d'ordre p  tout quotient d'un

espace lenticulaire Ln(p H po,p],...,pn) par 1'un de ses squelettes de dimen-
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. .0
sion impaire 2k+! ol k # n ; un tel espace sera noté Lk(p 3 po,pl,...,pn).

Proposition 2.4.1.

0, 2k+2, 2n+l

‘Z  pour i

Hl(Lﬁ(p 3 po,p],...,pn)) = Zp pour 1 2k+4, 2k+6,...,2n,

0 ailleurs.

Démonstration.

I1 suffit de la faire pour les espaces lenticulaires ordinaires. L'inclusion

canonique Lk(p)*» Ln(p) induit les isomorphismes :
i, n N i,k .
(L (p),Z) — W (L (p),Z) pour O < i g 2k (n

Pour le voir il suffit de le vérifier pour k = n-1 et de composer les dif-
férents isomorphismes ainsi obtenus. Dans ces conditions la suite exacte de
Puppe pour la paire (Ln(p),Lk(p)) donne immédiatement

ﬁi(LE(p),Z) =0 pour 1 g i g 2k+l,

e n .
Hl(LI;(p) ) — H (LM (p) ,Z) pour i > 2k+2.

D'autre part, le diagramme commutatif

1¥(p) B LR (p) —Bs L oy LR (p) = s2K*2
| |u |e (2)
) i 12 (p) —— 1 (p) 1L%(p) = L2 (p)

oi o est définie par o([z]) = j u(z) pour tout [z] e Lk;](p), induit

en cohomologie le diagramme commutatif suivant

N H2k+] B H2k+2 n 2k+2 ., n

),z 2 8 @), » 8PP, » 0

|

o~ u* ke,

0

*
a u*

3 H2k+2(82k+2,z) N H2k+2(Lk$](p),z)-+O
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. * - . .
aux lignes exactes. u étant le composé des deux isomorphismes

2k+2(Ln( ).,Z) —»H2k+2(Lk+](p),Z) —>H2k+2(Lk+]( y,L)

. ~ . * .
(le premier résulte de (1)), le lemme des cinq montre que a est un isomor-

phisme, d'ol le résultat.

Y] » .
Nous allons maintenant nous intéresser a la KU-théorie de ces espaces ;
la-aussi, il nous suffira de ne considérer que les espaces lenticulaires ordi-

naires (prop 2.2.1 (2) et th. 2.2.4).

Proposition 2.4.2.

1 "
Soit f° 1'homomorphisme KU(Ln(p)) > Kﬁ(Lk+1(p)) induit par 1'inclusion

canonique £ de Lk+l(p) dans Ln(p), alors pour tout p (non nécessaire-

ment premier)

Noon !
KU(Lk(p)) =~ 7 & Ker £

Démonstration.

Dans le diagramme (2), il est facile de voir que o est en fait 1'inclusion

canonique de Lk;]/Lk dans Ln/Lk (on oublie p car il n'y a aucune ambi-

guité). Alors, en écrivant les suites exactes associées aux inclusions de (2),

on obtient le diagramme suivant

Ve +
KU (s ) ~ KU (L7, )

| |

K'\T:I(Ln/LkH) — RUL/L oh

! !

- o N n n
kool 2 KU(L;) — 5 roa® 2 xuky - (UI(LE)

| N

'
AVINEN Vo Y
Lo k0T > kT k) = k0 B gty 2 k) - ki'cs

} |

2k+2

)
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dont tous les carrés commutent et les lignes et colonnes sont exactes. Les in-

clusions i,h et u induisant des épimorphismes en cohomologie (cf. prop

2.4.1) et les suites spectrales d'Atiyah-Hirzebruch pour Ln, Lk et Lk;]

_ . ! ! o s . ! e
étant triviales, 1i°, h® et u’ sont des épimorphismes (pour h° c¢'était

N
évident) d'apré&s la prop. 1.4.6. D'autre part, on sait que KU ](Lk;l) = 0,
v
KU ](Lk) = Z (prop. 2.2.1). 6 est un monomorphisme donc 9 aussi, il

| 1
s'ensuit que o est un épimorphisme (lemme des cinq). Nous en déduisons la

suite exacte suivante
" y
! n o’
O~ Ker u -~ KU(Lk) —— U > 0

’

! —lc -

qui est 4cindée puisque Ker u' est un groupe fini d'ordre p- ! (prop.2.2.1)

e . . . ! ! Mookl VN K+l
C'est le résultat recherché puisque Ker u’ = Ker £ par KU(L™ )} >~ 7U(L o)

Théoréme 2.4.3.

P - * . . ot
So0lent k, m, n, p e N avec p premier et n > k ; posons t = inf(p -1,k+!)

s = inf(p"=1,n). Soient (mi) (nesp. (m]!.) ) Les entiens assocdies a

lIgigs Igicgt
Ln(p“5) (nesp. Lk+1(p“5} par La nelation (?) du th. 2.3.6. Alons
AP R . s
nU(Lk(p )) =2 8 (izl Gi)

oll, pour 1 £ it [(resp. t<igs), G, est un groupe cyclique d'ondre
)

mi-mi m. n
n . ¢ . . . . .
P (nesp. p ~) engendré par p X: (rnesp Xl): avec (x1)151$s des

. v}
générateuns du groupe KUL"(GD). (th. 2.3.6 (9)).

Cela découle immédiatement de la proposition précédente.

Exemples.
N T .
1. nU(L3(5;) ~ 7 @ z9 & z3 ol Zg et Z3 sont respectivement engendrés
9 A"
par 9% et 3g”. De méme KU(L?(&)) est isomorphe 4 Z o Zz ] Zz.

2. Moyennant le th. 2.2.5, il va de soi que le théor&me précédent permet de
Y
calculer la KU-théorie des espaces lenticulaires tronqués d'ordre p quel-

conque.
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4"
Ainsi pour KU(L2(6)) nous avons :

A"

KU(L§(6)) 2 0L L

4 3 @ Z

3’

ol chacun des groupes cycliques finis est respectivement engendré par
8[(o+1)>-1], 9[(o+D?-1], 3[(o+D2-1]% .

Remargue.

Le théoréme précédent donne en particulier la K-théorie complexe des espaces

projectifs réels tronqués (cf. [1 ], p. 622) de dimension impaire.
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CHAPITRE I1I

K-THEORIE REELLE DES ESPACES LENTICULAIRES

- "y T " W e WA R 6 S A S e W Em w P TR A S g w . -

3.1. Preliminaines.

Soit X wun espace compact sur lequel un groupe fini G opére : on désigne

par r (resp. c¢) le morphisme de réalification KUG(X) -> KOG(X) (resp.
de complexification KOG(X) -> KUG(X)) qui 3 tout G-fibré vectoriel complexe
(resp. réel) de rang m et de base X associe le G-fibré vectoriel réel
de rang 2m qui lui est sous—jacent (resp. sa structure naturelle de m-fibré
complexe) ; par t 1'involution de KUG(X) qui & tout G-fibré complexe
associe son conjugué. Lorsque G opére librement sur X, les morphismes r, ¢
et t sont susceptibles d'interprétations analogues en termes de représentations
(cf. § 1.4. p. 22 et prop. 1.2.3).
D'aprés R. Bott [9], ces morphismes sont tels que

e rc=2 et cr=1+¢t,

*c et t sont des homomorphismes fonctoriels d'anneaux, r

est un homomorphisme fonctoriel de groupes.

En utilisant 1'isomorphisme canonique VY : KU(Ln(p;po,pl,...,pn)) sy
KU(Ln(p)) (th. 2.2.4), il ressort des définitions et propriétés précédentes
que ¥ induit un isomorphisme canonique de KO(Ln(p;po,p],...,pn)) sur
KO(Ln(p)) (pour tout p > 1) : cela résulte de la prop. 1.2.3. (2) qui clas-
sifie les représentations réelles de lp.
D'un autre c3té le théoréme 1.4.5 montre que la KO-théorie @es espaces lenticu-
laires d'ordre p quelconque se raméne 3 celle des espaces lenticulaires
d'ordre pm ol p premier.

Moyennant le résultat suivant que nous admettrons pour l'instant (voir prop.

3.2.3).
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Proposition 3.1.1.
Pour p impair :

oy n .
: ce = d
Z2 ® KO(LO(p,po,p], ,pn)) si n = 0 (mod 4)

A" n
KO(L (p;po,pla--.,pn)) =

AT W . )
KO(Lo(p,po,pl,...,pn)) si n £ 0 (mod 4)

nous pouvons donc énoncer

Théoréme 3.1.2.

1. Pour fout (p;po,p],...,pn) (p non nécessainrement premien),

ﬁb(Ln(p;po,p],...,pn)) est canoniquement isomorphe & KOL™(p)) .
[ r.
2. Soit p =[] p» ' La decomposition en facteurs premiens de p, alons
i=1 1

r.
K01 (p, 1)),

(i) powr n % 0 (mod 4) : KOL™(p)) =
=]

1

Hen

(ii) pour n = O (mod 4) :

s r.
N . .
Z. ® [ ® KO(Ln(p.l))] pour p impair,
2 i=1 o i -

y

KO(L"(p)) =

"5 o n, i
® KO(Lo(pi ))} pour p pair avec

=]

r
Kotz Hy) e

P, = 2.

Nous allons maintenant (en conservant les notations du chapitre II) nous
. . e N oon (L™ ,
intéresser 3 certains éléments de KU(L (p)) et KO(L (p)). Tout d'abord,

u étant le fibré canonique complexe de rang 1 de base Pn(C), nous allons

. . . + s P
rappeler le lien qui existe entre u et ¢ = S2n 1 x ¢ - Ln(p) le fibré
A
: . < . *
complexe de rang | associé& par la représentation naturelle X : Zp -~ €
~ . 2n+1 n . . .
au revetement universel S - L (p). Soient f,g et 1 les projections

canoniques suivantes
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. * R
il est clair que IIf = g ; appelons E 1l'espace total de u et T E celui

ey . P *
de son fibré image réciproque I u, alors

Lemme 3.1.3.

. _ * .
Les fibrés & et I u sont isomorphes.

Preuve.
P ——— 2n+1 Ve .
Un élément (z,a) de S x € est la classe d'équivalence de
2n+] A
(z,a) € 8°®"" x ¢ modulo la relation d'équivalence R

((z,a)R(z',a')) «<==> (:3 k e Zp tel que z' = ck.z et a' = a.c"k),

2n+1

en considérant § ={z e ¢n+l! |z |

= ]}. Considérons l'application

g: ™ ¢ 5 e

A
définie par

Q[('z",‘;)] = [f(z),(g(z),az)] , Vze SZn-l-l’ VY a ebﬂl.

. . *
En fait © est un morphisme de £ dans I 1 car d'une part le diagramme

s2n+‘ o —2, e
L" (p)
oili a[(ZTE)] = f(z), B[f(z),(g(z),z')] = f(z) avec z e 82n+1’ z' € g(2),

a € €, est commutatif, et d'autre part Q est clairement linéaire sur les
fibres. Mieux Q est l'isomorphisme annoncé. En effet c'est un monomorphisme

puisque :

@[(z,a)] = a(F7,D)]) ==> (£(2) = £(y), g(2) = g(y) et az = by)

@[@D] = o[GB]) = Jker telaue y=i*c et a=b,

la derniére assertion équivaut i (z,a) = (y,b).
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* . .
Soit maintenant [f(z), (g(z),z')] € TE : conme z' € g(z), 1l existe

ae G* de norme 1 tel que z' = az ; il vient clairement
al(z,a] = [£(2),(g(2),2")],

autrement dit § est un épimorphisme, ce qui termine la preuve.

Proposition 3.1.4.
. A" n 4% n
L'homomorphisme ¢ : KO(L (p)) -+ KU(L (p)) est tel que

02
cr(o) = —
{+o
Preuve.
a"]
Soit €=y - 1€ KU(pn(C)), le £. 3.1.3 nous donne cr(og) = (l+t) (o) =

o + H*t(e). On sait [}4] que la classe totale de Chern du fibré u est

c(u) = 1+a ol a est un générateur de Hz(Pn(C),z) = Z ; 1l en découle
c(u 8 t(u) = (1+a)(l1-a) = 1. Les fibrés complexes de rang | étant classifiés
par leur premiére classe de Chern, il vient wu.t(u) =1 ; il s'ensuit
1 + t(e) = A z (-1)181, ce qui implique
l+e i=0
* B 3 . < 3 3
cr(o) =o + () (-DYYH = | (-ntet = .
i=1 i=2 l+o

Dans le cas oi p est pair, soit p = 2q, H](Ln(p),zz) = ZZ
(cor. 2.1.3) : il existe donc un fibré réel de rang 1 de base Ln(p) non
trivial (sa premiére classe de Stiefel-Whitney est considérée comme générateur
de ZZ) ; appelons K sa classe stable dans ﬁb(Ln(p)), alors, en procédant

comme ci-dessus, on obtient ([}{], p. 258)
c(k) = gq - 1= (0+1)q -1 n.
3.2. Cakewl de KO'(L™(p)) pour p Ampain.
La suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch

Eé’j - ¥,k (s%) = M ate)n),
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p étant impair, vérifie les conditions de la prop. 1.4.2 ; il s'ensuit

+ \ 2n N 2
25 (1P )y = B (WP p) KO (S'“)<s°>>,
N4s n Eﬂ 2n+1 vb4s~(2n+l) o
G, kO ] = @) * eH (L% (p) ,KO (s°)),
+1-
N 1
G LK048+2(Ln(p))]=(Zp) 2 ® u n+1(L ), Koés ~2n+ (SO)).
Autrement dit
Proposition 3.2.1.
Pour p impair non nécessairement premier
L pour s - n pair,
1. ﬁsz+I(Ln(p)) = 0 pour s - n =1 (mod 4),
ZZ pour s - n = 3 (mod 4) ; E]

2. 8i s ‘est pair, le groupe ﬁbzs(Ln(p)) a pour ordre 2.p 2 quand
n

—

s -n =0 (mod 4), p 2 quand s - n # 0 (mod 4) ;
. . . 2s , J
3. Si s est ilmpair, le groupe Kb (L (p)) a pour ordre 2.p quand
~n+ l]
. )

&

0 (mod 4), p quand s - n # 0 (mod 4).

1§}

S - n

De la méme manidre, en utilisant la proposition 1.4.3, on obtient

ProEosition 3.2.2.

. . 2s+1 . . ,
Pour p impair (L (p)) = et, selon ?ﬁEI s est pair ou impair, le

—_— ——p—

n,
groupe KOZS(Lg(p)) a pour ordre P 2 ou p 2 .

Soient i 1'inclusion canonique de Lz(p) dans Ln(p) et j la projec-
tion canonique de L"(p) sur Ln(P)/Lz(P) qui est homéomorphe i g2t ;

elles induisent les homomorphismes

2n+] n2s

it KPPt P ale), it ™™ - e .

Proposition 3.2.3.

Pour tout p impair
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! _
1. i’ est un isomorphisme d'anneaux lorsque s - n # O (mod 4) ;

1 Y
2. j° possédde une rétraction j lorsque s - n =0 (mod 4) et alors l'ho-
momorphisme

v
i

= Guih K5t » oz, 0 KPP

est un isomorphisme de groupes.

Démonstration.

En appliquant la suite exacte de Puppe & la paire (Ln(p),LZ(p)), on obtient

! !
> % ) - K7™ S ) szs(L§<p>)
9

K'\C)ZSH(SZHH)

avec ﬁbzs-l(Lg(p)) =0 (prop. 3.2.2). Lorsque s - n Z£ 0 (mod 4),

N 2s 2n+1 A . . . .
KO™" (S ) =0 et 1 est un monomorphisme donc un isomorphisme puisque les

groupes ﬁbzs(Ln(p)) et ﬁbzs(LZ(p)) ont méme ordre.

Lorsque s - n = 0 (mod 4), nous avons ﬁ625(82n+1) = ZZ et

N 25+ + . .
KOS 1(S2n l) =Z : 3 est alors nécessairement nul pulsque ébzs(Lz(p))

est un groupe fini. Il s'ensuit la suite exacte courte

! N
0 — 2, A RS (1P (p)) = I%ZS(LI;(p)) — 0 ;

si s est pair rbzs(Ln(p)) et ﬁbzs(Lz(p)) ont respectivement pour ordre

5] []

2p et p étant impair, cette suite est scindée. Méme conclusion

pour s impair.

Proposition 3.2.4.
Pour p 1impair, les homomorphismes de Bott

'\»25

r s K2t —— K ale), (L2 () —— RZ5 (2 (p))

sont respectivement surjectif et injectif.
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Preuve.
Dans 1'énoncé ci-dessus il va de soi que r et c¢ sont définis au rang 2s
e e e Nv28 ..M .
au moyen de la périodicité de Bott. Dans KO (Lo(p)), le morphisme rc
. o . Nv2s,.n ' .
est la multiplication par 2 : comme KO (Lo(p)) n'a que de la p-torsion
(prop. 3.3.2) o p impair, rc est un isomorphisme. I1 s'ensuit trivialement

le résultat annoncé.

Théoreéme 3.2.5.

Soient m, m, p e N° avec p # 2 et premien. Poun tout entier h de

{1,2,...,m}, on pose n - ph—1 + ] = ph_l(p-l)qh + r. avec O g r, < ph'](p-l).
Alons avee p =2q + 1 et G, =Z, ou O selon que n =0 ou n £0
(mod 4)
I. pour n > pm_l, on a

- r r

, h h-1 h-
RG™) =6 e | e (@ >[—2_ o (z oot =2
P = _ _ ;
o h=1 m h+l+qh m h+qh
2-1 L .
2. pour p £n<p avee 1 g2 gm=l, ona
r
h h-1
KO(LP (™) = ¢ mre_a](z )[T ® (Z d 'q-[—i—]]
P = _ _
o h=1 m h+l+qh m h+qh
2-1
[ -1
o (Z ) 2 2
m-L+1 :

Démonstration.

Dans la démonstration du théoréme 2.3.6, nous avions vu que les groupes cycliques

m ~ - . . -
composant Kh(Ln(p = ﬁ%(Lz(pm)) €talent respectivement engendrés par

+ p V.0

»
H
[]
e~1
c
Q

k3 . . - ’\J -
avec 1 ¢ i g s 1nf(pm-l,n). Considérons dans KO(Lg(pm)), les éléments
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i 3 Py i
y; = jzl uzi(rc) +p VZi(rc)

m

pour 1 £ i g Fq = inf(p ! . Eﬂ). Avec 1'nomomorphisme d'anneaux c¢ nous
2 2 2

obtenons

_ j 2i M2i o
c(yi) = uy, = + p v, , =———— (prop. 3.1.4),

soit encore

n

i-1 . . . . . ~m, . .
1 j 2] i-j 21 21 21
C(yi) —— { Z uy,0 (1+g) +p T .

(1+0)t  Ly=1
Alors, la prop. 2.3.5 et la construction des xi, 1 ¢ i ¢s, qui engendrent
ﬁﬁ(Lz(pm)), montrent que
i s
) p ey =0 , Yie(1,2,...,[F]} ;
2
comme c¢ est injectif (prop. 3.2.4), il s'ensuit

m

P 2ic(yi) =0 , Y i e~{l,2,...,[§]}
2

Q)

Soient G le sous—groupe de éb(Lz(p)) engendré par (y.)

’
i . 1
1siz (3]
les sous-groupes cycliques respectivement engendrés par y; t en raisonnant

comme dans le th. 2.3.6, on a

Alors, en posant p-~1 = 2q, il est facile de vérifier que

5 ] &
le| =TT |5 =p [2] = Iﬁb(Lz(p))l H

|
i=1

~

. "
autrement dit G = KO(LZ(p)) et le résultat en découle clairement puisque

(prop. 3.2.3) KO(L™(p)) = G, ® ﬁb(Lg(P)).
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Remargues.

1. Vue la remarque 1 qui suit le th. 2.3.6, il est clair qu'avec

~ . n ~ . , vooon, m
N = inf(q, Eﬂ) les N premiers groupes cycliques de KO(LO(p )) ont
2

respectivement pour générateurs

~

2 N
Y, T IO, Y, < (ro)™, «uvy g = (ro) .

Pour m = 1, le résultat précédent et cette description des générateurs
coincident avec ceux de T. Kambe [24] .
2. On rappelle que toutes les propositions de ce paragraphe valent aussi

pour les espaces lenticulaires généralisés (d'ordre impair).

. m
Concernant le comportement des puissances de ro .dans KO(Ln(pm)),

les prop. 2.3.7 et 3.2.4 nous donnent

Proposition 3.2.6.

Pour p # 2 et premier, on a dans ﬁb(Ln(pm))

n-2i

. n i In+[-p—l:]
1. pour tout 1 g ig Eﬂ , (ro) a pour ordre p ;
2

[5]+1
2. (ro) = 0.

Pour terminer ce paragraphe, nous allons montrer comment les résultats
2 - a1 , .
précédents permettent de connattre tous Les groupes KOl(Ln(p)) pour p Ampair :
moyennant 3.1.2, 3.2.1 et 3.2.5, il ne nous reste plus qu'id calculer les

groupes
n 2 N4 A <)
KO“(L™(p)), KO (L™(p)), KO®(L™(p)).
Lemme 3.2.7.
Pour p impair :

l. pour tout n et i impair, ibl(Lz(P)/Lz—](p)) =0 3

2. pour 1 pair, soit 1 = 2s




- 55 -~

0 si s -~ n est impair,
-1
RO?° (L2 (p) /1”1 (p)) =

Z si1 s -n est pair.

P
Preuve.
Nous savons que L /Ln ! (en oubliant d'écrire p...) est homéomorphe &
SZn—l U e2n ol 1'application d'attachement cellulaire ¢ : SZn—l - 82n~1
est de¢degré p. Pour la paire (SZn—l U e2n’32n—]) nous avons la suite
exacte longue ’
s ﬁbi—](szn—]) _Q# ﬁbi(SZn) . ﬁbi(SZn—] U e2n) . ﬁbi(SZn-l) Ji* ﬁbi+l(52n)

¢ v

! 1 . )
Soient ¢  l'homomorphisme induit par ¢ et S° 1'homomorphisme de suspension

. . i 2n-1 2n 1! . s .
induit par S : S - S8, alors 3 =S¢ est la multiplication par p.

Dans le cas i = 2s + 1, 1la suite pré&cédente donne les suites exactes

o - 'bZS+1 U e ) - 0 pour s - n =0 (mod 4),
o
0 - ﬁbZS+l( 2n-1 U e2n) > Z 2,z pour s - n =1 (moed 4),
¢
0 - £628+]( U e2n) > Z2 2, Zz pour 8 - n = 2 (mod 4),
¢
Z2 _8, ZZ > 'bZS+l -1 U e2n) > Z 2, Z pour s -n =3 (mod 4) ;
¢
comme la multiplication par p impair dans ZZ (resp. dans Z2) est l'identité
(resp. un monomorphisme), il est clair que ﬁbZS+l(Szn—] U e2n) = 0. Dans le
¢

cas i = 2s, on procéde de la méme maniére.

Théoréme 3.2.8.
Pour tout p Ampair :
1. poun tout m, RO*°(2(p)) est u»omonph 2 Rt ;
2. suwivant que n est pain ou {mpair, Ko® 2(L (p)) est nespectivement Ls0-

- N
morpne a KO°(L2(p)) ou KO°(L n” P)).
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Démonstration.

Considérons 1'homomorphisme (de groupes)
"] Y]
rge @ KOOSR — RO°(LI(R))

Y . . - e e e
oi B : ﬁﬁzs(Lz(p)) — KUO(Lz(p)) est 1'isomorphisme due & la périodicite

de Bott, il est immédiat de vérifier la commutativité du diagramme suivant

RI%° () —E—— Kl

r 2r

RO2°(Lhp)) —EEE—r KOO ()

Puisque r est surjectif (prop. 3.2.4), rgc est surjectif pour tout s

en fait c'est un isomorphisme pour s pair car ﬁbAS(LZ(p)) et ﬁbo(Lz(P))

—~—

-~

~ . 2 . . .
ont méme ordre, 3 savoir p . Lorsque s est impair et n pair, TrRc

. . +
est encore un isomorphisme car ﬁbas 2(Lz(p)) a pour ordre
1 B
2 2
P =P .

ﬁ648+2 n

Il ne nous reste plus qu'a étudier (Lo(p)) lorsque n est impair

. . +
la suite exacte pour la paire (Lnol

ﬁ648+2(Ln:l) N ﬁ648+2(L2) . ﬁb48+3(Ln;]/L2) .

n
,Lo) nous donne

mais d'une part (L. 3.2.7)

n

ﬁ643+3(Ln+]/L ) = o0,
o o
et d'autre part (3.2.2)
’ n+2 n+1
4s+2 ,_n+l [2] [2:I Ls+
|K6*S (Lno)|=p = p =|K’\(')SZ(L2)|,

autrement dit on a 1'isomorphisme ﬁbas+2(anl) N ﬁ543+2(L2). Par composition

n+1

. . \ b+ + . .
avec l'isomorphisme rRc : K04S 2(Lnol) —ié-ﬁbo(L o ) qui résulte de la premiére

partie de la démonstration (n+! est pair !), on obtient
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RO** 2R (p)) > k0% (p)) HES k0% o))

1'isomorphisme annoncé.

3.3. Espaces Lenticulaines trhonqués d'ordre impain.

' .
En conservant les notations du § 2.4. (f° désigne l'homomorphisme

+ .
ﬁb(Ln(p)) - ﬁb(Lk(p)) induit par 1'inclusion canonique de Lk l(p) dans

‘ 1 1 1 1 1 )
Ln(p) et méme chose pour i°, j7, g, h’', & et u’), on écrit le diagramme
(2) de ce paragraphe en KO-théorie.

+ +
Alors pour tout k on a : KO ( ko]) =0 = ﬁb](Lkol) (prop, 3.2.2), & est
un monomorphisme (plus précisément pour k = 2 (mod 4) § est nul, pour k O
. . k+1 N ! . !
ou 3 (mod 4) c'est un isomorphisme), ﬁb(L /L ) —> Ker u', enfin u
. n
est toujours surjective (la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch pour KO(L™)

est triviale et o applique 1.4.6). Lorsque k = 2 (mod 4), on voit immédia-

tement que

t
éb(LE) +2—-ﬁb(Ln/Lk:1) -2, Ker £ .
Lorsque k = 0O (mod 4), comme & est un isomorphisme on & 8 monomorphisme

1
et épimorphisme possédant une section, d'od

AV o1 !
KO(Lk) > ZZ ® Ker £° .
!
Pour k =1 (mod 4), on a encore 3 injectif et comme h° est surjectif,

.} . . . ! . . !
i est surjectif donc (lemme des cing) a surjectif ; d'autre part, Ker u

étant un groupe fini, il s'ensuit

t
ﬁb(LE) ~Z @ Ker £' .
1
Quand k = 3 (mod 4) des raisons analogues aux précédentes montrent que o

S2k+2

est encore surjectif, de plus ﬁb-l( ) = Z2 - ﬁb(Ln/LkZl) est le

morphisme nul, d'od

1
AN ) Zz ® Ker £° si n

1

0 (mod 4)
ﬁb(LE) ~ 7 ® Ker u’ =

'
Z ® Ker f° s8i n# Q0 (mod 4).
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En résumé

Proposition 3.3.1.

Pour tout p impair et k < n, on a

1
( Ker f' pour k = 2 (mod 4),
Y
Z @ Ker £° pour k = 3 (mod 4) et n Z O (mod 4),
) ¢ = ,
k Zz ® Ker f° pour k = 0 (mod 4), pour mo
Y
AN Z2 @ Ker £° pour k = 3 (mod 4) et n = O (mod 4).

A partir de ce résultat, on peut &noncer un théor@me analogue au théoréme 2.4.3,

3.4. Etude de KO(L"(p)) pour p pair.

Pour p impair, les résultats obtenus dans la K~théorie réelle des es-
paces lenticulaires sont essentiellement ds aux deux faits suivants : tri-
vialité de la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch par utilisation des critéres
1.4.2 et 1.4.3, injectivité@ de 1'homomorphisme de complexification ¢. Quand

(*;

m * L T L T ,
p=2,melN, la situation est & réexaminer : néanmoins, et c'est le but
de ce paragraphe, la suite spectrale est encore triviale. Comme il ne s'agira

. . m - . n n m
que d'espaces lenticulaires d'ordre 2, nous écrirons L pour L7(2),

*
D'autre part, pour tout x € N , nous poserons (nombres de Radon-Hurwitz),
J(x) = Card{0 < s < x | s £0,1,2 ou 4 (mod 8)}.

Lemme 3.4.1.
Pour tout n € N, ﬁb(Ln(Zm)) (resp. ﬁb(L2(2m)) est un groupe fini d'ordre
au plus égal a

S n+ D) +(m-1) [3] ,0(2n) +(m-1) [5] ;.

(resp.

Preuve.

Considérons la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch

grd = BRI (s%)) = kOMIP
2 , ,

(%) J.P. Jouanolou m'a indiqué que A. Chabour aurait obtenu un résultat analo-
gue & la proposition 2.2.3 pour KO(LB(2™)).
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i,-1
5 .

1,j

9 de degré total i+j =0 1i.e. les E

et calculons les termes E

Au moyen de 2.1.2-3, les seuls termes E;’—l éventuellement non nuls sont
tels que
- pour 1 = O (mod 4) : E;’—l =7 n Pour 2 ¢ i pair £ 2n,
2
- pour 1 =1 ou 2 (mod 8) : E;’—l = 22 pour 1 g i £ 2n+1.

card{0 < s g 2n+] | s 1 ou z (-i0d 8)1},

Soient V¥ (2n+1)

g(2n+1)

card{0 < s ¢ 2n+l | s = 0 (mod 4)},

de telle sorte qu'évidemment ﬂ(2n+l) = ¥(2n+1) + 8(2n+1) ; alors parmi les

E;’—l non nuls : au plus Y¥(2n+l) sont égaux a Zz et B8(2n+1) a Z o
2

Ainsi ﬁb(Ln) est un groupe abélien fini tel que

Iﬁb(Ln)l < 2W(2n+l)+me(2n+]) _ 21ﬂ(2n+1)+(m_1) Eﬂ

3

puisque 6(2n+1) = Fq .
2

Pour le 2n-squelette LZ, on procéde exactement de la méme fagon.

Nous allons montrer que les bornes supérieures précédentes sont effec-

tivement atteintes

Théoréme 3.4.2.

n
(<) |ROL™(2™)]| = 2‘1"(2n+1)+(m-1)[-2-] ’

28}
(id) IK%(Lz(zm))] = 2‘3(2“)*(“‘")['2']

La démonstration se faisant par récurrence sur n, nous &tablirons au préalable

un certain nombre de résultats.

Lemme 3.4.3.

1. L'homomorphisme ﬁb(SSU+2) > ﬁb(LZu+](2m)), induit par la projection
+
Lgu 1(Zm) > Lgu+l(2m)/L4u(2m) est un monomorphisme.

. + . . . .
2. L'homomorphisme ﬁb(s8u 1) > ﬁb(L4u(2m)), induit par la projection

L4u(2m) - L4u(2m)/L2u(2m) est un monomorphisme.
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Preuve.

. N L. . 4u+l _4 P
. La suite exacte de KO-théorie pour la paire (Lou L Yy s'écrit

3

] u+2

1
u+2 8 u+1) o éb(LQU) ébl(SS

> oty B K'\f)(Lz

|| ||

)

2y )
Soit B: : Hl(SBU+2,zz) > Hl(LEU+1,Zz) 1'application induite par la
. . . . n o Bu+2
projection B. £ étant un générateur de KO(S ) = ZZ’ sa classe

de Stiefel-Whitney est telle que w(B!(g)) = S*(W(E)) i.e.

' 8uf2 "
w(B' (E)) =1+ ) B, (w, (£))
i=1

u+2

o w.(£) e 1t (s®9*2 2 ). Alors

2

w(B (8)) = 1+ By L (E)).

Vu le choix de &, on peut poser w (§) = a ol a générateur de

8u+2
H8u+2(88u+2,22) ] ZZ' La suite exacte de cohomologie s'écrivant
B*
8u+l 3 !
z3Y (L4u,zz) HSU+1(S8u+2,Z2) Bu+2 H8u+2(L2u+1,22)
z// *
[ |l 2 j “gu+2
"
Z }4
2 2 .
HBU+2(L4u,zz)
]
0
. * . . . . *
on voit que Bgy+o ©St surjectif dome & = 0. Ainsi 88u+2(a) # 0,
alors
wl (@) =1+ 8k | (a) (@) 0
g)) = 68u+2 a) avec 68u+2(a

! cr .. e e e !
montre que B (£) n'est pas un fibré trivial, ce qui signifie de B° # O.

. Procéder comme pour 1.
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Lemme 3.4.4.

Soit Xv le C.W. complexe tel que XZV' = LZ (2m) pour v = 2v',

_.v', . m my . . . rs .

sz,+] =L (27) pour v =2v'+l (v' 0). Soit i 1'inclusion
1 A,

> Xv’ alors 1'homomorphisme induit i; : ﬁb(xv) - KO(XV_ )

Xv--l 1

est surjectif pour tout v > 1,

Preuve.

Considérons la suite exacte

!
1
o> KOS - KO(X) —— KO(X ) (e W

Lorsque v 0, 4, 6 ou 7 (mod 8), ﬁbl(sv) = 0 et le résultat est trivial.

1)

Lorsque v =z 1, 5 (mod 8), ﬁb](Sv) «~ Z et le résultat s'ensuit par 3.4,1.
"\
Pour vz 2 ou 3 (mod 8), KOI(SV) > ZZ : 1l s'agit de montrer que 3 = O,
s o . -1
c'est-3-dire que 1'application d'attachement cellulaire £ : sV L x

! *

induit 1'homomorphisme nul en KO-théorie. Soient f et f les homomor~

phismes respectivement induits par f en ﬁb-théorie et en cohomologie a

valeurs dans Zz. Alors, pour tout x ¢ ﬁb(xv~l), on a
v=1 .
w(E ) = W) =1+ § ETw,(x0) o w,(x) e H (X _ ,Z)
is1 iti i v-1'727"?
soit
! *
W(E X)) = 1+ £ (w (), Yxe RO _).

. * .oVl 5 v=1l,6.v~1 N " i1
Mais fv—l : H (Xv—l’z2) > 22 - H (s ,Zz).. 22 est "la multipli
cation par 2™ dans ZZ’ autrement dit ft_] = 0. Ainsi, pour tout

1 1
X € ﬁb(xv_]),w(f'(x)) = | : cela signifie que f (%) est trivial pour tout

X de ﬁb(xv~ ), i.e. £ = 0.

1
Proposition 3.4.5.

Pour n = 3 (mod 4), 1les groupes ﬁb(Lz—l(Zm)), ﬁb(Ln_l(zm)), ﬁb(LZ(Zm))

et £6(Ln(2m)) sont isomorphes ; ces isomorphismes sont induits par les

inclusions canoniques.
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Preuve. C'est trivial.

Démonstration du théoréme 3.4.2.

On raisonne par récurrence. Pour n = 0, (i) et (ii) sont vraies puisque

Alors la prop. 3.4.5, car

KO(LD) = KO(% = 0 et KO(L®) <% Ro(s)) = z,.

P(8u+7) = P(8u+6) = (8u+5) = J(8u+h) = 4u+3,

et les lemmes suivants suffisent & 1'établir pour tout n.

Lemme 3.4.6.

Si (i) et (ii) sont vrais pour n = 4u, 1ils sont encore vrais pour n = 4u + I,

Preuve.

. . + .
(i) Pour la paire (Liu ],L4u) on a la suite exacte

Sut2. ' o hu+]
————

!
ce. > KO(STYTY KO ") s KoLy 2 b

Zy 2

' 1
Par 3.4.3.1 (resp. 3.4.4) B  est injectif (o’ est surjectif) ; d'ol 1la

sulte exacte

1
o » z. B gyiut!
2 o

- 21+ﬂ(8u+])+(m-l)2u

1
¢ n
)y % kéath - o,

4u+2+(m-1) 2u -

Alors [éb(L2“+’)| = 2.|éb(L4“)! = 2

2&(8u+2)+(m—l)2u.

(ii) Pour la paire (L4u+],L2u+l) on a la suite exacte
S ﬁb(88u+3) -> ﬁb(LAU+l) > ﬁb(LiU+l) —2» ébl(88u+3) > aes
$I I
)
ot 3 =0 (3.4.4). D'oii 1'isomorphisme ib(LAU+I) N éb(Lgu+l) ;3 le

résultat s'ensuit car (8u+2) = 4u + 2 = P(8u+3).

Lemme 3,4.7.
Si (i) et (ii) sont vrais pour n = 4u+l, 1ils sont encore vrais pour

n = 4u+2,
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Preuve.

I1 suffit de montrer (i) : (ii) s'en déduira par la prop. 3.4.5. Dans la suite

exacte
0 - + 9 8u+
0 - KO ( 4u+2) > Kb ](L4u 1) N KO(S u 4) -z
v !
+
Ry & go®h - o,
. ! _
il suffit de noter que ker o = Z o : cela résulte de ce que
2
' .
ker a = coker 3 = Z o En effet l'examen de la suite spectralc d'Atlyah—
2
. ~ .. bu+]
Hirzebruch réevéle que ﬁb 4“ 2 est un groupe fini alors que (H u )

est de la forme Z & G ol G groupe fini : il s'ensuit que 3|Z est la

multiplication par 2™ dans Z, donc coker 3 = Z o
2
Lemme 3.4.8.
Si (i) et (ii) sont vrais pour n = 4u+3, 1ils sont encore vrails pour

= 4u+éb,

Preuve.

(i) Considérons le diagramme commutatif suivant

1
z = Ko(sdu*8 B E . Ko ”“’) el Rotutdy L kol (s8u*e
V4
[od Cc C o
I 2 3
Lu+d v -1, 4u+3 v 8u+8 . 4u+é " u+3 Nl 8ut3
O=KU(u)—>KU w3y s ri(s®UtSy B KU(L“)“ KoLty L QplsBe

I I I

Z L Z

~ . . A" Y . . . .
oi les lignes sont les suites exactes de KO et KU-théories associées & la

+ + .
paire (L4u 4, bu 3) et les fl&ches verticales les homomorphismes de comple-

xification. On sait ([}] s P. 618) que ¢, est un isomorphisme : il en

1
~ . ! * .
résulte que | ker a envole ker q surt ker o . Mais comme

u+4 | - 2m(4u+4) 4u+3 m(4u+3)

|KU(L et |KO@*™)| =2 ’, ona |ker of| =2

I1 s'ensuit (£. 3.4.1.)
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- +2
_ *l | || lﬁb(Liu+4)| 24u+4+(m 1) (2u+2) i,
2" = |ker a | £ |ker a'| = g - = 2,
!ﬁb(L4u+3)| 24u+3+(m 1) (2u+1)
donc |Ker u!| = 2™ et lﬁb(L2u+4)| = 2@(8u+8)+(m—l)(2u+2)
(ii) La suite exacte associée & la paire (LAU+4,Liu+4) s'écrit
! '
: . +
N ﬁb(58u+9) B, ﬁb(L4U+4) e éb(L2u+4) N ébl(SSu 9) -
I I
z Z

2
1
Alors 3 =0 et B injectif (£.3.4.3.1) donnent la suite exacte

!

1
o » z, £ Ro(Lrutdy o, fb(LEU+4) ~ 0,

butby | Trhurhe(m1) (2u+2) _ 0(8ut9)+(m-1) (2u+2)

.. . . N
qui implique bien |KO(L )|

Corollaire 3.4.9.
Soit in : Lg(Zm)) > L“(zm) 1'inclusion canonique, alors
(1) in : ﬁb(Ln(Zm)) - ﬁb(Lz(Zm)) est un isomorphisme pour n % O (mod 4);
(ii) la suite

1
0o - Kos*™y L Rate™) ﬁb(Lz(zm)) > 0

0 (mod 4).

est exacte pour n

Remarques.
1. Pour p impair, 3.4.9 s'énongait de la méme fagon avec la propriété supplé-
mentaire pour la suite (ii) d'€tre scindée.

2. Pour m =1, les résultats obtenus redonnent gﬁb(Pn(R))]= ZW(n) (ct. 1]

Le fait qu'ici ¢ n'est pas injectif ne nous permet de déduire immé~
. N . N . .
diatement de KU(Ln(Zm)) la connaissance de KO(Ln(Zm)). Néanmoins, en

utilisant les prop. 2.3.7 et 3.1.4, on peut dire que
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Proposition 3.4.10.
mn+1-21

.

Dans ﬁb(Ln(Zm)) : pour tout 1 £ 1 g [EJ , (rc)l a gu plus 2
2

F1+2 .

pour ordre ; (ro) 0.

La proposition précédente signifie qu'en particulier lorsque c est injectif

i +n~21 . .
(ro) a 2" 2 pour ordre. On verra dans le chapitre sulvant comment

pratiquement on peut obtenir de meilleurs renseignements.
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CHAPITRE IV
SUR LA K-THEORIE DES ESPACES LENTICULAIRES D'ORDRE 2"

————————————————————————————————————————————————————

~

Les trois premiers paragraphes de ce chapitre consistent & é&tudier avec
précision la structure additive de ﬁB(Ln(Zm)) : on y obtient des résultats
complets pour une large classe de valeurs de n. Les autres paragraphes sont
consacrés aux espaces lenticulaires d'ordre 8 dont on décrit entiérement les

structures additive et multiplicative de leurs K-théories complexe et réelle,

Quelques notations et rappels.

OQutre les éléments introduits dans les chapitres précédents, nous consi-

4"
dérerons- les éléments suivants de KU(Ln(Zm))

h~-1
g = (r)2 -,

définis pour 1 s hg § od 6 = inf(2,m), & &tant l'entier tel que

ZJL“l £ n< 22 ; de sorte que

m—h+ 1

2 2
| = O (1+uh) =1 et Wy = Wy + th.

Pour 2 £ h £ §, nous poserons

w

Jh- 1 N
W =0 + 2Aho avec Ah = izl 5{ i Y o

Par ailleurs, nous aurons besoin des deux lemmes évidents suivants

Lemme 4.1.1.
. * . M
Soit M e N , alors pour tout 0 g j £ 2 -2 on a
Mo 1w
Lemme 4.1.2.

Soient des entiers N 2 0 et h > 2 ; considérons les deux divisions

h-2 N - - -
N = 272 Ay * rg_‘ avec O g N < o2 et N+ €.2h 2 . Zh,l.qN s e
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avec O g Ty < 2 et € = *1, alors :
. N _ ., N_ N _ N
ou bien 9oy = th e et rh_1 T s
. N _ ., N_ N _ N_  h-2
ou bien Uy = 2q e+l et LN ry 2

Ci-dessus v(j) est mis pour vz(j) (ce que nous ferons dans tout ce chapitre).
~L - . h"’2
D'un autre cOté avec les notations usuelles : pour N = n+l - 2 et

€ = -1, on a

N N
U1 = Yp=p * Theg = Fpep?- e (cf. prop. 2,3.4).

Enfin, rappelons que les deux relations fondamentales

n+l 2™
o =0 et (o+l) -1 =0

P ~ Y . Nooon, . m
caractérisent complétement la structure multiplicative de KU(L (2)). Du reste,

les résultats déj3d obtenus (prop. 2.3.7) se transcrivent ainsi

Proposition 4.1.3.

. e
l. Pour tout 1 sigsn : o a pour ordre v ;
- i s i e

2. Pour tout O < i gmn-2: 207" l.onvl = 2™t T l H
3. Pour tout 0 5 i € n-2 : 2m—1+1.m20n—1—2 = 0,

Corollaire 4.1.4.

t+t
Soient 0 s k s n+tl et 1 5 t < m1, alors 2™ ! t.mz k ck = 0 avec
_ {n+i-k

tk—[ ! ]

Preuve.

En écrivant n+l-k = 2tk + r, avec r = 0 ou 1, nous avons

t+t t+t
t+t t+t k k . NHl-r +2¢-1
m-1-t k - 2 -] = L
2 cu, k L t(o +20) k Gk =7 (. y2™ 1 t+i
i=o !
Comme m—1-t+i > m+n—(n+1—rk+2t—i) i.e. t > r, ., par 4.1.3.1 on voit que

1'assertion proposée est vraie pour t 2 1.
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4.2. Etude des w, -

Proposition 4.2.1.

1. Pour n = 2q2 + 2 :

e Q,t2-i
(1) 2" 2 =0 pour 051y,
e Qo*l-i Caas Qn,t2-1
@iy 22 . w3 w, pour 0 i< q,.

2., Pour n = 2q2+1

. m1+1 q2+1-1 .
(i) 2 W, =0 pour O £ 1i g 9y
e Q.1 . g, +1-i
(ii) 27 I+ w22 = i2m—2+1 w22 pour O <€ i g qz—l.
Démonstration.

Soit n = 2q2+2, alors les assertions correspondantes se démontrent par récur-

m-2 q2+2
rence sur i. Tout d'abord montrons que 2 w, =0 :
q+2
e Q2 _ q,+2 2 qQ,*2 .. _:
2 4w22 = ™ 2620y 2 = T (2 2™ 027 L6 (prop. 4.1.3.1) ;
i=0 1

supposons alors (i) vrai jusqu'a i0 avec O < i0 $£q, et multiplions

jiiad| 1 9,1
(w2+1)2 -1 =0 par 2 szz ©, il wvient
2! m-1
21o+m~-1 q2+1—1o _ =2 ,m-l i q2+2-(2—2 +J+10)
W, =- 1 2%, (1)
j=0 3

Dans (1) chaque terme du second membre a un coefficient dont la valuation

(dyadique) est supérieure ou &gale & m-2 + (io+j—2m—1+2) = m—Zm-]

b
J 10’
ainsi que le montrent les lemmes 2.3.1 et 4.1.1, par conséquent chaque terme
de cette somme est nul. Pour &tablir (ii), il suffit de procéder comme dans

la proposition 2.3.7.

Naturellement le cas n = 2q2+] se traite exactement de la méme maniére.

Proposition 4.2.2.

m—2+q2 q2+2

2q2+2 on a 2 (w20+2

m—2+q2 q2+] m—2+q2

2+1 ona 2 (m2+2 g) =0 et 2 wao = 0

1. Pour n o) = 0.

2. Pour n = 2q
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Démonstration.
m-2+q m-2 q,+1 _ q
. Par 4.2.1.1. (di) : 2 zwzg = +2 w22 o = 2™ 2w2(02+20) 20 , 8oit
q
m-2+q 2 q Cous s
2 Puo=x ) (D 2R (2)
j=o

Pour O g j-1 < dys chacun des termes du second membre de (2) est nul

(prop. 4.1.3.3), donc

m-2+q _ _ _ _ _
2 zwzo = +2" zwzon - th 2(02+20)on - tzm lon.
Comme (prop. 4.1.3.2) Zm-]on = 12m+n_20 , i1 s'ensuit bien
m-2+q _ m-2+q q.+2
2 zwzc + 2" ]cn = 2 2(w20+2 2 o) = 0.
. De la méme fagon, on a
m-2+q, P P T
2 w, = £2™ %y =+ ) (9 2" oMY = 2GR = 22T
-2 2 . : 2
j=0 1
m—2+q2 q2+l
d'oti 2 (w2+2 g) =0 ; de 13 il s'ensuit alors
m-2+q -
2 2w20 = -o™ 2+n 02 =0 (prop. 4.1.3.1).
Dans le cas oi m = 2, on peut alors &noncer
Théoreme 4.2.3. [34]
. Pourt n=2u+2 (uz0), ona
Yo n
KU(L"{(4)) = Z oz & Z
2n+l 2u+1 U
ol chaque facteun est respectivement engendré par o, w, et wo+ pu+2

Poun n =2u+tl (u=0), ona

ny n :
KU(L (4)) = 2 9z 02z
2n+] 2u 2u

oll chaque facteur est respectivement engendré par o, w, + ZU+l.c et

« T

“

Qe
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Preuve.

A%
On savait (cf. § 2.3) que KU(Ln(4)) 8tait additivement engendré& par o, 02

3 . . + u+l
et o0, il est alors clair que o, w, et m20+2u 2.0 (resp., o, w2+2 .o

4"
et wzo) engendrent KU(Ln(4)) en tant que groupe. Les propositions 4.1.3.1,

2n

v
4.2,1 et 4.2.2. joints au fait que ]KU(Ln(A))I =2 assurent la conclusion.

Dans ce qui va suivre on va généraliser pour Wy les résultats obtenus

pour W la méthode va consister 3 raisonner par récurrence sur h. Dans

2 H

cette généralisation la distinction "n pair ou n impair" devient "rh =0 ou

# 0". A cet égard, le lemme 4.1.2 montre que si un reste L est nul,
)

r

h
tous ceux qui le précédent -sauf r évidemment ...— le sont aussi : c'est
essentiellement de cette simple remarque que vont dépendre les résultats

escomp tés.

Proposition 4.2.4.

Soit 2 < h ¢ 8, alors

1. si r = 0, on a

. q,+1-1
(i) 2" h+1+]whh =0 pour O05iggq ,
. q, -1 . q, +1-i
..y orh+i+l *h & mh+i “h . )
(1i) 2 W = t2 Op pour O < 1 g 9%, 1
2. si T # 0, on a
s Q T2-1
(i) 2" h+1.whh =0 pour 0<1icx g+,
. g, +l-i . q, +2-1
..y oi-h+i “h _ ,omh+i-1 “h .
(i1) 2 wp = +2 w pour 0 g 1 g 9y,
Démonstration.
1. On notera que vu le choix de h et l'hypothése r, = O on a forcément
%, 3 1. Le lemme 4.1,2 montre que T, = 0 implique Ly = e =Ty = 03

comme pour h = 2 la proposition est vraie (cf. 4.2.1.2), supposons~1li
alors vraie jusqu'a h-1,

= 2qh+1, on obtient avec w, = w2 + 2w

Pour i =0 i
> puisque h = %h-1 h-1

9p-1
(cf. § 4.1)
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+1

1 T
- ) 2

m.—h+1+jwqh—1”"J

bl 4,*
w h-1

q
h
h (

j=0 i

(3).

Comme O < j qh+1 < qh_l-l, 1'hypothése de récurrence (ii) montre que

A A . q, ,+1
m~h+1+j “h-1 _ (_1yd omh+1 “h-l] . .
2 wh_] = (=1)- 2 W pour 0 g j g qh+l 3
autrement dit (3) s'écrit
_ q, +1 qh*l . q, +1 . q, _ +1
o h+]w h ~ _ Z (_I)J( h. ) o h+lw h-1 - 0.
h . h-1
=0
2m—h+l
Supposons (i) &établi jusqu'd 1i-1 ; en multipliant (wh+l) -1 =0
. q, -1
par lehh (0 ¢ 1icx qh), il vient
. m—h+1 . Sm~h+1l .
m=h+1+i qh+1 i 2 -2 oM h+1 i qh—1+2 J
2 oy == 3 2ty (4)
j=0 m—h+1 . h
2 ~j
. . om~h+l . . .
Comme pour chaque j de (4) on a 1+i-2 - j £ i-1, on a aussi
. . o o . m_h+ 1 . . (] -
mh+l - v(j)+i € mh+2+i+j - 2 (£. 4.1.1) ; ainsi 1'hypoth&se de
récurrence sur i montre que chaque terme du second membre de (4) est nul.
m~h+1
Enfin pour &tablir (ii), il suffit de multiplier (mh+l)2 -1 = 0 par
. q, ~i-1
lehh (0 g1« qh—l) et d'utiliser (i).

. La proposition étant vraie pour h = 2 (cf. prop. 4.2.1.1), la démonstra-

2

mr-h qh+
w

tion consiste encore 4 raisonner par récurrence sur h et, comme précédem-
ment, il suffit en fait de prouver (i) pour i = 0. Pour cela, il nous

+1, ou bien = 2q, +2
h' -1 7 “9p

(£. 4.1.1). Dans le premier cas, 3 1'aide de 1'hypoth&se de récurrence sur

faut {ci distinguer deux cas : ou Uy = 2q

h pour (i) et (ii), il vient

2

k=q, +1
~ mh Ip1*3 B2 ) herek In-172K e Tpo gt
h T “p-1 2 =2 ¢

+ w =
poo V K+ h-1 h

dans le second de la méme manidre

q, +1 -
,ih W2 _ hz (qh ') m-h+j %n-173
520\ h-1  “h
q +] ]
2 h q,+1 2 -
mh Yh" ( n } mh+j Ip-17473 - j Gpeptl=]
2 = J m-h+1+j “h-1
“h jZO N T A *2 -1 ) =0

=0

b
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Proposition 4.2.5.

Pour 1 £ h £ §, soient O g k £ n+l et 1 g t £ m=h+l,
t+t
oM h+1 twh kok -0

n+2h"-1—h]

avec t = [ —
k 2h ]

Preuve.
Pour h = 1, la proposition est triviale ; supposons—-13 donc vraie jusqu'ia
ho-l ol 2 g h0 < 8, autrement dit, pour O < k ¢ n+tl et 1 < u g mrho+2

on suppose que

mrho+2—u u+uk K _

2 .wh -1 fo] =0 (5)
o
ho—2
avec u, = Eig————:l:E . Nous avons alors
k h -2
5 O
mh +]1-t t+t t+tk t+t, \ m~h +1-t+i 2t+2t -i
o kK k _ { K o Ktk
2 wp o = . 2 C o .
o i=0 Vi o
o oh=2_ - . »
Comme (L. 4.1.2. pour N = n+2 “~1-k et ¢ = +1) on a soit u = 2tk—1,
soit u = 2tk, examinons successivement ces deux cas :
m~h +1-t t+t t+tk t+t m~h +1-t+i u +1+2t~1
, © w Kk Z k|j, o k k (6)
= ), [e)
h . i © h -1
0 1=0 o}

or, pour tout 0 ¢ i g t+tk, on a m-ho+1—t+i > m—ho+2—(l+2t—i) puisque
t > 0 ; ainsi, en utilisant (5), chaque terme du second membre de (6) est

nul. On raisonne de la méme manidre pour Y = 2tk.

Lemme 4.2.6.

Pour tout 4 ¢ h £ & tel que oy = 0, on a
0 si r, = 0,
yorh =12
“h-1 mh+2+q
2 h-zw si r, #0
h-2 h '

+2

-h -
=0)2mhwhl =0,

Lorsque h = 2 (resp. h = 3) on a toujours (resp. si T, e
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Preuve,
Pour h =2 ou 3, 1l'assertion est triviale (cf. 4.1.3). Soit h 3 4 : Ty = 0
implique Uy = zqh—l+]’ alors (avec 4.2.4.1)
2 I *? g 4 2q  +4-i 1" g 42 . q L+
b =17 ) h-1 u-h+i “h-i - ( h-1 )zm—hnw h=3""""_
“h-1 . ; h-2 : : h--2
i=0 1 1=0 1
h 9p-2*3 hel Ip-2*? -1 "2 ifQp-1*2 ) | PR,
m- - m- ~ - -
= - 2 .
2 Wy + (qh_]+2) 2 Wp_o + iz -1 ( : ¥pmo
Moyennant 4.2.5, on obtient
q, ,+2 m~h+2+q q +2
mh dh-17° h-2 , m-h+1 Th-2
27 Te = (qh-l+1) 2 g * G2 Gy (7
_ . h-2 P .
Quand Gy = 2qh+2, ie.r = 0 et r = 2 » (7) se réduit clairement
au résultat annoncé ; quand Ay = 2qh+] , 1.e. rk = 0 pour tout 2 g k g s
(7) donne en itérant
b =12 mener Ihe2*? 3,27
h-1 h-2 e 2 :
Proposition 4.2.7.
Soit 3 ¢ h ¢ § tel que T # 0, alors
l.si r,_, #0, 0na
2m—h+qhw crh . 2mrh+l+qh_]w 0rh__1 c o
h h-1° ;
2. si rh_] = 0, pour
a) r, =T, ona
m~h+q T m-h+2+q
h h h-2
2 bho o+ 2 Up-p = 0s
b) ry # r . O a
mrh+qh r m.—h+1+qh_1

2 w0 + 2 wh*l = 0,
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Démonstration.

1. Puisque r # 0, on a (prop. 4.2.4.2)

q,*2
— h s
2 bty my peh-1 T2 T (qh+2) m-h-1+i 23471 Ty
w g =2 w o} = Z 2 w o .
h h . W h-1
1=0 1
Si L =T, il.e. q = 2qh+1, on obtient

+2
) h _ zm—h-lwqh-1+3 el 0 (_])i(
Yo 7 h-1  °

qh+2)1 m~h+1l+q
= |

i 112

soit par 4.2.5

2m—h+qh ry _ _2m7h+]+qh_] LN
w, O O

Si r #Fr. 1i.e. q =2q, +2 et r, =r + 2072 en écrivant

h-1 h ) h-1 h h h~1 ’

mh+q T m-h+q T m—h+q T

h h _ h  h-l _ _ h h-1

2 w, O = 2 w, 0 (wh—l 2Ah—10) 2 w040 (prop 4.2.1)

on se raméne & la situation précédente puisque
_ q, +2 ; 3
;Y el _ yuehel 9072 Ther hZ (qh+2) PSR SRR
“h®h-1° - Wh o Wp-10 . i h-1 :
1=0
. h-2 < . .
2. Ici Yy = 2qh+2 et r = 2 , alors en procédant comme ci-dessus il
vient
m—h+q T m-h+1+q q, ,+2
h h h-1 m—h “h-1
2 w o = (qh+1)2 Wyt 9y 2 Wy s

soit avec 4.2.6

2m—h+qh orh iy +1)2m—h+]+qh-l . 2m—-h+2+qh_2w

“h 9 “h-1 7 9 h-2

De cette derniére relation découle immédiatement la proposition : en effet,

selon que r, , .-r

he1 Tn est nul ou non, q, est impair ou pair.

Proposition 4.2.8.

Soit 3 < h < §, alors si r, =0 mais L #0 ona

2m—h+qh m—h+l+qh_1
w

h + 2 mh-l =0
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Preuve.
Par 4.2.6 et le fait que q, = 2qh+]+2, on a
m~h+1+q, q, +2 q +2
h-1 _.mh-1 % mh-1 _ h+1
2 W _y = 2 w =2 (wh+] th) s
ce qui par 4.2.4 peut encore s'écrire
+2 qh+1+2 q, . ,+2 . Q. *2-1 .
m—h-1 -9 T+ _ z (—l)i ( h+1 2m—h—1+1 h+1 1,
2 (w417 20)) = L : W41 Wh

_ (-1 Bl zm_h+qh*‘+]wqh“+2 - +zm_h+qh
h x .@h.

Enfin, par l'emploi d'une méthode maintes fois éprouvée (!), on obtient

aussi

Proposition 4.2.9,

Pour 4 shg 8 telque r =0 ona

m—h+qh 2h—2 m—h+1+qh_]

2 “p° v 2 “p-1 = 0

P v n m .
4.3. Structure additive de KU(L (27)).

Les résultats obtenus dans le paragraphe précédent vont nous permettre
de donner une description détaillée de la structure additive de

n s

KU(Ln(Zm)) = @ G,, ol Gi =Z 5 (cf. th. 2.3.6), pour une large classe
i=1 21

de valeurs de n (m é&tant fixé) : 3 savoir ¢elles pour lesquelles il existe

au moins un entier h compris entre 2 et & correspondant & un reste T

non nul. Nous sommes donc amenés 3 distinguer le cas ol tous les r

(2 £ h £ 68) sont non nuls de celui ol 1'un des restes r, (2 < h < §) serait

h

nul sans que r ne le soit. Dans ces conditions (cf. £. 4.1.2), pour tout

h+1l

entier n (non nul) posons

o
h = sup{h € N ‘rh = O}.

On vérifie immédiatement les propriétés suivantes de ho :
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. h0 =1 si et seulement si n est pair,
. h0 = 2 si et seulement si n =1 (mod 4),
. h0 > 3 si et seulement si n = 3 (mod 4).

Théoréme 4.3.1.

v ¥ et .
Pour n pairn, Le i-Lieme groupe cyclique G, de KU(L™(2™)) est engendhe pan

1

wh(-Z +i) o, h é&tant L'unique entien tel que o~ 1< 2h, La famille

N
5 (k)) - u(L? 2™ 8 hind
SCNCIDINIPL ‘—l)lshsd de. RU(L™(27)) est définie par

.
€
[y
—
o
o’
I

1

Démons tration.

En raisonnant comme dans le théoréme 4.2.3 et compte-tenu du théoréme 2.3.6,

il suffit de voir que

m h-1
2 mh(l) =0 pour O g i g 2 -1.

Pour h =1 ou 2 ceci n'est autre que la prop. 4.1.3.1 ou les prop. 4.2.1

et 4.2.2. Pour 3

A

h < 6, la prop. 4.2.4 implique clairement

m-h+1+q
2 hwh = 0,
m,
et donc 2 1wh(i) =0 pour O 5 i g r-l. D'autre part la prop. 4.2.7.1

—+ -
m-h+q r, 1+qh_1 qhw orh_]

assure que 2 (whc +2 h-1 ) = 0, donc pour tout
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l —-—
2 (mho +2 W40 ,) =0 @)
. h~2 . h-1 . . h-2
En fait, lorsque rh+2 ., sis 27 -1 1i.e. r it 2 2 ,
la prop. 4.2.4.2, qui donne
2m—h+1+qh_l 2h—2 ) 2m-h+l+qh_] 2 o
“h-1° = “h-1 ’
m, i
montre que (1) se réduit & 2 lwhc = 0.

o g . . . m
Considérons maintenant les espaces lenticulaires (d'ordre 2 ) dont la

dimension est telle que n = 1 (mod 4) i.e. ceux pour lesquels ho = 2.

m—h+qh r,
Pour 3 < h £ 8, la prop. 4.2.7.2. montre que 2 w0 " est &gal 3
m-h+2+q m~h+1+q
-2 h-2 ou =2 h=ly sel e r =r £ r
“p-2 oY h-1 Om QUE T T Ther 0% T T The
Dans le premier cas, pour h =3 (alors ry = 2 = r4) on a
) m-3+q r .
2 3w3o 3. -2" 1+n0 =0 . (prop 4.1.3),

ce qui, par application réitérée de 4.2.7.1, conduit &

m—h+q T

2 hwho ho O pour 3 ¢ h < 6.
Dans 1'autre cas (r3=2, r4=6), on a

-3+ -2+
2m ’ q3w 0r3 + 2m ? qzw =0
3 2 ?
m—2+q2
mais comme 2 w,0 = 0 (prop. 4.2.2), il s'ensuit pour 3 < h ¢ &
2m—h+qh i o .
w oo = pour i > r.
D'ol le théoréme :
Théoréme 4.3.2.
Pour n =1 (mod &) Gi = Z o (1 £ 1 < s) est engendné pan wh(i—zh_l)
i

2
ok h etant L'unique entiern tel que o1 1< zh, La pamille

(o () ey ) de KO(LM(2™) est définie pan
Ogksg2 -1 1g<hg$
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* w](o) = wl =0
wz + 2 g pour k = 0,
. wz(k) =
\wzo pouwr k =1 ;
rpour 3she6: w0 =40 pown O ckg2 -1, 86 n= 1 (mod B) ;
whok pour O sk g r,~1 ou r +l gkg 1y,
w, (k) =
o, T -
“po ot 2 -1° pour k =1,
44 n =5 (mod 8).

. Soit maintenant 3 < ho < 6 (alors n

h -2
2 © mrh°+l+qho_]

+
m—h0 qh0 )

h
o

2 -2

m*ho+1+qho_]

U ylop 172 & 49 = 0,
o o 0

3 (mod 4)) : comme 4.2.8 implique

il s'ensuit (prop 4.2.9) 2 Wy ooy = 0, et donc
o
m—h+qh
2 wh =0 pour 3<hc¢g ho'
Mais alors (prop. 4.2.7.2)
m—h+q T
h h _
2 w, O =0 pour ho <h 3§
Autrement dit
Théoréme 4.3.3.
Pour n = 3 (mod 4) mais tel que 3 < h <86, G =£& o es engendri pan
. .h-1 . , . ) 2' h-1 ., .n
w (=27 "y oit, h &tant £'unique entier tel que 2 si<2 , La
famclle  ((uw, (k) by ) est déginie pan
osk<2™ -1 1<hss
* 00 =w =0 g :
q,*1
(w2+2 o pour k = 0,
|
uy(k) = i
w)o pour k =1 ;
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1Za
(e

pouwr 3 < h

wp (k) = whok pour 0 < k ¢ 28711,

Lorsque ho = 3, le raisonnement précédent est en défaut car la proposition

4.2.9 ne s'applique plus ; néanmoins & l'aide des prop. 4.2.7 et 4.2.8, nous

avons

Théoréme 4.3.4.

~1

Pour n = 3 (mod 8), G, est engendré pan wh(i—zh ) (h étant £L'unique

h-1

ention tek que 27! < i < 2") od La famille ((w (k) | ) est
Ogkg2 -1 1ghgé
alnsd dégindie :
. w](O) =W =0
q,+1

w2+2 o pourt k = 0,
- wz(k) =

Wy pour k =1 ;

k h-1 .
"powr 3 shsg 6w (k) = wo  pour O<ks2 -l sauf 44 k = r, auquel
r 14q -q r
_ h h-1"%h h-1
cas wh(rh) = who + 2 wh_lo .
Remarques.

4.

d'

. Le théoréme précédent ne vaut que pour &8 > 3 (cf. prop. 4.2.8).

. Lorsque n est tel que 1 < n < 2m, on a évidemment & = 2 et dans ces

2"}
conditions la structure additive de KU(Ln(Zm)) est entiérement déterminée

pour n = ZQ—a oi 2 < a ¢ 2‘2’_1 (122).

. Dans les paragraphes 4.2 et 4.3 un certain nombre de résultats peuvent &tre

- . . m .  een
étendus aux espaces lenticulaires d'ordre p ol p premier et différent

de 2.

AV}
4. Structune de KU(L™(8)).

En ce qui concerne les espaces lenticulaires d'ordre 8, il nous suffira

examiner ceuxpour lesquels n = 4u+3 avec u > 1 comme cela résulte

clairement du paragraphe précédent.
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I1 est clair que dans z[o] on peut exhiber deux polyndmes .A1 et Bl pour

lesquels
2" = Al(o).cn+l + Bléo) . [(0+1)2~1] (D
avec doB1 = n—-1, il suffit en effet de prendre
n-1 . .
A0) = -1, B,(o) = iZO (-nt 2t (2)

En posant n = 2q+1, cherchons maintenant dans z[c] deux polynOmes A2 et

B2 avec dOB2 = n-1 et tels que
29(c%+20) + 2% = Az(c).on*‘ + Bz(o).[(o+1)4-1] (3)
Moyennant (1), cela &quivaut 34 trouver Ay, B, et U, dans Z[o] tels que
- A,(0) = A (0) + (0+2)U,(0) (4)
By (0)42% = (6%42042) B,(0) + U,(0) 0" (5.

Pour O < p € n-1, la p-iéme dérivée de (5) en ¢ = 0 nous donne

_ o0~} q-1 1 = (_1\P ,0~2-p -

b =2 + 207, bp+bp_1+ 'z'bp—z -n* 2 pour 1 5 p g n-l
n-1

(on convient que b-l = 0) en posant BZ(O) = z bpop. En explicitant les
p=0

termes de la suite (bp) Opgn-1? DOUS obtenons

,4(uk)+1 k ,2(uk)

b4k = + (1) pour 0 g k g u,
buay = 2T b eI 2R kel 2G0T ok g,
LA AL (‘l)k-22(u—k)—] + (-l)k.Zz‘(q—k)“l pour O < k € u,
b - )= i 2(q-k)=2 bour 0% K < wel. L

L'examen de ces nombres montre que non seulement ils sont entiers mais tous

divisibles par 4 sauf : b, = bn—-3 qui est toufouns impain, et

4y Phu-2

biusy SO pairns, et byus2 = Ppei qui est pain ou Ampairn selon que u
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est Ampain ou pair.

La détermination de A2 est ensuite immédiate :

2
AZ(U) ==-1- 2(bn_2+2bn_l) - (bn_2+4bn_l)c b 10

En poursuivant le processus précédent, nous avons

Lemme 4.4.1.

Soit n = 3 (mod 4) tel que n # 3, alors il existe A3, B3 € Z[c] tels que

8
2%, + 2%u, + -D% 2% = A(0).6™ + B_(0). [(o+1) 1]

avec do.33 = n—-1.

Démonstration.

En se limitant au cas ol u e4f pain, de la méme fagon qu'on a déduit

(4) - (5) & partir de (3), on voit que le probléme &quivaut & chercher A3,

B3 et U3 dans z[o] tels que
3,2
{'A3(0) = A2(0) + UB(G).(O +40°+60+4)

B,(0) + 2% = [(o+l)4+]].B3(o) + U3(0).on.

n—-1 :
En posant B3(0) = 2 8 op, tout revient donc 3 montrer que la suite

p=0
(Bp)oSpSn—l définie par

B = 2n—3 + 2q—2 + 2u—l
o

=28 + 4 + 6

bp Bp B B

+ 4B + Bp_4 pour 1 < p < n-l, (6)

p-l p-2 p-3

oi il est convenu que Bi =0 pour i < 0, prend ses valeurs dans 2Z.

I1 est facile de voir d'une part que

B, = —(27 24304 5,9971 5072, 5y,

»

_ 2n—1+2n—3+2n-5+2q-1+2q—2+2q-3+2u-1

14

01, m3, ,nmb_

By == 2n—6+2u

H
et d'autre part que v(bp) 23 pour O < p g 4u-5. Comme V(Bo) > 1 et

v(Sl) 2 2, supposons donc que pour O g i < p, o 1 ¢ p g 4u-5, on ait

V(Bi) 21 pour i pair et V(Bi) > 2 pour i impair (7)
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et examinons Bp : de (7) et des propriétés de bp, (6) nous donne

1 -
BP + Bp—Z + E-BP_A = 0 (mod 4). (8)

lorsque p est impair, il s'ensuit Bp = - % Bp-4 (mod 4) et par itération

- 1,k .
BP = (=3 Bp—Ak (mod 4), ainsi

1 —
. pour p = 4vtl (0 £ v € u-2) : B, = (- %)V B, = DYV 2 0 (mod 4),
» pour p = 4v+3 (0 g v g u-2) : Bp = (- %)V 83 = (-I)VZU--v =0 (mod 4).
Lorsque p est pair, (8) montre que Bp = —-% Bp-4 (mod 2) et alors
...1_

«+ pour p = 4v (lgvgu~2) : Bp = (- %Qv Bo = (--1)V VTV = (mod 2),
+ pour p = 4v+2 (Ogvgu~2) : Bp = (- %)V 82 = (—1)v zu-]—v = 0 (mod 2).

I1 ne nous reste donc plus qu'd considérer les Bp pour lesquels 4u-4<pgébu+?,

De ce qui précéde on a exactement

VBus) = V(Bhyp) = V() =2 V(B ) T V(Byug) = L

autrement dit il s'ensuit (utiliser (6)) : les Bp restants sont entiers

et méme

* Bhu-s4 Ot BQu-Z' sont impairs,

* BAu—3 et B4u-l sont pairs, ; »

. B4u est pair ou impair selon que u est congru ou non a —ﬁ3%£—~ (mod 2),
Bou-

. B4u+1 est impair ou pair selon que u est congru ou non & 4; 3 (mod 2).

De plus, il ressort de la construction de B3 (comme elle est donnée par (6))
que, pour u Ampair, le seul changement 3 apporter 3 toutes les conclusions

précédentes est que B =8

n! 1 1 -1
fus = Boey n'esT pas entier mals de La fonme 7 *o

ol o € Z.

Ainsi, pour u impair, on peut écrire

2%03+2%,42% = 43(0) 0™ 4B, (0) [(0+1)8-1] (9)

ol doB3 = n-1 (donc doA3 = 6), les polyndmes A3 et B3 gtant tels que

tous leurs coefficients sont entiers sauf leurs coefficients dominants qui

sont respectivement “Bp-1 €t B = —-% + o. En &crivant (9) de la maniére
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2% +2qw2+2“o ( 2 a0 —s 6)0“*‘ + ( Z Bo +s )[(o+1)8—1] =

3 i=0 i=0

5 . 7 .
=[] a0+ )8 (§)01-2].0n+1 + 88 lo + ( z B0 1. [(o+l)8~1] ,
i=o © i=2 i e =0

nous avons dand Z[o]

u

2%y + 2%, + 2% = 88 _ 0" (mod ™1, (o+1)8o15),

W3 2

. s 43 meie
Comme : B =~ % +a (0 € Z), 230n =0 et 21+2.on a2t 30“ - pour
N ‘

0 < isn-2 (prop. 4.1.3) dans KU(Ln(S)), il s'ensuit

n n n n n+l
+2 g = 4o +800 = -4o = +2 "o,

u q
+2%w

2 g 2

d'oli le résultat annoncé pour u impair.

Nous en déduisons (cf. §.4.1 et 4.2)

Théoréme 4.4.2.

Pour n = 4u+tl3 27, on a

n 2 4
RO(L™(®) =2 , o0 @, )"0 @ ),
2 2 2
chacun des facteuns étant respectivement engendré par
2u+2 +1 3 +3 + 3u+4 -
a, w2+2 v 105 W0, w3+2u +( 1)“2 v o, m30+2u ! w,O o+2 a,

LUO'2 twc3
3 e 3 ¢

. ,
4.5. KO-théornie des espaces Lenticulaires d'orndre 8.

N m, '

Avec KU(Ln(S)) = @ Gi ol IGiI =2 1, on appelera X, le générateur
i=1

(mis en évidence dans les paragraphes précédents) du i-iéme groupe cyclique

Gi' Si Gi = 0, on vonviendra que x, = 0. A 1'aide de la prop. 3,1.4, on

v
obtient dans KU(Ln(S)) les relations suivantes

cr(0) = 20+w,+w, 0+w, +3w,0+3W 02+w 63

2 2 3773 3 3

2
cr(wz) 2w2+w3+2w30+w30 ,
3

cr(mzc) = 4m2 2w3 6m30 5w3c mso ,

cr(w3) = = 2¢(K),

2w3
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cr(m30) = -4w3-4w3o—6w302—2w303,

2 2 3
cr(m3o ) 12w3+16w3o+24w30 +8w30 s

clkro) = cr(w30),

N —

qui seront constamment utilisées dans la suite.

1. Cas oi. n =2 ou 3 (mod 4).

. Y]
. 1a n ez .
Posons n = 4u+3 et considérons dans KU(L (8)) 1les &léments suivants

2u+2

t, = cr(x]) = cr(o), t, = cr(xz) = c(rw2+2 LT0),
t3 = c(n+2 JTW +( l)u23u+2 o), t4 = ¢c(k. ro+2u * rwz.r0+23u+4.ro).
v
Dans la base (xi)1<i<7 de KU(Ln(S)) (comme Z-module), ils s'écrivent
t] - (2_22u+2+23u+3+( l)u23u+3 3, 23u+4)x] + (]_2u+]) + (1-3. 2u+1) x, +
) + x4 + 3x5 + 3x6 + x7,
£ = (2 3u+3 —(- 1)u23u+3 3u+5_ 4u+4) + (2_2u+1)x - 2u+2x +x o+
2 2 3 4
+ 2x5 + Xes
¢ = (24u+3 (- 1)u24u+3) _ 22u+1x rx,,
3 * 4
= (p3ut5, u,3u+s _ out2 ut2 _ - _
t4 = (2 +(~1) 2 )x X, 2 X, + 2 Xg 2x4 2x5 3x6 Koo
Vu le théoréme 4.4.2, cela signifie que tstysty, et t, ont nespectivement
ZAU+4, 22u+l, 2% et 2¢ pour ordre. D'un autre c6té, ils sont linéairement

indépendants : en effet supposons que At 1+)\2t2+)\3t3+)\4t4 = 0, alors on doit
avoir simultanément -

2u+2+23u+3 u,3u+3 3u+4 3u+3 u, 3u+3_ 3u+5 4u+4

(2-2 (-1) %2793, 2 M+ (27 (=% A, +
+ (24u+3 (- 1)uz4u+3)>\3 + (23u+5 3u+4+( ])u23u+4 3u+5) 4 z 6 (mod 24u+5) ()
(1—2“"‘”1 + (2-2%F1y . 22“”A3 - 2“*2x4 E (2)
u+l u+2 +2 (mod 220+2)
(1-3.2%7Ha - 2975, 4 24 A, =0 (3)
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- = \ . 3

A+ A, + A 2x4 =0 (4

3, +2x, - 2\, =0 (5)
1 2 4 f (mod 2“)

3A] A, - 3A4 =0 (6)

A\ = A, =0 ) (N

3u

(1) montre que Al = 0 (mod 2 +3), (7) donne alors A4 = 0 (mod 2%) ; par

(4) - (6) il s'ensuit A3 = 0 (mod 2%). Dans ces conditions (2) donne

A, £ 0 (mod 22u+]) et par conséquent (1) entraine A. = O (mod 24U+4)-

2 1
. N 4u+3
Autrement dit, dans KU(L ) (tl’tz’t3’t4) engendre le sous-groupe

G =2 @z ez oz .
24u+4 22u+l U ol
Théoréme 4.5.1.
n,
ko***3(8)) = 2 burs ®Z gue @92, 02
2 24U 24 24

ol chaque facteur est respectivement engendré par

2u+2 _ u u _3u+2 _
Y| = 0 ¥, =vrw2 + 2 X0, y =K + 2 ry, * (-1) .2 ‘X0, Y, T k.r(g).
n 3 :
Lonsque u =0, on a KO(L(8)) =& 4<0 zz avec ro el rw, + 4ro comme
2
générateuns.
Démonstration.

4u+3 3 4u+3

n
y > oLt

n
(th. 3.4.2) |Ro(L*"*3

Soit ¢ : KO(L )| 2 |Im ¢| 2 |6] ; mais

4u+3

"
), alors |KO(L

8u+5

V)
8)| =2 = |G|, donc Imc = G = RO(L " °).

Le fait que l'on ait pris Y, = K.ro  comme générateur au lieu de

u+l] 3u+4
2 r

yz = K.ro + +Twy - To+2 .10

vient de ce que

U+1w -ZU+lw 0—3.2uw 02—2uw 03 = 0

u u-1
c(2 krg) = 2 cr(w3o) = =2 3 3 3 3

(prop. 4.2.4) i.e. 2%ro =0 puisque c¢ est injectif !

Corollaire 4.5.2.

n AV}
L'homomorphisme de Bott c : KO(Ln(S)) - KU(Ln(B)) est un monomorphisme

lorsque n = 3 (mod 4).
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. . . 4u+2 4u+3 . . . .
Comme 1'inclusion canonique L e 1 induit un-isomorphisme

4u+3. v 4u+2

KO(L ) — KO(L ) (prop. 3.4.5), nous avons aussi

Théoréme 4.5.3.

4u+2

KO(L*"*2(8)) = 224u+4 ez, . 8z oL

2 2 2

ol chaque factewr est respectivement engendr par y ,y,,y, et y, (deginis

plus haut).

2. Cas ofi n = 1 (mod 4).

Le théoréme 4.3.2 montre que

4u+] . 2 2 2
KU(L (8)) = & hu+3 e (7 2u+1) & (Z u) 6 (Z u_])
2 2 2 2
avec
L Lo2ut . . _ 2 ,3u*3
X, = 0, x2 = 2+2 05 Xg T Wy0 , X, = Way X T Wa0 5 Xp = W0 +2 .0,
Xy = Wa0 e
Ainsi les &lé&ments suivants
- - =A _ _n3ut2
tl =cr, t2 = Cr X,, t3 = c(g) = Wy = Xy, t4 = ¢(k.ro-2 .10),
de KU(L4u l) s'écrivent dans la base (x.)
’ i’ rgig?
— (o_o2utl_, ,3u+3
t, = (2-2 3.2 )x1 + x, + X, *x, + 3x5 + 3x6 + Xgs
_ _(n3ut3  4u+2
t2 (2 +2 )x] + 2x2 + X, + 2x5 + Xg»
_ _ ,3u+4 - - _ _
t3 =%, t4 = 2 X, 2x4 2x5 3x6 Xg.

Alors, en procédant comme tout & l'heure, il est facile de vérifier que

engendre le sous—groupe

i 1gig4
H=2 3 A 6z (- A
4 -
2 u+2 22u U oY 1
4u+] ' ~y - . ' . . 4u+1
de RU(L ). D'un autre cOté on sait que l'inclusion canonique de L
dans L4u+2 induit un épimorphisme de KO(L4u+2) sur KO(L4u ‘) (prop. 3.4.5
4u+]

et £. 3.4.7), autrement dit : KO(L ) est additivement engendré par ra,
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n
Tw,, TWw,.ro, K et K.rd, de plus les relations de KO(LQU+2) valent aussi
ALY A e
dans KO(L ). Plus précisément on y a (cf. th. 4.5.3)
+

24u%h 15 = 0, 22“+’.rw2 #2893 15 20, 2% + 22u.rw2 s (=195 2o,
2%.r0 = 0.

2 + -
Comme 2 u.t2 = 0, on en déduit 22u.rt2 =0 = 22u+1.rw2 + 24u 2.ro = 0, d'ol
24u+2.ro =0 et ZZU+].rw2 = 0. De méme on a 2°.Kk+ 22u.rw2 =0 et

Zu-lrwBro = 0. Posons donc

M = ro, y2 = 1’0.)2, Y3 = K+2u.rw2, Ya = 'rw3'r0 s

engendre un groupe dont 1'ordre est au maximum &gal 3
4u+l 8u+2

alors (yi)ISiszl'
- v
JAur2+2utl+utu=1 _ 28u+2’ comme |KO(L , i1 s'ensuit

(8| =2

Théoréme 4.5.4.

@ ez ez

z22u+] u u-1]

. Vo 4u+l
KoL (8)) = & s
2 2

2
oll chaque facteur est rnespectivement engendr? par

- = u =
¥y, = ¥o, Yy = TWy, y3 K+2 Ty Y, TWq. 1.

N
Lorsque u = 0, KO(L](S)) = Zz @ ZZ avee ro et « comme géndnateunrs.

En ce qui concerne l'homomorphisme ¢ dans le cas présent : d'une part
la construction de H montre clairement que H C Im c, d'autre part pour

n
v € KO(L4u+](8)), solit y = A vyt Azyz + A3y3 + A4y4, on obtient

1

_ _»2u+l . 3u+l 3u+3 u
c(y) = (A,-2 Ay=2 g2 A€+, 42 A3)t2+>\3t3+zx4t4

i.e. ImcCH et par conséquent Im c ~ H. Nous avons donc

Proposition 4.5.5.

Pour n = 4u+! avec u > 0 ; Ker c = zz et il est engendré par

22u(rw2+ZZU+].ro).

3. Cas 0l n = 0 (mod 4).

Considérons le diagramme commutatif suivant :
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n v ] N N
. > ko(s®U2y Bl wofutly o gontYy - ro!(s®Ut?y o
Co C] C2
n *  q Y A,
> kus®™?) B ottty 2 kot - ks S

ol les lignes sont exactes et les fléches verticales les homomorphismes de com-

! ! . .
plexification. Nous savons que o  (resp. B ) est un &pimorphisme (resp. un

8u+2 8u+2

) Y .
monomorphisme) (cf. £. 3.4.6). Comme ﬁb(s ) = lz et KU(S y =2 il

! !
est clair que c, = 0, aussi c]B' = 0 et par conséquent Ker o° = 22 C Ker ¢ ¢

AR}
mais (prop. 4.5.5 et cor. 3.4.9) Ker c, = Zz, il en découle dans KO(L u)

la relation

22“.(rw2+22“+‘.ro) = o.

1 n,
D'un autre cSté, o  &tant surjectif, il est clair que KO(Lau) est engendré
par o, - Tu,, K+2u.rw2 et TWw,. Y0 (th. 4.5.4). De cette derniére remarque,
v
de la relation ci-dessus et du fait que ]KO(L4u(8))| = ZBU+] (th. 3.4.2),

il résulte

Théoréme 4.5.6.

Ny
RKO(L " (8)) = Z hus L 5,02 @2

2 2 2 pu-!
ol chaque facteur est nespectivement engendrd par

2u+1

. - - u =
Yy =0, v, rw2+2 X0, Yq K+2 .rw Y, = Twg.ro.

2’

v o v Vo
Lonsque u =0, KO(L(8)) <= KO(S') (cf. con. 3.4.9).

Corollaire 4.5.7.

"
Pour u # O, KO(Lgu(S)) = 7 @z 2u 3 u 0z u-] &vec pour générateurs

Qhutl 2 2

yl = rg, y2 = rwz, y3 = K, y4 = rw3.ro.

s . N bu al N 4u !
Ainsi dans la suite exacte 0 +—Zz + KO(L "(8)) —— KO(L 0(8)) - 0, Ker a

4u+]

est engendré par 2 YO,
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n
4.6. Structwie multiplicative de KO(L™(8)).

NN - <
Les résultats du § 4.5 montremt que KO(L (8)) est additivement engendré
engendré par ro, rw,, K et K.r0 ou TWw,.ro. Les calculs préliminaires

de ce méme paragraphe permettent de voir que

c((x0)?) = e(ruy=4ro), e((run?) = elrug-bru), c(’) = =e(20) = =c(rw,),

c(K(ro)z) = —c(2x+2k.r0), c(Kz.rc) = ~-c(2k.ro), c((Krc)z) = c(4k+bkro),
c(Krorwz) = =-c(2«kro), c(rwzro) = c(Kro+2K—2rw2), c(Krwz) = —c(rw3).
= = = = : = 4
Posons, a, r, a, tw,, a5 =K et a, = Kro lorsque n = 3 (mod 4)

nous avons vu que ¢ est un monomorphisme (cor. 4.5.2), alors la table de

multiplication suivante

a, a, a, a,
-4a]+a2 —2a2+2a3+a4 a4 —2a3-2a4
a2 —2a2+2a3+a4 —4a2+2a3 -233 .—2a4
| —9a - -
a3 a4 2a3 233 2a4
a4 -2a_ - -2a -2 4a_+4a
ay~2a, 4 2 33,

4“+3(8)).

décrit entidrement la structure multiplicative dans tout anneau KO(L

En fait, plus généralement

Théoréme 4.6.1.

. N
Pour tout n 3 3, La structure mubtiplicative de KO(L™(8)) est donnie pan

La tablfe précédente.

. . . + . .
En effet, comme toutes les inclusions canoniques L L” ! induisent des
o . o on+l ~oon . .
épimorphismes KO(L" ') > KO(L") (cf. §.3.4), les relations ci-dessus valent

s
aussi dans KO(L™).

v}
La connaissance détaillée que nous avons maintenant de KO(Ln(S)) va

nous permettre d'améliorer la proposition 3.4.10 pour les espaces lenticulaires
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d'ordre 8.

Pour tout i 2 1, écrivons

i
(ro)" = la1 + Azaz + A3a3 + A4 4°

i+1 P
En calculant (ro) au moyen de la table précédente, nous obtenons

i+l i i+l _ i 01 i+l 01,00 i+l_1
A] = -4%1, Az = A] 2A2, A3 2A2 2A4, k4 2+A ZAA .

De ces relations de récurrence, nous déduisons notamment que

i-1,2(i-1)

. . D 9i-3 i-2
A= DY s Ay = CDTETTTTY,
251(_4 My pour 1 = 4k+1,
—25k-2uk pour 1 = 4k+2,
Ai = {
3 (- 1)k22k 25kuk pour i = 4k+3,
(—1)k3.22k+] - 25k+2uk pour i = 4k+4,
\

13 o3k ., k+] _ 1 .
avec M = ) (277+(-1) ) pour tout k = O, [uo 0 et 3 uk est entier
pour k 2 1 car 23k = (9—1)k = (—l)k (mod 9)].

Pour n =4u (u > 1), le th. 4.5.6 montre que ro a pour ordre ZAU+2, d'ot
24u+4-21( ) = (- 1)1 1 4u+2 - 0.

En faisant de méme pour les autres cas, nous obtenons (comparer avec 3.4.10).

Proposition 4.6.2.

. Y o
. L'ordre de (ro)* est 2% 3-21 ou 2n+4 2i selon que n est impair ou pair.

. nq .
2. L'ordre de k' et 22+[ ]—l .

5. B2 20 et (o) 312 - 0.

- i, i .
Le résultat pour k~ vient de ce que : = (- l)l Ipi= lK pour tout 1i > 1.

(cf. table).

Remargue.

On aura noté& que dans toute cette &tude des lenticulaires d'ordre 8 le fait

essentiel est 1'injectivité de l'homomorphisme de complexification lorsque

n = 3 (mod 4) : cela ne me semble pas fortuit et il est probable qu'il en soit

ainsi pour les espaces lenticulaires d'ordre 2". C'est d'ailleurs le cas pour

les espaces projectifs réels [] ] et les espaces LAU+3(4) ([34], p. 262).
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CHAPITRE V
Qm-FORMES SPHERIQUES

Dans tout ce chapitre m dé&signe un entier sup&rieur ou égal d 2.

5.1. Le groupe quaternionique géndralisé Q.

Le groupe quaternionique généralisé Qm est le groupe de présentation

2l -1 -
X =y, yxy =x .

La seconde relation impliquant yx y =X , on en déduit

] m+1

Qm a pour ordre 2 et chacun de ses éléments u peut se mettre, de

. s . ab m
maniére unique, sous la forme u=xy avec Ogacg 2=-1, b=20,1. Les

classes de conjugaison de Qm sont

— + -~
c, = {xzaylo < ag?2® ]—l}, c, = { 2a+1 |0 < a < 2" 1—l} ,
Co4p = {xg,x;ii avec 0 € a g 2mrl.
Le centre de QIn est Z(Qm) = {1,x } qui est isomorphe 3 Zz 3 X engen-

dre un groupe cyclique d'ordre 2" et y un groupe cyclique d'ordre 4. Le
sous—groupe des commutateurs de Qm est [Qm,QHJ = {l,xz}, il est donc
isomorphe au groupe cyclique d'ordre 2m?].

En considérant la sphére unité 83 comme groupe (multiplicatif) des quater—

nions réels de norme 1, autrement dit S3 = Sp(1), Qm s'identifie au sous-

groupe de S3 engendré par

i1l .
z = exp( ;_!) et j,
2

a8 1'aide de la correspondance x+ g, y+r j.
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Le groupe Qm/[bm,Qm] ayant pour ordre 4, il y a quatre représentations
unitaires irréductibles de degré 1 (prop. 1.2.2. (iii)), & savoir Eo’ El’ 52

et £3 définies par

go(x) =1, EO(Y) =13 E](x) =1, gl(Y) =~13
() = -1, £,(y) =15 &) =-1, £(y) =-1.
Qm ayant 2m?]+3 classes de conjugaison, il y a Zm_l—l autres représenta-

tions unitaires irréductibles : elles sont de degré 2 (cf. prop. 1.2.2) et

sont données par

r 0 0 -°
gr+3(x) = s gr+3(Y) =
0 a 1 0
oi 1 € r g 2m—]_]
Soit x_ 1le caractére de Er, O<srzsg 2m-1+2, la table suivante
c c c O<a<2m—-l
0 1 a+2 =TT
Xo 1 ] 1
Xl -1 -1 1
a
X ] -1 -1
2
X -1 1 -n?
3
X3 o 0 Cra N C—ra
]SrsZmﬁl-l

montre que les représentations considérées ne sont pas &quivalentes (prop. 1.2.1)

et permet d'obtenir la structure multiplicative de RU(Qm) d 1'aide du produit

tensoriel des caractéres. Ainsi

Proposition 5.1.1. (cf. [17])

RU(Qm), en tant que groupe, est le groupe abélien libre engendré par

3 sa structure multiplicative est donnée par




_93—
-1, 2=e2 =, gE =E, EE =, £ =
8= h g1 Tk T e 1°2 ~ ~3?° 174 4> 7274 m- 1 ’
2 +2

1 + El + 52 + 53 pour m = 2,
2
64 =

1+ El + 55 pour m > 3,
Ergs = Esgr pour O < r,s € 2m_1+2,
£4£r = gr+l + gr—l pour 5 g r g 2m—1+] (quand m = 3),

5.2. Les fonmes spéhriques associies & Q,°

I1 est clair que EO,EI,EZ et 53 ne sont pas des représentations sans
point fixe de Qm, en fait ([67]p. 171-172) les seules représentations uni~

taires irré@ductibles sans point fixe de Qm sont les Er+3 oi r=1,3,5,...
m—1

2" -1. 11 s'ensuit que les seules sphéres sur lesquelles Qm opére librement

S4n+3

sont les sphéres (n 2 0), 1'action se faisant alors au moyen d'une repré-

sentation virtuelle p de la forme

r = 1,3,5,...,2m?1—]} pour 1 < i < s.

s
N oo .
ot z n, =n+l et p. € {£r+3|

Définition 5.2.1.

Soient (ri)lsign+l n+l entiers -non nécessairement distincts- de
{],3,5,...,2m?l—1} et p; = Er.+3’ alors Nn(m ; r],rz,...,rn+l) est 1an+l
meforme sphérique généralisée lS4n+3/Qm od Qm opére au moyen de p = ,X] Qs+
Lorsque tous les r, sont égaux 3 un méme nombre r, on écrit Nn(m;r) ;our
Nn(m 3 T,T,...,r) ; enfin, pour r = 1, la forme Nn(m;l), notée Nn(m), est
appelée Qm—forme sphérique ordinaire.
Remarques.

1. Nn(m;r) correspond aux formes notées Q;+l par D. Pitt [51], Nn(Z) a

celles notées Xn+1 par J.M, Braemer ﬂ(i. Les notations adoptées ci~dessus

nous ont &té inspirées par celles de K. Fujii [17] et R.H. Szczarba [60].
2. On pourra toujours supposer que les n+l nombres r. sont tels que

l gr, £ € ...5%T .
D T S Tn+l




- 94 -

3. I1 n'y a qu'une seule forme sphérique associée & Q2 car 54 est la seule
représentation unitaire irréductible de degré 2 de Q2 (elle est évidem~

ment sans point fixe).

Les Qm—formes sphériques possédent une structure de C.W. complexe fini

[17]) donnée par

41+1 o~ 41+2
4i-1 2™ 44 :i::><::::; ‘K\\\\\ 41+3
e —— e
41+1 0 41+2
. k+l a k s e ' . . '
avec 1< mn, e ——r e signifiant que l'application d'attachement cellu-

laire est de degré a.

Enfin, on sait que Qm a pour groupes de cohomologie entiére [Il , p.253]

o 2k+1
B(Q,2) =2z ,. B (Q,2) =
4k _ k+2
H (Qm,Z) = sz+1 pour k # 0, (Q L) = Z ] 22
aussi (L. 1.4.1) s'ensuit—~il
Proposition 5.2.2.
1. L . . 4n+3
. Les groupes de cohomologie entiére de § /Qm sont
( z pour k = 0 et k = 4n+3,
z pour k = O (mod 4) et O<k<é4n+3
k b4
H (S4n+3/Qm’Z) ~ ﬁ 2m+1
22 @ Z2 pour k = 2 (mod 4) et O<k<4n+3,
.\ O ailleurs.

2. Les groupes de cohomologie modulo 2 sont

( z, pour k = 0 ou 3 (mod 4) et Ogks4n+3,
4n+3
H ( /Q Z,) = T 82 2] Zz pour k = 1 ou 2 (mod 4) et O<k<4n+3.
. O ailleurs
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5.3. Etude de KU (m ; T aEyseensT 1))

D'aprés la proposition 1.4.8 décrire KU(Nn(m ; r],rz,...,rn+1)) revient
n+l
a calculer ¢ avec p = ~Z Sr +3 3 pour 1 £ j € n+l nous avons
i=1 i
i , n+l Z J1 j2 jn+1
Mo =n() & )= Al en‘e .@... 8 AT .
io +3 P o rl-B r2+3 rn+]+3
=l NPREVAARARE VS It

est, pour chaque 1 g i ¢ n+l, une représentation unitaire de

< <

Puisque Eri+3

degré 2, il vient

r 1 si ji = 0,
3 r.+3 si j; =1,
A ig - ‘ i
Ti+3 det(z ..) si j. =2
r.+3 i ’
g 0 si ji > 2 3
mais compte tenu de la définition de Er.+3’ on a det(Er'+3) = Eo = 1.
Nous obtenons donc
n+l . . n+l v
I enddo = mo2-g_ L) (N
j=0 i=1 i

autrement dit

Théoréme 5.3.1.

L'anneau KU(Nn(m 3T sTyse .,rn_”)) est isomonphe 4 L£'anneau

n+l
RU(Qm)/< Rl (Z*Er‘+3) >.
i=1 1
L'homomorphisme naturel d'anneaux RU(Qm) -2, KU(Nn(m H rl,rz,...,rn+‘))

étant surjectif, il est clair (d'apré&s 5.1.1) que la structure multiplicative

n s - - L4 - - -
de KU(N (m ; r,T sT_..)) est entiérement déterminéde par les éléments

PIEEE

£, = 1, Els £, et 54 (avec les habituels abus de notations). Plus précisé-

n+!

ment, posons

a = El‘l, B = 62-1, Yy = €]+€2+€3—3 et Gr = £r+3—2 avec 1 £ r g

n
alors RU(Qm) est additivement engendré& par asB,y et Gr’ sa structure mul-

timplicative est donnée par les relations
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o” = 20, 62 = ~-28, Yy = aBf + 20 + 28,
adl = =20, 66] = =28 + § .- 6],
27 =1
—46] + pour m = 2,
6 = (@
l -
—46] + 62 + o pour m = 3,
§ =686 + 2y, +28 - 8§ pour 2 £ r € 2m—1~2.
r+l 1 r 1 r r-1 h
Ainsi
Proposition 5.3.2.
" . -
1. Ko(“(m 3 rl,rz,...,rn+])) est, en tant que groupe, additivement engendré
par a,B,y et (&) _ .
r lsrsZm ]—1

r . .)) est multiplicativement engendré par

4V
n
2. L'anneau KU(N (m ; T sTgseeesT )

a,B et 6].

D'un autre cOté, en appliquant la prop. 1.4.2, nous obtenons

Proposition 5.3.3.

nooon
|KU(N (m ; T sTpsees

ﬁB—I(Nn(m T ,T r . )) =&
] ], 2""’ n+l *

Nous nous proposons maintenant de comparer, du point de vue de la
KU-théorie, les formes sphériques généralisées et ordinaires. Vue la remarque 3

du §.5.2, nous pouvons supposer m 3 3.

Lemme 5.3.4.
Pour tout 5 g r g 2m_1+2 il existe P e Z[EA] et o eZ tels que

. &, =g, P (5) +a(1+5) ; "

2. d -Pr = r-4 et a, = 0 ou (1) 2 selon que r est pair ou impair ;

I-a .
T

w
g
[a]
~
N
~
]
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Démonstration.

D'aprés 5.1.1., puisque m 3> 3, nous avons

2
54_l+€1+€53

Cpat = B4fp T Epy POUR 5T 820 4l

2 - . = = -
Pour r = 5, nous avons donc ES = 54 - (1+£]) soit P5(£4) = 54, og 1
et P5(2) = ]—a5 : les assertions du lemme sont vraies. Supposons le lemme

vrai jusqu'd r, nous avons

Er+] B E4gr - Er-l B ‘:;4]:&‘-Z&Pr(gl;)-l)r-l(F’l;)“-?'ml.’:| - 0Lr-l(H-EI)’
posons Pr+l(g4) = g4Pr(£4) - Pr_](g4) + Zur, @ pp = "%p_y P ooOm vérifie aisé-
" 0— = -— = i
ment que Pr+1 € z[gé], d Pr+1 r-3, @ 41 € Z avec @ i1 0 si r est
1+[3] =1 . .
impair, @ 4 = (-1 = (-1) si r est pair ; enfin

Pr+l(2) = 2Pr(2) - Pr_](Z) + Zar, soit Pr+1(2) = 2(l—ar) - (lfar_l) + 2ar =

Corollaire 5.3.5.

, m m Ve 1z <
igit In(rl’rZ"'°’rn+l) (resp. In) 1'idéal de RU(Qm) engendré par
n+1 m m
izl (2 gri+3) (resp. (2 g4) ), alors In Cc In (rl,rz,...,rn+1).

I1 en résulte donc (th. 5.3.1, pron. 5.3.3. et cor. 5.3.5)

Théoréme 5.3.6. )

12 existe un isomonphisme canonique d'anneaux de KU(N™(m ; T ,r )

LRRRE L

sun KU(N™(m)).
Comme pour les espaces lenticulaires, il nous suffira désormais de nous limiter

aux meformes sphériques ordinaires.

Nous avons vu (§.5.1) que le générateur x (resp. y) de Qm engendrait
un groupe cyclique d'ordre 2" (resp. 4) dans Qm. Considérons alors les in-

clusions
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définies respectivement par p(X) = x et p'(Y) =y oi X et Y sont

respectivement des générateurs de Z o ot Z4 ; elles induisent des homomor-
’ 2
phismes d'anneaux

* *

o RU(Qm) > RU(sz) et p' RU(Qm) > RU(Z4).

Comme il est bien connu que RU(ZP) = Z[Ap]/< Ag-l > ol Ap est la représen-

tation complexe (de degré 1) canonique définie par

- 2ill
A = =) =
p(1) exp( > ) cp,
nous obtenons pour E]’ Ez et 54 de RU(Qm)
* - * - * - -
p (gl)(l) = El(x) =1, p (52)(1) = EZ(X) =-1, p (54)(1) =7 m + g m
2 2
l* 3 '* - '* - -
ot () =5,y =1, pP () (1) = £,(3) =1, o EPpM) =¢, +2,,

autrement dit

o™ (g}

1 ’ p*(€4) = A + A ’

o*(Ez) = A
= .2 -
o' ¥ (g =g, 0 e = 1, 0'*(g,) =2, + 7,

v
En appelant cp la classe de Ap-l dans KU(L2n+1(p)), les théorémes 2.2.3

et 5.3.1 montrent que pour les homomorphismes

N 4dn+3 Vo 2n+]

o™y, ot xus*™3g ) - kv ),

1} v N
p* KU(S4n+3/Qm) > KU(L
induits par p et p', on a

Proposition 5.3.7.

! 2" ! -
0, e (B) = (o +1) -1, p (&) =0 +o .,
2 2 2

2 ! ! -
(a4+l) -1, o' (B) =0, o' (6]) =0, * Tyt

]

]
- p ()

]

1
p' (@)

L'intérét de la derniére proposition est clair : moyennant les résultats du
ch. IV, elle permet d'obtenir une borne inférieure de 1l'ordre de certains

v +
€léments de KU(S4n 3/Qm).

Pour n = 0, on a néanmoins directement
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Théoréme 5.3.8.

Y
KU(N®(m)) = Z, ® Z,, chacun des facteuns Etant respectivement engendrés par

o et B.

Démonstration.

n
Le th. 5.3.1 montre que dans KU(NO(m)) on a G]
tions (2) & en particulier a2 = -20 =0 et 82 = =28 = 0. En fait o et B

= 0, ce qui réduit les rela-

. Y . . . .

ont pour ordre 2 : si ce n'était pas le cas KU(NO(m)) serait trivial et ceci
v

contredirait la prop. 5.3.3 qui assure que IKU(No(m))I = 4, Le résultat s'en-

sulit aisément.

5.4. R-théonie complexe des Q3—60nmeA spheriques.
Dans RU(Q3) les seules représentations unitaires irréductibles sans

point fixe sont 54 et 56 ; en posant EO =1, a= 51—1, B = 52‘1,

Y = €]+€2+€3—3, §, = 54-2, 8! = a+8, avec S, = E.~2 et &, = 56-2, a 1'aide

1 2 2 2 5 3
(f§%i)
LILLE

de la table de multiplication

g1 ] £, ] & | &y 5, s &
R s £
2054 3 s %4
£q g1 & |1 %6 Eg &4
FA IR - I S [ P E6%E, | £2*E3*Es
S5 ] S5 | 55| G5 || BetE, | I*ErErE | Bty
g | 86 | 54 | B4 | 5p*EsEs E*E, 1+, +Eg
nous déduisons les relations suivantes dans éB(Q3)
2 | 2 2

@ = =20, of =y-2a-28, ay = -4a, B° = -28, By = -48, Y = -4y,
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a8, = =20, B8, = 6,76 -2, Y6, = 26,26 -2y, 6 = §]-45 ,
ady = -ha, BS) = y-20-48, Y6, = ~4a-2y, &8, = —26,+8,=8 ),

652 = y-20-48,, a8, = -2a, B8, =6 ,-6,-28, yb5 = 28 -28,-2y,
8,85 = Y-20+6)-26,-28,, 818, = ~285+8 =6, ag = §)-48,.

Compte tenu du théoréme 5.3.6, il nous suffit d'étudier la KU-théorie

des Q3—formes sphériques ordinaires Nn(3). Nous allons détailler la struc~
’\‘ . - -
ture de groupe de KU(Nn(B)) grace a 5.3.1, 5.3.2 et les relations prece-

dentes. De ¢! = 6?+461 et §8,8! = ~28!+8_-6 nous déduisons

1
2

2 1 2 "3 71
6? + 66? +96 = 64 (1,
comme 5553 = -Zaé+5]-53, (1) devient
- a? + 105? + 345? + 445% + 168, = 0 (2).
D'autre part nous avons aussi
6?+l =0 | (3).
Proposition 5.4.1.
(1) 22i+46?_i =0 ‘pour 0gc1ig n-l,
(ii) 22i+35?’i =1 22i+55?""i pour 0 g i g n-2.
Preuve.
Il est clair que (ii) se dé&duit de (i) en multipliant (2) par 22i+16?—2-i
oi O 5 i g n-2, D'autre part, en multipliant (2) par én-l (n = 1), on voit

1

que (i) est vrai pour i = 0 ; supposons cette assertion vraie jusqu'a io—l
2. n-i -1

. e i
avec 10—1 < n-1 et multiplions (2) par 2 © Gl , nous avons

4+2io n-io 210 n—io+4 2i +1 n-i +3 2i +1 n-1i 42

-2 8, =2 %, +5.2 ° 8 % +17.2 ° 5 % 4
i +2 n-i +1
+1.2 % s °

L'hypoth&se de récurrence montre alors que chaque terme du second membre

est nul.
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-~ . 2
De la méme maniére nous savons que Gé + 465 = y-20, comme

(v-2a)% = ~4(y-20) (%)

il s'ensuit

) ' | } |

2

+

! =
1662 0 (5).

Proposition 5.4.2.

1. Soit n impair, n = 2p+1, alors

22idép+2_i = 0 pour 0 g i g p+l,

22].'6:'21’-‘-1_-i = —22i_26§p+2—i pour 2 < 1i £ p.
2. Soit n pair, =n = 2p, alors

Gép+l =9, 22i+ldép+l—i =0 pour ! £ i g p,

22itlaép'i = 2l pHml g a2 < i< pel.

Preuve.
Soit N > 0, alors déN = (6?+46])N = _go (?) 22i5?N-i ! de la proposition
o i=

précédente, pour n impair (resp. pair) avec N = p+2 (resp. N = p+1) il
s'ensuit clairement 65p+2 =0 (resp. Gép+l = 0). Alors (5) et un raisonnement
par récurrence sur i donnent 22165_1’4'2“i =0 pour O g i < p+l
(resp. 22316 P*17h g Lour 0 < i € p). Enfin, il suffit de multiplier (5)
par 22i_465p—i avec 2 £ i g p (resp. par 221-36£p—i—1 avec 2 < 1 £ p-1)

pour obtenir les autres assertions.

Corollaire 5.4.3.

(i) 2™ ,-0;
(i) 2™ g =0
oy o [3] p-1 n
(iii) 2'24(y-20) = 0, pour n = 2p on a en fait 2 (y=2a) = %2 65 H
(iv) . 0 pour n pair,
izl
2" (8,785 =
i22n+l61 pour n impair.
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Démonstration.

(1) Comme aSl = -2a, il est clair que (-Z)Nu = aé? pour N 2 0 et le
résultat en découle avec N = n+l.

(ii) De méme, en notant que (B-dé)dl = -2(8—65), nous avons

(8-83)8) = (-2)V(8-63) pour Nz 0 ;

alors 2“*1(3—55) - (—1)“*'(3—55)5?*’ =0, d'oa 2™!g = zn+laé =0
(prop. 5.4.2).
(iii) (y—2a)6é = -2(y-20) implique aussi
(-20083" = (-2 (y-20) pour ¥ 3 o0,
soit
N(y-20) = (-1)NaéN(aéz+4aé) pour N 3 0 (6).

Lorsque n = 2p+l (resp. n = 2p) nous savons que

221_26§p-1(652+465) =0 pour 2 i gp (resp.
2i-1_,p=i=1, 2., ., . . , .
2 62 (62 +462) =0 pour 2 g 1i g p-1), 1l'assertion en résulte

aussitOt en faisant i =2 et N = p-2 (resp. N = p-3) dans (6).

Pour n = 2p, nous avons plus précisément

277N (y-20) = (-7 (537" 4aesP),

5Pt g d'une part (prop. 5.4.2.2), et d'autre part (5) multi-

mais 2
pliée par 6ép—2 (ce qui suppose p 2 2) donnent
—o0stP _ c1P*2 1Pl %l B —20a1P - %2l N 3P0y _
208, 85 + 86, + 166, i.e. =206, 166, 2(2765,7 )
= P ,2p-1, P ,2p ., Ny '
= 2(-1)F 2 §) = (~1)7 2758) =+ 278!, d'ot
2 2 2
2P (ym20) = & 2%3.

(iv) L3 encore nous avons (6]-63)65N = (-Z)N(61-63) pour N 2 0, ce qui
avec (1) donne

N N+

_ - 1,N, .3 2 _ _ gy NHI (N+1 (N+1 .
2 ((S1 63) -1 62 (61+661+861) = (-1) (6]62 +262 )
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N+1 - .
puisque g1l o ) {N+l 2215202 *, il s'ensuit
2 . V1 1
i=0 ! L
N N+l Vel [N+1\ |, 21 2N+3-i . 2i+] 2N+2-i
27(8,=85) = (-1) Y ) (27787 277778 ). (N
i=0\ i

Soient n = 2p+l et N = p, alors, par 5.4.1, (7) s'écrit

p+l ! .
2°(8,~8,) = LA (pfl) (-1)1]22n+16] - t22“+l5].
i=1 1

Par contre pour n = 2p et N = p, (7) s'@crivant

p+! . s . s
286 -5 = P! Y (pfl)(2215?+3 by gittgmanly
i=0

la prop. 5.4.1 assure la nullité du second membre.

Afin d'améliorer certains des résultats précédemment obtenus, nous allons

maintenant é&valuer (2—54)n+]

= (—6])n+] dans ﬁﬁ(Q3). Tout d'abord la table
de multiplication dans RU(Q3) montre qu'il existe des entiers relatifs Ap
et ‘Bp (p = 0) tels que

2p+1 _ 2p+2 _ . .

plus précisément ces entiers sont tels que

= <4 =
Ap+l 3Ap Bp ’ Bp+1 Ap+3BP pour p = O,

soit en particulier

Ap+2 - 6Ap+1 + 8A.p =0 pour p =20 (8).

La relation (8) définit par récurrence une suite (Ap)p>0 dont il est bien

connu que

= P P
Ap = u(Al) + v(AZ)

ol Al et Az sont les racines de A2—6A+8

0, u et v &tant déterminés

par les conditions initiales AO =1 et A1

3. De tout ceci, nous obtenons

donc pour tout p = O :

2 - - - -

R O R L ¢ e LA T
£2P*2 o 2P LpP Ty (g ve ) + (22PTVoPT Yy (g se 4y )
4 1 °5 2 °3 °5
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I1 s'ensuit alors

Proposition 5.4.4.

Dans RU(Q3), pour tout N = O, on a

=g 12" e = @2 (g e pvegrae) -2 g re)

+-%[(2-/§)N+‘+(z+/§)N+‘-2N+2](1+gl—g2—53)
+ Zla-mM e (g 8.

Corollaire 5.4.5.

kY
Dans RU(QB), pour tout N = O, on a

(—61)N+] - (22N— )6' + (ZZN -2 L 2)(Y'2G) _ 22N—1(6‘+63) +
+ %?[(2—/§)N+]-(2+/2)N+l](61-63) +
o - slewD™! + -/ (20
Dorénavant, nous poserons
- (2+/§)N+I+(2_/§)N+l , TN - /7[(2—/§)N+)—(2+/7)N+1] :
il est alors facile de vérifier que : V(SN) = 2+[ ] pour tout N > O,

v(TN) = 2+[§J (resp. v(TN) 2 4+[§]) pour N pair (resp. N impair).

Proposition 5.4.6.

Dans ﬁﬁ(Nn(3)), on a

1

(i) 2p—1(y—2m) + 2% Gé + 22n5 = 0 pour n = 2p+l ;

!
(i1) 2P7'(s,-6,) - 2" ls1 4 2% = 0 pour = 2p ;

(iii) 2n+16]:t2nsé = 0 pour tout n.

Démons tration.
n+l Noon
Comme 6] = 0, le cor. 5.4.5 nous donne dans KU(N (3))
2n-1_,n-1, , 2n-2 ,n=2,, _ _ 52n~1 _1 - 1 -
(2 2 )62 + (2 +2 ) (y-2a) 2 (61+63) 8Sn(y 20) + 8Tn(al 63) =0

lorsque n = 2p+1, 5.4.2 et 5.4.3 pontrent que cette relation se réduit a :
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- - -
2P '(y—Zu) + 2" 155 + 270 ](61+63) =0.
_— - 2
qui implique bien (i) puisque : 22n l(5]+63) = 22n ](6]—63) + 22n63 = 2 n63 =
= tZzndl. Quand n = 2p, les mémes résultats donnent
p~1, _ n-1_, 2n-1 p-1 _ -
2 (y-2a) + 2 62 + 2 (61+63) + 2 (6] 63) 0,

comme 2p—1(y—2a) = t2ndé (cor. 5.4.3 (iii)), la relation précédente s'écrit

encore

| -
62 + 2 61 = 0.

_1 n—-
2P -8,) - 2
(Gl 63)
Enfin, la derniére assertion est une conséquence immédiate des précédentes

et du cor. 5.4.3.

Nous sommes maintenant en mesure d'expliciter la structure additive de

KUNT(3))

Théoréme 5.4.7.

1. Soit n = 2p+l, alorns pour p > 2

Y
KU(N"(3)) = 422n+2 ® Zzn+l e_zzn+] @ z2n ® z2p ® zzp_1
oll chaque factewr est respectivement engendré panr : 8,5 o5 By 6é+2n+151,
5,=6,42P a1, y-20 + 2P*ler 4 23(P+')51.
D'autrne part :
ﬁﬁ(N](B)) =L ,®L,8L, avec nespectivement 8,0 @ et B comme géné-
nateuns (Led 265 - iél = é, 63 - 961 =0, y=2a = 0} ;
ﬁﬁ(N3(3) *Z g ® Z 4 ® Z 4 6z 3 ] zz avec hespectivement 6‘, a, B,
2 2 2 2
Gé + 2461 et 6]—63 + 226é comme générateuns (Led y-28, = o).
2. So4t n = 2p, alons pour p 2 2
KOON(3) = 2 oo L ., 02 L 0L 0L __ 8Z __
2 2 2 2t Pmh el
ol chaque fgacteur est nespectivement engendré par : 61’ a, B, 65+2n+]51,
3p+1

§, =5, - 2paé_+ 2

1793 8

1’ Yy-20 + 2p+léé.




- 106 -

D'autre part :

et B engendrent chague facteur ;

avec 61, a, 8 et 6é+2361 comme.

1
~N
®
&9
o
s
Q

KUN®(3))

n
N
®
]
P
N

& Z
26 23 23 22

- -9t - = '
= 176 =265, ¥ 20 452).

N2
KU(N“(3))
génératewrs (Lcd 63

Démonstration.

Nous supposerons n 2 4 (le cas n =0 a &té résolu dans le th. 5.3.8 ; les
autres sont susceptibles des mémes raisonnements qui vont &tre faits moyennant
les relations de dépendance linéaire indiquées dans 1l'énoncé du théoréme, rela-
tions aisément vérifiables) : nous savons que ﬁ%(Nn(B)) est additivement

1 éé et 63 (prop. 5.3.2) et que

(prop. 5.3.3) ; il nous suffit donc de montrer que, pour

engendré par o, B, Y, O

II\’\iI(Nn(3)) | = 26n+2

n impair (resp. n pair), o, B, 61, Gé + 2n+16], 61—63 + 2p+ldé et

y-202P7 51 4 23(P+‘)a] (resp. 51-53—2P55+23P+'al et y-20+2P%s

respectivement pour ordre 2n+1, 2n+l, 22n+2’ 2n, 2P

]
2) ont

et ZP-]
et 2p—]) (cf. 5.4.1, 5.4.2, 5.4.3 et 5.4.6). Pour cela nous allons utiliser
la proposition 5.3.7, c'est—d-dire certains résultats concernant la KU-théorie

des espaces lenticulaires d'ordre 2™ (cf. chapitre IV).

Tout d'abord, notons que
! 2 ! 2 4 2
p'i(8y) = 2[(04+1) -1], o (83) = 2[(08+1) -1] + [(08+1) —1](08+1) .

Alors, en utilisant la prop. 4.1.3, le th. 4.2.3 et les résultats du § 4.3,

nous avons

01 (2% = 2%[(0,+1)%-1] # o,

3 2n

+
22n 1 08

ol ( 50 =o' (276D = 222" 4 o,

£ 0.

' .on-1 2n n 2 2n - n 2 2n+1
p (27 "% s ) = 27 [(agtD 1] + 2 (ogtog) =2 [(08+1> -1]+2 o

1 8

Sn—l

v n n, o1 T -1
Comme dans RU(Q3) on a B(-Gl) = 2 R=2 (y=2a) + (y-2a) - —%—— (61—63),

"

V]
il est clair que ZnB 0 dans KU(Nn(3)) implique BGT = 0, or

2n+1 £ 0
]

p!(BGT) = [(08+1)4—1](08+58)n = 4og
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d'oa 28 # 0.

En supposant n = 2p+l1 (p 2 2), nous avons

1 - - ! - q
o' (2PN (5,-8042% 61y = ot (285P+2™ N 5346, 61P) = 2 M(o,# 1) H1] # 0

1 2

enfin, de la méme maniére

- - - -

! - -
ot (2P7% (y-20) +2%P7

= 2" (o, 1% 1]422 20,4 (o, # 1) 21 (0, #1)] = 2V (o, 41) 211 42%%, # O,

Dans le cas n = 2p, on laisse le soin au lecteur de vérifier que les asser~

tions correspondantes sont vraies.

5.5. Etude de KO(N"(m ; rl,rz,...,rn+])).

Pour pouvoir éventuellement utiliser la proposition 1.4.7, il nous faut
décrire les représentations réelles et quaternioniques de Qm' De méme que les
inclusi;ns canoniques O(p) C U(p) et U(p) € 0(2p) induisent les homomor-
phismes de groupes RO(Qm)-—£+ RU(Qm) et RU(Qm) N RO(Qm) (cf. §.3.1 p. ),
les inclusions canoniques U(p) C Sp(p) et Sp(p) C'U(Zp) induisent des

homomorphismes de groupes ainsi définis :

9
RU(Q,) === RSP(Q_)

4 toute représentation unitaire £ de Qm’ q associe sa quaternifiée,

a savoir & @ ]H ; 8 toute représentation quaternionique 6 de Qm’ h asso-
cie la représentation unitaire sous—jacente. Npus savons que ¢ est un homo-
morphisme d'anneaux ainsi que 1'homomorphisme de conjugaison t dans RU(Qm) H
de plus [9]

# ¢ et h sont injectifs,

* qgh =2 et hq = 1+t.

I1 s'ensuit que RO(Qm) (resp. RSp(Qm)) peut é€tre identifié 3 un sous~anneau
(resp. 3@ un sous—groupe) de RU(Qm). Il est clairique, par cette identification,

les quatre représentations unitaires irréductibles de degré 1 de Qm

Eo, El, 52 et 53 (cf.§ 5.1) sont réelles ; pour les autres, c'est-d-dire
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(8_.) , la prop. 1.2.3 donne
r+3 lSrszm—l_l

Proposition 5.5.1

m-]

Soit 1 g r 27 -1, alors

N

1. chaque gr+3 pour r pair est réelle,

) =& ).

r+3

2. chaque gr+3 pour r impair est autoconjuguée (i.e. t(Er+3

La seconde assertion impliquant cr(£r+3) = 2¢ (r impair), il s'ensuit

r+3

Proposition 5.5.2 [

L' anneau RO(Qm) des représentations réelles (orthogonales) de Qm, consi-

déré comme sous—anneau de RU(Qm), est engendré par Eo =1, El’ 52, 53,

¢ pour 2 s r pair < 2% -2 et 2¢ , pour 1 < r impair g 2™ 1,

r+3

~

Nous avons d'une part remarqué que Qm s'identifie & un sous-groupe de

S3

[}

Sp(1) (cf. § 5.1) et d'autre part noté que RSp(Qm) s'identifie, par

h, 3 un sous-groupe de RU(Qm). On peut mettre tout quaternion a de S3

sous la forme unique a = zl+jz2 ol z, et z, appartiennent & € : par
conséquent dans RU(Qm) les représentations quaternioniques seront celles

qui & 1'élément y de Qm font correspondre un €lément de la forme

z, =z,
% 2y !
Vue la définition des gi (0 <1g 2m-1+3), il s'ensuit que seules les
. N . . m-1 . .
£r+3 ot 1 g r impair ¢ 2 -1 sont quaternioniques ; comme qh = 2 toutes

les autres sont donc 2g0 =2, 251, 252, 253 et 25r+3 oll

2 £ r pair ¢ zm"—z.

Proposition 5.5.3. [5]]

Le groupe RSp(Qm) des représentations quaternioniques de Qm’ considéré
comme sous-groupe de RU(Qm), est le groupe libre engendré par Zgo = 2,

Zgl, 252, 253, E.4) POUT 1 ¢ r impair ¢ Zmrl-l et 2€r+3 pour
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2 £ r pair 2m?1-2.

o n
De 13, il découle que pour toute Qm-forme sphérique N (m ; rl,rz,...,rn+1)

(cf. déf. 5.2.1) la représentation virtuelle p est quaternionique : nous
pouvons donc appliquer 1.4.7.

Pour n {mpain, la situation se trouve résumée dans le diagramme commutatif
suivant

¢ 9
RO(Q ) ——2sr RO(Q ) —2—s Ko(s[*“+3/Qm) + 0

rlc riic rlc

¢ 9
RU(Q,) —2—— RU(Q ) —— ku(s*™3/q ) + 0

ol chaque ligne est exacte, les deux premiéres fléches verticales c sont
n+1
injectives : ¢0 est donc, dans RO(Qm), la multiplication par i21(2--5

r.+3)'
i
(prop. 1.4.8).

Lorsque n 4% paih, h éEtant également injective, on voit de la méme maniére

n+l
) C e M (9= (90
que ¢0 : RSp(Qm) - RO(Qm) est encore la multiplication par i=1(2 Eri+3)
De ces deux remarques nous avons
Théoréme 5.5.4.
L' anneau KO(Nn(m 3 rl’r2"“’rn+l)) est {somonphe a
n+l
. ' _ . . L
(£) 2'anneau RO(Qm)/< i1=I](2 gri+3)> AL n  est 1mpatln ;
n+l
.. , _ . .
(4L) £'anneau RO(Qm)/[izl (2 gri+3)]RSp(Qm) 5L n est painr.
Ce théoréme généralise le th. 2.5 de D. Pitt @1] énoncé pour
I S L, S ... =T En fait, comme pour la KO-th&orie des espaces lenticu-

(%)

La discrimination selon la parité de n est due au fait que le produit
(tensoriel) de deux représentations quaternioniques n'est pas une représen-
tation quaternionique mais seulement une représentation réelle. Cela vaut
également pour les fibrés vectoriels quaternioniques. Du reste,il est bien
connu que le produit tensoriel E @.F de deux espaces vectoriels quaternio-
niques n'est pas un espace vectorieq quaternionique mais seulement un espace
vectoriel réel ; d'un autre c6té si E est un H-espace vectoriel alors que
F est un R-espace vectoriel, le produit E @ F a une structure de H-espace
vectoriel. R
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laires généralisés, le th. 5.3.6 permet de voir que

Théoréme 5.5.5.

1L existe un Lsomorphisme canonique de Ko(N*(m ; L% STRTRYS )) sun

2%" n+1

KO(N™(m)).
Aussi nous limiterons—nous, dans tout ce qui suit, qu'aux seules Qm-formes
sphériques ordinaires Nn(m).
v}
. _ . n
Nous nous proposons maintenant de déterminer l'ordre de KO(N (m)) ;
pour la structure cellulaire rappelée au § 5.2, nous noterons NP 1le p-iéme

squelette (0 < p < 4n+3) de Nn(m).

Lemme 5.5.6.

2n(m&3)+4 pour n pair,

IK%(Nn(m)) | <

2n(m+3)+2 pour n impair.

Démonstration.

La suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch

eid - B, x03(s%) = xot*I (v m)

i,-i <
a pour seuls termes Ez’ éventuellement non nuls ceux correspondant &
iz0,1, 2 ou 4 (mod 8).

En fait (prop. 5.2.2) pour O < i < 4n+3, on a

Ht

Z2m+] pour i = O (mod 4),
i,~1

E)

"ZZ @ 22 pour 1i 1 ou 2 (mod 8).

")
Ainsi le gradué associé de KO(Nn(m)) comporte—t-il au plus n facteurs

égaux 3 sz+1 et a facteurs égaux i ZZ ] Zz en posant
a = card{0 < i < 4n+3|i = 1 ou 2 (mod 8)}. Comme a = n+2 ou n+l suivant
que n est pair ou impair, nous obtenons Iﬁb(Nn(m)){ g 2(m+l)n.22a ce qui
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(%)

est le résultat annonceé.

De la méme maniére, il est facile de voir que

Lemme 5.5.7.

2n(m+3) pour n pair,

"
KO Y | <

2n(m+3)+2 pour n impair.
Proposition 5.5.8.

. + -
Pour n impair : ﬁb(Nan 2/N4n 2)’3 z

2m+1
Démonstration.
N - 4n-

La suite exacte de KO-théorie associée & la paire (N4n+2/N4n 2, N4n+]/N n 2)
s'écrit

3 N -2, 0 "V 4n+

o9 KO(S4n+2v S4n+2) KO(N4n+2 4n- 2) KO(N4n+1/ 4n 2) KO](S4n+2Vs n 2)*".
n &tant impair KO(S4n+2 4n+2) =0 = KO (84n+2 4n+2)’ donc
n -
KO(Nlm+2/ 4n—- 2) KO(Nlm+l/ 4n 2) (1)

(N4n+l/N4n-2 N4n/N4n-2

De méme la paire s ) donne la suite exacte

4n-2 3 4n+l 4n+l

N bn— "
) 3 4n+1 4n+1 4n+1/N 2) N KO(N4n/N y 8 KO (s

> KO(S VA ) > KO(N ) >

soit

4n+1/ 4n~-2

~ -y 3
0> KO(N y > RO/ Sz e (2) ;

4n—- 2 4n 1/ 4n-2

mais la paire (N /N ) conduisant 3 la suite exacte

- 3 - - 9 ‘
.- ko sl 8 KO(s‘”‘) > RO /N2y & ko™ 1y % kbl (s*

N s s . +
oi 3 est la multiplication par 2™ ! dans Z, montre que

ny - N
RO(N? /NP 2y g el (3).

2

La proposition en résulte immédiatement car (2) puis (1) donnent avec (3)

(%)

Ce lemme montre que le résultat (4.1) de [10] est erroné pour n # O.
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v -
KO(Nlm+2/ 4n- 2) i KO(N4n+l/ 4n~ 2) v KO(N /N4n 2)_3 7 .
2
Lemme 5.5.9.
Les inclusions canoniques N4n‘+ N4n+l°+ Nlm+2‘-> N4n+3 = Nn(m)

(i) pour n impair, induisent des isomorphismes

n
KO(N4n+3) N KO(N4n+2) v KO(N4n+l) N KO(N4n) .

(ii) pour n pair, conduisent aux suites exactes

3 4n+2

e ) > KO(N )»

0 - 2.8Z. > KOON'™2) &> o™y 5 o,

2%,
0 > 2,0z, > Koty L ko™ —s o.

Preuve.

Lorsque n est impair, c'est immédiat avec les suites exactes suivantes

n N )
KO(S4n 3) —_ KO(N4n+3) N Ko(N4n+2) KO (S4n+3) ,

"
KO(Sl+n+2 4n+2) KO(N4n+2) KO(N4n+]) 3 K01(84n+2\,s4n+2
l

Y 0

n n, 3 N
4n+1v S4n+l) N KO(N4n+l) N KO(Nan) 3, K01(84n+]v S4n+1)’

Lo

)s

n
KO(S

0

Y
et le fait que KO(Nén) est fini (2.5.5.7). Lorsque n est pair, on a

n
la suite exacte O - KO(N4H+]) > ﬁb(N ) + KO (84n+3) = LZ’ mais 3 est

4n+3 f! 4n+2 N 4n+3

1
le composé KO(N )y — KO(S ) > KO (s ) ot f° est induit par

1'application d'attachement cellulaire f qui est de degré O, donc 3 = O.
Le méme raisonnement appliqué aux suites exactes associées aux paires

L4n+2  4n+1 4n+l1 4 . o
(N W N n Y et (N n ],N n) conduit aux deux autres résultats.

Lemme 5.5.10.
4n-1

2(n—l)(m.+3)+4 1) (m+3)+2

Y -
Si |KO(N )| pour n impair (resp. 2(n pour

n pair > 0), alors il existe une suite exacte
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!

WY : v -
0~+Z 41 > RO(N'™) -2, go(n*® -0
2
1 -
oi i’ est induit par 1l'inclusion 1 : N4n I N4n.

Démonstration.

Considérons le diagramme commutatif suivant :

t
_ _ .. - 1 4
Ko ' ov* ™y 2 Roest?y — Ron*y s Ro®™ !y 2 Rol(s*™) = 0

|

1°o lcl lcz . l°3

¥* *
N~ - i 4n-1 Y 4
K @™y 2 Rty — ™ Lo ™ 2 {6t st = o

ou les lignes sont exactes et les fléches verticales les morphismes de com-

N - - .
plexification : comme KU 1(N4n l) =Z (prop. 5.5.3), 3" est la multipli-

. m+1 . %
cation par 2 dans £ donc Ker i =12 ol En outre, lorsque n est
2
! .
pair, ¢, estun isomorphisme ([1 ], p. 618) donc c2|Ker i’ envoie Ker i

. % .. .1 m+1 .
sur ker i , ainsi |Ker i | » 2" , mais alors

1 m+1.2(n—l)(m+3)+2 - 2n(m+3)’

[éB(N4n)] = |Rer i'] . [ﬁb(N4n" IR

!
ce qui implique (£. 5.5.7) Ker i’ = £ .

Lorsque n est impair le résultat est une conséquence de 5.5.8 et 5.5.9.

Théoréme 5.5.11.

22n(m+3)+4 pour n pair,

v n
|[KO(N"(m 3 rl,rz,...,rn+‘)ﬂ =
2n(m+3)+2 . .
pour n 1lmpailr.

Démonstration.

Vu le th. 5.5.5, il suffit de s'en tenir aux Qm-formes sphériques ordinaires
N"(m) ; il est alors aisé de voir que l'assertion proposée est vraie pour

n =0, il s'ensuit que si elle est vraie pour n elle l'est encore pour
n+l, en effet : ‘

- si n est pair, avec les £.5.5.9 (i) et 5.5.10, on a

IIQE)(N4(H+])+3)I - [IQE)(NA(HH))}
[ROAHPFDI*3y | gmtl g gfne3y | o pmel pn(md)+h ) (ne]) (m3)42
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- si n est impair, on a de méme

4(n+1)+3 4(n+l) m+5 2n(m+3)+2 - 2(n+1)(m#3)+4.

Y
|KO(N y| = 2% [Ro(w )| =2

5.6. R-theonie neelle des QBiﬁonmeb sphéniques.

En considérant RO(QB) comme sous—anneau de RU(Q3), on peut dire
(prop. 5.5.2) que éB(Q3) est engendré par »a,’B, Y, 261, 62 (ou dé) et
263 ; néanmoins, afin d'éviter toute ambiguité, nous allons désigner par

a, b, g, d d! et d les représentations réelles de Q3 telles que

17 72 3

c(a) = a, c(b) =8, c(g) =1y, C(dé) =455 r(8)) =d;, r(8y) = d,.
n+1

A 1'aide de 1'expression de (2—54) = (—61)n+1 donnée par le

4"}
cor. 5.4.5, on obtient dans RU(Q3) les relations suivantes

a(wél)n+] = 2n+]a, (N
B(=s )1 o ool _ 2% (y-20) + 5 (y-20) - n (6. -5.) (2)
1 Y z Y z “°17 %37
S T -
Voo n+l _ _2n+] P : P n _ - _n _
8228 =27 8 = 27(y=20) + = (y=20) = == (8,=8,), (3)
_ n+tl _ .. n_,2n+l, , 2n+] _ 52n+l _
§,(=6)) = (2%-2 )85 + 2 8, =2 (8,-6,) +
- " 2?™y (y=20) + 25 -T ) (y-20) +
8 n n
1
+ (8 =T )(8,-8,). (4)

n
Ces relations permettent de retrouver, dans KU(Nn(3)), que o, B et Gé

n+l 2n+1 a pour ordre 2" (voir th. 5.4.7)

ont pour ordre 2 et Gé + 2 8,
il suffit pour cela d'utiliser la méthode des diviseurs élémentaires (cf. par
exemple [53], p. 26). C'est en usant de cette méthode -mais sous une forme
simplifiée compte tenu d'une part des résultats obtenus sur éﬁ(Nn(B)) et
d'autre part de 1l'identification rappelée ci-dessus~ que nous allons calculer
KO(™(3)).

Tout d'abord soit n pair, n = 2p ; la prop. 5.5.3 e£ le th. 5.5.4
montrent qu'ici KO(N"(3)) est isomorphe a RO(QB)/(2-£4)M1 RSp(Q3) et que

RSp(QB) est, en tant que sous—groupe de ,RU(Q3), engendré par 250, 200 , 28,
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.. ' ' . n+l
2y, 6], 265 et 63. Dans ces conditions d'une part l'expression de (2-54)

et d'autre part les relations (1), (2), (3) et (4) conduisent &

T
(22n-1_2n—1 d,+(22n 2 oT™ 2)( ~2a)- 2 (d +d, )~ EE( -2a)+ —B(d -d.) =0
)d} 179377 g '8 1691 %3 ’
2
2n+
= 0,
5 T
2“*2b + P(g-2a) - 2(d;=dy) = 0,
S T
n+2 ., _n, _ __n _ -
2774} + —*(g-2a) 7 (d;=dy) =0,
- 2n 1 - - =
27d) + 2 d, + (s ~T )(d;=dy) + (23n T )(g-2a)

ny
dans éb(Nn(3)). En fait les résultats obtenus pour KU(Nn(3)) et les pro-
priétés de v(Sn) et v(Tn) (cf. § 5.4, p.104) permettent d'en déduire

(pour p > 2 éventuellement)

2n+2a - 2n+2b - 2n+2dé -0 (5)
’ 2Pl (g-2a) + 2ndé + 22nd] =0 (6)
2P 204 ~a.) = 2PV (g-2a) + 2" ar + 220714 7.
1 73 2 1
Théoréme 5.6.1.
Soit n = 2p, alors pour p > 2
RO(N™(3) = z oz 0z o2z 82z oz
22n+2 2n+2 2n+2 2n+1 2p--l 2p—2

ol chaque facteur est nespectivement engendré par d,» a, b, dé+2nd1,

3+l ot d.-d +2P+'d +23P%1y

- p+l .,
g-2a+2 d2+2 1 i 1.

D'autrne part

Kr\(J)(NO(B)) =Z,82, avec a et b comme géntrateurs ;

4
N2
KO(N“(3) =2 ,L & %2

) 3 .
6 , 92,062, avec d;, a, b et d2+4dl comme générateurs ;
N 2 2 2 2 &
4 ~ ]
KOW'(3) =2 |, @Z ,@L ,OL  ®L, avec d;, a, b, dj+16d, et g-2a.
2 2 2 2
Démonstration.

Nous supposerons p > 3, les autres cas se traitant de maniére analogue moyen-
nant quelques adaptations (le cas p = 0 se déduit aisément du th. 5.3.8). Les

relations (5), (6) et la méthode des diviseurs élémentaires montrent que a,




~-116 -

+ +2 -1
3p+ld1 ont respectivement pour ordre 2n~2, 2™ e 2P7Y,

A 1'aide de (6), il est clair que (7) s'écrit encore

b, g—2a+2p+]dé+2

p=2,, _ n-1, . ,2n-1, _
2P7%(a,may) + 27 gy + 277 g, = 0,

et, de 13, il s'ensuit aisément 2n+](dé+2ndl) = 0 puisque 2p(dl—d3) =

(cor. 5.4.3. (iv)). D'un autre coté le théoréme 5.5.11 assure que :

22n+2x(2n+2)2x2n+]xzp-lxzp—Z - 26n+4 - Iﬁb(N2p(3)) .
Théoréme 5.6.2.
Soit n = 2p+l, alons pour p = 2
RO(N®(3)) = & 'Y 8z ez oz _ 02z
22n+2 2n+l 2n+l oD 2P 2p--l

ol chague facteur est respectivement engendré par d,, a, b, dé+2n+1d],

g-2a et d]—d3+23(p+l)dl.

D' autre. part
v
KO(NI(B)) ~Z ,0Z ,01L avec d,, a et b comme générateurs ;
24 22 22 1
v .
3 - 1 -
KO(N"(3)) = Zzs ® 224 0 224 ® 223 ] 22 avec dl’ a, b, d2+l6d1 et g-2a

comme générateuns.

Démonstration.

En procédant comme ci-dessus, il est aisé& de voir que d'une part a, b et

n+l n+1

dé ont pour ordre 2 et d'autre part 2n(dé+2 d]) = 0, 2p(g—2a) = Q

et 2p_1(d1—d3)+22nd1 = 0. En fait, par exemple, g-2a a pour ordre 2P .
car si Zp-l(g—Za) = 0, alors c(2p—1(g—2a)) = Zp‘](y-Za) = 0 ce qui contre-

6n+2

2p+1(3))| = 2 , le théoréme

V]
dit le th. 5.4.7. Comme par ailleurs |KO(N

s'ensuit.

Remargues.
av]
(i) Comme dans le cas m = 2 (cf.DOJ), il y a isomorphisme entre KUN™(3))
v
et KO(Nn(B)) lorsque n est impair.

(ii) Lorsque n =0 ou 1, on peut &énoncer plus généralement :
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Théoréme 5.6.3.

12’0(N°(m))=z40z (gnsrateurs a et b),

4

KON (m)) =2 e 92,02, (gonratewns d, a et b).
2
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CHAPITRE VI

Dans tout ce chapitre m désigne un entier supérieur ou égal a 1.

6.1. Fornmes sphriques tetraddriques.
. L . . »
On appelle groupe tetraldrique binaire généralisé, et on le note T ,
le groupe abstrait engendré par trois éléments x, y, z et les relations

- -1
X =y =1, y =2z, Xyx =z, XzX = yz, yzy =z .

Lorsque m =1, 1le groupe TT est appelé ghoupe tétraidrique binaire et

P * . . . * 2
désigné par T . La terminologie vient de ce que le groupe T =T /{y"}
peut Eétre- interprété comme le groupe des symétries d'un tétraédre régulier.

. P * : m
Les relations précédentes montrent que le groupe Tm a pour ordre 8.3 .
* -
Son sous-—-groupe des commutateurs EIm,T:J est engendré par y et z
* %k * .

[Tm,Tm] est donc d'ordre 8, c'est un 2-sous-groupe de Sylow de Tm qui
est en fait isomorphe au groupe quaternionique Q2 engendré par deux éléments
a, b et les relations (cf. § 5.1)

a4 =1, a2 = b2, b a b—] = a—].

Comme Q2 a pour sous-groupe des commutateurs le groupe cycligue Z2 engendré

. % . e %*
par az., on voit que Tm a pour série dérivée TmD QZD Z.2D {1} : c'est

2

donc un groupe métabélien de rang 3. On notera que tous les sous—groupes abé-
. * . . . -
liens de Tm sont cycliques. En particulier, le 3-~sous-groupe engendré par x

. * #*
isomorphe 3 Z n €St un sous-groupe de Sylow de Tm’ le centre Z(Tm) de
3

* .
Tm est engendré par vy et est isomorphe & ZZ.

. . . . * ~
Le calcul des groupes de cohomologie ordinaire (entiére) de Tm peut etre

. .o . * _ %
fait de la maniére suivante. D'une part, comme Eﬁn’Tm] = Q2 est un sous-—
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* ow A
groupe distingué de T tel que T /[T T ] =z , le £. I.4.4 montre que
m m' | 'm’ m 4®

SP ¥ . .

H (Tm,z) = 0 pour p impair,

HP(Tm,Z)(B) — HP(Z3m,Z) pour tout p e Z.
Rappelons d'autre part les résultats suivants

Lemme 6.1.1.

Soit G un groupe fini, alors
(i) G est i cohomologie (au sens d'Artin-Tate) périodique si, et seulement si,
tous ses sous-groupes abéliens sont cycliques ;
(ii) si G a un 2-sous-groupe de Sylow qui est un groupe quaternionique
généralisé, sa 2-période vaut 4.
(i) est établi dans [11] (p. 262) et (ii) dans [59] par R.G. Swan.

Dans ces conditions, les seuls groupes de cohomologie qu'il nous reste 3

calculer sont ﬁO(T;,z) et ﬁ_z(T;,z), mais ([ll], p. 237)
(e =2 =2 0z

A= % * * %k '
H (T ,2) =T /[T ,T]=2_.

En définitive, nous obtenons

Progosition 6.1.2.

. . . s *
(i) les groupes de cohomologie entiére de Tm valent

’ z pour p = 0,

Z pour p = 4k+2 avec k = O,
P, % 3™
H (Tm:z) = < k
A ® Z pour p = 4k avec k > O,
3m 8
\ 0 ailleurs.

(ii) les groupes de cohomologie modulo 2 de T; valent

Z2 pour p = 4k ou 4k+3 avec k > O,
WP (12,2,)
0 ailleurs.
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On appelle fonme sphérique tétraidrique toute forme sphérique SN'T:
définie par une action libre du groupe T; sur la sphére SN de dimension
N. Puisque la proposition précédente montre que la période cohomologique
de T: vaut 4, pour qu'il existe de telles formes il est nécessaire (cf.
prop. 1.3.3 d)) que l'entier N soit tel que N + 1 = O (mod 4). Il est
alors évidemment possible de décrire les représentations unitaires irréduc-
tibles sans point fixe de T; (cf. [67], p. 199), mais il nous suffira
S4n+3/T* (n

m

pour l'instant de retenir que 0) est une variété différen-

W

tiable connexe, compacte et orientable de dimension 4n+3. Du lemme 1.4.1.

et de la proposition 6.1.2, nous en déduisons

Progosition 6.1.3.

S4n+3/T*
m

(i) Les groupes de cohomologie entiére de valent

r Z pour p =0 ou 4n+3,
Z pour p = 4k+2 avec O 5 k g n,
* 3™
/T = |
A ® Z pour p = 4k avec 1 gk
M 8

\ O ailleurs.

Hp(S4n+3

A

n,

San+3/T; valent

(ii) Les groupes de cohomologie modulo 2 de

Zz pour p = 4k ou 4k+3 avec O ¢ k ¢ n,

P, 4n+3 , * N
H" (S /Tm,zz) =

0 ailleurs.

6.2. K-thBonle complexe des varniétés San+3/T*

Dans le paragraphe précédent nous avons vu de quelle fagon la cohomologie

P - P + * . P
des formes sphériques tétraédriques S4n 3/Tm était liée 3 celle des espaces
. . 4n+3 < * .
lenticulaires § /z o’ Z n étant le sous-groupe de Tm engendré par x.
3 3

D'un autre cOté, il est clair que la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch

Eg,q - ﬁp(s4n+3/T;, éﬁq(so)) - ﬁbr(84n+3/T;)
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est triviale (prop. 1.4.2). Alors, moyennant le th. 1.4.5, nous pouvons énoncer

Théoréme 6.2.1.

Pourn Zout n =2 0, on a
m(2n+1) 23n

, Ny - L4n+ »*
(L) Le groupe iﬁ(san+3/T:) a pour crdre 3 , KU ‘(s n 3/Tm) est
Lsomonphe & 2 ;
.. s < +
(L4) ﬁﬁ(s4n+3/T;)(3) est Lsomonphe & ﬁb(s4n 3/z o’ alons que
3
K“ius““*?’/rp(z) est indépendant de m.
Corollaire 6.2.2.
WIDURC I | . N
Pour tout m > 1, KU(S™/T ) west isomorphe &3 Z o
n 3
+3, % .
Puisque la 2-composante primaire de ﬁb(S4n 3/Tm) ne dépend pas de m,
plagons-nous dans le cas m = 1 pour la déterminer. La méthode suivie consis-
s g2 s . 4n+3 , * . . s
tant 3 décrire 1l'anneau KU(S /T ) wvia la suite exacte d'Atiyah (prop. 1.4.8)
' + *
0 » ko' (s*™*3/1Y 5 oty & rur®) =& kO3 - o0 1,

oL ; %
nous allons donc commencer par étudier 1'anneau RU(T ).

Le groupe binaire tétraédrique T a 7 classes de conjugaison

2 2
C, = {tr, ¢, =171, ¢, = (3.5°,2,5°2,v2,25}),
C3 = {x,xyzz,xy3,xy3z}, C4 = {xz,zxz,yxz,zy3x2},
2 2 2
C.S = {xz,xy,y x,y3x}, C6 = {x stxzy’z3x :YBXZ}'

La classe C] contient l'unique élément d'ordre 2 (c'est 1'élément central),

la classe C2 contient les éléments d'ordre 4, les classes C3 et C4

(resp. 05 et C6) ceux d'ordre 3 (resp. ceux d'ordre 6). Il s'ensuit
* . N . .
(prop. 1.2.2) que T posséde 7 représentations unitaires irréductibles

L. - * * % )
(non équivalentes deux 3 deux). Comme T /ET-,T_]= y A seules trois de ces

3!

représentations sont de degré 1, i savoir Eo’gl et 52 données par
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]

Eo(x) 1, &O(y) 1, &o(z)

1]
—
-

&l(X) i El(y) 1, EI(Z)

L]
—
-

£,(0 = i%, 5, =1, &,

ol j = exp(ZiE). En appelant a le nombre de représentations de degré 2
3 R

et b celui des représentations de degré 3, on doit avoir

3.12 + a.22 + b.32 =24 : ainsi a =3 et b = 1. Les 3 représentations de

degré 2 peuvent €tre définies par des matrices du type suivant

1 O i@— ‘ i/é_ L) \"
*——-3 u 3 uj |
E4(x) = s &y = , 53(z) -
o .2 v - iv3 v _iv3
i 5 j 5
: iv3 .2
I 0 - 3-3‘/-3— u T 73 4
g,(0 = |- B = , £, (2) =
o : Y iv3 v iv3
J 3 J 3
i/3 i3
U -3 v R
E.(x) = y  Ec(y) = E.(z) =
5 5 5 .
2 . iv3
0 ] i/3 vj ——
v —_— 3
3 [
oi uv = - E-. Appelons 56 la représentation de degré 3, alors la table
3

des caractéres X des représentations Ei’ 051ig 6, est la suivante
(la derniére colonne est obtenue en utilisant les relations d'orthogonalité

de Frobenius-=Schur rappelées en 1.,2.1)
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X X4 X9 X3 X4 X5 X6
Co 1 1 ] 2 2 2 3
C] 1 1 1 f2 -2 -2 3
C2_ 1 1 1 0 0 0 -1
¢, | j R A T R L 0
c, | v | i* | ; R I T T
¢, | 1 j 32 j ; ! 0
¢, | 1 TR T 1 0

Ce tableau montre d'une part que les 7 représentations unitaires irré-

ductibles gi sont bien non équivalentes, et permet d'autre part d'obtenir

. .. . *
la structure multiplicative de RU(T )

qu
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5=l | & | & £, £, £, £
£ 1 g, | g, £, £, £ £
£, e, | g, | £, 3 £, £
€, £, ! 3 s £ £, e
°3 *3 T T I R A et B1%% | 53%%"s
%4 %4 5 5 | 1% 1% $2%% | %3755
*5 *s 30 % 1 51%% 2% | MRe | 3%
% |- %6 6 | S6 | E3%E4tEs | B3vE4MEy | BatEMEs |1MEE025

Proposition 6.23.
. * e . .
(i) RU(T') est additivement engendré par Eo 1,51,52,£3,54,£5 et 56 H

sa structure multiplicative est donnée par le tableau précédent.
.. * - - . . . . ~ .
(ii) T ne posséde qu'une seule représentation unitaire irréductible sans

point fixe, 3 savoir §&_. (qui est de degré 2).

5
(iii) go et 56 sont équivalentes 4 des représentations réelles ; 5], 52,

-~

€3 et €4 ne sont pas &quivalentes i leurs conjuguées ; 55 n'‘est pas

-

une représentation réelle mais elle est équivalente i sa conjuguée.

Démonstration.

Les considérations qui précédent 1'énoncé de cette proposition ont établi (i).
Pour ce qui est de (iii) il suffit d'utiliser les résultats classiques sur la
classification des représentations unitaires irr&ductibles d'un groupe (cf.

prop. 1.2.3)
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T, x@aD =24, [ x.(ad =3+3+6.3=2,
o *x 76
aeT aeT
2 .2 . .2 . .
z " xi(a ) =1+ 1+6+4j" + 4] + 437 + 43 =0 pour i =1 ou 2,
aeT
2 . .2 . .2 -
Z . xi(a ) =2+ 2 =12 =43 = 43" =43 - 437 =0 pour 1 = 3 ou 4,
aeT
: 9 )
Y exs(@) =242 12 -4 -4 -4 -4=-2
aeT

En ce qui concerne (ii), il est immédiat de vérifier qu'hormis €5 ou £

. . * . . .
les autres représentations de T  ne sont pas sans point fixe (voir leurs

définitions). Pour ce qui est de Eg2 soient Ays Ay et g les valeurs
propres de g6(x) ¢ le tableau des caractéres montre que
2 2 2 _ 3 3 3 _
- Al + Az + A3 =0, A] + Az + AB =0, Xl + AZ + A3 3.

Autrement dit les valeurs propres de _g6(x) sont les racines de 1'équation

AT - 1=0, soit A, =1, Az = j, A3 = j2 et par suite £6 n'est pas

1

sans point fixe. ES est donc la seule'représentation irréductible unitaire

. . *
sans point fixe de T .

Corollaire 6.2.4.

I1 n'y a qu'une seule forme sphérique associée au groupe tétraédrique binaire

* . + * * . . -
T , & savolr Mp = S4n 3/T oi T agit librement au moyen de la représen-

tation unitaire virtuelle p de degré 2n+2 donnée par op = (n+1)§5.

Théoréme 6.2.5.

L'anneau KUM®) est Lsomonphe a L'anneau RU(T*)/<(2 - £ )n+]>.

5

Démonstration.

Cela résulte de la suite exacte (1). En effet, ¢ étant une représentation

5

unitaire de degré 2, il vient

o) 1 2 i .
A 55 =1, A 55 = 5 A ES = det(gs), Algs =0 pour i > 2
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n+l
comme il est évident que det(ES) = + 1, il s'ensuit que Z (—l)lAlf,5
i=o
* -
vaut (2 - 55)n+1 et par conséquent Im & est 1'idéal de RU(T ) engendré

par (2 - 85)n+l.

Remarque.
Le théoréme précédent se généralise aisément aux formes sphériques tétraddriques
4n+3 % . ) ~ . .
S /Tm avec m > | : soit Fm l'ensemble de toutes les représentations uni-
. . - . . . * . -
taires irréductibles sans point fixe de Tm (elles sont toutes de degré 2 et

Card(Fm) = 2.3m_l), en notant alors Mn(m;io,il,...,in) la forme sphérique

'

. +3, % P . * c o
tétraédrique S4n 3/Tm (m > 0) définie par l'action de Tm associée 3 la

représentation unitaire virtuelle sans point fixe ﬁi ® gi o ... ® gi ol

o 1 n
gi € Fm pour tout O £ j £ n, on obtient (comparer avec th. 2.2.3 et 5.3.1).

J
n
© KU (msi i ,ee,i)) = RUTD /< T (2 - € )o
j=0 j

En posant

E. =1, a=¢

o 1—1! B = Ez—]’ Y = £3_2! 6 = Ea—zt £ = 55—2) p = g6_3’

. . ) . P n % »
on voit que l'anneau des représentations unitaires réduites RU(T ) de T

est, en tant que groupe abélien, engendré par o, B, vy, 6, € et p, alors
que sa structure multiplicative est entiérement définie par o et e.

Moyennant les habituels abus de notation, le théor&me 6.2.5 permet donc de dire

Proposition 6.2.6.
ﬁb(Mn) est, en tant que groupe, additivement engendré par a, B, vy, 8§, € et
p ; dans l'anneau ﬁﬁ(Mn) la table de multiplication est la suivante :

2
a =8 - 20, oBf = -0~B8, ay = 8§-y-2a, o = e-§-2a,

ag = y-e~2a, op = =30,
2 .
B” = a-28, By = e-y-28, BS = y=6-28, Be = 6-e-28, Bp = -38,
,
Y = Bto=4y, v = p-2y-28, ye = a+p-2y-2e, Yp = S+e-2y-2p,
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§% = atp=48, e = Bp-26-2e, Op = y+e-26-20,
€2 = p-4e, ep = y+8-2e-2p,
02 = q+R-4p.

4n+3

Soit 1la Q2—forme sphérique Nn(2) =S /Q2 (cf. § 5.2) : 1l'anneau ﬁb(Nn(Z))

a notamment été décrit par Kensd FUJII.

Théoréme 6.2.7. ([17], th. 1.2).

(i) Ko("(2)) = & s 82 0L _ pour n 31, chaque facteur gtant
on 1 on 1 on 1

nespectivement engendné parn 'y, B', §' et y' + 2™ 1sr. Pour n=o0:

KO(N®(2)) =z, ® Z, avec o' et B' comme génZrateurs.

2
(id) Poun tout n 2 0, ALa strweture multiplicative de KON'(2))  est
donnée panr

'2'-—20.', B'2=—28', G'B' =‘2CX.' "'28""' Y’s 5'2=Y' —45',

6,n+1

a'B' = -2a', B'S' = -28', = 0.

[?i—dessus, on a noté a', B', y' et &' les représentations réduites des

représentations gl, €ys 53 et g, de RU(QZ) définies au § 5.1].
Lemme 6.2.8.
Soit ¥ : KU(M™) » KO(N"(2)) 1'application définie par
Y(a) = ¥(B) = o, ¥(p) = v', Y¥(y) = ¥(8) = ¥(e) = &',
alors Y est un homomorphisme d'anneaux et, pour n > 1, on a

Im VY = 2 0z
22n+l 2n-~]

Démonstration.

Comme dans éﬁ(Nn(Z)) on a

2

Y =6'% + 48" et 6'3 4 657 + 85" =0,

il est facile de vérifier que ¥ est un homomorphisme d'anneaux [@tiliser

les tables de multiplications données par 6.2.6 et 6.2.7 (ii)] ; par exemple
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¥(S8p) = ¥(y) + ¥(g) - 2¥(8)=-2¥(p) - 2¥(p) = -2¢',

3 2 2

Y()¥(p) = 'y = §' + 48" = - 28'" - 88' = -2y,

D'un autre cdté Im ¥, de par la définition de V¥, est engendré par v'

et &' et cela comme sous—anneau de ﬁﬁ(Nn(Z)) puisque «y' = 6'2 + 48"
dans ces conditions (6.2.7 (1)) Im ¥ est isomorphe 3 £ 6z ot
: » 22n+l 2n~1

chaque facteur est engendré par &' et y' + 2n+16', la structure multi-

D er v a2 . 0+l ‘
plicative étant définie par y' = § + 46 et ¢ = 0.

Théoréme_6.2.9.
Pour tout m > 1, ona
v 4n+3, % 4n+3
KO(s™ /1) « KOGz y ez, ez (n 3 1)
3 2 2
En particulien
- ¥/ o+ ®Z m ®Z -1 ® Z 3 pour m > 1
N T % 3 3 3 2
KU(S /Tm) —
Zg ® 23 ® 28 pour m = 1,
Preuve.
Le théoréme 6.2.1. nous a montré que KU(S4n+3/ )(2) P K (S 4n+3/T )(2)
pour tout m 2 I, 1le résultat est alors immédiat par 6.2.8 puisque
|Tm ¥ = g2+l 0=l _ |ﬁ%(84n+3 )
4n+3 P p -
Comme KU(S /z m) est connu (th. 2.3.6.), ce résultat résout complé-

3
tement le calcul de la K-théorie complexe des formes sphériques tétraédriques

(Pour n = 0, voir cor. 6.2.2)

6.3. K-théonie néelfle des fonmes sphBriques tétratdriques.

Proposition 6.3.1.

ny
KO(S4n+3/T;) a, en tant que groupe, un ordre inférieur ou égal i 3mn.23n.

P .. 0 4n+3 .
Plus précisément la 3-composante primaire de KO(S m) est isomorphe

+ . . : -
a ib(s4n 3/.Z ), ainsi sa 2-composante est indépendante de m.
3 .
Démonstration.

I1 suffit de considérer la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch
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P d - ﬁp(s4n+3/T;’ ﬁbq(so)) . »ébr(s4n+3

* .
P T,

pour voir que les seuls termes Eg’_p non nuls sont ceuxipour lesquels

P =0 (mod 4) avec O < p < 4n+3 ; d'ailleurs (prop. 6.1.3) ils valent
*

LA Zg ¢ il s'ensuit bien que ]ﬁb(s4n+3/Tn)l < (3".8)". Les autres

3
précisions sont une application directe du théoréme 1.4.5.

) N . .
Soit 'W 1'homomorphisme de ﬁb(Mn) dans KO(Nn(Z)) induit par 1'homo-
morphisme VY : ﬁﬁ(Mn) - ﬁﬁ(Nn(Z)) défini dans le paragraphe précédent, tel

que le diagramme suivant soit commutatif

R0 e a2
r r

Nooon % AP o

KO(M ) —  KO(N (2)) .

. n
Désignons alors par d' et g' les &léments de KO(Nn(Z)) tels que

d' = r(8') et c(g') =y' ; selon 10], il s'ensuit

z ® 2z o Pour n pair non nul,

=
1

Im
Z 2n+1 0z n-1 pour n 1mpair..
. . . Y .. .
Pour n pair (resp. impair), Im ¥ est additivement engendré par respecti-

vement d' et g' (resp. d' et g' + 24y, Compte tenu de la prop. 6.3.1,

il en découle clairement

Théoréme 6.3.2.

(4) Pour n pair (non nut)

(4L) Pour n Ampain
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* N 4nt+3 A
/T ) = KO(S /z3m) ® 222n+] ® zzn_].

Ko(s¥m*3

En particulier, pour tout m > 1, on a

N 3 % N oL T W

KO(S /Tm) = 0, KO(S /Tm) & Z3m ) 18.

Remarque.

Le résultat précédent signifie notamment que la suite spectrale d'Atiyah-
Hirzebruch pour la KO-théorie des formes sphériques tétraédriques est
triviale. Rappelons qu'il en est de méme pour les espaces projectifs réels
(cf. [1]), les espaces lenticulaires (cf. chapitres III et 1IV) et les

Qm-formes sphériques (chap. V).
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CHAPITRE VII

K-THEORIE DES FORMES SPHERIQUES DE BASSE DIMENSION

- . e N T EE WA EE B M M WS S e G G S G S e S e A O AR E S S G e W e

7.1. Rappels et calceuls preliminaires.

Nous nous proposons ici de déterminer les groupes de cohomologie d'Artin-
Tate (3 valeurs dans Z) des groupes apparaissent comme groupes fondamentaux
(ou facteurs directs de groupes fondamentaux) des formes sphériques de dimen-
sion inférieure & 10. Les groupes ainsi sé@lectionnés sont issus de la classi-
fication des formes sphériques donnée par J.A. Wolf ([67], p. 218 a 226) dont
nous userons de la terminologie qui y est introduite. D'autre part, on sait
(*)

que pour un groupe fini G, d'ordre p, la théorie classique de la cohomologie

des groupes finis donne ([ll], p. 236 et 250)

1°@e) = z, ™At 6y =0, (1)

% = o/[6.c], #0) = Hom(o/[6,6].2)), (2)

[ci-dessus on a écrit Hl(G) pour Hl(G,Z)].

Tout d'abord considérons les gioupes de type (I,d) i.e. ceux de présen-

tation

avec les conditions numériques
mn > O, ((r-)n,m) =1, S 1(mod m),

d étant l'ordre de r dans le groupe multiplicatif des &léments inversibles
de Zm (on notera que nécessairement m est impair et n un multiple de d).
Les groupes ainsi définis sont précisément ceux pour lesquels tout sous~groupe

de Sylow est cyclique ([71], p. 175). G @&tant 1'un de ces groupes, il est

clair que |G| = mn ; d'autre part [G,G] est le sous-groupe cyclique d'ordre

(%) Il s'agit &videmment de groupe 3 cohomologie périodique.
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m engendré par x, ainsi G/[G,G] est isomorphe au sous-groupe cyclique d'ordre

n engendré par y. Nous obtenons donc

B2 = £_ = () (3)

Les groupes de type (II,d) i.e. ceux de présentation

n 2 Tu 2 -1 r -1 L -1 k
x =1, y =1, vy =2z, yXy =x, 22Xz =X, 2yz =Y,

s P . . o . .
avec des conditions numériques appropriées (notamment n = 2 .u, u impair,

az22 et ((r-1)n,m) = 1), sont d'ordre 2a+].um et leurs 2-sous-groupes de

Sylow sont quaternioniques. Pour un tel groupe G, G. Vincent a montré que

G/[G,Q] est isomorphe 3 Z, @ Z_ @ lu (lorsque u = 1, on convient que

2 2
Z] = 0) ([53], p. 131) ; il s'ensuit

1*%*2g) 2,02, 02 (4)

pour tout k € £, la 2-période cohomologique de G valant 4 selon le résultat

de R.G. Swan rappelé en 6.1.1.

Parmi les groupes de type IV, c'est le groupe octadrique binaire généra-

Lise O; (m 2 1) de présentation
3™ 4 2 2 2 -1 -1
X =y =1, y =z =1t, Xyx =2z, XzX = yz,
yzy_1 = z_l, txt:—l = x—I, tyt:-l = Zy, tzt—‘ = z-‘,

qui joue un rdle essentiel. C'est un groupe d'ordre 24.3m dont le sous=-groupe
’ * . - - . ) . - .
des commutateurs [Om, 0;] est isomorphe au groupe tétraédrique binaire généra-

. * . -
lisé Tm (qui est de type III) engendré par X, y et z. Nous avons donc

~4k+2 , *
B0 = z,, (5)

pour tout k € &Z.
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Remarque.
Comme pour la K-théorie des formes sphériques tétraédriques, la détermination des
.. i NoAn+3 , # .
2-composantes primaires des groupes KU(S4n+3/0;) et KO(S4n 3/Om) se raméne

. P P * * .
au cas oi m = 1. Plus précisément, en &crivant O pour O], on peut voir
* . . - . .
que O a 8 classes de conjugaison, & savoir Ci avec 0 <1 ¢ 7 de telle
sorte que Co = {1}, C1 et C2 contiennent des éléments d'ordre 2, C3 ceux

d'brdre 3, C4 ceux d'ordre 4, C5 ceux d'ordre 6, C6 et C7 ceux d'ordre 8.
I1 s'ensuit (prop. 1.2.2) que o posséde huit représentations unitaires irré-
ductibles Ei’ 0 <1ig7, telles que £0 =1 et El soient de degré 1,

£2, 53 et 54 de degré 2, 55 et 56 de degré 3, £7 de degré 4. Du reste,
T* &tant un sous—groupe distingué de 0*, la théorie des représentations in-
duites (cf. De], chap. VII et en particulier §.4.6) et les relations d'orthogo-

nalité de Frobenius-Schur permettent de dresser, pour les caractéres X; des

représentations Ei, la table suivante

Xo | X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | % | Xy
Cofl ! 1 2 2 2 3] 3 A
c, 1 1 2 | -2 -2 313 |-4
c,f 1 (-1 ]o 0 0 1 [ -1 0
Cyf 1 1 -1 | = -1 o] o 1
c, | 1 1 2 0 o |-1 |-1 0
Co | ! 1 |- 1 1 o o |-1
cCe i 1 [ 0 | iv2 | -iv2 | -1 1 0
c, | 1 {-t 0 |-iv2 iv2 | -1 1 0
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Cette table montre que les représentations 53 et 64 sont sans point fixe

(procéder comme dans 6.2.3) et équivalentes 3 leurs conjuguées ; en fait £3
o e ~ * . - . . . .
et 54 ont pour restriction d T 1'unique représentation unitaire irré&duc-

tible sans point fixe de T , Avec les habituels abus de notation, noug voyons

4n+3 n n2

donc que 1'anneau KU(S /O*) est isomorphe 3 KU(O*)/<(2—£3) ].(2—54) >

lorsque la forme sphérique octaé&drique 84n+3/0*

est définie par l'action de
* . P .
0 au moyen de la représentation unitaire virtuelle n]£3 @ n2€4 avec

n +n, = n+}, la structure multiplicative découlant de la table suivante :

g | &1 &2 £y £, £ £ e,
2okl | L & &4 £ Es £ £,
61 &1 1 52 €4 53 E6 gs &7
Ex || &5 | &2 | 1*E %8, £, &, Ec*Eg Eg+Eg E4*E,*E,
3 118 | 54 £, €1%¢Es 1+E, E,+E, g3+g7 EytEc+E,
g, 54 £q g I+g, E1%Es E5+E; E4*Eq E +Es+E
S5 | %6 | S5t | Fattr | B3ty |ive recre |E 46 EGELl EgvE2E,
%6 |8 | S5 | SstRe | F3TEr | ButEy |E tepregre |1teyteste, | Eg%E,r2E,
S A I B A Ly B I L B T o RS T )

Enfin, chez les groupes de type V ou VI (ils ne sont pas résolubles),

.o , P . * ..
considérons le groupe Lcosaédrique binaine 1° défini par

Ce groupe, qui est en fait SL(2,5), est d'ordre 120 : il a la propriété d'étre
e . * _x *

parfait i.e. [I',17] =1, en outre son centre Z(I') = {1,z} est son seul

sous—groupe (propre) distingué ([67], §.6.2). Trivialement, il vient pour tout

ke 2
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252 0% oo, ’ (6)

Moyennant le théoréme 1.4.5, certaines des considérations ci-dessus déve-
loppées permettent d'obtenir des informations sur la K-théorie des formes sphé-

riques de dimension quelconque. Parmi les formes sphériques homogénes, consi-

*
4n+3/Da oi D est

dérons, par exemple, les foames sphériques didriques S a

le groupe diédrique binaire généralisé de présentation

2a a 2 . -1 -1
x =1, X =Yy , yxXy =X .
- . . * . .
Posons a = 2°% l.u avec u impair et a e N . Tout d'abord, il est clair que
* o+l . . . . *
[Dal = 2 .u ; en outre si a est impair (resp. pair) Da est un groupe de

type (I,2) (resp. de type (II,1)) avec m=u, n=4 et r =-1 (resp. m =1,

n = 2a.u, k = -1). Enfin, il est facile de voir que la relation yxy_1 = x-]

implique
yx'y | = x °, Vi e W. (7

ProEosition 7.1.1.

4n+3

Kk( /D )(2) =

Kk(S4n+3 si o 2 2.

Démonstration.

* M -1 - - . . . .

Comme [Da,Da] = {1, yxy x - X 2}, on voit que pour a impair, soit o =1,
* 0 % % . - * .

le groupe Da/[Da,Da] est isomorphe & un 2-sous—groupe de Sylow de Da qui

. * . . . * - %
est cyclique (Da est ici un groupe de type (I,2)) ; en fait Da/[Da,D:] est
isomorphe au groupe cyclique 24 engendré par y : le résultat s'ensuit donc
aisément par 1.4.5.
Lorsque o 2 2, considérons le sous—groupe Hu de D: engendré par x2 : H

. - ¥ . . -
est un sous-groupe distingué de Da et il est isomorphe a zu. En posant
u . * . -

X =x, il s'ensuit que Da/Hu est isomorphe au groupe engendré par X, y et les

relations
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o a1 ‘
XZ‘ = ]’ X2 = y2, yxy""l - xﬂl

(la dernidre relation est donnde par (7)) ; autrement dit D:/Hu est isomorphe
au groupe quaternionique généralisé Qa (cf. définition § 5.1) (ceci est con-
forme au fait que tout 2-sous-groupe de Sylow d'un groupe de type II est qua-
ternionique), d'od le résultat.

[Naturellement, lorsque u =1, on a H],ﬂ 0 et 1l'isomorphisme annoncé est

. . .y *
trivial puisqu alors Da Qa}.

7.7, K-thlonie des gonmes sphfriques de dimemsion 3.

Sur la sphére 83 les groupes qui opé&rent librement et lin€airement sont

* »* * * *
Gp=Z, (a=1), G =Dy 1, G =Dy (b>0), 6G3=T, G =0, G =1,

et tout produit direct GyxG; avee 1 gis5 et (a,]6,]) = 1.

Pour S3/G0 = Ll(a), les théorémes 2.2.5 et 2.3.6 donnent

'\;3'
RU(S™/Gg) = 2_ | ;

d'autre part 3.1.2 et 3,2.1 montrent que ﬁb(Ll(a)) ne contient é@ventuellement

que de la 2~torsion, 1l s'ensuit

T s o

0 si vz(a) =0,
ny
KO(SS/GO) - z, si vy(a) = 1,

zz ] Zz si vz(a) > 2,

v T— o

Pour vz(a) = ] (resp. vz(a) %> 2), le résultat ci~dessus découle de

3.4.2 (i) et (ro)2 = 0 (prop. 3.4,10) (resp. 2,rg = 0 = 2¢, cf. prop. 7.4.1).

*
2b+1?

tiennent @ventuellement que de la 2~torsion, ainsi ﬁk(SB/Gl) & ﬁk(s3/cl)(2>

Pour Ss/G] = 83/D (3) montre que les groupes HI(SS/GI.Z) ne con-

et done (prop. 7.1.1) nous avons

T r

— : oo —
ki(s®/c,) = g, | » | ®0ese) = L, 02,
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2a—2.u (uz1, a 22) pour G2 = D;b : d'une part la

Posons b =
. .. vo3 '
prop. 7.1.1 nous renseigne sur la 2-composante primaire de Kk(S /Gz), d'autre
part l'examen du gradué associé donné par la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch

permet d'en déduire

4 41

v o3 ‘ a3
KU(S /G2) =z, 82, ezu . » | KO(S /Gz) =2, 62

Quand u =1, ces résultats, avec Z = O, correspondent 3 5.3,8 et 5.6.3.

1

Pour les formes sphériques tétraédriques, nous avons obtenu (cor. 6.2.2

et th. 6.3.2)

Y f a ‘
KU(s3/c3) y , KO(SB/G3) = ol.

3m

N n
Considérons S3/O* ¢ (5) montre que G*(KU(SB/O*)) = zz, autrement dit

a3
Ku(s7/G,) =2

2]

- * - . . . 3 *
Soit ﬁﬁ(o ) 1'anneau des représentations unitaires réduites de O ; la
. 2 . .. Noo% . ~
remarque du paragraphe précédent implique que RU(0O ) est additivement engendré

par o, B, v, 8§, €, p et A définies par
a = El"l, B = 52-2, Y = 53—23 g = 64_2, € = E5“3, [ 56'33 A= 57-4 H

sa structure multiplicative peut 8tre décrite par une table de multiplication
analogue d celles que nous avons construites pour éB(QB) et ﬁ%(T;)- I1 est
alors aisé de voir que éﬁ(SS/G4) est précisément engendré par o (avec les
habituels abus de notation ; cf, prop. 1,4.8) avec az = -20 = 0. Ainsi, en
appelant a la représentation orthogonale de 0" telle que c(a) = q, il

s'ensuit 4a = 0 et par conséquent

~oo3
KO(S /G4) =Z

4 .

I1 ne nous reste plus qu'a &tudier le cas des formes sphériques de dimen-
. . . N L
sion 3 ayant pour groupe fondamental le groupe icosaédrique binaire I : (6)

montre clairement que G*(Kk(SB/I‘)) = 0, d'ou
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Roes3/1™ =0 , |kO(s3/1™ =0

7.3. R-théonie des fonmes sphiriques de dimension 5 ou 9.

Les formes sphériques de dimension 5 ou 9 n'ont pour groupes fondamentaux
que des groupes de type I. De fagon précise, les groupes opérant librement et
linéairement sur 55 sont soit Gy = Za (a > 1), soit G] = groupe de type (I,3)
soit GOXGl avec (a,lGll) = 1.

Pour ce qui est de SS/GO, par des raisons analogues 3 celles citées dans le

paragraphe précédent, on obtient

,
(Za) si vz(a) =0,

AP
KU(S /Go) = W

(" 2 A i : = .
Z ol ! ] (Z ) si vy(a) =m 1

z si vz(a) =0,
iB(sS/GO) = Zg ® L, si vy(a) =1,
2
sz+l e 52 A si vz(a) =m 3 2

Les considérations développées @ propos des groupes de type (I,d) montrent

0 (mod 3)). D'autre

Hi

5 v 5 i 2 .
que pour S /G] on a Kk(S /Gl)(n) = Kk(L (n)) (dci n

part (1), (2) et (3) donnant

( Z pour i =0 ou 5,
, ’ z pour i = 2,
H'(s%/G,,2) = { "
zmn pour i =4,
L 0 ailleurs,

avec m notamment Ampair, 1'examen de la suite sepctrale d'Atiyah-Hirzebruch

Psq _ 3P o> Vg ;O vr, 5 s
Ez’q = HP(s /G], KE(S»)) => Kk(S /Gl) implique
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~o5 ) ~o5 )
KU(S /Gl) = lm ® KU(L"(n)) ’ KO(S /Gl) e Zm & KO(L"(n)) |,

Pan exemple, pour toute forme sphérique M de dimension 5 dont le groupe

fondamental est le groupe d'ordre 126 de pré&sentation

[nonobstant un groupe d'ordre 63, c'est 1'un des groupes de rotations d'ordre
minimum et non cyclique agissant sans point fixe sur Ss‘(voir [63], p. 154-155)]

les résultats précédents donnent

"
s KO(M) =Z_ @ Zs ® Zg

ﬁﬁ(M) = Z_, @ 24 ®@Z, 62 7

7 9 9

De méme, les seuls groupes non triviaux agissant lindairement et

sant point fixe sur 59 sont G, =Z_ (a> 1), G] = groupe de type (I,5) ou

G ><Gl avec (a, Gl ) =1, En écrivant a = 22.3k.b avec (6,b) = 1 et en

0

posant ¢ = 0O oul selonque k =0 ou non, nous avons d'une part
KU ~9/
(s GO)
2 2 4
2=0f (e )70 (g2, D78 (@)
3 3
: 2 2 4
2 1 A 4Q(EKZ k+1) ) (ekz k—l) ® (Zb)
2 3 3
2> 212 58 8L, (8L, 5,0 (gf k+1)2 8 (g2 L (Zb)&
2 2 2 2 3 3 «

et d'autre part
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x0(s”/6,)

L =012, @ (ekz

2
9 ) @ (ekZBk_]) @ (Zb)

3k+l

L =1|Z 5 @ (skl

2
) ® (e, Z ,_ ) 8 (Z)
) K k-1 b

3k+l

L =2 |Z SQZ

2 22

k+1

@ (¢ Z
ks

2
)0 (B ) @ (2

2
) 8 (8 ) ® (Z)

2 2 3 1{& (VA _lezze(ekz ,

2+377, 4

2 2 gkt

v
le fait que KO(SQ/GO) ait toujours de la 2-torsion (méme quand 2 = 0) est
une particularité des espaces lenticulaires dont la dimension N est telle que
N-1 2 0 (mod 8). (prop. 3.2.3).
En ce qui concerne SQ/G], puisque GI/[GI’GI] = Ln (cf §.7.1), le théo-

Y Y
réme 1.4,5 implique que Kk(Sg/Gl) est isomorphe & Kk(La(n)) ol

(n)
N . .

'Kk(Lg(n)) selon que n est pair ou impair. Comme nécessairement ici m est
impair, premier avec n (alors que n est forcément multiple de 5), il s'en-

suit que les suites spectrales
Psd _ 3Pes? /e %9(s%)) => RE(S
B9 = #P(s7 /6 ,K1(s)) => K (5 /G,)

pour k = € ou R, sont triviales. En particulier, puisque (1), (2) et (3)

donnent
( L pour i =0 eu 9,
. Z pour i = 2 ou 6
Hl(Sg/Gl,l) = 4 n
z pour 1 = 4 ou 8,
mn
\ 0 ailleurs,

cela signifie que ]ﬁ?(sg/cl)(m)l = m2 pour k = € ou R. En outre, 1'homomor-
1Y A"
phisme de réalification r : KU(Sg/G]) -+ KO(Sg/Gl) est tel que sa restriction
%
r Kﬁ(sg/cl)(m) > KO(Sg/Gl)(m) est surjective (c'est une conséquence de

m

’ Y
1'imparité de m (raisonner comme dans 3.2.4)). Ainsi les groupes KU(Sg/Gl)

(m)
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"
9 .
et KO(S /Gl)(m) sont isomorphes.

D'un autre c8té, considérons la surjection cénonique o sg/zm > 59/G] induits
par 1l'inclusion canonique de [GI’G]] = Z dans G, 3 soient

YV
oP : HP(s%/c

1’
v
KO(Sg/Zm)) les homomorphismes qu'elle induit : il est clair que, Vp ¢ &, oP

k0 P(5%)) Ep(sg/zm, K0 P(s%)) (resp. o' : éb(sg/c,) >

v Y
est surjectif. Alors, KO(Sg/Zm) étant isomorphe & Z2 ] KO(LZ(m)) et d'ordre
‘ ]
2m2 (prop. 3.2.1), la proposition 1.4.6 montre que p& , restriction de
'3 w0 s2/¢ ) i hi d ﬁa(sg/c ) kB(L4( ))
p- & ( V() * est un isomorphisme de 17 (m) sur olm).

Autrement dit

~vo9 Vo4 vo4
K, (57/6,) = K (L*(n)) @ KO(L_(m))

Par exemple, la détermination des groupes de rotations d'ordre minimum et non

cyclique agissant librement sur S9 conduisant au groupe Gi de présentation

on obtient

KU(sg/c;) . (Z z 2

4 4
® (Z,5)" -

Y
961y
)T e (2,7, KO(ST/G]) =2, @ @)

11 2

7.4. K-theondie des gformes sphériques de dimension 7.

-~

En dimension 7 les groupes 3 considérer se répartissent ainsi :

G, =Z (az21), G * G, de type (I,4), G

07~ %, 1 = Doperr G ® >0,

E 3
3= Dy

de type (IV,1), G

I
-
-

*
G4 de type (IIfZ), G5 = Tm, G6 = Om’ G7 8

*
Gy = {1%,s1,

et tout produit direct G X, ol 1g1ig8 avec (a, 'Gil) = 1, ou tout

0

. % .
‘groupe engendré par GOxI et S avec (a,30) = 1. Ci-dessus, nous avons

PSP - & ~ 212
désigné par G9 le groupe engendré par I~ et S ol S est un &lément tel

2 -
que ¢ S = -1 dans SL(2,5) = I*, SLS ! = g(L) pour tout L ¢ SL(Z,S) ol

0 -1

5 o ) dans SL(2,5). (cf. [67], p. 195).

® est la conjugaison par (
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‘ Y
Nous allons d'abord considérer KO(L3(2m)) (m 2 1) en conservant les
notations introduites dans les chapitres suivants. Nous savons (th. 4.3.4)
que pour m 2 2 (resp. m = 1)

n
K03 e™) =z . 8 (z D% (resp. RUL®(2)) = 2g),

2m+2 2m—

chaque facteur étant respectivement engendré par X =0, X, = w2+40, Xy = w0

(resp. par o).

Proposition 7.4.1.

n,
Pour m 2 2, KO(L3(2m)) est isomorphe &4 Z el ) Z2 avec pour générateurs
2

Kk + 2rg pour m = 2,
¥, = ¥0, Y, =

K pour m > 3.
. - noog . 2
D'autre part KO(L™(2)) est isomorphe au groupe 28 engendré par ro.

Preuve.
. 3 7 . . .
L'assertion concernant L7(2) =P (R) est triviale et, du reste, bien connue
[ 1], aussi supposerons-nous m 2 2. Comme

3.22m—2_'_22m--]) - 2m—2

c(yl) = —18x1 + 3x2 - Xy et c(k) = =~( X, Xy s

il est aisé de voir que d'une part c(y]) et c(yz) ont respectivement

+ . . s P
2™ ! et 2 pour ordre, et que d'autre part ils sont linéairement indépendants

n
dans KU(L3(2m)) ; ainsi ils engendrent le sous—groupe & mt1 ] 22 de
2
Y
KU(L3(2m)). I1 en ressort que

- n
2™2 ¢ |m ¢] ¢ |RO(L32™)],

n
soit KO(LB(Zm)) est isomorphe 3 Imc = Z e+l ] ZZ puisque (th. 3.4.2) 1le
2
o
groupe KO(L3(2m)) a pour ordre 2m+2.

Remargue.

Le résultat précédent, outre qu'il &tablit 1'injectivité de 1'homomorphisme de
I3 . . . - r\l
complexification ¢, nous permet d'en inférer les valeurs de KO(Ln(Zm)) pour

n=1,2 ou 4 que nous avions déji annoncées dans les §§. 7.2 et 7.3.
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DN

<

2 .k
En posant pour a : Vz(a) = 2, v3(a) =k, a=2".3".b et € = 0 ou
1 selon que k est nul ou non, nous obtenons donc
Y
Kies’/6.) Ko(s’/6,)
0
v=olcez e (ez )O (c2, )6 () z
(5% k1 Kk k” k-1 b a
3 3 3
3
L =11, ® (e 2 ) ® (e, 2 ) @ (e, 2 - ) & (Z,) Z., 8 Z
8 k 3k+1 k 3k k 3k 1 b 8 3k.b
2 3
Lz 2 ® (Z )70 2, Do, Z )o(c Z _)OEZ)|Z 62 8L
F22+2 2 k 3k+] k 3k k 3k 1 b 2SL+] 2 3k.b
n 7 ]
Maintenant, la détermination des groupes Kk(S /Gi) oi 1 <15 9 con-

duisant 3 des situations analogues 3 celles rencontrées dans les paragraphes

précédents, nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu'on aboutit aux

résultats suivants :

[a"]
KU(S7/Gi) 1<“0(s7/ci)
i=1|=% 6(2)292 Z_0 7. 9Z
16 2 2b+1 8 2 ,b+1
i=21{¢% ® (Z )292 fBKmU(S7/z) z 0z 62 02
2u+2 za—l m u o+l 2 m u
2
. v "7
i=3 22a+1 624 ® z4 @® KU(S /zu) Zza+l ® z4 ® z4 ® zu
i =42z ®z Gr\' 7 ® Z ®
i= 2°‘” 4a;za«azm KU(s /zu) z2a+1924 240 o zu
i=51z_9o2z ®Z 6z Z o7z
8 3m+1 3m 3m 1 8 3m
i=6 z]6®z4®zm z16ez4ezm
3 3
i=7 zl6ez4®zm®z z16®z4®zmezu
3 3
i=38 28023®z5 z86z3®z5
i=9 216924623025 zl6ez4@z3025
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Cependant, signalons que le groupe G, dont il s'agit est celui de présenta-

7
tion
n 4 2 2 2 -1 -1 _
x =y =1, y =2 =t , XyX =z, XzZX = yz,
yzy-] = z—l, txt_] = x_l, tyt_] = Zy, tzt—1 = z_l,
oid 1'on a posé n = 3. u avec m >1 et (6,u) =1, de sorte qu'il a pour

ordre 16.3%.u et pour groupes de cohomologie

~4k 5 S hk+2 . ~impair
576, = £, ez3m oz, H (G =z, I

Enfin, le groupe Gg’ qui est d'ordre 240, a pour groupe dérivé le groupe

(G7) = 0.

. P . . * . * .
icosaédrique binaire I lequel contient O : on remarquera alors que 1l'in-
Y

. . * . . P .
clusion canonique de O dans G9 induit en Kk—theorle un homomorphisme sur-

jectif de K, (57/G) K, (s”/0%)
jec e Kk 9 sur Kk .

Dans les calculs qui précédent, nous nous sommes limités aux formes sphé-
riques de dimension impaire parce que la K~théorie des formes sphériques de
dimension paire n'est autre que celle des sphéres ou des espaces projectifs

réels, laquelle est bien connue.
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CHAPITRE VIII

IMMERSIONS ET PLONGEMENTS DES FORMES SPHERIQUES

T R e  peupiy

8§.1. Le crnitene d'Atiyan.

X étant un espace topologique, on sait que le semi-anneau Vectk(X)
des classes d'isomorphismes de k-fibrés vectoriels (k =R ou €) de base X
posséde une structure de A-semi-anneau ol les opérations
(Ki : Vectk(X) > Vectk(X))i20 sont définies paf ii[g] = [Aig] pour tout
[E] de Vectk(X). Soit 1 + Vectk(X)[[a]]+ (resp. 1 + Kk(X)[[a]]+) le
semi-groupe (resp. le groupe) multiplicatif des séries formelles & coeffi-

cients dans Vectk(X) (resp. dans Kk(X)) et de terme constant 1, alors

1'homomorphisme de semi-groupes
~ +
X, ¢ Vect, (X) > 1 + Vect, (X)[[a]]

défini par ia[gj = 'Zo Xi[gj.ai, confére, de maniére standard *, au complété
Kk(X) de Vectk(X) 1t;ne structure de A-anneau dont les opérations Ai sont
données par Aa(x) = iZo A(x).ai’ pour tout X € Kk(X), ol Aa = ia.e pour
le morphisme naturel d; complétion 6 : Vectk(X) > Kk(X). En définissant la
notion de morphisme de A-anneaux, on pourra, par exemple, voir que les iso~
morphismes canoniques de KU(Ln(p;po,p],...,pn)) sur KU(Ln(p)) (th. 2.2.4)
et de KU(Nn(m;rl,rz,...,rn+l)) sur KU(Nn(m)) (th. 5.3.6) sont des isomor-
phismes de A-anneaux.

Aux opérations A' de la structure de A-anneau de Kk(X), sont d'une part

associées les opérations d'Adams yt qui, en posant Wa(x) = Z ‘Yl(x).a1
i20

(%) Pour plus de détails voir, par exemple, D. Husemoller [22] (chap. 12).
En outre, on notera également qu'au moyen des puissances extérieures,
1'anneau Kk(G) des k-représentations d'un groupe G poss&de une struc-
ture de A=anneau.
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pour X € Kk(X), sont définies par

a d ,
v_ (x) = - 7;7;; s 3@ (A =), (1)

et d'autre part les opérations de Grothendieck yl : Kk(X) +~Kk(X) données

par ya(x) = Z yl(x).a1 avec
i20

Ya © Aa/]-a (2)

(%)

Alors que les opérations d'Adams sont essentielles en J-théorie, les opéra-

tions de Grothendieck sont précisément utiles dans les problémes d'immersions
oo (o) . . oo 4
des variétés . En effet, supposons maintenant que X soit une variété dif-
férentiable compacte de dimension n et appelons TO(X) 1'élément T(X)-n
,\J . - . -~ L] -
de KO(X) (avec des abus de notation &vidents) oi T(X) est le fibré tan-

gent (réel) de X, alors M.F. Atiyah a montré que

Théordme 8.1.1. [4 ]

. . . . +k
1. S'il existe une immersion de X dans R"

, alors yl(—TO(X)) = 0 pour
i>k ;
- . n+k i
2, 8'il existe un plongement de X dans R , alors vy (—TO(X)) = 0 pour

1 2 k.

Dans le cas des formes sphériques, on connait une tré&s utile caractérisa-
tion de leur fibré tangent : soit M une forme sphérique de dimension n et
de groupe fondamental G, alors en considérant M comme Sn/G oi G opére
librement sur S" au moyen d'une représentation (virtuelle) réelle o

(def. 1.3.1), R.H. Szczarba a &établi dans [GQ] que

TR @ 1 = Ep (3>

(%) En fait, si X est un espace ayant le méme type d'homotopie qu'un C.W.
complexe fini et connexe, R. Piccinini a montré que toute opération (addi-
tive) W : KU(X) + KU(X) est combinaison linéaire enti&re des ¥i.jd.

(**) Dans tout ce travail, les igmersions et plongements dont il s'agit sont
différentiables de classe C .
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Ci-dessus ]R est le R-fibré vectoriel trivial de rang | et £ le fibré

- o . -~ n - . -
réel associé au revétement S" > s%/G par la représentation p (cf. p.22 ).

8.2. Le cas des espaces Lenticulaines.

Soit M = Ln(p;po,p],...,pn) 1'espace lenticulaire généralisé d'ordre p ;

avec les notations usuelles (cf. chap. II et III), nous avons avec (3)

‘ n P.
(M) 61 = 120 r(g 1), soit pour la classe stable TO(M) de son fibré tangent

P.
r(¢ *-1). (4)

T (M) = 0

o~

i

I1 s'ensuit

. 5 n P; -1
YT D) =y (= igo r(g *-1)) = izo[ya(r<s -],

et cela revient & calculer ya(r(il-l)) pour 1i ¢ N . Nous avons
i i
Y (x(E7=1)) =y (x(g7)) . v, (-2)
mais avec (2), d'une part
‘ -2 _ a =2 _ .. _\2
v, = [y,N] " =+ " = (-7,
et d'autre part

. . i :
v (x(g") = .20 MaEh. G =1+ @), FHr 5
iE

puisque r(El) est un fibré vectoriel réel de rang 2 tel que det[r(gl)] = ]

(cf. définition de & p.27). Ainsi, pour tout i e N*, nous obtenons
¥ (r(69)-2) = (1-2)% + r(£Y).a(1-a) + 1 = 1 + r(g'-1).a(1-a),

et par conséquent

n pi -1
YT 00) = 1 [1+x(s F-1).a(1-a)] )
i=0

En convenant dorénavant d'écrire yé(M) pour Yé(_To(M))’ la relation (5)
conduit pour les espaces Lenticulaires ordinaires d'orndre p & l'expression

sulvante
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Y (%)) = [1+(ro)a(i-0] ") = ]

120

-nt (“{’ ) (fo)t(a-a®) ().

'\J . -
Nous avons vu (th. 3.2.5) que KO(Lg(pm)), pour p premier et différent de 2,

est engendré par (yi) avec s = inf(pm-l,n). Alors tout (ro)l, pour
Isisly (3]+1
l 1% [§] (la prop. 3.2.6 montre que (ro) = 0), peut s'écrire

(5]

i
(ra) " = } Ay
k=1 Kk

avec A= € Z, Yk e {1,2,...,[3]}. Appelons u, le plus petit entier tel que

k
u, .
pt. xll{ z 0 (mod pmk), Yk € {1,2,...,[§]},
m

P k désignant 1'ordre du groupe cyclique engendré par it
En appelant L(n,p,m) 1l'entier défini par

u

n+i) 2 0 (mod p i)},

L(n,p,m) = sup{lsis[%] |
le théoréme d'Atiyah 8.1.1 et la relation (6) donnent alors

Théoréme 8.2.1.

Pour tout nombre premien p 2 3 :

1. LP(p™ ne peut pas Stre immenge dans g°TH2L(RsPW)

m - -
2. LPp™ ne peut pas Stre plongé dans g2RH1H2L(R.p.m)
Le résultat précédent, annoncé dans [40], généralise un résultat de
T. Kambe [24] oi L(n,p) = L(n,p,1). Lorsque p est un nombre impair quelconque,

le théoréme de factorisation 3.1.2 permet d'énoncer un résultat général. Plus

L r,
précisément, soit p= 1 pJ 1a décomposition en facteurs premiers de p ;
j=1 ] mv T, r.
soient (y, ) s, les générateurs de KO(Lz(ij)), avec sj = inf(p J-'l,n)

Tk 1ks (5]

1 4V
pour tout 1 < j g &. Tout (rc)1 de KO(Lg(p)) peut s'écrire

S.
i & 7 i
(ra)> = Y Y A7 y.)
=t k=1 Jk "k
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appelons, pour 1 < j g &, ug le plus petit entier tel que
ul : mjk 8.
P L.A 20 (modp. 5, Vke {1,2,...,E?Q]3
: 3 J
] k
"
pj k désignant 1'ordre du groupe engendré par yj , et notons M(n,p) 1l'entier
: k
donné par
1) n+i 2 ui
M(n,p) = sup{l 5 1i g [EJ | ( ;) #0(mod T P; )}.

j=1

I1 s'ensuit de la méme maniére

Théoréme 8.2.2.

Pour tout nombre impain p (p = 3), L%(p) ne &'immenge pas (resp. ne se

2n+2M(n,p) 2n+1+2M(n,p))

pLonge pas) dans R (nesp. dans R

Remargue.
.

Géométriquement, le théoréme 8.2.2 est une conséquence &vidente de 8.2.1 ?

.
1'inclusion canonique de sz dans zp " induisant la projection canonique

J
I rj n . . n rj n a
Hj ¢ L (Pj ) > L (p), il est clair que (L (pj ), Hj, L (p)) est un revéterment

. . n . . P
principal, de sorte que si L (p) est immersible dans un espace numérique

r

+1+ 1
R2n ! k, Ln(ij) 1'est aussi.

Nous allons tirer des critéres de non-immersion (resp. de non plongement)
précédemment obtenus et de la relation (6) quelques corollaires aisément véri-

fiables. La y-structure de Ln(p) est en effet domnnée par

. . . . . . . 1 .ot ta
@) = I Do @t = 1 eni ot § enidatt

i20 i20 j=0
soit
k,.n k¥ n+i, i i
YA = DY) UG (o) (7
. _rk+l1
L i=[5-
n

[F]+1
Lorsque p # 2 et premier, la prop. 3.2.6 montre que (ro) 2 =0 et
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n , n
2. m : 230 n Lo
(ro) a pour ordre p : il s'ensuit que vy (L(p)) #0 si

n+ [
U

) # 0 (mod pn5. Nous pouvons donc &noncer

Théoréme 8.2.3.

L or,
Soit T ij La décomposition en facteurs premiens de L'ondre p (p non
j=1

nécessairement impair) d'un espace Lenticulaire LV(p). S'4L existe

j e {1,2,...,2} tel que P, #2 et

n + éﬂ

3]

r.
20 (mod ij) ,

2n+2 [P-]

alons L%(p) ne &'immenge pas (nesp. ne se plonge pas) dans R 2 (nesp.

2n+1+ %]
dans CZ

).

Citong, par exemple, le corollaire suivant

Corollaire 8.2.4.

Soit Ln(pm) un espace lenticulaire tel que p # 2 et premier. De plus, suppo-

sons que u = [gﬂ soit tel que vp(u) =g> |l et, en posant u = ps.q, que

”

1l'extension p-adique de q, d savoir q = .z a pi’ soit telle que 3ai < p1
pour tout i = O. 120

Alors L™(p") ne s'immerge pas (resp. ne se plonge pas) dans g2 (2w

(resp. dans RZ(n+u)+l>.

Preuve.
Il s'agit de voir que, sous les hypothé&ses précédentes, (n:u) n'est pas congru
a 0 modulo pm. Remarquons que si cette derni@re assertion est vraie pour
n pair, i.e. n = 2u, elle l'est aussi pour n = 2u + 1 : en effet

G = Gun@w2) Y et (3ur)(2u2) 7 0 (mod p) puisque p impair.

u
Maintenant, & 1'aide du résultat suivant de la théorie des nombres

(cf. par ex. [6ﬂ, p. 21)
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VP(N!) = 2 [2%1 bour tout entier N, (8)

nous avons

(3u) 3PS.q 2ps.q ps.q )
= t)y- 1)- ! = - - - - q s
b ) = v (BwD v (Quh-v (ut) izl( T ||

> P P

comme la somme des s premiers termes de la somme précédente est nulle, il vient

3u - 3q
sl

En notant que a # 0, on voit que p > 3 et alors le lemme 2.3.8

) ()
q = 'go a. (mod p)

1 1

permet de conclure puisque 3ai < p~1 pour tout i = O.

Il est clair que des considérations arithmétiques analogues permettraient
d'obtenir d'autres critéres de non-immersion (de non plongement) pour les espaces
lenticulaires ordinaires d'ordre impair. Du reste de nombreux articles ont &té

P o n, m -
consacrés 3 ces problémes. Pour L (p ) 1les résultats obtenus pour les cas
particuliers suivants (par l'utilisation de la notion de sous—algébre de

(*)) dans [48] pour p=3, m=1 et n = 3% ou 3s+3t avec

Massey
s 2t>0 et s =1, dans [3Q] pour p = 5 et premier, m=1 et

n= ocpS+Bpt (avec des conditions sur «qo et B "semblables & celles sur les

a, du cor. 8.2.4), et dans [33] pour p =5, m =1 et -n = 3.SS+1+SS, sont
meilleurs que ceux donnés ci-dessus ou pouvant &tre déduits de (7). Par contre,
celui é&noncé dans [28] pour p premier, p # 2 et m > 2 correspond au

th. 8.2.1 déji donné dans [4d]. Par ailleurs, T. Kobayashi établit, dans [31]

(voir aussi [32J et [34]), pour p premier; p#2 et m=1, que si les deux

(%) Soit M ume variété différentiable, compacte, connexe, de dimension n : si
M se plonge dans la sphére SR*K E 1'&tant 1' espace total du fibré en
sphére associé i ce plongement et N : E > M 1la projection, alors il existe
une sous—algébre -dite de Massey~ de 1'algébre de cohomologie H¥*(E,Z )
telle que A™ est fermee pour les opérations cohomologlques H

Hl(E,Zp) = [ (H (M,E ))] o A" pour O < i < n+k-1 ; Al 0 pour

i > n+k-1. @ﬂ.
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conditions suivantes sont satisfaites .
[n—k— 1 -‘

, —
( n;k) £ 0 (mod p) et n+k+l # O (mod p P ),
Ln(p) ne s'immerge pas dans R2n+2k+l. D'un autre c6té, en dehors de [47] et

. A . . ' .
[61}, les meilleurs résultats concernant l'existence effective d immersions

et de plongements sont ceux de D. Sjerve ([56] et [57]) : pour p # 2 et premien,

il a montré d'ume part que fout espace Lenticulainre Ln(p;po’pl"'°’pn) 8'Am-

2n+2 [g-] +2

menge dans R , et d'autre part que £'espace Lenticulaire (ordinaine)

20+2 [ +1
L"(p), ol de plus n 322 et p 3 [%] +3, &'immenge dans ® " [2 54 et
n
n+[—2—]

seulement 54 ( ) est un nesidu quadratique modulo p. Moyennant le

2-

th. 8.2.3, nous pouvons donc énoncer

Théoréme 8.2.5.

. n+ [3]
Sodent n 2 2 et p premiens tels que pa[-rzl]+3,( nz),%O(modp)
2]
mais résidu quadratique modulo p, alorns L°(p) 4'immenge dans
2n+2[Z]+1 2n+2[7]
R sans 5'Lmmengen dans R

Par exemple, L3(5) s'immerge dans Rg mais pas dans RB ; cela signifie en
particulier que L3(5) n'est pas parallélisable (voir chap. IX).

On aura remarqué que dans toute la littérature ci-dessus citée, le cas des
espaces lenticulaires d'ordre pair (hormis celui des espaces projectifs réels
bien entendu) n'est pas envisagé, si 1'on excepte les résultats de E34] pour
L"(4).

A 1'aide de la proposition 3.4.10, on peut néanmoins obtenir quelques informa-

[%]+2

V]
tions. Ainsi, puisque (ro) = 0 dans KO(Ln(Zm)), (7) montre que

231" n+[5]+1 [+
y Tatae™) - —( ? ) 0+ Bh oy ;
n
7]
[5]+1 mn=2 (7] -2 mn-2 (3] -1
comme (ro) a pour ordre soit 2 , soit 2 , nous

pouvons donc énoncer dans tous les cas
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Théoréme 8.2.6

n + [-3—] + 1 m+n-2(1+[—211])
SL (1+[%]).( ) ) £0 (mod 2 y, £'espace Lenticulainre
7.
204142 (]
L22™) ne s'immenge pas (nesp. ne se plonge pas) dans R (resp.
2n+2+2[2]

dans R 27y,

o g N s ’ ~ . , .
Considérons le cas o n = 2°+1 avec s >3, et €tudions la valuation dyadique

s-1
de (3'2 :2) : au moyen de (8) nous obtenons
287

s-1

3'28—]+2 s-1 s s-1
v ( = 3,2 -1-2"-(2 -1) = 0.
2 2

Il s'ensuit

Corollaire 8.2.7.

. s n,. m .
Soit n =2"+1 avec s 3 3, alors pour tout m L (2 ) ne s'immerge pas

s
dans R3(2 +]).

Jusqu'ici nous n'avons envisagé que le cas des espaces lenticulaires
ordinaires. En ce qui concerne les espaces lenticulaires généralisés, moyennant
la relation (5), il est évidemment possible de leur appliquer la procédure pré-
cédemment utilis@e. En fait la seule difficulté qui apparalt est celle de savoir
exprimer les r(Epi—l) en fonction des puissances de ro = r(£-1), puisque ¢

n'est pas un homomoprhisme d'anneaux.

Proposition 8.2.8.

Pour tout p impair et tout k > 1, on a

k+i-1

k .
r(e5-1) = 3 3}( Zi_l) (xo) "
i=1

L
dans KO(L (p;po,pl,---,Pn))-
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Démonstration.

Dans la prop. 3.1.4, nous avons vu que t(§) = E_l, alors, en employant 1'homo-
morphisme de complexification ¢ (qui lui est un homomoprhisme d'anneaux), il

s'agit de prouver que

1

K#i-1 .
%-( -2)* (9).

21—1) - (&¥g

Pour k =1, (9) est manifestement vraie. Supposons donc (9) vraie jusqu'd k

et considérons le cas k + 1. Comme
(e 2y (v T2 = (Mg D gy 4 (Tl Dy g kiR

- 2(g+g -2y,

A, \ < -1
nous avons en utilisant 1'hypothése de récurrence et en posant E+E -2 = x

kel (k1) o KEl K (k+1'2) i K g (k+1'2)
+E -2 = x - Lad B )
i 2i-1

Dans cette dernié&re relation on vérifie immédiatement que les coefficients de
k k+l . 2 . .
X, X et x -8 savoir (k+1)7, 2(k+1) et | respectivement- sont bien

ceux obtenus dans (9) écrit pour k + 1. Il nous faut donc démontrer l'identité

bindmiale suivante

. (k+1—2 . ZE.( ks (k+1—2) el ( k+i ) (10)
-1\ 2i-3 T\ 2i-1 T 2i-1 T\ 2i-1

pour 2 £ i g k-1. Par 1'identité

(k+i-l) ) (k+i—2 ) . (k+i-2 )
2i-1 2i-1 2i-2

le premier membre de (10) devient
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Kk (k+1—2) . 2k (k+1—2) +£1-{- (k+1-2) k-l (k+~1—2)
21-3 1 21-2 i 21i-1 1 2i-1

soit

k+i-2 k+i-2 k+i-2 ’
krl v |2(i-1) v i
1 2i-1 i(i-1) 21i-2 2i-3

k+i-2 k+i-2
Comme (2i-2) 9i-2] = (k=i+1) 921-3 , 11 s'ensuit que le premier membre

de‘(IO) vaut

- (k+1—2 ) Lk (k+1—2 .
i 2i-1 i-1 2i-2 ’

en développant les bindmes contenus dans le crochet, il est aisé de vérifier
k+i )
2i-1 '

Ainsi (9) est vraie, et par conséquent 1l'assertion proposée aussi, car, p

qu'il est bien égal a

étant impair, c est injectif (prop. 3.2.4).

Remargue.

Sous réserve que 1l'assertion suivante

. A
Conjecture : lorsque n = 3 (mod 4), l'homomorphisme c : KO(Ln(Zm;po,pl,...,pn))-+
Nvooon,,m -
KU(L (2 ;po,p],...,pn)) est un monomorphisme.
goit vraie, il est clair que la prop. 8.2.8 vaudra pour Toué Les espaces len-
ticulaires. On sait déja que pour m = 2 ou 3 (chap. IV) et pour m quelconque

avec n petit (chap. VII, prop. 7.4.1) c'est le cas.

Maintenant, pour illustrer le propos que nous tenions sur les espaces
lenticulaires généralisés, nous allons considérer ceux du type suivant : p # 2,
remier = = .. = = = = .. 0= =
p premier, p = p, Peoy =@ et p_ =P p, =8 (a?B), que

n, m
nous noterons L (p ;s;a,B).

La relation (5) nous donne

Ya(Ln(Pm;S;ass)) = [Ya(r(ga—l))]"s . [Ya(r(gﬁ_l)j—(n+l—s) ’
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solt

n-s+k—-1i

k s~1+i . .
v (PG s50,8)) = ] <-1>k<a-a2>k[ ) ( )( )(r(&"‘-x))l(rws—l))k 1J.
=0

k>0 i i k-1

I1 s'ensuit

ion, m ; g k ) k Sf1+i (n—s+k-i) o ; g ki
v (L 5850,8)) = (-1) -k izo ; i JCECGET=I) T (x(E™-1))

j+1
vx

Selon la prop. 8.2.8, (r(gm-l))l(r(gs-l)k_l est un polyndme (& coefficients
. . i k-1,2 k
entiers) en (ro) dont le terme de plus bas degré est (a B Y (ro) .[ ]
-] +]
En particulier, pour j = 2[%] s> Noug obtenons donc (prop. 3.2.6 : (ro) 2 =0,

(ro) a pour ordre p)

. n

2[2] =0 femisi| fnmst [B]-1) L il [

v 2t p%ss0,8) =-| ] ( ) ( 25 ) (' 2 7| (xo) 2
2

i=0 t

D'oli le critére suivant

Théoréme 8.2.9.

Pour p # 2 et premien, 54

[2] . n . ny_.
2 (s—l+1) (n—s+[§q-1) ; EE]—I 2 o
. . B 0 d s

izo : EETNAC )" # 0 (mod p)
0o 2n+2[7]
L (p 3s;0,8) ne 4'immenge pas (resp. ne se plonge pas) dans R (nesp.
) 2n+1+2[7]
ans R

8§.3.Le cas des Q- formes Sphériques .

. P P . . n
Soit M 1la Qm forme sphérique généralisée N (m,r],rz,...,rn+]), par la
formule (3) de R.H. Szczarba son fibré tangent T(M) est tel que
n+l
T @ 1y = ] (26 ,4)-
i=] i
Dans cette relation on a noté 2£r +3 le fibré réel associé & la représentation

réelle ZEr +3 qui est sans point fixe et de degré 4 = ceci est légitime vu
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5.5.1 et 5.5.2. Autrement dit, l'homomorphisme c¢ &tant naturel, nous pouvons

commencer par étudier la y-structure de RU(Qm). Dans ces conditions, & dési-

; a ,_a .
gnant 1'une des £ 43> mOus obtenons ya(g) =1+ Eq7 + (T:;) . I1 s'ensuit
donc

n+l 2 =2
Va(TM0) = 1 [1+(sri+3—2)(a-a ] (11)

et par conséquent

k 2n+l+i i i
k k ~2 12
ey = T 1) ( ) )( _.) (Fr43 ™ (12)
i k-1 .
.___[k"'l]
)
lorsque ST, T ... =r . =T De cette relation, des théorémes 5.3.!

et 5.5.4, il s'ensuit clairement

Théoréme 8.3.1. ([51], 3.1).
2

1. 8¢ w2P*! (m;r) 4'immenge (nesp. se plonge) dans nR8p+7+N, alons L existe

6, € RO(Q) Zek que

k 4p+3+i ( i ) .
ik ol _a oy 2PF2
. Zk+1 -1 ( i ) i) Bra3™2) = 0 (278 5)
=[]

pour chaque k > N [(resp. k = NJj.

RBP*IN  pons ik existe

2. S& N2p(m;r) &' immenge (nesp. se plonge) dans
B, € RSp(Qm) tel que

4p+1+i

Lk i ) i L 2p+l
) =1 ( i )(k-i (84372) = 6,(27¢ .3)
i

pour chaque k > N (nesp. k 2 N).

Nous allons maintenant nous intéresser au cas des Q3-formes sphériques
ordinaires (bien entendu celles du type Nn(3;r) s'y raménent), le cas des
Qz—formes sphériques ayant &té récemment &tudié dans [10]. Dans tout ce qui
suit, nous poserons

‘ i (2n+l+i )( i )
A (k,i) = (-1) : il
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Commengons par le cas n = 2p+l : la relation du corollaire 5.4.5 et le théo-
‘s k P
réme 5.4.7.1 montrent alors que la condition Y (Nn(3)) = 0 équivaut aux quatre

congruences suivantes :

k o _ _
I A G, @M 20 (mod 220%2y  (13)
._rk+1
i=[5
X . i-2 _ n
y A (ki) . 2 20 (mod 2) , (14)
. _rk+1
l-[ 2 ]
k 43
) A (k,i) . T, =0 (mod 2°7) (15)
. _rk+1
1_[ 2 ]
k 043
Y A (k,i) . S, | =0 (mod 2" ) (16)
+1
i=[5
[1es nombres Si et Ti ont été définis au §.5.4, p. ]. Soit K 1le plus

grand des nombres entiers k pour lequel l'une au moins des congruences pré-

cédentes n'est pas vérifiée, il est clair que (pour n impair)

Théoréme 8.3.2.

NT(3) ne s'immenge pas (nesp. ne se plonge pas) dans gint2+K

4n+3+K)

.

(nesp. dans R

Par exemple : pour n =3 et k =3, (13) n'est pas vérifiée, autrement

dit N3(3) ne s'immerge pas dans R17.

I1 va de soi que le th. 8.3.2 est encore vrai pour n = 2p, 3 condition de

remplacer les congruences (13)-(16) par les suivantes :

k : ,
y | A_(k,1). @ 72223 2 0 (mod 22 (17)
+
i=[=-]
2
. p-3 i-3.,_ +1
.i[(k“]An(k,l).[Z (8;_,~T;.)=2" "]z 0 (mod 277)) (18)
1=~
2
k 2
Ek ] A (k,)T,_ = 0 (mod 2P7°) (19)
R +
1=|~5

2
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]
A (k,i)Ss,_
i=[Eil.n S Tl
2

ainsi que 1l'indique le th. 5.4.7.2. Pour certaines valeurs de n, on peut ici

0 (mod 2P*3) ' (20),

[H]

aussi énoncer des critéres de non-immersion simples & vérifier.

Lemme 8.3.3. ([15], p. 179).
(Za - E 22i a (a—2i
2b & 2i) © \ b-i g
l—-
- % g 21+l ( a+l ( a-2i
L 2i+1) ° \b-i

Corollaire 8.3.4.

3n+3

n '
042 ) £ 0 (mod 4), alors N (3) ne s'immerge

(1) Si n =0 (mod 4), n# O et(

pas dans R6n+5 et ne se plonge pas dans Ré(n}]).
3 n—1
(ii) Si n =1 (mod 4), n # 1 et( nEl] £ 0 (mod 2), alors N“(3) ne
2 _
s'immerge pas dans R6n+2 et ne se plonge pas dans R}(Zn+l).

Démonstration.

(i) Nous allons voir qu'avec ces hypothé&ses, (17) n'est pa vérifiée pour
k = 2n+3. En posant n = 2p et en utilisant le lemme ci-dessus, il est

facile de voir que (17) &quivaut a

6p+3 ) _ 2p+3)( 6p+4) -
(p+1) (2p+2 ) ( 2p 2p+3 = 0 (mod 4).

2p+3 (6p+4 ) - ( 6p+3 2(3p+2) (2p+1) (p+1)
2p 2p+3 2p+2 | ° 3

de constater que ce terme est toujours divisible par 4 ; autrement dit (17)

En écrivant ( , 11 est aisé

équivaut i

(p+1) ( gg:g ) 20 (mod 4).

Comme cette derniére congruence est toujours vérifiée pour p impair

P 6p+3) (6p+2) (6p+2 ‘o
(écrire (2p+2 sous la forme 2p+2 + 2p+] et utiliser le
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lemme 8.3.3), nous devons supposer p pair i.e. n = 0 (mod 4).
Par exemple - N8(3) ne s'immerge pas dans R53.
(ii) Ici nous allons montrer que (14) n'est pas vraie pour k = 2n. De la méme

maniére, avec n = 2p+l, il est clair que (14) équivaut 3
( 6p+4
2p+l

comme ‘gg:?) =2 (3p;l)(mod 4), cette congruence sera toujours vérifiée

pour p impair : nous devons donc supposer n = 1 (mod 4), d'ol le résultat

Q (mod 4)

puisque (3p+l) = ( if) (mod 2). Par exemple : N5(3) ne s'immerge pas dans

p
R32, N9(3) ne se plonge pas dans 857.

Enfin, supposons que n = 2% (s 2 2) et étudions la valuation dyadique

3.2%+3) 25* 14 25+
U e S b B W
izl 2 J izl 2 izl L2

1+ 35— - @5 - @%-1) = o.

3n+3
de <n+2' . Nous avons

% «323))

soit

V2 (( o »

Ainsi, pour n =2° (s 3 2), ( 3n+3

042 ) étant toujours impair, nous pouvons

énoncer

Corollaire 8.3.5.

28 3.25% 45
Pour tout s 2 2, la forme sphérique N° (3) ne s'immerge pasdans R™° .

Remarque.

Dans [52], E. Rees a montré que toute variété différentiable M, fermée, de

dimension n et telle que Hi(M,Z) @Z =0 pour O < i <n, se plonge dans

2
k 3 .
R™ pour k z-§(n+1) : le cor. 8.3.4 (illustré par 8.3.5) prouve que ce résultat

ne vaut pas pour les variété@s ayant de la 2-torsion.
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§.4. Le cas gé.né/ta!..

Soit M wune forme sphérique de groupe fondamental G et de dimension
a ¢ aa e N - < . N
N : M peut @tre considérée comme S /G oli G opére librement sur S au
moyen d'une représentation (linéaire) orthogonale sans point fixe p (on sait
qu'une telle représentation se factorise en une représentation unitaire p

sans point fixe). Soit Gp un p-sous~groupe de Sylow de G, alors l'inclusion

canonique ip : G > G définit une représentation orthogonale sans point fixe

. N
pP = i;(p) de Gp au moyen de laquelle Gp opére librement sur S : appelons
Mp = SN/Gp la variété quotient ainsi obtenue (cf. §.1.4). Il est clair qu'a

deux p-sous—groupes de Sylow distincts de G, soit G; et G;, se trouve ainsi
associée (& isométrie prés) une méme forme sphérique Mp : en effet les repré-

sentations induites p; et p; sont équivalentes car G; et G; sont conju-
gués dans- G. Avec les conventions, faites au début de ce travail, de confondre

deux formes sphériques isométriques (resp. deux représentations &quivalentes),

il est donc légitime d'introduire la notion suivante :

Définition 8.4.1.

Soient M wune forme sphérique de dimension N, G =T;(M) et p e RO(G) la
représentation (virtuelle) orthogonale définissant M comme SN/G. Pour tout
nombre premier p divisant l'ordre de G, on appelle p—éodme.éphénique
associle & M la forme sphérique Mp définie par 1'action d'un p-sous—groupe

de Sylow Gp de G au moyen de la représentation induite pp.

. . P . +
Maintenant, dire que la forme sphérique M s'immerge dans BN k signifie
que

(M) ® vk(M) = (N+k) . ]R s

ou vk(M) est le fibré normal associé & cette immersion ; du reste, le théo-
réme bien connu de M.W. Hirsch []9] assure que la réciproque est vraie. En

N N . .
appelant Hp : 8 /Gp = M.p - S /G=M laprojection induite par i il est

clair que (Mp, Hp, M) est un revétement, de sorte qu'il est ainsi évident
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que l'existence d'une immersion de M dans gV implique forcément que

M s'immerge aussi dans RN+k. Autrement dit, il suffirait qu'il exist3t une
p-forme sphérique associée 3 M qui ne s'immerge pas dans un espace numérique
donné, pour qu'il en soit de mé€me pour M. Comme Gp est soit un groupe cycli-
que, soit un groupe quaternionique généralisé (remarque 1.3.6), on voit donc
que La détermination de cniténres de non-immersion {ou de non-plongement) pour
uné gorme sphénique quelconque se namene & celle de crnitéres analogues pour Les
fonmes spehriques universelles (visées précisément par la remarque précitée),

i savoir les espaces projectifs réels, les espaces lenticulaires d'ordre pm
et les Qm—formes sphériques.

Moyennant les résultats obtenus ou rappelés dans les paragraphes précédents

et ceux de M.F. Atiyah [4] pour les espaces projectifs réels de dimension paire,
il est aisé de formuler de tels critéres. Signalons, cependant, la situation
suivante particulidrement intéressante : chaque fois qu'un sous—groupe fini

G de O(N+1) contiendra un sous-groupe de Sylow ne possédant qu'une représen-
tation orthogonale sans point fixe, il pourra €tre énoncé un critére de non-
immersion valable pour foutes les formes sphériques M de groupe fondamental
G (i.e. indépendant de 1l'action définissant M comme SN/G). Ce fait se
produit avec Q2 3 par exemple : puisque Q2 est un 2-sous-groupe de Sylow

* . - +
de Tm et que Nn(2) ne s'immerge pas (resp. ne se plonge pas) dans R6n 2

6

(resp. dans R n+3) selon D. Pitt [51] si

(32:1) # 0 (mod 8), on peut €noncer

Proposition 8.4.2.

. + o s - - V .
Si (3211) # 0 (mod 8), aucune forme sphérique tétraédrique 54n+3/T;
s'immerge (resp. ne se plonge) dans R6n+2 (resp. dans R6n+3). C'est notam~

s
ment le cas lorsque n = 2 avec s > 1.

On en déduit

Corollaire 8.4.3 [41]

Aucune forme sphérique S7/T; n'est parallélisable.
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CHAPITRE IX

PARALLELISABILITE ET CHAMPS DE VECTEURS

- 8 S G o A . e . o S R SR D e Wy e -

Il est bien connu d'une part que toute variété orientable, compacte, de dimension

3 est parallélisable ([43], p. 278 et [19], p. 270) et d'autre part que de toutes
les sphéres seules Sl, S3 et S7 le sont (Bott, Kervaire, Milnor), aussi la
question de la parallélisabilité d'une forme sphérique ne se pose-t-elle qu'en
dimension 7. D'un autre c6té, les considérations développées dans le §.8.4 montrent
qu'une condition nécessaire & la parallélisabilité d'une telle forme sphérique est
que chacune de ses p—formes sphériques associées le soit. Nous allons donc exami-

ner successivement le cas des espaces lenticulaires d'ordre pm (p premier) et

celui des Qm-formes sphériques.

9.1. Parallilisabilite des espaces Lenticulalires.

Soit p premier et commengons par étudier la y-structure d'un espace lenti-
culaire (généralisé) L3(pm;po,p1,p2,p3). Nous savons (§.8.2) que la classe stable

de son fibré tangent est
P P P P
r(g O-1) + £(§ '-1) + £(E 2=1) + x(g >-1) ()

Lemme 9.1.1.

Pour tout p premier et tout entier k > 1, on a
r(£5-1) = 2. (z0)
v 3, m
dans KO(L™ (p ;po,pl,---,pm))-

Preuve.

Lorsque p # 2, la prop. 8.2.8 montre que

k
r(g%1) =12 (xo) + |

k+i-1 .
% ( 21__1) (xo)*? (ror)2 (2)
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comme alors (rc)2 =0 selon 3.2.6, l'assertion est triviale.

Pour p = 2, la relation (2) est encore vraie car ¢ est injectif (voir

v
remarque p. ) ; mieux on a encore (ro)2 = 0 dans KO(LB(Zm;pO,pl,pz,p3)
. 4
en effet _c(ro)z) = (c ro)2 =;—Jz—jf (prop. 3.1.4), comme 04 = 0 dans
(1+a)

éﬁ = (L3(2m;p0,p1,p2,p3)) (th. 2.2.4 et prop. 2.2.3), l'idjectivité de c¢ impli-
que bien (ro)2 = 0.

m+]

. . . m .
Maintenant, puisque rg a respectivement pour ordre p ou 2 suivant que

p est différent ou non de 2 (prop. 3.2.6 et 7.4.1 respectivement), la relation
(5) du §.8.2 qui s'écrit donc ici
3

) pi)(rO)(a-aZ),

3, . m N 1
Ya(L (P ’PO’P]’P23P3)) =1 (i=0

nous donne

Théoréme 9.1.2.

I. Pour p # 2 et premier, aucun espace Lenticulaine L3(pm;po,p1,p2.p3) tel

que

2

2 2. 2
S+ p] tp, tp3 #O (mod p™)

P

n'est parallélisable.

2. Aucun espace Lenticulalire L3(2m§po,p1,p2,p3) ol m =2 2 n'est parallfifisable.

Ces assertions découlent clairement du théoréme d'Atiyah (8.1.1). La forme donnée

a4 la seconde assertion vient de ce que la congruence

2 2 2 2 _
P, * P, + P, + Py = 0 (mod 8)

n'a pas de solution (po,p],pz,pB) telle que (pi,8) = | poﬁr i= 0,1,2 et 3 :

dans ZS on a toujours a2 =] lorsque a = 1,3,5 ou 7.

En fait, pour tout p premier, J. Milnor [46] avait déja annoncé que si

2 2 . P
P°+p]+p§+p§ £0 (mod;F%,L3(pm;po,pl,p2,p3) n'était pas parallélisable : notre

résultat montre en plus que S7/Z4 n'est jamais parallélisable. De son cdté
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. e | 2. 2.2 2 _ m
D. Sjerve avait €tabli que pour p 2 5 la condition P *P*Py*Py = 0 (mod p ) est
une condition nécessaire ef sugfisante pour que L3(pm;po,p1,p2,p3) soit parallé-
lisable [57] : lorsque p = 3, le théoréme 9.1.2 prouve qu'aucun espace lenticulaire

S7/l n n'est parallélisable (1 et 2 ont pour carré 1| dans Z3). Enfin, rappelons

3
que la parallélisabilité de S7 entraine celle de P7(R) = L3(2).
Ainsi, l'ensemble de ces résultats résout complétement la question de la paralléli-

sabilité des espaces lenticulaires S7/L o° e particulier
p

Corollaire 9.1.3.

1

Aucun espace lenticulaire ordinaire L3(p) n'est parallélisable si p 2 3 (non

nécessairement premier).

Remarque.
Dans son travail sur la platitude des fibrés vectoriels de base Ln(p),
D. Lehmann [36] avait déja énoncé le corollaire ci-dessus pour p = 3 et premierf*)
Concernant le probléme méme de la platitude, il y laissait néanmoins en suspens
la question de savoir si, pour m > 2, L3(2m) admettait une connexion linéaire &
courbure nulle sur son fibré tangent. Comme le fibré tangent (réel) T(L3(2m)),
qui est de rang‘7, a méme classe dans ﬁB(L3(2m)) que 4(ro), et que

4V
KO(L3(2m)) = Z —_ 0 Zz pour m 2 2 (prop. 7.4.1), il ne pourrait admettre une

2 B}
connexion a& courbure nulle que s'il existait en particulier un entier 0 < k g 3

‘tel que k = 4 (mod 2m+1) : puisque m > 2, il est &vident qu'un tel entier n'exis-

te pas. Il s'ensuit :

~<

Proposition 9.1.4.

Pour p 2 3 (non nécessairement premier) et n > 2, aucun espace lenticulaire

L"(p) n'est plat.

Le probléme plus général de la platitude des fibrés vectoriels de base
n . . s _ bl s a1e .
L (p;po,p],...,pn), et singuliérement du fibré tangent, conduit & 1'@tude d'équa-

tions diophantiennes plus ou moins compliquées.

(*) Ainsi que pour les espaces lenticulaires ordinaires dont 1l'ordre est produit de
nombres premiers différents de 2.
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En ce qui concerne la parallélisabilité des autres formes sphériques, il
est d'ores et 'déja possible d'énoncer quelques résultats : soit F une forme

sphérique de dimension 7 dont le groupe fondamental est tel que‘

(i) Hi(F) n'est ni trivial, ni un groupe cyclique,

(ii) aucun groupe cyclique n'est facteur direct de HI(F) ; alors

Proposition 9.1.5.

* .
F n'est susceptible d'€tre parallélisable que si HI(F) est D_, avec a pain,

ou un groupe de type (1L,2).

Preuve.—
Les hypothéses faites sur F impliquent que HI(F) = Gi avec | £1 59 ot
les Gi sont les groupes énumérés au §.7.4. (Plus généralement, se reporter au
§.7.1 pour les propriétés de ces groupes qui vont étre évoquées ici). Si

HI(F) =G, ou G,, ces groupes possédant des 2-groupes de Sylow cycliques

1

(groupes de type (I,d)) d'ordre supérieur ou égal & 4,‘1es 2~-formes sphériques

associées & F ne sont pas parallélisabies et donc F non plus. Si HI(F)

. 4 s .. . . * * « -
est 1'un des groupes polyédriques binaires généralisés Tm’ 0m ou I, F posséde

une 3-forme sphérique associée et, par conséquent, —aucun espace lenticulaire

S7/Z o n'étant parallélisable- F n'est pas parallélisable. Enfin, c'est a for-
3
. Y . . * . .
tiori encore le cas si H](F) = G9, puisque I  est un sous-groupe (distingué)
de Gg.

[le corollaire 8.4.3 n'était qu'un cas particulier de la situation envisagée ici}.

9.2. Fonmes sphériques dont Le groupe fondamental est de type (II,d).

On sait que pour de telles formes sphériques, leurs 2-formes sphériques
associées sont des Qm—formes sphériques. Tout d'abord, considérons donc une Qm-
forme. sphérique S3/Qm ¢ son fibré tangent est tel que

3 - _ cl s _ . -
T(S /Qm) ] ]R = 2€r+3 ol 2£r+3 est le fibré associ& a la représentation réelle
Lo ' . 3 . 3 _
25r+3 définissant 1'action de Q  sur S, autrement dit TO(S /Qm) =

Y]
= 2(2~-¢ ) = —dr vaut zéro dans KO(SB/Qm) (th. 5.6.3). Ainsi S3/Qm s'immerge

r+3
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5
dans R4 (ce qui était bien sir prévisible) et se plonge dans R : on retrouve
13 le résultat de C.T.C. Wall [6i] selon lequel toute variété de dimension 3 se
plonge dans Rﬁ.

\
. .. 1
Examinons maintenant le cas des formes sphériques S7/Qm + comme TO(N (m;1))

= -2dr et que dr a pour ordre 2m+1_ (th. 5.6.3), il est clair que N](g;r)

ne peut avoir de connexion linéaire & courbure nulle sur son fibré tangent et,

par suite n'est pas parallélisable. [on aurait pu obtenir ce résultat en utili-
sant le th. 8.3.1]. I1 ne nous reste donc plus qu'd envisager le cas des Qm—formes
sphériques généralisées de dimension 7, i.e. celles de la forme Nl(m;rl,rz) avec
r

I # T,

() i dire qu'elle s'immerge

Dire que N](m;r ,r2) est parallélisable &quivaut

1
dans R8 et, par conséquent, implique que yk(Nl(m;r],rz)) =0 pour k 3 2.
Commelles opérations de Grothendieck Yk sont naturelles, au moyen de 1l'isomor-
phisme donné par le th. 5.5.5, il suffit de vérifier ces relations dans
ﬁb(Nl(m)).’Nous devons donc y exprimer dr et dr en fonction de d]. Pour
cela quelques considérations préliminaireslsont néczssaires.

Lemme 9.2.1.

Avec les notations du lemme 5.3.4, pour r > 5 on a

-2k+]1 pour r = 4k+l,
r—3) (-2
PL+1(2) = S—~—2%—-—2-- V. avec V_={ -2k pour r = 4k+2,
-2k+2 pour r = 4k ou 4k-1.

Démonstration.

Le lemme 5.3.4 montre que Pr+l(x) = x Pr(x) - Pr_](x) + Zar avec

r+l
(2) =1 -a oi a =0 pour r pair et @ = (—])[ 2 ] pour r impair.

pr+l r+1 r

En calculant la dérivée en x = 2, il s'ensuit

(%) Pour une variété compacte oilentable de dimension n, il y a équivalence entre

n+l,,

"8étre parallélisable”" et "s'immerger dans R . P6(R) s'immerge dans R7

mais n'est pas parallélisable.
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1 = 1 - 1 — . .
P!, (2) = 2P1(2) = P! (2) +1 - o ; (3)

= p! - pt 12 et
en posant Ur+ Pr+1(2) Pr(2), (3) s'écrit encore

1

On déduit

- U.=1r~4 -~ (o_t+a
r

Ut 5 *oootag),

r-1

comme U, = Pg(Z) - PL(Z) =1 (car PS(X) = x, P4(x) = 1), en posant

5
i=r :
g = 2 o. 5 1l vient
r . i
1=5
Uy =T~ 3 -0, (5).
En fait -

i
—
=]
Q
[~
[a}
a1
il

=1 ou2 (mod &),

=0 ou3 (mod 4).

o
=]
(e}
=
o}
2}
"

Par (4) et (5) on obtient

\ (3 (-2) T
Pra (@ = 2 iZS %

il est alors facile de vérifier que

-2k+1 pour r = 4k+l,
r
V=) o, = -2k pour r = 4k+2,
ro s i
-2k+2 pour r = 4k ou 4k-1.

Lemme 9.2.2.

Dans £ﬁ(Nl(m)), pour r pairona : 2 - Er = (2-54) Qr(2) avec
Qr(2) =1 + ZP;(Z).

Preuve.

Du cor. 5.3.5, il résulte que pour tout r pair il existe Qr(€4) € 2[54]

tel




- 169 -

que 2 - gr = (2—54) Qr(€4), alors dans RU(Qm)

2 - g, = (2-g) [ (5=, (2] + (2-5,) Q_(2)
» Q(E)-Q(2)

%ﬁZ

2 - Er = ‘(2‘64) + (2"64)-Qr(2)
v
soit dans KU(N (m))
2 - Er = (2'64) Qr(z)-
D'un autre cOté on a 2 - gr =2 - g4.Pr(£4) i.e.

2-¢ P () =(2-g) Q. (g,),
4 "r 74 47 “r 74

soit (dans 2[54])

P_(£,)-P _(2)
E,2

. Qr(€4) =1+ & . (car Pr(2) =1)

ce qui implique précisément

Q.(2) =1 + 2p1(2)

-

. . o e 1 .
Maintenant, pour en revenir & notre forme sphérique N (m;rl,rz), il nous

faut calculer 6r + Gr oi, rappelons-le, r, et r, sont Ampains. Le lemme 9.2.2
1 2
nous donne

r

= —\ = -— X -, = i
8 T 5r1+3 2 = (§,-2) Qr1+3(2) 5, - [l+2P;1+3(2)]

et le lemme 9.2.1 implique donc

6r1 =6 - ['+r1(r1")'2Vr1+2]’
Ainsi, en posant Gr] = alél (resp. Grz = a262), nous obtenons
arl + ar2 = rl(rl—l) + r2(r2—1) - 2(Vrl+2+Vr]+2-l) (6)

avec r et r, impairs.
N
Avec la relation (11) du §.8.3, la y-structure de Nl(m;rl,rz) en KU-théorie

s'exprime par
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1 2.2 c 2.~ =2
. = - § -
Ya(N (m,rl,rz)) [I+ar161(a a )] . [l+ar2 ](a a )]
o (m3r,,1,)) = (1-2a_ 5, (a-a2)) (1-2a_ 5, (a-a>))
Ya *T1° 72 r 1 T, 1 ’
2 . . i
soit ya(N](m;r],rz)) =] - 2(ar +ar )Gl(a—a ). Autrement dit si N (m;rl,rz)

1 2
8

s'immerge dans R°, on doit avoir (th. 5.6.3)

a +a =0 (mod 2m+1)'
1 2

Moyennant (6), il s'agit donc d'étudier la congruence

,

£, (r,=1) + 1,(r,"1) = Z(Vr]+2+vr2+2"')' (mod 2™y,
Posons r, = 2ul +1, r, = 2u.2 + 1, elle devient
2u +1)u; + (2uy+Du, = vr1+2 + vr2+2 -1 (mod 2™ (7).
Si u, et u, sont pairs, soit u = 2v1, u, = 2v2, on a Vrl+2 + Vr2+2 =
V4v1+3 + V4v2+3 = —2(vlfv2) (lemme 9.2.1), mais alors (7) est impossible puis-

que le premier membre est pair et le second impair.

Si u, et u, sont impairs, soit u, = 2vl +1, u, = 2v2 + 1

‘ 2. 2 m
(2u1+l)u] + (2u2+l)u2 +1 - (Vrl+2+Vr2+2) = 8(vl+V2) + 12(vl+v2) + 9 £ 0 (mod 2)
Enfin, si u, = 2v] et u, = 2v2 + 1, on obtient

2 2 ’ m
(2u!+l)u] * (2u2+1)u2+1 - (Vr1+2+Vr1+2) = 8(vl+V2) + 4v] + 12v2 +5 #0 (mod 27).

.. 1 . . . o e o
Ainsi N (m;rl,rz) ne s'immerge jamais dans RS. Il résulte de toute cette étude

Théoréme 9.2.3.

Les seules Q- §o/mes spheniques parallélisables sont S3/%.

Une conséquence importante de ce dernier résultat est que les formes sphéri-
ques F du type visé par 9.1.5, ne sont jamais parallélisables. Plus généralement
si le groupe fondamental d'une forme sphérique contient un 2-sous—-groupe de Sylow

quaternionique généralisé on voit qu'elle n'est parallélisable que si elle est de
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dimension 3. Compte tenu des renseignements obtenus pour les espaces lenticulaires

m -
d'ordre 2, nous pouvons donc &noncer

Théoréme 9.2.4.

Soit M une fomme sphérique de dimension n et de groupe fondamental G : 34
Llondne de G est au moins divisible parn &, M n'est parnallélisable que 54,

et seulement 84, mn =1 ou 3.
En particulier (voir prop. 1.3.5)

Corollaire 9.2.5.

Parmi les formes sphériques homogénes de groupe fondamental non trivial et non

cyclique, seules celles de dimension 3 sont parallélisables.

v

En conclusion, usant de la terminologie introduite au §.7.1, nous voyons que la
question de la parallélisabilité d'une forme sphérique généralisée ne se pose
éventuellement que pour celles dont le groupe fondamental est de type (I,d) avec

vz(n) = 0oul (ce qui implique d impair ou &gal 3 2).

9.3. Span des formes sphériques.

En développant les méthodes utilisées par J.F. Adams [‘] pour la solution
du probléme des champs de vecteurs sur une sph&re, J.C. Becker a résolu le pro-
bléme de la détermination du span d'une forme sphérique [8] -(on définit le

(%)

span d'une variété différentiable M comme le plus gfand entier k tel que

M posséde k champs de vecteurs linéairement indépendants 1i.e. le nombre maxi-
mum de sections linéairement indépendantes que posséde son fibré tangent)- sauf

en dimension 7, 3 condition toutefois que son groupe fondamental soit métabé&lien
de rang 2 dans le cas ol il aurait un 2-sous-groupe de Sylow quaternionidue géné~-

ralisé. Auparavant, D. Sjerve avait cependant calculé span(S7/G) avec l'hypothé-~

se (IG|,6) = ] ([57], p. 104), Naturellement, le span d'une variété parallélisa-

(¥)Comme partout ailleurs dans ce travail, il s'agit toujours de variétés diffé-

. (=]
rentiables de classe C .
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ble est &gal 3 sa dimension. Enfin, il est évident que si (M"). . est l'ensem—
ble des pi—formes sphériques associées 3 la forme sphérique M1 EZ dimension n,
on a
span(M) < inf (span(M_)) s span(Sn) (8).
iel Pi
D'un autre coOté, onAconnait ([8], p. 995) une minoration du span : en dimension 7

on obtient

IR

Z avec p 2 3 (non nécessaire-
7 ment premier),
span(S'/G) = (9

5 lorsque G

R
o

4 lorsque G

Proposition 9.3.1.

]
wn

(i) Pour tout m = 1 : span(S7/z m)
- : 3

(ii) Pour tout m 2 2 : span(S7/Z n?
2

5.

Preuve.

Dans les deux cas considérés, les inégalités (8) et (9) montrent que le span est

7/Z o et S7/Z

3 2
étant orientables, elles seraient parallélisables : ceci est impossible (voir

compris en 5 et 7. Si le span était supérieur ou égal 3 6, S o

§.9.1). [Pour L3(3) le résultat &tait connu de T. Yoshida [68] ].

 En ce qui concerne les Qm-formes sphériques, on sait (th. 9.2.3) que S7/Qm
n'est pas parallélisable : on a donc span(S7/Qm) = 4 ou 5. L'expression de
ya(S7/Qm) montre que yk(S7/Qm) =0 pour k > 3 : dans le cas N](m;r) cela
#r

PP 1 P
est immédiat, dans le cas N (m;r],rz) avec r cela résulte de ce que la

1 2
congruence (7) n'est jamais satisfaite (§.9.2). Selon Atiyah, il s'ensuit que la
dimension géométrique de Td(S7/Qm) est telle que g.dim(To(S7/Qu9) <2

([4], p. 128)., Mais alors
span(T(S7/Qm) ® lR) =8 - g.dim(To(S7/Qm)) 26

comme span(T(S7/Qm) ® ]R) =1 + span(S7/Qm) (cf. [69], th. 2), il s'ensuit

7
span(S /Qm) =5, D'ou
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Proposition 9.3.2.

span(S7/Qm) =5,

Remargue.

La procédure qui vient d'@tre décrite peut &tre appliquée i d'autres formes sphé-
riques de dimension 7. Par exemple, il peut &tre ainsi montré que toute forme

- . - - L 7 * * - - Ld
sphérique tétraéddrique S /Tm a 5 pour span. (Tm est un groupe métabélien

de rang 3, voir chap. VI),.
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CHAPITRE X

~ APPLICATIONS ZP-EQUIVARIANTES ET TYPES D'HOMOTOPIE

10.1. Un probleme de rdalisation géométrique.

" Dans les chapitres précédents nous avons souvent indiqué que la K-théorie
des formes sphériques généralisées»se ramenait 3 celle des formes sphériques
ordinaires. Nous avons notamment vu qu'il existait pour togt (p;po,p],...,pn),
avec p non nécessairement premier, un isomorphisme canonique de r-anneaux
entre Kk(Ln(p;po,p],...,pn)) et Kk(Ln(p)) (th. 2.2.4 et 3.I.é). I1 est alors
naturel de se demander s'il existe une application différentiable de Ln(p)
dans Ln(p;po,pl,...,pn) induisant cet isomorphisme en K-théorie. Plus précisé-
ment, soient Ln(p;po,pl,...,pn) et Ln(p;pé,p;,...,p&) deux espaces lenticu-

laires de méme ordre p, ¥ et ¥' les isomorphismes en question
KO(L™(p5p_»By 5 - -»P_)) > KO(L™(p)) +—i'l1<“b<13‘<p;p;,p;',-..pl;n,
et cherchons & quelle(s) condition(s) il existe une application différentiable
£ 1 LU(pipgspyseeesp,) > LN(P3PLP)s--5D )

x
telle que d'une part T(Ln(p;po,p],...,pn)) et f T(Ln(p;pé,p;,...,p;))

soient des fibrés stablement isomorphes et d'autre part le diagramme suivant
rp P g

NN . ' f! U
KO(L (p;po,pl,...,pn)) - KO(L (p;po,pl....,pn))

y! y
KO(L™(p))

soit commutatif.
n
Dans KO(L™(p)), nous devons donc avoir W'(T(Ln(p;p;,p;,---,p;)) =

W(T(Ln(p;po,pl,...,pn)) (avec les habituels abus de notation), soit ((4),§.8.2)
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n n !

P. ' '
Y (g -1 = ) (g t-1) : (1)

i=0 i=0

. n,
En employant l'homomorphisme c, cette relation devient dans KU(Ln(p))

1 ¥

n P. ~-pP. n p: -p!
) gt+ve H=] (¢r+e D (2)

i=0 i=0

(Lorsque p est impair (1) est éduivalent a (2)). Ainsi, une condition néces-

-

saire 4 l'existence de f est que dans Z[i] il existe deux polyndmes A

et B tels que

1

n p, PP, n : PP
Jxfox = T xi+x D+am . -0+ BeGP-1) (3).
i=0 i=0

En calculant la dérivée seconde de (3) en x = 1, il est en particulier aisé

de voir que

) . )
iZO p;(p-py) = izo pi(p=p}) - p(p-1) . B'(1),

d'ol :

Proposition 10.1.1.

n o, n o
1 1
51 'ZO Py ? 'ZO pi (mod p), alors £ n'existe pas.

I1 va de soi qu'en dérivant suffisamment (3), on peut obtenir beaucoup d'autres
conditions nécessaires analogues.
Lorsque p est premier et différent de 2 et O < n < p-l, on sait que

(th. 3.2.5)

n

N 3
n 2
RKO(L™(p™p »Pysee2sp ) = G, ® (2 )
P

avec Go = 22 ou O selonque n = O (mod 4) ou non, chacun des Gﬂ facteurs

Z - étant engendré par (ro)l oi 1 g1 g [gﬂ (remarque 1, p.54 ). Comme par
P

ailleurs

P.
P, i p, [p.+i-] .
re - = ] 3 ( ; ) (r0))  (prop. 8.2.8),
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une condition nécessaire et suffisante pour que T(Ln(pm;po,p],...,pm)) et

T(Ln(pm;pé,p;,...,p;)) aient méme classe stable d'isomorphisme est que

P. . P! 1 1y
n i p. p.+j=1 . n i p. p:+i=1 .
) -+ ( t ) (r)? =} V= ( * ) (ro)J.
i=0 j=1 3 2j-1 i=0 j=o0 3 2j-1

Autrement dit :

Proposition 10.1.2.

Soient p # 2 et premier, O < n < p-1, alors pour Ln(pm;po,pl,...,pn) et

Ln(pm;pé,p;,...,p;) leurs fibrés tangents ont méme classe stable d'isomorphisme

p: pi+j-1
(( —]-'-)) . ( 1 ) (mod pm)
0 J 2j-1

pour tout 1 £ j < inf ([gﬂ, sgp(pi,pi)). De plus si l'une de ces congruences
i

si et seulement si

LB 050 -

1l
0o~

n'est pas vérifiée, f n'existe pas.

. - *
Dans cet énoncé, on a convenu que pour a,b € N

() -

Pour revenir d la prop. 10.1.1, il est &vident que si 1'un des espaces

a .
5 si b

A

a,

0 si b > a.

était parallélisable et 1l'dutre non, f n'existerait pas. Néanmoins, considé-
rons les espaceé lenticulaires L3(5) et L3(5;1,1,2,2) : le second est paral-
lélisable, le premier ne l'est pas, donc f n'existe pas ; pourtant ces deux
espaces ont méme type d'homotopie puisqu'il existe a tel que 4 = sat (mod 5)
([49], p. 468). Ainsi, bien que cette derniére congruence admette toutes les so-
lutions possibles dans ZS, aucune des équivalences d'homotopie (qui sont d'ail-
leurs toutes de degré congru & -1 modulo 5) leur correspondant n'induit 1l'iso-

morphisme VY.
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Soient maintenant les deux espaces L2(l7;2,3,5) et L2(17;l;l,4) : ils sont

. P . ~ . , ¥
non seulement homotopiquement équivalents mais ont méme type d'homotopie AmeKQ( ).
En considérant la torsion 1 d'un espace lenticulaire de groupe fondamental G

comme un élément du groupe des unités du noyau de l'homomorphisme canonique

z A .g de la Q-algébre
geG
de G fait correspondre e(x) = z A , nous obtenons ici
‘ geG

(d'algébres) € : Q[Q] — @ qui 3 tout élément x

r@2(17;2,3,5)) = G- E-n, 12 U731,1,4) = @D2.@*1)

(la notation = est ici abusive car la torsion n'est définie qu'a la multipli-

cation prés par *g ol g e G), en prenant G = Z]7 comme engendré par
2ill
£ =e 17. Puisque précisément 30 = =4 (mod 17), il existe une unité u dans

1' anneau 2[817] telle que T(L2(17;2,3,5)) = u.T(L2(17;l,l,4)). Autrement dit

les espaces considérés ont méme type d'homotopie simple ; cependant :

22432452 3 12412442 (mod 17).

Enfin, considérons les deux espaces lenticulaires L4(7§l,l,l,1,2) et

L4(7;5,5,5,5,3) ¢ ils sont difféomorphes car pour tout O < i <4 on a

4
P; = —Zpi (mod 7) ([46], p. 402) et pourtant 2 pf = 8 n'est pas congru a
. ‘l+ - . =O -~
y piz =109 modulo 7. Ainsi ¥ n'est pas induit par ce difféomorphisme !
i=0 .

(%) - _ . .
Les (contre-) exemples qui précédent indiquent donc que la résolution du probléme
de réalisation géométrique que nous avons posé, semble exiger une méthode autre
que celle des habituelles classifications homotopiques des espaces lenticulaires,

. \ + +
et partant de celles des applications Zp—équlvarlantes de S2n ! dans S2n l.

10.2. J-theorie des espaces Lenticulaines d'onrdre 8.

Dans [5], M.F. Atiyah a associé 3 chaque c.w. complexe fini X un groupe

n
fini J(X). Ce groupe peut-8tre vu comme le groupe réduit du quotient J(X) de

(%) Pour cette notion et les propriétés utilisées ici, on pourra se reporter 3

(**) Je ne connais pas d'exemple pour lequel ce probléme admette une solution ...
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KO(X) par le sous—groupe des classes stables de R-fibrés vectoriels sur X,
de groupe structural orthogonal, dont les fibrés en sph&re associés ont méme
type d'homotopie fibrée. On notera J (resp. }) 1'épimorphisme canonique
KO(X) » J(X) (resp. ﬁb(X) -+ }(X)). En vue de déterminer J(X), J.F. Adams

(%)

a introduit [2] deux autres groupes J'(X) et J"(X) avec

(X)) = KoK/ § (N kE(¥-1) RO(X)), (%)
k e

de sorte qu'il existe un diagramme commutatif ([3], p. 193)

KO(X) ——2— J(X)

o )

J"(X) m——J(X)

oi J" et- p sont des épimorphismes. (L'égalité J'(X) = J"(X) est une
conséquence de la finitude du c.w. complexe X). Nous nous proposons ici d'é&tu-
dier le type d'homotopie stable des espaces lenticulaires tronqués d'ordre 8.

(Pour p premier, J(L%(p?)) a &té &tudié dans [35]).

Nous devons donc commencer par exhiber la Y-structure de KO(Ln(S)). Nous
avons vu que ﬁB(Ln(S)) était engendré (comme groupe) par ro, K, rw, et
kro (§.4.5). Ainsi, pour utiliser (4), nous faut-il calculer Wk(ro), Wk(K),
Yk(rwz) et Wk(Krc). Puisque W: c = cﬂg, il ﬁous est loisible de nous placer

d'abord en KU-théorie. Remarquons alors qu'on y a
i k i
¥ty = [(e+n 1], (6)

puisque ¥(0) = ¥°(g-1) = ¥(&)-1 = &1 = (o+1)%=1 ([ 1],p.615). Il s'ensuit

ny
dans KU(Ln(8)) (avec (o+l)8 =1 et 3.1.4)

2 k_ .92
c(#(x0)) = ¥ero = V(&) - [go+1)k~1] PSS Y
(1+0) (o+1)

(*) Dans tout ce paragraphe, nous utiliserons les notations de J.F. Adams.
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soit (utiliser les relations p.83 - 84)

(0 pour k = 0 (mod 8),
Kk cro pour k =1 ou 7 (mod 8),
c(¥*(ro)) = ¢
crw, pour k = 2 ou 6 (mod 8),
L c(ro+2k+kro) pour k = 3 ou 5 (mod 8).

£

lorsque n = 3 (mod 4) ¢ est un monomorphisme (cor. 4.5.2), de sorte que

1'on a alors

(0o pour k = O (mod 8),
ro pour k =1 ou 7 (mod 8),
¥ (o) = 4 )
rw, pour k = 2 ou 6 (mod 8),
\ ro+2k+krd pour k Z 3 ou 5 (mod 8) ;

en fait (7) est vrai pour tout n puisque toutes les inclusions canoniques
1
h (8) ~ Ln(8) (n' < n) induisent des épimorphismes (cf.§.3.4). En procédant

de la méme maniére on obtient aussi

-0 pour k = 0 (mod 4),
Wk(rwz) =9 rw, pour k impair, (8)

Twy pour k = 2 (mod 4).

: K K ¥ ole\ i i i-1,i-1
Enfin, on a V¥ (k) = (l+k) -1 = 2 : Kk, mais comme k= = (~1) 2° '« pour
i=1
¢ . . . k 1 k .
out i > 1 (cf. prop. 4.6.2), il vient V¥ (k) = - E’K(’]+(‘1) ) 1i.e.
0 pour k pair,
k
Yo (k) = €))
\k pour k impair.
De (7) et (9) on déduit alors
0 pour k pair,
Wk(Kro) =4 kro pour k =1 ou 7 (mod 8), (10)

-4e-xxc pour k = 3 ou 5 (mod 8).
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Proposition 10,2.1.

Dans J(Ln(8)), 1'élément J(ro) a pour ordre

2n+l pour n impair, 2n+2 pour n pair (1)

Démonstration.

) Y
Un élément x de KO(Ln(8)) s'écrit x = arc+brw2+dK+hKro avec a, b, d
et he &. Comme ﬁb(Ln(B)) n'a que de la 2-torsion, lorsque k est pair

on peut toujours trouver un entier e tel que
-1 ) = o.
D'autre part lorsque k est impair, les relations (7) - (10) montrent que

O pour k=1 ou 7 (mod 8),
k
¥ - D =

2(a-2h) (2c+xro) pour Kk = 3 ou 5 (mod 8).

Posons [gﬂ = u, il est alors facile de voir que 4«+2croc a pour ordre ZU_I
4

quand u 2 1 (pour u =1 cela veut dire que ce terme vaut zéro) : pour s'en
rendre compte, il suffit d'@crire 4x+2¢xrc dans les bases (yi)lsis4' exhibées
dans les th. 4,5.1., 4.5.3., 4.5.4. et 4.5.6. Quand u =0, ona 2k =0
(prop. 4.6.2.). Autrement dit Y est un isomorphisme lorsque u =0 ou 1.

En fait cela est encore vrai pour u =2, 3, 4 car (4) montre que tout

établir qu'on peut trouver alors un entier e tel que Zu-] divise

[+

revient

e

37 + 5 : il est aisé de constater que pour e impair on a toujours

37+5 =0 (mod 8) .

v
De tout cela, il découle donc que éb(Ln(S)) est alors isomorphe i J"(Ln(8))
n, [AVERAY) A" n N
par J" : comme p.J =J" (5), il s'ensuit que p donc J sont aussi des

isomorphismes. Autement dit pour n < 20 les groupes éb(Ln(B)) et R(Ln(8))
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sont isomorphes. Ceci remarqué, il n'en demeure pas moins que pour tout n les

n+2
théorémes du § 4.5. permettent de voir que J(ro) a pour ordre 2 ou

n+l ‘ . . .
2 selon que n est palr ou 1mpalr.

Pour un c.w. complexe X, notons x* 1le complexe de Thom d'un fibré vec-
toriel réel o de base X (cf. définition dans [5 ], p. 296). On rappelle
que deux c.w. complexes X et Y sont dits S-Zquivalents lorsqu'ils ont le
méme type d'homotopie stable i.e. : on peut trouver deux entiers a et b tels
qu'il existe une &quivalence d'homotopie entre les suspensions Sa(X) et Sb(Y)
de ces espaces. M.F.Atiyah a alors montré que }(a) = }(B) dans }(X) impli-
quait et XB sont S—-équivalents (art. cit. p.298). D'autre part T. Kambe,
H. Matsunaga et H. Toda ont &tsbli 1'existence d'un homéomorphisme cellulaire

entre 1'espace lenticulaire tronqué Ln(p)/Lk“l

k.r(&)

() = LE_I(p) et le complexe

de Thom (in—k(p)) ([25], p. 144)(¥). Considérons les espaces lenticulai-

n —
res tronqués LE_I(S) et LEIE_I(S) oi N 2 0 : en travaillant dans J(Ln k(8)),
v " Y .
nous avons J((k+N).r(o)) - J(k.r(c)) = N.J(r(o)), de sorte qu'avec (11) nous

pouvons énoncer

Proposition 10.2.2.

. — ~k+ - . .
Si N = 0 (mod 2" k ]) (resp. 2" k+2) lorsque n-k est impair (resp. pair),

les espaces lenticulaires tronqués L;—I(S) et LE:E_I(S) sont S—~équivalents.

(#) En vérité ils ont &tabli ce résultat pour p premier, mais leur démonstra-
tion est encore valable pour p quelconque comme l'ont d'ailleurs remarqué
T. Kobayashi et M. Sugawara.
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