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NOTATIONS -=-=-=-=- 

1 
{~ij} et [AIJ] 

{~ij) et {FIJ} 

(cij) et {CIJ} 

[A 1 
{F 1 

matrice 

vecteur 

transposée d'une matrice, d'un vecteur 

déterminant d'une matrice carrée 

matrice zéro 

matrice unité 

inverse d'une matrice 

moment d'inertie 

: coefficient d'élasticité longitudinal 

11 11 transversal 

: moment fléchissant total pour une section d'abscisse (x) 

: l'effort tranchant " 
II 1 I 11 

: moment fléchissant et l'effort tranchant des sollicita- 
tions transversales, pour section d'abscisse (x), lors- 
que l'élément est reposé sur les appuis simple. 

: effort normal , 

: moment exercé par le noeud Aij, ou (Bji) sur l'élément 
Ai Bj 

: degré d'indétermination de la structure 

: charge appliquée 

: moment appliqué 

: longueurs 

: densité d'une charge répartie 

: degré d'indétermination de la structure 

: (voir page 37) 

: (voir page 37) 

: (voir pages 37 et 38) 

: vecteur groupant les déplacements nodaux (repère général) 

: vecteur groupant les efforts nodaux (repère général) 

: vecteur groupant les charges nodales (repère général) 



: vecteur groupant les forces nodales y compris les 
actions d'appuis (repère général) 

: projections de la longueur de l'élément, respective- 
ment sur les axes (OX) et (OY) du repère général 

Ax, AY : déplacement relatif horizontal et vertical 

[Hii] , [~ij] les matrices reliant les vecteurs des déplacements 

[~ji] , [~jj] aux vecteurs des efforts nodaux (repère local) 

f.1 -et { g} : vecteurs des efforts secondaires (voir page 42) 

[KII] et [KIJJ les matrices reliant les vecteurs des déplacements 
, 

[UI] et [RTJ] nodaux aux vecteurs des efforts nodaux (repère général) 

: vecteur de charge extérieur 

[~Kij] et [.~~ji] : matrices correctives 

(K 1 : matrice de rigidité 

: matrice de rigidité réduite 
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L'utilisation de nouveaux matériaux à caractéristiques mécaniques 

élevées et le perfectionnement continu des méthodes de calcul, incitent les 

constructeurs à édifier des structures de plus en plus élancées. De ce fait, 

le problème du flambement prend une importance sans cesse accrue. 

Depuis EULER (1744) ce problème a été étudié par MM. TIMOSHENKO ( I l ) ,  

BLEICH (12), DUTHEIL (17 ) ,  E. ABSI (1, 2) et MS. GREGORY (14). 

Le règlement français des constructions métalliques se refère à la 

méthode de M. DUTHEIL pour la vérification de la stabilité au flambage d'une 

structure. Cette méthode tient compte des imperfections géométriques de la barre 

et de llhétérogénéïté du matériau; déduite de nombreux essais expérimentaux et 

d'une approche théorique, elle nécessite la connaissance de la longueur de flam- 

bage de l'élément définie par EULER. Cette caractéristique est bien comme pour 

les poutres isolées; pour les éléments rectilignes appartenant à une structure; 

la littérature scientifique ne mentionne que des études concernant des ensembles 

composés de barres horizontales et verticales. 

La présente étude se rapporte à la détermination de la charge critique 

de flambement des structures hyperstatiques planes, en tenant compte des déforma- 

tions dues à l'effort normal et à l'effort tranchant; les barres composant le 

système ont une direction quelconque. 

Cette méthode est appliquée au calcul de la longueur de flambement 

des béquilles d'un portique à traverse brisée, les actions normales pouvant être 

de nature et d'intensité différentes. 

Des essais expérimentaux sont réalisés sur un portique symétrique à 



traverse brisée; des dispositions constructives évitent le déversement latéral. 

Leç essais sont conduits jusqu'à l'obtention de la limite élastique dans la 

section la plus sollicitée. Les déformations sont mesurées à l'aide de jauges 

de contraintes. 

Ces résultats sont comparés aux valeurs théoriques déduites de la 

méthode proposée. 



Convention de signes 

Nous choisissons une convention unique.de signes pour toutes les 

grandeurs du type force et déplacement; celles-ci sont positives, si leur 

vecteur représentatif est dirigé suivant les axes généraux. (Figures A). 

Fkx 

-t 

Fxi . i 

Figures (A) 



C H A P I T R E  -=-=-=-=-=-=-=-=---- 11). 

( 1 . 1 )  E?I!ATZO!JS I M R I t J S E g f E S  D'UNE POlTTRE DROITE A SECTION CONSTANTE 

Soit AiBj un élément droit d'une structure quelconque. Supposons 

qu'il soit soumis de la part des noeuds Ai et Aj à des moments Mij et M j i  

et à un effort normal (N). (Figure 1) (1, 5, 6) 

I 
o 1 -+x 

Figure 1 

L'équation différentielle de la déformée de cet élément s'écrit : 

dM(x) T ( X )  = - --- = - (~ij + j + Nd) + r (x )  - Ny' 
dx , 1 

avec : M(x) : moment fléchissant total pour une section d'abscisse (x). 

T(x) : l'effort tranchant total pour une section d'abscisse (x). 

~ ( x )  : moment des sollicitations transversales lorsque A et B 
sont des appuis simples. 

T ( X )  : l'effort tranchant des sollicitations transversales lors- 
que A et B sont des appuis simples. 



dT (x) En remplaçant M(x) et - dans l'équation (1.1.1) on aura : dx 

La solution de l'équation (1.1.2) dépend du signe de N; nous 

traiterons séparément les deux cas suivants : 

a : V est une compression N > O 

b : N est une traction N < O 

Pt~e.wiett cacl ( a )  : .tr efC&mt n o m d  PAX une cotnj3mbL0~ : ---- --------------------- ---------- - 
Dans cette hvpothèse la solution de l'équation (1.1.2) s'écrit : 

3 )  y(x) = acoswx + bsinwx + f (t) sinw(x-t)dt 
O 

NI* 
n 5 - qui caractérise l'effet de l'effort normal. 

E I  

1 = -  E1? oui caractérisent l'effet de 1 'effort tranchant est indé- 
~ 0 1 -  pendant des charges appliquees. 

A l'aide des conditions aus limiteq, on trouve : 

p o u r x t O  y = O + a = O  

A p o u r x = l  y = A + b = - -  f (t) siew(1-t)dt 

et on obtient : 

A w 
l 4  = [m-Nsinwl f (t) sinw(l-t)dtl sinwx + f (t) . sinw(x-t)dt I O 

Si O i  et 0j sont les rotations des noeuds extrêmes dans le repère 

(Ox, Oy), on aura les conditions aux limites suivantes : 

T i  
1 . 5 )  ~ ' ( 0 )  = e i  - -t ~ ' ( 0 )  = B i  + (- ' (Mij + Mji) - ri + Nyl(o) Gr2 1 

Tj , y ' ( ] )  = ~i - -  t~'(1) F oj + (Mij + Mji) - rj + Ny'(1) 1 
cn 



De l'équation (1.1.4) on tire : 

Aw 
(l.1,7) ~'(0) = - - w 11 f (t) . sinw(1-t)dt sinwl Nsinwl O 

w 
(1.1.8) f(t) sinwtdt 

On peut tirer des gquations (1.1.5), (1.1.6$, (1.1.7) et 

(1.1.8) ?a formulation suivante : 

- (1.1.9) Mij sinul - al(]-nX) coswl sinwl - wl(l-nX) = - NAsinwl I 1 

(l,l.lO) $inwl - wl(1-nX) sinwl - wl(1-nh) = - NAsinol 
I 

-Nlsinwl . A +  U ( X )  . sinwxdx Gn EI O 
+ (Nl. sinwl), 0j 

Avec U = ~162, on trouvera, les valeur9 de "lij et V j  i, 

NI ((r i-r j ) c o s ~  + -  - (-ri+rj) sinU 
4GQ ' u (1-nX) s i n ~  ÇinU-U(1-A) co'sU 1 
Niel *COSU + s inl! 
4 V(1-nX)sinU sinu-~(1-nX)cos~ + -  i 



Si l'on désigne par mij et mji les moments d'encastrements parfaits 

de la barre A i A j  sous lbaction des charges transversales (p et T )  et soumise 

à la compression ( N ) ,  on voit que les équations (1 . 1 . 1 1 )  et (1.1.12) donnent 

une solution de Mij et Y i i  qui s'écrit :: 

o ù  : A = coefficient de rigidité à la flexion, 

B n coefficient de répercussion, 

t = - =  coefficient de transmission. 
A 

En comparant les 6quationç (1. 1 .  I l ) ,  (1.1.12), (1.1 13) et 

( 1 . 1 .  14) on aboutit à : 



A partir des équations (1.1.11) et (1.1.12) et en fonction 

de (ri et r) on peut calculer les expressions mij et m j i .  Il suffit de 

A faire 8i a Bj = - = O, et finalement on obtient : 
1 

M* T* ri 
(1.1.17) m i j  = 7 A (- + - + E) M I *  TI* ~j 

ET, GR + B (EI*m*-) GR 

MI* TI* ri M* T* .ri 
( I . l . 1 8 )  m j i  = A (Ei-+ m-5)  - B (~+z+c;i) 

1 x) s inwxdx 

avec : 

1 T*=-. 1' %@ dx sinw(1-x)d~ 
sinol O 

1 M* = - J (x) sinw (1-x)dx 
sinwl 

! 1 Tl* = v . 1'- dx sinwvdx 
sinwl O 

EQ annulant N j i ,  Bi et A dans las équati~ns (1.1.9) e t  (1.1.10), 

oq trouvera le moment d'encastrement parfait et la rotation d'une povtre 

droite encastrge à une e-srémité et reposant sur un appui simple à l'autre 

extrémité (figure 2). 

fl --b 

" X 
Figure 2 



Nl. sinwl , M% - Nl.sinol , T* - Nl.sino1 ri 
' EI"' GS1 GS2 ‘ 

1 . 2 0  mij sinwl - W1( 1-nX) coswl 

Nlsinwl * _ Nlsinwl + Nlsinwl 
mij [sinwl - wl(1-nX)l - - Ml 

1.1.21) û j  = . . ,  

EI GQ GS1 r j  
2 2 

EI(1-n 1) w 1 sinol 

VeuxL@p CC@ ( b )  : t' edda'tt nom& e n X  une O u x d a n  : 
----CT - ---- - ----- ----------------- 

Dans ce cas la splution de l'équation (1.1.2) s'écrit : 

- ( 1 . 1 . 2 2 )  y(x) = achwx + bshwx + N  f(t)shw(x-t)dt. j: 
t t EI d-r(x) NAt avec : f(t) = M j i  (7) - F r i j  (1- T) p (x) - 7 - - 1 

à l'aide des conditions aux limites, on écrira : 

- p o u r x = l ,  y = A  + b = - -  
A 

f(t)shy(l-,t)dx + - shwl 

et on aura donc : 

Dans ce cas comme dans le précédept,tous calculs fai~s,onpose~a : 

( 1 1 2 ~ i j .  [ shwl - wl( l+nX) 1 + M j  i . i shwl -ml ( l+nX) . chwl] = ANshwl 

1 
* Nlshwl . JI GQ - N' J i(x)shuxdx - - shwxdx - NlshwlBj 

E= O 

Avec U = W1/2 on trouvera les valeurs de M i j  et Mji. 





Les équations (1.1.23) et(1.1.26) donnent une solution Mij et 

Mji qui s'écrivent : 

h 
(1.29) Mji = mji + A0j + B0i - -  (A+B) 1 

EI wlCwl(l+nX) chwl-shwl) 
(1.1.30) avec : A = - . 1 wl (l+nX) shwl-2 (chwl-1) 

A 
En faisant 0i = 0j = - = O dans les équations (1.1.26) et 1 

(1.1.27), nous aurons : 

1 S* = - . ('fi shu(1-x)dx 
shwl I O  dx 

Dans ce cas conme dans le cas précédent, en annulant Mji et Bi 

dans les êquations (1.1,25) et (1.1.24)on calculera le moment d'encastre- 

ment parfait et la r~tation ! h u e  poutre droite encastrée à une extrémité 

et reposant sur un appui simple à l'extrémité opposée. 

- Nlshwl . ,k - Nl.shw1 . T* - Nl. shwl Ti 

E I  E I  (1.1.3) mij = GO 
wl(l+nX)chwl-shwl 

Nlshwl Nlshwl TI* + Nlshwl , Ti mij lwl(l+nX)-shwlf - 
1 .  1.36) 9j = E 1 -ËÏ' GR 

2 2 EI(l+nX)w 1 .shwl 



(1.2) ' 'PlSCLfSSION v , - I r -  - DES COEFFlClENTS A ET 8 

Nous calculerons les valeurs de A et B dans le cas d'un effort 

n~rmal en compression, puis dans celui d'un effort normal en traction. 

( 1 2.1 ) 1' e a d o a  -=- - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  notunul eat une compkabion ------- 

Les valeurs de A et B subissent une double infinité de disconti- 

nuité déterminée par : 

d'où 

w 1 w 1 
2 

@' 2 sin-)=O 2 sin - [ol(l-nX)cos - - 
2 2 

La premiere discontinuité est definie par : 

On staperçoitque 4r2 constitue une limite supérieure pour n. De même, 

09 voit que la quantité dl n'a de sens que si : nX < 1. 

Quand n augmente la valeur limite de (wl) est égale 3 : 

En fqisant tendre ol vers infini, on trovve : 



Si l'on néglige l'effet de l'effort tranchant, on retrouve les 

résultats bien connus : 

Si l'effort normal tend vers zéro, les  équation^ ( 1 . 1 , 5 5 ) ,  

( 1 .1 ,16 ) ,  ( 1 .1 .30 )  e t  ( 1 . 1 ' 3 1 )  se réduisent à : 



( 1 . 3 )  CALCUL DES !AOF?ENTS Dr ENCASTREMENT PARFAIT D ' UN ELEMENT DROIT A SECTION 

EFFETS DE L'EFFORT NORMAL ET DE L'EFFORT TRANCHANT (mii et'vnji),  

Dans ce paragraphe, nous é tudierons  l e s  cas d e  charge sui- 

vants  : 

- une charge concentrée 

- vn moment concentre 

- une charge unifom6ment r é p a r t i e  sur  une longueur (a) 

une charge t r i a n g u l a i r e  (1) 

- une charge t r i a n g u l a i r e  ( I I )  

Toute a u t r e  r é p a r t i t i o n  de  charges (concentrée ou l i n é a i r e )  

peu? 2 t r e  obtenue par superposi t ion des 5 cas p ~ é ç é d e n t s .  

La f i g u r e  3 schématise 1 ' ac t ion  d'une charge coqcentrég . 

I . ,  , ,  , 

0 1 > x  
Figure 3 

En v e r t u  d e s  équations (1.1.19) e t  (1 .3 ,1 .1 )  sn  e c r i t  : 



a a x M*=--!.-- sinwl [/P(I-ï)xsinw(l-x)dx+ O (I-T).a~.sinw(l-x)dx 

P sinul 
sinwl w 

2 w 

a x Ml* = - sinwl [~P(l-T)~.sinoxdx+ O P.a(l-ï).sinwxdx = 1 
- P -- sinoa - 2 . sinwl 
sinu1 [wl 1 -VI .2 

* 
En remplaqant M , MI*, T* et TI* dans les équations (1.1.17) 

et (1.1.18) on aura : 

1-1) + (1-2a/i) .sinu-( 1-nX)sinU(l-2911) (1.3.1.3) mji = 2 
isin~-2~(i-ni)cosu ) 

avec : U - 01/2 
Si l'on néglige l'effet de l'effort tranchant dans les équations 

précédentes on aboutit à : 

a b  I - + T cosul - cosbu + - (sinwa + sinwb - sinwl) 1 (1.3.1.4) mij = - Pl . w 1 
wlsinwl-2 (1-coswl) 

b a 1 - + - coswl - cosaw + - (sinwa + sinwb - sinwl) 
(1.3,1.5) qji = Pl . 1 1  d 

wlsinwl-2 (1-cos'wl) 
2 

En £aisani  terrdre N vers zero u1 tend vers zéro et des équa~ions 

(1.3.I-3) et ( 1 , 3 ,  t.2) orr c i z o  : 

a b + 6h ($)2 - 2h + l2h 2 - T 
(1.3.1.6) mij = Pl . 

1+12X 



Si l'on néglige l'effet de l'effort tranchant on peut formuler : 

Dans cette hypothèse et en donnant à a une valeur de 112 on retrouve 

le résultat bien connu : 

P 1 (1.3.i.lO)mij = -mji = - - 
8 

L '  e.ddoh,t namal  e ~ - t  une. & a d a n  : 

D'après les équations ( 1.1.34) et (1.3.1.1) on Pest écrire : 

shwl shw(1-a) 
shwl 

w 
2 

w 
2 

* 1 a a M I  = -  shwl [~P(I-ï)~.~hwxd~+ O 

P 1 a 
=-'-2 shwa + - 

2 
. shwl) shol 

w w 1 

* * a * 
En remplaçant Y , Ml , T et T l  dans les équations (1.1.32) 

et ( 1.1.33) on aboutit à : 



Si l'on néglige l'effet de l'effort tranchant, on trouve les 

résultats suivants : 

a b  1 - + - c h d  - chwb + - (shwb + shwa - shwl) 
1 1  wl 

(1,3.1.13)mij = - Pl . wlshwl-2(chwl-1) 

b a 1 - + - chwl - chaw + - (shwb + shwa - shwl) 1 1  wl 
(1.3.1)mj = Pl . wlshwl-2(chwl-1) ' 

Dans ce cas les résultats correspondant à N = O sont les memes 

qye ceux calculés dans le cas de la compression. 

X 

D'après la figare 4 on peqt écrire : 

L'eddotLt nomal a$ une compttaaion : 

En vertv des équations (1.1.19) et (1.3.2.1) on aura : 

M sinwl - cosw(1-a) 
w 1 



1 a 
xsinwrdx + 1- T) sinwxdx = 1 1 

- M coswa sinwl -7 (- - - 
sinwl w 

lu 
2 ) 

* 
Ti* = T = O 

* h En remplapant les valeurs de M , ~ l * ,  TI*, T dans les équations 

(1.1.17) et (1.1.18), tous calculs faits on peut formuler les relations sui- 

vantes : 

U (1 -n1) cosU( 1 -2a/l)-sinU - (1.3.2.2; mij = ?  sinu-U( 1 -nX) cosU' ' 

En faisant tendre N vers zéro dans les Gquations précedentes, 

on qura : 

M (1.3.2.4) mij 7 - b 
1+12X . i ( 2  . - - - -  a 121) 1 1  

M 
(1.3.2.5) m j i  a-. (2  , - -  - -  1+121 1 a I2l) 1 1  

Par contre l'on néglige l'effet de l'effort tranchant on obtiendra : 

A partir des equations ( ! , 1 " 3 4 )  et (1.3.2.1) on tire : 

1 a 
X y* = - (J - xshw(l-x)dx + ï)nshw(l-x)dx shwl O 1 1 

shwl w 2 
w 1 



1 
a 1 

xshwx + 1 M(1- T) 
a 

M 
a- 

shwl chwa 
shwl ' (2. - -1 w 

* * * 
Si l'on remplace les valeurs de MI , M*, T et TI dans les 

équations (1.1.32) et (1.1.33) on aura : 

M shU-U(l+nX)chU(I-2a/1) - shU(1-2a/l) 
(1.3.2.8) mij = . 

U( l+nX) chu-shU shU 

Dans le cas où N = O on retrouve encore les équations (1.3.2.4) 

(1.3.3) Une _ _ _ _ _ _ _ _ L _ C _ _ _  chmnc d~otunZmc?viit _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  G p W e  burr une tongueurr _-_---_- (a) 

- 
O 

l 
o x  

D'après l e  schéma de la figure 5 on a : 



1 ' e6 do/r;t: nomal art: une compttenabion : 

Les équations (1.1.19) et (1.3.3.1) permettent de poser : 

X 
2 

X M* = - sinwl I Jl(ya(I-a/2i)x-q T]sinw(l-x)dx + q(1- T)sinw(l-x)dx 
a 

2 a a coswl * - (L- [& cosw(1-a) - 22 (1- -)sinui Y -  sinwl w 1 2 1 3 2 
w 1 - -1 w 1 

1 a 
T* = - . q . sino(1-x)dx = 9- *cosw(l-a) - coswl 

s inw 1 
O 

- wsinwl 

TI* = - . j:,. s inuxdx = (coswa- 1) 
sinwl wsinwl 

Des équations (1.1.17) et (1.1.14), tous calculs faits 

il vient : 

Dans le cas où a = 1 on trouve : 



En f a i s a n t  tendre  N ve r s  zéro,  w l  (ou U )  tend v e r s  zéro,  on aura ; 

(1.3.3.4) mij = q l  . [- ( a / 1 l 2  4(1+12h) . ,  (b/112 - (a/ l ) : ( l+2b/ l)  12 

(1.3.3.5) mij  = q l  . [- ( a 1 1 ) ~  4(1+12h) . ( b / l )  + ( a / l ) ? ( l + 2 b / l )  12 

S i  l ' o n  négl ige  l ' e f f e t  de  l ' e f f o r t  t r anchan t ,  on é c r i r a  : 

L 8a 
L 

a 
(1.3.3.6) m i j  = - (6  - + . 7) 

a 3a 2 
(1.3.3.7) m j i  = (4 i - ;2) 12 

En w t t a n t  a = 1 dans 1e.s équat ions précedentes  on re t rouve  

l e s  r é s u l t a t s  b ien  connus. 
,-l 
L 

.(1.3.3.8) mij = - mji =-3.L 12 

L Y  e660&t rzatrwid eh2 uze ;Dtacfion : 

Les équat ions  (1.1.34) e t  (1.3.3.1) permet ten t  d ' é c r i r e  : 

a a x 2 
X 2 = shwl {l O [ q a ( ] -  Zi)x-q 2 ) ~ h ~ ( 1 - x ) d x  + /:$ q(1- ï ) shw( l -x )d~  i 

2 a 
= %- (* chw(1-a) + % (1 - shwl- $$ chwl 

shwl 
w 1 w 1 w 1 

a a x 
2 

X 
MI*= L- {J iqa(1- E ~ x - q *  shwxdx + JI-$ q( 1 - shwxdx 

shol  O a 

w 1 
2 3 

iii, 1 1 
X 1 a 

shwl O L%- (chw(1-a)-chwl 
T = - 1 qshw(l-x)dx = iishwl 

1 f a  T I *  = - 
shwl J O  

qshuxdx = (chwa- 1 ) w shwl 



Des équat ions (1.1.17) e t  (1.1.18), on gbou t i r a  à : 

Dans l e  cas  où a = 1, on trouve : 

(1.3.3.9) 

Pour N = O, on r e t rocve  l e s  mêmes r é s u l t a t s  qui  sont  donnés 

2 
mij = *.(kl+k2) 

p a r  l e s  équa t ions  ( i .  3.3.4) et (1.3.3.5). 

L- ~ i g u r e  6 4 x  

D'après La f i g u r e  6 on peut é c r i r e  : 



L'ed{ont nomcd ut une comphu~ian : 

Des équations (1.1.19) e t  (1'3.4.1) il v i e n t  : 

e 
M* = --!-- (1 p l .  sinui(1-x)dx + + ii3sino(l-x)dx 

sinwl 
0 J: + a  

e a a -)sinul- -9- sinw(1-e-a) - - cosw(1-e)+ 
sinwl 1 31 au 

4 W 3 

M I  *= 
sinwl ~ l s i n o x d x  + 

1 coswe sinwe s inw (e+ a) + ---- + - - 
3 4 w au w 1 

e+ a 

T* = - sinwl I 1 S s i n w ( 1 - x ) d x =  
e 

1 = q  - -  1 
sinw(1-e-a) - - 1 

cosw(1-e) + - sinw (1-e) [ au2 w au 
2 1 

T ~ * ,  - sinwe coswe - sinw(e+a) 
sinwl ;~:~xcI.x = q [T + w L. 

au 

* * 
En iwiplaçaiit l e s  va leurs  obtenues pour hl*, MI*, T e t  T I  dans 

l e s  équations (1.1.17) e t  (1.1.18), tous c a l c u l s  f a i t s  on peut poser : 



1 au 2e a 2e 2a 1 2e - 1 sin - COS(]- 5 - -)U+ -(I- - - -)sinu+ - cosU(1- 1 1 1  21 1 3 1 2U 
2sinU-2U( 1-nX) cosU 

En faisant tendre N vers zéro wl (ou U) tend vers zéro et on 

(1.3.4.2) 

aboutit aux résultats suivants : 

1 au a 2e 1 2 e a -z sin - sin(]- - - 1 
-)U- - sin(1- -)U+ - cosU 

2 au 1 1  2U 1 21 
k2 = 

1 

2U(1-nX)sinU 

Dans ce cas pour e = X = O, on aura' : 

ab 2a 
(1.3.4.5) mji = $ ( 3  2 + 1) 

1 

En mettant a = 1 (b = 0) dans les équations précedentes, on 

retrouve les resultats suivants : 

2 2 
(1.3.4.6) mij = -Le j = 4L 

2 O 30 



2 2 

L t  e66ua.t nomal at une M o n  : 

A partir des équations (1.1.3.4) et (1.3.4.1) on peut écrire : 

Shw(l-e-a) - ch(l-e) shw(l-e) a e a 
= [---- + .-+ -2 (1- - -  "shwl A 

w 3 aw 2w 
1 31 

au 
] shwl 

ae a2 shwe chue 
2 w 1 w 3 4 

e+a 
d.c 2 - . shw(1-x)dx = 

shwl dx 

1 1 - shm(1-e-a)+ - chw(1-e)- 7 shw(1-e) 
shwl w au 

e+a 
Tlk= - ' J . shwxdx = 2 

shwl shwl w aw 

* 
En remplagant les valeurs de M*, MI*, T* et Tl dans les 

equations (1.1.17) et (1.1.18) tous calculs fiits, on aura : 

Pour N=O on retrouve le même résultat qui est donné par 

llGquation (1.3.4.3). 



I 
O 1 

'h. 
l x  Figure 7 

D'après la figure 7 on a : 

(d~/dx) = (x-e) 9. 
a 

L1ed6atr;t: n a m u t  ut une comp@9~.Lon : 

D'après les équations (1.1.19) et (1.3.5.1) on écrira : 



1 
e* a 

T * = - \  sinwl 
- dr2 dx sino(1-x)dx = 

cosw(1-e-a) + sinw(1-e-a) - sinw(1-e) 
sinwl au 2 

w 2 

T I  -. .---- - sinwxdx = 
sinwl 

coso(e+a) + sin~(e+a) a)_ sinue) 
sinwl au 

2 
a w  

2 

* k  6 En remplagant les valeurs obtenuas pour 3, Mi , T et Tl dans 

les équations (1,1.17) et (1.1.18) tous cabculç faits on aboutit aux résultats 

suiuiants : au 
ç in- 

1 2e 2a 1 2e a alJ a 1. - - COSU(-- + - - 1) + 7 COSU(- + - - CO si^ + - ( 1 -  - - 4a, 
1 1  1 1 

2e -& :;i.nlJ 
1T au 1 1 31" 

4sinU-4U( 1 -nX) coslJ 

1 - - f au 2e a 2e I) + 7 sin - . sinu(- + - - a 
u ~ i n U ( ~  + - - 1 aU 1 1 1 1) + - cosu 

k2 = 1 
('1.3.5.2) 4U ( 1 -na) s inU 

c. 

i. 

mij = 2 (kl+k2) 

En faisant tendre N vers zero, des équations precédentes 

on trouve : 

2 
c 1 
2 

mij = % (kl+k2) et mji = 4- 2 (k 1 -k2) 

Dans le cas où e=O, en négligeant l'effer de l'effort tranchaqt 



dans l'équation (1.3.5.3), on aura : 

,7 0 
L L 

( )  mij = - (6a- 15 f + 10) 
1 

Si l'on superpose les résultats des deux cas de chargement 

triangulaire on retrouve les résultats obtenus pour un chargement uni- 

formément répgrti, par exemple dans le cas où e=O on peut écrire : 

1 au a + - a ( 1 -  -)sinu 2 a + - 1 cosW - sin - cosU(1- T) 
2 au 1 2 1 31 2U Cas (1) : klI = -  2çin~-2U(l-nX) COSU . 

1 a sinaC 1 2a a 4 a 7 cosu(1- 1) - - - COSU(- - 1) + - (1- -)sinu 
Cas (II) : kl II = 

2 au 1 2U 1 2 1 2 1  
2 s inu-2~ ( 1'-nX) CO SU 

De la même façon on trouve : 

Les résultats obtenus pour kl et k2 -sont identiques B ceux 

obtenus pa r  L'équation (1.3,3.2). 

L1c?{6on;t nomaR eak une ;Drau%on : 

Les équations (1.1.3.4) et (1.3.5.1) nous permettent de poser : 

1 
e 

M.* = - (j ~i 1 shw(l-X) dx + shwl O ! 
2 \ 

1 2 - L  chw(1-e-a) + sko(l-e-a) - shw(1-e) a 
4 4- shwl au aw L' 

1 

€5 x 1 MI - - .  [j ~lshwxdx + shwl 
O 

m,r = g_ cbwfe-a) + çk~,ge+a) shwe ae 
shwl (- 7‘- 

- + (-T + d5)shwl 

w au au 2 w l  3 k w  



T* - -!.- rCag shw(i-x)dx = 
chw(1-e-a) + shw(1-e-a) shw(1-ek) 

shwl dx 2 au 2 
au 

e+a 
shw(e+a) - 

shwxdx = sh;r -7 
aw a w 

En remplapant les valeurs de Mk, MI*, T* et TI* dans les 

équations (1.1.17) et (1,1.18), on aboutit à : 



( 1  94) CALCUL Dll MO?.(ENT D'ENCBSTREMEM PARFAIT - ET DE LA ROTATION D'UN ELEE.(ENT 

DROIT A SECTION CONSTANTE, ENCASTREE A UNE EXTREMlTE ET REPOSANT SUR 
A P P U l  SIMPLE A L'AUTRE, SOUS L'ACTION DES CHARGES Ti7AMSVEBSALES, EN 
C O N S l D E M  LES EFFETS DE L'EFFORT NORMAL ET DE L'EFFORT TRANCHANT 

Dans ce paragraphe, nous adaptons l e s  mêmes cas de charge 

qui  sont p r é c i s é s  dans l e  paragraphe prgcédent. En v e r t u  des équations 

(1.1.20), (1.1.21), (1.1.35) e t  (1.1.36) e t  d 'après l e s  r é s u l t a t s  obtenus 

X * 
pour M*, MI*, T e t  Tl concernant chaque cas de 'charge dans l e  paragraphe 

( 1.3) , nous trouvons l e s  r é s u l t a t s  su ivants  : 

Figure 8 x 

Lte{{olrit nomat c%t une com)3&u~ion : 

Les ca lculs  donnent : 

(1.4.1.1) mi j  = P l  . (1-a/l)sinwl - (1-nh)sEnu(l-a) 
sinwl-wl( 1-nX) coswl 

i. 

p l 2  
(mij/Pl) [sinwl-wlf 1-ah)) - [(l-nh) sinwe - --- si-swl 

(1.4.1.2) 8 j  = . .a-? --+yPU- 

2 2 i l-nh)w 1 s inu l  

L1e$dotr;t n o m d  e ~ . t  une a%acaXon : 

Tous ca lcu l s  f a i t s  on aura : 



a 
p l 2  

(mij /Pl)  [wl (i+nA)-sholl + (I+nA) shoa - shwl 
(1.4.1.4) 0 j  = - . E 1 ( l+nA). ( ~ l ) 2 - s h w l  

En f a i s a n t  tendre N vers  zéro dans l e s  équations (1.4.1.1), 

(1.4.1.2) a i n s i  que dans l e s  équations (1.4.1.3) e t  (1.4.1.4)on abou t i t  aux 

r é s u l t a t s  su ivants  : 
a a a  a  3(1- -)A-(2- 

(1.4.1.5) mij  = Pl  . 1 1). 2i 
1 +3X 

( 1 .4.2) Un moment concen&é 

I -- 
O I 

Figure 9 
+ x  

L k d d a t t t  ncrIwrid d k  L'AL com~~ft~nb,ian : 

A p a r t l r  d e s  ca lcu l s  on peut é c r i r e  : 

~ l .  ( 1-riX)cosw (1-à)-si.no1 
*(1.4.2.1)  mij = M . sinwl-wl ( 1-nX) cosol 

Tous c a l c u l s  f a i t s ,  on aura : 

YI M n i ) -shw: ]  - [ s i i w l - u ~ . ( ~ + n ~ ) c h ~ a ]  (1.4.2.4) O J  = - . ---- 
E 1 2 (ol) ( 1 +nh) shwl 



Pour N=O, des équations précédentes on aura : 

a 2 (1.4.2.5) mij = + - 3X] 2 

mi" a 1 (1.4.2.6) 0j = (61-1) + (7 + -6) 
21 

(1.4.3) Une _ _ _ _ _ _ _ _  chaqe _ _ _ _ _  unL~omi2menX _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  n é p d e .  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  hwt  une eongueuh ____-_-_ (a) 

d Figure 10 :I 

L l eado&t nom& cu.t une cotnpm~Lon : 

Tous calculs faits on aura : 

f 1 a a 
2 

- - cosw(1-a)+ ;1 cosol + - ( 1 -  -)sinml 
1ù1 (1.4.3.1) mij = ql 

1 2 1 
sinwl-ol( 1-nX) coswl 

coswa a 
2 

3 [sinul-ui( 1-n~)] - [- - wl - 7 2 1 sinwl+ 
(1.4.3.2) 0j = #- . 2 (al) . ( 1-nX) sinwl 

Les ea lcn lç  dcmnznt : 



Dans les deux cas de llef£ort normal, en faisant tendre N vers 

zéro, on aura : 
'l 
L a 2 

2 p 4 2 -  1) 
(1.4.3.5) mij = - ql . 8(1+3X 

Si l'on néglige l'effet de l'effort tranchant, on obtient : 

b) L 1 e { ( o a  nom& a2 une ~0m)34e6bi0n : 

N -N 

Tous calculs faits on aura : 

O 

e a .  s i - -  + cocu:l-el - sinli(1-e) + 2 ;:- y - 
2 al<,# rri 1 alwL 2 1 L 4.. 

( 1 . 4 , 4 , 1 )  r$.j = ql . ----- w,usuua -rcrr*-+ .-- 
sinwl-wl(1-nX)coswl 

n, 
Figure 1 1  X 

a sinue a (5. E ) s i i n ~  + - -  
2 1 21 alw . 1 

3 (%) [sinul-wl(l-nh)] - [- sinw(e+a) al wL + coswe wl + 

1 4 . 2  j - , - FI (wl12. (1-nX) sinwl 



L' e d a o v t  n0hma.t ut une h a d o n  : 

Les çalculs nous permettent d'écrire que : 

- shw(1-e-a) - chw(1-e) shw(1-e) a 
2 alwL al +slwl 21 + - (1- f - %)shwl 

(1.4.4.3) m i j  = q l  . shwl-wl( 1+nÀ) chwl 

3 
(1.4.4.4) 8 j  = , 

EI 2 
(wlj (I+nX) shwl 

Dans les deux cas pour un effort normal e t  avec N-O, on aboutit à : 

Dans le cas où e=O, 51 l ' o n  néglige l'effet d i  l'effort tran- 

chant, on aura : 

O 
I 

Figure 12 - x  



L1ed(o/tt nom& U 2  une compahLon : 

Les calculs permettent de formuler : 

- cosw(1-e-a) - sinw(1-e-a) - sinw(1-e) a e 2a 
2 

+ - (1-  - 31 
2 1 -) sinwl 

(1.4.5.1) m i j  = ql . w 1 alwL alwL 
sinwl-wl(1-nA)coswl 

s inwe a 2 

% 

b )  ê'eddoxt namut en2 une ;.i;tLUrdLsn : 

Les calculs donnent : 

3 9, ("1:icnA) 
(1.4s5,c) e j  =i A L  . %..+--.a. 

E 1 
(ml)*. (l+nA) shwl 



En superposant les résultats obtenus par les équations (1.4.4.1), 

(1.4.5. l), (1.4.4.2) et (1.4.5.2), on retrouve les résultats obtenus pour 

une charge parfaitement répartie sur une longueur (a) c'est à dire les $qua- 

tions (1.4.3.1) et (1.4.3.2). 

Remarque : 

B 
A l'aide des coefficients A, B et t= À, nous pouvons calculer le 

moment dtencastsement,d'un élément parfaitement encastré à une extrémité 

et articulé à l'autts, à partir des moments d'encastrement du même élé- 

ment. Ce dernier est alors parfaitement encastré aux deux extrémités et reste 

sollicité par les mhes charges transversales et axiales, 

Supposons Les deux éléments AiBj et ~ ' i ~ ' j  (Figure 131,  on peut 

Figure 13 

Supposmrrs que A i 3 3  sait cPIazgé par une ci,ar,j, .:a z = l m p r e ç s i ~ ~  a ç d a è ~  

cl: par nn morntey:~ cûnceratril en sa rravée. D'après les é-,aar-ons ( ' r  ,3,&.,-; 

et (1.3-2. 3) on obtient : 



Dans le cas où l'effort normal est une compression, d'après 

les équations (1.1.15) et (1.1.16) on a : 

On peut écrire : 

m'ij = mij - sinwl-al(]-ni) . mji 
wl(1-nX)cosol-siml 

Tous calculs faits on obtiendra : 

Ce résultat est identique à celui qui est déj2 donni5 par l'équation 



TNTROVUCT'I ON 

Dans ce chapitre, nous étudierons la stabilité des structures 

planes hyperstatiques, chargées dans leur plan. Chaque structure plane est 

formée d'éléments droits dont les caractéristiques géométriques sont connues. 

Dans une structure plane, tous les éléments sont situes dans le plan de la 

structure et ils sont chargés dans ce plan. 

Pour étudier Ta stabilité d'une telle structure, nous utilisero~s 

la méthode des déplacements et nous y introduirons certaines modifications 

afin de prendre en comptc les déformations dûes aux efforts tranchants, aux 

efforts normaux et aux moments fléchissants. 

Les déplacements des noeuds de la structure étudige sont les 

!2connues de La méthode des déplacements. Une structure dont les dépla- 

cements des noeuds sont déterminés est dite cinématiquement déter:nin6e, 

par contre, si un certain noeuds peuvent subir des déplacements arbitraires 

elle est appelée cinématiquement indéterminée. Le nombre de déplacements 

arbitraires est appelé "le degré d'indétermination de la structure (m)". 

Une liaison qui aspose en un noeud un déplacement nul da9a une direction 

' 1  s'intitulera "?xn blocage si~ple . En imposant un nombre d e  blsrnge rlnple 

6gal au degr5 dPind6temination (m) on obtient une structure cinéma~lque- 

ment déterminée qui est appelée "structure cinématique de référence". Elle 

servira de base pour lt6tude par la méthode des déplacemaents. 



Dans cette méthode, on suppose que seuls les noeuds de la struc- 

ture sont chargés. On substitue aux charges extérieures agissant sur les 

éléments, des charges nodales, statiquement équivalentes et produisant 

aux noeuds les mêmes déplacements. En d'autres termes, il s'agit de rem- 

placer les charges extérieures agissant en travée d'un élément par des 

&harges nodales, telle que l'énergie complémentaire de la déformation de 
I 

la structure reste inchangée. Pour assurer la condition précédente, il faut 

que l'énergie relative à l'élément chargé ne soit pas modifiée; à cet effet, 

il suffit que les forces nodales équivalentes engendrent dans cet élément 

les mêmes déplacements nodaux que sous les charges en travée. 

Un chargement quelconque d'une strcture peut être considéré corne 

la somme des deux cas de charges suivants : 

cas (1) : les noeuds de la structure sont fixés; elle est sollicitée par 

les charges extérieures agissant en fravée (figure 14, cas 1). 

cas (II): la structure est soumise aux forces nodales comprenant : 

- les forces nodales directement appliquées; 
- les charges nodales égales et opposées aux actions des noeuds 
sur l'élément du cas (11, (figure 14 cas II). 

Exemples : 

1 L 
7 t- 

Figure 14 



Cas (1) Cas (II) 

Figure 14 

Si l'on désigne par (n) le nombre de noeuds, en étudiant l'état (II) 

on aura 3 inconnues par noeud à savoir (3n) inconnues pour l'ensemble de la 

structure. En écrivant deux conditions d'équilibre de translation et une con- 

dition d'équilibre de rotation, soit trois conditions par noeud, la méthode 

des déplacements aboutit à 1% résolution d'un système de (3n) équatf ons 

(3x1) inconnue a. 

Soit AiBj un élément d'une structure quelconque, Supposons que 

les repères (O'xl-O'y') et (OX-OY) sont respectivement reliés 2 1'2 . a n t  

AhBj et à la structure (Fig. 15),  nous définirons les notations su ivan tes  : 

a (~ij} et ( n j i  : les vecteurs groupant respectivement les déplacements 
L du noeud Ai et du noeud Bj dans le repère local (~rx'-~'~')~ 

AIJ et A31 : les vecteurs groupant respectivement les dépiacements { des noeudi Ai et Bj dans le système d'axe g6n6ral (OX, OY) . 
{~ij} et {~ji} : les vecteurs groupant les efforts nodaux agissant par 

le reste de la structure sur l'élément AiBj, respacti- 
vement en Ai et Bj, dans le repère local (O'x', O'y'). 

PZ.$) er (FJI} ; les vecteurs groupant les efforts n;>dsi:x agissant par  
le reste de la structure sur l'élément ~ i 3 j  respectixrement 
en A i  et Pj rian, 1.p systême d'axe gëngrnl [O?, @) - 

: les vecteurs groupant respectivement les actions des noeuds 
Ai et B j  sur l'élément AiBj, dûes aux seules ckarges ex té -  
rieures agissant sur l'élément AiBj et relatifs au reaè- 
re local (0'~'-O'y'). 



C I J  et C J I  : les vecteurs groupant respectivement les actions des noeuds { ' { } Ai et Bj sur l'élément AiBj, fies aux seules charges exté- 
rieures agissant sur l'élément AiBj et exprimés dans le repè- 
re général (OX, OY). 

: le vecteur groupant les déplacements nodaux,domé par rapport 
au repère général (OX, OY) . 

O 

Figure 15 

{F} : le vecteur groupant les efforts nodaux exprimé dars I R  
aepère général (OX, OY). 

{c) : le vecteur groupant les charges nodales agissant sur la 
structure relatif au repèxe, général (OX, OY). 

{P} 
: le vecteur groupant les forces nodales pouvant agir sur 
la structure .y compris les actions d'appuis, exprimé dal:~ 
le repère général (OX, OY), 

(2 .2 .2 )  !!&ce ---------------- de itrravlnbwt --- 

Elle relie les efforts du noeud Ai sur l'élément AiBj aux efforts 

du noeud Bj sur l'élément AiBj, lorsque l'élément A i B j  est supposé non 

chargé. 

Après le chargement du système l'élément AiBj prend la position 

d'équilibre A'iB'j (fig.16). Les équations d'équilibre permettent d'écrire : 



Fxij + Fxji = O . 

Fyij + Fgji = O 

Mzj i = - Mzij - Fxi j (L y +Ay) + F y i j  (Lx + Ax) . 
avec : Ax = Axj - Axi 

Ay = 4yj. - Ayi 

lY+Ay 

Ayi 

Les Bquations précédentes peuvent s'écrire sous la forme matri- 

I Ai 

cielle suivante : 

O 

Fxj i -1 O O O 'O O 

-Ly Lx - 1  

lx ! Axi, 1 A* 
lx+ Ax 7 

1 7 t 
* 

X 

(2.2.2.2)ou encore { ~ ~ i }  = ( [TI) + [T2] )r(Pij} =[T ]*{fil\. 

LPensemble des deux matrices rep~é~WAlE2 :a F l r a t - : ~ ~  de 

Figure 16 

transfert d'élément AiBj ( j + i )  en tenant compte de l'effet des déplacements 

relatifs (Ax, Ay) . 
B:i négii~cant les déplacements relatifs QAx,Ay) la r a t r i c c  d e  

transfert [ T] se réduit à la matrice [TI] . 



Dans la suite de nos études seul le déplacement relatif Ay sera 
l 

considéré; hans ce cas la matrice ! T2 est égale 5 :' 

Elle permet de passer du vecteur {v) représentant des forces ou 

des déplacements définis dans le système (OrOy) au vecteur {v') représen- 

tant les mêmes forces ou déplacements dans le système (0~'-Oy')(Fig. 17 1. 

On peut écrire : 

V ' X  x iQsa . Vx + sina . Vy 

VYy = - sina . Vx + eosa , Vy 

wer. : {v) = (Yx I Vy VI }' dans le repère (Ox-Oy) 

{ T i } -  (V'X V'y V'z dans le repère (0~'-Oyq> 

Sous forme matricielle on aura : 

On peut remarquer que : 

O 
Figure 17 

x 



2 . 4  R c L d a n  Q I z R ~ ~ !  lea v e c t e w  cizagea eX t ea  v e c X e m  d u  dép~ucc?mevLtb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ......................... --------- 
ci' wz QlémenX pan&ète à 1' axe d u  ( x) - - - - - - - - - - - - -  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Soit AiBj un élément parallèle à l'axe Ox (Fig. 18); supposons que les 

extrémités Ai et Bj subissent respectivement les déplacements {*ij} et kji}. 

:dous étudierons au fur et à mesure la relation entre ces déplacements et les 

efforts nodaux qui sont produits par ces derniers pour di£ férentes condi- 

tions de liaison de l'élément aux noeuds A i  et Bj. (Figure 18) 

NB: L'élément n'est pas chargé en sa travée. - 

Axi 1 

Figure 1 8  

(1) L'C!iémcnt ~ i B j  est encastré en Ai et Bj. ----- - - -  --------------- 

En vertu des gquations intrinsèques dorrnées par les équations 

( 1 .  1 .  1 3 ) ,  ( 1 .  1 .  1 4 ) ,  ( 1 . 1 . 2 8 )  et ( 1 . 1 . 2 9 ) ,  on peut écrire : 

( :,+ ( t l + R )  2  (A+B) 7 (A+B) r i :  
--. fi i + ----- Oj + . Ayj - lyi t i.:, . -, 

1 1 1 1 : 



avec : Ay = Ayji- Ayij= déplacement r e l a t i f  v e r t i c a l  

Ax = Axij- Axji= I I  " hor i zon ta l  

Fx = F x i j  = -Fxi j  

Les expressions m a t r i c i e l l e s  sont  l e s  su ivantes  : 

Fxi j  

F i  

Mzi j  

t 
La seu le  composante non n u l l e  du vec teur  ig) = { O  FX.? O }  e s t  

généralement t r è s  p e t i t e  ce q u i  rend l e  vec teur  g nég l igeab le  j dans le { > 

n 

O 

A Y Fx.-+ 
1 

O 

L 

cas où l a  composante Fx des vec t eu r s  charges nodales  e s t  t r è s  grande l e  

= 

- 
Axj i 

Ayjib-4 

û j i  
J 

vecteur g prend une va leur  cons idérable .  Nous t iendrons  compte du vec t eu r  

dans 10s c a l c u l s  e t  nous montrerons u l té r ieurement  l ' e f f e t  de ce  vec teur  

< 

sur l a  charge u l t ime de l a  s t r u c t u r e .  

ES O - O 
1 

O 
S ( A + B )  A+B - 

1 1 

A+B A O - 1 

- 
Axi j  

A ~ i j  

e i j  - 

(II) : L'élément AiBj e s t  encas t r é  en A i  e t  a r t i c u l é  en B j  : 
* 7 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  ---------- -------------------c-i 

*( 

r 

O O 
ES - - 
1 

O - 2 ( A + B )  A+B - 
1 

1 

O 
A+B - -  
1 . 

1 

Axi j 

Ayij 

e i j  
L 

Fxj i 

F y j i  

Vzj i  

Dans ce ca s  il n ' e s t  pas p o s s i b l e  d ' o b t e n i r  une r o t a t i o n  en Bj 

sans que l ' é lément  AiBj s o i t  chargé. O r  par  hypothese c e t  é l é q n t  q ' e s t  

pas chargé. A l ' a i d e  de l a  méthode de  r e l a x a t i o n  e t  des équat ions  i n t r i n -  

S6qLleS On é c r i r a  : 

+< + +  

' + 

Axj i  

Ayji  

û j i  

$ +  

* 

ES O O 
1 

O 2 (A+B) - -  A+B 
1 

1 
(A+B) A O --  1 . 

O 

< F x o l i ,  
1 

O 

*< 

d .  

1= 

. 
ES - - O O 
1 

O - 2 ( A + B )  - A+B 
1 

l2 

A+ B 
O - B 

1 
C 



ES ES F x i j  = - F x j  i = - (Axi j  - Axj i )  = - . Ax = Fx 
1 1 

1 
F y i j  = - F y j  i = - (Mj i + Fx . Ay) 1 

2 2  
(A -B ) i - 2 2  

- - (A -B ) ( A y j i  - Ayij )  + Fx . 9 
A l  ~1~ 1 

Sous f o m e  m a t r i c i e l l e  c e s  r e l a t i o n s  dev iendrons  : 

( I I I )  L'clément A i B j  e s t  a r t i c u l é  e n  A i  e t  e n c a s t r é  e n  B j  : 
-------------^-----C----------3---------------C----------- 

Axj i O 

û j i  O 
\ 

Fxi  j  

[ F y i j l = * : -  u z i j  

Dans ce c a s  comme dans  l e  p r é c é d e n t  on p e u t  é c r i r e  : 

b 

2 2 
- A -B 

2 2 
--  A -B 

A 
û j  - - . (Ayj i  - Ayij )  

A l  

ES - O Axi j 
1 

y A ~ -  B~ û i j  - A l  
C 

Axi i 

- ~ * * \ ~ i ~ - ~ F x ~ ~ l  

Fx j  i 

{ F y j i  

'Mz j i 

ES F x i j  = - F x j  i = - (Axi j  - Axj i )  = - 
1 

ES . Ax = Fx 
1 

1 
2 2 

A -B 
2 2  

F y i j = - F y j i  = - (Mij + Fx . Ay) ie - A -B 
1 A 1 û j  - - ( A y j i  - A y i j )  + Fx . 9 

AI 

- -  ES O O 
1 

2 2 
* [ A y i j l + * ~ ~ o - * ~ A y j i l + [ F x . F ;  - 0  B ~ - A ~  

A l  
> ., 

= ; 0 0  
ES 

\ 

ES - -  O O 
1 

2 2 2 2  B -A B -A 

' 0 A l  

O O O 
b 4 

Axi j 

~ ~ ~ * [ ; ~ j l + ' ~  



Sous forme matricielle on aura : 

. C 

ES Axij ES Fxij - 0 0  - O O O 
1 1 

2 2 A -B 
Fyij , =  O - 0  f i 4  

Ayji + 4 Fx . 

Mzij O O 0  ûi j O O O O . * \ 
i 

? * - 
ES O Fxj i - -  O Axi j Axj i O 
1 

2 2 2 2  A -B A -B 
Fyji,. O 

Al 
2 2 2 2  

O 
B -A A -B 

Mzj i - 0  O ûij Al A O 

(IV) L'élément AiBj est bi-articulé. 
--. --i--- -------------------------- 

Dans ce cas on aura : 

Mzlj =i Mzji = O 

ES ES 
Fxij = - Fxji = 1 (Axi - Axj) - - 1 AX = Fx 

Fyij = - Fyj i = Fx . 2 
1 

Les expréssions précedentes dans leur forme matricielle s'écrivent : 



Les résultats obtenus par les équations (2.2.4.1, 2, 3 et 4) 

Peuvent se présenter Sous la forme mstricielle suivante : 

OU encore : 

F'ij Hii Hij {F1ij) = {Fij) - {g) ***[Fiji}[Hji * [ avec {~'ji} = {Fji} + {g} 

Les matrices [~ii] , [Hij] . [Hji] et [Hjj] , comme nous l'avons 

démontrg, dépendent des conditions des liaisons des deux extrémités de 

l'élément AiBj et elles expriment les caractéristiques géométriques de 

l'élément étudié. Les matrices [~ii] et (Hj j] sont symétriques. Par contre 

aucune symétrie ne caractérise les matrices [Hij] et [Hjq. 

Drapras les résultats obtenus pour les différents cas de liaison 

de l'élément AiBj aux noeuds Ai et Bj, on constate que les matrices [~ji] 

et [~ij] sont transposées l'une à l'autre : 

Le théorème de réciprocité de Maxwell permet également de démon- 

trer cette propriété. 

En remplaçant Fij 'par sa valeur dans l'équation (2.2.2.2) { . }  
on écrira : 

Dans tous les cas étudiés op peut écrire : 



donc, l'équation (2.2.4.8) peut être exprimée sous la forme réduite suivante : 

En comparant l'équation (2.2.4.8) avec l'équation (2.2.4, 6 )  on 

aboutit aux résultats suivants : 

* 
(2.2.4.11) [Hij] = [Hiil* [Tl] 

(2.2.4.12) [Hj j] = [Tl] * [Hii] Y   TI]^ 
Comme [Hii] est une matrice symétrique de même Hjj est une 

matrice symgtrique. 

En remplefant les matrices [Hji] , [Hij] et [Hjj] dans l e s  &quaw 

tions (2.2.4.5) et (2.2.4.6) on trouve les équations suivantes : 

Soit dans le système d'axes (OX-OYj l'élément AiBj faisant 

uq angle (a) avec l'axe (OX).'Les extrémités Ai et Bj de cet élement su- 

bissent respectivement les déplacements AIJ et AJI . Dans le système { }  { j  
d'a~es (0X'-Oy') tel que l'axe (OX') soit parallèle à l'élément AiBj on 

désigne par {hij) et (bji} les mêmes déplacements imposés aux extrémités 

. Ai e t  Bj. En vertu de l'équation (2.2.3.1) on aura : (Figure 15) 

D'après les équations (2.2.4. 5) et (2.2.4. 6 )  on peut écrire : 



Sous forme r é d u i t e  on aura  : 

( 2 . 2 . 5 . 1 )  {FIJ) =[KII]  * {AIJ} + [KIJ] )t (BJI) + { G )  

( 2 . 2 . 5 . 2 )  {FJI) =[KJI] * {AIJ} + [KJJ] + {AJI} - { G )  

avec : 

Les équat ions  ( 2 . 2 . 5 . 4 )  e t  ( 2 . 2 . 5 . 6 )  montrent' que l e s  mat r ices  

[KII] e t  [KJJ] sont  symétriques. 

Dans ce cas  comme dans l e  ca s  d'un élément h o r i z o n t a l  à l ' a i d e  

du théorème de  r é c i p r o c i t é  de Maxwell e t  en  v e r t u  de l ' é q u a t i o n  ( 2 . 2 . 2 . 2 ) ,  

on peut  faci lement  o b t e n i r  l e s  équat ions  su ivantes  : 

( 2 . 2 . 5 . 8 )  [KIJ] = [ K J I ] ~  

( 2 . 2 . 5 . 9 )  [KIJ] = [ K I I ] * [ T ~ ] ~  

* (2 .2 .5 .10)  [KJI] = [Tl] r [KII] 

2 . 2 5  [ J ]  = [ ~ l ] *  [KII]*[T] 
' 

En résumé on c a l c u l e  [KII] pa r  l ' é q u a t i o n  ( 2 . 2 . 5 . 4 )  à p a r t i r  

de l a  ma t r i ce  ( ~ i i  qu i  e s t  c a l c u l é e  dans l e  paragraphe précédent  pour i l  
d i f f é r e n t e s  condi t ions  de l i a i s o n  d 'é lément  AiBj aux noeuds A i  e t  Bj. Les 

t r o i s  a u t r e s  ma t r i ce s  [KIJ] , [KJI]et [KJJ] se  c a l c u l e n t  a l o r s  à p a r t i r  de 

Comme nous avons d é j à  exp l iqué ,dans  l a  méthode des  déplacements 



on remplace l e s  charges en t r a v é e  par  l e s  charges nodales  a g i s s a n t  aux 

noeuds r e l i é s  par  l ' é lément  chargé. Afin de  r é a l i s e r  c e t t e  t ransformat ion ,  

pour l e s  ra i sons  expl iquées  au paragraphe (2.2. l ) ,  on suppose que l ' é l é -  

ment chargé dans s a  t r avée  e s t  b i -encas t ré .  

Les moments d 'encastrements  p a r f a i t s  c a l c u l é s  dans l e  paragraphe 

(1.3) pour l e s  d i f f é r e n t s  cas  de  charge, sont  l e s  ac t ions  des  naeuds s u r  

l ' é lément  chargé, Af in  de c a l c u l e r  l e s  vec t eu r s  charges nodales ,  nous u t i -  

l i s e r o n s  progressivement ces  r é s u l t a t s  dans nos ~ r o c h a i n s  ca l cu l s .  

Nous é tud ie rons  d'abord l e s  q u a t r e  groupes de charge s u i v a n t s  

dans l e  repere  l o c a l  assoc ié  à l ' é lément  étudié,efpour l e s  d i f f é r e n t e s  con- 

d i t i o n s  d'appuis.  E n s u i t e  à l ' a i d e  de l a  ma t r i ce  de  r o t a t i o n  nous r e l i e r o n s  

l e s  r é s u l t a t s  obtenus en  r epè re  l o c a l  à ceux du repè re  généra l .  

Les q u a t r e  groupes de charges sont  l e s  su ivan t s  : 

1)  charges concentrées  avec l e s  composantes su ivan te s  : 

1) un moment concentré  

2) une charge concentrée a x i a l e  

3)  une charge concentrée t r a n s v e r s a l e  

I I )  c h a r ~ e a  uniformément r é p a r t i e s  s u r  une longueur ( a )  avec l e s  composantes 
su ivan te s  : 

1) une charge uniformément r é p a r t i e  a x i a l e  

2 )  une charge uniformément r é p a r t i e  t r a n s v e r s a l e  

I I I )  une charge t r i a n g u l a i r e  t r a n s v e r s a l e  (1) 

I V )  une chgrge t r i a n g u l a i r e  t r a n s v e r s a l e  ( I I )  

Soi t  : {Fk} l e  vec t eu r  de charge e x t é r i e u r  groupant l e s  charges  

concent rSes s i i ivantes  : (F igure  19) 

une charge a x i a l e  

une charge t r a n s v e r s a l e  

un moment 



Fkx 

Fkx 

6 ' 
Figure 19 

Si l'on désigne par (Cij} et (Cji} respectivement les vecteurs 

contenant les actions des noeuds Ai et Bj sur l'élément AiBj, dûes aux 

charges en travée {~k}, on va successivement calculer les valeurs de ces 

derniers pour différentes conditions d'appuis . Le vecteur Fk est appliqué I l  
,à  des distances li et lj respectivement par rapport aux extrémités Ai et 

Bj de l'élément AiBj. li, lj et 1 sont des valeurs arithmétiques. 

(a) L'élément AiBj est bi-encastré 

1 )  Effet de la charge concentrée axiale 

1 i cxji = - - 
1 . Fkx 

Cyij = Cyji = O 



2) Effet de la charge concentrée transversale 

mij+m'i 
Cyij = 

1 i - Fky. - 1 

Czij = mij 

Czji = mji Cxij = Cxyi = O 

mij et mji sont les moments d'encastrement parfait obtenus par 

les 6quations (1.3.1.2) et (1.3.1.3) dans le cas où l'effort nonrial est 

une compression et par les équations (1.3.1.11) et (1.3.1.12) dans le cas 

où l'effort normal est une traction. 

3) Effet du moment concentré Fkz 

Cxij = Cxji = O 

m'i'+mlji ~ k z  
Cyij = + -  

1 

Czij = m'ij 

Czji = m'ji 

Les valeurs des m'ij et m'ji sont données par les équations 

(1.3.2.2), (1.3.2.3) et (1.3.2.8) et (1.3.2.9) en fonction de la na- 

ture de l'effort normal. 

On peut donc écrire : 

Cxi- 
1 

(2.2.6.1) {Cij] = jcyij 1 = 1 0 kij+kji-lj ~ 1 , k'ij+k1ji+l 1 

Czij O kij k'ij 

avec : k i j  = mij /Fky kji = mji/Fky 
( 2 . P 0 S .  3 )  

k'ij = m'ij/~kz k'ji = rn1ji/Fkz 

I 1 Cxji 1 

( 2 . 2 . 6 . 2 )  J , l j i }  = lcyji 1 = 'i 
Czj i 

i 

- 
1 i - - 
1 

O O 

kij+kji+li 1 k'ij+kl 1 ji+l O - - 

O kj i k'ji 



Afin de diminuer l e  nombre d ' opé ra t ions  d i f f é r e n t e s  pour , l é te r -  

miner l e s  vec t eu r s  (Cij} e t t j  i}, en  fonc t ion  des  cond i t i ons  d 'appuis ,  on 

cons idère  l ' é lément  b i -encas t ré  comme élément de  r é f é rence .  En a j o u t a n t  des  

ma t r i ce s  c o r r e c t i v e s  aux r é s u l t a t s  obtenus pour l ' é lément  de ré férence  on 

t rouve  pour l e  même cas  de charge l e s  r é s u l t a t s  concernant l e s  d i f f é r e n t e s  

cond i t i ons  d'appuis.  

On présente  l e s  équat ions  (2.2.6.1) e t  (2.2.6.2) sous l a  forme 

su ivan te  : 

avec : 

1 1 
O - (B.kji-A.kij-B. l j )  - (B.k l j  i-A.kl ij-B. 2 2 

A -B 2 2 A -B 

O 
1 - ( k i j + k j  i - l j )  I 

A- B - (k' ji-kij+l) 
A-B 

L 

1 - ( k i  j-kj i + l i )  1 
A- B - A- B ( k ' i j - k t j i + 1 )  i 

E tan t  donné que l ' é lément  é t u d i é  e s t  b i - encas t r é  l e s  mat r ices  

c o r r e c t i v e s  sont  des  ma t r i ce s  n u l l e s  : 

h )  IJ1é1ément AiBj e s t  e n c a s t r é  en A i  e t  a r t i c u l é  en Bj 

E n  f a i s a n t  une s é r i e  d ' opé ra t ions  iden t iques  à c e l l e  du cas  

(a) on gilra f inalement  : 



'* 7 kij - t . kji avec : k i j  

h ~,;j = ? ~ ' i j  - t . k'ji 

kji, 'cij, k'ij et k'ji sont données par l'Équation ( 2 . 2 . 6 . 3 ) ,  

Dans ce cas, en conservant les matrices ~ k i j  et ~ k j i  obtenues [ -1 [ 1 

Fkx 

~ k y  

Fkz 
J 

* s ( 2 . 2 . 6 . 8 )  {cij} = 

pour l'élément bi-encastré, tous calculs faits, les matrires correctives 

+ 

suivantes peuvent être formulées : 

Cxi j 

<Cyij>= 

Czi j 

On peut décomposer la matrice [~kij] en produit d'un vecteur 

colonne {~kij} et une matrice ligne 

. avec : 

% 

( 2 , 2 + 6 *  1%) 

b i s  

C - lj/l O O 

1 
0 (1 - 1) (1 + -) 1 

O k5jx hij* 

[~kij] = {Bki j } Y [~kij] 

1.e vecteur {~kij} ne dépend que des caractéristiques géométriques 

de l'élément tandis que la matrice [ ~kij) ne fait intervenir que les coor- 
données du point d'application des charges. 



C) L'élément AiBj e s t  a r t i c u l é  en A i  e t  e n c a s t r é  en Bj 

A l ' a i d e  d 'opéra t ions  iden t iques  f a i t e s  pour l ' é lément  b i - encas t r é  

on a b o u t i t  A : 

avec : 

k j i *  = k j i  - t . k i j  

k j i ,  k i j ,  h i 3  e t  h i j  sont déterminés par l e s  équat ions ( 2 . 2 . 6 . 3 ) .  

En exprimant l e s  vec t eu r s  (Cij} e t  {~ji} sous l a  forme décornposée 

donnée par  l e s  équat ions  (2.2.6.4) e t  (2 .2.6.5)f tous c a l c u l s  f a i t s t o n  t rou-  

OU encore : f 0 1  

(2.2.6.13) [zkji]  = 
b i s  

r 
O 

O 

O 
L. 



d )  L'élément A i B j  e s t  D i -a r t i cu l é  

Après c a l c u l s  on o b t i e n t  : 

Les ma t r i ce s  [Zkij] e t  [ ~ k j i ]  son t  l e s  su ivan te s  : 

Le système de  charge e x t é r i e u r  c h o i s i  dans ce cas  e s t  composé 

Fkx 11:1 Cxj i ' ( 2 . 2 . 6 . 1 6 ) b j i I  = [::j= 

d'un charge r é p a r t i e  axialement avec une d e n s i t é  (qx) e t  d 'une charge 

- i l  O O 1 - lyl - 

r é p a r t i e  t ransversa lement  avec une d e n s i t é  (qy) .  (F igure  205 

On va au f u r  e t  à mesure c a l c u l e r  l e s  v e c t e u r s  t i j )  e t  f j i )  

pour  d i f f é r e n t e s  cond i t i ons  d 'appui  : 



Figure 20  

a) L'élément AiBi e s t  bi-encastré 

1) Effe t  de 18 charge axia le  (qx) : 

a a c x i j  - - - (1- . 9~ 
1 

a 
2 

Cxji = - 21 4X 

Cyij = Cyji = Czij = Czji  = O 

2) Effe t  de l a  charge t ransversale  (qy) : 

Cxji = Cxij = O 

Les valeurs  de mij e t  mji sont données par l e s  équations 

(1.3.3.2) e t  (1.3.3.9) selon l a  nature de l ' e f f o r t  normal ex i s t an t  d w s  

l 'élément étudié.  

On peut donc é c r i r e  : 



avec : k i j  = mij lqy  
(2.2.6,21) 

k j i  = mji/qy 

En p ré sen tan t  l e s  vec t eu r s  { ~ i j }  e t  {cji} sous l a  forme présentée  

par  l e s  équat ions (2.2.6.4) e t  (2.2.6.5) tous  c a l c u l s  f a i t s  on a b o u t i t  à : 

r 
- 

a 2 - 
2E Ç 

O O 

1 
2 

(2.2.6.23) [ ~ k j i )  = O F a r ( - ~ . k i j + ~ . k j  i- a . B)] O 
A -B" 2 2 

I a 2 
O - *(ki j -k j  i+ T )  O 

A-R * L 

r 

b)  L'élément AiBj e s t  encas t r é  en A i  e t  a r t i c u l é  en Bj 

En f a i s a n t  une s é r i e  d ' opé ra t ions  iden t iques  à c e l l e  r é a l i s é e  poinr 

l 'é lément  b i -encas t ré  on au ra . f i na l emen t  : 

(2.2.6.25) C j i  = { 1 

O k i j *  

* 2 k i j  a  
O - 

1 2 1 O 

k i j *  = k i j  - t 



Les valeurs de kij et kji sont déterminges par (2.2.6.21). 

En écrivant les vecteurs (Cij} et (Cji} sous la forme décomposée 

présentée par les équations (2.2.6.4) et (2.2.6.5), les matrices correcti- 

ves suivantes peuvent être formulées : 

. (2.2.6.26) Zij 
a [ ] = 10 - y  ( 1 - 5  ( i t t )  O 

ou bien : 
O 

a (2.2.6.27) [~ij] = {Bij]+ [ Rij] = 1 Tl(o -a(l- ?) 

c) L'élément AiBj est encastré en Bj et articulé en Ai 

Les calculs nous donnent : 

L 
a 

Cxj i - -  O O 21 
* 2 

(2.2.6.29){Cji} = -,kji-L 1 2 1 

O 
. .* 

Czji k~ r O O 

avec : k j i k  = kji - t . kij 
Les valeurs de kji et kij sont données par l'équation (2.2.6.21) 

Dans ce cas les matrices aorrectives sont les suivantes : 



d)  L'élément AiBj e s t  b i - a r t i c u l é  

De l a  même nanière que dans l e s  cas é tudiés  précédemment tous 

ca lculs  f a i t s ,  on abou t i t  à : 

a a  
Cxi j - - (1- ?) O O 1 

(2 .2 .6 .30)b i j )  = O - - a  1 1 -  a  0 

C z i  j O O O O 

naris ce cas  on é c r i r a  l e s  matr ices  co r rec t ives  su ivantes  r 

.- 
a  

2  
c x j  i -21 O O 

a  
2 

C y j i > =  O -21 O 

Czj i  O O O - 

(III) ~ r g : ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ g ~ = ~ ~ = ~ g ~ ~ ~ p , r ~ , e - t r i a n g ~ ~ o i r e  

Dans c e t t e  hypothèse l e  système de charge e x t é r i e u r  n ' a  qu'une compo- 

v 

qx 

+ ( q y b  

O . 

sante t r ansversa le  t r i a n g u l a i r e  avec l a  dens i té  maximale qy. ( f igure  21) 



-+ 
Figure 21 

a) L'élément AiBj e s t  b i -encas t ré  : 

Après caicriis on a b o u t i t  à : 

(2.2.6.36)avêc : k i j  = mij/qy; k j i  = mji/qy 

Les va leurs  de mij e t  mj i  sont  données par les  équat ions 

Ei-1 verii, des  Gquat.ii.jns (2 .2 .6 .4)  e t  (2.2.6.>5) ::II> s u r a  : 

/ O  
-l 

c? O 

( 2 . 2 . 6 . 3 7 )  [r?kij] = 
- 1 a 2a O -- [ ~ . k i j - ~ . k j i + ~ .  7(b+ O 

2 2  
4 -R 

( \  - 1  A- .  j - j  O 

i 
' 3 

A 



b )  L'élément AiBj est encastré en Ai et articulé en Bj : 

Tous calculs faits on aura : 

avec : kij* = kij-t.kji 

Cxj i 

Les valeurs de kij et kji sont données par l'équation (2.2.6.36) 

O O O O 

.* a 

En écrivant les vecteurs (Cij) et (Cji} sous la forme présentée 

:(2.2.6.40){cji) = ~ ~ ~ ~ ] = ~ ~ - ~ - y e + $ )  :]*Ir] 
par les équations (2.2.6.4) et (2.2.6.5) on aboutit aux matrices correcti- 

ves suivantes : 

avec : r 0 1  



c) L'élément AiBj est articulé en Ai et encastrd en Bi 

Comme dans le cas (b) , on obtient les &su1 tats 
suiyants : 

Cxi j O O O 

(2.2.6.43) Cij = I } 
Czij 

Cxj i O O O 

(2.2.6.44) cji = { 1 
/ 

avec : kji* = kji-t kij 

Les valeurs de kij et kji sont données par l'équation (2.2.6.36). 

Dans ce cas, on aura les matrices correctives suivantes : 

avec : 

(2.2.6.46) [~ji ] = {Fiji) * [~ji] = 

, d) Lté16rnent A i E j  est bi-articulé 

L e s  calculs permettent d'écrire : 



Les matrices correctives sont les suivantes : 

Cxj i 

(2.2.6.43tji) b i s  = I i y j ]=  

OU encore : 

O O "; -%(;$) 

\ a 

( IV) rggggg gg~~t&gg=$;~gpgh,aggg=~g&gggg$,aigg=$:~~ 

Dans cette hypothèse, corne dans le cas précédent, le s y s t h e  de char- 

ge extérieur agissant en travée de l'élément étudié est composé d'une charge 

triangulaire transversale avec une densité maximale qy. 

+ 1 ,  

O X 

Figure 22 



a) L'élément AiBj est bi-encastré : 

Cxji 7 Cxij = O 

mia+m'i a a 
Cyij = - X(b+ 

Les valeurs de mij et rnji sont issues des équations (2.3.5.2) 

et (1.3.5.8) respectivement pour un élément comprimé et tendu* 

On aura donc : 

(2.2.6.54) avec : kij = mij/qy et k j i  = mji/qy 

Cxi j 

(2.2.6.52)iij) = [::-< 

En &rivant les Gquations (2.2.6.52) et (2.2.6.53) sous la forme 

des équations (2.2.6.4) et (2.2.6.5), tous calculs faits on écrira : 

O O O 

= M I  vk;-&(b+$ :*[(y\ 

. - 

- 1 -(kij-kji+ A-B $(b+ 



1 2 a - A-B [kij-kj i+ $(e+ ] O J 
Dans ce cas les matrices correctives sont nulles. 

b) L'clément AiBj est encasqré en Ai et articulé en Bj 

TOUS calculs faits on peut écrire : 

Cxi j 

(~,;.6.~~)+ij~ = lcyijJ = 

Czij 

avec : kij* = kij-t.kji 

. I 5 

O O O O 

.2.6.){~ji) = 1:) = 'CI - kij 1 fr + a 2 1 TI 2 a 0 * '  qy 
O O O O 

\ & L . 

Les valeurs de kij et kji sont précisées par l'équation (2.2.6.54). 

O O O + : z ( b +  $1 ' 

\ * 

' 

Dans ce cas les matrices correctives sont les suivantes : 

*(iy 1 

o b i  bien : r 1 



c) L'élément AiBj e s t  a r t i c u l é  en A i  e t  encas t r é  en Bj 

Comme l e s  cas  précédents ,  l e s  c a l c u l s  donnent : 

avec k j i *  = k j i - t . k i j  

Les va l eu r s  de k j i  e t  k i j  son t  p réc i sées  par  l ' a q u a t i a n  (2.2.6.54). 

O ;'*l ri Cxi j 

(2.2.6.61){Cij) = lcyijI = 

C z i  j  

Dans ce c a s  l e s  mat r ices  c o r r e c t i v e s  son t  l e s  su ivan te s  : 

O O O 

'; - :) 

L * 

OU encore : 

( 2 . 2 . 6 . 6 4 ) [ ~ j i )  = { ~ j i )  w [ ~ j i ]  = 

(2.2.6.61)[zji] = 

d)  L'élément A i B j  e s t  b i - a r t i c u l é  

r . 
O O O 

0 - IT(e+ a 3 2 a ) ( l + t )  O 

O 
a 2 
2!e+ 3 a ) .  t O 

Tous c a l c u l s  f a i t s ,  on a b o u t i t  à : 

Cxi j O O 

( t . ? - h ' h 5 )  Ci j  = 1 
Czi j  . 



Cxj i O 

(2.2.6.66)kji) = 

Czji 
C 

Les matrices correctives sont les suivantes : 

Pour tous les cas étudiés quelle que soit la condition d'appui 

et la nature des charges extérieures appliquées en travée de l'élément étu- 

dié, dans le repère local, on peut écrire : 

En désignant par FI( le vecteur des charges extérieures agissant 1 1  
en travée de l'élément étudie, exprimé dans le repère général, on aura : 



En tenant compte des 3 équations précédentes dans l e s  équations 

(2.2.6.71) e t  ('2.2.6.72) e t  en ve r tu  de l ' équat ion  (2.2.3.3.) on aura : 

(cIJ}=[RI~* ( [ Hij ] r i [ l t ~  * R * R * Qkij II){{ R FK + ~ i j  > [  x ~ i j  I I I { }  * R *  FK ) 

D'après l e s  équations (2.2.5.5,) e t  (2.2.5,7) on aura : 

(2.2.6.73) {CIJ} F [KIJ]  .+ [Q~IJ]){F~<) +{BIJ) r [RIJ] + {FK} 

S i  l 'élément é tud ié  e s t  s o l l i c i t é  par  l e s  d i f f é r e n t e s  charges, 

l e s  équations (2.2.6.73) e t  (2.2.6.74) se  présentent  sous l a  forme suivante : 

Les équations (2~.2.5.1) e t  (2.2.5.2) obtenues pour un élgment 

non chargé dans s a  t r avée ,  en présence des s o l l i c i t a t i o n s  ex té r i eu res  agis- 

sant en travée de l 'é lément,  s ' éc r iven t  sous l a  forme complète suivante : 



Sait (n) un noeud de la structure étudiée relié par S élément 

aqx qutres noeuds de la structure. Supposons que ce noeud constitue une 

extrémité i pour (Si) éléments et une extrémité j pour (Sj) 6léments 

(S=Si+Sj). La somme des efforts exercés par le noeud (n) sur l'ensemble 

de (5) 61éments est égale : 

L'équilibre du noeud (n), nous permet d'écrire : 

En établissant une équations identique pour chacun des (N) noeuds 

de la structure étudiée,on obtient un système de (3N) équations à (3N) in- 

connues de la forme suivante : 

La matrice K est appelée matrice de rigidité de la structure; [ 1 
2 c'est une matrice carrée et symétrique composée de (N ) sous matrices 

carrées, d'ordre 3, Les sous matrices diagonales de la matrice K sont égales [ 1 
à la somme des matricas [KII] et [KJJ] des différents éléments aboutissant à 

chaque noeud, tandis que les autres sous matrices sont soit égales aux ma- 

trices [KIJ] et [KJI] des aifférents éléments, soit des matrices nulles. 

Considérons,,à titre d'exemple une structure comportant 4 noeuds 

19, B, C, T, (figure 23 ) .  En écrivant successivement l'équation ( 2 . 2 . 8 . 1 )  pour 

chacqn des noeuds précédents, on aura les résultats suivants : 

hioeud (A) : {F) = ~ [ U A  (1, 2, 311 * (,A}+ [w] * {AD}+ [w] * {AC) + 

* @A] * {AB}+ I+(AB,  Ac, AD)) + 1bi2, 3 ,  - Y ) }  

* 
(+) I,e si ene négatif devant le chiffre 1 signifie que le vecteur 

dû à Ivélément ( 1 )  est négatif. (G L 



Noeud (B) : {FIB = 1 (KBB( 1, 4 )]*(b~}+ [KBC] + (AC}+ [KBA] * {AA) + 

+ ~ ( C ( B C ,  BA)) + l(G(4. 1 ) )  

Noeud (C) : {FIc = 1 [KCc(2, 4, 5 ) )  + {AC}+ [ KCB] * {AB)+ [KCA] {AA} 

+ [KCD] + {AD} - ~ ( C ( C D ,  CB, CA)}+ $ 2 0 ,  -4, -2)) 

Noeud (D) : {FID = L[KDD(S, 3)) * {AD) + [KDC] * (dc) + [KM] I { AA} + 

+ I{c(Dc. DA))+ I p ( - 5 ,  -3)) 

Sous l a  forme (2.2.8.3),  on aura  ? 

............................................................................. 
~[KPA(I, 2, 3)) ;  bc] i [KAB] i [KAD] ........................ ..,............................................... .......................... 

[KCA] 1 [KCC(~ ,  4, 5)] i [KCB] [KCD] 
:. : ..S...................... .......................... ................................................. 

[KBA] j [KBc] .. ~ ~ [ K B B ( I S ~ ) ] ;  
......................... .:. ..................... .: .-.. ..................... :-. ..................... [O] 

[KDA] [KDC] [ O ]  ~ Z [ K D D ( S ,  311 
........................... ..................... : :... .................... 1 , 6 ........................ 

En p rémul t ip l i an t  l ' équa t ion  (2.2.8.3) pa r  l ' i n v e r s e  de l a  ma t r i ce  

de  r i g i d i t é  [KI-' on o b t i e n t  l e s  déplacements de chaque noeud. A p a r t i r  de 

ces déplacements e t  à l ' a i d e  des  équat ions  (2.2.7.1) e t  (2.2.7.2) on peut  

c a l c u l e r  l e s  e f f o r t s  nodaux r e l a t i f s  à chaque élément;  e n s u i t e ,  à l ' a i d e  des 

e f f o r t s  nodaux obtenus e t  en  v e r t u  de l ' é q u a t i o n  (1.1.1) on peut  fasj.lement 

c a l c u l e r  l e  moment f l é c h i s s a n t ,  l ' e f f o r t  t ranchant  e t  l ' e f f o r t  normal dans 



une section quelconque de l'élément. 

Remarque (1) : Dans le cas où certains déplacements sont imposés, pour résou- 

dre l'équation (2.2.8,3), il suffit de supprimer la ligne et la colonne rela- 

tives à ces déplacements. On définit une matrice de rigidité réduite. Par 

exemple, si dans la structure précédente, les noeuds B et D subissent des 

déplacements imposés, pour calculer les déplacements{b~} et {AG}, il suffit 

seulement d'inverser la matrice de rigidité réduite [ ~ r ]  qui est composée 

par les deux premières lignes et colonnes, c'est-à-dire : 

Remarque (2) : Si tous les éléments aboutissant à un noeud sont reliés à 

celui-ci par des articulations la rotation de ce noeud est indéterminée, 

la ligne et la colonne relatives à cette rotation ne comportent que des 

composantes nulles qui rendent la matrice K singulière. 

Pour rendre la matrice [K] inversible il su£ f it de supprimer la 

ligne et la colonne relatives à la rotation du noeud en cause; ou bien, 'il 

suffit de considérer l'un des éléments reliés au noeud articulé comme encas- 

tré, ce qui permet d'obtenir une valeur déterminée pour la rotation du noeud 

articulé. Cet encastrement fictif ne fait intervenir aucun moment supplémen- 

taire sur l'élément supposé encastré car les autres éléments aboutissant au 

noeud articulé ne s'opposent pas à sa rotation. 



( 3 .  I c n ~ c r ! ~  V E  LA CHARGE C R I T I ~ I E  

La charge  c r i t i q u e  d 'une  s t r u c t u r e  e s t  a t t e i n t e  l o r s q u e  l e s  dé for -  

mat ions  deviennent  theor iquement  i n f i n i e s ,  a l o r s  que l e s  charges  a p p l i q u é e s  

on t  une v a l e u r  d é f i n i e .  Dans c e t t e  c o n d i t i o n  l e  dé te rminan t  de l a  m a t r i c e  d e  

r i g i d i t é  [K] e s t  é g a l  à zéro .  

Afin  d e  d é t e r m i n e r  l a  charge c r i t i q u e ,  nous  procéderons  d e  l a  f a ç o n  

s u i v a n t e  : 

nous augmentons p rogress ivement  l e s  charges  a p p l i q u é e s  à l a  s t r u c t u r e ,  

l o r s q u e  [ K )  e s t  é g a l  à z é r o  l e  flambage e s t  a t t e i n t .  Dans c e  c a s  l a  charge  c r i -  

t i q u e  e s t  é g a l e  a u  systeme de  charge a p p l i q u é .  Les v a l e u r s  p o s i t i v e s  du d é t e r -  

minant ( [K] >O) e x p l i q u e n t  que l a  s t r u c t u r e  e s t  s t a b l e  t a n d i s  que ( [R]<o)  v e u t  

d i r e  que l e  f lambage e s t  d é j à  a t t e i n t .  

Pour rgsoudre  une s t r u c t u r e  quelconque,  nous avons m i s  a u  p o i n t  un 

programme s u r  l ' o r d i n a t e u r ;  c e  programme e s t  p r é s e n t é  dans l ' a n n e x e  2. 

Dans l e  règlement de c o n s t r u c t i o n  m é t a l l i q u e  d e  1966 (C.M. 66) s e u l e  

la s t a b i l i t é  d ' u n  p o r t i q u e  s imple  e s t  é t u d i é e ;  on a  supposé que l e s  montants  du 

p o r t i q u e  son t  comprimés p a r  deux charges  é g a l e s .  Ce c a s  e s t  t r è s  p a r t i c u l i e r  e t  

l e s  v a l e u r s  de  l a  l o n ~ u e u r  de flambement données n e  s o n t  pas  é g a l e s  à c e l l e s  

du même p o r t i q u e  chargé p a r  deux charges  d i f f é r e n t e s .  

Dans c e  pa ragraphe  nous c a l c u l e r o n s  l a  charge c r i t i q u e  d 'un  p o r t i q u e  

s imple  avec une t r a v e r s e  h o r i z o n t a l e  e t  d ' u n  p o r t i q u e  avec l a  t r a v e r s e  b r i s é e .  

S o i t  l e  p o r t i q u e  d e  l a  f i g u r e  ( 2 4 ) .  On suppose que l e s  neouds B e t  

C s o n t  chargés  respec t ivement  p a r  l e s  c h a r g e s  P e t  P ' .  (P  e t  P '  s o n t  p a r a l l è l e s  

<3 1 ' axe oy)  . 



Figure 24 

Nous avons calculé la charge critique et ln longueur do flambement 

(If) de ce portique, pour différentes valeurs de k =Pz/PI et k' = lm/lt. 

Les diagrammes ( 3 .1 .1 .  1 ) et ( 3.1.1.n ) présentent la variation 

de (lf/H) en fonction de (P2/~1) 

Pour les calculs numériques nous avons choisi les profils suivants : 

- montant : HEB 300 

- traverse : HEB 300 

Considérons le portique défini par la figure (25). Comme dans le cas 

precédent nous supposons que les poteaux sont sollicités axialement par deux 

charges Pfet Pd (PZ= kP4) .  Dans ce cas nous calculons les valeurs de la charge 

critique et de la longueur de flambement (If), pour différentes valeurs de a, 

k t3 t  lm/Lt. 

Les diagrammes (3.f.2,retn) présentent la variation de (lf/lm) en fonction 

( PZ/&) 



Figure 25 

Pour les calculs numériques nous avons choisi les profils suivants : 

- montant : HEB 300 
- traverse : HE0300 

Afin de vérifier les rêsultats théoriques, nous avons procédé à quel- 

ques essais sur un portique à traverse bfisée. 

Le portique est encastré à ses pieds et ses éléments construits en 

acier doux ( E 2 4 )  sont à section rectangulaire de dimensions 10 x 18 mm. 

Le système de forces choisi est composé de deux forces nodales, une 

horizontale et une verticale. Les déformations produites sous l'action de ce 

systGme de forces sont mesurées par seize jauges. 

La figure (26) représente la disposition des forces appliquées, des 

jau~es de contrainte et d'un comparateur magnétique. Ce dernier mesure le dépla- 

cement horizontal du noeud C. 

Nous avons augmenté progressivement la valeur de la force Pv, pour 

que la section la plus sollicitée atteigne la limite élastique, la force Pn étant 

cons tante et éyale 20 Kgr. 







A l ' a i d e  d 'appuis  l a t é r a u x  on empêche t o u t  déversement l a t é r a l .  

Le tab leau  su ivant  donne l e s  r e s u l t a t s  expérimentaux e t  théor iques  

ohtenus pour d i f f é r e n t e s  va l eu r s  de l a  f o r c e  Pv. 

L e  pourcentage d ' é c a r t  e n t r e  l e s  deux s é r i e s  de r é s u l t a t s  v a r i e  e n t r e  

2 '2 e t  7 1. Le f ro t tement  e n t r e  l e  po r t ique  p r i n c i p a l  e t  l e s  appuis  l a t é r a u x  

é v i t a n t  l e  déversement l a t é r a l  peut ê t r e  à l ' o r i g i n e  de c e t  é c a r t ;  de ce f a i t  

c e t  é c a r t  s ' accentue  quand l a  fo rce  Pv prend des va l eu r s  p lus  é l evées .  





CONCLUSION 
-=-*=-a-= 

Les resultats expérimentaux semblent confirmer la validité de la 

méthode; il serait cependant qécessaire de réaliser des essais plus nombreux 

sur des structures différentes pour mieux apprécier l'exactitude de la théorie- 

proposée. 

Les diagranrmes(3,l. 1.1) (3.1.1. II), (3.1.2.1) et (3.1.2. II) nous 

montrent que la longueur de flambement est maximale lorsque Pl = P2. Pour 

des valeurs différentes de P I  et de P2 l'étude nous permet de réaliser des 

structures plus 6c~nomiques. 

Ces diagrammes ont été réalisés pour des valeurs de X et n petits, 

les effets de T et sont négligeables; nous constatons que les résultats four- 

nis concordent avec ceux des regles C.n, 66. 

2 
Pour les portiques encastrés et pour les faibles rapports de -,les 

1 
longueurs de flambement sont très réduites et le calcul des charges critiques 

nous conduit à admettre que seule la flexion peut être considérée pour l'étude 

de la stabilitQ. 
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A N N E X E  1 

METHODE DE DUTHEIL 

1. PRQBLEME PRELIMINAIRE : 

E f f e ?  d ' u n e  çompression ax ia l e  s u r  une p o u t r e  b i - a r t i o u -  

lée p r g s e n t a n t  une  l é g è r e  c o u r b u r e  i n i t i a l e .  

Hypot 11èses : ---------- 
a) les courbures sqnt très faibles 

b) les déformations dues aux efforts normaux et tran- 

chants sont négligées 

Nous pouvons prendre comme courbure initiale la fonction 

(champ des déplacements cinématiquement admissible) : 
TE fn sin 

Natons : 1 la courbure initiale de la déformée 

K 
1 la courbure de la déformée après l'applica- - 
P de l'effort de compression N 

y l'ordonnée de la nouvelle déformée. 

D'après la théorie de la flexion des pièces à faible 

courbure, l'équation différentielle de la nouvelle déformée sté- 

crit, : 

50 i t t.11 riéql iceant les dérivSes premières dans les expressions des 

2 - i - k y = -  74 sin N 

1" 
k2 = 

L 



Soliit,ion g é n é r a l e  de  l ' é q u a t i o n  : 

1 A s i n  k x  + B c o s  k x  -t p  s i n $ z  
L 

I.cs condit  i o n s  aux l i m i t e s  : 

holut;  ion dé f  ir1i.t i v e  : 

Y -= 
0 IE ( 3 )  

1 ,- k 2 ~ 2  s in  1 
lr2 

2  2 
,y -> ~p l o r s q u e  !L-L-- -> 1 

A ll 
- *' n o t o n s  Nk 1 ' e f f o r t  d e  compression co r r e spondan t ,  s o i t  pour k - - 

1 Nk est l a  charge  c i n é t i q u e  ; 

7 éq i~a t  ion ( 3 )  peut enco re  s I é c r i r e  : 

6 k  
Y . fO s i n  -nx N 

L ( f= 
La i'li~cht-? d a n s  l a  s e c t i o n  médiane a donc: pour e x p r e s s i o n  : 

bk 
est l e  c o e f f i c i e n t  d l amp l i f  i c a t i o n  d e s  f l è c h e s .  Gk -6 

2 .  E.IF,THOI)E DE DUTHEIL 

Le probleme du flambement dans  l e  c a s  dq p i è c e s  théo-  

ri qwemerit p â r f  a i t e s  se p r é s e n t e  comme un prsblème d '  i n s t a b i l i . t é  

dorit; l a  so lu t , ion  e s t  donnée pqr l a  t h é o r i e  d'EULER : "Une b a r r e  

d r o i t e  soumise à un e f f o r t  de compression s imple  N reste  d r o i t e  

h i  h; L Nk (Nk, charge  c r i t i q u é e  d'EULER), p u i s  pour N - Nk il y 

ii b i  f'urcat i o n  de l ' é q u i l i b r e ,  l a  p i è c e  f l é c h i e .  

de 1 9  cha rge  c r i t i q u e  d'EULER s ' é c r i t  : 

1 . cst  l a  lorigueur d e  flambage e t  e s t  f o n c t i ~ n  d e s  c a n d i t i o n s  
I 

s 

a 1 1 ~  1 imit c- ; c ' e s t  l a  d i s t a n c e  e n t r e  l es  p o i n t e s  d ' i n f l e x i o n  d e  

1 , i  ci6 l ' o r . r n G a  supposée s i n u s o ï d a l e .  



Dans l a  p r a t i q u e  ce phénomène n ' a  pu ê t re  c o n s t a t é  e t  

dès  l ' a p p l i c a t i o n  d ' une  cha rge  N(Nk l a  p i èce  f l é c h i t .  Cekte f l e -  

x ion est due aux d é f a u t s  géométr iques  de  l a  p i è c e ,  à l ' h é t é r o g é -  

n é ï t é  du matér iau .  

P rocessus  de  flambement s imple  d ' une  p i è c e  r é e l l e  
---c--w------------------------------rT--c------- 

4~ r l = M . = M ;  

S o i t  une p o u t r e  b i - a r t i c u l é e .  D è s  l e  début  d e  1' 

f 
a p p l i -  

c a t i o n  de  N l a  pou t re  f l é c h i t ,  no tons  f  13 f l è c h e  dans l a  s e c t i o n  

médiane. f c r o î t  avec l a  charge .  

M e  Pf e s t  l e  moment d e s  f o r c e s  e x t é r i e u r e s  dans l a  

s e c t i o n  médiane ; N t  e t  M i  l ' e f f e t  du champ d e s  c o n t r a i n t e s  nor-  

males au c e n t r e  de g r a v i t é  de  c e t t e  m ê m e  s e c t i o n .  

Eyuation d ' é q u i l i b r e  du sous  ensemble 1 : 



Iblilei  = ] ~ i \  correspond à un po in t  C dans l e  r e p è r e  Of, OM. 

Lorique N" l e  po in t  C d é c r i t  une courbe q u i  d é f i n i t  l a  l o i  

M i  = l i ( f ) .  

L ' express ion  Me = pf peut  ê t r e  i n t e r p r é t é e  comme 1 ' 6 -  

qua t ion  d 'une  d r o i t e  passant  par l ' o r i g i n e  e t  l e  po in t  C i n t e r -  

3ec t ion  de c e t t e  d r o i t e  e t  de l a  courbe M i  t r a d u i t  l a  s t a b i l i t é  

du hystèrne. 

Lorsque Nd71e po in t  C s e  dép l ace  v e r s  A ; en c e  p o i n t  

l a  d r o i t e  e s t  t a n g e n t e  à l a  courbe M = N . f  N e s t  l a  
Z Z z Z 

charge l i m i t e  de compression. 

La charge N Z  e s t  t e l l e  que pour un accroissement  i n f i -  

ni.merit p e t f i t  a 7  de f  --\Me > M i ,  il y  a  flambement par  d ivergence  
z 

d é n u i l i b r e .  

Pour l ' a c i e r  doux E24, A e s t  en  phase é l a s t o - p l a s t i q u e .  

La cond i t i on  de s é c u r i t é  d é f i n i e  par D U T H E I L ,  correspond à un 

po in t  D pour l e q u e l  l a  c o n t r a i n t e  maximale normale dans l a  sec -  

t i o n  médiane e s t  é g a l e  à l a  l i m i t e  é l a s t i q u e  de  du maté r iau .  

Aussi d ' a p r è s  D U T H E I L  l a  c o n d i t i o n  de s t a b i l i t é  s e  

t r a d u i t  par  l ' e x p r e s s i o n  : 

( 4 )  - P s  + P s  . f s  = ce 
s 1 - 

v 
D U T H E I L  ramène donc l e  problème de  flambement à un pro- 

blème de f l e x i o n  composée, mais l a  f l è c h e  - f s  dans l a  s e c t i o n  mé- 

d i ane  Lient  compte d e s  impe r f ec t i ons  géométr iques  e t  de s  imper- 

t'ect,ions de s t r u c t u r e .  

3 .  L O I  D E  DEPLACEMENT DANS LA SECTION M E D I A N E  Cas de  l a  pout,re b i -  

a r t , i cuJée  - Equation de l a  déformée i n i t i a l e  y  = f  s i n  -I- o o L: - sou5 l ' a c t i o n  de N l e  c o e f f i c i e n t  d lampl i f i . ca t :~on  des  

i'li.cties a pour exp re s s ion  : K k  
m 

avec 
2 

dk = 9 en posant r = - 1 rayon d e  g i r a t i o n  e t  
1 .  X - -  - L: Lariccrnerit . I S - 

< k =  ,& 
h 

3.1 ) c ' c ~ r - t  niries impe r f ec t i ons  ont  pour e f f e t  d e  majorer  l 'am- 

1 , l  i t tlde cl<:, d é  t'ormat,ions el1 f l e x i o n ,  c e  q u i  peut s ' i n t e r p r é t e r  



comme une r é d u c t i o n  du module d ' é l a s t i c i t é .  

E 
D U T H E I L  a  posé E t  = - 1 + b  

, l e  c o e f f i c i e n t  d '  amp l i f i -  

c a t i o n  de f l è c h e  d o i t  s ' é c r i r e  : 

6 ' k  
c'k - G 7 - L 

avec b l k  = 1L- 
x 2  

h e s t  un c o e f f i c i e n t  numérique déterminé expérimentalement.  * 

P 

3.2) Les i m p e r f e c t i o n s  dans  une b a r r e  pa r f a i t emen t  d r o i t e  

s o i t  : 

e t  dans  l e  c a s  d 'un  e f f o r t  b i e n  c e n t r 6  e x i s t e n t  à l ' é t a t  p o t e n t i e l  

e t  n ' a p p a r a i s s e n t  que progress ivement  sous  c o n t r a i n t e .  

& 'k  - - 6 k  
g i k  -G gk - b( l+b )  

La f l è c h e  f  d o i t  donc ê t re  une f o n c t i o n  c r o i s s a n t e  d e  

( 5 )  

S N 
1.a con t . ra in te  de  compression s imple  6= - S 

C e t t e  c o n s i d é r a t i o n  a  amené l ' a u t e u r  à admet t re  que 

dans une s e c t i o n  d r o i t e  l e  module d ' é l a s t i c i t é  E n f e s t  pas cons-  

t a n t .  

E l  est  admis au n iveau  d e  l ' a x e  n e u t r e  

- a  l a  d i s t a n c e  v 
1 +a 

Considérons au v o i s i n a g e  de  l a  s e c t i o n  

médiane deux s e c t i o n s  d r o i t e s  d i s t a n t e s  d e  

l ' u n i t é  e t  soumettons ce t ronçon  de  p o u t r e  

à un champ de  c o n t r a i n t e s  normales d ' i n t e n -  

s i t é  6 (compress ion) .  

L e  t r onçon  de  p o u t r e  f l é c h i t ,  nous p ~ u -  

vons é c r i r e  : 

Oh rayon de  courbure  de  l ' a x e  n e u t r e  ( s e c t i o n  médiane) 

% - V i - a y o l i  de  courbure  du t r onçon  à l a  d i s t a n c e  v. 

, i  déformée es t  supposée s i n u s o ï d a l e  : 

y = f l  s i n  Ik 
L 



nous en déduisons  que : 

d 'où  : 9 

en posant  W = & module d ' i n e r t i e  de  l a  s e c t i o n  d r o i t e  : 
v  

Mais l e  champ de  c o n t r a i n t e s 6 d a n s  l a  s e c t i o n  médi3ne 

est  obtenu par  les  e f f o r t s  N e t  - N a p p l i q u é s  aux e x t r é m i t é s  ; 

il y a  donc a m p l i f i c a t i o n  de  l a  f l è c h e .  

En d é f i n i t i v e ,  l a  f l è c h e  dans  l a  s e c t i o n  médiane est  donnée p a r  

l ' e x p r e s s i o n .  

C e t t e  formule  est v a l a b l e  pour t o u s  l e s  matér iaux.  

Pour un maté r iau  donné l e s  c o e f f i c i e n t s  a  e t  b  s o n t  ob tenus  expé- 

r imentalement.  

Pour l ' a c i e r ,  l 'examen s t a t i s t i q u e  de  nombreux r é s u l t a t s  e x p é r i -  

mentaux montre qu ' en  posant  a( l4-b)  = b  = 0 , 3  l a  p r o b a b i l i t é  pour 

que l a  f l è c h e  donnée pa r  l ' e x p r e s s i o n  ( 8 )  s o i t  dépassée  est  d e  

0,s %. 
Pour l t a c i e r  : 

4. CONTRAINTE MAXIMALE. CRITERE DE R U I N E  

S o i t  une b a r r e  r é e l l e  soumise à d e s  e f f o r t s  t r a n s v e r -  

saux ou couples  q u i  engendrent  dans l a  s e c t i o n  médiane : 

- une f l è c h e  f  

- une c o n t r a i n t e  normale de  compression 6 s u r  l l é l é -  
f  

ment d s  s i t u é  à l a  d i s t a n c e  V. 

Soumettons c e t t e  pou t re  à un e f f o r t  l o n g i t u d i n a l  d e  

compression N = 6 S ,  c e l u i - c i  engendre : 



- une c o n t r a i n t e  de  compression s imple  b 

- une ma jo ra t i on  de  l a  f l è c h e  f 

- une f l è c h e  supp lémenta i re  fl dûe aux i m p e r f e c t i o n s  

géométr iques  e t  aux d é f a u t s  de s t r u c t u r e .  

Dans l a  s e c t i o n  médiane l a  f l è c h e  d e v i e n t  : 

La c o n t r a i n t e  maximale de  compression s u r  l ' é l é m e n t  d s  de  l a  

s e c t i o n  médiane à l a  d i s t a n c e  V  de  l ' a x e  n e u t r e  a  pour expres -  

s i o n  : 

Nous remarquons q u ' i l  n ' y  a  p l u s  p r o p o r t i o n n a l i t é  e n t r e  

6 e t  l a  c o n t r a i n t e  de  compression s imp le  6, d ' o ù  l e  c r i t è r e  de  m 
r u i n e  d ' a p r è s  DUTHEIL : 

Toutes l e s  cha rges  e x t é r i e u r e s  é t a n t  m u l t i p l i é e s  p a r  

l e  c o e f f i c i e n t  de  pondéra t ion  

C e  q u i  s i g n i f i e  que dans  l ' e x p r e s s i o n  6 e t  6 s o n t  de s  c o n t r a i n t e s  f  
pondérées .  

5. APPLICATIONS. VERIFICATION DE LA S T A B I L I T E  DES BARRES 

CQMPRIMEES A  AME PLEINE 

5 .1  Ba r r e  c o m ~ r i m é e  non f l é c h i e  

à l a  l i m i t e  gm = 6 l a  v a l e u r  co r r e spondan t e  de  6 est  n o t é e  6 
e S  

e t  est  appe l ée  c o n t r a i n t e  l i m i t e  d ' a f f a i s s e m e n t .  



s o i t  : 

Se ce dIoù : 6 = - posons k = - 
Cs k 

k e s t  l e  c o e f f i c i e n t  d e  flambement s imple .  

Remplaçons dans l ' é q u a t i o n  p r écéden t e  65 par l a  v a l e u r  & , nous 

obtenons : 
k 

l a  p lus  g r ande  r a c i n e  de  c e t t e  é q u a t i o n  est  : 

d 'où  l a  c o n d i t i o n  d e  s t a b i l i t é  : 

6 4 %  

s o i t  : ( 1 2 )  

5.2 B a r r e  c o m ~ r i m é e  e t  f l é c h i e  dans  l e  d a n  de  flambement 

( s e c t i o n  d r o i t e  symét r ique  ) 

L e s  f o r c e s  t r a n s v e r s a l e s  engendrent  sous  l a  compression 

un moment Mo = W 6 e t  une f l è c h e  f  dans  l a  s e c t i o n  médiane. f  
La f l è c h e  f  peut  t o u j o u r s  se m e t t r e  s ous  l a  forme : 

E ' I  

A ,  dépend du chargement e t  d e s  c o n d i t i o n s  aux appu i s  

( l i a i s o n s ) .  

a u t r e  é c r i t u r e  : 

f =  1 , 3  A M o  l2 ( c a s  de  l ' a c i e r )  
E I  



Remplaçons dans l ' e x p r e s s i o n  (10 )  f  pa r  l a  v a l e u r  pré-  

céden te ,  nous obtenons  : 
r-. 

La c o n d i t i o n  de  s t a b i l i t é  s ' é c r i t  : 

kl  e s t  l e  c o e f f i c i e n t  d ' a m p l i f i c a t i o n  de  l a  c o n t r a i n t e  d e  com- 

p r e s s i o n  s imple .  

kf est  l e  c o e f f i c i e n t  d ' a m p l i f i c a t i o n  d e  l a  c o n t r a i n t e  d e  f l e -  

xion s imple .  

6. AUTRES CONDITIONS AUX APPUIS 

L e s  r e l a t i o n s  é t a b l i e s  pour l a  pou t r e  b i - a r t i c u l é e  s o n t  

a p p l i c a b l e s  aux a u t r e s  c o n d i t i o n s  aux appu i s  ; il s u f f i t  en  e f f e t  

de  c o n n a î t r e  l a  longueur  de  flambement de  l a  b a r r e  é t u d i é e .  Nous 

v é r i f i o n s  a i n s i  l a  s t a b i l i t é  du t r o n ç o n  de  b a r r e  s i t u é  e n t r e  l es  

p o i n t s  d ' i n f l e x i o n  de  l a  déformée. 



7 .  APPLICATION NUMERIQUE 

Y t V é r i f i c a t i o n  de l a  s t a b i l i t é  de l a  

poutre AB dans l e  plan AX, AY.  

N = 80 000 daN ( e f f o r t  pondéré) ; P = S 800 daN. 

La poutre e s t  un p r o f i l  HEB 240 
0 

A M e 1  
2 

* f = 
E ' I  

? * 80 ooo 2 
1 = 7 , 5 5  da~/mm 

d'où : r = 3 0 y 7  = 4707 
7 9 5 5  



+$ 6- = i , i . l  x 7 ,55  + 1 , 3 8  x 10 ,7  
m 

6 = 23,2 da~/rnm 2 
m 

2 
Cm < 24 da~/mm 

S t a b i l i t é  v é r i f i é e  



PROGRAMME DE CALCUL DES STRUCTURES PLANES 

HYPERSTATIQUES PAR LA METHODE DES DEPLACEMENTS 

Le présent  programme e s t  é c r i t  en  langage ALGOL e t  il e s t  e f f e c t u é  

s u r  l ' o r d i n a t e u r  CII-10070 du Centre I n t e r u n i v e r s i t a i r e  de t r a i t emen t  de l ' I n -  

formatique (C. I . T .  1 )  de 1 'Univers i té  des Sciences e t  Techniques de LILLE. 

Ce programme nous permet de r é a l i s e r  dans l e  domaine é l a s t i q u e ,  

l e  ca lcu l  des  s t r u c t u r e s  su ivantes  : 

1 )  s t r u c t u r e  avec noeuds r i g i d e s ;  

2 )  s t r u c t u r e  avec noeuds a r t i c u l é s  ( t r e i l l i s  a r t i c u l é s ) ;  

3)  s t r u c t u r e  avec éléments à i n e r t i e  v a r i a b l e  : 

un élément à i n e r t i e  v a r i a b l e  peut ê t r e  décomposé en t ron-  
çons de longueur a r b i t r a i r e ,  e t  on adopte pour chaque tron- 
çon u n e i n e r t i e  cons tan te  éga l e  à l ' i n e r t i e  moyenne. 

Ce programme c l a s s e  l e s  données en qua t r e  ca t égor i e s  su ivan te s  : 

(1) Données généra les  : 

Dans ce programme, l e s  dimensions des tab leaux  u t i l i s é s  sont  va r i a -  

b l e s ,  on l e s  détermine à l ' a i d e  de l a  première c a r t e  de données. Ce t t e  c a r t e  

comporte l e s  va leurs  des  termes su ivan t s  : NTN, NTE, NNAR, NTEC, NDINE, NTDI, 

EAFr e t  EPM. Nous expl iquprons au f u r  e t  à mesure Ces termes-  

La deuxième c a r t e  de données comporte respectivement l e s  termes 

su ivants  : 

EPSN : l a  d i f f é r e n c e  minimale d é s i r é e  des e f f o r t s , c a l c u l é s  pour 
chaque élémentlentre  deux tou r s  succes s i f s ;  

CN,  CT : S i  CN = 1 e t  CT = 1 ;  on t i e n t  compte respect ivement  des  
e f f e t s  des e f f o r t s  normaux e t  t ranchants  dans l e  c a l c u l ,  
s inon  on l e s  nég l ige ;  

TORN: nombre de tou r s  maximal a u t o r i s é ;  

E : Coef f i c i en t  d ' é l a s t i c i t é  l o n g i t u d i n a l e ;  

GE : rappor t  e n t r e  l e s  c o e f f i c i e n t s  d ' é l a s t i c i t é  l ong i tud ina l e  e t  
t r a n s v e r s a l e .  



(II) Données d e s c r i p t i v e s  de l a  s t r u c t u r e  : 

On c h o i s i t  un repère  généra l  pour l a  s t r u c t u r e  e t  Fin repère l o c a l  

assoc ié  à chaque élément. 

On c l a s s e  l e s  noeuds de l a  s t r u c t u r e  en deux ca t égor i e s  : l a  première 

ca tégor ie  comporte l e s  noeuds l i b r e s  qui  peuvent s e  déplacer  au moins dans une 

d i r e c t i o n ;  l a  deuxième ca t égor i e  comporte l e s  noeuds qu i  sub i s sen t  t r o i s  dé- 

placements imposés, on l e s  appel le  " l e s  noeuds ex té r i eu r s " .  Les nombres to taux  

des noeuds l i b r e s  e t  e x t é r i e u r s  sont  p ré sen té s  respectivement par  (NTN) e t  

(NNEX).  Les noeuds a r t i c u l é s  q u i  sub i s sen t  uniquement un déplacement imposé 

( A Y  ou AY) son t  considérés  comme des noeuds l i b r e s .  

On numérote t ou t  d 'abord l e s  noeuds l i b r e s  de 1 à (NTN) e n s u i t e ,  

on numérnte l e s  noeuds e x t é r i e u r s  de (NTN + 1) à (NTN+NNEX). 

Afin de diminuer l e  temps n é c e s s a i r e  pour e f f e c t u e r  l e  programme, i l  

e s t  ind ispensable  de numéroter l e s  noeuds l i b r e s  sans aucun déplacement imposé 

avant ceux qu i  sub i s sen t  un ou deux déplacements imposés. 

Pour chaque noeud l i b r e ,  on désigne par  (NEA) l e  nombre d'éléments 

a r r i v a n t  à ce noeud e t  par  (NEP) l e  nombre d'éléments p a r t a n t  de ce noeud. 

Dans l e s  r epè re s  locaux, on c h o i s i t  l e  sens  p o s i t i f  de l ' a x e  (OX) de manière 

3 rendre minimales l e s  va leurs  maximales de (NEP) e t  (NEA) q u i  sont  représen-  

tées  p a r  (EPM) e t  (EAM). Ceci a f i n  de rendre l a  l a rgeu r  de l a  bande de cer- 

t a i e s  t ab l eaux  l a  p lus  p e t i t e  poss ib l e .  

On désigne par  l e s  termes (PE) e t  (NTE) respectivement l a  condi t ion  

d 'appuis  de chaque élément e t  l e  nombre t o t a l  d 'éléments de l a  s t r u c t u r e .  

Les va l eu r s  de (PE) su ivant  l e s  condi t ions  d 'appuis  sont  l e s  su i -  

vantes  : 

Elément h i -encas t ré  : PE = 1 (i-+j) 

Elément encas t r é -a r t i cu l é  : PE = 2 

Elément a r t i c u l é - e n c a s t r é  : PE = 3 



Elésen t  h i - a r t i c u l é  : PE = 4 

La condi t ion  de l i a i s o n  e t  l e s  ca rac t é r i s t i q r i e s  géométxiques 

de chaque élément sont  d é f i n i e s  par  deux c a r t e s  de données qu i  comportent 

respectivement : 

1 )  N N T  : noméro du noeud ( i ) ;  NNJ : noméro du noeud ( j ) ,  
EP, AR : sur face ,  SR : s u r f a c e  r é d u i t e .  

2) I N  2 moment d ' i n e r t i e ,  W : module d ' i n e r t i e  
LY e t  LY : pro jec t ions  de l a  longueur de l ' é lément ,  respectivement 
s u r  l e s  axes (OY) e t  (@Y) du r epè re  général .  

Pour chaque noeud l i b r e  on é t a b l i t  l e s  c a r t e s  de données su ivan te s  : 

l a  première c a r t e  détermine respect ivement  l e s  v a l e u r s  de (NEP) e t  
(NEA), e n s u i t e ,  l e s  (NEP) c a r t e s  su ivantes  donnent pour chaque é l é -  
ment p a r t a n t  du noeud considéré,  l e  noméro du noeud ( j )  de l ' é lément  
( N J )  e t  l e  noméro de c e t  élément (NOEP). Finalement, à l ' a i d e  de 
(NEA) c a r t e s ,  on determine pour chaque élément a r r i v a n t  au noeud 
considéré,  l e  noméro du noeud ( i )  de l ' é lément  (NI) e t  son noméro 
(NOEA) . 

On désigne par  (NNAR), l e  nombre des  noeuds l i b r e s  e t  a r t i c u l é s .  

Dans ce programme on suppose que l ' u n  des  éléments about i ssan t  au noeud ar -  

t i c u l é ,  e s t  e n c a s t r é .  

A l ' a i d e  de (NNAR) c a r t e s  on détermine l e s  noméros des  éléments 

supposés e n c a s t r é s  (NEAR) e t  l e u r s  condi t ions  d '  appuis r é e l l e s  (PPE) . 

( I I I )  Données d e s c r i p t i v e s  du chargement de l a  s t r u c t u r e  : 

On c l a s s e  l e  chargement de l a  s t r u c t u r e  en deux groupes : 

1 )  l e  chargement en t r avée  des éléments 

nans ce programme, l e s  d i f f é r e n t s  cas de charges exposés en  
(2.2.6) sont  programmés; e t  sont  déterminés par  l e s  d i f f é r e n t e s  
va l eu r s  du terme (IPOSE). 

Les v d e u r s  de (IPOSC) su ivant  l e s  cas  de charge son t  l e s  su ivan te s  : 

IPOSC = 1 
f - t  
li 



IPOSC = 3 

IPOSC = 2 

Pour chaque élément chargé, la première carte de données désigne 

--C 

le noméro des éléments chargés (INOME) et le nombre total des différentes 

I-li flfftt" a I 

charges agissant en sa travée (NTCE). 

Pour chaque cas de charge, à l'aide d'une carte, on détermine, 

IPOSC, ILI = li/l, IDA = a/l, IQX, IQY et I Q Z .  

TQp!, T(1Y e t  1 (2Z b ont donnéu da2n &eh hepètleb Locaux. .................................................................................... 

2) les forces nodales 

Pour chaque noeud chargé, une carte de données désigne le nom6ro 

du noeud chargé (NOWC), et les trois composantes de la charge nodale (PX), 

(PY) et (PZ) relatives respectivement aux axes (OS), (OY) et (OZ), C@tT?)70- 
................. 

(IV) Données descriptives des déplacements imposés : 

Les déplacements imposés sont classés en deux groupes : 

1) les déplacements imposés aux noeuds libres : on désigne par 
(NTDZ) le nombre total des déplacements imposés aux noeuds 
libres, ces déplacements sont numérotés de 1 à (NTDI). A l'aide 
de (MTDT) cartes de données, on définit pour chaque déplacement 
imposé, le noméro du déplacement imposé (DI), le noméro du noeud 
qui subit ce déplacement (NON) et le code du déplacement imposé 
(CDI). Pour différent déplacement imposé le code (CDI) prend les 
valeurs suivantes : 

CD1 = 1 + Ax est imposé 

C D 1  = 2 -+ Ay est imposé 

CD1 = 3 -+ Az est imposé 



Dans ce  programme, il e s t  ind i spensah le ,pour  numéroter  l e s  dépla-  

cements imposés, de r a n g e r  l e s  noeuds q u i  s u b i s s e n t  c e s  déplacements  dans 

l ' o r d r e  des numéros c r o i s s a n t s .  

2)  l e s  déplacements non-nuls imposés aux noeuds e x t é r i e u r s  : 

l e  nombre t o t a l  de c e s  déplacements e s t  dés igné  p a r  (NDINE), e t  
i l s  s o n t  numérotés de 1 5 (NDINE) . 
Dans ce  c a s ,  g r â c e  à (NDINE) c a r t e s  on d é f i n i t  l e  noméro de 

de chaque déplacement (NDE), l e  numéro du noeud q u i  s u b i t  ce  déplacement 

(NONI) e t  l e  code de ce  déplacement (CDIE). 

Les v a l e u r s  de (CDIE) s o n t  i d e n t i q u e s  3 c e l l e s  de  (CDI) . 

Impression des  r é s u l t a t s  

Le c a l c u l  s e  f a i t  en  p l u s i e u r s  t o u r s ,  l e  nombre de t o u r s  e s t  dé- 

s i g n é  p a r  (TORI). A l a  f i n  de chaqiie t o u r ,  pour  chaque é lément ,  on imprime : 

1 )  l e s  e f f o r t s  nodaux aux e x t r é m i t é s  de l ' é l é m e n t  expr imés dans 
l e  r e p è r e  l o c a l  a s s o c i é  à l ' é l é m e n t .  

2) l e s  déplacements nodaux q u i  s o n t  c a l c u l é s  dans l e  r e p è r e  g é n é r a l .  

3) l a  c o n t r a i n t e  maximale q u i  e s t  p r é s e n t é e  p a r  (CMAX). 

Dans ce  programme l e  c a l c u l  p e u t  ê t r e  in terrompu pour  l ' u n e  des  

t r o i s  r a i s o n s  s u i v a n t e s  : 

1 )  l a  p r é c i s i o n  demandee p a r  ( EPSN ) e s t  a t t e i n t e ;  

2) l e  nombre de t o u r s  maximal e s t  a t t e i n t ;  

3 )  l a  m a t r i c e  de r i g i d i t é  e s t  s i n g u l i è r e ;  dans c e  c a s  on s e r a  a v e r t i  
p a r  l ' i m p r e s s i o n  du t e x t e  s u i v a n t e  : "MATRICE K EST SINGULIEPE". 



'REG IFJ' 
' I N T F C E R ' N N T T ~ C D I E :  

' I Y T F C E Q ' N T N , N T F ~ N N E X , N N A R ~ N T N C P N T E C I N T D ~ ~ N D I N E ~ N O M E ~ N A ~ ~ N N ~ N D E ~ N E ~ N C ~  
N n C ~ N C ~ ~ N L C , U l r U J I E P ~ E A , E C ~ E E ~ C E , c L ~ c I ~ C J ~ c ~ N ~ D I , D ~ c ~ ! ~ 1 ! ~ ~ N N ~ ! ~ N ~ 1 ~  
J , J J , J N N ~ J ~ N , T O R ~ , T O R E , Z J N , Z I N , K K T I H H T ~ P O S C ~ I M ~ E A M ~ E P M ~ N N ~ ~ N R N ~ N O E C ~  
T q R b 4 , C F N , C T ; ' R E A L t E P S N e E , G E i  
~ R E A L ' P I E ;  
~ R E A D ~ ( ~ O ~ , R ~ ) N T N , N T E , N N E X ~ M N A R ~ N T E C I N D I N E ~ N T O I ~ N T N C , E A M ~ E P M ~  
R7r*FORMAT'(IOI4)! 
' Q E A D ' ( I O ~ P W E ) C P S N ~ C O N , C T ~ T O R M , E , G E ~  W E ~ ' F O R M A T ' ( E I ~ * ~ , ~ I I ~ ~ E ~ ~ . ~ ) ~  
N N T T ~ = T * ( N T N + N N E X ) :  
nt. Ci =NfN*3-NTDI ; 
P1Ei=3*1415926535; 
'REGIN' 
~ ~ R R A Y ~ ~ Q X ~ I Q Y ~ ! Q ~ ~ I D A ~ I L I , I P O S C ( / ~ ~ N T E C P I T O R M /  ( / I i  NNTTelr NNTT/)# 
N F P ( / I ~ N T N / ) ~ N C A ( / ~ ~ N T N / I , A A , B B , N N I , N N J ~ P E ~ L ~ A R V S R ~ ~ N ~ E I ~ A L F V L N ~ L O ~ L A P R ~  
, W ~ L X , L Y I C O F I , C O F ~ ( / ~ ~ N T E / ) , N E A R , P P I ( / I I N N A ~ / ) ~ I N O M E ~ N T C E ( / I ~ N T E C / ) ~  
N C L , I D F P I ~ N O N ~ C D ! ( / ~ ~ N T I ) I / ) ~ N 0 N I ( / l ~ N D I N E / ~ ~ N O N C ~ P X ~ P Y ~ P Z ~ / I t N T N C / ~ ~  
F I J ~ F J I ( / ~ t N T E , 1 ~ ~ / ) , N ( ~ ( N T E , ~ 1 T O R M / ) , T t K K , K H ~ H K ~ H H ( / l t N T E ~ l I 3 ~ l I 3 / ) ~  
DFP,TT,FEX,G(/I: N N T T / ) ~ N O E P , N J ( / I ~ N T N ~ I I E P M / ) , N O E A , N I ( / ~ ~ N T N ~ I ~ E A M / )  
~ c I J , C J I ( / I : N T N ~ ~ : ~ / ) ~ P F I , P F J , P D J , P D ~ ( / I ~ ~ ~ ) ~  
~ R E A L ' P S O M I ~ P S O M J , S K P C M A X ~  
~ w E A L ' Q Z ~ X I J , X ~ J , Y I J I Y ~ J ;  
~ A R R ~ Y ~ R I , B J ~ F K , Q F I I O F J ( / I : ~ / ) ~ S K K , Q ~ ~ Q J ~ M R ( / I ~ ~ ~ I ~ ~ / ) ;  
~ Q E A L ' P ~ L ,  O M E ~ O L , ~ O ~ C O ~ E L ~ A B ~ A ~ R ~ H S ~ H C ~ L ~ N , E S L , C , S P S S ~ C C ~ S C ~ A ~ ~ ~ A ~ ~ ~  
S ~ M ~ S O M I , S O M J , S O R ~ ~ ~ O R J , L L , A B L ~ U ~ L I ~ D A ~ Q Y ~ Q X ~ L U ~ S N ~ C N ~  
* R E A L ~ E D I , E D ~ ~ E D ~ ~ E D ~ ~ E D S , D E ~ , D E ~ , D E ~ ~ D E ~ ~ D E S ~ P K ~ ~ P U Z ~ P H ~ ~ P H ~ ~ K ~ J ~ K J ~ ~  
H ~ J ~ Y J I , X I ~ X J , Z I ~ ~ J ~ Y ~ , Y J , R F I ~ R F J ~ Q ~ Y , X ~ ~ , X ~ ~ ~ Y ~ ~ ~ Y ~ ~ ~ ~ F ~ ~ ~ Q F ~ ~ ~  
Q F I S ~ Q F J I , Q F J ~ ~ Q F J ~ , D E T ~ C O F P E P S L P E O G ~  
' R E A L ~ P R O C E D U R E ~ C O S H ( X ) ; ' R E A L ' X ; ' F O R T R A N ~ ~  
~ R E A L ~ P R O C E D U R E ' S I N H ( X ) I ~ R E A L ~ X ~ ~ F O R T R A N ~ ;  
' w E A L " P R O C E D U R E ' S H ( X ) ~ ' R E A L ' X ~  SHr=SINH(X)i 
* R E A L " P R O C E D U R E * C H ( X ) ~ ' R E A L ' X I  CHr=COSH(X)i 
'PROCEDURE'INVERT(A,NPIMPOSSIBLE);'VALUE'N; 
* I N T E G F R ' N i ' A R R A Y * A ; t L A f 3 E L f I M P O S S I B L E ; f A L G O L t ~  
~ w R I T E ~ ~ I O ~ , R E E ) E P S N ~ C N , C T , T O R M ~ E ~ G E ;  
R F E ~ ' F O R M A T ' ( ~ X I ' F P ~ N = ' F I ? ~ ~ , ~ X , ' C N = ' , I I ~ ~ X ~ ' C T = ' ~ ~ I ~ ~ X ~  
'TORM='~I2t3X~'E=~,El2*5,'CE~'tEI2*5); 
' W R I T E ' ( I O R ~ W I ) N T N D N T E ~ N N E X t N N A R , N T E C i  
~ i t  ' FORMATt(' N T N = ' , I ~ , ~  NTE='tI2,' NNEX=@,IZ,' NNAR=',I2, 
' NTEC=',I2/)i 
' W R I T F ' ( I O ~ , W ~ ) N D I N E , N ~ D I , N T N C , E A M P E P M ~  
W7r'FORMAT'(' NNfDI='rI2,' NTDI='*12,' NTNCZ'tI2,' EAM='tI2,' € P M = '  
I?// 1 : 
' w R I T E * ( I O ~ , W ~ ) ; W ~ ~ * F O R M A T ~ ( ~ X , ~ ~ ' * ' ) ;  
' W R I T F * ( ~ ~ ~ , W ~ ) : W ~ : ' F O R M A T ~ ( ~ X , ' * N E * N I * N J * P E *  L * AR * * ,  
' SR * I N * W * LX * LY * @  1 i 
'WRITF'(108,W5)iW5:'FORMAT'(2Xt95'*'); 
'FOR*N~~=I'STEP'I*UNTIL~NTE'DO"BEGIN' 
' Q E A ~ ' ( I ~ ~ * R ~ ) N ~ ~ I ( / N E / ) ~ N N J ( / N E / ) , P E ( / N E / ) ~ L ( / N E / ) P A R ( / N E / ) ~ S R ( / N E / ) ~  
R 6 t c F O R M A T ' ~ ! 3 t 1 3 , 1 1 ~ 3 0 1 G e 5 ) i  



\ ~ 6 l ~ F ~ R ~ ~ ~ ' ( ~ ~ 1 ~ * ~ 1 ~ 2 1 1 * ~ 1 ~ 2 1 ~ * 1 1 1 2 ~ ~ * ' 1 ~ ~ 1 1 * ~ # ~ ~ 0 ~ 3 1 ' * ' 1 ~ ~ 0 * 3 1 ' * 1 1  

t 1 0 . 3 1  ' * ' I E I  I r t ~ ' * ' c E l  1 . 4 1  ' * ' t E l l * 4 1  ' * ' I  E l I e 4 1 ' * ' ) ;  
A I  F ( / F J F /  t = h R C ? A N ( L Y  ( / N F / ) / L X ( / N E /  1 )  i 
* 1 F 1 L ~ ( / N E / ) < O * O ' ~ Y ~ N ' A L F ( / N E / ) ~ L F ( / N E / ) + P ~ E ~  
E I ( / N E / ) ~ = E * I N ( / N F / ) ;  
' F N D ~  ; 
' W R I T F ~ ( I O ~ I W ~ ) ; W ~ ~ ' F O R M A T ~ ( ~ X I ~ ~ ' * ' / / / ) ~  
' w R I T E ~ ( ~ O ~ I W ~ ) ; W ~ : ' F O R M A T ~ ( I ~ X I ~ ~ ' * ~ ) ;  
'!dR 1 T f - 1  ( 108 I W9 ; W9 i * F O R M A T * ( I S X I ~ *  N N  * N E P  * EP * NJ * N E 4  * t e  

* F A  * r f l  * l ) ;  

' ! ~ R I T F ~ ( ~ O ~ I W ~ O ) ~ W ~ O ~ ' F O P Y A T ' ( I ~ X ~  38'*'); 
* F O R ' Y N : = I ' S T E P ' I ' U N T I L ~ N T N + N N E X ~ D O ~ ~ R E G I N '  
* D E A D ' ( I O S I R ~ ) N E P ( / N N / ) ~ N F A ( / N Y / ) ~  
R 3 : ' F O P M A T 1 ( 2 I 2 ) ;  
' w R I T F ' ( ~ ~ ~ ~ W I I ) N N ~ N E P ( / N N / ) ~ N E A ( / N N / ) ;  
W l l r l F n R M A T 1 ( I S X t ' *  ' 1 1 7 1 '  * ' t I 2 1 '  * * * ' 1 1 2 ~ '  * * * '  ) ;  

l ~ F I N E P ( / N ~ J / ) = ~ l T ~ € N t l G O T O ~ T T I i  
' F O R ' E P ~ = I ' S T E P ' I ' U N T I L ~ F J E P ( / ~ J N / ) ' D O * ' B E G ~ N '  
' Q F A ~ ' ( I O ~ ~ R O ) N J ( / N N I E P / ) ~ N O E P ( / N N I E P / ) ;  R 4 t 1 F O R M A T ' ( 2 1 3 ) ;  
~ ~ R ~ T F ~ ( ~ O B I W ~ ~ ) E P , N O E P ~ / N N I E P / ) ~ N J ( / N N I E P / ) ;  

w I ~ ~ ' F O R M A T ' ( I ~ X ~ * *  * ' t 1 2 t 1  * ' r I 2 r '  * ' t I 2 t '  * * * * '  1 ;  
' F N D  * ; 
T T ~ ~ ' I F ' N E A ( / N N / ) = ~ ~ ? ~ ~ E N ~ ~ G O T O ' T T ~ ~  

t r O P 1 E A : = 1 1 S T E ~ * ~ ' U N T l L t N E A ( / N N / j * D 0 1 9 R E G l N 1  
' R E A ~ ~ ( ~ O ~ I R S ) N I ( / ~ ~ N ~ F A / I ~ N O E A ( / N N ~ ~ E , / ) ~  9 5 1 ' F O R M A T ' ( 2 1 3 ) i  

' H R I T E ' ( I O ~ ~ W I ~ ) F A I N O E A ~ / N N ~ € A / ) I N I ( / N N I E A / ) ~  
~ J I ~ ~ ' F R ~ M A T ' ( ~ S X I * *  * * * * ' 1 1 2 1 '  * ' 1 1 2 1 '  * @ t , 1 2 1 '  * ' ) ;  

1 FfJn 1 ; 
T T 2  t 
1 FFJD 1 ; 

' w R I T F ' ( ~ O ~ ~ W ~ ~ I ~ W ~ ~ ~ ~ F O R M A T ' ( I ~ X I ~ ~ ' * ' / / ) ~  
' l F ' N N A R = O ' T H E N i i C O T O i ~ T I i  
' W R I T F ' ( I O ~ I W ~ ~ ) ~ W I ~ ~ ' F O R M A T ' ( ~ X ~ ' L E S  E L E M E N T S  A V E C  UNE E X T R F M I T E F ' ~  
1 SUPPOSE€ E N C A S T F R E E ' / / ) ;  
t ~ R I T ~ ~ ( 1 0 8 ~ W 1 6 ) ~ ~ i 6 ~ 1 F ~ R H A T 1 ( l S X ~  1 3 * * 0 j  
' w R I T F ' ( ~ O ~ I W ~ ~ ) ; W ~ ~ ~ ' F O R M A T ' ( I ~ X I ~ *  N E A R  * PE * ' ) i  
1 W ~ I T F ~ ( 1 0 8 c W 1 ~ ~ i ~ l B ~ ' F O R M A T ' ( 1 5 X ~ 1 3 1 * ' ) i  
' F O R ' Y A R ~ = I ' S T E P ' I ~ U N T ! L * N N A F I ~ D O * ~ B E G I N ~  
R F A D *  ( I O ~ I R ~ ) ~ ~ E A R : / ~ A A /  1 I P P ~ ~ : E / N A R /  ; 
R R : ' F O R M A T 1 ( 1 3 ~ l l ) r  
' W R I T E ' ( ~ O ~ ~ I W I ~ ) N F A R ( / N A Q / ) I P P E ( / N A R / ) ;  
W I ~ ~ ' F O R M A T ' ( I T X P ' *  ' 1 ! ? e 8  * ' 1 1 2 1 '  * ' I l  
' F N D l  : 
' W R I T E ' ( ~ ~ ~ ~ I W ~ ~ ) ~ W ~ O ~ ' F O R M A ~ ' ( I ~ X I I ~ ' * ' / / ) ~  
H T I  t '  I T ' N T E C = O ' T H F N ' ~ C ) O T O ~ R ~ ~ ~ ;  
1 ~ R I T F 1 ( 1 0 8 ~ W 2 0 ; ~ ? ~ ~ ' F O R M b ~ ' ( 1 5 X ~ ' E L E M E N T S  C H A R G E S 1 / ) ;  
' W R I T F ~ ( ~ O ~ I W ~ ~ ) ~ W ~ ~ ~ ~ F O R M A T ' ( ~ X I ~ ~ ' * * ) :  
1 W R I T F ~ ( 1 0 8 ~ W 2 3 ) ; ~ ? 3 : ' F ~ R ~ A T ' ( 2 X ~ ' * N E * N T C E * P C *  L I  * D A ' ,  
* * Q X  w ? Y  XP QZ * ' ) i  
' ~ H I T F ' ( 1 0 8 i W 2 4 ) ;  W ? ~ ~ T ? I R M ~ T ' ( ~ X I ~ ~ ' * ' ) ~  
l ~ O I t * ~ ~ ~ = i  ' S T E P '  I * I I N " ~ I L @ N T F : C ' D O '   BEG GIN* 



R 1 3 i 1 F û R M A T ' ( 1 2 ~ 3 F 1 4 ~ 5 ) ;  
~ ~ R I T F ~ ( I ~ ~ ~ ~ ~ ~ ) N O N C ~ ~ N C / ) ~ P Y ( / N C / ~ I P Z ~ / N C / ~ ~  
W & L t q F ~ R M A T 1 ( I 5 X ~ ' *  ' t 1 7 1 e  * ' I E I ~ * S ~ ' ~ ' I E I ~ * ~ I ' * ~ P E ~ ~ * ~ ? ' * ~ ) ~  
N o C r =  FIONC(/NC/  ) * 3  r 
F F X ( / N O C - ~ / ) ~ = P X ( / N C / ) ; F E X ( / N O C - I / ) ~ = P Y ( / ~ ~ ~ / ) ; F E X ( / N O ~ / ) ~ = P Z ( / N ~ / ) ;  
~ F N I ) ~  : 
* W R I T F ' ( ~ O ~ I W ~ ~ ) ; W ~ ~ ~ ~ F O R M A V ' I I ~ X ~ ~ ~ ~ * ' / / ) ~  
R T ? ~  l I F ~ ~ ~ T D I = O * T H F P ! ~  ' G O T O t R T 4  : 
' w R I T F ~ ( ~ O ~ ~ W ~ ~ ) ; W ~ R ~ ~ F O R M A T ' ~ I ~ X I ' ~ E P L A E M N T S  ! M P O S E S 1 ) i  
1 ~ R I ~ ~ ~ ( 1 0 8 i k 2 9 ) ~ ~ 2 9 ~ R ~ ~ T 1 ( I S X ~ 2 9 ' * ' ) ~  
~ w R I T ~ ~ ( I ~ ~ I W ~ O ) ~ W ~ ~ ~ ~ ~ F O R M A T ' ( ~ S X ~ ' *  D I  * N N  * CD * D E P  1 * l ) ;  

' W R I T F ~ ( ~ O ~ ~ W ~ ~ ) ~ W ~ I ~ ' F O R M A T ' ( I ~ X ~ ~ ~ ~ * ~ ) ;  
~ F O R ~ D I ~ = I * S T E P ~ I ~ ~ J N T I L ~ N T D I ~ D O ~ ~ B E G I F J ~  
~ ~ E A D * ( ~ ~ ~ ~ R I I ) I D F P I ( / ~ I / ~ ~ N O N ( / D I / ) I C D I ~ ~ ~ I / ~ ;  
R ~ I : ' F ~ R ~ A T ' ( E I ~ ~ ~ I I ~ I I I ) ;  
~ W R I T F ~ ( ~ O ~ I W ~ ~ ) D ) ~ N O N ( / D I / ) ~ C O I ( / O I / ) I I D E P ~ ( / D ~ / ) ~  
W T ~ ~ ~ F O R M A T V I S X I ~  * 1 1 3 e 1  * ' v 1 2 e 1  * ' , ! I I '  * 1 ~ E 1 2 * 5 i 1 * 1 ) ;  
1 CFJD ' ; 
' w R I T E ' ( I O R I W ~ ~ ) ; W ~ ~ ~ ~ F O R M A T ' ( I ~ X ~ ~ ~ ' + ' / ) ~  
R T 4 8  * I F 1 N D I N E = 0 1 T b E N " G O T O * R T 5 i  
' w P ~ T E ~ ( ~ ~ ~ I W ~ ~ ) ; W ~ L ~ ~ * F O R M A T ~ ( I ~ X ~ ' N O E U D S  E X T E R I E U R S  A V E C  DES'I 
1nEPLACEMENTS I M P O S E S  N Q N N U L S 1 / ) ;  
1 ~ R 1 T F * ( 1 0 8 ~ W 3 5 ) i W 3 5 ~ 1 F O R M A T 1 ( 1 5 X t 2 7 1 * ' ) i  
~ W Q ~ T F ' ( ~ ~ ~ I W ~ ~ ) ~ W ~ ~ ~ ' F O R M A T ' ( ~ ~ X I ~ * N D I N E * N N * C O D ! *  D E P  * *  1 ;  
* W R ~ T F ~ ( ~ O ~ I W ~ ? ) ; W ~ ~ ~ * F O R M A T ' ( I ~ X I ~ ~ ' * ' ) ~  
~ F O R ~ N D E ~ = I ~ S T E P ~ I ~ C I N T I L ~ N D I N E * D O ~ ~ B E G I N ~  
1 R E A 0 ~ ( f 0 5 ~ R 1 2 ) N O N ~ f / N D F / ) ~ C D I E ~ D E P ( / ( N O N l ( / N D E / ) ~ l ) * 3 + C D l E / ) i  
R I ? ~ ~ F O R M A T ~ ( ? I ~ ~ F I ~ ~ C , ) ;  
~ W R I T F ~ ( I @ ~ , W ~ ~ ) N ~ F ~ P ~ O ~ ~ I ( / N D E / ) I C D I E I D E P ( / ( N O N ~ ( / N D E / ) ~ I ~ * ~ + C D I E / ) ;  
W 7 H t 1 F ~ R H A T 1 ( 1 5 X i ' *  ' r i P t '  * ' , I 2 r 1 *  ' e 1 2 1 '  * ' 1 E l 1 * 4 i ' * ' ) i  







tJtt  ( / t : F . ,  1 , J / )  t = K H ( / t J E v J t  I / )  - M i  
~ F N D * ; ' E N D ' ;  
~ ~ O R ~ ~ ~ = I ' S T E P ' I ~ ~ J ~ J T I L ' ~ ' D ~ ~ ~ B E G I N '  
' F O R ' . J : = I  ' S T E P ' I  ' I I N W ~ ' D O ~ ~ ~ E G ~ N '  
Y O M  1 = O  : 
' F O R ' I J ~ = ~ ~ S T E P ' I ' U N T I L ' ~ ' D O ~ ~ B E C I N '  
$ Q P ~ : = ~ Q M + T ( / N E ~ ~ ~ ~ J / ) * K H ( / N E ~ I J ~ J / ) ~ ' E N D ' ~  
t i H ( / t i E e  I , J / ) : = S Q M ; * F r . ( D ' : ' F N D ' ;  
' r N D *  : 
~ ~ O R ' I ~ = I ' S T E P ' I ' O N T I L ' ~ ' D O ~ ~ R E G I N '  
* F O R ' , J : = I  ' S T E P ' I  ' I J N T I L ' ~ ' D O ' ~ ~ E G I N ~  
s ~ K ( / $ r J / l t = O ;  
* F F J D ~ ;  ' E N D * ;  

~ F O R ~ ! N ~ ~ : = ~ ~ S T E P ~ I ~ ~ I N T ~ L ' N T N + N N E X ' D O ~ ~ B E G I N ~  
! R N : = (  I N N - !  ) * 3 :  

' I F ' ~ J F D ( / I N N / ) = O * T W E N ~ ~ G O T O ~ E T I ~ I  
~ F O R ' ~ P : = I ~ S T E P ' I ' U N T I L  * N E P ( / I N N / ) ' D O " B E C I N '  
J n N : = N J ( / l N N , E P / ) * 3 - 3 ;  

* f - @ R ' 1 l = l t S T E ~ ~ ~ ' U N T 1 L ' 3 ' D 0 " R E G I N '  
~ F ~ R * J : = I ' S T E P ~ I ' U N T I L ~ ~ ' D O ~ ~ B E G I N ~  

K r / J R N + J e I R N + l / ) t = ~ ( / 1 R ~ + I , J R N + J / ~ t = K H ( / N O ~ P ( / ! N N t E P / ) ~ t ~ J / ) l  
S K K ( / I ~ J / ) Z = S K K ( / I , J / ) + K K ( / N O E P ( / I N N ~ ~ / ) ~ I ~ J / ) ~  

FFJD 9 ; 

* F N D *  r ' E N D '  ; 
€ 1 1 4 1  
~ I ~ ' N C A ( / I ~ ~ N / ) = O ' T H € N ~ ' G O T O ' E T I ~ I  
~ F O R ~ F A : = I ~ S T E P * I ~ ! J N T I L ~ N E A ~ / I N N / ) ' D O ~ * ~ E G I N ~  
J Q N ~ ~ N I ( / I N N P E A / ) * ~ - ~ ~  

'FOR'I~=I'STEP'I'UNTIL'~'DO"BEGIN' 
' F ~ R ' J ~ = ~ ' S T E P ~ I ' U N T I L ' ~ ' D O " B E G I N '  

K ~ / J R N + J ~ I R N + I / ) ~ ~ K ( / I Q N + I ~ J R N + J / ) ~ = H K ( / N O E A ( / I N N ~ E A / ) ~ I ~ J / ) ~  
S K K ( / I , J / ) ~ = S K K ( / ~ , J / ) + H H ( / N O E A ( / I N N , E A / ) , I ~ J / ) ;  
' F Y D '  ; ' E N D '  i 
* FFJD * : 
f ~ l o :  
'~OH'I:=I'STEP'I'~JNTIL'~*DO'~BEGIN' 
' F O R ' J : = I ' S T E P ' I ' I I N T I L * ~ ~ D O ~ ~ B E G I N *  
K ~ / I R ? ~ + J ~ I R N + ~ / ) ~ = K ( / ~ R N + I ~ ~ R N + J ~ ~ ~ = S K K ( / ~ P J / ) ~  
S K K ( / I , J / ) : = O :  
' F r l D '  ; ' E N D '  i 
' F N D ' ;  
~ I F ~ ~ J N A R = O * T H E N ~ G O T O ~ E T ~ O ~ ~  
' F O R ' W E R I = I ' S T E P ' I ' U N ~ I L ' N N A R * D O ~ ~ B E G I N '  
N F l = N F A R ( / N A R / ) ;  
P F ( / ~ J F / )  ~ = P P E ( / M A R / )  ; 
C I = C O ~ ( A L F ( / N E / ) ) ;  s ~ = s I N ( A L F ( / N E / ) ) ~  S S ~ = S * S I  C C r = C * C f  SC!:S*C; 
A t = h & ( / N E / ) ;  O t = R B ( / N E / ) ;  

FSL t = E * A R ( / N E /  ) / L (  /NE/ 1 i 
' I F ' P E ( / N E / ) ~ ~ ' T ~ ~ € N ~ ~ C ~ ~ T O ~ E P I ;  
' I F ' P F ( / N E / ) = ~ ' T H E N ~ * G O T O ~ E P ~  ' E L S E m G O T O ' E P 3 ~  

F P I ~ A R ~ ~ = ( A * A - O * S ) / ( A * L ~ / ~ ~ E : / ~ ) ~  



K K ( / * J F ~ ~ , I / ) ~ = K K ( / N E , ~ , ~ / ) ~ = - A B I * ~ ~  
K K ( / N F * ~ ~ ~ / ) ~ = K K ( / N F ~ ~ , ~ / ) I ~ A B I * C ~  
K K ( / t ! F , S t ? / ) t = A B I * L ( / N € / ) ;  
* c O T 0 1 F P 4 ;  

F P 2 : A R l  t = ( A * A - R * R ) / ( A * L ( / N E / ) ) i  
A R ?  : = A R  1 / L  ( /PJE/ ) i 

K K I / N F p l *  I / ) : = E S L * C C + A R ? * S S ;  
K K ( / N r r ? ~ l / ) i = K K ( / h I E ( I , 3 / ) t = ( E s L - A B 2 ) * S C ~  
K K ( / ~ ~ F ~ ~ ~ ~ / ) I = E S L * ~ ~ + A B I * C C ;  
K K ( / P ! F , ~ , ~ / ) Z = K K ( / N F ~ I ~ ~ / ) ~ = K K I / N E I ~ I ~ / ) ~ = K K ( / P ~ E I ~ ~ ~ / ) ~ = K K ( / N E ~ ~ ~ ~ / ~ ~ = ~ ~  
' C O T O 1 f - P 6  ; 
E P ~ :  K K ( / N E I I I I / ) ~ = E S L * C C ;  
K K ( / N F , ~ , ~ / ) : = K K ( / N E , ~ ~ ~ / ) ~ = E S L * S C ;  
Y K ( / N F v 2 t 2 / ) t = F S L * S S i  
K K ( / I J F , ~ ~ I / ) ~ = K K ( / N E , ~ ~ ~ / ) ~ = K K ( / N E , ~ , ~ / ) ~ = K K ( / N E P ~ P ~ / ) ~ = K K ( / V E ~ ~ V ~ / ) ~ = ~ ~ ~  

C P ~ ~ * F O R * I ~ = I * S T F P * I ' U N T I L ' ~ ~ D O * ~ B E G I N *  
* F O R ~ J : = I * S T E P * I ' U N T I L * ~ ~ D O * * B E G I N *  
S O M  t =O : 
~ F O R * l , J : = 1 1 S T E P 1 1 * ~ N f 1 L * 3 * D O * ~ R E G I N '  
s ~ W ~ = ~ O M + T ( / N E ~ I P I J / ) * K K ( / N E P I J ~ J / ) ~ * E N D * ~  
l i K ( / t l F ~ I  t J / ) 8 t K H ( / ~ € i J e  1 1 )  8 z S O M i  
* F N P * ;  * E N D 1 ;  
1 F O R * l n = I * S T E P 1 ~ 1 ~ ~ ~ ~ I L * 3 * ~ ~ * ~ ~ E G ! N 8  
* F O R * J : = I  * S T E P 1  I ' I I Y T I L ~ ~ * O O '  ' B E G I h '  
S O M  a =O : 
l F O R 1  I J : = I  * S T E P 1  I ~ I J N T I L ~ * ~ * o O *  ' B E G I N 1  
~ o M : - S O Y + T ( / N E ~  1 O I , j / ) * Y H ( / h J E t  I J v J / ) i  ' E Y D ' i  
HH ( / N F ,  1 t J I  t = S O M  ; * FF.10 * ; * E N D  * ; 
~ F N D ~  : 
E T I O I  : 
* I F * ~ J T ~ C = O ' T H F ~ ~ " G O T O * T F ~  i 
* F ~ R * F C ~ = I * S T E P * I  * I INTIL*NTEC*DO*@BEGIN* 
S ~ R ~ : = S O R J : = Q F ~ ~ : = Q F I ~ ~ = Q F I ~ : = Q ~ = Q F J ~ ~ = Q F J ~ : = O ~  
N n M T r = I N O M E ( / E C / )  r 
S t = S I N ( A L F ( / N O M E / ) ) ;  
C ; = C O Ç ( A L F ( / N O M E / ) ) ;  
c c :=c *c ;  S S i = S * f ;  S C t = S * C i  
A t = A A ( / N O M E / ) ;  
R t = R U ( / N O M E / ) ;  
L L  ~ = L ( / N o M C / ) ;  
A R L ~ = ( A + R ) / ( A * L L ) ;  
IJI : = L b l  ( / € C I  ) i 
* I F * ~ E ( / ~ O ~ E ~ ) = I * T H E N * * G O T O ~ E T ~ O ~  
* T F * P F ( / N C M E / ) = ~ * T H E N * ' G O T O * E T ~ I ;  
* 1 F 1 P L ( / N O M E / ) = 3 ' T ~ F N * * G 0 T O * E T 2 2 ;  
R . i ( / l / ) t = < j / L L ;  B I f / ? / ) t z R J ( / 2 / ) : = C / L L ;  B I ( / l / ) r = - S / L L i  
R.J(/?/):=BI ( / 3 / ) ! = 0 ;  l G O T 0 1 E T 2 3 ;  
F T ~ ~ : P I ~ / I / ) : = ~ I ( / ~ / ) ~ = R I ( / ~ / ) ~ ~  BJ(/I/)I=ABL*SiRJ(/2/):=-ABL*Ci 
R . I ( / 3 / )  i = C / A t  ' G 0 9 0 + E f 2 3 :  
E T ? l : P l ( / I / ) : = B I I / 2 / ) ~ ~ B t ( / 3 / ) ~ = o i  B I ( / I / ) t = - A B L * S i  R 1 ( / 2 / ) : = A P L * C i  
R r ( / f / ) : = R / A ;  *08TO'ET231 

F T ~ ~ : ~ F O R ' ~ : = I * S T F P ~ ~ * U N T I L ~ ~ * D O ~ ~ ~ E ~ I N * / / / /  ' E N D * ;  
F - T 2 3 t L L r = L ( / N O R E / ) * L ( / N O M E / ) / 2 ;  
~ F O R * ~ l ç E r = I I S T E P * ~ * u N T I ~ l N T C E ( / E C / ) l D O * l B E G I N *  







PKI:=(CH(DE?)-CH(DFI ) - ~ * U * ~ A * ( I - Z * L ~ - D A ) * H S ) / ( U * N ~ * H C - H S ) ~  
P K ~ : - ( s H ( D E ~ ) + S H ( D F I  1-2*DA*U*HCl/(U*NL*Hs)l 
K T J : = f P K I + P K 2 ) * L L / i k * U ) i  
K , i I r = f P K I - ~ K 2 ) * L L / ( 4 * U ) :  
'CO ~ 0 9 E T 3 5 i  
ET33: 
DFI:=7*LI+2*DA-1; D E ~ I = D E I * D E I * D E I I  
~ n l  r-1-2*LIi E ~ T I = E D I * € D I * E D I ;  
P ~ ~ ~ = D A * ( ~ D ~ - D A ) * ~ ~ . ~ * ( L I - I ) - D A * ( I - ~ * L I - D A ) / ~ ) ~  
P U ~ : = ( F D ~ + D E ~ ) / S ~ - O A / L I  
' I F * N ( / N O M E , T O R I / ) C O ~ T H E N ~ ~ G O  T 0 1 E T 3 4 i  
K I J ~ = I P K I + P K ~ ) * L L / ~ ~  
K J I  :=(PKI-PKZ)*LL/'2t 
ET35: 
1 -1  l = I  I * ? i  
ARl2=(/(A-R)i A R P I =  L(/NOME/l*ABI/(A+B); 
X ~ : = A R ? * ( - A * K ~ J + B * ( K J I - O A * ( I - L I - D A / ~ ) * L L ) )  i 
Y~I=ABI*(-KIJ+KJI-DA*(I-LI=DA/2)*LL)i 
711=DA*(l-LI-DA/2)*LL/(F*AR(/NoME/)); 
X . I : = A ~ ~ * ( A * K J I - B * ( K I J + D A * ( C ~ + D A / ~ ) * L L ) ) ~  
Y . J I = A R I * ( K I J - K J I + L L * D A * ( L I + D A / ~ ) ) ;  
7 , l : = n A * ( L I + D A / 2 ) * L L / ( E * A R ( / N o M E / ) ) t  
O I ( / ~ ~ ~ / ) ~ = Z I * C C + X I * S S ;  Q1(/2r2/)1=ZI*SS+XI*CCi 
Q T ( / ? ~ I / ) ~ = Q I ( ~ ~ ~ ~ / ) ~ = ( Z I - X I ~ * S C I  Q1(/3rl/)t=-YI*S1 Q1(/3t2/)i"Yl*Ci 
Q I ( / I ~ ~ / ) ~ = Q I ( / ~ , ~ / ) ~ = Q I ( / ~ O ~ / ) ~ = O ;  
O,i(/l~ ~ / ) ~ = Z J * C C + X J * S S J  QJ(/2r2/)t=ZJ*SS+XJ*CC; 
0 , J ( / ? r l / ) r = O J ( / i t 7 / ) 1 = ( 7 J - X J ) * S C ;  Q J ( / s ~ I / ) I = - Y J * s ~  Q J ( / ~ @ ? / ) ~ = Y J * ~ I  
Q,i(/I,?/)t=QJ(/2e7/)t=QJ(/3r3/)~=0; 
F K [ / I / ) ~ = c * O X - S * Q Y ;  FK(/2/)t=C*QY+S*QX; FK(/3/)trO*; 
~ F O R * ~ ~ = I ' S T E P ' I ' ~ I N T I L ~ ~ ~ D O ' * B E G I N '  
SnMI:=50MJI=Oi 
~ F O R ~ J I = I ' S T E P ' I * U N T ~ L ~ ~ ~ O O ~ ' B E ~ I N '  
~ n l f l  ~=sOMI+QI(/I,J/)*FK(/~/) i 
S O M JI=SOMJ+QJ(/I ,J/)*FK(/J/) I 
' F N D * ;  
Q F I ( / I / ) I = S O M I I  Q F J ( / I / ) I = S O M J ~  
'FND' : 
RFIt=-DA*tl-LI-DA/7)*LL*2*QYi R F J l = D A * ( L 1 + D A / 2 ) * L L * 2 * Q Y i  'GOTO'ET39i 
f ~ 2 4  t 

L I r - i I  I(/NOME#NCE/ii 
Q X ~ ~ I O X ( / Y O N E , N C E / ~ ;  
Q Y ~ = I O Y ( / N O M E D N C E / ) ;  
07r=IQf(/NOME,NCE/); 
L I  r ZL ( /NOME/ ; 
' I F ' A R S ( N ( I N E ~ T O R I / ) ) < E P S N ' T H E N " G O T O ' E T ~ ~ ~  
Il l .  r = L u  (/NOME/ ; 
Ui=LO(/NOME/)/2; 
nFl :=f l-2*L1 )*O; 
t ~ F ~ M ( / N O ~ l E t T O R l / ) c f l ' T H F N @ ~ G O  T O ' E T 3 7 ;  
C N  8 = C O S  ( U  i S N t = S I N ( U )  r 
P K ~ : = ( ( ~ - ~ * L ~ I * S N - N L * S I N ( D E I ) ) / ( S N ~ U * N L * C N ) ~  







. . Ir lvr  H T ( K , ~ . I L C ~ S I N G ) ;  
5 .  : ' F O R * I : = ~ ' ~ T E P ' I ' ~ J N T I L ~ N L C ' D O " R E G I N '  

> = y  : 5nP'r = O ;  
, S n  : * F O R ' , j : = I  ' S T E P * (  * I ~ N T I L ' N L C ' D O * ' B E G I N '  
, 5 0  : ~ g ~ : = s n r r + k ( / ~  I J / ) * F T ( / J / ) ;  
6 : * r t , p *  ; 

i 6  l a n r P  ( / 1 / :=SOM; 
16: : *rrJilt ; 
, 6 3  t * ~ F ' N T D ~ . : O ' T H T N * ' C , O T O ' E T T ;  
~ 6 6  t 01  t:-J:=n; 
, o s  r * F O R '  1 := rJLC+ l ;TDI  ' s T E P ' -  ' u N T I L ' N C L ( / I / )  t D O " D E G I N '  
,66 ' ~ ~ * ~ ~ ~ ( ( / ~ ~ T O I - O I / ) = ~ ~ T H F ~ ? ! * ~ R F : G I N ' D F : P ( / I / ~ I = I D E P I ( / N T D I - D ~ / ) ~ ~ ! ~ = D ~ + ~ ~  
i 67  t * ? O T O ' F 5 5 ;  ' E N D *  ; 
i68  t D ~ P ( / I / ) ~ = D E P ( / P J L C - . J / ) ; J ~ = J + ~ ~  
) t F 5 5 :  ' F N D '  i 
;79 t I ; = P J t I T T / 2 ;  ' F O R ' J : = I ' ~ T E P ' I ' ~ ~ N T ~ L ' I ' D O " B E C : I N '  
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