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NOTATIONS

: matrice

vecteur

transposée d'une matrice, d'un vecteur
déterminant d'une matrice carrée
matrice zéro

matrice unité

inverse d'une matrice

: moment d'inertie

coefficient d'élasticité longitudinal

" " transversal

: moment fléchissant total pour une section d'abscisse (x)

1'effort tranchant " " " "

moment fléchissant et 1l'effort tranchant des sollicita-
tions transversales, pour section d'abscisse (x), lors=

que 1'élément est reposé sur les appuis simple.

effort normal .

: moment exercé& par le noeud Aij, ou (Bji) sur 1'élément

AiBj

degré d'indétermination de la structure
charge appliquée

moment appliqué

longueurs

densité d'une charge répartie

: degré d'indétermination de la structure

(voir page 37)
(voir page 37)
(voir pages 37 et 38)

vecteur groupant les déplacements nodaux (repére général)

: vecteur groupant les efforts nodaux (repére général)

: vecteur groupant les charges nodales (repére général)
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Lx, Ly

[Hii] , [Hij]
[3d) (]
o st
[KII] et [k19]
(k1] et [rad]
{FK}

ZKij] et [zKji]

: vecteur groupant les forces nodales y compris les

actions d'appuis (repére général)

: projections de la longueur de 1'élément, respective-
g ’

ment sur les axes (0X) et (0Y) du repére général
déplacement relatif horizontal et vertical
les matrices reliant les vecteurs des déplacements

aux vecteurs des efforts nodaux (repére local)

: vecteurs des efforts secondaires (voir page 42)

les matrices reliant les vecteurs des déplacements

nodaux aux vecteurs des efforts nodaux (repére général)

: vecteur de charge extérieur
: matrices correctives
: matrice de rigidité

: matrice de rigidité réduite
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INTRODUCT ION

L'utilisation de nouveaux matériaux 3 caractéristiques mécaniques
élevées et le perfectionnement continu des méthodes de calcul, incitent les
constructeurs 3 édifier des structures de plus en plus élancées. De ce fait,

le probléme du flambement prend une importance sans cesse accrue.

Depuis EULER (1744) ce probléme a été &tudié par MM. TIMOSHENKO (11),

BLEICH (12), DUTHEIL (17), E. ABSI (1, 2) et MS. GREGORY (1l4).

Le réglement frangais des constructions métalliques se refére 3 la
méthode de M. DUTHEIL pour la vérification de la stabilité au flambage d'une
structure. Cette méthode tient compte des imperfections géométriques de la barre
et de 1'hétérogénéité du matériau; déduite de nombreux essais expérimentaux et
d'une approche théorique, elle nécessite la connaissance de la longueur de flam-
bage de 1'élément définie par EULER. Cette caractéristique est bien comme pour
les poutres isolées; pour les éléments rectilignes appartenant d une structure;
la littérature scientifique ne mentionne que des étudeé concernant des ensembles
composés de barres horizontales et verticales.

La présente étude se rapporte & la détermination de la charge critique
de flambement des structures hyperstatiques planes, en tenant compte des déforma-
tions dues 3 l'effort normal et & l'effort tranchant; les barres composant le

systéme ont une direction quelconque.
Cette méthode est appliquée au calcul de la longueur de flambement
des béquilles d'un portique 3 traverse brisée, les actions normales pouvant etre

de nature et d'intensité différentes.

Des essais expérimentaux sont réalisés sur un portique symétrique 3



traverse brisée; des dispositions constructives évitent le déversement 1atéral.
Les essais sont conduits jusqu'd l'obtention de la limite élastique dans la

section la plus sollicitée. Les déformations sont mesurées 3 l'aide de jauges

de contraintes.

Ces résultats sont comparés aux valeurs théoriques déduites de la

méthode proposée.



Convention de signes

Nous choisissons une convention unique 'de signes pour toutes les
grandeurs du type force et déplacement; celles—ci sont positives, si leur

vecteur représentatif est dirigé suivant les axes généraux. (Figures A).

Sune

0 'fx 0

Figures (A)



(1.1)

EOUATIONS INTRINSEQUES D'UNE POUTRE DROITE A SECTION CONSTANTE

Soit AiBj un élément droit d'une structure quelconque. Supposons

qu'il soit soumis de la part des noeuds Ai et Aj 3 des moments Mij et Mji

et 3 un effort normal (N). (Figure 1) (I, 5, 6)

avec

YJF

M3{
> n ___xx
Bj A
Al
Mij
L 1 |
1 1
. P~ x
Figure |

L'équation différentielle de la déformée de cet &lément s'écrit

Y =""%T TG dx

Moo = MG (- H-wi ¥ - 3115 x + Ny + u(x)
T(x) = - LD =.-;- (Mij + Mii + NA) + T(x) - Ny'
dTé:) - dréi) - Ny

M(x) : moment fléchissant total pour une section d'abscisse (x).
T(x) : 1'effort tranchant total pour une section d'abseisse (x).

pu(x) : moment des sollicitations transversales lorsque A et B
sont des appuis simples.

7(x) : l'effort tranchant des sollicitations transversales lors-
que A et B sont des appuis simples.



(1.1.2

En remplagant M(x) et E%§§l dans 1'é&quation (1.1.1) on aura :
_ Noow e Ky _ it _X NAX _ _ EI dt (%)
EI (1 - gy" + Ny = Mji . () - Mij (I Dt - v(®) -5 Tax

La solution de 1'équation (1.1.2) dépend du signe de N; nous

traiterons séparément les deux cas suivants :

a : N est une compression N » O

b : N est une traction N<O

Premien cas (a) : L'effont nonmal est une compression :

- St —— — ——— — — ——— — — — —— . ]_— —— ) U~ ot o — . COo — h oo

Dans cette hypothése la solution de 1'équation (1.1.2) s'écrit :

X

(1.1.3) y(x) = acoswx + bsinwx +-% J f(t) sinw(x-t)dt

(1.1

L4)

.6)

0

_— o weersl £ .. oty L NAE _ _ EI  dx(t)
oi : f(t) = - Mij(} 1) + Mji () + wt) - & - o

V/TNl/EI(I-nl)
12

n =T qui caractérise l'effet de 1'effort normal.

€
"

EL . L. . s
A = —— qui caractérisent 1'effet de 1'effort tranchant est indé--

GQ1l~ pendant des charges appliquées.
A 1'aide des conditions aux limites, on trouve :

pour X =0 y=0->a=20

1
A w .
pour x =1 y=A=b = STndl Neinol Jo f(t) sinw(l-t)dt
et on obtient :
A W 1 ] w X
y(x) = [sinwl ~ Neimui [Of(t) 51nw(1~t)dtJ sinwx + ﬁ-JOf(t) . sinw(x-t)dt

Si 8i et 9j sont les rotations des noeuds extrémes dans le repére

(Ox, Oy), on aura les conditions aux limites suivantes :

\ = A - Ti ey = _1 . saN ' _ NA 1
y'(0) 81 Y (8] 8i + [ T (Mij + Mji) = ti + Ny'(o0) I—} o

' IEPOT & R _ 1 son s ' _NA 1
y' (1) 3 i (1) = 8] + ( T Mij + Mji) = tj + Ny'(1) T oo



(1

(1.

(1

(1,1

(1.

1,7

1.8)

.1.9)

1)

10)

De l'équation (1.1.4) on tire :

1 - Aw I )
y'(0) = sinwl N31nw1 £(t) . sinw(l-t)dt
Aw w2 1
] = .
y' (D) = Sinet * Weinwl f £(t) sinwtdt

0

On peut tirer des &auations (1.1.5), (1.1.6), (1.1.7) et

(1.1.8) la formulation suivante :

[
Mij [sinwl - wl(1=-nX) coswl} + Mji Lsinwl - wl(l=-n))| = - NAsinwl
Ti N1 t N1 f7dr(x)
-Nlsinul . @ [Ou(x)31nm(1-x)dx el {6—3;—- sinw(l-x)dx +
+ (Nlsinwl)ei
Mij [sinwl - wl(l-nk)} + Mji {sihwl - wl(1-n}) cosle = - NAsinwl

: 1
~Nlsinwl . Id + N1 N1 J dt (%)
0

1
@ JOU(X) . sinwxdx + res] —agf—-31nmxdx +
+ (Nl.sinwl),8]

Avec U = wl/2, on trouvera les valeurs de Mij et Mji.

1 1
. -j p(x)cosU(1-2x/1)dx J 1(x) sinU(1-2x/1)dx
Mij = - Nl 0 0
v 4ET ‘ U(1=n))sinU sinU=-U(1-nX)cosU
1dT(x) 1dT(x) .
. cosU(1-2x/1)dx - sinU(1-2x%/1)dx
0
4GQ * ( U(l-n))éinU * sinU-U(1-n))cosU
. (ti-tj)cosU _ _ (ti+tj)sinl
APQ * {U(1-n\)sinU  sinU-U(1-1)cosU
, Nioi +cosU sinU |
U(1-nX)sinU  sinU~U(1-n))cosU
L Nigj -cosU sinU
4 U(l-nk)51nU s1inU~-U(1-n))cosU

EI 2U2(1—nk).sinU A
1 ° sinU-U{1-n))cosU * 1




1 » 1
v J L (x)cosU(1-2x/1)dx f u(x)sinU(1-2x/1)dx
. N1 0 0
(1.1,12) Mji = - 755 T U (T-anysint ¢ T sinU=U(1=n))cosU
1dT(X) ldT(X) .
——=~ | cosU(1-2x/1)dx ——— ginU(1-2x/1)dx
N1 o 9% | o 4%
4co ’ T(1-n)) sinU ¥ TTSInU-U(i-n)) cosU
N ’(Ti—Tj)COSU _ (ti+1j)sinU
4GR kU(]—nl)sinU sinU=U{1-n}) cosU
+ N1ei | -cosU + sinU
4 (U(1-n}) sinU sinU-U(1-n}) cosUj
, N8j [ cosu . sinU
4 (U(1-n})sinU = sinU-U(1-n})cosl

EI  _2v°(1-n)).sinU_ A
1 ° sinU-U(l-n))cosU " 1

Si 1'on désigne par mij et mji les moments d'encastrements parfaits
de la barre AiAj sous l'action des charges transversales (p et T) et soumise
a la compressjon (N), on voit que les &quations (1.1.11) et (1.1.12) donnent

une solution de Mij et Mji qui s'écrit :

(1.1.13) Mij = mij + AL + BOj - (A+B) . 2

(11,14 Mji = mji + BOi + A6 - (A+B) . 2
ol : A = coefficient de rigidité 3 la flexion,
B = coefficient de répercussion,
t = §-= coefficient de transmission.

En comparant les équatioms (1.1.11), (1.1.12), (1.1.13) et

(1.1, 14) on aboutit i :

_EI wlf{wl(1~-n)) coswl-sinwl)
1 " wl(1-n))sinwl-2(1-coswl)

. CEIL @lﬁwl(l—nk)—sinmll
. 1 7" wl(1=-n})sinwl=2(1-coswl)




A partir des équations (1.1.11) et (1.1.12) et en fonction
de (p et 1) on peut calculer les expressions mij et mji. Il suffit de

faire Bi = 0j = Al 0, et finalement on obtient :

b 4 * . x x .
A M T T1i Mi T ]
(1.1.17) mij =~ A (ET + E§«+ Eﬁ) + B (ET-+ o + 5
% x b 4 x .
. M1 Tl Ti M T Ti
.(1-1-}8) mji = A(E-f—-+-évg—— Eﬁ) B(E-f+-é§+—c-§)
r 1
PR
avec : IM" = PR Ou(x)slnw(l x)dx
1
x 1 .
MIT= == jou(x)51nmxdx
‘ { 1
(1,1,19) 4 1 ‘21&51 sinw(l-%x)dx
T = =, dx
sinwl 0
) 1
b 4 1 éliil sinwxdx
T1" = < . dx
- : sinwl 0

\

En annulant Mji, 9i et A dans les équations (1.1.9) et (1.1,10),
on trouvera le moment d'encastrement parfait et la rotation d'une poutre'
droite encastrée 3 une exrrémité et reposant sur un appui simple i 1'autre

extrémité (figure 2).

y

4

AL 03 -N

Figure 2



(1.1,20) mij = =~ —

(1.1.21)

(1.1.22)

(1.1.23)

(1.1.24)

(1.1.25)

. Nl.sinel &k Nl.sinwl % _ N1.sinwl
ET ) 6. GR

sinwl - wl(l-n})coswl

. Ti

_ Nlsinwl Ml* _ Nlsinwl TI* + N131nw1

mij (sinwl - wl(1-n})]

ET G ca_ 3

oj =
ET(1-n ) w’1%sinul

Deuxidme cas (b) : L'effornt nonmal est une traction :

ey - —— —— i —— — —— o= S S T T Nk Gk i e i S e e o

Dans ce cas la solution de 1'équation (1.1.2) s'éerit :

’ X
y(x) = achwx + bshwx + % J f£(t) shw(x~-t)dt.
0

.. L .. t EI d ) NAt
avec : f(t) = Mji (T) - Mij (1- Tﬁ n(x) - o ~%§§l —-4%—

2
w = VN/EI(]fn)\) n=£'\l;_f!:..%:[-l—et)\ - EL_

Gle

L

1'aide des conditions aux limites, on &crira :

0

= pour x =0, y=0 > a
1
0
- m Jof(t)shw(l t)dX +

#

A
- pour x =1, y = A ->b Shol

et on aura donc @

’ - 1 ' » X
- A W - w -
y(x) = (shwl el fof(t).shw(l t)dt] shux + T be(t).shw(x t)dt

Dans ce cas comme dans le précédent,tous calculs faits,on posera :

Mij-[shul - (1+n)) wlchwl} + Mji-{shwl -»l(1+n))] = ANshwl

. 1 1
+ Nlshwl . —= + NL w(x)shw(l~-x)dx + M Qlﬁﬁl shw(l-x)dx—-(Nlshwl)ei
6o EL §, & J, dx

Mij-{shwl -~ wl(1+n))) + Mji.{shwl -wl(1+n)).chwl] = ANshwl

. 1 1
+ Nlshwl . %é-— g% J u(x)shuxdx - %% J é%§§l shwxdx - Nlshwl®j
0 0

Avec U = ,»1/2 on trouvera les valeurs de Mij et Mji.



(1.1.26) Mij =

(1.1.27) Mji =

1 1l
J n(x)chU(1-2x/1)dx J u(x)shU(1-2x/1)dx
N1 {’o | _Jo
4ET U(1+nX)shU shU-U(l+n))chU

1 1
J dg(x)chU(]-Zx/l)dX [ ggﬁzlshU(l‘ZX/l)dx
N1 [lo 9% - 0 7%

4GQ U(1+n)\) shu - shU-U (14n)) chU

N1 [ (ti-tj)chU _  (ti+1j)shU_ )

4GQ {U(1+nXx).shU  shU-U(l+n))chU
N16i chtU _ shU

4 U(1+nA).shU  shU-U(1+n}X)chUj
N1gj ~chU - shU

4 U(1+n}).shU  shU-U(i+n)X)chU

ET  202(1+n)\)shU A

——

1~ ° U(1+nA)chU-shU * 1

1 1
’-J u(x)chu(1-2x/1Yd&x j u(x)shU(1-2x/1)dx
N1 0 _Jo )
4ETI {  U(1+n)).shU shU=-U(1+n)).chU J
1dT(X) 1dr(x)
-| —=——~chU{1-2x/1)dx s hU(1-2%/1)dx
’ dx dx
N1 0 0
4GQ U(1+n}).shU shU-U(1+nX).chU
N1 {=(ri=1j)shU _ _ (ti+1j).shU
4GQ {U(1+nA).shU shU-U(]an).chU
Nlgi —chy ~ shU '
4 U.(1+nX).shU ‘shU-U.(1+nX).chU
N18j chy _ shU
4 U(1+n)).shU shU-U. (1+n))chU

EI  20%(1+n)).shU A

T U(i+nA)chU-shy ° 1



(1.1.28)

(1.1.29)
(1.1.30)

_(1,1.31)

(1.1.32)

51.1.33)

(1.1.34)

“(1.1.35)

(1.1.36)

Les &quations (1.1.27) et(l1.1.26) donnent une solution Mij et

Mji qui s'écrivent :

Mij = mij + A6i + BBj - % (A+B)
.. .. . . A
Mji = mji + AB] + BOi - T (A+B)
EI  wllwl(1+n))chwl-shwl)
avec : A =

T ° wl(Q+n)\)shwl=2(chwl=1)

g = - EL wl{wl(1+n)i)-shwl}
1 " wl(l+nX)shwl-2(chwl-1)
En faisant 8i = 8] =-% = 0 dans les &quations (1.1.26) et
(1.1.27), nous aurons :
* * . x x .
.. M T Tl M1 T1 T
mis-AGr R NG tw W
* x ' b 4 % .
. M1 Ti T M T Tl
mii = AGE ‘T T PEITE R
¢ + : 1
avec : M = Shwl-JOu(x)shm(l-x)dx
1
x_ 1
M7= Sl J p(x)sh xdx
{ ' 0
' 1
t S (“dr (%) _
T = ol jo e shp(l-x)dx
rl . -
m¥e L 1 eax
shwl 0 dx

Dans ce cas comme dans le cas précédent, en annulant Mji et 8i
dans les &quations (1.1.25) et (1.1.24)on calculera le moment d'encastre=-
ment parfait et la rotation ¢ 'une poutre droite encastrée A une extrémité

et reposant sur un appui simple a4 1'extrémité opposée.

Nlshwl X Nl.shwl * Nl.shwl .
- —_—, - —————— T - —— T1
EI ET G

wl(1+nA)chepl-shwl

mij =

mijlol(1+m)-shol) - NESHWl g% Nishol = %, Nishol

ej - EI """’—"—EI . —_“——'—GQ . T1
ET (1+n))w?1%. shol




(1.2) - 'DISCUSSTON DES COEFFICIENTS A ET B

Nous calculerons les valeurs de A et B dans le cas d'un effort

normal en compression, puis dans celui d'un effort normal en tractionm.

(1.2.1)  L'effont nommal est une compression

o o  — ————— - o - - ——

Les valeurs de A et B subissent une double infinité de disconti-

nuité déterminée par :

wl(l-nA)sinwl ~ 2(l-coswl) = 0O
ou 2 sin %l {wl(1-n})cos wl _ 2 sin~gl} =0

2 2

La premié&re discontinuité est définie par :

sin-ﬁl = 0 ou wl =27 =V n/(1-n))

dr

(l.2,ltl) n o= -
i+dr A

» 2 L » » - . ~ N
On s'apercoitque 47° constitue une limite supérieure pour n. De méme,

on voit que la quantité w1 n'a de sens que si : ni <1,

e - - - —— - o — -

(1.2.2)  L'eggont nommal est une traction

. /n _ 1
(1.2.2.1) wl '/4:_;" e

En faisant tendre wl vers infini, on .trouve :

.

(1.2.2,2) A=ol . %I—#—l , %—Tz
i
(1.2.2.3) B = "1 Ell
qush-—~
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' 1-6X 2ET
(].2-2.5) B=W'T

Si 1l'on néglige 1'effet de 1'effort tranchant, on retrouve les

résultats bien connus :

(1.2.2.6) A= 2B = ﬁ%l

Si 1'effort normal tend vers zéro, les‘équations (1.1,15),

(1.1.16), (1.1.30) et (1.1.31) se réduisent & :

(1.2.2.4) A =133 4EI
1



(1.3) 'CALCUL DES MOMENTS D'ENCASTREMENT PARFAIT D'UN ELEMENT DROIT A SECTION
"CONSTANTE S0US 'L'ACTION DES CHARGES' TRANSVERSALES EN CONSIDERANT 'LES
- EFFETS DE_L'EFFORT NORMAL ET DE L'EFFORT TRANCHANT (mif et MJL)

Dans ce paragraphe, nous étudierons les cas de charge sui-

vants

- une charge concentrée

~ un moment concentré

une charge uniformément répartie sur une longueur (a)

= une charge triangulaire (I)

une charge triangulaire (II)

Toute autre répartition de charges (concentrée ou linéaire)

peut €tre obtenue par superposition des 5 cas précédents.

- o v > oyt Bl 2 o -

A y
mij mji
Ve D e
. - N
A Y] P BT
t a b
#1_
0 ) = x
Figure 3
a>»=xl 0@ ag x2¢1
(1.3.1."1) ul = P(1-a/1).x u2 = (1-x/1).aP
Tl = =P(1-a/1) 12 = Pa/l

L'edfont nommal est une compression :

En vertu des équations (1.1.19) et (1.3.1.1) on écrit :



"

(1.3.1.2)

(1.3.1.3)

(1.3.1.4)

(1.3,1.5)

(1.3.1.6)

L3.1.7)

12

a . 1
* 1 a . _ _Xx . - -
M = Perwel (JOP(I 1)x.smw(l x)dx + Ja(l 1).aP.smw(l x)dx]
- 51nw(1 a) _ - (1- 29 sinwl
s1nw1 : 17 2
w
x a 1 X
M1™ = P(]--—)x.31nwxdx + | P.a(l- %) .sinwxdx}| =
51nw1 1
0 a
- 51nwa ! sinwl
51nw1 ' 1° 2
w W
T*=T1x=0
En remplagant M*; Ml*, * ot T1* dans les équations (1.1.17)

et (1.1.18) on aura :

(1-2a/1)sinU=-(1-n)) sinl( l'-Za/l))

nii = Pl cosU=(i~aX)cosli{2a/1~ Do,
33 : 2sinU-2U{1~n)X)cosU

2U(1-n)) sinU

cosU=-{1-n))cosU{2a/1- ])
2U(1-n))sinU

(1-2a/1)sinU=-{1-n))sinU(1~ 2a/1))

mji = bl
‘ 2 [- 28inU~-2U0(1=nX)cosU

avec : U = pl/2

Si 1'on néglige l'effet de 1'effort tranchant dans les équations

précédentes on aboutit & :

% + h coswl = cosbw + %T (sinwa + sinwb - sinwl)

oL 1
mij = - P1 . wlsinwl=2(1-coswl)
b a i . . .
T+T coswl - cosaw + - (sinwa + sinwb - sinwl)
mji = Pl. wlsinwl=2(1=~coswl)
En faisant tendre N vers zdro ol tend vers zéro et des &quations
(1.3.1.3) et {1.3.1.2) on tive 3
| -2 A v B -2
mij = P1 , T
2?2 4 6 (z+§.)i’-—4>\-12_x2
. 1 1 171
mji = P1 .

1+12X
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Si 1'on néglige l'effet de 1'effort tranchant on peut formuler :

.. a ,b.2
(1.3,1.8) mij = —".I’('l—) P1
(1.3.1.9) mji = %~(%)2 . Pl

Dans cette hypoth&se et en donnant & a une valeur de 1/2 on retrouve

le résultat bien connu :

€1.3.1.10)mij = -mji = - gl

L'egfornt nommal est une trhaction :
D'aprés les &quations (1.1.34) et (1.3.1.1) on Peut écrire :

1

a
M= L [J P(1- %Dx.shw(l-x)dx + J

X -
shwl o aP(1 T)shw(l x)de

a

P {(1_ a shwl _ shw(l—a)]

shwl 1 2 2
w w

]

* 1 a a 1
M1 [J P(1~ TOx.shwxdx + I (1—‘%)aPshwxdx] =
0 a

= — (- l"shma + shwl)

a
shwl 2 2
w w1

En remplagant Mx, M]x, ™* et T1% dans les équations (1.1.32)

et (1.1.33) on aboutit a :

(1.3.1.11)  mij

!

py (chU*(1+nd)chU(l- %39 -Q1- %ﬂ)shu+(1+nx)shu(1— %59
B [ 20(1+n)) shU * 2U(1+n}) chU-2shU }

1
2U(1+n)) shu * 2U(1+n\) chU-2 shU

=chU+(1+n)) chU(1- 2a -(1- %g)shU+(1+nA)shU(l— %3)
(1.3.1.12)  mji = [‘ ]

Pl
2
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Si 1'on néglige l'effet de 1'effort tranchant, on trouve les

résultats suivants :

2, E~chc& - chwb + 1 (shwb + shwa - shwl)
(1.3.1.13)mij = - p1 , +—1 wl
T Yy ' wlshwl=2 (chwl-1)
b a 1
T+ T-chwl - chaw + o (shwb + shwa = shwl)
(1.3,1.14)mji = P1 .

wlshwl=-2(chwl=1)

Dans ce cas les résultats correspondant a2 N = O sont les mémes

que ceux calculés dans le cas de la compression.

(1.3.2) Un moment concentné

- - —————————— — - — -

[anf®

Figure 4

D'aprés la figure 4 on peut écrire :

0 < xl € a a$£x2¢g1

__M oo (gl X

» (’.3.2.1) U] = 1X Ll2— (1" T)M
! .M
Tl—l TZ—*]_*

L'effornt nommal est une compression :
En vertu des équations {1.1.19) et (1.3.2.1) on aura :

1

* ] 2y -
W = U iy xsinw(l-x)dx + J M(1- l]f')sirlwde} =
0 a

..M sinwl _ cosw(l-a)
sinwl ° 1w?2 w o
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1 a M t. X
Mlx = —— |, - — xsinwxdx + | M(1= =) sinwxdx| =
singl 0 1 a 1

M (coswa _ sinwl)
sinwl w 2
lw

* x

En remplagant les valeurs de M", MI™, Tlx, T* dans les équations

(1.1.17) et (1.1.18), tous calculs faits on peut formuler les relations sui-

vantes :
. .. _ M {U(1-n)\)cosU(1-2a/1)~sinU _ sinU(1-2a/1)
(1.3.2.2) mij = 2 ( " sinU-U(1-n})casU sinU

1

M (U(l-n)\)cosU(l—Za/l)—sinU . sinU(]—Za/l)]

(1.3.2.3) mji 2 sinU-U(1~-n))cosU sinU

En faisant tendre N vers zéro dans les équations précédentes,

on aura :

o b a_b_ s
(1.3.2.4) mij = T 1 (2 . T 1 122)
.. M a b a

Par contre 1'on néglige 1'effet de 1'effort tranchant on obtiendra :

" (1.3.2.6) mij = M, 1—)—2-°(2a - b)
1
(1.3.2.7) mji = M . 2=.(2b - a)

L'effont norwmal est une thaction :

A partir des &quations (}.1.34) et (1.3.2.1) on tire :

* 1 a y 1 <
" shol - T'xshw(l-x)dx + aM(l- T)Mshw(l-x)dx

- Mo chue(l=a) _ shwl
shwl w 2
w1l
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* 1 a y 1 X,
MIT = <hot .(jo— T xshwx + JaM(l- T) shwxdx) =

M shwl _ chwa)

shwl ° ( 2 w
w1

TH" =T =0

Si 1'on remplace les valeurs de Mlx, M*, T* et T1¥ dans les
équations (1.1.32) et (1.1.33) on aura :
M shU-U(l+nX)chU(1-2a/1) _ shU(1-2a/1)

(1.3.2.8) mij =5 . —5(7%m0) chU=shU shU

shU-U(1+n)) chU(1-2a/1) + 531‘%%%2:‘-‘-/—1—)—

(1,3.2.9) mjL = 7 U(1+n)) chU-shU

Dans le cas oi N = 0 on retrouve encore les équations (1.3.2.4)

et (1.3.2.5).

(1.3.3)  Une_charae uniformément néparntie sun_une Longueur (a)

- . o s s e o Al e s o o e A e e e e s e e o e o ot (ol e > e -

z_Y
mij ' mji
Ar— .
ol 2
ey | o
! 1 o
a { b
1 ]
. -
0 Figure 5 . X
D'aprés le schéma de la figure 5 on a :
0 < xl g a ag x2¢g1l
x2 2
(1.3.3.1) ul = qa(1-21) x - q 3~ u2 = 5= q(i- %)
. 2
11 = =qa(l~a/21) + qx T2 = %TS

I



- (1.3.3.2)

(1.3.3.3)
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L'effont nommal est une compresssion i

Les &quations (1.1.19) et (1.3.3.1) permettent de poser :

a 2 12
x 1 _ X . _ a - Xy = -x)d
M™ = STt Io(qa(l a/21)x q~5f}51nw(1 x)dx + J;E- q(1 1)smw(l x)dx
% 4912 1 a ‘a . coswl
= Sl |33 cose(lma) - == (1= Fy)sinel = =55
w1 w1 ' w1
b 3 1 a a gxz | 1a29 X
= - — - 1 fo - 1
Ml el Jo[qa(l 21)x 5 }sinwxdx + Ja 5 ( 1)smwxdx
912 [ coswa a2 1
= — sinwl + )
sinwl w312 2 213 w312
x 1 (2
T" = — q . sinw(l-x)dx = —3—— . cosw(l-a) - coswl
sinwl Jo - wsinwl
x 1 (a -
T1" = ool q-sinuxdx = N (coswa-1)

’0
Des équations (1.1.17) et (1.1.14), tous calculs faits
il vient :

-‘cosU(1—2a/1)+cosU+(2aU/1)(l—a/l)sinU

’
kl sinU-U(1-n}) cosU

sinU(1—2a/1)-sinU+(2aU71)cosU

k2= U(l-n))sinU
12
mij = %ﬁ—-(kl + k2)
12
| mii = %ﬁ—-(kl - k2)
Dans le cas oli a = 1 on trouve :
y 3(U-tgl)  ql°
mij = - mji = "q1

i

02 (1-n0) egU



(1.3,3.4)

(1.3.3.5)

(1.3.3.6)

(1.3.3.7)

(1.3.3.8)
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En faisant tendre N vers zéro, wl (ou U) tend vers zéro, on aura :

i

2 [_ (/D2 . m/n? (a/l)%(1+2b/1))

mi j ql

4L(1+12)0) 12
2 2 2
e a? [oaml . /I, (/1) (26/1)
354 . G (1+120) 12
Si 1'on néglige 1l'effet de l'effort tranchant, on é&crira :
2 2
mij = - 12 (6 - 8a, 4, 2,
12 1 2
1
qa2 a 3a2
mit = 97 G 1)
1
En mettant a = 1 dans les équations précédentes on retrouve
les résultats bien connus.
12
mij = - mji = - %3—

L'efdfont nommal est une thaction :

Les &quations (l.1.34) et (1.3.3.1) permettent d'écrire :

I a a 2 1.2 . \
M# = Shwl {Jo[qa(l' iT?X‘q “5}shw(1—x)dx + J;E- q(l— T)Shw(l“x)dx}
= Slz” } chw(l-a) + -2 (1 - E_) hwl- —3= chol
shol | 3.2 ¢ ) 57) sh 35 chw
w1 ! 1
mr*e a[ (1- 2% 33] hoxdx + 1.2 (1- ) shuxd
shol o qa 57/ ¥4 7Jshwxdx ;z— q 7) shuxdx
2 -
=4l ~chwa 1 . 2 shul
shwl 3,2 32 273
oo Wl Zw'l

% 1 a
= gshw(l-x)dx = chw(l=a)=~chwl

—3.
wshwl

a

* f gshwxdx =
0

T =

————

—3 . (choa-
shwl wshwl (C“w3 D
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Des équations (1.1.17) et (1.1.18), on aboutira a :

'kl _ =chU(1-2a/1)-2U(a/1) (1-a/1)shU+chU
T U(1+n)) chU-shU

K2 = -shU(1-2a/1)-(2a/1)UchU+shU
U(1+n))~shU

(1.3.3.9) 9
oo 9l
mi] 85 (k1+k2)
. q1?
mji = 3% «(-k2+k1)
Dans le cas oii a = 1, on trouve :
. .. q1%  3(Thu-U)
(1.3,3.10)mij = - mji = 5

U2(1+nX)ThU

Pour N = 0, on retrouve les mémes résultats qui sont donnés

par les équations (i.3.3.4) et {(1.3.3.5).

(1.3.4)  Une _charge thiangulaire (1)

g ipdgintvd unpiigiegiiagiupriyiug v Buiyfoguiyngipgieg -t Say A

mi i o mji

, ‘ |
0 Figure 6 +x

D'aprés la figure 6 on peut écrire :

0<xlge eta ¢ x3 g 1
’ A e a 3=23 - %+ &
(1.3.4.1) {H1 “f("f“ﬁ)x U 5 (1= 3)

[}

e’ a ‘ a a
{Tl - 53 (t=-3-37D 13 = 53 (et 3)
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| =24 (1- = 2y x+ 65— - EEE - 53 + + 335 - EE.- Ei)
H2 = 2 1~ 31%¥9%32  2a 2 ex * 7a 6a 2
2
= -39 &2y - XX 1~
(1.3.4.0 {T2= "7 -7 3D A - xr et )

(d12/dx) = ~q(Z - < - 1)

\

L'effont nowmal est une comphession :

Des équations (1.1.19) et (1.3.4.1) il vient :

eta

fre 1
Mx S - L[ nl.sinw(l=-x)dx + J u2sinw(l-x)dx + J u3sinw(l—x)dx]

sinwl
e

= ] -89 .82y -
STl T2 (1= 7 = 3psinul
% 1 e eta
Ml 7= Tao (J ulsinwxdx + J u2sinwxdx +
w 0 e
1 . coswe sinwe
= {— —~2-51nw(e+a) + 3 + e

aw W aw

— gsinw(l=x)dx =

* 1 e*a 412
: dx

e+a

«ﬂz sinw(l-e~a) - 2 cosw(l~e)+

3
A

+ ﬂ—z sinw(l—e)}

aw

1
f U3SiandXJ =
e+a

(g§.+ 530 sinwl}

2 6 w21

=q [‘ ~l§-sinw(1—e—a) - ijcosw(l—e) + —15 sinw(l-e)]

aw aw
eta . .
x_ 1 dt2 ., sinwe coswe . sinw(e+a)
Tl = e ingxdx = g + - =
sinwl dx 2 w 2
aw - aw

, *
En remplagant les valeurs obtenues pour M*, M1©, T

* et Tl.k dans

les équations (1.1.17) et (1.1.18), tous calculs faits on peut poser :



(1.3.4.2)

(1.3,4.3)

(1.3.4.4)

(1.3.4.5) mji-

21

( 1 . aU a _ 2e a ,,_2 _2ay ... 1 _ 2
o - o7 sin T cos(I- T T—DU+ §T(] T 31)51nU+ T cosU(1 T )
- 2s5inU-2U( 1-n}) cosU
L cin @ gin@- 2 - 280- L gin(i- 2yue 2
) a2 sin 7 sin(1 T 1 YU 75 sin(1 T ) U+ 51 cosU
k2 = 20(1-nX)sinU '
12
mij = d-(k1+k2)
12
kmji = -‘li-—(kl—kz)

Fn faisant tendre N vers zéro wl (ou U) tend vers zéro et on

aboutit aux résultats suivants :

5 ~ 5 4
1 1 2e 2e . 2a a2 _2a. 1 .2
Kl =1 { 7os LT * 17D ] =1 -3pP* 37 -7 }

1 1 81
K2 = {- == (1- 22 - 3 ((1- 22, (- 22 - 28y ) 4 L (g 2,° 2
- 48 1 1 1 1 1 ] 24 1 81
; 12
mij =3~2— (kK1+k2)
12
mji =3—2- (k1+k2)
Dans ce cas pour e = A = 0, on aura :
a2 b a2
wj = - g5 (0 v 3

2
ga_ (3 2b, 2a
60 (312+1)

En mettant a = 1 (b = 0) dans les éqdations précédentes, on

retrouve les résultats suivants :
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L'ef4ont nommal est une traction :

A partir des &quations (1.1.3.4) et (1.3.4.1) on peut écrire :

. e eta 1
M* = e— [J ulshw(l-x)dx + J p2shw(l=-x)dx +.J u35hm(1-x)dx}
0] e e+a

-&_2a_ L .
2 (i 1 31)shw1) shwl

4

- [_ shw(l-e-a) _ chw(l-e) . shw(l-e) . _a
aw W aw4 2w

. 1 e eta 1
' M7= ——-—-_[j u1shwxdx + j u2shwxdx + j u3shwxdx) =
0 e e+a ‘

_ shw(e+a) + (gg_+ gi +
2

6 ) 2 3 4
aw w1l w aw

|
tal
——

shwe + chwe shwe]

e+a
% 1 dt2 _ -
T = STl Ie I shw(1l-x)dx
¢ .
= —d- ! —e- L —e)= — -
Shl | T2 shw(l-e-a)+ " chw(l-e) 5 shw(l-e)
aw aw
re+a ,
x 1 dt2 __q [{shw(eta) _ shwe _ chue
TV St | @ SPexd® = R [ 2 2 "
e aw aw

En remplagant les valeurs de M?, Mlx, Tx et Tlx dans les

équations (1.1.17) et (1.1.18) tous calculs faits, on aura :

-1 2e  a al 1
i 57 chU(1 1 -f)sh T + 55 chU(l_ -1-'—) 3T T 'ﬁ)ShU

. ki 2U(1+nX) chU=-2shU
. k7 shU(1- 22 - How 35 shu(1= 2= &2 chy
K2 =

1.3.4.7) 2U(1+n)) shU

2
mij = —‘%—— (k1+k2)
2
mii = 32—- (k1~k2)

Pour N=0 on retrouve le méme résultat qui est donné par

1'8quation (1.3.4.3).



(1.3.5)

(1.3.5.1)
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Une charge triangulaine (11)

———————— o o ey ol g e o o

A

mi j mji
N A—n/_—_-\ '%A -N
' R q .
fAl nlll”llll Bj +
e a : b
i 4.
) § 1
1
=
0 Figure 7 X
D'aprés la figure 7 on a :
0¢<xl §e ' eta € x3 ¢ 1
_(1- & _ 2a ag _ a9, 28 X
.- (1- &-23 29 -4 (8428 a4
== (=737 3 LIRS T TR

u2=(1- % - -:2;-‘%) -‘;—3 x = == (x-e)7q

L' edfort nowmal est une comphedsion :

D'aprés les équations (1.1.19) et (1.3.5.1) on écrira @

« 1 r(e e+a 1
M® = STl J ulsinw(i=x)dx + J u2sinw(1-x)dx +‘J u3sinm(1mx)de
‘0 e e+a
¢ . ;
_ . q cosw(l-e-a) + sinw(l-e-a) sinw(l-e) a_ ¢ e Za ]
T e - - 1- =+ = ==)sinwl
sinwl { w3 awA awa 2002 1 31
« i (re eta 1
M1 = STl j wlsinwxdx + J u2sinwxdx + J uBSinwxdx]
‘ L 0 e et+a

. R 2.
q _ cosw(et+a) . sinw(eta) _ sinwe _ ,_ae a .
T sinwl { 3 * 4 4 3+ 7) sinwl
w aw aw 21w 31w



(1.3.5.2)

(1.3.5.3)
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et+a
* 1 dr2 . _
T" = STool j = sinw(l-x)dx =
- 9 [cosw(l—e*a) + sinw(l-e-a) _ sinw(l—e)]
sinwl w a(”2 ‘ w2
e+ta
Tlﬁ: .] dr2 sinpxdx =
sinwl dx

sinwl ) 2 2

. q (_ cosw(eta) . sinw(eta) _ sinwe]
aw aw

%

En remplacant les valeurs obtenues pour Mx, Mlk, TW et Tlx dans

les équations (1.1.17) et (1.1.18) tous calculs faits on aboutit aux résultats

. ._aU
sulyants U sznf~
/ 1 2e 2a 1 Ze a . B a 2e  La, .
-~ - e A — + PaZ + & = 1381 4 2 (1= 22w o ein
.- T cosU(1 T 1) 4 cos 5 T 7 i (1 T 310 in¥
‘ 4sinU=-4T(1-n)) cosgl A
| 2e 2a 1 . au . 2e a a
2 - T 51nU(1 * T 1) + <5z sin T - 51nU(T~ + T 1) + 1 cosU
4U(1-n)) sinU
mij = L (kI+k2)
12
mji = 35_ (k1-k2)
\

Y

En faisant tendre N vers zéro, des &quations précédentes

on trouve :

_fo1 2e,2a_ 4 L 2e, 2 _ \5_a (2 _4a
k1= [ T TT Dty T Yt Ot
1 2@. 5
——— (- 2R 2
5 (- 29 }/<1+1wx>
(1 2e . za 3. i 2e  2a A . N
Mrm T T TV T T 0D e 3{}
12 2
mij = - (k1+k2) et mji = 25— (kI-k2)

Dans le cas ol e=0, en négligeant l'effet de 1l'effort tranchant



(1.3.5.4)

(1.3.5.5)

(1.3,5.6)

(1.3.5.7)
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dans 1'équation (1.3.5.3), on‘aura :

2 2

mij = - 32 (6 & - 15 %+ 10)
1

ce ggi 4a

mit =31 O " 1)

Si 1'on superpose les résultats des deux cas de chargement
triangulaire on retrouve les résultats obtenus pour un chargement uni-
formément réparti, par exemple dans le cas ol e=0 on peut &crire :

1 . al a a 2ay . 1 v
Crze sin T cosU(1 1) + 5T (1 31)smU + X cosVU
2s51inU~2U(1-nA)cosU

Cas (I) : k11 =

3—%7 cosU(1- 2) 53%53 - %ﬁ casUC%i - 1)+ %I-(l— %%)sinu
Cas (II) : kI1II = =& -~ . :
2sinU-2U(1-nX)cosU

912 (k]I+kIIi) _ ql2 ;cosU(i—Za/1)+cosU+(2aU/1)(l—a/l)sinU - q12 K1

2 T 8U sinU-U(1-n})cosU 8U

De la méme fagon on trouve :

9 ooty - 4 |, 8in0(-2a/1)-sint+ (2a0/1)cosy q1®

2 ‘ 8y U(1=-n))sinU 8U

Les résultats obtenus pour kl et k2 sont identiques & ceux

obtenus par 1'équation (1.3.3.2).
L' egfont nomal est une trhaction :
Les gquations (1.1.3.4) et (1.3,5.1) nous permettent de poser :

eta

. e , , 1
ME = —— || wishu(l-x)dx + | p2sho(l-x)dx + | p3shw(l-x)dx
shul
0] e e+a
. ' 2 \
®x g chw(i~e~a) shw(l=-e-a) _ shw(l-e) 2 _ _ae a
M = =7 - 3 7 + — ’ A + ( 3 5 . 3ﬁ}ShM1ﬂ
\ o aw aw 2w Zw 1 3w i )
« | rre et+a 1
Ml T ——, ulshoxdx + u2shwxdx + | u3shwxdx| =
shwl L
(0] e a+a
- 2
o Ea "'lj
¥ = sgwl {, uhw(gra) + smuiz+a) _ shze + ¢ a; .2 z)shwl}
W awn . aw 2w 1 31w



26

< 1 Je+adr

ST shu(l-x)dx = ==k {;hw(l-e—a) , Shw(l-e-a) _ shw(;-e)}

shul 5 d* shwl w awz aw
. 1 Je+a
T1" e dr U | chy(e+a) _ shw(eta) _ shwe
shul 2 dx shuxdx shwl { W aw2 éwz

En remplagant les valeurs de Mﬂ, Mlx, T et Tlx dans les

équations (1.1.17) et (1,1.18), on aboutit 3 :

2e 2a 1 al a 2e 4a

1 2e a
W = U chU(1 1 I ) + Y74 chu(1 T -1-) .j}_l T I (1 T 31)ShU
‘ 4U(14n)) chU-4shU "
- L ghy- 28 - 28 4 L (- 22 - BHon P - 2w
(1.3.5.8)] k2 = ~—i 1 1 a 1 1 1
4U(1+nA) shU

T 42
mij = 3%—-(k1+k2)
2
2

mji = B (k1-k2)

\



(1.4)
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"CALCUL‘DU’MOMENT‘D'ENCASTREMENT'PARFAIT'ET'DE'LA'ROTATION'D'UN'ELEMENT

DROTIT ‘A SECTION CONSTANTE, ENCASTREE A UNE EXTREMITE ET REPOSANT SUR
APPUT SIMPLE A L'AUTRE, SOUS L'ACTION DES CHARGES TRANSVERSALES, EN
" 'CONSTDERANT 'LES EFFETS DE L'EFFORT NORMAL ET DE L'EFFORT TRANCHANT

(1.4.1)

(1.4.1.1) mij = P1 .

Dans ce paragraphe, nous adaptons les mémes cas de charge
qui sont précisé€s dans le paragraphe précédent. En vertu des équations
(1.1.20), (1.1.21), (1.1.35) et (1.1.36) et d'aprés les résultats obtenus

*

pour M*, Mlx, T et T1.k concernant éhaque cas de.charge dans le paragraphe

(1.3), nous trouvons les résultats suivants :

- o

A
, ndi
N nﬁ4}1__=?————-——»~ ~\::§?=?L'"“%wa--“ﬂ
iAl %P‘ _ Bi}
a % b

1
- b=

9 Figure 8 X

L'eggont nommal est une comphession :

Les calculs donnent :

(1-a/1)sinwl ~ (l-hl)sinw(l?a)
sinwl=wl(1-ni)coswl

Pl2 (mij/Pl)[sinwlfmlé}wnk)} - [(1—nk)sinma - glsinwll
(1.4.1.2) 8j = =% e
{(1=n2) " 1%sinwl
L'efdfont nommal est une trhaction :
Tous calculs faits on aura :
- - % VY ke il T
(1.4.1.3) mij = (1=a/1) shwi+{1+n)) shw{l~a} 1

wl{1+n)) chwl=-shwl
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b1 (mij/P1) wl (1+n))-shwl) + (1+n))shwa - %-shml
ET ° (1+n)) . (wW1)2-shwl

(1.4.1.4) 8] =

En faisant tendre N vers zéro dans les équations (1.4.1.1),

(1.4.1.2) ainsi que dans les équations (1.4.1.3) et (1.4.1.4) on aboutit aux

résultats suivagfs : a e 2
3(1- T)l-(Z- iﬂ(l' TJ- 57
1+3X

2 ‘s 2
1 mi a a a
; -{—sﬁ(ﬂ b - @ ;‘z’“i‘kJ

(1.4.1.5) mij = P1 .

-]

|

*(1.4.1.6) 8] =

=

(1.4.2)  Un moment concentrd

Yz_
» 3 ‘blf )
mil i )
5 3 )
N i Al - =
1 A lr b
| :
|-
L
) - .
Figure 9

L'effont noamal esi wne compression :

. A partir des calculs on peut écrire :

wl.(l—nk)cosw(l—é)-sinwl
sinwl=wl(1-n})coswl

*(1.4.2.1) mij = M .,

(ﬂ%i) [sinwl—m)(]-nk)] - [(l—nk)wlacosma“sinwll

(1.4.2.2) 6 = w= . -
(w13, {i=n))sinwl

L'ehfont nommal oxt une fraction o
Tous calculs faits, on aura @

shol=wl (1+n3)Ycho (1=a)
ot (4 ched ~shwl

(1.4.2.3) mij = M .

. M1 @%%i}imliiwnl)—shmé] - [shwl—wl(l+nk)chwa§
(1.4,2,4) 83 = — ,

Rl (w1) % (1+n)\) shwl
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Pour N=0, des équations précédentes on aura :

3

.M (3
(].4.2.5) mi] —m ( 7

(1- %)2 + -;— - 3A]

. 2
i = 21 (er- a . -1
(1.4.2.6) 8j = T4 (6A=1) + (212 *A-D

(2.4.3)  Une_charge uniformément répantie sur une fongueur (a)

Ay
mij
~
81
N o =N
i
ai VT e B; 4
t
i 3 N b <
— * 1
. 1 i
L T
3=
0 . . , b4
‘Figure 10

L'effornt nonmal est une compression :
Tous calculs faits on aura :

1 1 a a .
) - cosw(l=-a)+ = coswl +-T (1 ETOSlnwl

(1.4.3.1) mij = ql" . sinwl=-wl(I1-n})coswl

. . : ' 2
mi SN » _[_ coswa _ a . 1
EE%’[Slnw“ ml(l\nk)] [4,——ET_ 572 sinwl+ wl]

(ml)z.(l-nk)sinwl

(1.4.3.2) 85 = H .

a) L'effont nommal est ure thaction :
Les caleculs donnent :

1 chwl a a
* = chw(1l=-a) - T'(l Ei?shwl

(1.4.3.3) mij = ql shwl-wl(1+nA) chol

.. . 2
mi Ay _ [_ chwa a 1
. . q13 Ei%-(wl(i*nﬂ) shwlj [ —;T—-+ iTz-shwl + ;E]
(1.4.3.4) 83 = T

w212(1+nk)shwl‘



(1.4.3,5)

(1.4.3.6)

(1.4.3.7)

(1.4.3.8)

{1.4.4)

b)

(1.4.4.1) mij = ql

(1.4.4.2) Qj =

30

Dans les deux cas de 1'effort normal, en faisant temdre N vers

zéro, on aura :

a - a2
; 127

mij =-al” . <FEEe

q13 mi j a2 a2
8 =37 - [6q12-(61‘1)‘ ;z;g'(Z'jzfa}

Si 1'on néglige 1'effet de 1l'effort tranchant, on obtient :
12 a2 a, 2
mij = 45— . @2~ P

3

| = 3 ay3¢3 & -
Bj Z%ET . (TJ 3 T

une_charge irniamgulaine 'I)

Iy )
4#_—__ﬁ’ﬂ_,ﬂ—----*-;===a‘
""‘IM LW B

-
I
4

— b ——
T A
i 4
\ 1
0 Figure 11 X
L'effort nommal est une compression :
Tous calculs faits on aura :
sinw(i~e=a) . cosw{l-e) _ sinw(l-e) sy &
2 alie ¥ w1l aiwl 21 N J«)glnw“

sinwl=wl(1-n))coswl

inw
4 Sinwe _ a ng

+ %Tosinwl)

alw? 1
mij e - R sinw(e+a)k coswe
q13 (EEQQ {Slnwl wl(1 nk)] ( P + = -

1 ° :
E (w1)2. (1-n)) sinwl



(1.4,4.3)

(1.4.4.4)

(1.4,4.5)

(1.4.4.6)

(V.4.4.7)
(1.4.4.8)

(1.4.5)

L'eddont nommal est une traction :

Les calculs nous permettent d'écrire que :

- shw(l-e-a) _ chw(l-e) shw(l-e) = a .. _ a
(e 12 alw? ol ¢ atwr . tar (-1 7 gp)shel
myo=ak . Shwl-wl(1+ni) chol
mi - _ {_ shw(e+a) . shwe chwe a e a_ 'i
of = q 3 EE% (w1(1+nl) shwl] { PSR + i * — + G?T + 61)sh%%

EI (w1)2(1+n}) shwl

Dans les deux cas pour um effort normal et avec N=0, on aboutit i :

nij = ..SLL; S TN N S ST O S TS PV N S ST . S
ITTN Boa VT T T T® T’ ~ %0a T T T 731

. ) 4
;= 4 mij 1) b (24 B0 (54 8 B (84 A | LA
3 = %1 ( 5 (AD * 55 G P G D > - G0 T

6ql 1201

Dans le cas ol e=0, si 1'on néglige 1l'effet de 1‘effort tran-—

chant, on aura :

912 32 a3 a4
mij = (=20 <= 4 15 we» = 3 )
120 12 13 1
3 4 3
- gl Jd a1 a
81 = 77 &% - R bz)
‘Une_change trniangutaire (I1)
S,y
mi j
—— . o
N B e 81 =N
; ° g &
3 Al Wimq Bj }
e N a b i
1 < Y
| = +
o * : s
' Figure 12 x
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a)

(1.4.5.1)

(1.4.5.2)

b)

(1.4.5.3)

(1.4.5.4)

(1.4,5.,5)

(1.4.5.6)

(1.4.5.7)

(1.4.5.8) ¢

-
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L'effont nonmal est une compression :

Les calculs permettent de formuler :

_ cosw(l-e-a) _ sinw(l-e-a) _ sinw(l-e) + 2 (1-
wl alws alw? 21
sinwl-wl(1-nd)coswl

mij = q1% .

. 2 :
- Slnwe = .3e  a )siﬂm%}
alw? 217 7 3147700

mii [ . _ _ _ cosw(e+a) _ sinw(eta) _
Y ET% b sinol-wl(] nl}}-( = + Ss
6] = T

(wl)é(i—nk)sinwl
L'edfort nomal est une traetion :
Les calculs donnent :

_ chw(l~e=a}  shw{i~e-a) . shu{l-e)

wij = .2 251 aliot alu® 21 11
qe . wl(1+nA\) chwl-shwl
shue
QTQT o

s

mi i {7 (1end) - _ ’" chu(etay = shw(e+a) _
. - L Rl Gl shwl} 1 i
EL (w1)2. (14n}) shol
Pour ¥=0, on aboutit 3 :
2 - n 5
R R U [ SRR IO N SN SRS SR IV N TR TS PN . S TSI
MmUY T T D e U i U0
gl3 mi j ] e  a.b 1 e . a5 a e 2a eﬁ }
8j = . ( (62=1) + == (== + =) = cwmmm (o b ) T i (b DG e o
EI 6q12 24 ‘1 1 120a ‘1 1 121 'T 31 120&1‘J

A . S o e i
elifort Cyanchanit

Dans ie cas cii e=0efsi 1'on néglige 1l'effec d

i

on aura :

" - 4

mij = ?%5 (- 40 25 + 45 25 - 12 &)
1° 1 1
. 3 L ) 3
ay = Lo os4 Boo.s 3y
BOET e 13
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En superposant les résultats obtenus par les équations (1.4.4.1),
(1.4.5.1), (1.4.4.2) et (1.4.5.2), on retrouve les résultats obtenus pour

une charge parfaitement répartie sur une longueur (a) c'est 3 dire les &qua-

tions (1.4.3.1) et (1.4.3.2).

Remargue :

A 1'aide des coefficients A, B§t t='%,.nous pouvons calculer le
moment d'encastrement,d'un &lément parfaitement encastré i une extrémité
et articulé 3 1'autrz, 3 partir des momeﬁts d'encastrement du méme Eélé-
ment. Ce dernier est alors parfaitement encastré aux deux extrémités et reste
sollicité par les mémes éhéfges transversales et axiales.

Supposons les deux &léments AiBj et A'iB'j (Figure 13), on peut
8crire :

€1.4.5.9) m'ij = mij - t . mji

N .

mij
S
4
N L Ty ,, : vt o\
P " }
mi j mii
o > A

i

Figure 13

Supposons que AiBj soit chargé par une charge de compression axiale
et par un momeni concentré en sg travée. D'aprés les &guatioms (i.3.2.2)
et (1.3.2.3) on obtient :

[U(!_nk)cosU{%ﬂZa/l)—sinU _ sinU(l-Za/l)]
sinl=1U(1=ni) cosU sinU ’

"(1.3.2.2) mij = %
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.. _M U(1-n))cosU(1-2a/1)-sinU _ sinU(l-Zg/l)
(1.3.2.3) mji = 7 ( sinU-U(1-nn)cost siny

Dans le cas oii 1'effort normal est une compression, d'aprés

les équations (1.1.15) et (1.1.16) on a :

: . B _ _sinwl-wl(1-n})
(1.4.5.10)¢t A wl(l-n))coswl=sinwl

On peut écrire :

sinwl~wl(1-nl)
(1-nA)coswl=-sinwl

'Ol= 0.— s
m'ij =mij -~ . mji

Tous calculs. faits on obtiendra :

wl(l?nl)coswl(l- %b-sinwl]

1i: o
(].4.5.”)111 1] M [ sinwl_ml(]-n)\)coswl

Ce résultat est identique 3 celui qui est déja donné par 1'équation

(1.4.2.1).



(2.1) " INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous &tudierons la stabilité& des structures
planes hyperstatiques, chargées dans léur plan. Chaque structure plane est
forméé d'éléments droits dént les caractéristiques géométriques sont connues.
Dans une structure plane, tous les &léments sont situés dans le plan de la

structure et ils sont chargés dans ce plan.

Pour étudier la stabilité d'une telle structure, nous utiliserons
la méthode des déplacements et nous y introduirons certaines modifications
‘afin de prendre en compte les déformations diies aux efforts tranchants, aux

efforts normaux et aux moments fléchissants.

(2.2) "METHODE'DES'DEPiACEMENTS

(2.2.1)  Concepts géniraux

o e A -

Les déplacements des noeuds de la structure &tudiée sont les
inconnues de la méthode des déplacements. Une strﬁéture-dont les dépla-
céments dés noéuds sont déterminés,ést dité ciném;tiéuemént déterminéé@
par contre, si un certain noeuds peuvent subir des déplacements arbitraires
elle est appelée cinématiqugment indéterminée. Le nombre de déplacements
arbitraires est appelé "le degré d'indétermination della structure (m)".
Une liaison qui impose en un noeud un déplacement nul dans une direction

“un blocage simple". En imposant un nombre de blocage simple

s'intitulera
égal au degré d'indétermination (m) on obtient une structure cindmatique-
ment déterminée qui est appelée "structure cinématique de référence". Elle

servira de base pour l'édtude par la méthode des déplacements.
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Dans cette méthode, on sﬁppose que seuls les noeuds de la struc-
ture sont‘chargés. On substitue aux charges extérieures agissant sur les
éléments, des charges nodales, statiquement‘équivalentés et produisant
aux noeuds les mémes déplacemenfs. En d'autres termes, il s'agit de rem

placer les charges extérieures agissant en travée d'un &€lément par des

¢harges nodales, felle que l'énergie complémentaire de la déformation de
la structure reste inchangée. Pour assurerAla condition précédente, il faﬁt
que l'énergie relative a 1'élément chargé ne soit pas modifiée; 3 cet effet,
il suffit que les forces nodales &quivalentes engendrent dans cet &l&ment

les mémes déplacements nodaux que sous les charges en travée.

Un chargement quelconque d'une strcture peut &tre considéré comme

la somme des deux cas de charges suivants @

cas (I) : les noeuds de la structure sont fixés; elle est sollicitée par

les charges extérieures agissant en travée (figure 14, cas I).

cas (II): la structure est soumise aux forces nodales comprenant :
~ les forces nodales directement appliquées;

- les charges nodales égales et opposées aux actions des noeuds
sur 1'élément du cas (I), (figure 14 cas II).

Exemples : v | y
o1 . - ‘
" I,)_z_erHHlHHlHHHHll
h/2
+ —
h/2
L 4 L

1

4

Figure 14
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ql/2

-Q/2 . .
_thsﬂ\ qi®/12 P2

b &Pl—qllz - q1%/12 \&-ql/Z

+ /){ggi_ ﬂli

Q/2 12

Q- e
Qh/2 /2 | \- /8 -
e .4 _-....-.\ ..
Cas (1) ' Cas (I1)
Figuré 14

Si 1'on désigne par (n) le nombre de noeuds, en &tudiant 1'état (II)

on aura 3 inconnues par noeud i savoir (3n) inconnues pour l'ensemble de la

structure. En &crivant deux conditions d'équilibre de translation et une con-

dition d'équilibre de rotation, soit trois conditions par noeud, la méthode

des déplacements aboutit 3 la résolution d'un systéme de (3n) équations &

(3n) inconnues.

Soit AiBj un €lément d'une structure quelconque. Supposons que

les repéres (0'x'-0'y') et (0X-0Y) sont respectivement reliés 3 1'2:imer

AiBj et A la structure (Fig. 13),-nous définirons les notations suivantes :

{aij} et {aji}
{AIJ} et {AJI}
{Fij} et {Fji}

. {Fm} et { FJI}

{Cij} ot {Cji}

ey

.
.

les vecteurs groupant respectivement les déplacements
du noeud Ai et du noeud Bj dans le repére local {(0'x'-0'vy")

les vecteurs groupant»respectivement les déplacements
des noeuds Ai et Bj dans le systéme d'axe général (0X, 0Y).

les vecteurs groupant les efforts nodaux agissant par
le reste de la structure sur 1'&l&ment AiBj, respacti-
vement en Ai et Bj, dans le repére local (0'x', 0'y').

les vecteurs groupant les efforts nodaux aglssant P

le reste de la structure sur 1'é1ément Ai3j respec%lvement
en Al et Bj dans le systéme d'axe génfral 60 s OV

les vecteurs groupant respectivement les actions des noeuds
Al et Bj sur 1'élément AiBj, dlles aux scules charges exté-
rieures agissant sur 1'él&ment AiBj et relatifs au repé-

re local (0'x'-0'y'").



38

A

{CIJ} et {CJI}‘: les vecteurs groupant respectivement les actions des noeuds
Ai et Bj sur 1'élément AiBj, diies aux seules charges exté- _
rieures agissant sur 1'élément AiBj et exprimés dans le repe-
re général (0X, 0Y). '

{A} : le vecteur groﬁpant les déplacements nodaux, donné par rapport
au repére général (0X, 0Y).

Figure 15

le vecteur groupant les efforts nodaux exprimé dars te
vepére général (0X, 0Y).

{r}

{C}' | : le vecteur groupént les charges nodales agissant sur la
structure relatif au repére général (0X, 0Y).
{z}

le vecteur groupant les forces nodales pouvant agir sur
la structure y compris les actions d'appuis, exprimé dans
le repére général (0X, 0Y).

(2.2.2) Matrice de transfert

Elle relie les efforts du noeud Ai sur 1'&lément AiBj aux efforts
du noeud Bj sur 1'élément AiBj, lorsque 1'élément AiBj est supposé non

chargée,

Aprés le chargement du systéme 1'élément AiBj prend la position

d'équilibre A'iB'j (fig.16 ). Les équations d'équilibre permettent d'écrire :
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Fxij + Fxji =0
Fyij + Fgji = 0
Mzji = - Mzij = Fxij (L y+Ay) + Fyij ' (Lx + Ax)

avec : Ax = Axj - Axi

Ay = Ay§ - Ayi

s =
Axi 1x+Ax 1
% A

Figure 16

Les &quations précédentes peuvent s'écrire sous la forme matri-
cielle suivante :
Fxji -10 0 oo o [Fxij
(2.2.2.1){ Fyji 4= ( 0 -10 |+]0o o0 o )* Fyij
Mzji -Ly Lx -1 -Ay Ax O Mzij
(2.2.2.2)ou encore {Fji} = ([m1] + 2] )u{Fij} - ]*{Fij}-
L'ensemble des deux matrices [Tl} et [TZJ représente .a matrice de
transfert d'élément AiBj (i) en tenant compte de 1l'effet des déplacements
relatifs (4x,Ay).

¥a négligesant les déplacements relatifs (Ax,Ay) la matrice de

transfert [T] se réduit 3 la matrice [Tﬂ
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Dans la suite de nos &tudes ‘seul le déplacement relatif Ay,sera
' |

considéré; &ahs ce cas la matrice | T2 est égale 3 ¢

0 00
[T2]= 000
-Ay 0O
 (2.2.3)  Matrice de notation
Elle permet de passer du vecteur {\7} représentant des forces ou

des déplacements définis dans le systéme (0x-Oy) au vecteur {V'} représen—

tant les mBmes forces ou déplacements dans le systéme (Ox'-Oy')(Fig. 17).
On peut écrire :

V'x = cosa . Vx + sina . Vy
Viy == sina . Vx + cosa . Vy
Viz = Vz
avec ! {V}= {Vx Vy Vz}t dans le repére (0Ox-0y;

{v°}= {V'x V'y V'z}t dans le repére (0x'-0y" )

Sous forme matricielle on aura ¢

[R]‘g{v} | | .y

]

(2.2.3.1) IV'}

LY

avec

cosa sing O
-sino cosa O
4] 0 |

- (2.2.3.2) [n]=

. (")
On peut remarquer que :
@230 1) s )T (1)) <
0 ifrx

Figure 17
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Soit AiBj un élément paralléle i l'axe 0x (Fig. 18); supposons que les
extrémités Ai et Bj subissent respectivement les déplacements {Aij} et {éji}.
Nous étudierons au fur et i mesure la relation entre ces déplacements et les
efforts nedaux qui sont produits par ces derniers pour différentes condi-

tions de liaison de 1'élément aux noeuds Al et Bj. (Figure 18)

\

NB: L'élément n'est pas chargé en sa travée.

L7
Mzji
FyvJj1
Mz Fxji
Axd 1 .
F—“A“¢‘==éiéf Ay ]
Avi Fxif .
¥y X1] AJPXJ
I LI
Al Bj
4 = x

Figure 18

{(I) L'élément AiBj est encastré en Ai et B].

En vertu des &quations intrins&ques données par les Equations

(1.1.13), (1.1.14), (1.1.28) et (1.1.29), on peut Eécrire

Mzij = Asi + B - %X (A+B) = ABi + BBy ~ LéZi%éXil (A+B)
Mzit o= BRi o+ AR - iéZi%éZil (A+BS
Fxi] = = .”xji = {—S (Axi-4xj) = -Ii:— LAx
Puij o= —Fvii = %~(Mij+Mji+Fx.Ay)
= ii%ﬁl g1+ £é%§l'6j + Eﬁé%ﬁl S AR Ej%iﬁl Ayl + Fx . %5



(2.2.4.1)

avec :

Fxij

J Fyij

Fxji

9 Fyji

Mzji

généralement trés petite ce qui rend le vecteur {g}.négligeable;

Mzij

Ay

Ax

]

Fx
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Ayji- Ayij= déplacement relatif vertical

Axij= Axji=

Fxij

-Fxij

"

"

]

horizontal

Les expressions matricielles sont les suivantes :

La seule composante non nulle du vecteur {g} = {0 Fx.%z

%ﬁ 0 Axij
+ ..
o A 4] eij
L J ,
1 ]
ES
T 0 0
2(A+B A+B
b= | 0 - 2ED A 2
1
A+B
0 T B

\ +

Axij

Ayij
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cas oli la composante Fx des vecteurs

PN

J

ES
1
0
0
ES
1
+ {0
0

3 3 W
0 0 Axji 0
.. A
Z(A*B) AYB *< Ayjr y+ ¢ Fx wz-K
2 1 1
1
A+B ..
I B B31 0 j
0 0 Axji 0 1
2(A+B) _ A+B *ﬁijiL% Fx._A_y_}
12 1 1
- (A+B) 8ji 0
1
¢
O} est
dans le

charges nodales est trés grande le

vecteur g prend une valeur considérable. Nous tiendrons compte du vecteur {g}

dans

sur la charge ultime de la structure.

sans que 1'élément AiBj soit chargé.
g

pas ch

Dans ce cas

argé.

séques on gcrira :

Mzij

B e s g e R Ay e e T e G S ey e L o - 2

108 calculs et nous montrerons ulté@rieurement 1'effet de ce vecteur

il n'est pas possible d'obtenir une rotation en Bj

. _ Ay _B. . _ Ay
v - 2 (v - 2 [Bel : (A+Bﬂ

A

_ (a%-8h)

Al

(Ayji-Ayij)

Or par hypothése cet E€lémgnt n'est

A 1'aide de la méthode de relaxation et des équations intrin-
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Mzjii = 0
Fxij = - Fxji = ?S (Axij - Axji) = ES . Ax = Fx
Fyij = - Fyji = 1 (Mji + Fx . Ay)
2 .2 2 .2
A™-B . A™-B .. .. A
= i—XT——l i --£—~—§—l (Ayji - Ayij) + Fx . TX
Al
Sous forme matricielle ces relations deviendrons :
d r 3 r - ( - r 9
Fxi j 20 0 aii| |- 1135- 0o o0 Axii 0
2.2 42 .2 2_,2
{pyijp = [0 AE AZE fu fayijie | o 2 of w dayiiy + Fx . E
2 Al 2 1
2! 2 lzu 2
. A2-82  A%-B . B2-A .
M a—
~Jz1JJ AT T | 613 J 0 T 0 8j1 | 0 J
(2.2.4.2)
, 4 N r 3 . ' . 1 - 1
iji1 - Elﬁ 0 0 Axi; %5 0 0 Axii 0
) 2,2 .22 2 _2
ryjip=| o Z ’2* 2o *WAyijL+ o A 20 |» byjiy - {Fx . 2L
Al Al
Mzji 0 0 0 8ij 0 o © 83i 0
\ L P \ o \ - { - . p
(IID) L'&1ément AiBj est articul® en Al et encastré en Bj :
Dans ce cas comme dans le précédent on peut écrire :
Mzij = O
Mzii = ABj - %Z (A+B) - %-[Bej - 2 (A+B)]
2 2 2 2
A™-B . A™-B .. ..
= =5 0] - —g— - (4yii - byij)
Fxij = - Fxji = %—S- (Axij - Axji) = —Eiﬁ Ax = Fx
2 2 2 .2
Pylim—Fyii = 7 (4ij + Fx . ay) = 222 0 - A0 (ayji - ayij) + Fx . P2

Al



(2.2.4.3)
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Sous forme matricielle on aura :

([ ) [ 1 07 3
Fxij %Si 0o 0 Axij - %—5 0 0 Axji 0
2_.2 2.2 ,2_22 |
a0 = BT B -B 5
Fyijp=1]0 C g 0 | Ayijp + 0 2 Zé-é—l—*ﬁAYJlL"‘ﬁFx-%LL
Al Al
Mzij ‘O 0O O 81j 0o O 0 {eji 0
2 \ ’ 3
) ] 117 3
Fxji - -Ii:—s- 0 0 Axij (El‘i 0 0 Axii 0 [
2 2 .2 .2 2. 2 .2 2
o A™-B A - n.c A"™=-B" B -A o
Fyjiy = 0 5 A}i *ﬁ Ayij »+ ] O —5 AT ¢ Ayji b = (Fx -i‘-i—
Al Al |
2 .2 ,2 .2 ‘
5 B™-A" A™-B C
- 0 g 5 0
Mzj1i f 0 0 013 ] 1 0 N real Jji
(1V) L'élément AiBj EStE,— rticulé.
Dang ce cas on aura :
Mzij = Mzji = O
Fxij = - Fxji = == (Axi - Axj) = %-S- Ax = Px
Fyij = = Fyji = Fx . Ay
Les expréssions précédentes dans leur forme matricielle s'@criver
) [+ 1 1 | ) 3
Fxij -‘“{-SA 00 Axijls |- %—S- 0 0] Axji 0
Pk b L .. Ay
yij=]0 00O *ﬁAyl_]-!v-t 0 OO*ﬁAy31‘+ﬁFx.—l—>
Mz1 0 00 il 0 00 8j1 0
: J 1 L J i
T ] v Y 1 7 1
Feiil 1. ES 5 g Mgl |22 Axji o .
1 E k ’
Fyji §= 0 0 0] 4 Byijl 4 0 2 QAYILS = Fx . T
Mzji 0 00 Bij 0 00 Laji L 0 !
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Les résultats obtenus par les équations (2.2.4.1, 2, 3 et 4)

peuvent se présenter sous 1a forme matricielle suivante :

[nii] = {15} + [nis] = {031} +{ &}
e « s} ] et o

Frij|  |mii wmij Aij {F'ij} - {Fij} - {g}
(2.2.4.7) = * avec

F'ji Hji Hjj Aji {F'ji} - {Fji} + {g}

(2.2.4.5) {Fij}

(2.2.4.6) iFji}

Les matrices [Hii] . [Hij] y [Hji] et [Hjj] , comme nous l'avons
démontré, dépendent des conditions des liaisons des deux extrémités de
1'élément AiBj et elles expriment les caractéristiques géométriques de
1'élément &tudié. Les matrices [Hiq‘ et lhjﬂ sont syméﬁriques.rPar contre

aucune symétrie ne caractérise les matrices [Hij] et [qu.

D'aprés les résultats obtenus pour les différents cas de liaison
de 1'élément AiBj aux noeuds Ai et Bj, on constate que les matrices [Hji]

et [Hij] sont transposées l'une 3a 1l'autre :

[#3] = [mi]®

Le théoréme de réciprocité de Maxwell permet E€galement de démon—

trer cette propriété,

En remplagant {Fij}'par sa valeur dans 1'&quation (2.2.2.2)

(2.2.4. 8) {Fj’i}= C[r1] +(72]y0e [Hji].{Aij}+ ([T1]+[r2) ) [Hij]*{Aji}+ ({z1)+(2)) = {8}

Dans tous les cas &tudiés on peut écrire :

¢ [r2] » [mii] {Aij}') . [TZ] w [Hii)] {Aji}.) + [Tl] ¥ [m] ) = {g}=

0 0 0
= 0 Ao+ 0 P A
ES ! ’
(- T - Ay) . Axij ES LAy iji + Fx . Ay
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donc, 1'équation (2.2.4.8) peut @tre exprimée sous la forme réduite suivante :

(2.2.6.9 {eis} = [11] = [mi1) o {pigper1] = [ mis] {Aji} - &}
En comparant 1'8quation (2,2.4.8) avec 1'équation (2.2.4,6) on

aboutit aux résultats suivants :
(2.2.4. 10) [1}i] = (T]],.[Hii]

(i) = [5i)© = [r1]%] mit] >

(2.2.4.11)[}113'] = [HiiJ*[T]]t

L}
=
—
*
—
jas}
e
[
[
*
—
=3
[W—
+

(2.2.4.12) [Hjj]

Comme [Hii] est une matrice symétrique de méme Hjj est une

matrice symétrique.

En remplagant les matrices [Hji Hij| et |Hjj| dans les équa~
¢ )

tions (2.2.4.5) et (2.2.4.6) on trouve les équations suivantes :

(2.2.4.13){Fij} - [Hii]*{é\ij} + [vii]# [Tl‘]i{Aji} + {g}
(2.2.4.10{Fji} = [11]% [mi] % {ais} + [11] [mid] = [TI]E)(-{Aji} -{s}

(2.2.5)  Relation entre Les vecteurs charges et Les vecteuns des déplacements

T A e e g o o o - o - B o e ey - —— o T " o i o o ————

d'un_z82ment_obligue

- - o - o - -

Soit dans le systéme d'axes (0x—6'$ ‘1'élément AiBj faisant
un angle (o) avec 1'axe (OX).’Les'extrémités Ai et Bj de cet élément su-
bissent respectivement 18; déplacements{AlJ} et {AJI}. Dans le systéme
d'axes (0X'-0y') tel que l'axe (0X') soit paralldle i 1'élément AiBj on
désigne par {Aij} et {Aji} les mémes déplacements imposés aux extrémités

Al et Bj. En vertu de l'dquation (2.2.3.1) on aura : (Figure 15)

{Aij} [R]*{AIJ}, {Aji} [R]%{AJI}
{Fij} [R]*{FIJ} \ {Fji} [R]*{FJI} '

D'aprés les &quations (2.2.4.5) et (2.2.4.6) on peut écrire :

[ {miiho [n s ()% [mia] e [ ] s forr + [m] o { ]

[t}
]

]
[}

{FTJ}



(2.2.5.8) [KIJ]
(2.2.5.9) [xJ]
*(2.2.5.10) [kJ1]

- (2.2.5.11) [xay]

»
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{rot} = [=]% {ns spa[R]w{ons} + [=]o [mis] » [] s {o o} - [R]%{ e}
(2.2.5.1) {FIJ} = [k11] % {AIJ} + [k13] % {pst} +{c}
(2.2.5.2) {FJI} =[xs1] % {s13} + [kag] {1} - { ¢}

(2.2.5.3) {G}=[R “x{e}

(2.2.5.4)  [xa1] Hii] % [ R

(2.2.5.7) [KJI] =[R]t-)¢~ [Hji] *[R]

1]
— e
<

=

(2.2.5.5) [KIJ]

Al

Joxe [id] = [
x|
[R]E% [m33] % [®

Les équations (2.2.5.4) et (2.2.5.6) montrent que les matrices

)
]
(2.2.5.6)  [xa] ]

[KII] et [KJﬂ sont symétriques.

Dans ce cas comme dans le cas d'un élément horizontal & 1'aide
du théoréme de réciprocité de Maxwell et en vertu de 1'équation (2.2.2.2),

on peut facilement obtenir les équations suivantes :
[k1]*
| [KII]*[T]]t

[r1] = [KII]

[Tl]-x- [KII]*[T]t

En résumé on calcule [KII] par 1l'équation (2.2.5.4) & partir

de la matrice [Hii] qui est calculée dans le paragraphe précédent pour
différentes conditions de liaison d'élément AiBj.aux noeuds Ai et Bj. Les

trois autres matrices [KIJ] s [KJI}et [?JJ] se calculent alors i partir de
[KII] .

(2.2.6)  Transfomumation

e S b e v e e T e e e S e S S T Y e e SR A TS ST ES

Comme nous avons déja expliqué. dans la méthode des déplacements
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on remplace les charges en travée par les charges nodales agissant aux
noeuds reliés par 1'élément chargé. Afin de réaliser cette transformation,
pour les raisons expliquées au paragraphe (2.2.1), on suppose que 1'&lé-

ment chargé dans sa travée est bi-encastré.

Les moments d'encastrements parfaits calculés dans le paragraphe
(1.3) pour les différents cas de charge, sont les actions des noeuds sur
1'élément chargé., Afin de calculer les vecteurs charges nodales, nous uti-

liserons progressivement ces résultats dans nos prochains calculs.

Nous &tudierons d'abord les quatre groupes de charge suivants
dans le repére local associé 3 1'élément Etudiéetpour les différentes con-
ditions d'appuis. Ensuite 3 1'aide de la matrice de rotation nous relierons

les résultats obtenus en repére local 3 ceux du repére général.
Les quatre groupes de charges sont les suivants :

I) charges concentrées avec les composantes suivantes :
1) un moment concentré
2) une charge concentrée axiale

3) une charge concentrée transversale

1I) charges uniformément réparties sur une longueur (a) avec les composantes
suivantes :

1) une charge uniformément répartie axiale

2) une charge uniformément répartie transversale
ITI) une charge triangulaire transversale (I)

IV) une charge triangulaire transversale (II)

Soit : {Fk} le vecteur de charge extérieur groupant les charges

concentrées suivantes : (Figure 19)

Fkx| une charge axiale

{Fk} = Fky une charge transversale

Fkz un moment
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Fkz * Fky
Xl

X - | B.?—U-
1
t Fkx ]
(b)
Fkz tFky Fk ka
/ ~ ' y
R d o
o g -
A“ Fkx BJ* i Fkx Jf
1i " 1j
1
(a) szquy
- - )
1 1
t Fkx ]
(d)
b
) ' x

Figure 19

8i 1'on désigne par {Cij} et {Cji} respectivement les vecteurs

contenant les actions des noeuds Al et Bj sur 1'é&lément AiBj, dfies aux

charges en travée {Fk}, on va successivement calculer les valeurs de ces

derniers pour différentes conditions d'appuls , Le vecteur {Fk} est appliqué

'3 des distances 1i et 1j respectivement par rapport aux extrémités Ai et

Bj de 1'élément AiBj. li, 1j et 1 sont des valeurs arithmétiques.

(a) L'élément AiBj est bi-encastré

1) Effet de la charge concentrée axiale

Cxij

Cxji

Cyij

Cz1j

il

l

Tede

1
1
1

HI =)

Cyji =

Czji =

. Fkx

. Fkx



(2.2.6.1)

(2.2.6.2)

(2.2.56.3)
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2) Effet de la charge concentrée transversale

. oy vs .
Cyij = Eiiimli - Fky - %1

Czij = mij

Czji = mji Cxij = Cxyi = 0

mij et mji sont les moments d'encastrement parfait obtenus par
les équations (1.3.1.2) et (1.3.1.3) dans le cas oii 1'effort normal est
une compression et par les gquations (1.3.1.11) et (1.3.1.12) dans le cas

oli 1'effort normal est une traction.

3) Effet du moment concentré Fkz

Cxij = Cxji = 0

m'ij+m'ji , Fkz

cyil =
Y13 1 1

Czij = m'ij

m'ji

il

Czji
Les valeurs des m'ij et m'ji sont données par les équations

(1.3.2.2), (1.3.2.3) et (1.3.2.8) et (1.3.2.9) en fonction de la na-

ture de 1'effort normal.

On peut donc écrire :

r B r b

Cxij —-lli 0 0 Fkx
iavit_qs Lvisaitss
{cij} = foyijp=| o KT Lk 1J+§ L1 % q Ply ¢
Czij 0 kij k'] Fkz
L L - . E
r 13 ' ] [ ]
Cxii —3% 0 0 Fkx
. . 1“--+ ID+ - | B 'lo.
JQ;JL} = Jeyjib=| o -kulrkiarli kTAFHKIGEAT G dn o L
\ 1 1
Czii 0 Kji K'ji Fkz
\ L J \ 4
avec : kij = mij/Fky kji = mji/Fky

kK'ij = m'ij/Fkz  k'ji = m'ji/Fkz



(2.2.6.4)

(2.2.6,5)

(2.2.6.6)

(2.2.6.7)
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Afin de diminuer le nombre d'opérations différentes pour déter-
miner les vecteurs {Cij} et{?ji}, en fonction des conditions d'appuis, on
considére l'élémentibi-encastré comme 8lément de référence. En ajoutant des
matrices correctives aux résultats obtenus pour 1'élément de référence on

trouve pour le méme cas de charge les résultats concernant les différentes

conditions d'appuis.

On présente les équations (2.2.6.1) et (2.2.6.2) sous la forme

suivante :

{Cij} [wii] * [akij] » {Fk} + [zxig] » {Fk}

{Cji} = [H’]l] * [iji] * {Fk} + [iji] %* {Fk}
avec

15/ES 0 0

.. 1 .. . 1 e e :
Qkij| = 0 55 (B.kji-A.kij-B.1j) — 5 (B.k'ji~A.k"ij~B.1j
A®-B A“-B ,
0 o Cij+kii-1j) 5 (k'jinkijel)
L
1i/ES 0 0

[ékji] _

1 e 4 e a4
0 e (kij-kji+li)

1

————

A~B

1 . .. . . . ..
0 25:57 (B.kij=A.kji+B.11i) —7%;7 (A k'ji~B.k'ij~B)

(k'ij~k'ji+1)

Etant donné que 1'élément étudié est bi~encastré les matrices

correctives sont des matrices nulles :

. [Zkij] = [iji] =[o]

b) L'élément AiBj est encastré en Ai et articulé en Bj

En faisant une série d'opérations identiques i celle du cas

(a) on aura finalement :
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¢ 3 [
Cxij - 13/1 0 . 0 Fkx
kij® 13, higt 1
(2.2.6.8) {Cij} = chij ) = 0 ("1'4" - 'TJ') (—-]-_-'L‘ + —]-:) % < Fky ?
Czij 0 ki * hij* Fkz
- 9 r 9
Cxji - 1i/1 0 0 Fkx
kij® | 1i. hif® o
(2.2.6,9) {éji} = <Cyjip= 0 (“Tl"+ T”*"(“il’ + ) | % Fky o
Czji 0 0 0o Fkz
X

i

avec : kij kij - t . kji

. 4
hij

]

B9 -t . k'ji

kji, kij, k'ij et k'ji sont données par 1l'équation (2.2.6.3).

Dans ce cas, en conservant les matrices [Qkij] et [iji] obtenues
pour 1'élément bi-encastré, tous calculs faits , les matrices correctives
suivantes peuvent etre formulées :

[ \

0 0 0

(2.2.6.10){Zkij] o - %i (1+t) 1 (1+t)

0 -1 . t t

Q

On peut décomposer la matrice [Zkij] en produit d'un vecteur

[iji]

.

colonne {Bk'ij} et une matrice ligne [Rkij] .

(2.2.6. 11) [2xi5] - {Bkij}* [Rkij]
. avec :
.0
(2.2,6.11) {Bkij} = {(1+t) /1 et [Rkij] = [ 0o -1j 1]
bis t
. Le vecteur {Bkij} ne dépend que des caractéristiques géométriques

de 1'élément tandis que la matrice [Rkij] ne fait intervenir que les coor-

données du point d'application des charges.
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c) L'élément AiBj est articulé en Ai et encastré en Bj

A 1'aide d'opérations identiques faites pour 1'élément bi-encastré

on aboutit a4

(2.2.6.12) {Cij}

(2.2.6.13) {Cji}

avec

-1j/1 0 0 Fkx
kii¥ 15 nji* o
= (0] -J.—- - -J- —J-—— - P X Fky 3
T 1T ~1 1
0 0 0 Fkz
L o J 1
(-11/1 0 0 Fkx
- 4 . . ¢
= 0 - -ISJ-]:-—— -].'.]-'_ - b—l&'—— --1— %* < Fky
1 1 1 1
o kii¥ hii¥ Fkz
- o p

kii® = k31 - b kij
, % .
hji = hji - t.hij

kji, kij, hii et hij sont déterminés par les &quations (2.2.6.3).

En exprimant les vecteurs{pii} et {?j%} sous la forme décomposée

donnée par les équations (2.2.6.4) et (2.2.6.5)stous calculs faitsyon trou-

ve :

(2.2.6.13) [iji]

bis

ou encore ¢

(2.2.6,14) [ZKji]

[z 3]

0 0 0
_ 1l 1 '
=10 T (1+t) T (1+t)

4] 11 . t t

N

i

{Bkj’i} [Rkji] - —'—i—- *[ 0 +1i 1]_
t

(0]

L

a
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d) L'élément AiBj est bi-articulé

Aprés calculs on obtient :

Cxij

(2.2.6.15){Cij} = Cyij

' (2.2.6.16){?ji} =

(2.2.6.17) [Zkij}

(2.2.6.18) [iji]

(II) Transformation_des charges uniforméme

]

\

Czij

.

.

Cxji

Cyjij

Czji

3

9

-

[~ 151 o o0 \
o =-1j/1 1/1 *ﬁ
0 0 0
: )
- 1i/1 0 0
0 - 1i/1 - 1/1|% ¢
0 0 0
{ ]

Fkx

Fky L

Fky5

Fkz

Les matrices Fkij] et [iji] sont les suivantes :

Pt e e e =Es=o==es

d'un charge répartie axialement avec une densité (qx) et d'une charge

Le systéme de charge extérieur choisi dans ce cas est composé

0 0 ] 0

0 =13/1 1/1|= {Bkij}*[Rkij] =11 >*[ 0 -1j 1]
o o | K

0 0] 0]

0 -1i/1 -1/1] = {Bkji}*[Rkji] “dain k*[ 0o 1i 1]

G 04 0 ]

B e

répartie transversalement avec une densité (qy). (Figure 20)

On va au fur et a mesure calculer les vecteurs {pij} et {Fj%}

pour différentes conditions d'appui :

AN
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&=
o]
<

<

——(;b

G

o f a ax b } ax
il
(a) Ai d Blo e (@)
qx }
0 A P,
Figure 20

a) L'élément AiBj est bi-encastré

1) Effet de la charge axiale (gqx) :

Cxij = - %»(1— %) . gx
2

-2

Cxji 57 ¢ 9%

Cyij = Cyji = Czij = Czji =0
2) Effet de la charge transversale (qy)

Cxji = Cxij = O

s e _ Mmii+mji a
Cyij = w~lT§l£ *-% (1- 50 . gx

co _ _ mijtmii _ a
CyJji T 51

Les valeurs de mij et mji sont données par les &quations

(1.3.3.2) et (1.3.3.9) selon la nature de l'effort normal existant dans

1'é1ément &tudié.
On peut donc écrire :

] [ )

a a :
-f-(l -2—) 0 0 gx
2,2.6.19)¢Ci3} = kij+kji _ a a
(2,2.6. ij 0 T ST A - of¥qWS
0 kij 0 0
’ J




-

4 2 - r
a
51 0] 0
e g e 2
(2.2.6.20){Cji} = o - ckil%Eli +ED 0
[ ° Kji .
avec kij = mij/qy
(2.2.6.21)
kji = mji/qy

gx

ay

En présentant les vecteurs {Cij} et {C_]l} sous la forme présentée

par les équations (2.2.6.4) et (2.2.6.5) tous calculs faits on aboutit & :

(2.2.6.22)[Qkij]

]

(2.2.6.23)[iji]

-

a

r

[A.kij+B.kji+B.a(1— -;-)] 0

a
g 1 -3 0
0 S
A2-g?
0 2"2-[k1j—kji+a(1-§b]
A2-p
" az
5ES 0
1 | a2
0~ f-B.kij+AKji- 2
AS=B“ 5
s) i '(k”—k“"' az)
75 (kij-kiis 5

~

0

o

‘

b) L'élément AiBj est encastré en Ai et articulé en Bj

En faisant une série d'opérations identiques i celle réalisée pour

1'élément bi-encastrd on aura .finglement :

(2.2.6.24){C ij}: 4

(2.2.6.25){Cj1} =

-

") a a
Cxij -7 (1- -i-) 0
 i® a . a
Cyij p= 0 — -1 (- 5)
Czij 0 ki X
2 )

Cxji - 2 0 0 qx
.4 21

ki'x a2
cyiip=] o == -35= 0 |¥ ay

1 21

Czii 0 0 o |o

gqx

*ﬁ aQy L

& avec .

Kij¥

kij - t . kji
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Les valeurs de kij et kji sont déterminées par (2.2.6.21).

En écrivant les vecteurs {Cij} et {bji} sous la forme décomposée
présentée par les &quations (2.2.6.4) et (2.2.6.5), les matrices correcti-

ves suivantes peuvent étre formulées :

[231] =[]

- 0 0] 0

[

. (2.2.6.26)[Zij] o -%qa- 3 a+t) o

a
0 -a(l i—).t 0

L -

ou bien :

0
(2.2.6.27) [Zij] = {Bij}*[Rij] - ¢ ,{o -a(- 3 o]
t

Y

¢) L'élément AiBj est encastré en Bj et articulé en Ai

Les calculs nous donnent :

-Cxijﬂ '—'% {1-a) 0 O~ 'qx‘
.. .. xii* a a(

(2,2.6.28){Cijp = (Cyijy = 0 —-{-—-—- -1 (1- 7) 0 | < qy-l
Czij 0 0 0 0 J
[ [ a2 [
Cxji =37 0 0 gx

) it 2

(2.2.6.29){Cji} = 4Cyji$ = 0 - *%i~ —-%T 0 |%< qv )

3k 0 kji¥ 0 0
avec : kji® = kii - t . kij

Les valeurs de kji et kij sont donmées par 1'é@quation (2.2.6.21)

Dans ce cas les matrices correctives sont les suivantes :



(2.2,6.29)
bis

(9

foufo{
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d) L'élément AiBj est bi-articulé

4

&

De la méme manidre que dans les cas étudiés précédemment tous

calculs faits, on aboutit & :

(2.2.6.30) {Cij}

‘(2.2.6.31){cji}

.
(2.2.6.32) [Zij]

(2.2.6.33) [zji]

(ITI)

sante

I

[

Cxij]
1Cyii
Czij
Cxji
{Cyji

Czji

\

Nans

4

0]

0

~

3 -

-2
1
> =
[ 2
21
> = 0
0
ce cas
0
a a
T (1 '2')
0
0
_a?/21
0

a
(1- '2")
0
0
0O
2
-2
21
0

-

0

0

o

0 0 ax
a a
T (-3 0 |%{ay
0 0 0
0 ax
O*quL
0 0

{Bgij} * [Rki'j]

{Bkj i} * [Rkij}

transversale triangulaire avec

=2

T mmeTes

71/1

Le[o +

on écrira les matrices correctives suivantes :

L*[o -a(l- %) O}

aZ
'2"0]

Dans cette hypoth&se le systéme de charge extérieur n'a qu'une compo-

la densité maximale qy. (figure 21)
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AH Bj
S m o d mm N
- s j= ©
Ad Bj Al Bj
ki f t
e a b
’'e & d Py
1 ‘ ' 1 v Hm
+ - I , - (@
(a) Ai : Bj
: ..

Figure 21

a) L'élément AIBj est bi-encastré :
1

Aprés caleuls on aboutit 3 :

- ’ > -
Cxij 0 0 o] lo
‘ .. kij+kji _a 2
(2.2.6.34)$Ci3y = < Cyiip = |0 T - ET'(b+ 3a) O ¥q9Y
Czij ¢ kij o 0 |
s T 1 U
cail fo 0 o] [o]
(2.2.6.35){Cji} = leyide o - ETL LS e+ D) o {ay)
ar E
|
ichi 0 ki ‘ 0 0

i

(2.2.6.36)avec : kij = mij/qy; kji = mji/qy

»

Les valeurs de mij et mji sont données par les équations

(1.3.4.2) et (1.3.4.8).

En vertu des &équations (2.2.6.4) et {2.2.625} on oaura @

0 O OW
.. -1 .. .. a 2a
(2.2.6.37) {lej =10 ———{ A.kij-B.kji+B. 5(b+-§_ﬂ 0
' A ~B .
-1 ¢, .. ... a 2an
. i —kii+ = Rz 0
k(/ Py L kij-kji+ 5 (b+ 3 )]




(2.2.6.38) [iji]

0 0 o
1 R a,
= |0 ] [A.le B.kij-B. 2(e+ 39] 0
A™-B"
se 1 ss, @ a
0 E:ﬁ»[klj kji+ §(e+ 3)] 0

b) L'élément AiBj est encastré en Ai et articulé en Bj

(2.2.6.39){?ij}

_(2.2.6.40){cji}

avec

Tous calculs faits on aura :

- - ( 9 - 7
Cxij 0 0 0 0
X
. kii™ _ a 2a
ﬁCleL— 0 T 5T (b 3 ) O] ¢ qY‘
Czij 0 kij 0 0
\ B b . - L o
¢ Y [
(Cxji) 0 0 0 0 ]
.
{Cyii} = o-.lf.l.L._é——(e+ 2y 0 |x qu
( T 71°%% 3 ]
Czji 0 0 0 to
L o a - 7

kii® = kij-t.kji
Les valeurs de kij et kji sont données par 1'équation (2.2.6.36)

En 8crivant les vecteurs {Cij} et {Cji} sous la forme présentée

par les équations (2.2.6.4) et (2.2.6.5)on aboutit aux matrices correcti-

ves sulvantes :

(2.2.6.41)[Zij]

avec :

'(2.2.6.42)[Zij]

. [.1
{zd

i)

y 4
0 0 0O
0 - 2.(b+ 23 . (14t) O

21 3
a 2a
\O —2'(b+ —3—)t 0}

0
{Bij}* [Rij]= —E{E 0 52‘-(13+ %E) o]
t

[°]



c) L'élément AiBj est articulé en Ai et encastré en Bi

Comme dans le cas (b), on obtient les résultats

suivants

/ 3 r N o b
Cxij 0 0 0 0
(2.2.6.43){Cij} = J cyij =10 kij® _a o+ 23 o
2.6, 11 = yij »= T Al 3 < 4Y >
o o ‘ 0
LCZlJJ 0 0 OJ 7
r Y r - 2 9
Cxji 0 0 0 0
k'ix a a
(2.2.6.44){Cji}= {Cyjid=]|0O" —%"""'i'i'(e"' ‘5) 0| qy;}
czii| |0 kji¥ of |o
. / / /

avec : kji¥ = kji-t kij
Les valeurs de kij et kji sont données par 1'équation (2.2.6.36).

Dans ce cas, on aura les matrices correctives suivantes :

5] 0

( N
0 0 0
A T _a a
(2.2.6.45)[231] = o &+ Hare) o
a a
0 -é-(e+ -§)t 0)
avec
0 :
; . . U I A £ a a.
(2.2.6.46)[231]- {le}* [RJl] — T [O 2(e+ 3) 0]
t

. d) L'élément AiBj est bi-articulé

Les calculs permettent d'écrire :

» ~ N

cxij]l  [o 0 0 0
(2.2.6.47){Cij} = Jevijp=lo -2+ 2 o {ay )

Czij 0 0 0 0

L o N . A ~ -
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'4 T £ N N ( -
cxji . |o 0 0 0

2.2.6.40{cii) = Joyiip= |0 -Fp(er D 0 |w{ay(

bis

Czji 0 0 o 0

L J L . § { j

Les matrices correctives sont les suivantes :

[O 0 0 [ o 0 o]
(2.2.6.48)
. et .. _ - a za .. _ _ —a._" a
(2.2.6.49) [Zl-"] = |0 -3+ 39 0 et [le] 0 -Z(e+d O

‘ ol
[ © 0 0 ] | o 0 )

ou encore :
(2.2.5.50)[213]; {Bij}* [Rij] i »[0 -5+ 32 o]
. 0

-121 n[ 0 +-§~(e+ 331-) o]

'(2.2.6.51)[23'1] = {Bji} * [Rji].‘\

(IV) Iransformation d ume charge triangulaire (II)
Dans cette hypoth&se, comme dans le cas précédent, le systdme de char-

ge extérieur agissant en travée de 1'élément &tudié est composé d'upe charge

triangulaire transversale avec une densité maximale qy.

Ly

—al®
—
| &)

£3

T }

Ht
= |

o
o
e
=1 ow
-
o
E* -+-
L0
<
~
j= "
N’

Figure 22
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a) L'élément AiBj est bi-encastré :

Cxji = Cxij = 0

Cyij = PEBE - Eooe £

1 21 3
., _ _mij+mji _a ., 22
Cyji = = B - Sx(er 3

W

Czij = mij et Czji = mji

Les valeurs de mij et mji sont issues des équations (2.3.5.2)

et (1.3.5.8) respectivement pour un &lément comprimé et tendu.

On aura donc :

F 9 - . N
Cxi 0 0 ol [o
,(2.2.6.52){Cij} = Jdcyijp=|o l‘—l-l-’{-l—‘l—l- - g-f(tw P o * qy ¢
Czij 0 Kji 0 Lo
r 3 ( . h r )
Cxji 0 0 0 0
(2.2.6.53){Cji} = <dcyjiv=|o - b’i‘{-‘ﬂi - 2er 3 0 |w{ay}
Czji 0 kji 0 0
o L J L o

(2.2.6.54) avec : kij = mij/qy et kji = mji/qy

En écrivant les &quations (2.2.6.52) et (2.2.6,53) sous la forme

des équations (2.2.6.4) et (2.2.6.5), tous calculs faits on écrira :

o

0 0 0 1

-1

(2-2-6-55)[Qkij =10 -—-—-—[A.kij-s.kji+ 2+ £.8] 0
A2_p2 2 3

-1 cs 1 s:, @ a
0 K:ﬁ-[kl_] k'] 1+ —2-(b+ v-:;-) ] 0
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0 0] Ol
- 1 .. .. a 2a
(2.2.6.56)'Qkji] = 0 -B.kij+A.kji- s(e+ ——ﬁ.B] 0
AZ—BZ' 2 3
T - 2a
| 0 vy [kl] kji+ -2-(e+ -:-3—) ] 0—

Dans ce cas les matrices correctives sont nulles.

b) L'élément AiBj est encastré en Ai et articulé en Bj

Tous calculs faits on peut gcrire :

~

[

Cxij 0 0 0 0
2.2.6.57{cij} = " LSERE SO SO I L
.2.6. ij {Cyiif =10 T 21 3 *9 qy
Czij 0 kij 0 0
Sl B )L
r r 3 (
cxjiT 0 0 0 0
(2.2.6.58)(Cji} = Cyjiy=1]0 - kij . 2 _(e+ Za) 0 |* 3
.2.6.58 ] 14y 1 71 \&T T ay
czii] {0 0 0 0
e .. .
avec : kij” = kij-t.kji

Les valeurs de kij et kji sont précisées par l'&quation (2.2.6.54),

Dans ce cas les matrices correctives sont les suivantes :

rO 0 0T
.. a a
(2.2.6.59)[213 ] 0 - Z(b+ H(+) 0
a a
0 7 (b+3) 0
ou bien :
G

(2.2,6.60) 21] - {Bij} *[Rij] -

>

1+t "
t

L +30+% o]
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c) L'élément AiBj est articulé en Ai et encastré en Bj

Comme les cas précédents, les calculs donnent :

N ( N . 1

((cxi 0 0 ol |o
k'ix a a
(2.2.6.6[){Cij} = 4 Cyij ¢ =10 —-‘%—'— - -ﬁvi(b+ -5) (6] %< qy ¢
LCzij 0 0 -0 t 0
, 3 ¢’ [N - l
Cxji 0 0 0 0

czji 0 kji* 0 0
s 4 .. ..
avec kji~ = kji-t.kij

Les valeurs de kji et kij sont précisdes par 1'équation (2.2.6.54).

Dans ce cas les matrices correctives sont les suivantes :

[ZijJ= (0]

[ o 0 0 ]
.. a 2
(2.2.6.63)[231] = |0 - gpler FUHD) 0
a 2
L 0 slet 3 a).t 0
ou encore :
i 0
(2.2.6.64)[Zji] - {Bji} M [Rji] R *[o 2(es 22 o]
t

d) L'élément AiBj est bi-articulé

Tous calculs faits, on .aboutit i :

- h o -
Cxij 0 0 ol o]
2.2.6&;5){Cij} = {Cyijp=|0 - ié‘-f(b+ %) 0] quL
Czij 0 0 0 0
L ‘ L p N P
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(2.2.6.66){Cji} =

.

(2.2.6.67)[Zij]

1]

(2.2.6.68) [Zji]

(2.2.6.69) ou encore:[Zij] =

13

(2.2.6.70)

o 4
Cxji 0
Cyiip» =10
Czjij 0

66

0
a 2a
77 (et 37
0

N
0 0
O % ay )
0 0
.

Les matrices correctives sont les suivantes :

o]

0] 0 0 7
a a

0 —Z-T(b+ -3—) 0

0 0 0

L /

0 o) 0 W
a 2a

0 -2—1(e+ -§-—) 0

0 0 0

L J

{Bij} * Rij]

1
(et
o
.
e
(]
X
P )
=
<
[

0
/8l o - 2D o]
hefo - g0
0

-1/1 a(-[o +-§-(e+—§f‘—)o]
0

Pour tous les cas étudiés quelle que soit la condition d'appui

et la nature des charges extérieures appliquées en travée de 1'€lément &étu-

dié, dans le repére local, on peut écrire :

T (2.2.6.71) Cij}

i

' (2.2.6.72){Cji}

[Hij] * [Qkij] 2 {Fk} + {Bij} * [Rij] 5 {Fk}
[Hji] w [oxii] x {Fk} + {Bji} % [Rj i] = {Fk}

En désignant par {FK le vecteur des charges extérieures agissant

en travée de 1'élément étudié, exprimé dans le repére général, on aura :

(2}

{CIJ} = [
(4 -

J% {7}
R]*{CIJ}
R]*{CJI}
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En tenant compte des 3 &quations précédentes dans les &quationms

(2.2.6.71) et (2.2.6.72) et en vertu de 1'équation (2.2.3.3.) on aura :
frs e s s s
{ertp 1) sl [x] [oss il Wb st []{ b
D'aprés les Equations (2.2.5.5.) et (2.2.5.7) on aura :
@z fuf =[] o o] {ec oo} w (o] » {ord
ey {our) = oor) w [aern] e} +faor) s [107] {5
ovee + [owaa] o[ )" foss] o ]+ fowar] - [0 fosi] 1]
Bl e fis) {mor} (o)t o i}
o) l) - (ass] e 3]

Si 1'élément &tudié est sollicité& par les différentes charges,

——
o=}
[
[
—_— e
]

les équations (2.2.6.73) et (2.2.6.74) se présentent sous la forme suivante :

2.2.6.75){c17} = (k1] ] [ox1s] « {FK} + {BIJ} " Z[RIJ] » {FK}
(2.2.6.76){CJI} - [KJI] *Z QkJI {FK} {BJI} Z {FK}

(2.2.7)  Les_gquations fondamentales

Les équations (2.2.5.1) et (2.2.5.2) obtenues pour un élément
non chargé dans sa travée, en présence des sollicitations extérieures agis-

sant en travée de 1'élément, s'écrivent sous la forme compléte suivante :

(2.2.7.1) {FIJ} = ;KIJ] % {AIJ}} [KIJ] * {AJI}+{G}+

| +~KIJ] * Z[ka] * {FK} * {BIJ} * Z[RIJ] *{FK}
(2.2.7.2) {FJI}= EKJI] % {AIJ}+ [KJJ] * {AJI}—{G}+

+\I(JI] *Z{ka] * {FK} + {BJI} *Z[RJI] * {FK}




(2.2.8)

(2.2.8,1)

(2.2.8.2)

progifugdguih agfgh-dpegh=pigh g . e R o e o B e -

Etablissement_des Zquations d'Zquilibre

Soit (n) un noeud de la structure étudiée relié par S &lément
ayx autres noeuds de la structure. Supposons que ce noeud constitue une
extrémité i pour (Si) éléments et une extrémité j pour‘(Sj) éléments
(S=Si+Sj). La somme des efforts exercés par le noeud (n) sur l'ensemble

de (S) éléments est égale @:

Si Sj
{F}n - I {FIJ}+ I, {eor}
L'équilibre du noeud (n), nous permet d'Ecrire :

{h = {rh

En établissant une équations identique pour chacun des (N) noeuds

de la structure &tudide,on obtient un systéme de (3N) é&quations & (3N) in-

connues de la forme suivante :

(2.2.8.3) {P} =[1<] { A}

La matrice [K] est appelée matrice de rigidité de la structuré;
c'est une matrice carrée et symétrique composée de (Nz) sous matrices
carrée§,d'ordre 3, Les sous matrices diagonales de la matrice [K] sont égales
d la somme des matrices [KII] et [KJJ] des différents éléments aboutissant 2
chaque noeud, tandis que les autres sous matrices sont soit &gales aux ma-

trices [KIJ] et [KJI] des différents éléments, soit des matrices nulles.

Considérons, .3 titre d'exemple une structure comportant 4 noeuds
A, B, C, D (figure 23). En écrivant successivement 1'équation (2.2.8.1) pour

chacyn des noeuds précédents, on aura les résultats suivants :

Noeud (A) : {F}A - I[ran 1, 2, 9] » {AA}+ [kan) » {AD}+ [KAC] * {AC} +
= *{AB}+ I{cwas, ac, an}+ e, 3, -1}

(%) Le signe négatif devant le chiffre lfsignifie que le vecteur {G}A
di a 1'élément (1) est négatif.



(2.2,8.4)
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} [keB( 1, 4 | )]g{AB}+ [xec] # {AC}+ [KBA] ¥ {AA} +
+ Heese, )+ [{oc, 1)}

I[xcce2, 4, )] *{AC}+ [ xcz) *{AB}+ [KCA] x {24}
[kep) x {AD} - Z{c(cn, ca, cap+ (s, -4, -2

Z[KDD(S, 3] *{AD} KDC {AC} KDA]*{AA} .
+ He(oc, DA)} Ke(-s, -3)}

Noeud (B) : {F}B

]

Noeud (C) : {F}C

Noeud (D) : {F}b

—+— =
d Figure 23 X
Sous la forme (2.2.8.3), on aura :

.

Z[KAA(: 2, 3)] [KAC] [KAB] i [xan] MEEN
[KCA] : Z [ch(z 4, 5)] [KCB] | [KCDj AC F'C‘
[KBA] [KBC] Z[KBB(I , 4)] [o] | |
[KDA] [KDC] | [o] Z[KDD(S 3)] AD "f'D

S et : T L i

wee + {'}, {P}-Z{}'-Z{}

En prémultipliant 1'équation (2.2.8.3) par l'inverse de la matrice
de rigidité [K]-l on obtient les déplacements de chaque noeud. A partir de
ces déplacements et 3 1'aide des équations (2.2.7.1) et (2.2.7.2) on peut

~

calculer les efforts nodaux relatifs 3 chaque &lément; ensuite, a 1'aide des
efforts nodaux ohtenus et en vertu de 1'&quation (1.1.1) on peut facilement

calculer le moment fléchissant, l'effort tranchant et 1'effort normal dans
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une section quelconque de 1'&lément.

Remarque (1) : Dans le cas oll certains déplacements sont imposés, pour résou-

dre 1'équation (2.2:8,3), il suffit de supprimer la ligne et la colonne rela-
tives i ces déplacements. On définit une matrice de rigidité réduite. Par
exemple, si dans la structure précédente, les noeuds B et D subissent des
déplacements imposés, pour calculer les déplacements{AA} et {AQ}, il suffit
seulement d'inverser la matrice de rigidité réduite [Kr] qui est composée

par les deux premiéres lignes et colonnes, c'est-a-dire :

S
= |

Remarque (2) : Si tous les &l&ments aboutissant 3 un noeud sont reliés 3

celui-ci par des articulations la rotation de ce noeud est indéterminée,

la ligne et la colonne relatives 3 cette rotation ne comportent que des

composantes nulles qui rendent la matrice K singuliére.

Pour rendre la matricé [K] inversible il suffit de supprimer -la
ligne et la colonne relatives i la rotation du noeud en cause; ou bien, il
suffit de considérer 1'un des éléments reliés au noeud articulé comme encas-—
tré, ce qui permet d'obtenir une valeur déterminée pour la rotation du noeud
articulé. Cet encastrement fictif ne fait intervenir aucun moment supplémen-
taire sur 1'élément supposé eﬁcastré car les autres E€léments aboutissant au

-

noeud articulé ne s'opposent pas i sa rotation.
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CALCUL DE LA CHARGE CRITIQUE

La charpe critique d'une structure est atteinte lorsque les défor-
mations deviennent théoriquement infinies, alors que les charges appliquées
ont une valeur définie. Dans cette condition le déterminant de la matrice de
rigidité [K] est égal i zéro.

Afin de déterminer la charge critique, nous procéderons de la fagon
suivante :

nous augmentons progressivement les charges appliquées & la structure,
lorsque [K] est épal 4 zéro le flambage est atteint. Dans ce cas la charge cri-
tique est égale au systéme de charge appliqué. Les valeurs positives du déter-
minant ( [K] >0) expliquent que la structure est stable tandis que ([KJ<O) veut

dire que le flambage est déjad atteint.

Pour résoudre une structure quelconque, nous avons mis au point un

programme sur 1'ordinateur; ce programme est présenté dans 1'annexe 2.

Dans le réglement de construction métallique de 1966 (C.M. 66) seule
1& stabilité d'un portique simple est &tudiée; on a supposé que les montants du
portique sont comprimés par deux charges.égales. Ce cas est trés particulier et
les valeurs de la lonpueur de flambement données ne sont pas E€gales 3 celles

du méme portique chargé par deux charges différentes.

Dans ce paragraphe nous calculerons la charge critique d'un portique

simple avec une traverse horizontale et d'un portique avec la traverse brisée.

Portique simple_avece travense hondzontale

Soit le portique de la figure (24). On suppose que les peouds B et
C sont chargés respectivement par les charges P et P'. (P et P' sont paralléles

a 1'axe oy).
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P,
_ Y
B It C
1m Im Im
. 1 A D X
0
L it L
— T
Figure 24

Nous avons calculé la charge critique et la longueur de flambement

(1f) de ce portique, pour différentes valeurs de k = P2/Pf et k' = 1lm/lt.

Les diagrammes ( 3.2.1. T ) et ( 3.4.4.I' ) présentent la variation

de (1f/H) en fonction de (P2/P1)

Pour les calculs numériques nous avons choisi les profils suivants

- montant : HEB 300

- traverse : HEB 300

=(3.1.2) Poatigue_a_travense briste

—_— e S e S Ty TS

. Considérons le portique défini par la figure (25). Comme dans le cas
précédent nous supposons que les poteaux sont sollicités axialement par deux
charges P1et P? (P2= kP{). Dans ce cas nous calculons les valeurs de la charge

critique et de la longueur de flambement (1f), pour différentes valeurs de a,

k et Im/it.

Les diagrammes(3,1.Z.Iet‘1[)présentent la variation de (1f/1m) en fonction

. de ( Pz/P1)
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y

lm Im Im
A D
-+
- X
ot 1t —
Figure 25

Pour les calculs numériques nous avons choisi les profils suivants :
- montant : HEB 300

- traverse : HER 300

ESSAIS EXPEPTMENTAUX

Afin de vérifier les résultats théoriques, nous avons procédé i quel-

ques essals sur un portique d traverse brisée.

Le portique est encastré 3 ses pieds et ses &léments construits en

acier doux (E24) sont 3 section rectangulaire de dimensions 10 x 18 mm.

Le systéme de forces choisi est composé de deux forces nodales, une
horizontale et une verticale. Les déformations produites sous 1'action de ce

systéme de forces sont mesurées par seize jauges.

La figure (26) représente la disposition des forces appliquées, des
jaupes de contrainte et d'un comparateur magnétique. Ce dernier mesure le dépla-

cement horizontal du noeud C.

Nous avons augmenté progressivement la valeur de la force Pv, pour
que la section la plus sollicitée atteigne la limite é€lastique, la force Pn étant

constante et égale 20 Kgr.
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A 1'aide d'appuis latéraux on empéche tout déversement latéral.

Le tableau suivant donne les résultats expérimentaux et théoriques

obtenus pour différentes valeurs de la force Pv.

Le pourcentage d'écart entre les deux séries de résultats varie entre
2 % et 7 %. Le frottement entre le portique principal et les appuis latéraux
évitant le déversement latéral peut €tre A4 l'origine de cet &cart; de ce fait

cet écart s'accentue quand la force Pv prend des valeurs plus élevées.



ERTE)
She

pV:.{ﬂK]; p\/: 20 Kg; .P\/::sﬂ Kg; PV:MK’;
Llement | E; xID.(K;/q%) 7;7e'o.(/<5/a#) % Ey/o\ Thew. % 5370. Taéo . % Tbeo. %
£ 10483 | 1092.1 4 1191 79603 | 55 1349 | 14304 5.6 15074 | 1600 5.8
F2 | 8198 | 8552 | 42 | 10289 | wzss | 43 | res0s | poos | 46 | w523 | 15239 | 4.7
E3 426.6 | 462.7 3.7 704 7334 | 4.0 9671 | 10048 | 3.8 1231.4 | 12854 | 4.2
Zs 5283 | 540 2 374.6 | 3823 20 370 317.2 2.2 530 5423 | 22
Delb.(C) 3.10 3.2 3.2 298 3.43 4.9 2.88 3.04 51 2.79 2.95 54
d- aauja ale contrainle
.PV: 50/43[ .F\/: 60}((7;
L lement Erf.(/(aqlmﬁ 7I—7’eb(/g/c,§) % Z xp. Theo. % 23 2
* h
E1. 7660. 1770. 6.2 18462 | 79809 | 6.8
F2 1651. 17477 55 1846 1974. 6.5 70 1 yA
Z3 1501.6 | 15642 | 4.0 1769. | 18445 | 4.1
4 oIl (EF2 3 fidrs
£s 742.0 758.6 2.18 959.6 981.1 2.2 A E
Fioure 26
Depimm)| 268 | 285 | 5% | 259 | 276 | 61 d




CONCLUSION

Les résultats expérimentaux semblent confirmer la validité de la
méthode; il serait cependant nécessaire de réaliser des essais plus nombreux
sur des structures différentes pour mieux apprécier 1'exactitude de la théorie-

proposée.

Les diagrammes(3,1.1.1) (3.1.1.II), (3.1.2.I) et (3.1.2.1II) nous
montrent que la longueur de flambement est maximale lorsque P] = P,. Pour
des valeurs différentes de P, et de P, 1'étude nous permet de réaliser des

structures plus &conomiques.

Ces diagrammes ont &té réalisés pour des valeurs de X et n petits,
les effets de T et N sont négligeables; nous constatons que les résultats four-

nis concordent avec ceux des régles C.n. 66.
P

Pour les portiques encastrés et pour les faibles rapports de ir-des
longueurs de flambement sont trés réduites et le calcul des charges critiques
nous conduit i admettre que seule la flexion peut @tre considérée pour 1'étude

de la stabilité.
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ANNEXE 1

METHODE DE DUTHEIL

1. PROBLEME PRELIMINAIRE

Effet d'une compression axiale sur une poutre bi-articu-

lée présentant une légére courbure initiale.

Hypotheses

a) les courbures sont trés faibles
b) les déformations dues aux efforts normaux et tran-

chants sont négligées

Nous pouvons prendre comme courbure initiale la fonction

(champ des déplacements cinématiquement admissible)

(1) yO =~fosin "'C

B

‘5 W

Notons la courbure initiale de la déformée

|
?_

(-]

la courbure de la déformée aprés l'applica-

1
P de l'effort de compression N
y 1l'ordonnée de la nouvelle déformée,

D'aprés la théorie de la flexion des pieces a faible

courbure, 1l'équation différentielle de la nouvelle déformée s'é-

crit

(2) 1 1 _ M _

P - ? - BT M + Ny
O
~oit en négligeant les dérivées premiéres dans les expressions des
(:()1;r*l)111°(3>\
2 . X 2 N
P14 B o — G L o e—
N ky LZ sin Y k ET

cos/ous



Solution générale de l'équation :

v A sin kx + B cos kx + p sin1lx
L

lLes conditions aux limites :
x =0 y = 0 — B =20
x =L y=0 —> A=0
Solution définitive :

f

y = —*—J%T—E sin'%; (3)
I = k|
2
u k2 2
v—y o lOrsgue ——L—2 — 1
5 Y
soit pour k ='ﬁ§ notons Nk lteffort de compression correspondant,

Nk est la chargé cinétique :

A .
_ ET _ Nk _ATéEI
Nk = ‘“—1—2— et §k = < TS5

1'égquation (3) peut encore s'écrire :
_ &k i X N
y T gg—:r . fo sSin l) (6' S)

la rléche dans la section médiane a donc pour expression :

Fmaxi = 6k f
6k =6 0

GkSI:C est le coefficient d'amplification des fléches.

2. METHODE DE DUTHEIL

I - Généralités

Le probleme du flambement dans le cas de piéces théo-
riquement parfaites se présente comme un probléme d'instabilité
dont la solution est donnée par la théorie dA'EULER : "Une barre
droite soumise a un effort de compression simple N reste droite
si N« Nk (Nk, charge critiquée d'EULER), puis pour N = Nk il y
a bifurcation de 1l'équilibre, la piéce fléchie.

La supgression de la charge critique d'EULER s'écrit :

V :.:ﬂEI

le

lr'ogt la longueur de flambage et est fonction des conditions
aux limites ; c'est la distance entre les pointes d'inflexion de

la détformde supposée sinusofidale.

cos/enn
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Dans la pratique ce phénoméne n'a pu &tre constaté et

dés l'application d'une charge N¢Nk la piéce fléchit. Cette fle~

xion est due aux défauts géométriques de la pieéce,

néit

il

cation de N la poutre fléchit,

médiane.

section médiane

males au centre de gravité de cette méme section.

du matériau.

- o o o - —— -

a 1'hétérogé~

2 -~ Processus de flambement simple d'une piéce réelle

e > S o O o v . g e s T D o T G o iy G S S v S B e M e i R D O e

— f

£

Soit une poutre bi-articulée. Dés le début de l'appli-

f croilt avec la charge.

notons f la fléche dans la section

Me = Pf est le moment des forces extérieures dans la

N' et Mi 1lteffet du champ des contraintes nor-

Equation d'équilibre du sous ensemble I

N!?

+

0

Me + Mi

coe/ons



{Mel = |Mil correspond & un point C dans le repéere 0f, OM,
Lorsque N“7 le point C décrit une courbe qui définit la loi
Mi = h(f).

L'expression Me = pf peut &tre interprétée comme 1'é-
quation d'une droite passant par l'origine et le point C inter-
section de cette droite et de la courbe Mi traduit la stabilité
du systeme.

Lorsque N-?le point C se déplace vers A ; en ce point

la droite est tangente a la courbe MZ = NZ . fz NZ est la

charge limite de compression,

La charge NZ est telle que pour un accroissement infi-

niment petit af de fz —yMe 7Mi, il y a flambement par divergence

d'équilibre.

Pour l1'acier doux E24, A est en phase élasto-plastique.
La condition de sécurité définie par DUTHEIL, correspond & un
point D pour lequel la contrainte maximale normale dans la sec-
tion médiane est égale a la limite élastique e du matériau.

Aussi d'apres DUTHEIL la condition de stabilité se

traduit par l'expression

<irs

DUTHEIL raméne donc le probléme de flambement a un pro-
bléme de flexion composée, mais la fléche fs dans la section mé-
diane tient compte des imperfections géométriques et des imper-

t'ections de structure.

3. LOI DE DEPLACEMENT DANS LA SECTION MEDIANE Cas de la poutre bi-

articulée - Equation de la déformée initiale Yo = fO sin qrx
. . . o Y
- sous l'action de N le coefficient d'amplification des
i'léches a pour expression : 5 k
8E -G
2EI 2
avec Sk =5E—§+ en posant r = I rayon de giration et
A= % &lancement., 2 1 S
ks o E
o k é:g*
3.1) Certaines imperfections ont pour effet de majorer 1l!am-

plitude des détormations en flexion, ce qui peut s'interpréter

e/



comme une réduction du module d'élasticité.
E

DUTHEIL a posé E! = 75 ° le coefficient d'amplifi-
cation de fléche doit s'écrire
'k
Stk -6‘ 2
'k = oE'!
avec 22
_ I E _ ek
- +
soit : €'k §k (5)

'k ~¢ &k - &(1b)

b est un coefficient numérique déterminé expérimentalement.
b J

3.2) Les imperfections dans une barre parfaitement droite
et dans le cas d'un effort bien centré existent a l'état potentiel
et n'apparaissent que progressivement sous contrainte.
La fléche fS doit donc étre une fonction croissante de
la contrainte de compression simple 53=E .

S
Cette considération a amené l'auteur a admettre que

dans une section droite le module d'élasticité E n'test pas cons-
tant.

E' est admis au niveau de l'axe neutre

1
17a @ la distance v

Considérons au voisinage de la section
médiane deux sections droites distantes de
1'unité et soumettons ce troncon de poutre
a un champ de contraintes normales d'!'inten-

sité & (compression).

Le trongon de poutre fléchit, nous pou-

vons écrire

s <
6y L-wr_t-gpUta) o

f% fo - v E'v fro

fo rayon de courbure de 1l'axe neutre (section médiane)

J
ﬂa—Vrayon de courbure du trongon a la distance v.

ainsi : 1 _ 6 a _ €a(ltb)
P'o  ETv Ev

-i la déformée est supposée sinusoidale :

y = f1 sin TX
L

cee/een



nous en déduisons que

1_f K
fo U2
dtou : ‘ 2
- s L
£, a(1+b) . Ev * 52
en posant W = I module d'inertie de la section droite
v
= -
(7) £, = a(l+h) - . W

Mais le champ de contraintegS dans la section médiane
est obtenu par les efforts N et - N appliqués aux extrémités ;
il y a donc amplification de la fléche.

En définitive, la fléche dans la section médiane est donnée par

l'expression,

_ a(1+b) 6k G
(8) £ =&k - %Tl+b) g ¢ W

Cette formule est valable pour tous les matériaux.
Pour un matériau donné les coefficients a et b sont obtenus expé-
rimentalement.

Pour ll'acier, l'examen statistique de nombreux résultats expéri-
\ s q p

mentaux montre qu'en posant a(ltb) = b = 0,3 la probabilité pour
que la fléche donnée par l'expression (8) soit dépassée est de
0,5 %.

Pour ltacier

= 0,3 6k s
(9) fl—m.Nk « W

4. CONTRAINTE MAXIMALE. CRITERE DE RUINE

Soit une barre réelle soumise i des efforts transver-

saux ou couples qui engendrent dans la section médiane
- une fléche f
- une contrainte normale de compression ¢ sur 11élé-
ment ds situé a la distance V.
Soumettons cette poutre & un effort longitudinal de

compression N =63, celui-ci engendre

coe/enn



- une contrainte de compression simple &

- une majoration de la fléche f
e, Sk
6k - 1,36

-~ une fléche supplémentaire f1 die aux imperfections

géométriques et aux défauts de structure.

Dans la section médiane la fléche devient

fo=f . =2K 4+ ¢

6_k - 1)3

La contrainte maximale de compression sur 1'élément ds de la

section médiane a la distance V de l'axe neutre a pour expres-

sion

€ = 6+6. + 3 (_Lek + %3 6. 6k W,

" £ W "6k - 1,3¢ 6k - 1,36 Nk

ou 3

(10)6‘=6‘+6'f+6'(f,§ €k 203
" wék - 1,36 6k - 1,36

Nous remarquons qu'il n'y a plus proportionnalité entre
Gh et la contrainte de compression simple &€, d!'ou le critére de
ruine d'aprés DUTHEIL

Toutes les charges extérieures étant multipliées par

le coefficient de pondération 6}1$-6;

Ce qui signifie que dans l'expression & et 6} sont des contraintes

pondérées.

5. APPLICATIONS. VERIFICATION DE LA STABILITE DES BARRES
COMPRIMEES A AME PLEINE

5.1 Barre comprimée non fléchie

Cf=o f =0
0, 3¢>
d'ou op = +
Sk -1,36
a la limite 6% = Eg la valeur correspondante de § est notée € g

et est appelée contrainte limite d!'affaissement.

coo/ens



e S S
6, = 153 65

soit

552 - 65 (6, *+ 1,36,) + 6.6 =

posons k = e dlou : 6. = §é
3 S k

k est le coefficient de flambement simple.
Remplagons dans l'équation précédente Gé_par la valeur §§ , nous

obtenons k

k2-2k(05+065?—)+§9=0

la plus grande racine de cette équation est

e 6é €e
1 k =0 4+ 046 — 4+ 0 + O 6 - - —
(11) s5 305 = \/ 5 5 = -

dtou la condition de stabilité

6 € 6

soit ke ¢ 6 (12)

5.2 Barre comprimée et fléchie dans le plan de flambement

—— . — T T — — T — G o S — ————— ———— (. S— ) — " — D ) ) N S W Gmp W T SN GE S e S

( section droite symétrique )

Les forces transversales engendrent sous la compression
un moment MO =W 6% et une fléche f dans la section médiane.

La fléche f peut toujours se mettre sous la forme :

A M. 12

ETY

f =

A, dépend du chargement et des conditions aux appuis
(liaisons).
autre écriture

e 1,3 A Mo 1

ETI

(cas de l'acier)

cee/van



f=1,3t> 2 6F . w
S5

Remplacons dans l'expression (10) f par la valeur preé-

cédente, nous obtenons :

2
1,37 A€

6 = 6+ 6 + (

m €1 §k
%_1,3 S 1,3
2
ou : €m=ﬂ1+3—0:_3'—)+6-f(1+é_2'3_n_é)
X - 1,3 = - 1,3

€k

posons ://“ = =
2

ERE S 13

(9 =k16"+kf6'f

La condition de stabilité s'écrit

(13) k 6+ ke 6 £ &

k1 est le coefficient d!'amplification de la contrainte de com-

pression simple.
kf est le coefficient d'amplification de la contrainte de fle-

xion simple.

6. AUTRES CONDITIONS AUX APPUIS

Les relations établies pour la poutre bi-articulée sont
applicables aux autres conditions aux appuis ; il suffit en effet
de connaftre la longueur de flambement de la barre étudiée. Nous
vérifions ainsi la stabilité du trongon de barre situé entre les

points d'inflexion de la déformée.

ces/onn
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7. APPLICATION NUMERIQUE

Y ! Vérification de la stabilité de la
poutre AB dans le plan AX, AY.

N = 80 000 daN (effort pondéré) ; P = 2 800 daN.
La poutre est un profil HEB 240

S = 106 cm2
wW/Z = 327 cm’
r = 6,08 cm
. z 2
6; = 24 daN/mm
. 2
% £ - A Mel
E'I
3
! - 48 E'I
P8
3 2
Pl _ A1l N _ 1
28 E'I E'T_ ° R4L dfou A = 7%
T X
z
2
4 . 327
¥* - §k = EEE
Valali Sk A2
P 6,08
G“k = 30,7 (E = 21 000 daN/mmz)
dt'ou : /‘ = M = 4,07
7555
3 k]_ = 1 + 0 3
4,07 - 1,3
k1 = 1,11
1 3112A
3 k == 1 4+ e
f M- 1,3
kf = 1,38

.,./.'..



il

¥ 6

~=1,11 x 7,55 + 1,38 x 10,7

6; = 23,2 daN/mm2
2
€;l<:24 daN/mm

Stabilité vérifiée

- 11
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PROGRAMME DE CALCUL DES STRUCTURES PLANES

HYPERSTATIQUES PAR LA METHODE DES DEPLACEMENTS

Le présent programme est écrit en langage ALGOL et il est effectué
sur 1'ordinateur CII-10070 du Centre Interuniversitaire de traitement de 1'In-

formatique (C.I.T.I) de 1'Université des Sciences et Techniques de LILLE.

Ce programme nous permet de réaliser dans le domaine &lastique,

le calcul des structures suivantes
1) structure avec noeuds rigides;
2) structure avec noeuds articulés (treillis articulés);

3) structure avec éléments 3 inertie variable :

-~

un élément 3 inertie variable peut étre décomposé en tron-
cons de longueur arbitraire, et on adopte pour chaque tron-
con uneinertie constante égale 3 l'inertie moyenne.

Ce programme classe les données en quatre catégories suivantes :

(I) Données générales :

Dans ce programme, les dimensions des tableaux utilisés sont varia-
bles, on les détermine 3 1'aide de la premiére carte de données. Cette carte
comporte les valeurs des termes suivants : NTN, NTE, NNAR, NTEC, NDINE, NTDI,

-

EAM et EPM, Nous expliquerons au fur et 3 mesure €es termes.

La deuxidme carte de données comporte respectivement les termes
suivants :

EPSN : la différence minimale désirée des efforts,calculés pour
chaque élément,entre deux tours successifs;

CN, CT : Si CN =1 et CT = 1; on tient compte respectivement des
effets des efforts normaux et tranchants dans le calcul,
sinon on les néglige;

TORM: nombre de tours maximal autorisé;

E : Coefficient d'élasticité longitudinale;

CE : rapport entre les coefficients d'élasticité longitudinale et
transversale.



.o.

(IT) Données descriptives de la structure :
On choisit un repére général pour la structure et un repére local

associé 3 chaque &lément.

On classe les noeuds de la structure en deux catégories : la premiére
catégorie comporte les noeuds libres qui peuvent se déplacer au moins dans une
direction; la deuxiéme catégorie comporte les noeuds qui subissent trois dé-
placements imposés, on les appelle '"les noeuds extérieurs'". Les nombres totaux
des noeuds libres et extérieurs sont présentés respectivement par (NIN) et
(NNEX). Les noeuds articulés qui subissent uniquement un déplacement imposé

(AX ou AY) sont considérés comme des noeuds libres.

On numérote tout d'abord les noeuds libres de 1 3 (NTN) ensuite,

on numérpte les noeuds extérieurs de (NTN + 1) a (NTN+NNEX).

Afin de diminuer le temps nécessaire pour effectuer le programme, il
est indispensable de numéroter les noeuds libres sans aucun déplacement imposé

avant ceux qui subissent un ou deux déplacements imposés.

Pour chaque noeud libre, on désigne par (NEA) le nombre d'éléments
arrivant 3 ce noeud et par (NEP) le nombre d'éléments partant de ce noeud.
Dans les repdres locaux, on choisit le sens positif de 1'axe (OX) de manié&re
3 rendre minimales les valeurs maximales de (NEP) et (NEA) qui sont représen-—
tées par (EPM) et (EAM). Ceci afin de rendre la largeur de la bande de cer-

tains tableaux la plus petite possible.

On désigne par les termes (PE) et (NTE) respectivement la condition

d'appuis de chaque élément et le nombre total d'éléments de la structure.

Les valeurs de (PE) suivant les conditions d'appuis sont les sui-
vantes 1
Elément bi-encastré : PE = 1 (i+]j)

Elément encastré—articulé : PE =

2
Elément articulé-encastré : PE = 3



Elément bi-articulé : PE = 4

La condition de liaison et les caractéristiques géom@triques

de chaque élément sont définies par deux cartes de données qui comportent
respectivement :

1) NNT : noméro du noeud (i); NNJ : noméro du noeud (j),
EP, AR : surface, SR : surface réduite.

2) IN : moment d'inertie, W : module d'inertie

LX et LY : projections de la longueur de 1'€lément, respectivement
sur les axes (0X) et (0Y) du repére général.

Pour chaque noeud libre on &tablit les cartes de données suivantes :
la premiére carte détermine respectivement les valeurs de (NEP) et
(NEA), ensuite, les (NEP) cartes suivantes donnent pour chaque élé-
ment partant du noeud considéré, le noméro du noeud (j) de 1'élément
(NJ) et le noméro de cet &lément (NOEP). Finalement, & 1'aide de
(NEA) cartes, on détermine pour chaque &lément arrivant au noeud

considéré, le noméro du noeud (i) de 1'élément (NI) et son noméro
(NOEA).

On désigne par (NNAR), le nombre des noeuds libres et articulés.
Dans ce programme on suppose que 1l'un des &léments aboutissant au noeud ar-

ticulé, est encastré.

A 1'aide de (NNAR) cartes on détermine les noméros des éléments

supposés encastrés (NEAR) et leurs conditions d'appuis réelles (PPE).

(I1I) Données descriptives du chargement de la structure :

On classe le chargement de la structure en deux groupes :

1) le chargement en travée des é&léments

Nans ce programme, les différents cas de charges exposés en
(2.2.6) sont programmés; et sont déterminés par les différentes
valeurs du terme (IPOSE).

Les valeurs de (IPOSC) suivant les cas de charge sont les suivantes :




|
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Pour chaque élément chargé, la premidre carte de données désigne
le noméro des éléments chargés (INOME) et le nombre total des différentes

charges agissant en sa travée (NTCE).

Pour chaque cas de charge, 4 1'aide d'une carte, on détermine,
IPOSC, ILI = 1i/1, IDA = a/l, IQX, IQY et IQZ.
10%, 10V ot 10Z sont donnes dans Les replres Locaux.
2) les forces nodales
Pour chaque noeud chargé, une carte de données désigne le noméro

du noeud chargé (NOWC), et les trois composantes de la éharge nodale (PX),

(PY) et (PZ) relatives respectivement aux axes (0X), (0Y) et (0Z), Les compo-

santes pnécidentes sont données dans fLe nepere agénéral.

(IV) Données descriptives des déplacements imposés

Les déplacements imposés sont classés en deux groupes

1) les déplacements imposés aux noeuds libres : on désigne par
(NTDZ) le nombre total des déplacements imposés aux noeuds
libres, ces déplacements sont numérotés de 1 a (NTDI). A 1l'aide
de (NTDI) cartes de données, on définit pour chaque déplacement
imposé, le noméro du déplacement imposé (DI), le noméro du noeud
qui subit ce déplacement (NON) et le code du déplacement imposé
(CDI). Pour différent déplacement imposé le code (CDI) prend les
valeurs suivantes

CDI = 1 - Ax est imposé

CDhI
CDI

]

2 -+ Ay est imposé

i

3 > Az est imposé



Dans ce programme, il est indispensable,pour numéroter les dépla-
cements imposés, de ranger les noeuds qui subissent ces déplacements dans

1'ordre des numéros croissants.

2) les déplacements non-nuls imposés aux noeuds extérieurs :

le nombre total de ces déplacements est désigné par (NDINE), et
ils sont numérotés de 1 a (NDINE).

. Dans ce cas, grace a (NDINE) cartes on définit le noméro de
de chaque déplacement (NDE), le numéro du noeud qui subit ce déplacement
(NONI) et le code de ce déplacement (CDIE).

Les valeurs de (CDIE) sont identiques 3 celles de (CDI).

Impression des résultats

Le calcul se fait en plusieurs tours, le nombre de tours est dé-
signé par (TORI). A la fin de chaque tour, pour chaque élément, on imprime :

1) les efforts nodaux aux extrémités de 1'€lément exprimés dans
le repére local associé a 1'élément.

2) les déplacements nodaux qui sont calculés dans le repére général.
3) la contrainte maximale qui est présentée par (CMAX).
Dans ce programme le calcul peut @tre interrompu pour 1'une des
trois raisons suivantes
. 1) la précision demandée par ( EPSN ) est atteinte;
2) le nombre de tours maximal est atteint;

3) la matrice de rigidité est singuliére; dans ce cas on sera averti
par 1'impression du texte suivante : "MATRICE K EST SINGULIERE".
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‘tREGIN'
YINTEGER'NNTT,CDIF;

*INTFGER'MTNoNTF ,NNEX ,NNARINTNC/NTEC/NTDI +NDINE,NOME,NAR,NN,NDE,NENC»
NnCoNCE'NLc'Ul'UJoEPDEAvEC'EEoCEOCLOCIOCJOCONQDIODDCvlollolNNo!QNo'J *
JeJJe NN, JRN, TORI s TOREyZUN+ ZIN KKToHHT s POSCs IM/EAM,EPM,NN3,NRN, NOEC,
TARM,CFN.CT; 'REAL'EPSN,E,GE
‘REAL'PIE;

*REANY (105+R2INTN,NTE,NNEX s NNAR/NTEC,NDINE,NTDI NTNC,EAM,EPM;
RPI'FORMAT' (1014

‘READ' {105+ WE)EPSN,CON)CT,TORMIE»GE; WEt'FORMAT'(E12+5,211+2E12+5)
NNTT =3 (NTN+NNEX);

NI Ct=NTN*x3=NTD];

P1Et=3.1415926535;

'REGIN®

"ARRAY'IQX»1QY s 1Q7,IDA,ILI,IPOSC(/IINTEC,13TORM/Z)»K (/11 NNTT,13 NNTT/),
NEP (/I INTN/Z)Y o NEA(/TiNTN/)Y s AAsBBINNT I NNJIPEILsARISRIINIE]IALF,LN,LO,LA,RE
e WeLXoLYsCOF 1 sCOF2 (/1 INTE/) s NEARIPPE (/1 tNNAR/ )Yy INOME NTCE(/ISNTEC/),
NCL ) IDFP1,NON,CDI(/1SNTDI/Z) e NONI (/T INDINE/ ) NONC,PXsPY,PZ(/I1tNTNC/),
FIJeFJULU/ZIANTE»133/7) e NCIINTE+EtTORM/ ) ) ToKK KH o HK ¢ HH(/ZTINTE 133183/
DFP,FT+FEX0G(/1%t NNTT/Z)eNOEPINJ(/1 tNTNs» 1 SEPM/ ) o NOEAWNI (/1 SNTNsT11EAM/)
2 CTJWCJI(/ZTENTNY 1337 ) s PFT1,PFJPDJIPDI(/71137);
'‘REAL'PSOMI,PSOMJ,SKCMAX;

'REAL'QZ o XEJ e X2JdeYIJ Y24

"ARRAY'BI yBUsFKIQF1sQFJ(/7113/7)sSKK, Q14 QJeMR(/1834113/)

'QEAL'MLsy OME+OL,SO'COELIAB A+BoHS,HC/LANIESLsCrSeSSeCCeSCrAR|»ARD
SOMsSOM1 s SOMU,SORT ,SORJLLLABLoUSLTDA»QY QXyLU»SNsCNi

‘REAL'EDI +ED2+ED3,EDG4,EDS,DEI vDE2+DE3'DE4+DESPK1+PK2,PHI ,PH2,K1J,k1l,
HIJeHJUT o X1 o XJeZ1 02U YL o YJoRFILRFJIOXY (X1 T,X21,Y11,Y21+QF11,QF 12,

QF 13,QFJ1,QFJ2,QFJ3yDET,COF+EPSLEDG;

'‘REAL ' *PROCEDURE'COSH(X); "REAL'X; '"FORTRAN"'

*REAL ' 'PROCEDURE'SINH(X) 3 "REAL'X; 'FORTRAN';

'*DEAL *'PROCFDURE*SH(X) ; *REAL "X SHI=SINH(IX);

"REAL ' *PROCEDURE*CH(X) i *REAL'X: CHI=COSH(X)

'PROCEDURE ' INVERT (A,N, IMPOSSIBLE); *VALUE'N;

*INTEGFR'N: "ARRAY*A; 'LABEL *IMPOSSIBLE; *ALGOL '
*WRITE*(I08+REE)EPSN+CN,CT,TORM,E+GE;
RFE:'FoRMAT'(9x.'rpsN-'Fl?.sozx.'CN-'.ll.3x.'cT-'.1|.3x.

TTORM=1, [2+3Xs'Ex2t ,F{2¢85,'GE=*E1245);

"WRITE*(10BsWIINTN,NTESNNEX NNARNTEC;

Wit 'FORMAT* (' NTN=',12,' NTE=',12,' NNEX=',[2:' NNAR=',12,

' NTEC=',12/);

TWRITE* (108)W2)INDINE+NTDI NTNC,EAMEPM;

Wos'FORMAT' (' NN3IDI=',12,* NTDI='412,' NTNC=',12+' EAM=',12,' EPM=z'

1277

"WRITE'(10B,W3)iW3: ' FORMAT ' (2X,95%%x");

*WRITF Y (108, W4) ;W4 'FORMAT (2X s " *NEXN[*NJ*PEx* L * AR %1
] SR * xN * w * LX * LY *.);

"WRITF ' (108 sWS)iWS3'FORMAT ' (2X+95'*");
'FOR'NEt=|'STEP* | *UNTIL'NTE'DO*"BEGIN"®

'READ' (105 REINNT (/NE/) o NNJ(/NE/Z ) 1PE(/NEZ) 1 L(/NE/)2AR(/NE/)+SR(/NE/)
RESFORMAT ' (I3,13,11+3D145)3

*READY (1O5¢RT7IIN(/NE/) e W(/NE/Z) o LX(/NE/Z)YLY(/NE/ )
R7$'FORMAT ' (4D14+5)

*WRITF ' (1OBeWSINE,NNI(/NE/Z) NNJ(/NE/)yPE(/NE/)Y'L(/NEZ)+AR{/NE/ ),
SREZ/JNEZY»IMU/NEZ )Yy WI/ZNEZ)SLX(/NEZ)WLY(/NE/)
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WATYFOPMAT " (22X o VR0 (12, 0%, 290Kk |29kt [0, %0, F[Qe3y'%k?,F|De3, ke,

E1Oe3 otk yEllods "%t ) ElTedo'*"yElledbdy'x, Ellede'xt);
AL F(/NE/Yt=ARCTAMN(LY(/NE/Z)Y/LXU/NEZ) )
CIFILX(/NEZ)<O+O'THFNYALF(/NE/)1=ALF(/NE/)+PIE;
E1(/NE/)1=ExIN(/NF/)i

vaDv;

*WRITE S (108 W7 ) iW71'FORMAT ' (2X193'%"'///)

*WRITEY (108 sWB) i WB1'FORMAT ' (ISX38'%x");

TWRITF Y (108, W9) W9 'FORMAT' (15Xs "% NN % NEP % EP * NJ * NFEA =9,

tFA % MDY
*WRITEY (108, WIO) ;WID!'FORMAT' (15X 38'%');
tFOR'NN:=1*STEPYJ*UNTIL *NTN+NNEX'DO''BEGIN?
'READY (105 RIINEP(/NN/) ZNFA(/NN/)
RIL'FOPMAT'(212)
*WRITF*(T0O8,WITINNSNEP(/NN/)+NEA(/NN/);
WITS'FORMAT Y (I5Xe'% "o 129" % 9,12, * * x V1,12, *
YIFYNERP(/NN/)=0'THEN''GOTO'TT 1 ;
TFOR'EPES|YSTEPY I *UNTIL'NEP(/NN/)'DOY'*BEGIN?
'QFAD Y (105 )R4AINJC/NNIER /) NOEP(/NN,EP/); R4I'FORMAT'(213);
*WRITF* (108, WI2)EP NOEP (/NN EP/) s NJ(/NNLEP/);
WI28 ' FORMAT ' (I5X, ** * Yal2et %k L1240 % 1,2 % *
tEND Y
TTIS'IF'NEA(/NN/)Y=n'THEN'*'GOTO'TT2;
TFORYEAI= | 'STERP Y| "UNTIL'NEA{/NN/'DO'"'BEGIN?
"READY (105+RSINT(/NNIFEAZY.NOEA(/NN,EA/); RSTI'FORMAT'(213)
"TWRITE' (108, WI3)FArNOEA(/NN,EA/Z) W NI(/NNJEAZ)
WIBE'FORMAT ' (15X, ' % * * * %* Yal20t x ', 12, %
TFND Y
TT2%
*FND Y
"WRITFY (108 WIA);WILt'FORMAT Y (I5Xe38'x'//);
*1FYNNARSD'THENTY *GOTO'RYT ) ;

*WRITF (108, WIS5)iWISI'FORMAT' (2X,'LES ELEMENTS AVEC UNE EXTRFMITEE"',

' SUPPOSEE ENCASTFEREE'//);

TWRITFY (108, WI6)iwIGt'FORMAT (I5Xe 13txt )y

"WRITF Y (108, WIT)iWIT73'FORMAT (I5Xs'* NEAR % PE x');
"WRITF Y (108, WIB)IWIBI'FORMAT Y (ISXs13'%?);

'FORYNAR =1 'STEP Y1 *UNTI{L *NNAR*DO**BEGIN?

'READ* (OS5 RBINEAR ! /NAR/ ) yPPE(/NARY/)

RRIFORMAT' (I3,11 )

"WRITE* (108, WI9INFAR(/NAR/)+PPE(/NAR/ )
WIGT'FORMAT ' (I8Xst% ', 12, * Y, [20' %x')

'FND';

"WRITE* (108, W20) i WP0S'FORMAT ' (ISX[3'%'//)
RTISIF'NTEC=0'THFN*'GOTO'RT2;

"WRITE Y (OB W21 ) iW2I 3 FORMAT ' (ISXs'ELEMENTS CHARGES'/);
TWRITF Y (IDBIW22) iW228'FORMAT (2X, 77 %)

TWRITFY(1OByW23) W23 'FORMAT Y (2X» "*NEXNTCE*PCx* L1 *

' * ax " ny ] Qz *V);
YWRITF Y (108 W24); WPAI'FORMATY(2X 77 '%x");
VEORYFCI=]'STEPY | ' UNTIL"NTEC'DO''BEGIN

‘READY (105 RI)INOME(/EC/) NTCE(/EC/);

ROt'FORMAT' (13,13

*WRITF Y (108,W25)INOME(/EC/)Y I NTCE(/EC/ )
WP2SI'FORMAT (Y %3 ,12,%% *,12," = =% *

DA,

T2

¥

*' )
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12 t 'FOR'CFs=]*STEP'|I'UNTIL'NTCE(/EC/)'DO''BEGIN"

1% ¢ 'DEAN(I0S5¢RIDYIPOSCI/INOME(/EC/)sCE/)Y s ILI(/ZINOME(/EC/)H»CE/ )

14 3+ INAC/IMOME(/EC/)sCF/)s1QX(/Z7INOME(/EC/)+CE/ )+ 1QY(/INOME(/EC/)+CE/ )
IS5 ¢ 1QZ(/INOME(/EC/)sCE/);

16 + RIDL'FORMAT ' (11 ,5F12+5);

17 ¢+ 'WRITE'(IDB,W26)IP0OSC(/INOME(/EC/)+CE/)»ILI{/INOME(/EC/)sCE/),

18 ¢ INA(ZINOME(/EC/Z)iCE/) s 1QX(/INOME(/EC/)sCE/) o 1QY(/INOME(/EC/)+CF/ ),
19 t 102(/INOMEC(/EC/)CFE/);

20 1 WP61'FORMAT'(2X,'> % * Ll ek yS5(ET12eT0 %))

21 1 'eNDv; YENDY;

22 1 'WRITE*(ID8,W27)iW271'FORMAT Y (2X,77'%'/// )

23 1 RT21'IF'NTNC=0'THEN''GOTO'RT3

24 1 'WRITE'(I108,W40) W40t 'FORMAT' (I5Xs 'NOEUDS CHARGES'//)

25 1 YWRITE' (108, W41 ) ;W4 t'FORMAT' (I5X,45'%");

26 1 'WRITF'(108,W42) W42 'FORMAT (15X "® NN =* P X * PY?',
77 ¢ * MZ *');

28 1 'WRITE'(IOB,)WA3S)iWaSY'FORMAT (15X 145 %)

29 1 YFORYIs=J'STEPYI'UNTIL'NNTT'DO''BEGIN'FEX(/1/)8=0; ‘'END';

30 3 'FOR'NC:=['STEP* | *yUNTIL*NTNC'DO**'BEGIN"

31 !

32 3 RIZI'FORMAT ' (12,3F14+5);

I3 1 VWRITFY (108, WAL INONCI/NC/ ) sPX(/NC/)sPY(/NC/ ) PZ(/NC/Y

34t WALI'FORMAT ' (1S5Xet% "2 124" %V, E12e5, 1% E12¢5,'%'yE12+5,"'%"'});

'35 1t NOCt= MNONC(/NC/)x3;

36" 1 FFX(/NOC=2/)1=PX(/NC/);FEX(/NOC~1/)t=PY(/NC/);FEX(/NOC/)t1=2PZ(/NC/);
37 H tEND Y

‘38, t YWRITE'(I08,W4S5) ;W45 'FORMAT ' (I5X+145'%x'// )

1Q 1 RYZsYIF'NTIDI=Q'THFN''GOTO'RT 4 ;

140 + *WRITEY(108,W28);W2B1 ' FORMAT (15X 'DEPLACEMENTS I[IMPOSES'*);

lal ! *WRITE'(IDB, W28 ) iW29 1 'FORMAT ' (15X 129'%"');

142 ¢+ 'WRITE'(I0B/W30)iW3NS'FORMAT ' (ISXe'* DI * NN % CD =* DEPI x');
143 ¢+ *WRITFY (108, W31) w31 'FORMAT ' (I5Xs29'%');

a4 ¢ vFORDIs=1*STEP* Lo yNTIL'NTDI'DO''BEGIN

145 1+ 'QFEAD*(105RIIIDFPI(/DI/)Y,NON(/DI/Z)»CDLL/DY/)Y;

146 3 RIVS'FORMATY(EI245,13,11;

147 ¢ YWRITF'(108,W32)D1,NON(/DI1/)}sCDI(/D1/)+IDEPI(/DI1/)i

48 1 WI23'FORMAT Y (IS5Xe % " 12,0 % 4,012, % ", 11e' %V )E12e¢5,)'%");

149 H sEND

150 ¢t *WRITE'(I08,W3I3)iWSII'FORMAT ' (I5X,29'%"/);

IS ¢t RT4t *IF'NDINE=Q'THEN''GOTO'RTS:
182 ¢+ 'WRITE'(108,W34)iW341'FORMAT' (15X *NOFUDS EXTERIEURS AVEC DES',
153 1 'nEPLACEMENTS IMPOSES NONNULS'/);

184 ¢+ YWRITE'(I08B)W35)iWSISS'FORMAT ' (I5X27"%x");

155 3 'WRITE' (108 )W36) W36 'FORMAT (15X "*NDINE®NNXCOD ! * DEP x1);
156 1 tWRITE*(I0B W37)iWsS78'FORMAT ' (I5Xe27%%x");

1S7 ¢ *FOR'NDEt=|'STEP* | *UNTIL'NDINE'DO'*BEGIN'

158 1+ 'REANDY(I0S»RI2INONI(/NDE/),COIE+DEP(/(NONT(/NDE/)=1)}x3+CDIE/)i
159 ¢+ RIP2I'FORMAT Y (213,Fil1s4):

160 1t YWRITFE'(I0B/WIBINDFNCGHI{/NDE/)yCDIE+DEP(/(NONI(/NDE/)=1)%3+CDIE/);
161 H WRIBS'FORMAT " (1S5Xs'® "s12." 20,1207k Y, 120" XV,Elled,y'%');

162 & tFMDY;

163 1t tWRITE'(ICB/W3G)iW3SOL'FORMAT ' (ISXe27'%'// )

t64 1+ RTSH: Y
165 3 VEORINFt=]'STEPY [ tuUNTIL'NTE'DO* "BEGIN® LN
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T(/NFy 1o 1/7)18=2T(/NE,y202/)1=2T(/NE1323/)3==1;
T(/NE+201/)8=T(/NE 1 02/)8=2T(/NEv1937/)3=2T(/NE»2+3/)23=20i
T(/NEs3s17)23=LY(/NE/)
T(/NE+3¢27)8=ULX(/NE/ )

'F'ND';
'*FOR't=1*STEP*{"UNTIL*3*NTN*DO*'BEGIN"
Gt/1/7):=04i

END Y
‘FOR'1:=]*STEP'I'UNTIL'NTE*DO* *BEGIN?
*FORYJe=1'STEP'I*UNTIL'3'DO*'BEGIN?®
CrJd(/1,J/)3=CJl(/1,0/7)1=0; YEND'Y; YEND Y

TOREs=1;
TWRITEY(I08/ yUUG)YIUUBY *FORMAT Y (22X 'NEY y7Xo*FlI w1 IXy'F127,

lIXO’F]3'0lIX"Fdl'lllx.'FJ2'|||X0'FJ3'/

TaXo 'DFPTII Y+ 9Xe 'DEPIZ2' 19Xy 'DEPI3" 49X, 'DEPJL ' y9Xs 'DEPU2'»9X 'DEPUD,

X+ *CMAX' /)

TFtYORT =]

TIS'FORYINNS= | 'STFPY ] "UNTIL'NNTT*'DN' '"BEGIN'
YFORYUMN:={ "STFP* | *UNTIL'NNTT'DO' 'BEGIN'

Kt/INN,UNN/Z)Yt=0;'FND*iFT({/INN/)t1=DEP(/INN/)t=0;'END";

tIF'TORI>I*THENY'GOTO'ETS

'cOR'NEI= | 'STEPY | 'UNTIL'NTE'DO*'BEGIN®

N(/NF,1/)1=0; YEND Y}

£TS5:

"POR'T 1= | 'STEP' | "UNTIL " S*NTN'DO''BEGIN?

FT(/1/7)3==G(/1/)i

tFEND

TIFY'NTNC=0'THENY'GOTOYETN;

tEORMCE=]'STEPY I 'UNTILINTNC'DO'*BEGIN

'FOR'It=1*STEP' | 'UNTIL*3'DO"'*BEGIN?

NOC:=3Ix (NONC(/NC/)=1 )

FT(/NOCH+I/)3=3FT(/NOC*+]1/)+FEX{/NOC+1/);

tFNDY; 'END '

ETN:

'FORINFI=|"STEP YT 'UNTIL'NTE'DO''BEGIN®

"1F'CFM=0'THEN''GOTO'ETH

*IF'ABRS(NI{/NE,TORI/))ICEPSN'THEN''GOTO'ETS;

YIF'N(ME,TORI/Z)Y<O*THEN'''GOTO'ET7:

Ml 3=lw( GEXN(/NE»TORI/)/Z(E*SR(/NEZ)) )

LN(/NE /)Y 1=NL;

OME : =SQRT(ABS(M(/NF,TORI/Z)I/(ET(/NE/Z)%NL))

01 t=OMFxL(/NE/ )

LOC/NEZ)s=0L;

SNt=SIN(OL): COs=CcOSs(OL)

FIl 1=F 1 (/NEZ)Y/L(/NF/)

OME :=SQRT (ABS(N(/NF,TORI/)IY/(ET(/NE/)RNL) )

FT7iNLs=1+( GE*xABS(N(/NF,TORI/))/(E*XSR{/NE/)}):

AR I=0L*NL*S0=2%(1=C0);

As=EL»OL*x(OL*xNL*C0~S0)/ARB;

Bt==EL*OLx{0OL*NL=S0)/AR;

AA(/NE/Z)i=A; BB(/NF/)1=B;

"GOTO'FT8;
01 1=0MF*L(/NE/) | m
LOC/NE/Z)Y1=0L; kuué)
LNC/NE /) e=NL; —



21 ¢ Hst=(FYP(OL)=EXP(~0L))/2: HCi=(EXP(OL)+EXP(-0L))/2;

22 1t F{i=FEl(/NE/)/LI/NF/Z) G

23 1 Aatz=0L«NLxHS~2%(HC=] )

24 1 ArsCL»0L*(OL=NL*HC=HS)/AB

25 1 Ri==F|l *x0L*x(OL*NL=HS)/AB;

26 ¢+  AA(/NEZ)i=A; BB(/NE/)1=B;

27 3+ '0O0TO'FT6;

28 t FT6:F| t=F1(/ME/)Y/IL(/NE/)Y

29 ¢ CIF'CT=0'THEN''BEGIN'LAN:=LA(/NE/)t130,.,;'GOTO'E66: YEND'F
30+ LAMt=2.SkIN(/NF/)/(SR(/NE/)*L{/NE/)*L(/NE/) )

31 t LA(/NE/Z)s=LAN;

32 t F661

33t ArT4xFL (] F3RLAN) /(141 2%LAN);

3% 1 Bi=2*xFLx(1=6%xLAN)/(1+12%xLAN);

35 1 AA(/ME/)1=A; BB(/NE/)s1=B;

36 1+ ET8:

37 4 FSL:=E*AR(/NE/3/L(/NEZ)

38 t C1=COS(ALF(/NE/)); SI=SIN(ALF(/NE/)); SS1=25%x5; CCt=CwCj SC1=S*C;
39 1 YIF'PE(/NE/)=1"'THEN''GOTO'ETY;

40 ] YIF'PE(/NE/ )=2'THENY'GOTO'ETI0:

4\ ! YIF'PE(/NE/)=S'THEN''"GOTO'ETI I 'ELSE''GOTO'ET 12}

42 : FT9:

43 : ARIt=(A+BY/L(/NE/ )Y AB21=2*ABI/L(/NE/);

44 1t KK(/NFE,1o1/7)3=ESL*CC+ABP%SS

45, 1 KKU/NE,291/)3=KK(/NE+1+2/7)1=(ESL~AB2)%SC;}

46 1 KK(/NE,1s37)3=KK(/NEes391/)12=AB|%S;

47 1 KKU/NE,2:2/7):=ESL«SS+AB2»CC:

48. 1 KK(/NF,2,3/)t=KK(/NE+3,2/)8=CxABI;

49 3 KK(/MNF,3:3/)1=A;

50 1 'nOTO'FTI3i

5 | t FETID:ARI1=(AxA=«B*B)/ (A (/NE/) )}

82 ¢+ AR2t=ARI/L(/NE/)

53 ¢ KK(/NE, )19}/ )t=ESLxCC+AB2%SS;

54 1 KK(/MNE,2+01/7)8=KK(/NEs142/)1=(ESL=-AB2)%5C}

55 3 KK(/MNF,2,2/)1=ESL *SS+AR2%CC}

56 8 KK(/NE,301/7)21=2KK(/NE+ 1 +3/7)2==AB| %5

57 1 KK(/NF,2+3/7)t=KK(/NE+392/)13AB|%*C}

58 1t KK{(/NF,3:3/7)t=ABl%L(/NE/);

59 1+ a0 TO'ETI3;

60 1t FETI1:ARIt=(A*A=BxB)/ (A*L (/NE/))

64 H AR2t=ARI/L{/NE/Z) ¢

62 3 KK(/MNEoslo1/7)3=ESLxCC+AR2%SS

63 1 KK(/NE,2¢1/)3=KK(/NEr1+2/)3=(ESL~AB2)%5C;

K% 3+ KK(/NF,2,2/)1sESLxSS+AB>%CC

65 1 KK(/NF o301 /7)t=KK{/NFoel13/7)t=KK(/NE»2:3/7)8=KK(/NE»3¢27)1=2KK(/NEs3+3/)8203
66 ¢+ 'nOTO'FTI3:

67 t+ ETI2skK(/NEs1¢1/7)Yt=ESL*CC;

68 1 KK(/NF 122/ )3=KK(/NFEs2,1/)3=ESL%®SC+COF1(/NE/)%SC;

69 1t KK(/MF,2,2/7)3sESLxSS;

70 1 KK(/NF 34 [/ ) 3sKK(/NFel+3/7)8=2KK(/NEs2+13/7)8=KK(/NE+3:2/)8=2KK(/NEs3¢3/)t=0;
71t FTIB3:'FOR'It=1"'STFP* | *UNTIL"3'DO"'BEGIN®

72 3 tFORY Y= *STEPY' I 'UNTIL'3'DO''BEGIN'

73 ¢ SaMsi=n; :
74 1 tFOR*IJe=]'STEPYvUNTIL*3'DO''BEGIN s
7St SOMI=SOMeT{/NEs T o1/ ) =KK(/NEs TJrJ/ )i YENDY; LILLE
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HCZF Lo Jd/Z) s=KH(/NE o 17)1=250M;

tEND*;'END

tFORTe= | *STEP' I *UNTIL'3'DO* *BEGIN

CFORT Y= 'STEPYIYUNTIL'3'D0O 'BEGIN?

SoMi=0;

tFORYTJt=1"STEP'|"UNTIL*3'DO'*BEGIN'

SOMI=SOM+T(/MEW 1+ 1U/Z)%KH(/NEs1JrJ/ )i "ENDY;

HHO/MFE 1o J/7 ) 1=SOM; rENDY; tFND Y

‘FND ¢ ;

tFOR* L s=["STEP'I'UNTIL'3*'DO''BEGIN"?

tFORY Je=1 *STEP'I *UNTIL*S*'DO''BEGIN!

SKK(/1,Jd/7)t=0;

teNDY; YENDY

tFORYINNI=] *STEP ¢ *UNTIL 'NTN+NNEX'DO**BEGIN?

TRMt=( INMN=])%3;

YIFYNED(/INN/ISQ'THENY ' GOTO'ET I 4}

'FOR'FP1=| "STEP* T 'UNTIL'NEP(/INN/)'DO*'BEGIN?

JRNI=NJ(ZINNIEP/)23=3;
‘FORY I 1= *STEPY | "UNTIL*3'DO''BEGIN'
'FORYJI=1'STEP ' YUNTIL'3'DO*'*BEGIN?

K(/JRN+Jy IRN+1/)8=K(/IRN4T,JRN+J/) t=KH(/NOEP(/INNWEP/) 212U/ )

SKK(/1,J/)t=SKK(/14J/7)+KK(/NOEP(/INNIEP/) 1 10Jd/)
rEND Y
"FNDYYEND '
FYl4:
TIFYNEA(/INN/Z)I=0'THEN''GOTO'ETI 6
‘FORYFASST"STEP* I 'UNTIL*NEA(/INN/)'DO*'"BEGIN'
JRNSISNT(/INNIEA/ ) %33,
'FOR It 'STEPY | "UNTIL'3'DO'*BEGIN®
TFORYYI=|'STEP Y *UNTIL*3'DO''BEGIN

K(/JRN+Jr IRN+1/)3=K(/1RN+1  JRN+J/ ) t=HK(/NOEA(/INNIEA/ YD1 0d/ )

SKK(/1,J7)8=SKK(/1,J7)+HH(/NOEA(/INNIEAZ)Y 10U/

*FND*, *END';

'END

Frié6:

*FOR'T+=[*STEP'I'UNTIL'3'DO''BEGIN®

*FOR'Js=[*'STEP'I'UNTIL'3'DO''BEGIN"

K(/ZIRM+Jo IRN+1/) =K (/IRN#1, IRN+J/)13SKK(/1+1J/)

SKK(/1,J7)8=0;:

tFHDY; YENDY;

YFND Y

VIFYNNARSO ' THEN' '*GOTO'ETI0H

‘FOR'NARI=] *STEP' 1 tUNTIL *NNAR'DO ' 'BEGIN?

NFI=NFAR(/NAR/)

PE(/NF/) t=PPE(/NAR/) ;

Ct=COS(ALF(/NE/)); St=SIN(ALF(/NE/)); SS1=25%S; CC:=C=»C;

At=AA(/NE/Z)Y:  Bt=RB(/NE/):
FSLI=E*AR(/NE/Y/L(/NEZ)

YIFPE(/NE/ ) =2 ' THENY '"GOTO'EP T ;

CIFYPE(/NE/Z)E3'THENY "GOTO'EP2 'ELSE''GOTO'EP3;

FPItAR] t=(A%xA=BxBR) /(A% (/NE/));

AR2t=ARI/L(/NE/)

KFKO/NE 121 /) 1=ESLxCC+AB2%SS
KK(/NF,2,1/7)1=KK(/NF1102/)8=(ESL=-AB2)%SC;
KK (/NE 2271 1=ESLwSS+AR2%CC

SCt=5%(;




I 1 KK(/MESe /7 1=KK(/NErl93/)s=~ABI %5

T2 1 KK{/NF,2+3/7)t=KK(/NE13+s2/7)3=AB%C;

33 1 KK(/MF3:3/)t=ABIxL(/NE/);

34 ¢+ 'a0TO'FP4;

35 3 FPR2:tAR| 1= (A%A=B*R) /(A% (/NE/) )

'35 : AR2:=ARI /L (/NE/ )

37 1 KK(/NE,1¢1/11=ESL%CC+AB2%SS;

3R 3 KK(/MF 21/ )3=KK(/NF2 122/ )3=(ESL-AB2)%SC

39 H KK(/HNF ,2+2/7/)1=5ESL#SS+AB I *CC

4N t KK(/ME2» 301 /) 12KK{/NFrb o373 1=KK(/NE22+3/7)8=KK({/NE13¢2/)t=KK(/NE+3+3/13=0;

4l s 'n0TO'FPA4;

42 ¢ Ep3t KK(/MEsle1/)1=FSLxCC;

V43 t KK(/NF, 1 427 )1=KK{/NE12+)/)3s=ESL%SC;

Vad 3 KK{/NF,242/7)1=ESL%SSH _

145 1 EK(/HNE o3¢ 1 /)1 1=2KK(/NE1123/7)1=2KK(/NE»293/)1=KK(/NFE»3+2/)3=KK(/NEs3,3/7)3=0;

46 1 FP4t'"FOR'I =] *STFPY ] "UNTIL'3*'DO'"*BEGIN®

&7 : TFORYYe=|*STEPY I *UNTIL'3'DO'*BEGIN?

48 1 SoMi=n0;

149 t "FOR'1J1= ] "STEP '} *UNTIL*3*DO**BEGIN'

50 1 SOMi=SOM+T(/NEs» 121U/ ) kKK (/NEe1JeJ/YITENDY;

151 H HK(/MF o120 J7)icKH{/NErJdel /) $=50M;

152 : tFEND Y YEND Y

I53 s *FOR'I 1= | *STEP* I "UNTIL*3'DO**BEGIN®

is4 1 TFORY Je= | *STEP* I *UNTIL'S*DO**BEGIN?

§55 3 SNM3=0;

156" ¢ TFORYTIJt=I'STEP Y sUNTIL *3*DO'*BEGIN!

557 3 SOMI=SOM+T(/NEs Lo LU/ )*KH{/NEo1JeJ/ Y YEND Y

558 1 HH(/NF,19J/)3=SOM;ENDY; YEND

559 { tEND Y ;

60t ETIOLN

541 1 YIF'NTFC=0'THFEN''GOTO'TF

62 H ‘FORYFCe=] "STEP YL *YUNTIL'NTEC*DO' 'BEGIN?

1643 t SNR1$=SORJ=QFI1=0F121=QF133=QFJI1=QFJ21=QFJ31=0;

564 3 NOME s = INOME(/EC/ ) ;

565 ¢ Ss=SINC(ALF(/NOME/)y):

566 t+ Cs=COS(ALF(/NOME/)):

567 Tt CCI=Cx(C; S5S1=5%5;; SCt1=S*C;

568 &+ As=AA(/NOME/);

569 3 Ri1=BRB(/NOME/);

370 ¢ LLs=L (/NOME/);

57.1 1 ARLs=(A+B)/ (AxLL);

372 ¢ NI s=LM({/EC/);

373 : YIF'OE(/NOME/ )= *THEN''GOTO'ET20;

334 1+ VIF'PE(/NCME/)=2 'THEN''*GOTO'ET2 1

375 H *1F'PE(/NOME/)=3 Y THENY'GOTO'ET22:

376 t Ba(/Z1/7ys=S/LL; Blis2/)ys=BJ(/27)3=C/LL; Bl(/1/)t==5/1L;

377  + RA(/3/)s=Bl(/3/)1=0; '*GOTO'ET23;

378 1 FT22:RI(/1/7):=BI(/2/)8=B1(/3/)1t=0i BJ(/1/7)1=ABL*S;iBJ(/2/)i==ABL*C;

379 3 BA(/3/yi=E/A: 'COTCCYEY2S:

380 s ET21:RI(/Z1/7)1=B1{/2/)=81(/3/7)4=0i Bl(/1/)1==ABL%xS; Bl (/2/)1=ABRL*C

81 t RI(/3/)1=B/A; ‘GOTOYETZ23

IR2 H FT20:'FOR' 1= "STFPYI*UNTIL'3'DOY'BEGIN'BI(/1/):t=BJ(/1/)1=0; YEND '

383 : Fr23:Lie=L{/NOME/ZyxL(/NOME/Z)Y /2

384 31 'FOR'MCE:=|'STEP' | 'UNTIL*NTCE(/EC/)'DO'*'BEGIN?

385 1 POSCt=IPOSC(/NOME,NCE/):
BHS
Litie
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1P epnsC=1 "THEN* 'GOTO'ET24
t1F'pOSC=2"'THEN''GOTO'ET25;

" 1FtPOSCEI'THENY'GOTO'ET26:

DAS=IDA(/NOME+NCE/ ) LIs=ILI(/NOMENCE/);

Lus=t1/(NDAXU*U%2) ; AY1=1QY(/NOME +NCE/ )
*1F*ARS(N(/NE,TORI/))<EPSN*THEN''GOTO'ET27}

Ur=lLO(/NOME/Z)Y/2: NLS=LN(/NOME/); DET1=Ux (2% 1+2%DA=1)i EDlt=(1~2%L1)%U;
*1F*N(/NOME)TORI/)<O'THEN''GOTO'ET28;

CNI=COS(U) SNe=SIN(U);
PK1t=(~COS(DE)/U+LUX(SIN(DEI)I+SIN(ED|))+DAX®(|=2%L1=4%DA/3)%SN)/
{SN=UxNL*CN) ;
PK21=(=SIN(DE})}/U+LU*(COS(DEI)=COS(EDI))+DA*CN)/ (UxNL*SN)}
K1Jds=LL*x{(PK[+PK2)/4; KJL1=LL*{PK|=PK2)/4;'GOTO'ET29
FTr28tHeot=CH(U); HSs=SH(U): DEJs=Ux (2% [+2%xDA~1)t EDIt=Ux(|~-2%L1);
Pl s=(=CH(DEI)/U+LUx(SH(DE})+SH(EDI))=DAX(1-2%_1-4%xDA/3)%xHS)/
{UXNL®HC=HS) ;
PK2t={SH(DEL)/U+LUX(CH(DEI)=CH(EDI))=DAXHC)/ (UXNL*®HS} |

KiJe= L*(PKI+PK2)/4; KJIt=2LL*(PK[~PK2)/4 'GOTO'ET29;

EY27: EDl 3s=2%DA+2%LI=|} DElt=1=-2x%x 1

FN3:=fDI*EDI%EDT1; EN4s=FD3I*ED|: EDS1=ED4*ED] ;

DF4:=DE I *DE | *DE I *DE | } DES1=DE4%DE | ;
PKli1=(-~ED4/32+(EDS+DES)/(320%DA)+(ED|=2%DA/3)*DA/8)/ (1 +12xLA(/NOME/) )
PK2:=(ED3/24)«(ED4/7(192xDA))+(DEL/(DA%]192))-~DA/8}

KiJi=LL*x(PK|+PK2); KJlv=LL*(PKI~-PK2)i
FT29:
ARl 3=1/(A=B); ARDt=ABI®L(/NOME/ )/ (A+B)

X132 (-A%K1J+BR(KJT-NA®(1-L1=2%xDA/3)*LL))%xAB2;

Y133 (=KIJ+KJ1=DAX(=L1=2%xDA/3)%LL)*AB];

Qrez1,1/7)e=X1%SS; QU{/2,1/7)8=2Q1(/1+2/)1==X1%SC;

Q1 (/72,2711 =X1%CCi  QlI(/3s1/7)t==Y1%S] Q1(/3+2/)3=Y1%C;

Q1 (/1,3/)3=Q1(/243/7)13=Q1(/3+3/7)1=0
XJt={AxKJI[=Bx(KIJ+DAX (L 1+2%DA/3 )LL) )%AB2;
Yds=(KTJ=KJI+DA®LL*x(L1+2%DA/3))*%ABJ;

QU1 +1/)8=XJ%xSS: QJ(/2,1/13=2QJ(/ 12/ )8==XJ%SC;

QI(/2,2/)1=XJ2CC;  QJ(/3p1/)1=2aYJ%S QJ(/3+2/)s=YJ%C;

QU137 2=QJU/293/)8=QJ( /30373120

FK(/Z1/)1==5%xQY; FK(/2/)11=CxQY;FK(/3/7)1=0+
*FOR'[s=[*STEP'I'UNTIL'3'DO'*BEGIN'

SoM!I 1 =S0MJUt=0;

‘FOR*J1=] *STEP' j*yNTIL*3'D0* *BEGIN?®
SOMI3=GOMI+QI(/1+U/)YRFK(/J/7)1SOMII=2SOMU+QI(/]+J/7)RFK(/J/); 'ENDY;
OFI(/1/7)Y1=S0M] i QFJU(/Z1/7)1=2S0MJ; YENDY;
RFItzeDAX(I=L1=2%nA/3)%xLL*QY; RFJI=DAx(L1+2%DA/3)%LL%xQY; 'GOTO'ET30;
FT26: NAs=IDA(/NOMF,NCF/); LIt=ILI(/NOMENCE/); QYt=1QY(/NOME ,NCE/ )i
PIFYABS(N(/NE«TORI/))I<EPSN'THEN*'GOTO'ET30:

LUsS=1/(DAUXU%2) ;

DET3=Ux(2%xDA+2% L 1=1)i DE2t=Ux(|=2x_1);

*TF'N{/NOME,TORI/) <O*'THEN®'*'GOTO'ET3!;

CNI=COS(U) SNt=SIN(U)}

PKTI3={elUx(SINIDE1)+SIN(DE2))+DA*( [ =2%_ [=2%DA/3)*SN+COS(DE2)/U)
7 {SNSUXNL*CN) ; ’
PK23z=(LU*x(COS{DE2)«COS(DE|))=SIN(DE2)/U+DARCN)/ (U*NL*SN);

Kid:i=LL*(PK|+PK2)/4; KJlt=LL*(PK[=PK2)/4} (1;?)
[N
LiLig

pN.
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'c0 TO' ET32;
FET31:
HetsCHUDY HS:1=SH(U)

NEl = (2% ] +2%xDA=1); DF231=3U*(]=2%xL]);

Pl i=(=LUx(SH(DE1)+SH(DFE?2)
7{UxNt *HC=HS)

Pk2t=(=LU*(CH(DEI)=CH(DF2)
Ki1Je={L*(PK|+PK2)/4; KJ!
100 TO'ET32;

FT30:

Y)+CH(DE2)/U=DA*( | =2% [=2%DA/3)%HS)

Y+SH(DE2)/U=DA*HC )/ (UxNL%HS )i
1=LL«(PK|=PK2)/4:

FRli=t-2%x_]=2xDA; ED2:=FDI*FD1; EDSt=EQI*ED2+FD2;

DEl:=le2%x_1;

Ne2s=DEI*DE|; DE3I:=DE2%DE!L DE41=DE I *DE3;
Pl t=((ED5~DES)/(320%DA)~(DE1=-2%DA/3)*DA/8+DEL/32)/(1+12%LA(/NOME/ i
PK2:=(NA=DE1 )% (DE2+ED2)/748+DE3/24~-0A/8; ‘
KIJi=(PKI+PK2)*LL; KJIt=(PKI-PK2)%LL;

Fr32:

ART1=1/(A=~B); AB2:=L(/NOME/)%*ABI/(A+B);
X1:zARDP* (= ARK I J+Ba(KJI+DAXLL*(I=-L1=DA/3)) )

Y1 1=AR | *k(=KIJeKJI] =1 I %LL%(]

-L1=DA/3));

X J3=ARD* (A*KJ] =Bk (KIJ+L I % L*(DA+L1/3)));

Yas=ARI*x(KIJeKJI+nNAxLL* (L]
Q1(/1,1/7):=55%X1; Al (/241
Q1 (/2:27)t=CCxX1; 01(/3.

+DA/3) )
ZY2=Q1(/1+2/7)2==X1%SC
/) t==SxY1l} QL {(/3¢27)1=CxY 1

D1(/1037)2=Q1(/2437)8=201(/3¢37)1=0;

0(/2,27)1=2CCxXJi QJ(/30

/Yi==S%xY; QUU/3027)2=CxYJ;

QILZ14%8/7)1=2QJ(/2937)83=Q0(/3:3/7)3=0

QI T 1/7)1358%xXd;  QJ(/2,]

7)Y8=QJ(/1027)1==SCxXJ

FK{/1/7)3==S%QY; FX(/2/7)3=2CxQYFK(/3/):=0+}
ORI = 'STEPYI'UNTIL'"3*'DO''BEGIN?

SoMl e=50MYt=0;

*FORY =] 'STEP Y *yNTIL'3'Do " *BEGIN?
SNMI t=SOMI+QI (/1 U/VXFK(/Jd/ )
SOMJ 1 =SOMU+QI(/ Ty U/ )*FK (/U7 )

YFND Y

QF1(/1/7)3=50M1; QFJ(/1/)t=50MJ;

‘etD Y

RFliz=DA%(l~LI=DA/3)*¥LL.QY; RFJI=DA*| Lx(LI+DA/3)%QY; 'GOTO'ET39;:

FT2%: NAs=IDA(/NOMF,NCE/ )
OX3=10Y(/NOMEWMNCE/);

LIt=JLI(/NOME,NCE/); QYI=IQY(/NOME'NCE/) i

YIFYARSIN(/NE, TORI /Y IKEPSN'THEN'*GOTO'ET33;

Us=LO(/NCME/ )/ 2;
NLI=LN(/NOME/)

NFlt=Ux (2%xL1+2%DA~1)iDE2t=Ux(|=2%L1);
Pr23=(~SIN(DE[)=STM(DE2)+2%xDA%UXCN)/ (UxNL%SN) ;

KtJs=(PKI+PK2Y*LL/(U*4)
'60 TO'ET3S:

ET3/¢ H

HCS=CH{UY HS1=sH(U)Y;
DElt= (2% [+2xDA=] 1%l
DE2t=( 1 =2xL 1 )%U;

KJle=(PK|=PK2)*LL/(Ux4);
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PKl:=(CH(DE2)=CH(NFI)w2xUsDAX(|=2%L1=DA)*HS)/ (UxNLRHC=HS);
PK2t=(SH(DE2)+SH(DF1)=2%DA%U*HC )/ (U*NL*HS)
K1Jez(PKI+PK2)*LL/(4%U);

KJls=(PK]=-PK2)%LL/(4%U);

'n0 TO'ET3S;

ET33:
DFli=oxL 1+2%DA~-]; DE3:1=DEI*DE | %DEI;
FRli=1=-2%_1; EN3s=EDI*EDI*EDI ;

Prlt=NDA*(EDI=DAY®(LI*(L]=1)~DAx(|=2%L[=-DA)/2);
Pk2:=(FD3+DE3)Y/24-NA/ 4

t1F'N(/NOME,TORI/Z)<O'THEN''GO TO'ET34;
KiJe=(PKI+PK2)*LL/2:

vJli=(PKI=PK2)*LL/2}

FT35:

LY 1=l %2

ARlt=1/(A=B); ABo2i1= L(/NOME/Z)%ABI/(A+B)

XT1=ARD R (=ARK [ J+Be(KJI=DAX(|=LI-DA/2)%L L))

YIszARI k(=K IJ4K U]l =DA* (=L 1=DA/2)%LL);
Zre=NDAx([=LI1=DA/2)xLL/{F2AR(/NOME/) )

XAt=ARO*k (ARKJl=Bx(KIJ+DAX(LI+DA/2)%LL));

YJr=AR IR (KIJ=KJII+ L oDAX(LI+DA/2));
7J1=NAx(LI+DA/2) %L L/ (ExAR(/NOME/) ¥
QI(/1s1/7)121%CC+X1%55; QI(/2+2/7)3=Z1%SS+XIxCC;
QUE/P2,1/7)13Q1 (/10270832 (21=X1)%SC QI(/341/7)1=2=Y]1%5 QU1(/3027)15Y1%Cy
QUI/Z193/7)1=QI(/72¢3/)8=Q1(/3+3/7)1=0;

QUC/ 1o 1/7)e=ZJRCC+XJ%SST QUU/2+2/7)3=2ZJ*SS+XI%CC;
NUU/208708=20U(/ 10271832 7d=XJ)%SC; QUI/34 1/ )2 ==Y %5 QJ(/3427)1=YJxC;
QI 13731 =2QU(/203/)82QU(/3437)8=0
FK(/1/)3=C*QXeSxQY; FK(/2/)1=CxQY+S%QXi FK(/3/)t=0+;
"FOR* Y e= | *STEP* I *UNTIL*3'DO'*BEGIN?

SOM] 1 =Ss0MJ 1 =0

tFORY ez 1 'STEPY'{'UNTIL*3'DO' *BEGIN®
SOMIt=gOMI+QI(/ s J/)XFK (/17
SOMUt=SOMU+QI( /T U/Z)XFK(/J/)

teND g

QFL(/1/7)8=5S0M1; QFJ{/1/)1=S0MU;

*FND v

RFI1==DA*(1=L1~DA/2)%L L #2%xQY; RFJs=DAx(LI+DA/2)xLL%x2%QY; 'GOTO'ET39:
FT24:

LEe=11.1(/NOMEJNCE/

OX3=1QOX(/NOME(NCE/

QAY=10Y(/MOMEZNCE/ )

Q7:=1Q7(/NOMEWNCE/);

LI s=L (/NOME/);
*IFYARS(N(/NE,TORI /) )<EPSN'THEN''GOTO'ET36
NL3=LN(/NOME/ )

Ut=LO(/NOME/) /2

NFlt=(1=~2%xL])*xl};
*IFYN(/NOME s TORI/I<D'THENY GO TO'ET37;
CNE=COS(U) SN1=STN(U)
Prli=((le2%L])xSNNL*SIN(DE!))/(SN=URNL%CN);

PK2t=(CN-NL*COS(DE1) )}/ (URNL%®SN)

KIJi=sLL*(PKI+PK2)/4: KJli=LL*(PKI=PK2)/4; By
PHI 3= (UXNL*COS(DE1)=5N)/({SN=UxNL*CN) Uitg

PH2t==SIN(DE1) /SNy
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Hi1Ji=(PHI+PH2)/2; HJlt=(PH|=PH2)/2;
'g0TO'FT38:

FT37:

HCt=CHU) ; HS1=SH(U);
PK2:=(=HC+MNLXCH(DF 1))}/ (UxNL*HS);

P liz(=DE|*HS+NL*SH(DE]))/ (UxNL*HC=HS);
K1Js=LL*(PKI+PK2)/4; KJIt=LL*x(PKI=-PK2)/4}
PHI:t=(HS=U*NL®CH(DE1) )/ (UxNL*HC=HS);

PH2 i=aSH(DE [ )/HS;
HIJi=(PH[+PH2)/2; HJls=(PHI«PH2)/2:
'n0 TO'ET38;

ET36:

LaMt=LA(/NOME/ )

DFli=1-L1; DE2t=nE I *xDET; EDls=[+|2%LAN;
CN$=COS(U)Y SNt=SIN(U);

PK1t=(COS{DE2)Y=COS(DE])+2xDA*UX (| «2%L | «DA)I*SN)/ (SN=UsNL%XCN);
KI1Jizs(=~LI*DE2+(6%DF2=2+12%«LAN)*LANIY*LL/ED];

KJlt=(DE 1 *xLI*xL 1 +LAN®(6%(1¢L1)%DEI=4~[2%LAN) ) xLL/FD!;

H1Js=DF [ x (2% | =DEI1=-12%LANY/EDI: HJIls=L1*(2«DEl-L]l-[2%LAN)/ED!
ET38:

DFis=1=-L1; ABiIt=1/(A~B); AB2:=LL*ABI|/(A+B);;

Z1i=LL*DEJ/ (EXAR(/NOME/) ) ;

X111cAR2* (=KIJ+BR(KJI~LL%DEI));

X2l t=AR2% (=HIJ+Bx(HJ1+1));

Yilt=aB1*(=KIJ+KJ1=-LL%XDE1);

YolizARIx (HJUI=HIJ+1 )¢

ZJt=LLxL1/(E*xAR(/NOME/ )Y

X1dtz=AR2x(=AxKJ]+Bx(KIJ+LL2L]) )

XoJizwAB2x (~AxHJI+Bx (HIJ+1) )}

YiJi=aRIx (KlJeKJIaLL*L 1)

YoJtzARIx(HIJ=HJl+1 )

O1(/1+1/7)2=CCxZI+SSxXIlt QI(/2,1/7)8=2Ql (/1 +2/)4=SCx(2]1=-X11);
Q1(/2,2/7)11=SSxZ1+CCxXi1;: QU /1+43/7)1=2=S%X21;i Q1(/2¢3/)3=C%xX%x21;
Qr(/3,17)t=~SxY1]; Q1 (/3,2/7)s=CxY[1]; QI(/3,3/)1=2Y213

NI/ 1,1/):=2CCxZJ+S5s%x XU QI /2:1/7)8=Qd(/102/)8=2SCx(Z2J=X1J)
QI(/2:27)32S5S%ZJ+CCxX1Js QJ(/1e3/)8==S%X2Ji QJ(/2:3/)11=C*kX2J;
QI/3e1/7)8=5=SxY1J;  QU(/3,2/7)1=2CxY1Jd;  QJU/3,3/)13=Y204
FK(/1/)1=C*QX=5%QY; FK(/2/7)t=S*QX+C*QY; FK(/3/}11=2Q2Z;

tFORYT :=| *STEP*' I *UNTIL*"3'DO"'BEGIN?

soMl 1=s0MJ =0}

'FORYJs=1*STEP' | "UNTIL*3tDO*'BEGIN®

SOM 1 =SOMI+QI(/1 s J/7)XFK(/J/ )i

SOMUt=SOMI+QI(/ T v J/IYXFK(/J/ )

*FND

QFI(/1/)4=SOMI QFJ(/1/)8=SOMJ:  'END*;
REIt=(1=LIY*L(/NOMF/)%QY+QZ;i RFJI=L(/NOME/ ) %L 14+Q7;

FT39:

SNRIt=50RI+RF1;

SARJ1=SORJ+RF J;

QFT11=0F 1 1+QF1(/1/Y; QF123=QFI2+QF I (/27); QFI3s=QFI3+QFI(/37);
GFJlt=QF JI+QFJ(/17) QF J21=QF J2+QFJ(/2/) QFJ3:1=QF J3+QF J(/3/);

YEND Y
QFl(71/)Y1=QF 11 QF1(/2/7)1=QF12; QF1(/3/)3=QF I3}
AFJlz71/7)ys=QF 01 aFJ(/2/7)3=QF U2 QFJ(/3/)31=QF J3;

RFIt=S0OR]T; RFJ1=S0RJ}
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Ure=tMNy (/NOME/ ) %33, UJt=NNJ(/NOME/ ) %33
'FOR'1s=|'STEPT I 'UNTIL*3'DO'*BEGIN®

SOMl t=50MJt=C;

TFOR'J:={ 'STEP"{'UNTIL'3*DO''BEGIN?

SOM] :=SOMI+KH(/NOME, L+ J/)%QF 1 (/J/ )

SAMJ i =SOMI+HK (/NOME, 1, J/Z)%QFJ(/J/ )

veND Y

CI1J(/NOME, 1/)1=SOMI+RF1«BI(/1/);
CJL(/NOME,, 1/7)1=SOMJ+RFUxBI(/ ]/ )i

FT(/ Ul+1/)1=FT(/s Ul+1/)=-ClJU{/NOME,1/);
FT(/UJ +1/7)3=FT(/s UJ+1/7)=CUI(/NOME1/)
1eND Y

reND Y

TF 1

TIF'NTDI=N'THENY GO TO'ETS0:
‘FOR'DII=['STEP*J*UNTIL'NTDI*DO'*BEGIN!
NeL (/N1 /7)1 e=NONC/D1/7)*3+CDI1(/DLE/ ) =33

*FMND Y
'*FOR'DIs=]"STEP' [ *UNTIL'NTDI~1'DO"*BEGIN"®
DNCi=sNCL(/DI+1/)=NCL(/D17)
YIF'DDC=1'THEN'*GOTO'ETS

Clt=NCL(/D1/);
tFORYT1s=1"'STFEPY* I 'UNTIL 'DDC-1'DO*"BEGIN?
*FORYY ez *STEP* I *UNTIL'CL+II*'DO'*'BEGIN?
K(/1,CL+11=DI/)ssk(/lsCL*117/)

*FND

OF‘ND' :

ETSit 'ENDY;

YIFYCNTI(/NTDI/Z)=3'THEN' GO TO'ETS2:
'"FOR'C13=3=CDI(/NTNDI/)=1'STEP '« | "UNTIL'QO'DO*'BEGIN!
K(/1 NLC=CI/)1=K(/1 ,NLCeNTDI=CI/);

*FND > ;

YFORY 3= *STEP'I "UNTIL'NLC+NTDI'DO**BEGIN?®
Kt/1TeNLC/)8=K(/1oNLC*NTDI1/ )

*FNDY

ET521

'FOR'DII=F*STEP*I YUNTIL'NTDI=1'DO**'BEGIN'
NNCs=NCL(/DI+1/)mNcLL(/D17)
TIF'DDC=I*THEN''COTO'ETSSS;;

CL $=NCL(/D17);

TEORY Y= PSTEP I *UNTIL'DDC=1'DO' *BEGIN?
tFORY J1=CL=DI+JJ'STEP [ *UNTIL'NLC'DO'"'BEGIN
K(/CL+JJsDlsJ/ Y2k (/CL+JJ»J7)

*FND;

FT(/CL4JJ=DI/ZYt=FT(/CL+JJU/ )

*EMD Y

ET5551 *END';

C1F'CDI(/NTD1/)=3 THEN'*GOTO'ET50:
'FORICT:=3=COI(/NTNI/)= | *STEP'=| *UNTIL'O'DO" *BEGIN'
"FOR'CJt+=CI*'STEP'< | *UNTIL'0'0D0* *BEGIN'
K(/NLC=CI4HLC=CJ/) 1=K (/NLC+#NTDI=CIoNLC#NTDI=CJU/ )

'eNDY

FT(/NLC=C1/):i=FT(/NLC+NTDI=CI/)}; (1&;)

tFND \ULLE
—e

FT50:
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IMVERT (K NEC,SING)

tEORY = *STEP" I *UNTIL*NLC'DO 'BEGIN?

s5AMyEn;

*FORYJr=I 'STEP"[ *UNTIL'NLC'DO**BEGIN?
GOME=SOMK (/1 J/)RFT(/ U/ )

tEND Y

DFPE/1/7)1=50M;

sEMND Y

FIFYNTDI=0 " THENY 'GOTO'ETT;

DYs=Je=0i

PEOR T s=NLC+NTDL 'STEP = 'UNTIL'NCL(/1/)'DO''BEGIN?

CIFYMC) (/NTDT1DI/)y=1"THEN' *BEGIN'DEP(/1/)3s=1DEPI(/NTDI=DI1/)iN1t=D1+::
'ROTOFSS'END Y

DFP(/1/)t=DEP(/NLC=J/) idi=d+]]

Fe5¢*FND Y

13=NMNTT/2; 'FOR'Ji=1'STEP*I'UNTIL'I'DO'*BEGIN®

CWRITE Y (108, WEOIDFP(/J/ ) ;WBIS'FORMAT I (ISXs "t ,E12e501t" )
tEND

*WRITEY(10ByWO0) TORIDEP(/J*[/)iWOOt'FORMAT Y (7X,'DEP=*, 12" )=1",
Fl12e8,12")

tEOR Y s=Jd+2 '"STEP ' *UUNTIL*NNTT*DO* 'BEGIN?

*FHD Y

ETT:

TOR] s=TORI+1;

"FOR'MF = | "STEP* 1 *yUNTIL 'NTE'DO' 'BEGIN?

UTtsMNNT(/NE/)Y*x3=3 UJt=NNJ(/NE/)*3=3;

*FOR* 1= *'STEP* T *UNTIL'"3'DO*'BEGIN?

SOMJUt=50M] ¢ =0,

FORY Y= *'STEP* I "UNTIL*3*DO'"BEGIN'

SAMJt=SOMU+HK (/NE, 1, J/)RDEP(/UT+J/ ) +HHI/NE, 1, J/)*DEP({/UJ+J/ )
SAMI 1 =cOMI+KK(/NE, 1, J/)RDEP(/UT+J/)+KH({/NE,1,J/)%DEP(/UJ+J/ )
tEND Y

FIJIONE, 1 /) 2=SOMI+CIUI/NE1/)+CG(/NNTI(/NE/)%x3=3+1/)

FOLINF 1 /)8 =SOMUSCIT(/NF L, T/ +C(/NNJ(/NE/ ) %3=3+1/)

tFND Y

teMD Y,

tEORINF eS| "STEP Y vUNTIL*NTE'DO*'BEGIN?

UTes=NNT(/NE/)1%3=3; UJt=NNJ(/NE/)*3=-3;

S1=SIN(ALF(/NE/Y) C:=COS{ALF(/NE/)):
MR(/Z1s1/7)YE=MR(/2e2/7)3=2C; MR(/102/)8=S; MR(/2+1/)t3=5;

MO (/1 33/7)3=MR(/203/)18=MR(/342/)3=MR(/341/) 8203 MR(/3,3/7)e=1
*EORY = *STEP* I "UNTIL'3'DO**'BEGIN?

PSOM] 1 =PSCMU =04

SNM] :=q0MJE=0,;

TFORC Y= P STEP I 'UNTIL '3 'DO*'BEGIN?

SAMT t=QOMI+MR (/1. 4/ )IXF LUt /NEVJ/ ) SOMJI=SOMU+MR{ /1 s J/I%FJL(/NEWJ/) i
OSOMIt=PSCHI4MR (/1,7 1=NER{/UT+J/ )} PSOMJt=PSOMJ+MR (/1 ,J/)%DEP(/UJ+J/)
YREND PP (/T e=SOMT iR J{/1/7)1250MU;

PR/ 1/7Y8=PSOMEG PRJUL/T/7)e=PSOMYG TEND';
RE(/NF/11={PDJ(/22)Y=PD1(/27)Y/LL/NE/ Y

YIFYARS(PRFI(/3/1)>ARS(PFJ(/3/)) ' THEN'CMAXt=ABS(PFI(/1/)/7AR(/NE/))
+ARS(OFT(/3/Y/VI/NE/Z)YY YELSE'CMAXI=ABS(PFJ(/1/)/7AR(/NE/))

FARSIPFI( /37 WIANEZ) Y S BYS
PWOTTE Y LIBR, UUT) NEsPFL{/1/)sPFLI(/2/)4PFL(/3/), UiLLE
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PFJ(/!/)nPFJ(/2/).PFJ(IXI)'DEP(/UX+K/).DEP(/UI+2/)oDEP(/UI*3/).
DEP(/UJN+1/)YsDEP(/7UJ+2/7)DEP(/UJ+3/)»CMAX;

U7 'FORMAT Y (2%, 12,6E14.5/78XeTEL14+57);
YIFfTORI=TORM!'THEN'*GOTO'ENN;
N(/NF,TORI/)t=PFI(/1/7)%COS(RE(/NE/))+PF1(/2/)%xSIN(RE(/NE/))
CoFs=PF1(/1/7)%RE{/NE/);

COFI(/NE/)t=wS*xCOF; COF2(/NE/)3=C*COF;

TEND Y,

CFORINMS=I'STEP' | *UNTIL*NTN+NNEX'DO**BEGIN®

SOMl 1 =S0MJ =0

'FOR'EPI=]| "STEP' I 'UNTIL'NEP(/NN/)'DO'*BEGIN’

SOMI 1 =GOMI+COF | (/NOFP(/NN,FP/)Y/)Y; SOMJt=SOMJ+COF2(/NOEP(/NNLEP/)/ )
gD,

tEORYEAS=] *STEPY I 'UNTIL'NEA(/NN/)'DO 'BEGIN?
SOMI1=SOMI=COF I (/NOFA(/NNG,FA/)Y/) i SOMJ1=SOMI~-COF2(/NOEA(/NN,FA/Z)/ )
YVEND

G({/MN%x3=2/)3=50M]; G(/NN*3=1/)1=S0MJ;

tFND Y

*TFYTORI<SYTHEN! 'GOTO' T

CFORYNF =1 "STEP [ 'UNTIL'NTE'*DO ' 'BEGIN
YIFYARS(M(/NEZTORTI/Z)=N{/NFTORI=1/))>EPSL*THEN''GOTO'TI;

tFEND Y

ENNE

*WRITF'(10B,UUB);UURI'FORMAT' (100'%"'/);

tGOTOYWWS;;

SING: '"WRITE*(108+sS06)iSOI'FORMAT ' (2Xy "MATRICE K EST SINGUW');
WwSs

tFND Y

1eND Y
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