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Si 1'on étudie en termes de couples en dualité, les problémes
variationnels classiques unidimensionnels, pour des fonctionnelles J
P r r -
et JO définies sur C (BLl],RP) et COO(BLIJ,RP) par

1
I(h) = { f(t,h(t),h(t))dt, et J =J o 1, avec r % 2, o % |

o
0
T+a . . . ror i
f de classe C , T 1l'injection canonique de COO(LQ,I],RP) dans
S PR A TS atl
C([0,1],RY) ; J et JO sont de classe C pour les couples en

dualité {(cf. Page 4)

r

- -0 - r 9 .
€ (fo,17,8") 5 ¢" (Jo,1],®D) «®P xRP ; 9) et (coo(ip,lvj,mp) :

"% ([0,1],8P) ; 2.

En particulier, dzj(h) et dZJO(h) se factorisent par des
opérateurs différentiels du second ordre

déJ(h) = L(h) : ¢ ([0,1],RP) —> rv’rl]’R") » RY x RP,

dsJ (h) = L'(h) : CZO([O,@,:RP) — cr"z([o,lj RPY
qui, movennant des hypoth@ses naturelles de régularité, sont des opéra-
teurs de fredholm d'indice zéro.

Si ho est une extrémale (solution de 1'équation d'Euler
relative a JO), pour laquelle les conditions de régularité, de legendre,
et de Jacobi, sont vérifiées, L'(ho) est un isomorphisme défini positif
le lemme de Morse pour les couples en dualitéd, démontré par Antoine [TT,
entralne que Jo admet en ho un minimum local strict pour la topologic
C;O([O,IJ,RP). Une étude analogue est possible pour r = |, en modifiant
la définition des couples en dualité, les opérateurs L(h) et L'{h)

étant alors des opérateurs intégro-différentiels.

Dans le cas multidimensionnel, BLI] est remplacé par ia

boule unité fermée B de RN, et J est définie sur Cr(B,Rp) par
oh
(n J(h) = f(x,h(x), — (x))dx,
B BXi

JO étant définie par JO =JoTt, oi 7T est 1'injection canonique



(i1)

de CZ(B,RP) dans C' (B,RP).

On montre dans le chapitre II, que J et JO sont de classe

Lot r

. - -1

pour les couples en dualité (Cr(B,lRp),Cr 2(B,Rp) x C (BB,RP),S)
- )

et (cz(B,st),cr 2(B,Rp),®o), en particulier, d°J(h) et 47y () se

factorisent par des opérateurs différentiels du second ordre

d5J(h) = L(h) : T (B,RP) —— "2 ,RP) « o7l (on D)
a3 (h) = L'(h) : CF(B,RP) —— cF 72 (5,8P) .
Cependant, si 1'on considére L'(h) = A, pour lequel les con-

ditions d'ellipticité et de Legendre sont vérifiées, ainsi que 1'équivalent
des conditions de Jacobi, A n'est pas un isomorphisme, de meme,

N -
(2) LW = A = ({d-a5 ] ox, =)
i=1

90X,
1

A

est défini positif, mais n'est pas un isomorphisme ; par contre, et
. . e .o ]
se prolongent en des isomorphismes définis positifs de H (B,Rp) dans
-1 P 1 P -1 p <
H (B,R") (resp. de HO(B,R ) dans HO (B,R"). On démontre dans le
chapitre ITI, que de maniére générale, L(h) = d8J(h) se prolonge en L(I)

de HI(B,RP) dans H—I(B,Rp), de telle sorte que le prolongement I.(iv)
soit continu par rapport & h € Cr(B,RP), pour la topologie c’

Nous sommes ainsi amenés, dans le chapitre II1, a étudier plus

. . o+l
généralement des fonctionnelles J de classe C , sur des couples

]

(F,F',0), pour lesquelles L(h) déJ(h) : F - F' se prolonge en E(h),

3 des espaces de hilbert définis & partir d'opérateurs hilbertisants

At F>TF' (B, ch. III). En général, J ne se prolonge pas a ces espaces
de hilbert, par exemple, la fonctionnelle définie par (1) ne se prolonge
pas 4 l'espace de Sobolev construit & partir de l'opérateur A défini

par (2) ; et le lemme de Morse pour les couples ne peut s'appliquer pour

1'étude du minimum local. Pourtant, moyennant une hypothése de continuité

de h v f(h), réalisée pour J défini par (1), on peut donner unc



condition suffisante générale d'existence d'un minimum strict local :
c'est le théoréme O (ch. III) que 1l'on peut comparer aux résultats
particuliers de Kimble [4], dont les hypothéses sont plus restrictives,
On est alors conduit 3 rechercher des conditions suffisantes pour que

L(h) soit un isomorphisme, défini, positif.

Dans le chapitre IV, on démontre que moyennant des hypothéses
d'ellipticité L(h) est un opérateur de fredholm, d'indice zéro, cette
propriété généralise une propriété connue en dimension 1, mais dont un

argument majeur de la démonstration est faux dés la dimension 2.

Considérant la fonctionnelle définie par (1), on examine
ensuite, des problémes variationnels avec contraintes globales ou sur
le bord, on démontre dans le chapitre V comment ces problémes se raménent
a un probléme variationnel sans contrainte sur le noyau d'un morphisme
de la catégorie des couples en dualité ; cela conduit 3 examiper la
"restriction" d'un opérateur'de fredholm entre espaces de hilbert, 3
un sous-espace de hilbert, on montre (Ch. V, D) que sous certaines
hypothéses (par exemple, la positivité), la '"restriction" d'un opérateur

de fredholm, est encore un opérateur de fredholm.

Lorsque l'on considére des conditions nulles sur le bord de B,
1'extension des conditions suffisantes d'ellipticité, de Jacobi, de
Legendre, au cas multidimensionnel, se fait alors en repremant la termi-
nologie de Dennemeyer Eﬂ et Hestenes Eﬂ concernant les surfaces conju-
guées et les points focaux, les conditions de Jacobi considérées, cor-
respondant aux conditions nécessaires démontrées par Dennemeyer Dﬂ.
Certaines démonstrations relatives aux opérateurs de fredholm peuvent

etre simplifiées lorsque des conditions d'ellipticité et de Legendre



(iv)

sont réunies, cependant le caractére de fredholm associée 3 la seule
condition d'ellipticité, permet d'envisager 1'étude de problémes varia-—
tionnels avec contraintes, pour lesquels les conditions de Legendre

ne s'imposent pas.

Dans le chapitre VI, on &tudie quelques propriétés de la caté-
gorie des couples en dualité, puis des variétés modelées sur des couples
en dualité. On envisage, enfin, 1'étude d'une famille d'opérateurs dif-

férentiels d'ordre 2, mis en &vidence dans le calcul des variations.



CHAPITRE I

THEQRIE DE JACOBI

e — ——

] - Rappel de La théornie classique en dimension 1.

Position du probleme : On cherche 3 minimiser la fonctionnelle

1
définie par J(£) = J g(t,ﬁ(t),k(t))dt avee £ ¢ Ci B
O 3

(1,R")
L0y = A ; £(1) = B.
g : 1 x RP x R —— R de classe C3

(ts X, y) > g(t,X,Y)‘

En fait, on recherche des minima locaux, et I x RP x RP

peut étre remplacé par I x Q, avec § ouvert de RP x RP.

Si he ci (LED) (h(0) =h(1) =0) et ¢ >0, on définit
]

les variations premiére et seconde de J aurtour de Ko’ de la maniére

suivante :
La_variation premiere : A J est définie par
J(£0+€h) - J(ﬂo) = g AIJ(ZO,h) + o(e)
] L] *
avec A]J(Eosh) = jo {8x(t,ﬂo(t),ﬂo(t))h(t) + gy( )h(t)}dt

|

d -

= {g! () = — |g!()]Ih(r)dt.
JO X dt [y J

On en déduit la condition d'Euler :



' . _d ' - . _ . »
gx(t,ﬁo(t),ﬂo(t)) ;: [gy( )] 0 (E) qui est nécessaire pour que 4

corresponde & un minimum local. Une courbe Ko vérifiant 1'équation (&)

est appelée une extyrémale.

La variation seconde : A2] est définie de 13 maniére suivante,

e e e e e ——m—— L~ o

au voisinage d'une extrémale [

2

J(e reh) = T =+ e 8T8 ,0) + o(e?)

1
2
’ 2 2
avec A J(L ,h) = | {P.(h)? + S.hh' + S.h'h + R (h")?} dt
27 (&g o ] 2 1

(t)_

" L o
2 T By ()R8, ().

(t)Y_ n , . (6)_ .
avec P] = gxz(t,ﬂo(t),fo(t)) ; S1 = gxy( ) ;S ,

L'étude du signe de la variation seconde AZJ(KO,h), faite par
Legendre, Jacobi... conduit 3 1'introduction des définitions et des

conditions suivantes, pour une extrémale £
o

(i) Condition de régularité : On suppose que V t € I,

g",(t,2_(£),2 (£)) € isom(®”,&P).
y

Champ de Jacobti, Opérateur de Jacobt.

Pour £ e Ci B(I,Rp), 1'opérateur de Jacobi L{f) est défini
s
par :

Loy : c2(1,BP) — C°(1,8P)

Hoa—s L(D.H = (P, - 4 S,).H + (5, = 5, - il-Rl)ﬁ
dt ‘ dt

- R]H

Une solution H de L(£).H = 0O est appelée champ de Jacobi

le long de Z£.



Points conjugués.—- On dit que t0 € ]O,l] est conjugué de O
le long de Ko’ s'1l existe un champ de Jacobi non nul H tel que

H(O) = H(to) = 0,

(ii) Condition de Jacobi ; On suppose qu'aucun point de |0,1] n'est

conjugué de O, le long de l'extrémale ZO.

(1ii) Condition de Legendre :

a) Ve, g”z(t,ﬂo(t),zo(t)) positive.
y

R) g"z(O,KO(D),ko(O)) définie positive.
y
Théoneme. - Si Zo est une courbe extrémale (solution de 1'équa-
tion d'euler (E)), pour laquelle les conditions (i), (ii), (iii) sont
vérifigées, J présente en h0 un minimum local strict pour la topologie

faible.

2 - Interpritation de ces nesultats a {'aide des couples en dualite.

La fonctionnelle J est définie sur Ci B(I,(Rp) qui est une
bl

variété banachique modelée sur Ci 0(I,lRp), une carte globale en
)

2 p . P L oA2 P 2 P
CO € CA’B(I,R ) étant définie par § : CO’O(I,R )y > CA,B(I’R Y telle

que B(h) = CO + h.

En carte globale, la fonctionnelle J se transforme en J

1
j g(t,Co(t)+h<t),Co(t)+ho(t))dt

2
sur C (I,Rp) telle que J(h)
0,0 o

]

i
J £(t,h(t) ,h(t)dt,
0



avec £ : I xR x8® >R de classe C-.

Posons F = ci JIE) 5 F o= c® (1,5 E = gP,
s

et considérons la dualité ¢ entre F et F' définie par

i
®(L,K) = J L(t).K(t)dt.
0

Dans ces conditions, nous savons (cf. annexe sur les couples

. 2 .
en dualité), que J est de classe C pour les couples en dualité

dJ(h).H = ¢(8J(h),H)

avec &J(h) = £(.h,h) - j% [}é(.,h,ﬁ)].

Intenprétation de £'équation d'Eulen :

donc, pour que J admette un minimum local en ho, 11 faut
que dJ(ho) = 0 soit 6J(ho) = 0 donc ho doit vérifier 1'équation

d'euler (E")

1 o _i 1 " 1 = .
£ (Eh (62,0, (£)) — = (£ (tub ()b (0] =0

par conséquent, on retrouve ainsi le fait que CO + h0 =7

vérifie 1'équation d'euler (E).

Interprétation du champ de Jacobd :

§8J +: F » F' est de classe Cl, et sa différentielle d§J

a pour expression : dé8J(h).H = d8J(h).H = [} - —E-QZ]H - (41 R)ﬁ
dt dt

-RE+ (q - Q.



avec P(t)

li
1]
"

n

f;Z(t,h(t),h(t)) H Q](t) f;q( ) 5 R(b) f;2( ) s Qz(t) £"

]
]
]

- gp(es (£),2(8)) 3 gy () 3 g", () ;

gn
X
y y

donc L(h) = d8J(h) est l'opérateur de Jacobi en (h + CO).

*
En fait, ds8J(h) € L[Ci O(I,E),CO(I,E )], il se prolonge de
b

maniére évidente a CZ(I,E).

Interprétation des points confuguls.

Soit I, 1'intervalle [0,1] 0 <izgl.

Définissons pour tout X e ]O,l], Pk(h) : CZ(IA,E) > CO(IX,E*)

par Py (h).H = [P - o,]n- (LR -rRE+ [o - o)
dt dt

En fait, on considére L(h) opérant sur CL(IA,E).
Dans ces conditions, X est conjugué de O le long de hO + C0 si et

seulement si ker PA # {0}.

Interprétation des conditions de regulanite, de Legendre, de
Jacobd.

Condition de négulanité.- L'hypothése ¥V t,

f"2(t,ho(t),h0(t)) € IsomORp,Rp) implique (cf. Antoine, calcul diffé-

q
rentiel sur les couples, applications) que daJ(hO) = L(ho) est un

~ * . .
opérateur de Fredholm de Ci o(I,E) dans CO(I,E ) d'indice O.
bl

Condition de Jacobdi.- Si 1'on suppose qu'aucun point A e 0,1]

n'est conjugué de O 1le long de ho, cela implique que PA(ho) est
injectif (donc si la condition de régularité est vérifiée également,

. . 2 o] *
P .
A(ho) est un isomorphisme de co,o(IA’E) dans C (IX’E )

()

()



Condition de Legendre.- La condition de Legendre B) implique

2 * ..
que 1'opérateur Lo(ho) : Co Q(I,E) - CO(I,E ) défini par

- -4 ;
L (h ) .H = " [R(0)H]

est un isomorphisme symétrique positif.

Demonstration de fLa condition sufdisante de Jacobi-Legendre

4 1'aide des couples en duglité (dans 1'hypothése de la régularité).

Premidhe démonstration :

Si h0 est solution (E') h0 est un point critique de J.
D'autre part, O et 1 n'étant pas conjugués, L(ho) = de(hO) est un

. *
isomorphisme de Ci o(I,E) sur CO(I,E ).

Donc d'aprés le théoréme de Morse pour les couples en dualité
[éf. connexe sur couples en dualité|, il existe une carte locale con-
tenant ho, telle que dans cette carte locale, on ait :

J(x+ho) - J(ho) = ¢[L(ho).x ; x].

Etude de L(ho) : désignons par ﬂA et WA les isomorphismes

linéaires définis pour X € ]O,l] par :

2
wx : CO’O(I,E) AN CO,O(IX,E)
h "M h. :t— h (t) = h(&)
A A
A
¥, c®(1,e") —— CO(IA,E*)
L S T Lx(t) = L(®



Définissons alors Lk(ho) =

A AN Lx(ho)

L (h)
o o

L, (h )

-1 (ho) n
=¥, or ® o] 0<xsl
L ()=~ [R(0)H]
(o] (o]

dt

est continue sur [@,1]

est un isomorphisme symétrique positif

est yn isomorphisme symétrique pour O < i g 1

Donc, L(ho) appartient a4 la composante connexe de Lo(ho)

dans IsomS(F,F') donc [ﬁf. couples en dualité] L(ho) est un iso-

morphisme symétrique positif d'ol le résultat.

DeuxiZme démonstrnation :

Soit 0 : BLI] —> R par 6(t) = J(ho + th)

0 est de classe

C2

, et 6(t) = dI(h, * th).h = $(83(h + th);h)

B(t) = 9(d83(h_ + th).hsh).

Donc d'aprés la formule de Taylor & l'ordre 1 avec reste

intégral, on obtient

1]

J(ho+h) - J(ho)

1]

J(ho+h) - J(ho)

1

(1) - 6(0) = I (l—z)é(z)dz

.

0]

i -
(l-z)@(L(ho+zh).h,h)dz = QL(J (l—z)L(ho+zh)dz)h;hJ

0

1
d(a(h).hyh) avec a(h) = J (]—z)L(hO+zh)dz
0

avec a(0) =+ L(h ).

2

Or, l'application h - a(h)

pour h voisin de

résultat.

0,

a(h)

. . r
est continue, pour la topologie Co donc
’

est isomorphisme défini positif d'ol le



CHAPITRE II

POSITION DU PROBLEME EN DIMENSION SUPERIEURE A 1.

(:) Position du probleme.
L'intervalle I est remplacé par la boule unité fermée B de

R, N=>2 ; E est un espace de banach sur R

+
f : BxE x EN —+ R de classe crre r = 2 o % |1

(X,P,(qi)) > f(X,p,(ql))-

On considére sur Cr(B,E), muni de la topologie Cr, la

fonctionnelle J définie par J(h) = [ f(x,h(x), 2h (x))dx.
B ox,
1

On considére d'autre part CZ(B,E) = {h,h € Cr(B’E)IhIBB = 0}
avec l'injection canonique T : CZ(B,E) - Cr(B,E), on désignera

par JO, J o T,

On recherche alors des conditions nécessaires et des conditions

suffisantes d'existence de minimum local pour J et JO.

Etudions ce probleme en terme de couples en dualité.

c“®,E) ; F' = 4@,EY x & es,EY

1]

Soit F

fl

n
]

r— *
F 28,8,

r . .
o CO(B,E) H Fo

(F,F') et (Fo’Fé) sont des couples en dualité par ¢ et O,
tels que ¢ : F' x F — R

((ﬂl,ﬁz),h) n—r J K](x).h(x)dx + J Kz(x).h(x)dc
B - oB



6 : F'"xF —— R

(£,h) v— J £(x) .h(x)dx.
B
Nous désignerons par { (resp. 8) les injections de F'
* .
dans F* (resp. de Fé dans FO) déduite de & (resp. 0).
D'autre part, il existe un morphisme de couples (1,t') entre (FO,Fé,G)

et (F,F.“%), tel que T'((KI,ZZ)) = Zl.

B Enoncd des nésulitats (Nous Les démgntnerons dans La partie D).

+
() J et JO sont de classe C” ] (au sens des couples)

*
donc 4J : F —————— F se factorise par &J : F » F'

;}\\\ ¢/<; et &8J est de classe c® (au sens habituel)

F'

-~ * .
de méme dJ : F ———— F u factorise par 6J : F -~ F'
o o o 0 0 o

8J /;
;\\\\ et JO est de classe c® (au sens habituel).

Fl
o]

on a, d'autre part, GJO =1'"0é8] o T.

Les expressions de &J et GJO sont respectivement

N
sI(h) = x v 2L ), B @ - T 2 O
op Bxi i=1 axi qu Bxi



_]O_

N
X z X, ki (x,h(x), ih_)
i=1] 9q. 0X,
1 1
3t 3h " S
87_(h) = x v == (5,h(),——x) = | = |=—( ,h(),—( )|
ap axi i=1] Bxi aqi Sxi 1

(§> d6J : F » L(F,F') et d&éJ : F - L(F ,F')
o] o) o] (o]

vérifient d5J0 =71'0dJoT, et ont pour expression :

2 N 2
3 5h 3h
dsJ(h) . H = ——g (,h( ), (NH + ) ()2 -
ap BXi 1=1 8p8q Bxi
N N 2 N 2
3 3 h 3°f  ah
-7 2y (JH+ ) Sy 2y T ] ()2
{ = s = R . ] . .=1 .=1 ] .a . ] .
i=1 3x; 9q;%p i=1 8q,3q, x, i j=1 2q;da;  ox,
2
]
+ ~—~£— ( YH}
aq.
q;9p
2 \2 2 N
3°f 5 5h
d6J_(h).H = SZ( )H + 2 L2 Z ( B+ ) ()L
ap i=1 Bpaq 9%, i=1 9x. aq.ap j=] dq.9q., 9X.
1 1 1 1 ] _]

oii A() est mis pour x wA(x, h(X), (X)) soit ACQ) h(), ())

@ Conclusion et remarqued :
(:) Pour que hO corresponde & un minimum local de J
(resp. JO) il faut que ho soit un point critique de J (resp. JO),

donc que h0 vérifie 1'équation d'Euler SJ(hO) =0 (resp. 6Jo(ho) = 0)

(j) Etudions deo dans le cas particulier suivant : E = R"
N
f(x,p,(qi)) = z <qi.qi> <a,B> = produit scalaire de o et £ dans R",
i=1
Dans ces conditions, d § JO = A CE(B,Rm) - Cr*Z(B,Rm).

Donc ker A = ker dGJO = 0 ; mais A n'est pas surjectif en général.
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Nous rencontrons donc une premiére difficulté, & savoir que dans

ce cas particulier ol les conditions correspondant aux conditions de Jacobi

sont satisfaites (ker A = 0) et méme ker AK =0 (ol AK opére sur
CZ(B ,Rm) (BA = B(0,)) 0<xg 1), AX n'est pas un isomorphisme.
Pourtant, si 1'on considére A et ZA prolongement de A et
. _ ,
(resp. AA) a HL(B,R ) dans HOI(B,Rm) (resp. a H;(BA,Rm) dans

Hgl(Bx,Rm)), ceux—ci sont des isomorphismes. Or Hl(B,Rm) et H;l(BA,Rm)),
en dualité (par la dualité canonique habituelle) ; on est donc amené

4 définir la notion de plongement d'un couple (F,F',¢) dans un autre
(H,H',n), et a étudier dans quelle mesure un morphisme L de F dans F'

se prolonge en un morphisme L de H dans H', et dans quelle mesure L

est un isomorphisme ou un fredholm.

@ Demonsthation des nésultath :

Q)— Notation.- On désignera par dzf(x,p,qi), 3 (x,z) ot
9z
z = (p,(q;)).

s+8

Si g : Bx G+ S8 est de classe C G et S de Banach,

on note wg : CS(B,G) > CS(B,S) wq est de classe C8
et dw = w

g dyg

£ A pmrie—e—e> X > g(x,s(x))

@ - vemonstration. -

Etude de J.

J:cr@E — R

se factorise & 1'aide du diagramme suivant :
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h ¢’ (B,E) R
?,7 i
&Y J
% B
\ . |
", mxEY) £ " He,r)
h
(h’——)
X.
i
a+l _
we est de classe C , et dwf = Wy e
+1 2 5 :
J est donc de classe C° , et l'on a, si x,h{x), 5;;—(x)) est notée ( )
i
5h 3H ’f T NT N
dJ(h).H = J wy ¢ xR ,——0(x)), (H(x) ,—(X))dx=J SOHE)F ) S—O——(x) | dx
B "2 X, %, Blop i=13g. 9x,
i i i i
N i-1 of ~
Posons w(x) = ) -1t iL—()H(x)dxl A o.oudx, A dx
i=1 3q. t n
i
i-1 of N d of
w = H(-1) — () w; ; dw = ) —— (= ()H)dx,
99, i=1 9x, 23q.
i i i

N i-1

N .
Donc dJ(h).H = J O I ))}H<x>dx+j (] e EOu) ..
B op i=1 x aqi 3B 1i=1 aqi
Or (—l)i_lw. = x. dg sur 3B
1 1
£ N f
done  dJ(h).H = j () -7 2 A meodx
B 3p i=1 Bxi aqi
N

+ j 03 x. £y} Hx) .do.
3B i=1 * ba,
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N .
a ] of - *
ar x v L he, 22 @) - 7 2GR () e 7 ¥s,EY
p 3% i=1 ox, dq,
N
z Xi _éﬁ_ ( ) € Cr I(BB,E*)-
i=1 qu 9B

D'autre part, il existe une dualité ¢ entre Cr(B,E) et

T 2,5y x ¥ (oB,EY).

[ 2,2% x "7 ( B,EM] x ¢F(8,E) ——2—s R

((a)b)sH) W~ T Q((a’b)$H)

(
tel que #((a,b),H) = J a(x) .H(x)dx + j b(x) .H(x)dg.

B 9B

Donc dJ se factorise de la maniére suivante :

N
Iy = x v 2L ohe, 22y - 7 = Ry
op axi i=1 axi aqi
N
X e z X. 2f ()
i=1 *t aqi
r . r *
C” (B,E) T3 » (C (B,E))
8J » I&

- * -
2 m, %) «c" ! (98, E%)

oii | est définie a partir de ¢.
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Etude de  8J : Montrons que 6&J est de classe cl.

a) Soit TO th v (x e éi (x,h(x), iﬁl(x)).
op X,
i
TO est définie par le diagramme suivant :
T
[o] r—2

— "4 (B,EY)

~\-‘ \ /
% of

- - *
\\ " 1w, ExEN) % s, e%
dh
(h, ) S : B X E x EN - E* de classe c’ o
X,
i op
o
donc QEE est de classe C et du 3 T de of
ap ap op
a
T0 est donc de classe C et
3
dT_(0).HG) = wy 9f (,hG, 22 (0).m6), 2 ()
° 2 oX, 9%,
op 1 1
2 N 2
soit dT_(n).H= (x v (2L § 2L () 260
P; 1=1 Bqui Bxi
b) Soit T. tel que T, = h v (x> 2 (Jﬁ; (x,h(x), 2 (x)))
* ax. 9q. 9X.
i i i
Ti est défini par le diagramme sulvant :
T.
- *
c’ (B,E) L " 28,55
o 2
w 357 Bxi

cF (B, ExEY) 1 ¢t s, EYy.
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* -1+ :
—Eﬁ- : B x E x EN - E est de classe Cr I+ donc w Jﬁ; est de
8qi aqi
classe c® et dw 9f =0y of
2
qu aqi

a
donc Ti est de classe C, et l'on a

soit dTi(h).H = X W+ ——

¢) Soit S.
i

3 of 3h 3H
dTf, (h) H(x) = —|uy ~— (x,h(x), — (x)),HE), — (x))],
X%, 2 3q. 0X. X,
i i i i
2 N 2
o f H
2 a+ 7 2E ) By,
Bxi aqiap =1 quaqj axj
T of
défini par : Si : h v (x v X, —— ()) x e 3B,
9q.

S. est déf
i

1

ini par le diagramme suivant :

e *
" om,EY)

c* (B,E)

S. est don
1

..] * -—
e CTN(BLEY) — Tl (3B,E%)

a
c de classe C et 1'on a

2
CARE S G G2 SIS SN ¥ YO S

j= 9q,9dq. ij 3qi3p
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2 N Bzf

Donc dé&J(h).H = 3—% ()R + ) () 28
) i=1 3pa3q. ox
P i i
N 2 N 2
3 B
-] 2 (s § Loy By
1=1 axi aqiap j=1 quBq. X
N N 2 2
f
Iox il 0RO
1=] j=I aqiaqj 0%, quap

Etude de Jo

Jo =J o T, puisque J est de classe c* (au sens ordinaire),

. *
JO est de classe c® au sens ordinaire et dJO =1 (dJ o 1)

]

Soit dJo(h).H dJ(th).tH = ¢(8J(th),tH)

0(t'éJ(th),H) = O(@Jo(h),H)

avec GJO ' o 83 o T.

Conclusion : Puisque 6J est de classe (%, SJé est de
a ) a
classe C donc J  est de classe C  pour les couples (FO,Fé,O),

(R,R,\) d'autre part, deO =1' 0déJ o t.
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CHAPITRE III

PRINCIPE DE PLONGEMENT, OPERATEURS HILBERTISANTS,

APPLICATIONS.

@ Déginition du plongement,

PLongement total.

Soient (F,F',%) et (H,H',u) deux couples d'espaces de banach
en dualité. Nous dirons que (F,F',%) se plonge dans (H,H',u), s'il existe

des injections continues 1 : F > H et i' : F' » H' telles que

(1) ¢(£',£f) =u(if',if) pour tout f' e F'

tout £ € F

PLongement partiel.

Nous dirons que (F,F',®) admet un plongement partiel dans

(H,H',u) s'il existe des injections continues i : F -+ H et i' : F' » H'

et F" sous—espace fermé de F' tels que

(H? o(f',f) = u(i'f',if) pour tout f' € F" , f € F.

F' —— F' —— H'
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Remarques . -

C) On peut alors parler de plongement partiel maximum et supposer

que F" est maximal.

@ Si L e L(F,F') est tel qu'il existe L e L(H,H') faisant

commuter le diagramme suivant ,

F 1
L li
L |
F! L H'
Alors Im L C F"
et o(Lf, g) = u(Lif, ig)

La notion de plongement total ou partiel est donc 1liée i des
propriétés de prolongement de certains opérateurs, nous allons étudier

un type particulier de tels opérateurs

Operateuns Hilbertisants.

D Dégpinitions.- Soit (F,F',9) un couple en dualité
% : F' be + R

Soit A un opérateur symétrique, défini, positif de F dans
A: F>F' (0) (0)

Considérons BA t: FxF—-—R

(x,y) v BA(x,y) = ¢ (Ax,y)

F'
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BA est un produit scalaire sur F, soit NA’ la norme associée a ce produit

-~

scalaire, et soit H = FA = F 1le complété de F pour la norme NA : c'est

un espace de hilbert muni du produit scalaire EA prolongeant BA'

. .. ., ., .
@ Probleme.- A quelle condition ¥ : F' > F injection continue

L. . - *
définie & partir de ¢, est~elle & valeurs dans H ?

I1 suffit pour cela que si x' € F', ﬁx, : F > R soit continue

pour la norme NA’ soit

1/2

0] = Tex', | <A [oChy,n] (1)

Si de plus Ax' < Kf|x']] (2), alors ﬂx' se prolonge en

Fl
- ) *
@X, de H dans R , et x' v @X, est continue de F' dans H .

Nous supposerons que les conditions (1) (2) (0) sont vérifiées,

et nous dirons alors que A est un opérateur hilbertisant.

Nous noterons 1' 1le morphisme continu x' > @x,, et 1

~

1'injection continue de F dans F = H,

® Quelques propriétds

1) i' est injective : en effet 1'(x') = 0 implique

¢(x',y) = 0 pour tout y e F donc x' = 0.

. . . . * .
2) Soit ¢ 1'isomorphisme canonique de H sur H construilt

34 partir du produit scalaire BA'

Ona Y oi=1"'" o A : en effet, pour (x,y) € F x F

i'(Ax) .y = o (AX,y) = BA(x,y) = Py(ix).y

-

Conséquence : ¢ est en fait le prolongement A de i' o A

et on a le diagramme commutatif suivant ;
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F! : H

. . . . *
3) Si u désigne la dualité canonique entre H et H,
on a u(i'x',iy) = ¢(x',y) donc 1'opérateur A permet de réaliser un

Eloqggment total de (F,F',9¢) dans (H,H*,u) et de plus A e Isom(H,H*).

@ Prolongement d'une classe d'opérateuns.

1) Probléme.- Soit L € L(F,F'), d quelle condition peut-on
prolonger L en L:H-~ H* de telle sorte que le diagramme suivant soit

commutatif ?

F £ H
B - H
i'

pour cela il suffit que si x € F , J(Lx) : F > R soit continue pour la
norme NA’ soit ’$(Lx).y| = |¢(Lx,y)‘ IS BiL)[¢(Ay,y)]]/2 ceci est
vérifiée, grace a (1).

Si de plus BiL) £ C(L) [¢(Ax,x)]]/2 , alors 1i' o L se prolonge

- . * . = .
en L continue de H - H et 1' oL =1L o 1.

2) Classes d'opérateurns prolongeables.

* Nous désignerons par PC L(F,F') le sous-espace vectoriel

de L(F,F') des opérateurs L tels que

Viy e B2, [o(x,y)] € L) NGO . N, ()
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Dans ces conditions, pour tout L e P, il existe L unique

L o 1 soit encore

- »* s
LeL(HH) tel que i' o L

$CL.,.) = w(@ o i.,i.)

* Nous appellerons ensemble continu d'opérateurs prolongeables,
un sous-espace topologique de L(F,F'), contenu dans P, et sur lequel

L ~~ L est continue.

* Nous appellerons paramétrage continu d'opérateurs prolongeables,

la donnée d'un espace topologique &, d'une fonction continue v : &+ P
p q

tels que X > y(X) soit continue sur 0.

* Nous désignerons par Ps le sous-espace des opérateurs

symétriques prolongeables.

® Application & un théoreme d'existence de minimum strict Local.

Soit (F,F',9) muni d'un opérateur hilbertisant A : F > F',

. . *
on considére (i,i') le plongement de (F,F',?) dans (H,H ,u) H = FA'

Soit J : F > R , de classe C2 pour les couples

(F’F' ,CI)) ’ (RsR,U) .
Soit ho un point critique de J.

Supposons qu'il existe un voisinage & de hO dans F tel
que pour tout h € 2, dé8J(h) € PS s, et que (N,d8J) sgoit un paramétrage

continu (d'opérateurs prolongeables, symétriques).

Théoneme Q.- Si les conditions précédentes sont satisfaites, et

si déJ(ho) = i(ho) : H~H est un isomorphisme défini symétrique, positif,

alors J admet en h0 un minimum local strict.
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Démonstrhation.- Soit Q' = B(hO,Q)C: Q

Soit h e F tel que hO +he he B(o,p) posons

wi(t) = J(ho + th) ; ¢ est de classe C2 sur EO,i
pr(t) = dJ(ho + th).h = ¢(6J(ho + th) ; h)
() = @(déJ(ho + th) . h ; h)

donc d'aprés la formule de Taylor & 1'ordre |, avec reste intégral,

il vient :

1 ]
J(hO + h) - J(ho) ’J (1-1) " (1) dt = @( J (l*r)d@J(ho + th) dr . h ; h)

0 0

A

1
¢(a(h).h;h) aveec a(h) = [ (1-1) dSJ(hO + th) dr
‘0

! 1
donc a(0) ( (1-1) déJ(ho) =‘; L(ho)

‘0
d'autre part, l'application 1 d&J(ho + th) étant continue sur [O [

quel que spit h e B(D,p) , il en résulte que pour h € B(0,p)
1

a(h) € PS et a(h) = j (1-1) chJ(h0 + th) dt,
0

d'autre part, (1,h) v~ déJ(hO + th) é&tant continue sur [O l] x B(0,p)

h > a(h) est continue sur B(0,p).

or a(0) = 1 f(ho) cHo> H est un isomorphisme défini positif, symétrique

done il existe Q" C @ tel que pour tout hO + he" , ath) est un
isomorphisme défini positif, symétrique. (cf, annexe, opérateurs inversibles,
symétriques, positifs)

donc pour ho + heq" J(ho + h) - J(ho) = ¢(a(h).h,h)

= u(a(h).i(h);i(h)) > O
si h# 0 c.q.f.d.
Remangue : Ce théordme est 3 rapprocher des résultats de Kimble :
Pacific Journal of Math. 14 - 1964 pages (1283-1.95).

Kimble met en évidence un théoréme analogue, mals avec des

hypothéses beaucoup plus contraignantes.
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Rema&gua.- En général J ne se prolonge pas & H, on ne

peut donc appliquer le lemme de Morse & un prolongement de J.

© Application au caleul des variations en dimension supdricure & 1 pour

une gonctionnelle déjinie par une intigrale multiple.

1) Existence d'un opérateurn hilbentisant.

Soit F = cY(B,E) F' =c'2@,E%) x T s, £Y

r > 2 E espace de hilbert sur R (on identifiera E et E )

® : F' x F — R

((k,4),h) v ¢((k,£),h) = ( (k(x),h(x)) dx + ( 2(x).h(x) do
'B ‘3B

a.8 = (a,B) = <a,B> représentant le produit scalaire de o et B8 dans E

N
Soit A= (id - A; ) x, —=) : c*(B,E) - ¢" ' (8,E) xc'! (3B,E)

i=1 1 5x.
i

Montrons que A est un opérateur hilbertisant :

a) La condition O est vérifiée :

a2y N 5h
o (Ah,k) =f h(x).k(x) dx - f Z ——5-(x).k(x) dx + f Z X, —(x).k(x) do
B B i=l 3x 9B i=1 ' 3x,
1 1
N oh ak
=JB h(x).k(x) dx + J z —_— (X) . —— (%) dx
B i=I Bxi Bxi

N 1/2
donc N, (h) = (J \]h(x)(\z dx + J y }\EE_ (X)|y2 dx)
B B i=1 oX.,

NA est donc la norme permettant de définir 1'espace de Sobolev d'ordre |
soit H](B,E).

Donc le complété de Cr(B,E) pour la norme NA est 1'espace de Hilbert

' (B,E).
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b) Les conditions (1) et (2) sont vérifiées :

o

o 4 »*
Considérons { : F' > F

f(k,£).h = [ k(x).h(x) dx + [ £(x).h(x) b

-’B zaB
donc  |{¥(k,£).h| f‘k|fL (B.E) !{h||L 3.5) * “E’{LZ(BB E) ‘!hl!LZ(SB 2
2 3 y bl b Bl
s C ||k N +C llel] . |}
! c°(B,E) L ,(B,E) 207 ¢°(sB,E) L,(3B,E)

d'autre part, d'aprés le théoréme de Sobolev, HI(B,E) > Ho(aB,E) est

continye, donc il existe R > O tel que

R e,E)

HhHL (BB,E) ¢ R
2
pour h € HI(B,E)

d j(k,8).h| < C|| (k,) v | [h
v 9008 OGO gy 18]y

< ol 6,0, [on,n] "2

donc les conditions (1) et (2) sont vérifiées, JA é&tant d'autre part

défini positif, A\ est un opérateur hilbertisant, et 1'on a le diagramme

commutatif suivant :

C*(B,E) = F —— H'(B,E)

A i

¢ ?(8,E) x Tl (oB,E) = F'

L

5 (B,E)

2) Existence d'une classe d'opérateurs prolongeables. En solution

avec la fonctionnelle J : h J(h) = J f(x,h(x), %%w (x)) dx

B i
B = B(0,1)C RN définie sur Cr(B,E). f : BxE x EN + R de classe

r+
¢t a > 1.

+
Nous savons que J est de classe c® 1 pour les couples

(" (8,E), " VB,E) x ¢V (3B,E),8) et (R,R,u)
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D'autre part, L(h) = d8J(h) est un opérateur du type syivant

N N N
L =a"(Or+ ) b () B 7 20T A ) Ea )
) 1 - j= 1] R 12

9X. i=1 o8x, ] 0%,
1 1 J
N N
box, () ah(hr e ph (Hm
L& i .- i] 12
1=1 1=1 axj
h _h h h r-1 *
oi a , bll’ bi2’ aij e C (B, L(E,E ))
82f h 82f oh
a (x) = *“5 (X,h(X), _"—(X)) ’ bil( ) = (X,h(X), (x)) 3
9p Bxi Spaqi Bxi
h 32f oh
b.2(x) = (x,h(x), = (x))
* 3q.9p 90X
qi H
2
h o f oh
ai.(x) = (x, h(x), —(x))
] aqiaqj axi

d'autre part, les applications suivantes, de Cr(B,E) dans Cr—](B,L(E,E*))

*

h v~ ah sont continues, et (b? ) = bh

11 12
h e bb
il

h h (% h

h V> by (a;5) = ay

h v ab. (ah)* = ah
1]

- . . h .
de meme, les applications h v aij et h v~ b?Z sont continues

de cY(B,E) dans ¢ '(oB, L(E, EV)).

Conclusion.- Pour tout h, L(h) = d8J(h) est un opérateur

symétrique de F dans F' (pour la dualité ¢).

Etudions la possibilité pour ces opérateurs de se prolonger

en opérareurs de HI(B,E) dans H ' (B,E) = @' ,En*

Nous considérerons un tel opérateur sous la forme suivante :
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N N
LH=a()E+ ) b, O] 2 ga . ()@ vp (H)m,
P | L . 1] i2
i=] 1 0xX, i=1 9x, j X,
i i j
N N
oH
Vox. ) a,. () —+b,.). (3)
i=1 t j=1 M %, 12

r—1
2, byys biys 355 € G (B,L(E,E))

Véginition,- Soit L 1'espace vectoriel des opérateurs de F

dans F' de la forme (3).

Théqnéme T.- Tout élément L de L est prolongeable en

L ¢ L(HI,HI) en effet : considérons

N 3b,
(i' o L)(H).K = ( (a(x)~ ] —22(x)) . H(x).K(x)dx
‘B i=1 Bxi
N
+ J (I Gy 69-b,(0) . 2(x) k() dx + J Lo, 0.0 () ax +
B i=| Ix, B ij *J 5K,  9X.
i i 3
r N
J () xb.,(0)).Hx).K(x) do (4)
3B i=1

Ou bien encore, sous la forme suivante :

X oH
a(x).H(x).K(x)dx + L b ()=—=(x).K(x) dx +

(i' o L)Y(H).K = J
B i=l axi

B

[0 =G0 —(ax (5)

x oK
+ ] b, GOHE)=(x)dx +
B i=1

Bxi B 1] axi ij
d'aprés (4)
. 3Dy
|G o LM K] < []a- ] —| | ML KL
i=tax, C°(B,L(E,E") (B,E) H'(B,E)
]
+ () | Iby b A IKR]
i=1 112 % (e, BN ' (8,E) ' (8,E)
I ] K
+ ( a.. Y.l {H Ik
iyi=t M c%s,) H' !
, N
+ R7{| z x, booll HH]| K] (6)
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-

o L se prolonge en une application linéaire continue L de

donc 1i'

Hl dans HFI, d'autre part L est de la forme suivante :

——p—

' N 2 N
LEH=bh+ ) b, o= Joa, 2 ;cu+ J c &
i=1 Yoox, i3 Y ex.ox, i=1 ' ox,
i ] 1 i
b,
avec b = a - z 12 3 b, = b.]—b 5 ¥ Z —é—-ak, H
i=1 9x. . Hoe g 2%, .
N N
¢ = izl LT A kél ki
d'aprés (6), on déduit :
- 2 N 5
HEao 1l < aerdy (ol o+ Tliogll o D=1l o+ eyl
C (B,) i=I c®(B,)kL  ox c(B,) 1
sllell il
c”(3B,) H (B,E)
donc
. 2 N
EH 20Dl o+ DIl +Tlagll, =
L(H ,H ) c’(B,) i=I c®(B,) ij 1 ¢,
[lc| ?
+ el + ) e, (7
c®(sB,) i=1 * c%(3B,)
Or r 2 donc || |[ < || || __
Co cr 2

Théoreme 2.~ Si r > 3, l'application L -~ L définie sur

\4

est continue de L dans L(H],H~]) d'aprés (7) si r = 3, puisque

0 e 11y v on s
IEead o}l + 1 ledl . +Dlall
¢t~ (B,) i=l ¢, i3 M T s,)
N
AICTIR (AT

par conséquent, d'aprés 1'étude faite sur la norme des opérateurs de

(cf. opérateurs différentiels d'ordre 2 de F dans F'), on a :
[[illLs 2(1+R2) |L|| dome L ~a> L est continue de LC L(F,F")
1 | L(F,F')

dans L(H],H— ) = Ll'

L
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v——

Théoréme 3.- Si r > 2, 1'application h v L(h) = déd(h)
est continue de Cr(B,E) dans L(HI,H_I).

En effet si L e L , on obtient d'aprés (5)

N N
[Growy @ Klstlfall o+ b 01 0+ DIk, o+
C (B,) i=l c (B,) i=I c (B,

» Lllagll g TIsIL, Vel

d'autre part, si § est un espace topologique, et si

A e al ) sont continus de £ dans Cr_](B,L(E,E*)
A e b ()
A e biz(x)
A v oa, L ()
1]

alors A Vv LA est continue de  dans L(H],H'l)

En particulier, si @ = Cr(B,E) , h v d8J(h) est continue
done h v+ dé6J(h) constitue un paramétrage continu d'un ensemble

d'opérateurs symétriques, prolongeables.

Prob£eme : Dans quelles conditioms, dsJ(h) est-il un isomorphisme,
un opérateur de Fredholm ?

Nous allons montrer que si L e L (resp. LS) et vérifie des
propriétés d'ellipticité, alors L est un opérateur de Fredholm (resp.

de Fredholm symétrique, d'indice O).



_29'_

CHAPITRE IV

PROPRIETES DES PROLONGEMENTS D'OPERATEURS DE TYPE L,

VERTFIANT UNE CONDITION D'ELLIPTICITE.

———, e . —~

@ Position du probleme.

Nous considérons L € LC L(F,F")
F=CU(BE) 5 F' = T 2(B,E) x " '(3B,E) en dualité par ¢

E sera un espace de hilbert de dimension finie.

L est de la forme suivante :

N N N
L.H=aH+ | by L1 . ) =17 a. i w

i=1 loex,  i=1 8x, j=1 1 ax, 12
i i ]

N N

Vox. () a2 e W

, 1 i] 12

i=1 i=1 3%,

J .
avec a, b, , b e c™ Ve, L,EY
] i]’ iz’ aij H s )

Nous savons que A = Id - A ; Z x.‘~2— est un opgrateur
b oax, '
i
hilbertisant pour (F,F',¢), et qu'il définit un plongement de (F,F',¢)

dans (H'(8,E), H ' (B,E), u).

Nous savons d'auytre part, que tout &lément L e€ L , se prolonge

en Le L(Hl, H—])

Nous savons que :
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N
(iol) (H).K = [ a(x) HG)K(x)dx + J I by, 0 S RGO +

‘B B i=1 o%,
i
N aK oH 3K
+ ( z biZ(X)H(X) —(x)dx + [ Z ai.(x}———(x}——v(x)dx .
B i=I 5%, ‘B T ax. ox.
i i ]
. e}
= + + L H
donec 1oL L4 L3 + L2 | LN
1 - 17 N - .
L4 se prolonge & H en L4 : H ————— H et se factorise par
B carsi He F, [, Hl| _ < [fal] all
H C (B,) H
o *
(H)
rd
7
I - 1’ Q\\N -1
L3 se prolonge & H en L3 i H —~——— H et se factorise par
N
* I
(%) =H° car si He F, Ke F \(LB.H).K} SRR EL VIR R TR AT SN A R N H
i=1 C H H
o
ﬂH
i
. - 17 - .
L2 se prolonge a H en L2 : H ————H et se factorise par

RILAIIETIN

I ~1'2

H°, car si He F, ||L,.H|]| <
2 H—l

L. se prolonge a H] en L, : H1 ———— H—1

=L +L.+L._ + = .
L L4 } L3 L2 Ll K] + L]

Or, 54’ L3, L2 sont compactes puisque ces applications se

factorisent par une inclusion compacte, donc K1 est compact.

Etude de il dans 1l'hypothése ol

VxeB,Vee RY - {0} ) aij(X) Ei £) € Isom(E,EY)
ij

Théoneme.~ Si la condition précédente est satisfaite, L,
est un opérateur de Fredholm.

E 3 -—
Si de plus Vx, Vij aij(x) = (aji(x)) . Ll est un opérateur

de Fredholm symétrique d'indice zéro.
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Pour faire cette étude, npus allons définir Hl(B,E) et
H~1(B,E) a partir de cartes locales de la variété a bord B = B(Q,1)C rY.

]

® Nommes dquivalents sun H' (B, ) et H ' (B, ).

ﬂptationé,— Soit B = E(O,]) variété compacte, & bord de classe

<o
™

€  plongée dans RN le bord 3B = I' est une variété C  de dimension

N-1.

* Soit (Qa)l<a<t yn recouvrement de B par des ouverts simples

(relativement compacts) tels que

a) (Qa)l<a< constitue un recouvrement de I, associé aux cartes
ﬂa - N N-}
locales (Q ,@ ) Q w0 ou O est un ouvert de R =R X R
a’’a ) o o + +

(on pourra supposer que @u est de restriction a Qa d'un difféomorphisme

a0
C d'un voisinage de Qa sur un voisinage de Oa’

b) Si t > a » s+l QQCZ B, tel que Qa soit le domaine de définition
ﬁu N

de la carte locale (2 ,J ) 9 —— 0 oi O est un ouvert de R
a’’o o a o

* Soit (X)) une partition de 1'unité C subordonnée

a’ lgast
au recoyvrement (Qa) (tel que supp Aa compact).
* 3 3 - I3 o
Soit (ua)ISGSt fonctions numériques de classe C  telles
= K o = A
que supp M ka compact Qa , et u 1 sur supp o

o

. . . o
Soit m une mesure positive sur B telle que si ¢ e C (B,Kk)

supp VC J §0 dno = | gl U ay oz F=go 7]

B "
o

oi geC (Qa) .
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Ragpeﬂ.— Considérons . F = Cr(B,E) r 21, E. hilbert

1'application

S : FxF—-—R

N
(H,K) “»> S(H,K) = J o .k + ) L 2] de)
B i=l Sxi Bxi

est un produit scalaire sur F, la norme NS assgciée 3 ce produit
scalaire définit sur F une topologie indépendante de la mesure positive
m considérée.

Donc HI(B,E) peut €tre considéré comme le complété de F

pour la norme NS.

s t
Comstruuisons v i CT(B,E) — @ CTRL,E) & C@®E)
‘ a=1 o=s+]
3 N
U oy (pcx.u) = (ua)lSOL&t = Y(u)

.y
a = . o
vec d (ua u) ¢

Y est continue pour les topologies définies par les normes de Sobolev
d'indice 1, donc Yy se prolonge en vy linéaire continue

5 t

yiuen — o #@, 5 o @, p
a=] a=g+1
S r, N t r, N r
Conbtnu&boné P: & ¢ (R+,E) ® C (R ,E) — C (B,E)
S a=1 a=s+]
. h(a, 0 D) sur supp i
telle que P = uzl P, P, tel que P g ) =

L

0 dans [ supp ~

P est continue pour les topologies définies par les normes de Sobolev
d'indice 1, donc P se prolonge en P 1linéaire continue

s t
P: @ H’(RE,E) ®  H (R

a=] a=r+]

NE) —— u'(8,E)
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Pnap/u'été de B et Y Cr(B,E) — cr(B,E)

W

t
v
considérons Poy : u~~ P(yu) = Z Pa((ua>)
=1

]

" -1
1y =
Or Pa((ua)) Aa(ua ou o @a o ¥ ) A u

u donc P o y=id

#

donc P(y(u))

r
¢ (B,E)
donc ¥ oy =id done vy est un isomorphisme de H](B,E)
1
H (B,E)
. s 1 N 1N .
sur son image dans & H (R+, E) ® H (R, E) 1la topologie sur
‘ a=1 a=s+]

HI(B,E) pourra don¢ €tre définie par la norme suivante

s t
r N .
ue C(B,E), N(w = ) [lull o+ ) flufl, |
a=] H (R+,E) a=s+1 H (R ,E)
Remarque.- On aurait pu définir de maniére analpgue Y, et
tels que
r ' 3 r N t r, N
Yyl C " (B,E) — & C (R+, E) & C (R, E)
- a=1 a=s+]
./ -1
u v Y](u) = Au.u = (Aau) o ﬂa
s t
P ® cr(Rf,E) @ c'®,E) — CI(B,E)
oa=1 s+l
¢ ua(ga ) &a) sur  supp u_
avec P, = azl P P]a((gu)) =

0 dans {supp M

N

On vérifie comme précédemment que v, et P1 se prolongent

en ;f et PR sur les espaces définis précédemment, et que

1

P oy, = id s donc ; est un isomorphisme de H](B,E) sur
1 1 1 1
H' (B,E)
s

t
son image dans @ H](RE,E) @ HI(RN,E)
a=1 a=s+1

P

1



La topologie de H](B,E) pourra donc €tre dé&finie par la norme

suivante :

s ~/ )2
si wect@n mw = ) a0 T
, a=1 H (R, ,E) o=s+l H (R ,E)

To‘goiogiew SUN H_I(B,E) = (HI(B,E))*

par dualité, on considére les morphismes : B* et ;*

- 1 ¥ -l S PR t 1N

P : (H(B,E)) =H (B,E) — & H (R+,E) & H (R ,E)

a=l o=s+]
- 5 1 N t 1N -1
y ¢ & H (R+,E)  H (R ,E) —> H (B,E)
o=l s+l
d'autre part y o P = (P o 7)F = id . donc H'(B,E) =(n'.EN)
H ' (B,E)
) S -1, N t 1, N
est lsomorphe & un sous—espace fermé de & H (R+,E) ) H (R ,E) =2Z
a=1 a=g+]

La topologie sur H_I(B,E) pourra &tre définie par la norme N* telle

que si f € H—I(B,E)

N ) = |[BY)]]
Z

1 N *
La(ga) avec La € (H (R_,E)) ] <o < s

or B'(£).((g) =
1

o

B o1t

Loe B ®ENY e+l cast

© Etude de P*(£) pour £ =T (w ; ue C(B,E)

]

F(Lw. (g ) = L () . B((g))
t

LG, 00y

or 5((ga))

donc Ll.u.ﬁ((gu))

L]
Ho~1er i
—

o]

o~

o
=
(S

au 3
.. (%) gzz(x)g;;(xa(ga o @a))(X) dx



Etudions Ia = [ .Z aij(x) 32— (%) qa (Xa.l(gg o 91))(x) dx

Lo 20 ey B ) == O, 0 )T ) ay

% -0, D(y) ij * ax, 8xJ
-1
D (y) _ N4 N k
I Tl 0 on 8 2= e T3 gl )
: D(y) ij ™ =1 5x, k=1 3x,
0 { .
o i
% U5 )01y
oy
avec U = u o ﬂ;l : %a = Aa 0 @;]
f Su 3
o=l ) by =5 = (.g) () dy (7)
'Oa 2,k 3y 3y
|
DCIT ()
avec b ,(y) = [Z ag (0 i W@ ) o W@ ()]
oX. 3x, D(y)
i ]
Remmgueé.—
r-1] * r-1
1) bﬁk e C (Oa’ L(E,E )) ~ C (Oa’ L(E,E))

2) quel que soit ¢ = (51,52,...,£n) € RN - {0},

£ k
Zk bgk(Y) € &€ Isom(E,E), pour tout vy € Oa'
Explicitons (7) :

v
1 = [ ) bzk(y) LI (y) _9.1_{_ (;a) (y) . ga(y) dy

“ o gk ayﬁ dy
[0
+{ thk(y)-@g-z(y).; ~—§-1-<—(g) (y) dy
‘0 Lk 5y oyt

or [ T, & . 2 dy =
| y i 7 ) - Xa(y) % (ga) y =
y

Lk

0 gk oy
( Z a(ka.ﬁ) 3

b (¥) —=—— (y) . — (g ) (y) dy = I N
‘o gk EK 3% ay< @ 3a

o
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A}
3X d
= 3 ) —
avee I, [O L PO 0 =5 @) ) 4
0, y y
donc Ia = I]a + I2a - I3a .
Or I]a peut encore s'écrire :
av) A
[ Z Bua.u ] N
I, = b, (y) (y) « — O ) (y) g (y) dy
la o P Ly ayZ Byk a o
AV VIR ~\ 3 by
- ( szk(y) Hoew =7 () o — (1)) g (y) dy
‘0, Lk dy dy
done I = Jla + J2a + J3a
[ 31, -u) O
avec J = s sz b gy (9 ";2—"' (y) . -a-—lg (A - &+ g (y) dy
[0} y y
N, .
( _ N 3, d
I, =-J0 %{bﬂk(y) (u -u) () [—8—7 () ;—E (g) () +
o y y
n
auu 3 N
—7 &) — ) g ()] dy
oy oy '

J [ T, i G () i () (y) d
- ¥ ) (y) . = (g) (y) dy
3a | 0, Lk L ayZ o ayk o

donc L o= L +ly +L  (L(g)) - P dw (e

lgasgt

avec L (g ) =1J

la *Pa la
chx(g ) = Joa
LBa(ga> = J30c
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@ Etude dans_£'espace R".

Q
On suppose s+l < a ¢ t donc QQCI B ; Oa CIRN

L]a(ga) peut s'écrire dans ces conditions :

N 3 v
L]a(ga) = JO éi bﬂk(y) (uq~u) (y) ;;E (Aa)(Y)ga(Y) dy

- ) =~ (b, ) &8 2 3 ) e (v dy
JO £k 3y Lk o ayk a o
6]

- ( L by (9) (?ia.ﬁ) (¥) f’z (—-5-5-1; (%a) g,) () dy .

)Ou Lk oy

donc L, (g)]| s¢C l'ﬁ || lg |
< u g
o ®a 1 o .0 RN,E) Qo H](RN,E)

dome ||L, || _ < ¢, |

la H ]([RN,E) ! o HO(RN,E)
de méme, [L, (g ) s ¢ f’& &,‘ < le |

20" 200 @Y k) *wl @,

donc ‘LZQ,, < CZ ’Eaaf{
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Consdidénons donc L3a

~ . _,Q
On décompose L3u sous la forme suivante : L3a = L3a + R30é

avec L7 (g) = J T b () —— 0 —— (g) ay = [ g () dy
0, £k 9y ayk ‘R

SHeS J ] (g = by ) —— (L&) =~ (g) dy =
o, Lk 35, 3y, ‘R

7o}
~
0Q
~

]

N( ) dy

, o. =’\/ ’\1. =
1) Etudions L3a toposons u = X .U sz bﬁk(p)

Notation : si 0 ¢ LI(RN,E) nous noterons

o(g) = J N e-1<x’€> B (x) dx
R

donc si 6 e Ci(RN,E) (6 € CI(RN, E) et supp 6 compact)

oo ( -i<x,£> 36
N

s (g) = (X) dx = + 1 £ j . e—i<X,€>e(x) dx
ax, ‘R Bx, LR
5o ~
donc — (§) = - i Ei 8(%)
90X
i
L3, (8,) = J N ok By T (W) () =5 (8) ) dy
R 8y

il

/\ :
(2m J L By —u (€)= (g) (8) &t
R L,k Bje Yo 3y

(2myN J (7 y 55 B
T B £, & u (£) g (&) de¢
RN Lk £k "L "k o o

P < o~
done [ '(2) = KE o Bp B U, (8) = BE) §(®)

en posant B(g) = (ZWSN z Bﬁk £e bk
£,k

s
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(LY est considéré comme &lément de HTI(RN,E)).

3o

. A
Ecrivons ua(i) sous la forme suivante :

+

> ™

u(E)

Le e]? 1w fgl?

!
d'autre part, npus savons que pour & € RN - {0}, B(¢) € Isom(E,E)

N

P
O Bk

donc si £ # 0 ﬁa(g) = 5+ 5
e felt 1+ g
o~ A 2

donc si & # 0 ta(g) UG- I 14

L+ el 1+ |g)?

~ o
donc & # 0 Ea(g) ’u(g) 7+ l 7 - B
L+ fel® 1+ fg]

i

B! (¢)

-1 /O\
BT () L3 ()

_ N
Kt
le]

d'autre part, il existe C > O tel que quel que soit o, I

. N .
quel que soit n € R |n| =1 ; quel que soit p € 0,

~
- B(£) u(&)

£) (8)

-1 - v
[1B ()| £ € ot B(n) = ) b, (P) n, : n (9)
L(E,E) ‘ o & L7k
On obtient donc & partir de (8), par multiplication par (1+|g}2)]/2
P
A~ 2.1/2 MG 1 E TN I
u () (1+|g|“) = — + B (=) L% (&) .

o (l+|€lz)]/2 |£| 3a (l+|€|2)l;2
doa|]u || . < 1% sc |8 |l (10)
* w1 @®Y,E) * g @Y, E) oty /Y By

7) Etudions Rg
120 .g | s o |]u] g ||
30 "o o HI(RN,E) o H](RN,E)
donc RS |1 _ so ||u]l (11)
3o g1 g By “wl &Y,E)
ot Lo sun, by ) = by [l o= ] sup [[by (p) = by (]

£k ygsuppku

£x yeo,
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Or bZk étant de classe Cl , & partir d'un recouvrement (Qa)
tel que ﬁg'erdCI Vu Ku compact Va ouvert simple j; on peut construire

un recouvrement (')

) 1cagt" 91‘1 QéCVu et tel que VYV

8 BE{!,...,t'jr

VPGOé

L osup [[by (B) = by (]| =0 < ~L (¢ défini page 39 (9) )

Lk geOé 2.C

On supposera que cette propriété est d&ja vérifiée pour le

' ~ _ Q o]
recouvrement (Qa)lsast d'aprés (10) et (11), sachant que L3a = LSa + RBa’
on obtient

v N

Hu || s [ull + ¢, || +*Co [lu |
“n @ ,E) * HO®",E) ¥ E T RY k) ' @)Y, E)
1 v
< |lu] +cllL, |1 + 5 []u |
K ®Y,E) ple ey 2 Y wE)
(9 bis)
done [lull, o sc (IS o AIEEI L g el
H (R ,E) H' (R ,E) H (R ,E) H (R ,E)

ol C1 = gup(2, 2C, 2C C], 2C CZ)
() Etude dans un demi-espace IRI;I -R R, -

On suppose | < a < s

/—_——_‘ o Q




- 41 -

L,, peut s'écrire dans ces conditions :

. vy 3 "
L (&) = '[O sz Do (¥) (i) (¥) E (X)) () 8, () dy
a

9 NN 3 A
= JO 2% ;;z (bzk)(y) (ua-u)(y) ;;E'(Xa) ga(y) dy

LT G o Y By o) gy
«Oa k 3y~ 3y

Y 3
+ ] . L b, (¥y',0) (wu) (¥',0) (=) (y',0) g (y',0) dy
JRN 1 2k Lk o » Byk a a

-~ — 1] =
oy = (y'hyy) ¥' = (v, Yy Yy )

daonc Lla(g ) = S]a St S3a * S,

N
Comme dans le cas de l'espace R, on a :

Sio ¥ San * Syl s olhiull oo el
' H (R ,E) H (R,E)
d'autre part, ls4ul $ C; llﬁutl N*lll o, N-1| Ilgul N*ll[ o, N=-1
R R L,E) R H( »E)
done |5, | s e [ .ul o NENE
4o, 1 a RN 1 HO(RNyl,E) o H](RE,E)
I1 en résulte que
e sc [ .ull st i ul gl ;
yTlele T e D R e
(10 big)
d'autre part, comme dans l'espace RN, on a
v 4 .
L, 0 oy . o, ¥ . {1|{° (11 bis)
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Considenons done L

continue t

res

donc par d

telles que

3a
On décompose L sous la forme suivante : LS + R avec
3a 3a 3
eyl Thum e ody= | () dy
3o Oy + F43 z Vs k "o I N -
-0 £k oy Ay ‘R
) +
= ' a AN a =
Ry (8) = ( ) (o D=ty (P)) —7 G vu) v — (g ) dy = | o () dy
0 Lk 3y 3y ‘R
a +
“ O+
U pe O
1) Etudions LS
———— "3a
Notations :
A S B, - b
@) nous poserons u =Ahu=v,g =g; B, = Kk(p)
1] M ~
- . . £(y',y ) si y 50
Si fecC (Oa’E> on désigne f(y',y ) =
0 s1 yn < 0
éceri = (¢! ' =
B) nous écrirons & (g ,EN) avec § (51,52,...,gN_1)
Remarque.- Il existe une application linéaire continue (de
restriction) de HI(RN,E) dans HI(RT,E) soit rest,
P 1. N - 1,_N .
Elle est définie sur C (R ,E) & valeurs dans C (R_,E) par
f v f! N’ et se prolonge de H](RN,E) dans HI(RE,E) , d'autre part
K 1 N 1, N
il existe une application (ext) de H (R+,E) dans H (R ,E) linéaire

elle que

t o ext = id (cf . Attiyah Singer, théoréme de 1'index)
1, N
H (R*,E)

ualité : j (rest)* : H_](RT,E) — H—](RN,E)

ext)* 5 ®Y,E) — H‘I(RT,E)

o=
1

. * .
k o jJ = (rest o ext) = id 1N
H (R_,E)
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donc j est un isomorphisme de H—I(RE,E) sur son image il suffit

donc si L € H—](RT,E) d'étudier j(L) et méme l]j(L)ii -1 N
B (R ,E)

Considérons donc j(L;a) € H-](RN,E)

@)

. le] ) 2
J(L3a)’g = L3a . (rest g) = [N ) ng — (V) (y) — (rest g) (y) dy
‘R 2,k 3y oy
+ £
S
.,,0 3 9 3
jly) g = ,(RN sz P VO @ 9
’ 7t /Q
fo) —
-N | p ‘ <
=@ | ] By ——v () ——g (£) dt
&Y g gy 3y
' ? £ k Q
]
Calculons la transformée de Fourier de -~—— suivant les cas
Bye
o o
/:;:\\ -i<y,£>"3v
— (&) = N € T —— (y) dy
J
ByK R ayz
en
17 cas ) # Yy
/O\\ - i<y £ > i<v! £rs
/ 3 \ - s 3 T1sy’,
Wy e e N (] Nep T Ly e dy') dyy
3 ‘0 ‘R d
YE yf
e —i(yN,€N> —-i<y',g'> ’
=] e ([ N-1 L Epe v(y',y dyh) dyg

‘0 ‘R

L}

P A
‘0

~ . . . P
que nous ecrirons encore par abus de notation : i EZ V(E',EN) ou

o
plus rigoureusement i Ep V(S',EN)

e
27 cab Yo = Yy




- 44 -

AN
3v f —i<y',E'> had 3 —i<yN’E’N>
— (&) = | g e ’ (j — (V) Gy e Codyy) dy!
ayz R 0 ayN
-i(y"£|> . ® —i(yN)gN)
= e - v(y',0) +1¢ viy',y,) e dy dy
Ul E | N J(O N w
<
= —‘;\(a') +1i ¢ v(£',£ ) en notant v_ = v
o) N N 0 ‘RNqIX{O}
si j(Lga) =L
. .40 A =~ .
iy )-8 = J{RN Leet,g) g(e',g) dg' deg
/L\ ' ~N ! © ' . i N [}
[(EhE = @mTULE g = (zzk By Ep &) V(E', 50 + 1<kzl By ) Vo€
2
[1Tee" e | '
o) Etudions T - | (| ey ar
Hetlzr Cmosfer[fele |t

Remarque.- puisque le'] 1, on a :
v (2 2 12 2 2 2
e 1%+ legl™ < v fer ]+ Jg i s 2der |+ gl

SIGRSIE

l .
donc = J I J avee J = [ ( . dg. ) de!
2
etz Jr Jer[Pejegft T
2 A~ ‘
[T e | o ITEep e
Or - dg. = ; déN

, 120, (2 - "
® el T R la’l‘[1+(-f§—0%]
e

GRS J InGRIIE
- : - 4
T s I 120 I Y NS Pee
let]
EN
en posant ——— = T soit N = t)gt] .
e |
~ 2
: ANCARIIANN
donc Jd = J J 7 - dT (12)
lerlz1 Je'] ‘R I+ 1
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-~ ° N -~
. . ' = ' ' '
Or, si L (E',80) = BE',60) v(E',5)) + i kzl Bai Gk Vo(E"
. G N-1 .
Ll(g',flg']) = B(E',T)E"]) v(E',T|E"]) + i(kz1 £ By +rigr! BNN) vé(a')
> = -i<xg,Tle’]>
Considérons V(E',TI&'[) = ( e 6\,(5',XN) de
‘0 y
e -iexgle’ |, = -ict, >
—_'l"" e )&\7 ’6\|(€',XN) ‘E'|de=w{ € Vv(‘gvs——"'t'_—)dr
gl’ 0 y lg'i ‘0 y lg'r
| <
= _———-wg,(r) ou Wg,(t) = WC—E—')
'] le"]

et w(yN) = g;,(g', yN) transformée de Fourier partielle

par rapport a vy'

™ N-1

s
done T(gr,cle']) = B(e! = W () i{kzl Bue S * By T1ETIVL(ED
e > N-1
= |g"| {B(TETT,T) Wg.(T) + l(kzl Bk B * B wg.(O)
= |g'| Tf///ﬁ\rj;\,(r) (13)
£ €
e |
ol Ln : HI(R+,E) — H—](R, EC) EG complexifié de E est définie par :
4 g N N-1 &
Ln(U)-g=J -——(t) B Z BNkék)——-(t)g(t) Lo Z BN u(t) E(e) 4
o Wy dt i k=l dt i k= dt
D(E') . u(t) .g(t)}dt
2= T By g
L#N k#N

Lemme 1.~ 11 existe C' > 0 tel que Vae [l,t],

N-1

Yw € H](R+,E) YneR In| =
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1wl cc' ||L ]
1 @®",E) n Hl(m,EC)

t

Suppésons ce lemme démontré, et appliquons le 3 WE' : wg,(t) = w(—)
lg"]
1
HWE'IIHI(R'.' E) s C lanwgvllH_]
Soit, pour w ¢ Cr(R+,E)
® 2 ” 2
| gl ae s [ 114 @@ e ceflin w2, a2
0 Jjo dt ¢ nEe 'y
or £ w0 =& Wty
dt dt le" ] g
donc (12) devient : en posant -t . T soit t = T[E'l
g |
£ ] j w(t) (o) do +-—‘-f < u - Lw aeen? L ]2
0 fe'] ‘o dr dt nE g
1
soit pour w = GTZ w(t) = 5~Z(E',T) s N = 2
y y '
le']
e | 5ol e [ G0l o
o Y o dr Y
f 2
@ ?el [l 1?
! H (R, Ec)
e |
2 [ 1!, en ]
< (") J EDL 4 (14)
R &' (1+7%)

donc d'aprés (14) (13) (12), il vient :
j <|g'|2j 116 6,0 |12 doyde! j <j 1 etho 120y e
g1 o 7 le'[21 0 dr ¥

2
le |21 'm ]+|g'|2+g§

¢ ch? J o dgy) de! (14 bis)
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IGGESI.

b) Etude de J i
R J]g'lsl l+|g|]+£N

. . ~
a) Premiens calculs : rappelons 1'expression de Ll(g',éN)

= 1 . : ]
LiGe'sgy) = B(e",g) v(gh,g)) + i kzl By Sk Yy (£40)
A ‘
° ] -1 ' o [}
donc pour (g',aN) #0, vighe) =B (27,5 . L](g E) T

N
. "1 e
iB (5',6) ) By & V(5,0
N kel Nk "k vy

dans ces conditions :
Gl

‘ 2 2 ,
/O\ v g'sgN) |€'I +IEN| -1 PN '
v(e'sgg) = ~5 5+ 5 7 (B (e, » L (€80 -
et [THlgglT 1] [Tr]gyl
i 37 e, e) § B, & ¢, (2,0
oNT L TNk Tk Tyt
et
i e+ eyl®
> g: v(g',g0) eh g -1 ‘
£} v(g',g) = —— S S B . 7 1B (e . f?(a',aN) -
" [T+ gy e’ [T+gy
-1 N N
1B (e',60) ) By £ V("0
N K= Nk "k 'y |
donc
( e l1?
([ 11veerna 1% asy aer < (1v]] +
Jetls1 'R N N B°®),E)

J (J HKL\(E',EN)HZd ya e 1]ve )]
+ C . £ £ + v(y',o _
't YR oaefetPele )t Y 2 T

E)

(15)

et aussi :
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f 2 0 2
| (| el Ilv(a',aN)ll daN> e’ < vl
‘let]s1 ‘R H(R JE)
+C deg) dg' + ¢, |v(y',0) _
e'fs1 R 1efer] +IaNl2 2 @)
(16)
G
& g v(E',E)
d'autre part, -6:(&') + 1 gN 8(&',5 ) = N 7 il 5
et [T+ ]ey |
. 2 2
£e (e [T+]e D) \-
e 87 (1) TN
e T+ eyl
_de 2o gy 15 - E’ ~ ~
(g',&.) B € &y s V(E") = v (£") = A+
H_Ig I *IE '2 N kel Nk "k °N o) o
et ]2+ e |2
N -1 Fah N
avec B = - B (8',6) ) B £ £ .v (§') - v (")
1+[€'|2+|gNI2 N p=1 Nk "k N o o
2 2 ~
(ler "+ e 19 N
Or v (£') = R 2'6;(5') * = 5
et " ey 1+let [T+ ]ey |
12 2
et "+ ey
- 5 5 B e, gy + B(E',EY)
+fe [T+l |
y I€'12+laN|2 - NE e :
onc B = (E ,E ) B E' £ - B, &' g}
1+|€f+|€| k N k=1 Lk "k L
£=1
N
- v (e")
v (g') - —
° 1+fet Peley |2
| 15 6 v xGNIE ]
donc ([ ige v(E',e) -V (g7 dgy) dg' < ||v]]
g'jst e N e N H (R ,E)
c J (J | T 16y )|| ) ™ )
+ E dg' "’C v(y',0 - 3
BN SO ENTNE @)

vo(y‘) = v(y',0) (17)
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B) Remarques sur fe caleul de | |v]| 1 si ve c'(Rf,E)

H (R ,E)
: N
d
O I N R A IR AL
H (R, ,E) R, k=1 JR+ Byk

Etudions successivement, chacune de ces intégrales : (on

supposera que E est un espace de Hilbert)

5 _ ™ 5%
JN v 17 dy = f N V() . v(y) dy =YJ N VEEYD . v(E,5) dE' deg
R, R, R

% , N
= 1 ' =
TLRN IIV(i ,EN)IJ dg dEN avec vy (2m)

d'autre part

2 {os]
vy || dy = f (J o V(v v(y',y) dy') dy
JRE o gt N N N

oo N-1
= (9 3N¥1 N 2 ., - '
= (2m) fo (IRN_] [T &) T de") ayy = (2m) JRN"'
RPN ' 2 '

(| 156 112 ey <

_ =N+1 ® N 1 ;: ] '

= (2m) JRN_I (jo Vy'(g sYN)-Vyv(g ’yN) dyN) dg

N - 2
= (2m) J Ne] (J [veet,e )17 agy) de” (18)
R —00

N

I 2
| livenepi? «,

) ©
] ~ 2 -
en fait, on a fo |lVy.(€',YN)|| dYN=(2n)

Etudéom

2 * v

J N |J§X;'(Y)l| dy = ( N-1 (J CA Ay S L (y) dyy) dy'
R 3y ‘B 0 3y dy
+ k k k

” av |

= [ (J N-1 Ty T ) ayn dyy

0 ‘R :

ayk ayk
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1" cas Kk # N
o) a' —
I - [ e = Gy T Gty Ay dyg
J ’
0 'R Byk ayk

N+l [ { 2~ ., = .. ,
.(O [,[RN—l gk Vyv(g syN) . Vyl(g syN) dY:} dyN

i
N
N

3
p—

L}
S
b=4

cN+1 2 ” N ' o~ ' '
(277) [gk JO Vyv(g ,YN) . Vyv(g ,YN) dYN] dg

&
= = _1[ 2 >~
' ' = ' 1
et J'O Vyv(g ’yN) -Vy,(€ syN)dyN (2”) qR V(g ’gN) V(E ’gN) dgN
/\ LY
[ fvegpn?
= Hv(et,e ) |17 dg
R N N
donc
- N+l =2 [0 e~ 2
e = J[RN-l @™ [ Jo [Ty By [T dyy] de
o
N 2
= J Nop (207 (& [ ||V(£',£N)Hz dg ) de’ (19)
2°Me has Kk = N
I="°°[ E,Y_(v )_3_‘_’___(' )d']d
N ) N“’l y ’yN . y ’yN y yN

R ByN ByN

0 _ 5 -
= { (Zﬁ)N+l [ _ ——-§’,(€',y ) . —§-§\Z(£',y ) dg'] dy
N-1 y N y N N

it

N+l [ 9 3
JRN_] QT [J —_— ?' €y - — V.(E',yN) dyN] dy'

y
0 ByN ByN
o 0
" 5~ . 17750 R
Or [ """'Vy'(i',yN) . T y'(i',yN)dyN=(27T) [ "‘"‘W(YN) . rw(yN) dyN
-0 ayN ByN “—wByN IN
//\\ /— o\\
-1 [ 3
= (2m) — (g . ——w(g) dEg
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0
apn3g “3Jo) ( ) IUSWSIANODSI S UTOSSG NEB JUBUTIIBI Uy

: "ty Fpepma (2

(22) 91STOYD 91€d0T 93aed el ap sed puadsp su ,,,D 1o
(1) H
* N 1= €
{ i inetl
(2. 9) H g (@ ) u (2 a)
1-nV o 1-n¥ 0 NV ol o R G L
+ | | o] + [I'nf]Y w03 ||'n|| 3tos
O
- 0
N e
@ _DH 8 (a* oa) A (@@ H
+ | [al] + |1a] ]} 97 2]
(s19 »1) 32 (1z) seade,p ouop
(z*ta) u
az ¢ N %l
(3¢ _ @) _H _zi+ [W3]+1 @ 13],3]
e TN e e (Tap = 4 %v %w W S
& oy

£ P Gﬁ ﬂw_.w_ﬁ w_.w_

£ 0 [
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P e uo ‘(07) 3 (L1) f(61) 32 (91) (81) 32 (g1) saade,q
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b lﬂ:
0 3 M 16D - Mana Ny g %v 6o ]
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0 A
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y sup, ||b, (@) = b, (N|| s I sup [[b, (® -b, N[ <0
2,k yesuppg\‘Ot Lk Ak £,k yeo, Lk Lk

. 1
ol p < n et p < =————

2C 2¢c'""
d diti IR | <o |4 g |
ans c¢es conditions, . g S P 1§ g
3a o o'l N o I N

H R, H (R,,E)
d R, | <o [lu |l (23)
onc < p u

(R, “ 1 @®),E)
donc d'aprés (22) et (23)
V]
13 1] <20 {4 [ + lu | [ _ +
“ ' @,E) * RN, “& oy WM ! E)
L } (24)

3a H ](RT,E)
Soit, d'aprés (23), (10 bis), (1l bis) :

N, v ",
14| sc" {]]u || + | Ju ul| S LS IR b R

“ ' @®Y,E) H (R}, E) R RN R LE)
AV n
+ uea] o U+ TIE T } (25)
o IRN } Ho o H lGRf,E)

® conceusion.

~ N
En regroupant les résultats concernant l'espace B® , et ceux

concernant Rf , et en faisant la somme des inBgalités (25) et (9 bis),

il vient :
| Ful] ¢ u(||ul] + ul gl + Tl _ }(26)
i! (B,E) 1 (B,E) 9B '4°(9B,E) ‘ 1! (8,E)
Soit encore ||u]| | s M' {]|]|u]] i + ]|il(u)|| - }

B,E) H (B,E) H  (B,E)

avec %-< k <1 et Hk(B,E) > Hl(B,E) compacte . B
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3 I3 - ' 3
Dans ces conditions, L] est d image fermée, et de noyau de

dimension finie (¢f. théor&me sur les applications compactes Lions).

-

D'autre part L] est du méme type que Ll , donc toujours

si la condition () Vx , V@;CRN - {0}, z aij(x) gt el e Isom(E,E¥),
1]

ccs =¥ . - . . ..
est vérifiée, L] est d'image fermée et de noyau de dimension finie

= =% g . . ,
donc (Im LIFL = ker L1 donc Im L] est de codimension finie (puisque

le supplémentaire orthogonal de Im il est isomorphe 3 (Im ﬂ])ii

Donc si (E) est vérifiée, il gst un opérateur de Fredholm.

-

. .. * - P .
Si de plys Vij, Vx , aij(x) = (aji(x)) , L1 est symétrique et L]

est un opérateur de fredholm symétrique d'indice O.

@ Vémonstration du Lemme 1.-

N-1

Soit &' € R - {0}, et définissons Lg' € L(HI(R*,E), HWI(R,EC))

de la maniére suivante :

L, (u).g = fw (3 .98y L 98 (L (Nil B en. o). ) -
g o MW g dt 1 ey Nk dt

N-1 ~
1 ' ' o
R ERECE if (£) + D(E") - u(e) . g(B)] dt

oi E est un espace de hilbert sur R, E_ son complexifié et

¢
o N-1 N~-J
B(E', ) = By T+ ] By & T+ [ B, &l v+ D(EN

k=1 Yk Tk k=1

BkZ = bkE(P) p € Oa
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(¢} [¢]

L, (u).g = J {BNN@(t) L] By &) - & L g -
g R dt dt k=l dt
1 N~1 o ds Q -
T L By ) - u(e) - =E () + D(EN) . u(r) g(v)
k=1 dt
= (Zw)“l J {B égi(r) éz?(r) + - (Nil B 5')§§§(T) é%f) -
RN ge dt 1o Nk R g
p NG S T o=
R R IR TU IO
-1 o N-1 —
= (27) . {B(£',7) . u(r) + i (kzl BNk éi + BNN 1) u(0)} . (1) dr
PaN o N-1
donc  (2m)7L,,(w) (1) = B(E',D) u(v) + i(kZI By n * By T u(0) = 9o
> . iy N-1
donc u(r) =B (£',1) . f(x) ~ i B (£',1) (kzl BNk Eé + BNN(T)) . u(0)
Supposons maintenant que IE'[ =]
Alors 1](5',T)||2N =1+ 12 , |{B—](£',T)|| < Cz
R L(E,E) I+t
/6\
done [ e ¢ I, QD 0
I+T 1+1
donc |TG(T)|| <sE{||L NEVE _ + ||u(0)||}, E e R
lwy € H ](R,EG) b
soit encore | [ul | ) S E'{IILE,(u)II -1 + [lu ]} 27
L (R,E) H (R,Em)
G

Considérons d'autre part, i 1 u(t) - u(0)



- 55 -

i1 u(rt) = u(0)

N-1
P et B T L) By gl e B 1u(0)
k=1

- u(0)

i8N, do + e, [ o -

B (et 1) B(2',1) u(0)

N-1
i, d + 87,0 L B gt DY)
k=1

Py

o)
donc ||i T u(r) - u()|]| ¢ C Jr] LlﬂzT B + QSJ+IT£) | [u(o) ||
1 + 1 1 + 1
donc
. ° 2 * du 2 "
[1i t u(r) - w(@)]]* dr = [|— ()| dt < E {IILQ,(U)II - +
R 0 dt H (lR,Em)
[ lucoy || (28)
donc d'aprés (27) et (28) :
[ull oy sl @f] + [la@]] (29)
H (R ,E) H (R,Em) E
oi M est indépendant de &' pour [E'{ =], et de o et .p € Oa

Conséquence.- Si E est de dimension finie (E = R™) .
u v u(0) de HI(R+,E) dans E, est compacte donc d'aprés (29), Lg'

est un opérateur d'image ferm@e, dont le noyau est de dimension finie.

N

Etude du noyau de L £' e R -1 , lg'] =1

E'

o N-1

, B(E',1) u(r) + i( Z B £! + B

81 u e ker L_,
3 k=1 Nk ~k N

N 1) u(0) =0 ,
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% y N-1
Z - 3 ] ' [}
donc u(T) i B (g',1) [k;l By, & * By 1] u(0)

N-1
=L, B, - LBy T - E0] O
1 -1 N-1
= - — t L 1
-[T-3 ¢, {kzl Bex T & = D(ENDT] u(0)

donc IIE(T)'I S‘L [1 + D(l+£T])J N 2
T I+7 IT’

-~

°
Posons 6(1) = u(t) 6 € LZ(R)CI S'(R, E), et considérons

B e S'R ,E), soit € C:(R,E) (on suppose E espace de hilbert).

J = <§:$> = <9;@3 = ( B(t) .‘ﬁ(t) dt (x.y = produit scalaire dans E)

‘R
= 1im(n xR(t) 8(t) [j e-i<t’y> P(y) dj] dt
R ‘R R
R>0
Xg fonction caractéristique

de 1'intervalle [-R, K] .

limI [f (xg+8) (t) e HEY at] d(y) dy
R 'R ‘R

o
|

Considérons alors IR = J (J (xRG) (t) e-ity dt) ¥(y) dy = J' WR(y) Jy) dy
R ‘R R
it R -it
avec ¥ (y) = [ (xx8) (1) e Y 4 =J o(t) e °Y at .
R -R

1% cas y <0

(-R)B 0 (R)A

par application du théoréme des résidus au contour B A FR » 11 vient
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s _ - - -iyz
WR(y) = 2im ) Res. (gy,ai) Jr gy(z) dz ol gy(z) 6(z) e

a; el R

QR est le domaine dont

la frontiére est B A FR

f . /2 -
IJ g (z) dz| s J oY F51nd %vde = %ﬁ { QYRSING o
FR y 0 ‘0
. _2_1}_ JTT/Z eyRZG/TT de = _Z_é_ T [esze/TT]ﬂ/z
R Jo R 2yR 0
2A i yR
S ¥ R [e 1]
donc il existe M2 >0 tel que VR avl ,'V y <0, || J“ gy(z) dz|| s
I
R
d'autre part,
W,
1-1 uig
(u;_)!.Res(g »a;) = (z=a,) y(z) |
1 y dz i-1 -z = a,

-iyz —iya;
or gy = 6(z) e donc Res(gy,ai) = e Pi(y) oli

Pi est un polyndme de degré His @ coefficients dans E.

N-1
or 6(z) =- 1B (¢%,2) L] By £ + By 2 . u©
k=1

donc les pdles de 6 sont les pdles de B_l(g',z) qui sont donc non
réels puisque B(¢',1) est inversible pour 1 € R, et conjuguées, et

en nombre fini (29) si E = ™ .

Donc il existe M] >0 tel que Vy<o0,

Viel{l,...,q} N Res(gy,ai)l\s

donc YR>21, y<oO
2mq

[ ] s M+ M, =M.

On démontrerait de méme, qu'il existe M' > 0 tel que

VRz1,YVy>0 |[[vgM]] sM .

D'autre part

2
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-iya
si y < 0 lim WR(y) = 2im Z Res(g ,ak) = 21T Z- e k Pk(y)
Ro>oo Ima, >0 y Ima, >0
k k
=¥ _(y)
: ~iya,
si y >0 lim YR(y) = 2in Z Res(g ,ak) = 21w Z e Pk(y)
Rooo Ima, <0 y Ima, <0
k k
= ‘{/+(y) .
Soit ¥ ; R > E tel que Y¥(y) = ¥ (y) si y <O
¥(y) =¥ (y) si y >0
im ¥ (v) . J(y) = ¥ . §(y)  pour y # 0

k

d'autre part, YR , Yy #0 H‘i’k(y)-lﬁ(Y)H

1im
R

donc d'aprés le théordme de Lebesgue,

¥(y) . Jy) dy = f By) P(y) dy

donc j
R R

donc

1

en~' ¥

o
u

Comparaison entre v,oet v

- N-1
-iB (e [] By g
k=1

8(2)

les pSles de 6 sont donc les zéros de det B(f',z) [ﬁim

par conséquent sont conjuguées puisque

-~

On est donc amené

B(g',2)

4 comparer Res(gy

<

<

sup(M,M") "&(Y)‘\

I

R J Y(y) - Yy) dy = J
R

donc [ B =

b4

* By z] . u(0)

-

1) et

<]

est 3 coefficients réels.

,ak) et Res(gy, gk).

U
k-1 W .
(u, . )!Res(g_,a, ) = [(z-a, ) k 6(z) e ly%] si Ima >0 et
k-1 v’k My k 2= k
dz ak
W est l'ordre de multiplicité du p8le A (y > 0)
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- duk-] - Mk ~iyz
1 = - -
(i) 1Res (e 5a,) T [z -a) " 6(2) e ]z=ak (y < 0)
dz
duk—l - uk v -iyz X
= -1 [(z—a ) B8(z) e y ] - oi 6(z) =i 6(z)
U k 2=a
k-1 k
dz
_ u 1 - H JREE Dy
or (zma) © §(z) 7% = (zma) € H(2) &TY'? y' = -y
u H
k-1 u . k-1 u .y
Ty kY -iyzq _ _ 4 - k % ~-iy'
donc " [(Z ak) 8(2) e Jz___a " [(Z ak) 6(2) e z‘]Z-—'a
d k~1 k k~1
z dz
donc Res(gy,ak) = - Res(g_y,ak)

-1

Remarque,~ On a 3(5) = g(z) car B (&',z) ; B

LI
v k3 By 2

~

sont 3 coefficients réels, et que u(0) € RP = E , donc u(0) est &
composantes réelles ; nous verrons, (cf. contre-exemple) que 1'hypothése
u(0) & composantes réelles, est essentielle.

)
donc ¥ (y) = - W+(—y) done u =0

donc Ly, est injective , d'image fermée

C'est un jisomorphisme sur son image.

T

Conséquence.- Puisque LE' est un isomorphisme de HI(R+,E)

sur son image dans (HI(R,EC))* , pour tout E£' e RNPI '] =1 et tout
_' = =~ c - R .
P e Oa Oa compact Oa Oa (rappelons que Bkﬂ bkﬂ(p)) s, 11 existe
KE' > > 0 telle que pour tout u e HI(R+,E) , | lul] ;=1 on ait
s
H

[ull | s % O L @]
! &',p 3 H I(R’Em)
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Theondme.- Il existe K > 0 telle que sup K., <K,
B ] ‘g'J-:l E ’p
'
psOa
Sinon il existerait une suite (Cn) Cn >0 1lim Cn = + ® une suite
n
- . 1
(E;) ]E&] =1 3 (pn) 8 I 0& » et une suite (u) u e H [funll =1,
telles que
@BOl|u |l ,>c_ |lL,., .u_|| _, nous noterons (£',p.) =p
n Hl n (En,pn) n' -l n’‘n n

d'autre part, on sait qu'il existe M > O indépendants de o, p , &'

telle que

-1 + llu(o)'l }

[lul| ; sM{]|L_, u]|
g! £ H E

en particulier, on aura

l[up—uqll 1 S M {[le (up—uq)ll - {'up(o)_uq(o)“ }

H P H E
[Jo=u ||  «M{||[L (u)-L (u)+ @ -L ) ul + |lu_(0)-u_(0)|] }
] ~1
P q H Op P Qq q Oq Qp q H P q E
la suite (p ) admet une valeur d'accumulation 8 dans S] x 0
n RN"] [s3

compact,la suite (un(O)) admet une valeur d'accumulation dans E = Rm,

donc 1l existe des sous-suites (encore notées (pn) et (un(O)) convergeant

. v v Y

respectivement vers p et uy donc (Lp ) tend vers Lp , et les
n

suites (Lp ) et (un(O)) sont de Cauchy dans L(H],H ]) et E =R"

n

I1 en résulte en considérant par ailleurs (30) , que la suite (un) est

de Cauchy dans H] , donc un ~;+ ﬁ dans H1 d'autre part puisque

Hu =1 Jlul] | =1 et Lg(ﬁ) =lim1 (u) =0 d'od la contradiction
H n n
puisque ker Lg = {0}.
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@ Remarque, contre-exemple.

Remargque 1.- Pour ¢' e R

+
considérer le prolongement de Lg, a HI(R ,Em), encore noté LE

|e'] =1 , on aurait pu
1
et défini de la maniére suivante :

1, + -1, +
LE' : H®R , E(E) — H (R ’EC) ’

tel que

® du p Nl du - p No
L ,(u).g = J {B d, 1 (7 B, e (o) ge) ~+- (] B e %8 (t)
2 o MWopage 1 owsyp MK G, 12y BN TRT gy

+ D(E') u(t) g(t)} dt

On démontrerait de la méme manidre que est d'image fermée, de noyau

L&'
. . .. + .
de dimension finie, noyau contenu dans S(R ’EC)' Cependant, en général,

ker LE' # {0}.

En effet
+ . 1 d
ker L_, = {u e S(R ,E ) | B(E'y, =) u=0 et 6(D) u= 0}
£ C i
dt
N-=1
i 8(D) u = (B 14, L By &) u(0
Lde k=l
2 N~1 N-1
' = ' '
B(E',60) = By &y * L By Ep Et L By & £+ D(ED)
k=1 k=1
o . . 2 2
Considérons 1'exemple suivant : E =R donc EC =g
1 4 1 d a? | d
— — - ! — ma—— = e —— ———
By gp =BG 739 R T
dt
- 1ld
§(D) T It + A avec A + (
7,5 2,5 2 0
avec D = C =
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Recherchons d‘'abord les solutions de B(%-é%) u=20

ue 2@, €% posons v(t) = (u(t) ; W () = (u(t) ; u(r))

dt
On doit donc rechercher les solutions de v (t) = A v(t)
dt
d
0 I ¢2
avec A =
D - iC

Le polynOme caractéristique a pour racines, les zéros de

det(A - AI 4) ; c'est—d-dire encore, les zéros de
)

A
det[; Az I 2 + % Cx + ﬁ] posons T = T nous devons rechercher
a

les zéros de : det(r2 1
c2

+ Ct + D) = (12 + 27 + 10) (T2 + 2T + 5)

+ 1tC + D).

Or det(T2 I
CZ

dont les zéros sont : =1 + 21 ; - | =21 ;3 - 1 + 31 3 -1 - 31 ; soit

(AI,AZ,AB,A4) les valeurs propres correspondantes de A.

La solution générale de 1'équation (£) est donc :

th
v(t) = z e Ve ot v e ker(A—kkId 4)
k=1 C
. 1 d + 2
les solutions de B(I-——O u(t) =0 avec ue SR, €°) sont donc
dt
u(t) = e(—2-1)t PI(VI) + E(m3“l)t Pl(v3) P1 désignant la projection
premiére de 64 = Cz x ¢2 sur Cz
] 1
-1 1
Or v, = a 3 v. = a
bl e 202 - (3+i)

(£)



- 63 -

. 1 . 1
donc u(t) = e( 2-i)t a ( ) + e( 3-i)e 2 ( ) (az,az) € m2
-1 1
1 1
Envisageons alors 6(D) . u = - i(-2~-1) a] -1(-~3-1) a,
-1 1
1-a 1+a
+ a, + a,
-a-1 I-o

d'ol les solutions de B(%-é%& u=0=6()u, uece S(R+, Cz) R

sont telles que (a],az) vérifie

(2i-0) a + (3i+a) a, = 0

(-2i-a) 2, + (3i-a) a, = 0

le déterminant du systéme est A = 2u2 - 12 donc |A =0 si a =6

Conclusion.- Si a= /g , 11 existe u# 0, uce S(R+, ¢2)

tel que B(%—Jié «.u=8D) ., u=0
L 4t

(:) Rappel de notations. Theoremes.

(E) : vV x , V 5(:RN - {0} z aij(x) Ei Ei € Isom(E,E*)
ij
dim E < + o

L : H(B,E) » B (B,E) tel que i](H) . K= J ) a, . (x) B xR (xax
Bij 9%, 9X.

i i
1 *
agj € C (B, L(E,E))

L= il + K tel que L(H).K =1 (H) K+ f {a(x) . H(x) K(x) +

B
N N
] a0 o ko + ] 8 0 ke ) ax
i=1 Bxi i=1 3xi

o *
o, Bi, a e C(B,L(E,E)
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Théoneme 1.- Dans ces conditions, L, est un. opérateur de Fredholm

1

et L = L1 + K est un opérateur de Fredholm de méme indice que L].
Théondme 2.~ Si 1'on suppose de plus que aij(x) = (aji(x))* H

* *

a,(x) = 8. (x) 5 a(x) = a(x) .

Alors L, est un opérateur symétrique, de Fredholm d'indice z&

ro,

1
et il en est de méme de L = i] + K] .

Théonéme 3.~ Si h € Cr(B,E) est tel que

2 ..
Vx,Vee RN - {0} 2 5 £ (x, h(x) sh_ (x)) El £J € Isom(E,E*) .
ij aqiaqj 9%,

Alors L(h) est un opérateur de Fredholm, symétrique, d'indice

zéro. (On remarquera que L(h) s'écrit sous la forme f](h) + K](h) ;

et que les conditions du théor@me 2 sont vBrifiges.

- * - #*
On rappelle que L(h) : C'(B,E) » C* 2(8,E%) x ¢*"}(s8,E%)
a pour expression :

2

2 N
L) B = —f (000, S00) B + ] == Goheo, Py P
dp 8xi i=1 Bpaqi axi axi
N 2 N 2 ‘
- A e, By am v ] A oh, B )
i=1 Bxi quap Bxi j=1 aqiaqj axi
L.

IX.
J
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CHAPITIRE V

CALCUL DE VARIATION SUR cT(B,E)
AVEC CONDITIONS SUR LE BORD.

- = ————

@ Position du probleme pourn des varieres C-d/éﬁéénen/t('.qbi,%, et des

fonctions C-différentiables.

Soit X une variété (C-différentiable c® axl, modelée sur (F,F',d)

Y une variété C(-différentiable c® modelée sur (G,G',v)

J: X~+R de classe C c°

f :X~>Y de classe C Ca, A CY sous-C-variété de Y

C-submersion.

On cherche des conditions nécessaires et suffisantes pour que J

. 1 . Sl
admette un minimum local en X s sur f "(A) qui est une sous~(C-variétés

¢* de X modelde sur (K,K',0).

Nous savons d'aprés le théoréme des fonctions implicites, que

si X, € f_](A), il existe des cartes locales (Ux ,Ox ,&x ) dans
o Q (o]

f—l(A) 3 (U; ,O; ,&; ) dans X telles que Ux ¢ K facteur direct
o o

(o}

dans F et Ux =KN U; ,» le diagramme suivant étant commutatif
o o
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i . J
0 ——————— 0 —> R
Xo X
1]
0, 0
04 o 3
U === Lo U0 ——— R
*o *o
r n
4 J u
K L F —2%— H T : injection caneonique.
u'
K' < 1! F' (DI * H'
C] ®

1
e

En coordonnées locales, il suffit d'étudier J o T

Conclusion : En coordonnées locales, on est ramené 3 1'&tude

d'un probléme variationnel sur le noyau d'un morphisme de C.

Caleul variationnel sur Le noyau d'un morphisme de C.

Soit A = (F,F',3), B = (G,G',¥) (u,u') € L(A,B).
J: QCA->R C-différentiable C* a3 2.

On désignera par (K,K',0), le noyau de (u,u').

© ¢ R Y
J
QN K 9/
K —--—--1-—--)?‘ —— G K =k
; = Ker u.
K! ¢ ’l" ! 3 u' G'.'
N

Soit Y:ank ot R ; J est de classe C, c°®

v * . .
dF = 1 (dJ o 1) c'est-d-dire que si h e ker u = K et H € K.
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aJ(h).H = dJ(th).7H = &(8J(th);7H) = O(t'8J(th);H)
n
donec 8J = 1' 0 &8J 0 7.

& 1 n . :
8] est de classe C, et d 8 J = 1' o ddJ o 7.

Conséquenced :

N
(:) Pour que ho € k N Q@ corresponde & un minimum local pour J, il

Y]
faut que dy(ho) = 0 donc que 53(h0)=0 soit T'(5J(T(ho))) =0 ;

d'ol les conditions nécessaires :
u(ho) =0
et p(8J(rh))) € A. (Cf. Ch, VI)

] 1
K' = Coker u ~4 coker u' Coker u' = F £ p

A Im u'

Dans le cas particulier o (u,u') admet un inverse i drojte,

ces conditions deviennent :

u(ho) =0

et GJ(Tho) € Imu'.

Les conclusions sont les mémes si Im u' est faiblement fermée
(pour la topologie définie par ¢)

. . oL v
Soit ho un point critique de J.

n
(:) En posant v(t) = J(hO + th) et en appliquant 3 Yy la formule de
Taylor & 1'ordre | avec reste intégrale, il vient :

!
y(1) = v(0)

I

}(ho+th) - J(ho) = J (]—A)O(dé}(ho+kh).h ; h)da

0

n

1 ;
O(J (I-A)dég(ho+xh)dA.h ; h) = @(g(h).h ; h)
0
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1
(l—x)d63(ho+kh)dx donc 3(0)=3-da}(ho).

avec g(h) = J
0 2

D'autre part, dé}(ho+lh) = 1' 0 dGJ(ho+Ah) oT
1

donc a(h) = t' o a(h) o T avec a(h) = J (1-1)d83 (h_+Ah)dA.
0

Dans ces conditilons :

" v n,
J(ho+h) - J(ho) = 0(a(h).h ; h) = ¢(a(h).th ; th).

Nous sommes donc amenés, pour 1l'étude d'une condition suffisante,
.y ~ ~ g - . g -
d considérer a(h) et a(h), c'est-a-dire 3 considérer les opérateurs
y
déJ(h) et d8J(th) ou leurs prolongements 3 des couples définis par

des opérateurs hilbertisants.

Nous savons par exemple que si

A= (CT(B,E) 3 c¥2(B,E*) x c¥ 1 (8B,E™) 5 ¢) et J: oC C'(B,E) »R

tel que J(h) = J f(x,h(x), 2h (x))dx.
B axi

J est de classe C, C2, et que d&J(h) se prolonge en
ddJ(h) élément de L(Hl,qu) ; si (K,K',0) est le noyau de (u,u")
AV
de source A, en est-il de méme de d&J(h) ? Pour un opérateur hilber-

tisant convenable ?

(:) Operateur hilbertisant pour Les noyaux de morphismes de C _quand

L'objet sounce est déja muni d'un tel opérateur. Prolongement

d' opérateurns du noyau.

Considérons la suite exacte suivante dans la catégorie C :




- 69 -

K
|
0 ~—————— keru > F - > G
A |A
v ¥
0 +—— K et g N g
0 9 Y

On suppose donc que (K,K',0) est le noyau de (u,u'), 1la
dualité 0O étant induite par ¢ de la maniére suivante : (c¢f. annexe

sur géométrie différentielle sur les couples).

]
F' £ F'/Im u' = coker u' 4 COkei LIS
A
o(n',x) = ¢(z,Tx) gp(z) = n',

Supposons que le couple (F,F',®) soit muni d'un opérateur

hilbertisant A vérifiant

(Pl) A:F - F' est un opérateur symétrique, défini, positif,
C non isomorphisme, en général).

(P il existe A > 0 vérifiant

9

V(x',y) e F' xF, |¢(x'9Y)| < AIIX'IIF1(¢(A}7’}'))1/2'

Nous savons alors que si NA est la norme associée i BA
(x,¥) s BA(x,y) = §(Ax,y), et si FA =F est le complété de F pour
NA R

J: F' » P ose prolonge en une application linéaire continue

. ok . . .
i' + F' - F, et que le diagramme suivant est commutatif :
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= F
A l A
F' - P
il

A désignant 1'isomorphisme canonique entre 1'espace de hilbert F et

~%
son dual F .,

Lemme 7.~ Si A est un opérateur hilbertisant, alors
A' =1' o Aot est un opérateur hilbertisant pour le noyau (K,K',0)

et de plus NA' = NA|ker u "

Soit (y,x) € (ker u)2.
O(A'x,y) = O(t'Atx,y) = ®(ATx,Ty) = &(Aty,tx) = O(A'y,x)
donc A' est symétrique défini, positif,

D'autre part, NA,(x) = [b(A'x,x)]]/z = [@(ATX,Tx)]l/Z = NA(TX).

Considérons maintenant 0O(n',x) (n',x) € K' x K,

o(n',x) = ¢(z,1x) n' = q(pz)

donc |0(n',x)| g AIIZIIF.[é(ATx,TX)]I/z-

Cette relation étant vraie pour tout z'

il en résulte que

lotn'sx) | € A 8(Atx,tx) /2 inf ||z]] = A eChtx, ) 2] |s]]

1
p(z)=s coker u

lo(n',x)| < A ¢(Arx,Tx)1/2 !lsllcoker ' ceci étant vrai pour tout s

tel que q(s) = n' ;

done |o(n',x)| s Alln'llK,IG(A'x,x)lllz-

tel que p(z') = p(z) = s,
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Conclusion : Si A vérifie (P]) et (P.) relativement a

2

(F,F',®), alors A' =1' o Aot vérifie (Pl) et (P relativement

2)
a (K,K',0) donc A' est un opérateur hilbertisant.

Nous supposerons dorénavant que A vérifie P] et P2

Py . 22
ker u désignera le complété de ker u pour N

A'
asgsociée i BA' = 0(A",.).
Le diagramme suivant est commutatif
ker u _—l ké;\h
A A
AN %
coker u' —~——§T———* (ker u)
Considérons, maintenant, la suite exacte de départ, et les
espaces complétés :
i ker u L > F
ker u I > F 7 G
K'l lK
A l A [ fig, 1
¥ _ ¥
* ' - W
i (ker u) T A (F)
i '
' T' ] U '
Coker u - F — G

. Pl ~ - .
Lemme 2.- 1 se prolonge en 1T : kéru - F tel que 71 soit

une isométrie. En effet : NA'(X) = NA(TX) si x € ker u, d'od le résultat.

. - oo P
Lemme 3.- 1' se prolonge em t1' : (F) - (kér u)* tel que




done

donc

donc

Donc

d'au

tel

L'(t

donc

donc
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. AN K
Considérons j' o t' : F' a— (kér u)

si y'eF', xekeru, j'(t'(y")).x=0(t"(y"),x) = ¢(y',Tx)
') ex = Yy ex = i(y") o1x

donc ij'(T'(y’))-X] < lli'(Y')]l *-,]TXIIA
F F

o %

! ' est continue pour la topologie induite sur F' par F (I

jt o1

~

D'autre part soit L ¢ ®* £=01(z) zeF

z = lim izn z € F donc £ = lim 4 iz = lim i'(A zn)
-~ -~ ~
= F*n F*n

i'(hz) e L'(F)

i'(F') est dense dans (f)* (2).

d'aprés (1) et (2), j' o t' se prolonge en ' de ﬁ* dans ké;\h
tre part, t' o i' = j' o t', par comstruction.

Lgmmg 4.- Soit L : F>F' tel que L se prolonge en
FFr.

Alors L' =t' oL o 1t se prolonge en L' : keF u - ké;\h*
'=1'oLor

Considérons L(x).y = ¢(Lx,y) (x,y) € Fz, il existe A > O

|1/2 1/2

que  Y(x,y), |L&x).y| 5 AL)]|¢(Ax,x%) loAy,y) | " “.

Considérons L'(t).z (t,z) e(ker u)2

Jez = (t" oL o 1)(t).(2) =0(t" oL o 1)(t),z) = ¢(L(7(t)),t(2))

1/2 1/2

L' (t).z] s A(L)l¢(ATt,rt)|1/2[¢(Arz,rz)] = A(L) |o(A't,t) |

IG(A'Z,Z)II/Z

= *
L' se prolonge en L' : ké;\u - ké;\u :

1

d'autre part, L' =<t'oLo 1, donc L'=1"0oLo 7.

)

*
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Remarque :
a) si  [|L]]| s A
L s A

donc si A(L) < AI]LllL(F Fry

HE 1L € AllT o o el ] < Al poy

B) Si Ll et L2 se prolongent en L] et iz,
on a i; - ié =1' o (il - iz) o T.

Conséquences : Soit P C L(F,F') le sous-espace vectoriel

-~

. R o *
des opérateurs continus ayant un prolongement continu de F dans F .
Soit @ un espace topologique et X : £ > P continue. Soit
P'C L(ker u,Coker u') 1le sous-espace vectoriel des opérateurs ayant

. AN *
un prolongement continu de ker u dans ké;\u .

- ' o ok , )
Nous savons que ¥ : Q v L(F,F ) est continue pour certaines

fonctions

——

A v x(A) = x(A) (cf. par exemple Ch. III)

Lemme 5.- Soit x' : @ - P' telle que x'(A) = 1" 0o x(\) o T.

- —

Si x et x sont continues, alors x' et x' sont continues (ceci

résulte de la remarque B).

-3 -
Lemme 6,- T =T,

. ot ~ ' o
Soit L€ F, etméme L e F' —— F .

Comparons ¥*(i'£) et t'(i'Q).

AR .x = i'8.Tx = ¢(L,tx) si x € ker u

A x = () x = 0(1'L,x%)

il

o (£, 1)
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-~

- . ~% . *
done 1 = T° sur 1i'(F')C F , or, 1i'(F') est dense dans F .

Lemme 7.- Tous les diagrammes de la figure 1 commutent.

Théoneme 1,-

Si L est un opérateur symétrique, positif qui se prolonge
en L (symétrique), défini, positif, surjectif, L' =1"oL o T se
prolonge en L' symétrique, défini, positif, surjectif.

Nous avons le diagramme commutatif suivant

ker u - z ~——> f
X Ji
* =™ ~%

ker u F

oi T est une isométrie et L wun isomorphisme symétrique positif.

Considérons alors la situation plus générale suivant :

H, — H,
L JLZ
* i* *

H iy

oli les espaces sont des hilbert ; H, sous-espace de HZ’ i injection

continue, L2 igomorphisme symétrique positif,

A et u étant les dualités ordinaires.
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a) L, est injectif : soit x € H

1 tel que L](x)

L]
(@)

1

L, () = i% L, 0 i(x)

done Ll(x).x = Lz(ix).(ix) =0 done ix = 0 donc x = Q.

b) L, est positif.

[}

e) Ll est symétrique : Ll(x).y i* o} L2 o i(x).y = Lz(ix).(iy)

= L,(iy). (ix) = L, (y) .x.

d) L, est surjectif : Soit B, 1le produit scalaire défini sur H

2

2

par L.x.y = Bz(x,y) = u(sz,y). L, étant un isomorphisme
symétrique, positif, la norme N2 associée 3 B, est gqui-
valente 3 la norme initiale sur H2'
Nous considérons dorénavant les ensembles sous-jacents & H2

et H muni de ce produit scalaire B, et de cette norme N, qui in-

duit la méme topologie que la topologie initiale.
.. . ¥ . . .
Dans ces conditioms, 1 o L2 o i(x).y = Bz(lx,ly)

donc Ll(x) = Bz(ix,i.) done L, est un isomorphisme,

1

Théorgme 2.-
Si L est un opérateur symétrique positif, qui se prolonge
en L =F, opérateur de Fredholm (d'indice zéro), alors

F'sL'=<1"0oLot se prolonge en L' de Fredholm, d'indice zéro.

Considérons la situation plus générale suivante :



H, - > By
F F
* i* *

H Hy

oli les espaces sont des Hilbert,
F de fredholm d'indice O symétrique, positif,

H1 sous-espace de HZ'

Soit N2 = ker F, nous allons construire un supplémentaire de

"adapté" a H, : soit W

N dans H 1

2 2°
de H, n N2 dans H,.

I le supplémentaire orthogonal

H] = H n N, ® w] et N2 N w1 = {0} en effet :

si xe NN W

2 s X € N2 N Hl donc x = 0.

N étant de dimension finie (F fredholm) N, & W est fermé

2 2 1
dans H2.
Soit L2 le supplémentaire orthogonal de N2 ® Wl dans H2
H2 = N2 [ W1 ® L2 = N2 L] M2 avec M2 = Wl @ L2.
Dans ces conditions, Hlf7 M2 = Wl, en effet :
Soit x € H1 Mz, X =m,, m, € M2
= n' 1 .
x =mn,+w, n,eh N N2 ;oW e W C M,
Donc d'aprés 1l'unicité de la décomposition dans N2 ] M2 = HZ’
= ' =
m, =W, n, 0.
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Considérons la décomposition suivante de H2 :

* *
N —2s g —Ps y N o=yt B M
q s

‘Lomme §.- F est non nulle sur M2 et F est un isomorphisme

* K
de M2 sur p M2'

en effet, si y € N

Soit X € H2, F(x) est nulle sur N 9

2,
F(x).y = F(y).x =0

donc si z € HZ’ z = sp(z) + oq(z)

F(x).z = F(x).(sp(z) + 0q(z)) = F(x).sp(z) = (sp)*F(x).z

done F(x) = p* s* F(x)

*

. e *_ *
donc puisque F(x) e H2 et que s H, = M F(x) € p*M2

2!
donec Im FC p*M;.

D'autre part, Im F est fermée et de codimension égale a

dim(ker F) = dim N, donc Im F = p*Mz.

2
, " *_ % ) .
Conollaire.~ F = F o s : M, > p M, est un isomorphisme.
» \ ¥ ¥ s * %
Soit F2 =35 o0 f : M2 —— P M2 AN M2 s est un isomorphisme
_ % * *
de p M2 sur M2’ donc Fz € Isom(Hz,Mz).

D'autre part, si (x,¥) € M;, Fz(x).y = s*(?(x)).y = %(x).sy =

F(sx).(sy),

donc F, est un is omorphisme, symétrique, positif.

Considérons le diagramme suivant :
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I A TR
*
"o .
F2 ] o F2 o ]
ny *
Fos=F=p1
* *
donc p oF, = (p os)p ¥
2 % by
=py=F=TFo s.
. .
p* o F! = p* o 3* oF,03j=1 o p* oF_ o]
1 2 2
=i"oFoso j= i*oFoios

1

!
F' o Sl'

Or d'aprés la démonstration du théoréme 1, F2 étant un

isomorphisme symétrique, positif, il en est de méme de Fé ; donc
* %

F' est un isomorphisme de W] sur p, Wl 5

donc ker F!' = N2 N Hl’ codim(Im F') = codim pT W

|- dim(N2 N Hl)

donc F' est un opérateur de Fredholm positif, d'indice zéro.
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Théoneme 3.-

S ———

Supposons que L soit un opérateur symétrique qui se prolonge
en un opérateur de fredholm L = F de négativité finie. Alors
L'=1" oL o1 se prolonge en un opérateur de Fredholm de négativité
finie.

Considérons le probléme plus général suivant :

ol les espaces sont des Hilbert,

F de fredholm de négativité
finie, symétrique,

e
o e m
o]

H, sous-espace de hilbert de H

1 ¥ 2 1 27

Dans ces conditions, nous savons (cf. Magnus Hestenes, appl.
of theory of quadratic forms in hilbert spaces to calculus of variations,

Pac. Jal of Maths, 1951) qu'il existe une décomposition de H, sous la

2

N et P

- forme H, =K, ®N, 6P avec K2 = ker F, K2, 9 9

2 2 2 2
F-orthogonaux et orthogonaux (pour le produit scalaire initial sur Hz),
et (x,y) ~» F).y définie positive sur P2

définie négative sur N,.

Rappel : Nous sommes dans l'hypoth&se ol dim K, < + « ;

2
dim N2 <+ o,
Lemme 9.- P2 n Hl = Pé est de codimension finie dans H1

sinon il existerait S,cC H, dim S, = + o tel que P, N Hy ® S, = H

P, n H et S2 orthogonaux.

Dans ces conditions, P2 n 32 = (P2 N Hl) N 52 = {0}

1 -
donc P2 ® SZC: H2 donc P2 o S2 ] 82 H2

avec dim S, =+ » d'old la contradiction.

2
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Cons éguence :

H =N, N H @ P, n H ®L od L etde dimension finie

LC:H]
Lemme 10.- S1i F : H2 > H; est un opérateur de fredholm symé-
. . *
trique (d'indice zéro) ; Im F = p*P; @ q*N2
ou H2 = P2 @ N2 @ K2, K2 = ker F
j k £
P > H N ————> H K —— H
* * *
pr o y* ok gt & L ur
p q o

Soit en effet x ¢ HZ’ zZ € H2’ z = jp(z) + kq(z) + Lo(z)

donc F(x).z = F(x).jp(2) + F(x).kq(z) + F(x).Lo(z)

p*i*F) .z + KT ) .2

* * * * *
donc F(x) =p j F(x) +qkF(x)=p)+qV

avec = j*F(x) ;Y o= k*F(x)

*_k *_
donc Im FCpPZQqNZ.
. * o ok % & * sk
D'autre part, H2 P P2 ® q N2 ® o K2 et
dim K2 = dim G*Kz <+ o puisque F est d'indice zéro,

Remarque.- si x = X) * Xy * x5, X, €P) 5 x,€N,, x5 €K,

F(x) = p*j*F(xl) + q*k*F(xz) puisque N2, PZ’ K2 sont

F~orthogonaux ;

*

donec F : N2 -+ q N, est un isomorphisme

F:P2+p*P

DO N

est un isomorphisme.

Il en résulte le lemme suivant :
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Lemme 11.- Sous les hypothéses du lemme 10, F est un isomor-—

phisme de N, sur

* K *_ %
2 de P sur p P2 et ImF = F(Nz) e F(PZ)'

Ny 2

Considérons le diagramme commutatif suivant :

B, 0P, = P, —Fol
Wj /
F! F *
F) Fa )
»A*
* ¥ L* #*
i . .
(H] n PZ) P2 FP = 3] oFoj
' 2
FP est un isomorphisme, symétrique, positif, donc Fé
2 2
est un isomorphisme symétrique, positif.
Considérons de méme, le diagramme suivant :
. i
BN KX, > N —fok q N
F! F
N, )
*
J k
* i* * *
(HlﬂNz) N, F, =k oFok
2
FN est un isomorphisme, symétrique, négatif, donc F&
2 2

est un isomorphisme symétrique négatif.

. ‘s % .
Soit x ¢ H et considérons vy € H, tel que si =z ¢ H

1 1 1°?

vy(z) = F(x).z.
Si z = z, +z, avec z, € H] n N2 ;oz, € H] N P2
¥(2) = F(x) .z, + F(x).z, = v, (z)) + v,(2,) 5 v, € B NN)* ;v e @ Np)
| t72 171 2 727 2 1 2 > 12 1 2
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. . o o
donc il existe x € H, n N, et x, eH n P, tels que

v = F' o . = @t o - o ' o
Y FNz(xl) 5y FPZ(XZ) donc Y(z] + z2) FNz(xl).z] + FPZ(XZ).Zz

, o = o . . /.0 - o
or FNZ(XI).zl F(xl).zl H FPZ(XZ).ZZ F(xz).zz.

Donc si =z 4e(Hl N PZ) (l)(H1 N NZ)

£(x).z = F(x).2 = F(x).(z] +z.) =S F(x?).z] + F(x;).z2 (11)

2)

o o
F(xl + xz).z

donc F(x - x°

o _ =
| xz).z = 0 pour tout =z e(Hl N NZ)O Gilﬂ Pz)— R2

donc x - x? - xg est F orthogonal i R2C: H]
done x - x? - xg est F' orthogonal a R2'
S le F'-orthogonal dangs H, de R

1’ 2

Soit S C H
v 2
Considé&rons 52 N R2 soit x € 82 N R

5 X=X *x, ;3 x el n N,

2

Ngr. =0 =
X, € Hl R2 F(x).x =0 F(xl).x] + F(xz).xz.

2

Donc, en général, S2 N R, # {0} sauf si N, = {0} ou

2
P2 = {0} .

Considérons dans ces conditions P2 NH et son F'-ortho-

19

gonal dans Hl soit T2

si x e P2 N H1 N T2’ F'(x) . x = F(ix).ix = 0 donc

i

ix = 0 donc x 0 donc P2 N H1 n T2 = {0}.

. . . (o]
D'autre part, si x ¢ H], il existe x

5 E P2 N Hl tel que

x - x° €T (considérer =z, = 0 dans (11).

2 2 1

o o
Donc x = x - x2 + X

, et Hl=(P2 nul)e T

9

. *
Considérons alors F' : Hl - Hl'

Nous préciserons d'abord la décomposition H ==(P2 N Hl)$ T, comme suit :

1 2
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] k
1 1
P n S Jmass— Hl == 1
Py 9
donc par dualité :
* *
* P * k] *
(p nH) —> H —————> T
N
Iy 9

X =X, + X

P, NH et T, étant F' orthogonaux, si x € H | 2

2 1 2

x €P, N Hp, X

l!

2 €Ty

¥ L% ¥ * ok *
F'(x) = P, i F'(x) + qlle'(x) = lelF'(xl) + qlk]F'(XZ)

Vo , * * * %
donc  ImF' =F'(P, NH) ®F (T))c p (P, N H) & q(T,).
%
D'autre part, F! : P, NH, »-p, (P, NH )* est un isomorphisme,
2 1 172 1
P, NH
2
*
car F' =p, oF! .
Pzﬂ H 1 P,

% * . Lo * % *
donc Im F' = pl(Pz n Hl) & F (T2) ; F (Tz)c ql('rz) v T,

Conséquences :

Ten cas : si dim N, <+, alors d'aprés le lemme 9, P, N H est

]

de codimension finie dans Hl’ donc T2 est de dimension finie.
%, L
Im(F")"]

oL
[Im F']

U

Donc Im F' est de codimension finie, et ker F'

[

(puisque F' = (F') ), est de dimension finie.

D'autre part, F' est &videmment de négativité finie.
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22me cas : Supposons N2 n H1 de codimension finie dans T2.

(On remarque que N2 N HIC: T2).

Considérons F' : N, NH, ——— q*(T*)
2 1 172
N, N H
2 1
] _ m
Posons F = 2 N, ﬂH] —_ T,
N, NH
2 1
* pe.E »*

N .

(N, T HD = T,
m

. * *

Considérons u =m o kl o A
*
k *
Y * ¥ 1 * m *
N, N H —— q, (T,) T, - (N, n H))

pix,) = m*k*F‘(x ) donc p(x,).y, =F'(x,).(kemy, ) =F" (x).x

1 ] 1 1 I 1 17 71 N2 1 2

donc u = F& donc Y est un isomprphisme.
2
Proprniété 1.- A est injective : en effet, si A(x) = O,

en particulier, A(x) o x = F'(x) o0 x = 0, x € Hl N N2 donec x = 0.

Propniété 2.- ) est d'image fermée : soit (Xn) telle que

* %
A(xn) - L e ql(TZ) x € N2 n Hl'

x* % ) . .
Alors u(xn) - m kl(ﬁ) donc puisque 1 est un isomorphisme
x > x dans N, n H, donc L= A(x).
Donc A est un isomorphisme de N2 n H1 sur )\(N2 N Hl).

. *
D'autre part, N2 n Hl est isomorphe par F& a (N2 N H]) donc
2

aussi 3 qT(N2 n Hl)*
. - * *
Donc )\(N2 N Hl) est isomorphe a ql(N2 n Hl) .
* * * %* . * *
Or ql(N2 n HI) ® pl(P2 n Hl) est fermé, donc A(N2 n Hl) ® pl(PZ n Hl)

est fermé.
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D'autre part, Im F' = AN, NH) @ pT(PZ Nu) ~ q"l‘(N2 N Hl)* ®

*
i

* . . , - *
p](P2 N Hl) qui est de codimension finie dans ql(T;) 1] pT(P2 n Hl)* = H

Donc Im F' est de codimension finie, de méme ker F' est

de dimension finie.

Théonéme 4.~

Si L se prolonge en L=F symétrique, de Fredholm tel que

AN . . . _ —
N kér u soit de codimension finie dans (P2 N kef\h)iﬂ, alors

P

L' = 1" oL oT est symétrique, de Fredholm.

(D) Applications au cabeul variationnel dans (5 (8,E),c" 2 (8, E%cT L (B,E%) 0)

avec conditions sur Le bond 3B et conditions globales.

1) Etude de quelques types de conditions sur Le bord :

. 1 .
a) Soit Z “—> E un facteur direct dans E.

On peut considérer la suite exacte suivante :

Z s E ;:E:; Coker i p admet une section s.
s

On considé&re alors C;(B,E), le sous-espace de Cr(B,E)

constitué des €léments h tels que h 5B € Cr(BB,Z).

C;(B,E) peut €tre considéré comme le noyau de l'application

linéaire wu suivante :

cf®,5) —=28t . cY(3B,E) —R— CU(5B

ou ; est telle que ;(h)(x) = p(h(x)).
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soit A = (C"(B,E) 5 ¢"X(B,E*) x " (@,EH) ;0 = @F,0)
Y . r-1 L %
B = (C" (3B,Coker i) ; C (3B, (Coker 1)) ; ¥) = (G,G',v¥)

ol W(k,l) = J k(x).£(x)da.
9B

Définissons u' : Cr_l(

3B, (Coker 1)*) » cF72(8,E%) x ¢'™' oB,8%)

par u'(f) = (0,£') 2'(x) = p*Z(X)o

Dans ces conditions, (u,u') est un morphisme de A dans B
dans C.

Soit (X,K',0) son noyau dans (.

K = C;(B,E).

On démontre (cf. exemple de noyau dans (C) que Imu est fermée

- * -
dans F', et que Coker u' = C' 2(B,E®) x ¢' '(s8,2% =K',

© étant induite par & et définie par :

0((L,k):h) = 3((L,k);h) = j £(x) .h(x)dx + J k(x).h(x)do.

B 0B

Conclusion : Un probléme variationnel sur (Cr(B,E),F’,¢) avec

conditions sur le bord, du txpe(EL se transforme en un probléme variation-

nel sur le couple (K,K',0) K = C;(B,E).

Cas particulier : si Z = {0}.

(K,K',0) = (CE(B,E),Cr_Z(B,E*),G)

avec 0(k,h) = J k(x).h(x)dx.
/B

b) Soit (gj) 1 £j ¢$m, m fonctions numériques

g. : BxE —— R, de classe crre o

W

(x,p) " gj(x,p)
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et définissons fj : Cr(B,E) + R par

£.(h) = J g. (x,h(x))do.
j 5

+
fj est de classe C° : pour les couples (C - Ca+])

og.
et 6f.(h).H = J —l (x,h(x)) .H(x)do.
] 5B  dp

On considére les conditions suivantes sur le bord :

f(h) = (fj(h)) = 0,

Hypothise de négularité : Soit Q wun ouvert de ¢’ (B,E) tel

que pour tout h e, df(h) : Cr(B,E) > R soit surjectif.

Dans ces conditions Qf = N f—](O) est une sous C-variété

+ .. .
c® l de (Cr(B,E),F',Q), modelé au voisinage de chaque point ho £ Qf

sur ker 6f(h ), 8f(h) e L(A4,0) €= ®,K",W

A= (F,F',0) = (C"(8,E),c"%(8,E%) x " (38,5"),0)

o~

D'autre part, si f désigne le représentant de f en cartes
locales, nous savons qu'il existe un systéme de cartes locales tel que

le diagramme suivant soit commutatif :
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£ — ' (B,E)
i '
01_1 Oh
o o
1]
) "
o o
T . '
Uy Uy
o} o
| [
df (h )=u
K — — C"(B,E) ol o ., g"
' - - u'
K' <« T CI‘ Z(B,E*) CI‘ 1( B’E‘k) o, |Rm

. r . . .
K facteur direct dans C (B,E), 1t inclusion canonique,

Conclusion : Un probléme variationnel sur (Cr(B,E),F',@)
e ——————
avec conditions au bord du type (:) réguliéres, se transforme localement

en un probléme variationnel sur un ouvert de (K,K',0) = ker 6f(ho).

7) Etude d'une condition globale swi (CF(B,E),F',8) = A.

Soit P = P(x,D) = 2 aB(x)DB un opérateur de dérivation sur
|8|st
-2+ *
Cr(B,E) tel que pour tout N-uple B, a8 e ct 2 t(B,E ). On envisage

sur Cr(B,E) la condition P(x,D)h = 0, et l'on note C;(B,E) le

noyau de P : Cr(B,E) - Cr—t(B,E).

Considérons le couple C = (Cr_t(B,E),Cr-2+t(B,E*),W)

ot Y(L,h) = J £2(x) .h(x)dx.

B
Montrons que P est associé & un morphisme (P,P') € L(A,C),

envisageons pour cela, J £(x) .P(x,D)h(x)dx oi L € Cr—2+t(B,E*).
B



- 89 -

Nous avons & calculer des intégrales du type suivant :

J L2(x).a(x). 2K (x)dx = [ 2 E?(x).a(x).K(x)]dx
B

X B ox.
i i
- J 2 [K.a](x).K(x)dx.
B ox.
i
or [ —2— EZ(x).a(x).K(x)]dx = J x. £(x).a(x)K(x)do
B ox, 9B *

par intégrations par parties successives, on démontre que

J £2(x) .P(x,D)h(x)dx = J (tP(x,D).Z(x)).h(x)dx + J y{x,D)£(x) .h(x)do.
B B oB

On met ainsi en évidence P' : Cr_2+t(B,E*) — CrHZ(B,E*) X Cr_l( B,E*)
2 AN P (L) = (tP(x,D)E;y(x,D)ﬂ)

tel que (P,P') € L(A,C).

Conclusion : Un probléme variationnel sur (Cr(B,E),F',Q)
avec conditions globales définies par un opérateur de dérivation P,
se raméne donc 3 un probléme variationnel sur le noyau (C;(B,E),K',@)

du morphisme (P,P').

3) Au,OLg condition globale sun (Cr(B,E),F' ,0) .

+0,

Seoit pj : B xE x EN > R de classe CF a > 1 l £j ¢m
soit p Cr(B,E) > R* telle que
oh
p(h) = ( p.(x,h(x), —— (x%))dx)
B J 9x. igjgm

1
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o+l

p est (-différentiable ¢ et dp(h).H =
90 . N 3p.
(J { =L, (0, P Y HE)+) —L(x,h (), 2 x)) 2 ()} dx).
B o axi I'axi axi axi

Soit ho € Cr(B,E) tel que dp(ho) soit surjective, alors
il existe un voisinage  de ho dans Cr(B,E) tel que YV h e @,
dp(h) soit surjective.

Dans ces conditions, si C;(B,E) désigne Cr(B,E) N p—l({O}) ;

. ceex . +1 . ,
Qp est muni d'une structure C-différentiable C% °, qui en fait une

.o + .
sous-C-variété c% 1 de Cr(B,E). Et 1'on a en carte locale, le dia-

gramme commutatif suivant :

Qf - Cr(B’E) Qf est modelée sur
1
J \} J 5 R (K,K',0), noyau de
i e — — \ '
Oho ‘ Oh0 \ (uo’uo)'
!
A /
h ¥ [ . N
° R T est l'injection
T ' -~ —_ . .
Uh Uh J canonilque.
o o
J T Jr dp (ho)=uo -
K ————> C (B,E) — y ®
ul
Kl ¢ T' F! . o [Rm
6] ) .

Conclusion : En coordonnées locales, on est ramené a 1'étude

d'un probléme variationnel sur le noyau d'un morphisme de C.
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Nous allons étudier des exemples de probl@mes variationnels
- * - ..
dans (Cr(B,E),Cr 2(B,E ) x ¢& l(BB,E*),Q) avec des conditions globales
ou des conditions sur le bord 8B, dans 1'hypoth&se oili la fonctionnelle

J, définie sur Cr(B,E) est de la forme :

J(h) = J f(x,h(x), 2h (x))dx avec f : B x E x EN > R
B 8xi r+o
de classe C a > 1,

Nous savons que dans ces conditions, J est C -différentiable

+
de classe Ca 1.

(:) EXEMPLE 1, Une condition suffisante d'existence d'un minimum Local

sthict, gaible pour J ; conditions de Legendre-Jacobd.

- * -
F=C'(B,E) ; F' =c 2(8,E%) xc" '(38,E%)
E : espace de hilbert de dimension finie
. p=id
z = {0} =~ E E, Coker i = E

//’///, m
T u

ker u = C.(B,E) ———— C'(8,E) —>— C'(3B,E)

- * ' - * - * ' -
coker u'= ¢t 4(8,E%) T " %(8,EN " B,E%) 2 ' (om,E%)
0 ® y

J(h) = J £(x,h(x), 2% (x))dx.

B 9%.
1

+ ) N N
* J est de classe C - % 1, il en est de méme de J =J o T

n oy
8 =1"0 JotTv ;3 d8J =1' 0déJo T =1",
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Nous savons que Cr(B,E)CB h ~~> L(h) = d8J(h) définit

un paramétrage continu d'opé@rateurs prolongeables (théoréme 3, chap. III)

* donc CE(B,E)IB h "> L'(h) = t' o L(h) o 1 définit une paramétrage

. . - N *
continu d'opérateur prolongeables 3 L(ker u, (ké;\u) ).

* d'autre part, il résulte de l'existence de ce paramétrage continu,

Y
et du chapitre III, (& , que si ho est un point critique de J,

J(h+n) = J(h) + e@(h).h,h) = u(E(h).h,h)
1

avec a(h) = t" o a(h) o a(h) = (1—t)d6J(h0+th)dt
0
- 1
a(h) =t1' oa(h) ot  a(h) =j (1-t)ci'<§3(ho+th)dt
0
= 2(0) =1' 0a(0) o1 = 1 (t' o f(ho) oT) = l-i'(ho)
2

2

donc d'aprés le théoréme O (chap. III).

Théoneme. Si L‘(ho) est un isomorphisme défini, positif,

alors J admet un minimum local strict en hO (pour 1la topolbgie

faible).

Nous sommes donc amenés ad rechercher des conditions suffisantes

pour que 'fT(ho) soit un isomorphisme défini positif.

Conditions de Legendre-Jacobi.

—

. N N —
Nous savons que si H e Hé(B,E) = ker u, dé&éJ(h) = L'(h) est
défini par :

— X 3H x 3
LT(h) (H) .K = f {a(x) .H(x) .K(x) + ) o, (X)) == (x).K(x) + ] B, (%) .H(x) = x)
8 ,

1=1 X . 1=1 9% .
i i
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r T a0 2 22 ldx m
ij 3 9%, X,
1 ]
82f oh #
avec aij(x) = —— (x,h(x), — (X)) € L (E,ED)
quaqj axi
2 2 2
o f * o £ o f
a(x) =—= ( ) e L (B,E) 5 8;(x) = C ) 5 o, = ()
ag 9q.dp . dpaq.
- i 1
*
a, (x) = (B, (x)) .
Nous considérons les conditions suivantes :
14¥]
(1) ho € C§(B,E) est un point critique pour J =J o T.
2 ah . .
(ii) z ——3-2;-(x,ho(x), —2 (x))EIEJ € Isom(E,E*) pour £ € RN - {0}
1] aqiaqj axi
2 oh
e 2
(i) @ Vxes 27 = (g0° w ] 2 tn 0,—2 czz,
ij aqiaqj Bxi J

est positive.

B) 1la forme quadratique précédente est définie positive en

Bho
(0,1, (0), —= (0)).

oX.
i

(iv) Soit 0 <A1, B, =8(0,0) B(0,1)=3C R,
On définit ii(h) : H;(BA,E) — H;I(BA,E) en remplagant dans (1),
B par BA' (I1 s'agit en fait ici de la restriction de f'(ho) a

HL(BA’E) aux sens habituel.

Nous supposerons que Y 0 <X xgl ker Li(ho) = {0},

Remanrgue 1 : (ii) et (o) impliquent que les formes quadratiques

sont définies positives pour tout x € B.
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Remarque 2 : La condition (iv) peut se traduire de la

maniére suivante :

* B et O ne sont pas conjugués relativement & ho.
* i1l n'y a aucune boule centre 0, dont le bord soit conjugué
de zéro, relativement & ho.
La nécessité de la condition (iv) a été démontrée par Dennemeyer
La conjugaison est i entendre au sens suivant :
Soit o une sous-variété i bord (C7) de B, on peut définir
io(ho) : Hl(o,E) -> ﬁl(o,E) en remplagant dans (1) B par ¢. On dira
que 39 et O sont conjugués relativement & hO si ia(ho).ﬂ =0
et H|30 = 0 implique H = 0 (cf. Dennemeyer [2] et Hestenes [3]).
Theoreme. -
S§i les conditions (i), (ii), (iii), (iv) sont vérifiées,
alors L'(ho) est un isomorphisme 1oca1 strict de J pour la topologie

faible (ch).

Soit 0 < X g 1, considérons Wi : C](B,E) > CI(BA,E) tel

que
Y =H y e B () = H(f)
@A se prolonge en un isomorphisme ﬁ;- de H](B,E) sur
H (B LE) .

Considérons EA : HI(BA,E) - H—I(BA,E) tel que :

N oH N oK
L (H).K = f (a() HE K@ + ] o () == @KW + T 8, MEMZE)
B =

i=1 9y i=1 9y

1

£ 1 a0 2o K ey (2.

i.] ayi 3yi

f 1
N
[
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Définissons alors, pour 0 < A < 1, MA : Hl(B,E) - H—l(B,E) par :

=%

A
) N B3H,
Donc M, (H).K =1L, (H,).K, = j {a(HHEAKE) + ) a, (y) —=(y) K, (y) +
B XA = 3y .
A i
N 3K, oH, 3K,
1 B ME G ==+ ] a (y) —=(y) —(y)}dy.
i=1 AY. iy H 3y, 3y.
1 i ]
or B =@ done L @)y -+ E G
A 3y, Aoex,

N
donc MA(H).K = J {a(y)HGX)K(z' + L 2 di(Y) M Drd) +
BX A A A oi=1 Bxi A A

N
] ;D X @+ 5 7 a2 @ 2K @y, gy
i=1 Aoex, Ayt oidj ] a%; A axg A

soit en posant L=z done dy AN dz.

N
M, (H).K = ANf {a()H(2)K(2) + + ) ai(AZ)—QE(Z)K(Z) +
B i=1 0%

N

] :
+1 ] s00H@ XK@+ 5 T e 02 By e
A i=l X NN S X, axj

donc (AZ—N)MX(H).K = J ) a;;002) BB 2y 2K ()de

B i.j 89X, 9X .
1 J
2 X SH R 3K
+ J {x"a(xz)H(2)K(z) + ) z ai(kz) ——(z)K(z) + A 2 Bi(xz)H(z)-——(z)}dz
B i=1 oX. i=1 X .
i i
. 2-N - 1 -1
donc lim A M, =Q ol Q : H (B,E) >H (B,E)
A0 A o o

0<xgl
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J I 2@ 2% (2 2 (2)ae.
B 1.] ] X, ij

est défini par QO(H).K

2-N

|
>
=
o
A
>

"

On posera QA

RemangueA :

1) a A QA est continue de Ehi] dans L(HI(B,E),H—I(B,E).

2) Q =M = i(ho).

3) D'aprés la condition (ii), ix(ho) est un opérateur symétrique,

de fredholm d'indice O, 1l en est de méme de Qo'

D'aprés (iii), il en résulte que ii(ho) =1' o ££ho) 0T
est un opérateur symétrique, de fredholm d'indice zéro, il en est de

méme pour Qé.

D'aprés la condition (iv) ii(ho) est un isomorphisme pour

0 <xg 1, d'aprés (iii) B) Qg est un isomorphisme positif, symétrique
*
d'aut 1o M e T 50
autre part, MA T oM o ¥ o Ll(ho) o Wx

-0 (o}
Y H;(B,E)

ol WA : Hé(B,E) > h;l(B,E) est un isomorphisme

donc Mi est un isomorphisme symétrique pour O < X g |
done Qi = AZ—N Mi est un isomorphisme pour O < X g |
v M = T
Q1 M] L (ho).

D'aprés 1, 2, 3, 1il résulte (cf. Antoine, espaces en dualité)
que M; est un isomorphisme positif, symé&trique donc i'(ho) est un

isomorphisme symétrique, positif.
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Reman_a_ue :
. 1 ~1
Soit Ko : HO(B,E) - Ho (B,E) tel que

KO(H).K = J H(x) .K(x)dx, KO est compact llKOI] 1

1 . -1, <
B L(HO’HO )
Soit S!' =Q! + (I-\a K avec a € R
A A 0

S; = Qé + a Ko donc Sé est un isomorphisme symétrique positif,

méme si l'on ne suppose pas la condition forte de Legendre en

(0,h, (%), 2= (0)).

ax .,
i

t 2 = 1.8
5, =Q, =1L (ho)-
On sait que si A € [b,f]jj ]O,f], on peut trouver a tel

que avec les conditions (i), (ii), (iii), (iv), 8! e Isom(Hl,H;I)

Probfeme : Peut-on trouver a tel que (i), (ii), (iii), (iv)

. . 1 -1 -
impliquent que Si € IsomS(Ho,H0 ) pour A e [p,l] ?

On pourrait, en tout cas, pour des problémes avec conditions
sur le bord plus générales, obtenir des conditions suffisantes du méme
type en remplagant dans (iv) ii par ii + (1-))a Ko’ la condition

(iii) devenant inutile.

Ref. D] ANTOINE Calcul différentiel pour les couples en dualité

~ Théorémes de prolongement.

Bﬂ DENNEMEYER Surfaces conjuguées pour les problémes de
dimension > 2,

Pacific Jal Math. 30. 1969, (621-638).

Eﬂ HESTENES Application of the theory of quadratic forms in
hilbert space, to the calcules of variations,

Pacific Jal Math, 1 - 1951 (page 525).
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Comparaison possible avec :

KIMBLE - Conditions suffisantes de Jacobi, Euler

(Pacific Jal Math. 14, 1964 (1283 - 1295).

(F) EXEMPLE 2.
F=C'(B,E) ; F'=c 2,E% x " 's,E%
E hilbert de dimension finie.

Soient gj : BxE>R de classe C'¢ g

W

1 €3 sm.

On considére g : Cr(B,E) > R"

h ~vn> g(h) = (j gj(x,h(x))dx)l<j

sm

9B

g est de classe C - Cu+1.

On définit C;(B,E) = c(8,E) N g ' ({o})
soit ho € C;(B,E) tel que dg(ho) soit surjective, 1l existe alors
2 voisinage de h0 dans Cr(B,E) tel que Qg =0 N gal({O})
soit une sous—(C-variété Ca+] de (Cr(B,E),F',¢), modelée sur le
noyau de ég(ho). [éf. exemple de conditions aux bords dans ce chapitre].

D'autre part, il existe un systéme de cartes locales sur Qg et sur

Cr(B,E), tel que les diagrammes suivants soient commutatifs.
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h h
[¢] (o]
[ [ dg(h ):u
K u —> cY(B,E) e 9% R
d'g(h )=u'
Kl T' Fy & e} Q 'Rm
0 o] U

8us
P . . LiLg
Nous sommes donc amenés a &tudier en coordonnées locales
Y at+l s e
, nous savons que J est de classe (C =~ C et vérifie :

|
wle

déJ = t' 0 d8J o 1

Nous savons d'autre part ue dans la carte canonique
s q

(Cr(B,E),F',Q), d8J a pour expression :

N
ai(x) SH (x) K(x) + z Bi(X)H(X) Jﬂ&(x)

1 9x. i=1 ax,
i i

N
déJ(h) .H.K = J {a(x) H(x) .K(x) + |
B i=

+ z aij(x) ;3 (x) oK (x) }dx (cf. exemple 1),

i.j Bxi axj

Nous avons, par ailleurs, la relation suivante entre dsJ

et d&J, correspondant i un changement de carte 6 sur (F,F',¢)
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dsJ(h) = dd'6(h).8J6(h) + d'6(h) o d8J(6(h)) o dé(h)

n
donc d8J(h) = t' o dd'8(h).8J(8(h)) + t' o d'e(h) o d8J(8(h)) o d6(h) o .

Dans ces conditions, on a la forme du changement de carte 6,
. , m r r m
qul a pour expression K xR = C (B,E) ———r C(C (B,E) = K xR

(hl’h2) PV VoV VW V— (h], h2 - \Q(h]))

+ C
ot ¥ : K + R" est de classe C - c” ] et vérifie

gh,¥(h)) = 0 pour (h,f(h)) e Oﬂo

[cf théoréme des fonctions implicitesw.

Dans ces conditions : pour h ¢ U/ dsJ(h) = L(h) se

h s
o
prolonge en L(h) € L(Hl(B,E),H 1(B,E) ; et h v L(h) est continue ;

o
de méme, pour h e Uh , h v~ déJ(h)

~ g -~ . -
L'(h) € L(K,K') o K est le complété de K pour la norme NA' associée

L'(h) se prolonge en

o

d 1l'opérateur hilbertisant A' = 1' o A o 1, (A opérateur hilbertisant

canonique sur (C*(B,E),C’ 2(B,E) x c™ 1 (o8,E),0),

donc d'aprés le théoréme O (cf. III, opérateurs hilbertisants,

application du calcul des variations).

————

"
Théonéme.- Si dﬁJ(ho) est un isomorphisme défini positif
en h_ point critique de J = J|Q , alors J admet en h un
o g g g o

minimum local strict.

(A condition que h0 ne soit pas un point critique pour g).

@) EXEMPLE 3.
F=C (B,E) ; F' = C  2(B,E®) x ¢™ ' (9B,E™)
_ AT ) _ Ar=2 *
Fo = C_(B,E) ; F! = C "(B,E)

E hilbert de dimension finie.
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+
Soit g : Bx E —> R de classe ctre

a 1

(x,p) ~> g(x,p) positivement homogéne

de degré 1 par rapport 3 p

de degré s > 0 par rapport & x.

On considére £ : Cr(B,E) — R

h s £ (h) = J g (x,h(x))dx.

B

£ est (-différentiable de classe Ca+].

On définit C° (B,E) = CX(B,E) N g ' ({o}).
0,8 )

. r T .
Soit ho € Co,g(B’E) tel que dg(ho) : CO(B,E) -+ R soit

surjective. Alors comme dans les exemples précédents, il existe un

voisinage ouvert Q de h0 done CZ(B,E), tel que

atl

soit muni d'une structure de sous-(-variété C de

Q
g

- oF
Co’g(B,E)

T
CO(B,E), et

il existe des cartes locales telles que les diagrammes suivants

soient commutatifs :

i r
B 8
Qg C_(B,E)
J J .
0 0 y / \\
y ho ho\ J
|
T VB
hO UhO
T dg (hO) =uO

1 1 <
K' F!

T : injection canonique (K,K',0) = ker(uo,ué).
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Nous sommes encore amenés 3 étudier en coordonnées locales

- 1Y v -
JoT=1J §8J=1'"0 Jor1
'\l -
déJ = t' od J o 1

Comme dans 1'exemple 2, dsJ(h) a pour expression dans cette
carte locale : dé&J(h) = dd'e(h) . 6J(6(h) + d'6(h) o déJ(8(h)) o do(h)
oi 6 définit le changement de carte, on remarque, que d'aprés 1'ex-

pression de do(h) [?f. exemple 2], de(h) - id est compact.

On a aussi, comme dans 1'exemple 2.

Pour he U' , dsJ(n) = L(h) se prolonge en L(h) e L(Hé,H;I

o}

et h > L(h) est continue ; de méme, pour h € Uh , déJ(h) = L'(h)
o

se prolonge en L'(h) e L(ﬁ,ﬁ*) et h v f'(h) est continu.

),

~

. - 1
Remangue : K est un sous-—espace vectoriel fermé de HO(B,E).
Considérons maintenant pour O < X g | &A : Cr(B,E) > Cr(B ,E)

h v b= (B) :ox e h&).
A

JA se prolonge en @A isomorphisme de Hl(B,E) sur HI(BA,E)

tel que @; §0it aussi un isomorphisme de Hl(B,E) sur Hl(BA,E)

-

étudions 1'image par w: de K - H;(B,E).

Si He KR, J 38 (x,h (x))H(x)dx = 0 (1)
B 3p

posons u = Ax  (1') devient A"NJ o9 u hoog))Hx(u)du
Bap A A

= A-NJ LY (u,h () H, (u)du
B ap

puisque 24 est positivement homogéne de degré O par
q g g

op rapport & p.

est positivement homogéne de degré s par

rapport a x.
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donc mi(K) = RA = Hé(BA,E) N{H e Hé(BA)lJ ag-(u,ho(u)H(u)du =0
B, 9dp
A

-~ _~

. =0 . .
dans ces conditions WA est un isomorphisme de K sur K et d'autre

)\’

part, on a évidemment un plongement PA de KK dans K, défini par :

PA(H) = {'H sur BA
0 sur £BA

~

Dans ces conditions, la notion de restriction de i'(ho) a

-~

Kx a un sens :

-~

rest(i'(hO».H,K = i'(ho)(PAH)(PAK) ol H,K e K,

On peut donc construire une chalne d'opérateurs comme dans

' . T = T
1 exemzle l, Soit L A(ho) restAL (ho).

On définit M! = °* o Li(h ) o @; e L(B,K') 0 < i<,

On démontre que Lim M! = M' ol M'(H,K) =
A o o)
A0
A0

oh
J (I, a;;00,h (00—2(0)=2(025(x)) dx

B 143 axl Bxl ij

d'autre part, M; = i'(ho).

Considérons, alors les conditions suivantes (de Jacobi, Legendre)

2 oh

1) ] 25 xh 0, —2 @x)e'ed € Tsom(E,E ) pour £ e RV - {0}
i,j 9q.9q. © 9%,
A 1
2 2 32f aho
(iii) @) YV x € B, 2° = ()" v § ———(x,h (%) ,——(x))Z,Z, est
ij aqiaqj axi J

positive.

B) la forme quadratique précédente est définie positive en
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8h0
(0,8, —= (0))

9X.
i

(iv) pour 0 <X gl restl(f'(ho)) = ii(ho) est injective.

On a alors le théoréme : si Jg = Jlﬂg.

Si h0 est un point critique de Jg, qui ne soit pas point
critique de g ; et si les conditions (ii) ; (iii) ; (iv) sont

vérifiées, alors Jg admet en ho un minimum strict local.

Remarque : Dans ces trois exemples, la propriété d'étre de
q prop

fredholm pour 1l'opérateur il(h) défini au chapitre IV par i](h).H.K

= J X a?.(x) jﬂi'(x)-ig— (x)dx peut se démontrer plus simplement
B i,j Bxi Bxi

rdce 4 la conjonction des conditions d'ellipticité et de Legendre, on
g J P g ’

a en effet, dans ces circonstances :
i ] 2 . .. o
Z aij(x) VAP C]lZ[l oi C est positif, indépendant
i,j

de x € B, il en résulte que IIH]] y S C]]fl(h).H]] -1
H H

Il reste cependant intéressant de connaltre la propriété
d'étre de fredholm pour il(h), d partir de la seule hypothése d'ellip-
ticité, pour des problémes variationnels avec contraintes, ol les con-
ditions fortes de Legendre ne s'imposent pas.

Si 1'on reprend l'exemple 2, en ajoutant des hypothéses

d'ellipticité, L(h) est de fredholm, on en déduit que

L'(h) = ' o L(h) o T est de fredholm puisque ' et T sont de

fredholm (K é&tant de codimension finie dans H](B,E).
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CHAPITRE VI

CALCUL DIFFERENTIEL SUR LES COUPLES EN DUALITE.

@ ‘Catégondie des couples en dualité C.

1) Catgonie additive.

On désignera par C la catégorie dont les objets et les mor-

phismes sont définis de la maniére suivante :

Les objets de C : sont les couples d'espaces de banach sur R, en

dualité par une forme bilinfaire non dégénérée : on notera (F,F',d)

un tel objet :
$ : F' x F ~— R,

Nous noterons 1§ et ' les inclusions canoniques définies
i partir de &
*
\ﬂ: F' > F 3 ' : F  » (F')*.

Les monphismes de C : (u,u') sera un morphisme de (F,F',$) dans
_______ pnismed _ae_

(G,G',¥) si ueL(F,G) ; u' € L(G',F'), et si le diagramme suivant

est conmutatif

G' > FI

c'est-3~dire encore, si &(u'.,.) = ¥(.,u.)
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Remarques.

' associé 4 u est unique.

0) Le morphisme. u
1) L'objet (0,0,0) est un objet nul de C.

2) Sur Hom((F,F',¥), (6,G',¥)) on peut définir une structure d'espace
0 ,

vectoriel.

3) pans C, il existe des sommes finies et des produits finis.

Donc C est une catégorie additive.

2) Exdstence de Noyau.

Soit A = (F,F',?), B = (G,G',¥) et (u,u') € Hom,(A,B)
C

peut—on, en général, définir le noyau de (u,u') ?

N o -5 F G
-~ _
\\ // f
L
1
N! F' < x G'
\\\ //*/
A gk
L f
¢} 0] y

Remarqued. Supposons que (N,N',0), noyau de (u,u'), existe.

(:) Alors N est le noyau de u dans la catégorie des espaces de banach
sur R. En effét, soit f : L > F telle que uo f =0, on peut

considérer (L,L*,u) =C et (f,f*) : C > (F,F',a)
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) x
(p est la dualité canonique sur L x L).

* . . .
On a (u,u') o (£,£) = 0 donc il existe une factorisatiom
. * . . .
unique de (L,L ,u) par (N,N',0) donc une factorisation unique

de f par N donc N = ker u.

<:> Soit F'/fﬁ—ﬁ' le conoyau de u' dans la catégorie des espaces de

banach, comme <t' o u' =0, 1' se factorise par coker u' = F'/TE "
1! u'
Nl [ A— Fl DI, S G'
N
N
N
S\%
N
Y '__.F'____
coker u JTm o'

(:) Si ©6 : N' x N' > R, on doit avoir pour tout f' € F'

O(sp(£'),x) = O(T"(£"),x) = o(f',1x) f' €e F', x e N
donc si VxeN O(sp(f"),x) = ®(f',1x) = 0, on doit avoir
s(pf') = 0 soit p(f') € ker s.

D'autre part, ¢ se prolonge en 3 (F'/fﬁ_ﬁ' x ker u) > R
telle que 5(p(f'),x) = o(f',Tx) cecli &tant indépendant de £'

puisque si f" = f' + lim u'(g;)
n

alors &(f',tx) = ¢(£',tx) + lim @(ga,ur(x)) = o(f',tx)
n

[

donc on doit avoir s(p(f')) = 0 si Y x € ker u = N 5(p(f‘),x) =0

donc ker s D{z, z € Coker u' | Yxe N 3(z,x) =0} =A .
On est donc naturellement amené i définir N' par Coker u'/A = N'
et ©: N' xN - R par @(n',x) = ¢(z,7x) ou gq est la projection

canonique de Coker u' sur Coker u'/x et q(z) =n'.
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On vérifie que cette définition est indépendante de =z dans

&ﬂ = q(z), et que © est une forme bilinéaire non dégénérée, continue.

On vérifie alors que le couple (N,N',0) est le noyau de

(u,u') dans la catégorie des couples en dualité.

Conclusion : C admet des noyaux.
De la méme maniére, on démontrerait que C admet des conoyaux,

cependant C n'est pas une catégorie abélienne.

b) Expressions simples de N' dans certains cas particuliers

§i Im u' est fermée dans F' (pour la topologie de banach

de F'), alors N' = coker u' = F'/Im g 5 oet si A= 0.

La condition A = O est réalisée dans les deux circonstances
suivantes :

(1) si Im u' est faiblement fermée (pour la topologie faible
définie par @)

(1i) si (u,u') admet un inverse a droite dans la catégorie

C: (uu'") o (o,0'") = (IG,IG,).

Supposons donc que l'une ou l'autre des hypoth&ses suivantes
soit réalisée : (i) ou (ii).

Alors Im u' est fermée dans F' muni de la topologie d'espace de
banach et (ker u, Coker u',0) est un triple d'espaces de Banach en
dualité. Il suffit de montrer dans les deux cas que si Y x e ker u,

6(z,u) = 0, alors z = 0.

T'(f') f' € F' tel que quel, que soit x € ker

ler cas (i) - Soit =z

(' (£'),x) = ¢(f',Tx) = O.
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Supposons que f' ¢ Im u', dans puisque Im u' est fermée
pour la topologie faible, il existe une forme linéaire continue sur F'
(faible), de 1la forme ¢ ,xo) = £ telle que L(f') # 0 et

£ = 0.

Im u'

Donc ¢(u'(g'),xo) = Q0 = W(g',u(xo) pour tout g' € G'
done u(xo) = 0 donc X, € ker u, et ¢(f',Txo) # 0 d'ol la contra-

diction.

28me_cas (ii) - Dans ces conditions, F = ker u & 0(G)

FI

ker o' & u'(G').
Soit z = T'(f') tel qﬁe, quel que soit x € ker u,
8(e'(£'),x) = ¢(£',tx) =0

£f' = f; + fé avec f; € ker t' fé € u'(G'") fé = u'(g")

¢(f;,TX) = ¢(f',tx) - ¢(£5,tx) = - ¢(u'(g"),mx) = ¥(g',u(tx)) =0

donc quel que soit x € ker u, ¢(f;,rx) =0

soit maintenant x € F, x = X, +x,, X € ker u ; X, € o (G)

X, = ag(g)

B(E,X) = 6(E],x,)) = $(£],0()) = ¥(o'(£]),8) = O

dong Vxe F, @(f;,x) = 0 donc f; =0 donc f' € Imu' donc

' (f') =z = 0,

Soit E un espace de Banach, X un sous-espace fermé de E

X <3 E :;::f::;ﬁ Coker i tel que p admette
S une section S,

r»2, B=350,)c R
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F=C(B,E) ; F'=c 2,E% xc"1m,E%
G = C(3B,Coker i) ; G' = ¢ !(3B;(Coker i)™)
6 : F' xF » R
((£,k),h AN e f £(x) .h(x)dx + [ k(x) .h(x)do
5B 5B
Y : G'xG > R

(£,h) A J £(x) .h(x)do.
oB

Soit u définie de la maniére suivante :

u
v
rest

¢’ (8,5) —==25 (T(3B,E) ——FB—— CT(3B,Coker i)

ker u = C;(B,E) = {h ¢ Cr(B,E)I h'BB soit & valeurs dans X}.

Définissons u' : C' ! (3B, (Coker 1)*) - cF 2(3B,E%) x c*~tam,E™)
par u'(€) = (0,£') L£'(x) = p (£(x)).
Dans ces conditions, (u,u') est un morphisme de (F,F',$) dans

(G,G',¥). En effet, si L€ G', heF

¢(u'(£),h)

J £2'(x) .hix)do = J p*ﬁ(x).h(x)d = J £(x) .p(h(x))do
3B oB 3B

¥(L,u(h)).

D'autre part, Im u' = {0} x Cr—l(aB,p*(Coker i)*)

donc Im u' est un sous-espace de Banach de F'.

Construisons ¢ par :



Cr(aB,Coker i) —E—s Cr(aB,E) £ Cr(B,E) e tel que

rest o e = id . .
¢’ (3B,E)

N o N ~ ]
uood=(porest) o(eos) =pos =pos=id r .
C" (3B,Coker i)

. - * -
Définissons ¢' par : o¢' : ct 2(B,E ) x o ](aB,E*) e

c*71 (3B, (Coker i)®)

telle que o'(£,k) = g*(k) P X e s*(k(x)).

On vérifie que o' o u' = IG' en effet :
o' @' (@) =o' LN = FE e
~—

*

s o p*(ﬂ') = 2",

Cependant, le couple (0,0') n'est pas un morphisme de

(6,6',¥) dans (F,F',0) (dans la catégorie des espaces de banach en
dualité),
En effet, ¢(f',0f) # V¥(c'(£"),f).

Malgré tout, considérons 6 défini sur Coker u' x ker u.

Imu' = {0} x c*”' (3B,p" (Coker i)*)

*
i p . .. * i* L ol L%
X . E Coker 1 donc par dualité X E (Coker 1)
K_“ L4 % $*
Y s \;1,/7
donc F'/Im a' Y Cr”Z(B,E*) x Cr_l(aB,X*), et 0 est définie par :

8 ((£,k),h) = ¢((£,k),h) = J £(x) .h(x)dx + f k(x) .h(x)do
B /3B

Lec™?2@B,EY 5 kec '(B,X he C (B,E).
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Supposons que 6((£,k),h) = 0 pour tout h e C§(B,E).
)
- Supposons £ # 0, donc il existe x, € B tel que ﬂ(xo) € E' - {0}

donc 1l existe H € E tel que K(xo).H0 =a > 0.

B3 x "> E(x).HO est continue sur B, donc il existe UX
. . o o °
volslnage ouvert de X s UX C B tel que Y x € Ux s Z(x).Ho > - .
0 o) 2

Soit W% C Ux , Wg voisinage relativement compact de X,
o o )

tel que Wx C Ux il existe ¢ € Co-(UX J,R) telle que W

[¢) (o] (s} X
0

. r
soit H =y HO € QX(B,E)

8 ((L,k),H) =J £(x) P(x) .H .dx > 2 u(W_ ) d'ol la
0 9 X

W o

X
8]

contradiction,

donc £ = 0, on démontrerait de méme que k = O.

Donc : en utilisant, par ailleurs les résultats généraux

du début, 6 définit une dualité entre les espaces de banach ker u

et coker u', & est telle que la suite courte suivante,
1] '
0 > (ker u,coker u') —FT Ly (5 pr ey ) L g owy 5

soit exacte dans la catégorie C.

3) Le foncteur HomC se gactornise par La catégonie des

espaces de banach.

a) Factorisation :

Soit A = (F,F',3) ; B = (G,G',¥).

HomC(A,B) = {(u,u') tels que le diagramme suivant soit commutatif}.
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F' < G'

\01 l\v

L 3 #*

T * G
u

u
L(F’G) \
c1 *
/ \ u o{ = p(u)
L(A,B) L(G',F)
x / Jou' =q@"
L(G',F")
u'

donc (u,u') € HomC(A,B) sisi p(u) = q(u'), c'est-a-dire si et seulement
si (u,u') € produit fibré de p et gq, ce produit fibré est naturel-
lement muni d'une structure d'espace de banach, nous le noterons L(A,B)

donc 1l'ensemble sous—-jacent & L(A,B) est HomC(A,B).

* la composition des morphismes, qui définit une application m :
m : HomC(A,B) X HomC(B,C) > HomC(A,C), induit une
application bilinéaire m: L(A,B) x L(B,C) -+ L(A,0).

* pour C fixé L(.,C) : C° > Banach est un foncteur additif

* pour A fixé L(A,.) : C - Banach est un foncteur additif

t

#* puisque u' est déterminé uniquement par u, il en résulte

que 0, : L(A,B) > L(F,G) est une injection.
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Caleul differentiel sun Les couples.

Soient A = (F,F',¢) ; B = (G,G',¥) deux objets de C.

Soit £ : Q@ =+ F oli Q est un ouvert de E.

1) Définition.- On dit que f est de classe c® au sens
des couples et l'on note £ (, c® s, si f est de classe C] au
sens ordinaire, et si df : 9 » L(F,G) se factorise par L(A,B)

et si1 &f est de classe Ca—l

Q df . L(F,G)

~

L(A,B)

Remarque : Si B = (R,R,pu) yu dualité naturelle, alors

L(A,B) = F'

donc £ : Q>R est de classe C%, si f est différentiable

et si

> L(F,R) = F

£f:Q
R /:a]
Fl

se factorise par F', et si 6f est de classe

d

ce!

2) Propriétés.-
Soit A= (F,F',8) ;3 B = (G,G',¥y) ; C = (H,H',vy)
F
U a
a) £f:Q —> G de classe C pour les couples
G
U
g : U — H de classe ¢° pour les couples U D f(V).
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Alors g o f est de classe c® pour les couples

b) Soit £ : @ -+ H telle que £ soit un ouvert de F x G,

f est de classe c° pour les couples si f est de classe Cl et

si dlf : Q > L(F,H) et d2f ¢ @ -+ L(G,H) se factorisent respecti-

vement par L(A,C) et L(B,C) par 6]f en 62f, et si Glf et

sz sont de classe Ca_l. (Ceci & cause de l'additivité partielle

du foncteur L : L(A x B,C) = L(A,C) x L(B,C).

¢) Soit f: Q-+GxH ol Q est un ouvert de F. f = (f],fz)
f est de classe C, C® si et seulement si £, et f, sont de
classe C,Ca. (Ceci 3 cause de l'additivité partielle du foncteur L :

L(A,B x C) = L(A,B) x L(A,C).

c) Théoréme_des_fonctions_implicites.

Soit f : —— G 2 ouvert de F.

HeEo C ™

)
On suppose que f est de classe Cu pour les couples (a > 1)
et que Gf(xo) = (uo,ué) : (F,F',d) - (G,G',¥Y) admet un inverse i

droite a').
oit (co, 0)

u
T o
N —-—————r F —— G N = ker u -
R\\\a—’// injection canonique.

NV<__________ F!.(_,_________ Gv

n, [}
On note G = 0‘§uo(F)) ; ﬁ = T(N) F=Nod

Xo T 0y Yy 3 f(xo) = &

(N,N',0) désignera le noyau de (uo,ug) dans la catégorie C.
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Théonme : Il existe un voisinage V de (n_,g)) dans N x G,
un voisinage W de x_ dans Q et J:vVv->w
J = (ﬁl,ﬁz) avec Jl(n,g) = tn tels que 1 soit de classe c® pour
les couples, f(ﬁ(n,g)) =g sur V (n

et (ﬁ(n,g),n,g) est le seul €lément de W x V vérifiant (1).

(C) Varittes modetées sun des couples en dualiti :

1) Définition.- Un espace topologique X est muni d'un struc-
ture de variété de classe C* (modelée sur les couples, en dualité),

s'il existe un recouvrement ouvert (Ui)ieI de X, et

un couple en dualité (Ei,Ei,¢i)

pour tout i e I {
et un homéomorphisme fi : Ui - Oi ouvert de Ei'

On suppose de plus que les "changements de carte" sont

de classe c% pour les couples.

. o e . a
On dira que X est une variété C-différentiable de classe C , ou

. ‘een . A0
encore X est muni d'une structure différentiable C,C .

Consequence : Un espace topologique X muni d'une structure
G pps , a . . a
différentiable C~ pour les couples, est aussi muni d'une structure C

ordinaire.

Remarque : Sur un espace topologique, il peut y avoir plusieurs

structures C-différentiables c®.

Exemgﬂeb :
a) Soit B = B(0,1)C & .

e e pen . . . *
V une variété différentiable simple (modelée sur F,F ,u)

T+ o .
de classe C , davec exponentielle.
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Alors Cr(B,V) est une variété de classe C% modelée sur

(C*(B,E), CF(B,E*),8) oi & : C (B,E®) x C'(B,E) ——— R
() v [} 20 e

oi E est "un exemplaire" de la fibre de 1l'espace fibré E tel que

ce diagramme commute

Exp

ED o vV x TV
W "
TV vV
I [
v A

oi « est un voisinage ouvert de la section nulle.

b) On conserve les notations de a) et 1'on considére

T T
CW(B,V) = {h € C (B,V) h 5B = v},

Alors CE(B,V) est une variété de classe C%, modelée

sur (cz(B,E),cr(B,E*),@).

¢) On conserve les notations précédentes et on suppose de
plus que V est de classe C° (simplement), et que A C V est une
sous-variété (simple) de classe c”.

Soit cZ(B,V) = {h e C'(B,V) ]h'aB e C'(3B,A)
dans ces conditiong, CZ(B,V) est une variété de classe C . modelée sur
(c;(B,E),cr'l(aB,H*) x CC7%(8,E%),¥) ofi H est un facteur direct de E,

et oi ¥ est définie de la maniére suivante :
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v ¢ om, ") x ¢¥72(8,E") x C;(B,E) — R

((L,k) ; h) APV J £(x).h(x)dg + J k(x) .h(x)dx.
3B B

o

2) Monphismes de varniétés C-différentiables C .

a) Déﬁinétion : Soient X, Y deux variétés (-différentiable

Soit Q C X ouvert de Y

f: Q> X sera (-différentiable ct r

A
Q

Si Vyeq, il existe une carte locale

'1> vv '
(Uy,wy,(Ey,Ey,éy)) et une carte locale (VX,WX(GX,GX,QX).

= . = 1 . = ''e
On note x = f(y) ; Ay (Ey,Ey,Qy) 3 B = (G,6.,0 )

R —
telles que f_= VY o f o { 1 : U — V CE soit de classe C°
y X y y X X

pour les couples en dualité.

b) Composition des morphismes :

Soient X, Y, Z trois variétés C-différentiables C%

Y
Y r
f:Q — X C-différentiable C rsgoa
Z
U s
g:V —™ Q (-différentiable C s £ a .,
Inf(s,r)

Alors f o g est C-différentiable C

¢} Submersion, Immersion.

Submersion : On dira que f C-différentiable C° est une
n
submersion, si V’y € Q, ny : ‘Uy — L(Ay,Bx), est telle que

4"
éfy(ﬂy(y)) admette un inverse 3 droite dans C.

Immersion : On dira que f C-différentiable C° est une

immersion, si Vye Q, 5¥y($y(y)) admet un inverse A gauche dans C.

C(l
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o

3) Sous-varniétés C-difgérentiables C .

a) Déﬁinétion.- Soit Y et X deux variétés C(-différentiable

c*. On dira que Y est une sous-C-variété c® de X si

(i) 1'ensemble sous—jacent 4 Y est un sous-ensemble de 1l'en-

semble sous—jacent & X, perme-tant de définir une inclusion j.
(ii) si j : Y > X est C-différentiable Cc°.
(iii) si Vy € Y, il existe une carte locale (Uy,ﬁy,Ay) dans

Y et une carte locale (Vy,wy,By) dans X telles que :

A = (E_,E!,0) ; B_= (G_,G!5)
y ( yyly Uy ( yy'y

avec E facteur direct dans G et U =E NV .
y y y y y

b) Comstruction de sous-varidté C-différentiable c*.

Soit f : Y > X fonction C différentiable de classe ct

r > 1 entre deux variétés C(-différentiables Ca, a2 1.

Si ACX est une sous—-C-variété C de X, et si f est
. -1 .
une submersion, alors £ (A) est une sous-C-variété c® de Y (sous-

C-variété fermée).

Ceci résulte du théoréme des fonctions implicites pour les

couples.

Cas particulier : Si a € X, f_l({a}) est une sous-C-variété

fermée de Y, de classe c®.

Exempled :
(:) Soit Y wune variété C(-différentiable, c.

G un espace de banach sur R de dimension finie (donc
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s . . . *
muni de la structure C-différentiable triviale (G,G ,u).

Soit f : Y=+ G  (-différentiable C°,

telle que, f soit une submersion au sens ordinaire, alors £ est une

. -1 o . o
C-submersion et £ (0) est une sous~C-variété fermée (.

(:) Y = Cr(B,E) E espace de banach r > 2

- * - *
Y modelée sur (CF(B,E),CT 2(B,E ) x ¢* ) (3B,E),0)

f: ¥ — R

h v f g(x,h(x))do = f(h) ; oi g : B x E >R de
9B
classe COL+r o =1,

Py sem) =28 (x,h(x)),0)

si h est tel que ég-(x,h(x)) # 0, df(h) est surjective donc
op

Alors f est de classe C - Ca+

f—]({O}) est une sous-C-variété de Y, de classe Cu+], modelée

au voisinage de ho € f—l({O}), sur ker(éf(ho)).

(@ Fonctions c-difdorentiables, point critique, hession.

r

1) Foncetion C-difgérentidble C".

Soit X une variété C(-différentiable C*

£f: - R, ouvert de X.

On dit que f est C-différentiable C° r <a, si f

posséde cette propriété en tant que morphisme de variété C-différentiables

o}

C (® &tant muni de sa structure C(-différentiable Cw, triviale).
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2) Point cuitigue d'une gonction C-différentiable.

Soit f : § —— R, @différentiable C° l <r <o
Q C X : (-variété c°.

X et R sont en particulier des variétés ordinaires de classe

. ez . .. r
¢ et f une fonction différentiable au sens ordinaire, de classe C,

On dira que X €f estun point critique de f, si df(xo) = 0,
En carte locale (U_ ,f_ ), il en résulte que 6%X (ﬁx (xo)) =0
o ‘o o ‘o
ps 1] 1
€ iU — LA ,R) =F A = (F L 0 ).
o ) o o o o "o "o

3) Hessdon d'une fonction C-différentiable (en un point critique).

. .oy . P, . +
Soi1t X une variété C-différentiable de classe Ca l

modelée sur le couple (F,F',0) ; J : X >R une fonction C-différen-

tiable c**1.

Soit x €X en point critique de J ; désignons par J] et

J2 deux représentants de J dans des cartes locales (Ul,@l) et

Wy, ¥y, by =¥,

Uy
U I,

Soit 6 : v, N v, — U, — R le morphisme de changement
[ [ de cartes de classe C—Ca*]
F F Jyp=Jy 008
F! F!

dJZ(h).H = dJl(e(h)).(dO(h).H) @(GJ](S(h)) ; d6(h) .H) =

@(d'e(h)-éJ]e(h) ; H)

done  8J,(h) = d'e(h).SJl(G(h)).
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Dans ces conditions,

dGJZ(h) dd'e(h).GJle(h)) + d'e(h)odGJ](eh)ode(h)

dd'e(h).GJl(Gh) + d'e(h)odel(eh)ode(h)

oot .,
donc dGJz(ho) d e(ho) o dSJl(eho) o dG(ho). Dans ces conditions,
la forme bilin&aire H,K - @(dGJ(ho).H,K) est indépendante de 1la

carte locale en ho’ et est appelée hession de J en ho'

@ Propnidte des opdratewrs symétrniques.

1) déginition.- soit A = (F,F',%) e Ob C.
Soit L € L(F,F")
L est défini positif, si ¢(Lx,x) > O pour x # O.

L est symétrique : si ¢(Lx,y) = &(Ly,x) pour tout (x,y) € Fz.

On note L € LS(F,F').

L est un isomorphisme positif défini si L e Isem(F,F')

et o(Lx,x) >0 si x # 0.

2) Théoneme.- Soient L, et L, appartenant i la méme compo-
sante connexe dans Isom(F,F') N LS(F,F'). Alors 1l existe

(u,u') € Isom(A,A) tel que Ll =u'o L, o u.

3) Conollaire 1.- Soient L, et L, appartenant i la mime

composante connexe dans Isom(F,F') LS(F,F').

Si L] est un isomorphisme défini positif, alors L2 est aussi

un isomorphisme défini positif.

4) Corollaine 2.- L'ensemble des opérateurs symétriques, iso-

morphismes définis positifs, est ouvert dans L(F,F').
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5) Conollaire 3.- Soit L, un opérateur symétrique, isomorphisme
défini, positif,

L2 un opérateur symétrique.

Mtors  |o@yx,0 | s |[L,l] 5o x,0.

6) Conoflaine 3'.- 8i L, et L, sont deux opérateurs iso-

1 2
morphismes définis positifs, alors les normes Nl(x) = <I>(le,x)]/2 et

/2

Nz(x) = @(sz,x)] sont équivalentes.

7) Conollaire 4.- Soit A un opérateur isomorphisme défini
positif, symétrique, M une partie de F, alors l'ensemble
{L, symétrique tel que jﬂ a >0 I¢(Lx,x),2 o ¢(Ax,x) sur M}

est un ouvert de L(F,F').

@ Etude de certains opérateurns diggérentiels d'ondre 2.

D84initions. -

Soit F = C'(B,E) ; F'=c  2@®,E" xcl(B,EY 1

I\
[o¢]

il existe une dualité ¢ entre F et F' définie par :

$ +: F* X F ——— R

((k,2),h) ~— ¢((k,L),h) = J k(x) .h(x)dx + J 2(x).h(x)do.

B 9B

Soit G 1le sous-espace vectoriel de L(F,F') dont les &léments

sont de la forme suivante : si Ge G, HeF,

N 2 N
G.H="b.H + Z b. . SH _ Z a_,._i_ﬂ__ i ¢ H+ z c. o
. i “, 1] , 1
i=] 9X, 1j X, dX, 1=} oxX,
1 i) i
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. - - *
oi b, bi’ a,., appartiennent a ct 2(B,L(E,E ))

. . - *
Ty C.y vy appartiennent 3 c’ ](BB,L(E,E N,
Considérons l'application © d&finie de la manidre suivante :

2
2L, EM) x €28, LE,EN]N « CFAE,LE,E" )] x P s, ) x

« [ B, )]Y == L)

(x,y) = b, b , 33 , c ,
ci) wWA——> opérateur G construit 3 partir de
b, bi caene .

Propnidtés de ©.

1) © est lindaire, et Im © = G.
2) 0 est injective, en effet si G = 6(x,y) = 0, alors

Viaer G(H) = 0 ; en particulier, pour H=H € E
, P o

3H 3%y

0 = . ' = 0
9X. 9x,9x,
i i 7]

donc ¥V x € B, b(x).Ho =0 et c(x).Ho = 0.

Ceci étant vrai pour tout Ho e E, b=c¢ =0,

2
Soit alors H = X, Ho . S Gi. Ho 2 H 0
J axi J axiax

donc G.,H = 0 implique b,.H =0, c,.H =0 donc b. =c, = 0.
i'7o i’ o i

2
3°H
) GEi 6kj Ho

Soit H = x H

£¥k ° 9X, 90X,

1]

puisque G.H =0 = aij'Ho (ceci étant vrai pour tout H e E)

alors a.. = 0.
1]
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3) o est une application continue.

© étant somme d'applications élémentaires de méme type, il

suffit de faire la démonstration pour une application de ce type

(x,y) ~vw—> (H N> b.H)

™

;7 H ~v—r c¢,.H)

28,0,EY]F « " BLE, M) o 5 T,LE,EY

(x,y) AN > (b,c)

est continue.

soient jl et j2 injections continues telles que

soit j 1l'injection continue de Cr(B,E) dans Cr“Z(B,E)

donc

telle que (Gn) = (O(xn,yn)) ait pour limite L dans

Considérons alors 8, et © telles que Gl(b,c)

1 2

8,8, + ¢ 2B,LE,EN) x ¢ (38,L(E,E) ——

3

" 2(8,L(E,EY)) —— LT %(8,8),c" %(8,E"))

i

¢ (om,L(E,EY) —2— (" ! oB,E),c" ! (a8,E%))

k 1la composée des applications suivantes :

¢*@,5) - s, 85, T (oB,E).

On a el(b,c).H = jl(b) o j(H)

n

ez(b,c).H jz(c) o k(H)

(6],62) est continue, donc © est continue.

4) o est d'image 4emée dans L(F,F').

(]

¢" ! (3B,L(E,E"))

H ~ b.H

H ~~ ¢.H

L(F,F")

soit (x_,y) e [€F2@,L&E,EN]T x [¢ (a8,1(2,5M))"

L(F,F')
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tel

donc

donc converge vers b.
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que

lﬁm Gln - Ll i lﬁm G2n = L2'
La suite Gln est de Cauchy dans L(F,F') donc Yeos> 0, :3NO(€)
n > No(e)
= - T r—-2 *
m No(e) g I}GIn GlmIIL(F,F{) s € Fp=¢C "(B,E)
F) = ¢t os,E®)
n 2 N_(e)
= Vuer, |lg_- Glm).H]|Fi s el [u]lg
maNo(e)
En_particulier si H = Ho.
n 3 No(s)
=> || _-b).u || _ s elln |
n m ol 2(B,E* o''E
m > No(e)

soit VxeB Hn"‘(bn - b B ||, < ellnllg
E

0 s[aISr-Z

soit n > No(e)

V’x € B

0s|a|sr-2 IIDa(bn - bm)(x)|| < e .

L(E,E)
n: No(s)

La suite (bn) est donc de Cauchy dans Cr-Z(B,L(E,E*))

De la méme maniére, on démontrerait que

- * . 4z .
¢ +c dans cf 1(BB,L(E,E )+ Considérons alors la suite

n

O(x ,y,) = 0(b_,c ) = (5 ,5,).

n
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Cette suite converge vers (Sl’SZ) puisque (O(xn,yn)). converge et

que (bn) >b (cn) +>¢ 3 et 0O -continue.

En particulier, la suite (S, ) est de Cauchy dans L(F,F;)

In

donc Ve > 0, j} No(s) tel que

=
W

N, (€)
==> Vuec B, |6, -s )Hllg sclln]]
1
N (&)

=]
W

Soit en prenant H = X, Ho 28, .. H

9x,
J

=]
W

N ()
= “(bin - bim)'Ho|

T2,

=]
W

No(e)

soit

o]
W

No(s) V x ¢ B

= VYa,l|a|sr-2
N ()

@%b, ) = v%(b, YD || < el [B)]]

8
\"}

donc

e}
\\'

No(e)
==>

m 3N (e) |[bin ~ Pim|| z-2

(8,E%)

donc la suite (bin) converge vers bi dans Cr—z(B,E*) ; de méme

on démontrerait que la suite (cin) converge vers ¢ dans Cr—](aB,E*).

En considérant ensuite O(xn,yn) - O(bn,cn) - e(bin’cin) =

(Tln’TZn) et H = X, xj Ho, on démontrerait que
. - *

lim a,, = a,, dans G:QBJ).

n ij,n ij

@ est donc d'image fermée et © est un isomorphisme sur G.
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