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PREFACE 

------- 

Si l'on étudie en termes de couples en dualité, les pro!-it'n~eç 

variationnels classiques unidimensionnels, pour des fonctionnelles J 

et 3 définies sur ~ ~ ( 0 1 , ~ )  et Cr ( o , ~ , R ~ )  par 
O 0 O 

f i  
T(h) = f(t,h(t),i(t))dt, et J = J O T ,  avec r > 2 ,  1 . 1 

J O  
O 

f de classe Cr+', T l'injection canonique de cr ( @, l ]  ,lKP) il.iiia 
00 

r - a+ 1 , 1 R )  ; J et J sont de classe C pour les counles t 7 r i  
O 

dualité (cf. Page 4) 

En particulier, d2j(l,) et d2J (11) se factorisent pni c1i .s  
O 

opérateurs différentiels du second ordre : 

dâ.J(h) = L(h) : C ~ ( ~ , ~ ] , I R ~ )  -+ , ,- r ,  , 1 - ,'Ri) IR' x R'', 

qui, moyenna~it des liypothèses naturelles de régularité, sont des o p c ~ - , i -  

teurs de fredholm d'indice zéro. 

Si h est une extrèmale (solution de l'équation d'Euler 
O 

relative à J ) , pour laquelle les conditions de régularité, de I,egcndrc., 
O 

et de Jacobi, sont vérifiées, L'(ho) est un isomorphisme défini positif : 

I r .  1 
I r  lemme de Morse pour les couples en dualité, démontré par Antoine i , 

entraîne que J admet en h un minimum local strict pour la toi:<. 1 
O O 

r 
C ([O,]] ,IR'). Une étude analogue est possible pour r = 1 ,  en m~diii~int 
00 

la définition des couples en dualité, les opérateurs L(h) et L ' < I l )  

étant alors des opérateurs intégro-différentiels. 

Dans le cas multidimensionnel, [O, 13 est remplacé p,ir in 

1 

boule unité fermée B de tRN, et J est définie sur c~(B,R~) par 

J étant définie par J = J O T , où T est l'injection canonisiie 
O O 



( i i )  

d e  C:(B,R~)  d a n s  c r ( ~ , k P ) .  

On montre dans  l e  c h a p i t r e  I I ,  que 3 e t  J s o n t  de  c l a s s e  
O 

Ca+ 1 
pour  l e s  c o u p l e s  en  d u a l i t é  (cr  (B,IRP) , C  r-2 (fi,LRP) C r- 1 ( >13,iRP! , *) 

r t  (CU (F5,iRp) y ~ r - 2 ( ~ , ! R p )  ,(Do), en  p a r t i c u l i e r ,  d23(h)  e t  d 1 st? 
0 

f a c t o r i s e n t  p a r  d e s  o p é r a t e u r s  d i f f é r e n t i e l s  du second o r d r e  : 

r-  l P 
d 6 J ( h )  = L(h) : cr(F5,tRP) - C'-~(B,IR*) C ( J H , R )  

r-2 
d 6 ~  ( h )   LI(^) : c ~ ( B , I R ~ )  -+ C: ( B , R ~ ) .  

O O 

Cependant,  s i  l ' o n  c o n s i d è r e  L'(t1) = A ,  pour l eque l  l e s  con-  

d i t i o n s  d ' e l l i p t i c i t é  e t  de  Legendre s o n t  v é r i f i é e s ,  a i n s i  que l ' é q r i i v a l e ~ i t  

d e s  c o n d i t i o n s  d e  J a c o b i ,  A n ' e s t  pas  un isomorphisme, de  même, 
N 

( 2 )  
8 

L(h) = A = ( i d -  A ;  1 x i  -1 
i= l bx . 

1 

e s t  d é f i n i  ~ o s i t i f ,  mais n ' e s t  pas  un isomorphisnie ; p a r  c o n t r e ,  e t  A 

1 
s e  p r o l o n g e n t  en  d e s  isomorphismes d é f i n i s  p o s i t i f s  de  H (E,R') dans  

- 1 1 
FJ (13,!RP) ( r e s p .  d e  H (13,tRP) d a n s  H:'(B,RP). On démontre  clans Li,  

O 
- 

c h a p i t r e  III,  que d e  manière  g é n é r a l e ,  L(h) = d6J(h)  s e  p ro longe  cn I.(!ij 

1 - 
de  il (E3,!RP) dans  H- l  (B,R') y d e  t e l l e  s o r t e  que l e  prolonqenient i . ( i . )  

s o i t  c o n t i n u  p3r r a p p o r t  à h E cr ( B , I R ~ ) ,  pour l a  t o p o l o g i e  c r .  

Nous sommes a i n s i  amenés, d a n s  l e  c h a p i t r e  I II ,  à é t u d i e r  p l u s  

a+ 1 
généra lement  d e s  f o n c t i o n n e l l e s  J d e  c l a s s e  C , s u r  d e s  c o u p l e s  

- 
( F '  O), pour l e s q u e l l e s  L(h) = d 6 J ( h )  : F -t F'  s e  p ro longe  e n  1 2 ( h ) ,  

2 d e s  e s p a c e s  de  h i l b e r t  d é f i n i s  2 p a r t i r  d ' o p é r a t e u r s  h i l b e r t i s a n t s  

A : F  -+ F '  B ,  ch .  I I .  En g é n é r a l ,  J ne  s e  p ro longe  p a s  à c e s  e s p a ï e s  

de  h i l b e r t ,  pa r  exemple, l a  f o n c t i o n n e l l e  d é f i n i e  pa r  (1) n e  s e  prolonge 

pas à l ' e s p a c e  de  Sobolev c o n s t r u i t  à p a r t i r  d e  l ' o p é r a t e u r  A d 6 f i n i  

p a r  (2) ; e t  l e  lemme de  l lorse  pour l e s  c o u p l e s  ne peu t  s ' a p p l i q u e r  poill. 

l ' é t u d e  du minimum l o c a l .  P o u r t a n t ,  moyennant une hypothèse  de  c o n t i n u i t (  

de  h  t ( h ) ,  r é a l i s é e  pour J d é f i n i  p a r  ( 1 ) ,  on p e u t  donner ui11 



(iii) 

condition suffisante générale d'existence d'un minimum strict local : 

c'est le théorème O (ch. III) que l'on peut comparer aux résultats 

particuliers de Kimble [ 4 ] ,  dont les hypothèses sont plus restrictives. 

On est alors conduit à rechercher des conditions suffisantes pour que 

ï ( b )  soit un isomorphisme, dé£ ini, positif. 

Dans le chapitre IV, on démontre que moyennant des hypothèses 

- 
d'ellipticité L(h) est un opérateur de fredholm, d'indice zéro, cette 

propriété généralise une propriété connue en dimension 1 ,  mais dont un 

argument majeur de la démonstration est faux dès la dimension 2. 

Considérant la fonctionnelle définie par ( l ) ,  on examine 

ensuite, des problèmes variationnels avec contraintes globales ou sur 

le bord, on démontre dans le chapitre V comment ces problèmes se ramènent 

à un problème variationnel sans contrainte sur le noyau d'un morphisme 

de la catégorie des couples en dualité ; cela conduit à examiner la 

"restriction" d'un opérateur de fredholm entre espaces de hilbert, à 

un sous-espace de hilbert, on montre (Ch. V, D) que sous certaines 

hypothèses (par exemple, la positivité), la "restriction" d'un opêrateur 

de fredholm, est encore un opérateur de fredholm. 

Lorsque l'on considgre des conditions nulles sur le bord de B ,  

l'extension des conditions suffisantes d'ellipticité, de Jacobi, de 

Legendre, au cas multidimensionnel, se fait alors en reprenant la termi- 

nologie de Dennemeyer [2] et Hestenes [3] concernant les surfaces conju- 

guées et les points.focaux, les conditions de Jacobi considérées, cor- 

respondant aux conditions nécessaires démontrées par Dennemeyer [2]. 

Certaines démonstrations relatives aux opérateurs de fredholm peuvent 

être simplifiées lorsque des conditions d'ellipticité et de Legendre 



sont réunies, cependant le caractère de fredholm associée à la seule 

condition d'ellipticité, permet d'envisager l'étude de problèmes varia- 

tionnels avec contraintes, pour lesquels les conditions de Legendre 

ne s'imposent pas. 

Dans le chapitre VI, on étudie quelques propriétés de la caté- 

gorie des couples en dualité, puis des variétés modelées sur des couples 

en dualité. On envisage, enfin, l'étude d'une famille d'opérateurs dif- 

férentiels d'ordre 2, mis en évidence dans le calcul des variations. 



CHAPITRE 1 

1 - Rappel de  l a  XhéotUe dana&que en d i rne~nion  1 .  

Poa&on du ptobL2me : On cherche  à minimiser  la f o n c t i o n n e l l e  
1 

2 d é f i n i e  p a r  J ( 1 )  = \ g ( t , [ ( t )  , ? ( t ) ) d t  avec  1 E C ( 1 , ~ ' )  
O A , B  

[(O) = A ; l ( 1 )  = B .  

g : T x IR' x IR' - R d e  c l a s s e  c3 

( t ,  x, y) Q- g ( t , x , y )  

En f a i t ,  on recherche  d e s  minima locaux,  e t  1 x tRP x 

peut  ê t r e  remplacé  par  1 x R ,  avec  R o u v e r t  de  EZP x IRP. 

2 
S i  h  c C (1,~') (h (0)  = h(1)  = O) e t  E P O ,  on d é f i n i t  

0 9 0  

l e s  v a r i a t i o n s  première  e t  seconde d e  J a u r t o u r  d e  eo, d e  l a  manière  

s u i v a n t e  : 

LU ------------- u a A h t i o n  p.miêtre. ------- : A I J  e s t  d é f i n i e  p a r  

1 
avec  Pl J ( % , h )  a J { g ~ ( t , i p )  , é 0 ( t ) ) h ( f )  + g;( l d t  

O 

On en  d é d u i t  l a  c o n d i t i o n  d ' E u l e r  : 



d 
g' (t,<(t) ,<(t)) - - Cg'( )] = O ( E )  qui est nécessaire pour que L 
X dt Y Q 

corresponde à un minimum local. Une courbe 4 vérifiant l'équation (E) 
O 

est appelée une extrémale. 

La u d ~ o n  seconde : A2J est défiqie de la manière suivante, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

au voisinage d'une extrémale & : 
O 

avec P 
1 O 

X 

L'étude du signe de la variation seconde ~ ~ J ( 5 . h ) ~  faite par 

Legendre, Jacobi. .. conduit à l'introductiop des définitions et des 

conditions suivantes, pour une extrèmale & : 
O 

(i) Condit ion de r é g u l a r i t é  : On suppose que V t c 1, 

P P gn2(t ,lo(t) ,éo(t)) E isom(R ,R ) . 
Y 

Champ de Jacobi ,  Opérateur de  Jacobi .  

Pour L o c2  ( 1 , ~ ~ ) ~  l'opérateur de Jacobi L(&) est dé£ ini 
A ,  B 

par : 

Une solution H de L([).H = O est appelée champ de Jacobi 

le long de &, 



Points conjugués. - On dit que t E ]0,i] est conjugué de O 
O 

le long de lo, s'il existe un champ de Jacobi non nul H tel que 

~ ( 0 )  = H(to) = 0. 

(ii) Condition de Jacobi ; On suppose qu'aucun point de ]0,1] n'est 

conjugué de O, le long de l'extrémale 1 . 
O 

(iii) Condition de Legendre : 

gn2(o,4 (0) .e (0) > définie positive. 
O O 

Y 

Théoh2me.- Si O est une courbe extrémale (solution de l'équa- 

tion d'euler (E)), pour laquelle les conditions (i) ,  (ii), (iii) sont 

vérifiGes, J présente en h un minimum local strict pour la topologie 
O 

faible. 

2 - l&cinptré&vCion de  ce^ h Q n L L e W  à t 1 ~ d e  d a  coupla en d u a U Z .  

2 P 
La fonctionnelle J est définie sur C (1,R ) qui est une 

AYB 

variété banachique modelée sur c2 ( 1 , IRP) ,  une carte globale en 
0 9 0  

2 2 
Co E C (1,~') étant définie par 4 : Capo 2 

(1,~') + c (1,~') telle 
A , B  A, B 

que $(h)  = Co + h. 

En carte globale, la fonctionnelle 3 se transforme en J 

2 1 
sur c ( 1 , ~ ~ )  telle que J(h) = 1 g(t,Co(t)+h(t) ,~~(t)+t (t))dr 

0 , 0 O 
O 



avec f  : I x R ' X R ' + R  
3 

d e  c l a s s e  C . 
2 O k 

Posons F = c (I ,E)  ; F '  = c (I ,E ) E = eP, 
0 9 0  

e t  c o n s i d é r o n s  l a  d u a l i t é  entre F  e t  F' d é f i n i e  pa r  

Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  nous savons  ( c f .  annexe s u r  l e s  coup les  

2 
e n  d u a l i t é ) ,  que J e s t  d e  c l a s s e  C pour l e s  c o u p l e s  e n  d u a l i t é  

d  avec  6 J ( h )  = f l ( . h , h )  - -  [ f i ( * , h , B ) ] .  
P d t  

1 n t a p k W o n  de t 'éyuakion d ' € d m  : 

donc,  pour que J admet te  un miniqum l o c a l  e n  ho il f a u t  

que d J ( h  ) = O s o i t  6 J ( h  ) = O donc h  d o i t  v é r i f i e r  l ' é q u a t i o n  
O O O 

d ' e u l e r  ( E l )  : 

p a r  conséquen t ,  on  r e t r o u v e  a i n s i  l e  f a i t  que Co + ho = -Po 

v é r i f i e  1 ' é q u a t i o n  d  ' e u l e r  (E )  . 

iuttm~ré&on du ch am^ de Jacobi : 

1 
6J : F + F '  e s t  d e  c l a s s e  C , e t  s a  d i f f é r e n t i e l l e  d 6 J  

d  d  
a  pour e x p r e s s i o n  : d b J ( h )  .H = dOJ(h) .H = [P - - Q ~ ] H  - (- R); 

d t  d t  



avec ~ ( t )  = f t 1 2 ( t , h ( t ) , h ( t ) )  ; Q I  ( t )  = f i q (  ) ; R ( t )  = f I t 2 (  ) ; ~ ~ ( t )  = f "  ( ) 

P  4 
9P 

donc L(h) = d b J ( h )  e s t  l ' o p é r a t e u r  d e  J a c o b i  e n  ( h  + Co).  

2  
En f a i t ,  d & J ( h )  r L ~ C  ( 1 ,  , c ~ ( I , E ) ,  il s e  p r o l o n g e  d e  - O,o 

2 
manière  é v i d e n t e  à C ( T , E )  . 

I n t m p h Z ~ o n  d u  poi& conjuguéb . 
S o i t  Il l ' i n t e r v a l l e  [o,X] O < h s 1 .  

2 * 
D é f i n i s s o n s  pour t o u t  X E O ,  1 ,  P X ( h )  : C ( I A , E )  + c ~ ( I ~ , E  ) 

En f a i t ,  on  c o n s i d è r e  L(h)  o p é r a n t  s u r  ~ ~ ( 1 ~  , E )  . 
Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  X e s t  conjugué d e  O l e  long d e  ho + Co s i  e t  

seulement s i  k e r  P # {O]. 
X 

Condition - de i t Z , q M C .  - L'hypo thèse  \d t ,  

P P f n 2 ( t  , h o ( t )  , h o ( t ) )  E Isom(lR ,iR ) impl ique  ( c f .  Anto ine ,  c a l c u l  d i f i é -  

q  
r e n t i e l  s u r  l e s  c o u p l e s ,  a p p l i c a t i o n s )  que d b J ( h  ) = L(ho) c s t  un 

O 

2  * 
o p é r a t e u r  d e  Fredholm d e  C ( 1 , E )  d a n s  C'(I,E ) d ' i n d i c e  0 .  

0 9 0  

Condwon de Jacpbi.- s i  l ' o n  suppose  qu 'aucun   oint A é: 10,11 
n ' e s t  con jugué  à e  O l e  long d e  

ho y 
c e l a  impl ique que PA(ho)  e s t  

i n j e c t i f  (donc s i  l a  c o n d i t i o n  d e  r é g u l a r i t é  e s t  v é r i f i é e  éga lement ,  

* 
P  (h ) e s t  un isomorphisme d e  c2 ( 1  ,E) dans  c O ( l X , E  ) . X O 0 , o  X 



Can&an de Legendhe. - La condition de Legendre B) implique 

2 r)r 
que l'opérateur Lo(ho) : Co 1 E -+ Co 1 1 défini par 

90 

est un isomorphisme symétrique positif. 

D é m o m ~ a t i a n  de l a  candiLian au idhan te  de Jaca b i -  Leg~ndir~  

à l'aide des couples en duqlité (dans l'hypothèse de la régularité). 

Pkemiète. d é r n a ~ ~ u L L a n  : 

Si ho est solution ( E l )  h est un point critique de J. 
O 

D'autre part, O et 1 n'étant pas conjugues, L(h ) = d&J(h ) est un 
O O 

isomorphisme de C2 (1,E) sur CO(l,~*). 
0 9 0  

Donç d'après le théorème de Morse pour les couples en dualité 

kf. connexe sur couples en dualité], - il existe une carte locale con- 

tenant ho, telle que dans cette carte locale, on ait : 

J(x+ho) - J(ho) = (b(h ) .x ; xl. 
O - 

EXude d e  L(ho) : désignons par BA et ' Ph  les isomorphismes 
- ,  

linéaires dé£ inis pour X E ]O, 11 par : 



- 1 (h ) 
O 

Définissons alors LA (ho) = h [yh O P O Qh] A 

h LA (ho) est continue sur CO, 11 

L (h ) est un isomorphisme symétrique positif 
O O 

L (h ) est qn isomorphisme symétrique pour 0 < A 5 1 X O 

Donc, L(h ) appartient à la composante connexe de Lo(ho) 
O 

dans Isorns ( F , F 1 )  donc [cf. couples en dualité] L(h ) est un iso- 
O -T- 

morphisme symétrique positif d'où le résultat. 

Deuxième d Z m a v i n h a t i a n  : 

Soit e : [O, l] - R par B(t) = J(ho + th) 

2 
0 est de classe C , et 6(t) = dJ(h + th) .h = +(6J(h0 + th);h) 

O .. 
B(t) = 9(dSJ(ho + th) .h;h). 

Donc d'après la formule de Taylor à l'ordre 1 avec reste 

intégral, on obtient 

1 
J(h+h) - J(ho) = O(a(h).h;h) avec a(h) = (1-z)L(ho+zh)dz 

O JO 

1 
avec a (O) = - L (ho) . 

r )  

L 

Or, l'application h -+ q(h) est continue, pour l a  topologie cr donc 
0 ,O 

pour h voisin de O, a(h) est isomorphisme défini positif d'où le 

résultat. 



CHAPITRE II 

P O S Z T Z O N  DU P R O B L E M E  EN D I M E N S I U N  S U P E R I E U R E  A 1 .  

------- ----  

@ PunMon du pubtéme. 

L'intervalle 1 est remplacé par la boule unité fermée B de 

IRN, N ?, 2 ; E est un espace de banach sur R 

f : B x E x E~ - IR de classe Cr+a 
r > 2  ; ~ $ 1  

(x,p,(qi)) ""-f f(x,p,(qi)). 

On considère sur Cr (B,E) , muni de la topologie cr , la 

fonctionnelle J definie par J(h) = 

r 
On considère d'autre part c~(B,E) = {h.h E C (B,E) h l a s  = 01 

O 

avec l'injection canonique T : c~(B,E) -+ cr(B,~), on désignera 
O 

par JO, J O T .  

O n  recherche alors des conditions nécessairgs et des conditions 

suffisantes d'existence de minimum local pour J et JO. 

E2udiam ce phabterne en Rame d& cuuptea en du&Q. 

r-2 
soit F = c~(B,E) ; F '  = c (B,E*) x c'-~(~B,E*) 

(F,F') et (Fo,FA) sont des couples en dualité par @ et O, 

tels que : F' x F --t iR 
r 



Nous d é s i g n e r o n s  p a r  $ ( r e s p .  0 )  l e s  i n j e c t i o n s  d e  F '  

?k 
d a n s  F* ( r e s p .  d e  Fh d a n s  Fo) d é d u i t e  d e  0 ( r e s p .  O ) .  

D ' a u t r e  p a r t ,  il e x i s t e  un morphisme d e  c o u p l e s  ( T T  e n t r e  (Fo,F;,@) 

e t  , , t e l  que T '  ( ( 1 1  , 1 2 ) )  = 1 , .  

B Envncé d u  kbuLim3 [Nouh Lw démunthemvtc, d c r ~ n  & p&e 13) . 

J e t  J s o n t  de  c l a s s e  
I 

(au  s e n s  d e s  c o u p l e s )  
O 

donc d J :  F -i F* s e f a c t o r i s e  p a r  S J  : F + F f  

A e t  6J es t  d e  c l a s s e  ca (au  sqns  h a b i t u e l )  

d e  même d J  : F ---t F* u f a c t o r i s e  p a r  6J : F  + F '  
O O O O O 

A:\ O A e t  J e s t  d e  c l a s s e  C' (au s e n s  I i n b i t u e l ) .  
F ' O 

O 

on a ,  d ' a u t r e  p a r t ,  6J = T '  a SJ O T .  
O 

Les e x p r e s s i o n s  d e  6J e t  6 J  s o n t  r e spec t ivement  : 
O 



a £ ah 
N 

ah 
aJ (h) = x  Q++- (x,h(x),-(x)) - 1 - 

O 
a P ax .  1 ax. 

1 1 - 

v é r i f i e n t  d 6 J  = T '  O d  J O T ,  e t  o n t  pour e x p r e s s i o n  : 
O 

a h  a 
où A ( )  e s t  m i s  pour x w A ( x , h ( x ) , - ( X I )  s o i t  A ( O , h O , - O ) .  ax: ax: 

Pour que h  cor responde  à un minimum l o c a l  d e  J 
O 

( r e s p .  J ) il f a u t  que h  s o i t  un  p o i n t  c r i t i q u e  de  J ( r e s p .  J O ) ,  
O O 

donc que h v é r i f i e  l ' é q u a t i o n  d ' E u l e r  6J(ho)  = O ( r e s p .  6J  ( h  ) = 0 )  
O O O 

@ E t u d i o n s  d6J  dans  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  s u i v a n t  : E = R m 
O 

N 
m 

f ( x , P ,  ( q i ) )  = 1 <qi*q i>  <a,B> = p r o d u i t  s c a l a i r e  d e  a  e t  B dans  R . 
i= 1 

Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  d 6 J = A : c ~ ( B , R ~ )  + c ~ - ~ ( B , R ~ ) .  
O 

Donc k e r  A = k e r  d6J  = O ; mais  A n ' e s t  pas  s u r j e c t i f  e n  g é n é r a l .  
O 



Nous r e n c o n t r o n s  donc une p remiè re  d i f f i c u l t é ,  à s a v o i r  que dans  

c e  c a s  p a r t i c u l i e r  où l e s  c o n d i t i o n s  cor respondan t  aux c o n d i t i o n s  de  J a c o b i  

s o n t  s a t i s f a i t e s  ( k s r  A = O) e t  même k e r  A = O (où X 
A, o p è r e  s u r  

C ~ ( B  ,8) (B, = i ( 0 , h )  O < A 5 1 ) ,  A, n ' e s t  pas  un isomorphisme. 

- - 
P o u r t a n t ,  s i  l ' o s  c o n s i d è r e  A e t  A h  prolongement d e  A e t  

1 1 
( r e s p .  A,)  à H (B,R*) dans  H:' (B,kIm) ( r e s p .  à HQ(BA , R ~ )  dans  

O 

1 
H:' (B, ,IRm)), ceux-ci  s o n t  d e s  isomorphismes.  O r  H ~ ( B  ,Ulm) e t  H:' (BA ,R?) , 

en d u a l i t é  ( p a r  l a  d u a l i t é  canonique h a b i t u e l l e )  ; on e s t  donc amené 

à d é f i n i r  l a  n o t i o n  de  plongement d ' u n  c o u p l e  ( E , ' , )  dans  un a u t r e  

( H H , ,  e t  à é t u d i e r  d a n s  q u e l l e  mesure un morphisme L de  F dans  F '  
- 

s e  p ro longe  e n  un morphisme L d e  H d a n s  H f ,  e t  d a n s  q u e l l e  rnesure L 

e s t  un  isomorphisme ou un f redholm.  

@ Démo~Rh&in  des hésut.+& : 

a f a- No&LLan.- On d é s i g n e r a  p a r  d2f  ( x , p , q i ) ,  - ( x , ~ )  où 
a z 

z = ( p , ( q ; ) ) .  

S i  g : B x G -t S e s t  d e  c l a s s e  C Sf G e t  S de  Banach, 

on n o t e  w : c'(B,G) -+ c'(B,s) w e s t  d e  c l a s s e  C f3 
g 4 

s e  f a c t o r i s e  à l ' a i d e  du diagramme s u i v a n t  : 



1 
uf e s t  de c lasse  - - 

l 
e t  u d 2 f .  

J e s t  donc de c lasse  , e t  l'on a ,  s i  x , l i < x ) ,  -% (x)) e s t  notée ( ) 
ax  i 

i- 1 
O r  ( - 1 )  o. = x .  da sur a B  

1 1 

N a a £  
donc d J ( h ) . H  = ( ) - 1 - (-( ) )}H(x)dx + 

i = l  ax. a q i  
1 



D'autre part, il existe une dualité 0 entre c~(B,E) et 

C~-~(B,E*) x c~-'(~B,E*). 

r 
tel que a ,  H = a(x).H(x)dx + b(x) .H(x)da. 

Donc d J  se factorise de la manière suivante : 

où 4 est définie à partir de @. 



1 EXude de 63 : Montrons que 6J e s t  d e  c l a s s e  C . 
a )  S o i t  

a f a h  
To 

: h  (X %++ - ( x , h ( x ) ,  - (x)) .  

a P a x i 

T  e s t  dé£  i n i e  p a r  l e  diagramme s u i v a n t  : 
O 

a Y - : B x E x E~ + E d e  c l a s s e  C 
r- 1 +a 

a P 

donc w a f e s t  d e  c l a s s e  C' e t  du = w a£ 
- - d2  - 
a P a P 

a P 

a 
T  e s t  donc de c l a s s e  C e t  
O 

8 2£ 
N a 2f s o i t  d ~ ~ ( h 1 . 1 1 -  ( x - i - (  ) . H +  1 - ( ) . - 1  a H (XI) 

i i = l  apaqi axi  

a a£ 
b)  S o i t  Ti t e l  que T .  : h  %++ (X ++ - (- 

1 
( x , h ( x ) ,  - 

ax .  
ah ( x ) )  

a q i  a x 
1 i 

T .  e s t  d é f i n i  p a r  l e  diagramme s u i v a n t  : 
1 



a f  3& - : Q x E x E ~  -+ E e s t  d e  c l a s s e  Cr- 1 +a donc w - a f e s t  de 

aq; aqi 

c l a s s e  ca e t  du a f  = w a f  - d - 
aqi 

2 a q  

donc T .  e s t  d e  c l a s s e  ca ,  e t  l ' o n  a 
1 

a a2i= N 
s o i t  d ~ . ( h ) . ~  = X W - C  - O . H +  1 a2f a H 

1 
( 1 -1 ( X I .  

ax .  aqiap 
1 

j=i  aq .aq  ax 
1 j j 

C )  S o i t  S .  d é f i n i  p a r  : Si : h  %nn (x  %iut x .  - 
1 1 

a i  ( ) )  X E  2s. 

agi 

S .  e s t  d é f i n i  p a r  l e  diagramme s u i v a n t  : 
1 

S.  e s t  donc d e  c l a s s e  Ca e t  l ' o n  a 
1 



9 2f a2f 
Donc dGJ(h).H = - ( ) H  + 1 - a H 

2 ( 1  - -  
a P i = l  apaqi a~ 1 . 

Etude de J : 
O 

J = J O T ,  p u i s q u e  J e s t  d e  c l a s s e  ca (au  s e n s  o r d i n a i r e ) ,  
O 

* 
J e s t  de  c l a s s e  cM a u  s e n s  o r d i n a i r e  e t  d J  = T ( d J  O T) 

O O 

S o i t  dJo(h)  .H = d J ( r h )  . r H  * @ ( ô J ( ~ h )  ,TH) 

= O ( T ' G J ( ~ ~ )  ,H) = O(6Jo (h) ,H) 

avec  S J  = T '  O 6J O r .  
O 

C o n d u i o n  : Puisque  6J e s t  d e  c l a s s e  c a ,  6J e s t  d e  
O 

c l a s s e  ca donc JO est  d e  c l a s s e  C' pour l e s  c o u p l e s  (Fo,FA,O), 

(B,B,A) d ' a u t r e  p a r t ,  d6Jo = T '  O d 6 J  O r .  



CHAPITRE III 

PRlNClPE DE PLONGEMENT, OPERATEURS HlLBERTlSANTS, 

APPL 1 CATIONS . 
---- - - - - - - - - -  

P l o n g e m e n t  t u t & .  

Soient ( F , )  et ( H ,  deux couples d'espaces de banach 

en dualité. Nous dirons que ( F F )  se plonge dans (H,H1,p), s'il existe 

des injections continues i : F -+ H et i' : F' + H' telles que 

f ' ,  = , i f  pour tout f '  E F 1  

tout f E: F 

Plongemem-t p u M i e l .  

Nous dirons que F ,  admet un plongement partiel dans 

H ,  s'il existe des injections continues i : F + H et i' : F' H' 

et F" sous-espace fermé de F' tels que 

(1)' ( f ,  = i f ' i f  pour tout f '  ô F" , f E F .  

i F ----t H 

i ' F" - F '  ---t H' 

<P U 



RemmyuQcl. - 
Q On peut alors parler de plongement partiel maximum et supposer 

que F" est maximal. 

a Si L E L(F,F1) est tel qu'il existe E: L ( H , H f )  faisant 

comnuter le diagramme suivant , 

Alors Im L C F" 

La notion de plongement total ou partiel est donc liée à des 

propriétés de prolongement de certains opérateurs, nous allons étudier 

un type particulier de tels opérateurs : 

@ - ,  c)péh~~teuhn i - i i . t b W a & .  

@ P é ~ i W o n a . -  Soit ( F F )  un cauple en dualité 

Soit A un opérateur symétrique, défini, ~ositif de F dans F' 



BA est un produit scalaire sur F, soit NA, la norme associée à ce produit 
h 

scalaire, et soit H = F = F le complété de F pour la norme A 5 : c'est 
- 

un espace dehilbert muni du produit scalaire BA prolongeant B . 
11 

* a Pkob1Zrne.- A quelle condition 3 : F 1 +  F injection continue 

définie à partir de Q, est-elle à valeurs dans H* ? 

Il suffit pour cela que si x' E F', 
dx ' : F + R soit continue 

pour la norqe N soit : A ' 

Si de plus Axl c K /  1 x' 1 1 F, (2) , alors 4 se prolonge en 
x ' 

* 
qx ' de H dans iR , et x' %?-t gxl est continue de F' dans H . 

Nous sapposerons que les conditions (1) (2) (0) sont vérifiées, 

et nous dirons alors que A est un opérateur hilbertisant. 

Nous noterons i' le morphisme continu x' %?-t J x l ,  et i 
.. 

l'injeçtion continue de F dans F = H. 

1 )  i' est injective : en effet il(x') = O implique 

+(xl,y) = O pour tout y E F donc x' = 0 .  

2) Soit $ l'isomorphisme canonique de H sur H* construit 

- 
à p a r t i r d u p r o d u i t s c a l a i r e  . BA 

On a $ O i = if O A : en effet, pour (x,y) c F x F 

7 

Conséquence : $ est en fait le prolongement A de i' O h 

et on a le diagramme commutatif suivant : 



3) Si p désigne la dualité canonique entre H* et H, 

on a ( x y )  = ( x )  donc l'opérateur 11 permet de réaliser un 

* 
plongement total de (F ,F '  ,@) dans ( H , H * , ~ )  et de plus h r I s o r n ( H , H  ) .  

1 )  PtrvbLëme.- Soit L  c L ( F , F ' ) ,  à quelle condition peut-on 

* 
prolonger L en : W + H de telle sorte que le diagramme suivant soit 

commutatif ? 

pour cela il suffit que si x  E F , $(LX) : F  + IR soit continue pour la 

no rme N A .  soit $ ( L X )  .y1 = ~ ( ( L X , ~ )  1 S B ( ~ ) [ ( ( A ~ , ~ ) ]  I l 2  ceci est 
X 

vérifiée, grâce à (1). 

Si de plus B ( ~ )  c C ( L )  [@(Ar,x)] ' 12  , alors il O L se prolonge 
X 

- 
en continue de H +  H* et i' O L  = L  O i. 

2) C L a s  e~ d l vpEirateum pkvLv~geabLen. 

* Nous désignerons par PC L ( F , F 1 )  le sous-espace vectoriel 

de L ( F , F ' )  des opérateurs L  tels que 



Dans ces conditions, pour tout L E P, il existe unique 

- 
c L(H,H*) tel que i' O L = L O i soit encore 

* Nous appellerons ensemble continu d'opérateurs prolongeables, 

un sous-espace topologique de L(F,F'), contenu dans p, et sur lequel 
7 

L "J"* L est continue. 

* Nous appellerons paramétrage continu d'opérateurs prolongeables, 
la donnéq d'un espace topologique R, d'une fonctian continue y ; Q + P 

- 
tels que A %%+ y(X) soit continue sur R. 

* Nous désignerons par Ps le sous-espace des opérateurs 

syvétriques prolongeables. 

@ Appficcu2on Ci Icn Xhéairème d IexhZerzce de tninirnum clttuct Loca l .  .-- ----- - 

Soit ( F , F 1 )  muni d'un opérateur hilbertisant A : F + F', 

Y; 
on considère (i,i') le plongement de (F,F1 ,@) dans (H,Y ,u) W = F!,. 

2 Soit J : F + IR , de classe C pour les couples 

(FyF' $0) , (IR,IR,u). 

Soit ho un point critique de J. 

Supposons qu'il existe un voisinage R de ho dans F tel 

que pour t ~ u t  h E fi, ddJ(h) E Ps , et que (R,dSJ) soit un paramétrage 

continu (d'opérateurs prolongeables, symétriques). 

ThZairCme O.- Si les conditions préçédentes sont satisfaites, et - Y; 
si dBJ(h ) =<(ho) : H - t H  est un isomorphisme défini symétrique, positii, 

O 

alors J admet en h un minimum local strict. 
O 



P 2 m o n a & d o n . -  Soit fi' = B(hO,n)C Q . 
Soit h E F tel que h + h E R h E B(o,p) posons 

O 

2 
$(t) = J(ho + th) ; $ est de classe C sur ['o,I? 

$"(t) = Q(d6J(ho + th) . h ; h) 

donc d'après la formule de Taylor à l'ordre 1 ,  avec reste intégral, 

il vient : 

= @(a(h).h;h) avec a(h) = /' (1-r)  d6J(h + rh) dr 
'O 

O 

donc 

7 

d'autre part, l'application r sl-+ d6J(ho + rh) étant continue sur [G 11 
quql que soit h E: B(0,p) , il en résulte que pour h E: B(O,p) 

.1 - - 
a(h) E Ps et a(h) = 1 (1-r) d6J(h + ih) dr, 

O O 

- 
d'autre part, (r,h) lm- d6J(ho + -ch) étant continue sur [O I] B ( U , Q )  

h lm++ a(h) est continue sur B(0,p). 
- 1 * 

Or a(O) = - <(ho) : H + H est un isomorphisme défini positif, symétrique 
2 

donc il existe Q" C R tel que pour tout h + h E R" , a(h) est un 
O 

isomorphisme défini positif, symétrique. (cf, annexe, opérateurs inversibles, 

symétriques, positifs) 

doncpour h o + h ~ ~ "  J(h + h )  -J(h) =@(a(h).h,h) 
O O 

R - ~ a h q u ~  : Ce théorème est à rapprocher des résultats de Kimble : 

Pacific Journal of Math. 14 - 1964 pages (1283-i:35). 

Kimble met en évidence un théorème analogue, mais avec des 

hypothèses beaucoup plus contraignantes. 



Remcuri~$.- En général J ne se prolonge pas à B, on ne 

peut donc appliquer le lemme de Morse à un prolongement de J. 

@ AppGcaLlon au calcul  den v d a t i o n n  en dimemion hupéhieute à 1 pour --- 

une ~ o n D t C ~ n n ~ e  dsiirt ie p a n  une i n t e g f i d e  m u U p l e .  - 

1 ) ExhZence d'un opLfiateut~ I U R b e W a n t .  

soit F = c~(B,E) F' = c~-~(B,E*) x cr-'(as, E*) 

r 3 2 E espace de hilbert sur R (on identifiera E et E*) 

a.B = (a,@) = <a,@> représentant le produit scalaire de a et B dans E . 
N a r r- I Soit A = (id - A;  1 x. -) : C (B,E) + C ( B , E )  x c r F 1  ( 3 8 , ~ )  
i=l ax. 

1 

Montrons que A est un opérateur hilbertisant : 

a) La condition O est vérifiée : 

N est donc la norme permettant de définir l'espace deSobolevdTordre 1 A 
1 

sait H (B,E). 

r Donc le c~mplété de C (B,E) pour la norme 1 esp l'espace de Hilbert 
A 

1 
H ( B , E ) .  



b )  Les cpnditions (1) et (2) sont vérifiées : 

l lhl l I cl l lkl l + c21 Iri l . i l h ! ~  
cO(B,E) L2(B,E) c ( a B , E )  L2(3B,E) 

1 
d'autre part, d'après le théorème de Sobolev, H (B,E) -t H'(~B,E) eqf 

continue, donc il existe R > O tel que i IL2 (aB,E) $ 4 l h  
1 

pour h c H (B,E) 

donc I$<k,L>.hi s C I  / (kye)I IF, 1 I h  1 I 
H (B,E) 

donc les conditions (1) et (2) sont vérifiées, A étant d'autre part 

défini positif, est un opérateur hilbertisant, et l'on a le diagramme 

commutatif suivant : 

2 ) ExisXei.zce d'une d a c l d e  d 'upé/~ateuhcl pkcrlangeabLe/~. En so I tition - 
ah (x)) dx avec la fonctionnelle J : h .r.w J(h) = 1 f (x,h(x) , x, 

B 1 

B = B(o, 1) C définie sur c~(B,E). f : B x E x E* -+ fR de classe 

Ca+ 1 Nous savons que J est de classe pour les couples 

r- l (cr(B,E), cr-'(B,E) x C ( a B , E ) , @ )  et (R,R,p) . 



D'autre part, L(h) = d6J(h) est un operateur du type sqivant : 

d'autre part, les applications suivantes, de c'(B,E) dans cr-I (B,L(E , E * ) )  : 

h Q2rf a 
h h *  h 

sont continues, et (bill = bi2 

h 
h QZrf bil 

h Q2i-f b 
h h *  h 
i2 (a. 1- J .)  = a j i 

h 
h Q- qij (ah)* = a 

h 

de mgme, les applications h Q- a et h b h sont continues 
i j i2 

de cr(B,E) dans crrl ( a ~ ,  L(E, E*)). 

Couduniun. - Pour tout h, L(h) = dbJ(h) est un opérateur 

symétrique de F dans F' (pour la dualité @). 

Etudions la possibilité pour ces opérateurs de se prolonger 

1 1 ?k en opérateurs de H (B,E) dans H-I (B,E) = (H (B,E)) . 
Nous considérerons un tel opérateur sous la farme suivante : 



VeOiniZLvn,- Soit L l'espace vectoriel des opérateurs de F 

dans F' de la forme (3). 

T h Z v ~ è m e  1 . -  Tovt élément L de L est prolongeable en 

1 1  
E L(H ,H ) en effet : considérons 

Ou bien encore, sous la forme suivante : 

d'après (4) 



donc i' O L se pralonge en une application linéaire continue de - 
HI dans H" , d'autre part L est de la forme suivante : - 

d'après ( 6 ) ,  on déduit : 

1'4 

lli(~)lI s (I+R~) illbll + Ll/bill III-. a I I  
C (B,) i=l 

k i + Cl la 1 l 
cO(~,)ki axL cO(B,) 'j c0(E3,) 

donc 

Théakcrne 2. - Si r 1 3, 1 'application L -+ définie sur 1 

1 -1 est continue de 1 dans L(H ,H ) d'après (7) si r > 3, puisque 

N 
1 I S ~ ( I + R ~ ) { ~  lbl 1 Cr- 1 + 1 l bill r-l + 1 l Iaijl l r-l 

(B,) i=I c (B,>ij c ( B , )  

par conséquent, d'après l'étude faite sur la norme des opérateurs de 1, 

(cf. opérateurs différentiels d'ordre 2 de F dans F ' ) ,  on a : 



- 
Théaaème 3.- Si r > 2, l'application h Q- L(h) = db~(h) 

1 - 1  est continue de c~(B,E) dans L(H ,H ) .  

En effet si L c 1 , on obtient d'après (5) : 

N N 
l (~'OL)(H).K~S{ 1 / a /  1 + 1 I lbil l l + 1 lbi211 + 

c (B,) i=l c (B,) i=l CO@,> 

d'autre part, si R est un espace topologique, et si 

A a( ) 
r- 1 

sont continus de fi dans C (B,L(E ,E*) 

A bil (A) 

A % W b  (A) 
i 2 

A ~ 2 , f  a (A) 
i j 

alors A 7- i est continue de fi dans L(H' ,H-') . X 

r - 
En particulier, si R = C (B,E) , h ddJ(h) est continue 

donc h m-+ dbJ(h) constitue un paramétrage continu d'un ensemble 

d'opérateurs symétriques, prolongeables. 

- 
Pilublême : Dans quelles conditions, d&J(h) est-il un isomarphisme, 

un opérateur de Fredholm ? 

Nous allons montrer que si L E L (resp. Ls) et vérifie des 

propriétés d'ellipticité, alors est un opérateur de Fredholm (resp. 

de Fredholm symétrique, d'indice 0). 
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CHAPITRE IV 

PUOPRlETES W E S  PROLONGEMENTS D'OPERATEURS DE TYPE L, 

VER2 FlANT UNE CONDlTlOli D' EL11 PTZCiTE. 

@ PucsLtian du probLhme. 
_7_ 

Nous considérons L e C L (F  ,F ' )  

r-2 F = c~(B,E) ; F '  = C (B,E) X cr-l (~B,E) en dualité par 0 

E sera un espace de hilbert de dimension finie. 

L est de la forme suivanqe : 

r-l 
avec a, b i l  y bi2. aij E C ( B .  L (E ,E*) )  . 

a 
Nous savons que A = Id - A ; 1 x - est un opprateur 

ax. 
1 

hilbertisant pour (F ' ,F t ,$ ) ,  et qu'il définit un plongement de ( Y , F ' , ( ; )  

dans ( H I  (s,E), H-' (B,E), u ) .  

Nous savons d'autre part, que tout élément L E L , se prolonge 

en E e L ( H ' ,  H-l) . 
Nous savons que : 



N 
(ioL) (n) .K = ( a(x) .H(x)K(x) dx + j 1 bil (x) - (x)K(x)~x + 

B B i=l ax. 
1 

donc i o L = L  + L  + L  + L I  
4 3 2 

1 - \ 
-i - 1  

4 
se prolonge à H en L~ : HI'------+ H et se factorise par 

HO car si A E F , / L ~ . H  / -] i 1 / a  1 I I H I  I 
H cO(B,> HO 

(HO)* 

- # 
1 '/' t - I 

Lg se prolonge à H en L3 : H I  - H et se factorise par 
N 

(ho)* = H O  car si H E F, K C  F I(L .H).K/ < i 1 Ilbill/ I ~ l i  ,  KI^ 3 i= I c H HO 

1 - 1' 1 -1 
L2 se prolonge à H en L : H - H et se factorise par 

2N 

1 - - 1 
LI se prolonge à H en LI : H I  ---i H 

- - -  
Or, L4, Lj, L 2  sont compactes puisque ces applications se 

factorisent par une inclusion compacte, donc KI est compact. 

Etude de CI dans l'hypothèse ot 

* 
a x  E B, E EtN - { O }  , 1 aij(x) Si < j  E Isorn(E,E ) . 

i j 

- 
ThEah6rnc.- Si la condition précédente est satisfaite, L I  

est un opérateur de Fredholm. 

* - 
Si de plus vx,  vij aij (x) = (aji(x)) , LI est un opérateur 

de Fredholm symétrique d'indice zéro. 



1 
Pour faire cette étude, OQUS alloqs définir H ( B , E )  et 

IV 
B-l (3,g) à pgrtir de cartes locales de la variété à bord B = ; ( O ,  I ) C R . 

@ Nomen kqu*v&e& bun HI (B, ) et H-l ( B ~  ) .  

- 
i J o ; t d t i o ~ n , -  Soit B ;: B(0,l) variété compacte, à bord de classe - - 

03 a 
C plongëe dans !RN le bord a B  = i est une variété C de dimension 

N-1 . 
* Soit (R) pn recouvrement de B par des ouverts sinples 

a l,<a.<t 

(relativement compacts) tels que 

a3 Ln > constitue yn recouvrement de r ,  associé aux cartes a 15a.s~ 4 a N locales ( R a , )  R O où O est un ouvert de R+ = R+ R 
N- l 

a Q a. 

(on pourra supposer que $a est de restriction à Ra d'un diffé~morphisme 

cm d'un voisinage de R sur un voisinage de Oa. 
a 

b) Si t >, a >z s+1 R C B, tel que Ra soit le domaine de définition 
a. 

9, 
de la carte locale (Ra,$a.) Ra. - O où O est un ouvert de IRN . 

a 

CO 

* soit Cha) l*o< une de l'unité C subordpnnée 

au recoqvrement (na) (tel que supp ha compact). 

* Soit ('a)lia<t fopctions numériques de classe C telles 

que supp = K compact C R , et ua = 1 sur supp Au. a. a 

Sait m une mesure positive sur B telle que si 4 E cO(~, i l i )  



Rapp@. - Considérons F = cr(13,~) r 2 1 , E hilbert 

l'application 

ÛH 3 K 
(H,KI %"- s(H.K) = [WX) .K(x)  + 1 -(x) . - ( x ) ~  ~ I ~ ( x )  

B i=l ax. 3x. 
1 1 

est un produit scalaire sur F, la norme NS asssciée à ce produit 

scalaire definit sur F une topolsgie indépendante de la mesure positive 

m considérée. 

I 
Donc H ( B , E )  peut être considéré comme le complété de F 

pour la norme " $' 

Ir 
avec u = (u,.u) O g1 

a (Y. 

Y est cantinue pour les topologies definies par les normes de Sobolev 

-r 
d'indice 1 ,  d ~ n c  y se prolonge en y linéaire continue 

1 
S 

1 N I N  7 (ByE)- @ H (RAY E) B H ( R ,  E) 

t h,(qa o 3) sur SUPP 
' i  

telle que P = 1 P P tg1 que Pa((qa)) = 
a a 

a=? l 
O dans [ supp t L  

P est contipue pour les topologies définies par les normes de Sobolev 

d'indice 1, dsnc P se prolonge en P linéaire continue : 



Pkophiéth de - et : c ~ ( B , E )  - c'(B,E) 

W 
t 

2. 
cons idérons  P O y  : u ?.%-+ P(yu) = 1 P a ( ( u a ) )  

= 1 

aonc P ( y ( u ) )  = u donc P O y * i d  
c ~ ( B , E )  

- - - 
donc f o y = i d  donc y e s t  un isomorphisme de H 1 (B,E) 

H l  (BYE) 
S I N  I N  

s u r  son image dans @ H (R+, E) B H (IR , E )  14 t o p o l o g i e  s u r  
a= 1  a=s+  1 

1 
lj (B,E) p o u r r a  donc Z t r e  d é f i n i e  p a r  l a  norme s u i v a n t e  : 

RernFquue. - On a u r a i t  pu d é f i n i r  de manière analpgue y e t  P I  
7 

t e l s  que 

S 
N t 

p l  : a c ~ ( I R + , E )  B c ~ ( R ~ ~ E )  - c ~ ( B , E )  
a= l s +  l 

t P,(E. O 4,) s u r  supp ua 
avec P l  = 1 P , P I a ( ( g a ) )  = l  a a= 1 

O dans 

On v é r i f i e  comme précédeqnent  que y l  e t  P I  se p ro longen t  

- - 
en y1 e t  P l  s u r  l e s  espaces  d é f i n i s  précédemment, e t  que 

- 7 - 
P l  O y 1  = i d  , donc y l  e s t  un isomorphisme de H 1 (B,E) s u r  

H' D,E) 
I N  1 N 

son image dans  B H (R+.E) 5 H (R ,E) . 



1 
La t o p o l o g i e  de H (B,E) p o u r r a  donc ê t re  d é f i n i e  p a r  l a  norme 

s u i v a n t e  : 

1 ropveog ie  h w t  H-l (B ,E) = (H (B,E) 1% 

-Y p a r  d u a l i t é ,  oq c o n s i d è r e  l e s  m ~ r p h i s m e s  : P* e t  y 

-* 
d ' a u t r e  p a r t  y o P* = (P o  y ) *  = i d  -, donc H" ( B , E )  = ((HI ( B  , E ) ) * )  

H (ByE) 
8 - 1  N 

t 
1 N e s t  isomorphe à un sous-espace fermé de  B H (R+,E) B, H (R , E )  = Z 

a=l a=s+ 1 
- 1 La t o p o l o g i e  s u r  H (B,E) p o u r r a  ê t r e  d é f i n i e  p a r  1q norme N* t e l l e  

que s i  f  tz H-' (B,E) 

1 N * or  P*(f).((ga)) = ~ ~ ( 8 ~ )  avec  l u e  (H (R+,E)) 1 : a s  s 
a= l 

1 N L a E ( H  (R ,EH* Q+ I  c a  s t 



- (i . g ) ( y ) I d y  k î l l  
ô Y 

- 1  % - 1 
avec u = u o Q a  ; A  = h  O $  

~1 a a 

1 2  n N 
2 )  quel que soit # = ( #  , #  , . . . , 5  ) E IR - { O ) ,  

bek(~) 5' tk€ Isom(E,E), pour tout y Ç oa. 
l,k 

Explicitons (7) : 



donc Ia = I l  a + 12a ' - 
I3a  . 

O r  I l a  peut  encore s ' é c r i r e  : 

donc 1 = J  + J  + J  
a  l a  2a 3a 

a % %  a J,, = [ E b a ( y )  -p (haeu) (Y) . 7 (s,) (Y) dy ' O .Lk 
a  ay a Y 

donc 1 = 1 -Y - 
a  l a  + L2a + '30. ( L a ( g a ) ) ~ < a s t  = IJ ( L U )  ( (ga) )  

avec 1 (g ) = J I U  
la a  

L2a( %) = JZo 



O 

On s u p p m e  s+l 6 a  6 t donc Q C B ; O C R  N 
C1 C1 

L l a ( g a )  p e u t  s'écrire dans ces conditions : 



C o ~ i d é a o ~  donc L3, 

On décompose k g ,  SOUS l a  forme s u i v a n t e  : L3a - - Lga + RO 
O 

3 a 

2. 'L 11 E t u d i o ~  L0 : posons u = A . u  ; B~ = bLk(p)  
3a a a 

1 N Novation : s i  û E L (R ,E) nous n o t e r o n s  

1 N donc s i  0 E C (8 ,E) ( 0  E C I  (lRN, E )  e t  supp û compact) 
c 

en  posan t  B(s) = ( h j N  1 B~~ ck 
4 , k  



(L)~ est considéré comme élément de IIC1 (R',E)). 

.c- 
Ecrivons ua(S) sous la forme suivante : 

d'autre part, nous ;avons que pour 5 E IRN - { O }  , B(S) E Isom(E,E) 

A 
ri, 

* 
donc si 5 # O ua(5) 3 

u(f> , + 15,12 , -1 -1 
B (5) 

1 + c l 2  1 + 1512 

e * 
danc 5 # O ~ ~ ( 5 )  = u (5 2 + - 1 B -1 (-) 5 * L3a(5) (8) 

1 * 5 1  1 + /cl2 15 1 
d'autre part, il existe Ç > O tel que quel que soit a, 1 s a < t , 

N 
quel que soit n E R Ir11 = 1 ; quel que soit p E Ou, 

2 112 On obtient donc à partir de (8) , par multiplication par ( 1 + 1 g 1 ) 

donc 
ri, II'ialt - 1  N IIudl 1 N 

H (W ,E) H (R SE) 



Or b l k  é t a n t  de  c l a s s e  C I  , 8 p a r t i r  d ' u n  recouvrement ( n o ) , s a r t  de  B 

7--- 

t e l  que fia = Ka C Va K compact p u v e r t  s imple  ; on p e u t  c a n s : r u i r a  
C1 

un reçouvremeqt (5) i ibertt  où f i l C V C y  e t  t e l  qpe Y 
fi B 

Pi€{ 1 , .  , - , t ' i  

V p E o g  

1 
s"P 1 Ibek(p) - b e k ( ~ ) I  1 = P < CC d é f i n i  page 39 (9 )  ) 

e k  gc0; 2 .C 

On s u p p a s e r a  que c e t t e  p r o p r i é t e  e s t  d 6 j à  v é r i f i é e  ~ p u q  l e  

d t a p ~ 6 s  (10) e t  ( I l ) ,  sztçhant que 1 = 1' + R O recouvrepient (Qu), cos 3 a 3 cl 3 a "  

on o b t i e n t  

( 9  b i s )  

N N-1 E t u d g  dzm un demi-eapace IR+ = IR R+ . 
On suppose  1 4 a  5 s 



i. pevt s'ccrire dans ces conditions : 1 a 

'L 'L a a 1 bek(~) (pueu) (Y) - ck ($1 ga) ( y )  dy 
20 k l 
u ay ay 

"L % d 
+ / N-l 1 b&(y1,O) (u,u) (Y' ,O) (y ia) (Y' ,O) gC1(yl ,O) d~ 

'Pi L,k a Y 

où Y = (Y1.YN) Y <  = (Yl> Y2r YN-1 1 

donc Ll,(g = Slu + SZa + S + S 3a 4a' 

Corne dans le cas de 1 'espace IRN, sn a : 

% % 
IsIa + sZa + s ja l  cl/ 1 ~ ~ ~ 1  l l I l  1 , N 

H (R~,E) H (R , E l  

'L % 
d'autre part, Is4,l C; I ~ u ~ u I ~ ~ - ~ I  I 

HO(R'-' , E )  1 lgC1lRw-l I I HO ( R ~ ~  l ,E) 

% 'L 

donc 1 ~ ~ ~ 1  6 CF I I ~ ~ . u I ~ ~ - ~ I I  l a  I N 
HO(R~" ,E) H (R, ,B)  

Il en resulte que 

'L 'L % 'L 

l a  -1 N ( CI 1 I"dl 1 ' 1 N-1 
H (R+,E) HO ( r ~ ~  , E )  R 

1 1 HO(R'-' , E )  

( 1 Q  b i * )  

d'autre part, comme dans l'espace EiN, on a 

(1 1 bis) 



C o ~ i d é t r o a  donc L 
3a 

On décompose L g a  sous  l a  forme s u i v a n t e  : LO + R avec 
3 u  3ir 

% 'L q, 

a )  nous poserons  u  = ha,u  = v , ga = g ; Bek = bek(p) a  

6) nous é c r i r o n s  5 = (5 ' ,CN) avec  5 '  = (Cl $ 5 2 , . . . , E N - I )  

Remmque.- Il  e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  con t inue  (de 

1 N 1 N 
r e s t r i c t i o n )  d e  H (R ,E) dans H (R+,E) s o i t  r e s t .  

1 N I N 
E l l e  g s t  d é f i n i e  s u r  C (il3 , E )  à v a l e u r s  dans C (R+,E) par  

1 N 1 N 
f %1-. f / , e t  s e  prolonge de  H (R ,E )  dans  H (R+,E) , d ' a u t r e  p a r t  

IR+ 
1 N 1 N 

il e x i s t e  une a p p l i c q t i o n  ( e x t )  de H (R+,E) dans  H (IR ,E) l i n é a i r e  

c o n t i n u e  t e l l e  que 

r e s t  O e x t  = i d  (c f  . Act iyah  S i n g e r ,  théorème de  l ' i n d e x )  
(R+,E) 

* - 1  N -1  N 
donc par d u a l i t é  : j = ( r e s t )  : H CR+ ,E) -i H (R ,E )  

* -1  N -1  N 
k = ( e x t )  : H (R , E )  -+ H (IR+,E) 

* 
t e l l e s  que k o j = ( r e s t  0 e x t )  = i d  

H (R+,E3 



- 1  N  donc j est un isomorphisme de H (R ,E) sur son image i l  suffit 
i l  

-1  N  
donc si L E H (RtYE) d'étudier j ( L )  et même 1 j ( )  1 , 

H (IR , E )  

Considérons donc j ( L ; ~ )  E H-' (IR ,E) 

n a v Calculons la transformée de Fourier de - suivant les cas : 

A 
que nous écrirons encore par abus de notation : i te v(F1,SN) OU 

A 
O 

plus rigoureusement i E L  v(5 ' , E N )  . 



A u 

= - v o ( t l )  + i EN v ( E , ' , < ~ )  en no tan t  v r v 
O 

,RN-'  x i 0 1  

O -r 

j ( L j a ) - g  = [ N T ( ~ ' > ~ N )  i i ( 5 1 . 5 N )  d ~ '  d t N  
'IR 

Remrurque.- puisque  15'1 3 1 , on a : 

l l î ( E 1 Y ~ 1 5 t  1 )  l l 2  
donc J = j  '1 - 1 ; ;  2 .- d-r 5  I l  



'3 - i < x N Y ~ I ~ '  I >  
A Considérons V ' T  1 )  = e V 1 (C',X,) dx 

- 0  Y N 

0 
et w(Y~) = V 1 ( F '  , yN) transformée de Fourier partielle 

Y 

par rapport à y' 

1 + 
où Ln : H (R ,E) + I3-l ( R y  Ec) Ea complexifié de E est définie par : 

Lemme 1 . -  Il existe C f  > O tel que v a  E jl,t], - 
1 + 

bw tz H (IR ,E) n E IRN-' , I o /  = 1 . 





b )  Etude de 2 2 dg') d t N  

A 
a) P4ernimd cdc* : rappelons 1 'expression d e  L 1  ( 5  ' . E N )  

dans ces conditions : 

donc 

e t  aussi : 



f i  + i S N  v(tl,cN) 
d'autre part, -vo(tl) + i cN v(t1,cN) = 

l t  16' 12'1'cN 1 2 



Etudions successivement, chacune de ces intégrales : (on 

supposera que E est un espace de Hilbert) 

d'autre part 

03 -C 

A 
= (2niN" JRN-I (j c~(il,~N) * v  1 ({',yN) dyN) di1 

O Y Y 

10L 
= (2niN (1 2 

IIv(il,iN)I/ diN) d5' (18) 

h 2 e 
gn fait, on a 2 

IIv~'('''Y~)/I~Y~~(~~)-~/ -W I / v ( { ' , < ~ ) I  dcN 



donc 



LI' a 
a 

N 

3 c 
3 ", 
e la, 
O LI 
u a 

a 



% 
dans  s e s  c o n d i t i o n s ,  / Rja* ga / 5 P 1 luci/ 1 1 l g a /  1 1 N 

H (IR+$) Il (R+,E) 

'L 
donc (23 

donc d ' a p r è s  (22)  e t  (23)  

'L 'L 'L 

1 l u a l  1 1 N 2C" '  { l l u a / l  N * I l u a l a < N - I  1 1 f 

H (R+,E) H (R+,E) x t o )  H'(IR~-' , E )  

I I L g a l l  -1 N 1 (24) 
H @ + , E l  

S o i t ,  d ' a p r è s  ( 2 3 ) ,  (10  b i s ) ,  (11 bis) : 

'Li c"" 'L 

I I u q l  I 1 N + l l q a l R N - l  I l  
H (@+,El 

'L 'L 

+ / / u u ' q I R N - l I I  / I L a l /  - 1  N 1 (25)  
HO H (IR+,E) 

N 
En regroupan t  l e $  r é s u l t a t s  concernan t  l ' e s p a c e  , e t  ceux 

, e t  en f a i s a n t  l a  somme des ipgiêgalités (25) e t  ( 9  b i s ) ,  concernant  R+ 

il v i e n t  : 

S o i t  encore  J l u / l  5: M' { I  I u I  I + I I i l ( u ) I  I -1 1 
H (B,E) Hk(B,E) H (B,E) 

1 1 
avec  - c ic < i e t  &(B,E)  + H (B,E) 

2  
compacte . 



- 
Dans ces conditions, Ll est 'image fernée, et de 

dimension finie ( c f .  théorème Sur les applications compactes Lions). 

D'autre part L* est du même type que LI , donc toujours 
1 

N i j si la condition ( E )  v x  , ~ E E R  - 101, 1 aij(x) C 5 E ~som(~,~'), 
ij 

est vérifiée, ssf d'image fermée et de noyau de dimension finie 

donc (Im cl = ker EL donc Im El est de codimension finie (puisque 
1 

le supplémentaire orthogonal de Im cl est issmorphe à (Im cl)% 
- 

Donc si (€1 est vérifiée, LI ~ s t  ue  opérateur de Fredholm. 
- - 

Si de plus i , x , B (x) = (aji i j (x))* , LI est symétrique et = 1 
est un opérateur de fredholm symétrique d'indice 0 .  

N- 1 
S o i t  5 '  c R - 101, et définissons L E L(H'(R*,E), B" (il,EC)) 5 ' 

de la manière suivante : 

où E est un espace de hilbert sur R, E son cpsiplexifié et 
Q: 



A "o" N- l 
donc ( 2 ~ ) - L  (u)  ( r )  = $(Cf , T )  u ( r )  + i( 1 BNk 5; + BNN T)  ~ ( 0 )  = 

c l  k= 1 * N- l 
donc u ( r )  = B- ' (E ' , T I  $ (T)  - i B - ~ ( E ' . ~ )  ( f BNk C i  + B N N ( ~ ) )  . ~ ( 0 )  

k= 1 

S u p p ~ s o n s  main tenan t  que 1 C ' 1 = 1 

A l o r s  2 2  l l ( t ' y ~ ) l  l = 1 + T , 1 / B - ' ( E ~ , T )  1 1  C 
s- 

R L(E,E) I + T  2 

.O\ 
donc 1 Iu(T)I 1 < c u+ D u  I l u ( 0 ) I I  

1 +T 
2 

1 +T 
2  

s o i t  encore  I / u / I  2 E ~ {  1 I b c t ( u )  1 1 - l  + 1 l u ( o ) /  1) (27)  
L  (WYE) H (R.Ec) 

/O4 
Considérons d ' a u t r e  p a r t ,  i T U ( T )  - u(0)  



A 
O 

donc 1 1 i T U(T) - u(0) ( 1 z C Id l , l $  T I L  + 

l + T  
2 oL-irll 1 Iu(0) 1 1  

1 + T  
2 

donc 

donc d'après (27) et (28) : 

où M est indépendant de 5 '  pour 1 6 ' 1  = 1 , et de a et P a Ou 

C~Méquence. - Si E est de dimension finie (E =  IR^) , 
1 + 

u ~ r ~ r f  ~(0) de H (W ,E) dans E, est compacte donc d'après (29), L 6' 

est un opérateur d'image fermée, dont le noyau est de dimension finie. 

Etude du noyau de L N- 1 
5 ' ~ ' E I R  , / 5 ' 1  = 1  

/. 
O N- 1 

5 ' 5 '  + B Si u E ker L , B r  U T  + i BNk NN T) u(0)  = O  , 
k=l 



.ô. N- l 
donc U(T) P - i B-I  ( ' ) BNk tk + BNN T] u (O) 

k= l 

/\ 
O D(1+ T ) A 

donc Ilu(r)// s Cl + +] r - 
T 1 +T 1 1 

A 
O 

2 Posons O (T) = U(T) 8 E L (R) C S' (IR, E) , et considérons 
A 

0 E S'(R ,E), soit 4 E C-(R,E) (on suppose E espace de hilbert). 
O 

6 A /I\ 

J = <e,@ = <O,$> = ( @(t) $(t) dt (x.y = produit scalaire dans E) 
'IR 

R 
fonction caractéristique 

de l'intervalle [-R, fJ . 
.. 

J = lim J [J ( ~ ~ ~ 0 )  (t) e -i<t,y> dt] v?(Y) dy 
R GI R 

Considérons alors 1. = X (t) e -ity ((Y) dy = Yp(y) $(Y)  dy 

par application du théorème des résidus au contour B A TR , il vient 



n est le domaine dont 
R 

la frontière est B A rR 

donc il existe M2 > O  tel que V R  3 I , ~ y  < O ,  / gy(z) dzll L M 2  
J Ï 

R 
d'autre part, 

, e - ~ ~ z  donc Res(gv,ai ) = e - 1 Pi  (Y) où 

Pi est un polynôme de degré P., a coefficients dans E. 

donc les pôles de 0 sont les pôles de B-l ( E '  ,z) qui sont donc non 

réels puisque B(~',T) est inversible pour T E R, et conjuguées, et 

en nombre fini (2q ) si E = fl . 
Donc il existe M, > O tel que y < O , 

1 

5 
i E 1 , .  1 Res(gy,ai)/l 6 - donc R 2 1 , y <  O 

2vq 
IJyR(y))II r M~ + M~ = M .  

On démontrerait de mene, qu'il existe M' > O tel que 

Y R  3 1 , Y Y  > O I I ' Y ~ ( Y ) I I  I M' 

D'qutre part 



-iyak 
si y < O  lim yR(y) - 2in 1 Res(gyyak) = 2in 1 e 

R+W Irna > O  Pk(y) 
k Ima >O k 

-iyqk 
si y . O lim YR(y) = 2in Res(g ,a ) = 2in e 

Y k  -Dk (Y) 
R-m Ima <O 

k Ima <O 
k 

= 'Y+(Y> * 

Soit Y : R + E tel que Y(y) = Y-(y) s i  y < O 

Y(Y> = Y+(Y) si y > 0 

lin Y (Y) d(y) = ~ ( y )  . $(y) pour y + O 
k k 

donc d'après le théorème de Lebesgue, lim 1 = Y(y) . $(y)  dy = J 
R IR 

IR Y(Y) . $(Y) dy = ?(y) (?(y) dy donc )a-Y/ I, 
donc 

l 

les pôles de 0 sont donc les zéros de det B(C1 ,z) [dim E < + w 1 et 

par cqnséquent sont conjuguées puisque B(S1,z) est à coefficients réels. 

- On est donc amené à comparer Res(gy,ak) et Res (gy, a k ) .  

uk est l'ordre de multiplicité du pôle 
ak (Y > 0 )  * 



- 
donc Res(gy,ak) = - Res(g a ) 

-y' k 

- 
% - % - 1 Remanpue.- On a e(z) = @(PI car B (C',z) ; BkN 5; ; BNN 2 

sont à coefficients réels, et que u(0) c R' = E , done u(0) est à 

composantes réelles ; nous verrons, (cf. contre-exemple) que l'hypothèse 

u(0) à composantes réelles, est essentielle. 

donc 

donc 

O 

Y = - + - y  donc q = O 

L est injective 
5 ' 

c'est un is~morphisme sur son image. 
- 

1 + Conbéquence.- Puisque L est un isomorphisme de H (R , E )  
5 ' * N- l 

sur son image dans (HI ( R ~ E ~ ) )  , pour tout 5 ' E R 15 ' 1 = 1 et tout 

- 
p c 6; 6' compact O ' C O  (rappelons que B = bke(p)) , il existe 

a a a kl 
K 1 + 

5 '  Y P  
> O talle que pour tout u c H (R ,E) , I / u l /  = 1 on ait 

H 



ThZah2rne.- 11 existe K > O telle que sup K 3 K . 
1 E '1-1 6' YP 

~€0; 

Sinon il qxisterait une suite (C,) Cn > O lim C = + m une suite 
n - n 1 

(6;) /5;1 = 1  ; (pn) , pn E 0; , et une suite (un) un E H , i/unl/ = 1  , 

telles que 

(3011 lun/ 1 c n I 1L(6n,pn) l - 1  nous noterons (5nypn) = Pn 
H H 

d'autre part, on sait qu'il existe M > O indépendants de a, p , 5' 

telle que 

en particulier, on aura 

''4 

la suite (P,) admet une valeur d'açcumulation p dans l  x i j  - 1 a 

compact, la suite (un(0)) admet une valeur d'accumulation dans E = IRm, 

donc il existe des sous-suites (encore notées (p,) et (un(Q)) convergeant 

% % 
respectivement vers p et u donc CL ) tend vers 

O 
L; , et l e s  

'n 
1  - 1  suites (L ) et (u (O)) sont de Cauchy dans L(H ,H  ) et; E = IRm . 

P n n 

Il en résulte en considérant par ailleurs (30) , que la suite (un) est 

% 
de Cauchy dans HI . donc u - u dans H I  d'aytre part puisque 

n n 
% 

u = 1 1 1 ; 1 1  = 1 et L%(u) = limL (u ) = O  d'où la contradiction 
H P n 'n 

puisque ker L% 7 {O}. 
P 



N- 1 Remahque 1.- Pour 5' E R , 15'1 = 1 , on aurait pu 
1 + 

considérer le prolongement de L à H (IR ,E ) ,  encore noté L 
5 ' a: 5'? 

et défini de la manière suivante : 

tel que 

On démontrerait de la même manière que L est d'image fermée, de noyau 
5 ' 

+ 
de dimension finie, noyau contenu dans S(iR ,E ) .  Cependant, en général, c 
ker L # (01. 

5 ' 

En effet 

1 d ker L = {u c s(R+,E~) 1 B(E1, ;-) u = O et 6(D) u = 01 
5 ' dt 

1 d 
N- 1 

où 6 (D) u = ( B  - - + 1 BNk C i )  ~(0) 
N N i d t  k-1 

avec 

2 
Considérons 1 'exemple suivant : E = ü< donc EC = C 2 

1 d 
= - - +  i dt A avec A + = c A =(:. 1) 



1 d Recherchons d'abord les solutions de B(7-) u = O 
1 dt 

2 2 du 
u E C (IR, a ) posons v(t) = (u(t) ; - (t)) = (u(t) ; u(t)) 

dt 

avec 

dv On doit donc rechercher les solutions de - (t) = A v(t) (l) 
dt 

Le polynôme caractéristique a pour racines, les zéros de 

det(A - AI 4) ; c'est-à-dire encore, les zéros de 
c 

2 1 A detr-A 1 2 + - C A + D ]  posons r = -  
i i '  nous devons rechercher 

a: 
L 

les zéros de : det(r 1 + TC + D). 
a 

Or det(.r 
2 + Cr + D) = (r2 + 2r + 10) (r2 + 2r + 5) 

dont les zéros sont : -1 + 2i . , - 1 - 2i ; - 1 + 3i ; -1 - 3i ; soit 
( A  A A ) les valeurs propres correspondantes de A. 1' 2' 3' 4 

La solution générale de l'équation (1) est donc : 

1 d + 2 les solutions de B(i-) u(t) = O avec u c S(W , C ) sont donc 
1 

dt 

(-24) t 
u(t) = e Pl("1) + E 

(-34) t PI (v3) PI désignant la projection 

2 ~remière de a4 = C2 x sur E 2 



Envi 

1 d 2 d 'où l e s  so lu t ions  de B ( r  -) u = O = 6(D) u , u E S(R+, Q: ) , 
1 d t  

sont  t e l l e s  que ( a l  ,a2)  v é r i f i e  : 

l e  déterminant du systàme e s t  4 = 2u2 - 12 donc 

2 Condunion.- S i  a= J6 , il e x i s t e  u + O , u E s(R+, ) 

t e l  que 

- 1 
: H (B,E) + H-'(B,E) t e l  que CI (H) . K = 1 î a i  (x) - a H (XI - a K (x) dx 

B i j  ax. 
1 

a x 
j 

a i j s c ' ( B ,  L(E,E*))  

- 
L = C I  + K t e l  que L(H) .K=LI(H)  K +  {a(x)  . H(x) K(x) + 



7 

Théokeme 1 . -  Dans ces conditions, L I  est un opérateur de Fredholm 

- 
et E = c i  + K est un spgrateur de Fredholm de même indice que . 

1 

Théoeème 2 .  - Si l'on suppose de plus que a (x) = (aj (XI ) *  ; 
i j 

- 
Alors L i  est un opérateur symétrique, de Fredholm d'indice zéro, 

et il en est de même de t = E l  + K i  . 

Théa&i?me3.- Si hecr(B,E) est tel que 

N ah i j * a2f 
(x, h(x) - (x)) E E. E Isom(E,E ) . X E .  - C o l  1- 

ij aqiaqj a xi 

Alors E(h) est un opérateur de Fredholm, symétrique, d'indice 

zéro. (On remarquera que c(h) s'écrit sous la forme - L I  (hl  + K i  (h) ; 

et que les conditions du théorème 2 sont vérifiées. 

on rappelle que ~ ( h )  : c~(B,E) + c~-~(B,E*) x (~B,E*) 

a pour expression : 



CHAPITRE V 

CALCUL DE VARlATlON SUR çr (B ,E) 

AVEC CONDlTlONS SUR LE BORD. 

@ P o ~ M o n  du pob42me pow d e s  vahiéti% C-di66énentiabOe~, et des 

Sait X unevariété C-différentiable Ca a>l,model6e sur (F,Ff,Q) 

Y une variété C-di£férentiable C" modelée sur (G ,G , y )  

J : X -t R de classe C C" 

f : X -t Y de classe C c", A C Y sous-C-variété de Y 

C-submer sion. 

On cherche des conditions nécessaires et suffisantes pour que J 

- 1 
admette un minimum local en x sur f (A) qui est une sous-C-variétés 

0 ' 
C" de X modelée sur (K,Kf , 0 ) .  

Nous savons d'après le théorème des fonctions implicites, que 

si x c f-l ( A ) ,  il existe des cartes locales (Ux ,Ox ,qx ) dans 
O 

0 0 0  

£-'(A) ; (u: ,O; ,$; ) dans X telles que Ux C K facteur direct 
O 0 0  O 

dans F et U = K n U ;  , le diagramme suivant étant commutatif 
Y 
Q O 



4 - u 
H T : injection canonique. 

- 2 
En coordonn6es locales, il suffit d'étudier J O T = J. 

Conclusion : En coordonnées locales, on est ramené à l'étude 

d'un problème variationnel sur le noyau d'un morphisme de C. 

@ C a l c l L e  vah.hALonnd  AU^ t e  noyau d'un imthph2rne de C. 

Soit A =  ( F , F 1 , @ ) ,  B = (G,Gf,Y) (u,ul) c L(A,B). 

J : 0 C A  -t IR C-différentiable Ca a ?! 2. 

On désignera par (K,K1,O), le noyau de (u,ul). 

O @ .yR Y 

Q ~ K  
T 

n 
K + F u G K = ker u. 

JOT % 

Soit ? : Q n K - R ; J est de classe C, Cu 
2, Y 

dJ = T (dJ O +) c'est-à-dire que si h E ker u = K et H c K. 



Ir 
dJ(h).H = ~J(T~).TH = @(SJ(T~):TH) = O(T'~J(T~);H) 

'L 
donc 6 J =  T' O 6 J p  T. 

1 'L 6? est de classe C , et d 6 J = r' O d6J O r. 

ConhZquencU : 

'% 

@ Pour que h c k n 0 corresponde à un minimum local pour J, il 
O 

'L 
faut que d5(h ) = O donc que 6J(ho)=0 soit T' (6J(~(h~))) = O ; 

O 

d'où les conditions nécessaires : 

~1 = 'Oker d-- coker u1 F ' - Coker ut = - iE F'  
A Im u' 

Dans le cas particulier où (u,ul) admet vn inverse à droite, 

ces conditions deviennent : 

(et 6.J(rho) E Im ut. 

Les conclu~ions sont les mêmes si Im u' est faiblenent fermée 

(pour la topologie définie par @) 

Ir 
Soit ho un point critique de J. 

'L @ En posant y(t) = J(h + th) et en appliquant à y la formule de 
O 

Taylor à l'ordre 1 avec reste intégrale, il vient : 



2, 
1 

2, 1 2, 

avec a(h) = (1-A)d65(h+Ah)dA donc a(a)=-ddJ(h ) .  
O O 2 O 

D'autre part, d6?(h +Ah) = r' O d6J(ho+Ah) O r 
O 

% 
1 

donc a(h) = T' O a(h) O r avec a(h) = JO (1-l)d6J(ho+Ah)dA. 

Dans ces conditions : 

Nous sommes donc amenés, pour l'étude d'une çondition suffisaa~e, 

2, 

à considérer a(h) et a(h), c'est-à-dire à considérer les opérateurs 

'Il 

d6J(h) et d6J(.ch) ou leurs prolongements à des couples définis par 

des opêrateurs hilbertisants. 

Nous savons par exemple que si 

r- 1 A - ($(B,E) ; C~-*(B,E*) x C (~B,E*) ; @) et J : $2 C c~(E,E) -+ R 

ah 
tel que J(h) - f(x,h(x), - (x))dx. 

B axi 

J est de classe C ,  cL, et que d6J(h) se prolonge en 
- 1 - 1  
dbJ(h) élément de L(H ,H ) ; si (K,K',O) est le noyaude (u,u') 

2, 

de source A, en est-il de même de d6J(h) ? Pour un opérateur hilber- 

tisant convenable ? 

@ Opeiateu~ h i L b u d h a n t  pow~ Lees noyaux. de rnohpbrned de C quand 

L'abjct AOwLCe en2 déjà rnuL d 'un  tel opetLa;tew~. Pt~otangemen$ 

Consid6rons la suite exacte suivante dans la catégorie C : 



On suppose donc que (K,K1,O) est le noyau de (u,ul), la 

dualité O étant induite par Q de la manière suivante : (cf. annexe 

sur géométrie différentielle sur les couples). 

F' A ,'/ID IJ' = coker u' 
q Coker u' - 

A 

O(nl ,x) = @(z,Tx) q p ( z )  = n'. 

Supposons que le couple ( F Q )  soit muni d'un opérateur 

hilbertisant A vérifiant : 

(P,) A : F + F' est un opérateur symétrique, défini, positif, 

C &n isomorphisqe, en général). 

(Pa)  il existe A > O vérifiant : 

Nous savons alors que si 
NA 

est la norme associée à 
B~ : 

A 

(x,y) ~~ B (x,y) = @(Ax,y), et si 
A 

FA = F est le complété de F pour 

' 
* ip : F' -+ F se prolonge en une application linéaire continue 

* 
i' : F' +- F , et que le diagramme suivant est commutatif : 



A désignant l'isomorphisme canonique entre l'espace de bilbert F et 

^ * 
son dual F , 

Lemme 7 . -  Si A est un opérateur hilbertisant, alors 

A' = T' O A O T est un opérateur hilbertisant pour le noyau (K,K1,Q) 

et de plus NA! NA l k e r  

2 
Soit (y,x) E (ker u) , 

donc A' est symétrique défini, positif, 

D'autre part, NA, (x) = [O(A'X,X)]~/~ = [@(Arx,rx)] = NA(rx). 

Considérons maintenant O(nl,x) (nl,x) s K' x K, 

112 donc 10(nl,x) 1 6 A I  l z l  I F ,  @(ATX,TX)] . 

Cette relation étant vraie pour tout z' tel que p(zl) = p(z) = S, 

il en résulte que 

~~(e',x)l 6 A ~ ( A T x , T x ) ~ ~ ~  llsll coker u' ceci étant vrai pour tout s 

tel que q(s) = n' ; 

112 donc 10(nl ,XI 1 6 A l  ln' 1 l K l  ~o(A'x,x) 1 . 



Con-ion: Si A vérifie (PI) et (PZ) relativement à 

(FE' ) , alors A' = r '  O A O T vérifie ( P l )  et (Pz) relativement 

à (K,K1,O) donc A' est un opérateur hilbertisant. 

Nous supposerons dorénavant que A vérifie P et P2 1 
A 

ker u désignera le complété de ker u pour 
N~ ' 

associée à BA, = 0(A1, .). 

Le diagramme suivant est commutatif 

ker u kepu 

Considérons, maintenant, la suite exacte de départ, et les 

espaces complétés : 

- 
A T 

A rer 
ker u T F i/: T u  + Ç 

P' J 
A ' 1 + n * _ / A ,  1- 

Y J', (ker u) ($1 " 
Coker u' + . 

f' " u1 F' G' 

fig. 1 - 

- A * - Lemme 2.- T se prolonge en r : ker u -+ F tel que T soit - 
une isométrie. En effet : NA1(x) = NA(rx) si x E ker u, d'où le résultat. 

- A *  n * 
f Q m e 3 . -  r' seprolongeen T' : (F) -+ (keru) tel que - 

- 
j '  O Tl  = T I  O i' • 



A * 
Considérons  j '  O T '  : F '  $+-+ ( k e r  u )  

s i  y '  E F ' ,  x s k e r  u ,  j '  ( T '  ( y ' ) )  .x = O ( T ' ( ~ ' )  ,x) = $ ( y '  , T X )  

donc j '  O T e s t  c o n t i n u e  pour l a  t o p o l o g i e  i n d u i t e  s u r  F '  pa r  F* (1)  

a. 

D ' a u t r e  p a r t  s o i t  1 F (FI* 1 = n ( z )  z  E F 

donc z  = l i m  i z  z  r F donc 4 = l i m  i z n  = l i m  i ' ( A  z  ) 
n  n  n  

En ~ * n  ~ * n  

donc i ' ( ~ ' )  e s t  d e n s e  dans  (F)* (2) - A *  
Donc d ' a p r è s  ( 1 )  e t  ( 2 ) ,  j ' O T s e  p ro longe  e n  T '  de  F* dans  k e r  u  

- 
d ' a u t r e  p a r t ,  T' O i '  = j '  o T ' ,  p a r  c o n s t r u c t i o n .  

hmme 4.- S o i t  L : F + F '  t e l  que L  se pro longe  e n  
__p. - -* 

L :  F - t F .  

- A A *  
A l o r s  L' = T '  O L  O T s e  p ro longe  en  L' : k e r  u  + k e r  u  

- - - - 
e t  L' = T '  O L O T .  

2 
C o n s i d é ~ o n s  ~ ( ~ 1 . y  = @(Lx,y)  (x ,y )  s F , il e x i s t e  A > O 

t e l  s u e  ~ / ( x , Y ) ,  I L ( X ) . Y ~  s ~ ( ~ ) ~ m ( ~ x , x ) / ~ / ~ l ~ ( ~ ~ , ~ ) l ~ / ~ .  

Considérons  L 1 ( t ) . z  ( t , z )  s ( k e r  u) 2 

L ' ( t ) . z  = (T' O L  O T ) ( t ) . ( Z )  = O ( T '  0 L 0 'C) ( t )yz )  = $ ( L ( T ( t ) ) , T ( z ) )  

112 donc I ~ ' ( t ) . z (  6 A(L)  l + ( A r t , ~ t )  1 ~ + ( ~ r z , r z )  = A(L) 1 0 ( A 1 t , t )  1 112 

J o ( A ' z , z )  1 112 

- n - * .  
donc L' se p r ~ l o n g e  e n  L' : k e r  u  -t k e r  u , 

- - - 
d ' a u t r e  p a r t ,  L' = T '  O L  O T ,  donc c' = T '  O L  O T .  



I I "  I I A I  1 "  0 L 0 l 6 A I  I L I  

- - 
8)  S i  LI e t  L2 s e  prolongent  en  L I  e t  L2, 

- - - - - 
o n a  Li - L i = * '  o (il - L 2 )  o r .  

C u ~ é ( ~ u e n c e n  : S o i t  P C  L(F,F1) l e  sous-espace v e c t o r i e l  
,. -* 

des  opé ra t eu r s  cont inus  ayant  un prolongement cont inu d e  F dans F  . 
S o i t  R un espace topologique e t  x : i-2 + P c ~ n t i n u e .  S o i t  

P'c L(ker u,Coker u ' )  l e  sous-espace v e c t o r i e l  des  opé ra t eu r s  ayaqt 

A A *  
un prolongement cont inu  de  ker  u  dans ker  u  . 

- - ** 
Nous savons que x : $2 ' ~ t  L(F,F ) e s t  cont inue  pour c e r t a i n e s  

f o n c t i o n s  

- 
A 'L+ X(X) x(A) ( c f .  par  exemple Ch. I I I )  

Lemme 5.- S o i t  X '  : i-2 -t P' t e l l e  que X '  (A) = T '  - O x(A) O T .  

- 
S i  x e t  sont con t inues ,  a l o r s  X '  e t  X '  son t  con t inues  ( cec i  

r é s u l t e  d e  l a  remarque 6 ) .  

-* - Lemme 6 , -  T = T'. - 
** i' 

S o i t  L c  F  , e t  même R e  F '  --t F 

comparons ; * ( i l l )  e t  ; ' ( i l & ) .  

-* 
T ( i l L )  .x = i ' 1 . T ~  = $(R,Tx) s i  x e ker u  



donc sur est dense dans 

kmme 7.- Tous les diggrammes de 1s figure 1 commutent. - 

Si L est un opérateur symétrique, positif qui se prolonge 

- 
en L (symétrique), défini, posit,if, surjectif, L '  = T' O L O T  se 

- 
prolonge en L' symétrique, défini, positif, surjectif. - 

Nous avons le diagramme commutatif suivant : 

A T .. 
ker u , , - ' ,  , t +  F 

-* 
A * T 

ker u F* 

- 
où T est une isométrie et un isomorphisme symétrique positif. 

Considérons alors la situation plus géeérale suivant : 

où les espaces sont des hilbert ; H,  sous-espace de H2, i injection 

continue, L2 isomorphisme symétrique positif, 

h et p étant le4 dualités ardinaires. 



a )  LI e s t  i n j e c t i f  : s o i t  x  c HI t e l  que L , (x)  = O 

donc L l ( x ) . x  = L 2 ( i x ) . ( i x )  = O donc i x  = O donc x  = 0 .  

b)  L1 e s t  p o s i t i f .  

. * 
c )  LI e s t  symétrique : L l ( x ) . y  = i o L2 O i ( x ) . y  = L 2 ( i x ) . ( i y )  

= L 2 ( i y ) . ( i x )  = L l ( y ) . x .  

d )  L, e s t  s u r j e c t i f  : S o i t  B2 l e  p rodu i t  s a a l a i r e  d é f i n i  s u r  * 2  

par  L  x.y = B2(x,y) = p(L2x,y).  L2 é t a n t  un i s~morphisme 
2  

symétr ique,  p o s i t i f ,  l a  norme N 2  a s s o c i é e  à B2 e s t  équi- 

v a l e n t e  à l a  norme i n i t i a l e  su r  

Naus considérons dorénavant  les ensembles sous- jaceqts  à 2  

e t  H I  muni de ce  p r o d u i t  s c a l a i r e  B2 e t  de  c e t t e  norme N2 qu i  in- 

d u i t  l a  même topologie  que l a  t opo log ie  i n i t i a l e .  

* 
Dans ces  ç o n d i t i o n s ,  i O L2 O i ( x )  .y = B2 ( i q , i y )  

donc L l ( x )  = B2( ix , i . )  donc L1 e s t  un isomorphisme. 

Theokème 2, - 

S i  L  e s t  un o p é ~ a t q u r  symétrique p o s i t i f ,  qu i  s e  prolonge 

- 
en L  = F, opéra teur  d e  Fredholm ( d ' i n d i c e  z é r o ) ,  a l o r s  

- 
F '  = L' = T' O L O T se prolonge en  L' de  Fredholm, d ' i n d i c e  zéro.  

Coqsidérons l a  s i t u a t i o n  p l u s  gén?ra le  s u i v a n t e  : 



où les espaces sont des Hilbert, 

F de fredholm d'indice O symétrique, positif, 

H l  sous-espace de 

Soit N2 = ker F ,  nous allons construire un supplémentaire de 

N2 dans H 2 ,  "adapté" à H I  : soit Wl le supplémentaire orthogonal 

de H l  m2 dans Y,. 

HI = H I  n N2 fR WI e t  N2 ml = 101 en effet : 

si x 6 N 2 n  V I ,  x L: N 2 n  H l  donc x = O. 

2 
étant de dimension finie (F fredholm) N2 @ W est fermé 

1 

dans H2.  

Soit L 2  le supplémentaire orthogonal de N2 @ W1 dans H2 

H2 = N2 fR W1 fR L 2  = N2 @ M 2  avec M 2 = WI fR L 2 ' 

Dans ces conditions, H I  M2 = Wl , en effet : 

Soit x s H l  M2, x = m 
2 ' m E M2 2 

x = n l + w  2 I ,  ni E H l  N2 ; W, E W I C  M 2 .  

Donc d'après l'unicité de la décomposition dans N2 @ M = H 2 ,  
2 

m = w  
2 

n' = 0. 
1 '  2 



Considérons la décomp~sition suivante de H2 ; 

lemme 8.- F est non nulle sur - M2 et F est un isomorphisme 
iY * 

de M2 sur p M2. 

Soit x E H F(x) est nulle sur N2, en effet, si y ç N 2 ' 2 

F(x).y = F(y).x = O 

Y 
F(x> 92 = F(x) (sp(z) + Oq(z)) = F(x) .sp(z) = (sp) F(x) .z 

* * 
donc F (x) = p s F (x) 

* * * * * 
donc puisque F(x) e H: et que s H2 = M F(x) E p MÎ 2 y 

* * 
donc Im F C p M2. 

D'autre part, Im F est fermée et de codimension égale à 

* * 
dim(ker F) = dim N2 donc Im F = p M2. 

2> * * 
C O h 0 ~ ~ e . -  F = F O s : M2 -+ p M2 est un isamarphipme. 

1 

J! 
?, 
F 

* **a 
M; 

* 
soit F ~ =  s o p :  M~ ---+ p~~ s est un isomorphisme 

* * * de p M2 sur M;, donc F2 E Isom(H2,M2) 9 

= F(sx) * (sy) , 

donc F2 est un isomorphisme, symétrique, p~sitif. 

Considérons le diagramme quivant : 



* * 
donc p O F2 = (p  O s')~*$ 

* 'IJ 

= p $ = F 3 F o s .  

Or d'après la démonstration du théorème 1, F2 étant un 

isomorphisme symétrique, positif, il en est de même de Fi ; donc 

F' est un isomorphisme de W1 sur py W; ; 

* * 
donc ker F' = N2 f l  HI, codim(1m FI) = codim pl WI = dim(N2 0 Hl) 

donc F' est un opérateur de Fredholm positif, d'indice zéro. 



ThZokème 3 .  - - 
Supposons que L s o i t  un opéra teur  symétrique qui  s e  prolonge 

- 
en un opéra teur  de  fredholm L = F de n é g a t i v i t é  f i n i e .  Alors  

L '  = T' O L O T se prolonge en  un opéra teur  de Fredholm de n g g a t i v i t é  

f i n i e .  

Considérons l e  problème p lus  géné ra l  su ivan t  : 

où l e s  espaces sont  des  H i l b e r t ,  

F  de  fredholm de n é g a t i v i t é  
f i n i e ,  symétrique, 

H sous-espace de h i l b e r t  de , 
1 H2 

Daps ces  c o n d i t i o n s ,  nous savons ( c f .  Magnus Vestones, app l .  

of theory  of quadra t i c  forms i n  h i l b e r t  spaces t o  ca l cp lus  of v a r i a t i o n s ,  

Pac. J a l  of Maths, 1951) q u ' i l  e x i s t e  une décomposition de H2 saus  l a  

forme H = K2 8 N2 8 PZ avec K2 = ker  F ,  K 2 ,  
2  

N2 e t  P2 

F-orthogonaux e t  orthogonaux (pour l e  p rodu i t  s c a l a i r e  i n i t i a l  sur  H2), 

e t  (x,y) + F(x) .y dé£ i n i e  p o s i t i v e  su r  
2 

d é f i n i e  néga t ive  s u r  . N2 

Uappd : Nous sommes dans l 'hypothèse  où dim K < + w ; 
2 

Lemme 9.- PZ fl H I  = P i  e s t  de codimension f i n i e  dans - 1 

s inon il e x i s t e r a i t  S2 c H l ,  dim S = + t e l  que P2 n H l  @ S2 = H~ 
2  

P2 fi H I  e t  S2 orthogonaux. 

Dans ces  c o n d i t i o n s ,  P2 n S2 = (P2 n H l ) n  S2 = {O} 

donc P B) S 2 C  HZ donc P2 @ S 8 Si 
2 2 = H2 

avec dim SÎ = + w d 'où  l a  con t r ad ic t ion .  



Conaéouence : 

H I  = N n H d P n H @ L où L e t  de dimension f i n i e  
2  1 2  1 

L C H 1  

Lemme 10.- S i  F : 
* 

H2 -+ M2 e s t  un opéra teur  de  fredholm symé- 

* * * * 
t r i q u e  (d '  i n d i c e  zéro)  ; I m  F = p P2 @ q N2 

où H2 = P2 @ N2 $ K 2 ,  K2 = k e r  F 

S o i t  en e f f e t  x  E H 2 ,  z  c H 2 ,  z  = j p ( z )  + kq(z )  + % ( z )  

donc F(x) .z  = F(x ) . j p ( z )  + F(x) .kq(z)  + F(x).Co(z) 

* .* * * 
= p J F(x) .z + q k F (x ) . z  

* * * * * * 
donc F(x) = p j F(x)  + q k F(x) = P 4 + q Y 

* 
avec 9 = j * ~ ( x )  ; Y = k F(x) 

* * * * 
donc I m  P C p P2 @ q N2 .  

* * * * * * * 
D'au t r e  p a r t ,  H2 = p P2 d q N2 d o K2 e t  

* * 
dim K2 = dim o K2 < + m puisque F e s t  d ' i n d i c e  zéro ,  

* * * * 
I m F = p  P 2 @ q  N 2 .  

Remairpue.- s i  x = x + x + x x E p2 ; x2 m N ~ ,  x3 E K~ 
1 2 3 ,  1 

* * * * 
F(x) = p j  F(x ) + q k F(x ) puisque N 2 ,  P2,  K2 son t  1 2 

F-orthogonaux ; 

* * 
donc F : N2 -+ q N2 e s t  un isomorphisme 

F :  P 2 + p  * P: e s t  un isomorphisme. 

Il e n  r é s u l t e  l e  lemme s u i v a n t  : 



Lemme 1 1 . -  Sous les hypothèses du lemme 10,  F  est un isomor- - 
* * * * 

phisme de N2 sur q N2 , de P2 sur p P2 et Im F  = F(N2) B F(P2) .  

Considérons le diagramme commutatif suivant : 

est un isomorphisme, symétrique, positif, donc 

est un isomorphisme symétrique, positif. 

Considérons de même, le diagramme suivant : 

Fok 

est un isomorphisme, symétrique, négatif, donc 
L 

est un isomorphisme symétrique négatif. 

* Soit x  E H et considérons y  c H l  tel que si z c H i ,  
1 

y ( z )  = F(x)  . z .  

si z = z  + z  avec z C H  n N 2  ; z 
1 2  1 1 2  

)i 
~ ( 2 )  = ~ ( x )  . z l  + F(X) . z 2  = y l  ( z l )  + y 2 ( z 2 )  ; Y ]  (H] n N,) ; ,, . ( H ~  n P ~ )  + 



O O 
donc il e x i s t e  x E H l  fI N2 e t  x2 o H l  0 P2 t e l s  que 1 

O O O 
y ]  = F' (x;) ; y2 = (x2) donc y (z  + z2)  = F' (x ) . z l  + F i  (x2 ) . z  

*2 1 N2 l 2 2 

Donc s i  z €(Hl PZ) @(Hl  fl N2) 

O 
donc F(x - x0 - x ) . z  = O pour t o u t  z c(H1 0 N Z ) @  ( ~ ~ 0  PZ)= R2 1 2 

O O 
donc x - x 

1 
- x2 est F or thogonal  à R2 C H 

1 
O O 

donc - X~ 
- x2 es t  F'  or thogonal  à . R2 

S o i t  S C H S2 l e  FI-orthogonal dans 
2 1 '  

H l  de R2 

Considérons S î f l R 2  s o i t  x € S 2 n R 2  ; x = x  + x  ; x r H I f l N 2  
1 2 1 

x2 E H 1 
n R2. F(X) .Y = O = F ( X ~ )  . X I  + F(x*) .X2 .  

Donc, en  g é n é r a l ,  S2 fl R2 # {O) sauf s i  N2 = {O} ou 

P2 = {O)  . 
Çonsidérons dams c e s  cond i t i ons  P2 fl H , ,  e t  son F'-ortho- 

gonal dans H l  s o i t  T2 

s i  x c Pt hl h2, F' (x )  .x = F ( i x )  . i x  = O donc 

i x  = O donc x = O donc P2 fi H l  n T2 = { O ) .  

O 
D 'au t re  p a r t ,  s i  x E H I  , il e x i s t e  x r P2 n H l  t e l  que 2 

O 
x - x  E T  ( cons idé re r  z = O  dans (11). 

2 2 1 

O O 
Donc x = x - x + x e t  H l = ( P 2  n ~ y )  @ T2. 

2 2 

Considérons a l o r s  F' : H l  + 

Nous p réc i se rons  d 'abord  l a  décomposition H l  = ( P 2  0 Hl) @ T2 comme s u i t  : 



donc par d u a l i t é  : 

P2 hl e t  T2 é t a n t  F '  or thogonaux,  s i  x 6 H x = x + x 1 1 2 ' 
x c P 2 m 1 ,  x2 E T  

1 2 

* .* * * * .* Y * 
F 1 ( x )  = p l  J ]  F 1 ( x )  + q l k l F 1 ( x )  = P ~ J ~ F ' ( x , )  + q l k ] F ' ( x Z )  

ik 
donc I m  F I  = F ' ( P ~  n H ] )  O F ' ( T ~ I C  P y ( ~ 2 n  H ] )  B q T ( ~ ; ) .  

* 
D ' a u t r e  p a r t ,  : P, n H ]  -+ n H , >  e s t  un isomorphisme, 

'' P 2  " H 

?4! 
c a r  F I  l p 2 n  H = P I  O F ;  

2 

* * * * * 
donc Tm FI = p l ( P 2  n H I )  @ F1(T2)  ; F 1 ( T 2 ) c  q l ( T 2 )  " T2. 

l a  cas : s i  dim N < + m , a l o r s  d ' a p r è s  l e  lemme 9 ,  P2 n H l  e s t  
_1 2 

d e  codimension f i n i e  d a n s  H l ,  donc T2 est  d e  dimension f i n i e .  

* 1 
Donc I m  F '  e s t  d e  codimension f i n i e ,  e t  k e r  F'  = [lm(F1) ] 

(pu i sque  F ( F I ) * ) ,  es t  de  dimension f i n i e .  

D ' a u t r e  p a r t ,  F '  e s t  évidemment d e  n é g a t i v i t é  f i n i e .  



2 è m e  caA : Supposons N2 f? Hl de codimension finie dans . 
2 

(On remarque que N2 fl HI C T2) . 

Considérons : N2 ml + * 
F'lN2 n HI 

- ql (T2j 
Posons F' = X m N2 nH] -- T2 

P 

* * 
Considérons u = m O k O X : 

* 1 

* * 
~ ( x  ) = m k F1(xl) donc e(xl).yl = F1(x1).(klm yl) = F' (xl).x2 1 1 

f i  2 

donc u = FA donc u e$t un isomprphisme. 
2 

Pho@é.té 1 . -  A est injective : en effet, si h(x) = 0, 

en particulier, h(x) O x = Ft(x) o x = O, x ô H f l  N2 donc x = 0. 
1 

PkophiéXé 2 . -  X est d'image fermée : soit (x,) telle que 

* Y 
Alors v(xn) + m k (1) donc puisque ri est un isomorp~isme 1 

x -+ x dans 
n N 2 h l  donc 1 = A(,). 

Donc X est un isomorphisme de N~ hl sur h m 2  n H,). 

D'autre part, N2 fl H est isomorphe par F' à (N2 f I  Hl)* donc 
1 

* N2 
aussi à ql ( N ~  n H~)* 

Donc h(N2 flHI) est isomorphe à q*(~ fl H )*. 
1 2  1 

* * * 
or q , ( ~ ~  hl> 8 pl(p2 n Hl>* est fermé, donc X(N~ n H,) e p;(p2 n Hl)* 
est fermé. 



*  autre p a r t ,  Irn F'  = A(N2 n Hl) B) p l ( P 2  0 H I )  ". q r ( ~ 2  n Hl)*  @ 

a * + + * Yr 
p (P  n H ) q u i  e s t  d e  codimension f i n i e  dans  q l  (T2) @ p l  (Pz n Hl)  = H~ . 1 2  1 

Donc I m  F '  e s t  d e  codimension f i n i e ,  d e  même k e r  F '  e s t  

d e  dimension f i n i e .  

- 
S i  L s e  p r o l o n g e  e n  L = F s y m é t r i q u e ,  de  Fredpolm t e l  que 

n /l L 
N2 m e r  u s o i t  de  codimension f i n i e  dans  (Pz "er u ) ~ .  , a l o r s  

- 
L '  = T '  O L O T e s t  s y m é t r i q u e ,  de  Fredholm. 

avec c o n ~ a ~  AWL L e  bokd aB eA condiXionn a L o b d a .  

i 
a) S o i t  Z E un f a c t e u r  d i r e c t  d a n s  E. - 
On pep t  c o n s i d é r e r  l a  s u i t e  e x a c t e  s u i v a n t e  : 

Z E 3 Coker i p admet une s e c t i o n  S .  

S 

On considèye a l o r 9  c ~ ( B , E ) ,  l e  sous-espace d e  c ~ ( B , E )  

c o n s t i t u é  d e s  é léments  h t e l s  que h j a B c  c ~ ( ~ B , z ) .  

c ~ ( B , E )  p e u t  ê t r e  c o n s i d é r é  coqune l e  noyau d e  l ' a p p l i c a t i o n  z 
l i n é a i r e  u s u i v a n t e  : 

'L 

cr (B ,E)  
r e s t  * Cr(aB,E)> ~ ~ ( a ~ , c o k e r  i )  

% 'L 
où p e s t  t e l l e  que p ( h )  (x) = p ( h ( x ) )  . 



soit A = (cr (B,E) ; C~-~(B.E*) x c'-I ( ~B,E*) ; m) = (F,F' , e l  

* 
B = (cr ( a ~ , ~ ~ k e r  i) ; cr'l (aB, (Cqker i) ) ; Y) = (G,G' ,Y) 

r- 1 * r- 1 Déf inissons u' : C (aB, (Coker i) ) -+ Crm2 (B,E*) x C (a B ,E*) 
* 

par ut(& = (O,&') L'(XI = pl(x). 

Dans ces conditions, (u,ul) est un morphisme de A dans B 

dans C. 

Soit (K,K',o) son noyau dans C. 

On démontre (cf. exemple de noyau dans C) que Im ut est fermée 

r- l * dans F', et que Coker u' =C'-~(B,E*) x C ( 2 ~ ~ 2 )  = K t y  

O étant induite par @ et définie par : 

Conchion : Un problsme var iationnel sur (cr (B ,E) ,F' ,QI) avec 

conditions sur le bord, du type@, se transforme en un problème variation- 

r me1 sur le couple (K,K',B) K = CZ(B,E). 

C a  p~;ticu&eh : Si Z = ( 0 ) .  

r-2 
(K,K< $01 = (C:(B,E) ,C (B,E*) ,O) 

avec @(k,h) = k(x).h(x)dx. 

b) Soit (gj) 1 ,< j ,< m, m f oncti~ns npmériques 

: B x E --t W, de classe cr+ol 
gj 

a > l  

( ~ Y P )  Q'Lf gj(x,p) 



et dé£ inissons f : Cr (B,E) -t R par 
j 

a+ 1 f est de classe C pour les couples ( C  - c'") 
j 

On considère les conditions suivantes sur le bord : 

f(h) = (£;Ch)) = 0 .  

ffypci&2.~~ de hEguh&tE : Soit 52 un ouvert de cr (B,E) tel 

que pour tout h cQ,  df(h) : c~(B,E) -t R~ soit surjectif. 

- 1 
Dans ces conditions Qf = il n f (0) est une sous C-variété 

1 
de (Cr (B,E) ,F1 ,a) , modelé au voisinage de chaque point 

ho f: Rf 

sur ker 6f (ho), Sf (h ) r L(A,C) C = ( R ~ , R ~ , ~ )  
O 

w 

D'autre part, si f désigne le représentant de f on cartes 

locales, qous savons qu'il existe un système de cartes locales tel que 

le diagramme suivant soit commutatif : 



K f a c t e u r  d i r e c t  dans Cr (B,E) , T i n c l u s i o n  canonique, 

C O M ~ L L ~ L W  : Un problème v a r i a t i o n n e l  s u r  (Cr (B ,E) ,F' , ai) 

avec condi t ions  au bord du type  @ r é g u l i è r e s ,  s e  transforme localement 

en un problème v a r i a t i o n n e l  su r  un ouver t  de  (K,K',o) = ker  û£(ho).  

2 )  €Aude d'une. condWan gLabde ( c ~ ( B , E ) , F ' , @ )  = A. 

S o i t  P = P(x,D) = aB(x)DB un opé ra t eu r  de d é r i v a t i o n  sur  
I ~ l b t  

r -2+t  
Cr(B,E) t e l  que pour t o u t  N-uple B ,  B B  E C (B,E*) . On envisage 

su r  c ~ ( B , E )  l a  cond i t i on  P(x,D)h = O ,  e t  l ' o n  note  c ~ ( B , E )  l e  

noyau de P : Cr (B,E) + 1 

r-2+t; 
Considérons l e  couple C = (B,E) , C  (B,E* 1 ,y) 

où 0(L,h) = e(x) .h(x)dx .  
B 

Montrons que P e s t  a s s o c i é  5 un morphisme (P,P1)  E L(A,c) ,  

e ( ~ )  . P ( x , D ) ~ ( x ) ~ x  OÙ L c r-2+t envisageons pour c e l a ,  (B,E*) .  



Nous avons à c a l c u l e r  dos  i n t é g r a l e s  du type  su ivan t  : 

par i n t é g r a t i o n s  par p a r t i e s  succes s ives ,  on démontre que 

r-2+t  r-2 On met a i n s i  en  évidence P' : C (B,E*) - c (B,E*) x cr-' ( B,E*) 

1 WYL'LW'LYL'L-P~(~) = ( t ~ ( x , ~ ) t ; y ( x y ~ ) l )  

t e l  que (P ,F1 )  c L(A,C)  

C O M C ~ U ~ ~ O R  : Un problème v a r i a t i o n n e l  su r  (cr  (B ,E)  ,F1 ,@) 

avec c o n d i t i o n s  g l o b a l e s  d é f i n i e s  par  un opéra teur  de d é r i v a t i o n  P,  

s e  ramènc donc à un problème v a r i a t i o n n e l  su r  l e  noyau (Ci (B,E)  , K t  , O )  

du morphisme (P ,P1 ) .  

3 )  ALLttLe C O M ~ O M  g lubdee  QWL (cr ( ~ $ 8 )  p1 ,@) . 
S o i t  p : B x E x E~ + R de c l a s s e  

Cr +cc 
c c 3 1  1 i j s m  

j 

s o i t  p : c ~ ( B , E )  + R~ t e l l e  que 



p est C-différentiable Ç 
a+ 1 et dp(h).H = 

ah 
N a p .  ah aH (j 2 ( ~ ~ h ( ~ ) ~  4 x 1  1 H ( X I + I  2(xYh(x) y-(~) ) -  (XI 1 dx). 

J3 ap &i 1 axi axi axi 

Soit h c cr(B,5) tel que dp(ho) soit surjective, alors 
O 

il existe un voisinage fi de ho dans cr(8,E) tel que 'd h E Q, 

dp(h) soit surjective. 

Dans ces conditions, si c~(B,E) désigne c'(B,E) fl p - ' ( { O } )  ; 
P 

a+ 1 
D est muni d'une structure C-différentiablo C , qui en fait une 

sous-C-variété l de cr(B,E). Et lloq a en carte locale, le dia- 

gramme commutatif suivant : 

R est modelée sur 
f 

T est l'injection 

canonique, 

CuncL(&on : En coordonnées locales, on est ramené à l'étude 

d'un problème variationnel sur le noyau d'uq morphisme de C. 



Nous allons étudier des exemples de problèmes variationnels 

r-1 
dans (Cr (B,E) ,c~-~(B,E*) x C (aB ,E*) ,@) avec des conditions globales 

ou de6 conditions sur le bord aB, dans l'hypothêse où la fonctionnelle 

J, définie sur Cr (B,E) est de la forme : 

ah ~ ( h )  = [ f(x,h(x), - (x))dx avec f : B x E x EN + iït 

de classe a >, 1, 

Nous savons que dans ces conditions, J est C -différentiable 

1 
de classe 

@ EXEMPLE 1 .  Une c o n M o n  sub&isante d '  exAtence d'un m i n h u m  local 

s;ttuc;t, &ibCe pawr J ; con&orrn de Legenche-Jacobi. 

E : espace de hilbert de dimension finie 

p=idE i 
Z = ( 0 )  --t E -----t Coker i = E 

r-2 * U' coker u l =  C (B,E*) ~c'-~(B,E*)xc~-'(BB,E) --r Cr-'(aB,Ef) 

'-b * J est de classe C - cafl, il en est de même de J = J O r 

'L 'L 

d J  = T' O J O T ; ddJ = T' O d6J O T = L'. 



Nous savons que cr (B,E) 3 h %w L(h) = d6J (h) dé£ init 

un paramétrage continu d'opêrateurs prolongeables (théorème 3, chap. III) 

* donc C: (B,E)  3 h L' (h) = r ' o L (h) O T définit une paramétrage 

A A * 
continu d 'opérateur prolongeables à L(ker u, (ker u) ) . 

* d'autre part, il résulte de l'existence de ce paramétrage continu, 
% 

et du chapitre III, @ , que si h est un point critique de J, 
O 

'L 'L 
- 

J(h +h) = J(ho) + 0(2(h) .h,h) = p(a(h) .h.h) 
O 

'L 
avec a(h) = T '  O a(h) O T a(h) = (1-t)dGJ(h +th)dt 

O 

donc d' après le théorème O (chap. III). 

Théakème. Si L1(h ) est un isomorphisme défini, positif, 
O 

alor9 J admet un minimum local strict en h (pour la topologie 
O 

faible) . 
Nous sommes donc amenés à rechercher des conditions suffisantes 

pour que F(ho) soit un isomorphisme dé£ ini positif. 

1 n - 
Nous savons que si H E HO(B,E) = ker u, d6?(h) = L' (h) est 

défini par : 



ah X avec a (x) = a'f (x,h(x), - (XI) E LS(E,E 1 
i j aqiaqj ax i 

Nous considérons les conditions suivantes : 

r % (i) h s C (B,E) est un point critique pour J = J O T. 
O O 

(ii) c * 
(x))cicj E Isom(E,E ) pour 5 e 1~~ - (0) 

ij aqiaqj 

est positive. 

B) la forme quadratique précédente est définie positive en 

ahcl 
(O, ho(O> , - (0)) 

ax. 
1 

1 
On dé£ init (hl : Ho (BA ,E) H-' (B ,E) en rempla~ant dans ( 1 ) , 

O X 

B par BA. (Il s'agit en fait ici de la restriction de L'(ho) à 

1 H (B ,E) aux sens habituel. 
O X 

Nous supposerons que A O < A 6 1 ker Lh(ho) = { O ) .  

Remahque 7 : (ii) et (a) impliquent que les formes quadratiques 

sont définies positives pour tout x c B. 



Remaitque 2 : La condition (iv) peut se traduire de la 

manière suivante : 

* aB et O ne sont pas conjugués relativement à . 
ho 

* il n'y a aucune boule centre O, dont le bord soit conjugué 

de zéro, relativement à h . 
O 

La nécessité de la condition (iv) a été démontrée par Dennemeyer 121. - - 
, La conjugaison est à entendre au sens suivant : 

m 
Soit a une sous-variété à bord (C ) de B, on peut définir 

- 1 
La(ho) : H (o,E) +- H;(G@E) en remplagant dans (1) B par o. On dira 

que au et O sont conjugués relativement à h si (h ).H = O 
O O O 

et Hlaa 
= O implique H = O (cf. Dennemeyer 121 et Hestenes [3]).  

L 

Thémeme. - 

Si les conditions (i) , (ii) , (iii) , (iv) sont verif iées, 
?J 

alors L'(ho) est un isomorphisme local strict de J pour la topologie 

faible (cr) . 

Soit O c A $ 1 ,  considérons 
1 1 

$A : C (B,E) -+ C (BA ,E)  tel 

7 

1 se prolonge en un isomorphisme QA de H (B,E) sur 

1 
H (BA,E) 

- 
Considérons 

1 
L~ : H ( B ~  ,E)  + H-l ( B ~  ,E )  tel que : 



1 
D é £  i n i s s o n s  a l o r s ,  pour  O < h  6 1 , MA : H (B,E) -+ H-l (B  ,E) p a r  : 

N 

A A A 
a H A  Donc M (H).K = (H ).KA = J { a ( y ) H ( z ) ~ ( ~ )  + 1 oi (y )  --(Y) KA(y) + 

B A  
A A i= 1 ayi 

a 1 a~ or H (y) = H(Z) donc - ( H ~ ) ( Y )  = - - (x) 
A 

A ayi A ax.  A 
1 

1 
N aH 

donc MA(H).K = j { a ( y ) ~ ( x ) ~ ( z )  + - 1 ai(y) - (y)~(z) + 

B A  
A X X i = ]  ax. A x 

1 

N 
s o i t  en p o s a n t  2 = z  donc dy = A d z .  

X 

1 
N 

aK 1 a H a r c  
+ -  1 B ~ ( A Z ) H ( Z )  -(z) + -  1 a i  ( X Z )  - ( z )  -(z)dz 

A i = I  axi  h 2  i . j  j a x  
i ax 

j 

donc ( A ~ - ~ ) M ~ ( H )  .K = 1 .  a i j  (Az) -(z) a H -(z)dz a K  
axi ax 

j 

danc l i m  X 
2-N - 1 

M A - Qo 06 Qo : H (B,E) -+ H-l ( B , E )  
A-tO 

O < X s  1 



est dé£ ini par Qo (H) .K = J a H  ak 1 aij(Q) - (2 )  - (z')dz. 
B i.j ax . 

1 
ax 

j 

On posera 
2-N Q, = M~ o < x , < I .  

Rernahquea : 

1 
1 ) X  QJbQ- 

X  
est continue de @, fl dans L(H ( B , E )  ,a1 ( B , E ) .  

2 )  Q I  = M l  = L(ho)* 

3) D'après la condition (ii) , < (h ) est un opérateur symétrique, A O 

de fredholm d'indice 0,  il en est de même de Qo . 

D'après (iii), il en résulte que f ' ( h  ) = r' O ((ho) O r 
X O 

est un opérateur symétrique, de fredholm d'indice zéro, il en est de 

même pour Qi 

D'après la condition (iv) E'(h ) est un isomorphisme pour 
h O 

0 < A ,< 1 ,  d'après (iii) fi) Qi est un isomorphisme positif, symétrique 
* - - 

d'autre part, Mi = T I  O M O T = q0 O ti(ho) 0 9; 
X  

où 8; : { ( B , E )  + h-' (B ,E)  est un isomorphisme -O - 
0 4, - 4 ( H~(B,E) 

donc M' est un isomorphisme symétrique pour O < X $ 1 
h 

2-N donc Qh = A M i  est un isomorphisme pour O  < X ,< 1  

Q; = Mi = C '  (ho). 

D'après 1 ,  2, 3, il résulte (cf. Antoine, espaces en dualité) 

que M i  est un isomorphisme positif, symétrique donc c '  (ho) est un 

isomorphisme symétrique, positif. 



1 
S o i t  Ko : Ho(B,E) + H:' (B,E) t e l  que 

4f 
S o i t  S i  = Qh + (1-h)a Ko avec a  E: R 

S' - QA + a  Ko donc SA e s t  un isomorphisme symétrique p o s i t i f ,  
O 

même s i  l ' o n  ne suppose pas  l a  cond i t i on  f o r t e  de Legendre en 

Si = Q; = E'(h ) .  
O 

On s a i t  que s i  E [b,1]>]0,1], on peut t rouver  a  t e l  

1 -1  
que avec l e s  condi t ions  ( i ) ,  ( i i ) ,  ( i i i ) ,  ( i v ) ,  6 ;  E Isom(H ,H ) 

O O 

PhobLZme : Peut-on t rouver  a  t e l  que ( i )  , ( i i )  , ( i i i )  , ( i v )  

1 - 1  
impliquent que S'  c Isoms(Ho,H ) pour h c [O, l] ? 

A O 

On p o u r r a i t ,  e n  t o u t  c a s ,  pour des  problèmes avec cond i t i ons  

s u r  l e  bord p l u s  géné ra l e s ,  ob ten i r  des  condi t ions  s u f f i s a n t e s  du même 
- 

type en remplaçant dans ( i v )  Li par  + 1 - h a  K , l a  cond i t i on  

( i i i )  devenant i n u t i l e .  

Réf. [l] ANTOINE - Calcul d i f f é r e n t i e l  pour l e s  couples  en d u a l i t é  

- Théorèmes de  prolongement'. 

[2] DENNEMEYER - Surfaces conjuguées pour l e s  problèmes de  

dimension 5 2 ,  

P a c i f i c  J a l  Math. 30. 1969, (621-638). 

[3] HESTENES - Appl ica t ion  of t h e  theory  of quadra t i c  forms i n  

h i l b e r t  space ,  t o  t h e  c a l c u l e s  of v a r i a t i o n s ,  

P a c i f i c  J a l  Math. 1 - 1951 (page 525). 



Com~aaAan ~ o a a i b t e  avec : 

KIMBI,E - Condi t ions  s u f f i s a n t e s  de J a c o b i ,  Euler  

( P a c i f i c  J a l  Math. 14, 1964 (1283 - 1295). 

(FI - E X E M P L E  2 .  

E h i l b e r t  d e  dimension f i n i e .  

So ien t  g : B x E -+ (R de c l a s s e  Cr+cc a 2 1  1 s j  s m .  
j 

On cons idère  g : cr (B,E) -+ IRm 
r 

g est de c l a s s e  C - cu+'.  

On d é f i n i t  c ~ ( B , E )  = c ~ ( B , E )  n g-l ({O))  

s o i t  ho E c ~ ( B , E )  t e l  que dg(ho) s o i t  s u r j e c t i v e ,  il e x i s t e  a l o r s  
i3 

fi vois inage  d e  
ho 

dans Cr (B,E) t e l  que fi = fi fl g-l ((O}) 
g 

s o i t  une sous-C-variété 1 
d e  (cr (B,E) ,FI ,a)  , modelée s u r  l e  

noyau de 6 (ho) .  bf.  exemple de condi t ions  aux bords dans c e  chapi tre] .  
g 

R'au t r e  p a r t ,  il e y i s t e  un système de  c a r t e s  l o c a l e s  su r  R e t  sur 
g  

c ~ ( B , E ) ,  t e l  que l e s  diagrammes s u i v a n t s  so i en t  commutatifs. 



Nous sommes donc amenés à é t u d i e r  en  coordonnées l o c a l e s  

- '% - 14 
J O T = J ,  nous savons que J e s t  de c l a s s e  C r C e t  v é r i f i e  : 

Nous savons d ' a u t r e  p a r t ,  que dans l a  c a r t e  canonique 

(cL (B,E) , F I  ,$), d 6 ~  a pour express ion  : 

a H a K 
+ 1. a i j ( x )  - (XI - (x) )dx  ( c f .  exemple l ) ,  

i. J ax . 
1 

a x 
j  

Nous avons, par a i l l e u r s ,  l a  r e l a t i o n  su ivan te  e n t r e  d63 

e t  d6J ,  correspondant à u e  changement de c a r t e  0 sur  (F ,F1 ,@)  



d & j ( h )  = dd1B(h) ,6JO(h)  + d l B ( h )  O d6J (B(h) )  O d û ( h )  

2 
donc d & J ( h )  = T '  O dd10(h3  .6J (O(h) )  + T '  O d ' 0 ( h )  O d 6 J ( û ( h ) )  O dû(h)  O T .  

Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  on a l a  forme du changement d e  c a r t e  0 ,  

q u i  a  pour e x p r e s s i o n  K x  IR^ = cr (B ,E)  - cr ( B , E )  = K x t~~ 

( h  ] , h*) %%%%%%%%F ( h l ,  h2 - $ ( h l ) )  

où 3 : K -t lRm e s t  d e  c l a s s e  C - C 
a+ l 

e t  v é r i f i e  

g ( h l > Q ( h l )  = O pour ( h l , ~ ( h l ) )  E O; 
O 

[cf théorème d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s l .  

Dans c e s  c o n d i t i o n s  : pour h  c Ui , d 6 j ( h )  = L(h) s e  
- 

1 u 

prolonge e n  ï ( h )  r L ( H  (B,E)  ,H-* (B ,E)  ; e t  h  %++ L(h) e s t  con t inue  ; 

.e 
d e  même, pour  h  E Uh , h  dcSJ(h) = L' (h) s e  p ro longe  e n  

- - -* u 

L '  (h)  e L(K,K ) où # e s t  l e  qomplété de  K pour l a  norme N A ,  a s s o c i é e  

à l ' o p é r a t e u r  h i l b e r t i s a n t  A '  = T' O A O T ,  A o p é r a t e u r  h i l b e r t i s a n t  

canonique s u r  (cr  (B,E)  ,c'-~ (B ,E)  x cr" (aB,E),  @) , 

donc d laprGs  l e  théorème O (c f .  III,  o p é r a t e u r s  h i l b e r t i s a n t s ,  

a p p l i c a t i o n  du c a l c u l  d e s  v a r i a t i o n s ) .  

ThéahErne.- S i  d ~ S ( h  ) e s t  un isomorphisme d é f i n i  p o s i t i f  
O 

e n  h  p o i n t  c r i t i q u e  d e  3 = ~ l f i ~ ,  a l o r s  J admet e n  h un 
O g  g O 

minimum l o c a l  s t r i c t .  

(A c o n d i t i o n  que ho ne  s o i t  pas un p o i n t  c r i  t i q u e  pour g) . 

@ EXEMPLE 3. 

E h i l b e r t  d e  dimension f i n i e .  



Soit g : B x E -4 R de classe C r + ~  
a > , ]  

(x ,p) w g (X ,p) positivement homogène 

de degré 1 par rappor4 à p 

de degré s > O par rapport à x. 

On considère L : CL (B,E) -+ IR 

1 est C-différentiable de classe 1 

On définit Cr (B,E) = c~(B,E) fl g-' ({O)). 
0 9 g 

Soit h E CE (B,E) tel que dg(ho) : c:(B,E) -+Et soit 
O 9 g 

surjective. Alors comme dans les exemples précédents, il existe un 

voisinage ouvert de ho donc c~(B,E), tel que 0 = Cr (B,E) 
g 0,g 

soit muni d'une structure de sous-C-variété C a+ 1 de c~(B,E), et 

il existe des cartes locales telles que les diagrammes suivants 

soient commutatifs : 

T : injection canonique (K,K' ,O) = ker (uo ,u;) . 



Nous sommes encore amenés à étudier en coordonnées locales 

Comme dans l'exemple 2, dSj(h) a pour expression dans cette 

carte locale : d6j(h) = dd18(h) . bJ(B(h) + d18(h) O d6J(8(h)) O dB(h) 

où 0 définit le changement de carte, on remarque, que d'après l'ex- 

pression de de(h) [cf. exemple 21, d8(h) - id est compact. 

On a aussi, comme dans l'exemple 2. 

1 - 1  
Pour h e Uh , d6j(h) = L(h) se prolonge en c(h) c L(Ho ,Ho ) , 

* 
l.J 

et h +F t ( h )  est continue ; de même, pour h E Uh , dbj(h) = ~ ' ( h )  

A -Y 
O 

se prolonge en L1(h)  s L(K,K ) et h cl(h) est continu. 

A 1 Remmque : K est un sous-espace vectoriel fermé de Ho(B,E). 

Considérons maintenant pour O < X < 1 'A : c~(B,E) -+ cr(~ ,E) 

dX se prolonge en 
1 1 

isomorphisme de H (B,E) sur H (BAYE) 

tel que 
1 1 $; soit aussi un isomorphisme de Ho(B,E) sur Ho(BA,E) 

-0 CI 

étudions l'image par 
1 de K + Ho(B,E). 

posons u = Xx (1 ') devient x - ~ I  2 (?, ho(z))~A(u)du 
B ap A x 

puisque 3 est p~sitivement homogène de degré O par 
ap rapport à p. 

est ~ositivement homogène de degré s par 

rapport à x.  
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d ' a u t r e  p a r t ,  Mi = c ' ( h o ) .  

Considérons, a l o r s  l e s  condi t  ions su ivan te s  (de Jacob i ,  Legendre) 

ah 
O 

( i i )  1 - a2f (x ,ho(x) ,  - ( x ) ) E ~ E ~  G I S O ~ ( E , E  ) pour E E RN - I O )  
i , j  agias ax. 

j 1 

2 2  
( i i i )  U) V X  E B,  z = ( ( z ~ ) )  * 1 a 

(x,ho(x),-(x))Z.Z a ho e s t  
i j  aqiaq axi 1 j  

j 

p o s i t i v e .  

B) l a  forme quadrat ique précédente e s t  d é f i n i e  p o s i t i v e  en 

* 1 1 
donc 8; (KI = K~ = ( B ~  ,E) n I H  o H~ (B,) 1 (U ,ho ( ~ ) H ( u ) ~ u  = O 

A A 

dans c e s  cond i t i ons  p s t  un isomorphisme d e  K s u r  K A ,  p t  d ' a u t r e  
A & 

p a r t  , on a évidemment un plongement PA d e  KA dans K ,  d é f i n i  par : 

PA(H) = H s u r  

{ O su r  C B ~  

Dans ces  cond i t i ons ,  l a  no t ion  de r e s t r i c t i o n  de Ï,' (h ) ii 
O 

A 

KA a  un sens  : 

A 

r e s t ( c l  (ho)).H,K a c '  (h  ) (PAH) (PAK) où H , K  c K 
O J 

On peut  donc c o n s t r u i r e  une chaîne d ' opé ra t eu r s  corne dans 

llexemp,le 1 ,  s o i t  CtA(ho) = r e s t A t l ( h O ) .  

-* 
On m f i n i e  M i  = $Oi O c i ( h o )  O c L(K,K ) 

On démontre que L i m  MX = Ma où M;(H,K) = 
A* 
A* 

aho a~ a~ 
( ai  (O, h, (0)-(0) )-(x)-(x) dx 

ax 1 axl  ax 
j  



( iv)  pour O i h < 1 r e s t ( ( h O ) )  = h  ) e s t  i n j e c t i v e .  
X O 

On a  a l o r s  l e  théorème : s i  J = J lng .  
g  

S i  ho e s t  un poin t  c r i t i q u e  de J qu i  ne s o i t  pas  po in t  
8 ' 

c r i t i q u e  d e  g  ; e t  s i  l e s  cond i t i ons  ( i i )  ; ( i i i )  ; ( i v )  sont  

v e r i f i é e s ,  a l o r s  J admet en ho un minimum s t r i c t  l o c a l .  
g 

,l?ernclhqu~? : Dans ces  t r o i s  exemples, l a  p r o p r i é t é  d ' ê t r e  de  

fredholm pour l ' o p é r a t e u r  (h) d é f i n i  au  c h a p i t r e  I V  par  C l  (h) .H.K 1 

P 
h  a H  a K  a . .  (x) - (x) - (x)dx peut s e  démontrer p l u s  simplement 
1~ axi axi 

grâce à l a  conjonct ion  des  cond i t i ons  d ' e l l i p t i c i t é  e t  de  Legendre, on 

a en e f f e t ,  dans c e s  c i r cons t ances  : 

i j  1. a i j ( x )  Z Z 3 C I I Z I ~ ~  où C e s t  p o s i t i f ,  indépendant 
i , ~  

de x E 8 ,  il en r é s u l t e  que 1 ] H I  1 6 C I  ] E l  (h) . H I  1 - ]  . 
H H 

Il r e s t e  cependant i n t é r e s s a n t  d e  conna î t r e  l a  p r o p r i é t é  

d ' ê t r e  de  fredholm pour cl  ( h ) ,  à p a r t i r  de  l a  s eu le  hypothèse d ' e l l i p -  

t i c i t é ,  pour des  problèmes v a r i a t i o n n e l s  avec c o n t r a i n t e s ,  où l e s  con- 

d i t i o n s  f o r t e s  de Legendre ne s ' imposent pas .  

S i  l ' o n  reprend l 'exemple 2 ,  en a j o u t a n t  des  hypothèses 

d ' e l l i p t i c i t é ,  z(h) e s t  de fredholm, on en dédu i t  que 

- - - 
C'Ch) = -c f  O c (h )  o e s t  de fredholm puisque -r '  e t  T son t  de  

A 1 
fredholm (K é t a n t  d e  codimension f i n i e  dans H ( B , E ) .  



CHAPITRE VI 

CALCUL DlFFERENT7EL SUR LES COUPLES EN DUALITE. 

---------- 

@ Catégohie des coupted en duaeité C. 

f ) CatEgohie ad&ve. 

On dés ignera  par  C l a  c a t é g o r i e  dont  les o b j e t s  e t  l e s  mor- 

phismes sont  d é f i n i s  de l a  manière su ivan te  : 

LU o b j b  de C : son t  l e s  couples  d ' espaces  de banach sur  R ,  en ------ ------ 
d u a l i t é  par  une forme b i l i n é a i r e  non dégénérée : on n o t e r a  ( F , F l Y @ )  

un t e l  o b j e t  : 

Nous noterons  $ e t  9' les inc lus ions  canoniques d é f i n i e s  

à p a r t i r  de @ : 

$ : F' + F* ; ,jV : F + (F')*. 

L U  rnotrphhmes de C : ( u , u l )  s e r a  un morphisme de (F,F1 ,@) dans ------- ---------- 
(G,G1 ,Y) s i  u  e L(F,G) ; u '  E L(G1 , F 1 ) ,  e t  s i  l e  diagramme su ivant  

est commutatif : 

c ' e s t - à -d i r e  encore,  s i  # ( u l . ,  .) = Y (. ¶II.) 



0) Le morphisme u '  a s s o c i é  à u  e s t  unique. 

1 )  L ' o b j e t  (0 ,0 ,0)  e s t  un o b j e t  n u l  de  C .  

2 )  Sur Hom((F,F1 ,$) , (G,G1 , Y ) )  on peut dé£ i n i r  une s t r u c t u r e  d  'espace 
C 

v e c t o r i e l .  

3 )  Dans C,  il e x i s t e  d e s  sommes f i n i e s  e t  de s  p r o d u i t s  f i n i s .  

Donc C e s t  une c a t é g o r i e  a d d i t i v e .  - 

2) Exdtence de Noyau. 

s o i t  A = (F,F1 ,@), B = (G,G1,Y) e t  ( u , u l )  a HomC(A,B) 

peut-on, en géné ra l ,  d é f i n i r  l e  noyau de  ( u , u l )  ? 

a )  kechache de noyau. --------------- -- 

Remahqua. Supposons que (N,N1 ,O), noyau de  ( u , u l ) ,  e x i s t e .  

Alors  N e s t  l e  noyau d e  u  dans l a  c a t é g o r i e  des  espaces  d e  banach 

su r  R. En e f f e t ,  s o i t  f  : L  -+ F  te l le  que u O f  = O ,  on peut  

!& 
cons idé re r  ( L ,  , = C e t  ( f , f* )  : C + (F,F1,Z) 



(LI e s t  l a  d u a l i t é  canonique s u r  L* x L). 

On a  ( u , u l )  O (f ,f*) = O donc il e x i s t e  une f a c t o r i s a t i o n  

unique de (L,L*,LI) par  (N,N' ,O) donc une f a c t o r i s a t i o n  unique 

de  f  par  N donc N = ker  u .  

@ S o i t  F '  
/ r m u  ' l e  conoyau de  u '  dans l a  c a t é g o r i e  des  espaces  de 

banach, comme T '  O u '  = O ,  r '  s e  f a c t o r i s e  par coker  u '  = F' - 
/ 1 m  u '  

coker u t  = F' - 
/ I m  u '  

@ S i  O : N '  x N' + R ,  on d o i t  avo i r  pour t o u t  f 1  E F1 

O ( s p ( f l ) , x )  = o ( T ' ( £ ' ) , x )  = @ ( f l , r x )  f '  s F ' ,  x  s N 

doqc s i  x E N O(sp(f ') ,x) = @ ( f t  ,TX) = O ,  on d o i t  avo i r  

s ( p f l )  = O s o i t  p ( f l )  c ker  S .  

- 
D'au t r e  p a r t ,  @ se prolonge en @ : (F'/I;nu, x ker  u) -t IR 
- 

t e l l e  que @ ( p ( f l )  ,x) = @ ( f l  , r x )  c e c i  é t a n t  indépendant de  f' 

puisque s i  f "  = f '  + l i m  u l ( g ' )  
n  n  

a l o r s  @ ( f l  , rx )  = @ ( f l  , r x )  + l i m  @(g;,ur(x)) = @(fl ,n) 
n 

donc on d o i t  avo i r  s ( p ( f l ) )  = O s i  t / x  E ke r  u  = N z ( p ( f ' ) , x )  = O 

donc k e r  s 3 { z ,  z s Coker u '  1 V x  E. N $(z ,x)  = 0 )  = A . 
On e s t  donc na ture l lement  amené à dé£ i n i r  N '  par Coker u l / A  = N '  

e t  O : N '  x N -t R par  O(nl ,x )  = @ ( z , r x )  ou q est  l a  p r o j e c t i o n  

canonique d e  Coker u '  s u r  Coker u '  ,À e t  q ( z )  = n ' .  



On v é r i f i e  que c e t t e  d é f i n i t i o n  e s t  indépendante  d e  z dans  

[z] = ~ ( 2 )  , e t  que O est une forme b i l i n é a i r e  non dégénérée ,  c o n t i n u e .  

O n  v é r i f i e  a l o r s  que l e  c o u p l e  (N,N1,O) e s t  l e  noyau d e  

( u , u l )  dans  l a  c a t é g o r i e  d e s  c o u p l e s  e n  d u a l i t é .  

Con&wian : C admet d e s  noyaux. 

De l a  même m a n i è r e ,  on d é m o n t r e r a i t  que C admet d e s  conoyaux, 

cependant C n ' e s t  p a s  une c a t é g o r i e  a b é l i e n n e .  

b )  - -  Exp&5Aio)~6 ------------ dimpeeb --- d e  N' dans  c e r t a i n s  c a s  p a r t i c u l i e r s  : 

S i  I m  u '  est  fermée d a n s  F '  (pour l a  t o p o l o g i e  d e  banach 

d e  F ) ,  a l o r s  N' = c o k e r  u '  = F ' , ~ ~  ; e t  s i  A = O. 

La c o n d i t i o n  A = O e s t  r é a l i s é e  dans  l e s  deux c i r c o n s t a n c e s  

s u i v a n t e s  : 

( i )  s i  I m  u '  e s t  f a i b l e m e n t  fermée (pour l a  t o p o l o g i e  f a i b l e  

d é f i n i e  p a r  @) 

( i i )  s i  ( u , u l )  admet un i n v e r s e  à d r o i t e  dans  l a  c a t é g o r i e  

Supposons donc que l ' u n e  ou l ' a u t r e  d e s  hypothèses  s u i v a n t e s  

s o i t  r é a l i s é e  : ( i )  ou ( i i ) .  

A l o r s  I m  u 1  est  fermée dans  F '  muni d e  l a  t o p o l o g i e  d ' e s p a c e  d e  - 
banach e t  ( k e r  u ,  Coker u l , O )  e s t  un t r i p l e  d ' e s p a c e s  d e  Banach en 

d u a l i t é .  Il s u f f i t  de m o n t r e r  d a n s  l e s  deux c a s  que s i  b x c k e r  u ,  

B(z,u) = O ,  a l o r s  z = 0. 

l e r  c a s  ( i )  - S o i t  z = ~ ' ( f ' )  f '  E F' t e l  que q u e l ,  que s o i t  x s  k e r  u  ------- 
( O 1 ( f ' ) , x )  = $ ( ~ ' , T x )  = o. 



Supposons que f '  d I m  u t ,  dans puisque I m  u '  e s t  fermée 

pour l a  topologie  f a i b l e ,  il e x i s t e  une forme l i n é a i r e  cont inue  su r  F 1  

( f a i b l e ) ,  d e  l a  forme ( (  ,x0) = 1 t e l l e  que 1 ( f  ') # O e t  

'IIm U '  = 0. 

Donc I$(u ' (g1) ,x0)  = O = Y ( g l , u ( x )  pour t o u t  g '  E G 1  
O 

donc u(xO) = O donc x  c ke r  u ,  e t  ) ( f l , r x )  # O d 'où l a  contra-  
O O 

d i c t i o n .  

2ème c a s  ( i i )  - Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  F = ker  u  @ a(G) -------- 
F'  = ker o '  @ u 1 ( G ' ) .  

S o i t  z = ~ ' ( f ' )  t e l  que, que l  que s o i t  x  c ke r  u ,  

~ ( T ' ( £ ' ) , x )  = $(£ ' ,Tx )  = O 

f '  = f i  + f i  avec f '  E ker  T '  ; f i  c u ' (G1)  f i  = u 1 ( g ' )  
1 

donc que l  que s o i t  x s ke r  u ,  $ ( f i , ~ x )  = O 

s o i t  maintenant  x  E F ,  x  = x + x  x  r ker  u  ; x2 r o(G) 1 2' 1 

+ (£ ; ,XI  = m(f;,x,) = m ; , o ( g ) )  = ~ ( u ' ( f ; ) , g )  = O 

don(: x r F, @ ( f ; , x )  = O donc f i  - O donc f '  c Im u '  donc 

Tl (£  ' )  = Z = 0. 

c) ERudi~nb  maintenant ,  un exemple où (Li) n ' a $  p a  vci/ujiZe.  ------------------- -------- ----- -- ------ ------- --- 
S o i t  E un espace  d e  Banach, X un sous-espace fermé de  E 

X i E A C o k e r i  t e l q u e  p  admette 

'L. l  
S  une s e c t i o n  S, 



* 
G = Cr(aB,coker i )  ; G' = cr-l (aB; (Coker i )  ) 

4 :  F ' X F  + ai 

(.e, h) 
JaB 

l ( x )  . h (x) do.  

S o i t  u  d é f i n i e  d e  l a  maniè re  s u i v a n t e  : 

u 

rest 
c r ( ~ , E )  ----i C r ( a ~ , E )  C r ( a ~ , C o k e r  i )  

r 
k e r  u  = CX(B,E) = {h e cr (B,E) 1 h s o i t  à v a l e u r s  dans  XI. l 

r- 1 i n i s s o n s  u'  : C (aB, (Coker i )* )  + c ~ - ~ ( ~ B , E * )  x  cr-l ( ~ B , E * )  

p a r  u l ( L )  = ( 0 , t ' )  L ' (XI  = p*(L(x)) .  

Dans ces c o n d i t i o n s ,  (u ,u ' )  e s t  un morphisme d e  (F,F1 ,@) d a n s  

(G,G1,Y). En e f f e t ,  s i  L E  G', h &  F 

@ ( u t  (L) ,h)  = 1' (x) .h (x )da  = 
JaB 

J P*&(x) . h  (XI d  = laBe(.) . p ( h ( x ) ) d r  
a B  

= Y ( L , u ( h ) ) .  

* * 
D ' a u t r e  p a r t ,  I m  u '  = {O} x Cr-l(aB,p (Coker i )  ) 

donc I m  u '  e s t  un sous-espace d e  Banach d e  F ' .  

C o n s t r u i s o n s  u p a r  : 



'L 
s e  cr(aB,coker i )  - c ' (~B,E) - c ~ ( B , E )  e  t e l  que 

r e s t  O e  = i d  
cr ( a ~  ,E) 

'b 'b % ' L  - u  O o  = (p O r e s t )  O (e  O s )  = p  O s = p o ç = i d r  
C (aB,Coker i )  

r-2 * * 
~ é f  i n i s sons  o  par  : o1  : c (B,E ) x cr-l ( ~ B , E  ) --, 

- 1 Y 
(aB, (Coker i )  ) 

?r* * 
t e l l e  que o l (L ,k )  = s  (k) : x  w- s ( k ( x ) ) .  

On v é r i f i e  que o '  O u '  = l G l  en  e f f e t  : 

Cependant, l e  couple ( o , o l )  n ' e s t  pas un morphisme d e  

G , G , )  dans F ,  (dans l a  c a t é g o r i e  des  espaces de banach en 

d u a l i t é ) ,  

En e f f e t ,  $ ( f l , o f )  Y ( o l ( f ' ) , f ) .  

Malgré t o u t ,  considérons 8 d é f i n i  s u r  Coker u '  x ker u .  

i .* )i A 
X --+ E  -& Coker i donc par  d u a l i t é  X* A E - (Coier i )  * - u * 

Y s  

donc F' 
/Irn u '  

'L c ~ - ~  (B,E*) x cr-l (aB ,x*) , e t  8 e s t  dé£ i n i e  par  : 



Supposons que 8 ((1, k) ,h) = O pour t o u t  h 6 C ~ ( B  ,E) . 
O ?k 

Supposons l # O ,  donc il e x i s t e  x e B t e l  que l ( x o )  E E - {O} 
O 

donc il e x i s t e  H E E t e l  que ~ ( x o ) . H 0  = a > O. 
O 

B 3 x +F ~ ( X ) . H ~  est  cont inue  s u r  B ,  donc il e x i s t e  U 
X 

O O C1 v o i s i n a g e o u v e r t d e  x X C B  t e l q u e y x ~ u ~ ,  k'(x).H 3 - .  
0 ' 

O 
O 

O 2 

S o i t  Wx C Ux , W vo i s inage  r e l a t i vemen t  compact de  x 
X 

O O O 
O 

t e l  que W C Ux il e x i s t e  1 E CO(UX ,R) t e l l e  que $ = 1 ;  
Xo O O 

O 

c o n t r a d i c t i o n ,  

donc 2 = O ,  on démont re ra i t  d e  même que k = 0. 

Donc : en u t i l i s a n t ,  par  a i l l e u r s  l e s  r é s u l t a t s  généraux - 
du début ,  8 d é f i n i t  une d u a l i t é  e n t r e  l e s  espaces  d e  banach k e r  u 

e t  coker u t ,  6 e s t  t e l l e  que l a  s u i t e  c o u r t e  s u i v a n t e ,  

O + (ker  u,coker u ' )  (F ,F1 ,@)  (" 'ut)  (G,G1,Y) -+ O 

s o i t  exac t e  dans l a  c a t é g o r i e  C. 

3 )  Le d o n c t ~  HomC s e  daotohise pm la catégohie des 

ecspaces de banach. 

a )  Fadamha;tian : ------------- 
S o i t  A = ( F , F 1 , @ )  ; B = (G,G1 , Y ) .  

H O ~ ~ ( A , B )  = { ( u , u l )  t e l s  que l e  diagramme s u i v a n t  s o i t  commutatif). 



C~nsidérons le diagramme suivant : 

donc (u,ul) E HomC(A,B) sisi p(u) = q(ul), c'est-à-dire si et seulement 

si (u,ul) 6 produit fibré de p et q, ce produit fibré est naturel- 

lement muni d'une structure d'espace de banach, nous le noterons L(A,B) 

donc l'ensemble sous-jacent à L(A,B) est HomC(A,B) . 

b )  PkoNéXé6. -  Soit A, B,C tz Ob C 
L _ -  ------ 

* la composition des morphismes, qui définit une application m : 

m : HomC(AsB) x HomC(B,C) + HomC(A,C), induit une 

A 

application bilinéaire m : L(A,B) x L(B,C) -t L(A,C). 

* pour C fixé L(. ,C) : CO + Banach est un foncteur additif 

* pour A fixé L(A,.) : C -t Banach est un foncteur additif - 
* puisque u' est déterminé uniquement par u, il en résulte 

que o : L(A,B) + L(F,G) est une injection. 
1 



@ C a l c u l  d i66éken t id  SUA les coupees. 

S o i e n t  A = (F,F1 ,*) ; B = (G,G1 , Y )  deux o b j e t s  d e  C. 

S o i t  f  : fl -+ F où fl e s t  un o u v e r t  d e  E .  

1 )  Dé&in&on.- On d i t  que f  e s t  d e  c l a s s e  C" au s e n s  

1 d e s  c o u p l e s  e t  l ' o n  n o t e  f C, C" , s i  f  e s t  d e  c l a s s e  C au 

s e n s  o r d i n a i r e ,  e t  s i  d f  : fl -+ L(F,G) s e  f a c t o r i s e  p a r  L(CI,B) : 

e t  s i  6f e s t  d e  c l a s s e  1 

Remahque : S i  B = (IR,R,Fi) u d u a l i t é  n a t u r e l l e ,  a l o r s  

L(A,B) - F'  

donc f  : n + R e s t  d e  c l a s s e  c", s i  f  e s t  d i f f é r e n t i a b l e  C 1 

e t  s i  

s e  f a c t o r i s e  p a r  F '  , e t  s i  6f e s t  d e  c l a s s e  c a - ' .  

6 
a )  f  : fl -+ G d e  c l a s s e  C" pour l e s  coup les  

G 
U 

g :u  -+ H d e  c l a s s e  C' pour l e s  coup les  U 3 f ( V ) .  



Alors g O f est de classe C" pour les couples 

b) Soit f : R + H telle que R soit un ouvert de F x G. 

f est de classe ca pour les couples si f est de classe C' et 

si dl£ : R + L(F,H) et dîf : R -+ L(G,H) se factorisent respecti- 

vement par L(A,C) et L(B,C) par en 62f, et si 6 ] f  et 

6 f sont de classe c"-'. (Ceci à cause de lladditivité partielle 
2 

du foncteur L : L(A x B,C) =r L(A,C) x L(B,C). 

C) Soit f : R + G  x H où R est un ouvert de F. f = (fl,f2) 

f est de classe C, C" si et seulement si fl et fg sont de 

classe c,ca. (Ceci à cause de lladditivité partielle du foncteur L : 

L(A,B x C) = L ( A , B )  x L(A,c). 

Théorèqie __CC_C ~ ~ ~ _ _ ~ ~ ~ ~ ~ _ _ ~ _ _ _ _ _  des fonctions im~licites. _______ 
F 
U 

Soit f :  R - G R ouvert de F. 
W 

Xo 
On suppose que f est de classe C" pour les couples (a  1 1) 

et que 6f(xo) = (uo,ua) : (F,F1 ,@) + (G,G',Y) admet un inverse à 

droite @O, 0;) 

u 
't O 

N-F-G v O 

N = ker u . 
O 

injection canonique. 

T ' u ' 
O N'- F1- G' w 

C\r '-lJ "0 
On note G = oo(uO(F)) ; N = r(N) F = 8 B 3 

(N,N1,O) désignera le noyau de (uo,uA) dans la catégorie C. 



ThZoirème : Il existe un voisinage V de (no ,go) dans N x G, -. 

un voisinage W de x dans i2 et $ : V -t W 
O 

iP a (QI ,ID2) avec QI h,g) = rn tels que $ soit de classe ca pour 

les couples, f ($(n,g)) = g sur V ( 1 )  

et ($(n,g) ,n,g) est le seul élément de W x V vérifiant (1). 

1 )  P é ~ i n L 4 i o n . -  Un espace topologique X est muni d'un struc- 

ture de variété de classe C' (modelée sur les couples, en dualité), 

s'il existe un recouvrement ouvert ('il iaI de X, et 

un couple en dualité (Ei,E;,mi) 
pour tout i s 1 

et un homéomorphisme fi : U. + Oi ouvert de Ei. 
1 

On suppose de plus que les "changements de carte" sont 

da classe ca pour les couples. 

On dira que X est une variété C-différentiable de classe C' , ou 

encore X est muni d'une structure différentiable c,c". 

Co~aéquence : Un espace topologique X muni d'une structure 

différentiable CO pour les couples, est aussi muni d'une structure C' 

ordinaire . 

Remahque : Sur un espace topologique, il peut y avoir plusieurs 

structures C-différentiables ca. 

Exempteb : 

a) soit B = B(o,I)c R ~ .  

V une variété diff érentiable simple (modelée sur F,F* ,u) 
Cr+ a de classe , avec exponentielle. 



r 
Alors C (B,V) e s t  une va r i é t é  de c lasse  C" modelée sur 

où E e s t  "un exemplaire" de l a  f i b r e  de l 'espace f i b r é  [E t e l  que 

ce  diagramme commute 

IE 3 Exp TV x TV 

où e s t  un voisinage ouvert de l a  sect ion nul le .  

b) On conserve l e s  nota t ions  de a) e t  l ' o n  considère 

c ~ ( B , v )  = {h c c ~ ( B , v )  

Alors Cr(Ei,v) e s t  une v a r i é t é  de c lasse  ca, modelée 
Y 

sur (CO (B,E) ,cr (B,E*) ,QI 

c) On conserve l e s  nota t ions  précédentes e t  on suppose de 

plus que V e s t  de c lasse  CC9 (simplement), e t  que A C V e s t  une 

sous-variété (simple) de c lasse  Cm. 

r 
Soi t  CA(B,V) = { ~ E c ~ ( B , v )  ] h  ccr(aB,A) l a B  

dans ces condit ions,  Cr (B,v) e s t  une v a r i é t é  de c l a s s e  cm modelée sur 
A 

(C:(B,E) ,Cr- '  (~B,H') x Cre2(B,~*) ,Y) où H e s t  un facteur  d i r e c t  de E ,  

e t  où Y e s t  dé f in ie  de l a  manière suivante : 



a )  vii~in&ion : Soient X, Y deux variétés Cdifférentiable C" 

Soit $2 C X ouvert de Y 

f : n 3 X sera C-différentiable cr - 'sa 

Si y E: n, il existe une carte locale 

(uy,$, (E ,E' ,m ) )  et une carte locale (Vx,~x(Gx,G~.9x). 
Y Y Y 

On note x = f (y) ; A = (E ,E',@ ) ; B = (GxyGiy6x) 
Y Y Y Y  X 

'b 

telles que f = x O f O 6' : U  - - t V C E x  soit de classe cr 
Y Y Y X 

pour les couples en dualité. 

Soient X, Y, Z trois variétés C-différentiables C" 

U 
g : V  - 0 C-di£ f érentiable cS s s  a .  

Alors f O g est C-différentiable C In£ (s ,r) 

submersion : On dira que f C-différentiable cr est une 

submersion, si V y r  fi, 6f : U L(A SB), est telleque 
Y Y Y x 

6 2  ($9 (y)) admette un inverse à droite dans C. 
Y Y 

Immersion : On dira que f C-différentiable cr est une 

immersion, si V y E 0, 6 1  ($ (y)) admet un inverse à gauche dans C. 
Y Y  



3) Sou~-vatU&tGh C-diddétentiabted c". 

a) Dédirkt&~n.- Soit Y et X deux variétés C-différentiable 

a c". On dira que Y est une sous-C-variété C de X si 

(i) l'ensemble sous-jacent à Y est un sous-ensemble de l'en- 

semble sous-jacent à X, perme-tant de définir une inclusion j .  

(ii) si j : Y + X est C-différentiable ca. 

( i )  si y e Y il existe une carte locale (U ,$ ,A ) dans 
Y Y Y  

Y et une carte locale (V ,Y ,B ) dans X telles que : 
Y Y Y  

A = (E ,E',@ ) ; B = ( G  ,G' , 0  ) 
Y  Y Y Y  Y  Y Y Y  

avec E facteur direct dans G et U = E n V . 
Y  Y  Y Y Y  

b) Cond&uc.&Lon de n a w - v d é t é  C - ~ ~ ~ ~ e ~ a b l e  c". 

Soit f : Y -+ X fonction C différentiable de classe c L  

r 2 1 entre deux variétés C-différentiables c", a 2 1 .  

Si A C X  est une sous-C-variété C de X, et si f est 

- 1 
une submersion, alors f (A) est une sous-C-variétê ca de Y (sous- 

C-variété fermée). 

Ceci résulte du théorème des fonctions implicites pour les 

couples. 

C a 6  p a h ü c u e i a  : Si a E X, £-'({a}) est une sous-C-variété 

ci 
fermée de Y, de classe C . 

Exmplu : 

@ Soit Y une variété C-différentiable, c". 

G un espace de banach sur R de dimension finie (donc 



* 
muni de la structure C-différentiable triviale (G,G ,p). 

Soit f :  Y + G  C-différentiable Ca, 

telle que, f soit une submersion au seps ordinaire, alors f est une 

C-submersion et f-1 (0) est une sous-C-variété fermée c". 

@ Y = c~(B,E) E espace de banach r 3 2  

* 
Y modelée sur (cr (B,E)  ,c~'~(B,E*) x cr-l ( ~ B , E  ) ,a )  

G = R  

h 1 g(x,h(x))do = f(h) ; où g : B x E + IR de 
a B Ca+r classe a >, 1 .  

Alors f est de classe C - c"" : 6f(h) =(a (~,h(x)),O) 
ap 

si h est tel que %(x,h(x)) 4 0, df (h) est surjective donc 
a P 

a+ l £-'({O}) est une sous-C-variété de Y, de classe C , modelée 

au voisinage de h E f-I ({O}) , sur ker (6f(h ) )  . 
O O 

1 ) FanaXon C - d i ~ ~ é ~ e n I i à b L e  cr . 
Soit X une variété C-différentiable ca 

f :  i 2 - t  R, ouvert de X. 

On dit que f est C-différentiable Cr r s a ,  si f 

possède cette propriété en tant que morphisme de variété C-différentiables 

C' (R étant muni de sa structure C-différentiable cm, criviale). 



2 )  P o M  d L L q u e  d'une boncaXon C - ~ L d ~ é r r e W b L e .  

S o i t  f :  S1 - IR, e d i f f é r e n t i a b l e  cr 1 s r  s a  

X e t  R sont  en p a r t i c u l i e r  des  v a r i é t é s  o r d i n a i r e s  de  c lgs se  

ca e t  f  une fonc t ion  d i f f  é r e n t i a b l e  au sens  o r d i n a i r e ,  de  c l a s s e  c r ,  

On d i r a  que x  s D e s t  un poin t  c r i t i q u e  de  f ,  s i  d f (xo)  = 0. 
O 

En c a r r e  l o c a l e  (Ux ,QX ), il en r é s u l t e  que 6% (Qx (xo))  = 0 
O O O O 

3 )  f f ebabn d'une bancfion c -d i&(~enCiab le  ( en  un p o i n t  &que) . 
S o i t  X une v a r i é t é  C-d i f f é ren t i ab l e  de c l a s s e  C 

a+ 1 

modelée sur  l e  couple (F,F1,9) ; J : X -t IR une fonc t ion  C-différen- 

a+ 1 
t i a b l e  C . 

S o i t  x  c X en  poin t  c r i t i q u e  de  J ; désignons par  J, e t  
O 

J2 deux r e p r é s e n t a n t s  de  J dans des  c a r t e s  l oca l e s  (U1 ,$])  e t  

4 )  ho = d2 (xO) 

u2 

U 1 S o i t  Q : U I  n U2 U 1  -i R l e  morphisme de  changement 

de c a r t e s  de c l a s s e  C-c ci* 1 

= @ ( d t 8 ( h )  .ôJ1O(h) ; H) 

donc 6J2(h) = d10(h) .6JI  ( @ ( h l ) .  



Dans ces conditions, 

d6J2(h) = dd'0 (h) . 6J10 (h)) + d10(h)od6J1 (0h)ode (hl 

donc d6J2(ho) = d10(h0) O d6JI(0ho) O d0(h ) .  Dans ces conditions, 
O 

la forme bilinéaire H,K c\.t @(d&J(h ) . H , K )  est indépendante de la 
O 

carte locale en 
ho* 

et est appelée hession de J en h . 
O 

7 )  dé&ini;tian.- soit A = (F,F',@) E ~b C. 

S~it L E L(F,F1) 

L est défini positif, si +(Lx,x) > O pour x # 0. 

L est symétrique : si @(Lx,y) = @(Ly,x) pour tout (x,y) cz FL. 

On note L E Ls(F,F'). 

L est un isomorphisme positif défini si L e Ism(F,F1) 

et @(Lx,x) > O si x $ 0. 

2 )  Théo&ème.- Soient L et L2 appartenant à la même compo- 
1 

sante connexe dans Iso~(F,F') n LS(~,F1). Alors il existe 
(u,u') E Isom(A,A) tel que LI = u' O L2 O u. 

3) Cohoaaihe 1 . -  Soient L I  et L2 appartenant à la même 

composante connexe dans Isom(F ,FI) fl Ls (F ,FI) . 
Si LI est un isomorphisme défini positif, alors L2 est aussi 

un isomorphisme défini positif. 

4 )  Cahak%z&e 2 . -  L'ensemble des opérateurs symétriques, iso- 

morphismes définis positifs, est ouvert dans L(F,F1). 



5 )  C~h~~cIdLire 3.- Soit LI un opérateur symétrique, isomorphisme 

défini, positif, 

L2 un opérateur symétrique. 

6 )  c ~ h ~ ~ a i h e  3 ' . -  Si LI et Lî sont deux opérateurs iso- 

morphismes définis positifs, alors les normes N,(x) = @(L,x,x) et 

N2(x) = @(L2x,x) Il2 sont équivalentes. 

7 )  Cohak%.ihe 4.- Soit A un opérateur isomorphisme défini 

positif, symétrique, M une partie de F, alors l'ensemble 

IL, symétrique tel que 3 a > O  I$(~x,x))3a +(Ax,x) sur M) 

est un ouvert de L(F,F1). 

DédiWam. - 

soit F = c~(B,E) ; FI = c~-~(B,E*) x cr-l (~B,E*) G 2 2 

il existe une dualité @ entre F et F' définie par : 

Soit G le sous-espace vectoriel de L(F,F1) dont les éléments 

sont de la forme suivante : si G B G, H E F, 



r -2 
où b, bis a.. , appartiennent à C (B,L(E,E*)) 

1 J 

C Y  ci, 1, appartiennent à cr-l ( a ~  ,L (E ,E*)) . 

Considérons l'application O définie de la manière suivante : 

ci> vm--+ opérateur G construit à partir de 

1) O est linéaire, et Im O = G. 

2) O est injective, en effet si G = 8(xyy) = O, alors 

t/H a F, G(H) = O ; en particulier, pour H = Ho o E 

Ceci étant vrai pour tout Ho o E, b = c = O. 
,. 

aH 
Soitalors H =  x H •= H a L~ 

j 0 &ij O 
= O 

ax. 
1 axiax j 

donc G.H = O implique bi.Ho = Oy c..H = O donc bi = c = 0. 
1 O i 

Soit H = a L ~  X~"k Ho = Sei 6kj H 
ax. ax. O 

1 J  

puisque G.H = O = a...H (ceci étant vrai pour tout HU E E) 
1J 0 

alors a = 0. i j 



3) O ut une appficcation conLinue. 

O étant somme d'applications élémentaires de même type, il 

suffit de faire la démonstration pour une application de ce type 

est continue. 

Considérons alors el et Oz telles que Ol(b,c) = H w b.H 

soient j , et j injections continues telles que 

soit j l'injection continue de cr (B,E) dans c'-~(B,E) 

k la composée des applications suivantes : 

i r-1 rest r-1 
Cr(B,E) --+ C (B,E) -C (aB,E). 

donc (01,02) est continue, donc O est continue. 

4 )  o ut d'image AmEe d m  L(F,F1). 

Soit (xn,yn> E [C~-~(B,L(E,E*))]' x kr-' (~B,L(E,E*)~~*' 

telle que (G) = (O(xn,yn)) ait pour limite L dans L(F,F1) 



donc l i m  GGln = Il ; l i m  G2n = L2. n 

La s u i t e  e s t  de  Cauchy dans L(F ,Ft )  donc E > O ,  ] N ~ ( E )  

t e l  que 

donc n 5 NO (E)  

s o i t  ' d x  E B I I D ' ( ~ ~  - m ) ( ~ ) * ~ O I I E f  6 E I I H ~ I I ~  
O s l c r1~r -2  

s o i t  n i NO(€) 

r-2 
La s u i t e  (bn) e s t  donc de Cauchy dans C (B,L(E,E*)) 

donc converge v e r s  b.  De l a  même manière,  on démontrera i t  que 

- 1 
c + c dans n 

( ~ B , L ( E , E * ) .  Considérons a l o r s  l a  s u i t e  



C e t t e  s u i t e  converge v e r s  (S ,S ) puisque (O(xn,yn)) converge e t  1 2  

que (b,) + b ; (C ) + c ; e t  O cont inue.  n 

En p a r t i c u l i e r ,  l a  s u i t e  (Sin) e s t  de  Cauchy dans L(F,F;) 

donc 'd E > 0, 3 NO ( E )  t e l  que 

s o i t  

donc 

donc l a  s u i t e  (bin) converge v e r s  bi dans c ~ - ~  (B,E*) ; de même 

r- 1 
on démontrerai t  que l a  s u i t e  (ci,) converge v e r s  c .  dans C ( ~ B , E * ) .  

1 

En cons idérant  e n s u i t e  8(xn,yn) - O(bn,cn) - O(bin,cin) = 

T ) e t  H = xi xj  Ho, 
(Tin '  2n 

on démontrerai t  que 

r-2 
l i m  a . .  = a .  . dans C (B,E*) . 
n lJ sn 1 3  

O e s t  donc d'image fermée e t  O e s t  un isomorphisme su r  G. 
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