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On étudie le probleme de l'optimigation de structures du type 

arc isostatique avec comme inconnues la forme de la ligne moyenne, lp 

distribution de l'épaiqseur et la pente du support. Les Structures supr 

portant une pre~sion usiforpe, La condition de comportement imposée 

esc s o i t  la raideur, soit l'état des contraiptes. 

On utilise la théorie de Ja çamniande optimale Rour obtenir 

les conditions d'optimalité. Les solutions des systêmes d'equations 

différentielles aux conditions limites sont obtenugs numériquement 

à l'aide de la méthode dq ''Parallel shopting" . 
L'inclusion de la contribution de l'effort tranchant dans la 

définition des conditions de compprtement a été suffisante pour asgurer 

l'existence des solutigns. 
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L'applicatioq des rhéthodes d'optimisation à la concep~ion des 

strucfures a ppur but de determiner la "sieilleure" solution possible. 

Daps des saciet& à oriqntafion bconomique, on voudrait pouvoir minimiger 

le prix de revient global des copstructi~ns. Si l'on tient compte à la 

fois du prix des matériaux et aussi des çoqts indirects résultapt de leur 

poids, par exemple les depenses en carburant pour le transport des struc- 

tures a&rospatigles, la minimisation dy yoluma deq materiaux utilisgs 

est souvqnt choisie conune objectif primordial. Lorsque le projetepr 

utilise la dthode traditionnelle d'étudqg, basée sur une procédure d'es- 

sais suçcessifs, son expêrience lui permet de réduire le nombre de cycles 

de conception et de vérificatioe infructueux. Dans des domaine6 QÙ cette 

experience n'a pu être acquise, les résultats d'études d'opfimisation 

peqvent guider ltingSpieyr pendant la phase de çonception et lui fournir 

les rqoyens d'évaluer l'efficacité de la solution retenue, 

Dp rapides dgveloppemeets sont intprvenys dans le domqiqe de 

llopfimisation des structures depuis le début des annéeq 60. Une analyse 

des publipations, réalisée gn 1963 par Wasiuntynski et Brandt [l] prgsen~e 

l'historique de ce domaine dont Galilée fut un ps6cur~eur. Barneft 121 

en 1966 a exposé les techniques et les principes importants de conceptioq 

ainsi qu'un grand nombre de résultats. L'aqalyse effectuée par Sheir et 

Pragpr [3] rel~te les progrès réalisés entre 1963 et 1968. Une liste des 

orientations actuqlles de la rechercha est contenue dans llqrticle par 

Niordson eq Pedersen [ 4 ] .  

On peut expliquer, en partie, l'ampleur des travaup effectués 

durant les quinze dernières années dans le domaine de l'optimisafion des 

structures à l'aide des deux faits suivants. Les programmes spatiaux ont 



posé aux ingénieurs des problèmes nouveaux dans lesquels le ppids de$ 

él$ment~ de structure jouait un rôle beaucoup plus importaqt que celui 

de leur prix de revient. Le développement de calculateurs à grande capa- 

cité a permis l'automatisation des méthodes de conception. On pensait 

que le$ techniques d'optimisation perpettraient d'obtenir la meilleure 

structure possible dans des domaines où l'expérience était limitée, 

Mais le jour où des "boîtes noires" vont concevoir automatiquement des 

structures est encore à venir. 

Un pr~blème d'optimisation consiste à trouver la meilleure 

soluti~n pospible dans un ensemble de structures admissib$es. Une ou 

plusieurq conditions imposées sur le comportement caractérigent en 

partie cet ensemble. Prager et Taylor [5] ont présenté une méthode 

générale de formulation des problèmes d'optimisation de structures 

ayant: des sections du type "gandwich", soumises à une condition de 

raideur, de fréquence praprs minimale ou de çharge de flambement. 

Huang 161 a traité le problème d'une plaqve circulaire supportant 

uve prerision uqiforme e t  spvmise à une condition de raideur. Niordson 

[7] a aqalys6 la conception optimale de poutres de fréquence propre 

~inimale donnée. Des problèmes dans lesquels la charge de flambement 

est imposée ont été résolus respectivement par Frauenthal [9] pour des 

plaques circulaires et par Taylor [10] pour des cplonnes à section du 

type "sandwich". Une formulation générale pour minimiser la masse dg 

etructuyes soumises à une condition sur l'etat des contraintes a été 

effectuée par Gireudbit [ I l ] .  Stroud [IZ] a présenté une qnalyse de 

l'état d'avancement des recherches pour L'optimisation de structurqs 

sgumises 4 des conditions du type aéroélastique. 

Après la présentation des différents types de conditions 

pouvant Etre utilisées pour caractérisey le comportement admissible 



III 

d'une structure, les méthodes de résolution sont exposées. Quand les 

iqconnues du problème sont des fonctions, les conditions d'optimalité 

sQnt obtenues à partir du calcul des variations. A cause du caractère 

hautement non linéaire des systèmes d'équations différentielles aux 

conditions lixqites obtenues, seuls des éléments simples d'une structure 

peuvent Être ainsi qnalysés. Pour des réalisations plus complexes, un 

ensemble de paramstres est choisi a priori. Ces inconnues peuvent être 

alors determinées directement à l'aide des techniques de la programrna- 

tion mathématique (Ref. [l3]) ou indirectement en utilisant des cri- 

tères d'opfimalité (Réf. [ l i ] ) .  Une amélioration de l'efficacité des 

méthodes de la prograwation mathématique peut être obtenue en utilisant 

des techniques d'appraximation (Réf. [15]) ou le concept de dualité de 

la programmation géométrique (Réf . [16]) . Une combinaison des techniques 

de programmation mathématique et des critères d'optimalité a été utilisée 

pour le dimensioqnement de structures complexes dans la Réf . [17] . Une 
différence fo~damentale existe entre la formrilation analytique et la 

formulation discrète des problèmes. Les méthodes variationnelles ont 

pour but de deterviner la meilleure strucfure, alors que les techniques 

de progrmation mathématique améliorent des solutions admissibles. Quand 

la soluti~n optimale n'existe pas, une méthode de r6solution utilisant 

la deuxième approche pourra améliorer une approximation initiale de 13 

solution. On doit par conséquent utiliser la formulation variationnelle 

en vue de déterminer si un problème donné est ou n'est pas résoluble. 

Dans cette thèse, on considère des problèmes avec deux fonc- 

tions inconnues. Un de nos objectifs est de définir une formulation as- 

surant l'existençe de solutions pour les cas considérés. On impose soit 

une condition sur l'état de contrainte, soit une condition sur la rai- 

deur de la structure. Une définition générale de ces deux types de pro- 



blèmes est exposée dans le chapitre II. La théorie de la commande opti- 

male et les méthodes numGriques, décrites dans 1q chapitre III, sont 

utilis&es respectivement pour obtenir les 6quations d'optimalité et 

pour résoudre les systèmes d'équations différentielles aux conditions 

limites obtenues. L'étude de structures isostatiques du type arc aygnt 

comme inconnues la forme de la ligne moyenne, la distribution de l'é- 

paisseur et la pente du support est exposée au chapitre IV. 

En considorant les résultats obGenus, il est nécessaire de se 

souvenir du jueement exprimé par Niordson et Federsen sur l'approche 

variati~nnslle : "Puisque les équations différentielle$ ~btenues sont 

hautement non linéaires et n'admettent en général aucune solution régu- 

lière (des singularités apperaissent très souvent aux bornes de l'inter- 

valle) ces problèmes sont en général tres difficiles à résoudre et le 

(iomaine semble plutôt obscur". 



PEFZNZTZUN DES PRUBLEMES. 
9 

On peut définir le problème de la détermination de sfructures 

ayant un volume de matériaux minimal de la manière suivante : 

"Dans un ensemble donné de structures admissibles, trouver - 
celle ayant un volume de materiaux minimal". 

Nous ne saurions insister suffisamment sur le fait quq seule 

la dïiifinition de l'ensemble de structures admissibles détermine la solu- 

tipn optimale. Les teçhniques de minimisation ne sont que les moyens 

de les trouver. 

La définition de l'ensemble des structures admissible6 doit 

inclure r 

a) le type de structure et la théorie approchée utilisée 

pour obtenir ses équations de comportement, 

b) les conditions géométriques, 

c) les charges supportées par la structure, 

d) les conditions aux limites imp~sées, 

e) les conditiqns imposées sur le comportement de la structure 

qui limitent les variables caractérisant l'ouvrage. 

Les inconnues devant être déterminées par les méthodes de minin 

misqtion constituent un ensemble de paramètres et de fonctions. 

On ne considère ici que deux types de conditions de comportement : 

- la condition de contrainte, si on impose à 114tat des con- 

traintes dans la structure d'être admissible. 

- si le travail effectué, pendant la 

deformation par les forces appliquées à la structure doit prendre une 



valeur imposée. 

Une présentation générale de ces deux types de problèmes est 

incluse dans ce chapitre dans le but de déterminer les outils de mini- 

misation necessaire à leur résolution. 

2 . 1 .  - V é f g n i t i 0 ~ .  

Qn considère des structures pouvant être décrites à l'aide 

d'une coordannée x seulement. Soit s(x) le vecteur des inconnues - 
à déterminer. On représente respectivement par u(x) et u(x) le 

champ des deplacements et le champ des contraintes dans la structure, 

Soient respectivement {F(x)} - et p(x) -. l'ensemble des f~rcep çoncen- 

trges et la charge linéique appliquées sur la structure. 

Les équations de comportement de la structure fournissent 

les deuq opérateurs suivants : 

a) les équations d'équilibre : 

b) les relations entre les contraintes et les déplacements : 

On inclut les conditions aux limites dans l'opérateur 
L I .  Quand on 

emploie la théorie linéaire de l'élasticité, ou ses approximations, 

les opérateurs L I  et L2 sont linGaires par rapport à LI,% 

{FI et p mais sont en général non linéaires par rapport à g ,  - 
Le volume des matériaux de la structure est : 

OU l'intégrale dait Gtre évaluée sur la structure complète. 



2.2. - C o W o n  - de c a w n t e .  

On suppose l'existence d'une fonction f ( o )  qui décrit ll+tat 

des contraintes à chaque point de la structure. Un état de contrainte 

q g t  par définition admissible si : 

Le problème de la détermination de structures ayant pn volupe 

de matériaux minimal peut être formulé de la manière suivante : 

min V = jv(?)dx 
2 

avec les conditions : 

Pour résoudre us tel problème, des équations d'optimalité pre- 

nant en compte des conditions du type inégalité sont nécessaires. 

2.3. - C o W o n  de midem. 

Au lieu d'exiger que l'état des contraintes soit admissible, 

on peut imposer une borne supérieure sur la valeur des déplacemeqts que 

subir la structure durant sa déformation. Ceci peut être réalisé en 

imposant la valeur du travail effectué par les charges appliquées à la 

structure pendant sa déformation. Dans cette deuxième formulation, on 

imp~se une valeur moyenne des déplacements, en utilisant les charges 

comme fonction de pondération. Soit U(s,CF),~) ." - le travail effectué 

par les forces appliquées. Sa valeur est donnée par : 



où la sommation doit être effectuée pour toutesles forces concentrées 

et l'intégrale est évaluée sur la structure complète. Le champ des 

déplacements u est obtenu à partir de l'opérateur d'équilibre . - 1 

Comme il a été démontré par Wasiuntiçky [18], le problème 

de la minimisation du volume de matière utilisé pour une condition de 

raideur est équivalent à celui de la minimisation du travail $es forces 

extérieures avec un volume de matériaux imposé. Dans ces deux problemes, 

les équations d'équilibre doivent etre sati~faites. 

Par conséquent, le problème de la ~inimisation du volume des 

matép+aux, pour une condition de raideur, peut etre formulé de la mapière 

alternative suivante : 

1 
Min U = - il E.9 + IP.! dx} 
S 2 - 

avec les conditions 

Pour résoudre ce problème, des conditions d'optimalité prenant 

en compte des conditions intégrales sont requises. 

On remarque que dans le contexte de la théorie linéaire de 

l'élasticité, ou de ses approximations, la valeur du travail effectué 

Rar les charges externes U est égale à celle de l'énergie de défor- 

mation de la structure W calculée dans la configuration d'équilibre. 

Ceci fournit une méthode de formulatio~ particulièrement attractive 



pour des structures isostatiques. Dans ce cas particulier, le calcul de 

l'énergie de déformation qui nécessite lg déteminatiop du champ des 

contraintes o peut être effectué sans évaluer le champ <es déplacements - 
, Les êquations d'équilibre d'un système isostatique peuvent s'écyire : 

Lc problème do la minimisation du volume des matériaux utilisés 

peut être formulé dans ce cas particulier de La rqanière suivante : 

Min J = W(a) dx 
5 i - 

avec les c~nditions 

2.4.  - Rédume. 

On a montré qye l e  problgme de la minimisation du volume des 

matériaux d'une structure fait intervenir des c~rlditions du typq inG- 

gglité, pour une condition de contrainte, et du type intégral pour une 

condition de raideur. Les méthodes d'obtention des équations d'optima- 

lit6 et les méthodes numériques utilisées pour les résoudre sont décrites 

dans le chapitre suivant. 



METHODES NUMERISUES. 

Quand les inconnues devant être déterminées sont des fonctions, 

et non des paramètres, on obtient les équatians d'optinalité en ytilisant 

le calcul des variations, A cause du carpçtère hautement non linéaire 

des gystèmes d'équations différentielle$ obtenues, une ré~olution numé- 

rique est en général nécessaire, 

L,a théorie de la commande optimale est utilisée pour obtenir 

les conditions d'optimalité du premier ordre. On a préfé~é ce fprmalisiiie 

à celui du çalcul des variations classique car il fournit directement 

us système d'équations différentielles du premier ordre, bien adapté 

pour une r6solution numérique. Les systèmes d'équations différentielles 

aux conditions limites ainsi obtenus sont résolus en utilisant la 

méthode du "Parallel shaoting", Un programme très général a été développé 

pgur la rGsolution de familles de problèmes dependant d'un paramètre 

et dans lesquels des conditions sont imposées en n points de l'inter- 

valle d1int6gration. 

On rappelle d'abord les aonditions d'optimalitg du premier 

ordre. Une présentation détaillée de la méthode de la commande optimale 

est contenue dans 1q Réf. 1191. Lq méthode dq "Parallel shooting" et 

19s possibilités du prpgramme ~Galisé sont déçrites dans la deuxième 

partie de ce chapitre. Une analyse des différentes méthodes de résolution 

numérique des systèmes d'équations différentielles aux conditions limites 

est contenue dans la Réf. [20]. 



3 . 7 ,  - CanàiAioy~.~ d'apt;Unc@Lté. - 

Le problème de minimisation, $qns condition imposée, est 

d'abord défini ec les conditions d'optimalité du premier ordre sont 

obtenues. On établit ensuite les conditions d'optimalité relatives 

à des variantes du premier problème. 

3.7.1. - MirUm.&c&un dan6 cunditiuq. 

Les équations de çomporte~ent d'un système physique peuvept 

s'écrire : 

où y(x) est le vecteur des variables d'état avec m conposantes. 

~ ( x )  est l e  vecteur des variables de contrôle w e c  n composantes. 

Les équations (3.1.) sont appelées équations d'étgt du système. 

On considère le problème suivant : 

Min J = $(y(x ) ,y(xl)) ' ( 3 . 2 . )  - O - 

avec les conditions 

y(xo) - donsé 

y(xl) arbitraire - 

L'pbjectif du problème est J, sQn ~agrangien est L. 



On obtient les conditions nécessaires d'optimalité du premier 

ordre en imposant que J soit stationqaire par rapport à des variations 

arbitraires des variables de contrôle 9(x). On définiq 

a) ?T est le trqnsposé d'un vecteur de m multiplicateurs 

dg Lagrange qui seront choisis de maniere telle que le coefficieqt 

des vqyiations 6;(x) dans 6J soit nul. 

b) H est 1'Hamiltonien çlu système. 

Les variations 6 5  de sont : 

En choisiesant les multiplicateurs de Lagrange de la manière 

suivante : 



- - 
les variatipng 6J de J s'aqnvleqt si ; 

Aucune condition n'est imposee sur la valeur des rnultip~icateurs de 

Lagrange à x = X puisque ~ ( 0 )  est prescrit. On doit remarquer O ... 
que ces conditions ne sont que suffisantes pour que J  soi^ station- 

naire, puisque l'on a supposé l'existence des multiplicateurs de 

Lagrenge A. 

0q résume les réspltqts précédents : 

a) Problème 

Min J $(y(xO) <y(x,)) - + 1 L(x,y(x),u(x))dx - (3.11 .) 
(XI X 

O 

avec les conditions 

Y ... (xO) donné 

b) Conditions d'optimalité du premier ordre : 



y(xo)  - donné 

Les variables de contrôle y sont calculées 5 partir du système de n 

équatrons algébriques (3.15.) .  Les équations différentielles (3.16.) 

et (3.17.) formqnt un système dont les condition$ limites sont d~qnées 

par (3.18.) .  

A cause de leur caractère hautement non linéaire, il nlest 

en gépéral pas possible de résoudre directement les équgtions (3 .15 . ) .  

Cependant, elles peuvent ê f ~ e  urilisées pour obte~ir un système 

d'équations différentielles pour les variables de contrôle y, Puisque 

(3 .15 . )  doit êtpe satisfait ppur tout x ,  >( E />Q,x,] alors 

Les équations (3.19,) se réduisent à : 

du 
Les éqvations (3.21.) déterminent - - d'une mqnière unique quand 1 

d x 

H n'est pas singulier, c'est-à-dire quand 
'J!? 



On peut écrire, quand la condition ( 3 . 2 2 . )  est satisfaite, 

l'epsemble II des condi~ions d'aptimalité de la manière suivante : 

y(x,> prescrit 

Les équations (3.23.) définissent un système d'équations différentielles 

dont les conditions limites, spécifiées à des valeurs différences de x, 

s9nt données par ( 3 . 2 4 , ) .  

3 . 1 . 2 .  - Ptro b l è n ~ e  dapendc tn t  d '  un pamêRtre. inconnu. 

Problème : 
----c-v- 

X 
1 

min J - 1 L(X,Y(X) ,u(x) ,a)dx 
,a Xo 

avec les conditions 



XVI 

On peut appliquer les résultat8 précédents eq considérant le nouvequ 

vecteur des variables d'état ; 

L'eqvation d'état associée avec Y,+ 1 
est : 

Puisque la valeur de ymtl (x0) n'est pas imposee, $ e s  variations 

admissibles &ymt1 (x0) ne sonc pas nulles. Les conditi~ns dloptiirialité 

sont donnée6 par (3.23.) et (3.24.) où Y'Hamiltonien est : 

H = L + A'  - . I + A m + ]  x (O) 

Les condit ions limites pour A,+ 1 
sont : 

Problème : -------- 
Min J = $ ( y ( x o ) , y ( x , ) )  - + L(x,y,u)dx - - 
u (x) 

avec les conditions 
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yI(xO) dqnné, i E 1 

y . ( x l )  donné, j E J . 
J 

Les conditiens d'optimalité (3.15.) à (3.17.) restent applicables à 

condition que le système soit contrôlable. Les conditions limites 

sQnt dans ce cas : 

A ( x )  = - -  k O 

R ~ c V ~ q u c !  : Si les variables d'état doivent satisfaire une condition 

du t ype  Y (y(xo) , y ( x l ) )  = O ,  les conditions qux limites sont obtenues - - 
en ajoutant Y à 4 avec le multiplicateur de Lagrange v : 

Les conditions aux limites sont : 

yi(xO) prescrit, i c 1 

Ak(xo) = - 

y.  ( x l )  prescrit, j E 1 
J 
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3 . 7  . 4 .  - PiLobL2me avec une c a n d ~ i u n  du Xype ilttégtral. 

Problème : 

rx 1 
Min J = $(Y(X~).Y(X,)) + 
p (x) 

" -. 

avec les conditions : 

Les résultats précédents peuvent être appliqués en prenant somme vecteur 

d '  état : 

L1@quqtion d'état a,ssociée à 
ym+ 1 

est : 

Les conditions aux limites sur 
'm+ 1 

sont : 



L'vamiltonien du système devient : 

Puisque le Lagrangien L et les équations d'état (3.43,) ne sont pas 

fonction de l'éq~ation cîifférentiellp pour 
'm+ I est : 

Les conditions aux limites sur Am+ 1 sont inconnues puisque les valeurs 

de Y,,1 sont donpee~ à x et x, . 
O 

Le multiplicateur de Lagraqge 

A 
m+ 1 

est une constante inconnue dopt la valeur est determinée par 

13 satisfaction de la condition ( 3 , 4 4 . ) .  

3 . 1 . 5 .  - Paobtème avec une c a n W o n  du -type .inéga&tE. 
3 - .  - 

Problème : --.,"----- 

Min J =  - - 
v (x) 

avec ].es conditions 

* 
Soit H défini par r 



... 
Les variations de J données par ( 3 , 7  .) sont : 

La condition (3.52.)  est dite "effective" sur un arc de solution s i  

Quand l'inégalité stricte est satisfaite, la condition est dite 

ineffective. 

... ,- 

Pour que J soit minimum, il faut que SJ s ~ i t  ppsitif 

ou nul pQur toute variation adqissible des variables de c~ntrôle, 

Quand la caqdition est effecrive, les variatiops admissibles 

de u doivent être telles que - 

Une condition suffisante est obtenye en introduisant un mul- 

tiplicateur de Lagrange nQn négatif tel que ; 

Quand la condition ntegt pas effective, les variations 

admissibles 6u - ne sont pas restreintes par la candition (3.52,). 

Dans ce cas, les conditipns d'optimalité ( 3 . 1 5 , )  sont applicables. 

Un ensemble de conditions dtoptimalit$ semblable à (3,15,)  

et (3.16.) peut être obtenu en transformant la condition du type 

inégalité par une condition du type égalitg à l'aide d'une variable 

de contrôle additionnelle u telle que : 



L'yamiltonien H est obtenu en ajoutant à (3.53.) la condition (3.58.) 

à l'aide d'un multipli~ateur de bagrange non négatif r~ 

Les conditions d'optimalité du premier ordre expqs6es dans 

cette section ne sopt que des conditions suffisantes puisqu'on a sup- 

posé l'existence des divers multiplicateurs de Lagrange. Cependant 

les conditions du premier ordre ne sont que nécespaires pour qu'une 

solution soit un optimum loçal. Pour déterminer si une solution parti- 

culière correspond, ou non, à un minimum lacal, on utilisera une csn- 

dition suffisante du second ordre : nous qppliquerons la condition 

de convexité, De plus des perturbations des solutions seront effectuées. 

5.2. - EiféXbzodeg NwnGtuquc?a. 

La technique du "sliooting" est une méthode générale de réso- 

luti~n de systèmes d'équations différentielles du premier ordre aux 

c~nditipns limites. Or+ décrit d'abord la mêthode pour le cas d'un 

système d'équations différentielleq d ~ n t  leq conditions limites sont 

spécifiées eV deux points. Les possibilités du programme gSn6ral réalisé 

sont ensuite exposées. 

Problème 1 : 
-W.------ 

Tr~uver les solutions de : 
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Y 
- F  f (x,y(x)) n équations - 
dx 

avec les conditions limites 
l 

( 3 . 6 0 .  ) 
yi(x0) 7 a i ' i s 1 (q conditions) (b) 

y.(xl)=b ~ E J  ( n - q  conditipns) 
J j (c) 

Ce n'est pas un problème classique aux valeurs initiales car 

les valeurs de certaines composantes de y ne sont pas spécifiées 2 
7 

En effet : 

yk(xO) est inconnu, k C 1 (3 .61  .) 

Cependant la solution du problème 1 peut Gtre obtenue en 

étudiant le problème 2 aux valeurs initiales défini ci-dessous. 

Probleme 2 : 
--Y----- 

Trouver la solution de : 

avec les conditions initiales 

Soit u(x,s ) la solution du problème 2. E l l ~  sera une solution du k 

problème 1 si : 
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On appelle fonction d'erreur la fonction @ des valeurs 

initiales s ci-dessus définie. Le problème 1 a et6 transformé en 
k 

un problème aux conditions initiales QÙ les valeurs initiales s 
k 

doivent être déterminées pour satisfaire aux n - p équations 

algébriques (3.64.). 

Ces gquations algébriques sonr résolues à l'aidq de la 

rnéqhode de Newton [20], ce qui nécessite la resolution d'rine sequence 

de problèmes aux valeurs i~itiales du type 2 où 

L'approximation '+' de la solution s est obtenue à partir de k k 

la précédente , tk, à l'aide de : 

On obtient le gradient des valeurs finales y.(x ) par rapport aux 
J 1 

conditions initiales inconnues yk(xO) par intégration du système 

variationnel de (3.62.) : 

avec les valeqrs ioitiales I 
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La répétition de l'indice muet k dans (3.38.) implique une sommation 
a Q 

de = 1 à a F n. Par conséquent, l'éyalution de nécessite 

a $k 
l'intégration de (n-p) x n équations différentielles linéaires, 

On obtient la solution du problème 1 aux condirions limites 

en résolvant une séquence de problèpes 2 aux valeurs initiales. Le 

noqbre total d'équations différentielles dqvant Gtre iotégrées à 

chaque itération est n + n x (n-p). La méthode itérative, décrite 

O ci-dessup, nécessite upe approximation iqitiale tk des valeurs 

inconnues, 

a) Le choix de l'approximation initiale doit être sffectyé 

judicieusement surtout quand la solution dp problème 1  est pas uqique, 

b) On divise en général l'intervalle d'intégration [so,x,] 

en plysieurs saus intervalles. Ceci a le double avantage de rgduire la 

propagation des erreurs numériques d'intégration et d'éviter les dif- 

ficultés pratiques causée$ par la croissance exponentielle des solu~ions 

du système variqtionnel. Des conditions initiales sont données à l'ori- 

gine de chaque sous intervalle. La continuité des solutions est obtenue 

à l'extrémité de chaqqe intervalle. Cette modification de la méthode 

eypcrsee ci-dessus est appelée méthode du "parallel shootipg", La figure 

suivante illustre la méthode. 



Les points : 

- x x x  
0' 2 *  1 

sont les origines des sous intervalles, 

- 5' P 4  sont les extrémirés des sous iqtervalles. 

Les sous intervalles sont : 

3.2.2. - &ag,mme~éné-hcLe. 

Quand on utiliee la méthode clu "parallel ~hooting", la plus 

grande partie du temps de pr~grammation est utilisée pour ~onstruire 

la matrice variationnelle (3.64.). Pour pallier à cet inconvénient 

d'ordre pratique, un programme générgl a été développa. Il utilise la 

méthode du "paralle1 shooting" pour résoudre le problème : 

avec les c~nditions limites : l 

m équations (b) 



Y (xk) imposé 
mk 

Yj (xk) inconnu 
k 

Y (ZR) imposé 

Y; (ZR) inconnu 
G 

N(Y. (xk) 9 yi ( z e ) )  = Q 
3k R 

(4) 

(e> 

1 (f) (3.69.) 

(g) 

(h )  

xL, k = 1, ..., K sont les origines des saus intervalles 

z e ,  
= 1, ..., L sont les extrémités des sous intervalles 

9 est un vecteur de coefficients inconnus 

Y est un parametre par rapport auquel une 

famille de problèmes est définie. 

u est un vecteur devant Gtre calculé gur la - 
solut ion. 

N(y. (xk) .yi (zQ)) = O est un ensemble de conditions nom 
Jk R 

linéaires devant être satisfaites, 

Le système d'équations différentielles (3.69. a ) ,  (3.69 $) 

et les intégrales son& définies par l'utilisateur dans un sous-programme. 

Les conditions non linéaires (3.69.~) sont aussi définies dans un sous- 

programme. Les conditions aux limites et les caractéristiques des ori- 

gines et des extrémités des sous intervalles sant définie6 par cartes 

de données. On a trauvé le programme très utile çar le nombre de sous 

intervalles peut être modifié sans que cela entraine un travail 

excessif. 



On distingue trois phases dans les problèmes dtoptimisa~ion 

présentés dans le chapitre suivant : 

- définition du problème 
- obteption d'un système d'équations différentielles aux 

conditions limites. 

- résolution du système obtenu en utilisant, d'une manière 

générale, la méthode du "shootingtt. 

Nous insistons de nouveau sur le fait que seule la premiere 

phase, c'est-à-dire la définition du problème détermine la solution. 



On a étudié le problème de l'optimisation de structures du type 

arc isostatique soumis à une condition de raideur ou à une conditiov de 

contrainte. Les équati~ns d'optimalité ont été obtenues à l'aide de la 

théorie de la commande optimale. Un programme général a été réalisé pour 

résoudre des systèmes d'équations différentielles aux conditions limites. 

I,'inclusion de la contribution de l'effort tranchant dans la 

défini~i~n de l'énergie de déformation et de l'état des contraintes a 

et6 sutfisanta pour assurer l'existence de solutions. 

Lorsqu'on impose une condition de raideur, une structure en 

état de membrape, c'est-à-dire un arc sur lequel le moment fléchissant 

est nul, ne satisfait pas les équati~ns d'optimalitê. Cependant, la 

meilleqre solution de membrane est une très bonne approximation de la 

solution pour des applications pratiques 

Lorsqu'on impose une condition de contrqi~te définie à l'aide 

du critère du cisaillement maxityal, la meilleure salutian de membrane 

est 19 solution optimale pour des yaleurs courantes du coefficient dq 

aharge. Cependant, le nombre et le carqctère des solutions des équations 

d'optimalitê du premier ordre sont fonctions de ce paramètre. 

Noqs avons donc mis en évidence que certaines hypothèses sim- 

plificatrices, justifiées pour l'analyse des structures, ne pouvaient 

êtye adoptées pour des études d'optimisation, 
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1. INTRODUCTION 

The purpose of s t ruc tura l  optimization i s  to provide system- 

atic ways of obtaining Ilbetteru structures.  In economically oriented 

societies,  one would like to minimize the cost  likely to be associated 

with the s tructure during i ts  lifetime. Considering the price of the 

mater ia l  and the indirect cost associated with the weight of a s t ruc -  

ture,  a s  for example the fuel needed for  the transportation of 

aerospace s tructures,  the minimization of the mate  r i a l  volume can 

often be  chosen a s  the pr imary  objective. Fur thermore  the t radi -  

tional design procedure of t r i a l  and e r r o r  re l ies  heavily on previous 

experience in o r d e r  to maintain the number of design and analysis 

cycles a s  small a s  possible. In a reas  for which previous knowledge 

i s  not readily available the s tructural  optimization techniques pro-  

vide the engineer with guidelines for the conception of the s tructures 

and with a reference to  evaluate the mer i t s  of the final design. 

Since the ear ly  60's the field of s t ructural  optimization under - 

went a rapid development. A review art icle  published in 1963 by 

Wasiuntynski [ l ]  describes the history of the field, starting with 

Galileo. Barnett [2] in 1966 presented a survey of the important 

design techniques and principles together with a number of significant 

results.  The review by Sheu and Prager  [3] covers the progress 

made between 1963 and 1968. An extensive reference l is t  of the 

recent a r e a s  of r e s e a r c h  i s  contained in the ar t ic le  by Niordson 

and Peders  en [4]. 

Two reasons can be found for  the extensive work for  the 

past 15 years  in the  field of s t ructural  optimization. The space 
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programs provided the  designers with new challenges in which the 

s t ruc tura l  weight was  much more  cr i t ical  than the construction cost. 

Also the development of la rge  computers made it feasible to  automate 

the design process .  It was felt that the optimization procedures 

would provide means of finding the best  possible s t ructures  in those 

domains for which previous experience was limited. But the day 

where "black boxesM will design s t ruc tura l  sys tems i s  s t i l l  to corne. 

A s t ruc tura l  optimization problem consists of finding the 

"best" possible element in a given c lass  of admissible designs. 

One o r  severa l  behavioral constraints charac ter ize ,  in par t ,  the 

feasibility of a given design. P rage r  and Taylor [5] presented a 

uniform method of t reat ing problems of optimal design of sandwich 

s tructures  subjected to  constraint on the stiffness,  on the fundamen- 

ta1 frequency o r  on the  buckling load. Huang [6] treated the problem 

of a solid circular  plate supporting a uniform p r e s s u r e  with a stiff- 

ness  constraint. Niordson [7] analyzed the  optimal elastic design 

of solid beams with a prescribed natural frequency. Gases where 

the buckling load i s  imposed have been t reated by Budiansky and 

Frauenthal [B] for  a rches ,  by Frauenthal [9] for  circular  plates ,  

and by Taylor and Liu [IO] for  sandwich columns. A general formu-  

lation of the mass  minimization of s t ruc tures  subjected to s t r e s s  

constraints has been given by Giraudbit [ l l ] .  A review and an 

assessment  of the s ta te  of the a r t  in optimal aeroelast ic  design 

has been presented by Stroud [12]. 

Having discussed some of the behavioral constraints entering 

in the formulation of a s t ruc tura l  optimization p r ~ b l e m ,  let  us 



review the methods of solution. An analytical formulation, using 

the Calculus of Variations to obtain the optimality conditions, can be 

made when unknown design functions a r e  chosen. Optimization of 

simple s tructural  elements only can be treated in this fashion due 

to the highly non -1inear character of the resulting differential equa - 

tions. Fo r  large  structural  systems,  an a pr ior i  discretization i s  

performed. The unknown design variables a r e  reduced into a se t  of 

parameters.  They can be determined directly using the mathemati- 

cal programming techniques of Ref. [ 1 3 ] ,  o r  indirectly by means 

of optimality cr i te r ia ,  cf. Ref. [14]. An increase of the efficiency 

of the mathematical prograrnming techniques can be achieved by 

using approximative concepts, cf. Ref. [15] , o r  by utilizing the 

geometric programrning methods, cf. Ref. [16]. To size complex 

structures a combination of the mathematical programming and the 

optimality c r i t e r i a  approach i s  used in Ref. [17]. An important 

difference exists between the analytical and the I1discretized" fo r -  

mulations. The variational approach i s  concerned with finding the 

optimal solution a s  the mathematical programming techniques 

improve feasible designs . When the optimal solution does not 

exist, a solution technique based on the second approach may 

yield a "betteru design even when there  i s  no 'Ibest1l design. In- 

ves tigations using the analytical method a r e  therefor e neces sary  

to determine which c lasses  of problems a r e ,  o r  a r e  not, well posed. 

The aim of this thesis i s  to investigate optimization problems in 

which two design functions a r e  unknown. One of Our objectives 

i s  to determine formulations of the investigated cases,  leading to 



well -pos cd problems. The behavioral cons t raint  i s  eitliel- the s tatc  

of s t r e s s  o r  the stiffness of the s tructure.  A definition of tlic prob- 

l ems  i s  given in Chapter II. The Optimal Control Theory and the 

Shooting Techniques, described in Cliapter III, a r e  used respcctively 

to  derive the optimality conditions and to solve the resulting two 

points boundary value. problems. Statically determinant a rches  of 

unknown middle l ine shape, unknown thicknes s distribution and  

unknown slope of the support a r e  investigated in Chapter IV. In eval- 

uating the following work, one has to remember  the assessment  

made on the analytical approach by ~ i o r d s o n  and Peders  en [4] : 

"Due to the fact that the differential equations a r e  often 

highly non-linear and have no regular solution (singularit ies ve ry  

often appear a t  the boundaries) such problems may be ra ther  cum-  

bersome and tricky to solve and the whole field seems  ra ther  

unclarified. ' '  
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II. DEFINITION OF THE PROBLEMS 

The problem of determining structures of minimum material  

volume can be defined as: 

"In a given class of admissible structures,  find the one 

of minimum material volume. 

It i s  to be understood that only the definition of the class of admissible 

structures will determine the optimal design. The minimization tech- 

niques a r e  only means of finding the solution. 

The definition of the class of admissible structures should 

specify: 

a) the type of structures and the approximative theory used 

to derive their governing equations 

b) the geometrical constraints 

C )  the loading case 

d )  the impos ed boundary conditions 

e )  the design requirements which constrain the design 

variables. 

The design variables constitute a se t  of parameters and of 

functions with respect to which the minimization procedure i s  to be 

performed. 

In the present  analysis, two types of design requirements 

a r e  taken into consideration. When the state of s t ress  in the struc- 

ture i s  constrained to be admissible, the problem will be referred 

to as  "s t ress  case. The work done by the prescribed external 

forces on the structure i s  constrained for the "stiffness case. " 
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A general discussion of those two problems i s  included in 

this chapter, for the purpose of defining the minimization tools 

needed to find their solutions. 

2 - 1. Definitions 

Let us consider only structures which can be described using 

one coordinate x only. Let ~ ( x )  be the se t  of design parameters. 

Let %(x) and g (x )  represent respectively the field of displacement 

and the field of s t r e s s  in the structure. Let F(x)  and ~ ( x )  be 

respectively the s e t  of concentrated forces and the pressure  

applied on the structure. 

The governing equations of the structure provide the follow- 

ing two operators: 

a )  the equilibrium equations 

b) the s t r e s s  displacement relations 

The boundary conditions a r e  included in the operator L Let us 1' 

remark that, using approximations of the linear theory of elasticity, 

the operators L1 and L a r e  linear with respect to II, o, - 2 F and p , 
N 

but in general they a r e  non-linear with respect to s-. 

The material  volume of the structure can be written as: 

where the integral i s  to be evaluated on the entire structure. 



2-2. Stress  Case 

Let us assume the existence of a function f ( ~ )  which de- 

scribes the state of s t ress  at each point of the structure. An 

admissible state of s t ress  i s  defined as  being such that: 

The problem of minimizing the material volume of a struc- 

ture can be formulated as: 

min V = J- v ( s )  dx 
s 
N 

subjected to: 

To solve the pr es ent problem, optimality conditions which includ e 

inequality constraints a r e  needed. 

2-3. Stiffness Case 

Rather than requiring the state of s t ress  in the structure to  

be admissible, a limit on the displacements occurring during the 

deformation of the structure can be imposed. This can be achieved 

by requiring the work done by the external forces, during the defor- 

mation process, to  be equal to a given amount. In the previous 

formulation, the average displacement of the structure, using the 

applied loads as weighting functions, i s  prescribed. Let U ( s ,  l?, p ) 
N 
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be the work done by the external forces. Its value i s  given by 

where the sumrnation is to be made for al1 the concentrated external 

forces, and the integral i s  to be evaluated over the entire structure. 

The field of displacement i s  obtained from the equilibrium oper- 

ator L1. 

As i t  has been shown by Wasiutynski [18], the problem of 

minimizing the material volume of the structure subjected to a 

stiffness constraint i s  equivalent to the problem of minimizing the 

work done by the external forces in which the material  volume is 

imposed as a constraint. For both problems the equilibrium equa- 

tions have to be enforced. 

The problem of minimizing the material volume of a s t ruc-  

ture can therefore be formulated in an alternate way as: 

subjected to: 

To solve the pr  es ent problem, optimality conditions which include 

integral constraints a r e  needed. 

It i s  to be noted that, in the context of linear elasticity 

theory, o r  of i t s  approximations, the work done by the external 
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forces is  equal to the strain energy of the structure in i ts  equilibrium 

configuration. This provides an alternate formulation found to be 

convenient for  statically determinant structures. In this particular 

case the computation of the strain energy density which requires the 

evaluation of the s t ress  field D- can be made without considering the 

field of displacement u. The equilibrium equations for statically 

determinant structures can be expressed as: 

The problem of minimizing the material  volume of a statically deter - 

minant structure can therefore be formulated in an alternate way as: 

Min J = w (9 dx (2. 14) 

subjected to: 

2-4. Summary 

We have shown that the problem of minimizing the material 

volume of a structure will involve inequality cons traints for the 

s t r e s s  case and integral constraints for  the stiffness case. The 

method of deriving t h e optimality conditions and the numeric al 

techniques used to find their solutions a r e  described in the following 

chapter . 
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III. OPTIMALITY CONDITIONS AND METHOD O F  SOLUTION 

When the design variables  consist of unknown functions, 

ra ther  than a set  of p a r a m e t e r s ,  the optimality conditions a r e  ob- 

tained by means of the Calculus of Variations. Due to the highly 

non-linear character  of the resulting sys tem of differential equations, 

the solution is generally obtained by numerical integration. 

The Optimal Control Theory is  used to  der ive  the necessary  

fir s t  o r d e r  optimality conditions. This formal i sm was prefer  red to 

the clas s i ca l  Calculus of Variations since it provides directly a 

sys tem of f i r s t  o rde r  differential  equations, well  suited for numer i -  

cal  integration, The resulting Two Point Boundary Value Problems 

a r e  solved using the para l le l  shooting technique. A general purpose 

computer code which can  solve a one parameter  family of n-point 

boundary value problems was developed, 

In order  to define the terminology used in the sequel, the 

f i r  s t o r d e r  optimality conditions a r e  recalled. A detailed derivation 

of them can be found i n  Ref. [19]. The para l le l  shooting technique 

and the computer code capabilities a r e  descr ibed in  the second par t  

of this chapter. A genera l  analysis of the numerical  methods a.vai1- 

able for  solving two points boundary value problems i s  given in 

Ref. [20]. 

3 - 1. Optimality Conditions 

The  unconstrained minimization problem i s  f i r s t  defined 

and the corresponding s e t  of f i r s t  o rde r  conditions i s  derived. Opti- 

mality conditions for different variations of the s implest  pz-oblem 

a r e  then obtained. 
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3 - 1 - 1. Unconstrained Minirnization 

Let  the governing equations of a physical system be: 

where: 

y i s  the state variables vector with m components 
N 

i s  the control variables vector witb n components. 

The equations (3. 1) a r e  called the state equations of the system. 

Let us  consider the following problem: 

subjected to 

y ( x o )  prescribed 
N 

y (x ) not prescribed - 1 

The objective function is J and L is  the Lagrangian of the problem. 

The f i r s t  order  necessary conditions for J to be a minimum 

a r e  obtained by requiring J to be stationary with respect to a rb i t r a ry  

variations of the control variables ~ ( x ) .  Let us define 



where: a) is  a vector of m Lagrange multipliers which will 
ry 

be chosen such that the coefficient of 6y (x) in 6J vanishes. 
N 

b) H is the Hamiltonian of the system. 

The variatipns 6 of are:  

aJ-J(xY Y, N UN) 
where L - u au, 

Choosing the Lagrange's multipliers 2 such that 

N 

the variation 6J will vanish if: 

The Lagrange's multipliers a r e  not specified at  x = x since y(x ) O N O 

i s  specified. It i s  to be noted that the ~ r e v i o u s  conditions a r e  only 
N 

sufficient conditions for J ta be stationary because we assumed that 

the defined Lagrange' s multipliers do exist. 
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Let  us summarize the previous results:  

a )  Problem 

subjected to 

y (x  ) specified - O 

b) F i r s t  order  optimality conditions a r e  

y (x0) prescribed 
hl (3. 18a) 

The equations (3 .  15) define a se t  of n algebraic equations to çompute 

the control variables u. The equations (3 .  16), (3. 17) along with the 

boundary conditions (3. 18) define a two point boundary value problem. 

Due to their  highly non-linear character ,  i t  i s  often not pos - 
sible to  solve directly the equations (3. 15). However, they can be 

used to generate a system of differential equations for the control 



variables u-. Since (3 .  15) i s  satisfied for  al1 x in [x x ] then 
O" 

The equations (3 .  19) reduce to: 

The equations (3 .  21) determine du/dx uniquely when: 

H i s  not singular, i, e. : 
EU 

det [ H ~ ~ ]  + O 
N N 

( 3 .  22) 

The s e t  II of optimality conditions fo r  the problem under considera- 

t i ~ n ,  provided (3. 22) holds, can be written as: 

y (xO) specified 
N 



The equations (3 .  23 )  define a system of differential equatipns for  

which the boundary conditions (3 ,  24) q r e  specified a t  different values 

3 - 1 - 2. Problem Depending on an Unknown Coeffiçient 

Pr oblem: 

dy 
subjected to: a;" = f (x ,  y ,  s,  a) 

N 

The previous results can be applied by considering the extepded 

state vector Y : 
N 

L = [f] 
The state equation a s  sociated with ymt is: 

Since the value of y (y ) i s  not spe~ i f i ed ,  the admissible rntl O 

6 ~ m t  I (x0) is not zero. The optimality conditions Etre given 

by ( 3 .  23)  and (3 .  24) where the Hamiltonian H i s  given by: 

The boundary conditions qn X m t l  are: 
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3-1 -3 .  Sorne S t ~ t e  Vwiables Prescribed at x = x 
1 

Pr oblem: 

subjected to: 

yi(xO) prescribed , i c 1 

y.(xl)  prescribed , j c J J 

The optimality conditlonp (3.  15) to (3 .  17) hold, provided the system 

i s  contrpllable. The boundary çonditions a r e  in this case: 

yi (xO) prescribed i E 1 (3. 32) 

y (x ) prescribed j E J j 1 (3. 34) 

Note: If the state variables muqt also s ~ t i s f y  a constraint 

+(x (xo). x(x1)) = 0. the boundary conditions can be obtaiped by 

adjoining + to qp with a Lagrange's multiplier v 

The boundary conditions become 



A ( x ) =  1 1  [ t v  
ai, (x, W1;x,)] , s 

lIJ (xb0), Y N hl)) = O 

3 1 -4. Problem with an Integral Constraint 

Problem: 

subjected to: 

The previous result  çan be applied by considering the extended 

state vector 
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The state equation associated with ym+ is: 

The boundary condit.lons on y m-kl are: 

The Hamiltonian of the problem becomes 

Sisce the state variable y does not appear in the Lagrangian L 
m t l  

and the state equatioqs (3 .43 ,  the governing gquation for hm+ is: 

The boundary conditions on hm+ a r e  unspecified since the values of 

ymt 1 a r e  given. The Lagrange's multiplier km+ appears a s  an 

unknown constant. Its value i s  to be determinqd from the satisfaction 

of the integral copstraint (3.44). 

3 - 1 -5, P r o b l e p  with Inequiility (Sons traint 

Problem 

Min J = J~~ L ( x , y , d  dx 
&3(x) 

N 

Y~ 

subjected to: 
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.Ir 

Let H" be defined as: 

rV 

The variations of J given by (3.7) are :  

The constraint (3. 52) i s  said to be 'effective1 ' on an a r c  of the solu- 

tion if: 

When the s t r i c t  inequality i s  satisfied the constraint i s  said to be 

"net effective. I t  

N 

In o rder  f o r  7 to be a miilimum, we must have 6 J 2 O for  al1 

admissible variations of the control variable. 

When the caristraint i s  effective, the admissible 6% a r e  such 

that: 

A sufficient condi.t;ion of optimality i s  obtained by introducing a non- 

negative Lagrange multiplier 7 such that 

When the copstraint i s  nat effective the clas s of admissible 

6% i g  not restr icted by the constraint. The optimality conditions 

(3. 15) hold. 



-20 - 

A s e t  of optimality conditions analogous to the equations (3, 15) 

and (3 .  16) can be obtained by a transformation of the inequality can- 

s t raint  (3. 5 2) ipto an equality constraint using an additional control 

variable p such that: 

The Harniltonian H is obtained by adjoining to (3 .  53) the equality con- 

s t raint  (3 .  47)  using a non-negative Lagrpnge's multiplier r\ 

3 - 1 - 6. Summary 

The f i ~ s t  o r d e r  optimality conditions recalled in this section 

a r e  only sufficient cogditiona. However, the f i r s t  o r d e r  canditions 

a r e  nothing but necessary  conditions for  a solution to be optimal., 

To determine whether o r  not a solution çorresponds to a local wini-  

rpum a secpnd order  svfficiency condition, the convexity condition, 

will be used. In addition a restriçted perturbation of the solutions 

will  be performed in some case@. 

3 - 2. Shooting Technique 

The sliooting technique i s  a general rnethod to solve sygfems 

of f i r s t  o r d e r  grdinary differential equations for whiçh the boyndary 

conditions a r e  specified at  severa l  points. The technique i s  f i r s t  

i l lustrated for  the s implest  case  of a two points boundary value prob- 

lem. The capabilities of the general shooting program a r e  then 

des cribed. 



3-2-1. Method 

Problew 1: 

Find the s ~ l u t i o n  of 

dy " = ~ ( x , Y  (x)) (n equations) 
dx FV 

with the boundary conditions ( 3 ,  60) 

yi(xO) = a. 1 i E (p conditions) (b) 

y j (x l )  = b. j E J In-p conditions) (c) 
J i 

The present problem i s  mot an initial valve problem siqce 

some of the initial conditions a r e  not speçified, i. e. , 

yk(xO) unsppecified k 4 1 (n-p values) (3 .  61) 

However the solution of prablem 1 can be ~b t a ined  f rom the following 

initial value problerp, 

Problem 2 

Find the solution of 

with the initial values 

= ai $ € 1 

yk(x0) = Sk k 1  

where the initial values sk aye such that 



Let ~ ( x ,  sk) be the solution of p r o b l e q  2. It will be a solutian of 

problem 1 iff 

The function @ of the unknown initial values sk i s  called the "mis - 
match' '  function. Problem 1 is reduced into an initial value prob- 

lem, where the initial  valuqs sk must  be determined f rom the 

solption of the n-p algebraic equations (3 .  64). 

The algebraic equations a r e  s ~ l v e d  with the Newton~Ralphson's 

method, which requires  the s o l u t i o ~  of a sequence of initial value 

problems 2 where: 

The approximation tkl of the solutios sk i s  obtained f r o m  the  

v 
previous i te ra te  t usingr k 

where: 

The gradient of the final vqlues y. (x ) with respeçt to the qrknown 
J 1 

initial values y (x ) i s  obtained by integration of the variational k O 

system of (3 .  62a): 



with the initial values: 

a$. 
Therefpre the evaluation of -d requires the integration of (n-p) x n 

ask 
linear diff erential equations. 

The solutiop of the two points boundary value problem 1 i s  

obtained by solving a sequence of initial value problems 2. The 

total number of differentiql equations to be solved for each iteration 

i s  p t n (n-p), The iterative process requires an iqitial guess F;: 
of the unknown initial values. 

Rernarks : 

a )  The chaice of the initial gues s of the unknown initjal 

values should be made carefully, especially when the solution of 

problem 1 i s  not unique. 

b) Due to the exponential character  of the solytions of the 

variational system ( 3 .  68), and to r e d v ~ e  the numerical e r r o r s ,  the 

integration interval [x x ] i s  divided into subintervals called 
O'  1 

shpoting intervals. Initial values a r e  gues s ed at each starting point 

of the shoating intervals. The solutions a r e  mqtched at each final 

point of the shooting intervals. This variation of the previous 

method i s  called parallel shootipg technique, The following 



diagram i l lustrates  the methqd. 

where: x O y  X23 X I  a r e  the s h o ~ t i n g  points 

X3' X4 a r e  the rnatching points 

shooting intervals. 

3 -2-2,  Çeneral Shooting Program 

When using the shqoting method, most of the programming 

effart  i s  apent to construct the variational matr ix  (3. 64) for  eaah 

particular problem. To alleviate this practical problerp, a geqeral 

computer program was realized. It utilizes the par  allel  shpotjng 

technique to solve the fallowing problem: 

du 
= f ( x ,  z, %,Y) n equations 

d 3  
- = ~ ( ~ , Z , E Y % Y Y )  m equations dx - 

1 J~ ~ ( X , Y , S , Y )  - = a q integrals 

Xo 

with the boundary canditions: 

Ymk 
(xk) prescribed 



y.  (X ) not prescribed 
Jk k 

yn ( Z  ) prescribed 
I 1 

y. ( z  ) not prescribed 
1 I 1 

where: 

xk, k ; 1, . . . K a r e  the shooting points 

zp , I = 1, . . . L a r e  the matching poipts 

a - is a veçtor of unkpown coefficients 

Y i s  a parameter  with respect  to which a one parameter  

family of prpblems i s  defined 

U, a vector  to be evaluated on the solution 

N(y. (xk), yi (z l ) )  = O is a s e t  of non-lineêr equations to be 
Jk I 

satisfied by the solutions. 

The s e t  of differential equations (3. 69a), (3 .  69b), the integrals 

(3. 69c), a s  well a s  their  variational system, a r e  specified by a 

u s e r ' s  written subroutine. The non-linear: conditians (3 .  69ç) a r e  

also defined by a subroutine, The boundary conditions and the 

character is t ics  of the different shooting and rngtching points 3 re  

specified by data çards.  The program was found to  be very con- 

venient s ince the number of shooting and matching points coyld be 

modified a s  needed M t h  a rninirnuq amount of work. 



3 - 1 .  Surnmary 

The optimization problerps of the following sections will 

consist of these three  stepss 

a )  definition of the problem 

b) derivation of a se t  of differential equations with boundary 

valves prescribed gt severa l  points 

c )  resolution of the resultisg n-points boupdary value prob- 

lems using, in general,  the shoating technique. It js ta be noted 

again that only the f i r  st step, i ,  e. , the definition s f  the p r ~ b l e m ,  

will  determine the solutions. 
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IV. ARCH STRUCTURES 

The problem of determining the optimal thickqes s dis tribution 

only of beams o r  arches of known geometry has been studied exten- 

sively in the past. Huang and Sheu [21] treated the case of circular  

sandwich beams for  the stiffness case. For  sandwich sections, the 

bending and the extensional rigidities of the cross  section a r e  linear 

functions of the face sheet thickness. Giraudbit [ l l ]  investigated 

the case of a clamped circular arch  with a solid çros s section sub- 

jected to a s t r e s s  c o ~ s t r a i n t ,  

I;n this chapter the problem of determining the thickness dis  - 
tribution, the shape of the middle line and the slope af the support 

of statically determinant arches of rninimurq material  volume, sat is  - 
fying either a s t r e s s  o r  a stiffness constraint, i s  treated. The 

applied load i s  a uniform pressure  normal to the middle line of 

the s tructures,  One of the objectives is  to determiqe whether or  

not the best geometry i s  such thgt the bend,ing mqment vanishes 

everywhere for  the optimal structure. 

A forma1 prablem definition i s  f i r s t  given. The optimality 

problem fo r  a stiffqqss constraint is then investigated. The shear  

force contr ibut i~n i s  included in the s train energy definition. The 

same problern i s  then treated for the s t reqs  constraint case. The 

shear force contribution i s  also taken into account in the fai lure 

criterion, 



4- 1. Problem Definition 

Let S be the set of qrches such that: 

a )  their governing equations include the effects of the shear  

s t r e s s .  

b)  they a r e  subjected to a uniform p r e s s u r e  normal to their 

middle line aqd have simple support type of boundary conditions. 

c )  they satisfy either a given s t r e s s  o r  a given stiffness con- 

s traint. 

d )  their length i s  2L, their shape i s  such that ?(O) = y ( 2 ~ )  = 0 

and they have a conqtant unit width. 

- - 
We seek the middle line shape y(x), the thickness distribution 

- - 
t (x) and the slope of the support s of the elernent in S of minimum 

mater ia l  volume. 

s = tan rp 

4- 2. Equilibrium Equations 

Since the a rches  a r e  simply supported, the normal force N, 

the bending moment and the shealr force T can be computqd 

directly f rom the three  equilibrium e q u a t i ~ n s  of a plane structure.  



s = tan 9 

For  s y q e t r i c  arches  with respect to = L: 

Note that the solution (4. 1) satisfies the simply supported boundary 

conditions since 

Upon introduction of the fo l l~wing dirnensionles s variables : 

the equilibrium equations (4. 1) reduce to: 



A shape on which M = O everywhere, hereafter refer red  to  a s  

"membrane design, " i s  a circular  a r ç h  defiqed hy: 

Qn suçh a design, the shear  force T vanishes and the normal t r a c  - 
tion N is constant 

4-3 .  Optimal Arches with a Stiffness Constraint 

Since the s tructure i s  statically determinant, the strpixr 

epergy of the, s t ructure,  in its equilibriurq c~nfigurgfiop,  i s  used 

as  the objective function J. 

where: 

E , . . , , mater ia l  Young' s modulus 

A = t.. . . . cross  section a r e a  



t3 
1 = - . , . . . cross  section moment of inertiii 12 

E = G k . . . where G i e  the material  shear modulus and k 

i s  a coefficient to take into account the real  

distribution pf the shear s t ress  in the crqss  

section. 

Note that the width of the gtructure dops no$ enter in the previous 

eypressione since i t  $6 assurned to be çonstant and unfty. 

The material  volume Vo i s  used a s  a constraint 

Vpon introduction of the previpusly defined dirnension$ess 

variablee (4. 3)  and of; 

the dimensionless objective fpnction J and the valurne aonstraint 

reduce respectively to: 

where: a = characterizas the length t p  the thickness ratio of 
Uo 

a straight beam of uniform thicknes s satisfying the volume con- 

straint: 



4-3-1. Formulation 

Because of the s y q e t r y  in the iqposed boundary conditions 

the problem c;zn be formulated as: 

qubjected to: 

i) the mater ia l  volume constraint 

ii) the state equations 

iii) the equilibrium equations (4. 4) 

iv) Che bpundary conditions: 

zl(0) = O z ( 1 )  unknown 
1 (4. 15)  

z ( O )  unknown 
3 

z3(1) unknown 

Note: a )  the unknown parameter  z 3  i s  treated a s  a stata variable 

boupded to be constant by (4. 14b). b) the symmetry condition z ( 1 ) = 0  2 
cannot be inforced directly since z 2  i s  not a state variable. It will be 

a consequeilce of the boundary conflitions since the symmetry infor- 

mation i s  contained in the equilibrium equations (4, 4). 

The Hamiltonian H of the system i s  obtained by adjoining to 

its Lagrangian the material  volume çonstraint (4, 13), the state 



equations (4. 14) by means of the Lagrange's multipliers X 4, X I ,  and 

X 3 .  The state  variables a r e  zl  and z 3  and the control variables a r e  

z ,  and t. 

4-3 - 2, Optimality Conditions 

The f i r s t  o rder  optimality conditions a re :  

The material  volume constraint (cl. 13) and the state equation (4. 14) 

a r e  also pa r t  of the optimality conditions. The previous conditions 

define the s e t  1 qf optimality conditions. 



The b ~ u n d a r y  conditions are:  

z l (0 )  = O h (0) unknown 

z ( O )  unknown 3 h3(0) = 0 

a t x = l  (4. 19) 

z ( 1 ) unknown h l ( l )  = 0 

z ( 1 ) u*nown h j ( l )  = O 

Note thqt the condition (4. 19c) i s  irnplied by (4. 17b) when z (1) = 0, 
2 

To avoid the difficulty of splving (4. 17a) qnd (4. 17b) for the 

contxol variables z 2  arid t the following se t  of equations i s  used to 

generate a d i f fe~en t i a l  equation for z 
2' 

dz2 Solving (4. 20) for  and t, keeping only th? positive root for the 

thicknes s , one obtalss: 
f '  , ' , 



2 2 2  where B = N  t p  T 
1 

The equivalence between the sys tews ~f equations (4. 17) and 

(4. 22) hold anly when the Jaçobian of (4. 17), which i s  proportional to 

C,  does not vanish, i. e . ,  

Theorem 4-1 

If the effects of the shear  forces  a r e  n ~ t  taken into account 

in the s t ra in  energy density, i. e . ,  P" = O ,  then C = O whenever M = 0. 

Froof 

2 2 2 2 
(4. 23) and P = O + C - 24a M2[72M a N2+3T21 -7- t2  

Thie case is undesirable since the Hamiltonian H becomes locally 

linear in the control variable z2. Under these conditions it can be 

dz2 shown that i n  order  fo r  - 
dx to remairi fivite (i. e. , the radjus of 

curvature of the middle line to be non-zero) the traction N has to 



vanish. A physical interpretation could be found f rom the fact  that 

when p =O, a penalty on the systerrr i s  se t  f ~ r  pnly N and &$ but nc>t 

for  the shear  force T. When M = 0, the condition N = O implies that 

al1 the force is  trqnsrnitted to the s tructure as a shear  force. This 

difficulty was alleviated here  by including the con t r ibu t i~p  of the 

shear  force into the s t ra in  energy density. 

Since h does not appear in (4. 22) and because the boundary 
1 

condition (4. 19c) i s  satisfied setting z 2 ( l )  = 0, the optimality condi- 

tions reduce to the equatioas (4. 21), (4.18b), along with the mater ia l  

volurpe constraint (4. 13). In the boundary conditioqs (4. 19), (4. 19c) 

i s  replaced by z (1) = O. This defines the set  II of optimality con- 
2 

ditions. 

4-3-3. Straight Design 

Theorem 4-2 

The straight design defined by: 

s atisfies al1 the optimality csnditions. 

By virtue of /4.4), N = 0. 

Fur thermore  (4. 18b), (4. 19b) imply that X = O which satisfjes (4. 19c). 3 
The thickness distribution i s  obtained frorn (4. 22a) and X is com- 4 

puted f rom the material volume constraint (4. 13) w h i ~ h  reduces to: 
, 

2 2 where Dl 7 p (x-1) , xLI D = 144(T - x )  2 
2 



The integral equation (4. 25) can be solved easily by taking an arb i -  

2 
t r a r y  value of A a and then dedricing, f rom the evaluaéion of the 4 

2 integral,  the values pf X 4  and a . 
4-3-4. Membrane Design 

Theorem 4-3 

The mgmbrane design defined by (4. 5) does not satisfy the 

optimality conditions, 

Proof - 
It i s  most convenient to use,  for  the present proof, the 

original se t  of optimality conditions. If z l  a s  defined by (4. 5) were  

a solution thep 

vx ,  x E [0,1]. But (4.5b) irnplies that N <  O v x ,  x E [O, 11 there-  

d A  ' < O. This i s  a contradiction since fo re  according to (4. 27) 

X l ( l )  = O. q. e. d. 

I t  i s  to be noted that the derivatives of X given respectively 1 

by (B. 27), and the derivative of (4. 26) differ anly by their sign. 

The membrane designs a r e  a one parameter  family of design5 

with respect  to the slope of their s u p p ~ r t .  Let us  seek iq that sub- 

class  of admissible designs the "best" element according to  OUT 

stiffness criterion. We consider t and z to be respeçtively an un- 3 

known function and an  unknown parameter .  The shape z l  and its 



derivative z a r e  two known functions of z defined by (4. 5). The 2 3 

~pt imal i ty  condition (4. 179) rernqins valid, and a direct minirniz3- 

t i ~ n  of the s train energy with respect to q 3  i s  perforrned. 

The volume constraint and the objective fupctian b e c ~ m p  respectively 

Therefore A has to @e minimized with respect to z3 .  The evaluation 4 

of the integral (4. 2 9 ) ,  qfter eubstitution of the value of N defined in 

(4. 5b) yields: 

-1 1 )lh4 = a sin (-) 

G 

Noting that: -1 1 - 1 s in  (-) = tan ( z j )  

ope obtains: 
f i  

dy"4  
- 1 2 tan z3 

- -  - 
dz3 

- ' [  2 
23 

+ 11 
23 

A stationary value, here  a minimum, of yTh4 i s  obtained for the posi - 
tive root of: 

- 1 
z = 2 tan z 3 ,  z3f O 3 (4. 34) 
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The minimum was found to be: 

= 1.3800,  X = 1.9044 
4 

1 a t  - = 0.4290 
z 3  

473-5. Reqults 

Since no c l ~ s e d  form solutions beside the straight design 

were found, a numericql solution of the two psint bounclary value 

problem defined by the se t  II of optirnality conditions was perforrned, 

The integration was perforrned up to a' = 8, the value a t  which 

nurnerical difficulties occurred due to the sensitivity of the s o l u t i ~ n  

with respect to the unkn~wn initial slope ~ ~ ( 0 ) .  The results for  the 

middle line shape, the thickness distribution, and the slope of the 

support a s  well a s  the initial ~ l o p e  of the s tructures a r e  platted 

respectively in figure 1 through 3 fo r  different values of a and = 

2. 5. The value of the objective funetion corresponding tw the straight 

designs, the optimal designs and the "bestl' membrane design q r e  

plotted on figure 4, 

4-3 -6. Conclusion 

F o r  the shape and the thlckness optimizatian of simply sup- 

ported arches ,  subjected to a uniform pressure ,  satisfying a stiff- 

ness constra.int, i t  has been found necessary to include the effects 

of the shear  force contribution in the s train energy definition. Two 

families of local optimal solutions have been found. The straight 

design which satisfies al1 the neees s a ry  optinality conditions was 

not found to be a global minimuw for  the achieved numerical solu- 

tions. A one parameter  family of optimal designs, with respect  to 



1 
an average thickness to length ratio (-) was generated. Although a 

t+e "bes t ' '  membrane design does pot satisfy the ~ p t i m a l i t y  condi7 

tions, it r e p ~ e s e n t s  fo r  practiçal values of a(a 7 5) a Vary good 

approximation to the ' 'best" design. 

4-4. Optimal Archeg with a St ress  Constraint 

The approximative two -dimensional state af s t r e s s  us ed for 

the present  analysis i s  defined a s  fpllows: 

a)  On an element normal  to the middle line of the a rch  the 

s t r e s s  vector is composed of a normal  s t r e s s  o due to the normal  
t a  

force N and the bending moment a, and of a shear  s t r e s s  7 due to 

the shear  forçe T. 

b) On an element parilllel to the middle line, the normal  
- 

s t r e s s  i s  zero  and the shear  s t r e s s  is - 7 .  

The normal s t r e s s  o i s  a linear function of the distance v t 

f rom the middle line 

-3 t 
where 1 = - cross  section moment of inertia 1 2  ' 

A = t : croeo section a r e a  

Note: the width of the section does not appear in those formulas 

since it was assurned to be a unit constant. 

Although theoretically this i s  not t rue ,  the shear  s t r e s s  7 

i s  assumed to be a const~tnt on the c r o s s  section. 



where $p i s  a coefficient wbich can be used to study the influence 

of the shear s t r e s s  on the solution. 

The maximum shear failure çr i ter ion definea the admissible 

state of s t ress .  At each point of the c ross  section, fhere exists a 

direction for  which the shear  s t r ess  is maAirnum. The sbate of 

s t r e s s  i s  said to be admissible if the magnitude of the maxiniurn 

shear i s  less  than o r  equal to a given l imit  value Tadm. Civen our 

approximative s tate  of s t r e s s  : 

Since the magnitude of the tensile s t r e s s ,  in a given cross section, 

is  maximum at the t ~ p  o r  bottom fiber,  the s t r e s s  criterion can be 

formulated as  : 

1 6M 2 ~ ~ ~ ~ ~ 2  - ( C T t N )  t p  -2 t t  7 adnz 

1 6M - 2 2 
( -  t p 2  3 É ~ T '  

t t adm 

Qur assumption op the shear  s t r e s ~  distribution 5 in the a ross  sec - 

tion was made in o rder  to a v ~ i d  the s sa rch  of the location of the 

fiber in a crosp section for  which the shsa r  has i t s  largest value. 

The mater ia l  volume i s  the objective function 7. 

Upon introduction of the dimensionless variables defined by 

(4. 3) and of 



- 2 T  t t = E  adm 
P 

the objective function (4,4Q) and the s t r e s s  constrâint (4. 39) reduce 

respectively to 

where 

' adm 

For  large values of Y ,  referred to as  the load cqefficient, the 

applied pressure  i s  smal l  with respect to the admissible m w i m u m  

shear. 

Since the resul t  cannot depend on the sign of the pressure, 

i t  will be taken a s  positive. Therefore we will lirnit ouy investi- 

1 gations to the case  y ,  0, and - 2 0. 
23 

4-4- 1. Formulation 

Because of the symmetry in the imposed boundary condi- 

tions, the problem can be formulate4 qs:  

1 
Min J = S t d q  dx 

O 

subjected to: 



i) the state equations 

ii) the s t ress  canstraints: 

iii) the equilibriurq equations (4, 4) 

iv) the boundary conditions 

z 3 ( 0 )  unknown z (1 ) unknown 3 J 
Note. a)  the unknown slope af the support i s  treated as a state 

variable bounded to be a constant by (4,46b). 

b) the inequality constraints (4.43) have been t rans forved  

into the equality constrilints (4. 47) by iptraducing Cwo additipnal 

control variables pl and pz, A s t r e s s  constraint (4.46) will be 

said to be "effectjve" when i$s corresponding p. (i = 1, 2) i s  zero. 
1 

The Hamiltoaian H of the system is  obtained by adjoining 

tp its Lagrangian the state equations (4.46) and the s t ress  c ~ n s t r a i n t  

(4.47) by means of the Lqgrapge'g mqltipliers X I ,  X3,  T and q3 ,  

The state variables a r e  zl and z The control variables a r e  t ,  
2' 



4-4- 2. Qptimality Conditipns 

The f i rs t  o r d e r  optimality conditions are :  

?N [(F + N )  - 2 
aa2 P T - ]  az 2 

The s t ress  çonstraints (4. 47) are  also par t  of the optirnality 
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conditions. Since they result frorn the transformation of the inequality 

constraints (4. 43), tlneir associated Lagrange's wultipliers must be 

mon~negative on an optimal solution. The baumdary conditions are:  

a t x  = O  

z l (0)  = 4 h (0 ) unknown 

z ( O )  unknown 3 x ( O )  = O  
3 

a t x =  1 (4. 52) 

z (1 ) unknown 1 h l ( l )  = 9 

z ( O )  unknown 3 h3( l )  = O 

As for the stiffnes s caqe, the condition (4. 52c) i s  impjied by the 

s ymrne t~y  condition: 

Two constraints enter into the problem, therefore thr  ee 

cases shsuld be coqside~ed:  

a )  case where no constraint i s  effeçtive 

b) case where one constritint i s  effective 

c)  çase where two constraints w e  effective 

Theorem 4-4 

At every point of the optimal structure, a t  leawt one s t ress  

constraint has to be effective. 

Proof 

Let us suppose that no s t ress  constrilint i s  effeçtive, i. e . ,  

that pl# O and p2 f O. Then (4.50a) implies thqt q l  = q2, whjch 



cqntr2cdicfs (4. 50b). 

The previous theorem rules out the f i rs t  possibility, as  ex- 

pected f rom physical cnnsiderations. Since the structure i s  ptatically 

deterrninant, a chapge of thicknpss a t  a point does qot affect the 

values of M, ri and T at  the other locat.lons;, Therefore i f  the value 

of the t h i c k ~ e s  s at a point was higher than the one required tn satisfy 

the s t ress  constraints, i t  could be xeduced until pne constraint 

becomes effective. 

Theorem 4-5 

A feasible state of s t ress  for which the s t ress  constraint 

(4. 47a) i s  effective i s  such that 

Proof 

Let us suppose NM < O. Then the cons t~a in t  (4.47b) i s  

violated. q. e. 4. 

Theorem 4-6 

When two constraints a r e  effective, then either N F O o r  

$4 = o. 

When the two constraints a r e  effective, then pl - - pz = O. 

The two constraints (4. 49) imply that NM = O. A segment of a rch  

ail which N = O everywhere i s ,  f rom (4, 4a), a straight line. Using 

(4. 4b), M is  found to be nonczero on such ap a r c ,  exçept at  x = 0. 

q. e. d. 



When two constraints a r e  effeçtive, the shape and the thickness dis - 
tributigq a r e  fylly determined by the s t ress  conditions. Mowever 

the optimality conditions will determine whether or  not such struc - 
tures a r e  optimal. 

4 - 4 - 3 .  Membrane Design 

Theorem 4-7 

The "best" membrane design, i. e . ,  the membrane design 

1 with - = 0. 429 satisfies al1 the ~p t imal i ty  cond i t i~ns  provided 
23 

Y a 1/3.  

We will f i r s t  show that any membrane desigq satisfieg qll 

the optimality conditions, except the boundary condition on hg. Foy 

a membrane design M = O t / x , x  E [O, 11. Therefore the two stress 

constraiqts a r e  effective and T = 0. 

Let us compute the two Lagrange's multipllers r) and 1 2 
f rom the optirpality conditions. 

L (4. 50c) and (4.5a) 4 hl = - = ix- 1) 

di+Za 



Using (4. 51) with i = 1, (4. 56) and (4, 58) one obtains: 

(4. 59) and (4. 56) define a sys tem of two linear equations f o r  q1 and 

T~ which has the following solution: 

t d q  1 
91 = ' " 4 '  (1 t 

1 
when O <  Y < 7 then q2 < O which indicates that the membrane design 

is  not optimcl. When y > then T~ > O and q 2  > 0. In this case 3 
the membrane desigq of minimum p a t e r i a l  volume, i. e. , satisfying 

also the boundary conditions on A3, i s  a local optirqum. This solu- 

tion corresponds to the llbest'l membrane defined in sectioq 4-3-4. 

1 
The slope of the support i s  given by - = O. 429 and the rnaterigl 

z3 
volvme is 1. 3800. 

4-4-4. Strqight Design 

Theorem 4-8 

1 
The straight design z (x) = 0 ,  - = O satisfies al1 the opti- 1 z3 

mality condition5 for  al1 values of y. 

Proof 

For  the s traight  design N = 0, the two constraints (4. 47) a r e  

effective. 



where T and M a r e  givqn by the equilibrium equatian (4, 4): 

Us ing  (4. 51) with i = 1 and the bounda~y condition X (1) = O one ~ b t a i n s :  2 

Since M and T a r e  nat identically zero for  al1 x in the interval [O, 11; 

- (4.63) and (4.65) =+ q1 = q2 - t 
2' 2 

4(1 + 36M y ) 
t4 

A direct  computation of Xg f r om (4. 51) with i = 3 shawg thad h3(x) T 0. 

Thprefore the straight deqign satipfieq al1 the optimality cond i t i~ns ,  

The material  volume of the straight design V can be com- 
s 

puted by quadratures using (4.6 1) and (4.6 2). A lawer borzpd of the 

material  volume i s  obtained when /3 = 0. 

The straight design correspsnds tu a l ~ c a l  optimum, but i t  

cpnnot be a global optimum for  al1 values of Y ,  sinçe the mater ia l  

yolume associated with the "bestI1 membrane design is independent 

of Y, 



4-4-5. Designs with One Effective Constrq.int 

1 The membrane design ceased to be a local optimum for y < - 
3 

beçause 9 the Lagrange's multiplier associated with the s t ress  con- 2' 

straint ( A .  47b), becamq aegative. This gives an indication that better 

designs, an which the constraint (4.47b) i s  not effective, might be 

found. Let us give a, physical interpretation of  the previous argu- 

ment. On a membrane design: 

1 A direct substitution in (4. 4c) for the case > O shows that: 
3 

Therefore the l e ~ g t h  of the middle lirie of an arch, on which M > O 

evesywhere, cannot be shorter than the one of the membrane design 

having the s3me initial slope. A study of the one parameter family 

of designs: 

showed that the llbest" membrane design was improved for e < O 

and y G yp < 3 .  The decrease of the rnaterial volume was obtained 

even though there was an increase of the average thickness of the 

arch, due to the bending moment. However the decrease in the 

middle line length more than compensated for the increase of the 

average thicknesp. For  the investigated family of designs, M x N 



i s  positive when E < O, These were  the determining façtors  for  

investigating the c a s e  where only the constraint (4. 47a) is effective, 

When the constraint (4. 47a) only i s  effeclrive, the optimality 

conditiops a r e  obtained frorrl the onqs defined in the section 4 - 4 ~ 2  

s etting 

When the s tate  of s t r e s s  constrained by (4.47a) only i s  feasible,  

theorem 4-5 and (4. 69) imply that 

To avoid the difficulty of solvimi-; the eonstraint (4. 47a) and 

the equation (4. 50c) fo r  z 2  and t ,  total derivatives of thope equa- 

tions with respect to x a r e  used to generate a sys tem of two l i n e ~ r  

d t equations for  and - ax dz? The total derivqtive of the s t r e s s  con- dx ' 

straint  (4. 47a) with respect  to x can be written as: 

where 



The co~di t ions  (4.50) can be expressed as: 

tz2 H = - t D C t A l = O  

2ri 1  where Q 5 - t 

The total derivatives with respect to x of D and C a r e  respectively: 

where: D - 
D' 1 8 M ~  8My 

N) 1 - t 4  (T 

where C l  = - T 



The total derivative with respect to x of the condition (4. 50e) can bo 

written as 

where 

The relation (4. 77)  is derived f rom the condition (4. 5 1 )  with i = 1. 

The conditions (4.70) and ( 4 . 7 5 )  define a linear system of equationq 

5 dt 
dx and - which has a unique solutisn when 

dx 

The solution is given by: 



Theorem 4-9 

If p = O then G = O whepever M = 0. 

Proof 

The thickness cari be computed directly f r o m  (4. 47a) 

A direct  evaluation of the variables defined by (4.71) through (4. 77) 

give s : 

Using (4. 78) to evaluate G, one finds: 

Therefore by virtue of (4. 80) : G = O 



The shear force  contribution was introduced inta the s t ress  

dt dz2 criterion to insure that - and - dx dx can be uniquely determined from 

the equations (4. 70) and (4. 75). 

The system of equations (4.79), along with equation (4. 51) 

with i = 3, define the se t  II of pptimality field equations. The baundary 

conditions a r e  given by (4. 52), where (4. 52c) i s  replaced by (4. 53). 

The initial value of the thickness is  given by the s t r e s s  constraint 

(4. 47a) evaluated a t  x = O. This defines the set  II of optirnality cap, 

ditions . 
Numerical solution of the se t  II of optimality conditions was 

f i r s t  performed for  y = . 3 using a direct  shooting technique a s  d e -  

scribed in Chapter III. The unknown initial values were z2(0) and 

1 - The matching conditions were z (1) = X3(l) = O. Due to Che 
"3 2 

peculiar changes in  the unknown initial conditions frorrl one iteration 

to the next one, this s earch m e t h ~ d  was abandoned, A direct  c o q -  

1 putation of z (1) and X3(l) a s  a function of z2(0) and - was perforrned 2 
23 

for different values of y and P = 2. Figure 6 shows the loci of the 

1 
points in  the ( z s ( 0 ) ,  -) plane for which either z (1) = O o r  X (1) = 0. 

z3 2 3 

A solution of Our problem, which must satisfy both conditions, is  an 

intersection point of the two loci. Fo r  Y .r . 25 the figure 6a 

shows that no intersection point exists, When y = , 3 there exist 

two intersection points A and B a s  s h ~ w n  on figure 6b. The point 

A corresponds to a local minimum of the material  volume, but the 

point B i s  neither a minimum nor a mayimum, As Y was increased 

up to the value 1/3, the point A moved toward point C which repre  - 
sents the best  membrane design. For Y = 0. 35 only one intersection 



point B of the *O loci was found as shown on figure 6 ç. The prob- 

lems ençountered during the iterative search can be explained by 

the fact that the solutions correspond to the iqtersection points of 

two curves which a r e  almost tangent when y  = . 3. 

When one constraint only i s  effective, the nurnber and the 

characte* of the solutions to the optimality çomditions depend on y  

in the following manner: 
>:: 

a)  y  < y : no solution. It was found that Y" . 0. 27 for  @ = 2. 

1 
b) y* < y  < : two s o l u t i ~ n s ,  only one of which corresponds 

to a local minimum of the material volume. 

one solution which i s  not a local minimum. C) Y ' 3 :  

To verify these surprising results ,  the problern of determin- 

ing the "best" parabolic a rch  satisfying the s t ress  conqtraints (4. 47) 

was investigated. The thickness t(x) i s  çansidered as  an unknowp 

function. The initial slope of the structure z (0) and the slope of 
2 

the support a r e  two unknown parameters.  The dependeqce of the 

so1ut;ions on the parameter  y ,  when one s t ress  constraint only i s  

effective, was found to be similar  to the one of the general problem. 

Remark: In the previous analysis we considered the cases 

where the same se t  of constraints was effective on the entire atruc-  

tvre. Theoretically, solutions on which s everal sets  of constraints 

a re  effective on different a r c s  of the solution should be investigated. 

Iwo  types of switching points could exist: 

a )  switching point between an a r c  on which the two con- 

straints a r e  effeçtive and an a r c  on which only one çonstraint i s  

eff e çtive , 



b) switching point between an  a r c  oq wbieh one of the twp 

s t r e s s  constraints i s  effective and an apc on which the other s t r e s s  

constraint i s  effective. 

A detailed analysis of those cases was not performed, sinçe they can 

be ruled out on physical conside~ations.  When one constraint i s  

effective, i t s  associated Lagrange's multiplier i s  positive. It ipdi- 

cates that no branching to another type of a r e  will be loçally improv- 

ing as  long a s  the other constraint i s  of course not violated. This 

was found to be verified during Qur numerical computations. 

4-4-6. Results 

F igure  5 shows the value of the material  volume as a function 

of y for the different types of solutions. The numerical computa- 

tiops were  made f o r  tbe case  p = 2.0. 

The straight design i s  a local optimum for  any valve of y, 

t 
and cgrresponds to the global minimum for Y 4 Y . The "best" 

1 
membrane design i s  a local optimum for  y > - and corresponds tc~ 3 

+ 
the global minimum for Y > Y . When one s t r e s s  c ~ n s t r a i n t  only is 

*B. 

effective, solutions to  the optimality conditions exist when y > y*'.. 
.L 1 

The local minimpm found for  Y''. < y < - did not appear to be a global 3 
.Ir 

minimum. The values of y' and Y'' obtained in Our cornputations 

>:: 
a r e  respectively y = 0. 27 and Y' = 0.44. Thege values a r e  functioqs 

of the coefficient p. 

4-4-7, Conclusion 

The influence of the s h e a ~  fo rce  was introduced in the defiqi- 

tiop of the admissible state of qtress .  The maximum shear  was used 

as  the fqilure criterion, introducing two s t r e s s  çonstraints. 



F o r  the considered cases  the global optimum was obtained 

when the two s t r e s s  constraints were  effective. It was eitber the 

"best" membrane design, when the laad coefficient Y i s  la rger  tban 

t t 
y , o r  the s traight  design when Y < Y . Fur thermore  the "best" 

1 
membrane  design ceasep to be a local optimum f ~ r  Y < 7 .  

When only one s t r e s s  constraint was effective, two solutions 
::5 1 of the optimality conditions were  shown to exist  for y < y < -5. One 

.C 

of these only was a local minimum. When Y > Y"' on? solution of 

this type did exist ,  but it was neither a maximum nor a rniaimurn, 

Although for  pract ical  applications the ' 'best '  ' membrane 

design corresponds to the rpinimal rnaterial  volume design, it ha$ 

beep shown that other solutions to the optimality conditions do exist, 



V *  CONCLUSION 

The mate r i a l  volurne rninirnization with ~ e s p e c t  to tbq sllapo 

and the t )~ ickpess  has been iqve~jtigatecl f o r  a type of structures 

subjected to ei ther  a s t r e s s  o r  a stiffriess constraint. 'The optimality 

conditians have been derived using the Optimal Control Theory, and 

a general purpose.computey program solvipg n-points houndary value 

problemç with the parallel  shootirig techniques has been deueloped. 

The inçlusion of t+e çontribution of the ghear force  in the 

s train energy çlensity Qr in the fa i lure  cr i ter ion was found sufficiept 

to obtain well-posed prablems when dealing with statiçally de termi-  

nant a rches .  F o r  tho stiffnes $ problem, a membrane design, i. e. , 

a s t ruc ture  OP which the bending momezlt i s  identicqlly ze ra ,  d o e ~  

n ~ t  correspond, t o  the optimal structure.  H ~ w e v e r  it was found to 

be a v e r y  good approximation ~f the "best" design foy prac t ica l  

cases,  When Che maximum shear  fai lure criteriori. is imposed, the 

'lbestf' membrane  design corresponds to the t rue  a p t i ~ u i n  f a r  prau- 

t ical vqlues of the load çoefficient. However, the number of solutions 

of the f i r s t  o rde r  optimality conditions was found tq depend op the 

value of the load coefficient. 

Evidence has  been ~ h o w n  that a modification ~f the goveri?iilg 

equations of the s tructures to include s orne of the effects judged 

insignificant in  s tructural  analysis may t ransform an ill-posed 

optimization prablern into a well-posed problem. 
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Fig. 6 a  y = O. 25 

OPTIMAL ARCH STRESS CONÇTRAINT 
FIG.6 LOCI OF Z2(1)=0,X3(1)= 0 



Fig. 6 c  y = 0.35 

OPTIMAL ARCH STRESS CONSTRAINT 

FIG. 6 LOCI OF Z 2 (I)=o,X 3 ( I )=  O 


