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INTRODUCTION

L'estimation d'une densité& de probabilité a été depuis longtemps
abordée par deux grandes techniques, la méthode du noyau, celle des fonctions
orthogonales. Pour la définition de la méthode du novau, on pourra voir

Parzen (1), pour celle des fonctions orthogonales Bosa (2).

La méthode du noyau a &té plus étudiée que la seconde. A partir du
travail de Parzen, Loftsgaarden et Quesenberv (3), Murthy (4) (5), Roussas (6)
ont obtenu des généralisations qui fournissent des estimateurs de densités
multivariées, de densités de fonctions de répartitions, non continues, de
densités de fonctions de répartitions attachées i un processus de Markov (1oi

initiale, loi du couple, densité& de transition).

, r .
Récemment, M~ Geffroy et Mme Bertrand ont obtenu des conditions
nécessaires et suffisantes de convergence de 1'estimateur utiliséd, dans

le cas d'un échantillon.

M° Bosq a lui méme généralisé la méthode des fonctions orthogonales
au cas d'un processus stationnaire et mélangeant et obtenu en (7) un estimateur
de la loi initiale du processus et de la densité conditionnelle. Dans cette
thése, les résultats de (7) sont entiérement démontrés ; ce travail de

rédaction et de mise au point constitue le premier chapitre.

I1 a semblé intéressant de chercher ensuite la loi limite de
l'estimateur utilisé en (7). Avec la méthode du novau, Roussas n'a, 4 notre
connaissance, obtenu de loi limite que pour "l'estimateur du pe quantile
de la fonction de répartition de la densité conditionnelle d'un Markov'".

Dans cette thése, nous fournissons un théoréme limite pour 1'estimateur de




la loi centrale d'un processus stationnaire et mélangeant. A ce résultat,
nous ajouterons un calcul de la vitesse de convergence de l'estimateur,
une borne du type "Berry-Esseen". Ceci constituera notre second chapitre,

qui s'appuie notamment sur les travaux de W. Philipp (8) (9) (10) (11).

Les problémes relatifs & 1'estimation d'une fonction de répartition
non continue (cf. (4) (5) pour la méthode du novau) et notamment ceux de la
construction d'une base orthonormale adaptée (cf. Cambanis (12)), nous ont
amené & considérer d'abord l'estimation d'une mesure discréte, estimation non
paramétrique. Ce sujet a &té peu abordé, nos recherches bibliographiques ne
nous ayant fourni des résultats qu'en estimation paramétrique. La méthode ici
utilis@e, dérivée des fonctions orthogonales, a &té de suite généralisée au-
cas d'un processus stationnaire et mélangeant. Ceci constituera le troisiéme

chapitre de cette thése.

°
Pour conclure, nous avons, en appendice, ajouté un chapitre relatif

& "un théoréme limite relatif i un estimateur de la densité conditionnelle
d'un processus stationnaire et mélangeant". Ce résultat nous semble encore
relativement imparfait mais constitue er notre esprit une premiére &tape vers
le "meilleur" théoré&me limite possible pour 1'estimateur de la densité

conditionnelle.

Les deux premiers chapitres de 1l'ouvrage ont été& volontairement tré&s
’détaiilés, puisqu'ils constituent surtoul une svnthése et une mise au point

de résultats antérieurs. Ainsi, au chapitre II, nous avons retranscrit une
démonstration de W. Philipp (8), mais en la révisant entiérement dans le cadre
de nos hyptoh&ses particulidres. Par la suite (fin du chap. II, chap. III,
appendice), nos résultats ont &té démontrés plus bri&vement, dans la mesure

oll ils s'appuient sur des techniques déji utilisées auparavant.




CHAPITRE 1

ESTIMATION DE LA DENSITE D'UN PROCESSUS STATTONNAIRE
ET MELANGEANT
ESTIMATION DE LA DENSITE CONDITTONNELLE.

A - LES DONNEES DU PROBLEME. -

1 - Hypothéses générales.

On considére une suite (En)n>o de variables aléatoires définies
sur un espace probabilisé (2,A,P), & valeurs dans un espace mesuré (E,B,u).

On supposera que la suite (En) est

1°) strictement stationnaire

2°) {-mélangeante, notions que nous entendons comme suit :

En accord avec Doob (14) (p. 94), nous appelons "strictement

stationnaire'une suite (En) telle que la distribution des vecteurs aléatoires

(&

" Eh+l""’ Eh+n) soit indépendante de h, et donc, pour toute valeur

de n, ne dépende que de celle-ci.

En accord avec Billingsley (13) (p. 166) nous appelons "{Y-mé&langeante"
une suite de variables (En) telle qu'il existe une suite de réels positifs :

{#(n)} définie pour n > O, vérifiant :
Vo, nen,Va, ac Mz, VB, BeM, :[PaNB) -P@) PB) s I(n) PA)

~ Mt - o= - - ©
ol o représente la .C0-algébre engendrée par So, E], cee Et et Mt+n

g

celle qui 1'est par les variables &£

t+n’ “t+n+l?




On supposera de plus que lim Y(n) = O et que la ‘suite @(n)
n->-

est non décroissante, ce qui n'Ste rien 3 la généralité du probléme
(cf£. Billingsley). On posera de méme P(0) = 1, ce qui permet de définir

y(n) pour tout n de N.

D'autre part, on supposera que Po’ loi commune des En’ admet,
dP
par rapport & y une densité de Radon-Nikodym, =2 qui appartient 3
2 du
L™ .

Enfin, nous supposerons que Lz(u), muni de sa topologie usuelle,

est séparable, (il s'agit d'une hvpoth&se commode, usuellement vérifiée,

mais non indispensable). Nous désignerons par (e.)

. une base hilbertienne
17 1elN .

de L2(w).

dp
o

2 - Construction de L'estimateur de — .
du

Au sens de la convergence dans Lz(u), on peut &crire :

dp dp
— = Z ai ei s ol a, = J e, . —2, du .
du ieN 1 t dyu
Une version fn de 1l'estimateur fn de —— est alors définie par :
du
~ a(n) .
* : *
Vx, xeE, fn(x) = .Z a; . ei(x)
i=0
~ 1 n-1 o

oil a, == jzo e (gj) pour ie {0,...,a(n)}

. P * . .
- Dans ce qui précéde, les e, sont des versions des e les ez des versions

-~

fix€es de ceux-ci, q(n) est un entier 3 notre disposition. Nous supposerons

désormais que : lim q(n) = =,
N>




Nous allons maintenant rappeler et démontrer les théorémes de
convergence obtenus par Bosg (7) pour l'estimateur fn' Pour ce faire,
nous aurons 3 utiliser deux lemmes démontrés par Billingsley (13) (p. 170-173)

qui traduisent la condition de '"Y-mélangeance" des (En). Nous les

rappelons ci-aprés :

3 - Deux Lemmes fondamentaux de BikLingsley (13).

On suppose que (En)n>O est -mélangeante et stationnaire. Les
notations restent les mémes qu'au 1°). On suppose ici que les (En) sont &

valeurs dans R. Alors :

Lemme 1.- o et B &tant deux variables aléatoires réelles mesurables
. - t 2]
respectivement par rapport aux o-algébres Mo et Mt+k (k20), on a,

1
+—S-=l’

-

pour tous réels r et s oui vérifient : r > 1, s > 1,
r s e .
E{|a| } <=, E{|8]"} <+ =, 1'inégalité :

1E(aB) - B(e) EB)] <2 . [0a]'E . [Etlal™]"T . [&(]s]®/®
En particulier

* si o et B sont de carrés intégrables :
|ECaB) - E(a) E(B)| s 2 /P(k) VQ?EES £(8%)
* si E(Ja]) <+ et P(|g[>C) =0 :
|E(aB) - E(a) E(B)] £ 2 .C . ¥(k) . E(a])

* si |a] cC, et |B] g c, :

1

|ECaB) - E(e) E(®)| s2.C . Cy. Pk

1




Lemme 2.- En supposant que E(go) =0 , que IE l <iC ', ‘que

Z 1D(n)l/2 < %o on a4

n=0
E(SS) < 768 .t . [.ZO e
nil
ol S = &)
o IR

B - LES DEUX THEOREMES DE CONVERGENCE DE E:.-

1 - Convergence en moyenne quadratique intégrie.

La convergence de M.Q.I. (ou convergence du MISE) est par définition

(cf. Bosq (2) p. 8) vérifiée si

(3 lim E(J (fn - ——2)2 du) = 0 (E désigne 1'espérance)
n->o E du

On a alors :

i 1]](i)]/2 < « alors la condition (C) :

Théoreme 1.- .
i=0 : i
fn converge vers f

(o 9m 5 dP_
lim J = [ es] —= du = 0 est suffisante pour que
. i
n>e ‘F 1=0 du
en M.Q.I.
. N R
. Si de plus ) ¥(i) < 1/4 , cette condition est
i=1 .
aussi nécessaire.
Demonstration. -
- dP0 2
a) Pour vérifier (1) calculons d'abord j (f - —)" du
E du

On peut écrire :
2 * 2
J (£ = —=) a, e.(x)]° du(x) ,
; 2
E du

TE Gaade:
(a..=a.) e.(x) +
5 Sl S g th)

dy =




et, les (ei) forment un systéme orthonormal (J ei(x)ej(x)du(x)=6i j) .

E
il vient :
- dp q(n) .
J (fn - ——552 du = Z (a1 o2 )2 + a2
E du i=0 i i>q(n)

Par conséquent (1) équivaut 3

q(n) - 2 9
(2) lim ( ] E[(a, -a,)7] + 7 a;) =0
ns>o  i=0 mo1 i>q(n) t

B) Or q(n) » = (et £ e LE(u))

)
Donc J £2 ay = ) ai
E i=0
et a. >0 ,
i>q(n)
Finalement (1) équivaut a
q(n) ~ 2
(3) lim( .Z E[(ain-ai) =0
nro  1=0
- n-1 1 o 1 n-| o
c) Mais (ain—ai) = (-Z = ei(é;j) - ai) == Z (ei(éj) - ai) ,
3=0 , j=0
dP0
et, comme E(e9(£.)) = J e.(x) — du(x) = a. (th. de transfert), on a,
173 g I du i

en désignant pour o la variance et cov. la covariance :

- 2 p nol 2
El(a; -2 = E(] <jzo (e; () - an]

p 8o I
= - oc°fe.(6.)] + = covie.(£.),e.(£.,)
n2 jZO 1°7] n2 je{O,.?.,n*l} [ 173 177) ]

jvc{oz;: ; ,n-l}
J7]




En inversant les symboles de sommation, il vient :

q(n) ;BT 1 af{n) 2
# ) E[a —a>]-—-2- z Z [e; (O]
: =0 J
1=0 = =0
I TS ]
4 o ( covie,(£.), e.(E.,) 1)
n2 je{o,...,n-1} i=0 o tod
j'e{o,...,n-1}
it3’
d) Nous allons majorer les deux termes de cette somme ; et
conclure

* D'aprés 4) tous les (Ei) ont méme loi, donc

n-l q(m) , 1 q(n) am
A= 7 (1 o ;&) == [n () (e 0] =L () 0" (e; (£)))
n j=0 1i=0 ] n i=0 n i=0
q(n)
=L [ @i - &)
n i=0

a(n) ,
q(n) b a4

=+ 1 Eele)) - A0

n i=0 n

q(n) dp
dp 'Z a? [ (———0 du
* Puisque —2 ¢ Lz(u) s 1=0 < E du < LS
du n n n
q(n)
) al
i=0 1!
et >0 si n-+> o
n
a(n)
* B = ) (1 covfe, (€, e; (&, 0]) =

je{9y...,0-1} i=0
j'e{0,...,n-1} q(n) n-1 n-l
i#j! ) 2} COVEé (€0, (¢, D]
' 1=0 X 3j=0 j'=j+l




'cov[ei(gj), ei(Ej,»]'S 2 YP(i"-3) /g(ei(ij) /E(ef(gj,)

Mais d'aprés le lemme 1)

(tous les ii ont méme loi).

a(n) n-l n-1
d'od Bl <4 J [T ¢ ) AG-D E(e ()]
i=0 j=0 j'=j+I
a(n) n-1
g4 ) [T « Z /9(1)) E(e (g))]
i=0 j=0 i=1]
sém. [ z D) z E<e§<ao>>
1=0
a(n) . 9
* En conclusion, puisque [A] - |B| < ) E(ain-ai) s|A] + IB|
i=0
et que |[A| = A il vient :
§ 2
_<n> % Yoam . )
(5) [1-4¢ Z AN E(ef(£))) - s I Eay -ay)
n 1—0 n i=0
q(n) )
} al
Q(n) 2 i=o_ 1!
s [1+4¢ Z Aan] & Ee;(€)) - ———
n 1—0 n
( 1 a®
Or : - a, >0 si n = o
n . 1
1=0
a(n) q(n) dpP
= ) EGi@ ) =1 f ef —2 dy
J n i=0 n i=N0 ‘E du
q(n) dp
= f 1 () ei) —2 4u
En i=0 du
z V(i) < +
L 1=0

<2 AGD) ECed(e )




Donc d'aprés (5)

* (3) est vérifiée sous la condition (C) (inégalité de droite)

* Lorsque (1-4( YP(i)) > 0 c'est-i-dire W) < 1
. L i

i=1

(3) n'est vérifiée qu'ad cette condition (indgalité de

gauche).

D'ol le théoréme de convergence en M.Q.I....

2 - Conollaine.- I1 s'appuie sur le résultat suivant de Noob (14)

(p. 190 et suivantes).

Lemme 3.- Si (En) est un processus de Markov i valeurs réelles.

Si (&n) vérifie de plus la condition de Doeblin, est apériodique,

posséde une classe ergodique.

Alors (En) est une suite i-mélangeante avec

P =ap” {oe [0,1[ aer'l

o0
Dés lors z VP(i) < + ® et comme

1=0
© 1/2
] A =a2 e
L 172
i=] 1-p
o 1/2 1/2
g 1 . D a . 1
.on a z J(i) < = si ——=< — , s0it p < —————x
i=1 4 -2 (1+4a17%)?

D'old :




Cornoflairne 1.- Sous les conditions du lemme (4), la condition (C)

est suffisante pour la convergence en M.Q.I. de f vers f.
n

. | - .
Si de plus p < 733 ° elle est nécessaire

(1+4a1/2)

3 - Remarque.- Rappelons tout d'abord que Bosq (2) (p. 47-48) a
donné des conditions sur les (ei), et f, qui permettent d'obtenir la

condition (C).

En particulier si u est la mesure de Lebesgue sur BLZW] (E=R),

et les (ei) les fonctions trigonométriaues, on a (cf. corollaire 6 p. 48 de (2))

_ q(n)
q(n)-1 . ) ei(x) < a(@)+l Vx,xeE,Vqn) eN
27 i=0 27

1 a(n) 9 dPo
donc J - [ ) ei} — dp  est de l'ordre de 9@ .
En i=0 du n

La formule (5) (dem. du théordme 1) donne, pour n assez grand,

en ajoutant Z a% aux trois membres, la majoration suivante
i>q(n)
- dP_ 2 ® q(n) q(n) @
; 1 2 +1 2
E(f E -= aw s +4c) ] &3 EedeEyn -2L Y e ] &l
n du , n . i*7o n . i & i
E i=1 1=0 i=0 1=0

Dans le cas précis oi les e, sont les fonctions trigonométriques

sur [b,Zw], on a donc une majoration du MISE par :

(n) ®
RTINS T S S
n ?oi=0 - i=




_10..

De fagon générale, on voit que la vitesse de convergence du MISE
vers O dépend de l'ordre de grandeur des coefficients a, (et bien sur

du choix de a(n)).

En particulier Bosq a montré (cf. (2) p. 51) que si

—;) LS %—, en prenant q(n) = O(nl/zr) , le MISE se majorant

par

L)

K( 2r=1/2r
n

Cela donne une idée précise de la vitesse de convergence.

4 - Théoneme de convergence uniforme presque sire.- Nous

effectuerons d'abord quelques hypothéses supplémentaires: pour ce paragraphe
dp

(E,B) sera un espace topologique muni de sa tribu boré&lienne, —2  admettra
du

une version continue unique notée f. De plus, on supposera qu'il existe

. * : > *
une suite (ei) de versions continues des e. que a, = f e, du
q(n) :
z a, e, .
i=0

comme précédemment, et on pose f
n

Theoreme 2.- Si 1'on suppose que, outre 1'hypothése de départ,

L W) <+

i=0

2) M = sup sup Ie;(x)l <+

i€N xeE
o
S * . 2
3) La série } a, e, converge uniformément vers f.
i=0

5 5
4) z ﬂi%l— < + @

n=1 n
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On a :

lim p.s. sup If:(x) - f(x)l =0
n>o xecE

Demonstration. -

a) Nous avons déjia vu (th. 1 démonstration) que

* a{n) * *

sup Ifn(x)—f(x)l = sup | ) (ain—ai) ei(x) ) a; ei(x)l

xeE xeE 1i=0 i>q(n)
" q(n) « . . «

d'od  sup |f_(x)-f(x)| ¢ sup | '} (a, _-a.) e.(x)] + sup | ) a, ei(x)l
xeE xeE i=0 ' 1 L xeE i>q(n) 1
Or 1'hypothése 3) permet d'écrire que (sup l z a, ef(x)[) +0 ,
xeE  i>q(n) rot :

slirement,comme reste d'une série convergente, puisque q(n) - .
La démonstration revient donc 3 montrer que

q(n) *
sup | ) (a, -a,) e.(x)] — 0
xeE i=0 1 1 1 p.s.

b) Mais d'aprés 1'hypothése 2 on a :

q(n) . * q(n) .
::g liZo (a; -a.) ei(x)| $M. iZo |ain—ai
Dés lors
q{n) . x q(n)
P{sup | ] (a, -a.) e.(x)| >¢e) s P{) J|a, _-a.| > &
xeE  i=0 in %i7 Ti %0 in “i M
q(n) A q(n) €

Mais { § Ja, -a.| >31Cc U {|la, ~a,|> ———1}
i=0 n 1 M i =0 m 1 qu(n)_”]
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n) - (n

q( % q e
d'od finalement (6) : P{sup | ) (a; -a,) e;(x)[>e}s ) P{|a, -a,|>—=t——
xeE  i=0 i=0 L M[a(n)+1]
c) Pour majorer P{,ain_ail > —=——} on utilise le lemme 2
Mq(m)+1]

en remarquant d'abord que

E(lain-ail4)

P{]g. —a.| > £ } < (Inégalité de Techebychef)
in i M[ﬁ(n)+1] 84/M4[q(n)+l]4
~ n-1 e,(£.) - a.
Or % a, -a. = G;L—J—————iﬂ
in "1

j=0 n

ei(Eo) - a;

* E“;in—aillq < 768 . n® c* [I WD) on|

| <¢c Vi,
1=0 n

d'aprés le lemme 2.
#* Ici évidemment

e.(£ ) - a,
b s VR Iailslfe:fdulsM[fdu
n

n
<M
~ n? () 4
* Finalement : P{Ia.n—a,l > ———E———__J = 0¢ n 4)
o ufamy+] e/ [1+q(n)]
4
- ac3(n)
S0
n
+q(n) . 5
et d'aprés (6) : P{sup \ Z (ain—ai) e:(x), > e} = o(ﬂ_(l%_)
. xeE i=0 n

d) D'aprés le lemme de Borel Cantelli 1la convergence p.s. désirée

© 5
sera obtenue si ( Z .SiE%_) < + o

C.Q.F.D.
n=0 n




..]3_

C - DEFINITION D'UN ESTIMATEUR STRICT.-

~

. * P PR .
- L'estimateur fn précédemment défini n'est pas strict,

(cf. Bosq (2) (p. 4)). Ceci signifie concrétement que pour certaines
. L] P -
valeurs de go,...,gn la fonction fn obtenue ne définit pas une densité

~

. * .. . pt s
de proba soit parce aue fn n'est pas positive, soit parce que J fn du
’ E

ne vaut pas |

- Pour résoudre le probléme, on peut prendre comme estimateur

de £ :
- sup(O,E:) 1
g = ———2 1 +—Ir _
n T [Tn>o] S (E) [Tn-o] ’

3 condition que u soit bornée. Ici, T représente :

T = J sup(0,£%) du
n E n

- On a alors é&videmment résolu les 2 problémes :

- est une fonction positive

. J g du=1 (que T_ vaille O non non)
g B n

-~

Nous allons voir maintenant que g, est encore un estimateur

convergent de f. Pour cela on démontre d'abord.

Lemme 4.- Lim Tn = 1 (1 est bornée)
p.S.
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Demons thation, -

~

+ -~
- Posons fn = sup(O,fn) alors

« si £ 30  |£-f|=]|f - ¢
n n n
- ~ -
* si £ <0 £ - £] = £ < |£ - £_|
n n n
d'ot sup [£7G0 - £ € sup [E_(0) - £
xeE xeE

I1 vient, d'aprés le th. 2, sup If;(x) - f(x)| — 0
xeE P.S.

- Pour conclure on remarque que :

| jE; du - I f du| g L]Eg - f| du £ (sup IE;(X) - £(x)|) . uE)
E E xeE

d'ol la convergence souhaitée, comme y(E) < + «, puisque :

Jf;duﬂ:n et deu=1
£ E

Théoneme 3.- Si yu et £ sont bornées, on a :

Lim (sup Ign(x) - f(x)l) =0
p.s. xeE
N-><o

Démonstration.- D'aprés ce qui précade il existe dans

(2,A,P) un sous-ensemble 2, tel que pour tout ' de 2, on ait, en

-~

-+ . . .
notant fn o' fn W' etc... les estimations de f obtenues & partir de
’ H

Eo(w'), El(w') sesey £ (")

n-1




sup
xeE

P =
avec (QO) 1

_.]5_.

lgn,wmx) - £(x)]| >0 et f E;,wmx) du(x) - 1

E

- Soit alors u' e Qo e

* Pour n assez grand on a J
E

¥ Donc on a :

xcE

Finalement :

w2 18,0 (I=ECO | = sup | [i
E

~

fn w,(x) du(x) >-% .

’

“+
£ (%)
= +n’w - f(x)l
n,u' (x)du(x)
= I [ |A+ - f P 3
= = supl(f  ,(x)-f(x)]| f ,(x)du(x,”
J f; o' (F)du(x)  xeE e g™
E b

A

~y -
2{sup lf y(X)=£(x)| + suplf(x)ll(l—f f (x)du(x)])}
xeE oW xeE E n,u'

sup [g . (x)-£(x)| 5 2 sup £ Gt R-EE] + 2 supc(lf(x),)(ll—Tn ik
xeE ’ xeE ’ X€E ’
Or nous savons que ' est tel que T ,~>1

'I1 vient, si f estbornée : Vi' € 0

sup ,En w,(x)—f(x)l > 0
xeE ’

P

sup [g . (x) - £(x)| >0
xeE ’
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donc sup Ign(x)-f(x)l —* 0 : C.Q.F.D,
xeE p.s.

. . . ~ 1
On peut enfin remarquer que si on avait remplacé par -~

- u(E) o
(o quelconque) on obtenait un estimateur g' , non pas strict mais presque
, n

slrement strict puisque

r

]

* g est toujours positive

{ * J g; = | sauf lorsque Tn = 0 (auquel cas 1'intégrale vaut l)
a

% 1lim p.s. Tn = ] sauf sur un ensemble de mesure nulle.

noo
\
Mais de toutes fagons, nous avons utilisé 1'hypothése
"u bornée" pour démontrer que lim Tn = 1, donc on peut prendre o = u(E).

p.s.

- Pour terminer donnons un corollaire du th. 3

Conollaire 2.- Sous les hypothéses du théoréme 3 :

lim p.s. sup [Pn(B) - P (B)| =0 3
oo BeB o

-~

ol Pn est la loi de densgité g,

———

Démanét&atéon.—

- On a : sup |;n(B)—P (B)| = sup i[ ;n(x) dp(x) - j £(x) du(x)|
BeB © BeB /B B

m

sup j g, (0-£(x) | du(x)
BeB /B

| Jaato-£0] aueo
E

A

W(E) . sup |g_(x) - £(x)]
xeE

A
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~ On achéve alors comme au lemme 4.

D - ESTIMATION DE LA DENSITE CONDITIONNELLE.-

On supposera dans ce paragraphe que, outre les hypoth&ses requises
pour le théoréme 2, on a E = RP , et u est la mesure de Lebesgue sur
Rp. De plus, on supposera que QD,‘la loi du couple (go,g]), est absoluyment
continue par rapport 3 y ® u, et admet une version h continue et bornée

-

. . . . - 2
de sa densité par rapport &4 u ® u, densité qui appartient 3 L“(u 8 u).
On a alors

Lemme 5.- La suite h = (£ , E ) est strictement stationnaire

n+l

et {'-mélangeante avec ¥'(n) s f(n-1)

Démonstrhation. -

- Les hn sont une suite d'applications de (Q,A,P) dans RZP.

Les tribus engendrées par (ho,...,hn) et (h h ..) sont les

n+k’ n+k+1’°

tribus engendrées par (Eo,...,£n+l) et (gn+k’€n+k+l""’) d'ol le

résultat (suite hn y"-mélangeante d'aprés 1'hypothése générale faite

sur les gi).

- Les (hn) forment une suite stationnaire car la loi de

(hn’h "o-,h

n+l n+k

comme cellé de (gn,...,E ) ne dépend que de k.

n+k+1
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On voit donc que les hypoth&ses du th. 2Aont réunies pour

2 .
les h_. Comme {ei’ej}iel forme une base de L°(p 8 u), si {ei}iel

jel

' 2 . .
en est une de L7 (u), on obtient un estimateur hn de h en posant :

~ ~

V(x,y) € rP x RP hn(x,y) = z as .. ef(x) e;(y)
_ osigq,(m) T 7
- n-1 0<j<q,(n)
a. =L ] (] . eh o) 2
ijn o 2, 3
n-1
) » *
= — (e; o) . (e, 0 & )
N2 1 k 3 k+1

. PP "
- L'estimateur de hlf sera alors définie par hn'%* chaque
n
fois que cette quantité existe (sinon on lui donne une valeur arbitraire).

On obtient le :

Théondme 4.- Si 1'on ajoute aux hypothéses du théoréme 2, les

conditions

-]
. * % * %
* La série Z [J he. e. d(p 8 u)] e, e, converge
i,3=0 P P

uniformément vers f.

t' q](n) +oo, qz(n\—)oo

L) ql(n)s qz(n)S/nz <+, 0na:
n=|

~

h_(x,y)

- h(xly)l <0
(%) £(x)

n

lim sup

*
n
p.s. (x,y)cKXRp f

pour tout compact K de RrP sur lequel £(x) > O.
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Démonsthation. -

~ Les hypothéses "rajoutées" sont, pour hn’ les conditions

nécessaires 3 la convergence p.s. de  sup lhn(x,y)-h(x,y)[ vers O ,

x,yeR2p

' < : , Ve s - *
d'aprés le th. 2, puisqu 'ici aij J h e, ej

~ Sous les hypothéses des th., 2 et 4 on a donc :

lim p.s.  sup 5 lh:(x,v) - h(x,y)| = 0
T (x,y)eR“P

lim p.s. sup |f*(x) - f(x)| =0
n->e xeRp n

- Soit alors K un compact de RP  sur lequel f est positive,

f y est donc minoré@e par un nombre strictement positif m

ﬁ*(x,.v) h(x,v) f(x) . ;1 (x,y) - E*(X) . h(x,y)
- or : |—= - = L

E:(x) f(x) E

(x) £(x)

= Y= ]

£ () Bk G, v) = £ GO B (5, ) +E 5 GO B (v ~E X G B, )

E:(x) f(x)

B S heew Ry L (600 - 8 00)

£ (x) £ x £

- Finalement il existe un ensemble Qo de mesure nulle dans £ tel que,

~% ~% . . ~
en appelant f1 ! et hn W' les estimations de f et h obtenues & partir
iy s

de Eo(w') sr ey En_l(w') , on ait :

V! , w' € 90.3 N(w") , n:Nw') => Vx, xe K,

el - 15 ol < 18 e -t <3
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d'oil n 2 Nw') =>Vx, xeK IE:’w,(x)l > % .
d'ot n 3 N@') =>VY (x,9), (x,v) € K x RP
ﬂ* (%,y) - h(x,v)
| = — - —| < alln [ G,y) - b,y 4 L R Y I F AR JeS Y B
NN B 16 ’ ’ '

< A'{Ig:,w;(x,y) - h(x,y)]| + IE: ot ) - £(x) |}

-~

puisque hn est bornée sur RZP .

Ceci achéve la démonstration.




CHAPITRE 11

LOT1 LIMITE DE L'ESTIMATEUR DE LA DENSITE.
VITESSE DE CONVERGENCE.

A - FORMULATION DU PROBLEME (LOT1 LIMITE DE En).-

- On reprend toutes les notations et hypothé&ses faites avant

1'énoncé du théoréme 2 du chapitre I. Le probléme posé est le suivant :
" Soit x € E , il s'agit de trouver la loi limite de fn(x) "

- Nous &liminons d'abord le cas oi o(f:(x)) == 0 pour des n
assez grands. Ceci signifie que :}(ni) : f: (x) B3- fn (x). (ni suite
i i
extraite).

On peut alors construire un estimateur gn(x) de f(x) tel que
gn(x) = fn(x) pour n assez grand. On démontre aisément que ceci est

p.S.
impossible. (%)

Nous supposerons donc que pour 1n assez grand :

) E:<x) - £_(x)

S est définie

B E )

A* \
En remarquant au départ que E(fn(x)) = fn(x) , On voit que

Sn est centrée et réduite. On rappelle que

g q(n) . " a(n) "
fn(x) = iZo 3 o ei(x) et fn(x) = iZo a, ei(x)

(x) Dans le cas le plus général, il ne s'agit en fait pas d'une “imposssibilité&"

mais le cas ne peut se produire que pour des mesures P i estimer tout i fait
triviales (Dirac etc...)

Ici, nous imposerons de toutes fagons par la suite o(E:(x)); ﬁ/ggéi'ﬁ'> 0
(voir notre lemme 9).
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et nous cherchons la loi limite de Sn
- Or on peut écrire successivement :

-~

q(n) "
iZO (a;,78;) e;(x)

E:(x) - £_(0)

n-1 q(n)
1 * *® .
= - (e.(8.) - a.) e, (%)
jzo n iZO Lees ] D e ]
q(n) er(E.) -
=1 Z E———J——-———Je (x)
d'ol S =
toj=0 o (£, (x))
q(n) Y -
- Nous poserons (. X! =} E———J———-——J e; Tx)}
j,n
i=0 n
* T
L /[( 2 x"
p
Alors, avec ces . E(Xj )=0V j e {0,...,n-1} Vnen
notations, on a
, ﬁ E(X, )=0 Vjie{0,...,n-1} VneN
de suite : 3.0
8 o(En () = vé[(z X: )

n~1
et enfin : Sn = X,
j=0 J ’n




- 23 -

-

- Le probléme se raméne donc a trouver la loi limite de Sn >

les (Xj n) formant une "suite de séquences" (i n fixé, j variables
H

X ,...,X

qui varient lorsque n varie puisque gq(n) change)
o,Nn n-1,n

de variables non indépendantes. La solution du probléme nous a, rappelons-le,
été fournie par W. Philipp (8), grfce au caractére "JY-mélangeant et
stationnaire" des Xj , due nous re-définissons ci-aprés :

?

B - PROPRIETES DES VARIABLES (X. )

je{0,...,n-1}
nelN

i,n

Nous dirons tout d'abord que, par définition :

- La suite de séquences (Xj n) est {-mélangeante s'il existe une
. )

suite de réels P(k), ¥(k) + 0 si k > =) telle que :

Voo, nel W
on ait, en appelant
Yt, te{0,...,n-1} )
Mn
o,t
¥k, k € {0,...,n-1} vérifiant t+ksn-]
: /
n ) B )
et Mt+k,n-l » les tribus engendrées respectivement par Xo,n""’xt,n
et X X la propriété :

t+k,n’"""’"n-1,n

n n .
Va,Ae Mo,t VB, BeMl noy ! |[Pa n B)-P(A)P(B)| 5 ¥(k) P(A)
(Remarquons qu'ici (k) ne doit dépendre ni de la suite (n) ni du rang

des algébres considérées (t)).
- La suite de sé&quences (Xj n) est stationnaire si, 3 n ¥fixé,
. ?

la loi de (Xh,n""’Xh+k,n) ne dépend que de k (&tant entendu que

h+ksn-1).
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Compte tenu des définitions précédentes, on peut énoncer les

deux lemmes :

Lemme 6.- Les (X définies au § A forment une

. ).

Jsn"Je{0,y...,n~1}
np_N

suite de séquences, stationnaire et mélangeante de variableg aléatoires centrées

définies sur (Q,A,P) et 3 valeurs dans (R,BR).

Démonstrhation. -

- Les (X. n) sont centrées par construction.
3

- Elles sont définies sur (Q,A,P) : 3 un &lément de (Q,A,P) elles
associent un réel par 1'intermédiaire des sommes de e:(E.). En effet, £,
1 1

est définie de (Q,A,P) dans E, et e: de E dans R (e? € Lz(u)).
i

*® . .
-~ Les e, étant des applications mesurables

de (E,BE,u) —_— (R’BR)
les e? o gj le sont de ‘(Q,A,P) — GR,qR)

et donc X. n 1'est de méme de(R,A,P) — GR,qR) .

I

- La tribu engendrée par (Xj n) est contenue dans celle
]

engendrée par les e:(gj) done a fortiori dans la tribu engendrée par gj,

et ce, pour tout n.

. . n n .
Dés lors si A ¢ Mo,t et B¢ Mt+k,n-1 , A est dans la tribu
engendrée par X yseesX et B dans celle engendrée par
0,n t,n

X X . Par conséquent

t+k,n’"""’"n-1,n

A est dans la tribu engendrée par Eo,...,gt

B est dans la tribu engendrée par Et+k""""
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et ce, pour toute valeur de n.

D'aprés 1l'hypothése faite au chap. I sur les (Ei), il existe

U(k) tel que
| P(an B) - P(A) P(B) s ¢(k) PA) ,

les (k) forment une suite décroissante vers O. C'est ce qu'il fallait

démontrer.

~"Enfin, & N’ fixe, la toiide! (X ) (h+kgn-1) ne

h,n""’xh+k,n
dépend que de k car la loi de Xh,n ne dépend que de celle de Eh, et
on sait, par hypothése,que la suite (En)n€N est stationnaire.

Lemme 7.-

a) Les (Xj,n) formant une suite de séquences stationnaire et

-~

{-mélangeante, le lemme | reste valable, 3 condition de remplacer, dans son

énoncé
t n
¥
M P ML
; © n
t
. Mt+k Pexr Mo,t+k

b) Si dans 1'énoncé du lemme 2, on remplace

E€) =0 par E(X ) =0

’

|EO| <G pax lxo,nl < Cn

Pl
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on peut, ici, conclure que

E(S]i ) s 768 C* k2 ( Y ) oa 05k g n-l
,0 n .
=0
k=1
S = X.
k,n jZO j,n
c) Les conclusions a) et b) restent strictement identiques

si on considére la suite (Xj n) au lieu de (Xj n) (étant entendu que
s ?

pour b) ce n'est plus la méme constante).

Démonsthation. -

~ Pour a) voir (8). On peut aussi remarquer que la démonstration "

donnée en (13) du lemme 2 s'applique ici directement.

- Il en est de méme pour b) qui se déduit de a) comme le lemme 2

se dé&duisait du 1) en (13).

~ Pour c) il suffit de voir que X! = (K) X, (K ne
j,n n’ “j,n n

dépend pas de j) et donc la suite (Xé n) est encore Y-mélangeante
Jd

et stationnaire comme Xj n ‘"
9

- Pour aborder la démonstration du th&or@me central limite, reste

d obtenir des majorations des X. o et leurs variances. C'est l'objet des
b

deux ‘lemmes suivants :

Lemme §.- Les (Xj n) définies en A vérifient :

H

a) Vn,neNlN 22=E(St21)=1
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b) Sous l'une des trois hypothéses :

pg 1
@) )} AW <7
j=1
g) V n, ne il sV i e‘{O,...,n-l}, E(Xc'),n . Xj,n)
‘ n-1
YV, new, jzl (n=3) E(X] .« X: )20
Vn,nel, j, je{0,ee.,n-1} EX2 ) =o2(m) = o)

c) Il existe une constante K,

o(n) > K . % , pourvu que ) YP(G) < + «
j=1

Démonstration. -

a) est évident par définition de Sn’ X , X!

j,n* “j,n°
b) tous les

s

2

>
Z

0

K>0 telle que, Al n, n ¢ N

(X. ), a8 n fix&, ont méme loi (suite stationnaire).
jsn

On pose donc V j, jve {0,...,n-1} E(Xj n) = oz(n) = E(Xi n). Par définition
’ 1]
de X on a
o,n ]
n-1 9
SGIEIRG
1 __ 1 “j=0 I
2 2 - , 2
o (n) o (n) E(Xo,n )
d'od :
n-1 9
E(X! + E(X! .X!
jZO (J’n) o JEJ' (an J'an)
(7) 21 - J,J'e{g,...,n—1}4 -
]
0" (n) E(Xo,n )
n . E(X' %)+ ¥ E(X! _.X!,
o,n . i#i! Jsn ] ,n
- _],j'€{0, ’n"]}
v 2
E(xo,n )

ki
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Alors : * si B) est vérifiée on a bien
I 5>
o? (n)
¥ La stationnarité de la suite (X} n) permet d'écrire :
]
n-1
E(X! . X! = 2 n~-j) E(X!' . X!
jgj. *j 1 it 'Zo (=3 B i
jsj'e{0,...,n-1}
et donc, si Y) est vérifiée on a aussi 3 2 n
o (n)
* Pour utiliser a) on remarque que :
I =2 T
E(X! X!, O] =12 . E(X! _.x!, Ol
i#i" J,n ] ,n i=0 j'=j+1 J,n ] ,n
isj'e{0,...,n-1}
n-1 n-1
c4. 1) AGTDER D,
j=0 j'=j+1 I J ,n
(cf. lemme 7).
v 2
g4 .0 . (] G Ex %)
j=1 o,n
car tous les (Xj n) ont méme loi ... (7) permet alors d'écrire :
H]

1 I I

v o2 v . .2
LI 1eSONU I IE N ¢ (jzl MG B D]

2 = 2 R 2 ; 2
o () 0" (n) EX) 12)
soit : 21 > ol =4C ) /GN)
o (n) j=1
et ! > K. n sous 1l'hypothése a).

o? ()

)
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Remarquons enfin que les trois conditions proposées sont

les plus "évidentes'", elles ne sont nullement nécessaires.

~ Pour c¢) il suffit de remarauer qu'id partir de (7) on a la

majoration :

, 2 s ; . 2
] n . E(Xo’n ) + 4 n ('Zo /lp(j))f:(xo,n )
l | < Zj—

i 2 '
o (n) E(Xo,n

(cf. la démonstration précédente : o) qui utilise le lemme 7)

d'od : |—ls (1 + 4C] AN n C.Q.7.D.
o (n) j=0

Lemme 9.- Si on suppose, qu'en plus d'une des conditions
p q

@) B) y) du lemme 8, on a :
*Vi,ietN ,Vx =xeE, Ie:(x)] <M

#«VYx,xekE, fn(x) + £(x)

q(n) |
* E[( z e:(gj) ez(x))zj >Agq(n) , A>0 pour n assez grand,
i=0

alors les (X. n) définies en A) vérifient, Vn , ne N,V j, je {0,...,n~1}
st . R e e ———————————

%, o =0 [28y
n

Démonsthation, -

- On remarque d'abord, que, sous les hypothé&ses du lemme 8, on a

successivement @

(*) Précisons bien le sens de cette majoration. Elle signifie que Vx, x € E,
Vo, we @ . 9(n) . N
1 Z (ei(gj(m)) - ai) ei(x)

n 1=0

o (£ (%)) n

K ne dépendant ni de x, ni de. n, ni de w.

On a ,
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[xt |
X, | = ——
J’n f 2
n E(X) 0) + ) E(X} X, )
’ i#i" J» J
jsj'efO,...,n-1}
x|
d'ol x. | s \E
i,m 5
kv nv EX )
o,n
pour une certaine constante k > 0, sous &) B) ou Y) (cf. lemme 8,
démonstration).
- Or pour tout j, par définition,on a ,
q(n)
1 #* *
1 = — -
% lizo 5 (ef(8) - a)) ef@|
q(n) q(n)
1 * * 1 #*
| P . ] — —-—
d'ot (8) : |xj’nl < lizo = (ei(gj) e (| + |5 izo a, ei(x)l

Or, il vient successivement :

* D'aprés la condition sur les e,
. . * 2
Vi,ie{0,...,q(n)} ei(ij) ei(x)shd

* D'aprés la condition sur fn

q(n) *
Lo a; ei(x)-+f(X{ R

donc pour n assez grand :

la
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;o afm * 1
'E izo a, ei(x)[ < ]E (f(x) +e)] , Ye>o

™ q(n))

<1
n

car M2 q(n) > + » etVa,aNIn;N ==>M2 q(n) = £ + ¢

Les deux premi&res conditions donnent donc, & partir de (8) :

2 ¥ q(n)
IX' l ¢ &= 430 pour n assez grand .

jon’ ©
n

.o e oy
* On utilise la 3~ condition en remarquant que :

y 2 1 a{m * | * 2 1 ¢ n) * 2
E(Xj,n ) = E{[ﬁ iZ ei(Ej) ei(x)] } - {EH igo a; ei(x)j }
| q§n) . . o £l
= E[C)  ej(€) e )] - -
n 1=0 n

. e .. P
Alors si la 3~ condition est vérifide :

oo Aam £ A q@

\ - —
E(Xj,n ) 2 5 5 3 3 (pour n assez grand)
n n 2 n-

puisque A q(n) > + » et donc,pour n assez grand, % Aqm) z f 2(x)

n
X'
- Finalement en reportant ces résultats dans !Xj nIS 2
R ‘
k /n VE(X! nz)
R ]
on obtient :
Ix; | <
J,n

n

= o [4n, C.Q.F.D.
n
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- On peut montrer (cf. Bosq (2)) que pour les fonctions trigono-
métriques, si f est 3 variation bornée, les conditions du lemme 9)

sont vérifiées ..

- Pour r&sumer ce B) on peut donc dire que notre probléme est

)ief0,... 01}

nemN
forment une suite de séquences stationnaire et mélangeante (sous les hypothéses

n-1}
de trouver la loi limite de S = z X. , od les (X.
n j=0 ’ J,n

générales relatives aux (&i) : chap. I (A)) et sous les hypothéses des

lemmes 8 et 9 vérifient :

. VYao,nelN,¥je{0,...,n-1} B, %) = o’ () =0(%)

.Vn,nenN,Vje{0,...,n-1} [Xj nl = 0( ﬂﬁEl)
’ n

- Nous supposerons désormais tout ceci vérifjé. Ce sera

1'hypothése '"H'",

C - THEOREME CENTRAL LIMITE POUR 5 .~

I1 s'énonce ainsi :

Theon2me 5.- Sous 1'hypothése générale H'.

4
[a(n)]
Si on suppose de plus que ——— 50 lorsque n » «.
n

Alors, Vx, xe¢E :

“%
f (x) - £ (%)
L | —= LU > N (0,1)

o (£* ()
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La démonstration est celle de Philipp (8) retranstricte avec
des hypothé&ses particuliéres. Nous la décomposerons en 4 &tapes : lemmes

10, 11, démonstration du théoréme limite, convergence vers N(0,1). ...

Lemme 10.- (On supprime dans cet énoncé et ceux qui suivent 1l'indice

n dans (Xj n) (on suppose de méme réalisé@e une fois pour toute H').
’

h-1

Soit h 1le plus grand entier tel que E[( ) Xi)2] < o(n)
i=0
Soit k 1la partie entiére de ]
vo(n)
On posera :
IR A W AL AN
Yo ™ B Tt X 2 T Kone Tt Y Bonegied

N
|

p = Xe-Dnr@-Dk T T Tenee-Dk-1 0 % T Tene -k T o T Do (hek) -1

L > 7L
; Z2+1 = X2h+2k + ...+ Xn_]
(¢ étant déterminé par 1'impossibilité de construire Y et Z

L+1 241

3 la fois selon le schéma de Y, , 2., Y_, Z

1 I e )

prece

On a alors :




v
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Jod=tet BAD =0 [1 + o]
. , 2 3/2 .
I i=1,...,2 E(Zj) <0 . [6(n)] (o constante indépendante de n)
ziﬂ) € o(n) [1 +0(1)]
=41 +0¢D)]
o(n)
Demonstration. -

ont méme 1}

~ On remarque d'abord que, par stationnarité, tous les Yj

0i, de méme Zj (1gj<R). I1 suffit donc d'étudier Z] et Yl.

- Par hypothé&se, on a : E(Y%) < d(n)

E(Yl + Xh)2 > o(n)

On en tire :

d'oli

Donc :

On en tire :

D'old la pr

2

E(E]) £ o(n) < E(1) + o) + 2 E(Y, . X)

h

E(YD) € o(n) < E(Y) + 0% (n) + 2 E(if) JQ?;E}
(YD) € o(n) < E() + o’ () + 2 o(m)?/?
05 o(n) - E(YD) < o(m) [ofn) + 2 /o ]
E(D) = o@ [1 + o(1)]

emiére des 4 conclusions.

- Par définition de Z1 on a :

E(z%) = k E(X%) + I Ex. . X))
1 o !
J#J' hj J
5=1,0 000k
=k
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On en tire, les X.j ayant tous méme loi, d'aprés.le lemme 7,

k k
2D skl +4 § ) [BG, . %)
=t j'=jq1 11
: k k -—
skolm +4 ) () AGD /k(xﬁ) ¢€<x§.>>
j=1 jr=j+l

A

kol(@ + 4k . (I AT o2
j=1

o 0(n)3/2 .

A

D'oli la deuxidme des conclusions.

~ Pour Z2+1 on distingue 2 cas :

% 81 (n~1)-(&h+&k) + 1 < h , par définition de h,

on a E(Z§+l) < o). (%

* Sinon on a, puisqu'on ne peut construire Y2+1 et Z£+l de

fagon classique :

(n-1)=(¢b+2k) + 1 = h

(n-1)~-(2h+2k) + 1 <h + k ... Alors Z£+l Y2+1 + Z£+1 .

Y£+1 conservant la forme classique :
Yor1 = Lneae ¥ 0 R paryheane]
’ o= + ...

Zz+] valant ZMl X(£+1)h+£k + Xn_]
D&s lors, on aura :
(#) Sion a a(h+tk) - 1 = n-1, Zz n'existe pas réellement. On peut alors poser
Z = 0 (variable . constamment nuIie ) et la conclusion reste vraie.

L+1

T
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2 . 2 , 2 :
E(Zg, ) = E(Yg,) + E(Z, ") +2 E(Y,,,) E(Z£+1)
o) + o 03/2(11) + 2 /E(Yﬁ_”) /E(Zé_’_]z)

N

o(n) + a 03/2(n) + 27Y0(n) v’ac(n)B/2

2

et E(Zl+1) = o) [1 +o(1)] C.Q.F.D. (3% conclusion)

n-1]
On décompose ) X

- Reste i démontrer la 4° conclusion (valeur de £). Or on a :
n
2 2
P=J0 =[] x)7]
j=1

3 sur les Yj et Zj . I1 vient :
j=0

E(Y2) + 1 E(Z?) + ] E(Y. . Y.,)

15j58+1 i=l,e..,8 3 \
i'=l,...,2
it
+ ) E(Z..2.,) + ) E(Y..Z.,)
TS U ¥ 33 i=lyee.,e 301
kil I 21 | h L B 23
ifit -

Appelons A,B,C,D,E ces 5 quantités. Calculons~les

1= 3
Igjsh
* A=
*¥ B =
et

2 o) [1+ o(1)] de fagon évidente

) E(Z?) + E(Z2 3/2

) £2 2 a o(n)
PEEY) s

+ a(n) [1 + o(1)]

B=o{ . o)) + 0(c(n))

WA
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%
* |c] <2 ) | Y E(Y, . Y..)]
1gj'se=1 j=j'+1 3
$2 ) ) LICTRNR ASY
153's2-1 | ie{p (h+k),...(o+1)h+pk=-1} 1
p= M, ...,

Mais IE(xi.Yj,)I <2 /m(ki) E(xi) /E(Yﬁ,) o k, =1i- (' h+(3=D)k-1]

<2 V@(ki) . cy(n)g'/2 . (1 + 0(1)) d'aprés ce qui précéade.

1

En sommant sur les p, donc des ks tous distincts on a :

lcls2 T eom¥ a+om) . (] AT
. L

1gj'<8~1
S K. 8 a@m)3/? et C = o(% o(n))
e+
* |p| <2 Yo ) E(Zj . zj,)l

15'<2 j=3"+1

A

2 lE(xi CZ.0]
15j'<% |ie{ph+(p-1)k,...,ph+ k~1} J

P=3"y e, A+]

Ici IE(xi.Zj,)l <2 /w(ki) /E(xf) /E(ij) £ 2 /w(ki) A et et

finalement (méme sommation que pour C).
|D| = o2 o(n)]
* |E| < ]2 ( E(Y..Z,,))] + |2 E(Y..Z,. )
=] ; .Z. ' g,...z il j:],?..z R

Le méme raisonnement que ci-dessus donne :

LA’
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El <2 I (] Ay E(YJ% Eahy sz ([ A ke Eak )
L i=l : :

j=]’°*°s 1=]

Soit : [E] = [(4+1) o] o(1) = o(& a(n))

* On conclut alors en &crivant que
l =A+B+C+D+E ,d'od 1=2a(n) [1+0(1)] + Ou(n))

et finalement pour n assez grand

1

o(n)

%= (1 +0(1))

Lemme 11.- Avec les mémes notations qu'au lemme précédent, on a,

pour tout T > 1|, uniformément en |t| <T:

( n-1 3 )
. Efexp it (] X.)] = T E(exp it Y.) + o(T?)
120 ] ._l ]
j= j=
2
) . z E(yg) =1+ 0(1) et max E(Y%) > Q
j=1 J : j=l,...,8 3
\ -

Démonstration.-~ On prouve successivement :

' 2+1
a) E[(‘Z

234 » 0
j=p 3

1
2 2

b) E[() Y. »1
j=1

5 L
) Efexp it (] YOl = I E(exp it ¥Y.) +o(D)

i=1 j=1

n- L 2
d) E[exp it ( z Xi)] = E[exp it( Z Y.)] + 0o (T%)

i=0 j=1 3

Pour a) on reprend la démonstration du lemme 8 :

i
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el
E[() 2, ] =B +D =00 o(n)) + 0(c(n))
j=1 .

/

O(O(n)l 2) d'aprés les résultats du lemme 10

o(1) C.Q.F.D.
Pour b) on a de méme

%
E[(] Yj)ZJ =A+C=20(m) (1+ o))

.

J=1

=1+ o(l) C.Q.F.D.
Pour c¢) on procd&de par récurrence.

L L
* Soit A =E[exp it(] Y,)] - T E(exp it Y,

j=t 17 =1
L L
=E(I exp it Y,) -~ I E(exp it Y.)
'_.] J '=1 -]
= ]
¥ On peut écrire
L -1
A={E(T expitY,) -E(T exp it Y.) . E(exp it Y,)}
. ) ] . h] L
J=1 J=1
-1 L
+ {ECT exp it ¥,) . E(exp it Y,) - 1 E(exp it Y.)}
e ] 2 . j
j=1 3=l
A4,
2-1
or .. IAII = |E(n . €) - E(n) EE)| of n= I expit Yj
7’ j”l

£ = exp it Y,

il vient (lemme 7):
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IAII < 2 Y(k) (module de exp it X = 1)
2~1 -1
|A2| = |E(exp it Y,)| |E( T exp it Y.) = I E(exp it Y.)]
L . J . ]
3=1 i=1
-1 2-1
< |[ECT exp it Y,) - T E(exp it Y.)]
t = J . N
3=l j=1
Finalement :
-1 2-1
(Al < Yk) + |EC T exp it Y,) - T E(exp it Y,)|
4 ] J 3= J
J= 1=1
-1 2-1
* On pose alors B =E( NI exp it Y.,) - T g(exp it Y.)
j=] J j=1 J

Par la méme technique que pour A, on obtient

-2 2-2
|B] < ¥(k) + |E( T exp it Y) - 1

E(exp it Y,)|
J=] J=] J

* De proche en proche (on reproduit £ fois le procédé). On obtient :

Al £ 22 Y@

g2 '&(l/ : ]) (%)
o(n) o(n)
. 2 N 1
soit A =0(t° d(v) oi t-+e, (t =[/ ])
o(n)

[+
Comme on a supposé Z YP(G) <+, il vient : A->0 si n > o.
i=1

C.Q.F.D.
Pour d) . En posant
L
Y o= jzl Y,
L+1
“o jZ] Zj

o(n)
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n-]
on peut écrire : E[éxp it( z X, )] = E(exp it Y . exp it Z )
j=o
: : , 2 2
Mais on a : exp it Z =1 +itZz +0 5 2 avec le] <
n-1 2 2
I1 vient : E[exp it( } X, )] = E[éxp it Yo+ it z_ exp it Y +9 —5 Z_ exp it Y;]
j=0

Par conséquent :

n-1
IE[éxp it( X X.)] - E(exp it Y )]
j=0

N

] . E(IZn exp it Yn') +
|6| EIZ exp it Ynl

t2 2
[t]| . E(Ian) 5 E(Zn)

A

2
/2 2 t 2
t E(Zn) + 5 E(Zn)

A

1/2

Comme E(Zi) = o(1) =o0(s(n) " Don a donc finalement une majoration de
la différence pour n assez grand :
2 . .
par 2 !t] E(Zn) soit un o(l1) , si t <
* 2 t2 /E(zi) soit un o(1)

,- 81 t > 1

et de facon générale par T2 o(1) pour tout t tel que ltl < T (et

T > 1) C.Q.F.D.

Pour conclure (1€ partie du lemme) on remarque que, en appelant

n-1
£~ la fonction caractéristique de S_= )] X, et f cellede Y, on a :
n n 3=0 i k k
L n-1 2
[f () - 1 £ (t)' iE(exp it ( z X ) - 11 E(exp it Y )|
n k
k=1 j=0 k=1
n-l] L
¢ |E(exp it () X.) - E(exp it( ] Y|
j=0 j=1

% L
+ |ECexp it( ] Y.) - I £, (t) ]
ji=1 1 k=1

o
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Les deux termes de la différence ont &té précédemment majorés

par ] W(,/ ] J) et sup( t , t2) E(Zi), et sont des quantités qui

o(n) o(n)
tendent vers O. (pour |t| < T) C.Q.F.D.
\
. 2 2
Enfin reste i voir que z E(Yj) =1+ o(1) cecl résulte de
=1 2 ) suite du

max E(,) >0
j=0,...2

a

lemme 10...

/

Lemme 12.- Le théoréme central limite (cas des variances bornées :
Loeve (15) p. 293) s'applique 3 Sn' En appelant Fn la fonction de

répartition commune des variables (Y. )

3,0 5=1 g » ona donc :
’ seery

1) La famille des lois limites de Sn coincide avec celle des lois
de variables aléatoires centrées, de variances égales 3 1, de fonctions
PP _ v _ iux . 1
caractéristiques de la forme e oi Yl = (e -1 = iux) - dK(x) ,

X
K é&tant une fonction continue 3 gauche, non décroissante sur R,

2) La loi limite de Sn est celle d'une variable X de fonction

caractéristique Y si et seulement si Kn + K complétement, ol

En particulier cette loi limite est N(O0,1) si et seulement si

- (9) Ve,e>'o,ch x> dF 0.
n
_ x|>e

Démonstration.- La démonstration du Loeve s'articule en 5 points

a) a') b) ¢) d. Nous les reprendrons briévement en indiquant les diffé&rences

éventuelles apportées.
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A la place de a), on peut &crire, en se servant du lemme 11,

que :
2‘ .
I {log fea® = (E @ =Dy>0, oa £
k=1
est la fonction caractéristique de Yk . seul intervient dans la démonstration
2
de Loeve le fait que Z E(Y2 Y =1 et max E(Y2 )y » 0.
k,n k,n
k ! k
Ensuite, nous poserons comme Loeve :
_ iux . 1
wn(u) [(e 1 iux) xz d Kn

2 X 2
K (x) = ] J y dF

j=] -0 n

2
=2 J vy dF, (Yj de méme loi)

its L 2
Nous avons E(e ™) = I (£, ) +o(T") (lemme (11))
=1 3
itSn n
au lieu de E(e )= I (£ ) : cas de Loeve . (variables
k,n s
k=l ) indépendantes)
Comme seule une convergence vers O de log( I fj n) - dh est demandée,
. 5=1 R
nous pourrons remplacer le résultat de Loeve (a') par :

its
log[ECe ™] -y +o0.

Ce résultat permettra alors de conclure car b) c) d) n'utilisent
plus que les propriétés intrinsdques de ew, puis de convergence de wn

vers .
2
E(Y.
sl )
Philipp (8) a démontré que la condition l—-————i——— + o n'Gte
max E(Y. )
j J.n
aucune loi 3 la famille des lois limites.
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Enfin, la convergence vers N(0,1) s'obtient en faisant tendre

~

Kn vers la fonction K correspondant 3 une variable gaussienne centrée
réduite. Ce qui (cf. Loeve) se réduit finalement pour nous & (9).
_ qm® .
Lemme 13.- Sous 1'hypothése L2 ¢ , la condition (9) est

n
vérifiée.

Démonstration.- On sait que Jl | x* d F = [Y > €] . Donc,
x|>e

en majorant par Tchebyscheff, la condition (9) est vérifiée si

E(Y
€
or Yi,i=1,...,2 E(Y;f’n) = E(Yl;,n)
n-1
4

A

768.C h(Z V(1))
=]

- * ' -
oi C_ majore Ixo,nl d'aprés le lemme 7.

Or d'aprés le lemme 9) IXO n| = 0( /ﬂﬁﬂl)
U n

Finalement la convergence vers N(0,1) sera obtenue si, d'aprés (10)

Le lemme 10 permet alors d'écrire :

2h + 2k ¢ n
g =

(1 +0(1))
o(n)

i
vo(n)

k =

et comme le lemme 8 donne oz(n) = 0(%9 la condition de convergence s'écrit

finalement, puisque h et £ = 0(/n)




- 45 -

2 2
-9%‘)—./5. /D% + 0, soit i%‘%— >0,

d'ol la condition annoncée ... Ceci achéve la démonstration du lemme 13

et du théoréme central limite.

D - ETUDE DE LA VITESSE DE CONVERGENCE. -

1 - Introduction et notations.

Dans Loeve (p. 283 (15)) on trouve une démonstration de la majoration
* * . ¥ . .
de Berry Esseen pour an(x) -G (x)[, oi G représente la fonction de
- . . - - - . * ’ ”
répartition de la loi normale centrée réduite et Fn celle d'une variable

n-|
( Z X.) , les Xj étant elles-mémes des variables

S5 telle que S =L
n n ]
S, J=0

n-1
aléatoires indépendantes de méme loi et si = ) E(X%). On peut de suite
j=0 7
e v ' * aa 1" : 2 1"
remarquer que si ' l'on considére une '"suite de séquences (Xj,n)je{o,...,n-l}
’ neN

ol les (Xj n) sont, & n fixé, centrées, indépendantes, de méme loi,
L]

la démonstration, donc la majoration, restent valables en posant ici

1 n-1 2 [ nil 2]
S = — . = ).
n s (j ZO XJ sn) sn E (j=0 J ’n)

n

C'est ainsi que dans le cas de 1'estimation d'une densité de
probabilité par la méthode des fonctions orthogonales (ce qui correspond
strictement 3 notre étude du c) avec des (Ej) donc des (Xj n) indépen-

1

dantes), on pourrait &crire, sous les hypoth&ses du th. 14, p. 64 (cf

Bosq (2)) la majoration :
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3/2
[Fa - 6% = 0t

F; étant ici la fonction de repartition de

En(x) - E(;’n(x)

o (E_())

Dans le cas de suites de variables (Xj n) dépendantes,
9
le seul article & disposition est, 3 notre connaissance celui de Philipp (9).
Encore 1'auteur exige-t-il des variables (Xj n) des hypothéses que nous ne
H]

pouvions concrétement obtenir de celles qui résultent de la définition

apportée au A).
Seul "1'esprit" de l'article nous a donc ici inspiré.

Ajoutons enfin que des améliorations de la forme classique
du résultat de BerryEsseen existent, nombreuses, dans la littérature
(auteurs comme Katz, Petrov, Zolotarev, etc...). Nous n'avons pas, en un

-~

premier temps, essayé de les utiliser, mais ils laissent 3 penser que de
bonnes améliorations de nos résultats actuels, puissent &tre, par la suite,

obtenus.

Précisons maintenant les notations utilisées dans ce paragraphe.

Toutes celles utilisées en A) B) C) restent valables. Nous poserons de plus :

2 . 3_8 3
* us=-= ol g8, =3 & - E(lYl;nl)
g s
n n
8§ B |) (1. de mme loi)
3 .Z j,n ] °
s_ 1=l
n
%
et s = E(Y" = .
n j.z-.l (J,n) E(Yln)

(le s ici introduit différe de celui de la page 45. Nous n'avons pas modifié
la notation pour des raisons de commodlte. Seule cette "nouvelle'" définition
servira désormais).
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* . . . . -
* G = fonction de répartition d'une variable normale, centrée,réduite
* F = " " de S8
n n
2
»*
»* F = 11 " = .,
0 | de Y 'z YJ,n
i=1
) = " - 3 . .
* fj,n caractéristique de YJ,n (comme en C))

Rappelons enfin, comme idée directrice, que l'on cherche i majorer :

sup |H(x)| ol H(x) = Fn(x) - G (x)
XeR

Nous poserons enfin H'(x) = F:(x) - G*(x)

et supposerons 1'hypothé&se "H'" (B)) vérifiée, ainsi que :

3/2
(Lim (n) ) =0
1/4
n*® . q
2 - Lemmes préliminaines.
Lemme 13 (Loeve).- Si lu] < zg , alors
' g
u2 'n
- - 2 2
2 3 3 u
le = - 1 £, @] s2g |ul” exp[- ]

j=1

Démonstrhation.~ Voir Loeve (15) (p. 286 a) : la démonstration

est strictement identique aux notations prés :

4 A

remplacer (f*) par (0T £. ))
n i=1 jsn

< remarquer que si vaut non pas exactement | mais 1 + o(l) d'aprés

le lemme 11...
\
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Lemme 14.- Tous les Y ayant la loi de Y, _ -on peut
—== k,n l,n

3 q(][1)3/2
a) Yk, ke{lyo.. 0} E(|Yk n| ) = 077
’ n

. 3/2
b) 83 - O(q(n)

W

c) I1 existe une constante K indépendante de n telle que :
Ve

3 > K

gn‘

Démonstrnation.~ Nous avons vu (lemme 13) que l'on pouvait écrire :

2
4 - nc2(n)
E(Yl,n) = 0(——;f—9

On sait d'autre part (lemme 11) que

N

s, = 1 + o(1)
10) § = —— (1 + o(1)) = O(/A)
o(n) )
On a dés lors puisque
gi =2 . 5% E(IY?’HI)
*n
1/2 3 = -
= OEn/ . (HYl,nH?’)J (ol HY],an désigne
1/2 la norme dans L_ :
=o' . ]y, LY P
[ ol l4 3] ( cf. Neven (16) p. 53)
2
- O[nllz ) (q(z) )3/6:'
y,
3/2
et (10) g3 = o(3m__, C.Q.F.D.

n 1/4
n
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Pour c) on remarque que

3 | 8 3 3 3
[gn =% .3 E(IYl,nI)J =>g 2K .L ('lYl,n|'3) ) pour n assez grand.

s
n
o 3 3
d&s lors on a g, 2 K12. (IIYI,n"Z)
>R 2 . o(m)3/?car (E(Yf D =o(m) (1+o(1) : cf.
lemme 10),
1 3/2
2K . (1+0(1)) . o(n) (lemme 10)
o(n)
. . 1/2
2 K' . og(n) pour n assez grand
2 K' n-”4 (lemme 8 ¢) ).

d'ol le résultat annoncé.

Lemme 15, - (Philipp (9) : On a :

g 2
lEEéxp it (] ¥, )] -

J.n

. E(exp it Yj n), £2¢t
J=1 ]

1 H

B =

Démonstration.- Nous la retranscrivons briévement dans nos

hypothéses :

2
.- 2
1 +°6 -5 E(Yn) avec |6| <1

a) on a : E(exp it Y )
n cf. p. ex.

Loeve p. 193

) L
(et Y = jzl Yj,n)
t2 2
Yi, j =1,...,% E(exp it Yj,n) =1+ ej —E-E(Yj’n) , avec |ej| < 1
L % t2 2 '
D'ol T E(exp it Y, ) =1+ ]} 6, 5 E(¥; ) x (a]

j=1 j=1
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avec [a] =[n (-1¢2o, 6? )]
) . 2 k k,n
k>3
2 2
Or |1 + ej 7T'E(Yj n)| <1 (module d'une fonction caractéristique)
’
A L t2 2
I1 vi n E it Y, =1+ ! — E(Y. B <
1 vient a (exp i J,n) .z GJ 5 ( J,n) . | Jl 1
i=1 1=1
b) Dés lors on peut écrire :
L 2 2 2
. - . - t 2, _t7 ' 2
|Eexp it Y ) jzl E(exp it Yj,n)l o 5 E(X) - = [jzl 0} E(Yj’n)J[
2 2 L
t 2 t 2
€ 7RO r g L1 R ]
Or d'aprés le lemme 10 on a :
* E(Yz) =1+ o(l)
n
% 2
* ) E(YT ) =1+ o(l)
L j,n
J=1
2 2 2
D'ol enfin : |[E(exp it Y ) - T E(exp it Y, )| s 5 (1 + o(1)) + & (1 + o(1))
n j=1 Jsn 2 2
2
£ 2 t° pour n assez grand.
1/4
Lemme 16.- On peut &crire sup |[H'(x)| = O(gi) + OEW(33 A ]
XeR n
Démonstration. -
a) On utilise d'abord le ré&sultat du Loeve (15) (Basic inequality :
P. 285) qui permet d'écrire : en posant U = i%-
€n
3
2/g
sup lur| < E-J n IESELI du + 12 g3
I u nn
0
2
-—P_
(puisque 1'on a ici G' = dérivée de GF=e 2 qui se majore par 1)

ol h est la différence entre les fonctions caractéristiques de Yn et

N(o,1).
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b) Le ré&sultat cherché sera donc démontré si 1'on démontre :

3

2/g h( 0 1/4
(11) f n A gy 203y + o ),
o 1P - o)+ odlipy

On décompose alors h(u) en C +D ol

2
= E(exp it Yn) - ‘H E(exp it Yj,n)
=1 u2
< 2 -5
D= 1T E(exp it Y, ) - e
. j,n
1=1
\

c) D'aprés le lemme 13 on a :

2
Ip| < 2 gz lul exp(- =5 si lu] < 23
n
3 3
2/g 2/g 2
D&s lors J n lEL du g 2 gi I n u2 exp (- %;0 du
o |yl 0

o 2
2 gi J u2 exp (- %;Q du
0]

A

0 (g2)

Donc (11) sera prouvée si l'on prouve :

z/g 1/4
(12) J n +—+ du = 0 (g ) + o[QSE_§7Z
0 u

d) Puisque (cf. lemme 14 et hyp. sur qfn)) : gi -0 on a,

pour n assez grand :

2/gi 2 1 et donc :

3 3
2/g g (u) 1 2/8 lc|
J n"l—'|C|du=[n J-Qj-dU+j J——Ldu+J " du
o |v] 0 |u] OB 1yl
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* D'aprés le lemme 15 on a : |C| < 2 t2
g3
D'ol C] f n_Z u2 du et
o |u
342 _ 3
c «[g] c, = 0(g))

* Pour C2 on remarque que si gi fsucgl

1 3——1._>]

alors :
3 '
| |yl

Mais on sait d'autre part (lemme 11) que :

1
Dés lors on a : C SJ -]-——-l—--lﬂ([/ ! ])du
2 3 3
8, 8, o(m) o (n)

n
Or (lemme 8) o(n) x K(n /%) et 9 /——h < v@!’% .
o(n)

D'autre part (lemme 15) gi > K' . n-]/4 .e. 11 vient :
c, = o4 . @4y C.Q.F.D.

* Pour C3 enfin on écrit :
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Nt

n 2/g
J ¢ du g ! P \/Vl J n %- du  (méme majoration de |C]|)
1 lul o (n) o(m)| 71

1 m(n+l/4

) Log(2/g]) (u)
g(n)

A

il

0 [m(n+l/4) ._Jg ) 1 ]
g, o

= 0(d(a +1/4 ) n+3/4

) (méme majoration que C2)

Finalement C]+ C2+-C O(g ) + 0[&( +1/4 . n+3/4] C.Q.F.D.
3 - Reéswltat final - Discussion.-
. - q(n)3/2
Théondme 6.- Sous l'hypothése H', et si de plus -—;T7Z~ +~ 0,
-alors
1/1 (%)
sup IF (x) - G (]| = Of(q(n) ﬁ + 0[n 34 gt/ )]
xeR n
Démonsthation.- Elle est dlie, dans son esprit, a Philipp .
‘ 2+1
Ona S =Y +2 of Z YLt = ) z, j,n (cf. lemme 8)
j=1 j=1
Alors Fn(x) = P(Sn < x) = P(Yn + Zn < x)
Donc :

Fa) = P #2 < x) N([Z [>e)} + I 42 <x) N (]Z | < e)
pour tout €, donné

< P{lznl > en} +_P{Yn < x + en}

(%) Les "x" utilisés jusqu 3 la fin du chapitre seront tous réels. Nous souhaitons,
par cette précision éviter toute confu51on évenfuelle avec les Eléments de E
notés x également utilisés jusqu'ici (dans " (£*(x))"p. ex.) mais qui
n'interviennent plus explicitement 3 ce stade des calculs.




Dés lors

(F()-6" () < p(lz |

et

an(x)—G*(x)l s 2(z |

.
.

On a alors

D'oill

ce qui améne au résultat cherché.

A
=} le UN

L}

i

X

En prenant

A+B+C

A+ B+C

< A +

ou

2 du < €

n

€ =
n gn

-1/4
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. .
> en) + P(Yn < x + en) -G (x + en) + G*(x + sn) - G*(x)

> € )+ IF:(x te) - G (x + e )| + 6% (x + e ) - ¢

B + c

o
]

E(Zi) (in. de Tchebychef )

D2 0(Yo(n)) (cf. lemme 11)

(]

~1/4
n

= 0( ) (cf. lemme 8)

0(8i) + OEg(nl/A) . n+3/4] d'aprés le lemme 16

X+e -
n
[T

on peut &crire

o[f——] + otg)) + o'’y . %4 4 0(g )

€n

= o™ a6 v ogd 4 ol L 0 4 o)

1712

car g3 2 K.

n

n_l/4 (lemme 14)

/2

1
0(n )y + 0E3£2%7T§3 + 0[¢(n]/4) . n+3/4J
n
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‘ . (n)3/2
Pour conclure, remarquons d'abord que la condition ﬂm—rzr—'+ 0
est utilisée pour obtenir la condition "gn + 0" qui intervientndans
la démonstration du lemme 16. Elle nous est donc indispensable. Peut &tre
une majoration plus serrée aménerait-elle des conditions moins restrictives
sur q(n). Ceci dit, la vitesse de convergence obtenue au th. 6 est assez

+3/4

faible : si {¥(n) vérifie effectivement n . w(n]/a) + 0 on voit

6
qu'elle n'excéde pas de toute fagon celle de (ﬂ—(-?lz-—)]/2 .

/4 3/4

.. 1 e ape . .
La condition ¥(n ) . n + 0 est vérifiée en particulier

-An
si ¢¥(n) est de la forme e . Donc si P(n) = a pn . {On retrouve
le cas important du corollaire 1). Si elle n'est pas vérifiée, le th. 6

reste vrai, mais sans int8rét.

Ajoutons pour conclure qu'il nous semble logique que la vitesse
de convergence dépende i la fois de q(n) et ¥Y(n) (plus la suite est

mélangeante, plus la convergence est rapide).




CHAPITRE 111

ESTIMATION D'UNE LOT DE PROBABILITE DISCRETE.

PRELIMINAIRES.

Ce chapitre constitue un chapitre d'application des résultats de I
et II. Il n'a pas la prétention d'une trés grande originalité ; néanmoins
1'optique "hilbertienne" dans laquelle nos résultats ont &té é&tablis nous

semble assez neuve.

Notre probléme est le suivant : on consid@re une suite de variables

aléatoires discrétes et de méme loi, que l'on veut estimer.

En premiére partie, les variables (xn)ndN sont indépendantes,
ensuite, on &tudie le cas ol la suite des variables est {-mélangeante.
Dans les deuxcas, on se raménera 3 l'estimation d'une densité par la méthode

des fonctions orthogonales.

Pour préciser ceci, appelons (Q,A) un espace probabilisable, et

P une mesure de proba définie sur (2,A) par P = z ki Gx *
iel i

ol Gx représente la mesure de Dirac au point Xis Xy étant un élément
i
de Q.
Evidemment I est dénombrable et 2 ki = 1. D'autre part, si
iel

1'on pose u = Z Gx , 1l est &vident que P admet par rapport & u
iel i

une dérivée de Radon-Nikodym aF dont une version est :
, du .

- o -~

(%) Nous supposerons toujours qu'au moins in ont des masses non nulles

(P # 8x).

Nous supposerons ki > 0, Vl e I.
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£= ) k, I (Ix : fonction indicatrice de xi)
iel i i

. Pl . Pl . - 2 .
et qui est évidemment de carré intégrable (éﬁ € L"(u) puisque :
du

2
J &2 = 7 Ly
Q du iel

Une base orthonormale de Lz(u) étant évidemment (I_ ) on

x,. 1el’
i

. dp “ . .
peut estimer — par la méthode des fonctions orthogonales, en estimant
du

chaque coefficient ki' En supposant que chaque variable (Xn) d'une suite

d valeurs dans (Q,A) est de loi P, on estime ki par

T 1
k., = ) — (I, oX,)
i,n j=0 n x;
et £ par : f = z k, I .
n ieI 1,0 Xl

Remarquons que 1l'application de la méthode "classique" définie par

Bosq en (2) aurait fait prendre comme estimateur de f

Mais cette mBthode présente ici deux inconvénients :

* elle suppose la connaissance préalable des Ix , ou, si 1l'on

1

veut, par exemple, du support de P, pour pouvoir choisir les q(n)

"premiers" ;.

On peut se passer concrétement de cette hypothé&se car seuls sont

-~

non nuls les ki n correspondant aux xi‘ apparus dans les valeurs prises
14
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~

cees Xn_]).On peut ainsi construire fn a partir de (Xo,...,X

par (X , X ).

0 1°? n=1

~

# Elle fait perdre par rapport 3 fn une partie des observations

issues des n variables.

-~

Nous utiliserons donc fn’ mais ferons nos démonstrations dans
1'optique de la méthode des fonctions orthogonales. Ajoutons encore que

~

‘s . 5 .. 1
utiliser fn revient & mettre la densité empirique — en chaque valeur
‘ n

prise par (Xo,...,Xn_l)ce qui est bien classique.

Rappelons pour terminer que la premiére partie traitera du cas
ol les (Xi) sont indépendantes de loi P, (estimation & partir
d'échantillon), la seconde du cas Y-mélangeant. Dans la "littérature"
enfin, nous n'avons guére trouvé d'articles relatifs a l'estimation
non paramétrique d'une mesure discréte, 8i ce n'est pas la méthode du

noyau (Watson et Leadbetter) (17), pour une mesure discréte sur N

exclusivement.
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PREMIERE PARTIE :

(ESTIMATION DE P A PARTIR D'UN ECHANTILLON)

(Les (Xn) sont indépendantes).

nelN

A - THEOREMES DE CONVERGENCE.-

Théoreme #.- £~ converge vers f en moyenne quadratique intégrée ;

2 2 1 <
- On a plus exactement : E[Jg(fn—f) du] = O(;), E désignant
1'espérance.

Démons thation. -

~ D'aprés les définitions apportées dans les préliminaires, on a

évidemment

| Z 2 2,0

E[J (£ -D)7du] = ] o (k; )
Q iel ’

- n=1 |-
-0r k., = Z — .« (I_. oX,), donc les X, &tant indépendantes,
,a o L2y 4 X. | j
j i
ok, )=tk -k
i,n n 1 i

On a donc E[J (f —f)zdu:[ =1 T (k,k,%)
o 0 n iel 11
< 1 car k.(l-k.) ¢ k. Vi
n 1 1 1

et le théoréme est démontré.




rh )
=]

EE(sup

Theoneme §.-
xefd

converge uniformément vers

Démons thation.-

~ Par définition des

sup |fn(x) - f(x)l2 =
XeR

- Alors E(sup|f_(x)
n
xef
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JEn(x) - f(x)lz:l = o). En particulier,

n
f en M.q.I.
Ix's on a
i
- 2
sup(ki 0" ki)
iel ’
2 s 2
~£(x)|%) = E(sup(k; -k)%)
iel ?
- 2
sﬂj(ﬁm-kg)
iel
- 2
s ) {E(k, -k,
iel 1,0 1
£ — (cf. dem. du th. 7) C.Q.F.D.
n

Theoneme 9.- fn converge uniformément presque siirement vers f.

Démons thation. -

- D'aprés le lemme de

Y g, € > 0, 2

nelN

soit : Ve, e>0, )
: nelN
ou: ¥Ye, e>0,

Borel-Cantelli, il suffit de prouver :

P(sup]fn(x) - £(x)]| > €) <=
xefd

P(z:ilki’n - kil > g) <o
I 7 Bk, -k|>e) <+
nelN iel 1.0 !
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Ly, - 1"
soit : Ve, e>0, ) {y « — )} < + » (Inégalité de
el el © Tchebychef ).
- 4] n-1 4
- 0r E |(k, - k, = -— E I o X, - k,)
r [« i k) 7 {(JZO x, % T }

-
- 'lz LzoeaJ f6 7 3 E(aJ>E<a .)]

oX.,. -k, (les a.
J 1 J

- Comme E(a4) < 8 k. et
o i

finalement E[(k.
i,n

et ) {} E[(k n—ki)l’]s

nelN  iel iel

B - LOI LIMITE DE L'ESTIMATEUR.

- Soit x, x € Q,

. Lorsque P(Xi =x) =0,

est don¢c dégénérée en O. Sinon, pour n

En(x) - £ (0

An = - car
c(fn(X))
On a alors :
n-1
Lemme 17.- A = ) Y. o Y,
—_—— n 320 jsn jon

2
E(ao) < ki

K] k(] ——)

on cherche la loi limite de

£ (x) =0,

j=0 j'=j+I

sont centrées et indépendantes).

(calcul direct) on a

4 !
- k)] < =] [8n k. + 3n(n-1)k,]

C.Q.F.D.
neflN n

£ (x)

VneWN. Laloi limite

assez grand, on peut définir :

G(En(x)) > 0.

1 I oX. - ki
—_ X = et
/o AL S ki
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kio‘* P({x}). Chaque Yj o Prend les valeurs

r ]"'ki
1‘/— °
/Yn ki ki
o o
avec les probas
¢ 1 - ki
ki °
— ] /_ o
/" ki
0
\
Démonstrnation. -
- - -~ ~ n"']
-~ . ]
On a f (x) = ki ol ki = — Z I oX

1 n-l
5 Ll o X;) - ki ]

. = =0
denc : A.n i

ki - ki °
(o] Q
n
n-1 1 I oX. - ki
= 2 Y. n Bavec T, n- = X A 2
j=0 1> s /E' 41 ]
[o]

et comme Ix o Xj prend les valeurs O et 1 exclusivement avec les probas

lwkio et kio, le lemme est démontré.

On en déduit immédiatement le
Théoxrdme 10.- Lorsque m, L(An) + N(0,1).

Démonstration.- 11 suffit d'utiliser 1le théoréme central limite

"classique" (Loeve (15) p. 270) appliqué aux variables de Bernoulli. On a

de suite L(An) + N(0,1).
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. . * * -
Nous allons pour terminer majorer supIFn(x) -G (x)l ol F:
xeR
.. *
représente la fonction de répartition de Sn et G celle de N(0,1).
Nous avons déja remarqué que la borne de Berry Esseen s'applique aux

cas de "suite de séquences" de variables indépendantes. Elle donne ici

n-1
suplF*(x) - G*(x)] = 0(_.-]-§ 1 E(]y, ]3) (cf. Loeve p. 288 et notre chap. I)
n & j,n
xeR s j=0
n
n-1
od Sn2 = Z E(Y. 2)
‘ ' j"O J,n
2 ' _ -1/2
Comme s = 1, Vn, et que ‘Yj n‘ = O0(n ) (cf. Lemme 17)
9
il vient SUPIF*(X) - G*(x)l = O(n.n_3/2)
xeR O 1
= 0(—).
Vo

La convergence est donc assez rapide.

Notre étude s'achéve ainsi dans le cas de l'estimation d'une mesure

‘discréte par échantillon (Xi‘ indépendantes).
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DEUXIEME PARTIE :

ESTIMATION DE LA LOI DE PROBABILITES
D'UN PROCESSUS STATIONNAIRE :

(Suite y-mélangeante).

A - DONNEES DU PROBLEME.

On considére une suite (En)n>0 de variables aléatoires définies
sur un espace probabilisé (Q2,A,P), & valeurs dans un espace mesuré (E,B,u).
.On la suppose une fois pour toutes strictement stationnaire et (-mélangeante

au sens de (I -~ A - 1) (En particulier, les lemmes 1 et 2 du chapitre I

s'appliquent).
/

Nous supposons que la loi commune Po des En’ est une mesure

de probabilité discradte ; c'est-a-dire que

o= z 8 - comme dans les préliminaires .
de ce chapitre III.

et que P0 = .z ki Gx.
1el 1

dp

On cherche 3 estimer —2 par £ (x) = Z k. n I (%),
du o ier *° %3
1 nil
avec k = - (I. o &.,).
i,n n =0 X

Les résultats et démonstrations qui suivent constituent done un

"mélange" des chapitres I, II et de la premidre partie du chap. III.
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B - THEOREMES DE CONVERGENCE.

® ) -
Theoneme 11.- 8i § P(i) < + , £~ converge vers f en moyenne
i=0

quadratique intégrée :

lim E(J (En - 62 =0 .
E

n->co

Démonstration. -

- On remarque d'abord que :

J (fn - f)zdu = X ((k - ki)z) par définition des I
E

ier 1P *1
—or: L EG, Y- E[<n§] 1, o7 -4 I el o607 s
H . . = — N = e (o] .
1,0 n2 j=0 x5 J nz §=0 xi J

. E[(Ixi o Ej) . (Ixi o Ej'] = P(gj = Xy et Ej, = xi).

'~ La définition méme de la {-mélangeance (I. A)) donne :
lP(gj = xi et €j| = Xi) - P(Ej = Xi).P[éj, = x&]l < w(ljl_jvl)P(gj = xi)
soit

2 .
IP(Ej = xi et gj' = Xi) = ki l £ \0('J_Jl)ki'

~ Il vient :
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% ~ N
. E(ki,nz) s [nk, + I (ki2 + 1, (3"-310]
n J»s]
k, 1
5...}.+-—5 [n(n-l)k + k; 2n(z 93]
< n j=0
-~ 2 kl - klz k
B[k, - k) s ==+ 2~(Z IG»
’ n n J=0

\

~ Finalement, on obtient E U

E n j=0

~

Théondme 12.- Sous la condition 2 YP(3) < 4o | fn converge

j=0
uniformément presque slirement vers f.
A
Démonstration. -
- On doit montrer : sup ]f (x) - £(x)| —> 0, et (cf. démonstration
xeE P.s.

du th. 9) il suffit de prouver :

Ve e>0 Z(ZPIk

-k, >€) <+
neN iel 1

4]

ou ) {—% E[(z a)lj})<+°° avec

neN iel n j=0

., = [o] o-'k-.o
o I EJ

n-1|
— Pour majorer E[( ) o ) :l on utilise une démonstration calquée sur
i=0

Billingsley (13) p. 173 : 1'utilisation directe de son lemme donne

|

=[] 0t>“] < K[ (1"

(En-f)zdu:} =0(1-) si z P(j) < + = C.Q.F.D.
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or X (l-ki)4 peut &tre infini. Un travail analogue au sien mais ol E(laol)
iel
est calculé (et non plus majoré par l—ki) donne :

n-1]
4 2 3
E[( ] a,) 15 ka k(1 - k)

<
j=0
< K'k..n2 sous la condition z IG) < =
i j=0
- Finalement, ona : ) () {-%- E[ z o ) ]}
neN iel n
$K () -—-)(Z k) <+ o C.Q.F.D.

nelN n iel

C -~ LOI LIMITE DE L'ESTIMATEUR.

~ Ici encore on considére un élément x de E. On suppose que P(Ei=x) >0

(sinon fn(X) tend vers la loi dégénérée en O0) et que donc pour n assez

grand

£ (x) - £ (x) .
A =21 est définie car o(fn(x)) > 0.
? o(£ (%))

On suppose de plus que P(£i=x) S 1 , on a alors :
. 2

Lemme 18.-
n-1 o &, 1,
* An = .ZO xj,n Jé l: et kio = P(Ei = x),
] { Z [1, o g5 - k10] }

* Les Xj n Premnent les valeurs
H

(1-k, >{E[z(1 o ¢, -1 T2 ok, {E[z<1 0 £, ~ ki )]}
o J=0 '10 J"O

avec les probabilités kio et 'l—kio.




- 68 -

*8i ) ¥() < 1 , on peut écrire
= 4

j=1

r Vi, 3 =0,...,n~1 |x. | = 0(—L
1 ] ] J ,n /n—)
" " " x, )=o)
o (X, = O(—
< J,n n
" " " 02 (X. ) =¢C -1- (C constante indépen-
jsm n ,
L dante de j et n).
Démons thation. -

—~ Toutes les remarques faites au chap. I sur les "suite de séquences" [i D)~2)]

restent vraies ici,et les lemmes 4 et 5 s'appliquent aux Xj n ici
H

utilisés. Le début du lemme est de méme &vident, nous démontrerons simplement

la 3e condition.

n-1
- Calculons : A = E [x Y (Ix ok, - k.))ﬁ.
j=0 o

‘ n-1 » 2 n-1 2
* On remarque que : E[( ] I o0¢&)%] = ) E[(I_og)")+
j=0 x J j=0 X J A

;. 'E[(Ix 0 £.).
i T

(1 0 ;0]

=noki+ z P(Ejgx et Ej'sx)'

D'od A=nki -n ki >+ ) P(E, =x, et E., = x.).
) o L., j i

J#3

* Or IP<gj =X et Ej' =x) - P(gj = X )P(Ej' = X)l g \D(Ij'"jl)P(Ej = X)

e . 2.2 P . 2.2
d'oll ¢ n ki -n"ki © + jgj'(k1° (|3 J]}klo) $Agn ki ~n"ki © +
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. 2 ey el
1., it sy

;2.2 . 2 [T . 2,2 iy 2
et n klo-n klo +n(n—1)k1o -2n(j£0w(3))k10 sAgn k1° n k1o +(n(n 1)k10 +
0
2n( ) Pk
. [¢]
3=0
d'ol enfin
[+ ] -]
nki fl-ki -2 ] Y] s Asnki [1-ki+2 | 9] .
1=0 3=0
Ix o £, - ki
- 0r X = - 0
J,n
VA
Un calcul direct donne donc
© : ki (1-ki ) k, (1-ki )
. 2
si (1-ki -2 ] 9(@) > o, — s 0°(n) s ——
1=0 . . . . . .
i n ki [1+ki_+2¢ ] 9(3))] n ki [1-ki  -2( ] 9()Y
j=0 =0
Par conséquent, si kio < 1 .
"2
. . S ey L1 11 2 11
on a bien, sous la condition z P(G) <= 3 —x= g oc(n)g - x —
j=0 4 n C n C'
~ De méme, on peut écrire
sup(ki ,1-ki )
X, < 0 0
Jsn /z
' 1
= 0 (—) . C.Q.F.D.
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On se place désormais dans toutes les conditions du lemme :

n-1

ona A = jzo X, avec 0% (n) = 0(%9 et 02(An) =1 . (c®@) = E(Xﬁ,n))

La construction effectuée au lemme 8 s'applique donc point pour point
les conclusions du lemme 9 aussi, le théoré@me 3 également ... Transposé, il

pourrait s'écrire (cf. chap. I, C)

h .
L(A) > N(O,1) si ! [?( )X, n)f] >0
a(n) j=0 3»
h-1 2
-ofi h est le plus petit entier tel que E[( z Xj n) ] < o(n).
jeo 37

La condition de convergence s'écrit donc, d'aprés le lemme 6 :

e Ehz Ca( 2 Vm(j)ﬂ +~ 0 ofi C est une constante majorant |X, nl
o(n) j=0 ' ' 3s

(soit dci, C =< (cf. lemme 18)).
/n

1 h2 - 0(n3/2).
o(n)

Or h (cf., lemmes 9 et 10) vérifie :

Finalement L(a) » N(O,1) si /2. "/H% (] AGY » o
j=0

[- -3
soit, si z YP(j) < + » ; en conclusion :

j=0
Théondme 10.- Pour tout x tel que P(gi = x) ¢ 1 , sous
2
1'hypothése : ] V{§(j) < =, avec z () < L
j=0 j=1 4

En(x) - £ ()

ona: L ) -+ N(0,1)

cézn(X))
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, 1 . .
H , = > — {
Remarque Si P(él X) 5 (?e qul ne peut arriver que pour un

-] l—P(Eiﬂx)...
seul x) le résultat demeure voir sous la condition Z P¢) <

j=1

D - VITESSE DE'CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR.

I1 s'agit de reprendre 1'étude faite au chap. I, E)... Les résultats
en sont inchangés, aux majorations prés. Les notations et lemmes préliminaires

restent valables ; mais un calcul direct donne ici

~3/4 N .
E‘Yk’nS! O(n ) d partir de |xj,n| <

1
/n

/4)

et g - O(n-]

Compte tenu des majorations précédentes, le théoréme devient :

- L

l2) + 0(¢(n1/4).n3/4

Théongme 11.- sup|F*(x) - G*(x)] = O(n
xeR O

)

* . . . . »*
ol Fn représente la fonctlon'de répartition de An’ G cgl%e de N(O,1),
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APPENDICE

UN THEOREME LIMITE POUR UN ESTIMATEUR DE LA DENSITE CONDITIONNELLE
D'UN PROCESSUS STATIONNAIRE ET MELANGEANT.

- ——————— - ——

PRELIMINATRES.

Nous avons défini au chapitre I, un estimateur de la densité condi-
tionnelle f/h, £ &tant la densité de la loi de probabilité des variables .

(Ei) d'une suite stationnaire et mélangeante 3 valeurs dans Rp, h celle

‘des couples (Ei,E ).

i+l

Nous n'avons malheureusement pu obtenir de théoréme limite
~m
h
pour l'estimateur = dé&fini au I. Les résultats qui suivent ne constituent
£

=2 11-]

donc qu'une premiére &tape vers un résultat plus &laboré. En fait, gardant
sur les (gi) toutes les hypothé&ses et notations faites au I) E), nous

avons, pour raison de commodité&, posé

- a(n) q(n) ef(E )
£1(x) = § ( § 172k

e, (x))
k=0 i=0 a(n)

. »* *
- a(n) e. (£, Ve, (§ )
B!(x,y) = ) A e 2l e ()
. 1 J
k=0 0516‘4(!1) a(n)
05j£q(n)
( -2
ol a(n) =22 si n est pair
2
4

n- . v
a(n) = —= si n est impair .
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Alors fé et hé sont deux estimateurs de f et h. Il suffit
de remarquer que par rapport aux estimateurs de I, la définition reste

~ = : =~ t ! 113 A'
la méme & ceci prés que l'on n'utilise pour fn’ que 50’52354""’€2a(n)

au lieu de Eo’El""’gn-l

~

et pour h; (EO,EI),(62,53),---,(Eza(n)),iz(a(n))+l)
au lieu de (50’51)’(51’52)""’(5n-2’5n-1)

enfin que 1'on a pris ql(n) = qz(n) = q(n).

fg et h; demeurent, sous les conditions des théorémeE de I),
1
, n

des estimateurs convergent p.s. vers f et h. On prend alors —— comme
f'
n

estimateur de h/f, 3 chaque fois que la quantité existe, et on a

hé(XQY) h(x,y)
lim p.s. sup -

n->oo (x,y) eKxRP fg(x) f(x)

= 0 sur tout

compact K sur lequel f est positive, sous les conditions du théoréme 4

(avec ql(n) qz(n) = qz(n))-

Nous allons ici chercher la loi limite de :

(h;(x,z) - hn(x,y)) ) (f;(X)-_ £ &)
ofh! (x,y)] o[£! (x)]

Et ppﬁr ce faire, chercher celle du couple

hlGLy) - B (y)  ELG) - £ (%)

o[n! (x,y)] ’ o2, )]
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soit enfin celle des variables

Atltz _ tl hr'l(x’Y) - hn(st) . t2 fl"l(X) - fn(x) (t]’ tz’
" o [h! (x,y)] o[£! (x)]

2 réels quelconques)
afin d'utiliser le th&oréme de Cramer-Wold.

t t
A - NOTATIONS - LEMMES PREMINAIRES SUR LES Anl 2,

q(n)
- On posera : Uh,n(x) = iZo ei*(gh) ei*(x)

Vh,n(x,y) = Uh,n(X)'U (y)

h+l,n

U L@ = —— (G0 - E, (0]

a(n)
] A' a<n) ]
d'ol : fn(x) - fn(x) = kZo U2k,n(x)

Vi Gy = Wy a9 - E[Vy 0]}

a(n)
- a(n)
d'od : h! (x,y) - h_(x,y) = kzo Vék,n(x’Y)'
Enfin :
. ) t, Ur'z,n(") . ty V;l’n(x,y)
‘h,n /
a(n) // a(n)
2 2
E () U} (x)) E ( v, (x,y))
k=0 2k,n ) kZO 2k,n
t. t oin)
d'od Al ?a W
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Cette quantité est toujours définie pour n assez grand, ce qui

revient 3 dire, puisque E(ﬁ;(x,y)) = hn(x,y) et E(Eé(x) = fn(x)), que

1'on n'a jamais pour n assez grand ﬁ;(x,y) p=s hn(x,y)

f;(x) p?s. fn(x>

probléme que nous avons déja abordé aux chap. II et III.

On a alors :

Lemme 19.- Les (W forment une suite de suites '

2k,0’k=0, . ... ,a(n)
neN

mélangeante, stationnaire de variables aléatoires centrées définies sur

®,A,P) 3 valeur dans (R,BR).

Démons trhation. -

- La {-mélangeance provient de ce que le tribu engendrée par ( ) est

¥2k,n

contenue dans celle engendrée par (£, ,& ). Donc celles engendrées par
2k 2 2k+1 ?

(WO’WZ""’WZk) et par (w2k+2h’w2k+2h+2”"’w2a(n)) le sont dans celles
-engendrées par (Eo’gl""’E2k+1) et (§2k+2h"’:’gn—1)' La suite (Ei)

étant {-mélangeante, la suite des (w2k) le sera &galement.

- La stationnarité résulte de méme de la dépendance de la loi de par

Mok
rappert & Lpus Eppay”

Lemme 20.- Si, en plus des conditions du théoréme 4, on suppose que :

[}

R rcy P

i=] 4

Vi, i eN, Vx, xe€E Iei(x)| <M
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.Y (x,y) (x,y) € EXE fn(x) + f(x) et hn(x,y) + h(x,y)

q(n)
. E[( f ei*(go) ei*(x))zj 2 A q(n) pour n assez grand

i=0
q(n) q(n) 2 2
. E[ iZO ei*(go) e, *(x))z.(izo ei*(gl) ei*(y)) ] > B q(n) pour n assez
. grand. Alors,
t, t
. 1°2,2 2 2
Lim E{ (A ) =t + t, .
oo [ n ] 1 2
Démonsirnation. -
a(n) a(n) .
ELC ] U2k,n " ¢ ) Vék n)}
. I1 suffit de montrer que Lim k=0 k=0 =0
n>« a(tf) 2 a(rf) 2
E{( u; )TIE{( v )7}
k=0 2k,n k=0 2k,n

Nous appelons N et D le numérateur et le dénominateur 4 étudier,,,

a(n) 2 . . @ 2
'+ Pour D : ona E{( g Ul )% = [1 - 4( z /J(i))].a(n).E(Ué n )

k=0 2k,n im
(cf. lemme 8 : démonstration)
afm) v 2
g ]

BC) Va2 [0 = 40T AW o) BV %)

k=0 i=]
méme principe de démonstration : {-mélangeance des Vék '
: ’

Or, sous les hypothé&ses de ce lemme, on a :

, 2 ’ 2 1 ]2
E(Uo’n ) 2 [A q(n) - £ (x)]-L(n)]

2 2 2 1 2
E(V' ™) 2 IBq (n) - h “(x,7)]. .
{ " } L(n)]
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3/2 ‘
D'ol D = K. G0 N ol K' est une constante positive indépendante de n.
a(n)

Pour N : N

E[R! (x,y) (EL () - £_(x))]

o (n) i a(n)
= E [kZO (a(n) U2k,n(x)'U2k+l,n(y))J°[kzo Uk, n ]
= A+ B
ol
aﬁn) | ' '
* |A] = L E(a(n) C Uy O Vg DU ()
a(n) U (x)
2k,n 2 1/2
S {(E(———— .U (y))" . E(U} (x)) } {
k=0 a(n) 2k+1,n 2k,n
« lu W < ¥ q@)
o(n) _ U (x) 2k+1,n
§ § quz(n)~{E[—§££L——-]2} car
k=0 a(n) el )% s [ E(u,, n(x))]
_ ’ a(n)
ol = T 7 sy, o )00 0D
* IB| = E X) . y ' X
k=0 k'#k o (n) 2k,n 2k+1 ,Il 2k
v “f“) 1 2 2.1/2
$4C LA {e [ EY U2k+l N]7E@y, )T
. i=] k=0 a(n)
d'aprés le lemme 7 (de Billinsgley) (les variables U2k,n et Uék,n sont

Y-mélangeantes). D'ol

' a(n) U (x)
8| s K" § o.qm)) . {EZen )2
k=0 _ aln)

-~ I3
(m€me raisonnement que pour A).

, a(n)
I1 vient |N| =o[q(n) CE{) [(Eem T, )j} ]
k=0 a(n)
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Ul (%)
. . 2 2 . . .
Or, les variables centrés (—-lfﬁ———) forment une suite de suites ~mé~

a(n)

2
langeante et stationnaire. Chacune se majorant par (E'i__ 3.0_"‘.)_)2, le lemme 7
2 o(n)

(Billingsley) permet d'dcrire :

a(n) UL (%) 2.
E[{ ) (_.2.1‘_’3._.._)2 }4]=0{(u(n))2 ,[(i. ) M)s]}
k=0 oa(n)

ra(n) U (x) 2
d'oli (normes dans Lp) : E[ ) [(—2—&&—)2]] = 0( (n) )

k=0 a(n) a(n)3 2
2
. 2 £7(x%)

et enfin IN|] =0 . q(n)[ q(n:)i/z - =z ]

a(n) a(n)

_ 0[ a@> | qm ]
a(n)3/2 a(n)

r 3 3/29-1

. Pour conclure : M =0 _i(n;/Z + 4(n) ][:&SEQ___}
Ip] - a(n) a(n) a(n)

- 3 .
=0 [@®,1/2 (q(n))"’z:l = o(1)

- a(n)

3
si q(n) » = et - 0. C.Q.F.D.
a(n)

z YP(1 <—]A-,ona:

Lemme 271.- Sous la condition :
. . l=]

Yo, ne N, Vk, k= O0,...,0(n) E(ng,n) = cz(n) = 0(-1-).

n




- 79 -

Démonstration. ~

a(n)
. ol = E(Wi’n) = tg[{E(Ué’nz)}{E[( kZO Uék,n)zl}-l
a(n)

+ e [EE HHE[C 1V Oy
’ =0 ’

Vo o(n) 2 -1/2
+ ZtrtztE(vo,n‘Uo,n)]{E[[ kZO U2k,n) 1.5 kzo V2k,n]]}

. Or (cf. Lemme précédent) on a :

o(n)

L2 ;o2
E ¢ kzo Up,o) J 2 Kea@ EC@] 9

a(n)

2 2
| 1 M
E [( kZo V2k,n> )] 2 K a(n) E(Vo,n ) ... ce qui permet

de conclure de suite.
Lemme 22.- Sous les hypoth&ses. des deux lemmes précédents, on a :
Vn,nelN,Vk, k=0,...,0(n) |w |=0(3S-I-‘—)-).
2k,n /o

Démonstration. -

Directe, & partir de toutes celles introduites précédemment.

» l ’
En résumé, si nous posons Xk e Y] (on suppose bien siir
o0 /55 2k,n
-t:]'"t'.2

t. t
t)* tg # 0 ; sinon An est identiquement nulle et tend vers la loi

dégénérée en 0), nous avons vu que, sous les hypothéses des lemmes

précédents




- 80 -

i de sui de v.a. é
#* Les (xk,n)k=0, .« (n-1) forment une suite uites de v.a. centrées,
nelN

stationnaire et mélangeante

(€1 x, 07
* E|( X > 1 si n~»ow.
k=0 0

*’UZ(Xk n) = 0(10 pour tout k, pour tout n
*
n

* gl mod®y " .

Alors, puisque les (Xk n) ont les propriétés requises dans 1'introduction
H

t. t
du théoréme 5, on peut écrire l An1 2 —— N(0,1), puisque
2.2
tl+t2
‘a(n) I
X = A . La démonstration du théor&me 5 s'applique point
k,n n
k=0 2,.2
&ty

pour point 3 ceci presque la convergence vers N(0,1) seraici obtenue si

4 4 -
n3/2 [&Qﬁq + 0 ou (?)2 > 0 (majoration de [X, |).
Vo n’ 30
On peut donc énoncer :
Lemme 23.- Vt], t, R, Vtz, t, € R.
Bl (x) - £ () a'(x,y) —.h (x,y)
£, — LU t, — 1 — N(O,/t? + tg)

T o (B! (x,5)

: 8
(soug les hypoth&ses des lemmes précédents et la condition ), 0).
n
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B - LOT LIMITE.
Rappelons le théoréme de Cramer-Wold (Billingsley (13) p. 49):
" Dans Rz, X

»X converge en loi vers (X,Y) si et seulement

In 2n)

si chaque combinaison lindaire de X, , et X2 , converge en loi vers la
‘ . H ’

méme combinaison linéaire de (X,Y)."

Il nous permet d'écrire
Théondme 12.- Sous les hypothéses du lemme précédent, le couple
[ 0 - 0] [om )], (bl G,y = h ). [oh! x,y)] )

converge en loi vers un couple de variables gaussiennes centrées, réduites,

indépendantes.

Rappelons enfin le théoréme 5-1 (p. 30) de Billingsley (13)

" Soit S et S' deux espaces métriques, S et S' les
boréliens de S et S', h une application mesurable de S dans S'.
Si Pn et P sont des probas définies sur (S,S) Qn et Q celles

que h induit sur (S',S') on a :

Pn —> P

: == @Q ~»Q au sens de la convergence faible "
n

P(Dh) = 0

(Dh est 1'ensemble des discontinuités de h).

R2 — R
En prenant h : » et en remarquant que si P
’ (x,y) —— <

X

est la loi gaussienne dans Rz, P(Dh) = 0, on peut alors écrire que sous
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les hypothéses du théoréme 12, on a :
Théoneme 13.-

ht'l(X) - hn(x,y) ft'l(X) - fn(x) }_] .

{ }ox |

(B! (x,7)) (£ (x))

ol C représente une variable qui suit une loi de Cauchy (quotient de deux

variables gaussiennes centrées réduites indépendantes).

C - CONCLUSION.
Le théoréme final précédent semble pouvoir &tre amélioré, quoique
h'! (x,y)
: ' . ' 2 s 05 2 s "ozt " n
jusqu'ici nous n'avons pu réussir 3 &tudier "sérieusement" -———. Quant
fl(x
! (x)
aux hypothéses réquises dans les lemmes préliminaires, elles ne soulé&vent

8
aucun probléme particulier (imposées au chap. II, sauf i 0, ce

n
qu'on peut toujours supposer) &3 part :
_q(n) * s Al * 2 2
"E = E[(izo e, (£ e; (%)) .(izo e, () e, (y)7] 2 B q (n)

Nous avons trouvé un cas concret d'utilisation : si la suite (gi)
est fortement ~mélangeante, c'est-3~-dire qu'on peut écrire dans la définition
du I - A)

(P(A N B) - P(A)P(B) < {Y(n) P(A)YP(B) (au lieu de

J(n)P(A))), alors un lemme de Philipp en (8) permet d'écrire :
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q(n) , q(n)
B, 2 G-ION@IC) © ey ei*<x>)2]}.{a[kizo e (g, e * 3}
1= =

[+¢]

et comme z Va(i < l le probléme est résolu si
1 4

q(n)
() efe) e enT 2 A aw),

i=0

ce dont on a fourni un exemple de réalisation par ailleurs (cf. Bosa (2)

fonctions trigonométriques).
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