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I N T R O D U C T I O N  

Dans un t r e i  1  l i s  T quelconque, muni d'une mesure d' in format ion 

généralisée J , nous déf in issons des séquences d'éléments comparables. 

11 en découle naturel lement les  not ions de per te  e t  gain d ' informat ion,  - 
not ions auxquelles on associe des quant i tés notées 6+ , 6 dont on 

dédui t  une distance en informat ion 6 a ins i  qu'une app l i ca t ion  notée 

JR qui  général ise à un t r e i l l i s  T quelconque l a  not ion d ' in format ion 

mutuel le. L ' i n t e r p r é t a t i o n  de ces grandeurs nous amène à d e f i n i r  les  

notions d' informat ion "parasi t e "  e t  d l  informat ion 'non expl iquëeu. 

L '  i n t roduc t ion  d l  hypothèses p a r t i  cu l  i ères, d i  tes de type H , sur  
les  mesures u t i l i sées ,  permet d 'ob ten i r  des expressions simples des d i  f- 

férentes quanti tés  i n t r odu i t es  précédemment. 

Dès l e  début des travaux sur l e  théor ie  général i s@e de 1 ' lnforma- 

ti on, deux d i  r e c t i  ons axiomatiques sont essent ie l  l e m n t  apparues : 

. L'étude de l a  mesure d' information, notée I (A ) ,  fourn ie  par l a  r é a l i -  
sa t ion  d'un événement A ; 1 'espace de t r a v a i l  e s t  (n,S) , où S e s t  

une classe de par t ies  de R (souvent il s ' a g i t  de 1  'algèbre de Boole 

des pqr t ies  de R ); c e t t e  axiomatique a é t é  développée essent ie l lement 

par J. KAMPE DE FERIET e t  B. FORTE C171. 

. L'étude de l a  mesure d' informat ion,  notée H(H) fourn ie  par une expé- 

r ience (ou p a r t i t i o n  ) ; 1 'espace de référence e s t  a lors  l e  t r e i l l i s  

des p a r t i t i o n s  d'un ensemble 0 donné. Cette axiomatique a f a i t  1  ' o b j e t  

de nombreux travaux (en p a r t i c u l i e r  de l a  p a r t  de B. FORTE e t  

N. PINTACUDA C 8 1 ) .  C'est  dans ce contexte que sont l e  p lus souuent 

u t i l i s é e s  les  informations hab i tue l  les  in tervenant  en Théorie des 

Questionnaires. C 231 

Nous avons é té  amené , aux chapi t res II e t  II 1, à é tud ie r  1  'appl i c a t i o n  

des résu l t a t s  du chapi t re  1  dans l e  cadre des deux t r e i  1  l i s  p a r t i c u l i e r s  c i  tes 



ci-dessus. Nous définissons entre autres des distances entre événements ou 
entre partitions qui ont été uti 1 i sées pour la réal i sati on d' a l  gori thmes 
en taxinomie numérique, notamment pour 1 a détermination de "cl asses homo- 
gènes" d' i n d i  vi dus e t  la construction de questionnai res sur ces classes 
C151, ainsi que pour la recherche de "bonnes synthèses" de tableaux de 
données réel les ( chapi t re  V )  . 

L'ensemble des résultats concernant les quantités 6' , 6-  e t  
S établis au chapitre 1 est une conséquence di recte de 1 'axiome de mono- 
tonicité de J . Ceci nous a amenés à étudier les propriétés intrinsè- 
ques des applications monotones définies sur T e t  à valeurs dans 
R u {+ . Nous définissons alors une quasi-métrique sur T dont nous 
déduisons une métrique lorsque 1 'application v est strictement monotone. 
L'utilisation d'hypothèses sur v analogues à celles définies au chapitre 1 

nous permet de donner des expressions simples de la métrique. Nous retrou- 
vons notamment la distance habituelle sur les t r e i l l i s  modulaires lorsque 
v est  une valuation strictement croissante. Nous montrons que les hypo- 
thèses Hl e t  H2 n'entraînent aucune structure particulière sur T 

mais que s i  le  t r e i l l i s  es t  gradué, nous réobtenons la caractérisation 
cl assique de 1 a semi-modul ari té  C 4 1. 

Nous proposons, dans la deuxième partie du chapitre IV, une exten- 
sion aux cas des demi-treillis 

- des hypothèses Hl e t  H2 

- de l a  notion de valuation 
- de la caractérisation de l a  semi-modularité dans les t r e i l l i s  

gradués énoncée par G .  BIRKHOF C 4 1. 
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TREILLIS ET 1 NFORMATION GENERALISEE 

Sur  u n  t r e i l l i s  T muni  d'une information généralisée J , ne nous 
intéressant q u '  aux propriétés intrinseques de 1 'axiome de mon~tonici té ,  
nous définissons les notions d'informations absorbée, transmise e t  apportée 
par une séquence d'éléments comparables du t r e i  11 i s  . Des notions introduites 
résulte naturel lement l a  définition d '  un écar t  sur T d o n t  nous déduisons 
une métrique lorsque J e s t  strictement monotone. 

Cette démarche nous conduit à définir  une appl ication J R  de T x T 

dans IR possédant les propriétés essentiel les  de 1 ' information mutuel l e  de 
SHANNON définie sur l e  t r e i l l i s  des parti t ions d'un ensemble 52 . 

L' introduction d '  hypothèses particul ieres  sur J nous permet d'obtenir 
des formules e x ~ l i c i t a n t  l a  métrique e t  1 'application JR . 

Enfin, 1 ' interprétation des quanti tés  ainsi défi nies nous permet de 
mesurer l e  degré de ressemblance entre  deux éléments quelconques d ' u n  

t r e i l l i s .  

Ce chapitre résulte dl  un travai 1 effectue en col laboratl on avec 
Georges GRIMONPREZ. 



1 - 3  

1818- RAPPELS 

Nous rappelons, dans ce paragraphe, l es  dé f in i t i ons  d ' informat ions 

général i sées in t rodu i tes  par J. LOSFELD C20 1. 

1 .11, -  INFORMATION SUR UN TREILLIS. 

S o i t  T un t r e i l l i s  dont l a  r e l a t i o n  d 'ordre es t  notée 4 ; une 

mesure d'information généralisée dé f i n i e  sur  T  es t  : 

AXIOME 1.- une app l i ca t ion  J  de T dans R+ 

AXIOME 2. - monotone (nous l a  supposons décroissante) 

I.1.2.- INFORMATIONS CONDITIONNELLE ET MUTUELLE. 

. L ' in format ion conditionnelle, fou rn ie  par l 'é lément y  E T , con- 

naissant 1  ' information fourn ie  par x  € T  , es t  dé f i n i e  par : 

Notons que, pour t o u t  y E T f i xé ,  J( . /y)  e s t  une in format ion 

général i sée, ce qu i  j u s t i f i e  1  a  terminologie employge. Dans t o u t  
ce qui s u i t ,  ce t te  d é f i n i t i o n  se rv i r a  uniquement de notat ion,  

commode pour les  valeurs i n f i n i e s  . 
. L ' in format ion mutueZZe ent re  deux éléments x e t  y  de T e s t  

dé f i n i e  par  : 

J(x;y) = J ( x )  + J ( y )  - J ( x  ~ y )  s i  J ( x )  < + e t  J ( y )  < + w 

J(x;y) = O sinon 

Notons qu'en général, 1  ' in format ion mutuel le peut prendre des voleurs 

négatives e t  q u ' e l l e  n ' a  aucune propr ié té  de rnon~ton ic i té .  La termi-  

nologie employée, consacrée par 1  ' usage, peut donc p rê te r  à confu- 

s i  on. 



- 

S o i t  (T,d,J) un t r e i l l i s  T muni d '  une information généralisée J . 
Sur l ' exemple  de l a  f i g u r e  1, l e s  l e t t r e s  rep résen ten t  l e s  éléments de T, 

l e s  nombres e n t r e  parenthèses rep résen ten t  l e s  va leurs  de J  associées 

aux éléments de T . 

FIGURE 1 

Considérons l e  t r e i l l i s  T comme représen tan t  l 'ensemble des é t a t s  p o s s i -  

b l e s  d ' un  Système; l ' i n f o r m a t i o n  du système à l ' é t a t  x  e s t  éga le  à l a  

q u a n t i t é  J ( x )  . La s u i t e  (1, C,  K y  H, M) d é f i n i t  une séquence d ' é l é -  

ments comparables deux à deux de T ; c e t t e  s u i t e  fo rma l i se  une évolu-  

t i o n  du système q u i  passe de l ' é t a t  1  à l ' é t a t  M pa r  une s u i t e  d ' é t a t s  

i ntermédi a i  res  . 

1.2.1.-  DEFINITION : 

Une séquence iS'426rnent.s comparables, de longueur n 6 IN , de T 
n  (en abrégé s .e .c . )  e s t  une séquence notée [xi]-O de n i 1  éléments 

de T t e l l e  que, pour  t o u t  i n d i c e  i = O ,  . - 1  , on a i t  : 



Si  l a  p ropr ié té  de t r a n s i t i v i t é  es t  v é r i f i é e  pour tous l e s  éléments 

d'une s.e.c., a lors,  conformément à l a  terminologie u t i  1 isée en 

Théorie des T r e i l l i s  [ 4 1  , nous appelons cha-fne une s.e.c. 
n Cxi10 t e l l e  que : 

n Lorsque, dans l a  s .e.c. [xi Io , nous avons xi 4 , 1 ' informa- 

t i o n  du système diminue. Nous considérons a lo rs  que l e  systëme perd, 

c 'es t -à-d i re  que l a  s.e.c. absorbe une cer ta ine quanti t é  d' informa- 

t i o n  égale à J(xi) - J ( X ~ + ~  ) = J ( X ~ / X ~ + ~ ) .  

Inversement, s i  xi x i  , 1 ' informat ion du système augmente. Nous 

considérons a lors  que l e  système gagne une cer ta ine quant i  t é  d' i n fo r -  

mation egale à J ( X ~ + ~ )  - J(xi) = J(xicl/xi) , c 'est -à-d i re  que l a  

S. e .c. apporte de 1 ' in format ion au système. 

Le passage de 1 ' é t a t  xo à l ' é t a t  xn s'accompagne d'une va r i a t i on  

globale de l ' i n f o rma t i on  du système égale à J(xn) - J(xo) , var ia -  

t i o n  ne dépendant que des extrêmi tés de 1 a s. e. c. 

n S o i t  1 l'ensemble des indices d'une s.e.c. [xi10 donnée : 

Notons 1' = {i f 1 4 xi) 

Nous associons à une s.e.c. [xi]: l e s  quant i tés suivantes : 

1.2.2.- DEFINITIONS. 

. L ' in format ion gagnde par l e  système, c 'est-à-di re apportée par  

l a  s.e.c. : 



. L ' i n f o r m a t i o n  perdue par  l e  système, c ' e s t - à - d i r e  absorbée p a r  

l a  s.e.c. : 

. La quant i  t é  

A' , A- e t  A sont  des quant i tés  f i n i e s  ou non, p o s i t i v e s  ou n u l -  

l e s .  S i  At e t  A-  ne sont  pas simultanément des valeurs i n f i n i e s ,  

nous déf in issons : 

. La variation d'information du système, c ' e s t - à - d i r e  l ' i n f o r m a t i o n  

transmise par  l a  s.e.c., par  : 

Cet te quant i té ,  f i n i e  ou non, peut  ê t r e  p o s i t i v e ,  négat ive ou 

n u l  l e .  

EXEMPLE : Les quan t i t és  d ' i n f o r m a t i o n  associées à l a  s.e.c. 

C = (1, C, K, H, M) de l a  f i g u r e  1 , son t  égales à : 

Comme nous l e  montrons pai- a i l l e u r s  C101, l a  t e rm ino log ie  a i n s i  i n t r o -  

dui  t e  ( in fo rmat ions  absorbée, apportée, transmise),  généra l i se  

ce1 l e  u t i  l i s é e  en Théor ie des Quest ionnaires L237 . 

1.2.3.- ETUDE DES PROPRIETES DE At , A- ET A .  

Pour t o u t  couple f i x é  (x,y) de T  x  T , notons C(x,y) 1  'ensemble 

de tou tes  l e s  s.e.c. r e l i a n t  x  à y . 
E t a n t  donnés deux éléments x  e t  y  de T , il e x i s t e  une b i j e c t i o n  

e n t r e  C(x,y) e t  C(y,x) : 

A t o u t e  s.e.c. C = (xO = x , x19...,xn = y )  correspond une s.e.c. 

C appelée s.e.c. inverse de C r e l i a n t  y  à x :  

- C = (yo = Y ¶ Y1 - Xn-l¶...,yn = XO = x) ,  



i l  v i e n t  A+(c) = A-(C) , A-(c) = A+(Ç) , A(C) = A(C) 

1.2.3.1.- PROPOSITION 

Etanl donnés deux éléments x e t  y  de T t e l s  que 

J ( x )  . J(y) < + , Cl et C2 deux s.e.c. r e l i a n t  x à 

y , nous avons Zes i3'quiuaZences : 

DEMONSTRATI0N.- Par hypothèse, J(x) e t  J ( y )  prennent des valeurs f i n i e s ,  

A+ , A- e t  A prennent a l o r s  simultanément des valeurs f i n i e s  ou i n f i n i e s .  

Le cas i n f i n i  é t a n t  t r i v i a l ,  considérons que A+ , A- e t  A prennent des 

valeurs f i n i e s  : 
i 

Supposons que A(cl) A(C2) 

par  d é f i n i t i o n  A(C,) = nf(Cl) + A-(c~) 

A(C2) = A + ( c ~ )  + A-(Ce) 
On en déduit  : 

s o i t  n'(cl) 5 A+(c2) . 

On montre, de manière analogue : 

1.2.3.2.- PROPOSITION. 

Soient  x  e t  y deux &Zéments comparables de T ,  C une chaZne 

quelconque r e l i an t  x à y , alors  : 



La démonstration de c e t t e  p r o p o s i t i o n  e s t  immédiate. 

Nous d é f i  n i  ssons : 

. 6(x,y) = I n f  
CeC(x,y) 

A(C) 

6' , 6- e t  6 son t  des quan t i t és  f i n i e s  ou non, p o s i t i v e s  ou n u l l e s .  

b + ( ~ , ~ )  représente l a  q u a n t i t é  minimale d ' i n fo rma t ion  que d o i t  gagner l e  

système pour passer de l ' é t a t  x  à l ' é t a t  y  . . 

6-(x,y) représente l a  quant i  t é  minimale d '  i n fo rma t ion  qud! d o i t  perdre  l e  

système pour passer de l ' é t a t  x  à l ' é t a t  y  . 

Des r e l a t i o n s  de d é f i n i t i o n  de A , A+ e t  5 -  on t i r e  : 

e t  de l a  p r o p o s i t i o n  1.2.3.1., il v i e n t  immédiatement : 

1.2.3.3.- THEOREME. - 
(il ~ ( X , Y )  = ~ + ( X , Y )  + ~ - ( x Y Y )  

iiii J(Y) - J (X )  = ~ ' ( x , Y )  - ~ - ( x , Y )  • 

La r e l a t i o n  ( i i )  de ce théorème nous a u t o r i s e  à d é f i n i r  des a p p l i c a t i o n s  

JR e t  JT de T  x  T  dans W+ p a r  : 

. J ~ ( x , Y )  = ~ ( x )  + ~ ' ( x , ~ )  = J ( y )  + ~ - ( x , Y )  Pour t o u t  couple (x,J') 

de T x T .  

nous précisons, au paragraphe 1-4, l a  d é f i n i t i o n  pour l e s  cas l i m i t e s  

(va leur  i n f i n i e  pour J (x )  ou J ( y ) ) .  



Nous donnons par  l a  s u i t e  (paragraphe 1-69, une i n t e r p r é t a t i o n  de 

J T ( x y y )  e t  J R ( x Y y )  a i n s i  que des q u a n t i t é s  6+(x,y) e t  6"(x,y) i n t r o -  

du i  tes  précédemment. 

1.2.4. - REMARQUES. 

Nous préc isons,  dans ce paragraphe, quelques r é s u l t a t s  é lémenta i res  

concernant 1  ' ex i s t ence  de S .  e. c.  p a r t i c u l  i è r e s ;  e n f i n ,  nous é t u d i  ans 

l e s  cas l i m i t e s  l i é s  aux va leurs  i n f i n i e s  p a r  l e s  d é f i n i t i o n s  de:, 

q u a n t i t é s  de t ype  6 e t  A . 
n  . E t a n t  donnée une s.e.c. lxilOmt C(x,y) , il e s t  t o u j o u r s  p o s s i b l e  

n  de c o n s t r u i r e  une s.e.c. Cyi10 i C(x,y) à p a r t i r  de CxiI0 t e l l e  

que : 

m Y 
- l a  s.e.c.  CyiIO s o i t  sans cycle ,  c ' e s t - à - d i r e  : 

V ( j )  e 0 1 . .  . r n  x  0 1 , .  . m  l ' o n  a i t  yi # y 
j 

m - l a  s .e .c .  CyiIO s o i t  alternée,  c ' e s t - à - d i r e  : 

La construc:t ion de l a  s.e.c. a l t e r n é e  s ' e f f e c t u e  p a r  u t i l i s a t i o n  de l a  

t r a n s i t i v i t é  de l a  r e l a t i o n  d ' o r d r e .  

- a l o r s ,  nous obtenons : 

. S i  l e  t r e i l l i s  T e s t  f i n i ,  il e x i s t e  donc au moins une s .e .c .  

Co de C(x,y) t e l l e  que : 

6(x ,y )  = I n f  A(C) = A(Co) 
C ~ ~ ( X , Y )  



. Si J ( x )  . J ( y )  < + m  alors : 

- A+ , A-  e t  A prennent simultanément des valeurs finies ou 
infinies. 

- 6' , 6- e t  6 ont des valeurs finies. 

Les propriétés de 6 étudiées dans ce paragraphe permettent dt6tendre 

la notion de distance à un t r e i l l i s  quelconque. 

1.3.1.- PROPOSITION. 

L'applicai-ion 6 de T x T dans R+ déf inia  par 

6(x,y)  = Inf A(C) e s t  u n é c a r t  sw? T ,  c 'est-à-dire une 
C € C ( X , ~ )  

application de T x T dans fit vér i f i an t  : 

(i)  6(x ,x )  = O pour t o u ~  (x,x)  T x T 

(ii) ô(x,y)  = 6 (y ,x )  pou?? tout  (x,y)  E T x T 

(iii) 6(x,y)  5 6(x,z)  + 6 (z ,y )  pour t ou t  (x,y,z) E T x T x T 

( i néga l i t é  t r iangulaire)  

de plus 

( i u )  : s ' i l  e x i s t e  un minorant universel  m e t  un majorant 



universel M dans T , alors : 

DEMONSTRATION . 
( i )  B(x,x) = O . 11 s u f f i t  de cons idé re r  l a  s.e.c. de longueur  O 

formée de l ' é l é m e n t  x . 

( i i )  d(x,y) = S(y,x) . Cet te  é g a l i t é  r é s u l t e  immédiatement de l a  re- 
marque s u i v a n t  l a  d é f i n i t i o n  de l a  s.e.c. i n v e r s e  (paragraphe 1-2-3)  

n So ien t  une s.e.c. quelconque r e l i a n t  x à z . 
m 

[yiIO ~ n e s . e . c . q u e l c o n q u e r e l i a n t  z à y .  

La s .e .c .  C = ( x  o....,xn = y O ,  ...,ym) r e l i e  x à y e t  

l ' o n  a : 

&(;:,y) 5 A ( c )  
n m 

11 e s t  c ' a i r  que A(C) = A([xiI0) + A ( C Y ~ ] ~ )  

Nous avoils donc B(x,y) s A([xi 1:) + h(lyi 1:) 

n 
Cet te  incigal  i t é  é t a n t  v é r i f i é e  p a r  t o u t e  s .e. c.  [xi IO r e l i a n t  

x à z e t  t o u t e  s .e. c .  [yi 1; r e l i a n t  z à y , nous en dédu i -  

sons : 

B(x,y) 5 B(x,z) + B(z,y) 

( i v )  . S i  J(m) = + , a l o r s  6(m,M) = J(m) - J(M) = + a, . 
. S i  J(m) < + a  , 

b(x,y)  r B(x,M) + ~ ( M , Y )  = J ( x )  + J(Y)  - J(M) 

ce q u i  donne 

2 d(x,y) r 2 J(m) - 2 J(M) = 2 B ( m , M ) ,  



1.3.2.- PROPOSITION. 

Les applications 6' e t  6- de T x T dans fl' v d r i f i e n t  : 

( i l  6'(x,x) = 6-(x,x) = O pour tout  x 6 T 

( i i l  6 ' ( ~ , ~ )  = 6 - ( y , ~ )  pom tou t  (x,y) F T x 7 

( i i i l  6' it 6- v é r i f i e n t  L ' inégaZitQ triangulaire.  

La dernonstration de c e t t e  p r o p o s i t i o n  e s t  analogue à c e l l e  de l a  propclsi- 

t i  on précédente. 

1.3.3.- PROPOSITION. 

Etant donno un t r e i l l i s  T f i n i  , Tg = { x  E T / J ( x )  < + a), unci - 
condition nécessaire e t  su f f i san te  pour que l a  res t r zb t ion  de Z'tzp- 

pZication 6 à 2 'ensemble des couples (x,y) de To x To défirzisse 

une distancJe e s t  que Z 'appl ic~at ion J s o i t  straictement monotone. 

DEMONSTRATI0N.- En r a i s o n  de l a  p r o p o s i t i o n  I.3.1., il s u f f i t  de 

montrer : 

J s t r i c temen t  monotone <=-> (6(x,y)  = O => x = Y > 

3émontrons l a  negat ion de c e t t e  équivalence : 

. Hypothèse : 6(x,y) = O - >  x = y 

Supposons J non s t r i c t e m e n t  monotone : 

3 (x,y)  E T X T  , x ( y = = > J ( x )  = J ( y )  

s o i t  C l a  s.e.c. de longueur 1 d é f i n i e  pa r  (x,y)  : 

. Hypothèse : J s t r i c temen t  monotone. 

Supposons q u ' i l  e x i s t e  un couple (x,y) E T x T . t e l  que : 



6 ( x Y y )  = 0  3 n  => 3 Cxi10 E C(x,y) t e l l e  que 

T  f i n i  (rem. 1.2.4.) 

~ ( rx , l ; )  = O 

d 'où  J(xO) - J(x,) = J(xi)  V i = l y . . . y n - l  

ce qu i  e s t  i n ~ p o s s i b l e  c a r  J  e s t  s t r i c temen t  monotone e t  x  P. y  . 
On en dédu i t  : 

T  é t a n t  s u p ~ o s é  - f i n i ,  6(x,y) e s t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f ,  c .q . f .d .  

1 

1.48- PROPRIÉTI~S DES APPLICATION", ET JT 8 

- - 
Rappelons l e s  d e f i n i t i o n s  des app l i ca t i ons  JR e t  JT de T  x T  dans 

R+ : 

. J T ( x 5 y )  = J ( x )  + 6+(x,y) = J ( y )  + 6-(x,y) pour t o u t  couple ( x , ~ )  

de T x T .  

t . JR(x,y) = J ( x )  - ~ - ( x , Y )  = J (Y )  - 6 ( ~ Y Y )  s i  J ( x )  . J(Y) c + rn 

= J ( x )  - 6-(x,y) s i  J ( y )  = + m  

e t  J ( x )  < + 

= .'(Y) - ~ + ( x , Y )  s i  ~ ( x )  = + c*, 

e t  J  ( y )  < + c*, 

JR(xyy) n ' e s t  pas d é f i n i e  s i  J ( x )  = + e t  J ( y )  = + m 

Remarquons que JR(xyy)  prend tou jours  une va leu r  f i n i e ,  a l o r s  que 

J T ( x Y y )  = + s i  e t  seulement s i  J ( x )  . J ( y )  = + a, . 

1.4.1.- PROPOSITION. 

Les applications JR et JT sont symétriques en x  et y : 



e t  uérifien-i: l ' éga l i t é  : i 

La symétrie résu l te  de l ' é g a l i t é  6+(xyy)  = 6'(y,x) (prop. 1.3.Zy ( i i ) ) .  

L 'égal i té  si? déduit immédiatement d u  théorème 1.2.3.3. ( i i )  . 

Les applications J R  e t  JT quand e l l e s  sont dé f in ies  vé r i f i en t  : 

(ii) pour tou t  y  fixé de T t e l  que J ( y )  <: + , l e s  appZi,--a- 

tion:. J R ( . , y )  e t  J  ( . , y )  sont décroi::santes. T 

(iii) S i  , . 'application J  o s t  strictement déc?roissants, alors 

. tIR(x,y) = J  (y)  <=:' X -< 
\ y  

. ' IT(xyy) = J ( y )  <-.. x >  Y 

( i )  a )  J T ( x , ~ )  5 J ( x  A Y )  

Si J ( x )  = + W  OU J ( y )  = + C O  a lo r s  J ( x  A y )  = + = O  

JT(x,y)  = + =O , donc JT(xyy) = J ( x  A y )  

Si J ( x )  . J ( y )  < + CO , s o i t  l a  s .e .c .  C = (x,x A y,y) 

s t (x ,y )  c A + ( c )  = J ( x  A y)  - J ( x )  
+ => JT(xyy) = J ( x )  + 6 (xyy) 5 J ( x  A Y )  



Si J ( x )  = + w ou J (y )  = + a alors  JT(xyy) = + w 

d'où l ' i néga l i t é  (b) . 
Si J (x )  . J (y)  < + l ' i néga l i t é  ( b )  résulte du  f a i t  que 

6 i ( ryy)  e t  6'(x,y) sont des quantités toujours 2 O . 

Cette inégal i té  se déduit immédiatement de l a  définit ion d e  - IR 

r 
J ( x  V Y )  < J R ( x s ~ )  

Si J (x )  < + 03 e t  J(y)  - + alors J(x v y )  < t , 

J R ( x ~ ~ )  = J ( x )  - ~ - ( x Y Y )  . 
Soit  l a  s.e.c.  C = (x,x '' yyy)  

A-(C) = J (x )  - J ( x  v y) 

6 - ( x ~ y )  5 A-(c) => JR(xy.v) JO() - A - ( ~ )  = J ( x  v y) • 

La démonstration e s t  analogue lorsque J (x )  = + w e t  J (y)  < + 

e t  lorsque J (x)  J ( y )  < + w . 

( i i )  Soient deux éléments x e t  x '  de T t e l s  que x 6 x '  

Supposons que J(x)  = J (x '  ) = + w 

alors  JR(xyy) = J (y )  - 6+(xYy) 

J R ( ~ l  ¶ Y )  = J ( ~ )  - 6+(" ,Y) 
+ 

6+(xyy) 5 6 ( x y x l )  + 6+(x' ,y) (proposition 1 . 3 . 2 .  ( i i i ) )  

6+(xyx) = O (conséquence immédiate de l a  proposition 1.2 -3.2) 

dB où 

~ + ( x Y Y )  6+(x' YY) => J R ( X Y Y )  > JR(x l  ,Y)  

On montre de manière identique que J R  e s t  décroissante lorsque 



J ( x )  = + e t  J ( x l )  < + w , J ( x )  < + w e t  J ( x ' )  = + CQ 

e t  enfin lorsque J ( x )  J ( x l )  < + 

La démonstration pour l'application JT est analogue à celle de J  . 

( i i  i ) Supposons x  4 y . 
. S i  J ( r )  J ( y )  < + w alors 6+(x,y) = O -? JR(x9.y) = J ( Y )  

. Si J ( r )  = + w e t  J ( y )  < + a alors 

J R ( x ¶ y )  = J (Y)  - ~ + ( x , Y )  = J (Y)  

. Si JO:) < + a e t  J ( y )  = + w alors 
r 

J R l x , ~ )  = J ( x )  - sm(x ,y)  

Supposons maintenant que x  e t  y soient tels que JR(x,y) = J ( y ) .  

JR(x9y )  étant toujours f ini ,  nous avons J ( y )  < + . On en dedui t : 

J étant strictement décroissante, on obtient x g y .  

La démonstration est  analogue pour JT . 
T .4 :3 ,  - PROPOSITION. 

&es a p p t i c ~ t i o n s  J R  e t  JT vér i f i en t  : 

DEMONSTRATION , 

= J ( x )  - ~ - ( X , Y )  JR(x9y) 

soi t  la 5.e.c. C = ( x , x  A Y,Y) : A-(c) = J ( x  A Y) - J(Y)  



$(x,y) 2 [(c) -> JR(xIy) 2 J (x )  - L(c) , soit  : 

JR(x,y) s J ( x )  + J ( Y )  - J ( X A Y )  . 

, La démonstration e s t  analogue pour JT . 

1.5.- EXPRESSION DES QUANTITES 6 , JR JT , 

1.5.1.- INTRODUCTION. 

Nous proposons, dans ce paragraphe, des résultats permettant de 
fournir des formulations aisement calculables des quanti tés. 6 , J R  
e t  JT ... 

11 résulte de la proposition 1.2.3.1 qu'étudier les s.e.c. de c (x,y) - 
minimisant les quantités A+ , A ou A , revient à faire cette étude 

pour l'une d'entre e l les ,  par exemple A- . Nous disons alors qu'une 
s.e.0. est J-minimale si et seulement si elle minimise l'une quelconque 

des quantites A + ,  A-  ou A . 

La première remarque du paragraphe 1.2.4 nous permet, pour la sui t e ,  
de ne plus considérer que des s.e.c. sans cycle e t  alternées. 

Lorsque le treillis T est fini, i l  existe au moins une s.e.c. 
J-rninimale entre deux éléments x e t  y donnés de T , ce qui n 'est  pas 
le cas s i  T e s t  quelconque. D'autre part, l'ensemble des s.e.c. sans 
cycle e t  alternées reliant x e t  y e s t  f i n i .  11 e s t  alors possible de 
mettre en oeuvre un algorithme d u  type Branch e t  Bound C 9 1 permettant 
d'obtenir toutes les s.e.c. J-minimales rel iant  x à y , ce qui donne 
la  possibilité de calculer les quantités 6(x,y) , JR(x,y) e t  JT(x,y). 

Cet algori thme n'offre cependant q u l  un intérêt  re la t i f ,  étant donné 
q u '  i 1 nécessi t e  des temps d'exécution importants, aussi avons-nous été 
atnenes Cl1 3 , lorsque Ze treillis T est quelconque (fini ou i n f i n i ) ,  

à introduire des hypothèses parti cul ieres sur J permettant d'obtenir des 
expressions explicites des quanti tés 6 , JR e t  JT . 



1.5.2.- HYPOTHESES H 

I l  e s t  c l a i r  que l a  valeur minimale de l a  quantité A C )  , pour 

toutes l e s  s.e.c.  de longueur 2 re l ian t  x à y , deux éléments donnés 
de T , e s t  égale à : 

(1)  Inf(J(x/y),J(x/x v y ) )  , ce qui s ' é c r i t ,  dans l e  cas f in i  : 

c 'est-à-dire  q u ' i l  exis te  une s . e . c .  J-minimale de longueur 2 de la  

forme (x,x v y,y) notée Cv(x,y) , ou de l a  forme (x,x A y,y) notée 

CA(x,y) , ce qui nous amène à énoncer l e  théorème suivant : 

1.5.2.1.- THEOREME. 1 

Une coondition nécessairbe e t  suf f isante  pcur que, pour tout 

coupie (x,y) de T x T , t a  s.e.c. CA(x,y) = ( X , X  A Y , Y )  

so i t  J-minimale e s t  que J  vér i f i e  Z 'hypothèse H l  suivznte : 

DEMONSTRAT ION. 

. - Condi ti an nécessaire 

(x ,Y)  E T K T , Y C E C ( X , Y )  : A - ( C ~ ( X , ~ ) )  5 ,I'(c) 

s o i t  C = (X,X v Y , Y )  : a-(C) = J (x )  - J (x  v Y)  

. Condition suff isante  

Si x  e s t  égal à y l e  problème e s t  résolu. 

Supposons x différent  de y : 

La démonstration s 'effectue par récurrence sur l a  longueur de l a  s .e .c .  

r e l i an t  x à y .  

11 e s t  fac i le  de montrer que CA(x,y) e s t  J-minimale pour 1 'ensemble 

des s.e.c.  de longueur 1 e t  2 r e l i an t  x  à y . 



So i t  C une s.e.c. de longueur 3 r e l i a n t  x à y : 

C = (x,z,t,y) avec ( x  Q z , z + t , t 4 Y )  

Supposons que ( x  4 z , z + t , t 4 Y)  

HYPOTHESE Hl => J ( x  A t )  - J ( t )  5 J (x )  - J ( x  v t )  

ce qu i  donne : 

b'(CA(x,y)) i J (x )  - J (z )  + J ( t )  - J(Y) = ~ ~ ( c )  

On montre, de l a  même manière, que s i  C es t  de l a  forme : 

( x  2 z , z 4 t , t + y )  a iors  A-(~,,(x,Y) 5 A-(c)  

Ainsi ,  l a  s.e.c. CA(x,y) e s t  J-minimale pour toute  s.e.c. de lonigueur 3 .  

Supposons, maintenant, que, pour t ou t  couple (x,y) de T x T , l a  s .e.c. 

CA(x,y) s o i t  J-minimale pour toute s.e.c. de longueur n-1 r e l i a n t  x 
n 

à y . S o i t  CxiIO une s.e.c. de longueur n r e l i a n t  x à y . 
L'hypothèse de récurrence entraîne : 



où Cl e s t  d @ f i n i e  par  l a  séquence ( x ~ - ~ , x ~ )  . d'où : 

où C2 e s t  d o f i n i e  par  l a  séquence (x.x A xn-, .xn-,.y) . 

Le r é s u l t a t  s i i r  l e s  s.e.c. de longueur 3 en t ra îne  : 

n-(C2) 2 a-(CA(x.y)) 

ce qu i  donne : 

On démontre de l a  même manière l e s  r é s u l t a t s  su ivants : 

1.5.2.2.- THEOREME. - 
Une condition nécessaire e t  suf f isante  pour que, pour tout  coupte, 

(x.y) de T x T , ta  s.e.c. Cv(x,y) = (x.x v y,y) so i t  J-mi-  
male e s t  que J vér i f i e  2 'hypothèse H2 : 

1.5.2.3.- COROLLAIRE - 
Une condition nécessaire e t  suff isante pour que, pour tout couple 

(x,y) de T x T , t es  s.e.c. C,(x,y) e t  Cv(x,y) soieat J-mi- 

mate:? e s t  que J v é r i f i e  llhypothése HO : 

Ces r é s u l t a t s  permet tent  de généra l i se r  immédiatement l a  p r o p o s i t i o n  1 . 3 . 3 .  



1.5.2.4,- PROPOSITION, 

Etant donné un t r e i l Z i s  T qusZeonque, s i  J v d r i f i e  L'uneb 

queZeoque des hypothèses HO , H I ,  ou HZ, une condition 

nécesszire e t  suf f isante  pour que l a  res t r ic t ion  de S à Z'en- 

semble des c o u p l ~ s  (x ,y)  de Tg x To déf inisse  une dis to)  ce 

es t  qu? Z'application J s o i t  strYictement monotone. 

Ces résultats nolis permettent également de donner une expression expl i ,:i t e  
des quantités 6 , JR e t  JT . Nous donnons ces expressions dans l e  t a -  
bleau 1.5.2.5. Le tableau 1.5.2.6, donne les formes particulières obtenues 
lorsque les éléments x e t  y de T sont t e l s  que J(x) + e t  
J (y)  < + . 

L 

TABLEAU 1.5.2.5. (cas géneral) 



TABLEAU 1.5.2.6. (Lorsque J (x )  J ( y )  c + ) 

Pour :l 'hypothèse HO, nous pouvons prendre indifféremment l e s  express ions 

de ces quanti  tés r e l a t i v e s  à l a  condi t ion H l  ou à l a  condi t ion H2. 

REMARQUES : L ' in format ion J dé f i n i e  sur  l a  f i g u r e  1 (page 1-4), ne 
v é r i f i e  n i  H l ,  n i  H2. 

En e f f e t  : J(1) + J(K) < J ( I  v K) + J ( I  A K) 

Dans ce t  exemple, l a  s.e.c. J-minimale r e l i a n t  1 à M e s t  l a  s.e.c. 

1 C K H M de longueur 4 soulignée en gras sur l a  f i gu re .  
a 



1 6 - APPLICATION : RESLMES ET INFORMATIONS Cl31 

1.6.1 .- Notons H 1  ' in format ion de SHANNON sur les  p a r t i t i o n s  f i n i es  - 
d'un espace probabi l isé  (R,S,P) déf in ie par  : 

H(n) = 1 P(A) Log l/P(A) 
A d  

Nous savons C201 que 1  ' information mutuel l e  ( T i ;  ) apportée par  
l es  p a r t i t i o n s  Ti e t  n' e s t  dé f i n i e  par : 

H(R;n1) = 1 P ( A  n 8) Log 
(A,B)~l lxl l '  

e t  possède l e s  propr iétés : 

V , Il e t  Ti" p a r t i t i o n s  de 0 : 

. H(l-I;nl) 2 O 

. Il' 2 nt' -> H(n;nl) 2 H(n;nl') 

. ( T i ;  H )  avec é g a l i t é  s i  e t  seulement s i  R' s il. 

La p a r t i t i o n  é tant  supposée fixée, 1  ' i n t e rp ré ta t i on  de 1  'app l i ca t ion  

H .  T i )  e s t  l a  suivante : H .  ; )  e s t  une information géneral isée mesurant 

ce que l a  connaissance d'une p a r t i t i o n  T i  apporte sur U . En ef fet  : 

H g )  e s t  une quant i té  pos i t i ve ,  i n fé r ieu re  à H(Ti) mais d 'autant  p lus  

grande que l a  p a r t i t i o n  ' se "rapproche" de l a  p a r t i t i o n  lï. 

On a  montré (chap. II) que l ' i n f o rma t i on  de SHANNON sur  l es  p a r t i t i o n s  v6- 

ri f i e  1  'hypothèse H l  e t  donc HR( . ,il)- est ?dentique 8- H( . ,II) pour cet  exemple. 

1.6.2.- De manière générale, s o i t  H une mesure d ' informat ion gené- 

ra1 isée quelconque dé f i n i e  sur  l e  t r e i l l  i s  des p a r t i t i o n s  d'un ensemble 

f i n i ,  non vide. Le Théorème 1.4.2. montre que 1  'app l i ca t ion  HR(. ,Il) possède 

l e s  propr ié tës  intéressantes de 1 ' informat ion mutuelle. Cette app l ica t ion,  

égale à H . ; )  lorsque H v é r i f i e  l 'hypothèse H I  se presente donc b ien  



comme une extension de 1 'information mutuel l e .  

Considérons une part i t ion n comme ensemble de référence; lorsque 
1 'on cherche à expliquer il par n '  ; c'est-à-dire à considérer n t  
comme un résumé (modèle) de alors : 

. Nous interprétons HR(n ,n l )  comme l a  quantité d'information en commun 
entre  iï e t  n t  e t  HT(n,n1) comme la  quantité totale  d'information 
apportée par n e t  n '  . 

déf in i t  l a  quantité d'information apportée par n e t  non expliquée par 
n '  . 

. 6+(n ,n1)  = H ( n l )  - HR(n,ni)  = HT(II,nl) - ~ ( n )  

d e f i n i t  l a  quantité d'information "parasite" apportée par n u  e t  ne 
servant pas à l a  connaissance de n ,  

FIGURE 1.6.1. 

Certains algorithmes u t i l i s é s  en analyse des donnees [ 3 1 (par exemple 
les méthodes de classif icat ion hiérarchique), se ramhent à l a  donnee d' une  
part i t ion n e t  à l a  construction d ' u n e  séquence ( i = 1 .  . , de 

i 



partitions de plus en plus fines, cherchant à approcher n de mieux en 
mieux. 

Les inégalités nl n2 . . . ) ni 3 ni+l)  . . . impliquent : 

ce qui formalise le  f a i t  que la suite de partitions 1 approche de 
mieux en mieux l'information de , mais e l le  introduit aussi de plus 

en plus d'information parasite ( inuti le dans la  connaissance de ïï ) .  

flous remarquons que 6 ( n , n 1 )  = HT(nYnt )  - HR(n,nl)  ; t a  fonction 

6 )  n 'es t  pas monotone en général. Les minima Zocaucc de 6 représen- 

t en t  alors de tfbonsff résumés de TI dans Ze sens où i l s  correspondent à 

des positions d'équi Zibre concernant t e s  variations respectives de HR 
e t  HT . 

Les remarques e t  interprétations précédentes ont éte présentées dans 
le  cadre du t r e i l l i s  des partitions d ' u n  ensemble R e t  sont utilisées 
dans le  chapitre V pour les appl i  cations (al gori thme RESUMZ) Rappelons 
que les résultats e t  propriétés fondamentaux permettant ces interprétations 
ont été établis ici dans l e  cadre général d ' u n  t r e i l l i s  T quelconque muni 
d'une information généralisée J  : 

Soient (x,y)  E T x T . 
J(x) (respectivement J(y) ) représente la  quantité d'informbion apportée 

par Za connaissance de Za réal isat ion de Z'dtat x (resp. y1 du système : 

. JR(xyy) reprdsente ta quantité d'information connune à x e t  y ; 

6 - ( x ~ ~ )  = J ( x )  - J R ( x , ~ )  Za quantité d t in fomat ion  spécifique à x 
(dans Ze contexte y) 



. 6 + ( ~ , ~ )  = J(y) - JR(x,y) ta  quantité d'information spkcifiqus d y 
(dans l e  contexte x) . 

Ou encore, s i  x e s t  Z ' é t a t  du système, s i  y es$ Z '@rcpZica.f;Ecrn qu'on 

en donne (résumé ou modèle) , 

. JT(x,y) e s t  la  quantité totale  d'information apportée pap te  résrné 

y, comprenant, en particulier, une certaine quantité i n u t i l s ,  dans 
ta connaissance de x . 

. JR(x,y) es t  La quantité d'information qu'apporte te  rkswné y sur la  

connaissance de x . 

. 6-(x,y) ta  quantité d'information de x non ~'expliquksM par le 

résumé y . 

+ . 6 (x ,y) une quantité d'information "parasitef' apportée par Ze rés& 

y sans rapport avec Z'Znformation de x . 





I I , -  INFORMATION GENERALISEE SUR LES PARTITIONS, 

Dans le  paragraphe 11-1, nous rappelons les définitions e t  pro- 
priétés de 1 'information généralisée sur les partitions. 

Nous étudions ensui te,  de maniere systématique, les principales 
mesures d' information sur les partitions. Nous montrons que parmi ce1 les-) 
ci , 1 ' information de SHANNON : 

 HA(^) = P ( A i  ) Log 1 
Ai €lI v 

vérifie l'hypothèse Hl , que l'information : 

H o ( I i )  = Card (il)  - 1 

vérifie l'hypothèse HZ, e t  que les autres mesures d'information habi-  

tuellement utilisees ne vérifient ni H l  n i  HZ . 

Nous donnons, quand c 'est possible, une formulation simple des 
quantités 6' , 6' , 6 , HR e t  HT . Nous appliquons ces résultats 
aux informations de type produit que l'on utilise dans les applications. 
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11 .lm- INFORMATION GÉNÉRALISÉE SUR LE TREILLIS DES PARTITIONS, 

11-1.1.- TREILLIS DES PARTITIONS - RAPPELS. 

Soi t n un ensemble f in i ,  non vide, quelconque, S = P(G) . 

Une partition n de R est un ensemble fini de parties de 0 tel 
que : 

Soit T l'ensemble des partitions de n . Une partition gl est  
dite "plus fine'' qu'une partition n2 si : 

Y Al t " , 3 A2 E " te1 que Al 5 A2 

et  nous noterons : " 6  Rn, 

Cette relation est un ordre partiel, réflexif sur T ; tout 
couple de partitions (n1,n2) possède un infimum nl A n2 et  un 

supremum =1 " : 

" v n2 = Inf  {n B T l n *  nl  e t  n )  n2} 

De plus T possède un majorant universel iïM = {RI e t  un minorant 
uni verse1 n, 

Ces propriétés suffi sent pour pouvoir définir une information géné- 
ral isée au sens de J .  LOSFELD, sur T . Dans le cadre du t r e i l l i s  des 
partitions, les défi nitions énoncées au paragraphe 1-1, s '@cri vent : 



11.1.2.- INFORMATION SUR T.  

- Une information généralisée sur l'ensemble T des partitions de 
52 es t  une application H définie sur T e t  qui vlérifie les  
axi omes : 

AXIOME 1 : H e s t  une application de T dans R' 

AXIOME 2 : L'application H est  monotone dGcroissante pour 
la relation d'ordre 4 sur T . 

On peut prendre comme valeur universelle H((52)) = O (nous trou- 
verons par la  suite une mesure d'information en vérifiant pas cette condi- 

tion). Nous ne ferons aucune hypothèse sur la  valeur de H(n,) , en 
particulier,  nous ne supposerons pas que H ( I i m )  = + (nous obtenons par 
la  suite des mesures d'information vérifiant H(II,) < t m ) . 

11.1.3.- INFORMATION MOYENNE SUR T.  

Etant données une probabilité P e t  une information 1 au sens 
de J .  KAMPE DE FERIET (voir paragraphe III-1-l . ) ,  so i t  II une parti- 
tion f in ie  S-mesurable de Q C201 Nous supposons que le  résultat d'une 
expérience e s t  la  réalisation d ' u n  événement élémentaire Ai E il sans 
que l'on puisse dire lequel. 

L' in formt ion  moyenne q u i  e s t  apportée par cette expérience, quand 
on la renouvelle un grand nombre de fois es t  égale à : 

Cette formule n 'est  qu'une possibilité parmi d'autres de rel ier  
les axiomes de 1 'information apportée par un événement à ceux de 1 ' infor- 
mation apportée par  une expérience ou une partition. 

C'est une information généraiiisée au sens précédent (11.1.2.). 



I I , 2 , -  PRINCIPALES MESURES D'INFORMATION SUR LES PARTITIONS ET HYPOTHÈSES HI 

Soit  Q un questionnaire de type probabiliste.  

On applique Q sur un ensemble R , l'ensemble E des réponses 

de Q définissant une part i t ion de R en N événements d is jo in ts ,  
l a  dis t r ibut ion de probabilités de ces réponses é t an t  définie par 

N 
= ( P ~ > P ~ > . . . > ~ ~ )  t e l s q u e  p i = l  , pi "0,11 

i =l 

Dans les  notions informationnelles intervenant en Théorie des 

Questionnaires apparaissent deux aspects de 1 ' information : 

- l 'information à caractère local 
- 1 'information à caractère global 

q u i  ont é t é  mis en évidence par S. PETOLLA e t  C.F.  PICARD [221: 

"L' information considérée dans l e s  questionnaires porte sur  
les  aspects locaux e t  globaux. Localement, un chemin conduisant 
de la  racine à un sommet i apporte une certaine information 
l i é e  à l a  connaissance de l'événement associé à i par rapport 
à 1 ' incerti tude i n i t i a l e  correspondant à 1 a seule connaissance, 

à l a  racine, que 1 'événement sera un sous-ensemble de E , 
comportant un ou plusieurs éléments. Les aspects gZobaw de 
1 'information é tan t  l i é s  au canaZff. - 
11 e s t  commun de distinguer, dans les  théories de 1 'information 

généralisée, 1 ' information 1 ( A )  r e la t ive  à un événement de 1 ' informa- 
tion H(n) re la t ive  à une expérience réa l i sant  une part i t ion de 
1 'espace des événements R en N éléments ( A l , .  . . , A N ) .  

En Théorie des Questionnaires, l es  mesures d'information sont l e  
plus souvent u t i l i sées  dans l e  contexte information sur  une part i t ion 
(information transmise) ; FORTE e t  PINTACUDA, par une extension de type 
questionnaire, ont étendu aux expériences les  informations géncralisées 
de KAMPE DE FERIET. 



Rappelons rapidement l a  d é f i n i t i o n  des mesures l es  p l  us courantes 

c221 : 

. SHANNON ( type 1 e t  d 'ordre  1)  

H~(II) = 1 P(Ai ) Log 1 
Ai e n  m 

. HYPERBOLIOUE 

. RENYI (ordre a )  

En prenant a > O , a # 1 , a e n t i e r  au moins égal a 2 : 

. HAVRDA-CHARVAT (type a) 
F 

2 pa(ni)) - 1 ( A ~  en 
)= - I..~ avec a > O  a # 1  

a - 1 

. AGGARWAL - CESARI - PICARD 

En prenant a > O a # 1 

. BELIS - GUIASCU 

GN(n,U) = 1 w(Ai) Log 
Ai e n  

En dehors de 1 'axiomatique de 1 ' in format ion généralisée de 

J. KAMPE DE FERIET, dé f i n i e  pour des espaces mesurables, deux types p r i n c i -  



paux de modèle ont permis l a  construction de ces mesures d'information ; 

. Certains auteurs définissent des fonctions d'information, determi nées 

éventuel lement corne sol utions d'équations fonctionnelles C241 
C.F. PICARD étudie notamment une équation basée sur l a  

propriété de somme, définissant une mesure d'information comme somme 
de fonctions continues ne dépendant que des probabilités Pi 

La solution de cette équation lui permet d'obtenir l'information de 

type a , quelque soit  a positif [241. Ce modèle est  essentiellq- 
ment l i é  au caractère gZobaZ de l'information. 

. D'  autres auteurs uti 1 i sent "ZocaZementrr une mesure d '  information, 
puis pondèrent les réponses de 1 'expérience; c ' e s t  l e  cas, notamment, 
des i nformati ons de WATANABE 

dont l'information de BELIS e t  GUIASCU es t  un cas particulier.  

C'est également la  voie qu'a choisie J .  LOSFELD en proposant une 
formul a t i  on du type moyenne, 

où I(Ai) e s t  une information généralisée sur les évenements au sens 
de J, KAMPE DE FERIET. 

En 1975, N . L .  AGGARWAL a défini une mesure d' information natée 

dont la  formulation e t  les  propriétés sont proches de celles de 



1 ' in format ion moyenne de J. LOSFELD. 11 a pu é t a b l i r  l es  l i e n s  

ex i s t an t  ent re  H (TI) e t  certaines des mesures déf in ies  plus haut 
$ 

(SHANNON, type a , hyperbol ique) C 1 1. 

Nous définissons localement des mesures d l  informat ion 1 qui 

nous permettent, en u t i  1 i s a n t  l e  modèle information moyenne, de re t rou-  

ver l e s  expressions de certaines des mesures u t i l i s é e s  dans les  question- 

nai res . 

Nous étudierons p l  us préc i  sèment ces informat ions général i sées 

sur  l es  événements au chapi t re III . 

11.2.1.- INFORMATION DE SHANNON SUR LES PARTITIONS. 

. L I  informat ion apportée par une p a r t i t i o n  au sens de SHANNON, s ' é c r i t  

à un c o e f f i c i e n t  mu1 t i p l i  c a t i  f près (s t r ic tement  p o s i t i f )  : 

où Log e s t  1 ' informat ion apportée par 1 ' evénement Ai 

. C'est  une informat ion moyenne sur l e  t r e i l l i s  T des p a r t i t i o n s  de 

1 'espace des événements Q , v é r i f i a n t  l es  propr iétés suivantes : 

1 
HN(5;n2) = 1 P(A n B) Log , ,  p o s i t i f  ou nu i  

(A,B j rTIlxIi2 

1 ( i i )  Quelque s o i t  nl f ixé ,  l ' a p p l i c a t i o n  HN(* ;") e s t  une 

i n foma  tion généra Zis ée sur ( T 4) . 

11.2.1.1.- PROPOSITION. 

La ;nesure d'information de SHANNON sur Zes parti t ions v é r i f i e  

Z 'hypothdse H l  , s o i t  : 



IZ Vien t  alors : 

HR("i.2) = 1 P(A n B )  Log 
(A,B) €n1xn2 

HT("i.$) = 1 P ( A  n B) ~ o g  
( A.B) €n1xn2 & 

DEMONSTRATI0N.- 

1 Démontrer que HN(n) véri fie i ' hypothèse H l  revient à prouver 

l ' inégalité : 

soit encore 

P A n B  1 1 1 P ( A  n B )  ~ o g  p&b 2 L P(C)  L W  pl~r 
A d l  Ben2 C E ~ ? ~ V ~ ~  

11 suff i t  de démontrer 1 'inégalité pour un @lement quelconque C de 
n1 v Il2 , soit  : 

avec : 



De P(C) = 1 1 P(A n B )  , il v i e n t  : 
Aenl(C) Ben2(C) 

a~ C 1 P(A n B/C) Log P(A/C) P(A n B/C) 
PTirT = Aenl (C) B d 2 ( C )  . P'(B/C) 

1 En n o t a n t  HN(n/II1 ) 1 ' i n f o r m a t i o n  condi t i o n n e i  l e  f o u r n i e  pa r  l a  p a r t i t i o n  
connaissant l ' i n f o r m a t i o n  apportée par  II' [ZO] .  

Donc l a  q u a n t i t é  
aC e s t  p o s i t i v e  ou n u l l e  ( p r o p r i é t e  ( i ) ) .  

II .2.2.- INFORMATION Ho(n) 

S o i t  1 ' i n fo rma t ion  hyperbol ique sur  1 'espace des événements (R,S ,P) 
i n t r o d u i t e  par  J. KAMPE DE FERIET 

1 

= vln7 - ' 
L ' i n f o r m a t i o n  moyenne d é f i n i e  à p a r t i r  de c e t t e  mesure s ' é c r i t  : 

11.2.2.1.- PROPOSITION. 

La mesure d'information déf inie  su r  l e  t r e i l l i s  des partitions 

Par Ho (n)  = card(n)  - 1 v é r i f i e  2 'hypothèse HZ. 
I l  Vient alors : 



La démonstration résulte directement de 1 ' inégalité bien connue sur l e  
t r e i  11 i s des par t i t ions : 

I I  -2 .3 .  - MESURES D l  INFORMATION DE : 

. AGGARWAL - CESARI - PICARD 

. HAVRDA - CHARVAT (type a )  

. BELIS e t  GUIASCU 

. RENYI (ordre a )  

Une étude dé ta i l lée  des informations définies ci-dessus (voir  
introduction du paragraphe 11-2) nous a permis d l é t ab l i r  les  résul ta ts  
présentés dans l e  tableau 11-4-1. 

Toutes ces quantités sont des informations géneralisées au sens 
du paragraphe 11-1; les  t r o i s  premières mesures peuvent se formaliser 
en information de type moyenne, ce q u i  n ' e s t  pas l e  cas pour 1 'information 
de RENYI ; les  informations général isées sur les  événements associées 
étant  respectivement: 

. I(A) = pC<-l (A) 

I l  e s t  faci l e  de déterminer des contre-exemples prouvant qu'aucune 
de ces mesures ne vér i f ie  1 ' une des hypothèses H l  ou M2 . Par exemple, 
étudions l'information dtAGGARWAL - CESARI - PICARD : 

. Pour les  deux part i t ions n l  e t  n2 représentées ci-dessous, 



1/ 2 JN (n) v é r i f i e  l 'hypothèse H l  ( l e s  ch i f f res  i nd iquen t  l es  proba- 

b i  1 i tés  des éléments de p a r t i  t i o n s  correspondants) 

1/2 . Avec l e s  deux p a r t i t i o n s  c i  -dessous, J N  (n )  v é r i f i e  1 'hypothèse 

H2 

1 1 .3  # -  MESüRES D' 1 NFOWTION DE TYPE PRODUIT 

La fo rmal isa t ion  des exemples présentés dans 1 ' i n t r o d u c t i o n  de sa 

these [203 a amené J. LOSFELD à o r i e n t e r  son étude vers l e s  in format ions 

général isées déf in ies s u r  un espace p rodu i t .  

S o i t  O un ensemble f i n i  (d 'observateurs) e t  une fam i l l e  f i n i e  

{HS1( . O} de mesures d ' in format ions général isées s u r  l e  t r e i l l i s  T 

des p a r t i t i o n s  de 1 'ensemble fi f i n i ,  e t  h une mesure de p r o b a b i l i t é s  

s u r  (o,P(o)) . On d é f i n i t  dans ~203 diverses mesures d ' in format ions  

général isées H su r  l e  t r e i l l i s  T par  des formules du type : 

Il e s t  c l a i r  que s i  toutes l e s  mesures d ' in format ions H v é r i f i e n t  
5 

1 'hypothèse H l  (resp. HZ), a l o r s  H v é r i f i e  aussi. 1 'hypothese H l  

(resp. H2). 



En p a r t i c u l i e r ,  s i  nous u t i l i s o n s  pour H 
5 '  e t  ceci  pour  t o u t  

5 E 0 l a  mesure d ' i n fo rma t ion  de SHANNON su r  l e s  p a r t i t i o n s  (resp. 

Ho(l l ))  a l o r s  H(n) v é r i f i e r a  1 'hypothèse Hl ( resp.  HZ). 

Nous résumons dans l e  tab leau 1 1 - 4 4  , l e s  expressions des 

quan t i t és  6' , 6- 6 , HR e t  HT pour l e s  mesures d ' in fo rmat ion  v6- 

r i f i a n t  1 ' une des hypothèses de type H . 

v o i r  t ab leau  11-4-1 page su ivante  



TABLEAU II - 4 ~ 1  

- 

SHANNON 

Hg 

AGGARWAL 

CESARI 

P 1 CARD 

J: 
HAVRDA 

C HA RVAT 

( type a )  

BELIS 

RENY 1 

(Ordre a )  

Type PRODUIT 

~ 2 0 1  

INFORMATION GENERALISEE SUR LE TREILLIS DES PARTITIONS 

TABLEAU RECAP ITULATI F 

Mesure 

1 p(A) Log B(A~ 1 
A E ~  

AE 1 iï p(A) (p& - 1) 

1 p a ( ~ )  
A ~ l l  

o < c l < l  

( 1 pa(A))- 1 
A E ~  

l -a  a - 1 

a > O  

1 w(A)  Log prkr 1 
A E ~  

l Log E pa(A) 
r" A.= 

a > O  

1 h(S) Hg(n) 
SEO 

Informat ion 
général i sée 
au sens de 
J. LOSFELD 

OU 1 

Information 
moyenne 

Hyp~thèse H 

* 

H 1 

/ pfpi 

OU 1 H 2 

OU 1 

OU 1 

/ ' -  
n i  H l  

n i  H2 

pour t ou t  
O < a < l  

O U I  

O U I  

O U I  

O U I  

NON 

OU 1 

s i  toutes l es  H 

sont moyennes 

n i  H l  

n i  H2 
pour t ou t  

a > O  

H 1  ( resp.  H2) 
s i  toutes les  
H v é r i f i e n t  5 
H l  (resp. HZ 

It-C : 
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1 NFORMATION, GENERALISEE SUR LES EVENEMENTS 
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III 1 -  INFORMATION GENERALISEE SUR LES EVENEMENTS, 

Après avoir rappelé les définitions e t  propriétés des mesures 
d'information généralisée au sens de J .  KAMPE DE FERIET sur les événements, 
nous étudions les i nformati ons composables . 

Nous donnons une condition nécessaire e t  suffisante pour qu'une 
information composable vérifie l'hypothèse HZ e t  étudions ce que devient 
cette condition dans le  cas dl une loi de composi tion régulière e t  dériva- 
ble. Nous appliquons ensuite ces résultats pour les mesures d'informations 
sur les événements les plus utilisées dans les applications (Théorie des 
Questionnaires, Analyse des Données). 

Nous terminons ce chapitre par un tableau récapitulatif des expres- 
sions des quantités 6' , 6-  , 6 , IR  e t  IT , obtenues pour les 
principales mesures d'information généralisée définies sur une algèbre 
de Boole de parties d'un ensemble e t  qui vérifient 1 'hypothèse HZ. 
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III,1,- RAPPELS, 

111.1.1.- INFORMATION GENERALISEE SUR LES EVENEMENTS. 

Soient R un ensemble quelconque, non vide, d'événements élémentaires 
n , S une a-algèbre de Boole de parties de n . Une mesure d'information 
généralisée sur les événements de (n ,S)  au sens de J .  KAMPE DE FERIET ou 
plus brièvement une "information sur les événements de (.Q,S)" est une 
fonction d'ensemble 1 définie sur S e t  satisfaisant aux axiomes suivants : 

Axiome 1 : 1 es t  une application de S dans W+ 

Axiome 2 : 1 es t  monotone pour 1 ' incl usion : 

Nous prendrons comme valeurs universelles I(P) = + a e t  

I(n) = O , sauf pour certains cas particuliers étudiés par l a  suite où, 
so i t  I(n) # O , so i t  I ( @ )  # + - e t  pour lesquels nous donnerons les 
résultats correspondants. 

111.1.2.- LOI DE COMPOSITION 

Une information 1 , définie sur une classe S f e M e  par rapport 
à 1 'union es t  dite composable s i  i l  existe une application F de fi+ x x ~ +  
dans fi' t e l le  que, pour tout couple ( A , B )  S x S , A n B = @ , on 
a i t  [7] : 

où F a les propriétés d i  une opération de composition : 



On note qu'a lors,  pour toute  opération de composition F : 

F(x,y) 5 Inf(x,y) 

Notons : 

T = ((x,y) ~ I R + x ~ R +  : x = I(A) , y = I(B) , A E s , B r  s . A n B 01 

F = ((A,B) E S x S , A n B = @) 

1 1 1-2, - 1 NFORMTI ONS COMPOSABLES , 

Avec l'a valeur un ive rse l le  I ( @ )  = + i n t r o d u i t e  en I I I - l c l ,  il 

e s t  c l a i r  que seule 1 ' hypothèse HZ peut ê t r e  éventuellement v e r i f i ë e  

par 1 . 

HYPOTHESE 2 : Pour t o u t  (A,B) r S x S ; 

I (A )  + I ( B )  I I ( A  u B) + I ( A  n B) 

Supposons, de plus, que l a  mesure d ' in format ion 1 s o i t  composable. 

Il v i e n t  a lo rs  : 

11.2.1.- THEOREME. 

Une condition nécessaire et suffisante pour que Za mesure d'infor- 

mation 1 , composabZe de Zoi F , definie sur (n,S) vdrifie 

Z 'hypoth&se H2 est que Z 'appZication x - F(x,y) soit sur r , 
non décroissante en x , pour tout y fixé. 

On a : 
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DEMONSTRATI0N.- 

a) Supposons que 1 vérifie 1 'hypothèse HZ : 

Pour t o u t  ( A , B )  E S x S , I(A) + I(B) 5 I(A u B )  + I (A  n B )  

ce qui donne, en posant x = I(A) , y = I(B-A) , z = I(A n B )  

avec x < z , quelque so i t  y positif ou nul. 

11 en résulte que 1 'application x - F(x,y) es t  monotone non décrois- 
sante en x , quelque soi t  y positif ou nul. 

b)  La démonstration de la condition suffisante es t  évidente. 

III  .2.2.-  INFORMATION GENERALISEE MUNIE D ' U N E  L O I  DE COMPOSITION 
REGULIERE. 

Etudiant pl us particulièrement les mesures d'information possédant 
une opération de composition continue, J .  KAMPE DE FERIET e t  P. BENVENUTI 

Cl81 appel lent régulière une opération de composition vérifiant, en pl us 
des axiomes énoncés en II 1.1.2, 1 'axiome sui vant  : 

Ces auteurs déterminent toutes les opérations régulièms e t  
1 'expression générale de ces opérations : i l  existe un fermé A de IR+ 
contenant O e t  + . Le complémentaire de A dans R+ es t  réunion 
dénombrable dl interval les ouverts dis joints non vides lai bi C avec 
i E 1 (card 1 s K 1 . 

O 

A chaque i E 1 associons une application o i  continue, s t r ic-  - 1 tement décroissante de [0,uil sur Cai b i l  avec ii = oi ( a i )  . 
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-1 S o i t  mi l a  pseudo inverse de oi 

La forme générale d'une opérat ion de composition r é g u l i è r e  e s t  

donnée pa r  : 

s i  (x,y) E fi+ x  R+ - U Cai b i l  x Ca. b.1 
i ~ 1  1 1  

111.2.2.1.- THEOREME. 

Soit 1 une mesure d'information généralisée sur (Q, S ) 

composabZe de Zoi F . S i  F e s t  une opération 'de composition 

rdguZière prenant Za forme généraZe définie par J .  KAMPE DE 

FERIET, t e l l e  que toutes les  appzications oi soient conti- - 
nuement dérivab les  sur CO ,pi 1 , une condition nécessaire e t  

suf f isante  powl que 1 vér i f i e  l'hypothèse HZ e s t  que, pour 

tout i , l e s  dérivées ~ \ ( x )  soient des applications 

monotones non décroissantes en x  . 

DEMONSTRATION. 

D'après l e  théorème 111-2-1 , une cond i t i on  nécessaire e t  s u f f i s a n t e  pour 

que 1 v é r i f i e  H2 e s t  que l ' a p p l i c a t i o n  x  - F(x,y) s o i t  non décro is -  

sante en x  , pour t o u t  y f i x é .  11 e s t  f a c i l e  de v o i r  que c e t t e  

cond i t i on  équivaut  à montrer que l e s  appl i c a t i o n s  

sont  non décroissantes, pour t o u t  y f i x é  appartenant à Cai bi 1. 
- 

On montre que s i  x  < oirlii - , a l o r s  

Y e s t  a l o r s  une a p p l i c a t i o n  non décroissante. 

- 1 Si  x 2 oi[bi - Oi ( y ) ]  e t  s i  l ' o n  suppose que Oi - e s t  une a p p l i c a t i o n  

dér ivable,  on montre fac i lement  que yi e s t  une a p p l i c a t i o n  non décroissante 

s i  e t  seulement s i  0: e s t  une a p p l i c a t i o n  non décroissante, s o i t  encore, 
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s i  e l l e  existe,  o f  p o s i t i v e  ou nu l l e .  

111.2.3.- EXEMPLE. 

. J. KAMPE DE FERIET e t  B. FORTE on t  i n t r o d u i t  une classe pa r t i cu -  

l i è r e  d '  informations composables d i  tes de type M [17]: 

S o i t  (Q,S,P) un espace de mesure quel conque ( ~ ( 0 )  = i) ; 
O < 5 + .. , pour t o u t  A E S , posons : 

5 1 (A) = O (v (A))  

où @ e s t  une app l i ca t ion  v é r i f i a n t  l es  propr ié t6s  : 

- : v(S) + R+ 

- O e s t  s t r ic tement  décroissante 

- @(O) = + a, O (i;) = O 

. Lorsqu'une mesure d ' in format ion de type M sur les  evénements 

v é r i f i e  l 'hypothèse HZ , il v ien t  a lo rs  : 

~ + ( A , B )  = 6-(B,A) = o ( ~ ( B ) )  - o ( ~ ( A  u B) )  

. Toutes l es  informations de type M ne v é r i f i e n t  pas 1 'hypgthèse 
H2. 

a) Cas de l ' i n fo rmat ion  de SHANNON 
- 

En prenant A = (O,*) , ,A = 1 e t  O t e l l e  que : 



où c es t  une constante pos i t i ve .  

On ob t i en t  1 ' opération de composi t i o n  régul i ère 

correspondant à 1 ' i nformati on de WIENER-SHANNON 

d é f i n i e  sur  1 'espace probabi 1 i s é  (B,S,P) 

L I  app l i ca t ion  du théoréme 1 II .2.2.1. montre que c e t t e  mesure dl i n f o r -  

mation v é r i f i e  1 'hypothèse H2 . 
- 

b) En prenant A = (0, + W) , u = 1 e t  ~ ( x )  = c o t g T +  3TIx 1 avec 
~ ( 0 )  = + a ,  e t  o ( 1 )  = O , on ob t i en t  l ' opé ra t i on  de composition 

régu l ië re  : 

pour t o u t  (x,y) r , F ( ~ , Y )  = + xty- 

L ' app l i ca t i on  du théorëme 111.2.2.1. montre que l a  mesure d'informa- 

t i o n  de type-M sur  les  événements dé f in ie ,  pour t o u t  A e S , par  
311 P A I ( A )  = cotg 4 + 1 , ne v é r i f i e  pas 1 ' hypothese H2. 
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En reprenant l e s  nota t ions  de I I I .2 .2. ,  nous présentons dans ce 

paragraphe l e s  r é s u l t a t s  concernant l e s  p r i n c i p a l e s  mesures d '  in format ion 

composables . 

En a p p l i c a t i o n  du théorème 111.2.2.1, nous é tab l issons l e  tab leau  

su i  vant en indiquant ,  pour chaque mesure d' in format ion,  1 'expression de 

I ( A )  , l a  l o i  de composition associée, s i  1  'hypothèse H2 e s t  v é r i f i é e  

ou non, a i n s i  que l e s  expressions des quan t i t és  6' , 6- , 6 , IR 

e t  IT (quand c ' e s t  poss ib le )  . 

REMARQUE. - 
S i  a e s t  supér ieur  à 2 , l a  mesure associée à l ' i n f o r m a t i o n  de t ype  

a su r  l e s  p a r t i t i o n s ,  dé f i n ie  pa r  

v é r i f i e  1 'hypothèse H l  ( cec i  e s t  dû au f a i t  que I ( @ )  n ' e s t  pas éga l  

à +a)). 

Il v i e n t  a l o r s  : 

2 P ~ - ~ ( A  , B) - 1 (A)  - 1 6(A,B) = (B) 
al-a - 1 



type.  f4 
v é r i f i a n t  

l 'hypothese 
H2 

1 SHANNON 

HYPERBOLIQUE 

INFORMATION 
associée ii l a  

sur  l e s  

INFORMATION 
associée 

1 ' in fo rmat ion  
de type a sur  

les p a r t i t i o n s  

Log Log @$++ P m  1 

Type I n f  

INFORMATION GENERALISEE SUR LES EVENEMENTS Cl23 
TABLEAU RECAPITULATIF 

Log $+!& 





TREILLIS ET APPLICATIONS MONOTONES 

Au chapi t re 1, nous avons t i r é  un ce r t a i n  nombre de conséquences de 

1 'existence d'une fonct ion monotone d é f i n i e  sur  un t r e i l l i s  T e t  à valeurs 

dans a+. 

Dans l e  présent chapi t re,  nous avons pour but  d 'é tud ie r  l e s  propr ié tés  

des appl i cations monotones sur  un ensemble p a r t i e l  lement ordonné qui n '  e s t  

pas forcément un t r e i l l i s .  

Comme au chapi t re  1, nous associons à toute  fonct ion monotone v d'un 

t r e i l l i s  T dans IR u (+) une quasi métrique ô . Cette-quasi  métrique 

devient  une métrique lorsque v e s t  s t r ic tement  monotone. 

L '  i n t roduc t ion  d l  hypothèses p a r t i  cu l  i ères sur v permet de donner 

des expressions simples de ce t t e  métrique. S i  v  e s t  une va luat ion s t r i c -  

tement croissante, on retrouve a i ns i  l a  distance hab i tue l le  su r  l es  t r e i l l i s  

modulaires. S i  v  e s t  une mesure de probabi l i tés ,  on retrouve l a  distance 

déf in ie  à p a r t i r  de l a  d i f fé rence  symétrique. 

Dans l a  premigre pa r t i e ,  nous reprenons brièvement les  r ésu l t a t s  

du chapi t re  1 dans l e  cadre d'une app l i ca t ion  monotone dé f i n i e  su r  T à 

valeurs dans R u (+..) . Nous énonçons sans démonstration ces résu l ta ts ,  

l e s  démonstrations é tan t  semblables à ce l les  effectuées au chapi t re  1. 

Dans l a  deuxième pa r t i e ,  nous cherchons a général iser ces résu l t a t s  

aux demi - t r e i  11 i s . 

Cela nous a amené à caractér iser  l e s  app l ica t ions v monotones de 

T dans R t e l l e s  que, pour t o u t  couple (x,y) d'éléments de T , l a  

va r i a t i on  de v sur  l a  s.e.c. (x,x v y,y) (dans l e  cas d'un sup-demi- 

t r e i l l i s )  es t  v-minimale. On en dédui t  C61 une généra l isa t ion de l a  

no t ion  de val uat ion aux demi-trei 11 i s  a i ns i  qu' une carac té r i sa t ion  métrique 

de 1 a semi -modul a r i  t é  dans 1 es demi - t r e i  11 i S. On général i se a i n s i  une carac- 

t é r i s a t i o n  bien connue (BIRKHOF C41 ). 



IV-1, - NOTATIONS ET RÉSULTATS GÉNÉRAUX DANS LES TRE 1 L L I S  , 

S o i t  T un t r e i  1 l i s  dont l a  r e l a t i o n  d 'ordre e s t  notée 4 . 

So i t  v une app l i ca t ion  monotone de T dans IR u (+1 que nous 

supposerons décroissante pour l a  r e l a t i o n  d 'ordre 4 . 

Les résu l ta ts  obtenus au chapi t re  1 pour une mesure d ' in format ion 

généralisée J restent  valables pour toute app l i ca t ion  monotone à 

valeurs dans IR u 1-1 ; i l s  ont  é té  développés dans C141. 

I V . l . l . -  On a donc l e s  r ésu l t a t s  : 

I V . l . l . l . -  PROPOSITION. 

. L 'application 6 de T x T dans fi+ es t  une quasi distance 

sur T 

. S i  x 4 y  , 6(x,y) = V(X) - ~ ( y )  

. Les q-titks 6' e t  6- sont des applications de 

T x T dans fi+ vkrifiant les  propriktés suivantes : 

- 6+(x,x) = 6-(x,x) = O pour tout x e T 

- 6+(x,y) = 6-(y,x) pour tout ( x  ,y) E T x T 

- 6' e t  6- vkri f ient  l ' inkgalitk triangulaire. 
+ 

De plus 6 e t  6- vkrifient : 

pour tout (x,y) de T x T t e l  que ~ ( x )  . V(Y) < + a, 

IV-1-1-2.- COROLLAIRE. 

E t m t  donnk un t r e i l l i s  T f ini,  To = {x E T 1 v (x )  < + m} , 
une condition nécessaire e t  suffisante pour que la  restrict ion de 

2 'application 6 à l 'ensemble des couples (x,y) de To x To 

définisse une distance e s t  que l'application v so i t  strictement 

monotone 



IV.1.2.- HYPOTHESES H. 

IV.1.2.1.- THEOREME. 

Les énoncés suivants sont équivaZents : 

( i l  v vér i f i e  H l  

(ii) 6' v é ~ i f i e  l e s  égal i tés  

&+()(,Y) = b+(~,(x,y)) = v(x A Y) - v(x) 
pour tout  couple (x,y) de T x T 

(iii) 6- vér i f i e  Zes égal i tés  

6-(x,y) = b-(CA(x,y)) = V(X  A Y )  - V(Y) 
pour tout couple (x,y) de T x T 

( i v )  6 v d m f i e l t é g a Z i t é  ~ ( X , Y ) = ~ V ( X A Y )  - v ( x ) - v ( Y )  

pour tout  couple (X,Y) de T x T . 

En d'autres termes v v é r i f i e  H l  s i  e t  seulement s i  l a  s.e.c. CA(x,y) 

e s t  v-mi nimale. 

On en déduit,  dans l e  cas d'un t r e i l l i s  non nécessairement f i n i ,  l a  généra- 

l i s a t i o n  suivante du c o r o l l a i r e  IV.1.1.2. 

IV.1.2.2.- COROLLAIRE. 

Etant donné un t r e i  Zl is  T quelconque ( f i n i  ou i n f2n i )  

To = { X  t TI  v (x )  < + m l  
s i  v v é r i f i e  l'une des hypothèses HO , H l  , H2 , une 

condition nécessaire e t  suf f isante  pom que la  res t r ic t ion  de 

l tapplication 8 à 2 'ensemble des couples (x,y) de Tg x To 
déf inisse une distance e s t  que ZtappZicatian v s o i t  s t r ic te -  

ment monotone. 



IV.1.3.- DISTANCES SUR T - FORMULATIONS EXPLICITES. 

Chacune des hypothèses H nous permet de ca lcu le r  l e s  valeurs de 

6' , 6-  e t  6 , e t  d'en donner des formulat ions e x p l i c i  tes  t r @ s  simples 

que nous présentons dans l e  tableau qui  s u i t .  Nous en ferons un usage per- 

manent dans l a  const ruct ion des algorithmes du chapi t re  V.  

Nous en donnons l e  tableau ci-dessous dans l e  cas d'une app l i ca t ion  

v décroissante. Les formulat ions dans l e  cas où v e s t  croissante s 'ob- 

t iennent par d u a l i t é  (on remplace l e  supremum (resp. 1 'infimum) par 1 ' i n f i -  

mum (resp. l e  supremum), dans chaque formule du Tableau) 

v o i r  tableau page suivante 

En app l i ca t ion  de ce tableau, il f a u t  noter  que toute mesure de 

p robab i l i t és  P déf in ie su r  une algèbre de Boole S de pa r t i es  d'un 

ensemble Q , e s t  monotone croissante e t  v é r i f i e  HO . On ob t ien t  

donc 

pour t o u t  (A,B) E S x S 

La distance que nous avons a i n s i  cons t ru i te  coïncide donc, dans 

ce cas, avec l a  distance b ien  connue en Théorie des Probabi l i tés ,  déf in ie  à 

p a r t i r  de l a  d i f férence symétrique. 





I V  - 2, - EXTENSION AUX DEMI-TREILLIS 

S o i t  T un t r e i l l i s ,  e t  v une app l i ca t ion  monotone de T dans 

R U  {+ a) , 

Supposons que v s o i t  une valuat ion.  En d 'autres termes, v e s t  

croissante e t  v é r i f i e  HO . D'après l e  tableau précédent, on a : 

La quasi-distance 6 n ' es t  autre que c e l l e  dé f i n i e  classiquement 

sur l e s  t r e i l l i s .  

On s a i t  C21 C41 q u ' i l  y a équivalence entre l es  t r e i l l i s  modu- 

l a i r e s  e t  l es  t r e i l l i s  à va luat ion s t r ic tement  croissante. On connaît C21 

aussi 1 a ca rac té r i sa t ion  sui  vante de 1 a semi -modul a r i  t é  des t r e i  11 i s : 

"Une condi t ion nécessaire e t  su f f i san te  pour qu'un t r e i l l i s  T 

s o i t  semi-modulai r e  supérieurement (resp. infér ieurement)  es t  

q u ' i l  s o i t  gradué, sa fonct ion de rang v é r i f i a n t  : 

(resp. r ( x )  + r ( y )  5 r ( x  v y )  + r ( x  A y)) II 

Autrement d i t ,  un t r e i  l l i s  T e s t  semi-modulaire supérieurement 

(resp. infer ieurement)  s i  e t  seulement s ' i l  e s t  muni d'une graduation 

qui v e r i f i e  H l  (resp. HZ). 

11 é t a i t  donc naturel  de se poser les  questions suivantes : 

1 .- Les hypothèses H l  e t  H2 permettent-el l es ,  p l  us généralement, 

d 'ob ten i r  l es  mêmes résu l ta ts  sur des t r e i l l i s  munis d'une 

app l i ca t ion  s t r ic tement  monotone. ? 

La reponse e s t  NON. S i  v n ' e s t  pas une valuation, l es  hypothèses 

H l  e t  HZ n 'ent ra înent  aucune s t ruc tu re  par t icu l i t3 re  sur  l e  t r e i l l i s  

T , n i  l a  modulari té, n i  l a  semi-modulari té .  

On l e  constatera sur  l e s  contre-exemples suivants : 



Nous y présentons : 

. sur  l e  p lus p e t i t  t r e i l l i s  non modulaire, des appl icat ions 

str ic tement monotones v é r i f i a n t  l ' u n e  des hypothèses Hl ou 

HZ ( l e s  valeurs indiquées sont  ce l l es  que prend v en chaque 

po in t  du t r e i l l i s ) .  

HYPOTHESE vér i  f i é e  : H 1 - 

. sur  des t r e i  1 l i s  respectivement semi-modulaires inférieurement, 

semi -modul a i  re. supérieurement, non semi -modul a i  res, des appl i - 
cat ions s t r ic tement  monotones v é r i f i a n t  également 1 ' une quel - 
conque des hypothèses H l  ou HZ . 

HY POTHESE H 2 - 
vér i  f i é e  

2 .- Les caractér isat ions déf in ies  plus haut peuvent-el l e s  être 
obtenues avec des ensembles ordonnés quelconques ? 

Nous apportons un élément de réponse en donnant, dans l e  cas des 
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demi -trei 11 i s  gradués, une caractérisation métrique de la  semi- 

modul ari té .  

La preuve de ce résultat repose sur l e  Théorème IV.2.2,l. 
On y caractérise les applications v strcitement croissantes de T 

dans IR tel  les que, pour tout couple (x,y) de T x T , la variation 
de v suivant la s.e.c. (x ,x  v y,y) es t  minimale. 

Ces résultats nous ont suggéré de définir sur les sup-demi-treill i s  
(resp. inf-demi-treillis) une notion de sup-val uation (resp. inf-valuation) 

IV.2.1.- NOTATIONS. 

. Soit T un sup-demi-trei 11 i s  (de longueur f inie) ,  c'est-à-di re 
un ordre tel que deux éléments quelconques x e t  y de T 

admettent un supremum noté x v y . 
. So i t  v une application strictement croissante de T dans 

1 'ensemble des nombres réels IR 

x (" y implique v(x) < v(yj 

En reprenant les notations de IV-1 , pour toute s .e.c. , nous 
défi ni ssons : 

Notons : 

ô(x,y) = Inf A(C) 
C E ~ ( X ¶ Y )  

I l  a été démontré, au paragraphe IV-1-2, que, lorsqu'elle es t  
définir à partir  d'une application v strictement croissante sur T , 
8 e s t  une distance sur - T  . 



Nous étudions, par l a  sui te,  l es  propr iétés de ô e t  des condi t ions 

pour q u ' e l l e  se confonde avec l a  distance hab i t ue l l e  notée d , dé f i n i e  sur  

l e  graphe de couverture G correspondant au sup-demi- t re i l l i s  T par 

d(x,y) = longueur du p l  us cour t  chemin ent re  x e t  y , pour t o u t  

(x,y) de T x T . 

IV.2.2.- CARACTERISATION DE s.e.c. V-MINIMALE DANS T. 

IV.2.2.1.- THEOREME. 

Soit T un sup-demi-treillis, so i t  v une application strictement 

croissante, définie sur T , à vaZems dans IR . 
Une condition ndcessaire e t  suffisante pour que la s.e.c. 

CV(x,y) = (x,x v y,y) soi t  v-minimate es t  que, pour tout 

t e p l e t  (x,y,z) d'éléments de T t e l s  que : 

z 4 x  e t  z S y  

Za condition suivante soi t  vérifiée. : 

DEMONSTRATION . 
. La condi t ion e s t  nécessaire 

En e f f e t ,  Cv(x,y) e s t  v-minimale 

<=> Y (x,Y) E T X T A-(cv(x,y)) l A-(C) 

pour t o u t  C E C(x,y) 

En p a r t i c u l i e r ,  pour l a  séquence (x,z,y) , pour t o u t  z v é r i f i a n t  

l a  cond i t i on  z 6 x , z 6 y , 

v(x v y )  - v ( ~ )  5 v(x)  - v (z )  
s o i t  

V(X v y )  + v(z) 5 v(x)  i ~ ( y )  c.q,f.d. 



. La condition est  suffisante 

l Soit, en effet ,  (x,y)  E T x T , un couple quelconque d'élements de T ; 
1 

a )  Supposons qu'i 1 existe un élément z de T vérifiant z 4 x e t  
z 4 y (nous étudierons ultérieurement le cas où un tel z n'existe 

Pas 1. 

On montre que Cv(x,y) est  v-minimale par récurrence sur la longueur 
des séquences reliant x à y . 

La propriété est évidente pour des séquences de longueur égale à 1 

( x  e t  y comparables), ainsi que pour des séquences de longueur 
égale à 2 . En effet ,  soit  t un élément de T , soi t  C la 

séquence ( x ,  t ,y) 

- Si t ) x  , t a y  , alors t a x v y  

- -> v ( t )  r v ( x  v y) 

-> v ( t )  - v(y) 2 v(x v y)  - v(y) 

-> A - ( C )  2 A - ( ~ ~ ( X , Y ) )  

Montrons que la propriété reste vraie pour des séquences de longueur 
3 . Soit C = (x , t , u ,y )  , t sx , u 4 t  , u g  y une séquence 
de longueur 3 ( la  démonstration serait analogue si t 4 x , t 6 u , 
u ) Y ) .  

t ) x = > y v  t ) x v y = > v ( t v y ) > v ( x v y )  

=> A-(CV(x,y)) = V ( X  v Y )  - V ( Y )  5 v ( t  v y)  - v ( Y )  

=> n- (cv (x¶ r ) )  5 v ( t v  Y )  - v ( t )  + v ( t )  - v(y) 

Or : v ( t  v y) - v ( t )  v(y) - v ( u )  par hypothèse 



La propr ié té  e s t  donc v é r i f i é e  par l es  séquences de longueur 3. 

Supposons, maintenant que, pour t o u t  couple (x,y) , T x T , l a  

séquence CV(x,y) s o i t  v-minimale par  rapport  à toute séquence 
n de longueur n-1 r e l i a n t  x à y . S o i t  C(x,y) = [xi10 , avec 

xO = x e t  xn = y , une séquence de longueur n : 

En appl iquant 1 'hypothèse de récurrence : 

en appl iquant l e  r é s u l t a t  obtenu pour les  séquences de longueur 3 . 

b)  S ' i l  n ' ex i s t e  pas de z t e l  que z 4 x e t  z 4 y , l a  s.e.c. 

(x,y) e s t  encore v-minimale pour t o u t  (x,y) E T x T . 
En ef fe t ,  s i  [ xi] e s t  une sequence de longueur n r e l i a n t  x 

à y :  



On peut appl iquer au t r i p l e t  (xo, xl, x2) l e  raisonnement 

précédent qu i  permet d ' ob ten i r  : 

En r é i t é r a n t  ce raisonnement, on e s t  ramené au cas des s .e.c. 

de longueur 2 pour lesquel les l e  r é s u l t a t  e s t  évident. 

Par dua l i té ,  on ob t i en t  un théorème analogue pour les  i n f - d e m i - t r e i l l i s .  

IV.2.3.- VALUATION DANS LES DEMI-TREILLIS. 

Notons d l a  distance déf in ie  dans l e  graphe de couverture associée 

à T par : 

d(x,y) = longueur du plus cour t  chemin ent re  x e t  y . 

Nous pouvons a l o r s  général iser  comme s u i t  l a  no t ion  de va luat ion 

dans l es  t r e i l l i s  au cas de d e m i - t r e i l l i s .  

IV.2.3.1.- PROPOSITION. 

So i t  v une appZica5ion strictement croissante d'un sup- 

&mi-trei l l is  T duns IR ; les  propriétds suivantes sont 

dquivalentes : 

(2) d(x,y) = 2v(x v y )  - v(x)  - V(Y) pour tout  (x,Y) E T x T 

(Cv(x,y) e s t  v-minimale) . 

(3) 2v(x v y) - v(x)  - v(y) e s t  une distance sur T . 

( 4 )  pour tout  x,y,z E T , V(X v y )  + V(Z)  r V(X v Z )  + V (Z  v y )  

(51 pour tout  x,y,z E T avec z <  x 



( 6 )  pour tout x , y , z ~ T  avec z j  x  , Z ~ Y  

Si, de plus T e s t  un t r e i l l i s ,  ees conditions sont équivalentes 

à 

(7) pour tout  x,y E T , V ( X  v Y )  + V(X  A Y)  2 V ( X )  + V(Y) 

Les démonstrations ont  é té  réal isées par a i l l e u r s  lorsque T ' e s t  un t r e i l l i s .  

E l l es  se transposent faci lement au cas d'un sup-demi- t re i l l i s .  

. (3) -> (4)  

En appl iquant 1  ' i n é g a l i t é  t r i angu la i r e  à 2v(x v y )  - v(x)  - V(Y)  , 
on o b t i e n t  : 

s o i t  encore : 

. (4) => (5) e t  (5 )  => (6)  sont évidents . 

. L'équivalence des propr ié tés  (1)  e t  (6) a  f a i t  1  ' o b j e t  du théorème 

IV.2.2.1. 

. ( 7 )  => (2) La démonstration a  été réa l isée au chapi t re  1. 

S i  l ' o n  suppose, maintenant, que T e s t  un t r e i l l i s ,  il résu l t e  inmediate- 

ment des résu l t a t s  énoncés en I V . l ,  que l es  propr ié tés  (1) e t  ( 7 )  son t  

équivalentes. 



REMARQUE : 

G .  BORDES C51 a montré par a i l l e u r s  que l a  r e l a t i o n  ( 5 )  imp l i qua i t  ( 3 ) .  

On obt ient ,  par dua l i té ,  l e s  propr ié tés  re l a t i ves  aux appl icat ions s t r i c t e -  

ment croissantes su r  les  i n f - d e m i - t r e i l l i s .  

La propos i t ion précédente permet de général iser de l a  façon suivante 

à des dem i - t r e i l l i s ,  l a  no t ion  de valuat ion dé f i n i e  sur  des t r e i l l i s  : 

IV.2.3.2.- DEFINITION. 

Une application strictement croissante d'un sup-demi-treillis 

(resp . i n f  -demi-treil l i s )  dans TR sera di6e Sup-vaZuation 

(resp. inf-valuution) s i  e t l e  vér i f i e  Z 'une que Zconque des 

propriétés f i g u r a n t  dans la  proposition I V .  2.3.1. (resp. 

Za proposition dwxle) . 

Il en résu l t e  : 

IV.2.3.3. - COROLLAIRE. 

Dans un t r e i l l i s  T wze application v strictement croissante 

e s t  une sup-vatuution (resp. inf-valuution) s i  e t  seulement 

s i  e l l e  vér i f i e  H l  (resp. H2). 

IV.2.3.4.- COROLLAIRE. 

Dans un t r e i l l i s  T , une appZication v strictement croissante 

e s t  une valuation s i  e t  seulement c ' e s t  à la  fois  me sup-valu- 

t ion  e t  une inf-valuution. 

IV.2.4.- GRADUATION ET SEMI-MODULARITE DANS LES DEMI-TREILLIS. 

Soi t T un sup-demi - t r e i  11 i s .  

Nous rappelons que T e s t  semi -modul a i  r e  supérieurement C 21 C4 1 
s i  l a  condi t ion suivante e s t  v é r i f i é e  pour t o u t  (x,y,z) de T x T xT 

en notant  4 l a  r e l a t i on ,  x ( y  <-> x précede y 



Nous rappelons aussi qu'une app l i ca t ion  r de T dans IN e s t  

appelée graduation ou fonct ion de rang s i  e l l e  v é r i f i e  l a  condi t ion  

su i  vante : 

Les résu l t a t s  que nous présentons dans ce paragraphe sont obtenus 

par  app l i ca t ion  de ceux obtenus en I V - 1  aux d e m i - t r e i l l i s  graduas. 

LEMME 1.- [2]  Un sup-demi-treillis semi modulaire supérieurement 

e s t  gradué. 

LEMME 2.- [2] [4] Un sup-demi-treillis T e s t  semi-modulaire 

supérieurement s i  e t  seulement s i ,  pour tout  x,y,z E T , 
x ( y  , x $ z  e t  y [ l z  implique z ( y  v z 
(y I I  z sig.nifie y non comparable à z) . 

IV.2.4.1.- THEOREME. 

Un sup-demi-treillis T e s t  semi-modulaire supérieurement 

s i  e t  seulement s ' i l  e s t  gradué e t  s i  l a  fonction de rang 

e s t  une sup-valuation, i . e .  vér i f ie ,  pour tout  x,y,z E T 

avec 

Za condition : 

DEMONSTRATION. - 
- Condi t ion su f f i san te  : 

Soient  x,y,z E T t e l s  que : 



=> r ( x )  = r ( y )  = r ( z )  + 1 

r ( x  v y )  - r ( y )  5 r ( x )  - r ( z )  = 1 

=> r ( x  v y )  - r ( y )  = 1 ( l e  cas r ( x  v y) - r ( y )  = O e s t  impossible 

On montre de même que x ( x v y 

-> T e s t  semi -modul a i  r e  supérieurement. 

- Condit ion nécessaire : 

Soient x,y,z E T t e l s  que : 

La démonstration se f a i t  par  récurrence su r  Ta longueur de l a  s.e.c. 

r e l i a n t  z à x . 
En ver tu  du lemme 1 , T e s t  grfidué par une fonct ion de rang r, 

1") Supposons que z .( x : 

- -> r ( x )  - r ( z )  = 1 

Z 4 X = >  X + z v y = Y  

. S i  x ~ z v y = ~ x v y = z v y = y = ~ x ~ y  

-> r ( x  v y )  - r ( y )  = O < r ( x )  - r ( z )  = 1 

. S i  x I I z v y - > x v y > z v y = y  , e n v e r t u d u l e m n e 2  

=> r ( x  v y) - r ( y )  = 1 

r ( x  v y )  - r ( y )  = r ( x )  - r ( z )  

=> l ' i n é g a l i t é  (1) e s t  -bien v é r i f i é e  dans l e s  2 cas. 

2") Supposons a lo rs  q u ' i l  ex i s t e  une s.e.c. xl,. . . ,xn t e l l e  que : 



e t  supposons 1 ' i n é g a l i t é  (1 )  v é r i f i é e  à 1 'ordre n-1 , c 'es t -à -d i re  

I que l e  plus cour t  chemin pour a l l e r  de xl à y e s t  c e l u i  passant 

par xl v y , s o i t  

r(xl  v Y)  - P(Y) 5 r(x1) - P (Z )  

x1 ( x implique x p  xl Y 

. s o i t  x ( x l v y = = > ~ v ~ = x l v y  

=> r ( x  v y) - r ( y )  = r(xl  v y )  - r ( y )  

r(xl) - r ( z )  < r ( x )  - r ( z )  

. s o i t  X I I  xl v y=> x v y < x  v y , en ve r t u  du lemm 2 1 

IV.2.4.2.- PROPOSITION (CARACTERISATION METRIQUE DE LA 

SEM1 -MODULARITE) . 

1 Soi t  T un sq-demi-trei l l is;  so i t  r une fonction de graduation 

1 sur T . Une condition nécessaire e t  suffisançe pour que T 

I so i t  semi-modulaire supérieurement e s t  que (x,y) so i t  

r-minimte pour tou t  couple (x,y) de T x T. 

I . Condit ion nécessai re. 

Supposons que C,,(x,y) s o i t  r-minimale pour t ou t  couple (x,y) r T x T. 

S o i t  z t e l  que 1 z 4 x 



Le même raisonnement avec A+(c)  montre que x < x v y. 

==> T estsemi-modulairesupérieurement. c.q.f.d. 

. Condition suffisante 

Réciproquement, supposons que T soi t  semi -modulai re supérieurement. 
Soit (x,y) un couple quelconque d'éléments de T , 

a)  S ' i l e x i s t e  Z E T  t e l q u e  z ( x  e t  z < y  

=> x e t  y < x v y (par hypothèse) 

- -> C,(X,Y) e s t  wminimale. 

b)  S ' i l  n'existe pas de z précédant x e t  y , les théoremes 
IV.2.2.1. e t  IV.2.4.1. permettent de démontrer que ces résultats 
restent vrai S.  

Par dual i té ,  on obtient des énoncés comparables pour les 
inf-demi-trei 1 l i s .  

11 résulte du corollaire IV.2.4.2. e t  du résultat dual : 

IV.2.4.5.- COROLLAIRE. 

Soit T un t r e i t t i s ;  soit  r une gradwztion sur T . Une 

condition nécessaire e t  suffisante pow que T soit  maduZaEre 

e s t  que, pour tout couple (x,y) de T x T , Zes séquences 

C,,(x,y) e t  C,(x,y) soient r-minimales. 

On retrouve donc 1 a caractérisation des t re i  11 i s modulai res 
Un t r e i l l i s  T es t  modulaire s i  e t  seulement s ' i l  e s t  gradué e t  si sa 
fonction de rang vérifie, pour tout (x,y) de T x T : 



Signalons que la caractérisation métrique de la semi-modularité 
introduite à l a  proposition IV.2.4.2., vient d'être trouvée de manière 
indépendante par B. MONJARDET C211 , à l a  suite d'une étude fai te sur 
les ensembles ordonnés f i l t r an t  supérieurement. 

Signalons aussi que les ensembles ordonnés connexes semi-modul ai res 
ont été étudiés par HASKIN e t  GUDDER Cl61 qui donnent d'autres caracté- 
r i  sations des ensembles ordonnés modulai res . 



C H A P I T R E  V 

APPLI LAT ION AUX PROBLEMES D'ANALYSE DES DONNEES 



V I -  APPLICATION AUX PROBLENES D'ANALYSE DES DONNEES 

Soit T un tableau à double entrée ( O  x Q) fournissant les 
réponses d 'un  ensemble Q d'individus à un ensemble O d'observateurs 
C201, Naus considérons que chaque observateur defi n i t  yne fonction cq- 
ractéristique d ' u n  sous-ensemble de R . Le tableau de données étant 
modélisé comme représentant l e  produi t cartésien de ces sous-ensembles, 
cette hypothèse suppose quo la  matri ce de données e s t  codée à 1 'aide de 
deux symboles, en général O e t  1 . 

Un tableau R de même nature, c'est-à-dire de la  forme ( 0  x R )  , 
peut ê t r e  considéré comme représentant un modèle du tableau T . Il  
convient alors de pouvoir mesurer l e  degré de ressemblance du tableau R 

par rapport à T : 1 'évaluation des quanti t é s  S , 6' , 6' J R  

e t  JT définies au chapitre 1 permet de résoudre ce problème (programmes 
DISTABLE e t  DISTARES). 

Ces tableaux modèles de T peuvent ê t r e  fournis par  les  algorithmes 
classiques C31 d'analyse factoriel le  e t  de classification hierarchique : 
ceux-ci permettent de définir des classes homogènes de Q : 1 'obtention 
de ces classes nous permet (algorithme RESUMI) de construire un tableau 
R associé à celles-ci e t  de mesurer l e  degré de ressemblance entre T 

e t  R . 

Enfin, nous proposons (programme RESUM2) un al gori thme original de 
construc:ion d'une suite Ri de tableaux modèles de T dont la  complexité 
va croissante, e t  dont nous extrayons les madGles intéressants. 



V, 1, - P R o G M E S  DISTABLE ET DISTARES 

a)  Pour mesurer l e  degré de ressemblance d ' u n  modele R et  d'un tableau 
de données T , nous établissons par simulation une échelle pour la 
distance e t  les quant i  tés qui lui sont associées (programme OISTABLE). 

Soient t e t  t '  deux observateurs quelconques de O , 0: e t  
les sous-ensembles des individus de n ayant  répondu 1 respec- 

tivernentà t e t  t ' .  

Avec 1 ' information de SHANNON sur les événements I(o:) = L o g  
1 

la distance 6 entre $2; e t  n i '  s ' écr i t  : 

De même : 

11 vient alors : 



oü X es t  un système de ponderation sur les observateurs de O . 

b )  On construit un modèle R de T en introduisant un pourcentage 
fixé k de modifications des réponses des individus de aux 
observateurs de O , à 1 'aide d'une fonction aléatoire. 
On peut alors calculer d(T,R) , ~ + ( T , R )  e t  toutes les autres 
quanti tés  énumérées pl us h a u t .  

Nous opérons ainsi pour différentes valeurs de k , ce qui nous 

permet d 'é tabl i r  une échelle pour toutes les quantités citées c i -  
des sus. 

Etant donné alors un tableau T e t  un modèle R de T , le programme 
DISTARES nous permet de déterminer toutes les quantités ut i les à l a  
comparaison de T e t  R . 

c) Structure du programme DISTABLE. 

) Lecture de T 
6)  On se fixe une valeur de k 

y )  Pour chaque observateur t appartenant à O , on simule un 
nouvel observateur t '  e t  par suite un nouveau tableau R 

r i )  On calcule d(T,R)  e t  toutes les autres quantites. 

a )  Etant donné un tableau de données T du type (O x 0 )  code en (0,1), 
so i t  une partition I-I de Q pour laquelle chaque classe est  
"homogène", c'est-à-dire "correspond à un sous-ensemble d'observ@teurs 
ayant l e  même comportement pour 1 'ensemble des indi vi dus constituant 
cet te  classe", cette partition ayant é té  obtenue par une méthode 
quelconque [3]  cl51 . 

Nous construisons un modèle du tablequ i n i t i a l ,  associé à ces cla$ses, 
E 

dans la mesure où nous recherchons les observateurs caractéristiques 



de l a  classe. 

b )  . En reprenant les définitions de Cl51 , le  principe de la  
méthode e s t  l e  suivant : 

Etant donnée une classe homogène N , soient t un observateur 
t t quelconque de O , N1 e t  No 1 'ensemble des éléments de N 

répondant respectivement 1 à t , e t  O à t . 
L'observateur t sera d i t  caractéristique de N s i  

N N où tl e t  t0 sont deux observateurs f i c t i f s  auxquels tous 
1 s individus de N répondraient respectivement 1 e t  O ,  
f N N1 s e s t  1 'ensemble des éléments de N répondant 1 à un 

observateur non s ign i f i ca t i f  associé à 1 'observateur t e t  à 

l a  classe N . 
La distance que 1 'on u t i l i s e  e s t  c e l l e  associée à 1 'information 
de SHANNON sur  1 es événements ( voi r chap . I I  1 ) . 
Une étude f a i t e  dans Cl51 montre que 6 mesure l e  degré de 

N t N ressemblance entre N! e t  tl (ou entre No e t  tO) . 

. Si nous considérons donc un observateur quelconque t E O s i  
N N t e s t  caractéristique de N par tl (resp. par tO) , alors  

nous remplaçons dans l e  tableau de données T , l'ensemble 
t t N1 u No par ty (resp. t! ) . 

Si t n ' e s t  pas caractéristique de N , alors nous n'effectuons 
aucune modification. 

Nous opérons ainsi successivement pour tous l e s  observateurs de O 

. Nous construisons donc un modèle simplifié du  tableau i n i t i a l  
associé aux classes. 

L '  appl i cati  on du programme DISTARES permet alors de cal culer toutes 
c 

l e s  quanti t é s  u t i les  à l a  comparaison des deux tableaux. 



c) Structure du programme RESUMl 

a)  Lecture des données 
B )  Pour l'ensemble des observateurs, déterminer ceux qui sont 

caractéristiques dl  une classe fixée, 
modifier éventuel 1 ement les données, 

y)  S ' i l  reste une classe à t ra i te r ,  retourner en 6 ) , sinon 
c 'es t  terminé. 

V,3 ,- CONSTRUCTION D'UNE SUITE JE RÉSWÉS (PROGRME ESw) 

Etant donné u n  tableau T du type ( O  x R )  codé en (0 , l )  , 
nous construisons à partir de T , une suite de modèles ( n  modèles 
s ' i l  y a n observateurs dans O ) , parmi lesquels i l  sera possible 
de déterminer les "bonnes" synthèses de T . 

a )  Le principe de construction du modèle Rk+l à partir du modèle Rk 
e t  du tableau T , es t  le suivant : 

. Prenons un observateur t encore disponible. On lui associe 
i 0 

un tableau T du type (0  x R )  de la manière suivante : 
ti 

Pour chaque observateur ti appartenant à O , on calcule : 

ti i i i 
Mincs(nl ( T l  n1 ( T l )  , a(% ( T l  Q, ( R k ) ) 1  
t 
i 0 

où nl ( T )  est  1 'ensemble des individus de n ayant répondu 1 
à 1 'observateur ti dans le  tableau T , la distance utilisee 
étant toujours cella construite à partir  de 1 'information de 
SHANNON sur les événements . 

t i  i 
Si ce minimum est  &(al O ( T )  , Ql ( T ) )  , alors nous remplaçons 
dans le tableau Rk les réponses à ti par les réponses réelles 
à ti se trouvant dans le tableau T ; sinon, nous ne changeons 
rien. O 

Nous construisons ainsi un tableau T associé a ti ; nous 
t i  

calculons d(T,Tt  ) .  O 
i O 



. Toujours à p a r t i r  des tableaux T e t  Rk , nous recommençons 
l e s  opérations précédentes pour tous l e s  observateurs t encore 
d i  sponi bles . 

. Soi t  alors tk 1 'observateur t e l  que : 

d ( T , T  ) = Min d(T,Tt) 
tk  te0 

t encore disponible 

Nous recherchons les  modifications (changements de O en 1, ou de 
1 en O )  à effectuer su r  les  réponses à l 'observateur tk des 
individus de R , de manière à diminuer au maximum l a  distance 

d(T,Tt  ) 
k 

Ceci nous permet de déterminer l e  modèle Rk+l  ( l e  meilleur T 
modifié). k 

. On élimine alors 1 'observateur q u i  a permis de construire l e  

tableau Rk+l  . 
On opère ainsi jusqu'à 1 ' épuisement des observateurs disponibles . 

. L' in i t ia l i sa t ion  de 1 'algorithme se f a i t  en prenant pour R,, un 
tableau du type O x $2 t e l  que, quelque s o i t  1 ' observateur t 
appartenant à O , tous les  individus de .Q répondent 1 . 

b)  Structure du programme RESUM2 

a )  Lecture des donnees 
B )  Pour chaque observateur t de O encore disponible, construction 

"fictive" d ' u n  tableau Tt de type (O x a)  , puis construction rée l le  
du modèle en prenant l e  m i  1 leur  (modifié) au sens de d : 

i 1 correspond à un observateur ti . 
y )  Suppression de 1 'observateur ti 

1 

A )  S '  i l  reste encore un observateur disponible on retourne en f3 ) , 
sinon on s ' a r r ê t e .  
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1); C3 e I e I * I e I e e e * . e e * * * e e e e e e . I I I I e I I I I I I I . .  

19 C 4  e ~ * I e e e e * I e * e * I e * * * e e o e e e I I I I I I * I I I I e I e *  

20 C5 e * e e * . * e * * e * I I e e * e * I e I * e * I I l I I I I I e I I I e e e  

21 C6 - e e e o - - e - 1 - 1 - 1 1  I e e * e * e - o a e I I I I I I  I e I I I I * - t  

22  C 7  e e * * I I * e e e ~ ~ e ~ e e e * e ~ * e o * e I I I I I l r I I I I I L I  
2 3  Dl I I I e I I I I I e ~ ~ ~ e ~ e m * * ~ I I I I e e m I I I e e e e ~ I I I .  
2 4  D2 I ~ I I I I I I I I * ~ ~ e e * e e e * e I I e e e ~ e * I * e o * * e * ~ ~ e  

25 D3 I I I I * I I * I I e I e I * I e e e * e e * e * * * ~ * * *  e e e e e e e e e  

26 04 I e I I I I I I I I e e ~ * e e e e * . e e * e e e * o e I I e I * I ~ ~ e e e  

27 [15 1 1 1 1 1 1 1  I I e m e e m a e - e * - * e e * e e * e e o e * e e e e e e e I  

28 D6 I I I I I I I e I I e * ~ e * e ~ e * e e e e I I e * e e - e e e e e ~ * * e e  

29 El I I e I e I  I I I I I I e . * e e o e e I * e e - * e e e * *  e * . * e e * e e  

3 0  E2 I e L I I I I I I I I I * * e e * * * I 1 * e * t ~ * * e e e ~ e e - * ~ e ~ I  

3 1  f3 I I I * I I I I * I I I o m e e * e e I I I I I e e e e * e I I e e e e e e * e  

32 € 4  I I I I I I I I I e * I I * * * * * * * * * e e e * e e e * ~ e e * * * e * * e  

33 ES I I I I I O I  I I * I I . * * . I I * * * e * * I * e e e  I e  e * e * e * * * e  

34 CG I I I I I I I I I I I e e * ~ e e * e I e e e e e e I e e ~ e o * e I e e e e e  

3 5  F 1  l ee... * * e o * * o e e e e * . * m e o e e I I e e * o  I e * e e I e e I  

36 F2 e e r * r * r e e r e r e r r r e e * t * * m * e I - e e e e I * e e e * e * o  

37 F3 e e I e e e ~ I * * e * ~ * * * e ~ e e * e e * e I I * * * e  e I o - e e e o m  

3 4 e e e e * * e e * * e  I * * * e ! e e e e e * e e e I e e e e e e e * m e I e I  

33 FS e e * * I * * e o e e * . e * * e e . e e e e e e I I e * e * e e * * I * * e e  

40 F6 e e e r r r r * * e r * r r o e e * * . o o * * * I  I * * * I  e e e * m * o e *  

TABLEAU T 

a)  La simulation de ce tableau par DISTABLE permet d'obtenir l e  tableau 
suivant : 



TABLEAU V.4.1. 

Nous remarquons que : 

- d+ croit pratiquement de manière linéaire avec k 

1 - d+ croit plus rapidement que d e t  d- 

b )  Le progrannne RESUMl permet d'obtenir le modèle R ci-dessous du 

tableau de départ T , à partir des classes suivantes : 



" H a n  
-I 7J 1 + a  
n h n h h  
- l 4 4 l - I  

Y Y Y Y Y  

w 7J A A 1 5  
W U W W  

. . . . .  . . . . .  
a .  a . .  
. * a . .  
e * e e a  
. . o . .  . . . . .  
e . 0 . .  . . . . .  
. a b . .  . . . . .  
a . n a  . 
. . * a .  
a . .  a .  . . . . .  . . . . .  
e e e . .  
. e . e e  
. . o . .  
. . a . .  . . . . .  
a . * * .  . . . . .  . . . . .  
* , . . a  
M W .  m u  
n w w c e  
. o . * .  . . . . .  . . . . .  
. . a . .  . . . . .  . . . . .  
. o . .  
* * . . a  
b b * . .  
. * . a .  . a k. . . . m .  * 

~ w n M U * c i i n w I C ( " n C . . l b * . . . . * b , . . ~  
• M U M L ~ ~ W W C I W C ~ ) C I ~ ~ ( ~  . a .  C I * .  . . . . a  
e w u n w œ ~ ( ~ - ~ ~ r i i d h e * b * * b b  . . . a .  
O œ n ~ w k ~ ( n ~ œ ~ 3 w ~  6 6 C I .  . 6 O 
b Y c i l C I U C . ( C r . C ( C r ) e ( c . r + . . . .  . . . . . . . .  
b  œ n c ( n W u m U m M M W .  . a  C I * .  * . O . 
~ œ C I i n C . l L i l r - ( m ~ C . l n C I H * b . . . . a . . . . e  . r ( M U Y I U C I r i l l i l Y C I U *  a * .  C I * .  . . . . a  . . . . . .  . c l l M - c - i M k U W W - * m .  ; a  6 . 0 .  

r . - C I " C I r - ( e i < C œ u U W .  b * . b  @ ' *  . 6 .  . 
w u .  U U U *  . . . " 6  * b  6 . .  6 m .  . . . . . . . . . . . . .  . a  ) i i I W M W 6  a b  W b  

. . . a  . . e . . * * . . . . . . . ~ * - - u ~ w  
~ . . . . . ~ b . . . ~ . . ~ . ~ ~ . * L . . r C I n k "  
0 .  ~ . . . . . . ~ ~ . . . . . . . . . w c i ~ ~ ~  
b b *  * . *  b . e a e e e e e * . * * * u m C M n  
. o . b . ~ . . . . . * ~ * ~ . . . * . w c - . l u ~ ~  

a . . . B * . * b e b . . ~ * . . * * . U C 3 Y u ~  
e . . ~ b . . . . * . . . * . . . . ~ . M C 1 ~ ~ Y  
* ~ . . n * . a e e ~ . . e . . . e . . C I L i i Y ~ W  
~ . . . u ~ . . ~ . . . . ~ . . . * ~ * n ) - . œ * u  
b . . . ~ . * b b . . . * . * . b . . . ~ c i i m W œ  
~ ~ . b C ~ . . . ~ . . . . * . b . . . H L . . r C I C I w  
~ . . b w ~ . . . . b . . . . . ~ . . * C I ~ œ c i l ~  

~ . . . b . . . . . . . * * e ~ . * . ~ ~ w ~ ~  

y * . * . . @  6 0 .  i ) e ~ W k m C I - - - ' ~ ~ w w m -  
Y M . 6  a . .  6 . e b . . n C w C ) - w H w m W w Y  
. a b  e . . b 6 ~ . ~ b . U U C i ~ C ~ ~ . b e . .  
~ . . . ~ . . . . . ~ . ~ u - m C i I C - - . . . . .  . . . .  . a e e b . . e e e  u e  k m U n u w - n b  
. e . . e e e e .  n e  • H m C m u - - ) - . *  * . e m  
~ . * . . . . . . . . . . ~ - u - u ~ ~ . . ~ . .  
e . . . . . . . .  H e  a *  M - - u M - - *  * a . .  
~ ~ . . . . . . ~ . . . * ~ M ~ u U - ~ . . . . *  

6 s & b  C i l *  b w U C M M u ' - ' b  b b  
6 . .  o ~ o . o . ~ . . * œ ~ C . l ~ ~ c * ~ . . . * .  
. o .  * . ~ . . . . . . C i l w m ~ m ~ ~ - . . . b *  

. . . . . . . . . a  L * U . L . M  * a . .  m . . *  
~ . . . . * ~ b . . . . ~ ~ . . . . * . . * . . w  

U . . * . L . . r . . M . . . C . l  o . . .  0 . -  . . . a  

. . . . . . . . . .  . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . .  
e e o e ~ ~ * ~ ~ *  
b a * . . o o e r *  
. . o e e e . . a e  . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . .  . b  . M C *  n a  * 
~ C . . l e . ~ ~ . m e .  
C m * L . . ~ . ~ e  
k W b . . . b . . l  
r - ( C I b e . . . . . *  
U u e e e ~ e . . ~  
C i - , a . . . . . . a  
~ i n a * e * b b e b  
, - # m b . b e ~ o . .  
C M . . * . * . . .  

C i , U . ~ . . . . . .  

c * b . I o . * e *  
- H . . . e b e e .  
r + - e . . * . . . *  
c ( n e . . . . * * .  
m .  k m .  W C - ) U .  CiI 
u. a - u M c - i H r  U . c - i - u - k M W t - 4  

. a  M .  C . . . C Y - k k  

b . M b  M u N m C w  
+ . ~ M C ( I u - C ( w  

? - i u m U C u u C - C  . " U b  m u W - C i i M  

C C ( M C ( n w m C i I u  . . C . ( M r i l t - t L . . L i l L i ( W  

O C IC Iu ) i IH - r - (Y  

u ~ w t - . u L i I H k w  

b . C - r C - ( C - . - , n u e  . . - . i - m n C ( u - *  . r i , . - , k C I - C . . - -  



INTERPRETATION. 

. ~ + ( T , R )  représente une quanti t é  d' information "parasi t e "  apportée 
par l e  modèle R e t  qui ne s e r t  à rien dans l a  connaissance du 

tableau T . 

. d- (T ,R)  e s t  la  quantité d'information du tableau T non expliquée 
par l e  modèle R .  

. IR(T,R) e s t  l a  quantité d'information qu'apporte l e  modèle R sur  
l a  connaissance du tableau T . 

. IT(T,R) e s t  l a  quantité to ta le  d'information apportée par l e  
modèle R e t  q u i  comprend une certaine quantité inu t i l e  dans l a  

connaissance de T . 

Les valeurs numériques de ces quantités,  comparées à cel les  données 
par l e  tableau de simulation obtenu par DISTABLE (Tableau V.4.1) 
montrent que ce modèle R correspond à une modification à moins de 

10 % des réponses des individus de aux observateurs de O 

(changements de O en 1 , ou de 1 en O ) .  

d )  a) Le programme RESUM2 a également é té  appliqué sur ce tableau T 

de type (40 x 40). 
Nous établissons l a  courbe représentant les  variations de 1 ' in for -  
mation de ressemblance I R  en fonction du modèle Ri ; nous 
repérons s u r  cette courbe 1 es modèl es intéressants , car correspon- 
dant à des positions d'équilibre entre les  variations de l ' i n f o r -  
mation parasi te  e t  de 1 ' information non expliquée, c'est-à-di re 
encore entre  la  complexité du modèle e t  l a  connaissance qu' i l  nous 

apporte su r  l e  tableau de départ T . 

Nous présentons également deux de ces modèles é tabl i s  à deux étapes 

t r è s  différentes de 1 ' al gori thme. 

) NOTATIONS 

- Dans l e  modèle R4 , l a  ligne : 



s igni f ie  que tous les  individus de répondent 1 à 1 'observa- 
teur  Dl. 

- Nous faisons intervenir  en tê te  des tableaux, deux colonnes : 

. l a  première colonne nous donne l a  l i s t e  des observateurs de O , 
des permutations sur  les  observateurs étant  effectuées au 
cours de 1 ' al gori thme. 

. la deuxième colonne nous fourni t  l a  l i s t e  des observateurs 
ayant permis l a  construction du modèle. 



d(T,R4) = 25,37244 MODELE R4 

D'après le  tableau V.4.1., R4 est  un modèle de T où le  pourcen- 
tage de modifications es t  compris entre 25 % e t  30 %. 

Nous retrouvons pratiquement sur R4 la  séparation des observateurs 
en 4 grandes classes : 

. C i  = ( A l ,  A23 A3, A4, A59 A6, A7, A89 C l ,  C2, C3, C4, C5, C69 C7) 

. Ch = (BI ,  82, B3, B4, B5, B6, 87) 

. C j  = (D l ,  D2, D3, 04, D5, DG, E l ,  E2, E3, E4, E5, E6) LILLE 

. C i  = (F I ,  F2, F3, F4, F5, F6) 
0 



MODELE R 3 3  

R33 e s t  un modële de T à moins de 5 % 

Ce modële e s t  évidemment plus proche de T que R4 , mais i 1 e s t  

aussi p l  us compl iqué. 







A N N E X E  
- - - - -  ----------- 

Nous avons montré, au chapitre IV, que 1 'hypothèse H l  (resp. H2) 

e s t  une condition nécessaire e t  suff isante  pour que la  s .e .c .  
CA(x,y) = (x,x A y,y) (resp. C (x,y) = ( X , X  y ,y))  s o i t  v-minimale. 

v 
Ce résul ta t  permet, à par t i r  d'hypothèses c la i res  sur 1 'application v , - 
de calculer de manière simple les  valeurs des quantités 6 , 6' , 6 

e t  JR  e t  JT dans l e  chapitre 1). En f a i t ,  les hypothèses H l  e t  HZ 

sont dans certains cas trop res t r ic t ives ,  e t  nous nous sommes intéressés à 

déf in i r  d '  autres hypothèses sur  v , plus larges que Hl e t  H Z ,  mais 
q u i  permettent toujours d 'expl ic i te r  facilement les  quantités 6 , 6' , - 
6 , JR  e t  JT . 

Nous nous posons l a  question : 

Quelle condition d o i t  vé r i f i e r  une application v monotone 
décroissante de (T,4) dans R , {b) t e l l e  que, pour tout couple (x,y)  
de T x T , 1 ' une ou 1 'autre  des s .e.c.  CA(x,y) ou C (x,y) so i t  v 
v-minimale ? 

Explicitons cet te  condition pour 1 'ensemble des s .e.  c. de longueur 
inférieure ou égale à 3 , c'est-à-dire que, pour tout couple (x,y) de 
T x T , nous traduisons l'énoncé en termes de A : 

1 'infimum de A(C (x ,y) )  e t  de A(C (x ,y) )  e s t  infér ieur  au 
A V 

A d'une s.e.c.  quelconque de longueur 3 . 

On en déduit 1 'hypothèse notée H3 . 

Nous en déduisons de même les  hypothèses H4 e t  H5 à par t i r  de 

A+ e t  A - .  

Enonçons les  conditions u t i  1 i sées par 1 a sui t e  .: 

0 

Pour tout (x,y,z) T x T x T : 



. .. r I n f ( v ( y  A z )  - v(x v z) , v(x  A z) - v(x)  + v (y )  - v (y  v z ) )  

11 e s t  f a c i l e  de montrer, à p a r t i r  de l a  propos i t ion 1.2.3.1., que 

l e s  t r o i s  hypothèses H3, H4 e t  H5 sont équivalentes. 

Une condition nécessaire e t  suf f isante  pour que, pour tout  coupLe 

(x,y) de T x T , L'une ou Zfautre des s.e.c: CA(x,y) 

ou Cv(x,y) so i t  v-minimale e s t  que Z 'hypothèse H3 (ou H4 ou H5) 

s o i t  véri f ide pour t o u t  t r i p l e t  (x,y ,z) de T x  T xT 

. La condi t ion nécessaire e s t  immédiate. 

. La condi t ion su f f i san te  e s t  v ra ie  pour l es  s.e.c. de longueur 2 ou 3, 

l a  démonstration s 'e f fec tuan t  par  récurrence sur l a  longueur de l a  

s.e.c. suivant  l a  technique du théorème 1.5.2.1. 

On peut a f f a i b l i r  l a  condi t ion en supposant seulement que z  

appar t ient  à 1  ' i n t e r v a l l e  [x,y] , c 'est -à-d i re  : 

Il v ien t  a l o r s  : 
O 



Une condition necessaire e t  suffisante pour que, pour tout couple 

(x,y) de T x T , t'une ou t'autre des s.e.c. CV(xyy) OU 

CA(x,y) so i t  v-minimale e s t  que t'hypothèse H3 (ou H4 ou H51 

so i t  vérifiée pour tout (x,y) E T x T , e t  tout z E [x,y] 

. La condition nécessaire est  immédiate. 

. La demonstration de la condition suffisante s'effectue en associant 
a un élément t quelconque de T , un élément 
u = C t  A ( X  v y ) ]  v ( X  A y) de l ' intervalle [x,yl e t  en montrant 
que s i  H3 e s t  vraie pour (x,y,u) , H3 est  vraie pour (x,y,t)  
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