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Dans un treillis T quelconque, muni d'une mesure d'information
généralisée J , nous définissons des séquences d'éléments comparables.
IT en découle naturellement les notions de perte et gain d'information,
notions auxquelles on associe des quantités notées §¥, & dont on
déduit une distance en information § ainsi qu'une application notée
JR qui généralise & un treillis T quelconque la notion d'information
mutuelle. L'interprétation de ces grandeurs nous améne & d&finir les

notions d'information "parasite” et d'information "non exp1iqhée“.

L'introduction d'hypothéses particuliéres, dites de type H , sur
les mesures utilisées, permet d'obtenir des expressions simples des dif-
férentes quantités introduites précédemment.

Dés le début des travaux sur le théorie généralisée de 1'informa-
tion, deux directions axiomatiques sont essentiellement apparues :

L'étude de la mesure d'information, notée I(A), fournie par la réali-
sation d'un événement A ; 1'espace de travail est (Q,S) , ou S est
une classe de parties de @ (souvent il s'agit de 1'algébre de Boole
des parties de Q ); cette axiomatique a &té développée essentiellement
par J. KAMPE DE FERIET et B. FORTE [17].

L'étude de la mesure d'information, notée H(II) fournie par une expé-
rience (ou partition 1) ; 1'espace de référence est alors le treillis
des partitions d'un ensemble § donné. Cette axiomatique a fait 1'objet
de nombreux travaux (en particulier de la part de B. FORTE et

N. PINTACUDA [ 81). C'est dans ce contexte que sont le plus souvent
utilisées les informations habituelles intervenant en Théorie des
Questionnaires. [ 23]

Nous avons été amené , aux chapitres II et III, & étudier 1'application

des résultats du chapitre I dans le cadre des deux treillis particuliers cités




ci-dessus. Nous définissons entre autres des distances entre événements ou
entre partitidns qui ont été utilisées pour la réalisation d'algorithmes
en taxinomie numérique, notamment pour la détermination de "classes homo-
génes" d'individus et la construction de questionnaires sur ces classes
[15], ainsi que pour la recherche de "bonnes synthéses" de tableaux de
données réelles (chapitre V).

L'ensemble des résultats concernant les quantités st , & et
§ établis au chapitre I est une conséquence directe de 1'axiome de mono-
tonicité de J . Ceci nous a amenés a &tudier les propriétés intrinsé-
ques des applications monotones définies sur T et & valeurs dans
R u {+ «»} . Nous définissons alors une quasi-métrique sur T dont nous
déduisons une métrique lorsque 1'application v est strictement monotone.
L'utilisation d'hypothéses sur v analogues d@ celles définies au chapitre I
nous permet de donner des expressions simples de la métrique. Nous retrou-
vons notamment la distance habituelle sur les treillis modulaires lorsque
v est une valuation strictement croissante. Nous montrons que les hypo-
théses H1 et H2 n'entrainent aucune structure particuliédre sur T
mais que si le treillis est gradué, nous réobtenons la caractérisation
classique de la semi-modularité [4 ].

Nous proposons, dans la deuxiéme partie du chapitre IV, une exten-
sion aux cas des demi-treillis

- des hypothéses Hl et H2

- de la notion de valuation

- de la caractérisation de 1a semi-modularité dans les treillis
gradués énoncée par G. BIRKHOF [4 1.
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I.- TREILLIS ET INFORMATION GENERALISEE

Sur un treillis T muni d'une information généralisée J , ne nous
intéressant qu'aux propriétés intrinséques de 1'axiome de monotonicité,
nous définissons les notions d'informations absorbée, transmise et apportée
par une séquence d'éléments comparables du treillis. Des notions introduites
résulte naturellement Ta définition d'un &cart sur T dont nous déduisons
une métrique lorsque J est strictement monotone.

Cette démarche nous conduit & définir une application JR de T xT
dans R possédant les propriétés essentielles de 1'information mutuelle de
SHANNON définie sur le treillis des partitions d'un ensemble & .

L'introduction d'hypothéses particuliédres sur J nous permet d'obtenir
des formules explicitant la métrique et 1'application JR .

Enfin, 1'interprétation des quantités ainsi définies nous permet de
mesurer le degré de ressemblance entre deux &léments quelconques d'un
treillis.

Ce chapitre résulte d'un travail effectué en collaboration avec
Georges GRIMONPREZ.




[.1.- RaPPELS

Nous rappelons, dans ce paragraphe, les définitions d'informations
généralisées introduites par J. LOSFELD [20].

[.1.1,- INFORMATION SUR UN TREILLIS.

Soit T un treillis dont la relation d'ordre est notée &£ ; une

mesure d'information généralisée définie sur T est :

AXIOME 1.- une application J de T dans R’

AXIOME 2.- monotone (nous la supposons décroissante)

¥ (y) e TXxT 5, x£y = J(x) 2 Iy)

I.1.2.- INFORMATIONS CONDITIONNELLE ET MUTUELLE.

L'information conditionnelle, fournie par 1'élément y « T , con-
naissant 1'information fournie par x ¢ T, est définie par :

J(x/y) = d(x A y) = I(y) si JI(y) <+

J(x/y) = d(x) si J(y) = +

Notons que, pour tout ye T fixé, J(./y) est une information
généralisée, ce qui justifie la terminologie employée. Dans tout
ce qui suit, cette définition servira uniquement de notation,
commode pour les valeurs infinies.

L'information mutuelle entre deux &léments x et y de T est
définie par :

J(x3y) = d(x) + J(y) = JI(x Ay) si J(x) <+ o et J(y) <+ =

J(x3y) = 0 sinon

Notons qu'en général, 1'information mutuelle peut prendre des valeurs
négatives et qu'elle n'a aucune propriété de monotonicité. La termi-
nologie employée, consacrée par 1'usage, peut donc préter & confu-
sion. '




[.2.- PERTE ET GAIN D’ INFORMATION DANS UN TREILLIS.

Soit (T.,4,J) wun tretllis T muni d'une information généralisée J .
Sur 1'exemple de la figure 1, les lettres représentent les &léments de T,
les nombres entre parenthéses représentent les valeurs de J associées
aux éléments de T .

FIGURE 1

Considérons le treillis T comme représentant 1'ensemble des états possi-
bles d'un Systéme; 1'information du systéme a 1'état x est égale & la
quantité J(x) . La suite (I, C, K, H, M) définit une séquence d'élé-
ments comparables deux & deux de T ; cette suite formalise une évolu-
tion du systéme qui passe de 1'état I & 1'état M par une suite d'états

intermédiaires.

1.2.1.- DEFINITION :

Une séquence d'éléments comparables, de longueur ne N , de T
(en abrégé s.e.c.) est une séquence notée [xi}g de n+l éléments
de T telle que, pour tout indice i = 0,1,...,n-1 , on ait :

Xz .
R TS R A 2




Si la propriété de transitivité est vérifiée pour tous les &léments
d'une s.e.c., alors, conformément & la terminologie utilisée en
Théorie des Treillis [ 41 , nous appelons chaine une s.e.c.

[xiJS telle que : '

¥i=0,...,n-1: xigs X541
ou
¥ i

it

0,...,!’1'1 M X,i } X_i+1

Lorsque, dans la s.e.c. [xijg » Nous avons X, £ Xiyl » 1'informa-
tion du systéme diminue. Nous considérons alors que le systéme perd,
c'est-a-dire que la s.e.c. absorbe une certaine quantité d'informa-
tion égale a J(x;) - J(xi+1) = J(xi/xi+1).

1nversement, si X3 ).x1+1 » 1'information du systéme augmente. Nous
considérons alors que le systéme gagne une certaine quantitévd'infor-
mation égale & J(xi+1) - J(xi) = J(xi+1/xi) ,» C'est-d-dire que la
s.e.c. apporte de 1'information au systéme.

Le passage de 1'état Xg a 1'état Xn s'accompagne d'une variation
globale de 1'information du systéme égale a J(xn) - J(xo) , varia-

tion ne dépendant que des extrémités de la s.e.c.

Soit I 1'ensemble des indices d'une s.e.c. [xilg donnée :

Notons 1" = {i e I|x;,, € x;}

—
[

={iecI|x; 4 Xie1)

Nous associons & une s.e.c. [xi]g les quantités suivantes :

1.2.2.- DEFINITIONS.

L'information gagnée par le systéme, c'est-&-dire apportée par
la s.e.c. :

A ([x(1g) = 121” I(%y41/%;)
) €




L'information perdue par le systéme, c'est-d-dire absorbée par
la s.e.c. :

A([x;37) = 121' I(%i/%5,q) -

La quantité

A(Lx; D) = nil | ) - (x| = (I 1N # aT(0x, 10
(Ixgdg) = L0 iy il = io il

at , A" et A sont des quantités finies ou non, positives ou nul-

Tes. Si At et A™ ne sont pas simultanément des valeurs infinies,

nous définissons :

La variation d'information du systéme, c'est-a-dire 1'information
transmise par la s.e.c., par :

V([x;1g) = 3(x,) - (xg) = AT(Cx19) - AT(0x410) -

Cette quantité, finie ou non, peut étre positive, négative ou
nulle.

-

EXEMPLE : Les quantités d'information associées a la s.e.c.

C=(I,C, K, H, M) de la figure 1 , sont égales & :

Vic) =0 , aT(C) =1, AT(C)=1 , A(C)=2.

Comme nous le montrons par ailleurs [101, la terminologie ainsi intro-
duite (informations absorbée, apportée, transmise), généralise
celle utilisée en Théorie des Questionnaires [237 .

1.2.3.- ETUDE DES PROPRIETES DE A" , A ET A.

Pour tout couple fixé (x,y) de T x T, notons C(x,y) 1'ensemble
de toutes les s.e.c. reliant x 3 y .

Etant donnés deux éléments x et y de T, i1 existe une bijection
entre C(x,y) et C(y,x) :

A toute s.e.c. C = (xO = X 5 XpsenesXy = y) correspond une s.e.c.

C appelée s.e.c. imverse de C reliant y 3 x :

C = (y0 =Y s Y1 T Xo_gseeea¥p = Xg = X)s




i1 vient a¥(C) =aT(C) , AT(C) =a%(E) . A(C) = a(f)

1.2.3.1.- PROPOSITION

Etant donnés deux éléments X% et y de T tels que

.

J(x) . Iy) <+ Cl et C, deux s.e.c. reliant x &

y , nous avons les équivalences :

B(Ly) = 8(C)) <= A+(C1) < A

Cp) <==> 47(Cy) < A7(C

1) 2)

DEMONSTRATION.- Par hypothése, J(x) et J(y) prennent des valeurs finies,

+ - . . .. NP
A", A et A prennent alors simultanément des valeurs finies ou infinies.

Le cas infini étant trivial, considérons que N , A" et A prennent des

valeurs finies : ‘

Supposons que A(Cl) < A(Cz)
par définition B(Cy) = AT(Cy) + A7(Cy)
+ -
B(Cy) = AT(C,) + 47(Cy)

On en déduit :

V(Cy) = 87(Cq) - 47(C)) = 3(y) = 3(x) = 8%(Cy) - 47(C,) = V(Ty)
B(Cy) = A(C,)
.} = 87(C)) + 87(C) + 8T(C) - aT(Cy) < ...
V(Cy) = V(Cy) p A+(C2) FAT(Cy) + A+(C2) - 87(c,)
soit at(c) = a%(c,) .

On montre, de maniére analogue :
A7(Cy) = A7(Cy) = 47(Cy) < A'(cz) => M(Cq) = 8(Cp)

1.2.3.2.- PROPOSITION.

Sotent X et y deux éléments comparables de T, C une chatne

1Y

quelconque reliant x 4 y , alors :

(1) ST x4y: a%(C) =0 , a7(C) = a(C) = I(x/y)
(1) ST x2y: A°(C) =0 , a%(C) = A(C) = I(y/x)




La démonstration de cette proposition est immédiate.

Nous définissons :

Inf  a%(C)

6+(x,y) =
CeC(x,Y)
§T(x,y) = Inf  AT(C)
CeC(X,y)
§(x,y) = Inf A(C)
CeC(x,Y)

st , 6 et & sont des quantités finies ou non, positives ou nulles.

6+(x,y) représente la quantité minimale d'information que doit gagner le
systéme pour passer de 1'état x a 1'état y .

8 (x,y) représente la quantité minimale d'information qué doit perdre le
systéme pour passer de 1'état x a 1'état y .

Des relations de définition de A , AT et A” on tire :

n + n - n
A([Xijo) =4 ([Xijo) + A ([Xijo)
+ - n
I(x,) = I(xg) = AT(Ix,1) - AT(Ix;3g)
et de la proposition 1.2.3.1., il vient immédiatement :

1.2.3.3.- THEOREME.

() §(x>¥) = 8T(xy) + §(x,Y)

(7). I(y) - I(x) = 8T (x,¥) - & (x.y) .

La relation (ii) de ce théoréme nous autorise a définir des applications
Jp et J; de TxT dans R par :

Jr(xy) = J(x) + §¥(x,y) = J(y) + 8 (x,y) pour tout couple (x,y)
de T xT.
Jp(xsy) = J(x) - §7(x%y) = Iy) - 8 (xsy) si Q(X) Cd(y) <+

nous précisons, au paragraphe [-4, la définition pour les cas Timites
(valeur infinie pour J(x) ou J{y)).




Nous donnons par Ta suite (paragraphe I-6), une interprétation de
JT(x,y) et JR(x,y) ainsi que des quantités 6+(x,y) et 8§ (x,y) 1intro-
duites précédemment.

1.2.4.- REMARQUES.

Nous précisons, dans ce paragraphe, quelques résultats élémentaires
concernant 1'existence de s.e.c. particuliéres; enfin, nous étudions
les cas limites 1iés aux valeurs infinies par les définitions des

quantités de type & et A .

Etant donnée une s.e.c. [xijg e C(x,y) ,» 11 est toujours possible
de construire une s.e.c. [yilg e C(x,y) a partir de [X1]8 telle

que :
|

- la s.e.c. [yi]g soit sans cycle, c'est-d-dire :
¥ (i,3) « {0,1,...,m} x {0,1,...,m} 1'on ait y; # Y
- Ta s.e.c. [yijg soit alternée, c'est-a-dire :
¥i=0,....,m2: (y;4 Yir] = Vi > Yisp) OU
(Vi 2 Yier = Y505 Vi)

La construction de Ta s.e.c. alternée s'effectue par utilisation de la
transitivité de la relation d'ordre.

- alors, nous obtenons :

MLy;lg) < MIx D) A+([yi]g) < A+([xi]8) ,

A (Ly;Tg) s A7([x3g) -

Si le treillis T est finz, i1 existe donc au moins une s.e.c.
Cp de C(x,y) telle que :

§(x,y) = Inf A(C) = A(CO)
CeC(x,y)
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Si Jd(x) . J(y) < +« alors :

+ - . - . .
- A, A et A prennent simultanément des valeurs finies ou

infinies.

- 8§ , 8 et § ont des valeurs finies.

Si J(x) =+~ et J(y) < += alors :
- A =A==+ , A <+

Si J(x) <+ et J(y) <+~ alors :

Si Jd(x) = Jd(y) =+ alars :

. , + -
[.3,- ETUDE DES PROPRIETES DE & , & ET § .

Les propriétés de & @&tudiées dans ce paragraphe permettent d'étendre

Ta notion de distance & un treillis quelconque.

I.3.1.- PROPOSITION.

L'application § de T x T dans r* définie par

§(x,y) = Inf A(C) est un écart sur T, c'est-d-dire une
CeC{x,Yy) 4 |
application de T x T danse R’ vérifiant :

(7)) 8(x,x)
(Z2)  §(x,y)
(222)  §(X,Yy)

0 pour tout (X,x) ¢ T xT
8(¥sx) pour tout (X,y) e Tx T
8(x,z) + 8(z,y) pour tout (X,¥,z) e T xT xT

(inégalité triangulaire)

]

IA

de plus

(2v) : s8'il existe un minorant universel m et un majorant
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universel M dans T, alors :

¥ (x,y) e TxT : &(x,y) < &(m,M)

DEMONSTRATION.

(1) 8{x,x) =0 . I1 suffit de considérer la s.e.c. de longueur O
formée de 1'élément x .

(ii)  8(x,y) = 3(y,x) . Cette &galité résulte immédiatement de la re-
marque suivant la définition de la s.e.c. inverse (paragraphe 1-2-3)

(117)  8(x,y) < 8(x,z) + 8§(z,y).

Soient [X1]8 une s.e.c. quelconque reliant x a z ,
[yijg une s.e.c. quelconque reliant z a y . {

La s.e.c. C = (xo,...,xn = yo,...,ym) relie x a y et

1'on a :
8(x,y) < A(C)

I1 est c’air que A(C) = A([xijg) + A([yijg)

Nous avons donc  &(x,y) < A([xijg) + A([yijg)

Cette indgalité étant vérifiée par toute s.e.c. [xijg reliant
X 8 z et toute s.e.c. [yi]g reliant z & y , nous en dédui-
sons :

S(x,y) < 8(x,z) + &(z,y)

(iv) . Si Jd(m) =

-+~

o , alors &(m,M) = Jd(m) - J(M) = +

Si J(m)<+°°s

IN

S(x,y) < &(x,m) + §(m,y)

2 J(m) - J(x) - J(y)

S(x,y) = 8(x,M) + §(M,y) = J(x) + I(y) - 2 J(M)
ce qui donne

2 8(x,y) <2 Jd(m) - 2 IJ(M) =2 &§(m,M).
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1.3.2.- PROPOSITION.

Les applications 8F et & de T x T dane RY vérifient :

(i) 8T (x,x) = §7(x>x) = 0 pour tout x e T

(<2)  §T(x,y)

(1i2) 8% 2t 87 vérifient 1'indgalité triangulaire.

8 (y,x) pour tout (X,y) ¢ T x T

La démonstration de cette proposition est analogue & celle de la propesi-
tion précédente.

1.3.3.- PROPOSITION.

Etant dommé un treillis T fini , Ty = {x e T{J(x) < + =}, une
condition vécessaire et suffisante pour que la restrietion de 1'ap-
plication § 4 l'ensemble des couples (X,y) de T0 X T0 défintsse

une distance est que l'application J soit strictement monotone.

DEMONSTRATION.- En raison de la proposition I.3.1., il suffit de
montrer :

J strictement monotone <=> (§(x,y) = 0 => x = y)
J2montrons 1a négation de cette &quivalence :

Hypothése : §(x,y) = 0=>x =y

Supposons J non strictement monotone :

I (%y) e TxT , x<y=>d(x)=d(y)

soit C la s.e.c. de longueur 1 définie par (x,y) :

A(C) = I(x/y) = 3(x) - I(y) = 0

=> §(X,y) =0 = x =y

Hypothése : J strictement monotone.

Supposons qu'il existe un couple (x,y) ¢ T x T tel que :

S(x,y) =0 et x#y




S(x,y) =0

T fini (rem. 1.2.4.)

d'ol J(xo) = J(xn) = J(xi) ¥yi=1,...,n-1

I-13

} => 3 [xilg e C(x,y) telle que

n -
A([xilo) =0

ce qui est impossible car J est strictement monotone et x £y -

On en déduit :

x#y: ¥CeC(x,y), AC)y>0

T étant supposé fini, &(x,y) est strictement positif, c.q.f.d.

[.4.- PROPRIETES DES APPLICATIONS JR ET JT .

Rappelons les dafinitions des applications J

Rt . ’

Ip(xsy) = 3(x) + 85 (xy) =

de

Jp(xsy) = 3(x) = 8 (xsy) = 3(y) - &' (xsy) si

= J(x) - § (x5y) si

et

= 3(y) - st (ay) 3

et

!

et JT de T x T dans

J(y) + 87(x,y) pour tout couple (x.,y)

TxT.

J(x) . Jy) « + =
J(y)

J(X) < + o
J(x)
J(y) < + »

+ oo

0

+ oo

Jp(x,y) n'est pas definie si J(x) = + = et J(y) = +=

Remarquons que JR(x,y) prend toujours une valeur finie, alors que

Jr(xsy) =+ > si et seulement si Jd(x) . Iy) =

1.4.1.- PROPOSITION.

Les applications J, et ]

R T

+ o

sont symétriqueé en x et y




Ja(xay) = dp(ysx) 5 Ip(%5y) = Jg(ysx)
et vérifient l'égalité :
J(x) + 3(y) = Jp(xsy) + d(x¥) -

La symétrie résulte de 1'égalité 6+(x,y) =8 (y,x) (prop. 1.3.2, (ii)).
L'égalité se déduit immédiatement du théoréme 1.2.3.3. (ii).

1.4.2.- TH:=OREME.

Les applications JR et JT quand elles sont définies vérifient :

J(x) |
(2) 0 <Jd(xVvy)<dp(xy) < { } < Jp(Xey) < J(x A y)
J(y)

(27) pour tout y fixé de T tel que J(y) < + « , les appliza-
ttone Jp(.,y) et Jr(.>y) sont décroiesantes.

(i27) ST 'application J est strictement décroissante, alors
JR(x,y) = J(y) <= x 4 y
Iy) <= xxvy

JT(x,y)

DEMONSTRATION. -

(1) a) Jp(xsy) < J(x A y)
Si J(x) =+ ou J(y) =+ alors J(x A‘y) =+
Jr(X,y) =+« , donc Ir(xsy) = I(x A y)
ST J(x) . J(y) <+ , soit las.e.c. C = (X,x A Y,Y)
§7(x.y) < 47(C) = I(x n y) - I(x)

= JT(x,y) = J(X) + 6+(X3.V) < J(X A -y)




(i1)
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b) Jd(x)
< JT(X!.Y)
J(y)
Si J(X) =+ o ou J(y) =+« alors JT(x,y) = + o
d'od 1'inégalité (b) .
Si J(x) . J(y) <+o , 1'inégalité (b) résulte du fait que
5T(x,y) et & (Xx,y) sont des quantités toujours » O .

J(x)

C) JR(X,)/) SZJ(y)

Cette inégalité se déduit immédiatement de la définition de JR

d) I(x v ¥) < dg(xy) ‘

Si J(X) <c+w et Jy) =+ alors J(Xvy)<+o
Jp(xs¥) = 3(x) = &7 (x¥) -

Soit 1a s.e.c. C = (X,X v ¥,Y)

A (€) = 3(x) -Jd(x vy)

§7(%y) < A (C) = Jp(xs¥) 2 J(x) = 4 (C) =Jd(xvy) .

La démonstration est analogue lorsque J(X) = + «» et J(¥) <+ «
et lorsque J(x) J(Y¥) < + =

Soient deux éléments x et x' de T tels que x £x'
Supposons que J(x) = J(x') = +
alors  Jp(x,y) = 3(y) - 5% (%,Y)
Jp(x'sy) = 3y) - &7 (x'sy)
5+(x,y) < a+(x,x') + 5+(x',y) (proposition 1.3.2. (ii1))

5+(x,x) 0 (conséquence immédiate de la proposition 1.2.3.2)
d'ol

+ + o4 .

8 (X5¥) < 8 (X'sy) = JR(Xs.Y) 2 JR(X sY)

On montre de maniére identique que JR est décroissante lorsque
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J(x) =+o et J(x') <+eo , J(x) <t+tw et J(x') =+

et enfin lorsque J(x) J(x') < +
La démonstration pour 1'application JT est analogue a celle de JR .

(ii1) Supposons x <Ky .

Si J(») J(y) <+ « alors 6+(x,y) =0 = JR(x,Y) = J(y)

Si J(x) =+ o et J(y) <+ « alors
J(y)

Jpixsy) = 3(y) = 8" (x.y)
Si J(x) <+« et J(y) =+ = alors
Jp(xsy) = I(x) = & (%)

X LY = 8§ (xy) = J(x) - J(y) => Jp(x.y) = I(y)

Supposons maintenant que x et y soient tels que Jp(x,y) = J(y).

JR(x,y) gtant toujours fini, nous avons J(y) <+ «» . On en déduit :
Jp(xy) = () = 3(x) - 87 (xy) => §7(x,y) = 0
J @tant strictement dacroissante, on obtient x §Y-

La démonstration est analogue pour JT .

1.4.3.- PROPOSITION.

Les applications JR et JT vérifient :

JR(x,y) 2 J(x) +Jd(y) ~d(x Ay) st Jd(x) I{y) < +
Jr(X,y) = J(x) + J(y) - J(x v y) pour tout couple (X,y) de T xT.
DEMONSTRAT;ON.

Jp(xsy) = I(x) = 87(x5y)
soit 1a s.e.c. C = (XX A Yy,y) : A (C) = J(x ay) - JIy)




§(x:y) < A(C) —>Jdp(xy) 23(x) - A (C) » soit :
Jp{Xsy) 2 d(x) + J(y) = I(xay) .

. La démonstration est analogue pour JT .

[.5.- EXPRESSION DES QUANTITES & Jp ET Jp .

I.5.1.- INTRODUCTION.

Nous proposons, dans ce paragraphe, des résuitats permettant de
fournir des formulations ais@ment calculables des quantités ¢ , JR
et JT oo

I1 résulte de la proposition I.2.3.1 qu'étudier les s.e.c. de ¢ (X,y)
minimisant les quantités A+ s A ou A, revient a faire cette étude
pour 1'une d'entre elles, par exemple A . Nous disons alors qu'une
s.e.c. est J-minimale si et seulement si elle minimise 1l'une quelconque

des quantités At , A7 ou A

La premiére remarque du paragraphe I1.2.4 nous permet, pour la suite,
de ne plus considérer que des s.e.c. sans cycle et alternées.

Lorsque le treillis T est fini, il existe au moins une s.e.c.
J-minimale entre deux &léments x et y donnés de T , ce qui n'est pas
le cas si T est quelconque. D'autre part, 1'ensemble des s.e.c. sans
cycle et alternées reliant x et y est fini. I1 est alors possible de
mettre en oeuvre un algorithme du type Branch et Bound [ 91 permettant
d'obtenir toutes les s.e.c. J-minimales reliant x & y , ce qui donne
1a possibilité de calculer les quantitéds &(x,y) » JR(x,y) et JT(x,y).

Cet algorithme n'offre cependant qu'un intérét relatif, étant donné
qu'il nécessite des temps d'exécution importants, aussi avons-nous été
amenés [111 , Zorsque le treillis T est quelconque (fini ou infini),

d introduire des hypothéses particuliéres sur J permettant d'obtenir des
expressions explicites des quantités ¢ , JR et JT .




1.5.2.- HYPOTHESES H

IT est clair que Ta valeur minimale de la quantité A (C) , pour
toutes les s.e.c. de longueur 2 reliant x & y , deux éléments donnés
de T , est égale a :

(1) Inf(I(x/y),d(x/x vy)) , cequi s'écrit, dans le cas fini
(2) Inf(d(x A y) - JI(y) » I(x) - Ix vy))

c'est-a~-dire qu'il existe une s.e.c. J-minimale de longueur 2 de 1la
forme (x,x v y,y) notée C,(xsy) » oude la forme (x,x A y,y) nolée

-

CA(x,y) » Ce qui nous améne a énoncer le théoréme suivant :

1.5.2.1.- THEOREME. L

Une condition nécessaire et suffisante pour que, pour tout

coupie (X,y) de T xT, 1la s.e.c. C (X:¥) = (XX A ¥5y)

soit J-minimale est que J vérifie l'hupothése H1 suivmnte :

(H1) ¥(Xoy) e Tx T , Jd(x) +Jd(y) 2d(x ay) +Jd(xvy)

DEMONSTRATION.

Condition nécessaire

¥ (X.y) e TXT, ¥C e C(xoy) : A-(CA(x,y)) < A7(C)
soit C = (XX Vv y,y) @ A(C)=3(x)=Jd(xvy)
AT(C, (x,y)) = I(x A y) = I(y)

d'ol J(x A y) - Jd(y) £Jd(x) =dxvy) c.q.f.d.

"

Condition suffisante

Si x est &jal & y 1le probléme est résolu.
Supposons x différent de y :

La démonstration s'effectue par récurrence sur la longueur de la s.e.c.

reliant x & vy .
[T est facile de montrer que C (x,y) est J-minimale pour 1'ensemble
des s.e.c. de longueur 1 et 2 reliant x a y .
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Soit C une s.e.c. de longueur 3 reliant x a3 y :

C = (x,z,t,y) avec (x£z,zpt,tLy)

Supposons que (x4 z ,z2t, tLy)

t4y = xrtLxny
} ==> J(x A t) 2 Jd({x AY)

J dicroissante

AT(C (x5y)) = d(x AYy) = d(y) < d(xat) - dy)
{

A (C (%)) < d(x A t) - J(t) + J(t) - I(y)
HYPOTHESE H1 == J(x A t) - J(t) < J(x) - I(x v t)

B7(C,(xa¥)) £ (x) = I(x v t) + I(t) - Iy)

z2xVvit= J(z) <J(xvt)

ce qui donne :

AT(C (x5¥)) = 3(x) - I(z) + I(t) - Hy) = 47(C)
On montre, de 1a méme maniére, que si C est de 1a forme :

(x»z,2z4t, tp»y) alors A (C (xy) < A°(C)

Ainsi, la s.e.c. C,(x,y) est J-minimale pour toute s.e.c. de longueur 3.

Supposons, maintenant, que, pour tout couple (x,y) de T xT , la s.e.c.
C,(x,y) soit J-minimale pour toute s.e.c. de Tongueur n-1 reliant x

-

n . <
a y . Soit [Xi]o une s.e.c. de longueur n reliant x a y .

L'hypothése de récurrence entraine :




ou

Le

ce

On
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A7(C, (%%, 1)) = 87(0x107Y)

A7(Ixg1g) = 4T(0x 357 + 87(C))
C1 est definie par la séquence (xn_l,xn) , d'ou :
AT(Ix;10) = A7(C, (%)) + 87(C) = 47(Cy)
C, est definie par la séquence (x,x A xn_l,xn_l,y) .
résultat sur les s.e.c. de longueur 3 entraine :
87(Cp) = 87(C,(x.Y))
qui donne :
AT(CA (%)) < 87([x;17) c.q.f.d.
démontre de la méme manidre les résultats suivants :

[.5.72.2.- THEOQREME.

Une condition nécessaire et suffisante pour que, pour tout couple,
(xsy) de T xT, 1las.e.c. C,(X5¥) = (xox v y,y) sott J-mi-
male est que J vérifie 1'hypothése H2 :

(H2) ¥ (xoy) e TxT , JI(x) +_J(y) <Jd(xay) +3(xvy)

1.5.2.3.- COROLLAIRE

Une condition nécessaire et suffisante pour que, pour tout couple
(xsy) de TxT, les s.e.c. CA(x,y) et Cv(x,y) sotent J-mi-
males est que J vérifie 1'hypothése HO :

(HO) Y (%y) e TxT , J(x)+Jd(y) =d(xay)+I(xv y) .

Ces résultats permettent de généraliser immédiatement 1a proposition 1.3.3.
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1.5.2.4,- PROPOSITION.

Etant domné un treillis T quelconque, si J vérifie l'une
queleonque des hypothéses HO , H1, ou H2, une condition
nécessaire et suffisante pour que la restriction de § 4 l'en-
semble des couples (X,y) de TO x Ty définisse une dista ce

est quz l'application J soit strictement monotone.

Ces résultats nous permettent également de donner une expression expli:ite
des quantités ¢ , JR et JT . Nous donnons ces expressions dans le ta-
bleau I.5.2.5. Le tableau I.5.2.€. donne les formes particuliéres obtenues
lorsque les éléments x et y de T sont tels que J(x) < + > et

J(y) < + =

H1 H2
5;(x,y) J(y/x) - J(y/x v y)
87 (x,y) J(x/y) | J(x/x Vv y)
§(xsy) J(y/x) + I(x/y) J(y/x v y) + I(x/x ‘ y)
Jp(x5y) ~—;(x) +J(y) - I(x ~y) J(x v y)
Jp(%,y) -—;(Y) + J(y/x) | I(x) + IHy/x v y)
J(x) : J(x/y) J(y) : I(x/x v y)

TABLEAU 1.5.2.5. (cas général)
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TABLEAU 1.5.2.6. (Lorsque J(x) J(y) < + =)

H1 H2 HO

87 (xoy) | (x A S’) - J(x) J(y) = dx v y) J(x A y) - d(x)
J(y) - sz v Y)

§7(xsy) | I(x ay) - I(y) J(x) = I(x v y) J(x A y) - I(y)
J(x) - sz v y)

§(x;y) | 20(x A y) = J(x) - I(y) | I(x) + I(y) - 2d(x v y) J(x'A y) - d(x v y)

Jp(x.y) [ J(x) +d(y) - d(xay) | J(xvy) J(x) + J(y) = I(x A y)
xv )

Jr(xsy) | I(x A y) J(x) + d(y) - I(xvy) | Jdx)+d(y) - d(xvy)
J(X A y)=

Pour :1'hypoth&se HO, nous pouvons prendre indifféremment les expressions
de ces quantités relatives a@ Ta condition Hl ou & Ta condition H2.

REMARQUES : L‘'information J définie sur la figure 1 (page I-4), ne

vérifie ni Hl, ni H2.

En effet : J(I) + J(K) < I(I v K) + I(I a K)
J(C) + J(H) > J(C v H) + J(C a H)

-

Dans cet exemple, la s.e.c. J-minimale reliant I & Mest la s.e.c.
I CKHM de longueur 4 soulignée en gras sur la figure.
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[.6.~ APPLICATION & RESUMES ET INFORMATIONS [13]

[.6.1.- Notons H 1'information de SHANNON sur les partitions finies
I d'un espace probabilisé (2,S,P) définie par :

H(I) = )} P(A) Log 1/P(A)
Aell

Nous savons [20] que 1'information mutuelle H(I;N') apportée par
les partitions @I et T' est définie par :

P(A n B
H(T;') = P(AnB)L
) (A,B)gan' (A 0 B) Los FE“)F(B}

et posséde les propriétés :
¥, 0" et T" partitions de Q :
H(I;m') = 0
I' < 0" => H(Im;m') = H(m;n")
H(II;I') < H(I) avec égalité si et seulement si ' < I.

La partition T é&tant supposée fixée, 1'interprétation de 1'application
H(.;I) est la suivante : H(.;Nl) est une information généralisée mesurant
ce que la connaissance d'une partition 1I' apporte sur I . En effet :

H(I;N') est une quantité positive, inférieure & H(II) mais d'autant plus
grande que la partition I1I' se "rapproche" de la partition II.

On a montré (chap. II) que 1'information de SHANNON sur les partitions vé-
rifie 1'hypothése Hl et denc Ha(+ 1) est Tdentique' 8 H(.,I) pour-cet exemple.

1.6.2.- De maniére générale, soit H une mesure d'information géné-
ralisée quelconque définie sur le treillis des partitions d'un ensemble
fini, non vide. Le Théordéme 1.4.2. montre que 1'app1iéation HR(.,H) posséde
les propriétés intéressantes de 1'information mutuelle. Cette application,

=

égale & H(.3;I) 7lorsque H vérifie 1'hypothése Hl se présente donc bien
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comme . une extension de 1'information mutuelle.

Considérons une partition I comme ensemble de référence; lorsque
1'on cherche & expliquer 1 par 1' ; c'est-a-dire & considérer T°
comme un résumé (modé&le) de T alors :

Nous interprétons HR(H,H') comme la quantité d'information en commun
entre I et T' et H{(ILI') comme la quantité totale d'information
apportée par I et I'

§ (II,I') = H(W) = Hp(T,II') = Hp(W,0') - H(I')

définit la quantité d'information apportée par T et non expliquée par
mn "

6T (L") = H(I') - Hp(I,I') = He(ILI') - H(T)

définit la quantité d'information "parasite" apportée par II' et ne
servant pas 3@ la connaissance de 1.

0 H(mwm') Hp(TT,1") H(I)  H(T") Hp(I')  H(maAl')
] | |
SALu)_ Smn)__
G o — _Gi(E’E'). ——
S o e s e n - e —— -—>
s*(n,m')
< >
S(m,m")

FIGURE 1.6.1.

Certains algorithmes utilisés en analyse des données [3 ] (par exemple
les méthodes de classification hiérarchique), se raménent & 1a donnée d'une

partition T et & la construction d'une séquence (I |i = 1,...,) de
.i .
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partitions de plus en plus fines, cherchant a approcher 1 de mieux en
mieux.

Les inégalités Hl? Iy 2o );]'[1-; I[1-+1? ... impliquent :

~ HR(n,nl) < < HR(II,II.i) < HR(H,H1-+1) <
HT(H’Hl) < < He(WL15) < HT(H,H1+1) <
§ (L) 2 ... 2 8 (ILI) 2 6 (WL0,,) 2
6 (ILTp) < +vv < 87 (ILIY) < 87 (ILIL,) <

ce qui formalise le fait que la suite de partitions {Hi} approche de
mieux en mieux 1'information de I , mais elle introduit aussi de plus
en plus d'information parasite (inutile dans la connaissance de 1 ).

Nous remarquons que G&(II,I') = Ho(T,I') - HR(H,H') ;s la fbnction
8(.,II) n'est pas monotone en général. Les minima locaux de & représen—
tent alors de "bons" résumés de 1 dans le sens ol ils correspondent 4
des positions d'équilibre concernant les variations respectives de HR

et HT

Les remarques et interprétations précédentes ont été présentées dans
le cadre du treillis des partitions d'un ensemble et sont utilisées
dans le chapitreV pour les applications (algorithme RESUM2) - Rappelons
que les résultats et propriétés fondamentaux permettant ces interprétations
ont été établis ici dans le cadre général d'un treillis T quelconque muni
d'une information généralisée J :

Sotent (X,y) ¢ T xT.
J(x) (respectivement J(y) ) représente la quantité d'information apportée
par la connaissance de la réalisation de l'état x (resp. y) du systéme :

JR(X,Y) représente la quantité d'infbrmation commune & X et y 5

8 (x,y) = J(x) ~p(x:y)  la quantité d'information spécifique 4 x
(dans le contexte y)
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6+(x,y) = Jd(y) - JR(x,y) la quantité d'information spéeifique 4 Y
(dans le contexte X) .

Ou encore, si X est l'état du systéme, si Yy est L'explication qu'on

en donne (résumé ou modéle),

JT(x,y) est la quantité totale d'information apportée par le résumé
ys comprenant, en particulier, une certaine quantité tnutile, dans

la connaissance de X .

JR(x,y) est la quantité d'information qu'apporte le résumé y sur la

connaissance de X .

. 87(x,y) la quantité d'information de X non "empliquée” par le

résumé Yy .

6+(x,y) une quantité d'information "parasite" apportée par le résumé

Y sans rapport avec l'information de X .
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IT.- INFORMATION GENERALISEE SUR LES PARTITIONS.

Dans le paragraphe II-1, nous rappelons les définitions et pro-
priétés de 1'information généralisée sur les partitions.

Nous étudions ensuite, de maniére systématique, les principales
mesures d'information sur les partitions. Nous montrons que parmi celles-
¢i, 1'information de SHANNON :

1, 1

1

vérifie 1'hypothése Hl , que 1'information :
HO(H) = Card (1) - 1

vérifie 1'hypothése H2, et que les autres mesures d'information habi-
tuellement utilisées ne vérifient ni H1l ni H2 .

Nous donnons, quand c'est possible, une formulation simple des
quantités st , 8 5, 8, HR et HT . Nous appliquons ces résultats
aux informations de type produit que 1'on utilise dans les applications.
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II.1.- INFORMATION GENERALISEE SUR LE TREILLIS DES PARTITIONS,

I1-1.1.- TREILLIS DES PARTITIONS - RAPPELS.

Soit © un ensemble fini, non vide, quelconque, S = P() .

Une partition T de Q est un ensemble fini de parties de 0 tel
que :

Acll=>A#D
(ALA'Y emxTT=>A=A" ou ApnA' =9

U A= 0
Aclt

Soit T 1'ensemble des partitions de Q . Une partition T est
dite "plus fine" qu'une partition I, si :

et nous noterons : M40,

Cette relation est un ordre partiel, réflexif sur T ; tout
couple de partitions (Hl’HZ) posséde un infimum My ATy et un
supremum T, v I, :

HIAH2={AnBlA€H1,B€H2}

Movi,=Inf{leTNym et Iyl

De plus T posséde un majorant universel HM = {Q} et un minorant
universel Ty

I, = (o] |w e}

Ces propriétés suffisent pour pouvoir définir une information géné-
ralisée au sens de J. LOSFELD, sur T . Dans le cadre du treillis des
partitions, les définitions &noncées au paragraphe I-1, s'écrivent :
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[1.1.2.- [INFORMATION SUR T.

- Une information généralisée sur 1'ensemble T des partitions de
2 est une application H définie sur T et qui vérifie les
axiomes :

AXIOME 1 : H est une application de T dans R'

AXIOME 2 : L'application H est monotone décroissante pour
la relation d'ordre 4L sur T.

On peut prendre comme valeur universelle H({Q}) = 0 (nous trou-
verons par la suite une mesure d'information en vérifiant pas cette condi-
tion). Nous ne ferons aucune hypothése sur la valeur de H(Hm) > en
particulier, nous ne supposerons pas que H(Hm) = + «» (nous obtenons par
la suite des mesures d'information vérifiant H(I) < + = ).

II.1.3.- INFORMATION MOYENNE SUR T.

Etant données une probabilité P et une information I au sens
de J. KAMPE DE FERIET (voir paragraphe III-1-1.), soit I une parti-
tion finie S-mesurable de Q [20]1 Nous supposons que le résultat d'une
expérience est la réalisation d'un événement élémentaire Ai € II sans
que 1'on puisse dire Tequel.

L'information moyenne qui est apportée par cette expérience, quand
on la renouvelle un grand nombre de fois est égale 3 :

H() =} P(A;) I(A;)
A.ell
. i
Cette formule n'est qu'une possibilité parmi d'autres de relier
les axiomes de 1'information apportée par un &vénement d ceux de 1'infor-

mation apportée par une expérience ou une partition.

C'est une information généralisée au sens précédent (II.1.2.).
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[1.2,- PRINCIPALES MESURES D' INFORMATION SUR LES PARTITIONS ET HYPOTHESES H.

Soit Q un questionnaire de type probabiliste.
On applique Q sur un ensemble Q , T1'ensemble E des réponses

de Q définissant une partition T de Q en N é&vénements disjoints,
la distribution de probabilités de ces réponses étant définie par

N
P = (pysPps-.->py)  tels que izl p; =1 , p; < [0,1]

Dans les notions informationnelles intervenant en Théorie des
Questionnaires apparaissent deux aspects de 1'information :

caractére local
caractére global

[« V1)

- 1'information

[«7]}

- T'information
qui ont été mis en évidence par S. PETOLLA et C.F. PICARD [22]:

"L'information considérée dans les questionnaires porte sur

les aspects locaux et globaux. Localement, un chemin conduisant
de la racine & un sommet i apporte une certaine information
1iée & Ta connaissance de 1'événement associé a i par rapport
d 1'incertitude initiale correspondant a la seule connaissance,
a la racine, que 1'événement sera un sous-ensemble de E ,
comportant un ou plusieurs €léments. Les aspects globaux de
1'information étant 1iés au canal”.

I1 est commun de distinguer, dans les théories de 1'information
généralisée, 1'information I(A) relative 3 un événement de 1'informa-

tion H(I) relative & une expérience réalisant une partition T de
1'espace des événements @ en N @&léments (Al""’AN)'

En Théorie des Questionnaires, les mesures d'information sont le
plus souvent utilisées dans le contexte information sur une partition
(information transmise); FORTE et PINTACUDA, par une extension de type
questionnaire, ont &tendu aux expériences les informations généralisées
de KAMPE DE FERIET.




Rappelons rapidement la définition des mesures les plus courantes
(223 :

SHANNON (type 1 et d'ordre 1)

Hy(TT) = P(A.) L
N Aigﬂ (A;) Log PTKTT
oM = T P(Ay) (W%\—J - 1)
i
HYPERBOLIQUE
0 1
Yo () = -1
N = (L py)

RENYI (ordre o)

En prenant a >0, a#1, a entier au moins égal &a 2 :

1
uHN(H) =1 Loga A Z Pa(A-i)
1.el'I
HAVRDA-CHARVAT (type a)

L po -
g P -
Hy(T) = To ] avec o >0 , a#l

AGGARWAL - CESARI - PICARD

En prenant a >0 , a #1

J(m PO(A,
N A.én ()

BELIS - GUIASCU

Gy (T1,U)

L]

1
? w(A;) Log
Ajem ! PA;)

En dehors de 1'axiomatique de 1'information généralisée de
J. KAMPE DE FERIET, définie pour des espaces mesurables, deux types princi-
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paux de mod&le ont permis la construction de ces mesures d'information :

Certains auteurs définissent des fonctions d'information, dé&terminées
éventuellement comme solutions d'équations fonctionnelles [24]

C.F. PICARD étudie notamment une équation basée sur la

propriété de somme, définissant une mesure d'information comme somme

de fonctions continues ne dépendant que des probabilités Pi

Hi~2

(Iy(P) = T F(Py))

i=1

La solution de cette équation lui permet d'obtenir 1'information de
type o , quelque soit o positif [24]. Ce modéle est essentielle-
ment 1ié au caractére global de 1'information.

D'autres auteurs utilisent "localement” une mesure d'information,
puis pondérent les réponses de 1'expérience; c'est le cas, notamment,
des informations de WATANABE

; 1
( k: Log -—)
b Py

dont 1'information de BELIS et GUIASCU est un cas particulier.

C'est également 1a voie qu'a choisie J. LOSFELD en proposant une
formulation du type moyenne,

HOD) = T p(Ay) T(A))

Aieﬁ

ou I(Ai) est une information généralisée sur les €vénements au sens
de J. KAMPE DE FERIET.

En 1975, N.L. AGGARWAL a défini une mesure d'information notée

N
Hg(n) = 121 p(Ai) Ig(Ai) [1]

dont la formulation et les propriétés sont proches de celles de
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1'information moyenne de J. LOSFELD. I1 a pu &tablir les liens
existant entre Hﬂ(H) et certaines des mesures définies plus haut
(SHANNON, type o , hyperbolique) [1 1.

Nous définissons localement des mesures d'information I qui
nous permettent, en utilisant le modéle information moyenne, de retrou-
ver les expressions de certaines des mesures utilisées dans les question-
naires.

Nous &tudierons plus précisément ces informations généralisées
sur les événements au chapitre III .

I1.2.1.- INFORMATION DE SHANNON SUR LES PARTITIONS. :

L'information apportée par une partition au sens de SHANNON, s'écrit
d un coefficient multiplicatif prés (strictement positif) :

1
p(A;)

1
Hy(TD) = A.zn P(A;) Log

ol Log 1 est 1'information apportée par 1'événement Ai

quelconque dins (2,S,P).

C'est une information moyenne sur le treillis T des partitions de
1'espace des événements £ , vérifiant les propriétés suivantes :

(1) H(T,) = J  P(A nB) Log g%%yﬂp%%y positif ou nul
(A,B} €Il L, :

(i1)  Quelque soit Hl fixé, 1'application H&(.;Hl) est une
information généralisée sur (T,4) .

[1.2.1.1.- PROPOSITION.

La mesure d'information de SHANNON sur les partitions vérifie
L'hypothése HI1 , soit :
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1 1 1 1
Hy(p) + Hy () = Hy(Tp A T,) + Hy(Tq v 1)

Il vient alors :

§*(1T,) = 67(I,m,) = ) P(A n B) Log il
P(A).P(B)
8(I4,1,) = ) P(A n B) Log —é—l-L—~
1772 (A,B) €N 1, P°(A n B)
Ho (T}, 1L,) = ) P(A n B) Log P%é%"ET%%
(A,B)elL I,

1
Ho (T, ,I,) = y P(A n B) Log
T2 (A,B)ell xIL, P(R n'B)

DEMONSTRATION. -

Démontrer que Hh(n) vérifie 1'hypothése H1 revient & prouver
1'inégalité :

1 1

soit encore

Y P(AnB) Log»prggﬁtﬂp%%y > 7 P(C) Log F%tT
AeHl BEHZ CEHIVHZ

IT suffit de démontrer 1'inégalité pour un élément quelconque C de
My v, soit :

P(AnB 1
= P(AnB)L - P(C) L >0
% by penley A0 ) oo PTRY = P(hy)” P(©) Log priy

avec :




De P(C) =

En notant
connaissan
Donec 1a qu

11.2
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o
~—
}

= {AilAi € Hl et Ai c C}

=
N
—
()
A
L

(B;[B; < 1, et By cC)

y P(AnB) , i1 vient :
AéHl(C) BEHZ(C)

%C P(A n B/C
i P(A 0 B/C) Log prayey—2behrey
P(C) AeH%(C) Beng(C) (A0 B/C) Log - P8/

HY (4 (C) 5 Tp(C)/C)

Hé(H/H') 1*information conditionnelle fournie par la partition
t 1'information apportée par m' [20]. ’
antiteé ac est positive ou nulle (propriété (i)).

.2.- INFORMATION HO(H)

Soit
introduite

L'information moyenne définie a partir de cette mesure s'écrit :

1'information hyperbolique sur 1'espace des événements (2,S,P)
par J. KAMPE DE FERIET

I(A) = F%KY -1

]

1
o =, 1P Gy - 1)

.i

card(m) ~ 1

11.2.2.1.- PROPOSITION.

La mesure d'information définie sur le treillis des partitions
par HO(H) = card(ll) - 1  vérifie 1L'hypothése H2.
Il vient alors :

+ -
§ (Hlynz) =g (HZ 3H1) = Card(nz) - CaY‘d(Hl v nz)

G(Hl,HZ) = card(Hl) + card(ll,) - 2 card(H1 v 1)
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Hy(M)>00,) = card(Ty) + card(T,) - card(ly v T,) - 1

La démonstration résulte directement de 1'inégalité bien connue sur 1le
treillis des partitions :

card(l;) + card(ll,) < card(lly v I,) + card(H1 A 1)

IT.2.3.- MESURES D'INFORMATION DE

AGGARWAL - CESARI - PICARD
HAVRDA - CHARVAT (type )
BELIS et GUIASCU

RENYI (ordre o)

Une étude détaillée des informations définies ci-dessus (voir
introduction du paragraphe 1I-2) nous a permis d'établir les résultats
présentés dans le tableau II-4-1.

Toutes ces quantités sont des informations généralisées au sens
du paragraphe II-1; les trois premiéres mesures peuvent se formaliser

en information de type moyenne, ce qui n'est pas le cas pour 1'information

de RENYI ; les informations généralisées sur les @vénements assaciées
étant respectivement:

1(a) = P 1 (py

PG."]. _
1(a) = 8 =1
. a -1
_ 1
I(A) = LOg 'P—(-A-j'

IT est facile de déterminer des contre-exemples prouvant qu'aucune

de ces mesures ne vérifie 1'une des hypothéses H1 ou H2 . Par exemple,

étudions 1'information d'AGGARWAL - CESARI - PICARD :

Pour les deux partitions My et Iy représentées ci-dessous,
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J1/2(H) vérifie 1'hypothése Hl (les chiffres indiquent les proba-
bilités des éléments de partitions correspondants)

& & &

Avec les deux partitions ci-dessous, J&/Z(H) vérifie 1'hypothése
H2

oaéo

[1.3.- MESURES D' INFORMATION DE TYPE PRODUIT

La formalisation des exemples présentés dans 1'introduction de sa
thése [20] a amené J. LOSFELD & orienter son &tude vers les informations
généralisées définies sur un espace produit.

Soit O wun ensemble fini (d'observateurs) et une famille finie
{Hglg ¢ 0} de mesures d'informations généralisées sur le treillis T
des partitions de 1'ensemble @ fini, et A une mesure de probabilités
sur (0,P(0)) .- On définit dans (207 diverses mesures d'informations
généralisées H sur le treillis T par des formules du type :

Hm) = T Ag) - He(m)
30
IT est clair que si toutes les mesures d'informations HE vérifient
1'hypothése H1 (resp. H2), alors H vérifie aussi 1'hypothése H1
(resp. H2).
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En particulier, si nous utilisons pour Hg » et ceci pour tout
£ ¢ 0 la mesure d'information de SHANNON sur les partitions (resp.
HO(H)) alors H(II) vérifiera 1'hypothése’ H1 (resp. H2).

Nous résumons dans le tableau II-4-2 , les expressions des

quantités st , 8§, HR et HT pour les mesures d'information vé-
rifiant 1'une des hypothéses de type H .

voir tableau II-4-1 page suivante
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TABLEAU. RECAPITULATIF

TABLEAU II-4-1

Information | Information
généralisée | moyenne L
Mesure au sens de Hypothése H
J. LOSFELD I(A)
oul
SHANNON J P(A) Log F(Tl oul H1
el ) Log =
P(R)
oul
H T P(A) (WWI - 1) oul H2
0 Acll 1 1
{ ].
AGGARWAL 0UI ni HI
JN 0<ac<1 0<ac<1
HAVRDA (Y PHA))-1 ouI ni Hl
Acll .
oul ni H2
CHARVAT al™® -1 Pa'lgA}-l pour tout
(type o) a>0 a- % -1 a>0
oul
BELIS T w(A) Logp-(lA-)— oul ni Hl
Aell Log 1 ni H2
. i H1
RENYI 1 o "
Log ] p(A) :
T-a oul NON ni H2
(Ordre a) Aell pour tout
o>0 o >0
H1 (resp. H2)
Oul si toutes Tes
Type PRODUIT e
Egox(g) HE(H) oul si toutes les Hg HE vérifient
[20] sont moyennes H1 (resp. H2
INFORMATION GENERALISEE SUR LE TREILLIS DES PARTITIONS \~3%§
e




IT - 15

TABLEAU RECAPITULATIF

a:f,mmv = 67(I,,1,) 6(11,,11,) Ho (11,11, ) He (11,011,
P(A P(A)P(B P(AnB ,
SHANNON }  P(AnB) Log I P(AB) Log Z{AIP(B) }  P(AnB) Log ﬁd»qudwq - Log 1
(A,B)eTl, I, n (A.B)eT XL, PE(AnB) [(A,B)<T X, A>.va=meNA>3wv ° BUABY
nm«,&fv + Card(I,) nm«.&:pv + Card(IL,)
Io nmxaﬁmmv - nmwaﬁmp v :mv nmwnAmH v :mv -1
-2 nmwaﬁuH v mmv - nman:H v zmv -1
type +
PRODUIT mwo ME) - 8 (My,T)
m - M vAmv . amAﬂHusz M yﬁmv . H xAﬂHummv M yAmv . H ﬁﬁmwumwv
vérifiant| = § A(g) . 8¢ (Tlp51p) ) £e0 £ £e0 £
H1 ou H2 E€0 :
+ -




CHAPITRE III




[I1.- INFORMATION GENERALISEE SUR LES EVENEMENTS.

Aprés avoir rappelé les définitions et propriétés des mesures
d'information généralisée au sens de J. KAMPE DE FERIET sur les événements,
nous étudions les informations composables.

Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
information composable vérifie 1'hypothése H2 et étudions ce que devient
cette condition dans le cas d'une loi de composition réguliére et dériva-
ble. Nous appliquons ensuite ces résultats pour les mesures d'informations
sur les événements les plus utilisées dans les applications (Théorie des
Questionnaires, Analyse des Données).

‘Nous terminons ce chapitre par un tableau récapitulatif des expres-
sions des quantités st , & , 8, IR et IT » obtenues pour les
principales mesures d'information généralisée définies sur une algébre
de Boole de parties d'un ensemble Q et qui vérifient 1'hypothése H2.
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[1I.1.- RAPPELS.

I11.1.1.- INFORMATION GENERALISEE SUR LES EVENEMENTS.

Soient Q un ensemble quelconque, non vide, d'événements élémentaires
2 , S une a-algébre de Boole de parties de @ . Une mesure d'information
généralisée sur les événements de (Q,S) au sens de J. KAMPE DE FERIET ou
plus briévement une "information sur les événements de (Q,S)" est une
fonction d'ensemble I définie sur S et satisfaisant aux axiomes suivants :

Axiome 1 : I est une application de S dans Rr*

Axiome 2 : I est monotone pour 1'inclusion :
(AsB) ¢ SxS et AcB = I(A) = I(B)

Nous prendrons comme valeurs universelles I(f) = + » et
I(Q) = 0 , sauf pour certains cas particuliers étudiés par la suite ou,
soit I(Q) #0 , soit I(P) # + » et pour lesquels nous donnerons les
résultats correspondants.

IIT.1.2.- LOI DE COMPOSITION

Une information I , définie sur une classe S fermée par rapport
a 1'union est dite composable s'il existe une application F de RY x R*
dans R telle que, pour tout couple (AB) ¢« SxS, AnB=¢g, on
ait [77 :

I(A yB) = F(I(A) , I(B))
ol F a les propriétés d'une opération de composition :
F:R" xR R
F(Xsy) = F(y,x)
F(x;F(y,z)) = F(F(x,y),2)

F(X,4+o) = X
Xl < X" =_ F(X',y) < F(X",)’) N
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On note qu'alors, pour toute opération de composition F :
F(x,y) < Inf(x,y)

Notons :

I ={(x,y) e ‘" xR* : x=1(A) , y=1IB) ,AecS , BeS,AnB=g}

-t
I

= {(A,B) ¢ SxS , AnB =0}

[11-2.- INFORMATIONS COMPOSABLES.

Avec Ta valeur universelle I(B) = + = dintroduite eﬁ 111-1-1, i1
est clair que seule 1'hypothése HZ2 peut &tre éventuellement vérifiée

par I .

HYPOTHESE 2 : Pour tout (A,B) ¢ S xS 3
I(A) + I(B) < I(A uB) + I(AnB)

Supposons, de plus, que 1a mesure d'information I soit composable.
I1 vient alors :

11.2.1.- THEOREME.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la mesure d'infor-
mation 1 , composable de loi F , définie sur (Q,S) vérifie
l'hypothése H2 est que l'application X - F(X,y) soit sur T ,

non décroissante en X , pour tout Yy fizé.

On a :

§(A,B) = I(A) + I(B) - 2 F(I(A) , I(B))

s¥(A,B) = 67(B,A) = I(B) - F(I(A) , I(B))

Ip(AsB) = F(I(R) , I(B))

1]

. I;(A,B) = I(A) + I(B) - F(I(A) , I(B))
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DEMONSTRATION. -

a) Supposonquue I vérifie 1'hypothése H2 :
Pour tout (A,B) ¢ SxS , I(A) + I(B) < I(A uB) + I(A n B)

1(B) = F(I(A n B) , I(B-A))

I(AuB)

F(I(A) , I(B-A))

ce qui donne, en posant

*

=I(A) , y=1I(B-A) , z=1I(AnB)
X - F(y,x) <z - F(y,2)

avec x <z , quelque soit y positif ou nul.

I1 en résulte que 1'application x - F(x,y) est monotone non décrois-
sante en x , quelque soit y positif ou nul.

b) La démonstration de 1a condition suffisante est évidente.

II1.2.2.- INFORMATION GENERALISEE MUNIE D'UNE LOI DE COMPOSITION
REGULIERE.

Etudiant plus particuliérement les mesures d'information possédant
une opération de composition continue, J. KAMPE DE FERIET et P. BENVENUTI
[18] appellent réguliére une opération de composition vérifiant, en plus
des axiomes énoncés en I1II.1.2, 1'axiome suivant :

F e C[]R+ X l§+]

Ces auteurs déterminent toutes les opérations réguliéres et
1'expression générale de ces opérations : i1 existe un fermé A de R'
contenant 0 et + ® . Le complémentaire d¢ A dans R’ est réunion
dénombrable d'intervalles ouverts disjoints non vides Ja; bi[ avec
iel (card I < mo) .

A chaque 1 ¢ I associons une application e{ continue, stric-
tement décroissante de [O,ﬂi] sur [ai bij avec ﬁi = e}l(ai) .
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Soit ¢, Tla pseudo inverse de 9;1 .

La forme générale d'une opération de composition réguliére est

donnée par :
-1 -1 .
F(x,y) = @iﬂai (x) + 9; (¥)1 si  (x,y) € Ca; bi] x La, bi]
F(x,y) = Inf(x,y) si (X,y) e RY xR' - U [a; b1.] x [a; bi]
iel

I111.2.2.1.- THEOREME.
Sott 1 une mesure d'information généralisée sur (Q,S)
composable de lot F . Si F est une opération de composition
réguliére prenant la forme générale définie par J. KAMPE DE
FERIET, telle que toutes les applications 0 sotent conti-
nuement dérivables sur [O,ﬂi] , une condition nécessaire et
suffisante pour que 1 vérifie L'hypothése H2 est que, pour
tout i , Lles dérivées a%(x) sotent des applications
monotoneg non décroissantes en X .

DEMONSTRATION.

D'aprés le théoreme III-2-1 , une condition nécessaire et suffisante pour
que I vérifie H2 est que 1'application x - F(x,y) soit non décrois-
sante en x , pour tout y fixé. Il est facile de voir que cette
condition équivaut & montrer que les applications

¥5(x) = x - %;,B31(x) +07l(y)]

sont non décroissantes, pour tout y fixé appartenant & [ai bi]'

On montre que si x < ei[ﬁi - Cﬁ}y)] » alors

¥; est alors une application non décroissante.
Si x> C%[ﬂi - Cﬁl(y)] et si 1'on suppose que ©; " est une application

dérivable, on montre facilement que ¥y est une application non décroissante
si et seulement si e; est une application non décroissante, soit encore,
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si elle existe, o} positive ou nulle.

I1IT1.2.3.- EXEMPLE.

J. KAMPE DE FERIET et B. FORTE ont introduit une classe particu-
liére d'informations composables dites de type M [17]:

Soit (9,S,P) un espace de mesure quelconque (u{Q) = u) ;
O<ps<+oeo , pour tout Ae S, posons :

I(A) =o(u(A))

ol @ est une application vérifiant les propriétés :
+ .
- 0 :usS)~> R
- o est strictement décroissante

- 0(0) =+, o(u) =0
¥ (xoy) e T, F(x,y) =@(e'1(X) +e"1(y))

Lorsqu'une mesure d'information de type M sur les événements
vérifie 1'hypothése H2 , i1 vient alors :

s (A,B) = §7(B,A) =0 (u(B)) - o(u(A u B))

8(AB) =0 (u(A) +0(u(B)) - 20 (u(A u B))
To(A.B) =0 (u(A u B))
11(A8) =0 (u(A)) +0(u(B)) -0 (u(A v B))

Toutes les informations de type M ne vérifient pas 1'hypothése
H2.

EXEMPLES. -
a) Cas de 1'information de SHANNON

En prenant A = (0,+@) , p=1 et g telle que :
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OX) = ¢ Log; si x eR;
8(0) = + =
o(l) = 0

ol c¢ est une constante positive.

On obtient 1'opération de composition réguliére

- X -y
F(x,y) = Sup(0, - c Logle S +e © )

correspondant & 1'information de WIENER-SHANNON

I(A) = Log Wlﬂ si P(A) £0

I(A)

+ o si P(A) =0

définie sur 1'espace probabilisé (Q,S,P)

L'application du théoréme II1.2.2.1. montre que cette mesure d'infor-
mation vérifie 1'hypothése H2 .

b) En prenant A = (0, +») , u=1 et g(x) = cotg égé + 1 avec
©(0) =+~ et o(1) =0, on obtient 1'opération de composition
réguliére : |

_ Xy -2
pour tout (x,y) €T , F(x,y) = -%:y:z
L'application du théoréme I11.2.2.1. montre que la mesure d'informa-

tion de type-M sur les événements définie, pour tout A e S , par
I(A) = cotg EEIEQEI + 1, ne vérifie pas 1'hypothaése H2.
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I11-3.- APPLICATIONS AUX PRINCIPALES INFORMATIONS coMPosABLEs.

En reprenant les notations de III.2.2., nous présentons dans ce
paragraphe les résultats concernant les principales mesures d'information
composab]es.

En application du théoréme II1.2.2.1, nous établissons le tableau
suivant en indiquant, pour chaque mesure d'information, 1'expression de
I(A) , la Toi de composition associée, si 1'hypothdse H2 est vérifiée

ou non, ainsi que les expressions des quantités st s & , & IR
et IT (quand c'est possible).

REMARQUE . -

=

Si o est supérieur @ 2 , 1la mesure associée d& 1'information de type
a sur les partitions, définie par

P Lia) - 1

as % -1

I(A) =

vérifie 1'hypothése H1 (ceci est di au fait que I(%) n'est pas égal
a + ).

IT vient alors :

5 (B,A) = P2 (A 0 B) - P*TL(a)

+
s*(A,B) =
al™® -1
5(A,B) = 2 P*La o B) - P*1(a) - P2l(p)
? l-a
a -1
I(AB) = P La) + P> L) - P l(a ) -1
RV 1-q
a -1
Pd."]. -
1(AB) = {AnB) -1

REN 1
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1(A) F(x,y) HYPOTHESE | #(a,B) = 67(8,A) 8 (A,B) 1n(A.B) 1;(A.B)
H a
type M
vérifiant 1 - . ‘ o(u(A))+o(u(B)) e(u(A)) + o(u(B))
1'hypothese | 6@ (A)) 0@ “(x) +0 (y)) H2 o(u(8))-o(u(AuB)) o(u(A v B)) ,
o - 20((AB)) - ofu(A u B))
- X
1| Sup(0,-c Loge € ) P(A U B Loq PA(A U B Loq L Log P(A U B
SHANNON | o9 pray -4 " Log Horgyt °9 vrhy ¥ro} 9 PR | 99 AT PThY
' +e })
1 1 1 1 1 1 2 1 ) 1 1 .1
HIPERBOLIQUE | prgy - 1 r1 "\ YT RRGEY | PO RTB) CROART | PG T | PR Y OB T PARY !
Xt y+1i .
INFORMAT ION
i 1 1 -1 -1
e 3 1 PP HAR) + P2TH(B
eociee 11l ety | (AT, el R e VT Y AU TS O IS PR PR
mesure -2 p° 1 AUB
N do<a<t 2 P"(AvB)
sur les
partitions
INFORMAT ION l-a_qy, 141/ -1 -1
associée & [(x(a7%-1)+1) Ya-1 . H2 p2-18)-r~Y(aup) PR+ P - -1 -1 -1pype-1
1information | P27 1(a)-1 fey(a® 1-1)+1)Valial |5 0 pc2 al™ - - 2057 1a | B) | [AuB) -1 P (A)+P? (B)-P* (A y B)-1
de type asur ] - Hl = a®-1 as ™™ -1
les partitions at™ . : aa % -1
"a >0 si a>2 si 0<ag? si 0<as? si 0<as? si 0<asx?2
Type Inf Inf(x,y) . H2 Sup(0,1(B)-I(A)) |1(A)-1(B)] (A v B) Sup(I(A),I(B))
Inf(1(A),1(8))

INFORMATION GENERALISEE SUR LES EVENEMENTS = (123

TABLEAU RECAPITULATIF
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IV - TREILLIS ET APPLICATIONS MONOTONES.

Au chapitre I, nous avons tiré un certain nombre de conséquences de
1'existence d'une fonction monotone définie sur un treillis T et a valeurs
=4
dans R'.

Dans le présent chapitre, nous avons pour but d'étudier les propriétés
des applications monotones sur un ensemble partiellement ordonné qui n'est
pas forcément un treillis.

Comme au chapitre I, nous associons & toute fonction monotone v d'un
treillis T dans R u {+2} une quasi métrique & . Cette-quasi métrique
devient une métrique lorsque v est strictement monotone.

L'introduction d'hypothéses particuliéres sur v permet de donner
des expressions simples de cette métrique. Si v est une valuation stric-
tement croissante, on retrouve ainsi la distance habituelle sur les treillis
modulaires. Si v est une mesure de probabilités, on retrouve 1a distance

-

définie @ partir de la différence symétrique.

Dans 1a premiére partie, nous reprenons briévement les résultats
du chapitre I dans le cadre d'une application monotone définie sur T a
valeurs dans R u {4+=} . Nous énongons sans démonstration ces résultats,
les démonstrations &tant semblables & celles effectuées au chapitre I.

Dans 1a deuxiéme partie, nous cherchons & généraliser ces résultats
aux demi-treillis.

Cela nous a amené a caractériser les applications v monotones de
T dans R telles que, pour tout couple (x,y) d'éléments de T , 1la
variation de v sur la s.e.c. (x,x v y,y) (dans le cas d'un sup-demi-
treillis) est v-minimale. On en déduit [6] une généralisation de la
notion de valuation aux demi-treillis ainsi qu'une caractérisation métrique
de Ta semi-modularité dans les demi-treillis. On généralise ainsi une carac-
térisation bien connue (BIRKHOF (4] ).




[V-1,- NOTATIONS ET RESULTATS GENERAUX DANS LES TREILLIS,

Soit T un treillis dont la relation d'ordre est notée 4 .

Soit v une application monotone de T dans R u {+o} que nous
supposerons décroissante pour la relation d'ordre .A\( .

Les résultats obtenus au chapitre I pour une mesure d'information
généralisée J restent valables pour toute application monotone a

valeurs dans R u {+°} ; 1ils ont été développés dans [14].

IV.1.1.- On a donc les résultats :

IV.1.1.1.- PROPOSITION.

L'application 8§ de T x T dans RY ecst une quasi distance

sur T

5t x4y , 8(x.y) = v(x) - v(y) :
Les quantités st et & sont des applications de
TxT dans R vérifiant les propriétés suivantes :

- 6+(x,x) = § (xsX) = 0 pour tout xeT

- 6+(x,_y) = § (¥sX) pour tout (X,y) e TxT

- & et & vérifient 1'inégalité triangulaire.

De plus 6 et & vérifient :
() v(y) = v(x) = 87 (6y) - 87(x)

pour tout (X,y) de T xT tel que v(x) . v(y) <+«
(11) 8(xy) = 8" (%,y) + 6 (%.y)

IV-1-1-2.- COROLLAIRE.

Etant donné un treillis T fini, Ty = {x e T|v(x) <+ =} ,

une condition nécessaire et suffisante pour que la restriction de
l'application &8 d l'ensemble des couples (X,y) de T0 X T0
définisse une distance est que l'application V soit strictement

monotone
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IV.1.2.- HYPOTHESES H.

vix A y) + v(xvy)

HO V (X)) e TXT 5 v(x)+ v(y)

v

HL- @ ¥ (oY) e TxT , w(x) +v(y)z v(xay)+vxvy)
H2 @ ¥ (Xx,y) e TXT , v(x) + v(y)'s v(ix A y) + v(xvy)

IV.1.2.1.~- THEOREME.

Les énoncés suivants sont équivalents :

() v vérifie H1
(i) &% vérifie les égalités
+
87 (xsy) = 87(C, (xsy)) = v(x A y) = V(x)
pour tout couple (X,y) de T x T
(ii1) & vérifie les égalités
§7(xsy) = A(C, (x,¥)) = v(x a y) = v(¥)
pour tout couple (X,y) de T x T

(iv) & vérifie l'égalité 8(X,y) =2 v(x A y) - v(x) - v(y)
pour tout couple (X,y) de T xT.

En d'autres termes v vérifie Hl si et seulement si la s.e.c. C (x,y)
est v-minimale.

On en déduit, dans le cas d'un treillis non nécessairement fini, 1a généra-
lisation suivante du corollaire IV.1.1.2.

IV.1.2.2.- COROLLAIRE.

Etant donné un treillis T quelconque (fini ou infint)

Ty = {x € T[v(x) < + =}

st v vérifie l'une des hypothéses HO , H1 , H2 , une
condition nécessaire et suffisante pour que la restriction de
L'application § a U'ensemble des couples (X,y) de TO X TO
définisse une distance est que l'applicatian v soit stricte-

ment monotone.
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IV.1.3.- DISTANCES SUR T - FORMULATIONS EXPLICITES.

Chacune des hypothéses H nous permet de calculer les valeurs de
st , & et & , et d'en donner des formulations explicites trés simples
que nous présentons dans le tableau qui suit. Nous en ferons un usage per-
manent dans la construction des algorithmes du chapitre V.

Nous en donnons le tableau ci-dessous dans le cas d'une application
v décroissante. Les formulations dans le cas ol v est croissante s'ob-
tiennent par dualité (on remplace le supremum (resp. 1'infimum) par 1'infi-
mum (resp. le supremum), dans chaque formule du Tableau)

voir tableau page suivante

En application de ce tableau, i1 faut noter que toute mesure de
probabilités P définie sur une algébre de Boole S de parties d'un
ensemble Q , est monotone croissante et vérifie HO . On obtient
donc

pour tout (A,B) ¢ S x S

§*(A,B) = 67(B,A) = P(B) - P(A n B) = P(A u B) - P(A)

8(A,B) = P(A uB) - P(AnB) =P(A A B)

La distance que nous avons ainsi construite coincide donc, dans
ce cas, avec la distance bien connue en Théorie des Probabilités, définie &
partir de la différence symétrique.
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v HYPOTHESE H st 8 8
v(x A y) = v(x) | v(x Ay) - v(y)
décroissante HO = = v(x Ay) - v(ixv y)
v(y) = v(x v y) | v(x) - v(x v y)
2 v(x A y) -
décroissante H1 v(ix Ay) = v(x) | v(x Ay) - v(y)
v(x) - v(y)
v(x) + v(y)
décroissante H2 v(y) = v(x vy) | v(x) - v(xwvy)
-2 v(xvVvy)

TABLEAU DES DISTANCES SUR T

-;" R
Wyt
LILLE

\
\
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IV - 2,- EXTENSION AUX DEMI~TREILLIS

Soit T un treillis, et v wune application monotone de T dans
Ru{+ =} ,

Supposons que v soit une valuation. En d'autres termes, v est
croissante et vérifie HO . D'aprés le tableau précédent, on a :

6(xsy) = v(x v y) - v(x Ay)

La quasi-distance & n'est autre que celle définie classiquement
sur les treillis.

On sait [2] [4] qu'il y a équivalence entre les treillis modu-
laires et les treillis a valuation strictement croissante. On connait [2]
aussi la caractérisation suivante de la semi-modularité des treillis :

"Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un treillis T
soit semi-modulaire supérieurement (resp. inférieurement) est
qu'il soit gradué, sa fonction de rang vérifiant :

r(x) + r(y) 2 r(x vy) + r(x ay)
(resp. r(x) + r(y) < r(xvy)+r(xay)*

Autrement dit, un treillis T est semi-modulaire supérieurement
(resp. inférieurement) si et seulement s'il est muni d'une graduation
qui vérifie Hl (resp. H2).

I1 &tait donc naturel de se poser les questions suivantes :

1.- Les hypothéses Hl et H2 permettent-elles, plus généralement,
d'obtenir les mémes résultats sur des treillis munis d'une
application strictement monotone. ?

La réponse est NON. Si v n'est pas une valuation, les hypothéses

Hl1 et H2 n'entrainent aucune structure particuliére sur le treillis
T ., ni la modularité, ni la semi-modularité.

On le constatera sur les contre-exemples suivants :
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Nous y présentons :

sur le plus petit treillis non modulaire, des applications
strictement monotones vérifiant 1'une des hypothéses H1 ou
H2 (les valeurs indiquées sont celles que prend v en chaque
point du treillis).

0 0
o)
3 o/ 3 /
09 09
5 o\ 50
0 \0
10 15
HYPOTHESE vérifige : H1 H2

—— —

sur des treillis respectivement semi-modulaire: inférieurement,
semi-modulaire: supérieurement, non semi-modulaires, des appli-
cations strictement monotones vérifiant &galement 1'une quel-
conque des hypothéses Hl1 ou H2 .

0

NN

0
19 \ o
/ N
{4 / \ °
4 /0 5 3 °'\ /0 4 3 0\ /0 4
O [o] o]
10 5 10
HYPOTHESE H2 H1 H2

— At

vérifiée
2.- Les caractérisations définies plus haut peuvent-elles étre
obtenues avec des ensembles ordonnés quelconques ?

Nous apportons un élément de réponse en donnant, dans le cas des
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~ demi-treillis gradués, une caractérisation métrique de la semi-
modularité.

La preuve de ce résultat repose sur le Théoréme 1V.2.2.1.

On y caractérise les applications v strcitement croissantes de T
dans R telles que, pour tout couple (x,y) de T x T , la variation
de v suivant 1a s.e.c. (X,Xx vV y,y) est minimale.

Ces résultats nous ont suggéré de définir sur les sup-demi-treillis
(resp. inf-demi-treillis) une notion de sup-valuation (resp. inf-valuation)

IV.2.1.- NOTATIONS.

Soit T un sup-demi-treillis (de longueur finie); c'est-a-dire
un ordre tel que deux &1éments quelconques x et y de T
admettent un supremum noté x vy .

Soit v wune application strictement croissante de T  dans
1'ensemble des nombres réels R

X<y implique v(x) < v(y)

En reprenant les notations de IV-1 , pour toute s.e.c. , nous
définissons :

i

A*(x; 10) DERLICRIERTENS

A7(Tx,Tg) = DIICHIERTCNE

e

i

A(Tx;1g) = a%(Ix,19) + A™([x;T0)

Notons :

§(x,y) = Inf  A(C)
CeC(x,y)

I1 a &té démontré, au paragraphe IV-1-2, que, lorsqu'elle est
définir & partir d'une application v strictement croissante sur T s
§ est une distance sur ‘T .




Iv - 10

Nous étudions, par la suite, les propriétés de & et des conditions
pour qu'eTle se confonde avec la distance habituelle notée d , définie sur
le graphe de couverture G correspondant au sup-demi-treillis T par
d(x,y) = longueur du plus court chemin entre x et y , pour tout
(X;y) de T xT.

IV.2.2.- CARACTERISATION DE s.e.c. v-MINIMALE DANS T.

IV.2.2.1.- THEOREME.

Soit T un sup-demi-treillis, soit V ume application strictement
croissante, définie sur T , & valeurs dans R .

Une condition nécessaire et suffisante pour que la s.e.c.

Cv(x,y) = (X,X V ¥,y) soit v-minimale est que, péur tout

triplet (X,y,z) d'éléments de T tels que :

zLx et z4y

la condition suivante soit vérifiée.:
vix v y) + v(z) < v(x) + v(y)

DEMONSTRATION.

La condition est nécessaire

En effet, C,(xsy) est v-minimale

= ¥ (6y) eTxT , A7(C (xy)) < a7(C)

pour tout C e C(X,Y)
<>  v(xvy)- vy <A (C)

En particulier, pour la séquence (x,z,y) , pour tout z vérifiant
la condition 2z $ X s Z § Yy »

A

vix vy) = vly) < v(x) . v(z)
soit

vix v y) + v(z)

A

v(x) + v(y) c.q.f.d.




Iv-1

La condition est suffisante

Soit, en effet, (x,y) ¢ T x T , un couple quelconque d'@lements de T ;

a)

Supposons qu'il existe un &lément z de T vérifiant z4& x et
z 4y (nous étudierons ultérieurement le cas ol un tel z n'existe

pas ).

On montre que C (x,y) est v-minimale par récurrence sur la longueur
des séquences reliant x a y .

La propriété est @vidente pour des séquences de longueur égale a 1
(x et y comparables), ainsi que pour des séquences de longueur
égalea 2 . En effet, soit t un élément de T , soit C 1la
séquence (Xx,t,y) )

= STt x , tgy=—= v(xvy)-vy) < v(x)- v(t)
—> A (C,(x5y)) = A™(C)

- Si tapx , tpy , alors txvy
== v(t) 2 v(x v y)
=> v(t) - v(y) 2 v(x v y) - v(y)
—>  A7(C) = a7(C (%))

Montrons que la propriété reste vraie pour des séquences de longueur
3. Soit C = (x,t,u,y) » tPpx , ugt , ug y une séquence
de Tongueur 3 (Ta démonstration serait analogue si t £x , t \4 u,
uzgy).

teEx=yviZzxvy= v(tvy)=zv(xvy)

=> A (C,(xsy)) = v(x vy) - v(y) < v(tvy) - vy

IA

=> A (C (xs¥)) = v(tv y) = v(t) + v(t) - v(y)

Or : v(it v y) - v(t) < v(y) - v(u) par hypothése
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(ugt et ugy)
—> A (C(xsy)) = v(y) - v(u) + v(t) - v(y)
—  a7(C,(x¥)) s v(t) - v(u) = 47(C)
La propriété est donc vérifiée par les séquences de longueur 3.
Supposons, maintenant que, pour tout couple (x,y) ¢ Tx T, 1la
séquence Cv(x,y) soit v-minimale par rapport a toute séquence

de longueur n-1 reliant x & y . Soit C(x,y) = [xiJS s avec

Xg = X et x_ =y , une séquence de longueur n :

n
AT(C(%,y)) = 87(0x20° 1) + a7 ((x,.10¥))

2 A (C,(xsx 1)) + A" ({X_15¥))

En appliquant 1'hypothése de récurrence :

= A (C(xsy))2 A ((Xsx v Xn-12%p-1°Y))

20 ((xsx v ¥,¥)) =4 (€, (x2y))
en appliquant le résultat obtenu pour les séquences de longueur 3 .
S'il n'existe pas de z tel que z §x et zgLy, las.e.c.

G (Xsy) est encore v-minimale pour tout (x,y)e Tx T .
En effet, si [xijg est une séquence de longueur n reliant x
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On peut appliquer au triplet (xo, X xz) le raisonnement
précédent qui permet d'obtenir :

A’((xo,xl,xz))z:A'(xo,x0 V XpsXy)

En réTtérant ce raisonnement, on est ramené au cas des s.e.c.
de longueur 2 pour lesquelles le résultat est évident.

Par dualité, on obtient un théoréme analogue pour les inf-demi-treillis.

1v.2.3.-

VALUATION DANS LES DEMI-TREILLIS.

Notons
a T par:

d Tla distance définie dans le graphe de couverture associée

d(x,y) = longueur du plus court chemin entre x ef y .

Nous pouvons alors généraliser comme suit la notion de valuation

dans les treillis au cas de demi-treillis.

IV.2.3.1.- PROPOSITION.

Soit v une application strictement croissante d'un sup-

demi-treillis T dans R ; Lles propriétés suivantes sont

équivalentes :
(1) d(x,y) = d(x,x v y) + d(x v y,y) pour tout (x,y) ¢ T xT
(2) d(x,y) = 2v(x v y) = v(x) - v(y) pour tout (x,y) ¢T x T

(3)

(4)

(5)

(Cv(x,y) est v-minimale).
2v(x v y) - v(x) - v(y) est une distance sur T .

pour tout X,¥sz € T , Vv(xvy)+ v(z) <v(ixvz)+vizvy)

pour tout X,y,Z ¢ 1 avec Z<$ X

v(x v y) + v(z) < v(x) + v(z~v y)
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(6) pour tout X,¥szeT avec z4x , zgy
v(x) + v(y) 2 v(z) + v(x v y)

Si, de plus T est un treillis, ces conditions sont équivalentes

(S

a
(7) pour tout X,y e T , v(xvy)+ v(xay)s<v(x)+ vy

DEMONSTRATION. -

. (1) = (2) = (3)

Les démonstrations ont été réalisées par ailleurs lorsque T ~est un treillis.
Elles se transposent facilement au cas d'un sup-demi-treillis.

(3) = (4)

~

En appliquant 1'inégalité triangulaire & 2v(x v y) - v(x) - v(y) ,
on obtient :

2v(x v y) = v(x) - v(y) £ 2v(x v y) ) v(x) - v(z) + 2v(y v 2) - v(y) - v(2)
soit encore :
v(ix vy) +v(z) < v(xVvz)+vyvz)
. (8) = (5) et (5) = (6) sont évidents .

L'équivalence des propriétés (1) et (6) a fait 1'objet du théoréme
Iv.2.2.1.

(7) = (2) La démonstration a été réalisée au chapitre I.

Si T'on suppose, maintenant, que T est un treillis, i1 résulte inmédiate-
ment des résultats énoncés en IV.1, que les propriétés (1) et (7) sont
équivalentes.
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REMARQUE :

G. BORDES [51 a montré par ailleurs que la relation (5) impliquait (3).
On obtient, par dualité, les propriétés relatives aux applications stricte-
ment croissantes sur les inf-demi-treillis.

La proposition précédente permet de généraliser de la fagon suivante
a des demi-treillis, l1a notion de valuation définie sur des treillis :

IV.2.3.2.- DEFINITION.

Une application strictement croissante d'un sup-demi~treillis
(resp. inf-demi-treillis) dans R sera dite Sup-valuation
(resp. inf-valuation) si elle vérifie 1l'une queleconque des

propriétés figurant dans la proposition IV.2.3.1. (resp.

la proposition duale).

I1T en résulte :

IV.2.3.3.- COROLLAIRE.

Dans un treillis T wune application vV strictement croissante
est une sup-valuation (resp. inf-valuation) si et seulement
8l elle vérifie H1 (resp. H2).

1V.2.3.4.- COROLLAIRE.

Dans un treillis T , une application V strictement croissante
est une valuation si et seulement c'est & la fois une sup-valua-

tion et une inf-valuation.

1V.2.4.- GRADUATION ET SEMI-MODULARITE DANS LES DEMI-TREILLIS.

Soit T un sup-demi-treillis.
Nous rappelons que T est semi-modulaire supérieurement [2] [41]
si la condition suivante est vérifiée pour tout (x,y,z) de T x T xT

z4{x et z{y=>x<{xvy et ydxvy

en notant £ 1la relation, x{y <==> X précéde y
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Nous rappelons aussi qu'une application r de T dans N est
appelée graduation ou fonction de rang si elle vérifie la condition

suivante :
x<y=>r(y) = r(x) +1

Les résultats que nous présentons dans ce paragraphe sont obtenus
par application de ceux obtenus en IV-1 aux demi-treillis gradués.

LEMME 1.- [2] Un sup-demi-treillis semi modulaire supérieurement

est gradué.

LEMME 2.- [2] [4] Un sup~demi-treillis T est semi-modulaire
supérieurement st et seulement si, pour tout X,¥,Z ¢ T ,
x{y ,» x&£z et yllz implique z{ yv z
(y ||z signifie y non comparable @ z).

IV.2.4.1.~ THEOREME.

Un sup—demi-treillis T est semi-modulaire supérieurement
81 et seulement s'il est gradué et si la fonetion de rang

est une sup-valuation, i.e. Vérifie, pour tout X,Y,Z ¢ 1

avee
2 4
2§y
la condition :
(l)b r(x v y)+ r(z) < r(x) + r(y)

DEMONSTRATION. -

- Condition suffisante :

Soient x,y,z ¢ T tels que :

z {x et z4y
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= r(x) = r(y) = r(z) +1
r(x vy) - r(y) < r(x) - r(z) =1
=> pr(xvy)-r(y)=1 (lecas r(xvy) -r(y) =0 est impossible
— ¥y 4x vy
On montre de méme que x £ x v y

=> T est semi-modulaire supérieurement.

c.q.f.d.
- Condition nécessaire :
Soient Xx,y,z ¢ T tels que :
z{\<x et 2,4)’

La démonstration se fait par récurrence sur Ta longueur de la s.e.c.
reliant z a x .

En vertu du Temme 1 , T est gradué par une fonction de rang r.

1°) Supposons que z £ x :
=> r(x) - r(z) =1

Z4x= X } Zvy=y

y=> x4y
r(z) =1

ST xgzvy=xvy=zvy

=> r(xvy)-r(y) =0c<rx)

Si x||lzvy=xvy PIZVvy=Yy , envertu du lemme 2

1

"

r(x v y) - r(y)

=’

v

=> r(xvy)-r(y)=r(x)-r()

=> 1'inégalité (1) est.bien vérifiée dans les 2 cas.

2°) Supposons alors qu'il existe une s.e.c. X1see0sX telle que :

n

XP X7 X oo PX ¥2
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et supposons 1'inégalité (1) vérifiée & 1'ordre n-1, c'est-d-dire
que le plus court chemin pour aller de X4 a y estcelui passant
par x; vy, soit '

r(x; v y) = r(y) < r(x)) - r(z)

x; { x implique x} SRR

soit x{xlvyx>xvy=xlvy

—> r(xvy)-rly) =r(xgvy) -rly)

< r(xl) - r(z) < r(x) - r(z)

soit x|[|x; vy= X Vy<{xvy , envertudu lemme 2
= r(xvy)-r(y)=r(xgvy)+1-ry)
< r(x)) +1-r(z) =r(x) - r(z)
c.q.f.d.

1V.2.4.2.- PROPOSITION (CARACTERISATION METRIQUE DE LA
SEMI-MODULARITE).

Sott T wun sup-demi-treillis; soit v une fonction de graduation
sur T . Une condition néecessaire et suffisante pour que T
soit semi-modulaire supérieurement est que G (Xsy) soit

r-minimale pour tout couple (X,y) de T x T.

DEMONSTRATION. - |

Condition nécessaire.

Supposons que C, (x,y) soit r-minimale pour tout couple (X,y) ¢ T x T.
Soit z tel que | z L4 x

z‘(y

A7(C, (%:)) < A7(C)

-
[ep]
m
(gp]
~
x
-
<
N

IN
-~
—~
x
~
A
-
—
N
~

= r(xvy)-r(y)

IA
-
~~

<

Nt
+
—

=> r(y) <r(xvy)
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= r(xvy)=ry) +1
> y{xvy

Le méme raisonnement avec A+(C) montre que x< X v y.

=> T est semi-modulaire supérieurement. c.q.f.d.

Condition suffisante

Réciproquement, supposons que T soit semi-modulaire supérieurement.
Soit (x,y) un couple quelconque d'é&léments de T .

a) S'ilexiste zeT tel que z{x et z<y
—> x et y { xvy (par hypothése)

—> AT(C,(x>¥)) = 1 547(C) ¥ C e C(x5y)

=> C,(x,y) est r-minimale. c.q.f.d

b) S'il n'existe pas de z précédant x et y , les théorémes
Iv.2.2.1. et IV.2.4.1. permettent de démontrer que ces résultats
restent vrais.

Par dualité, on obtient des énoncés comparables pour les
inf-demi-treillis.

IT résulte du corollaire IV.2.4.2. et du résultat dual :

IV.2.4.5.- COROLLAIRE.

Sott T un treillis; soit r une graduation sur T . Une
condition nécessaire et suffisante pour que T soit modulaire
est que, pour tout couple (X,y) de T xT , Lles séquences
C,(xsy) et C (x,y) soient r-minimales.

On retrouve donc la caractérisation des treillis modulaires
Un treillis T est modulaire si et seulement s'il est gradué et si sa
fonction de rang vérifie, pour tout (x,y) de T xT:
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r(x vy)+r(xay)=r(x)+r(y)

Signalons que la caractérisation métrique de la semi-modularité
introduite & la proposition 1V.2.4.2., vient d‘'étre trouvée de maniére
indépendante par B. MONJARDET [21] , & la suite d'une &tude faite sur
les ensembles ordonnés filtrant supérieurement.

Signalons aussi que les ensembles ordonnés connexes semi-modulaires
ont été étudiés par HASKIN et GUDDER [16]1 qui donnent d'autres caracté-
risations des ensembles ordonnés modulaires.
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V.- APPLICATION AUX PROBLEMES D’ANALYSE DES DONNEES.

Soit T wun tableau 3 double entrée (O x @) fournissant les
réponses d'un ensemble © d'individus d un ensemble O d'observateurs
[20]. Nous considérons que chaque observateur définit une fonction ca-
ractéristique d'un sous-ensemble de € . Le tableau de données &tant
modélisé comme représentant le produit cartésien de ces sous-ensembles,
cette hypothése suppose que la matrice de données est codée & 1'aide de

deux symboles, en général 0 et 1 .

Un tableau R de méme nature, c'est-a-dire de la forme (0 x Q) ,
peut étre considéré comme représentant un modéle du tableau T . 111
convient alors de pouvoir mesurer le degré de ressemblance du tableau R
par rapport & T : 1'évaluation des quantités ¢ , st o, 8, Jr
et JT définies au chapitre I permet de résoudre ce probléme (programmes

DISTABLE et DISTARES).

Ces tableaux modéles de T peuvent étre fournis par les algorithmes
classiques [3] d'analyse factorielle et de classification hiérarchique :
ceux-ci permettent de définir des classes homogénes de £ : 1'obtention
de ces classes nous permet (algorithme RESUM1) de construire un tableau
R associé a3 celles-ci et de mesurer le degré de ressemblance entre T
et R.

Enfin, nous proposons (programme RESUMZ) un algorithme original de
construction d'une suite Ri de tableaux modéles de T dont la complexité
va croissante, et dont nous extrayons les modéles inté@ressants.




V.1.- progrAMMES DISTABLE et DISTARES

a) Pour mesurer le degré de ressemblance d'un modéle R et d'un tableay
de données T , nous établissons par simulation une &chelle pour la
distance et les quantités qui lui sont associées (programme DISTABLE).

Soient t et t' deux observateurs quelconques de ¢ , Q% et
]
Q? les sous-ensembles des individus de Q ayant répondu 1 respec~

tivement 3 t et t'

Avec 1'information de SHANNON sur les événements I(Qg) = Log —~l€~ )

1
la distance & entre Q} et Q? s'écrit : P(Ql)
2,.t t!
t P(Qluﬂl)

tl
§(R1 s 21 ) = Log —
17 2 P(ab) P(a] )

De méme :
et ot P(ag v ey )
s7(27 5 97 ) = Logy ———pr—
P(e} )
IT vient alors :
d(T,R) = % Mtat') (et , al’)
(t,t'Jeox0
d*(T.R) = ; AMt.t') 6%(at L ob')
(t.t'Jeox0
d™(T,R) = d(T,R) - d'(T,R)

t
I(T) = t) I
OERIRIORICH

I(T) - d (T,R)

1]

In(T,R)

: I:(T.R) = I(T) + d*(T,R)




b)

I(R) = Io(T,R) + d'(T,R)
o A est un systéme de pondération sur les observateurs de 0 .

On construit un modéle R de T en introduisant un pourcentage
fixée k de modifications des réponses des individus de Q aux

observateurs de 0 , a 1'aide d'une fonction aléatoire.

On peut alors calculer d(T,R) , d+(T,R) et toutes les autres

quantités énumérées plus haut.

Nous opérons ainsi pour différentes valeurs de k , ce qui nous
permet d'établir une échelle pour toutes les quantités citées ci-
dessus.

Etant donné alors un tableau T et un modéle R de T , le programme
DISTARES nous permet de déterminer toutes les quantités utiles a la

comparaison de T et R .

Structure du programme DISTABLE.

Lecture de T

B) On se fixe une valeur de Kk

v) Pour chaque observateur t appartenantda 0 , on simule un
nouvel observateur t' et par suite un nouveay tableau R

n) On calcule d(T,R) et toutes les autres quantités.

V.2,- PRrocRAMME RESUML.

a)

Etant donné un tableau de données T du type (0 xgq) codé en (0,1),
soit une partition 1 de @ pour laquelle chaque classe est
"homogéne", c'est-a-dire "correspond 3 un sous-ensemble d'observateurs
ayant le méme comportement pour 1'ensemble des individus constituant
cette classe”, cette partition ayant été obtenue par une méthode
quelconque [ 3] [15]

yous construisons un modéle du tableau initial, associé & ces classes,
dans la mesure od nous recherchons les observateurs caractéristiques




b)

de Ta classe.

En reprenant les définitions de [15] , le principe de la
méthode est le suivant :

Etant donnée une classe homogéne N , soient t un observateur
quelconque de 0 , N% et NS 1'ensemble des éléments de N
répondant respectivement 1 a8 t, et 0 a t .

L'observateur t sera dit caractéristique de N si

t
. t N t N t N
Min(8(N] » t]) 5 S(Ng ., tg) , 8(Ny . Ny 3))

t N t N

ol tT et tg sont deux observateurs fictifs auxquels tous
1%§ individus de N répondraient respectivement 1 et O,

Ny S est 1'ensemble des &léments de N répondant 1 & un
observateur non significatif associé & 1'observateur t et d
la classe N .

La distance que 1'on utilise est celle associée a 1'information
de SHANNON sur les événements (voir chap. III).

Une étude faite dans [15]1 montre que & mesure le degré de

ressemblance entre NE et tT (ou entre NB et tg) .

Si nous considérons donc un observateur quelconque t ¢ 0 , si
t est caractéristique de N par tT (resp. par tg) , alors
nous remplacons dans le tableau de données T , 1'ensemble

t t N
Ni u Ny par t; (resp. tg ) .

Si t n'est pas caractéristique de N , alors nous n'effectuons
aucune modification.

Nous opérons ainsi successivement pour tous les observateurs de 0

Nous construisons donc un modéle simplifié du tableau initial
associé aux classes.

L'application du programme DISTARES permet a1drs de calculer toutes
les quantités utiles & la comparaison des deux tableaux.




¢) Structure du programme RESUM1

a) Lecture des données

B) Pour 1'ensemble des observateurs, déterminer ceux qui sont
caractéristiques d'une classe fixée,
modifier éventuellement les données.

vy) S'il reste une classe & traiter, retourner en g8 ) , sinon
c'est terminé.

V.3.- CONSTRUCTION D'UNE SUITE DE RESUMES (PrRoGRAMME RESUMZ) .

Etant donné un tableau T du type (0 x Q) codé en (0,1) ,

-

nous construisons a partir de T , une suite de modéles (n modéles
s'ily a n observateurs dans 0 ) , parmi lesquels il sera possible
de déterminer les "bonnes" synthéses de T .

a) Le principe de construction du modéle Rk+1 a partir du modéle Rk
et du tableau T , est le suivant :

Prenons un observateur t;, encore disponible. On lui associe
un tableau Tt. du type (0 x Q) de la maniére suivante :

'0
Pour chaque observateur ti appartenant & 0 , on calcule :

t

ig t t t
Mincs(, O(T) » @

L) s sla (M) 5 2 (D))

t.
10
ou Ql (T) est 1'ensemble des individus de @ ayant répondu 1
a 1'observateur t; dans le tableau T , Tla distance utilisée

=

étant toujours ce118 construite & partir de 1'information de

SHANNON sur les événements .

t3 t.
Si ce minimum est 6(91 0Ty , 911(T)) , alors nous remplagons
dans le tableau Rk les réponses & t; par les réponses réelles
a tio se trouvant dans le tableau T ; sinon, nous ne changeons
rien.

Nous construisons ainsi un tableau T

calculons d(T,Te. ).
i

t associé 8 t. ; nous
ig 1
0

0




Toujours & partir des tableaux T et Rk s NOus recommengons
les opérations précédentes pour tous les observateurs t encore
disponibles.

Soit alors tk 1'observateur tel que :

d(T,Ttk) = Min d(T.T,)
€

t encore disponible

Nous recherchons les modifications (changementé de 0 en 1, ou de
1 en 0) & effectuer sur les réponses a 1'observateur t, des
individus de @ , de maniére d& diminuer au maximum la distance
d(T,T, ) .

Y

Ceci nous permet de déterminer le modéle Ris1 (1e meilleur Tt

modi fig). k

On élimine alors 1'observateur qui a permis de construire le
tableau Rk+1 .

On opére ainsi jusqu'a 1'épuisement des observateurs disponibles.
L*initialisation de 1'algorithme se fait en prenant pour R0 un
tableau du type 0 x @ tel que, quelque soit 1'observateur t

appartenant @ 0 , tous les individus de Q répondent 1.

b) Structure du programme RESUMZ

a) Lecture des données

B) Pour chaque observateur t de O encore disponible, construction
"fictive"d'un tableau Tt de type (0 x Q) , puis construction réelle
du modéle en prenant le meilleur (modifié) au sens de d
i1 correspond & un observateur ti .

vy) Suppression de 1'observateur ti 1

A) S'i1 reste encore un observateurldispon1b1e on retourne en B ),
sinon on s'arréte.




V.4.- APPLICATION.

Nous présentons ici les résultats obtenus pour les différents
programmes, sur le tableau des données (0 x Q) qui suit et qui
comporte 40 individus et 40 observateurs.

IT est codé en (0,1) , les 0 étant représentés par des
les 1 par des I .




CARACTERES 40 INDIVIDUS
Al ........I[..'...‘....O.‘.IIIIII[IIIII‘.I
AZ l....‘lIII.....‘.‘.’....OI.IIIIIIIIIIIII
A3 '...'.....I["‘."..‘.0.0.III..IIIIIII[II
A4 ...O.‘......‘.I...‘I.I..’IIIIII[II'IIIII
A5  seeelescesloceelleceeneael ITILIILITIIEIT!
A6 eleleseeslloececcancanenes ITTITTITIIIINI
AT  eeeseeolleceslecesealesallIleallaflITlol
AS  elelalseencsceceallecesealal o [ITTILIITIII
9 Bl seesslleenelllallaelll[Ileaeeallllaelsne
10 B2 eesellleceaalal e IIITIIIIellalelacecceccanas
1l 83 eeeallesaneelllleallllellllaceanloanalaala
12 B4 ceeellennelellllllalllalllleeseallanecans
13 B5 eeveeneelae el ITTITIIIITIIIIacacealloacnae
14 B6 eellseelensellalleallallllllessecceaslalas
19 837 eleseselececaes I IIIIIIIIIl]eecccaccnsaal
16 C1l  eeeeseeccccenealllecaceaeel ITLITIIIIITQu.
17 €2 ceevoncnessnsosccsenllacleal lllleallll]leses
12 C3  sleleleleeescnnccesssaansl [ITIIIIII]G..
19 C4 seelescenlananlocccncscese l IITITallllelea
20 C5 eevescvssnsallocecelalaeasl ITTITITIaIIMes
2L C6 eeaseveslalelelocecnccaaal IITITlallIlwwue
22 CT ....II..“...’.'...'.....IIIIIl.IIIII.'I
23 D1 IIlallllleceeeesesceallllacallleaveaceallls
24 D2 I.IIIIIIII.....Q.....II....'.I‘.‘I......
25 03 IIII.II.II.I.I.I......."’.“.’..‘-.....
26 B4 TelllITllTaeeevcoesescssccnncallalelonans
27 D5 IIIIIIlIleeenencesencesancaconnscoscesansl
28 D6 ITIIIIlelleeacncccsoncellascanscananncsns
29 El II.I.IIIlIII.C....‘.I...OQ.’Q'....O...‘.
30 B2 TelIllIIIlIllewseseallceacannsncssncansal
3L B3 TIlelIllellleeeenoallllleenecellaccncnnse
32 B4 IIIII1lI]leslleescaccoancannacncccsnnsccnns
\33 {:5 IIIII’[II.II‘...!I.'..'.I....I‘......‘..
34 L6 TIITITIIIIITl eesoesenlonecnclenvenaalecnne

W A e O

o~

35 Fl ............0......O..‘..II.O.'I....I..I
36 FZ '........‘.‘.‘....O......I.....I..'..l..
37 F3 ..I..‘.I..'.'.'..‘.......II-“..[‘......
~38 F"’ ....’.O..'.I.‘.'[.........I.........’I.I
39 FS “..I...‘..'.....'......'II.‘C.....I..‘.
40 F6 O....'.Q..O‘..O..........II..QI..'...“.

£ Bis

TABLEAU T \uau

a) La simulation de ce tableau par DISTABLE permet d'obtenir le tableau
suivant :

¢




k d d* d Ip I;
0,05 4,34798 | 2,884 1,46399 | 63,40862 | 67,75659
0,1 8,78619 | 5,75605 | 3,03015 | 61,78455 | 70,57074
0,15 | 13,09 8,83222 | 4,25777 | 60,58588 | 73,67587
0,2 17,46832 | 11,41085 | 6,05747 | 58,37976 | 75,84808
0,25 | 21,77652 | 14,47472 | 17,3018 | 57,13423 | 78,91075
0,3 25,87427 | 16,94859 | 8,92567 | 55,43672 | 81,31099
0,35 | 30,52184 | 19,8726 | 10,64923 | 53,43758 | 83,95941
0,4 34,57280 | 22,57031 | 12,00249 | 51,63051 | 86,20331
0,45 | 39,2887 | 25,52055 | 13,76822 | 49,71535 | 89,00412
0,5 43,07722 | 28,2905 | 14,78673 | 48,2533 | 91,33052

TABLEAU V.4.1.

Nous remarquons que :

+ . . . N
- d croit pratiquement de maniére linéaire avec k

- d* croit plus rapidement que d et d

b) Le programme RESUM1 permet d'obtenir le modéle R ci-dessous du

tableau de départ T , a partir des classes suivantes :

Al , A2 , A3, A4 ,A5 , A6 , A7 , A8, Bl, B2

¢, : B3, B4

C3 B ,B6 ,B7,C ,C,C3,C4,C ,C ,C7,Dl, D2, D3
Cp D4 , D5

C5 : D6 ,El ,E2,E3,E4 ,E5,E6 ,F1,F2,F3

C6 : F4 , F5 , F6




c) Le progra
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INTERPRETATION.

d+(T,R) représente une quantité d'information "parasite" apportée
par le modéle R et qui ne sert & rien dans la connaissance du
tableau T .

d (T,R) est la quantité d'information du tableau T non expliquée
par le modéle R.

IR(T,R) est 1a quantité d'information qu'apporte le modéle R sur
la connaissance du tableau T .

IT(T,R) est la quantité totale d'information apportée par le
modéle R et qui comprend une certaine quantité inutile dans la
connaissance de T . '

Les valeurs numériques de ces quantités, comparées & celles données
par le tableau de simulation obtenu par DISTABLE (Tableau V.4.1)
montrent que ce modéle R correspond & une modification & moins de
10 % des réponses des individus de Q aux observateurs de 0

(changements de O en 1 , ou de 1 en 0).

d) o) Le programme RESUM2 a également &té appliqué sur ce tableau T
de type (40 x 40).
Nous établissons la courbe représentant les variations de 1'infor-
mation de ressemblance IR en fonction du modéle Ri 3 nous
repérons sur cette courbe les modéles intéressants, car correspon-
dant & des positions d'équilibre entre les variations de 1'infor-
mation parasite et de 1'information non expliquée, c'est-a-dire
encore entre la complexité du modéle et 1a connaissance qu'il nous
apporte sur le tableau de départ T .

Nous présentons également deux de ces modéles établis & deux étapes
trés différentes de 1'algorithme.

B) NOTATIONS
- Dans 1le modéle R4 , 1la ligne :

D1 ++++
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signifie que tous les individus de @ répondent 1 & 1'observa-
teur DI.

Nous faisons intervenir en téte des tableaux, deux colonnes :

la premiére colonne nous donne la liste des observateurs de 0,
des permutations sur les observateurs étant effectuées au
cours de 1'algorithme.

la deuxiéme colonne nous fournit la liste des observateurs
ayant permis la construction du modéle.
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B4 085 eeeeeseass  ITTITIIITIIIIIITeeesceannnansesl
FS5 15  sesveasesa l IIITTIIIIIITIIIII laceavasencacel
B, FD  eeeassseee IITITTITIITITIIIIaeesenaacansl
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Bl 05 cecesveneeal TTTIITTIIIITIIII I laaaccecncacel
L2 F4 JITITIIJIIl]leesescscacsncsccaasncssesancesns
C3 t4
C4 E4
05 E4
Le E4
£l E4a
F2 ta4
€3 b4
E4 B4 I1]]laeoenseocsnccncssnnccnssncasnnsns
ES E4 JITTIIIllllleceescscancscanoncscnccscecnses
EG  E4 IITIIITI Il leencacoanccscsncscscscscncscmense
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III.o.o..o.....o..Qooo.otoooo.o
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Pt et pmd Pt bt et P ey
e e B e e e ]

ISR RE!
IITIIII
ITITITI
ITTIIII
IIIIIIIIIIlececanccsncacnsnscccancsscnsse
IITILI]
[ITIIT1L
ITIILI

Fl Tl eeseesesesscscccssssscscallascoacccceclls
F2 Fl ‘-ooo..o..onn.oocoon-o-o-IIoooo-o-o-o[[o
F3 1 ocooo..o..oo.-ooooocoo..alI.o.o.o..ool[o
F4 Fl  eessesenssscoceasssscessnsllnescceccceclle
F Tl  eessssscessscsssscsccessellosecececaclla
F() Fl .-oaoco--o‘o.oo-g.o..oo--lIo.--oosooo[[-

d(T,R4)
Io(T,R4)

25,37244 MODELE R4
56,18454

D'aprés Te tableau V.4.1., R4 est un modéle de T o0 le pourcen-
tage de modifications est compris entre 25 % et 30 %.

Nous retrouvons pratiquement sur R4 Tla séparation des observateurs
en 4 grandes classes :

C1 = (Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7)

(81, B2, B3, B4, B5, B6, B7)

.
2

.- C%=(D1, D2, D3, D4, DS, DG, E1, E2, E3, €4, 5, E6)
. C

Cp (F1, F2, F3, F4, F5, F6)
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Al. Al "0.‘....10.—.......Q.QO.IIIIIIIIIIIIIIII
Az - Al SQQOQOOCOIOOQQQOOOID.O!O.IIII[[III[IIIII
A3 Al eeesececeloasencoscsaasee [ ITTIIIITITIIIIL
A4 Al sesecescelecescecncsceeee [ IIITINITIIITIIT
A6 Al  eeceseeselesscocensesscee  IITITIITITIIILI
A5 AS ..0.[...QQI'...II........[III.II'I[IIIII
AT A7  eeveevellavseloscensloeellllacllellIlIIlal

B3 AE  elelelecesecscsccellececealald ITIILITITII
Bl Bl seeeelleoselllallasellllllacecel Illenlans
B2 B2 ceeellleseeelel el IIIIIITallelelennncensn
B2 B3 eeeellecsecelllTawllllellllocecleeealacla
L4 £5 eesellecesa e [IITTITIIIT Tl eeecaelonecass
BS B85 eseellececee  ITITIIIITollIleecacsloccens
Bb 86 .‘II..’I..'CII.II.II'IIIIII...C.O.‘I.I..
B7 B7 eleeceesolesceaas ITTITIIIIIII0eenneaceessal
Cl Cl eeseesencenssalllecaceaaelllalllIlTll.a.
C2 C2 eossessencncssnseslloclaslITITIIIIITase
C3 €3 eleleleleceeasccssncacancasl lllalllllllans
C4 C4 ...IQQ...I....I.‘C..O"..IIIIII.I[[l.l..
E (5 eaceseecesecllececaleloaclITIIIITelllons
C6 CO eenveseslelelolececacecael ITITITallllwan
€7 C7 eeeellecescconssonsnssceel ITIITIIIIT 0l
C1 Ol IIlallllleescccccanasllllanallleancallls
02 D2 lellllIlllececcecscecellocaccealleleccecnce
C4 D2 Telllllllleesessesesellaceessllclacannscs
C3 D3 Jlllellellelalelocascecsncensccncscncancaes
Db Dé IIIIIII‘II.........OQ..II’.‘..‘..........
El El IIQI.IIIIIII....’.Q.I........'Q...'.....
E2 F2 1elIllIIIIIITeeeocesellccaccaccnnnanannsal
€3 FE3 JITalllTalllececsceelllllocencellacecasss
DS EA IIIIIIIII’.I....O.....C..."‘........’..I
E" E4 IIIIIIIII.'I...’...‘...'.........O.....I
ES ES IIIII.III'II.-.’[I.‘...‘I....I‘.C.'.....
Eb ‘.:6 [IIIIIIIIII...'....I..Q'..I.‘.'...l.....

Fl Fl. ..‘.’......‘...Q...l.....[l.'..l."‘....
FZ F2 .....Q...................I.-..‘I.....‘..
FB F3 ..I‘..‘I....‘..'.......l.lIQ....I.'.....
F‘* Flf '.‘QQ.‘....II.I‘I...‘-....I..‘..".....I.I
FS FS .."I.‘...'.......‘......II'.‘.O.".I.‘.Q
Fb F6 ...‘.‘..Q'.......‘.......II...I..‘I.....

MODELE R33

d(T,Ry3) = 3,98546
In(T,Ryy) = 67,63055

R33 est un modéle de T & moins de 5 %

Ce modéle est évidemment plus proche de T que R4 , mais il est

®
it ik

-

aussi plus compliqué.
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e) Signalons que ces différents programmes ont &té appliqués sur un
tableau de données fournies par les biologistes, et correspondant
aux réponses codées en (0,1) , de 175 souches de bactéries
(ENTEROBACTER) & 199 tests.
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ANNEXE

Nous avons montré, au chapitre IV, que 1'hypothése H1 (resp. HZ)
est une condition nécessaire et suffisante pour que la s.e.c.
CA(x,y) = (X,X A Y,y) (resp. Cv(x,y) = (X,X v Y,y)) soit v-minimale.
Ce résultat permet, 3 partir d'hypothéses claires sur 1'application v ,
de calculer de maniére simple les valeurs des quantités ¢ , 5" s 8
et JR et JT dans le chapitre I). En fait, Tes hypothéses H1 et HZ2
sont dans certains cas trop restrictives, et nous nous sommes intéressés a
définir d'autres hypothéses sur v , plus Targes que Hl et HZ, mais
qui permettent toujours d'expliciter facilement les quantités § , st >
5, Jp et Jr.
Nous nous posons la question :

Quelle condition doit vérifier une application v monotone
décroissante de (T,4) dans R y {+=} telle que, pour tout couple (X,y)
de TxT , T1'une ou 1'autre des s.e.c. CA(x,y) ou Cv(x,y) soit
v-minimale ?

Explicitons cette condition pour 1'ensemble des s.e.c. de Tongueur
inférieure ou égale @ 3 , c'est-da-dire que, pour tout couple (x,y) de

T x T, nous traduisons 1'énoncé en termes de A :

1'infimum de A(CA(x,y)) et de A(Cv(x,y)) est inférieur au
A d'une s.e.c. quelconque de longueur 3 .

On en déduit 1'hypothése notée H3 .

Nous en déduisons de méme Tes hypothéses H4 et H5 & partir de
+ -
A et A .

Enongcons les conditions utilisées par la suite :

Pour tout (X,y,z) ¢ Tx T xT:




H3 : Inf(v(x) + v(y) -2 v(xVvy) ,2v(xay)=-v(x)-vy))=..

oo < Inf(2 vy A z) =2 v(xvz)+v(x)- vy,
2 v(x A z) -2 v(yvz)-v(x)+v(y))

HE @ Inf(v(x) - v(x vy) , v(x Ay) - v(x))

IA

veo s Inf(v(y A 2) - v(xv z) , v(x az)-v(x)+ v(y) - viyvz))
H5 @ Inf(v(x) - v(x vy), v(ix ay) -viyhs ...

coo < Inf(v(x) = v(x v z) + v(y A 2Z) - v(y) » v(x A z) - v(y v 2z))

I1 est facile de montrer, 3 partir de la proposition 1.2.3.1., que
les trois hypothéses H3, H4 et H5 sont équivalentes.

PROPOSITION. -

Une condition nécessaire et suffisante pour que, pour tout couple
(xsy) de T xT , 1'une ou l'autre des s.e.c. CA(X,y)

ou C,(x,y) soit v-minimale est que l'hypothése H3 (ou H4 ou H5)
soit vérifide pour tout triplet (X,y.,z) de T x T xT

DEMONSTRATION. -

La condition nécessaire est immédiate.

La condition suffisante est vraie pour les s.e.c. de longueur 2 ou 3,
la démonstration s'effectuant par récurrence sur la longueur de la
s.e.c. suivant la technique du théoréme I1.5.2.1.

On peut affaiblir 1a condition en supposant seulement que z
appartient a 1'intervalle [x,yl , c'est-da-dire :

X A y<§ zZ{xvVvy

I1 vient alors :

¢




PROPOSITION. -

Une condition nécessaire et suffisante pour que, pour tout couple
(xsy) de TxT, 1'une ou L'autre des s.e.c. Cv(x,y) ou
C.(X,y) soit v-minimale est que l'hypothése H3 (ou H4 ou H5)
soit vérifiée pour tout (X,y) e Tx T , et tout zZ e [X,y]

DEMONSTRATION. -

La condition nécessaire est immédiate.

La démonstration de la condition suffisante s'effectue en associant
d un élément t quelconque de T , wun é&lément

u=[t A (xvy)lv(xay) de 1'intervalle [x,y]l et en montrant
que si H3 est vraie pour (x,y,u) , H3 est vraie pour (x,y,t)
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