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INTRODUCTION 

Cerner les problèmes, caractériser, tenter d'expliquer ont 

toujours été des démarches essentielles de l'humanité sur le 

chemin de la Connaissance. Le besoin de connaître, ressenti par 

chacun, a parmi d'autres motivatians, celle, profonde, d'un 

meilleur usage de tout ce que la nature met à notre disposition, 

en vue d'un bien commun et d'un progrès réel. 

Face à l'@norme complexité et la prodigieuse diversité 

qu'offre l'univers à nos investigations, face aux modifications 

que l'homme lui a apportées par l'insertion de ses propres reali- 

sations, dont, parfois, une partie du contrôle lui a échappe, le 

besoin s'est fait nécessité. Nature et oeuvres humaines se sont 

vues schématisées et classées en systèmes, la première pour mieux 

en appréhender les lois, les dernières pour mieux atteindre à la 

finalité 3 laquelle on les a assignées ; finalité recouvrant, très 

souvent, des impératifs d'efficacité, de production, de rendement.. . 

Le but, ou le critère d'efficacité, auquel on veut astreindre 

le système oblige à commander ce dernier de façon appropriée. 

Cela ne peut se faire qu'en fonction d'un modèle susceptible de 

représenter, sous certaines conditions, la structure et les 

paramètres, ou ce qui en tient lieu, du système réel, L'élabora- 

tion (qualitative et quantitative) de ce modèle caractérise d'une 

certaine manière, ce qu'on a l'habitude de désigner sous le nom 

d'identification. 



L'identification conduit à la commande du système, ou 
processus, et, en cela, y est étroitement liée. Cependant, on 

peut fgire choix, suivant les circonstances, d'une identification 

préalable à la commande (au sens de commande efficace) ou, au 

cohtraire, menée de pair. La première est l'identification "hors 

ligne", la seconde "en ligne". Les deux restent néanmoins subor- 

données à la réalisation du but fixé et le fait de les considérer 

comme exactes est déterminé en fonction du but atteint par rapport 

au but fixé (il peut arriver, par exemple, qu'elles soient intrin- 

sèquement fausses mais exactes vis à vis de ce à quoi elles auront 

conduit) . 

De très nombreuses méthodes d'identification ont été proposées 

ces dernières années. Aucune ne prétend et ne saurait prétendre 

à l'universalité : il est assez évident, par exemple, que l'iden- 

tification et la commande d'un échangeur thermique ne seront pas 

du même ordre que celles du vol d'un hélicoptère ; quand bien 

même existerait une méthode pseudo-universelle, permettant de 
traiter un tres grand nombre de processus différents, il est hors 

de doute que la compléxité de sa mise en oeuvre irait croissant 

avec l'étendue du domaine d'application. 

L'identification en ligne, très intéressante puisque direc- 

tement liée à une commande adaptative, serait dès lors tr&s 

sérieusement compr~mise du fait du volume excessif des calculs 

temps réel nécessités à chaque itération. 

I 

celle-ci au Chapitre II, nous verrons que cet impératif se trouve 

très largement respecté puisqu'il trouve son plein accord avec 

En ce sens, notre étude se plaçant dans la perspective d'une 

1 

des nécessités de convergence et de compromis entre identification 

et commande. 

identification en ligne, nous devrions plutôt opter en faveur de 

la simplicité de la mise en oeuvre, quitte à restreindre, sur 

certains points, la généralité de la méthode proposée. Abordant 



Auparavant, il n'est certes pas inutile d'analyser rapidement 

les méthodes d'identification les plus generalement proposees et 

d'en tirer quelques enseignements en vue de celle qu'à notre 

tour nous proposerons. 



C H A P I T R E  I 

PRESTiISAT ION 1 S r n a C R S  ;!T:TFIO;)ES 9 1 13K;{T 17 I!;iiT 

Nous venons de convenir que l'automatisation d'un processus 

passe nécessairement par une phase d'identification. Ceci acquis, 

il faut faire choix d'une méthode d'identification ou, tout au 
moins, d'un type, d'une classe, de méthodes s'adaptant au processus 

consideré. 

1 - CHOIX D'UN TYPE DE METHODES 

1.1. - Connaissances à priari e t  ident i f icat ion de structure 

Le choix n'est généralement pas très facile puisqu'il dépend, 

dans une certaine mesure, d'un minimum de connaissances à priori 

sur le système ; connaissances qui, par ailleurs, sont souvent 
qujettes incertitudes. 

Ainsi en est-il quand il s'agit d'apprécier l'importance 

des non linearités : 

- Faibles : on pourra vraisemblablement faire 
appel à un modèle de type linéaire sans trop de risques : 

modèle linéaire ou quasi linéaire. 

- Fortes : il faudra obligatoirement en tenir 

compte dans la forme même du modèle, tout particulièrement si 

le système e$t soumis a des sollicitations dynamiques importantes : 
m~dèle non linéaire ou linéaire par morceaux. 



Le degré des systèmes est lui aussi sujet à caution. Il 
faudrait pouvoir déterminer au moins un ordre maximum au-delà 

duquel tout accroSssement n'apporterait rien de plus quant à la 

precision que l'on est en droit d'attendre, à la fois de l'identi- 

fication et de la commande resultante (en particulier vis à vis des 

bruits). 

Certaines méthodes se sont attachées à ce problème et permef- 

tent une identification directement liée â la structure du modèle 

en estimant l'ordre du processus, qu'il soit linéaire ou non. / 1 / 

D'autres identifications de structure, telles celles ayant 

trait aux formes des non linéarités sont possibles bien qu'encore 

assez fragmentaires. 

1.2. - Contraintes 

Le choix de la méthode doit tenir compte des possibilités 

d'action sur le processus. Il est évident que, même pour les besoins 

de l'identification, un processus industriel ne pourra être trop, 

ni trop longtemps perturbé. L'identification devrait donc s'inscrire 

autant que possible, dans l.es phases mêmes de la conduite normale 

du système. 

Le choix du modèle est également subordonné aux contraintes, 

à l'importance des bruits, au fait que telle ou telle variable 

n'est pas observable, une autre commandable... 

1.3. - Buts propres de 2 ' ident i f  ict!oon --- 

Certaines identifications peuvent avoir pour seul but 

l'amélioration de la connaissance du processus au niveau de son 

interprétqtion par des lois physiques : le modèle n'est alors 

qu'un descriptif mathématique plus ou moins élaboré et precis du 

système. Là n'est pas le souci de l'automatisation : il s'agit de 

commander le processus . Deux types de commandes et deux types 
d'identifications peuvent y être rattachées : 



a) - Si on cherche à commander le système de telle 

sorte que cela oblige à de fréquentes et différentes transitions 

d'un etat à un autre, il faudra faire appel à un modèle valable 

dans des conditions variées et par conséquent, généralement non 

Linéaire. Risque d'une identification assez lourde puisque 

d'application étendue : il faut s'attendre à une mise en oeuvre 

relativement délicate si l'identification est conduite en ligne. 

(Les transition-; précédentes sont bien souvent astreintes à un 

critère d'optimalité, qu'il soit de type énergétique ou temporel). 

b) - Par contre, si on cherche à réaliser une 

commande du type "consigne" (fixe ou d'évolution lente), astreinte 

à rapidité ou précision (ou les deux), on peut se contenter d'un 

modèle plus simple. Puisqu'il s'agit de faire fonctionner le 

processus autour d'un point, dit "point de fonctionnement", on 

peut sans trop de risques y linéariser le système, et donc le 

modèle. Le modèle n'est plus alors, comme en a), représentatif 

de très amples déviations : il doit plutôt donner une image 

précise du comportement du système réel face à des perturbations, 

internes et externes, d'amplitudes limitées. A noter qu'il est 

possible d'améliorer la précision, si celle-ci n'est pas satis- 

faisante, en adjoignant au modèle, fonctionnant en régulateur, 

un traitement statistique des valeurs des variables. L'identi- 

fication liée à ce type de commande est particulièrement apte 

à une mise en oeuvre "en ligne" ; c'est d'ailleurs dans cette 

voie que s'inscrit notre étude. 

Un autre but peut encore être assigné à l'identification : 

la prédiction ; on lui préfère le terme estimation bien qu'essen- 

tiellement il s'agisse toujours d'une identification mais, cette 

fois, non d'un comportement immédiat ou quasi immédiat à 

l'arrivée de l'information, en provenance du système, mais 

postérieur. Le problème est de réduire le plus possible 



l'incertitude liée au comportement futur tout en disposant d'un 

modèle très souple, hautement adapté 3 tout changement prononcé 

et brutal de comportement. Ce type de modèle est utilisé pour 

des problèmes de sécurité (surcharges par exemple), de suivi de 
trajectoire (tracking) ... 11 a été particulièrement étudié par 
KALMAN. /2/ 

Jusqu'à present, nous avons fait choix d'un type de méthodes 

et lié à ce choix, celui d'un modèle. 11 serait cependant inexact 

d'en déduire que toute méthode fait obligatoirement référence, 

de façon très explicite, à un modèle réellement représentatif, 

en toutes circonstances, du comportement du processus : le modèle 

peut prendre des formes multiples (sans commune mesure d'une 

methode à l'autre) et ne pretend à l'image du processus que dans 

des conditions particulières et fragmentaires de test. Pour mieux 

s'en convaincre, établissons un inventaire rapide des méthodes 

les plus courantes et les plus significatives. 

2 - METHODES D 'IDENTIFICATION 

Les diverses méthodes d'identification peuvent être schéma- 

tiquement réunies sous deux classes : celle des méthodes para- 

métriques et celle des méthodes non paramétriques, cette derniere 

subdivisée à son tour en méthodes de type déterministe et de 

type aléatoire (par référence à des signaux test). 



2.1. - Méthodes paramétriques 

Le modgle comporte des parametres auxquels on cherche à 

affecter une valeur numérique ; modèle linGaire ou non lineaire 

saus forme, par exemple, d'un système d'équations diffi$rentielies, 

d'équations de récurrence, de fonctions ou matrices de transfert,.,. 

déduit de l'analyse et d'expériences conduites sur le processus 

2.1.1. - La methode ''ditef' du modèle. 131, /4/, /5/ .......................... 

f i g .  1 



Supposant que le processus puisse être rspresenté par un 
m modèle (fonction de transfert, par exemple) de parametres ai 

(i variant de I à n) on cherche à les identifier aux paramètres 

réels du processus aP de telle sorte que l'erreur E ( P  = Sm-Sp) 
i 

soit nulle, sinon minimale (fig. 1). En fait, il n'est pas 
- 

possible d'ajuster les a m 
i de cette manière puisque E n'est 

que du premier degré vis à vis de la différence des sorties 

et donc non minimisable. Par contre, cela devient possible si 

l'onpassede L à E* et mieux, si l'on optimise sur le 

temps : c'est à dire minimiser la fonctionnelle d'état : 

D ( & )  = ( S m - s ~ ) ~ d t  Plus généralement, on peut 

faire intervenir une minimisation du type "moindres carrés" 

(cf. paragraphe suivant) où D, en tant que dis tance de structure , 
s'exprime par la relation suivante : 

I M  est une matrice de "poids" définie positive. 

Quelque soit la technique employée pour ajuster le modele 

au processus, moindres carrés ou autre, elle necessite d'être 

optimisée. 

En effet, à une distance d'état D(&), encore appel& 

"iso-distance", de l'espace paramétrique, correspond généralement 

tout un ensemble de modeles. D'autre part, si on exprime D sous 

forme d'un pourcentage : r 



Chaqueisodistance D% est telle que l'un quelconque de 

ses points définit un modèle auquel on peut accorder un 

intervalle de confiance de D% à l'ensemble de ses valeurs. 

On montre, d'une part, que l'on ne peut descendre en 

dessous d'un certain intervalle de confiance (ce minimum non 
nul exprime d'une certaine façon l'écart entre modele et 

processus, non en terme de valeurs de paramètres mais en 

termes de bruits. de non linéarités, de non stationnarité, 

d'erreur d'ordre ...) et, d'autre part, que connaissant un 

certain intervalle de confiance (généralement non minimal), 

le minimal n'est pas obligatoirement au "centre de gravite" 

du premier. 

Aussi on fait appel à une technique de convergence 

optimale vers le D% minimal (ou point nominal) qui utilise tout 

particulièrement les propriétés topologiques des iso-distances r 

leurs formes, leurs imbrications... : méthode du type "gradient", 

concepts de ligne de plus grande pente, de vallée, de col. (Fig 2 )  

\ \,Val I é e  

F i g .  2 - Exemple d 'iso-distances pour un modèle d 'ordre 2 



11 a été montré que le résultat de l'identification dépend 

dans une très large mesure des signaux d'entrée de l'ensemble 

modèle-processus : les iso-distances précédentes se révélant 

suivant les cas plus ou moins sensibles a tel ou tel parametre 
plutôt qu'à tel autre, ou encore peu sensible à l'ensemble ; 

en particulier, il conviendrait qu'elles soient de type sphérique 

de manière Zi sensibiliser de façon égale tous les paramètres. 

(Fig. 3) 

Dans cet esprit, on établit qu'au voisinage du point nominal 

une approximation au second ordre de la distance d'état D ( E ) 

relève du terme : 

+ 
A m a pour terme général ai 

C U  a -r  représente le produit scalaire il 3 l Q i ( t ) Q j  (tlcit 

t A D  = a 

Les entrées "sphérisantes" (au sens de l'iso-distance) 

peuvent étre obtenues en minimisant le coefficient suivant : 

p = Log 7, 

\ n n ,  
a Sm o i  = ,-, 

m fonction de sensibilité 
3 a, 

/ \ 

< QI , QI' 

< Q. ,o. > 
J J. <ii ,.I. 

<o. , a .  > 
1 3  

< Q ' , U  > 

où [ y e t  g s o n t  respectivement la trace et le determinant 

A 

<I de la matrice de sensibilité précedemrnent introduite et 
[ "nt' l'ordre de 1 ' espace paramétrique. 



Cependant l'application pratique d'une telle méthode se 

heurte très souvent aux contraintes existant sur le signal 

d'entrée ; on lui préfère, Darce que beaucoup plus facile d'ap- 

plication, une méthode qui sensibilisera paramètre après para- 

mètre. 

Ainsi, les ek (t) étant des fonctions simples du temps 

on déterminera l'entrée sensibilisante e (t) = 3 A k  el< ( t )  
k = l  

m relative au paramètre a en recherchant les 
i A k  qui 

permettront de maximiser la Fonction de sensibilité : 

( DY. i d e n t i q u e s  ) 

Fig 3 - Différents types d'iso-distances ; exemple sur madèle 
d'ordre 2 

En (1) : entrée peu sensibilisante tant sur a que sur a 
I 2 

En ( 2 )  : entrée sphérisante : sensibilise de la même 

façon a, et a,, 
L L 

En ( 3 )  : entrée sensibilisant plutôt a que a 
2 1 



Des principaux avantages de cette méthode nous retiendrons 

tout particulièrement qu'elle se prête 3 une mise en oeuvre en 

ligne puisque, d'une part, elle est de nature itérative ef que, 

d'autre part, elle ne nécessite pas d'algorithme de calcul tr@s 

volumineux . Elle peut être utilisée pour des proçessus multi- 
variables et on peut sans difficulté y introduire un modèle de 

type non linéaire. 

1 
De la méthode elle-même, on remarquera l'aspect topologique i I 

de la convergence dans l'espace paramétrique et l'influençe l 
importante des siqnaux d'entrée sur le résultat de lfldentification. 

l 

Méthodes --------------------------L~----------~---------------- des moindres carrés des variabZes instrumentales 

et du maximum de vraisembZance ............................. 

/ 6 /  - /7/  - /8/ - /9/ - /lO/ - / I l /  

Dans ce type de méthodes, on considère, très généralernant, 

qye le processus peut être reprgsenté par un modéle linéaire 

stable, telle une équation aux différences d'ordre connu, sujet 

a des bru-its de mesures ramenés en sortie, bruits qui sont 
egalement et indépendqnrnent distribués. 

2.1.2.1. - Modèles b r u i t  

Fig. 4 - (T étant Za période d'échantiZZonnage, l'indice k fait 
référence à l'instant k T )  

X 
k b P R O C E S S U S  

Z 
k 



La sortie non bruitée du processus (Fig. 4) est représentee 

par l'équation aux différences d'ordre q : 

Yk + al Yk-1 + a2 Yk-2 q Yk-q = boXk + - - * +  
4 k-q 

+... + a 

et la sartie bruitée par : 

z = k Yk + r k 

Qn en déduit : 

Si on dispose de (q + n) mesures, tant d'eptree que de 
sortie, l'ensemble de n équations de type (l), faisant appel 

aux p = 2q + 1 paramètres du processus, s'écrit : 

Z = A ~  + R ( 3 )  

De même pour celles de type (2) : 





Les relations ( 3 )  et ( 4 )  définissent les modèles du système 

et conduisent à élaborer différents estimés, notés r^ de 

l'ensemble des paramètres. 

2.1.2.2. - Estirnateurs 

ConsidGrant que les matrices A et B sont de rang maximum 

(toujours possible à réaliser par des entrées apwrowri~es), - - les 

Les estimateurs de p l  et i-2 sont i- ,: p ;k :L- ,-:-* . -  -GA:s . .,$: 2 

modèles ( 3 )  et (4) ; le premier est l'estimateur dit du 

"maximum de vraisemblance", le second est celui des "moindres 
carrés". 



. - 
Ceux de r3 et r4 sont des estimateurs dit des "variables 

instrumentales" déduits à la fois des modèles (3) et (4). Notons 

que le terme "estimateur des variables instrumentales" est 

plutôt r6servé au dernier. 

Des relations (31, (51,  et ( 7 )  ainsi que (4), ( 6 )  et ( 8 ) ,  

sous tirons : 

Pour que les estimés ri ne soient pas biaisés 
n 

( p i  biaise : c'est à dire ri convergeant vers un vecteur 

différent de f )  il faut respecter les deux conditions suivantes : 

( 9 )  p. lim Ui : existe et est non singulière 

n-t 

(10) p. lim. 
'i : matrice identiquement nulle. 

n-t 



La candition ( 9 )  est respectée par les quatre estimateurs 

puisque les matrices A et B sont de rang maximum. 
h 

Quant 3 la condition (10) , l'estimateur de r2 (moindres carrés) 
h 

n'y satisfait pas. En conséquence, seuls les estimés : , 
n h 

r 3  et r 4  ne sont pas biaisés. Parmi ceux-ci, les deux 

premiers ont de meilleures propriétés statistiques que le dernier 

en effet, le vecteur "bruit" des premiers, R, est formé de 

covposantes bruitées, également et indépendamment distribuées, 

de variance 6" ; à l'opposé, celui du dernier, S, a des 
2 2 composantes corrélées et de variance o2 (1 + al +. . .+ aa) 

-L 

D'autre part, nous devons convenir que y n'est pas directement k 
observable et que, par conséquent, la matrice A n'est pas entiè- 

rement connue. 

n n 

En résumg, ?1, r3 et r4 sont de bons estimés bien que le$ 

estimateurs correspondants ne-sont pas de mise en oeuvre immédiate ; 

par contre, l'estimation de r2  ne pose aucun problème da mise 

en oeuvre mais l'estimé est biaisé. 

Si nous recherchons, en priorité, un bon estimé des para- 

mètres, il va falloir déterminer des approximations suffisamment 
n n 

valables des yk qui permettront d'élaborer r 3  et r4. 

2.1.2.3. - Estimateurs récurrents 

Il est possible d'estimer la valeur de r en minimisant une 
forme quadratique du type : 



Notons que l'estimation des Y n'y est qu'implicite. k 
D'autre part, les techniques les plus généralement employées, 

auxquelles conduit une telle minimisation, se révslent assez i 
peu aptes une implantation en ligne, d'où la recherche d'une 

strqcture récurrente aussi peu volumineuse que possible qui 
h 

permette tout à la fois d'estimer les y et les rik ; (cela k 
auelque soit l'estimé considéré). 

La structure proposée (Fia. 5 )  comporte deux estimateurs 1 
4 

récurrents et leurs conditions initiales : un pour r (qui 

élabore i ) et un pour y (qui élabore y ) ,  avec échange 
k k 

continuel d'information entre eux. L'estimateur de y utilise k 
l'estimé le plus récent de r : il fait intervenir l'estimé de 

l'instant (k + l)T comme étant celui de l'instant kT. 

Conditions 

a) Estimateur no 1 ( r ) 

initiales 

Zk+l - 

On remplace les y de la matrice A par les yk (estimés du k 
second estimateur). Soit À cette nouvelle matrice, il vient : 

b Estimateur nO1 rk+l 

* -b fig.5 - 
X k+ 1 4 

- 
Y 
k 

Zk 1 

Estimateur n02 ik 
X 4------- k 

(T : période 
Conditions d'échantillonnage) 
initiales 



On e n  d é d u i t  l a  forme r é c u r r e n t e  de  ?4 : 

a v e c  c = (ktB)- '  
4 1 k  

- 
P k + l  - (zk, k - l , " ' ,  Zk-s+l I  x k c l ,  * o .  

Xk-q+l 1 

- 
L a  forme r é c u r r e n t e  d e  est  ob tenue  de l a  m e m e  f a ç o n ,  

à p a r t i r  d e s  r e l a t i o n s  (11) e t  ( 1 2 ) ,  e n  remplaçan t  à chaque f o i s  - 
l e  v e c t e u r  p 

k+ 1 
p a r  l e  v e c t e u r  g c e l l e  de 

k + l  ' r3 à p a r t i r  
d e s  m ê m e s  r e l a t i o n s  mais  e n  i n t e r c h a n g e a n t  les v e c t e u r s  Pk+l 



b) Estinateur n02 ( y  ) k 

Tres généralement on pourrait utiliser une teçhnique 

d'estimation des y telle celle du filtre de Kalman. Il n'est k ' 
cependant pas nécessaire dans le cas présent, vu la forme meme 

du processus et la place des bruits, de développer un filtrage 

complet de cette sorte. Disons que le filtrage au sens de Kalrnan 

prend ici la forme de l'équation aux différences en remplacant 

les paramètres inconnus par les plus récents estimés : 

OU encore : 

2.3.2.4.  - Convergence 

Le ou les algorithmes précédents donnent toute satisfaction 

quant à l'identification de systèmes linéaires stationnaires ; 

ils peuvent également être utilisés avec succès sur des systèmes 

linéaires non stationnaires (variation lente). Dans ce cas, 

PANDYA a d'ailleurs mis en évidence le meilleur comportement - 
de i 3  et r4 par rapport à i l  

(propriétés statistiques : cf 2.1.2.2.) 

Malgré ces résultats, il faut néanmoins pouvoir s'assurer 

de la convergence (ou stabilité) de ces algorithmes vis à vis 

de c~nditions initiales arbitraires. 



clest pour cette raison que WONG et POLAK introduisent un test 

de stabilité dans leur alg~rithme, ou encgre, que YOUNG emploie 

un filtre passe-bas pour éliminer toute fluctuation soudaine 

de fk ; Fandya, quant à lui, utilise comme conditions initiales 

les résultats, après quelques pas de calcul, de l'algorithme 
h 

des moindres carrés ( r2) et assure ainsi la convergence. 11 a 
également montré par des simulations, que le domaine de stabilité 

1 

par rapport aux conditions initiales peut être augmenté si la 

relation (13) fait référence à un filtre de Kalman complet. 
1 

Après les méthodes paramètriques précédentes, que nous 

avons très largement développées puisqu'elles s'inscrivent 

dans notre domaine d'étude, nous abordons, sous forme d'inventaire, 

les autres méthodes d'identification les plus connues. 

2.2. - Autres mdthodes 

- A signaux de t a e  déterministe --- --------- -------------- 

Ces signaux sont le plus souvent des échelons, des impulsions 

ou des signaux périodiques. 

2.2.2.1.  - Méthodes avec signaux en échelon 

- "STEP METHOD" 1121, 1131 

On enregistre la réponse du système à une sollicitation 

en échelon. On cherche ensuite à l'identifier graphiquement de 

telle sorte que la r6ponse indicielle obtenue puisse être 

produite, dans les mêmes conditions, par un modèle de fonction 

de transfert 



~u fait même du modèle, la méthode ne peut s'appliquer qu'à 

des réponses indicielles de type apériodique ; par ailleurs, il 

est bien évident qu'il faudra utiliser avec prudence un modele 

identifié de cette sorte, car, assez particulier, il ne saurait 

prétendre à un très large domaine d'applications. 

Des méthodes plus élaborées que la précédente, essentiel- 
lement graphique, peuvent être utilisées ; en particulier, 

celles faisant dppel à un développement en série de la fonction 

de transfert, au voisinage de l'origine, dans le plan de Laplace. 

On cherche à identifier les coefficients de ce développement, 

à le relier à l'approximation de PADE et obtenir ainsi une 

expression rationnelle du modèle : le retard e introduit 

dans la méthode précédente, et parfois très gênant en tant que 

tel, est alors réduit à une forme rationnelle. 

Ces méthodes demandent un calculateur mais, par contre, 

peuvent s'adapter à l'identification de réponses indicielles 

accusant des dépassements, un déphasage non minimal, et, dans 

certaines conditions, être encore valables, même pour des 

signaux autres que des échelons. 

Ces "Step Method" sont dans l'ensemble assez faciles à 

mettre en oeuvre ; par contre, elles sont malheureusement très 

sensibles aux bruits et à l'influence des non linéarités, ce 

qui a pour effet de réduire assez bien leur préçision. D'autre 

part, si un échelon (cf. le spectre d'un échelon) peut être 

caractérisé comme "riche" au point de vue "variations de 

fréquence", il est extrêmement "pauvre" en "variations d'ampli- 

tude", d'où l'intérêt des méthodes suivantes. 



- "MULTI-STEP METBOP" / 1 4 /  

Ces méthodes utilisentcomme signal d'entrée une séquence 

d'échelons de différentes amplitudes, Le signal test couvre ainsi 

tout a la fois une partie du domaine fréquentiel et du domaine 
spatial et est donc intrinsequement meilleur en vue d'une identi- 

i fication. Les autres avantages (en fait des cons6quences) swnt 

une meilleure utilisation du temps de test et une diminution des 

temps de calcul. 

Notons que ces méthodes font assez souvent appel à une 

analyse type transformée de Fourier ou doivent être complémentées 

d'un algorithme tel celui des "moindres carrés". 

2.2.1.2. - Méthodes impuZsionneZZes /15 /  

Le type même de ces méthodes est la méthode dite de la 

"rGponse impulsionnelle" : 

Prenons un système linéaire d'entrée x et de sortie y. 

On montre que la sortie y (t) est donnée par l'intégrale de 

convolution : 

où W( T est la réponse impulsionnelle du système : c'est 

à dire un enregistrement de la sortie y ( T )  résultant à une entrée 

x (TI qpi est une impulsion très brève de surface unité (Fig. 6 )  



Néanmoins, nous devons convenir qu'expérimentalement une 

telle action n'est pas concevable sur un processus industriel 

sans le perturber considérablement ; aussi, il est généralement 

plus simple et plus sûr de dériver la réponse indicielle ou 

encore d'avoir recours divers moyens mathématiques, facilement 

programmables sur calculateur, qui permettront d'extraire 

W ( T ) de la connaissance d'un y (t) relatif à une entrée x ( k )  

quelconque. Nous revenons alors, sous d'autres formes, à la 

méthode de la réponse indicielle et plus généralement, aux 

méthodes "multi-step". 

D'autres méthodes impulsionnelles font appel non plus 

à une seule et brève impulsion mais à un train d'impulsions et, 

très souvent, a des impulsions périodiques ; nous entrons alors 
dans le domaine des méthodes fréquentielles. 

2.2.1.3.  - MétF~des fréquentie ZZes 

La méthode laplus connue est certainement la méthode 

harmonique. 

On applique à l'entrée du système un signal sinusoïdal 

à diverses fréquences, ce qui permet une dgtermination de la 

réponse fréquencielle :amplitude A (f) et phase Qi (£1 en fonction 
de la fréquence ; elle n'est cependant utilisable Cuc: pour des 

systèmes linéaires. 



Une amélioration consiste à ne plus appliquer un signal 

sinusoïdal pur mais un signal contenant un certain nombre d'har- 

moniques du fondamental: elle a pour principal avantage d'arriver 

à compenser, en partie, l'effet des non linéarités. Plus génera- 

lement, on peut rechercher une composition spectrale des signaux 

d'entrée qui permettra d'identifier au mieux le système considéré. 

Nous pouvoizs remarquerque les méthodes fréquentkelles sont 

très largement employées car généralement simples et faciles à 

utiliser ; par contre, il faut ajouter qu'elles ne sont bien 

souvent valables que pour des processus linéaires monovariables, 

que la bouclo de régulation doit être inopérante et qu'un bon 

rapport signal/bruit est nécessaire. 

Pour terminer sur ces méthodes, passons à un exemple de 

méthode fréquentielle, proposée et testée par ISERMANN et, qui 

a l'avantage de recouvrir en partie les méthodes abordées dans 

les paragraphes précédents. /17 /  

S'il est possible de remplacer les constantes de temps 

relativement voisines d'un processus d'ordre élevé par des cons- 

tantes de temps égales,on pourra réduire l'erreur globale sur 

les estimés des paramètres, malgré une perte d'information relative 

à la dynamique du processus. En particulier, il peut être avanta- 

geux de remplacer le modèle exact (au point de vue structure), 

où les petites constantes de temps sont remplacées par un 

retard T . 



Dans s a  méthode, Isermann suppose  n  connu e t  c h e r c h e  à 

estimer les v a l e u r s  d e  k, T e t  T .  L e  s i g n a l  d ' e n t r é e  q u ' i l  u t i l i s e  

est  une séquence  d e  m i m p u l s i o n s  r e c t a n g u l a i r e s  e t  p é r i o d i q u e s  

( F i g .  7 )  

4 u : e n t r é e  
8 

f i g .  7 

La méthode n é c e s s i t e  l e  c h o i x  d e  l a  l a r g e u r  d ' i m p u l s i o n  

( T r  = R/KV) q u i  s e n s i b i l i s e r a  au mieux l ' e n s e m b l e  d e s  pairamgtres 

à i d e n t i f i e r .  Isermann a  montré  que i fv  d e v a i t  ê t r e  c h o i s i e  d e  

t e l l e  s o r t e  que  l e  g a i n  G(jWV) s o i t  compris  e n t r e  0 ,6  e t  0 , 2 .  

La r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  es t  d é t e r m i n é e  p a r  l ' a n a l y s e  d e  

F o u r i e r  du sys tème,  c ' e s t  à d i r e  : 



On en déduit : 

et relativement au modèle : 

Remarquons que si Y O 0  n'est pas connu, on peut l'estimer par : 

L'algorithme est très simple et permet de réestimer les 

paramètres après chaque nouvelle séquence de m impulsions (m est 
fonction de W,, du temps de test, de la précision de l'analyse 

de Fourier). Nous pouvons noter, de plus, que le modèle choisi 

n'est qu'un exemple et que la méthode peut être utilisée pour 

tout autre processus linéaire continu que l'on peut caractériser 

par un ensemble de trois paramètres. 

Les différents tests, conduits en présence de bruit de 

mesure, indiquent un excellent comportement de la méthode par 

rapport à d'autres méthodes plus sophistiquées, nécessitant un 
plus gros volume de calculs. 



2.2 .2 .  - A sknaux  de t g e  aléatoire  --- --------- ----------- 

Les méthodes utilisant les techniques de corrélation et 

d'analyse spectrale sont particulièrement adaptées l'idepti- 

fication de systèmes linéaires ; les fonctions de corrélatian 

donnent un modèle sous forme temporelle et les densités spectrales 

de puissance , un modèle sous forme Sréquentielle. 

2.2.2.1. - Modèles /18/ 

Soit un système linéaire de fonction de tranfert (D(jw) 

et de réponse impulsionnelle k(t) . 

Si à l'entrée nous appliquons un signal algatoire station- 

naire x(t), nous récupérons en sortie us signal y ( t )  également 

aléatoire et stationnaire. 

Les propriétés statistiques de la sortie peuvent alors être 

rattachées simplement aux proprigtés statistiques de 11entr6e, 

via le système : 

J O  
pour ce qui concerne les moyennes temporelles. 

pour ce qui concerne les fonctions d'autocorrélation, 

pour ce qui concerne les densités spectrales de puissance, 



De la même façon, on peut faire intervenir les intercor- 

rélations entrée-sortie : 

Si nous considérons que le système est perturbé par un 

bruit b(t) tel que r (Fig.8) 

Fig. 8 

Nous obtenons : 

C'est à dire les mêmes relations que les précédentes si 

x (t) et b (t) sont indépendants : Rxb ( T ) = Sxb (jw) = O 



On peut encore montrer que : 

se ramenant de la même façon aux deux premiers termes si 

x (t) et b(t) sont indépendants. 

2.2.2.2. - Méthodes 

On peut schématiquement les classer en deux groupes, 

suivant le type de signal aléatoire utilise dans l'identification ; 

2.2.2.2.1. - P e r t u r b a t i o n s  n a t u r e Z Z e s  / 1 9 /  

Si on utilise les bruits internes et propres au processus, 

ils peuvent généralement permettre l'identification globale de 

tout le système, incluant les diverses boucles et régulations. 

Quand, par contre, on ne veut identifier que le seul processus 

physique, il faut rendre les régulateurs inoperants, ce qui 

n'est pas toujours souhaitable sur un système de type industriel, 

L'identification sera meilleure si le spectre des pertur- 

bations est le plus étendu possible. 

On n'est pas limité, à priori, par les temps d'expérimen- 

tation, ce qui permet d'obtenir des fonctions de transfert 

relativement satisfaisantes à condition que le processus soit 

bien stationnaire. 

2.2.2.2.2. - P e r t u r b a t i o n s  f o r c é e s  / 2 0 /  

Il est encore possible d'identifier le processus, les regu- 

lateurs opgrant, mais alors le choix des perturbations appliquees 

doit être tel que : 



- il faut pouvoir obtenir une intercorrélation 
suffisamment forte entre entrée et sortie pour pallier à une 

éventuelle corrélation entre l'entrée et les perturbations 

naturelles. 

- l'amplitude doit être assez modérée pour, à la 

fois, des raisons de sécurité (ne pas perturber inconsidérément 

le processus inclustriel) et de validité du modèle (linéarité). 

Quant à la caractérisation, purement spectrale du signal 

injecté, il est préférable, bien évidemment, que la den~ité 

spectrale de puissance soit la plus uniforme possible et, que, 

par ailleurs, le signal lui-même soit de forme simple, telle 

binaire, ternaire ou multi-niveaux ; cette dernière est, sans 

doute, la plus intéressante, mais on lui préfère généralement 

la première, plus utilisée, du fait de la facilité de l'analyse 

mathématique qui en résulte. 

Les temps d'expérimentation sont, comme précedemment, 

longs et parfois fastidieux. A cet effet, il peut être utile 

d'employer des méthodes qui permettent de réduire ce temps ; 

la méthode qui utilise comme signal d'entrée une "séquençe 

binaire pseuüo aléatoire" (S.B.P.A.) en est une. /21/ 

Les S.B.P.A. peuvent être générées au moyen d'un registre 

à décalage et d'additions modulo 2 entre certains digits X i  

du registre à N digits ; sa longueur maximale est L = 2N - 1 
l'état [o,o, . . . ,O] n'étant pas possible : par exemple, si 
N = 4 (Fig. 9) : 

Horloge 
AT 

r Séquence 



Si l'état initial du registre est 1 , 1 , 1 1  ] on obtient 
la séquence de longueur maximum suivante : 

Toute séquence n'est pas obligatoirement de longueur maxi- 

mum mais on montre qu'il est toujours possible par des additions 

sur les digits appropriés d'obtenir celle-ci. Comme c'est la 

plus intéressante, c'est généralement ce qu'on réalise. Pour 

que la valeur moyenne de la séquence soit proche de zéro, on 

choisit comme niveaux binaires + 1 et - 1 au lieu de 1 et O : 

1 I: Xi = 1 - avec L grand. 
L 

Ainsi, on place à la sortie du registre Un changeur de 

niveaux suivi d'un gain a de telle sorte que le signal sait du 

type (Fig.10) : 

A X ( t )  

I 4 

- a  

Fig. 10 

O 

+a 

+AT+ 

t 
C 

i 



On montre que la fonction d'autocorrélation de ce signal 

est la suivante (Fig. 11) : 

Fig. 11 

S i  a est petit devant L, et L grand, nous approchons la 

fonction d'autocorrélation d'un bruit binaire ; néanmoins, on 

peut limiter la longueur de la séquence et obtenir une identi- 

fication satisfaisante des fonctions de transfert : il suffit 

pour cela que la longueur de séquence soit au moins superieure 

au "temps de réponse" du processus ; tel est en ce sens la 

reduction du temps d'expérimentation énoncé plus haut. 

Les méthodes statistiques ont été largement employées 

ces dernières années, soit en tant que telles, soit en tank que 

complément 3 d'autres méthodes, n'y faisant pas appel quant au 

fond, mais où une amélioration des performances s'imposait 

vis à vis des erreurs dQes aux perturbations internes et 

externes au processus. 



Cet engouement s'explique quand on songe qu'el-les ne 

1 demandent que peu de connaissances à priori sur le systeme, 

l que beaucoup de systèmes sont naturellement perturbés et que 

l'on peut, dans bien des cas, utiliser ces perturbations en 
l 

vue de l'identification, que par ailleurs, elles procurent 

une sorte d'estimation statistique des perturbations propres 

au processus (en ce sens, l'identification comprend non plus 
le système mais, le système et les perturbations habituelles), 

Ces méthodes sont encore attrayantes par le fait qu'elles 

sont directes et applicables sans trop de problèmes à des 

processus industriels, sans causer de gêne excessive à leur 

fonctionnement actuel. 

Par contre, on peut leur opposer qu'elles sont rarement 

itératives, peu conçues en vue d'une commande et surtout, que 

les temps d'expérimentation nécessaires sont généralement trop 

longs. 

D'autre part, nous noterons qu'elles ne s'adaptent pas 

très bien 3 des processus non linéaires mais qu'il est néanmoins 

possible d'identifier des systèmes multivariables et même, non 

stationnaires lents. De même, les non linéarités peuvent parfois 

étre "cernées" par le fait que ces méthodes conduisent à. la 

fois à un aspect temporel et à un aspect fréquentiel : "la 

corrélation", si l'on peut s'exprimer ainsi, entre les fonctions 

de corrélation et les densités spectrales de puissance, peut 

à cet égard, nous être très utile. Pour terminer, nous ajouterons 

que, vis Ei vis de l'analyse spectrale, des méthodes comme la 

"Fast Fourier Transform" (F .F .T . )  économisent le temps calcul 

et peuvent facilement être mise en oeuvre dans le cas où les 

perturbations naturelles sont utilisées. 



La conclusion idéale qu'il faudrait à ce chapitre est une 

sorte de vaste comparaison des différentes méthodes ci-dessus 

abordées. Disons, tout de suite, qu'elle n'est pas possible en 

tant que telle : l'abstraction ne peut pas être de mise en un 

tel domaine, il ne faut pas, en effet, comparer des méthodes sur 

leurs aspects trop formels et écart8s des réalités mais les 

comparer en fonction des processus que l'on cherche a identifier 
et à commander. 

Ces toutes dernières années, des tentatives ont été faites 

en ce sens, mais elles n'en sont encore qu'au début ; la raison 

en est, principalement, que les méthodes sont très diverses, 

allant parfois à contre courant les unes des autres, et que 

l'esprit d'analyse en ce domaine a toujours prévalu, par ce 

fait même, à l'esprit de synthèse. / 1 7 / ,  /22/. 

Quant à nous, nous chercherons notre fil conducteur, notre 

ligne d'action, vers ce à quoi sert l'identification, vers ce 

3 quoi il est le plus intéressant qu'elle mene : la commande 
efficace (précision, performances, ...) et raisonnable (simplicit6, 

temps calcul, ... ) d'un processus dans une identification en 
ligne. 



CHAPITRE I I  

1 - INTROPUCTION 

1.1. - Recherche d'une oomande ef f icace 

Toute action, pour être menée efficacement, nécessite une 

çonnaissance exacte, sinon la plus complète possible, de l'objet 

et des conditions sur et dans lesquels elle s'exerce. 

Certaines de ces conditions limitent l'action : ce sont des 

contraintes. Leur connaissance pose parfois de sérieux problèmes, 

bien que souvent l'on puisse faire en sorte que l'action soit 

suffisamment en deçà de la valeur supposée de la contrainte et 

etre sfr de se pas lui imposer d'obstacle. 

L'objet transforme l'action incidente en action résultante. 

La première est menée efficacement si la seconde est bien be but 

que l'on s'est fixé et, éventuellement, a été atteint dans des 
conditions determinées ou critère de performance. 

Nous avons vu que la connaissance de l'objet pasqait par une 
identification qualitative (ramenée, bien souvent, au choix d'une 

structure ou "modèle" susceptible de la représenter) et une 

identification quantitative (identification numérique des valeurs 

que prennent les "paramètres" d'une structure supposée ou 



ou identification proprement dite : identification paramétrique 

au sens large) . 

La réalisation du but fixé nécessite des commandes appropriées 

(action incidente) et celles ci, à leur tour, l'identification 

de l'objet (ou système) ; il semble logique, dans un souci d'ef- 

ficacité, de réunir en une seule les deux phases ci-dessus. 

Lorsque cela est possible, l'identification présente alors tous 

les caractères d'une identification en ligne. Cependant, de notre 

point de vue, celle-ci, en tant que telle, n'est pas le but 

ultime, celui-ci étant la réalisation de l'action résultante 

désirée ; et le problème est tout autant un problème de commande 

que d'identification, les deux devenant inséparables. 

1.2 .  - Cadre de l 'é tude 

En résumé, notre étude se place dans le cadre suivant : 

Nous cherchons à faire de la commande de systèmes réels 

(c'est à dire de systèmes imparfaitement connus) et non à etudier 

came c'est parfois le cas, la commande de systèmes parfaitement 

connus (c'est à dire, ep fait, de modèles). 

Nous ne cherchons absolument pas à faire de l'identification 

préçise de sy~t6mes, en tant que telle, mais de l'identification 

dans le but de réaliser une commande satisfaisante des systèmes 

réels ; l'identification est un moyen, non une fin en soi. 

Dans cet esprit apparaît le problème de 11incompatibilit6 

d'une bonne identification et d'une bonne commande simultanées 

et la façon de 116viter, sinon de le résoudre. 



2 - I N C O W A T I B I L I T E  I D E N T I F  TCATION-C9!*!MANDE 

2.1. - UifficuZté à associer identification et comarzde 

On ne pourra pas identifier convenablement un système dyna- 

mique sans considérer ses régimes transitoires. Ceux-ci permettent 

d'obtenir une identification relativement acceptable du compor- 

tement dynamique des systèmes parce que vis à vis des bruits 

les sorties succ-ssives (systèmes échantillonnés) sont suffisam- 

ment différenciées les unes des autres. Diverses méthode$, 

classiques pour la plupart, répondent à cette attente. 

Aux identifications valables du transitoire succèdent tour 

à tour des commandes suffisamment adaptées à la valeur désiree 

sur la sortie ; ce qui amène peu à peu le système vers un 

régime "permanent". Mgis dans ce cas, les sorties, voisines les 

unes des autres, ne permettent plus une identification correcte, 

d'où une mauvaise commande, un écart sensible par rapport à la 

sortie voulue et un retour au transitoire. Le cycle se répète 
avec des écarts de plus en plus prononcés par rapport à la 

position nominale : le syst6me se retrouve en instabilité 

complète. 

Ainsi lors de l'identification et de la commande en ligne 

apparaît une incompatibilité, au niveau de la tendance au 

r6gime "permanent", entre la réalisation sirnultanGe d'une bonne 

identification et d'une bonne commande, 

l 2.2. - Possibilité de Zes assoeier 

su incompatibilité peut 8tre levée en n'identifiant le 

systeme que sur ses comportements dynamiques - modèle evolutif - ; 
par contre, on rend fixe le modèle lors des çomportements 

"statiques" . (En échantillonné, on définirait un comportement 
"statique", par rapport au modèle, çomrne donnant lieu à 2q + 1 

sorties voisines au bruit près - par exeniple, une fonction de 
l'écart type - q étant l'ordre du modèle). 



Cette façon de faire, biep souvent adoptée, ne permet 

cependant pas d'éviter un comportement oscillatoire, par rapport 

a la sortie désirée, dont l'amplitude sera relativement plus 
importante que celle du bruit. 

Par conséquent, il faut garder une certaine forme d'identi- 

fication autour du regime "permanent", mqis une identificati~n des 

plus simples de manière à ne pas retrouver l'incompatibilité 

identification-commande et obtenir la sortie désirée au bruit 

près uniquement. 

3 - FORME GENERALE DE L'IDENTIFICATION 

3.1. - Caractérisation somaire des processu6 à identifier? 

I L'identification que nous allons mener ne pourra l'être qu'a 
partir de la base minimale de tout ce que nous pouvons généralement 

connaître d'un système, tel que sa classe, ses limites de compor- 

tement, ... C'est le cadre de l'ideptification. 

Le système, soumis à des commandes échantill~nnées qui 

l'amènent à fonctionner en régime linéaire, appartient à la classe 

des systèmes échantillonnés linéaires. 

Nous avons la connaissance des principales limitations 

physiques intervenant tant sur l'entree que sur la sortie ; n o ~ ç  
connaissons également un domaine, liant entrées et conditions 

initiales, tel que tout point du domaine pris comme point de 

départ, à chaque instant d'échantillonnage, suffise 3 assurer la 

stabilite du système. 

Ainsi, le domaine où il est toujours possible de définir 

l'entrée et la sortie, et qui assure la linéarité et la stabilité, 

sera le domaine de travail sur lequel on identifiera et c~mandera 

le système (domaine des commandes admissibles). 



Nous connaissons sinon l'ordre exact du syst$me,du moins 

un ordre minimal au delà duquel tout accr~issement de l'ordre 

n'apporterait rien de plus vis à vis de la précision avec laquelle 

nous comptons cqmander efficacement le système, 

3.2. - Modè Zs d 'idgntification 

Nous pouvors représenter l'évolution de la sortie discrète 

du système réel par l'équation ; 

équqtion d'ordre q où, T étant la période d'echantillonnage, 

uk est la valeur de l'entrée du système réel à l'instant kT 

jusqu'à l'instant (k + 1) T et v la valeur de la sortie du 

système réel à l'instant kT. 

Le modèle apparaît sous la forme d'un vecteur M k + q - 1  
dont les composantes sont les paramètre5 ai , k + q - 1  

etbi, k + q -  1 de l'équation (1). 



3.3 - Association Identification-Commande 

Partant d'un modèle Mq-l, de la mesure des sorties vo, v l I . . "  

v q-1, de la connaissqnce des entrees u o r  ult0..~ u 
~l-2' 

du but 

desire w nous pouvons déterminer la commande u 
q' q" 1 qui doit 

théoriquement amener la sortie dc  système réel ail but voulu. 

Généralement, ceci ne pourra pas êkre réalisé, taut au moins 
immédiatement ; aussi la méthode consistera à faire en sorte 

- v 
k+q I ou une fonction de cette expre$siop, 
mesuré 

par exemple le carré, décroisse lorsque k croTt, c'est 3 dire 

d'améliorer constamment la connaissance des paramètres dy système 

réel au fur et à mesure du déroulement du processus. 

A çet effet, on peut, par exemple associer à chaque"vecteur 

paramètre" Mk*q-l une "fonction de correction" S 
k+q 

telle 

que : 

La forme de S (forme matricielle) est celle d'une similitude 

dans l'espace param6triqus à 2q dimensions. Le point origine de 

chaque vecteur MI ou point oriyine des coordonnées, definit le 

point invariant dans la similitude. Toute similitude etant decorn- 

posable en homothéties et rotations de mame centre on pourrq 

exprimer S squs forme de tels déplacements élémentaires. 

Forme de Z'icjentzfzcatian lors des régimes à farte 
----------r- -*- ----------c-------- ----i-- c-i- 

tendance d~vamigvg 
---------c ---c 

Sur les transitoires il conviendra d'adapter le modèle en 

faisant soit des similitudes complètes soit plus simplement des 

harnothGties et rotations successives. En ce qui concerne les 

premieres, dont la formulatian est immédiate, nous pDuvons nous 

ramener à des méthodes telle celle des moindres carrés, pour les 



dernières, il faut faire apparaître le module du vecteur para- 
metre et sa direction (par un produit scalaire) et faire en sorte 

qu'ils s'adaptent à ceux du vecteur paramtitre reel. 

3.3.2. - ilorne de l ' ident i f ica t ion  lors dos régimes à faib Ze 
----"-------?--CC ,-------y---.-,------- ----i-- -Tc".- 1 
tendance dynamigue 
------*-c --*- -- 

En régime "germanent" il convient de ne garder que les 

transformgtions les plus simples sur le modèle, 8 savoir les 
homothéties. Mais, par ailleurs, il faut s'assurer que ces 

transformations pour simples qu'elles saient, mènent également 

a la convergence en sortie, au bruit près. 

3 , 4 ,  - P~oblènle des mesures b ~ u i t é e s  
--*---R-T---------i---------- 

S'il y a bruit de mesure, il est vraisemblable que nous le 
retrouverons, tout ou partie, dans l'estimation des Mk. AUSSI, 

il s'agira à partir des Mk calcules pas à pas, et donc entaches 

d'qrreur, d'extraire une valeur de H se rapprochant le plus du 

systeme réel. C'est ce que nous aborderons en partie avec l'étudq 

du systeme statique qui nous perr~ettra d'introduire l e s  trans~ 
formqtians homoth6tiques. 

4 - ~ D E N I ~ J ' I C A T I O L V  e t  COMMAXDE ADAPTEES AUX SYSTE'MES STATIQUES 

- ----- Transformations ----C-i-----3-----i homothdtigues --- 

Soit un système statique à commande échantillonnge. 

On suppsse qu'il est possible de le décrire par une 
relation lineaire du type : 

- - 
Vk 
réel 



c'est-à-dire que, dans un premier temps, nous faisons abstracti~n 

de tout bruit sur le systeme. 

La représentation sous forme de modèlg est la suivante : 

Nous commandons le systGme de telle sorte que ; 

- 
Wk+l 

- v k+ 1 (W étant le but désiré) 

Nous pouvons donc formuler le problème sous la forma 

sutvgrite : 

q) ce que l'on désire obtenir : w  
k+ 1 = akUk 

b) ce que l'on obtient reellement 
: vk+l = p uk 

D'où la valeur de uk . 

On en déduit : 

De cette dernière relation, nous tirons : 



--- - -- - -- 

l 
- 4 5 -  1 

C'es t  a d i r e  q u e  l a % n c t i o n  de c o r r e c t i o n  Sk+l c o r r q s p o n d  

à une  h o m o t h é t i e  d e  r a p p o r t  : 

4 . 2 .  - Presence  d e  nlesures bruitées 
7 

P u i s q u e  nous  a v o n s  f a i t  a b s t r a c t i o n  d e  t o u t  b r u i t  GUS l e  

s y s t è m e ,  nQus  devons  t h é o r i q u e m e n t  o b t e n i r  : 

p = a  k + n  v n & l  ou  e n c o r e  

Comme phys iquemen t  ce n e  sera p a s l e  c a s ,  l a  r e c u r r e n c e  

g a r d e  t o u t  s o n  s e n s  ( é g a l e m e n t  s i  l e  s y s t è m e  n ' e s t  pas s t a t i o n n 8 i r e ) .  
A u s s i  d é t e r m i n o n s  l ' e x p r e s s i o n  d e  a + 

4.2.1.  - Valeur de akm en fonct7;on de ak 
----m------------c---------------- 

On p e u t  e x p r i m e r  ak+n comme une  f o n c t i o n  

de ( k  + 1 ) T  à (k + n ) T  ; e n  e f f e t  : 



S i  nous  p r e n o n s  w = c o n s t a n t e  vk, i l  vient : 

d ' o ù  ? 



Çependant, cette forme ne permet pas d'apprécier I'ieflueqçe 

du bruit dans la determination successive des a car elle ne le k  
fait pas intervenir de façon explicite. 

4.2.2.  - V ~ l e u r  de 2 ' i ndd temnina t i~n  apportée sur n k+n pua Z R  b r u i t  
-w--------v-T-"------T---------m---m---T-T-w----------w-F 

On sait que v k,l est en falt la s~rnme de 
V k + l  réel et 

dy bruit sur le système (bruit ramené en sortie : . . . .  
Z k + l )  

On supposera que les Z sont à moyenne 
k 

et, par exemple, B distribution gaussienne. 

T~aitons le c+s où. w r constante t( k , 

nulle, non corr@l6s, 



X 1  vient : 

V k + l  m e s .  
a k+ 1 

?= 

v 
ak 



Nouvelle récurrence à p a r t i r  de JaquelJe q n  d e d u i t  a k+2 : 





4.2.3. - FILTRAGE 
---O--- 

La dernière expression du paragraphe précedent met en 1 
évidence le fait que l'on ne peut s'affranchir du bruit par le 1 
seul fait des récurrences. 1 

Aussi, il sgmble préferable de considerer les ak de la 
m$me façon que des mesures bruitées et d'easaysr de les filtrer 

cpnvenablement. 

1 

- D'autre part, le fait da prendre ak+l - p(k) (param6tre ~ 
1 

r$el à l'instant k T )  revient à suivre le système réel avec 

une periode de rrtard qui est source d'erreur si nous envisaqeons 

un systerne oh p est soumis à une certaine loi d'évolution 
(k 

-sytème non stationnaire- (évolytion qui est soit réelle, sqit 

fictive ; On peut envisager une évolution fictive du paramètre 

qui tienne compte des imperfections du nodèle, de sa trap 

grande simplificatign au regard du processus réel). En ce sens, 
on pourrait envisager un filtrage prédictif. 

[A noter qu'il suppqserait un minimum de correlation 

entre les diverses mesures, ce qui peut se trqduire par une 

foncti~n d'autocorrélation p ( r ) telTe que . d , f  (O) = 
a T 

Il est Ggalement souhaitable de ne pas filtrer les a& 

de kT à (k+n)T et d'estimer âk+nçl , ceci quelqua soit n , 
mais, apr$s une phase initiale de kT à (k+N-1)T, de le$ filtrer 

de kT a (k+N)T ef d'estimer âk+N+l, puis de les filtrer de (k+l)T 

3 (k+N+l)T et d'estimer i ik+N+2, et ainsi de suite (estimation 

à 'rh~rizon fuyant") ; cette façon de faire permettant da tenAr 

compte de 1'8vslution probable de p 
( R  (moins bien cependan* 

qu'en faisant appel à un filtrage réellement prédictif)" 



Partant de ces constatations, il semble que la mise en 
oeuvrq d'un filtre linéaire discret 3 memoire finie N pourrait 

reprqduire assez fidèlement l'évolution de p (k) (suivant l'im- 
portqnce et le type de celle-ci se pose le problerne du cbq ix  

de La mémoire N et du degre du filtre). 

4.2 .3 .1 ,  - Cm~ct4rist iques du F i  ltrclge ( f i l trage non pr&dSctif) 

Il s'agira : 

- si le bruit est à moyenne nulle, de fqire en sorte q u ' a  
la sortie du filtre le bruit soit toujours a moyenne 
nulle . 

- si l'écart type du bruit à 11entr6e est a e  , de réduirg 
celui en sortie, o de telle sorte que as  « oe . 

- s i  l'evolution de a peut s'exprimer sous forme d'un 
(k 

polyname P(t) de degré p, de restituer en sortie ce 
polyname (P(t) non bruité - filtre de degrê p ) .  

4.2.3.2, - App Zioation au systdme statique 

4.2.3.2.1. - Eqression de Z 'est ivé du puram&tra 

S i  on considere qu'il n ' y  a pa\a d'évoluti~ri de P (k) C 

P(k) = P .  Vk, il suffira de mqyenner les bk : 

n 
X a 
i=l k + i  

- 
ak+n+ 1 

- 
11 

=--------------------- r---T-,,------,--,---=5=q 



4.2.4.2.2. - Expression de 2 'erreur d 'estimation et de 2 'erreur re ZatOve 
d 'estimation 

L'erreur d'estinqtian de p ,  en prenqnt 

estimée âk+n+l est : 

L'erreur relative est alors : 

pour p la v a l e u r  



l 
4 . 2 , 3 . 2 . 3  - Comporiternent de Z 'erreur r e l a t i v e  lorsque l e  nombne d ' éehant i i  Zoqs 1 

~270.t3t. 
l 
I 

Nous pouvons écr i re  s 



lz'lest genéralement petit devant 1, nous aurons : 

r 2  en se limitant aux termes en z . 
Et $i n est grand : 

AJ fonction d'autocorrG 

Z k + i  sont faibles 
i * 2  

lation # mayenne de a' 

# O  



X I  reste : 

@~rnée supérieurement par ; 1 ( l  + / ~ m ~ ~ /  ) 

- inférieurement par la meme quantité, ds sigriq 9pposCi. 

Lorsque T l  -+ 3. , les b ~ r n e s  -+ 0, d'o22 de même de In 
quantite borpée. 

- 
11 en résulte que pour n grand rkcn est assimilable 

2 z é r ~  : 

" p pour n > >  



$ - SYSTEME S T A T I Q U E  7 EXTENSION DES "HOMOTHETIES" A U X  

DIMEN$JONS S U P E R I E U R E S  

5 . 1 . -  Cas où Ze nombre d'entrdes e s t  &gaz au nombre de sort ies  

I;e système que nous venons d'étudier peut st$nfituler 

"système statique, dimension 1". Nous pouvons Bgalement envisa- 

ger des systemes statiques de dimension 2 , 3 , .  ..,II, 

Voyanv le cas de la dimension 2 : 

P ,  

U 
1 

v 1 

U système V 

J12,, , ,  1 réel 

r e l a t ion  du type : 

1 [:*- 4 k+ 1 = [::] k+ 1 = [; :] x [ : : ]  k 

mesuré réel 

OU : 

mesuré reel 

(9n fait abstraction de tout bruit), 



ï,a représentation sous forme de modele est la suivant9 ; 

vk+ 1 = Mk Uk 

NOUS csmmandons le système de telle sorte que t 

- 
wk+ i - 'k+l mesuré 

Nous pouvons d ~ n c  formuler le probleme sous la forme suivante: 

a) ce que l'on désire obtenir 
: Wk+l = Mk Uk 

b) ce que l'on obtientréellement : Vk+l 
P Uk 

4 ' )  'ki- 2 = uk+l 

mesuré 

Nous en déduisons Uk et Uk+l : 

-1 
uk 

= Nk Wkil 

-1 
'k+l " Mk+l 'k+2 

avec les conditions : Mk et Mk+l P O 

-- - 



de b) et b' ) , nous tirons : 

D'aM, l'expression récurrentielle : 

M ~ + ~  = [ v ~ + ~ p  'k+Z] mesuré 

=[ .k+l 
-1 -1 

Mk+2 'k+2] mesuré [~~~'k+l' 'k+l 'k+2] 

avec les conditions : I 1 'k 1 ' 1 'k+ll I O 

-1 1 pli1 Wk+ir Mk+l 'k+2 1 " O 

La g6néralisation au cas du ,système statique de dimension 

n est la suivante : 

-1 -1 -1 
%+n Vkii . . * tvktn] ['k ' i<+~ t"k+n-1 'kin] 

mesuré 
4 

p s = ~ ~ = q E = = = = = r = = a = = = = ~ = = ~ = = = = = ~ ~ s = = = = = ~ = = = = ~ = = = G = = ~ T q 3 ~ = = ~  

avec les conditions 2 ! Q 1 'k 1 1 Mk+n-l / ' 

-1 -1 1 Mk 'k+lf. . ' M k + n ~ l  'l<+nl $ 0  



NOUS venons de considerer un systeme statique où le nombre I l 
d'entrées egt $gal au nombre de sorties. Ce cas n'étant pas ! 
très genéral, il nous faut observer si la methode précedente l 
est t~ujours applicable si ces nombres sont differssts : I 

- S i  le nombre d'entrées est inférieur au nombre de sorfieç, 
r- 1 

l a  matrice Lukt 'k+lf'.*''k+n-I[ n'est pas inversible puisqu' 

elle comporte au moins une ligne de zéros, 

- Par contre, si le nombre de sorties est infPrieur av 
nombre d'entrées, c'est la matrice [Vk+l, VkIZ. • t Vk+n 1 
qui comporte au moins une ligne de zéros et, par conséquent, 

la matrice M k+n est non inversible et empêche de determiner 

la commande Uk+n. 

Ainsi, la methode, telle qu'elle est decrite précédemment, 

ne peut être appliquee directement quand le nombre d'entrée$ est 1 
l 

différent du nombre de sorties. 

Plusieurs voies de résolutian sont néanmoins possibles : 

- la première c~nsiste, si le nombre de sorties ee t  supérieur 

au sombre çI1entr6es, 8 caractériser les  orties les plus impor- 
tap tes  et n'en conserver qu'un nombre égal à celui des entrees 

et à traiter de la même façon que précédemment : il s'agit 

alors d'une identification et d'une commande en fançtion d'use 

certaine partition du vecteur de sortie. 



- 1q seconde consiste, au contraire, si le nombre de sorties 
est inférieur au nombre d'entrées, à auamenter fictivement le 

nambre des premières en adjoignant üne CU plusieurs "boîtes noiresu 

sur le système et en prenant soin de ne pas trop le perturber. 

On iüentifie et conunande alors llensexr.ble système r é s1  + boîtes 

I noires. I 
- une solution de compromis peut encore être envisagée : 

elle consiste à faire appel non plus aux matrices inverses mais 

aux pseudo-inversas chaque fois que cela est nécessaire. ELle 

n'est certainement pas tout à fait rigoureuse mais son avantage 

est de pouvoir se passer d'un ajustement du nombre des entrées 

et des sorties tel qu'il est envisagé ci-dessus et qui nécessite 

un choix parfois délicat des sorties à retenir ou à construire, 

Ayant introduit la transformation homothétique pour les 

systèmes statiques, il semble naturel de l'adopter comme qoyen 

d'identification et de commande au niveau du "permanent" atteint 

6 - SYSTEMES D Y N A M I Q U E S  

6 .1 ,  - Conuergencs de 2 ' i d e n t i f i c a t i o n  ado2t;de au nsueau du 

M~ntrons que la sortie que l'on veut atteindre se ramène 

dans le plan des coordonnées (v v ) à un point d'attraction k f  k+l 

pour son voisinage (le régime "Permanent") si on effectue une 

suite d'homothéties de rapport v k+l 



6 , l . J .  - Chaix du r a o r t  d 'HomothétYe 
-----cI*I "----lu----- 

Le choix du rapport vk+l procède de l'analogie qui 

W 
doit exister entre les homothéties, tant sur un systeme statique 

que dynamique, 

6.1 .2 .  - A~rox imat ion  du "Permanent '' à u ~ r e r n i e r  ordre ......................... ----y- 

Le "Permanent" tel que nous l'yntendons n'est pas statique 

mais conserve up faible comportement dynamique, que nous ne 

pouvons négliger, et que l'on assimilera, en premiere approxima- 

tion, à un premier ordre. 

Nous examinerons, 'plus loin, la validité Ge l'approximation 

retenue, et, s'il y a lieu de la compléter. 

6.1.3, - --Cr Convergence ------~iUrC-CC de 2 ' i d e n t ~ i c a t - l o n  ---- 

6.1.3.1. - Expression de la  sort ie  dw système r&eZ en fonct-lon des comandeç 

~&suZtan t  de Z ' ident i f ioat ion 

On désire obtenir : w = b  v + akuk 
k k  

or, on obtient : Vk+l = Çv;K f P Uk 

On réalise les hanothéties suivantes : 



Partant de  l a  c o n d i t i o n  i n i t i a l e  vo  e t  du v e c t e u r  M ~ ,  on 

c h e r c h e  comment s ' e x p r i m e  v On t r o u v e  (+) n '  

b~ e t  L = avec  K = (q - p P - 
a. 

ou e n c o r e ,  s i  l ' o n  suppqse  (i v a r i a n t  d e  1 2 c) 

S i  on suppose  que  l a  l i m i t e  [ e x i s t e  quand 

o b t i e n t  : 

(+) - C a l c u l s  d é t a i l l é s  du p a r a g r a p h e  6 . 1 . 3 .  en  Annexe 2A 



- 6 4  - 

6 .2 .3 ,2 .  - Etude du comportemen-b du systzme c o w e t  dans Ze plan v 
k3 ' k + l  

Pour é t u d i e r  s o n  comportement d a n s  l e  p l a n  (v k t  Vk+l) 
f a i s o n s  l e  changement @e v a r i a b l e  : 

e t  é c r i v o n s  : 

avec  1 ' o r i g i n e  comme p o i n t  s i n g u l i e r .  

Au v o i s i n a g e  d e  l ' o r i g i n e  : yn # O .  d ' o ù  : 

En n e  c o n s e r v a n t  que  l e  p r e m i e r  t e r m e  du  développement ,  il 
v i e n t  : 

u n e  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  suff$.sante d e  s t a b i l i t é  d e  l a  s a l u t i o n  

d e  c e t t e  Gquation é t a n t  : 

- 1 / 3  < K < 1 

On p e u t  e n c o r e  é c r i r a  l e  syqterne de l n  f a ç o s  s u i v a n t e  / :/ r 



avec  ; 

4es c o n d i t i o n s  s u r  é t a n t  p r @ c i s é e s ,  l e  comportement a p t o u r  

du p o i n t  o r i g i n e  est complètement d é c r i t  p a r  : 

C e t t e  r é c u r r e n c e  autonome du second degré é t a n t  d e f i n i e  p a r  

l ' é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  en  s : 

Suivant  l e  type  d e s  r a c i n e s  sl e t  s nou9 pouvons d e d u i r e  2 ' 
l e  cornpartement : 

1 K < - 1 / 3  : c o l  d e  t y p e  2 ( i n s t a b l e )  (+ 

- 1/3 < K < O : noeud s t a b l e  d e  t y p e  î 

K = O : s o l u t i o n  e x a c t e  

O < K 1 : Foyer s t a b l e  d e  t y p e  1 

K > I ; c o l  de  t y p e  1 ( i n s t a b l e )  (+ 

(+) - cf Annexe 2 B c o n c e r n a n t  1 1 i n s t a b i l i t 4  e n  - 1 /3  et 1. 



6 . 1 ~ 4 .  - ConcZusion 
- - -y - - - - - -  

Nqus avons  montré  que  l a  s o r t i e  que l ' o n  v e u t  a t t e i n d r e  

(w) est  p o i n t  d  ' a t t r a c t i o n  a u  n iveau  du "Permanent" ( v o i s i n a g e  

de w) à l a  c o n d i t i o n  q u ' à  ce n iveau  l a  d i r e c t i o n  du v e c t e y r  

p a r a m e t r e  modele ( ao /bo)  n e  s o i t  p a s  t r o p  é l o i g n é e  de  c e l l e  du  

v e c t e y r  p a r a m e t r e  sys tème r é e l  (p/q) -sys tème r 6 e l  a s s i m i l 6  % 

up p r e m i e r  o r d r e -  

l C e t t e  c o n d i x i o n  c o r r e s p o n d a n t  à : 

Naus avons  également  montré  d e  q u e l l e  n a t u r e  est  l e  p o i n t  

d ' a t t r a c t i o n  : Noeud ou Foyer e t  l ' i m p o r t a n c e  d e  ce d e r n i e r  

( 0 4  K < l ) .  

Bien q u e  l a  s t a b i l i t é  l o c a l e  so i t  t r è s  s a t i s f a i s a n t e ,  il 

nous  semble cependan t  u f i l e  d e  pouvo i r  d é f i n i r  un domaine de  

s t a b i l i t é  d a n s  l e  p l a n  ( v k t  v ~ + ~  ) d e  maniè re  à p o u v o i r  c ~ n c r é t l s e r  

l e  v o i s i n a g e  a t t r a c t i g  d e  w ; d i s o n s ,  l a  marge du ' 'permanent 

oonverqen t" .  Nous a b o r d e r o n s  ce t t e  é t u d e  ( c h a p i t r e s  s u i v a n t s )  p g r  

l e  b i a i s  d e s  s i m u l a t i o n s ,  d e  l a  p r é c i s i o n  d e  l ' i d q n t i f i c a t i o n ,  en 
r e g a r d  Gu b u t  à a t t e i n d r e  (w), e t ,  l i é  à c e c i ,  l e  p a s s a g e  des 

s i m i l i t u d e s  aux homothé t i e s .  



C H A P I T R E  III 

1 1 - INTRODUCTION 

Nous venons d'observer, au chapitre précédent, qu'il est 

possible de commander un système, assimilable à un premier ordre, 

par l'intermédiaire d'un modèle de même ordre, ajusté, pas B pas, 
uniquement par des transformatians homothetiques de ses paramètres, 

Nous avons précisé la condition de stabilité locale de l'ensemble 

système-modèle ainsi constitué : le terme K, fonction des para- 
mètres du système et du modèle initiql, devant prendre ses valeurs 

dans 1' intervalle ] - 1 , 1 [ ; quant à la valeur de w, sortie 
désirée du prccessus, elle est indépendante de cette condition, 

D'autre part, nous avons pu définir le comportement du système, 

autour du p~int d'équilibre, en caractérisant l'évolution de la 

sortie dans le plan de phase (v 
kt Vk+l ) : noeud, foyer ou col de 

! divers types. 



Ces résultqts sont satisfaisants à plus d'un titre ; 

en effet : 

- Pouvoir faire appel i3 des homothéties dans l'espace 

paramétrique est particulièrement intéressant : 

a) - elles permettent de lever l'incompatibilité 
identificatian-commande au niveau du permanent 

ad profit d'une commande efficace. 

b) - elles satisfont très bien aux impératifs 
d'implantation en ligne puisqu'elles ne nécessitent 

qu'un faible volume de calculs. 

- La connaissance du comportement du système, dans le 
plan de phase, peut être tres utile pour mieux cerner la condition 

de stabilité locale d'un processus, en cours d'évolution, et 

astreint aux homothéties précitées : les valeurs de K 6tant liçSes 
à. des types de comportement bien marqués. On pourra ainsi, plus 

aisement et plus rapidement, amener le système à convergence du 

fait qu'il sera possible d'ajuster K suivapt que le processus 
amorcera tel ou tel type de comportement. 

- La sortie désirge, w, n'influence pas la stabilité 
locale et en ce sens, il doit être possible de pouvoir madifier 

sa valeur sans pour autant remettre en cause la condition de sta- 

bilité en K. Il est donc permis de penser que, vis a vis d'une 
stabilité locale stricte, on puisse commander le système a but 
évolutif sans pour autant craindre l'instabilité. 

/ 

- Si on se réfère au chapitre précédent, il n'est pas 
nécessaire que le vecteur paramètre modèle soit identique au 

vecteur paramètre système (système assimilé) pour assurer l'effi- 

cacité de la commande ; bien plus, il n'est même pas nécessaire 

que l'an ait identite entre les directions des deux vecteurs. 



&a v a l e u r  d e  K exprime l a  d i f f é r e n c e  q u ' i l  p e u t  e x i s t e r  

e n t r e  c e s  deux d i r e c t i o n s  ; a i n s i  K = O est  r e l a t i f  à l a  concor-  

dance  des d i r e c t i o n s  e t  K f  O à l e u r  non concordance .  O r ,  l a  

s t a b i l i t é  l o c a l e  é t a n t  a s s u r é e  pour K v a r i a n t  d e  -1/3 à 1, il 

l u i  co r respond  donc un domaine l a r g e  e t  t r è s  s a t i s f a i s a n t  d a n s  

l e  p l a n  d e s  p a r a m è t r e s  ( f i $ .  1) .  

F i g .  1 - Domaine de stabilité locale rmenS dans Le plan des pa~mm8tre.s. 

On remarquera  l ' i m p o r t a n c e  du f o y e r .  



Fien que ces résultats soient très intéressants, il est 

neamoins absolument nécessaire, d'autant plus que le premier 

ordre considéré résulte d'une approximation du système au niveau 

du voisinage du régime permanent, d'apprécier quelle peut être 

l'étendue du voisinage de la sortie désirée qui mène effectivement 

a convergence ; disons, de connaître la zone, ou l'intervalle de 
confiance, de sortie à partir de laquelle on pourra se reporter 

3 un algori%hme iientification-commande simple, mais satisfaisant : 

les transformations homothétiques dans l'espace des paramètres. 

En ce sens, nous chercherons, tout d'abord, à determiner 

sinon à juger, sans la détailler avec précision, quelle peut être 

l'étendue du domaine de stabilité par rapport aux condition5 

initiales d'un tel algorithme ; puis d'apprécier ça validité et 

d'essayer de le généraliser. 

I 2 - DOMAINE D E  S T A B I L I T E  P A R  RAPPORT AUX C O N D I T I O N S  I N I T I A L E S  

Nous pouvons envisager, tout d'abord, une étude purement 

mathgrnatique de la convergence, de la récurrence par rapport avx 

conditions initiales, la compléter, le cas échéant, en essayant de 

rechercher les limites du domaine de stabilité (travaux de MIRA 

relatifs à la recherche des frontières de stabilité dans l'espace 

des variables, pour des r6currences autonomes de second ordre), 

ou encore, appliquer des critères de type suffisant si cette 

dernière méthode s'avère trop précise et fragmentqire quant aux 

limites fournies. 

2.1. - Remarques préZiminaires 
Tl ne saurait y avoir de stabilité par rapport aux condi- 

tions initiales sans stabilité locale du point nominal ; ainsi, 

lorsque Kest inférieur à - 1/3 ou supérieur à 1, il n'existe 

aucun domaine de stabilité par rapport aux conditions initialas. 



Par contre, lorsque Kest nul et w quelconque, le 
domaine de stabilité par rapport aux conditions initiales couvre 

taut l'espace des variables puisqu'on est en présence d'une 

convergence directe t.ant sur le plan identification que commande. 

(Quand nous indiquons "w quelconque", il faut faire une restriction 

pour w nul, car, dans ce cas, les homothéties ne sauraient être 

mathématiquement définies (cf chapitre précédent) . 

Si on se reporte au chapitre précédent, le systeme 
(assimilé à un premier ordre), accusant une condition initiale 

v et vl, liées entre elles par (p ,  q) hystèrnel, 
O 

L J 
(ao, bQ) [modele initia3 et w [but] , sont les conditions 
initiales de la récurrence du second ordre qui exprime la sortie 

de l'ensemble système-modèle, modifiée par les transformations 

homothétiques : 

Or, partant de vo, on cherche 3 faire en sorte que vn tende vers 
w lorsque n tend vers l'infini ; il est évident que ceci ne 

pourra &tre réalisé que pour certaines valeurs dg : (p ,  q),(ao,bo) 

w et vo. 

La ~tabilité locale ne dépend que des valeurs de K, c'est 
à dire du système et du modèle initial. La stabilité par rapport 

aux conditions initiales depend évidemment également de ceux-ci, 

de la condition initiale v (point de départ) mais aussi du but 
O 

w (point d'arrivée) . 



Notons que la dependance vis à vis du système et dy 

modèle, dans le premier cas, n'affecte que K, donc essentiellement 
la différence entre les directions des vecteurs système et modele, 

tandis que dans le second cas, elle affecte tout à la fois K e t  L 

c'est à dire une différence de direction (qui entraîne une modi- 

fication angulaire) mais aussi un rapport de composantes (L =p/ao) 

qui entraîne, à direction fixe, une modification de module . 
Ainsi, les ajustements des paramètres du modèle (face à ceux du 

systérne) peuvent çe faire. Concernant la seule stabilité locale 

par le moyen de rotations dans l'espace paramétrique et concernant 

la stabilite par rapport aux conditions initiales au moyen de 

rotations et homothéties combinées : similitudes. 

La stabilitê locale dans l'espace paramétrique est caractérisée 

par une marge angulaire autorisée entre système et modèle ; la 

stabilité par rapport aux conditions initiales devrait Gtre 

caractérisée, dans l'espace paramétrique, par une marge autorisée 

fonction d'écarts d'angles et de modules entre systeme et modele : 

marge de position se ramenant, peut être, 3 quelque chose du 
genre "distance". Nous aurons, plus loin, l'occasion de réaborder 

cette question des marges, tant de modules que d'angles, a propos 
de la généralisation des transformations "géom6trique.s" du modèle 

dans l'espace paramétrique. 

2 . 2 .  - Btuds mathématique de Za convergence de Zn récurrevce par 

rapport aux conditions i n i t i a l e s  

2.2.1. - Transformation de la r é c u r r e n c e s r  introduction des 
I- ----*-------Y------------ --------------i--c 

conditions i n i t i a  t e s  ----."--------------- 

Partant des conditions initiales vo et v (= Kv * L w) 1 O 
qye nous introduisons dans la récurrence : 



il v i e n t  : 

K  v 
O 

v2 
= K 2  + K L W ~ W -  

vo K v  + L W  w 
a 



e t  a i n s i  d e  s u i t e . . . .  

Mous pouvons o b s e r v e r  l ' é v o l u t i o n  s u i v a n t e ,  du  dénomina teu r  

du  d e r n i e r  terme d e s  vn, à p a r t i r  d e  n = 2 ! 

et, l e  numéra teu r  : K f2  (j-1) w ( à  p a r t i r  d e  n  = 3 ) .  

D'où l ' e x p r e s s i o n  g é n é r a l e  : 



On remarque immédiatement que K F O ~orrespond a 13 
convergence de vn vers w quelque soit v . 

O 

2.2.2. - Etude de Za convergence de Za rscurrence (va leurs de 
.F--~-----T--ii--i ------*C--3-*--C-i 

K eompdses entre - 1 /3  e t  1 )  

On ne peut assurer la stabilit6 par rapport aux çondicians 

initiales si on n'assure pas au ~noins la stabilité locale, d'qQ 

les limites; à K, ci-dessus. 

Puisque la valeur K.; Q n'offre pas d'intérêt d'étude 

particulier (convergence directe), nous pouvons candenser l'ex- 

Par ailleurs, du fait que 1 K 1 est inferieur 3 1, les 
n- 1 termes Knvo1 K"-'LW et K v w tendent vers zero lorsape q 

O 

tend vers l'infini et, ainsi, l'étude de la convergence se ramene 

à celle de l'expression : 



n-3 
Le p remie r  terme I K~ converge  l o ~ s q u e  n  t end  v e r s  

i = o  

l ' i n f i n i  ; il reste donc à mont re r  dans  q u e l l e s  c o n d i t i o n s  on peut 
a s q u r e r  l a  convergence  du second t e rme ,  c ' e s t  à d i r e  d e  l a  s é r i e  : 

On p e u t  f a i r e  remarquer  que  l e  $eu1 f a i t  de  p rouver  ce t te  

convergence  s u f f i t  ; e n  e f f e t ,  nous avons vu au  c h a p i t r e  p r é c é d e n t  

que s i  vn a une l i m i t e  f i n i e ,  u n i q u e ,  c e t t e  l i m i t e  ,t ne  p e u t  ê t re  

a u t r e  que  l e  b u t  d é s i r e  w ( à  c o n d i t i o n  que s o i t  d i f f é r e n t  d e  1, 

ce q u i  e s t  r é a l i s é ) ,  

2.2,2.2.  - Convergence ds Za série s m 

i n o  f (mri-1-1)  

a )  - C a r a c t é r i s o n s  l e  terme g é n é r a l  d e  c e t t e  s g r i e  : 

Se r e p Q r t a n t  à l ' e x p r e s s i o n  d e  f ( j )  précédemment d é f i n i e ,  

novs pwuvons é c r i r e  : 



pour  'd m. e n t i e r  + O e t  o 4  i. e n t i e r  g m .  

m-i III-1-1 
On remarque que s i  l ' e x p r e s s i o n  f (O) f ( 1 )  ... 

. . . f ( r n - i - i ) ~ w ~ + ~ - ~ ]  e s t  p o s i t i v e .  a l o r s  l e  terme K fZ (m-il 
K 

f (p+l-i) 

es t  p o s i t i f  e t  i n f e r i e u r  à 1. 

Nous en  d ê d u i s o n s  : 

1 K lest i n f é r i e u r  3 1, donc l a  s é r i e  d e  d r o i t e  converge  quand n 

t e n d  v e r s  l ' i n f i n i  ; l a  convergence  a b s o l u e  e n t r a î n a n t  la convery  

gence  s i m p l e ,  l a  s é r i e  s converge  éga lement .  
m 



b) - Examinons dans quelles conditions l'expression 
m-i m-1-i m+2-i 

f (O) f (1) , - O  (m-1-i) w 
K 

neut @trs positive : 1 - 
Elle l'est, par e~ample, quglque soient m et il lorsque 

f(j), 4/Yet w sont positifs. plaçons nous dans le cas ~ù K est 
çsmpris entre O et 1. 

L/K positif induit L positif, et, à leur taur, L, K ef 

w positifs induisent, si v est supérieur à 
O 1 fb), f(l),**, 

f ( j )  positifs, quelque soit j ; ces conditioqs (conditions 

suffisantes) ne sont pas, semble t-il, trop contraignantes sauf 

celle sur w positif. A çe propos, considérons la variable v'définie 

comme v/w (w # O) et réexaminons la récurrence. 

devient : 

De rnqme, les f ( j )  deviennent fl( j )  en changeant vo en V I  
O 

et w en 1, Ainsi, les conditions de stabilité lpcale pouq v' $ont 

exactement les q$mes que pour v et les domaines de stabilite par 
rapport aux conditions initiales sont également les mêmes 3 un 

changement de variable près : v' , v avec v = v'w, 



1 ni-i m-1-i 
rn+2ri. L'expression à examiner f (01 f (1) . . . f (m-1-i)A w 

[ "-' 
m-1-i 

1 
K 

devient f '  (O) f' ( 1 )  ... f' (m-1-i)L, ; si 1, &,O 

K 
et vd > -  L (ef,  par voie de conséquence. v;, a) cette expression 

1 
ci;T 

est positive et induit la gtabilité de v' (VA tend vers 1 l~rsgue rl 

vers l'infini). L e  domaine de stabilité en v' est le suivant ; 

F4g. 2 

La condition initiale 1' (VA . vil doit ne trouver dans la demi 
plan supérieur, sur la droite ( A ' 1  d'equation v' 

k+ 1 - Kvk + L.  

Le domaine de stabilité en v s'en déduit par ohangement 

de variable : v = v'w. 



Fig. 3 - ( 1 )  Point nominal I N )  d a m  t e  1 er quadrant : w > O 

(2) Point nominal Ik) dans l e  38 quadrant : w < o 



Les domaines a i n s i  d é f i n i s  l e  s o n t  par d e s  c o n d i t i o n s  

s u f f i s a n t e s  d e  s t a b i l i t é  ; i l s  n e  p r é t e n d e n t  donc p a s  r e c o u v r i r  

t o u t  l e  domaine r é e l l e m e n t  e x i s t a n t ,  que  c e  s o i t  au p o i n t  d e  vue 

d e s  v a r i a b l e s  (domaine p r o p r e )  ou d e s  c o n d i t i o n s  s u r  K e t  L .  

E e  c e  q u i  concerne  w, il e s t  i n t é r e s s a n t  d e  remarquer  

l ' i n f l u e n c e  impor t8n te  d e  c e  pa ramet re  s u r  l ' é t e n d u e  du domaine ; 

à K e t  I, f i x é s ,  p a r t a n t  d ' u n  domaine d e  s t a b i l i t é  d a n s  l e  p l a n  

v  vLfl)  nous d é d u i s o n s  un domaine p l u s  é t e n d u  ( w >  1) ou moins 

é t e n d u  (w < 11, mais  de même forme : s i  S e s t  l a  s u r f a c e  du 
2 domaine d a n s  l e  p l a n  ( v i f  v '  , s a  s u r f a c e  s e r a  w S dans  l e  p l a n  k+ 1 

( v k ,  v k + = ) ,  donc d ' a u t a n t  p l u s  c o n s i d 6 r a b l e  que w s e r a  g r a n d .  

Nous avons  c o n d u i t  les  c a l c u l s  e n  c o n s i d é r a n t  w p o s i t i f  

ou n é g a t i f ,  avec  K compris  e n t r e  O e t  1 e t  L p o s i t i f  ; il s e r a i t  

néanmoins s o u h a i t a b l e  d e  r e p r e n d r e  ceux-c i  pour K compris  e n t r e  

- 1/3  e t  O ; cependan t ,  comme l e  terme g 6 n é r a l  d e  l a  s é r i e  s se m 
p r ê t e  a s s e z  v a l  à une d é t e r m i n a t i o n  d e s  c o n d i t i o n s  d e  convergence  

l o r s q u e  K es t  n é g a t i f ,  nous  aborderons  ce c a s  p a r  d ' a u t r e s  méthodes 

(nous  avons  f a i t  f i g u r e r  e n  annexe 3 A  une é t u d e  s u r  l a  r é c u r r e n c e  

d e s  f ( j ) ,  du terme g é n é r a l ,  q u i  met e n  év idence  l e u r s  r e l a t i o n s  

avec  les  c o n d i t i o n s  d e  s t a b i l i t é  l o c a l e  e t  donc avec  K négatif) .  

C )  - Voyons, à p r é s e n t ,  l e s  ense ignements  que l ' o n  p e u t  

t irer d e s  c o n d i t i o n s  d e  s t a b i l i t é  p r é c é d e n t e s  : 

Nous avons  montré  que pour  K compris  e n t r e  O e t  1 e t  
L L p o s i t i f ,  il s u f f i t  d ' a v o i r  v s u p é r i e u r  à -- K w pour a s s u r e r  

O 

L l a  s t a b i l i t é  s i  w est  p o s i t i f  e t  vo i n f é r i e u r  3 -- K y s i  w e s t  

n é g a t i f .  

S i  on c o n s i d è r e  que  l es  homothé t i e s  s e r o n t  u t i l i s 6 e s  au  

n i v e a u  d e  l a  t endance  au régime permanent ,  il y a  t o u t  l i e u  d e  



penser que le point nominal N (w) sera relativement voisin de la 
r 

condition initiale 1 (v0) Lcondition initiale pour le nouvel 
- 

algorithme : les homothéties] : or, en ce sens, les domaines 

précédents se révèlent suffis~mment étendus autour du point N 

pour que le point 1 en fasse également partie (d'autant plus, 

d'ailleurs, que Iw ( est grand). Il faut néanmoins s'assurer des 
conditions sur L et K : 

L positif implique p et a de même signe ; cela est 
O 

évidemment réalisable puisque si l'on considère qu'il y a tendance 

au r@gime permanent, noiis aurons p et a pas trop éloignés et 
O 

de même signe. Quant à KI sa valeur ne devrait pas être très 

éloignée de O : 

- positive : la convergence est assurée, d'autant plus que la 
marge de manoeuvre est importante : o(K(1. 

- négative : l'étude précédente ne met pas en évidence de 
domaine de stabilité ; de plus, la marge de 

manoeuvre, si on considère uniquement la stabilité 

locale, est plus étroite : - 1/3<K 40 
II est donc nécessaire de montrer qu'il peut 

exister un domaine de stabilité pour K(o ; 

c'est, entre autres, l'objet des paragraphes 

suivants. 

Nous noterons, cependant, qu'en tout état de choses, 

l'analyse du comportement de la sortie dans le plan de phase, au 

cours de l'évolution du processus, peut être très riche d'ensei- 

gnements. On peut ainsi réajuster les valeurs respectives des a k' 
par rapport aux b k , suivant le comportement, et déplacer, par 
exemple, la valeur de K vers une zone où la marge de manoeuvre 
sera plus importante : en l'occurrence Kcompris entre O et 1, 

caractérisée par un comportement de foyer. 



2.3 .  - Caractérisation d i rec te  de Za frontière de s t a b i l i t é  

Si on se reporte au chapitre précédent, le système complet 

(processus - modèle) est caractérisé par la récurrence autonome 
du second ordre suivante : 

Nous essaierons de rechercher directement la frontière 

de stabiLité de cette récurrence. 

2 .3 .1 .  - 
MIRA n montré que la frontière de stabilité des récurrences 

autonQmes du second ordre est constituée : /- "+ /  

a) par des points,doubles instables 

b) par des cycles instables d'ordre fini ou infini, c'est 

à dire des points vérifiant : 

c) par les antécédents et les conséquents des pointa 

doubles instables et des points des cycles instables 

d'ordre fini ou infini. 

d) peut être par d'autres points de nature différente. 



D'au t r e  p a r t .  s ' i l  e x i s t e  d e s  p o i n t s  doubles  i n s t a b l e s ,  

i l s  se t r ouven t  parmi l e s  r a c i n e s  r é e l l e s  du système algEbrique r 

e t  l e s  ç y c l e s  i n s t a b l e s  d ' o r d r e  f i n i  peuvent s e  dé te rminer  comme 

les r a c i n e s  r é e l l e s  du système a lyéb r ique  d é f i n i  par  l es  équa t ions  : 

'n+ 1 = f (x,, Y,) 1 Yn.1 
- - 

Appliquons c e s  d i v e r s  é léments  de recherche  2 l a  r ecu r r ence  

p rêc4 tée .  

2.3. ci, - P~tnts c&u&&s 
I 

Nous avons m i s  en évidence au c h a p i t r e  p recédent  que 

l ' o r i g i n e  (x  = y = O )  e s t  p o i n t  double  ; ce  p o i n t  double  e s t  s t a b l e  

s i  K e s t  compris e n t r e  - 1 / 3  e t  1. i n s t a b l e  pour K i n f é r i e u r  

1 /3  e t  s u p é r i e u r  à 1. Y a  t-il d ' a u t r e s  p o i n t s  doubles  ? Tous 

les p o i n t s  doubles  s o n t  l e s  r a c i n e s  r é e l l e s  du système a lgéb r ique  

s u i v a n t ,  e t  s ' i l  e x i s t e  des  p o i n t s  doubles  i n s t a b l e s ,  i l s  se 
t rouven t  parmi c e l l e s - c i  : 



Solutions : K P 1 : x = y = O, un seul point double : 
- stable : - 1/3(K <1 

- instable : K (- l / 3  e t  K > 1 
\ 

K =  1 : x = y quelconque, une infinité de points 

doubles situés sur la première bissectrice z 

dont très certainement des points doubles 

instables, sinon tous, entre autres le 

point (o,o). 

Tentons de mettre en évidence l'existence d'yn cycle 

d'ordre 2 : 

De la même façon, il vient : 



Posant sl = x + w e t  u 2  = yn + w, ( 7 )  et ( 8 )  s'écrivent : n 

que nous simplifions en passantaux coordonnées rsduites : 

a -* Q '  . Q '  = - k ( W  # O). 
W 

I = K  a l 2  + (1 - K  
a ' 1 1 ( 9  

Q ' 2  

= K  r t l  + (1 - K  Q ' 2  ) 
a 1 2  ( 1 0 )  

% ' l  

K a t 2  + 1 . 9 '  
De ( 9 ) ,  il vient : a l l  = e t 2  - 2 f o  

K  + Q I  

2 

qui, introduit dans ( I O ) ,  donne : 

K a t 2  + 1 K +  e V 2  
V 2  = K  a l 2  + ( 1 - K  1 

K  + P 2  K  a '  + i 
2 

et, après simplification, conduit à : 

K (I-K~) + a': ( i -~~)  - a; (1-K') - K U - K ~ )  = o a ' 2 

2 

' 
# - K  et - I/K 



-- - -- - 

i 

- - 

et s i  [ K I  es t  d i f f é r e n t  de 1 : 1 

K Q ' ~  + i,i2 - c i  - K = O  

2 

QU : 

c ' e s t  6 d i r e ,  s i  nous  avops : - 1 K ,< 1 

Dans ae$ c ~ n d i t i o n s ,  nous pouvons é c r i r e  : 

P u i s q u e  les é q u a t i o n s  (9) et (10)  r e s u l t e n t  d ' u n  echange 

entre k i  e t  e ; ,  a;  a u s s i  b i e n  que  a '  d o i t  s a t i s f a i r e  à l'équation 
2 

(11) ; e n  ce s e n s ,  s i  : 

a l o r s  : " = ( 1 3 )  

2 K 



D'après 

leur somme : 

donc, pour : 

produit des racines ; 

<1 : e ;  et e ;  sont 

-1/3< K <O : e ;  et e; sont positifs 

L'addition de (9) et (10) : 

s = K S  + (2 - K (  s2 - 2 ~ ) )  

P 

est verifiée par S et P ci-dessus et confirme les valeurs de 
n ,, m et k i  . 

Repassant na+ 2 (multiplication par w), puis en ( x , y )  

(poustractio~ de w), nous obtenons les coordonnees des deqq p ~ i n f s  

LA a t  BI qui forment le cycle d'ordre deux recherché 8 



11 faut s'assurer que les points A et B ainsi determinés 

s o n t  instables, ou, plus exactement, pour quelles valeurs de K 

1 ils le aqnt. 
A cet effet, nous avons pu mettre en évidence l'instabilité pour 

6 cprnpris entre - 11'3 et = 0.627 (cf. Annexe 38) . 
n L A  noter que la dernière valeur indiquéc est la racine 

réelle d'une equation du troisième degré et a donc une expressioq 

mathématique précise bien qu'exprimée ici suivant une quantite 

approchée .] 

Mathématiquement, la détermination des cyçles d'ordre 

supérieur, s'ils existent, se heurte à des résolutions d'équations 

de plvs en plus complexes et de degré de plus en plus élevé 

Ce fait limite la recherche des cycles instables : on 

peut alors songer, pour étoffer la connaissance de la frontière, 

à déterminer les antécédents et les consequents du cycle instable 

précedent : antécédents et conséquents qui font partie de cette 

fr~ntière. 

A n t é c é d e n t s  e t  Conséquents  - Domaine mnrlexe 
---------C------i------ ---------------'--c--v- 

Si on examine, tant les conséquents : 

que les antécédents ; 



on se rend compte qu'ils ne peuvent donner lieu qu'à des ?oints 

qui sont ceux du cycle (cela, quelque soit l'ordre du cycle) ; ep 

effet partant d'un couple de valeurs donné ( x n Yn 1 , nous 
aboutissons au pas supérieur ( x n+ï Yn+1 1 ou inferieur 

( Xn-l , ) à un point et un seul qui ne peut qu'appartenir 
au cycle : les relations tant des conséquents que des antgcedents 

étant de type bijectif (pour qu'il en soit autrement il faudrait, 

par exemple. que la détermination des xn . en fonction des x ~ + ~  

et Yn+1 , se fassc par extraction d'une racine carrée, ou autre.,., 
et donne ainsi au moins deux déterminations. 

Néanmoins, le fait que l'on ne puisse remonter la 

frontière à partir des points des cycles instables, implique 

nécessairement, si on se réfère aux travaux de ROUBELLAT / ,/, 
que le domaine de stabilité est de type connexe ; des partitions, 

ou msme des points isolés, ne peuvent exister : le domaine esk 

d'un seul tenant autour du point double origine, c'est le domaine 

immediat de convergence. 

La position des points du cycle instable d'ordre deux, 

par rapport à l'origine, ne peut suffire à nous donner une idée 

exacte de l'étendue du domaine de stabilité (il faudrait pour 

cela cannaftre plus de points de la frontière, sinon tous) ; 

mais elle peut, par contre, permettre l'évaluation de l'influençe 

du paramPtre K sur l'étendue du domaine de stabilité, particulièr 
remenk pour des valeurs de K comprises entre - 1/3 et O, ce que 
n'a pas montrée l'étude purement mathématique de la récurrence. 

2.3.3.  - P o ~ i A i o ~ ,  isuivant K d u  p a i d  du cycle inatable -------- ----------  -,-----,---- 

dloir&e deux dana l e  plan de phane [ v k  , v k i l ]  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ------- ---- 

Nous savons, d'après l'étude mathématique de la 

récurrence, que les coordonnées des points de la frontière de 

stabilité sont proportionnelles à la valeur w de la sortie 

désirée ; 



C'est bien ce qu'on observe pour les coordonnées des points A et B 

du cycle instable d'ordre deux. En ce sens, nous pouvons restrein- 

dre l'étude à t( et passer aux coordonnées réduites : v '  = v . - 
W 

Des relations (14) et (15), nous déduisons que le lieu 

des points A et B dans le plan de phase réduit (vil v' ) e s t  k+l 
l'hyperbole équilatère : 

: branche positive de l'hyperbole pour K compris entre -1 /3  et O 

; branche négative de l'hyperbole pour K compris entre O et 1 

(avec restriction à K 5 0 , 6 2 7 ) .  

De (16) et ( 1 7 ) ,  nous déduisons que A et B sont symétriques 

par rapport à la droite vi+l = v l  
k et que, suivant l'axe v' k+l ' 

A est inférieur à B sur la branche positive et supérieur à B 

sur la branche négative : 

- b A  I 
b 

v ' 
k 

O* ++ K 

Fig. 4 - Poeltion dans l e  plan de phase rédu i t ,  des points A e t  B du 

cyc le  ins tab le  d'ordre deux, suivant l e s  valeurs de K . 



Si on considère que la seule position des points A et B 

peut ncus renseigner sur l'étendue du domaine pour !( ngggtif, 
nous concluons que celle-ci croIt avec les valeurs se ce 
pararngtre. Ce n'est bien sûr qu'une évaluation très incorn-- 

plète : on peut néanmoins la compléter par le tracé du voisi- 

naqe des points du cycle qui appartient à la ErontiSre, 

Ç'est l'objet du paragraphe suivant. 

Portions -"------------ de Zafront ière .................................. de s t a b i l i t é  voisines d e s z o i n t s  --- 
du cycZe instable d'ordre 2 
7 - 7  c--------------_- 

Reintroduisons la récurrence autonome du second ordre : 

Nous constatons que les seconds membres sont analytiques. 

Or, lorsque les seconds membres sont des fonctions analytiques, 

LATTES / 2 5  / a montré que si en un point double P, les 
multiplicateurs S1 et S2 sont réels distincts de module 

différent de O et 1, et SI # sZq et S2 # S1 (q entier), 

il existe deux courbes invariantes analyticues et deux 
seulement passant par le point double P, tangentes aux axe$ 
principaux (cf. Annexe 2A) et définies dans un certain 
v~isinage de ce point. Si P est un col, ce sont les deus 

seules courbes invariantes passant par le point P. 

Il a été montré / : / que si un point double sur la 
frontière de stabilité est un noeud ou un col, l'axe princ$p8$ 

qui correspond au multiplicateur de plus petit module est 

tangent à la frontière. La connaissance de la tangente en un 

point double ou cycle situé sur la frontière entraîne celle 

de la tangenke à la frontiere en chacun des antécédents de 

ces points singuliers. 



Il a été montré également que d'un col situé sur la 

frontiere est issu l'arc de courbe invariante analytique portion 

de cette fr~ntière si les seconds membres de la récurrence sont 

analytiques et si l'arc de courbe invariante analytique correspond 

au multiplicateur de plus petit module. Lorsque le point double 

est un noeud, le problème est plus complexe car la frontiere 

passant par le noeud n'est pas nécessairement une des courbes 

invariantes analytiques en ce point. 

Ainsi, lcjrsque nous sommes en présence d'un col, il do$t 

être possible de déterminer un développement en sêrie d'une 

fonction représentative de l'arc de courbe invariante analytique 

issu du col dans un voisinage plus ou moins important de ce col, 

Une autre méthode consiste à se placer au col mgme et 

à déterminer les antécédents de ce col. Théoriquement, si on se 

trouve exactement au col, on n'en bougera pas ; cependant, il 

faut tenir compte des très faibles erreurs faites à chaque it&ra$ian 
1 dans le calcul des antécédents : peu à peu on "déstabilisera" 

le point jusqu'à "décrire" la frontière de stabilité dans un 

voisinage relativement important du col. C'est cette méthode que 

nous avons mise en oeuvre. 

1 Nous connaissons un cycle d'ordre deux. Encore faut-il 

1 powr pouvoir appliquer la méthode, qu'il s'agisse d'un cyc$e du 

type col et non du type noeud. A cet effet, nous avons determiné 

le type des points du cycle. Il s1avi3re (cf. Annexe 36) que pour 
les valeurs de K comprises entre - 1/3 et#0,627, le cycle est 

du type col. Nous pouvons donc déterminer une portion de la 

frontigre issue des points A et B du cycle d'ordre deux lorsq~e 

K est compris entre ces valeurs, et nous pouvons également 
mener le calcul des tangentes à la frontière en ces points. 

NQUS faisons figurer dans les pages suivantes les trac6s 

pour diverses valeurs de K. 









L'ensemble des deux méthodes (L j  2.2. & 2.3 ) a permis de 
dggqger l'existence d'un domaine de stabilité par rapport aux 

conditi~ns initiales suffisamment étendu autour du poink nomina$ 

pour ne pas devoir craindre l'instabilité de la convergence au 

niveau du permanent. 

Jusqu'a présent, nous avons considéré qu'qu niveau Qu 

permanent, nous avions un système réel assimilable à un premier 

ordre ; ceci permet de tenir compte du comportement dynamique 

résiduel du système. Néanmoins, si on veut une meilleure connqisv 

sanee de l'approche du régime permanent, on peut être amené 3 

considérer l'ordre du système réel ainsi assimilé. 

Puisque nous recherchons la simplicité de la méthode, il 
est alors intéressant de voir ce que peut entraîner le fait de 

considérer un système assimilé à un premier ordre alors qu'en T~it, 

il e,st d'un ordre supérieur : disons d'apprecier la vaLidite de 

1' ~lgorithme proposé dans ces conditions, 

Dans cette optique, nous avons étudié le cas d'un 

premier ordre identifiant un second ordre. 

On désire obtenir par le modèle une expression de l a  forme t 

et on obtient (système) : 

"k+2= q1 Vk+l + q2 Vk + '1 Uk+l -!- p2 Uk 
. - 

0x1 iriodifie le niocAcic  

par des hom~théties : 



~ 
Nous conduisons un calcul analogue à celui du Chapitre II 

et nous obtenons (cf. Annexe 3C) : 

avec 

ce gui s'écrit encore : 

NOUS avons étudié les conditions de convergence d'une telie 

dquation (cf. Annexe 3C) et obtenu : 

L 

avec L' = , 2, , 



- - 

Lorsque K a  = L, = O, nous retrouvons, évidemment, la condi- 

! 
tion - 1/3 4 K < 1 de l'équation du second ordre ; et glu8 

L2 et K Z  sont différents de zéro, plus nous nous éloignops de c e t t e  

condition. 

Revenant à l'équation du troisième ordre. il resgQrt que le 

fait d'atteindre le but w et de s'y maintenir (convergence - 
stabilité) impose : 

où B est la valeur atteinte par a à la convergence. On ep déduit ; 

S'il s'btait agi de l'équation du second ordre, on aurait 

b s'en déduit facilement : G 
b 
O b/= a[ - 
a 
O 

Nous vérifierons au chapitre V, les valeurs de a ek b ainsi 

qtteintes. 
c/ C 



Dans ces résultats, il est important de remarquer que les 

pl et q1 du second ordre jouent le meme r61e que les xpi et 
'qi des ordres supérieurs. De ce fait, vis à vis du modèle 

qui mène 3 convergence les K et les i Li doivent jouer de8 
i 

rdles un peu identiques auxK et LI du second ordre. Bien que ces 1 
aonditions soient plus restrictives, l'analogie peut étre condufte, 

sur ces valeurs, à l'existence de comportement et de domaine de 

stabilité par rapport aux conditions initiales. A cet effet, nous 

mettronsen Cvidence, au Chapitre V, des comportements de type 

foyer ou noeud pour le troisième ordre comme nous l'avons fait 

pour le second, 

Les résultats que nous avons obtenus concernant l'existence 

et l'étendue du domaine de stabilité par rapport aux conditions 

initiales se sont révélés satisfaisants. 

L'analyse des équations d'ordre supérieur montre que si on 
considère l'ordre du système réel dans son intégralité, cela 

amene à des conditions de stabilité plus restrictives mai$ que, 

n$anmoins, les analogies fondamentales sont conservées ; il faut 

de plus avoir en vue que le fait de devoir considérer le systeme 

comme étant d'un ordre plus ou moins élevé, tient à la plus ou 

moins grande largeur de la zone autour du régime désiré, à partir 

de laquelle on fait intervenir les transformations homothetiques, 

A cet égard, on peut se poser la question de savoir 3 quel 

stade utiliser ces transformations homothétiques ultimes et qu'em- 
ployer avant celles-ci : également, de considérer si on ne peut 
pas augmenter la taille du vecteur paramètre : c'est à dire 

généraliser la méthode en considérant des modèles d'ordre plus 

élevé que le premier, utilisé jusqu'à présent. 

l C'est, entre autres, ce que nous examinerons au chapitre 

suivant. 



C B A P I T R E  I V  

Au second chapitre nous avons introduit la fonction de 

correction Sk qui, au vecteur paramètre modele Mk-l associe 

le vecteur Mk . Cette transformation géométrique dans l'espaoe 
paramétrique est une similitude dont le point invariant est 1' 

origine des cogrdonnées. 

Jusqu'a présent, nous n'avons mis en évidence que la seule 

transformation homothétique; néanmoins bien d'autres types de 

transformations peuvent etre menées sous le couvert des simili- 

tudes précédentes. 

La convergence ultime de l'ensemble système-modèle vers le 

régime d6siré vient d'être assurée par l'emploi de transformations 

homothétiques: de leur étude, il ressort qu'elles sont utilisables 

efficacement dans un large voisinage du régime dési~é. pour des 

raisons de sécurit6 de convergence il y a lieu de réduire cette 

zone à un écart pas trop important de la valeur désirée et d'amener 

le systeme dans la zone par d'autres transformations ( Fig 1 1 



L'intérêt spécifique des transformations homothétiques 

ultimes est dù au fait qu'elles permettent une Gvolution simple 

mais suffisante du modèle pour s'adapter aux impératifs d'un 

but a r6aliser. 

Nous allons examiner à présent les transformations que 
l'on peut envisager pour amener le processus dans le voisinage 

du but avant de laisser l'ensemble système-modèle uniquement 

contrôlé par les homath6ties. 

1 sor t i e  du systerne 

f' T r a n s f o r r n a t  ions but  désiré 

T r a n s f o r m a t i o n s  p l u s  g é n é r a l e s  

d u  t y p e  s i m i l i t u d e  

1 f i g .  1 

2 - T R A N S F O R M A T I O N S  G E N E R A L E S  DU T Y P E  S I M I L I T U D E .  

Suivant les ordres respectifs ou supposés du système 

rGel et du modèle adjoint on peut être amené à conduire différents 

types de transformations. 

2.1. - On suppose l'ordre du modèle &gaz à l'ordre du système. 

1 Considérons le premier ordre, nous généraliserons ensuite : 

on désire obtenir : w = ak Uk + bk Vk ( 1 )  

or, on obtient : v k+ 1 = p u k + q v k  ( 2 )  

2.1.1.  Trangformation directe ---- ---------------- 

Itérons la relation ( 2 ) . Il vient 



Partant de commandes arbitraires u et ul on doit 
O 

obtenir la détermination du vecteur paramètre M2 ( = P ) qui 

nous permettra de calculer la commande u2 qui nous amènera 

suivant ( 1 ) en w : 

A ce niveau l'identification ne peut être terminee : en 

effet si nous fixons le vecteur paramètre nous nous écarteron9 

inévitablement du but desiré du fait des perturbations qui ne 

peuvent manquer d'exister sur le système. On poursuit l'identi- 

fication sous la forme des transformations homothétiques : elles 

sont simples et susceptibles d'un traitement statistique aisé ce 

q u i  assure de ne pas s'écarter du but w , sinon de toujours res- 
ter dans son voisinage très immédiat. 

Néanmoins, on ne fera le passage aux homothéties que s i  le 

module du determinant d e 4 2  est inférieur â une quantité posi- 
1 1 

tive b et que lVk+cwI -- et Ivk+: - W I  sont inférieurs à une seconde 

quantité positive a' ;  6 et 6' étant petits mais proportionnés 
à l'importance des perturbations. 

Si 2î un moment quelconque ces conditions ne sont plus 

respectées on revient aux transformations directes. ( cela peut 

intervenir, entre autres, lors d'une évolution soit des paramè- 

tres du système, soit du but w ) . 

Les marges b et 6' precédentes sont nécessaires pour 
deux raisons : 



a) à partir d'un certain stade l'inversion de la matrice 4 n'aura plus de sens : théoriquement elle devient stric- 
tement non inversible s'il n'y a pas de bruit sur le systeme. 

Or, du fait des bruits elle le reste mais le résultat auquel 

elle conduit est aberrant ; d'où la limitation 6 .  

b)  à partir d'un certain niveau de convergence vers le but 

désir6 nous sommes très vraisemblablement dans la zone qui 

permet de passer aux homothéties, la convergençe par celles- 

ci pouvant 5tre réalisée ; d'où la limitation 6'. 

La généralisation aux ordres supérieurs se fait immédiate- 

ment : Pour un ordre q tous les vecteurs P, Mk et %auront 2q 

composantes et la matrice4 aura 2q lignes et 2q colonnes ; la 

limitation 6' se rapportant à 2q sorties consécutives, 

2.1.2. - Bomoth&ties e t  Rotations 
---c----c--c-------__CC- 

L'idée est d'ajuster sucessivement le module et la direction 

du vecteur paramétre dans l'e~pace paramétrique à 2q dimensions. 

Par rapport au cas précédent la convergence est séparée et 

conduit ne considérer que des deplacements élémentaires simples 

telles rotations et homothéties. 

Reprenons l'exemple du premier ordre. 

Les relations ( 1 ) et ( 2 1 peuvent s'écrire : 

avec la représentation suivante dans le plan des paramètres 

( Fig 2 ) i 



f i g .  2 

I t G r o n s  ( 5 ) e t  ( 6 ) : 

p a r t a n t  d e  Mk e f f e c t u o n s  t o u t  d 7 a b q r d  une  homothét ie  

Que nous poursu ivons  p a r  une r o t a t i o n  d ' a n g l e  ; 

il v i e n t  t 

OU e n c o r e  : 



- 1 - 

d'os : tg e k + 2  = ( - h k + 2 ) / (  h k + 2 t g O k  - tg O k + 1  ) 

Exprimons tg +k : 

et , par c~sséquent : 

NQYS pouvons donc écrire : 

9 
cos 'k+2 sin 

- 
k+2 

- 

( rotation ) 
sin 'k+2 COS 

Qk+2 

- 
- -+- 

cos \I' + tg2 ek+"4 

4 sin e k + 2  - - COS 
'k+2 tg 'k+2 

à xemarquer que l'on prend la détermination positive en ce qui 
concerne cos ; en effet, à la convergence e doit tendre 

vers zPro, c'est-a-dire qu'il lui correspond un cosinus positif. 

Enguite nous poursuivons par une homothétie qui théoriquw 

ment doit nous amener au but voulu : 

( 111 ) Mk+3 - - "k+2 hk+3 
-------------y-------- 
-------------------_*_ 



La poursuite de la séquence 9 - hi - i+1 - hi+2 . . . 
est possible mais limitée, au point de vue des rotations, par 

llied&termination qui risque de surgir sur la valeur de tg 0 
lorsque l'on se rapproche de plus en plus du régime désire 

( nous retrouvons sous une autre forme la non inversibilite de 

la matrice J f )  . 

Par conséquent, la séquence {homothétie puis rotation} 

doit faire place aux homothéties seules lorsque nous aurgns les 

rieures aux quantités positives E et E' ; avec E et E' petits, 

- 

quantités 11 - hk+21 et A k + l  - A ~  

A k + l  

mais proportionnés à l'importance des perturbations ( analogie 

respectivement inge- 

avec les transformations précédentes ) .  

La g&néralisation aux ordres supérieurs est plus complexe 

qu'en ce qui concerne la transformation directe. 

Ainsi à l'ordre deux le vecteur Mk comprend quatre paramè- 

tres; c'est-à-dire que le syskème est défini suivant quatre degres 

de l$bertG qui peuvent être les quatre composantes du veçteur,son 

module et sa direction ( trois " angles " 1 ,  deux modules et deux 

angles dans deux sous-espaces. 

Suivant cette derniGre possibilite on peut organiser le 

vecteur Mk de la maniere : 

et écrire : 

avec les représentations dans les devx sous-espaces ( Fig. 3 ) : 



I f i g .  3 

Partant de v ~ + ~  on réalise les homothéties hk+2 , hk+3 et 

hk-i.4 qui nous amenent en vk+3 , v k+4 et Vk+5 ( homothéties de 

rapport v ~ + ~  / W. v ~ + ~  / \v et v 
k+4 / sv ) . 

l On a alors 8 = 8 = 8 = 8 
'k+5 

et 8 
'k+4 'k+3 lk+2 2k+5 ' @2 k+4 

8 = 8 , On peut ecrire vk+3 
Vk+4 e t  vk+5 suivant 

2k+3 2k+2 
la même forme que vkc2 : quatre équations à quatre inconnues 

et 8 
lpll . l P p l  "k+5 2k+5 ' 

Ce qvi conduit à la rotation 9 k+S 

cos 8  in 8 
'k+5 'k+5 

COS el  
sin @ k+5 

'k+5 
cos 8 

2k+5 

sin 8 
2k+5 

-sin 

COS 

L'orientation adéquate étant réalisée. il suffit théorlque- 

ment d'une homothétie pour amener à la convergence exacte ; Comme 



précédemment ce ne peut être le cas si nous sommes en présence 

de perturbations sur le systkme ; d'où de poursuivre par des 

homothéties, faciles à filtrer, ou par la séquence homothétie- 

rotation, si cela slav&re utile. 

A l'ordre un apparaissait une initialisation par une seule 

homothétie, au secand ordre cette initialisation en nécessite 
P 

trois, ... à l'ordre q elle en nécessite 2q-1 Les rotations 

sont alors formées ds q matrices rotations 9 (matrice 2 x 2 )  
1. 

dans q sous-espacer : 2 q  

Nous pouvons observer que les rotations sont comparative- 

ment aux honothéties une source d'erreurs beaucoup plus importaqts 

qui limitera d'autant leur emploi face à celles-ci ( cela résulte 

des calculs plus complexes et plus volumineux pour déterminer 1' 

angle de rotation que pour determiner le rapport d'homothétie ) .  

9 ce prqpos nous mettrons en évidence au chapitre V les résultats 

différents d'pne convergence menée, en présence de bruit, d'abord 

par des homotheties seules, puis par des séquences homothétie- 

yotakion. 

2 . 1 . 3 .  

Au premier chapitre nous avons aborde quelques aspects de 

la méthode des moindres carrés et celles qui s'en rapprochent. 

S i  l'on se réfère aux travaux de PANDYA / I o /  celui-ci preconise 

d'utiliser tout d'abord cette première méthode, quoiqu'elle soit 

biaisée, et de poursuivre, ayant atteint le voisinage du régime 

désiré, par une identification-commande qui utilise un estimateur 

rgcurrent à deux niveaux. 



Par référence 3 ces travaux nous pouvons mettre en oeuvre 

une méthode moins volumineuse : 

- NOUS pouvons remarquer qu'il n'est pas d'une nécessité 
absolue d'aborder la convergence, si comme on le suppose l'ordre 

est connu, sous la forme d'un critère ayant pour objet la mini- 

misation d'une fonctionnelle de l'écart entre r6gime atteint et 

régime désiré ; les transformations directes ou les séquences 

homothétie-rotation étant alors à même d'amener à une poursuite 

convergente correcke par les seules homothéties. 

- Remplaçant l'estimateur à deux niveaux par les transfor- 

mations homothétiques, qui elles, ne nécessitent qu'un très 

faible volume de calcul, nous réalisons un gain très appréciable 

dans la suite des opérations d'identification et de commande en 

ligne. 

- De la façon dont nous avons defini le passage des trans- 
formations directes ou des séquences homothétie-rotation aux 

homothéties seules, nous avons assuré le fait de ne pouvoir 

atteindre l'instabilité : en effet, les contraintes imposées 

sur ce passage préservent de la mise en dépassement par trop 

importante de part et d'autre du régime désiré. 

En général nous pouvons approcher l'ordre du système 

rgel de telle façon qu'il n'y ait pas de trop grande différence 

avec l'ordre effectif de ce système ; rigoureusement les ordres 

peuvent être assez différents mais pratiquement réduits suivant 

les constantes de temps principales, ce qui permet de mieux les 

accorder. 

Que l'ordre du modèle soit supérieur ou inférieur à celui 

du système réel il faut, ici, obligatoirement utiliser un crita- 

re de minimisation dans la phase initialisatrice de manière à 

pouvoir amener la sortie du système " vers " le régime désiré, 
puis de poursuivre par des transformations homothétiques. 



Si l'ordre est supérieur, on aura un certain nombre 

de paramètres redondants qui ne peuvent en aucun cqs gêner le 

comportement convergent. 

Si l'ordre est inférieur, on réalisera un compromis au 
mieux de la minimisation de l'écart entre régime désiré et 

régime atteint. 

Plus les ordres du modèle et du système seront différents 

plus l'on ajoutera 3 l'erreur statistique ( résultat des pertur- 

bati~ns, dans l'optique de la méthode des moindres carrés ) une 

erreur systématique. Si celle-ci est trop importante, on risque 

de ne plus pouvoir engager la poursuite de la commande de l'en- 

semble système-modèle par le moyen des transformations homothe- 

tiques, car il y a tout lieu de craindre que l'on se trouvera 

hors du domaine de convergence vis-à-vis des conditions initia- 

les de la nouvelle procédure. 

Genéralement, cornme nous ne connaissons pas l'ordre du 

système, il est recommandé d'employer une méthode qui permet une 

minimisation de l'erreur dans la phase initialisatrice, mais 

une mgthode simple, telle les moindres carrés ; d'autres, telles 

" le maximum de waisemblance " ou " les variables instrumentales " 
ont de meilleures propriétés statistiques mais celles-ci sont 

superflues dans le cas présent ; d'autant que ces deux dernieres 

methodes sont plus lourdes d'emploi que les moindres carrés. 

En résumé nous pouvons présenter le sch6ma suivant : 

- Juger de l'ordreapproximatif du sy~tsrne d'apres la 
connaissance minimale que l'on peut en avoir. 

- Initialiser par la méthode des moindres carrés et 
poursuivre cette procédure jusqu'au voisinage du régime 

désiré ; voisinage caractérisé par un écart plus ou 

mains important vis-à-vis de ce régime et directement 

fonction de l'importance des perturbations existankes 

sur le systeme : au minimum l'écart type. 



- Terminer par des transformations homothétiques que 
l'on peut éventuellement filtrer. 

2 . 3 .  - i m ~ h t i o n  d a  akam dotunatiom homothé;tiquu dam 

l a  méthode d a  maindtta c m é 4 .  

Lors de l'emploi des moindres carrés, nous faisons 

appel dès la première minimisation à un ensemble de commandes 

admissibles totalement arbitraires ; on peut envisager que ces 

commandes résultent de modèles à structure bien precise mais à 

paramètres arbitraires, du but désiré et des états précédents. 

En effet : 

Supposons que nous ayons fait choix d'un modèle du 

premier ordre. On désire obtenir par ce modèle : 

Dans cette optique w et vk connus induisent par ak 

et bk , paramêtres arbitraires, une commande uk arbitraire 
également. 

Au modèle correspond la sortie du système réel effec- 

tivement obtenue : v k+l 

La minimisation au sens des moindres carrés se fait sur 

un ensemble de N périodes ( si q est l'ordre du modèle : 

N )/ 2q , donc ici N 2 1 .  

L'erreur s'écrit : ek+l - - w - v  k+ 1 

et la fonction à minimiser : 



Aux commandes arbitraires uo . ... r UN+I f OOTreS- 
pondent les vecteurs parametres aux composantes arbitraires : 

On estimera ce dernier vecteur suivant la minimisation 

des moindres aarr6s : 

Nous pouvons écrire : 

QÙ les a i  et Pi relient la valeur de k%N+l et 

bN+l aux valeurs des ai et hi préc6dents. 

Guivant cette ecriture la fonction B minimiser a pour 
forme : 



La condition necessaire et suffigante pour que E soit 
minimale est que : 

c'est-à-dire : 

de même t 



A condition quo nous restons toujours dans le domaine 

des commandes admissibles, nous pouvons supposer que les a 
i 

de aQ à a et les bi de bo à bNrésultent de recurrences dans N 
l'espace paranatrique ; en effet, une sucçession non arbitraire 

des garametres n'implique pas n6cessairement une succession 

dependante des commandes et un tel choix est donc parfaitement 

possible ( on montrera au chapitre V un exemple d'une telle 
minimisati~n 1 .  En ce sens la phase initiale peut comporter 
des tra~sforrnations homothétiques réestimées par les m~indres 

carres : 

W 
N+1-k 

induisent : Q = Pk F k 

d'où : 

l 

Cette façon de faire peut, évidemment, &tre Btendue ~ u x  
ordres supérieurs. Son avantage est de simplifier les calculs 

natriçiels précédents. 

Ainsi, en conclusion, nous pouvons mettre en évidence 

que les transformations homothGtiques, tout au long de I'iden- 
tification et de la commande en ligne, permettent de reduire 

de façon appréciqble les temps de calcul. 



Les transformations homothétiques permettent, nous 1' 

avons vu, une bonne convergence de la sortie du systeme vers 

le but désiré. 

Nous pouvons nous demander s'il ne serait pas possible 

dans le meme temps de réduire au mieux le temps de réponse 

vers ce but. 

Si on en juge par le comportement dans le plan de phase 

des transformations hom~thétiques successives, il doit être 

possible d'accelérer ou de réduire le prQcessus de convergence 

en agissant sur les paramètres du modèle de façon appropriee. 

En effet, d'après ce qui a été vu au chapitre II, la 

rapidité de convargence doit être fonction du paramgtre K ( QU 

de la somme des parametres assimilés Ki , si on considère que 
l'on fait réfêrençe à dea ordres de plus en plus élev6s ) : la 

rapidit6 maximum étant à la frontière du comportement de noeud 

et de fayer t ainsi si le çornportement est celui d'un noeud on 
augmente K , inversement s'il est celui d'un foyer on diminue 
cette valeur, Le probleme est de définir qualitativement et 

quantitativement l'augmentation ou la diminuti~n du paramstre 

de telle façon qu'elle soit réellement efficace. 

Si on se reporte à l'assimilation au premier ardrs du 

voisinage du régime dGsiré, on sait que la stabilitg est assurée 

pour K compris entre-1/3 et 1 avec la rapidité maximale pour 
K nul ; en ce sens il est donc possible d'amener 3 rapidité 

sans risquer véritablement lfinstabilit$ puisque la valeur de 

rapiditg n'est pas une valeur limite. Par contre le problgme 

se reporte sur l'appréciation de la valeur de K : celle-ci 

est appréciée par le type de comportement, mais n'est qu' 

appréciée ; on ne peut donc préjuger avec exactitude de la 

correction à lui apporter, et qui plus est, du choix du ou 

des paramètres Zi m~difier plutôt que d'autres. 



11 est toujours possible de se fixer à priori un certain 

type de correction sur tel ou tel paramètre suivant le compor- 

tement décele, mais cette facon de faire ne sera très certaine- 

pent pas la mieux adaptge, la plus optimale ; par contre, elle 
peut étye a$sez interessante si nous travaillons à but dvolutif 

au avec un systeme non stationnaire ( à condition cependant 

que cette évolution ou cette non stationnarité soit relgtive- 

ment plus lente que la prise d'information sur le système ) .  

Nous abordecons, au chapitre suivant, ces divers aspects 

par le biais des simulations ; ainsi d'ailleurs que toutes les 

sirpylations et justifications des chapitres prPcédents sur 

des exemple6 précis. 



C H A P I T R E  V 

RES ULTATS DES S TliUL~iTIOFlS 

I - INTRODUCTION 

NOUS nous proposons, dans ce chapitre, de mettre en 

évidence les divers aspects de l'identiiication et de la 

commande abordés précedement non plus de façon formelle 

mais de façon directe par le biais des simulations. 

Nous jugerons de la convergence ges transfarmations 

homothétiques, de ses modes dans les plans ( uk , vk ) 

Qu ( vk t v k+l , de ltBvolution des parametres qui lui 
sont attachés, de l'influence des bruits. Nous étudierons 

également les modifications de direction du vecteur parametre, 

l'insertion des rotations, la combinaison homothcities-moindres 

carres, les différences d'ordre au niveau de l'assimilation 

au régime permanent, la rapidité de convergence ... 

NOUS rappelons que le but de ces simulations est essentiel- 

lement de vérifier que les transformations hom~thétiques 

peuvent assurer la relève efficace des transformations direcfes 

ou de celles type moindres carres qui ne peuvept amener 3 

une convergence satisfaisante quand nous nous trouvons au 

v~isinage du régime désiré. 



Comme il s'agit d'apprehender le processus dans une 

zone relativement voisine du r9gime dGsir6, il doit etre 

suffisant de l'assimiler dans ce voisinage un syçtSme 

dynamique d'ordre relqtivement faible : premier et deuxi&me 

ordre par exemple. Ce sont donc des systèmes de cette sorte 

que nous avons pris comme exemples d'étude, mais avec des 
tests nettement plus durs que les conditions pratiques, 

puisque nous avons généralement considéré des conditions 

initiales très éloignées du régime désiré. 

2 - E X E M P L E S  D ' E T U P E  

Nous illustrons les différents modes de converTence 

sur l'identification et la commande d'un processus Gçhan-. 

tillonné linGaire du premier ordre d'equation de fonction- 

nement : 

I 
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Dans l'exemple que nous avons simulé, le but w a éte 
choisi égal à 3 et la condition initiale v nulle ( donc 

O 
assez éloignée du but ) .  

Nous SuPposons que les temps de calcul sont suffisam- 

ment petits pour être négligés devant la période d'&han- 

tilionnage et les constantes de temps du système ( ceci est 
particulièrement vrai lorsque nous faisons appel à la procgdure 
homothétique ) .  Nous supposons également que la sortie vk est 

entâchée d'unabruit de mesure' Zk ; dans 1 'exemple : bruit 
gaussien 3 moyenne nulle dont physiquement on peut considerer 

la valeur maximale comme étant de l'ordye de 0,13. 

Les simulations ont été menées sur calculateur numérique 

CI1 10070. 

A noter que les segments reliants les divers instants 

d'échantillonnage ne préjugent en aucune façon des valeurs 

atteinte8 par la sortie entre ces instants : ils ne servent 
qu'à repèrer la succession des points ' faisant partie 
d'une marne procédure. On suppose par ailleurs qu'il n'y a pas 
d'oscillation$ cachées et que la condition de SHANNON est 

respectée. 

Mous avons la comparaison des sorties dans le cas d' 

homothéties successives et d'homothéties et rotations 

alternées. 

Par rapport aux paramètres p et q ( 1 et 0,5 ) du 
processus, nous 9vQns ?ris comme point de départ les 

parastres a. = 2 et bo = 0,l du modèle. En ce qui concerne 

les homothéties cela amène 3 un coefficient K de O,45 et 

un coefficient L de 0,S;étant données la condition initiale 

vo ( nulle au bruit pres ) et ces valeurs nous sommqs évidem- 
ment dans la zone de stabilité. 



Nous observons que la procEdure homothétique nous 

amène à un dépassement d'environ 40 % que l'on peut réduire 

à 25 en effectuant une rotation après la premi?re homothetAe ; 

seulement il faut ensuite poursuivre uniquement avec de$ 

Aom~théties car la séquence homothétie-rotation est, du 

fait des bruits, tout à fait à prohiber au niveau du permanent ; 

on peut se rendre compte en effet de la bonne aptitude des 
homothéties 2 suivre ce régime alors que la succession des 

homothéties et des rotations ne l'est pas du tout. 

Conformément à ce que nous avons mis en gvidence au 1 
quatrième chapitre, nous avons considéré une zone autour 

du regime permanent dans laquelle nous n'effectuerons que 

des trqnsformations homothétiques ; en dehors de cette zone 
nous reviendrons aux séquences homothétie-rotation prgcé- 

dentes. Nous avons choisi comme largeur de zone 0,52 soit 

quatre fois l'amplitude maximale du bruit ; la demi-largeur 

( 0,26 ) représentant l'écart par rapport au permanent, 

soit près de 9 % de sa valeur ( le bruit correspondant en 

gros à 4 ou 5 8 de la valeur du permanent ) .  

1 
l Suivant la procédure indiquée, nous avons ainsi un 

çomportement tout à fait satisfaisant de la sortie du 

processus : dépassement minimisg et convergence efficace 

vers le système désir6 ( au brujt près Gvidemrnent ) Ce qui 

se traduit après l'initialisation par une homothetie 

I suivie d'une rotation et d'homothéties successivas. 

Nous présentons les valeurs de la commande à applgquex 

au processus. Nous avons la comparaison de celles relative6 

aux homothéties et rotations alternées avec celles relative6 

aux homothéties successives ; comme nous l'avons constate 

également dy point de vue de la sortie, les premières ne sont 



C'est dans le plan ( uk , vk ) la transcription deg 

résultats traduits par les courbes de la figure no 2. 

Pour ce qui est des homothéties successives nous observons 
l 

très bien le comportement de type foyer relatif 2 la valeur l 

K = 0,45. Du fait des bruits, nous n'avons pas une convergence 

" ponctuelle ' mais une convergence vers une petite zone 
voisine du point nominal ( uw = 1,5 ; w = 3 ) : courbe 

" détaillée ' dans la partie gauche et basse de la figure. 

pas adaptées au niveau du permanent alors que les secondes 

le sont très bien, avec d'ailleurs peu de fluctuations 

autour de uw = 1,5 qui amène et maintient au but desiré w - 3 .  

En ce qui concerne l'homothétie suivie de la rotation, 
puis d'homothéties succe$sives, nous observons par rapport 

à la courbe précedente la bien plus grande rapidité de 

convergence alliée de surcroit à des dépassements beauaoug 

plus réduits. D'où l'intérêt de cette procédure. 

i 

~ f i g u 4 e a  n06 5 e t  6 

Nous avons représenté les valeurs atteintes par Les 

paramstres du modèle. 

Nous remarquons que la procédure d'homothéties et 

rotations alternées amène à des valeurs très fluctuantes 

des paramètres du modèle mais que ces valeurs s'organisent 

autour des valeurs réelles des paramètres du processus à 

commander. 

Par contre la procédure des homothéties successives 

conduit à des valeurs peu différentes les unes des autres 

mais sans lien particulier avec les paramètres réels. Or, 

on a pu remarquer que cette dernière procédure est h i e n  
adaptge la convergence vers le but à atteindre. 



,t . - I #.. 

11 est ainsi mis en évidence que l'identification niest 

qu'un moyen pour amener à la converrjence : le modele @tant 

un modèle de commande ; sa valeur n'est qu'un " compromiq II 

qui permet de bien commander. Nous pouvons vérifier leg 

valeurs atteintes par le modèle par les relations donnaqt 

a et b vues au chapitre III ( Chapitre III, 5 3 )  Nous obtenons : G / 

C'est également ce que nous obtenons sur les courbes, 

au bruit près. 

Figurre n o  7 

Nous nous plaçons dans le plan des paramètres ( à 
rapprocher de la figure 1 du chapitre III ) .  Praçédure : 
hwmothétie, rotatiqn, homothéties ~uccessives. 

Nous avons mis en évidence le changement de direction 

apportée par la rotation : départ de type foyer ( K = 0,45 ) 

et convergence de type noeud ( K = -0,184 ) .  

f i g u t l e  n o  b 

11 s'agit ici du plan ( xn , y, ) tel qu'il a été 

introduit au chapitre 11 ( 5 6.1.3.2. ) . 

Nous y avons représenté la convergence suivant les 
homothéties S U C C ~ S S ~ V ~ S  en dehors de tout bruit. Nous y 

observons le comportement de foyer avec " orientation 

de l'enveloppe des points suivant une pente très voisine 

de la valeur K ( K = 0,45 ) ;cela résulte de l'approximation 

linéaire ultime autour du point nominal : 



qui mène à une convergence de type 1 qui est bien celle que 

nous avions prévue au chapitre II ( foyer de type 1 puisque 

la partie réelle des multiplicateurs S1 et S2 est positive ) .  

Il s'agit du même système mais sans bruit et avec 

initialisation sur des modèles différents. La condition 

initiale v et le but désiré w sont inchangés. La procédure 
O 

de commande ressort de transformations homothétiques et la 

représentation de l'évolution du système est faite dans le 

plan ( uk , vk 1 .  

Nous y avons deux types de comportement : un comporte- 

ment noeud stable et un comportement col, évidemment instable. 

Le premier relatif aux modéles ( a. = 1 ; bo = 0,75 1 
et ( a o = 2 :  bo = 1,5 ) qui ressortent d'une même valeur K 

( K = -  0,25 ) mais de valeurs L differentes ( L = 1 et 0,5 1 . 
Nous sommes évidemment dans le domaine de stabilité avec ces 

valeurs, mais il est intéressant d'observer la différence 

qu'elles apportent dans l'amortissement et la rapidité de 

convergence ; en ce sens il semble préférable d'av~ir use 

valeur de L plut6t petite que grande à K égal, c'est-à-dire 

de privilégier le choix d'un a. plutet grand que petit. 

La modification de L ( = p/ao) entrafne à direction 

fixe une modification de module du vecteur paramètre modèle 

Mk : ainsi une augmentation de a. conduit à un module 

plus grand ( cf. 5 2.1. chap. III ) .  Si on se reporte au 

5 2.1.2. du chapitre I V  : de la relation (5) il ressort que 
____L I(uk , vk)l sera plus petit et donc vk+l déduit de (6) plus 

petit également, d'où un régime plus amorti qui confirme les 

résultats obtenus. 

I Le comportement col représenté dans la figure résulte 

d'un modèle initial a. = 1 et bo = 0,833 ( #  5/6 ) .  



La valeur de K ( &  - 1/3 ) est très voisine de Za valeur 
critique d'instabilité, d'où ce comportement. 

La Fi,cjuke n o  1 0  represente dans le plan ( xn , y, ) 

une convergence de type noeud très lente correspondant à une 

valeur de K ( = - 0,32 ) en deça de la valeur critique. 

2 . 2 ,  - E x e m p l e  - - - -  - - y - - - -  n o  2 

Nous avons simulé un système du second ordre : 

où nous avons repris en pl et ql les valeurs 1 et 0,5 des p 

et q précédents et où les p2 et q2 ont été pris comme le 

dixième de ces mêmes valeurs : 0,l et 0,OS. Nous avons gardé 

la condition initiale vo nulle et le but désiré w égal a 3. 
NOUS n'avons pas considéré de bruit sur le systgme. Le modèle 

est un modèle â deux paramètres a et bk dont on a choisi i e s  k 
valeurs initiales : a. = 2 et ho = 0,1, Nous utilisons comme 

procédure les homothéties et rotations alternées avec interdic- 

tion d'employer des rotations dans une zone de sortie {w- A w ,  

w + 4 w }  avec A w  égal à 0.5 , soit près de 17 % du but désiré. 

Nous avons représenté dans le plan ( uk , vk ) l'évolution 

du système ( F i g u ~ e  n o  7 1  1 .  Le comportement est très satisfai- 

sant. Les homotheties ultimes correspondent à K l i  - 0,100 , 
K2 N - 0,010 , L1 e 1,165 et L2 c 0,116 valeurs qui assurent 
la stabilitg du point nominal : u w x  1,227 , w = 3 ( c f .  chap. 

III 5 3.). Les valeurs de convergence du modGle sont a ~ 0 , 9 9 1  L 
et b/ 2 0,595 ( elles correspondent à une pente b2 / a2 # 0,6 ; 

a2 ' 0,859, b2, 0,515 ) .  

Nous noterons que du fait des faibles valeurs de p2 et 
qs les résultats sont assez comparables à ceux de la figure 

no 4 de l'exemple précédent. 



2 . 3 .  - E x e m p l e  - - - -  M O  3 

Nous poursuivons sur un exemple du second ordre où 

les coefficients de l'équation de fonctionnement résultent 

non d'un choix arbitraire mais d'une structure bien précise t 

I où : T = 3s , r l  = 2s ett2 = 5s ; ce qui nous mène aux l 
I valeurs suivantes : pl* 0.234 . p2 g 0,116 , q l r  0.772 , 

Nous cherchons à atteindre une sortie de valeur 5 par 

l'intermediaire d'une procédure constituée de transformations 

homothétiques successives. Comme précédemment nous démarrons 

la convergence à partir d'une valeur nulle. 

La Figuhe n o  1 2  représente l'évolution du système dans 

le plan ( xn . y, ) à partir d'un modele a. = 0,10 , bo = 0,14. 

Nous y observons un comportement foyer stable à convergence 

lente et tributaire d'assez forts dépassements par rapport 

au point nominal. Si l'on se réfère à l'exemple no 1 et aux 

commentaires de la figure no 9 on doit y remedier en augmen- 

tant la valeur du paramètre a. ( ajustements simultanés de 

L1 et L2 1 .  C'est ce qui a été réalisé en faisant passer 

de 0,10 à 0.35. 

11 y a lieu également. à a, fixe. de mofifier la pente 

bo/a- 
. c'est-à-dire d'ajuster simultanément K1 et K2. Nous 

avon8 représenté, Figuhe n o  1 3  , les résultats de ces ajuste- 
ments par modification de la valeur de bo tout en gardant 

celle de a. égale à 0.35. 



Chaque courbe represente en valeur absolue les 
écarts maximals et minimals h u c c e b h i d a  de 13 sortie atteinte 

par rapport à la sortie desiree. Nous avons fait varier 

bo de 0,15 a 0,65 ce qui correspond 8 une variation da la 

De cet ensemble de courbes, on remarquera qu'une 

somme faible est préférable dans les premières pgri~des 

( 6 6T ) mais qu'ensuite on s'accomode mieux d'une valeur 

plus forte. 

Çeci peut s'expliquerpar l'expression même de la 
récurrence qui fait tout d'abord intervenir K seul, puis 

1 
KI et K2 ( cf. 5 3 , chap III ) ; en ce sens pour avoir 

l une convergence initiale rapide il faut, qu'a .l'image du 

parametre K, auquel on peut l'assimiler, le paramètre KI 

soit nul, sinon voisin de zéro. Or, la somme ( K1 + K2 ) 

étant nulle, KI ne l'est pas ; on peut donc descendre plus 

en deça, Nous avons représenté F i g u k e  na 14 les valeurs 

atteintes par la sortie dans la phase initiale ( jusqu'a $ = 

3T 1 ; elles mettent es évidence le meilleur comportement 
suivant les valeurs décroissantes de KI et de ( KI + K2 ) ,  

S i  dqns la phase initiale c'est K qui importe, il 
1 

ressort, par contre, que c'est surtout K2 qui est primordial 

au niveau de la convergence ultime vers le regime désird : 

les valeurs de K2 proches de zéro favorisant la rapidiSé de 
cette convergence ( FLguke n o  1 5  ) .  

On peut I'expiiquer si on se réfère à la récurrence 

du troisieme ordre repr6sentant l'ensemble systems à 
commander - modèle de coqande E 



Le système 6 t a n t  du second o rd re .  il e s t  normal que 
l a  r n ~ i l k a u r e  " a q a p t a t i o n  " du mpdele à c e  système r q s s q r t e  

d ' une  d e s c r i p t i o n  s u i v a n t  une r écu r r ence  du second o r d r e .  

Plus exactemsnt.  il f a u t  donc que l a  r s ç v r r e n c e  a i -deesus ,  
p u i s ~ e  s ' exp r imer ,  indGpqndamment de tou t  vi . s e l o n  un 

second ordre ; en f a i t  que 1. " c o e f f i ~ i e n t  " m u l t i p l i c a t i f  
d e  vn . indépendgnt d e  toqt vi , devienne n u l , s t i l  ne l ' e s t  

déja : ce c o e f f i c i e n t  est  l e  parametre  K 2 .  

GénGrqlement on ne pourra  t o u t  à l a  f o i s  r e g l e r  au 
mieux KI e t  K 2 .  L a  r ë f ê r o n c e  l a  p l u s  s imple  dont  on d i spoqe  

pour çe rqg lage  est l e u r  6 o w e  e t  non K1 e t  K2 i n d i v i d u s i l e -  I 

ment. Règler  l a  somme r e v i e n t  à a j u s t e r  l a  pente  bo,ao à a0 f i x e  

( comme nous venons de l e  v o i r  1 s u i v a n t  que l ' o n  se t r o u v e  
en phase i n i t i a k a  ou non. Sans o u b l i e r  l e  premier r é g l a g e  
mi$ en ev idsnoe  : les dépassements t r o p  importanfs  ou un 

regirne dynamique t rop  l e n t  Ge c o r r i g e a n t  p a r  l e s  v a r i a t i o n s  
de a bo/ao f i x e  ( L~ e t  L~ 1 .  

P a r t a n t  d'une c o n d i t i o n  i n i t i a l e  vo n u l l e  e t  c o n s i d é r a n t  

K2 nul, p e u t - i l  e x i s t e r  une v a l e q r  de  K1 q u i  f a s s e  que le 
sysCBms reponde en d e u ~  p g r i s d e s  ? 

Nous avons : 

v = L I W  1 

Vz ( K i L 1 + 1 + C 2 ) w  

1 

VJ = [KI (KI iil + 1 + L21 + 
K1 L1 + L + L 2 

* ? .  

V 2  t V3 t Vn Seron t  égaux à w s i  K I  es t  
c ' e s t - à - d i r e  à - 

Pê/p 1 





comme prbc~dqmment, partant d'une wndltiom initial9 

nulle, nous cherchons à atteindre , par le biais d'homothOties, 
une s~rtie de valeur 5.  

i 
La Figuke n' 16 represente l'évolution du systema dans 

le P~&Q ( uL , vk 1 à partir d'un modèle a. = 0,35 , bo E o,$Q. 

Wous y observon6 un comportemenk noeud s t a b l e  assez qimilaire 

a celui mis en évidence aveo le premier ordre ( figure no 9 ) ,  

Rgduisant bo ( ho = 0,15 1 nous modifions le comportement en 
foyer stable ( ..-- f i g y 4 e  n o  1 7  ) 

C'est entre ces deux comportements qye doit se qituqr 
1 

la Convergence l+ plus rapide. A cet égard, si ngus ca$eyl~ng 
la somme ( K1 + K2 1 celle-çi devrait etre plus faible Lors 

du compor%ement n~eud que lors du comportement foyer ; nous 
~btenong : 

Noeud :K1s 0,194 ; K2Y0,064 ; Somme % 0,258 

Foyer :El 0,465 : K a s - 0 , 0 3 6  Çowe gg 0,429 

! Notons que le signe négatif, caracter$stique du ngeud 
guwdil ~'agisqait d'uli premier ordre, n'est pas CO~SBTVB C ~ I .  

il y a dëplacement de l'équilibre ca~actGri$é par K nul ( pu 
de la somme xxi ) vers les valeurs pogitives : par çoqtrq, 
la relation d'ordre sqr les valeurs de la somme l'est quand 
il s'agitdeh$érqrchiser noeud et foyer. Les comportements 

noeud ou f ~ y e ~  étant très caractéristiques il est f a c j l e  de 
lqs déceler ef de modifieir en cons4quence la pente b,,, de 

O fagaa P acc8lerey le proceasus de convergence. 

Gardalit le meme modale ( a. = 0,35 , b, = 0,19 1 nous 

rgdui6ons t a une demi-seconde ; le foyer precédent se ohange 
elprs en noeud , noevd d'aflleurs peu amorti ( Figu4e n o  1 %  ) ,  
Examinons les valeurs que prennent K1 et K2 dans ce nouvel 

exanplc d'étude. 

DBterminiqnt pl p2 q1 et q2 ( e 0,865 Î # -  0,197 ; 

Y 0,271 j e -  0,018 ) nous obtenons KI% - 0,100 , K 2 a  0,032 



et leur saper - 0,068. 
f 3 i  l'on veut une çonvergence plus rapide on cberchcra 

l 

fier les conditions initiales ( uo , vo ) en rgduisant la 1 
valeur de bo et en tendant ainsi au comportement foyer ; on l 
obtisnt une convergence adéquate ( en deux pêriodes ) l 
pour une valeur de bo avoisinant 0,055 ( Figuke n' 19 1 .  Nous 1 
avons determiné les K et K2 correspondants : 

1 

ainsique L1 etL2 ( inchanges : L 1 s  2 , 4 6  L 2 Y -  0,33 

D'aprGs ce que nous avons vu précédernent il est l~gique 
que Ka soit nul et nous pouvons vérifier par ailleurg que K1 
correspond bien au rapport - pZ/p,. 

I 

Reduisant LI ( augmentant a. 1 ,  tout er. gardant la m&me 
pente b ( a, = 0,750 , bo = 0,118 ) ,  nous reduis~ns 

d a o  
l'amplitude du ddpassement ( figure no 19 ).Nous réaiis~ns 

sensiblement la meme chose avec a. = 0.75 , bo s 0.35 dans 
le cas du camporternent noeud ( figure no 18 ) . 

K nul, K1 égal a -p 2 2/p1 , on peut commander le systepe 
en une periode : il suffit pour cela d'amener L1 iï l l u n i , t é  
(v1 = L1 w ) i c'est-a-dire prendre pour modèle q0 = pl I 

Pl 
bo = - q ou encore appliquer uo = w 

e2 * 'pl U1 = U2 " '  = 
(l/p - 92 

1 /p2 W. 

2.5.- E ~ e r n p { g - ~ ~  T- - - "  5 
7 - - 

Nous avons testé l'insertion des transformations 

homothétiques précedentes dans la methode qes moindres carre#, 



Noua avons choisi pour cela un systsme du premier 

ordre décrit par l'equation de fonctionnement : 

v k+2 
= 0,4 Vk f 0,2 Uk 

la condition initiqle est v , égale à zéro , et 19 but 
O 

à atteindre est w , égal à 2. 

Nous sommes volontairement partis d'un modèle qui 

donne une con'unaride initiale importante de rnaniGre à ~btenir 

des valeurs fortes de sortie et d'observer si dans ce ças 

extreme il y a ou non amélioration par la nouvelle procedure : 

Par les transformations homothétiques seules, op obtient : 

v1 = 20 , v2 - 8 , v3 = 2,9 . ... Dès v , on peut faire  in^ - 2  a 

tervenir les moindres carrés, estimer a2et b2 et les prendre 

pour modele au lieu de a2 et b2 ( 0,8 et 0,4 1 .  On obtient 
C 

alors : a2 = 1,6 et b2 = 0,8 ce qui conduit a v = 2,65 BU 3 
lieu de 2,9 précgdemment. 

Il y a diminution de l'écart par rapport a w de plus 
de 25 %. 

Ndaqmoins, les homothéties seules peuvent $tre plus 

performantes que cette nouvelle procédure. il svffit pour 

cela que l'on amène le paramètre L à une valeur plus faible. 

Ainsi avec L = 1 ( a. = 0,2 , 
l30 

= 0,l ) nous o b t e n ~ n s  : 
v = 2 , v2 = 2,6 1 v3 2,32 , ... , alors que l'insertion 
des moindres carrés amène v aux environs de 1,55. L'écart 3 
relatif parrapport à w n'est plus que 22,5% ( O,RS/2 1 au 
lieu de 32,5% ( 0,65/2 ) précédemment. mais celui par les 

homoth8ties seules est descendu plus en deça : de 45 % ( 0,90/2) 
à 16% ( 0,32/2). 



Ceci nous amène à préférer une initialisation par la 

méthode de3 moindres carrGs, type classique,qu~ique cqlle.c$ 
demande plus de temps calcul que la mëthode mixte prGc4dente. 

Nous la prgferons également aux rotations généralis&?es, dep 
assais ayant montré leur trop grande sensibilité aux bruit$, 

Cowe naus l'avons mis en êvidence au 5 2.3. dy ehap TV , 
nQus faisons appel aux homothéties dans la phase d'approche 

du but désiré ( où nous amhe " les moindres carrés " ) ; 

elles y sont beaucoup plus aptes que " les moindres carrBs " 
3 convergence \: la sortie atteinte et les paramètres " PiaisEs " 
en sont les conditions initiales très satisfaisantes et le6 

temps calcul y sant bien plus faibles. 

Le problème est gëneralement la marge autour dy regime 

désir@ qui marque le passage d'une méth~de à l'autre : elle 

est au moins de l'importance des perturbations, vues de la 
sortie ; sinon, d'après nos essais nous pouvons retenir un 
écart relatif d'environ 20 % du but à atteindre. 

Pour terminer, et puisqu'à plusieurs reprises nQus 

avons envisagé soit des commandes à but évolutif lent , 
soit des systèmes non stationnaires lents, nous examiqons 
des exemples de maintien de consigne dans de telles condifians. 

a ) A cet effet nous reprenons le système Su prerpter 
ordre précédent t 

où. le parametre q varie comme indiqué Figuiie n o  20 et où p 

est fixe, égal à 0,2. 

Le but est w ggal à 2 et la condition initiale est I 



La s o r t i e  p a r t a n t  de  vo ( = 3 ) s e  ramène a s sez  sap ide-  

ment v e r s  l e  b u t  d é s i r e  ( F i g u k e  20  ormi mis l e  f a i t  que nQus 

p a r t o n s  d ' u n e  c o n d i t i o n  i n i t i a l e  dont  l ' é c a r t  r e l a t i f  

p a r  r a p p o r t  au bu t  est de  50 % , l e s  f l u c t u a t i o n s  n ' a t t e i -  

gnent  pas  15 % d e  l a  v a l e u r  du régime d é s i r é  a l o r s  quq 

c e l l e s  r e l a t i v e s  au paramètre  q l e s  dépassen t  largement 

( 25 % ) ; d e  p l u s  ces f l u c t u a t i o n s  s o n t  r e l a t i v e m e n t  r ~ p i d e s  

dans  l e  temps : envi ron  1 2  % pa r  pér iode .  

b ) Nous poursuivons à p r é s e n t  avec une commande à b u t  

é v o l u t i f .  

On reprend  l e  systEme precédent  avec q f i x e  , é g a l  a 
0,4. L e  b u t  évo lue  s u i v a n t  une l o i  l i n é a i r e  : wk = 2 + 0,2 k. 

La c o n d i t i o n  i n i t i a l e  v est  é g a l e  à l ' u n i t é  e t  l e  mp- 
O 

d è l e  i n i t i a l  e s t  l e  même que l e  précédent .  

La s o r t i e  converge a s sez  rapidement v e r s  l e  b u t  e t  l e  
s u i t  t r è s  b i en  ( F i g u k e  n o  2 1  1 .  Dans l e  p l an  ( uk , vk ) 

nOus avons un " comportement foye r  " dont  l e  p o i n t  nominal 

s u i v a n t  une pen te  u k/vk é g a l e  à l ' i n v e r s e  du 
- - 

g a i n  du systGme ( F i g u k e  n o  2 2  1 .  

Nous no te rons  e n f i n ,  que l o r s q u ' i l  y a moyen d g  

a p p r é c i e r  l e  g a i s  " g " du systerne c e l a  peu t  g t r e  u t i l e  

pour d é f i n i r  l a  pen te  b s u r  l a q u e l l e  nous d e m a r r ~ n s  
d a o  

l a  procédure  homothetique. En e f f e t ,  sous  avons montré 

( chap. III 5 3 .  ) que nous av ions  : 

O r ,  l e  g a i n  s ' expr ime p a r  l a  r e l a t i o n  : 



d'où nous deduisons : b - 1 
G - 

a. 1 + -  

cQme il est obligatoire que le modèle soit stable en fip 

de convergence, nous devons avoir : 

possibilit@ de choix de la pente b ; si on considere 
d a o  

qu'il est plus représentatif du système à commander de 

partir d'un modèle initial , stable lui aussi ( ce qui n'est 

pas abligatoire ) , on ajoutera la condition r 
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1. 3 

S y s t b m e  : Vlc+,= P U ,  + P V ,  

Modele : W,+,=AN U, + B, V, 

P = 0 , 2  A,=  0.2 

Q = 0,4 B o =  0.1 
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C&e Ztude a m d  en évidence L1in;té&et de &é$ékence Z 

l '  upace p m m é ~ q u e ,  et aux fiam ~onm&ovu géaméR;rUqua yu' il 

en t  pob~ibte  d l  y ecidectuen , en vue de l'é4abohatian d'un modèle 

de commande simple mcUn e,$dicace. 

Nofie atte.,LLon A ' ut posée AU/L 1e.h p o d b i b U 2 a  d lajunte- 

ment en Ligne du modèle de camrnande pcut Le moyen de ;trLauts~o&ma;tiavin 

homothéLiqua , que ce do i t  dalu La comt~~ande d u  I2tracaau en maCMkien 

de covinigne ( 4&gURation ) ou en conve.4gence V ~ A A  un bu$ duni14-. 

C 1 u ; t  au niveau du kégime déahé que L u  f i a a ~ o m a t i o v u  

homo;thé~ques o n t  itoutes L e m  v d e w  : eReu y d o n t  t a  rtd2ve ej$icace 

eC n é c a ~ & e  d e s  méithodu cCa6iquu dlidevi/ti~icaAion téadaptée6 
à .t'idemX~ic&an e.t h Ca commande en l igne ; eddicace pmce que ne 

dmandant que peu de temp4 c d c u t  et j&vLléghant Ca " Sin l' aux 

l 1  moyeu l 1  ( cl ut-dl-dihe t a  cvmmande mena& au buZ yah happoQ au 

modeRe M O M  ~f&ement hep&&aevttc&id du ~ ~ / L O C ~ A ~ L L ~  ) ; nilce64&& pmce 
qu'Al y a fieu de & h e  dace a t ' ~ c o r n p ~ b U d  *idevi*fd~dccu%on= 

commande qcU ne. manque p u  de a u g . &  dam ta mtlthodea ctabaiquu r 

du Qabt de vcteew de pk~16 en p&ub va%bLnu , du p & ~ b & o n d  , de 
m W c u  don& & ~ l i n v w L u n  n t u X  ptu peaaib te  ou n'a pl ta  de a e u e  

Pu rnértherdu %&ce&u , t e U e  c U e  p&&cun&&e pçub PANPYA , 
arbt pen& d 1  y kZpandrle en p u e ,  2nkékuaante.b yah L e m  p&sp&tk&a 

atc&L&tiquu , M& 4eaXt;iîed bclaEtc?b au u~ domume cla~iqcbe g l u  b'  

W c h e  t? vaLLea& cancWetl banne ideitA2$Acatiorz e,t banni? comn~aiide , gReu 

ae &tvéten;t: @ U A  vu.tumiizeuea et pt~~ Louhded d l  anp4ai que l a  pkocgduhe 
homotCi&Mque qire n u u  auow dgv&clppte. Leu convwganca, dut a d a w d e  
que u i ~ - W - v &  de c&ckine~ e a l . i u a ~  hMa&ko6 , ) 3 & ~  o l ~  moL~bb VUXIQLMU 
du huit tl a;ktdn&r% t d'ü0 L'Lni.$daeC6~ori de Lem a&ga&hmcz pm t a  
rntzhode de4 moLnd'b~?b c m & a  ~ a U e  a appUqueh et q11.i , bien que bL&@e , 
pehma d'at-teimbte ce u o A i ~ a g e .  



Con@ovLCé ù un domaine de a t a b U é  pm kappolct aux c o n ~ o n n  

inctid~ d'çrnbez aembtable exXenbion , n a u  avom gmdZ l1ivLiR/ia.lh&an 

a d ~ p t é e  dam c a  méthoda. 

Na&e methode peut , n o u  dembte-2-2 , kecevoh quelqua 

ménagemevu% q u i  aaw &op l l d o w t d &  dev4ai;t La kendke 13lu5 ( I ~ J L C ~ C C  ; 

entrte au.t&en , cherrchek 6 u p t h ~ b e t i .  l a  hapkii&! de l a  

convetrgence de aaçon ayatéma;tique : l e  kepékage du compotc/lemevLC boyek 

d e v k d  noun y aidw. 1L y a fieu égdmen;t de L'étudicrrr am d u  

ayatèmen non &t&;;fln&1?13 OU d a  b y b . t i ? m ~  5 bu;t évolcLti$ , Xe& 

yu1& q n t  é té  aboadéa d a m  Lea deux dwniem exempten du chap&e V ; 

iv~&oduAe l l inaluence de temps non négfigeablen e&e l a  ptr/ine d'inbok- 
Q* 

m&on et llétabRdaement de l a  commande ( non nZg&geabL~~s v & - à - v i ~  

d e s  péniode~ d '  é c h a W o n n a g e  ) ; endin , pout etite complet , de 

jugetr de aon ex$evinion poasible aux bLjh$&n~ muLtivatuabta et aux 

4 ybXi?mU non f i n é a h a .  



A N N E X E  2A 

CALCULS D E T A i L L E S  DU PARAGRAPffE 6 .  1 .  3 .  

Qn d é s i r e  o b t e n i r  : w = b  v + à k u k  
k k 

O r ,  a n  o b t i e n t  

On r é a l i s e  l es  homothét ies  s u i v a n t e s  : 

Partant de l a  c o n d i t i o n  i n i t i a l e  vo e t  du vecteur Mo, qn 

cherche comment s'exprime vn : 

w - bk Vk w 
9 -  

bo 
Uk = - Vk 

ak ak a. 

e t  done : 

W bo 
Vk+l vk + P - ' P -  Vk 

ak 40 

Vk 
O r ,  ak - ak-l d ' o ù  : 

W 



p wn+ l 
V + 

k 

= 

v v v k k-l... k-n+l ak-n 

c9 la l i m i t e  

d'oci : 

poaans K = 9 - P  b~ 

il v i e n t  : 



- III - 

Os écrit ; 

Supp~aons que la 

d = 

l i m i t e  / t Cf O) exis  



posons : xn = v - w f  il vient : 
n 

On obtient donc un systeme non linealre de la forme : 

"n+ 1 
E f (xnr Y,) 

- 
y,+ 1 - 9 hnf Y,) 

I dont l'origine est point singulier. 

>I< Au voisinage de l'origine : yn # O, d'oO : 

en ne conservant que le premier terme du developpment, il visnt ; 



T V -  

QU encore : 

Une condition nécessaire et suffisante de gfgbilit6 de 

cette Bquation nous ippose : 

c'est à dire : - 1/3 4 K (1, condition de stabilité au vo is i -  

nage de l'origine. 

*Etudions le comportement du syst&me au voisinage de 
l'srigine. 

Nous wons établi que l e  syst8me peut étre represent$ 
par lg récurrence suivante : 

ou encore : ! 

C'est une récurrence autonome car "n" n'intervient pas 
explicitement dans la fonctionrzt un vecteur à 2 dimensions, 

S n @  fonction réelle à variables réelles ; elle ddfinit la trans- 

formation ponctuelle y q u i  fait passer du point P au po in t  
P 

Pn+l de l'espace des coordonnées (x, y) . 



Un g ~ i n f  double de l a  r é c u r r ~ n c e  e $ t  t e l  que 8 

& ' o r i g i n e  (010) e s t  donc po in t  double (po in t  s i n g u l i e r )  . 
Le comportement du système au vois inage de  l ' o r i g i n e  

e s t  d8terminé par l a  na ture  du po in t  double o r i g i n e ,  elle-mame 

determinée par  app l i ca t ion  du  c r i t è r e  de  s t a b i l i t g  local,e, au 
sens  de  Ljapunov, de  ce point  double. 

Pour l ' a p p l i q u e r ,  au p o i n t  double concerné. il e s t  
nécesa i re  d ' y  pouvoir l i n e a r i s e r  l e  systZime, c ' e s t  a d i r e  : 

s i  l a  recurrence  autonome du second o r d r e  v a r i a b l e s  réelles 
s ' e c r i t  ; 

e t  s i  (0.0) pont l e s  çoordonn6es du po in t  double, d e  pauvoir 

Gcrire l a  récurrence  sous l a  forme : 



(à  c o s d i t i ~ n  que ces d e r i v g e s  e x i s t ~ n t , )  

Cette transformation nous mène à : 

a 3 ~  b ~ 1 ,  $(x .. y,) = O 

et nous aurwn6 : 

4 = - K x  n  + 2 K Y, + O (xnt Y,) 



S o i t  : 

D'autre part : 



On peut d'ailleurs se passer d'une telle d@vgnstration dans 

le cas gresent puisque le degré de t$ esth à 2. 
l 

4e système s'écrit donc : 

et linéarisable autour du point double origine : 

L'gquation cgractêristique du çystsme lingwrisé est la 
suivante : 

Suivant le type des racines SI et 

le comportement autour du p~int dquble 

lit6 locale au sens de Ljapunav), 

S Z I  nous pourrons déduire 

origine (er i t&re de stabi- 



l 

e t  S2 s o n t  également a p p e l é s  ' m u l t i p l i c a t e u r s '  de l a  

pour K = O 

pour K = 1 

pQur O < K < 1 

pour  [ < 0 

( s o l u t i o n  e x a c t e )  S1 I S == Q 
2 

S1 = S2 = 1 

i( Lorsque O < K o  1, el e t  S s o n t  complexes corijugu6es : i! 
l e  p o i n t  double  o r i g i n e  es t  donc un f o y e r .  L a  p a r t i e  ree l le  é t a n t  
p o s i t i v e ,  c ' e s t  un f o y e r  de  t y p e  1. 

1 

l e  module é t a n t  i n f é r i e u r  à 1, il s ' a g i t  d 'un  f o y e r  s t a b l e  : 
1 

i 
l 

% Lorsque K < O ou K, 1, S1 e t  S2 s o n t  réel les  : l e  

p o i n t  double  o r i g i n e  est  donc un c o l  ( i n s t a b l e )  ou un noeud. beq 

v a l e u r s  que prennen t  les  r a c i n e s  en  f o n c t i o n  de K s o n t  J e s  l 
s u i v a n t e s  : 1 





: c o l  ( i n s t a b l e )  

S1 > O ek S2  < O : t ype  2 

( t y p e  2 : l e  v e c t e u r  PnPn+:coupe un des axes 

p r i n c i p a u x  (+) ) 1 

1 sll ( 1 et 1 ~~1 < 1 : noeud stable 

par exemp Ze 

(Type 1 

< O : t ype  2 / 1 

< 1 : c o l  ( i n s t a b l e )  

> O : t ype  1 - 
: l e  v e c t e u r  P,Pnc1 ne coupe pas l es  

p r inc ipaux  ) 



par exempZs 

En résume, l a  na tu r e .  l e  t ype ,  l l i n s t a b i l i t E  ou l a  s t a b i l i t e  

du p o i n t  double  o r i g i n e  s a n t  les  s u i v a n t s  : 

Col t ype  2 ( i n s t a b l e )  

Noeud t ype  2 s t a b l e  

K =  O  S o l u t i o n  e x a c t e  

O <  K < l  Foyer t ype  1 s t a b l e  

K > l  C o l  t ype  1 ( i n s t a b l e )  

Y =  - 1/3, 1 c a s  c r i t i q u e s  ( v a i r  Annexe 2 8 ,  P e t  2) 

L e  système é t a n t  m i s  s o u s  l a  forme : 

Xn-t- 1 = a x  n  + b  yn + $ ( x n f  Y,) 

y,+ 1  = c x n + d  yn + 4 ( x n f  Y,) 

les  a x e s  p r i n c i p a u x  s o n t  les 2 v e c t e u r s  p r o p r e s  a s s o c i g s  à 

l a  matrice d] don t  les  p e n t e s  s o n t  donnees p a r  : 



ç'est à dire dans le cas prêsent : 

Si S1 et S 2  sont réels, distincts en module et non nuls, on 
peut, en choisissant comme axes au point (o,o) les axes principaux, 

ramener le système pr6cédent à la forme canonique suivante : 

1 '"l = + Ji* (.AI In) 

$i S et S2 sont complexes conjugués de module p et d'argu- 
1 

ment 6 , la forme canonique s'écrit : 

K. K 
= * n p cos 0 - yn p sin 8 + JI' (x,, 

- - 4 iX p sin0 + y: pcos 0 + + ' ( x i ,  y,) n 



A N N E X E  2 B  

" ETUDE QE LA S T A B 7 L l T E  LOCALE POUR CES CAS C R 7 T l q U E S  : 

Le système du second ordre s'écrit : 

Pour Y = - 1/3 nous obten~ns les mulfiplicateurs : 

= 1/3 et S2 7 - 1 ( cas critique ) et les pentes 

des axes principaux : pl = 1/3 et p2 = - 1 .  

On effectue un changement 

suivant les axes pl et p2 

cateurs précédents : 

ce qui nous donne : 

base pour ramener le système 

faire apparaitre les multipli- 

et y* : nouvelles coordonnees ) 



Cette transformati~n, appliquée au système, induit : 

ou encore : 

c'est-à-dire un système ramené à la forme : 

S2 est de module unité mais de signe négatif ; or, 

l'iitude de la stabilité nécessitant un signe positif on 

introduit la recurrence double /25/ : 



- III - 

Ayant changé S2 = -1 en S2 = 1 . la stabilité 
se juge sur les expressions suivantes : 

* Y 

Constatant que X(xn et Y(xl y:) sont identiques à 
I I 

* * un facteur multiplicatif près ( "1/3" ) et que X(xn y,) = 
I 

* * * * * - X(Y, xn) et Y(xn,Y,) = -y(yZ,xn) : on déduit que les deux 

expressions ci-dessus ont même degré. 

D'après les travaux de ROUBELLAT sur la stabilité des 

cas critiques /25/ il résulte qu'il y aura stabilité, si, et 

seulement si, la seconde expression ( celle relative au 

mulfiplicateur unité ) a pour terme de degré miqirnal, un 

terme de degré impair ; en ce sens, développons cette seconde 

expression : 



Nous extrayons le terme de degré minimal : 

degré pair, donc le point double x* = y: = o est instable : 
9 

II) K = 1. 

Pour K = 1 il faut obligatoirement travailler sur La 

récurrence initiale : 

On passe aux coordonnées réduïtes : v' = v/w 

et on effectue le changement de variable : v' = x '  + 1, 

n 

gaisons K = 1, il vient : 



Si le point x' = O est point d'équilibre, il faut que 

l'on ait : 

O = O + L  , soit L =  O 

Or, généralement, L est différent de zéro. 

Supposons L nul, il vient : 

OU encore : 

Si K est positif , K < 1 : X I  --+ O quand III .-+ QQ m 

K = 1 : x' - x V o  quand m .-+ m 

K > 1 : xlm- OQ quand m --B 

d'aù pour K = 1 l'obligation d'avoir x' 
O 

= Q ,  

c'est-à-dire : v = 
O 

W .  



En conclusion : lorsquc K = 1, v = w n'est point 

d'équilibre que si L = O et vo = w 

( tous les vn sont alors égaux à w ) 

On ne peut cependant considerer qu'il y ait stabilité 

du poipt v = w , puisque partant d'un v quelconque ( mais 

différent de w ) ce point ne se révgle pas attractif . Donc 
instabilite si K = 1 . 



A N N E X E  3 A  

Partant de : 

2 ri-1 n-2 2 n+ 1 
f (n) = K f (n-1) + f (O) f (1) . . . f (11-31 f (n-2)  L w 

il vient : 

avec les conditions : 

L f C I ,  w f o et: £(il 7t O (ivarianf d e o à n - 2 )  

de même, il vient : 

avec $a condition suppl6mentaire : f(n-1) O 



Combinant les deux s~pressions precédentes, nous ohtengns : 

OU encore : 

c ' est-à-dire : 

2 2 
( f (n+l) - K f (n) ) 

. . =  1 - - ,  
2 

E (n+2 f (n+2) f (n) - K f (n-1) 

avec f(n+2.) $ 0 .  

Apres quelques transformatians, il vient a 
2 
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Posons cn s l'expression précedente s'écrit : 

f (n) 

Posons dn = 1  - K  cn = 1 - K  

f (n) 

il vient : 

* Si dn tend vers une limite el quand n tend vers 
J'infini, nous aurons : 



'1 
1 = - avec el + 0 

el + K  

Il faut donc que K soit nul pour que dn tende vers 
une limite ; nous retrouvons la condition de cone~rdançe 

exacte. 

* $i cn tend vers une limite l2 quand n tend vers 

l'infini nous aurons : 

1 - K t 2  

il vient : 

K t 2  = 1 - L 2  ( l - ~ t ~ )  avec ( 1 - K l2 # O 

soit : K 4 ,  2 - ( K + 1 ) C 2 + 1  = 0 

Ainsi e peut exister si nous avons : - 1/3 $ K & 1 i 
2 

NOUS retr~uvons les conditions de skabilité locale, 



A N N E X E  3 8  

N A T U R E  D E S  P O I N T S  A  E T  B D U  C Y C L E  D ' O R P R E  D E U X .  

La détqr@nination de la nature des points du cyçle 

d'ordre deux sécessite l'étude de la r6currence n n+2 . 

Partant de la forme réduite du système : 

il vient : 



On amane l'origine en l'un dee p o i n t e  du cyc.l+e, 
par exemple Le p o i n t  A t 

dtoQ ( supprimant les (z ' as et 1613 Ind ice$ 4 A t 

que l ' o s  peut  met t re  sous la forme : 

avec $(un,vn) et #(un vn) de degr@ plus grand ou 
I 

@grai 3 deux' ; &galement: : $ ( o , o )  = @(at0) O b 
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Pour L'étude de la stabilité du point A, seul nous 

intéresse le çystgme linéarisé ( a u t ~ u r  da ce p ~ i n t  ) où 

les a, b, c et d sopt les dérivées précédentes : 

on obtient : 

posons X = x + 1 et Y y + 1 

Nous avons vu que le produit XY est égal 3 1 st l a  
somme X + Y à - ( K + 1 ) /  R . Il vient : 



La stabilité s'étudie sur 1'Bquation caractéristique : 

On obtient : 

On cherche tout d'abord à mettre en évidence la 

séparation entre racines réelles et racines imaginaires. 

A cet effet on écrit le discriminant : 

D'oh la nature des racines suivant les valeurs de K : 

V A L E U R S  D E  

K 

S I G N E  D E  

A 

N A T U R E  V E S  

R A C I N E S  

1 - ii7 
O 

l+U - - go - I ,8 ,8 
1 I I ,I +q 
I 9-i0.39 

I 

aii0.64 i 
I I I 

I - I + 1 - 1  *+ 
1 I I I 

I I I I I 
1 I 

I 
1 

1 I I 
I 

I 
I 

réelles kmaginnirga réelles limag.! r é e l l e s  
1 

I -1/3 I I 

I I I I 
1 1 1 le cyc l e  exi 
I ' f' 
I I I 
1 I l  



Supposant K différent de zéro, l'équation caractB- 

ristique s'écrit : 

d'où les conditions de stabilité : 

I 

( 3 implique : - 1 < K  (1 

( 2 )  t1 : - 1 < K  < - 1 / 3 e t o  < K ( 1  

( 1 )  : K 4 O et K ) Racine de r(k) 3: 0 

3 r(k) = 5 K + K2 - K - 1 ; on determine la racine de r (k) = o 
par la formule de C A R P A N .  Soit t 

1 6  628 
avec a = - - at p = - -  

75 3 3 7 5  



soit, numériquement : %.Y 0,627. 

1 Stabilité pour 1 

Le cycle n'existant que pour K compris entre -1/3 et 1 

nous retenons : 

Stabilité : a. < K  < l  

D'autre part, dans la zone d'instabilité pr8cédentet 

si on considère que la nature des points du cycle est un 

noeud, alors lsll et 1s21 doivent etre plus grands 

que 1 : or, le produit S1 S2 6tant obligatoirement positif 
2 ou nul (K ) et inférieur à 1, il ne peut s'agir d'un noeud 

instable : par conséquent ce ne peut être qu'un col ; 

d'où le tableau récapitulatif : 



A N N E X E  3 C  

P E T E R M I N A T l Ù N  D E  LA  R E C U R R E N C E  DU T R U ' l S i E M E  O R D R E  

ET ETUûE D E  S A  2 i A B l L I T E  ( domaine de  b t a b i l i R C  l o c a l e  1 .  

1 )  R é c u 3 ~ e n c e  du 3ème o f i d h g  
i - i - - - - - - - - - - - - - - - - T - - - - - - -  

On désire obtenir par le modèle : 

w = a  k+l Uk+l + bk+l Vk+l 

Or, on obtient par le système : 

v k+2 = p1 uk+l + P2 Uk ql Vk+l + q2 Vk 
+ 

On réalise les homothéties : 

Ainsi : 



De la même façon qu'à l'annexe 2 A  , nous obtenons r 

v n+3 = K1 V n + ~  + K2 Vn+l + L ~ W -  
+ + ~ ~ w  

n+2 n f l  

il vient : 

W 
n+2 

W 
n+ 1 

LI w - + L s  w- 
n+ 2 n+ 1 

v n+3 - '1 Vn+2 - K  2 v n+l rl vi 
i=l TT Yi i=l 

TT vi 
i=1 i=l = vi 

, nous obten~ns ; 
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2 )  Oomaine d e  n t a b i t i t é  . locale  ( en  K I  , K 2  , L I  e t  i 2  ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Partant de la récurrence : 

et posant vn = x + w , nous déduisons : 
n 

X n.t-1 + W  
1 - K1 - K2 w + w (K1 + K2 - 1) 

X n+2 + 

X n+2 '+ + wl 
Paqsant aux coordonnées reduites ( y', = xn/w 1 , 

il v ient  : 

LZ X 1  n+2 + ( L 1 + L 2  1 
X '  n+ 3 Kï X'n+2 + K~ X'n+ï +.. 

L2 X'n+l + ( L ~ + L ~  



OU encore : 

Supprimant dans l'écriture les 44 ' Y 7 ,  nous cherchons 

à exprimer z ~ + ~  sous la forme : 

avec 9 '  Xn, Y,, z ) de degré plus grand ou ég@l n 

3 cleux et I# ( O, O, O ) nul. 

En ce sens déterminons le developpement de l'expression 

suivante, en le limitant aux termes de degré plus petit ou 

&gql =i un : 

Il vient : 

L ( 1 - K I - K 2 )  + K 1 + K 2 ]  + y n  - 1 - K I - X 2 ) -  
[-KI] 

+ [ l  

4 
avec L = L2 



L'équation caractéristique du systsme s'écrit : 

OU encore : 

O 7 S 1 O 

O O - s  1 

Y P a -  s 

La stabilité sera assurée si 1 S I  est inf6rieur è 
un, c'est-2-dire si : 

D'où les conditions cherchees : 

I!OUE f a i s o n s  fi~urer , ci-c: , r ' : ;  , i -  t r r c '  u oa~.-,iriz *!r r t n 3 i l i t é  

- - - S 

1 

paur  II riul . 
4 

-S 1 

P a -  s 
4 O - 1 

O 1 

Y a-s 
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