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AVANT - PROYOS
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Nous tenons & souligner 1l'intéré&t que nous a
manifesté Monsieur KELIN en acceptant de participer &
notre jury.@u'il veuille bien accepter notre profonde
gratitude..
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présence au sein de notre commission d'examen..

Nouvs cdressons nos vifs remerciements & tout le
nersonnel du centre d'Automathue et plus spécialement
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et & tous nos collegues chercheurs..
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facon ou d'une autre a notre travail, trouvent ici une
marque de cordialité & leur égard.




INTRODUCTION

Cerner les problémes, caractériser, tenter d'expliquer ont
toujours €té des démarches essentielles de 1l'humanité sur le
chemin de la Connaissance. Le besoin de connaitre, ressenti par
chacun, a parmi d'autres motivations, celle, profonde, d'un

meilleur usage de tout ce que la nature met 3 notre disposition,

en vue d'un bien commun et d'un progrés réel.

Face 3 1'énorme complexité et la prodigieuse diversité
qu'offre l'univers 3 nos investigations, face aux modifications
que 1l'homme lui a apportées par l'insertion de ses propres réali-
sations, dont, parfois, une partie du contrdle lui a &chappé, le
besoin s'est fait nécessité&. Nature et oeuvres humaines se sont
vues schématisées et class@es en systémes, la premiére pour mieux
en appréhender les lois, les dernidres pour mieux atteindre 3 la
finalité 3 laquelle on les a assignées ; finalité& recouvrant, trés
souvent, des impératifs d'efficacité, de production, de rendement...

Le but, ou le critére d'efficacité, auquel on veut astreindre
le systéme oblige & commander ce dernier de fagon appropriée.
Cela ne peut se faire qu'en fonction d'un modéle susceptible de
représenter, sous certaineé conditions, la structure et les
parameétres, ou ce qui en tient lieu, du systéme réel. L'élabora-
tion (qualitative et quantitative) de ce modéle caractérise d'une
certaine maniére, ce qu'on a l'habitude de dé€signer sous le nom

d'identification.




L'identification conduit 3 la commande du systéme, ou
processus, et, en cela, y est étroitement liée. Cependant, on
peut faire choix, suivant les circonstances, d'une identification
préalable 3 la commande (au sens de commande efficace) ou, au
contraire, menée de pair. La premiére est l'identification "hors
ligne", la seconde "en ligne". Les deux restent néanmoins subor-
données 8 la réalisation du but fixé et le fait de les considérer
comme exactes est déterminé en fonction du but atteint par rapport
au but fixé (il peut arriver, par exemple, qu'elles soient intrin-
séquement fausses mais exactes vis & vis de ce 3 quoi elles auront

conduit).

De trés nombreuses méthodes d'identification ont &té proposées
ces derniéres années. Aucune ne prétend et ne saurait prétendre
3 l'universalité : il est assez évident, par exemple, que l1l'iden-
tification et la commande d'un é&changeur thermique ne seront pas
du méme ordre que celles du vol d'un hélicoptére ; quand bien
méme existerait une méthode pseudo~universelle, permettant de
traiter un trés grand nombre de processus différents, il est hors
de doute que la compléxité& de sa mise en oeuvre irait croissant

avec 1l'étendue du domaine d'application.

L'identification en ligne, tré@s intéressante puisque direc-
tement liée 3 une commande adaptatiVe, serait dés lors trés
sérieusement compromise du fait du volume excessif des calculs

temps réel nécessités a chaque itération.

En ce sens, notre étude se plagant dans la perspective d'une
identification en ligne, noﬁs devrions plutdt opter en faveur de
la simplicité de la mise en oeuvre, quitte 3 restreindre, sur
certains points, la généralité de la méthode proposée. Abordant
celle-ci au Chapitre II, nous verrons que cet impératif se trouve
trés largement respecté puisqu'il trouve son plein accord avec
des nécessités de convergence et de compromis entre identification

et commande.




Auparavant, il n'est certes pas inutile d'analyser rapidement
les méthodes d'identification les plus généralement proposées et
d'en tirer quelques enseignements en vue de celle qu'd notre
tour nous proposerons.




CHAPITRE I

PRESENTATION DE QUEIQUES (IETHODES LY IDENTIFICATION

Nous venons de convenir que l'automatisation d'un processus
passe nécessairement par une phase d'identification. Ceci acquis,
il faut faire choix d'une méthode d'identification ou, tout auy
moins, d'un type, d'une classe, de méthodes s'adaptant au processus

considéré.
1 -~ CHOIX D'UN TYPE DE METHODES

1.1. - Comnaissances d priori et identification de structure

Le choix n'est g&néralement pas trés facile puisqu'il dépend,
dans une certaine mesure, d'un minimum de connaissances & priori
sur le systdme ; connaissances qui, par ailleurs, sont souvent

sujettes & incertitudes.

Ainsi en est-il quand il s'agit d'apprécier l'importance

des non linéarités :

- Faibles : on pourra vraisemblablement faire
appel & un modéle de type lindaire sans trop de risques :

modéle linéaire ou guasi liné&aire.

-~ Fortes : il faudra obligatoirement en tenir
compte dans la forme méme du modéle, tout particuliérement si
le systéme est soumis & des sollicitations dynamiques importantes :
modé&le non linéaire ou linéaire par morceaux.




Le degré des systémes est lui aussi sujet & caution. Il
faudrait pouvoir déterminer au moins un ordre maximum au-deld
dugquel tout accroissement n'apporterait rien de plus quant 3 la
précision que l'on est en droit d'attendre, & la fois de 1l'identi-
fication et de la commande résultante (en particulier vis & vis des
bruits).

~

Certaines méthodes se sont attachées a8 ce probléme et permet-
tent une identification directement 1liée 3 la structure du modéle

en estimant 1l'ordre du processus, qu'il soit linéaire ou non. / 1 /

D'autres identifications de structure, telles celles ayant
trait aux formes des non linéarités sont possibles bien gu'encore

assez fragmentaires.
1.2. = Contraintes

Le choix de la méthode doit tenir compté des possibilités
d'action sur le processus. Il est évident que, méme pour les besoins
de l'identification, un processus industriel ne pourra &tre trop,
ni trop longtemps perturbé. L'identification devrait donc s'inscrire
autant que possible, dans les phases mémes de la conduite normale

du systéme.
Le choix du modéle est également subordonné aux contraintes,

& 1l'importance des bruits, au fait que telle ou telle variable

n'est pas observable, une autre commandable...

1.3. = Buts propres de l'identification

Certaines identifications peuvent avoir pour seul but
l'amélioration de la connaissance du processus au niveau de son
interprétation par des lois physiques : le modé&le n'est alors
qu'un descriptif mathématique plus ou moins &laboré et précis du
systéme. LA n'est pas le souci de l'automatisation : il s'agit de
commander le processus . Deux types de commandes et deux types
d'identifications peuvent y &tre rattachées :




a) - Si on cherche & commander le systéme de telle
sorte que cela oblige 3 de fréquentes et différentes transitions
d'un état & un autre, il faudra faire appel 3 un mod&le valable
dans des conditions variées et par conséquent, généralement non
linéaire. Risque d'une identification assez lourde puisque
d'application &tendue : il faut s'attendre 3 une mise en oceuvre
relativement dé€licate si l'identification est conduite en ligne.
(Les transitions précédentes sont bien souvent astreintes 3 un

critére d'optimalité, qu'il soit de type énergétique ou temporel).

b) - Par contre, si on cherche 3 ré&aliser une
commande du type "consigne" (fixe ou d'évolution lente), astreinte
d rapidité ou précision (ou les deux), on peut se contenter d'un
modéle plus simple. Puisqu'il s'agit de faire fonctionner le
processus autour d'un point, dit "point de fonctionnement", on
peut sans trop de risques y lindariser le systéme, et donc le
modéie. Le modéle n'est plus alors, comme en a), représentatif
de trés amples déviations : il doit plutdét donner une image
précise du comportement du syst@me réel face 3 des perturbations,
internes et externes, d'amplitudes limitées. A noter qu'il est
possible d'améliorer la précision, si celle-ci n'est pas satis-
faisante, en adjoignant au modéle, fonctionnant en régulateur,
un traitement statistique des valeurs des variables. L'identi-
fication liée a ce type de commande est particuliérement apte
d une mise en oeuvre "en ligne" ; c'est d'ailleurs dans cette

voie que s'inscrit notre é&tude.

-~

Un autre but peut encore &tre assigné & l'identification :
la prédiction ; on lui préfére le terme estimation bien qu'essen-
tiellement il s'agisse toujours d'une identification mais, cette
fois, non d'un comportement immédiat ou quasi immédiat &
l'arrivée de 1'information, en provenance du systéme, mais

postérieur. Le probléme est de réduire le plus possible




l'incertitude liée au comportement futur tout en disposant d'un
modéle trés souple, hautement adapté & tout changement prononcé
et brutal de comportement. Ce type de modé&le est utilisé pour
des problémes de sé€curité (surcharges par exemple), de suivi de
trajectoire (tracking)... Il a été particulidrement étudié par
KALMAN. /2/

Jusqu'a présent, nous avons fait choix d'un type de méthodes
et 1lié 3 ce choix, celui d'un modéle. Il serait cependant inexact
d'en déduire que toute méthode fait obligatoirement référence,
de fagon trés explicite, & un modé&le réellement représentatif,
en toutes circonstances, du comportement du processus : le modéle
peut prendre des formes multiples (sans commune mesure d'une
méthode & l'autre) et ne prétend & 1l'image du processus que dans
des conditions particuliéres et fragmentaires de test. Pour mieux
s'en convaincre, établissons un inventaire rapide des méthodes

les plus courantes et les plus significatives.

2 - METHODES D'IDENTIFICATION

Les diverses méthodes d'identification peuvent &tre schéma-
tiquement réunies sous deux classes : celle des méthodes para-
métriques et celle des méthodes non paramétriques, cette derniére

subdivisée a son tour en méthodes de type déterministe et de

type aléatoire (par référence a des signaux test).




2.1. - Méthodes paramétriques

Le modéle comporte des paramétres auxquels on cherche 3§
affecter une valeur numérique ; modéle linéaire ou non linéaire
sous forme, par exemple, d'un systéme d'équations différentielles,
d'équations de récurrence, de fonctions ou matrices de transfert,...

déduit de l'analyse et d'expériences conduites sur le processus

8.1.1. - La méthode "dite" du modéle. /3/, /4/, /5/

> PROCESSUS s,
€
+
i > MODELE s
al
|
» IDENTIFICATION




Supposant que le processus puisse &tre représenté par un
m

i

(i variant de 1 & n) on cherche 3 les identifier aux paramétres

modéle (fonction de transfert, par exemple) de paramétres a

réels du processus aP de telle sorte que l'erreur € (€ = Sm-Sp)
soit nulle, sinon minimale (fig. 1). En fait, il n'est pas
possible d'ajuster les a? de cette maniére puisque € n'est
que du premier degré vis a vis de la différence des sorties
et donc non minimisable. Par contre, cela devient possible si
l'on passe de =« & 82 et mieux, si l'on optimise sur le
temps : c'est 3 dire minimiser la fonctionnelle d'état :
D (€)= jf (Sm—Sp)2 dt _

H . Plus généralement, on peut
faire intervenir une minimisation du type "moindres carrés"
(cf. paragraphe suivant)ol D,en tant que distance de structure,

s'exprime par la relation suivante :

D = A A . M. AA
P m P
AA a pour terme général (ai - ai)
ol
M est une matrice de "poids" définie positive.

Quelque soit la technique employée pour ajuster le modéle
au processus, moindres carrés ou autre, elle nécessite d'étre

optimisée.

En effet, & une distance d'é&tat D(g£), encore appelée
"iso-distance", de l'espace paramétrique, correspond généralement
tout un ensemble de modéles. D'autre part, si on exprime D sous

forme d'un pourcentage :

2
D g = jci(Sm Sp)~ dt

2
/; Sp~ dt




Chaque iso-distance D% est telle que 1l'un quelconque de
ses points définit un modéle auquel on peut accorder un

intervalle de confiance de D% 3 1l'ensemble de ses valeurs.

On montre, d'une part, que l'on ne peut descendre en
dessous d'un certain intervalle de confiance (ce minimum non
nul exprime d'une certaine fagon 1l'écart entre modéle et
processus, non en terme de valeurs de paramétres mais en
termes de bruits, de non linéarités, de non stationnarité,
d'erreur d'ordre...) et, d'autre part, gue connaissant un
certain intervalle de confiance (généralement non minimal),
le minimal n'est pas obligatoirement au "centre de gravité"

du premier.

Aussi on fait appel a une technique de convergence
optimale vers le D% minimal (ou point nominal) qui utilise tout
particuliérement les propriétés topologiques des iso-distances :
leurs formes, leurs imbrications... : méthode du type "gradient",

concepts de ligne de plus grande pente, de vallée, de col. (Fig 2)

A

m ,,
) D%

h Vallé
\

D% mini: 5

Fig. 2 - Exemple d'iso-distances pour un modéle d'ordre 2




I1 a été montré que le ré&sultat de 1'identification dépend
dans une trés large mesure des signaux d'entrée de l'ensemble
modéle-processus : les iso-distances précédentes se révélant
suivant les cas plus ou moins sensibles & tel ou tel param&tre
plutdt qu'ad tel autre, ou encore peu sensible & l'ensemble ;
en particulier, il conviendrait qu'elles soient de type sphérique
de maniére 3 sensibiliser de fagon égale tous les paramétres.
(Fig. 3)

Dans cet esprit, on établit qu'au voisinage du point nominal
une approximation au second ordre de la distance d'état D ( €)

reléve du terme :

( h
<01,°'1>
AD _ A t ... QOj '0i> A
<O , >
% %4
<Q: ,0.: >
1 J .
P { <cn,0'n>/
- o: 3 Sm . . .
ol i = - : fonction de sensibilité
3 a.
y m
ia a pour terme général a;
<Qf°5>' représente le produit scalaire ‘Afinﬂchth

~

Les entrées "sphérisantes" (au sens de l'iso-distance)

peuvent &tre obtenues en minimisant le coefficient suivant :

ot |. ; et<£2asont respectivement la trace et le déterminant
de la matrice de sensibilité& précédemment introduite et

"n" 1'ordre de l'espace paramétrique.




Cependant l'application pratique d'une telle méthode se
heurte trés souvent aux contraintes existant sur le signal
d'entrée ; on lui préfére, parce que beaucoup plus facile d'ap-
plication, une méthode qui sensibilisera paramétre aprés para-~

metre.
Ainsi, les e (t) étant des fonctions simples du temps

on déterminera l'entrée sensibilisante e (t) = h Ay ey (t)

relative au paramétre aT en recherchant les Ak qui

permettront de maximiser la Fonction de sensibilité

‘i
Fo-
al n
' h3 o,
=l
(1)
m4
d
A (2)
( D7 identiques )
(3)
-
0 "
1
Fig 3 - Différents types d'iso-distances ; exemple sur modé&le
d'ordre 2
En (1) : entrée peu sensibilisaﬁte tant sur a1 que sur a

En (2) : entrée sphérisante : sensibilise de la méme

2
En (3) : entrée sensibilisant plutdt a2 que a1

fagon a. et a,

2




Des principaux avantages de cette méthode nous retiendrons

tout particuliérement qu'elle se préte & une mise en oceuvre en
ligne puisque, d'une part, elle est de nature itérative et que,
d'autre part, elle ne nécessite pas d'algorithme de calcul trés
volumineux . Elle peut &tre utilisée pour des processus multi-
variables et on peut sans difficulté y introduire un modéle de

type non linéaire.

De la méthode elle-méme, on remarquera 1l'aspect topologique
de la convergence dans l'espace paramétrique et l'influence

importante des signaux d'entré&e sur le résultat de 1l'identification.

2.1.2. - Méthodes des moindres carrés, des variables_instrumentales

et du maximum de vraisemblance

/6/ -~ /1/ - /8/ = /9 - /10/ = /11/

Dans ce type de méthodes, on considére, trés généralement,
gue le processus peut é&tre représenté par un modéle linéaire
stable, telle une équation aux différences d'ordre connu, sujet
a des brujts de mesures ramenés en sortie, bruits gui sont
également et indépendamment distribués.

2.1.2.1. - Modéles

» PROCESSUS

Fig. 4 - (T étant la période d'échantillonnage, l'indice k fait
référence d L'instant KT)




-14_

La sortie non bruitée du processus (Fig. 4) est représentée
par 1l'équation aux différences d'ordre g

Yk tay v, ta, Yp—p Fte-o t aq yk—q = bOxk +.o..+ quk—q
et la sortie bruitée par :
z, = yk + Ty
On en déduit
z, = -a, Y,_ -a, Yy, _ Tee.. Ay,
k 1 “k-1 2 fk=-2 q “k-q + boxk +...+ b Xk—q+ Iy (1)
ou encore
2, = --Valzk_1 T AyZp 5 Tees T aqzk__q + boxk +oo.t quk—q sy (2)
avec
S, = T ta;r . oo 2q Tx-q

Si on dispose de (g + n) mesures, tant d'entrée que de
sortie, l'ensemble de n équations de type (1), faisant appel
aux p = 2q + 1 paramétres du processus, s'écrit :

Zz= AT + R (3)

De méme pour celles de type (2)

z= BT + s (4)




(n x p)

(n x p)

(n x 1)

(nx1)

(px1)

Yg+n-1....... Y9 S RS
P
N
Z i e eienaenns . %
q z1 Xq+1' S s e e a e .1
z ® 9 & 4 o 0 0 0 @
g+1 ,%2 xq+2 ....... ......x2
z' Gt eeneaZ g .o :
g+n-1 n g+n e e e .X?J
e LY
rq+1
rq+2
rq+n
. A
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(zq+l, Zqe2r e zq+n)

(-al, “8yy ..., A, bO,"" b )




() )
+ .
Sq+l rq+l aqu +.. 0+ aqu
s = | w2 _ | Tarz T FTgn Tt oag
(n x 1) . ‘ ;
sq+n rq+n + aqu+n~l +...t aqrn
L J \ /

Les relations (3) et (4) définissent les modéles du systeéme

et conduisent 3 é&laborer différents estimés, notés I de

l'ensemble des paramétres.

2.1.2.2. - FEstimateurs

Considérant que les matrices A et B sont de rang maximum

(toujours possible 3 réaliser par des entrées appropriées), les

deux modéles, (3) et (4), conduisent aux quatre estimateurs

suivants
N = @ta™!atg (5)
R = @ts stz (6)
i = @ta~!stz (7)
i = @bts7!aty (8)
Les estimateurs de rl et r2 sont riap ctiverant  L40uits dc
modéles (3) et (4) ; le premier est l'estimateur dit du

"maximum de vraisemblance", le second est celui des "moindres

carrés",

&}




-17 -

Ceux de r3 et Ma sont des estimateurs dit des "variables
instrumentales" déduits 3 la fois des modéles (3) et (4). Notons
que le terme "estimateur des variables instrumentales" est

plutdt réservé au dernier.

Des relations (3), (5), et (7) ainsi que (4), (6) et (8),
nous tirons :

Mh =T 4 AtA -1 AtR = I 4 UIl Vl
S o
r [~ T- r . -
N2 =T 4+ 8% [ 8% | = T sy v,
n J n J
~ o . 7] -
3 =T +/ g% 7Y [ s8] - 1 + vyt v,
S L [
~ [~ - " + ] -
M4 =T +] ats |71 A's | = T o+ Ut v,
[ 0 | 0
Pour que les estimés riA ne soient pas biaisés

( Ti biaisé : c'est a dire Mi convergeant vers un vecteur

différent de [) il faut respecter les deux conditions suivantes :

(9) p. lim Ui : existe et est non singuliére

N-> o

(10) p. lim. Vi : matrice identiquement nulle.

n-»> o




La condition (9) est respectée par les quatre estimateurs

puisque les matrices A et B sont de rang maximum,
Quant a la condition (10), l'estimateur de r2 (moindresAgarrés)
n'x satis{git pas. En conséquence, seuls les estimés : B 2

r3 et Mg ne sont pas biaisés. Parmi ceux~ci, les deux
premiers ont de meilleures propriétés statistiques que le dernier
en effet, le vecteur "bruit" des premiers, R, est formé de
composantes bruitées, également et indépendamment distribuées,
de variance <32 ; & l'opposé, celui du dernier, S, a des
composantes corrélées et de variance 02 (1 + a% +.. .0t a2)
D'autre part, nous devons convenir que Yy n'est pas diregtement
observable et gue, par conséquent, la matrice A n'est pas entid-

rement connue.

En résumé, l_1, ré et r4 sont de bons estimés bien que les
estimateurs correspondants ne sont pas de mise en oeuvre immédiate ;
par contre, l'estimation de r2 ne pose aucun probléme de mise

en oeuvre mais l'estimé est biaisé.

Si nous recherchons, en priorité, un bon estimé des para-
métres, il va falloir déterminer des approximations suffisamment

valables des Y qui permettront d'élaborer r1, M3 et Ta.

2.1.2.3. — Estimateurs récurrents

Il est possible d'estimer la valeur de [ en minimisant une

forme guadratique du type :

Q = (Z-Ar)t (z - al)




Notons que l'estimation des yk n'y est gqu'implicite.
D'autre part, les techniques les plus généralement employées,
auxquelles conduit une telle minimisation, se révélent assez
peu aptes a une implantation en ligne, d'ol la recherche d'une
structure récurrente aussi peu volumineuse que po§§ible gui

permette tout a la fois d'estimer les v, et les rik i (cela

guelque soit l'estimé considéré).

La structure proposée (Fig. 5) comporte deux estimateurs
récurrents et leurs conditions initiales : un pour r (qui
élabore [ ) et un pour y, (qui élabore ?k), avec échange
continuel d'information entre eux. L'estimateur de Yy utilise
l'estimé le plus récent de [ : il fait intervenir 1l'estimé de

l'instant (k + 1)T comme étant celui de 1l'instant kT.

Conditions
initiales
Zx+1 # r
M+
—————P» Estimateur n°l fig.5
> > > ’
Xp+1
n( T
Z) F
—— P Estimateur n°2 k
Xy <
‘ * (T : période
Conditions d'échantillonnage)
initiales
a) Estimateur n° 1 ( [ )

On remplace les y, de la matrice A par les §k (estimés du
second estimateur). Soit A cette nouvelle matrice, il vient :
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= (A~ A) A Z
M3 = ¥ 37! gty
s = (Gt ~! ity

On en déduit la forme récurrente de r4 :

t
Fa, ko1 = Fa * Cax ka1 (%1 "By r4,k) (11)
1 +BY a
k+1 4,k k+1
t
_ _ C B a C
Cq, kb1 = Cy x 4,k k+1  k+1 4,k (12)
1+ Bt c a
k+1 4,k k+1
IS S |
avec C4,k = (AB)
et
a = (5. 3 7 x X )¢
k+1 k, *k=1,""", ‘k-g+1, “k+1," ", “k-qg+l
Bk+l = (Zk, Zyoy, zk—q+l, Kbl " )t

La forme récurrente de B est obtenue de la méme facgon,
d partir des relations (11) et (12), en remplagant d chaque fois
. M, 3 i
le vecteur Bk+1 par le vecteur Ay 7 celle de 3 4 partir
des mémes relations mais en interchangeant les vecteurs Bk+l

et ak+l.




b) Estimateur n°2 (§k)

Trés généralement on pourrait utiliser une technique
d'estimation des Yi telle celle du filtre de Kalman. Il n'est
cependant pas nécessaire dans le cas présent, vu la forme méme
du processus et la place des bruits, de développer un filtrage
complet de cette sorte. Disons que le filtrage au sens de Kalman
prend ici la forme de 1l'équation aux différences en remplacant

les paramétres inconnus par les plus récents estimés

Yy = a (13)
k . r

2.1.2.4. - Conver'genee

Le ou les algorithmes précédents donnent toute satisfaction
gquant & l'identification de systémes linéaires stationnaires ;
ils peuvent également &tre utilisé&s avec succés sur des systémes
linéaires non stationnaires‘(variation lente) . Dans ce cas,
PANDYA a d'a{lleurs mis en évi@ence le meilleur comportement
ge I3 et M4 par rapport a M

(propriétés statistiques : cf § 2.1.2.2.)

Malgré ces résultats, il faut néanmoins pouvoir s'assurer
de la convergence (ou stabilité) de ces algorithmes vis a vis

de conditions initiales arbitraires.




C'est pour cette raison gue WONG et POLAK introduisent un test

de stabilité dans leur algorithme, ou encore, que YOUNG emploie

un fi}tre passe-bas pour éliminer toute fluctuation soudaine |

de Mk ; Pandya, quant a lui, utilise comme conditions initiales
les résultats, apreés quglques pas de calcul, de l'algorithme

des moindres carrés ( r2) et assure ainsi la convergence. Il a
également montré. par des simulations, que le domaine de stabilité
par rapport aux conditions initiales peut &tre augmenté si la

-

relation (13) fait référence a un filtre de Kalman complet.

Aprés les méthodes paramétriques précédentes, que nous
avons trés largement développées puisqu'elles s'inscrivent
dans notre domaine d'étude, nous abordons, sous forme d'inventaire,

les autres méthodes d'identification les plus connues.

2.2. - Autres méthodes

2.2.1. - A signaux de type déterministe

Ces signaux sont le plus souvent des échelons, des impulsions

ou des signaux périodiques.

8,8.1.1, - Méthodes avec signaux en échelon

- '"STEP METHOD" /12/,6 /13/

On enregistre la réponse du systéme 3 une sollicitation
en échelon. On cherche ensuite & l'identifier graphiquement de
telle sorte que la réponse indicielle obtenue puisse é&tre
produite, dans les mémes conditions, par un modéle de fonction

de transfert
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Du fait méme du modéle, la méthode ne peut s'appliquer qu'a
des réponses indicielles de type apériodigue ; par ailleurs, il
est bien évident qu'il faudra utiliser avec prudence un modéle
identifié de cette sorte, car, assez particulier, il ne saurait

prétendre a un trés large domaine d'applications.

Des méthodes plus élaborées que la précédente, essentiel-
lement graphique, peuvent &étre utilisées ; en particulier,

celles faisant appel a un développement en série de la fonction

de transfert, au voisinage de l'origine, dans le plan de Laplace.

On cherche & identifier les coefficients de ce développement,
a le relier 3 l'approximation de PADE et obtenir ainsi une
expression rationnelle du modéle : le retard e PT introduit
dans la méthode précédente, et parfois tré&s génant en tant gque

tel, est alors réduit 3 une forme rationnelle.

Ces méthodes demandent un calculateur mais, par contre,
peuvent s'adapter a l'identification de réponses indicielles
accusant des dépassements, un déphasage non minimal, et, dans
certaines conditions, étre encore valables, méme pour des

signaux autres que des échelons.

Ces "Step Method" sont dans l'ensemble assez faciles a
mettre en oeuvre ; par contre, elles sont malheureusement trés
sensibles aux bruits et & l'influence des non linéarités, ce
qui a pour effet de réduire assez bien leur précision. D'autre
part, si un échelon (cf. le spectre d'un échelon) peut étre
caractérisé comme "riche" au point de vue "variations de
fréquence", il est extré@mement "pauvre" en "variations d'ampli-

tude", d'oll 1'intérét des méthodes suivantes.




~ "MULTI-STEP METHOD" /14/

Ces méthodes utilisentcomme gignal d'entrée une séqguence
d'échelons de différentes amplitudes. Le signal test couvre ainsi
tout a la fois une partie du domaine fréquentiel et du domaine
spatial et est donc intrinséquement meilleur en vue d'une identi-
fication. Les autres avantages (en fait des conséquences) sont
une meilleure utilisation du temps de test et une diminution des

temps de calcul.

Notons que ces méthodes font assez souvent appel a8 une
analyse type transformée de Fourier ou doivent étre complémentées

d'un algorithme tel celui des "moindres carrés”.

2.2.1.2. - Méthodes impulsionnelles /15/

Le type mé@me de ces méthodes est la méthode dite de la

"réponse impulsionnelle”

Prenons un syst@me linéaire d'entrée x et de sortie y.
On montre que la sortie y (t) est donnée par l'intégrale de

convolution :

il

y (t) x(T) W (t~T) dar

ol W(T) est la réponse impulsionnelle du systéme : c'est

8 dire un enregistrement de la sortie y (T) résultant 3 une entrée
x (T) qui est une impulsion trés bré&ve de surface unité (Fig.6)




7 X(T)
yi(t) = W(T) T«
»
0 .T Fig. 6 T

Néanmoins, nous devons convenir qu'expérimentalement une
telle action n'est pas concevable sur un processus industriel
sans le perturber considérablement ; aussi, il est généralement
plus simple et plus slir de dériver la réponse indicielle ou
encore d'avoir recours & divers moyens mathématiques, facilement
programmables sur calculateur, qui permettront d'extraire
W (T) de la connaissance d'un vy (t) relatif 5 une entrée x(t)
dguelconque. Nous revenons alors, sous d'autres formes, & la
méthode de la réponse indicielle et plus généralement, aux

méthodes "multi-step".

D'autres méthodes impulsionnelles font appel non plus
d une seule et bréve impulsion mais 3 un train d'impulsions et,
trés souvent, & des impulsions périodigues ; nous entrons alors
dans le domaine des méthodes fréquentielles.

2.2.1.3. = Méthodes fréquentielles /18/

La méthode laplus connue est certainement la méthode

harmonique.

On applique 3 1l'entrée du systéme un signal sinusoidal

d diverses fréquences, ce qui permet une détermination de 1la

réponse fréquencielle :amplitude A (f) et phase ¢>(f) en fonction

de la fréquence ; elle n'est cependant utilisable cue pour des

systémes linéaires.




-

Une amélioration consiste & ne plus appliquer un signal
sinusoidal pur mais un signal contenant un certain nombre d'har-
moniques du fondamental: elle a pour principal avantage d'arriver
d compenser, en partie, l'effet des non linéarités. Plus généra-
lement, on peut rechercher une composition spectrale des signaux

d'entrée qui permettra d'identifier au mieux le systéme considéré.

Nous pouvons remarquer que les méthodes fréquentielles sont
trés largement employées car généralement simples et faciles &
utiliser ; par contre, il faut ajouter gu'elles ne sont bien
souvent valables que pour des processus linéaires monovariables,
que la boucle de régulation doit &tre inopérante et qu'un bon

rapport signal/bruit est nécessaire.

Pour terminer sur ces méthodes, passons & un exemple de
méthode fréquentielle, proposée et testée par ISERMANN et, qui
a l'avantage de recouvrir en partie les méthodes abordées dans
les paragraphes précédents. /17/

S5'il est possible de remplacer les constantes de temps
relativement voisines d'un processus d'ordre élevé par des cons-
tantes de temps é&gales,on pourra réduire l'erreur globale sur
les estimés des paramétres, malgré une perte d'information relative
d la dynamique du processus. En particulier, il peut &tre avanta-
geux de remplacer le modéle exact (au point de vue structure),

d'un processus de type passe-bas, par le modé&le suivant :

ol les petites constantes de temps sont remplacé&es par un
retard T
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Dans sa méthode, Isermann suppose n connu et cherche 3
estimer les valeurs de K, T et T. Le signal d'entrée qu'il utilise
est une séquence de m impulsions rectangulaires et périodiques
(Fig. 7)

u: entrée

(m=2)

-e=Y.

sortie

vy .

’

(]

[)

M L
L a >y

A b

) [ ]

fig. 7

La méthode nécessite le choix de la largeur d'impulsion
(Tr = T/W ) qui sensibilisera au mieux l'ensemble des paramétres
d identifier. Isermann a montré que W, devait &tre choisie de

telle sorte que le gain G(jWV) soit compris entre 0,6 et 0,2.

La réponse fréquentielle est déterminée par l'analyse de
Fourier du systéme, c'est & dire :

F oy eV dt
: - e ‘ .
Y (jw) /t'fl (Y 700 ) ~j P, )
G (jw) =——— = ) = |G(JW )| e
U(jw) -jwt v
(ult) - uyq)e dt
t1




On en déduit :

t3

t3
K = G(0) = /f (v(t) - OO) é;/)f (u(t) - U, ) dt
tl tl

et relativement au modéle :

2/n
T o= i S S -1
. .
WV IG (jhvﬂ
1
T = - ,
" (W ) n arc tg W T
v

Remarguons que si Yoo n'est pas connu, on peut l'estimer par

t1
Yoo = —— y (t) dt

L'algorithme est trés simple et permet de réestimer les
paramétres aprés chaque nouvelle séquence de m impulsions (m est
fonction de W, du temps de test, de la précision de 1l'analyse
de Fourier). Nous pouvons noter, de plus, que le moddle choisi
n'est qu'un exemple et que la méthode peut &tre utilisée pour
tout autre processus linéaire continu que 1l'on peut caractériser

par un ensemble de trois paramétres.

Les différents tests, conduits en présence de bruit de
mesure, indiquent un excellent comportement de la méthode par

rapport a d'autres méthodes plus sophistiquées, nécessitant un

plus gros volume de calculs.

-
.
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2.2.2. = A signaux de type aléatoire

Les méthodes utilisant les techniques de corrélation et
d'analyse spectrale sont particuliérement adaptées & 1'identi-
fication de systémes linéaires ; les fonctions de corrélation
donnent un modéle sous forme temporelle et les densités spectrales

de puissance , un modéle sous forme fréquentielle.

2.2.2.1. - Modéles /18/

Soit un systéme linéaire de fonction de tranfert ¢ (jw)

et de réponse impulsionnelle k(t).

Si & 1l'entrée nous appliquons un signal aléatoire station-
naire x(t), nous récupérons en sortie un signal y(t) également

aléatoire et stationnaire.

Les propriétés statistiques de la sortie peuvent alors &tre
rattachées simplement aux propriétés statistiques de 1l'entrée,
via le systéme :

o0
e [yw] = E[x®)] [k da= o) & [x(t)]

0
pour ce qui concerne les moyennes temporelles.

oo ., ow

R, (1) = [/ x@ x@ r, (7T4p-a)da ]dp
0 0

pour ce qui concerne les fonctions d'autocorrélation.

S,y (3W) = | & (3w Sy (3W)

pour ce qui concerne les densités spectrales de puissance.
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De la méme fagon, on peut faire intervenir les intercor-
rélations entrée-sortie

oQ
ny (1) = /Rxx (T=A) k(A) AA
(]
Sxy (jw) = @ (Jw) s . (Jw)

Si nous considérons que le systéme est perturbé par un
bruit b(t) tel que : (Fig.8)

lmn

=~
~

- k() —- o Y .

x(t)

Fig.8

y(t) = /x(t—)\)k()\) dN + /b(t-)\) h(A) dA
0 0

Nous obtenons

[ -] oo
ny('r) = / Ryx (T=A) k(A) dA + Ry (T=A h(X) dA
0 0
Sxy(jW) = CDX (w) Sxx(jw) + CDb(jw) be(jw)

C'est & dire les mémes relations gue les précédentes si
x(t) et b(t) sont indépendants : Rxb( T) = be(JW) =0
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On peut encore montrer que

2
SXX(]W)+

S,y (W) = |, (5w) S (w| s, (Gw) o+

2 K [be‘jW) ®, (Gw) @ (-jw) ]

se ramenant de la méme facon aux deux premiers termes si
X(t) et b(t) sont indépendants.

2.2.2.8, - Méthodes

On peut schématiquement les classer en deux groupes,

suivant le type de signal aléatoire utilisé dans 1'identification :
2.2.2.2.1. - Perturbations naturelles /19/

Si on utilise les bruits internes et propres au processus,
ils peuvent généralement permettre l'identification globale de
tout le systéme, incluant les diverses boucles et régulations.
Quand, par contre, on ne veut identifier que le seul processus
physique, il faut rendre les régulateurs inopérants, ce qui
n'est pas toujours souhaitable sur un systdme de type industriel.

L'identification sera meilleure si le spectre des pertur-

bations est le plus étendu possible.

On n'est pas limité, & priori, par les temps d'expérimen-—
tation, ce qui permet d'obtenir des fonctions de transfert
relativement satisfaisantes & condition que le processus soit

bien stationnaire.

2.2.2.2.2. ~ Perturbations forcées /20/

Il est encore possible d'identifier le processus, les régu-
lateurs opérant, mais alors le choix des perturbations appliquées

doit étre tel que :




- il faut pouvoir obtenir une intercorrélation
suffisamment forte entre entrée et sortie pour pallier 3 une
éventuelle corrélation entre l'entrée et les perturbations

naturelles.

- l'amplitude doit étre assez modérée pour, i la
fois, des raisons de sécurité (ne pas perturber inconsidérément

le processus inaustriel) et de validité du modéle (linéarité).

Quant a la caractérisation, purement spectrale du signal
injecté, il est préférable, bien évidemment, que la densité
spectrale de puissance soit la plus uniforme possible et, que,
par ailleurs, le signal lui-méme soit de forme simple, telle
binaire, ternaire ou multi-niveaux ; cette derniére est, sans
doute, la plus intéressante, mais on lui préfére généralement
la premiére, plus utilisée, du fait de la facilité de l'analyse

mathématique qui en résulte.

Les temps d'expérimentation sont, comme précedemment,
longs et parfois fastidieux. A cet effet, il peut étre utile
d'employer des méthodes qui permettent de réduire ce temps ;
la méthode qui utilise comme signal d'entrée une "séquence

binaire pseudo aléatoire" (S.B.P.A.) en est une. /21/

Les S.B.P.A. peuvent é&tre générées au moyen d'un registre
a décalage et d'additions modulo 2 entre certains digits X
du registre & N digits ; sa longueur maximale est L = 2N -1
1'état [o,o,...,o] n'étant pas possible ; par exemple, si

N = 4 (Fig. 9) :

w1

1 X2 X3 _4:(4_»Séquence

Fig. 9




Si 1'état initial du registre est [1,1,1,1 ] on obtient
la séquence de longueur maximum suivante :

1111 00010011010, 11110...

\

o L =2%-1=15

Toute séquence n'est pas obligatoirement de longueur maxi-
mum mais on montre qu'il est toujours possible par des additions
sur les digits appropriés d'obtenir celle-ci. Comme c'est la
plus intéressante, c'est généralement ce qu'on réalise. Pour

que la valeur moyenne de la séquence soit proche de zéro, on

choisit comme niveaux binaires + 1 et - 1 au lieu de 1 et 0 :
L
1 3 1
E X = __ Xy, = avec L grand.
L i=1 L

Ainsi, on place 3 la sortie du registre un changeur de
niveaux suivi d'un gain a de telle sorte que le signal soit du
type (Fig.lO)b

A x(1)

+d

~AT -

Fig. 10




On montre que la fonction d'autocorrélation de ce signal
est la suivante (Fig. 11)

ﬁRXX(T)
82 ‘ |
I
l
|
AT | T
+ . + f— —p=
TN 7
-a“/L LA
Fig. 11

Si a est petit devant L, et L grand, nous approchons la
fonction d'autocorrélation d'un bruit binaire ; néanmoins, on
peut limiter la longueur de la séquence et obtenir une identi-
fication satisfaisante des fonctions de transfert : il suffit
pour cela que la longueur de séquence soit au moins supérieure
au "temps de réponse" du processus ; tel est en ce sens la

réduction du temps d'expérimentation énoncé plus haut.

2.2.2.3. - Applications

Les méthodes statistiques ont &té& largement employées
ces derniéres années, soit en tant que telles, soit en tant gque
complément & d'autres méthodes, n'y faisant pas appel quant au
fond, mais ol une amélioration des performances s'imposait
vis a vis des erreurs dﬁes aux perturbations internes et

externes au processus.




Cet engouement s'explique quand on songe qu'elles ne
demandent que peu de connaissances a priori sur le systéme,
que beaucoup de systémes sont naturellement perturbés et que
l'on peut, dans bien des cas, utiliser ces perturbations en
vue de l'identification, que par ailleurs, elles procurent
une sorte d'estimation statistique des perturbations propres
au processus (en ce sens, l'identification comprend non plus

le systéme mais, le systéme et les perturbations habituelles).

Ces méthodes sont encore attrayantes par le fait qu'elles
sont directes et applicables sans trop de problémes 3 des
processus industriels, sans causer de géne excessive & leur

fonctionnement actuel.

Par contre, on peut leur opposer qu'elles sont rarement
itératives, peu congues en vue d'une commande et surtout, que
les temps d'expérimentation nécessaires sont généralement trop

longs.

D'autre part, nous noterons qu'elles ne s'adaptent pas
trés bien & des processus non linéaires mais qu'il est néanmoins
possible d'identifier des systémes multivariables et mé&me, non
stationnaires lents. De méme, les non linéarités peuvent parfois
étre "cernées" par le fait que ces méthodes conduisent 3 la
fois & un aspect temporel et & un aspect fréquentiel : "la
corrélation”, si l'on peut s'exprimer ainsi, entre les fonctions
de corrélation et les densités spectrales de puissance, peut
d cet égard, nous &tre trés utile. Pour terminer, nous ajouterons
que, vis @ vis de l'analyse spectrale, des méthodes comme la
"Fast Fourier Transform" (F.F.T.) &conomisent le temps calcul
et peuvent facilement &tre mise en oeuvre dans le cas ol les

perturbations naturelles sont utilisées.




3 - CoNCLUSION

La conclusion idé&ale qu'il faudrait 3 ce chapitre est une
sorte de vaste comparaison des différentes méthodes ci-dessus
abordées. Disons, tout de suite, gu'elle n'est pas possible en
tant que telle : 1l'abstraction ne peut pas étre de mise en un
tel domaine, il ne faut pas, en effet, comparer des méthodes sur
leurs aspects trop formels et écartés des réalités mais les
comparer en fonction des processus que l'on cherche 3§ identifier

et 38 commander.

Ces toutes derniéres années, des tentatives ont été faites
en ce sens, mais elles n'en sont encore qu'au début ; la raison
en est, principalement, que les méthodes sont trés diverses,
allant parfois & contre courant les unes des autres, et que
l'esprit d'analyse en ce domaine a toujours prévalu, par ce

fait méme, 38 l'esprit de synthése. /17/, /22/.

Quant 3 nous, nous chercherons notre £il conducteur, notre
ligne d'action, vers ce a quoi sert l1l'identification, vers ce
a quoi il est le plus intéressant qu'elle méne : la commande

efficace (précision, performances,...) et raisonnable (simplicité,
temps calcul,...) d'un processus dans une identification en
ligne.




CHAPITRE II

ELABORATTION  ©v UNE  PROCEDURE DY AJUSTEMLHTS 7 LIGHT
DV UN  MOoELy 05 COMEANDI  DANS  T' ESPACE  PARAMETRIVUD

1 - INTRODUCTION

1.1. - Recherche d'une commande efficace

Toute action, pour étre menée efficacement, nécessite une
connaissance exacte, sinon la plus compléte possible, de 1l'objet
et des conditions sur et dans lesquels elle s'exerce.

Certaines de ces conditions limitent l'action : ce sont des
contraintes. Leur connaissance pose parfois de sérieux problémes,
bien que souvent 1l'on puisse faire en sorte que l'action soit
suffisamment en deg¢d de la valeur supposée de la contrainte et
étre slir de ne pas lui imposer d'obstacle.

L'objet transforme l'action incidente en action résultante.
La premiére est menée efficacement si la seconde est bien le byt
que 1l'on s'est fixé& et, éventuellement, a été atteint dans des

conditions déterminées ou critére de performance.

Nous avons vu que la connaissance de l'objet passait par une
identification qualitative (ramenée, bien souvent, au choix d'une
structure ou "modéle" susceptible de la représenter) et une
identification quantitative (identification numérique des valeurs

ue prennent les "paramétres" d'une structure supposée ou
d P P sup




ou identification proprement dite ; identification paramétrique

au sens large).

La réalisation du but fix& nécessite des commandes appropriées
(action incidente) et celles ci, 3 leur tour, l'identification
de l'objet (ou systéme) ; il semble logique, dans un souci d'ef-
ficacité, de réunir en une seule les deux phases ci~dessus.
Lorsque cela est possible, l'identification présente alors tous
les caractéres d'une identification en ligne. Cependant, de notre
point de vue, celle-ci, en tant que telle, n'est pas le but
ultime, celui-ci étant la réalisation de l'action résultante
désirée ; et le probléme est tout autant un probléme de commande
que d'identification, les deux devenant inséparables.

1.2. = Cadre de 1'dtude

En résumé&, notre étude se place dans le cadre suivant :

Nous cherchons a faire de la commande de systémes réels
(c'est 3 dire de systémes imparfaitement connus) et non 3 &tudier
comme c'est parfois le cas, la commande de systémes parfaitement
connus (c'est a dire, en fait, de modéles).

Nous ne cherchons absolument pas & faire de 1l'identification
précise de systémes, en tant que telle, mais de 1'identification
dans le but de réaliser une commande satisfaisante des systémes
réels ; l'identification est un moyen, non une fin en soi.

Dans cet esprit apparait le probléme de 1l'incompatibilité
d'une bonne identification et d'une bonne commande simultanées

et la fagon de 1'é&viter, sinon de le résoudre.
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2 — INCOMPATIBILITE IDENTIFICATION-COMMANDE

’

2.1. = Difficulté a associer identification et commande

On ne pourra pas identifier convenablement un systéme dyna-
migue sans considérer ses régimes transitoires. Ceux-ci permettent
d'obtenir une identification relativement acceptable du compor-
tement dynamique des systémes parce que vis 3 vis des bruits
les sorties succussives (systémes échantillonnés) sont suffisam-

ment différenciées les unes des autres. Diverses méthodes,

=

classiques pour la plupart, répondent 3 cette attente.

Aux identifications wvalables du transitoire succédent tour

-

a tour des commandes suffisamment adaptées 3 la valeur désirée

sur la sortie ; ce qui améne peu & peu le systéme vers un

régime "permanent". Mais dans ce cas, les sorties, voisines les

unes des autres, ne permettent plus une identification correcte,

d'oll une mauvaise commande, un &cart sensible
Le

avec des écarts de plus en plus prononcés par

sortie voulue et un retour au transitoire.

par rapport 3 la
cycle se répéete

rapport a la

position nominale : le syst@me se retrouve en instabilité

compléete.

Ainsi lors de 1'identification et de la commande en ligne
apparait une incompatibilité&, au niveau de la tendance au
régime "permanent", entre la réalisation simultanée d'une bonne

identification et d'une bonne commande.

2.2. - Pogsibilité de les associer

L'incompatibilité peut étre levée en n'identifiant le
systéme que sur ses comportements dynamiques -~ modé&le évolutif - ;
par contre, on rend fixe le modéle lors des comportements
"statiques" . (En échantillonné, on définirait un comportement
"statique", par rapport au mod&le, comme donnant lieu 3 2q + 1
sorties voisines au bruit prés - par exemple, une fonction de

1'écart type - q étant l'ordre du modéle)




Cette fagon de faire, bien souvent adoptée, ne permet
cependant pas d'éviter un comportement oscillatoire, par rapport
d la sortie désirée, dont l'amplitude sera relativement plus
importante que celle du bruit.

Par conséquent, il faut garder une certaine forme d'identi-
fication autour du régime "permanent", mais une identification des
plus simples de maniére 3 ne pas retrouver l'incompatibilité
identification-commande et obtenir la sortie désirée au bruit

prés uniquement.

S — FORME GENERALE DE L'IDENTIFICATION

.

8.1. - Caractérisation sommaire des processug d identifier

L'identification que nous allons mener ne pourra 1'&tre qu'a
partir de la base minimale de tout ce que nous pouvons généralement
connaitre d'un systéme, tel que sa classe, ses limites de compor-

tement,... C'est le cadre de l1l'identification.

Le systéme, soumis & des commandes échantillonnées qui

l'aménent 3 fonctionner en régime linéaire, appartient a la classe

des systémes échantillonnés linéaires.

Nous avons la connaissance des principales limitations
physiques intervenant tant sur l'entr&e que sur la sortie ; nous
connaissons également un domaine, liant entrées et conditions
initiales, tel que tout point du domaine pris comme point de
départ, & chaque instant d'échantillonnage, suffise & assurer la
stabilité du systéme.

Ainsi, le domaine ol 11 est toujours possible de définir
l'entrée et la sortie, et qui assure la linéarité et la stabilité,
sera le domaine de travail sur lequel on identifiera et commandera

le systéme (domaine des commandes admissibles).
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Nous connaissons sinon l'ordre exact du systéme, du moins

un ordre minimal au deld duquel tout accroissement de 1'ordre

n'apporterait rien de plus vis & vis de la précision avec laquelle

nous comptons commander efficacement le systéme.

3.2. ~ Modéle d'identification

Nous pouvors représenter l'évolution de la sortie discréte
du systéme réel par 1l'équation :

(1) v = E b

équation d'ordre g oG, T étant la période d'échantillonnage,
Uy est la valeur de l'entrée du systéme réel 3 l'instant kT
jusgqu'a l'instant (k + 1)T etxzk la valeur de la sortie du
systéme réel & 1l'instant kT.

Le modéle apparait sous la forme d'un vecteur Mo 4 g -1

dont les composantes sont les paramétres ai’ K +qg- 1

et‘b.

1 2 .
i, k+q -1 de l'équation (1).
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3.3 = Assoctation Identification-Commande

Partant d'un modéle M de la mesure des sorties Vor Vyrees

-1
V-1’ de la connaissance deg entrées Ugr Ugpreser uq—2’ du but
désiré Wyt nous pouvons déterminer la commande uq~l qui doit
théoriquement amener la sortie du systéme réel au but voulu.
Généralement, ceci ne pourra pas &tre réalisé, tout au moins
immédiatement ; aussi la méthode consistera & faire en sorte
que wk+q . Vk+q ou une fonction de cette expression,

mesuré
par exemple le carré, décroisse lorsque k croit, c'est a dire

d'améliorer constamment la connaissance des paramétres dy systéme

réel au fur et a mesure du déroulement du processus.

A cet effet, on peut, par exemple associer a chague'"vecteur

paramnétre" une "fonction de correction" S telle

Mk+q-l k+qg

que :

= S

(2) Mp+q k+q k+q-l

La forme de S (forme matricielle) est celle d'une similitude
dans l'espace paramétrique & 2q dimensions. Le point origine de
chague vecteur M, ou point origine des coordonnées, définit le
point invariant dans la similitude. Toute simjilitude étant décom-
posable en homothéties et rotations de méme centre on pourra

exprimer S sous forme de tels déplacements élémentaires.

- 8.3.1. - Forme de l'identification_lors_des régimes_a_forte

tendance dynamique

Sur les transitoires il conviendra d'adapter le modé&le en
faisant soit des similitudes complétes soit plus simplement des
homothéties et rotations successives. En ce qui concerne les
premiéres, dont la formulation est immédiate, nous pouvons nous

ramener d des méthodes telle celle des moindres carrés, pour les
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derniéres, il faut faire apparaitre le module du vecteur para-
métre et sa direction (par un produit scalaire) et faire en sorte

-

qu'ils s'adaptent & ceux du vecteur param@tre réel.

3.3.2. - Forme de l'identification lors des régimes d_faible

tendance dynamique

En régime "permanent" il convient de ne garder que les
transformations les plus simples sur le modé&le, & savoir les
hompthéties. Mais, par ailleurs, il faut s'assurer que ces
transformations pour simples qu'elles soient, ménent également

a la convergence en sortie, au bruit preés.

3,4, - Ppgbléme des mesures bruitées

§'il v a bruit de mesure, il est vraisemblable gue nous le
retrouverons, tout ou partie, dans l'estimation des Mk' Aussi,
il s'agira a partir des Mk calculés pas 3 pas, et donc entéchés
d'erreur, d'extraire une valeur de M se rapprochant le plus du
systéme réel. C'est ce gue nous aborderons en partie avec 1'é&tude
du systéme statique qui nous permettra d'introduire les trans-
formations homothétiques.

4 - IDENTIFICATION et COMMANDE ADAPTEES AUX SYSTEMES STATIQUES

4,1, - Transformations_homothdtiques

Soit un systéme statique 3 commande échantillonnée,

On suppose qu'il est possible de le décrire par une
relation linéaire du type :

mesuré réel
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c'est-a-dire que, dans un premier temps, nous faisons abstraction
‘de tout bruit sur le systéme.

La représentation sous forme de modéle est la suivante :

Vil

Nous commandons le systéme de telle sorte que ;

= v (w étant le but désiré)

Wi+l k+1

Nous pouvons donc formuler le probléme sous la forme

suivante :
' Bai : o =
a) ce que l'on désire obtenir : wk+l akuk
b) ce gue 1l'on obtient réellemept : ‘Vk+l =puy
D'oll la valeur de Uy :
w
_ k+1
uy =
a. ,
On en déduit :
Vk+1
p = ay
Wi+l

De cette derniére relation, nous tirons :

Vk+1
qk+1

Wit




C'est & dire que la nction de correction Sk+l correspond

d une homothétie de rapport

i+l
h =
k+1 wk+1
4.2. —- Présence de mesures bruitées

Puisque nous avons fait abstraction de tout bruit sur le

systéme, nous devons théoriquement obtenir

P =3, , ¥ n > 1 ou encore

Comme physiquement ce ne sera pasle cas, la récurfence
garde tout son sens (également si le systéme n'est pas stationnaire) .,

Aussi déterminons l'expression de a k + n

4.2.1. = Valeur de Uy €N fonetion de a

k

On peut exprimer ay,n Comme une fonction de a et des h
de (k + 1)T @ (k + n)T ; en effet
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ak+1 = hk+l ak
Tk+2 T Prap Ay = b, b oa
n
Gg+n T{ W by, Ay
i=n
W]<+r1+1
et uk+n T r—r—m————
ak+n
wk+n+l
uk+n =
n
L %
i=1
Si nous prenons w = constante Vk,
n n
™ h, ,. a n V.
i=1 k+1i = i=1 k+1i
n
w
d'ol :
n
= | m a
ak+n i=1 Vk+l k
Wb
1 wn+1
u =
k+n n ak
m \'

il vient




Cependant, cette forme ne permet pas d'apprécier 1'influence
du bruit dans la détermination successive des a, car elle ne le
fait pas intervenir de fagon explicite.

4.2.2. ~ Valeur de 1'indétermination apportde sur ., bar le bruit

- - v " el

On sait que v . est en fait la somme de Vit réel et
du. bruit sur le systéme (bruit ramené en sortie :.... 2

k+1

- On supposera que les Zk sont 3 moyenne nulle, non corrélés,
et, par exemple, & distribution gaussienne.

Traitons le cas oQly = constante Yy .




Il vient :

ak+1

k+1

Orl uk

k+1

posans 2

L / ‘
(Nous Supposerons ‘ Z leZmel < 1 avec, généralement,

k+1
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- petit devant cette quantité).
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Nouvelle récurrence & partir de laquelle on déduit A to

1

Bri2 TP T
Ay o 4 /
k+2 p + Zk+2 {a + Zk+l ak)
- _l+l 4 rd
Btz = PO+ 2y 00 + 2y iy 3
de méme
ak+3 =P Zk+3 ak+2
a 14 ’

/ 7
k#3 = p + 2, 5 (a(l+z, o) + Zrsa Zre1 )

’ ¢ 7 / 4 4

ez T P A B T3 L)t By 308 Ay
et enfin
a 1+ 20 o+ 7 7 e C
a}e;+n P k+n k+n k+n-1 teo Zk+n"‘zk+2)
+ Z/ rd
3y Zyin Zy1

- L'erreur d'estimation sur a, en prenant pour a la valeur

estimée ak+n H

¢
k+n p (Zk+n + ... F Zk+n"'zk+2)

'ak Zk+n Tt %k+1

.
.




_meN o P
: =1 s " furr
_xmsm _ v
) U / . oo €U 06 &==1]
al | ,_iv it + q_xmsm S _xmem ) wrt 3 [" s _si
y) , )
Xew _ _ — ~XME ~ ..%, —NGE ~./ —C+Mu _
g_ ALAPLH el 2L+ z| >
T ] || & _S&N.:NLN PR _c§N 5 _F&J_
’ / ¢ o P |
: u&mwm ug
|**4z|- 1
. ik o - - . . , ) R -
~ xeut N~t 1 paae ‘7 -

‘sx3us staduos 3€s Ut13 anb sataove aned uo /aaed da3ne,q

* (sewas} sastwaad Xnsdp xhe jueltwif o8 usv) -

S o e et e gt e e e e e i i e o o e Sk e o 2
1-u+ U4 U4
(w3t oy Wty 9¥,
¢ F 4
: 9T&3s np U+ 5

suoine snou ‘1 juessp 3T3ied JuUswsTeasusbd N* 39 purib 3Is3 u 1§

4

I+ ...c+xmw + AN+xN e s+xN + o z+xNV = a+xu,
4 7 7’ r'é 7’
. n,
: jueta 1T ‘b nvlﬁMl{n 5U0S0d
d | .
H.fw_N ...C+erﬂll+ AN+&N:. G+MN + oo 4 S+‘UxNv = Q+Mw
4 14 v 4 ¢ 4 .

: 9AaTleTea ahexie, 1
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4.2.8. = FILTRAGE

La derniére expression du paragraphe précédent met en
évidence le fait que l'on ne peut s'affranchir du bruit par le
gseul fait des récurrences. ‘

Aussi, il semble préférable de considérer les a de la
méme facon que des mesures bruitées et d'essayer de les filtrer
convenablement.

D'autre part, le fait de prendre Aep1 = p(k) (paramétre

réel 3 l'instant kT) revient 3 suivre le syst@me réel avec

une période de retard qui est source d'erreur si nous envisageons
un systeéme ol Pix) est soumis d une certaine loi d'évolution
-sytéme non stationnaire- (évolution qui est soit réelle, soit
fictive ; On peut envisager une évolution fictive du paramétre
gui tienne compte des imperfections du modéle, de sa trop

grande simplification au regard du processus réel). En ce sens,
on pourrait envisager'un filtrage prédictif.

[A noter qu'il supp@serait un minimum de corré&lation
entre les diverses mesures, ce qui peut se traduire par une

. fonction d'autocorrélation p(T) telle que q F’v(o)u= é]
ar ‘
Il est également souhaitable de ne pas filtrer les ak

‘ 3 ' i = i
de kT & (k+n)T et d'estimer Qgen+1 ¢+ ©6ci quelque soit n,

mais, aprés une phase initiale de kT & (k+N~1)T, de lesg filtrer
de kT & (k+N)T et d'estimer ak+N+l, puis de les filtrer de (k+1)T

a (k+N+1)T et d'estimer & et ainsi de suite (estimation

k+N+2'
& "horizon fuyant") ; cette fagon de faire permettant de tenir
compte de 1'é&volution probable de p(k) (moins bien'cependan£
qu'en faisant appel & un filtrage réellement prédictif).
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Partant de ces constatations, il semble que la mise en
oeuvre d'un filtre linéaire discret & mémoire finie N pourrait
‘reproduire assez fid&lement 1'é&volution de Py (suivant 1'im-
portance et le type de celle-ci se pose le probléme du choix
 de la mémoire N et du degré du filtre).

4.2.3.1, = Carqgctéristiques du Filtrage (filtrage non prédictif)

Il s'agira :

-

- 81 le bruit est 3 moyenne nulle, de faire en sorte gu'a
la sortie du filtre le bruit soit toujours & moyenne
nulle .

- si l'écart type du bruit & l'entrée est Og v de réduire

celui en sortie, o de telle sorte que C,« O

s’ e °

- si 1'évolution de a(k) peut s'exprimer sous forme d'un
polyndme P(t) de degré p, de restituer en sortie ce
polyn8me (P(t) non bruité - filtre de degré p).

4.2.3.2. - Application au systéme statique

4.2.3.2,1. - Egpression de l'estimé du paramétre

Si on considére qu'il n'y a pas d'évolution de p(k) :
Py = P, ¥k, il suffira de moyenner les a, ¢

a

M3

k+1i




n n
2 (p+E _..) np -+ z E, ..
i=1 kel j=1 KH
a = , =
‘ +
k+n+1 n n
n
h = p + Z E, .
iz KA
n
4.2.3.2.2. - Expression de l'erreur d'estimation et de l'erreur relative

d'estimation

L'erreur d'estimation de p, en prenant pour p la valeur

estimée ak+n+1 est :
n
p E
i=1 K+
Xk+n+1
n
e b

L'erreur relative est alors :

n E n E n
z k+i )3 K+i T Ck+i
i=1 i=1 p i=1

X = * " = = v

+n+

k+n+l np n n

X - e

k+n+l = € x+n

ARSI EEREEImESE
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4.2.3.2.8 - Comportement de l'erreur velative loreque le nombre d'échantillons

crott.

Nous pouvons écrire ;

£ = zl
* Y k+1 9%y 41
8 _ / + / /
OTRH2 T Zxe2 T 9%p40 Zpi
E _ / + / ! + V4 Vs ’,
* Yk+3 T Zk+3 7 Zk43%k+2 T 43 Zpa Zp4d
. € = z' + ’z' z' + z' z’ z.
k+4 k+4 k+4 “k+3 k+4 “k+3 “k+2
+ l4 Z( /4 ’,
"9 %pi4 %k+3 Pk+2 Zk+l
d'oll :
L B O
V4 rd V4 Y 4
T - B2 e Han * T
2
z z + (z] + 277 ) + qlz] : .
k+3 Zk+2 k+3 K+2 A 2143 Zx42 Zk+1
?; _ t 2400 %1 T Zkey)
3
P LN
Z, ZI ZI + ( / / + / L4
k+4 Zk+3 Zk+2 Zrtd P43 T Zpa3 Zxen)
7 'd s’ 4 ’ I'd r'd
(Zyeg * 2pa3 F Zpap) T A2 Zpiy Zpap By t
7 4 £ 4 4 ’
. | %k+3 Pk+2 kel T Zka2 Fken Y Zyry ) J
© fx4g T i - ‘ :




€ z' z’ + : z' 4 + . z '
k+n k+n k+2 )X k1772 i a3 Z k41
i=n-1 i=n=2
gl + + ; z, .z, + 2 z! +
k+i-n+4 i=3 “k+1 “k+i-1 i=2 k+i
’ e et
q( Zeen Zre1 T oo 7

4
2 * e ’ ’ ‘o
kinrl k1t T %ke2 Pkel Y Pk )]~; "

4
lzlest généralement petit devant 1, nous aurons

n n
/ ¢ / ’ 4 ’
R I, ke T (B t )
3 o , '
k+n
n
en se limitant aux termes en Z2.
Et si n est grand :
5 2.2 | ; 2 t faibles
o Zkaifkei-l et L Zkeq  Sont faibles
i=3 , i=2 .
A . / ~ . /
‘ \a ‘ 7
~~ fonction d'autocorrélation ~ moyenne de z’

/
de z ~/ O ~/ O
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. ’ / /
Il reste : q(zk+2zk+1 + zk+1)
n
. . / ¢
bornée supérieurement par : ,q ! zmax‘ (1 lzmaxl )

- inférieurement par la méme quantité, de signe oppasé.
Lorsque N » + » , les bornes - O, d'oll de méme de la
guantité bornée.

—p—

Il en résulte que pour n grand €, . est assimilable

a zéro :

£ 1 =0 pour n>>

Par conséquent

e
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6 - SYSTEME STATIQUE -~ EXTENSION DES "HOMOTHETIES" AUX
DIMENSIONS SUPERIEURES

5.1.- Cas ou le nombre d'entrées est égal au nombre de sorties
Ie systéme que nous venons d'étudier peut s'intituler

"systéme statique, dimension 1". Nous pouvons &galement envisa-
ger des systémes statiques de dimension 2,3,...,n.

Voyons le cas de la dimension 2 :

1 1
u v
systéme
U Y v
a2 réel V2

Le systéme réel considéré peut alors &tre décrit par une
relation du type :

- vt a B u1
2 ) 2 ) X 2
Vol k+1 Vol k+1 y 9 vk
mesuré réel
ou :
Vi+1 = Ve T P
mesuré réel

(on fait abstraction de tout bruit).,.
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La représentation sous forme de modéle est la suivante ;

v = M U

k+1 k "k

Nous commandons le systéme de telle sorte que

Wbl = V%41l mesure

Nous pouvons donc formuler le probléme sous la forme suivante:

1 A 2 3 - 7 -
a) ce que l'on désire obtenir : Wk+1 = Mk Uk
b) ce que 1l'on obtlentreellemenﬁ : Vk+l = p Uk
mesuré

en itérant

[} —_
a') Wes2 Mev1 Bk
b') Vk-hz = P Uk+1
mesuré

Nousg en déduisons Uk et U

k+1
U = Mt oW
k7 Tk k+1
U = M7l ow
k+1 k+1 "k+2
avec les conditions : M et M1 #0




de ‘b) et b'), nous tirons

_ -1
P = [Vk+1’ Vk+2 ] [Uk’ Uk+;}

mesuré

D'oG, l'expression récurrentielle

~ . -1
My 42 “[ Vw17 Vk+2] [Uk’ Uk+%]

mesuré

-1 -1 -1
M =[ V. .,V ] [M W, ., M W ]
K+2 ktlr Tkr2f ool Tk kel Mkerr Pk
R R S S N S T T S S S T T R N RS SR S S TS T
(
avec les cond}tlons : le l ,! Mk+J 7 0
4
-1 -1 .
IMk Weerr Mg Weo| #0

La généralisation au cas du syst@me statique de dimension
n est la suivante :

_ -1 -1 | -1
k+n = Vk+1""'vk+n] [Mk Warre s Meinag Wk+{l

mesuré

s . A

avec les conditions : I Mkl poeey le+n_1l 7“0

<

-1 -1 -
| Mo Wepyreer M Wian| # ©




5.2. - Cas ou le nombre d'entrées est différent du nombre de sorties

Nous venons de considérer un systéme statique oll le nombre
d'entréés est €gal au nombre de sorties. Ce cas n'étant pas
trés général, il nous faut observer si la méthode précédente
est toujours applicable si ces nombres sont différents :

- 81 le nombre d'entrées est inférieur au nombre de sorties,
la matrice [Uk' Uk+l""’Uk+n—£1 n'est pas inversible puisqu'

€lle comporte au moins une ligne de zéros.

- Par contre, si le nombre de sorties est inférieur au

1 A 1 -
nombre d'entrées, c'est la matrice [Yk+l, Vk+2""’vk+%}

qui comporte au moins une ligne de zéros et, par conséguent,

la matrice M est non inversible et empé&che de déterminer

k+n
la commande U

k+n

Ainsi, la méthode, telle qu'elle est décrite précédemment,
ne peut étre appliquée directement quand le nombre d'entrées est
différent du nombre de sorties.

Plusieurs voies de résolution sont néanmoins possibles :

- la premiére consiste, si le nombre de sorties est supérieur
au nombre d'entrées, & caractériser les sorties les plus impor-
tantes et n'en conserver gu'un nombre égal 3 celui des entrées
et 3@ traiter de la méme fagcon que précédemment : il s'agit
alors d'une identification et d'une commande en fongtion d'une

certaine partition du vecteur de sortie.




- la seconde consiste, au contraire, si le nombre de sorties
est inférieur au nombre d'entrées, a8 augmenter fictivement le
nombre des premiéres en adjoignant une <u plusieurs "boites noires"
sur le systéme et en prenant soin de ne pas trop le perturbér.

On identifie et commande alors l'ensemble systéme réel + Lboites

noires.

- une solution de compromis peut encore &tre envisagée :
elle consiste & faire appel non plus aux matrices inverses mais
aux pseudo-inverses chaque fois que cela est nécessaire. Elle
n'est certainement pas tout & fait rigoureuse mais son avantage
est de pouvoir se passer d'un ajustement du nombre des entrées
et des sorties tel qu'il est envisagé ci-dessus et qui nécessite

un choix parfois délicat des sorties 3 retenir ou & construire.

Ayant introduit la transformation homothé&tique pour les
systémes statiques, il semble naturel de 1l'adopter comme moyen
d'identification et de commande au niveau du "Permanent" atteint
par les systémes dynamiques. C'est l'objet du et des paragraphes
suivants.

6 -~ SYSTEMES DYNAMIQUES

6.1, — Convergence de l'identification adoptée au niveau du

"Permanent’

Montrons qgue la sortie que 1l'on veut atteindre se raméne

dans le plan des coordonnées ) & un point d'attraction

(Vk’ Vk+1
pour son voisinage (le régime "Permanent") si on effectue une

suite d'homothéties de rapport v k+1

A




6.1.1. — Chotx du rappory d'Homothétie

Le choix du rapport Vier1 procéde de l'analogie qui

w
doit exister entre les homothéties, tant sur un syst@me statique

que dynamique,

~

6.1.2. ~ Approximation du "Permanent" & un premier ordre

Le "Permanent" tel que nous l'=ntendons n'est pas statique
mais conserve un faible comportement dynamique, que nous ne
pouvons négliger, et que l'on assimilera, en premiére approxima-

tion, & un premier ordre.

Nous examinerons, 'plus loin, la validité de l'approximation

retenue, et, s'il y a lieu de la compléter.

6.1.3, - Convergence de_L'identification

6.1.3.1. — Expression de la sortie du systéme réel en fonction des commandes

résultant de 1l'identification

On désire obtenir : w = bk vk + ak uk

or, on obtient PV,

k+1 r+1 < (w # 0)

k+1 k
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Partant de la condition initiale Vo et du vecteur MO' on

. +
cherche comment s'exprime Vo On trouve (+) :

Vl = KVO + L w
w
v, = K'Vl + Low—r
1
w
Vnt1 T Kvn * Lw o= v
™ i
i=1
- b - P
avec K= (@-p_"0 ) et L=_%
a, a
ou encore, si l'on suppose v # 0 (i variant de i & n)
L #0
v = K| v - W + w
n+2 n+l Vi+1

Si on suppose que la limite / existe quand N3 o , ON
obtient :

= w VK# 1

Le systéme complet est donc un systéme non linéaire d'ordre 2,

(+) - Calculs détaillés du paragraphe 6.1.3. en Annexe 2A
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6.1.3,2. ~ Etude du comportement du systéme complet dans le plan Vs V3ad

Pour étudier son comportement dans le plan (vk, Vk+l)

faisons le changement de variable

= v - W , et écrivons :
X, n ivon
*h+1 T Yn
- X
yn n
= +
Yn+1 Ky, + w
yn + W

avec l'origine comme point singulier.

Au voisinage de l'origine : Y, # 0, d'old :

En ne conservant que le premier terme du développement, il

vient :

2Kyn+1 +K Yn 7 0

yn+2

une condition nécessaire et suffisante de stabilité de la solution
de cette équation étant :

- 1/3 < K < 1

On peut encore écrire le systéme de la fagon suivante / 7/ :

1

y

xn+l n

Vo1 = - Kxg+ 2Ky + ¢ (x . v)
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avec
r
Ky, (x = vy.)
¢(xn’ y ) - n n n
Yn W
lim
) ¢(xn y Y. )
Xyr Yo 7 00 - ‘ =0
[#al +|7al
¢(ol O) = 0
\

les conditions sur ¢ étant précisées, le comportement autour
du point origine est complétement décrit par :

*n+1 = ¥y

Yne1 = - Kxn + 2Kyn

Cette récurrence autonome du second degré étant définie par
l'équation caractéristique en s :

ou s° - 2Ks +K = 0

1l
<o

- K 2K~ s

Suivant le type des racines s, et S,¢ nous pouvons déduire
le comportement :

K< -1/3 : col de type 2 (instable) (+)
- 1/3< K<0 : noeud stable de type 2

K =0 : solution exacte
0 < K < 1 : Foyer stable de type 1

K>1 : col de type 1 (instable) (+)

(+) - cf Annexe 2 B concernant l'instabilité en - 1/3 et 1.




6.1.4. - Conclusion

Nous avons montré que la sortie que 1l'on veut atteindre
(w) est point d'attraction au niveau du "Permanent" (voisinage
de w) & la condition qu'a ce niveau la direction du vecteur
paramétre modéle (a,/b,) ne soit pas trop €loignée de celle du

- Vecteur paramétre systé@me réel (p/q) -systéme réel assimilé &
un premier ordre-

Cette condition correspondant & :

g
- 1/3 < (g - p P )y < 1
0

p>0 : - 1/3 1/p< (q/p - by/ay) < L1/p

P<0:-1/3 1/p> (a/p - by/ay) > 1/p

Nous avons &galement montré de quelle nature est le point
d'attraction : Noeud ou Foyer et l'importance de ce dernier
(0« K <1).

Bien que la stabilité locale soit trés satisfaisante, il
noys semble cependant utile de pouvoir définir un domaine de
stabilité dans le plan (vk, Vk+1) de maniére a pouvoir concrétiser
le voisinage attractif de w ; disons, la marge du "permanent
convergent". Nous aborderons cette étude (chapitres suivants) par
le biais des simulations, de la précision de 1l'identification, en
regard du but & atteindre (w), et, 1ié 3 ceci, le passage des
similitudes aux homothéties.




CHAPITRE IIT

CARACTERISATION DE LA STABILITE DE LA PROCEDURE
DY AJUSTHMENTS HOMOTHETIQUES

1 - INTRODUCTION

Nous venons d'observer, au chapitre précédent, qu'il est
possible de commander un syst@me, assimilable 3 un premier ordre,
par l'intermédiaire d'un modéle de mé&me ordre, ajusté, pas & pas,
uniquement par des transformations homothétiques de ses paramétres,
Nous avons précisé la condition de stabilité locale de l'ensemble
systéme-modéle ainsi constitué : le terme K, fonction des para-
métres du systéme et du modéle initial, devant prendre ses valeurs
dans l'intervalle :]— 1/3, 1 [: ; quant & la valeur de w, sortie
désirée du prccessus, elle est indépendante de cette condition.

D'autre part, nous avons pu définir le comportement du systéme,
autour du point d'équilibre, en caractérisant 1'évolution de 1la
sortie dans le plan de phase (Vk’ Vk+1) : noeud, foyer ou col de

divers types.




Ces résultats sont satisfaisants & plus d'un titre ;
en effet :

- Pouvoir faire appel 3 des homothéties dans 1l'espace

paramétrique est particuli&rement intéressant :

a) - elles permettent de lever 1'incompatibilité
identification-commande au niveau du permanent

aa profit d'une commande efficace.

b) - elles satisfont trés bien aux impératifs
d'implantation en ligne puisqu'elles ne nécessitent

gu'un faible volume de calculs.

- La connaissance du comportement du systéme, dans le
plan de phase, peut &tre trés utile pour mieux cerner la condition
de stabilité locale d'un processus, en cours d'évolution, et
astreint aux homothéties précitées : les valeurs de K étant liées
d des types de comportement bien marqués. On pourra ainsi, plus
aisément et plus rapidement, amener le systéme & convergence du
fait qu'il sera possible d'ajuster K suivant que le processus

amorcera tel ou tel type de comportement.

- La sortie désirée, w, n'influence pas la stabilité
locale et en ce sens, il doit &tre possible de pouvoir modifier
sa valeur sans pour autant remettre en cause la condition de sta-
bilité en K. Il est donc permis de penser que, vis 3 vis d'une
stabilité locale stricte, on puisse commander le systéme 3 but
évolutif sans pour autant craindre 1'instabilité.

- Si on se référe au chapitre précé&dent, il n'est pas
nécessaire que le vecteur paramétre modéle soit identique au
vecteur paramétre systéme (systéme assimilé) pour assurer l'effi-
cacité de la commande ; bien plus, il n'est m&me pas nécessaire

que 1l'on ait identité entre les directions des deux vecteurs.




La valeur de K exprime la différence qu'il peut exister

entre ces deux directions ; ainsi K = o est relatif & la concor~

dance des directions et K# o 3 leur non concordance. Or, la

stabilité locale &tant assurée pour K variant de -1/3 & 1, il

lui correspond donc un domaine large et trés satisfaisant dans

le plan des paramétres (fig. 1).

K= | K== 1/3||k=0
/
g o /e
/&
- 8
Q
qi < ,
FOYER [K=q-pbg/ag
{ ‘ =03
b Ly ]
0] oV R\®
. (O od
\(
o =
4
10,2 0.5 A
— YR 4 y -
Mmoo K
/./ .L
b, :
a, - ¢ pente
SN CJjo 1L Stabilité : zone non
/ g hachurée
Rt q - BiiS
—————— LILLFE
p p \}L,‘
Fig. 1 - Domaine de stabilité locale ramené dans le plan des parametres,

On remarquera |'importance du foyer.




Bien que ces résultats soient trés intéressants, il est
néanmoins absolument nécessaire, d'autant plus que le premier
ordre considéré& résulte d'une approximation du systéme au niveau
du voisinage du régime permanent, d'apprécier quelle peut &tre
1'étendue du voisinage de la sortie désirée qui m@ne effectivement
d convergence ; disons, de connaitre la zone, ou l'intervalle de
confiance, de sortie a partir de laquelle on pourra se reporter
4 un algorithme identification-commande simple, mais satisfaisant :

les transformations homothétiques dans l'espace des paramétres.

En ce sens, nous chercherons, tout d'abord, i déterminer
sinon & juger, sans la détailler avec précision, quélle peut étre
1'étendue du domaine de stabilité par rapport aux conditions
initiales d'un tel algorithme ; puis d'apprécier sa validité et
d'essayer de le généraliser.

2 - DOMAINE DE STABILITE PAR RAPPORT AUX CONDITIONS INITIALES

Nous pouvons envisager, tout d'abord, une é&tude purement
mathématique de la convergence, de la récurrence par rapport aux
conditions initiales, la complé&ter, le cas échéant, en essayant de
rechercher les limites du domaine de stabilité (travaux de MIRA
relatifs a4 la recherche des frontiéres de stabilité dans 1'espace
des variables, pour des récurrences autonomes de second ordre),
ou encore, appliquer des critéres de type suffisant si cette
derniére méthode s'avére trop précise et fragmentaire guant aux
limites fournies.

2.1. - Remarques préliminaires

Il ne saurait y avoir de stabilité par rapport aux condi-
tions initiales sans stabilité locale du point nominal ; ainsi,

lorsque K est inférieur 3 - 1/3 ou supérieur a 1, il n'existe

aucun domaine de stabilité par rapport aux conditions initiales.




Par contre, lorsque Kest nul et w quelconque, le
domaine de stabilité par rapport aux conditions initiales couvre
tout 1l'espace des variables puisqu'on est en présence d'une
convergence directe tant sur le plan identification que commande.
(Quand nous indiquons "w quelconque", il faut faire une restriction
pour w nul, car, dans ce cas, les homothéties ne sauraient &tre
mathématiquement définies (cf chapitre précédent).

Si on se reporte au chapitre précédent, le systéme

(assimilé & un premier ordre), accusant une condition initiale

Vr atteint, au pas suivant, la valeur v, = i(vo + Ll w, ou encore,
vy = q-p bo vy ot P w
% 8o

v, et Vi liées entre elles par (p, q) %ystémé}

(ao, bo) [&odéle initiaq et w [}ut] , sont les conditions

initiales de la récurrence du second ordre qui exprime la sortie
de 1l'ensemble systéme-modé&le, modifiée par les transformations
homothétiques :

Or, partant de Vgr on cherche & faire en sorte que Vi tende vers
W lorsque n tend vers 1'infini ; il est évident que ceci ne
pourra &tre réalisé que pour certaines valeurs de : (p, q).(ao,bo)
w et VO.

La stabilité locale ne dépend que des valeurs de K, c'est
d dire du syst@me et du modéle initial. La stabilité par rapport
aux conditions initiales dépend évidemment é&galement de ceux-ci,
de la condition initiale Vs {point de départ) mais aussi du but

w (point d'arrivée).




Notons que la dépendance vis & vis du systéme et du
modéle, dans le premier cas, n'affecte que K, donc essentiellement
la différence entre les directions des vecteurs systéme et modéle,
tandis que dans le second cas, elle affecte tout 3 la fois Ket L
c'est a dire une différence de direction (qui entraine une modi-
fication angulaire) mais aussi un rapport de composantes (L =p/ao)

qui entraine, d direction fixe, une modification de module .
Ainsi, les ajustements des paramétres du modéle (face a& ceux du
systéme) peuvent se faire. Concernant la seule stabilité locale
par le moyen de rotations dans l'espace paramétrique et concernant
la stabilité par rapport aux conditions initiales au moyen de
rotations et homothéties combinées : gimilitudes.

La stabilité locale dans l'espace paramétrique est caractérisée
par une marge angulaire autorisée entre systéme et modéle ; la
stabilité par rapport aux conditions initiales devrait é&tre
caractérisée, dans l'espace paramétrique, par une marge autorisée

fonction d'écarts d'angles et de modules entre systdme et modéle :
marge de position se ramenant, peut &tre, 3 quelque chose du |
genre "distance". Nous aurons, plus loin, l'occasion de réaborder
cette question des marges, tant de modules que d'angles, & propos
de la généralisation des transformations "géométriques” du modéle

dans 1'espace paramétrigue.

2.2. - Ftude mathématique de la convergence de la récurrence par

rapport aqux conditions initiales

2.2.1. - Transformation__de_la_récurrence par_tntroduction des

conditions inttiales

Partant des conditions initiales v, et vy (=vaO + L w)

gue nous introduisons dans la récurrence :

Vn+2 n+1




il vient :

Kv

o
v, =K2vo+KLw+w— w
Kv + L w
o)
; K2 v
v, = K vO+K2Lw+Kw+w- w
Kv + 1L w
o
K ( Kvo + L w)2
- : w
K(erO+Lw)2 + L wl
3
K™ v
2 =K4VO+K3LW+K2w+Kw+w— ° — W
Kv +1.w
Yo
KZ(K 2 2 2 2
Vg + L w) KK(KvQ+Lw) +Lw]
- w - — oW
2 ] 2
K ( KvO +Lw + 1L w? K[K(Kvo-i» Lw) 2, sz] + (KVO+LW)LW3
5 4 3 2 Ky
Vg =KVO+KLW+KW+KW+Kw+w— Q w
Kv + 1w
o
K> Ky + L w)? 2 2 2
o W) KKKy + tw)® + 1 w?| 2
- w o - N v ‘ w
2 2 3
K(KvO + Lw)® + Lw K[K(Kvo+ Lw)2+Lw2]2‘ + (Kvo+ Lw)Lw3
K[K[K(KvO + I, w)2 + L wz] 2 + (KvO + Lw) L w{l ?
- ‘ - ‘ ‘ : w
2 2
KK[K(KVo + Lw) “+ LwJ + (Kvo+Lw)+Lw3}+ (KVQ+LW)‘Z(K(KVO+LW)2
.+ Lw2) L w? 843
N\t




et ainsi de suite....

Nous pouvons observer l'évolution suivante, du dénominateur

du dernier terme des V! a partir de n = 2 :

f (o) =KvO + Lw (= vl)

£(1) =KKv_ + L) + Lw® = K£2(0) + Lw?

2
£(2) = K[Kiv, + 02 + 1?4 Ky, + L) Lw> = K£2(1) + £(0) 1w®

2
£(3) =K[K [K(KvO + Lw)? o+ sz] 2 4 (Kv_ + Lw) +Lw3J

+ (KvO + Lw)2 (K[KvO + Lw]z + sz) L

£(3) = K£2(2) + £2(0) £(1) Lw?
£ = Ke2G-n + 37 6972 0 £23-3) £(3-2) et
et, le numérateur : K f2 (3j=-1) w (& partir de n = 3).
D'ol 1'expression générale
n n-1 n-2
v =KVO+K Lw + T Ki|lw +w
| i=1
n-2 n-3 2 .
_Kw K Vo + 3 Ki £ (n-3-1)
Kv, + Lw i=1 f (n-2-1i)
£2 (n-3)
- Kw .




On remarque immédiatement que K= o correspond & la

convergence de v_ vers w quelque soit v,

2.2.2. = Ftude de la convergence de la récurrence (valeurs de

K comprises entre - 1/3 et 1)
2.2.2.1. '

On ne peut assurer la stabilité par rapport aux conditions.

initiales si on n'assure pas au moins la stabilité locale, d'ol
les limites 3 K, ci-dessus.

Puisque la valeur K= o n'offre pas d'intérét d'étude
particulier (convergence directe), nous pouvons condenser 1'ex-

pression de v, sous la forme

n-2 .
Vn:KnVo + KLy v w y K*
i=o
n-2 n-3 2 ,
 Ku ‘K vy . 5 Kitl £f¢ (n=3-1i)
i=o ,
KvO + Lw f (n=2-1i)

Par ailleurs, du fait que I KL'est inférieur a 1, les

termes Knvo, K liy et Kn~lvow tendent vers zéro lorsgue n

KvO + Lw |
tend vers 1'infini et, ainsi, 1'étude de la convergence se ramdne

a celle de 1l'expression :

£f7 (n=3-1)

i=o i=0 f (n-2-1)




n-2
. i
Le premier terme 2 K converge lorsque n tend vers

i=o
1'infini ; il reste donc a montrer dans quelles conditions on peut

assurer la convergence du second terme, c'est 3 dire de la série :
S

m . 2 .
s = 5 K1+l £ (m-})
i=o f (m+1-1i) - (m = n*})

On peut faire remarquer que le seul fait de prouver cette
convergence suffit ; en effet, nous avons vu au chapitre précédent
que si v, & une limite finie, unique, cette limite § ne peut &tre
autre que le but désiré w (a condition que soit différent de 1,

ce qui est réalisé).

2.2.,2.2. - Convergence de la série s,
_ " i+1  £2 (m-i)
s, ¥ K §
i=o f (m+1-1)
a) - Caractérisons le terme général de cette série :

-

Se reportant 3 l'expression de f(j) précédemment définie,
nous pouvons écrire : '

2 .
K f (J"’l)

£(5) £2 (§-1)

+ 1

J-1 | j-2 L g+l
f (o) £ (1)... £ (j—2)i€ w

pour VY j, entier 2 1.




- Oou engore :

£2 (m-i) 1
K ‘ = 1 - ‘ 5 :
f (m+1l-1) £f° (m-1i)

+ 1

m-i  m-l-i  me2-i
£ (0) £ (1)... f(mml—i)jﬁ'w

pour V¥ m, entier » o et og i, entier ¢ m.

m-i m-1l-i
On remarque que si l'expression £ (o) £ (1) ...

eas T (m—l-i)ﬁ%—wm+2"i] est positive, alors le terme P(fz (mfi)
£f(m+1-1i)

est positif et inférieur a 1.

Nous en déduisons ;

2
£ m-1i) . ,
o < K _ Kl < Kl
f (m+1-1i)
ou
i+l £2 (m-i) {
o <IK "f < K
f (m+1-1i)
S S N S "
o< X _ < b3 ,Ki
i=o f (m+l1-1) i=o

est inférieur & 1, donc la série de droite converge guand n

K

tend vers 1'infini ; la convergence absolue entrainant la conver-

gence simple, la série s, converge également.




b) -~ Examinons dans gquelles conditions 1l'expression

m-~1i m-1-1 ‘ I m+2~1
f (o) £ (1) ,.. £ (m-1-i) *ir Y peut &tre positive :

Elle l'est, par exemple, quelque soient m et i, lorsque
£(j), L/K et w sont positifs. Placons nous dans le cas ou K est
compris entre o et 1.

L/K positif induit L positif, et, i leur tour, L, K et
w positifs induisent, si v, est supérieur a - %lw, f(o), £(1),,.,
f(j) positifs, quelque soit j ; ces conditions (conditions
suffisantes) ne sont pas, semble t-il, trop contraignantes sauf
celle sur w positif, A ce propos, considérons la variable v'définie

comme v/w (w # O) et réexaminons la récurrence.

Visy = K Vel TV Vn + w
i V“”..J
devient :
- -
Vi = K Vi T Yn + 1
. nel |

De méme, les f(j) deviennent f%j) en changeant v, én Vé
et w en 1, Ainsi, les conditions de stabilité lpcale pour v' sont
exactement les mEmes que pour v et les domaines de stabilité par

rapport aux conditions initiales sont également les mémes 3 un

changement de variable pré&s : v' , v avec v = v'w,




m-i m-1-1

L'expression & examiner [ £ (o) £ (1) ... f (m~-l-i),_L,.,wm"'zwi
m~-i m~1-i K
devient " (a) £' (1) ... £ (m-l—i)";_] ;i sio.K.1, L.o
K

et v, >-_L (et, par voie de conséquence, v', 0) cette expression
0 ‘ 1
est positive et induit la stabilité& de vé (vé tend vers 1 lorsgue

vers 1'infini). Le domaine de stabilité en v' est le suivant

"
.

0<K<I
L>0

-

Fig. 2

La condition inijtiale I' (vé ’ vi) doit se trouver dans le demi
plan supérieur, sur la droite (A ') d'équation Vel =|(vi + L.

Le domaine de stabilité en v s'en déduit par changement
de variable : v = v'w.




Vk+l
“0)
M W \
0<K ¢l
L>0
—>
W Vk

81§
N

Fig. 3 = (1) Point nominal (N) dansle ler quadrant : w>o
(2)  Point nominal (N) dans le 38 quadrant : w<o




Les domaines ainsi définis le sont par des conditions
suffisantes de stabilité ; ils ne prétendent donc pas recouvrir
tout le domaine réellement existant, que ce soit au point de vue

des variables (domaine propre) ou des conditions sur K et L.

En ce qui concerne w, 1l est intéressant de remarquer
l'influence importante de ce paramétre sur 1'étendue du domaine ;
3 Ket L fixés, partant d'un domaine de stabilité dans le plan

(v, ) nous déduisons un domaine plus étendu (w> 1) ou moins

1
k Vk+l
étendu (w < 1), mais de méme forme : si S est la surface du

domaine dans le plan (vi, ), sa surface sera wzs dans le plan

i
Vik+1

(Vk' Vk+1)’ donc d'autant plus considérable que w sera grand.

Nous avons conduit les calculs en considérant w positif
ou négatif, avec K.compris entre O et 1 et L positif ; il serait
néanmoins souhaitable de reprendre ceux-ci pour K compris entre
- 1/3 et O ; cependant, comme le terme général de la série Sm S€
préte assez mal 3 une détermination des conditions de convergence

lorsque K est négatif, nous aborderons ce cas par d'autres méthodes

(nous avons fait figurer en annexe 3A une étude sur la récurrence
des £(j), du terme général, qui met en évidence leurs relations
avec les conditions de stabilité locale et donc avec K négati@.

¢) - Voyons, a présent, les enseignements que l'on peut

tirer des conditions de stabilité précédentes :

Nous avons montré que pour K compris entre O et 1 et

L positif, il suffit d'avoir v supérieur a —-ﬁ%w pour assurer
la stabilité si w est positif et vy inférieur 3 —i%— W si w est

négatif.

Si on considére que les homothéties seront utilisées au

niveau de la tendance au régime permanent, il y a tout lieu de




penser que le point nominal N (w) sera relativement voisin de la
condition initiale I (vo) [ﬁondition initiale pour le nouvel
algorithme : les homothéties] ; Or, en ce sens, les domaines
précédents se révélent suffisamment étendus autour du point N
pour que le point I en fasse également partie (d'autant plus,
d'ailleurs, que lwl est grand). Il faut néanmoins s'assurer des

conditions sur L et K:

L positif implique p et ag de méme signe ; cela est
évidemment réalisable puisque si l'on consid@re qu'il y a tendance
au régime permanent, nous aurons p et a, pas trop é€loignés et
de méme signe. Quant a K, sa valeur ne devrait pas &tre trés

€loignée de O :

- positive : la convergence est assurée, d'autant plus que 1la

marge de manoeuvre est importante : o(i((l.

- négative : 1'étude précédente ne met pas en évidence de
domaine de stabilité ; de plus, la marge de
manoeuvre, si on considére unigquement la stabilité
locale, est plus étroite : - l/3<.K <o
Il est donc nécessaire de montrer qu'il peut
exister un domaine de stabilité pour K<{o ;
c'est, entre autres, l'objet des paragraphes

suivants.

Nous noterons, cependant, qu'en tout état de choses,
l'analyse du comportement de la sortie dans le plan de phase, au
cours de 1l'évolution du processus, peut étre tr@s riche d'ensei-
gnements. On peut ainsi réajuster les valeurs respectives des ay

par rapport aux b suivant le comportement, et déplacer, par

k 14
exemple, la valeur de K vers une zone ol la marge de manoeuvre
sera plus importante : en 1'occurrence Kcompris entre O et 1,

caractérisée par un comportement de foyer.




2.3. - Caractérisation divecte de la frontiére de stabilité

Si on se reporte au chapitre précédent, le systéme complet
(processus - modéle) est caractérisé par la récurrence autonome

du second ordre suivante :

n+1 n n

Y1 7 n n

Nous essaierons de rechercher directement la frontiére

de stabilité de cette récurrence.

2.3.1.

MIRA a montré gue la frontiére de stabilité des récurrences
autonomes du second ordre est constituée : /’ 4%/

a) par des points doubles instables

b) par des cycles instables d'ordre fini ou infini, c'est

d dire des points vérifiant :

X = X
n o n

yn:,'?’ﬂ = yn m(2l3,-o.)

c) par les antécédents et les conséquents des points
doubles instables et des points des cycles instables

d'ordre fini ou infini.

d) peut étre par d'autres points de nature différente.




D'autre part, s'il existe des points doubles instables,

ils se trouvent parmi les racines réelles du systéme algébrique :

f (x,y)

il

X

y g (x,y)

et les cycles instables d'ordre fini peuvent se déterminer comme

les racines réelles du systéme algébrique défini par les Eéquations

e

Xn+l = £ (Xn, yn)

Yne1 T ¢ (Xn' yn)
4

X —

n+m = X,

Ynim = Yq m (2,3,...)

N

Appliquons ces divers é€léments de recherche & la récurrence
précitée.

2.8. 2, - Points doubles

Nous avons mis en évidence au chapitre précédent que
l'origine (x = y = 0) est point double ; ce point double est stable
si K est compris entre - 1/3 et 1, instable pour K inférieur &
- 1/3 et supérieur a3 1. Y a t-il d'autres points doubles ? Tous
les points doubles sont les racines réelles du systéme algébriqué
suivant, et s'il existe des points doubles instables, ils se

trouvent parmi celles-ci

X =Y (1)

4 y - X
y = K y + w —————— (2)
y + W

.

(1) et (2) = y =Ky ou encore y (1 -K) =0




Solutions : |

K #1

X =y = 0, un seul point double
- 1/3<K &
K- 1/3

- stable

~ instable et K> 1

X = y quelconque, une infinité de points
doubles situés sur la premiére bissectrice :
dont trés certainement des points doubles

instables, sinon tous, entre autres le

point

(o,0).

8.5.3. - Cycles

Tentons de mettre en évidence l'existence d'un cycle

d'ordre 2 :
r
xn+2 = xn
< —
Xne1 = Yp
Yy - X
n n
vy = K vy + W
n+1 n vy o+ ow
\ n
Gl = =2, = ¥y
‘ Yn ~ an
(6) et I)=> x = Ky +w
, n n
| m—

S T i e e e e i s e o ot e e e e e 2 e e e e e
T SR I R T s ST e

o T N T T T T e e T o e 2 e o e e e ey e o e o e e
R e e e T oot o S B ool

(3)

(7)




Posant 0y = X, + w et by =y, t W, (7) et (8) s'écrivent :

' que nous simplifions en passant aux coordonnées réduites

2 - Q,' : 2' = e (W#O).
w
(
Q/'
2! =K', + (1 - K 1 ) (9)
1 2 "
2
-
Q,'
&'2 = K;z‘l + (1 - K 2 ) (10)
2/'
1
K + 1 . 9!
De (9), il vient : ', = ! 2 ; 2 #o0
1 2 K )
o
qui, introduit dans (10), donne :
Ke', +1 K+ ',
2'2-‘-' KR'Z - + (l_K )
K+, Ko, + L

et, aprés simplification, conduit 3 :

[
o

vy Ka-K) + 0l -k - 1) 1-KD - Ka-K?)

2 ; #-K et - 1/K




et si IK[ est différent de 1
l(z'3 + 2
ou

- 1) (K2 + K+1) 1y +K) = o (11)

’ zé, différent de 1, existe si

A= K2 - 4K? L o
b= - 3K? + 2K +1 > 0
c'est & dire, si nous avons : -1/3 ¢ K <1

Dans ces conditions, nous pouvons é&crire

- (K+1) + V(1+3K) (1-K)

2K

Puisque les équations (9) et (10) résultent d'un échange

. ; : L
entre ll

. (11) ; en ce sens, si

et ¢.l, Qi aussi bien que zé doit satisfaire & l'équation.

- (K1) = \l (1+3K) (1-K)
zé = (12)
2K

alors : - (K+1) * \lTl+3K) (1-K)

2K

(13)




D'aprés (11), le produit des racines ; P = g

X 1 - (K+l ‘
et ;eur somme : S = &7 + zé K ) (15)
et donc, pour : o< K <1 : ' et 2! sont négatifs
1 2

-1/3< K <o : 2] et ) sont positifs

L'addition de (9) et (10)

[ !
S =K(5Li+£é)+(2—K(-—.1— + —2)
' 2 %
2 1
s = Ks + (2 - K(s% - 2p))

P

est vérifiée par S et P ci-dessus et confirme les valeurs de

- ’
1 et 22

Repassant par 2 (multiplication par w), puis en (x,y)
(soustraction de w), nous obtenons les coordonnées des deux points
(A et B) qui forment le cycle d'ordre deux recherché :

g -w\‘1+3K

= ik s Vi Xg = Y

< B
A "
vk ko ek =

2K L

(16) (17)




I1 faut s'assurer que les points A et B ainsi déterminés
sont instables, ou, plus exactement, pour quelles valeurs de K
ils le sont.
A cet effet, nous avons pu mettre en évidence 1l'instabilité pour |
K compris entre - 1/3 et = 0,627 (cf. Annexe 3B). '

[A noter que la derniére valeur indiquée est la racine
‘réelle d'une équation du troisiéme degré et a donc une expression
mathématique précise bien qu'exprimée ici suivant une quantité

approchéeJ

Mathématiguement, la détermination des cycles d'ordre
supérieur, s'ils existent, se heurte a des résolutions d'équations
de plus en plus complexes et de degré de plus en plus élevé
(d° ¢ 3,4,...).

Ce fait limite la recherche des cycles instables ; on
peut alors songer, pour étoffer la connaissance de la frontiére,
d déterminer les antécé&dents et les conséquents du cycle instable
précédent : antécé&dents et conséquents qui font partie de cette
frontiére.

2.3.4. - Antécédents et Conséguents - Domaine Connexe

Si on examine, tant les conséquents :

xn+1 = Yn

Yne1 ©

gue les antécédents

yn = xn+1

(Kx

nt1 ~ Yn41 + w)

Kw

n+1

X = x +




on se rend compte qu'ils ne peuvent donner lieu qu'ad des points
qui sont ceux du cycle (cela, quelque soit 1l'ordre du cycle) ; en
effet partant d'un couple de valeurs donné ( Xo v Y, ), nous

aboutissons au pas supérieur ( ) ou inférieur

Xn+1 ! yn+l

( x ) & un point et un seul qui ne peut qu'appartenir

-1 r Y-
au gyéle :nlés relations tant des conséquents que des antécédents
étant de type bijectif (pour qu'il en soit autrement il faudrait,
par exemple, que la détermination des X, r en fonction des X+l
et yn+l , se fassc¢ par extraction d'une racine carrée, ou autre...,

et donne ainsi au moins deux déterminations.

Néanmoins, le fait que l'on ne puisse remonter la
frontiére 3 partir des points des cycles instables, implique
nécessairement, si on se référe aux travaux de ROUBELLAT / 3/,
que le domaine de stabilité est de type connexe ; des partitions,
ou méme des points isolés, ne peuvent exister : le domaine est
d'un seul tenant autour du point double origine, c'est le domaine

immédiat de convergence.

La pbsition des points du cycle instable d'ordre deux,
par rapport & l'origine, ne peut suffire 3 nous donner une idée
exacte de 1'étendue du domaine de stabilité (il faudrait pour
cela connaitre plus de points de la frontiére, sinon tous) ;
mais elle peut, par contre, permettre 1l'évaluation de 1'influence
du paramétre K sur 1'étendue du domaine de stabilité, particulie~
rement pour des valeurs de K comprises entre - 1/3 et 0, ce que

n'a pas montrée 1'étude purement mathématique de la récurrence.

e e R R R T Ty Apu iy upbugiuud i it it i nioet, Py o)

o e e e al o el e e 2 D

Nous savons, d'aprés 1l'étude mathématique de la
récurrence, que les coordonnées des points de la frontiére de
stabilité sont proportionnelles 3 la valeur w de la sortie

désirée ;




C'est bien ce gqu'on observe pour les coordonnées des points A et B
du cycle instable d'ordre deux. En ce sens, nous pouvons restrein-
dre 1'&tude 3 K et passer aux coordonnées réduites : v' = v

—ra——

w

Des relations (14) et (15), nous déduisons que le lieu

des points A et B dans le plan de phase réduit (vi, V£+1) est

l'hyperbole équilatére

: branche positive de 1'hyperbole pour K compris entre -1/3 et O

: branche négative de 1'hyperbole pour K compris entre 0 et 1

(avec restriction a4 K 5 0,627).

De (16) et (17), nous déduisons que A et B sont symétriques

~ . ] = 1) ’ 3 ' '
par rapport & la droite Vsl Vi et gue, suivant 1'axe Vk+1'

A est inférieur 3 B sur la branche positive et supérieur 3 B
sur la branche négative 0" e
[

v A t 4
K;B

/ -1/3¢K<0

_——— — =N.) K=—|/3
/ . K— o~
’ | A— oo
. + ‘ - + Ay
o=« A A -l /10 | v&

0" « K

K.B
vy
07 oo

Fig. 4 ~ Position dans le plan de phase réduit, des points A et B du

cycle instable d'ordre deux, suivant les valeurs de K.




Si on considére que la seule position des points A et B
peut nous renseigner sur l'étendue du domaine pour K négatif,
nous concluons que celle-ci croit avec les valeurs de ce
paramétre. Ce n'est bien slir qu'une évaluation trés incom~
pléte : on peut néanmoins la compléter par le tracé du voisi-
nage des points du cycle qui appartient 3 la frontidre,

C'est 1'objet du paragraphe suivant.

2,3.4. - goriiqns de la frontiére de stabilité voisines des poiggﬁ

du_cycle instable_d'ordre 2

Réintroduisons la récurrence autonome du second ordre

Xn+1 = yn

li
>
$<
+
)

yn+l

Nous constatons que les seconds membres sont analytiques.
Or, lorsque les seconds membres sont des fonctions analytiques,
LATTES /23 / a montré que si en un point double P, les
multiplicateurs S1 et 82 sont réels distincts de module
différent de O et 1, et S1 # qu et 82 # Slq (g entier),

il existe deux courbes invariantes analytigues et deux
seulement passant par le point double P, tangentes aux axes
principaux (cf. Annexe 2A) et définies dans un certain
voisinage de ce point. Si P est un col, ce sont les deux

seules courbes invariantes passant par le point P.

Il a été montré / ¢ / que si un point double sur la
fronti&re de stabilité est un noeud ou un col, l'axe principal
qui correspond au multiplicateur de plus petit module est
tangent a8 la frontiére. La connaissance de la tangente en un
point double ou cycle situé sur la frontidre entraine celle

de la tangente a8 la fronti®re en chacun des anté&cédents de

ces points singuliers.




Il a été montré également que d'un col situé sur la
frontilére est issu l'arc de courbe invariante analytique portion
de cette frontilre si les seconds membres de la récurrence sont
analytiques et si l'arc de courbe invariante analytique correspond
au multiplicateur de plus petit module. Lorsque le point double
est un noeud, le probléme est plus complexe car la frontiére
passant par le noeud n'est pas nécessairement une des courbes

invariantes analytiques en ce point.

Ainsi, lorsque nous sommes en présence d'un col, il doit
étre possible de déterminer un développement en série d'une
fonction représentative de l'arc de courbe invariante analytique

issu du col dans un voisinage plus ou moins important de ce col.

Une autre méthode consiste a se placer au col méme et
d déterminer les antécé&dents de ce col. Théoriquement, si on se
trouve exactement au col, on n'en bougera pas ; cependant, il
faut tenir compte des trés faibles erreurs faites 3 chaque jtération
dans le calcul des antécédents : peu 3 peu on "déstabilisera"
le point jusqu'a "décrire" la frontil&re de stabilité dans un
voisinage relativement important du col. C'est cette méthode que

nous avons mise en oeuvre.

Nous connaissons un cycle d'ordre deux. Encore faut-il
pour pouvoir appliquer la méthode, qu'il s'agisse d'un cycle du
type col et non du type noeud. A cet effet, nous avons déterminé
le type des points du cycle. Il s'avére (cf. Annexe 3B) que pour
les valeurs de K comprises entre - 1/3 etw 0,627, le cycle est
du type col. Nous pouvons donc déterminer une portion de la
frontiére issue des points A et B du cycle d'ordre deux lorsque
Kest compris entre ces valeurs, et nous pouvons également
mener le calcul des tangentes & la frontiére en ces points.

Nous faisons figurer dans les pages suivantes les tracés

pour diverses valeurs de K.
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L'ensemble des deux méthodes (§ 2,2, ¢ 2.3 ) a permis de
dégager l'existence d'un domaine de stabilité par rapport aux
conditions initiales suffisamment &tendu autour du point nominal
pour ne pas devoir craindre l'instabilité de la convergence au
niveau du permanent.

‘ Jusqu'a présent, nous avons considéré qu'au niveau du
permanent, nous avions un systéme réel assimilable 3 un premier
ordre ; cecl permet de tenir compte du comportement dynamique
résiduel du systéme. Néanmoins, si on veut une meilleure connais-
sance de l'approche du régime permanent, on peut &tre amené &

considérer l'ordre du systéme réel ainsi assimilé.

Puisque nous recherchons la simplicité de la méthode, il
est alors intéressant de voir ce que peut entrainer le fait de
considérer un systéme assimilé & un premier ordre alors qu'en fait,
il est d'un ordre supérieur : disons d'apprécier la validité de
l'algorithme proposé dans ces conditions.,

& - DIFFERENCE D'ORDRE - VALIDITE DE L'ALGORITHME

Dans cette optique, nous avons étudié le cas d'un
premier ordre identifiant un second ordre.

On désire obtenir par 1le modele une expression de la forme :

w = b + a

k+1 Vk+1 k+1 Tk+1

et on obtient (systéme) :
Vie2T Iy Vi1 T 9y Vi TPy Upyy t Py Uy

On modifie le moddle

par des homothéties

k+2

il

b k+2 W b k+1




Nous conduisons un calcul analogue & celui du Chapitre II
et nous obtenons (cf. Annexe 3() :

wn+2 wn+1
ey =Ky v tKG v LW s + Lyw ]
w vy L
i=1 i=1
r
bO
avec Kl = q =P, %
(@]
" _ b
K, = g Py 2
aO
4
= P
Ll 1
a
o
= P
L2 2
a
o
ce qui s'écrit encore :
L, v + L.,w v v
v =K. v +K. v + 2 _n+2 1 (1 -K _ﬂii.J(¢“ﬂ$) W
n+3 1 "n+2 2 'n+l L. v + L.ow 1 v 2 v
2 'n+l 1 n+2 n+2

Nous avons &tudié les conditions de convergence d'une telle
équation (cf. Annexe 3C) et obtenu

(
Kl+5K2>-3

K, +K) 2r'-3) - 21 > -3
2 L (1 —Kl -KZ) + 3Kl -K, > -1
K2 [3K1+K2+-2ﬂu.*Kl-K2@«<1

L ) L
avec L =




LorsqueK2 = L2 = O, nous retrouvons, évidemment, la condi-~
tion - 1/3<Kl 1 de 1l'éguation du second ordre ; et plus
L2 et.K2 sont différents de zéro, plus nous nous €loignons de cette
condition,

Revenant & l’'équation du troisiéme ordre, il ressort que le
fait d'atteindre le but w et de s'y maintenir (convergence -
stabilité) impose :

= - b - b P p
w = ql P, ao w + q2 p2 0 w+ "1lw+ 2 w
(e} o} a/ a/

ol 8 est la valeur atteinte par a & la convergence. On en déduit :

P; + P,
a =
/ b
1 - (q1 + qz) + (pl + p2) ao
Q
Bys
e

S'il s'était agi de l'équation du second ordre, on aurait
obtenu :

b,s' déduit faci t =
/fs en duit facilemen B, %/ o

Nous vérifierons au chapitre V, les valeurs de 3,et e,ainsi

atteintes.
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Dans ces résultats, il est important de remarquer que les
Py et q, du second ordre jouent le méme rble que les Elpi et

Zqi des ordres supérieurs. De ce fait, vis & vis du modéle

-

qui méne 3 convergence les Z l(i et les XL, doivent jouer des

réles un peu identiques auxl(l et Ll du second ordre. Bien que ces
conditions soient plus restrictives, 1l'analogie peut &tre conduite,
sur ces valeurs, & l'existence de comportement et de domaine de
stabilité par rappcrt aux conditions initiales. A cet effet, nous
mettrons en évidence, au Chapitre V, des comportements de type

foyer ou noeud pour le troisiéme ordre comme nous l'avons fait
pour le second.

4 - concLUsSION

Les résultats que nous avons obtenus concernant l'existence
et 1'étendue du domaine de stabilité par rapport aux conditions
initiales se sont révélés satisfaisants.

L'analyse des équations d'ordre supérieur montre que si on
considére l'ordre du systéme réel dans son intégralité, cela
améne 3 des conditions de stabilité plus restrictives mais que,
néanmoins, les analogies fondamentales sont conservées ; il faut
de plus avoir en vue que le fait de devoir considérer le systéme

-

comme é&tant d'un ordre plus ou moins élevé, tient 3 la plus ou

moins grande largeur de la zone autour du régime désiré, a partir
de laquelle on fait intervenir les transformations homothétiques.

A cet &gard, on peut sé poser la question de savoir & quel
stade utiliser ces transformations homothétigues ultimes et qﬁ'em-
ployer avant celles-ci ; également, de considérer si on ne peut
pas augmenter la taille du vecteur paramétre : c'est & dire
généraliser la méthode en considérant des modéles d'ordre plus
€levé que le premier, utilisé jusqu'ad présent.

C'est, entre autres, ce que nous examinerons au chapitre
suivant.




CHAPITRE IV

CHRilRALIZATION

I = INTRODUCTION

Au second chapitre nous avons introduit la fonction de
correction Sy qui, au vecteur paramétre modéle M,_, associe
le vecteur M, . Cette transformation géométrique dans l'espace
paramétrique est une similitude dont le point invariant est 1°'
origine des coordonnées.

Jusqu'd présent, nous n'avons mis en &vidence que la seule
transformation homothétique; néanmoins bien d'autres types de
transformations peuvent &tre menées sous le couvert des simili-
tudes précédentes.

La convergence ultime de 1l'ensemble systéme-modé&le vers le
régime désiré vient d'@tre assurée par l'emploi de transformations
homothétiques; de leur &tude, il ressort qu'elles sont utilisables
efficacement dans un large voisinage du régime désiré. Pour des
raisons de sécurité de convergence il y a lieu de réduire cette
zone A un &cart pas trop important de la valeur désirée et d'amener
le systéme dans la zone par d'autres transformations ( Fig 1 )




— e —

L'intérét spécifique des transformations homothétiques
ultimes est dl au fait qu'elles permettent une évolution simplé
mais suffisante du modéle pour s'adapter aux impératifs d'un
but 4 réaliser.

Nous allons examiner a présent les transformations que
1'on peut envisager pour amener le processus dans le voisinage
du but avant de laisser l'ensemble systéme-modéle unigquement

contrdlé par les homothéties.

]
sortie du systeme

L o m o e e e e e e e e e e e e g

.. Transformations
but désiré . P —

Transtformations plus générales

du type similitude

\ A N

fig. 1

2 - TRANSFORMATIONS GENERALES DU TYPE SIMILITUDE.
Suivant les ordres respectifs ou supposés du systéme
réel et du modéle adjoint on peut &tre amené 3 conduire différents

types de transformations.

2.1. - On suppose l'ordre du modéle égal d l'ordre du systéme.

Considérons le premier ordre, nous généraliserons ensuite :

u + b (1)

k Yk k Yk

or, on obtient I T ( 2 )

on désire obtenir : w = a

2.1.1. Trangformation directe

Itérons la relation ( 2 ). Il vient :




_ - F - . 1o _ -
a p u v
k k Vk+1
Mk+2 = = =
b 9 Yt Vil Vi+2
L Jk+2 L L J L i
-1 o
P N 7" -
k+2 k+2 ( 3)
Partant de commandes arbitraires u, et u, on doit
obtenir la détermination du vecteur paramétre M, ( = P ) qui

2
nous permettra de calculer la commande u, gul nous aménera

suivant (1 ) en w :
u, = (w - b2 ) )/ a, ( 4 )

A ce niveau l'identification ne peut étre terminée : en
effet si nous fixons le vecteur paramétre nous nous écarterons
inévitablement du but désiré du fait des perturbations qui ne
peuvent manquer d'exister sur le systéme. On poursuit 1'identi-
fication sous la forme des transformations homothétiques : elles
sont simples et susceptibles d'un traitement statistique aisé ce
qui assure de ne pas s'écarter du but w , sinon de toujours res-

ter dans son voisinage trés immédiat.

Néanmoins, on ne fera le passage aux homothéties gue si le

-

module du déterminant deu4?i2 est inférieur & une quantité posi-

Vk+2™"| et |Vk+1 Y| sont inférieurs d une seconde
W W
uantité positive &'; & et &  &tant petits mais proportionnés

tive d et que

a
a l'importance des perturbations.

Si & un moment quelcongue ces conditions ne sont plus
respectées on revient aux transformations directes. ( cela peut
intervenir, entre autres, lors d'une évolution soit des paramé-
tres du systéme, soit du but w ) .

Les marges & et &' précédentes sont nécessaires pour

deux raisons :




a) a partir d'un certain stade l'inversion de la matrice

V4%i n'aura plus de sens : théoriquement elle devient stric-
tement non inversible s'il n'y a pas de bruit sur le systéme.
Or, du fait des bruits elle le reste mais le résultat auquel
elle conduit est aberrant ; d'oll la limitation §&.

b) @ partir d'un certain niveau de convergence vers le but
désiré nous sommes trés vraisemblablement dans la zone qui
permet de passer aux homothéties, la convergence par celles~

ci pouvant Atre réalisée ; d'ol la limitation &'

La généralisation aux ordres supérieurs se fait immédiate-~
ment : Pour un ordre g tous les vecteurs P, Mk et izﬂauront 2q
composantes et la matricg4%{ aura 2q lignes et 2q colonnes ; la

=

limitation &' se rapportant 3 2q sorties consécutives.

2.1,2. — Homothéties et Rotations

L'idée est d'ajuster sucessivement le module et la direction

du vecteur paramétre dans l'espace paramétrique 3 2g dimensions.

Par rapport au cas précédent la convergence est séparée et
conduit & ne congidérer que des déplacements €lémentaires simples
telles rotations et homothéties.

Reprenons 1l'exemple du premier ordre.
P

Les relations ( 1 ) et ( 2 ) peuvent s'écrire

w = h uk,‘vk 4 I Mk l cos ¢]{ ( 5)
r———————2
Vil T l Gy, Vi )l ,P l cos C @y = Oy (6

‘avec la représentation suivante dans le plan des paramétres
( Fig 2 ) :




q, by, vy

(?ﬂ;‘T;) ou My

—
P A Y
fig. 2
Itérons ( 5 ) et ( 6 )
w = V W1, Vrat ) IMk+1| cos ¢,
Vier = (Bt Ve )| lP ICOS Cprr = Oy )

partant de Mk effectuons tout d'abord une homothétie

Brs1 = Viad
w
CI) My = Beyy M (042 ek+1 )

Que nous poursuivons par une rotation d'angle © k+2 ¢
il vient :

Viwp/W = (cos 4>k/cos ¢k+l)(cos( 4’k+l - 8, /cos (¢ - 9k+2‘))

ou encore :

By = (1 g by tg By, )/ 01+ tg ¢y tg 8y, )




o

d'odt : tg B, = - by )/ h‘k+2tg‘1’k EREAK FUEE

Exprimons tg ¢,

tg by = t9 ( Y- Wy ) = (tg Y - tg W )/( 1+ tg Py tgwy)
or, tg ¢k = vy / u, et tg wy = bk / ay
d'ou : tg ¢k = (ap v = by ) /w

tg (Pk = Ak/w
et , par conséquent :
B9 Oyip = (1 mhyy ) w/ Chyyy Ay = By )

Nous pouvons donc écrire

CIT) Mo = Hyyr My
cos ek+2 sin ek+2
oﬁL§Z =
k+2 sin 0
( rotation ) k+2 cos By,
5 |
avec cos ek+2 - 1/ \/l t tg ek+2
sin Bypp = 0 By, ' By,

d remarquer gue l'on prend la détermination positive en ce qui
concerne cos ek+2 ; en effet, & la convergence 0 doit tendre
vers zéro, c'est-3-dire gu'il lui correspond un cosinus positif.

Ensuite nous poursuivons par une homothétie qui théorique-
ment doit nous amener au but wvoulu

( IIT ) My, 4 = h Myt

o e o e s st e P et Yo ot T g Tt o S = ey e
e e SR




La poursuite de la séquence h, 5§2;+1 ~hio -

est possible mais limitée, au point de vue des rotations, par

1'ind@termination qui risque de surgir sur la valeur de tg 6
lorsque 1l'on se rapproche de plus en plus du régime désiré
( nous retrouvons sous une autre forme la non inversibilité de

la matriceu¢éy).

Par conséquent, la séquence {homothétie puis rotation}
doit faire place aux homothéties seules lorsque nous aurons les
et Ay -Ak, respectivement infé-

Ay l

rieures aux quantités positives € et € ; avec ¢ et €' petits,

quantltes ll - hk+2

-

mais proportionnés & 1l'importance des perturbations ( analogie

avec les transformations précédentes ).

La généralisation aux ordres supérieurs est plus complexe
gu'en ce qui concerne la transformation directe.

Ainsi 3 l'ordre deux le vecteur M, comprend quatre paramé-
tres; c'est-d-dire que le systéme est défini suivant quatre degrés
de liberté& qui peuvent &tre les quatre composantes du vecteur,son
module et sa direction ( trois " angles " ), deux modules et deux
angles dans deux sous-espaces.

Suivant cette derni@re possibilité& on peut organiser le
vecteur M de la maniére

- - aad — r - r~ 1
a p
1 M _ 1 p
b1 1k et P = q, 1
Mk = a2 = p2 =
M P2
Lbz - k - 2k—t ' L—q?-.d e -
et écrire :
—>
v = (u, v )I | P ‘ cos ( ¢ -9 )
k+2 l k¥, 'k 1 lk+1 1k+2
+ F e Vk+174 l PZ' cos ( ¢2k+1 - 92k+? )

avec les représentations dans les deux sous-espaces ( Fig. 3 ) :




b v 0q,b v
Aq1’ 1k+1J k 1 2’ 2k+1, k"‘“]

(92;02)

e ————

(Uke12Via)

b
24 e
82,09 {22 L T

al —
i2 | p2’a2k+1’uk+1

fig. 3

Partant de Vi ON réalise les homothéties h

k+2 ¢ Dgy3 et
k+3 * Vk+4 ©F V%45 ( homothéties de
rapport V4o / W, Vi3 / w et Vi+d /W)

hk+4 qui nous aménent en v

On a alors © = 0 = 0 = 0 et 0 = @
lk+s le+a L+ lev2 2k45  kea
= 0 = 0 . On peut écrire v , v et v suivant
2k+3 2k+2 k+3 k+4 k+5
la méme forme que V4o ¢ quatre équations & quatre inconnues IPll,
P 6 et 6, .
2 le+s 2145
Ce qui conduit a 1la rotationgégi+5
~ -
cos 8, -sin 91
k+5 k+5 ﬁ
‘ Lé‘gk+5 = cos 0,
sin 91 k+5
k+5 .
cos 92 ~sin 92 :
ﬁ) k+5 k+5
sin 92 cos @,
k+5 k+5
~ P

L'orientation adéquate &tant réalisée, il suffit théorique~
ment d'une homothétie pour amener 3 la convergence exacte ; comme




précédemment ce ne peut &tre le cas si nous sommes en présence
de perturbations sur le systéme ; d'ol de poursuivre par des
homothéties, faciles a filtrer, ou par la séquence homothétie-
rotation, si cela s'avére utile.

A l'ordre un apparaissait une initialisation par une seule
homothétie, au second ordre cette initialisation en nécessite
trois, ... @ l'ordre g elle en nécessite 2g-1. Les rotations
sont alors formées de q matrices rotations. i (matrice 2x2)

dans g sous-espaces : 2q

%ml ‘ '
O ' ;@qz
. ®

Nous pouvons observer que les rotations sont comparative-

X

ment aux homothéties une source d'erreurs beaucoup plus importante
qui limitera d'autant leur emploi face 3 celles-ci ( cela résulte
des calculs plus complexes et plus volumineux pour déterminer 1
angle de rotation que pour déterminer le rapport d'homothétie ).

A ce propos nous mettrons en évidence au chapitre V les résultats
différents d'une convergence menée, en présence de bruit, d'abord
par des homothéties seules, puis par des séquences homothétie-
rotation.

2.1.3.

Au premier chapitre nous avons abordé quelques aspects de
la méthode des moindres carrés et celles qui s'en rapprochent.
Si l'on se référe aux travaux de PANDYA /10/ celui-ci préconise
d'utiliser tout d'abord cette premi&re méthode, quoiqu'elle soit
biaisée, et de poursuivre, ayant atteint le voisinage du régime
désiré, par une identification-commande qui utilise un estimateur

récurrent 3 deux niveaux.




Par référence a& ces travaux nous pouvons mettre en oeuvre
une méthode moins volumineuse :

- Nous pouvons remarquer qu'il n'est pas d'une nécessité
absolue d'aborder la convergence, si comme on le suppose l'ordre
est connu, sous la forme d'un critére ayant pour objet la mini-
misation d'une fonctionnelle de 1l'é&cart entre régime atteint et
régime désiré ; les transformations directes ou les séquences
homothétie-rotation étant alors & m&me d'amener 3 une poursuite
convergente correc:e par les seules homothé&ties.

- Remplagant l'estimateur & deux niveaux par les transfor-
mations homothétiques, gqui elles, ne nécessitent qu'un trés
faible volume de calcul, nous réalisons un gain trés appréciable
dans la suite des opérations d'identification et de commande en
ligne.

- De la fagon dont nous avons défini le passage des trans-
formations directes ou des séquences homothétie-rotation aux
homothéties seules, nous avons assuré le fait de ne pouvoir
atteindre & 1l'instabilit& : en effet, les contraintes imposées
sur ce passage préservent de la mise en dépassement par trop
importante de part et d'autre du régime désiré.

2.2 - On suppose £'ordre du modele difgérent de celud du systime.

En général nous pouvons approcher l'ordre du systéme
réel de telle fagon qu'il n'y ait pas de trop grande différence
avec l'ordre effectif de ce systéme ; rigoureusement les ordres
peuvent &tre assez différents mais pratiquement réduits suivant
les constantes de temps principales, ce qui permet de mieux les
accorder.

Que l'ordre du mod&le soit supérieur ou inférieur & celui
du systéme réel il faut, ici, obligatoirement utiliser un crité-
re de minimisation dans la phase initialisatrice de maniére 3
pouvoir amener la sortie du syst@me " vers " le régime désiré,
puis de poursuivre par des transformations homothétiques.




Si l'ordre est supérieur, on aura un certain nombre
de paramétres redondants qui ne peuvent en aucun cas géner le

comportement convergent.

Si l'ordre est inférieur, on réalisera un compromis au
mieux de la minimisation de 1l'écart entre régime désiré et

régime atteint.

Plus les ordres du modéle et du systéme seront différents
plus l'on ajoutera 3 l'erreur statistique ( résultat des pertur-
bations, dans l'optique de la méthode des moindres carrés ) une
erreur systématique. Si celle-ci est trop importante, on risque
de ne plus pouvoir engager la poursuite de la commande de l'en-

" semble systéme-modéle par le moyen des transformations homothé-
tiques, car il y a tout lieu de craindre que l'on se trouvera
hors du domaine de convergence vis-3-vis des conditions initia-
les de la nouvelle procédure.

Généralement, comme nous ne connaissons pas l'ordre du
systéme, il est recommandé d'employer une méthode qui permet une
minimisation de 1l'erreur dans la phase initialisatrice, mais
une méthode simple, telle les moindres carrés ; d'autres, telles

n L]

le maximum de waisemblance " ou " les variables instrumentales
ont de meilleures propriétés statistiques mais celles-ci sont
superflues dans le cas présent ; d'autant que ces deux derniéres
méthodes sont plus lourdes d'emploi que les moindres carrés.

En résumé nous pouvons présenter le schéma suivant :

- Juger de l'ordre approximatif du syst@me d'aprés la

connaissance minimale que l'on peut en avoir,

- Initialiser par la méthode des moindres carrés et
poursuivre cette procé&dure jusqu'au voisinage du régime
désiré ; voisinage caractérisé par un écart plus ou
moins important vis-3a-vis de ce régime et directement
fonction de l'importance des perturbations existantes

sur le systéme : au minimum 1'é&cart type.




- Terminer par des transformations homothétiques que

1'on peut éventuellement filtrer.

2.3. - Insention des transpormations homothétiques dans

La méthode des moindres carnniés.

Lors de l'emploi des moindres carrés, nous faisons
appel dés la premiére minimisation 3 un ensemble de commandes
admissibles totalement arbitraires ; on peut envisager que ces
commandes résultent de modé&les & structure bien précise mais &
paramétres arbitraires, du but désiré et des &tats précédents.
En effet :

Supposons que nous ayons fait choix d'un modéle du

premier ordre. On désire obtenir par ce modéle :
w = ap U + bk Vi

Dans cette optique w et Vi connus induisent par ay
et bk , paramétres arbitraires, une commande Uy arbitraire
également.

Au modéle correspond la sortie du systéme réel effec-
tivement obtenue: Visl -

La minimisation au sens des moindres carrés se fait sur
un ensemble de N périodes ( si g est 1l'ordre du modéle
N > 2q , donc ici N o> 2).

] A i . = -
L'erreur s'écrit : ek+1 w vk+l

et la fonction 3 minimiser :

N
E = z e =

w

I

(o]

o~

M =

@]
<
<
o
+
H




Aux commandes arbitraires Ug r e« s Uy, r COrres-
pondent les vecteurs param@tres aux composantes arbitraires :

On estimera ce dernier vecteur suivant la minimisation
des moindres carrés :

)

N+1

>

N+1

Nous pouvons écrire :

( r
&% = %  q b, = B, by,
8y = %1 ayy by = B, by,

ﬁ ceeresserssesasasecea =
ay = %y aN+1 by = Py by
ans Py+1

\ N

ol les a, et ﬁi relient la valeur de 841 et

bN+l aux valeurs des a; et b; précédents.

Sujvant cette écriture la fonction 2 minimiser a pour
forme : '

2
E = Z (aypagy 9 + By Per V% 7 Via )




La condition nécessaire et suffisante pour que E soit
minimale est que :

DE DE
- - = = O
BaNH ZbN_I_l
c'est-a~-dire :
DE N
fgm*_~ = 3 2 a, u (a, aney Ukt By byt Vi T Vet ) = O
98N0+1  k = o
N N N
5 _ :
k =0 k = o0 k = o
de méme :
dE N
b = 02 2 Byvy (ayag u+ By Pyer Vk T Vi ! 0
N+1 k =o0 '
N N N
2 ) :
bN+l ) Bx V)T o+ ane; I Bk Vk)( a, uk) = X ( pk Vk) Vier1
k = o k = o0 k = o
d' on ;
] B 7 7]
N N -1 [ N
A 2 :
k=o k = o0 k = o
A - N N N
2
b I (auu) ( Byvy) I BV I Bvy) Vieyq
JN+1 k=o0 k =o0 k =o0 i




A condition que nous restons toujours dans le domaine
des commandes admissibles, nous pouvons supposer que les a;
de a_ a a_ et les bi de bo a bbdrésultent de récurrences dans

l'esgace Saramétrique ;7 en effet, une succession non arbitraire
des paramétres n'implique pas nécessairement une succession
dépendante des commandes et un tel choix est donc parfaitement
possible ( on montrera au chapitre V un exemple d'une telle
minimisation ). En ce sens la phase initiale peut comporter

des transformations homothétiques réestimées par les moindres

carrés :
_ v -V
Tt et by, k+l by
w W
N+1~k
induisent : a, = Bk =
YN+l YN 0 Vil
0O & k £ N
d'ol
™ - ™ -
N N 2 -1 N
e L 2
. > akuk) a, u vy )3 a, Y Vi
a k=o0 k =o0 k =0
A F
b N 2 N N
b - 2 .
N#t| I % Y vy I (ayw) I Gy vy Vg
k=o0 k = o k =o
L. -—J e el

Cette facgon de faire peut, évidemment, &tre &tendue aux
ordres supérieurs. Son avantage est de simplifier les calculs
matriciels précédents.

Ainsi, en conglusion, nous pouvons mettre en évidence
que les transformations homothétiques, tout au long de 1'iden-~
tification et de la commande en ligne, permettent de réduire
de fagon appréciable les temps de calcul.




3. - Amelioration du temps de néponse.

Les transformations homothétiques permettent, nous 1'
avons vu, une bonne convergence de la sortie du systéme vers
le but désiré.

Nous pouvons nous demander s'il ne serait pas possible
dans le mé&me. temps de réduire au mieux le temps de réponse

vers ce but.

Si on en juge par le comportement dans le plan de phase
des transformations homothé&tiques successives, il doit étre
possible d'accélérer ou de réduire le processus de convergence
en agissant sur les paramétres du modéle de fagon appropriée.

En effet, d'aprés ce qui a été wvu au chapitre II, la
rapidité de convergence doit étre fonction du paramétre K ( ou
de la somme des paramétres assimilés K. o si on considére que
l'on fait référence a des ordres de plus en plus élevés ) : la
rapidité maximum &tant & la frontiére du comportement de noeud
et de foyer ; ainsi si le comportement est celui d'un noeud on
augmente K , inversement s'il est celui d'un foyer on diminue
cette valeur. Le probléme est de définir qualitativement et
quantitativement l'augmentation ou la diminution du paramétre
de telle fagon qu'elle soit réellement efficace.

Si on se reporte § l'assimilation au premier ordre du
voisinage du régime désiré, on sait que la stabilité est assurée
pour K compris entre-1/3 et 1 avec la rapidité maximale pour
K nul ; en ce sens il est donc possible d'amener & rapidité
sans risquer véritablement 1'instabilité puisque la valeur de
rapidité n'est pas une valeur limite. Par contre le problé&me
se reporte sur l'appréciation de la valeur de K : celle-ci
est appréciée par le type de comportement, mais n'est qu'
appréciée ; on ne peut donc préjuger avec exactitude de la
correction & lui apporter, et qui plus est, du choix du ou
des paramétres 3 modifier plutdt que d'autres.




Il est toujours possible de se fixer & priori un certain
type de correction sur tel ou tel paramétre suivant le compor-
tement décelé, mais cette fagon de faire ne sera tré@s certaine-
ment pas la mieux adaptée, la plus optimale ; par contre, elle
peut &tre assez intéressante si nous travaillons & but é&volutif
ou avec un systéme non stationnaire ( & condition cependant
que cette évolution ou cette non stationnarité soit relative~
ment plus lente que la prise d'information sur le systéme ).

Nous aborderons, au chapitre suivant, ces divers aspects
par le biais des simulations ; ainsi d'ailleurs que toutes les
simulations et justifications des chapitres précédents sur
des exemples précis.




CHAPITRE V

RESULTATS DES SIHNULATIONS

I = INTRODUCTION

Nous nous proposons, dans ce chapitfe, de mettre en
évidence les divers aspects de l1l'identification et de la
commande abordés précédemment non plus de facgon formelle
mais de facon directe par le biais des simulations.

Nous jugerons de la convergence des transformations
homothétiques, de ses modes dans les plans ( U r vy )
ou ( Vi o+ Vil ) , de 1'évolution des paramétres qui lui
sont attachés, de l1l'influence des bruits. Nous étudierons
également les modifications de direction du vecteur paramdtre,
l'insertion des rotations, la combinaison homothéties-moindres
carrés, les différences d'ordre au niveau de l'assimilation
au régime permanent, la rapidité de convergence ...

Nous rappelons que le but de ces simulations est essentiel=-
lement de vérifier que les transformations homothétiques
peuvent assurer la reléve efficace des transformations directes
ou de celles type moindres carré&s qui ne peuvent amener a
une convergence satisfaisante quand nous nous trouvons au

voisinage du régime désiré.




"

Comme il s'agit d'appréhender le processus dans une
zone relativement voisine du ré&gime désiré, il doit &tre
gsuffisant de l'assimiler dans ce voisinage & un systéme
dynamique d'ordre relativement faible : premier et deuxiéme
ordre par exemple. Ce sont donc des syst@mes de cette sorte
gque nous avons pris comme exemples d'étude, mais avec des
tests nettement plus durs que les conditions pratiques,
buisque nous avons généralement considéré des conditions
initiales trés éloignées du régime désiré.

? - EXEMPLES D'ETUDE

- - -

Nous illustrons les différents modes de convergence
sur l'identification et la commande d'un processus &chan-
tillonné linéaire du premier ordre d'équation de fonction-
nement :

Visl = Uy + 0,5 Vi
r-m—----v-——------——-v-—-—-— ———————— -»--‘
I I
UK | ‘g |
. _ ]
: T ) l
bt 9=2 BU O ETA=05 ]
SYSTEME
MODELE DE COMMANDE
Calcul de la commande 2 appliquer
suivant v . ,le but a atteindre w
et la procédure choisie.
Z
- , ehruit*de

T mesure »




Dans l'exemple gue nous avons simulé, le but w a &té
choisi égal a8 3 et la condition initiale Vo nulle ( donc
assez éloignée du but ).

Nous supposons que les temps de calcul sont suffisam~
ment petits pour &tre négligés devant la période d'échan-
tillonnage et les constantes de temps du systéme ( ceci est
particuliérement vrai lorsque nous faisons appel 3 la procédure
homothétique ). Nous supposons &galement que la sortie Vi est
entachée d'un“bruit de mesuré”Zk ; dans 1l'exemple : bruit
gaussien a4 moyenne nulle dont physiquement on peut considérer
la valeur maximale comme étant de l'ordre de 0,13.

Les simulations ont &té menées sur calculateur numérique
CII 10070.

A noter que les segments reliants les divers instants
d'échantillonnage ne préjugent en aucune facgon des valeurs
atteintes par la sortie entre ces instants : ils ne servent
qu'ad repérer la succession des " points " faisant partie
d'une méme procédure. On suppose par ailleurs qu'il n'y a pas
d'oscillations cachées et que la condition de SHANNON est
respectée.

Figure n° 1

Nous avons la comparaison des sorties dans le cas d4'
homothéties successives et d'homothéties et rotations
alternées.

Par rapport aux paramé&tres p et g ( 1 et 0,5 ) du
processus, nous avons pris comme point de départ les
paramétres a, = 2 et bo = 0,1 du modéle. En ce gui concerne
les homothéties cela am@ne 3 un coefficient K de 0,45 et
un coefficient L de 0,55étant données la condition initiale
v ( nulle au bruit pré&s ) et ces valeurs nous sommes évidem-

o
ment dans la zone de stabilité.




Nous observons que la procédure homothétique nous
améne a un dépassement d'environ 40 % que 1'on peut réduire
d 25 en effectuant une rotation aprés la premidre homothétie ;
seulement il faut ensuite poursuivre uniguement avec des
homothéties car la séquence homothétie-rotation est, du
fait des bruits, tout a fait & prohiber au niveau du permanent ;
on peut se rendre compte en effet de la bonne aptitude desv
homothéties & suivre ce régime alors que la succession des

homothéties et des rotations ne l'est pas du tout.

Figure n° 2

Conformément d ce gue nous avons mis en évidence au
quatriéme chapitre, nous avons considé&ré une zone autour
du régime permanent dans laguelle nous n'effectuerons que
des transformations homothétiques ; en dehors de cette zone
nous reviendrons aux séquences homothétie-rotation précé-
dentes. Nous avons choisi comme largeur de zone 0,52 soit
quatre fois l'amplitude maximale du bruit ; la demi-largeur
( 0,26 ) représentant 1'écart par rapport au permanent,
soit prés de 9 % de sa valeur ( le bruit correspondant en
gros a 4 ou 5 % de la valeur du permanent ).

| Suivant la procédure indiquée, nous avons ainsi un
comportement tout & fait satisfaisant de la sortie du
processus : dépassemént minimisé et convergence efficace
~vers le systéme désiré ( au bruit prés évidemment ) Ce qui
se traduit aprés l'initialisation par une homothétie

suivie d'une rotation et d'homothéties successives.

Figure n° 3 o /

Nous présentons les valeurs de la commande & appliquer
au processus. Nous avons la comparaison de celles relatives
aux homothéties et rotations alternées avec celles relatives
aux homothéties successives ; comme nous l'avons constaté
également du point de vue de la sortie, les premi&res ne sont
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pas adaptées au niveau du permanent alors que les secondes
le sont trés bien, avec d'ailleurs peu de fluctuations
autour de u, = 1,5 qui améne et maintient au but désiré w = 3.

Figure n’° 4

C'est dans le plan ( u, , vy ) la transcription des
résultats traduits par les courbes de la figure n° 2.

Pour ce qul est des homothéties successives nous observons
trés bien le comportement de type foyer relatif 3 la valeur
K = 0,45. Du fait des bruits, nous n'avons pas une convergence
" ponctuelle " mais une convergence vers une petite zone
voisine du point nominal ( u, = 1,5 ; w= 3 ) : courbe

" détaillée " dans la partie gauche et basse de la figure.

En ce qui concerne 1l'homothétie suivie de la rotation,
puis d'homothéties successives, nous observons par rapport
d la courbe précédente la bien plus grande rapidité de

convergence alliée de surcroit & des dépassements beaucoup
plus réduits. D'ol 1l'intérét de cette procédure.

Figures n’s 5 et 6

Nous avons représenté les valeurs atteintes par les
paramétres du modéle.

Nous remarquons que la procédure d'homothéties et
rotations alternées améne a des valeurs trés fluctuantes
des paramétres du modéle mais que ces valeurs s'organisent
autour des valeurs réelles des paramé&tres du processus a
commander.

Par contre la procédure des homothéties successives
conduit & des valeurs peu différentes les unes des autres
mais sans lien particulier avec les paramétres réels. Or,
on a pu remarquer que cette derniére procédure est bien

-

adaptée a la convergence vers le but a atteindre.




Il est ainsi mis en évidence que 1'identification n'est
gqu'un moyen pour amener a la convergence : le modé&le é&tant
‘un modéle de commande ; sa valeur n'est qu'un " compromis "
qui permet de bien commander. Nous pouvons vérifier les
valeurs atteintes par le modéle par les relations donnant
3/et B,vues au chapitre III ( Chapitre III, § 3) Nous obtenons :

%/ 1,840

il

b 0,091
/

C'est également ce que nous obtenons sur les courbes,
au bruit prés.

Figure n° 7

Nous nous plagons dans le plan des paramétres ( a
rapprocher de la figure 1 du chapitre III ). Procédure :
homothétie, rotation, homothéties successives.

Nous avons mis en évidence le changement de direction
apportée par la rotation : départ de type foyer ( K = 0,45 )

et convergence de type noeud ( K = -0,184 ).

Figure n° §

Il s'agit ici du plan ( Xo o0 ¥p ) tel qu'il a été

introduit au chapitre II ( § 6.1.3.2. ) .

Nous y avons représenté la convergence suivant les
homothéties successives en dehors de tout bruit. Nous y
observons le comportement de foyer avec " orientation "
de l'enveloppe des points suivant une pente tré&s voisine
de la valeur K ( K = 0,45 ) ;cela résulte de 1'approximation
linéaire ultime autour du point nominal :




qui méne 3 une convergence de type 1 qui est bien celle que
nous avions prévue au chapitre II ( foyer de type 1 puisque
la partie réelle des multiplicateurs S, et 5, est positive ).

Figure n’ 9

Il s'agit du méme systéme mais sans bruit et avec
initialisation sur des modéles différents. La condition
initiale vy et le but désiré w sont inchangés. La procédure
de commande ressort de transformations homothétiques et la
représentation de 1'évolution du systéme est faite dans le

plan ( U o+ Vi ).

Nous y avons deux types de comportement : un comporte-
ment noeud stable et un comportement col, évidemment instable.

Le premier relatif aux modéles ( aof= 1; b, =0,75)
et ( a, = 2 ; bO = 1,5 ) qui ressortent d'une méme valeur K
( K= -10,25) mais de valeursL différentes ( L. =1 et 0,5 ).
Nous sommes évidemment dans le domaine de stabilité avec ces
valeurs, mais il est intéressant d'observer la différence
qu'elles apportent dans l'amortissement et la rapidité de
convergence ; en ce sens il semble préférable d'avoir une

valeur de L plutdt petite que grande & K é&gal, c'est~a-dire

de privilégier le choix d'un a_ plutdt grand que petit.

o

-

La modification de L ( = p/a,) entraine & direction
fixe une modification de module du vecteur param@tre modéle
Mk : ainsi une augmentation de a, conduit & un module le‘

o~

plus grand ( cf. § 2.1. chap. III ). Si on se reporte au

§ 2.1.2. du chapitre IV : de la relation (5) il ressort que
(EE—T—V;) sera plus petit et donc v,,, déduit de (6) plus

petit également, d'ol un régime plus amorti qui confirme les

résultats obtenus.

Le comportement col représenté& dans la figure résulte
d'un modéle initial a, = 1 et bo = 0,833 (% 5/6 ).




La valeur de K (# - 1/3 ) est trés voisine de la valeur
critique d'instabilité, d'ol ce comportement.

La Figure n’ 10 représente dans le plan ( Xp v ¥y )
une convergence de type noeud trés lente correspondant a une
valeur de K ( = - 0,32 ) en deca de la valeur critique.

=

Nous avons simulé un systéme du second ordre :

=

+ +

V42 Py Upyp T Py U + Ay Vi T Q) vy

ol nous avons repris en P, et q, les valeurs 1 et 0,5 des p

et g précédents et ol les P, et q, ont été pris comme le
dixiéme de ces mémes valeurs : 0,1 et 0,05. Nous avons gardé

la condition initiale vy nulle et le but désiré w égal 3 3.
Nous n'avons pas considéré de bruit sur le syst@me. Le modéle
est un modéle a deux paramétres ay et bk dont on a choisi les
valeurs initiales : a, = 2 et bO = 0,1, Nous utilisons comme
procédure les homothéties et rotations alternées avec interdic-
tion d'employer des rotations dans une zone de sortie {w-—Aw,

w+ Aw} avec Aw égal 3 0,5 , soit prés de 17 % du but désiré.

Nous avons représenté dans le plan ( U o+ Vi) 1'évolution
du systéme ( Figure n° 11 ). Le comportement est trés satisfai-

sant. Les homothéties ultimes correspondent a chz - 0,100 -, ‘
K2 ~2 - 0,010 , L1 ~ 1,165 et L2 =~ 0,116 valeurs qui assurent
la stabilité du point nominal : u, = 1,227 , w = 3 (cf. chap.
TIT § 3.). Les valeurs de convergence du modéle sont 3,3:0,991
et b/ =2 0,595 ( elles correspondent a une pente b2 / a, # 0,6 :

a, 0,859 , b2 ~ 0,515 ).

Nous noterons que du fait des faibles valeurs de Py et

d, les résultats sont assez comparables a ceux de la figure
n® 4 de 1l'exemple précédent.




Nous poursuivons sur un exemple du second ordre ol
les coefficients de 1'équation de fonctionnement résultent

non d'un choix arbitraire mais d'une structure bien précise :

T° (t+t p)(1+z: p)
L o _ _l

ol : T = 3s ’—Cl
valeurs suivantes : P, 0,234 , P, ¢ 0,116 , q, & 0,772 ,
qu_\_’.—ollzzo

= 2s et'Z'2 = 5s ; ce qui nous méne aux

-

Nous cherchons a atteindre une sortie de valeur 5 par
l'intermédiaire d'une procédure constituée de transformations
homothétiques successives. Comme précédemment nous démarrons

la convergence 3 partir d'une valeur nulle.
P

La Figure n° 12 représente l'évolution du systéme dans

le plan ( x ) & partir d'un modéle a, = 0,10 , bO = 0,14.

n ' ¥n
Nous y observons un comportement foyer stable 3 convergence

lente et tributaire d'assez forts dépassements par rapport

-

au point nominal. Si 1l'on se référe a l'exemple n° 1 et aux
commentaires de la figure n° 9 on doit y remédier en augmen-
tant la valeur du paramétre a, ( ajustements simultanés de

L. et L

l 2 )o

ag de 0,10 & 0,35.

C'est ce qui a été réalisé en faisant passer

Il y a lieu également, & a, fixe, de mofifier la pente

bo/a , c'est-ad~dire d'ajuster simultanément Kl et K2. Nous

avon$ représenté, Figurne n’° 13 , les résultats de ces ajuste~

ments par modification de la valeur de bO tout en gardant
celle de a, égale a 0,35.




v Chaque courbe représente en valeur absolue les

écarts maximals et minimals succes444s de la sortie atteinte
par rapport 4 la sortie désirée, Nous avons fait varier

bo de 0,15 & 0,65 ce gqui correspond & une variation de la
somme  ( K, + K, ) de 0,5 & 0.

De cet ensemble de courbes, on remarquera qu'une
somme faible est préférable dans les premidres périodes
( £ 6T ) mais qu'ensuite on s'accomode mieux d'une valeur
plus forte.

Ceci peut s'expliquerpar l'expression méme de la
récurrence qui fait tout d'abord intervenir Kl seul, puis
Kl/et K2
une convergence initiale rapide il faut, qu'a 11'image du

(cf. § 3 , chap III ) ; en ce sens pour avoir

param&tre K, auquel on peut l'assimiler, le paramétre Ky

soit nul, sinon voisin de zéro. Or, la somme ( Ky + Ky )

étant nulle, K1 ne l'est pas ; on peut donc descendre plus

en dega., Nous avons représenté Fégune n° 14 les valeurs
atteintes par la sortie dans la phase initiale ( jusqu'ad t =
3T ) ; elles mettent en évidence le meilleur comporteméntb

suivant les valeurs décroissantes de K, et de ( K, + Ky ).
Si dans la phase initiale c'est Kl‘qui importe, il
ressort, par contre, que c'est surtout K, qui est primordial
au niveau de la convergence ultime vers le ré&gime désiré :
les valeurs de K, proches de zéro favorisant la rapidité de

cette convergence ( Figure n° 15 ).

On peut l'expliquer si on se référe 3 la récurrence
du troisieme ordre représentant l'ensemble {systéme a
commander - mod&le de commande} :

L + L

| 2 Vn+2 1 n+1 n
Vies = Kl Vs * K2 Vi+l + L ,V N L‘ ( l-K1V : - K2;~f) w
2 Vn+1 T 1V n+2 n+2




Le systéme é&tant du second ordre, il est normal que
~la meilleure " adaptation " du modéle 3 ce systéme.reSSQrte
d'une description suivant une récurrence du second ofdre;
Plus exactement, il faut donc que la récurrence ci-dessus,
puisse s'exprimer, indépendamment de tcut‘vi , selon un
second ordre ; en fait que le " coefficient " multiplicatif
'de-v  indépendant de tout Vi devienne nul,s'il ne 1'est

n
déja : ce coefficient est le paramétre K,.

Générglement on ne pourra tout & la fois régler au
mieux K, et K,, La référence la plus simple dont on diquse.
pour ce réglage est leur somme et non Kl et K2 individuelle~
ment. Regler la somme revient & ajuster la pente bo/a
( comme nous venons de le voir ) suivant que l'on se trouve
en phase initiale ou non. Sans oublier le premier réglage
mis en évidence : les dépassements trop importants ou un
régime dynamique trop lent se corrigeant par les variations
de a  a bo/ao fixe ( Ly et Ly ).

Partant d'une condition initiale v_ nulle et considérant
K2 nul, peut-il exister une valeur devKl qui fasse que le
systéme réponde en deux périodes ?

Nous avonsg :

vy, = ( Kl Ll + 1 4+ L2 ) w
. 1 L2 v
v = K (K, L, + 1 + L,) + - ‘ + —— w
3 [ 1 1 71 : 2 ‘ ]
Ky Ly + 1 +L0, I |

Y

v2 P Va o eee Vn seront égaux 3 w si Kl est égal & ~ LZ/LI‘
c'est-3~dire 3 -~ p . o
2/p) ‘

aa, fixe




,KZ nul implique-bo/ao ggal a q2/pz . d'on

S I S T o5 Q2/p, T 7 Pasp;

.icatte derniére relation est spécifique du systéme é'.
commander et n'est généralement pas réalisée ; aussi metrelle
.~ bien en évidence ce gue nous annoncions : généralement, on
ne pourra, tout a la fois r&gler au mieux K, et K,.

A titre de vérification, nous avons mené la simulation
d'un exemple correspondant A cette relation.

2.4. - Exemple n’ 4

-

Nous étudions un systéme du second ordre représenté
par le schéma suivant : : '

l . —— ) " I

| Modulateur

.ol le modulateur est tel que 1'égquation de fonctionnement
puigsse s'écrire :

Vieg T 2D Vi BT v+ (1D ) w, +D(D=-1)

avec D = @ %3

Choissisant T = T = 1 seconde , nous aboutissons aux
valeurs suivantes : Doz 0,368

P, = (1=-D)z 0,632 Py =D (D~-1)=zx - 0,232

@, =2De 0,736 a, = - p* & 0,135




Comme précédemment, partant d'une condition initiale
nulle, nous cherchons & atteindre , par le blals a' homothéties,
. une sqrtie de valaur 5.

‘ La Figune n” 16 représente 1'évolution du systéme dans
k_lé plan (v , v, ) & partir d'un modéle a, = 0,35, b, = 0,30.
Nous y observons un comportement noeud stable assez similaire
4 celui mis en évidence avec le premier ordre ( figure n°® 9 ),
Réduisant b ( bo = 0,15 ) nous modifions le comportement en
fayer stable ( Figure n° 17 )

C'est entre ces deux comportements que doit seksituer‘
la convergence la plus rapide. A cet égard, si nous calculons
la somme ( K, + K, ) celle-ci devrait &tre plus faible lors
du comportement noeud que lors du comportement foyer ; nous
thenons :

Noeud :Kl..«.'. 0,194 ; K2 ~ 0,064 ; Somme =~ 0,258
Foyer 2Ky 2 0,465 ; Kzaz-0,036 ; Somme oz 0,429

Notons que le signe négatif, caractéristique du nqeﬁd
quandil,siagissait dfun premier ordre, n‘est*paS\consérvé‘car
il y a déplacement de 1'équilibre caractérigé par K nul ( ou.
de la smmma‘ZKi ) vers les valeurs positives ; par contre,
la relation d'ordre syr les valeurs de la somme l'est quand
il s'agit de hiérarchiser noeud et foyer. Les comportements |
noeud ou foyer étant trés éaractéristiques il est facile de .
~les déceler et de modifier en conséquence la pente b o/a de :
fagon a accélérer le processus de convergence. %o

Gardant le mé@me modéle ( a, = 0,35 ,'bO = 0,15 ) nous
réduisons T 4 une demi-seconde ; le foyer précédent se change -
alors en noeud , noeud d'ailleurs peu amorti ( Figure n® 18 ),

Examinons les valeurs que prennent K

1 et K2 dans ce nouvel

exemple d'étude.

Déterminant Py » Py + q; et d, (2 0,865 ; ¢~ 0,117
2¢ 0,271 ; a2 - 0,018 ) nous obtenons K> - 0,100 , K, 2 0,032




et leur somme ¢ - 0,068.

8i l'on veut une convergence plus rapide on cherchera

'3 accroftre la somme précédente, On peut le faire sans modi-

fier les conditions initiales ( u, , Vv ) en réduisént la

o]

'valeur de bo et en tendant ainsi au comportement foyer ; on

obtient une convergence adéquate ( en deux périodes )
pour une valeur de bO avoisinant 0,055 ( Figuxe n° 19 V. Nous:

avons déterminé les K, et K, correspondants
Kl o 0,135 K, o~ 0,000
ainsi que L, et L, ( inchangés ) : L, 2,46 LZ:! - 0,33

D'aprés ce que nous avons vu précédemment il est logique
que K, soit nul et nous pouvons vérifier par ailleurs que Kl
correspond bien au rapport - P2 /p. *

| P1

Réduisant L1

o/a ( a, = 0,750, bO = 0,118 ), nous réduisons

l'amplitudg du dépassement ( figure n° 19 ) .Nous réalisons

( augmentant a, ), tout er. gardant la méme
pente b

sensiblement la m@&me chose avec a, = 0,75 , bo = 0,35 dans
le cas du comportement noeud ( figure n°® 18 ).

K2 nul, Kl égal a —pz/p ;» on peut commander le syStéme
en une période : il suffit lpour cela d'amener L, a l'unite

(v, = L, w ) ; c'est-3-dire prendre pour modéle a, =Py
b Py
o = 5; 4, ou encore appliquer u, = w/pl r 4y = U,y = e =
(1 - q
. 2 .

- - -

Nous avonsg testé l'insertion des transformations
homothétiques précédentes dans la méthode des moindres carrés.




Nous avons choisi pour cela un systéme du premier
ordre décrit par l'équation de fonctionnement :

= 0,4 v, + 0,2 u

V2 k k

la condition initiale est v_ , égale 3 zéro , et le but

o]
a atteindre est w , égal a 2.

Nous sommes volontairement partis d'un modéle qui
donne une commande initiale importante de mani@re 3 obtenir
des valeurs fortes de sortie et d'observer si dans ce cas
extréme il y a ou non amélioration par la nouvelle procédure :

a, = 0,02 et bo = 0,01 (K=0,3 ,L=10)

Par les transformations homothétiques seules, on obtient :

v, = 20 , vy = 8 , vy = 2,9 , ... Dés YZ" on peut faire in~
tervenir les moindres carrés, estimer azet b2 et les prendre
pour mod?le au lieu ge a, et b2 ( 0,8 et 0,4 ). On obtient
alors : a, = 1,6 et by, = 0,8 ce qui conduit & vy = 2,65 au
lieu de 2,9 précédemment.

‘ Il y a diminution de l'écart par rapport & w de plus
de 25 %.

Néanmoins, les homothéties seules peuvent &tre plus
performantes que cette nouvelle procédure, il suffit pour

cela que l'on améne le paramétre L & une valeur plus faible.
Ainsi avec L = 1 ( a, = 0,2, by =20,1) nous obtenons :
vy = 2, v, = 2,6 , vy 2,32 , ... , alors gque l'insertion

des moindres carrés améne V4 aux environs de 1,55. L'é&cart
relatif par rapport &8 w n'est plus que 22,5% ( 0,45/2 ) au

lieu de 32,5% ( 0,65/2 ) précédemment, mais celui par les
homothéties seules est descendu plus en dega : de 45 % ( 0,90/2)
a 16% ( 0,32/2). |




Ceci nous améne 3 préférer une initialisation par la
méthode des moindres carrés, type classique,quoique celle.ci
demande plus de temps calcul que la méthode mixte précédente.
Nous la préférons également aux rotations généralisées, des
essais ayant montré leur trop grande sensibilité aux bruits,
Comme nous l'avons mis en évidence au § 2.3. du chap IV ,
nous faisons appel aux homothéties dans la phase d'approche
du but désiré ( ol nous améne " les moindres carrés " ) ;
elles y sont beaucoup plus aptes que " les moindres carrés "
a‘convergence @ la sortie atteinte et les paramétres " biaiség "
en sont les conditions initiales trés satisfaisantes et les
temps calcul y sont bien plus faibles.

Le probléme est généralement la marge autour du régime
désiré qui margue le passage d'une méthode & 1l'autre : elle
est au moins de 1l'importance des perturbations, vues de la
sortie ; sinon, d'aprés nos essais nous pouvons retenir un

~

écart relatif d'environ 20 $ du but 3 atteindre.

2.6. - Exemples n’s 6 et 7

- n e o ooy = =

~

Pour terminer, et puisqu'a plusieurs reprises nous
avons envisagé soit des commandes & but évolutif lent ,
s0it des systémes non stationnaires lents, nous examinons
des exemples de maintien de consigne dans de telles conditions.

a ) A cet effet nous reprenons le systéme duvpremier
ordre précédent :

Vesp = @ (KD vy Py

ol le paramé@tre g varie comme indiqué Figure n’ 20 et od p
est fixe, égal a 0,2.

Le but est w égal a 2 et la condition initiale est
prise €égale & 3. Le modéle initial est tel que a_ = 0,1 ,

b, = 0,2.

o
O




~ 1ih -

La sortie partant de Vo ( = 3 )se raméne assez rapide-
ment vers le but désiré ( Figure 70 JHormis le fait que nous
partons d'une condition initiale dont 1'écart relatif
par rapport au but est de 50 % , les fluctuations n'attei-
gnent pas 15 % de la valeur du régime désiré alors gue
celles relatives au paramétre g les dépassent largement
( 25 %) ; de plus ces fluctuations sont relativement rapides

dans le temps : environ 12 % par période.

b ) Nous poursuivons a présent avec une commande a but
évolutif.

On reprend le systéme précédent avec q fixe , égal &
0,4. Le but évolue suivant une loi linéaire : W = 2 + 0,2 k.

La condition initiale v, est égale a l'unité et le mo~

déle initial est le mé&me que le précédent.

La sortie converge assez rapidement vers le but et le

suit trés bien ( Figure n° 21 ). Dans le plan ( U o vy )
nous avons un " comportement foyer " dont le point nominal

se déplace suivant une pente uk/vk égale a 1'inverse du

gain du systéme ( Figure n’ 22 ).

Nous noterons enfin, que lorsqu‘il y a moyen a4'
apprécier le gain " g " du systéme cela peut &tre utile
pour définir la pente bo/a sur laquelle nous démarrons
la procédure homothétique.OEn effet, nous avons montré

( chap. III § 3. ) gue nous avions
Zpi‘
a P — et b = a b
7 / / To/a,
1l - qu'(zpl)bo/a
o

Or, le gain s'exprime par la relation :

Ip;

1 - Zqi




d'ol nous déduisons : b

comme il est obligatoire que le modéle soit stable en fin
de convergence, nous devons avoir :

1
— £ 1 , d'old connaissant g , une
1+ —2
bO g
possibilité de choix de la pente bo/a ; si1 on considére
o

-~

qu'il est plus représentatif du systéme 3 commander de
partir d'un mode&le initial , stable lui aussi ( ce qui n'est
pas obligatoire ) , on ajoutera la condition : lbol < 1.

=]

Figures n° 1 & n° 22 du chapitre : pages suivantes ,
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CONCLUSION

Cette Ztude a mis en Evidence £'inténet de La réjérnence a
L' espace paramétrique, et aux transforumations géométriques qu'LL
est possible d'y effectuer , en vue de £'éLaboration d'un modéle
de commande simple mais efficace.

Notre attention 4'est portie swrt Les possibilitis d'ajuste-
ment en Ligne du modele de commande par Le moyen de transformations
homothétiques , que ce 504t dans La comwande des processus en maintien
de consigne | négulation ) ou en convergence vers un but donné.

C'est au niveau du régime desine que Les transformations
homothitiques ont toutes Lewns valeurns : elles y sont La nellive ef4icace
et nicessaire des méthodes classiques d'identification néadapties
a L'identification et a La commande en Ligne ; efficace parce que ne
demandant que peu de Ztemps caleul et privilégiant La " fin " aux
" moyens " ( ¢'est-a-dire La commande menant au but par rapport au
mod2Le non néellement neprésentatid du processus | ; néceddainre parce
qu'il y a Rleu de faire face & L'{imeompatibilitl Lidentification-
commande qui ne manque pas de surgin dans Les méthodes classdiques :
du dait de valewrs de plus en plus voisdines , des perturbations , de
matrices dont L'inversion n'est plus possible ou n'a plus de sens...

Des méthodes rlcentes , telle celle prleonisle par PANDYVA ,
ont permis d'y répondre en partie. Intlressantes par Leurs proprlltis
satistiques , mais nestles basles sur un formalisme classique qui 4’
attache & vouloin concilien bonne ddentification et bonne commande , elles
se nBvllent plus volumineudes et plus Lourdes d'emplod que La procidure
homothitique que nous avons développle. Leur convergence n'est assurde
que vis-d-vis de certaines conditions {nitiales , plus ouw moind vodsines
du but & atteindre : d'oll 2'initialisation de Leur algorithme por La
méthode des moindres canrds facile & appliquen et qui , bien que bialsée ,
peamet d'attedindre ce voisinage.




Congronte a un domaine de stabilité pan rapport aux conditions
initiokes d'assez semblable extension , nous avons gardé L'initialisation
adoptle dans ces méthodes.

Notre méthode peut , nous semble-t-iL , recevoin quelquesd
aménagements qui sans thop £'aloundin devralt La rendre plus efficace ;
entrne autrnes , AL faudrait chenchen @ optimisen La napidité de La
convergence de fagon systématique : £e repZrage du comportement foyen
devrait nous y aidern. 1€ y a Lieu egalement de L'étudier sun des
'Ay/stéme/s non statl onnaines ou des systémes a but Cvolutif , teks
qu' L8 ont Ete abondés dans Les deux derniens exemples du chapitre V ;
antroduire £'ingluence de temps non négligeables entre La prise d'ingonr-
mation et L'établissement de La commande { non négt&gedzﬁeé VAL ~A-UALS
des perniodes d'échantillonnage ) ; engin , pour étre complet , de
fuger de son extension possible aux systemes muliivariables et aux
systemes non Linlaires.

Tels pourraient étre Les prolongements de L'étude.

-—- olo -~-




ANNEXE 2A

CALCULS DETAILLES DU PARAGRAPHE 6. 1. 3.
On désire obtenir : W= bk Vie + aj Uy
Or n obtient :

r © Vk+1 = q Vit Py

On réalise les homothéties suivantes

[ C ]
ak+1 v

k+1 (W # o)

k+1 k

Partant de la condition initiale v, et du vecteur Mo; gn

cherche comment s'exprime v

w - bk Vi w bo
L 2k ) 8k - % x
et donc :
~ w bo
"k+1*q"k+P;:‘P -
Yk
Or, a, = - ay 1 d'oll :




h 2
| b0 pw
35 U v v A
J k k-1
bO ~V P w3
M e n
| Yk k-1 %k-2
et, ainsi de suite, ...
n+1
v.. = Sp 0, . _P¥
k+1 a- P N k ‘ —
0 Yk Vk-1...Vk-n+1 3k-n
d la limite : Ay pn — 3,
d'ol 0 = - n
k =
b b wtl
Y+l T q- p-;—-—» Vo *
O vn - & Vl ao
posons K = q-p 0 et L = —
a, i)
il vient
wn
Vel T K v, + Lw = :
™ v
i=1 i
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On écrit
‘ n
w
n+1l - Kvn = Low n
11 Vi
i=1
Wn+l
\'4 - Kv =L w
+
n+2 n+1 n+1
mw v,
i=1 ¢
si L # O et v #F0 (i=13n) :
n+1
- n m v
Vn+1 K Vn w i=1 1 Vn+1
Vn+2 - K vn+1 wn+l W
m v,
i
i=1

/ -K/
= w 7 (K# 1)
/:W
et :
v
Vn+2 = KVn+l +a-K - )W

Vn+1
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ou encore :

v
n
v = K |v - w + w
n+2 n+1 Vn+1
posons : x =v_ - W, il vient :
*n+t1 T *p
Xne2 7 KXn+1+W ﬁx +w
n+1
N ¢
xn xn+1 = Yn
e Yn - %
n n
=3 —4 e ey at e Lo o d
yn xn+J. yn+l Kliyn tv
Y + w
n
J .

On obtient donc un systéme non linéaire de la forme :

-

I

xn+l £ (xn’ yn)

Yn+1 = g (an Yn)

~

dont l'origine est point singulier.

* Au voisinage de l'origine : Y, #0, d'oll :
‘ 2
; # : Ll yn + Yn -
yn + w W w2 w3

en ne conservant que le premier terme du développement, il vient :

Yn - xn
Ynep 7T K[yn+w - ]

Yn+1 2 K ¥n 7 K x




ou encore :

-2Ky +Ky = 0

yn+2 n+1 n

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité de
cette équation nous imppse : ‘

1-2K + K>o

1 -2K + K_>0 ::::> 1 - K >0
c'est & dire : =~ 1/3< K <1, condition de stabilité au voisi-

nage de l'origine.

*Etudions le comportement du systdme au voisinage de
‘1l'origine.

Nous avons établi que le syst@me peut étre représenté
par la récurrence suivante :

o~

*n+1 RS
4
Y. - X
n n
Yn+1 = K Yp t W '
N y, + w

ou encore :

/95 = F G

C'est une récurrence autonome car "n" n'intervient pas
explicitement dans la fonction 7. est un vecteur a 2 dimensions,
b§7”£e fonction réelle i variables réelles ; elle d&finit la trans-
formation ponctuelle ;?7’qu1 fait passer du point P au point
’Pn+l de l'espace des coordonnées (x, y).
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Un point double de la récurrence est tel que :

%1 - %2%%

l'origine (0,0) est donc point double (point singulier).

Le comportement du systéme au voisinage de l'origine
est déterminé par la nature du point double origine, elle-mé&me
déterminée par application du critére de stabilité locale, au'
sens de Ljapunov, de ce point double.

Pour l'appliquer, au point double concerné, il est
nécesaire d'y pouvoir linéariser le systéme, c'est a dire :

s8i la récurrence autonome du second ordre 3 variables ré&elles
s'écrit :

-~

]

n+l f(xn' yn) = yn“

yn-xn

]

i
ey

9(xn, y.)

+ w
n Y

Yy
n+l yn + W

et si (0,0) sont les coordonnées du point double, de pouvoir
écrire la récurrence sous la forme : ’

X0 =ax + b y;1 + lb(xn, yn)
4
Yn+1 = C xn + d Yn + ¢(Xn, Yn)
~
avec : b(x , yv)
lim n__-n 0,

+
xn,yn—v——ao ! xn‘ l ynl
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¢b§ r Y )
lim 0 n. = 0,
+
anYﬁf”§O xn lynl
‘¢(O:O) = Q ’ ¢“QIO) = 0, et on a :
a = fx (0,0) b I fy (0,0) .
n n
c = g' (0,0) d = g. (0,0)
Xn _yn

(@ condition gue ces dérivées existent.)

Cette transformation nous mé&ne i

a=0 , b=1, ¢(anyn)=0

c =g (0,0) = - K
xn
_ (y + w) - (y_ ~ x_)
g = K +Kw a, ( L L
In ( 2
Yn+w),
d =g (0,0) =K +Kw Y. = 2K
yn W2
et nous aurons
y =-Kx +2Ky + ¢x_, v.)

n+1l n n n n
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Soit ;
Y ) =k | /n ” *n K 2K
X.r Y = y. t+tw + X T e N Y
n n n y + w n n
i Y, = X
¢(xn, yn) = K Xp =y, +w o o1
B y1’1+W
K v, (x = y,)
(x , vy ) =
¢ n n ‘ yn+w
et ¢(o,0) =0
D'autre part :
$(x , Y,) Kyn Xn"" Yn
[<a] + lYl ot | + [y,
LERERNE lxn*Yl o | [l +lvd || Ky,
'Xn, +lyrl y+W ‘ lYI yn+w anI"'lyn .yn-&w
i Ky, ‘. [Wx,y)l bx .oy <Mw,y4 $ K%
o A YR A R PR R P lynl Yy +
lim LS Y T 4’("’3’) lim Ky,
Yp, ¥y 70 Yot ¥ yn,xn*'o x Iy l Yt ¥p70 | ¥t W

~ - ULiE ;
0 < lim é(x,v) s O \

YprX, >0 ’an'* IYJ
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¢ (an Yn)

+

lim

. :O
yn

X

an yn'* 0 n

On peut d'ailleurs se passer d'une telle démonstration dans
le cas présent puisque le degré de ¢ esty i 2.

Le systéme s'écrit donc :

xn+l = yn

) < Ky, x, - v,)
Ynyy = 7 Kxp o+ 2Ky 4

+ w
yn

~

et linéarisable autour du point double origine :

r
*nt1 T ¥p
q
Yn+1 # “Kxn+2Kyn
~
L'équation caractéristique du systéme lin&arisé est la
suivante :

O - s 1
- K 2K~ s

=0 ousz-ZKs +K =0

Suivant le type desracinesS, et S5, mous pourrons déduire

1 ;
le comportement autour du point double origine (crltere de stabi-

1lit& locale au sens de Ljapunov).
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NS Y

[él et S2 sont également appelés "multiplicateurs" de la récurrence

pour K= 0 (selution exacte) 5, =8,=0
pour K= 1 S, =8, =1

~
pour O < K<1 S, = K +j V- K (K-1)

pour K<0 S =K~+V‘K(Kd)
Ks1 5, =K - VK (K-1)

% Lorsque O <K<1, §, et 82 sont complexes conjuguées
le point double origine est donc un foyer. La partie réelle é&tant
positive, c'est un foyer de type 1.

- VK2 k-1 = VK . 1

sl - s
le module &tant inférijeur a 1, il s'agit d'un foyer stable :

A p

(=

¥ Lorsque K< O ou K> 1, S, et s,
point double origine est donc un col (instable) ou un noeud. Les

valeurs que prennent les racines en fonction de K sont les
suivantes

v

sont réelles : le
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b S

/
/Y
S.‘Z ........... 2 '/’I’
32:.,.__..._,.,_.._....... ‘ /I/{ 81
/i
1,5
' ,l
/i
1 y »
/N
213 | S,
e e "ﬁ’g—'—#" S -
s, “**:::-4/3 | / K
Yo/ .
-2 -1 /3 4 / 05 |1 43 "7
/\/
/ ;
/.
ar
7
y/
Sy /
//
/
coL Tvee 2 Y ‘ % COL TYPE 1
7 'STABILI,TEI‘ -
/ e FovER o
TYPE 2| TYPE 1 :
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a) K -1/3
'Sl|< 1 et ISZI >1 : col (instable)
Sl > 0 et 82 < 0 : type 2
(type 2 le vecteur PnPn+1 coupe un des axes
principaux (+) )
R
N
\
\\%+1
A
par exemple 3/7\“ >
X// P
. n
7
7
/
/
b) - 1/3 <« K < 0
lSl <1 et |52 <1 noeud stable
Sl > 0 et S2 < Q type 2 )/
' J} //’
Prag
par exemple ‘ ~:: J‘A .
V\
P. ™.
LN
c) K> 1 b
\
l81'> 1 et lszl< 1 col (instable)
S1 > 0 et S2 > 0 : type 1
(Type 1 : le vecteur PnPn+1 ne coupe pas les axes

principaux )




par exemple

"4

En résumé, la nature, le type, 1l'instabilité ou la stabilité
du point double origine sont les suivants

K< - 1/3 Col type 2 (instable)
-1/3 < K <o Noeud type 2 stable
K=o Solution exacte
0 < K< Foyer type 1 stable
K >1 Col type 1 (instable)
K=~ 1/3, 1 cas critiques (voir Anﬁexe 2B, 1 et 2)

(+) AXES PRINCIPAUX

Le systéme &tant mis sous la forme

F

i

X, = ax +by + ¢(Xn, y,)

Ype1 = € X, +dy + ¢(xn, y,)

N

les axes principaux sont les 2 vecteurs propres associés a

la matrice [% b} dont les pentes sont données par :
c d
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Py, =

fl

c'est & dire dans le cas présent :

pp = 8, = K+ V K(K-1)

il

I}

Py

S, = K- \/K(K—l)

Si S1 et 82 sont réels, distincts en module et nan nuls, on
peut, en choisissant comme axes au point (0,0) les axes principaux,
ramener le systéme précédent & la forme canonigue suivante : '

r
—_ * »*
X+l Sl 2; oy (xn’ ?;)
4
% — * ¥* * k2
Yne1 = SZ Y, ¥ ¢ (Xn’ yn)
.

Si S1 et 82 sont complexes conjugués de module p et d'argu-
ment @ , la forme canonique s'écrit :

r
. E N * * *,
er+1 = >8;1 pcos @ - yn* psin® + ¢ (x ., y)
4
K R * * *
Yoe1 = X, psin@  + y; pcos@ + ¢(xn, y,)




ANNEKXTE

2B

" ETUDE DE LA STABILITE LOCALE POUR LES CAS CRITIQUES :

I)

= -1/3 et K

= 1

- 1/3

Le systéme du second ordre s'écrit :

X

n+l n
Ky, ( X, = Y, )
vy = = Kx + 2 Ky +
n+1l n n Yn +w
Pour K = = 1/3 nous obtenaons les multiplicateurs :

5, = 1/3

des axes principaux :

On effectue un

et 82 = - 1 ( cas critique ) et les pentes

P, = 1/3 et Py = - 1.

changement de base pour ramener le systéme

suivant les axes = et p, et faire apparaitre les multipli=-

cateurs précédents :

.
-
u

=

-3
v

.

ce gqui nous donne :

A
y
- - p
31+ 3 2
5 - D J u “
-i+ 3 VR AT T T
| : X
1 ﬁ 3. i ;
0 [
3x - Y
* ¥* * >
X +y ( x et y nouvelles coordonnées )
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N
ES]

Cette transformation, appliquée au systéme, induit :

r
* - * = ¥ *
3 xn+l yn+1 Xn + yn
4 x* M /* *
) (2/3)(xn + yn)(xn - ¥,
x* + y* = (1/3) x* -y - ’
n+l1 n+1l n n (x; + y;) +w

ou encore :

x* * * ¥
¢ ) (xn + yn)(xn - yn)

*
Xopl = (l/3)xn - (1/6)

*

(xn

+y;)+w

*

* ¥* E 3
(xn + yn)(:xn - yn)

* *
y = -y = (1/2) ‘ ,
n+1l1 n * * -
L (xn+yn)+w

c'est-3~dire un systéme ramené 3 la forme :

r
* _ * *
X'n+1 Sl X t X (xn ’ yn)
4
* = g * o, Y * *)
Yn+1 2 ¥n xn, Yn

' 82 est de module unité mais de signe négatif ; or,
1'&tude de la stabilité nécessitant un signe positif on
introduit la récurrence double /25/ :

¥ _ a2 % % ¥ * * % * * ¥
X+ = Sl an!-s1 X(Xn,yn) + X [82xn+X(xn,yn)’Slyn+Y(xn,yn)

-

2
* *

_ * *y * * % * * ¥
Ynt2 = S, ¥t 8, Y(xn’yn)-k Y [Szxn-kx(xn,yn),Slyn4-Y(xn'ynl

~»

c'est~a-dire :

”
*

Xn+25=(1/9)x;f+(1/3))((X;,y;)*'x [;x;-hx(x;’y;),gl/s)i;+ Y(x;,y;%

* * * L F * * ¥ * * *
Yn+a T Yp " ¥(X) v ) +Y [*Xn4'X(xn,Yn)’(1/3)yn'FY(xn,ynﬂ

.
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LA

Ayant changé 82 = =~1 en 822 = 1 , la stabilité

se juge sur les expressions suivantes

-
*

(1/3)X(x;’o) + X [~x; + X(xn’o), Y(x;,oﬁ

-Y(Oly;) + Y [X(Ory;)l(l/3)y; + Y(OIYZ)]

n

*

* *
Constatant que X(xn’yn) et Y(xn

y;) sont identiques a
14

un facteur multiplicatif prés ( "1/3" ) et que X(x; y;) =

- X(Y;,X;) et Y(x;'y;) = -Y(y;,x;) : on déduit que les deux

expressions ci-dessus ont méme degré.

D'aprés les travaux de ROUBELLAT sur la stabilité des
cas critiques 25/ il résulte qu'il y aura stabilité, si, et
seulement si, la seconde expression ( celle relative au
‘multiplicateur unité ) a pour terme de degré minimal, un
terme de degré impair ; en ce sens, développons cette seconde

expression :

2 2 * * 2
Y; [X(o,y;)] - [(1/3)yn + Y(o,yn)]
- (1/2) - = (1/2) " — =
Yn + w X(o,y ) + (1/3)y, + Y(o,y)) + w
2
1 yr o y* 1 y* y¥2 2
—(1/2)yr9:2|i__—__1%+_£31_._... _(1/2) (1/36)}7;4 — - __'_”I%_*_ 1’13_.'.
™ w \ w oW W
1 2 1
"(1/9)_')’;;2 —(1/4)y:4 [—— * e _(1/3)y.;.3 — e
W w
2 1 2 1
I 7420 A B (1/3)y%  (/2)y* s |- -
w w
— — + + + > o =
w 2 2 2
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Nous extrayons le terme de degré minimal :

! 2 2
- - (1/2) y*° + (1/18) y*
n n

*

degré pair, donc le point double x; =y, = 0 est instable

noeud~col.

II) K

il
1

Pour K = 1 il faut obligatoirement travailler sur la
récurrence initiale

n
W
Vn+l = K Vn + L w 5
mVy
i=1
On passe aux coordonnées réduites : v' = v/w
n
' = ' '
LA K v n + (L [/ ' ™ v i )
i=1
et on effectue le changement de variable vl = x' + 1,
n
' = ' 14 1 -
X'+l K x n + (L / _ (x i + 1) ) + (K 1)
i=1
faisons K = 1, il vient
n

b
!

pe1 = Xt (L T 4D




Si le point x' = o est point d'équilibre, il faut que
l'on ait :
0 = 0 + L ’ soit L = o)

Or, généralement, L est différent de zéro.

Supposons L nul, il vient

' = '
Xhe1 T KX,
2

' = ' - .

¥ n+2 K x' RS x'_

' — m '

¥ n+m K Xn

ou encore

1 = m '

Xm K XO

Si K est positif , K {1 : x-m___,9 0 guand M >3 oo
K=1 _: x'm____'___) x'o quand m o0
K>1 ¢ %' ——> o0 quand m > 00

d'ol pour K = 1 1l'obligation d'avoir x'

|
O

O

c'est-d-dire

<
I
g
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En conclusion : lorsque K =1, v = w n'est point

d'équilibre que si L = O et Vo = W

( tous les v sont alors égaux a w )

On ne peut cependant considérer qu'il y ait stabilité
du point v = w , puisque partant d'un v quelconque ( mais
différent de w ) ce point ne se révéle pas attractif . Donc
1.

il

instabilité si K




ANNEXTE

3A

ETUDE VE LA RECURRENCE 4(n)

Partant de

2 n-1 n-=2 2 n+1
f(n) = K f (n-1) + £(o) £(1) f(n-3) £(n-2) L w
il vient :
2 n n- 2 n+2
f(n+l) - K f(n) f(o) £(1) .., £(n-2) f(n~1) L w
2 n-1 h~2 n+1
f(n) - K f£f(n-1) f(o) £(1) f(n-2) L w
" = f(o) £(1) f(n-2) £f£(n-1) w
avec les conditions
L # o, w # o et f(i) # o (i variant de o & n-2)
de méme, il vient :
2
f(n+2) - K £(n+1)
= f(o) £(1) f(n-1) £(n) w
2
f(n+1) - K f(n)
avec la condition supplémentaire f(n-1) # o
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Combinant les deux expressions précédentes, nous obtenons :

2 2
f(n+l) -~ K £(n) f(p+l) - K £(n) f(o}y £(1) ,.. £(n-1) w
2 2 )
f(n) - K £(n-1) f(p+2) - K f(n+l1) f(o) £(1) ... £(n-1) f(n) w
2 2

( £f(n) - K £f(n-1) )( £(n+2) - K £(n+1) )

dlodl : f(n) =
2 2
( £(n+l) - K £(n) )

ou encore :

2 2

f(n) ( £(n+l) - K £(n) ) 2

f(n+2) = - e + K f(n+l)
2
f(n) - K £f(n-1)
c'est-d-dire :
2 2 S 2

K £f(n+l1) f(n) ( £(n+l1) - K £(n) )

= 1 -

2
f(n+2) f(n+2) f(n) - K £(n-1)

avec f(n+2‘) # o .

Aprés quelques transformations, il vient :

2
K f% +1) £1nt1) (1-x—— X
n n f(n+1)
—— ] "
2
f(n+2) f (n+2) f(n-1)
1 - K
f(n)

avec £(n) et f(n+l) # o .
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2
£ (n-1)

, 1'expression précédente s'écrit

Posons ¢ = =
f(n)

(1 -Kc )

n+1

n+2 n+2

l - K cn

(1 ~-K Ch+l )

l1 - K cn

f (n-1)
Posons dn = 1 = K c, = 1 - K
f(n)

il vient :

K K d

L
o
1
]
et
i

n+2

1 Kd, +a°

n+1l

ou ¢+ d =

% 81 dn tend vers une limite 21 quand n tend vers

1'infini, nous aurons
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c'est-a-dire 'Zl + K = ﬁl soit K = o
Il faut donc que K soit nul pour que dn tende vers
une limite ; nous retrouvons la condition de concordance

exacte.

¥ S8i ¢, tend vers une limite 22 guand n tend vers

1'infini nous aurons :

2
K 22 = 1 - £2
1 - K 22

il vient :
K 22 = 1 = £2 (1 -K EZ ) avec (1 - KL, ) # o

soit : K £.% - (K+1) £, +1 = o

4 L4 2 2 d

qui a pour discriminant : A = (1 +3K) (1+K)

- Ainsi 22 peut exister si nous avons : - 1/3 £ K £ 1 ;

Nous retrouvons les conditions de stabilité locale,




ANNEXTE

3B

NATURE DES POINTS A

ET B DU CYCLE D'ORDRE DEUX.

La détermination de la nature des points du cycle

d'ordre deux nécessite 1'étude de la récurrence n & n+2 .
Partant de la forme réduite du systéme :
(L
x n+1 - Y'n
4
y'n - X'n
yl - K yl +
~
il vient
1 ¥
: Y'n — %'
x! = K y' +
n+2 n ,
Yy, *t1
[ "
— ! -y !
Y'n X' n
Kyl+ _._y'
LT n [] n
Y n X'n | Y'n + 1 _
] —_— ]
Yn+2'—K K yn+. + — ' --x"ﬂ
¥ n + 1 ¥ n n
v o+ + 1
K|<n \
Y'p T 1 B}
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On améne l'origine en l'un des points du cycle,
par exemple le point A :

”
aq ! ' - [
Y'n 7 ¥in = %'a
<
' v - '
Vin % Y q T ¥,
\
d'ol ( supprimant les « ' » et les indices &«A » ) @
" Vpty=u -x
u s «x + K |v +y+ :
n+2 n v _+y+l
n
q | - "
B [ V_ty-u_-x
Kiv +y+M- -ty -y
Vpty-u,-x n v, ty +l n
v = -y + K| K| v _+y+ + — : —
n+2 n vorydl | [ Voty=u =x|
K{v _tydeimmseeion | 4+ ]
~ 7 v 4yt
" " n o i

que 1l'on peut mettre sous la forme :

( : d£(0,0) 'Bf(o,o)
u = f(u, v.) = » u + - v+ Yu. v))
n+2 n, n n n n n
’ du, dv, '
<
?5g(o,a) 'b g(o,0) ,
v = g(u, Vv ) = eq———— oy + v+ $lu, v)
n+2 n, n n n n, n
! ?5un ‘bﬁql !
N
avec ¢(un'vn) et ¢tun'vn) de degré plus grand ou
égal & deux'; également : {(o,0) = $(o,0) = o.
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Pour l'étude de la stabilité du point A, seul nous
intéresse le systéme linéarisé ( autour de ce point ) ol
les a, b, ¢ et d sont les dérivées précédentes

P

+
u Lo :ﬁ& au, b v

+
Vn~|-241 =#= ¢ un d Vn

~

on obtient

/
a = ~K/ (y+1)
2
b = K[l+(x+1)/(y+l)]
<
= 2 2
c = - K [1/(y+l)+l/(X+1)]
d = Kl:b+ I:b(y+l)—(x+l):|/(x+l)2]
.

Posons X =x+ 1 et ¥ = y + 1.

Nous avons vu que le produit XY est &égal a 1 et la
somme X + Ya - (K+1)/ K. Il vient

e
a = - K X
b = K (1 +X)
\ 2
c = - K™ (X + Y2 )
d = K|:2K—Y+K(X3+Y3):l
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La stabilité s'é@tudie sur l'éguation caractéristique

a-=5 b
= 0
o] d - S
On obtient
2 k-5 (43 + K2 -2k-1) +K = o

-~

On cherche tout d'abord 3 mettre en évidence 1la
séparation entre racines réelles et racines imaginaires.
A cet effet on écrit le discriminant

2
[%K3 + K% - 2K - 1 ] - 4x?

1+V17
A= K2 2

- 1)(4K" + 3K+ 1 )( 2K - = ) ( 2K =~

>
u

D'oll la nature des racines suivant les valeurs de K :

VALEURS DE
-7 1+07
K - oo j'. 8 .0 8 J + %0
|r ".—"";0,39 ' o '10,64 ;
| I . | |
SIGNE DE ”+‘ | = | *+* :"—: "+“
I
A : : 1 !
1 v t T
I ! ' I
| . L | oz
éell k inai réelles imag.! réelles
NATURE DES réelles Imag naires éelle : g l
RACINES I | _le cycle exidte 5)
! N 'foyer
! (| h;*_ﬁ
! 1 |




Supposant K différent de zéro, l1'équation caracté-
ristique s'écrit ‘

3 2
4 KW + K* - 2 K -1
82 - S + K2 = 0
K
d'old les conditions de stabilité
~ - _
4K+ K2 - 2K -1 ,
1 - + K > o (1)
K ]
- —
< 4 K3+ k% - 2K -1 ,
1 + + K >> o ( 2 )
K
- -
2
l1 - K >. o ( 3)
N
( 3 ) implique : -1 (K (1
(2) " : -1 <K (-1/3eto £ K L1
(1) " -+ K £ oet K > Racine de r(k) = o
r(k) =5 K3 + K2 - K -1 ; on détermine la racine de r(k) = o
par la formule de CARDAN. Soit :
3 g
| [32 2 3 [32 2 3
K77/ N LA | - S U IO O -
2 4 27 2 4 27
16 628
avec a4 = - -— et B=-—

75 3375
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soit, numériquement : Jé%;m:z 0,627.
-
r
-1 LK £ ~1/3
Stabilité pour

P <x < 1

\

(

D'oll de (1)}, (2) et (3) : K £ -1

Instabilité pour =-1/3 £ K Q%

K 2} 1

.

~
Le cycle n'existant que pour K compris entre ~1/3 et 1

nous retenons

P
Stabilité . e, <k <1
<

Instabilité : -1/3 £ K é%

D'autre part, dans la zone d'instabilité& précédente,
si on considére que la nature des points du cycle est un
noeud, alors |Sll et ISZI doivent &tre plus grands
que 1 ; or, le produit S1 S, étant obligatoirement positif

ou nul (K2) et inférieur a 1, il ne peut s'agir d'un noeud

instable : par conséquent ce ne peut &tre qu'un col ;

d'old le tableau récapitulatif

K |-o0  -1/3 0 : = { 400

& 0,627 0,640

C O L NEUD POYER

(inztable) statle stable




ANNEXTE 3C

DETERMINATION DE LA RECURRENCE DY TROISIEME ORDRE

ET ETUDE DE SA STABILITE ( domadine de stabilité Locale ).

1) Récurrence du 32me ordre

—— . o S T 2P tom S -y > — T - o v

On désire obtenir par le modéle
w = %&lum1 + qﬁlvmi
Or, on obtient par le systéme

Vs = Pp Upyy PPy U v gy Vi, ot 9y Vg

On réalise les homothéties

[ [ T
ak+2W 4+l
v
3 k+2
= = (w # 0 )
Lbk+2 Pyl
Ainsi
w - bk vk w bO
uk = = —_— - — Vk
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de méme en k + 1 .,

D' ou :
b Ppw Pp ¥
Veez T | 9 - Py 2| Vi, *| % 7 Py ae| V@ A
0 0  Fk+l e

De la méme fagon qu'd 1l'annexe ?A , nous obtenons :

bo bo plwn+3 p2wn+2
v = q,-p, — v + q,-p, — v + o+
n+3 1 *1 a n+2 2 F2 a n+1 n+2 n+1
Q 0
w Vi mw Vi
i=1 ‘ i=1
ou encore
n+2 wn+1
v = K. v + K, v + L, w + L, W
n+3 1 "'n+2 2 "n+l 1 n+2 2 n+1l
m v, mw v,
i=1 1 i=1 1
il vient :
1+ +
WP 2 n+1
L, W = + L., W
L ne2 2 7 ne1
v - K. v - K, Vv m Vv ”m v
+ !
n+3 1 "n+2 2 'n+l i=1 i i=1 i
n+1 . n
v - K, v K, v w w
n+2 1 "n+1 2 'n Ll W + Lz W 5
n+l n
m Vv, TV
i=1 + i=1 i
v, # o (i=13an+ 1) , nous obtenons :
n+3 = Xy Vpio T Ky Vi w Ly w+ Ly Vo
Vne2 T Ky Van KZ Yn Vn+2 Ll,,w * LZ Vn+1
ou :
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L, v +L, w v v
v =K v_ . +K, v , +-2-nt2 "1 S GE U SRS < S
n+3 1 "n+2 2 "'n+l L. v + L. W 1 v 2 v
2 "n+l 1 n+2 n+2
Z) Domaine de stabifit? fLocale [ en Ky, K, , Ly et L, )
Partant de la récurrence
Ly Vg vy v i+l Vn
n+3 = Kl vn+2+K1 vn+l+-L , 1 1--Kl --K2 " w
2 'n+1 1 v Vh+2 n+2
et posant v, = X, + w , nous déduisons :
L2 Xo42 t ( Ll + L2 ) w
X = K. x + K, x + , ‘ ,
n+3 1 "n+2 2 "n+l
Ly Xppp # (L + Ly ) W
Xptp TV *n+ w
1 - K -K w+w (K., + K, - 1)
1 2 1 2
X2 T W Xne2 TV
Pagsant aux coordonnées réduites ( x'n = xn/w )
.1l vient :

1
Ly x'p4p ¥ ( Ly + Ly)
x' = K, x' + K, x' + -
n+3 1 n+2 2 n+1
Ly x'pgp v (L) +0y)
] )
¥ T 1 *n+1
1 - K - K +(K, + K, - 1)
. x'n+2 + 1 2 X'n+2 + 1 ' ’
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ou encore

-

L o ]
X+l T Y n
] — ]
Y 'n+1 T %' n
' -
) L2 z' + ( Ll + L2 )
z! =K, z' + K, y' + ;
n+1l 1 n 2 n ,
L2 Y n + Ll -+ L2 )
[} 31
yn+l xn+'l
l1-K, — K, ———|+ ( K, + K, = 1)
l L] 2,1 1 2
Zn+1 4n+l
~

Supprimant dans l'écriture les « ' ¥, nous cherchons

d exprimer z sous la forme :

n+1l

Z =

n+l az + By, * yx, + g ( Xn, ¥n, Zn )

avec P ( Xn, Yn, Zn ) de degré plus grand ou égal
-4 deux et $ (o, o, o) nul.

En ce sens déterminons le développement de 1'expression
suivante, en le limitant aux termes de degré plus petit ou

égal & un :
Lz.zn + (L1 + Lz) Yo t1 x, +1 . (K 4 K -1)
Clg T ].""Kl —KZ 1 "2
L?_ yn+ (L1+L2) zn+1 zn+l
Il vient
. ! ’ ' -] |
# Zn [L(I—KI—K2)+K1+K2] Y, [—L(I—KI—K2)~ Kl] X0 [K%]
L
avec L'= 2
Ll + L2




o

D'old : a=1L (1 - Kl - K2) + 2 Kl + K2

4 B=-L (1~ K = Ky ) - K + K,

o~ 8 1 o]
-S 1 Q 1
o} o - 8 1 = -5 -1 = O
B a-s Y a-s
Y B a- 8
ou encore :
-
83 - a 82 - Bs- Y= o

La stabilité sera assurée si ISI est inférieur &
un, c'est-3-dire si :

( 3(1+ Y )- a+8 > o
3 (1 - YY)+ a+§p > o0
1+ a - B + Y >o

L 1 - Y 24 ay - By >0

D'oll les conditions cherchées :

(

K, + 5 Ky > -3

(K +K,)(2L-3)-21 > -3

2L (1 -K -K, ) +3K -K, > -1

1
K, [3 K + K, + 2L (1=K ~K,) ] < 1

"~

¢ trac! Ju domnine de¢ stapildité

‘}..J

Hous faisons figurer , ci-zprls |,

1]
,pour L nul .
¥
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