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INTRODUCTION 

La "S ta t e  Enumeration Method" due à M. GUIGNARD e t  à K.  SPIELBERG 1171 

e s t  une méthode p a r  s é p a r a t i o n  e t  éva lua t ion  s é q u e n t i e l l e  q u i  permet de 

résoudre  l e s  programmes l i n é a i r e s  en v a r i a b l e s  mixtes ; un t e l  programme 

s ' é c r i t  : 

minimiser  cx + f y  

sous  l e s  cond i t i ons  

Nous proposons une adap ta t ion  de l a  méthode à une c l a s s e  p a r t i c u l i è r e  de 

c e s  programmes : c e l l e  c o n s t i t u é e  p a r  l e s  programmes l i n é a i r e s  en v a r i a b l e s  

mixtes ,  d é f i n i s  en r e l a t i o n  avec des  graphes.  

Un programme l i n é a i r e  en v a r i a b l e s  .mixtes e s t  d i t  d é d x  en trdation 
avec un gaaphe ou dédini a m  ce grcaphe si  : 

- l e s  v a r i a b l e s  cont inues  x .  s o n t  en correspondance biunivoque 
1 

avec l e s  a r c s  du graphe s u r  l e q u e l  c i r c u l e  un f l o t  ; ces  v a r i a -  

b l e s  cont inues  s o n t  a l o r s  l e s  f l u x  des a r c s  correspondants  

- l e s  v a r i a b l e s  booléennes y s o n t  en  correspondance avec l e s  
j 

sommets du graphe ; e l l e s  t r a d u i s e n t  l ' e x i s t e n c e  ou l a  non- 

ex i s t ence  des  sommets correspondants .  

Nous r e s t r e i g n o n s  n o t r e  é tude  aux programmes l i n é a i r e s  en v a r i a b l e s  

mixtes  d é f i n i e s  s u r  des  gtrapheb Xpa tL t in .  

Dans l e  c h a p i t r e  1 nous exposons l e  modèle mathématique auquel  nous 

nous i n t é r e s s o n s  e t  nous formulons l e  problème correspondant .  

Un b r e f  t o u r  d 'hor izon  des  méthodes de r é s o l u t i o n  des programmes en v;rr iables  

mixtes  e t  une d e s c r i p t i o n  r ap ide  de l a  méthode de M .  GUIGNARD e t  K.  SPIELBERG 

c o n s t i t u e n t  l ' e s s e n t i e l  du second c h a p i t r e .  



Lorsque les v a r i a b l e s  booléennes s o n t  t o u t e s  f i x é e s  l e  programme à 

résoudre  correspond au  problème b i e n  connu du " f l o t  à coût  minimal". 

Nous u t i l i s o n s  1 ' a lgor i thme "ou t -o f -k i l t e r l '  de FULKERSON pour  résoudre  l e s  

sous-problèmes d ' op t imi sa t i on .  Pour en r a c c o u r c i r  les temps de r é s o l u t i o n  

nous proposons un a lgor i thme de Recherche d'une So lu t ion  I n i t i a l e  (a lgo-  

r i thme R.S.I . ) .  

Des r appe l s  s u r  l ' a l g o r i t h m e  "out -of -k i l te r l ' ,  l a  p r é s e n t a t i o n  de l ' a l g o -  

r i thme R.S.I .  e t  des r é s u l t a t s  numériques s o n t  donnés dans l e  c h a p i t r e  III. 

Dans l e  paragraphe A du c h a p i t r e  I V  nous déterminons un phogtuunme 

aux i f iahe  permet tan t  de donner un minorant de l a  fonc t ion  économique du 

sous-problème i n i t i a i  cons idéré  ; ce programme nous permet également de d é t e r -  

miner un "é t a t "  c ' e s t - à -d i r e  de  p r é v o i r  1' e x i s t e n c e  ou l a  non-exis tence 

des  sommets non encore  f i x é s .  

Nous proposons un hen6ohcement de ce programme, renforcement q u i  

améliore  l e  p remier  minorant e t  q u i  augmente l a  v a l i d i t é  des d é c i s i o n s  

p r i s e s  dans l a  dé te rmina t ion  de l ' é t a t .  

Dans le  paragraphe B nous ca l cu lons  des év&.l&oa pe rme t t an t  de 

rendre  p lu s  e f f i c a c e s  des  c o n t r a i n t e s  de BENDERS de type  1. 

En vue de r a c c o u r c i r  l ' e x p l o r a t i o n  de 1 'a rborescence ,  des  t e s t s  son t  

proposés  au paragraphe C t a n d i s  que l ' exposé  d'une procédure h e u r i s t i q u e  

termine l e  c h a p i t r e .  

Ce t r a v a i l  s e  te rmine  p a r  1 'énoncé de l a  méthode, un exemple d1ap- 

p l i c a t i o n  e t  de s  r é s u l t a t s  numériques. 



NOTATIONS ET DÉFINITIONS 

nombre d 'é léments  de l 'ensemble 1 

graphe dont X e s t  l 'ensemble des sohne t s  e t  U l 'ensemble des a r c s  

r e p r é s e n t e  un a r c  de G(X,U) d ' o r i g i n e  x  e t  d ' ex t r émi t é  y  : y e s t  

l e  QUCce64eWz de x  e t  x e s t  l e  phédéce6aem de y 

4 gmphe connexe 

un graphe G(X,U) e s t  connexe s i  : Vx, Vy(x # y )  il e x i s t e  au moins 

une cha ïne  de x  à y 

G(X1 ,Ut) e s t  un sous-graphe de G(X,U) s i  : 

- X '  t X 

- U '  = ( ( x , y )  e U : x e t  y  c X ' l  

t é s  eau 

un graphe G(X ,U) , s a n s  bouc le ,  connexe e s t  un r é s e a u  : 

- s ' i l  e x i s t e  a u  moins un x  c X t e l  que xo n ' a i t  pa s  de 
O 

p r édéces seu r  

- s ' i l  e x i s t e  au  moins un x  c X t e l  que x  n ' a i t  pa s  de 
n  n  

succes seu r  



s i  x e t  x s o n t  uniques l e  r é seau  e s t  d i t  r é seau  r é d u i t  
O n 

s i  l ' o n  i n t r o d u i t  un a r c  de r e t o u r  e n t r e  x e t  x l e  réseau  n O ' 
e s t  d i t  r é seau  r é d u i t  fermé 

mc-avan;t cd mc-arttUèae d'une ch-e 

s o i t  une chaïne x X 1 ~ . . - , X  n 

l ' a r c  ( x  x ) e s t  un a rc-avant  de l a  cha ïne  
O' 1 

l ' a r c  (x l ,  x 1 e s t  un a r c - a r r i è r e  de l a  cha ine  
2 

4 e s t  un f l o t  compatible s i  VI$~ : bi I (i ( ci où bi ( r e s p .  c i )  e s t  

l a  l i m i t e  i n f é r i e u r e  ( r e s p .  s u p é r i e u r e )  du f l u x  4. pouvant c i r c u l e r  
1 

s u r  l ' a r c  correspondant  

ahbotru cence 

un graphe G ( X , U )  e s t  une arborescence de r a c i n e  x s i  e t  seulement 
O 

s i  : 

- il n ' e x i s t e  qu'un sommet x e X t e l  que xo n ' a i t  pas de 
O 

prédécesseur  

- Vx. o X, x. # xo, xi n f a i t  qu'un s e u l  prédécesseur  
1 1 

- l e  graphe ne c o n t i e n t  aucun c i r c u i t  



C H A P I T R E  1 



Nous a l l o n s  d é c r i r e  dans ce  c h a p i t r e  l e  modéle mathdmaLique auquel  

nous nous i n t é r e s s o n s  ; nous p réc i se rons  e n s u i t e  l e s  n o t a t i o n s  q u i  s e r o n t  

l e s  n ô t r e s  j u s q u f à  l a  f i n  de c e t t e  r é d a c t i o n ,  ce  qu i  nous permet t ra  de  donner 

l a  ~ o m W o n  du problème é t u d i é .  Nous terminerons p a r  des  exempteh c 0 n C k a  

répondant à n o t r e  modèle. 

1 - Le graphe 

Ce graphe G(X,U) est un graphe w - p &  ; c ' e s t - à - d i r e  que l 'ensemble 

X e s t  composé de l a  p a r t i t i o n  (X1,X2,X3), l e s  a r c s  é t a n t  de l a  forme : 

(x ,y )  e U avec x E X .  e t  y E Xi+l ,  i = 1 OU 2 
1 

Nous appe l l e rons  : 

1 
l 'ensemble des e n t r é e s  ou des om'.gineh 

X2 l 'ensemble des fAanhh54 

X3 l 'ensemble des s o r t i e s  ou des d e 6 f i n d o n d .  

Des v a r i a b l e s  booléennes son t  a t t a c h é e s  aux o&iginea e t  aux h l n b &  ; 

e l l e s  t r a d u i s e n t  lfexiAXence ou l a  non-exhAence des sommets cor respondants .  



2 - Circulat ion dans l e  graphe 

Le long de ce graphe, dans l e  sens des a r c s ,  c i r c u l e  un f l o t  q u i  e s t  

"produitf1 par  l e s  o r i g i n e s  e t  llconsomméll pa r  l e s  d e s t i n a t i o n s ,  en passant  

p a r  l e s  t r a n s i t s .  

Cet te  c i r c u l a t i o n  e s t  soumise à 

- des conOuLinteh de conAehv&on de f l o t  en chaque t r a n s i t  

- des conRhaintU de capacité 

l e  f lux  $(x,y)  c i r c u l a n t  s u r  chaque a r c  e s t  t e l  que 

où i ( x  ,y) e s t  l a  quan t i t é  minimum pouvant c i r c u l e r  s u r  1 ' a r c ,  

t a n d i s  que s (x ,y)  en e s t  l a  quan t i t é  maximum ou C U ~ U ~ Z .  

Les dlux des d i f f é r e n t s  a r c s  seront  l e s  v k a b l a  cona%nueh du pro- 

blème. 

3 - Fonction économique 

I l  fau t  d i s t i n g u e r  : 

- l e s  coûts  6 - i ~ ~  
i ls  sont  l i é s  à l ' e x i s t e n c e  ou à l a  non-existence de c e r t a i n s  

sommet S. 

- l e s  coûts  v d a b l a  

;k coût de fAan6p0tLt : c  ' e s t  l e  coût engendré p a r  un f l u x  

c i r c u l a n t  s u r  un a r c  ; on peut supposer, en première 

approximation, que ce  coût e s t  l i n é a i r e ,  ce q u i  n ' e s t  

pas  toujours  exact  dans l a  r é a l i t é .  I l  peut a r r i v e r  que 

l a  fonction c  représentant  ce coût s o i t  : 

- l i n é a i r e  par  morceaux 

- monotone non décroissante  



- e t  t e l l e  que ci 3 i = O  ,1,2,. . . ,p 

où c  r ep ré sen te  l a  pen te  de l a  p o r t i o n  de l a  i 
fonc t ion  c  comprise e n t r e  l e s  p o i n t s  d ' a b s c i s s e s  

qi-l e t  qi e t  où n r e p r é s e n t e  l e  nombre de 

t r anches .  ( f i g .  1). 

Economiquement c e l a  correspond à ce  que 1 'on appe l l e  un 

X d , $  d é g h e b a i ( .  

;t coû t s  &ve/~6 propor t ionne l s  aux f l u x  

La ,$onction économique du ptroblème s e r a  l a  somme : 

- des f r a i s  f i x e s  

- des f r a i s  v a r i a b l e s .  

4 - Objec t i f  

I l  e s t  de minimiser l a  fonc t ion  économique compte-tenu des c o n t r a i n t e s  

de f l o t  e t  des  c o n t r a i n t e s  de capac i t é .  

Remaraue 1 

Nous avons auppoaé t o u t  au long  de n o t r e  t r a v a i l  que l a  q u a n t i t é  minimum 

pouvant c i r c u l e r  s u r  chaque a r c  e s t  n u l l e .  Nous s i g n a l o n s  que quelques p e t i t e s  

mod i f i ca t ions  p e r m e t t r a i e n t  de s ' a f f r a n c h i r  de c e t t e  hypothèse. 



Remarque 2 

L' introduction de va r i ab les  booléennes a t t achées  aux a r c s  permet de 

prendre en compte l a  non- l inéa r i t é  des fonct ions  c .  

So i t  $(x ,y)  l e  f l u x  c i r c u l a n t  s u r  l ' a r c  (x,y)  ; supposons que l e  

graphe de l a  fonct ion  c a i t  l a  forme de l a  f i g .  1, n é t a n t  l e  nombre de 

t ranches .  

Posons : 

où chaque nouvelle  va r i ab le  m i  r eprésente  l a  f r a c t i o n  de f l u x  p r i s e  dans 

l a  t ranche  i. 

On d é s i r e  : 

Pour que c e c i  s o i t  r é a l i s é  on i n t r o d u i t  des va r i ab les  booléennes y i : 

l e s  condi t ions  (1) e t  ( 2 )  deviennent : 

La r e l a t i o n  ( 3 )  est a l o r s  v é r i f i é e  ; en e f f e t  : 



( 4  => 31 unique : 1 ,< 4 < n : Yg = 1 

Remarque 3 

Nous avons b u p p b é ,  dans l a  s u i t e  de no t re  t r a v a i l ,  que l e s  coû t s  de ' 

t r anspor t  é t a i e n t  f inéa ihe6  ; 

- en e f f e t  lorsque l ' o n  compare, à l'optimum, l e  pourcentage 

des f r a i s  f i x e s  p r i s  par  rappor t  à l a  somme t o t a l e ,  au pour- 

centage des f r a i s  de t r a n s p o r t  p r i s  également p a r  rappor t  

à l a  somme t o t a l e ,  on peut cons idérer  c e t t e  hypothèse comme 

valable .  

- supposons que l ' o n  in t rodu i se  des v a r i a b l e s  booléennes a t t a c h é e s  

aux a r c s  e t  que l ' o n  décide de résoudre l e  problème pa r  une 

méthode de sépara t ion  e t  d 'évaluat ion  ; l e  choix d'une va r i ab le  

à sépare r  devra p o r t e r  simultanément s u r  ces  va r i ab les  e t  s u r  

c e l l e s  i n t r o d u i t e s  pa r  l ' e x i s t e n c e  ou l a  non-existence de cer- 

t a i n s  sommets. 

Dans l a  p lupar t  des cas concre ts  correspondants au modèle 

indiqué, pour que l a  décis ion  s o i t  p r i s e  de sépare r  s u r  une 

va r i ab le  d ' a r c  il f a u d r a i t  que l e s  coûts  d é g r e s s i f s  s o i e n t  t rès 

fortement dégress i f s .  Ce q u i  n ' e s t  généralement pas  l e  c a s  dans 

l a  r é a l i t é .  

En première approximation il semble donc valable  de r e t e n i r  l 'hypothèse 

ci-dessus e t  e n s u i t e ,  éventuellement d ' a f f i n e r  l a  so lu t ion  optimale en t enan t  

compte des t a r i f s  dégress i f s .  



B , FORMULATION DU PROBLÈME 

Notations 

m = xl( : nombre d 'o r ig ines  

p  = IX21 : nombre de t r a n s i t s  

n  = X3 ( : nombre de d e s t i n a t i o n s  

i désigne une o r ig ine  

j  désigne un t r a n s i t  

k  désigne une des t ina t ion  

Pour une période donnée 

P. q u a n t i t é  minimum de f l u x  produi t  p a r  l ' o r i g i n e  i 
-1 
- 
'i q u a n t i t é  maximum de f l u x  produi t  p a r  l ' o r i g i n e  i 

3 q u a n t i t é  minimum absorbée p a r  l a  des t ina t ion  k  

I - 
Dk q u a n t i t é  maximum absorbée p a r  l a  des t ina t ion  k 

Q. q u a n t i t é  minimum de f l u x  pouvant passe r  par  l e  t r a n s i t  j 
-1 - 
Qj 

q u a n t i t é  maximum de f lux  pouvant passe r  par  l e  t r a n s i t  j 

x f l u x  c i r c u l a n t  s u r  1 ' a rc  ( i , j 
i j  

c coût  u n i t a i r e  comprenant un coût u n i t a i r e  de production e t  un 
i j 

coût  u n i t a i r e  de c i r c u l a t i o n  s u r  1 ' a r c  ( i , j  ) 

s capac i t é  de l ' a r c  ( i , j )  i j  

Xjk f l u x  c i r c u l a n t  sur l ' a r c  ( j ,k) 

'jk coût  u n i t a i r e  comprenant un coût u n i t a i r e  de passage au t r a n s i t  j 

e t  un coût u n i t a i r e  de c i r c u l a t i o n  s u r  l ' a r c  ( j  ,k) 



S 
jk 

capac i t é  de 1' a r c  ( j ,k) 

Y i  va r i ab l e  booléenne prenant  l a  v a l e u r  1 s i  l ' o r i g i n e  i e x i s t e  e t  

l a  v a l e u r  zéro sinon 

Y j 
: v a r i a b l e  booléenne prenant  l a  v a l e u r  1 s i  l e  t r a n s i t  j e x i s t e  e t  

l a  v a l e u r  zé ro  s inon  

fi coût  f i x e  dû à l ' e x i s t e n c e  de l ' o r i g i n e  i 

f 
j  

coût  f i x e  dû à l ' e x i s t e n c e  du t r a n s i t  j . 

Formulation du problème 

( 1 )  

( 2 )  

( 3 )  

( 4 )  

( 5  

( 6 )  

C 

- 
min 1 ( f i  + 1 c 

i ex i j x i  j 
C ) + 1 (f. + 1 j k ~ j k )  

1 j c J ( i )  j ex2 ksK( j )  

Y . ~ S  x  sYiPi 1-1 V i  c  X 
j e J ( i )  i j  1 

s E x $ 6  vk e X3 
j c J ( k )  j k  

1 X E  x  = O  v j c x  
i s I (  j  ) i j  keK( j  jk 2 

y j o j  e 1 x s Y . G  i j  1 j  Vj e X 2  
i d (  j )  

0 d x . .  i s 
il i j  *i o X I ,  j  r J ( i )  

0  r xjk  s sjk Vk e X3, j e J ( k )  

Ye " {0,1} Ve = i e XI e t  v l  = j e x2 



- l 'ensemble des c o n t r a i n t e s  (1) t r a d u i t  l e  f a i t  que s i  yi=O 

aucune quan t i t é  de "produit" ne s o r t  de l ' o r i g i n e  i, a l o r s  

que s i  y.=l il peut  en s o r t i r  au minimum oi e t  au maximum P. 
1 1 

- l 'ensemble des c o n t r a i n t e s  ( 2 )  s i g n i f i e  que t o u t e s  l e s  des t ina-  

t i o n s  doivent r ecevo i r  au minimum D e t  au  maximum 6 -k k 

- l 'ensemble des c o n t r a i n t e s  ( 3 )  indique que t o u t e  l a  quan t i t é  

de "produit" e n t r a n t  dans l e  t r a n s i t  j en s o r t  intégralement 

- l 'ensemble des c o n t r a i n t e s  ( 4 )  montre qu'un t r a n s i t  j ne peut 

ê t r e  u t i l i s é  que s i  au moins une c e r t a i n e  quan t i t é  Q.  y t r an -  
-3- 

s i t e ,  c e t t e  q u a n t i t é  ne pouvant dépasser  l a  capaci té  Q de ce 
j 

t r a n s i t  

- l e s  con t ra in tes  (5) sont des  con t ra in tes  de bornes s u r  l e s  

va r i ab les  x e t  x 
i j j k 

- l e s  con t ra in tes  ( 6 )  sont des conditiotis d ' i n t é g r i t é  sur l e s  

va r i ab les  y e ' 

L e  programme l i n é a i r e  P e s t  un programme l i n é a i r e  en va r i ab les  mixtes 

pouvant se  mettre sous l a  forme 

l- min cx  + fy 

1 y var iab le  booléenne 

PLM = 

La rnaXxice A a une athudwre putLicf.ddtre : e l l e  n ' a  que s i x  éléments 

non n u l s  par  colonne ; l e  nombre de ces  éléments non n u l s  pouvant ê t r e  ramené 

à cinq s i  l ' o n  f a i t  r e n t r e r  l 'ensemble des c o n t r a i n t e s  (5) dans des c o n t r a i n t e s  

de bornes,  c 'es t -à-d i re  s i  l ' o n  met l e  programme P sous l a  forme 

Ax + By b 

x 2 0  

[ y var iab le  booléenne 

PLMB = 
Ax + By ,< b 

O c x s a  



C 8 EXEMPLES CONCRETS 
I 

1 - Localisation d'usines et d'entrepbts 

- une e n t r e p r i s e  dé j à  en p l ace  s u r  l e  marché envisage  l ' o u v e r t u r e  

de nouve l l e s  u s ines  e t  de nouveaux e n t r e p ô t s  

- une e n t r e p r i s e  d é s i r e  s ' i m p l a n t e r  s u r  l e  marché. 

Dans l e s  deux c a s  l e  problème e s t  l e  su ivan t  : 

"pendant une pér iode  déterminée des u s ines  f o u r n i s s a n t  des  marchandises doivent  

s a t i s f a i r e  l a  demande d'un nombre donné de c l i e n t s .  Le c i r c u i t  d 'approuision-  

nement n é c e s s i t e  l ' i m p l a n t a t i o n  d ' en t r epô t s .  A chacune des u s ines  e t  à chacun 

des  e n t r e p ô t s  e s t  a t t a c h é  un p r i x  f i x e  d 'ouverture ( i nves t i s semen t s -ges t ion )  

indépendant de l a  q u a n t i t é  p rodu i t e  ou de l a  q u a n t i t é  q u i  t r a n s i t e .  

Parmi des  s i t e s  p o s s i b l e s  que l s  do ivent  ê t r e  ceux r e t enus  pour  l e s  u s i n e s  e t  

ceux r e t e n u s  pour  l e s  e n t r e p ô t s  pour que l e  coû t  t o t a l  de ce problème de  d is -  

t r i b u t i o n ,  compte-tenu des  coû t s  f i x e s  dûs à l ' o u v e r t u r e  des  u s ines  e t  d e s  

e n t r e p ô t s ,  s o i t  minimum ? 'I 

On peut  donner une i n t e h p h i i t d t i o n  économique de ce&taLneb n o W o n s  : 

I( j) : ensemble des  us ines  pouvant d e s s e r v i r  l ' e n t r e p ô t  j 

K(j) : ensemble des  c l i e n t s p o u v a n t ê t r e  s e r v i s  à p a r t i r  de l ' e n t r e p ô t j  

J ( i )  : ensemble des  e n t r e p ô t s  pouvant être d e s s e r v i s  à p a r t i r  de l ' u s i n e  i 

J ( k )  : ensemble des  e n t r e p ô t s  pouvant s e r v i r  l e  c l i e n t  k .  

P. : product ion  minimum de l ' u s i n e  i 
-1 
- 

'i : productionmaximum d e l l u s i n e i  

0, demande minimum du c l i e n t  k  
- 
Dk demande maximum du c l i e n t  k 
- 

j  
: c a p a c i t é  de s tockage de l ' e n t r e p ô t  j 



x q u a n t i t é  de marchandises f o u r n i e s  p a r  l ' u s i n e  i à l ' e n t r e p ô t  j 
i j 

c coût  u n i t a i r e  comprenant l e  coût  u n i t a i r e  de product ion  de l ' u s i n e  i 
i j 

e t  l e  coût  u n i t a i r e  de t r a n s p o r t  de l ' u s i n e  i à l ' e n t r e p ô t  j 

s i j c a p a c i t é  de t r a n s p o r t  des moyens u t i l i s é s  e n t r e  l ' u s i n e  i 

e t  1 ' en t r epô t  j 

X 
j k 

q u a n t i t é  de marchandises f o u r n i e s  p a r  l ' e n t r e p ô t  j au  c l i e n t  k  

C 
j k 

coût  u n i t a i r e  comprenant l e  p r i x  u n i t a i r e  de déchargement 

-stockage- chargement au t r a n s i t  j e t  l e  coût  u n i t a i r e  de t r a n s p o r t  

de l ' e n t r e p ô t  j au c l i e n t  k 

l 

s 
j k 

c a p a c i t é  de t r a n s p o r t  des moyens u t i l i s é s  e n t r e  l ' e n t r e p ô t  j e t  

l e  c l i e n t  k  

fi 
coût  f i x e  dû à 1 'ouver ture  de l ' u s i n e  i ! 

1 

f  coût  f i x e  dû à l ' o u v e r t u r e  de l ' e n t r e p ô t  j 
j 

l 

Remarque 

C'est  c e t  exemple q u i  nous f e r a  souvent  appe le r  p a r  l a  s u i t e ,  dans l e  

modèle mathématique proposé,  

l e s  o r i g i n e s  : des  ubineb 

l e s  t r a n s i t s  : des  enttlepÔ$A 

l e s  d e s t i n a t i o n s  : des  

2 - Implantation d'un réseau téléinformatique 

Dans un r é seau  mul t ipo in t  un ou p l u s i e u r s  o r d i n a t e u r s  centraux s o n t  li 

r e l i é s  chacun à un c e r t a i n  nombre de concen t r a t eu r s  gé ran t  eux-mêmes des 

terminaux v a r i é s .  

Les l i g n e s  de t ransmiss ion  o n t  une c a p a c i t é  l i m i t e  e t  peuvent ê t r e  bornées 

à des  t a r i f s  p ropor t ionne l s  à l e u r  longueur  e t  p a r f o i s  d é g r e s s i f s .  

Le coût  d 'exécut ion  d'un programme p a r  un o r d i n a t e u r  c e n t r a l  dépend 

d'une p a r t  de c e t  o r d i n a t e u r  e t  d ' a u t r e  p a r t  de l a  na tu re  du t r a v a i l  ( s c i e n -  

t i f i q u e  ou de g e s t i o n ,  p a r  exemple).  En o u t r e  1 ' u n i t é  c e n t r a l e  peu t  ê t r e  

s a t u r é e  s i  des t ravaux t r o p  impor tan ts  ou t r o p  nombreux l u i  s o n t  con f i é s .  

Le coût  du l o g i c i e l  de g e s t i o n  des  t ransmiss ions  v a r i e  s u i v a n t  l e  type  d1or-  

d i n a t e u r  , de concen t r a t eu r  ( cab lé  ou programmé ) e t  de t e rmina l .  



En fonc t ion  : 

- des t ravaux à r é a l i s e r  

- de l a  charge du réseau  

- des u n i t é s  de t r a i t emen t  

il peu t  ê t r e  i n t é r e s s a n t  de déterminer  : 

- q u e l l e s  s o n t  l e s  l i a i s o n s  à é t a b l i r  

- p a r  q u e l l e s  u n i t é s  c e n t r a l e s  l e s  d i f f é r e n t s  t ravaux 

doivent  ê t r e  exécutés  

- p a r  q u e l  chemin f a i r e  t r a n s i t e r  l e s  in format ions .  

On peut  a l o r s  cons idé re r  que l e s  o r d i n a t e u r s  cent raux  s o n t  des  "usines" I I 
produ i san t  à un c e r t a i n  coût  l e s  r é s u l t a t s  de t ravaux,  que l e s  concentra-  

t e u r s  s o n t  des  i n t e rméd ia i r e s  q u i  v e n t i l e n t  l e s  r é s u l t a t s  v e r s  des " c l i e n t s "  

terminaux. 

Chaque p a r t i c i p a n t  du r é seau  demande donc une c e r t a i n e  ' lquant i té l '  dl un 

type  de t r a v a i l  ( i l  r e s t e  à imaginer l ' u n i t é  de mesure) dont l e  coût  est 

commun. En g é n é r a l  t o u t  l e  t r a v a i l  demandé p a r  ,un t e rmina l  s e r a  e f f e c t u é  

p a r  l e  même o r d i n a t e u r  mais on peut  a u s s i  env i sage r  q u ' i l  s o i t  p a r t a g é  

e n t r e  p l u s i e u r s  p a r t i c i p a n t s .  







Considérons l e  programme mixte 

[ min cx t fy  

J .F .  BENDERS a  montré que l a  r é s o l u t i o n  d'un programme l i n é a i r e  mixte pouva i t  

ê t re  ramenée à l a  r é s o l u t i o n  a l t e r n é e  de deux programmes a s s o c i é s  : 

- l ' u n  e s t  un programme l i n é a i r e  dont les  v a r i a b l e s  son t  

a s t r e i n t e s  à être e n t i è r e s  

- l ' a u t r e  e s t  un programme l i n é a i r e  dont l es  v a r i a b l e s  s o n t  

cont inues .  . 
Notons que l ' approche  proposée p a r  J .F .  BENDERS peut  s ' a p p l i q u e r  à des  cas 

p l u s  généraux que c e l u i  p r é s e n t é  c i -dessus .  

- 
Pour un y f i x é ,  y=y, l e  programme Pl dev ien t  un programme l i n é a i r e  en 

v a r i a b l e s  con t inues  x  

r min cx t f? 

Considérons l e  dua l  D(?) du programme P(:) 

max u(b - Bi )  

L ' e ~ ~ e r n b t e .  d e s  boLLLtions h é a l A a b l e b  d e  ~ ( 7 )  ne dépend pub d e  5. 



S o i t  E = {u : UA d 0) 

L = 'Ila.' 

K = luk)  

l 'ensemble des  p o i n t s  extrêmes de E 

l 'ensemble des  rayons extrémaux du cône polyé- 

dr ique  convexe d é f i n i  p a r  : 

CP = {u : UA i O) 

l e s  rayons extrémaux son t  ~ a r a l l è l e s  aux a r ê t e s  " i n f i n i e s "  de E e t  chaque 

rayon uk n ' e s t  d é f i n i  qu 'à  un s c a l a i r e  p r è s .  

On montre l ' équ iva l ence  du programme i n i t i a l  P e t  du programme 1 
1 l 

- 
min ( f y  + min c x )  

Y X 

Ax = b - By 

2 
x 2 0  

Y j 
= { 0 , 1 )  j =  j = l , 2  ,..., n 

- 

lui-même équ iva l en t  au  programme 

min Cfy + max ( u ( b  - By))l 
u 

Résol ution du programme ~ ( i )  

Le théorème fondamental de l a  d u a l i t é  permet de d i r e  que s i  : 

- E = 0 a l o r s  P(?) n ' a  pas de s o l u t i o n  opt imale f i n i e  e t  Pî non p l u s  

- E # !J e t  s i  D(?) a une s o l u t i o n  opt imale f i n i e  a l o r s  l e  maximum 

e s t  a t t e i n t  en un po in t  u de  L a. 

- E # fl et  s i  ~ ( 5 )  n ' a  pas de s o l u t i o n  à d i s t ance  f i n i e  a l o r s  il 

en  e s t  de même pour P(?) e t  pour P 2 ' 



- 
O r  ce  c a s  s e  r encon t r e  s i ,  pour  y=y f i x é ,  il e x i s t e  un 

rayon I+ t e l  que ~ + ( b  - By) > O. 

Récipmquement s i  pour y=? f i x é  : ~ + ( b  - By) s O vuk 
a l o r s  u(b - B?) ne peut pa s  c r o î t r e  v e r s  +m. 

Donc D(?) au ra  une s o l u t i o n  à d i s t a n c e  f i n i e  s i  e t  seulement s i  1 

S i  c e c i  e s t  v é r i f i é  a l o r s  l 'optimum de D(;) est a t t e i n t  en un p o i n t  extrême 

de E.  

On peut  formuler  l e  problème sous  l a  forme : 

min [fy + max ( b  - By )] 
Y ucL 

\ ( b  - By) O V\ c K 

p u i s  sous l a  forme : 

r min z 

I z 2 fy + max [u , (b  - By)] 

On démontre l l é q ~ v d e n c e  des  programmes Pl e t  P5. (121 

Dans l e  programme P5 ne f i g u r e n t  que l e s  inconnues y e t  z. 

S i  nous connaiss ions  à p r i o r i  : 



- L ensemble des p o i n t s  extrêmes 

- K ensemble des rayons extrémaux 

de l 'ensemble E = {u : UA s c l  nous pourrions cons t ru i re  t o u t e s  l e s  con t ra in tes  

du programme P  e t  résoudre ce programme dont l a  s o l u t i o n  y* nous pe rmet t r a i t  
5 

de t rouver  x* so lu t ion  optimale de P(y*) ; l a  s o l u t i o n  (x*, y*) s e r a i t  a l o r s  l a  

so lu t ion  optimale de P 
1 ' 

L'dgo&iXhme de BENVERS permet d'engendrer, au f u r  e t  à mesure, des p o i n t s  

extrêmes e t  des rayons extrêmes sans  q u ' i l  s o i t  nécessa i re  de l e s  engendrer 

tous  pour t rouver  l a  so lu t ion  optimale de P 
1 ' 

Le programme p5 e s t  équivalent  au  programme P où z joue l e  nôCe d ' m e  
6 

vahiable dlEcaht. 

min z 1 y 

Description d'une i t é r a t i o n  

Supposons que nous ayons déjà  engendré : 

Soi t  P i  l e  programme P r e s t r e i n t  aux sous-ensembles LI e t  K1 ; l e s  con t ra in tes  
6 

de ce programme s ' é c r i v e n t  : 



Supposons que l e  programme P' 
6 -  

- n ' a i t  aucune s o l u t i o n  à d i s t a n c e  f i n i e  ; a l o r s  P n 'en a p a s  
1 

non p l u s  e t  l ' a lgo r i thme  e s t  terminé 

- a i t  une s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  y e t  que S '  s o i t  l a  va l eu r  c o r r e s -  

pondante de s a  fonc t ion  économique. On résoud a l o r s  l e  problè-  

me D(?) : 

- l'optimum de ~ ( y )  peut  ne pas  ê t r e  f i n i  puisque l e s  con- 

t r a i n t e s  ( 2 ' )  de P '  ne cont iennent  pas t o u t e s  l e s  con- 
6 

t r a i n t e s  ( 2 )  de P6. 11 e x i s t e  a l o r s  un y( q u i  a p p a r t i e n t  
O à K e t  q u i  n ' a p p a r t i e n t  p a s  à K ; on a j o u t e  c e t t e  cont ra in-  

1 
t e  au  programme P r  e t  l ' o n  i t è r e  l e  processus  

6 

- l'optimum de D ( G )  a une s o l u t i o n  f i n i e  Ü ; on en  d é d u i t  X - 
donc cx = Ü(b - B;) e t  z  = CG + 6 - 

Remarque 

z  e s t  une borne i n d é t u m e  de z* = cx* + Q* où (x*, y*) - 
e s t  l a  s o l u t i o n  opt imale du programme P  t a n d i s  que S '  en 

1 
e s t  une borne aupé~euhe  

- - s i  z = z '  - 
nous avons obtenu l a  s o l u t i o n  opt imale du 

programme P  1 

c e l a  prouve que 1 ' inéquat ion  

n ' e s t  pas  v é r i f i é e  pour  z=S e t  y=y e t  que, p a r  con- 

séquent ,  e l l e  ne f a i t  pas  p a r t i e  des  c o n t r a i n t e s  an- 

t é r i e u r e s  : on l ' a j o u t e  e t  on i t è r e  l e  processus .  



On montre que l a  s u i t e  ( S r  ) obtenue en cours d'algorithme est une 

s u i t e  monotone non c ro i s san te .  

Les d i f f é r e n t e s  c o n t r a i n t e s  engendrées son t  d i t e s  c 0 n t t l a h . t ~  de  BENDERS. 
r 

- C o W n t e b  du phemien t y p e  : 

- Conttrauzteb du second t y p e  : 

uk(By - b )  3 O y, 'c K 

Remarque 

S i  l e s  c a l c u l s  deviennent erop longs on peut l e s  a r r ê t e r  puisqu'à 

chaque i t é r a t i o n  on o b t i e n t  une borne i n f é r i e u r e  e t  une borne supér ieure  de 

z*, ce qui permet une évaluat ion  de l ' é c a r t  e n t r e  l a  s o l u t i o n  trouvée e t  l a  

so lu t ion  optimale. 

On peut commencer l ' a lgor i thme en prenant : 

Yk = 0 k = 1,2, ..., n 

La procédure de BENDERS n é c e b h a e  à chaque i t é r a t i o n  ta hé4otu.tion d'un 
p o g h m e  en nombkes entieiid : PA. Pour é v i t e r  l a  r é so lu t ion  d'un t e l  

programrne,C.E. LEMKE e t  K. SPIELBERG 1241 ont proposé d ' u t i l i s e r  une procédure 

d 'optimisat ion par  sépara t ion  s u r  l e s  composantes du vecteur  y .  

B , RAPPELS SUR LES PROCÉDURES D'EXPLOITATION PAR SÉPARATION 

ET ÉVALUAT ION 

Dans l e  cas  où l e  problème é tud ié  présente  un ca rac tè re  combinatoire ou 

d i s c r e t  il n ' e s t  p lus  poss ib le  d ' u t i l i s e r  un algorithme séquen t i e l  c l a s s ique ,  

donnant une s u i t e  de so lu t ions  convergeant vers  l a  s o l u t i o n  optimale su ivant  

une ce r t a ine  métrique comme c'est l e  c a s ,  pa r  exemple, lorsque  l ' o n  t r a i t e  un 

problème de programmation l i n é a i r e  ou non l i n é a i r e  en va r i ab les  continues. 



On u t i l i s e  a l o r s  l e s  méthodes d i t e s  méZhodes d ' o p U & n  pair aépa- 

haLLon ou pkocédwleb a h b o h e s c e n ; t ~  dtop.timi,aiion. Ces méthodes c o n s i s t e n t  

à examiner des sous-ensembles de p lus  en p l u s  r e s t r e i n t s  de l 'ensemble des  

s o l u t i o n s  jusqu'à ce que l ' o n  a i t  m i s  en évidence l ' e x i s t e n c e  d'une s o l u t i o n  

opt imale ou que l ' o n  a i t  obtenu l a  c e r t i t u d e  q u ' i l  n ' en  e x i s t a i t  pas.  

Le premier  a lgori thme de procédure pa r  s é p a r a t i o n  semble ê t r e  c e l u i  de 

LANG e t  D O I G  1231 en 1960. Mais ce n ' e s t  qu'en 1963 que LITTLE, MURTY, 

SWEENY e t  KAREL on t  donné l ' a lgo r i thme  cé l èb re  sur l e  voyageur de commerce 

k51. 

En 1964 BERTHIER e t  ROY on t  formal i sé  l a  méthode en i n t r o d u i s a n t  l e s  

pnUZcipe6 de a é p u o n  et d ' éva lua t ion  1 7  1 

- l e  premier  p r i n c i p e  permet de c o n s t r u i r e  l ' a rborescence  p a r  

s é p a r a t i o n  : il repose s u r  des  t e s t s .  

- l e  deuxième p r i n c i p e  permet d ' a t t a c h e r  une fonc t ion  d ' éva lua t ion  

p a r  défaut  (dans  un problème de minimisat ion)  de l a  fonc t ion  

économique s u r  chacun des  sous-ensembles c o n s t r u i t s  p a r  sépara-  

t i o n .  

Nous a l l o n s  donner une d e s c r i p t i o n  r ap ide  : 

- de l a  Ptracédute p a r  S é p m a t i o n  e t  Evdeuat ion P/rogaedaive (P .  S.E.P) 

- de l a  Prrocédwie p a r  Sépa t~a t ion  e t  E v d u a t i o n  S é q u e n k i e U e ( ~ . s . ~ . S )  

1 Procédure par Séparation e t  Evaluation Progressive ( P . s . E . ~ )  

Pour r e s t e r  dans l e  cadre  de n o t r e  problème considérons l e  programme 

min z = cx + f y  



q u i  e s t  un programme l i n é a i r e  en v a r i a b l e s  iiiixtes . 

S o i t  E l 'ensemble des  s o l u t i o n s  (x,y) r é a l i s a b l e s  de P. En un noeud 

courant  y de l ' a rbo rescence  il y a des composantes de y f i x é e s  e t  d ' a u t r e s  

non encore f i x é e s  : nous l e s  d i r o n s  f i b h ~ .  I l  e x i s t e  donc une p a r t i t i o n  

de l 'ensemble J en 

A une i t é r a t i o n  courante  du déroulement de l ' a lgo r i thme  un noeud de l 1 a r b o -  

rescence peut s e  t r o u v e r  dans l ' u n  des trois é t a t s  s u i v a n t s  : 

- état terminal 
t o u t e s  l e s  v a r i a b l e s  y sont  f i x é e s  e t  l ' o n  a a l o r s  

j 
obtenu une s o l u t i o n  (x,y) du problème P ; 

l e  noeud ne peut  p lus  ê t r e  s épa ré  

- état séparé 
l e  noeud e s t  séparé  mais non t e r m i n a l  ; il y a encore 

des v a r i a b l e s  y l i b r e s  
j 

- état pendant 
l e  noeud n ' a  pas  encore é t é  s épa ré .  

Principe de séparation progressive 

Ce p r inc ipe  r e v i e n t  à c o n s t r u i r e  une s u i t e  de p a r t i t i o n s  E de E ,  ensemble 

des  s o l u t i o n s  r é a l i s a b l e s  de P, chacune d ' e l l e  s e  déduisant  de l a  précédente 

p a r  dichotomie d'un de s e s  éléments .  

A ,une i t é r a t i o n  quelconque nous considérons un noeud pendant y de 1 'ar- 
Y borescence ; en ce  noeud l a  p a r t i t i o n  J J JL) e s t  connue. La s é p a r a t i o n  

va s ' e f f e c t u e r  s u r  une v a r i a b l e  y dont l ' i n d i c e  jy: e J L  e s t  judicieusement 
j-ii 

c h o i s i .  



On o b t i e n t  a l o r s  deux nouveaux noeuds y e t  y2 e t  deux nouvel les  p a r t i t i o n s  
1 

de J : 

Principe d'évaluation progressive 

En chacun des  nouveaux noeuds c r é é s  noUd cdcf.&onA une év&ation 

dédallt du p o b l è m e  P correspondant  à l a  p a r t i t i o n  de J a u  noeud cons idé ré .  

Y Pour s i m p l i f i e r  appelons y l ' u n  ou l ' a u t r e  des deux noeuds e t  J l a  p a r t i -  

t ion  correspondante  de J . 
Nous devons donner une é v a l u a t i o n  p a r  d é f a u t  de l a  fonc t ion  économique du 

programme 

r min z = cx + £JI 

S i  l e  programme pY est i r r é a l i s a b l e  nous prendrons zY = +m. - 



S o i t  z9: l a  va leur  opt imale du problème P cherchée. S i  l ' o n  ne connaï t  

aucune s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  prendre  z* = +m. 

A une i t é r a t i  on courante 

1 - Chercher parmi tous  l e s  sommets non terminaux c e l u i  dont l ' éva lua-  

t i o n  p a r  défaut  z e s t  minimale - 
s i  z > a l l e r  en 2 - 
sinon opérer  une s é p a r a t i o n  e t  procéder  aux deux éva lua t ions  

correspondantes  ; un nouveau noeud c r é e  peut  ê t r e  : 

- te rmina l  : 

éventuel lement  r é a j u s t e r  z* e t  reprendre  en 1 

- pendant : 

reprendre  en 1. 

2 - Le problème e s t  t e rminé .  

Procédure par  Séparation e t  Eva luat ion  Séquent ie l le  (P.S.E.S.) 

Un noeud de l ' a rbo rescence  e s t  d i t  detuné : 

- s ' i l  e s t  t e rmina l  

- ou s i ,  à p a r t i r  de l u i ,  on ne peut  p l u s  développer  d ' a r c ,  

c ' e s t - à -d i r e  que l ' o n  a l a  c e r t i t u d e  q u ' i l  n ' e x i s t e  aucun 

noeud succédant à ce noeud pouvant conduire  à une s o l u t i o n  

r é a l i s a b l e  me i l l eu re  que c e l l e  dé j à  obtenue. 

Dans c e t t e  v a r i a n t e  l e  sommet s é l e c t i o n n é  n ' e s t  p l u s  c e l u i  d ' éva lua t ion  

minimale comme dans l a  méthode précédente mais l e  d e r n i e r  c r é é  e t  non fermé. 

L ' app l i ca t ion  de c e t t e  procédure r e v i e n t  donc à d é c r i r e  un chemin depuis  

l a  r a c i n e  de l ' a rborescence  jusqu 'à  c e  que l ' o n  rencont re  un sommet t e rmina l  

ou fermé : a l o r s  on remonte l e  chemin en sens  i n v e r s e  jusqu 'à  r encon t r e r  un 

sommet non fermé ; on r e p a r t  de ce d e r n i e r  sommet pour d é c r i r e  un nouveau 

chemin e t  c e c i  jusqu 'à  ce que l ' o n  rev ienne  à l a  r a c i n e  de l ' a rbo rescence ,  

l a  procédure e s t  a l o r s  terminée.  



L'arborescence a une s t r u c t u r e  un peu d i f f f é r e n t e  de c e l l e  d é c r i t e  

dans l a  méthode P.S.E.P. e t  e l l e  p o r t e  souvent dans l a  langue anglo-saxone 

l e  nom de l lbingle-bmnchl l  p a r  oppos i t i on  à l a  première  appe lée  ltmuRti-btranchw 

[ 3  1.  

C ' e s t  en 1965 que E .  BALAS [ 1 1 a proposé l e  premier  une procédure 

de s é p a r a t i o n  e t  d ' éva lua t ion  s é q u e n t i e l l e  pour  résoudre  des programmes 

l i n é a i r e s  en v a r i a b l e s  b i -va l en t e s .  Des ex t ens ions  e t  des  amé l io ra t i ons  

on t  é t é  appor tées  p a r  F . GLOVER [ 171 , C . LEMKE e t  K.  SPIELBERG [ 241 , 
A.M. GEOFFRION [ 111 e t  E. BALAS [ 13 notamment. 

La méthode P. S. E .P. p r é s e n t e  1 ' inconvénient  de conduire  lentement à 

une s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  e t  n é c e s s i t e  un grand s tockage  d ' in format ions  q u i  

ex ige  souvent d ' a v o i r  r ecou r s  à une mémoire e x t e r n e  à l ' o r d i n a t e u r ,  d l03  

une augmentation du temps de c a l c u l .  

La méthode P.S.E.S. p r é s e n t e  l ' avan tage  d ' o b t e n i r  généralement p l u s  

rapidement une s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  mais s i  l a  r è g l e  de choix u t i l i s é e  

pour  les s é p a r a t i o n s  est peu appropr iée  au problème à r é soudre ,  e l l e  

condui t  a l o r s  à de nombreux c a l c u l s  i n u t i l e s  avant  de donner une s o l u t i o n  

v o i s i n e  de 1 'optimum. 

I l  e s t  recommandé de commencer les deux méthodes avec une s o l u t i o n  

r é a l i s a b l e  obtenue à 1 'a ide  d'une procédure h e u r i s t i q u e .  

On peut  encore  proposer  wze a k o h i è m e  mézhode mixte q u i  u t i l i s e  t o u r  

à t o u r  l e s  deux méthodes précédentes  : 

- s i  l ' o n  conna î t  une s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  on commence p a r  

a p p l i q u e r  l a  procédure P .S .E .P pendant un c e r t a i n  temps, 

p a r  exemple c e l u i  de résoudre  un nombre f i x é  de sous-problèmes 

ou jusqu 'à  ce que l e  s tockage  des  in format ions  devienne t r o p  

important .  On appl ique  a l o r s  l a  procédure P.S.E.S a u  d e r n i e r  

sous-problème courant  de l a  procédure précédente  e t  c e c i  



pendant un c e r t a i n  temps ; on sé l ec t ionne  a l o r s  un sous-problè- 

me courant  de l a  l i s t e  des problèmes à résoudre p a r  c e t t e  

procédure e t  l ' o n  réappl ique  l a  procédure P. S.E.P. e t  a i n s i  de 

s u i t e  

- s i  l ' o n  ne connaï t  pas de s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  on commence p a r  

app l ique r  l a  procédure P .  S .E.  S. e t  l ' o n  procède comme ci-dessus.  

Dans l e s  procédures  d é c r i t e s  c i -dessus ,  une sépa ra t ion  b i e n  cho i s i e  

d 'une p a r t  e t  une "bonne" éva lua t ion  d ' a u t r e  p a r t  permettent  de r a c c o u r c i r  

l ' e x p l o r a t i o n  de l ' a rbo rescence ,  s o i t  en donnant rapidement une "bonne" 

s o l u t i o n  r é a l i s a b l e ,  s o i t  en abandonnant l'examen de c e r t a i n e s  branches de 

1 ' arborescence . 

Les no t ions  de hei?axa&ion, minohaLion, pévx&iXé e t  t e d t  permettent  de 

c a l c u l e r  un minorant de l a  fonc t ion  économique, de déc ide r  de l a  v a r i a b l e  

s u r  l a q u e l l e  d o i t  s ' o p é r e r  l a  s épa ra t ion  e t  d ' a c c é l é r e r  l ' e x p l o r a t i o n  de 

1 'arborescence.  

Considérons un programme mathématique : 

min f ( x )  

x  c D 

e t  l e s  deux programmes : 

min f ( x )  
P ' L x e D 1  

Pl1 [ min g ( x )  

x c D  

où D 1 3 D  où g ( x ) d f ( x )  V x e D  

Nous d i rons  que l e  programme P' e s t  une he.e .axd0n de P e t  que l e  

programme Pt' en  e s t  une ~ n o & o n s u r  D .  

Les hei?ax&tio~ e t  &A minohaLionA permet ten t  de c a l c u l e r  des  minorants 

de l a  fonc t ion  économique. 



Les p~na&i,îéd peuvent s e  d i v i s e r  en deux c a t é g o r i e s  : 

- c e l l e s  a t t a c h é e s  à l a  fonc t ion  économique ; 

e l l e s  permettent  également de c o n s t r u i r e  un mino- 

r a n t  de c e t t e  fonc t ion  économique 

- c e l l e s  a t t a c h é e s  aux c o n t r a i n t e s .  

Les X M ~  ind iquent  l a  façon de se déplacer  dans l ' a rborescence  ; 

i ls  p o r t e n t  s u r  l e s  minorants e t  s u r  l e s  p é n a l i t é s .  

Pour une b ib l iog raph ie  p l u s  complète e t  pour  une é tude  théor ique  

s u r  l e s  procédures p a r  s é p a r a t i o n  nous s igna lons  l a  t h è s e  de P .  HANSEN 

"Programmes mathématiques en v a r i a b l e s  0-1". Cl8 1 

I l  consacre l e  premier  c h a p i t r e  à ce ~ r o b l è m e  ; 1 ' au t eu r  y répond 

notamment aux ques t ions  s u i v a n t e s  : 

- quand un ensemble de s o l u t i o n s  d o i t - i l  ê t re  sépa ré  ? 

- comment l e s  s é p a r a t i o n s  do iven t - e l l e s  ê t r e  f a i t e s  ? 

- comment s 'enchalnent  l e s  s é p a r a t i o n s  ? 

- q u e l l e s  s o n t  l e s  formes des t e s t s  u t i l i s é s  ? 

- q u e l s  s o n t  l e s  t e s t s  à s é l e c t i o n n e r  parmi un ensemble 

de t e s t s  p o s s i b l e s  e t  dans que l  o r d r e  d o i v e n t - i l s  

- 
e t r e  appl iqués  ? 



Cet t e  méthode dont l e s  p r i n c i p e s  a v a i e n t  é té  t r a c é s  dans cl61 e s t  

une procédure p a r  s é p a r a t i o n  e t  éva lua t ion  s é q u e n t i e l l e  (P.S.E.S.). 

1) s u r  l a  d é t u m i n a t i o n  d'un état en chaque noeud c réé  de l ' a rborescence  ; 

c ' e s t  une p a r t i t i o n  des i n d i c e s  des  v a r i a b l e s  l i b r e s  en ce noeud. 

S o i t  y l e  noeud cons idéré  e t  l e s  ensembles : 

l e s  deux premiers  ensembles sont  c o n s t i t u é s  p a r  l e s  v a r i a b l e s  f i x é e s  

e t  l e  d e r n i e r  p a r  l e s  v a r i a b l e s  l i b r e s .  ( J  e s t  l 'ensemble des  i n d i c e s  

des  v a r i a b l e s  booléennes) .  

On procède à une p a r t i t i o n  de J e -  

La a 6 6 e c t a t i o n s  à zéko ou à un d u  vahiabteb î i b k e ~  ne aont  que 
ternpohzihes ; p a r  exemple un y , j c J , dont  l a  v a l e u r  e s t  f i x é e  

j 
à un pourra  v a l o i r  zéro en un noeud succes seu r  du noeud y .  



% 

2 )  sur d e s  h~g&X& eng&dn8&& en duque noeud. Elles sont deduites dc - 
, 

;a &solution de p~bL&tm.4 < r u u & e b  mmplqant le pprobldme i n i t i a l :  
\ 

Y ,  /. 
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Fig .  1. 

Sur  l a  f i g u r e  1, l e s  d i f f é r e n t e s  branches ,  a u t r e s  que c e l l e  de k*, 

p a r t a n t  du noeud y , r e p r é s e n t e n t  t ous  les  i n d i c e s  des  v a r i a b l e s  l i b r e s .  

Au noeud y  de n iveau  n  cons idérons  l e s  ensembles : 

J  = { j e J : q  = I l  
1 j v a r i a b l e s  f i x é e s  

J O = I j  E J :  0 = O }  
j  

J L =  {j e J  : n .{0,1ll v a r i a b l e s  l i b r e s  
j 

Remarque 

Parmi les  v a r i a b l e s  f i x é e s  il y en a  9 6ixées patr choix e t  éventue l -  

lement d ' a u t r e s  f i x é e s  pûh l tU;ts.  

S o i t  Pn l e  programme i n i t i a l  P  dans l e q u e l  t o u t e s  l e s  v a r i a b l e s  f i x é e s  

o n t  é t é  remplacées p a r  l e u r s  va l eu r s .  



r i .  3 e O ,  j E J L  

l- 

S o i t  PA un programme a u x i l i a i r e  obtenu p a r  k&&n du programme P , 
n n 

l a  r e l a x a t i o n  p o r t a n t  s u r  t o u t e s  l e s  v a r i a b l e s  l i b r e s  ri , j e JL. 
j 

P 
n 

min 65 + yn 

n 
D5 + Cri s B 

5 2 0 , o i ~  j S I  v j c ~  L 

min 6 5  + yri 

D5 + Cri s B 

A )  Détermination de 1 ' é t a t  au noeud y de niveau n 

I l  y a  p l u s i e u r s  moyens pour l ' o b t e n i r  : 

- 
1 - l e  dédui re  de c e l u i  du noeud y de niveau n p a r  l e  t r a n s f e r t  

de k* de J ve r s  JI ou  ve r s  JO s u i v a n t  l a  v a l e u r  de a 
n ik 

2 - l e  dédui re  de l a  s o l u t i o n  du problème PA p a r  une pmcédwe n 
d ' m o n d i  p a r  exemple. 

S o i t  T un nombre t e l  que : 

on forme : 

JL3 = $ ou e s t  formé des  v a r i a b l e s  q u i  montrent 

une tendance à v o u l o i r  r e s t e r  f r a c t i o n -  

n a i r e s  au  noeud y e t  aux prédécesseurs  du 

noeud y .  



On peut a l o r s  imposer : 

La d i f f i c u l t é  e s t  de c h o i s i r  convenablement l e  paramètre r . 

3 - l e  déduire de l a  r é so lu t ion  du programme PAn r é s o l u  p a r  des 

méthodes t e l l e  que c e l l e  de GOMORY [IL+] ou pa r  l a  Méthode des 

Centres de P. HUARD 1211. 

B) Détermination des inégalités 

Considérons l e  programme PE, qui  s e  déduit  du programme Pn e n f i x a n t  

l e s  va r i ab les  l i b r e s  à l e u r  va leur  déterminée pa r  l ' é t a t  : 

La réso lu t ion  de ce programme peut conduire à des i n é g a l i t é s  

- du type i n t r o d u i t  p a r  BENVERS 

x où Z *  e s t  l a  mei l leure  va leur  connue de l a  fonction économique ; 

où l e s  c o e f f i c i e n t s  a ,  b ,  p son t  obtenus à p a r t i r  des coûts  

r é d u i t s  du tableau f i n a l  du programme p~ , l ' i n é g a l i t é  ( 2 )  é t a n t  
n 

obtenue dans l e  cas  où l e  problème e s t  non r é a l i s a b l e ,  l ' i néga-  

l i t 6  (1) é t a n t  obtenue dans l e  cas  d'une s o l u t i o n  r é a l i s a b l e .  

- du type i n t r o d u i t  p a r  rnMC)RY-JC)ffNSC)N 1151 . 



Ces i n é g a l i t é s  s o n t  donc engendrées au cours de l ' a lgor i thme e t  l ' o r d r e  

dans l e q u e l  e l l e s  l e  son t  dépend de l ' é t a t  correspondant au noeud considéré,  

d'où l ' importance de l a  détermination de l ' é t a t  en ce noeud. C'est l a  l i b e r -  

t é  de ce choix qui  donne tou te  s a  'houplesse" à 1 'algorithme. 

C) E x p l o i t a t i o n  des i n é g a l i t é s  

I l  peut y avo i r  une i n é g a l i t é  ou un ensemble d ' i n é g a l i t é s  : 

- s i  une i n é g a l i t é  e s t  , h é a l h a b l e  e l l e  implique un "pas en 

ar r ière1 ' .  

- une inégaXLté peut  pehmettne de dixeh des varUabted 4Xbhe~ ; 

on procède de l a  manière su ivante  : 

- changer tous l e s  termes n é g a t i f s  en termes p o s i t i f s  

au moyen du changement de va r i ab le  : 

- f i x e r  une va r i ab le  à zéro s i  son c o e f f i c i e n t  excède l e  membre 

de d r o i t e  

- les in8galXtEb petuneaXent de déXetunine/r. l'indice k* de l a  

vmiable , k, s u r  l aque l l e  s 'opèrera l a  sépara t ion .  Cette  va r i a -  
/ 

b l e  nkd d o i t  ê t r e  cho i s i e  parmi t o u t e s  l e s  va r i ab les  l i b r e s  ; 

il appara î t  avantageux de l i m i t e r  l 'ensemble de ces va r i ab les  

à un ensemble plus r e s t r e i n t .  C.E.  LEMKE e t  K .  SPIELBERG 1241 

ont proposé un moyen pour cons t ru i re  c e t  ensemble r e s t r e i n t  

q u ' i l s  ont  appelé "ensemble de v a h i a b t a  p t r é d é h é ~ " .  11s expïoi -  

t e n t  l e s  i n é g a l i t é s  par  t é d u d a n  cornplE.te, une p a r  une, e t  

déterminent pour chacune un ensemble de va r i ab les  préférées  ~ ( i ) .  

On c h o i s i t  1 'ensemble r ( in)  dont l e  nombre d'éléments e s t  mini- 

mal s u r  tous  l e s  s ( i ) .  C 'es t  dans c e t  ensemble n( i*)  que l ' o n  

c h o i s i t ,  à l ' a i d e  éventuellement d'un a u t r e  c r i t è r e ,  l ' i n d i c e  

k" déterminant l a  va r i ab le  q k n  s u r  l a q u e l l e  s l o p è r e r a  l a  nou- 

v e l l e  sépa ra t ion .  



Réduire une i n é g a l i t é  pa r  "héduc t ion  c ~ m p l è i t e " ~ t ~ ~ ~  faire une 

de c e t t e  i n é g a l i t é  avec l e s  con t ra in tes  : 

Supposons que l ' i n é g a l i t é  s ' é c r i v e  : 

1 
+ . . . + a n  $ - y  

P P 
Y > O  

Ce procédé cons i s t e  à él iminer  l e s  va r i ab les  nk dont l e s  c o e f f i c i e n t s  ak 

sont  néga t i f s  dans l ' o r d r e  des ak décroissants  t a n t  que l e s  ak r e s t e n t  

p lus  grands que l e  membre de d r o i t e .  

La détermination de l 'ensemble r ( i )  peut  se  f a i r e  en t enan t  compte ou 

non de l ' é t a t  ; il peut même ê t r e  un moyen de l e  déterminer. 

Exemple : 

(1) - Sn1+ 3n2 - 4n3 + 2n4 + 7n5 s - 1 h71  

On rend tous l e s  c o e f f i c i e n t s  n é g a t i f s  au  moyen du changement de va r i ab le  : 

on él imine n 4  O ~ q i i r ( 1 = > 0 ) 1 - n 4 I - 1  

éliminons n 2  

- 
éliminons n 3 



Pour que l ' i n é g a l i t é  ( 1 )  s o i t  r é a l i s a b l e  il f a u t  que ril + n 5  3 1 

c ' e s t - à -d i r e  que ril = 1 ou que ri5 = O. On en dédui t  que l 'ensenible de 

v a r i a b l e s  p r é f é r é e s  r e l a t i f  à l ' i n é g a l i t é  (1) e s t  c e l u i  c o n s t i t u é  des 

i n d i c e s  1 e t  5. 

ALGO RITHME 

- 
1 - au  n iveau  n on connal t  : l ' é t a t  E - , k*, Z*, une s o l u t i o n  du 

n 
problème PS - e t  l ' i n é g a l i t é  a s soc i ée  ou  un ensemble d ' i n é g a l i t é s  

n  

2 - déterminer  l ' é t a t  E à p a r t i r  du programme PA n n 

3 - résoudre  l e  programme PE e n  r e t e n i r  l a  s o l u t i o n  éventuel lement ,  n' 
c o n s t r u i r e  e t  g a r d e r  l e s  i n é g a l i t é s  a s soc i ées  

4 - e x p l o i t e r  l e s  i n é g a l i t é s  

s i  aucun "pas en  avant" n ' e s t  p o s s i b l e  a l l e r  en 6 

s i  une s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  e s t  obtenue, r é a j u s t e r  éventuel lement  

Za e t  l a  r e t e n i r ,  a l l e r  en 6 

5 - s é l e c t i o n n e r  k* de l 'ensemble des  v a r i a b l e s  p r é f é r é e s  ou à d é f a u t  

I de l 'ensemble des v a r i a b l e s  l i b r e s  

f a i r e  un "pas en  avant" s u r  k* - 
remplacer  n  p a r  n, E p a r  E k;* p a r  k* e t c .  - 

n n' 

r e v e n i r  en 1 

- - - - - 
6 - remplacer  n  p a r  n , n p a r  n ; s i  n = O a l l e r  en 7 sinon f i x e r  k:k 

à l a  v a l e u r  complémentaire de c e l l e  q u ' i l  a v a i t  au  niveau n ,  

r e p a r t i r  en 1 

f i n .  



- l a  r é s o l u t i o n  de programmes . a u x i l i a i r e s  PA 

- l a  r é s o l u t i o n  de programmes d ' é t a t  PE n 

- l a  cons t ruc t ion  de cond i t i ons  du type  BENDERS ou 

du type GOMORY-JOHNSON 

- éventuel lement  l a  connaissance d'une va l eu r  approchée 1 
de Z* ; en e f f e t  c e l l e - c i  permet de rendre  p l u s  rapidement 

e f f i c a c e  l ' e x p l o i t a t i o n  des i n é g a l i t é s  de BENLiERS du type  1. 
~ 
i 





Reprenons l e  problème auquel nous nous in téressons  e t  dont l a  formula- 

t i o n  P a  é t é  donnée au chap i t r e  1, page 7 . 1 

Lorsque t o u t e s  l e s  vaniables booléenna dont d i x é e b  ce programme s e  

présente  sous l a  forme : 

O b X  C S  
i j i j 

O'X C s  
jk jk 

Sous c e t t e  forme, ce ~ r o b l è m e  n  ' e s t  a u t r e  que c e l u i  de l a  kechekche 
clw un grraphe d'un 6102 compdtibte à coût minimal. 

Pour résoudre ce programme nous u t i l i s o n s  1 'algorithme "O(&-O 6- k ~ e . 4 "  

de FULKERSON . 

C'est  une méthode primale-duale q u i  présente  llavamhge de pouvoir 

commencer avec une aolt&Lon kéaeisable ou non-~éaRisable ; c e c i  e s t  i n t é r e s -  

s a n t  c a r  l ' o n  peut enchaîner  l e s  r é s o l u t i o n s  success ives  des d i f f é r e n t s  pro- 

grammes d 'opt imisa t ion ,  c h a c p  commençant avec l a  s o l u t i o n  optimale du précé- 

den t ,  que c e t t e  s o l u t i o n  s o i t  r é a l i s a b l e  ou non. 

Cet algorithme présente  un au&e avantage q u i  l u i  donne une grande sou- 

p l e s s e  d ' app l i ca t ion  : si l a  so lu t ion  i n i t i a l e  e s t  non seulement i r r é a l i s a b l e  

mais ne présente  pas en un sommet du graphe (ou en p l u s i e u r s )  l a  p ropr ié t é  



de conservation du f l o t ,  l ' a lgor i thme donne néanmoins l a  sol i i t ion optimale 

e t ,  au sommet considéré,  il y a l a  même non conservation du f l o t .  On pourra 

donc ~acieement ~ehmeA une oiugine ou un & a m d  en u t i l i s a n t  c e t t e  propr ié-  

t é .  

Pah exemple supposons que l ' o n  a i t  e x t r a i t  d'un graphe ce sous-graphe : 

s u r  chaque a r c  f iguren t  t r o i s  nombres : 

- l e  premier e t  l e  t ro is ième représentent  successivement l e s  

quan t i t é s  minimum e t  maximum ( c a p a c i t é )  pouvant c i r c u l e r  s u r  

1 'arc .  

- c e l u i  du mi l ieu  désigne l e  f l u x  c i r c u l a n t  s u r  l ' a r c .  

Supposons que nous dés i rons  ~ e / u n e h  t e  dommd s ; nous avons a l o r s  deux 

p o s s i b i l i t é s  : 

- nous pouvons mettre l a  capaci té  de l ' a r c  ( a , s )  à zéro : 

l a  so lu t ion  i n i t i a l e  n ' e s t  p lus  r é a l i s a b l e .  

é t a t  i n i t i a l  

b 

é t a t  f i n a l  

b 



- nous pouvons a j o u t e r  au f l u x  de l ' a r c  ( a , s )  l a  capaci té  de 

l ' a r c  : l a  so lu t ion  n ' e s t  p lus  r é a l i s a b l e  e t  il n 'y  a p l u s  

conservation du f l o t  en s 

é t a t  i n i t i a l  é t a t  f i n a l  

non conservation : 40 non conservation : 40 

Cet algorithme présente  un inconvénknX : son déroulement e s t  t e n t  : 

en e f f e t ,  en a u t r e s  choses,  il f a u t  e f f e c t u e r  de nombreux t e s t s .  Des amélio- 

r a t i o n s  ont  é t é  proposées 1251. 

Compte-tenu de no t re  modèle mathématique nous avons p r é f é r é  rechercher  

une botut ion i & d e  l a  p lus  proche poss ib le  de l a  sol i i t ion optimale. C'est  

l ' a lgor i thme  correspondant que nous présentons dans l e  paragraphe B de ce  cha- 

p i t r e  ; dans ce paragraphe f iguren t  également l e s  r é s u l t a t s  numériques obtenus. 

Le paragraphe A e s t  consacré à des rappe l s  s u r  l ' a lgor i thme "out-of-kil- 

t e r " ,  t a n d i s  que l e  paragraphe C montre un des  avantages que présente  l ' a l g o -  

rithme que nous proposons,dans l a  r é s o l u t i o n  de sous-programmes s u c c e s s i f s  d'un 

même programme. 

L'algorithme "out-of-ki l ter"  de FULKERSON f101 permet de résoudre l e  

problème généra l  de f l o t  à coût minimal. 

Considérons un ~ é a e a u  k é d d  @un6 dont X e s t  l 'ensemble des sommets e t  

U l 'ensemble des a r c s .  



A chaque a r c  (x ,y )  assoc ions  l e s  nombres e n t i e r s  : 

- s ( x , y )  : c a p a c i t é  de l ' a r c  

- i ( x , y )  : q u a n t i t é  minimum pouvant c i r c u l e r  s u r  l ' a r c  

- $(x ,y)  : f l u x  

- c ( x , y )  : coût  u n i t a i r e  de c i r c u l a t i o n  s u r  l ' a r c .  

Dans ce r é s e a u ,  dans l e  s ens  des a r c s ,  c i r c u l e  un f l o t .  

Cette circulation e s t  soumise à des contraintes : 

- de conserva t ion  de f l o t  en chaque sommet 

- de c a p a c i t é  : 

Le problème posé es t  l e  suivant : 

" t rouver  un f l o t  (g compatible avec l e  graphe e t  t e l  que l e  coût  de 

c i r c u l a t i o n  de ce  f l o t  s o i t  minimal". 

Formul a t i  on du problème : 

I l  s e  p ré sen te  sous l a  forme d'un ptrog&amme .CLnéahe e n  vahiables b o h n é ~ ,  

dont l a  matr ice des  c o n t r a i n t e s ,  a u t r e s  que c e l l e s  de bornes ,  a  une s t r u c t u r e  

p a r t i c u l i è r e  : chaque colonne n ' a  que deux termes non n u l s .  



Attachons : 

aux con t ra in tes  (1) : l e s  va r i ab les  duales n(x)  

aux con t ra in tes  i ( x , y )  d $(x ,y) : l e s  va r i ab les  duales w(x,y) 

aux con t ra in tes  $(x ,y)  s s ( x , y )  : l e s  va r i ab les  duales v(x,y)  

Un f l o t  + s e r a  optimal s ' i l  v é r i f i e  l e s  c o n ~ o ~  d e  Kuhn CA Tucket~, 

c ' e s t - à -d i re  s i  : 

Posons : 

Un f l o t  + s e r a  optimal  s i  e t  seulement s i  il est poss ib le  de t r o u v e r ,  

pour t o u t  a r c  (x ,y) ,des  va r i ab les  ~ ( x )  e t  a ( y )  t e l l e s  que l ' u n e  des t r o i s  

condi t ions  (mutuellement exclus ives)  so ien t  v é r i f i é e s  : 

Les va r i ab les  duales n ( x ) ,  Vx e X ,  sont  appelées va/Liablea nodules .  
Les va r i ab les  v(x ,y)  e t  w(x,y) sont  appelées l e s  v d a b l e a  d'ma.  

P o w  un dLot 4 donné et den v d a b E a  n o d a t u  donnéen un a r c  (x ,y )  

peut  s e  t rouver  dans l ' u n  des é t a t s  su ivan t s  : 



é t a t  a C(x,y) > O e t  $ (x ,y)  = i ( x , y )  
- 

é t a t  a c(x ,y)  > O e t  $ (x ,y)  < i ( x , y )  
1 

é t a t  a? C(x,y) > O e t  ( x , ~ )  > i ( x , y )  

é t a t  B C(x,y) = O e t  i ( x , y )  d +(x ,y)  d s ( x , y )  

é t a t  B~ ' (xYY) = O e t  + (x ,y )  < i ( x , y )  

é t a t  B2 '(x,y) = O e t  $ (x ,y )  > S(X,Y)  

é t a t  y C(xYy> < O e t  $ (x ,y )  = s ( x , y )  

é t a t  yl C(xYy) < o e t  $ (x ,Y)  < S(X,Y)  

é t a t  y2 E(x,y) < o e t  ~ ( x , Y )  > S(X,Y)  

S i  l ' a r c  ( x , y )  s e  t rouve  dans l ' u n  des é t a t s  a ,  8 ,  y ,  il e s t  d i t  

c o n ~ o ~ m e  ou "in-kieten.", s inon  il e s t  d i t  non conlfokme ou "0&-06-kte t tYt~~.  

A chaque a r c  ( x , y )  on a s s o c i e  un entien. k p o b X 6  ou nuR e t  d é f i n i  de 

l a  manière su ivan te  : 

I é t a t s  a ou B ou Y k = o  

é t a t s  al ou B1 k = i ( x , y )  - N x , y )  

é t a t s  B 2  ou y2 k =. $(x ,y )  - s ( x , y )  

é t a t s  a 
2 

k = c ( x Y y )  C$(x,y) - i ( x , y ) l  

é t a t s  y 
1 

k = C(x,y) [$(x ,y)  - s ( x , y ) l  

Le probleme est  l e  suivant  : 

on cherche un f l o t  $ e t  des  v a r i a b l e s  nodales  rn q u i  rendent  t o u s  l e s  

a r c s  conformes. D.R. FULKERSON u t i l i s e  a l t e rna t ivemen t  deux techniques  : 

1) on t e n t e  à l ' a i d e  d'une méthode de marquage de changer de f l u x  

de l ' a r c  pour  l 'amener  à ê t r e  conforme. 

2) s i  l ' on  ne peut  n i  augmenter, n i  diminuer l e  f l u x  de c e t  a r c  

on t e n t e  de l e  r end re  conforme en changeant l e s  v a r i a b l e s  nodales .  



Notons que ces deux techniques ont  é t é  conçues pour qu'aucun a r c  ne 

s o i t  d é t é r i o r é  au cours de l ' a lgor i thme,  c 'es t -à-d i re  que l'ind.ice de cafldoh- 

miXé de chaque m c  v h e  d'une m&&e monotone non chohbante. 
\ 

PROCEDURE DE MARQUAGE 

Supposons qu'un sommet x s o i t  dé jà  marqué : ut; ~ ( k ! ) ]  

Procédure A 

S i  (x ,y )  c U ,  l e  sommet y pourra ê t r e  marqué à p a r t i r  du sommet x e t  
+ 

recevra  a l o r s  l a  marque [x , E(x) I  que s ' i l  s e  t rouve dans l ' é t a t  : 

a : a l o r s  E ( X )  = min  CE(^!), ~ ( x , Y )  - ~ ( x , Y ) ]  
1 

Y1 ou BI ou B ( (  2 s )  : a l o r s  E ( X )  = min CE([), i ( y , x )  - ( (y ,x ) l  

Procédure B 

S i  (y ,x)  e U ,  l e  sommet y pourra ê t r e  marqué à p a r t i r  du sommet x e t  

recevra  a l o r s  l a  marque [x-, E (x ) ]  que s ' i l  s e  t rouve dans l ' é t a t  : 

: a l o r s  E ( X )  = min [ ~ ( l ) ,  ( (y ,x)  - s ( y , x ) l  1 
a 2 ,  B 2 ,  B($ # i l  : a l o r s  ~ ( x )  = min [ ~ ( l ) ,  i ( y , x )  - ( ( y , x ) l  

ALGORITHME 1 

On p a r t  d'une s o l u t i o n  primale duale quelconque. U f l  e d n e  üAO?l 

le6 w26 apkèb l e b  au/theb dam un 0hdhe qu&conque. 

PAS 1 S i  l ' a r c  ( x , y )  e s t  conforme passe r  à l ' a r c  su ivant  ; s i  t o u s  l e s  

a r c s  sont  conformes l e  f l o t  e s t  optimal e t  l ' a lgor i thme e s t  ter- 

miné. S i  l ' a r c  (x ,y)  e s t  non conforme a l l e r  au PAS 2. 

PAS 2 Appliquer l a  procédure de marquage en commençant : 

- p a r  l e  sommet x s i  l ' a r c  ( x , y )  e s t  dans l ' u n  des t r o i s  

é t a t s  u 2 9  B 2 ,  y2* 

- par  l e  sommet y sinon.  



S i  L'on peut  marquer l e  sommet y  à p a r t i r  du sommet x  ou l e  

sommet x  à p a r t i r  du sommet y  a l l e r  au PAS 3 ,  sinon a l l e r  au 

PAS 4. 

PAS 3 On d i t  q u ' i l  y  a  padage.  Sur l a  chaïne existanbe modifier  l e  

f l o t  de manière su ivante  : 

- s i  l ' a r c  (x ,y )  e s t  dans l ' u n  des t r o i s  é t a t s  a l ,  BI, yl 

a j o u t e r  E ( X )  au f l u x  de chaque arc-avant de l a  chaîne 

e t  s o u s t r a i r e  s ( x )  au  f l u x  de chaque a r c - a r r i è r e  de c e t t e  

chaîne. Ajouter  E ( X )  au f l u x  de l ' a r c  (x ,y) .  

- sinon a j o u t e r  € ( y )  au f lux  de chaque arc-avant de l a  chai-  

ne e t  s o u s t r a i r e  € ( y )  au f l u x  de chaque a rc -a r r i è re .  

Sous t ra i r e  € ( y )  au f l u x  de l ' a r c  (x ,y) .  

S i  1 ' a rc  (x ,y)  e s t  conforme a l l e r  au PAS 1, sinon e f f a c e r  l e s  

marques e t  a l l e r  au PAS 2. 

PAS 4 On d i t  a l o r s  q u ' i l  y  a  non-pa6hage. S o i t  Z l 'ensemble des sommets - 
marqués e t  Z c e l u i  des  sommets non marqués. 

Considérer les deux sous-ensembles d  ' a rcs  : 

Poser 6 = min 1 min c (xYy) ,  min ( -c(xYy))  I 
s i  U u U2 # 0, sinon poser 6 = a 1 

- s i  6 = l e  problème n'admet pas de s o l u t i o n  compatible 

- sinon changer l e s  v a r i a b l e s  nodales en a jou tan t  6 à t o u t e s  

l e s  v a r i a b l e s  nodales des sommets non marqués. 



4 2 

Effacer  l e s  marques. 

S i  l ' a r c  (x ,y)  e s t  conforme a l l e r  au PAS 1, sinon a l l e r  a u  PAS 2 .  

On mavcfire que ltdgonc=thrne c o n v m g e  en un nornbhe dini d 1 L t é W o n b .  

Remaraues 

- c e t  algorithme s 'appl ique  à un multigraphe. 

- l e s  q u a n t i t é s  C(x,y) = I T ( X )  - n(y)  + c(x ,y)  sont  des 

CO& fiéd-. 

V(x,y) c U : c(x ,y)  t r a d u i t  l a  v a r i a t i o n  de l a  fonction écono- 

mique consécutive à l 'augmentation ou à l a  diminution d 'une 

u n i t é  du f l u x  passant s u r  ce t  a r c .  

Pour appl iquer  l ' a lgor i thme "out-of-ki l ter"  au ~roblèrne  formulé en t ê t e  

de ce c h a p i t r e ,  nous devons transformer l e  graphe G(x,U) de n o t r e  modèle 

mathématique en un hédeau h é d d  {etuné e t  t e l  que t o u t e s  l e s  c o n t r a i n t e s  du 

programme P so ien t  p r i s e s  en considérat ion.  f  



Contrainte (1) : il s u f f i t  de c r é e r  l e s  a r c s  ( e , i )  V i  c X I ,  

e  éXunt t e  sommet-entrrée ; on pose : 

Contrainte ( 2 )  : il s u f f i t  de c r é e r  l e s  a r c s  (k ,SI Vk c X3, 

s ét& l e  aornmeA-~oh;tie ; on pose : 

Contrainte (4) : il f a u t  remplacer chaque t r a n s i t  j  par  deux sommets j1  e t  jl '  

e t  l ' o n  pose : 

On a jou te  un a r c  de r e t o u r  r = ( s , e )  e t  l ' on  pose : 

s = min 
se  kcX3 

i = max 
s e  'i' kex3 1 0 k I  

- 

On conserve l e s  c o n t r a i n t e s  (3 )  auxquelles  on a j o u t e  l e s  c o n t r a i n t e s  

de conservation de f l o t  aux sommets e ,  s ,  i (Vi E X1) e t  k (Vk o x3). 



Le programme P peut a l o r s  s e  mettre sous l a  forme F du paragraphe 
f 

précédent e t  l ' o n  peut l u i  appl iquer  l ' a lgor i thme "out-of-ki l ter" .  

Pour s i m p l i f i e r  l a  présenta t ion  de &'a&gomhme d e  Rechmche d'une 
Sa&ia%n Zn.ia%&e ( R .  S .  1. ) que nous proposons, nous a l l o n s  un peu s i m p l i f i e r  

l e  problème P Cela n 'enlève aucune g é n é r a l i t é  à l ' a lgor i thme ; il s u f f i r a  
f '  

de quelques modificat ions de c e t  algorithme pour l e  t ransposer  ensu i t e  au 

problème P 
f '  

Considérons l e  prosamme A déduit du programme P 
f '  

V j ,  i e I ( j )  e t  k e K(j)  

- l e s  c o n t r a i n t e s  (4 )  ont é t é  omises 

- l e s  con t ra in tes  ( 1 )  e t  ( 2 )  s impl i f i ées .  

D e  façon semblable à ce  que nous avons f a i t  pour l e  programme P nous 
f 

transformons l e  graphe G(X,Y) s u r  l eque l  e s t  d é f i n i  l e  programme A en un 

réseau r é d u i t  fermé t e l  que l e s  con t ra in tes  de ce programme s o i e n t  p r i s e s  en 

considéra t ion .  

Naun nouA p/ropasonA dans ce chap i t r e  : 

1 )  de déterminer un f l o t  i n i t i a l  s u r  l e  réseau r é d u i t  fermé 

2) de déterminer des va r i ab les  nodales i n i t i a l e s  des sommets de 

ce même réseau.  



1 - DETERMINATION DU FLOT INITIAL 

Le p r inc ipe  év ident  en e s t  l e  su ivant  : 

t e n t e r  de s a t i s f a i r e  au  moindre coût  l e s  demandes des  d e s t i n a t i o n s .  

1 - Graphe t r i - p a r t i  G(X,U) 

Dans c e t t e  s e c t i o n  nous proposons l a  d é t e ~ n ~ n  d'un 6 b . t  initial 
campdtible avec l e  gmphe. 

Pour une d e s t i n a t i o n s  k quelconque considérons l 'ensemble E de t o u s  

l e s  chemins e x i s t a n t s  r e l i a n t  les d i f f é r e n t e s  o r i g i n e s  à c e t t e  d e s t i n a t i o n .  

A chacun de c e s  chemins a t t achons  : 

- un coût  u n i t a i r e  é g a l  à l a  somme des  coû t s  u n i t a i r e s  des  deux 

a r c s  c o n s t i t u a n t  c e  chemin 

- un nombre 4 r ep ré sen tan t  l a  q u a n t i t é  q u ' i l  e s t  encore p o s s i b l e  

d'acheminer p a r  c e  chemin à l ' i n s t a n t  cons idéré .  

Nota t ions  

N : nombre d 'é léments  de E N =  I E ~  

T : t a b l e a u  dans l e q u e l  s o n t  rangés l e s  d i f f é r e n t s  chemins 

(précédemment numérotés) pa r  o r d r e  de coû t s  c r o i s s a n t s  

D : t a b l e a u  dans l e q u e l  s o n t  rangées l e s  demandes des  des- 

t i n a t  i o n s  

K : nombre d 'é léments  de XJ 



ALGORITHME 

PAS 1 f a i r e  k  = O 

PAS 2 f a i r e  k = k + l  

s i  k  > K a l l e r  au  PAS 5 

c o n s t r u i r e  l e  t a b l e a u  T  

f a i r e  p  = O 

PAS 3 f a i r e  p  = p + l  

s i  p  > N a l l e r  au  PAS 2 

c a l c u l e r  4 correspondant au  chemin T(p)  

PAS 4 s i  4 = O a l l e r  au  PAS 3 

c a l c u l e r  M = max [$,  D(k)l 

s i  M = I$ prendre M = D(k) 

a j o u t e r  M au  f l u x  de chacun des  a r c s  c o n s t i t u a n t  l e  chemin r e t i r e r  

M de l a  d i s p o n i b i l i t é  de l ' o r i g i n e  correspondante 

f a i r e  D(k) = D(k) - M 

s i  D(k) = O a l l e r  au  PAS 2 s inon  a l l e r  au  PAS 3 .  

PAS 5 FIN. 

VARIANTE DE L 'ALGORITHME 

Pour une d e s t i n a t i o n  k  quelconque nous considérons l 'ensemble E d é f i n i  

précédemment. 

E : ensemble des chemins e x i s t a n t s  r e l i a n t  les d i f f é r e n t e s  1 
o r i g i n e s  à c e t t e  d e s t i n a t i o n s .  

S o i t  

Tk : ensemble des  t r a n s i t s  t .  p a r  l e s q u e l s  pas sen t  c e s  
1 

d i f f é r e n t s  chemins. 



Pour chacun de c e s  t r a n s i t s  nous ca l cu lons  un ltcoût u n i t a i r e  moyenf1 : 

CTM(t k) = somme des c o û t s  des  chemins pas san t  p a r  
i 

c e  t rans i t /nombre  de c e s  chemins 

e t  à chaque d e s t i n a t i o n  k nous l u i  a s soc ions  l a  q u a n t i t é  : 

où t e s t  l e  t r a n s i t  de "coût u n i t a i r e  moyen" l e  p l u s  f a i b l e  e t  t 2  c e l u i  
1 

dont l e  "coût u n i t a i r e  moyen1' est  immédiatement s u p é r i e u r  à c e l u i  de t 1 ' 

La v a r i a n t e  que nous proposons c o n s i s t e  non p l u s  à s a t i s f a i r e  l e s  

demandes des d e s t i n a t i o n s  dans un o rd re  de numérotation quelconque mais p a r  

o r d r e  d é c r o i s s a n t  des  q u a n t i t é s  REG. 

R e  marques 

1) I l  e s t  p o s s i b l e  d ' env i sage r  d ' a u t r e  c r i t è r e s  pour  dé te rminer  l ' o r d r e  

dans l e q u e l  l e s  d e s t i n a t i o n s  do ivent  être s e r v i e s .  Personnellement 

pour ceux que nous avons envisagés  c ' e s t  c e l u i  que nous proposons q u i  

nous a  donné, en moyenne, les m e i l l e u r s  r é s u l t a t s ,  dans les m e i l l e u r s  

temps. 

2 )  S i  une d e s t i n a t i o n  n ' e s t  s e r v i e  que p a r  un s e u l  t r a n s i t ,  e l l e  d o i t  

ê t r e  s e r v i e  en p r i o r i t é .  

3) S ' i l  a r r i v e  que deux d e s t i n a t i o n s  do ivent  ê t r e  s e r v i e s  en  même temps, 

on c h o i s i t  c e l l e  pour l a q u e l l e  l a  q u a n t i t é  s u i v a n t e  est l a  p l u s  

grande : 

où t e s t  l e  t r a n s i t  dont  l e  "coût u n i t a i r e  moyen" est immédiatement 
3 

s u p é r i e u r  à c e l u i  du t r a n s i t  t2. 

S i  une des  deux d e s t i n a t i o n s  n ' e s t  s e r v i e  que p a r  deux t r a n s i t s ,  e l l e  

d o i t  ê t re  s e r v i e  en p r i o r i t é .  



2 - Réseau rédu i t  fermé 

On a j o u t e  au  graphe G(X,U) l e  sommet-entrée e  e t  l e  sommet-sortie s ,  

l ' a r c  de r e t o u r  r = ( s , e )  e t  l e s  a r c s  : 

Le f l o t  i n i t i a l  proposé pour l e  graphe G ( X , U )  s ' é t e n d  au  réseau  de 

l a  manière su ivan te  : 

Remarque 

Tandis que l e  f l o t  i n i t i a l  proposé e s t  compatible avec t e  gmphe, l e  

f l o t  é tendu au  r é s e a u  peut  ne pab eRhe compaAible avec conttLaided du 
hés eau. 

11 - DETERMINATION DES VARIABLES NODALES 

Notre but  e s t  év ident  : met t r e  l e  p l u s  p o s s i b l e  d ' a r c s  en é t a t  conforme 

ou t o u t  au  moins t e n t e r  de l e s  rapprocher  de c e t  é t a t  en l e u r  donnant 

l ' ind ice  de coizfiomuXé t e  plun d d b l e  possible. 

1 - Graphe t r i - p a r t i  

La dé termina t ion  des  v a r i a b l e s  nodales  s e  f e r a  de l a  manière dynamique 

su ivan te  : 



phase 1 prendre l e s  v a r i a b l e s  nodales  des  o r i g i n e s  n u l l e s  

phase  2 déterminer  l e s  v a r i a b l e s  nodales  des  t r a n s i t s  à p a r t i r  de 

l ' a lgo r i thme  1, en gardant  f i x e s  l e s  v a r i a b l e s  nodales  des  

o r i g i n e s  

phase 3 déterminer  l e s  v a r i a b l e s  nodales  des  d e s t i n a t i o n s  à p a r t i r  

de l ' a l g o r i t h m e  1, en gardant  f i x e s  l e s  v a r i a b l e s  nodales  

des t r a n s i t s  déterminées en phase 2 

phase  4 a j u s t e r  l e s  v a r i a b l e s  nodales  des  o r i g i n e s  à p a r t i r  de 

1' algori thme I I ,  en gardant  f i x e s  l e s  v a r i a b l e s  nodales  

des t r a n s i t s  déterminées en phase 2. 

Remarque 

Le f l o t  i n i t i a l  proposé peut  ne pas ê t r e  compatible avec l e  r é s e a u  ; 

dans ce c a s  l e s  a r c s  non conformes peuvent s e  t r o u v e r  dans l ' é t a t  al ou 

dans l ' é t a t  f31 avec un i n d i c e  de conformité k s i -$ ,  où i e s t  l a  borne i n f é -  

r i e u r e  de l ' a r c  e t  $I l e  f l u x  ; l a  d é t m n i n d o n  de6 v h a b l e û  n b d d e û  i n i -  

t i a l e ~  eûf dana i n d l u e n c e  hm tem i n d i c e  d e  contjorrmkté. 

Notat ions 

S i  E e s t u n  sous-ensemble d ' a r c s  du graphe t r i - p a r t i  on posera  : 

(a) = { ( x , y )  c E : : ( X , ~ )  > 01 
- 

( 6 )  = ( ( x , y )  e E : c (x ,y )  = 01 
- 

(y) = {(x ,y )  c E : c (x ,y )  < 01 

ALGORITHME 1 

Considérons un t r a n s i t  quelconque ou une d e s t i n a t i o n  quelconque 

y ,  s o i t  : 



E : ensemble des  a r c s  i n c i d e n t s  à l ' u n  ou à l ' a u t r e  de 

c e s  sommets 

N : nombre d 'é léments  de E 

S : nombre d ' a r c s  s a t u r é s  

s : max [ I T ( X )  + c ( x , y ) l  
Es 

q : min Cn(x) + c ( x , y ) l  
E q 

où Eq = ( ( x , y )  c E : O s $(x ,y )  < s ( x , y ) }  

PAS 1 c a l c u l e r  les q u a n t i t é s  précédentes  

PAS 2 s i  S=N a l l e r  a u  PAS 6 

PAS 3 si S=O a l l e r  a u  PAS 5 

PAS 4 si 6s i Sq a l l e r  au  PAS 5 

si S s N/2 a l l e r  au  PAS 5 s inon  a l l e r  a u  PAS 6 
9 

PAS 5 prendre  ~ ( y )  = s 

a l l e r  a u  PAS 7 

PAS 6 prendre  n (y )  = s 

PAS 7 FIN. 

La c o n s t r u c t i o n  de c e t  a lgor i thme e s t  basée  s u r  l a  remarque s u i v a n t e  : 

Re marque 



Déterminons l e s  t r a n s i t i o n s  engendrées pa r  une augmentation de l a  

v a r i a b l e  nodale n ( y ) ,  l a  q u a n t i t é  m = n ( x )  + c(x ,y)  r e s t a n t  f i x e .  

ALGORITHME I I  

avec diminut ion de l ' i n d i c e  de 

conformité des  a r c s  en é t a t  a 
2 

avec augmentation de l ' i n d i c e  de 

conformité  des  a r c s  en é t a t  a 
1 

Considérons une o r i g i n e  quelconque x  . Soi t  : 

E : ensemble des  a r c s  i s s u s  de c e  sommet 

N : nombre d 'é léments  de E 

C : nombre d ' a r c s  confor#es 

S  : nombre d ' a r c s  s a t u r é s  

P : nombre d ' a r c s  dans 1 ' é t a t  a 
2 

Q : nombre d ' a r c s  dans l ' é t a t  y 
1 

B : nombre d 'é léments  du sous-ensemble EB : 

EB : {(x ,y )  E E : $(x,y) = O )  

C : nombre d 'é léments  du sous-ensemble EC : 

EC : {(x ,Y)  c E : $(x ,Y)  = s ( x , ~ ) )  

D : nombre d 'é léments  du sous-ensemble E D *  

ED : {(x ,y)  o E : O < $(x ,y)  < s ( x , y ) )  



PAS 1 

PAS 2 

PAS 3 

PAS 4 

PAS 5 

PAS 6 

PAS 7 

61 : min [c(x,y)l 
( a )  

62  : min [-E(x,y)l 
(Y) 

s : max [c(x,y)l 
( C o  

c a l c u l e r  l e s  q u a n t i t é s  p r é c é d e n t e s  

s i  C=N a l l e r  a u  PAS 9 

s i  Dto a l l e r  a u  PAS 9 

s i  S=N a l l e r  a u  PAS 8 

s i  P t o  e t  Q*o a l l e r  a u  PAS 9 

s i  Bto e t  C*o a l l e r  a u  PAS 9 

s i  Bto a l l e r  a u  PAS 3 

s i  Cto  a l l e r  a u  PAS 4 s i n o n  a l l e r  a u  PAS 5 

s i  P*o a l l e r  a u  PAS 9 s i n o n  a l l e r  a u  PAS 6 

s i  Qto a l l e r  a u  PAS 9 s i n o n  a l l e r  a u  PAS 7 

s i  P t o  a l l e r  a u  PAS 7 

fa i re  m(x) = n(x) + 6 e t  a l l e r  a u  PAS 9 
2 

f a i r e  n(x) = n(x) - e t  a l l e r  a u  PAS 9 

PAS 8 fa i re  n(x) = A(X) - s 

PAS 9 FIN. 

Remarque 

S o i t  l a  r e l a t i o n  : 



Déterminons les transitions engendrées par une variation de la variable 

nodale n(x), la quantité m = c(x,y) - r(y) restant inchangée. 

1) Augmentation de n(x) 

2 )  Une diminution de r(x) 

(Y) '(Y 

avec augmentation de l'indice de 

conformité des arcs dans l'état a2 

avec diminution de l'indice de 

conformité des arcs dans l'état yl 

avec augmentation de l'indice de 

conformité des arcs dans l'état y 1 

avec diminution de l'indice de 

conformité des arcs dans l'état a2 

2 - Réseau r é d u i t  fermé 

1 - Détermination de l a  var iable  du sommet-entrée 

On prend n(e) = O et on ajuste cette variable nodale à l'aide de 

l'algorithme II. 



I I  - Détermination de la variable nodale du sommet-sortie 

On applique à ce sommet l ' a lgor i thme 1 en l a i s s a n t  f i x e s  l e s  v a r i a b l e s  

nodales des des t ina t ions .  

Nous appelerons dgo!&hme R.S.1. (Recherche d'une Solut ion I n i t i a l e )  

l ' a lgor i thme groupant l a  recherche d'un f l o t  i n i t i a l  e t  l a  recherche des  

va r i ab les  nodales i n i t i a l e s .  

Remaraue s 

1 - On peut étendre l ' a lgor i thme de Recherche d'une Solut ion I n i t i a l e  (R.S.1.) 

au programme P donné au début de ce chap i t r e .  f 

Nous proposons d 'appl iquer  l ' a lgor i thme de détermination du f l o t  i n i t i a l  

en deux temps : 

- phernim ob j e d i 6  : 

t e n t e r  de s a t i s f a i r e  l a  demande minimum de chaque c l i e n t  

- deuxième o b j e d 4  : 

s i  l e  premier o b j e c t i f  a  é t é  a t t e i n t  t e n t e r  de s a t i s f a i r e  l a  

demande maximum de chaque c l i e n t .  

Le f l o t  peut ou non ê t r e  compatible avec l e  graphe 

- s ' i l  n ' e x i s t e  pas de con t ra in tes  ( 4 ) ,  c 'es t -à-d i re  s i  aucune 

r e s t r i c t i o n  de capac i t é  n ' e s t  imposée s u r  l e s  t r a n s i t s ,  déterminer 

l e s  va r i ab les  nodales pa r  l ' a p p l i c a t i o n  des  algorithmes 1 e t  II. 

- s ' i l  e x i s t e  des con t ra in tes  ( 4 ) ,  procéder comme ci-dessus pour 

l a  détermination des va r i ab les  nodales m a i s  donner l a  m ê m e  var ia-  

b l e  nodale aux sommets dédoublés. 



2 - Cas d'un graphe N-part i  

S o i t  n e N ,  n 3 2 e t  s o i t  un graphe G ( X , U )  où X e s t  l 'ensemble de s e s  

sommets e t  U l 'ensemble de s e s  a r c s .  

Nous d i r o n s  que ce  graphe est un graphe n - p a r t i  s i  : XI ,  X2, ... 'n 
é t a n t  une p a r t i t i o n  de & s e s  a r c s  s o n t  a l o r s  de l a  forme (x ,y )  avec 

x e X i  

pour  i = 1 ou 2 ... ou (n-1) 

Y Xi+l 

Les modi f ica t ions  à a p p o r t e r  à l a  mise en p l a c e  de l ' a lgo r i thme  R.S.1 

s o n t  év identes .  Nous n 'avons pas t r a i t é  d'exemples numériques. 

Les c a l c u l s  ont  é t é  exécutés  s u r  un o r d i n a t e u r  10070 de l a  compagnie 

( C .  1 . 1 )  sous système SIRIS 7 ,  au Centre  I n t e r u n i v e r s i t a i r e  du Traitement de 

l ' I n fo rma t ion .  

Nous avons m i s  au  p o i n t  une pmcédwre de coru&u&on du g~aptie c o n s t i -  

t u a n t  n o t r e  modèle mathématique- 

Procédure de construction 

On u t i l i s e  une procédure P 1 8  1 permettant  d 'engendrer  une s u i t e  de 

nombres pseudo-a léa to i res  su ivan t  l a  l o i  uniforme, ce s  nombres é t a n t  compris 

e n t r e  deux nombres donnés à p r i o r i .  

Sont a ins i  détermines : 

- l e  nombre d ' a r c s  i n c i d e n t s  à chaque t r a n s i t  e t  l e s  numéros des  o r i g i -  

nes  correspondantes  

- l e  nombre d ' a r c s  i n c i d e n t s  à chaque d e s t i n a t i o n  e t  l e s  numéros des  

t r a n s i t s  correspondants  

- l a  product ion minimum e t  l a  product ion maximum de chaque o r i g i n e  



- l a  demande minimum e t  l a  demande maximum de chaque d e s t i n a t i o n  

- l e  coût  de chaque a r c s  e t  l a  borne supé r i eu re  de son f l u x  

- l a  q u a n t i t é  minimum e t  l a  q u a n t i t é  maximum pouvant p a s s e r  p a r  

chaque t r a n s i t .  

Pour l a  procédure de cons t ruc t ion  nous devons donner à p r i o r i  : 

- l e  nombre des  o r i g i n e s ,  c e l u i  des  t r a n s i t s  e t  c e l u i  des  d e s t i -  

na t ions  

- l e s  d i f f é r e n t s  nombres en vue de l ' u t i l i s a t i o n  de l a  procédure P. 

Une procédure d 'a justement  e s t  a jou tée  au  programme de cons t ruc t ion .  

En e f f e t  l e  graphe c o n s t r u i t  peut  p r é s e n t e r  c e r t a i n e s  : 

- e x i s t e n c e  d'un ou p l u s i e u r s  sommets "pendants" 

- ex i s t ence  de deux a r c s  r e l i a n t  deux sommets. 

tiu 
D'aut re  p a r t  il e s t  n é c e s s a i r e ,  p a r  exemple, envaut res  v é r i f i c a t i o n s ,  

de s ' a s s u r e r  que t o u t e  l a  product ion fou rn ie  peu t  ê t r e  écoulée  à t r a v e r s  l e  

graphe. 

A l a  f i n  du programme de cons t ruc t ion  e s t  a jou tée  une procédure de 

dé te rmina t ion  du nébeau 4 é d d  @z.rné cornenpondant au gmphe w n h X h d .  

Nous avons c o n s t r u i t ,  pour chaque l i g n e  de l a  t a b l e  1, c inq  graphes : 

nous avons r e t e n u  l a  v d e w  m i G d e  e t  l a  vdeurt m a a e  des  c inq  ga ins  

cor respondants  e t  ce s o n t  ce s  r é s u l t a t s  q u i  f i g u r e n t  dans l a  quatrième colonne 

de l a  t a b l e  1. 

Nous notons : 

Gain en % : (tl - t ) / tl  où 
2 

e s t  l e  temps de r é s o l u t i o n  de l ' a l g o r i t h m e  "out -of -k i l te r"  à p a r t i r  

d 'une s o l u t i o n  i n i t i a l e  n u l l e  



t2 e s t  c e l u i  de l a  r é so lu t ion  du même algorithme à p a r t i r  d'une so lu t ion  

i n i t i a l e  déterminge pa r  l ' a lgor i thme R . S . 1 ,  compte-tenu du temps de 

recherche de c e t t e  so lu t ion  i n i t i a l e .  

Sur l e s  exemples t r a i t é s  nous avons cons ta té  que l ' e f f i c a c i t é  de l ' a l g o -  

rithme R.S .1  dépendait de l a  d e n 6 d é  e t  de l a  a ~ u & u h e  du gkaphe. 

En e f f e t  c e c i  s ' expl ique  pa r  l a  remarque suivante .  I l  e s t  f a c i l e  de 

v é r i f i e r  que pendant l e  déroulement de l ' a lgor i thme "out-of-ki l ter"  un 

non-paAhage prend plus  de temps qu'un pallaage. 11 e s t  donc évident  que l a  

so lu t ion  i n i t i a l e  s e r a  d 'autant  meil leure q u ' e l l e  mettra l e  p lus  poss ib le  

d ' a rcs  en é t a t  conforme e t  q u ' e l l e  donnera aux a u t r e s  un ind ice  de conformité 

f a i b l e .  Par conséquent, poutt wz aommet donné 

- p lus  l e  nombre d ' a r c s  inc iden t s  intérieurement à ce sommet e s t  

f a i b l e ,  meil leure s e r a  l a  détermination de s a  va r i ab le  nodale 

- pour un nombre donné d ' a rcs  inc iden t s  l a  déterminatikn de s a  

va r i ab le  nodale s e r a  meil leure s i  l e s  bornes supér ieures  des 

a r c s  sont  "équil ibrées".  

Par "botrnes aupénieuttes é q W b h é e b l '  nous entendons que ces bornes 

sont  de l ' o r d r e  de grandeur du f l u x  suscep t ib le  de passer  réel lement s u r  

chacun des a r c s .  



SOMMETS GAIN 

Table 1. 
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D , RÉSOLUTION DE PROGRAMMES SUCCESSIFS 

Dans l ' a p p l i c a t i o n  d'une procédure p a r  sépara t ion  e t  évaluat ion on e s t  

amené à résoudre successivement des sous-problèmes d 'optimisat ion ne d i f f é r a n t  

e n t r e  eux que par  l ' e x i s t e n c e  ou l a  non-existence d'un ou de p lus ieu r s  sommets. 

1 Pour l a  s i m p l i f i c a t i o n  de l 'exposé supposons que l e  4ec0nd pkogkamrne ne 
1 

&d@ke du pkemietr que pah Ca non-exhience du Xmn~Lt j  . 

On ferme ce t r a n s i t  en u t i l i s a n t  l ' u n e  ou l ' a u t r e  des p o s s i b i l i t é s  évo- 

quées au début de ce c h a p i t r e ,  e t  l ' on  peut  commencer l a  r é s o l u t i o n  du second 

programme en prenant  l a  s o l u t i o n  optimale du premier. 

Nous proposons d'appfiqutt  pcu&i~ement t ' a l g o u h m e  R.S.7. 

1 - Détermination du f l o t  i n i t i a l  

- prendre l e  f l o t  optimal du problème précédent 

- annuler  l e s  f l u x  des a rcs  ( i ,  j V i  e I ( j )  

annuler  l e s  f l u x  des a rcs  ( -j , k )  vk e K ( j )  

- r é a j u s t e r  l e  f l o t  dans l e  graphe 

- appl iquer  aux des t ina t ions  k al imentées par t ie l lement  ou 
j 

totalement p a r  l e  t r a n s i t  j l ' a lgor i thme de l a  recherche 

du f l o t  i n i t i a l .  

2 - Détermination des variables nodales i n i t i a l e s  

- garder  l e s  v a r i a b l e s  optimales du problème précédent sauf . 
c e l l e s  du sommet j e t  c e l l e s  des sommets k  que l ' o n  r e c a l -  

j 
cu le  par  l ' a lgor i thme  1. 

Pour t e s t e r  l a  proposi t ion  f a i t e  nous avons r e p r i s  quelques problèmes 

qu i  f iguren t  s u r  l a  t a b l e  1. 

Pour chacun de ces problèmes nous avons c o n s t r u i t  des sous-problèmes de 

l a  manière su ivante  : 



SPI : problème P dans l e q u e l  s e u l  l e  t r a n s i t  1 e s t  fermé 

SP2 : problème P dans l e q u e l  s e u l  l e  t r a n s i t  2  e s t  fermé 

e t c .  

Procédure A 

s o l u t i o n  i n i t i a l e  : s o l u t i o n  opt imale du sous-problème précédent  ; 

pour l e  premier  sous-problème : s o l u t i o n  n u l l e  

Procédure B 

s o l u t i o n  i n i t i a l e  : obtenue p a r  l ' a p p l i c a t i o n  p a r t i e l l e  de l ' a lgo r i thme  

R. S. 1. ; pour l e  premier  sous-problème : algori thme 

R . S . I .  

Nous notons : gain  en % = tl - t2 
où 

1 

: temps de r é s o l u t i o n  des sous-programmes à l ' a i d e  

de l a  procédure A 

t2  : temps de r é s o l u t i o n  des sous-programmes à l ' a i d e  

de l a  procédure B.  

Pour tous les exemples traités : 

- ga ins  p o s i t i f s  de l ' o r d r e  de 30 à 60 % 

- pour l a  p l u p a r t  d ' e n t r e  eux l e s  ga ins  s e  s i t u e n t  aux envi rons  

de 48 %. 

Remarques 

Pour l a  r é s o l u t i o n  du second problème e t  des  s u i v a n t s  on peu t  gagner 

du temps-calcul  en ne f a i s a n t  t e s t e r ,  p a r  l a  procédure ' t ou t -o f -k i l t e r t ' ,  que 

l e s  a r c s  q u i  deviennent non conformes p a r  l a  fermeture du t r a n s i t  j ; c e l a  

découle de l a  p r o p r i é t é  de c e t  a lgori thme de ne pas d é t é r i o r e r  l a  conformité 

des  a r c s  en cours  d 'éxécut ion .  





Rappels des notations 

G(X,U) : graphe sur l e q u e l  e s t  d é f i n i  l e  programme i n i t i a l  

i désigne une o r i g i n e  

j désigne un t r a n s i t  

k désigne une d e s t i n a t i o n  

désigne un ind ice  de v a r i a b l e  booléenne , s o i t  i, s o i t  j . 

v a r i a b l e s  f i x é e s  : 
J1 

= {e : yl = 11 

J, = {e : y, = 01 

v a r i a b l e s  l i b r e s  : JL = {, : yl e {0,1}) 

Reprenons l e  programme P formulé au premier  c h a p i t r e ,  page 7. 



En un noeud y de n iveau  n l e  programme P e s t  l e  programme P dans l eque l  
n 

l e s  v a r i a b l e s  f i x é e s  ont  é t é  remplacées p a r  l e u r s  va l eu r s .  

Now détehrninonA un paogmmne aux,L.f.iaihe  PA^ en vue : 

- d ' o b t e n i r  un minorant de l a  fonc t ion  économique du programme P n 
au noeud y .  

- de dé terminer  éventuellement l ' é t d t  a u  noeud y .  ! 
Remaraue 

Généralement l ' a lgo r i thme  de  r é s o l u t i o n  des sous-programmes d ' op t imi sa t ion  

e s t  c e l u i  du simplex ; l e  programme PA s 'ob t  i e n t  p a r  hetaaxation du programme 
n 

Pn, r e l a x a t i o n  p o r t a n t  s u r  t o u t e s  l e s  v a r i a b l e s  l i b r e s  : l e  même algori thme 

de r é s o l u t i o n  e s t  a l o r s  u t i l i s é  pour résoudre  l e  programme PA n-' 

Compte-tenu de n o t r e  modèle mathématique q u i  confère une s t r u c t u r e  par-  

t i c u l i è r e  à l a  ma t r i ce  des  c o n t r a i n t e s  nous a l l o n s  d é f i n i r  différemment l e  

programme PA . 
n 

Considérons, p a r  exemple, Wi & a n 6 a  j dont l a  v a r i a b l e  boolèenne 

correspondante e s t  l i b r e  a u  noeud y ; s o i t  f .  l e  coût  f i x e  a t t a c h é  à l ' e x i s -  
3 

t ence  de ce sommet. 

coût i 



Déterminons un coût  u n i t a i r e  de pabage en remplaçant l e  segment de 

d r o i t e  BC p a r  l e  segment de d r o i t e  BA ; s o i t  q  ce coût  u n i t a i r e  ; 
j  

- s i  t o u t e  l a  q u a n t i t é  4 .  passe  p a r  l e  t r a n s i t  l e  coût  de passa-  
3 

ge e s t  f 
j 

- s i  aucun f l u x  ne t r a n s i t e  l e  coût  correspondant e s t  nu l  

- s inon  l e  coût e s t  p ropor t ionne l  à l a  q u a n t i t é  qu i  t r a n s i t e  

On procéde de même pour une o r i g i n e  dont l a  v a r i a b l e  booléenne e s t  

l i b r e  ; on détermine un coût  u n i t a i r e  de pabbage : 

Remara ue 

- s i  aucune r e s t r i c t i o n  de c a p a c i t é  n ' e x i s t e  s u r  l e  t r a n s i t  j ,  

on c a l c u l e  a l o r s  l a  q u a n t i t é  maximum q u i  peut p a s s e r  : 

Q~ = m i n  ( 1 s i j 3  C s j k )  
ici( j) keK( j )  

Pour c o r n t u l e  programme P A  on procède de l a  manière s u i v a n t e  : 
n  

- on c a l c u l e  un coût u n i t a i r e  de pahdage pour chaque o r i g i n e  

dont l a  va r i ab l e  booléenne e s t  l i b r e  

- on c a l c u l e  un coût u n i t a i r e  de pabbage pour chaque t r a n s i t  

dont l a  v a r i a b l e  booléenne e s t  l i b r e .  

Remarque 

Pour ne pas a l o u r d i r  l ' é c r i t u r e  du programme PA l e s  sommes son t  p r i s e s  
n 

t e l l e s  que l e s  a r c s  correspondants  e x i s t e n t .  

Le programme PA s ' é c r i t  : 
n  



fi 
min LE cijxij  + 11 cjkxjk + C C  - X i j 

j i  j k i j  

La v d e w  o p e n d e  - z de la d o n d o n  éconokque du phoghannie PAn e6.t un 

tninom.nt de la dondon  économique du pmg/uwnne pn. 

Démonstration : 

- f a i sons  l 'hypothèse que s e u l s  l e s  t r a n s i t s  ont des va r i ab les  booléennes 

l i b r e s  ; c e l a  n 'enlève aucune g é n é r a l i t é  à l a  démonstration e t  en 

f a c i l i t e  l a  p résen ta t ion .  

- - posons Q = Q .  - Q j  
-3 

- allégeons l ' é c r i t u r e  des programmes Pn e t  PAn 



m i n c x + l  fjyj 
jeJL 

con t ra in tes  sur x 

min cx + ~ E ( ~ . / Q . I  xjk 
j k 3 3 

1 con t ra in tes  s u r  x 

De façon équivalente ce d e r n i e r  peut s ' é c r i r e  

min cx + 1 f.y 
j 

I j 

con t ra in tes  s u r  x 

- (X,y) l a  so lu t ion  optimale du programme P 
n 

- 2 , )  c e l l e  du programme PA 
n 

- 
- Y l e  vecteur de composantes : Yj=(l~jk)/~j Vj c JL 

k 
- z(x,y) l a  va leur  de l a  fonction économique du programme P n 

- - z(x,y) c e l l e  de l a  fonction économique du programme PA n 

- (;,y) s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  de PA : n t - - 
- => - z(^x,~) d Z(X,Y) 

=> z(X,?) 6 z(x ,Y) 

z e s t  donc un minorant de l a  fonction économique du programme P . - n 



Nous résolvons ce programme à l ' a i d e  de l ' a lgor i thme " O & - 0 6 - m a " .  

On commence c e t  algorithme avec une b o L w 5 o n  . h L i h î e  obfenue pan 

L1&goh..Lthrne R.S.7. 

Nous montrerons, à l a  f i n  de ce paragraphe, que l a  r é s o l u t i o n  du 

programme PA permet de déterminer un é W  au noeud y .  n 

Problème a u x i l i a i r e  renforcé 

Poun. améLioherr Leb &éalLetats do& pm la b o l u t i o n  o p W e  
du pmgramme PA : n 

- minorant z - 

- détermination d'un état 

nous proposons un nen6o&cement du coût optimal  - z .  

Le programme PA a é t é  c o n s t r u i t  en r é p a r t i s s a n t  l e  coût' f i x e  n 
de chaque sommet w i 6 o m é r n e n t  s u r  l e s  a r c s  i s s u s  de ce sommet. 



Prob 1 ème 

" E s t - i l  poss ib le  de t rouver  une a u t r e  r é p a r t i t i o n  de ce coût f i x e ,  

t e l l e  qug pour l e  programme PAR correspondant : n 

- l a  s o l u t i o n  optimale 2 du programme PA s o i t  a u s s i  s o l u t i o n  n 
optimale de ce programme 

- l a  va leur  optimale de s a  fonction économique s o i t  un mei l leur  

minorant z de c e l l e  du programme P ?" - n 

Nous a l l o n s  mettre en évidence un t e l  programme PAR . 
n 

Pour s i m p l i f i e r  nous choisissons &déterminer  ce programme seulement 

dans l e  cas d' implanta t ion6  d e  &ans& ; l a  manière de procéder s ' é t end  

facilement au cas d' implantat ions simultanées d 'o r ig ines  e t  de t r a n s i t s .  

- 
Rappelons que : c = n( j )  t c jk  - n(k)  e s t  l e  COÛA h é d d  de l ' a r c  ( j  ,k) 

j k 

Le programme PA a é t é  r é so lu  à l ' a i d e  de l ' a lgor i thme "out-of-ki l ter"  ; n 
à l a  s o r t i e  de c e t t e  procédure l e s  a r c  ( j , k )  peuvent s e  t rouver  : 

- 
- dans l ' é t a t  y : c < O e t  x = s 

j k jk jk 

- - dans l ' é t a t  B : c = O e t  O < x 
jk jk '( 'jk 

- dans l ' é t a t  a  : c > O e t  x = O 
jk j k 

Appelons a ' = (a;k l a  4 é p W a n  c h e h d é e  et  notons X = (Pi , 2 l a  
j k 

s o l u t i o n  optimale du programme PAn. 



S o i t  

A - K ! = { ~ C K : X  = s  e t ;  < O )  
3 j k  jk  j k 

- 
- N =  1 s v ( j , k )  : O 6 ^Xjk  s sjk e t  c = O 

( j  ,k)  
j kq j  j k 

- M =  1 s ( q  - c ) V ( j , k )  : P j k = O e t  c < q  
( j ,k j k  j j 

- R =  1 s j k q j  v j ,  = s  e t c  < O  j k  jk 
( j , k )  

j k 

- S = N + M + R  

Remaraue 

Unhend0h~emeIl.t n t e s t  env i s ageab l e  que s i  S < f j ' 

La h é p w o n  a '  e6.t La s u i v a n t e  : 

s u r  l e s  arcs en  é t a t  ( B I  : a = q j  
j k 

- 
( a !  = ~ s i c a q  
I k j 

- 
a 1  = q j  - c s i n o n  I j k  

où les (â  ) s o n t  l e s  composantes du v e c t e u r  6 s o l u t i o n  op t imale  du 
j k 

programme : 

max 1 a jkx jk  l k  



l a  s o l u t i o n  optimale e s t  évidente.  

Rangeons l e s  des t ina t ions  dont l e s  ind ices  appart iennent  à K: p a r  o rd re  
J 

décroissant  de l e u r s  demandes e t  s o i t  Kt! l e  nouvel ensemble ordonné des 
1 

i nd ices  k : 

on prend a = n(kl) - ~ ( j )  - c 
jkl jkl 

e t c .  

Cette  a f f e c t a t i o n  s e  poursuivra : 
# 

- jusqu'à ce que l ' o n  a r r i v e  à s a t u r e r  l a  con t ra in te  (1) ; s 'il 

r e s t e  des a  non a f f e c t é s  on l e u r  donne l a  va leur  O 
jki 

- ou jusqu'à épuisement de l ' a f f e c t a t i o n  des a  ' . 
jki 

Remara ue' 

Le groupe de con t ra in tes  ( 2 )  indique que l a  conformité des a rcs  e s t  

assurée .  

Le programme PAR s ' é c r i t  
n  

min 11 ci j ~ i  + EE cjkxjk + 11 ajkxjk  
i j jk jk 

con t ra in tes  s u r  x ( l e s  mêmes que c e l l e s  de PA ) n 

L a  s o l u t i o n  optimale de ce programme e s t  évidemment 'i = ( 2  i j ,x jk)  e t  

son coût optimal e s t  _z 3 2. - 



z - ut un minohant de h d o n d o n  économique du phoghme Pn. 

Démonstration 

* /  
Montrons d'abord l a  p ropr ié t é  Pl suivante  : 

( où (;,y) e s t  l a  s o l u t i o n  optimale du programme Pn 

Un a r c  ( j  , k ) ,  s u r  l eque l  passe l e  f l u x  x jk'  é t a i t  à l a  f i n  de l a  r é so lu t ion  

du programme PAnSoit : 

- 
dans l ' é t a t  ( 6 )  : a l o r s  a ikxjk  d q j s jk  

- 
jkXjk = 0 s i c > q  

dans l ' é t a t  ( a )  : a l o r s  - - j 
aikxjk < s j k ( q j  - C )  s inon 

- 
A 

dans l ' é t a t  ( y )  : a l o r s  ajkxjk 6 a;kxjk 

en considérant tous  l e s  a r c s  ( j  ,k) convenables : 

Le programme PAR n peut s e  formuler de façon équivalente : 

min 11 cijxij  + 11 cjkxjk + 1 y j f j  1 i j  j k j  c~~ 

con t ra in tes  s u r  x  



- (:,y) l a  s o l u t i o n  optimale du programme P n  

- ( 2 ,  c e l l e  du programme PA n 
- 

- y l e  vecteur de composantes y  = ( 1 a j k x j k )  1 f j  Vj c JL 
j ( j , k )  

- z (x ,y )  l a  va leur  de l a  fonction économique du programme P n  

- g(x,y)  c e l l e  du programme PARn - 

Donc g e s t  un minorant de l a  fonction économique du programme Pn. - 

- 
- p r o p r i é t é  PI => O L ~  L 1 => z(x ,y)  L z ( X , y ) '  

j 

- (x ,y)  s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  de PARn 
- - A A 

-> z(x ,y)  - d g(x ,y)  
- 

Remaraue 1 

- - 
-=' s(j1,q)sz(x,y) - 

I l  e s t  f a c i l e  d 'étendre ce q u i  v ien t  d ' ê t r e  d i t  au  cas d ' implantat ions 

simultanées d 'or ig ines  e t  de t r a n s i t s .  

- z(x ,y> - = z(x,y)  J 

Remarque 2 

Le renforcement ef fec tué  en un sommet ne n u i t  nullement aux renforcements 

des a u t r e s  sommets. 

Détermination de 1 ' é t a t  

La détermination d'un é t a t  e s t  une p a r t i c u l a r i t é  de l a  "State Enumera- 

t i o n  Method" e t  de c e t t e  détermination dépend l ' e f f i c a c i t é  de l ' a lgor i thme.  

P lus ieu r s  q u a n t i t é s  peuvent ê t r e  examinées pour c e t t e  détermination.  

+i Des q u a n U é s  q u i  ne dépendent de la iréaoluRIion d'aucun sous-pmblème 

précédent  mais uniquement des données du problème posé : 



%eh q u a n t i t h  qui dépenden t  d e  la héholuLion du PhOghannie auxA%.he PAn 

Le &endohceme& du problème PA permet d 'amél iorer  l e s  quan t i t é s  ai e t  
n 

a : 
j 

où a' ( a i j  , a !  e s t  l a  r é p a r t i t i o n  donnant l e  renforcement. 
3 k 

Ce son t  ces de rn iè res  quan t i t é s  que nous avons retenues ; nous montrerqns 

au paragraphe A du chap i t r e  su ivan t ,  comment, à l ' a i d e  d'une procédure d 'arron- 

d i ,  nous déterminons effectivement un é t a t .  

B . -ETABLISSEMENT E T  RÉSOLUTION D U  PROGRAMME D 'ÉTAT pEn 

-D~TERMINATION DES INÉGALITES : CONTRAINTES D E  BENDERS 

-RENFORCEMENT D E S  CONTRAINTES D E  BENDERS 

1 - PROGRAMME D 'ÉTAT PEn 

Rappel s de notations 

La détermination de l ' é t a t  au  noeud y de niveau n permet de donner l a  

p a r t i t i o n  des va r i ab les  l i b r e s  : 

JL1 = {e : ye = 11 
J,, = te : y ,  = O} 

J ~ 3  = {e : y ,  { O , ~ I I  



Le pag/tumme d 'é$uX correspondant au problème P formulé a u  chap i t r e  1, 

page 7 s ' é c r i t  : 

min cx t 1 f i +  1 f 
i f (  Jl U JL1) je(J,  0 JL1) j 

o i x  S s  i j i j 

0 r X j k  d Sjk  

Compte-tenu de no t re  modèle mathématique nous avons cho i s i  de ga rde r  

1 ' ensernb l e  JL3 vide . 

S i  l ' on  vou la i t  s ' a f f r a n c h i r  de c e t t e  hypothèse il s u f f i r a i t  de r é p a r t i r  

l e s  coûts  f i x e s  des sommets dont l e s  ind ices  appart iennent  à J de l a  
L3 ' 

manière dont on a procédé au paragraphe précédent  ; e n s u i t e  on app l iquera i t  

1' algorithme l 'out-of-kilter" . 

On peut a l o r s  appl iquer  directement l ' a lgor i thme "out-of-ki l ter"  au  

programme PE . 
n 

Remarque 

I l  e s t  souhai table  d ' é v i t e r  que l e  programme PE n ' a i t  pas de s o l u t i o n  
n 

r é a l i s a b l e .  Pour c e l a  il s u f f i t  de compléter l e  graphe G(X,U) de l a  manière 

su ivante  : 



- V i  c X  V j  e x 2  s i  ( i , j )  4 U  a l o r s  on l e  c r é e e t  l ' o n p o s e  
1 ' 

s = +O' 

i j 

c = +O' 

i j  

i.. = O 
1 3  

- Vj e X 2 ,  Vk c Xg s i  ( j , k )  4 U a l o r s  on l e  crée  e t  l ' o n  pose 

I I  - CONTRAINTES D E  BENDERS 

La d é t e m i n a t i o n  d e s  c o n t t r a i n t u  d e  BENVERS nécehaLte la connaikbance 

d e s  vahiabled d d u  opfitttateb d u  pkogkanane PE, 

a)  Détermination des variables duales optimales du p r o g r a m  PER 

Les va r i ab les  duales  optimales données p a r  l ' a lgor i thme "out -of-k i l te r"  

ne sont  pas c e l l e s  du programme P E  mais c e l l e s  correspondantes au  programme 
n ' 

d é f i n i  s u r  l e  réseau r é d u i t  fermé correspondant. 

NOUA aUond a u p p o a c ~  que,  dand l e  p k o g k m e ~  i n i t i a i  : 

- P. = O Y i  e t  nous poserons 6 = P. 
-1 i 1 

- 0 ,  = , O  Vk e t  nous poserons E = Dk 
k 

- Q. = O ,  6 = +a e t  nous poserons Q = min ( 1 s 
j j Z s 1 

-1 i r I ( j )  i j '  k rK( j )  j k 

Cela dans l e  but  de diminuer l e  nombre de cont ra in tes ,  donc l e  nombre de 

va r i ab les  duales à déterminer : l a  p résen ta t ion  en s e r a  p l u s  c l a i r e .  

Cette  r e s t r i c t i o n  n 'enlève aucune g é n é r a l i t é  à c e t t e  détermination ; 

il s e r a  f a c i l e  d 'adapter  ce que nous proposons au' cas du problème P p r i s  

sous s a  forme l a  plus générale.  

Nous formulorls l e  problème auquel nous nous in té ressons  a i n s i  : 



min cx + 1 f i y j  + f . y l  
i c I  j e J  1 j 

V i  c X1 

1 'y;, y!  e {O,I I  
Remaraue 3 

Nous avons "primé" l e s  va r i ab les  booléennes dans un but  de s impl i f i ca -  

t i o n  u l t é r i e u r e .  

Le programme P correspondant s e  formule n .  

- 
min c x +  f i +  1 f .  + f i y i +  1 f .y!  

i e J  jcJl i e J  j c J  I I  
1 L L 

V i ,  Vj e JL 



i Le pir0g)rCLrnme d ' é m  PEn s ' o b t i e n t  à p a r t i r  du programme P n en f a i s a n t  : 

Nous remarquons a l o r s  que l e  A econd membhe d a  cont<rainteb n '  U t  p a  l e  
mZme dan6 l e b  phoghumma pn et p ~ ,  . 

Pour é v i t e r  c e t  inconvénient nous a l l o n s  procéder à un changement de 

va r i ab le  dans l e  programme Pn. 

Changement de variable 

min cx + 1 fe + 1 f e  - 1 feye + 1 feyp  le^^ E J L ~  ~ C J L I  l ' ~ L 2  

X i j  '< ' i j  
V j  e J1 

x É O  V j  c JO 
i j 

x . .  + y . s  i si j  
3 i j  

V j  c JL1 
11 

X - i j y j s i j  E O V j  c JL2 



Aux con t ra in tes  du programmes P at tachons les va r i ab les  duales n 
v Wk,  ui, 

j ' "ij  

Le programme d ' é t a t  P n  s ' o b t i e n t  en f a i s a n t  yL = O, V l  e JL1 
J ~ 2 *  

Pour résoudre l e  programme PE pa r  l ' a lgor i thme "out-of-ki l ter"  il f a u t  n 
t ransformer ce problème en un problème de c i r c u l a t i o n  d é f i n i  s u r  un réseau 

r é d u i t  fermé ; l ' e n t r é e - s o r t i e  e s t  appelée e ; E = 
J1 J ~ l  ; 

min cx + 1 
e CE 

fe 

v 
jk 1 O ç x  s s  

jk jk 

v s o i t  a j ,  ne, nk, ai,  vei, i j ,  vjk l e s  va r i ab les  duales correspondantes. 

C 'es t  à p a r t i r  de ces va r i ab les  duales optimales données par  l ' a lgor i thme  

"out-of-ki l ter"  que nous ca lculons  les va r i ab les  duales  optimale du programme 

d ' é t a t  PE, 

Détermination des ui 

U .  e s t  l a  va r i ab le  duale a t tachée  à l a  con t ra in te  : 
1 



o r  à c e t t e  de rn iè re  con t ra in te  e s t  a t tachée  l a  va r i ab le  d ' a r c  v e i  

Détermination des v 
j  

Nous pourrions évidemment c h o i s i r  V n mais pour garder  une 
j j 

s i g n i f i c a t i o n  économique aux va r i ab les  duales  V nous prenons : i j 

v = n  - 1  
j e  j  

Ceci e s t  va l ide  ; en e f f e t  V .  correspond à l a  con t ra in te  : 
3 

e t  à c e t t e  i n é g a l i t é  e s t  a t tachée  : II - r e j 

Détermination de wk 

W e s t  déterminé p a r  l a  con t ra in te  ( 2 )  du programme dual  Dn k 

Wk = max (0,  min ( c  jk - y.)) 
j 

1 

Determi na t i  on des vi 

Considérons l a  con t ra in te  ( 1 )  du programme dual  D ; on peut prendre n 

vij = max (O, - c . .  - U. - V . 1  
1 3  1 3 

= max (0 ,  - c.. - n t n - n + a . )  
1 3  i e e 1 - 

= max (0,  - c .  .) 
1 3  



I l  f a u t  s ' a s s u r e r  que l e s  var iables  duales  a i n s i  déterminées s a t i s f o n t  

aux con t ra in tes  du programme dual  du programme P n .  

En notant  E = J1 cl JL1 ce programme d u a l  s ' é c r i t  : 

min - ( 1 UiPi - 1 WkDk + 1 1 V .  . S . . )  
ieE k jeE i 1 3  11 

- (1) : v é r i f i é e s  

- ( 2 )  : v é r i f i é e s  

- ' ij O 
- s i  l ' o r i g i n e  i e s t  u t i l i s é e  l ' a r c  ( e , i )  e s t  en é t a t  f3 

ou en é t a t  y. c ' es t -à-d i re  que 

U .  e s t  a l o r s  p o s i t i f  ou nu l .  
1 

- si  l ' o r i g i n e  i n ' e s t  pas u t i l i s é e  l ' a r c  ( e , i )  peut s e  

t rouver  dans l ' é t a t  a e t  a l o r s  U .  e s t  n é g a t i f .  
1 

Nous prendrons donc Ui = max ( O, ni - ne ) . 



b) Etablissement des contraintes de BENDERS 

Rappels (Chapitre  II, paragraphe A) 

Considérons l e  programme 

min z = cx + fy 

S o i t  z* l a  meil leure s o l u t i o n  déjà  obtenue à une c e r t a i n e  i t é r a t i o n  de 

l ' a lgor i thme de BENDERS ; s o i t  y* l a  va leur  correspondante du vecteurbooléen 

y .  Pour que l ' o n  puisse t rouver  une s o l u t i o n  améliorante y, il f a u t  que 

où u e s t  l a  va r i ab le  duale a t t achée  à l a  con t ra in te  (1). 

Notations 

au noeud y de niveau n 

Z va leur  de l a  fonct ion  économique du programme P 

n va leur  de l a  fonct ion  économique du programme Pn 

va leur  de l a  fonct ion  économique du programme 

d ' é t a t  PEn. 

- 
Le s igne  , s u r  ces quanti tés ,  indiquer les valeurs  optimales corres-  

pondantes. 

Le s i g n e  *, s u r  l e s  quan t i t é s  Z e t  Z représente  l e s  mei l leures  
n ' 

valeurs  déjà t rouvées.  

Le programme P auquel nous nous in téressons  e s t  c e l u i  formulé page 75. 



Au noeud Y, l a  c o n t r a i n t e  de BENDERS s ' é c r i t  : 

En e f f e t ,  d'une p a r t  : 

d ' a u t r e  p a r t  : 

In t rodu i sons  l e s  no t ions  de pén&& e t  d ' é ~ d U d 0 R A .  

P 0 ~ 0 n b  : 1 représen tan t  i ou j ,  

O 
pl ( r e s p .  p i )  : l a  p é n a l i t é  s u r  l a  fonc t ion  économique s i  l ' o n  

fixe l a  v a r i a b l e  yl à zéro (resp.. à un) : c e  

s o n t  des  q u a n t i t é s  p o s i t i v e s  

O 1 O 1 eV1 ( m s p  eVl ) : une éva lua t ion  de pl ( r e sp .  pl ) . 

Pour les 1 o JL1 on pose : 

1 * P l  = fe 



Pour l e s  e JL2 

La condit ion (1) peut s ' é c r i r e  : 

1 A 

+ eve)ye + (&' - e y ) y  s z - z n  
LCJL1 tCJL2 

L 

Poun que l 'on p(Li66e W e h  eddicacenient cet te  contnainte il f a u t  que l e s  
O 1 

évaluat ions  eVL e t  eVL s o i e n t  l e s  plus proches poss ib lesdes  p é n a l i t é s  exactes  
O 1 

P l  e t  P t '  

O 
S i  1 j :  n i  dans e v  n i  dans evl ne f iguren t  sous une forme ou sous 

j ' j  
une a u t r e  les q u a n t i t é s  C q u i  son t  des coûts  r é d u i t s .  

j k 

O 1 
Pour cons t ru i re  de mei l leures  évaluat ions  des p é n a l i t é s  p l  e t  p l  nous 

ajoutons des co&nteb hedandmta au programme i n i t i a l  ; l e  programme 

P formulé Page 75 s ' é c r i t  a l o r s  : 

m i n c x +  1 fiyf f 1 f . ~ !  
idl jcX2 3 3 



De ce programme on dédui t  l e  programme P dans l eque l  on f a i t  l e  n 
changement de va r i ab les  : 

y = 1 - y ' s i  
J ~ l  

é t a n t  égal  à i o u 3  j. 

La condit ion ( 1) s ' é c r i t  - a l o r s  : 

&A é v d u a t i o ~ b  d a  pénaLitén e t  son t  : e e 

O 
ev. = U.P. 

1 1 1  

1 
eVi = UiPi 



11 , RENFORCEMENT DES CONTRAINTES D E  BENDERS 

Deux p/robeèmeb a e  pbent : 

1 )  Comment peut-on déterminer l e s  évaluat ions  e< ? R 

O 
2)  Peut-on renfo rce r  l e s  évaluat ions  ev e t  eve ? e 

1 - Determination de 1 'évaluation e v i  

Nous sommes dans l e  cas où 1 c JL2, c ' e s t - à -d i re  que y1 = 0. 

La &solut ion  du programme PEn ne nous f o u r n i t  aucun renseignement s u r  l e s  
1 

var iab les  duales Ui, 'i j 
e t  V nécessa i res  au c a l c u l  de eVl, puisque l e  

j k 
sommet 1 correspondant n ' e x i s t e  pas  dans l e  sous-graphe G(Xt,U') s u r  l eque l  

e s t  d é f i n i  ce programme. 

1 
I l  e x i s t e  évidemment un moyen de c a l c u l e r  p l  c ' e s t  de résoudre l e  programme 

correspondant à l ~ o u v e r t u r e  du Sommet 4 ;  c e c i  augmente l e  temps de réso lu t ion  

du programme i n i t i a l ,  d 'autant  q u ' i l  f au t  l e  f a i r e  pour tous  l e s  i e t  j de 
1 

l 'ensemble JL2 e t  ce,  à chaque noeud de l ' a rborescence .  

1 N O U A  p&Opobon6 wi a.uthe moyen de détehntineir eV4. 

A )  Cas où l =  j 

Soi t  j t e  f i a a a  dont on envisage "l 'existence".  

1) Déterminons une v a r i a b l e  nodale x f ( j )  en mettant tous  les a r c s  

( i ,  j ) e U '  en é t a t  conforme, c 'es t -à-d i re  en é t a t  a ou en é t a t  6, donc t e l s  

que : 

d'où a c ( j )  = min ( n ( i )  + c i j )  
j O{ JIU J,, 1 



2) Déterminons une variable nodale r n ( j )  en mettant tous l e s  

arcs ( j , k )  c U t  en état conforme 

r t f ( j )  = max ( r ( k )  - c 1 
kcK( j )  j k  

. k omtw?.t j faisons correspondre deux A onni& jl e t  j ; 

Posons : 

( a )  fin. 1 

arcs ( i , j )  : i c X t  

( i , j )  c U 

arcs ( j  ,k) : kcXt  

( j , k )  c U 



Propr ié t é  1 

1 S i  n l ( j )  - r l ' ( j )  3 O a l o r s  e v  = 0. 
j 

1 Démonstration 

Insérons l e  graphe de l a  f i g u r e  1 dans l e  graphe G(X1 , U t  : S o i t  

G(X",U1') l e  graphe obtenu. Complétons l e  f l o t  optimal c i r c u l a n t  s u r  l e  

premier graphe en f a i s a n t  passe r  un f l u x  n u l  sur tous  l e s  a r c s  du graphe 

"ajouté". C e  f l o t  e s t  optimal pour l e  programme d é f i n i  s u r  l e  graphe 

~(Xl l ,Ul~)  ; p a r  conséquent eV1 = 0. 
j 

in t éhesaom noud maintenant au cas où ~ ' ( j  ) - nl1( j ) < O. 

L'arc ( j  j ) n ' e s t  plus conforme : en e f f e t  
1 2  

4 

S i  l ' o n  pose : 

a l o r s  c e t  a r c  est conforme. 

Cela s i g n i f i é  que l e  f l o t  optimal du programme d é f i n i  s u r  l e  graphe G(X',U1), 

complété comme il a é t é  d i t  dans l a  démonstration prédédente, e s t  encore 

optimal pour l e  programme d é f i n i  s u r  l e  graphe G(X1',U") modifié p a r  l a  

condit ion ( 1  ) . 0 . 
b 

Autrement d i t  l ' a lgor i thme "out-of-ki l ter"  appliqué a u  programme d é f i n i  

s u r  l e  graphe G(X",Ut1) i n i t i a l  donnera l e s  mêmes valeurs  aux va r i ab les  

nodales des sommets j e t  j2 en c o m p m a n t  " l a  dépense de passage" s u r  
1 

A tou te  un i t é  de f lux  q u i  passe s u r  l ' a r c  ( j l , j 2 )  correspond un coût néga t i f  : 



1 Nous proposons t r o i s  va leurs  pour l ' é v a l u a t i o n  ev..  
3 

Première évaluation 

Posons : 

Q = min ( 1  sij, 1 s jk)  V ( i , j )  e t  V(j ,k)  e U" 
i k 

En '5gnoranf1 l e s  a r c s  p a r  l e sque l s  l e  f l u x  r e n t r e  e t  s o r t  de l ' a r c  

( jl, j on peut  prendre pour eV1 l a  va leur  : 
j 

c e t t e  évaluat ion  e s t  évidemment assez  g ro . s s i è re  

Deuxième évaluation 

Nous avons déterminé : 

m l ( j )  = min ( r ( i )  + c i j )  

(i, j )eU"  

Pour procéder à c e t t e  deuxième évaluat ion  on ne considère que l a  

p a r t i e  "gauche" du graphe, c 'es t -à-d i re  que l ' o n  ne prend en considéra t ion  

que l ' é t a t  des a r c s  p a r  l e sque l s  l e  f l u x  est suscep t ib le  de r e n t r e r  dans 

l ' a r c  ( j l , j2)-  

S o i t  : 



On peut prendre pour evl l a  va leur  : 
i 

Remarque 

. On peu;t améfio4eh cet te  éva lua t ion  dans l e  cas où l ' o r i g i n e  d'un 

des a r c s  considérés envoie t o u t e  s a  production ve r s  un d e u t  ,?%klha j '  

- si  l ' a r c  e s t  en é t a t  B : 

- si  l ' a r c  e s t  en é t a t  a : 

dans S remplacer s (c-c. 1 
2 i j 

1 l j  1 10 sinon 

- - - 
c-c +c 5 0  

i j  i j '  1 

Troisième éval uation 

ûn ne considère que l a  p a r t i e  "droi te" du graphe, c 'es t -à-d i re  que l ' o n  

ne prend en considéra t ion  que l ' é t a t  des a r c s  p a r  l e sque l s  l e  f l u x  est 

suscep t ib le  de s o r t i r  de l ' a r c  ( j l , j 2 ) .  

S o i t  : 

On peut prendre pour eV1 l a  va leur  : 
j 



Remarque 

On peut  améliorer  c e t t e  évaluat ion  dans l e  cas où t'une deb d e A m -  
Zion k e b t  dehv ie  h pahti/r d'un &~n.-ha j  ' e t  que t'tl.4~ ( j '  ,k) Ult 

en état y .  

- s i  l ' a r c  ( j , ,k)  e s t  en é t a t  $ : 
L - - 

~ ~ ~ ~ ( c  + c j T k )  s i  c + c j 'k > O 

dans S' remplacer s . c  p a r  
1 j 2k 

O s inon 

- s i  l ' a r c  ( j , ,k)  e s t  en é t a t  a : 

1 S i  ~ ' ( j )  - nl ' ( j )  < O a l o r s  ev  = min (ml, m2, m3) e s t  une évaluat ion  
1 j  p a r  excès de p 
j ' 

Rappdonb que : 

- G ( X , U )  e s t  l e  graphe s u r  l e q u e l  e s t  d é f i n i  l e  programme P 

i n i t i a l  

- G(X',U') est l e  graphe s u r  l eque l  e s t  d é f i n i  l e  programme d ' é t a t  

PE, . 

- G(X.,U.) l e  sous-graphe de G(X,U) d é f i n i  par  : X = (X' ( j ) )  
I 3 j 

Appliquons l ' a lgor i thme "out-of-rkilter" au programme d é f i n i  s u r  l e  

graphe G(X U . )  : s i  l e  nouveau f l o t  est t e l  que : 
j '  I 



1) Pour entrrm ou pour 4 0 m  du t r a n s i t  j il n'emprunte que des a r c s  

(i, j )  m i s  précédemment : 

en é t a t  B 

en é t a t  y avec c = - (TI (  j 1 - SI'( j 1) i j 

2 )  Que t0u-t abc p / ~ é c é d m e n t  en W y (non compris ceux q u i  s e r a i e n t  

éventuellement in tervenus  dans l a  somme S; de l a  remarque ci-dessus)  e s t  

toujours  h ~ é  

1 1 
a l o r s  on peu*t a d ~ h e h  que p2 = ev- ; s i  l ' une  des  condit ions ci-dessus 

J J 1 n ' e s t  p lus  s a t i s f a i t e  il s ' e n s u i t  une "diminution" de p .  e t  l ' o n  a 
1 1 3 

Pi s eV; 

B )  Cas où l=i 

Soi t  i l ' o r i g i n e  dont en envisage l ' ouver tu re  

- déterminons une va r i ab le  nodale r ' ( i )  en l a  prenant égale  

à l a  va r i ab le  nodale du sommet-entrée : 

- déterminons une va r i ab le  nodale ~ " ( i )  en mettant  t o u s  l e s  

a r c s  ( i , j )  c U' en é t a t  conforme : 

a W ( i )  = max ( a ( j )  - c .  .) 
( i ,  j 13 

Propr ié t é  

S i  '(i) - n W ( i )  >, O a l o r s  evf = 0. 
1 

Démonstration 

E l l e  e s t  ident ique  à c e l l e  f a i t e  pour un t r a n s i t  j ; i c i  l ' o n  créé  

deux sommets i e t  ip. 
1 



On pose : 

a rcs  ( i , j )  : jeX1 e t  ( i , j ) e U  

f i g .  2 

e t  l ' o n  insè re  l e  graphe de l a  f i g u r e  2 dans l e  graphe G(X1 , U t  ) : s o i t  

G(X" ,Ut' l e  graphe obtenu. 

Intéhe640nb noub au cab où n ' ( i )  - n t 1 ( i )  < 0 .  

1 
Comme dans le  cas où = i nous proposons des évaluat ions  de p . 

i 

Première &al  uation 

k u x i  &me éval u a t i  on 

Considérons l ' é t a t  des a r c s  p a r  l e sque l s  e s t  suscep t ib le  de passe r  l e  

f l u x  s o r t a n t  de l ' a r c  ( i l . i2) .  



Soi t  : 

C'es t  c e t t e  évaluat ion  que nous re t iendrons .  

Propr ié té  

1 
S i  n ' ( i )  - nt'( i )  < O a l o r s  eVi = m e s t  une évaluat ion  p a r  excès de 

1 
2  

P i  ' 

Le raisonnement e s t  ident ique  à c e l u i  f a i t  précédemment dans l e  cas 

où4  = j. 

1 2 - Renforcement des évaluat ions evy e t  eVl 

Une évaluat ion  ne d o i t  p a s  ê t r e  f a i t e  au détriment des a u t r e s ,  c1es t -à-  

d i r e  q u ' e l l e  ne d o i t  pas n é c e s s i t e r  l a  modification de c e r t a i n e s  q u a n t i t é s  

( v a r i a b l e s  duales ,  coûts  r é d u i t s  par  exemple) qu i  doivent être u t i l i s é e s  

dans d ' au t res  évaluat ions .  

- G(X,U) i graphe s u r  l e q u e l  e s t  d é f i n i  l e  programme i n i t i a l  P 

- G(X1,U') : graphe s u r  l e q u e l  e s t  d é f i n i  l e  programme d ' é t a t  PE n  

- J1 = {l : y; = 11 e t  JO = il :yi = O} ( v a r i a b l e s  f i x é e s )  

JL1 = {.t : ye 11 e t  JL2 {e : y e  = 01 ( v a r i a b l e s  l i b r e s )  

So i t  G(X1' ,Ut') l e  hou-gtraphe de G(X,U) déterminé p a r  : 

xtl = re J, u J,, J ~ 2 }  



Nous proposons un *O-e de &endohcenient des évaluat ions  e v i  
1 e t  eVQ, q u i  u t i l i s e r a  en sous-algorithme l a  détermination des évaluat ions  

1 
e v  proposée au paragraphe 1 précédent.  e 

ALGORITHME 

1 - Diminuer l e s  va r i ab les  nodales des des t ina t ions  k q u i  son t  s e r v i e s  p a r  

un ou p lus ieu r s  t r a n s i t s  défini t ivement ouver ts  

f a i r e  ~ ( k )  = ~ ( k )  + d 

où d = max C E  r 0 : 0 < x c sjk1 jexc j k j k 

1 2 - ~ é t e r m i n e r  l e s  évaluat ions  eve,  de tous l e s  sommets temporairement 

fermés ; c a l c u l e r  l e s  coûts  r é d u i t s  correspondants 

- 
- s i  l = i : c = i + c . .  - j Vj c X c  

i j 13 

3 - Augmenter l e s  v a r i a b l e s  nodales des d e s t i n a t i o n s  k s e r v i e s  par  un s e u l  

t r a n s i t  temporairement ouvert 

f a i r e  ~ ( k )  ~ ( k )  + d 

4 - Diminuer l e s  va r i ab les  nodales des o r i g i n e s  défini t ivement ouver tes  

f a i r e  ~ ( i )  = ~ ( i )  - d 

où d = min (dl,d2) - 

5 - Augmenter l e s  va r i ab les  nodales des o r i g i n e s  temporairement ouver tes  e t  

envoyant tou te  l e u r  production vers  des t r a n s i t s  déf in i t ivement  ouver ts  



f a i r e  ~ ( i )  = n ( i )  - d 

où d = min( dl, dp 

dl = +m s i  x = s e i e i 
= O sinon - 

dp = max Ccij E O : O < xi j  i sijl 
j ex" 

O 
6 - Calculer  l e s  évaluat ions  e v  e 

Repkenonh une à une .tes dibbékenteb phases de etdego&dme 

1 
1 - Cet te  phase permet un renforcement des évaluat ions  ev . .  

3 
La r e s t r i c t i o n  " t r a n s i t s  défini t ivement ouverts"  empêche l a  d é t é r i o r a t i o n  

O 
des évaluat ions  u l t é r i e u r e s  ev. .  

3 

2 - Application d i r e c t e  du sous-algorithme présenté  au paragraphe précédent .  

Les coûts  r é d u i t s  c a l c u l é s  se ron t  u t i l i s é s  dans l e s  phases su ivantes .  

O 
3 - Cet te  phase permet un renforcement des évaluat ions  u l t é r i e u r e s  ev . .  

3 
Les r e s t r i c t i o n s  a )  " j  e X" dans l e  c a l c u l  de d 

b )  "servies  par  un s e u l  t r a n s i t  temporairement ouvert" 
J. 

garan t i s sen t  l a  non-détér iora t ion  des a u t r e s  évaluat ions  e v  précédemment 
j  

ca lculées .  

4 - Cet te  phase permet également un renforcement des évaluat ions  u l t é r i e u r e s  1 
O ev. .  
3 

O 
5 - Cet te  phase permet un renforcement des éva lua t ions  e v  i e t  les r e s t r i c t i o n s  

apportées permettent  d ' a s s u r e r  l a  non-détériorat ion des au t res  évaluat ions .  

6 - Cet te  phase exécute l e s  c a l c u l s  demandés à l ' a i d e  des formules I 

avec Ui = max CO, n ( i )  - i n ( e ) l  
- - 

V . .  = max CO, - c. . l  
13 -=3 

V =max CO, - c 1 
jk j k 



Rappelons que Le6 Z v e e u a t i ~ ~  e v i  hont de6 P v d d o U  pan dP6aut des 

p é n a l i t é s  t and i s  que le6 é v d W o U  ev; son t  d a  é v d d 0 ~  pah exces e9 1 des p é n a l i t e s  p  e ' 

C , EXPLOITATION DES INÉGALITÉS 

Rappel s 

Notations 

J, = u! : y; = l l e t  JO = { e  : y1 = O} ( v a r i a b l e s  f i x é e s  ) 

JL1 = { e  : y ' - ll e t  JL2 = { e  : y i  = O }  ( v a r i a b l e s  l i b r e s  ) e - 

Formulation du probleme auquel nous nous intéressons 

Après avo i r  e f f e c t u é  l e s  changements de va r i ab les  

La réso lu t ion  du programme d ' é t a t  PE nous permet d ' é c r i r e  l a  c o n t r a i n t e  n  
de BENDERS : 



A 

où ZE e s t  l a  va leur  de l a  fonct ion  économique correspondant à l a  s o l u t i o n  n  
optimale du programnie d' é t a t  PEn . 

@ e s t  l a  meil leure va leur  connue de l a  fonct ion  économique du programme 

i n i t i a l  P. 

Z* peut ê t r e  obtenue : 

- s o i t  à p a r t i r  d'une s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  dé jà  a t t e i n t e  dans 

1' explora t ion  de l 'arborescence ; 

- s o i t  à p a r t i r  d'une so lu t ion  donnée p a r  une procédure heur i s -  

t i q u e  . 

Remara ue 

S i  l ' on  n ' a  aucun renseignement on prend Zg: = +m. 

Nous supposons que Z" - ZEn O ; en e f f e t  l e  cas où c e t t e  q u a n t i t é  

est p o s i t i v e  èonduit à une améliorat ion de Z* 

Posons, comme nous l ' avons  f a i t  précédemment, 



pour 1 E JL1 

pour 1 c JL2 

eve : évaluat ion de p O t 

J. 
eve : évaluat ion  de p 1 e 

L ' i n é g a l i t é  (1) s ' é c r i t  : 

O 1 Rappelons que e v  e s t  une évaluat ion  p a r  dédaut de e t  que eVl e s t  une 
1 évaluat ion  pa r  ~ X C &  de p e ' 

1, TEST A 

SuppodoM que nous connaissons l e s  valeurs exactes  de 1 , et de 

PENe représente  une p~na&Xé l i é e  au choix de mettre y à zéro ou à un e 

l e  choix de mettre C dans l 'ensemble J ne correspond 
L I  

pas à c e l u i  donné p a r  l e  minimum de e t  de 

PEN représente  une pehte s u r  l a  fonction économique ; e 
on d i t  a u s s i  un kegket. 

1 O O 1 
2 )  - p e + p e > o = > p e . p e  

PEN e s t  un g a i n  l i é  au choix d ' a v o i r  m i s  .l dans e 
l'ensemble JL1. 



PENl e s t  une p e r t e  l i ée  a u  choix d'  a v o i r  m i s  l dans 

1 ' ensemble JL2. 

l e  choix de met t re  f? dans l 'ensemble JL2 ne corres-  
O 1 

pond pas à c e l u i  donné p a r  l e  minimum de pl e t  pl. 

PEN représente  un g d n  s u r  l a  fonct ion  économique. e 

Revenond à n o a e  pmblëme ; nous ne connaissons que des va leurs  appro- 

chées des p é n a l i t é s .  

Nous ne pouvons pas conclure dans l e s  q u a t r e  cas envisagés ci-dessus mais 

seulement dans deux ca6 huiv& : 

Enoncé du t e s t  A 

1 O - s i  l c JL1 e t  s i  -pl t evl > O a l o r s  * i r t ~ ~ A d é h U z  l de l 'ensemble 

J- à l 'ensemble J, . 
L 1 

1 
I 

O 1 O 1 
O > O => e V l  > pl => p l  > En e f f e t  - p l  + eV1 

- s i  l e J,, e t  s i  p z  - e v t  > O a l o r s  0 u W A d é h U ~  de l tensemble 

JL2 à l 'ensemble J . 
O P 1 0 -  1 En e f f e t  : pl - e v ~  > O S e v  l p l  -> 1 < P; 

I I ,  TEST B 

Pour que l ' i n é g a l i t é  1 a,y < b 
k 

k 

s o i t  r é a l i s a b l e  il f a u t  que 11 a, 1 > Ibl . 
k 



Exemples a) -5y1 - 3y2 S -2 

b )  -5y1 - 3y2 S -18 

Considérons l a  con t ra in te  de Benders engendrée en un noeud Y de 

1' arborescence. 

Aprèsappl ica t ion  du t e s t  A e l l e  s e  met sous l a  forme 

"Compte-tenu que les a ne sont  que des éva lua t ions ,  s i  c e t t e  i n é g a l i t é  n ' e s t  t 
pas r é a l i s a b l e  peut-on conclure à une régress ion  dans l ' exp lo ra t ion  de 

l ' a rborescence  ?" 

Posons : 

1) supposons que se < 0 

s i  e e J,, ou 1 e JL2 => lael 1: 1 on peut donc c o n c l u ~ e  à une e 
régress ion  

2 )  supposons que se > O 

l e  t e s t  A f a i t  d i s p a r a i t r e  l e  terme a y de l ' i n é g a l i t é  qu i ,  à d o d o t c i ,  e e 
ne s e r a  p lus  r é a l i s a b l e .  On peut  donc conclure,  dans ce cas  également, 

à une régress ion .  



Enoncé du tes t  B 

S i  l ' i n é g a l i t é  de BENDERS n ' e s t  pas r é a l i s a b l e  e l l e  implique un 

"pas-en-arrière" dans 1 'explora t ion  de 1 ' arborescence. 

1 111, TEST C 

i a) Considérons 1 ' inégal i t e  : 

L %Yk ( b 
k 

avec 4( > O WC 

b > O  

yk {O,1) Bk 

l - s ' i l  e x i s t e  des k t e l s  que % > b a l o r s  pour que c e t t e  i 
l. 

i n é g a l i t é  puisse  être r é a l i s é e  il f a u t  que tous  les y s o i e n t  
k. 

égaux à zéro .  1 

b)  Considérons 1 ' inégal i t e  : 

avec 4( < O Vk 

b < O  

yk (O311 

supposons que c e t t e  i n é g a l i t é  e s t  r é a l i s a b l e ,  c 'es t -à-d i re  que : 

I Faisons l e  changement de va r i ab les  7 = 1 - yk ; e l l e  s ' é c r i t  : 
k 

l e  premier membre e s t  à termes p o s i t i f s ,  l e  second membre e s t  p o s i t i f  

ou nul .  



Re marque 

Dans l ' i néga l i t é  ( 2 ) ,  t a  buppke6bion d ' w i  deut te&w queeconque t e l  que 

- 4, > b 1  a  pour conséquence de rendre l ' i néga l i t é  i r réa l i sable .  
1 - 
Supposons, par  exemplq q u ' i l  exis te  deux termes 4, Yk et 7C2Yk2 

t e l s  que : 1 1  

l ' i néga l i t é  ( 2 '  ) peut s ' éc r i r e  : ( l e s  sommes portant sur  k ,  k # kl e t  k # k 2 )  

Supprimons, par exemple, l e  terme 
%,Ykl  

de l ' i néga l i t é  ( 2 )  : 

de l ' i néga l i t é  ( 3 )  on t i r e  : 

c'est-à-dire que : 

ce qui montre que l ' i néga l i t é  e s t  devenue i r réa l i sable .  

Exemples : a )  - 2yl - 4y2 - 18y3 d -7 - 
2yl + 4 i 2  + 1 8 i 3  17 

réal isable  s i  y = O - 3 -> yg  = 1 

b )  - 80y1 - 397y10 - 482yl4 -570 

- 
8 0 i  + 397y10 + 482i14 d 389 

1 - 
inégal i té  réal isable  s i  7 = y10 = O 1 4  - -> - 

Y14 - Yl0 = 1 

On en d é d d  que : 

"si dans l ' i néga l i t é  ( 2 )  il exis te  des indices k t e l s  que - 
i =k. > b ' a lors ,  

pour que ce t te  inégal i té  puisse ê t r e  réa l i sée  il faut  que tous l e s  y soient 

nuls c'est-à-dire que tous l e s  y soient égaux à un". ki 

ki 



S i  l ' i n é g a l i t é  - e s t  à termes queloonques il e s t  f a c i l e  p a r  des 

changements de va r i ab les  adéquates de l a  mettre sous l a  forme (1). 

Considérons l a  contRauzte de BENVERS engendrée à un noeud y de l ' a rbo-  

rescence. 

Après app l i ca t ion  du t e s t  A e t  du t e s t  £3, e l l e  s ' é c r i t  : 

O 
avec : ae = -f t e v  e L s i  e e J,, 

c e t t e  i n é g a l i t é  e s t  à termes n é g a t i f s .  

Effectuons l e s  changements de va r i ab les  i - 1 - ye e -  
l ' i n é g a l i t é  ( 3 )  s ' é c r i t  : 

A 

- s ' i l  e x i s t e  unt t e l  que - a- > b ' ,  peut-on en conclure que 
4 y- d o i t  être nul  pour que 1 i n é g a l i t é  puisse  ê t r e  r é a l i s é e  en 

a. 
un noeud successeur du noeud y.,compte-tenu que a- n ' e s t  connu 

qu'avec une ce r t a ine  approximation ? e 

La hépuvue es t  a~@una.tive. 

Supposons p a r  exemple que l o r s  de l ' é t ab l i s sement  de l ' i n é g a l i t é  ( 3 )  

e appahtienne à l ' WIA mble J ~ ~ .  

- O Posons a- = -fa + p- 
a. e ai 

- O O 
à- S a- puisque ev- e s t  une approximation p a r  défaut  de p- 
e e e e 



a) Supposons que a, s o i t  négat i f  
s 

e t  considérons l e s  deux i n é g a l i t é s  su ivantes  : 

effec tuons  l e s  changements de va r i ab les  pour rendre ces i n é g a l i t é s  à 

termes p o s i t i f s  ; e l l e s  s ' é c r i v e n t  : 

l nous voyons immédiatement que : 

- - 
en e f f e t  : b2 - b = - 

1 a- + a- => b2 + a, = bl + b < O 
ai e t e 

- 
donc : - a, > b2 

e 
c e c i  nous permet de conclure. 

A 

Nous avons supposé que t appar tenai t  à l 'ensemble J donc : 
L1 

l ' o r i g i n e  ou l e  t r a n s i t  e d o i t  ê t r e  fermé. 

b) Supposons que a, soi t p o s i t i f  
e 

s i  - a, > b '  e s t - i l  encore l i c i t e  de met t re  y, à zéro, c ' e s t - à -d i re  de 
e 

fermer l'origine ou l e  t r a n s i t  correspondant ? 
e 



S i  l ' éva lua t ion  a- a v a i t  donné l a  va leur  exacte a, l e  t e s t  A a u r a i t  e t 
permis de t r a n s f é r e r  l ' i n d i c e  e de l 'ensemble JL1 à l 'ensemble JI, l e  

terme &y, a u r a i t  d i spa ru  de la  contra in te  de BENDERS e t  l ' i n é g a l i t é  corres-  
e e 

pondante s e r a i t  devenue i r r é a l i s a b l e ,  ce qui  conduisa i t  à une régress ion  

dans 1 'explorat ion de l 'arborescence.  

S i  l ' on  applique l e  t e s t  proposé, c 'es t -à-d i re  s i  l ' o n  décide de - 
fermer l ' o r i g i n e  ou l e  t r a n s i t  e , l l i n é g a l i t é  peut  ê t r e  r é a l i s é e  en un 

noeud successeur du noeud y .  

S i  l ' on  n'applique pas l e  t e s t  e t  que l ' o n  continue l ' e x p l o r a t i o n ,  l e  

problème de l a  f i x a t i o n  de l a  va r i ab le  y, s e  posera e t  l ' o n  s a i t  que l a  
e 

seu le  va leur  poss ib le  s e r a  zéro .  Donc l e  t e s t  conduit à a n t i c i p e r  c e t t e  

décision mais en aucun cas ne conduit à une contradic t ion .  

A 

S i  nous supposons que l ' i n d i c e  1 appar t i en t  à l 'ensemble JL2, l e  

raisonnement est l e  même, s e u l e  l a  conclusion e s t  d i f f é r e n t e .  

Enonc6 du t e s t  C 

Rendre l e s  termes de l ' i n é g a l i t é  p o s i t i f s  pa r  l e  changement de 

va r i ab les  y - 1 - ye ; s o i t  b' l e  second membre obtenu. e - A - - 

S ' i l  e x i s t e  un indice  e t e l  que - a- > b '  a l o r s  : 
e 

t r a n s f é r e r  & de l'ensemble JL1 à l 'ensemble JO, c  'est-à-dire 

f a i r e  y l  = O 
e 

t r a n s f é r e r  e de l 'ensemble J à l 'ensemble J1, c 'es t -à-d i re  
L2 

f a i r e  y.! = 1 
e 

1 I I  , ENSEMBLE DE VARIABLES PRÉFÉRÉES 

C'es t  dans ce t  ensemble que l ' on  c h o i s i t  l a  va r i ab le  s u r  l a q u e l l e  on 

e f f e c t u e  l a  sépara t ion .  

Rappelons que pour déterminer cet ensemble C.E. LEMKE e t  K. SPIELBERG 1241 

réduisent  1' i n é g a l i t é  p a r  héduction complète. 



S o i t  : 

1' i n é g a l i t é  avec 

R é d d e  cet te  i n é g a l A é  pm / réduct ion complète  c ' e s t  f a i r e  une combi- 

naison de c e t t e  i n é g a l i t é  avec l e s  c o n t r a i n t e s  : 

Cela r e v i e n t  à é l iminer  l e s  va r i ab les  y  dans l ' o r d r e  des % d é c r o i s s a n t s  
k  

t a n t  que l e s  % r e s t e n t  p lus  grands que l e  membre de d r o i t e .  

Après réduct ion  complète ( 1 )  s ' é c r i t  : 

( 3 )  lak,Yk, s b t  avec lak,I > b' ~ k '  

Cet te  i n é g a l i t é  s e r a  r é a l i s é e  s i  : 1 

C ' e s t  parmi l 'ensemble des ind ices  k t  que l ' on  c h o i s i t  c e l u i  de l a  v a r i a b l e  

s u r  l a q u e l l e  s ' e f f e c t u e  l a  sépa ra t ion .  I l  e s t  i n u t i l e  de f a i r e  des "pas-en- 

avant" s u r  d ' a u t ~ s  va r i ab les  ; 
b 

Exemple : 

( 1 )  -2y1 - 6y2 - 7y3 - 4y4 s -11 

après  réduct ion  complète ( 1  ) s ' é c r i t  

pour que l ' i n é g a l i t é  ( 1 )  r e s t e  r é a l i s a b l e  il f a u t  que 

y2  = 1 o u y 3  = 1. 



S i  l ' une  au moins de ces deux condit ions n ' e s t  pas r é a l i s é e  il e s t  

i n u t i l e  de cont inuer  l ' exp lo ra t ion .  

ThaduXs ans ces &ébueta.x% en varUabled y ' . 

Supposons que l o r s  de l ' é t ab l i s sement  de l a  con t ra in te  de BENDERS : 

- 1 e J,, a l o r s  yC 3 1 => y1 = O 

c ' e s t - à -d i re  que l ' o r i g i n e  ou l e  t r a n s i t  tempo- 

rairement ouvert  d o i t  ê t r e  fermé 

- e 
J ~ 2  a l o r s  y C B 1 = ' y k !  = l  

c 'es t - à -d i re  que l ' o r i g i n e  ou l e  t r a n s i t  tempo- 

rairement fermé d o i t  ê t r e  ouvert .  

D , GBTENTION D'UNE SOLUTION RÉALISABLE PAR UNE MÉTHODE HEURISTIQUE 

Le choix optimal  des implantat ions d 'o r ig ines  e t  de t r a n s i t s  peut  ê t r e  

f a i t  en ca lcu lan t  l e s  coûts  de tou tes  l e s  s o l u t i o n s  poss ib les  e t  en re t enan t  

l a  ou l e s  mei l leures .  

Etant  donné qu'en chaque o r ig ine  e t  en chaque t r a n s i t  il e x i s t e  deux 

s o l u t i o n s  : o u v r i r  ou fermer l e  sommet correspondant,  l e  nombre de s o l u t i o n s  

poss ib leoes t  é g a l  à 2n où n e s t  l e  nombre d 'o r ig ines  e t  de t r a n s i t s .  La 

procédure heur i s t ique  proposée d o i t  donc rédu i re  considérablement l e  nombre 

de so lu t ions  à examiner t o u t  en donnant une s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  assez  

"voisine" de l a  s o l u t  ion optimale . 

Nous a l l o n s  d'abord envisager  l e  cas du problème d ' implanta t ions  de 

t r a n s i t s  e t  e n s u i t e  nous passerons à c e l u i  d ' implanta t ions  simultanées d t o r i -  

g ines  e t  de t r a n s i t s .  

1 - IMPLANTATIONS DE TRANSITS 

Nous a l l o n s  d é c r i r e  l a  méthode d i t e  mefiode d ' é ~ n a t i a n  p&ogkebbiVe 

1201 . 

On suppose qu'au dépar t  de l a  méthode un t n a n s i t  e s t  OUVW en chaque 

s i t e  proposé. 
* 
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Une i t é r a t i o n  s e  déroulera  en deux temps : 

1) fermer t o u t  à t o u r  un t r a n s i t  en l a i s s a n t  l e s  a u t r e s  ouver ts .  

2 )  dé@ktivemenX l e  t r a n s i t  dont l a  fermeture amène l a  

plus grande économie. 

Lorsqu ' i l  ne s e r a  p l u s  poss ib le  de r é a l i s e r  des économies en fermant 

un t r a n s i t  supplémentaire l a  so lu t ion  "optimalen s e r a  a t t e i n t e .  

Nous n'avons aucune g a r a n t i e  que l a  so lu t ion  obtenue s o i t  optimale ; 

néanmoins l a  forme de l a  courbe de l a  f i g u r e  ( 1 )  l a i s s e  supposer que l a  

s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  obtenue e s t  assez  vois ine  de l a  s o l u t i o n  optimale. 

L 'évolut ion des coûts  e s t  donnée p a r  l a  f i g u r e  (1) lorsque  l e  nombre 

de t r a n s i t s  ouverts  d é c r o î t  : 

- l e  coût de t r anspor t  c r o i t  

coût 

t o t a l  
.O 

- -- - - ,, coût de t r a n s p o r t  
I 

I I D s 
n-p-1 n-1 nombre de t r a n s i t s  

f i g .  1 



La f igure  (2 )  schématise l e  déroulement de l a  procédure ; en R tous  

l e s  t r a n s i t s  son t  ouver ts .  

l e  i t é r a t i o n  : cas n=4 

l e  t r a n s i t  2 e s t  fermé 

2e i t é r a t i o n  : 
l e  t r a n s i t  4 e s t  fermé 

3e i t é r a t i o n  
l e  t r a n s i t  1 e s t  fermé 

f i g .  2 

I l  appara ï t  clairement que, si l a  s o l u t  ion lloptimale" cont ient  n-p 

t r a n s i t s  ouver ts ,  pour l ' o b t e n i r  nous aurons r é s o l u  : 

N = n(n-1) t (n-l)(n-2) + ... (n-p) (n-p-1) 

n 
programmes l i n é a i r e s .  C e  nombre e s t  très i n f é r i e u r  à 2 . 

Exemple : 

prenons n=20 e t  pz10 : 

Remarquons que l a  de ces programmes dintinue en fonction du nombre 

d ' i t é r a t i o n s .  

Remarque 

Cet te  procédure est un & g o m e  g.toLLton d é f i n i  pa r  J. EDMONDS [ 9 1 : 
à chaque i t é r a t i o n  on f i x e  défini t ivement une va r iab le  booléenne. 



Re marque 

En langage "pénal i tés" ,  à chaque i t é r a t i o n ,  l a  v a r i a b l e  booléenne r e t e -  

nue e s t  c e l l e  dont l ' i n d i c e  j e s t  déterminé p a r  : 
P 

O - = min ( Z  + - z j p Z z + P j  Pjp 3 p i : j c ~ )  L 
P 

où J e s t  l 'ensemble des indices  des va i rab les  l i b r e s ,  e t  où Z est l a  
L 

va leur  de l a  fonct ion  économique de l a  s o l u t i o n  retenue à l ' é t a p e  précé- 

dente. 

S i  Z .  < Z a l o r s  l a  va r i ab le  booléenne d ' ind ice  j e s t  m i s e  à zéro ,  
3 P 

sinon l a  procédure e s t  terminée. 

Notons que l ' on  progresse dans l ' a rborescence  en mettant  à zéro l a  

va r i ab le  booléenne dont l a  mise à un correspond au p&h gluutd t e g t e t .  

Remarque 

Nous verrons,  au paragraphe B du chap i t r e  su ivan t  que l ' o n  peut 

r édu i re  l e  nombre d ' i t é r a t i o n s  de l a  procédure précédente grâce aux 

renseignements fourn i s  p a r  l a  r é so lu t ion  du programme a u x i l i a i r e  e t  p a r  

l e  ten6ottcemerct que l ' o n  peut y appor ter  éventuellement. 

Remarque 

L ' u t i l i s a t i o n  de l ' a lgor i thme de Recherche dl  une Solut ion I n i t i a l e  

(R.S.I.) diminue d'une manière considérable,  de 40 à 60 %, l e  temps 

d'exécution de l a  procédure heur i s t ique .  

Remarque 

On peut u t i l i s e r ,  à l a  place de l a  méthode d é c r i t e  ci-dessus e t  
. . 

appelée méthode d ' i ! îmmmXon p m g m b i v e  l a  méthode d i t e  "d 'addit ion 

progressive". 

Dans cette de rn iè re  méthode une i t é r a t i o n  s e  déroulera  en deux 

temps : 

1) a j o u t e r  t o u r  à t o u r  un t r a n s i t  



2 )  garder  défini t ivement ouvert  c e l u i  dont l ' ouver tu re  amène 

l a  p lus  grande économie./Lorsqu'il ne s e r a  p lus  poss ib le  de 

r é a l i s e r  des économies en a jou tan t  un t r a n s i t  supplémentaire 

l a  s o l u t i o n  opkbnde s e r a  a t t e i n t e .  Cette  méthode est préfé-  

r a b l e  à l a  première d é c r i t e ,  lorsque l ' on  s a i t  à p r i o r i  q u ' i l  

l y aura  peu de t r a n s i t s  ouver ts  à l'optimum. 

Par  l a  s u i t e  nous ne d is t inguerons  pas ces deux méthodes. 

I 

I 11 , IMPLANTATION SIMULTANÉES D'ORIGINES ET DE TRANSITS 
l 

Le problème est beaucoup p l u s  " c o W v L t "  que l e  problème précédent ; 

en e f f e t  l a  fermeture de c e r t a i n e s  o r i g i n e s  conditionne l ' e x i s t e n c e  de 

c e r t a i n s  t r a n s i t s  e t  v ice  versa. 

I l  est plus d i f f i c i l e  dans ce cas de proposer une procédure 

heur i s t ique  donnant une "bonne1' s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  dans un l aps  de temps 

acceptable.  

Notons que l e  nombre n  d 'o r ig ines  e s t  beaucoup plus p e t i t  que l e  

nombre m de t r a n s i t s .  

I l  semble donc raisonnable de p roposml 'heur i s t ique  suivante  : 

1) fermer t o u t  à t o u r  une o r i g i n e  e t  appl iquer  l a  procédure 

h e u r i s t i q u e  précédente pour é l iminer  l e s  t r a n s i t s  

2 )  fermer défini t ivement l ' o r i g i n e  dont l a  fermeture r é a l i s e  

l a  p lus  grande économie. 

Continuer jusqu'à ce q u ' i l  ne s o i t  p l u s  poss ib le  de r é a l i s e r  des 

économies. 

S i  l ' on  compte l e  nombre de programmes l i n é a i r e s  à résoudre il e s t  

évidemment p lus  faible que c e l u i  qu i  c o n s i s t e r a i t  à c a l c u l e r  t o u t e s  les 

s o l u t i o n s  poss ib les  mais il peut être encore t r o p  grand. 



Nous basant  s u r  l e s  renseignements fourn i s  p a r  l a  r é so lu t ion  du 

programme a u x i l i a i r e  PA e t  pa r  son tren6ohcemen.t nous verrons q u ' i l  est 
n 

raisonnable de proposer l a  s o l u t i o n  suivante  : 

- n 'appl iquer  l ' h e u r i s t i q u e  énoncée ci-dessus que pour des 

okig ineb  d é t a m i n é e b .  

Cela r é d u i t  considérablement l e  temps de c a l c u l  e t  donne une "bonne" 

s o l u t i o n  r é a l i s a b l e .  

Remarque 

Dans ce cas également nous u t i l i s o n s  l ' a lgor i thme R.S.I. 





A p a r t i r  de p l u s i e u r s  groupes de données d é f i n i e s  p a r  : 

- l e  nombre d ' o r i g i n e s  

- l e  nombre de t r a n s i t s  

- l e  nombre de d e s t i n a t i o n s  

- l e  nombre de l i a i s o n s  : o r i g i n e s - t r a n s i t s  

t r a n s i t s - d e s t i n a t i o n s  

nous avons c o n s t r u i t  des  graphes à l ' a i d e  de l a  procédure a l é a t o i r e  P 181. 

A chacun de  ces  graphes nousavons a s soc i é  quelques problèmes d ' o p t i -  

misa t ion  ne d i f f é r a n t  e n t r e  eux que p a r  l e s  coû t s  f i x e s  a t t a c h é s  à l ' e x i s -  

tence  des o r i g i n e s  e t  des  t r a n s i t s  ; l e s  coû t s  f i x e s  ont  é t é  t i r é s  au 

h a s a r d  su ivan t  l a  même procédure.  

Les premiers  problèmes d ' op t imi sa t ion  p o r t e n t  s u r  quinze v a r i a b l e s  

booléennes ( 4  o r i g i n e s ,  11 t r a n s i t s )  e t  l e s  d e r n i e r s  s u r  une s o i x a n t a i n e  

(10  o r i g i n e s ,  50 t r a n s i t s ) .  

1 - Problème a u x i l i a i r e  e t  son renforcement 

a )  I l  e s t  i n t é r e s s a n t  de n o t e r  que l a  v a l e u r  de l a  fonc t ion  économique 

du problème renforcé  (quand ce renforcement e x i s t e  évidemmendpeut ê t r e  de 

6 à 1 8  % plus  é l evée  que c e l l e  de l a  fonc t ion  économique du problème auxi- 

l i a i r e  : d'où l ' o b t e n t i o n  d'un m e i l l e u r  minorant de l a  fonc t ion  économique 

du sous  -problème courant  

b) I l  e s t  également i n t é r e s s a n t  de s a v o i r  que l e  temps de c a l c u l  de 
1 

ce renforcement e s t  f a i b l e  devant c e l u i  correspondant  à l a  r é s o l u t i o n  du 

programme a u x i l i a i r e  ; i l e s t  de l ' o r d r e  de 1/15 à 1/20 p a r  r appor t  au 

temps précédent .  

2 - Détermination de l ' é t a t  

Considérons l e  programme a u x i l i a i r e  correspondant  à l a  r a c i n e  de 

l ' a rbo rescence ,  c ' e s t - à - d i r e  c e l u i  correspondant  au  c a s  où t o u t e s  l e s  

v a r i a b l e s  booléennes s o n t  temporairement f i x é e s  à un. Dès l e  début des 

expé r i ences  numériques nous nous sommes i n t é r e s s é s  à des  q u a n t i t é s  p a r a i s -  

s a n t  s u s c e p t i b l e s  de donner des  i n d i c a t i o n s  s u r  l a  s o l u t i o n  opt imale : 



Parmi ces q u a n t i t é s  ce son t  l e s  pemiè&e6 que nous avons re tenues .  

XI : l 'ensemble des ind ices  des o r i g i n e s  

X2 : l 'ensemble des ind ices  des t r a n s i t s  

1 : l 'ensemble des ind ices  des o r i g i n e s  ouvertes 
OPt 

à l'optimum 

J : l 'ensemble des ind ices  des t r a n s i t s  ouver ts  
OPt 

à l'optimum 

Nous avons remarqué qu'en moyenne l e s  pourcentages a  i c 1 i ' opt  ' 
f i g u r e n t  parmi l e s  p lus  é l evés  des  pourcentages a  i o XI. La mgme 

i ' 
remarque e s t  va lable  pour l e s  t r a n s i t s  ouver ts  à 1' optimum. 

Comme nous 1 'avons dé jà  d i t  l e  problème "implantat ions simultanées d  ' o r i -  

g ines  e t  de t r a n s i t s "  e s t  t r è s  con*nZ en ce sens  que l a  fermeture d'une 

ou p lus ieu r s  o r i g i n e s  peut e n t r a i n e r  l a  fermeture d'un ou p l u s i e u r s  t r a n s i t s  

e t  v ice  versa.  
r' 

Le problème l ' implantations de t r a n s i t s "  e s t  moins con t ra in t  : i l  e s t  

a l o r s  in té ressan t  de n o t e r  que l a  r é so lu t ion  du programme a u x i l i a i r e  où 

t o u t e s  l e s  va r i ab les  son t  temporairement f ixées  à un permet de t i r e r  des 

renseignements p lus  p r é c i s  quant aux t r a n s i t s  ouver ts  à l'optimum : l e s  

a  correspondants à ces t r a n s i t s  sont,paNiU l e s  p lus  élevés.  
j 



De p ré fé rence  aux q u a n t i t é s  a .  e t  a nous avons r e t enues  c e l l e s  
1 j 

données p a r  l e  programme a u x i l i a i r e  kendokcé : 

En e f f e t ,  quand il e x i s t e ,  l e  kendokcement joue dans l e  "bon sens",  

c ' e s t - à - d i r e  q u ' i l  confirme t o u j o u r s  l e s  conc lus ions  t i r é e s  des  q u a n t i t é s  

a .  e t  a e t  souvent  r e n f o r c e  c e r t a i n e s  de c e s  quan t i t éq , ce  q u i  con t r ibue  
1 j  

à r end re  p l u s  e f f i c a c e s  l e s  déc i s ions  adoptées .  

Exemples 

Dans l a  p r é s e n t a t i o n  des  exemples nous adoptons les convent ions 

s u i v a n t e s  : 

- s i  n est l e  nombre d ' o r i g i n e s  e t  m l e  nombre de t r a n s i t s  : 

les o r i g i n e s  s o n t  numérotées de 1 à n e t  l e s  t r a n s i t s  de 

n + l  à n+m 

- un numéro accompagné d 'une a s t é r i s q u e  ind ique  que l ' o r i g i n e  

ou l e  t r a n s i t  correspondant  est  ouve r t  à l 'optimum. 

Premier  exemple 

6 . o r i g i n e s ,  20 t r a n s i t s ,  967 v a r i a b l e s  cont inues  ; les coû t s  f i x e s  d e s  

o r i g i n e s  s o n t  d i x  f o i x  p l u s  é l e v é s  que ceux des t r a n s i t s .  

S o l u t i o n  opt imale  z't = 4021 

2*, 7.;, 8*, 167V, 1 7 9 ~ ~  23*, 24*, 25* 

Le premier  programme a u x i l i a i r e  a été  r é s o l u  en cons idé ran t  t o u t e s  

l e s  v a r i a b l e s  comme l i b r e s  ; du kendohcemm2 de ce problème nous avons t i r é s  

les a! e t  l e  a '  s u i v a n t s  : 
1 j 

O. 1 0  0.41* 0.18 O .  O.  0.30 1 o r i g i n e s  

O. 329: 0.73* 0.  0.23 O.  

O. O. O. 0.92* 0.13" 

0. 0.32 0.05 0.34 0.339; 0.24'k 

0.37* O. 



Le hen60hcemekd de l a  fonction économique du programme a u x i l i a i r e  

e s t  de 6 %. 

Dès que l ' o r i g i n e  2  a  é t é  f ixée défini t ivement ouver te ,  on a r é s o l u  

l e  programme a u x i l i a i r e  correspondant en l a i s s a n t  t o u t e s  l e s  a u t r e s  

va r i ab les  l i b r e s  (o r ig ines  e t  t r a n s i t s )  vo ic i  l e s  a! e t  a '  : 
1 j 

Les i n d i c a t i o n s  son t  p lus  p réc i ses  quant aux t r a n s i t s  ouver ts  à 

1 ' opt  imum . 

x s i g n i f i e  que l a  va r i ab le  y; e s t  f i x é e .  

Deuxième e x e m ~ l e  

6 o r i g i n e s ,  20 t r a n s i t s ,  427 va r i ab les  continues ; l e s  coûts  f i x e s  des 

o r ig ines  son t  du même ordre  de grandeur que ceux des t r a n s i t s .  

s o l u t i o n  optimale : va leur  de l a  fonct ion  économique 

29: = 5793 

IO*, 13*, 14*, 16*,  209:, 22*, 23", 24*, 255; 

v o i c i  l e s  a .  e t  l e s  a t i r é s  de l a  r é s o l u t i o n  du programme a u x i l i a i r e  
1 j 

où tou tes  l e s  va r i ab les  son t  l i b r e s .  

0. 0.20 0.35* 0.20 0.02 0.19 ) or ig ines  

O.  04 0.18 0.19 0.34;. O .  

O .1 l5 ;  0.109: 0.14 0.27* O.  

0 .31 0.279: 0.26 0.359: 0.149: 

0.205; o. 

v o i c i  l e s  a! e t  l e s  a! t i r é s  du hen65h~~tnent du programme a u x i l i a i r e  
1 3 



O. O. 22 0.59>? 0.24 O. 02 0.19 

0.04 0.37 0.20 0.63" O.  0.11 

0.12" 0.11" 0.24 0.64;? 0 .  O. 

0.84 0.62* 0.50 0.71$: 0 . 1 7 ~  0.93;? 

0.70* o. 

renforcement de l a  fonc t ion  économique : 15  %. 

Dans l a  p r a t i q u e  deux p o W  s o n t  à p r é c i s e r  : 

1 )  Quels s o n t  l e s  s e u i l s  T e t  T permettant  de dé te rminer  l ' é t a t  ? 
i j 

y[ = 1 s i  a i  2 T C ( C  = i ou j) 

= O s inon  

2 )  Faudra - t - i l  p rocéder  à des &éajuAternen;t6 d ' é t a t  en  cours 

d 'a lgor i thme ? 

Détermination des seuils T. et T 
l. j 

En nous basan t  s u r  l e s  exemples t r a i t é s  que nous avons voulu 

v d é a  et m a l  ptroche6 que poaaibCe de la k é U é ,  nous proposons de 

prendre  : 

Réa juel tement d ' éaW 

I l  e s t  i n u t i l e  de résoudre  leprogramme a u x i l i a i r e  à chaque noeud 

d e  l ' a rbo rescence  ; nous proposons c e t t e  r é s o l u t i o n  que lo r sque  l ' o n  

appor te  des mod i f i ca t ions  aux v a r i a b l e s  booléennes des o r i g i n e s .  Cela 

découle des remarques précédentes .  



3 - Procédure heuristique 

a- Implantation de transits 

I l  e s t  i n t é r e s s a n t  de n o t e r  que l ' é l imina t ion  des t r a n s i t s  s e  f a i t  

à chaque i t é r a t i o n  en ordre  "croissant"  (à moins de 2  % p r è s )  des quanti-  

t é s  a! ,  l e s  premiers  él iminés é t a n t  ceux dont l e s  a '  son t  nu l s .  
I j 

Compte-tenu que c e t t e  procédure a  toujours  donné l a  s o l u t i o n  optimale,  

on peut en u t i l i s e r  l e s  r é s u l t a t s  pour déterminer l ' é t a t  : on prend pour 

l e  s e u i l  T l a  p lus  p e t i t e  q u a n t i t é  a '  correspondant aux ind ices  des 
j i 

t r a n s i t s  ouver ts  de l a  s o l u t  ion "opt irnale'' proposée. 

Impl antati ons si mu1 tanées d 'origines e t  de transits 

S i  l ' on  applique l a  méthode proposée au chap i t r e  I V  paragraphe D 

page 

1) fermer t o u r  à t o u r  une o r i g i n e  e t  appl iquer  l ' h e u r i s t i q u e  

de fermeture de t r a n s i t s  

2) fermer défini t ivement l l o r i . g i n e  dont l a  fermeture en t ra îne  

l a  p lus  f o r t e  économie 

3 )  cont inuer  jusqu'à ce q u ' i l  ne s o i t  p lus  poss ib le  de r é a l i s e r  

des économies 

On s ' a p e r ç o i t  que l ' é l i m i n a t i o n  des o r i g i n e s  s e  f a i t  en o rd re  c ro i s san t  

des quan t i t é s  a '  l e s  premières él iminées é t a n t  c e l l e s  dont l e s  a '  son t  nu l s .  
i' i 

Nous proposons donc de n 'appl iquer  l a  méthode précédente qu'aux 

o r i g i n e s  dont les a '  son t  supér ieurs  au s e u i l  T . i i 

Nous avons toujours  obtenu l a  s o l u t  ion optimale . 

Remarque 

La connaissance d'une "bonne solut ion ' '  r é a l i s a b l e  diminue l e  temps 

de c a l c u l  de l ' a lgor i thme généra l  proposé au paragraphe su ivan t .  



4 - Contraintes de BENDERS 

Cal cul des évaluations 

Ce c a l c u l s  e s t  de l ' o r d r e  de 1/10 à 1/20  du temps n é c e s s a i r e  à l a  

r é s o l u t i o n  du programme d ' é t a t  correspondant ; il dépend re la t ivement  

peu du nombre de sommets temporairement ouve r t s  ou fermés : c e l a  t i e n t  

au f a i t  que l ' o n  t r a v a i l l e  t o u j o u r s  s u r  l e  graphe i n i t i a l .  

Les éva lua t ions  s o n t  d  ' au t an t  me i l l eu re s  que 1 'on avance dans 1 'ar-  ' 

borescence ce q u i  con t r ibue  à rendre  l e s  i n é g a l i t é s  de EENDERS de p lus  en 

p lus  e f f i c a c e s .  

5 - Choix de la variable sur laquelle s'opère la séparation 

Ce choix e s t  d 'un i n t é r ê t  p r imordia l  dans l ' e f f i c a c i t é  de l ' a l g o r i t h m e .  

Nous avons t e n u  compte dans ce choix 

- du c a l c u l  des  éva lua t ions  que nous avons voulues p r é c i s e s  

- des q u a n t i t é s  a !  e t  a !  q u i  nous semblent a s sez  r e p r é s e n t a t i v e s  
1 3 

de l a  s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  que l ' o n  t e n t e  d ' a t t e i n d r e .  

Noun ptrapadanb donc 
de c h o i s i r  l a  v a r i a b l e  à s é p a r e r  dans ïlen.bembte de vahiabte4 phé@tréeb 

s u i v a n t  l e s  c r i t è r e s  : 

1 - critère de priorité 
donner l a  p ré fé rence  à l a  v a r i a b l e  dont l ' i n d i c e  e s t  c e l u i  d 'une 

o r i g i n e  

2 - cri tère d 'égal i té 

à é g a l i t é  de p r i o r i t é  donner l a  préférence  à l a  v a r i a b l e  dont 

l e  a! ou l e  a! e s t  l e  p lus  é l evé .  
1 3 



Remarque 1 

I l  e s t  entendu que l e s  q u a n t i t é s  a '  e t  a '  dont il e s t  quest ion précédem- 
i j 

ment son t  l e s  dernières  ca lcu lées  à l a  s u i t e  d'un précédent changement dans 

l a  va leur  d'une var iable  booléenne d'une o r ig ine .  

Remarque 2 

Comme c r i t è r e  d ' é g a l i t é  nous aur ions  pu r e t e n i r  l e  su ivan t  : 

à é g a l i t é  de p r i o r i t é  donner l a  préférence à l a  va r i ab le  , pour l a q u e l l e  

&L p u W é  If, - evlJ .ta p.i!u~ gmnde avec : 

O 1 - ev, = ev, ou ev, su ivan t  l 'appartenance de l à l 'ensemble 

JL1 OU à l 'ensemble J 
L2 

Nous avons p ré fé ré  r e t e n i r  l e  premier c r i t è r e  d ' é g a l i t é  énoncé p a r  ce 

q u ' i l  nous semble raisonnable de ne pas t o u t  f a i r e  reposer  s u r  l a  détermi- 

na t ion  de l ' é t a t  ; o r  s i  c e t t e  détermination s e  f a i t  effect ivement à p a r t i r  

des quan t i t é s  a '  e t  a! il n'en r e s t e  pas moins v r a i  que l e  s e u i l  e s t  dé ter -  i 3 
miné d'une façon plus  ou moins empirique e t  que c e t t e  détermination a 

une inf luence  s u r  l e s  évaluat ions .  

I l  e s t  i n t é r e s s a n t  de n o t e r  que t r è s  souvent,  s u r t o u t  en cours d ' a l -  

gorithme, l e s  deux c r i t è r e s  conduisent a u  même choix ; néanmoins l ' a p p l i c a t i o n  

systèmatique du premier e s t  p ré fé rab le  à c e l l e  du second. 

Remarque 3 

La sépara t ion  ne s ' e f fec tue ra  jamais : 

- s u r  une va r i ab le  correspondant à une o r ig ine  desservie  

p a r  des t r a n s i t s  dé jà  fermés 

- s u r  une va r i ab le  correspondant à un t r a n s i t  al imenté p a r  

des o r ig ines  dé jà  fermées. 

En e f f e t  dans l a  détermination de l ' é t a t ,  l a  va r i ab le  

correspondante s e r a  mise temporairement à zéro c a r  l a  quan t i t é  a '  s e r a  n u l l e .  i 



L 'éva lua t ion  correspondante  s e r a  n u l l e  également e t  dè s  l e  p remier  t e s t  A 

d ' e x p l o i t a t i o n  des  i n é g a l i t é s  l a  v a r i a b l e  booléenne sera f i x é e  à zéro : 

l a  v a r i a b l e  y correspondante  ne f i g u r e r a  donc p l u s  dans l ' i n é g a l i t é  de 

BENDERS correspondante .  

B , ALGORITHME DE RESOLUTION 

& : i n d i c e  correspondant  s o i t  à une o r i g i n e ,  s o i t  à un t r a n s i t  

n : niveau  d'un noeud couran t ,  c ' e s t  l e  nombre de v a r i a b l e s  

f i x é e s  p a r  choix 

M : t a b l e a u  unidimensionnel 

MEM : t a b l e a u  bidimensionnel  

( x ; ~ ,  y;':) s o l u t i o n  op t ima le  e t  z;k v a l e u r  cor respondante  de l a  

fonc t ion  économique 

(xh ,yh) s o l u t i o n  "optimale" donnée p a r  l a  procédure h e u r i s t i q u e  

e t  z l a  v a l e u r  correspondante  de l a  fonc t ion  économique h 

J I  : ensemble des i n d i c e s  des  v a r i a b l e s  f i x é e s  à un 

JO : ensemble des  i n d i c e s  des  v a r i a b l e s  f i x é e s  à z é r o  

JL1 : ensemble des  i n d i c e s  des  v a r i a b l e s  temporairement f i x é e s  

à un 

JL2 :  ensemble des v a r i a b l e s  temporairement f i x é e s  à zéro .  

ALGORITHME 

a )  En t r ée  des  données. 

b) I n i t i a l i s a t i o n  e t  phase p r é l i m i n a i r e  

- s i  l ' o n  connaTt une s o l u t i o n  "optimale" h e u r i s t i q u e  f a i r e  

z* = z s inon  prendre  z;k a r b i t r a i r e m e n t  grand h 

- o u v r i r  temporairement t o u t e s  l e s  o r i g i n e s  e t  t o u s  les t r a n s i t s  : 



- résoudre  l e  problème a u x i l i a i r e  correspondant  

dé t e rmine r  1 ' é t a t  

r é soudre  l e  programme d ' é t a t  correspondant  : s o i t  z  l a  v a l e u r  

opt imale  de l a  fonc t ion  économique 

s i  z < zfc f a i r e  z;k = z  e t  r e t e n i r  l a  s o l u t i o n  opt imale  

c a l c u l e r  l e s  éva lua t ions  

é c r i r e  l a  c o n t r a i n t e  de BENDERS 

a p p l i q u e r  l e s  t e s t s  A ,  B,  C e t  c o n s t r u i r e  l 'ensemble des 

v a r i a b l e s  p r é f é r é e s  

c h o i s i r  la  v a r i a b l e  s u r  l a q u e l l e  va s ' e f f e c t u e r  la  première 

s é p a r a t i o n  ; s o i t & ?  son i n d i c e  

t r a n s f é r e r  de JL1 vers  J1 ou J e t  empi le r  e* dans M .  
O 

l i b é r e r  t o u t e s  l e s  a u t r e s  v a r i a b l e s  en  t r a n s f é r a n t  l e u r s  

i n d i c e s  dans J 
L 1  

a l l e r  en c ) .  

C )  1 - résoudre  l e  programme a u x i l i a i r e  PA e t  c a l c u l e r  son  renfor -  n  
cement g - 
s i  z > z* a l l e r  en h )  s inon  c a l c u l e r  l e s  q u a n t i t é s  a '  ~1 e JL1 - e 

2 - déterminer  l ' é t a t  e t  t r a n s f é r e r  l e s  i n d i c e s  convenables de 

JL1 vers  JL2 

résoudre  l e  programme d ' é t a t  PEn, s o i t  z s a  fonc t ion  économi- 
n  

que 

s i  z  < z ; ~  faire z* = z  r e t e n i r  l a  s o l u t i o n  
n  n  ' 

c a l c u l e r  l e s  éva lua t ions  ; r e n t r e r  l ' i n é g a l i t é  de BENDERS dans 

ME n  
a p p l i q u e r  l e  t e s t  A : s i  une ou p l u s i e u r s  v a r i a b l e s  s o n t  f i x é e s  

p a r  ce t e s t ,  empi l e r  l e s  i n d i c e s  correspondants  dans M en  

f a i s a n t  p récéde r  chaque i n d i c e  d'un s igne  moins ; f a i r e  les 

t r a n s f e r t s  d '  i n d i c e s  des ensembles J e t  JL2 ve r s  l e s  ensembles 

J1 e t  JO ; 



modi f i e r  1 ' i n é g a l i t é  de BENDERS en conséquence ; 

app l ique r  l e  t e s t  B : s i  l e  t e s t  joue a l l e r  en h )  

app l ique r  l e  t e s t  C : s i  l e  t e s t  joue empi le r  l e s  i n d i c e s  

dans l a  mémoire M en l e s  f a i s a n t  p récéde r  d'un s i g n e  moins, 

f a i r e  l e s  t r a n s f e r t s  d ' i n d i c e s  ve r s  l e s  ensembles J e t  JO et  
1 

modif ie r  l ' i n é g a l i t é  de BENDERS en  conséquence. 

s i  t o u t e s  l e s  v a r i a b l e s  s o n t  f i x é e s  a l l e r  en f )  

choix 

c o n s t r u i r e  1 'ensemble de v a r i a b l e s  p r é f é r é e s  ; c h o i s i r  t* s u i v a n t  

l e s  c r i t è r e s  de choix précédemment d é c r i t s ,  f a i r e  p a s s e r  

dans l 'ensemble convenable J ou JO 
1 

empi le r  l ' i n d i c e  e* dans l a  mémoire M ; 

f a i r e  n  = n + l  ; 

reprendre  l e s  d e r n i è r e s  i n é g a l i t é s  de BENDERS é c r i t e s  pour 

t e n t e r  de f i x e r  de nouvel les  v a r i a b l e s  ; si  c e l a  e s t  p o s s i b l e  

empi l e r  l e s  i n d i c e s  correspondants  dans l a  mémoire M en les 

f a i s a n t  p récéde r  d'un s i g n e  moins, f a i r e  les t r a n s f e r t s  d ' i n -  

d i c e s ,  s i  t o u t e s  l e s  v a r i a b l e s  s o n t  f i x é e s  a l l e r  en  f )  

s i  une v a r i a b l e  r e l a t i v e  à une o r i g i n e  a é t é  modifée depuis  l a  

d e r n i è r e  r é s o l u t  ion  du programme a u x i l i a i r e  a l l e r  en  c)  1 

sinon a l l e r  en c) 2 

r é s o l u t  i on  

résoudre  l e  programme correspondant ,  s o i t  z s a  fonc t ion  écono- 

mique ; s i  z > z* a l l e r  en h )  

s i  z d z* f a i r e  z* z e t  r e t e n i r  l a  s o l u t i o n  opt imale ,  a l l e r  

e n  h )  

r é g r e s s i o n  

d é p i l e r  l a  mémoire M j u squ là  r e n c o n t r e r  un ind ice  s a n s  s i g n e  

en l i b é r a n t  l e s  v a r i a b l e s  e t  en f a i s a n t  p a s s e r  l e s  i n d i c e s  

correspondants  de J e t  JO v e r s  JLI 
1 

s i  l ' o n  ne  r encon t r e  pas  d ' i n d i c e  s a n s  s i g n e  l a  procédure 

e s t  t e rminée ,  s inon  changer l? en -e dans l a  mémoire M ,  f a i r e  

p a s s e r  l ' i n d i c e  e de l 'ensemble J1 vers  JO ou de JO ver s  JI 



e f f a c e r  l a  de rn iè re  i n é g a l i t é  ; f a i r e  n  = n-1 ; si aucune 

va r i ab le  d 'o r ig ine  n  ' a  é t é  modifiée depuis l a  r é s o l u t i o n  

du de rn ie r  programme a u x i l i a i r e  r é so lu  a l l e r  en c )  2 sinon 

a l l e r  en c )  1 . 

Remaraue 1 

Lorsque, depuis l a  de rn iè re  r é so lu t ion  du programme d ' é t a t ,  l e s  

s e u l s  t r a n s f e r t s  d ' ind ices  s e  s o n t  e f f e c t u é s  de JL1 vers J ou de JL2 
1 

vers  J il n ' e s t  pas nécessa i re  de résoudre l e  programme d ' é t a t  de l a  phase 
O 

d)  : l a  nouvelle  fonction économique s e  déduit  immédiatement de l a  précédente. 

Remaraue 2 

Dans l ' é t a p e  e )  il e s t  i n u t i l e  de reprendre p l u s  de qua t re  ou cinq 

i n é g a l i t é s  ; effect ivement l e s  éva lua t ions  devenant de p lus  en p l u s  p réc i ses  

au f u r  e t  à mesure que l ' o n  avance dans l ' exp lo ra t ion  de l ' a rborescence  

l e s  de rn iè res  i n é g a l i t é s  é c r i t e s  son t  les plus e f f i c a c e s .  

Remarque 3 

I l  e s t  i n t é r e s s a n t  de remarquer que l ' a lgor i thme donne des s o l u t i o n s  

r é a l i s a b l e s  J2èh voiA&ea de l a  so lu t ion  optimale ; cec i  provient  du 

f a i t  que nous u t i l i s o n s  des évaluat ions  e t  que c e l l e s - c i  ne permettent 

pas toujours  d ' a r r ê t e r  1 'explora t ion  assez  rapidement. Ceci n  ' e s t  pas un 

désavantage p u i s q u ' i l  peut ê t r e  i n t é r e s s a n t  de connaï t re  ces s o l u t i o n s  

qu i  peuvent ê t r e  retenues u l tér ieurement .  Ces s o l u t i o n s  très proches de l a  

s o l u t i o n  optimale ne son t  pas toujours  données p a r  l a  procédure heur i s t ique .  

Remarque 4 

La s o l u t i o n  optimale du programme d ' é t a t  r é s o l u  dans l a  phase b) donne 

une bonne s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  de départ pour z*, dans l e  cas où 1 'on 

ne connaît  pas de s o l u t i o n  heur i s t ique . ,  



C EXEMPLES D'APPLICATION ET R~SULTATS NUMIERIBUES 

Exemple 1 

Conventi on 

c a r a c t é r i s a t i o n  de l ' é t a t  d'une va r i ab le  

1 - var iab le  f i x é e  à 1 

O - var iab le  f i x é e  à O 

1 var iab le  temporairement f i x é e  à 1 

O var iab le  temporairement f i x é e  à O 

Rappel de notations 

z - va leur  optimale de l a  fonct ion  économique du programme a u x i l i a i r e  

PA 
n 

z - va leur  optimale de l a  fonct ion  économique du programme a u x i l i a i r e  

renforcé  PAR 
n 

z va leur  optimale de l a  fonct ion  économique du programme d ' é t a t  

Données 

4 o r i g i n e s  

10 t r a n s i t s  

les coûts  f i x e s  des t r a n s i t s  son t  du même ordre  de grandeur que ceux 

des o r i g i n e s  

s o l u t  ion  heur i s t ique  % = 4536 

l*, 4+:, loi':, 14;k 

s e u i l  T = T = 0.20. 
i j 



T d i c e s  des (53 ariables 

zh=4536 

z*=4536 

é t a t  

~ 2 5 3 6  - 
s=2680 - 

a! e t  a! 
1 3 

é t a t  

z=5695 

inégal i té  

t e s t  A 

t e s t  B 

t e s t  C 

variab l e s  
préférées 

choix 

MP = 

é t a t  

z=5695 

inégal i té  

......................... 

1 

0.35 

1 

-1000 

1 

ne joue 

1 

O. 

O 

1032 

O - 
pas 

ne joue pas 
I I 

X 

y; = 
143 

1 

-1000 

1 

O 

1032 



l-l 

V) V) 
al al 

-.n 
Rt V) vl 

c m o  0 0 m r = x m u  \al al al 8 5 0i ln y> r  r  m -4 FI .: r r r â \ a l o r m o m r r r â \ a , o  V) rn ul .du4 c 3- t 

a, al al h\al O r u >  ( d m  V ) V ) . d ( k  
C, 4' ( d h  

II II - 4  \a NI NII a N \,M t! $ t! 2'8 % > a C 
.d 

> QI 





- Cr- 'd 
Cr 
4 

if 4 I 
9 

-4 B & 

/a, 
a 

% 4  rl 
01 

4 
0 l 

-4- -lk -4 .. 
iJ Co CO CO 
r d l P  1 cn I 
X C Ci 

a d  O  4 -4 41 n 
r k p m  CI VI CI 

1 I 0) I 8 rd- - cn  rl 
r l  m a l  a & rd n 

U) rl U) E U) 

3 3 3  C aJ 
a a a  

X 
a J a J a J  4 .rl s- 3- 3 - 0- 
0 0 0  
*n *n -n 

II 5 
rn  

a 
(V- 
I 



I n - rl 
l-l I 



Exemple 2 

Données 

6 origines 

25 transits 

les coûts fixes des transits sont dix foix plus petits que 

ceux des origines 

1 - Arborescence decrite par l'algorithme en partant de Z* = zh = 4021 

sol. 4144 sol. 4021 

convention% ex. 4 origina 4 ouverte 

5 origine 4 f%rde 



Les nombres i n s c r i t s  a côté de chaque sommet de l'arborescence donne l a  

valeur de l a  fonction économique du problème d'état  PEn correspondant. 

2 - Arborescence decri te lorsque 1 'on part de ,J; arbitrairement grand 

Dès l e  début zf: = 4906 

4906 

s o l .  4021 



Gain de temps appor t é  p a r  l a  connaissance de l a  s o l u t i o n  h e u r i s t i q u e  : 67 %. 

Procédure heuris tique 

Les a! de dépa r t  é t a i e n t  : 0.10 0 . 4 1  0.18 0. 0. 0.30 
1 

nous avons appl iqué  l a  procédure en supposant  seulement 1 'ouve r tu re  de 

l ' o r i g i n e  2 .  

Compte-tenu du temps d ' ob t en t ion  de l a  s o l u t i o n  h e u r i s t i q u e ,  l ' a l g o r i t h -  

me commencé avec c e t t e  s o l u t i o n  e s t  de durée comparable à c e l l e  de 1 ' a l g o r i t h -  

ne commencé avec. une v a l e u r  a r b i t r a i r e m e n t  grande. 

Notons que, s i  nous av ions  appl iqué  l a  procédure h e u r i s t i q u e  en supposant  

que l ' o r i g i n e  6 p u i s s e  ê t r e  ouve r t e  %galement,  a l o r s  l e  temps de c a l c u l  

d ' ob t en t ion  de l a  s o l u t i o n  h e u r i s t i q u e  a u r a i t  é t é  beaucoup p l u s  important  

Résul t a t s  numériques 

( v o i r  t a b l e a u )  

, d e n s i t é  du graphe : nombre d ' a r c s  e x i s t a n t s  s u r  nombre d ' a r c s  p o s s i b l e s  

, nombre de c l i e n t s  : envi ron  c inquante .  

- le8 gaine sont calcul68 esna tenir aompte du tempe ndoeasaire B l'obtention 

de la molution heuristique. 





Nous présentons  quelques r é s u l t a t s  numériques ; ceux-ci nous 

p a r a i s s a n t  encourageants ,  nous avons l ' i n t e n t i o n  de poursu ivre  une 

é tude  systématique s u r  des  exemples p lus  importants  e t  p lus  v a r i é s  ; 

nous pensons également t r a i t e r  quelques exemples conc re t s .  

Des premiers  r é s u l t a t s  il découle que l a  donnée d'une bonne 

s o l u t i o n  h e u r i s t i q u e  r a c c o u r c i t  l e  temps du déroulement de l ' a l g o -  

r i thme ; mais il f a u t  p r é c i s e r  que c e t t e  s o l u t i o n  e s t  p a r f o i s  cou- 

t euse  à a t t e i n d r e  ; l e s  quelques exemples t r a i t é s  semblent prouver  

q u ' i l  e s t  p l u s  économique de prendre comme va leu r  de dépar t  c e l l e  

donnée dans l a  phase p r é l i m i n a i r e  de 1 ' algori thme.  
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