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I N T R O D U C T  

L'  u t i l i s a t i o n ,  dans l a  Théorie des Questionnaires, de mesures d' i n f o r -  

mation nous a amené à é tud ie r  l e  gain d ' in format ion apporté par une quest ion 

d' un questionnaire Q . Nous nous sommes intéress& p l  us p a r t i  cu l  ièrement aux 

questionnaires posés sur un ensemble 0 e t  indu isant  sur c e l u i - c i  une s t ruc -  

tu re  de p a r t i t i o n s  : une question de Q e s t  associée à des p a r t i t i o n s  de 

Q e t  l e  gain d' informat ion d'une question e s t  r e l a t i f  au passage d'une par- 

ti t i o n  de 0 à une p a r t i t i o n  p l  us f ine. Ceci nous a conduit à d é f i n i r  darjs 

l e  t r e i l l i s  T des p a r t i t i o n s  de 0 l a  not ion de séquence'd'éléments 

comparables (s.e.c.) de T . 

Nous plaçant a lors  dans l e  cadre général d'un t r e i l l i s  T quelconque 

muni d'  une informat ion général isée dont nous u t i  1 i sons uniquement l es  pro- 

p r i é tés  intr insèques de 1 'axiome de monotoni c i  té, nous évaluons 1 es gains 

ou pertes d ' informat ion l i é s  à une s.e.c. de T . De ces notions résu l t en t  

l a  d é f i n i t i o n  d'une distance sur  T e t  d'une app l i ca t ion  J R  de T x T 

dans IR' mesurant l e  degré de ressemblance ent re  deux éléments quelconques 

du t r e i l l i s .  

Un questionnaire e s t  associé naturel lement a un ensemble de s.e.c. 

possibles . L'étude de 1 ' importance p r i se  par 1 'ordre dans lequel  sont posées 

l es  questions nous a amené à é tud ie r  l es  conséquences de l 'axiome de loca- 

l i s a t i o n  énoncé par  B. FORTE e t  N. PINTACUDA. Nous avons, à c e t t e  occasion, 

retrouvé, dans des d é f i n i t i o n s  pa r t i cu l i é res  d '  informat ion,  l es  resul  t a t s  

classiques de l a  Théorie des Questionnaires. 

Enfin, en u t i l i s a n t  l e s  quant i tés a i n s i  déf in ies ,  nous proposons un 

ensemble d l  a l  go r i  thmes adaptés à des problèmes de c l  assi  f i  cat ion automatique 

r e l a t i f s  à l a  détermination de classes homogènes de C? . 



C H A P I T R E  1 

-=-=-=-=-=-=-=-=-=- 

TREILLIS ET INFORYATION GEIIERALISEE 



TREILLIS ET 1 NF3RMATI3N GENERALISEE 

Sur un t r e i l l i s  T muni d'une i n fo rma t ion  général isée J ; ne nous 

i n té ressan t  qu'  aux p rop r ié tés  in t r insèques de 1  'axiome de monotonici t é ,  

nous déf in issons l e s  no t ions  d ' in fo rmat ions  absorbée, transmise e t  apportée 

par  une séquence d'éléments comparables du t r e i l l i s .  Des no t i ons  i n t r o d u i t e s  

r é s u l t e  nature l len ient  l a  d é f i n i t i o n  d 'un  é c a r t  sur T dont nous déduisons 

une métr ique lors,que J e s t  s t r i c temen t  monotone. 

Cet te démarche nous condu i t  à d é f i n i r  une a p p l i c a t i o n  J R  de T x T 

dans IR possédant l e s  p rop r ié tés  e s s e n t i e l l e s  de 1 ' i n f o r m a t i o n  de SHANNON 

d é f i n i e  sur  l e  t r e i l l i s  des p a r t i t i o n s  d 'un ensemble R . 
1, 

L i  i n t r o d u c t i o n  d'hypothèses p a r t i c u l i è r e s  sur  J nous permet d '  o b t e n i r  

des formules exp [ i c i  t a n t  l a  métr ique e t  1 ' a p p l i c a t i o n  
J ~ '  

E n f i n ,  1  ' i n t . e rp ré ta t i on  des quant i  t és  a i n s i  d é f i n i e s  nous permet de mesu- 

r e r  l e  degré de ressemblance e n t r e  deux éléments quelconques d 'un  t r e i  11 i s .  

Ce chapi trc! r é s u l t e  d '  un t r a v a i  1  e f f e c t u é  en c o l  l a b o r a t i  on avec 
Jean-Cl aude VAN DORPE. 



1 ,1 - RAPPELS 

Nous rappelons, dans ce paragraphe, l e s  défi  n i  t i  ons d '  i  nformati ons 

généralisées in t rodui tes  par J .  LOSFELD C111. 

1.1.1.- INFORMATION SUR U N  TREILLIS. 

Soi t  T un  t r e i l l  i s  dont l a  re la t ion d 'ordre  e s t  notée 4 ; une 

mesure d'informakion généralisée déf inie  su r  T e s t  : 

AXIOME 1 .- une application J de T dans 61' 

AXIOME 2 . -  monotone (nous l a  supposons décroissante) 

1.1.2.- INFORMATIONS CONDITIONNELLE ET MUTUELLE. 

. L I  i nformati on conditionna? le, fournie par 1 ' élément y E T , con- 

naissant  l ' information fournie par x T , e s t  dé f in ie  par : 

Notons que, pour tout  y ( -  T f i xé ,  J (  . /y)  e s t  une information 

général i sée ,  ce qui j u s t i f i e  l a  terminologie employée. Dans t o u t  
ce qui s u i t ,  c e t t e  déf in i t ion  se rv i ra  uniquement de notation,  

commode pour l e s  valeurs in f in ies .  

. L'information mutuelle en t re  deux éléments x e t  y de T e s t  

déf inie  par : 

J(x;y) = J ( x )  + J ( y )  - J ( x  ~ y )  s i  J ( x )  < +  e t  J ( y )  < +  03 

J (x ;y)  = O sinon 

Notons qu' en général , 1 ' information mutuel 1 e peut prendre des valeurs 

négatives e t  q u ' e l l e  n ' a  aucune propriété de monotonicité. La termi- 

nologie employée, consacrée par 1 l usage, peut donc prê te r  à confu- 

s i  on. 



Soit  ( T d y J )  un treillis T muni d'une information généralisde J . 
Sur l'exemple de la  figure 1, les  l e t t r e s  représentent les eléments de T, 

1 es nombres entre  parenthèses représentent 1 es valeurs de J associées 
aux éléments de T . 

FIGURE 1 

Considérons l e  t r e i  11 i s  T comme représentant 1 'ensemble des é t a t s  possi - 
bles d ' u n  Système; l'information du  système à l ' é t a t  x e s t  égale a 18 
quantité J (x )  . La su i te  (1,  C ,  K y  H y  M )  déf in i t  une séquence d 'é lé -  
ments comparables deux à deux de T ; ce t t e  su i t e  formalise une évolu- 
t ion du système qui passe de l ' é t a t  1 à l ' é t a t  M par une su i te  d ' é t a t s  
i ntermédi a i  res . 

1.2.1.- DEFINITION : 

Une séquence d'éléments comparables, de longueur n E IN , de T 
n (en abrégé s .e .c . )  e s t  une séquence notée [ de n + l  éléments 

de T t e l l e  que, pour tout indice i = 1 n - 1  , on a i t  : 



S i  l a  p r o p r i é t é  de t r a n s i t i v i t é  e s t  v é r i f i é e  pour tous l e s  éléments 

d'une s.e.c., a lo rs ,  conformément à l a  te rmino log ie  u t i l i s é e  en 

Théorie des T r e i l l i s  C 3 1  , nous appelons chaz'ne une s.e.c. 
n ExilO t e l l e  que : 

Y i = O, ..., n-1  : x i 4  xit1 

ou 

V i = O,. . . ,n-1 : xi + 

n Lorsque, dans l a  s .e.c. [xi , nous avons xi 4 , 1 ' in forma- 

t i o n  du système diminue. Nous considérons a l o r s  que l e  système perd, 

c ' es t -à -d i re  que l a  s .e.c. absorbe une c e r t a i n e  quant i - té  d '  informa- 

t i o n  égale à J(xi) - J(xitl) = J(xi/xitl). I 

Inversement, s i  xi + xitl , 1 ' i n fo rma t ion  du système augmente. Nous 

considérons a l o r s  que l e  système gagne une c e r t a i n e  quan t i  t é  d'  i n f o r -  

mation égale à J(xitl) - J(xi) = J(xitl/xi) . c ' e s t - à - d i r e  que l a  

s.e.c. apporte de l ' i n f o r m a t i o n  au système. 

Le passage de l ' é t a t  xo à l ' é t a t  xn s'accompagne d'une v a r i a t i o n  

g loba le  de l ' i n f o r m a t i o n  du système égale à J(xn)  - ?(xo)  , v a r i a -  

t i o n  ne dépendant que des ex t rêmi tés  de l a  s.e.c. 

n 
S o i t  1 l 'ensemble des i nd i ces  d'une s.e.c. Cxi10 donnée : 

Notons I+ = Ii t I l x i + 1 4 ~ i }  

n Nous associons à une s.e.c. [xi JO l e s  quan t i t és  suivantes : 

1.2.2.- DEFINITIONS. 

. L ' i n f o r m a t i o n  gagnée par  l e  système, c ' e s t - à - d i r e  apportée par  

l a  s.e.c. : 



. L ' i n f o r m a t i o n  perdue par  l e  système, c ' es t -à -d i re  absorbée p a r  

l a  s.e.c. : 

. La quant i  t é  

A' , A -  e t  A sont  des quan t i t és  f i n i e s  ou non, p o s i t i v e s  ou nu l -  

l es .  S i  A+ e t  A -  ne sont  pas simultanément des valeurs i n f i n i e s ,  

nous déf in issons : 

. La variation d'information du système, c ' es t -à -d i  ret 1  ' i n fa rma t ion  

transmist par l a  s.e.c., par  : 

Cet te quant i té ,  f i n i e  ou non, peut  ê t r e  p o s i t i v e ,  négat ive  ou 

n u l  l e .  

EXEMPLE : Les quan t i t és  d ' i n f o r m a t i o n  associées à l a  s.e.c. 

C = (1, C, K, H, M) de l a  f i g u r e  1 , s o n t  egales à : 

Comme nous l e  montrons, au c h a p i t r e  II, l a  te rm ino log ie  a i n s i  i n t r o -  

du i  t e  ( in fo rmat ions  absorbée, apportée, transmise),  généra l i se  

c e l l e  u t i l i s é e  en Théorie des Quest ionnaires Cl31 . 

1.2.3. - ETUDE DES PROPRIETES DE A' , A- ET A .  

Pour t o u t  couple f i x é  (x,y) de T x  T , notons C(x,y) 1  'ensemble 

de tou tes  l e s  s.e.c. r e l i a n t  x  à y . 
<. E t a n t  donnés deux éléments x  e t  y  de T , il e x i s t e  une b i j e c t i o n  

e n t r e  C(x,y) e t  C(y,x) : 
r 

A t o u t e  s.e.c. C = (xo  = x  , x l ,  ..., x, = y )  correspond une s.e.c. 

appelée s.e.c. inverse de C r e l i a n t  y il x :  

- ç = (y0 = Y  9 YI - Xn-l y . .  . .yn ' XO = X) y 



1.2.3.1.- PROPOSITION 

Etant donnés deux éléments x e t  y de T t e l s  que 

J(x) . J(y) < + , Cl e t  C2 deux s.e.c .  r e l i a n t  x à 

y , nous avons Zes équivalenees : 

DEMONSTRATION. - Par hypothèse, J (x) e t  J (y) prennent des valeurs f i  nies, 

A+ , A' e t  A prennent a l o r s  simultanément des valeurs f i n i e s  ou i n f i n i e s .  

Le cas i n f i n i  é t a n t  t r i v i a l ,  considérons que A+ , A' e t  A prennent des 

valeurs f i n i e s  : 

Supposons que 

par  d é f i  n i  ti on A(cl) = a+(cl) + n'(cl) 

? A(c2) = A'(c2) + A'(c?) 
On en dédu i t  : 

v(cl) = s'(cl) - A-(cl) = J(Y) - J ( x )  = P+(c~) - dV(c2) = V(C2) 

s o i t  n'(Cl) 5 A+(C2) . 

On montre, de manière analogue : 

1.2.3.2.- PROPOSITION. 

S o i e ~ t  x e t  y deux Qléments cornparabLes de T, C une chaîne 
quelconque r e l i an t  x ù y , alors  : 



La démonstration de ce t te  proposition e s t  immédiate. 

Nous définissons : 

. ô(x,y) = Inf 
CEC(~ ,Y)  

A(c> 

6' , 6- e t  6 sont des quantités f in ies  ou non, positives ou nulles.  

6+(xYy) représente la  quantité minimale d'information que doi t  gagner l e  

système pour passer de l ' é t a t  x à l ' é t a t  y . . 

6-(x,y) représente l a  quanti t é  minimale d '  information qud doi t  perdre l e  

système pour passer de l ' é t a t  x à l ' é t a t  y , 

Des relat ions de définit ion de A , A+ e t  A- on t i r e  : 

e t  de l a  proposition 1.2.3.1., i l  vient immédiatement : 

1.2.3.3.- THEOREME. 

(il ~ ( x , Y )  = ~ + ( x , Y )  + ~ ' ( x , Y )  

(ii) J (y )  - J ( x )  = 6+(x,y) - ~ - ( x . Y )  . 

La relat ion ( i i )  de ce théorème nous autorise à déf in i r  des applications 

J R  e t  JT de T x T dans fi' par : 

. J ~ ( x , Y )  = J ( x )  + 6' (x,y) = J (y)  + 6-(x,Y) Pour tout couple (x,Y) . 
de T x T .  

nous précisons, au paragraphe 1-4, l a  définit ion pour l e s  cas l imites 

(valeur in f in i e  pour J ( x )  ou J ( y ) ) .  



Nous donnons par l a  su i te  (paragraphe 1-6), une interprétation de 
+ 

J x,y) e t  JR(x,y)  ainsi  que des quantités 6 (x,y) e t  6-(x,y) intro- T ( 
dui tes précédemment . 

1.2.4.- REMARQUES. 

Nous précisons, dans ce paragraphe, quelques résul ta ts  élémentaires 
concernant 1 'existence de S .  e .  c .  parti cul i  ères ; enfin, nous étudi ans 
les cas l imites l i é s  aux valeurs inf in ies  par les  définit ions des 
quantités de type ô e t  A . 

. Etant donnée une s.e.c.  lx.]" E C(x,y) , i l  e s t  toujours possible ' Om n de construire une s.e.c.  Cyi10 t C(x,y) à par t i r  de Cxi10 t e l l e  

que : 

m Y 
- l a  s .e .c .  [yilo s o i t  sans cycle, c'est-à-dire : 

(i j )  E 0 1 .  ,ml x 0 1 . .  m l  l 'on a i t  yi # y 
j 

- l a  s .e .c .  s o i t  alternée, c'est-à-dire : 

La construction de la  s .e .c .  alternée s 'effectue par u t i l i sa t ion  de la  
transi t i  v i  t é  de 1 a relation d '  ordre. 

- alors ,  nous obtenons : 

. S i  l e  t r e i l l i s  T e s t  fini, i l  ex is te  donc au moins une s . e . c .  
Co de C(x,y) t e l l e  que : 



. Si J(x) . J(y) < + ,m alors : 

- A' , A -  e t  A prennent simultanément des valeurs f inies ou 
infinies. 

- 6' , 6- e t  6 ont des valeurs f inies.  

. Si J(x) = + 03 e t  J(y) <. + Q, alors : 

- A ' = A = + ~  + , A 5 4 - r n  

+ - S - = 6 = + 0 3  , 6 < 4 - m  

. Si J(x) < + C O  e t  J(y) C :  + C O  alors : 

- 1.3, - ÉTWE DES PROPRIÉTÉS DE 6' 6 ET 6 . 
Les propriétés de 6 étudiées dans ce paragraphe permettent d'étendre 

l a  notion de distance à un t rei  1 l i s  quelconque. 

1.3.1.- PROPOSITION. 

Ltapplicaf;ion 6 de T x T dans R' dé f in in  par 

6(x,y) = Inf A ( C )  e s t  un écart  s w  T , c'est-à-d-ire m e  . . 
CEC(X¶Y) 

apptication de T x T dans 61' vér i f i an t  : 

( i l  8(x,x) = O pour touh (x,~) E T x T 

( { i l  6(x,y) = 6(y,x)  pou^ t ou t  (x,y) E T x 7 
(iii) 6(x,y) 6(x,z) + 6(z,y) pour tout (x,y,z) c T x T x T 

( inégal i t é  tr3angulaire) 
de plus 

( i v )  : s ' i l  e x i s t e  un minorant u ~ i v e r s e l  m e-b un majorant 



I 

DEMONSTRATION . 

universe2 M dans T . alors : 

Y (x,Y) E T x T : 6(x,y) s 6(m,M) 

( i )  6(x,x) = O . I l  s u f f i t  de considérer l a  s.e.c.  de longueur O 
formée de l'élément x . 

( i i )  b(x,y) = S(y,x) . Cette éga l i té  résul te  immédiatement de l a  re- 
marque suivant l a  définit ion de l a  s.e.c. inverse (paragraphe 1-2-3) 

( i i i )  ô(x,y) 2 b(x,z) + B ( ~ , Y ) -  

Soient [xi 1; une s.e.c.  quelconque re l ian t  x à z , 
m [yi10 une s .e .c .  quelconque re l ian t  z à y . 1 

La s .e .c .  C = (x o , . . . , x n  = yo, .. . ,ym) r e l i e  x à y e t  
l ' on  a : 

I l  e s t  c l a i r  que A(C) = h(Cxil{) + A(CY~];) 

Nous avons donc 6(x,y) 2 A ( C X ~  1:) + A([yi 10) 

n Cette inegal i té  é tan t  vér if iée  par toute s.e.c. [ x i l 0  r e l i a n t  
x à z e t  toute s.e.c.  [yi]! r e l i an t  z à y ,  nous en dédui- 
sons : 

6(x,y) 5 &(x,z)  + 6(zJ )  

( i v )  . Si J(m) = + , alors 6(m,M) = J(m) - J(M) = + . 
. Si J(m) < + , 

b(x,y) r B(x,M) + 6(M,y) = J (x )  + J (y)  - 2 J(M) 

ce qui donne 

2 ô(x,y) i 2 J(m) - 2 J(M) = 2 B(m,M), 



1.3.2.- PROPOSITION. 

Lss applications 6' e t  6' de T x T dans $? vvdnfient : 

fi) 6+(x,x) = 6-(x,x) = O pour tout x E T 

l i i l  6+(x,y) = 6-(y,x) pour t o u t  (x,y) E T x T 

(iii) 6' e t  6-  vér i f i en t  L ' inégal i té  triangulaire. 

La démonstration de c e t t e  propos i t ion  e s t  analogue à c e l l e  de l a  praposi-  

ti on precéden te .  

1 . 3 . 3 . -  PROPOSITION. 

Etant donné un t r e i l l i s  T Jzni , To = { X  d l J ( x )  < + m l ,  un<? 

eondition nécessaire e t  suf f isante  pour que Za res$rzbtion de Z'up- 

plication 6 à t 'ensemble des couples (x,y) de Tg x To dbfinisse 

une distancae e s t  que Z'appZication J soie strictement monotone. 

DEMQNSTRATI0N.- En ra i son  de l a  propos i t ion  I.3.1., il s u f f i t  de 

montrer : 

J s t r ic tement  monotooe <=-> ( ~ ( x , Y )  = O +> x = Y )  

D?montrons l a  nBgation de ce t t e  équivalence : 

. Hypothèse : 6(x,y) = O -> x = y 

Supposons J non s t r ic tement  monotone : 

$ o i t  C l a  s,e.c, de longueur 1 d e f i n i e  par  (x,y)  : 

A(C) = J ( x / y )  = J ( x )  - J ( y )  = O 

-> ô(x,y) O => x = Y 
. 

. Hypothèse : J s t r ic tement  monotone. 
w 

Supposons q u ' i l  e x i s t e  un couple (x,y) E T x T . t e l  que : 



~ ( x , Y )  = 0 3 n 
=> 3 Cxi10 E C(x,y) t e l l e  que 

T f i n i  (rem. 1.2.4.) 

h ( l x i l ~ )  = O 

ce qu i  es t  inipossible car J e s t  s t r ic tement  monotone e t  x # y . 
On en dédui t  : 

T é tan t  supposé - f i n i ,  6 ( x y y )  es t  s t r ic tement  p o s i t i f ,  c.q.f.d. 

Y 

1.4. - PROPRIET~S DES APPLICATIONS JR FI JT . - - 
Rappelons l e s  d o f i n i t i o n s  des app l ica t ions JR e t  JT de T x T dans 
R+ . 

JT(xyY) = J (X)  + 6+(x,y) = J ( y )  + 6 - ( x , ~ )  pour t o u t  couple ( ~ 9 ~ 1  
de T x T .  

J x,y) n ' e s t  pas d é f i n i e  s i  J (x )  = + e t  J(Y) = + a r  
R ( 

Remarquons que JR(xyy) prend tou jours  une valeur f i n ie ,  a l o r s  que 

JT(x,y) = + m  s i  e t  seulement s i  J (x)  . J(y)  = + w  . 

1.4.1.- PROPOSITION. 

Les applications J et J sont symé2riques en x et y : 
R T 



e t  vérifieni: l 'égal i té  : 

La symétrie r é su l t e  de l ' é g a l i t é  6 + ( ~ , ~ )  = 6-(y,x) (prop. 1.3.2, ( i i ) ) .  

L 'égal i té  SI? déduit  immédiatement du théoreme 1.2.3.3. ( i i ) .  

1.4.2.- THEOREME. 

Les applications JR e t  JT quand e l l e s  sont définies vér i f ien t  : 

( i i l  pour tout y fixé de T t e2  que J ( y )  <: + , Zes appl ica-  

tion:. J R  ( . ,y) e t  J ( . ,y) sont décroissantes. T 

( i i i l  S i  i.'appZication J c!st strictement déc?roissante, alors 

. 'IR(x,y) = J ( y )  <*' X 4 .\ y 

. ' IT(x9y) = J ( y )  <=' x 2 / Y 

DEMONSTRATI0N.- 

( i )  a )  JT(x.y) c J ( x  A Y )  

Si J ( x )  = + ou J (y )  = + 03 a lo r s  J ( x  A y )  = + 

JT(x,y) = + " , donc JT(x,y) = J ( x  A y )  

Si J ( x )  . J ( y )  < + w , s o i t  l a  s .e.c.  C = (x,x A y,y) 

6+(x,y) s A+(c) = J ( x  A Y )  - J ( x )  

=> JT(x,y) = J ( x )  + 6+(x,y) 5 J ( x  A Y)  



S i  J(x)  = + (x, ou J ( y )  = + = a lo r s  JT(%,y) = + 

dioù l ' i n é g a l i t é  ( b )  * 

S i  J (x )  . J (y )  < + , , l ' i n é g a l i t é  (b)  résu l te  du f a i t  que 

6+(x,y) e t  6-(x,y) sont des quant i tés tou jours  O . 

Cette i n é g a l i t é  se dédui t  immédiatement de l a  d é f i n i t i o n  de JR  

r 
d) J(x " Y )  5 JR(x9y) 

S i  J ( x )  < + rn e t  J (y)  = + , alors  J(x v y )  < +, 

JR(x,y) = J(x) - 6-(x,Y) - 
S o i t  l a  s.e.c. C = (x,x v y,y) 

A-(C) = J(x)  - J (x  v y )  

6-(x,Y) s A-(C) => JR(x,y) 2 J(x)  - h-(C) = J ( x  v y )  . 
La démonstration e s t  analogue lorsque J(x) = + w e t  J(Y) < + ai 

e t  lorsque J(x)  J (y)  < + w 

( i i )  Soient deux éléments x e t  xi de T t e l s  que x 4 x '  

Supposons que J (x)  = J (x '  ) = + 

a l o n  JR(x,y) = J(y)  - &,Y) 

JR(xi ,y) = J(Y) - 6+(xi ,Y) 
+ 

&+(x,y) s 6 (x,xi) + 6+(xl ,y) (propos i t ion 1.3.2. ( i i i ) )  

6+(x,x) = O (conséquence imnédiate de l a  propos i t ion 1 . Z . 3 . 2 )  

d'où 

+ 
~+(x ,Y)  s 6 ( X I  ,Y) => JR(x,y) JR(xi ,Y) 

On montre de manière ident ique que JR es t  décroissante lorsque 



J ( x )  = + e t  J ( x ' )  < + - , J ( x )  < + e t  J ( x t )  = + 

e t  enfin lorsque J ( x )  J ( x ' )  < + 

La démonstration pour l 'application JT e s t  analogue à cel le  de J  . 

( i i  i )  Supposons x 4 y  . 
. Si J ( r )  J ( y )  < + a alors 6+(x,y) = 0 =? JR(x,y)  = J (Y)  

. S i  J ( r )  = + a e t  J ( y )  < + alors  

J R ( x , ~ )  = J ( ~ )  - s+(x¶Y) = J ( ~ )  

. Si J (x )  < + a e t  J ( y )  = + a al ors 
Y 

JR(x ,y )  = J ( x )  - 6-(x,y) 

Supposons maintenant que x e t  y soient t e l s  que JR(x,y) = J ( y ) .  

JR(x9y)  étant  toujours f i n i ,  nous avons J (y )  < + . On en déduit : 

J  é tant  strictement décroissante, on obtient x <y.  

La démonstration e s t  analogue pour JT . 
I.4.3.- PROPOSITION. 

Les apptic~xtions J R  e t  JT v é r i f i e n t  : 

DEMONSTRATION. 

- ~ - ( x > Y )  JR(x>y)  = J ( x )  

s o i t  l a  s.e.c.  C = ( x , x  A y , ~ )  : A - ( C )  = J ( x  A Y)  - J (Y)  



S ( x , y )  r C(C) => J ~ ( x , Y )  > J ( X )  - Lw 9 so i t  : 

J,(x.Y) 2 J (x )  + J ( Y )  - J ( X A Y )  . 

. La démonstration e s t  analogue pour JT . 

1.5.- MPRESSIOY DES QUAMITÉS 6 . JR ET JT . 
--- - - 

1.5.1.- I N T R O D U C T I O N .  

Nous proposms, dans ce paragraphe, des résu l ta t s  permettgnt de 
fournir des forrr~lations aisornent :alculables des quantités 6 , J p  
e t  J T . . .  I 

11 résul te  de la  proposition 1.2.3.1 qu'étudier les s .e .c .  de ( ( x , y )  - 
minimisant les  ouantités A+ , A ou a , revient à fa i re  c e t t e  étude 
pour l 'une d 'entre  e l l e s ,  par exenple A- . Nous disons alors  qu'une 
s.e.c. es t  J-ninimale s i  e t  seulement s i  eLLe minimise L'une queZcatzque 

des quantités A+ , A- ou A . 

La première remarque du paragraphe 1.2.4 nous permet, pour 1 a sui t e ,  
de ne plus considérer que des s .e.c. sans cycle e t  al ternées. 

Lorsque Ze treiZLis T e s t  fini, i l  ex is te  au moins une s.e.c .  

J-minimale entrc deux éléments x e t  y donnés de T , ce qui n 'es t  pas 
l e  cas s i  T e s t  quelconque. D'autre par t ,  l'ensemble des s.e.c.  sans 
cycle e t  alternces r e l i an t  x e t  y e s t  f i n i .  I l  e s t  alors possible de 
mettre en oeuvre un algorithme du type Branch e t  Bound C 5 1 permettant 
d 'obtenir  toutet les  s.e.c. J-minimales re l ian t  x à y , ce qui donne 
la  poss ib i l i té  cie calculer les  quantités 6(x,y) , JR(x,y) e t  JT(x,y) .  

Cet algori thme n'offre cependant qu' un i n t é rê t  r e l a t i f ,  é t an t  donné 

q u '  i  1 nécessi t e  des temps d'exécution importants, aussi avons-nous été  
amenés [ 6 1  , lorsque Le treiZZis T e s t  quezconque ( f i n i  ou i n f i n i ) ,  +. 
à introduire des hypothèses par t icul ières  sur J permettant d 'obtenir des 
expressions expl ici tes  des quantités 6 , J R  e t  JT . 



1.5.2.- HYPOTHESES H 

I l  e s t  c l a i r  que l a  valeur minimale de l a  quantité A )  , pour 

toutes les  s.e.c. de longueur 2 r e l i an t  x à y , deux éléments donnés 

de T , e s t  égale à : 

(1)  Inf(J(x/y) ,J(x/x v y ) )  , ce qui s ' é c r i t ,  dans l e  cas f in i  : 

c 'est-à-dire  qu ' i l  ex is te  une s .e .c .  J-minimale de longueur 2 de la  

forme (x,x v y,y) notée Cy(x,y) , ou de l a  forme (x,x A y,y) no+.ëe 

CA(x,y) , ce qui nous amène à énoncer l e  théorème suivant : 

1.5.2.1.- THEOREME. I 

Une c~ondition nécessairme e t  suff isante pour que, pour touh 

coupie (x,y) de T x T , la s.e.c. CA(x,y) = (x,x A y,y) 
s o i t  J-minimale e s t  qzle J  v é r i f f e  Zrh?/pothèse H l  suivznta : 

( H l )  Y(x,y) E T x T , J ix)  + J (y)  r J (x  A y )  .t J (x  v y )  

DEMONSTRAT ION. 

. Condition nécessaire - 
Y (x,y) t T u T , Y C E C(X,Y)  : A - ( c ~ ( x , ~ ) )  i i\-(C) 

s o i t  C = ( X , X  v y,y) : A - ( C )  = J (x)  - J(x v y )  

A-(C,(X>Y)) = J (x  A Y )  - J(Y) 

d'où J ( x  A y) - J (y)  I J ( x )  - J ( x  v y) c.q.f .d.  

. Condition suff isante  

Si x e s t  égal à y l e  problème e s t  résolu. 

Supposons x différent  de y : 

La démonstration s ' e f fec tue  par récurrence sur l a  longueur de l a  s .e .c .  

r e l i a n t  x à y . 
I l  e s t  f ac i l e  de montrer que CA(x,y) e s t  J-minimale pour l'ensemble 

des s.e.c. de longueur 1 e t  2 r e l i an t  x à y . 



S o i t  C une s.e.c. de longueur 3 r e l i a n t  x a y : 

Supposons que ( x  z , z + t , t 4 y )  

t d y ; = > X  A t d X  A y  

==> J(x A t )  2 J ( x  A y )  

J d6croi ssan t e  

HYPOTHESE H l  -=> J(x  A t )  - J ( t )  5 J()o - J(x  t) 

ce qu i  donne : 

On montre, de l a  même maniëre, que s i  C es t  de l a  forme : 

Ainsi ,  l a  s.e.c. CA(x,y) e s t  J-minimale pour tou te  s.e.c. de lovgueur 3 .  

Supposons, maintenant, que, pour t o u t  couple (x,y) de T x 7 , l a  s .e.c. 
CA(x,y) s o i t  J-minimale pour toute  s.e.c. de longueur n-1 r e l i a n t  x 

n 
à y . S o i t  Cxilo une s.e.c. de longueur n r e l i a n t  x à y . 
L'hypothèse de récurrence entraîne : 



où C l  e s t  definie par l a  séquence ( X ~ - ~ , X ~ )  , d'où : 

où C2 e s t  dibfinie par la  séquence (x,x A x ~ - ~ ~ $ - ~ > Y )  

Le résu l ta t  siir les  s.e.c.  de longueur 3 entraîne : 

A-(c2) A - ( ~ ~ ( ~ , Y ) )  

ce q u i  donne : 

On démontre de la  même manière les  résu l ta t s  suivants : 

1.5.2.2.- THEOREME. - 
Une condition nécessaire e t  suf f isante  p e u r  que, p o u r  tout  couple, 

(x,y) de T x T ,  la  s.e.c. Cv(x,y) = (x,x v y , y )  so i t  J-mi- 
male e s t  que J v é r i f i e  2 'hypothèse H2 : 

1.5.2.3.- COROLLAIRE 

Une (:ondition nécessaire e t  suf f isante  pour que, p o u r  tout couple 

(x,y) de T x T , t es  s.e.c. CA(x.y) e t  Cv(x,y) soient J-mi- 

mates e s t  que J vér i f i e  l'hypothèse HO : 

. 
(HO Y (x,y) E T x T , J ( x )  + J (y )  = J ( x  A y)  + J(x v y) . 

.i 

Ces résu l ta t s  permettent de généraliser immédiatement l a  proposition 1 . 3 . 3 .  



1.5.2.4, - PROPOSITION. 

EÇant rionnd un t r e i l l i s  T qusloonque, s i  J vér i f i e  l 'unt. 

qmeZeov2que des hypothèses HO , Hl, ou HS,  une condition 

néees$zire e t  suf f isante  pour que Za restr{ct ion d~ â à l ' en-  

semble des couples (x,Y) de Tg x To déf inisse une dista? ce 

es$ qus Z 'uppZication J sa i t  strictement monotone. 

Ces résultats nous permettent également de donner une expression expl i c i  t e  
des quantites 6 , JR e t  JT . Nous donnons ces erpressions dans l e  t a -  
bleau 1.5.2.5. Le tableau 1.5.2.6. donne les formes particulières obtenues 
lorsque les éléments x e t  y de T sont t e l s  que J ( x )  < + a? e t  
J (y )  < + . 

r 

TABLEAU 1.5.2.5. (cas genéral ) 



TAf!L':EA!J 1-5.2.6. (Lorsque J ( X )  ,](y) 4 + ) 

'our 'h~poth8ie Ho P nogr Pouvons prendre Indl f f e r o m n t  1 a x p n l r  4 

fin effet : 

1 9 . J+tisWk ral*mC I 4 M rrt 11 r.t.c. 



1.6.1 .- Notons H 1 'information de SHANNON sur les part i t igns f i n i e s  - 
II d'un espace prclbabilisé (G,S,P) déf in ie  par : . 

H(n) = 1 P(A) Log l/P(A) 
A E ~  

Nous savons [ 121 que 1 ' i nforma1.i on mutuel 1 e H n ) apportee par 
les part i t ions e t  ïi' est définie par : 

I 4 ( I l ; l ' r 1 )  = 1 P(A n B)  Log 
( A , B ) ~ l l x J r '  

e t  possède les pr3priétés : 

Ii , n t  e t  n" part i t ions de fi : 



comme une extension de 1 'information mutuel l e .  

Considérons une partition n comme ensemble de référence; lorsque 

l 'on cherche à expliquer Ji par ; c'est-à-dire à considérer n '  
comme un  résumé (modèle) de Ji alors : 

. Nous interprétons HR(n,n l )  comme la quantité d'information en conmun 
entre il e t  I l '  e t  H T ( H , n t )  comme l a  quantité totale d'informal.ion 
apportée par Tl e t  IIt . 

. 6 ' (n ,n t )  = H ( n )  - HR(n,n l )  = HT(n,n l )  - H ( ~ I ' )  

défini t  la  quantité d '  information apportée par e t  non expliquée par 
il' . 

Y 

. 6 + ( n , n 1 )  = H ( I I ' )  - H R ( J i y J I 1 )  = HT(J i ' IT1)  - ~ ( n )  
définit  la qilanti t é  d'information "parasite" apportée par- ' e t  ne 
servant pas 8 la connaissance cte Ji. 

FIGURE 1.6.1. 

Certains al gori thmes uti l ises en analyse des données C 2 1 (par exemple 
les méthodes de classification hiérarchique), se ramenent à la dgnnée d'une 
partition n e t  à la construction d'une séquence ( i = 1 , .  . de 

i 



partitions de plus en plus fines, cherchant a approcher n de mieux en 

mieux. 

Les inégalités n i +  n e $  ... & n i ,  n i+ l )  ... impliquent : 

ce qui formalise l e  f a i t  que la suite de partitions {IIi} i approche de 
mieux en mieux 1 'information de I[ , mais e l l e  introduit aussi de pl us 
en pl us d' i nforn ation parasi t e  ( i  nuti l e  dans la  connaissance de ) . 

flous remarquons que 6(lI,n1) = HT(n,TI' ) - HR(n,II') ; l a  fonctiolz 

6 ( . ,II) n ' e s t  pc s monotone en g6nBraZ. Les minima Zocaux de ô représen- 

t en t  alors de "Eonsft re'swnds de dans Ze sens où i l s  correspondent à 

des positions dléquiZibre concemont Zes variations respectives de HR 
~t HT . 

Les remarqiies e t  interprétations précédentes ont été présentées dans 

le  cadre du t r e i l l i s  des partitions d ' u n  ensemble Q e t  sont utilisées 
dans l e  chapi trc? I I I  pour les applications (algorithme ARBRE) .  Rappelons 
que les résultats e t  propriétés fondamentaux permettant ces interprétations 
ont é té  établis  ici  dans l e  cadre général d ' u n  t r e i l l i s  T quelconque muni 
d'une information généralisée J : 

Soient (x ,y )  E T x T . 
J ( x)  frespectii~ement J ( y )  représente Za quantité d'information apportée 

par Za connaisstrnce de Za réal isat ion de Z ' é t a t  x fresp. y) du systeme : 

. JR(x,y) représente la  quantité d'information conanune ù x e t  y ; 

. ~ - ( x , Y )  = J ( x )  -JR(x,y)  Za quantité d'information spécifique à x 
(dans Ze contexte y )  



~+(X.Y) = J(Y) - JR(x,y) la pmtitd d t i n f o m t i o n  s p d d f $ p  d y 
(dmes Ze oont~x% x). 

Ou encorn, s i  x e s t  l ' b t ~ t  du spstam, s i  y e s t  l 'explication qu'on 
en donne (rdswnc" ou modèle). 

JT(x9y) es t  la qwmtitk totale d'infomation apport& par te reaut7k 

cowrenart en particulier pertains quantite inuti le ,  dans La 
connaissance de x . 

. JR(xSy) es t  la quantitk d t i n f c r m t i a  q u ' a p p ~ ~ t e  le  rdetDnk y su? la 

la connaissance de x . 
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4 I I  , - INFORMATIONS ET QUESTIONNAIRES . 

L ' u t i l i s a t i o n  de l a  mesure d'information de SHANNON en Théorie des 

Questionnaires a permis d' in t rodu i re  les notions d' information apportbe : 

J(Q) , absorbée : e(Q) e t  transmise : I ( Q )  en obtenant l e  théorëme 

fondamental Cl31 : 

J(Q) = I(Q) + e(Q) 

Par l a  suite, d'autres mesures d' information ont é té u t i l i sées  t e l l e s  

que l a  mesure dlAGGARWAL-CESARI-PICARD, ou encore c e l l e  de BELIS e t  GUIASCU. 

Les dé f in i t ions  par t icu l ieres de J (Q)  , I ( Q )  e t  e(Q) , adaptées à chacune 

des mesures ont permis de retrouver l e  théorème précédent. Les résul ta ts  du 

premier chapitre nous ont amenés à d é f i n i r  les notions d' information 

apportbe A+(c) , absorbbe A-(c) , e t  transmise V(C) d'une s.e.c. C 

d'éléments d'un t r e i l l i s  muni d' une information géngralisée. 

Nous proposons une d é f i n i t i o n  de l a  " local isat ion"  englobant l a  proprié- 

t é  de branchement, e t  équivalente à 1 'axiome A3 de B. FORTE e t  N. PINTACUDA. 

Les résul ta ts  nous permettent, quand on les applique au t r e i l l i s  des p a r t i t i o n s  

d'  un ensemble f i n i  non vide, muni d'une information généralisée v e r i f i a n t  cette 

propr iété de loca l i sa t ion  d 'un i f ie r  les notions d' information dans les question- 

nai res en retrouvant les résul ta ts  fondamentaux c i  tés c i  -dessus. Nous montrons 

que l a  terminologie u t i l i s é e  pour A+(c) , A-(c) e t  V(C) es t  cohérente 

avec ce l l e  u t i l i s é e  en Theorie des Questionnaires. Enfin, nous étudions b r i è -  

vement l ' in format ion de RENYI qui ne v é r i f i e  pas l a  propr ieté de local isat ion.  

Il es t  néanmoins possible pour ce t te  mesure d'information, de dé f in i r  les  

notions d' information dans un questionnaire. 



I l  QUESTIONNAIRES Cl33 

Rappelons quelques defi n i  tions : 

Un graphe G 9 (XJ)  orient@ est quaar fom%mnt c w o r ~  inpdMu-  
~ e m n t  (q*f  .coi .) s ' i l  existe un somnet ascerldant dcs tous autms; 
expl i ci tons : 

3 ~0 c X tel que : 

Y X E X  , Y # %  , i l  existe un chemin reliant xo x . 
Un tatt iciet  est un graphe fini q,F.c.i. et sans cirçuit. 

Une.uaZuatZon d'un graphe (XJ)  est une applfcation de l'enswn~io 
des arcs ou des saarets dans un ensemble Y . 
Un gzwphsr wtu4 est un triplet (X,rrv) 00 (XJ) est ur~ graphe 
et  v un@ valuation. 

Un q u s s ~ % W ~ s  est un graphe valM q;Ç.c.i, , Q = (X,C,p) tel 
qw 1 'ensemble dei s-tâ admet la partié,im X a EUF oO E , 

est fornie des sommets terminaux appellos i.apmzesa, F est formé - ' 
des sommets non terminaux appeles qwsticrns, (st v6ri fiant; 
axiomes : 

(ql) : (X,r) est un graphe fini sans cir 

(qe) : Aucun somnet de X n'est origine d'un s 

(9%) ~ : Il existe une application de l'ensemble des arcs 
, dans tel le que, pour t 

- % 

' J!' 

, 4 < -  

- * . A  
, ,que ri1 soit different de 

., . . .! ,, 
, 4 " U * '.i+ f - ,:qv p 9 n y  ,.T,q:qqfJ*?2yr '* >--  , ;:;.. -*"'y; 

i( i , j )  = 1- 
h<ri 

^ . . * .  U 

(q4) : Cette appli,$,@tfon y a?$ 

a 1 î l " h , i )  00 a e s t l a  
irE hEri 

racine du questionnaire. 



- . Pour t o u t  i E X , notons E ( i )  = ri n E 1 'ensemble des descen- 

dants de i qui sont terminaux. 

. Un questionnaire arborescent e s t  un questionnaire dont l e  support 

e s t  arborescent, sinon l e  questionnaire e s t  d i t  l a t t i c i e l  . 

I I .  1.2. - INFORMATIONS AU SENS DE SHANNON DANS LES QUESTIONNAIRES . 
S o i t  Q un questionnaire de type p robab i l i s t e  Cl31 : l a  va luat ion 

dé f i n i e  su r  r es t  une app l i ca t ion  notée p v é r i f i a n t  : 

. L ' in format ion transmise par un questionnaire Q e s t  d é f i n i e  

par : 

. L '  in format ion traitée par une question i dé f i n i e  par  : 

J(i) = 1 pW Log f i  - 1 <Ik; 
j e r i  i 

I(i) = p ( i )  J ( i )  représente 1 ' information apportde pur Za question 
i .  

.. L ' i nformati on traitée pcu? Ze questionnaire Q e s t  1 a somme : 

. L' in format ion absorbée par une ques$ion d i f fé ren te  de la racine a , 
ou une réponse, e s t  dé f i n i e  par : 

Li  in format ion absarbée par Ze questionnaire Q es t  egal e à : 



11.1.2.1.- THEOREME Cl31 . 
Soit Q un questionna.ire, avec Zes notations préeddentes, 

C i )  J ( Q )  2 I ( Q )  

(ii) J(Q) = I ( Q )  t e(Q) 

(iii) e(Q) = O <-> Q es t  arborescent. 

2 -  INFORMATION GÉNÉRALISÉE SUR LE TREILLIS DES PARTITIONS D'UN 

II .Z.I . -  Soient SI un ensemble quelconque, non vide, d'événements 

élémentaires w , S une algèbre de Boole de par t ies  de SI . Une mgsure 

d ' i n f o m t i o n  gdndratisée sur les dudnements Cg1 de (Q,S), e s t  une fonc- 
t i o n  d'ensemble 1 def in ie  sur S e t  sa t i s fa isan t  aux axiomes ? 

Axiome 1 :  1 : S -+fi' 

Axiome 2 : 1 e s t  monotone pour 1 ' inc lus ion,  c 'es t -3-d i re  : 

(A,B) S x S e t  A B -> I (A )  r I (B )  - 
Nous prendrons comme valeurs uni verse1 les  1 (fl) = + m e t  I ( 0 )  5 O ; 

11.2.2.- Soient SI un ensemble f i n i  non vide, notons T 1 'ensemble 

des p a r t i t i o n s  de 0 ordonné par l a  r e l a t i o n  de "f inesseu : 

t e l  que A c - B 

pour ce t t e  r e l a t i o n  d'ordre, T a une s t r uc tu re  de t r e i l l i s  C 11 e t  possede 

un majorant universel  nM = (01 e t  un minorant universel  
= {(w)lw E 0) . m 

DEFINITION. - Une information généraZisde H C 121 définie sw, T e s t  une 

app l i ca t ion  ve r i  f i antr l es  axiomes : 



nous supposerons de p l  us que H(Tim) + rn . 
Supposons dé f in ies  sur une algèbre de Boole S de pa r t i es  de 0 , une 

mesure de P de p robab i l i t és  e t  une in format ion 1 Cg]. 

. L ' in fomat ion  moyenne d'une p a r t i t i o n  de fi e s t  d é f i n i e  Cl21 

par  : 

Cette app l i ca t ion  H es t  une information généralisée au'sens où nous 

venons de l a  d é f i n i r .  

II . 2 . 3 . -  PRINCIPE DE LOCALISATION DE FORTE ET PINTACUDA [4]  . 
FORTE e t  PINTACUDA on t  déf in i  C41 1 'axiome A3 de p r inc ipe  de 10- 

ca l  i s a t i  on pour une mesure d' informat ion apportée par  une expérience. Re- 
- prenons l es  nota t ions de FORTE e t  PINTACUDA dans l e  cas d l  "exp6riences 

complètes", c 'es t -à-d i re  des p a r t i t i o n s  de fi : 

Soient (AyB) une p a r t i t i o n  de en deux éléments, 

Q e t  t i  deux p a r t i t i o n s  de A t e l l e s  que H A d  IIA , 
ng e t  n i  deux p a r t i t i o n s  de B t e l l e s  que IlB 4 nj, , 

adoptons l e s  nota t ions : 

nl = (nAsB) 

" = (A,tB) 

n i  = (nA,B) 

. n i  = (A,nb) . 
* 

Quand il s ' a g i t  de p a r t i t i o n s  de r;Z , l'axiame A3 de FORTE ET 

PINTACUDA se t r a d u i t  corne s u i t  : 



(A3) ' Pour t o u t  quadruplet (nl,ni ,n2 ,il;) dé f in i  par l es  

n o t a t i  ons précédentes, on a 1 ' égal i t é  : 

où l ' o n  a posé, pour deux p a r t i t i o n s  e t  Il' de $2 : 

L I  app l i ca t ion  (paragraphe 11-5) du p r inc ipe  de l oca l i sa t i on  nous 

condui t  à proposer une d é f i n i t i o n  équivalente de l a  p ropr ie te  de l oca l i sa t i on ;  

ce t te  dé f i n i t i on  f a c i l i t a n t  l ' u t i l i s a t i o n  de ce t te  p ropr ie ta  pour l es  mesures 

d l  informat ion u t i  1 isées dans les  questionnai res. 

11.2.3.1.- DEFINITION. 

S o i t  (AyB) une p a r t i t i o n  quelconque de 0 en deux élements; 

Soient ( B ,  2,...,Bm) une p a r t i t i o n  quelconque de 0 , 
(A1,A2! une p a r t i t i o n  quelconque de A en deux éléments. 

Posons : " = ((RB1 9 9Bm) 

DEFINITION.- Nous dirons qu'une informat ion géneral isée H v é r i f i e  

l a  propr-tdté de ZocaZisation s i  e t  seulement s i  : quels que so ien t  " , n2 . , ."; déf in ies par  les  notat ions précedentes, on a : 

11.2.3.2.- PROPOSITION. 

Toute information moyenne vdri f ie  Za propridtd de locat-lsation. 



II .2.3.3 .- PROPOSITION, 

La propriétd de ZocaZisation es t  4quivaZenfe d ZraccLome 
( A 3 ) '  de B. FORTE et N. PTNTACUDA. 

DEMONSTRATION . - 

1) (A3)' -;> P.L. (Propriété de local isat ion)  

Soient ïïA = (A1 ,A2) 

n;, = B 

Posons nl = (A1,A2,B) , il2 = (ASBIS.. . $8,) 
* 

n i  = (A,B) , n i  = (A,B) 

-> n1"n2=A1 .A2 .B1 . * * * ,Bn)  , " A " =  (AI'A2,B) , 

n i  A II2 = (A,B1,. . . ,Bn) , n i  A n i  = (A,B) 

d'où : 

2) P.L. -> (A3)' 

Soient nl,","," des par t i t ions  de n def in ies  par : 



Montrons que P - L e  -> H(nl) - H(lT2) . H(n3) - H(n4) 

MwWvns d'abord que V k 1 ... . ,n 

4 - nypocneçe de rëcurrence en trafne : 

k- 1 .. . - * 



* s o i t  : 

On en déduit, pour k = n 

H(A1yA2, ,AnsB1s . SBm) - H(A9B1y YB,,,) 

11.2.4.- PROPRIETES DE LOCALISATION ET DE BRANCHEMENT. 

S o i t  mN une fonction d l  information dé f i n i e  su r  des questionnaires 
Cl31 : 

où e s t  l a  mesure à l a  réponse ei . 

Soient QO e t  Ql deux questionnaires admettant respectivement 
N-8 e t  8+1 nponses, on d i t  que aN possede l a  p ropr ie te  de branchement 
s i  : 

où YB+1 e s t  une fonct ion des 8+1 mesures definies aux rtiponsez de QI. 

S o i t  " l a  p a r t i t i o n  de fl associée aux reponses de Qo , 
card(no) = N-8 Prolongeons Q0 par Q1 à p a r t i r  d'une repense de Qo , 
nous obtenons l e s  p a r t i t i o n s  suivantes : 



Nous avons : 

QN(Q0 O QI) = QN(nl) 

Supposons que Q,,, v é r i f i e  l a  propr ié té  de loca l i sa t ion ,  nous obtenons : 

où B e s t  l e  complémentaire re lat ivement à a de l a  réunion des Bi , ce 
qui  nous donne : 

ou Y B+ 1 e s t  une fonction des B+1 mesures déf in ies  aux réponses de Q1 . 

Ainsi ,  l a  p ropr ié té  de branchement e s t  un cas p a r t i c u l i e r  de l a  

p ropr ié té  de loca l  i sa t ion ,  p l  us précisèment : 

Pour une fonct ion d' information de l a  forme QN(Q) = QN(ul,. . . ,uN) , l a  
propr ié té  de l oca l i sa t i on  entraîne l a  propr ié té  de branchement. 

1 1.3. - ARBORESCENCE DE L'ORDRE DES QUESTIONS ASSOC 1 É A UN QUESTIONNAI RE 

Etan t  donné un questionnaire Q quelconque, s o i t  un ensemble sur  

lequel  on applique l e  questionnaire ; nous appelons 52 : "Domaine du . 
Questionnai re"  . 

Le f a i t  de poser l e  questionnaire sur  un ensemble 52 nous apporte 
une cer ta ine  informat ion sur cet  ensemble; ce t t e  information e s t  l i é e  à 



l a  s t ruc tu re  i n t r o d u i t e  par l e  questionnaire sur , st ruc tu re  d é f i n i e  

en f a i t  par 1 'ensemble des reponses du questionnaire : nous nom intêbessons 

dans ce qui sui t ,  aux questionnaires induisant une structure de partition 

sw n . 

Nous in terprétons a lo rs  une question comme un operateur qui e f fec tue  

une p a r t i t i o n  d'un sous-ensemble de 0 : t o u t  arc ( i  , j )  e r étan t  

associé à une issue de l a  question i , notons n i  l e  sous-ensemble de 
correspondant à c e t  arc. 

Nous appelons domaine d'une question i , noté O ( i )  , l e  sous- 

ensemble de 0 sur lequel e s t  posé l a  question i : 

S i  l e  questionnaire Q possede n questions, l e  graphe G , support 

du questionnaire, nous donne un ce r t a i n  nombre de contraintes sur l ' o r d r e  

dans lequel  sont  posées les  questions. 

S o i t  une permutation C = (il,...,in) de questions de Q , C e s t  

d i t e  compatibZe avec Q s i  e t  seulement s i  : 

V j = l , , n  : ( V  i E , 3 ik e C , k c j t e l  que ik = i )  i 
j 

ce t t e  d é f i n i t i o n  exprime l e  f a i t  que, pour poser une question i (j f i x é  
j 

E C1,nl) , il f a u t  a v o i r  posé obl igatoi rement toutes l e s  questions ascen- 

dantes de i 
j '  

EXEMPLE : S o i t  l e  graphe G suivant, support d'un questionnaire Q : 

FIGURE 11-1 



ainsi,  1 'on ne peut poser, par exemple, l a  question 5 qu'apres avoir posé 
les questions 1, 2 ,  3 e t  4. La question 6 ne peut être posée qu'après 
les questions 1 e t  4 . 

Considérons alors 1 'ensemble de toutes les permutati~ns de questions 
compatibles avec le  questionnaire Q . Cet ensemble se représente en 
construisant ce que nous appelons L'arborescence A de t'ordre des ques- Q 
tions associée à un questionnaire Q : un chemin de 1 'arborescence joi- 
gnant la racine à un sommet pendant définit une permutation de questions 
compatibles avec le  questionnaire. 

EXEMPLE : Arborescence de l 'ordre des questions associée au questionnaire 
de la figure 11-1. 

Voir FIGURE 11-2 page suivante. 



Vi W 
as- 

/ N Ln- 

Vi-O--0 
W as 

N 

P 

N 

Via- 
as 

W 
Vio - 

Vi-0 

O\/ 

N las W 



11.3.1.- ALGORITHME DE CONSTRUCTION DE AQ 

Soit G = (X,U) le  graphe support du questionnaire Q . 
X = EUF où F représente 1 'ensemble des questions de Q. Notons A 1 

le graphe défini par : 
Q 

1 1  = ( X  ,U ) où x1 = Ia} racine du questionnaire Q 
A~ 

Supposons construit 

Notons Ek-l l'ensemble des sommets pendants de A k - 1  Q 

C k - l  l'ensemble des chemins reliant a à un élément de Ek_l 

Y C e Ckml , so i t  XC 1 'ensemble des sommets de C , notons 
CC l'élément de XC appartenant à Ek-l . effectuons la  
construction sui vante : 

Pour tout x F - XC , s i  ?-'(x) c XC , alors prolonger A k -1  
de la manière suivante : 

Q 

k Ceci nous permet de construire A en fonction de A ~ - '  , le processus Q Q 
es t  i t é ra t i f  e t  se termine lorsque k es t  égal au nombre des sommets non 
terminaux (questions) de Q . 



I I  .4. - 1 NFORMATIONS ASSOCI CES A UN CHEMIN DE L'ARBORESCENCE DE L'ORDF?E 
DES QUESTIONS, 

Soi t ,  pa r  exemple, l e  chemin (1,3,4,2,6,5) de l a  f i g u r e  11-2. 

Représentons, su r  l a  f i gu re  s u i  vante, toutes l e s  p a r t i t i o n s  associées 

au chemin (1,3,4,2,6,5) : 

... A 

Il1 = Ilg - - "  l fi: 1 a: 1 fi; I 

.., A 

Il3 = Il4 - - "  l fi: 1 1 ni O I fi; I 

..d A 

" = I l 2 -  -Il2 1 fi: 1 fi: I fi; O I fi: 1 , 
-. 
n* = Il6 

- 1 
fi: 1 : 

1 
R i  O 

1 3 1 fi: 1 fi: l 

.., 
1 

I : I I 
" 1 1 fi: fil' ni2  I 

I I 

I fil I u R i  u fi: fi: O f i i i  fii2 
1 1 6 ,  

I I I 

I 
fi7 1 

1 
f i i  O 

- 1 3 
I I 

A ins i ,  t o u t  sommet de ce chemin, nous associons t r o i s  p a r t i t i o n s  
de R : considérons l e  sommet 5 : 



- 
Il5 e s t  l a  p a r t i t i o n  de Q obtenue après a v o i r  posé l e s  quest ions 

1, 3, 4, 2 e t  6 . 

i"i5 e s t  l a  p a r t i t i o n  de R obtenue après l e  regroupement, l i é  à l a  

l ques t ion  5 , de ce r ta ins  éléments de fi5 . 
,., 
il5 e s t  l a  p a r t i t i o n  de R obtenue après a v o i r  posé l a  quest ion  5 . 

- .., A w A .., 
La s u i t e  (nl , ïïl , nl , n3 , " , I l 3  ,...," , n5 , n5) d é f i n i t  

a l o r s  une s.e.c. de p a r t i t i o n s  de Q associée au chemin (1,3,4,2,6,5). 

De manière générale, nous associons à t o u t  chemin C de l ' a r b o r e s -  

cence A Q '  une s.e.c. CC] d é f i n i e  p a r  l a  s u i t e  : 

où n e s t  l e  nombre de quest ions de Q : 

Notons a ( i )  l e  nombre de réponses d'une quest ion i : 

A - 
V k = 2, ..., n ; posons ni = 

k ni k-l 

A A 

nik = ( W k )  . nik - V ( i k ) )  où Ili - V ( i k )  représente 1 'ensemble 
k 

A 

des éléments de ni non i n c l u s  dans V ( i k )  .. 
k 



Remarquons que toute s.e.c. CC1 de part i t ions de Q aseociee d un 
chemin C de A oO Q est  un questionnaire ayant n questions, es t  
de l a  forme : 

Q 9  

p l  us préci sèment, Y k = 1,. . . ,n nous avons les relat ions : 



.O REMARQUES.- 

- La valeur de V(CC1) es t  indépendante de la s .e.c. [ C l ,  donc du 
chemin C de A ; ainsi l'information transmise par Ze questionnaire Q 
est indépendante de Z 'ordre dans lequel 2 'on pose Zes questions. Par 
contre, l'exemple du paragraphe 11-7 montre qu'il n'en est généralement 
pas de même pour les informations absorbée e t  apportée. 

- Localement les quantités suivantes sont définies : 

h-( ik)  = ~ ( i i ~  ) - H ( I I ~  ) information absorbée par l a  question i k  k k 
- 

A+(i k )  = H(ni ) - H(ni ) information apportée par la question i k  I k k 

h( ik )  = A-(ik) + h + ( i k )  

V(ik) = ~ ( 5 ~  ) - H(I$ ) information transmise par la question i k  k k 

- Nous avons clairement les propriétés : 

information apportée par la question = information transmise par la question 

+ information absorbée par la question. 

information apportée par la question 2 information transmise par  la question. 

- Globalement, nous avons les relations sui vantes : 



- Propriétés : 

PI : A+([cI)  = V ( C C I )  + A - ( [ C I )  

Information apportée = information transmise + informati on absorbée 

~2 : A + ( [ c I )  V ( [ C I )  

Information apportée r information transmise 

P3 : A - ( [ C I )  = O s i  e t  seulement si  l e  support de Q e s t  arborescent. 

11.5.- PR OP RI^^ DE LOCALISATION ET INFORMATIONS ASSOCIÉES A UN CHEMIN DE k.  
Etant donnés un questionnaire Q de racine a , AQ 1 ' arborescence 

de l 'ordre des questions associé à Q , e t  i une question de Q , soient 
Cl e t  C 2  deux chemins de A rel iant  a à un somiet pendant : Q 

Notons i l  (resp. i 2 )  l e  sommet de Cl (resp. C 2 )  correspondant à 

la question i . 

11.5.1.- THEOREME. 

S i  H v é r i f i e  Za propriéte de ZocaZisation, alors noue ayons Zes 

égalités : 
+ ~ + ( i , )  = A ( i 2 )  

A - ( i l )  = Am(i2) 

A(i,) = A(i2) 

V(il) = V(i2) 

DEMONSTRATI ON.  - 
Montrons que n'(il) = A+(i2) 

Notons 



H v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  de l o c a l i s a t i o n  ent ra îne que : 

ce q u i  donne : 

H v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  de l o c a l i s a t i o n  ent ra îne que : 

d'où : 

La démonstration e s t  analogue pour A- , A e t  V . 
t REMARQUE.- S i  h+(il) = A ( i 2 )  nous en déduisons que H v é r i f i e  l a  

p r o p r i é t é  de 1 ocal i s a t i  on pour tou tes  l e s  p a r t i t i o n s  " réa l isées"  pa r  Q , 
c 'es t -â -d i re  pour l 'ensemble des p a r t i t i o n s  de pouvant ê t r e  obtenues 

p a r  l e s  s.e.c. de p a r t i t i o n s  associées aux chemins de A 
Q *  

11.5.2.- COROLLAIRE. 

S i  H vér i f i e  la  propriété de Zocalisation, alors, quels que soient 

Cl , C2 , chemins de A rel iant  a. d un sommet pendant, 2 'on a : Q 

Ainsi, H vdr i f ie  Za propriété de Zocalisation entracne que Zes 

notions d'information absorbée e t  apportée reZatives à une question 

i ou à un questionnaire Q sont indépendantes de l'ordre dans Ze- 

quel sont posées Zes questions. 

Ce r é s u l t a t  fondamental nous permet a l o r s  de d é f i n i r  dans un cadre génCral 

l e s  no t ions  d '  In format ions d '  un quest ionnai r e  : 



* 11.5.3.- INFORMATIONS D ' U N  QUESTIONNAIRE. 

Soient Q un questionnaire posé sur un ensemble n , H une mesure 

d'information généralisée définie sur le  t r e i l l i s  T des partitions de n 
e t  vérifiant la propriété de localisation , [ C l  une s.e.c. quelconque de 

partitions associée au  questionnaire Q , alors nous avons les définitions : 

I ( Q )  = V ( C C 1 )  : information transmise par Q 

J ( Q )  = A+([cI)  : information apportée ( t r a i t é e )  par Q 

e (Q)  = ~ ' ( c c l )  ; information absorbée p a r  Q 

1 nous avons, de plus, les relations : 

- e(Q) = O s i  e t  seulement s i  Ze questionnaire e s t  arborescent. 

A.-  So i t  H une information moyenne définie sur l'ensemble des 

partitions de 0 , par H(n) = 1 p(A)  I(A) 
A d  

Notons 

en raison deq propriétés de localisation de 1 ' infomation moyenne, 

avons les relations sui vantes : 

h'(i) = 1 P ( O h )  I ( R ~ )  - p(D(i)) I (D(i) )  : information absorbee par  l e  
h€Ti  question i . 

b 

At(i) = p(O!) 1(0$ - p(D(i)) I(D(i))  : information apport& par l e  
w j e r i  question i . 

V )  = A )  - A )  : information transmise par la question i . 



* 
Ces re l a t i ons  s ' éc r i ven t  avec les  notat ions u t i l i s é e s  dans l e s  questionnaires : 

B.- Si H n'est  Dus une information mouenne mais v é r i f i a n t  l a  

propr ié té  de loca l i sa t ion ,  nous avons 

Le vocabulaire i n t r o d u i t  dans les  s.e.c. es t  c e l u i  u t i l i s é  en 

Théorie des Questionnai res , à une d i  f férence pres : 

L'([CI) informat ion apportée par l a  s.e.c. [CI e s t  associe à 

J (Q)  informat ion t ra i tée  par l e  questionnaire Q au sens de 
C.F. PICARD. 

Appliquons l es  résu l ta ts  à qu dques mesures d ' in format ion u t i l i s é e s  en 

Théorie des Ques ti onnai res . 

v o i r  tableau page suivante 

.../. .. 
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PICARD 

HAVRDA 
: 

CHARVAT 

BEL I S  

- -- 5- - _- - = =  - - -  - 
= -T 1 NFORMATION APPORTCE PAR U N  

1 (A) 
1 NFORMATiON ABSORBÉE PAR UNE 

QUEST 1 ON 

E -1 pa(h3i) - $ ( i l  
heFi 

1 -1 paw3 i1  - pa( i )  
h d i  

- 1 

1 
~ 0 9  

1 - - 1 
P (A) 

Y a - 1  

''(A) 
O<a< 1 

a -  1 

P(A) - 1 
a l a - 1  

a f l  

0- 

QUEST I ON 
-- -A 

1 ~ ( i , j )  ~ o g  pptt3S 
j e r i  

- 
1 

- 
1 p ( i Y j ) -  - 1 

j e r i  ( i y j )  - - - 

- 1 

1 pa( i , j )  - pa ( i )  
j e r i  

p a ( i 3 j )  - pa( i )  
j e r i  

al-a - 1 

LOS 1 ~ 

2iri w(i . j )  ~ o g  
h i r i '  w(h,i J ~ o g  &- 



1 1 7 - APPLICATION AUX 1 NFORMATI ONS NE VÉR 1 F 1 ANT PAS LA PROPR 1 ÉTÉ DE 

LOCALISATION, 

L'information de RENYI ne vérifie pas la propriété de localisation; 
soit  le questionnaire de la figure II-1, considérons les chemins de 
(figure 11-2) suivants : 

A~ 

sur Cl : 

Prenons p ( 2 , 7 )  = p(2 ,5 )  = p(3,5) = 0.2 

ce q u i  donne ~ - ( 5 )  = 1 avec a = 2 pour 1 ' information de RENYI 

* cl7 
2 \ 

n 
2 1 

n5 
3 1 

n5 
4 1 

Qi O 
3 1 

f16 
sur c2 : n5 = I 1 1 1 1 1 4 I 

Les probabilités prises pour Cl entraînent que : 

ce qui donne ~ - ( 5 )  = 0.91754 avec a = 2 pour 1 'information de RENYI . 
Ainsi, sur cet exemple, 1 'information absorbée par la question 5 dépend 
de toutes les questions posées antérieurement. L'arborescence de 1 'ordre 
où sont posées les questions nous fournit l'ensemble de toutes les s.e.c. 
de partitions associées au questionnaire. Les s .e.c; de partl tions nous don- 
nant un moyen de mesurer toutes les informations du  questionnaire, nous avons 



donc, s i  l a  mesure de l ' information ne v é r i f i e  pas l a  proprieté de 

loca l isa t ion ,  l a  p o s s i b i l i t é  de déterminer l e  questionnaire optimal dans 

l e  sens où 1 ' information absorbée sera minimale. 
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APPLICATIONS AUX PROBLEMES D E  C L A S S I F I C A T I O N ,  

E tan t  donné un tableau à double ent rée (O,R) fou rn i ssan t  l e s  ré -  

ponses d 'un  ensemble R d ' i n d i v i d u s  à un ensemble O d'observateurs 

(caractëres)  , l e  b u t  de l a  c l a s s i f i c a t i o n  automatique e s t  de rechercher 

des sous-ensembles (c lasses)  d '  i n d i v i d u s  "homogènes". L '  u t i  1  i s a t i o n  de 

mesures d '  in fo rmat ion  adaptées à ces c l  asses nous permet d'  é laborer  des 

moyens o r ig inaux  de t ra i tement .  

Nous considérons l e  tableau (0,R) comme un p r o d u i t  de p a r t i t i o n s  

de R ou, dans d 'au t res  cas, comme un p r o d u i t  de sous-ensembles (événements) 

de R . Cette dernière éven tua l i t é  impl ique que l a  mat r ice  de donnée s o i t  

codée à 1  ' a ide  de deux symboles, en général 0 , l  . Nous avons donc, s u i v a n t  

des techniques b ien  connues C21 , d é m u l t i p l i é  chaque caractëre en carac-  

të res  élémentaires ( 2  modal i tés de réponses p a r  caractère) .  

1 1 1 1, - PR 1 NC 1 PES GÉNÉRAUX DES APPLI CATIONS , 

L'ensemble des app l i ca t i ons  réa l isées se décompose en 3 étapes : 

- CONSTRUCTION DE CLASSES DE R . 
Nous proposons un a lgor i thme (programme GENER) permettant,  à p a r t i r  du 

tab leau de données (0,Q) , de c o n s t r u i r e  une p a r t i t i o n  de R pour 

l a q u e l l e  : 

. l e  nombre de classes de c e t t e  p a r t i t i o n  n 'es t  pas imposé. 

. chaque c lasse e s t  "homogène" au sens i n t u i t i f  du terme, préc isé  

l o r s  de l a  desc r ip t i on  du programme correspondant, où à chaque 

c lasse correspond un sous-ensemble d'observateurs pour lesquels 

l 'ensemble des i n d i v i d u s  de l a  c lasse a  l e  même comportement, 

c ' es t -à -d i re  "pratiquement" l e s  mêmes réponses. 

L 'a lgo r i t hme nous permet a l o r s  de met t re  en évidence, pour chaque c lasse  

de l a  p a r t i t i o n  de R , 1 'ensemble des observateurs c a r a c t e r i s a n t  

c e t t e  classe. 
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- CLASSIFICATION HIERARCHIQUE D'UN ENSEMBLE DE CLASSES DE $2 . 
Ayant obtenu, par une &thode quelconque, uc/ensemble de classes homgenes 

de n , nous construisons par l a  méthode classique du "plus proche vo is in "  

Cl01 , une c l m s i f ~ c a t w n  hidrarchique indicde Cl03 de ces classes en 

formant une su i t e  de p a r t i t i o n s  suggérée au chapi t re  1 . (programne 

ARBRE). La distance servant ii i nd i ce r  l a  c l a s s i f i c a t i o n  permet de détermi- 

ner l es  niveaux "int4iressantsfl de 1 'arbre associé à ce t t e  hierarchie.  

- CONSTRUCTION D '  UN QUESTIONNAI RE ASSOCIE A UNE CLASSIFICATION HIERARCH IQUE. 

Le programme (QUEST) cons t ru i t  a l  ors un questionnai r e  (h iérarch ie  d'obser- 

vateurs) permettant, en par tant  de R , de re t rouver  les  p a r t i t i o n s  de 
R interessantes mises en r e l i e f  par 1 ' a l  gor i  thme pr6cedent. 

De p l  us, à chaque question (observateur sélectionnlr) sont fournis 1 ' en- & + d 

semble des observateurs str ic tement équivalents ou équivalents 8 un ---- . LI 

.I .- -e 
pourcentage fi xé . ,., +?- 

A... . -.*.A 

-;;. ;:n 
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*O 
C les événements nous permet de mesurer le  degré de ressemblance entre (Il 

2 "'O 
p (O1 u q )  

wo 3 0;) = Log ( &(O1 1 
p ( Q )  ~(0;) 

Cette quanti té s 'écr i t  : 

@O 
wo é t an t  1 ' individu de référence, nous pouvons considérer que P(O1 ) 
est  égal à une constante a . 

Posons 

z mesure Ze nombre de réponses 1 conununes à w e t  wo . 

On montre faci lement que , 

. pour y fixé, 6 décroit lorsque z croit.  

Ceci s'interprète (figure III-2-1-1-(A)) : les deux individus w e t  w' 
vérifient y = y '  e t  z w > z u ,  

ce qui exprime bien le fa i t  qu'intuitivement w est de plus proche de wo 
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. pour z f i x é .  

a - Si  z 2 , 6 c r o i t  lorsque y - c r o i t  . 
Les deux ind iv idus  w e t  w' de l a  f i gu re  111-2-1-1 ( B )  v é r i f i e n t  

~ d'où u es t  me i l l eu r  vo i s i n  de wo que wi . 

S i  z s  - 5 , 6 e s t  minimum lorsque y = a - z 

Dans ce cas 6 prend l a  valeur Log 4(u-z1 ( f i g u r e  111-2-1-1 ( C ) )  
a 

wo wo 
6(U1 , q) s 6(01 , ) pour t o u t  U' v é r i f i a n t  : 

De plus, 6 = L o g w  e s t  minimale quand z -2 e t  e s t  a lors  
a 

égale à 1 . 
Li  i n d i v i d u  UJ, représenté su r  l a  f i g u r e  111-2-1-1 ( C )  représente 

donc l e  "mei 1 leurii i n d i v i d u  pouvant ex is te r .  Nous remarquons que 

e t  0;" sont re lat ivement éloignés, par  conséquent ce t t e  va leur  

1 pour 6 nous donne un seui 1 minimum de voisinage en t re  oo e t  

un i n d i v i d u  w quelconque, au delà duquel il n'es t  pas r é a l i s t e  

de considérer w c o r n  v o i s i n  de wo . 
@O L'ensemble de ces propr ié tés  assure donc que 6(01 , U1 ) mesure 

MO b ien l e  degré de ressemblance ent re  e t  Ut . 
("0 Nous decidons que es t  vo i s i n  a k prgs de U1 s i  : 

L'a lgor i thme consiste à agglomérer tous l es  ind iv idus  w t e l s  que 
"'O ( O  , O ) s  k , ce qui  nous donne un noyau N É P(R) ; 1 'étape 

suivante détermine, à p a r t i r  de ce noyau, l'ensemble des observateurs 

caractér isant  ce1 u i  - c i  : 
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FIGURE 111.2.1.1. 
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. S o i t  t un observateur quelconque de O ; notons ty 1 'ensemble des 
N éléments de N répondant 1 à t , t0 1 'ensemble des éléments de 

N répondant O à t . 
Comme c i  -dessus, nous définissons : 

-N OU t l  e t  sont deux t es t s  f i c t i f s  auxquels tous l es  ind iv idus  de 

N répondraient respectivement 1 e t  O . 

N -N N 'N S i  6 ( t l  , tl) = O (resp. 6 ( t 0  , t O ) )  , il e s t  c l a i r  que 1 'observateur 

t caractér ise l e  groupe ty (resp. t )  . S i  aucune de ces quant i tés  

n ' e s t  nu l le ,  on peut c h o i s i r  l a  quant i té  minimale; mais dans ce cas on 

r isque de prendre un observateur "caractér is t ique"  de manière a r b i t r a i r e  
N -N ( 6 ( t l  , ty) vo i s i n  de 6 ( t 0  , tO) ) . Aussi, a un observateur t e t  

un noyau N , nous associons un observateur non caractér is t ique ? 
cons t ru i t  de t e l l e  so r te  q u ' i l  v é r i f i e  l e s  propr iétés suivantes : 

- l e  nombre de réponses 1 de e s t  égale à card(N)/2 . 
- 6 ( t l  , t!) e s t  minimum. 

Dans ces condit ions, l a  quanti  t é  B égale à : 

nous permet de décider s i  l 'observateur  e s t  ca rac té r i s t ique  ou non 

du noyau N , de l a  manière suivante : 

N -N - S i  B = 6(t l  , tl) a lors  1 'observateur t e s t  caractér is t ique 

(réponse 1) du noyau N . 
N -N - S i  B = 6 ( t 0  , t O )  a lors  l 'observateur  t e s t  ca rac té r i s t ique  

(réponse O) du noyau N 

-N - S i  B = 6 ( t y  , tl) a lors  1 'observateur t n ' -es t  pas ca rac té r i s t ique  

du noyau N . 
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Ayant cons t ru i t  1 'ensemble fN des observateurs caractér i  st igues du 
N 

noyau N , nous distinguons l e s  sous-ensembles F; e t  Fo des obser- 

vateurs caractér is t iques pour l a  réponse 1 ou pour l a  réponse O . 
N N F1 e t  Fo déf in issent  un i n d i v i d u  type wl (élément de fi) (ce t  

i nd i v i du  é tan t  éventuellement f i c t i f )  répondant 1 sur F; e t  O 
N sur Fo . 

Le processus devient maintenant i t é r a t i f  en opérant avec wl comme on 

a f a i t  précédemmnt avec wo . 
L'algori thme se termine lorsque l e  noyau obtenu à 1 ' i t é r a t i o n  n e s t  

ident ique à ce lu i  obtenu à 1 ' i t é r a t i o n  n-1 , nous avons allors obtenu 

une classe homogène de S1 . 
On reprend a lors  au hasard un i n d i v i d u  ne se t rouvant pas dans 1 'ensemble 

des classes formées e t  l ' o n  r é i t è r e  l e  processus pour former une nouvelle 

classe en ne considérant que l e  sous-ensemble des ind iv idus  non classés. 

Le programne s 'a r rê te  lorsque tous l es  ind iv idus de S1 se trouvent dans 

les  classes. 

STRUCTURE DU PROGRAMME GENER. 

Lecture des paramètres 

RESIDU = S1 

Tirage de wo au hasard dans RESIDU 

Const i tu t ion du noyau N 

Recherche des observateurs caractér ist iques de N 

Const i tu t ion du nouveau noyau M 

S i  M n ' e s t  pas ident ique a N , f a i r e  : N devient  M e t  a l l e r  en 5 
Oter du RESIDU l a  classe M formée 

Si  l e  RESIDU n 'es t  pas vide, a l l e r  en 3 

FIN. 

111.2.2.- RESULTATS. 

Le programme GENER a été  appliqué sur des données fournies par des * 
b io log is tes  : l a  populat ion étudiée (ENTEROBACTER) comporte 175 souches 

de bac té r i  es dont on connaît l es  réponses à 199 t es t s  en 0,l. Le progrgrne 
a é té  exécuté pour d i f fé ren tes  valeurs de k ( seu i l  d'agrégation) : 
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b k var ian t  de 0.05 à 0.50 avec un pas de 0.05. 

Les résu l ta ts  bru ts  sont  représentés, sur l a  f i g u r e  111.2.2.1 

(page III. 1%), dans l a  p a r t i e  d r o i t e  où f i gu ren t  les  regroupements ci '  i n d i -  

vidus ef fectués pour l es  d i f fé ren tes  valeurs de k . L'analyse de ce t t e  

représentat ion met en évidence l a s t ruc tu re  su i  vante : 

- existence de classes élémentaires : Al , At , Cl , C2 , B , D y  E y  

ELAT , EAAT ; EV , EAG . 
- emboîtement des classes élémentaires : f i g u r e  111.2.2.2. e t  

f i gu re  111.2.2.1. ( p a r t i e  gauche). 

A , B , D , E , F  
1 

E U T  EAAT EV EAG , C 
1 I 
v I 1 1 1 I I 1 I I 
1 I I I I l 1 I I 1 

"1 I I I I 
I 

I I I I I 
I I I 1 I I I 

I 
1 I I 

I 
I 

H I 1 I l I I 
I 

I I I 
I 

I 1 i tc_- 
I I I 

1 
I I I I I 

I I 
I 

I I 1 I I 
I 

I 
1 l I I I I I I 

I 
I 

1 I 
I I I I I I I I I I I I I 
I F  E 

I I I I 
B I E U T  ' M T  EV I 

I 
E AG 

FIGURE 111.2.2.2. 
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b A f i n  de s 'assurer de l a  cohérence de ces résu l ta ts ,  nous avons soumis 

ces mêmes données a des méthodes "classiques" : c lass i  f i  cat ion hiérarchique 

e t  Analyse f a c t o r i e l l e .  La synthPse des résu l t a t s  obtenus par ce1 l es - c i  e s t  

1 représentée sur l a  f i gu re  111.2.2.3 (page l t) ,  nous remarquons que l e  

programme GENER met en évidence des classes homogPnes que retrouvent l e s  

méthodes classiques, a i n s i  que l e s  regroupements de classes importants. 

De plus, pous chaque classe ou regroupement de classes, nous avons 
l a  1 i s te  de tous l es  t es t s  caractér isant  ceux-ci . 
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FIGURE 111.2.2.3. 
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ENTEROBACTER 
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111.3.1.- RAPPELS Cl01 . 
Une h iérarch ie  sur  un ensemble f i n i  C de classes de $2 es t  un 

sous-ensemble H de P(C) t e l  que : 

2 -  C E H  

La h iérarch ie  es t  d i t e  indicée s ' i l  ex is te  de plus une app l i ca t ion  

m de H dans fi' t e l l e  que : 

111.3.2.- PROGRAMME ARBRE 

Etant  donné une p a r t i t i o n  ïï (ensemble de classes homg6nes) de ny 
nous désirons const ru i re  une h ie ra rch ie  de ces classes en regrcupant des 

sous-ensembles res tant  homogGnes par rapport  aux classes non modifiees de 

Q .  

EXEMPLE : 
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Cet arbre e s t  considéré sémantique dans l e  sens où l e  passage du 

niveau 1 av'n iveau 2 correspond à l a  construct ion d'une nouvel le c lasse 

A u B res tan t  homogène par rapport  à C : nous u t i l i s e r o n s  pour c e t t e  

ra ison l e  terme de "h iérarch ie  sémantique" pour s i g n i f i e r  que l es  rogroupe- 

ments se f o n t  en fonct ion du caractère d'homogénéité des classes à regrouper. 

L' a l g o r i  thme classique de c l  assi f i c a t i o n  hiérarchique (méthode ascen- 

dante du plus proche vo is in )  consiste à const ru i re  une su i t e  de p a r t i t i o n s  

de moins en moins f i nes  : 

Toute classe de nk e s t  réunion de classes de I I ~ - ~  ; l a  coh6sion des 

classes diminuant lorsque k augmente. 

~ Le programne ARBRE ef fec tue une t e l l e  construct ion en u t i l i s a n t  un 

tableau de distances 6 d é f i n i  sur  fi x fi avec 6 ( i  , j )  = distance en t re  

l ' i n d i v i d u  wi e t  l ' i n d i v i d u  w 
j '  

où l a  distance u t i l i s é e  e s t  c e l l e  du 

paragraphe 111.2.1. ( ô  dé f i n i e  à p a r t i r  de l a  mesure dl informat ion de 
SHANNON sur l es  événements). 

Soient A e t  B deux éléments de IIk (c 'es t -a-d i re  deux classes 

homogènes), nous mesurons l a  distance d(AyB) ent re  A e t  B en u t i l i s a n t  

une expression classique de l a  distance de HAUSDORF ent re  ensembles : 

d(A,B) = Max{Max Min & ( a b )  , Max Min 6 ( a y b ) I  
a6A beB beB aeA 

avec : 

2 a 
b p (O1 u 0;) 

6(a,b) = 6(01 y 01) = Log 
~(0;) ~ ( 0 1 )  

L'emploi de ce t t e  distance d se j u s t i f i e  par les  r esu l t a t s  expér i -  

mentaux intéressants q u ' e l l e  apporte : nous pensons que ces résu l ta ts  sont  
y également dûs aux propr ié tés  mises en r e l i e f  (paragraphe III .2.1.) de l a  

distance ô u t i  1 i sée pour d é f i n i r  d . 
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So i t  ff l a  h iérarch ie  des classes de ( p a r t i t i o n s  de 0 ) , 
notons 6*(n,n1) l a  distance obtenue à p a r t i r  de l a  mesure d ' in format ion 

H* de SHANNON sur  l'ensemble des p a r t i t i o n s  de R C71 , 

H *  v é r i f i e  1 'hypothèse Hl du chapi t re  1 d'où : 

6*(rI,I11 ) = H*(II) + ~ * ( n ' )  - ~ * ( l l  A Tt') 

on en déduit que * (  ) e s t  une app l i ca t ion  s t r ic tement  croissante pour 

l a  su i  t e  de p a r t i t i o n s  ni ( i  = 1 ,  . n )  const ru i tes  par l e  programme 

ARBRE, car : 

Les conclusions du paragraphe 1-6 nous permettent d'en déduire que l a  

su i  t e  de p a r t i t i o n s  { r4!sume de moins en moins 1 ' in format ion de n , 
6 é t a n t  monotone, une va r i a t i on  importante de l a  quant i té  

s i g n i f i e  que l e  niveau ni e s t  s tab le  (homogene) : l e  passage de ni 

à 'i+i provoque un regroupement de c l  asses re lat ivement é l  o i  gnées l es  unes 

des autres. 

Enfin, CS* permet d'  i nd i ce r  l a  c l ass i  f i ca t i on  hierarchique H : 

en e f fe t ,  s o i t  A E ff , notons Ai , i 1 = 1 , .  p , l e s  éléments 

(c lasses) de II . 

Le regroupement A de classes de s ' é c r i t  : 



Notons : 

nous définissons une app l i ca t ion  m de H dans fi' par : 

a ins i ,  1 ' app l i ca t ion  m que nous venons de d é f i n i r  permet b ien d ' i nd i ce r  

l a  h iérarch ie .  

STRUCTURE DU PROGRAMME ARBRE 

1 - Lecture de l a  p a r t i t i o n  n de fi 

2 - Calcul du tableau 6 d é f i n i  sur  fi x fi 

3 - Calcul du tableau des distances de HAUSDQRF ent re  deux e l emn ts  

quelconques de n . 
4 - Construct ion d'une nouvel le p a r t i t i o n  en regroupant l es  deux 

classes s i  tuées à distance de HAUSDORF minimale. 

5 - S i  c a r d ( )  # 1 , alors  f a i r e  : n devient  ' ; a l l e r  en 3 

6 - FIN. 

111.3.3.- RESULTATS 

Nous avons exécuté l e  programme ARBRE sur  l'ensemble prëcédent de 
bactér ies  ENTEROBACTER. La p a r t i t i o n  (classes h~mogènes de n ) 

nous a é té  fourn ie  par l e s  b io log is tes .  La f igure 111.3.3.1 represente 

l ' a r b r e  obtenu par l e  programme ARBRE : 

En ordonnée f i gu re  l a  valeur de 6*(nk9n) ; l e  ca lcu l  des differences A 
d 

successives de 6* nous donne l e -  tableau su ivant  : . 
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Ce tableau met en r e l i e f  deux niveaux interessants dans l ' a r b r e  : 

ceux correspondant aux plus grands sauts pour 6* , c'est-à-dire 

les  niveaux des étapes 3 e t  10 . 

L 'arbre suivant, non indice,  fourn i  par  les  b io log is tes,  D eté 

é t a b l i  en fa isant une synthese des résu l t a t s  fournis par l es  methodes 

classiques ( c l ass i f i ca t i on  hit irarchique e t  analyse f a c t o r i e l l e ) .  
Cet arbre e s t  compatible avec c e l u i  obtenu par l e  progranne ARBRE : 
nous avons bien l a  même st ructure fondamentale. 

v o i r  page su i  vante 



Les résu l t a t s  du programne ARBRE permettent de plus de constater  

que l a  classe A = Al u A2 ne p a r a î t  pas homgene par  rapport  à B . 
En e f f e t  B = B1 u B2 u B3 ayant é té  géneré à l ' i t e r a t i o n  3 , l ' i t é r a -  

t i o n  4 provoqw l e  regroupement de A? à B e t  non, ce que 1 'on a u r a i t  

pu penser, l a  formation de A = Al u A2 ( réa l i sée  à 1 ' i t e r a t i o n  6) : 

en fa i  t, ces résu l t a t s  ne sont pas surprenants dans 1 a mesure oQ : 

- l 'ana lyse f a c t o r i e l l e  ne montre pas une s é p a r a t i o ~  ne t t e  e n t ~  

A2 e t  B3 

- l a  c l a s s i f i c a t i o n  hiérarchique f a i t e  par agrégation a distance 

maximum provoqw l e  regroupement de A2 à B3 . 

Enfin, l a  h ié ra rch ie  des classes obtenue peut bien e t r e  considGrec 

comme sémantique, car  tous l es  regroupements effectués ont  respecté 

1 ' homogénéité des classes formées. 
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Niveau 2 

Niveau 1 
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111-4.- QUESTIONNAIRE nssocit A UNE HIÉRARCHIE INDICÉE. (PR@- QUEST), 

111.4.1.- ALGORITHME. 

La hiérarchie sémantique fournir une certaine structure sur 
l'ensemble R . 

Si nous ajoutons un éléwnt w '  à fl , nous désirons déterminer l a  
classe de rangement pour que l a  structure ne soit  pas modifiée. 
11 s 'agi t  donc, si nous ne voulons pas faire subir à w' 1 'ensemble 
dès observateurs de O , de sélectionner un nombre restreint d'observa- 
teurs qui, appliqués à w'  , permettent de ranger w' dans 1 ' une des 
classes de fi . 

La hiérarchie sémantique nous est fournie sous la forme d'une suite 
de partitions de pl us en plus fines : 

Le principe du programme QUEST est  le  sui van t  : 

a )  p a r t a n t  de la partition courante nC = {QI , nous cherchons à 

atteindre la partition objectif IlOB = I I , -~  en posant le moins de 

questions (observateurs) possibles : nous recherchons 1 '~bservateur t 
etl 'élément A de IIC t e l s q u e l a n o u v e l l e p a r t i t i o n  BE quel 'on 
obtiendrait par l a  division de A à l 'aide des réponses de A à 1 'ob- 

i- iI 

servateur t , soit  à distance ( 6 * )  minimum de nOB . S i  un tel 
observateur n'existe pas, alors 1 ' itération est  terminée, sinon avec 
1 a nouvel le partition iïC obtenue, nous recommençons en a ) .  
De pl us, pour chaque observateur sélectionné, nous construisons 1 'en- 
semble des observateurs équivalents , s t r i  ctement ou à un pourcentage 
d'erreurs fixé. 

a 11 est  à noter que le questionnaire obtenu n'est pas unique puisque 
nous associons à chaque observateur un ensemble d'observateurs équivalents. 

* Enfin, la minimisation effectuée es t  locale (établ ie lors  du chaix d ' u n  

observateur) e t  n '  assure donc pas 1 'obtention d u  "mei 1 leurt' questionnaire 
dans 1 e sens où le nombre d'  observateurs sélectionnés serait minimum. 
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Structure du programme QUEST. 

1 - Lecture des donnees 

3 - Lecture de TlOB 

4 - Sélect ion des t es t s  permettant de const ru i re  nC à distance m i ~ i m u n  

de n O ~  

5 - S ' i l  res te  une p a r t i t i o n  o b j e c t i f  à l i r e ,  a lo rs  a l l e r  en 3 

6 - FIN. 

111.4.2.- RESULTATS. 

Le programne QUEST appliqué aux ENTEROBACTERS en se donnant t r o i s  

p a r t i t i o n s  ob jec t i f s  (no , nl , np) cons t ru i t  un questionnaire 
( f i g u r e  111.4.2.1.) ayant II questions ; ce nombre de questions 

( t es t s )  e s t  donc minimum puisque nous avons 12 classes à d i f fGrengier .  

De plus, pour chaque tes t ,  sont fournis au b i o l og i s te  les  t es t s  equiva- 
len ts ,  s t r ic tement  ou à un pourcentage f i xe .  
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