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L'utilisation, dans la Théorie des Questionnaires, de mesures d'infor-
mation nous a amené a étudier le gain d'information apporté par une question
d'un questionnaire Q . Nous nous sommes intéressésplus particuliérement aux
questionnaires posés sur un ensemble et induisant sur celui-ci une struc-
ture de partitions : une question de Q est associée & des partitions de
2 et le gain d'information d'une question est relatif au passage d'une par-
tition de Q & une partition plus fine. Ceci nous a conduit @ définir dans
Te treillis T des partitions de Q 1la notion de séquence d'éléments

comparables (s.e.c.) de T .

Nous placant alors dans le cadre général d'un treillis T quelconque
muni d'une information généralisée dont nous utilisons uniquement les pro-
priétés intrinséques de 1'axiome de monotonicité, nous évaluons les gains
ou pertes d'information 1iés a une s.e.c. de T . De ces notions résultent
la définition d'une distance sur T et d'une application JR de TxT
dans R* mesurant le degré de ressemblance entre deux éléments quelconques

du treillis.

Un questionnaire est associé naturellement & un ensemble de s.e.c.
possibles. L'étude de 1'importance prise par 1'ordre dans lequel sont posées
les questions nous a amené a étudier les conséquences de 1'axiome de loca-
lisation énoncé par B. FORTE et N. PINTACUDA. Nous avons, 3 cette occasion,
retrouvé, dans des définitions particuliéres d'information, les résultats
classiques de la Théorie des Questionnaires.

enfin, en utilisant les quantités ainsi définies, nous proposons un
ensemble d'algorithmes adaptés 3 des problémes de classification automatique
relatifs & la détermination de classes homogénes de € .
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I.- TREILLIS ET INFORMATION GENERALISEE

Sur un treillis T muni d'une information généralisée J ; ne nous
intéressant qu'aux propriétés intrinséques de 1'axiome de monotonicité,
nous définissons les notions d'informations absorbée, transmise et apportée
par une séquence d'éléments comparables du treillis. Des notions introduites
résulte naturellement la définition d'un écart sur T dont nous déduisons
une métrique Torsque J est strictement monotone.

Cette démarche nous conduit & définir une application JR de T xT
dans R possédant les propriétés essentielles de 1'information de SHANNON
définie sur le treillis des partitions d'un ensemble Q . ‘

L'introduction d'hypothéses particuliéres sur J nous permet d'obtenir
des formules explicitant la métrique et 1*application JR.

Enfin, 1'interbrétation des quantités ainsi définies nous permet de mesu-
rer le degré de ressemblance entre deux éléments quelconques d'un treillis.

Ce chapitre résulte d'un travail effectué en collaboration avec
Jean-Claude VAN DORPE.




[.1.- RAPPELS

Nous rappelons, dans ce paragraphe, les définitions d'informations
généralisées introduites par J. LOSFELD [11].

I.1.1.- INFORMATION SUR UN TREILLIS.

Soit T un treillis dont la relation d'ordre est notée £ ; une

mesure d'information généralisée définie sur T est :

AXIOME 1.- une application J de T dans R

AXIOME 2.- monotone (nous la supposons décroissante)
¥ (xsy) e TXT X\< —=> J(x)t= J(y)

[.1.2.- INFORMATIONS CONDITIONNELLE ET MUTUELLE.

L'information conditionnelle, fournie par 1'élément y ¢ T , con-
¢ naissant 1'information fournie par xe¢ T , est définie par :

J(x/y) = d(x A y) - 3y) si J(y) < +w

J(x/y) = J(x) si J(y) =+

Notons que, pour tout y . T fixé, J(./y) est une information
généralisée, ce qui justifie la terminologie employée. Dans tout
ce qui suit, cette définition servira uniquement de notation,
commode pour les valeurs infinies.

L'information mutuelle entre deux €léments x et y de T est
définie par :
J(xsy) = J(x) + J(y) - I(x ay) si I(x) <+ = et I(y) <+ =

« J(x3y) = 0 sinon

v Notons qu'en général, 1'information mutuelle peut prendre des valeurs
négatives et qu'elle n'a aucune propriété de monotonicité. La termi-
nologie employée, consacrée par 1'usage, peut donc préter & confu-
sion. '




[.2,- PERTE ET GAIN D’ INFORMATION DANS UN TREILLIS.

Soit (T.4,J) un treillis T muni d'une information généralisée J .
Sur 1'exemple de la figure 1, les lettres représentent les &léments de T,
les nombres entre parenthéses représentent les valeurs de J associées
aux éléments de T .

FIGURE 1

Considérons le treillis T comme représentant 1'ensemble des &tats possi-
bles d'un Systéme; 1'information du systéme a 1'état x est égale & la
quantité J(x) . La suite (I, C, K, H, M) définit une séquence d'élé-
ments comparables deux & deux de T ; cette suite formalise une évolu-
tion du systéme qui passe de 1'état I a 1'état M par une suite d'états
intermédiaires.

1.2.1.- DEFINITION :

Une séquence d'éléments comparables, de longueur ne N , de T
(en abrégé s.e.c.) est une séquence notée [xi}g de n+l éléments

de T telle que, pour tout indice i = 0,1,...,n-1 , on ait :

X X
R




Si la propriété de transitivité est vérifiée pour tous les éléments
d'une s.e.c., alors, conformément a la terminologie utilisée en
Théorie des Treillis [ 31 , nous appelons chaine une s.e.c.

[xijg telle que :

¥i=20,...,n-1: Xi4$ Xis1
ou
¥ j

It

0,...,n-1: Xj # X541

n
Lorsque, dans la s.e.c. [x;]y , nous avons X; £ Xig]
tion du systéme diminue. Nous considérons alors que le systéme perd,
c'est-a-dire que la s.e.c. absorbe une certaine quantité d'informa-
tion égale & J(x;) - J(x5,q) = I(%5/%541) - ‘

1'informa-

Inversement, si X; ).x1+1 , 1'information du systéme augmente. Nous

considérons alors que le systéme gagne une certaine quantité d'infor-
mation égale a J(x1+1) - J(xy3) = J(xi+1/x1) , c'est-a-dire que 1la
s.e.c. apporte de 1'information au systéme.

Le passage de 1'état Xg a 1'état Xn s'accompagne d'une variation
- J(xo) , varia-

=

globale de 1*information du systéme égale a J(xn)

tion ne dépendant que des extrémités de la s.e.c.

Soit I T1'ensemble des indices d'une s.e.c. [xi]g donnée :

+ .
Notons I {ie I|x1.+14 X;}

—
L}

={iel . .
) &
. ~ n 4z .
Nous associons @ une s.e.c. [xi]0 les quantités suivantes :

1.2.2.- DEFINITIONS.

L'information gagnée par le systéme, c'est-d-dire apportée par
la s.e.c. :
+ n .
A (I:X/YJO) = .z + J(X.i+1/X1-).

jel
13




L'information perdue par le systéme, c'est-d-dire absorbée par

la s.e.c. :

- n

La quantité
n-1

A([x;17) = 'Zo [9(x;47) = Ix)l = a7 (0x30) + 87(0x;7)

at , A et A sont des quantités finies ou non, positives ou nul-

les. Si A" et A” ne sont pas simultanément des valeurs infinies,

nous définissons :

La variation d'information du systéme, c'est-a-direl 1'information

transmise par la s.e.c., par :
+ - n
V(Ix;3g) = 3(x,) = I(xg) = a7 (Ix;1g) - A7([x;7g) -

Cette quantité, finie ou non, peut étre positive, négative ou
nulle.

EXEMPLE : Les quantités d'information associées & la s.e.c.
C=(I, C, K, H, M) de la figure 1 , sont égales a :

V() =0 , AT(C) =1, AT(C) =1 , A(C) =2.

Comme nous le montrons, au chapitre II, la terminologie ainsi intro-
duite (informations absorbée, apportée, transmise), généralise
celle utilisée en Théorie des Questionnaires [13] .

1.2.3.- ETUDE DES PROPRIETES DE A% , A ET A.

Pour tout couple fixé (x,y) de T x T, notons C(x,y) 1'ensemble
de toutes les s.e.c. reliant x & vy .

Etant donnés deux éléments x et y de T, i1 existe une bijection
entre C(x,y) et C(y,x) :

A toute s.e.c. C = (x0 T X5 XyseeesXy = y) correspond une s.e.c.

C appelée s.e.c. fnverse de C reliant y & x :

C = (yo =Y 'y]. = Xn_l,---,yn = XO = X):
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il vient AT(C) =a7(E) , AT(C) = a%(®) , A(C) = A(D)

[.2.3.1.- PROPOSITION

Etant donnés deux éléments X et y de T tels que

J(x) . I(y) <+ Cl et C2 deux s.e.c. reliant x 4

Y , nous avons les équivalences :

B(Cy) = A(Cy) <=> 8¥(Cy) = A+(C2) <> £7(Cy)

A

A‘(CZ)

DEMONSTRATION.- Par hypothése, J(x) et J(y) prennent des valeurs finies,
AT, AT et A prennent alors simultanément des valeurs finies ou infinies.
Le cas infini étant trivial, considérons que a* » A" et A prennent des

valeurs finies : (

Supposons que A(Cl) < A(CZ)
par définition A(C)) = a7 (Cq) + A7(Cy)
A(C,) = a%(C,) + A7(Cy)

On en déduit :
VCy) = 7(Cq) - 87(C)) = 3() = 3(x) = 8¥(Cy) - AT(C,) = V(C,)

MCy) = A(C,)
'} —> 47(C) + 87(Cy) + a%(Cy) - AT(C) < ...

coe S BT(Cy) 4 A(Cy) + A¥(Cy) - A7(Cy)

i

V(Cy) = V(C,)

soit a*(cy) = a%(c,) .

On montre, de mani&re analogue :

87(Cy) < 8*(C,) = 87(C) = A7(Cp) = (L)) = B(C))

[.2.3.2.- PROPOSITION.

Sotent X et y deux éléments comparables de T, C une chafne

~

quelconque reliant X 4 y , alors :
0 , A (C)
0o , a*t)

i}
H

.A(C)
A(C)

I(x/y)

(i) Si x4y : At
y I(y/x)

(1) Si x A™(C)

]
[}
i




La démonstration de cette proposition est immédiate.

Nous définissons :

Inf  A%(C)

8" (xy) =
CeC(x,Y)

8§ (xsy) = Inf  A(C)
CeC(x,y)

S(xsy) = Inf A(C)
CeC(x,Yy)

st , 6 et & sont des quantités finies ou non, positives ou nulles.

6+(x,y) représente la quantité minimale d'information que doit gagner le
systéme pour passer de 1'état x a 1'état y .

8§ (x,y) représente la quantité minimale d'information qué doit perdre le

-

systéme pour passer de 1'état x & 1'état y .
Des relations de définition de & , AT et A on tire :
a(x;3) = 87 (%) + A7(Tx41g)
J(x,) = 9(xq) = AT([x30) - a7(0x;17) 3

et de la proposition 1.2.3.1., i1 vient immédiatement :

1.2.3.3.- THEOREME.

() 8(%sy) = §T(Xsy) + 6 (Xs¥)
(i2)  3(y) - I(x) = 8T (x,y) - 8 (x,y) .

La relation (i1) de ce théoréme nous autbrise d définir des applications
Jp et Jp de TxT dans R par :

JT(x,y) = J(x) + 6+(x,y) = J(y) + 6 (x,y) pour tout couple (X,y)
de TxT.
JR(xy) = 3(x) = 87 (x.y) = 3(y) = 87 (xay) 5P I(x) . Iy) < 4=

nous précisons, au paragraphe -4, la définition pour les cas limites
(valeur infinie pour J(x) ou J(y)).




Nous donnons par la suite (paragraphe I-6), une interprétation de
JT(x,y) et JR(x,y) ainsi que des quantités 6+(x,Y) et & (x,y) dntro-
dui tes précédemment.

1.2.4.- REMARQUES.

Nous précisons, dans ce paragraphe, quelques résultats &lémentaires
concernant 1'existence de s.e.c. particuliéres; enfin, nous étudions
les cas limites 1iés aux valeurs infinies par les définitions des
quantités de type & et A .

Etant donnée une s.e.c. [xi]g e C(x,y) , 11 est toujours possible
de construire une s.e.c. [yilg e C(x,y) a partir de [xijg telle
que : ‘

!
- la s.e.c. [yi]g soit sans cycle, c'est-a-dire :

¥ (i,3) ¢ {0,1,...,m} x {0,1,...,m} 1'on ait yﬁ # Y5

- la s.e.c. [yi]g soit alternée, c'est-a-dire :

v

¥i=20,...,m2 : (yi .6 Yisl — Yip] 7 y1.+2) ou
(Vi 2 Yie1 = Y525 Yia2)

La construction de la s.e.c. alternée s'effectue par utilisation de la
transitivité de la relation d'ordre.

- alors, nous obtenons :
ATy;IM) < Ax: TN, a¥(Ty. 1Y) < at(rx.10)
71707 T i-0/ °? 170/ ~ i-0/ °

A’([yi]g) s'A‘([xijg) i

Si le treillis T est find, i1 existe donc au moins une s.e.¢.
Co de C(x,y) telle que :

8(x,y) = Inf A(C) = A(Cy)
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Si J(x) . J(y) < +~ alors :

- A+ ., A" et A prennent simultanément des valeurs finies ou

infinies.

- 8§ 4, &§ et & ont des valeurs finies.

Si J(x) =+ et J(y) <« += alors :
- A =A==+ , A <+

- §T=8d=4+w , § < 4o

Si J(x) <+ et J(y) < +o alors :

Si J(x) =Jd(y) =+ alors :

1.3.- ETUDE DES PROPRIETES DE &' ., &  ET 6§ .

Les propriétés de § @&tudiées dans ce paragraphe permettent d'étendre

-

1a notion de distance d un treillis queiconque.

1.3.1.- PROPOSITION.

L'application § de T x T dans R' définie par

8(x,y) = Inf  A(C) est un écart sur T, c'est-d~dire une
CeC(x,y) +
application de T X T dans R vérifiant :

(7) S{x,x)
(22)  8(X,Yy)
(i) §(X,y)

0 pour tout: (X,x) ¢ T x T

8(ysx) pour tout (X,y) e Tx T

IA

8(xsz) + 6(z,y) pour tout (X,¥,z) ¢ TxT xT
(tnégalité triangulaire)
de plus

(tv)  : s'il existe un minorant universel m et un majorant
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universel M dans T, alors :

, ¥ (%) e TxT = §(x,y) < 8(m,M)

DEMONSTRATION.

(1) 8(x,x) =0 . I1 suffit de considérer l1a s.e.c. de longueur O
formée de 1'élément x .

(ii)  S8(x,y) = 8(y,x) . Cette égalité résulte immédiatement de 1a re-
marque suivant la définition de la s.e.c. inverse (paragraphe 1-2-3)

(111)  8(x.y) < 8{x,z) + 8(z,y).

Soient [xijg une s.e.c. quelconque reliant x & z ,
[yijg une s.e.c. quelconque reliant z a y . (

La s.e.c. C = (xo,...,xn = yo,...,ym) relie x a y et
1'on a :

G(X,,Y) < A(C)

I1 est clair que A(C) = A([xilg) + A([yilg)

Nous avons donc  &(X,y) < A([xijg) +’A([yi]g)

Cette infgalité étant vérifiée par toute s.e.c. [X1]8 reliant
X a z et toute s.e.c. Eyijg reliant z & y , nous en dédui-
sons :

8(x,y) < 8(x,2) + 8(z,y)

('iV) . Si J(m) =+ o , alors G(m,M) = J(m) - J(M) = 4+ ©

Si J(m) < +

IA

§{x,y) < &(x,m) + &(m,y)

2 J(m) - J(x) - Iy)

IN

§(xsy)

ce qui donne

§(x;M) + 8(M,y) = J(x) + J(y) - 2 J(M)

2 §(x,y) <2 Jd(m) - 2 J(M) = 2 §(m,M).
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1.3.2.- PROPOSITION.

Les applications % et 6 de TxT dans R vérifient :

n

(2) 6+(x,x) 8§ (xsx) = 0 pour tout x e T

(i2)  8T(xay) = 87(¥.x) pour tout (Xoy) € T x T

(111) st oot & vérifient l'inégalité triangulaire.

La démonstration de cette proposition est analogue & celle de 1a proposi-
tion précédente.

1.3.3.- PROPOSITION.

Etant donné un treillis T fini , T0 = {x e T|J(X) < + =}, une
condition néeessaire et suffisante pour que la restriction de 1'ap-
plication § 4 l'ensemble des couples (X,y) de T X TO définisse

une distance est que l'application J soit strictement monotone.

DEMONSTRATION.— En raison de la proposition 1.3.1., i1 suffit de
montrer :

J strictement monotone <=> (§(x,y) = 0 = x = y)
Démontrons T1a négation de cette équivalence :

Hypothése : &§(x,y) = 0= x =y

Supposons J non strictement monotone :
I(xy) e TxT , x<£y=>3(x) =Jy)

soit C 1la s.e.c. de longueur 1 définie par (x,y) :

A(C) = I(x/y) =d(x) - d(y) =0
=> §(%X,y) =0 = x =y

Hypothése : J strictement monotone.

Supposons qu'il existe un couple (xX,y) ¢ T x T tel que :

S(x,y) =0 et x#y
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S(x,y) =0
.} => 3 [xilg e C(x,y) telle que
T fini (rem. 1.2.4.)
n
d'ol J(x,) = I(x,) = d(x;) ¥ i=1,...,n-1

ce qui est impossible car J est strictement monotone et x # y -
On en déduit :

x#y: ¥CeC(x,y), AC)>O0

T é&tant supposé fini, &(x,y) est strictement positif? c.q.f.d.

|

[.4,- PROPRIETES DES APPLICATIONS JR ET JT .

Rappelons les définitions des applications JR et JT de T xT dans

R* .
Ir(x.y) = 3(x) + 87 (x,y) = I(y) + 87(x,y) pour tout couple (x,y)
de T xT.
Jp(xsy) = 3(x) = 87(xy) = 3(y) = 6 (xy) i I(x) . I(y) <+
= J(x) - & (x5y) si J(y) = +
et J(x) <+ =
= J(y) - §(x.y) si J(x) = + o

et J(y) <+ =
Jp(xsy) n'est pas définie si J(x) =+ et J(y) =+

Remarquons que JR(x,y) prend toujours une valeur finie, alors que
Jr(xsy) = + = si et seulement si J(x) . J(y) = += .

1.4.1.- PROPOSITION.

Les applications J. et J,. sont symétriqueé en x et y :

R T
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JR(x,y) = ‘JR(.V’X) ’ JT(X,.Y) = JT(Y:X)
et vérifient: l'égalité :
J(x) + J(y) = Jp(xsy) + Ip(xsy) -

La symétrie résulte de 1'égalite 5+(x,y) = § (¥,x) (prop. 1.3.2, (ii)).
L'égalité se déduit immédiatement du théoreme 1.2.3.3. (ii).

1.4.2.- THEOREME.

Les applications JR et JT quand elles sont définies vérifient :
J(x) }

() 0 <Jd(xvy)c< Jp(Xsy) < {. ‘S < dr(X,y) = J(x A y)
J(y) :

(27) pour tout y fixé de T tel que JI(y) < + «, Les applica-
tions Jp(..y) et Jr(.sy) sont décroissantes.

(it2) ST i'application J est strictement décroissante, alors

Ja(x,y) = d(y) <= x gy

Jr(xsy) = d(y) <= x 2y

DEMONSTRATION. -

(1)

a) Jr(xy) < I(x 4 y)
Si J(x) =+ ou J(y) =+ alors J(xay)=+w
JT(x,y) =+ , donc JT(x,y) = dJd(X AYy)
Si J(x) . J(y) <+x , soit las.e.c. C = (XX A Y,Y)
§%(x,y) < a¥(C) = I(x A y) - I(x)

—> Jr(%y) = (%) + 8T (x,y) < I(x A )
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b) J(x)
s J7p(xsy)
J(y)

Si J(x) =+ o ou J(y) = +w alors Jp(X,y) = + =
d'od 1'inégalité (b) .
Si J(x) . Jd(y) <+ , 1'inégalité (b) résulte du fait que
5+(x,y) et & (x,y) sont des quantités toujours > O .

d(x)

c) JR(X’Y) SZJ(y)

Cette inégalité se déduit immédiatement de la défiqition de JR

d) J(x vy) < Jdp(xsy) ‘

Si J(X) <+ow et J(y) =+w alors J(Xvy) <+o
Jp(x:¥) = 3(x) - § (xy) -

Soit la s.e.c. C = (X,x vV Yy,Y)

A (C) = J(x) -I(x vy)

5§ (Xs¥) = A (C) => Jp(xs¥) = 3(x) = A(C) = I(xvy) .

La démonstration est analogue lorsque J(Xx) = + « et J(¥y) < + «
et lorsque J(x) J(y) < +

(i1} Soient deux &léments x et x' de T tels que x £ x'
Supposons que J(x) = J(x') = + o
alors  Jp(x,y) = d(y) - 8t (x,Y)
Jp(x'ay) = (y) - 6T (x'.y)

5+(x,y) < a+(x,x') + 5+(x',y) (proposition 1.3.2. (iii))
s+(x,x) = 0 (conséquence immédiate de la proposition 1.2.3.2)
d'ol

87 (%:y) < 8T (x"5y) = Jp(xs¥) = Jp(x* )

On montre de maniére identique que JR est décroissante Tlorsque




J(x) =+ et J(x') <+ ,

et enfin lorsque J(x) J(x') < +

La démonstration pour 1'application J; est analogue a

(iii) Supposons x LKy .

CSE 30 Iy) <+ = alors & (x,y) =0 = Jp(xsy) = I(y)

J(x) =+ = et J(y) <+
Ja(%y) = 3(y) - 8 (%)

Si J(x) <+ o et J(y) =+
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J(x) <+

1
+
8

et J(x')

celle de JR .

« alors

= J(y)

o alors

Jp(xsy) = d(x) - § (X5y)
x Ly => 6 (x,y) = 3(x) = Iy) => Jp(x.y) = I(y)

Supposons maintenant que x et y soient tels que JR(x,y) = Jd(y).

JR(x,y) étant toujours fini, nous avons J(y) <+ » . On en déduit :

+ -
Jplxsy) = J(y) = 3(x) - 67 (xy) = & (x,y) =0
J é&tant strictement décroissante, on obtient x {Y-
La démonstration est analogue pour JT .

1.4.3.- PROPOSITION.

Les applications JR et JT vérifient :

Jplx:y) = 3(x) + d(y) - I(x Ay) st

J(x) J(y) < +

Jp(xsy) < J(x) + J(y) - I(x vV y) pour tout couple (X,y) de T xT. |

DEMONSTRATION.

Jp(x:¥) = 3(x) - 87 (x5)

soit 1a s.e.c. C = (XsX A y,y) : A (C) = d(x A y) - J(y)
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8 (x>y) < A (C) —> Jp(%:y) = J(x) - A(C) , soit :
Jp(Xsy) 2 d(x) + d(y) - I(xay) .

La démonstration est analogue pour JT .

[.5.- EXPRESSION DES QUANTITES & . Jp ET Jr .

I1.5.1.- INTRODUCTION.

Nous proposnns, dans ce paragraphe, des résultats permettant de
fournir des formulations aisément :alculables des quantités & , JR

¢
et JT .

IT résulte de la proposition 1.2.3.1 qu'étudier les s.e.c. de ((x,y)
minimisant les cuantités A+ s A ou A, revient a faire cette &tude
pour 1'une d'entre elles, par exerple A . Nous disons alors qu'une
Ss.e.c. est J-ninimale si et seulement st elle minimise l'une quelconque

des quantités A+ s AT ou A

La premiére remarque du paragraphe I.2.4 nous permet, pour la suite,
de ne plus considérer que des s.e.c. sans cycle et alternées.

Lorsque le treillis T est fini, il existe au moins une s.e.c.
J-minimale entre deux éléments x et y donnés de T , ce qui n'est pas
le cas si T est quelconque. D'autre part, 1'ensemble des s.e.c. sans
cycle et alternées reliant x et y est fini. I1 est alors possible de
mettre en oeuvre un algorithme du type Branch et Bound [ 51 permettant
d'obtenir toutes les s.e.c. J-minimales reliant x a y , ce qui donne
la possibilité de calculer les quantités &(x,y) , JR(x,y) et JT(x,y).

Cet algorithme n'offre cependant qu'un intérét relatif, étant donné
qu'il nécessite des temps d'exécution importants, aussi avons-nous été
amenés [ 61 , Tlorsque le treillis T est quelconque (fini ou infini),

d introduire des hypothéses particuliéres sur J permettant d'obtenir des
expressions explicites des quantitées § , Jp et J; .
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1.5.2.- HYPOTHESES H

IT est clair que 1a valeur minimale de la quantité A (C) , pour
toutes les s.e.c. de longueur 2 reliant x & y , deux éléments donnés
de T, est égalea :

(1) Inf(I(x/y),Jd(x/x v ¥)) , ce qui s'écrit, dans le cas fini
(2) Inf(d(x ay) = d(y) » J(x) - I(x v y))

c'est-a-dire qu'il existe une s.e.c. J-minimale de longueur 2 de la
forme (x,x v y,y) notée C (x,y) , ou de la forme (x,x A y,y) no'ée

~

CA(X,y) , Cce qui nous améne d énoncer le théoréme suivant :

I.5.2.1.- THEOREME. !

Une condition nécessaire et suffisante pour que, pour tout
coupie (x,¥) de T xT, las.e.c. C (X,y) = (XsX A YY)
soit J-minimale est que J vérifie l'hupothése H1 suivainte :

(H1) ¥(x.¥) e TxT , J(x) +3(y) 2 3(x A y) + d(x v y)

DEMONSTRATION.

Condition nécessaire

¥ (x.¥) e TXxT, ¥Ce Xy : A-(CA(x,y)) < A (C)

soit C = {Xsx vV Y,oy) ¢ A(C) =Jd(x) - Jd(xvy)
AT(C, (xsy)) = d(x A y) - 3(¥)
d'ol J(x A y) = d(y) = I(x) - I(x vy) c.q.f.d.

Condition suffisante

Si x est égal @ y le probléme est résolu.

Supposons x différent de y :

La démonstration s'effectue par récurrence sur la longueur de la s.e.c.
reliant x a y .

I1 est facile de montrer que CA(x,y) est J-minimale pour 1'ensemble
des s.e.c. de longueur 1 et 2 reliant x a y .




Soit C une s.e.c. de longueur 3 reliant x a y :
C = (xsz,t,y) avec (x£z,zpt,tLy)
ou (xzz,z4t,tzy)

Supposons que (x4£z ,z3t, t<£Ly)
t4dy-=xatgxny
}z> J(x At) 2 d(x ~y)
J décroissante
AT(C(x,y)) = 3(x A y) - 3(y) < (x A t) - I(y)
|
A(C, (x,y)) < d(x A t) - J(t) + d(t) - I(y)
HYPOTHESE H1 => J(x A t) - J(t) < J(x) - I(x v t)
A€, (x,y)) < J(x) = I(x v t) + J(t) - I(y)
z2xVvt= J(z) <J(xvit)
ce qui donne :
AT(C,(x¥)) < 3(x) - 3(z) + J(t) - I(y) = A7(C)
On montre, de la méme maniére, que si C est de la forme :

(x3z,z4t, tpy) alors A(C,(xy) < AT(C)

Ainsi, la s.e.c. C,(x,y) est J-minimale pour toute s.e.c.
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de lonqueur 3.

Supposons, maintenant, que, pour tout couple (x,y) de T xT,

C,(x,y) soit J-minimale pour toute s.e.c. de longueur n-1
n
a y . Soit [Xi]0 une s.e.c. de longueur n reliant x

L'hypothése de récurrence entraine :

reliant x

a vy .

la s.e.c.
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- - -1
BT(C, (%%, 1)) < 47(0%.3077)

- i - -1 -
AT([x;1g) = a7(Tx;1g70) + A7(Cy)

- JPT < Vo
ou C1 est definie par la séquence (xn—l’xn) , d'ol :

T(Ix;719) = AT(C,(x,x 1)) + 87(Cy) = A7(C,)

ol C2 est definie par la séquence (Xx,x A Xn-l’xn-l’y) .

Le résultat sur les s.e.c. de lTongueur 3 entraine :

87(Cp) = A7(C,(%,¥))

ce qui donne :

AT(C,(x:¥)) = AT(Ix;17) c.q.f.d.

On démontre de Tla méme maniére Tes résultats suivants :

(H2)

(HO)

1.5.2.2.- THEOREME.

Une condition nécessaire et suffisante pour que, pour tout couple,
(x,y) de T xT, las.e.c. C (Xsy) = (XX v ¥,¥) soit J-mi-
male est que J vérifie l'hypothése H2 :

¥ (xy) e TxT , J(x)+3(y) <I(xay)+d(xvy)

1.5.2.3.- COROLLAIRE

Une condition nécessaire et suffisante pour que, pour tout couple
(X,y) de T xT, lLles s.e.c. CA(x,y) et C (%.y) sotent J-mi-
males est que J vérifie l'hypothdse HO :

Y (xy) e TxT , J(x)+dy) =d(xay)+Jd(xvy).

Ces résultats permettent de généraliser immédiatement 1a proposition 1.3.3.

-
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1.5.2.4.- PROPOSITION.

Etant domné un treillis T quelcongue, st J vérifie L'une
queleonque des hypothéses HO , H1, ou H2, umne condition
nécessaire et suffisante pour que la restriction de & 4 l'en—
semble des couples (X,y) de T0 X T0 définisse une distarce

est quz L'application J soilt strictement monotone,

Ces résultats nous permettent également de donner une expression explicite
des quantités ¢ , JR et JT . Nous donnons ces expressions dans le ta-
bleau I.5.2.5. Le tableau I.5.2.6. donne les formes particuliéres obtenues
lorsque les @1éments x et y de T sont tels que J(x) < + = et

J(y) < +»

H1 H2
sT6y) | 9y/x) J(y/x v y)
G'kx,y) J(x/y) J(x/x Vv y)
§(x,y) J(y/x) + 3(x/y) J(ylx v y) + I(x/x v y)
Jp(X,5y) J(x) +d(y) - I(x ~y) J(:V y)
Jr(x,y) J(y) + Jd(y/x) J(x‘) +3(y/x v y)
J(x) : J(x/y) J(y) : J(x/x v y)

TABLEAU I.5.2.5.

(cas général)
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TABLEAU 1.5.2.6. (Lorsque J(x) J(y) < + = )

H1 H2 HO

g;k;:?;_“» J(x A y) - J(x) J(y) - J(g v y) a J(x A y) - J(x) .
J(y) - J?x vy)

§7(xsr) | I(x ay) - I(y) J(x) = I(x v y) 4 J(x A Y) - J;;d
J(x) - J;x v y)

S(x.y) | 23(x A y) = d(x) = I(y) | I(x) +I(y) - 23(x v y) J(; AY) = I(x v*;)

JR(X:y) | I(x) +3(y) - I(xay) | I(xvy) ot J(x) +3(y) - d(x ay)
J(x v y)=

Jr(xy) | I(xay) J(x) + J(y;W— J(x v y;—~' J(x) + Jky)- J(x v y)
J(x A y)=

Pour 1'hypoth&se HO, nous pouvons prendre indifféremment les exprescions
de ces quantit3s relatives & la zondition H1 ou a Ta condition H2.

REMARQUES : L'information J dé&finie sur la figure 1 (page I-4), ne
vérifie ni H1, ni H2.

En effet : J(I) + J(K) < I(I v K) + J(I A K)
J(C) + J(H) > J(C v H) + J(C A H)

Dans cet exemple, la s.e.c. J-minimale reliant I_ da Mest 1a s.e,c.
I CKHM de longueur 4 soulignée en gras sur la figure.
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[.6,- APPLICATION : RESUMES ET INFORMATIONS [8].

[.6.1.- Notons H 1'information de SHANNON sur les partitions finies
T d'un espace prcbabilisé (Q,S,P) définie par :

H() = ] P(A) Log 1/P(A)
AeT

Nous savons [12] que 1'information mutuelle H(m:m') apportée par
les partitions T et 1I' est définie par :

H(m;m') = J  P(AnB) Log g{%'
(A,B)emmxi’ l

et posséde les propriétés :

¥ ., 0" et NI" partitions de Q=

v
o

H(T;Im')

I' < " == H(I;I') = H(I;1")

H(T;T')

A

H() avec égalité si et seulement si I' < I.

La partition 1 étant supposée fixée, 1'interprétation de 1'application
H(.3;IT) est la suivante : H(.;lI) est une information généralisée mesurant
ce que la connaissance d'une partition II' apporte sur II . En effet :
H(T;I') est une quantité positive, inférieure & H(II) mais d'autant plus
grande que la partition II' se "rapproche" de la partition 1.

On montre [ 7 ] que 1'information de SHANNON sur les partitions vérifie
1'hypothése H1l et donc HR(.,H) est identique @ H(.;m) pour cet exemple.

1.6.2.- De maniére générale, soit H wune mesure d'information géné-
ralisée quelconque définie sur le treillis des partitions d'un ensemble
fini, non vide. Le Théoréme I.4.2. montre que 1'apnlication HR(.,H) posséde
les propriétés intéressantes de 1'information mutuelle. Cette application,
égale @ H(.;NI) 1lorsque H vérifie 1'hypothése H1 se présente donc bien
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comme une extension de 1'information mutuelle.

Considérons une partition 1 comme ensemble de référence; lorsque
1'on cherche @ expliquer T par NT' ; c'est-d-dire a considérer 1'
comme un résumé (modéle) de 1 alors :

Nous interprétons HR(H,H') comme la quantité d'information en commun
entre T et T' et HT(H,H') comme la quantité totale d'informat.ion
apportée par 1T et I’

§(m,I') = H(m) - HR(TL.I') = Hp(M,I') - H(')
définit 1a quantité d'information apportée par I et non expliquée par
m "
\
6T(ILI') = H(I') = Ho(TLI') = Hy(ILI') = H(T)
définit la quantité d'information "parasite" apportée par 1I' et ne

servant pas & la connaissance ce II.

0 H(mem') Ho (1,1 ) H(I) W) Hp(TLI')  H(TAT')
et 1‘
<§_-_('ﬁ_,~H_L)_ - <.6_ _(_.HLH:.,)_,. ——
+
Lo e e 5“(H,_]:[_'_)_ -
e I T U >
st (m,m)
< >
§(1,T")
FIGURE I.6.1.

Certains algorithmes utilisés en analyse des données [ 2] (par exemple
les méthodes de classification hiérarchique), se raménent a3 la donnée d'une

partition T et a Ta construction d'une séquence (I |i =1,...,) de
i ,
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partitions de plus en plus fines, cherchant a approcher 1 de mieux en
mieux.

Les inégaliteés n1>/ nz? ;ni; Hi+1? ... impliquent :

HR(n,ﬂl) < < Hp(ILI; ) < HR(H’H1+1) <
HT(H,Tl) < < Hi(ILI;) < HT(n,ni+1) <
§ (1, 1) = > 8 (1,1,) =2 a'(n,ni+1) >
6+(H,H2) < < 6+(H,Hi) < 6+(H,Hi+1) <

ce qui formalise le fait que la suite de partitions {Hi} | approche de
mieux en mieux 1'information de 1 , mais elle introduit aussi de plus
en plus d'infornation parasite (inutile dans 1a connaissance de 1 ).

Nous remarquons que S(ILIL') = Hy(T,N') - HR(H,H‘) s la fonetion
8(.,N) n'est pcs monotone en général. Les minima locaux de & représen-
tent alors de "tons" résumés de 1 dans le sens ol ils correspondent 4
des positions d'équilibre concerncnt les variations respectives de HR

et HT

Les remarques et interprétations précédentes ont été présentées dans
le cadre du treillis des partitions d'un ensemble 2 et sont utilisées
dans le chapitre III pour les applications (algorithme ARBRE). Rappelons
que les résultats et propriétés fondamentaux permettant ces interprétations
ont été établis ici dans le cadre général d'un treillis T quelconque muni
d'une information généralisée J :

Sotent (X,y) ¢ T xT.
J(X) (respectivement J(y) ) représente la quantité d'information apportée

par la connaissance de la réalisation de 1l'état X (resp. y) du systéme :
JR(x,y) représente la quantité d'information commune & X et y ;

8 (x,y) = J(x) -JR(x,y) la quantité d'information spécifique 4 X
(dans le contexte y)
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5% (x,y) = J(y) = dp(x:y) la quantité d'information spéeifique & vy
(dans le contexte X).

Ou encore, si X est l'état du systéme, si y est l'explication qu'on

en donne (résumé ou modéle).

JT(x,y) est la quantité totale d'information apportée par le résumé
Y, comprenart en particulier ine certaine quantité inutile, dans 'a

connaissance de X .

R JR(x,y) est la quantité d'infcrmation qu'apporte le résumé y su» la

la connaissarce de X .

- |
8 (X,¥) la quantité d'information de X non "eapliquée" par le

résumé y ;

5 6+(X,y) une quantité d'informction "parasite" apportée par le rés.mé

Y s8ans rappcrt avec l'information de X .
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IT.- INFORMATIONS ET QUESTIONNAIRES.

L'utilisation de la mesure d'information de SHANNON en Théorie des
Questionnaires a permis d'introduire les notions d'information apportée :
J(Q) ', absorbée : e(Q) et transmise : I(Q) en obtenant le théoréme
fondamental [13]

J(Q)

I(Q) + e(Q)
J(Q)

v

1(Q)

Par la suite, d'autres mesures d'information ont &té utilisées telles
que la mesure d'AGGARWAL-CESARI-PICARD, ou encore celle de BELIS et GUIASCU.
Les- définitions particuliéres de J(Q) , I(Q) et e(Q) , édaptées & chacune
des mesures ont permis de retrouver le théoréme précédent. Les résultats du
premier chapitre nous ont amenés & définir les notions d'information
apportée A+(C) s absorbée A (C) , et transmise V(C) d'une s.e.c. C
d'éléments d'un treillis muni d'une information généralisée.

Nous proposons une définition de 1a "localisation” englobant la proprié-
té de branchement, et &quivalente 3 1'axiome A3 de B. FORTE et N. PINTACUDA.
Les résultats nous permettent, quand on les applique au treillis des partitions
d'un ensemble fini non vide, muni d'une information généralisée vérifiant cette
propriété de Tocalisation d'unifier les notions d'information dans les question-
naires en retrouvant les résultats fondamentaux cités ci-dessus. Nous montrons
que la terminologie utilisée pour A+(C) s A(C) et V(C) est cohérente
~avec celle utilisée en Théorie des Questionnaires. Enfin, nous &tudions brie-
vement 1'information de RENYI qui ne vérifie pas la propriété de localisation.
IT1 est néanmoins possible pour cette mesure d'information, de définir les

notions d'information dans un questionnaire.
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[1.1.- RAPPELS.

II.1.1.- QUESTIONNAIRES [13]

Rappelons quelques définitions :

Un graphe G = (X,I') orienté est quasi fortement connexe inférieu-
rement (q.f.c.i.) s'il existe un sommet ascendant de tous autres;
explicitons :

3 Xg e X tel que :

¥ Xl , X9 Xg s il existe un chemin reliant X0 g S
Un Zattieiel est un graphe fini q.f.c.i. et sans circuit.

Une valuation d'un graphe (X,I') est une application de 1'ensemble
des arcs ou des sommets dans un ensemble Y .

Un graphe valué est un triplet (X,I',v) ol (X,I') est un graphe
et v une valuation.

Un questionnaire est un graphe valué q.f.c.i. , Q = (X,T,u) tel
que 1'ensemble des sommets admet la partition X = EUF o0 E
est formé des sommets terminaux appelés réponses, F est formé
des sommets non terminaux appelés questions, et vérifiant les

axiomes :

(ql) : (X,I') est un graphe fini sans circuit.

(q2) : Aucun sommet de X n'est origine d'un seul arc.

(q3) : I1 existe une application p de 1'ensemble des arcs
dans RY telle que, pour tout i appartenant 3 F tel
que Pgl soit différent de 1'ensemble vide, 1'on ait :

jgri u(i,j) = hgrgl u(h,i) = u(i)

(aq) : Cette application u est telle que :
u(a) = § 3 .1 #(h,i) ol a estla
1‘6 €r1 i

racine du questionnaire.
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-

Pour tout i e X, notons E(i) = r; n £ T'ensemble des descen-
dants de i qui sont terminaux. '

Un questionnaire arborescent est un questionnaire dont le support
est arborescent, sinon le questionnaire est dit latticiel.

I1.1.2.- INFORMATIONS AU SENS DE SHANNON DANS LES QUESTIONNAIRES.

Soit Q wun questionnaire de type probabiliste [13] : la valuation

u définie sur T est une application notée p vérifiant :

Y p(e)=1 ou ¥eckE:ple)= 7 -1 P(h,e)
ecE ‘

here

¥YeecE : O<p(e) <l

L'information transmise par un questionnaire Q est définie
par :

_ 1
I(Q) = egE p(e) Log ey

L'information traitée par une question i définie par :

jery PU T PE 1)

i

I(i) = p(i) J(i) représente 1'information apportée par la question
i.

. L'information traitée par le questionnaire Q est la somme :
J(Q) =} p(i) 9(i) .
‘ ieF

L'information absorbée par une question différente de la racine g ,
ou une réponse, est définie par :

e(i) = ) _; p(h,i) Log —%,QT"
hd'.il p ’1

L'information absorbée par le questiomnaire Q est égale a :
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e(Q) = } : e(i) o0 F =F - {a}

iekuy

I1.1.2.1.- THEOREME [131 .,

Soit Q un questionnaire, avec les notations précédentes,

onaq :
(<) J4(Q) = I(Q)

(42) J(Q) = 1(Q) + e(Q)

(i22) e(Q) = 0 <> Q est arborescent.

I1.2.- INFORMATION GENERALISEE SUR LE TREILLIS DES PARTITIONS D'UN
ENSEMBLE Q . |

II.2.1.- Soient Q un ensemble quelconque, non vide, d'é&vénements
élémentaires w , S wune algébre de Boole de parties de Q . Une mesure
d'information généralisée sur les événements [9]1 de (Q,S), est une fonc-
tion d'ensemble I dé&finie sur S et satisfaisant aux axiomes :

Axiome 1 : I:S - R
Axiome 2 : I est monotone pour 1'inclusion, c'est-d-dire :

(AB) ¢ SXxS et AcB=—> I(A) > I(B)

Nous prendrons comme valeurs universelles I(f) =+ et I(R) =0

I1.2.2.-~ Soient Q un ensemble fini non vide, notons T 1'ensemble
des partitions de £ ordonné par la relation de "finesse" :

(HI’HZ)GTXT ,H1:$H2<==>VA€H1 ,3B€H2

tel que Ac B

pour cette relation d'ordre, T a une structure de treillis [1] et posséde
un majorant universel HM = {Q} et un minorant universel
I =1{@)wea}

DEFINITION.- Une Znformation généralieée H [121 définie sur T est une
application vérifiant' les axiomes :
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Al : H:T ~» R

nous supposerons de plus que H(nm) < 4+

Supposons définies sur une algébre de Boole S de parties de £ , une
mesure de P de probabilités et une information I [9].

L' Znformation moyenne d'une partition T de Q est définie [12]
par :

H(M) = ] p(A) I(A)
Aell

Cette application H est une information généralisée au sens ol nous
venons de la définir.

II.2.3.- PRINCIPE DE LOCALISATION DE FORTE ET PINTACUDA [4] .

FORTE et PINTACUDA ont défini [4] 1'axiome A3 de principe de lo-
calisation pour une mesure d'information apportée par une expérience. Re-
prenons les notations de FORTE et PINTACUDA dans le cas d' "expériences
complétes”, c'est-a-dire des partitions de  :

Soient (A,B) une partition de Q en deux &léments,

M, et M, deux partitions de A telles que My € Tp s

Mg et né deux partitions de B telles que g £ Mg »

adoptons les notations :

T, = (1,.8)
M, = (A.T)
m = (13,B)
Iy = (ALT) -

Quand i1 s'agit de partitions de Q@ , 1'axiome A3 de FORTE ET
PINTACUDA se traduit comme suit :
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(A3)' Pour tout quadruplet (Hl’ni’HZ’Hé) défini par les
notations précédentes, on a 1'égalité : ‘

H(II1 A HZ) + H(Hi A Hé) = H(Hi A HZ) + H(Hl A T5)
ol 1'on a posé, pour deux partitions T et T' de Q :
AT ={CnD|Cell ,Demn'}
L'application (paragraphe II-5) du principe de localisation nous

conduit & proposer une définition &quivalente de la propriété de localisation;
cette définition facilitant 1'utilisation de cette propriété pour les mesures

d'information utilisées dans les questionnaires.

11.2.3.1.- DEFINITION.

Soit (A,B) wune partition quelconque de Q en deux &léments;
Soient (Bl’BZ""’Bm) une partition quelconque de B ,
(Al,Az) une partition quelconque de A en deux éléments.

Posons :
My = (ABys... B, )
My = (AsAysByse.rsB, )
M = (A,B)
My = (Ag»Ay,B)

DEFINITION.- Nous dirons qu'une information généralisée H vérifie
la propriété de localisation si et seulement si : quels que soient
M » My s Hi » I, définies par les notations précédentes, on a :

H(T,) - H(T,) = H(Ty) - H(T})

11.2.3.2.- PROPOSITION.

Toute information moyenne vérifie la propriété de localisation.
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11.2.3.3.- PROPOSITION.

La propriété de localisation est équivalente 4 1'axiome
(A3)' de B. FORTE et N. PINTACUDA.

DEMONSTRATION. -

1) (A3)' = P.L. (Propriété de localisation)

Soient My = (Al’AZ)
My = A
Iy = (BI’BZ""’Bn)
Mg = B

Posons I = (AI’AZ’B) » Ip = (A’Bl""’Bn)

=]
-
i

(A,B) , Ty = (A,B)

FET=I> Hl A Hz = AI’AZ’BI"..’Bn) ’ Hl A Hé = (Al’Ang) ’

=
b =
>

My = (ABys...B,) . T ATy = (A.B)

H(AI,AZ,BI,...,Bn) - H(A,By,...,B,) = H(A ,A;,B) - H(A,B)

2) P.L. => (A3)"

Soient HI,HZ,H3,H4 des partitions de Q définies par :

R
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M = (Al’ .,An . Bl" .,Bm)
I, = (A,Bl, .,Bm)
Iy = (Al" "An’B)
My = (A,B)
n m
avec A= v Ay, B= u B,
i=1 j=1 J
Montrons que P.L. = H(Hl) - H(Hz) = H(H3) - H(H4)
Montrons d'abord que ¥ k = 1,...,n
k
H(Al‘,Az,.o-,An,Bl,n-o,Bm) = H(‘Ul A_igAk+1,-o.,An,Bl,oo-,Bm) =
1=
k
= H(Al,..-,An,B) - H(igl A.i ,Ak+1,ao.’An,B)
L'égalité est vraie pour k = 1. Supposons-la vraie 3 1'ordre k-1
k=1
H(Al,...,An,B) - H( % Ai’Ak"' ,An,B) =
k-1
= H(Al, -,An,Bl,-oo,Bm) o H( i} Ai,Akgoon,An’Blgoa-,Bm)
k
Posons o = H(Al, "An’Bl""’Bm) - H(; Ai’Ak+1’ «sA ’Bl’ s 9B )
k-1 k
P.La 2 H( l{ Ai’Ak,...’An,Bl’...,Bm) g H(g Ai’Ak+1,.."An’Bl’...’Bm)
k-1 Ny k n
1 k+ 1 1 k+1
k-1
=> o = H(Al, '.’An’Bl,...’Bm) i H( L{ A.l ,Ak’ An’Blgon-’Bm)
k-1 n k n
+H(U ALAL, U Aj u B) - H(u A;s u A; v B)
1 k+1 1 k+1
L'hypothése de récurrence entraine :
k-1 k-1 n
o = H(Ays...5A sB) - H(u A.,A ,...,A ,B) + H( u A sbis A. u B)
1 n y k n 1 k’k+1
k n
- Hu A;, u AsuB
(1 1 L1 1 )
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soit :
k-1 | k
H( ; Ai’Ak""’An’B) - H(; Ai’Ak+1""’An’B) =y
k-1 n k n
=H(u A;A, u A, uB) - HuA;, v A, uB)
1] k kel ! 17 kel !
k-1 n k n

P.L. = vy =H( v Ai’Ak’ U Ai u B) - H(u Ai’ u Ai u B)

1 k+1 1 k+1
d' ol

k

a = H(Al,...,An,B) - H(; Ai’Ak+1"”’An’B) c.q.f.d.

On en déduit, pour k =n

H(AysAs. . 5A LB sBy) = H(A,By,...,B

. o)

= H(Ays...,A ,B) - H(A,B).

11.2.4.- PROPRIETES DE LOCALISATION ET DE BRANCHEMENT.

Soit ®y une fonction d'information définie sur des questionnaires
[13] :

@N(Q) = @N(UIQHZQOOGSuN)
ol u; est la mesure d@ la réponse e .
Soient QO et 01 deux questionnaires admettant respectivement
N-g et B+l réponses, on dit que ®y Posséde la propriété de branchement
si

QN(QO Y Ql) = QN-B(QO) + WB+1(QI)

oli WB+1 est une fonction des B+l mesures définies aux réponses de Ql'

Soit 1M, la partition de Q associée aux réponses de Q >
card(no) = N-8 . Prolongeons QO par Q1 d partir d'une réponse de Q0 s
nous obtenons les partitions suivantes : '
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1 1 2 k N-8-1 N-8
| I l L X N N N I sese '
I Al ._I A2 l L N N N ) l Bl [ X N ) Bk l.'. BB+1I [N N ] AN—B-l i AN—B
i 1
card(nl) = N
Nous avons :

CI)N(Qo ¢ Ql) = QN(HI)
n-(Qp) = Oy_g(Tp)

Supposons que o vérifie la propriété de localisation, nous obtenons :

B+1 _
@N(Hl) - (PN-B(HO) = ®8+2(Blgnuo,BB+1,§) - @2( L{ Bi ,B)

ol B est le complémentaire relativement 3 Q de 1a réunion des Bi » Ce
qui nous donne :

o (M) - Oy-g(Mg) = ¥g,q1(Byae-sBgyy)
ou WB+1 est une fonction des B+1 mesures définies aux réponses de Q1 .

Ainsi, la propriété de branchement est un cas particulier de la
propriété de localisation, plus précisément :

Pour une fonction d'information de 1a forme @N(Q) = @N(ul,...,uN) s la
propriété de localisation entraine la propriété de branchement.

I1.3.~ ARBORESCENCE DE L’ORDRE DES QUESTIONS ASSOCIE A UN QUESTIONNAIRE.

Etant donné un questionnaire Q quelconque, soit © un ensemble sur
lequel on applique le questionnaire ; nous appelons © : "Domaine du
Questionnaire".

Le fait de poser le questionnaire sur un ensemble Q nous apporte
une certaine information sur cet ensemble; cette information est liée a
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la structure introduite par le questionnaire sur Q , structure définie
en fait par 1'ensemble des réponses du questionnaire : nous wous intéressons
dans ce qui suit, aux questionnaires induisant une structure de partition

sur § .

Nous interprétons alors une question comme un opérateur qui effectue
une partition d'un sous-ensemble de 2 : tout arc (i,j) ¢ I' étant

associé a une issue de la question i , notons Qg le sous-ensemble de
¢ correspondant & cet arc.

Nous appelons domaine d'une question i , noté 0(i) , 1le sous-
ensemble de © sur lequel est posé la question 1 :

91

oy J_
D(i) = v Qy = v 1 %

jefi he F;
Si le questionnaire Q posséde n questions, le graphe G , support
du questionnaire, nous donne un certain nombre de contraintes sur 1'ordre
dans lequel sont posées les questions.

Soit une permutation C = (11,...,in) de questions de Q , C est
dite compatible avec Q si et seulement si :

Vi=lo.n: (Viel]l , 3i cC , k<J telque 1, = 1)
j .
cette définition exprime le fait que, pour poser une question ij (j fixe
e [1,n]) , i1 faut avoir posé obligatoirement toutes les questions ascen-
dantes de ij .

EXEMPLE : Soit le graphe G suivant, support d'un questionnaire Q
1

FIGURE II~1
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ainsi, 1'on ne peut poser, par exemple, la question 5 qu'aprés avoir posé
les questions 1, 2, 3 et 4. La question 6 ne peut étre posée qu'aprés
les questions 1 et 4 .

Considérons alors 1'ensemble de toutes les permutations de questions
compatibles avec le questionnaire Q . Cet ensemble se représente en
construisant ce que nous appelons I'arborescence AQ de l'ordre des ques—

tions associée d un questiomnaire Q : un chemin de 1'arborescence joi-

-~

gnant l1a racine 3@ un sommet pendant définit une permutation de questions
compatibles avec le questionnaire.

EXEMPLE : Arborescence de 1'ordre des questions associée au questionnaire
de la figure II-1. )

Voir FIGURE 1I-2 page suivante.
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11.3.1.- ALGORITHME DE CONSTRUCTION DE AQ .

Soit G = (X,U) 1le graphe support du questionnaire Q .
X = EUF od F représente 1'ensemble des questions de Q. Notons Aé
le graphe défini par :

Aé = (Xl,Ul) ot X! = {o} racine du questionnaire Q
ol = 9
Supposons construit
Ag-l o (kL kel

Notons E,_; 1'ensemble des sommets pendants de Ag'l

Ci-1 1'ensemble des chemins reliant o & un &lément de Ey-1

¥Ce Ck_1 > soit X. 1'ensemble des sommets de C , notons
€ 1'€lément de X. appartenant a Eg.q » effectuons la
construction suivante :
Pour tout x € F - X, , si f'l(x) < X. » alors prolonger Ag-l
de la maniére suivante :

Lud
n

TRV {0
Ceci nous permet de construire Ag
est itératif et se termine lorsque k est égal au nombre des sommets non
terminaux (questions) de Q .

en fonction de Ag'l , le processus
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I1.4,~ INFORMATIONS ASSOCIEES A UN CHEMIN DE L’ARBORESCENCE DE L’ORDRE

au

de

DES QUESTIONS.

Soijt, par exemple, le chemin (1,3,4,2,6,5) de la figure II-2,

Représentons, sur la figure suivante, toutes les partitions associées

chemin (1,3,4,2,6,5) :

]

2

Q
|
Q? Q3 Q1
=Ty | | +-
2 5 10 b
02 L8 Q)
= H4 l ! T T I
QZ 95 QIO QS 96
1 3 3 4 4
=1, | - | 1 | |
Q Qs Q3 10 Q Q2
=1 ' | [ ! ] [ |
6 ! i T t T
7 5 5 10 5 11 12
Q T LN 8
l [ | LN | I 1
7 5 5 10 11 12
Q L e L% et g
l i 1 i I I
7 8 9 10 11 12
I 2, % | 2 L9 o' a; |

Ainsi, & tout sommet de ce chemin, nous associons trois partitions
considérons le sommet 5 :
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= ol 5 5 10 5 11 12

HS—(QZ,QZ,QB,Q3,Q4,Q6 ,526)
_ (ol 5 5 5 10 11 12

H5-(QZ,92UQ3UQ4,Q3,96,96)

Y 8 9 10 11 12

Hs - (QZ L] QS [ 95 [ 93 £ 96 L Q6 )

ﬁs est la partition de Q obtenue aprés avoir posé les questions
1, 3, 4, 2 et 6.

Mg est la partition de @ obtenue aprés le regroupement, 1ié¢ & la
question 5 , de certains &léments de n5 .

ﬁs est la partition de Q obtenue aprés avoir poséhla question 5 .

La Suite (Hl t] Hl ’ Hl [ H3 LY H3 . H3,...,n5 s H5 L] Hs) définit
alors une s.e.c. de partitions de Q associée au chemin (1,3,4,2,6,5).

De maniére générale, nous associons & tout chemin C de 1'arbores-
cence AQ » une s.e.c. [C]1 définie par la suite :

ol n est le nombre de questions de Q :

Notons a(i) 1le nombre de réponses d'une question 1 :

- ~ J Jars
-7 = 1 a(iy)
Qu v p = jl ’ s Ja(-il) H Jp € l"_il
¥k=2,...,n; posons ﬁi = ﬁi
k k-1
Hik-z (0(i,) » Hik - D(i,)) ot Hik - D(i,) représente 1'ensemble

des éléments de ﬁi non inclus dans D(ik) .
k
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% J .a(i ) 5
kT (Q.‘l s s My . s H.‘ o D(1k))
k k k k
o N p= i, S Jerver s
a(i,) Py

Remarquons que toute s.e.c. [C] de partitions de Q associée & un
chemin C de AQ » o0 Q est un questionnaire ayant n questions, est
de la forme :

I, I, I, I,

11 12 1k 'In
o) 0, o] o)
/7 N
N
/
N,
4 N
// -

g < - R D . ol
it T A=t IR I II.
11 11 12 12 1 1 1

, SRR
3 n-1 n n

plus précisément, ¥ k = 1,...,n nous avons les relations :

ainsi, la s.e.c. [C] est alternée.

Si nous supposons maintenant que l'ensemble des partitions de § est
munt d'une information généralisée H , nous avons les quantités d'infor-

mation suivantes :

_
n g
& (FCI) = ) [H(I, ) - H(TT; )1 : information absorbée par la s.e.c. [C]
k=1 k k
+ g ~
A™([CI) = ) [H(m, ) - H(M; )] : information apportée par la s.e.c. [C]
k=1 k k
V(ICI) = H(T, ) - H({a})

i information transmise par 1a s.e.c. [C].

=H(I, ) si H({Q}) =0
n

A(LC1) = at(rcI1) + a™(rC1) .
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REMARQUES . -

La valeur de V([Cl) est indépendante de la s.e.c. ([Cl, donc du
chemin C de AQ y ainsi 1'Znformation transmise par le questionnaire
est indépendante de 1l'ordre dans lequel 1'on pose les questions. Par
contre, 1'exemple du paragraphe II-7 montre qu'il n'en est généralement
pas de méme pour les informations absorbée et apportée.

Localement les quantités suivantes sont définies :

A'(ik) H(TT, ) - H(T; )  information absorbée par la question i,

i ‘

A+(1'k) = H(ﬁi ) - H(T; ) information apportée par la question i,
k k :

A(H) = 8T(5,) + AT())

V(i) = H(ﬁik) - H(ﬁik) information transmise par la question i,

Nous avons clairement les propriétés :
AYGE) = V(i) + A" (i)
(1k) = (1k) Ty

information apportée par la question

information transmise par la question

-+

information absorbée par la question.
+, . .
A (1k) > V(1k)

information apportée par la question = information transmise par la question.

Globalement, nous avons les relations suivantes :

AT(LC1) = E 'A'(ik)
k=1
n
+ [cl) = +,.
AT(LCT) kzlA(w
n
A(LCY) = ) AC3y)
k=1
n
V(ICI) = } V(i})
k=1
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- Propriétés :
PL : a*(cC1) = V(£C1) +A7(CCI)
Information apportée = information transmise + information absorbée
P2 : a(CC1) = V(£CI)

Information apportée > information transmise

P3 : A ([C]) =0 si et seulement si le support de Q est arborescent.

I1.5.- PROPRIETE DE LOCALISATION ET INFORMATIONS ASSOCIEES A UN CHEMIN DE Ag:

Etant donnés un questionnaire Q de racine o , AQ' 1'arborescence
de 1'ordre des questions associé & Q , et i wune question'de Q , soient
C1 et C2 deux chemins de AQ reliant a a un sommet pendant :

Notons 11 (resp. iz) le sommet de C, (resp. C2) correspondant a
la question 1 .

11.5.1.- THEOREME.

51 H vérifie la propriété de localisation, alors noue avons les
égalités :

A+(1'1) = 87 (4,)

A1) = 87(iy)

A(iq) = A(1,)

V(i;) = V(i,)

DEMONSTRATION. -

Montrons que A+(11) = A+(12)

8¥ (i) =Hﬁiﬁ - )
J h . -
L. .. a0 SERLICHRECICYINE RS ACV

+, .
A (11) 11" i

HE

Notons B=U.A .
A€ll . '9(11)
1
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H vérifie la propriété de localisation entraine que :
J

H(le
. ,-o.’Q.
k5 11

a(iy)

a¥ (3 17.B) - H(D(1,).B)

1)

or D(1y) = 0(i,)

ce qui donne :
A

J a(i
HoL,....0,
2 2

)
a¥(iy) 27.B) - H(D(i,).B)

H vérifiant la propriété de localisation entraine que :

o Ja(i,)
+,. 2 2 ~ . . A X
(iy) = H(Q:C,. .0, L Ty = D(iy)) = H((1,), T, - D(i,))
2 2 2 2
d'ol :
8 (1,) = 87(1,)

La démonstration est analogue pour A& , A et V .

REMARQUE.- S A™(ij) = A*(i,) , nous en deduisons que W vérifie la
propriété de localisation pour toutes les partitions "réalisées" par Q ,
c'est-a-dire pour 1'ensemble des partitions de Q pouvant étre obtenues

par les s.e.c. de partitions associées aux chemins de AQ .

I1.5.2.- COROLLAIRE.

ST H vérifie la propriété de localisation, alors, quels que sotent

C1 \ C2 , chemins de AQ reliant o d un sommet pendant, l'on a :
AT(1€;3) = A¥(LC,0) , A7(C41) = 87(LC,1) 5 A(LCyT) = A(EC,T) -

Ainsi, H vérifie la propriété de localisation entraine que les
notions d'information absorbée et apportée relatives 4 une question
i ou d un questionnaire Q sont indépendantes de l'ordre dans le~

quel sont posées les questions.

Ce résultat fondamental nous permet alors de définir dans un cadre général
les notions d'Informations d'un questionnaire :
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11.5.3.- INFORMATIONS D'UN QUESTIONNAIRE.

Soient Q un questionnaire posé sur un ensemble Q , H une mesure
d'information généralisée définie sur le treillis T des partitions de Q
et vérifiant la propriété de localisation , {C] une s.e.c. quelconque de
partitions associée au questionnaire Q , alors nous avons les définitions :

I(Q) = V(LC1) 1 information transmise par Q
J(Q) = A+([C]) 1 information apportée (traitée) par (
e(Q) = A (LCI) 3 information absorbée par Q

nous avons, de plus, les relations :

- J(Q) = I(Q) + e(Q)
- J(Q) = I(Q)
- eQ) =0 st et seulement si le questionnaire est arborescent.

11.6.- LIEN ENTRE LES QUESTIONNAIRES ET NOS RESULTATS,

A.- Soit H une information moyenne définie sur 1'ensemble des
partitions de Q@ , par H(I) = J p(A) I(A)
Acll

Notons

D)= @={ 0
jeFi 1 heFil h

en raison des propriétés de localisation de 1'information moyenne,
avons les relations suivantes :

AT(4) = T _; (@) 1(2)) - p(D(1)) I(D(i)) : information absorbée par le
heT question i .

At (i)

I e I(QQ) - p(D(i)) I(D(i)) : dinformation apportée par le
Jely question i .

V(i) = A+(i) - A (i) : information transmise par la question i .
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Ces relations s'écrivent avec les notations utilisées dans les questionnaires :

e(i)

NORIE (R 1)) - p(i) 1(D(i))
iy

o1 . 1 o] .
J(2) = 5oy AT() =WJZF1 p(i,3) 1(8]) - 1(D(i))

I(i) = p(i) J(Z) - e(i) = V(i)
B.- 52 H n'est pas une information moyenne mais vérifiant la
propriété de localisation, nous avons
e() = A(i) = H(IL;) - H(IL,)

I(8) = sy TT(6) = Sy TH(E;) - HOT )

I(2) = p(i) J(i) = e(Z) = V(i) = H(IL;) - H(TL)

Le vocabulaire introduit dans les s.e.c. est celui utilisé en

=~

Théorie des Questionnaires, d@ une différence prés :

A+([C]) » information apportée par la s.e.c. [C] est associé a
J(Q) dinformation traitée par le questionnaire Q au sens de
C.F. PICARD.

-

Appliquons les résultats @ qu dques mesures d'information utilisé@es en
Théorie des Questionnaires.

voir tableau page suivante

o/
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— R . ’ e
| INFORMATION APPORTEE PAR UNE INFORMATION ABSORBEE PAR UNE
MESURE A QUESTION QUESTION
1 . i . p(i
SHANNON Log PIAY jZF p(i,J) Log 6% hgl"l p(h,i) Log E(HY
Ty - hely
I p(ia) |t - 1 Iy plhai)|t— - 1
JeT, p™(1,J) hel's p(h,i)
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I1.7.~ APPLICATION AUX INFORMATIONS NE VERIFIANT PAS LA PROPRIETE DE
LOCALISATION,

L'information de RENYI ne vérifie pas la propriété de localisation;
soit le questionnaire de la figure I-1, considérons les chemins de AQ
(figure II-2) suivants :

C; = (1,3,4,2,6,5)
C, = (1,2,3,4,5,6)
: o] e @ 9 Qv ot g
sur Cy : T = | | S . A | | | |
97 95 U QS U 95 QIO Qll 912
Mg = | 2 2 3 4 {3} 6 4 6 |
5 T

Prenons p(2,7) = p(2,5) = p(3,5) = 0.2

p(4,5) = p(3,10) = p(6,11) = p(6,12) = 0.1

ce qui donne A (5) =1 avec o =2 pour 1'infprmation de RENYI

. Q Q Q° Q8 Qo szz
sur C2 : n5 = | 2 % A% 3 4 y %, 3 % |
Q7 Q5 u Qs ugs QLo 0’
I = l ] 3 y | 31 L |
5 RN !

Les probabilités prises pour C1 entrainent que :

p(2,7) = p(2,5) = p(3,5) = P(4,6) = 0.2

p(4,5) = p(3,10) = 0.1

ce qui donne A (5) = 0.91754 avec o = 2 pour 1'information de RENYI.
Ainsi, sur cet exemple, 1'information absorb&e par la question 5 dépend

de toutes les questions posées antérieurement. L'arborescence de 1'ordre

00 sont posées les questions nous fournit 1'ensemble de toutes les s.e.c.

de partitions associées au questionnaire. Les s.e.c. de partitions nous don-
nant un moyen de mesurer toutes les informations du questionnaire, nous avons
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donc, si 1a mesure de 1'information ne vérifie pas la propriété de
localisation, 1a possibilité de déterminer le questionnaire optimal dans
le sens od 1'information absorbée sera minimale.
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ITT.- APPLICATIONS AUX PROBLEMES DE CLASSIFICATION.

Etant donné un tableau & double entrée (0,Q) fournissant les ré-
ponses d'un ensemble © d'individus & un ensemble O d'observateurs
(caractéres), le but de la classification automatique est de rechercher
des sous-ensembles (classes) d'individus "homogénes". L'utilisation de

mesures d'information adaptées a ces classes nous permet d'élaborer des
moyens originaux de traitement.

Nous considérons le tableau (0,Q) comme un produit de partitions
de Q ou, dans d'autres cas, comme un produit de sous-ensembles (&vénements)
de @ . Cette derniére éventualité implique que l1a matrice de donnée soit
codée & 1'aide de deux symboles, en général 0,1 . Nous avons donc, suivant
des techniques bien connues [2] , démultiplié chaque caractére en carac-
téres €lémentaires (2 modalités de réponses par caractére).

I11.1.- PRINCIPES GENERAUX DES APPLICATIONS.

L'ensemble des applications réalisées se décompose en 3 é&tapes :

- CONSTRUCTION DE CLASSES DE @ .

Nous proposons un algorithme (programme GENER) permettant, & partir du
tableau de données (0,Q2) , de construire une partition de © pour
laquelle :

Te nombre de classes de cette partition n'est pas imposé.

chaque classe est "homogéne" au sens intuitif du terme, précisé
Tors de 1a description du programme correspondant, ol & chaque
classe correspond un sous-ensemble d'observateurs pour lesquels
1'ensemble des individus de la classe a le méme comportement,
c'est-a-dire "pratiquement" les mémes réponses.

L'algorithme nous permet alors de mettre en évidence, pour chaque classe
de la partition de @ , 1'ensemble des observateurs caractérisant
cette classe.
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- CLASSIFICATION HIERARCHIQUE D'UN ENSEMBLE DE CLASSES DE

Ayant obtenu, par une méthode quelconque, un ensemble de classes homogénes
de 9 , nous construisons par la méthode classique du "plus proche voisin"
(101 , une classification hiérarchique indicée [10] de ces classes en
formant une suite de partitions suggérée au chapitre I . (programme

ARBRE). La distance servant & indicer la classification permet de détermi-
ner les niveaux "intéressants" de 1'arbre associé 3 cette hiérarchie.

- CONSTRUCTION D'UN QUESTIONNAIRE ASSOCIE A UNE CLASSIFICATION HIERARCHIQUE.

Le programme (QUEST) construit alors un questionnaire (hiérarchie d'obser-
vateurs) permettant, en partant de Q , de retrouver les partitions de

{8 1intéressantes mises en relief par 1'algorithme précédent.

De plus, a chaque question (observateur sélectionné) sont fournis 1'en-
semble des observateurs strictement équivalents ou équivalents & un
pourcentage fixé.

II1.2.,- ALGORITHME DE CONSTRUCTION DE CLASSES DE o . (PROGRAMME GENER),

111.2.1.- DESCRIPTION.

Le principe de 1a méthode est le suivant : & partir du tableau de
données initial (0,2) , choisissons arbitrairement un élément wy de
9

L'ensemble des réponses de wg d 0 définit deux sous-ensembles

de 0
0
- 0;° : 1'ensemble des tests auxquels wg 'répond 1 .
(L)O
= 0y : 1'ensemble des tests auxquels wg répond O .

Un individu w de 9 sera "voisig" de wg si et seulement si

0 et 00 .

W W , 5 5 ST
01 et 00 sont "presque identiques" a 01 0

8 P&us précisément, soit F = P(0) , alors [7] 1la distance
6(010 . 01) construite a partir de 1a mesure d'information de SHANNON sur
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W,
L ~ 0
les événements nous permet de mesurer le degré de ressemblance entre 01

(1)
et 01

P2 i) w

v (0, v )
6(01 s 01) = Log ( wO )
P(0,") . p(¥)

Cette quantité s'écrit :

%0 w “0 Wy 2
Wy " [P(Ol ) + P(Ol) - P(Ol n 01)]
6(01 s 01) = Log ( )

P(0,0) . P(d})

_ w
Wg étant 1'individu de référence, nous pouvons considérer que P(Olo)

est égal & une constante o .
Posons
w,
0
y =P . z=P(0]n0)

Zz mesure le nombre de réponses 1 communes @ w et wg -

w 2 ‘
80, » ) = Log ((21L=21y

On montre facilement que ,

pour y fixé, & décroit lorsque z croit.

Ceci s'interpréte (figure III-2-1-1-(A)) : 1les deux individus w et w'
vérifient y =y' et 2, > 2,

“0 w ) Ow'
6(01 s 01) < 6(01 > 0q )

ce qui exprime bien le fait qu'intuitivement w est de plus proche de W
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pour z fixé.

Si z2% , & croit lorsque y croit.

Les deux individus w et w' de la figure III-2-1-1 (B) vérifient

- 2 2% et y < L 509, ) < 8(0.0 , o)
Zp Ty 0 227 Yo <Yt ¢ 1 "1 1 * "1

d'oll w est meilleur voisin de wy que w' .

IA

Si z %- , & est minimum lorsque y =a - z

Dans ce cas § prend la valeur Log ﬂi%:é) (figure 111-2-1-1 (C))

W, w 1
6(010 s O?) < 6(01O > 0? ) pour tout ' vérifiant :

_ a
2,= 24 » Z, <7 .
De plus, 6 = Log ﬂi%:il est minimale quand z = %- et est alors
égaled 1.

L'individu Wy représenté sur la figure III-2-1-1 (C) représente
donc le "meilleur" individu pouvant exister. Nous remarquons que

OT et O?m sont relativement €loignés, par conséquent cette valeur
1 pour & nous donne un seuil minimum de voisinage entre wy et
un individu @ quelconque, au deld duquel i1 n'est pas réaliste

de considérer w comme voisin de wg -

W
L'ensemble de ces propriétés assure donc que 6(0? s 010) mesure

bien Te degré de ressemblance entre 07 et 0?0 :

; wo
Nous décidons que 01

=~

w,
est voisin @ k prés de 010 si ¢

w
0
8(07 » 07) sk<1.
L'a]gorighme consiste @ agglomérer tous les individus w tels que
6(0? R 010) < k , ce qui nous donne un noyau N ¢ P(Q) ;3 1'étape
suivante détermine, & partir de ce noyau, 1'ensemble des observateurs
caractérisant celui-ci :
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FIGURE ITI.2.1.1.
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Soit t un observateur quelconque de ¢ ; notons t? 1'ensemble des

-~

&léments de N répondant 1 a8 t , tg 1'ensemble des éléments de

-

N répondant 0 a t .

Comme ci-dessus, nous définissons :

6(t1 . tl) et a(t0 , O)
oll t? et tg sont deux tests fictifs auxquels tous les individus de
N répondraient respectivement I et O .
Si G(t s .¥) =0 (resp. 6(t0 s to)) » il est clair que 1'observateur
t caractérise le groupe t? (resp. 0) Si aucune de ces quantités
n'est nulle, on peut choisir la quantité minimale; mais dans ce cas on
r1sque de prendre un observateur "caractéristique" de maniére arbitraire
(G(t1 s t?) voisin de 6(t0 s to) ) - Aussi, & un observateur t et
un noyau N , nous associons un observateur non caractéristique t
construit de telle sorte qu'il vérifie les propriétés suivantes :

- le nombre de réponses 1 de t est égale & card(N)/2 .

- G(tl s fl) est minimum.

Dans ces conditions, 1a quantité B8 &gale 3 :

mins(t) , £)) . s(t) , &) » 8t} t)))

nous permet de décider si 1'observateur est caractéristique ou non
du noyau N , de 1a maniére suivante :

- Si a(t > tl) alors 1'observateur t est caractéristique
(reponse 1) du noyau N .

- Si 6(t0 R to) alors 1'observateur t est caractéristique
(reponse 0) du noyau N

- Si B = 6(t? , t?) alors 1'observateur t n'est pas caractéristique
du noyau N . '
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Ayant construit 1'ensemble FN des observateurs caractéristiques du
noyau N , nous distinguons les sous-ensembles F? et Fg des obser-
vateurs caractéristiques pour 1a réponse 1 ou pour 1a réponse 0 .

FT et Fg définissent un individu type 0y (81ément de ) (cet

individu étant éventuellement fictif) répondant 1 sur F? et O
N
sur F0 .
Le processus devient maintenant itératif en opérant avec wy comme on
a fait précédemment avec wy -

L'algorithme se termine lorsque le noyau obtenu & 1'itération n est

identique & celui obtenu & 1'itération n-1 , nous avons alors obtenu
une classe homogéne de Q .

On reprend alors au hasard un individu ne se trouvant pas dans 1'ensemble
des classes formées et 1'on réitére le processus pour former une nouvelle
classe en ne considérant que le sous-ensemble des individus non classés.

Le programme s'arréte lorsque tous les individus de & se trouvent dans
les classes. |

STRUCTURE DU PROGRAMME GENER.

.- Lecture des paramétres

.~ RESIDU = Q '

.~ Tirage de Wy au hasard dans RESIDU

.- Constitution du noyau N

Recherche des observateurs caractéristiques de N

.~ Constitution du nouveau noyau M

.- Si M n'est pas identique @ N , faire : N devient M et alleren 5
.~ Oter du RESIDU la classe M formée

.= Si le RESIDU n'est pas vide, aller en 3

FIN.

W 00 N OV O » W N =
'

—
o
i

IT1.2.2.- RESULTATS.

Le programme GENER a été appliqué sur des données fournies par des
biologistes : 1la population &tudiée (ENTEROBACTER) comporte 175 souches
de bactéries dont on connait les réponses & 199 tests en 0,1. Le programme
a été exécuté pour différentes valeurs de k (seuil d'agrégation) :




b
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k variant de 0.05 & 0.50 avec un pas de 0.05.

Les résultats bruts sont représentés, sur la figure I1II.2.2.1
(page III.1D), dans la partie droite ou figurent les regroupements d'indi-
vidus effectués pour les différentes valeurs de k . L'analyse de cette
représentation met en évidence la structure suivante :

- existence de classes &lémentaires : A1 s A2 R C1 s C2 » B, D, E,
ELAT , EAAT , EV , EAG .

- emboitement des classes élémentaires : figure I11.2.2.2. et
figure I11.2.2.1. (partie gauche).

A.B.D.E.F ELAT  EAAT EV _ EAG C
gL ] 1 1 1 1 |
¥ T 1 1 1 Ll L i 1 |
1 | | I ! ! ' ! I ) |
2 T L L N S
' ! L } I | \ L
! \ ' { L ) ! | )
| 1 ' ! ' | \ I ! I
I I l
l | ! I ! ' | | ' | |
! ! ! ’ , [} ) [} ) | ||
1 [} 4
) } —t— + i } t | l 1 '

rm
S

N

=
o

ELAT EAAT EV

FIGURE TI1.2.2.2.

5
O
N}
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Afin de s'assurer de la cohérence de ces résultats, nous avons soumis
ces mémes données a des méthodes "classiques" : classification hiérarchique
et Analyse factorielle. La synthése des résultats obtenus par celles-ci est
représentée sur la figure I11.2.2.3 (page 1%), nous remarquons'que Te
programme GENER met en évidence des classes homogénes que retrouvent les
méthodes classiques, ainsi que les regroupements de classes importants.

De plus, pous chaque classe ou regroupement de classes, nous avons
la Tiste de tous les tests caractérisant ceux-ci.
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I11.3.- ALGORITHME DE CLASSIFICATION HIERARCHIQUE INDICEE DE CLASSE DE Q

IIT.3.1.- RAPPELS [10] .

Une hiérarchie sur un ensemble fini C de classés de 9 est un
sous-ensemble H de P(C) tel que :

1 - xeC:{x}eH
2- Ced
3- ¥ (AB) e HxH

AnB#P=— AcB ou BcA

La hiérarchie est dite indicée s'il existe de plus une application
m de H dans R' telle que :

4 - ¥xeC , m{x}) =0
5~ ¥ (AB) e H x H

AcB et A#B = m(A) < mB).

[11.3.2.- PROGRAMME ARBRE

Etant donné une partition 1 (ensemble de classes homogénes) de @,
nous désirons construire une hiérarchie de ces classes en regroupant des
sous-ensembles restant homogénes par rapport aux classes non modifiées de
Q

EXEMPLE :

——————— niveau 2

____niveau 1
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Cet arbre est considéré sémantique dans le sens ol le passage du
niveau 1 awniveau 2 correspond & 1a construction d'une nouvelle classe
A v B restant homogéne par rapport @ C : nous utiliserons pour cette
raison le terme de "hiérarchie sémantiqué" pour signifier que les regroupe- .

=

ments se font en fonction du caractére d'homogénéité des classes 3 regrouper.

L'algorithme classique de classification hiérarchique (méthode ascen-

dante du plus proche voisin) consiste a construire une suite de partitions
de moins en moins fines :

TS £ Mg .00 4T, = ()

Toute classe de I, est réunion de classes de m _, 3 la cohésion des
classes diminuant lorsque k augmente.

Le programme ARBRE effectue une telle construction en utilisant un
tableau de distances & défini sur Q x @ avec 6(i,j) = distance entre
1'individu wy; et 1'individu wy ol la distance utilisée est celle du

paragraphe III.2.1. (& définie & partir de la mesure d'information de
SHANNON sur les événements).

Soient A et B deux éléments de I, (c'est-d-dire deux classes

homogénes), nous mesurons la distance d(A,B) entre A et B en utilisant
une expression classique de 1a distance de HAUSDORF entre ensembles :

d(A,B) = Max{Max Min &(a,b) , Max Min &(a,b)}

acA beB beB aeA
avec :
a b p* (01 v 0?)
s(a.0) = 6(0} . &) = Log 1 1)
P(02) P(00)

L'emploi de cette distance d se justifie par les résultats expéri-
mentaux intéressants qu'elle apporte : nous pensons que ces résultats sont
€galement diis aux propriétés mises en relief (paragraphe 111.2.1.) de la
distance & utilisée pour définir d .
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Soit H 1a hiérarchie des classes de @I (partitions de @ ) ,

=

notons 8*(H,n') 1a distance obtenue & partir de 1a mesure d'information
*

H* de SHANNON sur 1'ensemble des partitions de @ [71 ,
s*(m,m') = 3 P(AnB) Log(RpL - P8
(A,B)emxu’ P“(A n B)

H* vérifie 1'hypothése H; du chapitre I d'od :
§*(ML,T') = H¥(m) + H*(') - H*(@ A~ ')

on en déduit que &™(II,.) est une application strictement croissante pour
la suite de partitions 1, (i =1,...,n) construites par le programme
ARBRE, car :

DKM o0 T € -o0 <M = {0}

- Les conclusions du paragraphe I-6 nous permettent d'en déduire que 1la
suite de partitions {Hi} résume de moins en moins 1'information de 1 ,
§ étant monotone, une variation importante de la quantité

§¥(Ml; ) = 6¥(T,0)

signifie que le niveau Iy est stable (homogéne) : le passage de I

a Hi+1 provoque un regroupement de classes relativement éloignées les unes
des autres.

Enfin, 6* permet d'indicer la classification hiérarchique H
en effet, soit A< H , notons AR; » iel={1,...,p} , Tles éléments

(classes) de 1 .

Le regroupement A de classes de @I s'écrit :
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Notons :
Iy = {A,{Ai.l1.

e C; J}}
j J I

nous définissons une application m de H dans Rr* par :
AcH ,mA) = a*(nA,n)
VA e, m({Aj}) = 6*(HA1,H) = §*(1,M) = 0
¥ (A,B) e H xH ,
AcB et AfB=> T, & M => 8%(I,,N0) < 8" (Ilg,M) => m(A) < m(B)

ainsi, 1'application m que nous venons de définir permet bien d'indicer
1a hiérarchie. '

STRUCTURE DU PROGRAMME ARBRE

1 - Lecture de la partition T de Q
2 - Calcul du tableau & défini sur Q x Q

3 - Calcul du tableau des distances de HAUSDORF entre deux él1éments
quelconques de T .

4 - Construction d'une nouvelle partition 1I' en regroupant les deux
classes situées & distance de HAUSDORF minimale.

5- Si card(n') #1, alors faire : 11 devient 1m' ; aller en 3

6 - FIN.

II1.3.3.- RESULTATS

Nous avons exécuté le programme ARBRE sur 1'ensemble précédent de
bactéries ENTEROBACTER. La partition 1 (classes homogénes de Q )
nous a &té fournie par les biologistes. La figure II1.3.3.1 représente
1'arbre obtenu par le programme ARBRE :

En ordonnée figure la valeur de 5*(Hk,n) ; le calcul des différences A
successives de & nous donne le tableau suivant :

A(T) = 8*(i) - 6*(i-1)
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ETAPE §* A

0 0

1 0,17 0,17
2 0,34 0,17
3 0,65 0,31
4 1,29 0,64
5 1,61 0,32
6 1,76 0,15
7 1,87 0,11
8 2 0,13
9 2,13 0,13
10 2,24 0,11
11 3,01 0,77

Ce tableau met en relief deux niveaux intéressants dans 1'arbre :
ceux correspondant aux plus grands sauts pour &§° , c'est-d~dire
les niveaux des étapes 3 et 10 .

L'arbre suivant, non indicé, fourni par les biologistes, a &té
établi en faisant une synthése des résultats fournis par les méthodes
classiques (classification hiérarchique et analyse factorielle).

Cet arbre est compatible avec celui obtenu par le programme ARBRE :
nous avons bien la méme structure fondamentale.

voir page suivante
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oA u B Co
Ao OB
O o) (o} (0] (o} o} [0} 0 Q 0 (6]
A1 A2 B1 82 B3 C1 C2 EAAT EHAT EAG ELAT EV

Les résultats du programme ARBRE permettent de plus de constater
que la classe A = A1 U A2 ne parait pas homogéne par rapport & B .
En effet B = B1 u B2 u B3 ayant &té généré & 1'itération 3 , 1'itéra-
tion 4 provoque le regroupement de A2 da B et non, ce que 1'on aurait
-pu penser, la formation de A = A1 U AZ (réalisée & 1'itération 6) :
en fait, ces résultats ne sont pas surprenants dans la mesure ol :

- 1'analyse factorielle ne montre pas une séparation nette entre
A2 et B3

- la classification hiérarchique faite par agrégation & distance
maximum provoque le regroupement de A2 a B3 .

Enfin, la hiérarchie des classes obtenue peut bien étre considérée
comme sémantique, car tous les regroupements effectués ont respecté
1'homogénéité des classes formées.
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8" A ARBRE DES CLASSES
' , (Programme Arbre)
3 4+
) FIGURE I11.3.3.1.
2,5
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[11-4,- QUESTIONNAIRE ASSOCIE A UNE HIERARCHIE INDICEE. (PRoGRAMME QUEST).

IIT.4.1.- ALGORITHME.

La hiérarchie sémantique fournir une certaine structure sur
1'ensemble Q .

Si nous ajoutons un &lément ' & Q , nous désirons déterminer la
classe de rangement pour que la structure ne soit pas modifiée.

11 s'agit donc, si nous ne voulons pas faire subir d@ w' 1'ensemble

des observateurs de 0 , de sélectionner un nombre restreint d'observa-
teurs qui, appliqués & w' , permettent de ranger «' dans 1'une des
classes de Q .

La hiérarchie sémantique nous est fournie sous la forme d'une suite
de partitions de plus en plus fines :

My 4 T4 - £T, = {8

Le principe du programme QUEST est le suivant :

a) partant de la partition courante I {9} , nous cherchons &
atteindre la partition objectif Tog = M1 ©n posant le moins de
questions (observateurs) possibles : nous recherchons 1'observateur t
et 1'élément A de HC tels que 1a nouvelle partition Hé que 1'on
obtiendrait par la division de A & 1'aide des réponses de A & 1'ob-
servateur t , soit & distance (&%) minimum de Tgg - Si un tel
observateur n'existe pas, alors 1'itération est terminée, sinon avec
la nouvelle partition e obtenue, nous recommengons en a).

De plus, pour chaque observateur sélectionné, nous construisons 1'en-
semble des observateurs équivalents, strictement ou & un pourcentage
d'erreurs fixé.

IT est & noter que le questionnaire obtenu n'est pas unique puisque
nous associons 3 chaque observateur un ensemble d'observateurs équivalents.
Enfin, la minimisation effectuée est locale (&tablie lors du choix d'un
observateur) et n'assure donc pas 1'obtention du "meilleur" questionnaire

dans le sens ol le nombre d'observateurs sélectionnés serait minimum.
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Structure du programme QUEST.

1 - Lecture des données
- HC = {Q}

- Lecture de HOB

B W N

- Sélection des tests permettant de construire e d distance minimum
de HOB

5 - S§'i1 reste une partition objectif & lire, alors aller en 3

6 - FIN.

II1.4.2.- RESULTATS.

Le programme QUEST appliqué aux ENTEROBACTERS en se. donnant trois
partitions objectifs (Mg » Ty » I,) construit un questionnaire
(figure I1I1.4.2.1.) ayant 11 questions ; ce nombre de questions
(tests) est donc minimum puisque nous avons 12 classes & différencier.
De plus, pour chaque test, sont fournis au biologiste les tests équiva-
lents, strictement ou & un pourcentage fixé.
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