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INTRODUCTION 

------------ 

L'estimation de la densité a été l'objet de nombreux travaux depuis 

l'article de ROSENBLATT [l] (1956) qui définissait la méthode du noyau. En 

1962, CENCOV [4] proposait une autre méthode d'estimation de la densité, 

la méthode des fonctions orthogonales, et depuis les deux méthodes se sont 

développées séparément, la première étant cependant plus étudiée que la 

seconde. 

Pour la méthode du noyau, après ROSENBLATT, des conditions suffisantes 

de convergence uniforme presque sûre sur R et R~ ont été données ; voir 

par exemple 1181 , [19] . Tout récemment, Mme BERTRAND-RETALi et M. GEFFROY [20] 

ont obtenu une condition nécessaire et suffisante de convergence uniforme 

presque complète avec des hypothèses très faibles sur le noyau. Pour des con- 

ditions nécessaires et suff isantes de convergence, on peut voir également [16]. 

La méthode des fonctions orthogonales, après CENCOV, fut étudiée 

2 par S.C. SCHWARZ [.] (1967) dans le cas d'une base hilbertienne de L (ai) 

formée par les fonctions d'Hermite, alors que KRONMAL et TARTER 161 (1 968) 

s'intéressaient au cas des fonctions trigonométriques. Enfin en 1969, des 

conditions suffisantes de convergence uniforme en moyenne quadratique et I 
uniforme presque sûre ont été données par D. BOSQ E71 dans le cas le plus 

généra 1. 

Le point de départ de cette thèse est un ensemble de résultats obtenus 

par D. BOSQ dans le cas des fonctions trigonométriques. Nous avons d'abord 

étendu ces résultats au cas des fonctions d'Hermite, puis nous les avons 

généralisés. k 

Au chapitre 1, nous définissons une classe d'estimateurs de la 

densité qui contient les estimateurs obtenus par la méthode du noyau et ceux 



#f 
obtenus par la méthode des fonctions orthogonales . Nous donnons ensuite 

pour cette classe d'estimateurs dans le cas le plus général des conditions 

nécessaires et suffisantes-de convergence simple en moyenne d'ordre 1 et 2, 

simple presque complète et en moyenne, uniforme presque complète et en 

moyenne uniforme (nous supposons alors que la densité est définie sur un 

espace métrique). La démonstration de certaines conditions nécessaires de 

convergence (en particulier, les conditions nécessaires de convergence uniforme) 

a été grandement facilitée par l'utilisation des résultats établis par 

Mme BERTRAND-RETALI et M. GEFFROY dans le cas de la méthode du noyau. 

Au chapitre II, nous étudions le cas où le noyau est positif. 

Les résultats du chapitre 1 sont améliorés. On obtient des conditions néces- 

saires et suffisantes de convergence simple en probabilité, simple presque 

complète, uniforme presque complète et uniforme en probabilité, ces deux 

dernières convergences étant alors équivalentes. Nous donnons ensuite deux 

exemples de noyaux positifs : la méthode du noyau et la méthode des fonctions 

L orthogonales avec comme base hilbertienne de Q, (p) les fonctions de Haar. 

Le chapitre III est consacré à l'étude de la méthode des fonctions 

orthogonales dans deux cas particuliers importants : le cas d'une densité 

2 appartenant à IL IT,+ d, muni du système des fonctions trigonométriques et 

celuid'une densité appartenant à bL(!R), muni de la base hilbertienne formée 

par les fonctions d'Hermite. Nous donnons notamment une démonstration de la 

condition nécessaire de convergence simple en probabilité établie par D. BOSQ 

pour les fonctions trigonométriques, démonstration qui s'adapte très facilement 

au cas des fonctions d'Hermite. 
--------------- I 

(*) Nous avons tout récemment découvert un article de A. FOLDES et P. REVESZ 

Cl51 - (1974) où une classe analogue d'estimateurs de la densité est définie. 

I Cependant ceux-ci ne donnent que des conditions suffisantes de convergence 

uniforme presque sûre sur un intervalle compact de R, et même sur ce point 

nos résultats sont obtenus avec des hypothèses plus faibles. 



CHAPITRE 1 

DEFINI'TION D'UNE CLASSE D'ESTIMATEURS DE LA DENSITE.  

CONDITIONS NECESSAIRES ET S U f  F l S A N T E S  DE CONVERGENCE DANS 

LE CAS GENERAL. 

7 - METHUUES CLASSI2UES D'ESTIMATION DE LA DENSITE. -  

Soient ( o , A , P )  un espace probabi l i sé  , ( E , B , P )  un espace mesuré, 

e t  X une var iable  a l é a to i r e  déf in ie  su r  ( O  , A ) ,  à valeurs dans ( E ,  B )  , dont 

l a  l o i  PX admet une dens i t é  - 
du 

par  rapport à u : 

Désignons par l 'ensemble de tou tes  l e s  densi tés  de p robab i l i t é  
Fi 

par  rapport à e t  par D un sous-ensemble de D . Soi t  (x,  , . . . ,X ) 
~i n  

un échant i l lon de t a i l l e  n de l a  var iable  a l é a t o i r e  X. Sachant que l a  

densi té  - que l ' on  veut est imer appar t ient  à D,  on s e  propose de 
du 

t rouver  des estimateurs de c e t t e  densi té  qui  convergent, suivant des modes que 

nous préciserons plus  l o i n ,  lorsque l a  t a i l l e  n de l ' é chan t i l l on  augmente 

indéfiniment. 

Deux grandes méthodes ont é t é  développées pour est imer une dens i t é  

de p robab i l i t é  : l a  méthode du noyau e t  l a  méthode des fonctions orthogonales. 
l 

1 . 2 . 1 .  Méthode ------------- du noyau. -- 

On suppose que E e s t  un espace vec to r ie l  sur  (R. On s e  donne 

une applicat ion K de E dans R , une s u i t e  (hn)  de nombres s t r ic tement  



p o s i t i f s  t endan t  ve r s  zé ro ,  e t  on prend comme es t ima teu r  de la d e n s i t é  : 

n t - X.(w) 
; (K)( t ,w)  = - n l  K(  ) Y t ~ E , w s R  

n  h' j = l  
n  hn 

En on c h o i s i t  comme fonc t ion  K une d e n s i t é  de 

p r o b a b i l i t é .  Cet te  méthode a  é t é  i n t r o d u i t e  p a r  Rosenblat t  Cl] en 1956. 

1 . 2 . 2 .  Méthode ------------ d a  bonctionn -------------- o t - thogondu .  ------ 

X 2 On suppose que l a  d e n s i t é  - a p p a r t i e n t  à L ( u ) ,  e t  on désigne 

par 
du 2 une base h i l b e r t i e n n e  de iL ( u ) .  On s e  donne une s u i t e  d ' e n t i e r s  

q ( n )  tendant  vers  l ' i n f i n i  e t  on prend comme es t ima teu r  de l a  d e n s i t é  : 

avec : 

S i  kd(ri) e s t  s épa rab le ,  on prendra k .  = i 
1 ( i = l y 2 y . . . y q ( n ) ) .  

Nous nous p lacerons  dans ce ca s  dans t o u t e  l a  s u i t e .  C e t t e  méthode f u t  

i n t r o d u i t e  p a r  Cencov [4] en 1962. 

11 - DEFZNZTZON D'UNE CLASSE D'ESTTMATEURS DE LA DENS17E.-  

+ 
S o i t  1 une p a r t i e  i n f i n i e  e t  non bornée de IR . On s e  donne une 

f a m i l l e  (K ( x , t ) ,  r c 1) de fonc t ions  r é e l l e s  mesurables à deux v a r i a b l e s  
r 

2 ( x y t )  s E . On as soc ie  à c e t t e  f a m i l l e  une s u i t e  d 'es t i rna teurs  de l a  d e n s i t é  

d é f i n i e  de l a  façon s u i v a n t e  : 

Cet t e  c l a s s e  d ' e s t ima teu r s  c o n t i e n t  l e s  e s t ima teu r s  obtenus p a r  l a  

méthode du noyau e t  ceux obtenus pa r  l a  méthode des fonc t ions  or thogonales .  



En e f f e t  : 

- La méthode du noyau correspond au choix d'une fonct ion  K à 

une va r i ab le  avec : 

OÙ l ' o n  suppose que E e s t  un espace v e c t o r i e l  s u r  IR. Il s u f f i t  a l o r s  de 

1 poser h = - pour re t rouver  l ' e s t i m a t e u r  par  l a  méthode du noyau. n r ( n )  

- La méthode des fonct ions  orthogonales correspond au choix : 

i 
2 OÙ l e s  e forment une base h i l b e r t i e n n e  de iL (Y) supposé séparable.  

Comme nous l 'avons indiqué dans l ' i n t r o d u c t i o n ,  nous avons t o u t  

récemment découvert un a r t i c l e  de A. Foldes e t  P. Révész [1j (1974) où une 

c las se  analogue d les t ima teurs  e s t  également dé f in ie .  Ceux-ci obtiennent  des 

condit ions s u f f i s a n t e s  de convergence uniforme presque sûre  s u r  un i n t e r v a l l e  

compact de R .  Nous verrons que nos r é s u l t a t s  sont à l a  f o i s  plus f o r t s  

(nous donnons des condi t ions  nécessa i res  e t  s u f f i s a n t e s  de convergence) e t  

p lus  généraux (dans l e  cas de l a  convergence simple l a  dens i t é  s e r a  d é f i n i e  

s u r  un espace mesurable quelconque, dans l e  cas  de laconvergence uniforme 

s u r  un espace métrique).  Rappelons t o u t  d'abord une d é f i n i t i o n .  On d i t  qu'une 
- 

s u i t e  ( X  ) de va r i ab les  a l é a t o i r e s  converge presque compléternent ve r s  une 
n 

var iable  a l é a t o i r e  X s i  

Pa Co 
On notera  a l o r s  : X - X . D'après l e  lemme de Borel-Cantel l i ,  

n 

l a  convergence presque complète e n t r a î n e  l a  convergence presque sûre .  D'autre 
A 

p a r t ,  s i  F C E, nous dirons que fn converge en moyenne uniforme s u r  F 
A 

vers  f s i  : E[SUP I n ( t )  - f ( t ) ( ]  - O  . 
t s F  n- 
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NOUS supposons dans ce chap i t r e  que l e  noyau e s t  de signe quelconque. 

Nous a l l o n s  donner pour l a  c l a s se  d 'es t imateurs  que l ' o n  v i e n t  de d é f i n i r  des 

condit ions nécessa i res  e t  s u f f i s a n t e s  de convergence : 

I - simple en moyenne d 'o rd re  1 e t  2 

- simple presque complète e t  en moyenne 

- uniforme presque complète e t  en moyenne uniforme (on supposera 

a l o r s  que E e s t  un espace métrique).  

I I I  - CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES D E  CONVERGENCE DANS L E  CAS GENERA1.- 

Dans t o u t e  l a  s u i t e ,  on supposera que l a  mesure 1i e s t  non atomique, 

e t  on désignera pa r  a un nombre s t r ic tement  p o s i t i f  a t t aché  à l a  f a m i l l e  

(Kr (x , t ) ,  r IE 1) 

A 

L'  e s t  imateur 
n 

é t a n t  d é f i n i  pa r  : 

- Convagence  b imple  en moyenne d'ohdhe 

~~~e 1 .- Soi t  F C E , avec O < I ~ ( F )  < + W. Soi t  - ( B r ) r c ~  une 

1 fami l le  de p a r t i e s  de F t e l l e  que : I ~ ( B ~ )  = - , au moins pour r assez  
n a r 

grand* Posons : E = n [x. d B,(,)J . S i  l a  l o i  commune des X admet n j = 1  j 
pour dens i t é  f = - 

IF  
e t  s ' i l  e x i s t e  6 > O e t  No p a r t i e  i n f i n i e  

v(F)  

de N* t e l s  que : lf-2- > 6 pour n IE No, a l o r s ,  pour n assez grand 
n 

dans N : P ( E ~ )  2 exp[- A J . 
O 

B i,i(F) 



D é m o m ~ o n . -  Il e x i s t e  n  E N t e l  que, pour n  5 n . 
1 1 '  

1 Log pn = n Log [I - - 1 
P ( F )  ( r ( n ) I a  

Il e x i s t e  n2 3 nl  t e l  que pour n  5 n 
2 -  

Log [1 - 1 3 > -  
2 

P ( F )  ( r ( n )  )" ~ ( ~ ) ( r ( n )  1" 

Donc, pour n  assez grand dans N : 
O 

Lemne 2 . -  Les hypothèses é t a n t  c e l l e s  du lemme 1 ,  s o i t  to o F. - 
On suppose que : ( x , t o )  d ~ ( x )  .-t 1 Alors : , 

n++w 

1') Les hypbthèses en t ra înen t  que : 

donc : 

Comme : 

s o i t  

A 

E[I f n ( t o )  - f ( t o )  l] --+ O , on a  auss i  : 

De ( 1 )  e t  ( 2 ) ,  on dédui t  que : E6- ( to ) ]  --+ O 
.n 



car  P(En) > O d'après l e  lemme 1. 

EG-(-(~ ) 1 En] - O d'après l e  1') . n O n* 
rl&N 

O 
s o i t  F C  E. On d i ra  que l a  condition C (t ) est vérif iée s ' i l  

F O 

exis te  une famille B r  de par t ies  de F e t  un nombre r é e l  L z O t e l s  

~ ~ ( x , t ~ ) d l i ( x )  2 6 ,  où 6 e s t  

un nombre réel strictement posi t i f .  

S i  las ecnditions suivantes sont sa t i s fa i t e s  : 
1 

K ~ ( x , ~ ~ )  d ~ ( x )  exis te  et tend vers 1 loraque I 
r + + m  dans 1. 

.* 

~ [ l f J t ~ )  - f( to) lJ  - O -> (+)lu _ v 

n 

D b n s W # .  - I 
1') soi* % l a  densitg de l a  l o i  de X c o n d i t i o ~ &  pu E 

j a '  1 
Elle s t b & t ~ i t  o 



Les conditions (a) et (b) donnent, pour n assez grand : 

où l'on peut supposer que 6 E ]0 , l [ .  

(r(n> a 6 Pour n assez grand : 6 1 + -  
e 2 

(r(n)Ia- - 
lJ(F) 

2') Si t, 0  , il existe 8 > 0  et une sous-sliite 
n 

a II 

(r(nk) 1 (r(nk) l a  A 

(- 
"k 

)kN telle que : b' k c N - P 
"k 

2 B Puisque fn(to) -) f(to) , 
A - 

.Y "+ P on a aussi fn (to) v f(t 1, et également : f (to) - f(t ) puisque 
k O 

"k O 
*+ f(to) > O . Appliquons alors l'inégalité de Markov à f (to) . Soit 

6 8 
"k 

Y E ]  I-2L,1[. 
V(F) lJ ( F) 

Alors : 

 après le lemme 2 , pour k assez grand : 



Donc : 
b 

1 *+ 1 Y] 3 ~ C f ( t  ) - fn ( t o )  , - - 
lJ ( F )  O 

k lJ(F) 
YI 

A+ 

2 p[fn h o )  r Y] 
k - + 

3 ho) r Y )  fl E ~ ]  
k k 

= P P  n I PF: (to> s y  1 ~~l 
k k k 

A+ e t  cec i  con t red i t  l a  convergence simple en p r o b a b i l i t é  de f- vers  
f 

Il 

* k 
au point  to, donc l a  convergence en moyenne de f n  vers  f au point  t . 

O 

kWlme 4.-  S i  l e s  condi t ions  su ivantes  sont  remplies : - 
1') f e s t  bornée 

2') v t  F E 3 ~ ( t )  t e l  que, pour r assez grand : 

a l o r s  : ( r ( n ~ ) ~  + 

= > 0 2 S ^ ( t ) - O  . 
n n 

M = sup L f ( t U  
t€E 



On peut a l o r s  énoncer : 

I ?&7pO~.&iOn. 1 . -  Soi t  il l 'ensemble des densi tés  déf in ies  su r  t 
1 
I 

E qui sont bornées e t  l e sque l les  1 ' in tégra le  1 r ( x , t )  f  ( x )  d P ( x )  
E 

ex i s t e  e t  admet une l i m i t e  lorsque r -+ + m dans 1 e t  c e l a  pour t ou t  
1 

- 
t e E. On note c e t t e  l i m i t e  f ( t ) .  S i  l e s  conditions suivantes sont s a t i s f a i t e s  : 

1') 'J t E E 3 ~ ( t )  t e l  que, pour r assez grand : 

1 2') il ex i s t e  F C  E , avec O i l i ( ~ )  < + = t e l  que - l F E D  
v ( F )  

3O) il ex i s t e  t e F t e l  que : 
O 

a) 1 ~ , ( x , t ~ )  dil(x) ex i s t e  e t  tend vers 1 lorsque r + + m 

F 
dans 1. 

b) l a  condition C ( t  ) e s t  vé r i f i é e  
F  O 

a l o r s  l e s  t r o i s  propr ié tés  suivantes sont  équivalentes : 

2 . -  - on t i r e  : E [[G ( t )  - f ( t ) ) ?  = O sn(t)  + ( f n ( t )  - f ( t ) i 2  . D'où l e  r é s u l t a t ,  n  

compte tenu du lemme 4 e t  de l a  dé f in i t ion  de il . 
I 

(3 )  -> ( 2 )  C'est  une conséquence immédiate de l ' i n é g a l i t é  de Schwarz. 

2 = 1 d 'après l e  lemme 3. 



l 7 7 7 . 2 .  - Cunvmgence & m p l e  p u q u e  complèlte & en moyenne d'urtche p ( P  = 1 ~ 2 ) .  

Lemme's.- S i  l e s  cond i t i ons  su ivan te s  sont  remplies  : 

I o )  f  e s t  bornée 

2O) L ' i n t é g r a l e  K ( x , t ) f ( x ) d u ( x )  e x i s t e  e t  admet une l i m i t e ,  
v r - u 

notée f ( t ) ,  lorsque  r -t + dans 1, e t  c e l a  pour t o u t  t t E.  

1 

3O) Pour t o u t  t E E, il e x i s t e  A l ( t )  > O e t  ~ ( t )  t e l s  que, 

pour r a s sez  grand : l 
I 

( a )  t/ x t Ey I ~ ~ ( x , t )  1 i ~ ~ ( t ) r ~  

( b )  1 [ ~ ~ ( x , t ) ] ~ d u ( x )  s B ( t ) r o  
l 

E l 

A P. Co 
Démonh&&on. - Il  s u f f i t  de montrer que sn( t )  - O 

Nous a l l o n s  u t i l i s e r  1 ' i n é g a l i t é  su ivan te ,  de Hoef fd ing  ( [14] p. 58 ) : - 
3 

n 
pour O < E < b ,  avec : s n =  1 3, o ù l e s  3 son t  indépendantes ,  

k= 1 

2 1 
n  

c e n t r é e s  e t  majorées p a r  b ,  e t  a = - 
n k=l 

Posons : Y .  ( t )  = n y ( t )  
J n  j n 

Alors  : 1 



% 
Les variables aléatoires Y. (t) sont indépendantes, centrées et 

J n 
majorées par 2Al (t ) (r(n) 

1 La fonction h(u) = (l+u)~o~( 1 + -) - 1 est strictement positive 
u 

et décroissante sur ]0,+m[. Par conséquent, puisque : 

avec : M = sup f(x) 
x€E 

on a l'inégalité : 

Alors : 

d'où le résultat. 

ktnme 6. - ( Kohagokou)  . 
Soient (ui) des variables aléatoires indépendantes, centrées, telles 

2 2 2 que luil s d < + m .  On pose : s = o Sn = o (u, + ... +un). 
n 

xd 1 x 2 Soit x tel que : w = - < - 
2 et A = -  > 512. 
s 256 n s 

n 
I 

Alors : 

1 x 2 
P[S, > xl > exp[- - - - ( 1  + 3r)J  

2 s 
n 



- 12 - 

Dérnom,ttc&ion. - Moran [8] , pages 378-384. 

PhopodiAion 2.- Sous les hypothèses de la Proposition 1 et si de plus : 1 
(a) t B E, 3 Al (t) > O tel que, pour r assez grand : 

V x r E, I~~(x,t) 1 s Al(t)ra 

( b )  il existe fo E D et ~ ~ ( t )  tels que, pour r assez grand : 

0 < n2(t)ra 6 Ef c(K~(x, ,t) 12] 
O 

l alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes : 

A - A 

. ( 1 )  => (3). De l'égalité : (fn(t) - f(t))' = (sn(t) + fn(t) - ~(t))' 

on tire immédiatement : 

et le lemme 4 entraîne la convergence en moyenne quadratique de l'estimateur. 

D'autre part, la convergence presque complète résulte du lemme 5. 

(3) => ( 2 ) .  C'est une conséquence immédiate de l'inégalité de Schwarz. 

. (2) => (1). La convergence en moyenne implique : (r(n))a - 
n 

Ceci va nous permettre d'appliquer le lemme 6. On suppose que la 

loi commune des Xi est la loi de densité f . D'après ce qui il 
O 

existe pour t fixé un nombre positif a tel que, pour n assez grand, 
2 

U 

n > a, (où s2 = 02<(t)). 

256d n 



S o i t  a l o r s  x  E ]osa[. Pour n  assez  grand, on a u r a  bien : 

1 W < -  e t  A > 512  (puisque s 2 --+ O ) .  On en déduit  : 

256 n 

l 
où b  e s t  une constante.  

Finalement, l a  convergence presque complète implique : 

e t  cec i  e n t r a î n e  La condit ion ( 1 ) .  

111.3. - Convengence en moyenne unidome et unidome pnespue complète.- 

Nous supposons maintenant que E e s t  un espace métrique muni 

de s a  t r i b u  borél ienne,  e t  que K ( x , t )  e s t  Lipschitzienne en t ,  d ' o r d r e  y 
r 

m e t  de constante C r ( C  constante > O , m f i x e  >, O ) ,  uniformément 

par  rapport  à x c E. 

S o i t  El un sous-espace totalement borné de E .  

?4! 
Nous dirons que l a  fonct ion  4 : 1 - N e s t  de type  ( R E  ) s i ,  

l 
pour t o u t  r E 1, il e x i s t e  un recouvrement de E l  pa r  @(r)  boules de 

1 rayon plus  p e t i t  ou éga l  à - . Alors nous dirons que l e  sous-espace 
m+ 1 - 

r Y 
totalement borné E l  de E v é r i f i e  l a  condit ion (c) ( r e sp .  ( c '  ) )  s ' i l  e s t  

poss ib le  de t rouver  une fonction 4 de type (% ) t e l l e  que : 
1 

Remmque.- Les condit ions ( C )  e t  (CI) sont  en p a r t i c u l i e r  s a t i s f a i t e s  

s lorsque  E = IR" e t  El e s t  une p a r t i e  bornée de R . On a  a l o r s  

9 ( r ( n ) )  = 1.. I n ) )  '1 , où K e s t  une constante.  



kVV?le 7.- S o i t  E un sous-espace to ta lement  borné de E  - 1 

v é r i f i a n t  O < P ( E ~ )  < + e t  s a t i s f a i s a n t  à l a  cond i t i on  ( C f  ) . S i  de p l u s  

l e s  condi t ions  su ivan te s  s o n t  v é r i f i é e s  : 

1') f e s t  bornée s u r  E  

2 O )   intégrale ~ ~ ( x , t )  f ( x )  dii(x) t e n d  vers  f ( t )  uniformément 

s u r  E l .  

3O) Il  e x i s t e  des  cons tan tes  A, e t  B ,  q u i  ne dépendent que de 

El , t e l l e s  que, pour  r a s s e z  grand e t  t E El : 

A 

a l o r s  Log n  - O => sup P.Co 
n  

Ifn(.) - f ( t ) l  -. O . 
t€E,  

A P.Co 
Û é m 0 ~ ~ o n . -  11 s u f f i t  de montrer que : sup 1 sn( t )  1 - O 

teE. 
i4 

puisque : sup I n ( t )  - f ( t ) l  s sup 1sn(t)l + sup Ifn(t) - f ( t ) /  . e t  
t s E l  t€E,  ~ E E ,  

I 

que l a  condi t ion  2 O )  e n t r a î n e  que : sup 1 f n ( t )  - f ( t )  1 - O . 
t€E,  

I 

S o i t  d ( r )  l a  f o n c t i o n  dont l ' e x i s t e n c e  e s t  a s su rée  p a r  l a  cond i t i on  

( C '  ) e t  ( r ( n ) )  une s u i t e  d ' e n t i e r s  tendant  ve r s  l ' i n f i n i  t e l l e  que 

S o i t  ( ~ ( t ~ ) )  , k  = 1 ,  2 , .  . J ) ( r ( n ) )  , un recouvrement de El p a r  

1 Q ( r ( n ) )  boules  de c e n t r e s  th ( k  = 1 ,  2 ,  .. & r ( n ) )  e t  de rayon d - 
m+l 

( r ( n )  )v S o i t  t E E Alors il e x i s t e  k  E 1 , 2 . ,  n  t e l  que t E ~ ( t * , ) .  1 ' 
n 

Dans ces  condi t ions  : 



m K (x,t) est Lipschitzienne en t d'ordre y et de constante C r . Donc : 
r 

Alors : 

A A 

sup Isn(t) 1 i SUP Isn(tk) 1 + - 2 C 
~ E E  lsks$(r(n)) r(n) 

et, pour n assez grand : 

où B est une constante, d'après le lemme 5 et compte tenu des hypothèses 

( a )  et ( b )  du 3O). 

La condition (Cl) nous permet alors de conclure. 

Lemme 8 .  - Sous les hypothèses du lemme 7 ,  où la condition ( C '  ) - 
est remplacée par la condition (c) : 

r(n) ci -Log n --+ o ==> E ~ S U ~  ln<t) - r(t)ll - o 
n tcE1 

LI 

D é m o n a W o n .  - Il suffit de montrer que : ~[sup 1 sn(t) 11 -t O . 
t€E 

Utilisons l'inégalité ( [9] p .  158) : 



. . 

Puisque : sup Isn(t)l 8 2 A ( r ( n ) ) ( l ,  on a ,  pour t o u t  E > O : 
t&E 1 

O r ,  on a  démontré au  l e m e  précédent  l ' i n é g a l i t é  : 

A 

P[SUP I s n ( t )  > €1 6 2 $rr (n) ]  - exp[- 6 n  ] , B cons tan te  p o s i t i v e  
t€E  ( r ( n )  la  

Donc : 

O r ,  on montre faci lement  que l a  cond i t i on  O)u Log n  - O 
n  

e n t r a î n e  : B > O , ( r ( n ) l a  exp[- B n  ] - O . Ceci ,  j o i n t  à l a  cond i t i on  
( r ( n )  )a 

( c ) ,  donne p a r  m u l t i p l i c a t i o n  : 

Li_-L1U Log n  -t O => V B > O , n a  n )  exp[- B n  
n  - 1 --+ O 

( r ( n )  )" 

Alors ,  pour n  assez  grand : 

ce qui  e n t r a î n e  l e  r é s u l t a t .  

~ é s i g n o n s  p a r  k ( n )  l a  p a r t i e  e n t i è r e  de ( r ( n ) ) ' .  S o i t  V c E, 

avec O c U ( V )  < + m. Une s u i t e  de p a r t i t i o n s  de V , ( P , ( v ) ) ~ & ~  , v é r i f i e  

l a  p r o p r i é t é  ( P  ) s i  P  ( v )  e s t  composée de k ( n )  p a r t i e s  
O n  

B ( t  = 1 ,  . , ) de mesures t o u t e s  éga l e s  n  ,t < P < B ~ , , >  = , t = 1 ~ 2 , .  . . , k ( n ) ) .  
. k ( n )  

Une t e l l e  s u i t e  de p a r t i t i o n s  de V é t a n t  c h o i s i e ,  s o i t  f i 1  > O . 

Nous d i rons  que l e  j-uple d ' e n t i e r s  ( t l  ,... , t . ) ,  où 
J 

1 6 t l  < . . . < t f k ( n ) ,  v é r i f i e  l a  condi t ion  cV( f i 1 )  s i  : 
j 



I pour un 5 convenablement c h o i s i  dans V. 

1 

P l w p o ~ f i o n  3 . -  S o i t  F  un sous-espace totalement borné de E i 
v é r i f i a n t  l a  condition ( c )  e t  t e l  que : O c I ~ ( F )  < + m. Soi t  DF l 'ensemble l 

des dens i tées  dé f in ies  e t  bornées s u r  E t e l l e s  que j K ~ ( x , ~ )  f ( x )  ~ I J ( X )  
E 

e x i s t e  e t  tend vers f ( t  ) lorsque  r + + dans 1, uniformément par  rapport  

l 

à t e F. S i  de plus l e s  condi t ions  suivantes sont  s a t i s f a i t e s  : 1 

I 
1') Il e x i s t e  E 1 3 F ,  avec u (E1)  < C m ,  t e l  que : - 1 

P ( E , )  l 

2') I l  e x i s t e  E 2 C  F , de mesure arb i t ra i rement  p e t i t e  mais 

s t r ic tement  pos i t ive ,  t e l  que, pour r assez grand : 

où LI e s t  une constante qui  ne dépend que de . 
E2 

3') Une s u i t e  de p a r t i t i o n s  de Ep v é r i f i a n t  (P ) é t a n t  c h o i s i e ,  
O 

il e x i s t e  6 > O t e l  que pour E E JO, 1 [ , n assez grand e t  j v é r i f i a n t  : 
1 

1 E j 6  E k ( n ) ,  l a  propor t ion  de j-uples t ,  . t .  ( 1 s t  c . . . < t  < k ( n ) )  
J 1 < j ' 

pour l e sque l s  l a  condit ion C (61  ) e s t  s a t i s f a i t e  e s t  p lus  grande qu'un 
E2 

c e r t a i n  nombre p  > O , indépendant de n ,  E e t  j. 
l 

4') Il e x i s t e  des constantes A l  > O ,  e t  B,  qu i  ne dépendent 1 

que de F, t e l l e s  que, pour r assez grand e t  pour t o u t  t e F : 

( a )  V X E  E , I K ~ ( x , ~ ) (  6  A ,  P . 

a l o r s  une condit ion nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour que 
* 

V f E D~ ~ [ s u p  Ifn(.> - f<t>1] -+ O e s t  que l ' o n  a i t  : ( r n ) )  ~ o g  n  9 O . 
~ E F  n 



Démo~n&a/tion. - 

- La cond i t i on  s u f f i s a n t e  a  é t é  démontrée au lemme 8. 

l - Pour démontrer l a  condi t ion  n é c e s s a i r e ,  nous aurons besoin de 

deux lemmes é t a b l i s  pa r  M. GEFFROY e t  Mme BERTRAND-RETALI pour l a  méthode I 

I du noyau dans l e  cas  où E  = IRS [a]. Avant d'énoncer c e s  lemmes, nous 1 
1 

a l l o n s  f i x e r  l e s  n o t a t i o n s .  On suppose que : ( '(") 'O ~ o g  n  ++ O .  Cela  
n  I 

* 
s i g n i f i e  q u ' i l  e x i s t e  B > O t e l  que : ( r ( n ) ) a  ~ o g  n  2 > O pour n  E N C I N  , I 

X 
Il 

1 où N e s t  une p a r t i e  i n f i n i e  de . S o i t  f o  = - 
' E ~  . D'après l a  0,) 

1 

cond i t i on  2O), il e x i s t e  E 2 c  F t e l  que : 

d E 2 )  
O .< - B < min( 1 ,  -1. S o i t  v l e  nombre de p o i n t s  de x . . . X ) q u i  

u(E1 4 n  n  

appar t iennent  à E2. Choisissons deux nombres p '  e t  t e l s  que : 

on a  : l i m  P(A,) = 1 .  
Il 

si (pn(E2) )nEw e s t  l a  s u i t e  de p a r t i t i o n s  de E2 c h o i s i e  au  

3O), posons : P,(E*) = i n Y t  ; t = 1,2, ..., k ( n ) } ,  n  E iN. S o i t  Jn l e  

nombre de p a r t i e s  B q u i  ne cont iennent  aucun po in t  d e > l ' é c h a n t , i l l o n .  
n , t  

Dans ces  cond i t i ons  : 

Lemme 9 (Mme Beh t land -Rud i  et M. Geddhoy) .- 



a )  l i m  Pf [Jn 2 II = 1. 

ES O 

Appelons v n ( t ) ,  t E 1 . k n  , l 'événement q u i  c o n s i s t e  en 

ce  qu'aucun po in t  X 1 . . . , X n  ne tombe s u r  
n , t .  

La d e r n i è r e  i n é g a l i t é  découle du f a i t  que : 

+.- 1 

Donc : Pf [Jn = O] 6 [l - ( 1  - - 
O 

- Log P  [Jn = O] > - k(n) log[ l  - ( 1  - - ') 3 
fo  I J ( E ~ )  k ( n )  

~ ( ~ 2 )  1 n  - Log Pf [Jn = O] z k ( n ) ( l  - - x -1 
O r i (El )  k ( n )  

ri (E2) 
L o g [ - ~ o ~  Pf (J, = O ) ]  2 Log k ( n )  + n  LogIl - - x '1 . 

O d E , )  k ( n )  

1 S o i t  n  E N t e l  que : n  2 n  e n t r a î n e  : 

i 
O O 



Alors, pour n > n  : 
O 

lJ(E2) n LO~[-LO~ Pf [Jn = O]] > Log k(n) - 2 -- x - . 
O lJ(El) k(n) 

Compte tenu de : k(n) > (r(n))" - 1, l'inégalité : 

(r(n) 1" 
Log n > B entraîne : - k(n) ~ o g  n 2 ~ / 2  pour n 2 n et n r N .  

n n 1 

D'oÙ, pour n assez grand dans N : 

B u(E2) 2 
Log[-Log Pf ( Jn = 011 > Log(-) + Log n - Log Log n - 2- x - Log n 

O 2 li(E1) B 

D'après le choix de E2, cette expression tend vers l'infini avec 

n, donc : 

iim ~og[-~og pf J = O = + a 
n*m O 

d'où: iim P [Jn = O] = 0 
n++a fo 
naN 

et : lim P [Jn 2 11 = 1. 
n*W 0 

ne N 

ncN 

Soit St la variable aléatoire indicatrice de vn( t ) . 



k ( n )  
D' a u t r e  p a r t  : J n =  1 St 

t = l  

Mais : ( r ( n )  - + O = >  - k ( n )  + O 
n  n  

J P(E2) 
donc : E  (n) = ( 1  - + 0 .  

f o  k  n  u(El  ) k ( n )  

J n  Puisque : O 6 - 6 1 ,  l a  r e l a t i o n  précédente e n t r a î n e  : 
k ( n )  

E > O . Pf [ J ~  < E k (n) ]  1 
O 

e t  l e  lemme 9 e s t  démontré. 

S o i t  j 1 . 2  k n  e t  des e n t i e r s  t l , . . . , t  t e l s  que : 
j 

S o i t  vn( t .. . . .t . 1' événement c o n s i s t a n t  en ce que chacune des  
J 

p a r t i e s  B 
n ,t 

( t  = t l  , . . . ,t . ) s o i t  v i d e ,  t a n d i s  que chacune des  p a r t i e s  
J 

n , t .  t # j t  .. . . .t . 1 c o n t i e n t  au moins un p o i n t  de 1' é c h a n t i l l o n .  On a 
J 

a l o r s  : 

S o i t  E > O e t  s o i t  B l 'événement : 
n  



On peut écrire : 

où [E k(n)] désigne la partie entière de r k(n). 

Soit v un entier tel que : 

Alors : 

Lemme 10 (Mme B-and-RéX& et M. Ged@~y).- La loi de chacune 

des variables aléatoires X. i = l , , n  conditionnée par l'événement 
1 

E,(v;~,,. . . ,tj) = IV = V I  n vn(t1,. . . ,tj) 
n 

est absolument continue et admet pour densité par rapport à u : 

D&momakaaXan.- --- 
Par raison de symétrie, les lois conditionnelles de XI, ..., X 

n 
sont identiques. Déterminons celle de X La définition de Vn(tl, ..., tj) 

j 
1 ' * entraîne la nullité de f (x) sur V B . Calculons les deux premières 

s=l n>ts 
déterminations. 

* 
f (x) = 4 

n-v - 1 
pour x F El \ E2 

n u ( ~ ~ )  - P(E~) 

v - 1 1 j 
pour x e E2 \ V B 

n s= 1 n ,t S 

\ j 



a) Première détermination. 

Soit A un borélien de El \ E2. On a : 

Dire que l'événément : En(v;tl,...,tj)/(~l E A) est réali i i6,  

c'est dire que : 

- v points de X . . . X sont dans 
n E2 

- aucun point n'appartient à 6 B 
s= 1 n,t S 

- au moins un d'entre eux appartient à chaque 
Bn,t y 

poirr tout 

t # it ,,...,tj1. 

Sa probabilité est donc indépendante de A, et de (2) nous déduisons : 

où C ne dépend pas de A. 

~éterminons la valeur de C en prenant : A = El \ E2 dans (3). 

On a : 

n-v Pf Lx, E E~ \ E ~ J E J  = - 
O n 

d'où : n-v !J (El ) C = - x  

L'égalité : 



!JI montre que l a  première dé te rmina t ion  de f (x) e s t  b i e n  ' c e l l e  anponcée. 

b) Deuxième dé termina t ion .  

S o i t  t '  E i l ,  2 ,  ..., k ( n ) }  \ I t l ,  ..., t . 1 ,  e t  A  un b o r ê l i e n  
J 

i n c l u s  dans 
B n , t '  . Nous pouvons encore é c r i r e  ( 2 ) ,  mais l 'êvénement 

En(v ; t l  ,.. . , t .  ) / ( x l  E A )  s i g n i f i e  : 
J 

- v-1 p o i n t s  de X 2 , . . . , X  son t  dans 
n 

j 
E2 ' 

- aucun d ' e n t r e  eux n ' e s t  dans U B y 

s= 1 n , t s  

- au  moins un d ' e n t r e  eux s e  t rouve  s u r  chacun des 
Bn, t  pour 

t o u t  t f! {t' , t IY . .  . ' t .1 .  
J 

La p r o b a b i l i t é  de c e t  événement ne dépend dope pas de A ,  e t  l ' o n  

peut é c r i r e  : 

où C '  e s t  une q u a n t i t é  indépendante de A a i n s i  que de t ' ,  à cause du 

r ô l e  symétrique joué p a r  l e s  p a r t i e s  
Bn,ty t # { t 1 ,  ..., t j } .  

Pour déterminer  C f ,  prenons A = B 
n , t l  dans (4) : 

Donnons à t '  t o u t e s  l e s  va l eu r s  de { I 9 2 , . . . , k ( n ) 1  \ { t l , . v . , t j }  

e t  sommons t o u t e s  ces  r e l a t i o n s  : 

Mais on v o i t  directement  que : 



D'où : 

j 
d'où l a  formule annoncée pour f* 

sur E2 ' n Y t  s= 1 S 

Commençons maintenant l a  démonstrat ion proprement d i t e  de l a  

cond i t i on  néces sa i r e  de l a  P ropos i t i on  3. C e t t e  démonstration s e  f e r a  en  

q u a t r e  p o i n t s  ( e l l e  e s t  analogue à c e l l e  r é a l i s é e  p a r h e  BERTWD-RETUJ 

e t  M. GEFFROY pour l a  méthode du noyau [29] ) . 
1°) On peut supposer que l e  nombre 6 d g f i n i  au 3') a p p a r t i e n t  

1 à Jo , I [ .  S o i t  E t e l  que : O < E < m i n ( - ,  - 6 1  1. 
2 1 2 ( 1 + ~ ~ )  

n é t a n t  f i x é ,  so i en t  j e t  v  qui  v é r i f i e n t  l e s  i n é g a l i t é s  : 

s o i t  a l o r s  En(v ; t l  ' . .  . , t . )  t e l  que l e  J-uple  (-kl ,., , 
J J 

s a t i s f a s s e  à l a  condi t ion  C ( 1 3 ~ ) .  c ' e s t - à -d i r e  t e l  q u ' i l  e x i s t e  C c Kg 
E2 - 

pour l e q u e l  : 

Nous a l l o n s  montrer que, pour n a s sez  grand : 

En e f f e t  : 



avec : 

n-v 
~ [ f ~ ( < > / € ~ ]  = - 1 Kr(,) (x,t )du(x) 

n u(E1) - u(E2) 

De (51 ,  on tire : 1 s 1 1 
j 6 - 0  

1 - -  1 -E 

k(n) 

A partir de ( l ) ,  on obtient les inégalités : 

!J(Eâ) 
Supposons que p' et pl' ont été choisis assez vaisins de - 

u(E1 ) 
pour que l'on ait : 



1 Puisque : - (~,t)du(x) tend vers 1 uniformément 
u(EI ) 

par rapport à 5 E E2. Pour n assez grand, on a donc : 

d'où : 

Compte tenu des inégalités (6) et de l'hypothèse 2') : 

Les inégalités (6) et la condition C (SI) donnent enfin : 
E2 

Finalement : 

1 d'après le choix de E. D'où le résultat en posant 6 = - . 
4 



2') S o i t  : 

où : t l ,  ..., t j  : C ( 6 1 )  s i g n i f i e  que l ' u n i o n  e s t  p r i s e  s u r  l ' ensemble  des 
E2 

( t l , . . . , t . )  qu i  v é r i f i e n t  l a  cond i t i on  C. ( ~ 3 ~ ) .  
J E2 

Pour n e t  j f i x é s ,  P [vn(t , . . . ,t . )] e s t  indépendant du choix 
J 

des t l , . . . , t j .  Par  conséquent,  l ' hypo thèse  3') e n t r a î n e  : P(BI;) Z p P(B,) 

I e t  puisque P(Bn) -+ 1 l o r sque  n -+ + w dans N : 

P(BI;) z , pour n a s sez  grand dans N .  
2 

Posons : C = A fl BA. Alor s ,  puisque P A  -+ 1 ,  on a : 
n n 

p ( c n )  2 , pour n assez  grand dans N.  
4 

3O) Montrons que : 

on t i r e  : 

A+ A 

c a r ,  f é t a n t  p o s i t i v e  : I f n ( t )  - f ( t ) l  s I f n ( t )  - f ( t ) / .  

Finalement : 



u- - --p -- - - - 
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d'où le résultat. 

1 4 0 )  Soit y E I(I-6) -- , 1[ . 
li(E1) li(E1) 

*+ l 

Appliquons l'inégalité de Markov à fn(E) : I 

p[$(<) 6 Y/E~] 2 1 - 1-6 - - 1 .  E[~~(s)IE~]. * ( 7 )  
YP(E,) Y 

Alors : 

* 
1 * + 1 

Y] p[suplfn(t) - fo(t)J 3 - - 
teF tcF li(El ) 

y1 

Désignons par S E  le point 5 associé à En. Puisque, 
n 



l 

d'après l'inégalité ( 7 ) .  Puisque on obtient finalement : 

et cette dernière quantité tend vers zéro d'après le 3 ' ) .  

Comme P(C ) 2 ' pour n assez grand dans N ,  on obtient : 
4 

pour n assez grand dans N, et ceci contredit la convergence uniforme 
A 

en probabilité sur F de fn vers f, et également la convergence en 

moyenne uniforme sur F de fn vers f d'après l'inégalité de Markov. 

En associant les résultats obtenus au lemme 7 et à la Proposition 

précédente, on peut énoncer : 

I 

Coiro&hhe.- Sous les hypothèses de la Proposition 3, oÛ la condition 

( C )  est remplacée par la condition C une condition nécessaire et suffisante 

A P.Co 
pour que l'on ait à la fois : 'd f E RF, sup/fn(t) - f(t)l- O et 

A 
teF 

~[su~(f~(t) - f(t)l] + O est que l'on ait : (r(n))a L O ~  n -+ 0 .  
teF 1 n 
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CHAPITRE 11 I 

CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES D E  CONVERGENCE 

DANS LE CAS D'UN NOYAU POSITIF. 

---------- 

Lorsque le noyau K (x,t) est positif, les résultats obtenus au 
r 

l 
1 

chapitre 1 peuvent être améliorés. Nous allons étudier le cas d'un noyau i 
i 

positif quelconque, puis nous donnerons quelques exemples : la méthode 
l 

du noyau, la méthode des fonctions orthogonales avec pour base hilbertienne 

2 
de L (p) les fonctions de Haar. 

1 - CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES D E  CONVERGENCE PANS LE CAS D'UN 

NOYAU PUSITI F QUELCONQUE. 

On suppose donc dans ce paragraphe que : 

1.1. - C o n v m g e n c e  ~ h p &  en pnobabiLitE et e n  moyenne d'oirdhe p ( p  a l 2  2 ) *  

* Pir0p04&i0n 7 .  - Sous les hypothèses de la proposition 1,1 , 
les conditions suivantes sont équivalentes : 

l * Proposition 1, 1 : Proposition 1 du chapitre 1. 



D é m o ~ ~ ~ o n . -  

~ ' a ~ r s s  la Proposition 1, 1, on a : (1) => (4) => (3). 

D'autre part : (3) => (2) d'après l'inégalité de Markov. Il suffit donc 

de montrer que (2) => (1). La démonstration est analogue à celle du 

lemme 3, 1. La lère partie est inchangée, et on a toujours : 

A 

Mais dans la seconde partie, le noyau étant positif, fn(to) est 

positif pour tout n, et on peut appliquer l'inégalité de Markov directement 
A 

à fn(to). Reprenons cette démonstration. 

On suppose que : (r(n))u +-+ O. Alors il existe f3 > O - 

A 

P A 

Puisque fn(to) - f(to), on a aussi : fn (to) 
+ f(to). 

k 

Soit y s 1 1 - 6 9 4  1 , -r . Appliquons 1 ' inégalité de Markov 
LI(F) lJ(F) 

Alors : 



A 

et ceci contredit la convergence simple en de fn vers f 

au point t . 
O 

1 . 2 .  - Convmgence b imple  p a u q u e  complè te .  

P&~pobi.a%~n 2 . -  Sous les hypothèses de la Proposition 2, 1, une 

condition nécessaire et suffisante pour que : t/ f E O, t E: E, 
A P.Co - 
fn(t) f(t) est que l'on ait : VB > O, 1 exp n 

] < + m .  
n (r(n) )" 

l - La condition suffisante a été obtenue au lemme 6, 1. 

- La démonstration de la condition nécessaire est identique à 

1 celle de l'implication (2) => ( 1 )  de la Proposition 2, 1 car la conver- 

gence simple presque complète, qui entraîne la convergence simple en proba- 

bilité, entraîne donc ici, le noyau étant positif, que n a  + 

n 
(~roposition 1 ) . 

1 . 3  - Convagence.  unidatune phebque complè te ,  uvtidom~s en  

p n o b a b U t  et en  moyemne unidohme. 

I Paopoai.a%on 3 . -  Sous les hypothèses de la Proposition 3, 1, où 

I l'on remplace la condition (c) par la condition ( c ' ) ,  les 

1 suivantes sont équivalentes : 



(1 ) <=> (4) d'après la Proposition 3, 1 puisque (c' ) entraîne (CI. 

(1) => (3) d'après le lemme 7, 1. 

(3) => (2) évident. 

1 
(2) => (1). La démonstration est analogue à celle de la condition 

l 
nécessaire de la Proposition 3, 1. Les deux premiers points sont identiques, , 

1 
l 

I la troisième ne sert pas. Reprenons le quatrième point. 1 

1 Soit y  E 1 ( 1 - 6 )  - , - . Appliquons l'inégalité de Markov 
li(E1) ,lm1) 

1 - 6  
d < 1 d'après le 1°). 

1i (El ) 

Alors : 

'T- A 1 
= L P ~ s u P I ~ ~ ( ~ )  - fo(t)l > - - 

tsF 
Y I ~ E ]  

 ri(^, n 



pour n  assez  grand dans N ,  c e  qu i  c o n t r e d i t  l a  convergence uniforme en 

p r o b a b i l i t é  s u r  F. 

71 - EXEMPLES. 

1 7 . 1 .  - Méthode du noyau. 

Plaçons-nous dans l e  ca s  p a r t i c u l i e r  où E = R e t  où p e s t  l a  

mesure de Lebesgue s u r  IR. On suppose que l ' a p p l i c a t i o n  K e s t  une d e n s i t é  

de p r o b a b i l i t é  appar tenant  à a 2 ( R ) .  Alors  l a  P ropos i t i on  1 ,  II s ' a p p l i q u e ,  

e t  l ' o n  peut énoncer : 

P ~ o p o h ~ o n  4 . -  S o i t  D l 'ensemble des d e n s i t é s  d é f i n i e s  s u r  R ,  

bornées,  e t  t e l l e s  que : r ~ b ( t - x U f ( x ) d x  tende  v e r s  une l i m i t e ,  no tée  

- 
f ( t ) ,  l o r sque  r + +m dans 1, e t  c e l a  pour t o u t  t E IR. Alors  l e s  

cond i t i ons  su ivan te s  sont  équ iva l en te s  : 

( 4 )  t/ f  e D, t O R ,  E D ~  ( t )  - ~ ( t ) ) ~ ]  + O .  
n  

Remmyue 1 . -  L'ensemble D d é f i n i  & l a  P ropos i t i on  4 c o n t i e n t  en 

p a r t i c u l i e r  l e s  fonc t ions  cont inues  e t  bornées s u r  R, e t  pour de t e l l e s  

fonc t ions  : t E (R, f ( t )  = f ( t ) .  

S i  l a  d e n s i t é  K e s t  bornée,  l a  P ropos i t i on  2 ,  II s ' app l ique ,  e t  

on peut  énoncer : 



P/ropo.rl&ion 5.- Sous les hypothèses de la proposition 4, une condi- 
1 

A PSCo - 1 

tion nécessaireet suffisante pour que : f o D, t E 8 ,  fn(t) - f(t) 
t 

n 
est que l'on ait : VB > O, 1 exp[- 6 -1 < + m. 

1 

l 

n r(n> 

Nous supposons maintenant que la densité K est bornée et 1 

Lipschitzienne. On peut alors énoncer : 

P.hoposiLion 6. - Soient [a,b] un intervalle compact de IR et 

D 
Ca 31 l'ensemble des densités définies et bornées sur IR telles que 

r ~[r(t-x)]f(x)dx tende vers f(t) uniformément par rapport à t E [a,b], 

l 
lorsque r-t+rndans 1. 1 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

Remmque 2 . -  L'ensemble D 1.9 bl précédent contient en particulier 

les fonctions continues et bornées sur W. 

Remmque 3 . -  Comparons nos résultats à ceux obtenus par M. GEFFROY 

et Mme BERTRAND-RETALI @O] en nous restreignant au cas d'une densité 

définie sur R.  M. GEFFROY et Mme BERTRAND-RETALI ont montré que si 0 est 

l'ensemble' des densités uniformément continues sur RS et si le noyau K 

vérifie les propriétés suivantes : 

- K est borné et intégrable sur IRS 

- l'ensemble des points de discontinuité de K est de mesure nulle 

- la fonction sup CK(U) 1 / 1 1 u-xl 1 < 1) est intégrable sur IRS 



A .  

a l o r s  une condit ion nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour que f n  converge un i fo r -  

mément presque complètement vers  f e s t  que : - '(") ~ o g  n + O .  
n 

Leur r é s u l t a t  e s t  évidement  mei l leur  que l e  nôt re  puisque d 'une 

p a r t  nous imposons à K d l ê t r e L . i p s c h i t z i e n n e ,  e t  que d ' a u t r e  pa r t  nous 

n'obtenons l a  convergence uniforme presque complète que su r  un i n t e r v a l l e  

compact de IR. Ceci é t a i t  p r é v i s i b l e  puisque nos r é s u l t a t s  pour l a  méthode 

du noyau découlent de r é s u l t a t s  généraux. Cependant, l e s  condit ions que nous 

imposons au noyau K sont  v é r i f i é e s  par  de nombreux n o y a u .  

7 7 . 2 .  - Fonctiom de H a m .  

Nous supposons que ( E , B , v )  e s t  un espace p robab i l i sé ,  où 8 

e s t  engendrée pa r  une s u i t e  c ro i s san te  8 de sous-tr ibus de B c o n s t r u i t e s  
n 

l de l a  façon suivante  : 

8, e s t  engendrée par  l a  p a r t i t i o n  de E : pl = {Bo ( 1 )  YB1 ( 1 ) )  

avec : V ( B ( ' ) )  = V ( B ( ' ) )  = 
O 1 

2 

1 - ( 2 )  B ( 2 )  ( 2 4  B2 e s t  engendr&par l a  p a r t i t i o n  de E : P2 - {Bo , 
y B 2  

1 avec : B ( ~ )  u ~ 1 ~ )  = B ( 1 ) ,  l i ( B ( 2 ) )  = V ( B ( 2 ) )  = - 
O O O 1 22 y B2 = B 1  

( 2 )  ( 1 )  

B3 
e s t  engendrée par  P3 = {B ( 3 )  ( 3 )  3 ( 3 ) )  

O YB1 YB2 YB3 

avec : B!3) = Bi ( 2 )  (i = O , , ) ,  B i 3 )  V B i 3 )  = 1 
1 

= - 
2 

e t  a i n s i  de s u i t e .  D'une manière générale : 

l 

8 e s t  engendrée par  l a  p a r t i t i o n  de E : P = {B(") , B I n ) ,  . . . n n O n 

avec : 



La suite de partitions de E, (Pn)nd, constitue un système 

de Haar ( [9] , page 5 1 ) . A ce système, on associe une base de Haar définie 
de la façon suivante : 

I O sinon 

k pour n = 2 + l (k c IN, 1 = O,], ..., 2 k - 1). 

Alors, si t E B (r) 
m 

O sinon. 

Cette formule se démontre par récurrence (démonstration analogue 

à celle de SINGER [IO], page 13 dans le cas où E = CO, 11) 

Les propositions 1 et 2 du chapitre 1 sont encore valables si 

l'on remplace partout "pour tout t E E" par "pour presque tout t o El'. 

Comme le développement en série de f sur les U. converge presque partout 
1 

vers f ([9], page 52) et que toutes les conditions des propositions 1 ,  II 

et 2,II sont satisfaites avec u = 1, on peut énoncer : 



Phopoh&ion 7. - Soit 1' ensemble des densités définies et bornées 

sur E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

( 2 )  'd f E D et pour presque tout t E E, (t) f(t) 
n 

A 

( 3 )  v ' f  E O et pour presque tout t E E, ~[lf (t) - f(t)ll + O 
n 

(4) b' f E D et pour presque t o ~ t  t o E, ~[(<(t) - f(t)J2] + 0 

I PhopohiA'ian 8.- Soit D l'ensemble des densités définies et bornées 

l sur E. Alors une condition nécessaire et suffisante pour que : f E D 

I A P. Co 
et pour presque tout t c E, fn(t) --t f(t) est que l'on ait : 

Pour la convergence uniforme, les lemmes 7 et 8 du chapitre 1 ne 

s'appliquent plus tels quels, car K (x,t) n'est évidement pas Lipschitzienne. r 

Cependant, il est possible de modifier les démonstrations pour obtenir les 

mêmes résultats que dans le cas où ~ ~ ( x , t )  est Lipschitzienne. En effet, 

on a directement : 

A * 
sup sn(t) = s uP Sn(.k) 
tsE k=O,I, ..., r(n) 

Ceci découle du fait que : 

A 

donc, pour w fixé, sn(t) ( w )  est constant dans chacun des ensembles 

puisque chacune des fonctions ui(t) ( i  = O, , n  est constante sur ces 

ensembles. 



Par conséquent : 

et la démonstration se termine comme au lemme 7, 1. On vérifie par ailleurs 

que toutes les autres conditions du lemme 7, 1 et de la Proposition 3, 1 

sont satisfaites, et on constate que les conditions (c) et (c' ) n'inter- 

viennent plus. On peut alors énoncer : 

Pkopodi.tion 9 . -  Soit D l'ensemble des densités définies sur E, 

bornées et dont le développement en série de fonctions de Haar converge uni- 

f ormément vers f ( t ) . 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

Renmpue : Si E est un espace métrique, et si la partition 
(n'ne~ 

(système de Haar) est formée d'ensem.bles dont le diamètre tend vers zéro, 1) 

contient en particulier les densités bornées et uniformément continues sur E. 



CHAPITRE 111 

CONDI TIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES VE CONVERGENCE V E  L ' ESTIMATEUR 
DE LA DENSITE PAR LA METHODE DES FONCTIONS ORTHOGONALES DANS DES CAS PARTICULIERS. 1 

l Nous a l l o n s  maintenant é t u d i e r  l a  convergence de l ' e s t i m a t e u r  l 
t 

de l a  dens i t é  par  l a  méthode des fonctions orthogonales dans deux cas p a r t i c u l i e r s  , 
l 

importants : 1 

- 2 - l e  cas d'une dens i t é  appartenant à L [-n , +d , muni du système 

des fonct ions  trigonométriques 

2 - l e  cas d'une dens i t é  appartenant à L (IR), muni de l a  base h i l b e r t i e n n e  

formée pa r  l e s  fonct ions  d'Hermite. 

Nous verrons que l e s  r é s u l t a t s  du chap i t r e  1 s 'appl iquent  a l o r s ,  

I e t  peuvent ê t r e  améliorés. On ob t i en t  en p a r t i c u l i e r  dans l e s  deux &as  une I 
1 condit ion nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  de convergence simple en p r o b a b i l i t é ,  

e t  dans l e  cas des fonct ions  trigonométriques une condi t ion  nécessa i re  e t  

s u f f i s a n t e  de convergence uniforme presque complète e t  uniforme en p r o b a b i l i t é .  

1 - LA DENSITE APPARTIENT A e2[-T, +n] , MUNI VU SYSTEME VES FONCTIONS 

TRI GONOMETRIQUES. - 

On aura a l o r s  : 

cos k t  e ( t )  = - 
2k- 1 J;; k = 1,2,. .. 

s i n  k t  
e2,(t) =- 

J;; 



x-t sin(r+l) - 
1 2 

soit : ~ ~ ( x , t )  = - 
x-t 

~ I T  sin- 
2 

On ,posera dans la suite : 

r(n> 1 a. ei(t) = z .  (t) -; 
J n 1 i =O 

Nous supposerons que r(n) est pair : on montre facilement 

que ceci n'entraîne aucune perte de généralité. On aura alors : 

1 . 2  
zjn(t) = - 

P.S. 2n1~ X .-t 
sin J 

1.1. - Conve4sence ~ i . m ~ l e  en p4obabLUté et en mouenne dto&e p (p=1,2). 

I PkopodiLion 1 . -  Soit D l'ensemble des densités définies sur 

[-TT, +TI, bornées, et possédant une série de Fourier qui converge vers f(t) 

en tout point t E [-IT, +IT] Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(1) a- O 
n 

( 2 )  Vf. II , v t  . [-=, +n], ; (t) 4, f(t) 
n 



P é m o ~  W o n .  - 

~'é~uivalence ( 1 ) <=> ( 5 )  a été démontré par D. Bosq dans 

[7], Page 48. 

. L'implication ( 1 )  => (4) découle du lemme 4, 1, qui 

s ' applique puis que : 

. (4) => (3) découle de l'inégalité de Schwarz et (3) => (2) 

de l'inégalité de Markov. 

11 reste à montrer que (2) => (1). Nous allons démontrer ceci 

de deux façons. 

Pireinièire démovisttration de (2) => ( 1 )  . 

Nous sllons nous ramener au cas d'un noyau positif en introduisant 

un estimateur basé sur le noyau de Féjer. Pour toute fonction $ définie 

sur [-l~, +TI et appartenant à [-T , +TI on pose : 

On définit alors un nouvel estimateur de f en posant : 

Des calculs classiques donnent ( [II] page 79) : 

où Pn désigne la loi empirique associée à l'échantillon (x, , ,Xn) 



e t o ù :  F ~ ( u ) =  1 2  
2 n ( k ( n ) + l )  

La démonstrat ion e s t  a l o r s  analogue à c e l l e  du lemme 3, 1 

e t  de l a  p ropos i t i on  1 ,  II . 

1') On pose : B ~ ( ~ )  =[- - 1 , LI 
2 r ( n )  2 r ( n )  

I On prend f  = - 1 1-TY +d . On s a i t  d ' ap rè s  l e  lemme 1 ,  1 
2 IT - 

que s i  dd 2 B pour n E No p a r t i e  i n f i n i e  de N , a l o r s  : 
n 

1 
P(En) 3 exP [- -1 pour n a s sez  grand dans N . 

.rr B O 

S o i t  gn l a  d e n s i t é  de Id  l o i  de X condi t ionnée p a r  En. 
j 

E l l e  s ' é c r i t  : 

Alors  : 

n s i n  ( k ( n ) + l )  
E G ~ ( o ) , E J  = FL.  y 1 -- I F: 1 

- 1 - 
2 n ( k ( n ) + l )  

s i n  - 
2 

1 f 
( s in  ( k ( n ) + 1 )  2 \ 2  

E%(o)IEJ = X -  1 
u 

2n(k (n )+1)  Bnr(n)-1 J [-n, +TI \ B  
r ( n )  s i n  ) 



D'où : 

I 
x 2 

1 f- lin (k(n;l) :] dx = f- ( s i n  ( k ( n ) + l )  --) 
I I 

dx 
l 

s i n  - 2 
i 

X 1 

l Faisons l e  changement de va r i ab le  1 1  - - 

2 
V .  n (w s i n  u 2 

- - = ( k ( n ) + l )  
2 . Alors : 

1 1 
2 

+ s i  1. 

I l / 8  

e t  : 1 s i n  u 
2 du = 6 où 6 E ] O , I [  

2 1 ~ ( k ( n ) + l )  O u 

D ' a u t r e  p a r t ,  pour n assez grand : 

I s 1 + 6  

1 -- 
2 1 ~ r ( n )  

D ' o Ù ,  pour n assez grand : 

2') Supposons que r(nl 74 0 . Alors il e x i s t e  une sous-suite  
n 

r ( \ )  r( n )  
1 r ( n k )  (- n de (-1 , e t  un nombre B > O t e l s  que : - 

n 3 B ( k m ) .  k kdN 
A 

nùN 
A "k 

S i  f ( 0 )  f ( 0 )  d o r s  f n  ( 0 )  f ( 0 )  , e t  il e x i s t e  une sous-suite  de n 
A A k 

( f  (o)La , ( f n  ( o ) ) ~ ~  , qu i  converge presque sûrement vers  f ( 0 ) .  Alors 

a 

"k 
ki 

A 

gn ( 0 )  f ( 0 )  , donc a u s s i  : 
'n 0 )  O , e t  l a  démonstration 

ki k: I 
A se  termine corne c e l l e  de l a  proposi t ion  1 ,  II où l ' o n  remplace f ( to)  
n 



Deuxième d é m o n a W o n  de ( 2 )  - ( 1 )  , (due à 4 .  Bc)SQ) .  

Nous commencerons par  donner deux lemmes. 

Lemme 7 . -  S i  f e s t  bornée e t  s i  l a  s é r i e  de Four ier  de f - 
converge au point  t : 

r ( n >  
1 r ( n )  

K 1 ai e i ( t ) - f ( t )  , donc : ln ai e i ( t ) l  S n  
i = O  i = O  

Il s u f f i t  donc de montrer que, pour n assez grand : 

X .-t 
s i n  ( r ( n ) + f )  J. 

1 C 

O r  : Z j n ( t )  = - 
P.S. 2nn X .-t 

s i n  --J 
2 

1 
I z j n ( t ) l  r - 1 

X .-t 
2 n n l  s i n  21 

on t i r e  aisement : 

1 X .-t 
p[ Iz jn ( t )  1 6 P[- - ,< s i n  $ 1  = p  

2nn E 2 2 n n ~  

-n-t X . - t  n-t - s - ; L , g -  

2 2 2 

Pour n assez  grand e t  t # I T : 

1 X . - t  
1 p = PL- Arc s i n  (-) 6 6 Arc s i n  (-)1 

2nne 2 2nr E 



où : A = sup  f ( t )  
t e  [--a ,+d 

Pour t = n : 

X 
1 p = p r o  g cos 2 s  -1 

2 2nne 

71 
X 

1 1 X 
p = P(?- - s - Arc cos - ) U ( A r c  cos - li)l 6 

2 2 2nne 2nne 2 2 

A 71 
P d -  (puisque : - - Arc cos - - 1 - Arc s i n  -) 

nc 2 2nns 2nne 

i '  Pour t = - n ,  on o b t i e n t  l a  même majora t ion  p a r  une démonstrat ion 

analogue. On a donc l e  r é s u l t a t  avec M t  = A. 

L1 

Lemme 2.- Sous l e s  hypothèses du lemme 1 e t  s i  S ( t )  O - n 

a i o r s  : V E  > 0 ,  ~ 1 1 ~ .  ( t )  1 2  ~ 1 x 0  (j f i x é ) .  
J n 

~ é m a m ~ a n .  - Le lemme 1 montre que l e s  Y sont  uniformément 
j n 

asymptotiquement nég l igeab le s  ( u . a . n . ) .  D'après un c r i t è r e  de convergence 

I ve r s  l a  l o i  normale dégénérée ( ~ o ë v e  p. 31 7 )  [17] on en t i r e  b i en  : 

Nous pouvons maintenant  démontrer l ' i m p l i c a t i o n  ( 2 )  => ( 1 )  de  

l a  p ropos i t i on  1 .  

l On prend pour f l a  d e n s i t é  de l a  l o i  uniforme s u r  [-n, +TI, 
l A 

- 

1 A 

e t  l ' o n  suppose que f n ( 0 )  a f ( 0 )  = - ce qu i  e n t r a î n e  que S ( O )  -% O . 
2n n 

On v a  en dédu i r e  que : - O . 
n X 

s i n  ( r ( n ) + i )  2 
Posons : z! = - 1 2 

~n n 
s i n  Xi 

2 

Puisque f e s t  l a  d e n s i t é  uniforme s u r  [-n, +nJy on a : 

1 a = -  e t  a. = O pour  i > 1 . 
J2n 1 



Donc : 

1 1 1  y. ( O )  = - Z! - - x - 
J n 2n J n  n 2n 

I l  e s t  donc c l a i r  que : n P [IZ;, 1 5 --+ O (lemme 2 ) .  

Posons : 

On peut é c r i r e  : 

l p a i r  

avec : 
A2h ,n = Ehn d ( r ( n ) + l )  -3- < h r  + -1 

2 2 

X .  n 
D'autre p a r t ,  s u r  

A2h ,n o n a :  O S A < -  
2 2 

donc : 
X. X. 

s i n  2 a e t  : 
2 2 



Désignons pa r  Bhn l 'événement e n t r e  c roche t s .  On peut  é c r i r e  : 

v 

Supposons a l o r s  que : - r ( n )  _+, O . Cela e n t r a î n e  q u ' i l  e x i s t e  une 
v? 
II 

p a r t i e  i n f i n i e  N de N t e l l e  que : 
O 

où E e s t  supposé a v o i r  é t é  c h o i s i  suffisamment p e t i t .  

On a  a l o r s ,  pour n  E No : 

e t  comme on a  t o u j o u r s  : 

il v i e n t  : 

, < X  < ( 2 h + l ) n  
n s inon  r ( n ) + l  - n  - E 
2  j r ( n ) + î  

Dans l a  s u i t e ,  nous supposerons E r a t i o n n e l ,  ce qui  permet 

d ' é c r i r e  : 



([Y] désigne l a  p a r t i e  en t i è r e  de y ) .  

L l i n éga l i t é  ( 2 )  e s t  v é r i f i é e  au moins pour h = O (d 'après  ( 1 ) ) . 
El le  n ' e s t  pas vé r i f i é e  pour h = k ( n )  (pour n assez grand) puisque 

2k(n)+l = r ( n ) + l  . 
S i  h v é r i f i e  ( 2 ) ,  on a puisque f  e s t  uniforme : 

Soi t  ln l e  nombre de termes sous l e  signe 1 précédent : 



Donc : l n  ,< r ( n ) + l  + - 1 

nvc 2 

On en t i r e  : 

Mais : 

donc : 

- r ( n ) + 1  > 4 a - n  TI (d ' ap rè s  ( 1 ) ) 

On en dédui t  : 

Alors ,  pour n  c N : 
O 

e t  c e c i  c o n t r e d i t  l e  lemme 2. 

1 . 2 .  - Conveirgence nimple pireayue complete. 

P4opobi.Zion 2 . -  Sous l e s  hypothèses de l a  p r o p o s i t i o n  1 ,  une 

condi t ion  néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour pue : f a i l ,  V t E r-TI, +d - 



LI P. Co 
fn(t) - f(t) est que l'on ait : 

D&tIo~a?~&on.- Les conditions de la proposition 2, 1 sont 

satisfaites : 

- si f est la densité uniforme sur [-ny +TI : 
O 

Les autres conditions ont été vérifiées à la proposition 1. 

L'amélioration par rapport à la proposition 2, 1 est due au 

fait que la convergence simple presque complète entraîne ici que dTd-o 
n 

Ceci noiis permet de nous dispenser de 1 'hypothèse de convergence simple 

en moyenne pour la démonstration de la condition nécessaire. 

2 . 3 .  - Convehgence unidome paesque comptete, uni6omone en p&obabiUté, 

eS en moyenne unidome. 

Piropoh*tion 3 . -  Soit D l'ensemble des densités définies sur 

[-m. +ITJ , bornées et dont la série de Fourier converge uniformément sur 

E n ,  +d vers f(t) . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 
( 1 ) .  y Log " --* 0 



1') Montrons que l e s  condi t ions  de l a  p ropos i t i on  3 ,  1 e t  du 

lemme 7 , 1  sont  s a t i s f a i t e s .  

On prend : 

E2 = [o,A] , où A v é r i f i e  k o 4 = r  A 

(ko e n t i e r  p a i r  2 4 )  
n 

( a )  Montrons que : t e @,A], I = IO K r ( x , t ) d r  d L,. où 
- 

LI e s t  une cons t an te  e t  r e s t  p a i r .  

On s a i t  que,  pour r p a i r  : 

x-t 
1 

s i n ( r + l )  - 
Kr(x , t )  = - 2 

x-t 271 s i n  - 
2  

x- t 

I A s i n ( r + l )  - u 
2  A - t  s i n ( r + l )  5 

27TI = 
x-t 

dx = 1 
u  du 

O s i n  - 2  -t s i n  - 
2 

A - t  s i n ( r + l )  2 du + s i n ( r + l )  2 
2n1 =I 

U u  * du 
O s i n  - 

2  O s i n -  
2 

Il s u f f i t  donc de montrer que, que l  que s o i t  ri r O ,A] il 

e x i s t e  une cons t an te  L2 t e l l e  que : 

, ~ ~ ~ i n ( r + l )  2 2 

u  du(  6 L2 
O s i n -  

2 

rl s i n ( r + l )  2 
2  1 rl 

u  du1 i 11" s i n [ r + l )  - 2ltiu1 + 2  1 ( 
O s i n  - 

2  O s i n  - u  J O  
2 

1 2  
P C V  

u e s t  une fonc t ion  c r o i s s a n t e  e t  p o s i t i v e  s u r  ]O,IT] . 
s i n  - 

2 
u  

Par conséquent : 



ri 
1 2 I I  s i n p r + 1 ) ~ ~ - , - 4 d u l  r ( - - ->du  

0  2 s i n  - u ,C si: 2 u 
2 

2 

1 2 1 2 
rC tl ( - - - )  S A 

s i n  - rl rl 2 s i n  - A 2 

D'autre  p a r t ,  pour r a s sez  grand : 

( r + ~ ) $  s i n  y - 
O 

dy S n 
u  Y 

On a donc l e  r é s u l t a t  cherché en prenant  L p = n + A  
1 2 

s i n -  A 
2 

(b) A t o u t  n ,  on a s s o c i e  l a  p a r t i t i o n  de A en r ( n )  

i n t e r v a l l e s  1 d é f i n i s  de l a  façon su ivan te  : 
n , t  

Montrons que l a  cond i t i on  3') de l a  p ropos i t i on  3,I e s t  s a t i s f a i t e .  

s i n ( r ( n ) + l  ) 5% LI s i n  2 2 s i n  - 
s i n  ( r ( n ) * i )  2 

x_S 
dx = 

U 
du 

2 
SE 1 n , t s  

A 1 2 r j - (:--) r € A  (y---) 1 2 

r ( n )  s i n  - A 
2 s i n  - 

2 A 



puisqulon suppose : 1 4 j s E r ( n )  . 

avec : 

puisque : 

Donc : 

Posons : 

Prenons pour 5 l e  mi l i eu  de 1 . Alors : 
n ,t, 

s i n  y 
dy 

Y 

I ' 1 A  
= [$ (ts - t l  - n ) ,  5- ( ts  

1 
n ,ts - t l  +z)[ pour s 1 ,..., j , 

w d y  = 2s 6 ,  > O 

Y 

Pour un choix de t . . . t ) pour l eque l  : w d y ~  O ,  
J 

ana donc : 

1 2 A + 2B I 4s  f i 1  - E A(: - -) 
s i n -  A 

2 

b 2s f i 1  pour un choix convenable de E .  

1 s i n ( r ( n ) + i  ) 9 
dx ?. 61 

s i n  x-E 
2 

s= 1 n a t s  

ce qui  e s t  l a  condit ion C ( 6  ) . 
2 1 



- 56 - 

O r ,  E , n e t  j é t a n t  f i x é s ,  l a  mo i t i é  au moins des choix p o s s i b l e s  

des  j -uples  ( t , ,  . . . , t . )  rendent  
J . En e f f e t  l e s  

A i n t e r v a l l e s  1' s = 2,.  . . , j ) sont  des i n t e r v a l l e s  de longueur - c h o i s i s  
n, t 

S 2 
parmi r ( n )  - t i n t e r v a l l e s  p o s s i b l e s .  L'examen du graphe de l a  fonc t ion  

s i n  y 
permet a l o r s  de conclure  . La cond i t i on  3') de l a  p ropos i t i op  3 ,  1 

Y 
1 e s t  b i en  v é r i f i é e  avec p  = - 2 * 

Les condi t ions  de l a  p ropos i t i on  3 , 1  e t  du lemme 7 , I  s o n t  donc 

s a t i s f a i t e s .  On a  p a r  conséquent ( 1 )  <-> ( 4 )  e t  ( 1 )  -? ( 3 )  . Comme il 

e s t  c l a i r  que ( 3 )  -, ( 2 )  , il r e s t e  à montrer que ( 2 )  -> ( 1 ) .  

2' ) Montrons que : ( 2  ( 1 ) . Nous a l l o n s  à nouveau p a s s e r  p a r  
- 

1 ' i n t e rméd ia i r e  de gn , es t ima teu r  basé s u r  l e  noyau de  F6jer .  Mous u t i l i s e r o n s  

l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

Lemme 3 . -  S i  d e s t  l a  d i s t ance  de l a  convergence uniforme 
__c. 

s [-., +.] : 

s f + ... + s  - O n  
f 

Posons : - k ( n )  n  
'n 

k ( n )  + 1 

comme d ( f n , f )  O f e s t  cont inue ,  donc : 

A 

11 s u f f i t  donc de montrer  que d (gn ,  gn ) - O .  



6 d(fn,fn) (cf. ri il page 79) 

et le second membre tend presque sûrement vers zéro par hypothèse. 

Soit alors fo la densité uniforme sur [-n, +n] et supposons 

que rlnl Log n + O . Ceci implique qu'il existe B > O et une partie 
- 
LI 

infinie N de N tels que : r(n) 
n 

Log n b B pour n c N. 

D'où, il existe N infini C N tel que : 
O 

et d'après le lemme précédent ceci entraîne : 

A 

donc : SUP I gn(t - fo(t)l 40 , n~ N~ . 
te[-n, +T] 

A 

On est alors ramené à la proposition 3, II, avec llestimateur 
gn 

associé au noyau positif F (t-x). On vérifie facilement que F (t-x) 
r (n) r(n) 

satisfait aux conditions de la proposition 3, II (on peut d'ailleurs se limiter 

aux trois premières). En particulier, si 6 est le milieu de 1 
n,t, 



- 1 ( k ( n ) + l )  - - 
2 n ( k ( n ) + l )  s i n  - u 

.)' du 

2 

Finalement,  on a  b i en  l e  r é s u l t a t  : ( 2 )  -> ( 1 )  d ' ap rè s  l a  

p ropos i t i on  3,  11. 

11 - LA DENSITE APPARTIENT A a 2 ( ~ ) ,  MUNI D E  LA BASE HILBERTIENNE FORMEE 

PAR LES FONCTIONS DttfERMITE.- 

Les fonc t ions  d'Hermite sont  données p a r  l e s  formules : 

X 
2 

avec : 

Le noyau ~ ~ ( x , t )  peut  a l o r s  s  ' é c r i r e  ( [12] page 377) : 

( F I )  ~ ~ ( x , t )  = i e i ( x )  e i ( t )  = - 1 [ s i n  ~ ( t - x )  + ~ ~ ( t , x q  
i = O  TT t - x  N 

avec 

e t  



où L e s t  une cons t an te ,  à cond i t i on  que t e t  x v a r i e n t  s u r  des 

i n t e r v a l l e s  bornés.  

On aura  a l o r s  : 

D'autre  p a r t ,  on a  l ' é g a l i t é  su ivan te  ( 1121 page 378) : 

où ~ ( t )  e s t  indépendant de r . 

I I .  1 .  - Conveaqence ~ i m p l e  en paobabiUé et en molrenne d 'oa,he,  p (p=1,2 ) . 

P&opoAdtion 4. -  S o i t  D l 'ensemble des d e n s i t é s  d é f i n i e s  s u r  R ,  

bornées,  e t  q u i  possèdent un développement en s é r i e  de fonc t ions  d'Hermite 
m - 

convergent en t o u t  p o i n t .  Posons f ( t  ) = 1 ai e i ( t )  , V t E R .  Alors  
i =O 

Les p r o p r i é t é s  su ivan te s  sont  équ iva l en te s  : 

Pémov~;DL~on.  - 
1 ° )  Les cond i t i ons  de l a  p r o p o s i t i o n  1 ,  1 son t  s a t i s f a i t e s  

avec a = - . En e f f e t  : 
2 

pour r a s sez  grand,  d ' ap rè s  l a  formule ( ~ 3 ) .  



1 

- On prend par exemple F = [-n, +n] et to = O . Alors 
1 - i 

1 E D et 1 ai ei (0) converge vers f (O) ( [13] page 71 ) . 
27T [-Tr ,+Tl 1 I 

- La condition ~ ~ ( 0 )  est satisfaite. On prend : 

1 
r La formule (FI) donne : 

2 G  2 

r 

( 1 ei(x) ei(o)) d~ = - sin NX dx + L l1l2& Tr(O,x)dx 
1/2G i=o nN - 1/2& 

où 6, E ]0,1[ , car l'intégrale 1:'" y dy tend vers 

qui est strictement positive. 

L D'autre part : 1 1 ~ 1  6 - 
nN Jr 

~ o i t  6 E]O, 6 1 C  Pour r assez grand : 1 1 ~ 1  \' 61 - 6 , 
d'où : 

Par conséquent, on peut appliquer les résultats de la proposition 

1,I. Donc : (1) <==> (4) <=> (3). Comme il est clair que (3) -> (2) 

il reste à montrer que (2) ==> ( 1 ) .  Nous procéderons comme dans la seconde 

démonstration donnée pour les fonctions trigonométriques. 

L~tnt?le 4. - Si f est une densité bornée sur [a,b] , nulle en - 
dehors de [a,b], et si son développement en série de fonctions d'Hermite 

converge au point t E [a ,b] , alors : E > O , 2 N~ ( E) tel que : 

M n?No(c) =) P[/Y. (t) 1 > E] * - , où M est indépendant de n et E .  
J n n E 



P é m o n n ~ o n .  - 
m 

Puisque 1 1 ai e i ( t )  ( c + O ,  e t  compte t e n u  de ( ~ 2 1 ,  il 
i = O  

l s u f f i t  de montrer que : 

s i n  N ( t - x . )  

nn t - X  
j 

nE 

où Ml e s t  une cons tan te  indépendante de n  e t  E .  O r  : 

s i n  N (t-x.) 
1 

1 ~ u i s q u e :  {J- 

I ,  = ( t - - < x  nn E nn E 
nn 1 t - X .  1 

s i n  N ( t - x . )  t+ 1 /nne 
2A - -  f ( x )  dx ,< - - 

t - 1  /nne n n ~  nc 

avec : M, = - 2A e t  A = sup I f ( x ) l  
n  XE [a,b] 

A 

Lemme 5.- Sous l e s  hypothèses du lemme 4, e t  s i  sn( t )  -% O - 
(t  E [a,b]) a l o r s  : > O ,  j , n P  [ ( y j n ( t )  1 > E] ---+O . 

P6mom;Dtaon . -  c f .  lemme 2  . 
1 A 

Prenons a l o r s  f = - 1 
[-n 

9 e t  s u ~ ~ o s o n s  que f n (  O 4 f (  O ) . 
2 n  

Pu i squ ' a lo r s  f n ( 0 )  --r f ( 0 )  ( c f .  [13] page 71),  c e c i  e n t r a î n e  que : 
h 

S ( 0 )  4, 0  . La formule ( ~ 2 )  s ' é c r i t  au  po in t  t = O : n  

Tr(n)(o,x,)-, 

nn N 

Comme : X E [-n, +n] , on g. : I T ~ ( ~ ) ( O , X ~ ) I  6 L  . Alors 
j 

1 l ' é g a l i t é  : Yjn(0) = Z .  (O) - - f ( O )  e t  l e  lemme 5 impliquent  : 
J n  n  n  

s i n  N X 



Une démonstration analogue à c e l l e  r é a l i s é e  l e s  fonc t ions  

N r ( n )  * t r igonométr iques montre a l o r s  que : - - O , c 'est-$-dire - 
n n- n 2 

n- 

11.2. - Convekge~ce bimple p k u q u e  complète. 

l Pkopobfiofl  5.- Sous l e s  hypothèses de l a  p r o p o s i t i o n  4, 

( une cond i t i on  néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que : 
A P.Co. - 

b' f E 0 ,  t c R , f n ( t )  - f ( t )  e s t  que l ' o n  a i t  : 

Démo~-tm%bfl.- Il s u f f i t  de montrer que l e s  cond i t i ons  ( a )  

e t  (b) de l a  p ropos i t i on  2 ,1  sont  s a t i s f a i t e s  (on  ne suppose p l u s  l a  convergence 

s imple en moyenne c a r  i c i  l a  convergence simple presque complète e n t r a î n e  

que m- O ) .  

Cofl&ofl __________- -_  (a) - S o i t  t c R. Montrons q u ' i l  e x i s t e  ( t )  - 
t e l  que, pour r a s sez  grand : V x  c R , 1 e i ( x )  e i ( t ) l  f ~ , ( t )  &, 

i =O 

e ( X I  e r ( t )  - e ( t )  e r ( x )  f e x  e t  = .+' r+ I 
i = O  t - x  

S i  x e s t  t e l  que : (t-XI 2 1 , on a : 

1 1 e i ( x )  e i ( t ) l  s 2 c où c = sup l e i ( x ) l  
i = O  i ,x 

S B ,  pour  r 2 r 
1 

où BI e s t  indépendant de t .  

. si x e s t  t e l  que : I t -x(  < 1 , nous u t i l i s e r o n s  l e s  express ions  

asymptotiques su ivan te s  (Cl31 p. 67) : 



Compte tenu de : i ! 91 e-i . i i /%?- , on obtient : 

Il existe donc i (t) et K,(t) tels que, pour i > io(t), 
O 

on ait : 

Pour r > io(t) , on peut donc écrire : 

Or, il existe ~ ~ ( t )  tel que, pour lx-t 1 < 1 : 

Posons : ~ ( t )  = 2 ~ax(K~(t), K2(t)). Alors, pour It-XI c 1 : 

si l'on Pose : A,(t) = rnax(B1,~(t)), on a finalement : 

Q x t R , 1 ei(x) ei(t)l s ~ ~ ( t )  G pour r z r 
i =O 1 

ConcUion _ - _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  ( 6 )  - Soit f une densité strictement positive et 
O 

continue s w  R .  

Montrons que, pour t t R, il existe ~ ~ ( t )  > O tel que, pour 

r assez grand : 



Posons : 
i = O  A lo r s  : 

Nous a l l o n s  montrer q u ' i l  e x i s t e  b ( t )  > O t e l  que : 

2 [ k r ( t 9 x ) 1  O ( x )  d~ 2 b ( t )  , pour r a s sez  grand 

ce qui  e n t r a î n e r a  l e  r é s u l t a t .  

On u t i l i s e  l e s  formules su ivan te s  ( Cl21 p. 378 - 380) : 

où ] - g ,  + g [ e s t  un i n t e r v a l l e  contenant  t , e t  ï' une cons t an te .  

La formule ( 1 )  e n t r a î n e ,  pour r a s sez  grand : 

e t  l e s  formules ( 2 )  : 

l a  d e r n i è r e  i n é g a l i t é  é t a n t  v a l a b l e  pour r a s sez  grand.  

Finalement ,  pour r as sez  grand : - 



2 2 . 3 .  - Conuenqence unil(o.me pnuque complète et en mouenne unil(o&ne 

hm [ayb] C B.- - 
PilopohiaXon 6 .  - Soient [a,b] un intervalle compact de IR 

et D 
La Yb1 

l'ensemble des densités définies sur R ,  bornées et dont le 

développement en série de fonctions d'Hermite converge vers f uniformément 

sur [a,b]. Alors une condition nécessaire et suffisante pour que 

E[ sup [fn(t) - f(t)l] -+O est queltonait : 
La D-I tc ra 

- Log n -+ O . 
n 

Vémori6*rration.- Montrons que les différentes conditions de la 

proposition 3, 1 sont satisfaites. 

1') Prenons El = [cyd]3->ayb[. Alors f = -  l 1  

d-c 
En effet, le développement en série de f à l'ordre r s'écrit : 

sin N(x~-~) ~'(t ,x, 
1 = Ef [- + 
Ir x-t Ir N 1 

- - 1 sin ~(x-t) 
d x +  

rd-.)= l[c,d] x-t (~-C)ITN l[~,d] Tr(t,x) dx 

Si t E [a,b] : 

r 
1 N(d-t) sin 

1' ai ei(t) - f(t) = - [?- 1 - du - 11 + 1 
i=O Tr(tYx) dx 

d-c n N(c-t) u (d-ci~~Ii ,dl 



O r  : - du t e n d  v e r s  n ,  uniformément pour t c [a ,b] , l o r s q u e  

r + + m  ( N =  -+fi ) . Par  conséquent,  ai ei  ( t  ) converge v e r s  
2 i =O 

f ( t )  uniformément s u r  [a,b]. 

2') S o i t  E2 = [cl ,dl] c [a,bl . S o i t  t E [cl ,dl]. 

1 s i n  ~ ( t - x )  1 
Ir dx + - 

t -x  

l a  d e r n i è r e  i n é g a l i t é  é t a n t  v a l a b l e  pour r a s s e z  grand. 

3') On cons idère  l a  s u i t e  de p a r t i t i o n s  de [cl ,d l  [ : 

Alors : 

s i n  N(c-x) 
d x + '  ~ ' ( 5  ,x)da 

5-x nN 

Alors  : 

s i n  u - du 
u 



On peut  c h o i s i r  el p l u s  p e t i t  que n. Alor s ,  pour n a s sez  grand ,  

il e x i s t e  6 1  6 ]0,1[ e t  E > O t e l s  que : 
1 

s i n  u - du 5 n ( S l + e 1 )  

- ~ / k ( n )  - u 
2 

O r ,  puisque : 1 d j < E k ( n )  : 

f 

l a  de rn i è re  i n é g a l i t é  é t a n t  v a l a b l e  pour n a s sez  grand. 

rendant  : s i n  u Alors ,  pour un choix de t , . . . ,t - 
j 

d u b o y  
u 

s=2 n,ts  

ce  qui  e s t  l a  cond i t i on  C 
[a,ti] ( 6 1 )  

Il r e s t e  à montrer  que, n  e t  j é t a n t  f i x é s ,  il e x i s t e  une 

s i n  u propor t ion  p > O de j-uples ( t 1 , . . . t .  pour l e s q u e l s  -du 3 0. 
1 J -. 

Il  s u f f i t  de  c h o i s i r  el a s  

1 
p = p a r  exemple. 

sez p e t i t  pour que l e  r é s u l t a t  s o i t  t r i v i a l  avec 



4') Les conditions (a) et (b) sont vérifiées. 

. (b) découle de la formule (F3) 

. (a) . 11 suffit de reprendre la démonstration faite à la 

proposition 5 (condition (a)) pour constater qu'il est possible lorsque 

t E [a,bJ de remplacer A (t) par une constante ne dépendant que de [a,b]. 
1 

Par ailleurs Kr(x.t) est Lipschitzienne en t uniformément par 

rapport à x. En effet ( [ 7 ]  p. 84) : 

SUP Ief(t)I ,< c[2(i+l)~~'* , c constante . 
t €IR 

Par consEquent la proposition 3,I s'applique. 

C o n o ~ a i k e . -  Sous les hypothèses de la proposition 6, une conditiqn 

nécessaire et suffisante pour que l'on ait à la fois : 
A 

V f E  
P.Co A 

S ~ P  Ifn(t) - f(t)l -O et EL sup In(t) - f(t)/l - 0  
.te ra,b~ t~ [a,bI 

est que l'on ait : JrO Log n- O . 

I I .4 .  - Conuengence pkeaque complète unidome AU R . - 

DémomZtaLLon. - Le j ième polynôme d'Hermite peut s'écrire 

(1121 p. 306) : 

1 d'où , pour ( t l  2 2 : 

1 Donc, pour 1 tl b - . 
2 .  

2 1 ej(t)I s (2' . j! . n1/2)-1/2 (zel t l  )j e-t I2 



c a r  (2' j! n 1/2)-112 ( 2 e ) j  - O 

Alors  : 

Puisque e i ( t )  - O , E > O é t a n t  donné, il e x i s t e  A > O 

1 t l - t i . m  
i 
u 

t e l  que : Itl 5 A => 2 1 l e i ( t ) l  s ~ / 2  . 
i =O 

Posons : 

Pour ItJ > r ( n )  : 

Soi t  B > O t e l  que, pour It( > B , on a i t  : 

Alors ,  pour (tl > B : I n ( t ) l  6 2 c e - t2 /4  

s o i t  c > O t e l  que, pour Itl i c : 2 c e -t2/4 < E / Z  . 

S o i t  n o ( € )  t e l  que,  pour n 3 n o ( € )  : r ( n )  5 m a x ( A , ~ , ~ )  . 
Alors ,  pour  n 5 n o ( € ) ,  on a : 

A 

I S  ( t) l  \< E , dès  que lt/ > r ( n )  , n 



P i r o p o d ~ ~ n  7.-  S o i t  l ' ensemble  des d e n s i t é s  d é f i n i e s  e t  bornées 

s u r  R ,  dont l e  développement en s é r i e  de fonc t ions  d'Hermite c w v c r g e  uni for -  

mément v e r s  f ( t ) .  A lo r s  une cond i t i on  s u f f i s a n t e  pour que : 
A P. Co 

sup l f n ( t )  - f ( t ) l  - 0 e s t  que l ' o n  a i t  : - ( )  L O ~  n  - O . 
t elR n 

1') Nous u t i l i s e r o n s  1 ' i n é g a l i t é  de Hoeffding ( [14] p. 58) donnée 

QJ 

au  lemme 5 ,  1, où l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  Y i  ( t )  se ron t  majorées p a r  

2  " n 2 c  r ( n )  ( a v e c :  c = s u p  l e : ( x ) I )  e t  où 

D ~ n s  ces  cond i t i ons ,  on o b t i e n t  pour n  a s sez  grand : 

avec P, indépendant de t .  

A P Co 

2 O  ) 11 s u f f i t  de démontrer que : sup  1 sn (t  ) 1 --+ O . O r  
tsR 

d ' ap rè s  l e  l e m e  6 ,  pour  n  assez  grand : 

Considérons l e s  nombres ti d é f i n i s  p a r  : 

S o i t  t E [- r ( n ) ,  + r(n)]  . Il e x i s t e  i E 1 2 , .  4 1 t e l  

que t .  ,< t ,< t 
i+ 1 

. Dans ces  c o n d i t i o n s ,  puisque Kr(x , t )  e s t  L ipsch i t z i enne  
1 

2 en t a ' o r d r e  1 e t  de cons t an te  C r : 



Donc : 

Pour n assez grand : 

la dernière inégalité découlant du 1 ) . 

Finalement, on a : 

où B ne dépend pas de n. D'où le résultat. 

Rempue.-  on peut également montrer, comme au lemme 8, 1, 

que - r(n) Log n -+ O est une condition suffisante pour que 
n 

~[sup ~<(t) - f(t) 11 --+ O , sous les hypothèses de la proposition 7. 
t€lR 
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