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INTRODUCTION

L'estimation de la densité a été 1'objet de nombreux travaux depuis
1'article de ROSENBLATT [i] (1956) qui définissait la méthode du noyau. En
1962, CENCOV [{] proposait une autre méthode d'estimation de la densité,
la méthode des fonctions orthogonales, et depuis les deux méthodes se sont
développées séparément, la premiére &tant cependant plus étudiée que la
seconde.

Pour la méthode du noyau, aprés ROSENBLATT, des conditions suffisantes
de convergence uniforme presque siire sur R et R" ont été données ; voir
par exemple [18], [19]. Tout récemment, Mme BERTRAND-RETALi et M. GEFFROY [20]
ont obtenu une condition nécessaire et suffisante de convergence uniforme
presque compléte avec des hypothéses trés faibles sur le noyau. Pour des con-
ditions nécessaires et suffisantes de convergence, on peut voir également [16].

La méthode des fonctions orthogonales, aprés CENéOV, fut étudiée
par S.C. SCHWARZ Eﬂ (1967) dans le cas d'une base hilbertienne de LZ(R)
formée par les fonctiohs d'Hermite, alors que KRONMAL et TARTER Dﬂ (1968)
s'intéressaient au cas des fonctions trigonométriques. Enfin en 1969, des
conditions suffisantes de convergence uniforme en moyenne quadratique et
uniforme presque sfire ont &té données par D. BOSQ [j] dans le cas le plus
général.

Le point de départ de cette thése est un ensemble de résultats obtenus
par D. BOSQ dans le cas dés fonctions trigonométriques. Nous avons d'abord
étendu ces résultats au cas des fonctions d'Hermite, puis nous les avons
g€néralisés., .

Au chapitre I, nous définissons une classe d'estimateurs de la

densité qui contient les estimateurs obtenus par la méthode du noyau et ceux




IT

obtenus par la méthode des fonctions orthogonales *. Nous donnons ensuite
pour cette classe d'estimateurs dans le cas le plus général des conditions
nécessaires et suffisantes de convergence simple en moyenne d'ordre 1 et 2,
simple presque compléte et en moyenne, uniforme presque compléte et en
moyenne uniforme (nous supposons alors que la densité est définie sur un
espace métrique). La démonstration de certaines conditions nécessaires de
convergence (en particulier, les conditions nécessaires de convergence uniforme)
a été grandement facilitée par l'utilisation des résultats établis par
Mme BERTRAND-RETALI et M. GEFFROY dans le cas de la méthode du noyau.

Au chapitre II, nous étudions le cas oli le noyau est positif.
Les résultats du chapitre I sont améliorés. On obtient des conditions néces-
saires et suffisantes de convergence simple en probabilité, simple presque
compléte, uniforme presque compléte et uniforme en probabilité, ces deux
derniéres convergences &tant alors équivalentes. Nous donnons ensuite deux
exemples de noyaux positifs : la méthode du noyau et la mééhode des fonctions
orthogonales avec comme base hilbertienne de mz(u) les fonctions de Haar.

Le chapitre III est consacré 3 1'étude de la méthode des fonctions
orthogonales dans deux cas particuliers importants : le cas d'une densité
appartenant i Lz E1g+1ﬂ, muni du systéme des fonctions trigonométriques et
celuid'une densité appartenant & mZGR), muni de la base hilbertienne formée
par les fonctions d'Hermite. Nous donnons notamment une démonstration de la
condition nécessaire de convergence simple en probabilité &tablie par D. BOSQ

pour les fonctions trigonométriques, démonstration qui s'adapte trés facilement

au cas des fonctions d'Hermite.
——— 1

(¥) Nous avons tout récemment découvert un article de A. FOLDES et P. REVESZ

[15] (1974) ol une classe analogue d'estimateurs de la densité est définie.
Cependant ceux-ci ne donnent que des conditions suffisantes de convergence
uniforme presque sfire sur un intervalle compact de R, et méme sur ce point

nos résultats sont obtenus avec des hypoth&ses plus faibles.




CHAPITRE 1

DEFINITION D'UNE CLASSE D'ESTIMATEURS DE LA DENSITE.
CONDITIONS NECESSATRES ET SUFFISANTES DE CONVERGENCE DANS
LE CAS GENERAL.

I - METHODES CLASSTQUES D'ESTIMATION DE LA DENSITE.-

I.1. - Position du probleme.

Soient (Q,A,P) un espace probabilisé, (E,B,u) un espace mesuré,
et X une variable aléatoire définie sur (Q,A), & valeurs dans (E,B), dont

dp

la loi Py admet une densité Tﬁ% par rapport & U :

(2,A,P) =%~ (&,B)

Désignons par Du l'ensemble de toutes les densités de probabilité

par rapport & u et par D un sous—-ensemble de Du . Soit (X1""’Xn)
un échantillon de taille n de la variable aléatoire X. Sachant que la

dr
densité X que l'on veut estimer appartient & D, on se propose de

du

trouver des estimateurs de cette densité qui convergent, suivant des modes que
nous préciserons plus loin, lorsque la taille n de 1'dchantillon augmente

indéfiniment.

1.2, - Méthodes classdiques.

Deux grandes méthodes ont été développées pour estimer une densité

de probabilité : la méthode du noyau et la méthode des fonctions orthogonales.

On suppose que E est un espace vectoriel sur ®. On se donne

une application K de E dans R , une suite (hn) de nombres strictement




positifs tendant vers zéro, et on prend comme estimateur de la densité

A(K) ‘ 1 n t - X-(w)
£ (t,w) = } K——L—), teE,uen
0 nh j=1 B

En général, on choisit comme fonction K une densité de

probabilité. Cette méthode a &té introduite par Rosenblatt [1] en 1956.

ap

On suppose que la densité -—= appartient 2 Lg(u), et on désigne
du
par (ek)kEI une base hilbertienne de L (p). On se donne une suite d'entiers

a(n) tendant vers 1'infini et on prend comme estimateur de la densité

- a(n) -
fn(t,w) = .2 ak.n(w) ek‘(t) ,t€E , weQn
1= 1 1
- ;B
avec : & . = H'.z ek.(Xj) .
1 =1 1
Si L2(u) est séparable, on prendra k, = i (1i=1,2,...,a(n)).

Nous nous placerons dans ce cas dans toute la suite. Cette méthode fut

introduite par Cencov [4] en 1962.

IT - DEFINITION D'UNE CLASSE D'ESTIMATEURS DE LA DENSITE.-

. e e e . +
Soit I wune partie infinie et non bornée de R . On se donne une
famille (Kr(x,t), re€ I) de fonctions réelles mesurables & deux variables
(x,t) € E°. On associe 8 cette famille une suite d'estimateurs de la densité

définie de la fagon suivante :

_1
f].'l(t,) B n

N

Kr(n) (Xj,t) ,teE

J=1

~

ol r(n) eI et r(n) > + =,

Cette classe d'estimateurs contient les estimateurs obtenus par la

méthode du noyau et ceux obtenus par la méthode des fonctions orthogonales.




En effet

- La méthode du noyau correspond au choix d'une fonction K &

une variable avec
+
Kr(x,t) =r K[f(t—xi], reR

ol 1l'on suppose que E est un espace vectoriel sur R. Il suffit alors de

poser h = pour retrouver l'estimateur par la méthode du noyau.

r(n)
- La méthode des fonctions orthogonales correspond au choix
r

Kr(x,t) = iZo ei(x) ei(t) , relN , (x,t) € E

2

ol les e, forment une base hilbertienne de L2(u) supposé séparable.

Comme nous l'avons indiqué dans l'introduction, nous avons tout
récemment découvert un article de A. FSldes et P. Révész Bg (1974) ol une
classe analogue d'estimateurs est également définie. Ceux~ci obtiennent des
conditions suffisantes de convergence uniforme presque sfire sur un intervalle
compact de [R. Nous verrons que nos résultats sont 4 la fois plus forts
(nouskdonnons des conditions nécessaires et suffisantes de convergence) et
plus généraux (dans le cas de la convergence simple la densité sera définie
sur un espace mesurable gquelcongue, dans le cas de laconvergence uniforme
sur un espace métrique). Rappelons tout d'abord une définition. On dit qu'une
suite (Xn) de variables aléatoires converge presque complétement vers une
variable aléatoire X si

Veso . ) P[IXn - X >e] <+
n

p.c
On notera alors : Xn~——49~+ X . D'aprés le lemme de Borel-Cantelli,
la convergence presque compl&te entraine la convergence presque sure. D'autre

-

part, si F CE, nous dirons que fn converge en moyenne uniforme sur F

vers f si E[ﬁup Ign(t) - f(t)]] — o .
teF nre




Nous supposons dans ce chapitre que le noyau est de signe quelconque.
Nous allons donner pour la classe d'estimateurs que l'on vient de définir des

conditions nécessaires et suffisantes de convergence

- simple en moyenne d'ordre 1 et 2
- simple presque complste et en moyenne
- uniforme presque compléte et en moyenne uniforme (on supposera

alors que E est un espace métrique).

ITT - CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES DE CONVERGENCE DANS LE CAS GENERAL.-

Dans toute la suite, on supposera que la mesure u est non atomique,
et on désignera par o wun nombre strictement positif attaché & la famille

(K (x48), r € I).

T
L'estimateur fn €tant défini par :
£, (t) = = jZ1 Kr(n)(Xj,t) , te€E
on posera : £ (t) = E[rn(t)] = JE Kr(n)(x,t) £(x) du(x)
et : Sn(t) = fn(t) - fn(t)
ITI.1. - Convengence simple en moyenne d'ondre p(p = 1,2).
Lemme 1.- Soit FC E , avec O < u(F) < + ». Soit (Br)reI une
famille de parties de F telle que : u(Br) =L , au moins pour r assez
n ra
grand. Posons : E = (\ [X. ¢ B_, \]. Si la loi commune des X. admet
no oLy Y r(n) J
pour densité f = S . 1F et s'il existe B > 0 et NO partie infinie
u(F) k
* r(n))®
de N tels que 2 B pour ne N, alors, pour n assez grand
n

2
dans No : P(En) 2 exp[— —'——-—-J .
B u(F)




Démonstation.- I1 existe n, € N tel que, pour n > n

n

p =P(E) = (1 -— !
nooon p(F) (r(n))®

1 1
n Log [1 - )
w(F)  (r(n))®

Log pn

Il existe n, > n, tel que pour n > n

2 1 2 ¢

1 2
LOg 1 - —“‘—'—'-"':J > = ————————
L p(F)(r(n)* u(F)(r(n))*

Donc, pour n assez grand dans No

2 n 2
Logp_ 2 - 2 -
n u(F) (r(n))® 8 u(F)
2
et : b 2 exp |- '—"_'1
n ; 8 u(F)

Lemme Z.- Les hypothdses étant celles du lemme 1, soit to € F.

On suppose que : K (x,t ) du(x) —— 1 Alors
r(n) )
F n->+ow

E[lg,(t ) - f(to)l]‘.‘—::* 0 => E[z (¢t ) | B] — o0
: nel

Démonsthation. -

1°) Les hypothéses entrafnent que :

T = gle = -1 _—

£.(t,) = B[g (s )] = JF Ke(n) (%st) e du(x) e £(t)
done B[2f(¢ )] - B[e (¢ )] — (s,) (1)
Comme : E[];n(to) - f(to)|] —> 0 , on a aussi

e[|z (s )|~ £(¢ J] — o
soit E[;';(to)] + E[E;(to)] — £(t ) (2)

De (1) et (2), on déauit que : E[f (¢ )] — 0




2°) On suppose que n € No. Alors :

g # E -
o - " -
E[f(t)]E']=If(t)dPn= f f (t ) dp
0o i e p(E)Jg B ©
n n
car P(En) >0 d'eprés le lemme 1.
_J%__
; -~ BtY) oo
Alors : E(f,(t) | B) se E(r (t.)]
fie s P 1 S o
d'old : Blr (t)) | E] —— 0 a'aprés 1e 1°) .
oo
nel
o
Soit FC E. On dira que la condition CF(to) est vérifiée s'il

existe une famille (Br) de parties de F et un nombre réel £ > 0 tels

rel
que, pour r assez grand, u(B ) = 1 et I K (x,t )au(x) = 6, od & est
r o iy )

r
; i) »
un nombre réel strictement positif.

Lemme 3.- Soient FCTE , avec 0 < p(F) < + w et PR oy S

u(F)
Si les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) il existe t, € F tel que la condition CF(tO) soit vérifiée.
(b) 1'intégrale J Kr(x,to) du(x) existe et tend vers 1 lorsque
F

r >+ o dans I.

g o
alors : E[lfn(to) - f(to)|] —_— 0 => LE&EQ)—--—» A
n
Démonsthation. -

1°) Soit g, la densité de la loi de Xj conditionnée par En

Elle s'éerit

(r(n))®
g (x) = iedi (x)
nt p(F)(£(n))%-2 P Batn) K |

Alors :

- ; B
E[fn(to> | En] EEH j£1 Kr(n)(xj’ to) | En]

E[Kr(n)(XP 1Jo) | En]

i .
(r(n)) K (n)(x,to) du(x)

u(F)(r(n))*-2 jF By r




Les conditions (a) et (b) donnent, pour n assez grand :

[ mmytnty) a2 s
r{n) 5
. Kr(n)(x’to) du(x) < 1 + E

ol 1'on peut supposer que § € 10,1[_.

)
Alors J K (x,t ) du(x) £ 1 - —
F\B r(n) © 2
r(n
et : E[f (t ) | E] s (r(n)) (1--)
n' o n a
u(F)(r(n))"- £ 2
o é
Pour n assez grand : (r(n)) Z 1T+~
2
(r(n))% ——
u(F)
[ae) [ 8] « = (1 - &
D'ol : E[f (t )| E] ¢ (1 - =)
n o] I ]J(F) )4
) .
2°) si ingll—-—f* 0 , il existe B > O et une sous-suite
n } ‘ e
(r(n, ))* (r(n ))® _ - P
( . )keN telle que : Vk ¢ N e 3> B . Puisque fn(to) — f(to),
on g aussi f_ (t ) =, £(t ), et également : £ (t) £, f(t ) opuisque
n o ) n o o
£(t_) > O . Appliquons alors 1'indgalité de Markov § ¢ (t.) . Soit
. ,
1 - 6°/8 1
Yy e s, .
u(F) u(F)

Alors :

“+ . 1 ot
P[fnk(to) >y | En;] < ; E[fnk(to) | Enk]

1 -~ o
= (E[fnk(to) [ Enk‘_] + EEfnk(to) | Enk]J

D'aprés le lemme 2 , pour k assez grand :
2

E;—(t) E §
[nk o | nk] <8u(F)




. 2
4+ 1 § :
D'oll PIf (t)>y |E ] s—— (1-2) <4
[nk © Y u(F) 8
“+ - _ o+ 1 _
Or : fnk(to) sy = f(to) £ (t)) 2 o
Donc :
“ , :
Pl (£ ) - £t )} = ~v] 2P[E(t ) - £ ()3 - v]
U nk o] (o] , U(F) ] [ (o] nk (o] U(F)
> P[f;k(to) $ v
2 P[<f;k(to> <v) 0]

~4
P[Enk] P[fnk(to) v | Enk]

1\

y u(F)
. . . g o+
et cecl contredit la convergence simple en probabilité de fn vers
: k

-~

f

- 5
e Bu(F) [1-—~J——-'(1 - é—i] >0
8

au point to, donc la convergence en moyenne de fn vers f au point to .

Lemme 4.- Si les conditions suivantes sont remplies :

1°) f est bornée

2°) VtekE 3 B(t) tel que, pour r assez grand :

JE [K_(x,£)]% au(x) € B(t) .

alors : iiilﬁlg.__+ 0 ===> 02 én(t) — 0
n
Démonbtnatioh.-
-~ - - n
S,(8) = 1, (¢) - E[g (¢)] =1 321 (K, () (X:58) - JE Kp(n)(6t) £(x) au(x)]
o2 §n(t) < % E[:(Kr(n)(x1 ,t))2]
. MJ (K, (x,6))2 an(x) M = sup [£(t)]
S g ()t | teE

B() @)

n

"
=




On peut alors énoncer :

Proposiiion 1.- Soit D 1'ensemble des densités définies sur

E qui sont bornées et pour lesquelles 1'intégrale f Kr(x,t) f(x) du(x)
E
existe et admet une limite lorsque r + + » dans I et cela pour tout

t € E. On note cette limite f£(t). Si les conditions suivantes sont satisfaites
1°)Vtew 3 B(t) tel que, pour r assez grand :

J [Kr(x,t)]2 du(x) ¢ B(t) . r°
E

2°) i1 existe FC E , avec O < u(F) < + » tel que

u(F)
3°) il existe t_ e F tel que :

a) J Kr(x,to) du(x) existe et tend vers 1 lorsque r - +
F

dans I.

b) la condition Cp(t ) est vérifige

F

alors les trois propriétés suivantes sont &quivalentes

(2ol
n
(2)Vren Ytesn &£ (s)-Ft)]]+o0

(3)Vren, YteE, E[(En(t) - I“(t))2 >0

Demons thation. -

(1) ==> (3) . De 1'égalité : (£,(+) - F(£))2 = (5_() + £ (1) - F(s))?

on tire : E [[En(t) —_%(t)]?]-= o2 gn(t) + (fn(t) - E‘(t))2 . D'oll le résultat,

compte tenu du lemme 4 et de la définition de D .

H

(3) ==> (2) C'est une conséquence immédiate de 1'inégalité de Schwarz.

(2) ==> (1) d'aprés le lemme 3.
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111.2. - Convengence simple presque complite et en moyenne d'ondre p (p =

Lgmmg'5.- Si les conditions suivantes sont remplies

1°}) f est borrée

2°) L'intégrale j Kr(x,t)f(x)du(x) existe et admet une limite,
notée %(t), lorsque r > + wE dans I, et cela pour tout t € E.

3°) Pour tout t e E, il existe A1(t) >0 et B(t) tels que,

pour r assez grand :

(a) Vxe&E, |Kr(x,t)| < A1(t)r

) [ [Pt < 200
E

alors, si r(n) vérifie la condition : V’B > 0, Z exp[} B —~—£——a] < +
- p.co _ n (r(n))
ona:Vte E, f (t) —— rf(1r).
n
- p.c_
Démonstration.- I1 suffit de montrer que Sn(t) — 0
- - n '
ou 8 (t) =1 () - £ ()= 7] an(t) avec ¢
J=1
1
Y. (t) == |K X.,t)-E(K X.,t .
() = L ) (080, ) (5, ,60)]
Nous allons utiliser 1'inégalité suivante, de Hoeffding ([1%] p. 5
€ 02 b
P[S > ne] < exp[— n— ((1+ =)Log(1 + 2%) - 1)]
n 2
b be a
, n
pour O < g < b, avec : Sn = kZ1 Xk’ ol les Xk sont indépendantes,
2 _1 ¢ 2
centrées et majorées par b, et o¢" =— ) E(Xk).
n k=1

v
Posons : Y (¢) =p v. (t)

Alors

<

(t)

in Kr(n)(Xj’t) - JE Kr(n)(x,t)f(x)dp(x)

1,2).

8)
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N ,
Les variables aléatoires an(t) sont indépendantes, centrées et

majorées par 2A1(t)(r(n))a.

La fonction h(u) = (1+u)Log(1 + l) - 1 est strictement positive
u

et décroissante sur ]O,+w[. Par conséquent, puisque

IQ

]

X

I__l

N~

=
=

2

be 24 (t)(r(n))* n

2
o u j (K, (y (60800 Pau(x) ¢ HBLE)
be 24, (t)(r(n))% Jg TP 24, (t).e
avec : M = sup f(x)
xeE
on a 1'inégalité
2 b M B(t) 2A1(t)€
{1 +‘g-)Log(1 + —g) - 13 (1 + ) Log(1 + ) = 1=p(t) >0
be o 2A, (t)e M B(t)

Alors

P[én(t) 3¢l = Pl:én(t) > ne] s exp[- olt).

d'ol le résultat.

Lemme 6.~ (Komogonov).

Soient (Ui) des variables al@atoires indépendantes, centrées, telles

2 _ 2, _ 2
que IUiI £d <+ o, On pose : s, =08 =o0 (U1 + ...+ Uh).
xd 1 2
Soit x tel que : w = == < et A =% 512.
2 2
s 256 s
n n
Alors
- 1 x2
P[Sn > x:I > exp[__- g;-g- (1 + 36)]
n

ol : ¢ = max(32(£95—l)1/2,6hw1/2).
A
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Démonstration.~ Moran Eﬂ, pages 378-38k,

Proposition 2.- Sous les hypothéses de la Proposition 1 et si de plus

(a) V t ¢ E,:} A1(t) > 0 tel que, pour r assez grand :
Y x ¢ E, ]Kr(x,t)[ < A](t)ra

(b) i1 existe £ e D et A2(t) "tels que, pour r assez grand :

0 < A, (t)r% < EfO[ZKr(X1,t))E]

alors les troils propriétés suivantes sont équivalentes

(1) VBg>o, Zexp[}s———n—l<+m

n (r(n))®
- p.c_ _ - _
(2)VreDd, VtekE f(t)—>7F(t) et E[lr (t) - £(t)]] — O
. ~ p.c _ ~ - 2
(3)Vred, VtekE f£(t)—>F¢) et E[(f(t)~(t))] — o.
Demonsthation. -
(1) => (3). De 1'égalité : (;n(t) - F(1))° = (én(t) + £ (t) - £(t))?

on tire immédiatement :

Bl(r,(+) - F6)?%] = o%8_(¢) + (£ (t) - B(x))?

et le lemme 4 entraine la convergence en moyenne quadratique de l'estimateur.

D'autre part, la convergence presque compléte résulte du lemme 5.

. (3) => (2). C'est une conséquence immédiate de 1'inégalité de Schwarz.
. (r(n))®
. (2) => (1). La convergence en moyenne impligue e e 0.
v " n

Ceci va nous permettre d'appliquer le lemme 6. On suppose que la
loi commune des X, est la loi de densité fo. D'aprés ce qui précéde, il

existe pour t fix€ un nombre positif a tel que, pour n assez grand,

2
s
n

> a, (ol s° =0°S (t)).
2564 n n
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Soit alors x € ]O,a[, Pour n assez grand, on aura bien

W o< et A > 512 (puisque si —> 0). On en déduit

256

P[:gn(t) > x] > exp[— b x° -—-P———(]L-]
(r(n))

ol b est une constante.

Finalement, la convergence presque compléte implique

2 n

Eexp[-bx C};]<+°°, xe]O,a[

n (r(n))

et ceci entraine 1la condition (1).

IT1.3. - Convengence en moyenne uniforme et uniforme presque compldie.-

Nous supposons maintenant que E est un espace métrique muni

de sa tribu borélienne, et que KX _(x,t) est Lipschitzienne en t, d'ordre vy

_
et de constante C r™ (C constante > O , m fixe 3 0), uniformément

par rapport & x € E.

Soit E1 un sous—espace totalement borné de E.

. . * .
Nous dirons que la fonction f : I —> N est de type (RE ) si,
1

pour tout r € I, il existe un recouvrement de E, par P r) boules de
1

rayon plus petit ou égal a . Alors nous dirons que le sous-espace

1

g

r

totalement borné E, de E vérifie la condition (C) (resp. (C')) s'il est

possible de trouver une fonction  de type (R

N <

E1) telle que

r(n))*

Logn—-——+0===>\/8>0,:,D[r(n)]exp[—-s L ] -+ 0
i (r n))a n-~>+o

(resp. (z(n)) Logn — 0 ==>Y g >0, y \ﬂ[r(n)] exp[— B (——E—)-;-O-L—] < + )
n r(n

Remarque.- Les conditions (C) et (C') sont en particulier satisfaites

]

lorsque E =R et E1 est une partie bornée de RS. On a alors

Kr(n)) = Eﬂz'(n)) Y s] , ol K est une constante.




Lemme 7.- Soit E1 un sous—espace totalement borné de E
vérifiant 0 < u(E1) < + © et satisfaisant & la condition (C') . Si de plus

les conditions suivantes sont vérifides :
1°) f est bornée sur E

2°) L'intégrale J Kr(x,t) f(x) du(x) tend vers f(t) uniformément
E

sur E._.
3°) I1 existe des constantes A1 et B, qui ne dépendent que de

E1 s telles que, pour r assez grand et t € E1

(a) Vxec&E , lKr(x,t)] < A1 >

(b) J (Kr(x,t))2 du(x) ¢ B r®
E

O - p.c
alors iziﬂjl—'Log n — 0 ===> sup If (t) - f(t)| —= 0 .
n teE1 n :
- p.c_
Demons tration.- Il suffit de montrer que : sup s (t)] —= 0
telE n
1
puisque : mm|f$t)—f&)l£sq>lsﬁtﬂ +sm>lfdt)-fﬁ)|, et
teE1 teE1 teE1
que la condition 2°) entraine que : sup lfn(t) - f(t)] — 0
telE
1

Soit J(r) 1la fonction dont l'existence est assurée par la condition

(C') et (r(n)) une suite d'entiers tendant vers 1'infini telle que

a
-(—I;LI.I_)_z_LOgn—-—.)O.
Soit (B(tk)), k=1, 2,..0(r(n)) , un recouvrement de E, par

ﬁ(r(n)) boules de centres tk (k =1, 2, .. ﬂ(r(n)) et de rayon < ! —T -

o —

(r(n)) Y
Soit t € E,. Alors il existe k e {1,2,..., $(r(n))} tel que ¢t e B(tk).

Dans ces conditions
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'E{r(n)(Xj ,‘t) - Kr(n)(xj’tk)
- fE (K, g (658) = K (et ) £(x) au(x)]

Kr(x,t) est Lipschitzienne en t d'ordre y et de constante C r". Donc :

[5,(6) = 8 ()] £ 2¢ (r@N™ [ale,5,)]"

£ 2¢C (r(n))" x 1 = £C

(r(n))™'  r(n)

Alors :

sup |S_(t)] < sup |s (£, )] +

teE, n 1skgd(r(n))

et, pour n assez grand :

P s (t)| >n] P s (t.)] 32
[izi [s_(t)| > n] Eskiﬁ)r(n)) s (t,)] 2]
J(r(n)) R
s ) Pls (e )] 2 7
k=1

< 2 ¥(r(n)) exp[- B ér—ll-—

ol B est une constante, d'aprds le lemme 5 et compte tenu des hypothdses

(a) et (b) du 3°).
La condition (C') nous permet alors de conclure.

Lemme §.- Sous les hypothéses du lemme T, ol la condition (C')

est remplacée par la condition (C)

u -~
ingll—'Log n— 0 ==>E[sup |f (t) - £(t)|]] — O
n teE, !

Démonstration.~ 1I1 suffit de montrer que : E[sup ISn(t)|] — 0 .
tek
1

Utilisons 1'inégalité ([9] p. 158)




iE..LX_L_____a'.SP[le > a;'

sup|X|
Puisque : sup Ié(t”
teg, ™
1
E[éup
teE1

s a>20

teE1

<2 A, (r(a))®, on a, pour tout € > O :

s, (6)]] < 2 &, (x(n)® Plsup | s (t)] > €] +e

Or, on a démontré au lemme précédent 1'inégalité :

P[sup Ién(t) >e] s 2 {¢[r(n)] exp[- 8 —F—

teE1

Donc :

E[éup I gn(t)lj £4h A1 (r

teE1

(r(n))

(n)* P[r(n)] exp[- 8

a] s B constante positive

n
(r(n)®
a

(x(

Or, on montre facilement que la condition *E—Ell— Log n — 0

entralne :

Vi8>0, (r(n) exp[~ 8

(r(n)

(C), donne par multiplication :

a .
(—I'.LEIJ'LLOgn"—'*0=>VB>O

n

Alors, pour n assez grand :

E[%up | gn(t)lj

teE1

ce qui entraine le résultat.

Désignons par k(n)

€

la partie entiére de

» (r(0)% Pr(n)] exp[- 8

. Ceci, joint & la condition

n
———] —s o
(r(n &]

(r(n))*. Soit Ve E,

avec 0 < u(V) < + =, Une suite de partitions de V R (Pn(v))new , Vérifie
la propriété (Po) si Pn(V) est composée de k(n) parties
B . (t =1,...,k(n)) de mesures toutes égales (u(B ) = u(¥) s t = 1,2,...,k(n))
n,t n,t
Xk(n)

Une telle suite de partitions de V #&tant choisie, soit 61 >0

Nous dirons que le Jj-uple d'entiers (t1, . ,tj), ol
1 g t1 < bl < tj € k(n), vérifie la condition CV(GT) si
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J
s=1 s

pour un & convenablement choisi dans V.

Proposition 3.- Soit F un sous—espace totalement borné de E
vérifiant la condition (C) et tel que : O < p(F) < + ». Soit DF 1'ensemble
des densitées définies et bornées sur E telles que JE Kr(x,t) £(x) du(x)
existe et tend vers f(t) lorsque r > + o dans I, uniformément par rapport

d t e F. 81 de plus les conditions suivantes sont satisfaites

1°) I1 existe E123 F , avec u(E1) < + o, tel que .
u(E,) 1

2°) Il existe E2c: F , de mesure arbitrairement petite mais
strictement positive, tel que, pour r assez grand :
Veer, , | K (x,t) du(x)| s L
2 : r 1
By

ol L, est une constante qui ne dépend que de E

1 2’

3°) Une suite de partitions de E2 vérifiant (PO) étant choisie,

1l existe 61 > 0 tel que pour ¢ e.]O,1[ » N assez grand et J vérifiant

1

) est satisfaite est plus grande qu'un

15 J <€ k(n), la proportion de j-uples (t1,...,tj) (15t <...<tjsk(n))

pour lesquels la condition Cy (61
2
certain nombre p > O , indépendant de n, € et j.

4°) I1 existe des constantes A1 >0, et B, qui ne dépendent

que de F, telles que, pour r assez grand et pour tout t € F :

(a) Vxe&E EL(x8)] 5 A, o,

(b) J (K (x,t))2 au(x) ¢ B r®
g T

alors une condition nécessaire et suffisante pour que

- a
Ve g > E[sup Ifn(t) - £(t)]] — 0 est que 1'on ait : SEiEll—-Log n—0 .
" n

teF




Demonsitration. -

- La condition suffisante a été démontrée au lemme 8.
- Pour démontrer la condition nécessaire, nous aurons besoin de
deux lemmes établis par M, GEFFROY et Mme BERTRAND-RETALI pour la méthode

s
du noyau dans le cas ol E =R [Zﬂ. Avant d'énoncer ces lemmes, nous

a
allons fixer les notations. On suppose que £115Q2-Log n 4 0. Cela
n
s . . (r(n))* *
signifie qu'il existe B > O tel que : -—*—TIogn > R >0 pour ne NC WU,
n \
~ . . .. * . ~ :
cu N est une partie infinie de N . Soit fo = ! . 1E . D'aprés la
u(E,) 1 |
condition 2°), il existe E2<: F tel que i
u(E,) g |
0x< < min(1, =). Soit v_ le nombre de points de (X.,...,X ) qui 1
n 1 n ‘
u(z,) ! |
appartiennent & E,. Choisissons deux nombres p' et p" tels que ;
u(E,) i
0 < p' < < p" < 1
' u(E,)
et appelons A 1'événement
Vn
= 1] —_ 1"
An {p < < p }
n
v n uw(E,)
Puisque : —= = 1 ) 15 o X, B 2_ - Ef g o X1) |
n n j=1 "o I u(E,) o 2 ;

est la suite de partitions de E2 choisie au

3t = 1,2,...,k(n)}, nemM. Soit J_ 1le
,t n

nely

o ) =
3°), posons : Pn(E2) {Bn

nombre de parties Bn N qui ne contiennent aucun point de' 1'échantillon.
b

Dans ces conditions

Lemme 9 (Mme Berntrand-Rétaldl et M. Gedgroy) .-

Ve>0, 1im P, [1cJ <ek(n)] =1.
f n
n>+« o
nelN




Démonstration, -

a) lim B [Jn

nrw o
nelN

> 1] = 1.

Appelons Vn(t),
ce qu'aucun point X1,.. o X

ne tombe sur Bn

te {1,2,...,k(n)},

_‘19_

1'événement qui consiste en

>t
k(n)
Alors Pfo[Jn x 1] = Pfo [1;&:)1 v ()]
k(n) k(n) |
d'olt P 0, =0 =pr, [N Ve < TT P. (V_(%)).
o o t=1 t=1 o}
La derniére inégalité découle du fait que
t-1
133?0[\711(*5)]‘]‘(31 v (3] < Pfo[Vn(t)] t = 2,...,k(n)
. 1
Puisque f = 1., on a
° u(E,) E
u(E,)
P [V(E)]=1-(1-—2" x 10
fo m u(E,) k(n)
U(E ) 1 k( )
Donc : P.[J =0] ¢« [1-(1- 2 )
AR w(E,)  k(n) :
uw(E,)
- Log P, [J_=0] » - k(n)Log[1 - (1 - —2— x —1)7]
0 u(E1) k(n)
u(E,)
- Log P [J =0] > k(n)(1 - 2 x 1ym
o w(E)  k(n)
u(E,) 1
Log [~Log Po (Jn = 0)] » Log k(n) + n Log[1 - x ]
o , U(E1) k(n)
Soit n_ e N tel que : n 2 n_  entraine




(r(n))"

n
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u(E,) u(E,)
Log[1 - —2— x —. I1> -2 —2
W(E,)  k(n) w(E)  k(n)
Alors, pour n > nO :
[tog B, [1, = 61] > Tog ki) - 2 2
Log|-Log P_, [J_ =0 > Log k(n) - 2 x
oo u(E,)  k(n)

Compte tenu de : k(n) > (r(n))* - 1, 1'inégalité

Log n > B entraine : Logn > B/2 pour n > n, et n e N.

D'ou, pour n assez grand dans N :

u(E,)
Log[-Log P (g =0)] > Log(-B—) + Log n - Loglog n -2 e 42 Log n
n
o 2 u(E1) B
u(E2)
= [1 - b ——= + 0(1)]Log n.
u(E1)-B

n, donc

On a :

D'aprés le choix de E cette expression tend vers 1l'infini avec

2,

1im Log[-Log P, [0 =0]] =+
n->+oo fs) n
neN
d'odl : 1im P_ [J_ =0] =0
15 fo n
nelN
et :lim P_[J 32 1] = 1
Yibebco fo n
neN

b) Ve >0, lim P. [J, <ek(n)] =
n->o o
neN

—_
.

Soit Et la variable aléatoire indicatrice de Vn(t).
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u(E,)
2 1
Ple, =1 = (1 - x )7,
u(E))  k(n)
k(n)
] . —
D'autre part : Jn = 2 gt
t=1
u(E,)
2 1
E. [7] = k(n)E, (£ ) = k(n)(1 - x )?
o | u(E)  k(n)
o
Mais (r(n))” |, o, — k@ , 4
n n
J u(E,)
donc : E, (-2) = (1 - —-—-——-——g————)n > 0.
ok, u(E1)k(n)
Jn
Puisque : O g £ 1, 1la relation précédente entraine
k(n)
Jn
— 2, 0, c'est-d-dire :
k(n)

V€>O, Pfo[Jn<€k(n)]—;1:>—+;—'>1

et le lemme 9 est démontré.

Soit j e {1,2,...,k(n)} et des entiers tise

"tj tels que
Soit Vn(t1,...,tj) 1'événement consistant en ce que chacune des
parties B 4 (t = t1,...,tj) soit vide, tandis que chacune des parties
H)

Bn g0t ¢ {t1,...,tj} ~contient au moins un point de 1'&chantillon. On a
2 .

alors

C

vV (t tl).

{Jn n'1*"° J

toyee.,t,
1 J
1st1<...<tjsk(n)

Soit e > 0 et soit an 1'événement
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On peut &crire

ol [; k(n)] désigne la partie entidre de ¢ k(n).
Soit v un entier tel que
[o'n] + 1 ¢ v g p"n. | (1)
Alors

Lemme 10 (Mme Bertrand-Rétali et M. Gefgnoy) .~ La loi de chacune

des variables aléatoires X, (i = 1,...,n) conditionnée par 1'événement

En(v;t1,...,tj) = {vn =y} N vn(t1,...,tj)

est absolument continue et admet pour densité par rapport & u

-~ 1
n-y pour X € E, \ E,
n wE) - u(E,)
*
£(x) = {
J
2 ! — . ! pour Xx € E2 NV Bn &
n 7 - —d U(EE) s=1 ’s
k(n)
\ J |
0 pour x e U Bn N ou xe€ E \E
s=1 " ?7s
Demonstration. -
Par raison de symétrie, les lois conditionnelles de X . » X
. 1 n
sont identiques. Déterminons celle de X1. La définition de Vn(t1’ ’tj)
J
-~ . . Xk .
entraine la nullité de f (x) sur \J Bn ¢ + Calculons les deux premidres
s=1 >"s

déterminations.

1°




a) Premidre détermination.

Soit A un borélien de E, \ E,. Ona :

P, [(x1 es)NET = P. (X
e} e}

| € A).PfO(Enlx1 € A) (2)

Dire que 1'événément : En(v;t1,...,tj)/(X1 € A) est réalisé,

c'est dire que

- v points de X .,Xn sont dans E

2°°° 2
J
- aucun point n'appartient a U Bn "
s=1 s
- au moins un d'entre eux appartient i chaque B pour tout

n,t?
t ¢ {t1,...,tj}.

Sa probabilité est donc indépendante de A, et de (2) nous déduisons ;

Pr [X; € n]E] = C.P, (a) (3)
e} e}

ol C ne dépend pas de A.

Déterminons la valeur de C en prenant : A = E1 \ E2 dans (3).
On a :
P = o7y
¢ X € B VEE]
o n
u(E,)
p.E\VE]=1-—2
f 1 2
o u(E1)
_ u(E,)
d'ol : c =8 !
n u(Ej) -~ u(Eg)
L'égalité :
_ u(E,)
P, [X, e a]E] = 2Y 1 . P (4)
n f
o n U(ET) - u(E2) o)
1
n—
= x x u(a)

nw(E) - u(Ey)
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. n - . . » . . -
montre que la premidre détermination de f (x) est bien celle annoncée.,

b) Deuxiéme détermination.

Seit t' e {1, 2,..., k(n)} \ {t1""’tj}’ et A un borélien

inclus dans B Nous pouvons encore écrire (2), mais 1'é&vénement

n,t'’
En(\);t1,...,tj)/(x1 € A) signifie
- v-1 points de X2""’Xn sontjdans E2,
- aucun d'entre eux n'est dans (\J Bn P
s=1 *“s

~ au moins un d'entre eux se trouve sur chacun des B pour

n,t’

tout t ¢ {t',t1,...,tj}.

La probabilité de cet &vénement ne dépend donc pas de 4, et l'on

?

peut écrire

Pfo[x1 e AlE ] = C'PfO(A) (4)

ol C' est une quantité indépendante de A, ainsi que de t', & cause du

role symétrique joué par les parties Bn g2 b ¢ {t1,...,tj}.
3
Pour déterminer C', prenons A = B 41 dans (L)
L
[ E] [y o] = 0 e
P X, e B E = C'P B = C! X
1 ' '
fO n,t fO n,t U(E ) k(n)

Donnons & t' toutes les valeurs de {1,2,...,k(n)} \ {t1""’tj}

et sommons toutes ces relations

J
Pe Ky e B\ U B [E] = (k(n)-)).c x
0 s=1 S

Mais on voit directement que

J
=
Pr Xy e B\ T
o] s=1 S n
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1 w(E,)
D'od ; ct = e
n 1- ey u(Eg)
v ! 1
et : PfOEX1 € AIE;] = ; 3 e ) u(a)
k(n) MBS
~ * J
d'ou la formule annoncée pour f  sur E2 \ U Bn t
s=1 ’’s

Commengons maintenant la démonstration proprement dite de la
condition nécessaire de la Proposition 3. Cette démonstration se fera en
quatre points (elle est analogue 3 celle réalisde par Mme BERTRAND-RETALI
et M. GEFFROY pour la méthode du noyau [20]).

1°) On peut supposer que le nombre 61 géfini au 3°) appartient

).

a ]0,1[. Soit ¢ tel que : 0 < g < min(l , !
2 12(1+L1)

n &tant fixé, soient j et v qui vérifient les inégalités

15§ <e k(n) (5)

[p'n] + 15 v g p"n. (1)

Soit alors En(v;t1,...,tj) tel que le j-uple (t1,.,.,t.)

J
satisfasse & la condition Cq (61), c'est-d-dire tel qu'il existe £ € E,
2
pour lequel :
U B
s=1 n’ts

Nous allons montrer que, pour n assez grand :

EE;(EHEnhut1,”.,tjﬂ < (1-8) — ,» e 0,1

u(E1)

En effet




E[}n(g)'EA] = E [l ) Kr(n)(XZ’g)IEr;1

n £=1
=ED%()(XPEHEQ
B[ (£)[E] = B« ‘ j
[ o8 [E,] n u(E)) - u(B,) ‘ENE

v 1 1 J
+ - X J
n 1 - —39— u(E2) Eg\kj B
k(n) s=
Er (¢)|g] = — I+ I, - 1]
n n 1 2
w(E,)
avec : I1 = —“¥éz) JE Kr( )(X,E)du(X)
1 1
u(E,)
> umﬂ 1 1= v/n
I, = (— x x —
° n U(EQ) 1 - k(n) 1 -
u(E,)
I:-\iXU(E1)x 1 J K
3 j 3 r(n)
n u(E) 1--—-1—7/9 B
2 k(n) ;;q n’ts
De (5), on tire 1 ¢ L : < =
1 - 1-¢
k(n)

A partir de (1),

Supposons que p'

pour que l'on ait :

- 26 -
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1 - p' 1 - p”
ey $1*es wE) 2T
1 - 2 1 - 2
u(E,) u(E,)
(6)
u(E,) w(E )
v LD e, 2 LI < 1+ 2e.
n u(E,) n u(E,) 1-e
Puisque : ! 1y € DF’ J Kr(n)(x,g)du(x) tend vers 1 uniformément
u(E,) 1 E
1 1
par rapport i £ € E2. Pour n assez grand, on a donc
l[ Koy (s8)aulx)| s 1+ ¢
E
1
d'ol : |I1l < 1+ 3e.

Compte tenu des inégalités (6) et de 1'hypothdse 2°) .

112l € 3e L,
Les inégalités (6) et la condition CE (61) donnent enfin
2
61
I3 N (1--8)61 > — .
2

Finalement

E[En(g)lEn] < — U0+ 11yl - 1]

u(E1)
8
< (1+3e(1+L1)———)
u(E1) 2
8
g (1 -—l) !
L u(E))

%

L

d'aprés le choix de e. D'ol le résultat en posant § =




120

[ex(n)]
2°) Soit : B' = \J OV (b, sty)
n - : %.:C (5.) n- 1 J
J 1’ b J E 1
2
1st <...<t.<k(n)
1 J
ol t1, .,tj : CE (61) signifie que l'union est prise sur 1'ensemble des
2
(t,s...5t.) qui vérifient la condition C. (§.).
1 J E2 1
Pour n et j fixés, P[Vn(t1,...,tj)] est indépendant du choix
des t .,tj. Par conséquent, 1'hypothése 3°) entralne : P(Bé) > P P(Bn)

et puisque P(Bn) ~ 1 lorsque n > + o dans N :

P(Bg) > 2, pour n assez grand dans N.
2

Posons : C_ = A n B'. Alors, puisque P(An) +~1, ona:

P(Cn) > 2, pour n assez grand dans N.

L
3°) Montrons que

E[sup]g‘n(t) - f(t)l] >0 => E[sup g‘;(t)] > 0.
teF teF

De 1'inégalité :

-~

(t) - |§;(t) - 2()] 5 |2 (¢) - £(3)]

f._
n

on tire :

A_ -~ A+ ‘
sup £ (t) < sup|fn(t) - £(t)] + sup[fn(t) - £(t)]
teF teF teF

s 2 sup|f (t) - £(t)]
teF
car, f #&tant positive : |f;(t) - £(t)] < Ifn(t) - £(t)].

Finalement

E[sup ;;(t)] <2 E[Supl;n(t) - f(t),]
teF teF
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d'ol le résultat.

Lo) Soit vy € ](1*6) ! . ! [

A

plee) > v[E] < LE[EN(e)|E] - i [B(r,(e)]E,) + B(z(£) [E_)]

Y

N

plere) > vIE] « =5+ Le[r(e)[€ 7.

YU(E1) Y

o+ 1-8 1 .ro-
Plr () s v[E] > 1 - —=2 = E[r, (e)]€_]. (7)
vu(E) v
Alors
- 1
Pbmﬂ%ﬁ)—fdtﬂ> ! —ﬂ 2P&qﬂf&)—f$ﬂ|> - v]
teF u(E1) teF p(E1)
> Pliswpl ) (t) - £ (%)] » -y)ne]
teF U(E1)
[p"n] [ex(n)]
Posons : 2: = 5; 2:
v=[p n]+1 J=1 t1,...,tj:CE2(61)
st <. .<t.gk(n)
Alors :
P[suplfn(t) - £ (t)] 2 L Y] = ZP[(suplf;(t) - fo(t)l > —— - y)N En].
teF u(E1) teF u(E1)
Désignons par gE le point £ associé & En' Puisque,
\ n
f;(EE ) £ v > sup|f;(t) - fo(t)[ 2 LIS Y.
n teF u(E,)

On a :
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P[suplf t) - fo(t)l 2

ter u(E1)

-] 22 PlENe ) s N E]
n
"+
=ZP(En).P[fn(£En) s v]E ]

2y P o0 - 1= —E[f e JE ]
Y

Yu(E )

d'aprés 1'inégalité (7). Puisque jiP(En) = P(Cn), on obtient finalement

P[suplf (£) - £ (t)] » -yl zp(c) [1 - =27 —12[ £ (g )ap
n

teF u(E ) vu(E,) Y E

Or : Z J }'(gE )aP < ZJE sup f “(t)dp = J sup £ (t)dp
teF

< E[sup f (t)]
teF

et cette derniére quantité tend vers zéro d'aprds le 3°).

Comme P(Cn) > £ pour n assez grand dans N, on obtient :

L
P[suplf t) —fo(t)l s — -] xR - L2850
teF u(E1) 8 YU(E1)

pour n assez grand dans N, et ceci contredit la convergence uniforme
en probabilité sur F de £, vers f, et également la convergence en

-

moyenne uniforme sur F de f, vers f d'aprés 1'inégalité de Markov.

En associant les résultats obtenus au lemme 7 et 3 la Proposition

précédente, on peut énoncer :

Conollaine.~ Sous les hypothises de la Proposition 3, ol la condition

(C) est remplacée par la condition (C'), une condition nécessaire et suffisante

p.c
pour que l'on ait & la fois : V f e DF’ sup(f - £t |———-9—* 0 et

teF

o
E[éuplf (t) - £t IJ > O est que 1'on ait : {r(n))” Legn - O.
teF n '
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CHAPITRE 11

CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES DE CONVERGENCE
DANS LE CAS D'UN NOYAU POSITIF.

Lorsque le noyau Kr(x,t) est positif, les résultats obtenus au
chapitre I peuvent &tre améliorés. Nous allons étudier le cas d'un noyau
positif quelconque, puis nous donnerons quelques exemples : la méthode
du noyau, la méthode des fonctions orthogonales avec pour base hilbertienne

de Lz(u) les fonctions de Haar.

1 - CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES DE CONVERGENCE DANS LE CAS D'UN

NOYAU POSITIF QUELCONQUE.

On suppose donc dans ce paragraphe que :

A4 (x,t) € E2, Vre I, Kr(x,t) > 0.

I.1. - Convergence simple en probabilit? et en moyenne d'ordre p (p =1, 2).

Proposition 1.- Sous les hypothéses de la proposition 1,1*,

les conditions suivantes sont é&quivalentes :

() (x@)°

n

— 0

(2) VYreDdD, ViteekE, I:n(t) L2 F(t)

(3) Yeed, Viesn sl (t)-F6)[]— o

() Yred, Veer e[ (t)-FH)°] — o

* Proposition 1, I : Proposition 1 du chapitre I.




Démonstrhation. -

D'aprés la Proposition 1, I,
D'autre part : (3) => (2)
de montrer que (2) ==> (1).

lemme 3, I,

“Eateo)z] < u(1F)

Mais dans la seconde partie, le noyau &tant positif,

positif pour tout n,

ona : (1) = (4) = (3).
d'aprés 1'inégalité de Markov. Il suffit donc

La démonstration est analogue & celle du

1 = —

et on peut appliquer 1'inégalité de Markov directement
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. . . \

La 1€re partie est inchangée, et on a toujours : f
;

|

2
o

L

fn(to) est

a }n(to). Reprenons cette démonstration.
|
a }
(r(n)) . .
On suppose que —— 0. Alors il existe g > O
n
(r(nk))a (r(n, ))®
et une sous-suite 0————————)kew telle que : Vk e N , k > B .
nk nk

-~

. P .
Puisque fn(to) — f(to), on a aussi
2
Soit vy e‘]1 - S /h s ! E.
u(F) u(F)
3 or (t)
n o

P['_Enk(to)>y|Enk] < lE[E‘n (to)IEnk]

Y

- p
fnk(to) —— f(to)-

Appliquons 1'inégalité de Markov

k
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> P[(f () cvy)N Enk] = P[]Enk].Pf_f‘nk(té) < Y|Enk]

2 1 8
> expi- . ]x 1 - (1 -—)| >0
. Bu(F) . yu(F) L J

-~

et ceci contredit la convergence simple en probabilité de £, vers f

au point to.

1.2. - Convengence simple presque compléte.

Proposition 2.~ Sous les hypothéses de la Proposition 2, I, une

condition nécessaire et suffisante pour que : V¥V feD, Vt e E,
~ p'c _— —
fn(t) —2 5 F(t) est que 1l'on ait : Vg > 0, z exp L: B8 ———E*—Eﬂ < + o,
n (r(n))
Demonstration. -

- La condition suffisante a &té obtenue au lemme 6, I.
- La démonstration de la condition nécessaire est identique &
celle de 1l'implication (2) ==> (1) de la Proposition 2, I car la conver-

gence simple presque compléte, qui entraine la convergence simple en proba-
a
(r(n))

n

bilité, entraine donc ici, le noyau étant positif, que 0

(Proposition 1).

I.3. - Convergence unifonme presque complite, uniforme en

probabilité et en moyenne undforme.

Proposition 3.- Sous les hypothéses de la Proposition 3, I, ou
1'on remplace la condition (C) par la condition (C'), les propriétés

suivantes sont &quivalentes

’ (1) (r(n))a

n

Logn = O

(2) VreD, sup lx:n(t) - f(t)| & o
teF ‘




pP.C
_—o__) O

(3) Vre D, sup]%n(t) - £(t)]
teF

) Veeo, E[suplg‘n(t) - ()] » o

teF
Demonstration. -
(1) <==> (4) A'aprds la Proposition 3, I puisque (C') entraine (C).
(1) ==> (3) d'aprés le lemme 7, I.
(3) => (2) évident.

(1). La démonstration est analogue & celle de la condition
nécessaire de la Proposition 3, I. Les deux premiers points sont identiques,

la troisiéme ne sert pas. Reprenons le quatridme point.

Soit y € ](1—6) ! . ! [ . Appliquons 1'inégalité de Markov

u(E1) u(E1)
a f (g)
plr(8) > v[E] < iE[fn(g)lEn]
g 1=20 . 1 d'aprés le 1°).
u(E1)
D'ol
P[}(E)SYIE]21— 126 L p
n n
u(E,)
Alors
P[éup[% (t) - £ ()| 2 LI Y] = P{{sup|f (t) - £ (¢)]| 2 -yinc
teF o © u(E1 B [ teF © U(E1) nl
N - 1
= P[{sup|f (t) - £ (t)] > -yIntE
£ teF © u(E,) nj
2 P[{fn(é;E ) £y N En__l

n
~ M
X
o
5
]
=
o~
m
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pour n assez grand dans N, ce qui contredit la convergence uniforme en

probabilité sur F.

1T - EXEMPLES.

I1.1. - Méthode du noyau.

Plagons-nous dans le cas particulier o E =R et ol p est la
mesure de Lebesgue sur [R. On suppose que l'application K est une densité
de probabilité appartenant 3 Lg(ﬁ). Alors la Proposition 1, II s'applique,

et 1'on peut énoncer :

Proposition 4.- Soit D 1'ensemble des densités définies sur R,

bornées, et telles que : J r K[?(t—x[]f(x)dx tende vers une limite, notée
R

f(t), lorsque r - 4w dans I, et cela pour tout t €iR. Alors les

conditions suivantes sont &quivalentes

(1) xlo

n

> 0

-

(2) YreDn, Vtenr, £ (¢) 2, Fs)
(3) VreD, Vitenr, E[l;‘n(t)—f'(t)ﬂ > 0

() VreD, Vter, E[(I:n(t)-f(t))zj > o;

Remarque 1.- L'ensemble D défini & la Proposition 4 contient en
particulier‘les fonctions continues et bornéesvsur R, et pour de telles
fonctions : Vt e B, T(t) = £(t).

Si la densité K est bornée, la Proposition 2, II s'applique, et

on peut é&noncer :
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Proposdtion 5.- Sous les hypothéses de la proposition 4, une condi-
- p.c
. o -
tion nécessaire et suffisante pour que : V£ e D, V t € R, fn(t) —  f(t)

est que 1l'on ait : %/ B >0, Z exp[— < 4+ o,

n r(n)
Nous supposons maintenant que la densité X est bornée et

Lipschitzienne. On peut alors &noncer :

Proposition 6.- Soient [ﬁ,@] un intervalle compact de R et

D[é 5] l'ensemble des densités définies et bornfes sur R telles que
j r K[r(t-x)]f(x)dx tende vers f(t) uniformément par rapport & t € [é,b],
R

lorsque r = + « dans 1I.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(1) xlo)

n

Logn » O

(2) Vre D[a.,b]’ testlsb] [;‘ (t) - £(¢)] —£- o
p.c

(3) VreD , £ (t) - £(¢)] —2 o
LAY te[a b:[[ L

(L) VreD E E sup IA t) - £(t)|]] -+ o.

[a.0]” te[a,b]
Remarque 2.- L'ensemble D précédent contient en particulier
-.——.—_g..__ [& ,b]

les fonctions continues et bornées sur R.

Remarque 3.- Comparons nos résultats & ceux obtenus par M. GEFFROY
et Mme BERTRAND-RETALI [?d] en nous restreignant au cas d'une densité
définie sur ‘R. M. GEFFROY et Mme BERTRAND-RETALI ont montré que si 0 est
l'ensemble des densités uniformément continues sur RS et si le noyau K

vérifie les propriétés suivantes

- K est borné et intégrable sur RS
- l'ensemble des points de discontinuité de K est de mesure nulle

- la fonction  sup {K(u)|/||u-x|| < 1} est intégrable sur RS
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-~

alors une condition nécessaire et suffisante pour que fn converge unifor-

: r(n)

mément presque complétement vers f est que Log n > O,

n

Leur résultat est évidemment meilleur que le ndtre puisque d'une
part nous imposons & K d'@tre L.ipschitzienne, et que d'autre part nous
h'obtenons la convergence uniforme presque compléte que sur un intervalle
compact de R. Ceci était prévisible puisque nos résultats pour la méthode
du noyau découlent de résultats généraux. Cependant, les conditions que nous

imposons au noyau K sont vérifiées par de nombreux noyaux.

11.2. - Fonctions de Haar.

Nous supposons que (E,B,u) est un espace probabilisé, oi B
est engendrée par une suite croissante Bn de sous-tribus de B construites

de la fagon suivante :

B = {¢,E}
o
. - ) _ (1) (1)
; B1 est engendrée par la partition de E : P1 = {BO 2B, }
avec : u(B(1)) = u(B(1)) =1
o 1
2
32 est engendré& par la partition de E : P2 = {Bé2),Bgz),Bé2)}
. a(2) (2) _ (1) (2), _ (2)y -1 (2) _ (1)
avec : BO U B1 = BO , u(BO ) = u(B1 ) = 22 . B2 = B1
2 - prt3) R(3) L(3) L(3)
33 est engendrée par P3 = {Bo »B177,B, 3 }
(3 _ o2 . (3) (3) _ o(2) (3), (3}, _ 1
avec : B, = B; (i =0,1), B,7' U B3 =B, (32 ) = u(B3 ) = 2
et ainsi de suite. D'une maniére géndrale
si n=2"+ L £ =0, 1,;..,2k -1
B est engendrée par la partition de E : P = {B(n) B(n) B<n)}
n ‘" 'n o 1 *""7*n

avec
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1
™) 2wy = =) ) - T
(n) (n) (n-1)
Bog® YU Bypii© By
(n) | _ N ¢ N
”(BZUZ) = ,,, = u(Bn ) ';E

La suite de partitions de E, (Pn)ndN’ constitue un systéme
de Haar (Bﬂ, page 51). A ce systéme, on associe une base de Haar définie

de la fagon suivante :

Uo(t ) =1
( k/2 . (n)
2 si t e BZC
_ J_ ,k/2 . (n)
U (t) = 1 2 si t € Byy,,
0 sinon
\
pour n = 2k + £ (k ewW, £ = 0,1,...,2k - 1).
Alors, si t € B(r) :
m
p
1 (r)
PRON pour x € B
r u(er)) n
K (x,t) = ] U,(x)U.(t) =
T L i i
1=0 .
0 sinon.
\

Cette formule se démontre par récurrence (démonstration analogue

a celle de SINGER [Hﬂ,,page 13 dans le cas oli E = BL]])

Les propositions 1 et 2 du chapitre I sont encore valables si
1'on remplace partout "pour tout t e E" par "pour presque tout t € E".
Comme le développement en série de f sur les Ui converge presque partout
vers f (Bﬂ, page 52) et que toutes les conditions des propositions 1, II

et 2, II sont satisfaites avec o = 1, on peut &noncer :
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Proposition 7.~ Soit D 1'ensemble des densités définies et bornées

sur E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(2) VY fe?D et pour presque tout t € E, fn(t) —2 5 £(t)
(3) VfeD et pour presque tout t e E, E[|fn(t) - f(t)f] - 0

(L) Y feD et pour presque tout t € E, E[(%n(t) - f(t)]gj )

Proposition §.- Soit D 1'ensemble des densités définies et bornées

sur E. Alors une condition nécessaire et suffisante pour que : V £ e D

. p.c
et pour presque tout t € E, fn(t) —2 £(t) est que l'on ait

] < + o

Ve>0, ] exp[-8

n r(n)

Pour la convergence uniforme, les lemmes T et 8 du chapitre I ne

s'appliquent plus tels quels, car Kr(x,t) n'est évidemment pas Lipschitzienne.

Cependant, il est possible de modifier les démonstrations pour obtenir les
mémes résultats que dans le cas ol Kr(x,t) est Lipschitzienne. En effet,

on a directement

sup S_(t) = sup S (t )
teE O k=0,1,...,r(n) & k
r(n)
ol t, € B , k=0,1,...,r(n).

Ceci découle du fait que

én(t) = }n(t) - fn(t)

1
I~
®)

|

o

)=
o+

-~

donc, pour w fixé, Sn(t)(w) est constant dans chacun des ensembles Br(n)

k 9
puisque chacune des fonctions Ui(t) (i =0,...,r(n)) est constante sur ces

ensembles.
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Par conséquent

P[sup 5 (t) 3 n] =P [ sup s (t,) > nJ

tekE Ogksr(n)

et la démonstration se termine comme au lemme 7, I. On vérifie par ailleurs
que toutes les autres conditions du lemme 7, I et de la Proposition 3, I

sont satisfaites, et on constate que les conditions (C) et (C') n'inter-

viennent plus. On peut alors énoncer :

Proposition 9.- Soit T 1'ensemble des densités définies sur E,
bornées et dont le développement en série de fonctions de Haar converge uni-

formément vers f(t).
Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(1) zl

Logn » 0O
n

(2)V e, supl%n(t) - £f(t)] £ o
tekE

-~ .C
(3) VrenD, suplfn(t) - £(t)| —p—& 0

tekE

() V £ e D, Efsup| (t) - £(£)[] + o
~tek

Remarque : Si E est un espace métrique, et si la partition (Pn)nelN

(systdme de Haar) est formée d'ensembles dont le diamdtre tend vers zéro, D

contient en particulier les densités bornées et uniformément continues sur E.
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CHAPITRE 111

CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES DE CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR 5
DE LA DENSITE PAR LA METHODE DES FONCTIONS ORTHOGONALES DANS DES CAS PARTICULIERS.

Nous allons maintenant étudier la convergence de l'estimateur §
de la densité par la méthode des fonctions orthogonales dans deux cas particuliers é

importants : ‘ i

- %
- le cas d'une densité appartenant 3 L2 [7ﬂ, +n], muni du systéme {
des fonctions trigonométrigques

- le cas d'une densité appartenant & LE(E);,muni de la base hilbertienne

formée par les fonctions d'Hermite.

Nous verrons que les résultats du chapitre I s'appliquent alors,
et peuvent &tre améliords. On obtient en particulier dans les deux cas une
condition nécessaire et suffisante de convergence simple en probabilité,
et dans le cas des fonctions trigonométriques une condition nécessaire et

suffisante de convergence uniforme presque compldte et uniforme en probabilité.

I - LA DENSITE APPARTIENT A Lg[-n, +m] , MUNT DU SYSTEME DES FONCTIONS
TRIGONOMETRIQUES. -

On aura alors :

eo(t) = .._1...
Vor
>62k_1(t) = £os kt
Vi kK= 1,2,...
e2k(t) = Eif;gi
™




- Lho -

81 r est pair, le noyau s'écrit

T r ] 1 r/2
Kr(x,t) = 2 e.(x) ei(t) = — + — Z cos(i(x-t))
i=0 * an T oi=1
sin(r+1) 5%2
soit : Kr(x,t) = L —

2% sin —=
2

On ‘posera dans la suite :

n .j 1,jn
] rgn)
ol an(t) = E'i;o (ei(Xj) - a.) e.(t)
] r(n)
= Zjn(t) - H IZO ai el(t)

Nous supposerons que r(n) est pair : on montre facilement

que ceci n'entralne aucune perte de généralité. On aura alors :

X.-t
sin(r(n)+1)-4%r-
1
Zjn(t) =: anm Xj_t
p.s. sin
2

I.1. - Convengence simple en probabilité et en moyenne d'ordre p (p=1,2).

Proposiition 1.~ Soit D 1'ensemble des densités définies sur
[—n, +r] , bornées, et possédant une série de Fourier qui converge vers f(t)

en tout point t e [-m, fn] + Alors les propriétés suivantes sont &quivalentes

(1) al_, 4

n .
(2)Vsel Vie [-n, ], £ (t) B 1(t)
(3)Veed,Vee [-r, +1], E(|z(t) - £(t)]) —» o

(MY £ed, Ve [on, 4], H(£(8) - £(6)%] — o

+7

-

(5) VieD, E[ (:f‘n(t) - £(£))2 gt —> 0

-




Démons trhation. -

. L'équivalence (1) <==> (5) a été démontré par D. Bosq dans
[7], page L8.
- L'implication (1) => (4) découle du lemme 4, I, qui

s'applique puisque

+ T r
J " () e.(x) e. ()% ax ) e?(t) (B3
i=0 =

. (4) => (3) découle de 1'indgalité de Schwarz et (3) => (2)

de 1'inégalité de Markov.

Il reste & montrer que (2) => (1). Nous allons démontrer ceci

de deux facons.

Premiene démonstration de (2) => (1)

Nous allons nous ramener au cas d'un noyau positif en introduisant
un estimateur basé sur le noyau de Féjer. Pour toute fonction ¢ définie
sur [;n, +ﬂ] et appartenant & L1[}n, +ﬂ] on pose

2L +7
s, = ) ( e.(x) #(x) ax) e. , L eN
£ . i i

1=0 J-m :

On définit alors un nouvel estimateur de f en posant
k(n) -

- 1
(s2 £

(t) =
®n’ k(n)+1 £=0

1(t) (r(n) = 2k(n))

Des calculs classiques donnent ([11] page T9) :

, X.~t 2
sin [(k(n)+1) —JE—]

n
s'(t)=;1- ) !

5=1 2n(k(n)+1) X.-t

sin
2

+T
J_" Fh(t—x) d un(x)

ou M désigne la loi empirique associde & 1'échantillon (X ..,Xn)

1*°




1

F (u) =

et ou :
2n(k(n

La démonstrat

et de la proposition 1,

1°) On pose :

et E
n

On prend f =

que si x(n) 2 B pour
n
]
P(En) > exp [ WB] pou

Soit g, la

Elle s'écrit :

sin =
2

)+1)
ion est alors analogue & celle du lemme 3, I
II .

1 1

B =[- ;
r(n) [ 2r(n) 2r(n)

n
= [X.J' ¢ Br(n)]

J=1

1

—

2m

- On sait d'aprés le lemme 1, I

1 [-m, +7]
ne Wo partie infinie de N , alors :

r n assez grand dans NO.

densité de la loi de Xj conditionnée par En.

- _r(n)
(n)-1 ' 1[‘”,”1\31.(11) (x)

Alors : X A2
sin (k(n)+1)-2%
efz (0)[5] = 5|2 § : .
n " 5=1 2n(k(n)+1) cin Ei n
2
X., 2
sin (k(n)+1) _é.l
1
= —————— - IEn
2m(k(n)+1) cin 7;
~ sin (k(n)+1) g 2
Elg (0)|E] = L « 1 f N
[n n] 2n(k(n)+1)  2mr(n)-1 / [-n, +1T]\Br(n) sin 32<_
3 2
. 1 +p [ 5in (k(n)+1) %- ( [ ] |
r . e dx = 1 f. 11 79
2n(k(n)+1) J-~¢ sin = * ¢ page

2




D'ol :
- 1 . x \2
+ ——
) 1 1 [ 1 >r(m) [5in (k(n)+1) 5
Ble,(0)]E ] = —x - [ x
on 1 - L 2n(k(n)+1) ] _ 1 sin >
2rr{n) 2r(n)
1 . X \2 1 x \2
— + —
2o (8) sin (k(n)+1) > 5r(ay [sin (k(n)+1) 5
Mais I = " dx = 2 dx
] sin 5 o sin 3
2r(n)
1 . x\2 1 . X\ 2
—————— — + ——
22 (n) sin (k(n)+1) 5 5 (8) (sin (k(n)+1) 2)
Ix2 dx = 8 dx
Q sin‘§ 0 x2
Faisons le changement de variable u = (k(n)+1) % . Alors :
kin)+1 1 1
8k(n) sin 2u 2 8 (1+ k(n)) sin 2u
I8 > du = 4(k(n)+1) du
0 (-—23-—-) k(n)+1 0 e
k(n)+1
1/8
1 2 sin 2u N
et . IZ; '——-é—-—du=6 ou 6(-:]0,1[
2r(k(n)+1) 0] u
D'autre part, pour n assez grand :
—-—-—J—_i._ < 14+ 6
“ -—
2rr(n)
D'ol, pour n assez grand :
= 1 2
E[g (0)|E] ¢ — (1 - §°)
n n
2m
2°) Supposons que Eiﬁﬁ-—%»-o « Alors il existe une sous-suite
r(nk) ~ r(n) r(n )
(—;—-0 de ( ) > €t un nombre B > O tels que : 2 B (kem).
k kel - T e B
Si fn(O) £, £(0) alors fn (0) —Ib-f(o) » et 11 existe une sous-suite de
~ - k
(fnfnde R (fnﬁj)idN s qul converge presque srement vers f(0). Alors -
i .
g, (0) B2, £(0) , donc aussi : g, (0) £~ £(0) , et la démonstration
k. ' k.
i i

-~

se termine comme celle de la proposition 1, II ol 1l'on remplace fn(to)

dx




par g (o) .

k.
1

Deuxieme démonstration de (2) => (1) , ldue a D. B0SQ).

Nous commencerons par donner deux lemmes.

Lomme 1.- Si f est bornfe et si la série de Fourier de

converge au point t :
Yes>o 3 N(e) | n 2 N(e) => P[Jan(t)la e] < M s J = 1,00.,n

ol M est indépendant de n et de e.

Démons thation. -

r(n) . : r(n) K
a; e, (t) = r£(t) , donc : |= ) e.(t)] s =

j80 174 n.2y ii n

I1 suffit donc de montrer que, pour n assez grand :

M! .
P[len(t)l > g] $= , J=1,2,...,n

. X:~t
sin (r(n)+1) _%?_
S
Or : Zjn(t) == =%
pb.s. 2am sip —d
2
. 1 1
De : lzjn(t)l g -~ -
|sin —L—
2
on tire aisément
1 X.-t 1
Pllz. ()] 2 €] s P[- § sin —d— ¢ ] =01
J 2nme 2 a2nmwe
-T-t X.-t 1=t
On g : S — S
2 2 2

‘Pour n assez grand et t # + 7

X.-t
p = P[} Arc sin ( 1 ) § 44— < Arc sin ( 1 U
2nte 2 2nme
P <A x k4 Arc sin ( ) < A x 2 - A
2nme a2nme ne

f




X. X,
- 1
p=P[(-% <—Lg - Arc cos L) U (Arc cos s =<1
o2 2 2nme 2nme 2 2
p £ — (puisque : & - Arc cos = Arc sin )
ne 2 2nrme enme
Pour t'= - w, on obtient la méme majoration par une démonstration
analogue. On a donc le résultat avee M' = A.
Lemme 2.- Sous les hypothises du lemme 1 et si S_(t) £, 0
alors Ve > O’, PDan(t) | 2 e:[ = 0 (j fixé).

Démonstration.- Le lemme 1 montre que les an sont uniformément

asymptotiquement négligeables (u.a.n.). D'aprds un critére de convergence

vers la loi normale dégénérée (Lo&ve p. 317) [17] on en tire bien :

\%

lim n P []an(t) | 2 €] =0.

n-re

Nous pouvons maintenant démontrer 1l'implication (2) ==> (1) de

la proposition 1.

On prend pour f 1la densité de la loi uniforme sur [—w, +'rrj s

et 1l'on suppose que fn(O) £, £(0) = L » ce qui entralne que Sn(O) 2 0.

am

On va en déduire que : ﬁ-f-l—z- — 0 . X
sin (r(n)+1) =&
Posons : : Zz! = 1 2

Jn n X.

sin —4

2

Puisque f est la densité uniforme sur [—w, +'n], on a :
a1=-—1—— et a. =0 pour 1> 1,
yen +




et

avec

donc :

done

Done :

Y. (0) =— 2! - — x —
Jn o IH on
I1 est donc clair que n P [lZ' | > 61 —> 0 (lemme 2).
Posons : E = {IZjn | = e}
L (L+1)m
A, ={ £ X, < }
fn r(n)+1 J r{n)+1
£ =- r(n)-1 s sy — 1, 0, 1
On peut écrire :
r{n) n r(zn) E 0 )
P(E_) = P(E N4, )= P(E N A
R O T R - S
2k(n)
> L P(E N AZn)
£ pair
kgn) ]
= P[E N A
h=0 [n 2h,
X.
A2h,n = {hr < (r(n)+1) =L < hy + -}
2 2
X. .
Sur A2h,n sona: 0g (r(n)+1) :j - hr < ;
X. X.
[sin (r(n)+1) =] = Jsin [(r(n)+1) =L - nr] |
2 2

\\"

D'autre part, sur

sin

o X.
= [(r(n)+1) =L - nr]

m 2
X. T
A2h n *Oona: 0 g — < -
! 2 2
X. X.
—ﬂ-s-dl et :
2




- n a,
B 0 Ay 02t X. > el oh,
n -
2
Désignons par Bhn 1'événement entre crochets. On peut écrire
X. 5
B, = {~ (£ (r(n)+1) - ne) > 2h}
hn s T

Supposons alors que : r(n) —#> 0 . Cela entrafne qu'il existe une
n
partie infinie No de ® telle que

(1) z(n)*1 > 2me n e NO

ol € est supposé avoir &té choisi suffisamment petit.

On a alors, pour n € N

o
B M Aoy o = (X, > chm - }n{._._%flii_sx.<_(.§£i.lll}
’ J r(n)+1 - n S € rin)+1 J r{n)+1
BUS
et comme on a toujours : \3f“
2hm < 2hm
rin)+1 r(n)+1 - n'% €
il vient
( . (2h+1)7 Ohr
g si $ -
r(n)+1 r(n)+1 - n SE
Bhn n A2h,n = {
{ 2hm — £ X, < (2h+1)m } sinon
r(n)+1 - n < ¢ J rin)+1
\ 2
or 2hm — - (2h+1)m cmm=> Dht1 <"rgn)+1 '
r(n)+1 - n 5 € r(n)+1 n-% €

Dans la suite, nous supposerons ¢ rationnel, ce qui permet

d'écrire




(2) 2h+1 < -IL(—ILEJ- < s> 2h+1 £ [E@_Ltl]

us LI
nye 5
(Bﬂ désigne la partie entidre de vy).

L'inégalité (2) est vérifiée au moins pour h = O (d'aprds (1)).
Elle n'est pas vérifiée powr h = k(n) (pour n assez grand) puisque

2k(n)+1 = r(n)+1

Si h vérifie (2), on a puisque f est uniforme :

Py N Ay ) = - [0 o
’ 2 | r(n)+1  r(n)+1 - n SE
d'od
p(E ) 5 - E (eh+1)m 2hr . j
n 2 h20 r(n)+1 r(n)+1 - n 5
2h+1S[J‘-"'r n12+1]
n '2' €
' 1 [ m i
= j; r(n)*1 - n— ¢ - 2hn “'E]
2(r(n)+1)[r(n)+1 - n g-e] h20 2 2
: 2h+1s'-£-(—1-1_).:-1—]
. AL
n 216
Soit In 1le nombre de termes sous le signe z précédent :
E§n2+1' -1
€ .
2h+1 g [Ei%b;l] <=mme> h -——2—-—-——-—-—-— = In~- 1
n > £ 2
On s :
P(E_) » ! (r(n)+1 - n +¢) In - nge  J2=t)In
‘2(r(n)+1)[?(n)+1 - n'% g] , 2 — 2

5 In
" 2(r@*)[r(a)+1 - n £ ]

[?(n)+1 -n %‘e In]




n'g €
. +1 1
mais : In= 1+ [—————— = | ( r(n)+1} | 1) -
2 n E-e 2
2
car [k] + 1 = [x+f]
+
Donc : In g I'--(-—1?-2—-1-+ %
nme
d'od : r(n)+1 -n X ¢ In a'l [}(n)+1 -nZl e]
2 > 2

On en tire :

Mais : a r(n)+1 L (atapras (1))
n m
nse
%n %n %n
donc : —— > 2 et [——-] > —
L

On en déduit

r{n)+1

T
In s n3e 5 r{n)+1
2

%

L n % €

et P(E ) 3 ! .

n
8name

Alors, pour n € NO
nPllz! | 2] 2 —
et ceci contredit le lemme 2.

I.2. - Convergence simple presque complite.

Proposition 2.- Sous les hypothéses de la proposition 1, une

condition nécessaire et suffisante pour que : YV feD, YVt ¢ l}ﬂ, +n]

- 51 - !
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-~ p‘c
fn(t) —2> £(t) est que 1'on ait

Ve>o, } exp E— B
n

2 <+ » .
r(n):l

Deémonstration.- Les conditions de la proposition 2, I sont

satisfaites

- Yite [—n,+7r], Vxe [—w,+ﬁ], |

1

o~

a

[
»
S
D

i
ot
S
A

- s1 fo est la densité uniforme sur E-'n, +T\']

- r —
Bp (1 e;0x) e (807 » L § &f(e) » £

Les autres conditions ont été vérifiées & la proposition 1.

L'amélioration par rapport i la proposition 2, I est due au
} ) “ N . . r(n)
fait que la convergence simple presque compléte entraine ici que 0 -— 0
Ceci nous permet de nous dispenser de 1'hypoth&se de convergence simple

en moyenne pour la démonstration de la condition nécessaire.

1.3. - Convergence uniforme presque complite, uniforme en probabilizé,

el en moyenne uniforume.

Proposition 3.- Soit D 1tensemble des densités définies sur
["TI’, +1f_] , bornées et dont la série de Fourier converge uniformément sur.

[:—n, +1] vers f(t) . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(1) ’L(I'IQLogn—-»O

2)Vre?D, Sup ]E‘(t)—f(t)l—p-»O

te [—n, +'n] n

‘ p.C
(3)VreD, sup _|£(t)-£(t)]—>0
tel_—-n, +‘IT] n
(W Vred E[ sup _|f(t) - £t)]] — o0

te [:—n, +1r] n




Demonsthation. ~

1°) Montrons que

lemme 7,I sont satisfaites.

On prend :

(a) Montrons que

L est une constante et r

1

On sait que, pour

Kr(x,t) = —

..53..

les conditions de la preoposition 3, I et du

=F = E1 = E—-n', +1£]
= [0,]] , od A vérifie x L =4
’ ) o h
(kO entier pair 3 k)

~ A
Vite LP’A]= I-= J

est pair.
r pair :

. Xx—t
-+ St
: sin(r+1) 5

. X
27 sin ———

2
A sin(r+1) E%E A-t sin(r+1) %
2rl = f — dx = J m du
0] sin = -t sin 5
A-t sin{r+t) % t sin(r+1) %
a2rl =J " du + [ ™ du
0 31n'§ 0 sin E

I1 suffit donc de

existe une constante L2 t

Or :

s

n siﬁ(r+1) =

| ——2 el <
0 sin =
2

1

sin = u
2

montrer que, quel que soit n e']O,A] il
elle que :

. u
+1) 2
n sin(r+1) 5

T du| < L2
0 sin 5

2

T ——————

: 5 n sin(r+1) =
sinKrH) 121-] [—-——TI- - ;]dul + 2 [[

sin T

5 JO u

du

2 . . .
~ — est une fonctlon croissante et positive sur ]O,w] . Par conséquent -




n 1
If sinf[r+1) ¥ [: - -g-:ldul g J ( - =) du
. u . u
0 2 sin— u 0 sin— u
2
2
1 2 1 2
sn( == =) s A T )
sin 5 N sin 3 A
D'autre part, pour r assez grand :
n sin{r+1) lél- (r+1)—g- sin y
etk s
0 u Y y
+oo
puisque : J 2y dy = i
o Y 2
~ - 1 2
On a donc le résultat cherché en prenant L2 =7+ A ( T =)
sin = A
2
(b) A tout n, on associe la partition de [O,A] en r(n)

intervalles I ¢ définis de la fagon suivante
H]

= [(t-1) A g L [, t=1,2,00., r(n) -1
r(n) r(n)

A
[(r(n)-1) , A

r(n)

—
i

H
]

Montrons que la condition 3°) de la proposition 3,I est satisfaite

sin(r(n)+1) -}-%g- sin (r(n)+1) -;—
dx = du
. . X—E ) .. u
J sin =5 J sin 3
oI 6 v (In ¢ ~€)
s=1 ’’s s=1 s
sin(r(n)+1)
= sin [(r(n)+1) -g—][-———l—a -2 du + 2 2 du
J gin 5 u J u
U (1 -£) (1 -£)
s=1 n,t s=1 n’ts
= A + 2B
2
Al s 3 A= (5 -8 ¢ en (= - B
sin = A




puisqu'on suppose : 15 j s e r(n)
Prenons pour £ le milieu de In . Alors
7
B = sin y dy
J y
g
s=1 ’ts
A 1
. ' = [£ - -
avec In,t [2 (ts t1 >
. 1 A
puisque : g =(t, - =)
1 2
r(n)
Done
WA
Y . .
B = sin y ay + j sin y dy
a7 v, 7
4 s=2 Molg
A
T
Posons : 220 dy = 2n 61 >0
ﬁ y
4
Pour un choix de (t1, ,tj) pour lequel
Ona donc

A+ 2B 3 Ug §, = e Al L. &
sin > A
> 2% 61 pour un choix convenable de

Finalement :
. sin(r(n)+1) %55
— pmn dx > 61
27 J sin —Eg

k)In t

s=1 7?*7g

)

ce qui est la condition 02(61

A 1 _ .
), ~2--(tS -, * 5)[ pour s = 1,...,]

s=2 " ¥7g

€




Or, e ,n et j &tant fixés, la moitié au moins des choix possibles

des Jj-uples (t1,...,t.) rendent 2y dy 2 O . En effet les
! J y
oI
s=2 n’ts

(s = 2,...,j) sont des intervalles de longueur A choisis

intervalles I
n 2

st

parmi r(n) - t. intervalles possibles., L'examen du graphe de la fonction

1

Sy permet alors de conclure . La condition 3°) de la proposition 3, I
y

est bien vérifiée avec p = %~.

Les conditions de la proposition 3,I et du lemme T,I sont donc
satisfaites. On a par conséquent (1) <==> (L) et (1) ===> (3) . Comme il
est clair que (3) ===> (2) , il reste 3 montrer que (2) ===> (1).

2°) Montrons que : (2) ==> (1), Nous allons & nouveau passer par

l'intermédiaire de g, > estimateur basé sur le noyau de Féjer. Nous utiliserons

le résultat suivant

Lemme 3.- Si 4 est la distance de la convergence uniforme

sur [—n, +ﬁ] :

~

S

d(fn,f') 0
==> d(g_,f) 225 0
fel
Demonstrhation, -
s £ + ...+ 58 hig
Posons : gn =21 k(n) n .
k(n) + 1

Comme d(fn,f) ~—* 0 , f est continue, donc

(g, »f) — o ([11] p. 87) .
I1 suffit donc de montrer que d(gn, gn) 2,0,




3 . K

n) -
sp (fn(t) - fn(t))f

+m -
j_“ Fr(n)(t—x) [fn(x)—fn(x)] dxr

A

d(;'n,fn) (cf. [11] page 79)

-~

d'ol : d(gn,gn)

A

+
d(fn,f) d(fn,f)
et le second membre tend presque sfirement vers zéro par hypothése.

Soit alors r, la densité uniforme sur [—w, +ﬂ] et supposons
que EiELZ-Log n—/ 0 . Ceci implique qu'il existe B8 > O et une partie

n
infinie N de W tels que : Eé&l Log n 2 B pour n € N.

D'ou, il existe NO infini C N tel que :

S1Ep |1:n(t)—fo(t)| B2es 0 , o N

te|-7, +n]

et d'aprés le lemme précédent ceci entraine

sup lg(t)—fo(t)lu-"»o ,ne N
te["w, +1r] n

donc : sup Ié (t) - fo(t)l £, 0 , nen
ter,+ﬂ n ©

-~

On est alors ramené & la proposition 3, II, avec l'estimateur e,
associé au noyau positif Fr(n)(t—x). On vérifie facilement que Fr(n)(t—x)
satisfait aux conditions de 1s proposition 3, II (on peut d'ailleurs se limiter

aux trois premiéres). En particulier, si £ est le milieu de In &
H]
1




; Fr(n)(g—x) dx > Fr(n)(g—x) dx
UI T
s=1 n’ts nat1
—r\2
: sin (k(n)+1) X5
= — dx
2r(k(n)+1) sin 555
n,t1
. u\2
+A/2k(n) [sin (k(n)+1) =
1 2
e Al
2r(k(n)+1) -A/2k(n) sin >
1 *+ A/b sin 2
2 —-J (2L ) gy = 6, >0
T /- Ak y
Finalement, on a bien le résultat : (2) ===> (1) d'aprés lsa

proposition 3, II.

IT - LA DENSITE APPARTIENT A Lz(R), MUNT DE LA BASE HILBERTIENNE FORMEE
PAR_LES FONCTIONS D'HERMITE. -

Les fonctions d'Hermite sont données par les formules :

2
- X
e (x) = ——rr] H(x)e ° i=o0,1,2,.
i (2% i 1T1/2)1/2 i > 0 5o
x2 di —x2
avec Hi(x) =e" == (e ) .
dx
Le noyau Kr(x,t) peut alors s'écrire ([12] page 377) :
r . r
(F1) K (x,t) = ) e;(x) e, (t) =1 [ein N(t-x) , T (t,x)J
‘ i=0 " t-x N
avec N = Yor+3 + /2r+i
2
et IT"(t,x)] 5 L
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ol L est une constante, & condition que t et x variént sur des

intervalles bornés.

On aura alors :

sin N(t-X.) T%(
( )(X.,t) = [ 4
n J nn £ - Xj N

£ X5).

(F2) z, (t) = i'Kr

Jn

D'autre part, on a 1'égalité suivante ([12] page 378)

r
E
(F3) L(tst) = z (1) = /2 2, E(th
i=0 1 o ki /—
ol E(t) est indépendant de r .

IT.1. - Convengence simple en probabilité et en moyenne d'ondre p (p=1,2).

Soit P 1l'ensemble des densités définies sur R,

Proposition 4.-

bornées, et qui poss@dent un développement en série de fonctions d'Hermite

[+

£f(t) = ] a;
1=0
les propriétés suivantes sont équivalentes

() ol

n

(2) YVreD, Voer, £ (t) B Ft)

convergent en tout point. Posons

(3) VfeD,VteRr, E[l%n(t - T(t

() VreDd,Vter, ER}n& - £t

Demonstration. -

1°) Les conditions de la proposition 1,

avec o = . En effet

ei(t) , V¥Vt e R. Alors

)] — o0

] — 0

I sont satisfaites

3 2 S 2
[ ] e e as T e &
R i i2o 1

pour r assez grand, d'aprés la formule (F3).
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- On prend par exemple F = [-m, +r] et t, = 0 . Alors

— .1 e D et ) a; ei(O) converge vers f(0) ([13] page T1)
2% [‘T\' ,+T\':|

~ La condition CF(O) est satisfaite. On prend :

Br = [— —J—-, -i;ﬂ . La formule (F1) donne :
2/r 2/

1/2vVr r 1 1/2/r sin Ty 1 1/e/r
I= [ ( z ei(x) ei(O)) dx = - J —= 4dx + — f
- 1/2¥r i=0 - 1/2/7  x N Y- 1/2V7
I = I1 + I2
1/2/r . N/2vr .
11 = g_f sin Nx ax = 2 J sin y dy 3 2, 61 T 61
o x T o v m 2
es si 1/V2 sin
ol 61 € ]O,1[ » car 1'intégrale J __E;X.dy tend vers j 2Dy dy
0 y 0 ¥y
qui est strictement positive.
L 4
D'autre part : l12| IS
7N Vr

»

Secit § € ]O, 61[. Pour r assez grand : |12| £6, -6,

d'ol :

I=I1+12211—|12[261+(6—61)=6>O.

Par conséquent, on peut appliquer les résultats de la proposition
1,I. Done : (1) <===> (4) <==> (3). Comme il est clair que (3) ==> (2)
il reste 3 montrer que (2) ==> (1). Nous procéderons comme dans la seconde

démonstration donnée pour les fonctions trigonométriques.

2°)_Demonstration de (2) ==> (1) .

Lemme 4.- Si f est une densité bornée sur [é,b], nulle en
dehors de [a,b], et si son développement en série de fonctions d'Hermite
converge au point t e [a,b] , alors : Ve >0, 3 No(e) tel que

nz NO(E) ==> P[len(t) | > e] < e » ol M est indépendant de n et ¢.
ne ’
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Démonstrhation. -
[~
Puisque | § a, ei(t)l < + o, et compte tenu de (F2), il
i=0
suffit de montrer que :
1 sin N (t-X.) M1
P[ aan ad > € s -
nmw t - XJ. ne

ol M1 est une constante indépendante de n et €. Or :

sin N (t-X.)
a1 .Ll sl
o t - X, nm |t - X,
J J
Puisque : S > € =t—1<X.<t+—1——
nw lt-Xj] nme J hre
on a :
; |sin N(t-X.) | t+1/nme oA M,
P[HTF —d s ] f(x) dx ¢ =— = —
t - Xj t-1/nme TNe  ng
avec : M, =2—1TA- et A= sup |f(x)]
xe [2,1]
Lemme 5.- Sous les hypothdses du lemme 4, et si Sn(t) )
(t ¢ [a,b]) alors : V€>O,Vj,nP[|YJ.n(t)I>e]--—-)-o.

Demonsthation.- cf. lemme 2 .

Prenons alors f = —- . 1[_ﬂ ] et supposons que fn(O) -2, £(0).
, .

2m
Puisqu'alors fn(O) — £(0) (cf. [13] page T1), ceci entraine que :

Sn(O) -5 0. La formule (F2) s'éerit au point t = 0 :

. pein N X, Tr(n)(O,X.
Z.(O)=-—-—-’:s L4 Jl>:'

an

nm X. N
J
Comme : X, e [-r, +1] , on a [Tr(n)(o,xj)l < L . Alors
2 ez 1 . .
! Y, {0) =12z, - -
1'égalité Jn( ) ZJn(O) - fn(O) et le lemme 5 impliquent
] sin N X.
npP o > s] > 0.
X. N>+

d
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Une démonstration analogue & celle réalisée pour les fonctions

. . N < s r(n
trigonométriques montre alors que : Iy nTo:—_) 0 , c'est-a-dire -——é—)— > 0
n n—)OO

I7.2. - Convergence simple presque compldte.

Proposition 5.- Sous les hypothdses de la proposition 4,

une condition nécessaire et suffisante pour que

-~ P.c L] -
Vfep,VteR, fn(t) — f(t) est que l'on ait

VB>O, Xexp[—B/jn__]<+w’
n r(n)

Démonstration.- Il suffit de montrer que les conditions (a)

et (b) de la proposition 2,1 sont satisfaites (on ne suppose plus la convergence

simple en moyenne car ici la convergence simple presque compléte entraine

Vr(n)

que ==t — 0),
n

r
tel que, pour r assez grand : Vxe R , | ) ei(x) ei(t)] <A
i=0

On a ([12] p. 371) :

e-(X) e.(t) = r+1 er+1(X) er(t) - el"+1(t) er(x)
£ =0 1 1 \/ 5 A

Il o~

i
. 81 x est tel que : |t-x| > 1, on a :
r
+ ~
| '} e.(x) e.(t)|52c2 [ oy ¢ = sup |e.(x)|
. i i . i
1=0 2 1,X
sB1 Vr pour r 2 r,
ol B1 est indépendant de t.
i x est tel que : [t-x| < 1, nous utiliserons les expressions

asymptotiques suivantes ([13] p. 67)
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) ) X 2 _
Hi(t) oy 2l+1/2 . il/2 . e_l/2 . et /2 cos (V2i+1 t + i %)

Compte tenu de : i! % e - . it /2m , on obtient

ei(t) A (%5)1/2 i11/1‘ cos(vV2i+1 t + i 12‘-)

Tl existe donc io(t) et K (t) tels que, pour i > io(t),

1\

on ait
K1(t) ©
Iei(x) ei(t)| < " si Ix-t] <
Pour r > io(t) , on peut donc écrire :
: () 5
(x) e.(t)] g (x) e.(t)] + e.(x) e.(t)
Iizo e; (x) e. ()] izo e;(x) e, l li=io(t)+1 3 5 l
i(e) r 1
< . e.{x) e.(t)] + K. (t) —
| izo * AU i=i§:t)+1 /i
Or, il existe Kz(t) tel que, pour |x-t| < 1
i (t) i (t)
| oz e.(x) e.(t)]| < K (t) OZ L
izo Y P T 2 i oA
Posons : B(t) = 2 Max (K, (t), K (t)). Alors, pour [t-x| < 1 :
r r r
| T e (x) e ()] ¢ BE zisﬂﬁj@1mw@
i=o * B 2 i=1 /1 2 Jo Wk

r
Vxe®, |] ex)e(t) <a

Si 1'on pose : A1(t) = max(B1,B(t)), on a finalement :

(t) Yo pour r 3z r

1 1 1

i=0

Londition (b) - Soit £ une densité strictement positive et

- -

continue sur R.

Montrons que, pour t € R, il existe Ae(t) > 0 tel que, pour

r assez grand :




e (X)) e (817 2 (1) /T

0 1=0 2
' I oel = /2 k ) lors :
Posons : iz e, X1) ei(t) = —;—-kr t, X.) . Alors :
r
L [(E ei(X1) ei(t))2J = I.i’.lJ [:kr(t,x):]2 fo(x) dx
o 1=0 2 R

Nous allons montrer qu'il existe b(t) > O tel que

Rl J [k (t,x)]2 f (x) dx 2 b(t) , pour r assez grand
s Jg T o

ce qui entrainera le résultat.

On utilise les formules suivantes ([jél p. 378 - 380)

(1) /ﬁlj [k (t,%)]° ax = & + El&)
Y R T

2 ™ Vr
-g 2 +00 2
r
(2) J [ (6] ax < 2= J [, (6,x)]% ax < 2
-0 r+1 g r+1

ol ]— g, + g[' est un intervalle contenant t, et T une constante.

La formule (1) entrafne, pour r assez grand :
r+1 2 1
ru LR [kr(t,x)] dx = —

et les formules (2)

/ 2
. _Illj [k (t,x)]gdx<——)'-L-£—<—l—
2 IR\[~g,+g] * V3 V¥

2m

la derniére inégalité &étant valable pour r assez grand.

Finalement, pour r assez grand :

r+1 2 1
V 5 [k (t,x)]° ax > —
2 J["ga"'g-_] v

2m

-~ 6l -




et £; [ &(tﬁﬂgféx)&(> *l f txﬂ2f(ﬂ
R 2 [g,+g]
> nt) _ b(t) > 0
2
ol : m(t) = inf £ (x)
xe[-g,+g] °
11.3. - Convergence uniforme presque complite ot en moyenne undiforme

sur [a,b] © R.-

Soient

un intervalle compact de

R

Proposition 6.-

[é’b]

et D[a hﬂ l'ensemble des densités définies sur R, bornées et dont le

développement en série de fonctions d'Hermite converge vers

f uniformément

sur [é,b]. Alors une condition nécessaire et suffisante pour que
VEeD R E[ sup [ £ (t) - f(t)]] —> 0 est que l'on ait :
[a,b] te[a,b] "
rnn log n —» 0 ,

Demons thation. -

Montrons que les différentes conditions de la

proposition 3, I sont satisfaites.

= [c,d] D Ja,b[ .

En effet, le développement en série de f

1°) Prenons Alors f = - 1

[c,d] € D[é,@]

a l'ordre r s'éerit

r r
iZo a; el(t) = Ef[;ZO ei(X1) ei(t)]
, sin N(X -t) Tr(t,X1)
Ef[_ + ]
T x-t N
- 1 J sin N(x-t) ax + 1 f (4 .x) ax
(d-c)n [é,q] x—-t (d-c)wN / [c,d] »
1 te [é,b]
) 1 (M- 1
2 a; (t) = £(t) = — —-J 518 4 44 - 1] + J Tr(t,x) dx
i=0 ’ d-¢ 1 JN{e-t) u (d-c)nlN [@,d}
r N(d-
'iZo a; e (t) - £(t)] ——1—[]1[ 20U gy - )] + 2
= d- 7 ‘N(e-t) N




- 66 -

du tend vers m, uniformément pour t e [a,b] » lorsque
N(c-t) u .

r
= vor+3 + /2r+1). Par conséquent, ) a; ei(t) converge vers
2 i=0

r < + o (N

£(t) uniformément sur [a,b].

2°) soit E, = [c1,d1]C [2,b] . Soit t e [c1,d1].

T 1 in N(t-x) 1

() e.(x)e.(t)) ax =4 Sin XD ax + ~f T (t,x) dx
[?1,d1] i=0 1 . m [§1,d{] t-x TN [51,d1]

r N(d.,-t) . (d,-c,) L

(1 e.(x)e(+))a slj T sn g, 00
lf[“vdﬂ iZD A x| m | N(e,~t) u | ™
(d,-c.) L
coe 117 g
T N

la derniére inégalité &tant valable pour r assez grand.

3°) On consid@re la suite de partitions de [@1,d1[ :

k(n) = [Vr(a) ]

£1 z1
Tt = [01(1:-1) seg bt L t =1,2,..., k(n)
k(n) k(n) ¢ =a -
1 1 1
Alors :
r(n) .
( z ei(X)ei(E))dx = EEELQKE_El ax + A Tr(E,x)dx
J i=0 E-x ™ ]

UI I U
s=1 n,t n,ts 5=1 n,ts
. oo . 1 2‘l

Soit & 1le milieu de T E=c, + (t, - )
.t 1 172
1 k(n)
Alors
sin N(£-x) dx - sinu .
J E-x J u
u I u 1
s=1 n’ts s=1 n’ts




' 1
o8 . = [ z1(J°s"'°1'%)’ 4 (e - v )
*s k(n) k(n)
21

N/k(n)wz;
3 sin u du = sin u du + i sin u a
u I u ya u y I u
s=1 n’ts -N/k(n) 7%' g=2 n’ts

On peut choisir 21 plus petit que 7. Alors, pour n assez grand,

il existe 61 € ]O,1[ et €, > O tels que

zl
N/k(n, —2-
g T au s m(s tel) ( — V2)
-N/k(n) 7;_ u k(n) no+eo
Or, puisque : 1 g j € € k(n)
- £ L
I*Jﬁ : T(E,X)dXIs;%XJK1S€1 g e,
L A k(n) N
UrI N
s=1 oYy
la derniére in€galité &tant valable pour n assez grand.
Alors, pour un choix de ‘t1,...,t'j rendant : ; 2288 4y 20,
u
1]
Q I n,t
s= s

Oon a :

o
H

S

ce qui est la condition C[ﬁ,ﬁ](ST) .

I1 reste & montrer que, n et j &tant fixés, il existe une

s+e.st.) pour lesquels ; 2284 54 5 0.

L J
TRA
s=2 '’sg
I1 suffit de choisir 21 assez petit pour que le résultat soit trivial avec

proportion p > O de Jj-uples (t

1
p = H'par exemple.




-~ 68 -

4°) Les conditions (a) et (b) sont vérifibes.

. (b) découle de la formule (F3)
. {(a) . Il suffit de reprendre la démonstration faite 3 la
proposition 5 (condition (a)) pour constater qu'il est possible lorsque

t € [a,b] de remplacer A (t) par une constante ne dépendant que de [a,b].

Par ailleurs Kr(x,t) est Lipschitzienne en t uniformément par
rapport & x. En effet ([7] p. 84)
, . 1/2
sup lei(t)] s c[2(i+1)] , ¢ constante .
telR

Par conséquent la proposition 3,I s'applique.

Conollaire.- Sous les hypothdses de la proposition 6, une condition

nécessaire et suffisante pour que l'on ait & la fois
- p.c -
» sup _|f (t) = £(t)] —> 0 et B[ sup _|f (t) - £(t)|] —> 0O
,b] te[a,p] " te[a,b] ©

est que l'on ait

Vr*e D[a

Log n — 0 .
n

IT.4. - Convergence presque complete unifoume sur R.-

Lemme 6.- Ye>09d n(e) | nzn(e) => sup Ié (t)| < ¢
——— 3 (o] o] It|>r(n) n

Demonsthation.~ Le jleme polynéme d'Hermite peut s'écrire

([12] p. 306)

= [jfz:] (-nyE*rd 3= ... (J-2k+1)
k=0 k!

Hj(t) (2t

d'od , pour |t| 2 %-:

(i/2] .k : :
u )] s f L) (2] t])Y < (2e]t])?
J k=0 k!

Done, pour ltl 2 %-:

. .2
'ej(t), (20 . 51 L nt/2ym1/2 (2e] ] )9 &7F /2




. 2
et : lej(t)l s |t e /2 pour j > j_
car (25 J! v1/2)-1/2 (2e)j — 0
j >+
Alors
- r(n) . r(n) .
s (£)] =] ) (a:.L —a.)e(t) s ) Ja - a.| le. (t)]
n 520 0 i’ Ti 520 i i i
r(n)
$2c Z ,e.(t)' , ol €= sup ,e.(x),
1=0 * ix *t

N
—
t
~
A

J.o r(n) 2
2e [J le®) + 1 |t &/
i=0

i=jo+1

Puisque e.(t) ———> 0 , € > 0 &tant donné&, il existe A > O

T ]
jo
tel que : [t] 3 A =>2c § Je.(t)] 5 e/2 .
i=o *
r(n) . 2
Posons : R (t) =2c¢ et et /2
n i=j +1
o
r(n) —t2/2
IRn(t)Is 2 cr(n) . |t e

Pour |t| > r(n)

2 2
,Rn(t)l £ 2c¢c ,tllt,+1 e—t /2 =2 ¢ exp[—- t? (1 -2 I-'Aoﬁ lt’ -2 LOE 'tl):]

e
|t] t]
Soit B > O tel que, pour Itl > B, on ait :
1 -2 Log [t[ S Log £t| 5 1
[t] t 2
-2/l
Alors, pour |t| > B : ]Rn(t)l $2ce .
~£2/4
Soit C > 0 tel que, pour |t 3C :2c e <e/2 .

Soit no(s) tel que, pour n 3 no(e) : r(n) > max(A,B,C) .

Alors, pour n 3 no(e), on a :

ISn(t)[ s e, a8 que |t| > r(n) .
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Proposition 7.- Soit D 1'ensemble des densités définies et bornes
sur R, dont le développement en série de fonctions d'Hermite converge unifor-

mément vers f(t). Alors une condition suffisante pour que

- p.c, . r(n)
sup Ifn(t) - £(t)| —= 0 est que l'on ait : ——Togn—> 0 .
teR n
Demons thation. -

1°) Nous utiliserons 1'inégalité de Hoeffding ([1h] p. 58) donnée
Iy

au lemme 5, I, oll les variables aléatoires Yj (t) seront majorées par
n
2 c® r(n) (avec : c = sup ,ei(x)l) et ol
i,x
2 rn) 2 2
(K, y(x,t))° ax = (1 e.(x)e.(t) ax s ¢ (r(n) + 1)
r(n) & i i
R R 1=0
Dans ces conditions, on obtient pour n assez grand :
P[Sn(t) €] = P[Sn(t) >ne] g exp[- o, € — ]
r(n)
avec o, indépendant de t.
~ p.C_
2°) Il suffit de démontrer que : sup |S (t)| — 0 . Or
teR
d'aprés le lemme 6, pour n assez grand :
P[sup lSn(t)l 2 e] =p[ sup |Sn(t)| 2 €]
teR te[-r(n),r(n)]
Considérons les nombres t; définis par :
b, = - r(n) + i 2 3 i=1,2,..., (.r(n))h
- (r(n))

Soit t € E— r(n), + r(nj]. I1 existe 1 ¢ {1,2,...,(r(n))u} tel

gue t. gt gt

; 41 Dans ces conditions, puisque Kr(x,t) est Lipschitzienne

en t d'ordre 1 et de constante C r2

C

|s,(t) = s (t.)] < b
r(n)




Donc
sup s _(t)] < sup
te[-r(n),r(n)] * i=1,2,...,r(n))
Pour n assez grand :
P[ sup I%Jt)la e] s P[
te [-r(n),+r(n)] i=1,
L
(r(n))
)
i=1
< 2(r(n))h
la derniére inégalité découlant du 1°).
|
: Finalement, on a :
|
| ~ L
| Plsup |S_(t) | 2 €] s 2(r(n))” exp[- 8
n
| teR
\
|
| ol B ne dépend pas de n. D'ol le résultat.
Remarque. -
que r(n) Log n —> O

n

E[sup lfn(t) - £(t)|[] — 0 , sous les hypothdses de la proposition T.
teR

—]

r(n)

On peut également montrer, comme au lemme 8, I,

est une condition suffisante pour que
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