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INTRODUCTION GENERALE 

Les problèmes r e l a t i f s  à l ' a n a l y s e  e t  à l a  synthèse des systèmes cont inus 

1 i néai res  o n t  é t é  abordés p a r  d i  f f e r e n t e s  msthodes . Tout  d '  abord, 1 a recherche pour 

un processus l i n é a i r e  de commandes à ca rac tè re  con t i nu  a permis l e  développement 

d ' o u t i  1s niathematiques appropr iés .  A i n s i  , l a  t ransformée de Lap lace  /1-10/ condu i t  

à t ransposer  dans l e  domaine f r é q u e n t i e l  l e  problème de synthèse posé dans l e  do- 

maine teniporel . Les hypothèses ae l i n é a r i t é  e t  de s t a t i o n n a r i  t é  s o n t  dans ce cas 

fondamentales. 

Les développernents récen ts  de 1 ' i n f o r m a t i q u e  i n c i u s t r i e l  l e  e n t r a i n e n t  

une u t i  1 i s a t i o n  c r o i s s a n t e  des c a l c u l a t e u r s  "temps r é e l "  dans l e  domaine de 1 'au to -  

ni a t ique ,  e t  en p a r t i c u l i e r  en r é g u l a t i o n .  Dans ces cond i t i ons ,  l a  t r a n s p o s i t i o n  

au doniaine é c h a n t i l l o n n é  des problèmes de synthèse e t  d 'ana lyse  des systèmes con- 

t i n u s  a c o n d u i t  à l ' u t i l i s a t i o n  de l a  t ransformée en Z /1 - I l / .  

Clans 1 ' i n t e n t i o n  d ' u n i  f i e r  l e s  méthodes d ' é tude  des systèr,ies 1 i n é a i r e s  

cont inus e t  d i s c r e t s ,  S t e i g l i z  p u i s  Bozzo /1-12/ o n t  é t é  amenés à d é f i n i r  l a  

t ransformée en 6 .  Cet opéra teur  permet d ' é t a b l  i r un isomorphisme e n t r e  1 'espace 

des s ignaux con t i nus  e t  c e l u i  des s ignaux  d i s c r e t s  /1-13/ e t  a i n s i  de t r a i t e r  

de mani è re  para1 1 è l e  1 a synthèse des f i  1 t r e s  cor i t inus e t  échan t i  1 lonnés. 

L ' é t u d e  des systèmes peu t  auss i  ê t r e  envisagée en u t i l i s a n t  l e  concept 

d ' é t a t .  Ce t te  approche perniet égalenient d ' é t end re  l e  p a r a l l è l e  e n t r e  l e s  méthodes 

d 'é tuae  des systèmes con t inus  e t  des systèmes d isc re ts ,  q u ' i l  s ' a g i s s e  c e t t e  f o i s  

de processus n i u l t i v a r i a b l e s  l i n é a i r e s  ou éventue l lement  non l i n é a i r e s .  Dans ce bu t ,  

une t r a n s f o r m a t i o n  de t ype  homographique des opérateurs  c a r a c t é r i s t i q u e s  de 1 'évo- 

l u t i û r i  du systèiiie /1-2/ ,  condu i t  à assoc ie r  un processus d i s c r e t  à un processus 

coné-i nu . 

Nous envisageons de p résen te r ,  au cours de ce mémoire, 1 ' a p p l i c a t i o n  de 

c e t t e  t r a n s f o r m a t i o n  aux problènres de synthèse des systèmes con t i nus  en u t i l i s a n t  

?es r e s u l t a t s  de l d  t h é o r i e  de l a  commande op t ima le .  /1-14/.  

Dans un p remie r  c h a p i t r e ,  nous proposons de r a p p e l e r  l e s  d é f i n i t i o n s  

relata veç a c e t t e  t r ans fo rma t i on .  

Une seconde p a r t i e  concerne l a  recherche d'une s o l u t i o n  quas i -op t ima le  d ' u n  

problènie op t ima l  c o n t i n u  e t  l ' e s t i m a t i o n  t héo r i que  de l ' a p p r o x i m a t i o n  a i n s i  r é a l i s é e .  
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DISCRETISATION D'UN SYSTEME CONTINU : TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE 

INTROûUCTION 

La d e s c r i p t i o n  e t  1  ' é tude  d '  un processus 1  i n é a i  r e  p a r  l e s  méthodes 

f r é q u e n t i e l  l e s  c o n d u i t  à une dé te rm ina t i on  r a p i d e  des d i spos i  t i  f s  de rég lage  

assurant  un comportement convenable en régime permanent. 

L ' e x t e n s i o n  de ces techniques à des systèmes complexes (mu1 t i  v a r i  a- 

b l e s ,  non l i n é a i  r es )  l e u r  f a i t  pe rd re  l e u r  p r i n c i p a l  avantage de s imp l  i c i  t é .  

La d e s c r i p t i o n  d 'un  système p a r  l e s  v a r i a b l e s  d ' é t a t  /1-1/ permet 

d 'en  p r é c i s e r  l e s  paramètres c a r a c t é r i s t i q u e s  e t  de d é f i n i r  un vec teu r  s i g n i -  

f i c a t i f  de son é v o l u t i o n .  C e t t e  méthode se p r ê t e  à 1  ' u t i l i s a t i o n  des techniques 

numériques de c a l c u l  e t  condu i t  à i n t r o d u i r e  l a  n o t i o n  de modèle d i s c r e t  d ' un  

processus c o n t i n u  1  i n é a i r e  ou non 1  i n é a i  r e .  

Dans ce sens, il a  é t é  proposé, 11-2/ /1-3/ d ' a s s o c i e r  à une c l asse  

de processus con t inus  une c l asse  de systèmes d i s c r e t s  à p a r t i r  d 'une  t ransforma-  

ti on hoinographique des opéra teurs  c a r a c t é r i s t i q u e s  de son évo l  u t i  on. 

Dans un p rem ie r  temps, nous proposons après a v o i r  p r é c i s é  l a  c l  asse 

des systèmes con t inus  abordés dans c e t t e  étude, de r a p p e l e r  1  a  d é f i n i t i o n  d '  une 

t r ans fo rma t i on  homographique de ce type.  Nous comparerons, e n s u i t e  l e s  p r o p r i e t é s  

e s s e n t i e l  l e s  des processus c o n t i n u  e t  d i s c r e t  associés.  

L ' é t a t  d ' u n  système, à un i n s t a n t  t, peu t  ê t r e  d é f i n i ,  comme 1  'en-  

semble des va leurs  des paramètres pe rme t t an t  de p r é c i s e r  son é v o l u t i o n  f u t u r e .  

Dans ce sens, s i  1  ' on  e x c l u t  l o s  systèmes à constantes non l o c a l i s é e s ,  1  ' é t a t  

d 'un système de dimension f i n i e  e s t  c a r a c t é r i s é  p a r  l e s  q  composante xi d ' u n  

vec teur  x d é f i n i  s u r  R ~ ,  

A f i n  de p r é c i s e r  l e s  n o t a t i o n s ,  nous envisageons l ' é v o l u t i o n  d 'un  
processus s u r  1 ' i n t e r v a l  l e <  ; to d é f i n i s s a n t  1  ' i n s t a n t  i n i t i a l  , 1 a  v a r i a b l e  t 

é t a n t  constamment c r o i s s a n t e  à p a r t i r  de to 

t 6% "' G ] - m , + o ,  [ 
O il \'O 

q -  - connaissant  l ' é t a t  i n i r i a l  x, 6 K a l ' i n s t a n t  to e t  l e s  r, composantes uk du 

vec teur  de commande ?i E R' sur 1 ' inter ba l  l e  de temps [to,tj 1  ' é t a t  d 'un  proces-  

sus dynamique à l ' i n s t a r s t  t peu t  se d é f i n i r .  p a r  une f o n c t i o n  de t r a n s i t i o n  de 

l a  forme : 

X ( L ]  * \ A  ; L ; t )  
LW 

1- 1 



OU .*, ,sr <.,;r 2 i u e  1.' r R' Ay dails gq supposée continue ou continue 

par iuurccidux parL tappovt. à xo pour t e t  to fixés e t  par rapport à t pour xo e t  

t fixés.  
0 

Les processus dynamiques à é t a t s  continus sont généralement repré- 

sentés par 1 "quatiori (1-2). Nous préciserons ultérieurement l a  classe des fonc- 

tions t retenues pour cet te  étude 

*( t )  = f ( t  , x ( t )  , u ( t )  ) 1- 2 

f es t  une applicatiori de yx R~ x Rr  dans Rq vér i f iant  l a  condition de Lipshitz 

/ 11-4/. 

Les informations captées sur  l e  processus sont représentées par les 

con~posantes y d ' u n  vecteur de s o r t i e  y E Rm ( m  < q )  dépendant de l ' é t a t  du  1 
système e t  de 1 'entrée.  Nous notons : 

Y = g ( t , x ( t )  , u ( t ) )  1- 3 
m 

où g e s t  une application d e y x  Rq x R r  dans R supposée continue ou continue 

par niorceaux par rapport à t. 

L'ensemble des équations (1-2) e t  (1-3) constitue un modèle mathë- 

matique décrivant l 'évolution du processus. 

Les sys tènies physiques représentés à par t i r  d' un système d'équations 

différentiel  l e s ,  peuvent 6tre  décrits sous forme matricielle.  A t i t r e  d ' i l  111s- 

t ra t jon,  nous proposons en Annexe 1-1 un exeinple emprunte au domaine de 1 'aero- 

na.; t ique.  

Les systèmes retenus dans ce t te  étude peuvent ê t r e  rattachés à l a  

e;  assr  des processus 1 inéaires stationnai res ou non stationnai res décrits par 

une équation d ' é t a t  de l a  forme (1 -4 )  représentée selon l e  schéma de la figure 

y = C x  

x, y 2" sçont respectivement les vecteurs d ' é t a t ,  de sor t ie  e t  d 'entrée à 1 ' ins- 

%anL t: de dimensions respectives : q ,  m ,< q  e t  r 4 q .  

A e s t  urie iiiatii  se f0rlctl0~117~?11 c diiiiension q x q dépendant éventuellement du 

teritps t ,  e t  d'@lërnezl-és à;; 

Ce t a u i t a h  ~ a i . a c ~ - ; t  ; J s  I ' e v t  i u ~ i c , < ~  J,i ;:sltiil~z en régime autonome à par t i r  de 

c ~ o d i t i o n s  i n i ~  &:es  
..,J 

R r s t  irne maPr; cc fonc~ionnel 1 e dépendant éventuel lement d u  temps t ,  de dimension 

c; A r ei. d 'e lén ie i l t s  b i r  

ll(i,) :c c 4  A 

CC r ~ u i s d u  r z o u i ~ i ~  : i n i l d ~ ! i i i .  u ~ i  t e t  uk SUI.  l ' é t a t  du système à 1' ins-  

li, el C A n i l  g l i a t ~ ~  CG functionnel I G  ;Yepc:rCiuri~ eventwel lenient d u  temps t ,  de  dimension 



m x q e t  d 'é léments cg 

C ( t j  :e -+ R~ 

Ce t a b l e a u  précis; l a  n a t u r e  des in fo rmat ions  rée l l emen t  captées s u r  l e  système. 

FIGURE 1-1 

1.2. D é f i n i t i o n  de l a  t r ans fo rma t i on  homographique : 

La dé te rm ina t i on  d 'un  modèle d i s c r e t  d 'un  processus c o n t i n u  l i n é a i r e  

ou non l i n é a i r e  peu t  ê t r e  envisagée par  une t r a n s f o r m a t i o n  p o r t a n t  s u r  l a  m a t r i -  

ce f o n c t i o n n e l  l e  qu i  c a r a c t é r i s e  1 ' é v o l u t i o n  du régime autonome du système é t u d i é  

Dans l a  r e p r é s e n t a t i o n  con t i nue  du système l i n é a i r e  d é c r i t  pa r  l e s  équa t ions  1-4, 

il s ' a g i t  de l a  m a t r i c e  A. 

Une démarche analogue a dé jà  é t é  u t i l i s é e  11-51 pour 1  ' é t ude  de l a  

s t a b i  1 i t é  des systèmes con t i nus  1 I néa i  r es  au moyen de l a  seconde méthode de 

Lyapunov. Dans c e t t e  é tude  l a  c o n d i t i o n  de s t a b i  1  i t é  en régime autonome du sys- 

tème (1-4) peu t  ê t r e  dédu-i t e  de c e l l e  d h n  système d i s c r e t  assoc ié  de l a  forme 

su: vante : 

Xk-t 1 = ( I + A )  ( I - A ) - ' x ~  t 1- 5  T 
Le cho i x  de l a  f o n c t i o n  de Lyapunov v, v  : R~ -+ R no tée  v  = x  x  

pemiet de v é r i f i e r  rap idement  c e t t e  p r o p r i é t é .  

Une c o n d i t i o n  de s t a b i l i t é  du système c o n t i n u  (1-4)  s ' o b t i e n t  à 

p a r t i r  du c a l c u l  de l a  d é r i v é e  eu lé r i enne  de l a  f o n c t i o n  V l e  l o n g  des s o l u t i o n s  

du système (1-4) .  



d 'où  l a  c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  asymptot ique : . 

expr imant  que l a  m a t r i c e  symétr ique Q e s t  d é f i n i e  p o s i t i v e .  
T 
1 Une f o n c t i o n  de Lyapunov de même t ype  vk = x x k  u t i l i s é e  pour  l e  

système d i s c r e t  (1-5) c o n d u i t  au c a l c u l  de l a  d i f f é r e n c e  f i n i e  A V .  
T 

T S  = H  (A) H ( A )  

H(A) = (1 + A) ( 1  - A ) - '  

d 'où  l a  c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  : 
7 

Ces deux c o n d i t i o n s  s o n t  équ iva len tes .  Ln e f f e t ,  l a  v a l e u r  p rop re  de p l us  grand 

module de H(A) = (1  + A)  ( 1  - A ) - '  no tée  I A ~  1 e s t  l a  t ransformée homographique 

de l a  va l eu r  p r o p r e  de p l  us grande p a r t i e  r é e l  l e  pi de A e t ,  dans 1 e  cas 1  i né- 

a i r e ,  l a  c o n d i t i o n  de s t a b i l i t é  1 - 6 1  ke(H) < O e s t  é q u i v a l e n t e  à 

max 1x1 H(A) < l. 
C e t t e  t rans fo rmat ion  se p résen te  donc comme une g é n é r a l i s a t i o n  de 

l a  t ransformée en W 11-71 qu i  à 1 ' i n t é r i e u r  du c e r c l e  de rayon 1, f a i t  

cor respondre l e  demi p l a n  complexe Re r O. 

Sur c e t t e  i dée ,  il semble donc p o s s i b l e  d ' a s s o c i e r  un processus 

d i s c r e t  à un processus c o n t i n u  e t  nous proposons de d é f i n i r  l e s  n o t a t i o n s  

adaptées à c e t t e  t r a n s f o r m a t i  on. 

B ien  que l e  r é s u l t a t  s o i t  v a l a b l e  en non 1 i n é a i r e ,  de façon à 

s i m p l i f i e r  l a  p r é s e n t a t i o n ,  l e s  c a l c u l s  s e r o n t  condu i t s  à p a r t i r  de l ' h y p o -  

thèse 1  i n é a i r e .  

S o i t  un processus d i s c r e t  don t  nous observons 1 ' & v o l u t i o n  su: 

[ n]; " def i rn issdn t  l ' i n d i c e  i n i t i a l ,  l a  v a r i a ~ l e  n  é t a n t  1  ' i n t e r v a l  l e  n  

cons tamen t  c r o i s s a n t e  à p a r t i r  de no. 

Connaissant l ' é t a t  i n i t i a l  xo 6 R~ e t  l e  v e ~ t e u r  de c~r i i r~ande u(o,n) su r  l a  



séquence [0,n] ; l ' é t a t  du processus d i s c r e t  à l a  séquence n  peu t  se d é f i n i r  

pa r  une f o n c t i o n  de t r a n s i t i o n  de l a  forme : 

n  = @ ( n  ,xoYu(0,n) )  1- 7 

où m e s t  une a p p l i c a t i o n  de N x  R~ x  R~ dans Rq. 

Les systèmes d i s c r e t s  envisagés dans c e t t e  é tude peuvent ê t r e  

r a t t aches  à l a  c l a s s e  des processus d i s c r e t s  l i n é a i r e s  s t a t i o n n a i r e s  o u  non s ta -  

t i o n n a i r e s  d é c r i t s  p a r  une équa t ion  d ' é t a t  de l a  forme 1-8 : 

'n y 
vec teur  d '  o r d r e  q, c a r a c t é r i s e  1  ' é t a t  du processus d i s c r e t  pour 1 ' i n d i c e  n. 

y,, vec teu r  de s o r t i e  d ' o r d r e  m 2 q. 

'n, vec teu r  d ' e n t r é e  d ' o r d r e  r s q. 

M y  t ab l eau  de dimension q  x  q e t  d 'é léments mi dépendants de l ' i n d i c e  n : 

N ( n )  : N -t 
Rq X q 

Ce t a b l e a u  c a r a c t é r i s e  1  ' é v o l u t i o n  du système à p a r t i r  de cond i t i ons  i n i t i a l e s  

xo en l ' absence  Je t o u t e  en t rée  (régime autononle). 

F, t a b l e a u  de dimension q  x  r e t  d 'é léments  fik dépendants de 1 ' i n d i c e  n  : 

F(n)  : N -+ 
R9 x  r 

Ce t a b l e a u  t r a d u i t  l ' i n f l u e n c e  des r ent rées s u r  l ' é t a t  du système pour 1 ' i n -  

d i c e  n. 

G, t a b l e a u  de dimension m x  q  e t  d 'é léments  g ~ j  dépendants de l ' i n d i c e  n  : 

G(n) : N -. x  q  

Ce t a b l e a u  expr ime l a  n a t u r e  des i n f o rma t i ons  captées s u r  l e  système. 

Exprimons, à p a r t i r  d 'une  t r ans fo rma t i on  s imple,  l ' e f f e t  du vecteur  

( 'nt1 t xn) /2  s u r  l a  d i f f é r e n c e  f i n i e  ( x  - xn) ; pour ce f a i r e ,  ca l cu l ons  

chacune de ces q u a n t i t é s  : 

Il v i e n t  a l o r s  : 

Y 

de même en con t i nu ,  exprimons l e  vec teur  x+x/2 en f o n c t i o n  de x  - x /2  en tenan t  

compte de 1-4, il v i e n t  : 
O 

x  t x/2 = ( 1  5 A/21,4 + B / Z  U 
O 

x - x/2 = ( 1  - A / Z j r  B / L  u  



s o i t  : 

Les équations 1-10 e t  1-11 conduisent à introduire deux fonctions 

matri ciel les de type i-ioniographique notées H  e t  H l  : 

H ( D )  = ( 1  + 0 1 2 )  ( 1  - D / z ) - '  1- 12 

t i l ( D )  = ( C  - 1) ( ( D  t 1 ) / 2 ) - l  1- 13 

D  e s t  une matrice carrée d'ordre q ,  pour laquelle nous sucposerons 

qu ' i l  exis te  des inverses te l les  que définies dans ces deux relations.  

Calculons ( H ( D )  - 1) e t  ( H ( D )  + I ) / 2 ,  i l  vient : 

( H ( D )  - 1) = ( 1  + 0 1 2 )  ( 1  - D / z ) - '  - 1 

= D(I - ~ 1 q - l  
( H ( D )  + I ) / 2  = ( (1 + 0 1 2 )  ( 1  - D / z ) - '  + 1 ) / 2  

= ( 2 1 ( 1  - ~ / 2 ) - ' ) / 2  = ( 1  - D/L, 

e t  la transformation H '  e ç t  inverse de la transformation H.  Eri eff,  - 

H ( t ) )  = ( H )  - 1 j ( ( H ( D )  + 1 ) / 2 ) - 1  

= D ( 1  - D / z ) - '  ( 1  - 0 1 2 )  = D  ! ,11 

Cette transformation matri ciel  l e  H e t  son inverse permettent 

d'associer respectivement aux deux systèmes continu e t  discret  définis par 

( 1 - 4 )  e t  (1-8) les représentations discrètes e t  continues ( 1 - 1 4 )  e t  ( 1 - 1 5 ) .  

= H ( A )  zn t ( 1  - A / ~ ) - ' B %  1- 14 
'n+i 

= H - ~  (p)  z t ( ( M  t 1 ) )  F u 1-15 

La fonction de matrice ( 1  t A / 2 )  ( 1  - A / 2 ) - '  e s t  la  matrice fonc- 

t i  onnel l e  discrète  caractérisant l e  comportement en régime 1 i  bre du système. 

E l  le e s t  dédui te ,  par l a  tran~fori~iation na t r i  ciel l e  H, d e  l a  matrice fonctionnel l e  

continue A. 

La fonction de matrice ( 1  - A / ~ ) - ~ B  t radui t  sur le  plan discret  

l ' influence de l a  commande sur l e  système. Elle e s t  obtenue par composit~on 

des deux niatrices A  e t  B .  



La r e l a t i o n  l i a n t  l e  système o r i g i n a l  ( c o n t i n u  ou d i s c r e t  

e t  son transformé homographique ( resp  : d i s c r e t  ou c o n t i n u )  peu t  C t r e  p réc i sée  

en i n d i q u a n t  que l e  vec teur  d ' é t a t  x du système c o n t i n u  ( r esp  : x_  d i s c r e t )  e s t  
I l  

assoc ié  au vec teur  d ' é t a t  zn du modèle d i s c r e t  ( r esp  : z con t i nu )  s u i  vant  l e  

schéma de 1 a f i g u r e  1-2 
C 

Etude des p r o p r i é t é s  pour  1 es sys tèmes 1 i néai  res  

Dans 1 'hypothèse 1 i n é a i  re ,  l a  t r a n s f o r m a t i o n  homographique in ip l  ique,  

p a r  d é f i n i t i o n ,  1 ' équ iva lence  des c o n d i t i o n s  de s t a b i l i  t é  du systètne c o n t i n u  e t  

du modèle d i s c r e t  assoc ié .  

Dans c e t t e  hypothèse, il e s t  également p o s s i b l e  de démontrer l a  

conserva t ion  du p r i n c i p e  de d u a l i t é .  

Pour un fonct ionnement  en régime autonome du système d é c r i t  par 

l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  1-17, l e  système a d j ~ i n t  s ' é c r i t  sous l a  forme 1-18. 
O 

x = A x  1-17 
O 

( , = -  
T 

AT + 
avec x yi = cs te .  

La t r a n s f o r m a t i o n  homographique précédemment d e f i n i e  en 1-12 permet 

d ' a s s o c i e r  au système a d j o i n t  (1-18) un système a d j o i n t  d i s c r e t .  



En e f f e t ,  l e  modèle d i s c r e t  assoc ié  p a r  homograpnie au système con t i nu  

1-17 e s t  n o t é  : 

z  n+ 1 
= H(A) zn 1- 19  

Le modèle d i s c r e t  assoc ié  p a r  l a  t rans fo rmat ion  H au système c o n t i n u  

a d j o i n t  s ' é c r i t  1-20 : - 1 
+ 2 = ( 1  + 2  1 - ( ~ ~ 2 ) )  ( y  - ;l2) 1-20 

Compte t enu  de l a  d é f i n i t i o n  (1 -12 )  e t  eri no tan t  cn l e  vec teu r  

assoc ié  au vec teu r  c o n t i n u  a d j o i n t  $, i 1  v i e n t  : - .  

Il s ' a g i t  du système a d j o i n t  du système d i s c r e t  1 -19 ,  

Commandabi 1  i t é  -------------- 

La c o n d i t i o n  de commandabi l i té d ' un  systèriie l i n é a i r e  d é c r i t  pat i d  

r e l a t i o n  1-4 peu t  s  ' e xp r ime r  simplement au moyen des coniposantes zi de l a  

m a t r i c e  A, il v i e n t  : 

A A cominandabi l i té de ( i - a )  + rang  ( z l A ~ ,  z2 B, ..., z B) = n .  
1 Les m a t r i c e s  A  e t  H(A)  ayant  l: le composantes /1-E/ ,  l c 5  con- 

d i t i o n s  necessai res e t  s u f f i s a n t e s  de commaidabi l i té des systèmes 1 - 4  e t  i - 14  s o n t  

i den t i ques .  

Observabi 1  i t é  ------------- 

Les p r o p r i é t é s  d '  observabi  1  i t é  e t  de commandabi 1 i t é  s  'échangent 

p a r  dual i t é .  

Nous en déduirons, compte t enu  des r é s u l t a t s  précédents, 1  ' é q u i -  

valence des p r o p r i é t é s  d ' o b s e r v a b i l i t é d e ~  système c o n t i n u  e t  d i s c r e t  assoc iés 

p a r  1  a  t r a n s f o r m a t i o n  homographique H. 

Des p r o p r i é t é s  analogues peuvent ê t r e  mises en év idence pour  l e  

système d i s c r e t  e t  son transformé c o n t i n u  par  l a  t r ans fo rma t i on  i n v e r s e  H". 

L 'ensemble de ces p r o p r i é t é s  peu t  ê t r e  simplement résumé s u r  l e  

schénia de l a  f i g u r e  1-6. 



FIGURE 1.  d 

Systèriie c o n t i n u  H- 1 

A > H 

t 

Dans l e  cas des systèmes con t inus  non l i n é a i r e s ,  l a  s t a b i l i t é  du 

modèle d i s c r e t  assoc ié  e n t r a i n e  généralement c e l l e  du système c o n t i n u  i n i t i a l  

/ l - 3 / .  ~ ' e q u i v a l e n c e  des p r o p r i é t é s  n ' a  cependant pas pu ê t r e  mise en ev i denc t  
comme dans 1 e  cas 1 i n é a i  r e .  

Système d i s c r e t  

Z 
1 l 

A 

a d j o i n t  xT + = C t  

v V 

Système 

a d j o i n t / c o n t i  nu 

ti- l Système * 
a d j o i n t / d i s c r e t  

t i  



CONCLUSION 

L 'é tude  d 'un processus cont i r iu ,  l a  synthèse d ' u n  mode de cornmande, 

n é c e s s i t e n t  l e  p l u s  souvent 1 ' u t i l i s a t i o n  d 'un  modèle d i s c r e t  de son é v o -  

l u t i o n .  

Dans ce sens, l a  mise en oeuvre d 'une méthode de d i s c r é t i s a t i o n  

basée s u r  1  'emp lo i  di une t r ans fo rma t i on  homographique permet de coriserver 

pour  l e  modèle d i s c r e t  approché l ' ensemble  des p r o p r i é t é s  de stabiljtc, 

commandabi 1  i té ,  observabi  1  i t é  du sys tème 1 i n é a i  r e  i n i t i a l  . 
Plus p a r t i c u l i è r e m e n t ,  l a  conserva t ion  des p r o p r i é t e s  de d u a l  i t e  

c o n d u i t  à env isager  l ' a p p l i c a t i o n  de c e t t e  méthode de d i s c r é t i s a t i o n  a l a  

synthèse, à p a r t i r  des t h é o r i e s  de 1 ' o p t i m a l i  t é ,  des processus cont inu5 ~ I I  

d i s c r e t s  . 



DEFII \ I ITIO;. I  DES COMMAI\IDES Q U A S I - O P T I M A L E S  D ' U N  SYSTEPiiE iC: rTI i \ IU 

PAR TRAl$SFORMAT 1 ON HOMOGRAPH I Q U E  



INTRODUCT ION 

La n o t i o n  d ' é t a t ,  généralement u t i  1  l s é e  pour  1  a  r e p r é s e n t a t i o n  

des processus, c o n d u i t  à une f o r m u l a t i o n  des é q u a t i o n s  d ' u n  système dans 1  t 

domaine tempore l  e t  s e  p r ê t e  a i n s i  à une u t i l i s a t i o n  a i s é e  des techn iques 

numériques . 
Dans l e  cadre  de l a  t h é o r i e  de l a  commande o p t i m a l e ,  ce niode de 

d e s c r i p t i o n  permet de s u b s t i t u e r  aux i n d i c e s  de q u a l i t é ,  usue l l emen t  d e f i n i s  

dans l e  domaine f r é q u e n t i e l  t e l s  l a  p r é c i s i o n ,  l e  temps de réponse,  l e  t a u x  

d 'amor t issement ,  des c r i t è r e s  q u a n t i  t a t i  f s  r i g o u r e u x .  

Les l o i s  de commandes déterminées p a r  ces méthodes r e s t e n t  en  

généra l  d i f f i c i l e s  à e x p r i m e r  e t  s u r t o u t  à m e t t r e  en p r a t i q u e .  Dans :e sens,  

1  ' é t u d e  des systèrnes 1  i n é a i  r e s  à c r i  t è r e s  q u a d r a t i q u e s  1 2 -  1/ e t  p l  us p a r t i  - 

c u l i è r e m e n t  c e l l e  du problème du r é g u l a t e u r  d ' é t a t  c o n d u i t  a une s t r u c t u r e  de 

commande l i n i a i r e  b o u c l é e  où l a  l o i  de coniniande p e u t  ê t r e  d é f i n i e  de man iè re  

i m p l i c i  t e .  La forme des é q u a t i o n s  de r é s o l  u t i o n  impose, cependant, 1  ' u t i  1  i s a -  

t i o n  de méthodes numériques d ' i n t é g r a t i o n .  La d é t e r m i n a t i o n  p r a t i q u e  de l a  

commande c o n d u i t  donc à une d i s c r é t i s a t i o n  du processus c o n t i n u  e t  pose l e  

d é l i c a t  problème de l ' é v a l u a t i o n  de l ' a p p r o x i m a t i o n  a r b i t r a i r e  a i n s i  r é a l i s G e .  

La t r a n s f o r n i a t i o n  homographique, précédemment d é f i n i e ,  p e r m e t t a n t  

d ' a s s o c i e r  de niani è r e  r i  goureuse au systèrne c o n t i n u  é t u d i é  un système d i  s c r e i ,  

c o n s t i t u e  un moyen de t r a n s p o s e r  l e  problème o p t i m a l  c o n t i n u  en un prob lème 

o p t i m a l  d i s c r e t  e t  de p r é c i s e r  1  ' app rox i rna t i on  a i n s i  e f f e c t u é e  dans l a  dét,.r - 

m i n a t i o n  de l a  commande. 

Après un b r e f  r a p p e l  &!. l n  t h é o r i e  de l a  commande o p t i m a l e ,  nous 

proposons,  dans un prern ier  temps de d e f i r i i r  un prob lème de r é g u l a t e u r  d ' e t a t  

en é t u d i a n t  l a  s o l u t i o n  o p t i m a l  t c o n t i n u e  a i n s i  que l e s  modèles d i s c r e t s  

auxquels condu isen t  I d  t - t35ul~t ic i r i  des equd t ions  d é f i n i s s a n t  l a  l o i  de commande, 

Ddns unt: deux ienie ctiipe, l d  d é f i n i t i o n  d ' u n  problème o p t i m a l  d i s c r e t  

a s s o c i e  au p r o b l  èrilt -on t l n u  pàr t~ dnsf;,rmiit iori homographique c o n d u i t  à i n t e r p r é -  

t e r  1 a  s o l  u t i o r i  discrete obtenue cuiiiilit: U ~ I C  s o l  u t i o n  sous-opt imale  c o n s t i t u a n t  

une a p p r o x ~ i i i a t i o n  de 16 s o l u t i ~ r ;  b ~ ' u ~ i i ! d l e  ~ o n t i n u e  t h é o r i q u e .  



2 . 1 .  Commande o ~ t i m a l  e à cr i  t è res  auadratiaues 

Pour u n  système déc r i t  au moyen des variables d ' é t a t ,  l e  problème 

de synthèse peut s e  defiriir de l a  manière sui  vante : i l  s ' a g i t  de déterminer 

une t r a j e c t o i r e  pa r tan t  d'un é t a t  i n i t i a l  imposé pour a t t e indre  un  é t a t  f ina l  

ou ob jec t i f  en miniriiisant une fonction de coût ou c r i t è r e .  

La forriiulatiori i~iathéii~atique de ce t t e  déf in i t ion e s t  donnée en 

aiinexe 2 . 1  a i . ~ s i  que 'les df ff6i-siitl; c r i  t s r e s  i n t r ~ d 2 i  t s  ci -?près : 

D'un point  de vue global ,  ces problèmes peuvent ê t r e  classés 

en d i f fé ren tes  catégories /2-2/ selon l ' o b j e c t i f  e t  l e s  c r i t è r e s  retenus. 

( i )  commande en temps minimal I l - : /  : l e  systeme d o i t  atreilldre 

un cer ta in  domaine de 1 'espace d ' é t a t  dans 1 ' i n t e r v a l l e  de temps 

l e  plus court possible.  Pour un système déc r i t  par une équation 

d ' é t a t  de l a  forme 1-4 
O 

x = A x + B u  

i l  s ' a g i t  de trouver l e  vecteur de commande u t e l  que l e  sys- 

tème passe de l ' é t a t  x ( t o )  = xo a xf en u n  temps minimal d'où 

l e  c r i t è r e  J = d t  I 
( i i )  commande à consommation minimale /2-4/  : Pour l e  système pré*- 

cédent décr i t  en (1-4)  : 
O 

x = A x + B u  

1 a consommation peut ê t r e  representée par une combinai son 

1 i n éa i r e  m : R r  - R' des valeurs absolues des composantes 

d u  vecteur de commande 

d ' o ù  l e  c r i t è r e  : 
t f 

t ( U  j :At 

( i  i i) asse r -VI  i5emèri.e s 2nèryi t .  :nininiale /2-5/ : 1 ' é t a t  d u  système 

d o i t  suivre l e  nileux possible une lo i  d ' en t r ée  déterminée en 

ni1 11 i i n i san t  1 'eneriji e ~UflSOITlllle&, 

Ce 9 i  o',leille cuirdur t s t r.i te re  de type quadratique e t  nous 

proposuns de i ' e r l v ~ s a c j e r  t-!I u e t d ~  1 a d [ , \  ce chapi t re .  



Ln e F f e t ,  1 'é tude  des systêmes ! inGa i res  a  c r i t è r e  quadra t ique  

permet de f a i r e  i k  1 i e n  e n t r e  l a  t h é o r i e  de l ' op t ima l  i t é  e t  1  es méthodes de 

synthèse c l  ass ic lus  /3-fi/ .  De plus, 'la 1 l r i lésr i  t é  des r e l a t i o n s  permet 

d 'expr imer  formel lement  l e s  d ~ f f 6 r e n t e c .  s o l u t f a n s  obtenues e t  permet a i n s i  

une m e i l l e u r e  comparaison des méthodes u t i  1 i sées.  

2.1.1,  Systèmes linéalreç 2 cxiti2reç uadratiques : .- *"..~ ---------------- - ---"..-,-->-- g ------- --- 

Envisageons un processus l i n é a i r e  non s t a t i o n n a i  r e  d é c r i t  pa r  une 

équa t ion  d ' é t a t  de l a  forme (1 -4 )  
O 

x = A x t b u  2- 1 

y = C x  2- 2 

avec l e s  n o t a t i o n s  du c h a p i t r e  1, x ,  y e t  u  é t a n t  respec t i vement  l e s  vecteurs  

d ' é t a t ,  de s o r t i e  e t  de commandes d ' o r d r e  q, m s q, r 5 q. 

Notons i 1 ' é ca r t  i n s tan tané  e ~ t r e  l a  s o r t i e  du processus y  e t  

l a  v a l e u r  dés i rée  no tée  z 

e = z - y  

L ' é v o l u t i a n  du processus e s t  s u i v i e  s u r  un i n t e r v a l l e  de temps 

t,, t f  l e  temps t e r m i n a l  tf e s t  f i x é .  

ia l o i  de commande assuran t  un corfiportement convenable du processus 

2-1 peu t  Gtre obtenue en m in im i san t  l a  f o n c t i o n n e l l e  J 

f - t, 
S : m a t r i c e  de d i m e n s i ~ r i  nr x ni shmetr ique semi-déf in ie  p o s i t i v e .  

Q : e s t  une m a t r i c e  f o n c t i o n r i e l l e  dependdrit 2ventue l len ient  du temps t, de dimen- 

s i o n  m x  rn 

4 i t j  . .Y * kiii,xill 

t e l l e  que, yu;tl +;ic > a i  -c t, ei  ie s u i t  t I ~ d j o 2 r s  semi - . d e f i n i e  p o s i t i v e .  

R . e s t  Larie rnatr-ice i-o;tc t i r ~ ~ a r i e ~  i d  liepe.ia;int zi leri tue!lement du temps t ,  de dimen- 

, < 

tellci. que, que! qut>  c u i t  t ,  e l l e  ( c i t  t o u j o ü r s  d é f i n i e  p o s i t i v e .  



La part ie  de la fonctionnelle J notée J f  impose une contrainte 

sur l e  domaine de valeurs de l ' é t a t  final x ( t f )  noté xf non imposé dans l a  

définition du problème. 

Le terme J de la  fonctionnel l e  J pénalise les écarts entre la  s o r t i e  
C 

du système e t  l a  so r t i e  désirée ; i l  donne, en outre une indication sur la  dé- 

pense d'énergie de commande. 

La matrice Q i t )  permet de pondérer 1 ' e f f e t  du c r i t è re  sur les coinpo- 

santes du vecteur de sor t ie  e t  de moduler 1 e comportement du système pour un  temps 

d'observation donné tf (Cf. f igure 2-2 a e t  b )  

Le ciaraclilr~ nuri staL!crinaire d~ l a  matrice de coût Q ( t )  permet 

d'éviter. 7 a pena l i s a t l u n  (rss ecarts  ] r i  i t i a u x  n o n  accessibles à 1 a cerrectlon 

de ICI commande. 

Sui var i "L re-, va leurs de  ! r i  ~ u i - t ?  e dSsi ree, t ro is  groupes de prob'l èrnes 

sont ~ipuf=;'ielj~ent d é f ~ r i i ;  



Le systënie é t a n t  é c a r t é  d ' u n e  p o s i t i o r i  d ' é q u i l i b r e ,  on d é s i r e  l e  

ramener à c e t t e  p o s i t i o n  sans depense e x c e s s i v e  d ' é n e w g ~  e. 

La p r é c i s i o n  e x i g é e  s e r a  obtenue en m i n i m i s a n t  une f o n c t i o n n e l l e  

de l a  forme (2-3)  dans l a q u e l l e  l e  v e c t e u r  d ' é c a r t  précédemment d é f i n i  se 

r é d u i t  au v e c t e u r  x d é c r i  v a n t  l ' é t a t  du sys terlie. 

- Problème de r e g u l a t e u r  de s o r t i e  
- - - - - - - * . . - -  - - - -  - - - - -  ----------~-- 

On d é s i r é  que l a  s o r t i e  du systeme s o i t  auss i  p roche que p o s s i b l e  

d 'une v a l e u r  de cons igne é g a l e  à zé ro  en m i n i m i s a n t  l a  dépense d ' é n e r g i e  de 

commande. 

Daris ce cas : 

V t z ( t )  = O e t  e = y = C x  

l e  c r i t è r e  J 2  ob tenu  e s t  t r è s  proche du c r i t è r e  Ji c a r a c t é r i s a n t  l e  r é g u l a t e u r  

d ' é t a t .  t f 
r 

En e f f e t ,  s i  l e  systenie l i n e a i r e  d é c r i t  p a r  l e s  é q u a t i o n s  ( 2 - 1 )  e t  

( 2 - 2 )  e s t  o b s e r v a b l e  l e  problème de r é g u l a t e u r  de s o r t i e  p e u t  t o u -  

j o u r s  se ramener /2-1/ à un problerne de r-ëçju lateur d ' é t a t  ( l e s  r i la t r ice;  

de p o n d é r a t i o n s  é t a n t d a n s  ce cas niodi f i é e s )  . 

- Probleriie de p o u r s u i  t e  ------------ -------- 

On d é s i r e  que l a  s o r t i e  du systëme s u i v e  l e  mieux p o s s i b l e  une 

e n t r é e  déterin1 née saris depense excess i  ve d '  é n e r g i e .  

La l o i  de coniniaxide s e i o  ùbter iuz  en i n i n i n l i s a n t  l a  f o n c t i o h î n e l l e  

J d é t i n i e  en ( 2  3 ) .  

Lependdnt m e  t e  l l e  fo : . ,~ i l i i  a t i  ori ne p o u r r a  6 t r e  adaptée au t r a i  t e -  

mefi t  de l a  cornniande en tertip: r+el . t.ri e i f e t ,  l a r é s o l  u t i  or1 de ce p r o b l  èrhe 

/ L - l l  rriontre ytit? ) L L ~ C L I  2 l i i h ~ , t q 9 i f  L, Lie I d  l~li de  comrnariue d i b r n d  

des v a l e u r s  t J t d r r S  J .  lu 5ol- t ' le  Je3 1 ret? 

4 t b [ t u ,  L ~ ]  [ t ,  tf] 

* , \ 
u ( t )  - J , - ( < ] )  

I ln t e l  ;liIJ,ie Ltt" i,orllr ,i:-ilt. \-le .: ~ ~ ~ p ~ ~ : i i l ~ ~  t ;+ -1rivisagé dans l e  cas 

d '  un t r a ï  terileri t eri teiiips d l  f tek e 

P r e c ~ - i o l i s  q u e ,  ~ A I I S  l t:  La- d e  ; y z ~ e ~ : ~ e  l i n e a l r e s  s t a t i o n n a i r e > ,  i l  e s t  



possible /2-5/ de ramener Ur i  problème de po i~rsu i t e  h un problème de 

régulateur d ' é t a t  d 'ordre  plus e levé .  

L'étude d'un problème de régulateur a ' é t a t  permet donc 

d'envisager d'une mani ère  générale l a  c lasse  des systèmes 1 inéai res avec 

cr i tères  quadratiques. 

2 . 2 .  Probl eirie du  régulateur d ' é t a t  c ~ n t i n u  

Le systènie é tan t  déc r i t  par l 'équatiori d ' é t a t  ( 2 - 1 )  : 

La loi  de coiiiinande recherchee doi t  minimiser 1 a foricticjnnel le 

J s u i v a n t e :  1 

les  notations é t an t  défitiier en 2 - 3  

L '  appl i catiori dli principe da niaxirnum de Pontryagi r ( i f .  

Annexe 2-2)  /2-7/ déterriiine la  101 ae coii~iiidnde optiniale coiiiine une 
fonction l i néa i r e  de 1 ' é t a t  du systènie e t  conduit à l a  s t ruc tu re  optiiiidle rri 

boucle fermée au schénia de l a  f i g u r e  , ' - -O .  

i i La V d l i b i '  CI.' i d  t a c k , ~  t, i un i i e l  l e  \1 e s t  donriée, pour u n e  solu~icin 1 
opt i~~id le  partarit de , a 1 ' i i i i tar ir  L, 2 0 .  13 r e i h t i u~ i  2-7 





La recherche de l a  commande optimale nécess i te  l e  calcul 

de l a  matrice du gain K ( t ) .  Dans ce cas,  l e s  travaux de Kalmar) ont montré 

que l a  matrice syinetrique K ( t )  : + R~~~ ii éléments non constants,  e s t  

solution unique /L-&/ Ue I 'equation d i f f é r en t i e l l e  du type ae Kiccati 

(2 -8) .  
O 

K ( t )  + f  ( t ,  K ( t ) )  = O K ( t f )  = 5 

- Dans l e  cas de systèmes s ta t ionnaires  oCi l e s  matrices A ,  B ,  

Q ,  R sont  à elenients indépendants du temps, 1 'équation 2-8 prend l a  forme sym- 

p l i  f i é e  sui vante : 

L '  u t i l i s a t i on  d'un système matriciel  associé /2-9/ 

permet de résoudre ce t t e  équation. 

-Dans l e  cas non s t a t i onna i r e ,  la solut ion ne peut ê t r e  obtenue de 

manière analytique e t  i l  f au t  u t i l i s e r  des méthodes numériques d ' in tégra t ion .  

Dans ce sens,  nous proposons de souligner l e  caracte ïe  sous 

optimal des sol utions obtenues pdr intégration numérique de '1 'équation ( i - b j  

en uti  1 i s an t  u n  a l  gori thnie d,- kunge- Kutta 12-IO/. 

2.2.1. Méthode numérique d'intégration de l'équation 7-8 -------------- --------- ------------- -----....---- 

I l  peut ê t r e  env:zag& u n  algori thme simple de l a  forme 

suivante où ie pas d ' in tégra t ion  e s t  noté h : 

L '  à l y u r l  tiime de ~ i i  1 :il i tiç- Kur;ye-Kutta 
d'ordre4-4 p lus  p r é c i \ ,  ~ e d t  ê t r e  iapideirierrt déc r i t  par l e s  équations 2-9 ,  avec l e t  

notations correspondarit a la rel a  t i u r i  1-23, 



La déterniiriation de l a  valeur du  gain K à chaque i t é ra t ion  

nécessi t e  l e  calcul des grandeurs L I ,  L e ,  L j ,  L 4  ; l e  volume de calcul imposé 

par c e t t e  méthode c r o i t  donc t r è s  rapidement avec 1 'ordre  du système. Cepen- 

dant pour u n  nonibre de pas de calcul relativement peu é levé ,  i l  e s t  possible 

d i  a t t e indre  une bonne précision.  

En pratique u n  cer ta in  nombre de valeurs du gain K correspon- 

dant au pas d ' in tégra t ion choisi sont  déterminées a 1 'avance ( K  ne dépendant 

en aucune marri ère dt: 1 ' e t a t  du sys tenie) ai nsl que 1 a  matri ce fonctionnel l e  G 

déf in ie  en 2-5 e t  ca rac té r i san t  l a  boucle de retour.  

La loi de commande calculée par ce moyen e s t  une loi de com- 

mande d i s c r è t e .  

2 . 2 . 2 ,  Caractère soiis optimal de  la cionmande déterir. iriée ---------------- ............................... 

La niise en oeuvre de l à  loi de commande "~3.ptiniale" c0ndu.r t 

a insi  à u n  échanti 1 lonnage du  systèine e t  la  s t ruc tu re  obtenue coristi tue  une 

approximation de l a  s t ruc tu re  opt iiilale continue. 

La resolution du problème optimal continu impose donc une 

d i sc ré t i sa t ion  "a pos te r~ ior i "  dii ~ystèilie . .o:il~nu i t ~ i t i a l .  

L'ar-bi t i a !  re de  ' r ?  d - i~ t i - ê t i s a t i on  indui te  par l,a méthode 

de calcul ne pet-rilet pas d'fixpriiiier Je ninniere sirriple l e  caracte ie  sous op- 

timal des solutions obtenues, 

I I * " i à :  p t  *IJ\ i ) r i ~ ,  de reiîiijl acer l a  d i s c r e t i s a t~o r i  

" a  pcister~cu i "  C - Y .  ~ l f r -  G ~ ~ ~ r e t , l i ~  L l ; r , i  1'4 V ' ~ C ' F  I " des equations d ' r t a t  d u  

systeme ctnv1sc;ye e t  i v r l c  it f c i i r ~ i i  le? I t :  j)t*ubieriir optimal directement en 

termes d i  sc re  t s  . 
t b 

~d IL;: d e  coiiii~,firtd.~ i;>\rete ?si. obtenue par application 

du p r i n c ~ p e  dli ~nax.lriir,i~i d i s c r e t  ,lr ;i*l'' l i  '7 il,' e t  cc,r,st.itua une salu- 

t ion sous-optirriale du proSIe~i:t C O : ~ ~ ~ ~ ; U  i i i i ? l n l ,  



Noua ~~roposons  d 'envisager ceï-te d l  s c r e t i s a t i  on "a pr ior i  " 
selon les deux riléthodes suivantes reprises dans l e  schéma de la  f igure L-,? : 

i )  - L' intégrat ion des équations d ' é t a t  ( 7 - 1 )  qui décrivent 

l e  systèrne permet d 'ob ten i r ,  dans u n  premier temps, u n  modèle d i s c r e t  de 

1 'évolution du processus. 

Les .ol uti ons quasi -0ptiina1es obtenues son t ,  cependant, 

di f f i  ci lenient arnparahles à l a  solution optima le continue. 

i  i )  - L'ut i  l isat iot i  de la transformation homographique permet 

d '  associer  de manière rigoureuse u n  systeriie d i s c r e t  au système continu ini1.i o l . 
kl le  conduit,  dans une deuxlèine p a r t i e ,  à une interpretaticin 

simple des solutions quasi-optimales ainsi  déterminées. 

2.3. Pr-ol; lèiiie du reyulateur d ' e t a t  d i s c r e t  ----- 

Envi sayeons l e  système di çc re t  (2-10)  obtenu par d iscré t i  ç a t i  on 

d'une équation d ' é t a t  continue ( 2 - 1 )  

avec les  notations : 

X k  vecteur d 'ordre  q k-eorésenta~t 1 ' ~ t t a t  du système à 1 ' i n s t a n t  tk 

U k  vecteur d 'ùrdre r , i i > F i i i i ~ r r i , ~  i d  ~ d l e u r  de l a  conimande à 1 ' i n s t a n t  tk .  

Pl 1iiztr.j cil. ~ a i - r e e  :Ir. 2 i!';er:.,i i:i: î;z;i c!:jr: t l e i  $ 1  énients iii dépendent de i J 
1 ' < r i \  tdrit ~ i ' e ( , r i ~ i ~ i t  i I i ~ i \ t : i i ~ j t i .  . [ .e t te  riiatrice t r adu i t  le comportement 

t: 
du Lys tei-,it2 c;i <,;>;? 1 ;g;t:: alJt!jr!u.l:!*t- ' 

F iiiatri ce rectafiqui a i r - r  de di i . ie t iç inr i  , r doiit 1 e\  élémentsfi kdépendant 

de l ' i r ~ j t a r ~ ~  ~ i ' r  L ~ ! ~ ! I L :  : {IILJ?- t $  
P 



Echan t i  il onnage ~ r a n s  f o r m a t i  on 

p a r  i n t é g r a t i o n  homographique 

P r i n c i p e  du 

maximum d i s c r e t  

Sys tenie soiis o p t i m a l  

analugle avec l e  sys-  

' ~ I X   OP^ 1 !'ilci 1 tl t l U  



Les contraintes de préci sion e t  de s tab i  1 i t é  recherchées sont  

t radui tes  par la  forrt ionne!le J d  (2-11) ; i l  s ' a g i t  d 'une forme d i sc rè te  

du c r i t è r e  J I  défini par l a  re la t ion  2-4 e t  ca rac té r i san t  l e  problème de régu- 

la teur  d ' é t a t  continu. 

L' indice f  ca rac té r i san t  1 ' i n s t a n t  f i na l  , i  1 v ient  avec l e s  

notations de l a  re la t ion 2-3 : 

La séquence de cornniande optimale u o ,  . . . , u f  doi t ,  par consequeirt 

minimiser l e  c r i t è r e  J d .  

L'applicat ion du  principe du maximum d i s c r e t  de Hal kin ( c f .  An- 

nexe 2-3) permet de déterminer l a  séquence de commande optimale (2-12) au sens d u  

modèle d i s c r e t  (2-10) e t  de la forictionnelle (2-11). 

La s t ruc tu re  optimale en boucle fermée peut ê t r e  simplement 

représentée par l e  schéma de la  f igure  2-2. 



Dans cette fornie discrète du problème de Kaltian, les matrices 

de gain Kk permettant de calculer la séquence optimale u o ,  u l ,  . . . , u f  sont 
définies par la  relation de récurrence suivante : 

où K e s t  une matri ce syriletr~que de dirriension qxq à éléments non constants. 
k 

La définition d'un probleirie optinial discret  associé au  

problème optinial continu permet ainsi de déterminer une structure bouclee d u  

système, parfaitement adaptée à l a  mise en oeuvre d'une commande numérique. 

La solution ainsi cal culee ne constitue ,cependant ,pour une période 

d'échantillonnage h tendant vers u n  infiniment p e t i t ,  qu'une approximation 

de l d  solution optimale continue. 

L'estiiiiati on des erreurs ainsi commises e s t  dé1 i cate.  En 

e f f e t ,  la méthode de discrét isat ion u t i l i s ée  / L - 1 2 /  rie periiiet pas a'ob- 

ten i r  une équivalence simple entre le iiiodèle discret  e t  le  système continu 

i n i t i a l .  

Par contre, la  trarlsforniation homographique permet de définir  

un  modèle discret  di recteriient dedui t du sys  tème continu i n i t i a l  par analogie 

e t  conservant les propr~etes  de s t d b i  l i te e t  de dua l i té .  

t n  ce sens ,  l à  rcist~lutidr~ du probleme de régulateur d ' é t a t  

discret  ainsi dssocle, c ~ t i d u ~  t d ~11ie s o l u t ~ o n  sous-optimale q u ' i l  e s t  possible 

de comparer a la solution continue o p t ~ ~ n a l e  e t  aux différentes solutions quasi- 

optiniales usuellevient ènvrsdyees. 



2.3.2. Problème_~g-g~gg~g&gur dtetattdiscret associé 

ar la transformation homogrnphiqug E------------------------- 

2 . 3 . 2 . 1 .  i rransposi t ior~ continu-discret 

Le niodèle discret  associé par la  transformation homographique 

à u n  système c0ntir.u défirii par les équations 2-1 s ' é c r i t  sous la  forme (2-15) 

avec les notation de l a  relation (1-8) du chapitre 1 : 
O 

x = A x + B u  

Les vecteurs zk e t  x é tant  associés au sens de l'expression 

(1-16) du chapitre 1  rappelée ci-dessous : 

La fonctionnelle discrète (2-15 b )  notée Jh définissant les  

objectifs d u  problème du régulateur d ' é t a t  discret  peut ê t re  déduite du c r i -  

tère  J I  continu défini en (2-4) en respectant la  correspondance des vecteurs 

d ' é t a t  respectifs du  système continu e t  du système discret  associé. 

Soit Jh  = J h p  + Jhc 

Notons : 

Q h ( k ) .  3, ( k )  , Rh(k)  Ir5 1 )  i t  ri ~ e b  tonitionnel les à éléments non 
I 

constants de diirier!sturrh resviic,tr qjcq,  qxv .  e t  r-xr e t  définies par les relations 

sui vantes : 



Les i n a t r i  ces Qh e t  Rh s o n t  symét r i ques .  

Le problenie de r e g u l a t e u r  d ' e t a t  d i s c r e t  assoc ié  p a r  l a  

t r a n s f o r m a t i o n  homogrdphique au p r o b l  eme c o n t i n u  p e u t  s  ' e x p r i m e r  sous 1  a  fo rme  

s u i  vante  : 

Il s ' a g i t  de d é t e r m i n e r  l a  séquence de commandes o p t i m a l e  

uo, U1, . .  . ,  Uf a p p l i q u é e  au système d é f i n i  p a r  l e s  é q u a t i o n s  2-15 e t  m i n i -  

n i i s a n t  l a  f o n c t i o n n e l l e  Jh : 

L ' a p p l i c a t i o n  du p r i n c i p e  du maximum d i s c r e t  de H a l k i n  ( c f .  

Annexe 2-3)  c o n d u i t  aux  é q u a t i o n s  canoniques (2-17)  ; en n o t a n t  $k l e  v e c t e u r  

a d j o i n t  du v e c t e u r  zk ,  il v i e n t  : 

De ces r e l d t i o r i s  e t  de l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  (2 -15 ) ,  il e s t  p o s s i -  

ble  de d é d u i r e  l a  séquc*nce de c ~ i : i ~ i i , ~ ~ ~ c i e  o p t i m a l e  ( 2 - 1 9 ) .  11 v i e n t ,  s i  W(k) , 
V ( k )  e t  T(k)  desiijncarlt m a t r ! f ~ i .  io r ic - t - ro r ine l les  à é léments non c o n s t a n t s  

d é f i n i e s  en (2 -18 )  



T 
(fi,,(k) + Sh ( k )  

h ( k )  : i i i a t r i  ce f o n c t i o n n e l  l e  s i i f l é t r i q u e  d éléri lents nori c o n s t a n t s  de d imens ion qxq .  

V(k)  = F ( k )  (R,,(k) + k ( k ) ) - l  ~ , ~ - ~ ( l < )  2-  13 

V ( k j  : i i i a t r i  ce f o n c t i o n n e l  l e  d t i léi i ients nori c o n s t a n t s  de di i i iensi on qxq.  

T ( k )  : n i a t r i c e  f o n c t i o n n e l l e  syr i ie t r ique d élenients non c o n s t a n t s  de 'd i i r iens ion qxy .  

La i ~ i a t r i  ce cie g a i  ri d i s c r t t e  K (k )  e s t  utle m a t r i  ce symét r i que  de 

air l iension qxq d é f i n i e  pa r  l a  r g c u r r e n c e  2-2J.  

11 e s t  d r i o t e r  que l a  r e i a t  , ,  2-20 d é f i n i s s a n t  l a  n i a t r i c e  de 

sait7 K (k )  e s t  i d e n t i q u e  à l a  r e l a t i o n  (2-14)  du problème d i s c r e t  é t u d i é  au 

paragraphe 2.3.1. Daris ce cas, les i i i a t r i  ces de p o n a e r a t i o n  se  co r responden t  

s e l o n  l e  sctleri!a s u i  v a n t  : 

Uti  ~,i~,iii- 1,1 S I  r u c t  4 ~ i - t -  L ~ O I J L  l e e  1u sis iènie d é c r i  t e  p a r  1  a  r e l  a t i  on 

2-LU b e s t  analogue a c e l l e  c i e f i i . : ~ ~  preceuea~iriient p a r  l e s  equa t ions  2-13. Le 

schema de l a  f i g u r e  L-t> p t r i i i t i t  u ' e x p t - i i ~ , i t  ?,!?,Jeiiièrit ( 1  ; i i i i i l i t u d e  de s t r u c -  

t u r e ,  



2 . 4 .  Problèn,e d i sc re t  associS par honiographie e t  in te rp ré té  

2 

a 

corrii.~ie approxi~~iation au systèriie optimal continu 

i\lous proposons de vtjprendt-t! l e s  équations canoniques 2- 1 7  issues 

de l kppplication du principe du ri~dxrri~uni d i s c r e t  de Hal kin au problème optinial 

d é f i n i  eri 2-15 e t  L - 1 6 ,  ae ilianiert: 4 i i le t t t -e  en évidence 1 'analogie avec 12 pro- 

blèiiie d'optiriialite coritinu i r : i t ~ a l .  

Dans ce sens,  nous uti 1 iserons l es  notations sui vantes : 

T 

T ( k )  f i b i ( k )  - V ( k ) ) y  [ K ~  - ( Q h ( k )  - id (k I '4  
. -- 

af i  il d i  al lSgt-r 1 a preser, ï .dt l  un  ~ ~ L I S  supp:;sur-ia i d  s tat ionnari  t é ,  s o i t  : 

- 

Les equdtiuri5 ~ a n u r r i q l ~ e i  d - l i  'éc.rr verit en u t i l i s a n t  les  notations 



X evaluons e t  f i $ ,  d p a r t ' ,  Je l a  re la t ion 2 - 2 2 ,  i l  vieiit : 

La iiiatrice ( 1 1 '  t 1) e t an t  supposé invers ible ,  i l  e s t  possible 

d'exprii~ier : l k i l  en fonction aes variables e t  z X  : 

Si 1 'on eliribine + k t l  des r~r~la t io i is  2-25 e t  2-23, i  1 vient : 

La transforniation honiographique inverse déf in ie  au chapitrè 1  

par l a  re la t ion 1-13, nous perniet d ' a ssoc ie r  aux equations d i sc rè tes  2-15 l a  

re la t ion (2 -29 )  

n z  = H - ~ ( H )  zX - ( ( M  t 1 ) / 2 ) ' l  F u k  2-29 

l a  fonction de iriatrice H - ~ ( M )  é tan t  d é f i i ; i ~  par : 

L ~ Ç  equ<itl ui:': cari~ii iqLies ~u pr~..~b leriie optiiiial d i sc re t  associé par 

1 a trat)sfor.riiati on h i i~~ i~ i j i -~ j~ t i~que  ait bir-otil ei:te optimdl continu peuvent donc ê t r e  

présente6,coiripte tenu de L-L8,sous I d  ~ ' O I - I I I ~  L-3U : 



1 -1 x nz = H- ( M )  r X  - ( ( 1  -+ ~ ) / 2 ) - l  F R - ~  F~ ( ( 1  * M ) ~ / z )  $ 

Les équdtions (2-30) presentent une forriie t o u t  à f a i t  analogue 

aux equations canoriiques (2-3Li b )  d u  pt-oblènie optimal continu défini  au tj 2-2 

Dans ce sens,  nous proposons de mettre en évidence, dans les 

équati ons canoniques (2 -3U)  du sys tème d i s c r e t  , 1 es opérateurs du système 

continu i n i t i a l  . 
En e f f e t ,  Ies riiatrict-s fonctionnelles M e t  F d u  système d i s c r e t  

2-15 sont  les transforniées par H des matrjcei fonctionnelles A e t  B d u  systènie 

continu 2-1 s o i t ,  compte tenu des notations 2-15  : 

En remplaçant l e s  expressions de M e t  F dans les  opérateurs 

apparaissant dans les  équations canoniques du système d i s c r e t ,  i 1 vient  : 

d ' o u  : 

( ( 1  + F : ) ; i ) - '  - ,.l - A,/(; ( 1  - 2 O = L! 

--- --- - .. 
-1 T T Note 1 - ii ( 4  ) - 4 )  e 1 - c i , - d c t e r i ~ t i q u e s  sont  identiques.  



Les e q u a t i o n s  canoniques 2-3d du systerile d i s c r e t  peuvent  donc ê t r e  

mises sous l a  fort l ie ?-31 recherchée : 

iious proposons ma in tenan t  de r é e c r i r e  l e s  é q u a t i o n s  de r é c u r r e n c e  

2-19 e t  2-20 dé te r i i i i nan t  l e s  sequences o p t i n ~ a l e s  d i s c r è t e s  de commande sous une 

forme analogue d î e l  l e  obtenue pour  l e s  é q u a t i o n s  canoniques.  

La m a t r i c e  de g a i n  Kk a p p a r d i s s a n t  dans ces r é c u r r e n c e s  é t a n t  
X d é f i n i e  12-13/ p a r  ;sk = Kk zk  exprinions Q e t  bv  a p a r t i r  des n o t a t i o n s  s u i  vantes : 

il v i e n t  : 

X L ' S l i i ~ i i r i a t i o n  de . e t  LQ e n t r e  l e s  r e l a t i o n s  2 -31  e t  2-32 permet 

de d e t i n i  r 1 a séquence o p t i n i a l e  de ~oi~ir i iar ide sous l a  fornie s u i v a n t e  : 

L 'c-'qciut it!:! clki s ~ ~ c l  t eii.;i c l i rc,ret erl b o u c l e  fermée s ' é c r i v a n t  : 

ni = ( A  - h ii ' K*) L y  - + '  1) -1 q r  1 2 2- 35 



I l  e s t  possible d ' éc r i r e  la  relation 2-34 de manière symétrique 

en A K  A Z .  

En u t i l i san t  la fonction f  définie pour la relation continue (2-8) ,  

i l  vient : 

Si 1 'on suppose 1 es produits du deuxième ordre A K  AZ négligeables 

devant K ,  h I K  :t ,', les equations 2-35 e t  2-36 sont formellement identiques aux 

equations ( 2 - 6 )  e t  (2 -8)  du système continu. 

Pricisons que les produits du deuxiènie ordre en A K  AZ e t  d'ordre 

supérieur traduisent l e  cdrdctère sous optirilal des solutions obtenues vis à vis 

du problèiiit: optiriial continu. Ainsi dans l e  chlcul de l a  matrice de gain, 1 'ap- 

proxiniation réal isee e s t  donnee par : 

Par a i l l eu j s  : fonctionnelle discrète J h  définie par la  relation 

2-16 pour une solution optimale partant de zk  à l a  séquence k peut s ' é c r i r e  

( c f .  Annexe 2-4)  sous la fornie analogue à ce l le  du continu : 

1 I e s t  donc possibié, d ' e x p ~ l r n e r  les équations definissant la loi  

de comiiiande i l ,  I d  ~~ldtr jc t!  de y à i n  K e t  l e  vecteur x sous une forme qui met en 

2vidtlnce I 'ap,)r*oxi, i tdt i t , i i  w c i  l içee PI-; i..:~r!pla~arit 1 a  solution d i  un  problème optimal 

éont~ri~!  pdr' là  3 ~ ~ 0 ~ ~ ~ : ~  J!I p t o b l e ~ , ~ ~  t , p~ i , , i i t i  dasc re t  qui lui e s t  associé à par t i r  

ae 1 d t r-~ils t t ~ r ~ ~ i ~ t i o i ~  ?;~ii i iuir d i i i l i  (lut' 

L '  e n s ~ i i i t ,  l e  dés rcsu i l d t s  q u i  peri1ietter:t r i '  qppreci er cet te  approxi - 
rnaticin peuver i t  e ~ r e  s ~ , , ~ j  , r~iit i: i~ t cg?-oupes d à l ~ s  ! e  td!, ( - 1  : 
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2.5. Cas r j a r t i c u l i e r  d ' u n  svstèi i ie 1 i n e a i  r e  s t a t i o n n a i r e  à 

h u r i z o n  i n f i n i  

L e i  i i idt,- ices A,  B, 0 e t  Fi du problèi i ie c o n t i n u  s o n t  m a i n t e n a n t  

supposes co r i s tan tes ,  l ' i r i ~ t a i i t  f i n a l  t f e t a r i t  supposé i n f i n i .  Dans ce cas, l e  

prob leiiie e t a r i t  s t a t ~  i l r i r ia i  r e ,  l e  ~i iaxi i i iur~i de 1 ' hdrni l t 0 n i e n  d o i t  ê t r e  n u l  /2-  14/ 

i e  

f ( K )  = O 

Le g a i n  de Kiilriiann K v é r i f i a n t  'I ' é q u a t i o n  2-8  d o i t  ê t r e  cons ta r , t .  

Pour I e  problème d i s c r e t  a s s o c i é ,  il v i e n t  de même : 

V k Kk = K k + l  = KX 

tt Y. e t  K' sor i t  deux n i a t r i c e s  cons tan tes  s o l u t i o n s  de l a  niênie é q u a t i o n  m a t r i c i e l l e  

La s o l u t i o n  q u a s i - o p t i i n a l e  obtenue p a r  r é s o l  u t i o n  du problème 

d i s c i - e t  assoc ié  p a r  tionioqraphie au ncjuveau problènie c o n t i n u  d é f i n i  c i -dessus  

e s t  a l o r s  i d e n t i q u e  a l a  s o l u t i o n  c o n t i n u e  o p t i m a l e .  

Les é q u a t i o n s  d é f i n i s s a n t  l a  l o i  de corninande u, l e  g a i n  de 

ka liiianri K e t  1 ' e t a t  x s o n t  schernatiqueinent regroupés dans l a  Zèrne p a r t i e  du 

t a ix leau  de l a  f i g u r e  2-6. 



L'introduction des variables d ' é t a t  e t  l ' u t i l i s a t i o n  de méthodes 

numériques permettent de formuler de inanière précise les  problèmes usuels re la-  

t i f s  à la  synthèse des systèmes. Leur résolution conduit à dé f in i r  les  s t ructurés  

d' asservissement optimales a ins i  que les  l o i s  de cornulande. 

L 'u t i  1 i sa t ion  d '  une transformation de type homographique pour 1 a 
s,(nthese optimale des systèriies l inea i res  a cri tèresquadratiques,  conduit à des 

i o i  ~ t 1  ons yudçi-ûptiriiales aisci-ètes parfai ternent adaptées à 1 a  niise en oeuvre 

CI' une cornritaride nu--[<ri que. 

; l 1 + -  ,r:.ri1et, cri ~ u t r e ,  cè *:t?re en évidence, selon un f~ r~na l i s rne  

a1;a Iogue, 1 ' alillt . J A ; ~ , ~ ~ I L ~ L I ( ,  r e a l ~  see en reiiipl açatit 1 a solution optirnale théorique 

~l , i ; t l i l~le pat- Ur . ;o?~i t? i ) t r  ~ 0 ~ s - o p t i i n a ? ~  d i sc rè te .  



C H A P I T R E  I I I  

INTERPRETATION DE LA TRANSFORblEE HOMOGRAPHIQUE COFIME METHODE NUMERIQUE 
- -- 

D' INTEGRATION 



INTRODUCTION 

Dans la résolution dij probleme de régulateur d'état, 1 'emploi de 

méthodes numériques permet d'obteri i r avec une bonne prec i sion 1 es sol utions 

de la matrice de bouclage ou de p i n  K(t). 

La transformation homographique, précédemment définie, peut tout 

d'abord être interprétée comme une méthode d'intégration numérique d'un 

système d'équations différentielles /3.1/ .  

Cette transformation associe, en effet, à tout système continu liné- 

aire stationnaire ou non, un système discret ayant des propriétés analoques. Sur 

cette idée, nous proposons, dans un uremier temps de definir un algorithme 

de calcul basé sur l'utilisation de cette transformation. 

Dans une deuxième etape nous comparerons la précision des résultats 

d'une intégration de ce type aux r e ~ l t a t s  obtenus par une méthode de Runge- 

Kutta d'ordre 4. 

La comparaison est tout d'abord effectuée d'un point de vue théorique, 

puis envisagée sur un exemple numérique. 



3.1. Interprétation numérique de la tr-arisforrnatior~ homographique. 

De manière à pouvoir comparer les résultats, nous proposons de résou- 

dre numériquement l'integration du système différentie1 défini par la rela- 

tion (3-1) à partir de conditions initiales x = x et avec un pas d'intégra- 
O 

tion noté h. 

Exprimons le vecteur x + h x / 2  comme une fonction du vecteur 
O 

x - h x / 2  ; chacun de ces deux vecteurs est une approximation de la solu- 

tion x(t) aux instants t + h / 2  et t - h/2 ; i l  vient dans ces condi- 

tions : 

Dans ce cas, la solution de la récurrence (3-2) peut être envisagée 

comme une approximation de la solution de (3-1) 

les notations étant celles définies au chapitre 1 en 1-12. 

Si l'on suppose maintenant la non stationnarité de la matrice du 

régime libre au sens de l'equation (3 -3 ) ,  la récurrence (3-2) peut pren- 

dre la forme (3-4) 

A matrice fonctionnel le de dirnerisiori q r q à itlenients dépendants du temps. 



Notons tn+l e t  tn les  instants correspondants aux approximations du vecteur 

x par les  Vecteurs x ( t )  t h l 2  X(t) e t  x ( t )  - h / 2  X ( t ) ,  h étant l e  pas d1 in té -  

gration choisi .  

La récurrence (3-4) associée au système (3-3)  par l a  tr!-insformation homogra- 

phique s ' é c r i t  

so i t  en faisant  apparaitre l a  fonction vectorielle d'incrément notée 

m(tn3 z n y  h )  

- + h $ ( t n ,  zn ,  h )  ' n + l  - 'n 
h - 1 

$ ( t n ,  z , h )  = ~ ï t , + h , ? j  LI - A i t ,  + h / 2 ) ]  z n n 

Nous proposons : 

dans u n  premier temps, de ver i f ie ï  i d  coilvergence de l 'algorithme défini 

par la transformation homographique, 

d 'étudier ensuite l ' e r re~i i -  par  pas p i l i s  l ' e r r eu r  to ta le  dans I d  resolution 

du système autonome defini par l a  3-3.  

3.2. Propriétés nui~ier-iciiies 

Dans 1 'étude di: I : c,,nvfj! .leric-e r ï , ~ i ,  ; \ I ~ , ~ ~ J U ? U ~ , . ,  1 t. -; . telrie décri t sous l a  

fornie non 1 inéaire ( 3 - 0  j 



A(t,x) matrice fonctionnel le de dimension q x q à éléments non constants 

~(t,x) : C1: r ~q + ~q'q 

3.2.1. convergence 

La convergence de la récurrence correspondant au système (3-6) est assurée 

/3-2/ si la fonction vectorielle d'incrément @(x,t,h) vérifie à la fois l'équation 

(3-8)(condition de consistance) et la cont.rainte supplémentaire (3-7)(condition de 

L i  phi tz! . 

Pour le système envisagé la fonction vectorielle d'incrément $(x,t,h) 
prend la forme particulière (3-9) 

h - 1 
$(x,t,h) = A(t,x) [I - 7 A(t,x)] .x 3-9  

Le théorème de la moyenne généralisée aux fonctions vectorielles 

s'applique de manière évidente/3-3/ et la condition de consistance 3-8 

est vérifiée par définition de cp . 

L'algorithme défini par l a  transformation homographique converge 
- 

vers la solution x(t) du problème. 



3.2.2. Estimation de l'erreur par pas. 

Notons X(tn+l) la solution du système (3-3) 

avec pour conditions initiales 
- 
x(tn) = Zn et t E [tny tn+J 

Soit zn+l la solution donnée par l'algorithme (3-4) 
A l'instant tn+l l'erreur par pas peut être définie 13-2/ de la manière 

suivante : 
- 

"n+l = ~ ( ~ n + l )  - 'n+l 

S~it,z,+~ vérifiant 3-5 : 

- 
~(t,+~) = Zn + h y(tnYznYh) 

il vient : 

O 

L'application x(t) -t x(t) est supposée dérivable d'ordre n, i l  est 

donc possible de développer X(tn+l) (cf Annexe 3-1) au voisinage de tn et 

d'obtenir une expression de la fonction vectorielle iy(zn9tnyh) en fonction 

de la matrice A et du vecteur z,. 

Soit en notant A(t,) = A 



avec 
r> 

LA dérivés partiel les respectivement du 1' et 2' ordre par 
KY 3;2 

rapport à la variable t de la matrice fonctionnel le A . 0(h3) traduit 

un infiniment petit du 3' ordre dans le cadre des notations de Landau: 

Procédons de même pour la fonction vectorielle incrément 

D'après l'hypothèse de dérivabilité i l  est possible d'écrire en notant 

A(tn + h/2) = Al 

L'erreur par pas E ~ + ~  définie par 3-10 est alors donnée par 3-13 

avec 

A = A(tn) 



Dans l'hypothèse linéaire stationnaire il convient de remarquer que 

la matrice A(t) du système (3-3) est une matrice à éléments constants, 

l'erreur E ~ + ~  par pas s'écrit dans ce cas : 

Les erreurs par pas engendrent une erreur globale qu'il est possible 

de borner sur la base d'une estimation de l'erreur par pas /3-5/. 

Nous indiquerons simplement l'équation de propagation de l'erreur 

par pas (3-14b) et l'ordre de grandeur de l'erreur globale. 

Pour le système envisagé, les propriétés de la transformée homographique 

permettent de conclure à la convergence, en effet 
- 

si cn = x(tn) - Z, 
- - 

'nt1 - X(tnt~) - 'n+l 

1 'n+i l < IH(A)l Iknl 

avec les notations de la relation 3-10 i l  vient : 

avec A = A(tn) 

L'erreur globale E est d'ordre 2 s o i t  
9 
M € R+ 

Afin de précisei? tes avdi1FL~ye5 de cette méthode d'intégration, nous 

envisageons de comparer les résu l tdt> ci' une appl ication directe aux résul- 

tats obtenus par la rr,ethode de d ~ $ . j e - K u f - , t d  , 3 - L / ,  les algorithmes retenus 



étant pris à l 'ordre 2 puis 4 .  

3.2.3. Comparaison avec les  méthodes de Runge-Kutta. 

Dans u n  premier temps, nous rappellerons briévement l e  principe de ces 

algorithmes pour l e  système autonome décr i t  par la  relation définie en 3-3 

Une présentation géométrique de ces algorithmes e s t  a insi  donnée sur les 

schémas des figures 3-1 e t  3-2 



a) Pour 1 'algorithme de Runge-Kutta d'ordre 2. 

Une approximation du point Ml consiste à prendre M t 1  défini de la 

façon suivante : 

tout d'abord on calcule P l 1  

puis en Pl1 on calcule la tangente en déterminant k2 = h A(to + h). (xo + kl) 

au lieu de h. A(to + h). xl 

d'où le 'point P t 2  

Enfin on choisit M l 1  point milieu de Mo et Pl2 soit 

L'algorithme d'ordre 4 peut etre exprimé de la même manière dans la 

figure 3-2, les points intermédiaires étant ici au nombre de 4 





b) Pour 1 ' a l g o r i t h m e  d e  Runge-Kutta d ' o r d r e  4 

i) t a n g e n t e  à l a  courbe  en bl 
O 

kl = h A ( t o )  xo 

xo t0 + + kl 

to + h/2 
i i )  t a n g e n t e  à l a  courbe  en  P u 1  

d ' o ù  

t o + 3 h  

k2 = A(to  + h /2 )  . ( x o  + k1/2) 

xo + kl + 2k2 

i i i )  t a n g e n t e  à l a  courbe  en P u 2  

d ' o ù  

d ' o ù  



Le point Ml est approché par le point M l 1  obtenu en reliant Mo 

et P l 4  

L'expression des algorithmes de Runge-Kutta d'ordre 2 puis 4 est donnée 

ci-dessous. 



Algorithme de Runge-Kutta d'ordre 2 -- -------------- ----------------- 

L'erreur par pas déterminée par la méthode exposée au paragraphe 

3.2.2.(cfAnnexe 3-1) prend la forme 

L'erreur globale Es est d'ordre 2 

Algorithme de Runge-Kutta d'ordre 4 -- -------------- - - - m m - - - - - - - - - - - -  

kl = h.A(tn) .xn 

k2 = h(A(tn + h/2)).(xn + kl/2) 

k3 = h(A(tn + h/2)).(xn + k2 /2 )  

k4 = h(A(tn + h)). (x, + 5) 

erreur par pas calculée de la même manière que pour l'ordre 2 

erreur globale d'ordre 4 



Il apparait ainsi que la méthode d'intégration numérique issue 
de la transformation homographique donne une précision comparable à celle 

de la méthode de Runge-Kutta d'ordre 2. 

L'étude des propriétés de stabilité de cet algorithme permet toute- 

fois de conclure différemment. 

3.2.4. Stabilité des algorithmes. 

Dans le cas de systèmes d'équations différentielles linéaires station- 
naires ou non, les propriétés de la transformation homographique permettent 

d'affirmer qu'à un système différentiel continu stable correspondra un algo- 

rithme également stable. 

Au contraire la méthode de Runge-Kutta conduit à une récurrence qui 

assure la meilleure approximation mais dont le domaine de stabilité est 

restreint suivant les valeurs de h /3-2/. 

Il est possible de modifier l'algorithme de Runge-Kutta afin d'aug- 

menter le domaine de stabilité /3-4/, mais cela se traduit par une perte de 

précision d'un ordre en h. 

Dans ce sens, on peut admettre que l'algorithme déduit de la transfor- 

mation homographique donne, pour des domaines de stabilité équivalents, une 

précision identique à celle d'une méthode de Runge-Kutta d'ordre 3 /3-2/. 

Afin de simplifier la présentation, nous envisageons de présenter 

l'algorithme déduit de la transformation homographique sous une forme plus 

adaptée à ce point de vue. 



3.2.5. Définition de 1 'algorithme de calcul . 

La détermination de la séquence de zn d'aprés la récurrence (3-5) néces- 

site 1 'inversion d'une matrice fonctionnelle B :'c -, R~ * 

Cependant, compte-tenu des résultats de l'étude d'erreur précédente, 

i l  est possible, sans perte de précision notable, de remplacer la récurrence 

(3-5) par 1 'algorithme 3-17 suivant 

(avec Al = A(tn + h / Z )  

Cet algorithme ne requiert que le calcul d'une même matrice Al et les 

calculs simples décrits en 3-17. 

Sur ces bases nous proposons de définir un algorithme de calcul 

applicable à des systèmes d'équations différentielles non linéaires. 

3.3. Algorithme hcmographiyue - pour l'intégration numérique d'un système 
d'eauations différentiel l e s  non linéaires. 

Soit le système non linGaire autonome décrit par l'équation 3-18 
O 

x(t) = A(t,x(t)). x ( t )  3-18 



1 ii transformation homographique permet d ' associer 1 a récurrence 3-19 
au système précédent 3-18 

La mise en oeuvre de l'algorithme nécessite une é/aluationdu vecteur 

x(tn + h/2). 
D'aprés l'étude d'erreur du 5 3-2, i l  est suffisant, compte-tenu de la 
précision, de remplacer le vecteur x(tn + h/2) par une expression du 1' 

ordre en h. 

La fonction vectorielle incrément peut être remplacée sans perte de précision 

par un développement analogue à celui qui a été défini à la relation 3-17. 

L'algorithme de calcul s'écrit donc 

Afin de mieux préciser les résultats de l'algorithme déduit de la 

transformation homographique, nous proposons de comparer entre elles diffé- 

rentes méthodes d'intégration sur un exemple numérique particulier. 

11 s'agit d'un système d'équations différentielles du type de 

Riccati . 

3.4. Intégration d'un systê!i;e d'équations différentielles du 
type de Ricca t i .  --- 

Le systeme que nous avons chois i  de r.esoüdre riiliiiériquement est décrit 

par les relations (3-21) 



A et T sont deux paramètres à valeurs réelles positives. 

Les conditions aux limites sont données par les valeurs terminales fixées 

si t ~ r t ~ , t ~ ]  

xl(tf) = Xlf x(tf) ' Xf x2(tf) = XZf 3-21b 

Ce système peut être écrit dans la forme vectorielle 3-22 en posant 
T 

Nous envisageons de comparer les résultats de trois méthodes d'inté- 

gration numérique (cf figure 3-3) à la solution exacte déterminGe dans le 

cadre d'un problème de régulateur optimal [voir Annexe 3-2 et section 4-2 du ch. 41. 
La solution exacte est notée solution (Cl 





3.4.1. Approximation d'Euler notée ( C D 1 ) .  

O 

Dans cette approximation au premier ordre,la dérivée x est confondue 

avec la différence première (x,+~ - xn)/ h 

La récurrence permettant de déterminer x(t ) à partir des valeurs finales 
O 

x(tf) = xf s'écrit donc sous la forme 3-23 où h est pris positif. 

- 
'n - 'n+i - h f (xn+1) 

s o i t  
- 2 2 xIn - x ' ~ + ~  + h (a- (xn+,) /Ar ) 

3.4.2. Algorithme déduit de la transformation homographique notée (CD21 

Le systèmeretenu décrit par les relations 3-21 p u t  se mettre sous la 

forme matricielle 3-24 suivante, le vecteur x correspondant aux notations 3-22 

L'algorithme défini par l e s  relatipns 3-20 s'écrit donc, en notant 
2 T 

y, = [y', y, y ]  le vecteur intermédiaire, sous la forme 3-25. 



xi n = a3 x ~ ~ + ~  - a6 a2 x,,+~+ ah 

Xn = h a2 xqn+1 + (a3 - h ala2) Xn+1 3-25 

2 2 x , = h x',+~ + h (4  a2 - a4) x,+~ + ( 1  - 
irj 

avec 
2 2 al = 1 / ~  + y / A T  a 2 = 1 - (h /2)a l  

a4 = 2 + h / ~  a 5 = h / r  + h al 

a6 = h y/ A T  
2 

a 3 = 1 - (h /2 )  a6 

3.4.3. A lgor i thme de Runge-Kutta d ' o r d r e  4-4 no té  (CD3) 

Les r e l a t i o n s  3-16 dé f in iesc i -descus  donnent pour c e t  exemple numérique 

en d é f i n i s s a n t  l e s  vec teurs  : 

Nous ind iquons  simpiei i ient l a  to rme  de l a  r e l a t i o n  d é f i n i s s a n t  j2 

il v i e n t  : 



xn e s t  obtenu à p a r t i r  de x , + ~  par la  récurrence 3-26 

Le calcul du vecteur i n i t i a l  x ( t o )  par ces t r o i s  méthodes a été  effectue 

sur ordinateur Ph i l ipP  9200, les  programmes étant rédigés en Fortran IV. 

Afin de pouvoir comparer rapidement la qualité des méthodes proposées, 

nous proposons d ' u t i l i s e r  u n  certain nombre de c r i t è re s  caractérisant la  pré- 

cision des résu l ta t s  obtenus par ces t ro i s  algorithmes. 

3.4.4. Moyens de comparaisons des résul ta ts  

Nous proposons de calculer pour chaque résolution (suivant les valeurs 

des paramètres X e t  T ) 

i )  1 ' écar t  entre l a  valeur exacte ( C )  e t  la valeur calculée des variables 
2 x l ,  x ,  x pour chaque pas de calcui. 

" 

Nous disposons ainsi de valeurs t ," ,  . ,"pour chacune des méthodes ; ces î 
valeurs sont définies s i i l v a n t  l e  inuaele de l a  relation 3-27 pour la  variable 
1 s i .  



-1 x valeur exacte de la  variable x1 au temps ti 
1 i 

&l - -1 
f - xi  - ( x i )  3-27 

1 

x1 valeur calcul ée par l a  méthode envisagée à 1 ' ins- i tant  t i  

i i )  l a  valeur moyenne des écarts en valeur algébrique e t  en valeur absolue 

ainsi que l ' e r reur  globale moyenne des erreurs par pas sur les  t r o i s  variables 
1 x , x ,  x2 e t  de même pour les  valeurs i n i t i a l e s  

i i i )  l ' é c a r t  type des erreurs pour chaque variable permet d'apprécier l a  

propagation des erreurs à chaque pas 

- 1 2 '  iv )  l a  norme euclidienne du vecteur erreur ~i - ( E ~ ,  E ~ ,  c i )  à chaque 

pas de calcul permet de chiffrer  la précision globale de chaque méthode. 

Les résul ta ts  sont regroupés pour chaque valeur des paramètres e t  du pas 

de calcul suivant l e  format du tableau de l a  figure 3-4. 

L 'a l lure  des solutions exactes du système d'équations d i f fé -  

ren t ie l les  du type de Riccati e s t  de plus indiquée aux figures 4-20, 4-21, 4-22 

d u  chapitre suivant. (section 4-2-3) 



Type de la  méthode de résolution 

I 
moyenne des erreurs sur x i  en valéur algébrique 

I 
moyenne des érreurs sur x i  en valeur absolue 

1 1 1 écart  type des erreurs sur x i  I 

i 

! 
4 

identique pour l a  variable x '  
i 

ident iqie  pour l a  variable x 2  
I i 

l 1 

8 

moyenne des erreurs sur les t r o i s  variables 
I 1 

f 

moyenne des normes eucl idiennes dés vecteurs erreurs 

1 J 1 ' :  ' 2 '  -1 ( + c i  + ( c i )  n nombre de pas n 

moyenne des erreurs sur les valeurs i n i t i a l e s  trouvées 
1 i 2  pour les  t r o i s  variables x , x, x (indice j )  

1 

FORMAT D t  PKtSENTA TICN DES RESULTATS 



3.4 .5 .  Discussion des résu l ta t s .  

La forme des enregistrements graphiques ( c f  chap. 4 ) des valeurs des 
2 

variables x l ,  x, x i , . r l tre 1 ' i n t é r ê t  d'une t e l l e  équation pour tes te r  la  val idi té  

des méthodes u t i l i sées .  

La courbe des variations de x 2  indique en e f fe t  u n  comportement quasi- 

asymptotique au voisinage de la  valeur f ina le  x: plus ou moins accentué sui- 

vant la valeur des paramètres a ,  6, 1 e t  les  valeurs terminales fixées.  

Les résul ta ts  de ces méthodes sont présentées pour différentes valeurs 

de paramètres indiquées ci-dessous. 

Les calculs ont é t é  effectués pour u n  nombre de pas respectivement 

de 5 ,  10 e t  20. 

tableau 1 : Erreurs sur x l ,  x ,  x 2  pour les méthodes CD1, C D 2 ,  CD3 

a = O B = O h = l ~ = l  t f = 2 s  
1 2 x t f  = 9 x t f = O  x t f = 1  

1 tableau 2 : Erreurs sur x , x, x 2  pour les  méthodes CD1, C D Z ,  CD3 

1 tableau 3 : Erreurs sur x , x ,  x 2  pour les  méthodes CD1, C D 2  

2 tableau 4 : Répartition des erreurs entre x l ,  x, x pour les  méthodes C D 1 5  CD2, CD3 

a = O B = 6  e t X = l  ~ = 1 t f = 2 s  
1 2 a = O $ - O  x t f = l x t f = O x t f = l  

1 tableau 5 : Répartition des erreurs entre A , x ,  x 2  pour les  méthodes CD1, C D 2  

n = 6 P - 5  ? = 1 ~ = 1 t f = 2 s  
l 2 x t f = 1 x t t = O X t f = l  



1 2 Erreur sur x ,x, x pour les  méthodes CD1, CD2,  CD3 

"., _.' 
. - 0  8 ..; i = 1  1 = 1  

t a b l e a u  1 
1 2 x t f - 9  x t t = O  x t f = l  



2 Erreurs sur xl, x, x pour les  méthodes C D 1 ,  C D 2 ,  CD3 

= O  f i - 6  2 r + - 1  t t  = 2s 
tableau 2 

1 * t f  = 1 X I ,  - 3 x t r -  L i 



Erreur sur xl, x ,  x 2  pour les méthodes CD1,  C D 2  

tableau 3 

a = 6 6- t j  i2 1 -ï= 1 tf = z s  

1 x tf - I x t f  = O x 2 t f  = 1 



t a b l e a u  4 : R é p a r t i t i o n  des e r r e u r s  s u r  xl, x ,  x 2  pour  les  méthodes 

C D 1 ,  CD2, CD3 

a = O f 3 = 6 o u u = O @ = O ;  i = 1 ;  r = l ; t f = 2 ~  
1 2 x t f = l x t f = O x t f = l  

t a b l e a u  5 : R é p a r t i t i o n  des e r r e u r s  s u r  xl, x ,  x2  p o u r  l e s  méthodes 

CD1, C D 2  
q = 6 @ = 6  ) = 1  : = l  t f = ? s  

1 1 

x x f - 1  x t f z o  x ' t f -  1 



Eiverses reliiarques peuvent é t r e  ef iect~iees  sur le comportenclnl. 

de 1 ' a l  gori thrlie dedu1 t dt;: l Li tr'ansforniation hornogr-aphique C D ?  

, les erreut-s en vdleurs dlgelr-iques se repartissent en va1eut.s 

posit,ivec. e t  neyatives de part e t  diailt).e d u  5 ' pas pour u n  nombre de 

) J ~ S  de calcul de 1C oii de  i S  , j i i j  pour u n  nombre (le pas de calcul de C G .  

c ' e s t  iine verificàtion du car-d~tèi-e propre à 1 'algor-i trime d o n t  les 

valeurs successives encadrent les  valeurs rée l les .  

. Pour lies va 1 eut's de parametres correspondant a des cnmport,ernetit~ 
i d~yiiiptûti~]ues (!es v2riables x O U  x L ,  1 'erreu:- reste  faible ai i  ~ . a ~ - , t t  r i { )  t 

de l'alyorithme CD! q u i  donne des résul ta ts  aberrants. 

bris 1 ' enseinbl e l ' e r r eu r  giobaie en vdleur 

absolue sur 1 'ensemble des var.~ables reste inférieure à 1 /10û pour l u  

pas de r111(:i1 1 e t  a 5,'lCiO pciir. 5 pas de (.alcul . 



l es  opriet rie tes de la t r a n s f o r m a t i o n  i l  ) l , io j l  f i , i i l i  jiie orit  net-11:is d i e r $ / i s a g e ) -  

, , I I ~ I  a p p l  1 ,  C~:.;ot~ 4 1 ' i n t e q r a t i û n  de  syct2,nës d 'cv jus t lnns  :if f t  r e l i t  I ' 3  I C  - 

t o i - i e l  s di: pre;iiler urdre .  



C H A P I T R E  I V  

A P P L I C A T I O N  A L A  D E F I N I T I O N  D ' U N E  COMMANDE NUMERIQUE QUASI -OPTIMALE 

D ' U N  MOTEUR 



INTRODUCTION 

Afin d'illustrer les résultats théoriques des chapitres 2 et 3 nous 

proposons d'étudier une application concrète relative à un problème de régu- 

lateur d'état. Il s'agit de définir la commande discrète d'un moteur à cou- 

rant continu commandé par l'induit et représenté selon un modèle linéaire du 

second ordre. Le choix d'un système d'ordre 2 conduit par l'utilisation du 

principe du maximum à intégrer en fait un système d'ordre 4. L'intégration 

formelle est encore possible à ce niveau et permet à titre de comparaison de 

disposer de la solution théorique optimale continue dite "solution de référence". 

La transformation homographique est alors utilisée soit comme méthode 

numérique d'intégration d'un système d'équations différentielles, soit comme 

un outil de transposition d'un problème de commande optimale continu en un 

problème discret équivalent. 

La comparaison des résultats obtenus est facilitée par l'utilisation 

d'un indice Q permettant d'estimer globalement le niveau de l'approximation 
réalisée pour chaque méthode envisagée. 



4.1.  Présentation d u  problème -- 

A t i t r e  d 'application, nous proposons d 'é tudier  la  commande d ' u n  moteur 

décrit  par une fonction de t ransfer t  du second ordre e t  de constante de temps r 

L ( P )  = l / p ( l  + T P )  

La variable u désigne la  commande monovariable appliquée a u  système. 

Le choix d ' u n  vecteur d ' é t a t  x d o n t  les  composantes sont successivement la 
O 

sort ie  y e t  sa dérivée première y ,  conduit à décrire l e  système par une rel a -  

tion matricielle de l a  forme suivante : 

A : matrice de dimension 2 x 2 décrivant l e  fonctionnement d u  système en régime 

autonome 



B : vecteur de dimension 2 traduisant l ' e f f e t  de la  commande u sur l e  système 

T B = [ o , ~ / T ]  

La fonctionnelle de coût déjà décrite au chapitre 2 (2-4) 

s ' é c r i t  dans ce cas 

La commande étant  monovariable l e  seul parametre /l exprime la valeur 

relative accordée au coût de la  commande. 

Les équations canoniques du problème optimal ainsi défini s 'écr ivent ,  

en notant Y/  l e  vecteur adjoint,  sous la forme : 

Pour l e  système étudié i l  vient 



L'introduction d'une s t ruc tu re  de commande en boucle fermée conduit à 

des équations de résol ution de 1 a  forme décri t e  au g 2-2 du chapitre I I ,  

Notons K ( t )  l a  matrice de gain de Kalman 

déf in ie  par l e  système d 'équation d i f f é r e n t i e l l e  de l a  forme (2-8) sur <: [to.ttj 

La l o i  de commande optimale u ( t )  peut a lo r s  s 'exprimer sur  l ' i n t e r v a l l e  

[to,tf] par l a  re la t ion ( 4 - 5 ) .  

Le schéma de l a  f igure  4-1 présente u n  organigramme fonctionnel des d i f -  

férentes  méthodes déjà c i t é e s  au chapitre I I  e t  que nous proposons d ' i l l u s t r e r  

sur  l 'exemple d 'appl ica t ion r e l a t i f  à l a  commande optimale d'un moteur. 

Les ca lculs  ont é t é  condiii t s  sur  ca lcula teur  Phil ips P 9200. 



discrétisation à priori discrétisation à postériori 
i-' ---- I 



Nous proposons dans u n  premier temps de présenter la  solution de référence 

continue e t  d 'é tudier  les  résultats obtenus suivant l a  valeur des paramètres. 

Une deuxième étape perrriet d ' introduire e t  de comparer à cet te  référence les solu- 

tions obtenues par les méthodes numériques classées en deux groupes : 

(i) Les premières correspondants a une discrét isat ion "à postériori" 

( i i )  Les secondes correspondants à une discrét isat ion "à  prior i" .  

La comparaison des divers résu l ta t s  sera effectuée suivant les cr i tères  

que nous avotis introduitsau chapitre 3 e t  précisés en annexe 4-1. 

4.2. Résol utions exactes : sol utions de référence 

Une première possibi l i té  pour résoudre ce problème optimal continu e s t  

d 'effectuer une simulation hybride de la  commande e t  des équations différent iel les  

définissant l e  moteur. Nous proposons ensuite de rechercher l a  forme analytique 

de ces solutions. 

4.2.1. Méthode de résol ution Dar siinulation hvbride 

L'obtention des valeurs de la  loi  de commande u ( t )  ainsi que des varia- 
O 

bles d ' é t a t  y  e t  y  d u  moteur necessite l a  connaissance des valeurs de la  ma- 

t r i c e  de gain K ( t )  à b u t  instant sur l ' i n t e r v a l l e  d'etude to, tf . 

L.e syst@me d'équations d i f fé rent ie l les  ( 4 - 4 )  dont nous disposons e s t  u n  système 

dont la condition aux limites e s t  une condition f ina le .  Soit 

K ( t )  t f(K,t)  = O avec K ( t f )  = S 

Les conditions i n i t i a l e s  de ce système peuvent ê t r e  déterminées en 

résolvant l e  système adjoint défini par la relation suivante : 



partant des conditions in i t i a l e s  K 1 ( t o )  = K ( t  ) e t  parvenant aux conditions f  
f inales K 1 ( t f )  = K ( t o ) .  

La simulation d u  systeme continu se decompose donc en 2 phases : 

1') Résolution du systèrne adjoint d u  système d'équations d i f fé rent ie l les  de 

Riccati partant de conditions in i t i a l e s  K '  (t,) = K ( t f )  = S 

2" )  Aprés gel des valeurs finales obtenues p a r  le système adjoint,  résolution 

du système d'équations d i f fé rent ie l les  de Riccati e t  d u  f i l t r e  associe. 

L'organisation séquentielle des différentes phases de la simulation peut 

ê t re  résumée sur l e  schéma suivant : 

-- - - - - - 

. prise de resolution 1 gel 1 résolution -1 système des 

valeurs du système des d u  système équat~ons différen- 

in i t i a l e s  adjoint ! valeurs r-ée 1 t i e l l e s  de Riccati 
l 
i finales 

-t--- -- 

-- -.C .-- - - - - - -  - - - - -  

1 / prise des f i l t r e  d u  

gel resol ution second 
in i t i a l e s  ordre 

-- -- \ 

Nous propoçons tout d'abord de décrire les schémas analogiques u t i l i s e s  

pour simuler l e  çystème d'équations différent iel les  de Riccati ainsi que l e  

f i l t r e  du second oi-di-e îeprsstntdnt je fûnctionnement d u  moteur e t  ensuite les 

fonctions logiques necessaires à l a  résolution du modèle ainsi consti tué.  

4.2.1.1.  - - - Représentation - -- -- - analogique -- -- -- -- des - -- equations d i f fé rent ie l les  - 

D'après les relations ( 4 - l ) ,  ( 4 - 4 )  e t  ( 4 - 5 )  les équations différent iel les  

permettant de connaitre l a  loi de commande optimale e t  de suivre 1 'évolution des 

variables d ' é t a t  d u  systeme s 'écr ivent  : 



i l  s ' en  deduit de manie i -e  immédidte le système adjoint suivant : 

Les pararnPtres de ; a  t o n ~ t i o n n e !  ;P cie coût  sont ? ~ ~ ~ o s é \  prendre l e s  

valeurs suivantes 

6 r~ . i i i  , 1- .. 

,, t ;o.1 , 10; 
r0.1 , 101 

Y,Y' 6 10.1 , IO] 

1 En notant H = ---- e t  pour = 1 5 i l  vient : 
l(Jr 

La s ~ m u l a t ~ û n  \le<, r-iqiidtions l u  ~y'cei r ie  .le klccatl e t  d ~ i  sisteme d d j o i n t  s 'effectue 

alors suivùnt 1: ichénia de  i n  f i g ~ r e  3-J .  

Les valeurs d u  pdramet re  sont obter\-iei par changement d u  gain d'entrée des anpli fi- 

cateursopérd t~onnelr de 10 à 1 ; l a  vdriation des pararnetres e s t  assurée par des 

potentioiilètres ainsi q i i '  i 1 e s t  indiqué slir l e  schéma (4-3) .  



I !--- - - -  
cf- 1 

n 
ut '  





4 . 2 . 1 . 2 .  Logique de contrôle e t  séquencement 

La base de temps e s t  donnée par u n  ensemble de monostables e t  b i s t ah l e s ,  

l e  réglage des monostables P ,  e t  P 2  permet d 'ob ten i r  l e s  2 signaux P l  e t  f l  à 
1 

p a r t i r  desquels seront  élaborés l e s  signaux logiques nécessaires.  Une Commande 

Manuelle ( C M )  permet d'imposer 1 ' é t a t  de "Prise de valeurs i n i t i a l e s "  puis de 

démarrer 1 a  résol ution compl è t e  

Notons IC1 , OP1 l e s  signaux booléens commandants respectivement l a  

fonction pr ise  de" Conditions i n i t i a l e s "  e t  la  fonction" résol ution des 3 in té-  

grateurs" correspondants aux équations d i f fé ren t ie l  1 e s  de Riccati . 

Les signaux booléens IC2 , O P 2  déf in issent  l a  commande des 2 in tégra teurs  

du f i l t r e  du second ordre simulant l e  moteur. ( c f  f igure  4-4) 

Enfin s  désigne le ~ i g n a l  booleen de commande de l ' i n t e r r u p t e u r  associé 

à l a  résolution analogique des équatiorls de Riccat i .  

Les sequences Imposees r e i ; p è ~ t i v ~ r r i e r i t  sui< variables booléennes P 

OP1, I C I  Sont indiquees sur le  schi~iia de 1 0  figure 4 -6 .  
1 ,  f l ,  



EVOLUTION DES SIGNAIIX Li?G TQlJES DE C C ! A : I I F  DES TUTEGRATEURS 

r"TGi!RE 4-fi 

- - -  

r é s o l u t i o n  i r é s o l  u t i o n  

1 systèi i ie de qel 1 système 

1 R i c c a t i  -- a d j o i n t  - - - - - - 1 de R i c c a t i  _ _  _ _  _ _ _ - - - - - i 

r é s o l  u t i o n  

mo teu r  

_ _ ^  ___ -- _ _ _ _  _ - i ----- -- -- -- 

s = 1 mlse  en oeuvre d u  

système de R i  cca t i 

iiiic,t. en oeuv re  du 

sy ,tème de R i c c a t i  



Les fonctions logiques correspondantes sont  a lo r s  déduites de P l  e t  

s = (P,V f . )  1 V (P,v - f l )  

4.2.1.3. -- Résultats obtenus 

Cette simulation a  permis de mettre en évidence une solution de référence 

d u  problème du régulateur d ' é t a t .  Les r é su l t a t s  obtenus sont groupés au paragra- 

phe 4 .2 .3 .  

Ces sol utions const i tuent  à pr ior i  une vér i f i ca t ion  des sol utions analytiques 

obtenues par in tégra t ion d i rec te  e t  permettant de disposer d'une référence u t i l i -  

sable  sur  cal cul a teur  numérique. 

4 . 2 . 2 .  Résolution .- analytique ----- du problème optimal continu. -- 

Les équations canoniques ( 4 . 3 )  d u  s~ystème optimal étudié const i tuent  u n  

système d i f fé ren t ie l  l i néa i r e  d u  premier ordre de 4  équations à 4 inconnues dont 

l e s  conditions aux l imi tes  s ' é c r i ven t  : 

Soi t  @(t , to)  la  niatr-ice de  t r ans i t ion  de ce système. I l  v ient  



l a  matr ice de gain de Kalman K ( t )  prend a l o r s  l a  forme su ivante  

11 e s t  donc poss ib le  d ' o b t e n i r  une expression de l a  matr ice de gain K ( t )  

e t  de l a  l o i  de commande u ( t )  à p a r t i r  du calcul  de l a  matr ice de t r a n s i t i o n  

du système (4 -3 ) .  

La matr ice de t r a n s i t i o n  e s t  so lu t ion  de l ' é q u a t i o n  m a t r i c i e l l e  su ivan te  : 

d D(t.to) 
= H iJ(t,to) 

d  t 

avec 

i J ( t o 3 t o )  = I 4  

I4 : matrice diagonale u n i t é  d ' o r d r e  4 .  

L ' u t i l i s a t i o n  de l a  tranformée de Laplace conduit a l o r s  à exprimer l a  so lu t ion  @ ( p )  

sous l a  forme 

s o i t  en notant  

2 2 2 
= p4 - t / ) p + ( i r i i  i ) 



L'obtention de l a  matrice @( t , t o )  nécessite l e  calcul des originaux 

des fonctions de Laplace apparaissant dans g ( p ) .  

Ce calcul dépend des valeurs des paramètres ( ( L , B , X )  aussi nous indiquerons 

simplement i c i  les fonctions definissant les variables kl, k e t  k 2  de la  matrice 

de gain K ( t )  dans le  cas où -x e s t  niil. L'expression des blocs de dimensions 2 x 2 

@ ) de la  matrice 4 ( t o  , t )  pour toute valeur des paramètres notés ( 0 ,  P l  2 2  

e s t  donnée en annexe 4-2. 

Définissons les  re1 ations sui vantes 

i l  vient 

Ces calculs permettent de disposer dans tous les  cas d'une solution de 

référence e t  donc de déterminer les  erreurs introduites par les  méthodes numé- 

riques employées tant dans la  détermination de la lo i  de commande que dans la 

valeur des variables d ' é t a t  e t  d u  c r i t è re .  

Nous proposons, avant de présenter les  différentes méthodes numériques 

résumées au schérila de ' la figure 4-1 ,  d ' u t i l i s e r  l a  solution de référence conti- 

nue exacte dinsi déterminee pour etudier l ' inf luence des paramètres sur l e  com- 

portement du système. Les résu l ta t s  obtenus par simulation hybride permettent 

de vér i f ie r  la  val idi te  des courbes théoriques obtenues par résolution analyti-  

que . 



4.2.3.  Présentation de la solution o ~ t i m a l e  continue. 

La résolution du système d'équations d i f fé rent ie l les  de Riccati a permis 

de fournir une solution de référence dans l ' é tude  de la transformation homogra- 

phique comme méthode d' intégration numérique. 

L 'a l lure  des courbes theoriques présentées dans ce chapitre permet simplement 

de mettre en évidence pour certaines valeurs de paramètre l e  caractère asymp- 

totique des solutions e t  d'expliquer ainsi  les  ox;illations observées dans l e s  

résul ta ts  obtenus par les  méthodes numeriques présentées au chapitre 3. 

Dans ce paragraphe nous proposons de préciser l ' inf luence d u  choix 

du c r i t è re  retenu sur l 'évolution du système dans l 'espace d ' é t a t  e t  l a  forme 

de la loi  de commande. 

Les résul ta ts  sont présentés pour u n  ensemble de valeurs i n i t i a l e s  

pl us ou moins favorables. 

Les enregistrements dans l e  plan de phase des composantes d u  vecteur 

d ' é t a t  sont tracés sur les figures 4-7 ,  4-8 e t  4-9.  I l s  permettent de mettre 

en évidence l ' e f f e t  des paramètres A ,  a f3, y ,  y '  sur l 'évolution d u  

système. 

De manière générale i l  e s t  possible d 'effectuer  les  remarques suivantes 

- l e  coût de l a  commande resteun facteur prépondérant de précision 

- la pénalisation des écarts instantanés des variables d ' é t a t  à leur 

position d 'équi l ibre  permet d ' o b t e n ~ r  les niei 1 leurs résul t a t s  

- la pénalisation des &arts  finaux des variables d ' é t a t  à leur position 

d 'équi l ibre  e s t  plus e f f i c a c e  dans l e  c d ;  de conditions in i t i a l e s  défavorables 

que pour des conditions i ~ i t i a l e s  favorables* 

Dans ce sens l a  pend1 ~ ~ a t ~ o r i  des e;,drts f iriaux permet de modifier 1 'évolution 

relat ive de la sor t ie  e t  de sa det-;vee ; l ' inf luence des ecarts instantanés 

reste  cependant prépondérante a i n s ~  qu ' i l  e s t  possible de l e  vér i f ie r  sur l e s  









figures 4-10, 4-11, 4-12 et 4-13. 

La valeur de la tonctionnelle de coût diigment.é rapidement avec la rapidite 

de réponse souhaitée pour i i  sys teme.  La pérializdtion de\ ecaïts finabx sur la 

dérivée de la sortie du ~yitcrne condui" d de meilleurs resultats tout en aug- 

mentant de façon tres importante la valeur finale du critère (cf figures 4-14, 

4-15). 

Les lois de commande nécessaires a Ur1 comportement convenable db systt-tne 

sont décrites sur les figures 4-16, 4-17, 4-15. 

L'allure des solutions de l'eyudtion differentielle matricielle de 

Ricatti est présentée sur les sche~nas des figures 4-19, 4-20, 4-21, 4-22 

pour différentes valeiirs des paramètres du système. 

Lorsque l'intervalle de temps sur lequel est commandé le système devient grand, 

la figure 4-23 permet de lérifier que les solutions de l'équation différentielle 

matricielle de Riccati K t f ( K )  = O deviennent constantes et solutiorsde 

1 'équation matricielle f(Y) = 0. 

4.3. Solutions obtenues par discretisation "A Postériori" - 

Ces resultats correspondent à ia recherche des solutions de l'équdtion 

différentielle matricielle de Riccdli par' des méthodes numériques. 

El les conduisent à une discïeti sc3tian db système continu initial . 

Nous prcpsxns afin de precizer 125 a1!antsges de la transformation homo- 

graphique d'effectuer. la dl~crétisatior Jki systeme continu initial suivant 

deux voies : 

- L L I  SC! ttt~bdt \ U I ~  +di' ~ r \ t t ? t ] \  ,it id :$  

- (11 < ,~r 'e t  I s ~ : t ~ o r i  t; ! c -  o t i  i : ,' t 1 ,:Î :je 1 a transforniation homographique. 

Precisuris q u  2 e , l a d e  1: riCi s8+;llt i;as de discrétiser "à  priori" le 
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système continu initial mais d'obtenir par résolution numérique une approximation 
de la solution optimale. 

4.3.1. Echantillonnaae du système continu initial 

La forme discrète du système continu définie par la relation 

O 

x = Ax t Bu avec A = 

s'écrit 

~(t,,~) = M x(tn) + F u(t,) 

Deux méthodes ont été utilisées pour échantillonner le processus, elles 
fournissent successivement les expressions des matrices M et F 

i) - Echantillonnage par intégration (modèle discret noté D )  

- ~(1-D) 
4-11 

- h/T 
en notant h le pas d'intégration et D = e 

ii) - Echantillonnage par homographie (modèle discret noté H) les 
relations définies au chapitre 3 permettent d'écrire dans le cas 
du svstème stationnaire étudié 



soit en posant D = 
1 - h / 2 ~  
ï - T - h i 5  

Les deux méthodes utilisées conduisent dans le cas d'un système station- 

naire à la même formulation 4-10, 4-11 de la forme discrète du processus continu, 

la variable D prenant respectivement les valeurs 

4.3.2. Définitions des méthodes numériques utilisées. 

Les méthodes numériques proposées pour résoudre le système d'équations 

différentielles de Riccati ont été précisées au chapitre 3. 11 s'agit : 

1) de la méthode d'Euler 

2) de l'utilisation de la transformation homographique 

3) de la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 

Les différentes solutions calculées sont introduites sur le schéma de 

la figure 4-24 et précisées sur la figure 4-24b. 
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4.3.3. Outils de com~araison des résultats 

Nous proposons d'utiliser la méthode présentée dans l'application 

numérique du chapitre 3. 

La description détaillée en est donnée à l'annexe 4-1 

4.3.4. Résultats 

Il s'agit d'évaluer l'erreur d'approximation commise en substituant à la 

solution continue optimale les solutions quasioptimales obtenues par l'utilisa- 

tion des méthodes numériques précédentes. 

Les comparaisons sont effectuées directement sur les résultats relatifs à l'évo- 

lution de la loi de mmmande, des solutions et de la fonctionnelle de cout . 
Les valeurs numériques obtenues sont données en Annexe 4-3. 

A la lecture des tableaux des figures 4-25, 4-26, 4-27 i l  est possible de 

juger les résultats 

i) - dans le cas d'un échantillonage par intégration, la transformation 
homographique fournit toujours l'erreur minimale sur la valeur à chaque instant 

d'échantillonage des variables d'état du système et en général l'erreur minimale 

sur la détermination de la loi de commande. 

Elle permet de plus la meilleure estimation de la valeur minimale de la 

fonctionnelle de coût. 

i i )  - dans le cas d'un échantillonage par homographie, la transformation 
homographique utilisée lors de la résolution du système d'équations différen- 

tielles de Riccati fournit également la meilleure approximation. 

Il est à remarquer, que pour certaines valeurs des paramètres intervenant 

dans la fonctionnelle de coût, les résultats obtenus à partir de ces méthodes 

numériques sont trés éloignés des valeurs théoriques exactes données par la 

solution de référence. 



Ecarts aux valeurs exactes - Figure 4-25 



Valeur moyenne des indices pour différentes valeurs 

de y et y '  et pour un nombre de pas de 5et 10 

Figure 4-26 



Ecarts à la valeur exacte - Figure 4-27 

Nombre de pas de calcul = 10 
O 

y = 1 0 y '  = O  y. = 10 y. = 10 



Ces erreurs importantes s'expliquent par le caractère asymptotique 

des solutions de 1 'équation différentielle de Riccati pour les valeurs 

correspondantes des paramètres. 

Le calcul d'un facteur de qualité global des méthodes proposées permet de 

préciser les résultats relatifs de chacune d'elles. 

Il vient : 

Q(CD1lH Q(CDZ), Q(CD3IH 

2  34 3,5 3,4 
et de manière générale 

Q(CDl), > Q(CD l )D  

Nous proposons maintenant d'envisager les résultats obtenus par les 

méthodes de discrétisation "à priori" prkntees au chapitre 2. 

4.4. So7ütions obtenues par discrétisation "à  priori". 

Les solutions comparées dans ce paragraphe correspondent aux méthodes 

définies au chapitre 2 ( 5  2-3 ) et reposent sur l'association d'un problème 

discret au problème optimal continu initial. 

Le problème optimal discret est résolu par l'application du principe du maximum 

discret . 

Les deux démarches envisagées sont i l  1 ustrées sur le schéma de 1 a 

figure 4-28. 



système D2 

1-h/2-r 
D = m Q 7 T  

système 

D = e - h / ~  

a i p l  i c a t i o n  du p r i n c i p e  du maximum d i s c r e t  de  ali il in 
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d i s c r e t  2 
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homographie 
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1 
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/ 
t r a n s f o r h a t i o n  homographique i ntégrat/on 

FIGURE 4 - 2 k  -- 



4.4.1. Présentation des résultats. 

La comparaison des résultats effectués suivant la méthode générale 

présentée en annexe 4-1 a permis de montrer que, pour différentes valeurs 

des paramètres, les solutions D2 constituent une approximation convena- 

ble de la solution de référence. 

Ils ont d'autre part permis de vérifier que lorsque l'intervalle 

de temps durant lequel le système est étudié devient grand par rapport à 

T (tf > 12 s) i l  y a identité complète des résultats obtenus par ces mé- 

thodes d'une part et la solution de référence d'autre part. 

11 n'est pas observé d'erreur importante pour les valeurs des 

paramètres correspondant à un comportement asymptotique des solutions 

de l'équation différentielle matricielle de Riccati ainsi qu'indiqué 

sur le tableau de la figure 4-29. 

L'utilisation d'un facteur de qualité Q défini précédemment 
permet de préciser le niveau des approximations réalisées par les 

solutions quasioptimales Dl ou D2.  Il vient dans tous les cas 



No de pas 
O 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 O 

N o  de pas 
O 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 0  

N o  de pas 
O 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 O 

O 

Valeur de y,  y ,  u pour la  f igure 4-29 

système de référence ( C )  e t  1 es deux 
problèmes optimaux discrets  associés 

( D l )  e t  

a = O  @ = O  y = 1 0  y l = 1 0  

X = 0.01 T = 1 t f  = 2s N = 10 



Concl usion 

L'illustration sur un cas concret des différentes possibilités 

d'utilisation de la transformation homographique a permis de mettre en 

évidence les avantages qui peuvent en découler. 

Tout d'abord si l'on utilise cette transformation en tant qu'algo- 

rithme de discrétisation, l'utilisation de l'indice de qualité Q défini 

au chapitre IV conduit à affirmer que cet algorithme atteint un niveau de 

précision comparable à celui d'une méthode de Runge-Kutta d'ordre 3 . 

Lors de la discrétisation à postériori, les solutions quasi-optimales 

obtenues à partir de la transformée homographique donnent de meilleurs ré- 

sultats qu'une discrétisation utilisant les méthodes usuelles d'analyse des 

systèmes échantillonnés. 

Enfin, dans le cadre des méthodes de discrétisation à priori, la 

définition d'un problème optimal discret associé au problème continu ini- 

tial conduit à une approximation trés satisfaisante de la solution optimale 

de référence. 



CONCLUSION GENERALE 

La mise en oeuvre d'une transformation homographique des opérateurs 

caractéristiques de l 'évolut ion d ' u n  système continu permet de lu i  associer 

u n  processus discret  analogue. Dans l'hypothèse l inéa i re ,  la  solution du 

problème de commande optimale à c r i t è re  quadratique e t  à horizon in f in i ,  

e s t  obtenue de manière identique qu ' i l  s ' ag isse  du système continu ou du 

système discret  associé. Ce résu l ta t ,  nous a conduit à étudier,  d'une ma- 

nière plus générale, l a  transformation homographique s o i t  comme u n  out i l  de 

discrét isat ion d'un système continu, so i t  comme u n  opérateur mathématique 

permettant de transposer du domaine continu au domaine discret  u n  problème 

de commande optimal e.  

- L'ut i l isat ion de ce t te  transformation comme out i l  de discrét isat ion,  

permet de conserver l e s  caractères de s t a b i l i t é  du système différent iel  

i n i t i a l .  Du point de vue de la  précision, ce t te  technique donnedes résul- 

t a t s  comparables à ceux obtenus à part i r  d'une méthode de Runge-Kutta d 'ordre 3. 

- La transposition dans l e  domaine d iscre t  d ' u n  problème de régu- 

lation optimale continue conduit à une solution optimale au sens d iscre t ,  

définissant une s t ructure de bouclage caractérisée par la matrice des gains 

K(k 

Cette matrice e s t  solution d'une équation de récurrence discrète dont 

1 a forme particul ière  e s t  à rapprocher de 1 'équation de Riccati définissant,  

en continu, la  matrice des gains K ( t ) .  

Cette méthode permet ainsi  à la fo i s  d 'obtenir  une commande quasi 

optimale discrète du système continu i n i t i a l ,  e t  de déterminer de manière 

analytique l'approximation ainsi  réal isée.  

- L'étude d'une application relat ive à la commande optimale d'un moteur 

a permis de présenter plusieurs commandes quasi-optimales discrètes e t  d 'es- 

timer l e s  écarts de cel les-ci  par rapport à l a  solution optimale. Dans ce cas, 

i 1 e s t  apparu que 1 a di  scrét i  sation à posteriori par trdnsformation homogra- 

phique des équations de Riccati conduit à amél iorer sensiblement la  précision 

des résul t a t s .  
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Annexe 1 - 1 

Descr ip t ion  de l a  dynamique d 'un système physique au moyen des 

v a r i a b l e s  d ' é t a t .  

. Cet exemple e s t  t i r é  d 'une étude de M r  Brodie su r  l e  p i l o t a g e  

d 'un engin a é r i e n  au tour  d 'une t r a j e c t o i r e  d ' a t t e r r i s s a g q p r é s e n t é e  à l a  

17 ème conférence A.  G .  A .  R .  D Septembre 1973. 



L'étude e s t  r e s t r e i n t e  au comportement de l ' e n g i n  dans l e  p l a n  de tangage 

(fig. ~ l - 1 ) ,  l a  d e s c r i p t i o n  des  mouvements de r o u l i s  pouvant ê t r e  condui te  de 

manière ent ièrement  analogiir . 
L'engin du type a i l e  vo lan te  présente  un é c a r t  au tangage O , s e s  é c a r t s  à l a  

t r a j e c t o i r e  de v o l  peuvent ê t r e  co r r igés  par  l ' a c t i o n  des gouvernes notons 8 

l e u r  ang le  de braquage. 

Exprimons l a  dynamique de l ' e n g i n  en déterminant  l e s  fo rces  e t  moments auquel 

il e s t  soumis ( f i g .  A l - 2 ) .  

1 - Décompte des f o r c e s  

3 

. f o r c e s  aérodynamiques R décompos6e s i ~ i v a n t  

GZa portance notée Z 

Gxa 
t r a i n é e  notée X 

en première approximation l a  portance e s t  fonc t ion  l i n é a i r e  / ' A I .  11 de l ' i n c i -  

dence a , on é c r i r a  donc 

Z = Z . a  a 

. poids (masse m de l ' e n g i n )  

On envisage se s  composantes su ivant  G z a et Gxa s o i t  P e t  Px z 

. fo rces  dues au braquage 6 des  gouvernes no tées  

FZ suivant  Gza (accroissement, de pnrt,ance) 

F suivant  G (accroissement  x xa  
t r a i n é e  ) 

en première approximation c e t t e  force  eu t  cons idérée  proporti.orinelle à. 8 on no te  donc 

FZ = F8 . 6 

. fo rce  due au mouvement dc tangage de L l a v i o r i  e t  p ropor t ionne l l e  à l ' é c a r t  

de tangage s o i t  O notons La composante su ivant  G 
za 



L'équation de la dynamique suivant G s'écrit 
2 a  - 

O0 ,nz = - z a 

2 - Décompte des moments 

. Moment de tangage dû à l'incidence a de l'engin soit M pris ail centre de 1 
gravité G en première approximation 1 ~ 1 . 1 1  

. Moment de tangage induit par le mouvement de tangage. 
En effet le foyer d'application F de la pcrtance ne correspond pas au centre 

de gravité et le supplgment de pçrt,ance engendré par le mouvement de tangage 

entraine [AI .2] un moment de tangage proportionnel à la vitesse angulaire de 
O 

tangage q = O 

O 

notons M 2 = M  x O 
9 

. Moment correspondant à l'action des gouvernes. 

Il est proportionnel à l'angle de braque de ces gouvernes soit 

Soit 1 le moment d'inertie longitodinal de l'engin,l'équation des moments 
v 
J 

s 'écrit (2) - 

- M . a - M  O + M . B  a Cl S 

3 - Mise sous forme matricielle 

Comme il s'agit d'gcart une t,r.tjectoire, Y est, petit. Compte -tenu 

des définitions de la figure (A-1-i ) et en not,ant V la vitesse de l'engin 

il vient 
O O 



La relation 1 s'écrit alors 

mVO = Za. a+ Fg.6 - S .n - P 
Y C, z 

( 3  1 

l'assiette longitudinale ( i  est l i g e  2 1 ' i~ic-iclence a par la relation : 

8 = a + y  (4) 

et en éliminant a de (7) et ( 2 )  i 1 vient 

définissant le vecteur X suivant : 

avec 
m o * y tel que y = y 

les équations 5 et 6 peuvent s'écrire sous la forme matricielle : 

M M -3-a 2 O 1 '  1 I 0 
Y Y Y  

soit avec les notations ( 7 )  
O 

X = A X + B G  

A matrice carrée 5 x 5  représentant ~'6voLiition dynamique de l'engin en l'absence 

de contrôle par les Toilvernes ne ur;,liiagt-. 

B matrice colonne 1 i3;tr~ai"téri-;Liiit, i ' ;iif'?uerice de la commande (6 aiigle de braquage 
des gouvernes) sur 116voiution du système. 



Bibl iographie  L z l  
A l . l  L.  GEORGE, J . F .  VERNET, J.C. WANNER 

"La mécanique du vol  - performcxnce des avions e t  des engins" 

Dunod - 1969 

1 .  A. BOINON 

"L 'ae'rodynamique du uo 2, de L 'avion" 

Dunod - 1969 



G X Z plan  de tangage 

G Y Z p lan  de r o u l i s  

G X Y plan  de :lacet 

X axe l o n g i - t u d i n a l  Y a.xc t ? ~ : ~ ; u 2 i . : : c i l  " :ue d e  L.:jcet, 

: L moment de roulis M rx:ir:sii: :::: Lat-il: -!,-.a !i cicment; r i t 3  lace-t 



On prend un t r i è d r e  de r r f é r e n ~ c  G :f : l i <  ad plan de v o l  de l ' e n g i n  
C L ,  

t r i è d r e  ae!rodynamiqdr 
A <A i V m  : x2 p r r t b  par  l e  vec teur  v i t e s s e  de l 1 e n g i n .  

- t r i è d r e  avion G x y r , G x n x r  ï 7  i :  A,j ;~-~ , i l  d e  1 I a ~ ~ i o n  

angle G x  G x arigl- :.\ ; t - t * i  J r  Yn? Y 

0 ' 't I 

a n g l e G x  G x  jt2ci<+-; ,  - F  

b y  , ' i 1 r i  ' y  3 !)as de dérapage e t  donc 
O ( 1  L' - : ,-in, 1 e r,: an G x z ) 

angle G x G x asaie1 t -  L ~ r i g i t ,  ~::n.. . :: ' 'engin noté O 
o  ' 

8 i d , ~ ~ i , ~  4 1 . :  - - . - 



Aiinexe 2 -- 1 

D é f i n i t  i o n - ~ ~ i . , _ ~ ~ m ~ ~ i ~ ~ i ! - ~ ~ ~ ~  ' l i r i  - proi)i -. - - -  hnr ... i jc .. - c:~r!~n~aritir - -. ~ o p t i m a l e  . 

S o i t  i l r i  systèrnt? r~pi.6:;ent 6 p:tro l lGqi la t , ion  d ' g t a t ,  s u i v a n t e  : 

avec l es  not,at,iori:; et, ny-potk,c'.seç d 6 f : r l i c ~  c h a p i t r e  1 .  

L 1 o b j e c t , i f  rcchei-cil6 p e u t  ê t r e  d6f ' ini  comme U r i e  c o n d i t i o n  siIr La v a l e u r  du 

v e c t e u r  de  s i i r t , ie  yjt,). Compte-teriii ic 1:i r e l a t i o n  3 c e t  o b j e c t i f  peut  ê t r e  

t r a d u i t  p a r  ilne cori:ii :, i o ~ i  ~ u .  ! r- ver? c ~ ~ i r  i ~ ' :  t ~ t ,  x j t , )  . 

De r ghni:raLr , t T1 l l r i  i ~ : l m , ~ i i ~ e  C i t  1 'e:;pare d l é t : i t  e t  [t , t2] 
un i n t e r v a l l e  rir temps t,e>i: :  qilt' ! ' 6v  ) l , i t , i on  con:;idkr&e du  sy:;t?me de t 5 

O 

t s o i t  inc lu:  ii-rrir F % [t , Y ;  , 1 ' i > ! j , j  ; f t , ra , l i i i t  par 1 ' a p p a r t e n a n c e  du 
f 2 

v e c t e u r  é t a t  iin domairie 1<- i i  x l t , ,  t,,; , S. 

Sui.vant qilci 1. ' 6 v o l i ~ i , i o n  I ~ L ; ~  i:ti~iir,:i.g~c. s u r  u r i  horizori Yin6 oil n o n ,  

l a  c o n d i t i o n  s u r  1.e verxtc.ur d16t ,a t .  . ; '&r i t .  : 

'a , 
i!'aiitre p a r t ,  I : i  ,aonan:rritie e r ; t  cr;::ici.lti 1 x 1  p rocessus  phys ique ,  e l l e  ne 

. . 
p e u t  donc liri3r1:?re que ii.:.: ~ i 1 . i  cJ1irs f'11~1i.s ixta p,i.irfcis r e s t r e i n t e s .  Le  vec te i l r  ae 

commandes i ~ \ i ; j  i l o i c  at~-,î.rr,:ii;t- 2 1 i : i  ::~:.ii,:ti!l , i>maine  de  v a l e u r s  a d m i s s i b l e s  R i l .  

v i e n t  



L ' o b j e c t i f  recherché pouvant ê t r e  a t t e i n t  de p lus i eu r s  manières ,  

l a  commande re tenue  s e r a  1% rnt.illi.i~r..e z t l  ;en ~ ' U I I  c r i t è r e  de performance 

ou de coût .  Ce c r i t è r e  s e  t r a d u i t  par  une fo i ! - t ionnel le  de l a  forme 5 

ii 
O 

où f  e t  h sont  des fonc t ions  s c a l a i r e s  cont inues e t  continuement dé r ivab le s .  
O 

Cet te  i 'onct ionnel le  s e  compose de deux termes : 

- Une p a r t i e  i n t é g r é e  l e  long de l a  t r a j e c t o i r e  

- une p a r t i e  t r a d u i s a n t  l e s  condi t ions  f i n a l e s  imposées au système. 

Le problème de  l a  synthèse d 'un  syst ime d e c r i t  par  l e s  r e l a t i o n s  1 ,  2 s e  

ramène à l a  recherche d'ilne l o i  de commande admissible  permettant  de guider  

l e  processus de l ' é t a t  x ve r s  l a  région dgs i r ée  de l ' e s p a c e  d ' é t a t ,  t o u t  en 
Cl 

maximalisant un ind ice  de q u a l i t é  ou en minimalisant une c e r t a i n e  fonc t ion  
% 

de coc t .  Ce qu i  conduit  à rechercher  l a  l o i  de commande u ( t )  v é r i f i a n t  l e s  

con t r a in t e s  : 

i i ( t )  F R ~t €[ to ,  t.,,] 
I 

e t  s a t i s f a i s a n t  l e s  condi t ions  3 ou 3b 

~ ( t )  e s oir ~ ( t )  e s+ 
1- 

e t  t e l l e  que 

'l, u t  t , x t ,  u t  G J ! t ,  x(t), i l i t ) )  



Annexe :1 - 2 

Pr inc ipe  du maximum de l,ontry.-igir: : appl ica t  iori 2 la r e s o l u t i o n  du probl2me 

du rénula te i l r  d ' é t a t , .  

a )  p r i n c i p e  de Pontryagin - 

Le probl?me optimal d g c r i t  au § 2-1-1 ri11 chap i t r e  2 peut  s 'éxpriiner 

comme l a  recherche de la l o i  de corrimande u ( t )  qu i  t r a n s f è r e  l e  système ( 1 )  

de l ' é t a t  O 2 1'6tat x ( f )  
O 

x ( t )  = f ( t ,  x ( t ) ,  u ( t ) )  1 

e t  minimise l a  fonc t ionne l l e  

- 
J 1  - J l f  + ' J l c  

avec J = h ( x ( t r ) ,  t f )  
1 f 

avec l e s  n o t a t i o n s  de l ' annexe  2-1. 

Afin d ' a l l g g e r  l e s  c a l c u l s  notls noterons 

La l o i  de commande optimale u ( t , )  e s t  obtrniie par  a p p l i c a t i o n  du p r inc ipe  du 

maximum de P o n t r ~ a g i n .  Poix cela. int cod i i i  sur is  une v a r i a b l e  supplémentaire 

x d é f i n i e  pur  13 rqlrti-inn 
O 

Envisageons a l o r s  le ryi;t,i=m- gLi-,is? t l 'o rdre  q + 1  regroupant l e  système 1 de va- 

r i a b l e s  d é f i n i e s  pa r  L i :  vç -c re i l r  :< et ?:% m r i s b l t .  x  s o i t  en notan t  
O 



il peut être décrit par iirie relstion , I I ,  la t'orme 

O rc rc 
x = F(X , 11) 

avec 
m 

fo(x , U )  = f0(x, 1 1 )  

Soit alors ilne fonct,i :ln scalai r e  ou iiamiltonii.nre décrite sous forme 

suivante 

m 
Définissons le système adj~int dii systime 6 en notant p = p l ,  pÎ, 

les q+l variables adjointes, il vient : 

Le principe du maximum permet d'affirmer que le vecteur de commande u qui mini- 

malise la fonction de cout J minimalise le hamiltonien K . 1 c ' 

Le problème initial revient doric 5 rechercher une commande u ( t )  mini- 

misant l'hamiltonien et vérifiant d'autre part les relations 



M Pontryagin ayant montré qil'ilne r.cintlitioxl de miriimim pour :-( e s t  obtenue 

pour f = + 1 ,  l e  problème peirt e t r e  mis sous l a  forme su ivante  d i t e  Cano- 
O 

nique,  en él iminant  l e s  v a r i a b l e s  sirpplkmentaires x  e t  po ; il s ' a g i t  dans 
O 

ce  cas de rechercher  l a  l o i  de cornmande u ( t )  qu i  minimise l a  forme s c a l a i r e  

avec 

Ces 2 q équat ions  n é c e s s i t e n t  l a  connaissance d e 2  q  condi t ions  

aux l i m i t e s  su ivantes  : l ~ t h a n s  s e c t i o n  6-7.1 

x ( t J  = Xo 

b )  a p p l i c a t i o n  au problème de rkgi l la teur  d ' k t a t  cont inu  d é f i n i  au c h a p i t r e  2 

Il v i e n t  : 

O 

x = f ( t ,  x ( t ) ,  ; ~ ( t ) )  = ~ ( t )  x ( t )  + ~ ( t )  ~ ( t )  



avec l e s  no ta t ions  du c h a p i t r e  2 

La forme canonique s ' é c r i t  a l o r s  : 

D'où l e s  condi t ions  aux l i m i t e s  : 

x ( t o )  = X, 

Un extremum de l ' hami l ton ien  e s t  obtenu par  simple d é r i v a t i o n  : 

- -  T 
6 H - û  s o i t  R ~ + B ~ = o  
611 

15 

2 
e s t  ume mat r ice  d é f i n i e  p o s i t i v e ,  Cet extremum e s t  b i e n  un minimum puisque - 2 

6 u  
en e f f e t  

En é l iminant  u des équat ions 1'3 e t  15 il v i e n t  : 

L'étude de l a  niatrice de t r a r ~ s i t , i o n s  du système d 'o rd re  2q d é c r i t  

par  l a  r e l a t i o n  16 montre que l e  vecteur  d ' é t a t  x ( t )  e t  l e  vec teur  a d j o i n t  



p(t) sont reliés par une équation lineaire tle la forme 

où ~ ( t )  est une matrice d'ordre q, non stationnaire et symétrique qui vérifie 

d'aprés 1 4  

La loi de commande optimale ~ ( t )  s'exprime alors comme une fonction 

linéaire de l'état du système soit : 



Annexe 2 - 3 

Résolution du problème de r6gulateur d'6tat dis1:ret. 

Nous présentdons les calcul; relatifs au discret défini à partir 

d'une discr6tisation par intégration. La rgsolution du discret obtenu 

par transformation honograptiique stéf?'ectue de manière analogue. 

Il s'agit de rechercher la séquence de commande u 
O... Uk"" 

u 
f- 1 

minimisant la forme scalaire 

Nous supposons que la séquence . .$ k - - -  'JJf-1 satisfait la relation 

avec les conditions aux limites 

x = x(0) 
O 

Il vient,compte-tenu de l'gquation d'état : 

le maximum de :-( implique 1a statioririarit6 de 1 'hamiltonien 

le système à résoudre est, alo~-1 d6f i::i pli r v  ' 1 1  i 1 cmoniques suivantes 



avec les conditions aux limites : 

Comme dans le problème de définition optimal continu , le vecteur 
adjoint et le vecteur d'état sont reliés par une équation de la forme (3) 

K est une matrice fonctionnelle d'ordre q 5 ;l&mentu non constants. La 
k 

matrice Kg est symétrique définie non négative pour k = O, .... f 

Eliminons vk dans les relations i et 3 il vient : 

Soit en écrivant des relations homogènes en k+l et k. 

avec x = x ( O )  
0 



Annexe 2 - !4 

~ é t e r m i n a t i o r i  de l a  va le i i r  de l a  I (~nc t J io r inc l  le d i ï c r s t e  J, siir l e  t r a j e t  optimel. - - ---- 
I I  

L a  f o n c t i o n n e l l e  2 est d é f i n i e  pa r  c i  + J 
I I  k i f '  h c  

avec l e s  n o t a t i o n s  du § 2-3-2 di1 c l l a p i t r e  2 .  

U t i l i s o n s  l e s  n o t a t i o n s  du 5 2-14 di1 c h a p i t r e  2 .  

K 
z = (hl<+, + A z = z  k+? 

- 2, 
k 

il v i e n t  : 

Afin d e  d é t e r m i n e r  une v a l e u r  s imple  de  l a  f o n c t i o n n e l l e  d i s c r è t e  

s u r  l e  t r a j e t  op t imal  nous proposonr t ,out  d ' a b o r d  d ' é t a b l i r  l a  r e l a t i o n  

s u i v a n t e  : 
m 

T XI T 
u H i i  + z  Q zX+A(z KT,) = O  k k 

a )  démonstra t io t i  ,ii: l a  r e l a t i o n  '2 

Exprimons l e s  r c l a t , i o n s  r36firi;ssant la l o i  de commande o p t i m a l e  avec 
X 

l e s  n o t a t i o n s  z e t  i,r, . So~t d'aprt.:, ii $ '-4 di1 c h a p i t r e  2 

1 T X Y - 1  1 u = - H  H K z - k ,  b i\ k "  i / i t  
k 



I 
\ ,  multiplions la rrlatiori II p.ir -, i gnuciit. e t  .:* 2 droite ; $1 vient 

compte-tenu da la rrlat.ion ( 3 )  i l  i>:;t, p i i : . : ; i i > i ?  d'exprimer urP R u 
k k  

sous la forme : 

r i  i 2 ,,. 1, , X - - -  l , T AK:i;l , , ' ,lUI~ ,;, - 1  ;y Y 
+ :: hi? 13 - +  ,T) h i 3  H h z ; ~  

-4 

!/iontrciris nia i n?,rri:iiit, ( ~ i i i .  



en e f f e t ,  compte-tenu des nota t ions  u t i l i s é e s  il v i e n t  : 

s o i t  rn 

T Kk+l zL K s 
z Tl K zX - zT K zX + z k k z  k+l k+l k k  k+l 2 Ar,+ 2 ,  

ce qui  peut  encore s ' é c r i r e  : 

z i+i K1<+~ z k+l - Z L K ~  zk s o i t  a ( z L  K Z )  

La r e l a t i o n  8 devient  dans ces condi t ions  : 

b) c a l c u l  de l a  va l eu r  (le l a  f o n c t i o n n e l l e  siIr l e  t r a j e t  opt imal  

La r e l a t i o n  9 nous permet d'écrire 

il vient donc 



De manière générale pour une solution optimale partant de z 2 la séquence k 
k la valeur minimale de la fonctionnelle Jii s'écrit 



Annexe 3 - 1 

Calcul de l'erreur pas pan-les algorithmes : 

- Algorithme obtenu par la transformée homographique 

- AlgoritThme de Runge-Kiltta d'ordre 2. 

1 )  Algorithme obtenu par la transformée homographique 

L'erreur par pas es-t définie par la relation : 

Les fonctions $(zn, tn, h) et @(zn, tn, h) sont définies ci-dessous : 

avec 
- 1 

Les notations sont celles du chapitre 3 

Exprimons la valeur de x( t ) au voisinage de t 
n+ 1 n 

avec les notations : 



Le vec teur  x ( t )  e s t  suppose dgr ivable  j i lsqulà  l ' o r d r e  n .  

6 ~ ( t )  il v i e n t  en notan t  --- l a  matri.ce a t e l l e  que 6 t  i j  
6â' 

a.. = - IJ t i i , j  
1 J  6 t  

de même à l ' o r d r e  t r o i s  : 

en notan t  A ( t n )  = A e t  x ( t n )  = zn 

il v i e n t  

e f fec tuons  ilne approxirrlation de c e t t e  fonc t ion  v e c t o r i e l l e .  I l  e s t  poss ib l e  

d'effectizer.  un déveioppemerit l i n r i t g  arialogue à c e l u i  de l a  fonc t ion  s c a l a i r e  



f(x)(l - x f ( x ) )  au voisinage de x = 0. 

Il vient en notant A(tn+h/2) = Al 

Compte-tenu de l'hypothèse de dérivabilité du vecteur x à l'ordre n il est 

possible d'écrire : 

en notant ~(t,) = A il vient 

L'erreur par pas s'exprime donc sous la forme suivante: 

E 
n+ 1 = h[@(tn, z,,, i l )  - $(tn. , h).j  

Remarque 

Il est à noter que ltintroduct;on d ' w l  nombre p de points intermédiaires 

dans l'utilisation de l'algorithme obtenu par transformation homographique revient 
2 I 

à diviser l'erreur par pas par un facteur p , ainsi en notant E l'erreur par 
i n+ 1 

2 
pas pour un pas h, & l'erreur par pas avec 1 point intermédiaire et E 

3 
n+ 1 n+ 1 



l ' e r r e u r  p a r  pas  avec 2 p o i ~ i t ~ ~  i n t e r m g d i a i r e s i l  v i e n t  

t 

L'e rSreur  pa r  pas e s t  donnge par  l a  même r e l a t i o n  

L ' é v o l u t i o n  de , z h )  e s t  i d e n t i q u e  ?i c e l l e  condui te  en 1 .  
ri ' 

Cependant h @(tn ,  z n ,  h )  e s t  d é f i n i e  p a r  l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  

il v i e n t  

il es t  p o s s i b l e  d ' é c r i r e  ~' ie la. rtiêrat. -.,ïni?re , l t i 'w~ fS 1 de c e t t e  annexe 

11 , 6A f i2  f i 2 ~  (SA 4 h + ( t ,  ,: = f i .  + + -! + -(-- + 2 A - ) ]  
1, 3 6t - n  + z O(h ) 

r i '  -n '  <A bt n  
1s t, 



e t  l ' e r r e u r  par  pas E RK2 s'exprime sous  l:t forme : 
n+ 1 



Annexe 3 - 2 

~ é t e r m i n a t i o n  de l a  s o l u t i o n  exac te  du systsme d ' é q i ~ a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  

de R icca t i  re tenue  en exemple nrmérique. 

Le système d ' équa t ions  d i f f é r e n t i e l l e s  de R i c c a t i ,  é tud ié  en exemple, 

correspond à l a  r e l a t i o n  m a t r i c i e l l e  déf ' inissant  1.a mat r ice  ~ ( t )  de Kalman 

du problème de commaride opt imale d 'un moteur envisagé dans l e  c h a p i t r e  4. 

Les équations canoniques du système é t u d i é  

const , i tuent  un systeme d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  du premier o rd re  de 1+ éqilatioris à 

4 inconnues. 

S i  @(t, t ) dés igne la  ma t r i ce  de t r a n s i t i o n  de ce système notée O ' 

l a  mat r ice  de gain de K:J lmari ~ ( t  ) pr-eiid 1:t forme su ivante  : 

c e t t e  mat r ice  de t a n s i t i ~ n  peut S t r ~  ca l c ( r l6e  par  u t i l i s a t i o n  de l a  t ransformée 

de Laplace comme i l  est indique $)+- ' - :J  du c h a p i t r e  14. 

1 I l  e s t  a l o r s  poss ib le  ie ii6terrnint.u. it.;, expressions l i t t é r a l e s  des v a r i a b l e s  x  , x ,  
2 

x du systeme d 'éqi iüt i?ns (3 i f fé rer ; t ie l les  de Hicca t i  envisagé dans l 'exemple 

numérique . 



Pour l e  système d 7 é q i l a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  de R i c c a t i  défini par 

1 2 
avec x ( t  ) = x ( t d f )  = Y' f 

il v i e n t  pour cl = 0, A , ,y,y7 qiel conques 

+ a  Ç + y y 7 a  C t + y a  
5 3 

a5 s t] 

avec 



Un p r e m i e r  moyen d1est , imati(- ln de  l a .  p r 6 c i s i o n  d e s  r é s i l l t a t s  nm6riqi2e,s  

c o n s i s t e  2 coniparer ie:; ?nt.?r:i.;t.remeritci graphiqi ies#  l a  s o l u t i o n  e x a c t e  de réf-'.- 

r e n c e .  iCependant , l e s  c3iir7bi?:; :;tiri;nt l e  p! ils soilvent confondiles dir f a i t  ( ie  1 i l  

p r 6 c i s i o n  d u  t r a c e  e t  (te i 'Ache l i e  des  val ei i rs  repr6sent ,6es .  

Nous proposons  donc d r  i lGf ' i~ir  on r ~ e r t a i n  nombre de  g r a n d e u r s  qui c a r a c -  

t é r i s e n t  l e s  p e r f o r m a n ~ e s  a! n'riaies ci'iinr- mg: hode nlm6rique. 

Rappelons t ,o i i tefois  ql ie 11 prec.isi on les r:silit a t n  obtenus  dépend,  pour une grari !c 

p a r t i e ,  di1 iJr)rnure dps pas  (1:' -:ilill.<l lit il i s 6 , .  

- C é Y i n i t i o n  des  grandeurs  u t i l i s e e s  pour l a  comparaison d e s  r é s u l t a t s .  

i3 r6c i sons  t o u r  d ' a b o r a  l e s  not .ar ions  i i t i l i s é e s  - s o i t  X Ai l a  v a l e u r  

donnée p a r  l a  méthode numérique pour un p a s  de  c a l c u l  no i e t  X. l a  v a l e i ~ r  
1 

e x a c t e  c o r r e s p o n d a n t e  (?F. l a  v.iririi,iç. X ,  1 ' e r r e u r  2 cnaque pas de  c a l c u l  ;t.r.:i. 

n o t é e  

La moyenne de  ce:: Fil..iiir:; s ' il* le:; N pas  de ca lcu l .  donne ilne premi2re  

e s t i m a t i o n  tle l ' e r r e ü r  gi ~r,:!l.e :::ri. ::i v a r j z h i e  X sait,  

i'-:;t,t yraridci::~ !..;! ; :;t-, ;;i:;.;.ir;?. ,:::pèiiu.a!it p3.s de j u g e r  convenablement 

" 
;, r6siil.t:it,:; ( l ' une  rn-<~,kioiii ,iar hes crreiirs de s i g n e s  c o n t r a i r e s  se compen- 

sent, et, une m6tiiode ~ I ~ ~ I I I ~ L ' ; , J I , F :  i>~:i:i i!;i!it,? p ~ u t  c o n d u i r e  5 ilne e r r e i l r  moyenne 



f a i b l e  . 

Une meillel.i.rl.: c s  f. irnati <.JI: 'tif: 1 ' i -rrel ir  moyi-nn~ es t ,  obtenue p a r  l a  moyenlie 

a r i t h m é t i q u e  d e s  valciirr; -ibr,oLire:; d1': 1 'errtli::" coninise 3 ctki:i.que pas  s o i t  

Ces ? gl-and~iir ; ;  lie nou:; r ~ n s f c i g n e r i ?  c-:cipendant p a s  s u r  l a  r é g u l a r i t é  d e s  

,, i n t g r e s s a n t  de  d é t e r m i n e r  l a  moyenne des  e r r e u r s  commises. Dans c e  sen:; i l  

é c a r t s  r e l a t , i f s  5 ;.a moyenne s c ~ i t ,  1 t y p e  c!e l a  d i s t r i b i i t i o n  d ' e r r e u r  ob- 

t e n u e  s u r  l e  nombre de  p a s  cie c:xl c;i 1 . Ti .  v j  ent : 

Les t r o i s  grnnriei lrs  c i - d e s s i ~ s  i n t r o d i r i  t ,es p e r n e t t e n t  de  c a r a c t é r i s e r  

d e  façon a s s e z  l e s  e r r e l l r s  commi.:;.~ s u r  chaque v a r i a b l e  X e s t i m é e  

p a r  l e s  méthodes nim6riqiie:; p r $ s e ~ i t 6 e = , .  

II e s t  t o u t e f o i s  n g c e s s a i r e  de pouvo i r  j u g e r  de  l a  p r é c i s i o n  g l o b a l e  

obtenue sirr l ' e r i semble  cies var iabl t - ; :  ::nra,c;t6risarit,t l e  système s o i t  l e s  v a r i a -  

b l e s  XI, X, a i l x q i ~ e l i e s  co r responden t  l e s  e r r e u r s  a u  pas  i 
*%, II 

!in premier r3e:;L;c. i ~ ~ i ; t ? c i t . r i t  , i  :L! .. < : '  >.'t i l : i & i i t ;  d e  l a  méthode e s t  donné 

par  1 ' errei lr .  r!iciÿi-nnt: g1.c L:. LV .;;.1:' i :~: : r : i -:  rialiles iles es ::oit pour une méthode 

n o t é e  A 

Une a u t r e  grandi- ir i'oiirriit .des  r .&su? t , a t c  p l u s  i n t é r e s s a n t s  di1 f a i t  de  

son i n t e r p i - é t a t i o n  ggom6triyile irrm!6iliat~~. kln ei ' f 'e t  env i sageons  l e s  3 v a r i a b l e s  



X I ,  X 2 ,  X 3  comme coordonnées d ' ( m  point rc3prs : ;enta t i f  du systsme dans  un 

espace  euc1idien)ilne e s t i m a t i o n  de  13 rnesi;re de l f 6 c a r t  e n t r e  c e  p o i n t  c a l -  

c u l é  p a r  l a  méthode n ~ n n é r i q i ~ e  s e r a  (donné p o i x  l e  p a s  de c a l c u l  i p a r  

La moyenne a r i thm6t iq i l e  de l a  rnpiiire de r e  rf.cteur s e a r t  pour l ' ensemble  

d e s  p o i n t s  c a l c u l e s  (nombre. de pas  de c a l L L t l l  1 :?n,t,i t u e  une bonne e s t i m a t i ù n  

de l a  q u a l i t é  d e  l a  méthode nim6i-ique .:tili;>-. 11 v i e n t  pour  une m6thoue n o t : ~  

A 

N : nombre de p o i n t s  c a l c u l g s  u nombre J e  Sn: de c a l c u l .  

i i)  Méthode de comparaison c?es résili  b a t s  

Pour é v a l u e r  l e s  r f - s i r l t a t s  doriri6e:; p a r  ilne méthode numerique nous 

d i sposons  

- d ' u n  c r i t s r e  g é n é r a l  de coc i j a ra i son  

,,)'(A) et L ( ~ )  

- d 'un  ensemble JP grandeur: permet+ ?,rit une 6tude p l u s  f i n e  d e  l a  

r é p a r t i t i o n  tie l ' e r r e i ~ r  u ,Y i .naq~ie v a r i a n l e  X s o i t  : 

Les r é s i l l t a t s  ob t en i i a  pa r  , t a  i 1 ~ r ' Y . s ~ ~  méthodes s o n t  donc de  

manière  s y n t h é t i q u e  moyer, de tauizabi ( LI f ' igure  A 4-1 ) . 



Cet t e  s t r u c t u r e  e s t  u t i l i s é e  de d i i f 6 r e n t e s  manières su ivant  l e  systerne 

é tud ié  : 

- r é s o l u t i o n  d ' un  syst?rnc t l t6quat ions  i ' i i f f6 ren t i e l l e s  de R i c c a t i .  
2 Les 3 va r i a l i l r s  i t i i i i E e ï  siint l e s  Cléments k l ,  B, k de l a  m a t r i i r  

K s o l u t i o n  de l ' éq i la t ion  t l i f ' f é r ~ n t i e l l e  m a t r i c i e l l e  de R i c c a t i .  

rné t hode 

r é s u l t a t s  

E ( E X I  ) 

v a r i a b l e  X I  ~ ( € 1 ~ 1  1 ) 

a ( ~ x i  ) 

-- 

E ( E X ~ )  

v a r i a b l e  X 2  E ( E 1x2 1 ) 

1 
l 

1 
l 

o ( c x 2 )  I l 
l 
I 



- R é s o l u t i o n  du problGrne du r6glzl a t e , l r  , i t 6 t A a t .  
O 

Les v a r i a b l e s  dt;t,at (y , y )  e t  l a  commande u c a r a c t c r i -  

s e n t  l e  sys tsme.  Compte-t eri~l ( i t '  1 ' i c t , ~  r j r G t ? :  i o n  Gvidente  dans l ' e s p a c e  

d t $ t a t  rioils proposoris c!t ,%al c X i i  1 er ii-lix g randeurs  

O 

--)?;,(y,y) t r a d i l i s a n t  1:t norme de  l ' 6 c a r t  e n t r e  deux p o i n t s  du p i a n  

d e  phase 
O , , - 9 ' (y ,y ,11)  p c r m e t t a r i t  !'il\roi i ( in?  r s t i m a t i o n  g l o b a l e  de l a  prcTc-1- 

s i o n  de l a  mgt,hode cmplay6e. 

* 
D ' a u t r e s  g randeurs  peilvnnt i3t,rc lit i 1 i -;ses p o i ~ r  c a r a c t 6 r i  ser 1 e s  r é su l t , a t : -  

du système p a r  exemple l e r  v a l e u r s  (le ?:i i ' o i ~ c t , i n r i n t ~ l l e  iie c o u t .  

iii) p r s s e n t a t i o n  - du ::ml:; prt,Grxm(' prrmf t,t arit de  c a l c u l e r  l e s  g r a n d e i ~ r s  

p r é c é d e n t e s .  

- U t i l i s a t , i o n  

Ce sous  progranme e s t  appe l6  pîl- L F  programne p r i n c i p a l  a p r c s  ex&cütic;n 

d e s  c a l c u l s  comple t s  r e l a t i f s  2 1 ' U I I ~ .  oi i  1 ' : l i~t  re m6thodc. 

I l  lit e n  f i c h i e r  l e s  va ie i l r s  e x a c t e s  d e s  v a r i a b l e s  aini:; que l e s  va le i r r s  

d e s  pa ramèt res  diz syst,$me i : h ~ i r ; i  t , ~ i : r  Ir iaic:~lL.  

I l  lit e n s u i t e  Les valein-:; : l : , r j~-oc~i  ~~~~~ cies mêmes v a r i a b l e s  c a l c i l l é e s  p a r  l a  

méthode c h o i s i e  a u  prograswne p r i  r i c i i , , i i  piii:, ' i ' f ~ c t i i r  les c a l ~ i i l s  et,  l t impres : ; ion 

d e s  r é s u l t a t s .  

- F i c h i e r s  u t i l i s g s  

> 1 
. . 

Ce sails  prOgI-:tl!lIïie t,L':!-i:i i ; i.t . ; > t r .  ; i . ' l I S i ! i C Y S  : 

-fichier 1 . ;< j j  i , , r j  Lit; L . r ' j ' < :~p~ j~~ :  

f i c h i e r  2 i i i l  t i ~ ;  i c ; n  :i.Tjr,i'nc't16c j!ii,r rni?t,flode p r 6 c i s é e  en  programme 

p r i  nctip:iL 

f i c h i e r  3 v a l e u r  cles riarrtrri>t.r.rs iihoisi:: 

Les r é s i r l t a t s  en ~ . i i ~ ! i i t ~ t -  1 ,  : r v Apt. L g  ,rme m a t r i c i e l l e  f a c i l e -  

ment a d r e s s a b l e .  



Annexe 4 - 2 

Valeur des blocs @1 1, $:2, $21,  ->le la matrice de transition caractgrisant 

les équations canoniques du problème optimal étudié en exemple. 

Les calculs sont différents suivant la valeur des paramètres 

a ,  8, A, T .  

Nous étudierons trois cas : 

a = O  8, A, T quelconques 

Les éléments de la matrice de tï,-iri:;ition sont présenté:; par bloc selon 

les notations suivantes : 

Les variables intermédiaires n$cesnaires 2 l'expression de:; éléments 

- 
$ 1 1  - 

sont données pour chaque cas 

m,,c1,1> e,,<i,?>! 

m,, <î,l > m;, (2,. i 1 
1 



$ I l l  (2,2) = c-s 



$,,(l,l) = b3(C1 - C2) + Cp 

+,,(l ,2) = bl (cl - c2) + b,(sl - s,) L- + S? 



6 3ème cas a #. O a > - T = l  
T 
2 




