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L 'é tude des equat i  ons de récurrences prend une importance 

c ro issante  dans l e  domaine des app l i ca t i ons  concrètes. En e f fe t ,  ces équa- 

t i o n s  c o n s t i t u e n t  des modèles mathématiques usuels des systèmes à i n f o r n a -  

t i o n  a i s c r è t e  (système à aonnées échanti  1 lonnées, systèmes commandés par  

o rd ina teur ,  systèmes cont inys à paramètres pér iodiques,  . . . ) . 

Les t ravaux présentés dans ce niemoire se s i t u e n t  dans l e  

cadre de 1 'étude des processus 1 i n é a i  res niul ti va r i  ables à données d i sc rè tes  . 
Plus précisément, nous proposons pour ces systemes p lus ieu rs  types de com- 

niandes dont l e  cha ix  e s t  l i é  aux in for i t ia t ions d ispon ib les ,  à 1 ' o b j e c t i f  a 
a t t e i n d r e  e t /ou  d l a  dynaniique que 1 'on dés i re  l e u r  irriposer. 

Dans l e  p r e n ~ i e r  chap i t re  sont  d'abord précisées les  c a r a c t 4 r i s -  

t iques  des processus étudids a i n s i  qu'une méthode de déterminat ion des çoi~i- 

mandes iniposant un processus une é v o l u t i o n  donnée, en p a r t i c u l i e r  dans l e  

cas d '  une opt irni  s a t i o n  énergétique.Le cas de rran-conaiiandabi 1 i t é  y e s t  écjale- 

aient e n v i s a g ~ .  

Dans l e  deuxièi~ie chap i t re ,  nous propgsons de r é a l i s e r  de t e l l e s  

conmandes, d 'abord pa r  r é a c t i o q  d ' e t a t  à parametres var iab les  ou non, puis  à 

p a r t i r  d '  un f i  1 t r e  nuniérique convenablement i n i t i a l i s é .  Cet te  étude periii-t 

de p lus  de résoudre l e  problème de l ' e s t i m a t i o n  de l ' é t a t  d 'un processus en 

temps r,tiniriium t e l  que 1 ' a d é f i n i  Luentberoer.  

L ' o b j e t  du t r o i s 1  enie chbpi t r e  e s t  de r é a l i s e r  l a  conipensation 

par  r é a c t i o n  de s o r t i e  e t  gqin va r iab le  dans l a  chaine d ' a c t i o n  d 'un proces- 

sus dont seule une p a r t i e  des var iab les  d ' é t a t  e s t  accessib le.  La séquence 

des gains e s t  déterminée en vue d 'é l i r i i i ner  l e  réginie t r a n s i t o i r e  du proces- 

sus en temps f i n i .  

Le quatriènie c h a p i t r e  genoral i s e  l e s  no t ions  développées au dé- 

b u t  de ce rliémoire, en p a r t i c u l i e r  l a  n o t i o n  de pseudo-inverse de mat r ice ,  

en vue de d é f i n i r  l a  coniniande opt imale au sens de d i v e r s c r i t è r e s .  En p a r t i -  

cu l  i e r  une corilniande s a t i s f a i s a n t  à un coilipromis p r e c i  s i  on-énergi e y e s t  pré- 

sen tée  . 
l 



CHAPITRE 7 

A n d y ~ e  den  cornmanden d a  ayhtërn~n dinc~e.& m W v d a b l e n  LinéuLteb 

Une première partie de ce chapitre concerne la présentation des systèmes 

linéaires multivariables susceptibles d'une formulation de type discret. 

Cette classe de système comprend en plus des systèmes discrets par 

nature les systèmes continus discrétisés, la diserétisation résultant 

d'échantillonnage [ I I  ou d'une analyse spectrale 12 1 .  

L'objet de notre étude étant la commande de tels processus, le déve- 

loppement des techniques numériques nous a conduit à adopter me reprêsen- 

tation dans l'espace d'état qui  permet un traitement aisé sur calculateur. 

De plus, cette représentation s'avère particulièrement bien adaptée à 

l'introduction et à l'étude des notions de comrnandabilité et d'obçervabilité. 

Dans une seconde partie, nous montrons combien l'utilisation des pseudo- 

inverses de matrices (31 facilite la détermination des commandes imposant à 

un processus une évolution donnée. 

L'étude de ces çomandes, en particulier dans le cas d'une optimisation 

énergétique, fera l'objet d'une dernière partie. La politique à tenir en cas 1 



L'étude des systèma;discrets multivariables linéaires est fréquemment 

menée à partir de trois types de représentation, à savoir la représentation 

par équations récurrentes scalaires, la représentation par fonctions de trans- 

fert en z et la représentation d'état. 

Les deux premiers types peuvent donner lieu à des contradictions entre 

les solutions théoriques et les résultats expérimentaux d'un problème de com- 

mande. Celles-ci sont dues le plus souvent à la méconnaissance des notions de 

cotmnandabilité et d'observabilité [4] [5]. 

Un des avantages du concept d'état [61 est d'expliquer ces contradic- 

tions. De plus, cette notion permet de ne pas distinguer formellement les pro- 

cessus monovariables des processus rnul t ivar iab les  e t  c o n s t i t u e  un o u t i l  b i e n  

adapté au t r a i t emen t  numérique des systèmes. 

C'est pourquoi nous choisissons de d6crire les systèmes discrets 

multivariables linéaires par une représentation d'ét3t. 

Nous nous limitons au cas des systèmes stationnaires, la plupart 

des résultats que nous proposons s'étendent sans difficulté au cas systèmes 

non stationnaires. (cf Chapitre II.§ 15 et Annexe III). 

Les systèmes discrets étudiés évoluent en fonction d'une variable que 

nous appelerons temps en généralisant le vocabulaire utilisé pour les systèmes 

échantillonnés. 

Les instants successifs sont notés n, n+l, ... 
Une d e s c r i p t i o n  de  c e s  systèmes peut  ê t r e  donnée par  une équat ion  du type  

( 1 1 , l )  : 

dans laquelle Xn représente le vecteur état de dimension finie q et Un le 

vecteur de commandes de dimension i. 

A e t  B dés ignent  respect ivement  l a  ma t r i ce  d ' évo lu t ion  e t  l a  ma t r i ce  de 

commande de dimensions respectives q k q  et q r t  . 



L'équation ( 1 , l )  peut être complétée par l'équation des sorties : 

Y étant un vecteur de dimension A' et C la matrice de sortie de 
n 

dimensions 1' x q. 

Ces divers vecteurs et matrices ont leurs composantes définies sdr 

le corps des réels ou sur celui des complexes dans certaines représenta- 

tions particulieres. 

Un mode de représentation du processu6 dynamique étant choisi, il 

convient d'examiner la validité du modèle adopté. 

Si la connaissance à chaque instant des entrées et sorties du pro- 

cessus ne permet pas de déterminer son état, tout essai d'identifiçation 

ne peut mettre en évidence qu'une partie du modèle adopté. 

La possibilité de reconstitution de l'état à partir des sorties 

correspond à la notion d'observabilité. 

Toutefois l'intérêt de cette notion ne se limite pas à l'étude de 

la validité d'une représentation. En effet, en cas de non observabilité, 

la stabilité des sorties ne permet pas de conclure à la stabilité du pro- 

cessus. Ainsi une variable d'état correspoadant à une grandeur physique 

peut être instqble et prendre des valeurs dommageables pour le matériel 

utilisé. 

La possibilité d'agir sur cette grandeur depuis l'entrée pallie à 

cette difficulté. C'est l à  qu'apparait la notion de commandabilité (ou 

gouvernabilité) qui exprime l'existence d'une commande permettant de réa- 

liser un objectif déterminé, par exemple depuis un état initial atteindre 

un état donné. 



Avant de donner les définitions précises de la commandabilité et 

de l'observabilité, nous allons faire deux remarques : 

- d'une part, les propriétés de commandabilité et d'observabilité ne cons- 
tituent pas toujours des caractéristiques indispensables du modèle d'un 

processus : il n'est pas toujours nécessaire de commander tous les modes 

stables d'un processus ou d'observer un mode que l'on sait stable. 

- d'autre part, les conditions de commandabilité et d'observabilité inter- 
viennent souvent comme des conditions mathématiques nécessaires et suffi- 

santes dans de nombreux problèmes de cornpensation:Eixation arbitraire de 

modes en boucle fermée [8], existence de l'observateur de Luentberger 191, 

existence de la solution unique de l'équation de Riccati induisant la sta- 

bilité asymptotique au système bouclé [10'1. 

a) Le système 'n+ I = A Xn + Bun est dit commandable si, étant 

donné un instant n quelconque et deux états quelconques X et Xd, il 

existe un instant n+m et une commande [~n' Un+l, ... u '1 transfé- 
n+i-l. 

rant le système de l'état Xo à l'instant n à l'état X à l'instant d 
n+m. Nous pouvons également définir la commandabilité en particularisant 

l'instant initial n ou l'iiistaiit final n+m (commandabilité en m coup:;) ou 

encore les états X et Xd (comandabilité de l'état). 
O 

En particulier, il est possible de définir la comandabilité à zéro 

lorsque l'état désiré est l'état nul. 

Il est à noter que ces notions ne sont pas équivalentes, même pour les sys- 

tèmes linéaires. 

b) Le système Xn+l = A Xn + Bun de sortie Yn = C Xn est dit 

observable si étant donné un instant quelconque n, il existe un instant 

n+m tel que l'observation des sorties -1 et la connais- n+ m - 1  

sance de l'entrée sur l'intervalle ln, n+ml permettent de déterminer l'état 

initial Xn. 



ue même, il est possible de définir 110bservabilit6 en m coups ou 

-. 1 'oFservabi.lit6 !.'un état. 

Rappelons le critère de commandabilité de Kalman 161 15 1 
Le système d'équations (I1,l) est dit commandable (au sens strict) s'il 

existe un entier m tel que : 

(où rg CM] signifie rang de M) . 
D'après le théorème de Cayley-Hamilton, m est inférieur ou égal à q. 

Leplus petit m tel que la condition (I1,3) est vérifiée est appelé 

indice de commandabilité. 

Le critère d'observabilité s'en déduit par dualité. Le système d'équa- 

tions (I1,l) et (I1,2) est dit observable s'il existe un entier p tel que : 

Le plus petit p est appelé indice d'observabilité. 

1.2 - U W a t l o n  d a  p ~ e u d o - i n v w u  de rnaZkicen dam 1' Qtude d a  cvmmande~ [7 11 

La détermination des q commandes transférant un système monovariable 

d'ordre q de l'état X à l'instant n à un état X est un problème simple 
O d 

puisqu'il se réduit $ la résolution d'un système de q équations à q in- 

connues un, . . u n+q-1 

Xd - Aq Xo = [Aq-l B.... BI 
n+q- 1 

(où A est de dimensions qxq, B de dimensions qxl). 



Toutefois, on peut envisager le cas d'une commande, soit en un 

nombre de coups inférieur à q - dans ce cas, il n'est généralement plus 

possible d'atteindre un état 
Xd 

mais il est souhaitable d'arriver le 

plus près possible de Xd - soit en un nombre de coups supérieurs, par 
exemple pour diminuer l'énergie de commande. 

Ce dernier problème peut présenter plusieurs solutions de commande 

parmi lesquelles il est possible de choisir la "meilleure" séquence de 

commande au sens d'un critère énergétique. 

Ces caractéristiques vont se retrouver à fortiori dans le cas des 

systèmes multivariables. ~ 
Nous sommes donc amenés à considérer des systèmes d'équations liné- 

aires compatibles ou non, surabondantes ou non. La notion d'inverse-géné- 

lisé ou pseudo-inverse simplifie considérablement l'étude de ces équations. 

Elle permet d'exprimer la compitibilité des équations et leurs solutions éven- 

tuelles sous un formalisme très simple. Le pseudo-inverse au sens de 

Moore-Penrose permet en particulier de donner la meilleure solution ail sens 

des moindres carrés. 

Nous avons rappelé en annexe 1 les définitions et quelques propriétés 

des inverses généralisés. Nous y donnons également une bibliographie concer- 

nant ce type de problème. 

2 . 1 .  - Exinfence cd expaubion d u  commandu 

L'équation (11,l) permet d'écrire à l'instant n+m : 
f 1 



LAn- i 
Notons B ... = Cd et 

positif quelconque. 

= U , m étant un entier 

Avec cette écriture, l'équation précédente devient : 

'n+m = + Cd U n (I2,3) 

La séquence de commande permettant au système de passer de l'état X 
O 

à l'instant n à l'instant X à l'instant n+m nécessite la résolution du d 
système (I2,3). 

D'après l'équation (A1,4) où l'on choisit comme pseudo-inverse le 

pseudo-inverse au sens de Moore-Penrose, la condition de conpatibilit6 

s'écrit : 

+ 
La matrice Cd (ml,q) est le pseudo-inverse de la matrice de comrnan- 

+ 
dabilité Cd- Cd Cd est une matrice q+q. 

La définition que nous avons donnée de la commandabilité en m coups 

suppose que Xo et Xd sont deux états quelconques. Il en résulte : 

Cd cd+ = Io (1295) 

ce qui est équivalent (cf Annexe 1) à : 

r6f [cd] = q (I2,6) 

Toutefois, la relation (I2,4) donne l'ensemble des états Xd que 

l'on peut atteindre en m coups à partir de Xo que le système soit comman- 

dable ou non. 

Pour que le système soit commandable jusqu'à zéro en m coups (X 
O 

quelconque, Xd nul), il faut et il suffit que l'on ait: 

Cd cd+ Am = Am (1297) 



Dans le cas d'une matrice A singulière, cette condition n'est pas 

équivalente à Cd cd* = 1. Ce cas n'est pas sans intérêt : en particulier 

dans l'étude d'un système bouclé. 

2 . 1 . 2 .  - Expttuaiun dea commandes 

Lorsque le système (I2,3) est compatible, l'expression des commandes 

est d'après (A1,S) : 

= cd' LXd - Xi] + II - cd* Cd] Y (I2,8) 

où [I - ~d'cd] est une matrice de dimensions m Y * m i et Y un vecteur 

arbitraire de dimension mc. 

Cette expression appelle un certain nombre de remarques : 

a) La séquence des commandes réalisant l'objectif fixé n'est pas 

unique en général : elle dépend d'un vecteur Y arbitraire. Il en résulte 

une certaine liberté dans le choix de la structure qui réalise ces commandes. 

8) L'unicité n'est réalisée que pour /Cdt Cd1 = hk,  m L  ) ,  

propriété équivalente à rg [cd] = mt. Pour un système commandable 

(rg [cd] = q ) ,  l'unicité de la solution impose la condition m L  = q ,  

propriété qui n'est pas vérifiée en général. 

y) La suite 'k des commandes peut être obtenue même dans le cas où 
le système n'est pas commandable en m coups, au sens strict, lorsque le 

passage de l'état X o  à l'état Xd en m coups est possible. 

+ 
8 )  Pour un système commandable, on peut exprimer Cd par la 

relation (I2,9) : 

cd+ = cd* [Cd Cd*] -' (12,9) 

* 
(cf Annexe 1) où Cd désigne la matrice transposée de la matrice de 

commandabilité Cd . 



La relation (I2,8) devient : 

&= cd' [Cd Cd*] -' [ Xd - A ~ X  O' 1 + [I - cd* [Cd Cd*] - '  C d  Y 

Le système à commander est constitué d'un filtre du troisième ordre 

de fonction de transfert 

Le modulateur comporte un échantillonneur linéaire et sans mémoire 

de période T et délivre à partir de deux grandeurs de commande u et 
1 n 

u une sortie représentée figure 1 : 
2n 

Le schéma bloc est le suivant (fig. 2) : 

- 
I 

Modulateur j J7 L(p)  
- 

1 

La commande est ainsi une commande multirnodulée [121 que l'on peut 

représenter par un vecteur de commande d'ordre 2. 



L'équation du systeme s'écrit : 

-T 
avec D = e . 
Nous allons commander ce système en 2 coups afin de le faire évoluer de 

l'état X 2 l'instant n à l'état Xd. La période d'échantillonnage est T = 1 S. 
O 

De la relation 

il vient 

avec y l  , y2, y3 , Y 4  quelconques. 



2 . 2 .  - EXude de l a  commande opXimde 

Parmi l'ensemble des séquences réalisant l'objectif fixé, on peut 

sélectionner celle qui réalise une performance particulière. 

Divers critères peuvent être choisis. Nous prendrons ici le critère 

de l'énergie que nous définissons dans une première étape comme la somme des 

carrés des commandes. Cette quantité est une mesure du coût de commande 1.131. 

Nous envisagerons au chapitre IV le choix d'autres critères. 

Le problème s'énonce alors de la façon suivante : 

l'état du système étant X à l'instant initial n et Xd à l'instant 
O 

final n+m, quelle est la commande qui fait évoluer le système de X à X 
o d 

en minimisant (12,ll) : 

où 1 1x1 1 désignera donc la norme enclidienne de :l. 

Il est facile de voir que les pseudo-inverses de matrices permettent 

de résoudre ce problème de façon simple. 

En effet, la "meilleure solution'' au sens des moindres carrés du 

système compatible (I2,12) (commandable ou non) : 

est 

puisque cette solution minimise la cpantité / / x - X - Cd ( L I  1 en 
d O 

l'annulant et minimise aussi 1 /kl 1 c'est-à-dire l'énergie de commande 

(cf Annexe 1). 

La commande optimale du point de vue énergétique permettant de passer 

de X à X en m coups, lorsque ceci est possible, est donc donnée par la 
O d 

relacion (I2,13). 



On retrouve un résultat important 17, ~ 3 1  : chaque variable de commande 

est une combinaison linéaire des composantes des vecteurs X et Xo. 
d 

2.2.2. - Exphe~bion de L'éne~gi~ optimale 

D'après (I2,ll) et (12,13), l'énergie optimale a pour valeur : 

W + + 
où (Cd ) Cd est une matrice de dimensions (q+.q). 

Nous voyons que :I est une fonction quadratique de (Xd - Xo) . 

Dans le cas d'une commande jusqu'à 0, l'expression de l'énergie est : 

Dans le cas d'une commande depuis O jusque Xd, il vient : 

Remarques : 

+ 
a) Dans tous les cas, le pseudo-inverse Cd vérifie (cf Annexe 1) : 

W * + 
D'où (cdf) cd+ = [(Cd CdW)+] Cd CdX [Cd Cd*] + 

* X Y + 
soit (cd+) cd+ = ~A~-'B B (A~-') + ... + BB*l 

f3) Dans le cas d'un système commandable, il vient : 

W -1 - m-1 W W - 1 

(cd+) cdt = [Cd CdW] = 1.A B B (Am-') + . . . 

D'où 3 = [ X d  - Am Xo * b d  Ca.] [Xd - Am Xo] 
- 



Il suffit de faire Y = O dans l'exemple précédent pour obtenir 

la commande optimale. L'énergie minimale permettant le transfert du sys- 

tème de X = O à l'état Xd en 2 séquences de commande devient alors : 
O 

- 1 3,996 -2,631 1,004 

'1 ' o-+X d = X: [cd Cd '1 Xd = XI [ -2,631 9,446 -10,089 

1 ,004 10,089 13,109 
(2 coups) 

2 . 3 .  - DéSinLLion e;t calcul d ' n ~ e  " m m e u h e  commande" pou4 un bq/~iême 

non commandabLe en m couph. 

2 . 3 . 7 .  - Dédin&Lon d'une "meh.eeewte commande". 

Un système peut ne pas être commandable en m coups de deux façons 

différentes : 

- Il n'est pas commandable au sens strict, c'est-à-dire qu'il n'existe 
pas d'entier m tel que rg [Arn-' B . . . . B I  

(q xmR) 
= 4 

- l'entier m choisi est trop petit et la longueur de la séquence 
s'avère insuffisante. 

Dans les deux cas, lorsque l'on ne peut pas passer de l'état X à 
O 

l'état X en m coups, c'est-à-dire lorsque : d 

on peut essayer pourtant de commander le système ''au mieux". 

Cette qualité d'optimalité dans le cas de systèmes non commandables 

sera définie comme suit : 

On cherche à transférer en m coups l'état de X (à l'instant n) 
1 1 O 

à Xd tel que Xd minimise la norme de l'écart XId - Xd, Xd étant l'état 
désiré impossible à atteindre. 

On obtiendra alors l'état le plus proche de l'état souhaité au sens 

de la norme euclidienne. 11 est bien sûr que l'on ne pourra pas agir sur 

les modes non commandables. 



2.3 .2 .  - C&cd d~ Lu "m&d%?ew~~ cummunde" 

Pour un système d'équations linéaires incompatibles AY = B 

la matrice Y. telle que / I A Y ~  - B I  / & I I  AY - B I  1 pour tout Y est 
+ 

Y. = A B (cf Annexe 1) 

Par suite la cormande 

est la s5quence de commandes cherchée. 

La solution U' qui résoud au mieux Xd - A ~  Xo = Cd-, 
m 

c'est-à-dire qui minimise la norme 1 I ~ d b  - (Xd - A Xo)I 1 conduit à 
m 

un état X' tel que x: - A X = Cd LI ' . Elle minimise donc la quan- 
d O 

tité / I ( x ~  - x0) - (xd - x,>I l= 1 - Xd\ 1 

ci) La séquence optimale de commandes en m coups au sens défini ci-dessus 

a donc même expression dans le cas d'un système commandable et dans celui d'un 

système non commandable. 

6) On peut calculer l'erreur (Xi - Xd) : 

= (Cd cdt - 1) (Xd - Am Xo) 

Ce vecteur appartient au noyau de cdt : 

+ 
Cd (Xà - Xd) = O 

Il appartient donc aussi (cf Annexe 1) au noyau de cdT et est 

orthogonal à l'espace engendré par les colonnes de Cd. 

La relation (12,22) montre que l'erreur est une fonction linéaire 

de l'état initial et de l'état final. 



Nous donnons deux exmples : 

Reprenons le système décrit paragraphe 1 2.1.3. de fonction de 

transfert 
1 

2 commandé par multimodulation (T = 1s). 
p (I+P) 

L'objectif fixé est d'approcher au mieux l'origine au sens de la 

norme euclidienne par l'application d'un seul vecteur de commande. Avec 

les notations précédentes, la commande qui conduit à ce résultat s'écrit : 

L'état atteint est : 

Exemple 2 : 

Cas d'un système non commandable (quelque soit m) 

Une illustration géométrique s'avère possible dans le cas d'un 

système d'ordre 3 commandé en m coups depuis l'origine. 

Soit le système décrit par l'équation récurrente ' 

et pour lequel le mode X n'est pas commandable. 3 



La figure ci-de,smus montre les points représentatifs des états 

X et Xi . 
d 

(x,, x2) : sous-espace comrnandabl 

X 
3 

: mode non gouvernable 

1 : évolution commandée 

2 : évolution libre 

On peut agir suivant x et x2 mais l'évolution suivant x est 1 3 
fixée par X et les conditions initiales. 3 

2 . 4 .  - 1ndLuence du Z m p ~  de curnrnande 

2 . 4 . 7 .  - C M Q k e  de choix du X e m p ~  de cvrnmande~ 

Un système commandable peut être commandé en tout nombre de séquences 

supérieur ou égal à l'indice de commandabilité m . 
C 

Le choix d'un critère d'optimalité détermine le nombre m qui convient 

le mieux à un problème donné. 

Ainsi, en prenant m égal à m on réalise une minimisation du temps 
c ' 

de commande. 

On peut également choisir m de façon à minimiser un critère du type 

énergétique (12,ll). Le problème consiste dans ce cas à déterminer le temps 

m et la séquence de commandes u u n'"" n+m-1 qui permettent le transfertdel'étai 

Xn$l1état Xd en assurant la minimisation de l'énergie définie par la relation 

Pour répondre à cette question, i I t l i i s  considCi-L . s  les énergies opti- 

males en m coups (la condition de compat ibilité est -iipposée réalisée) : 



pour une commqnde jusqp'à zéro et 

r( + *  + 
3, -+ Xd = Xd (Cd ) Cd Yd 

pour une commande depuis zéro et nous examinons les variations de l ' é n e r g i e  

en fonction de m dans ces deux cas particuliers. 

2.4.2. - V&ation de t l & n m g i e  de carmande avec m 

Nous allons montrer que les éne~gies :yX + O Qt " , + *d 
O 

sont des foqctions décroissantes de m. 

Nous considérons les matrices de cowandabi1il;é en m l  et m2 séquences 

(m2 > m ) notées respectivement Cdl et Cd2 
1 

Cdl = [ A ~ ~ - ' ~ B  . . . BI (I2,23) 

Cd2 = [ ~ ~ 2 - l ~  ... 81 ( 1 2 , 2 4 )  

Ces matrices sont supposées de rang q ? ml> m 
C 

ThéotCtne : Les matrice? M~ = [ (~d;?*  cd; - (cd;)* cd:] 

sont définies négatives. 

Démom;trration : 

Lemme ------- 1 : Soit à calculer le pseudorinverpe de la matrice partitionnée 

x= [A, iJ où A est de dimensions m x n et a de dimepsions m x 1 .  

Si le rang de la matrice. f est égal au rang de A, le pseudo-inverse 



avec b = 
(A+)* A+ a 

jY + *  + 
l + a ( A )  A ii 

La vé r i f i c a t i on  de ce r é s u l t a t  obtenu par Grévi l le  Cl41 peut  s ' e f fec tuer  

par ca lcul  d i r ec t .  

5 
Lerne ------- 2 : Si  l e  rang de 4* e s t  égal aq rang de A ,  l a  macrice 

+ m + '  
( ) . t + - (A ) A+ e s t  dé f in ie  non posi t ive .  

En e f f e t  : 

+ * +  
= - b a* (A') * A+- (A ) A a bY+b [a* (A') * Ata + 1 ] b* 

m + *  + (A+)*AfaaX (+?+)*A+ 
3 - b a  ( A )  A r -  

1 + a* (A+)* A+ a 

* + # 

7 -  . .  (a' (An ) ) (a,(A A*)+) 

1 + a* ( ~ + ) n  A+ a 

X 
S i  l a  matrice A de dimensions m x n e s t  d e  rang m ,  l a  matrice AA 

* + +  * -' e t  par s u i t e  l e  vecteur l igne a ( A A )  e s t  régul ière .  (AAx)* = (AA ) 

ne peut ê t r e  nul. Par s u i t e ,  l a  quapf i té  (12.27)est  dans ce cas s t r i c -  

tement négative. 

En raisonnant qe proche en prpche, on peut étendre ce lemme au cas 

où a e s t  une matrice m x R. 

+ 
En prenant A = Cd, e t  a F B ... 

il v ien t  imsdiatement que l a  matrice M l  = (cd;)' cd: (cd:)* cd; 

e s t  dé f i n i e  négative. 



+ 
En écrivapt Cd sous la forme [:A-' 

si A est régulière, la propriété est également immédiate pour M 2 ' 

Il en résulte que les énergies 7 + et 7 sont des 
i? - Xd 

fonctions décroissantes du temps : l'énergie dépensée est d'autant plus 

faible que la commande s'effectue sur un temps plus long. 

Le système étant commandable, l'énergie minimale sera donc : 

-3 = min Xo:A * m ) * iAm-1 BB* (Am-l ) + ... + BB*~ -1 A P0 m (12,28) X -. O 
o. ,,un m- 

et 
x rAm-l B B ~  (Am-l)x 

= min 
Xd - 

+. . . + BB*]-' xd (12,291 

m- 

Cette énergie peut 8tre nulle, par exemple pour la commande à zéro 

d'un système stable, il suffit dans ce cas de laisser le processus évoluer 

en régime autonome. 

Dans t~_cas d'une énergie minimalenn nulle, on peut se fixer l'entier 

m tel que - - - f3 % et on réalise ainsi un compromis entre le temps de 
-) m réponse et l'energie dépensée. 

De nouveau nous reprenons le système d'ordre 3 piloté en multimndulé 

que l'on souhaite commander depuis O jusqu'à Xd. 

L'énergie de commaede est 

Le tableau ci-dessous donne la valeur des coefficients de la matrice 



[Cd Cd.]-I pour différentes valeur de m. 

I l  

égal à 0,9925 , 0,41 , 0,38. 

On remarquera que pour les vecteurs 
'ld = 1: * 

Tableau 1 - Valeurs de 1 Cd Cd 

x~~ = 

O 
I , x~~ = 
O 

O 
O , le rapport '30 coups est respectivement 
1 g 2 COUPS 



y' 
.lm 

La figure,b. donne le rapport - lorsque m varie pour les vecteurs 
Y1 2 

'Idy 'Zdy 'jd 
. Le gain en énergie lorsqu'on augmente m est pratiquement nul 

pour X . Pour X et X , l'évolution est lente après 10 coup?. 
'd 2d d 

Le cas du système d'ordre 1 est traité complétement en annexe II. 



Concluion.  

Nous avons, dans ce chapitre, analysé les caractéristiques des commandes 

des systèmes multivariables discrets linéaires. 

Lorsqu'il existe des commandes permettant de transférer un système 

dynamique d'un état initial donné à un état final imposé en temps fixé, 

il a été possible de formuler l'expression de toutes ces commandes. 

L'introduction des pseudo-inverses de matrices de Moore-Penrose dans 

la détermination de la commande en vue de la réalisation d'un objectif a 

permis la résolution de deux problèmes importants : 

d'une part, en cas de non commandabilité, l'expression de la commande donnant 

la meilleure solution approchée au sens des moindres carrés et 

d'autre part, lorsque le processus est commandable, la détermination parmi 

l'ensemble des commandes admissibles de celle qui minimise l'énergie consom- 

mée. 



~ y n t h è d e  de qu&ques comades des dp28rnes cihaet6 r n ~ v & a b ~ ~ d  f inEohe6.  

Au cours de la synthèse d'un processus, le choix au mode de commande 

dépend de l'objectif à atteindre et des informations disponibles. 

Dans une première partie de ce chapitre, nous nous intéressons plus 

particulièrement au problème du régulateur. Nous proposons la determipatios 

systématique d'une structure optimale par réaction d'état à paramètres varia- 

bles ou non éliminant le régime transitoire en temps fini tout en minimisant 

l'énergie de commande. 

Une réaction d'état à paramatres constants amenant l'état d'un système 

multivariable à zéro est également envisagge. 

Cette étude permet également de résoudre le problème de la reconsti- 

tution de l'état d'un processus en temps minimum tel que l'a défini Luenbeager. 

Ce problème est en effet dual de celui de la commande en teqps minimum. 

Dans une seconde partie, nous élaboro~s la commande aptimale d'un 

processus à réguler à partir d'un filtre numérique çonvenablnoent initialisé. 

La résolution de ces problèmes fera appel au pseudo-inverse de 

More-Penrose. 



Nous avons déterminé au chapitre précédent les séquences de commande 

permettant de transférer l'état d'un système de l'état initial jusqu'à un 

état désiré. 

Nous allons maintenant considérer plus particulièrement le cas où 

l'état final est nul. 

Cette caractéristique correspond à l'annulation du régime transitoire 

en temps fini, problème spécialement intéressant dans l'hypothèse des systèmes 

linéaires puisque l'évolution de tels systèmes résulte de la superposition de 

l'effet des conditions initiales et de l'effet des entrées. 

Ce problème se rencontre également dans la théorie des observateurs 

en temps fini où il faut annuler l'erreur entre l'état estimé et de 1'6tz.t r&:l 

't, 02 1 'on construit un estimateur en temps fini 111 121 131. 

La séquence de commande est réalisée â partir d'une boucle d'asser- 

vissement formée par une réaction sur l'état yn. L'avantage de cette com- 

mande en boucle fermée par rapport à la commande en boucle ouverte est qv'elle 

permet de compenser d'éventuelles dérives ou encore des erreurs sur l'état 

apprécié 'n 

L16volution du système étudié est alors régie par l'ensemble des rela- 

tions vectorielles: 



où nous reprenons les notations du chapitre 1 pour l'équation (111,l) et 

où Cn, matrice à éléments variables, de dimensi~ns R % q, caractérise 

la chaine de retour. 

La matrice B est supposée à éléments constants. Elle corres- 

pond pour les systèmes échantillonnés à un modulateur donné. 

Les vecteurs-colonnes de B sont d'autre part indépendants. 

Après avoir donné une formulation du problème, nous chercherons 

les retours variables 'n+i permettant d'annuler le régime transitoire 

en m coups, m étant supérieur ou égal à l'indics de commandabilité mc, 

par une commande optimale du point de vue de l'énergie. 

1 . 2 .  - FomuRation g é n é t d e  

A partir des relation (II 1,1) et (II 1,2), on obtient à l'ins- 

tant (n+m) : 



avec c d =  ~ A ~ - ' B  A ~ - ~ B  .. . BI 
Nous transformons l'équation (II 1 , b )  en introduisant la matrice 

d1observ.&ilit< en m coups à partir de l'instant ri : 

En 6crivant cette équation sous la forme (II 1,6)  : 

- 1 
où M est une matrice régulière, il vient : 

L'mortissement du régime transitoire en temps fini, quel que 

soit l'état initial, se traduit par l'existence de l'entier m tel que 

les trois équations équivalentes suivantes soient vérifiées : 



où les inconnues sont les retours C 
12'"" 

C 
n+m- 1 ' 

L'équation (II 1,9) permet de faire une remarque importante. 

Lorsque la matrice A est supposée régulière, le problème de la 

détermination du nombre m et des retours ne peut avoir de solutions que 

si le système est commandable. Par suite, le nombre rn doit être supêrieur 

ou égal à l'indice de commandabilité m . 
C 

Cette condition est à rapprocher de l'équation (1 2,26). 

L'éqllation (II 1,19)  montre, lorsque A est régulière, que les 

retours variables , s'ils existent, conduisent à im système observable. 

Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons la matrice A 

régulière, le .iystème commandable et le nombre m supérieur ou égal 2 L'indice I 



La s6q1ience de commandes conduisant à l'état nul est donnée de 

façon équivalente par les équations (II 1 ,Il) et (II 1 ,12) : 

+ 
où cd- désigne un pseudo-inverse quelconque de Cd, Cd le pseudo- 

inverse du sens de Moore-Penrose et Y un vecteur qilelconqr,t cie dirr,t>nsion mQ, 

( cf Annexe 1 ) . 

La commande optimale au sens de l'énergie est obtenue pour Y = O et 
+ 

le système (II 1 , l )  étant supposé commandable, la matrice Cd vérifie 

l'$qila.tion (II 1,13) : 

Nous allons démontrer dans ce paragraphe que si le système étudié 

est commandable en m coups (i.e. m > m,), il est toujours possible île 

réaliser la commande optimale amenant à zéro l'état du système ail moyen de 

rn retours C,,.. . , ': ri+m- 1 ' 

lllaprès Les équations ( ~ i  1 , i i )  et (IL 1 , 1 2 ) ,  il faut clonc 

réaliser : 



ce qui conduit à la résolution de m équations telles que : 

pour i variant de O à m-1. 

La détermination des retours variables C n+i peut se faire de proche 

en proche à. partir des relations précédentes à condition que ces équations 

soient compatibles. 

Nous montrons maintenant que cette competibilit6 est vérifiée et que 

les matrices (A+B Cnci) sont régulières pour i ; m-m c . 

a) En supposant qu'il existe des retours C n+ j solutions, 

exprimons le produit (A+B c ~ + ~ ) .  . . (A+B cn) . 

Des équations (II 1,14), il vient : 

Un raisonnement par récurrence montre qu'il vient : 
- 1 

- (m-i ) T m-i-lg ,T.T m-i-Il lCd CdTl ' 
(A+B Cn++, )...(A+B cn) = A [B B +. . .+î- A" 

(11 A,lE) 



L,) L16quation (II 1,15) s'écrit alors : 

- - i  - T - 1 m-i-1 T Tm-i-1 
'n+iA [ B  B +...+A B B  A ]!-cd cdT] A~ = 

T 
Les matrices A et Cd Cd étant sup~osées ré~ulières, la condition de compatibilité 

de cette équation est : 

Les matrices entre crochets peuvent être écrites respectivement sous la forme 

1 

m-i-1 
Ces deux matrices ont donc même rang que I B  AB.. .A BI. - l 
Par suite il est toujours possible de déterminer les retours C à partir 

n+i 
des relations (II 1,19). 

c) La matrice produit (A+B C )...(A+ B C ) a donc le même rang que 
n+i n 

la matrice [B AB. . . AI~-~-*B] . 

Ainsi par exemple (A+B C ) .  . . (A+B C ) a le même rang que la matrice B. 
n+m-2 n 

Pour tout i i m-m - 1 , le (A+B Cn+i) . . . (A+B c ) est régulier. 
c n 



L'expression dsretours 'n+i 
s'obtient alors facilement; il vient : 

i 

+ 
T T m-i-1 C Am-l 

'n+ i 
= - B A  +yi CI- 1 1 (II 1,211 

m-i- 1 m-i-1 m-i-1 

T m-i-1 T T m-i-1 
avec l = BB +. . .+ A BB A (II 1 ~ 2 2 )  

m-i- 1 

+ - 1 
(donc 1 = 1 pour i 6 mmc) 

m-i-1 m-i- 1 

I 
et Y. une matrice quelconque de mêmesdimensionsque C 

1 n+ i 

Les retours Cny Cn+,, ...> C sont déterminés de façon unique. 
n +m-m 

C 

Les m -1 retours C >..., C sont déterminés à une matrice près. 
c n+m-m +1 n+m- 1 

C 

Le choix des matrices Yi égales à zéro correspond à des Cn+; tels que 

la somme des carrésdeleurs coefficients aient une somme minimale. 

On peut remarquer que les retours C dépendent de m-i plutôt que de n+i 
i. Ainsi 

+ + 
'n+m- 1 = - B ~  [BB~] A+Y, - LI-BB~ [BB~J 1 A (11 1,231 

quel que soit m. 

On retrouve que les équations récurrentes d'optimalité évoluent dans le 

sens rétrograde. 

Les retours Cn, . . . 'n+m-mC étant déterminés de façon unique, il résulte 

de ce qui précède qu'il ne sera pas possible en général pour m , m de trouver 
C 

parmi les retours solutions i:n retour constant correspondant à une commande optimal( 

Le choix de m supérieur à l'indice de çomandabilité mc ne se justifie 

que par la possibilité de minimiser l'énergie de commande. 



1.4. - S R h u m e  de commande pm tEaci2on d ' é U  à pa~amèRhu coMn&rzL$. 

L'annulation du régime transitoire d'un système par un retour constant 

a été envisagée par de nombreux auteurs tant pour les systèmes monovariables / 3 /  

que pour les systèmes multivariables commandés en q coups /4/ ou en m coups 

/ 5 / / 2 /  . 
l 

Nous envisagerons successivement les cas où les nombres v? ,  \ q 
vérifient m I=q et m R#q. 

C C 

On sait que lorsque l'indice de commandabilité rn vérifie l'égalité 
C 

m S=q le retour C annulant en m=m coups le régime transitoire est donné par 
C C 

les B pr.cmiZres lignes de l'expression - ~A-'B.. . A-%]-' 

Une démonstration semblable à celles données aux paragraphes précsdentç 

permet de retrouver rapidement ce résultat. 

L'égalité m ?,=q conduit à une matrice de commandabilite carrée. 
C 

La séquence de cammande est lunique et d'après l'éqiiation (II 1 , 1 4 ) ,  le retour 

constant doit vérifier les équations (II 1,24) : 

A pa.rtir de l'équation (II 1 , 2 5 )  

tirée des équations précédentes, il vient : 



O r  liirsqiir nck=q, l a  r e l a t i o n  ( I I  1,27) e s t  v é r i f i é e  : 

T Tm- 1 T Tm-? - 
i:(~+b{:) = - B A  1. - C ~ C ~ ~ I - ~ A ~ ~ A - B B A  ( - Ç ~ C ~ ~ ] - ' A Y  

T Tm-1 
= -B A r ~ d ~ d ~ 1 - I  pccdcdTj  -AmB i i T A n " - l l  [cd ~ d ' j - ' ~ ~  

B T  

ce qui  permet d ' é c r i r e  l ' é q u a t i o n  ( I I  1 , 2 6 )  sous l a  forme : 

c(A+B!') = - [O : I] [cdcdT]-' Am 

- 1 
= - B " A " " - l [ ~ d ~ d T ~  [ A B  . . .  Am-'BI - 

<!n rxisonnement pa r  récur rence  montre a l o r s  que l ' o n  a. : 

Par s u i t e  l e  système d ' équa t ions  ( I I  1 ,24)  e s t  compatible e t  l e  ret,aur 

- 
: 

BhATm-2 
- 

1' p ~ t  cionn6 par  l ' é q u a t i o n  ( T I  1,25) c ' e s t - à -d i r e  par  l e s  Q premières Lignes 

[ C ~ C ~ I ~ J  -1 A m (II 1 ,?6) 

-1  m 
le L 'expression -Cd A qui  peut  s ' é c r i r e  lo rsque  A e s t  r é g u l i è r e  sous L n  

- - 1  
forme -/-A B . . .  A - ~ B ]  - ' . 

Crattie vsleiir  de C a u r a i t  pu ê t r e  obtenue à p a r t i r  de ( I I  1,21) pour iln 

;I I  remarquera qile l a  démonstration précédente s ' app l ique  au c a s  des 

mat r ices  H s i n g u l i $ r e s  pour l e sq i l e l l e s  l e  système ( II  1 , l )  e s t  commandable. 

Le ret,,ur C t-çt a l o r s  donné pa r  l ' e x p r e s s i o n  ( I I  1 , 2 5 ) .  



Il est facile de vérifier que lorsque m R # q le retour constant donné 
C 

précedemment ne rend pas la matrice (A+BC) nilpotente. 

La commande que l'on obtiendrait avec un retour constant, s'il exista, 

ne pourra donc être optimale au sens de l'énergie. 

D1aprés l'équation (II 1 , 1 1 ) ,  le retour C existe si l'on peut troilver 
- 

lin pseilào-inverse Cd de Cd tel que 1'017 ait : 

La détermination d'un tel pseudo-inverse mène à des calculs compliqu~s. 

Aussi nous préférons donner une expression particulière de C déduite par 

analogie du résultat précédent. 

-m - -1 
Nous considérons le système des m k vecteurs LA B,. . . ,A  de rang q, 

C 

le processirs étant supposé commandable et la matrice A régulière 

Nous notons : 

A rartir de ces vecteurs, nous formons une base de la façon suivante : 

V. sera r t ioisi  comme vecteur de base s'il est indépendant des vecteiirs VI,. , . Vi-, . 
1 

La base aihsi constituée est déterminée de façon unique. 



Les colonnes de la matrice B étant liqéairement indépendantes, les vecteurs 
- 1 

colonnes de A  c'est-&-dire Vl,V 2y...Vg) font partie de la base. 
- i 

Les autres vecteurs de La base seront de la forme A V où i peut varier 
j 

11 est alors facile de montrer qu'une expression du retour C est donnée 

par les R premières lignes de l'expression (II 1,301 : 

- 1 - i - 1 
- [A B, . . . , A V y . .  :] 

j 
(II 1,30) 

dont les vecteurs-colonnes sont les vecteurs de la base pr6cédemment déterminée. 

Démonstration : 

La matrice C est déterminée par les L premières lignes de l'expression 

( T I  1,30) si et seulement si C vérifie les équations : 

Pour cette valeur de C, on a donc : 

- 
';onsid6rons le vecteur A 'vl première colonne de A-~B. 

- 1 - 1 . Si A VI est une combinaison des vecteurs de A B (donc n'appartient 

pas à la base) il vient : 

. Si A-'V fait partie de la base, on a : 
1 



Ce raisonnement montre que l'on a pour le retour C êinsi çhoisi : 

pour tout i variant de 1 à L 
Plus généralement il vient : 

pour tout j inférieur ou égal à m c et tout i variant de 1 â E . 
m 
C 

La matrice (A+BC) dont le produit par q vecteurs indépendants c;t 

nul est donc identiquement nulle. 

1 .  Le choix dlautres bases convenables de représentation conduit 5 

d'autres expressions du retour C. En particulier, on peut utiliser la rn6tlhode 

précédente aprés permutation sur les éléments du vecteur de commande Un. 

2. On peut démontrer (cf annexe IV) que le rang de la matrice (.i+[i~)~ 

vérifie, à la seule condition que A soit régulière et quelque soit l'entier 

positif m,llégalité 

- 2 

rg [(A+BC )ml - = rg -(mg-q) (TI 1,3c'i1 

Rendre la matrice (A+BC) nilpotente revient donc à trouver m et C 

tels que : 

rg \ = m g - q  (11 1 , 3 i )  
\ 

O 

On voit alors que dans le cas où m = mc et met = q, le choix de C vérifiarit 



j I + C A - ' B  = O (II I , ] + O )  
\ [ -i 

CA B = O  pour i = 2 , . .  ., m 
C 

( I L  1 , l t l )  

s a t i s f a i t  L'équation (II 1,39) 

ce qiii peut s 'exprimer de  façon équiva len te  en d i s a n t  que C e s t  donri6 

par  l e s  !L premières l i g n e s  de l ' e x p r e s s i o n  

1 . 5  - C a  d u  bqbtêmu Linéuheb non bXCLt.ionnai~e,b 

Nous nous proposons de montrer que pour l e s  systèmes l i n é a i r e s  non 

s t a t i o n n a i r e s  d é c r i t s  p a r  l e s  équat ions  

X = A X + B t i  (Il l , h 2 )  
n+ 1 n n  n n  

i l  e s t  poss ib l e  de r é a l i s e r  l a  séquence de commandes opt imales  ni1 sens  
1 

l'énergie e t  [menant l e  système à zéro ai1 moyen d 'une  rgact,; l n  cil%tat de l a  t a ,  rrnr 
l 

1 = C X .  
n n n I 

1 

Nos l i y p o t l ~ ~ s e s  sont  l e s  su ivan te s  : 

l 

1 O )  An+i e s t  r é g u l i è r e  pour t o u t  i 

2') La "matrice de  commandabilité" 

Cd = /LA 
n+m- 1 . A n + p n 9  . - 9 B n+m- I 1 - 

e s t  de rang q pour t ou t  m sup6rieilr  ou éga l  à m guelqile s o i t  1 ' i n d i c e  m 
c ' 

( l e  système e s t  d i t  uniformément cornmandable). 

(II I,h3) 



la séquence optimale au sens de l'énergie amenant le systeme 3 zéro est donnée 
+ 

par u = - Cd An+m-] . . .  A~ xn 

Les retours Cn, . . .  C réalisant cette commande doivent ver-ifier les 
n+m- 1 

équations 

Une démonstration calquée sur celle du paragraphe 3 (voir annexe 111) 

permet de montrer que sous les hypothèses précédentes les équat,ions (II 1 .44)  

sont compatibles et déterminent C n+i ' 

+ 
+ Y.Ï' 1 - - L E I An+i+l . . .  A n+m- I 

m-i- 1 
(II 1,!15) 

avec Y. vecteur quelconque 
1 

Zes formules sont tout à fait analogues à celles trouvées dans le cas station- 

naire. 

Nous allons illustrer la méthode sur deux exemples choisis volontairement 

simples pour permettre une vérification aisée. 



7 . 6 . l .  Exemple 7 : SghXGme monav&able de 2 Cme o k h e  

Nous considérons le système instable en boucle ouverte décrit par 

les équations 

On souhaite transférer ce système à l'origine 

a - Calcul des retours pour une commande en deux coups 

La de commande est ici unique : 

Les retours qui lui correspondent C et Cn+l sont donnés par les éqiia- 
n 

tions (II 1,21). C est également déterminé par la première ligne de 
n 

-1 2 
- Cd A (dfaprés II 1 , 1 4 ) .  D'où : 

oùctet C3 sont deux nqmbres quelconques. 

Les plus faibles gains correspondent à a = fi = O l 
En choisissant f31= ri -41, on trouve le retour constant C = Cn+, . - 2 



L'énergie dépensée est alors : 

b - Calcul des retours pour une commande optimale en trois coups 

La séquence de c~mmanckoptimale est obtenue par l'équation (II 1 , l l )  

dans laquelle on fait Y = O : 

Les retours C n 'n+l y 'n+2 sont donnés par les équations (II 1,201 : 

L'énergie nécessaire pour le transfert est alors : 

On peut constater que le gain en énergie est important par rapport à la commande 



1 . 6 . 2 .  Exemple 2 : C a  d'un bq&téme mLLeLiv&bRe 

Soit le système décrit par l'expression 

Bous cherchons le retoyr constant C qui annule le régime transitoire 

en deux coups 
- 1 -2 

Les matrices A J3 et A B s'écrivent respectivement 

Le choix de la base (/l-'bl, ~ - ' b ~ ,  ~ - ~ b ~ )  drtermine C par les deux 

premi;res lignes de 
- 1 

- 

soit C = 

3 2 

La réaction d'état à r6aliser est donc : 

u = X 
n n 

,\y. 



Une autre valeur de C peut être obtenue en permuttant 11'  et '1'. 
n n 

L'équation du système écrite sous la forme : 

- 1 -2 
donne pour matrice A B et A B respectivement : 

Le retour C l  correspondant au nouveau choix de variables de commandes est 

déterminé par les deux premières lignes de 

La réaction à réaliser est donc 

1 O -2 O -1  '1 - 

Le problème de la reconstitutiop de l'état en temps minimum tel que 

1 -1 

- 1 . ] - l  soit 

O I O  

l ' a  iiéf'ini par exemple Luentberger Cl:( est le problème dual du problErne de 

commande en temps minimum discuté ci-dessus. 



Le système ( S  ) dont on veut reconstituer l'état a pour équations : 
1 

T où Y désigne la sortie du système, B et C sont de dimension q x t  n 

Le système associé ( s ~ )  - l'observateur - a pour gquation 

4 

On souhaite trouver la matrice de gain H telle que l'erreur X - = ? n n 

soit nulle en temps minimum. 

D'aprés les équations précédentes, il vient : 

On doit donc déterminer la matrice H telle que le produit ~A+HC)" soit 

nul en temps minimum. 

Il est immédiat que Les résultats ci-dessus permettant de déterminer 

C tel que (A+BC)~ soit nul permettent également de déterminer la matrice H 
l 

de (II 1,49) lorsque C est connu : il suffit d'appliquer les résultats préc6- 

dents au système dual caractérisé par (A + cT H ~ ) ~  = O 

Le temps minimal de commande sera donc m indice d'observabilité O 
du système (A,c). 

Une valeiir de la matrice H solution sera donnée par analogie la 1 
formule (II 1,30) par les R premières colonnes de la qatrice 



où l e s  vec t eu r s  U sont  c h o i s i s  de façon analogue 
j - 

-1T CT 
5 p a r t i r  des  vec t eu r s  l i g n e s  de l ' e x p r e s s i o n  ,... A 

T 
iiotée lUTy u:, . . . UC . . U ~ J  y nous formons une base (unill ie) en  ? i io iu i r -  - ., - I 

san t  l e s  vec t eu r s  U indépendants de U l y  U2y...~Jj-,- 
j 

La s t r u c t u r e  obtenue avec c e t  observa teur  en temps minipiun e s t  cionnge 

ci-dessous f i g u r e  1 : 

7 T 

il --, 

1 

- P --- _ _ h l - -  

observa teur  S 

H t e l  que (A+HC)~ = O - 6 r ep résen te  i c i  l ' o p é r a t e u r  de décalage temporel 

f i g u r e  1 



On pourrait envisager également le cas de matrices de gain H variables n 
avec le temps. 

17 - Rechache d'un modutatem pou% uue comvriande opXimule 

Dans cette seconde partie, nous allons plus particulièrement copsidérer la 

commande échantillonnée desprocessus continus monovariables. 

La commancle sera élaborée à partir d'informations prises à des ins- 

tants discrets puis modulés sous forme d'impulçions /6/. 

L'introduction de la commande par impulsions dans les boucles de 

régulation se justifie par sa mise en oeuvre aisée, associée aux progrés de 

la technologie des circuits électroniques, et par le çaractère inh6rent 5 

la constitption même du régulateur permettant de commander dqs organes de 

puissance à partir de signaux de faible puisswce /7/ . 

Nous souhaitons transférer l'état dy filtre (continu) à réguler de 

l'état initial Xn à l'état imposé Xd en un temps de commande fixé T. 

Des considérations d'ordre pratique en particulier dans le cas de 

commande à partir de micro-calculateur conduisent & choisir la commande sous 

forme de m crénaux (figure 2) 

figure 2 



Cette séquence de commande peut être réalisée à partir d'un filtre 

associé convenablement initia.lisé et dont la sortie échaptillonnée 2 chaque 

intervalle de temps T/m est bloqvée par un bloqueur d'ordre zéro, On reglise 

ainsi un signal de commande multimodulé /8 / /9 / .  

Le schéma de régulation est le suivant (figure 3) : 

filtre associé - I (TI- filtre 2 réguleur 

T/m 

Modulateur I l  
figure 3 

Le filtre sssociR va être détemin6 de Façon 5 minimiser 
m- 1 

l'énergie de commande 
2 

1 "n+i 
i=O 

Avec ce choix de modulatiqn et entre deux instants d'échantillonnage, 

(T/m), 1 'équation d'état du firtre à réguler est supposé s 'écrire sous la 

forme : 

où A est de dimensions q x q et B de dimensions qx 1. 

La matrice A obtenue à partir d'un filtre contipu est régiilière (pilis- 

que c'est l'exponentielle d'une autre matrice). 

2.2. - Utilisation des pseudo-inverses ppur la ç~étermination dir filtre 

associé 

En utilisant le principe du maximm de Halkin /IO/ , il serait possible 



de déterminer le filtre assoei6 tel que la s6quençe de commande minimise la 

fonctionnelle mi1 unfi compte-rtenu de la. contrainte récurrente (22 2 , l )  . 
i =O 

cette méthode nécessiteraik alors l'introduction d'une fonction hapiltonienne. 

Au lieu d'utiliser le principe du maximum, nous exploiterons les résul- 

tats obtenus à l'aide des pseudo-inverses de matrices et plus précisément 

l'équation (1 2,13) pour obtenir le filtre associé. 

La meilleure solution au sens des moindres carrés de l'équation 

est, lorsque le système est supposé commandablo en m caups : ( c f  chapitre 1) 
r 7 

S o i t  

fn+ 1 = AIYn 

l *  
n 

1 

(.n = CYn 

les équations du filtre associé supposé d'ordre p 

T 
- 1 + m 

= ( A ,B ) [ x ~ - A ~  x = cd c c T  xn-l (II :),?) 

Le vecteur Yn d'ordre p carsctérise 116tat de ce filtre à l'instant n et yn sa 

sortie . 

Les sorties successives y Y,+l v . * 'n+m - 1 sont liées à Yn par la 



où l'on a posé 

Nous avons donc à déterminer A' C et Y 
Ipxp)' (lxp) n(pxl> 

tels que 

Y = cd+( A ,B ) I:xd-~%I Ob(~',C) n 

A priori, il existe plusjeurs solutions. Pour tenir compte des q 
m 

paramètres du vecteur Xd - A Xn, il est nécessaire de prendre p supérieur 

ou égal à q. A partir d'une solution, on peut ep trouver une infinité ritautres 

en augmentant l'ordre du systèqe pqr des modes non observables. 

Nous allons déterminer un filtre associé dtoydre minimum q ce qui 

conduit à résoudre les équations 
+ 

ob = cd G (II 2,A) 
- 1 

Yn = ü [xd - Arnxn] (11 2 , i ) )  

où G est une matrice régulière de dimensions qxq 

Une solution est obtenyq en posaqt : 
- 

G = -  T -m+l 
Cd cdTl (A ) (Il: ?,IO) 1- 

ce qui donne : 
T T rm+l 

Ob = cd+[- (Cd cdT) (A~)-~+'] 7 -Cd ( A  (1: 2 , l l )  

(d'après les propriétés des pseudo-inverses) 

soit, : 
- T B 

(II 2,17) 

D'où la solution : 



Le f i l t r e  associé peut $Ore symbolisé figure 4 : 

T -1 m - ( A ~ ) ~ - ~  (cd çd ) ( x ~ - A  xn) 
.1 

O 1 (AT)-', - ' B T ~ -  k+m-l 
Figure b 

I l  e s t  possible dteffec+,uer syr, les équations de Ce filtre %out 

changement de base. En particulier, en posapZ Yn = - (A~)'-'z~, il v i e o T  

l a  s o l u t i o n  su ivan te  : 

T m-1 c = + B'(A ) 

T -m+l (*T)-I (AT)m-l = (AT)-l 
A t  = (-A ) (II 2 , I l i )  

T -1 
= (cd Cd ) (xd - k I m n )  

correspondant à G = Cd cdT. 

Le f i l t r e  correspondant est représenté figure 5 : 

T -1 m 
(cd Cd ) (xd - A xn) 

T T m-1 (AT)-' B ? A r l  

Figure 5 



Remarques : 

Le f i l t r e  a s soc i é  qu i  minimise l 1 6 n e r g i e  de commapde est  c a r a c t 6 r i s é  pa r  
T - 1  

l e s  mat r ices  ( A  ) , B ~ .  Nous re t rouvops  l.& $'équat ion du f i l t r e  a d j o i n t  : 3; . 

La commande opt imale en T secondes du système 6chant i l lonné  aux i n t c r -  

v a l l e s  de temps T/m d ' équa t ion  Xn,, = A Xn + Bu es% r é a l i s é e  à p a r t i r  d 'une n T 
i n i t i a l i s a t i o n  convenable du f i l t r e  a q j o i p t  Yn+, = ( ~ ~ 1 - l  Y de s o r t i s  y = -B i 

n :I 

On re t rouve  a i n s i  dans l 'hypothèse  d i s c r & t e  c e r t a i n s  r é s u l t a t s  d6jS 

obtenus par  une démarche d i f î é r e q t e ,  r e l a t i f s  à l a  comande 5 énerg ie  niinimalc 

des  processus cont inus / I O /  . 

b )  Choix de l a  modulatiop 

Les r é s u l t a t s  précédents  o n t  6 t é  obtenus ep c h o i s i s s a n t  une forme de m o -  

d u l a t i o n  p a r t i c u l i è r e  e t  un système nonovariable .  

I l  e s t  immédiat que pour t o u t  a u t r e  choix de modulateur conduisant  à 

une 6q i~a t ion  de l a  forme Xn+, = A Xn + BU, dans l a q u e l l e  Un peut é t r e  un 

v e c t e u r ,  1 2  f i l t r e  r ep ré sen tg  par Les équat ions  ( I I  2,13) t r a n s f e r e  l e  pro- 
T 

cessus  de l ' é t a t  Xn à l ' é t q t  XX en minimisant l a  q u a n t i t é  m ~ '  Un+i 
i =O 

2 . 3 .  A p p l i c a t i o n  phatique 

L'exemple proposé concerne l e  c o n t r â l e  qpt imal  d 'un sys$ème l i n g a i r e  

du second o r d r e  d é f i n i  p a r  1q fonc t ion  ~ ( p )  = 1 
p( ,++il .y désignant  l a  s o r t i e  

processus e t  y sa d é r i v é e ,  les v a r i a b l e s  d ' é t a t  c h o i s i e s  sont l e s  q i i an t i t é s  

y + l y  e t  y .  Entre  l e s  i n s t q t s  d ' échan t i l l onnage ,  l e  processus admet l a  r ep ré -  

s e n t a t i o n  m a t r i c i e l l e  s u i v a n t e  : 



T 
avec D = e- 

L a  sequence de commande ogtimale s ' êc r i ç  a lors  : 

L e  filtre associk coryespondqnt ept défini  par l e $  équations ( 11 , 1 5 ) 

soit : 



Un? simulation numérique a été effectuse pour l'ensemble des param?t,res 

suivants : 

Conditions finales 

teur à 

'de AD 

Conditions initiales x0 3 1 
O 
Fo = 1 

x = O  d 
O 

x = O  
d 

Une vari 

C~nstante de temps du filtre = 1s 

temps de réponse fixé T = 2s 

ation du paramètre m de 2 ii 10 conduit aux résultats siiivants : 

Une simulation a été réêlisée poyr m = 2 et m = 10 / l  11. 

1 
Le filtre adjoint a Gté obtequ par l'échmtillonnage du filtre continu -- P (  ~-TI); 
;,'initialisation de ce filtre est obtenu par l'qtitisation d'lm calcula- 

temps réel. Le proce$sus à réguler est simulé sqn u .  calculqteur hybri- 

Le; reponses obtenues sont reproduites figure 6. 



Résul tp t  de l a  simulat ion hybride 

Figure 6 



ri111s avons é t u d i e  dans  c e  c h a p i t r e  dellx t y p e s  de - o r n a n i e  discr; t ,e  I1,i, 

procc.;.iii . 

T l ' ~ ~ ~ e  p a r t ,  n o i ~ s  3vons dé te rminé  une s t r u c t u r e  op t imale  311  .-; ri.: i t  

l'cnergie amenant 5 zéro  l ' é t a t  d 'un p r o c e s s u s  p a r  r é a c t i o n  d ' g t a t .  

:t: paramèt res  d e  z e t t e  r é a c t i o n  s o n t  en g g n é r a l  v a r i a b l e s .  

'In r e t o u r  ,-?nsr,anr s s s i l r a n t  un amort issement  du rsgime t r a n s i t u i r a  en 

'ernps f i n i  pa r  ! ,ne  eomrnailde l e  p l u s  souvent  sous o p t i m a l e  a é t é  également ( l é f i n i .  

Lc - r a b l > n e  lie 1 . t  r e c o n s t i t t i t i o n  de  l ' é t a t  d 'un p r o c e s s u s  en temps minimm 51.1 

1,~e lt'= Ji i ? i  ' le i -berger ,  dua l  du problsme de  l a  commande en :emps m i n i r  ,ri 

..i r A ' t rc  P ~ L ~ J I ; ~ ~ ~  à p a r t i r  des  mêmes o u t i l s .  

.. ' ?.itrs p a r t ,  nous avons montré qil ' ? m e  r é g u l a t i o n  6chant  i i l o n n c e  :pt iriln ! F 
. . .  . ,  

? '  LE r i - - s ;  ,s p e u t  ê t r e  c;!iten~te p a r  un f i l t r e  a d j o i n t  convenai,lrrnent i r i L t i * l l _ .  . 
w -. . i    cri^^ r $ a l i s a . n t  une s t r u c t i ~ r e  o p t i m a l e  a é t 6  s i m i i l 6  s71r lin proc-i.;.:~:; -it? . 

-r?e . 



Nous avons c a l c u l é  dans l e  c h a p i t r e  précédent  l e s  r e tou r s  permc t t a n t  

de r é a l i s e r  l a  commande d'un processus par  r é a c t i o n  d ' é t a t .  L'emploi de  ce 

type  de commande suppose que tou te s  l e s  composantes du vec tecr  é t a t  sont  

a c c e s s i b l e s .  

Lorsqu'une p a r t i e  seulement des  v a r i a b l e s  d ' é t a t  e s t  d i s p o n i b l e ,  i l  

e s t  p o s s i b l e  d 'envisager  une compensation par  réacc ion  de s o r t i e  e t  ga in  

v a r i a b l e  K .  dans l a  chaîne d ' a c t i o n  / 1 /  à / 6 / .  
1 

Le problème du r é g u l a t e u r  en temps f i n i  s e  formule a l o r s  comrne s u i t  : 

t r ouve r  un i n s t a n t  m f i n i  e t  une séquence de ga ins  K t e l s  q u e  l ' é t a t  X 
i n +.m 

s o i t  nul  que l  que s o i t  l ' é t a t  i n i t i a l  X . 
n 

Une t e l l e  séquence de  gains  s e r a  en f a i t  réptitge périodiquemenr a f i n  

de  ma in t en i r  l ' é t a t  à zéro  en annulant  l ' e f f e t  des  p e r t u r b ü t '  i o n s .  

Dans l a  première p a r t i e  de ce  c h a p i t r e ,  nous démontrons un ensemble 

de  r e l a t i o n s  v é r i f i é e s  par  l e s  séquences de ga ins  solutions, en p a r t i c u l i e r  

l e s  séquences de longueur minimale. 

Cela nous permet dans un second v o l e t  d ' é t a b l i r  une procédure de 

c a l c u l  donnant une séquence de ga ins  s o l u t i o n s  pour une c l a s s e  impor tan te  

de  systèmes observables  e t  commandables. 

Dans l e s  deux d e r n i è r e s  p a r t i e s  de ce  c h a p i t r e ,  rious appl iquons c e t t e  

procédure d'abord à un processus échan t i l l onné  nionovariable dm- 3ème ord re  

simulé s u r  c a l c u l a t r i c e  hybride e t  pour l eque l  nous détermirions l a  séquence 

de ga ins  sous forme e x p l i c i t e ,  e n s u i t e  à un système mul t ivaréable  simalé 

s u r  o rd ina t eu r .  



Considérons l e  système mul t iva r i ab le  l i n é a i r e  d é c r i t  par l e s  équations 

(III 1, 1) e t  ( I I I  1, 2) : 

'n 
= C Xn (111 1 ,  2 )  

avec A, B, C matrices de dimensions respect ives  (q  x q ) ,  {q x l ) ,  (r x q )  

e t  de rang maximum (1, r 5 q ) .  Y représente l a  s o r t i e  du système. n 

Nous cherchons à t r a n f é r e r  l e  système de l ' é t a t  i n i t i a l  X n jusqu'à  

l ' o r i g i n e  en un temps f i n i  m au moyen de m réac t ions  de s o r t i e  du type : 

- 
'n+i - Ki 'n+l (III 1 ,  3) 

où K de dimensions (1 x r )  e s t  une matrice de gains. i 

Le schéma de régula t ion  e s t  l e  su ivant  ( F i g . 1 )  : 

FIGURE 1 

On peut c a l c u l e r  l ' é t a t  à l ' i n s t a n t  (n+m) en fonct ion  de l ' é t a t  

i n i t i a l  : 



(III 1 ,  4) 

(III 1 , 5) 

La condition d'amortissement en temps fini inpose qu'il existe un 

nombre m et une séquence de gains K a - - >  Km-] tels que l'état final 

soit nul quelquesoit l'état initial X n . D'où l'équation : 

Cette équation peut s'écrire facilement sous une autre forme en 

faisant apparaitre les matrices de commandabilité et d'observabilité /7/ : 

( I I I  1, 7 )  

(III 1 ,  8) 

(III 1 ,  9) 

A partir des relations (III 1, 6) et (III 1 ,  7), nous allons dégager 

quelques premières propriétés des gains variables K i solutions. 

La matrice A étant supposéerégulière, une condition nécessaire pour 

que l'équation (III 1,  7) ait une solution est que les matrices de comandabi- 
lité et d'observabilité soient de rang maximum q. 



Ceci t r a d u i t  une p r o p r i é t é  b ien  connue /5/  161 : Les sous-espaces 

non observables  ou non commandables ne son t  pas a f f e c t é s  par  l e  r e t o u r .  

Nous supposons donc l e  système (A, B ,  C) d é c r i t  par l e s  équa t i ans  

( I I I  1 ,  1) e t  ( I I I  1 ,  2 )  commandable e t  observable.  

L ' i nd ice  m devra ê t r e  super ieur  ou é g a l  aux ind ices  de commandabilité 

e t  o b s e r v a b i l i t é .  

(En f a i t ,  s i  l e s  modes non commandables ou non observables  s o n t  

suffisamment s t a b l e s ,  il s u f f i t  de s ' i n t é r e s s e r  aux seu le s  composantes 

commandables e t  observables ) .  

rn- 1 

L 'équat ion ( I I I  1 ,  6) 'r[ (A + B Ki C) = O implique qu'un c e r t a i n  

nombre de ma t r i ce s  (A + B Ki C) son t  s i n g u l i è r e s .  

O r ,  s i  deux ma t r i ce s  ca r r ées  M e t  N sont  t e l l e s  que : 

- M e s t  r é g u l i è r e  

- P r n = O  

l a  m a t r i c e  N e s t  l a  ma t r i ce  n u l l e .  

Par  s u i t e ,  l e  premier e t  l e  d e r n i e r  ga ins  d e  l a  séquence de  longueur 

minimale rendent  l a  m a t r i c e  (A + B Ki C) s i n g u l i è r e .  

1 . 3 . 2 .  - Choix de Ki pou& c e n h e  ( A  + B 5 C )  sulgiLe*Cne : 

En g é n é r a l i s a n t  l a  f a c t o r i s a t i o n  donnée en / 8 / ,  on o b t i e n t  q u e l l e s  que 

s o i e n t  l e s  m a t r i c e s  A(q x  q) , B(q x  1 ) ,  C(r x  q)  , K(l x r )  : 

( I I I  1 ,  10) 

où 1 e t  1 s o n t  l e s  ma t r i ce s  i d e n t i t é s  de dimensions r e s p e c t i v e s  (q x  q)  e t  
4  1 

(1 x  1) 



Cette "ctorisati  on e s t  vra-ie non seulement pour l e  pseudo- inverse 

au sens de ~oore-Penrose de E\ (A') i.iais aussi pour tout pseudo-inverse 

ref lexif  de A (A;) ( c ' e s t  à dire vérifiant : A;AA, = A, en plus de 
AG;A = A )  

De la relation ( I I I  1,  IO), i l  vient : 

Dans l e  cas présent d'une n,atrice A régulière, orî obtient : 

e t  en'rangeant' K avec S : 

( I I I  1, 13) 

Par su i t e ,  l a  rriatrice (A+bKC) e s t  singulière s i  e t  seule~~ient s i  l es  

illatrices ( I l  + KCA-'E) e t  ( I r  + CA-'BK) l e  sont . 
La matrice (1, +I;CA-'B) qui apparaît i c i  e s t  l e  coinplément de )chur 

En inonovariable, les  équations ( i I I  1, 12) e t  ( I I I  1 ,  13) s 'écrivent : 

rg CA + ~BC]= q - 1 + rg + kCalbJ ( I I I  1 ,  1 4 )  

Pour rendre (A+kBC) singulière,  i 1 e s t  nécessaire e t  suffisant 

de prendre pour valeur de k : kf = - ~ / ( c A - ' B )  , ce qui suppose CP, -lii # 0 

En multivariable, s i  1 = r e t  s i  la i c e   CA"^ est  réguliere, l e  
choix de K égal à Kf = - @ A - ~ B ] - ~  rend 1ù ~ ~ i a t r i c e  ( F + B K C )  de rang (q-1) 

Ce choix e s t  unique. 



D'une f a ~ o n  plus générale, s i  s désigne l e  rang Ce C A - ~ C ,  l e  rang 
des matrices [ I ~  t KCA-'E] e t  Clr + ~ A - l i i q  ne peut ë tre  inférieur 
à (1-s) e t  ( r - s )  , quel que so i t  K .  

Les inégalités : 

( I I I  1,  15) 

peuvent présenter plusieurs solutions en t< : i l  convient de choisir k 

t e l  que C A - ~ G K  e t  KCA"B aient une ou plusieurs valeurs propres égales 

Le gain ti peut ê t r e  choisi de façon à rendre la  r;iatrice (AtbKC) Ge 

rang nrininiuni (q-s) . 
IJous nous appuyons sur l e  tiiéorGme suivant 191. 

Etant donné une inatrice G ( r x l ) ,  une condition nécessaire e t  sutf isante  
pour que la triatrice K de dimensions ( lxr)  vér i f ie  1 ' m e  ou  1 'autre des 
relations : 

( I I I  1, 1 7 )  

( I I I  1, 18) 

e s t  que K s o i t  u n  pseudo-inverse de G .  

I l  en résul te  que s i  K = Kf = - ~ A - l q -  (oü M- dësigne u n  pseudo- 
inverse de M) , l a  rilatrice ( C . t B K C )  d'après ( I I I  1, 1 2 ,  13, 17, 18) e s t  de 
rang minimum (q-s) . 

h 
Un choix par t icu l ie r  de gain e s t  Kf = -  CA-^^' . 
Le choix d u  pseudo-inverse au sens de Moore-Penrose trouve sa  

jus t i f ica t ion  dans l e  f a i t  que l 'on mlniriiise la somme des carrés des 



éléntents kij ce qu i  assure des gains peu importants 151. 

Les gains Kf se déduisent du ga in  Kf  par  l a  r e l a t i o n  : 

où U e s t  une n ia t r i  ce a r b i t r a i r e  de dimensions convenalles /-5/. 

Nous appelerons 'ga ins  fondamentaux' l es  gains K f .  

S i   CA-'^ e s t  de rang 0 ,  l a  mat r ice  (A+L>KC) e s t  tcu jours  de rang <i 

e t  pa r  su i t e ,  on ne peut  pas t rouve r  une séquence de gains annulant l e  

régiine t r a n s i t c i r c  en temps f i n i .  

Dans l e  bu t  de rri ini i i i iser l a  longueur de l a  séquence de 

yains, nous n ' u t i  l i se rons  dans l a  s u i  t e  que des gains 'fondanientaux' 

pcur  diminuer l e  rang de (A+BKC). 

L ' i n é g a l i t é  de :Sylvester appl iquée aux niatr ices M e t  11 de 

cfiriiensi ons coriipatibles donne : 

rg (L i )  + r g  ( N )  - q G r g  ( i b l N )  ç min [rg (14)  , rg (N)] ( I I I  1, 20) 

Le rang de (P+LiKfC) é t a n t  (q-s),  l ' é q u a t i o n  (III 1, 6) 

m- 1 

(A+tlKiC) = O ne pour ra  ê t r e  v é r i f i é e  qu'en u t i  l i s a n t  au riioins p f o i s  
i =(j 

l e s  gains 'fondamentaux' Kf avec l ' e n t i e r  g t e l  que : 

(P-1) s < q s ps ( I I I  1, 21) 

En monovariable, l a  séquence de gains coniportera au inoins q f o i s  
1 l e  g a i n  k f  = -1/(cA U). 



1.4. Etude du ) ~ ~ o d u C t  de mathices I A+6Kn,C) . . . I A+GX1 C - 1 . 

1.4.1. Rang du phodLLi;t. 

I4ous é tab l i s sons  en annexe I V  un théorèiiie perrriettant d ' exp r i i i l r r  

rn- 1 

l e  rang du p r o d u i t  n (AtBKiC) en f c n c t i o n  des n i a t r i  ces de t~larkov 
i =O 

CE.-~E 1121. Ce théorème géné ra l i se  l ' é q u a t i o n  ( I I I  1, 12) e t  se t r a d u i t  

p a r  l e s  é g a l i t é s  ( I I I  1, 22) e t  ( I I I  1, - 23) : 

A f i n  de s i n i p l i f i e r  l a  s u i t e  de 1 'exposé, nous pcsons : 

- i CA 6 = rii (III 1, 24) 



Une c o n d i t i o n  nécessaire e t  s u f f i s a n t e  pour que l e  proSui t 

Ili- 1 

TT (A+BKiC) s o i t  n u l  e s t  donc : 
i =G 

OU encore : 

r 

= rnr 

d 

( I I I  1, 26) 

Dans l e  cas p a r t i c u l i e r  des systèines inonovariables ( l = r = l )  , l e s  é g a l i t é s  

( I I I  1, 22) e t  ( I I I  1, 23) permettent de montrer ( c f  annexe IV)  que l e s  
rn- 1 O 

p r o d u i t s  fl (A+kiGC) e t  ~ (A+ki EC) on t  même rang. 
i =O i =III- 1 

Il en r é s u l t e  l a  remarque importante suivante : 

S i  une séquence de gains kg, . . . . . , km-l condu i t  à 1 'annu la t ion  du 

réginte t r a n s i t o i r e ,  l a  séquence inverse k ...., k a l a  rnër,ie p rop r ié té .  
[II- 1 ' C 



Tcute séquence de y ai ns arnortissant l e  réyiriie transi toi re en teiiips 

f in i  du processus dynamique décri t  par les équations ( I I I  1, l ) ,  ( I l i  1, 2 )  

où : 

- A ,  6, C sont de rang niaxiniuiii 

- l e  systenie ( A ,  L ,  C )  e s t  coiriinandable e t  observable 

vér i f ie  les équations nécessaires e t  suffisantes ( I I I  1 ,  24) e t  ( I I I  1, 2 5 ) .  

Une t e l l e  séquence de gains ne peut e ~ i s t e r  que s i  l a  i!~atrice CA"; 

e s t  différente ce la illatrice nul le.  Le noiiibre de sains riecessaires e s t  

supérieur ou égal aux  indi ces de cormandabi 1 i t e  e t  c'cbservabi 1 i t€.  
- 1 

Si 1 'on n ' u t i l i s e  que les gains'fondai:ientaux' hf = - ECi, 4 - 
pcur rendre 1 a rilatri ce (A+EKC) singulière,  la  séquence de jains coi.ipri-ridra 

au iiioins p f o i s  les gains fondanientaux, p vér i f iant  : 

( s  rang de CA- 'G) ,  en par t icul ier  pour la  séquence de longueur i.iiniriale 

conime prernier e t  dernier gain. 
- 1 

Ln monovariable, l e  yain kf = - 1 / ( C A  O )  se trouve au i.~oins ii t c i  s 

dans l a  séquence. Si une stquerice kC, . . . .. , kn,- 1 e s t  solution, l a  

sequence . . . . . , kC 1 ' e s t  également. 

--- - 

L 'ensemb l e  des propriétés r;ii ses en evi dence precedeniiiien t , en parti  - 
cul ie r  les  égal i tés  ( I I I  1, 22 d 2 5 ) ,  penxet d 'e tab l i r  une procedure ~c 

calcul ae l a  séquence des gains conduisant à un amortisser.ient en teiiips 
firii du systëine décrit  par les écjuaticns (XII 1 ,  1) e t  ( I I I  1, 2 ) .  

11 ne s ' a g i t  pas de dcriner ic i  toutes les sequences Ce gains p ~ s s i b l e s  

riiais, sous certaines conditions que nous préciserons, une séquence 

adéquate. 

Nous dégagerons d'abord à parti r des sys tèines nioiiovari ables les 

élén,ents essentiels i e  l a  procédure de calcul. 



Dans l e  cas des systèriies monovariables, 1 'écjali t e  ( I I  1 1, 22)  
s  ' é c r i t  : 

iii- 1 
re ( TT ( A  + k i L L ) )  = q - iii t i.5 ( L i )  

i  =C 

avec : 

L'arinulaticn du régirlie transi toi  re en tei.ips f i n i  repose sur 1 'équation : 

( I l i  2 ,  3)  

iicus allons choisi r  successiveiiient les gains polir que les produits 

correspondants soient de rany (q-1), ( q - Z ) ,  . . . . . e t  enfin C.  

2.7.7. C h o i x  d a  gcrhns powL rtendhe. l e  p40duit de. irung ( i - ~ )  e;t ( q - 2 )  

- 1 D'apres 1 'equation (111 1, 14), l e  gain fondaraentai kC = kf = - 1 / C A  L 
rend l a  i ,~atr ice (A+kfLC) de rang (q-1) . 

Le nci,ibrc de gains fon~ari~entaijx tians l a  séquence tie gains es t  q ~ ' a i ~ r e s  
(II1 1, 21). Nais i l  ne s u f f i t  pas de choisir  cornrie gain le  gain kf dans 
l e  produit des matrices pour abaisser l e  rany de ce produit d'une 

uni té .  



2  A ins i  l e  rang de (A+kf6C) e s t  : 

Pour o b t e n i r  un p r o d u i t  de rang (q-2), i 1 faudra  dcnc u t i  l i ser  u n  
ga in  i n tem ied ia i re  k l  en t re  kC = kf e t  t2  = kf e t  r é a l i s e r  : 

ce q u i  aniène à résoudre l ' équa t i on  ( I I I  2 ,  5) : 

On v o i t  donc que l e s  q gains fondamentaux seront  separës par uri 

c e r t a i n  nombre de gains ' in te rn iéd ia i  r e s '  cho i s i s  pour que chaque g a i n  

kf diminue e f fec t ive i i ien t  d'une u n i t é  l e  rang du p r o d u i t .  

2 . 1 . 2 .  Choix de4 gaim pou& trenultrc? l e  p h o d d  'v de trcurg ( q -  3 1 . 

L ' i n t r o d u c t i o n  d'un ga in  supplémentaire kg ai116ne à considérer l a  

( I I I  2 ,  6 )  



en général de rany 2 ,  l e  iiiineur 
-1 [ .tant non n u l  sauf 

cas parti cul i e r .  

On voit donc q u ' u n  gain slcppléfiientaire dans l a  relation ( I I 1  2 ,  1) 

- auginente iii d'une uni t é  ( 3  4) 
- augniente l e  rany de l a  i:;atrice 11 (1 à 2 )  c t  ckci uu setil f a i t  

des gai;is precéde~nr~ient choisi S .  

Var su i t e ,  le  produit ne uii~inue pas de rang e t  i l  e s t  n6cessaire 

d'iritrodui re plus d ' u n  gain suppléinentaire. 

Ce ri~ërne, l a  riiatrice M ( I I I  2 ,  7 )  correspond aux gains suilplCiilentai res 

( I I I  2 ,  7 )  

e s t  en général au moins de rariy 3 Cu f a i t  des gains rrecCdents. 

Deux gains supplénientaires k 3  e t  k,, ne suff isent  dcric pas en 

général pour obtenir un prccui t de ran? ( q - 3 ) ,  l e  rang uc :1 ne pcuvarit 

descendre en ciessous du nonibre ae yairis pré~éaei~u~~ent  c l~ois i s  sabf cas 

parti  cul i e r .  
k = k t e l s  que les vecteurs Il faudra c110isi r 3 gains k j ,  k 4 ,  

1ic;nes corresponiants cans 1.2 appartiennent au sous espace engentire par 

les  vecteurs lignes corresponoant aux gains kC = k f ,  L1, l L  = I . ,  . 
r4ous al  lons maintenant généraliser l e  proceak. 

Four fon;ialiser l e  protlèi,,e, nous consi dércns l e  produit TTi 
produit de iii(i) matrices e t  supposé ce rang ( i )  . Soit :li l a  i:ati-ice 



corrt.spcndant 6 i1 Laris 1 'C3;l i t é  ( I I 1  2 ,  1 ) .  llous avcris ~i( ' : , ( ,  : 

rg (TT i )  = cr - i , , ( i )  t r ( i . )  = i - i / ; ; -  . ', . 7 

1 

1 2  j ,.içus criercricns les  j a ins  k i ,  k i  , . . . . . , h .  1 = k f  (j ctdrlt  ( 2  , ~ ~ t [  r-I I I  - ,  , 
t e l s  que : 

1 r i '  - 
T + l  = (n t ~ G L c )  . . . + c Ti , A L ,  . , i 

1 

1 ' prctiui t cc ; , 1 ' i +1 \  = . i ( i  j t ,j i,,atriccs c c i  t ue rar15 ( 1 ,  - , -1-1, . 

11 correspcnd a + L l i t  ( 1  2 ,  Y : 

i , ~us  éncnçons a lc rs  le  tIiecrèilte sdivsrit : 

Une coi idi t i~n suffisante peur que l e  7roduit rT;.+l s ç i t  iAe iAaii, 

( q  - ( i + l ) )  e s t  que l 'on a i t  : 

1° , i ~ ( i + l )  - ~ , ( i )  = j 3 i + l  ( I I I  2, i l ,  

i n  e f f e t ,  i l  v i e n t  a l c ï s  d'apres ( I I I  2 ,  9)  : 

La  ciatrice pli I I ~  i r  dieiensicns ( i I , ( i ) ~ l . i ( i + l ) )  e > t  ~e TariiJ 

infér ieur  ou éga l  à d ( i ) .  D'cU : 

rg (v. ) 5 q - i ~ ~ ( i t l )  + i l ( i )  , - ( i + l ;  (1;; ?, X )  
l t l  



On peut alors donner la procédure de calcul. 

L'ne séquence de gains annulant l e  rér;ii.ie transi t o i  re en te i l tps Fini 

e s t  forriiee ae q(q+1)/2 gains dorit  q fo is  l e  jain foritiaii:er,tcl k ccillrt,e f 
i e r ,  3èc;e, bSrne, ..., j(j+l)/2èrne gain, j variant de 1 à c i .  

On choisira entre l e  ièwe e t  l e  (i+l)tr,ie gain k i sains intci-clé- f  
diaires  t e l s  que les vecteurs lignes corresl)ondants à chacun ci? ces r ~ a i n s  

dans k l i i t l  III 2 ,  1 C )  appartiennent a l 'espace engen8ré par les vecteurs 

lignes de H i  ! lxli] (ce qui real ise  la  condition suffissnte ( I I I  2 ,  11)). t : 
Ceci se ra~iène à l a  résolution d'équations l inéaires e t  les condi- 

t ions d'existence des solutions sont les conditions de va l id i té  ce la  

procédure. 

On a ainsi  par exeinple les conCi tions : 

- - A l  - n l  = CA-% # G pour  l e  calcul de k f .  

n3  + G pour l e  calcul de k l  (d 'apr t s  i i l  2 ,  5) 

1- 1 2 77 3 J (en supposant h l  # ti) 

# O pour l e  calcul de k3  - - A 3 -  

(en suppcsant k l  # LI) 

.- - 
'13 "4 n5 6 

n 2  Q3 n4 n5 

"2 5 Q4 

- l n 2  
n3 " 4 n5 

- 4  G ,,2 I 3  4 
# D [;Our l e  cal cul de k 4  



Nous aonnons un exeinple d 'u t i l i sa t ion  de cette procédure pour u n  

système inonovariable d'ordre 3 dans l a  troisième part ie  de ce chapitre. 

iJous al lons maintenant général i s e r  1 a procédure aux sy stècies niul t i -  
vari ables. 

2 . 2 .  Ca6 dea ~ y a t k r n c ? ~  rr;uWccv&abla. 

Afin de simpl i f i e r  1 'exposé, nous supposerons dans u n  premier tei,ips 

le rang de la  matrice CA-'B ( rx l )  égal à sa plus pet i te  dimension, 

disons 1 . Le choix de Kf  = -   CA-'^] ' donne donc : 

I~ + K~ CA-'B = c ( I I I  2 ,  1 4 )  

La séquence de gains coiiiportera p fois  l e  gain fondamental ( p  

défini par ( I I I  1, 21)  avec cet te  f o i s  s = 1 ) .  Les gains fondatiientaux 

seront séparés par un certain nonibre de gains interniédiai res choisis 
pour que chaque gain fondamental diininue l e  rang du produit&s=l (ou 

de q - (p-1)1 pour l e  dernier) .  

2 . 2 . 7  . C h o i x  dea gais in tetonC&ai tu.  - -_-_-_-_____-- - -  .................... 

Nous reprenons pour forma1 i s e r  l e  problèine les notations doainees 

en 2.1.3. 

Le produit Firi produit de m(i) niatrices, e s t  supposé de rang 

(q - i l ) .  

La matri ce M i + l  e s t  écri t e  sous 1 a f orine : 



Urie cond i t i on  s u f f i s a n t e  pour que l e  p r o d u i t  nitl de rang i n f é r i e u r  
ou egal à (q - ( i t l )  1)  e s t  que l ' o n  a i t  : 

Il v i e n t  en e f f e t  a l o r s  dlaprGs ( I I I  2 ,  9) : 

( I I I  2 ,  16, a )  

( i I 1  2, l b ,  t )  

( I L I  2 ,  17) 

OU l a  n ia t r i ce  de diniensions i i i ( i ) l  x iii(1+1)1-1 e s t  de rang C 
i n f e r i e u r  ou 

D'où : 

Pour r e a l i s e r  l ' i n i i g a l i t 6  ( I I I  2 ,  16, b ) ,  an c h o i s i r a  les ga ins  

Ki t e l s  que 1  es 1  ignes correspondantes dans Mi,l appar t iennent  a 1  'espace 
I 

engendre par l e s  vecteurs l i g n e s   der^^ : ~ ;1.  
L. ' ' ' - 1  

Ceci t r a d u i t  l ' e x i s t e n c e  d'une ma t r i ce  P t e l l e  que : 
1 

l+ki , K, .....] = Y [ M ~  / Mi] ( I I I  2, 19)  

ce q u i  condu i t  resoudre des equations 1 i n é a i  res du type : 

( I I I  2, 20, a) 

( I I I  2, 20, b )  

( I I I  2 ,  21) 

d'où e n f i n  Ki s i  l e s  cond i t ions  de c o m p a t i b i l i t e  sont  s a t i s f a i t e s ,  



2 .2 .2 .  Pmcéduhe de calcul. --------- ---------- --------  

Une séquence de g a i n  s annu lan t  l e  réy inie t r a n s i t o i r e  en tei:ips f i n i  

e s t  formée de p ( p t l ) / 2  ga ins  dont  p f o i s  l e  g a i n  fondar~en ta l  Kf COLiriie 

l e r ,  3èrlie, . . . . . , j ( j t 1 ) / 2  èine ga in ,  j v a r i a n t  de 1 à p .  

En t re  l e  i eiite e t  l e  ( i t l )  èine g a i n  hf, on u t i l i s e r a  i ga ins  i n t e r -  

n iéd ia i res t e l s  que l e s  vecteurs  l i g n e s  correspondants à chacun de ces 

ga ins  dans ( I I I  2, 15) appa r t i ennen t  à l ' espace  engendré par  l e s  

vec teurs  l i gnes  de pi ) Mi] , 

La conipat ib i  li t é  des équzt ions l i n é a i  res  correspcndantes clonne l e s  

c o n d i t i o n s  de v a l i d i t é  de l a  procédure Ge c a l c u l .  

- Lorsque l e  rang de ( C A - ~ ~ )  e s t  égal d sa p l u s  p e t i t e  diniension 

r, on peu t  u t i l i s e r  1 ' équa t i on  ( I I I  1, 23) e t  opérer  s u r  l e s  colonnes. 

- Lorsque lc rang de  CA"^ e s t  5, i 1 conv ien t  pour o b t e n i r  des 

c o n d i t i o n s  de cornpatibi li t é  ii ioins sévères ,de renipl acer  1 'i néciuation 

( I I I  2 ,  16, b )  p a r  : 

r ~ /  ( M i + l )  u g  [CM~ i MJ t (1-s)  ( i t i )  ( I I I  2 ,  22) 

Les ga ins  se ron t  a l o r s  déterminés de t e l l e  s o r t e  que pa r t ï ~ i  l e s  

vec teu rs  1 ignes correspondant à chacun des ga ins  s vec teurs  appar t iennent  

à I b e s p a c e  engendré p a r  l e s  l i g n e s  de IV!;] . 
- Ce t te  procédure de c a l c u l  a é t é  s imulée s u r  o rd i na teu r ,  e t  e s t  

appl iquee dans l a  quat r ième p a r t i e  de ce c h a p i t r e  à un système n i u l t i -  

v a r i a b l e .  

7 7 7  - LLudc! d'un ~ys2èrrre d'ottdtre 3 n~onuvatciable. 

l lous donnons pour  un systèiiie iuionovariable d ' o rd re  3 l ' e x p r e s s i o n  

l i t t é r a l e  des ga ins  anicnant une annu la t i on  en tenips f i n i  du régiil le 

t r a n s i t o i r e ,  a s a v o i r  en 6 coups. 



Un moteur niodélisé par  un système du t ro is ième ordre à cofiiciande 

échant i l lonnée par un bloqueur d 'o rdre  zéro, sera p i l o t é  par  ce t  enseiii- 

b l e  de gains. Une analyse des r é s u l t a t s  de s i i i i u la t ion  e s t  a l o r s  donnee. 

Conforménient à l a  procédure indiquée, l a  sGquence de ga ins  coilipren- 

d ra  q(q+1) /2  = 6 gains. 

- Gain fondariiental . 
- 1 Le ga in  fondaiiiental kC = - 1 / C A  L sera l e  l e r ,  Jciiie 

e t  6èiiic ga in  de l a  séquence (kû,  k2, k g ) .  

- Gain kl 

Entre l e  l e r  e t  l e  2èine gain fondamental, on i n t r o d u i t  

un g a i n  i n te rméd ia i re  kl t e l  que : 

L- 

ce qu i  donne : 

( I I I  3, 1) 

( I I I  3 ,  2 )  

à l a  cond i t i on  que l e  dénominateur s o i t  non nu l .  

- Gains k j  e t  k4 

Entre l e  2ème e t  3ènie ga in  fondaiiiental , on i n t r o d u i t  2 

gains intermédiaires k3 e t  k4 t e l s  que l e  rang des matr ices iii(k3) e t  

M(k4) d é f i n i s  c i  - dessous : 



( I I I  3 ,  3 )  

soient identiques au rang de la  niatri ce formée par leurs trois pre- 
mi ères 1 i gnes . 

se réduisent à : 

Le mineur kf'2 k f Q 3  

l+klnl ' Y 2  

k f n 3  kf "4 kf '5 kf nb 

102 k1"3 k1'4 l q 5  

O kf "2 kf "3 kf "4 

étant nul, les  ccncii tions précédentes 

= O ( I I I  3 ,  5)  

O I+k3ril k3ri2 k3n3 1 



Le g a i n  kf  é t a n t  non nul ,  on a  f ina lement  

à c o n d i t i o n  que l e s  déterminants des r i iatr ices à inverser  s o i e n t  ncn 

nu ls ,  ce q u i  i i i ip l ique en p a r t i c u l i e r  que kl (donc C A - 3 ~ )  s o i t  d i f f e -  

r e n t  de zéro. 

Les expressions données en ( I I I  3, 7 )  e t  (III 3, C) peuvent a l o r s  

ê t r e  s i s p l i f i é e s  par  kl. 



3.1.2. Remqueb. ----- --- 
m- 1 u 

Cosnie les p r o d u i t s . r \  ( A  t k.GC) e t  1 7  ( A  t kiEC) ont 
i =O 1 i =II I -  1 

même rang, l a  séquence inverse des gains k f ,  kq ,  k 3 ,  k f ,  k l ,  k f  arene 

égaleri~ent le  systèriie à zéro. 

Les gains trouvés par l a  procéaure sont évideiiiriient réels .  

L'asservissei:,r-znt considéré e s t  représenté sur l e  sché~ia ci- 
dessous. (figure 2 )  

11 comprena , dans la chaine d'action, u n  moteur representé 

par l a  fonction de t ransfer t  L ( p )  = l / p ( l t r l p ) ( l + r 2 p )  , le retour 

é tan t  unitaire e t  l 'entrée nulle (problèrrie de régulation). Le iiiodula- 

teur  e s t  constitué d ' u n  échantil loneur l inéaire  e t  sans 1-éiiioire de 

période T suivi d ' u n  blo(lueur d'ordre zéro a0. 
b chaque période, l e  gain k prend une nouvelle v?letir. La 

séquence de gains déterninée e s t  répetée periodique~iient a f i n  r;e r,iaintc- 

n i r  l ' é t a t  à zéro en annulant 1 ' e f f e t  de  perturbations. 

figure 2 

Le processus précédent peut ê t r e  d6c1 r -  par les  s t i o n s  : 



( I I I  3 %  9) 

La so r t i e  du systèiiie é tan t  la position, e t  u l a  corrimande, 

3 . 2 . 3 .  Vdeeuh des g a i m .  - -  ---- ----- ---- 

La fonction de t ransfer t  adaptée pour l e  riioteur présentant u n  seul 

pôle nul, chacun des gains e s t  de la forme : 

(III 3, 11) 

Le tableau ci-dessous 2onnf le: v a l e ~ i . - ~  numériqu~, !!es gains 
1 2  pour différentes valeurs de  T, -, - . 

T T 



Nous avons c h o i s i  comme va leurs  expér i i l lenta les : 

Une s i m u l a t i o n  de ce système a é t é r e a l i s é e .  

Le schéma de s i m u l a t i o n  e s t  représenté f i g u r e  3. 

Iious avons r é g l é  l e s  commandes log iques  des i n t e r r u p t e u r s  6lect t-O- 

n iques 9iil à 914 pour  o b t e n i r  dans un p remier  temps l a  séquence k f ,  k.  , 
A 

kf , k3, k 4 ,  kf, dans un second tei i~ps l a  sequence i n v e r s e  kf . k4 ,  kj, k f  , 
kl, k f .  

Les équat ions simulées s o n t  : 

( I I I  3 ,  12)  



Figure 3 

Nous avons représenté : 
- Figure 4 : l'amortissement du système pour u n  ensemble de conditions 
i n i t i a l e s  e t  l a  séquence de gains k f ,  kq,  k3,  k f ,  kl, kf (puis k4. k3 ,  k f ,  .. ) 

- Figure 5 : la réponse du système pour cet te  même séquence de gains 
mais la  séquence démarrant de façon quel conque. 

- Figure 6 : l es  réponses du système pour la  séquence 'directe '  e t  l a  

séquence ' inverse ' ,  les conditions in i t i a l e s  étant identiques (yo, y; = y;' = 0)  

Les réponses du système pour la  séquence kf ,  kl, k f ,  k3, k 4 ,  kf 

lorsque l e  démarrage e s t  quelconque ont la  inême al lure  que cel le  de l a  
figure 4 e t  n'ont pas é t é  représentées. 









L'examen de ces courbes de réponse perriiet de f a i r e  les remarques 

suivantes : 

- Le régime t r a n s i t o i r e ,  lorsque l a  séquence déniarre par l e  prer~r ier  

ga in  fondamental k f ,  e s t  par fa i tement  amort i  en 6 coups. Au bout  de 5 

périodes, l a  va leu r  de l a  s o r t i e  y e s t  déjà t r è s  f a i b l e .  

- Lc réponse du système pour une cond i t i on  i n i t i a l e  sur l a  p o s i t i o n  

seule (yo) se f a i t  sans aucun dépassement. 

- Lorsque l a  séquence de gains ne démarre pas par l e  premier ga in  

foda~nental kf ,  1 'amortissement se f a i t  au p l u s  en 11 périodes. 

Pour cer ta ines  cond i t i ons  i n i t i a l e s  , l e  système peut répondre p l  us 

rapidement qu'en 6 coups : par  exemple l a  courbe I I  de l a  f i g u r e  3. Au 

bout  de l a  4ème pér iode,  l ' é c a r t  avec zéro e s t  suffisamment f a i b l e  pour 

ne p l  us ê t r e  physiquenient décelable. 

Compatrahon avec fiéduPLaz21 a v z S ~ i w .  ----------------------------------------- 

MM Borne e t  Gentina o n t  proposé /1/ / 2 /  une commande p a r t i c u l i è r e  par 

gains pér iodiques . 

l e  ga in  K 1  é t a n t  éga l  au g a i n  fondamental kf. 

Le régime t r a n s i t o i r e  e s t  amort i  au mieux en 7 coups, au iiiaxinluin en 

9 coups. 

Hous avons représenté f i g u r e  7 l a  réponse à un échelon pour des con- 

d i t i o n s  i n i t i a l l e s  n u l l e s  pour l e s  t r o i s  séquences de conmandes : 

1  - K I ,  K2, K3, K1, KS, K3, K1 

11 - kf, k4s k j '  kf ,  kl. kf 

I I I  - k f S  k l *  kf, kj. k4, kf 

On remarque que pour l e  type d 'en t rée  cho is i ,  il ne se p r o u u i t  pas 

de dépassement pour l e s  séquences de gains va r iab les  I I  e t  I I I .  

D'aut re  pa r t ,  avec l a  procédure consi*'c+.rée dans cc; -6ap i t re .  il n ' y  

a pas a considérer le  problème de l a  ré8 i i u  g a i n .  





Nous présentons les résul t a t s  de la procédure de cal cul des ga ins  

appliquée à u n  systefiie multivariatle d'ordre 2 pour lequel l e  vecteur- de 

conimande e s t  de dimension 2.  

L '  asservisseiiient considéré coniprend dans sa chaîne d'action u n  r.,rbteur 

de fonction de . t ransfer t  L(p)  
1 

=p--o . Le retour est  uni taire .  La corri- 

mande e s t  échantillonnée à période T e t  riiultiniodulée suivant la  figurc 2-5. 

figure U 

Les équations du systènie sont : 

-T/ T -T /2 r  O 

avec D = e e t  Dl = e e t  Y '  = [yn, Y , , ]  
I I  

( I I I  4, 1)  

( I I I  4, 2 )  



Nous prenons T = T = 1s 

Ce systènie e s t  observat:l e e t  cornmandable. 

Dans l e  cas présent,  l e  noiribre de s o r t i e  ( 1 )  e s t  i n f é r i e u r  a l a  

dimension du vec teu r  de commande ( 2 ) .  idous appl iquons donc l a  proccdure 

de c a l c u l  ind iquée  précédemment aux rnat r ices transposées. 

La procédure de c a l c u l  é c r i t e  en FORTRAI4 I V  e t  ni ise en oeuvre sur 

IEM 360-44 e t  e s t  présentée en annexe V .  

Le régime t r a n s i t o i r e  du systèriie peu t  ê t r e  annulé en 3 pér iodes  par  

l a  séquence de ga ins  Kf ,  K1, Kf t e l s  que 

La n ia t r i ce  CA-'G n ' é t a n t  pas carrée,  nous avons c h o i s i  coruiie g a i n  

K l e  g a i n  donné p a r  l e  pseudo-inverse de Moore - Penrose. Les au t res  
f 

ga ins  fondarrientaux sont  donnés pa r  : 

oùa e t  8 son t  quelconques ( c ' ap rès  (III 1, 15 ) )  

Diverses réponses du systeme pour c e t t e  séquence de ga ins  son t  

données f i g u r e  9. 





Nous avons déterminé pour une classe iniportante 

de systèlries d i s c r e t s  commandables e t  observables une séquence de ga ins  

K .  t e l l e  qu'une r é a c t i o n  de s o r t i e  
un 1 

= Kn y,, garant isse  i *n i i i o r t i sse -  

ment du rég ime t r a n s i  t o i  r e  de ces processus en temps f i  n i  . 

L 'é tude des p rop r ié tés  de l a  séquence de gains a 

pemiis de dégager un a lgor i thme de ca lcu l  de ceux-ci. Cet te  procédure 

conduit  dans l e  cas p a r t i c u l i e r  des systèmes monovariables à des séquen- 

ces de longueur q(q+1)/2 (où q e s t  l ' o r d r e  du systèae). 

Une s imula t ion  d'un moteur d é c r i t  par un systèrtie 

d 'o rdre  3 a é t é  é f fec tuée  e t  ce systèwe a pu ê t r e  amené à zéro en 6 

coups. 

La procédure de ca l  CU 1 a é t é  r é a l  i sée su r  ord i na - 
teu r  pour l e s  systèmes m u l t i v a r i a b l e s  e t  mise en a p p l i c a t i o n  sur  un 

exemple permettant de commander un système r n u l t i v a r i a t l e  d ' o r d r e  2, en 

t r o  i s périodes. 



CHAPITRE I V  

Commandes op.tkndee6 au denb de d i v m  .types de muurru. 

Nous avons montré dans le premier chapitre que les propriétés atta- 

chées aux pseudo-inverses permettent d'exprimer la séquence de$ cornman- 

des qui, pour un probleme à horizon fini, minimise la n o m e  de l'erreur 
sur l'etat tout en minimisant 1 'énergie de commande. Ce résultat était 
obtenu par l'intermédiaire du pseudo-inverse au sens de Moore-Penrose, 

les normes util isees étant les normes eucl idiennes. 

Il peut sembler interessant de chercher à généraliser ce résultat, 

tant en ce qui concerne le type d'erreur minimisée que les normes choisies. 

AprGs avoir étudié la minimisation de l'erreur définie sur les 
sorties successives du processus ou sur une partie du vecteur état, nous 
recherchons dans quelles conditions la commande optimale au sens du 

critere proposé est une fonction linéaire de la consigne (ou des consi- 
gnes successives) et du vecteur etat initial. 

Afin de réal iser un coitipromis entre 1 a précision et 1 'énergie dépen- 

sée, nous envisageons dans une dernière partie le choix d'un autre cri- 
tère d'optinial i té introduisant un type parti cul ier de pseudo-inverse de 

matrices. Ce type de commande est étudié sur un exemple. 



7 - Cornniande oy~t4nale au deizd ~e aeux narr,iied donn4.e~. 

Les notations u t i l i s ées  sont ce l les  définies au premier chapitre 
(paragraphe 1 e t  1.2.2). En par t icu l ie r ,  X C  étant l ' é t a t  i n i t i a l ,  X, 

1 ' é t a t  à atteinc're, X',l ' é t a t  obtenu à p a r t i r  de l a  stquence des 
u 

rn commandes [ u n ,  . . . . . . , u,..,+,~-~] . Y n  e s t  l a  s o r t i e  du systcne a i ' i n s -  

t an t  n .  

La norme 1 1 . 1 1 désigne l a  norrne eucl idienne. Nous sercns cotiduits 
à introduire d'autres normes sur l ' e r r eu r  ou l a  commande notées h l  e t  f i  2 ' 

Il e s t  apparu dans l e  premier chapitre, que la séquence % des I I I  

commandes transférant l e  système de 1 ' ë t a t  X o  à 1 ' é t a t  X ' d  e t  solution 
du problème formalisé par (IV 1, 1) : 

minimisant donc l ' e r reur  

e s t  donnée par : 

Dans c e t t e  expression u a p p a r a i t  corne une fonction l inéaire  de 

la  consigne Xd e t  de l ' é t a t  i n i t i a l  a travers le  pseudo-inverse de Elooi-e- 
Penrose cd+ de l a  matrice de corrmandabil i t é .  

Les grandeurs ininirnisées dans ce cas sont l a  norme euclidienne de 
U l ' e r reur  e t  l a  norrne euclidienne de l a  séquence de cormandes . 



Au lieu de considérer l'erreur sur l ' é ta t  à l'instant (n+ni),  i l  

peut s'avérer intéressant de caractériser 1 'évolution du système par 
l 'écart de ses sorties successives avec une trajectoire donnée. 

E n  désignant par S le vecteur des sorties successives e t  t l e  

vecteur des consignes : 

le  vecteur erreur s'exprime sous l a  forme : 

:\\ 
n-1 CA B ............. CAC C B 

expression de 1 'erreur est du mêrne type que 1 'expression 
Ces deux égal i tés peuvent donc être écrites sous l a  forrne 

Les résultats obtenus lors de l a  recherche d'une corninande rnini- 
misant l 'erreur définie sur l ' é ta t  d ' u n  processus peuvent donc être 
transposés facilement au cas d'une erreur sur les sorties. 



1 . 3 .  Fonction6 de C '  emem e t  de l a  wrnmande minkrihibeed. 

11 est  possible d'envisager une inininiisation d'autres fonctions 
de l'erreur e t  de la commande que celles considérëes dans le premier 
chapitre. 

L'énergie dépensée pour la commande é ta i t  caractérisée précéciehi- 
ment par la somme des carrés des cornmandes. Toutes les commandes avaient 
donc le meme poids. 

11 est  parfois ut i le  de pondérer ces conmandes selon le tenips, par 
exemple en pénalisant les dernières commandes. Nous avons vu au premier 
chapitre qu'en augmentant le temps de commande, on ditrinuai t 1 'énery ie 
nécessaire. Une telle pondération permet de réal iser u n  comprrsniis énergie 
temps de réponse. 

Pour caractériser la cornande, i l  est parfois utile de choisir 
d'autres critères, par  exemple la consonmation r l u i  1 OU encore la 
commande maximale. Ceci équivaut à reprendre l'étude précédente en 
choisissant pour l a  séquence d'autres normes que la séquence eucl i- 
dienne. 

Lorsque l ' é ta t  Xd n'est pas commandable, on peut de l a  meme façon 
minimiser non plus la somme des carrés des écarts de chacune des compo- 
santes, mais par exemple 1 'ecart maximum. I l  est également possible de 
chercher à minimiser 1 '6cart de certaines variables seulement, par exem- 
ple les variables commandables ou les seules sorties du processus qui 
intéressent 1 'utilisateur. 

FJous sommes donc amenés à étudier le  problème de l a rnininiisation 
d'autres normes de l 'écart e t  de l a  séquence de commande que la norme 
eucl idienne ainsi que 1 'util  isation de semi-normes. 

Notons N1 la norme (ou semi-nome) associée à l'erreur c e t  N2 la  
norme associée au vecteur des commandes nécessaires. 

La solution optimale au sens des norriies N I  e t  N p ,  s i  e l le  existe, 
sera donc la solution du probleme formalisé par : 

N p ( % )  = min,  41 6 ; Nl(r) = Nl(r - M I X n  - ~ ~ 3 )  = min  3 
(IV 1, 8) 



Le système linéaire (IV 1, 9) d'inconnueg: 
E = MIXn + M2$ (IV 1, 9) 

où )Il et M2 désignent les matrices précisées antérieurement, peut 
être résolu au sens des diverses approximations /1, p264-5/ , par 
exemple au sens de Tchebycheff c'est à dire en utilisant la norrrie 
du niaximum, ou encore au sens de la minimisation de la soniine des 
valeurs absolues. Dans ces deux cas, il  n'est pas possible de trou- 
ver un pseudo-inverse de la iuatrice M e  tel que la séquence optinale 
de commande s'exprime sous la forme (IV 1, 10) : 

(IV 1, 10) 

On sait que lorsqu'on minimise la consommation dans un problèrne 
de commande, la commande optimale n'est pas une fonction lineaire de 
l'état mais bien plutôt un système par tout ou rien en particulier en 
présence de contraintes du type saturation sur 18amplitude de la corn- 
mande. 

En utilisant la notion de meilleure solution d'un système l i n é a i r e  

pour deux normes N1 et N p  (cf annexe 1) , il apparaît que la corunande 
optimale 'u. meilleure solution du système (IV 1, 9) s'exprime sous la 
forme (IV 1, 10) si et seulement si il existe une matrice #; vérifiant 
les égalités suivantes : 

(IV 1, 11) 



où ( . )* symbol ise l a  m a t r i c e  a d j o i n t e  / 2  e t  annexe 1 / pour  l e s  

formes hermi t iennes  associées aux normes N1 e t  N2. 

La m a t r i c e  M; s i  e l l e  e x i s t e  e s t  d i t e  pseudo-inverse au sens des 
L 

normes N I  e t  P i 2  de l a  m a t r i c e  A. Ce t te  m a t r i c e  peut  ne pas ê t r e  un ique.  

X 
112 1 / 2 

Lorsqu'on c h o i s i t  iil(c) = ( E  N1 E )  e t  l i L ( f t )  = (2 i l2 YL) 
ou N e t  Ii son t  des ma t r i ces  p o s i t i v e s  se1, i i -déf in ies ou dé f i n i es ,  e t  

l *  2 où ( .)  symbol ise l e  t ransconjuguë,  ces c o n d i t i o n s  deviennent : 

( I V  1, 12)  

Lorsque l e s  ma t r i ces  ill e t  f i2 son t  l e s  ma t r i ces  i d e n t i t é s ,  ces 

équat ions d é f i n i s s e n t  l e  pseudo- i nve rse  de Floore-Penrose. 

Avec l e  type de norl,;e c i i o i s i ,  l e  pseuao-inverse ).I; de l a  n i a t r i ce  

M2 e x i s t e  e t  peu t  ne pas ê t r e  unique. D iverses  express ions de l a  i i i a t r i -  

ce pseudo-inverse son t  données dans / 3 / .  

Lorsque l a  m a t r i c e  1 i 2  e s t  d é f i n i e  p o s i t i v e ,  l e  pseudo-inverse i.1; 

e s t  unique e t  peut  s ' exp r ime r  sous l a  forrile : 

( I V  1, 13) 

2 . 1 .  V é ~ i W v n  e-t calcul de La conimande o p t h d e .  

11 peu t  s ' avé re r  i n t é r e s s a n t  de r é a l i s e r  un coiriproniis e n t r e  l a  



p r é c i s i o n  e t  l e  coût  de commande car  en général l a  recherche d'une pré- 

c i s i o n  élevée condu i t  à un accroisseinent trCs important  de 1 'Gnergie 

d iss ipée.  

Aussi nous déf in issons i c i  l a  commande opt imale cocime c e l l e  qu i  
2 

parmi l e s  co~imandes min imisant  l a  q u a n t i t é  ( /UNI ( + I  lnr / 1 t i i inisi ise 

I1g1 1 où l ' o n  se l i m i t e  à l a  norme euc l id ienne I I  . I  / . L ' e r r e u r  E e s t  

d é f i n i e  s o i t  sur  l ' é t a t ,  s o i t  sur l e s  s o r t i e s  Les triatrices n e t  a 

désignent des fac teu rs  de pondérat ion agissant  respectiveii ient sur l e  

coût  de l a  commande e t  sur  l a  p réc i s ion .  

Le c r i t è r e  adopté correspond pour l e s  systèmes l i n é a i r e s  aux no t i ons  

de l i ssage  e t  de f i d é l i t é  des s o l u t i o n s  /1/ e t  admet diverses appl ica-  

t i o n s  en analyse numérique /4/. 

La q u a n t i t é  E v é r i f i a n t  1 'Ggal i t é  ( IV 1, 7 ) ,  l e  prob1èr:ie de l a  recher-  
che de l a  commande opt imale tTvik!?ii. a t r ouve r  l a  i t i t ! i l  l r u r e  So lu- 

t i on ,  au sens de l a  norme euc l id ienne,  de l ' é q u a t i o n  ( I V  2 ,  1 )  : 

La commande opt imale a donc pour expression : 

(IV 2 ,  1) 

(IV 2 ,  2 )  

ce q u i  s ' é c r i t  encore en u t i l i s a n t  l e s  p rop r ié tes  des pseudo-inverses de 

Moore-Penrose : 

A f i n  de s i m p l i f i e r  l e s  no ta t ions ,  nous posons : 



La n ia t r i ce  = + + M; n 

appara î t  comme un nouveau type de pseudo-inverse de l a  inatr ice M 2  

correspondant au c r i t è r e  d ' o p t i m a l i t é  envisagé, permet tant  de facto- 

r i s e r  1  inéairement l a  q u a n t i t é  - hllXn 1 dans l ' e x p r e r i i o s  d e l .  

Une aut re  forme de l ' exp ress ion  ( I V  , 3 )  peut ê t r e  obtenu l o r s -  

que l a  m a t r i c e  M2 - l e s t  de rang maxinium e t  du rang de ses colonnes. 

* (M2 f i l2  + z e s t  dans ce cas d é f i n i e  p o s i t i v e ) .  Il v i e n t  a l o r s  : 

2 . 2 .  Gain en énehgie .  

S o i t  g(G,n) l a  commande opt imale correspondant à = O c ' e s t  à d i r e  

à une p r é c i s i o n  maximale. Son expression e s t  donnée par : 

Le ga in  en énergie correspondant à l a  coiimande du système par'$(r , n ) ,  
peut ê t r e  d é f i n i  conime l e  rappor t  : 

Une éva lua t ion  de ce rappor t  en fonc t i on  des d i f f é r e n t s  parariiètres 
X 

s 'avère in téressante.  Supposons l a  i na t r i ce  (M 7 M + 1 ) de f i n ie  p o s i t i v e .  
2 2 X Cet te  c o n d i t i o n  e s t  r é a l i s é e  s i  l ' o n  c h o i s i t  x d é f i n i e  p o s i t i v e ,  M2 nM2 

peut  ê t r e  seini d é f i n i e  p o s i t i v e .  

Des expressions ( IV 2 ,  6) e t  ( I V  2 ,  7 ) ,  il v i e n t  : 

X + 
a(0,n) = (I1l2n M2) ($n M2+ L )  g{ r ,~)  ( IV 2, 9) 

( I V  2, 11) 



* - A 

d'ou en posant ( i l 2  H2  + r ) = O 

1 'expression : 

Il vient alors 1 ' iriégal i t é  : 

( I V  2,  1 2 )  

2 ,  13) 

dans laquelle ( A  ) représente une valeur propre de S'S. 
sXs  j 

Or en ut i l i sant  les propriétés des pseudo-inverses ( c f  annexe 1, 

(A  1, I l ) ) ,  i l  vient : 

11 e s t  alors possible l'expririer les  valeurs propres Çe s': en fonction 

de e +  e* - eo*. Si ( A  % ) # 1, auquel cas ( A  ) + O, i l  vient : 
0.0 - eex j S'S j 

- 1 - 1 
) = c" . x ]  = L A  * X ]  ( IV 2 ,  17)  (As*s j (1-e-e +oe  1 j (e+e -ee  l J  

D'où : 1/2  1 / 2 

1 - inax(~ 1 d u  sk    min(^ I I  
J e+e*-BO* j J 

( IV 2 ,  16) 



- A  

avec e = (M* IIM + Z )  z 
2 2 

2 Cas part icul ier  : Si l'on choisi t  i = a2 1 où a es t  u n  scalaire  

réel posit if  e t  1 la iiiatrice ident i té ,  l a  iiiatrice 0 es t  herr i i i t ier tnc e t  

i l  vient : 

1 - nax (ie) s u u 1 - min ( $ 1  
j j j j 

( I V  2 ,  1 5 )  

avec : 

I l  en résul te  la  uouble inegalité : 

"'Y P,; , , 
J 

1 
2 j 

2 
a + min (A$ 3 

j 2 j  

( I V  2, 21) (9 
Les équations précédentes permettent d'évaluer le  gain en énergie 

en fonction de M2 , n e t  c seulement e t  ne dépendent pas du vecteur de 
consigne E ni de 1 ' é t a t  i n i t i a l  Xn. 

La recherche d'une commande réal isant  u n  compromis entre  l e  coût 
de commande e t  la  précision obtenue e s t  mise en application sur u n  
système du second ordre. 

Le système de fonction de t ransfer t  L(p)  = 
1 avec 

P (1 + TP) 

T = 1 sec. e s t  p i lo té  par une commande Êci-~:!tillonnéc? n t  niodulée par u n  



bloqueur d'ordre zéro de période T = 1 sec. 
O 

En choisissant comme variables d 'état  la sor t ie  y e t  sa dérivée y, 

les  équations du processus entre les instants d'échantil lonnage sont : 

= A X n  t Bun = [: ';"IXn tboD]un ( I V  3 ,  1) 

( I V  3, 2 )  

avec D = e - 1 

S o i t  le  vecteur définissant la séquence de cormandes sur 5 

périodes. 

Nous définissons l e  vecteur erreur comme le vecteur séquence des 
erreurs entre l a  sortie y e t  la consigne e pour 5 ~ é r i o c k s .  

Ce vecteur s ' éc r i t  encore : 

O 

O 

CB 

CAB 

CA 'i3 



Le problème d ' o p t i m a l i t é  e s t  d é f i n i  comme s u i t  : a s s e r v i r  l a  s o r t i e  

y à une consigne e  en cho is i ssan t  l a  séquence t e l l e  que l ' e x p r e s s i o n  

J = ) l o q 5  1 1 2 +  I I E , . - ~ ~ ~  s o i t  minimisée. S i  ce problème admet p l u -  

s ieu rs  so lu t ions ,  e l l e  devra nl inimiser en o u t r e  l a  q u a n t i t é  1 1 ~ 7 .  
Prenons O = a 1 (où 1 e s t  l a  ma t r i ce  i d e n t i t é )  ce q u i  donne : 

( I V  3 ,  6 )  

Les réponses du système pour l e s  commandes opt imales r e l a t i v e s  

à a iverses valeurs du paramètre d sont  représentées ci-dessous. 

Le tab leau 1 rassemble l e s  va leurs  des commandes e t  des gains 

correspondants . 
La f i g u r e  1 montre que l e s  courbes de réponse sont  à v a r i a t j o n  

d 'au tan t  p l u s  douce que l a  p r e c i s l o n  demandée aux i n s t a n t s  d'échan- 

t i l l o n n a g e  e s t  p l u s  f a i b l e .  

Tableau k 

La s i m u l a t i o n  a  é t é  r é a l i s é e  sur  c a l c u l a t e u r  I B M  360 - 44. 

Le programme de c a l c u l  f i g u r e  en annexe V I .  





L ' u t i l i s a t i o n  de d iverses généra l i sa t i ons  de l a  no t i on  de pseudo- 

i nve rse  a permis de d é f i n i r  d i f f é r e n t s  types de commande opt in ia le 

correspondant s o i t  à d i v e r s  types d 'e r reu r ,  s o i t  à un  compromis énergie- 

p r é c i  s ion.  

Les cond i t ions  que doivent  v é r i f i e r  d k n e  p a r t  l e s  c r i t è r e s  d ' o p t i -  

mal i t é ,  d ' a u t r e  p a r t  l e s  d i f f é r e n t s  paramètres du système pour que 1 a 

séquence de commande s o i t  une fonc t i on  l i n é a i r e  des consignes e t  du vec -  

t e u r  é t a t  i n i t i a l  o n t  é t é  é t a b l i e s .  

L 'é tude d 'un  exemple a permis l a  mise en oeiivre de ce type de 

commande opt ima le  en montrant 1 '  i n f l uence  de l a  p r é c i s i o n  exigee sur l e  

coût  de l a  commande. 



COhCLUS I O N  GEilERALE 

L ' u t i  1  i s a t i o n  des pseudo- inverses de r r ~ a t r i  ces perniet de f a c i -  

1  i t e r  1  a  déterrrii n a t i  on des coni~iandes nuniériques des systèmes 1  i n é a i  r e s  mu1 - 
t i v a r i a b l e s  d i s c r e t s .  A i n s i  p l u s i e u r s  types de conimande op t ima le  o n t  pu  

ê t r e  d é f i n i s  e t  e x p l i c i t é s  grâce à l a  n o t i o n  de pseudo- inverse géné ra l i se .  

D i ve r s  exeniples de r é a l i s a t i o n  de ces commarides o n t  é t é  dori- 

nés : p a r  r é a c t i o n  d ' é t a t  a paramètres cons tan ts  ou non, p a r  f i l t r e  a d j c i n t  

assoc ié ,  ou pa r  r é a c t i o n  de s o r t i e  avec ga ins  v a r i a b l e s  dans l a  chaTne d ' ac -  

t i o n .  Le cho ix  e n t r e  ces d i  vers types de caiiimandes e s t  l i é  d 'une  p a r t  à 1  'ob-  

j e c t i f  à r é a l i s e r  e t  d ' a u t r e  p a r t  d l a  n a t u r e  des i n f o r m a t i o n s  d i s p o n i b l e s .  

Les p r o p r i é t é s  t r è s  p a r t i c u l i è r e s  associées à l a  n o t i o n  de 

pseudo- inverse pe rme t t en t  d ' env i sage r  l e u r  u t i l i s a t i o n  pour  l a  recherche 

des conunandes d ' a u t r e s  types de processus que ceux présentés dans ce mé- 

moire,  p a r  exemple l e s  systetiïes h é r é d i t a i r e s  où -!e vec teur  é t a t  e s t  de 

dimension i n f i n i e ,  ou  encore l e s  systèmes évo luan t  en présence de p e r t u r -  

b a t i  ons . 



DEFINITIONS ET PKOPRIETES DES INVERSES GENERALISES 

MOORE en 1920 e t  1935 /1/ / 2 /  e t  indépendamment PENROSE en 1955 /3 /  

se  son t  proposés d ' é tend re  l a  n o t i o n  d ' i n v e r s e  de ma t r i ce  au cas des m a t r i -  

ces s i  ngul  i ères ou r e c t a i g l  es. 

En m o d i f i a n t  l e s  d i f i n i t i o n s ,  de nombreux auteurs  o n t  p o u r s u i v i  l e s  

t ravaux  de MOORE-PENROSE. On peu t  c i  t e r  TSUNG /4, 5, 6/,  BJERdAFIFIER /7, 8, 9 / ,  

RA0 / I O ,  Il/, GREVILLE /12/ ,BEN- ISRAEL e t  CHARNES /13/. 

La t h é o r i e  des pseudo-i nverses a t r ouvé  de nombreuses appl  i c a t i o n s  : 

programmation numérique, t h é o r i e  des réseaux, analyse s t a t i s t i q u e ,  t h é o r i e  

d e l a p r é d i c t i o n ,  i d e n t i f i c a t i o n  ... e t s u s c i t e a c t u e l l e m e n t d e n o m b r e u s e s  ~ 
pub1 i c a t i o n s  /19 à 40/. 

1 - NOTATIONS 

Les m a t r i c e s  considerées son t  des ma t r i ces  Amn à élements complexes 

ayan t  m l i g n e s ,  n colonnes e t  de rang  r. 

La m a t r i c e  e s t  d i t e  de rang maximum s i  son rang e s t  égal  à sa p l u s  

p e t i t e  dimension. 

A* dés igne l a  t ransconjuguee de l a  m a t r i c e  A. 

II - DEFINITIONS /14, 15, 16, 17/ 

,La m a t r i  ce A- e s t  un pseudo-i nverse ou i nve rse  généra l  i s é  ou 

g - inverse  de l a  m a t r i c e  A s i  : 

A A - A = A  



II. 2 - Pseudo- i nverse r é f l  e x i  f ....................... 

La m a t r i c e  A; e s t  un pseudo-inverse r é f l e x i f  /17/  ou  semir i n v e r s e  /23/ 

de 1 a m a t r i c e  A s i  : 

II, 3 - Pseudo-inverse de MOORE-PENROSE ............................... 

La m a t r i c e  A+ e s t  l e  pseudo-i nverse au sens de MOORE-PENROSE 

de l a  m a t r i c e  A s i  : A 

PENROSE a montré que quelque s o i t  l a  m a t r i c e  A il e x i s t e  t o u j o u r s  

une e t  une seu le  s o l u t i o n  à ces équat ions m a t r i c i e l  l e s .  

III - RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES A L 'AIDE DES PSEUDO-INVERSES 

DE MATRICES /15, 1G/ 

- Une c o n d i t i o n  nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour  que 1 ' équa t i on  A X B = C 

a i t  une s o l  u t i o n ,  e s t  que 1 'on a i t  : 

où A- e t  B- dés ignan t  respect ivement  un pseudo-invcrse de A e t  un pseudo- 

i n v e r s e  de B. 





I V  - QUELQUES PROPRIETES DES PSEUDO-INVERSES DE MOORE-PENROSE 

I V .  1 - C..________ Premières p r o p r i é t e s  - -- -- - : 

S i  A e s t  ca r ré  régu  i e r ,  A' 5 A" 
f + *  

(A* A) = A A 
+ 

A, A', A o n t  même rang 

IV.2 - quelgues express ions de 1 a m a t r i c e  A --- ------ ........................ 

S i  A e s t  de rang  maximum, l a  m a t r i c e  A' A ou l a  m a t r i c e  A A' 

(ou l e s  deux s i  A e s t  c a r r e )  e s t  de rang  maximum. 

+ - 1 
Par s u i t e ,  on aura  s o i t  (A* A) = (A*  A) 

t - 1 
s o i t  ( A  A*) = ( A  A*) 

Lorsque l a  m a t r i c e  A e s t  l a  m a t r i c e  de commandabil i té, r é e l l e  e t  

de dimensions (q  x ln 1 ) , on a : 

+ T + 
cd' = (cdT Cd) cdT = cd (cd  CdT) ( A  1, 15 )  

T + 
Un vec teu r  du noyau de Cd e s t  donc auss i  vec teur  du noyau de Cd . 

t T 
Par  s u i  t e ,  comme l e s  m a t r i c e s  Cd e t  Cd o n t  même rang, e l 1  es o n t  même 

noyau. 

Lorsque l a  m a t r i c e  Cd e s t  de rang  maximun~ q c ' e s t - à - d i r e  l o r s q u e  

l e  processus e s t  commandable, il v i e n t  : 

- 1 
cd' = cdT Lcd cdT1 (A 1, 16) 

e t  

Cd cdf = Iq 



( 'q 
matrice ident i té  d'ordre q )  

+ 
Par contre, i a  relation Cd Cd = I,,,] n ' e s t  pas en général vérifiée 

(9 f ru 

IV.2.2  - Théorème 7 : 

Si A e s t  une matrice de dimensions m x n ,  de rang r e t  V une matrice 

de rang maximum e t  de dimensions m x ( m  - r )  t e l l e  que V* A = O ,  a lors  : 

J. 

Ce théorème e s t  parti cul ierement intéressant dans l e  cas des matri ces 

carrés singulières puisque 1 'on e s t  ramené à calculer les  vecteurs du noyau 

de A'* 

Cal cul de la  inatrice A' IV-3 - ....................... 

On trouvera dans 1171 une 1 i s t e  de différents algorititiiles de calcul 

de pseudo-inverses au sens de MOORE-PENROSE.  Ces algori thmes font  l e  plus 

souvent appel aux théorèmes précédents ainsi qu'aux algori thmes d '  inversion. 

V - MEILLEURE SOLUTION D E  L'EQUATION A X = B AU SENS DES FlOIlJDRES CARRES 

Le pseudo-inverse de MOORE-PENROSE a l a  propriété capitale de donner 

l a  meilleure solution au sens des moindres carrés de l 'équation A X = B. 

L'espace des vecteurs X e s t  normé par la  norme encl idienne 

1 1 x 1 = (Z xi  Xi )$. On désigne par 1 1 A l  1 l a  norme hermi t i  enne de l a  matrice 

A e t  ai l e  terme générique de A (ai son conjugué). 

La matrice Xo e s t  di t e  "mei 1 leure sol ution approchée" de 1 'équation 

matriciel l e  A X = B au sens des moindres carrés s i  quelque s o i t  X ,  i l  

vient : 



S o i t  : I I A  X  - B I /  > I I A  X0 - B I /  
( A  1, 19) 

S o i t  : l l A  X  - B I 1  = I I A  Xo - B I 1  avec I l x i  l > I l x o l l  

V.2 - Théorème : -------- 

t 
La ma t r i ce  X, = A  B e s t  1 'unique "mei l leure  s o l u t i o n  approchée" 

de l ' é q u a t i o n  A  X = B  au sens des nioindres carres.  

a. Lemme 

S i  A e s t  de dimensions mxn, p e t  q deux matr ices a r b i t r a i r e s  de 

dimensions M X ~  e t  mxt, on a l ' i d e n t i t é  : 

en e f f e t  : 

ce qu i  prouve 1 ' i d e n t i t é .  

b. En app l iquant  ce lemme à A X - B  que 1 'on é c r i t  sous l a  forme : 



2 L ' é g a l i t é  1 [ A  X - BI 1 = 1 / A  A+ B - BI / n ' e s t  obtenue que pour  

I / A X -  A A ~  BI!' = O s o i t :  A X  = A A +  B 

c. En r e m p l a ~ a n t  A pa r  A+ dans l ' i d e n t i t é ,  on o b t i e n t  : 

1 / A +  p + (1  - A+ A )q /  l 2  = l lAt P I  l 2  + I l ( I  - A+ A)q1 l 2  

Ce t te  i d e n t i t é  app l iquée  à p = B e t  q = X donne : 

+ 
Lorsque A X = A A B, c e t t e  r e l a t i o n  d e v i e n t  : 

11x1 1 e s t  donc min imal  s i  e t  seulement s i  X = A+ B 

Corol l a i r e  : l a  m e i l l e u r e  so l  u t i o n  approchée au sens des moindres ca r rés  

de A X = 1 e s t  A+. 

11 e s t  i m p o r t a n t  de no te r  que l e  théorème précédent s ' a p p l i q u e  

aux systèmes incompat i  b l  es. 
+ 

Dans ce cas, l a  s o l u t i o n  X, = A B ne rend  pas l a  m a t r i c e  A X - B 

n u l l e  mais en m in im ise  l a  norme. 

V I  - MEILLEURE SOLUTION DE L'EQUATION A X = B AU SENS DES NORMES N ET N2 1- 

V I .  1 - M a t r i c e  ---------- addo in te  ----- : 

K dés ignan t  l ' ensemble  des complexes, on assoc ie  aux espaces 

K' e t  K~ de dimensions f i n i e s  x e t  y deux formes herrnit iennes ( d é f i n i e s  

ou s i n g u l i G r e s )  F1(XIsX2) e t  F2(Y1,Y2). 

A p a r t i r  de ces formes hermi t iennes,  on d é f i n i t  deux normes ou  

semi-normes hermi t i ennes  : 



La m a t r i c e  a d j o i n t e  de l a  m a t r i c e  A E K"', notée A#, e s t  d é f i n i e  p a r  

Ce t t e  ma t r i ce  a d j o i n t e  e x i s t e  e t  dans l e  cas de forrnes hermi t iennes  

d é f i n i e s  e s t  un ique /18/. 

VI.2 - D é f i n i t i o n  : 

La m a t r i c e  Xo e s t  d i t e  " m e i l l e u r e  s o l u t i o n  au sens des normes Ni e t  

N e  de l ' é q u a t i o n  m a t r i c i e l l e  A X = B  s i  quel  que s o i t  X, i l  v i e n t  : 

s o i t  : N1(A X - B) > N1(A Xo - B) 

( A  1, 2 2 )  

s o i t  : N1(A X - B) = N1(A Xo - B) avec N2(X) > N2(Xo) 

11.3 - Pseudo-inverse au sens des normes N i  e t  Ne- ................................... ----- 

On peu t  démontrer /15/ q u ' i l  e x i s t e  une m a t r i c e  G t e l l e  que l a  

m e i l l e u r e  s o l u t i o n  Xo d é f i n i e  précédemnent s 'expr ime sous l a  forme : 

s i  e t  seulement s i ,  il e x i s t e  une m a t r i c e  G t e l l e  que l e s  c o n d i t i o n s  

(A 1,24) s o i e n t  v é r i f i é e s  : 



où ( ) #  symbolise l a  matrice adjointe pour les  formes hermitiennes 

associées aux normes NI e t  RE. 
La matrice G ,  s i  el1 e ex is te ,  e s t  di t e  pseudo-inverse a u  sens 

des normes N I  e t  N2 de 1 a matri ce A. Cette matri ce peut ne pas ê t r e  

unique. 



Gn c o i i s i d f r e  l e  systti~ie LU preiilier ordre ~ 6 f i r i - i  par 1 ' i ! ,unt:  .+ & ,  1 ,  

d t  l 'on souliaite t ransf f rer  l ' t t a t  ce cc' systf3iiie i,e L d Lin e t a t  t i r  

i,. coups e t  par une coi ia~i te  op t i i . i a le  a; seni Le 1 'cr iergif?.  
Li 

Les sliqtiences de coi~ii:;ari<ie transférant 1 ' e  t a t  

ver i f ient  l'equatiûn ( A  2 ,  2 )  : 

La séquence o p t i ~ i a l r  e s t  c ie i i n ie  par ( A  2, 3) : 
- 

1- I I I ,P i 
'n l I d 

L I , ~ "  L * ! 1 ( ~ t ù ' t  .. . t n  i 

Q, = 
+ 

= Cd xd = 1 I f i ,  / .  i 



ce q u i  s ' e c r i t  encore pcu r  !a 1 # 1 
- 

r1.i 1 
a ( 1 - 2 )  

.Il = 

!-a'- 

[> {l-?'- , 

Cette sequence c,e c o r , , i i i n r t ~ é s  ~ . c r  d . i i  t d ue5 é t a t s  t b  ~ t . ~ i  . : 

, r n u s  avens représente i i g , i r e  i les ioi,ii,ianGes FULCPS j 1 ve: e t  i c -  

c t a t s  a t t e in t s  lorsque i; varie e t  s u i v a n t  les v a l c h r i ,  de a .  



iUous définissons l 'énergie de coi;imande par : 

Llle vér i f ie  l i e9a l i tC  - 

1-a 
( p o u r  ; a : # l )  ! P i , 7 ,  

1 :  1- a 

Pour les systlii;es instai>:es, I r  1, la quantité tend veri  

1 crsque l e  nonibre III tend vers 1 ' i n f i n i .  

Pour les systènies s tab les ,  \ a  1 c 1, 1 i quanti t e  t e n d  vcrs une 

energie ieii niiiiale 

On peut a lors  choisir  le teilips de coiiii;ianue pour dépenser une 

énergie égale a 6% près a l 'énergie ii~iniitiale : 

ce q u i  dé f in i t  i i i  coiiiiiie l ' e n t i e r  le  plus voisin ae 

log (1  - 1 

1 (1+!3/1CO) 
2) 

= Z E log a 

rlus a e s t  voisin de O ,  plus ni e s t  pe t i t .  
6 

La figure 2 represente les variations de l a  qbantite 

7 
f 111 = K - - /"-a > en fcnction de a. 

/ xd/b l 



A M I i E X L  I I I  

P, par t i r  aes équations ( i l  1,14) notées i c i  ( A  3 ,  1) , ~011~3 d :  Ions 

déteniiiner les valeurs de C n t i .  

1 - E n  supposant que C n + j  ex is te ,  nous exprii:ions l e s  produits 

('n+i + Bn+i 'n+i ) ..... ( A n  + Bn Cn) 

( A  3,  3 )  
sous 1 'hypothèse que les f in+i  sont réguliers.  



Par récurrence,  on o b t i e n t  : 

1 t 2 - Les  hat tri ces krIt ,,,- 1 ,,+Il;- 1 . O *  A .  n+ i  t 2 " i i t i + l  t i + i  . t l  n + i t % '  
T -? 

-4 

'*n+K.- 11 o n t  iiëiiie rang que kn+iii-l, . . . , Fn+i,,-l ... î i  n t i  t ~ ~ r i t i t i ~  I 

1 

Ln suppcsant l e  systeriie un i f on t i e~~ ien t  corrii~~andab l e ,  ces i I ;a t r i  ces 

s e r o n t  de rang q s i  e t  seulei l lent s i  e l l e s  coi i iportent in ten;ies ou p l u s .  
r C -t 

La m a t r i  ce ~ii,l+lli~l, . . . , itn+in-l . . . +2 'n+i,;-i.i il / e s t  conc 
L C C A  

l a  prerriiGre i na t r i ce  sinc;ul i i ; .re cyarict i c r o î t ,  ce cjui rend l a  111at r ice 

( A  + EC)n+l,i-l,i . ( A  + C )  s i n g u l i C r e .  
C 

11 s t i f f i t  donc ce v é r i f i e r  que l ' é q u a t i o n  : 

1 ~ c c d  l 1  P.^+^,- . . . r (1, 3 ,  5 )  

e s t  coi i ipati  b l e .  



Le ~ r e i i i i e r  terrile ce c e t t e  é q d ~ t ' i o r i  s ' e c r - i  t cncci-e : 

L a  ccnc'i t i o n  de ccii;~;atiSi I i t e  e s t  a :o r s  : 

i- * 8 
- 

L E b L '  . .. , r5 I -  1 nti,i- s + + A + -  f i -  2 t -  1 i -  1 i-li L i  - 
C C C 

On a donc  a 'après l a  d é f i n i t i o n  cie ,1, 
-1 

rg 2 r g  C~ + ..... T 1 

n+i:i- 1 n+i,,- ? t F'n+m-i * . * *  hr!+j;i-l: -, 



Par su i t e  la conditicn de cor,rpatibilité e s t  vér i f icc .  

On peut donc en déuuire ce 1 'équation ( A  3 ,  6)  C p u i i  uc fa\nn 
n+i.~-if ,  +1 

C analo~ue les retours successifs j u s q t i ' a  Cn+,,,-l. 

Les valeurs de ces retours scnt  données su chapitre II. 



i i i  

R A N G D U P R G D U l T  i ( A + b  k C )  
i =l i 

IJous supposons les niatri ces A ,  d, C ae ciiciensions respectIves 
q x q ,  q x 1,  r x q e t  la matrice A r e j ~ l i e r e .  

La déiiionstration que nous a l  Ions doriner e s t  Lasée sur la decoia- 

position d'une matrice en u n  produit de inatrices dont plusieurs 
régul iGres. 

Les matrices I q ,  I l ,  I r  désignant les iiatri ces ident i té  oe 

dimensions q ,  1 ,  r .  

1 - On considère l a  matrice 14 éc r i t e  ci - dessous : 

On peut éc r i r e  : 



avec Ill = 

La relation ( A  4 ,  1) repose sur  l ' é g a l i t é  ( A  4,  2 )  

(A+UKn,C) . . . . (A+BKIC) = (A+LKInC) . . . (A+BK2C) A + (Pi+lihn,C) . . . (A+1R2C) ÇKIC 

( A  4, 2 )  
dont l e  premier terme s ' é c r i t  encore : 

2 (A+bKrl,C) .... (A+Jh3C)A + (A+[>ij,C) ..... (A+th3C) i3KZCA 

La matrice M p  étant  régulière,  i l  vient : 

rg ( M )  = rg (Ml) 



vé r i f i e  l ' é g a l i t é  ( A  4 ,  4)  

avec M j  = 

Les i~iatrices Mg e t  Ii 4 @tan t  r@ii l ieres ,  i 1 vient : 

rg ( K a )  = rg ( M l )  



I I I  - Des égal i tés  ( A  4 ,  3 )  e t  ( A  4 ,  5 )  i l  vient : 

rg (M) = rg ( f l ' )  

ce q u i  s ' é c r i t  encore : 

IV - Une relation du r;iême type e s t  obtenue en "rangeant" i i  avec Ç : 

On a : 

ce qui e s t  encore égal d'après l'équatlon précédente à : 

-- 
1 +K ~ ~ p ~ - 1 ~ ~  , . . . . . . . a . . . . . . . . . . . . . . . 

in 8 

1 K 6TCT-~'3CT 
r III -- -- I - - I --__ q - nir + rg - - t 

G - s - - I - _ ( f l .  4 ,  9)  - - T T - l c T  1 
"“- 1 r+hlB A 1 

Apres transposition de cet te  dernière iitatrice e t  pemutation de ses 

colonnes, on obtient : 



i - Cas des systèr;,es r;ionovariatles 

Pour les systè~iies ~.icnovariables o ù  1 = r = 1 , l es  parz1,irtres d e  larkov 
T T - i C T  C A - ~ C  sont égaux à leurs transposees i A 

Par s u i t e ,  en u t i l i s a n t  i'ex;>ression donnee en (i. 4 .  4 ) ,  on cb i ie r i t  (idrl<. 

ce cas par t icul ier  : 

Or d'après ( A  4 ,  7 ) ,  en intervert issant  les indices, on a égale~.:ent : 



, 1 I ? r i  r g s u l t e  l e  triéoreiiic sui y a n t  : 

Les p r o d u i t s  (AtkliiLC) . . . ( h + k . " L )  e t  (AtklLÇ! . . ( ~ t i .  1.'. I , ?  
* 1 ,  

l ,2 , l t ?  r 1Fl:; . 

: llr.;c;~e les gairis s o n t  é:jaux d lc? it:atricc u n i t < ,  i l  ' d i  t'nt : 



A N N E X E  V 

P R O C E L ~ U R E  DE CALCUL DE LA SEQUEHCE DES GAINS K~ TELS QUE [ -~(P.+B - K+ & ) ,  = -. O 
1 



-128 - 
PROGRAMME 

. w 4 i T t i  LnT 
9 ~ ~ J ~ M \ T ( I , X , ' L L - ~  VAT: t I ; t IS  49Y,, b I - , T  * > r ' E - , b l I V ~ P ' E h i i  ' 1  

C A L L  t L R l T 2 ( A > d r h )  
C h L L  t C R I T 2 f ~ ~ , C , C )  
i A L L  i L 2 I  T ~ ( L , ~ , u )  

1 d o = ,  

i f -  ( ' - L I  I f 1  9 1 1  
i L i = i  

L = ?  
2 = L L  
1 \ r C J = l  
C A L L  T 2 4 ~ i 5 ( I ~ ~ c A , ~ t w )  
,ILI 3 I = l , W  
t 4 3 J = l , ,  

3 ' ( I ~ J ) = ~ ~ ( I T J )  
I J ,  4 i = 1 , 4  
. 1 ,  4 J=l p i :  

4 * L ( I , J ) = r ( I , J )  
- ' $ L L  Ft?4 J ( e , , t C , G )  

t h i - L  l < A  . .L(L,L41 t( . l ,z<)  
C $ L C \ t i  381 " Ic IYYKF 0 5  ~ I A I F \ ~ ~  

1 .  ,= . / L  
i l = t l * t  
i t  ( * - I L ) k 4 * u G p 6 >  

6 3  ) = r + ~  
o t  r S = i ) * ( P + l ) / ?  

# < i r  ( 0 .  .. > )  f ) '  

1 2  F U k Î @ r l  ( l , \ ,  ' ~ u P H i t t  T O I A L  L J ~  G d i $ * S  ' 9 1 3 1  



K t j P P L I S S L G E  Uu TAHLEAU DE I K ~ v A I L  ?At? O. 
i:ii 7 1 = 1 ,  10 
bu  2 J = l , l O  
I ( I t J ) = O *  
i i 3 N T  & ' IVE  

t O I T I L i v  bU TABLEuU T 
PPH=PP+R 
P P L = P P + L  
W K I T t  ( 6 9 9 3 )  
F1,RMA r (  1 K p  ' E L R I  TUKE L j l J  TABLEAU T ' 
CALL ECRiT2(T,PPS,PPL) 
LAiCUL D k b  GAINS A P u H T I A  O b  TAHLEAU T 





i ~ T G i i t - r t  I .  , i < , t d C  r L ' ? P O ? i î ' P k r > r ' L  
? t n L * c  ! U r  1: 1 ,  d i  1  i l ;  l l !  2 l ) f l U ! f T ( l , , , l ~ )  
J L i I L * i ,  P b ? (  1 0 ? 1 ~ )  , d i j ( l . l , i ~ j !  P M + (  1 \ ) , : \  ) , K ~ ( l t t l O ,  11)) , h ( l t : , I C i )  
$ t 11 .a t  k ~ ~ ~ l ~ ~ l ~ ~ ) ~ ~ ~ ~ ~ i ~ ~ ~ ~ ~ l )  , L A ( I  , , i .m , - ( l t . ' 7 1 ~ )  Vu 1 ~ ~ 1 ~ ) ~  

x 5 (  l'l,l'-,) 

. î  1 "  i = l , I c  
1 ,) 1 + J =1 ,1d  
*, ( 1  , J ) = O  
(i,J)=3 

1 ( 1  , d l = (  

l 1 '  1 1 - 1  , A  

' 1: L J JJ=1,1- 
1 ,  ' I ~ ( I i ~ J J ) = - l ( I i ~ J J )  

;:LL i ~ 5 F i  L 8 i j ( ' z I  i , l J , ~ , L  I I ,  : - t )  

J J  1 i j I E I t i  
1 j = . . ! ' r ( J 1 + 1 ) / -  
k ,  1 ) C f  1 ' 1 , L  
1 1 ' 1 = 1  r r .  

r ( l r J ) = t i i i l , J )  
I C L '  k a (  d C ' , I T 3 ) = t T 1 i I c J l  

L L , = L +  i 

L6,L.L i ~ ~ [ J J I E T I  t T , . + , L r * ! p L L )  
L I  1 ,  i = l r L  

l ' (  1 , l  ) = O (  I V 1  I + ~ J . l O  0' 



t_.i 2 1  I = i , l ~  
L i :  2 1  J = f > l C )  

. I l  K (  1 , J ) = O .  

I F :  ( l j \ i ) - 2  1 \ ~ : ~ ? ~ 1 0 ~ 6 ~ 1 ~ ! C J ~ ~  
1 S.>:> L i <  .?,, i l = l , P C  











-:l A L + , $  C (  1 1 2 ,  1 ~ )  , A (  l t j , l l ~ l  , : , [ I Q ,  [ O 1  
i s 1 i  1 1 = 1 , 1 9  
L I  1 J = l , l L  
. 5 [ I  , J )=d .  
i i l ~  1 k=l , lui 
~ ( I , J ) = S ( L ~ J ) + C ( ~ ~ K ) * ~ ~ K P J ~  

: L,OA1T ~ ~ . " U l i  
II r u ?  " 41' 





l ; ) A (  b i i I  T ~ t :  T R O I S  M A T d I C E S  C ( i i t ~ l [ ~ l  t'.rd A (  Ii:*I';.Q) PAK d l  I t , b * * I L . )  N L l t -  5 



o I r : E T ; 5 l i 7 \  L (  l f l )  
: t A L * c  A (  1 1 7 ~ 1  ii) , A P ( I  0 ,  l u )  ,1'(1 - 1 )  

Y E A L * H  E P S  
, I I A L * t  AP 
1 t*t'=c; 

L U  2 J I = l  ,l\i 
I I I  ? ~ i  J = l  rP\, 

/ - ( I  , J l = A h ( i * J )  
- ? 5 = b .  10 -~ ' 8  

L i  1 1 = 1 , i 4  
' ( I ) = 1  
L I  7 n = l ,  4 
I k ( U ; f i S ( , T ( d T K )  )-EPS)3,394 
hnITLi IMt-,lLiu) 
F i 8 t < P 1 i T ( 7 X ,  ' P i V V I 1 T  i u l . i L t / )  
r l = t . + l  

I 5 F = K l  9 . 1  

I F  ( 1 )  , t . 5 ( 1  ( K , t u i )  )-cl'3)>,5v~ 
L c r u f  ltuUt 
~ - 1 T t  ( l k r > l O l )  
r n Y b 4 , ~  ( z t ,  ' P C T R I C F  SIVGULI-K:Z'I 
S T i  P 
L I '  7 I=l,,d 
i k ( L ( I ) - U ) 7 , ~ v  7 
L I  k T i  i b t  
I \ l = 1  
L 1 ,  L) 1=1,1 
I l - ( L (  A)-fA)-l*lxJ,9 
C. ~ ) : r  T I ~ d t j E  
L l i t ! ) = P  
L (  ~ ) = r  
1 i 1 L  I=l,t< 
t P = A (  1 ,KI 
A (  I , K I = A (  Iprl) 
R (  1 , f : ) = A P  
LIU 17 1 = i  924 
I F ( I - K I  13,12913 
2 ( 1  , K ) = - i 4 (  ITk)/A(K,Kt 
U i j  1 1 7  J = l , V  
i r (  J-F.)l+~lli'~l4 
? ( I , J ) = 4 ( I , J ) + A ( I , K ) % A ( K , J )  
L I  $14 T i  \iUf 
L'th, T 1 i4;E 
V(K)=A(KvK) 
P o c , h ) = l  
i iO  1 3  I=l,N 
l > l ,  1 2  J = l  ,!Il 
~ ( ~ ? J ~ = G ( I , J ) / U ~ I )  
L)lJ l h  i = 1  > N  
i\ r 7 = L  I 1 )  
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C 
C S Y S T E M E  L ( P ) = l / ( P ( l + P ) )  
C MONOVAR I A B L E  
c E ~ U A T I O N  x ( N + ~  ) = A * x ( ~ ) + H + u ( N )  
C D I M E h S I I ) b j S  A ( L * L )  , B ( L * l  l t C t  1 * L )  
C X O  E T A T  I N I T I A L ,  E E h 7 R E E  

E C R I T U R E  DE A p B v C  
L A L L  E C R I T 2 ( A , L v L )  
C A L L  E C R I T 2 1 0 , L , l )  
C A L L  E C R I T 2 4 G v 1 , L )  

PISE A Z t R u  uES T A B L E A U X  UE T R A V A I L  
DO 11 I = l , M  
t ( I 1 1 ) = l .  
00  1 I = l ? M  
00 1 J = l , M  
T ( I ? J ) = O o  

R E M P L I S S A G E  DU TABLEAU T PAR C*(A*#I)+B 

C A L L  P R O D ( C , B , V ~ ~ , L ~ I )  
O U  2 I = l r M  
T ~ I , I ~ = V ~ l t l ~  
C O N T I  NUE 
DO 2 0  I = l , M  
DO 2 0  3 = 1 t M  
A l ( I ? J ) = A I I t J )  
I P = 1  



C A L L  D R O P ( C i A I , R i l , L p L , l l V )  
FIM=M- 1 P 
Di! 21  I = l , M M  
T ( (  I + I P ) , I ) = V ( l , l )  
I P = I P * l  
I F  ( I f ' - M l  2 2 1 2 3 9 2 3  
C A L L  P R O O ( A , A I t T R t L t L t L )  
DU 24 I = l , M  
DO 24 J = l , M  
A l ( I , J ) = T R ( I i J P  
GO T O  2 5  

C A L C U L  DE L A  COMMANDk O P T I R A L E  

C A L L  l R A N S ( T K i T 9 M t M )  
C A L L  P R O O ( T R , T i T P , M , M v M )  
DO 6 I = l , M  
llli h J = l , M  
T S (  I g J ) = T P (  I g J I  

T ( I ~ J ) = T P ( I I J )  
00 5 S = 1 , 2 1 t 2  
S S = S - 1  
00 4 I = l t M  
T S (  1 9 1  ) = T t  1 .1  ) + S S * S S / l O O 0 0 .  
OC! 41 Iz1 .L  
x ( I ~ l ) = X o ( I ~ l )  
C A L L  I N V M A ( P i T S v M )  
C A L L  Y R b ü ( P I T R p T P ~ M , M , M )  
C A L L  P R O D ( T P , € , U i M , M i l )  
C A L L  t C R I T 2 ( U , H , l  1 

C A L C U L  DU G A I N  NU 

C A L L  T R A N S t  X X , U ~ N I  1) 
C 4 L L  P R O L ' ( X X * U , V , l  ,M,L) 
C A L L  E C R I T ~ ( V I ~ , ~ )  
I F  ( 5 5 )  1,798 
\ / O = V ( l r l )  
A U = V (  1 1 1 ) / V O  
k R I T t  ( 6 9 1 0 )  SS,AU 
F O K M A T ( l X I V O U R  S = l r 1 4 , ' L E  R A P P O R T  NU J A U T ' , F 7 . 3 r ' L E S  E T A T S  S U C C E S  

X S I F S  SONT A L b R S m )  

C A L C U L  D t S  E l A T S  

M M = 2 9 H  
DO 5 K m 1  ,MM 
K K = ( K + L ) / 2  
T 1=0.5 
INU=l 
GO T O  1 3  
C A L L  P R O O ( A i X 1 D v L , L , l I  
Dl i  3 I = l , L  
X(I,1)=D(191)+B(iil)*U(KK,1) 



5 CALL E C R I T 2 ( X l L 1 1 )  
2 u 0  CUNTINUE 

S T ( I P  
t N U  





CHAPITRE I 

/ 7 /  B.C .  KU0 

"VLhmeXe-DaLa Cavttttol SyhXemd" 

Prentice-Hall, Inc - New Jersey - 1970 

/ 2 /  C .  ROZZO 

"ThanA~amiie de Lagume d'un n i g n d  continu : app&caLLon Ù l' é;tL~de du 

hZg,ime c~clym,okafiqu~ du &L~WLP, de KcLeman" 

C.R .A .S .  p 227 ( 2 3  / 07 / 1973) - série A 

/ ? /  C . R .  RA0 - S.K. MlTRA 

" G e n e t ~ d z e d  i n v m e  06 m&icen and L ~ A  appficcr;tcaal' 

Wiley and sons - New York - 1971 

/ 4 /  FOSSARD A. 

"Cornmande d u  4 y~Xèmu m ~ d i m e m . i u n n & "  

Techniques de l'automatisme - Dunod - Paris - 1972 

1.51 E.S. GILBERT 

" C o ~ o R l a b ~ y  and a bn e,tvabiLiXy i n  mu&iv&able cavukol A yn;temn " 

/ 6 /  R.E. KALMAN 

"On t h e  genende Xheotty oh caul;trtol by.~;tem~" 

Proc. 1st. Int. Aut. Cont. - Vol 1 pp 129-136 - 1961 - Butterworths - London 

/ 7 /  R .  BOUVAREL - J .  DELMAS - P .  GUICHET 

"Commande op;tunde d a  pfiocuauntt Vol. 7 à 4 

Techniques de l'automatisme - Dunod - Paris - 1967 

/ t i /  €3. PORTER - P. CRCISSLEY 

"Modal coMktrol - Theahq and appficatiaizcl'' 

Taylor and Francis L.T.D. - London - 1972 

191 D.G. LUENTBERGER 

"0baehving ;the 0 6  a &nem b y4;teim" 

IEEE - Trans. Mil Electron. Vol. M 12-8 - pp 74-80 - April 1964 



/ I O /  - J . C .  W I L L E M S  

" LeaA bqume bkat/iona.ky opLimal conttoL aad Ahe AlgebhaLc RkccaXi equation" 

I E E E  - Trans. on Automatic Control  - Vol. AC 16 n06 - Décembre 1971 

/ 7  7 /  3. MOYAUX - M .  BENREJEB - - P .  BORNE -- 

"AppaAcadion d u  pae-~da-Lnvmu de mcWzicea ii L'&Aude de La commande d a  

csya.tème~ hincfreA~". 

AFAS - Limoges 19711 

/ 7 2 /  F. LAURENT - 
" S m  l a  con?mande d l u1.2 &X~,LLE. CmpUkll~ L O Y ~  n~~~etimodulB ch " 
C . R . A . S .  t .  270 pp 686-688 - Mars 1970 - Série A. 

1731 E . B .  L E E  - L .  MARKUS - 

John Wiiey b Sons - New York - 1967 

1741 - I.N.E. G R E V I L L E  

"Some appficcu'iolln od ;the pheudo inverne 06 a mattux" 

SIAM Rev. - 2 - pp15-22 - 1960 



CHAPITRE 27 

/ I / D . G . LUENT BERGER 

"Oba~nvat~cl do& m W v d a b l e  a y a t e m "  
IEEE Trans. Automat. Cont. , Vol AC-11, pp 190-197 - April 1966 

/ 2 /  T.M. ABDEL M O N E Z M  -- 
"ContrUbuAAun h ltanaXyae e,t à La 6yvL;thèbe d e ~  a y a X & n e ~  échaM;tieeonné6 incom- 

pléAemeuLt o ba e~~véa" 

Thèse de ~octeur-ingénieur - Lille 1974 

/ 3 /  R. BOUPARCL - J .  DELMAS - P.  GUICHET 

"Commande o p h a l e  den p)toce~au~" 

~ m o d  - Paris - 1967 

/ 4 /  A. FOSSAW 

"Commande den A yatèmen mWdunenniannehn 

Technique de l'automatisme - Dmod - Paris 1972 

/5/ F. LAURENT - J.C. G E N T l N A  - M. STAROSWIECKZ - - P. BORNE 

"Un t h e  apenating , the  op, fkimLLon ud incompLcteRy obqavable bampL~d 

d d t a  n q h t m  U h  a p l ! . u ~ ~ a y  0 6  moni/to~ng" 

2nd IFAC SYMPOSIUM - Dusseldorf 1971 

/ 6 /  B.C.  KU0 

"Andyad and a y n t h e ~ h  od aampled d a t a  con;ttoL ~qaXma" 

Printice Hall - 1963 

/? /  c. M E L I N  

"CoWbu/ t ion  à L'andyae e,t à La aynthèae dam L1apace d ' d m  d e n  ayatèmu 

muLtidimemionn& dé& pm d e n  trécmenceA non finéCWL~.il" 

Thèse de doctorat d'état - Paris - Décembre 1973 

/ d l  F .  LAURENT --- 
" S m  l a  commande d'un ~ i & x e  finéaihe ~ C U L  decl h i p d a i o m  moddéu" 

C.R.A.S tome 27 - pp 288-289 - Janvier 1970 - Série A 

191 C .  VASSEUR 

"ConA;IUbuLLon à l l U u d e   de^ ag~tëmeA é c h a W a n n é h  commanda pcvr Ampuhiov in  

muRtUnoddéuu 

Thèse de Docteur-ingénieur - Lille - Juillet 1972 
9 



/ I O /  If. HALKlN 

" A  MaxUnum p,kinciple ad the Pantn-yagin Xype A ybtemb d u d b e d  by non 
fineah dia mence eq W u  nn " 

J. SIAM Contro l  - Vol. 4 - nOI - 1966 - pp 91-111 

/ 1 1 / J. C. GENTINA - P. BORNE 

"On an &omat~pkinrn behueen C V M ~ ~ ~ U O M  and dhch&te p&acQnae,b. AppLcaAian 

;tu t h s  de5inLti,on 06 dincn~Le tnod& Lui;th a v i w  t a  a n d y b u  and bynthtbize 

cadnuoun a ya;tmaY 

Actes d u  Symposittm IFAC de  Riga (URSS) - 1974 



CHAPITRE 171 

/ 7 /  W.S. LEVTNE - T.L. JOHNSON - M. ATHENS 

"Opt imal  W e d  a;tate va/UabLe deedback c o n t t o U m  do& f i n e a n  agaXemu 

IEEE - Trans. on Aut. Control - Vol. AC-16 - pp 785-793 - 1971 

/ 2 /  W.S. LEVINE - M .  ATUENS 

"On ,the d & m i n a L L o n  06  t h e  o p t i m a l  com,tant ou;tpLLt ~jeedbach g a i u  

dot  f i n e a n  mu&iudable a ya fma"  . 
IEEE - Trans. on Aut. Control - Vol AC-15 - pp 44-48 - 1970 

/ 3 /  P. BORNE 

" A n d q h e  d u  s y a t ë m u  u a m v L 5  é c h a W u n n é a  à patramè;trru péh.iodiyue?l l1 

Thèse de Docteur en Automatique - université de Lille - Juin 1970 

/ 4 /  J .  C.  GENTTNA 

"CovlltrU6uA;ion à comandc? o p t h d e  d u  nya t2mu Z c h a W o n n a  non & n é a i t u  

Thèse de Docteur ingénieur - Université de Lille - Juin 1970 

/ 5 /  B. PORTER - P. CROSSLEY 

" M o d d  ConttraL - Theofiy and a p p f i c a t i o m "  

Taylor and Francis L.T.D. - London - 1972 

/ 6 /  C.T. MULLlS 

"On .the cov~ZtoL ta6 iLL ty  0 6  dinct~eAe f i n c m  bqnzem wLth ou;tpuA &edbachtf 

1973 

/7/ f. LAURENT - J.C. GENTlNA - M. STAROSWlECKl - P. BORNE 

"On ;the opmaL ing  k ime op;tunizaz5on 06  incompLeXdy obae,tvable nmpLed 

d a t a  aya,temb wiAh a p h a e i ; t y  od m o ~ a h i n g "  

Second Ifac Symposium on multivariable technical control systems. Dusseldorf - 
Octobre 1971 

/b /  C.D. MEYER 

" G e n W z e d  & v & u i a n  a 6 modi&ied m a f i U c a  " 
SIAM J .  Appl. Math. Vol. 24 - n03 - 1973 



/ 9 /  C . R .  RA0 - S.K. MTTRA 

"Genuial ized i n v m e  0 6  m&cu and hh appficadiuvlcl" 

Wiley and sons - 1971 

/ I O /  D. CARLSON - E .  HAYNSWORTH - T .  MARKHAM 

"A genehal izat ion 0 6  .the Schun cumplemed bq meann 0 6  .the Moohe-Pemode 

LMV QM Q" 

S I A M  J .  Appl. Math - V o l .  26 - nO1 - 1974 

/ 1  J / f . BURNS - D. CARLSON - E .  HAYNSWORTH - T .  MARKHAM 

" G e n W z e d  i n v m e  ~ohmutan uning .the S c h m  cornplment" 

S I A M  J .  Appl. Math - Vol. 26 n02 - 1974 

/ 1 2 /  E. EMRE - 0.ffUSEYlN 

IEEE Transactions on autonat ic  con t ro l  - Octobre 1974 



CHAPITRE 1V 

/ 7 /  A. KORGANOFF A. - M .  PAVEL PARVU 

"Elémenix de Xhéotue d a  m W c u  c m é u  & aectunglu en andyne numé~que" 

Dunod - Paris - 1967 - Tome 2 

/ 2 /  R. BOUDAREL - S. DELMAS - P.  GUICHET 

"Commande op~timde d a  phoca~un" 

Dunod - Paris - 1967 

/3/  C.R .  RA0 - S.K. MlTRA 

" G e n ~ d i z e d  i n v m e  06 matiUca and Ltx appLicatiovin" 

Wiley and Sons - New York - 1971 

/ 4 /  C .  GASQUET 

"Une b m e  d ' m u  dam La h é b o ~ o n  d u  paoblème~ finéaihen p W b é a  

et héguRahiné4" 

Revue française d'informatique et de recherche 9pérationnelI.e no R-3 



BlBLlOGRAPHlE SUR LES PSEUDO-INVERSES DE MATRICES ET SES APPLlCATlONS 

/Il  E . H .  MOORE 

"On ,the necipttocd o h  ,the genmd  dgebnaic ma;thixl' (abstract ) 

Bull. Amer. Math. SOC. - 26 - pp 394-395 - 1320 

/ 2 /  E . H .  EvIOORE 

"Genettae AnaRyad" 

American Philosophical Society - Philadelphia - 1935 

/3 /  PENROSE 

" A  genmalized i n v m e  da& ma,tzicul' 

Proc. Caabridge Philas. Society - 51 - pp 406-413 - 1955 

141 Y .  TSENG 

Dokl. Akad. Nauk. SSSR - 67 - pp 431-434 - 1949 

/5/ Y .  TSEKG 

lPtrop&u and c.&uai&ic&ou 0 6  genmalized i n v ~ u  06 dosed upUol~cs"  

Dokl. Akad. Nauk. SSSR - 67 - pp 607-610 - 1949 

/ 6 /  Y .  TSENG 

" V h A ~ a . 4  aoluaXou and g e n W z e d  i n v m i u u "  

Uspeki. Math. Nauk (NS) - 1 3  - pp 213-215 - 1956 

/ 7 / BJERUAMMER 

llRec;tangLLeah t~eoipttocd m&cu w-Lth apeciae ttedehence ;to geodctic 

caecLLedtiom" 

Bull. Geodesique, 52 - pp 188-220 - 1951 



/ t i /  BJERHAMMER 

"Appficalion ad c d c u R u  ad rna,Oz.ica ;tu meAhad 0 6  L e u t  b y w u  wLth bpecid 

Kungl. Tekn. HGgsk. Handl. Stockholm - 49 - pp 1-86 - 1957 

191 BJERHAMMER 

"A genet~aeized ma; t rL ix  dgebrta" 

Kungl. Tekn. Hogsk. Handl. Stockolm, - 124 - pp 1-32 - 1958 

1701 C . R .  RA0 

"AnaXyhA 0 6  d i n p m i o n  don r n u b 5 p l y  ctansidL;hed data uti;th unequd numbm 

i n  &" 

Sankkyà - 15 - pp 253-280 - 1955 

1771 C . R .  RA0 

" C d -  ad gene,x&zed i n u r n e  0 6  rnatfLicu. Psitt 7 : Genmat theu4yf' 

Sankkyà - Ser. A - 29 - 317-342 - 1967 

"The pheudo-invme 05  a nec;tanguRm 04 ~ i n g u R ~ ~ r  rnaAxix und a appfication 

Xo Xhe b o t d i a n  06 a y h t e m  ud fineart equaXionn" 

SIAM News Letter - 5 pp 3-6 - 1957 

/ 7 3/ BEN TSUAEL CHARNES 
"CaWbu;tiavin ;tu t h e  Xheatry ad gawtakXzed invwecl"  
SIAM J. Appl. Math. - 11 - pp.667-699 - 1961 

/74/ S.E. SAUGGS - P.L.  U P E L L  

"An &anat ive  de@.nitian 0 6  ;the paeuda-invwe ad a maktUx" 

SIAM J. Appl. Math. - 14 - pp 796-81 0 - 1966 



/ 7 S /  C.R.  RA0 - S.K .  MlTRA 

"Genmaeized i n v w e  06 m&cu and i.A appficationb" 

Wiley and sons - New York - 1971 

/ 1 6 /  A. KURGANUFF - M .  PAVEL-PARVU 

"ELemenXb de Rhéonie d u  m&'.cea c ~ ~ d t é ~ b  Q;t tectangla en andybe num&~.Lque" 

tome 1 et 2 - Dunod - Paris - 1969 

/ 1 7 /  GERMAIN- BONNE 

Thèse de ~octeur-ingénieur - Lille - 1967 

/ 7 b /  R. BOUVAREL-3. DELMAS-P.  GUlCHET 

"Commande opLihaXe ien pnocenaw" 

Dunod - Paris - 1967 (pour la notion de matrice adjointe) 

/ 191 W .  R.  HARWQOV - V. LUVASS-NAGGY - V .  L .  PUWERS 

" A  note on t h e  g e n m d z e d  hnvehnu 0 6  home p U u n e d  m&ca" 

SIAM J. Appl. Math. pp 555-559 - 1970 

/ 20 /  N .  GUPTA 

"On Xhe canvmgence ud an AitemuXve meXhod dott t h e  c o m p W o n  06 geneha- 

fized i n v m e  and asaociaAed p4ojec;tion?l1' 

Systems Sciences, 2 - Juillet 1971 

/ 2 1 /  J.V .  RA0 

"Some motLe t~ept~uen&zCion?l dot t h e  genmaeized inv~srtse 06 a p U o n e d  

mdttux" 

SIAM J, Appl. Math. pp 272-276 - 1972 



/ 2 2 /  G.H. GOLU8 - V .  PERRYNA 

"The c i i ~ 6 e h e ~ u n  0 6  pheudo-invmeh and non-fineah leah$ hyuarra pirobLmh 

SIAM J. Appl. Math. - Vol.10 - n02 - pp 413-432 - 1973 

/ 2 3 /  R.E.  C L I N E  - L.P. PYLE 

"The gen&zed i n v m e  i n  fineah phoghmming . An ivLt4nnec;tion ptra jectcotz 

meAhad and :the no-n a6 a d a h a  0 6  h@Luotuned &neah p&ogt~amming p/tobLemh" 

SIAM J .  Appl. Math. - Vol. 24 - n03 - pp 338-351 - 1973 

/ 2 4 /  C.R. RA0 - S . K .  MlTRA 

"Theohy and appficatiovin 0 6  com@La,ined i n v m e  a b  matrucea" 

SIAM J .  Appl. Math - Vol 24 - no 4 - pp 473-488 - 1973 

/ 2 5 /  R.  BOULPIN 

"The pheuda-invme 0 6  a paciuc.t" 

SIAM J. Appl. Math. - Vo1.24 - no 4 - pp 489-495 - 1973 

/ 2 6 /  W.C. PYE - T.L. WUILLON - T.A.  ATCHISON 

"The pheudo-hvme ad a composite maftux 0 6  & c u î a d U  

SIAM J .  Appl. Math. - Vol. 24 - no 4 - pp 552-555 - 1973 

/ 2 7 /  R.P. NAYAK - E.C.  FUUDRIAT 

" S e q u e W  patram&e ecl;timation a i n g  ph u d o  - i n v m  el' 

IEEE Transactions on automatic control  - pp 81-83 - 1974 

/2b/  C.P. MEYER 

"Genehaeized L n v m u  06 muo26ied maftuca" 

SIAM J. Appl. Math. - Vol 24 - n"3 - 3973 

/ 2 9 /  N .  MINAMIVE - K .  NAKAMURA 

" A  t~ua%ic/ted p~euda- i n v w e  and ~ A A  appfica;tiovin Jto comitrrained minima" 

SIAM J. Appl. Math. - Vol 19 - nol - 1970 



/ 3 0 /  0. CARLSON - E .  HAYNSWORTU - Th. MARKffAM 

"A g e n m d i z a t i o n  0 5  ;the Schwr cornplemevt;t by meum 0 6  t h e  Maotle-Pemwcle 

i n v a  e" 

SIAM J .  Appl. Math. - Vol 26 - nO1 - 1974 

/ 3  1 / T .  SOVERSTON - G, W .  STEWART 

"On t h e  n u m d c d  paop&ea 0 6  an Lte.fzaXiun tnethad 60h cumpLctirzg t i re  ,Moohe- 

Pe.VVl.06 Q g E ~ W Z  ed ~ V L V  CfLh C" 

SIAM J .  Num. Anal. - Vol.11 - nO1 - 1974 

/ 3 2 /  F.  BURNS - p.  CARLSON - E .  UAYNSWORTU - Th. MARKUAM 

"Geneh&zed i n v m e  ~ v r n L L e a ~  u i n g  t h e  Schuh complemen;t" 

SIAM J. Appl. Math. - Vol 26 - n02 - 1974 

/ 3 3 /  T.N. E .  GREVILLE 

l t S o m n n  0 6  ;the rnaktux eyuathon XAX = X , and t r & d v m  b&ee.vr ob l ique 

and otdhogond pho jectarrn " 
SIAM J. Appl. Math. - Vol 26 - n04 - 1974 

1 3 4 1  W.T. STALLINGS - T.L. BOUILLON 

"A nahong apectFLd i n v w e  60h un tc-CihcURuMk rndAFUxJt 

SIAM J. Appl. Math. - Vol 27 - n02 - 1974 

13.51 Q .  CARLSON 

"MattUx d e c o r n p ~ c l ~ a m  involvhng ;the. Schwr comptement" 

SIAM J .  Appl. Math. Vol 28 - n03 - 1975 

1 3 6 1  R.E.  UAZTWlG 

"AX-XB=C, R e n W r t A a  and g e n a d i z e d  i n v m a "  

SIAM 3. Appl. Math. - Vol 28 - nOl - 1975 

/ 3 7 /  Q . T .  BARWICK - J.Q. GILBERT 

"Our genenaehzationn 0 6  ;the t t e v m e  o t t d a  tau" 
SIAM J. Appl. Math. - Vol. 27 - n02 - 1974 



1 3 8 1  Y. FUNAHASHI - K. NAKAMUUA 

"A m W x  ~otundat ion  bot ,the cznlimaiion 06 weighting artquence m c u 2 . i ~ "  

Int. J .  Systems Sci. - vol. 5 no 8 - pp 725-731 - 1974 

/39 /  N.K. SINKA - A. SEN 

"CompmAon 06 nome an-fine LdentifiiccLtion mdhoda do& a aimda;ted ~.i,%,k 

u4dm ptr.ocaaV 

Automatic control theory and applications - vol 2 n02 - ~ ~ 3 7 - 4 3  - 1974 

/ 4 0 /  A. 1. VARûULAKlS 

"A auddhcied condhYon dai~ a apec.idLcd eLgenvduea $0 be abLgned undeh 

con~Xant  ou;tpu;t deed bach" 

IEEE  Transactions on automatic control - 1974. 



TABLE d u  MATlERES 

Pag e 

Avant Pnopos 

CHAPITRE 7 : Analyse d a  commandu d u  aystèmu dincneA muLCivakiablc% 

Linéainu. 

Z n t t t o d u ~ o n  .................................................... 2 

7 . 1 .  DuotupRA.an den ayat2mu &Zudiéa, 

1 . 1  C h A c ?  d u  sqst2mea ékudiéa : h~p4éa ebI,tx&ion e.t noza- 

fiom .................................................. 3 

1 . 2  Commandab~é  et o b s a v a b U é  ........................ 4 

7 . 2 .  U U & o n  d a  pneudo-invet~ila de m M c u  dam l '&de d e n  

cornmandu. 

2 .7  ExinXence et exp4aaion d u  cummanden .................. 7 

2 . 2  €Rude de La commande opLhnde  .......................... 12  

2.3 DédiniLion ek c d c d  d'une I ' m W ~ w t e  commande" pou4 un 

~ysXème non commandable en m coups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 

2.4 In~&ence du tempa de commande . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 

ConcXuion ...................................................... 2 3 

CHAPITRE 11 : Synthèse de y u d q u u  commanda d u  ays-tèma dinaex2 m u R t i -  

Tntiroduotion .................................................... 24 

17.1. Réaeinalion d u  commandu au moyen d'une chaine de. he,tou4. 

1 . 7  PosLtLon du pkoblème ................................... 25 

7 . 2  ForundaLion généxde ................................... 26 

1.3 SZtuotwre opaXmde pm héackion d ' é A a t  à pmamè;ttlu va- 

Aiablu  ................................................ 29  

1.4 S;ttucctwLe de commande pah 4éac;tian d ' é W  à pcüuunè&a 

coma& .............................................. 33 

7 .5  C a  d a  syh-tèmu Rinéahtu non s ~ o n n d A h ~  . . . . . . . . . . . 38 

1.6 AppficaLion ............................................ 39 



11.2. Rechmche d 'un  m o U u  powL une commande op.tunde . 
2.1 P o n x o n  du  phobLème ................................. 
2 . 2  U m d u n  d u  p n e u d o - i n v m u  pouh lu dé,t m i n a t i o n  

du ~ i L t x e  m ~ o d é  .................................... 
2.3 Appfication phaR;c'que ................................. 

CHAPITRE 111 : Commande d u  nyn,tèmu dibcn& pah g a i n o  va iuab lu  . 
.................................................. Inttoducltion 

111.1 . Cma&éLin;tiquQn d u  bq~tèmecl asac?hvA à gaim v d b h  . 
..................... 1 . 7  Ptremièhe ~ o t u n W o n  du phobLème 

7 . 2 Cornmandab~E.  a bn mua b U é .  condiLiam néceabaiheb . 
........ 7.3 Dé~inAXon et cdcuR d u  g a i n o  "~ondamentaLtx" 

... ..... 1.4 € M e  du ppnoduiA de m a t u c u  IA+BKmC) (A+BK,  C I  

1.5 Rémmé ............................................... 
111.2 Ptrocéduhe de c d c d  de k?.a aéquence d a  g a i n a  . 

2 .1  C a s  d u  nqntèmu monovatuabLu ....................... 
2.2  C a  d u  n y ~ t è m a  m a v a r U a b L u  ...................... 

711.3. €Rude d'un sy/~;thme d'otrdrte 3 monova,tia bLe 

3.7 €Aude Xhéotuque ...................................... 
3.2 €Rude phatique ....................................... 

111.4. S i m u t d o n  d'un byntëme m W v ~ b L e  nwr oadinatsuh . 
............................... 4.1 DQndpLLon  du nynXème 

4.2 Mbe en OeLLvne de la pmcédune ....................... 

CHAPZTRE 7 V  : Commande op;tunde au neno de d i v m  t y p u  de menutru . 
1nttLoduc;tion .................................................. 90 

1V.7. Commande o p h d e  p a u h  deux nohmu donnéeh . 
1 . 7  NoAzt.ian?l e t  paéLhin&e& ........................... 91  

1.2 E N L ~  am L u  nom2ecl ............................... 92  

1.3 fonctio~~cl de L ' m m  et de La commande tn in imbéa  ... 9 3 

7.4 MeXRRwe n o U o n  p o u  L a  nohmu N I  ~2 Ai2 .......... 94 

1.5 C a s  pan;ticuRien ...................................... 95 



7 V .  2 .  ComphomAh phé&5i0K-énULgiee 

2.1  V é ~ i W o n  et c d c d  de Ra commande opLimde .......... 9 5 

2 . 2  Gain en énmgie ....................................... 9 7 

7 V .3. AppficaLion phaJ%que. 

3 . 7  Ve6CIUp~on et équaaXons du ngn-tëme é&&é ........... 9 9 

3.2  Répome6 du nynXème .................................. 1 O 7 

C o n ~ i o n  .................................................... 103 

Annexe 1 : Vé6iWovid 4;t ptrop~Létéb den i n v m e ~  génénaeinéu ........ 105 

Annexe 2 : ConduXe o p L h d e  de6 bgntème6 d u  pk&m ohdhe ............ 7 14 

Annexe 3 : Commande opLimde de6  nyn$èrne6 f i n é d u  non ~AalionMaitr~b . 117 
m 

Annexe 4 : Rang du p o u  r (A+BKiC) 121  
i= 1 

Annexe 5 : Phocédwle de c d c d  de la néquence d u  gains 5 Re,& que 

Annexe 6 : Phoghme de c d c &  de6 commande6 o p ~ d e 6  au nem d'un 


