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INTRUDUCTIUN GENERALE

I T

L'étude des equations derécurrences prend une importance ‘
cro1ssante dans le domaine des app11cat1ons concrétes. En effet, ces équa-
tions constituent des modéles mathématiques usuels des systémes & informa-
tion aiscréte (systéme a aonnées échantillonnées, systémes commandés par
ordinateur, systémes continus & paramétres périodiques, ...).

Les travaux présentés dans ce mémoire se situent dans le
cadre de 1'étude des processus linéaires multivariables & données discrétes.
Plus précisément, nous proposons pour ces systemes plusieurs types de com-
méndes dont le chaix est 1ié aux informations disponibles, a 1'objectif a
atteindre et/ou a la dynamique que 1'on désire leur imposer.

Dans Tle premier chapitre sont d'abord précisées les caractéris-
tiques des processus étudiés ainsi qu'une méthode de détermination des coin-
mandes imposant 4 un processus une évolution donnée, en particulier dans le
cas d'une opt1m1sat1onemerget1que Le cas de non-commandabilité y est ega]e—
ment envisageé.

‘ Dans le deuxiéme chapitre, nous proposons de réaliser de telles
commandes, d'abord par réaction d'état a paramétres variables ou non, puis a
partir d'un filtre numérique conVenab]emehtkinitialisé. Cette étude permat
-de plus de résoudre le probléme de 1'estimation de 1'état d'un processus en
temps niinimum tel que 1'a défini Luentberaer.

L'objet du troisieme chapitre est de réaliser la compensation
‘par réaction de sortie et gain variable dans 1a chaine d'action d'un proces-
sus dont seule une partie des variables d'état est accessible. La séquence
des gains est déterminée en vue d'éliminer le régime transitoire du proces-

sus en temps fini.

Le quatriéme chapitre généralise les notions développées au dé-
but de ce mémoire, en particulier 1a notion de pseudo-inverse de matrice,
en vue de définir la commande optimale au sens de diverscritéres. En parti-
culier une commande satisfaisant a un compromis-pkécision-énergie y est pré-

sentée.




CHAPITRE 1

Analyse des commandes des systemes discrets multivariables Linairnes

Introduction

Une premiére partie de ce chapitre concerne la présentation des systémes

linéaires multivariables susceptibles d'une formulation de type discret.

Cette classe de systéme comprend en plus des systémes discrets par
nature les systémes continus discrétisés, la discrétisation résultant

d'échantillonnage [l] ou d'une analyse spectrale |21.

L'objet de notre étude étant la commande de tels processus, le déve-
loppement des techniques numériques nous a conduit 3 adopter e représen-

tation dans 1'espace d'état qui permet un traitement ais& sur calculateur.
p

De plus, cette représentation s'avére particuliérement bien adaptée a

1'introduction et i 1'étude des notions de commandabilité et d'observabilité.

Dans une seconde partie, nous montrons combien l'utilisation des pseudo-
inverses de matrices [3]| facilite la détermination des commandes imposant 3

un processus une évolution donnée.

L'étude de ces commandes, en particulier dans le cas d'une optimisation
énergétique, fera 1'objet d'une derniére partie. La politique 3 tenir en cas

de non commandabilité y est également considérée.




1.1. - Descrniption des systemes 8tuddés.

1.1. - Classe des systemes etudigs : représentation et notations.

L'étude des systémesdiscrets multivariables linéaires est fréquemment
menée 3 partir de trois types de représentation, @ savoir la représentation
par équations récurrentes scalaires, la représentation par fonctions de trans-

fert en z et la représentation d'état.

Les deux premiers types peuvent donner lieu 3 des contradictions entre
les solutions théoriques et les résultats expérimentaux d'un probléme de com-
mande. Celles-ci sont dues le plus souvent 3 la méconnaissance des notions de

commandabilité et d'observabilité [4][5].

Un des avantages du concept d'état [6] est d'expliquer ces contradic-
tions. De plus, cette notion permet de ne pas distinguer formellement les pro-
cessus monovariables des processus multivariables et constitue un outil bien

~adapté au traitement numérique des systémes.

C'est pourquoi nous choisissons de décrire les systémes discrets

multivariables linéaires par une représentation d'état.

Nous nous limitons au cas des systémes stationnaires, la plupart
des résultats que nous proposons s'étendent sans difficulté au cas systémes

non stationnaires. (cf Chapitre II.5 15 et Annexe III).

Les systémes discrets étudiés évoluent en fonction d'une variable que
nous appelerons temps en généralisant le vocabulaire utilisé pour les systémes
échantillonnés.

Les instants successifs sont notés n, n+l,...

Une description de ces systémes peut étre donnée par une équation du type
(I1,1)

X, =AK +BU (11,1)

dans laquelle X représente le vecteur état de dimension finie q et Un le
vecteur de commandes de dimension X.
A et B désignent respectivement la matrice d'évolution et la matrice de

commande de dimensions respectives qxq et gxk .




L'équation (1,1) peut €tre complétée par l'équation des sorties :
Y =CX (11,2)

Yn étant un vecteur de dimension A' et C la matrice de sortie de

dimensions 4' xq.

Ces divers vecteurs et matrices ont leurs composantes définies sur
le corps des réels ou sur celui des complexes dans certaines représenta-

tions particuliéres.

1.1. - Commandabifit? et observabilité [4] [7]

1.2.1. - Géneralites

Un mode de représentation du processus dynamique &tant choisi, il

convient d'examiner la validité du modéle adopté.

-~

Si la connaissance 3 chaque instant des entrées et sorties du pro-
cessus ne permet pas de déterminer son &tat, tout essai d'identification

ne peut mettre en é&vidence qu'une partie du modéle adopté.
q P p

La possibilité de reconstitution de 1'état 3 partir des sorties

correspond a3 la notion d'observabilité.

Toutefois 1'intérét de cette notion ne se limite pas & l'@tude de
la validité d'une représentation. En effet, en cas de non observabilité,
la stabilité des sorties ne permet pas de conclure i la stabilité du pro-
cessus. Ainsi une variable d'état correspondant 3 une grandeur physique
peut &tre instable et prendre des valeurs dommageables pour le matériel
utilisé.

La possibilité d'agir sur cette grandeur depuis 1'entrée pallie &
cette difficulté. C'est 13 qu'apparait la notion de commandabilité (ou
gouvernabilité) qui exprime 1'existence d'une commande permettant de réa-
liser un objectif déterminé, par exemple depuis un &tat initial atteindre

un état donné.



Avant de donner les définitions précises de la commandabilité et

de 1'observabilité, nous allons faire deux remarques :

-~ d'une part, les propriétés de commandabilité et d'observabilité ne cons-
tituent pas toujours des caractéristiques indispensables du modéle d'un
processus : il n'est pas toujours nécessaire de commander tous les modes

stables d'un processus ou d'observer un mode que 1'on sait stable.

- d'autre part, les conditions de commandabilité et d'observabilité inter-
viennent souvent comme des conditions mathématiques nécessaires et suffi-
santes dans de nombreux problémes de compensation : fixation arbitraire de
modes en boucle fermée [8], existence de 1'observateur de Luentberger [91,
existence de la solution unique de l'équation de Riccati induisant la sta-

.

bilité asymptotique au systéme bouclé [10

1.2.2. - Déginitions |7]

a) Le systéme X = A Xn + Bun est dit commandable si, étant

n+1
donné un instant n quelconque et deux é&tats quelconques XO et Xd’ il
existe un instant n+m et une commande |u_, u ... u transfé-

n’ “n+l, n+n =1
rant le systéme de 1'état X, d 1'instant n 3 1'état Xd a 1l'instant
n+m. Nous pouvons également définir la commandabilité en particularisant

1'instant initial n ou 1l'iustant final n+m (commandabilité en m coups) ou

encore les états Xo et Xd (commandabilité de 1'état).

En particulier, il est possible de définir la commandabilité a zéro

lorsque 1'état désiré est 1'état nul.

-~

Il est 3 noter que ces notions ne sont pas équivalentes, méme pour les sys-

témes linéaires.

b) Le systéme X =AX + Bu_ de sortie Y_ = C ¥X_ est dit
n+l n n n n

observable si étant donné un instant quelconque n, il existe un instant

n+m tel que l1'observation des sorties [Yn’ Y ooqoeee Y et la connais-

n+tm=-l

sance de l'entrée sur 1l'intervalle [n, n+m] permettent de déterminer 1'état

initial X .
n



De méme, il est possible de d&finir 1l'observabilité en m coups ou

1'obgervabilité a'un état.

1.2.3, - Condiﬁion de commandab it et dfobAeﬂvabLﬂLté

Rappelons le critére de commandabilité de Kalman [6] |5|

Le systéme d'équations (I1,1) est dit commandable (au sens strict) s'il
existe un entier m tel que :
-1
rg [B, AB,.. A" B] = q (11,3)
(ol rg[M] signifie rang de M).
D'aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, m est inférieur ou égal a q.
leplus petit m tel que la condition (I1,3) est vérifiée est appelé

indice de commandabilité.

Le critdre d'observabilité s'en déduit par dualité. Le systéme d'équa-

tions (I1,1) et (I1,2) est dit observable s'il existe un entier p tel que :

rg [CT, AteT, .. DHPTICT| = g (11,4)

Le plus petit p est appeléd indice d'observabilité.

1.2 - Utikisation des pseudo-inverses de matrnices dans £'étude des commandes[11]

La détermination des q commandes transférant un syst&me monovariable
d'ordre q de 1l'état Xo 3 1'instant n 3 un &tat Xd est un probléme simple

puisqu'il se réduit 3 la résolution d'un systéme de q &quations & q in-

connues  u , U ., un+q—1
u
n
_ .4 _ [ q-1 ’ .
Xd A XO A B.... B . (12,1)
un+q—1

(oi A est de dimensions qXq, B de dimensions gxl).



Toutefois, on peut envisager le cas d'une commande, soit en un

nombre de coups inférieur & q - dans ce cas, il n'est généralement plus
possible d'atteindre un état Xd mais il est souhaitable d'arriver le
plus prés possible de X, - soit en un nombre de coups supérieurs, par

d
exemple pour diminuer 1'énergie de commande.

Ce dernier probléme peut présenter plusieurs solutions de commande
parmi lesquelles il est possible de choisir la "meilleure" séquence de

commande au sens d'un critére énergétique.

Ces caractéristiques vont se retrouver i fortiori dans le cas des

systémes multivariables.

-~

Nous sommes donc amenés 3 considérer des systémes d'équations liné-
aires compatibles ou non, surabondantes ou non. La notion d'inverse-géné-
lisé ou pseudo-inverse simplifie considérablement 1'étude de ces équations.
Elle permet d'exprimer la commtibilité des équations et leurs solutions éven-—
tuelles sous un formalisme trés simple. Le pseudo-inverse au sens de
Moore~Penrose permet en particulier de donner la meilleure solution au sens

des moindres carrés.

Nous avons rappelé en annexe I les définitions et quelques propriétés
des inverses généralisés. Nous y donnons également une bibliographie concer-

nant ce type de probléme.

2.1. - Existence et expression des commandes

2.1.1. - Existence

L'équation (Il1,1) permet d'@crire a l'instant n+m :

Xoom =& X ¢+ [A B.... B (12,2)




Notons [An—l B ... BJ = Cd et . = U , m étant un entier

positif quelconque.
Avec cette écriture, l'équation précédente devient

= +
X, AKX cd U (12,3)

La séquence de commande permettant au syst@me de passer de l'état XO
a 1l'instant n & l'instant X, 3 1'instant n+m nécessite la résolution du

d
systéme (12,3).

D'aprés 1'équation (Al,4) ol 1'on choisit comme pseudo-inverse le
pseudo-inverse au sens de Moore—-Penrose, la condition de compatibilité
s'écrit :

1
+ m _ _,m
Cd Cd le A Xoj = Xd A Xo (12,4)
. + . .
La matrice Cd (m4,q) est le pseudo-inverse de la matrice de comman-

. + .
dabilité Cd. Cd Cd est une matrice q-+q.

La définition que nous avons donnée de la commandabilité em m coups

suppose que Xo et Xd sont deux états quelconques. Il en résulte

cd cat = I (12,5)

ce qui est équivalent (cf Annexe 1) 3 :

rg [cd] = 4 (12,6)

Toutefois, la relation (I2,4) donne 1l'ensemble des états Xd que
1'on peut atteindre en m coups a partir de Xo‘ que le systéme soit comman—

dable ou non.

Pour que le systéme soit commandable jusqu'ad zéro en m coups (XO

quelconque, Xy nul), il faut et il suffit que 1l'on ait:

cd ca® A" = A" (12,7)




Dans le cas d'une matrice A singuliére, cette condition n'est pas
. - + . e PR
équivalente 3 Cd Cd = I. Ce cas n'est pas sans intér@t : en particulier

dans 1'étude d'un systéme bouclé.

2.1.2. - Expressdion des commandes

Lorsque le systéme (I2,3) est compatible, 1'expression des commandes

est d'aprés (Al,5) :

U-=cd" [x - A" x
9 d O |

+ [1 - cat Cd] Y (12,8)

< I + .y . . .
ol [I - Cd Cd] est une matrice de dimensions m{¢ < mt et Y un vecteur

arbitraire de dimension m«.

Cette expression appelle un certain nombre de remarques :

o) La séquence des commandes réalisant l'objectif fixé n'est pas
unique en général : elle dépend d'un vecteur Y arbitraire. Il en résulte

une certaine liberté dans le choix de la structure qui réalise ces commandes.

B) L'unicité n'est réalisée que pour [_Cd+ Cdl = %mk, Y

propriété équivalente i rg [Cd] = mt. Pour un systéme commandable
(rg [Cd] = q), 1'unicité de la solution impose la condition mt = q,

propriété qui n'est pas vérifiée en général.

Y) La suite U des commandes peut &tre obtenue méme dans le cas ol
le systéme n'est pas commandable en m coups, au sens strict, lorsque le

passage de 1'état XO i 1'état X; en m coups est possible.

§) Pour un systéme commandable, on peut exprimer ca* par la
relation (I2,9) :

+ *

cat = ca®  [oa ca¥]

(12,9)

. P . . .
(cf Annexe I) oli Cd désigne la matrice transposée de la matrice de

commandabilité Cd .
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La relation (I2,8) devient

U= e [ca ca*| 7| X, - AmXO! o1 - ca* [ea ca*|™! ca| v (12,10)

2.1.3. - Exemple

Le systéme 3 commander est constitué d'un filtre du troisiéme ordre

de fonction de transfert

1
p (1+p)

L(p) =

Le modulateur comporte un &chantillonneur linfaire et sans mémoire
de période T et délivre 3 partir de deux grandeurs de commande u,, et

u une sortie représentée figure 1|

2n

u]n o
I
(0] T t
Lgurne 1
Le schéma bloc est le suivant (fig. 2)
u
In T
!
Y2n | . |
J Modulateur U L(p) ——
Lgune 2.

La commande est ainsi une commande multimodulée [12] que 1l'on peut

représenter par un vecteur de commande d'ordre 2.




_]1_

L'équation du systéme s'écrit :

- . - - - 2

2

T T 1-D T T 1-D
. 2 u'
_ _ T2 T n
Xn+1 = s+s = 0 { T Xn + § g 5
un

.. T T
LS+S— a+l ] 0 0 1 | I ’2— E |

avec D = e_T .

Nous allons commander ce systéme en 2 coups afin de le faire évoluer de

1'état X i l'instant n & 1'état Xy La période d'échantillonnage est T = | s.
o

De la relation

0,368 0,632 0,368 0,097 0,035 n
n
X 1 = 0 | 1 X_ + 0,333 0,166 2 ,
0 0 1 0,5 0,5 n
il vient
u; 0,015 -2,152 3,289 -0,002 -2,139 0,999
u? 2,00 -1,316 0,502 0,270 0,412 0,139
n
I X4~ X
CI 0,030 1,694  -1,421 0,004 1,720 2,002 ©
u? -0,045 0,458 0,131 0,006 0,419 0,996
| 0+l L ]
" 0,0714 -0,0075 0,1427 -0,2141 | ’yIW
-0,0075 0,0008 -0,0150 0,0225 Y,
+
0,1427 -0,0150 0,2855 =0,4282 Vs
-0,2141 0,0225 -0,4282 0,6423 v,

avec Yys Yo Y30 Yy quelconques.



._]2...

2.2. - Etude de fLa commande optimale

2.2.1. - Expression de La commande optimale

Parmi 1'ensemble des séquences réalisant 1'objectif fixé&, on peut

sélectionner celle qui réalise une performance particuliére.

Divers critéres peuvent &tre choisis. Nous prendrons ici le critére
de 1'énergie que nous définissons dans une premiére étape comme la somme des

carrés des commandes. Cette quantité est une mesure du co@it de commande [13].

Nous envisagerons au chapitre IV le choix d'autres critéres.

Le probléme s'énonce alors de la fagon suivante
1'état du systéme étant XO d 1'instant initial n et Xd a 1'instant
final n+m, quelle est la commande qui fait évoluer le systéme de X a Xd

O
en minimisant (I2,11)

m-1
¥ LT )
J- iZO “nei o Ui = U = [ull (12,11)
ot ||U|| désignera donc la norme enclidienne de'l.

I1 est facile de voir que les pseudo-inverses de matrices permettent

de résoudre ce probléme de facon simple.

En effet, la "meilleure solution" au sens des moindres carrés du

systéme compatible (I2,12) (commandable ou non)

X, -A"X = cdW (12,12)
d o

est
W =cd” (x - A" x ] (12,13)

- d o
puisque cette solution minimise la quantitéllxd - A" X - Cd w|| en
6]

1'annulant et minimise aussi ||i|| c'est-d-dire l'énergie de commande

(cf Annexe I).

La commande optimale du point de vue énergétique permettant de passer
de Xb a Xd en m coups, lorsque ceci est possible, est donc donnée par la

relacion (12,13).




- ]3_

On retrouve un résultat important [7, T3] : chaque variable de commande

est une combinaison linéaire des composantes des vecteurs Xd et X .

2.2.2. - Expression de £'énengdie optimale

D'aprés (I2,11) et (I2,13), l'énergie optimale a pour valeur :

- *
m * + +
7= lxd A xo] (cd’) cd [xd
+
oi (Cd ) Cd est une matrice de dimensions (q=q).

m
- A Xo] (12,14)

Nous voyons que ) est une fonction quadratique de (Xd - A" Xo).

Dans le cas d'une commande jusqu'a 0, l'expression de 1'énergie est :
j * m. ¥ +¥ + m
x50 = X0 (A7) (€Ca) cd A XO (12,15)
0
Dans le cas d'une commande depuis O jusque Xd’ il vient :
*

= xd* cdty cat x (12,16)

Remarques :

. P
o) Dans tous les cas, le pseudo-inverse Cd vérifie (cf Annexe I)

cat = ca®ca ca™H?t (12,17)

L, * o1t
D'ot (Cd™) cd [Cd cd ]
=|ca Cd*J

I
[ca ca®*t]  ca ca
+

+

[ca ca®]  ca ca® [Cd Cd*r+

P e B T *
soit (Cd’) cd’ = LA BB (A" ') + ... + BB J (12,18)

B) Dans le cas d'un systéme commandable, il vient

" m=1 * m—1 * * -1
LA BB (A ) + ...+BB J
-1

* *- . o
[Cd cd lxd - A xo] (12,19)

* *) -]
cd") cd* = [cd ca J =

Dot J = [x - A" x
d o




- 14 -

2.2.3. - Exemple

11 suffit de faire Y =0 dans l'exemple précédent pour obtenir
la commande optimale. L'énergie minimale permettant le transfert du sys-—

téme de XO =0 8 1'état X, en 2 séquences de commande devient alors

d
3,996 -2,631 1,004
. T | 717! T
0 X, = X, {'Cd cd } Xy = X, -2,631 9,446  ~10,089 | X,
1,004 10,089 13,109 |
(2 coups)

2.3. - Définition et caleul dune "meifleurne commande" pouwr un sysieme

non commandable en m coups.

2.3.1. - Déginition d'une "meilleure commande".

Un systéme peut ne pas étre commandable en m coups de deux fagons
différentes

- 11 n'est pas commandable au sens strict, c'est-ad-dire qu'il n'existe

. . i m- 1 _
pas d'entier m tel que rg |A B -'°'B}(qu2) = d

- 1'entier m choisi est trop petit et la longueur de la séquence

s'avére insuffisante.

Dans les deux cas, lorsque l'on ne peut pas passer de l'état XO a

1'état Xd en m coups, c'est—d-dire lorsque

+ m - m
cd cd” [X; - A" X ] # X, - A X (12,20)

on peut essayer pourtant de commander le systéme "au mieux'.
Cette qualité d'optimalité dans le cas de systémes non commandables

sera définie comme suit

On cherche & transférer en m coups l'état de XO (3 1'instant n)
\ ] L}

a Xd tel que Xd minimise la norme de 1'écart X'd - Xd’ Xd étant 1'état

désiré impossible 3 atteindre.

On obtiendra alors 1'état le plus proche de 1'état souhaité au sens
de la norme euclidienne. Il est bien siir que 1'on ne pourra pas agir sur

les modes non commandables.
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2.3.7. - Caleul de La "meilleurne commande”

Pour un systéme d'équations linéaires incompatibles AY = B
la matrice Y telle que ||AYO - B|| ¢ || AY - B|| pour tout Y est
+
YO = A B (cf Annexe I)
Par suite la commande

U =cd [x - A" x ] (12,21
d 0

est la s3quence de commandes cherchée.

Démonstration
La solution U' qui résoud au mieux Xd - A" XO = Cd U,
c'est-d~dire qui minimise la norme l]CdlL— (Xd - A" XO)II conduit a
un état Xé tel que Xé - A" Xo = Cd ', Elle minimise donc la quan-
. m m
tité |[(xé “ATX) = (XA xo)]|= \IXé - xd\|
Remarques :

a) La séquence optimale de commandes en m coups au sens défini ci-dessus
a donc méme expression dans le cas d'un systéme commandable et dans celui d'un

systéme non commandable.

B) On peut calculer l'erreur (X! - X,)
d d

>
|

>
[l

A" X +cdcd” [x, -A"x] -x
(o] : o

d d
(cd cd* - 1) (x, - A" X ) (12,22)

[}

3 +
Ce vecteur appartient au noyau de Cd
+ j]
- = 0
Cd (Xd Xd)
11 appartient donc aussi (cf Annexe I) au noyau de CdT et est

orthogonal 3 1'espace engendré par les colonnes de Cd.

La relation (I2,22) montre que l'erreur est une fonction linéaire

de 1'état initial et de 1'é&tat final.
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2.3.3. Exemples

Nous donnons deux exmples

Exemple 1 :
Reprenons le systéme décrit paragraphe I 2.1.3. de fonction de
transfert L commandé par multimodulation (T = lIs).
p (1+p)

L'objectif fixé est d'approcher au mieux 1l'origine au sens de la

norme euclidienne par 1'application d'un seul vecteur de commande. Avec

les notations précédentes, la commande qui conduit & ce résultat s'écrit :

U=-ca A" x
n
+
= -8 AX
n
n
U -0,736 -6,264 -3,875
= X
o +0,780 6,34 2,03 n
L'état atteint est
v _ + m _ _ +
X} = (I-cdcd) A X, (I-BB) AKX
0,412 1,019 0,671
X' = 0,115 2,032 1,95 X
d n
0,022 -0,042 1,92
Exemgﬂa ? :

Cas d'un systéme non commandable (quelque soit m)

Une illustration géom@trique s'avére possible dans le cas d'un

systéme d'ordre 3 commandé en m coups depuis l'origine.

Soit le systéme décrit par 1'équation récurrente °

A, O Bl
X o1 = A, X+ B | U, B, By # 0
o M 0

et pour lequel le mode X, n'est pas commandable.

3



La figure ci-deswus montre les points représentatifs des états

]
Xd et Xd .
o2
- - - - = = Z (x], XZ) : sous-espace commandabl

/ - Xq : mode non gouvernable
S — — =y — ¥ , 1 : évolution commandée
! X ’Xd'
! | i 2 : évolution libre
! >
. 3 7%

/

On peut agir suivant X, et x, mais 1'évolution suivant X, est

fixée par k3 et les conditions initiales.

2.4. - Influence du temps de commande

2.4.1. - Cnitene de choix du temps de commandes

Un systéme commandable peut €tre commandé en tout nombre de séquences
supérieur ou égal 3 1'indice de commandabilité m, .

Le choix d'un critére d'optimalité détermine le nombre m qui convient
le mieux & un probléme donné.

Ainsi, en prenant m égal a m_, on réalise une minimisation du temps
de commande.

On peut également choisir m de fagon a minimiser un critére du type

énergétique (I2,11). Le probléme consiste dans ce cas 3 déterminer le temps

qui permettent le transfertde 1'a@at

m et la séquence de commandes uU_,..., U
n n+m-1
X, al'état X, en assurant la minimisation de 1'énergie définie par la relation
- m-1 *
Je Fu
. n+1 n+1
1=0

Pour répondre i cette question, nuus considér. .s les énergies opti-

males en m coups (la condition de compatibilité est supposée réalisée) :
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M = x° A™* cahH)* cat A" x o (12,15)
Xo) 0 0 o v : ‘

pour une commande jusqu'ad zéro et

* +_ ¥ + :
3()ﬁ.xd = Xy (€d)" cd Xg (12,16)

pour une commande depuis z@ro et nous examinons les variations de 1'énergie

en fonction de m dans ces deux cas particuliers.

2.4.2. - Vawiation de Kfénengie de commandg avee m

Nous allons montrer que les énergies ':1X0+0 et _ij - Xg

sont des fonctions décroissantes de m.

Nous considérons les matrices de commandabilité en m; et m, séquences
(m, > m ) notées respectivement (Cd, et Cdz
d
¢ 1

Cd2

[a™7 '8 ... B] | (12,23)

Tam ... 8] | (12,24)

Ces matrices sont supposées de rang q @ m > m,

Théondme : Les matrices M, = [(Cd;)* cd,y - (caD” cat}

; o, ,
et M, = [A™2 (caD)* cal A™2 - A™ (caD)* ca] A™
2 7| "2 2 1 1
sont définies négatives.
Démonstration :
Lemme | : Soit d calculer le pseudorinverse de lé matrice partitionnée

S = EA, a} oli A est de dimensions m X n et a de dimensions m x 1.

Si le rang de la matrice % est égal au rang de A, le pseudo-inverse

de 1 est
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A+ —A+'ab* 1

T

(12,25)

b*

+ %+ ‘
avec b = (A) *A *?* - - ‘ ‘ L (12,26)
l+a(A) A a :

La vérification de ce résultat obtenu par Gréville [14] peut s'effectuer

par calcul direct.

Lemme 2 : Si le rang de A est égal au rang de A, la matrice

I + * + e . ..
(KXY &7 - (A) A est définie non positive.

En effet

(‘/%‘F)* Ut* - (A+)* A+ [(A+)¥ - b a*(A'F)*] LA+ - A+ a b*l +b b¥ - (A+)¥ A+
-b a2t @H* AT - @H¥ At a vt 4 b2t @) e+ be”
b @H®at- @aH¥ata b [a¥ (¥ aTa + 1 ]b”
L (A+)¥'Aﬁ=_ ‘éf)x Afa a* (A+)* At

I+ a (aH*a’

i

L@ maHnHY @Taahh

P+ at aH*ata

(12,27)

. . . ‘ . *

Si la matrice A de dimensions m x n est de rang m, la matrice AA
~ . * + *, - . . . #* * +

est réguliére. (AA') = (AA) ! et par suite le vecteur ligne a (AA7)
ne peut &tre nul. Par suite, la quantité (I12,27) est dans ce cas stric-—

tement négative.

En raisonnant de proche en proche, on peut étendre ce lemme au cas

oi a est une matrice m x .

+ kmz—l ‘ ml -
En prenant A = Cd] et a =,[A B ... A B} s

. . . g . ) * +
il vient immédiatement que la matrice M, ‘(Cd;)¥ Cd; - (CdT) Cd1

est définie négative.
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En écrivant cd” A™ sous la forme LA-I B... AT B[ )

si A est régulidre, la propriété est également immédiate pour M,.

et 1 ' sont des
a0 S
Xo " O Xd

fonctions décroissantes du temps : l'énergie dépensée est d'autant plus

Il en résulte que les énergies 7

faible que la commande s'effectue sur un temps plus long.

Le systéme &tant commandable, 1'énergie minimale sera donc

D Lo min xha™t [ et @mht L emstT ATy (12,28)
a.
ullll m>e

et

‘j\%xd = min X [ p* @™ D% L ps* ]! X, (12,29)

m>x

Cette énergie peut &tre nulle, par exemple pour la commande & zéro
d'un systéme stable, il suffit dans ce cas de laisser le processus évoluer

en régime autonome.

Dans le cas d'une énergie minimaleron nulle, on peut se fixer l'entier
As
- o - . L. » .
m tel que ,?—-= B Z et on réalise ainsi un compromis entre le temps de

- m C o <
réponse et l'energie dépensée.

7.4.3. - Exemple

De nouveau nous reprenons le systémé d'ordre 3 piloté en multimndulé

que 1'on souhaite commander depuis O jusqu'a Xj.

L'énergie de commande est-

Le tableau ci-dessous donne la valeur des coefficients de la matrice
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pour différentes valeur de m.

1
On remarquera que pour les vecteurs X]d = [0,
0
0 0 j3o
X,.= |1 , X = {0 , le rapport 22 _SOUPS gt respectivement
2d 0 3d 1 J 2 coups
égal a 0,9925 , 0,41 , 0,38.
Tableau | - Valeurs de [Cd CdT]—l
-1
m [Cd CdTJ
.399 683 E 01 -.263 157 E 01 .100 447 E 01
2 -.263 157 E 01 .944 695 E 01 -.100 899 E 02
.100 447 E 01 -.100 899 E 02 .131 096 E 02
-.398 959 E 01 -.270 624 E 01 112 445 01
5 -.270 624 E 01 .660 041 E 01 -.746 862 E 01
112 445 E 01 -.746 862 E 01 .101 993 E 02
.398 194 E 01 -.278 513 E 01 .125 123 E 01
10 .278 513 E 01 .540 258 E 01 -.590 546 E 01
.125 122 E 01 -.590 546 E 0t .792 852 E 01
.397 143 E 01 -.289 339 E 01 .142 518 E 01
30 |-.289 339 E 01 .409 446 E 01 -.398 426 E 01
.142 518 E 01 -.398 426 E 01 .496 189 E 01
X
| : 14
X !
0,8 !
' |
0,6 ' :
' + ‘ [ A——
0,2 ot ' ( ' i i
i i : | | | 1
|1 i { } i I {
2 4 6 8 10 15 25 30
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A

La‘figuré,h. donne le rapport iE— lorsque m varie pour les vecteurs
2

X Le gain en énergie lorsqu'on augmente m est pratiquement nul

X180 %2> %347
Pour X, et X, , 1'évolution est lente aprés 10 coupc.

pour de. 24 34

Le cas du systéme d'ordre 1 est traité complétement en annexe II.
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Conclusion.
Nous avons, dans ce chapitre, analysé les caractéristiques des commandes

des systémes multivariables discrets linéaires.

Lorsqu'il existe des commandes permettant de transférer un systéme
dynamique d'un &tat initial donné & un état final imposé en temps fixé,

il a été possible de formuler l'expression de toutes ces commandes.

L'introduction des pseudo-inverses de matrices de Moore-Penrose dans
la détermination de la commande en vue de la réalisation d'un objectif a
permis la ré&solution de deux problémes importants :
d'une part, en cas de non commandabilité, l'expression de la commande donnant
la meilleure solution approchée au sens des moindres carrés et
d'autre part, lorsque le processus est commandable, la détermination parmi
1'ensemble des commandes admissibles de celle qui minimise 1'énergie consom-—

mée.



CHAPITRE 11

Synthése de quelques commandes des sysidmes discrets mubtivariables Lintaires.

Introduction

Au cours de la synthése d'un processus, le choix du mode de commande

dépend de 1'objectif 3 atteindre et des informations disponibles.

Dans une premiére partie de ce chapitre, nous nous intéressons plus
particulidrement au probléme du régulateur. Nous proposons la détermination
systématique d'une structure optimale par rfaction d'état & paramétres varia-
bles ou non éliminant le régime transitoire en temps fini tout en minimisant

1'énergie de commande.

Une réaction d'état & paramdtres constants amenant 1'état d'un systéme

multivariable & zéro est également envisagée.

Cette étude permet également de résoudre le probléme de la reconsti-
tution de 1'état d'un processus en temps minimum tel que 1l'a défini Luenberger.

Ce probléme est en effet dual de celui de la commande en temps minimum.

Dans une seconde partie, nous élaborons la commande optimale d'un

processus & réguler & partir d'un filtre numérique convenablement initialisé.

La résolution de ces problémes fera appel au pseudo-inverse de

More-Penrose.
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1 - Réalisation des commandes par rnéaction d'état

1.1. - Position du probleme

Nous avons déterminé€ au chapitre précédent les séquences de commande
permettant de transférer 1'état d'un systéme de 1'état initial jusqu'a un

état désiré.

Nous allons maintenant considérer plus particuliérement le cas ou

1'état final est nul.

Cette caractéristique correspond & l'annulation du régime transitoire
en temps fini, probléme spécialement intéressant dans 1'hypothése des systémes
linéaires puisque 1'évolution de tels systémes résulte de la superposition‘de

l'effet des conditions initiales et de l'effet des entrées.

Ce probléme se rencontre &galement dans la théorie des observateurs
en temps fini oll il faut annuler 1l'erreur entre 1l'état estimé et de 1'état réel

>t o0 1'on construit un estimateur en temps fini /1/ /2/ /3/.

La séquence de commande est réalis&e 4 partir d'une boucle d'asser-
vissement formée par une réaction sur 1'état Xﬁ. L'avantage de cette com-
mande en boucle fermée par rapport & la commande en boucle ouverte est qu'elle
permet de compenser d'éventuelles dérives ou encore des erreurs sur 1'état

”~ -’
apprécae Xn’

L'évolution du systéme é&tudié est alors régie par 1l'ensemble des rela-

tions vectorielles:

X = A X +BU (II1,1) .

n n'n (111,2)
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oll nous reprenons les notations du chapitre I pour l'édquation (II1,1) et
ol Cn’ matrice & &léments variables, de dimensions & x q, caractérise
la chaine de retour.

La matrice B est supposée a éléments constants. Elle corres-

pond pour les systémes &chantillonnés & un modulateur donné.

Les vecteurs-colonnes de B sont d'autre part indépendants.

Aprés avoir donné une formulation du probléme, nous chercherons
les retours variables Cn+i permettant d'annuler le régime transitoire
en m coups, m étant supérieur ou égal 3 1'indice de commandabilité m. s

par une commande optimale du point de vue de 1l'énergie.

1.2. - Foumulation générale

A partir des relation (II 1,1) et (IT 1,2), on obtient & 1l'ins-

tant (n+m)

U
n
Xim =& X, +CQU__ (1T 1,3)
L n+m-1
U Ie
n n
gn+1 = ?n+1(A+B cn) Xn (IT 1,4)
e 1 _Cn+m J(A+B Cn+m_2)...(A+B c,)



avec

ca = LAm—1B A% L
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d

Nous transformons 1'équation (IT 1,4) en introduisant la matrice

d'observabilité en m

coups 4 partir de 1l'instant

C

C

n

n

‘n+m—1

+1(A+B Cn)

(A+B Cn+m—2)

En écrivant cette &quation sous la forme (II 1,6)

Cn I?
C A - T
+
Ob = n+1 ?+1 9
1
m- : m-1
~n+m—1 1L n+m—]A B
Ie
n
-1
Ob = M ¢ . (a+B C )
n+1 n
A ﬁ+m—1(A+B Cn+m—2

ol M

Ph+m—1

L'amortissement du régime transitoire

=M

) ... (A+B Cn)

Ob X
n

est une matrice régulidre, il vient

(IT 1,6)

(IT 1,7)

en temps fini, quel que

soit 1'&tat initial, se traduit par l'existence de l'entier m tel que

les trois équations équivalentes suivantes soient vérifides

(rr 1,

...(A+B C )
n’|
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o
n
n =
AT+ cd Cn+](A+B cn) =0 (11 1,8)
_cﬁ+m_1(A+B Capp) -« (A*B cn)d
m
AN+CcaMOb = O (11 1,9)
+ + ; . + = II 1,1
(a+B C ) (a+B C_ ) (A+B cn) 0 (IT 1,10)
ol les inconnues sont les retours ¢ ,..., C .
n n+m-1

L'équation (II 1,9) permet de faire une remarque importante.

Lorsque la matrice A est supposée régulildre, le probléme de la
détermination du nombre m et des retours ne peut avoir de solutions que
si le systéme est commandable. Par suite, le nombre m doit &tre supérieur

ou égal a 1'indice de commandabilitéd m, .
Cette condition est d rapprocher de 1'équation (I 2,26).

L'éguation (II 1,19) montre, lorsque A est régulidre, que les

retours variables , s'ils existent, conduisent 3 un systéme observable.

Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons la matrice A
régulidre, le systéme commandable et le nombre m supérieur ou égal & l'indice

de commandabilité m, .
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La séquence de commandes conduisant & 1'état nul est donnée de

facon équivalente par les équations (II 1,11) et (II 1,12)

U=l = - cd A" X (1T 1,11)

U
n+m-1

~cata® X+ LI—Cd+CdJ Y (1T 1,12)

- - - i} +
ol Cd désigne un pseudo-inverse guelconque de Cd, Cd le pseudo-
inverse du sens de Moore-Penrose et Y un vecteur guelcongue de dimension mf

(ef Annexe I).

La commande optimale au sens de 1'énergie est obtenue pour Y = 0 et
~ ” e . + - . .
le systéme (II 1,1) étant supposé commandable, la matrice Cd vérifie

1'équation (II 1,13)

+ T .. L.T]-1
cd = cd Lca Cd] (11 1,13)

1.3. - Structure optimale par néaction d'état a paramétrnes variables

Nous allons démontrer dans ce paragraphe que si le systéme &tudié
est commandable en m coups (i.e. mo 2 mc), il est toujours possible de
réaliser la commande optimale amenant 3 zéro 1'état du systéme au moyen de

m retours C ,..., C .
n’ > "n+m—1

D'aprds les &quations (IT 1,k) et (II 1,12), 1l faut donc

~ -
réaliser
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r-c - BTATm—1
1 -1
PN (S T Tm-2{ ., T m
Cn+1(A+B cn) ==Cd A = ? A |ca ca’| A (IT 1,14)
C' (A+B C )... (A+B C_) pT
n+m—1 n+m-2 n

- o

ce gui conduit & la résolution de m équations telles que

T T m—i~1 T

(A+B cn )...(A+B cn) = - B°A ca Cdﬁ A (r1 1,15)

Cn+i +i-1

pour i variant de © a m-1.

La détermination des retours variables Cn+i peut se faire de proche
en proche 4 partir des relations précédentes 4 condition que ces équations

solent compatibles.

Nous montrons maintenant que cette compatibilité est vérifiée et que

les matrices (A+B Cn+i) sont réguliéres pour 1 = mem

a) En supposant gqu'il existe des retours Cn solutions,

+J
exprimons le produit (A+B Cn+i)"'(A+B Cn).

Des équations (II 1,1k), il vient

a+(-8"a" ™ [ca ca’ )T a™)

rm _ Mmoo _ -1
= A"(m_1)[bd ca -a™ g gTaT 1]LCd CdT] A" (IT 1,16)

A+B C
n

V{ = .
(A+B Cn+l,\A+B cn) A(A+B Cn)+B Cn+1(A+B cn)

~ -1
-(m-2)y L ~1 T -1 . T Tm~2q -
= (e )Lpd ca A" 'p BT AT "TA™ TR 5TAT™ 2 [ca ca’] A
(IT 1,17)
Un raisonnement par récurrence montre qu'il vient

-1
[ca ca’] A"

(IT A,18)

- -1 - - m —_ =
(A+B C_,._)...(a+B C ) = A (m=i) [ gle. . e 37 p pT T Moo

+1-1



u) L'équation (II 1,15) s'éerit alors

o . . -1
~{m-1 T -1-1 -1-11r
C_,.A i) BT, ea™ i1 T AT i1y oT] am -

-1
m

T ATt rog cq™] (I 1.19)

- B

Les matrices A et Cd CdT étant supvosées résulidres, la condition de compatibilité

de cette &quaticn est

- —-1-1 -] =
l"g[-BBT+. . .+Am * BBTAT meL 1] = I'g m m_i_-l T T m_i_1 (II 1320)
BB .. L A BB A

Les matrices entre crochets peuvent &tre écrites respectivement sous la forme

5T
(B B A" TE] |BtaT
BTAT m—-1-1
ot — , b éTAT m-1—11
‘ ‘
I ) 0] :
521 '
T — Bial
Pm=—1=1g . BB be

Ces deux matrices ont donc méme rang que :B AB...Am_1—1B].

Par suite il est toujours possible de déterminer les retours Cn+i a partir

des relations (IT 1,19).

c¢) La matrice produit (A+B Cn+i)"'(A+ B Cn) a donc le méme rang que
la matrice [B AB... Am_l_gB].

Ainsi par exemple (A+B C ). .. (A+B Cn) a le méme rang que la matrice B.

n+m-2

Pour tout i & m-m -1, le produit (A+B C, .)...(A+B cn) est régulier.

+1
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L'expression des retours Cn+i stobtient alors facilements il vient

+
_ T m-i~1 m-i + m-1i
C .= "BA Y S % b WD W I (11 1,21)
m-1-1 m-i-1 m-i-1
-4 - T m-1i-
avec J = BBT+...+ A" 1 1gpT 4T BT (IT 1,22)
m-1i-1
+ -1
(done ) =) pour i « m—mc)
m-1-1 m-1i-1
et Yi une matrice gquelconque de mémes dimensions que Cn+i
Les retours Cn’ Cn+]""’ Cn+m—mc sont déterminés de fagon unique.
Les mc—1 retours Cn+m—mc+1""’cn+m—1 sont déterminés a une matrice pres.

Le choix des matrices Y. égales a zéro correspond & des C4; tels que

la somme des carrésde leurs coefficients aient une somme minimale.

On peut remarquer que les retours C_ .. dépendent de m~i plutdt que de
i. Ainsi
+ +

Coomt = ~BT[BBTJ A+Yn_1[I—BBT[BBT_] ]1a (II 1,23)

quel que soit m.

On retrouve que les équations récurrentes d'optimalité &voluent dans le
sens rétrograde.

Les retours Cn""cn+m—m étant déterminés de facgon unique, il résulte
de ce qui précdde qu'il ne sera pas possible en général pour m > m, de trouver

parmi les retours solutions un retour constant correspondant & une commande optimal:

Le choix de m supérieur § 1'indice de commandabilité m, ne se Jjustifie

que par la possibilité de minimiser 1'énergie de commande.
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1.4. - Sthucture de commande par réaction d'etat a parametres constants.

L'annulation du régime transitoire d'un systéme par un retour constant
a été envisagée par de nombreux auteurs tant pour les systémes monovariables /3/

que pour les systdmes multivariables commandés en q coups /4/ ou en m coups

/577127

Nous envisagerons successivement les cas ol les nombres mo, 2, q

vérifient m, ?=q et m, L#q.

1.4.1. - Cas particulier m %=q

On sait que lorsque l'indice de commandabilité m, vérifie 1'égalité
m, ¢=q le retour C annulant en m=m, coups le régime transitoire est donné par

. . . - -m_q-1
les £ premieres lignes de l'expression - LA ]B... A mB]

Une démonstration semblable d celles données aux paragraphes précédents

permet de retrouver rapidement ce résultat.

L'égalité m, 2=q conduit & une matrice de commandabilité carrée.
La séquence de commande est unique et d'aprds 1'dguation (II 1,14), le vetour

constant doit vérifier les &quations (II 1,2L)

73 BT 0]
T.T m-2 1 .
+ -1
C(a+B C) —ca” A" - BTA ca CdTJ A" (IT 1,2k)
C(A+B C>m—]l B
A partir de 1'équation (IT 1,25)
Ul - 3 -1 ‘
c= -8 AT Jca CdT} A" (1T 1,25)

tirée des équations précédentes, il vient
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i Tt - -1
classc) = -BTA™ caca”] ! a"[a-B BTA " 1|cd ca’] A"
_ - -1
= -5"a™ "[caca™] " [a[caca®]-a B 8™ '] Tca ca”] A"
-1 B! |
= -8'a™ "lcaca™| [a B...A"B] | [caca’]™" A" (TT 1,26)
© | pryTm-2

Or lorsque mcﬁ=q, la relation (II 1,27) est vérifiée

+ T -1
Cd cd = Cd |cd CdT] cd = I (1T 1,27)
ce qui permet d'écrire 1'équation (IT 1,26) sous la forme
BT Ty -1
cla+Br) = - [o 1] : [caca ] A"
ﬁTATm—E
T - _
= - 3'a " [caca’] ! A" (11 1,28)
Un ralsonnement par récurrence montre alors que l'on a
i T Tm-i-1 -, .T;-1 m R
JUA+BC)T = - BTA [cdca’] A (11 1,29)

Par suite le systéme d'équations (II 1,24) est compatible et le retour
O est donné par 1'équation (IT 1,25) c'est-d-dire par les £ premiéres lignes
=1 . ; .8
de l'expression -Cd A™ qui peut s'écrire lorsque A est réguliére sous la

forme  -[A7'B... aT"B] 7.

Cette valeur de C aurait pu &tre obtenue & partir de (II 1,21) pour un

cholx convenable de Yi'

On remarquera que la démonstration précédente s'applique au cas des
matrices A singulifres pour lesquelles le systéme (II 1,1) est commandable.

Le retour C est alors donné par 1'expression (IT 1,25).
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1.4.2. - Cas oum b # q

I1 est facile de vérifier que lorsque mCZ # q le retour constant donné

précedemment ne rend pas la matrice (A+BC) nilpotente.

La commande que l'on obtiendrait avec un retour constant, s'il existe,

ne pourra donc &tre optimale au sens de 1'énergie.

D'aprés 1'équation (II 1,11), le retour C existe si l'onbpeut trouver

un pseudo-inverse Ccd  de Cd tel que l'on ait

e
C{A+BC) =-cq A" (11 1,28)

c(a+BC)™!

La détermination d'un tel pseudo-inverse méne 3 des calculs compliqués.

Aussi nous préférons donner une expression particulidre de C d&duite par

analogie du résultat précédent.

. - N - -1
Nous considérons le systeme des mcﬁ vecteursLA By...,A CB]de rang g,

le processus étant supposé commandable et la matrice A régulidre

Nous notons

(A 's... a4 °B]= [v.,v (1T 1,29)

A partir de ces vecteurs, nous formons une base de la fagon suivante

Vj sera choisi comme vecteur de base s'il est indépendant des vecteurs VT,;,. Vi‘w

La base ainsi constitufe est déterminée de fagon unique.
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Les colonnes de la matrice B étant linfairement indépendantes, les vecteurs
- ‘] - . . : .
colonnes de A B(c'est-a-dire V1,V2,...V2) font partie de la base.
Les autres vecteurs de la base seront de la forme A-le, ol i. peut varier

de 1 3 mc—l et J de 13 L.

I1 est alors facile de montrer qu'une expression du retour C est donnée

par les § premiéres lignes de 1l'expression (II 1,30)

-1 - 4 =1
- [AB, ..., A lvj,...J ~ (IT 1,30)

dont les vecteurs—colonnes sont les vecteurs de la base précédemment déterminée.

Démonstration

La matrice C est d8terminfe par les L premiéres lignes de l'expression

(IT 1,30) si et seulement si C vérifie les équations

-1 T
I +CA B=1+ CEV1,...,V21 = 0 (11 1,31)

Pour cette valeur de C, on a donc :

(A+BC)A—E3= 0 ; (11 1,32)

. -1 . -
Considérons le vecteur A V1 premiere colonne de A 2B.

.o .. -1 ' .
S1 A 1V1 est une combinaison des vecteurs de A B (donc n'appartient
pas a la base) il vient '

(A+BC)A’1V1 =0 (1T 1,34)

. 81 A_1V1 fait partie de la base, on a :

=y +BOATV, =V, +0 (1T 1,35)

(A+Bc)A'1V1 1

dtaprés (II 1,32). D'ol :

<A+BC)2 A'1V1 = (A+Bc)v1 =0 , (II‘1,36)

d'aprés (II 1,31).
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Ce raisonnement montre que l'on a pour le retour C ainsi choisi :

-1 )
(a+BC)° A V. =0 ' (IT 1,37)

pour tout i variant de 1 3 &
Plus généralement il vient

C sy | \
(a+BC)? A™? 1Vi =0 (1T 1,37)
pour tout j inférieur ou égal & m, et tout i variant de 13 ¢ .

m .
La matrice (A+BC) © dont le produit par q vecteurs indépendants oot

nul est donc identiquement nulle.

Remangu@s :

1. Le choix d'autres bases convenables de représentation conduit 3
d'autres expressions du retour C. En particulier, on peut utiliser la méthode
précédente aprés permutation sur les &l&ments du vecteur de commande U

2. On peut démontrer (cf annexe IV) que le rang de la matrice (a+BC)"
vérifie, & la seule condition que A soit régulidre et quelque soit l'entier

positif m,l'égalité

[ reca™ -2 |
T+CA"'B CA“B_ ... CA
rg [ (a+BC)™] = rg S ~cA™?B -(m-q) (T 1,38
0 ‘ | o
. 1

B I+CA B
Rendre la matrice (A+BC) nilpotente revient donc i trouver m et C
tels que:

1+ca'B ..., cA B
re . =md - q (11 1,39)
0 1+cA”'B '

On voit alors que dans le cas ol m = m, et mcﬂ = g, le choix de C vérifiant
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J I+ca =0 (1T 1,k40)

I CAT'B = 0 pour i = 2,..., m (IT 1,h1)

satisfait L'équation (II 1,39)
ce qui peut s'exprimer de facon &quivalente en disant que C est donnéd

par les £ premiéres lignes de 1l'expression

-1 _m, —1
- [A B,... A é]

1.5 - Cas des sysitemes LinZaines non stationnaires

Nous nous proposons de montrer que pour les systémes linéalires non

stationnaires d€crits par les &quations

= } ;)
Xn+1 Aan+Bn”n (1T 1,42)

il est possible de réaliser la séquence de commandes optimales au sens de
1'énergie et amenant le systéme d zéro au moyen d'une réaction d'état de la forme

o= C X .
n n'n

Nos hypothdses sont les suivantes

[} -~ .~ .
1°) An+i est réguliere pour tout 1

2°) La "matrice de commandabilité@"

Cd = LAn+m_].. A Bseees Bn+m_1]

est de rang q pour tout m supérieur ou égal A mc, quelque soit 1'indice m

(le systdme est dit uniformément commandable).

D'aprés 1'équation

1»k
n

Xoom = Bpapoy = A X, + Cd . , C(IT 1,43)

u
| n+m—1
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la séquence optimale au sens de 1'énergie amenant le systéme 3 zéro est donnée

+
par U= -Cd An+m~1"' An Xn
Les retours Cn"" Cn+m—1 réalisant cette commande doivent vérifier les
équations
_ - =T T T g
c_ BA L AL
T T T -1
Cn+1<An+Bncn) - Bn+1 n+2 n+m— (CdCdT) A v
nAmT o0
(A +B C Y..(A +B C ) o
n+m~-1"""n+m-2 “n+n-2 n+n-2 n nn _n+m-1 ]
N (IT 1,4L)

Une démonstration calquée sur celle du paragraphe 3 (voir annexe III)

permet de montrer que sous les hypoth&ses précédentes les équations (IT 1,Lk)

sont compatibles et déterminent Cn+i'

¢ . =-B A Al oA A
‘n+i n+2 n+i+1° 7" n+m-1 “m-i-1 n+i+1 n+m-]
- +
+ Y. |T - e
Yll--I Z.Z J An+1+1 An+m—‘l

m-1~-1

avec Yi vecteur quelconque

ot ¥ T T T

. = +...+ . . . . [
m-1-1 Bn+m-1Bn+m—1 An+m--1 An+1+1Bn+2 n+1i n+i+i

T
n+m-1

(1T 1,46)

Ces formules sont tout 3 fait analogues & celles trouvées dans le cas station-

naire.

1.6 - Applicationsd

Nous allons illustrer la méthode sur deux exemples choisis volontairement

simples pour permettre une vérification aisée.
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Exemple 1 : Systeme monovariable de 28me ordre

1.6.1.
Nous considérons le systéme instable en boucle ouverte décrit par

les équations

On souhaite transférer ce systéme & l'origine

a =~ Calcul des retours pour une commande en deux coups

La séquence de commande est ici unique

e un‘ 1 -4
-1
)= - cd A2Xn = X
uL+1 -2 4
Les retours qui lui correspondent Cn et Cn+1 sont donnés par les équa-

tions (II 1,21). € est également déterminé par la premiére ligne de

-1,2

- Cd A" (d'aprés II 1,14). D'ol

N

-1] + [a 8]

l’_ 1
n+1 - 2

»
i
=

[— % (148-0) -1(1+oc—8)}

ou& et B3 sont deux nombres guelconqgues.

Les plus faibles gains correspondent 8 a =8 = O

En choisissant hu Bl= Lj —hl, on trouve le retour constant C2 = Cn+1'
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L'énergie dépensée est alors
5 -12
-12 32//
b - Calcul des retours pour une commande optimale en trois coﬁps.

La séquence de command optimale est obtenue par 1'équation (II 1,11)

dans laquelle on fait Y =0

1 .2
n 2 7
- *,3 1 4
hn+1 = Ccd A™X = > = Xn
U -1 16 //
n+2 T
Les retours Cn’ Cn+1’ Cn+2 sont donnés par les equations (1T 1,20)

A
jo]
+
il
|Al
|
-
—_

L- L(1+0-8) , -1 (1+a—e)1

Q
]

L'énergie nécessaire pour le transfert est alors

3 _
T e )
13 - Xn Xn
_ %
b 7

On peut constater que le gain en énergie est important par rapport & la commande

en deux coups



- 42 -

1.6.2. Exemple 2 : Cas d'un systeme mubtivarible

Soit le systéme décrit par 1'expression

—
o
(@]
i
N
et

x = 1o 2 ol x + | 2
n+1 n
0 0 3 3 0 0
: -n

Nous cherchons le retour constant C qui annule le régime transitoire

en deux coups

. -1 -2 P .
Les matrices A B et A “B s'derivent respectivement

-1 1 1 1
2 1 et 1 1
i 2
1
0 - 0
S 3
) . -1 -1 -2, . . ’ ,
Le choix de la base (A b, A b2, A 1) détermine C par les deux

premicres lignes de

{4 NS B
- 2 1 1
1
10 -
—— 3-‘
- : .
-z = -2
soit C = 3 3
1 1
- -= 1
372

réaliser est done

o
=
__—______IQ;,
1
[—
wi-
1
l\),

A
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~ 1 2
Une autre valeur de C peut &tre obtenue en permuttant Un et Ui,

L'équation du systéme &crite sous la forme

K 7 -1 we
n

X = X + |2k
n+1 n 1
o 0 3 o 3 u
o n

. =1 - .
donne pour matrice A B et A 2B respectivement
71
1
2
0

1
1
3

Le retour C' correspondant au nouveau choix de variables de commandes est

déterminé par les deux premidres lignes de’

T =1 11 -1 1 -2 5
- i1 2 1/2 solt
0 10 0 0 -1
La réaction i réaliser est donc
_.] (-
u 0 0 -1
n
UP = = Xn
: 2
11 —_
e j 2 5

1.6.3. Application & La neconstitution de L£'état en temps minimum

Le probléme de la reconstitution de 1'€tat en temps minimum tel que
1'a dérini par exemple Luentberger [1] est le probldme dual du problime de

commande en temps minimum discuté ci-dessus.
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Le systéme (81) dont on veut reconstituer 1'état a pour équations

o]
]

AX + BU
n n

Y =C X
n n

ou Y, désigne la sortie du systéme, B et ¢’ sont de dimension gx&

Le systéme associé (82) - 1l'observateur - a pour &quation

-~

(s.) X =AX +BU +H(CX -Y)
2 n+1 n n n n

-

n\
i
-

1,48)

-~

On souhaite trouver la matrice de gain H telle que l'erreur X ~X =

>

s0ilt nulle en temps minimum.

D'aprés les équations précédentes, il vient

~—~
!
]
—_
-
’¢
—

%n+] = (A+H C) %n
On doit donc déterminer la matrice H telle que le produit (a+HC)™ soit

nul en temps minimum.

I1 est immédiat que les résultats ci-dessus permettant de déterminer
C tel que (A+BC)™ soit nul permettent également de déterminer la matrice H
de (II 1,49) lorsque C est connu : il suffit d'appliquer les résultats préeé-

dents au systéme dual caractérisé par (AT + ot HT)m =0

Le temps minimal de commande sera donc my indice d'observabilité

du systéme (A,C).

Une valeur de la matrice H solution sera donnée par analogie d la

formule (II 1,30) par les & premiéres colonnes de la matrice
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ol les vecteurs U. sont choisis de fagon analogue aux V. de ({I 1,30)

3 partir des vecteurs lignes de 1'expression LA_1 CT,... Ao CT]
. . .7 T T : e e
notée U1, U2,... UQ ge e Um.e , nous formons une base (unique) en choisis-
N ¢
-1T T

A C

sant les vecteurs U<j indépendants de U1, U2,... 51

La structure obtenue avec cet observateur en temps minimum est donnée

ci-dessous figure 1

_— i : X Y
— B i——»@———— 8 c S
3 * N I
s, \
| A

y

observateur 52 ‘ Xn ‘ V :
8 ‘ C :

H

H tel que (a+HC)™ = 0 -~ & représente ici l'opérateur de décalage temporel

figure 1
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On pourrait envisager également le cas de matrices de gain Hn variables

avec le temps.

11 - Rechenche d'un modulateurn pour une commande optimale

2.1. - Position du probleme

Dans cette seconde partie, nous allons plus particuliérement considérer la

commande échantillonnée des processus cantinus monovariables.

La commande sera élaborée d partir d'informations prises & des ins-
P

tants discrets puis modulés sous forme d'impulsions /6/.

L'introduction de la commande par impulsions dans les boucles de
régulation se justifie par sa mise en ceuvre aisée, associée aux progrés de
la technologie des circuits électroniques, et par le caractére inhérent 2
la constitution méme du régulateur permettant de cdmmander des organes de

puissance & partir de signaux de faible puissance [T/

Nous souhaitons transférer 1'état du filtre (continu) 3 réguler de

q €0 un temps de commande fixé T.

1'état initial X, i 1'état imposé X
Des considérations d'ordre pratique en particulier dans le cas de
commande i partir de micro-calculateur conduisent i choisir la commande sous

forme de m crénaux (figure 2)

AU

‘.._.—.__...

T/m’ f ' '

figure 2
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Cette séquence de commande peut &tre réalisée d partir d'un filtre
associé convenablement initialisé et dont la sortie échantillonnée & chaqﬁe
intervalle de temps T/m est bloquée par un bloqueur d'ordre zéro, On réalise

ainsi un signal de commande multimodulé /8//9/.

Le schéma de régulation est le suivant (figure 3)

k! ) £(xg0%,) K
| T }%;:initialisation
0 filtre associé ———-‘ 1 I——- Modulateur |—| filtre & réguleur |——
T/m -
figure 3
Le filtre associé va 8tre déterminé de facon d minimiser
1'énergie de commande ?i; Wi

Avec ce choix de modulation et entre deux instants d'échantillonnage,

~

(T/m), 1'équation d'état du filtre 3 réguler est supposé s'écrire sous la

forme
= ' - | 12,1
Xn+1 AXn+Buh | ‘ (1T 2,1)

ol A est de dimensionsg X q et B de dimensionsgx1.

La matrice A obtenue & partir d'un filtre continu est régulidre (puis-

que c'est 1'exponentielle d'une autre matrice).

2.2. -~ Utilisation des pseudo-inverses pour la détermination du filtre

P
assocle

En utilisant le principe du maximum de Halkin /10/ , il serait possible
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de déterminer le filtre associé tel que la séquence de commande minimise la

m=1
fonctionnelle ) unii compte-tenu de la contrainte récurrente (22 2,1).
2o T

cette méthode nécessiterait alors l'introduction d'une fonction hamiltonienne.

Au lieu d'utiliser le principe du maximum, nous exploiterons les résul-
tats obtenus 3 1'aide des pseudo-inverses de matrices et plus précisément

1'équation (I 2,13) pour obtenir le filtre associé.

La meilleure solution au sens des moindres carrés de 1l'équation

m - m= ' n A
Xy =AY+ [A7'B... B] . | o (IT 2,2)

Yn+m-1

est, lorsque le syst@me est supposé commandable en m coups : {ef chapitre I)

n
-1
. + m T T . m -
= X - o0 .
\ ca (A,B)[xd A" x ] =cafcaca] [xg-aTx [ (I12,3)
11 '
_n+m-1
Soit

i

Y =AY

n+1 n .

(11 2,4)

tyn = CYn

les équations du filtre associé supposé d'ordre p
Le vecteur Y d'ordre p caractérise 1'état de ce filtre a l'instant n et v, sa
sortie. ‘

Les sorties successives Yoo ¥ sont liées & Y par la

12" Ynam-1

relation
yn C : .
= ' = . . )
Yat1 o Yo = 9,0t (11 2.5)
v carm!
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ol 1'on a posé |[C

1 or . 2,6
C% = Ob(A',C) (II ‘-,O)
CA,m—1 ‘ '
'\ Pl . . ' B ) v‘ ‘ | .
Nous avons donc a determlnerA(pxp), C(1xP) et Yn(px1)
tels que
+ - oo
Ob, ., Y =cCd [x -a"% ]
(A',C)'n (A,B)-d " "n (1T 2,7)

(mxp) (px1)  (mxq)  (qx1)

A priori, il existe plusieurs solutions. Pour tenir compte des q
parametres du vecteur Xd - A" Xn’ il est nécessaire de prendre p supérieur
ou égal a4 q. A partir d'une solution, on peut en trouver une infinité d'autres

en augmentant 1l'ordre du systéme par des modes non obser&ables.

Nous allons déterminer un filtre associé d'ordre minimum q ce qui
conduit & résoudre les équations o | ; ’
Ob =Cd G ‘ - . ‘ (11 2,8)
1 m o , R ‘ . ‘ o
G [xy - oA ] R (;; 2,9)

<
1]

ol G est une matrice réguliére de dimensions gXgq

Une solution est obtenue en posant ; o ;
¢ = - [ta caT] (a)™* o o ‘ ‘ . - (

-
o]

2,10)
ce qui donne oo ‘ o I .

- ,;_.+ . pu F. . '
ob = ca*[- (ca ca)(aT) ™) = —caT(aT)™! : | (1T 2,11)

(d'aprds les propriétés des pseudo-inverses)

soit
- BT
CA' = - pTaT \ - o - ‘ S (11 2,12)

D'old la solution
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c=-38"
(II 2,13)
A' = (AT)—1
Ty T\~1 _m,
Y, = - (caca)T (X - ATK)

Le filtre associé peut &tre symbolisé figure 4 :.

- (D™ (ca cah) T (x~A"K )
'L i . | n
0 T, -1 T T
(a5 - B ' Un+m-1
Figure U

I1 est possible d'effectuer syr. les équations de ce filtre tout
. . : ' Tm=-1. - . .
changement de base. En particulier, en posant Yn = - (A‘)m Zn’ 11 vient

la solution suilvante :

Y = (ca cah)”! (x, - "X )

n d
5 LT
correspondant a G = Cd Cd ™«

Le filtre correspondant est représenté figure 5 :

v Tyv-1 v _ I o -
(ca.-ca™) (xd A xn) 3

. |0
0 __4 (AT)”1, B£¥AT)m*T k i.. Untm-1




S = 51 ~

Remarques :

a) Interprétation des résultatS‘

Le flltre assoc1e qul minimise 1°' energle de commande est caractérisé par
T

les matrices (A ) B”. Nous retrouvons 18 l'equation du f;ltre adjoint /3/.
La commande optimale en T sedondés du systéme . &chantillonné aux inter-

valles de temps T/m d'équation X # A X+ Bu ‘est réalisée A partir d'une

n+1 . .
e L. . . . N U -1 . T,
initialisation convenable du filtre adjoint Yn+1 = (AT) Yn de sortiey = -B' Y

n’

On retrouve ainsi dans 1'hypoth@se discr@te certains résultats déja
obtenus par une démarche différente, relatifs & la'commande 4 énergie minimale

des processus continus /10/

b) Choix de la modﬁlation

Les résultats precedents ont éte obtenus en ch0131ssant une forme de mo-

dulation partlcullere et un systeme monovarlable.

T1 est immédiat que pour tout autré'choix‘de modulateur condﬁisant a

une &quation de la forme X'+i = A X +BU dans laquelle U peut 8tre un

vecteur, le filtre representé par les equatlons (II 2,13) transfere le pro-

cessus de 1'état Xn g 1'état X en mlnlmlsant la- quant1te E U ; Un+i*

2.3. Application pratique

L'exemple proposé concerne le controle thlmal d un systeme linéaire

du second ordre définji par la fonctlon L(p) = Y de51gnant la sort1e

1
p(1+Tp)
du processus et y sa derlvee, les variables d'etat ch0151es sont les quantités
y + Ty et y. Entre les 1nstants d'echantlllonnage, le processus gdmet 1la repré-

sentation matricielle suiwvante
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La séquence de commande optimale s'decrit alors4:

n . T‘-P‘I o m L
: = - cafca ca’] ~“|_xd - A x ]
- n+m—1
T . T T
ol Cd =
(1-D) .... D(1-D) 1-D
D'ol ‘
o 1D p )(1+pm Dm ‘(M))) ~7(1-D™) + 0 ' (12D) mT}
1 14D ) ; o o ) '
1 1-D m _m-2 o 2 )
g= e — (1- - -T(1- 1-
- A 77D ¢! " )(1+D =D (1+D)) ) T(1 D™)+D (1-D)mT
' ip ot )
ntmeq U+D‘“‘D )(1+D " ~(1+D)) |
*v
avee A = T(1-D™) i m m
avec A = T(1-D") Lm 1+D 1+D)(1D)]
Le filtre assoc1e correspondant est deflni par les equatlon% (1 »
soit
. N . Lo m~v -
| 1+D(1—D - -T(1-D") v 0
= - — B X, - %
o Th -1/, _m w1 o a m{
- D" (10" D" wT 0 D
70
A' =
o !

(]
1
t
~3
=
L=

,12)
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Une simulation numérique a &té effectuée pour 1'ensemble des paramdtres

sulvants
Conditions initiales Xq = 1 Constante. de temps du filtre = 1s
=1
XO |
Conditions finales X3 = 0 temps de réponse fixé T = 2s
o) . ’
=0
*q

Une variation du paramdtre m de 2 4 10 conduit aux résultats suivants

m Vo | Yo

2 0,343 ’}—'0,372
b 0,007 0,113
6 - 0,079 0,318
8 0,122 | 0,499
10 - 0,147 ,0;659'

Une simulation a été réalisée poqr m=2 et'm‘= 10 /11/.

Le filtre adjoint a &té obtenu par 1'échantillonnage du filtre continu 577433;
L'initialisation de ce filtre est obtenu par 1'utilisation d'un calcula-
teur 3 temps réel. Le processus a réguler est simulé sun uﬁ\calculateur hybri-

de AD 32.

Les réponses obtenues sont reproduites figure 6.



‘-54-‘

Résultat de la simulation hybride-

Figuré 6

-
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Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre deux types de commande discrete d'un

D'une part, nous avons déterminé une structure optimale au sens de

1'énergie amenant 4 zéro 1'état d'un processus par réaction d'dtat.

Les paramétres de cette réaction sont en général variables.

Jn retour constant assurant un amortissement du régime transitoirs en
temps rini par une commande le plus souvent sous optimale a été également défini.
Le probléme de la reconstitution de 1'état d'un processus en temps minimum tel
que 1'a défini  Luerntberger, dual du probléme de la commande en temps minimum

a pu &tre envisagé 4 partir des mémes outils.

cbtenue par un filtre adjoint convenablement initialis’

une structure optimale a 8t& simulé sur un proce
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CHAPITRE 111

Commande des systemes discrets pan gains variables.

Introduction

Nous avons calculé dans le chapitre précédent les retours permettant
de réaliser la commande d'un processus par réaction d'état. L'emploi de ce
type de commande suppose que toutes les composantes du vecteur &tat sont
accessibles.

Lorsqu'une partie seulement des variables d'état est disponible, il
est possible d'envisager une compensation par réaction de sortie et gain
variable K, dans la chalne d'action /1/ & /6/.

Le probléme du régulateur en temps fini se formule alors comme suit :
trouver un instant m fini et une séquence de gains Ki tels que 1'état Xn+m
soit nul quel que soit l'état initial X .

Une telle séquence de gains sera en fait répetee péricdiquement afin

de maintenir 1'état 3 zéro en annulant 1'effet des perturbstions.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous démontrons un ensemble
de relations vérifiées par les séquences de gains scolutions, en particulier
les séquences de longueur minimale.

Cela nous permet dans un second volet d'établir une procédure de
calcul donnant une séquence de gains solutions pour une classe importante

de systémes observables et commandables.

Dans les deux derniéres parties de ce chapitre, nous appliquons cette
procédure d'abord & un processus échantillonné monovariable dv 3&me ordre
simulé sur calculatrice hybride et pour lequel nous déterminons la séquence
de gains sous forme explicite, ensuite 3 un systéme multivarieble simulé

sur ordinateur.
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1. - Carnacténistiques des sysitemes asservis & gains variables.

1.1. - Premiere formulation du probléme.

Considérons le systéme multivariable linéaire décrit par les équations

(IIT 1, 1) et (IIX 1, 2) :

»
il

. R
nt 1 A Xn + B Ln (I11 1, 1)

Y =CX (111 1, 2)
n n
avec A, B, C matrices de dimensions respectives (q x q), (q x 1), (r x q)
et de rang maximum (1, r £ q). Yn représente la sortie du systéme.

Nous cherchons & tranférer le systéme de l'état initial Xn jusqu'a

1l'origine en un temps fini m au moyen de m réactions de sortie du type :
Un+i = Ki Yn+1 (111 1, 3)

ol K.l de dimensions (1l x r) est une matrice de gains.

Le schéma de régulation est le suivant (Fig.!)

_ ' n
1= AXn + BUn

NV

X
n n+

FIGURE 1

On peut calculer 1'état i 1l'instant (n+m) en fonction de 1'@tat

initial :



nombre m et une séquence de gains Koo +oes Km_]

n+m

(A +BK
=

1
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C) ... (A+ B K, c)xn

m-1
| ‘(A + B K.l C)Xn
1=0

(III 1, &)

(III 1, 5)

La condition d'amortissement en temps fini impose qu'il existe un

m~1
‘ ! (A+BKiC)=0
1=0

tels que 1'état final
soit nul quelquesoit 1'état initial X - D'ot 1'équation :

(1II 1, 6)

Cette é€quation peut s'écrire facilement sous une autre forme en

faisant apparaitre les matrices de commandabilité et d'observabilité /7/ :

A"+ cd

ou Cd

et Ob

IR

ceeveeds CBK

—-1

Ob

.
2 1
(111 1, 7)

(111 1, 8)

(I1II 1, 9)

A partir des relations (III 1, 6) et (III 1, 7), nous allons dégager

quelques premiéres propriétés des gains variables Ki solutions.

1.2. - Commandabilite et observabiliti, conditions nécessaires :

La matrice A étant supposéeréguliére, une condition nécessalre pour

que 1'&quation (III 1, 7) ait une solutionest que les matrices de commandabi-

11té et d'observabilité soient de rang maximum q.
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Ceci traduit une propriété bien connue /5/ /6/ : les sous-espaces
non observables ou non commandables ne sont pas affectés par le retour.

Nous supposons donc le systéme (A, B, C) décrit par les équations
(ITII 1, 1) et (III 1, 2) commandable et observable.

L'indice m devra €tre supérieur ou &gal aux indices de commandabilité
et observabilité.

(En fait, si les modes non commandables ou non observables sont
suffisamment stables, il suffit de s'intéresser aux seules composantes

commandables et observables).

1.3. - Deginition et caleul des gains "gfondamentaux”

1.3.1. - Séquence de Longueur minimale :

m~ 1
L'équation (III I, 6) (A + B Ki C) = 0 implique qu'un certain
i=0
nombre de matrices (A + B K, C) sont singuliéres.

Or, si deux matrices carrées M et N sont telles que

- M est réguliére

-MN=0

la matrice N est la matrice nulle.

Par suite, le premier et le dernier gains de la séquence de longueur

minimale rendent la matrice (A + B Ki C) singuliére.

1.3.2. - Choix de K, pour nendre (A + B K. C) sdinguliere :

En généralisant la factorisation donnée en /8/, on obtient quelles que

solent les matrices A(q x q), B(q x 1), C(r x q), K(1 x r)

- +
a+sxc B _[1 o7 [a u i, A8 1, o
0 -5 K cA’ Ll|v - +x cat 8l lo i KC T
(111 1, 10)

oi I et I sont les matrices identités de dimensions respectives (q x q) et
q

(1 x 1)
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<
i
'p—q'
0
]
L
p-]
b
+
-
lens

i
<
o

‘F—"

t
>
‘1>+

L

Cette factorisation est vraie non seulement pour le pseudo-inverse
au sens de Moore-Penrose de A (A+) mais aussi pour tout pseudo-inverse
reflexif de A (A) (c'est a dire vérifiant : A;AA; = A en plus de
AArA = A)

De la relation (III 1, 10), il vient :

A u

rg [A+BK§} = rg -1 (111 1, 11)

v - I]+KCA+B

. -

Dans le cas présent d'une natrice A réguliére, on obtient :
: - -1,
rg [A+BKC]- q-1+rg E] + KCA u] (111 1, 12)
et en'rangeant' K avec b :
rg tﬁ+BKQ] sg-r+rg [}r + CA-lbé] (1I1 1, 13)

Par suite, la matrice (A+BKC) est singuliére si et seulement si les
watrices (I, + KCAT'B) et (I_+ CA™'6K) Te sont .
La matrice (I] +KCA'18) qui apparait ici est le complément de Schyy
A B

de A dans M = J1f [1) .

KC -I.l

En monovariable, les équations (III 1, 12) et (III 1, 13) s'écrivent :
rg [A+KBC]=q -1+ rg [} + ke 1g] (111 1, 14)
Pour rendre (A+kBC) singuliére, i1 est nécessaire et suffisant
de prendre pour valeur de k : kf = —1/(CA'IB) , Cé qui suppose CA-lB # 0
En multivariable, si 1 = r et si la watrice cA e est réqguliére, le
choix de K égal & K¢ = - [?A'IB]'l rend la watrice (A+BKC) de rang (g-1)
Ce choix est unique.
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D'une fagon plus générale, si s désigne le rang ce CA“IB, le rang
des matrices [}] + KCA'IQ] et [ﬁr + CA—lBﬁ] ne peut &tre inférieur
a (1-s) et (r-s), quel que soit K.

Les inégalités :

-1
rg [11 + KCA 5]<‘ (111 1, 15)

et rg [i, + CA‘18KJ<r (111 1, 16)

peuvent présenter plusieurs solutions en K : il convient de choisir K

tel que cA” 16K et KCA™!B aient une ou plusieurs valeurs propres égales

a3 (-1).

Le gain K peut étre choisi de fagon & rendre la matrice (A+BKC) de
rang minimum (g=s).
Nous nous appuyons sur le théoréme suivant /9/.
Etant donné une matrice G (rx1), une condition nécessaire et suffisante
pour que la matrice K de dimensions (Ixr) vérifie 1'une ou 1'autre des
relations :
rg [I; - k6] =1 - rg[a] (111 1, 17)
ry [1 - GK] r- rg[G] (111 1, 18)

est que K soit un pseudo-inverse de G.

IT en résulte que si K = k [@A Q] (ol M~ désigne un pseuco-
inverse de M), la matrice (A+BKC) d'aprés (III 1, 12, 13, 17, 18) est de
rang minimum (q-s).

Un choix particulier de gain est K [CA é]

Le choix du pseudo~inverse au sens de Moore-Penrose trouve Sa
Justification dans le fait que 1'on minimise la somme des carrés des
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élements kij ce qui assure des gains peu importants /5/.
Les gains Kf se déduisent cu gain Kf par la relation :
ey

¢ = K¢

+ U - K [oals] v [oa k] K (111 1, 19)
ot U est une matrice arbitraire de dimensions convenables /3/.
Nous appelerons 'gains foncamentaux' les gains Kf.
Si CA-IB est de rang U, la matrice (A+LKC) est tcujours de rany ¢
et par suite, on ne peut pas trouver une séquence de gains annulant le
régime transitcire en temps fini.

1.3.3. Nombre de gains gondamentoux dans fa séquence.

Dans le but de minimiser la longjueur de la séquence de
gains, nous n'utiliserons dans la suite que des gains 'fondamentaux'
pcur diminuer le rang de (A+BKC).

L'inégalité de Sylvester appliquée aux matrices M et i de
dimensions compatibles donne :

rg(it) + rg(N) - q < rg(MN) < min [rg(M), rg(N)] (IIT 1, 20)

Le rang de (A+BKfC) étant (q-s), 1'équation (III 1, 6)
m-1

]—T (A+BK1C) = 0 ne pourra étre vérifiée qu'en utilisant au moins p fois
i=C

les gains 'fondamentaux' Kf avec 1'entier p tel que :
(p-1) s< qs ps (I11 1, 21)

En monovariable, la séquence de gains comportera au moins q fois

le gain kg = -1/(CA'IB).
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1.4. Etude du produit de matrices (A+BK C) ... [(A+DK,C).

1.4.1. Rang du produit.

Nous établissons en annexe IV un théoréme permettant d'exprimer
m-1

le rang du procuit T

(A+BK1C) en fonction des matrices de Markov
i=0

¢ 15 /12/. Ce théoréme généralise 1'équation (II1I 1, 12) et se traduit
par les égalités (III 1, 22) et (IIT 1, 23) :
1

I,+K.CA B K

-2, .
150 CA. B .... K

0

rg[kA+BKm_1C) ces (A+BKOC{] = g-ml+rg 0 “e., K CA-ZB

(111 1, 22)

=
=1

Lk ca™%pk

I +CA” vo.. CA”MBK
r 0 s

rg [(A+8Kn.-1c) (A+BKOC)] = q-mr+rg 5 -....:wz
0 ‘e, CA "BK
. -

L] 1
1

1 +CATBK
) r m=-1

(111 1, 23)

1.4.2. Conditions d'annulation du produit.

Afin de simplifier la suite de 1'expcsé, nous pesons

A’ =, (111 1, 24)
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Une condition nécessaire et suffisante pour que le procuit

ni-1
TT (a+BK.C)  soit nul est donc :
=G
~— -
I]+Kon1 kunz. .......... Konm
rg -.._. ‘-...‘ =nl - q (111 1, 25)
0 e =212
i L+-1M

ou encore :

- -~
I+ngKg noKyq e nK 1
rg .-.... ‘-.... =mr - g (II1 1, 26)
e K-
0 e
I]+n1§"_1

1.4.3. Cas particudier des systémes monovariables.

Dans le cas particulier des systémes monovariables (1=r=1), les égalités
(III 1, 22) et (IIT 1, 23) permettent de montrer (cf annexe IV) que les
0

m=-1
produits T T (A+k;BC) et T T (A+k;BC) ont méme rang.
i=0 i=m-1

IT en résulte la remarque importante suivante :
Si une séquence de gains kO’ ..... s km-l conduit & 1'annulation du
régime transitoire, la séquence inverse k”_l, ceees kL a la méne propriéte.
]
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1.5, Résumé

Tcute séquence de gains amortissant le régime transitoire en temps
fini du processus dynamique décrit par les équations (III 1, 1), (IIl 1, 2)
ol :
- A, B, C sont de rang maximum
- le systéme (A, b, C) est commandable et observable
vérifie les équations nécessaires et suffisantes (III 1, 24) et (III 1, 2b).
Une telle séquence de gains ne peut exister que si la matrice CA “u

e

est différente de la matrice nulle. Le nombre de gains nécessaires est
supérieur ou €gal aux indices de commandabilité et c'cbservabilite.

5i 1'on n'utilise que les gains'fondamentaux' k. = - [CA_IQ}_
pcur rendre la matrice (A+EKC) singuliére, Ta séquence de gains comprendra

au moins p fois les gains fondamentaux, p vérifiant :

(p-1) s < 4y ¢ s

(s rang de CA'IB), en particulier pour la séquence de longueur winimale

comme premier et dernier gain.

tn monovariable, le gain kf = - 1/(CA-18) se trouve au 10ins y fois
dans la séquence. Si une séquence kO’ ..... . km_1 est solution, la
séquence km-l’ ..... , kC 1'est également.

11. - Procédure de caleul de La séquence des gains.

L'ensemble des propriétés nises en évidence précédemment, en parti-
culier les égalités (III 1, 22 & 25), permet d'établir une procécure dc
calcul de la séquence des gains conduisant a un amortissement en temps
fini du systéme décrit par les équaticns (III 1, 1) et ([II 1, 2).

I1 ne s'agit pas de decriner ici toutes les sequences ce gains possibles
ma3is, sous certaines conaitions que nous préciserons, une séquence
adequate.

Nous dégagerons d'abord & partir des systémes mcnovariables les
€lenents essentiels ce la procédure de calcul.
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2.1. Cas des systemes monovariables.

Dans le cas des systémes monovariables, 1'égalité (III 1, 22)
s'écrit

=1
rg ( TT ( (A + kiL0)) =q -+ rg (i) (11 2, 1)
i=C
avec @
1+k0n1 ............... kCnm
Moo= : (111 2, 2)
0 :
1+km-1”1

de diuension (rixm).

L'annulaticn du régime transitoire en teups fini repose sur 1'équation :

—
—

1=

=

rg ( (A+ kibC)) = 0 (111 2, 3)

[1]
[ep)

i

iwcus allons choisir successiverient les gains pour que les produits
correspondants soient de rang (q-1), (q-2), ..... et enfin C.

2.1.1. Choix des gains pour rendre Le produdit  de rang (q¢-1) et (q¢-2)

D'apres 1'equation (III 1, 14), le gain foncamental kC = kf = - 1/CA°1L
rend la matrice (A+kaC) de rang (q-1).

Le noubre de gains foncamentaux dans la séquence de gains est q «'aprés
(I1I 1, 21). Mais i1 ne suffit pas de choisir comne gain le gain kf cans
le produit des matrices1—r pour abaisser le rang de ce produit d'une
unite.
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2

Ainsi le rang de (A+kaC) est :
0 kfnz
q -2+ rg £q-2 en yénéral.
0 G
. N

Pour obtenir un produit de rang (q-2), i1 faudra conc utiliser u
gain intermédiaire k1 entre k0 = kf et k2 = kf et realiser :

2
rg ( TT (A +Kk5C)) = q - 2
i=0

ce qui améne a résoudre 1‘'équation (II1 2, 5) :

0 kg keng
g-3+rg |0 1+k1n1 k1”2 =q -2
0 ¥ G

On voit donc que les q gains fondamentaux seront séparés par un
certain nombre de gains 'intermédiaires' choisis pour que chaque gain
'kf diminue effectivement d'une unité le rang du produit.

2.1.2. Choix des gains pour rendre fe produit IT de nang (¢-3).

L'introduction d'un gain supplémentaire k3 améne a considérer la

matrice : - e -
O kgmp kg kengd
A R e W I
0 0 0 ken,
0 0 0 1+k3n1

n

(111 2, b)

(111 2, 6)
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ke Kpig
en général ce rang 2, le mineur étant non nul sauf
kg kg
cas particulier.
Cn voit donc qu'un gain suppléuentaire dans la relation (III 2, 1)
- augmente w d'une unité (3 a 4)
- augmente le rang de la matrice M (1 a 2) et ceci wi seul fait
ces gains précédemment choisis.
Par suite, le produit ne diminue pas de rang et i1 est nécessaire
d'introcduire plus d'un gain supplémentaire.
De méme, la matrice M (III 2, 7) correspond aux gains supplenentaires

k3et k4.

Sttt ettt T

¢ , !

I BT T Y AT S
. ! . '

O Ik 4Ky ks SIS

Moo= | 0 G L0 ko hens (1112, 7)

c v G L+kgng ke |
0 C 0 0 kg |
- -

est en général au noins de rang 3 cu fait ces gains précédents.

Deux gains supplémentaires k3 et k4 ne suffisent donc pas en
général pour obtenir un prccuit de rang (g-3), le rang de il ne pouvant
descendre en dessous du nonbre de gains précédenment choisis sauf cas
particulier.

11 faudra cioisir 3 gains k3, k4, k5 = kf tels que les vecteurs
lignes corresponcants dans M appartiennent au sous espace engenarc par
les vecteurs lignes correspondant aux gains kO = kf, kl’ ké = Lf.

Nous alleons maintenant généraliser le procéde.

o T L e

Four formaliser le probléme, nous considérens le produit T_Ti
produit de m(i) matrices et supposé ce rang (y-i). Soit M, la watrice
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corresponcant & il cans 1'€gelité (Il 2, 1). flous avens acnc

rg (TT,) = o = w(i) + (1,

, . . 2 j . ,
ious cnerchens les jains k}, ki’ ceen ,k? = kf (j etant ¢ ceturinge,
tels que

~—
i
ran
]
—
-
ot
“

-
>
[

; 1
.= (A + kYL veenes (A F KID . calil
I ]1+1 (£ k1bf) (A 11QC) I l1 1 )
procuit de w/i+1) = (i) + § watrices scit de rang {q - {i+13).
[T correspend & TTq, 4 T'égalite (IIT1 2, 9)

re (T—Ti+1) = ¢ = w(i+l) o+ r;(ﬂi+1) Ceda

cu la matrice Moy pout étre ecrite scus la fenie

S

I i —r
M, )
i 1
_______ e e o = e |
' !
' 1 |
' 1+kin U i P
] 1 ity
! }
' .. .
] . .
q. = .. . } (i
Mis1 6 ... C o Vie
1 ‘ J"l "'1
) 1+ . bo) \\J IR
| 0 : kx ! K ‘4!
1
] }
i C J
e 1

cus éncngons alcrs le thécrie suivent :
Une condition suffisante pour que le produit T ;i+l scit we ranyg
(4 - (i+1)) est que 1'on ait :

1° a(i+l) = (i) = j = i+l (I1I 2,
o N . . Vo T /ILY 5
2° rg(My,q) € r3 E}i E A14J (111 ¢,
kn effet, i1 vient alors ¢'apres (111 2, 9)
rg (i) € g = u(irl) + ry Lmi : M]!] (111 2,
La matrice Eﬁi Ellﬂ e dinensicns (m(i)x.i(i+l)) est de rany
]

inférieur ou éyal & m(i). D'clU :

e~
—
-
-
N3
-

rg (T-r1+1) < G = m(i+l) + a1y 4 - {0+

by

-3
2
.

-
-
-

12)

=~ o
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On peut alors donner la procédure de calcul.

2.1.4, Procédure de caleud.

Une séquence de gains annulant le régine transitoire en teuwps ©ini
est formée de q(q+l1)/2 gains dont q fois le jain fondamentel kf conitie
ler, 3éne, béme, ..., j(j+1)/2éme gain, j variant de 1 a g.

On choisira entre le iéme et le (i+l)éme gain kf i gains internié-
diaires tels que les vecteurs lignes correspondants a chacun de ces ¢ains
aans Mi+1 III‘Z, 1C) appartiennent & 1'espace engendré par les vecteurs
Tignes de t?i % rq] (ce qui réalise la condition suffisante (III 2, 1i)}.

Ceci se raméne a la résolution d'équations linéaires et les condi-
tions d'existence des solutions sont les conditions de validité de la
procécure.

On a ainsi par exemple les conditions :

[}
()
p=
C

W

C pour le calcul de kf.

n2 n3 N .
R # G pour le calcul ce k1 (d'apres LIl 2, Y)

‘n3 g ng ng
02 ﬂ3 ﬂ4 05
83 = | ¢ 0y 03 ng # 0 pour le calcul ce k3

U ny no n3 (en supposant k; # U)

n3 ng ny ng
n2 n3 n4 n5
by = c - s ” # 0 pour le calcul de k4
L 0 ny np | (en suppcsant k1 £ U)

etc .....
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Nous donnons un exemple d'utilisation de cette procédure pour un
systéme monovariable d'ordre 3 dans la troisiéme partie de ce chapitre.

Nous allons maintenant généraliser la procédure aux systénes multi-
variables.

2.2, Cas des systemes mulbivarcables.

Afin de simplifier 1'exposé, nous supposerons dans un preniier teips
le rang de la matrice CA-IB (rx1) égal & sa plus petite dimension,
disons 1. Le choix de K¢ = - [}A-IB]' donne donc :

+ K. CATIB = G (111 2, 14)

Iy + K¢

La séquence de gains couportera p fois le gain fondamental (p
défini par (I1II 1, 21) avec cette fois s = 1). Les gains fondanientaux
seront séparés par un certain nombre de gains intermédiaires choisis
pour que chaque gain fondamental diminue le rang du produitd®s=1 (ou
de q - (p-1)1 pour le dernier).

- - - o - 4n o - - - o . W - - - -

Nous reprenons pour formaliser le probléme les notations données
en 2.1.3.

Le produit TT;, produit de m(i) matrices, est supposé de rang
(g - i1).

La matrice Mi+1 est écrite sous la forme :

po 1 N
My M5 i
_______ L RS ——————
[{ 1 1 1
i I]+.<'ir1]_ ..... se2 009080 K_inj
: .
]
[] .
: .. .
1 ‘.. .
Miv1 = o 0 . : (111 2, 15)
] N
i Led-l j-1
5 e Ki T m
i
- : 0 -
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Une condition suffisante pour que le produit I'T}+1 de rang inféricur
ou égal a (q - (i+l) 1) est que T'on ait :

1°) m(i+l) = m{i) 3 i+l (111 2, 18, a)
2°) rg (My,,) ¢ rg[Mi :'M;J (I11 2, 16, b)

I1 vient en effet alors d'aprés (III 2, 9) :

I.r}+1) q - m(i+l) 1 + rg['w ' M' (Hr z, 17y

ou la matrice[:MiE M%} de dimensions EW1)1 X m(i+1)11 est de rang
inférieur ou &gal a m(i) 1. )
D'ou :

rg (M1+1) sqe=m(i+l) 1 +m(i) 1 s q = (i+l) 1 (11l 2, 18)

Pour réaliser 1'inégalité (III 2, 16, b), on choisira les gains
K tels que les lignes correspondantes dans Mi+1 appartiennent a 1'espace
engendré par les vecteurs lignes de[M . M ]

Ceci traduit 1'existence d'une matrice P telle que

'. \
’ - ]
ce qui conduit & résoudre des équations linéaires du type :

=P N (111 2, 20, a)

K‘i “1 2

I+ Kyny = P A (111 2, 20, b)
I1 en résulte :

I + K, [1 - N N2N3] (111 2, 21)

d'ot enfin K1 si les conditions de compatibilité sont satisfaites,
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2.2.2. Procédure de_cakeuf,
Une séquence de gain s annulant le régime transitoire en temps fini

est formée de p(p+l)/2 gains dont p fois le gain foncamental K. conime

f
ler, 3éme, ..... s J(j+1)/2 éme gain, j variant de 1 & p.

Entre le i énme et le (i+l) éme gain Kf, on utilisera i gains inter-
médiaires tels que les vecteurs lignes correspondants a chacun de ces

gains dans Mi (IIT 2, 15) appartiennent & 1'espace engendré par les

+1
vecteurs lignes de Mi f M;
La compatibilité des équetions linéaires correspendantes donne les

conditions de validité de la procédure ce calcul.

- Lorsque le rang de (CA"1

r, on peut utiliser 1'équation (III 1, 23) et opérer sur les colonnes.

B) est &gal & sa plus petite dimension

- Lorsque le rang de CA-lb est s, il convient pour obtenir des
conditions de compatibilité wmoins sévéres,de remplacer 1'inéquation
(111 2, 16, b) par :

rg (My,;) s rg [Mi ’; M;J + (1-s) (i+l) (111 2, 22)
Les gains seront alors déterminés de telle sorte que parmi les
vecteurs lignes correspondant & chacun des gains s vecteurs appartiennent
a 1'espace engendré par les lignes de {:M. | Mﬂ] .
i

- Cette procédure de calcul a été simulée sur ordinateur, et est

appliquée dans la quatriéme partie de ce chapitre & un systéme multi-
variable.

111 - titude d'un systeme d'orndre 3 monovariable.

Nous donnons pour un systé&ae monovariable d'ordre 3 1'expression
littérale des gains amenant une annulation en temps fini du régine
transitoire, a savoir en 6 coups.
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Un moteur modélisé par un systéme du troisiéme crdre a cormande
échantillonnée par un bloqueur d'ordre zéro, sera piloté par cet enseuni-
ble de gains. Une analyse des résultats de simulation est alors donnee.

3.1. ttude theondique.

Conformément 3 la procédure indiquée, la séquence de gains coupren=
dra q(g+l)/2 = 6 gains.
- Gain fondamental.
Le gain fondamental kC = - l/CA-IB sera le ler, deme
et béme gain de la séquence (kO’ kz, k5).
- Gain k1
Entre le ler et le 2&ne gain fondamental, on introuuit

un gain intermédiaire k1 tel que :

keng ken3
rq -1 (111 3, 1)
| T kynp
ce qui donne :
a3y
K, = (111 3, 2)
(%)% - oals L oon3s

a la condition que le dénominateur soit non nul.

- Gains k3 et k4

Entre le 28me et 3éme gain fondamental, on introduit 2
gains intermédiaires k3 et k4 tels que le rang des matrices M(k3) et
M(k4) définis c¢i - dessous :




0 kfn2
0 1+k1n1
M(k,) =
3 0 0
0 0
0 kfn2
G 1+kyn
M(k,) = 11
0 G
0 0
soient identiques
miéres Tlignes.
Ken
Le mineur f2
1+k1n1
se réduisent a :
kens
SW
0
0

_."(5..

£13
1"2
0
0

kfn3
Sy

1+k4n1

SN

kfn4

42

au rang de la matrice formée par leurs trois pre-

(111 3, 3)

(111 3, 4)

étant nul, les conditions précédentes

=0

(111 3, 5)
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kirg

keng

Le gain k. étant non nul, on a finalement

—

-3

CA ™B

k,CA™%B

CA™

k,CA B

-5

CA "B

-4
K, CA
ca™3

B

b

s

-3

CA B

k.CA2

« |KCA B

0
)

CA b
k,CA “b

-+
o

A%

K

k.CA °B

1

cr e
K,CA 7B

Ch “B

A%
b
leA b
a3
CA™%s

a condition que les déterminants des matrices & inverser soient non

nuls, ce qui implique en particulier que k

rent de zéro.

1

(donc CA™3L) soit diffe-

Les expressions données en (III 3, 7) et (IIl 3, &) peuvent alors
étre simplifiées par kl'
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"""" m-1 U
Conme les produits l ' (A + k.BC) et l | (A + k.EC) ont
i=0 ! i=m-1' !

méme rang, la séquence inverse des gains kf, k4, k3, kf, kl’ kf ar.ene
également le systéme a zéro.
Les gains trouvés par la procédure sont évidemment réels.

3.2, Etude pratique.

3.2.1. Descrdption du_systeme.

L'asservissementconsidéré est représenté sur le schémia ci-
dessous. (figure 2)

I1 comprena , dans la chaine d'action, un moteur représenté
par la fonction de transfert L(p) = 1/p(1+rlp)(1+T2p) , le retour
étant unitaire et 1'entrée nulle (probléme de régulation). Le modula-
teur est constitué d'un échantilloneur linéaire et sans wémcire de
période T suivi d'un bloqueur d'ordre zéro BO.

P chaque période, le gain k prenc une nouvelle valeur. La
séquence de gains déterminée est répétée periodiquement afin de mainte-
nir 1'état a zéro en annulant 1'effet de perturbations.

e 04 7 )
\\\‘ i i B .
<,2<?/ \E// “l—' C p(¢+T1p)(1+12p)

|
figure 2

Le processus précédent peut &tre décr it par les ;ations
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,.-.__«,,,,‘,_.‘_4.-,__._,.,,_
' ol

- - o
2 2 |
y 1 Tl(l-Dl) - T2(1-D2) TszEl(l'Dl) - T2(1‘D2> i
Tl - T2 Tl - 1’2 ;
I
© \ - . 3 -
Ko 5| Y | = 0© 118 - o0 1y 0y - 5y)
Tl - '1'2 Tl - TZ
D; C D2 - Dl TIDZ - [201
. - 17T 1T _
n+l
1201 - rgDz
T - Tq ~ Tn + —————2l
! 2 17T
1,0y = 1,0
+ - 21 22 u (111 3, 9)
Tl = TZ n
D, - D,
Tt T
u, =k [1 0 0‘] Xn (II1 3, 1u)

La fonction de transfert adaptée pour le moteur présentant un seul
pole nul, chacun des gains est de la forme :

T T
k=2 F (L , 2 (111 3, 11)
T T T
Le tableau ci-dessous donng 1e§ valeur s numérique- des gains
pour différentes valeurs de T, -l, -E-.
T 7T

S
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T T
S ;l- ;g kf k1 k3 k4

0,1 . |- c.0081 [ 1,100 |- 1,760 1,140

0,2 - 0,160 | 0,930 |- 1,692 1,102

0,025 107° 0,423 |- 1,200 0,424

0,05 . 107 [ 0,39 |- Lol | 0.3

0,1 | 0,5 - 0,0018 | 0,33 [- 1,176 0,356

0,2 - G,065 | 0,261 |- 1,148 | 0,317

0,3 -0,193 | 0,277 |- 1,098 | u,352

Nous avons choisi comme valeurs expérimentales :

T T
T=1s BUR 2 0,5
T T

3.2.4, Samudation.

Une simulation de ce systéme a étérealiseée.
Le schéma de simulation est représenté figure 3.
Nous avons réglé les commandes logiques des interrupteurs électro-

niques SWl & SW4 pour obtenir dans un premier temps la séquence kf, Ky
kf, k3, k4, kf, dans un second tenps la séquence inverse kf, k4, k3, kf,

1° ke

Les équations simulées sont :

y'''"=10u-7y'""-10y
(111 3, 12)
u=ky
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Figure 3

- - - -

Nous avons représenté :
- Figure 4 : 1'amortissement du systéme pour un ensemble de conditions
initiales et la séquence de gains kf, k4, k3, kf, kl’ kf (puis k4. k3, kf, oo )

- Figure 5 : la réponse du systéme pour cette méme séquence de gains
mais la séquence démarrant de facon quelconque.

- Figure 6 : les réponses du systéme pour la séquence 'directe’ et la
séquence 'inverse', les conditions initiales é&tant identiques (yo, yb = yé' = 0)

Les réponses du systéme pour la séquence kf, kl, kf, k3, k4, kf
lorsque le démarrage est quelconque ont la méme allure que celle de la
figure 4 et n'ont pas été représentées.
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L'examen de ces courbes de réponse permet de faire les remarques
suivantes :

- Le régime transitoire, lorsque la séquence démarre par le premier
gain fondamental kf, est parfaitement amorti en 6 coups. Au bout de 5
périodes, la valeur de la sortie y est déja trés faible.

- Leé réponse du systeme pour une condition initiale sur la position
seule (yo) se fait sans aucun dépassement.

- Lorsque la séquence de gains ne cémarre pas par le premier gain
fodamental kf, 1'amortissement se fait au plus en 11 périodes.

Pour certaines conditions initiales, le systéme peut répondre plus
rapidement qu'en 6 coups : par exemple la courbe II de la figure 5. Au
bout de la 4éme période, 1'écart avec zéro est suffisamment faible pour
ne plus étre physiquenient décelable.

o e e e e e e e e, e r e e e . -———— -

MM Borne et Gentina ont proposé /1/ /2/ une commande particuliére par
gains périodiques.

K1, K2, K3, K1, K2, K3, KL, .....

le gain K1 étant égal au gain fondamental kf.

Le régime transitoire est amorti au mieux en 7 coups, au naximum en
9 coups.

Nous avons représenté figure 7 la réponse a un échelon pour des con-
ditions initialles nulles pour les trois séquences de commandes :

I - KI, K2, K3, K1, K2, K3, K1
IT = key gy kg kg kqo kg

Ir - kf, kl’ kf, k3, k4, kf

On remarque que pour le type d'entrée choisi, il ne se produit pas
de dépassement pour les séquences de gains variables II et III. ‘

D'autre part, avec la procédure consi:érée dans c+ “hapitre, il n'y
a pas a considérer le probléme de la réa: du gain.
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1V - Simufation d'un systeme multivarncable sun chdinateur,

Nous présentons les résultats de la procédure de calcul des gains
appliquée & un systéne multivariatle d'ordre 2 pour lequel le vecteur de

conmande est de dimension 2.

4.1, Description du systeme.

L'asservissement considére comprend dans sa chaine d'action un nicteur

de fonction de transfert L(p) = 5 iTp . Le retour est unitaire. La com-

mande est échantillonnée a période T et multimodulée suivant la figure &.

“1
42
1/2 T ot
figure 8
Les équations du systéme sont :
1 (1-0) ] 1/2-1(1-0 )+t (1-0)%  T/2=7(1-0))] ru}]
xn+1 - Xn ¥
2
0 D | i D,(1-D;) 1-D, T
4 L
(111 &, 1)
vo= 1 o x (111 4, 2)
_ . =T/t _ =T/2x b y
avec D = e et D =e et ¥ = [yn, y“]
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Nous prenons T = 1 = 1s

Ce systéme est observable et commandable,

4.2, Mse en ceuvrte de fa precédure,

Dans le cas présent, le nombre de sortie (1) est inférieur a la
dimension du vecteur de commande (2). ivous appliquons donc la procédure
de calcul indiquée précédemment aux matrices transposées.

La procédure de calcul écrite en FORTRAW IV et mise en oeuvre sur
IEM 360-44 et est présentée en annexe V.

Le régime transitoire du systéme peut 8tre annulé en 3 périodes par
la séquence de gains Kf, Kl’ Kf tels que

0,429 - 2,392 |

I 1,644 ! -~ 1,894
=1 . .
La matrice CA "G n'étant pas carrée, nous avons choisi comme gain
Kf le gain donné par le pseudo-inverse de Moore - Penrose. Les autres

gains fondamentaux sont donnés par :

0,429 + 1,063a0 + 0,242¢

1,644 + 0,239 + 1,93438

oua et B sont quelconques (c'aprés (III 1, 15))
Diverses réponses du systéme pour cette séquence de gains sont
données figure 9.
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V - Concluscon,

Nous avons déterminé pour une classe importante
de systémes discrets commandables et observables une séquence de gains
Ki telle qu'une réaction de sortie u, = Kn Yn garantisse 1'amortisse-
ment du régime transitoire de ces processus en temps fini.

L'étude des propriétés de la séquence de gains a
permis de dégager un algorithme de calcul de ceux-ci. Cette procédure
conduit dans le cas particulier des systémes monovariables & des séquen-
ces de longueur q{gq+l)/2 (ol q est 1'ordre du systéme).

Une simulation d'un moteur décrit par un systéme

d'ordre 3 a été éffectuée et ce systéme a pu &tre amené a zéro en 6
coups.

La procédure de calcul a été réalisée sur ordina-
teur pour les systémes multivariables et mise en application sur un
exemple permettant de commander un systéme multivariable d'ordre 2, en
trois périodes.
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CHAPITRE 1V

S ——————

Commandes optimales au sens de divers Lypes de mesunres.

Introduction

Nous avons montré dans le premier chapitre que les propriétés atta-
chées aux pseudo-inverses permettent d'exprimer la séquence des comman-
des qui, pour un probléme & horizon fini, minimise la norme de 1'erreur
sur 1'état tout en minimisant 1'énergie de commande. Ce résultat était
obtenu par 1'intermédiaire du pseudo-inverse au sens de Moore-Penrose,
les normes utilisées étant les normes euclidiennes.

11 peut sembler intéressant de chercher & généraliser ce résultat,
tant en ce qui concerne le type d'erreur minimisée que les normes choisies.

Aprés avoir &tudié la minimisation de 1'erreur définie sur les
sorties successives du processus ou sur une partie du vecteur état, nous
recherchons dans quelles conditions la commande optimale au sens du
critére proposé est une fonction linéaire de la consigne (ou des consi-
gnes successives) et du vecteur état initial.

Afin de réaliser un compromis entre la précision et 1'énergie dépen-
sée, nous envisageons dans une derniére partie le choix d'un autre cri~-
tére d'optimalité introduisant un type particulier de pseudo-inverse de
matrices. Ce type de commande est étudié sur un exemple.
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1 - Commande optimale au sens de deux nomnmes données.

1.1. Notations et préliminaitres.

Les notations utilisées sont celles définies au premier chapitre
(paragraphe 1 et 1.2.2). En particulier, XC étant 1'état initial, X

1'état a atteincre, X'dl'état obtenu a partir de la séquence U des

a

o~ : $ \ s 3 [ 1 -
m commandes [un. teeesa N un+m-1] . Yn est la sortie du systéme & 1'ins
tant n.
La norme ’ . 'l désigne la norme euclidienne. Nous sercns concuits

d introduire d'autres normes sur 1'erreur ou la commande notées Nl et .
I1 est apparu dans le premier chapitre, que la séquence 4l des w
commandes transférant le systéme de 1'état XO a 1'état X'd et solution

du probleme formalisé par (IV 1, 1)

“u H =min, 9 s{i{;, Xc‘XLH = Hxa - A"‘xO - cail“ = nn‘n( (IV 1, 1)
minimisant donc 1'erreur
e = X, -A“‘xO - CdiL (Iv 1, 2)
est donnée par :
U = cd* [xd - A""xO] (IV 1, 3)

Dans cette expression QL apparait comme une fonction linéaire de
la consigne Xd et de 1'état initial a travers le pseudo-inverse de Moore-
Penrose Cd* de la matrice de commandabilité.
Les grandeurs minimisées dans ce cas sont la norme euclidienne de
1'erreur et la norme euclidienne de la séquence de commandes?% .



1.2, Enteun sun Les sontdes.,

Au lieu de considérer 1'erreur sur 1'état & 1'instant (n+m), il
peut s'avérer intéressant de caractériser 1'@volution du systéme par
1'écart de ses sorties successives avec une trajectoire donnée.

En désignant par S le vecteur des sorties successives et L le

vecteur des consignes :

T
_ T T
S [Yn+1’ ..... R n+m] (Iv 1, 4)
T
T T
E = [%,..“.“,em} (Iv 1, 5)
le vecteur erreur s'exprime sous la forme :
Ce ] cB u,
: CAB 0 :
e=E-S=E- | = |x -| °
: n
o ean=1 ,
L—CA _ LCA B €0 8000 0000 CAB Cb‘. -un+m-1—
(Iv 1, 6)

Cette expression de 1'erreur est du méme type que 1'expression
(Iv 1, 2). Ces deux égalités peuvent donc &tre écrites sous la forme

unique :
e = E-MX -MU (v 1, 7)

Les résultats obtenus lors de la recherche d'une comnande mini-
misant 1'erreur définie sur 1'état d'un processus peuvent donc &tre
transposés facilement au cas d'une erreur sur les sorties,
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1.3. Fonctions de £'enneuwn et de La commande mindimisées.,

I1 est possible d'envisager une minimisation d'autres fonctions
de 1'erreur et de la commande que celles considérées dans le premier
chapitre.

L'énergie dépensée pour la commande était caractérisée préceéden-
ment par la somme des carrés des commandes. Toutes les commandes avaient
donc le méme poids.

I1 est parfois utile de pondérer ces commandes selon le tenps, par
exemple en pénalisant les derniéres commandes. Nous avons vu au premier
chapitre qu'en augmentant le temps de commande, on diminuait 1'énergie
nécessaire. Une telle pondération permet de réaliser un compromis énergie
temps de réponse.

Pour caractériser la commande, il est parfois utile de choisir
d'autres critéres, par exemple la consommation I lui] ou encore la
commande maximale. Ceci équivaut a reprendre 1'étude précédente en
choisissant pour la séquenceQLd'autres normes que la séquence eucli-
dienne.

Lorsque 1'état X4 n'est pas commandable, on peut de la méme fagon
‘minimiser non plus la somme des carrés des écarts de chacune des compo-
”"santes, mais par exemple 1'écart maximum. I1 est également possible de

~ chercher a minimiser 1'écart de certaines variables seulement, par exem-
plerles variables commandables ou les seules sorties du processus qui
intéressent 1'utilisateur.

Nous sommes donc amenés & étudier le probléme de Ta minimisation
d'autres normes de 1'écart et de la séquence de commande que la norme
euclidienne ainsi que 1'utilisation de semi-normes.

Notons N, 1a norme (ou semi-norme) associée a 1'erreur ¢ et N, la
norme associée au vecteur des commandes nécessaires.

La solution optimale au sens des normes N1 et Nz, si elle existe,
sera donc la solution du probléme formalisé par :

Ny(U) = min, U e {‘11 P Nj(e) = Np(e = MX = M3) = min}
(IV 1, 8)



1.4. Meilleunre sofution pour £es nonmes N, et Nz‘

Le systéme linéaire (IV 1, 9) d'inconnuel:
E = Mlxn + quuJ (IV 1, 9)

ou Ml et M2 désignent les matrices précisées antérieurement, peut
8tre résolu au sens des diverses approximations /1, p264-5/ , par
exemple au sens de Tchebycheff c'est & dire en utilisant la norme
du maximum, ou encore au sens de la minimisation de la somme des
valeurs absolues. Dans ces deux cas, il n'est pas possible de trou-
ver un pseudo-inverse de la matrice M2 tel que la séquence optimale
de commande s'exprime sous la forme (IV 1, 10) :

U - My [E - Man] (v 1, 10)

On sait que lorsqu'on minimise 1a consommation dans un probléme
de commande, la commande optimale n'est pas une fonction linéaire de
1'état mais bien plutdt un systéme par tout ou rien en particulier en
présence de contraintes du type saturation sur 1'amplitude de la com-
mande.

En utilisant 1a notion de meilleure solution d'un systéme linéaire
pour deux normes N1 et N2 (cf annexe I), i1 apparait que la commande
optimale U meilleure solution du systéme (IV 1, 9) s'exprime sous la
forme (IV 1, 10) si et seulement si il existe une matrice Mé vérifiant
les égalités suivantes :

MMM, = My
(MMa) ™ = MaMy

(v 1, 11)
MoMM =

(M5M2)4¢ = MM,
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ou (. )*

formes hermitiennes associées aux normes N1 et NZ’

symbolise la matrice adjointe /2 et annexe I / pour les

La matrice Mé si elle existe est dite pseudo-inverse au sens ues
normes N1 et N2 de 1a matrice A. Cette matrice peut ne pas étre unique.

1.5. Cas parnticuflens.

" 1/2 % 1/2
Lorsqu'on choisit Nl(e) = (e Ny €) et Nzﬁt) = @ i, 9)

ou Nl et N2

ou (.)* symbolise le transconjugué, ces conditions deviennent :

sont des matrices positives seii-définies ou définies, et

N MoMaM, = Ny M,
NMoHM = Nty
(Iv 1, 12)
-* - -
(MM2) Ny = Ny MM
- * _ -
(Moh,) XN, = NMOM,

Lorsque les matrices Nl et N2 sont les matrices identités, ces
équations définissent le pseudo-inverse de Moore-Penrcse.

Avec le type de norise choisi, le pseudo-inverse M2 de la matrice
M2 existe et peut ne pas étre unique. Diverses expressions de la matri-
ce pseudo-inverse sont données dans /3/.

Lorsque la matrice N2 est définie positive, le pseudo-inverse M2
est unique et peut s'exprimer sous la forme :

M. = N'1

2 o MoN;H, (IV 1, 13)

%y o [k 2 N T I
MoN. M [hZNlMZNZ MZNlmé} MZNI

11 - Compromis précisdion - éneng4e.

2.1, Définition et calcul de La commande oplimale.

IT peut s'avérer intéressant de réaliser un compromis entre la




précision et le colit de commande car en général la recherche d'une pré-
cision élevée conduit a un accroissement trés important de 1'énergie
dissipée.

Aussi nous définissons ici la commande optimale comme celle qui
parmi les commandes minimisant la quantité llcullz +| el ! 2 mininise
|19L]| ot 1'on se limite & la norme euclidienne ||.|| . L'erreur c est
définie soit sur 1'état, soit sur les sorties - Les matrices g et o
désignent des facteurs de pondération agissant respectivenent sur le
cott de la commande et sur la précision.

Le critére adopté correspond pour les systémes lin€aires aux notions
de lissage et de fidélité des solutions /1/ et admet diverses applica-
tions en analyse numérique /4/.

La quantité ¢ vérifiant 1'égalité (IV 1, 7), le probléme de la recher-
che de la commande optimale revient a trouver la weilleure sylu-
tion, au sens de la norme euclidienne, de 1'équation (IV 2, 1) :

o M, Q )
i = E - M X (Iv 2, 1)
1"n

o 0

La commande optimale a donc pour expression :

+

Q
I - EE - Man_l (IV 2, 2)
. R

ce qui s'écrit encore en utilisant les propriétés des pseudo-inverses de
Moore-Penrose :

+
q - [ 22 M, + o 0:] e (E - M X,) (IV 2, 3)

Afin de simplifier les notations, nous posons :

(IV 2, 4)
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-+
. IV x
La matrice M, = [&2“ by + %J My (IvV 2, 5)

apparait comme un nouveau type de pseudo-inverse de la matrice M2
correspondant au critére d'optimalité envisagé, permettant de facto-
riser linéairement la quantité |E - Mlxn l dans 1'expression de Y.

Une autre forme de 1'expression (IV 2, 3) peut &tre obtenu lors-

a M,
que la matrice [: 2~Jest de rang maxinum et du rang de ses colonnes.
a
(M; an + £ est dans ce cas définie positive). Il vient alors :

-1
W= |, + ] M3 1 [? - MIX;] (1V 2, 6)

2.2. Gain en Enerngde.

Soit i[(O,n) la commande optimale correspondant @ ¢ = 0 c'est & dire
a une précision maximale. Scn expression est donnée par :

9l (0,m) = E4§ “Mz] M ) [ M x] (Iv 2, 7)

Le gain en énergie correspondant & la commande du systéme pariu(z,n),
peut étre défini comme le rapport :

I
A (0.m) ||

(IV 2, 8)

Une évaluation de ce rapport en fonction des différents paramétres
s'avére intéressante. Supposons la matrice (M:n M2 + ¢ ) définie positive.
Cette condition est réalisée si 1'on choisit 5 définie positive, Mg nM2
peut étre semi définie positive.

Des expressions (IV 2, 6) et (IV 2, 7), il vient :

ﬂ(osn)

(13 M,)" (M3n M+ 1) 9L (x,m) (IV 2, 9)

+
l}ng M, 4z ) (MFnH f] gliz,m) (IV 2, 10)

;[-(MHM " _1]% (1v 2, 11)
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-1
d'ol en posant (M§ MMy, + 1)

et 1_1 - e]* =< (12, 13)

L]
[eo)
——
et
L=
no
-
—
r
el

1'expression :

(v 2, 14)

IT vient alors 1'inégalité :

1 < U 1 Voo, 19)
max v (x o ). min v/ (A ) -
i *s'J i s*s'J
dans laguelle (i x )j représente une valeur propre de s*s.
s7S

Or en utilisant les propriétés des pseudo-inverses (cf annexe I,
(A 1, 11)), i1 vient :

sXg [(1 -8 )+‘] (I -9 )+ = [(I - o) (! - e)ﬂ '
- +
[1-0- o+ ee*] (1v 2, 16)

*

. . X .
I1 est alors possible c'expriner les valeurs propres de $°S en fonction

de ¢ + e* - ee*. Si (a % % ) # 1, auquel cas (a x ) # C, il vient :
ore” - go  J S8
-1 -1
(h, ) = E 1 {1 -) ] (IV 2, 17)
s*s (I-g-6 +00") j (e+e*-ee*)3
D'ol : 172 172

- . 7
1 - max(a ) _} < v <E - min(a )
. Vs x %/
[ I gret-00" ] - I gt 00 j

(IV 2, 16)



_99_

% -1
vec 6 = (M IIM + ¢ z
2 (i, M, )

~ I

. . s .. Z . L .
Cas particulier : Si 1'on choisit § = o I ol o est un scalaire
réel positif et I la matrice identité, la watrice ¢ est heriitierne et

il vient :
1 - max (Ae) £ vgl-min (Ae) (Iv 2,
J J J J
avec :
T -1
6 = er;n 1 +a21] (IV 2,
IT en résulte la double inégalité :
min (A, % ) max (P % )
Y Mo om M, LM, NS,
223 .. b 2 2] (IV 2,
2 . 2
a” + min (A% ) a + max (A _ )
; MZHMZJ' j MZHHZJ'

Les équations précédentes permettent d'évaluer le gain en énergie
en fonction de M2 » T et ¢ seulement et ne dépendent pas du vecteur de
consigne E ni de 1'état initial Xn’

11T - Application pratique.

La recherche d'une commande réalisant un compromis entre le colt
de commande et la précision obtenue est mise en application sur un
systéme du second ordre.

3.1, Descrniption et equations du systeme Eitud4e.

Le systéme ce fonction de transfert L(p) S S avec

- p (1 + 1p)

t =1 sec. est piloté par une commande échantillonnée ot modulée par un

19)

~S
<«
—~

Gus
LILLE
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bloqueur d'ordre zéro de période T = 1 sec.
[~}
En choisissant comme variables d'état la sortie y et sa dérivée y,
les équations du processus entre les instants d'échantillonnage sont :

. 1 1-D D
Y = AX + Bu_ = X + u (Iv 3, 1)
n+l n n 0 0 n 1-D n
. ’1 N '>
Yn = CXn = [} O_ Xn (IV 3, 2)
1

avec D = e~

Soitl%{s le vecteur définissant la séquence de commandes sur 5
périodes.

T T T
m% = [}n ) eeeeens .un+4J (Iv 3, 3)

Nous définissons le vecteur erreur comme le vecteur séquence des
erreurs entre la sortie y et la consigne e pour 5 périodes.

€ yn+1
€ yn+2
ES =] e - | Ype3 (1v 3, 4)
€ yn+4
_e _yn+54
Ce vecteur s'écrit encore :
_ 5 _ a
e | [fea ] CB 0 0 0 0 u i
2 .
e CA CAB CE 0 0 0 un+1
e= el | |x - |ca%® e cB 0 0 Ul (1V 3, 5)
4 3 2
e CA CA™B CA"B CAB CB 0 n+3
5 4 3 2 .
_e.~ fA CA'B CA"B CA™B CAB cB J :%+{
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Le probléme d'optimalité est défini comme suit : asservir la sortie
y & une consigne e en choisissant la séquence zL telle que 1'expression
J= |lo ﬂs llz + ]|e5||2 soit minimisée. Si ce probléme admet plu-
sieurs solutions, elle devra minimiser en outre la quantité Ilﬂj%.

Prenons o = al (o0 I est la matrice identité) ce qui donne :

2T T )
J=a Y llo +eg ey (Iv 3, 6)

3.2, Réponses du sysiéme.

Les réponses du systéme pour les commandes optimales relatives
a diverses valeurs du paramétre e sont représentées ci-dessous.
Le tableau 1 rassemble les valeurs des commandes et des gains
correspondants.
La figure 1 montre que les courbes de réponse sont a variation
d'autant plus douce que la précision demandée aux instants d'échan-
tillonnage est plus faible.

a 0 0,06 0,14 0,20

2,718 2,441 2,000 1,759
-2,952 -2,207 -1,206 -0,763

/
Qi/ 2,121 1,170 0,226 -0,030
-1,523 -0,628 -0,018 0,037
1,094 0,360 0,003 0,000
U 1,000 0,527 0,228 0,152

Tableau 1

La simulation a été réalijsée sur calculateur IBM 360 - 44.
Le programme de calcul figure en annexe VI.



- 102 -

ay = U
ar = 0,06
a3 = 0,1k

ay, = 0,20

L{ T e
\p) P(1+1P)

5
$

odw 3

FIGURE 1 nys
LLLE




Conclus ion.

L'utilisation de diverses généralisations de la notion de pseudo-
inverse a permis de définir différents types de commande optimale
correspondant soit & divers types d'erreur, soit a un compromis énergie-
précision. '

Les conditions que doivent vérifier d'une part les critéres d'opti-
malité, d'autre part les différents paramétres du systéme pour que la
séquence de commande soit une fonction linéaire des consignes et du vec-
teur état initial ont &€té établies.

L'étude d'un exemple a permis 1a mise en ceuvre de ce type de
commande optimale en montrant 1'influence de la précision exigée sur le
cout de la commande.
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CONCLUSION GENERALE

L'utilisation des pseudo-inverses de matrices permet de faci-
liter la détermination des commandes numériques des systémes linéaires mul-
tivariables discrets. Ainsi plusieurs types de commande optimale ont pu
€tre définis et explicités grace a la notion de pseudo-inverse généralisé.

Divers exemples de réalisation de ces commandes ont été don-
nés : par réaction d'état a paramétres constants ou non, par filtre adjoint
associé, ou par réaction de sortie avec gains variables dans la chaine d'ac-
tion. Le choix entre ces divers types de commandes est 1ié d'une part a 1'ob-
jectif a réaliser et d'autre part a la nature des informations disponibles.

Les propriétés trés particuliéres associées a la notion de
pseudo-inverse permettent d'envisager leur utilisation pour la recherche
des commandes d'autres types de processus que ceux présentés dans ce mé-
moire, par exemple les systémes héréditaires ol ie vecteur état est de
dimension infinie, ou encore les systémes évoluant en présence de pertur-
bations.
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ANNEXE 1

DEFINITIONS ET PROPRIETES DES INVERSES GENERALISES

MOORE en 1920 et 1935 /1/ /2/ et indépendamment PENROSE en 1955 /3/
se sont proposés d'étendre la notion d'inverse de matrice au cas des matri-
ces singuliéres ou rectangles.

En modifiant les définitions, de nombreux auteurs ont poursuivi les
travaux de MOORE-PENROSE. On peut citer TSUNG /4, 5, 6/, BJERAAMMER /7, 8, 9/,
RAO /10, 11/, GREVILLE /12/,BEN-ISRAEL et CHARNES /13/.

La théorie des pseudo-inverses a trouvé de nombreuses applications :
programmation numérique, théorie des réseaux, analyse statistique, “théorie
de la prédiction, identification... et suscite actuellement de nombreuses
publications /19 a 40/.

I - NOTATIONS

Les matrices considérées sont des matrices Amn a éléments complexes
ayant m lignes, n colonnes et de rang r.

La matrice est dite de rang maximum si son rang est égal a sa plus
petite dimension.

AX désigne la transconjuguee ce la matrice A.

IT - DEFINITIONS /14, 15, 16, 17/

- r - o n an A o an o b e B A an o - -

: La matrice A" est un pseudo-inverse ou inverse généralisé ou
g-inverse de la matrice A si :

AA A=A (A1, 1)
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I11.2 - Pseudo-inverse réflexif

g . - . T S - —

La matrice A; est un pseudo-inverse réflexif /17/ ou semi-inverse /23/
de la matrice A si :

A A; A=A
(A1, 2)

e T e e A e m . e - A e SR e o e . e e e e

La matrice A est le pseudo-inverse au sens de MOORE-PENROSE
de la matrice A si : “

AAT A=A
At A At = At
(A1, 3)
(A A+)* = AR
*
(A" A) = A" A

PENROSE a montré que quelque soit la matrice A il existe toujours
une et une seule solution i ces équations matricielles.

I11 - RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES A L'AIDE DES PSEUDO-INVERSES
DE MATRICES /15, 16/

III.1 - Théoréme

————————

- Une condition nécessaire et suffisante pour que 1'équation AX B = C
ait une solution, est que 1'on ait :

AA CB B=2¢C (A1, 4)

ol A~ et B désignant respectivement un pseudo-inverse de A et un pseudo-
inverse de B.
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- Lorsque cette relation est vérifiée, la solution générale de
1'équation est :

X=A CB +Y-A AYBB (A1, 5)

oi Y désigne une matrice arbitraire de mémes dimensions que X.

- La classe de toutes les solutions de 1'équation compatible

AX B est :

1

X =GB (A1, 6)

ol G désigne un élément de la classe des inverses généralisés de A.

- On peut exprimer ces relations en utilisant comme pseudo-
inverses les pseudo-inverses de MOORE-PENROSE.

- Lorsque la matrice C se réduit a un vecteur colonneC ., Ta
condition de compatibilité s'écrit pour B =1 :

AA C=¢ (A1, 7)

Le rang de (A, ) est égal au rang de A et ¢ appartient a 1'es-
pace des colonnes de A.

- Lorsque les matrices A" A et B B ne sont pas les matrices
jdentité, la solution du systéme A XB = C n'est pas unique.

- Ce théoréme montre que les pseudo-inverses permettent de
donner simplement la condition de résolubilité d'un systéme linéaire
ainsi que 1'expression de toutes les solutions.

En cas d'indétermination, une condition supplémentaire peut
conduire a 1'unicité de la solution.
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IV - QUELQUES PROPRIETES DES PSEUDO-INVERSES DE MOORE-PENROSE

B e e kL i gy

+
CRAET I (A1, 8)
A%y = (a% (A1, 9)
Si A est carré régulier, At % Al (A1, 10)
(A% p) = AT A7 (A1, 11)
A, A*, A" ont méme rang (A1, 12)
IV.2 - Quelgues_expressions de_la matrice A
Iv.2.1 - Thgoréme 1
+ > J I
AT = (A% A A
- + (A1, 13)
At = A% (A A%

Si A est de rang maximum, la matrice A* A ou la matrice A A%
(ou les deux si A est carré) est de rang maximum.

-1
Tl

it

Par suite, on aura soit (A* A)
+

1
soit (A A%)

It

(A A%)
AEE1ication :

Lorsque la matrice A est la matrice de commandabilité, réelle et
de dimensions (q xM1), on a :

T T 1.7

+
* T - ¢d (cd cd') (A 1, 15)

cd” = (cd' cd) cd

Un vecteur du noyau de CdT est donc aussi vecteur du noyau de cd”.
Par suite, comme les matrices cdt et CdT ont méme rang, elles ont méme
. noyau.

Lorsque la matrice Cd est de rang maximum q c'est-a-dire lorsque
le processus est commandable, il vient :

-1
cd* = cd' [cd cd'] (A 1, 16)
et

+
d Cd' =
Cd C Iq
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(Iq matrice jdentité d'ordre q)

Par contre, 1a relation cd™ cd = I”] n'est pas en général vérifiée

(q # ITI])

IV.2.2 ~ Théoréme 2 :

Si A est une matrice de dimensions mxn, de rang r et V une matrice
de rang maximum et de dimensions mx{m - r) telle que Vol g 0, alors :

1

ooa%a A e v v (A1, 17)

A

a

Ce théoréme est particuliérement intéressant dans le cas des matrices

carrés singuliéres puisque 1'on est ramené a calculer les vecteurs du noyau
*
de A”.

IV.3 - Calcul de la matrice At

On trouvera dans /17/ une liste de différents algoritimes de calcul
de pseudo-inverses au sens de MOORE-PENROSE. Ces algorithmes font le plus
souvent appel aux théorémes précédents ainsi qu'aux algorithmes d'inversion.

V - MEILLEURE SOLUTION DE L'EQUATION A X = B AU SENS DES MOINDRES CARRES

Le pseudo-inverse de MOORE-PENROSE a la propriété capitale de donner
la meilleure solution au sens des moindres carrés de 1'équation A X = B.
L'espace des vecteurs X est normé par la norme enclidienne
X = (2% Yi)%' On désigne par ||A|| Ta norme hermitienne de la matrice
A et a1.j e terme générique de A (Eij son conjugué),
1

[IAl] = (12,3 a‘ij 5_1-\])-2 (A1, 18)

V.1 - Definition :
La matrice XO est dite "meilleure solution approchée” de 1'équation

matricielle A X = B au sens des moindres carrés si quelque soit X, il
vient :
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Soit : ||A X - BJ]

v

[1A X, - Bl
(A1, 19)

Soit : 1A X = B[] = []A Xy - B[] avec [[X|| > [|X,]]

V.2 - Théoréme :

La matrice Xy = AT B est 1'unique "meilleure solution approchée”
de 1'équation A X = B au sens des moindres carrés.

DEMONSTRATION : /17/

a. Lemme

Si A est de dimensions mxn, p et g deux matrices arbitraires de
dimensions nxt et mxt, on a 1'identité :

+ 2 2 +
[[Ap+ (I-AAYQ|%=[Apl|%+ [](1-AA)q|?
en effet :

T

[Ap+(1-AA) [Ap+ (I1-AA")q] =

AplT Ap+ [(1-AAYT (1-AAYg+ [(1-ARDG ADp
+ [A p]T (I - A A+)q

or  [I-AANQ AP+ [Ap)T (1~ ARG =0

ce qui prouve 1'identite.
b. En appliquant ce lemme 3 A X - B que 1'on écrit sous la forme :
Ax - AY B)Y + (1-AA") (-8B),0na:

1A X - B2 = [[A(X - A" B) + (1- AA") (- B)|] -
[AX-AR B[[2+ [|AATB-8[|%: [|aA"B - 8]
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L'égalite ||A X - BH2 = ||A A" B - B|| n'est obtenue que pour
|1AX-AA B[|?=0s0it:AX=AA B

¢. En remplagant A par A dans 1'identité, on obtient :

1A% p o+ (1= &% A)a ] = [1A7 | [* + [1(1 - &7 A)a|f

Cette identité appliquée & p = B et g = X donne :

LAY B+ (1 - A" AX[]% = [|A" B[Z + [[(1 - A" m)x| |2

A A+ B, cette relation devient :

Lorsque A X

2 + 2 + 2
[IX]1% = [[A" BJ|® + ||Xx - A" BJ]

|[X|| est donc minimal si et seulement si X = A* B

Corollaire : la meilleure solution approchée au sens des moindres carrés
+
de A X =1estA.

I1 est important de noter que le théoréme précédent s'applique
aux systemes incompatibles.
Dans ce cas, la solution XO = A'B ne rend pas la matrice A X - B

nulle mais en minimise la norme.

VI - MEILLEURE SOLUTION DE L'EQUATION A X = B AU SENS DES NORMES N1 ET N, |

pagapi gty et b

K désignant 1'ensemble des complexes, on associe aux espaces
K et ¥ de dimensions finies x et y deux formes hermitiennes (définies
ou singuliéres) Fl(Xl,Xz) et FZ(Yl’YZ)'

A partir de ces formes hermitiennes, on définit deux normes ou

semi-normes hermitiennes :

Ny (X.X) = F(GX) (A 1, 20)
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N (Y,Y) = VAoTY.Y)
La matrice adjointe de la matrice A € Kx,y’ notée A**, est définie par

FL(A Y, X) = Fy(Y, A7 X) (A 1, 21)

1
Cette matrice adjointe existe et dans le cas de formes hermitiennes
définies est unique /18/.

VI.2 - Définition :

—— - ——

La matrice XO est dite "meilleure solution au sens des normes N1 et
N, de 1'équation matricielle A X = B si quel que soit X, i1 vient :

soit : N.(AX~-B) >N

! (A X, - B)

1
(A 1, 22)

soit : Nl(A X - B) = N,(A X0 - B) avec N,(X) > NZ(X

1 2! o)

VI.3 - Pseudo-inverse_au_sens_des_normes N, et N,_

= —— - — - — - - . e - -

On peut démontrer /15/ qu'il existe une matrice G telle que la
meilleure solution X0 définie précédemment s'exprime sous la forme :

X, = G B (A1, 23)

si et seulement si, i1 existe une matrice G telle gque les conditions
(A 1,24) soient vérifiges :

AGA:A
£
(AG) =AG
(A 1, 24)
GAG= €

6 A7 -6A
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od ( )## symbolise la matrice adjointe pour Tes formes hermitiennes

associées aux normes N1 et N2.

La matrice G, si elle existe, est dite pseudo-inverse au sens

des normes N1 et N, de la matrice A. Cette matrice peut ne pas étre
unique.
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CONDUITE OPTIMALE DES SYSTHMES LU PREMILE URDEL

On considére le systéme Cu premier ordre céfini par 1'uguation

X = a X + b Loy 1y
n+l n Yn S

et 1'on souhaite transférer 1'etat de ce systéme de L a un etat « en

L

W coups et par une conauite optimale au sens de 1'energie.
0]

1 - ETUDL Db LA SEQUEWCL CPTINALL

Les séquences de commande transférant 1'état ce C a X GI T COUS
verifient 1'equation (A 2, 2)

N+ 1

La séquence optinale est définie par (A ¢, 3)
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Il - VARIATIONS Dt L'ENERGIE DE COMMANDL

Nous définissons 1'énergie de coumande par :
E Ve u? - \/qﬂu (h &, G)

E1le vérifie 1'egaliteé :

i H AZ
; 1 xdi 1-a
o l-a

Pour les systémes instables, |a' 2 1, la quantité € tend vers o
lersque le nombre i tend vers 1'infini.
Pour les systémes stables, |a] < 1, la quantité € tond vers une

X4 | =
énergie winimale ]-{% i 1-a

On peut alors choisir le temps de commande pour dépenser une
énergie égale a 8% prés a 1'énergie winimale :

B V4 ‘U.Ter.a - \/‘L(:r'%min 1

160 V 1 WUwin Vi1-a"

ce qui définit w comie 1'entier le plus voisin ce

1

Toy (1 - U
a (1+8/100) )

loy a

T 1
g 7

Plus a est voisin de O, plus m_ est petit.

8
La figure 2 représente les variations de la quantité

AN T V//Ijgz—

en fcnction de a.

W !xd/bl l_aZm
Yuru
EVS

(15 < Variation de lenerqie de coinmande ayee g
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ANNEXE T11

COMMANDE OPTIMALE DES SYSTENLS LINEAIRES NON STATIGHGALIRLS

£ partir des équations (Il 1,34) notées ici (A 3, 1), nous ellons
déterminer les valeurs ce Cn .

+1

B - BRI T -

Cn DnAn+1 tot An+m-1 !

) T 0.7 T
Cn+1(An+BnCn) Bn+1An+2...An+m-1 -
. . . T
= {éuCu’} An+m-1"‘ An
‘ T

Cn+m-1(A+BC)n+m-2 vt (An+bncn) n+ii-1 .

L B i _ (A3, 1)

1 - En supposant que Cn+j existe, nous exprinons les produits

(Anps * B+ Cn+i) ..... (An +B, C)
¢ =-8 A ATl A r3, 2
n = n n+l "°°c “n+n-1 l_ . n+u-1 """ n (A3, €)

: -1

. _ N T T1 ‘
A * Bnly = An m BpbpAnn Antn-1 [FdCd‘J Apan-1 -+ A
-1

_ a1 -1 T _ s ol T T [’, T] o
- An+1 Tt An+m-1 [?dCd An+m-1 e An+lannAn+l e An+m-£l L?UCd_J An#m-lﬁ%

(A 3, 3)

sous 1'hypothése que les An+' sont réguliers.

i

(Ane1 * BrerCner) (A + b CH) = Ay (Ay +8.6) * B (A, +8,Cp)

(-1 -1 T T T
i} .{An+1 RN [FdCd Fosil - e gBBA L An+m_¥J

. -1
T T T P :
n+18n+1An+1 t An+m-1} x Cotd | A [ A
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_ a1 =1 [T 7T T
- An+2 e An+m-1[_C°C° An+m-l T A1+1 nbnAn+l e An+|u-1 )
~ "'1
o T T T } [ | .
Posie1 7 Pra2bneiBnatfnez o An+m—{j X LCdCd B Anan-1 00 My
(A3, &)
Par récurrence, on cbtient :
L Coy -1 -1 oo T
(An+i ¥ un+1'cn+1') U (An ¥ DnLn> T Fneiel ot el iELC“
T.T T S | T
An+m-1 e pn+1°nLnAn+l = Pnb-1 7 An+m-1 T An+i+1”n+1°n+i"n*i+1 e ”nfnrld
-
£l
{?oCd J An+m-1 v An
-1 -1 oT ‘ . T T
n+i+l °°° An+m-1 {_n+m-lbn+m-1+ * An+m-1 . An+i+2bn+i+1bn+i+1[\n+1’+2 '
=1
T ( T! Ay
An+m-l] LPdCd,J An+m-1 v An (A2, v)
2 - Les matrices [L E + + A A i 37 A?
! Lonti=1"n+-1 7 0 nti=1"n+i+e n+i+l n+i+l n+ie2
PT )} t wé L A t L ~§
“n+m-1J ont méme rang que Bro-10 00 o Prage o “n+i+2bn+i+lj

tn supposant le systeéme uniformenent commandable, ces matrices
seront de rany ¢ si et seulement si elles comportent m. ternies ou plus.

La matrice lb est conc

v ee

ceey B A
n+a-1° ' n+m-1 n+m=m +2 Bn+m-m +1
C c -

la premiére matrice s1ngu1iere quand 1 croit, ce qui rend la matrice

(A + BC) (A + BC)n singuliere.

n+il=in
‘c

I1 suffit donc ce vérifier que 1'équation :

. - _ WT T T .
Cn+m-n'. +1 (A+°C)n+m-m <A+b(')n =7 Phtmn +lAn+m-m +1 An+m-1 X
c c C c
- 1"1
CcCd | i ! (A2, 8)

ndm=-1 """ 'n

est cowpatible.
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Le premier terme ce cette équation s'écrit encere

-1 -1 T T
C A I & Pb L ceo N R :
n+m—mc+1 n+m-uc+2 nta-11 “ntii-1"n4-1 "nin-1 ln*H‘ur‘a
B PL W ;
pmen +1 Pndmen #1077 Tnep-1t 00 0 Toa=1l 07 T
C C L -

La condition de compatibilité est alors

- .
. | . 1 Al hand
g L ; e A A i b e .
rs n+m-1bﬂ+m-1 pn+m-1 A= 42 nHe=n +1 nHn-n + L ST
L C C C Ny
r‘ -
L] £ A o
ni-1"n4n-1 7 0 at=1 077 Tmeel
= rg '
S N !
' T T !
Creiem +1 An+n—l ?
L i “C | _
. N ‘ , / T 1
Or ry |0 ) + ... + £ e A o=
J n+i-1"n+n-1 n+ie-1 'n+m-1!
-t
r 3] e A “ee b
I Potu-1° > Tnan-l n+m—u(+li
- -
! T T !
LB E + oo A .. A !
; n+m=-1"n+in~1 -1 n+m—1£
et M = ’ | =
t| | BT fT {
L‘nﬂrm€1‘°”' n+m-1 ]
r T i CoT T 7
t b .. b ) e L , B . v |
i ndn-1 n+m—mc+l N 1 n+m-mc+1 nta-1
T |
1 C b |
” {m n+m-1 i

On a donc d'aprés la définition de .1, )
rg(t] 2 rg |B e b e A }
- n+u=1"n+L-1 n+mi-1 nm-1:

|
ot

et d'aprés 1'équation précédente :
. : ‘ ]

g s , cenaasf ceees
ryt] < rg L?n+m—1 ? -1 L’n+m—mc+l_l
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Par suite la conditicn de conipatibilité est vérifice.

On peut donc en déduire ce 1'équation (A 3, 6) Cn+n o+l puis de fagon
R
analogue les retours successivs jusqu'a Cram-1° ¢

Les valeurs de ces retours scnt données au chapitre II.
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ANNEXE TV

ti

RANG DU PRODUIT 1 (A + b K, C)
sl —1

Nous supposons les matrices A, 8, C de dinensions respectives
g xqg, qx 1, rxaqet lamatrice A requliere.

La démonstration que nous allons donner est Lasée sur la decon-
position d'une matrice en un produit de matrices cont plusieurs
réguliéres.

Les matrices Iq, I], Ir désignant les matrices identité e
dimensions q, 1, r.

I - On considére la matrice ¥ écrite ci - dessous :

2

R e e R i . O S S R S e W AP R G W R R AL T e g A S G e E we e A

(A+BK C) ... (A+BK,C)

- an o o -} - -
’
!
[

On peut écrire :

M= M, M (A 4,1)

(A+BK"C)B.. (A+BK,C) ..... (P+BK C)L B
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1 :
0 ' Y ) i ;
A i (A+B§HC) .. (A “ZC)b .......... g
............ r_--------_--_-_---__--------_----__-----
1
KlC § - I] - |
' S
. e ‘
avec M1 = , E T ¢
§ S
! ¢ Saeo
] ~s‘
' T
KMCA ! - 11
- I 1 0 .
¢
............ e e o o o o e e o e o e o e o
; ]
ST Lo
' ] e
: ‘”~~~ U
MZ = E 0 ~~~~~‘~
' "s\
1 e
m= ‘\~~
KmCA i I]
3

La relation (A 4, 1) repose sur 1'égalitée (A 4, 2)

(A*BK C) ... (A+BK C) = (A+BK C) ... (A+BK,C)A + (A+BK C) ... (A+BK,C)LKC

1 2 1
(A4, 2)
dont le premier terme s'écrit encore :
(ABK €) ... (ABKZC)AZ + (A+BK C) ..... (A+bK,C)BKHCA

La matrice M2 étant réguliere, i1 vient :

rg (M) = rg (Ml) (A 4, 3)
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Il - La matrice

[] —
S N
§ Sk AT L kG koA
: ~“~~ 1
D T - E
M = i U - - -1 '
0 i -(I]+k“_1CA L) E
1 . -1
_ : -(l]+|\mC/\ 6) _
vérifie 1'égalité (A 4, 4)
v. = Vi /
M M3 Ml M4 (A4, &)
- | : o -
...... 9-5_4.--_-_-_--_-__---_-_-_------_-__----
PR TR
- kICA E 1] _ 0
1 Se
X T
avec M, = ! ~“~.\\
. s N‘s~~
=1 T
- ' —
- ' 1 —_
O T Wt T A
q,
------- Ton o e oo G s o o - " T o D D v R GRS WS R TR WE S s du R s G R G G D A W M e WP AN R AR W G G D D D OB R T W R AR WP e R N Ty e
i
E I] ‘~~ 0
] ~ao
R PO
) Po- K, 0B TTeeel .
U I
1 ~‘s.\ Dl PO
' ~. S.e
1 ~~a ~-e
' ~-u ~~o
] ‘~~ “~~
] Sewal L TNa
s . -
_ -K C(A+BK _;C) (AHBKIC)B wuevnennnen il - K C8 Lo

Les matrices M, et M

3 4 étant réquliéres, il vient :

rg (M') = rg (M) (A 4, 5)
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III - Des égalités (A 4, 3) et (A4, 5) il vient :

rg (M) = rg (1) (F 4, o)

ce qui s'écrit encore :

o J-'l . -2. v 'm.
I]+R1CA b chA ji ....... hl”? ~

N N\‘k ‘s~\ :

rg {(A+BKmC) ces (A+BK1CX1 =g - nl + rg Tl Tl ;
0 \\\\‘s htii“ 1LCA
E +K<QHW1b

1w
(Ad, 7)

IV - Une relation du méme type est obtenue en "rangeant" K avec C :

On a :
, T AT TTLT T T7.7
rg [(AsK C) ... (MK Q)| = rg Latsckishy Lol CRTANEIRY BRT )
ce qui est encore égal d'aprés 1'équation précédente a :
= -
ek sTaT-1eT K 6T ATt
r i - '
~~~~~~ )
q-mr+rg o Tl ; (P 4, 9)
~~~~~ oot oap nTaT-1.T
Ir+k18 ATC

Aprés transposition de cette derniére matrice et permutation de ses

colonnes, on obtient :
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_
L+cA ok, oA, ... AL
r 1 2
\\\ '\\\ :
- ~ i
Sa s 1
\\ \\ i
- | C . o
ry i(A+bKHC) e (A+LK1C)} =G - wr o+ org .. (L
- H - -~ [14% [P
: “\, 1
: i +CF 3
: r
¥
(h &, il

Vv - Cas des systémes monovariables

Pour les systénes mcnovariables ol 1 = r = 1, les parauwetres de /larkov

-1 . < o T T AT
CA '8 sont égaux & leurs transposées t A ~1C .

Par suite, en utilisant 1'expression donnée en (/. 4, 9), on cbtient vans

ce cas particulier :

r ] .
| 14k CA T k CA™My
" \‘\ i , i
rg [(A+ kBC) ... (A+k18CX} =q -+ rg ! C \\‘~\~ E
. -1
} 1+k1CA 1b é
L _i
(h 4, 11)

rg [(A+k,BC) ... (A+kmbC)] =4 - M+ rg AN !

1

S =1
1+k1Cr\ B

(A&, 12



i1 2n résulte le théoreme suivant

Les produits (A+kn&C) e (A+k?¢C) et (A+k1BC) U (n+k_ha; it

peae rang,

as ou o= r et £ ;1]_lpatrice urite)

corsgue les gains sont égaux a4 la watrice unité, i1 vient

ad —
! -1 - i
vy np T e A"l :
{ HCA "0 e arenn €A o i
i ]
{ ~ 1 H
T i .~ ‘ ;
ST =g = w4 org ! S R T
w - - e ] MUy e
U R t : ’
S i
”‘s o i
~
T~

.
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ANNEXE V

PROCEDURE DE CALCUL DE LA SEQUENCE DES GAINS k. TELS QUE [I(A+8 k. ¢) = 0
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PROGRAMME

P ALY “(1@]1{)) 98(10,1;)" ".(1'\);10) 1/:\1(10,1!}) QAZ‘l_")yl\))yx‘lplU) ]
X101 103 953010920 ) »TCLOp uU) 9aALLG,10) yn {109 10) yKallG,10510)
SIPESSTE S A g) 2 Blonl ) C{R2Q)

GTGRAMME LIMITE A LYURORE w4

PaTiropR e Ry Py PP4yPPL,PPR

CYSToME LUPI=1/ (P (L+T2P) COMMANDE ¢ MULTIMCQULATION

S |

=7

to=1,

Tl=1.
cusEXP(=TL/TU)
piEkAs{-i i/t wTO) )
ALy 1)=0.10

Al dY=T e (1 ,-00)
A2y 2)=0

ey 1)=0ev i L

cll,i)=0ol0 i

wlle2)=0000 Ut ,

{1y )=TH/2.-70#(L.-D) 410 (L .-DL)Y*(1.-D!)
H{2421=1.-Dl

Plycd=T1/2-T#({1,.~-01)

02y l)=Li®l1.-D1)

. WRITE (647)

F O FORMATLTI X, LS MATRICES AyBy. SCxT R SPECTIVEMENT ')
CALL clRITZ2{Aydew)
CALL ECRIT2(n,QeL)
CALL BECRIT2(0L iR yW)

ao=v
I+ (2-L) 1,1 ,11
i Li=L
L=R
s=LL
IND=1
CALL TRANS(AayArwein)
do 3 1=1,4
Lt 3 Jd=lya
4 ,"’:([.J):AS(I'J)
Do b4 =14
o4 J=1,R
4 S lIed)=l1l,0)
LALL TRASSIR Uyl )
Lakl ,""(A“;S(.\:,‘Al,‘,-),iv()
CALCUL Dt NUMBRE D GAINS
[N YA
[L=pP=L
iF (a=IL)Etby0hyb 5
63 Smp 4]
G4 rPEPe{P+1)/2
Wl [T Gy sn) PP

o FURMAT(1x, "NUMBRE TOTAL DE GalnS 'y13)
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REMPLISSAGE DU TABLEAU DE IRavAIL PAR 0.
iy 2 1=1,10

g 2 J=1,10

f{1,4)=0.

CONTINUVE

CETERMINATION DE LA MATRILZE INVEKRSE
CALL InvitA(AZ2,AGQ)

SAUVECARUE Ur LA MATRICE INVLRSE
i 6 I=1y4

DU 6 J=1,4

Al(I,J)=A211,4)

CUNTIMNUE

CALCUL DL CAl#=5]
vall UDROP{Cyatl ,B)R'\;ap\u‘)l.yﬁi)

I1PP=PpP-1

vl 7 I1=1,1P¥

CALL PROULIAZ ALy Xy Gpiedd)

“T CALCULER Asw-2 Asux-3,,,.,
DU 8 [=1,u

08 J=1,%

420 yd)=X{1,44)

LONTINUE

CALL DROP(C+424BsRy@sslyd)
ARUT CALCULLER  (#A##—-[2d=5
REMPLISSAGE U TABLEAU T
IPIl=viP-11

"o 7 IR=1,1P1

DG 7 1=1,R

Il1=(IRk-1)#R+]

vl 7 Jd=1,L
Jl=J+Le({I+IR~-1)
F{ilydl)=5(144)

CONTINUE

DO 12 1I=1,PP

v 12 I=1,4R
H1={I11-1)=R+]

DO 12 J=1,L
Ji=(11=-1)=L+J
TE11,d1)=8S1({,4)

EDITIGN uu TABLEAU T

PPR=PP=*R ‘

PPL=PP={

WRITE (6,93) .
FURMAT(1 KAy "ECRITURE WU TaBLERU T V)
CALL ECRIT2(T,PPR,PPL)

CALCUL DES GAINS A PARTIR DU TABLEAU T
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CALL DAIN (KL’\,T,P,R)L)I\is.)yp')Q,ﬁ‘iyﬁ,biK’r)VRyppyA,

VERTFILATION CALCUL LU PRODULT
Call vrelrFr (A,Bel s KAYPyRyLyu;K)

STise
RN



o
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SURRLUTIVe “‘?L\IN(KA)Ty?l)yR,LyI{‘ilj‘lPP'(«' .A,Byc,k yPP'{,PPL,‘S’

FNuTEGER 1 ,R 3¢ F Uy PPPIPPR, PEL
Ypabde A{10,1C) ML{LUOs L) yf"‘](ii}'l(}}7»"‘41(1(}1.’.1))1?"42( W10, TG, 0)

LLAL=E MZLI0,10) p M3 010,10 yMe(10,10) ,%al124910,10),6010,1G0)
AL ¥ ETACLO L O)9ETI(10910) 940 5,10032(10,10),0010,10),

S0, 15)

vy Lo J=1,10
(I[,d)=0
(11J3=\)

P(lyuld=¢C

R S II"],K

foLs JJd=1,L

Cla(ligdu)==i{11l,04)
Call PSEUDD(STa Ry LyF ] paa)
o ot ogl=l,v
gEJdlx{di+1) /0

S Tott =1yl

R D EF TR 3 BN
k{lyd)=Eilll,yJ)
KA(JL‘,I,J)zf‘TI(IvJ)
Le=L#®)

Cabl vRODIETLyTeasblatsbC)
vt o 1=1,L

ALy Y=yl )+0,00 O

CALCULL LYS GALNS
Ll L Jdl=g,?P
JIl=dl=(31=-1)/72+]
JiZ2=gl#{al+l)/2-}
il 2 v(:JIIyJI?
Ti=(uil-1) =L
Jl=(ilz+1) =L
12=00ll~1)#R

FuaMatlivg DE LA MATRICE M (A-La fU=]-Mg L LI0RNE)
e 3 I=1,11

dM=J

Jr2 =0

Ly 4 lele

Jd=J/L

LE (vi=JJd)1GLy 1019 100
JM=JdM+]

ULy dk)=n01yd)

G T 4

JtiZ2=did +1

ALy dnZ2)=A014Jd)
Lion T InUE

L T vUE

Me=didwab

ML=11



gLsURIPTIrN e LA MATKICE
AU RIS N S

Ji=L

JiA=agid#L

Sliow Jd=1,4TA

Jd=d- UL

[F (gd)lurylus,y i3
101y0)=0,

[N R

J¥=Ji+1

P, =T, 0T)
o T INvul

v T IABE

JALCULL DYUN LAY Ka{au)

Ll

wabkl sCUet tdyIlymCyMl yan)

Labl RPROC (leMl)MZy“yf’tC'i

1)

LALL FRUOL M2y NP yM o gdlal)

LD IN= R
RS JN:},L

CSUL e dP ) =M30LA, I ) =T (INy 97 )

oAbkl e SELul (5“,iy‘;‘\'L,f's’**,~:\’%;
cu 12 IN=1,L

el 1o Jgwv=1,8

AING, TN, INY=MG (IN,y JN)
T ut

CabCul D LA NSUVELLLD AT alC.

Lis=(Jdin(dt+.)/7)
LIK=0 paw,
LAt=(JIl-1)=Jdi /7.
L2e=l1bsx

Do loel o Usbaa,LlA
L Yowl o i=iyL

vy el o g=1,R
[1=( . U—-1)=L+{
Jil=z{rt=1)YaR+y
K{Il,ul)=rnlNUslrd)

MATRICE A=sK#ETA+]
IF (JI-P) 1003,1,1
LeAa={ul+l)Yn(dl+2})/7
LZ2E=LZa=_

calt Ft’\'lw.f(K,]'Agl.lK,L:’K'L/

DUO1CWZ2 [=1,L1K
ATyl )=A0141)+0.10 Ol
cionTTHE

U 21 I=1,1¢C
w3 21 J=1,10
K(l!s))=0u

Ir

Ll

(EnD=1) 1CL7,1006,1000
2u 11=1,P¥

v}
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NE RS

f)b"Ul)U il“"\/' ¥

Aldl=tai+l ) /2, (JI+1) %0 J[+2)/2).

Wl eMewy?



L

1200
Luda

[Q=0e=-1141

Lol 7 izlgL

i 20 J=1 R
Tl=(iu-1liebL+i
dy={10-1)2R+y
Eludeiid=halilyl,yJd)
u;)i,::r;pL

JHL::"\")Q{

PRSP

by 24 I=1,L

5L R T o QPR

s ATy I)=001y 0!

ALl iRAGSIC s yuiaR Y
CALL |<Q»A.‘if)(f"y~’in31L,\J)
Cabh IT=AcS My sywrw)
b2 1Ty

L 29 Jd=led
SUIed)=MU]4d)

it T 10U

iy 28 10=1,pPP

S 2o =L
Tl={{u-1)#L+t

20 Jd=1eR
JI=(1N=1)=R+j
K{ITLl,0d)=wA(Ll0Cy]1+d)
WRITE (6,410C4)
FORMATUL X, "TalLEAU Uiy Salyst)
CALL BORIT2AR,PPLyPPR)
RETURN

1))
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1o

INTrOER P adyR

M| 1o TI=tlyu

v lu Jdd=lyw

de [Ty dd)=0.00 01
SIS S O o AP S
PP{IT,11)=0.10 0!}
s ITe{egcu)
FOrRMaTOLx, "WALEUR DEL SALNS
Ji=tvr+l)= /2

(L] 1 I:}'JI

g 2 JJd=ly L
Jl=(i=-1)=L 40}

g 2 1l=14R
I1=0i~1Yer2+]]
PlJdyiI)= (L, 1)

fol Tl vrES Saled
CaLL FULRIT2(M,L,RY

oAb b UR":‘V{;}yMyCyQpLyf{y\’J,Mi.)
JU 3 11=1,44

g3 Jd=EL,l

PHOT Ly ddi=alliyd)+MILTT,09)
CALL PRUG (PP,PLyMLywslyw)
B0 4 11=1,9

vu 4 JdJd=1,4
PPlILydd)=Mi(11,4dd)

Tabtl ELRITZ2(MIZGLQ)

e T i UE

Lt URN

b

=T
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SUCRUUTTI A VERTFE (69830 9KuyPyRyblylyK)
TELL R ACLIO,10) 4BlLOy1G) 9 (LO10) y#PLLGY1D)Y4PLL10,10)
AL aE KALYU,10,10) K 010,10 ,Mi0,17),M1{10,10)

Ut 5

PrubDUITS

CHRRESPONDANTSY)



H
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SURROUTINE PSTUDULA My yal s An)

SaLCul LU PSEUDO-IANVERSE LE A NOTE 4l
CAS UrS mATRICES DE wANG MaXiMuM

Lehbwn ALLOyLO) oA (10, 10) yAA LU L0) 3STL0910)455(10,410)
Fralec A2,A7L

TF (M=nN) 1,1,7

Cabbt TRAGSAGsAy Ty )

CALL PRULU (A AA, Sy M)
u;’\\LL IA(V:’;A‘SS,S'&M’

Labkl PREL (AAySSyAlymeMym])
S0TG 3

CALL TRANS(AAyAPMyN)

cabl PRODIAL Ay SaMyMy«W)
vatl INVFALSS,SenN)

TALL PROCISS,AA AL My, M)
cunTinuE

FrTURN

i L
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SUBRVUTI o+ TRANSCAA A MM, M)

CALCUL DD LA TRAMSPOSLEZ DI A wLTEL AA

YEAL®RL A(LG,10)y8A01C0,10)
it L =1,

O 1 J=1,MM

WAL Ty u)=a(dy])

LoMTINUE

2P0

LA
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SUBRUUTINE PRUDIC,A,S»yIR, 1wy L)

PRODULT °F LA MAITRICE CUIR=[.) PAR A{lw#lL) NOTEC S(Ix*]L)

Thab#d CLT0g LU s ALy T0) g1, 10}
it b IT=1, IR

e 1 Jd=l,1L

b‘I'J)ZO-

Dy 1T K=l,y 14

STy a) =Sy +CllyR)2A(K, )

cUNTINUE

A TUR

SRR



SUBRI LT wn ECRITI(AyIeIP)
ALRATTURE DE L4 MATRIUE A(luw*lP)

REAL=E A10,10)

Ut 1 1=1,1w

Wik ITe ({),2) (fx(IoJ)nglpIr'))
FurbaTl (1Xy101012.4)

WRITE (6,2)

R LU

e
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SUBRUBDITINGE DREPLC A By IRy I i1l eS)

PROUUIT LE TROIS MATKICES CUIR#IL) PAR A{IQ*#INQ) PAR olIGw*IL) NUTE S

ReEAL®E CLIUe 10 s ALTOs Uy {LGH10)35(10,10),S1(10y10)
CALL PRUU(IC AP SLoikyily IQW)

CALL PROUVIESL EySyIRyTLLIL)

WETURM

END




!
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SUPRULTIZE INVMA LA, AL N)

[WVE~SE DF LA MATRICr AA quT: A

DIMERSION LELD)

ALAL#*Y ALTID,10),A(10,10),0(01 )
REAL=Y FvS

RCAL#®E AP

TP=¢

U 233 =1 4N

P 20 Jd=l N
’;([,J):AH([,J)
TPpS=¢.10-08

'FURE B S RPN

LIy =1

Ll 2 K=lgnd
IF(U’*HS(A(&’K’)‘t’pS)itiy‘Q
wR ITLOIMP, LOW)
FIakMaT(2X,'PIvOT hul'/)
rl=r+]

T 5 M=Kl y 0}
ITF{uAbS{e(KyMm))=EPS)D 5y
cunTINUE

wnalTe(IMF,101)

FORMAT(2X, "MATRICE SINGULILI=RET)
STip

ce 7 I=l,n
IF(L(IY-K)YTyu0 i

CenTINUE

[u=1

S 9 L=,y i
TFLLOL) =My Ity

CONT InUE

Lliu)=m

LU])=x

it 1L I=1l.N

AP=Aa(1,K)

A(I,K)=A(I,M)

A{f410)=AP

DU 17 T=1,N

IF(I-K) 1%,12,13

A yK)==a{l,kK)/A{K,K)

U 1172 J=14N
Ir{Jd-K)la,1l12+14

AT J1=AlT,3)+A(]1,K)2A(K,J)
ChanTImUE

CONT INLE

JIK)=A(KyK)

Pl K)=1

DO 1Y I=1yN

"t 1o J=1,N
Allyd)=all,dl)/D(1)

DJ 16 [=1,4N

P=L{1)



=~

I3

G 17 Jd=1,4N
FF{L{Jd) =1 )1 7,118,107
SONTINUR

L{J)=Mp

D0 Le J=1N
AP=A(149Jd)
alleJd)=A{MP,J)
a{MP,J})=ap

BN BV

D
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RESULTATS

AeByelL SORNT RESPELTIVEMENI

3

~Uas 42930
~Ue 1430
~0.12030
~UelA0Ti
~J. 143870
~LehDuPoD

C.0
SV
e
LUel
Ue6292v0
el 44D

¢l
ul
]
01
30
O

CcO
0l

GALNS ET DES PRUDULTS CORRESPUNDANTS
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ANNEXE VI

PROGRAMME DE CALCUL DES COMMANDES OPTIMALES AU SENS D'UN COMPROMIS

ENERGIE-PRECISION POUR UN SYSTEME MONOVARIABLE.




eNeNeNoNaNal e

OO

13

14

11

100

20
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SYSTEME L(P)=1/(P(1+P))
MONCVARTABLE

EQUATION X{N+1)=A#X(N)+B=*U(N)
DIMENSIONS A(L=L),B(Lx1),C{1l%*L)
X0 ETAT INITIAL, E ENTREE

DIMENSION TT{10y10)9T(10510),TR(10,10)»TP(10,10),E(10,13),U(10,10)

Xy8(10,10),C(10,10),D(10,10),A(10,10),X(10,10),XX(10,10),P(10,10)
Xv(10,10),7S(10,10),A1(10,10),X0(10,10)

INTEGER 5,4SS

DUNNEES

lel‘

IND=0O

TO=1.
CO=eXP(=-T1/T0)
All,1)=1.
Ally2)=TO=(1.-0L0)
A(2,1)=0.
A(2,2)=D0

B{1,1)=T1-T0*(1.-D0)
B{2,1)=1.-D0

Cllel)=1.

C{1,2)=0.
X0{1l,1)=0.
X0(2,1)=0.

IF (IND-1) 14,15,15
L=2

M=5

ECRITURE DE A,B8,C
CALL ECRIT2(A,L,L)
CALL ECRIT2{B,L,1)
CALL ECRIT2(Cs1l,L)

MISE A ZERU ULES TABLEAUX DE TRAVAIL
DO 11 I=1,M

Eltlsl)=1.

DO 1 I=1,M

DO 1 J=1,M

T(I,4)=0.

REMPLISSAGE DU TABLEAU T PAR C»(Ax#])»8

CALL PROD{(C4+BsVslyl,l)
DU 2 I=1,M
T(I,1)=v(l1l,1)

CONTINUE

DO 20 I=1,M

DO 20 J=1,M
Al(I,Jd)=A(1,4)

i1P=1



OO

VOO

OO0

25

21

22

24

23

41

-

10

15
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CALL DROPI(C,A1,B,1,L,L,1,V)
MM=M-]P

DU 21 I=1,MM
TOLI+IP),1)=Vv(1,1)
IP=IP+l

IF (IP~-M) 22423,23

CALL PROD(A,AYL,TRyeL L L)
DU 24 I=1.+M

DO 24 J=1,M
AL{L,J)}=TRUI, 4]

GO TO 25

CALCUL DE LA COMMANDE OPTIMALE

CALL TRANS{TR,T M M)
CALL PROD(TRyT,TP,MyM,M)
DO 6 I=1,M

DU 6 Jd=1,M
TS(I,J)=TP(1,J)
T{IsJ)=TP(I,44)

Do 5 531921y2

$5=5-1

DO & [=1,M
TSII,1)=T(1,1)+55#55/10000.
DO 41 I=1,L
X{I¢l)=X0(I,41)

CALL INVMA(P,TS,M)

CALL PROGO(P,TRy TPy MM, M)
CALL PROD(TP,E U,M,M,1)
CALL ECRIT2(U,M,1)

CALCUL DU GAIN U

CALL TRANS{XX,sUjphkiysl)

CALL PROLIXX,UaV,y1l4M,1)

CALL ECRITZ2(v.l,l)

IF (SS) 7,7,.8

VO=v(l, 1)

AU=V(1,1)/Vv0O

WRITE (6410) SS,AU

FORMAT{1X,'"POUR S=',14,'LE RAPPORT NU VAUT'*,FT.3,'LES ETATS SUCCES
XSIFS SUNT ALURS®)

CALCUL DES ETATS

MM=2#M

DO 5 K=1,MM

KK=(K+1)/2

T1=0.5

IND=1

60 710 13

CALL PRODUA X Dylalsl)

DO 3 [=1,L
X{Is1)=D(1,1)+B{Iy1)*#U{KK,1)
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5 CALL ECRIT2(X,L,1)
200 CONTINUE

STUP

END

Cem R ON I T PROO  nko? TRANS INVHA ERIT 2

/

voo Manexe ¥
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