
A ma femme , 
A mes enfants 

A mes parents 

A mas père, 
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Ce mémoire a essentiellement pour obje t  l a  présentation de nouvelles 

méthodes de majoration des systèmes continus non l i n é a i r e s  de grandes dimensions. 

Deux appl icat ions  seront envisagées, l a  première e s t  r e l a t i v e  à l ' ana lyse  des 

propr ié tés  de s t a b i l i t é  d'un processus, l a  seconde a pour ob je t  d ' i l l u s t r e r  sur 

un exemple concret l e s  p o s s i b i l i t é s  de synthèse à p a r t i r  du système majorant. 

In t rodui t  à l ' o r i g i n e  en mécanique, l e  concept de s t a b i l i t é  désigne 

une ca rac té r i s t ique  de  l ' é q u i l i b r e  d'un corps r i g ide .  L'idée première d'un 

mouvement par rapport  à une posi t ion d ' équ i l ib re  s t a b l e  a permis d ' in t rodui re  

l a  notion de représentation dynamique d'un processus. Ainsi,  en mécanique, l e  

repérage d'un mobile s ' e f f ec tue  l e  plus souvent à p a r t i r  des coordonnées de 

Lagrange (posi t ions ,  v i t e s s e s ) .  Cette préoccupation de déc r i r e  à l a  f o i s  l a  

pos i t ion  instantannée e t  l a  dynamique d'un processus conduit à l a  notion d ' é t a t  

u t i l i s é e  de manière hab i tue l le  en automatique. 

Les processus que nous étudierons dans ce mémoire sont supposés 

d'évolution continue, l eu r  é ta t  e s t  représenté  par un vecteur d 'ordre  f i n i .  

De plus ,  l e s  modèles que nous serons amenés à u t i l i s e r  dans l a  représenta t ion 

de t e l s  systèmes sont par hypothèse d é c r i t s  à p a r t i r  d'équations d i f f é r e n t i e l l e s  

vec to r i e l l e s  du premier ordre  e t  de forme générale : 

Lors de l a  dé f in i t i on  d'un modèle, au cours de l a  phase d ' iden t i f i ca -  

t i o n ,  il convient de t e n i r  compte à l a  f o i s  du ca rac tè re  non l i n é a i r e  du processus 

des e r reurs  de mesures dues aux capteurs e t  aux b r u i t s ,  e t  enf in  des hypothèses 

s impl i f i ca t r i ces .  Dans ce  sens,  l e  vecteur T t r a d u i t  l e  ca rac tè re  d'impréci- 

sion du modèle. 



Deux points de vue peuvent a i n s i  conduire à des méthodes d'analyse différentes.  

(i) On peut tout  d'abord considérer l e  vecteur comme un vecteur a l éa to i r e  l 
I 

défini  par l e s  fonctions caractér is t iques  de chacune de ses  composantes. 
l 

Dans ce cas,  il s ' ag i t  d 'é tudier  un processus de Markov dont l e  caractère  

de s t a b i l i t é  ne peut ê t r e  préc isé  qu'en termes stochastiques. 

( i i )  Nous avons chois i  d ' u t i l i s e r  i c i  une au t re  méthode e t  d'associer au modèle 

A, un modèle majorant déterministe B d'ordre in fé r ieur  ou égal à ce lu i  de A. 

Les solutions de A seront par hypothèses majorées par c e l l e s  de B au sens 

d'une inégal i té .  

L'idée d 'associer un système de comparaison de s t ruc ture  simple à un 

processus non l i néa i r e  complexe n 'es t  pas nouvelle, e l l e  a permis notamment à 

V.M Matrozov de donner une in te rpré ta t ion  de l a  seconde méthode de Ljapunov. 

Toutefois, il convient de rappeler que ces systèmes de comparaison furent à 

l ' o r ig ine  déc r i t s  pas une équation d i f f é r e n t i e l l e  s ca l a i r e  du premier ordre. 

Plus récemment, d i f fé ren ts  auteurs se  sont intéressés  à l a  recherche de condi- 

t i o n s  de s t a b i l i t é  moins r e s t r i c t i v e s  en u t i l i s a n t  un système de comparaison 

qui ne s e ra i t  pas nécessairement du premier ordre. 

C'est danscebteoptique que nous présentons ce  mémoire comme une contribution 
I 

à l 'analyse des systèmes continus non l i néa i r e s  de grandes dimensions avec une i 

application dans l e  domaine de l a  synthèse. L 

Dans un premier chapi t re  nous proposons de rappeler l e s  déf in i t ions  

r e l a t i ves  au concept de s t a b i l i t é .  

Une seconde pa r t i e  concerne l a  présentation d'un c r i t è r e  de s t a b i l i t é  

adapté à l ' analyse des processus monovariables. Les notions de système majorant 

e t  de système de comparaison sont a i n s i  déf inies  dans l e  cas par t icu l ie r  d'un 

vecteur de comparaison de m h e  ordre que l e  vecteur é t a t .  

La déf in i t ion  plus précise  de ces  concepts nous amène dans une troisième 



étape à étudier d'une manière plus systématique la notion de processus majorant 

par l'utilisation des normes vectorielles. 

Le chapitre IV est relatif à l'analyse des propriétés d'un processus 

continu non linéaire. L'utilisation du système de comparaison conduit ainsi à 

l'énoncé de plusieurs critères de stabilité. 

L'illustration sur un exemple de ces techniques de majoration est envi- 

sagée dans une dernière partie et concerne la synthèse d'un mode de contrôle auto- 

adaptatif du surchauffeur de la centrale de Loire sur Rhône. 





ReptrébeWon d e s  Sya;ti!mes â. v c v ~ i a b t e b  continua: S a 2 ~ 6 i L L t k .  - 

1.7. - SZtuc-twre d u  Sga;tème~ con.Zihu non f inéainu .  

La notion de système physique est généralement associée à la défini- 

tion de deux ensembles de variables : 

- d'une part les variables de sorties supposées accessibles à la 

mesure. 

- d'autre part les variables d'entrée permettant d'agir sur le 
comportement du processus. 

Les systèmes que nous proposons d'étudier appartiennent à la classe 

des systèmes "dynamiques" au sens de la définition de M. Athans /1/. 

Leur mouvement est susceptible d'être reproduit par la résolution d'un modèle 

mathématique. Nous envisageons de suivre l'évolution du processus sur l'in- 

tervalle de temps & = Eto, + -[ , to définissant l'instant initial. 

Dans ce cas l'évolution du processus est supposée de sens constant, 

la variable t étant constamment croissante à partir de to. 

Afin de préciser les notations, nous supposons que l'ensemble des 

variables d'entrées constitue un vecteur u de dimension dans l'espace vec- 

toriel des fonctions du temps ui(t) 



De même, les variables de sorties forment un vecteur de sortie s 

% de dimension r dans le même espace : 

sT = {s,(t), ... s (t)) r (2 

ut e -do 

Il convient à ce niveau d'introduire deux hypothèses supplémentaires 

conduisant à une définition plus précise de la classe des systèmes étudiés. 

En premier lieu nous supposons que le vecteur de sortie s(t), défini 

à l'instant t, ne dépend pas du vecteur de commande u(ti) défini aux ins- 

tants t . postérieurs à 1' instant t. 
1 

En second lieu, les variables et fonctions que nous serons amenés 

à introdaire au cours de cet exposé ne dépendront d'aucun facteur aléatoire. 

Les systèmes étudiés appartiennent donc à la classe des processus 

déterministes et non anticipatifs. 

L'évolution du vecteur de sortie s(t) est continue ou continue par 

morceau par rapport à l'argument temporel t sur '-̂ e . 
O '  de . 

même le vecteur de commande u(t) est d'évolution continue ou continu? par 

morceau sur le même intervalle de temps. A l'instant t le vecteur e(t ) 

de dimension m représente les entrées ou consignes. Le vecteur de com- 

mande u.(t) est élaboré à partir des variables des consignes e et des 

sorties s éventuellement retardées. Cette structure d'asservissement peut 

être représentée selon le schéma suivant 

Elaborat ion 

cc)mmande 
Système 0 



L'évolution du processus sur l'intervalle d'observation ne dépend 

pas en fait des seules entrées mais aussi des données initiales à l'instant 

to. En effet, pour un même intervalle d'observation, une même évolution du 

vecteur de commande u(t ) l'observation des sorties peut être différente. 

Il convient donc d'adjoindre aux deux notions de commande et de sortie pré- 

cédemment définies, la notion d'état qui caractérise l'ensemble des informations 

dont il suffit de disposer à l'instant to pour prédire le comporte- 

ment du processus sur l'intervalle de définition. 

Dans l'espace vectoriel 3 des fonctions du temps, supposé linéaire 
IK et normé , nous appellerons x le vecteur état de dimension n sur 0( , 

désigne ici le corps des réels% ou des complexes C . Si x représente l'état 
O 

initial du processus à l'instant to, la relation de dépendance entre le vec- 

teur état, les commandes et l'état initial xo est définie à tout instant de 

1' intervalle d'observation ] to, tf] SOUS la forme de la fonction de transition (3)  

/Il, /2/, 131. 

x(t) = x(x0 ; u(to, t) ; to, t) (3) 

Cette fonction est supposée continue par morceau par rapport à xo pour t et t fixg 
O 

et par rapport à t pour xo et to fixés. 

Ainsi la connaissance de l'état initial xo à l'instant to ainsi 

que des commandes u(to, t) sur l'intervalle d'observation suffit à déter- 

miner 2 tout instant l'état du processus et les sorties correspondantes. 

Notons enfin que ce vecteur est constitué d'un minimum d'informations dont 

le nombre définit l'ordre du processus. 

D'une façon analogue les variables de sortie sont définies par la 

relation suivante : 



1.3. - S ; b b m é  d'un byatbe dymique. 

Dans un premier temps, nous proposons de préciser  l e s  déf in i t ions  

r e l a t i v e s  à l a  s t a b i l i t é  d'un système dynamique continu. 

Les systèmes que nous étudierons ayant généralement une s t ruc ture  

de type bouclée nous noterons sous forme s impl i f iée  l a  fonction de t r ans i t i on  x ( t )  

Cette r e l a t i on  suppose une dépendance (feedbzck) en t r e  l e s  corn- 

mandes e t  l e s  s o r t i e s  ; l e  régime d'évolution e s t  autonome, l e s  entrées 

é tan t  supposées constantes ou nul les .  

Notons x ( t ,  xo, to) e t  x ( t ,  x i ,  t O ) deux mouvements d'un même 

x ' )  l a  distance processus pour des é t a t s  i n i t i aux  d i f f é r en t s  e t  d ( t ,  to ; x0, 

en t re  deux points successifs  au même in s t an t  : 

d ( t ,  to ; xo, x;) = 1 l x ( t ,  xo, t o )  - x ( t 9  x;, to)l l 
T 

avec : I I X I ~ ~  = x x 

Les études de s t a b i l i t é  cherchent généralement à donner une estima- 

t i o n  de c e t t e  distance à p a r t i r  de fonctions de comparaison. Afin de préciser  

l e  concept de s t a b i l i t é  asymptotique, il convient de rappeler l e s  notions de 

s t a b i l i t é  e t  d ' a t t r a c t i v i t é  in t rodui tes  par W. Hahn /4/ .  

Vé6inLClon 1. 

Le mouvement x ( t  , xi  , to) e s t  appelé mouvement perturbé s i  x '  , 



e s t  susceptible d'évoluer dans un c e r t a i n  voisinage de xo selon l ' i n é g a l i t é  

suivante : 

U é b i W o n  2. 

( r )  représente au sens de l a  dé f in i t i on  de Hahn une fonction 

de c lasse  K t e l l e  que : 

g(r) e s t  une fonction dé f in i e  continue str ictement croissante  de r pour 

D'une façon analogue a ( s )  désigne une fonction de c l a s se  L dé f in i e  

continue str ictement décroissante de l'argument s e t  t e l l e  que : 

Dans ces condit ions,  l e  mouvement non per tu rbéx( t )  e s t  s t ab l e  s ' i l  

ex i s t e  une fonction q de c lasse  K par rapport  aux conditions i n i t i a l e s  

t e l l e  que : 

d ( t ,  to i xo, x ; )  ( 7 )  

La déf in i t ion  or ig ina le  de l a  s t a b i l i t é  exprime q u ' i l  do i t  

ex i s t e r  pour t ou t  e >O un nombre 6 t e l  que : 

Le mouvement non perturbé e s t  a t t r a c t i f  s ' i l  ex i s t e  une fonction 6 

de c lasse  L par rapport  à t - to e t  t e l l e  que : 



Il e s t  équivalent de d i r e  que pour t o u t  nombre q > O il ex i s t e  

T t e l  que : 

Enfin, s i  l e  mouvement non perturbé e s t  à l a  f o i s  s t ab l e  e t  a t t rac -  

t i f  il e s t  d i t  asymptotiquement s t ab l e ,  c ' e s t  d i r e  q u ' i l  ex i s t e  un majorant 

de l a  distance d dé f in i  par l ' i n é g a l i t é  suivante : 

La notion de s t a b i l i t é  uniforme exprime que l e s  fonctions de compa- 

raison peuvent ê t r e  chois ies  indépendamment de l ' i n s t a n t  to. j,.e : 

Le concept d ' a t t r a c t i v i t é  peut ê t r e  qua l i f i é  d'uniforme par rapport 

à t ou par rapport au mouvement perturbé de x '  
O 1 '  

Dans chacun des cas  il v ien t  : Y t  e%, Y t  e%,  Vx; € (xo) O 

par rapport à x '  d ( t ,  to ; xo, x i )  < 6 (t - to ; to) Y t  > to 
1 

par rapport à t 
O 

d ( t ,  to ; xo, x ; )  5 6 ( t  - tO ; xi) (13) 

Enfin l e  mouvement e s t  d i t  uniformément e t  asymptotiquement s t ab l e  

s ' i l  e s t  uniformément s t ab l e  e t  uniformément a t t r a c t i f  (par  rapport  à xi). 

Dans ce  cas ,  l a  s t a b i l i t é  ne dépend n i  de l ' i n s t a n t  i n i t i a l  n i  des  perturba- 

t ions. 



Le domaine d '  a t t r a c t i o n  d'un point d '  équ i l ib re  ramené à 1' origine  e s t  

const i tué  de tous l e s  points xo t e l s  que : 

lim ~ ( t ,  xo, to) = O u t  e%, v t  e$ 
O O 

Lorsque l a  propr ié té  de s t a b i l i t é  e s t  v é r i f i é e  l e  domaine d ' a t t rac -  

t i o n  e s t  t rès  souvent appelé domaine de s t a b i l i t é .  Ce concept do i t  ê t r e  dis-  

t ingué du concept de domaine de s t a b i l i t é  dans l 'espace des paramètres au 

sens du c r i t è r e  de Routh - Lorsque l e  domaine de s t a b i l i t é  e t  d ' a t t r a c t i on  

e s t  const i tué  de tou t  l ' espace de dé f in i t i on  du vecteur é t a t  x  on d i t  q u ' i l  

s ' a g i t  de s t a b i l i t é  asymptotique i l l i m i t é e  ou de s t a b i l i t é  asymptotique glo- 

bale.  

De t r è s  nombreux systèmes asse rv i s  non l i n e a i r e s  n'ont qu'une seule  non 

l i n é a r i t é .  La ca rac té r i s t ique  non l i n é a i r e  f(z) v é r i f i e  par hypothèse une 

r e l a t i o n  du type suivant : 

Un t e l  système v é r i f i e  l a  propr ié té  de s t a b i l i t é  absolue / 6 /  dans 

l e  secteur [O, a-) s i  l ' é q u i l i b r e  e s t  globalement asymptotiquement s t ab l e  

e t  ne dépend pas du choix p a r t i c u l i e r  de l a  valeur de f ( z )  dans l e  secteur 

Co, 013. 

La  notion de s t a b i l i t é  o r b i t a l e  / 5 /  peut permettre de ca rac té r i se r  

l e s  régimes o sc i l l an t s  de ce r t a in s  systèmes non l i néa i r e s .  

Il  s ' a g i t  en e f f e t  de rechercher sous quel les  condit ions un ensemble de 

points  , représentant une o s c i l l a t i o n  en rggime permanent, peut présenter l e s  



caractères  de s t a b i l i t é  e t  d ' a t t r a c t i on  au sens ou nous l 'avons dé f in i  

antérieurement . 
Les déf in i t ions  r e l a t i v e s  à ce  type de s t a b i l i t é  sont donc analo- 

gues à ce l l e s  qui ont précédemment é t é  in t rodui tes ,  il convient tou te fo i s  

de l e u r  adjoindre l a  notion supplémentaire d'ensemble invar iant .  

* 
Un ensemble Q inc lus  dans e s t  invar iant  s i  : Y t ,  t, e %  , Y t  € % 

O O 

Il  convient dans ce cas de préciser  l a  notion de distance d'un 

point x  à un ensemble SZ : 

Les notions de s t a b i l i t é  o r b i t a l e  e t  d ' a t t r a c t i v i t é  o rb i t a l e  décou- 

l e n t  a i n s i  directement de c e t t e  notion pa r t i cu l i è r e  de distance.  

1 . 4 .  - Théohéme6 de Ljapunov - /?/, 181 

La mise en oeuvre de l a  seconde méthode de Ljapunov ou méthode 

d i r ec t e  implique l e  choix de fonctions v (x ,  t )  v é r i f i a n t  l e s  propr ié tés  

suivantes : 

a )  v (x ,  t )  e s t  définiedans t ou t  l ' espace $, Yt e Ce 
O 

b )  V ( X ,  t )  = O*X=O It e bo 

c )  pour t donné, v (x ,  t ) e s t  continue par rapport  à1 1x1 1 e t  

bornéedans l e  domaine de déf in i t ion  

d )  Pour x donné v(x ,  t )  e s t  continue par rapport  à t. 

e)  v ( x , t )  e s t  dé f in i e  pos i t ive  dans l e  domaine de déf in i t ion  s i  e l l e  

e s t  déf inie  e t  pos i t ive  en tou t  point  de ce domaine à l ' exclus ion 

de l ' o r i g ine  c 'est-à-dire minorée à tou t  i n s t an t  par une fonct ion+ 

de l a  norme euclidienne du vecteur x  e t  de c lasse  K au sens de 

Hahn i . e  : 



La fonction v ( x ,  t )  joue l e  r ô l e  d'une distance général isée  e t  

dé f in i t  une évaluation pa r t i cu l i è r e  de l a  d is tance de l ' ex t rémi té  du vec- 

t eur  é t a t  du système à l ' o r i g i n e  Le long du mouvement du processus étudié.  

Théotrème 1 .  

S' il ex i s t e  une fonction dé f in i e  pos i t ive  v(x ,  t ) de dérivée( eulérienne) 
O 

semi déf in ie  négative v l e  long du mouvement x ( t ; xo , t o ) ,  a l o r s  l ' é q u i l i b r e  e s t  
d i t  s t ab le .  

Théohème 2. 

S ' i l  ex i s t e  une fonction v  dé f in i e  pos i t ive  e t  de dérivée déf in ie  

négative l e  long du mouvement x (t ;xo ,t ) , a l o r s  1 'équi l ibre  e s t  asymptotiquement 
s tab le .  O 

Ce théorème indui t  en f a i t  l ' ex i s tence  d'une i néga l i t é  de l a  forme 

suivante : 

{(r ) fonction dé f in i e  continue str ictement croissante  V r  : 

O < r  < r1 r1 [O, +CO[ 

230) = O 

Les hypothèses r e l a t i v e s  au théorème de Ljapunov impliquent en f a i t  pour l a  

fonction v e t  s a  dérivée l a  vé r i f i c a t i on  d ' i néga l i t é s  t e l l e s  que (15 )  : 

Y 1 ( l l x l l )  h v ( x  , t )  c L P * ( I  1x11) y t  g O 

O 

v - $J (11xlI) .  

: fonction de c l a s se  K au sens de Hahn. 

Les systèmes dont nous proposons l ' é tude  peuvent ê t r e  ra t t achés  



à la classe des processus non linéaires décrits par lt6quation d'état vecto- 

rielle (1) : 
O 

x = f(t, x) (1) 

x vecteur état d'ordre n défini sur gn 
Par hypothèse la fonction vectorielle f de composantes fi vérifie les 

propriétés usuelles suivantes : 191 

1 - Le point x = O est solution triviale de l'équation (1) 

f(t,x) = oc=> x=O Y t > to 

2 - L'origine est un point singulier isolé : 
3 ht > O donné l'équation f (t, x)  = O ne peut s'annuler 

qu'en x = O à l'intérieur du domaine 1 1x1 1 ht 

3 - La condition de Lipshitz est vérifiée pour l'équation (1) (*) 

1 lf(t, XI) - f(t, x")I 1 < L. 1 lxt - xnl 1 
Y x', Y x", Y t 2 to : Ilx'll < h, IIxffII < h 

L : constante positive. 

Nous limiterons notre étude le plus souvent à la classe des systames conti- 

nus non linéaires représentés par l'équation d'état suivante : 

O 

x = ~ ( t ,  x.) x (11) 

~ ( t  , x) est un tableau de dimension cxn et d'éléments 
a fonctiorsduvecteur état x et dutemps t [i, j = 1, ..., n] i j 

~ ( t ,  x) : % x S n  + $, nxn 
a (t, X) : ex.%? + , [i, j = 1 ,..., n] i j 

+ Rq : Pour que la condition de Lipshitz soit satisfaite il suffit 

par exemple que les composantes fi du vecteur f admettent des 

dérivées partielles bornées par rapport aux composantes xi du 

vecteur état x. 



- La forme matricielle (II) peut être justifiée à partir de la donnée 

de l'équation d'état 1 et de l'hypothèse 3. 

En effet, si l'on suppose que la fonction vectorielle f admet des dérivées 

partielles d'ordre 3 continu~,il vient à partir d'un développement de f(t,x) 

par rapport au point x=O et limité au premier ordre : 

d'ou une éc~uation d'état approchée du système (1) sous la forme (IIf ) 
4 0 

x = l x  y 3 = 2l.E 
ax (11' ) 

Dans ce cas, NN Krasovskii/lh/ a démontré que si la matrice 

qT +g est telle que toutes ses racines caractéristiques restent stric- 
tement négatives pour toute évolution du vecteur état x, le système 1 

est globalement et asymptotiquement stable. A cette fin NN Krasovskii 

a utilisé la forme matricielle (11') associée à l'équation d'état 1. 

1 - Un ensemble de systèmes continus non linéaires interconnectés peuvent être 
décrits le plus souvent par une équation d'état matricielle telle que II. 

2 - Puisqu'à chaque instant le tableau A peut être considéré comme un opérateur 
linéaire matriciel, nous dirons par extension que A(t,x) est une matrice. 

3 - Le système (II) vérifiant les hypothèses que nous venons d'énoncer pour le 
système (I), la condition de Lipshitz s'écrit dans ce cas : 

1 I A ( ~ ¶ x )  X I  l < L 11x1 l 
Yx, Yt e tel que llxll< h 

compte tenu de la définition de 11x1 ( il vient : 

Soit encore 

max A ATA < L Yx : I I x I I  < h 

T 
max A : la plus grande valeur propre de la matrice symétrique A A. 

La condition de Lipshitz revient donc à définir des contraintes sur la 

variation des coefficients a de la matrice A. ij 



1 . 6 .  - S ~ b ~ é  de6 bybtèmes non f i n é a i t e s  dé& pm de6 é q d o n 6  d ' U &  

du t y p e  (11 e-t ( 1 7 1  

 étude des propr ié tés  de s t a b i l i t é  des processus d é c r i t s  par des 

équa t ims  de l a  forme (1) e t  (II) a é t é  envisagk dans de nombreux ouvrages. 

Les méthodes généralement u t i l i s é e s  peuvent ê t r e  divisées  en deux c lasses  : 

(i)  Les méthodes f réquent ie l l es  inspirées  du c r i t è r e  Nyquist pour l e s  

systèmes l i néa i r e s  développées par V.M. Popov / I O /  dans l e  cadre des sys- 

tèmes non l i néa i r e s .  Ces c r i t è r e s  s 'appliquent aux systèmes asse rv i s  d é c r i t s  

par l e  schéma bloc de l a  f i gu re  2 e t  dé f in i ssen t  généralement des conditions 

de s t a b i l i t é  absolue. 

Ces travaux ont é t é  r e p r i s  par M M. Kalman e t  Yacubovitch j l l / ,  1121 

é tab l i s san t  a i n s i  l e  rapport en t re  l e  c r i t è r e  f réquent ie l  de Popov e t  l a  

seconde méthode de Ljz~unov. Plus récemment, M M Lalanne e t  Rault ont pro- 

posé une approche un i f iée  de l a  s t a b i l i t é  des systèmes non l i n é a i r e s  à par- 

t i r  des méthodes f réquent ie l l es  /13/. 

( i i )  La seconde méthode de Ljapunov qui r e s t e  en f a i t  l ' o u t i l  e s sen t i e l  

dans l 'analyse  des propr ié tés  de s t a b i l i t é  d'un processus. Nous proposons 



-> 

d'en rappeler quelques appl icat ions  dans l e  cadre de l ' é t ude  de l a  s t a b i l i t é  

des systèmes du type (II). /21/ 

Cette méthode s ' i n t e rp ré t e  géométriquement comme l a  recherche de 

f o n c t i o ~ v  du type dis tance généralisée.  Dans ce  sens e t  pour l e s  systèmes 

d é c r i t s  sous l a  forme II, l e  choix de fonctions de Ljapunov quadratiqugdu 

type distance euclidienne conduit à l 'énoncé de conditions suff inantes  de 

s t a b i l i t é  relativement simples : /14/ 

La fonction v = xT Q x associée à l ' é t ude  de l a  s t a b i l i t é  du sys- 

tème (II) e s t  de Ljapunov s ' i l  e x i s t e  une matrice f .  t e l l e  que l a  matrice 

S = ~ ( t ,  xlT. Q + Q. ~ ( t ,  x )  v é r i f i e  l a  condit ion de s t a b i l i t é  suivante : 

Q = QT Q : déf in ie  pos i t ive  

h (s) : désigne l a  valeur propre de plus  grande p a r t i e  r é e l l e  ite S. m 

La d i f f i c u l t é  d ' u t i l i s a t i o n  d'un t e l  c r i t è r e  r é s ide  en f a i t  dans l a  l i b e r t é  

de choix de l a  matrice Q. 

De même l ' u t i l i s a t i o n  de l a  notion de norme conduit à d é f i n i r  une c l a s se  

pa r t i cu l i è r e  de fonctions de Ljapunov e t  de conditions suf f i san tes  de sta-  

b i l i t é  des systèmes continus non l i néa i r e s .  

7 . 7 . 7 .  - FoncaXom de Ljapumv du t ype  nome 
- -- - 

L'introduction de fonctions de Ljapunov du type norme peut ê t r e  

considérée comme une général isa t ion au continu des r é s u l t a t s  sur l a  contrac- 

t i o n  obtenus pour l e s  systèmes d i s c r e t s .  

Notons q ( x )  une norme sca l a i r e  du vecteur é t a t  x x e Rn. 
q ( x )  d é f i n i t  une appl icat ion de %" dans %+ t e l l e  que : 



Le choix de  l a  fonction v dé f in i e  pos i t ive  e t  de l a  forme suivante : 

v = max lxi ]  

i = 1 .... n 

conduit à l'énoncé du c r i t è r e  de Rosenbrock /15/ pour l e s  systèmes continus 

non l i n é a i r e s  d é c r i t s  sous l a  forme II s o i t  : 

A =  { a . . )  i, j = 1 , .  .., n 
1 J 
n 

max a . ;  + C l a . . l  
i = l  ,... n j = l  1J 

j f i  
1 

M M Laurent e t  Lhote /IO/ ont général isé  ce  point de vue au cas de fonctions v 

de l a  forme suivante : 

Nous proposons pour terminer ce  chapi t re  d 'étendre l e  donaine de 

v a l i d i t é  de ces c r i t è r e s  au cas  ou l e  vecteur x e s t  dé f in i  sur l e  corps 

des complexes C. 

En e f f e t ,  l ' i n t e rp ré t a t i on  des conditions algébriques de s t a b i l i t é  asymptotique 

peut conduire à l a  dé f in i t i on  d'un c r i t è r e  géométrique de s t a b i l i t é  r e l a t i f  

au l i e u  des  racines d'un système non l i n é a i r e  dans l e  plan complexe 1171. 



1 . 7 . 2 .  - Ex..tension de Ltu;tiei6&on d'un fia d'Eva~~6 h L'éfUde de la atabi- 

Rité d a  dyd;tèmu comnun non finéahes. 

n 
L'étude de la stabilité asymptotique du système (II) défini sur 

conduit 8 rechercher une fonction qui vérifie les conditions d'application 

de la seconde méthode de Ljapunov. Soit v une fonction réelle du vecteur 

état x décrite par la relation (21) : 

- l/2 
, = m m  \IYix i = (xi x . )  

i=l . . .n 1 
m m  

X. e 6 
1 - 
x désigne le complexe conjugué de la variable x. i 1 

L'équation d'état (II) permet d'écrire. : 
J:n - - JPn 

Après avoir regroupé les termes diagonaux il vient : 
- - j =n -- - 
xi xi (ai + ai iJ+.E. (xi ai x + xi a 

O m m m m  m jfi, m m  j m i m j ~j) v = j=1 

Une majoration du second membre de la relation (23) conduit à écrire : 
J =n 

1 aimi 1 désigne le module de l'élément a 
imj 

/2 



il vient dans ces conditions : 

Compte-tenu de l'énoncé du second théorème de Ljapunov et des remarques 

relatives à la fonction de comparaison z(v) (équation 14), il en découle 

que la fonction v est de Ljapunov si la contrainte (26) est vérifiée : 

Cette condition assure la stabilité asymptotique du système non linéaire (II). 

La condition de stabilité (26) représente la transcription 
directe des conditions obtenues dans l'étude des systèmes linéaires : 

En effet le théorème d'Hadamard ~ershgorine /18/, 1191, 1201 sur la 

localisation des valeurs propres d'une matrice dans le plan complexe 

indique qu'elles sont toute; localisées à l'intérieur de cercles de 

centre a et de rayon { .l laij I }  . La condition (26) précise ainsi 
ii J=I 

j#i 

que la localisation des racines dans le plan complexe à partir des "cercles 

de Gershgorine" doit être située dans le demi-plan gauche Re < O quelle 

que soit l'évolution dynamique du système et par conséquent des coefficients 



S a d  un aya;tème. coM;tiw non f inéai te  déc&X pdt~ une équaXLon 
O 

d'8Xx.X de La darne x = ~(t,x) x dam, LaquelXe la éléments non f inéa iha  aij 

de l a  m&ce A dEpendctd de l t Q X &  e.X du Xernpa . La c\ kcrb.il.i_Xé 

anywipXo-tiqu~ d'un ;tel aya2ème a 2  a-saur&e a i  quelle que so'lt l 'évoLukian 

du p 4 a c ~ h u n  , Zorrt c m c l e  de centtie ai eA de  hayon^=^ / a.. 1 t w t s  
i# j 1J 

com,tammevLt à gauche de L'axe. hagLncuhe. g .  
j = l  ... n 

Interprétation sur le lieu d'Evans 

Lorsque le système non linéaire décrit par l'équation d'état (II) 
Y 

ne dépend que du seul paramètre k , la matrice A(t,x) prend une forme parti- 
culière. Dans ces conditions le polynome caractéristique de A ne dépend à 

Y 
l'instant t donné que du seul paramètre k . Il est alors possible de tra- 

cer dans le plan complexe le lieu des racines de l'équation caractéristique 
* 

de A lorsque k varie. 

Plus particulièrement, dans le cas d'un système continu asservi monovariable 
I 

à non linéarité séparable, à retour unitaire, de fonction de transfert - 
D(P) - 

en boucle ouverte, l'équation (27) prend la forme : 
n- 1 

rn + fi r n-i + k * = ~  
(28) 

i= 1 

m 
Le paramètre k s'interprète alors comme le gain de la caractéristique non 

linéaire associé au système linéaire. Cette dernière relation conduit à un 

tracé systématique du lieu des racines, identique au lieu des racines du sys- 
J: 

tème linéaire mais gradué en valeurs du gain non linéaire k . La localisation 
des racines dans le plan complexe à partir des cercles de centre a. et de rayon 
J =n i i m 1 / aij 1 est également parmétrée selon k et définit ainsi une surface généra- 
i# j 
j = 1  

lisant en non linéaire la notion de lieu d'Evans dans le sens d'un domaine de 
* 

localisation des racines gradué en valeurs de k . 



Mise en oeuvre du critère sur un exemple 

Soit le système non linéaire décrit par l'équation différentielle non 

linéaire suivante et soumis à la perturbation indépendante y : 

03 2 O 
z + ( l - y ) ~ + ~ = o , y e  Dy, D C R  

Y 
Le lieu des racines de l'équation caractéristique correspondante 

2 
conduit au tracé de la figure 2 graduée en valeurs de y . 

O 

Le choix d'un vecteur état de composantes (z,z} conduit à l'écriture matri- 

cielle suivante : 

Soit P une matrice de changement de base diagonalisant A au voisinage de 

y2 = 1 ,  il vient une nouvelle forme de l'équation d'état : 

petit positif 

Si l'on néglige les termes en E d'ordre supgrieur à l'unité il vient : 
WZ - * ~2 
a = a 2 * = i  1 - r  , r =  1 1  2 

Il s'en déduit lorsque c tend vers zéro la localisation des racines dans le plan 

complexe définie par les cercles de centre a.. =f i-r et de rayon r. La con- 
11 

dition de stabilité déduite du critère (1) s'dcrit : 

: soit encore compte tenu de l'hypothèse E,>  O petit 

0 < J r 2 < 1  





L'introduction de l a  notion de système noisa conduit au cours de ce  

premier chapitre à rappeler l e s  déf in i t ions  e t  r é s u l t a t s  principaux concernant 

l a  s t a b i l i t é  des processus continus non l i néa i r e s .  

En ce point  de notre exposé e t  à p a r t i r  des travaux de Rosenbrock, 

nous avons indiqué une extension poss ible  de l a  méthode de t r a c é  du l i e u  

des racines  & l ' é t ude  de l a  s t a b i l i t é  asymptotique de ce r ta ins  systèmes non 

l i néa i r e s .  La mise en oeuvre d'une fonction de Ljapunov directement déduite 

de l a  norme hermitique permet a i n s i  de d é f i n i r  géométriquement l e s  propr ié tés  

de s t a b i l i t é  des systèmes à une seule  ca rac té r i s t ique  non l i n é a i r e .  

Le t r a c é  du l i e u  des racines  de l 'équat ion ca rac té r i s t ique  de l a  matrice dé- 

f i n i s s an t  l e  régime l i b r e  conduit a i n s i  à une u t i l i s a t i o n  s impl i f iée  du c r i -  

t è r e  de s t a b i l i t é  énoncé. 

Nous envisageons, dans l a  s u i t e  de c e t  exposé, de dg f in i r  une 

méthode générale de recherche de fonctions de Ljapunov de type norme à par- 

t ir  de systèmes de comparaisons d'un type nouveau. 
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CHAPITRE Zr 

La seconde méthode de L,japunov conduit l e  plus souvent à repor ter  

l ' é t ude  de l a  s t a b i l i t é  d'un système d'ordre supposé supérieur à l ' u n i t é  sur 

c e l l e  d'un système de comparaison du premier ordre /1/. 

Nous proposons de présenter une méthode qui permet d 'élaborer à 

p a r t i r  d'une extension de l a  notion de norme, un système de comparaison dont 

l ' o r d r e  pourra i t  à l a  l i m i t e  ê t r e  égal  & l ' o r d r e  du système i n i t i a l .  

L ' u t i l i s a t i on  immédiate de ce  système de comparaison peut ensui te  ê t r e  envi- 

sagée l o r s  de l a  recherche des conditions de s t a b i l i t é  du système i n i t i a l .  

L'idée d 'associer  à un système non l i n é a i r e ,  un système d i t  de com- 

paraison a é t é  ini t ialement déduite des travaux de Wazewski /2/ sur l e s  iné- 

g a l i t é s  d i f f é r e n t i e l l e s .  L'application de ces  r é s u l t a t s  aux problèmes de 

s t a b i l i t é  ayant é t é  envisagée par de nombreux auteurs,nous proposons dans un 

premier temps de préciser  l'ensemble des r é s u l t a t s  essen t ie l s  à p a r t i r  des- 

quels nous avons cherché à dé f in i r  l ' i d é e  de "système majorant". 

Dans une seconde étape,  a f i n  de mieux préciser  l a  démarche que nous 

envisageons de suivre aux prochains chapi t res ,  nous proposons d ' é t a b l i r ,  par 

l a  déf in i t ion  d'un système majorant s impl i f i é ,  un c r i t è r e  de s t a b i l i t é  d'ap- 

p l i ca t ion  simple. 



Cette méthode cons i s t e  & assoc ie r  à un système continu d i f f é r e n t i e l  

non l i n é a i r e  d 'o rd re  n  > 1 un système continu d i f f é r e n t i e l  non l i n é a i r e  du 

premier ordre. Ce système de comparaison in t rodu i t  de c e t t e  manière e t  en 

deux vole ts ,d tune pa r t  l a  d é f i n i t i o n  e t  l e s  p ropr ié tés  du système de compa- 

ra i son ,  d ' a u t r e  p a r t  l a  condit ion de  s t a b i l i t é  associée.   é énoncé e t  l e s  

hypothèses r e l a t i v e s  à ce théorème sont donnés dans l a  référence  111. 

A p a r t i r  de ce r é s u l t a t  R.  Bellman a  indiqué en /3/ de quel le  

façon il e s t  poss ib le  de d é f i n i r  pour c e r t a i n s  systèmes, un systsme de corn- 

paraison l i n é a i r e  d 'ordre supérieur & 1 'un i t é .  

Cet te  idée r e j o i n t  l a  notion de fonct ion de Ljapunov v e c t o r i e l l e  u t i l i s é e  par 

F.N. Bailey /4/ dans l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  des systèmes interconnectés.  

Dans c e  cas ,  l e  système complet e s t  supposé cons t i tué  de sous systèmes non 

l i n é a i r e s  isolément s t a b l e s  en régime autonome.   ré ci sons que dans l e  cadre 

des travaux de F.N. Bailey l e s  connections en t re  sous systèmes sont supposées 

l i n é a i r e s  ; l a  s t a b i l i t é  des  sous systèmes e s t  supposée d é f i n i e  à p a r t i r  

d'un ensemble de fonctions $ (vil .&eune descomposantes v i  e s t  une fonction 

de Ljapunov associée  à l a  d é f i n i t i o n  de l a  p ropr ié té  de s t a b i l i t é  du sous 

système ( i)  i s o l é  pour un fonctionnement en régime autonome. Ces éléments 

const i tuent  a i n s i  l e s  composantes d'une fonct ion de ~ japunov  de type vecto- 

r i e l  u t i l i s é e  dans l a  d é f i n i t i o n  du système de comparaison. Le système ain-  

s i  obtenu e s t  l i n é a i r e  e t  d 'o rd re  éga l  au nombre des sous systèmes. 

Ces travaux ont é t é  r e p r i s  récemment par A.N. Michel e t  D.W. Porter  

/5/  , ces auteurs  ont montré l a  p o s s i b i l i t é  de cons t ru i re  à p a r t i r  du système 

de comparaison une fonction s c a l a i r e  v  = 1 a. v .  permettant de conclure à 
1 1  

i 
la  s t a b i l i t é  du processus i n i t i a l .  

Les condit ions de s t a b i l i t é  obtenues par c e t t e  méthode sont moins 

dures que c e l l e s  dé f in ies  par  F.N. Bailey. Il semble en p a r t i c u l i e r  que l e  

f a i t  de  ne pas chercher dans ce  cas  à about i r  nécessairement à l a  d é f i n i t i o n  

d'un système de  comparaison l i n é a i r e  contribue fortement à l 'amél-ioration des 

r é s u l t a t s .  Toutefois ,  l ' a p p l i c a t i o n  de c e t t e  méthode e s t  relat ivement d é l i c a t e  



e t  en p a r t i c u l i e r  l e  choix des c o e f f i c i e n t s  a .  r e s t e  a r b i t r a i r e .  
1 

Dans l e  même e s p r i t  Mituhile0 k a k i  e t  Bunji Kondo / 6 /  ont cherché 

à généra l i se r  l e s  travaux de Bailey au  cas de systèmes interconnectés non 

l i n é a i r e s  à interconnections non l i n é a i r e s .  Le système de comparaison e s t ,  

dans ce  cas  également, l i n é a i r e .  

Dans une o r ien ta t ion  de recherche vo i s ine  des recherches ef fec tuées  

par Bailey e t  Bellman, V. Matrozov / 7 /  a  u t i l i s é  l a  notion de fonction 

de Ijapunov v e c t o r i e l l e  pour d é f i n i r  un système de comparaison d'un type nouveau. 

En p a r t i c u l i e r ,  l ' u t i l i s a t i o n  de deux fonct ions  a u x i l i a i r e s  v ( x , t )  e t  w(x,t)  

permet de d é f i n i r  des condit ions de s t a b i l i t é  asymptotique de l a  solut ion de 

l ' équa t ion  (1). Ces condit ions sont moins r e s t r i c t i v e s  que c e l l e s  obtenues 

par l ' u t i l i s a t i o n  d i r e c t e  de l a  seconde méthode de Ijapunov. En e f f e t ,  c e t t e  

méthode permet par  l ' i n t r o d u c t i o n  de l a  fonct ion supplémentaire w de conclure 

à l a  s t a b i l i t é  d'un processus d é c r i t  par  une équation d ' é t a t  t e l l e  que (1) à 
O 

p a r t i r  d'une fonct ion v  d é f i n i e  p o s i t i v e  m a i s  dont l a  dér ivée  v  ne s e r a i t  

que semi-définie négative. 

La généra l i sa t ion  de ce théorème au c a s  de fonct ions  de Ljapunov v e c t o r i e l l e s  

a  é t é  effectuée successivement par V.M. Matrozov e t  N. Rouche / 9 , / .  

Plus récemment, L. Salvadori /8/ a  étendu l e  théorème de  Matrozov au cas  des 

systèmes pour lesquels  l a  fonct ion f ( t , x )  ne s e r a i t  pas bornée. Enfin, dans 

l a  même o r i e n t a t i o n  de recherche, N. Rouche / g g /  puis  A. d'Anna / I O /  ont déf i -  

n ies  des condit ions de s t a b i l i t é  uniforme se lon l a  même démarche. 

A p a r t i r  de l a  même idée  de  base e t  par  une synthèse den travaux de  

V.M. Matrozov e t  de F.N. Bailey, M.M. ~ r u j i 6  e t  S i l j a k  ont  t rès  largement 

contribués,  c e s  dernières  années, à l a  d é f i n i t i o n  de nouvelles méthodes de 

construction de fonctions de Ljapunov pour l e s  systèmes interconnectés.  

Références : / I l / ,  1121, 1131, / 14 / ,  1151, 1161. 



Dans ce cas,  l e s  sous systèmes autonomes sont supposés d é c r i t s  par une 

équation d ' é ta t  de l a  forme (11.1) : 

Les in téract ions  é tan t  de nature non l i n é a i r e ,  l ' équat ion d ' é t a t  du système com- 

p l e t  e s t  représentée pour l e  sous système ( i )  par l ' équat ion (11.2) : 

9 
M.M. Grujic e t  S i l j a k  notent vi l e s  fonctions de Ijapunov associées aux 

sous systèmes i s o l é s  de rang (i). La méthode consis te  8 dé f in i r  un vecteur 

de comparaison v = [g13,. . . gS3] de fason à é t a b l i r  l e s  condit ions que doi- 

vent v é r i f i e r  l e s  in té rac t ions  perm&a& d'imposer l a  s t a b i l i t é  du processus 

complet. 

C e  vecteur w e s t  en f a i t  consti tué des majorants success i fs  de l a  dérivée 

v . ( t , x i )  de chaque fonction élémentaire v. : 
1 1 

O 

v i ( t , x )  c - @i3(11xill) v t ,  vxeZn  
t > to 

1 lxi/ 1 = (XiTXi) 
l /2  

. fonction de c lasse  K. 
13 

Il  vient  dans ces  conditions un système de comparaison de l a  forme (11.3) 

La matrice A e s t  i c i  const i tuée  d'éléments constants obtenus par majoration 
T des éléments s ca l a i r e s  [ ~ r a d v  .] hi ( t  ,x) . 

1 



Dans ce cas ,  l e s  conditions de s t a b i l i t é  se  réduisent  i c i  encore aux 

conditions l i n é a i r e s  appliquées à l a  matrice A. Toutefois il coiivient de 

remarquer que l e  système de comparaison vec tor ie l  (11.3) e s t  pa r t i cu l i e r  en 

ce  sens q u ' i l  l i e ,  comme dans l e  théorème de Matrazov, l ' évo lu t ion  de l a  

fonction de Ljapunov vec to r i e l l e  v à l ' évolut ion d'une fonction vec to r i e l l e  

aux i l i a i r e  w ne f a i s an t  é t a t  que des bouclages. 

Enfin ces mêmes auteurs ont é t é  amenés à d é f i n i r  l a  notion de 

s t a b i l i t é  connective / I l /  dans l e  sens ou un système interconnecté peut 
A e t r e  s tab le  en présence ou non de l'ensemble ou même d'une p a r t i e  quelcon- 

que des connections possibles. 

L'ensemble de ces r é s u l t a t s  tend d'une manière générale ?i l ' é tude  

de l a  s t a b i l i t é  des systèmes interconnectés en u t i l i s a n t  l a  méthode de com- 

paraison s o i t  directement, s o i t  sous une forme plus  évoluée issue des  t r a -  

vaux de Matrozov. Dans tous l e s  cas  l e  système de comparaison e s t  obtenu 

à p a r t i r  d'une fonction de Ljapunov vec to r i e l l e  supposée connue à p r i o r i  

e t  l e s  conditions de s t a b i l i t é  sont en f a i t  déduites des conditions 

appliquées à l a  matrice d'éléments constants du système de comparaison. 

La démarche que nous proposons de suivre ultérieurement e t  que 

nous a l lons  i l l u s t r e r  sur un cas relativement simple cons i s te  t o u t  d'abord 

à considérer l e  système globalement. En pa r t i cu l i e r ,  l a  s t r uc tu r e  de dé- 

composition en sous système n ' e s t  pas nécessairement dé f in i e  ; de ce point 

de vue l a  connaissance du processus peut ê t r e  supposée "diffuse". 

Ainsi,  nous proposons à p a r t i r  de l a  donnée de l 'équat ion d ' é t a t  d'un sys- 

tème de grande dimension, de former directement e t  de façon systèmatique un 

système de comparaison vec tor ie l  e t  généralement non l i n é a i r e  ; nous dirons 

q u ' i l  s ' ag i t  d'un système majorant. 

Puis une u t i l i s a t i o n  de ce  système majorant nous ménera à l 'exposé 



de nouveaux c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  par la recherche, pour ce dernier  système, 

de fonctions de Ljapunov sca la i res  d'un type t r è s  pa r t i cu l i e r .  

Cette méthode u t l i s e  dans son principe l ' i d é e  de système de comparaison. 

Toutefois l a  notion de norme vec to r i e l l e  conduit à dé f in i r  un système de 

comparaison non l i n é a i r e  e t  l e s  conditions de s t a b i l i t é  qui s 'en dé- 

duisent  sont d ' u t i l i s a t i on  simplif iée.  

71.2. - Pkéaemhtion d'un crcA;t&e bhpf i&Lé de b&b&Lté poutl une & m e  
- -  - - 

de ayb;tQma C O ~ L L - ~  non f inéahen.  

La c lasse  des systèmes que nous proposons d 'é tudier  dans c e t t e  

présentation s impl i f iée  e s t  caractér isée  par une équation d ' é t a t  non l iné -  

a i r e  de l a  forme suivante : 

Les coef f ic ien t s  a de l a  matrice A dépendent 'explicitement i j  
des composantes xi du vecteur é t a t  x e t  du temps. 

Les hypothèses in t rodui tes  au premier chapi t re  sont supposées vé r i f i é e s .  

Dans un premier temps nous proposons d 'associer  au processus 

déc r i t  en (II) un système dont l ' évolut ion majore l e s  solutions de l téqua-  

t i o n  non l i néa i r e  (II) .  

Dans c e t t e  in tent ion,  notons 1x1 un vecteur de même ordre que x e t  dont 

l e s  composantes lxil sont consti tuées de l a  norme euclidienne de chaque 

élément x. s o i t  : 
1 

- 
IxiI = JxT x i  - xi signe (xi)  



Puisque la dérivée de lxil n' existe pas nécessairement au point xi = O, nous 
d+ proposons d'utiliser la notion de dérivée à droite - 1 xi(t )l telle qu'elle dt 

a été utilisée par M.M. Rosenbrock / l 7 / ,  Sandberg /18/ puis plus récemment 

par M.M. Siljak et ~rujih. Dans ce but on note u[xi (t)] la fonctionnelle 

suivante : 

il vient alors 

Trois cas sont ainsi considérés : 

( i l  - Si pour t donné, xi (t) # O alors : 

O 

o(xi) = signe xi et bl[-~= signe xi. x. 
dt 1 

O 
(ii) - Si pour t donné, xi(t) =xi(t) = O  alors : 

O 

(iii) - si pour t donné, xi(+,) = 0 et xi(t) # 0 

O xi(t+h) d+ O O 

alors o(xi) xi = ïim o(xi) - - lxil = x signe x 
k.to h dt i i 

L'utilisation de ces notations permet ainsi de déduire de l'équation d'état (II) 

la forme particulière définie par la relation suivante : 



Dans chacun des t r o i s  cas envisagés précédemment, l e  notion de dérivée 

à droi te  conduit à l a  majoration suivante de l a  dérivée de IxiI so i t  : 

a+ Cette inégal i té  sur l'une des composantes du vecteur - 1x1 peut ê t r e  
d t  

simpïemen,t t r ansc r i t e  sous l a  forme matr iciel le  (11.8) : 

~ o t o n s  z un vecteur associé à l 'équation d 'é ta t  (11.9) nous proposons 

de  démontrer que ye système (11.9) e s t  un système de comparaison, majorant 

de (11.8). 

C'est sur c e t t e  idée que nous définirons ultérieurement une classe plus 

générale de systèmes majorants en u t i l i s a n t  l a  notion de norme vector iel le .  



Compte tenu du choix pa r t i cu l i e r  du vecteur de comparaison 

1 x 1 , l e  caractère  majorant du système (11.9) peut ê t r e  exprimé de l a  

façon suivante : 

S i  à l ' i n s t a n t  i n i t i a l  to l e s  vecteurs é t a t s  des systèmes (11.8) 

e t  (11.9) sont l i é s  par  une r e l a t i o n  de l a  forme : 

a l o r s  il en découle 

Ces inéga l i t és  r e s t an t  v é r i f i é e s  composante à composante. 

Le système de comparaison (II ,9) e s t  donc majorant par  rapport à 1x1 . 

D é m o ~ ~ o n  ------------- 
Dans l e  cas l i n é a i r e  s ta t ionna i re  M.M. Beckenbach e t  Bellman /19/ 

ont  démontré ce  lemme. Nous donnons à t i t r e  de rappel  l a  démonstration en 

annexè 1 1  1 .  
Une démonstration de ce  lemme a é t é  proposée pour l e s  systèmes l i n é a i r e s  

non s ta t ionnaires .  Nous a l l ons  proposer une extension de ce  lemnie au cas  

des systèmes non l i n é a i r e s  de l a  forme (I I ) .  Dans ce cas 1'hypot.hèse de  

non-négativité des coe f f i c i en t s  non diagonaux de l a  matrice M ( A )  e s t  essen- 

t i e l l e .  

So i t  ~ ( t )  un vecteur d ' écar t  d é f i n i  par l a  r e l a t i on  suivante : 

~ ( t )  = z ( t )  - I x ( t ) l  (11. 7 1) 

La dé f in i t i on  11.11 conduit à é c r i r e  compte tenu de (11.10) : 

 équation d'  é t a t  (II. 9 )  associée Èi 1' inéga l i t é  (II. 8) permet de minorer 
d+ 

l e  vecteur - ( E  s o i t  : 
d t  



La continuité de l 'évolution du vecteur E par rapport au temps t. permet 

d'affirmer que s ' i l  existe un instant  t l  t e l  que : 

l 'une au moins des composantes ci du vecteur E ne peut devenir négative que 

s i  e l l e  es t  passée par l a  valeur E~ = O. 

~ u ~ ~ o s o n s  en outre  qu'à cet  instant  t, l a  composante Ei  s'annule, on peut 

montrer que dans ce cas l a  composante ci ne peut devenir négative. En e f fe t  

pour t = ème 
t, il vient pour l a  i l igne  de 1' inégal i té  (II. 13) 

Puisque paz hypothèse l e s  éléments non diagonaux de M(A)  Sont non négatifs e t  

e .  2 O V i  # j il vient : 
J 

11 en découle que , ~ ~ ( t )  e s t  non décroissant a l ' i n s t a n t  t = tl  à 

p r i o r i  quelconque, e t  t e l  que c i( t l  ) = 0. 

Par extension de ce  r é su l t a t  on peut affirmer que l e  vec- 

t eu r  ~ ( t )  ne peut devenir négatif. Q.E.D. 

Le système (11.9) e s t  donc un majorant du système II au sens de 

l ' i néga l i t é  (11.10). 

La démonstration du lemme de comparaison e s t  basée sur l a  non-négati- 

. v i t6  des é l h e n t s  non diagonaux de l a  matrice M(A). C'est dans ce  sens qu ' i l  

nous a é t é  possible de déf in i r  un système majorant d'ordre n égal à l 'o rdre  

du système i n i t i a l .  Ultérieurement nous serons amené à déf in i r  une notion 



plus  générale de système majorant continu par l ' u t i l i s a t i o n  des normes vec- 

t o r i e l l e s .  Pour des ra isons  analogues, l e s  matrices pseudo majorantes que 

nous noterons M ( A ) ,  seront à éléments non diagonaux non négat i fs .  

Nous proposons dans un premier temps de montrer que la  s t a b i l i t é  du 

système majorant implique c e l l e  du système i n i t i a l .  Ce r é s u l t a t  découle en 

f a i t  du second vole t  du théorème de comparaison. 

Choisissons en e f f e t  une fonction v vec to r i e l l e  e t  de dimension 

n t e l l e  que : 

v ( x , t )  = 1x1 (11.15) 

dans ce  cas il vient  selon l e s  r é s u l t a t s  an té r ieurs  : 

Démontrons dans une première étape que l a  s t a b i l i t é  de l ' o r i g ine  du système 

(11.9) implique c e l l e  du système (11.8). 

La s t a b i l i t é  à l ' o r i g i n e  du système (11.9) peut ê t r e  exprimé- par l e s  conditions 

suivantes : 

v~ : O <  E < p e t  v t o e  % ,  3 6 ( t 0 , € )  > O  

t e l  que : 

vzo > O zo < 6 (11.17) 

a l o r s  v t  e @ 
O 

z(t . to.zo) < E 

puisque pour to donné e t  t e l  que zo = l x o l  

1' inéga l i t é  (II. 10) e s t  v é r i f i é e ,  il vien t  : 

Ix ( t , t 0 , xo ) /  ' z ( t , t 0 , zo )  < & 

ce qui  prouve l a  s t a b i l i t é  de l ' o r ig ine .  



L ' a t t r a c t i v i t é  de l ' o r i g ine  e s t  a l o r s  imposéede façon évidente pour l e  système 

i n i t i a l  par c e l l e  du système de comparaison. En e f f e t ,  1x1 e s t  une fonction 

vec to r i e l l e  du vecteur x ,  continunent croissante  avec x  e t  nu l le  pour x  = 0. 

Dans ce cas  l a  condit ion : 

r im z ( t , z o , t o )  = O 
t* 

associée à l ' i n é g a l i t é  (11.10) implique 

ï i m  Ix( t ,xo, to)  1 = O 
t- 

d'ou l a  propriété énoncée. 

 étude de l a  s t a b i l i t é  du système majorant e s t  envisagée à p a r t i r  - 
d'une fonction s c a l a i r e  pos i t i ve  f  du vecteur de comparaison 1 x 1 : 

- T f ( x , t )  = 1x1 . u  

u > u  > O 
T , U U " 1 .  

C 

u vecteur.  constant 
C 

Nous supposons que l e s  vecteurs  u e t  uc qui  viennent d ' ê t r e  dé f i n i s  sont 

à composantes str ictement pos i t i ve s  e t  de même dimension que l e  vecteur état  x. 
- 

Dans ces  conditions l a  fonct ion f ne s 'annule que pour x  = 0. 

- 
Le calcul  de  l a  dér ivée  de f  conduit à é c r i r e  : 

A p a r t i r  de  l ' i n é g a l i t é  ( I I . ~ ) ,  il e s t  poss ible  de d é f i n i r  un majo- 

r an t  de (11.21): 



Supposons à p r i o r i  pue l a  matrice ( ' M ( A ) ~ )  v é r i f i e  l e s  conditions 

l i n é a i r e s  de s t a b i l i t é .  E l le  appart ient  a l o r s  $ l a  c lasse  des-M-matrices. 

Deux propr ié tés  e s sen t i e l l e s  de ce  type de matrice vont permettre 

de guider l e  choix du vecteur pos i t i f  u : /20/ 

T 1 - La p a r t i e  r é e l l e  des valeurs  propres hi de M(A) e s t  négative e t  in fé r ieure  

à Am elle-même r é e l l e  e t  négative. 

2 - Le vecteur propre v r e l a t i f  à l a  valeur propre Am e s t  à composantes 
T toutes  posi t ives .La matrice M ( A )  do i t  dans ce cas avoir une inverse irré- 

duct ible .  Nous reviendrons sur  ce point ultérieurement. - 
Compte tenu de l a  r e l a t i o n  (11.22) e t  de l a  dé f in i t i on  de l a  fonction f, 

ces  propr ié tés  conduisent à prendre pour vecteur de projection u l e  vecteur 

propre v de l a  matrice M ( A ) ~ .  

Les inéga l i t és  ( II. 23) s ' en déduisent immédiatement : 

A < O  m 

s o i t  encore 

S i  l ' on  suppose pue l e s  éléments non constants de l a  matrice M ( A ) ~  

sont i s o l é s  dans une seule  rangée de c e t t e  matrice,  l ' i nvar iance  de  la  valeur 

propre A impose l a  même propr ié té  d ' invariance en d i rec t ion  du vecteur m 
propre correspondant v . [Annexe 2 

So i t  a l o r s  D l e  domaine fermé-dont l a  f ron t i è r e  e s t  dé f in i e  p a r l a  r e l a t i ax  v 

v = O e t  A C c < O dans Dv 
=b 

O 

Dv(t) domaine ouvert.  



Nous supposerons Dv connexe e t  à complément connexe 1211. 

Sur l a  f ron t i è r e  de Dv il v ien t  : 

O 

Dans ces conditions l e  système l i n é a i r e  d'équation y = Amy e s t  un sys- 

tème de comparaison associé 2 l ' i n é g a l i t é  (II .24). 

Un t e l  système e s t  s t ab le  pour hm h c< O 

Soi t  Dc un domaine à l ' i n t é r i e u r  duquel : 

Dans ces conditions s i  Y t  e q o  Dv e s t  inclus  dans Dc, il en décoifle que f ( t , x )  

e s t  de Ljapunov dans Dv. 

L'ensemble de ces r é s u l t a t s  conduit a i n s i  à ltknoncd d'un premier c r i t è r e  

de s t a b i l i t é  : 

CUetredebRabARiité ( 2 7 . 1 )  : 

SoLt Le bybtème d é W  pcvt L'équa;tion d ' W  1 2  et M(A) lu m*ce 
* 

d u  coed~ic-ients a i j  te& que : 

Si L u  tmu non covutam2 hon t  gnoupéb dan6 une a e ~ ~ t e  Ugne ou 

colonne de la ma;Dr/ice M ( A )  la ~ R a b U é  aymptotique gLobde du sg~tème ( 2 1 )  

ut anbuhée Lot~sque p o u  une qu&conque é v o U o n  du pnocuauh touitu Les va- 

L m  popnu de M ( A )  n u t e n t  h p a n t i u  n é m e s  négaLives. 



- On constate que llhypothèse selon laquelle l a  matrice - M(A) appar- 

t i e n t  à l a  classe des M-matrices ne r e s t r e in t  pas l e  champ d'applica- 

t ion  dlun t e l  c r i tè re .  

AppficaLbn de ce &&e. 

Les travaux de Kotelyanski ont m i s  en évidence un thhrème particu- 

lièrement adapté à l 'é tude de l a  s t a b i l i t é  des systèmes correspondant aux 

hypothèses introduites par l e  c r i t è r e  précédent : 

Un nomhe aéet A edlt p h ~  glrand que t a  v d e m  cmactétUb$ique 

maxima& v de .fh rninatnice A d'Uénient2 non diagonaux aik 2 O a i  6eU- 

tem& a i  pow~ c m e  v u l u  h .tous lu mineukb m d p a u x  huccu4i64 de 

la ma&ice ( A I  - A )  d o n t  poaAA;i6a. 

Il e s t  a lors  possible de préciser l e s  conditions de s t a b i l i t é  

l inéa i res ,  nécessaires à l 'appl icat ion du c r i t è r e  pratique (11.2). 

Cai.t&e W q u e  (11.3) 

L o u p e  les  teiones non cow*ant~ de .fh mathice M(A)* aon t  g ~ u p a  

dan6 une heule de a u  l igne6 ou cohnned, % a i t a b U é  abymp.tafique gtobde 
du ayoiteme ( I I )  u;l. assurée part véhidicathn d a  c o ~ ~ e d  au-ivanted 



Afin de préciser la technique d'utilisation de ce critère, envisa- 

geons le cas d'un système asservi du second ordre dont ltévoluticn en régime 

autonome est régie par l'équation différentielle (II. 26) : /25/ 

Ce système non linéaire du second ordre est caractérisé par une évolution indé- 
O - 

pendante de zj Y z2 et des variables de phase y, y. Il nle,st pas exclu d'envi- 
sager le caractère non stationnaire de f,, f2. 

Associons à l'équation scalaire du second ordre (10.26)i'équation différentielle 

vectorielle du I o  ordre (11.27) de vecteur état [:] il vient : 



stabilité. Notons cependant que les éléments non linéaires de A sont isolés 

dans la première ligne de cette matrice. En conséquence, pour permettre l'ap- 

plication du critère de stabilité (II.~), il convient de rechercher un change- 

ment de base défini par la matrice triangulaire P conservant ainsi les 616- 

ments non linéaires dans la première ligne de la matrice transformée. Ce chan- 

gement de base doit également introduire un nombre suffisant de paramètres pour 

permettre la vérification des conditions de ~otel~a~skii(11.25). 

Notons P une matrice de changement de base de ce type, la représenta- 

tion matricielle ( II. 28) est équivalente à 1' équation (II .27) 

Les éléments non linéaires sont ainsi isolés dans la première Ligne 

de la matrice définissant le régime libre. Le système majorant qui s'en déduit 

prend la forme : 



Le c r i t è r e  de H.H. Rosenbrock ne permet pas d 'é tudier  l a  s t a b i l i t é  de ce  système 

( u ( > l ~ I .  I l  s u f f i t  a l o r s  d'appliquer à l a  matrice majorante M ( A )  l e s  

conditions de s t a b i l i t é  déf in ies  en (11.25) 

d'ou l e s  contra intes  de s t a b i l i t é  indépendante de 1~. : 

Il en r é su l t e  l e s  domaines de s t a b i l i t é  dé f in i s  sur l a  f igure  (11.1).  

Tout domaine t e l  que A B C e s t  a l o r s  un domaine de s t a b i l i t é  non l i n é a i r e  dans 

l e  plan f l ,  f 2 .  

R e m ~ g u c  : Lorsque A va r ie  l a  d ro i t e  dl équation -2AZ+2Af l-f2 = O 
2  enveloppe l a  parabole d'équation f  - 2f2 = 0. 
1 



La notion de système de comparaison vec to r i e l  généralement u t i l i s é e  

l o r s  de l ' é tude  de l a  s t a b i l i t é  des systèmes interconnectés nous a conduit 

à envisager l a  recherche de systèmes de comparaison d i t s  majorants. 

Dans un cas relativement simple, nous avons indiqué l e  schéma de l a  démar- 

che que nous envisageons de suivre ultérieurement. Tout d'abord, nous cher- 

chons à dé f in i r  directement à p a r t i r  du système i n i t i a l  donné sous forme glo- 

bale un système majorant. Ce système e s t  l e  plus  souvent non l i n é a i r e  e t  s a  

déf in i t ion  peut ou non t e n i r  compte de l a  décomposition connue en sous systèmes. 

Dans une seconde étape,  l e  système majorant permet une étude simpli- 

f i é e  de  l a  s t a b i l i t é  du système i n i t i a l .  

L'étude pa r t i cu l i è r e  d'une c lasse  de systèmes non l i néa i r e s  a a i n s i  

permis l a  mise en évidence d'une condition de s t a b i l i t é  simplemerit déduite des  

conditions du l inéa i re .  Le c r i t è r e  a i n s i  énoncé peut ê t r e  directement appli- 

qué à l ' é tude  de l a  s t a b i l i t é  des processus monovariables. 

Ces r é s u l t a t s  in t rodui t s  à p a r t i r  de l a  dé f in i t i on  d'un système majo- 

ran t  pa r t i cu l i e r  nous conduisent à l a  recherche d'une technique de majoration 

plus élaborée en vue de l ' é t ude  de l a  s t a b i l i t é  des processus non l i néa i r e s  

de grande dimension. 
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CHAPITRE 711 

Modèle, majohant d'un nybf&ne, continu non 4Xnéa.h de gaanda dimevMiavM 

Le concept de norme vectorielle a été initialement introduit par 

F. ROBERT /1/ dans le but d'étudier la convergence des récurrences linéaires 

en analyse numérique. ultérieurement, ces travaux ont été repris par J.F. Maitre 

/ 3 /  puis par F. Robert /2/ pour l'étude des récurrences vectorielles de grandes 

dimensions. L'utilisation des normes vectorielles dans l'étude des systèmes 

continus non-lingaires n'a pas été abordée par ces auteurs, ce problème n'est 

plus en effet du domaine de l'analyse numérique mais plutôt du domaine de l'ana- 

lyse des systèmes au sens de l'automatique. Cette application particulière des 
;Ic 

N.V semble particulièrement utile puisqu'elle peut conduire à la définition sys- 

tématique d'une classe de systèmes majorants. C'est dans cette voie que nous pro- 

posons maintenant d'orienter la présentation de nos travaux. 

Afin de préciser l'intérêt de la notion de N.V, il convient avant tout 

d'en rappeler certaines caractéristiques particulières du point de vue de l'uti- 

lisat ion. 

(il Notons tout d'abord qu'il ne s'agit pas nécessairement d'une fonction 

de Lyapunov vectorielle. En conséquence le système majorant défini à 

partir d'une N.V n'a pas pour seule application les problèmes généraux 

liés a u  études de stabilité. 

(ii) La dimension du processus majorant ne dépend pas directement du nombre 

des sous systèmes d'un processus à structure interconnectée. 

+ ~bréviation de norme vectorielle 



( i i i )  Chaque sous système peut  ê t r e  c o n t r a c t é  à une dimension à p r i o r i  

quelconque éventuellement d i f f é r e n t e  du premier ordre .  

(;VI Il e s t  e n f i n  poss ib l e  de  d é f i n i r ,  au sens des  t r avaux  d e  D.D S i l j a k  

/4/ une c l a s s e  de  systèmes majorants  des  processus admettant des  

v a r i a t i o n s  de s t r u c t u r e .  

Une première a p p l i c a t i o n  du concept d e  norme v e c t o r i e l l e  a é t é  envi- 

sagée, dans l e  domaine d i s c r e t ,  à l ' é t u d e  d e  l a  s t a b i l i t é  des  processus non 

l i n é a i r e s  de grandes dimensions /5/ / 6 / .  Ces t ravaux basés  s u r  l ' u t i l i s a t i o n  

des  p r o p r i é t é s  d e s  mat r ices  à éléments non n é g a t i f s  on t  permis d e  d é f i n i r  d e  

nouvel les  cond i t i ons  de s t a b i l i t é .  

Nous proposons d ' é t end re  au domaine con t inu  l e s  techniques  d e  majora t ion  

basées sur l ' u t i l i s a t i o n  des  N.V. Dans c e  sens il e s t  n é c e s s a i r e  d e  d é f i n i r  

pour l e s  systèmes cont inus non l i n é a i r e s  l a  not ion  d e  système majorant  e t  d e  
i 

mat r i ce  pseudo-majorante. Ces concepts  n o u v e a u  pour l e s  systèmes cont inus  

nous conduiront à analyser  l e s  p r o p r i é t g s  des  systèmes majorants  a i n s i  obte- 

nus. En p a r t i c u l i e r  nous serons  amenés à g é n é r a l i s e r  l e  lemme de  comparai- 

son d e  Wazewski / 7 /  e t  à p r é c i s e r  l a  c l a s s e  d e s  systèmes majorants  pour l e s -  

que ls  c e  lemme peu t  ê t r e  u t i l i s é .  

Les r é s u l t a t s  p ré sen té s  peuvent ê t r e  étendus sans  d i f f i c u l t é s  à l a  

majorat ion des  systèmes d é f i n i s  s u r  l e  corps  des  complexes e t  à la minorat ion 

des systèmes con t inus  non l i n é a i r e s  d e  grande dimension. 

7 7 1 .  7 . 9 .  - Noaon  de nome ve&otU&e 171, 121. 

s o i t  % = gn un espace v e c t o r i e l  e t  %, ,'Z2,. . . , % un ensemble 
k 



formé de k sous espaces % {i = 1 ,  2,  ... k] de l ve space f$ .  i 

Dans c e t  espace notons x ur, vecteur de dimension n e t  désignons par 

x chacune des projections du vecteur x dans l e  sous espace correspondant i 

4i 

Pr .  désigne i c i  l ' opéra teur  de project ion de dans Ti. 
1 

S i  pi(xi)  e s t  une norme s ca l a i r e  du vecteur x .  dé f i n i  dans l e  scus espace 
1 

%i, a lo r s  l e  vecteur p (x )  de dimension k e t  de composantes pi(xi)  [i=1,2, ..,k] 

e s t  une norme v e c t o r i e l l e  du vecteur x : 

Par l ' i n t roduc t ion  d'un nouveau vecteur y e 2, l e s  axiomes de d é f i n i t i o n  de 

l a  norme vec to r i e l l e  p (x)  s 'écr ivent  sous l a  forme des r e l a t i ons  tf11.3) 

(ii) pi (xi)  = O <=>x = O Y i  = 1 ,  2 ¶ . . . ,  k i 

(iii) pi(xi+yi) pi(xi) + p . ( y . )  Yxi, yi 
1 1  

e*i, ~ i =  1 ,  2 . .  k 

( i v )  pi(Xxi) = Ihlpi(xi) yxi e ili, y i  = 1,  2 ¶ . . . ,  k YX e s  

S i  k-1 des sous espaces ei ne su f f i s en t  pas à dé f in i r  l 'espace%, 

l a  norme vec to r i e l l e  p e s t  d i t e  su r jec t ive .  Enfin e l l e  e s t  d i t e  r égu l i è r e  

s i  l e s  sous espaces sont d i s j o i n t s  deux à deux : i 



Nous proposons d ' i l l u s t r e r  ces  déf in i t ions  sur l e s  t r o i s  exemples 

suivants. Soit  x un vecteur d 'ordre 4 

* 
a)' Formons tout  d'abord une norme vec to r i e l l e  p (x)  de t a i l l e  3, n i  régu l iè re  

n i  sur ject ive ,  à p a r t i r  du découpage suivant de l 'espace 4 en PL; .  e t  

c e t t e  norme vec to r i e l l e  n ' e s t  pas sur jec t ive  en e f f e t  l a  réunion des 2 sous 

espaces 8 e t  % permet de  recons t i tue r  1' espace % . Le sous espace 
2 3 

4= 
1 

e s t  donc, de c e  point de vue redondant. 

En prenant pour pl l a  norme du max pour p2 l a  norme euclidienne e t  pour 

p l a  norme "somme des modules" il v i en t  par déf in i t ion  pour p (x)  : 3 

* l a  t a i l l e  d'une N.V correspondant à sa dimension 



b)  Afin de dé f i n i r  une norme v e c t o r i e l l e  su r jec t ive  de t a i l l e  3 ,  choisissons 

maintenant un nouveau découpage de 4 dé f in i  de l a  manière suivante : 

Toute norme vec to r i e l l e  de t a i l l e  3 dé f i n i e  à p a r t i r  de '%,, T2, %3 e s t  

par conséquent su r jec t ive  pu i squ ' i l  e s t  nécessaire de disposer de tous l e s  

sous espaces % pour recons t i tue r  % . 

Cependant, c e t t e  norme su r j e c t i ve  n ' e s t  pas régu l iè re ,  en e f f e t  l e s  sous 

espaces % e t  e2 ne sont pas d i s j o i n t s .  

A p a r t i r  d'une même dé f in i t i on  de pl p2 e t  p  que précédemment, il v ien t  
3 

pour p (x )  l a  norme sur jec t ive  suivante : 

c )  Enfin s i  l e s  sous espaces E i  sont d i s j o i n t s  il v ien t  l a  dé f i n i t i on  d'une 

norme v e c t o r i e l l e  régu l iè re  



Il e s t  donc poss ible  à p r i o r i  d 'él iminer ou au con t ra i re  d'imposer une 

redondance dans l a  dé f i n i t i on  d'une norme v e c t o r i e l l e  p. 

117.7.2. - Syntèma majotrad d 'un a y n i t h e  c o d v i u  non L i n é a h e  

La c lasse  de systèmes que nous étudierons e s t  déc r i t e  par une équa- 

t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  vec to r i e l l e  e t  non l i n é a i r e  du premier ordre : ( r é f  CH 1.1.5, 

CH 11.11.2.1) 

Dans (s) l e  vecteur é t a t  e s t  noté x  @an = 45 , 
a ( t , x )  e s t  un vecteur d 'ordre m : 

ou = ] - w , + m[ e s t  un i n t e rva l l e  de temps i n f i n i  . 



~(t,x) représente une matrice de dimensions n x m : 

* : < x 5 L n  +iLnxm 

Dans (s), la fonction {~(t ,x)xa(t,x) :% x % -F%~) 
est suppos6e telle que le point x=O est point d'équilibre de S. 

De plus les hypothèses habituelles de continuité seront supposées satisfaites 

afin d'assurer l'existence d'une solution x(t ,to,xo) ~ ( t ~ , x ~ >  ex x%? 

Une équation d'état de cette forme se justifie dans la pratique lorsque les 

variables captées sur un processus sont des fonctions non linéaires des varia- 

bles d'état. A titre d'illustration, on peut envisager l'exemple du processus 

suivant : 



Le capteur C l  délivrant l a  variable xl n 'est  plus l i néa i r e  au delà 

de certaines l imites.  I l  vient dans ce cas une équation d ' é t a t  du type S : 

Le système majorant de (s) sera déf ini  Èi p a r t i r  de l a  norme vectoi8ielle 

p(x)  du vecteur é t a t  x. 

Comme dans l e  chapitre précédent (II. 2.1 ) il es t  nécessaire d ' u t i l i s e r  

l a  dérivation au sens M.M Rosenbrock /8/ e t  Sandberg /9/ que l ' on  notera 
+ 

D pi(xi). Cette déf ini t ion pemet de lever  l e s  d i f f i cu l t é s  apparaissant lors  

des discontinuités éventuelles d'une ou plusieures composantes du vecteur 

déduit de p(x) par dérivation, a ins i  que nous l 'avons noté pour l a  norme par- 
+ 

t i cu l i è re  ( x. 1 . La dérivée D Pi(xi) e s t  p r i se  l e  long des solutions de S 
1 + 

dans l e  sous espace % e t  D p(x) e s t  p r i se  l e  long de solutions de S dans't;. i 

Dé~id-tLon (III.I)/IO/ Lamathice M ( ~ , x )  : % x a n  +xhk d&$id . tke (a -  
a2Lvemen.t a kk nome vectod&e P(x) ,  un dyd.ti?rne majotrant du hyd the  S h i  et 

heuRement d i  ltLnég&é duhvante vi%Ld.iée composante à cornpadante : 

D+ p(x) 5 M ( ~ , x )  p(x)  , YX e i J  , u t  e (111.1 1- 

A p a r t i r  des notations suivantes : 

- 
P ~ J  : opérateur de projection de 3 dans % j 



il e s t  poss ib le  de proposer p lus ieu r s  expressions des matrices pseudo-majorantes 

~ ( t  ,XI .  

D é O i W o n  (TTT. 2 )  La m W c e  ~ ( t  ,x)  = {p.  . ( t , x ) ]  , pi j  
1J 

: TxCjZn +% a x  
une mattuce ph eudo majonan;te de Rype canavLique : 

T 
Grad pi (y i )  A ~ .  ( t  ,x)  

p . . ( t . x )  = Max 
1 J p j  ( y j  

Y i  # j = 1,2, ... k , YX e 8  ; u t  e %.  
O 

Pour obteni r  l a  d é f i n i t i o n  (111.2) il convient t o u t  d'abord de 

c h o i s i r  une norme v e c t o r i e l l l e  p ( x )  pu i s  d'en prendre l a  dér ivée  au sens 

de Sandberg e t  Rosenbrock s o i t  : 

+ T 
+ 

1 
i 

compte-tenu de l a  d é f i n i t i o n  de S il v i e n t  : 

+ T D P ~ ( x )  = Grad p i ( x . )  Pr  A ( t , x ) . a ( t , x )  
1 i 

s o i t  encore : 

En no tan t  A.  . ( t  ,x)  l a  ma t r i ce  obtenue à p a r t i r  des  opéra teurs  de p ro jec t ion  
* 1J Pri e t  Pr il e s t  poss ib le  d ' é c r i r e  : i 



Par majoration de l a  r e l a t i o n  (III. 16) il v i e n t  a i n s i  l a  d é f i n i t i o n  (111.2) 

de l a  matr ice pseudo-majorante ~ ( t  ,x)  . 

Notons que dans c e t t e  première d é f i n i t i o n  nous avons imposé l a  non 

n é g a t i v i t é  des éléments non diagonaux p i j ( t , x ) .  Nous j u s t i f i e r o n s  ce  choix 

ul tér ieurement,  l o r s  de l a  démonstration du lemme de comparaison. 

Il e s t  assez  souvent i n t é r e s s a n t  de d é f i n i r  une matr ice  pseudo- 

majorante à c o e f f i c i e n t s  cons tan t s  ou ne dépendant que du temps seul .  

c e t t e  seconde d é f i n i t i o n  e s t  s t r ic tement  obtenue par  majorat ion des  r e l a t i o n s  

(III. 16) 

D é ~ i W o n  (117.4)  La mcritruce M = (p . .) U R :  une m W c e  paudo-majotrante 
1 J  

cam;tavtte : 

T 
Grad pi(yi)  Aii( t ,y)  a i ( t , y )  1 Y i  =1,2, ..., k 

"ii = sup 
ye pi (yi  
t e e o  

1 (III. 18) 
T 

Grad pi(yi)  Ai.( t ,y)  a . ( t , y )  ~ i # j = 1 . 2 . .  . . .k 
'li j 

P j  ( y j )  

O J 



Les majorations r e l a t i v e s  aux déf in i t ions  2, 3 e t  4 é tan t  effectuées 

à des degrés d i f fé ren t s ,  il en découle l a  s u i t e  d ' i néga l i t é s  (111.19) : 

Nous a l lons  envisager maintenant une forme s impl i f iée  du système 

S noté - S : 

Avec l e s  mhes  hypothèses que pour S, ~ ( t , x )  désigne dans ce cas une matrice 

ca r rée  nxn : 

~ ( t , x )  : < x S n  -+ Snxn 

Le choix d'un opérateur de  project ion gj = Pr conduit à une forme simpli- 
j 

f i é e  de système majorant au sens de l a  déf in i t ion  (III. 5 ) : 

V é ~ U o n  ( 1 7 1 . 5 )  
1 d 

. y x c R "  23 ,x La rncuhice ~ ( t , x )  = [ ~ . . ( t , x ) ]  , p.j . 
une matrUce ph eudo-ma jota& canonique : 

Toutes l e s  dé f in i t i ons  qui  viennent d ' ê t r e  énumérées sont r e l a t i v e s  

à une même forme de système majorant, au sens de l ' i n é g a l i t é  (III. 1 1 ) . Toute- 

f o i s ,  ce r ta ines  appl icat ions  des inéga l i t és  d i f f é r e n t i e l l e s ,  r e l a t i v e s  notamment 

aux études de s t a b i l i t é  de s  systèmes, conduisent à in t rodui re  de nouvelles 

formes de systèmes majorants. 



Vé~inLCion (177.6) i a  mathice ~ * ( t , x ) ,  M* : % x  Sn + akXk 
dé6inL.t un a yateme majokant S'  du a yatème s p o u  Les 2 nomen vectotu&u 

p G q a i  L' inégalité 6uiuartte a-t u f i a i é e  compoaante à compoaante : 

Une majorante pa r t i cu l i è r e  peut ê t r e  u t i l i s é e  l o r s  de l ' é t ude  des systèmes 

de grandes dimensions interconnectés. Dans ce  cas il peut ê t r e  in téressant  

de cho is i r  pour composante de rang i de l a  norme vec to r i e l l e  p (x)  une 
ème 

norme sca la i re  pi(xi) du vecteur é t a t  x. du i sous système. 
1 

Soi t  par exemple un système non l i n é a i r e  de grande dixriension que 

nous supposerons décomposable en un ensemble de s sous systèmes interconnec- 

t és  : 

1 - -  - g i ( t . x i ) + h i ( t , x )  v i = 1 , 2 ,  ..., s (111.21 ) 
d t  

.zxiz"i , (R"i La fonction gi . e s t  associée au sous système déconnecté 

n.  s 
Le vecteur x i  e % e s t  l e  vecteur é t a t  du sous système s ni = n). 

i=l ... , 

L a  fonction hi . .y x a +gi e s t  ca rac té r i s t ique  de l ' a c t i on  de S 

sur l e  sous système Si. Un majorant du système S peut ê t r e  obtenu à 

p a r t i r  d'une norme vec to r i e l l e  p (x)  de ième composante pi(xi) : 

Pé~inLCion (l11.7) Le a yatème S" d é d i n i  à pam% de l ' i n é g U é  (111.22) 

UR: un aya-tème majotrant de ( I I I .  21 ) /18/ 



l ' i n é g a l i t é  (fI1.22) peut encore s ' é c r i r e  : 

avec ~ ( t , x )  = t , x i  e t  k ( t , x )  = {k i ( t , x ) )  
1 J  

p . . ( t , x . )  e t  ~ . ( t , x )  sont d é f i n i s  en bI1.22) 
11 1 1 

a - Existence d'un plus  p e t i t  élément dans l'ensemble des pseudo-ma.jorantes 

d'une matrice relativement à une norme v e c t o r i e l l e  régu l iè re  p (dgf in i t ion  5 )  

Nous envisageons i c i  l e  cas des systèmes majorants au sens de l a  

dé f i n i t i on  5, dans ce cas  nous a l lons  démontrer l e  théorème suivant : 

Théokème (111.1) La rnc&cLce paeudo-majotraizte M t ,x)  de la mat)uce A (  t ,x) 
p 6 

anaociée à la dé&ki$ion du ayakème continu non L i n é d e  2 ut la p u  pe,tite 
paeudo-majotraizte de A tr-vement à p(x)  a i  l a  nome v e o t o ~ & e  p ( x )  est 

/réqulii%e. 

V é m o n s ; D r ~ n  ------------- 
Supposons qu' il ex i s t e  une pseudo-majorante Mit - ,x) dont l e s  éléments 



Ei j ne sont pas tous  supérieurs aux éléments p i j  d é f i n i s  dans l a  r e l a t i o n  

(111.20). Dans c e  cas ,  au moins pour l e  couple d ' ind ices  i , j  il v i e n t  l ' i n é -  

g a l i t é  . : 

puisque ~ ( t , x )  e s t  une pseudo-majorante de  A ,  l a  d é f i n i t i o n  5  h p l i q u e  

1' i n é g a l i t é  : 

La norme p, c h o i s i e  sans redondance, e s t  par  d é f i n i t i o n  r é g u l i è r e  ce  qu'exprime 

l a  r e l a t i o n  (III. 26) 

il r é s u l t e  a l o r s  des  i n é g a l i t é s  (111.24) e t  (111.25) : 

s o i t  y l a  va leur  de y pour l a q u e l l e  l 'é lément p .  . ( t , x )  e s t  maximum 
M .  1J  

il v i e n t  par d é f i n i t i o n  : 

LIij ( L X )  = vij  (yM& > X I  (111.28) 

s i  l ' o n  donne à y l a  va leur  yM dans (111.28) il s ' e n  dédui t  : 

X )  1J 5 E i j ( t 9 x )  G p i j ( t , x )  

La r é g u l a r i t é  de l a  norme v e c t o r i e l l e  p  permet donc d ' a f f i rmer  que ~ ( t  ,x) 



e s t  l a  p lus  p e t i t e  pseudo-majorante r e l a t i v e  à p. 

b - Non n é g a t i v i t é  des éléments non diagonaux de ~ ( t , x ) .  

D a n s l e s d é f i n i t i o n s  1 1 1 . 1  à I I I . 5 l e s  é l é m e n t s n o n d i a g o n a u x p  v i # j  
i j  

de l a  matr ice majorante M ont  é t é  p r i s  à p r i o r i  non n é g a t i f s  : 

Y i  # j = 1.2 . . .  k u . . ( - )  =max [O, sup (-)] 
1J 

(III. 29) 

Cette  d é f i n i t i o n  permet en e f f e t  de l e v e r  l e s  d i f f i c u l t é s  qui  pourra ient  appa- 

r a î t r e  l o r s  de l a  recherche d'un système majorant à p a r t i r  de normes v e c t o r i e l l e s  

n i  r égu l i è res  n i  s u r j e c t i v e s .  

En s e  r é f e r r a n t  à l a  d é f i n i t i o n  111.5 e t  en supposant l a  N.V p 

r égu l i è re ,  l 'indépendance des vecteurs  y.  e t  y .  lorsque i # j implique 
1 .1 " 

l a  non n é g a t i v i t é  des éléments non diagonaux, dans ce cas  il v i e n t  : 
T 

Grad pi(yi)  A i . ( t , x )  Y .  
V i  # j = 1 , % ,  ..., k 'i j 

= Sup J 2  O (111.30) 

V x e Z ,  v t  e % ye % P . ( Y . )  
O J J  

S i  pour l a  même d é f i n i t i o n  (111.5) l a  N.V p e s t  cho i s i e  n i  r é g u l i è r e ,  n i  surjec-  

t i v e ,  l e s  éléments 
'i j d é f i n i s  en (111.30) ne sont  p lus  nécessairement non néga- 

t i f s .  S o i t  en e f f e t  

y .  e ? e i  e t  y j  e % e t  t e l s  que : %. = % V % *  
1 j J 1 j 

s i  l ' o n  suppose : A .  . ( t , x )  = [ ~ ~ ~ ( t , x ) ,  O] 
1 . 7  

il v i e n t  : 



Dans ces  condit ions l 'élément non diagonal pi j  : 

= sup (v i j )  . ' i j  y e ~  

n ' e s t  p lus  nécessairement non négat i f  compte tenu de l a  dépendance des sous 

espaces % e t  
j ' 

Une t e l l e  d é f i n i t i o n  peut ê t r e  i n t é r e s s a n t e  dans ce r t a ines  études 

de s t a b i l i t é ,  t o u t e f o i s  comme nous l e  verrons ul tér ieurement l e  lemme de  

comparaison n 'es t  p lus  v a l a b l e ,  l a  d é f i n i t i o n  de l a  majorante n ' e s t  pas 

systématique, l a  non néga t iv i t é  du vecteur p ( x )  d o i t  ê t r e  v é r i f i é e  dans 

chaque cas.  

c  - Majoration de l a  p lus  grande p a r t i e  r é e l l e  des  va leurs  propres d'une 

matrice.  

- Dans l e  cas  d 'un système l i n é a i r e  d é c r i t  sous l a  forme de S 
il v i e n t  par in tég ra t ion  : 

une majoration du système l i n é a i r e  S obtenue à p a r t i r  de l a  norme v e c t o r i e l l e  

p ( x )  conduit à l a  d é f i n i t i o n  du système majorant (111.34) 

La r e l a t i o n  (111.34) permet d 'ob ten i r  par  i n t é g r a t i o n  une solu t ion  majorante 

de l a  so lu t ion  (111.33) : 



Lorsque l a  nonne p e s t  régu l iè re ,  ou pour une dé f in i t i on  pa r t i cu l i è r e  de M, 

l a  matrice e M(t - tO)  e s t  à éléments non négat i fs  / l 5 / .  Désignons par v l e  

vecteur propre de composantes v i  r e l a t i f  à l a  valeur propre de plus grande 

p a r t i e  r é e l l e  de A : 

De même e~ e t  u désignent respectivement l a  valeur propre de plus grand 

module de e M(t-to) e t  l e  vecteur propre qui l u i  correspond. Dans ces condi- 

t i o n s  l e  vecteur u à composantes str ictement pos i t ives  e s t  cho is i  de t e l l e  fa- 

çon que l ' on  a i t  : / I l /  

L'homogénéité de l a  norme p in t rodui te  permet d ' é c r i r e  

Une majoration beaucoup plus  dure dédui te  des r e l a t i ons  (111.37) conduit à 

1 ' i néga l i t é  : 

ème En p a r t i c u l i e r  pour l a  i composante du vecteur u il v ien t  : 

('-'O ) 1 Ç le p( t - t o  ) l e- I 

s o i t  encore : 

Re h Re p 

Dans ces conditions, l a  plus  grande p a r t i e  r é e l l e  des valeurs 

propres de l a  matrice pseudo-majorante M ( A )  majore l a  plus  grande p a r t i e  

r é e l l e  des valeurs  propres de A. 



Cette propr ié té  mise en évidence dans l 'hypothèse l i n é a i r e  e s t  

également vé r i f i é e  dans l 'hypothèse non l i néa i r e .  I l  convient tou te fo i s  

d 'associer  au système i n i t i a l  un majorant au sens de l a  déf in i t ion  5. 

Dans ce ' cas ,  l a  démonstration précédente do i t  r e s t e r  valable  pour tou t  

ins tan t  t e t  pour t o u t  é t a t  x €! . La seule  contra inte  s u  M r é s ide  

donc dans l a  non négat ivi té  de  ses éléments non diagonaux. 

Théotrërne ( 7 7 7 . 2 )  SoLt un ayaXhe non h é a i h e  s e.t aon ayatème majomnt 

acsaodé pcvr la nome vecltoh.i&e p(x) .  S i  t e c l  éeémenh non diagonaux de kh 

rnatn*ce paeudo-rnajotrante ~ ( t  ,x) hont non négati6a YX e t  et v t  e eo , la 
v d e u  phoptre de p l u  gtrande p W e  tréelle de ~ ( t , x )  rnajote t a  v d e u  prrope 

de p h  gmnde pamke tré&e de ~ ( t , x )  : 

Nous désignons par Z l a  c l a s se  des matrices r é e l l e s  de dimension 
O 

k k à éléments hors  diagonaux p o s i t i f s  ou nuls.  

L'ensemble des matrices pseudo-majorantes qui  viennent d ' ê t r e  déf in ies  

appartiennent à Zo. Des travaux de MMFiedler e t  Ptak 1121, il r e s so r t  

que t ou t e  matrice de c lasse  Zo e s t  de c lasse  (-M) si e t  seulement s i  sa va- 

l eur  propre de plus grande p a r t i e  r é e l l e  e s t  négative ; l a  matrice ~ ( t  ,x) 

e s t  a l o r s  par déf in i t ion  l 'opposée d'une M matrice. Nous proposons donc, 

a f i n  de conclure c e t t e  étude r e l a t i v e  à l ' ana lyse  des  propr ié tés  des ma- 

t r i c e s  pseudo-majorantes, de rappeler l e  théorème suivant qui s e r t  de déf i -  

n i t i on  de base à l a  c lasse  des  M matrices : /12/, /13/, /14/. 



ThéotrZme ( 7 7 1 . 4 )  S o L t ~ e z  
O 

, on a p p a e  (-M) mattrcice to&e m M c e  

de zo q u i  ve"6ie au tnoim L'une d e s  c o n W u  éq<r*v&entes énoncées ci- 
dess0u.A : 

7 - 7 1  exinXe u , O X& que rn < O 

2 - TL exinRe une diagonde pos.i,tive A R&e que MA v < O 

(v : vecteur dont l e s  composantes sont t ou t e s  égales Èi l ' u n i t é )  

3 - 7 t  exinte une diagonaLe A R&e que N = MA soit une m d c e  à diagon.de 

nég&v e dominante. 

4  - Toute v & m  ptophe de M à p d e  n é a e  nég&ve. 
5 - T o u  Les m i n m  phc ipaux  de M sont de s igna aetmnécl l e  p e d m  ébat 

nég&-6. 

6 - 7 1   te une m&ce de p m u t a t i o n  P t&Le que P N pT p e u t  &the é m e  

souh la d'un p o u  T~ Ta ou T , &ngidaVle indehicme, appm- 
1 

fient à z et T, &ngidaVle supehieime appahtient à Zo 

z : dédigne lu p m e  de z damée d e s  matiLices de z0 d ckqon.de  MC- 
O 

temenit négative 

7 - ~ ' i n v e h a e  M-' e h z e  et M-l 2 O 

8 - La v a l m  pnopne de pLu gmnde p d e  t r é m e  de M UR né&e e,t négative. 

9 - P o u  tou t  v e d m  x I, O il elcinte un indice i R d  que 

x.y. < O pour y =Mx 
1 1  

Une conséquence importante de ce  théorème peut ê t r e  énoncée sous l a  forme du 

coro l la i re  suivant : 

Cono.iB&e 7 7 7 . 4  

.Lons qu'une m d c e  pseudo-majonante ~ ( t  ,x) est  L'opposée d'une 

M mat>uce, a l b u  ~ ( t , x )  admd un v e a m  p o p t e  u ( t , x )  , a6soCié à la 

v & w  pnopne de p l u  gnande pamXe tré&e n é g d v e  de ~ ( t , x )  , dont XOUXU 

composantes ui (t .x) sont non négatives. L O M ~ U ~  ~ ( t  ,x) a h e t  une 

h u m e  u ~ é d u c t i b L e  / 1 I / LU composantes U .  ( t  ,x) sont stkictement positives. 
1 

L'hypothèse d ' i r r é d u c t i b i l i t é  t r a d u i t  l ' imposs ib i l i t é  d ' i s o l e r  dans M,  

par permutations, un bloc diagonal indépendant. 



L'ensemble de ces propr ié tés  par t i cu l iè rgpermet t ra  d'envisager 

ultérieurement une appl icat ion du concept de système majorant à l ' é t ude  de 

l a  s t a b i l i t é  d'un système continu non l i n é a i r e  de grande dimension. 

Les systèmes étudiés dans c e t t e  sect ion sont d é c r i t s  sous l a  forme 

de S. Pour de t e l s  systèmes il e s t  poss ible  de démontrer un lemme de comparai- 

son qui peut ê t r e  in te rpré té  comme une général isa t ion du lemme de comparaison 

de Wazewski /7 / .  

Lemme de compatahon (271.1) ------------ --------------- 
S O L ~  une nome vec;tohi&e p de Itaieee k et une m W c e  pheudo- 

majotrarzte ~ ( t  ,A an~oc iée  au ig~itEme s itee4.e que d'une p M  L u  éléments non 

dcagonaux de ~ ( t  ,x)bokw.t non négatLda et que d t e e  paht l'Anégczl?.Lté huivanite 

boLt v W 6 i E e  l e  long d a  ~ o ~ o v t ~  de s : 

D+P(X) n ~ ( t , x )  p ( x ) ,  u t  e , vx e %  
dos l e  4 ysitènte (c)  -tel que z ( t o )  a p ( x ( t o )  ) 

d z - ~ ( t  ,x) z ( c )  - v~ e I l :  

a i t  un A ya-tême de compahainon de (s) et l ' i n é g w é  buhvaae 

v f i 6 i é e  

E désigne un vecteur d 'er reur  de dimension k e t  t e l  que 

~ ( t )  = ~ ( t )  - p ( x ( t ) )  . ~ t  e 

avec x ( t )  = x(t; to.xo) 



Pour t = to il v i e n t  &(to) 5 0. 

Compte-tenu des d é f i n i t i o n s  de z e t  p  (111.42 e t  111.43) il e s t  poss ib le  

d 'obteni r  une i n é g a l i t é  d i f f é r e n t i e l l e  sur  E : 

E e s t  un vecteur d 'évolut ion continue par rapport  à t e t  x. 

S o i t  t l  > to l e  premier i n s t a n t  pour l eque l  l ' une  des composantes E .  de & 
1 

s'annule. On peut a l o r s  é c r i r e  : 

Il appara i t  a i n s i  à l ' i n s t a n t  t, pour l eque l  E .  s 'annule que c e t t e  composante 
1 

e s t  une fonct ion non décroissante.  En conclusion &( t )  ne peut devenir négatif  

V t  e d'ou l e  r é s u l t a t  : 
O 

Il convient de remarquer que l 'hypothèse u i j  5 O v i  # j = 1,2,.-.,k 

Yx e e t  u t  % e s t  e s s e n t i e l l e  à l a  démonstration de c e  lemme. Pour c e t t e  

r a i son  l e s  matrices pseudo-majorantes ont  é t é  d é f i n i e s  à p r i o r i  dans l a  c l a s s e  Zo. 

Remarquons enf in  que s i  ~ ( t , x )  = ~ ( t )  ou M(t,x) = M l e  lemme de comparaison 1  

se  r é d u i t  à une forme p a r t i c u l i è r e  du lemme de  Wazewski /7/,/15/.  

La d é f i n i t i o n  7  r e l a t i v e  à l a  majoration des systèmes non l i n é a i r e s  

conduit à énoncer sous une forme p a r t i c u l i è r e  l e  lemme de  c:omparaison précé- 

dent : 



Lemme de compmainon (111.2)  ------------ -------------- 

' S O L ~  une nome vecto/ti&e p de . t U e  k dé&inhaant un ~q6tème 

majo&ant de &s e s" du a ysitème intaconnecté non t.inéaAe ( III. 21 ) 

svi : D + ~ ( ~ )  4 M ( ~ , x )  P (X)  + L ( ~ , x )  YX eC,  u t  e O 
d o m  Le sysit2me (c) .tel pue z ( t o )  z p[x(to)] 

d z - - 
d t  - ~ ( t , x )  z + ~ ( t , x )  

ut un hqsR2me de compcutainon de (111.21 ) eR: Le6 LnégaLLta hLuvantu aon2 

v é ~ L 6 i é u  Le long d u  s a U o m  de (111.21) 

La démonstration de  ce  lemme découle immédiatement des r é s u l t a t s  an té r i eu r s .  

111.1.5. - Exempte6 de m W c u  pheudo-majotrantu d'une mdtrUce / rdat ivment  à une 

nome v e c t o r u d e  aégutièiLe p. 

En se  r é f é r a n t  à l a  d é f i n i t i o n  5 d'une c l a s s e  de matr ices  pseudo- 

majorantes nous proposons à t i t r e  d ' i l l u s t r a t i o n  de  d é f i n i r  directement e t  

d'une manière systèmatique l e s  éléments 'i j de l a  matr ice  ~ ( t  ,x) à p a r t i r  

de l a  donnée de l a  matrice ~ ( t , x ) .   rois cas  seront  successivement é tud iés ,  

t o u t  d'abord nous envisagerons l e  choix d'une norme v e c t o r i e l l e  kég f i&he  p 

dédui te  de l a  norme du max, pu i s  de s a  norme duale e t  enf in  de l a  norme 

euclidienne.  

Dans chacun de ces  cas  l e  part i t ionnement de l ' e space  de d é f i n i t i o n  correspond 

3 un découpage par  b locs  de l a  matrice ~ ( t  ,x)  . Dans ce  sens l e s  opéra teurs  de 

partitionnement P1: e t  P r .  prennent une forme s impl i f i ée  : 
1 J 



Ii e t  Ij désignent l e s  ensembles d ' ind ices  des l ignes  e t  des colonnes 

a )  - N o m e  vec/tatu&e p ( x )  deduAke de kk n o m e  du max : 

Choisissons pour pi(x)  l a  norme r e l a t i v e  au module maximum des 

composantes xi e 11 vien t  par  d é f i n i t i o n  : 

p j ( x )  = max lxk[ = x .  s igne x .  
ke 1 

j 
J, Jm 

La recherche d'une d é f i n i t i o n  des  éléments v i j  de l a  majorante ~ ( t  ,x) 

conduit à é c r i r e  : 

Grad P i ( ~ i ) T  = [O,. . . 0, s igne  x .  , 0,. . .90] 
1 m 

1 1 s ' e n d ~ d u i t u n e d 6 f i n i t i o n s i m p l e d e l a r n a t r i c e A  e n e f f e t ,  i j 
c e t t e  matr ice  de même dimension que A e s t  constitu&d'616ments nuls  sauf 

pour l e  bloc s i t u é  à l ' i n t e r s e c t i o n  des ensembles Ii e t  1. de l i g n e s  e t  
J 

colonnes dans l eque l  sont i s o l é s  l e s  éléments cor res~ondan t s .  Dans l e  cas  

p a r t i c u l i e r  qui nous i n t é r e s s e  il v i e n t  pour l e s  matrices Pr e t  l?r : 
,- i j 

F'r = 
j 

Id 

1 O- 

;,,\! 
O O 1 

Col v 

[Io1 

[O] 

TOI - 

Col 

[O] 

Col 
2 

}Ij 



i j  
( ~ i  e ~ ~ ) n  ( v j  e I ~ )  

s o i t  : 
( Y i  $ 1 ~ 1  u ( ~ j  $ 1 ~ 1  

L a  dé f in i t ion  des blocs Ai j  conduit à é c r i r e  : 

T 
Grad pi(xi) Aij  x j = signe x. 1 ai 4 x ( III. 54) 

m Re1 m 
j 

d'ou pour l'élément p de l a  majorante : 
i j  

signe y. 
1 

v t  e q ,  R e E 

Y i , j  = 1,2 ,... k (111.55) 

s i  l ' o n  désigne par a l e s  éléments de l a  matrice A il vient  : 
i j 

v i # j  = 1,2,. . k 
" i j  v t  ex, YX e t  

(111.56) 

"ii % k +  1 lai,el ~ i = j = 1 , 2  ,... k 
aeIi i u t  e?, YX eC 
k#% 

b) - Nome dude de  t a  nome du max 

La dé f in i t i on  de l a  norme duale permet d ' é c r i r e  : 

il v i en t  pour l e  gradient  de p. (x)  : 
1 

T 
Grad ~ ~ ( x )  = [ . . . .. , signe x ,. . . .] keIi k 



soit pour l'élément pij : 

L'indépendance des indices k et R permet d'intervertir l'ordre des som- 

mations définies au numérateur de pij 

soit encore 

"ii 
max + L' Iykl] vi = j = 1,2,...,k 
R~I: r a ' h e I  j vx eZ, vt e e- 

CI - Nome u u e n n e  

Il vient par définition de la norme euclidienne sur un sons ecpace% . 
i .  

soit 

Avec les notations suivantes : 



il vien t  

T 
yi A . .  y .  

3 = 1J J 

i j  = C  a 
pi(yi) p j  ( y j  keIi 

1 %R 
k. Re1 

j 

Cherchons tout  d'abord à exprimer l e s  éléments diagonaux bii de ~ ( t  ,x) par 
- 

majoration des éléments 3 .  définis en (111.63) : 
i i 

1 2 compte-tenu de l ' i n é g a l i t é  u sue l l e  a a C t> ( % + Cf) 
k P 

il v i en t  : 

Les éléments non diagonaux s ' expriment a l o r s  sous l a  forme : 

l a l k ] V x e a  

1 j ~t e% (III. 66) 
O 

9 

Pour l e s  t r o i s  normes usuel les  il apparait  a i n s i  l a  p o s s i b i l i t é  

d'une déf in i t ion  systèmatique des matrices pseudo-majorantes à condition 
O 

tou te fo i s  de p a r t i r  d'une représenta t ion ma t r i c i e l l e  de l a  f ~ m e  x = A(t ,x)x  

e t  d ' u t i l i s e r  une norr,ie vec to r i e l l e  régul ière .  



771.2. - Pneudo-majotantu d e s  ptocunu6 continud non finéahes dé@& AWL l e  

cotpn d u  complexu. 

La représentation des systèmes sur un espace vectoriel réel nous a 

conduit à définir le concept de matrice pseudo-majorante. Par extension, il 

est possible d'associer à un processus défini sur un espace hermitique /16/ un 

système majorant réel. Cette technique de majoration peut permettre d'aborder 

l'étude de la stabilité des systèmes à représentation complexe. C'est généralement 

le cas des systèmes pour lesquels la matrice définissant le régime libre est 

diagonalisée au voisinage d'un point moyen de fonctionnement et admet des va- 

leurs propres complexes. 

7 1 7 . 2 . 1 .  - P é ~ M o n  d'un nynRème majofiant fiéci92 d'un pocesnu6 complexe. 

Supposons les systèmes S et définis sur le corps des 

complexes : x exn = 

a(t,x) : T w  n-> X m (III. 67) 

~(t,x) : 
J n -> X nxm 

Le point x = O est par hypothèse le seul point d'équilibre stable du 

système S. 

Soit p(x) une norme vectorielle du vecteur état x ; p(x) a pour 

composante p.(x.) : 
1 1  

chacune des composantes p. (x . ) est norme scalaire hermitienne du vecteur 
1 1  

X x défini sur un sous espace complexe %Xide % . i 



Pour l e s  t r o i s  normes hermitkues u s u e l l a  il v ien t  : 

1 )  norme du max hermitique 

= max Jx ' ,  *, 
keIz 

2 )  norme duale de l a  norme du max hermitique : 

3) norme euclidienne hermitique : 

Dans ces  conditions toutes  l e s  déf in i t ions  antér ieures  r e l a t i v e s  à l a  notion 

de processus m a j o r a n t p e d  être rigoureusement transposées dans l e  domaine com- 

plexe . 

A t i t r e  d ' i l l u s t r a t i o n  nous proposons de d é f i n i r  2 processus majo- 

r an t s  du système 2 complexe. 

Ces deux déf in i t ions  d'une matrice pseudo-majorante r é e l l e  sont r e l a t i v e s  à 

l ' u t i l i s a t i o n  de l a  norme vec to r i e l l e  régu l iè re  p (x)  de t a i l l e  k. Dans l e  

premier cas il s ' a g i t  de l a  norme du max e t  dans l e  second cas de l a  norme duale. 

11 1 . 2 . 2 .  - Pheudo-maj'ohante déduxite de lu nome ciu max 

Soit  p. ( x )  l 'une des composantes de l a  norme vec to r i e l l e  p (x)  
1 - 
pi(x) = Max / x k  Yk =KT-- 

keIi 1 1  m m 



+ 
La dérivée D p. (x )  s'exprime dans ce cas par l a  r e l a t i o n  : 

1 

So i t  compte-tenu de l a  déf in i t ion  du système 2 : 

Cette r e l a t i o n  conduit a l o r s  par majoration à l a  dé f in i t i on  des éléments p i j 

de l a  matrice pseudo-majorante indu i te  par l a  norme v e c t o r i e l l e  p : 
- 

Co-' y; '-qAiiyi + Yi v i  = 1 y 2  , , . yk 1 = - max m m 
i 2 - JC (III. 74) 

Y: Y: 
vx e 8 ,u t  e 

Les éléments de M ( A )  peuvent a l o r s  s'exprimer à p a r t i r  des coef f ic ien t s  

a des divers  blocs Ai j  d é f i n i s  directement à p a r t i r  de l a  matrice A s o i t  : kll 

- 
'ii 

- max 
keI, 



727.2.3. - Paudo-majotrartte dZduite de nome dude.  

Une pseudo-majorante de s t r u c t u r e  vo i s ine  peut ê t r e  d é f i n i e  par  l a  

norme duale  de l a  norme du max (111.69)~ il v i e n t  dans c e  cas  : 

'ii = max R ~ I ~  [ ~ e  akk + keI i  I % L ~ }  Y i  = 1,2, ... k  
u x e f x ,  u t  e T  0 

Rmmgue ----- -- : dans l e  cas  p a r t i c u l i e r  d'une con t rac t ion  au premier ordre  nous 

retrouvons l e  r é s u l t a t  énoncé à l a  sous sec t ion  (1.7,l) du chap i t r e  1 : 

D'une façon générale l e s  r é s u l t a t s  e t  d é f i n i t i o n s  énoncés sur l e  

cor,ps des  r é e l s  sknt  simplement t ransposés dans l e  domaine complexe % i n s i  

que nous venons de l e  v o i r  sur  l e s  2  exemples d ' i l l u s t r a t i o n  précédents.  

777.3. - Ptrocuaa minatrant d'un bybltème c o ~ n u  non f iéaihe.  

Après avo i r  d é f i n i  l a  notion de système majorant par  l ' u t i l i s a t i o n  

des  normes v e c t o r i e l l e s ,  nous proposons maintenant d ' i n t r o d u i r e ,  selon une 

démarche analogue, l a  notion de  processus minorant. 

Le système minorant de  (s )  e s t  d é f i n i  à p a r t i r  d e  l a  norme v e c t o r i e l l e  

p ( x )  du vecteur é t a t  x : 



VédUutcon (1II.B) La m a c e  ~ ( t  ,x) :Tx an + skxk d é G d  ta- 

fivernent à lu nome v e & o ~ & e  p(x)  un sys;tème minohant de s s i  ct heu- 
Lement s i  l'.L.négal%é suivante uZ vérLidiée composante à composante : 

A p a r t i r  des notations (111.12) il e s t  possible de donner plus ieurs  expressions 

des , matr ice  pseudo-minorantes ~ ( t  ,x) : 

ut une m W c e  pheudo-minohante : 

T 
Grad Pi(yi) Ai . ( t ,x)  a . ( t , y )  

n (t ,x) = min ij 
P j  ( y j  

D'autres déf in i t ions ,  analogues aux déf in i t ions  3, 4 e t  5 sur l e s  

systèmes majorants, peuvent i c i  encore ê t r e  ~ r é c i s é e s .  Ces nouvelles déf in i t ions  

r e l a t i v e s  aux systèmes minorants sont simplement ob t enespa r  t ransposi t ion des 

déf in i t ions  3,4,5. Il  s u f f i t  en e f f e t  de remplacer dans l e s  expressions (III. 171, 

(III. 18) e t  (111.20) respectivement : 

sup par inf  e t  max par min. 

Nous envisagerons essentiellement l e  cas des systèmes minorants de 

systèmes d é c r i t s  sous l a  forme 5. 

1 )  Lorsque l a  norme p e s t  cho is ie  régul ière ,  il découle directement des 

dé f in i t i ons  que : 



' 
Cette propr ié té  e s t  une conséquence immédiate de l'indépendance 

des vecteurs y. e t  y .  lorsque i # j . 
1 J 

2 )  Minoration de l a  plus p e t i t e  p a r t i e  r é e l l e  des valeurs  propres d'une 

matrice. 

Pour démontrer c e t t e  propr ié té  il s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l e  système ré t ro-  

grade (III. 80) du système minorant (111.77). 

En e f f e t  s i  l ' on  suppose q u ' i l  e s t  possible d ' inverser  l e  sens d'évolution du 

temps il vient  

Dans ce  cas  l a  matrice - N ( T  ,x) e s t  une matrice pseudo-majorante du système 

ré t roarade au sens de l a  dé f in i t i on  1 .  Le théorème (111.2) conduit donc à 

é c r i r e  1' inégal i té  suivante : 

max ReX (-A) max Re A 
(-N(T ¶ X I  

s i  l ' o n  t i e n t  compte de l a  r e l a t i o n  (111.82) 

rnax ReX = - min Re h 
(-A ( A )  

il v i en t  : 

min Reh 
( N ( T Y ~ )  ) 

C min ReX 
(A 

Cette inéga l i t é  exprime l a  p o s s i b i l i t é  d'une l oca l i s a t i on  dans l e  plan complexe 

de l a  p lus  p e t i t e  valeur propre d'une matrice s o i t  : 

min Re X 
N ( T , X )  

C min RehA C rnax ReXA G rnax Reh 
M(t,x) 



3 - Les matrices pseudo-minorantes N( t ,x)  appart iennent  à l a  c l a s s e  des  

matr ices  à éléments hors  diagonaux néga t i f s  ou nuls .  D e  p lus ,  ~ ( t , x )  e s t  

du type  M matr ice lorsque  t o u t e s  s e s  va leurs  propres sont  p o s i t i v e s  /17/. 

4 - A t i t r e  d'exemple nous proposons de donner une expression de l a  matr ice  

pseudo-minorante ~ ( t , x )  associée  à l a  minorat ion du système S .  S i  avec l e s  

no ta t ions  an té r i eu res  Ii e t  1. désignent l e s  ensembles de  l i g n e s  e t  de colonnes 
J 

in tervenant  dans l e  bloc A il e s t  poss ib le  de  d é f i n i r  une minorante d'expres- i j '  
s ion  : 

n . . = m i n  R e a  
11 t - l ~ % ~ ~ j  Y i  = , ,2 , . . .  

tel, k e ~ :  

dans l e  cas  d'une con t rac t ion  au premier o rd re  il v i e n t  : 

n 

C pouvant ê t r e  l a  matr ice  A ,  sa transposée ou b ien  encore 
A + A~ 

2 



L ' u t i l i s a t i o n  du concept de  norme v e c t o r i e l l e  l o r s  de  l ' é t u d e  des 

systèmes continus non l i n é a i r e s ,  nous a  conduit à met t re  en évidence deux 

c l a s s e s  importantes de systèmes majorants continus,  se lon  q u ' i l  e s t  poss ib le  

ou non d 'appliquer l e  lemme de comparaison (III. 1 ) ou (III. 2 ) .  Pour chacune 

de ces  c l a s ses  nous avons d é f i n i  p l u s i e u r s  types de systèmes majorants selon 

l a  na ture  l i n é a i r e  s t a t ionna i re ,  non s t a t i o n n a i r e ,  ou non l i n é a i r e  de l a  repré- 

sen ta t ion  m a t r i c i e l l e  adoptée. Dans t o u t e s  l e s  d é f i n i t i o n s  énoncées au cours de 

ce chap i t r e  l e s  matr ices pseudo-majorantes appart iennent  à l a  c l a s s e  Zo,  c ' e s t -  

à-dire que l e s  éléments non diagonaux sont cho i s i s  à p r i o r i  non néga t i f s .  

Lorsqu'une matrice de c l a s s e  Zo v é r i f i e  l e s  condi t ions  de Hurwitz, 

ou encore l e s  condit ions l i n é a i r e s  de  s t a b i l i t é ,  e l l e  e s t  l 'opposé d'une M-matrice 

e t  possède de c e  f a i t  un grand nombre de  p ropr ié t é s  i n t é r e s s a n t e s  que nous u t i -  

l i s e r o n s  au cours du prochain chap i t r e .  

Diverses p ropr ié t é s  des matr ices  pseudo-majorantes ont  por t é  no t re  

choix sur l ' u t i l i s a t i o n  de normes v e c t o r i e l l e s  r é g u l i è r e s  n ' in t rodu i san t  aucune 

redondance dans l e s  dé f in i t ions .  

Dans c e  cas ,  il e s t  en e f f e t  poss ib le  de donner une d é f i n i t i o n  s y s t é ~ a t i q u e  

de l a  matr ice pseudo-maj orante  pour chacune des normes v e c t o r i e l l e s  usue l l e s .  

Le choix d'une rep résen ta t ion  complexe peut permettre de s i t u e r  l e  

fonctionnement du processus au voisinage d'un point  de l ' e space  d ' é t a t  pour 

l eque l  l a  matr ice du régime l i b r e  admet des  r ac ines  complexes. Le  choix d'une 

norme v e c t o r i e l l e  p  permet a l o r s  par  l ' a p p l i c a t i o n  p ( x )  q u ' e l l e  d é f i n i t ,  de 

ramener l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  d'un processus à éléments complexes à c e l l e  de 

son majorant à éléments r é e l s .  

Il appara i t  enf in  que l a  not ion  de N.V permet d ' a s soc ie r  8 un processus 

r é e l  é tud ié  deux systèmes, l ' u n  majorant l ' a u t r e  minorant ; l e u r s  évolut ions 

r e spec t ives  encadrent l e  comportement du système r é e l .  
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CHAPITRE I V  

n - t a b U é  d a  ayaXCrnu comLLnua non f i n é d u  de grrandu cümen~iann. 

L ' u t i l i s a t i o n  du concept de norme v e c t o r i e l l e  a  permis de  d é f i n i r  

l a  notion de processus majorant d'un système continu non l i n é a i r e  de grande 

dimension. En app l i ca t ion  de ces  techniques de majoration, nous proposons 

maintenarit de rechercher de nouvelles condit ions su f f i san tes  de s t a b i l i t é  

des systèmes continus non l i n é a i r e s  du type  S. Bien que l e s  o u t i l s  employés 

so ien t  d i f f é r e n t s ,  il convient t o u t  de s u i t e  de noter  l ' a n a l o g i e  de  c e  point  

de vue avec l e s  méthodes v e c t o r i e l l e s  u t i l i s a n t  l e  concept de 

fonct ion de Ljapunov v e c t o r i e l l e  / 1 /-/1 O/.  Ainsi ,  l a  norme v e c t o r i e l l e  du 
' 1  vecteur é t a t "  d 'un  processus peut ê t r e  considérée comme un vecteur de 

comparaison. L ' i n t é r ê t  des méthodes basées sur  c e t t e  idée r é s i d e  e s s e n t i e l l e -  

ment dans l a  p o s s i b i l i t é  de s impl i f i e r  une étude de  s t a b i l i t é  e t  pa r  s u i t e  de 

l i m i t e r  à p r i o r i  l e  volume des ca lcu l s .  

Au cours de ce chap i t re  nous présenterons successivenent deux façons 

d'aborder l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  d'un système continu non l i n é a i r e  de grande 

dimension. Dans un premier temps, en supposant q u ' i l  e s t  poss ib le  de  tranposer 

l ' é t u d e  i n i t i a l e  de s t a b i l i t é  sur l e  système de comparaison contrac té ,  nous 

proposons d'énoncer p lus ieurs  c r i t è r e s  de stabilité exponentiel le  e t  asympto- 

t ique .  En p a r t i c u l i e r ,  l a  conjecture dVAizerman peut ê t r e  démontrée pour une 

c l a s s e  de systèmes non l i n é a i r e s .  

I l  e s t  également poss ib le ,  à p a r t i r  de l a  notion de  norme v e c t o r i e l l e  d ' é l a r g i r  

l e  champ d ' app l i ca t ion  du c r i t è r e  généra l i sé  de V.M Popov / I l /  au sens des ré-  

s u l t a t s  proposés par L.T ~ r u j i 6  /12/-/13/. 



En second l i e u ,  à p a r t i r  d e s  i n é g a l i t é s  d i f f é r e n t i e l l e s  i n t r o d u i t e s  

antérieurement dans  l e s  d é f i n i t i o n s  d e s  systèmes majorants  il e s t  p o s s i b l e  

d'énoncer p l u s i e u r s  cond i t i ons  s u f f i s a n t e s  de s t ab i l i t é  asymptotique. E l l e s  

s 'expriment généralement sous l a  forme des  condi t ions  d e  Hurwitz appl iquées 

à une mat r ice  pseudo-majorante. 

Pour te rminer  c e  c h a p i t r e  nous proposons d 'une p a r t ,  d ' app l ique r  l e s  

r é s u l t a t s  r e l a t i f s  à l a  minora t ion  des  systèmes aux é tudes  d ' i n s t a b i l i t é  e t  

d ' a u t r e  p a r t  d ' aborder  l e  problème d e  l a  s t a b i l i t é  des  régimes f o r c é s  v i s  à 

v i s  de  p e r t u r b a t i o n s  i n i t i a l e s .  

I V . 1  - Ekudc! de aitabi&tE b u é e  hm L I W c & i o n  d'un ayhX2me de campatrainan. 

En u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  du c h a p i t r e  III e t  en p a r t i c u l i e r  l e  lemme 

de comparaison 1 ,  nous proposons t o u t  d 'abord d e  montrer que l e s  c a r a c t è r e s  de  

s t a b i l i t é  du système de comparaison impliquent  l e s  mêmes pour l e  

système i n i t i a l .  Il convient  e n s u i t e  d e  p r é c i s e r  l e s  cond i t i ons  q u i  permettent  

une u t i l i s a t i o n  s imple,  du po in t  de vue  d e  l a  s t a b i l i t é ,  du système de  conpa- 

r a i son .  C'est  notamment l e  c a s  l o r sque  l e  système majorant  e s t  l i n é a i r e .  

IV. 1 . l .  - S;tabZLtE indlLi;te.  pu.^ Ce a yhtème de compmainan 

a - htabLLt& 

La s t a b i l i t é  au sens  de  Ljapunov ou (J s t a b i l i t é  du systSme de  comparai- 

son ( c )  peut ê t r e  d é f i n i e  pa r  l ' ensemble  des  r e l a t i o n s  (IV. 1 ) /14 /  

t e l  que 



compte tenu du lemme de comparaison (111.1) il v ien t  l ' i n é g a l i t é  (1v.2) : 

s o i t  encore en chois issant  z = P(xo) à l ' i n s t a n t  i n i t i a l  t : 
O O 

Lorsque l e s  condit ions d 'applicat ion du lemme de comparaison sont vé r i f i é e s ,  

?f il découle de l a  dé f i n i t i on  (IV. 1 ) e t  de  l ' i :Gga l i t é  (1v.3) que l a c  s t a b i l i t é  

du systènie de comparaison implique c e l l e  du système i n i t i a l  S. 

La s t a b i l i t é  asymptotique a é té  dé f i n i e  comme l a  conjonction des 

deux propr ié tés  de $ > s t a b i l i t é  d'une p a r t  e t  d ' a t t r a c t i v i t é  d ' au t r e  pa r t  /14/ .  

I l  r e s t e  donc à v é r i f i e r  maintenant que l a  propr ié té  d ' a t t r a c t i v i t é  d'un sys- 

tème peut; ê t r e  é tudiée  sur l e  système de comparaison. Cette p ropr ié té  e s t  évi- 

dente s i  l ' on  t i e n t  compte à l a  f o i s  du lemme de comparaison (III. 1 ) e t  des 

axiomes de dé f i n i t i on  de l a  norme v e c t o r i e l l e  p ( x ) ,  il v i en t  en e f f e t  : 

ï i m  z [ t ; t  z 1 = O => l i m  p[x( t ; toyx0)]= O 
t- 0 O t- 

Nous supposerons maintenant l e  système de comparaison exponentiellement 

s t ab le  i . e  / 1 4 /  

l ' i n é g a l i t é  suivante (1v.6) e s t  directement dédui te  du lemme de comparaison 



Dans ce cas  1 I P ( x )  I I  peut ê t r e  considérée comme une norme s ca l a i r e  du vecteur x  ; 

il es t  donc poss ible  de trouver 2 constantes pos i t ives  B1 e t  B2 t e l l e s  que 

l ' i n é g a l i t é  suivante s o i t  v é r i f i é e  : 

s i  l ' o n  cho is i t  xo e t  zo de t e l l e  façon que zo = p(xo) l e s  i néga l i t é s  (IV.5) 

(1v.6) e t  (1v.7) impliquent l e s  r e l a t i o n s  (1v.8) : 

c e t t e  s u i t e  d ' i néga l i t é s  conduit a i n s i  au r é s u l t a t  recherché : 

D'ou l e  théorème (IV. 1 )  conséquence d i r e c t e  du lemme de comparaison 

(111.1 ). 

Théotrhme ( I V .  1 )  Lomque &en c o n ~ o m  d'appfication du lemme de compmainon 

(III. 1 ) a o n t  viWdiéen,  le^ pmphi&Xén de a.tabd%té a n p p t o ~ q u e  / exponentictte 

& de ntabdXté au de ljapunav du n yn;tème de compahainan, impLquent lu 

mêmen pophiékéa de n ; l r b U é  powr Le ptroce~nu~ iW. 

Ces r é s u l t a t s  peuvent ê t r e  généra l i sés  à d 'autres  formes de s t a b i l i t é  

e t  en pa r t i cu l i e r  aux études de s t a b i l i t é  entrée-bornée, sortie-bornée 

( s t a b i l i t é  E.B.S.B). 



I V .  1 . 2 .  - Sqnltème de compahL.cinan &é&e a W o n n a h e .  

Le système é tudié  e s t  représenté par une équation d ' é t a t  de  l a  forme S. 

Nous supposerons que l e  choix d'une norme vec to r i e l l e  p (x)  permet de dé f i n i r  

un système majorant l i n k a i r e  au sens de l a  dgf in i t ion  (111.1) : 

D+ p (x )  6 M p ( ~ )  -VX e L . 
Dans ce cas il v i en t  un premier théorème de s t a b i l i t é  exponentiel le  : 

Théotrème (IV. 2 )  S o L t  un nqtdèsne contknu non RLnéuAe S auquel peuX ê.t)Le 

anhocié un syhZèrne de compmainan a inéahe  aA&onMe de m&ce pheuda- 
majotravtte corntautte M . S i  .ta m&ce M u l t  l'oppon& d'une M - matrtice 
& o u  l e  p o i n t  ci' é q w b h e  x = O du sqnkème s u l t  globalement exponentiel- 

lemeutt nkable. 

Démo~n,tmLion ------------- 

Le système l i n é a i r e  de comparaison ( c )  e s t  dé f i n i  par l ' équat ion 

d ' é t a t  suivante : 

Puisque l a  matrice M e s t  l 'opposée d'une M-matrice tou tes  ses  va.leurs propres 

sont à pa r t i e s  r é e l l e s  str ictement négatives (théorème 111 .4) .  Cet te  condition 

implique donc l a  s t a b i l i t é  exponentielle du système de comparaison ( c ) .  

D'après l e  théorème (IV. 1 ) il e s t  a l o r s  poss ible  de conclure à 1 2 ,  s t a b i l i t é  

exponentielle du système S. 

Une seule  condit ion e s t  imposée au système de comparaison par l e  théorème (IV.2) : 

L a  matrice pseudo-majorante M do i t  en e f f e t  appartenir  à l a  c lasse  des (-M) ma- 

t r i c e s  ce qu'expriment l e s  conditions de Kotelyanskii /15 /  : 

" 1 1 0 ,  

"1 n 

"n 1 "nn 

> O (IV.10) 

"1 1 9 2 

p2 1 p22 

> O ,  ... , ( - l l n  



I V . 7 . 3 .  - SyhfEme de conipatrahon non Rinéaihe : c o n j e a e  d ' A i z w a n .  

Le système de comparaison C obtenu à p a r t i r  de l a  dé f i n i t i on  (III. 1)  

e s t  maintenant supposé non l i n é a i r e .  Dans ce cas il convient de considérer 

successivement p lus ieurs  formes de systèmes de comparaison permettant de con- 

c lu re  simplement aux propr ié tés  de s t a b i l i t é  de S. 

Dans tou tes  l e s  études de s t a b i l i t é  des sect ions  IV.1.3 e t  IV.1.4, l e s  hypo- 

thèses suivantes seront  v é r i f i é e s  : 

( i)  La matrice pseudo-majorante M(t,x) appar t ient  à p r i o r i  à l a  r l a s s e  des 

(-M) matrices. Notons u ( t , x )  l e  vecteur propre associé  à 13 valeur  

propre X 
~ ( t 7 x )  

de plus  grande p a r t i e  r é e l l e  de l a  matrice transposée 

M T ( t  ,x) .   après l e  co ro l l a i r e  (111.4) , u ( t  ,x) e s t  un vecteur dont l e s  

composantes sont  non négatives. 

T (ii) La matrice M ( t , x )  admet une inverse  i r réduc t ib le .  S i  c e t t e  dernière  
T 

propr ié té  n ' é t a i t  pas v é r i f i é e ,  nous déduirions simplement de M ( t  , X I ,  
par une majoration supplémentaire, une au t r e  matrice pseudoinajorante 
* 

M (t ,x) i r r éduc t i b l e  e t  dé f in ie  de l a  manière suivante : 

X 
La matrice B e s t  a lo r s  cho i s ie  de t e l l e  façon que l ' i n v e r s e  de M ( t , x )  

s o i t  i r r éduc t i b l e  . 

(iii) Le vecteur propre u ( t , x )  dé f i n i  en (i) e s t  cho i s i  de module un i té .  

Compte tenu du c o r o l l a i r e  (111.4) e t  puisque l a  matrice M(t ,x)  admet une 

inverse i r r éduc t i b l e ,  il v ien t  pour u ( t , x )  l e s  i néga l i t é s  suivantes : 



- l a  constante 6 e s t  l a  l i m i t e  in fé r ieure  des composantes u i ( t , x )  : 

6 = inf  u i ( t , x ) , v i  = , k ,  t e*o, Vx e %  

L'hypothèse ( i  ) conduit 8 repor ter  l ' é tude  de s t a b i l i t é  du processus S 

sur son système de comparaison C : 

O 

z = ~ ( t , x )  z ( C )  

z > O  
O 

Soi t  v e 3' une fonction déf in ie  pos i t ive  obtenue par projection 

du vecteur majorant z du système de comparaison ( c )  sur l e  vecteur propre 

u ( t , x >  

Pour c e t t e  fonction v dé f i n i e  pos i t ive ,  il e s t  poss ible  de trouver 

deux fonctions de comparaison $ e t  $2 de c lasse  K t e l l e s  que l ' o n  a i t  : 
1 

$2(1 /z11)  4 v ( z )  6 6,(11z11) (IV. 14) 

Les fonctions $ e t  $2 sont  dans ce  cas dé f in ies  de l a  manière 
1 

suivante : 

T O 1 ( l  l z l l )  2 z u 1 

T 
$2(11z11)" uu6 (IV.15) 

UT = 1 1  . 11 
1 

1 - Envisageons dans une première étude de s t a b i l i t é  l e  cas  pour l eque l  l e  

vecteur propre u ( t , x )  e s t  supposé de d i r ec t i on  f i x e  l o r s  d'une quelconque 

évolution du système S : 



Dans ce cas par dérivation de v il vient : 

La définition de la matrice pseudolnajorante M et les propriétés de u 

conduisent à écrire la relation (lY.17) sous la forme : 

soit encore : 

d - v(z) = dt ,X)v(Z) (m. 19) 

nous avons donc défini en (IV. 19) un nouveau système de comparai son du 1 ordre. 

Puisque ~ ( t  ,x) appartient à la classe des M-matrices et admet une inverse irré- 

ductible il vient : 

il est donc possible au sens du théorème (1v.1) de conclure à la stabilité 

exponentielle du système de comparaison C donc de S : 

d'ou le théorème : 

Théoaëme (IV. 2 )  

a - S o L t  un ayafëme continu non &né&te de gtranden dimenniam S dont l e  



( i l  L ' o p p o a & d e ~  u n e  M matXice 
u t  e To, vx e C = 

L e  p o i n t  dl éyu&Lbrre x = O e 9 c Sn 

( i i )  M a h &  une i n v e h n e  h é d u c / t i b L e  

( i i i )  Le vec;tewr p ~ o p ~ e  u ( t , x )  a s n o c i é  à la v a t e u h  phophe d e  p h  

g m n d e  p&e f iéelXe d e  ~ ~ ( t  ,x )  e6.t cori6.tan.X. 

b - Lomyue  ( a )  e6.t v é h i b i é  p o m  ur'p = Sn d o m  La n t a b i L L t é  e x p o n e n t i a e  

du p o i n t  dl é y u d X b ~ e  X=O ut g l o b d e .  

Avant d ' é tud ie r  l e  cas  pour l eque l  l e  vecteur u ( t , x )  n ' e s t  p l u s  

constant ,  nous proposons d ' i n t r o d u i r e  une sous sec t ion  pour démontrer l a  

conjecture dlAizerman qui e s t  à l a  base des  développements u l t é r i e u r s  /16/- 

/17/*  

Nous a l l o n s  t o u t  d'abord é tud ie r  l a  s t a b i l i t é  d'un système de l a  

forme S auquel sont associées  l e s  hypothèses add i t ionne l l e s  (IV. 23) e t  

(Iv.25) 

d - 
d t  

x  = ~ ( t , x )  a ( t , x )  

a ( t  ,x) : Z x R + Rn (m=n) 

sign ( a ( t , x ) )  = sign x  , s ign  ( O )  = O 



La fonction @ : % x Xn + %+ e s t  d é f i n i e  p o s i t i v e  

b ( t , x )  O (  11x1 11, u t  e T o , v x  e 9' 
4 : fonction de c l a s s e  K. 

La matrice ca r rée  ~ ( t  ,x)  d'éléments a i j  e s t  t e l l e  que l ' o n  a i t  : 

. "e'x xn -b 9J a ( t , x >  . i j  

sup a . ( t , x )  < +CO , i n f  a ( t , x )  2 O Y i  f j  =1,2,. . . n 
cfoxk? i~ q o x g  i j  (Fj.25) 

sup a i i ( t , x )  < O Y i  = 1,2 ,..., n , A e  zo 
T x . 9  

Dans ce cas l a  conjec ture  d'Aizerman peut ê t r e  prouvée à p a r t i r  du théorème 

suivant  pour l e q u e l  u ( t  ,x)  e s t  l e  vecteur  propre correspondant à l a  va leur  propre 

de  p lus  grande p a r t i e  r é e l l e  de ~ ( t , x ) .  

( i )  S i  la m W c e  ~ ( t  ,x)  - du ay/s;téme (1v.22) vé.&d.ie d'une p u ~ X  la con&&- 

A u  (1v.23) & (IV.25) eA dtaLLt.re paiz;t lu c o n f i o n n  de ffwuclikz, n i  de p h  

~ ( t  ,x)  admet une uivenne iméducf ib le  nwr"eo x 9 et n 'il ex-idXe une donclion 

ijl(t,x) (1v.24) ;t&e que l ' o n  &t : 

T D+ u ( t , x l T .  1x1 + A ~ ( A )  u ( t , x )  j a ( t , x )  1 i t ,  v t , x  e,*x g 
O 

dom l e  p o i n t  d'équ-ilibhe X=O du nyh-tèrne (1v.22) a$ a?lympXo.tiquement 

a h b l e .  

( i i )  S i  (i) n a X e  vehidiée pouny- - an la m b m e  asppXo,tique du 

point d' éqLURibtre X=O aX globale. 

( i i i )  S ' i e  a h X e  un veoteut pon&d e de ditnemion n Xd! pue +( t ,x )>eTlx l  

~ L L I L  % x 9 a l o u  la c o n ~ o n  (i) Ampfique la n.tabiXLté exponenti&e de 
O 

1' équilibke X=O. 



( i v )  Si h con.dAXon (iii) vé&i&iée POWL 9 = Sn lu ~ X ~ b i L i . x é  

exponevLti&e de  1' é q f i b k e  X=O u k  g l o  b d e .  

R é m o v ~ ? l ~ ~ o n  ------------- 

So i t  v l a  fonction dé f i n i e  pos i t ive  : 

T 
v ( t , x )  = u ( t , x )  1x1 

u ( ~ , x )  > O v t  e Oeo, YX e 'P 

Par dér ivat ion de v  il v i en t  : 

S i  l a  matrice A v é r i f i e  l e s  condit ions de Hurwitz e t  l e s  contra intes  ( 1 ~ . 2 5 ) ,  

A ( t  ,x)  e s t  l 'opposée d'une M-matrice. 

En chois issant  pour u ( t , x )  l e  vecteur propre r e l a t i f  à l a  valeur propre hM(A)  de 

p lus  grande p a r t i e  r é e l l e  de A ( t , x ) ,  l ' i n é g a l i t é  (1v.27) s ' é c r i t  : 

d'ou l e s  énoncés p a r t i e l s  ( i)  e t  (ii) du théorème (1V.3). Les p a r t i e s  (iii) 

e t  ( iv) découlent d i r ec t  ment  du théorème (IV. 1 ) sur l a  s t a b i l i t é  exponentielle . 

Une d i f f i c u l t é  apparait  i c i  dans l ' app l i c a t i on  de ce théorème ; en e f f e t  il 

e s t  nécessaire de calculer  l e  vecteur propre u ( t  ,x) a i n s i  que s a  dérivée 
+ 

temporelle D u ( t  ,x) . 
Cependant il e s t  poss ible  de démontrer l a  conjecture dlAizerman lorsque 

A ( ~ , X ) E A  e t  a ( t , x )  = D[q(t,x)] .x 

D(Q(t ,x) ) e s t  une matrice diagonale 

d'ou l e  c o r o l l a i r e  



CoxatYkzhe ( 7 V . 4 )  

S i  rna.&?ke A(% ,x) E A bax%5@i,t (1V.25)~ ui%i(is Condi- 

%Lam de ffmwLtz & a h &  une i n v ~ e  dviédu&ibXe, a l o u  l e  p a i i z t  d l é q ~ -  

bhe X=O du sgh-tème (1v.30) 

e s X  exponenti&ement 6.tabLe p o u  Lou*es les non f i n é W é d  Qi (t ,x) vehidhiant 

LU c~W%&&ecl (Iv.29). 

La ~-tabiLLté ut globale Lunapue 9' =Rn 

Soit v une fonction définie positive telle que (1~.26), il vient par 

dérivation : 

si u est le vecteur propre relatif à la valeur propre de plus grande partie 

réelle de A l'inégalité (1v.31) prend la forme (IV.32) 

D'V < lxlT D(Q) Ap1(A)u (IV.32) 

Ecrivons la suite d'inégalités (IV.29) sous forme matricielle : 

DP(t,x)] 61, 

In : matrice unité de dimension nxn : 

L'inégalité (IV.32) peut s'écrire : 

soit encore : 

+ 
D v s hM(A) 6.v 



La s t a b i l i t é  exponentielle du systsme de comparaison du 1' ordre déduit de 

1' inéga l i t é  (IV.35) e s t  &idente,  on peut donc conclure à l a  même propriété 

pour l e  système (1v.30). 

La majoration d'un système d é c r i t  sous l a  forme S à p a r t i r  d'une 

norme vec to r i e l l e  p (x)  peut conduire à l a  déf in i t ion  d'un système de compa- 

ra ison C sous une forme analogue à l 'équation (1v.30) s o i t  : 

La matrice A appartenant à l a  c lasse  des Z matrices,  il vient  
O 

l e  théorème (1v.5) : 

Théotëme (IV. 5 )  S i  l a  muXtice peudo-majotant ~ ( t  ,x) du sysXème. S peut 

&'xe débinie comme Le. podu f i  d'une mahice covin;tante A , appcu~tenant à 

la clande d a  (-M) md;tLUca à inve,t.-ie héducAibLe,  PCVL une mtz;fiuce dia- 

gonde D [ q ( t  ,x)] véhidiant L u  c o n t ~ ~ a i n t u  (IV. 33 ) d o m  Le p o h d  d ' é p i -  

L i h e  X=O du ~yatème s a n o c i é  au stja;tème majotant (1v.37) p o u  &! ='Xn, 

La démonstration de ce théorème e s t  en tou t  point  analogue à c e l l e  

du co ro l l a i r e  (IV.  4 ) .  

T V .  1.4. - S t a b L i W é  app$o f ique  du .-iy.-iXème de camp~ainon. 

Nous a l lons  supposer maintenant que l e  vecteur u ( t  ,x) n ' es t  plus 

constant e t  que l a  matrice ~ ( t , x )  ne peut ê t r e  f ac to r i s ée  comme précédemment. 

L ' u t i l i s a t i on  de l a  fonction dé f in i e  pos i t ive  (IV.13) conduit à & r i r e  après 

dér ivat ion : 



puisque u ( t , x )  e s t  l e  vecteur propre de l a  matrice M(t,x) r e l a t i f  à l a  valeur 

propre de plus grande p a r t i e  r é e l l e  A il vient  : M 

.- 

Soi t  D ~ C  un domaine fermé connexe, a complément connexe dont l a  f ront ière* 
Dv 

e s t  dé f in i e  par l a  r e l a t i on  (1v.40) 

e t  s o i t  D L c t  un domaine à l ' i n t é r i e u r  duquel t ou t e s  l e s  valeurs propres 

de l a  matrice ~ ( t , x )  so-it s tr ictement négatives : 

D, = {x : max AH(tyx)  5 - E < O} 

tit e ?io, x  e D, , E e 10, + -[ 

Notons D un domaine fermé à l ' i n t é r i e u r  duquel l ' i n é g a l i t é  (1v.42) e s t  vé r i f i é e  : C 

avec : DC C D C - + - C l  < C e  
1 2  

Lorsque l e  domaine DV e s t  inclus  dans un donaine DL,  l a  fonction v  e s t  

t e l l e  que sur l a  f ron t i è r e  de D~ : 

avec ?tM C O 

Notons D(  , ( t )  un domaine dépendant du temps avec : ( . ) = ( v ) , ( , ) ,  ou ( C I *  
1% 1 O 

Lorsque l e  point (x=O) C {D ( t ) ,  V t  er f :  ) à condition tou te fo i s  que 
( - 1  O 

( t ) ,  Y e f o }  # {O}, D, e s t  inclus  dans un domaine D e t  l a  fonction 
C 

v( z )  e s t  une fonction de Ljapunov à l ' i n t é r i e u r  de ce domaine. 



Théahème ( I V .  6 )  S o a  ~ ( t  ,x)  une. mdfrUce pheudo-majokante u n o c i é e  à kk 

d é d i W o n  du nynième de camputahon c p o m  lu nome v e o t o ~ & c +  p ( x )  . Si 
la ma;Duce ~ ( t  ,x) ut l'oppobée d'une M mcuXce, admd une hvehoe  h é d u c -  

f ib le  p o m  ( t , ~ )  e % x 9 
O 

et vLtidie Len c o ~ o m  nuivanta : 

( i)  L e ,  domainu D~ et D~ ne d o n t  p u  v i d a ,  x=O e i? 
O 

(ii) D ~ C %  , (x=o)  en{^ ( t > , v t e ~ o l  # {O}  ( - 1  

(iii) nV e,.t un domaine connexe à complément connue, 
a l o u  l e  point d ' é p d b t e  X=O du n yoième s ut angmp.tofipuement n-tabte et 
kk tjonction v(z) dédinie à la teLation ( I V .  13)  e,t une donction de Ljapunov. 

La d i f f i c u l t é  de mise en oeuvre de ce  théorème général  nous conduit 

8 envisager une forme s impl i f iée  de systèmes pour l e s q u e l s  il e s t  poss ib le  

d' éliminer l a  con t ra in te  ( ii) . 
En e f f e t  il e s t  d i f f i c i l e  de v é r i f i e r  dans une app l i ca t ion  pra t ique  l e s  

p ropr ié tés  d ' inc lus ion du domaine D par rapport  à DL . v 

Envisageons, dans ce  sens ,  une c l a s s e  p a r t i c u l i è r e  de systèmes de l a  

forme S pour l e sque l s  il e s t  poss ib le  de d é f i n i r ,  après  majorat ion par l a  norme 

v e c t o r i e l l e  p ( x ) ,  un système de comparaison de matrice pseudo-majorante M(t,x) 

Cette matrice e s t  t e l l e  que par hypothèse l e s  éléments non l i n é a i r e s  sont i s o l é s  

dans une seule  l i g n e  ou colonne de ~ ( t , x ) .  Afin de f i x e r  l e s  idées ,  supposons 

l e s  éléments non l i n é a i r e s  i s o l é s  dans l a  dernière  l i g n e  de M(t,x) e t  notons 
* 

'nj j=1,2, ... n ces  éléments : 

- 
'1 n 

'n-1 ,n 

* 
'n, n 



si  u ( t  ,x) = t u i l  ( i=1¶2 , .  . . , n) e s t  l e  vecteur propre p o s i t i f  r e l a t i f  à l a  

valeur  propre maximale supposée négative de M(t,x) notée 2 il vient  : M 

De c e t t e  r e l a t i on  il découle que Lorsque 2 e s t  constant ,  l e  vecteur propre u ( t , x )  M 
qui l u i  correspond e s t  de d i rec t ion  f i xe .  On peut donc aff i rmer ,  dans ce  cas 

pa r t i cu l i e r ,  que l e s  f r on t i è r e s  des domaines D e t  D précédernent dé f in ies  v L 
sont maintenant confondues, d'ou l e  co ro l l a i r e  (1v.6) déduit du théorème pré- 

cédent /18/. 

S o i t  ~ ( t  ,x) une m a c e  paeccdo-majatante a ~ o c i é e  à l a  d é ~ i W a n  
du ~y~;tEme d e  cumpmdinun c pouh Ra nome v e ~ o h i e t t e  p (x )  . S i  la rnaOtice 

M ( ~ , x )  a2 à La a o h  L'opposée d'une M ma&ticc~ eA admeA une i n v m e  Lv~éduc- 

a b l e  AWL 9 x d i  de pRun R u  é l h e d  non c o m . t n ~  de ~ ( t  ,x) d o n t  
0' 

.hoLéa dam une nQLLee Ligne ou colonne de c m e  mdxice, a l o u  Le p o i n t  d '  éyui- 

kXb4.e X=O du système. s a2 cuympta~quemen;t akable. 

1 V . 7 . 5 .  - Lemme de compmainon et crLi;tZrre de Popov. 

1 

Les travaux de L.T Grujic /12/ /13/ ont récemment montré l a  possibi-  

l i t é  d'une applicat ion du c r i t è r e  de Popov sur un système de comparaison du 

type de Popov / I l / .  

L ' u t i l i s a t i on  d'une norme vec to r i e l l e  p (x)  peut conduire dans ce r t a i n s  
O 

cas après majoration du système interconnecté x.=g. ( t  ,xi)+hi ( t  ,x)  , à l a  déf i -  
1 1  

n i t i on  d'une i néga l i t é  vec to r i e l l e  d i f f é r e n t i e l l e  de l a  forme (~1.46). 



s o i t  à l a  c lasse  plus génkrale La fonction f peut appar teni r  s o i t  à l a  c lasse  4 2 

Compte tenu des propr ié tés  pa r t i cu l i è r e s  des matrices M e t  B (1v.47) 

il e s t  poss ible  en se r é f e r r an t  aux travaux de Wazewski /19/ e t  de Matrozov /20 /  

de d é f i n i r  un système de comparaison de l a  forme (1v .50)~  à condition t ou t e fo i s  

que l e s  contra intes  (IV.51) r e s t en t  vé r i f i é e s  

V iy j=1y2y . .  k i# j  

z=0 unique point  d ' équ i l ib re  du système (IV.50) 



La forme de Lur'e Postnikov du système de comparaison (1v.50) conduit naturel-  

lement à l ' app l ica t ion  du c r i t è r e  de Popov. Il convient de remarquer que l a  

forme des équations (IV.50) e s t  tou t  à f a i t  analogue à c e l l e  qui a é t é  obtenue 

par M L.T ~ r u j i ;  à p a r t i r  de fonctions de Ljapunov vec to r ie l l e s .  L'applicat ion 

qu'on peut en f a i r e  e s t  donc en tou t  point analogue à c e l l e  qui EL é t é  envisagée 

par c e t  auteur. Nous rappellerons donc brièvement l e  c r i t è r e  de s t a b i l i t é  essen- 

t i e l  basé sur l a  dé f in i t ion  d'un système de comparaison t e l  que (IV.50) e t  dé- 

du i t  des travaux de V.M Popov / I l / .  

Th&otème (IV. 7 )  SoiA p ( ~ )  une nome v e c t o ~ & e  p m e t . t a n t  de dédinit pm 

majotcuZon un sy~zème de compmainon du 2ype ( ~ 1 . 5 0 )  avec lu c o n t z a i n t ~  

(1v.51) . Si la mm2ice M ~ ; t  AtabLe, lu p&e ( M ,  B) commandable eA 4a 
conViente (IV.51') vénidiée, 

Re C [ M - j u 1 ~ - '  B >  O 

fT u e ]-m,+m[ , C.M.B dé f in ie  pos i t ive .  

alot~b t e  p o i n t  d' équilibrre X=O du aydZ&ne s ~ A X  anymp2o&iquement b-table 

Nous proposons de t r a i t e r  maintenant p lus ieurs  exemples permettant 

à l a  f o i s  d ' i l l u s t r e r  l e s  techniques de majoration e t  d'applique:= l e s  théorèmes 

de s t a b i l i t é  précédents. 

A.ppficaition 7 

Soi t  l e  système continu non l i n é a i r e  d 'ordre  5 d'équation d ' é t a t  

(IV. 52) 



2 ,  

1 signe 

1 / 

3 , 

+1 s i  x > O 
2 

x4 s i  -l<x4<l 

avec : s i g n e x  = -1 s i  x 2 <  0 s a t  x4 = 1 s i  x4 > 1 
2 

O s i x  = O  2 -1 s i  x4 < -1 

Une première solution consi te  à essayer de dé f in i r  un système majorant 

d 'ordre 1 à p a r t i r  par exemple de l a  norme du max ou de l a  somme des modules, 

il v ien t  dans chacun de ces cas : 

D + p l ( x ) h  + 1 . 9  p l ( x )  

+ 
D p2(x) L + 0.4 p2(x)  

p l ( x )  = max { lx1  1 ' 1 ~ ~ 1  ,Ix31 > l x 4 /  9Ix511 

p2(x)  = lx1 l+lx21+Ix31+Ix41+lxsl 

Dans chacun de ces 2 cas il n ' e s t  pas possible de conclure à l a  s t a b i l i t é  à 

p a r t i r  d'un système de comparaison d 'ordre 1 .  Dans ce sens, nous proposons 

de dé f in i r  un système majorant d 'ordre  3. Ce système majorant peut ê t r e  sim- 

plement obtenu à p a r t i r  d'une norme vec to r i e l l e  régu l iè re  de t a i l l e  3 dont 

chaque composante e s t  formée d'une norme sca l a i r e  du type norme du max : 



il v i e n t  a i n s i  l e  système d e  comparaison l i n é a i r e  (1v.55) : 

La ma t r i ce  M a p p a r t i e n t  b i e n  à l a  c l a s s e  des  Z m a t r i c e s ,  puisque l e s  condi- 

t i o n s  de  Hurwitz (1v.56) son t  v é r i f i é e s ,  

 après l e  théorème ( 1 ~ . 2 ) , l e  système de comparaison (1v.55) e t  l e  système i n i -  

t i a l  (IV.52) sont exponentiellement globalement s t a b l e s .  

Le système non l i n é a i r e  é t u d i é  e s t  maintenant  d é c r i t  pa r  l ' é q u a t i o n  

d ' é t a t  (IV.57) 

e t  inf [min q 1 ( t , x )  , minY2(x)]  s 6 > O 
x e  1 xe Z 
te%"e, 



Ce système peut  encore s ' é c r i r e  sous l a  forme : 

ou ~ ( x )  e s t  l a  ma t r i ce  du régime l i b r e  du système précédent  d é c r i t  par  

l ' é q u a t i o n  (1v.52) .' Le choix de  l a  norme v e c t o r i e l l e  (1v.54) permet de  

d é f i n i r  l e  système d e  comparaison (1v.60) : 

Dans c e  c a s  l e s  cond i t i ons  de Hurwitz (1v.56) é t a n t  v é r i f i é e s  e t  compte 

t enu  des  c o n t r a i n t e s  ( 1 ~ . 5 8 ) ,  l e  po in t  d ' é q u i l i b r e  x=O du système (1v.57) 

e s t  exponentiellement s t a b l e  (théorème I V .  5 ) .  



Afin d'illustrer une possibilité d'application du corollaire ( T V . ~ ) ,  

envisageons Le cas d'un processus multivariablc correspondant au schcrna de 

la figure (1v.1). 

Les non linéarités inhérentes zux divers sous systèmes élaborent 

2 partir du signal d'erreur E.  un signal de commande noté f ( ~ . )  E Les si- 
1 I. i" 

gnaux de commande ci fonctions du vecteur état sont élaborés à par-tir d'un 

réseau correcteur non linéaire permettant de compenser l'effet des gains non 

linéaires f.(~.). 
1 1  

Il vient pour le processus un modèle décrit par l'équation d'état 

suivante : 





Le système (W.  61 ) s e  ramène en régime autonome à l a  forme m a t r i c i e l l e  

(1v.62) : 

Il s ' a g i t  donc d'un système non l i n é a i r e  comportant 4 sous systèmes 

dont 2 sous systèmes de vec teurs  é t a t s  r e s p e c t i f s  x e t  x sont commandés par 
1 2  

l e s  2 sous systèmes de vecteurs é t a t s  E l  e t  E ~ .  

Les éléments non l i n é a i r e s  sont  i s o l é s  dans l e s  premières colonnes de l a  matr ice  

de régime l i b r e  de l ' équa t ion  (1v.62). Dans c e  sens un partitionnement de type  

(a,B) peut conduire à une app l i ca t ion  d i r e c t e  du c o r o l l a i r e  (IV. 6 ) .  

Afin de préc iser  l ' a p p l i c a t i o n  de c e  c o r o l l a i r e  supposons l e s  sous systèmes ( 1 )  

e t  ( 2 )  d 'ordre  1  e t  2  respectivement, e t  l e s  sous systèmes de corrmande du I o  or-  

d r e  s o i t  par exemple : 

il v i e n t  dans ces  condi t ions  : 



notons el  ( E )  = maxk ( c l )  + lal2 E ,  1 11 ( 1 . / a 2 1 ( ~ 2 ) l  + a22('2)] 

l e  choix de l a  norme vec to r i e l l e  ~ ( x )  déf in ie  en (IV.54) permet de dé f in i r  

l e  système de comparaison (1v.64) : 

Le co ro l l a i r e  (1v.6) conduit a l o r s  aux conditions de s t a b i l i t é  asymptotique 

suivantes : 

Nous proposons en dernière  appl icat ion un exemple r e l a t i f  à l a  mise 

en oeuvre du théorème (1v.7) u t i l i s a n t  l e  c r i t è r e  général isé  de Popov : 



Soit le système non l in6a,ire d6er i t  pûr 1' Gquat ion d' é t a t  ( IV.  66 

p (x)  désignant une norme v e c t o r i e l l e  de t a i l l e  4 correspondant à l a  norme du 

max, il vient  par majorati-on 

c e t t e  première 

ordre à p a r t i r  

majoration conduit 

de l a  norme vector i  

a l o r s  à ef fec tuer  une contract ion au 

. e l l e  suivante : 

second 



à p a r t i r  de c e t t e  dernière  r e l a t i o n  il e s t  poss ib le  de d é f i n i r  l e  système 

de comparaison d 'ordre  2 ( I V .  69) : 

s i  l ' o n  rapproche l ' équa t ion  (IV.@) de l ' équa t ion  (IV.50) il v i e n t  par  

i d e n t i f i c a t i o n  : 

M = -2(a-4) 
I 2  1 matr ice  u n i t é  2x2 

2 

L 'appl ica t ion  du théorème (1v.7) conduit a i n s i  aux condi t ions  de s t a b i l i t é  

asymptotique suivantes  : 

ces condi t ions  peuvent se  r é d u i r e  sous forme s impl i f i ée  aux deux con t ra in tes  : 

a > b  e t  B < O  

une condi t ion  s u f f i s a n t e  de s t a . b i l i t 6  asymptotique des  systèmes (IV. 66) 
s'exprime donc sous l a  forme des  t r o i s  i n é g a l i t é s  (1v.71) : 



Application 5 : Représentation complexe d'un processus. 

Afin de mettre en évidence l'intérêt d'une éventuelle représentation 

des processus sur un espace hermitique, reprenons l'exemple d'application rela- 

tif au critère pratique (11.1) (~H.11). Le processus est décrit par l'une ou 

l'autre des deux Gquations suivantes : (11.27) 
O 0 O 

y + fi (z, >z?,t)y + f,(z, ?zmt)y = O 

posons * MC 
fl = fl - hl - A2' 

* 
Supposons lorsque f: = f = O que le point de coordonnées fl, f se situe 2 

2 
2 

dans ce plan au dessus de la parabole P d'équation f1 - 2f2 = 0 (figure 

v.2) .  Le critère pratique (11.1) ne permet plus de conclure à la stabilité 

de ce système, en effet la caractéristique non linéaire du processus est dans 

ce cas située au dessus de P, cette parabole représentant dans ce cas particulier 

la limite de validité du critère 11.1. Une solution simple consiste à effectuer 
IY 

un changement de base qui diagonaliserait localement A pour fl = f; = O. Compte 

tenu des hypothèses sur hl  et h un tel changement de base ne peut être que 2 
complexe et conduit à une représentation équivalente à celle déf::nie en (11.27) 

mais sur le corps des complexes : 



m 
A* = {a. .) 

'-J 

Une matrice pseudo-majorante M de dimension 2x2 peut alors être obtenue 

à partir de la norme du max : 

* 
Les racines hl et X2 étant complexes conjuguées, la matrice M(A ) est 

symétrique. Dans ce cas les conditions de Hurwitz 1151  appliquées à 
* M(A ) impliquent la stabilité asymptotique du point d'équilibre x=O du 

système (II. 27). 

En posant h,=a+iB, A -a-iB ces conditions s'écrivent 
2- 

Dans le plan des variables f, , f il vient par exemple pour a = -B = - 1 
2 

le domaine de stabilité de la figure (1v.2) 

* 
avec : f ,  = fl - 2a 



Au cours  du chapi treIITnous a v o n s i ~ i s t é  s u r  l e s  r a i s o n s  q u i  nous 

ont  amené à c h o i s i r  systématiquement l e s  m a t r i c e s  pseudo-majorantes dans l a  

c l a s s e  des  Zomatr ices .  Dans ce  sens ,  l ' u t i l i s a t i o n  du l e m e  de  comparaison 

a permis de d é f i n i r  un ensemble de c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  asymp1;otique ou expo- 
n e n t i e l l e .  

Toutefo is ,  pour c e r t a i n e s  c l a s s e s  d e  systèmes e t  b i e n  q u ' i l  s o i t  

p o s s i b l e  de d é f i n i r  des  systèmes majorants  dont  l e s  m a t r i c e s  pseudo-majoran- 

t e s  sont  du t y p e  Z ma t r i ce s  ou éventuellement(-M) ma t r i ce s ,  il n ' e s t  pas  

t o u j o u r s  évident  d e  d é f i n i r  un système d e  comparaison permet tan t  de  conclure  

aux p r o p r i é t é s  d e  s t a b i l i t é .  



Dans c e  sens,  il peut ê t r e  p lus  axantageux de p a r t i r  directement d ' i n é g a l i t é s  

d i f f é r e n t i e l l e s  sous l a  forme (1v.77) ( d é f i n i t i o n  111.6) a f i n  d ' é tud ie r  l a  

s t a b i l i t é  d 'un processus : /21/,/22/. 

Selon l a  s t r u c t u r e  de l a  matr ice 14*(t,x) il e s t  poss ib le  d 'ob ten i r  d i f f é r e n t e s  

condit ions de s t a b i l i t é  asymptotique du système i n i t i a l .  

Au cours de c e t t e  p a r t i e  de l 'exposé l e  système i n i t i a l  S e s t  suppo- 

sé t e l  que l e s  condit ions su ivantes  r e s t e n t  v é r i f i é e s  : 

(2)  I l a ( t , x ) j I r  r n a ( I l x l l ) ;  u t e . i f , v x e %  
da fonct ion  de c l a s s e  K O 

?# 
T 

D e  p l u s  nous supposerons i c i  encore que l a  matr ice  M ( t , x )  admet une inver se  

i r r é d u c t i b l e  e t  appar t ient  à l a  c l a s s e  des (-MI matr ices .  

Corne dans l a  sec t ion  pr$cédente, nous a l l o n s  u t i l i s e r  une fonct ion  

d é f i n i e  p o s i t i v e  v ( t , x )  obtenue par  p ro jec t ion  de l a  norme v e c t o r i e l l e  p ( x )  

sur  l e  vecteur propre u ( t  ,x) r e l a t i f  à l a  va leur  propre négative e t  de p lus  

grande p a r t i e  r é e l l e  de l a  matr ice  #?t ,x)  s o i t  : 

il appara i t  a i n s i  de t o u t e  évicience (cf  sec t ion  I V .  1 .3) que v ( t  ,x)  e s t  encadrée 

par 2 fonct ions  s c a l a i r e s  de c l a s s e  K au sens de l a  d é f i n i t i o n  de Hahn. 

1 - Envisageons dans un premier v o l e t  l e  cas  pour l e q u e l  l e  vecteur  propre 

u(t,x) r e s t e  de d i r e c t i o n  f i x e .  



Dans c e s  condit ions il v i e n t  en dér ivant  v  : 

~ + v ( x )  4 qT[a(t ,x)]u 
M% 

s i  l ' o n  suppose de p lus  : 

La condit ion (1~ .78 /2 )  implique l ' e x i s t e n c e  d'une fonct,ion de c l a s s e  

K : @p(l  1x1 1 )  t e l l e  que l ' o n  a i t  : 

Les i n é g a l i t é s  (1v.81 e t  (1v.82) permettent donc d ' é c r i r e  : 

~ + v ( x )  - € m q ( l  1x1 1 )  

d'ou une condit ion s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  asymptotique : 

Théokème ( 1 V . b )  S o L t  un ay6;tème continu non finédihe S d a n t  Le 6ya;tEme 

majokant obtenu à pam% d e  la N.V p ( x )  e d t  de û1 dome S1 :Dfp(x)<~*(2x)q[a ( t ,x ) ]  

S i  lu c o n ~ o m  auivanted hont v W d i é e n  : 

( i l  L1oppoa$de M * ( ~ , x )  es t  une M- m&ce v t  eT0,  vx e 5' , x=o e 9 

( i i )  M a h &  une k v m a e  XNréduaXbLe 

( i i i )  j I $ a ( I I x I I )  :5Ln+%+t*} t e i .que I Ia ( t ,x ! I I  < @ a ( I I ~ I I )  

( i v )  a ( t , x )  = O <=> X=O v t  e s  
O 

Abu l e  point d '  é q w b k e  X=O du a yatème s est  asyntptofiquement bXable. 
Louque 9 = Sn , l a  a;tabiUté ~ymp;tofique e s t  gLobde. 



m 
2 - Supposons maintenant que l a  matrice M ( t , x )  puisse  s e  f a c to r i s e r  sous l a  

* 
forme d'un produit  de 2 matrices, M constante par ~ ( 9 )  diagonale. La matrice 

D ( q )  e s t  dé f in ie  par l a  r e l a t i o n  (IV.29) e t  l e s  con t ra in tes  associées sont sup- 

posées vé r i f i é e s .  

So i t  v ( x )  une fonction dé f i n i e  pos i t ive  de l a  f o r m ~  (IV.79) dans 
*T 

l aque l l e  u e s t  l e  vecteur propre constant de l a  matrice M . Il vien t  par 

dé r iva t ion  : 

lorsque l a  condition (~1 .81)  e s t  v é r i f i é e ,  il v i en t  compte tenu de (1x82) l a  

majoration suivante : 

D+ V ( X )  L - E 6 @ q ( l  1x1 1 )  
d'ou l e  théorème : 

Théo/rëme (IV. 9 )  S o a  un a yaitème continu non finéaite s dont t e  ayatëme majo- 

/ r a n t o b t e n u à p a / r ; t i h d e R a ~ . v p ( x )  e ~ t d e R a d o m e  s ) ,  
S i  lu condi;tionb (i)  2i ( i v )  du théohErne ( 7 V . b )  bouzA: v i 2 ~ L a i é ~  &t a i  h mattLice 

~ ' ( t  ,x) 6e 6aCto)Lide avua La dowe du pilodru* d'une matuce cori6ZauzA:e M* 

pm une mattUce ciLagonule D (Y ) vé, t&(iant  ( IV. 2 9 )  , aRvu Re poivtt d '  E q W b h e  

X=O du a yakErne S e.bZ a.bympkvfiquement aitable. 

Louque = 3" h a t a b U é  anympZofique est  globde.  

m 
3 - Supposons enf in  que l e s  éléments non l i n é a i r e d e  M ( t , x )  sont i so l é s  dans 

une seule  l i gne  ou colonne de c e t t e  matrice. So i t  u l e  vecteur propre r e l a -  C * 
t i f  au maximum C de l a  valeur  propre de plus grande p a r t i e  r é e l l e  de M ( t , x )  

C = max A ~t -€<O c:e]o,+-[ 
~ft e d  M ( L X )  

O 

vx e -2 



T 
e t  s o i t  V ( X )  une fonction dé f i n i e  pos i t ive  te l - le  que v ( x )  = p(x)  uC 

En dérivant  v il vient  : 

notons l a  f r o n t i è r e  du domaine D t e l  que h * C 
D~ M ( t , x )  

31i 
Puisque l e s  éléments non linéaires deM ( t , x ) s o n t  i s o l é s  dans une seule  rangée 

?& 
de M ( t , x )  l e  vecteur propre u ( t , x )  r e l a t i f  àla valeur  propre C e s t  constant .  

 inégalité suivante e s t  donc v é r i f i é e  sur 

s o i t  compte tenu de l a  con t ra in te  (1v.82) sur q [a ( t ,x ) l  : 

S i  l e s  domaines DC sont enboités e t  t e l s  que l'on a i t  : 

l a  fonct ion v (x )  e s t  une fonct ion de Ljapunov, e t  l e  point  d ' é q ~ i l i b r e  x=O 

du système S e s t  asymptotiquenent s t ab l e .  

Théoirème ( I V .  1 O) S o a  ~ * ( t  ,x)  une mathice pneudo-majoirante de s dé&in.Ahant 

un nyn2ème majorrunt S'  p o u  la n o m a  veototU&a p cd q R d  que le, con- 

hainte, ( n . 8 2 )  noient  v é h i d i é ~ .  Si M ' ( ~ , x )  v f i d i e  l 'eruemble de condi- 

tiom aaivanta  : 



( i l  ~ * ( t  ,x) M X  l'oppodéed 'une M-matLice et admet une U i v e u e  h é d u o t i b l e  

u t  e e o  4;t v x e Y  

(ii) L a  Uémevctn non RAMé&en d e  La mcLt/uce ~ * ( t , x )  6ont dolécl  dam 
une a e d e  trangée de taxe m&ce. 

(iii) le e&ie  un domaine D ~ C  E non vide t e l  pue l e  point  d l é q W b t r e  
X=O e », 

dom,  , l e  po in t  d '  é q u i l i b ~ e  X=O du ayaX2me s MX anymp;to~qument a;table. 

Exemple d ' i ,L5sthation 1 .  

Le système non l i n é a i r e  dont nous proposons d ' é tud ie r  l a  s t a b i l i t é  

est d é c r i t  par l ' équa t ion  d ' é t a t  (IV.91) : 

= - ~ ( t , x ) x :  - %(x2)x2 + 2  sat x  
3 

O 

= 0,5 ~ , ( t , x ) x ~  - 0,9 q2(x2)x2 - 0,b sat x  3 (m.91)  

= 7 ( t ,x )x ;  - 5,6 sat x  
3 

a (x )  = x , ,  xp,  sat x  13 3 I 
Les condit ions (1v.78) é t an t  v é r i f i é e s  soient  p (x )  e t  pLa(x)_l deux normes 

vec to r i e l l e s  de t a i l l e  3, il est a l o r s  poss ible  de d é f i n i r  l e  système majo- 

r an t  (1v.92) : 



Puisque l e s  condi t ions  d e  IlUrwitz sont  v é r i f i é e s  s u r  l a  ma t r i ce  M ( A )  l e  sys- 

tème (IV.91) e s t  asymptotiquement s t a b l e .  

Exemple d'iXtu,ktr&an 2. 

Un système non l i n é a i r e  e s t  d é c r i t  pa r  l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  (1v.93) : 

O 
X = 
1 f (X ) x1 - s a t  x + 2 g(x3) 1 1  2 

O 

X = 3 f3(xl) xi - 596 g(x3) 

) fonc t ion  c r o i s s a n t e  de  1: 
g(~3) = O <=> x =O 3 

3 s i g n  g(x3) = sign(x3) 

s o i t  p(x) une norme v e c t o r i e l l e  de  t a i l l e  3, il v i e n t  après majora t ion  : 

L 'app l i ca t ion  du théorème (IV.10) condui t  aux cond i t i ons  d e  s t a b i l i t é  

asymptotique : 



I V .  3 - €Rude de E'imtabZiLZ d a  aya;tèmu cantinud non f i n é u h u .  

 étude de l'instabilité d'un système de la forme S peut être envisagée 

sur un système minorant (111.77) : 

D+~(x) > N(~,x) p(x) YX e t  , ut eO (1v.96) 
Cette étude peut être abordée très rapidement si l'on impose à la ma- 

trice ~(t,x) d'appartenir à la classe des M-matrices. 

Dans ce cas en effettoutes lesvaleurs propres deIT(t,x) s o n t à p a r t i e ~ r é e l l e s ~ o s i t i v e s .  

Il convient cependant de remarquer que la contrainte ainsi imposge à N(t,x) est 

particulièrement dure puisqulii n'est pas possible de conclure à l'instabilité des 

processus non linéaires dont les racines caractéristiques ne sont pas systématique- 

ment toutes positives. 

IV. 3.7. - €;tude de L' A m X a b m é  it p u  d'une ma;ttrice M pbeudo-minoaante. 

Précisons tout d'abord que la matrice ~(t,x) appartient par hypo- 

thèse à la classe des M-matrices. En supposant qu'il soit possible d'inver- 

ser le sens d'évolution du temps, l'étude de l'instabilité basée sur la rela- 

tion minorante (IV.96) se transpose directement en une étude de stabilité 

basée sur la relation majorante (1v.97) : 

Dans ce cas la matrice - N(T,X) est une pseudo-majorante au sens de la défini- 
tion 1 et il est possible d'utiliser sur l'inégalité (1v.97) l'l-nsemble des 
théorèmes de stabilité présentés dans les sections (IV.1) et (~1.2). 

Reprenons à titre d'illustration l'exemple 1 du chapitre II, compte 

tenu du changement de base défini par la matrice P le système étudié est dé- 

crit par l'équation d'état (1~~98) : 



il s'en déduit pour la norme vectorielle de taille 2 

p(x)T = [lx1l y (x21] la pseudo-minorante d'expression : 

l'étude de 11instabilit6 du système (1v.98) peut donc être transposée en la 

recherche d'une condition de stabilité d'un système de matrice pseudo-majo- 

rante - ~(t,x). Puisque les éléments non linéaires de cette matrice sont 
isolés dans la première ligne, il est possible d'appliquer le c~itère de 

stabilité (11.3) d'ou les conditions suffisantes d'instabilité : 

Il en résulte l'instabilité de tout système dont les paramètres non linéaires 

f l  et fg évoluent 2 l'intérieur d'un domaine tel que A.B.C. figure ( ~ 3 )  



1V .4 .  - S Z a b W E  abnolue d u  nyn-tèma con t inun  non f i n é a i h a  1741. 

1V.4.7. - C a  d u  nyn-tèrna monavCVUablen f i n é a d t u  à commande non L i n é a h e .  

De t e l s  processus sont généralement d é f i n i s  à p a r t i r  d'une équation 

d ' é t a t  de l a  forme (1v.100) : 

A = ( a .  .) B = {b.) f ( u )  + O 
1~ 1 c T = { c . )  1 l i m -  u-to u 

e : entrée  du système e € % 
u : commande du processus u e 
x : vecteur é t a t  d 'ordre  n ) x e 3" 

Soi t  y un nouveau vecteur é t a t  obtenu en subs t i tuan t  5 l a  première 

composante du vecteur x l a  commande s ca l a i r e  u : 

il v ien t  pour l e  régime l i b r e  l ' équa t ion  d ' é t a t  suivante : 

O 

Y = A Y  colonne j 
C 

- 
n 

/ 

a 
A 

\ 

kl L c k  (-- bk --) f ( u )  - - . - - - - - C - (c jakl -c lakj ) ) -  - - - - 
1 k= 1 k=l 

A = - f 
I 

a i 1 
C a . .  - a 4 *  C .  fo- - 1 1J 

hi u ¶ - - -  - - -  ¶ 7 - - - -  
I 1 1 
1 

I 
1 

l I 
I I 

L 
I 

A 

(IV. 101) 

l i g n e  i 



Les éléments non l i n é a i r e s  d e  - A sont  i s o l é s  dans l a  première colonne d e  c e t t e  

mat r ice .  Une cond i t i on  s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  absolue  s u r  l a  non l i n é a r i t é  

f ( u )  sle.xprime simplement, à p a r t i r  des  cond i t i ons  de Hurwitz appl iquées  2 une 

ma t r i ce  pseudo-majorante de pour une norme v e c t o r i e l l e  p. 

IV. 4 . 2 .  .- C a  den a yb~èY?tc/?l in tmconnectéa.  

S o i t  maintenant un ensemble de s systèmes in t e rconnec té s .  Chaque 

sous système S. e s t  d é c r i t  par  une équat ion  d ' é t a t  r e l a t i v e  au  vec teur  
xi 1 

d e  l a  forme (1v.102). L 'o r ig ine  x=O e s t  pa r  hypothèse l e  s e u l  po in t  d ' é q u i l i -  

b r e  de c e  système. 

(m.  102) 

n.xn.  
avec Vi C s  , Z .  =Rixi ,  1 

1 1 

  es non l i n é a r i t é s  O. : 3 lii -> R6i 
1 

appar t iennent  pa r  hypothèse à l a  

c l a s s e  
u3 : 

1 - Supposons t o u t  d 'abord  que l e s  non l i n é a r i t é s  q i ( z i )  pu i s sen t  s e  

m e t t r e  sous  l a  forme (IV. 104)  : 

( I V .  104) 



dans ce cas l'équation d'état (IV.102) peut s'écrire : 

m 

avec : zi = ky, z z y .  .. .TI s Y P = {pij) , pii = P. 
1 

La forme de l'équation d'état (1v.105) est une généralisation au 

domaine multivariable de l'équation (1~ .100) .  Comme précédemment formons 

un nouveau vecteur état y du système (1~.102)  : 

T T T T 
Y = [Y,' Y2. ¶ Ys' Y:+l] 

il vient : 

* 
y = R  x 

Puisque le rang de la matricez* est égal à n ,  il est possible de déduire de 

1' équation d' état ( IV.  105) la nouvelle représentation ( IV.  107) : 



s o i t  encore L& = 
d t  

?# 
Les éléments non l i n é a i r e s  d e  l a  m a t r i c e  P sont  a i n s i  regroupés dans 1s 

d e r n i è r e  colonne de c e t t e  ma t r i ce .  Dans ce  sens  une norme v e c t o r i e l l e  

p ( y )  de composante IPi(yi)} i=1,2,  ... s+lpermet de  d é f i n i r  une ma t r i ce  
* 

pseudo-majorante d e  P dont l e s  é léments  non l i n é a i r e s  son t  iso?.és dans 

une s e u l e  colonne d e  c e t t e  m a t r i c e  ; d'ou l e  système d e  comparaison : 

Le c o r o l l a i r e  (IV. 6 )  permet a l o r s  d ' a f f i r m e r  que l e s  cond i t i ons  
W 

de  Hurwitz appl iquées à l a  m a t r i c e  M ( P  ) e n t r a i n e n t  l a  s t ab i l i t é  asymptotique 

du p o i n t  d ' é q u i l i b r e  x=O du système (1v.102). Il s ' a g i t  b i e n  d'une cond i t i on  

de  s t a b i l i t é  absolue exprimant une c o n t r a i n t e  s u r  l e s  non l i n é a r i t é s  Y . . ( z . )  
1 J  J  

de  c l a s s e  U 
3 ' 

2 - Lorsque l e s  non l i n é a r i t é s  q. . ( z . )  n ' appa r t i ennen t  p l u s  à l a  c l a s s e  
1J  J  

U3, il convient  d ' u t i l i s e r  une a u t r e  technique  d e  majora t ion .  

- Notons maintenant R = { R ~ ~ } ,  Rii - Ri,  R i j  = O Yi#j=1,2, ... s 

avec R e 3''" 

il v i e n t  : 

s o i t  p ( x )  une norme v e c t o r i e l l e  de t a i l l e  s il v i e n t  ap rè s  majora t ion  de  l 'équa-  
t i o n  d ' é t a t  (IV.105) : 

D+ p h )  6 M(P)  p h )  + M ( T )  I ~ ( Z )  1 (IV. 109) 

M(P)  e %'"' : pseudo-majorante de  P pour l a  norme v e c t o r i e l l e  g ( x )  



l a  matrice majorante g peut ê t r e  dé f in ie  de l a  manière suivante : 

Deux cas  peuvent a l o r s  ê t r e  envisagés : 

a La norme p (x )  peut ê t r e  chois ie  de t e l l e  façon que l a  r e l a t i o n  

suivante s o i t  v é r i f i é e  : z = C p ( x )  c e IL6". 
Dans ce cas il e s t  poss ible  d ' u t i l i s e r  l e  théorème (1v.7) basé sur l e s  travaux 

1 

de M.M Grujic e t  Popov. 

b Le plus  souvent, il ne peut ê t r e  poss ible  de déduire du système 

(Iv.109) un système de comparaison de l a  forme Lur le  Postnikov. Dans ce  

cas l ' u t i l i s a t i o n  de l a  fonction dé f i n i e  pos i t i ve  v (x , z )  suivante 

conduit après dér ivat ion à l ' i n é g a l i t é  (1V.113) 

Une condit ion de s t a b i l i t é  asymptotique du point  d ' équ i l i b r e  x=O du système 

(1v.102) e s t  simplement déduite des conditions de Hurwitz appliquées à l a  ma- 

t r i c e  symétrique & : l a  forme quadratique (IV.  l 13) e s t  a l o r s  dé f i n i e  négative. 



1 V . 5 .  - AppLicaXian à une é a d e  de /sltabiLLté du hégime &atrcé d u  hyn-tèrnen 

cav~I2.n~~ non &nPcWre~ v h  à VA d u  p ~ ~ ~ b ~ o v l n  i w a .  

Nous proposons en d e r n i è r e  app l i ca t ion  des  c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  

présentés  au cours de ce chap i t r e ,  d ' é tud ie r  l a  s t a b i l i t é  des régimes f o r c é s  

des  systemes continus non l i n é a i r e s  v i s  à v i s  de pe r tu rba t ions  i n i t i a l e s .  

D'une manière générale,  l ' é v o l u t i o n  des va r i ab les  de s o r t i e  d'un système 

d 'équat ions  d i f f é r e n t i e l l e s  non l i n é a i r e s  dépend non seulement des signaux 

d ' e n t r é e s ,  mais a u s s i  des condi t ions  i n i t i a l e s .  Un t e l  processus peut ê t r e  

considérc s t a b l e  en régime f o r c é  par  rapport  aux pe r tu rba t ions  i n i t i a l e s  

lorsqu 'au  bout d 'un  temps suffisamment long, l e  comportement de l a  s o r t i e  ne 

dépend que des  ent rées ,  l ' e f f e t  des  condit ions i n i t i a l e s  ayant totalement 

d isparu .  Il  s ' a g i t  donc d'une forme p a r t i c u l i è r e  de s t a b i l i t é  qui  t r a d u i t  

l 'amortissement du régime t r a n s i t o i r e  pour d é f i n i r  un régime dyntunique uni- 

que à p a r t i r  des signaux d ' e n t r é e  / 2 3 / ,  /24/. 

Ce problème e s t  par t icul ièrement  d é l i c a t  p u i s q u ' i l  n ' e s t  pas pos- 

s i b l e ,  compte tenu du ca rac tè re  à p r i o r i  non l i n é a i r e  des  systèmes que nous 

étudions,  d ' u t i l i s e r  l e  p r inc ipe  de  superposi t ion.  Le phénomène t r a n s i t o i r e  

de s t a b i l i s a t i o n  d 'un processus non l inéa . i r e  sur  un régime f o r c é  dépend donc 

à l a  f o i s  d'une p a r t  des pe r tu rba t ions  i n i t i a l e s ,  d ' a u t r e  p a r t  de l ' é v o l u t i o n  

des  ent rées .  

Le processus non l i n é a i r e  é tud ié  e s t  r é g i  par  l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  

(IV. 115) 

déskons par  x ( O )  e t  xg (0 )  2  vec teurs  de condi t ions  i n i t i a l e s  pour une 
1  

même en t rée  e ( t ) .  L 'évolut ion de l ' é c a r t  des so lu t ions  x,  ( t )  e t  x 2 ( t )  e s t  



a l o r s  d é f i n i  par  l a  r e l a t i o n  : 

Cet te  r e l a t i o n  peut assez souvent ê t r e  ramenée à l a  forme m a t r i c i e l l e  

(IV. 118) 

Le problème d ' u n i c i t é  du régime permanent du système (IV.115) s e  ramène donc 

à une étude de s t a b i l i t é  du système (m.118)  / 2 5 / .  

Nous envisagerons 2 exemples, l e  premier concerne l ' é t i ide  de s t a b i l i t é  

v i s  à v i s  des pe r tu rba t ions  i n i t i a l e s  des  systèmes l i n é a i r e s  à commande monova- 

r i a b l e  non l i n é a i r e .  Nous avons TU ( c f  1v.4.1) que de  t e l s  systsmes peuvent 
A 

e t r e  représentés  par  une équation d ' é t a t  de l a  forme (1~ .101) .  Il e s t  donc 

poss ib le  en supposant que l a  non l i n é a r i t é  f ( u )  v é r i f i e  une r e l a ~ i o n  de  l a  
a 

forme : f ( u l )  - f ( u p )  = f (u,p2) (ul-u2),  d 'ob ten i r  une équation d ' é t a t  des  

é c a r t s  de l a  forme (m.118) .  

A t i t r e  d ' i l l u s t r a t i o n  nous proposerons l 'exemple d 'un système non l i n é a i r e  

correspondant au schéma bloc de l a  f i g u r e  (IV. 4 )  
* 



Le fonctionnement d'un système de c e  type  e s t  d é f i n i  par  l'équation d ' é t a t  

(1v.119) : 

s i  P désigne une matrice de changement de base t e l l e  que 

il v i e n t  : 



L'étude de l a  s t a b i l i t é  v i s  à v i s  des condi t ions  i n i t i a l e s  du régime fo rcé  

peut donc s ' e f f e c t u e r  sur  l ' équa t ion  d ' é t a t  des  é c a r t s  (IV. 121 ) : 

D'ou l e s  condit ions de s t a b i l i t é  évidentes compte tenu du c r i t è r e  p r a t i q u e  (11.3) :  

* 
Les r e l a t i o n s  (1v.122) imposent une c o n t r a i n t e  su r  l a  v a r i a t i o n  de f  donc 

sur  l e s  v a r i a t i o n s  de pente de l a  c a r a c t é r i s t i q u e  non l i n é a i r e  f ( € ) .  Dans 
* 

l e  plan des c o e f f i c i e n t s  du polynome c a r a c t é r i s t i q u e  de l a  matr ice  M , il 
Y 

v i e n t  lorsque  f  v a r i e  l ' équa t ion  d'une d r o i t e  représentant  a i n s i  l a  carac- 

t é r i s t i q u e  non l i n é a i r e  du système (IV. 121 ) : 

i a 
d'ou l e s  condit ions dédui tes  de (Iv.122,) en fonc t ion  de f  e t  f2 

il s ' en  dédui t  l e  domaine d ' u n i c i t é  de l a  f i g u r e  (IV.5) 



Exemple 2 .  

Les phénomènes de  non m u l t i p l i c a t i o n  de fréquence /26/ des réseaux 

é l e c t r i q u e s  peuvent également ê t r e  m i s  en évidence à p a r t i r  d'une t e l l e  étude. 

\  il^^) Dans c e  cas  l a  convergence asymptotique des so lu t ions  des  équations de fonction- 
\ .,* 

nement assure,  pour tou te  en t rée  e t  des  condi t ions  i n i t i a l e s  quelconques, l ' u n i -  

c i t é  d e  l a  réponse du réseau.  



Soi t  l e  schéma du réseau é lec t r ique  suivant  : 

j igune 1V.6 

Le choix des va r iab les  ui e t  (. correspondant respectivement aux tens ions  
1 

aux bornes impédances Z .  e t  aux f l ux  des s e l f s  L. conduit à l ' équa t ion  d ' é t a t  
1 1 

suivante du processus. 

Les inductances LI  sont  non l i n é a i r e s .  La recherche d'une condit ion de non 

&muXiplication de fréquence conduit donc à é tud ie r  l a  s t a b i l i t é  v i s  à v i s  des 

per turbat ions  i n i t i a l e s  du système (1v.124). L'équation aux éca r t s  peut a l o r s  

s'exprimer sous l a  forme : 





Par con t rac t ion  au second ordre  à p a r t i r  de l a  norme v e c t o r i e l l e  : 

p(z lT  = [ l z l  1+ 1 221 7 1 z31+ 1z41] 

il v i e n t  : 

Des c o n t r a i n t e s  de non démul t ip l ica t ion  de fréquences du réseau 

(IV.6) sont a i n s i  d é f i n i e s  par  l e s  condi t ions  s u f f i s a n t e s  suivailtes : 

- 
% 
- 1 

K 
max[-LI R , ,  -L2 R2 . 

- 1 - 1 

- 1 
L: 

max (- i 1 
. max (- -- - 1 - 1 

y C~ 
-1 

p lCl  ~ 2 ~ 2  - 

P ( Z >  (1v.126) 



IV.6. - V X n m é t i n d o n  d'une équcr/tion d'&tut conChue non finéaite : 

La r é so lu t ion  formel le  des  systèmes continus non linéaires ne peut 

généraleaent ê t r e  envisagée à p a r t i r  des  méthodes analy t iques  usue l l e s .  La 

recherche des so lu t ions  nécess i t e  a l o r s  l a  mise en oeuvre de moyens numéri- 

ques. Le t ra i tement  de l ' i n fo rmat ion  sous forme d i s c r è t e  implique dans ce  

cas l a  c léf in i t ion  d'un modèle de même nature.  Pour terminer ce  chap i t r e ,  

nous proposons en comparant l e s  p r o p r i é t é s  de s t a b i l i t é  d 'un processus con- 

t i n u  e t  d'un modèle d i s c r é t i s é ,  de  d é f i n i r  une méthode de d i s c r t j t i s a t i o n  d'un 

type p a r t i c u l i e r .  

Associons à un processus cont inu  non l i n é a i r e  d é c r i t  sous l a  

forme de l ' équa t ion  d ' é t a t  m a t r i c i e l l e  ( 1 ~ . 1 2 8 ) ,  une fonc t ion  v p o s i t i v e  

dédui te  de l a  d i s t ance  eucl id ienne  / 27 /  

Un algorithme de  d i s c r é t i s a t i o n  approchée simple peut ê t r e  obtenu gour l e  gas 
X 

de c a l c u l  At,oen exprimant l a  r e l a t i o n  qui' l i e  l e  vecteur  x + A t  - au 
X 

2 
vecteur  x - A t  - : 

2 

(IV. 130) 



exprimons - dv d'une part en fonction de x et d'autre part en fonction de d t 

At O 
X - -  

2 x, il vient respectivement : , 

Il revient donc au même de dire que le système non linéaire (IV.128) 

est asymptotiquement stable si les conditions de stabilité continues appliquées 
T à A+A ou discrètes appliquées à H-' (A) H-' ( A ) ~  sont vérifiées. 

En conséquence le système continu (1v.128) et le système discrétisé 
- 1 

qui lui est associé par la transformation H ont les mêmes propriétés de 

stabilité vis à vis de la fonction de Ljapunov de type euclidien (1v.129). 

- 1 
~éciproquement la transformation H étant biunivoque il est possible 

d'associer au système discret (IV. 132) le système ( IV.  133). Dans ce cas encore 

les propriétés de stabilité sont conservées pour la fonction de Ljapunov ( I V .  134) 

vis à vis de la transformation inverse H . 

X n+ 1 = M (xn,n)xn (IV. 132) 

O 

M+l - I  : y =H(M)y. H ( M )  = (M-1) (2) (IV. 133) 

(IV. 134) 

Cette transformation semble donc particulièrement intéressante puis- 

qu'elle peut s'interpréter comme une méthode de discrétisation (~nnexe 3 ) 

donnant au modèle discret le même caractère de stabilité qu'au modèle continu 

/28/, / 2 9 / .  



Cette p ropr ié t é  t o u t e f o i s  n ' e s t  p lus  v é r i f i é e  en généra l  pour d ' a u t r e s  

types  de fonct ions  de Ljapunov. Envisageons dans c e  sens l e  cas  des fonct ions  

convexes. 

I V .  6 . 2 .  - Fonctio~n de Ljapunov convexexa. 

Soi t  v ( x )  une fonc t ion  d é f i n i e  p o s i t i v e  d e  type  convexe. Dans c e  cas 

l l i n é g a l . i t é  t r i a n g u l a i r e  e s t  v é r i f i é e  à p r i o r i  e t  il découle de l a  d é f i n i t i o n  

des  fonct ions  convexes l a  r e l a t i o n  suivante : 

S i  l ' o n  f a i t  t endre  d t  v e r s  zéro sans l l a t t e i n d r e , l ' i n é g a l i t é  (1:~.135)conduit 

à é c r i r e  : 

Ainsi ,  s i  l ' o n  c h o i s i t  une même fonct ion  convexe v  pour é t u d i e r  l a  

s t a b i l i t é  du système continu (IV. 128) e t  de son transformé d i s c r e t  ( I V .  130), 

l e s  p ropr ié t é s  de s t a b i l i t é  dédu i t e s  de l ' u t i l i s a t i o n  de c e t t e  fonct ion  v  pour 

l e  système d i s c r é t i s é ,  seront  également v é r i f i é e s  pour l e  système continu i n i -  

t i a l .  

Les c r i t è r e s  de s tabi l i té  basés sur  l ' u t i l i s a t i o n  des  normes s c a l a i r e s  

des  normes v e c t o r i e l l e s  ou des  d i s t ances  se  ramènent généralement à l ' u t i l i s a -  

t i o n  de fonct ions  de Ljapunov convexes. C 'es t  en p a r t i c u l i e r  1- cas pour l e s  

c r i t è r e s  que nous avons présentés  dans c e  chapi t re .  Dans ces  condit ions,  l o r s -  

qu'un système continu e s t  d i s c r é t i s é  en vue d q u n  t r a i t ement  numérique par  l a  
- 1 

t ransformation H , il e s t  poss ib le  à p a r t i r  d'une u t i l i s a t i o n  de  t e l s  c r i t è r e s  

sur  l a  forme d i s c r é t i s é e ,  de  déduire  l e s  mêmes p r o p r i é t é s  de s t a b i l i t é  pour l e  



système continu dont il e s t  i s su .  

Notons encore une f o i s  l e s  condi t ions  p a r t i c u l i è r e s  r equ i ses  pour 

t ransposer  a i n s i  du domaine d i s c r e t  au domaine continu l e s  p r o p r i é t é s  de s ta-  

b i l i t é  d'un processus. 

( i  L'algorithme de d i s c r é t i s a t i o n  e s t  impérativement basé s u r  l ' u t i l i -  
- 1 

s a t i o n  de l a  t ransformation homographique H . 

( i i )  Le c r i t è r e  u t i l i s é  pour l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  du systène d i s c r é t i s k  

r ev ien t  à met t re  en oeuvre une fonc t ion  de Ljapunov convexe. 

L ' u t i l i s a t i o n  de  l a  notion de norme v e c t o r i e l l e  a  permis de  met t re  

en évidence p l u s i e u r s  c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  dédu i t s  des nouvelles  méthodes 

de  cont rac t ion  présentées  au chap i t r e  III. L ' u t i l i s a t i o n  de s y s t è m s d e  compa- 

r a i s o n  non l i n é a i r e s n o u s - a  a i n s i  amené à é l a r g i r  sensiblement l a  c l a s s e  des 

systèmes continus non l i n é a i r e s  q u ' i l  e s t  poss ib le  d ' é t u d i e r  a i n s i .  De ce  

point  de vue, l a  démonstration de l a  conjec ture  dlAizerman peut ê t r e  considé- 

r é e  comme l ' u n  des principaux appor ts  de ces  techniques de majorat ion.  

Une a u t r e  con t r ibu t ion  importante e s t  r e l a t i v e  à l a  d é f i n i t i o n  

d 'un nouveau type  de fonc t ion  de Ljapunov s c a l a i r e .  Cet te  fonc t ion  a é t é  

u t i l i s é e  d'une façon presque systèmatique dans l e s  démonstrations des  c r i t è r e s  

de s t a b i l i t é  proposés dans ce  chap i t r e .  Ces c r i t è r e s  sont  d'une mise en oeuvre 

simple mais impliquent t o u t e f o i s  que l a  ma t r i ce  pseudo-majorante obtenue par  

cont rac t ion  s o i t  l 'opposée d'une M-natrice. 

Enfin, lo r sque  l e  système de comparaison e s t  d é c r i t  sous l a  forme 

de ~ u r ' e  Postnikov,  l e  c r i t è r e  de Popov conduit  à l 'énoncé de condi t ions  suf- 

f i s a n t e s  de s t a b i l i t é .  
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CHAPITRE V 

P r r é b e W o n  d'une commande auXoadapfativc de lu suhchau66e d'une centhale 

Dans ce dernier chapitre nous proposons à titre d'application d'étudier la 

stabilité du système de surchauffe d'une centrale thermique et plus précisé- 

ment d'un élément de la centrale de Loire sur ~hône. De telles unités présen- 

tent un intérêt particulier du fait de leurs possibilités d'utilisation en 

apport variable d'énergie. C'est le cas notamment de la centrale étudiée pour 

laquelle les puissances fournies peuvent varier de 120 à 250 MW. Une difficul- 

té apparait toutefois dans la mise au point des régulations d'un ensemble aussi 

complexe. En effet, les paramètres de structure du système~ert enfonction &la 

puissance demandée, ce qui confère au processus un caractère non linéaire mar- 

qué. Il semble cependant qu'un ensemble de plusieurs études de synthèses loca- 

les effectuées pour des régimes de puissances constantes, convenablement choisies 

entre 120 et 250 LW, puissent conduire par approximation à définir les caracté- 

ristiques d'un réglage adapté à de telles variations de st, ruct1;re. 

L'utilisation des méthodes d'études présentées antérieurement, et en 

particulier des critères de stabilité, vont permettre d'effectuer à la fois 

une étude théorique de la stabilité et la détermination d'un réglage ad@atifdlune 

installation de surchaiuffe. En effet une représentation d'état du surchauf- 

feur permet d'étudier globalement les propriétés de stabilité et de définir 

un mode de réglage à structure continuement variable avec la puissance deman- 

dée à l'installation. 



L'installation de surchauffe peut être considérée comme l'un des 

cléments essentiels du générateur de vapeur d'une centrale thermique. Afin 

de préciser l'ensemble des éléments associés à l'installation de surchauffe, 

il convient de définir les principales grandeurs d'entrée et sertie d'un géné- 

rateur de vapeur : / 1 /  

- OVI 
: température de la vapeur entre les deux surchauffeurs secondaires 

- Ovs : température de la vapeur à la sortie du surchauffeur final 

- O V R  
: température de vapeur à la sortie du résurchauffeur final 

- pv : pression de vapeur à l'admission de la turbine 

- Nv : niveau dans le ballon 

- OP : opacité des fumées 

Les commandes indépendantes auxquelles ces sorties sont associées 

sont respectivement : 

- C 
Qd 

: débit d'eau d'injection de désurchauffe 

- C : position des registres de recyclage 
RCY 

- Cf : débit de combustible 

- C~ : débit d'eau d'alimentation 

- : excès d'air. 

La chaudière alimente en vapeur le corps haute pression d'une turbine. 



Schéma g loba l  de l a  cen t ra le .  

P .A Pompe d ' alimentat ion 

il LLE 



S i  l ' o n  suppose une évo lu t ion  d e  f a i b l e  ampli tude au tour  d'un régime 

d e  charge donné, un t e l  géné ra t eu r  de vapeur peut  ê t r e  r e p r é s e n t é  par  une m a t r i -  

c e  de t r a n s f e r t  correspondant au  modèle d 'un système l i n é a i r e  m u l t i v a r i a b l e .  

Une t e l l e  r e p r é s e n t a t i o n  c'a de sens  q u ' à  charge cons t an te .  

- ['VI' 'VS' 'VR' 'v' N ~ y  O p y  &\;l 
E T= [cgd cRcy > cF 9 cE > cm> i y  T - -  

La p o s i t i o n  OS des  soupapes d 'admission du corps  hau te  p re s s ion  f i x e  l e  d é b i t  

de vapeur QV i n j e c t é .  

Les fonc t ions  de t r a n f e r t  de  l a  ma t r i ce  Zp o n t  é t é  déterminées par 

ana lyse  i n d i c i e l l e ,  e t  l i n é a r i s a t i o n  au tour  de  3 régimes d e  fonctionnement par-  

t i c u l i e r  : 120 MW, 180 MW e t  250 MW. 

Les c a r a c t é r i s t i q u e s  spéc i f iques  du surchauffeur  son t  d é f i n i e s  dans 

8 ( p )  OU (8 ( p )  n ' on t  d e  sens  que l e  t a b l e a u  1. Les fonc t ions  d e  t r a n s f e r t  , 
2 

lo r sque  l a  puissance fou rn ie  @ r e s t e  cons tan te .  
O 

Les t r ansmi t t ances  d l  ( p )  e t  d 2 ( p )  s e r o n t  symbolisées sous l a  forme : 



Tableau 1 

L'installation mise en service sur le site de ~oire/~hÔne comporte en 

plus de la chaine finale de surchauffe, une boucle de température intermédiaire 

4 (figure v.2). 



Dans cet asservissement 
%SC 

représente la température de consigne; 

la commande C de débit d'injection de désurchauffe se trouve perturbée par 
Qd 

les variations de régime de puissance de la centrale. 

L a  réglage des correcteurs ~ ( p )  et R (p) actuellement mis en oeuvre sur la 
1 

centrale ont été calculés de la manière suivante / 2 / .  Autour des 3 régimes 

d'identification et pour un choix de correcteurs PID pour ~ ( p )  et PD pour 

R (p), le constructeur a calculé 3 réglages de façon a minimiser le critère 1 
CR : 

Les coefficients ont tout d'abord été déterminés à 120 MW c'est en effet pour 

ce régime que l'asservissement est le moins stable. 

Sur cette base, la transposition à 250 MW d'un réglage de l'asservissement 

calculé pour 120 MW a donné des performances correctes à cette charge. Pour 

les 3 régimes particuliers étudiés, les réglages diffèrents sont adaptés à 

la puissance demandée à la centrale . Le controle adaptatif a donc été défini 

comme l'interpolation des résultats particuliers obtenus pour ltasservissement 

du surchauffeur à 120, 180 et 250 MW. Cette écude d et6 eûrepiétée par =Pie siau- 

lation qui a permis de confirmer le bien fondé d'une telle conjecture et de véri- 

fier le bon comportement du surchauffeur aux régimes intermédiaires. 

Nous proposons dans ce chapitre de présenter une méthode d'étude 

théorique de la synthèse auto adaptative du surchauffeur en utilisant l'un 

des critères de stabilité énoncés aux chapitres précédents. 



V . 2 .  - Rég lage  &O adapfdtib du auhchdudde~r. avec chaine de tréglLeaüon p ~ n u p d e .  

V .  2 . 1 .  - F o m W o n  e,t ptré~entdtion d'une méfhode. de a yui;thèa e adapaîu5ve. 

Dans l e  schéma de régu la t ion  que nous proposons d ' é t u d i e r ,  l a  mesure 

de température in termédia i re  n ' e s t  p lus  u t i l i s é e  pour l a  r égu la t ion .  Dans ce 

cas l a  température intermédiaire n ' e s t  p lus  régulée  ; cec i  ne r ep résen te  pas 

un inconvénient majeur puisque l ' o b j e c t i f  e s s e n t i e l  dans l ' asservissement  du 

surchauffeur e s t  r e l a t i f  à l a  r égu la t ion  de l a  température f i n a l e .  

L'asservissement é tud ié  e s t  représenté  par  l e  schéma bloc de l a  "gure V.3 

e t  correspond à l ' u n e  des  so lu t ions  de régu la t ion  proposée par  1 i 1  d i r e c t i o n  des 

études e t  recherches d'EDF. 

jiguhe V .  3 

Afin de comparer l e s  r é s u l t a t s  de l a  méthode de synthèse proposée 

aux r é s u l t a t s  r é e l s  d é j à  obtenus sur  l e  s i t e ,  l e  réseau cor rec teur  ~ ( p )  e s t  

supposé de même c lasse .  Il s ' a g i t  d'un correc teur  à t r i p l e  a c t i o n  proportion- 

n e l l e  i n t é g r a l e  e t  dér ivée  (P.I.D.).  

La fonct ion  de t r a n s f e r t  $, ( p )  r ep résen te  à puissance constante  
eVs(p) 

l a  t ransmit tance  c~)(P) 

Ce type  d ' i n s t a l l a t i o n  peut éventuellement fonctionner à puissance 

va r i ab le  dans l a  gamme 120/250 MW. Au cours des  changements de  régimes l e s  re-  

présenta t ions  u t i l i s a n t  l a  transformée de Laplace ne sont p lus  adaptées.  Il 

convient dans ce  cas  d ' u t i l i s e r  une rep résen ta t ion  d ' é t a t  t e l l e  que (v.4) per- 

mettant  de t e n i r  compte du ca rac tè re  non l i n é a i r e  de ce  processus. 



Une première d i f f i c u l t é  concerne l a  d é f i n i t i o n  des  cond i t i ons  de 

s t a b i l i t é  du surchauffeur  en r a i s o n  des  v a r i a t i o n s  de s t r u c t u r e  dues à E . ~ a  

so lu t ion  adoptée pa r  EDF d 'un  r ég lage  P.1.D a d a p t a t i f  dédu i t  de  p l u s i e u r s  

études ponc tue l l e s  en régime s t a t i q u e  peut  ê t r e  confirmée à p r i o r i  à p a r t i r  

d 'une étude de s t a b i l i t é  sur l a  r e p r é s e n t a t i o n  d ' é t a t  (v .4 ) .  

La s t a b i l i t é  du processus d o i t  en e f f e t  ê t r e  a s s u r é e  pour t o u t  r é g i -  

me de fonctionnement compris e n t r e  120 e t  250 MW. De p l u s  s ' i l  e s t  p o s s i b l e  

de  donner au tour  d e  chaque po in t  d e  fonctionnement 9 l a  v a r i a t i o n  admiss ib le  

de  puissance du p o i n t  de vue de  l a  s t a b i l i t é ,  on peut envisager  un p i l o t a g e  

des  changements d e  po in t  de  fonctionnement m i n h i s a n t  l e  temps d 'une  t e l l e  

opéra t ion  t o u t  en a s su ran t  à chaque i n s t a n t  l a  s t a b i l i t é  du surchauffeur .  

La consigne 8 r e s t a n t  cons t an te ,  l ' é t u d e  de  s t a b i l i t é  peut  ê t r e  Vsc 
e f f ec tuée  en régime autonome. 

Le système bouclé e s t  a l o r s  r e p r é s e n t é  pa r  1' équat ion d '  é ta t  (v. 5 )  



V.Z.Z. - €&de de n ; t a b U d  

La forme particulière de 1 ' équation d' état (v. 5) conduit à envisager 

l'application du théorème de stabilité (1v.6). 
Les éléments non linéaires sont en effet isolés dans la première ligne de la 

matrice du régime libre de l'équation (v.5). Toutefois llapplica.tion directe 

de ce théorème ne peut conduire à un résultat sous cette forme. Il convient 

donc par un changement de base appropriée de donner à l'équation d'état (v. 5 )  
une structure particulière permettant une utilisation efficace di1 théorème de 

stabilité (IV.~). 

Notons tout d'abord que ce changement de base (cf CH2,exemple) doit 

laisser les éléments non linéaires dans la première ligne de la matrice 

transformée et qu'il doit introduire un nombre minimum de paramètres pour assu- 

rer l'utilisation efficace du critère. Il convient donc d'utiliser ici un 

changement de base qui serait une forme généralisée de celui qui a été décrit 

en (11.28). La matrice R - l  doit donc être triangulaire supérieure et comporter 

au moins 3 paramètres indépendants, d'assurer la vérification des 3 premières 

conditions de Krasovskii. 
- 1 

Dans ce sens, la matrice de changement de baseR définie à la relation (v.6)~emet 

de déduire de l'équation d'état (v .5)  une nouvelle représentation (v.7) /3/ 



En vue de l ' u t i l i s a t i o n  du c r i t è r e  (IV.~), il convient de d é f i n i r  à p a r t i r  

de l ' équat ion d ' é t a t  (v.7)  l e  système de comparaison (v.8) : 

Les condit ions de s t a b i l i t é  exprimées en (v.9) découlent a l o r s  

directement de l ' app l i c a t i on  du c r i t è r e  de s t a b i l i t é  (1v.6) 



Les con t ra in tes  sur  AO,  A l ,  A2 ne dépendent en f a i t  que du choix desparamètres 

cons tants  ho,  h l ,  A2 d é f i n i s s a n t  l e  changement de base. 

La condit ion sur  A, dépend à l a  f o i s  du choix des  paramètres A, mais a u s s i  des  
J ' n  paramètres de r égu la t ion  ~ ~ ( q )  e t  de la. s t r u c t u r e  du système b i ( d ) .  



L16tude de s t a b i l i t é  peut donc ê t r e  associée  à l a  synthèse de l ' a s s e r -  

vissement puisque l a  v é r i f i c a t i o n  des  condit ions de s t a b i l i t é  (v.9) conduit à 

imposer un réglage  p a r t i c u l i e r  des c o e f f i c i e n t s  Bi. 

V .  2 . 3 .  - SuIZICZéb Q d'un nCaLLedw a d a n W X .  

Le choix du rGglaee Bi(q) peut t o u t  d'abord ê t r e  e f fec tué  autour 

d'un point  de fonctionnement p a r t i c u l i e r  5) Dans c e  sens l a c o n d i t i o n d e  
O ' A 

s t a b i l i t é  (v.9)  d é f i n i t  à l a  l i m i t e  l a  v a r i a t i o n  admissible A Y '  autour de 

- 1 
Les parsmètres A i  i n t r o d u i t s  dans l a  matrice de changement de base 

peuvent ê t r e  u t i l i s é s  pour a s su re r  l a  v é r i f i c a t i o n  des  condi t ions  sur  AO, 
A l ,  A2, e t  l e s  B .  pour d é f i n i r  l e  réglage  e t  imposer l a  de rn iè re  

1 

condit ion sur 
A3 * 

Une so lu t ion  par t icul ièrement  simple cons i s t e ,  compte tenu de  l a  forme de l 'équa- 

t i o n  d ' é t a t  (v.7) & annuler 3 des c o e f f i c i e n t s  non l i n é a i r e s  de l a  matr ice du 

régime l i b r e  du système de comparaison s o i t  : 

il e s t  a l o r s  poss ib le  d'exprimer chacun des paramètres h l  e t  X2 en fonct ion  

de Co e t  Ag. 



L'élimination de hl, hg dans les équations (v.11) permet de montrer 

que X -C est solution de l'équation caracteristique de la matrice du régime 
O O 

libre (v.5) : 

Si est choisi de telle manière que l'on ait X -C < O, les condi- 
O O 

tions de stabilité (v.9) se réduisent aux trois inégalités (v. 12) : 

(v. 12) 

il reste donc à étudier les possibilités de choix des paramètres X. tout en 
1 

respectant les contraintes précédentes. 

Afin d'une part d'imposer un régime de fonctionnement non oscillant et d'autre 

part d'assurer la vérification des contraintes (~.12), les racines de l'équa- 

tion caractéristiques (v. 1 1  ' ) seront supposées réelles et multiples. 

Dans le cas particulier qui nous intéresse le coefficient C est donné, il 
O 

est cependant possible d'imposer une racine multiple d'ordre 3 que l'on notera. 

(a)  et une racine simple (-6). Les coefficients Ci définis à l'équation (v.5) 

s'expriment ainsi en fonction de a et f3 : 

Compte tenu des relations (v.11)~ il vient en fonction de a et B pour l'ensem- 

ble des paramètres Xi : 



Les condi.tions de s t a b i l i t é  (v. 12) s ' éc r iven t  a l o r s  sous l a  forme suivante : 

Les contra intes  sur A. e t  A ,  é tan t  toujours  v é r i f i é e s ,  il ne r e s t e  donc 

qu'une seule  condit ion à s a t i s f a i r e  sur  
: 

(v. 16) 



la forme particulière de cette relation conduit à prendre pour paramètre 
p z -  il vient dans ce cas : 

a '  

puisque Fc et a sont choisis positifs l'inégalité (v.17) est équivalente à 

1' inégalité (v. 18) 

D'ou les contraintes sur le paramètre p : 

En conclusion si l'on choisit une valeur du paramètre p telle que la 

contrainte (v.19) soit satisfaite, le système étudié sera asymptotiquement 

stable pour un régime de puissance fixé, dans la gamme 120/250 MW. 

Dans ce cas pour toute une gamme de régime de puissance, les par:mètres de 

la régulation sont définis par les relations : 

Les paramètres bo, b, , b2, b étant fonction de 9 une première solution 
a O ' 

consiste à choisir un rapport - constant pour tous les régimes de puissance. f3 
Dans ces conditions l'installation aura le même type de comportement quel que 

soit le régime de puissance, le temps de réponse étant toutefois différemment 

modulé en fonction de 



Pour 8 = Pa il vient : 

u = constante 

bo = c0 = a [3+~] 
2 

bl + R l R l  = C, = 3 a (l+u) 

pour Fi donné le réglage adaptatif est donc défini par les relations suivantes : 

Ce mode de controle assure à donné la stabilité de l'installation. 
O 

Il reste à étudier dans quelles conditions il est possible d'admettre autour 
/3 

de I) une variation du r6gime de fonctionnement tout en conservant le 
O 

caractère de stabilité de l'installation. 

Soit 9 un régime de consigne pour lequel la compensation adoptée 
O 

est définie par les relations (v.22) et qui compte tenu de la vérification 
n 

des contraintés (v. 12) est stable en 3;. Notons a', 8' les valeurs des 
racines caractéristiques obtenues pour 



dans ces  condi t ions  l e s  éléments a , ,  a2, a3 de l a  première l i g n e  de l a  matr ice 

(v.7) ne sont  p lus  n u l s ,  e t  s'expriment à p a r t i r  des r e l a t i o n s  (v.24) : 

c2(aT) C3(a1) h3(a) 
- -- 

hl (a) h2(a) A2(a) 

La con t ra in te  déduite  de l ' u t i l i s a t i o n  du théorème de s t a b i l i t é  

(m.6) conduit a l o r s ,  compte tenu du choix p a r t i c u l i e r  du paramètre u , 
à l a  condit ion V.25 exprimée à p a r t i r  du système de comparaison. 



h 2 ( a )  h 2 ( a )  
O 9  O - -- 

h l  ( a )  h l ( & )  

s o i t  encore : 

(v. 26) 

La l i m i t e  de v a l i d i t é  de c e t t e  c o n t r a i n t e  conduit a l o r s  à d é f i n i r  deux 
a' 

valeurs  p a r t i c u l i è r e s  du rapport  a donc de l a  v a r i a t i o n  admissible de puis- 
6, sance A J  . 

Dans l e  cas  p a r t i c u l i e r  des  va le lusdu t ab leau  II obtenues l o r s  de 

l ' i d e n t i f i c a t i o n ,  il e s t  poss ib le  de donner une l o i  d 'évolut ion  des paramè- 

t r e s  bo, b l ¶  b2- 



Un changement d 'échel le  des temps correspondant à une accéléra t ion par 100 

du modèle i n i t i a l  permet de dé f i n i r  pour E l ,  bo, b  e t  b2 l e s  l o i s  : 1 

. Nous avons chois i  une valeur de u = - dans ce cas l a  condit ion (v. 19) 3.616' 
e s t  v é r i f i é e  e t  l a  s t a b i l i t é  assurée pour tou t  régime s t a t i que  de fonction- 

nement compris en t r e  120 e t  250 MW. 

11 v ien t  : 

t. 

a ' en notant - =p , l e  déterminant A3 s ' é c r i t  : 
a 



l a  contra inte  de s t a b i l i t é  s'exprime sous l a  forme de l ' i n é g a l i t é  (v.30) : 

a ' 
e t  conduit à une var ia t ion  admissible du rapport - a = P : 

l a  re la t ion  4 = f (ç) peut s  ' exprimer sous l a  forme (v. 32) 

Les diverses p o s s i b i l i t é s  de var ia t ion  de régime autour d'un point de fonc- 

i tionnement donné entre  120 e t  250 MW, peuvent a lo r s  s'exprimer sous l a  forme 

de l a  f igure  V.4. Les r é s u l t a t s  ch i f f rg s  sont donnés dans l e  tableau III e t  

exprimés en ternps r ée l .  



) a i s s e  de 
I 

1 
missance  -50 
tdmi s s i b l e  / 

I 
I 

Var ia t ion  de puissance  admiss ib le  au tour  d'un régime donné 



Ce graphiqueappelle essentiellement deux remarques. 

Tout d'abord il convient de souligner que l'évolution de la racine 6 est crois- 

sante avec la puissance I) de l'installation. En conséquence, ce surchauffeur 

est sensiblement plus stable à 250 Mid qu'à 120 MW. 

En outre le caractère non linéaire de la caractéristique ~ ( 9 )  expli- 

que la possibilité d'uneplus grande variation de puissance à 120 MW qu'à 250 MW. 

Ces deux résultats ne semblent donc pas en contradiction (figure v.5)  



Ces résultats sont dans l'ensemble en accord avec les résultats expérimentaux 

observés sur le site. 

Notons tout d'abord qu'au régime de fonctionnement établi & 250 MW les réglages 

proposés dans ce chapitre et effectués par E D F sont assez proches. L'adapta- 

tion des paramètres Bi est cependant différente, toutefois le caractère crois- 
sant de fi1 et B2 avec la puissance demandée est bien conservé. 

1 Réglage E D F 1 Réglage proposé 
I I 

Tableau 1 V  

Signalons d'autre part que des essais de changement de régime ont été effectués 

dans le cas du réglage E D F sur la base d'une variation de 25 EiW autour de 

120, 180 et 250 MW. Le temps de réponse Èi une baisse de régime ou à un accrois- 

sement de régime est de l'ordre de 1000 à 1500 S. L'utilisation du réglage 

proposé conduit à des résultats comparables à forte puissance, il semble cepen- 

dant possible d'accé26rernotablement les opérations de changemer,t de consigne 

entre 120 et 180 MW. 



Une autre méthode de réglage consiste à garder constant le pôle 

le moins stable 6 . Dans ce cas le temps de réponse de l'installation, 

essentiellement fonction de ce pôle, évolue peu avec la puissance demandée. 

Ce point de vue peut conduire à une amélioration sensible des limites de 

stabilitg pour un point de fonctionnement donné. 

Si l'on prend le cas du surchauffeur étudié ici et en imposant à la racine 
-2 -1 

la valeur 0.145 10 s , il vient pour S> les possibilités de variations sui- 
vantes aritour d'un point donné de fonctionnement 

- 12 MW < A Ç  < 12 MW 

soit encore : ~q~ = 24 MW 

La variation admissible de puissance est ainsi sensiblement accrue vers la 

puissance nominale de l'installation. 



V . 4 .  - P / t é s e W o n  d 'une  methode d'apphoche de L1é.tude d e  .ta tcclpidLté 

d ' adap td t iun  du t r & g W m .  

Dans l ' é t u d e  précédente,  nous avons supposé q u ' à  une évolu t ion  

du régime d e  puissance se lon  l a  l o i  i)(t) correspondai t  un r ég lage  adap ta t i f  

d é f i n i  pa r  l 'ensemble des  c o e f f i c i e n t s  B~ (ç) . L 'adap ta t ion  i n s t a n t a n n k  du 

r ég lage  ne peut  en f a i t  ê t r e  r é a l i s é e  en t o u t e  r i gueur .  En e f f e t  s i  l'ensem- 

b l e  des  paramètres  de s t r u c t u r e  bi du surchauffeur  dépend par  cons t ruc t ion  
Pl 

de l a  puissance  Y ( t ) ,  l e s  paramètres  Bi son t  c a l c u l é s  en fonc t ion  de l ' e s -  
A 

t ima t ion  à l ' i n s t a n t  t de  l a  pu issance  r é e l l e  fou rn ie  i l ( t ) .  Ce t t e  double 
fi 

opé ra t ion  dl  e s t ima t ion  de  I1(t) e t  de  c a l c u l  des  Bi n t  e s t  pas  immédiate, 

il convient  donc d 'admettre  que c e s  c o e f f i c i e n t s  sont  f o n c t i o n s  de  q ( t )  - AQ. 

Le terme A 6 r ep ré sen te  l a  v a r i a t i o n  maximale de  puissance  p o s s i b l e  de l ' i n s -  

t a l l a t i o n  en régime dynamique pour un i n t e r v a l l e  de  temps correspondant au 

r e t a r d  d ' adap ta t ion  des  paramètres  Bi. 

Nous proposons d e  montrer  dans c e  c a s  q u ' i l  e s t  encore p o s s i b l e  

d ' adap te r  l a  méthode de  synthèse  précédemment d é c r i t e  t o u t  en répondant aux 

exigences d e  s t a b i l i t é  de  l ' i n s t a l l a t i o n .  

Le r ég lage  a d a p t a t i f  peu t  ê t r e  d é f i n i  à p a r t i r  de  l a  methode p ré sen tée  

au paragraphe (v .2) .  En e f f e t  s i  l a  pu issance  est imée e s t  notée,  en r a i s o n  du 
f' 

r e t a r d  d ' adap ta t ion ,  6' = Y ( t )  - A(? l e s  paramètres  d e  r ég l age  8 .  1 peuvent 

s 'exprimer (equat ion  V.22) sous l a  forme su ivante  : 



Si  l ' o n  c h o i s i t  i c i  encore une mat r i ce  de changement de base d é f i n i e  

par  3 (équation v.6) il v i e n t  l e s  con t ra in tes  de s t a b i l i t é  d é f i n i e s  en (v .9) .  

 interprétation des c o e f f i c i e n t s  C .  e s t  t o u t e f o i s  d i f f é r e n t e  puisquli!s dépen- 
n 1 0 

dent  maintenant de 'J e t  9' s o i t  encore de (? e t  A? . 

Les coef , f ic ients  hi cons tants  d é f i n i s s a n t  l a  ma t r i ce  de changement de  base 
A 

peuvent r t r e  p r i s  à p r i o r i  dépendants de p . Cet te  hypothèse p e m e t  a i n s i  de 

s a t i s f a i r e  l e s  c o n t r a i n t e s  (V.12) sur  A A e t  A2 compte tenu d u  r ég lage  dé- 
O' 1 

f i n i  en (v.34). 

Il r e s t e  donc à v é r i f i e r  une dernière  condi t ion  d 'ordre  4 sur l e  déterminant 

A , e t  dépendant à l a  f o i s  de 9 e t  de (7' . 



c l  9 9 h 2 ( d  h 1 ( a )  
a 2 ( G  ,% = ho ( a )  - h l  (a )  hl  ( a )  h o ( a )  +- - -  

La recherche des  va leurs  de A 5-) conduisant à l a  l i m i t e  de v a l l d i t é  de l a  
$'.& =Ç-5'f, condi t ion  (v.36) conduit à une va leur  maximale admissible de A max 

V . 4 . 3 .  - Dynamique d a  changemenlx de h é g h e .  

Autour d'un régime donné il e s t  encore poss ib le  de donner l e s  l i m i t e s  

de v a r i a t i o n  admissible de 9 assurant  l a  s t a b i l i t é  du sygtème. Il convient 

dans c e  cas de t e n i r  compte du r e t a r d  dlada.ptat ion des paramètres de réglage.  

Nous proposons pour terminer ce  chap i t r e  de formuler c e  problème e t  a i n s i  de  

montrer l a  p o s s i b i l i t é  d'une t e l l e  étude. 

r, 
Notons JO l e  régime de puissance i n i t i a l  e t  q1 l e  régime maximal 

/I 

admissible en pa r t an t  de Yo.  La recherche d'une condi t ion  s u f f i s a n t e  de 
n 

s t a b i l i t é  l o r s  du passage de 9 O à d l  conduit à v é r i f i e r  l a  v a l i d i t é  de 

l a  con t ra in te  i n é g a l i t é  su ivante  : 

CO : Puissance i n i t i a l e  correspondant à un régime é t a b l i  s t a b l e  

l0 : Estimation de 9 O en vue du réglage  adap ta t i f  

$ : Puissance maximale admissible à p a r t i r  de 9 O 

Stl : Estimation de 9 en vue du réglage a d a p t a t i f  1 



Compte tenu de l a  r a p i d i t é  d 'adapta t ion  du régu la teu r  d é f i n i  par  l e  

t e r m e ç -  ç', il e s t  a i n s i  poss ib le  d ' é t a b l i r  un graphe des v a r i a t i o n s  

de régirne admissible analogue au graphe de l a  f i g u r e  (v.4). Il peut 
A 

e t r e  égzlement i n t é r e s s a n t  d e  t r a c e r  un réseau d'abaques paramétré 

s e l o n ç -  ç' , permettant d '  é t u d i e r  l a  p o s s i b i l i t é  d 'une u t i l i s a t i o n  du 

r e t a r d  d 'adapta t ion  de réglage  dans l e  but d ' a s s u r e r  une p lus  grande 

s t a b i l i t é  ou une mei l leure  dynamique des  changements de régime. 

L ' u t i l i s a t i o n  du c r i t è r e  de s t a b i l i t é  ('m.6) basé su r  l a  d é f i -  

n i t i o n  d'un système de comparaison du type  (11.1) nous a permis dans un 

premier temps de p réc i se r  l e s  condi t ions  de s t a b i l i t é  en régime s t a t i q u e  

d 'une i n s t a l l a t i o n  d-e surchauffe de l a  c e n t r a l e  de Loire/RhÔne. 

D'une étude de c e  type,  il e s t  poss ib le  de déduire  un mode de réglage  

auto adapta t i f  des  processus à s t r u c t u r e  v a r i a b l e .  De p lus  l e s  r é s u l t a t s  

obtenus conduisent à d é f i n i r  pour l e  processus é t u d i é  une zone de fonction- 

nement s table .  La s t a b i l i t é  e s t  assurée  à l ' i n s t a n t  t e t  pour l a  puis- 

sance e f fec t ive  dé l iv rée  g ( t )  s i  l a  v a r i a t i o n  A G ,  [Xt] exigée r e s t e  en 

deça des  l imi tes  de  s t a b i l i t é  ca lculées .  

S i  l ' o n  t i e n t  compte du r e t a r d  d 'adapta t ion  des paramètres, essen- 

t i e l l ement  du au temps nécessa i re  à l ' e s t ima t ion  de l a  puissance r é e l l e  de 



l'installation et au calcul des paramètres du régulateur, les conditions 

de stabilité en régime statique ou dynamique font apparaitre une limite 
f ' P  .) Aj2(J,t) représentant l'écart maximum entre la puissance réelle (3 de 

* 
l'installation et la puissance estimée Y ' dans la boucle dtad8ptation. 

La définition d'une stratégie des changements de régime en temps minimal 

peut donc être interprétée comme la recherche du signal pilote optimal 
A 
Y (t) pour lequel à chaque instant la puissance délivrée Q(t) satisfait e 
une double condition de stabilité : 

(i) La première contrainte conduit à définir une limite supérieure du 

retard d'adaptation. 

(ii) L'écart instantanné entre la puissance de consigne et la puissance 

réelle de l'installation doir rester inférieur au maximum admissible 

exprimé par la seconde contrainte. 
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L'analyse des  p ropr ié t é s  fondamentales des systèmes continus l i n é a i r e s  

e t  non l i n é a i r e s  à p a r t i r  des techniques de majoration c o n s t i t u e  l ' u n e  des orien-  

t a t i o n s  e s s e n t i e l l e s  des t ravaux présentés  dans ce  mémoire. 

Une première approche nous a amené, dans l e  cadre des s:ystèmes a s s e r v i s  

monovariables, à proposer l a  g é n é r a l i s a t i o n  des c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  présentés 

par  H.H Rosenbrock d 'une p a r t ,  F. Laurent e t  F. Lhote d ' a u t r e  p a r t  à p a r t i r  d'une 

rep résen ta t ion  sur l e  corps des  r é e l s .  

Une approche d i f f é r e n t e  de ce  même problème a e n s u i t e  permis d 'associer  

au processus é tud ié ,  un système de  comparaison de même dimension induisant  une 

étude s impl i f i ée  de  l a  s t a b i l i t é .  Ces r é s u l t a t s  nous ont  conduib à étendre ces  

notions dans l e  sens d'une d é f i n i t i o n  p lus  systématique des  systèmes majorants. 

A La mise en oeuvre du concept de norme v e c t o r i e l l e  a  pu e t r e  envisagée 

simplement l o r s  de l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  des  systèmes de grandes dimensions 

dont on connait  à p r i o r i  l a  décomposition en soussystèmes interconnectés.  

Dans ce  sens p l u s i e u r s  théorèmes de s t a b i l i t é  exponent ie l le  e t  asymptotique ont  

é t é  énoncés. 

Pour c e r t a i n e s  c l a s s e s  de  processus,  l a  v a l i d i t é  de l a  conjecture 

l i n é a i r e  e t  de l a  conjecture d'Aizerman a pu ê t r e  démontrée. Ce r é s u l t a t  peut 
A e t r e  considéré comme l ' u n  des  appor ts  e s s e n t i e l s  des techniques de majoration 

v e c t o r i e l l e s .  Dans ce  cas ,  il e s t  effect ivement poss ib le  d ' é t u d i e r  l a  s t a b i l i t é  

d 'un processus à p a r t i r  d 'un système de comparaison non l i n é a i r e .  Toutefois ,  

l e s  c r i t è r e s  présentés  ne peuvent ê t r e  efficacement mis en oeuvre que s i  l a  ma- 

t r i c e  du régime l i b r e  du système de comparaison e s t  l 'opposée  d'une M-matrice, 

ce lu i -c i  d o i t  donc ê t r e  c o n s t r u i t  dans c e  sens. 

L'ensemble de ces  t ravaux contr ibue  a i n s i  à p r é c i s e r  l e  concept de 

système majorant d 'un processus continu non l i n é a i r e .  En particu:Lier, pour 

une rep résen ta t ion  sous forme m a t r i c i e l l e ,  l e s  matr ices  pseudo-majorantes sem- 



b l e n t  cons t i t ue r  un moyen d ' ana lyse r  l e s  p r o p r i é t é s  d 'un système (Le grandes 

dimensions. Ces techniques ,  é laborées  pour l e s  systèmes con t inus  non l i n é a i r e s ,  

s ' i n t e r p r è t e n t  comme une ex tens ion  d e  l a  not ion  d e  con t r ac t ion  au premier o r d r e  

généralement u t i l i s é e  dans l a  seconde méthode de  Ljapunov. 

Dans l e u r  mise en oeuvre, e l l e s  tendent  à exprimer l e s  c a r a c t è r e s  e s s e n t i e l s  d e  

processus  d ' o r i g i n e s  d ive r se s .  En e f f e t ,  c e s  méthodes r é se rvées  habi tue l lement  

à l ' é t u d e  des systèmes a s s e r v i s  peuvent s ' é t e n d r e n t  à t o u t  système physique r é g i  

par  d e s  équations d e  même t y p e  e t  en p a r t i c u l i e r  à l a  recherche  d e  cond i t i ons  de  

non démul t ip l i ca t ion  de f réquence  dans l e s  réseaux  é l e c t r i q u e s .  

Le problème t r è s  ggnéra l  posé par  l a  s t a b i l i t g  d 'un  système n ' e s t  en 

f a i t  qu'une é tape  dans  l a  dé te rmina t ion  de  l a  commande d 'un  processus .  I l  con- 

v i e n t  d ' a i l l e u r s  d e  c o n s t a t e r  que c e r t a i n e s  méthodes de  synthèses  ont  é t é  dédu i t e s  

d e  techniques  nouvel les  d ' é t u d e  de  s t a b i l i t é .  Dans c e t  e s p r i t ,  l a  recherche  d e  

l a  commande a d a p t a t i v e  d ' un  surchauffeur  p ré sen tée  au  c h a p i t r e  V ,  i l l u s t r e  b i e n  

l e s  p o s s i b i l i t é s  d e  synthèse  d'un processus  con t inu  non l i n é a i r e  à p a r t i r  du sys- 

tème d e  comparaison non l i n é a i r e  q u i  l u i  e s t  a s s o c i é .  

C'est  dans  c e t t e  v o i e  que nous proposons d e  poursu ivre  c e  t r a v a i l ,  en 

é t u d i a n t  d e  manière systématique l e s  méthodes d e  synthèse  basées s u r  l ' u t i l i s a t i o n  

des  processus majorants .  



ANNEXES 

Annexe 7 

ThéohErne : SoLt A une m&ce d ' éléments cori6Xants ai , i , j= 1 ,a. . . n. 

Len 60LuZiom de l1LnégulAé ( 1 )  d a n t  minohécu pah c&e~  de L ' é q u d o n  
. . 

( 2 )  h i  &A éRGrncm2 non diagonaux de A a o n t  non négaZl6a : 

D émo nnaha&io n ------------- 

So i t  (3)  une équation déduite de ( 1 ) .  

La solut ion de (3 )  s'exprime sous l a  forme suivante : 

Soi t  k un s ca l a i r e  r é e l  p o s i t i f ,  il v ien t  : 

s i  k e s t  cho is i  suffisamment grand pour que l a  matrice A + k I  s o i t  non 

négative, a l o r s  l ' exponent ie l le  de c e t t e  matrice e s t  également non négative. 
A t  Puisque ekIt 3 0, l a  matrice e e s t  non négative. Dans ces conditions, 

compte tenu des hypothèses énoncées, il v ien t  : 



Annexe 2 

Soit une matrice A d'ordre n possédant n-1 lignes d'éléments 

constants. Dans ce cas le vecteur propre relatif à une valeur propre donnée 

A = h est nécessairement de direction fixe puisque n-1 relations suffisent 
O 

à le déterminer. 

Notons 

d 
dans cette présentation seuls les a (i=1,2,. . . ,n) sont non constants. ni 

Si vh présente le vecteur propre de composantes ai(i=l,. . . ,II) 
relatif à la valeur propre A > O de la matrice A, il vient : 

a 12 " " . *  a 1 ,n-1 

a2*- A.. .... a 2,n-1 



Lorsque l a  matrice A e s t  à éléments non diagonaux no2 néga t i f s  

e t  admet une valeur propre de plus grande p a r t i e  r é e l l e  négative, l a  matrice 

A , ( A )  : 

a 
12 " " * *  

A.. . . . . 

a n-1,2""' 

e s t  l 'opposé d'une M matrice,  il en r é s u l t e  que l ' i nve r se  de -Al ( A )  e x i s t e  

e t  e s t  à éléments non négat i fs .  

Il v ien t  a l o r s  : 

Dans ces conditions l e  vecteur propre vA admet des composantes 

tou tes  de même signe e t  correspond à l a  valeur propre de plus  grande p a r t i e  

r é e l l e .  

* 
S i  l o r s  d'une évolution pa r t i cu l i è r e  des coef f ic ien t s  a i, l a  

valeur propre maximale A r e s t e  constante  e t  négative a lo r s  l e  vecteur propre 

vh r e s t e  de d i rec t ion  f ixe .  



Annexe 3 - 

- Transformation homographique 

Les systèmes continus et discrets que nous allons étudier sont 

représentés respectivement par les équations d'état ( 1 ) et (2) 

x/xn vecteur état e an 
s/s, vecteur de sortie B IIr 

u/un vecteur d9entrée e Rm 

A/M e gnxn 

Les systèmes continus et discrets ainsi définis peuvent être linéaires 

stationnaires, linSaires non stationnaires ou non linéaires. Nous envisagerons 

principalement le cas des systemes linéaires. 

Les équations ( 1 ) et (2) peuvent s'écrire : 

Associons à ces relations les systèmes d'équations (lb) et (2b) 

respectivement : 

A A 
- 1 

A 
- 1 

Y,,, = + - Y* + ( I - ~ )  B U  n 



11 apparait alors que si l'on note {H(A) : anXn + an""} la 

transf orm:tt ion matricielle suivante 

- 1 
il vient pour la transformation inverse H 

Les relations 1b et 2b prennent alors une forme simplifiée : 

Les relations ( 3 )  et (3c) d'une part et (2) et (2c) d1i3utre part 

se correspondent biunivoquement par la transformation H. 

~roeriétés de la transformation H/6/ --- ................................ 

Soit une matrice D constante nous avons H[H-'(D)] = D ; de plus 

les propriétés spectrales de l'opérateur H(D) peuvent se déduire aisément de 

celle de D. En effet, lorsque la dérivée de H(X) / H-' ( A )  n'est pas nulle 
- 1 sur le spectre (hi) de D, les valeurs propres de H(D)/H-' (D) sont {H(Xi)/H ( h i ) } .  

De plus les matrices constituantes Z. des matrices D, H(D) et H-'(D) sont iden- 
1 

tiques à un facteur près. 

11.2 - Etude comparative des systèmes continus/discrets - et de leurs transformés 

discrets/continus par homographie. 

Stabilité --------- 
La stabilité des systènies continus (1) et discrets (2) fonctionnant 

en régime autonome (u/u r 0) est imposée par les contraintes respectives sui- n 
vantes : 



max R,(A,) < O 

mut A < 1 

Il vient pour les transformés par homographie 

max 1 <  1 
H ( A )  

Re 'H(M) < O 

En effet la transformation H réalise la transformation biunivoque 

dans le plan complexe de l'intérieur du cercle de rayon unité en le demi plan 

partie réelle négative. 

Dans ce sens ltapplication des conditions de stabilité à un système 

continu/discret et à son transformé discret/continu conduit nécessairement au 

même résultat . 

Dualité ------- 
Nous allons maintenant définir les systèmes adjoints des modèles 

(1)  et (2) et de leurs transformés (lc) et (2c). Le système adjoint du sys- 

tème (1) caractérisé par le vecteur 9 : 

T x $ = constante ( 5 )  

vérifie 1' équation 

11 apparaît en représentant par (6a) le transforné discret du système (6) : 

Compte tenu des relations ( 7 )  et (6a) 
T 

H(-A = [H(A)]  
- 1T 

il vient : 



Le système (6b) est ainsi le système adjoint du système (lc) 

transformé du système ( 1 ) .  Une propriété semblable peut être mise en 

évidence pour le système discret. Les résultats énoncés sont résumés 

sur la figure (AI). 

~omandabilité - Observabilité .............................. 

- Commandabilit é -------------- 

La condition de commandabilité d'un système linéaire décrit par 

la relation (1)/(2) peut s'exprimer siruplement au moyen des composantes Z. 
1 

de la matrice A ~ M ,  il vient : 

comandabilité de ( 1 ) => rang (z?, z$, . . . , Zn) = n (8 

comrnandabilité de (2) => rang (z?, zP, ..., Z~F) = n 
n ( 9  

si les matrices A et H(A) M et H-'(l4) ont mêmescomposantes à un facteur 

les conditions nécessaires et suffisantes de commandabilité des systè- 

mes (1) et (lc) (2) et (2c) sont respectivement identiques. 

- Observabilité ------------- 
Les propriétés d'observabilité et de commandabilité s'échangent, 

par dualité. La transformation H étant compatible avec la notion de dualité.. 
& 

elle conserve les d'observabilité du modèle adopté. 
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