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A ma femme,
A mes enfants
A mes parents et beaux parents,

A mon pére,



Avant propos

Le travail que nous présentons dans ce mémoire a été effectud
au Laboratoine de Systématique de £'Université des Sciences et Techniques
de Litle 1.

Les recherches que nous y avons effectuées ont éte dirnigées
parn Monsieun Le Progesseurn F. Launrent.

C'est avec empressement que nous voulons remerclern Monsieun Le Professeun
Laurent pour L'enseignement qu'il a su nows dispensern puls pour L'accueil
qu'il nous a neserve au sein de son Equipe de recherche. Trés napidement
et aussd efficacement, (L a su nous initier a La necherche. Durant toute
L'3labornation de cette these 4L nous a guidé avec sérnieux en nows procurant
sun un plan moral et humain sa sure et chaude amitie.

Avec La plus grande blenveillance, Monsieuwrn Le Professeun
R. Gabilland a accepté de nous conseiller dans La mise au point définitive
de nos travaux. Monsieun Le Professeur R. Gabillarnd nous a grandement hono-
ne en voulant bien acceptern de présidern notrne jurny. Qu'il regodve Led Le
témodignage de notre thés progonde gratitude.

Nows tenons a exprimern notre thés vdve reconnaissance a Monsieunr
Le Professeun Li. T. Grufié pour Le dévouement qu'il a montré en 8'inténes-
sant a nos recherches. 1L nous a permis, par ses thés hautes compétences
dans Le domaine de La siabilite des systemes de gaire evoluer thés sensible-
ment notrne trhavall malgne L'éloignement géographique. Les nelations qui
existent maintenant entre nos deux Laboratoirnes sont Le nesultat de cette
ethoite collaboration.

Monsieun £e Professeunr Gnujié a bien voulu juger notre travail
et parnticiper au jury de these, nous Le prions d'acceptern nos 1nés vigs et
sdinclnres nemenrciements.



Monsdieurn e Professeun J.L. Abatui a bien vowlu accepter de nous
conseillen tout au Long de nos recherches. Pan L'intérnét qu'il a montré
pour nos thavaux, AL nous a permis d'approfondin plusieurns points de ce
mémoine. Sa présence & notre jury de thése nous a progondément touchi,
nous Lul exprimons Toute notre reconnaissance.

Nous avons e4é particulierement hononé par La prisence @ notre
jury de Monsieun Le Professeur F. Lhote, € nous a témoigné de son inté-
net pour nos recherches et a accept? avec beaucoup de bienveillance de
nous alden dans La mise au point de ce mémoire. Nous Le nemencions inés

vivement.

Nows tenons a exprimen toute nothe heconnalssance & Monsdleurn Le
Progesseur P. Vidal pour £'enseignement qu'il nous a d'abornd dispensé puis
pour £es consells qu'll nous a prodequé au cowns de nod kecagnches. Nous
Le remencions egalement d'avoir bien voulu acceptern de participer a noine
jury de theése.

Que Monsieun Le Professeur Bossut, Directeun de £'Institut
Industrniel du Noad regoive Lcd Le témodgnage de notre hespectueuse et tnés
profonde reconnaissance. A tout moment L nous a apporté son soutien et
en particulier en acceptant de participer a notre jury de these. Nous tenons
a Lul exprimern notrne profond attachement.

Le concourns de Monsieun Miossec, Ingénieur E.D.F. a et 1nés
précieux. Par son dévouement et sa gentillesse, Monsieur Miossec nous a
perumis de traditern une application a caracténe industriel. Nous Le prions
de croine en nothe thes amicale et this sincére ghatitude.

Nous voudrions Egalement remercier notre colléigue et ami
Monsieun P. Borne, chercheun au Laboratoine de Systématique. A tout
moment L€ a su jouer Le role d'un interlocuteun toujourns inténessée &



L'esprit ernitique exenct ; fLes Echanges de vues que nous avons pu avoir sur
nos problemes de necherches nespectifs ont 6t extrémement proditables.
Nous Qui exprimons toute notre sympathie et Lui témoignons de notre amitié
progonde.

Nous ne sawrions terminen cet avant propos sans exprimer notre
neconnaissance & tous Les cherncheuns de £'équipe du Laboratoire de Systéma-
tique poun L'aide pnéciedée qu'ils nous ont appontée & La §0is sun Le plan
sclentifique et surn Le plan des contacts amicaux.
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Introduction générale

Ce mémoire a essentiellement pour objet la présentation de nouvelles
méthodes de majoration des systémes continus non lindaires de grandes dimensions.
Deux applications seront envisagées, la premilre est relative & l'analyse des
propriétés de stabilité d'un processus, la seconde a pour objet d'illustrer sur

un exemple concret les possibilités de synthése & partir du systéme majorant.

Introduit & l'origine en mécanique, le concept de stabilité désigne
une caractéristique de 1l'équilibre d'un corps rigide. L'idée premiére d'un
mouvement par rapport & une position d'équilibre stable a permis d'introduire
la notion de représentation dynamique d'un processus. Ainsi, en mécanique, le
repérage d'un mobile s'effectue le plus souvent & partir des coordonnées de
Lagrange (positions, vitesses). Cette préoccupation de décrire & la fois la
position instantannée et la dynamique d'un processus conduit & la notion d'état

utilisée de maniére habituelle en automatique.

Les processus que nous &tudierons dans ce mémoire sont supposés
d'évolution continue, leur état est représenté& par un vecteur d'ordre fini.
De plus, les modéles que nous serons amenés & utiliser dans la représentation
de tels systémes sont par hypothése décrits & partir d'équations différentielles

vectorielles du premier ordre et de forme générale

x = £(x,t,m) (A)

x GRn, t € ?1), ofo = [to,oo[ . f: ]-oo’ +oo
reRr ¢ T, xR xRE 5 Rn

Lors de la définition 4'un mod&le, au cours de la phase d'identifica-—
tion, il convient de tenir compte & la fois du caractére non linaire du processus
des erreurs de mesures dues aux capteurs et aux bruits, et enfin des hypothéses
simplificatrices. Dans ce sens, le vecteur T traduit le caractére 4'impréci-

sion du modéle.



Deux points de vue peuvent ainsi conduire & des méthodes d'analyse différentes.

(i) On peut tout d'abord considérer le vecteur T comme un vecteur aléatoire
défini par les fonctions caractéristiques de chacune de ses composantes.
Dans ce cas, il s'agit d'étudier un processus de Markov dont le caractére

de stabilité ne peut €tre précis& qu'en termes stochastiques.

(ii) Nous avons choisi d'utiliser ici une autre méthode et d'associer au modéle
A, un modéle majorant déterministe B d'ordre inférieur ou égal a celui de A.
Les solutions de A seront par hypothéses majorées par celles de B au sens

d'une inégalité.

L'idée d'associer un systéme de comparaison de structure simple & un
processus non linéaire complexe n'est pas nouvelle, elle a permis notamment a
V.M Matrozov de donner une interprétation de la seconde méthode de Ljapunov.
Toutefois, il convient de rappeler que ces systémes de comparaison furent &

1l'origine décrits par une &quation différentielle scalaire du premier ordre.

Plus récemment, différents auteurs se sont intéressés & la recherche de condi-
tions de stabilité moins restrictives en utilisant un systéme de comparaison
qui ne serait pas nécessairement du premier ordre.

C'est dans cette optique que nous présentons ce mémoire comme une contribution
a4 1'analyse des systémes continus non linéaires de grandes dimensions avec une

application dans le domaine de la synthése.

Dans un premier chapitre nous proposons de rappeler les définitions

relatives au concept de stabilité.

Une seconde partie concerne la présentation d'un critére de stabilité
adapté & l'analyse des processus monovariables. Les notions de systéme majorant
et de systéme de comparaison sont ainsi définies dans le cas particulier d'un

vecteur de comparaison de méme ordre que le vecteur état.

La définition plus précise de ces concepts nous améne dans une troisiéme



-

étape & étudier d'une maniére plus systématique la notion de processus majorant

par l'utilisation des normes vectorielles.

Le chapitre IV est relatif & l'analyse des propriétés d'un processus
continu non linéaire. L'utilisation du systéme de comparaison conduit ainsi &

1'énoncé de plusieurs critéres de stabilité.

L'illustration sur un exemple de ces techniques de majoration est envi-
sagée dans une dernidre partie et concerne la synthd&se d'un mode de contrdle auto-

adaptatif du surchauffeur de la centrale de Loire sur Rhdne.






CHAPITRE 1

Représentation des Systimes a varniables continues: SZabllitE.

1.1. - Stwcture des Systémes continus non Lintaires.

La notion de systéme physique est généralement associée & la défini-

tion de deux ensembles de variables :

-~ d'une part les variables de sorties supposées accessibles & la
mesure.
- d'autre part les variables d'entrée permettant d'agir sur le

comportement du processus.

Les systémes que nous proposons d'étudier appartiennent & la classe
des systémes "dynemiques" au sens de la définition de M. Athans /1/.
Leur mouvement est susceptible d'€tre reproduit par la résolution d'un modéle
mathématique. Nous envisageons de suivre 1l'évolution du processus sur 1l'in-
tervalle de temps :f; = [to, + ”[ . to définissant 1'instant initial.
Dans ce cas 1'évolution du processus est supposée de sens constant,
la variable t étant constanment croissante & partir de to,

te ¢, t.eC
»O o Oc=]—°°,+°°[

Afin de préciser les notations, nous supposons que l'ensemble des
variables d'entrées constitue un vecteur u de dimension £ dans l'espace vec-
toriel % des fonctions du temps ui(t)

e 1 O I D (1)
¥te T |



De méme, les variables de sorties forment un vecteur de sortie s

de dimension r dans le méme espace :
' = {s,(6), .o. s (8)) (2)
¥t eczfo

I1 convient & ce niveau d'introduire deux hypothéses supplémentaires

conduisant 3 une définition plus précise de la classe des systémes &tudiés.

En premier lieu nous supposons que le vecteur de sortie s(t), défini
a4 l'instant t, ne dépend pas du vecteur de commande u(ti) défini aux ins-

tants t. postérieurs 4 l'instant t.

En second lieu, les variables et fonctions que nous serons amenés

8 introduire au cours de cet exposé ne dépendront d'aucun facteur aléatoire.

Les systémes &tudiés appartiennent donc 4 la classe des processus

déterministes et non anticipatifs.

L'évolution du vecteur de sortie s(t) est continue ou continue par
morceau par rapport & l'argument temporel t sur qfo H de
méme le vecteur de commande u(t) est d'évolution continue ou contime par
morceau sur le méme intervalle de temps. A 1'instant t le vecteur e(t)
de dimension m représente les entrées ou consignes. Le vecteur de com-
mande u(t) est €élaboré & partir des variables des consignes e et des
sorties s #&ventuellement retardées. Cette structure d'asservissement peut

8tre représentée selon le schéma suivant

Elaboration u(t) s(t)

s de la > Systéme by

commande




1.2. - Notion d'Etat

L'évolution du processus sur l'intervalle d'observation ne dépend
pas en fait des seules entrées mais aussi des donn€es initiales & 1'instant
to. En effet, pour un méme intervalle d'observation, une méme &volution du
vecteur de commande uf(t) 1l'observation des sorties peut &tre différente.
Il convient donc d'adjoindre aux deux notions de commande et de sortie pré-
cédemment définies, la notion d'état qui caractérise l'ensemble des informations
dont il suffit de disposer & l'instant to pour prédire le comporte-

ment du processus sur l'intervalle de définition.

Dans 1l'espace vectoriel.ji des fonctions du temps, supposé linéaire
et normé , nous appellerons x le vecteur état de dimension n sur K2, K
désigne ici le corps des réelsgz<mldes complexes €. si X représente 1'état
initial du processus d l'instant too la relation de dépendance entre le vec-
teur état, les commandes et 1l'état initial X est définie & tout instant de
1'intervalle d'observation ]to, thsous la forme de la fonction de transition (3)

1/, 12/, /3/.

x(t) = x(xo ; u(to, t) 3 t

t) (3)

o’
Cette fonction est supposée continue par morceau par rapport & X, pour t ettofixé
et par rapport & t pour X, et to fixés.
. . = 1

x(x 5 ult s t) 5 £, t)= % (3)

Ainsi la connaissance de 1'état initial X a4 l'instant t ainsi
que des commandes u(to, t) sur l'intervalle d'observation suffit & déter-
miner & tout instant 1'état du processus et les sorties correspondantes.

Notons enfin que ce vecteur est constitué d'un minimum d'informations dont

le nombre définit l'ordre du processus.

D'une facon analogue les variables de sortie sont dé&finies par la

relation suivante :

s(t) = s[xo 3 u(to, t) too t] (4)



1.3. - Stabilite d'un systime dynamique.

Dans un premier temps, nous proposons de préciser les définitionms

relatives & la stabilité d'un systéme dynamique continu.

Les systémes que nous étudierons ayant généralement une structure

de type bouclée nous noterons sous forme simplifiée la fonction de transition x(t)
x e {7, te? ,t e
x(t) = x[t, xo’to] (5)

Cette relation suppose une dépendance (feedback) entre les com-
mandes et les sorties ; le régime d'évolution est autonome, les entrées

étant supposées constantes ou nulles.

1.3.1. - Stabilite Asymptotique.

Notons x(t, X, to) et x(t, xé, to) deux mouvements d'un méme
processus pour des états initiaux différents et d(t, ty 3 X, xé) la distance
entre deux points successifs au méme instant :

alt, t 3 x, x0) = ||x(t, x5 ) - x(t, x5 £ )]]

(6)

avec : ||x||2 = x° x

Les &tudes de stabilité cherchent généralement 3 donner une estima-
tion de cette distance & partir de fonctions de comparaison. Afin de préciser
le concept de stabilité asymptotique, il convient de rappeler les notions de

stabilité et d'attractivité introduites par W. Hahn /L/.

Définition 1.

Le mouvement x(t, x%, to) est appelé mouvement perfurbé si x',




est susceptible d'évoluer dans un certain voisinage de X gelon 1'inégalité

suivante :

x] €D, (x ) = {x] : ||xo - x;|] < A} , 4 >0

D4inition 2.

@ (r) représente au sens de la définition de Hahn une fonction

de classe K telle que :
@() =0

W(r) est une fonction définie continue strictement croissante de r pour

0 r g r1
¥r > O Y(r) >0
Déginition 3.

D'une fagon analogue o(s) désigne une fonction de classe L définie
continue strictement décroissante de l'argument s et telle que :

lim o(s) =0 ols) > 0, ¥s>0

s>

Dans ces conditions, le mouvement non perturbéx(t) est stable s'il
existe une fonction «p de classe K par rapport sux conditions initiales

telle que :
a(t, ty 5 Xg» x1) & Lp[on - x;H 3 to] (7)
i 1
¥ ot e, w_eT, e %A (x_)

La définition originale de la stabilité exprime qu'il doit

exister pour tout € >0 un nombre & tel que :

¥t € :go, onrb_ x| [<6(t_,e) => alt, t_ 3 x_, x}) <e (8)
) ¥

Vto e Py Vx.‘ e A (xo) . 6 >0

Le mouvement non perturbé est attractif s'il existe une fonction 6

de classe L par rapport & t -t et telle que :
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alt, ty 3 x5 x!) € 6 t—to;x',to] (9)
= t
v, eB,¥vwet, e D (x)
I1 est équivalent de dire que pour tout nombre n > O il existe
T tel que :
d(t,tg;xo,cg;) < n ;:> t-t > T (10)
1
¥t €0, ¥t €T, ¥xi € o, (x)
Enfin, si le mouvement non perturbé est a la fois stable et attrac-
tif il est dit asymptotiquement stable, c'est dire qu'il existe un majorant

de la distance @ dé&fini par 1'inégalité suivante :
alt, v 5 x5 x}) <\P[||xo - xi s to}o{t -t 5 x), to] (11)
1 {
AR e‘ﬁ, ¥t € cﬁ;, ¥x) @ G?A (xo)

1.3.2. - Stabilité uniforme

La notion de stabilité uniforme exprime que les fonctions de compa-

raison peuvent €tre choisies indépendamment de l'instant to- i.€
] .
Vx1e%A(xo),Vtoe‘f,Vt e T alt, b5 x s x',) <“(’[ Il x, - x| ] (12)

Le concept d'attractivité peut €tre qualifié d'uniforme par rapport

1

a to-ou par rapport au mouvement perturbé de x1 .

Dans chacun des cas il vient : ¥t eﬂﬁ, ¥t e‘%%, ¥x! Gq'5 (xo)

1 A
3 ' . ! - . >
par rapport & x| a(t, b3 X x1) < 6(t t s to) ¥t >t
S . 1] -— . 1
par rapport & t_ a(t, ty 5 X x1) < G'Ct to : x1) (13)

Enfin le mouvement est dit uniformément et asymptotiquement stable
s'il est uniformément stable et uniformément attractif (par rapport a x%).

Dans ce cas, la stabilité ne dépend ni de 1l'instant initial ni des perturba-

tions.
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1.3.3. - Stabilitt iLLimitde, s1abillitl asymptotique globale

Le domaine d'attraction d'un point d'équilibre ramené & 1l'origine est
constitué de tous les points x tels que :

lim x(t, x_, t_) = 0 ¥t e, vt eW5;

t0

Lorsque la propriété de stabilité est vérifiée le domaine d'attrac-
tion est trés souvent appelé domaine de stabilité. Ce concept doit &tre dis-
tingué du concept de domaine de stabilité dans 1'espace des paramStres au
sens du critére de Routh - Lorsque le domaine de stabilité et d'attraction
est constitué de tout l'espace de définition du vecteur état x on dit qu'il
s'agit de stabilité asymptotique illimitée ou de stabilité asymptotique glo-
bale.

1.3.4. - Stabilité absolue.

De trés nombreux systémes asservis non lindaires n'ont qu'une seule non
linéarité. La caractéristique non linéaire f(z) vérifie par hypothése une
relation du type suivant :

0¢zf(z) ¢ a2’ 0<ac<ew

Un tel systéme vérifie la propriété de stabilité absolue /6/ dans
le secteur [O, u] si 1'équilibre est globalement asymptotiquement stable

et ne dépend pas du choix particulier de la valeur de f(z) dans le secteur

[O,cﬂ.

1.3.5. - Stabilité onbitale

La notion de stabilité orbitale /5/ peut permettre de caractériser
les régimes oscillants de certains syst®mes non linéaires.
Il s'agit en effet de rechercher sous quelles conditions un ensemble de

points, représentant une oscillation en régime permanent, peut présenter les



caractéres de stabilité et d'attraction au sens ou nous l'avons défini

antérieurement.

Les définitions relatives & ce type de stabilité sont donc analo-
gues 3 celles qui ont précédemment été introduites, il convient toutefois

de leur adjoindre la notion supplémentaire d'ensemble invariant.

Un ensemble © inclus dans § est 1nvariant si : ¥t, t

, e°60,VtO e %
x(t, X to) € Q pour t =t &> x(t, X to) e Q ¥t>t,

Il convient dans ce cas de préciser la notion de distance d'un

point x & un ensemble Q :

a(x, Q) = inf[Hx -ylls ve QJ
sixe Q, d4d(x, Q) =0

Les notions de stabilité orbitale et d'attractivité orbitale décou-

lent ainsi directement de cette notion particuliére de distance.

1.4. - Théondmes de Ljapunov - [?#/, /8/

La mise en oeuvre de la seconde méthode de Ljapunov ou méthode
directe implique le choix de fonctions v(x, t) vérifiant les propriétés

suivantes :
a) v(x, t) est définiedans tout l'espace 12, ¥t € Cz;

b) vix, t) = 0= x=0 ¥t R

¢) pour t donnd, v(x, t) est continue par rapport 3||x|| et

borrée dans le domaine de définition

d) Pour x donné v(x, t) est continue par rapport & t.

e) v(x,t) est définie positive dans le domaine de définition si elle
est définie et positive en tout point de ce domaine & 1'exclusion
de l'origine c'est-&@-dire minorée & tout instant par une fonction <
de la norme euclidienne du vecteur x et de classe K au sens de

Hahn i.e :



J @ae classe K : v(x, t) 3 @(||x|]), w eGCO

La fonction v(x, t) joue le r8le d'une distance généralisée et
définit une évaluation particulidre de la distance de 1l'extrémité du vec-

teur état du systéme & 1l'origine le long du mouvement du processus étudié.

Theoneme 1.

S'il existe une fonction définie positive v(x, t) de dérivée(eulérienne)
e spe s . o
semi définie négative v le long du mouvement x(t;xo,to), alors 1l'équilibre est
dit stable.

Théoneme 2.

S'il existe une fonction v définie positive et de dérivée définie

négative le long du mouvement x(t;xo,to),valors 1'équilibre est asymptotiquement
stable,

Ce théoréme induit en fait l'existence d'une inégalité de la forme
suivante :

° «

v € -~ X(v) (14)
L(r) fonction définie continue strictement croissante ¥r :

o*<r < T r, 6 0, +of

x(0) =0

Les hypothéses relatives au théoréme de Ljapunov impliquent en fait pour la

fonction v et sa dérivée la vérification d'inégalités telles que (15)

@, (Hx|]) ¢ vix,t) <@ (]]x[]) ¥ 8 B

° (15)
v =-v (|Ixl]).

Y : fonction de classe K au sens de Hahn.

1.5. - Descrdiption des sysiemes Etudids

Les systémes dont nous proposons l'étude peuvent &tre rattachés



_‘;u..

4 la classe des processus non linfaires décrits par 1l'équation d'état vecto-

rielle (I)

o

x = £{t, x) (1)

o PO C%n

x vecteur état d'ordre n défini sur J
Par hypothése la fonction vectorielle f de composantes £, vérifie les
propriétés usuelles suivantes : /9/
1 - Le point x = 0 est solution triviale de 1l'équation (I)

f(t,x) =0<=>x=0 ¥t 3> tg

2 - L'origine est un point singulier isolé :
J n' > 0 donné 1'équation f(t, x) = 0 ne peut s'annuler
qu'en x = 0 & 1'intérieur du domaine ||x|| < h!
3 - La condition de Lipshitz est vérifiée pour 1l'équation (I) (%)

[l£(t, x') - £(t, x")|] ¢ L. ||x' - x"||
¥x', ¥x", ¥t23 to : ||x']] < n, ||x"|| < h

L : constante positive.
Nous limiterons notre &tude le plus souvent & la classe des systémes conti-~
nus non linéaires représentés par 1l'équation d'état suivante :

o

x = A(t, x) x (11)
A(t, x) est un tableau de dimension rXn et d'éléments

oy 4 fonctiomsdu vecteur état x et du temps t [i, 3= Lo eraes n]

A(t, x) : ot;tgan > 8&’““
aij(t, x) : '@x@ > 5{9 [i, J=1yeee, n]

¥ Rq : Pour que la condition de Lipshitz soit satisfaite il suffit
par exemple que les composantes fi du vecteur f admettent des
dérivées partielles bornées par rapport aux composantes x; du

vecteur &tat x.
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- La forme matricielle (II) peut &tre justifiée & partir de la donnée
de 1'équation d'état I et de 1l'hypothése 1.
En effet, si 1'on suppose que la fonction yvectorielle f admet des dérivées
partielles d'ordre 1 continues, il vient & partir d'un développement de f(t,x)

par rapport au point x=0 et 1limité au premier ordre :

f(t,x) # £(t,0) + %ﬁ . X = %ﬁ . X

d'ou une équation d'état approchée du systéme (I) sous la forme (II')

;=j.x ,j=%§ (II')

Dans ce cas, NN Krasovskii/1k/ a démontré que si la matrice
€3T +€] est telle que toutes ses racines caractéristiques restent stric-
tement négatives pour toute &volution du vecteur état x, le systéme I
est globalement et asymptotiquement stable. A cette fin NN Krasovskii

a utilisd 1la forme matricielle (II') associée & 1l'équation d'état I.

1 - Un ensemble de systémes continus non linéaires interconnectés peuvent &tre
décrits le plus souvent par une équation d'état matricielle telle que II.
2 - Puisqu'd chaque instant le tableau A peut &tre considéré comme un opérateur
linéaire matriciel, nous dirons par extension que A(t,x) est une matrice.
3 - Le systéme (II) vérifiant les hypothéses que nous venons d'énoncer pour le
systéme (I), la condition de Lipshitz s'écrit dans ce cas :
[late,x) x[| < |||

¥x, ¥t ¢ G tel que [1x]l< n (16)
compte tenu de la définition de ||x|| il vient

|xT AT(t,x) Alt,x) x| < leTx| (17)
Soit encore

max A T, <L ¥x : ||x]] < =

max A : la plus grande valeur propre de la matrice symétrique ATA.
La condition de Lipshitz revient donc & définir des contraintes sur la

variation des coefficients aij de la matrice A.



-16 =

1.6. - Stabilite des systimes non Lindaires décnits par des Equations d'état

du type (I) et (II)

L'étude des proprifétés de stabilité des processus décrits par des
équations de la forme (I) et (II) a été envisagée dans de nombreux ouvrages.

Les méthodes généralement utilisées peuvent &tre divisées en deux classes :

(1) Les méthodes fréquentielles inspirées du critére Nyquist pour les
systémes linéaires développées par V.M. Popov /10/ dans le cadre des sys—
tdmes non lindaires. Ces critdres s'appliquent aux systdmes asservis décrits
par le schéma bloc de la figure 2 et définissent généralement des conditions

de stabilité absolue.

Cl

2 v (0) - G(p) s

Ces travaux ont été repris par M M. Kalman et Yacubovitch f11/, /12/
€tablissant ainsi le rapport entre le critére fréquentiel de Popov et la
seconde méthode de Ljarunov. Plus récemment, M M Lalanne et Rault ont pro-
posé une approche unifiée de la stabilité des systémes non linfaires & par-

tir des méthodes fréquentielles /13/.

(ii) La seconde méthode de Ljapunov qui reste en fait 1l'outil essentiel

dans l'analyse des propriétés de stabilité d'un processus. Nous proposons
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~

d'en rappeler quelques applications dans le cadre de 1'étude de la stabilité

des systémes du type (II). /21/

1.7. - Méthode dinecte de Ljfapunov

Cette méthode s'interpréte géométriquement comme la recherche de
fonctionsv du type distance généralisée. Dans ce sens et pour les systémes
décrits sous la forme II, le choix de fonctions de Ljapunov quadratiquesdu
type distance euclidienne conduit & 1'énoncé de conditions suffisantes de

stabilité relativement simples : /1k4/

La fonction v = xT Q x associée & 1'étude de la stabilité du sys-
téme (II) est de Ljapunov s'il existe une matrice ) telle gque la matrice

S = A(t, x)T. Q + Q. A(t, x) vérifie la condition de stabilité suivante :
Re [Xm(s)] < 0 Q = QT , Q : définie positive

Km(S) : désigne la valeur propre de plus grande partie réelle de §,

La difficulté d'utilisation d'un tel critdre réside en fait dans la liberté
de choix de la matrice Q.

De méme l'utilisation de la notion de norme conduit & définir une classe
particuliére de fonctions de Ljapunov et de conditions suffisantes de sta-

bilité des systémes continus non linéaires.

1.7.1. - Fonctions de Liapunov du Lype norme

L'introduction de fonctions de Ljapunov du type norme peut &tre
considérée comme une généralisation au continu des résultats sur la contrac-

tion obtenus pour les systémes discrets.

Notons (x) une norme scalaire du vecteur état x x G«E%P.

@ (x) définit une application deERJn dans 8&+ telle que :
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@(x)s o ¥ x € gLn '
Wixx) = |\ @ (x) Hegﬁ, ¥ x e R°
Wix +y) ¥ (x) +@ly) ¥x,y¢€ S°

J(x) = 0 = x=0

(18)

Le choix de la fonction v définie positive et de la forme suivante :
v =max |x.]|
i
i=1....n
conduit & 1'énoncé du critére de Rosenbrock /15/ pour les systémes continus
non linéaires décrits sous la forme II  soit :

A= {a..} i, 3 = 1,000 n

Ia..l] < 0 (19)
ij

M M Laurent et Lhote /10/ ont généralisé ce point de vue au cas de fonctions v

de la forme suivante :

n
ve T |x
i=1 | ll (20)
n
—\/ 2
Y 121 i

Nous proposons pour terminer ce chapitre d'étendre le domaine de
validité de ces critdres au cas ou le vecteur x est défini sur le corps
des complexes C.
En effet, 1'interprétation des conditions algébriques de stabilité asymptotique
peut conduire & la définition d'un critdre géométrique de stabilité relatif

au lieu des racines d'un systéme non lindaire dans le plan complexe /17/.



1.7.2. - Extension de L'utilisation d'un Lieuw d'Evans & L'étude de La stabi-

Lite des systémes continus non Lingaires.

L'étude de la stabilité asymptotique du systdme (II) défini sur ¢ °
conduit & rechercher une fonction qui vérifie les conditions d'application
de la seconde méthode de Ljapunov. Soit v une fonction réelle du vecteur

état x décrite par la relation (21)

— 1/
= - = - 2
v = mex \/ x; x; = (xi Xy ) (21)
i=1...n m
x; e €

X désigne le complexe conjugué de la variable X

L'équation d'état (II) permet d'écrire.:
j=n =

X. ) a. . X. + X, Y e, . x,
o I j=1 md d m i=1 m
v = (22)

oy

Aprds avoir regroupé les termes diagonaux il vient :

omem——

- J=n — —
x. X [a. . +8a, .Y+ ) (x.a..x.+x.a..x.)
i lm(lmlm lmln) si Ui 1373 TN 0 B
J:

(o]
. m m m _m'm (23)
2v
Une majoration du second membre de la relation (23) conduit & é&crire :
J=n
X, x, [a., . +3. ., +2 ) |a. |
o n ml 'n'm n'm j#i L)
v ¢ T (2h)
2v J=1
lai J.I désigne le module de 1l'élément a;
i m

1/2

a; | =le; s ;
m? n® m?
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il vient dans ces conditions :

J=n
v ( LT (25)
v &£ Rel(a. . + a. . v
‘m lm) J#i 1md
J=1

Compte-tenu de 1'é&noncé du second théoréme de Ljapunov et des remarques
relatives & la fonction de comparaison L) (équation 14), il en découle

.que la fonction v est de Ljapunov si la contrainte (26) est vérifiée :

J=n

Max Re a.. + z
i=t1...n

£ e<0 (26)

Cette condition assure la stabilité asymptotique du systéme non linéaire (II).

La condition de stabilité (26) représente la transcription
directe des conditions obtenues dans 1'étude des systémes linéaires :
En effet le théoréme d4'Hadamard Gershgorine /18/, /19/, /20/ sur la
localisation des valeurs propres d'une matrice dans le plan complexe
indique qu'elles sont touteg localisées a 1'intérieur de cercles de
centre a.. et de rayon {jZT laijl} . La condition (26) précise ainsi

J#i

que la localisation des racines dans le plan complexe & partir des "cercles
de Gershgorine" doit &tre située dans le demi-plan gauche Re < O quelle
que soit 1'évolution dynamique du systéme et par conséquent des coefficients

a...
1J
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Crnitene 1

Soit un systeme continu non Lintaine déchit pan une équation
¢}
d'état de La forme x = A(t,x) x  dans Laquelle Les ELéments non Lindaires 853

de La matrice A dépendent de £'état et du femps . La stabifite
asymptotique d'un tel systime est assunée a4 quelle que s04it £'évolution
du processus » tout cercle de centre a.. et de nagoan-Z‘ (a.ij | nesze
constamment & gauche de £'axe imaginaire J . Jif‘] .

Interprétation sur le lieu d'Evans

Lorsque le systéme non linéaire décrit par l'équation d'état (II)
ne dépend que du seul paramétre k*, la matrice A(t,x) prend une forme parti-
culiére. Dans ces conditions le polynome caractéristique de A ne dépend &
l'instant t donné que du seul paramétre x*. Tl est alors possible de tra-
cer dans le plan complexe le lieu des racines de l'équation caractéristique
de A lorsque k¥ varie.

n * n-i -
roo+ L gi(k ) r =90 (27)

Plus particulidrement, dans le cas d'un systdme continu asservi monovariable

~ e els o < . . . 1
& non linéarité séparable, a4 retour unitaire, de fonction de transfert D(p)

en boucle ouverte, l'équation (27) prend la forme
n-1 .
o+ Z fi R V) (28)
1=1

Le paramétre KX s'interpréte alors comme le gain de la caractéristique non
linéaire associé au systéme linéaire. Cette derniére relation conduit 3 un
tracé syst@matique du lieu des racines, identique au lieu des racines du sys-
téme linaire mais gradué en valeurs du gain non linéaire k*. La localisation
des racines dans le plan complexe & partir des cercles de centre as . et de rayon

470
Z P * . . P
z [ai.| est également paramétrée selon k et définit ainsi une surface généra-
i#]
j=1
lisant en non linéaire la notion de lieu d'Evans dans le sens d'un domaine de

. . . *
localisation des racines gradué en valeurs de k .
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Mise en oeuvre du critére sur un exemple

Soit le systdme non linfaire décrit par 1'équation différentielle non
linéaire suivante et soumis d la perturbation indépendante y :

[e}e]

o
z # 1=y )z+z =0, y8 D, D cR
L= lieu des racines de 1'équation caractéristique correspondante

! 2 2
conduit au tracé de la figure 2 graduée en valeurs de y .

o
Le choix d'un vecteur état de composantes {z,z} conduit & 1'écriture matri-

cielle suivante

Z 2 0] 1
4 = A , A= (29
dt e} o] 2

z % ol -1(1=y%)

Soit P une matrice de changement de base diagonalisant A au voisinage de

y2 = 1, il vient une nouvelle forme de 1l'équation d'état

[ 1 , 1

P = , € petit positif
L 1-e “1-€ (30
I i ]

u, u, u, z

d . _

% u -t u ’ u ) ;
By 2 2

* * : "z
A" = {a..} , 1i,j=1,2

ij
Si 1'on néglige les termes en € d'ordre supérieug d 1'unité il vient
* o =% _ S _ﬂ
8yp T8y =1 [1 € rJ r , r= =3
* — % (21
8,5, = 8,, = r-e- rei

I1 s'en déduit lorsque € tend vers zéro la localisation des racines dans le plan
complexe définie par les cercles de centre a;s =+ 1i-r et de rayon r. La con-

dition de stabilité déduite du critére (1) s'éerit

- r+r //1— ‘%? £ 0

soit encore compte tenu de 1l'hypothése € >0 petit

0¢ y2 < 1 (32
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Conclusdion

L'introduction de la notion de systéme nows a conduit au cours de ce
premier chapitre & rappeler les définitions et résultats principaux concernant

la stabilité des processus continus non linéaires.

En ce point de notre exposé et & partir des travaux de Rosenbrock,
nous avons indiqué une extension possible de la méthode de trac? du lieu
des racines & 1'étude de la stabilité asymptotique de certains systémes non
linfaires. La mise en oeuvre d'une fonction de Ljapunov directement déduite
de la norme hermitique permet ainsi de d&finir géométriquement les propriétés

de stabilité des systémes & une seule caractéristique non lin&aire.

Le tracé du lieu des racines de 1'équation caractéristique de la matrice dé-
finissant le régime libre conduit ainsi & une utilisation simplifiée du cri-

tére de stabilité énoncé.

Nous envisageons, dans la suite de cet exposé, de d&finir une
méthode générale de recherche de fonctions de Ljapunov de type norme & par-

tir de systémes de comparaisons d'un type nouveau.
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" CHAPITRE 11

Systeme de comparaison et Systeme majonrant

Introduction

La seconde méthode de Ljapunov conduit le plus souvent & reporter
1'étude de la stabilité d'un systéme d'ordre supposé supérieur & l'unité sur

celle d'un systéme de comparaison du premier ordre /1/.

Nous proposons de présenter une méthode qui permet d'élaborer &
partir d'une extension de la notion de norme, un systéme de comparaison dont

1l'ordre pourrait & la limite €tre égal & l'ordre du systéme initial.

L'utilisation immédiate de ce systime de comparaison peut ensuite €tre envi-

sagée lors de la recherche des conditions de stabilité du systéme initial.

L'idée d'associer & un systéme non linaire, un systéme dit de com-
paraison a été initialement déduite des travaux de Wazewski /2/ sur les iné-
galités différentielles. L'application de ces résultats aux problémes de
stabilité ayant été envisagée par de nombreux auteurs, nous proposons dans un
premier temps de préciser l'ensemble des résultats essentiels & partir des-

quels nous avons cherché & définir 1'idée de "systéme majorant".

Dans une seconde étape, afin de mieux préciser la démarche que nous
envisageons de suivre aux prochains chapitres, nous proposons d'établir, par
la définition d'un systéme majorant simplifié, un critére de stabilité d'ap-~

plication simple.



I11.1. - Méthode de comparaison.

Cette méthode consiste & associer & un systéme continu différentiel
non linéaire d'ordre n > 1 un systéme continu différentiel non linéaire du
premier ordre. Ce systéme de comparaison introduit de cette maniére et en
deux volets,d'une part la définition et les propriétés du systéme de compa-
raison, d'autre part la condition de stabilité associée. L'énoncé et les

hypothéses relatives 3 ce théoréme sont donnés dans la référence /1/.

A partir de ce résultat R. Bellman a indiqué en /3/ de quelle
fagon il est possible de définir pour certains systémes, un systéme de com-
paraison linéaire d'ordre supérieur & l'unité.
Cette idée rejoint la notion de fonction de Ljapunov vectorielle utilisée par
F.N. Bailey /4/ dans 1'étude de la stabilité des systémes interconnectés.
Dans ce cas, le systéme complet est supposé constitué de sous systémes non
linéaires isolément stables en régime autonome. Précisons que dans le cadre
des travaux de F.N. Bailey les connections entre sous systémes sont supposées
linéaires ; la stabilité des sous systémes est supposée définie & partir
d'un ensemble de fonctions 1%(V&)-Chacune des composantes Vi est une fonction
de Ljapunov associde 3 la définition de la propriété de stabilité du sous
systéme (i) isolé pour un fonctionnement en régime autonome. Ces &léments
constituent ainsi les composantes d'une fonction de Ijapunov de type vecto-
riel utilisée dans la définition du systéme de comparaison. Le systéme ain-

si obtenu est linfaire et d'ordre égal au nombre des sous systémes.

Ces travaux ont €té repris récemment par A.N. Michel et D.W. Porter
/5/ , ces auteurs ont montré la possibilité de construire & partir du systéme

de comparaison une fonction scalaire v = z o, v, permettant de conclure &

i
la stabilité du processus initial.

Les conditions de stabilité obtenues par cette méthode sont moins
dures que celles définies par F.N. Bailey. Il semble en particulier que le
fait de ne pas chercher dans ce cas & aboutir nécessairement & la définition
d'un systéme de comparaison linfaire contribue fortement & 1l'amélioration des

résultats. Toutefois, l'application de cette méthode est relativement dé€licate
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et en particulier le choix des coefficients o, reste arbitraire.

Dans le méme esprit Mituhiko Araki et Bunji Kondo /6/ ont cherché
& généraliser les travaux de Bailey au cas de systémes interconnectés non
linaires & interconnections non linéaires. Le systéme de comparaison est,

dens ce cas également, lindaire.

Dans une orientation de recherche voisine des recherches effectuées
par Bailey et Bellman, V. Matrozov /7/ & utilisé la notion de fonction
- de ILjapunov vectorielle pour dé&finir un systéme de comparaison d'un type nouveau.
En particulier, l'utilisation de deux fonctions auxiliaires v(x,t) et w(x,t)
permet de définir des conditions de stabilité asymptotique de la solution de
1'équation (I). Ces conditions sont moins restrictives que celles obtenues
par l'utilisation directe de la seconde méthode de Ijapunov. En effet, cette
méthode permet par 1'introduction de la fonction supplémentaire w de conclure
8 la stabilité d'un processus décrit par une &quation d'état telle que (I) &
partir d'une fonction v définie positive mais dont la dérivée 3 ne serait

que semi-définie négative.

La généralisation de ce théoréme au cas de fonctions de Ljapunov vectorielles

a &té effectuée successivement par V.M. Matrozov et N. Rouche /91/.

Plus récemment, L. Salvadori /8/ a étendu le théordme de Matrozov au cas des
systémes pour lesquels la fonction f(t,x) ne serait pas bornée. Enfin, dans
la méme orientation de recherche, N. Rouche /92/ puis A. d'Anna /10/ ont défi-

niesg des conditions de stabilité uniforme selon la méme démarche.

A partir de la méme idée de base et par une synthése des travaux de
V.M. Matrozov et de F.N. Bailey, M.M. Grujid¢ et Siljak ont trés largement
contribués, ces derniéres années, & la définition de nouvelles méthodes de
construction de fonctions de Ljapunov pour les systémes interconnectés.

Références : /11/, /12/, /13/, /14/, /15/, /16/.



Dans ce cas, les sous systémes autonomes sont supposés décrits par une
équation d'état de la forme (II.1) :

[0
x; = gi(t,xi) (r1.1)

n. S
xegln ’ xieﬁlj' Z n. = n

g, (t.x,) : RixTC » Q'

Les intéractions étant de nature non linésire, 1'équation d'état du systéme com-

plet est représentée pour le sous systéme (i) par 1'équation (II.2) :

x; = gi(t,xi) +hi(t,x) (11.2)

hi(t,x) : QP xﬁfl R

M.M. Grujié et Siljak notent vy les fonctions de Ijapunov associées aux
sous systémes isolés de rang (i). La méthode consiste & définir un vecteur
de comparaison w = [¢13,... ¢s3J de facon & établir les conditions que doi-
vent vérifier les intéractions permettart d'imposer la stabilité du processus
complet.

Ce vecteur w est en fait constitué des majorants successifs de la dérivée

vi(t,xi) de chaque fonction élémentaire vy

3i(t,x) < - d. =l ¥, ¥xe I

. t >t
el = gy /2 0

¢i3 fonction de classe K.

Il vient dans ces conditions un systéme de comparaison de la forme (II.3)

o]
v € Aw (11.3)

La matrice A est ici constituée d'éléments constants obtenus par majoration

des él&ments scalaires [Gradvi]T hi(t,x).
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s
(Graav;)T b (t,x) € ]

55 gij(t’x) ¢J3(ijH)

sup €55 (6,x)] = v, we T, we®’

1d

Dans ce cas, les conditions de stabilité se réduisent ici encore aux
conditions linéaires appliquées & la matrice A. Toutefois il convient de
remarquer que le systéme de comparaison vectoriel (II.3) est particulier en
ce sens qu'il lie, comme dans le théoréme de Matmzov, 1l'évolution de la
fonction de Ljapunov vectorielle v & 1l'évolution d'une fonction vectorielle

auxiliaire w ne faisant &tat que des bouclages.

Enfin ces mémes auteurs ont été amenés & définir la notion de
stabilité connective /11/ dans le sens ou un systéme interconnecté peut
étre stable en présence ou non de l'ensemble ou méme d'une partie quelcon-

que des connections possibles.

L'ensemble de ces résultats tend d'une manidre générale & 1'étude
de la stabilité des systémes interconnectés en utilisant la méthode de com-
paraison soit directement, soit sous une forme plus &voluée issue des tra-
vaux de Matrozov. Dans tous les cas le systéme de comparaison est obtemu
& partir d'une fonction de Ljapunov vectorielle supposée connue a priori
et les conditions de stabilité sont en fait déduites des conditions

appliquées & la matrice d'éléments constants du systéme de comparaison.

La démarche que nous proposons de suivre ultérieurement et que
nous allons illustrer sur un cas relativement simple consiste tout d'abord
8 considérer le systéme globalement. En particulier, la structure de dé-
composition en sous systéme n'est pas nécessairement définie ; de ce point
de vue la connaissance du processus peut étre supposée "diffuse".

Ainsi, nous proposons d partir de la donnée de 1'équation d'état d'un sys-
téme de grande dimension, de former directement et de facon systématique un
systéme de comparaison vectoriel et géndralement non linéaire ; nous dirons

qu'il s'agit d'un systéme majorant.

Puis une utilisation de ce systéme majorant nous ménera & 1l'exposé
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de nouveaux critéres de stabilité par la recherche, pour ce dernier systéme,
de fonctions de Ljapunov scalaires d'un type trés particulier.

Cette méthode utlise dans son principe 1'idée de systéme de comparaison.
Toutefois la notion de norme vectorielle conduit & définir un systé€me de
comparaison non lingaire et les conditions de stabilité qui s'en dé-

duisent sont d'utilisation simplifiée.

11.2. - Présentation d'un cnitene simplifie de sfabilité pour une classe

de asystimes continus non Lindaires.

11.2.1. - Déginition du processus, systime majorant ass0cie.

La classe des systémes que nous proposons d'&tudier dans cette
présentation simplifiée est caractérisée par une équation d'état non liné-

aire de la forme suilvante

; = A(t,x) x (11)
x8 R, e C, Alt,x) : Tx X1 L Kee

Les coefficients aij de la matrice A dépendent explicitement

des composantes x5 du vecteur état x et du temps.

aij(t,x) : Cépx§§a n a.§ﬁ,

Les hypothéses introduites au premier chapitre sont supposées vérifiées.

Dans un premier temps nous proposons d'associer au processus
décrit en (II) un systéme dont 1'évolution majore les solutions de 1'équa-—
tion non linéaire (II).

Dans cette intention, notons |x| un vecteur de méme ordre que x et dont
les composantes |xi| sont constituées de la norme euclidienne de chaque

é€lément X soit

[xil = x? x; = x; signe (xi)
x. € fﬁb
1



Puisque la dérivée de Ixil n'existe pas nécessairementfau point x; = 0, nous
proposons d'utiliser la notion de dérivée & droite %E-|xi(t)|telle qu'elle
a ét& utilisée par M.M. Rosenbrock /17/, Sandberg /18/ puis plus récemment
par M.M. Siljak et Grujié. Dans ce but on note o[xi(t)] la fonctionnelle

suivante :

[e]
0 et xi(t) >0
0

(o]
0 et xi(t) <0

J 1 si xi(t) >0 ou si xi(t)
(I1.4) ofx,(t)] = 1 0 si x,(t) =0 et x(t)
X

i
-1 si i(t) <0 ou si xi(t)

il vient alors
& N °
ey Ixi(t)| = OExi(t)] cox(t) (11.5)

Trois cas sont ainsi considérés :

(i) - Si pour t donné, xi(t) # O alors :

+
. xj . °
o(x.) = signe x. et E—L—ll= signe xji. x.
i i 4t i

. (o]
(ii) - Si pour t donné, xi(t) = xi(t) =0 alors :
1 a
lim — |x;(t+n)| = == |x;| =0
0 h at
(o]
(iii) - Si pour t donnd, xi(t) =0 et xi(t) #0
° x;(t+n) .+ o °
alors o(x,) x; = lim o(x;) ——= ——-Ixil = x; signe x,
0 h at *

L'utilisation de ces notations permet ainsi de déduire de 1'équation d'état (II)

la forme particuliére définie par la relation suivante :

o}

X. o(xi) =la.. x; o(xi) +

: ii 25 xj G(xi) (11.6)

0 W~

J#i
J=1
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Dans chacun des trois cas envisagés précédemment, la notion de dérivée

3 droite conduit & la majoration suivante de la dérivée de lxil soit :

+ n
d
= |x.| € a..|x. |+ }§ la..| |x:] (II.7)
at i 10 gy T Jj
J=1

Cette inégalité sur l'une des composantes du vecteur L |x| peut &tre

dt
simplement transcrite sous la forme matricielle (II.8)

_ _
811 la“12' - I"'m|
lag, | o N '
N N |
+ PN & L |
e ' N
" |x| < | N . S |x| (11.8)
: h 9 . Ian-1,J
Ian1| -7 -|ann-1|\ann

Notons 2z un vecteur associé & 1'équation d'état (II.9) nous proposons

de démontrer que le systéme (II.9) est un systéme de comparaison, majorant
de (II.8).

(o]
z = M(A) z -
#11 lagpl = == ~layl
~ |
ENTEN '
N N N\ |
M(a) = AN (11.9)
, . N % |
> N
i \\‘ . n-l,n
|a;1|, e —I%gn—1l’%gn

C'est sur cette idée que nous définirons ultérieurement une classe plus

générale de systémes majorants en utilisant la notion de norme vectorielle.



Compte tenu du choix particulier du vecteur de comparaison
| x |, le caractdre majorant du systéme (II.9) peut &tre exprimé de la

fagon suivante :

Si & 1'instant initial t, les vecteurs états des systdmes (II.8)

et (II.9) sont 1iés par une relation de la forme :

¥t >0, z(t)) 3 [x(t )]

alors il en découle

we T, z(t) > |x(v)] (II.10)

Ces inégalités restant vérifiées composante & composante.
Le systéme de comparaison (II,9) est donc majorant par rapport & le.

Démonstrhation

Dans le cas linéaire stationnaire M.M. Beckenbach et Bellman /19/
ont démontré ce lemme. Nous donnons & titre de rappel la démonstration en
annexe |1].

Une démonstration de ce lemme s &té proposée pour les systémes linéaires
non stationnaires. Nous allons proposer une extension de ce lemme au cas
des systémes non linéaires de la forme (II). Dans ce cas l'hypothése de
non-négativité des coefficients non diagonaux de la matrice M(A) est essen~
tielle.

Soit €(t) un vecteur d'écart défini par la relation suivante :

e(t) = z(t) - |x(t)] (II.71)

La définition II.11 conduit & écrire compte tenu de (II.10)

e(to) 3 O (I1.12)

L'équation d'état (I1.9) associde & 1'inégalité (II.8) permet de minorer

le vecteur a (e) soit
dt

J L ¢ 5 Mae
dt
L (11.13)

e(to) 3 O



La continuité de 1'évolution du vecteur € par rapport au temps t permet

d'affirmer que s'il existe un instant t, tel que :
1

t1 > to

1'une au moins des composantes €5 du vecteur € ne peut devenir négative que

si elle est passée par la valeur €, =0.

Supposoﬁs en outre qu'a cet instant t1 la composante Ei s'annule, on peut
montrer que dans ce cas la composante €; ne peut devenir négative. En effet

il vient pour la i°™® ligne de 1'indgalité (II.13)

pour t = t1
a" v
E;(ei) > j£1 |aij| €; (II.14)
J#i

Puisque par hypothdse les éléments non diagonaux de M(A) sont non négatifs et

ej 20 ¥i#J il vient

d'f'
——{ei) > 0
dt

~

I1 en découle que , ei(t) est non décroissant & l'instant t = t, &

priori quelconque, et tel que ei(t1) = 0.

Par extension de ce résultat on peut affirmer que le vec-

teur €(t) ne peut devenir négatif. Q.E.D.

Le systéme (II.9) est donc un majorant du systéme II au sens de

1'inégalité (II.10).

La démonstration du lemme de comparaison est basée sur la non-négati-
vité des éléments non diagonaux de la matrice M(A). C'est dans ce sens qu'il
nous a été possible de définir un systéme majorant d'ordre n égal & 1'ordre

du systéme initial. Ultérieurement nous serons amené & définir une notion
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plus générale de systéme majorant continu par 1l'utilisation des normes vec-
torielles. Pour des raisons analogues, les matrices pseudo majorantes que

2.

nous noterons M(A), seront & &léments non diagonaux non négatifs.

11.2.2. - Application a £'étude de La stabilite.

Nous proposons dans un premier temps de montrer que la stabilité du
systéme majorant implique celle du systéme initial. Ce résultat découle en

fait du second volet du théoréme de comparaison.

Choisissons en effet une fonction v vectorielle et de dimension

n telle que :
v(x,t) = |x| (I1.15)

dans ce cas il vient selon les résultats antérieurs :

+

S Jx| < m(a). |x| (II.16)

dt
Démontrons dans une premidre &tape que la stabilité de l'origine du systéme
(II1.9) implique celle du systéme (II.8).
La stabilité & l'origine du systéme (II.9) peut &tre exprimé& par les conditions
suivantes : '

¥e @ 0<e<p et ¥ 6 6,7 8t .e) >0
tel que : v

¥z, >0 , z <3 (11.17)
alors ¥t € ﬂ%

<
z(t,to,zo) €

puisque pour t, donné et tel que 3z = | x

o
1'inégalité (II.10) est vérifide, il vient :
|x(t,to,xo)l < z(t,to,zo) < g (11.18)

ce qui prouve la stabilité de 1l'origine.



L'attractivité de l'origine est alors imposéde fagon évidente pour le systéme
initial par celle du systéme de comparaison. En effet, |xl est une fonction

vectorielle du vecteur x, continument croissante avec x et nulle pour x = O.
Dans ce cas la condition :

1lim z(t,zo,to) = 0 V(to,zo)
1t

associde & 1'inégalité (II.10) implique

lim Ix(t,xo,to)l =0 (11.19)

1t

d'ou la propriété énoncée.

11.2.3. - Crniterne simplifie de stabilite.

L'étude de la stabilité du systéme majorant est envisagée & partir

d'une fonction scalaire positive f du vecteur de comparaison |x| :

fx,t) = lxIT. u (11.20)
u 3 u, > 0 s uTu = 1.

uc vecteur. constant

Nous supposons que les vecteurs u et u, qui viennent d'e€tre définis sont

a4 composantes strictement positives et de méme dimension que le vecteur état x.
Dans ces conditions la fonction f ne s'annule que pour x = Q.

Le calcul de la dérivée de f conduit & écrire :

+ +
e = L 2T T ot |
w ()= It [x]". u + |x] % U (1I.21)

A partir de 1'inégalité (II.8), il est possible de définir un majo-

rant de (II.21):

= (f) « leT [M(A)T u+§] (1I.22)



Supposons & priori que la matrice ( fM(A)TB vérifie les conditions

linéaires de stabilité. Elle appartient alors & la classe des-M-matrices.

Deux propriétés essentielles de ce type de matrice vont permettre

de guider le choix du vecteur positif u : /20/

1 - La partie réelle des valeurs propres A; de M(A)T est négative et inférieure

-

a Am elle-méme réelle et négative.

2 -~ Le vecteur propre v relatif & la valeur propre Am est & composantes
toutes positives. La matrice M(A)T doit dans ce cas avoir une inverse irré-
ductible. Nous reviendrons sur ce point ultérieurement.

Compte tenu de la relation (II.22) et de la définition de la fonction .F,

ces propriétés conduisent & prendre pour vecteur de projection u le vecteur

propre v de la matrice M(A)T

Les inégalités (II.23) s'en déduisent immédiatement :

A <O
m

+ o
L@ < 1T [a ] (11.23)

soit encore

+
d = = T
T E) < A o fx]T v
Si 1'on suppose que les &léments non constants de la matrice M(A)T
sont 1solés dans une seule rangée de cette matrice, 1'invariance de la valeur
propre Am impose la méme propriété d'invariance en direction du vecteur

propre correspondant v. [Annexe 2']

Soit alors D, le domaine fermé dont la frontiére est définie parla relatia:
. , ‘
v=20 et A €¢ <0 dans D
m, v
(x=0)c N {D(t), ¥t eT} # {0}

o]
Dv(t) domaine ouvert.
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Nous supposerons D connexe et & complément connexe /21/.
Sur la frontiére de D, il vient :

at = =
Frs (f) « xm f (II.24)

° .
Dans ces conditions le systéme linéaire d'équation y = 3my est un sys-

téme de comparaison associé & 1'indgalité (II.2k).

Un tel systéme est stable pour Am € ¢c< 0

Soit D, un domaine & l'intérieur duquel :

[e)
T(t,x) ¢ ¢ f(t,x) c <O

Dans ces conditions si ¥t e°65 Dv est inclus dans D, il en découle que f(t,x)
est de Ljapunov dans Dv'
L'ensemble de ces résultats conduit ainsi & 1'énoncé d'un premier critére

de stabilité :

Critine de stabilits (11.1)

Soit Le systeme décnit par £'équation d'Etat 11 et M(A) £a matrice
des coefficients aij* tels que :

o .
x = A(t,x) x (11)
* .
’{aii = as. 1, = 1,2,...50
MAY S ar. = |a. .| ¥idj
1J 1J

Si Les termes non constants sont groupés dans une seule Ligne ou
colonne de La matrice M(A) La stabilité asymptotique globale du systeme (I1)
est assunde Lorsque powr une quelconque Evolution du processus toutes Les va-
Leuns propres de M(A) nestent & parnties néelles négatives.



o i

- On constate que 1'hypothése selon laquelle la matrice - M(A) appar-
tient & la classe des M-matrices ne restreint pas le champ d'applica-

tion d'un tel critére.

Application de ce crnitére.

Les travaux de Kotelyanski ont mis en &vidence un théordme particu-
liérement adapté & 1'étude de la stabilité des systémes correspondant aux

hypothéses introduites par le critére précédent :

Un nombre néel X\ est plus grand que £a valeur caractérnistique
maximale v de La matrice A d'élLéments non diagonaux a; 20 84 et seu-
Lement 84 pour cette valeur )\ tous Les mineurs princdpaux successifs de

La matrnice (AI - A) sont posdtigs.

I1 est alors possible de préciser les conditions de stabilité

linéaires, nécessaires & l'application du critére pratique (II.2).

Cnitene pratique (II1.3)

Lonsque Les ternmes non constants de La matrice M(A)T
dans une sewle de ses Lignes ou colonnes, La stabilité asymptotique globale

du systéme (II) est assurnie par La vérnification des contraintes sulvantes

sont ghoupiés
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oy legpl 7o ey
~ |
Lo N |
N
- - (-1)" s oS~ 0 po
. s N o . || (11-25)
| h > n—1 ,1
| h N \.
,an1l -------- | n n-1! %nn

11.2.4. - Exemple. d'application :

Afin de préciser la technique d'utilisation de ce critére, envisa-
geons le cas d'un systéme asservi du second ordre dont 1'évoluticn en régime
autonome est régie par 1l'équation différentielle (II.26) : /25/

[e]o] o

y+ £,(&,, 2, t) y + f2(€,,¢2, t) y=0 (II1.26)

g% 8 N, £, 1, : R 1B F

Ce systéme non lin€aire du second ordre est caractérisé par une &volution indé-
(o]

pendante de 1z, 2y et des variasbles de phase y, y. Il n'est pas exclu d'envi-

sager le caractére non stationnaire de f1, f2.
Associons & 1l'équation scalaire du second ordre (Ig.26)l'équation différentielle

vectorielle du 1° ordre (II.27) de vecteur état |Y| il vient :
LY
oo "o
y y f-f] -f5
= A s A= (1I.27)
y y K 0




]

Le choix du vecteur de comparaison ne permet pas de conclure i la
¥l

stabilité. Notons cependant que les &léments non lindaires de A sont isolés
dans la premiére ligne de cette matrice. En conséquence, pour permettre 1'ap-
plication du critére de stabilité (II.1), il convient de rechercher un change-
ment de base défini par la matrice triangulaire P conservant ainsi les é1&-
ments non linéaires dans la premiére ligne de la matrice transformée. Ce chan-
gement de base doit &galement introduire un nombre suffisant de paramétres pour

permettre la vérification des conditions de Kotelyanskii(II.25).

Notons P une matrice de changement de base de ce type, la représenta-

tion matricielle (II.28) est équivalente & 1l'équation (II.27)

- £ +A +->L(f—?\)—£2—
o 1 LR TR u (11.28)
z = 2
u - A

O 7 -

y DY
z = P. , P = (11.28)

y [0 wu

Les éléments non linéaires sont ainsi isolés dans la premiére ligne
de la matrice définissant le régime libre. Le systéme majorant qui s'en déduit

prend la forme :

b
A 2
AL T ,ul lffk' Al
I

z| (1I1.29)
[u] , - A



- 46 -

Le critére de H.H. Rosenbrock ne permet pas d'étudier la stabilité de ce systéme
[u[3{A]. I1 suffit alors d'appliquer 4 la matrice majorante M(A) les

conditions de stabilité définies en (II.25)
b
A 2
gy e - )
M(A) = (11.30)
IUJ ) -\

d'ou les contraintes de stabilité indépendante de y

A-f, <0, A >0
£ (11.31)
ME=A) =& [a=f+ =] > 0

Il en résulte les domaines de stabilité définis sur la figure (II.1).
Tout domaine tel que A B C est alors un domaine de stabilité non linéaire dans

le plan f1’ f2.

Remanrgue : Lorsque A varie la droite d'équation —2X2+2Xf1~f2 =0

enveloppe la parabole d'équation f? - 2f2 = 0.

gigune (11.1)



—hrr -

Conclusion

La notion de systéme de comparaison vectoriel généralement utilisée
lors de 1'étude de la stabilité des systdmes interconnectés nous a conduit

4 envisager la recherche de systémes de comparaison dits majorants.

Dans un cas relativement simple, nous avons indiqué le schéma de la démar-
che que nous envisageons de suivre ultérieurement. Tout d'abord, nous cher-
chons & définir directement & partir du systéme initial donné sous forme glo-
bale un systéme majorant. Ce systéme est le plus souvent non linéaire et sa

définition peut ou non tenir compte de la décomposition connue en sous systémes.

Dans une seconde &tape, le systéme majorant permet une &tude simpli-

fiée de la stabilité du systéme initial.

L'&tude particuliére d'une classe de systémes non linéaires a ainsi
permis la mise en évidence d'une condition de stabilité simplement déduite des
conditions du linéaire. Le crit@re ainsi énoncé peut &tre directement appli-

qué & 1l'étude de la stabilité des processus monovariables.

Ces résultats introduits & partir de la définition d'un systéme majo-
rant particulier nous conduisent & la recherche d'une technique de majoration
plus &laborée en vue de 1'étude de la stabilité des processus non lindaires

de grande dimension.
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CHAPITRE III

ModeLe majorant d'un systeme continu non Linéaire de grandes dimensions

Introduction

Le concept de norme vectorielle a été initialement introduit par
F. ROBERT /1/ dans le but d'étudier la convergence des récurrences linéaires
en analyse numérique. Ultérieurement, ces travaux ont été repris par J.F. Maitre
/3/ puis par F. Robert /2/ pour 1l'étude des récurrences vectorielles de grandes
dimensions. L'utilisation des normes vectorielles dans 1'étude des systémes
continus non-linéaires n'a pas été abordée par ces auteurs, ce probléme n'est
plus en effet du domaine de l'analyse numérique mais plutdt du domaine de l'ana-
lyse des systémes au sens de l'automatique. Cette application particuliére des
N.V¥ semble particuliérement utile puisqu'elle peut conduire & la définition sys-
tématique d'une classe de systémes majorants. C'est dans cette voie que nous pro-—

posons maintenant d'orienter la présentation de nos travaux.

Afin de préciser 1'intéret de la notion de N.V, il convient avant tout

d'en rappeler certaines caractéristiques particulilres du point de vue de 1l'uti-

lisation.

(1) Notons tout d'abord qu'il ne s'agit pas nécessairement d'une fonction
de Lyapunov vectorielle. En conséquence le systéme majorant défini &
partir d'une N.V n'a pas pour seule application les problémes généraux
liés aux études de stabilité.

(ii) La dimension du processus majorant ne dépend pas directement du nombre

des sous systémes d'un processus & structure interconnectée.

* Abréviation de norme vectorielle
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(iii) Chaque sous systéme peut &tre contracté & une dimension & priori

quelconque éventuellement différente du premier ordre.

(iv) I1 est enfin possible de définir, au sens des travaux de D.D Siljak
/4/ une classe de systdmes majorants des processus admettant des

variations de structure.

Une premiére application du concept de norme vectorielle a été envi-
sagée, dans le domaine discret, & 1'étude de la stabilité des processus non
linéaires de grandes dimensions /5/ /6/. Ces travaux basés sur l'utilisation

des propriétés des matrices a éléments non négatifs ont permis de dé&finir de

nouvelles conditions de stabilité.

Nous proposons d'étendre au domaine continu les techniques de majoration
basées sur l'utilisation des N.V. Dans ce sens il est nécessaire de dé&finir
pour les systémes continus non linfaires la notion de systéme majorant et de
matrice pseudo-majorante. Ces concepts nouveaux pour les systémes continus
nous conduiront & analyser les propriétés des systémes majorants ainsi obte—
nus. En particulier nous serons amenés 3 généraliser le lemme de comparai-
son de Wazewski /T7/ et 3 préciser la classe des systémes majorants pour les—

quels ce lemme peut &tre utilisd.
Les résultats présentés peuvent &tre &tendus sans difficultés a la

majoration des systémes définis sur le corps des complexes et & la minoration

des systémes continus non linéaires de grande dimension.

111. 1 - Systemes majonants de processus définis sun Le conps des néelsR.

I11. 1.1. - Notion de nomme vectonielle /1/, /2/.

Soitﬁég =ER)n un espace vectoriel et'€;1;{g ""’“%;k un ensemble
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formé de k sous espaces 451 {i=1, 2,... k} de l'espace‘é&.
ﬂg=%1u%2u”“ v g, (I1,1)

Dans cet espace notons % un vecteur de dimension n et désignons par

Xs chacune des projections du vecteur x dans le sous espace correspondant

%5

X, ¢ ox; = Prox, ¥x e ¢, ¥x, € /%i (1II,2)

¥i=1, 2,... k.

b4 effln

Pr. désigne ici l'opérateur de projection de'f: dans /%ri'

Si pi(xi) est une norme scalaire du vecteur xi défini dans le scus espace
'%Si’ alors le vecteur p(x) de dimension k et de composantes pi(xi)[i=1’2"”k]

est une norme vectorielle du vecteur x @
k
p(x) = p;(x) , plx) R~ RE 1, g2

Par l'introduction d'un nouveau vecteur y € é;, les axiomes de définition de

la norme vectorielle p(x) s'écrivent sous la forme des relations ([II.3)

(1) pi(xi) >0 in e {gi, ¥i=1, 2,...5, k
(111.3)
(ii) pi(xi) =0 <=>x. =0 ¥i=1, 2,..., k
(iii) pi( i+yi) <. pi(xi) + pi(yi) ¥xs ¥ e*ﬁ%i,~vi= 1y 250445 k
(iv) pi(Axi) = Iklpi(xi) ¥x, € 4?1, ¥i=1, 2,..., k ¥A € R,

Si k-1 des sous espaces {%i ne suffisent pas a définir l'espaceJ%;
la norme vectorielle p est dite surjective. Enfin elle est dite réguliére

si les sous espaces 4gi sont disjoints deux & deux :
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@ ¥i#J=1,2,... k

©

%in%j
.u %

1=1

(ITII.L)

i

Nous proposons d'illustrer ces définitions sur les trois exemples

suivants. Soit x un vecteur d'ordre U

X% = [x1, Xps Xgs xh] , X e'%: R)b' (ITI.5)

"
a) Formons tout d'abord une norme vectorielle p(x) de taille 3, niréguliére

ni surjective, a partir du découpage suivant de 1l'espace A en )51, ’Zz et

£
%

1

1
X',y

Px o
1
- @2 _
’%2 =X°, Yo 7 ; e %2 (I11.6)
. 2—
F'X 1
2
_Q3 B
'063 —6{/ " y3_ x3 e /ZB

L
20T = [py(v,) 2,00, » Byl

cette norme vectorielle n'est pas surjective en effet la réunion des 2 sous
espaces )82 et }ZB permet de reconstituer l'espace'g . Le sous espace %1

est donc, de ce point de vue redondant.

En prenant pour la norme du max our p, la norme euclidienne et pour
D Py P )

Py la norme "somme des modules" il vient par définition pour p(x)

T
)

= {[x1|, %= v g

] > |, | + |x,| + Ix3|} (IT11.7)

* la taille d'une N.V correspondant & sa dimension



b) Afin de définir une norme vectorielle surjective de taille 3, choisissons

c)

maintenant un nouveau découpage de 4/ défini de la maniére suivante

-
1

%1 = %2 s y1 =
"2
)

%2=§\)’2 » Y2 T
X
- 3..1

=% . y= ()

e %L

1

9%3

(111,8)

Toute norme vectorielle de taille 3 d&finie & partir de }51, £ ’ ’063 est

par conséquent surjective puisqu'il est nécessaire de disposer de tous les

sous espaces & ; pour reconstituer & .

%=%W%¥%
AN

Cependant, cette norme surjective n'est pas réguliére, en effet les sous

espaces %1 et %2 ne sont pas disjoints.

A partir d'une méme définition de p, p, et que précédemment, il vient
1 P2 P3 P

pour p(x) la norme surjective suivant

p(x)Tz{maX{lX1|’ EAR Xg

e

+ x5 . [xhl}

(1III.9)

Enfin si les sous espaces )Zi sont disjoints il vient la définition d'une

norme vectorielle réguliére
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’%1 =‘12 y1 = e %1
*2
5 = 2 v, = X3 € 2, (II1.10)
3 Y vy = om, € Ay

p(x)T = Enax {x s %01 |x3] » Ixh']

k=% v %, 0 ’63

0% =8 ¥i#ji=1,2,3

Il est donc possible & priori d'éliminer ou au contraire d'imposer une

redondance dans la définition d'une norme vectorielle p.

IT1.1.2. - Systemes majorants d'un systeme continu non Lintaire

La classe de systémes que nous étudierons est décrite par une €qua-
tion différentielle vectorielle et non linaire du premier ordre : (réf CH I.I.S,

CH II.II.2.1)

%= A(t,x). a(t,x) (8)

Dans (S) le vecteur état est noté x eR® =% ,

a({t,x) est un vecteur d'ordre m :
a(t,x) :Cfx %n +%m

ou G = ]— o , + 00[ est un intervalle de temps infini.
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A(t,x) représente une matrice de dimensions n X m

A CE?X g, »_8% nxm

Dans (8), la fonction {A(t,x)xa(t,x) :66 X %n _)C&)n}

est supposée telle que le point x=0 est point d'équilibre de S.
De plus les hypothéses habituelles de continuité seront supposées satisfaites

. . . n
afin d'assurer l'existence d'une solution x(t ,to,xo) V(to,xo) ec7§; Xsa

ou (fo = [—to’ + oo[, tO e Cé et XO =X (tO;tO’XO)

Une équation d'état de cette forme se justifie dans la pratique lorsque les
variables captées sur un processus sont des fonctions non linéaires des varia-

bles d'état. A titre d'illustration, on peut envisager l'exemple du processus

suivant
C1
x -
8 2t % ! sat. _q_at_?\(_]’_
x2 sin t
X
1 .
X Py 2 - sin t




= 60 =

Le capteur C, délivrant la variable X, n'est plus linéaire au dela

de certaines limites. Il vient dans ce cas une équation d'état du type S :

X - B , sin t sat X,

Le systéme majorant de (S) sera défini & partir de la norme vectorielle

p(x) du vecteur état x.

Comme dans le chapitre précédent (II.2.1) il est nécessaire d'utiliser
la dérivation au sens M.M Rosenbrock /8/ et Sandberg /9/ que 1l'on notera
D+ pi(xi). Cette définition permet de lever les difficultés apparaissant lors
des discontinuités éventuelles d'une ou plusieures composantes du vecteur
déduit de p(x) par dérivation, ainsi que nous l'avons noté pour la norme par-
ticulidre ,x | . La dérivée p* D; (x;) est prise le long des solutions de S

dans le sous espace’%: et D p(x) est prise le long de solutions de S dansfg

Définition (I11.1)/10/  Lla matrice M(t,x) :SGx GO0 HE  gocinit neta-
tivement a La nowme vectorielle p(x), un systeme majorant du systeme S 84 et
seulement AL L'indgalite suivante est verlgiée composante & composante :

p" p(x) € M(t,x) p(x) , ¥xe& , ¥t e‘Yi; (III.11)

A partir des notations suivantes :

¥ .
aj(t,x) = Prj a(t,x) ¥j = 1,2,00.5 k
* -
Ai.(t,x) = Pr; A(t,x) Pr. Fisd = 14250045 k
J _ J (I11.12)
M(t,x) = {uij(t,x)} Fi,j = 1,2504.5 k

Prg * opérateur de projection de\ﬁa n dans{gj
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il est possible de proposer plusieurs expressions des matrices pseudo-majorantes

M{t,x).

Definition (IT1.2)  La matrice M(t,x) = {ug;(6:x)} 5 py;5 xR >R est
une matrice pseudo majorante de Zype canonique :

Grad p.(y.)T A, .(t,x) a;(t,y)
“ii(t=X)=sup[ e }

ves L p; (¥;)

Vi=1,2,...k ; Vel ; ¥t eC(?o (1II.13)
_ T .
Grad pi(yi) Ai.(t,x) a.(t,y)
u.:{t,x) = Max {0, sup J J
1J

Vi#i=1,2,00.k ,¥ 6806 ; VtecGo.

Pour obtenir la définition (III.2) il convient tout d'abord de
choisir une norme vectoriellle p(x) puis d'en prendre la dérivée au sens

de Sandberg et Rosenbrock soit :

8+ (x.) T

p. (X, o

D' plx) = —_— X (IIr.14)
i 9%

compte—tenu de la définition de S il vient :

+ T
D pi(x) = Grad pi(xi) Pr. Alt,x).a(t,x)
soit encore :
+ sk T *
D p(x) = ] Grad p; (x,)" Pr. A(t,x) Pr aJ.(t,x) (III.15)
j=1

En notant Aij(t’x) la matrice obtenue & partir des opérateurs de projection

Pr. et Prj* il est possible d'écrire
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k Grad p.(x.) A..(t,x) a.(t,x)
D' p.(x) = ) i R S & Al . p;(x;) (III.16)

J
1 +AX.

Par majoration de la relation (III.16) il vient ainsi la définition (III.2)

de la matrice pseudo-majorante M(t,x).

Notons que dans cette premiére définition nous avons imposé la non
négativité des éléments non diagonaux uij(t,x). Nous Jjustifierons ce choix

ultérieurement, lors de la démonstration du lemme de comparaison.

I1 est assez souvent intéressant de définir une matrice pseudo-

-~

majorante & coefficients constants ou ne dépendant que du temps seul.

Définition (I111.3) La matrice M(t) = {uij(t)} > My . C +3 est une matrice
pseudo-majorante Anstantanée :

N

[
T .
: @) Grad pi(yi) Aii(t,y) ai(t,y)\ ¥i=1,2,... k
H.:\t) = sup < ’ C
11 ¥t €
ye% { pi(yi) ) o
- T ; (III1.17)
Grad pi(yi) Ai-(tay) aj(t’y) Vi#j=1’2s-°°ak
uij(t) = Max{0,sup J
yet| p;(¥s) I weg,

cette seconde définition est strictement obtenue par majoration des relations

(III.16)

Déginition (111.4) La matrnice M = {uij} est une matrice pseudo-majorante
constante :

~

T .
Grad p, (y;)" A, ;(t,¥) &, (t,y) ¥l =1,2,...,k
uii = sup . 4
’ ye € p. (v,) ‘
e, v (III.18)
T .y
Grad pi(yi) Aij(t,y) aj(t,y) ¥ifj=1,2,...,k
uij = Max0,sup ?
ye’% pj(yj)
teﬂg
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Les majorations relatives aux définitions 2, 3 et 4 &tant effectuées

& des degrés différents, il en découle la suite d'inégalités (III.19)
M(t,x) < M(t) € M (III.19)

Nous allons envisager maintenant une forme simplifiée du systéme

8 noté S :
o]
x = Alt,x). x (8)

Avec les mémes hypothéses que pour S, A(t,x) désigne dans ce cas une matrice

carrée nxn

Alt,x) : T x RE S Se)nxn

. e - . * . -~ - .
Le choix d'un opérateur de projection Pr'j = Prj conduit & une forme simpli-

fiée de systéme majorant au sens de la définition (III.5 )

Definition (IT1.5)  La matrice M(t,x) = [ug:(6,0)] 5 uyy :TxREST ese
une matrice pseudo-majorante canonique :
Grad p.(y.)T A..(t,x) vy, ¥i=1,2,...,k
u..(t,x) = sup L2 11 E
w ve & p.(y:) vx eC; vt eC
1 1 (e}
Grad pi(yi)T AL (8,x) ¥ij=1,2,....k
- J J
Y. (tsx) = max|0,sup
13 ye'g P, (v;) wet, ¥ eﬁfg

(II1T.20)

Toutes les définitions qui viennent d'&tre énumérées sont relatives
é'une méme forme de systéme majorant, au sens de 1'indgalité (III.11). Toute-
fois, certaines applications des inégalités différentielles, relatives notamment
aux #&tudes de stabilité des systémes, conduisent & introduire de nouvelles

formes de systémes majorants.
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Définition (111.6) La matrnice M¥(t,x), M : Tx R+ GLFE
deginit un systeme majorant S' du Aystime S pour Les 2 nonmes vectorielles
p et g AL L'inBgalite sulvante est vérifiée composante & composante :

p* p(x) <« M(t,x) qalt,x)] ¥x €T, e T, (s")

Une majorante particuliére peut etre utilisée lors de 1'étude des systémes
de grandes dimensions interconnectés. Dans ce cas il peut &tre intéressant
de choisir pour composante de rang i de la norme vectorielle p(x) une

~
. .Sme
norme scalaire pi(xi) du vecteur état X, du i sous systéme.

Soit par exemple un systéme non linéaire de grande dimension que
nous supposerons décomposable en un ensemble de s sous systdmes interconnec-—
tés :

dx.
1= gi(‘t,xi) + hi(t,x) ¥i=1,2, eo.p s (I11.21)

dt 1 n
. v i i .
La fonction g, : x R > R est associée au sous systéme déconnecté

S,

i
dx;
- = gi(t’xi)
dt
n. s
Le vecteur Xs e f}b 1 est le vecteur &tat du sous systéme Si( 2 n, = n).
’ i=1

n .
La fonction hi :CEJX ERS -*SQ?l est caractéristique de l'action de 8
sur le sous systéme S;. Un majorant du systéme S peut &tre obtenu &

partir d'une norme vectorielle p(x) de i°"° composante pi(xi) :

Définition (I11.7) Le systeme g™ degini & partin de R'indgalité (III.22)
est un systime majorant de (III.21) /18/

p* p(x,) < (t,%;) p;(x,) + &, (t,%) © (III.22)

Hii
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T
Grad Pi(yi) gi(t’xi)

ou : uii(t,xi) = sup ¥i=1,2,... S
ve %, p; (v) ¥t e T
v e%
2.(t,x) = (Grad (x)T h. (t,x)
1 \be Pi 1\

1'inégalité (II.22) peut encore s'écrire

D" p(x) < M(t,x) p(x) + &(t,x) (I11.23)
avec M(t,x) = {uij(t,xi)} et R(t,x) = {li(t,x)}

uii(t,xi) et Qi(t,x) sont définis en (@I.22)

wsltox;) =0 ¥i#§=1,2,00,8 eg, ve CZ??O.

IT1.71.3. - Analyse des propriétés des matrices pseudo-maforantes

a - Existence d'un plus petit &lément dans l'ensemble des pseudo—majorantes

d'une matrice relativement & une norme vectorielle réguliére p (définition 5)

Nous envisageons ici le cas des systémes majorants au sens de la

définition 5, dans ce cas nous allons démontrer le théoréme suivant :

Théoneme (I11.1) La matrice pseudo-majorante Mpﬁt’X) de Za matrnice A(t,x)
associte a La définition du systeme continu non Lindaire S est La plus petite
pseudo-majorante de A relativement & p(x) &4 La nomnme vectornielle p(x) est

Supposons qu'il existe une pseudo-majorante M{t,x) dont les éléments



U;: ne sont pas tous supérieurs aux éléments My définis dans la relation
(III.20). . Dans ce cas, au moins pour le couple d'indices i,j il vient 1'iné-

galité . :

II1.24
Kis € My (1 )

puisque M(t,x) est une pseudo-majorante de A, la définition 5 implique

1'inégalité :

we<g ,v¥w, €%
o T4 Y (111.25)

i o1

[ K aari-d

Vig Pylxg) €

1 ¥ = 1,2,...5k

Grad pi(yi)T Aij(t’x)AZi

pj(yj)

La norme p, choisie sans redondance, est par définition réguliére ce qu'exprime

la relation (III.26)

¥i# = 1,2,...5k pj(xi) = 0 (II1.26)
il résulte alors des inégalités (III.2L) et (III.25)
vij(y,t,x) < py;(tx) < My (tsx) (1II.27)

soit ¥y la valeur de y pour laquelle 1'élément uij(t,x) est maximum

il vient par définition :

uij(t,x) = vij(yM,t,x) (III.28)
si 1'on donne 8 y 1la valeur ¥y dans (IT1I1.28) il s'en déduit :

uij(tsx) € E_ij(tsx) € uij(tsx)

La régularité de la norme vectorielle p permet donc d'affirmer que M(t,x)



est la plus petite pseudo-majorante relative & p.

b - Non négativité des €léments non diagonaux de M(t,x).

~

Dans les définitions III.1 & III.S les éléments non diagonaux Hij ¥i#J

de la matrice majorante M ont &té pris & priori non négatifs :

¥if =12,k pgs(-) = mex [0, sup (-)] (I11.29)

Cette définition permet en effet de lever les difficultés qui pourraient appa-—

raltre lors de la recherche d'un systéme majorant 3 partir de normes vectorielles

e Pl . - - - -
ni régulieres ni surjectives.

En se réferrant & la définition III.5 et en supposant la N.V p
réguliére, l'indépendance des vecteurs y; et Y; lorsque 1 # j implique
la non négativité des éléments non diagonaux, dans ce cas il vient :

T
Grad pi(yi) Aij(t,x) Ys :
¥i#j=1,2,...,k .. = Sup 2 0 (111.30)

i
wel,ve T e p(ys)

Si pour la méme définition (III.5) la N.V p est choisie ni réguliére, ni surjec-
tive, les éléments My s définis en (III.30) ne sont plus nécessairement non néga-

tifs. Soit en effet

Vs e %'i et y'j € /%j et tels que : ’85 = ﬁu%:

si 1'on suppose Ai.(t,x) = [Aii(t,x), 0]
J ; (I11.31)
p:(y:) = »p ( i) = p.(y:)
Jd 73 1 yj 11
il vient
Grad p.(y.)T A..(t,x) y. Gradop (y.)TA AtL.x) vy
- itvi ijt”? J _ ivVit it i
V.. = (111.32)
ij p.(y.) p; (v;)
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Dans ces conditions 1'é1ément non diagonal Hyj

W.. = sup (v..)
1J yeﬁ 1J
n'est plus nécessairement non négatif compte tenu de la dépendance des sous

espaces }C i et j‘j .

Une telle définition peut &tre intéressante dans certaines &tudes
de stabilité, toutefois comme nous le verrons ultérieurement le lemme de
comparaison n'est plus valable, 1la définition de la majorante n'est pas
systématique, la non négativité du vecteur p(x) doit &tre vérifiée dans

chaque cas.

¢ - Majoration de la plus grande partie réelle des valeurs propres d'une

matrice.

- Dans le cas d'un systéme linéaire décrit sous la forme de S

il vient par intégration :

A(t—to)‘

x(jt,to,xo) = e ¥t ecg‘o, ¥x -8 e (III.33)

une majoration du systéme linéaire S obtenue & partir de la norme vectorielle

p(x) conduit & la définition du systdme majorant (III.3M4)

p* p(x) ¢ M. p(x) Vx 6% (III.34)

La relation (III.34) permet d'obtenir par intégration une solution majorante

de la solution (III.33) :

[eA(t-to) xo] ¢ &lltto) p(x) ¥x €&, vt e G (III.35)
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Lorsque la norme p est régulidre, ou pour une définition particuliére de M,

la matrice eM(t_to)

-~

est 3 éléments non négatifs /15/. Désignons par v 1le
vecteur propre de composantes vi relatif & la valeur propre de plus grande

partie réelle de A

Almt) L AEte) ¥ €6 (111.36)
De méme e et u désignent respectivement la valeur propre de plus grand
module de eM(t—tO) et le vecteur propre qui lui correspond. Dans ces condi-

tions le vecteur u & composantes strictement positives est choisl de telle fa-

con que l'on ait : /11/

u> po(v)  ¥Lo=1,2,... i-1, i+l k
(111.37)
u; = p;(v)
L'homogénéité de la norme p introduite permet d'écrire
p [AF7%) 7] = |2 P)| vy ¢ MIEP) piv) we e T (111.38)

~

Une majoration beaucoup plus dure déduite des relations (III.37) conduit &

1'inégalité :

lexﬁt—to)l o Mt=ty)

v) < wg &t oy ' (III.39)

-
. . . €eme . .
En particulier pour la 1 composante du vecteur u 11 vient

|e?\(t-to)l c |git—to)|

soit encore :
Re A & Rep (ITII.LkO)

Dans ces conditions, la plus grande partie réelle des valeurs
propres de la matrice pseudo-majorante M(A) majore la plus grande partie

réelle des valeurs propres de A.



Cette propriété mise en évidence dans 1l'hypothése linfaire est
également vérifiée dans 1l'hypothése non linéaire. Il convient toutefois
d'associer au systéme initial S wun majorant au sens de la définition 5.
Dans ce cas, la démonstration précédente doit rester valable pour tout
instant t eozﬁo et pour tout état x € % . La seule contrainte sur M réside

donc dans la non négativité de ses é€léments non diagonaux.

Théoneme (I111.2)  Soit un systime non Lindaire S et son systeme majorant
associé pan La norme vectordielle p(x). Si& Les &Léments non diagonaux de La
matrice pseudo-mafjorante M(t,x) sont non négatifs ¥x eCet vt @ ‘?fo , La
valeur propre de plus grande partie néelle de M(t,x) majore La valeur propre
de plus grande partie rnéelle de A(t,x)

Re Mt ,x) > Ee Ay ¥t eq%, ¥ e& (IIT.41)

t,x t,x)

Nous désignons par Z, la classe des matrices réelles de dimension
k k & éléments hors diagonaux positifs ou nuls.
L'ensemble des matrices pseudo-majorantes qui viennent d'@tre définies
appartiennent & Z,- Des travaux de MMFiedler et Ptak /12/, il ressort
que toute matrice de classe Zo est de classe (-M) si et seulement si sa va-
leur propre de plus grande partie réelle est négative ; la matrice M(t,x)
est alors par définition 1l'opposée d'une M matrice. Nous proposons donc,
afin de conclure cette &tude relative i 1'analyse des propriétés des ma-
trices pseudo-majorantes, de rappeler le théoréme suivant qui sert de défi-

nition de base & la classe des M matrices : /12/, /13/, /1k4/.



Theoneme (111.4) Soit M 6 Z, , on appelle (-M) matrnice toute matrice
de Z qui vernigie au moins L'une des conditions Equivalentes énoncZes ck-
dessous :

1 - 1L existe u > 0 tel que Mu < O

2 - 1L existe une diagonale positive A telle que MA v < 0
(v : vecteur dont les composantes sont toutes égales & 1l'unité)

3 - 1L existe une diagonale A telle que N = MA 404t une matrice a diagonale
négative dominante. |

4 - Toute valewr prophe de M est 4 parntie néelle négative.

5 - Tous Les mineurs princdpaux de M sont de signes altennis Le premien étant
négatif.

6 - 1L existe une matrnice de peunutation P telle que P N pT peut etrne Ecrnite
sous La fomme d'un produit T, T, ou T, , Irniangulairne inférnieure, appar-

Yent a 7 et T, I&ianguﬂ;ini Aupénleune appartient a Z
Z : désdgne La parntie de Z, gormée des matrices de Z a diagonale strnic-
Lement négative
7 - L'énvense M| existe et M '3 0
8 - La valeur propre de plus grande partie néelle de M est néelle et négative.
9 - Pour tout vectewr x » O _LL existe un Lndice i tel que

X.¥3 < 0 pour y =Mx

Une conséquence importante de ce théordme peut €tre énoncée sous la forme du

corollaire suivant :

Corollaine 111.4

Lonsqu'une matriice pseudo-majornante M(t,x) est L'opposie d'une
M matrnice, alorns M(t,x) admet un vecteur propre u(t,x) , associé a La
valeur propre de plus grande parntie néelle négative de M(t,x) , dont foutes
Les composantes ui(t,x) sont non négatives. Lorsque M(t,x) admet une

Anverse inrnéductible /11/ Res composantes ui(t,x) sont strictement positives.

L'hypothése d'irréductibilité traduit 1'impossibilité d'isoler dans M,

par permutations, un bloc diagonal indépendant.
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L'ensemble de ces propriétés particuliérespermettra d'envisager
ultérieurement une application du concept de systéme majorant & 1l'étude de

la stabilité d'un systéme continu non linéaire de grande dimension.

111.1.4. - Nommes vectornielles et principe de comparaison

Les systémes étudiés dans cette section sont décrits sous la forme
de S. Pour de tels systémes il est possible de démontrer un lemme de comparai-
son qui peut &tre interprété comme une généralisation du lemme de comparaison

de Wazewski /7/.

Soit une nomme vectorielle p de taille k et une matrice pseudo-
maforante M(t,x) associie au systime S telle que d'une part Les éliments non
diagonaux de M(t,x)sodlent non négatifs et que d'autre pat £'inégalité suivante
504t vernifiée Le Long des solutions de S :

D'p(x) € M(t,x) p(x), v e g ,¥xeb (III.L42)
alons Le systeme (C) Zek que z(t ) > p(x(to))
(c) %f:l = M(t,x) z ¥z e\%f (III.43)

est un systéme de comparaison de (S) et L'inZgalité suivante est
venigiie

z(t) 3 p(x(t)) ¥t € fz,“o (TII.LY)
Damonstration
€ désigne un vecteur d'erreur de dimension k et tel que
e(t) = z(t) - p(x(t)) ¥t € ‘Co ' (III.45)
avec x(t) = x(t;to,xo)
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Pour t =t il vient e(to) > 0.

Compte-tenu des définitions de z et p (TIII.42 et III.43) il est possible

d'obtenir une inégalité différentielle sur € :

D' e3> M(t,x) e (IIT.L6)

€ est un vecteur d'évolution continue par rapport & t et x.

Soit t1 > to le premier instant pour lequel l'une des composantes € de €

s'annule. On peut alors écrire :

+
D oe; > ]
i#]
i=1,... k

uij(t1,x) € (III.NT)

I1 apparait ainsi § l'instant t1 pour lequel €; s'annule que cette composante
est une fonction non décroissante. En conclusion €(t) ne peut devenir négatif

¥t e Z; d'ou le résultat

z(t) > p(x(t)) ¥t @ ?:o (III.48)

I1 convient de remarquer que 1'hypothdse uij >0 ¥i#j 1,2,000 5k

¥x € ¢ et ¥t € ?jg est essentielle & la démonstration de ce lemme. Pour cette

raison les matrices pseudo-majorantes ont été définies a priori dans la classe Z,-

Remarquons enfin que si M(t,x) = M(t) ou M(t,x) = M le lemme de ccmparaison 1

se réduit & une forme particuliére du lemme de Wazewski /T7/,/15/.

La définition 7 relative & la majoration des systémes non linéaires
conduit & @noncer sous une forme particuliére le lemme de comparaison précé-

dent :
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- Soit une nomme vectoniefle p de taille k définissant un systime
majorant de classe S" du systime interconnecté non Lingaire (III.21)

S"i : D+p(x) ¢ M(t,x) p(x) + 2(t,x) ¥x e?;’, ¥t € Gfo

alons Le systeme (C) tel que z(to) > p[X(to)]

Lo M(t,x) 2+ 2(t,x) (c)

est un systeéme de comparaison de (III.21) et Les inEgalitis sulvantes sont
venigites Le Long des solutions de (III.21)

z(t) > p[x(to)] ¥t e"(fo

La démonstration de ce lemme découle immédiatement des résultats antérieurs.

IT1.1.5. - Exemples de matrnices pseudo-majorantes d'une matrice nelativement & une

nome vectornielle néguliére p.

En se référant & la définition 5 d'une classe de matrices pseudo-
majorantes nous proposons a titre d'illustration de définir directement et
d'une maniére systématique les é&léments uij de la matrice M(t,x) & partir
de la donnée de la matrice A(t,x). Trois cas seront successivement &tudiés,
tout d'abord nous envisagerons le choix d'une norme vectorielle 4éguliére p

déduite de la norme du max, puis de sa norme duale et enfin de la norme
euclidienne.

Dans chacun de ces cas le partiticnnement de 1l'espace de définition'z correspond
& un découpage par blocs de la matrice A(t,x). Dans ce sens les opérateurs de

partitionnementEget Prj prennent une forme simplifiée :

) J - _

©] | (o] | [o] [0] o] |

[o] }Ii (III.49)

(] |

¥

NS

—
= T
o] | [0) | [o] | [0]

. , -
~
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Ii et Ij
du bloec A..
1)
. I
r ,——‘l.—\ -
0 0 0
\\\
A.. = 0 0] I.
3 N ;
0 0 0 J

a) - Nomme vectornielle p(x)

composantes Xx. € ‘%i. I1 vient par définition :

p.(x) = max |x
kte

La recherche d'une définition des éléments uij de la majorante M(t,x)

conduit & écrire

Grad pi(xi)T = [O,... 0, signe X: s O,...)Cﬂ

Kl =

déduite de £a norme du max

Choisissons pour pi(x) la norme relative au module maximum des

In

X. signe x.
&n J

m

m

désignent les ensembles d'indices des lignes et des colonnes

(1I11.50)

(I1T.51)

I1 s'en d&duit une définitionsimple de la matrice Aij en effet,

cette matrice de méme dimension que A est constitu& d'éléments nuls sauf

pour le bloc situé & l'intersection des ensembles Ii et Ij de lignes et

colonnes dans lequel sont isolés les éléments corresvondants.

particulier qui nous intéresse il vient pour les matrices Pri et Prj

—

[o]

[o]

—y

Dans le cas

(111.52)



g5 = 8y (¥ieI. )N (¥je Ij)
soit : A, =L§..} : (II1.53)
Mo 0 (¥igI) V(¥ ¢TIy

]

La définition des blocs Aij conduit & écrire

T Iy
Grad Pi(xi) Aij x; = signe xim ) a. p Xy, (II1.54)
261, m

d'ou pour 1l'élément His de la majorante :

signe yim Z aimk Yy ¥t egg, ¥x € f;
2€T.
Mgy = max J ¥i,j = 1,2,... k  (III.55)
v y. signe y.
Jm Jm

si 1'on désigne par 23 les éléments de la matrice A il vient :

¥ifj = 1,2,.. k
uiJ = max Z lakg’ll J >
k6T, 21, J veT,wxed
(111.56)
Mys = ig; & * 2%1 [ak2| ¥i=j=1,2,...k
i i v el , el
k#g
b) - Nomwme duale de La nonme du max
La définition de la norme duale permet d'écrire :
p;(x) = } x| (III.57)

keI,
1
il vient pour le gradient de pi(x) :

Grad pi(x)T = [ ....., signe x ] keI, (111.58)

k,onoo
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soit pour 1l'élément uij

X signe vy »Z Vg
k6T, k ger. k2R
1 _J

Myj = mex ¥x 6"2, ¥t eq% (111.59)
ve't L ¥ siene y
keIi

L'indépendance des indices k et % permet d'intervertir 1'ordre des som-

mations définies au numérateur de uij

Z ¥y Z signe Yiee 8

L€T. k€T,
{5 = max i ¥x €8, ¥t e 7 (II1.60)
ye’% ! v, signe y,
xel.
1
soit encore
.. = max T la,l vx e%, vt ¥
1 ger xet, & | ©
J i ¥i # J = 1,2,...,k (I1T.61)
My, max [aRZ + ) |akzj] ¥i=J=1,2,...,k
: - kel

g€1, vwx e, Vte%o

k#2

e) - Noxme euclidienne

I1 vient par définition de la norme euclidienne sur un sous espace1g£ :

1
p;(y;) = [yf yi] 2
T (111.62)
" T I3
soit Grad pi(yi) =
pi(yi)
Avec les notations suivantes :
Grad pi(yi) = {ak} > k€I,

]
-—

2
et z Oy
keT.

i
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il vient
oo =mex (Vi) ¥ ek, w eC?‘f
d yez J ¥i,] = 1 52 k
T
AL Y.
V.. = yl 1J yJ = z Z
ij
p;(v;) psly;) keIi 261

Cherchons tout d'abord & exprimer les &léments diagonaux }Aii

majoration des éléments vii définis en (III.63)

2
V.. &€ ) o a. + ) (a,+a,.)a
ii keT. k Tkk KOT. kL Lk
1 1
26I.=
J
¥k

compte~tenu de 1'inégalité usuelle Oy ap £ %'( o

il vient :

= 1
Wiy = mAX ca, + > z lakl + azkl ¥x
keI, k#% ¥t
]::GE'I:.L

Les éléments non diagonaux s'expriment alors sous la
1 <
U:% = 5 ¢ max z 1 [+ max L la I ¥x
o2 {gex. tor & ger. ker, | K
J 1 J ¥t

-]

Pour les trois normes usuelles 1l apparait

See %

x %2

2 >
kt %)

e &

forme :

e %
et
(o]

ainsi la possibilité

d'une définition systématique des matrices pseudo-majorantes & condition

(I1I.63)

de M(t,x) par

(I11.64)

(I11.65)

(III.66)

(¢}
toutefois de partir d'une représentation matricielle de la forme x = A(t,x)x

et d'utiliser une norme vectorielle réguliére.



I11.2, - Pseudo-majorantes des processus continus non Lindaires définis sur Le

conps des complexes.

.

La représentation des systémes sur un espace vectoriel réel nous a
conduit & définir le concept de matrice pseudo-majorante. Par extension, il
est possible d'associer a un processus défini sur un espace hermitique /16/ un
systéme majorant réel. Cette technique de majoration peut permettre d'aborder
1'étude de la stabilité des systémes & représentation complexe. C'est généralement
le cas des systémes pour lesquels la matrice définissant le régime libre est
diagonalisée au voisinage d'un point moyen de fonctionnement et admet des va-

leurs propres complexes.

111.2.1. —vvéﬁinixion d'un systeme majorant néel d'un processus complexe.

. Supposons les systémes S et S définis sur le corps des
complexes : xeX " = X
alt,x) : Tx X * — XT (I1I.67)
Alt,x) : C ~ Xn—= X nxm

" Le point x = 0 est par hypothése le seul point d'équilibre stable du

systéme S.

Soit p(x) une norme vectorielle du vecteur état x ; p(x) a pour

composante p. (xi )

P&):$meﬁf

chacune des composantes pi(xi) est norme scalaire hermitienne du vecteur

X; défini sur un sous espace complexe ’Z‘Kide "Z X .
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Pour les trois normes hermitigues - usuelles il vient :

1) - norme du max hermitique
Pi(xi) = max »/xg'; ;k ' (I11.68)
keIi :

2) norme duale de la norme du max hermitique :

p;(x;) = 2 /xE % (111.69)

k6T, k “k
1

3) norme euclidienne hermitique :

p.(x.) = [szc'] e (111.70)

1 1

Dans ces conditions toutes les définitions antérieures relatives & la notion
de processus majorantpewent &re rigoureusement transposées dans le domaine com-

plexe.

A titre d'illustration nous proposons de définir 2 processus majo-

rants du systéme S complexe.
o]
8 : x = A(t,x) x (III.71)
Ces deux définitions d'une matrice pseudo-majorante réelle sont relatives &

1'utilisation de la norme vectorielle régulidre p(x) de taille k. Dans le

premier cas il s'agit de la norme du max et dans le second cas de la norme duale.

111.2.2. - Pseudo-majorante déduite de La nomme du max

Soit pi(x) l'une des composantes de la norme vectorielle p(x)

p.(x) = Max /x x, = X. X.
1 keIi k "k e lm



Ve [ V.d + - .
La dérivée D pi(x) s'exprime dans ce cas par la relation :

[o]

— o]
X, X, 4 X, X, (11I.72)
m.m m m

+ 1

2Y X. X.
i1
m m

Soit compte-tenu de la définition du systéme S :

fo...0 %, 0..0]A, ..x.+[0..0 x, 0-0]&. .x.
* 1 i 1379 i i3 3
p;(x) (III.73)

D Pi(x)

W o1t

2/;c_.x. J=1 /x .
i1
m m m “m

Cette relation conduit alors par majoration & la définition des éléments “ij

de la matrice pseudo-majorante induite par la norme vectorielle p :

3 o iivi =
M.. = = max X (ITT1.7%)
2 ek = vx €% ¥t T
yi yi o
m m

[0-0 yimO—O]Aiiyi +fo-0 y, 0-0J&..¥, |4 - £,2,00 0k

[0..0F, 0..0]A, . ¥. + [0-0y, 0-0]A, . ;.1 g
1 i idd i id*7d ¥i #j=1,2,..k

H.. = =~ max J(: %x_ '*6
= f=— ¥x € ¥t e°
yi yi Yj yj x ? [¢]
m m m "m

1J 2 Yeﬁ

Les éléments de M(A) peuvent alors s'exprimer & partir des coefficients

8g des divers blocs Aij définis directement & partir de la matrice A soit :

U.. = max Re a_ . + Z 8, ¥i=1,2,... k
M xer, kk 261, il (III.75)
2k w ed®, w T
= max J ) lakzl 1v; =1,2,...k  , 1# ] (III.75)

H. .
1 ger. lleI.
i J



111.2.3. - Pseudo-majonante déduite de £a nomme duale.

Une pseudo-majorante de structure voisine peut €tre définie par la

norme duale de la norme du max (II1.69), il vient dans ce cas :

Wy = mex {-Re 2 * ) |ak£|}, ¥i=1,2,... k

2814 KeI; vxe 15, wt eT,
(II1.76)
M. =max § ¥ Ja l} 5 0 ¥i# j=1,2,... k
Y ger .{kel. Kk
J i
Remargue : dans le cas particulier d'une contraction au premier ordre nous

retrouvons le résultat &noncé & la sous section (1.11) du chapitre I

U = Max 4{Re a:; + z 'aij|}
i=1,.. n j#i=1,..n

D'une facon générale les résultats et définitions &noncés sur le

L]
corps des réels sont simplement transposés dans le domaine complexe ainsi

que nous venons de le voir sur les 2 exemples d'illustration précédents.

I111.3. - Processus minorant d'un systéme continu non Linéaire.

Aprés avoir défini la notion de systéme majorant par l'utilisation
des normes vectorielles, nous proposons maintenant d'introduire, selon une

démarche analogue, la notion de processus minorant.

I11.3.1. - Systéme minorant, déginition.

Le systéme minorant de (S) est défini & partir de la norme vectorielle

p(x) du vecteur état x :



Definition (111.8)  La matnice N(t,x) Cx F00 . UK gacipit neta-
tivement a La nonme vectorielle p(x)  un systeme minorant de S &84 et seu-
Lement 84 £'intgalits suivante est vernigiée composante & composante :

D p(x) > N(t,x) p(x) , ¥x € ﬁi, ¥t € CE; (I1I.77)

A partir des notations (III.12) il est possible de donner plusieurs expressions

des’ matrice pseudo-minorantes N(t,x) :

Definition (111.9) La matriice N(t,x) = {nij(t,x)} » ny 5 Tx R + R

est une matrice pseudo-minorante @

)T

Grad pi(y.
nii(t,x) inf =

Aii(t,x) ai(t,y?} ¥i=1,2,... k
ye%

¥x 6%
p.(y.) ¥t 6 ¥

171 (o}

Q@ n

(111.78)

¥x €%
vt 8%

T ’ . .
Grad p.(y.)” A..(t,x) a.(t,y) ) ¥i # j = 1,2,..k
. . i‘vYi ij 3
n,.(t,x) = mlnio, inf
1J

D'autres définitions, analogues aux définitions 3, 4 et 5 sur les
systémes majorants, peuvent ici encore &tre précisées. Ces nouvelles définitions
relatives aux systémes minorants sont simplement obtenues par transposition des
définitions 3,4,5. Il suffit en effet de remplacer dans les expressions (III.1T),
(II1.18) et (IIT.20) respectivement

sup par inf et max par min.

111.3.2. - Propriétés des matrnices pseudo-minorantes.

Nous envisagerons essentiellement le cas des systémes minorants de

systémes décrits sous la forme S.

1) Lorsque la norme p est choisie réguliére, il découle directement des

définitions que :



(I11.79)

inf

{Grad pl(yi)T AiJ(t,X) aj(t,Y)}< 0
ve'l

pj(yj)

Cette propriété est une conséquence immédiate de 1'indépendance

des vecteurs s et ¥; lorsque 1 # J.

2) Minoration de la plus petite partie réelle des valeurs propres d'une

matrice.

Pour démontrer cette propriété il suffit d'utiliser le systéme rétro-
grade (III.80) du systéme minorant (III.7T).
En effet si 1'on suppose qu'il est possible d'inverser le sens d'évolution du

temps il vient

D: p(x) < - N{1,x) p(x) (111.80)
T=-1 ¥1eT vx e¢
Dans ce cas la matrice - N(T,x) est une matrice pseudo-majorante du systéme

rétrograde au sens de la définition 1. Le théoréme (III.2) conduit donc &

écrire 1'inégalité suivante :

mex ReA(_,y € max Re )\(_N(T’x)) (111.81)
si 1'on tient compte de la relation (III.82)
max ReA = ~min Re A (111.82)
(-A) (A)
il vient :
min Re) (111.83)

£ min Rek(

(N(7,x)) A)

Cette inégalité exprime la possibilité d'une localisation dans le plan complexe
de la plus petite valeur propre d'une matrice soit :

min Re AN( € min Re)\A € max Re)\A € max ReAM(t,x)

T,X)
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3 - Les matrices pseudo-minorantes N(t,x) appartiennent & la classe des
matrices & éléments hors diagonaux négatifs ou nuls. De plus, N(t,x) est

du type M matrice lorsque toutes ses valeurs propres sont positives /17/.

4 - A titre d'exemple nous proposons de donner une expression de la matrice
pseudo-minorante N(t,x) assocife & la minoration du systéme S. Si avec les
notations antérieures I, et Ij désignent les ensembles de lignes et de colonnes
intervenant dans le bloe Aij’ il est possible de définir une minorante d'expres-

sion :

n,. =min | Rea, - } ¥i=1,2,... k
ii { 21 kGIilakzl} 2=

QGIi
K#L welb,vweT
(111.8%)
n.. = - max ) ¥i#j=1,2,... k
1 gper. {ke:[. ‘akzl}
j i
dans le cas d'une contraction au premier ordre il vient :
n
= i _ 2 .
n(C) = min {Cii s#i 1cij| vx 60, Wt e%; (111.85)
C = {cij} j=1
AT

. T .
C pouvant €tre la matrice A, sa transposée A~ ou bien encore
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Conclusion

L'utilisation du concept de norme vectorielle lors de 1'étude des
systémes continus non linfaires, nous a conduit & mettre en &vidence deux
classes importantes de systémes majorants continus, selon qu'il est possible
ou non d'appliquer le lemme de comparaison (III.1) ou (III.2). Pour chacune
de ces classes nous avons défini plusieurs types de systémes majorants selon
la nature lin€aire stationnaire, non stationnaire, ou non linéaire de la repré-
sentation matricielle adoptée. Dans toutes les définitions énoncées au cours de
ce chapitre les matrices pseudo-majorantes appartiennent & la classe Zo’ c'est-

. ~

8~dire que les éléments non diagonaux sont choisis & priori non négatifs.

Lorsqu'une matrice de classe Zg vérifie les conditions de Hurwitz,
ou encore les conditions linéaires de stabilité, elle est 1l'opposé d'une M-matrice
et posséde de ce fait un grand nombre de propriétés intéressantes que nous uti-

liserons au cours du prochain chapitre.

Diverses propriétés des matrices pseudo-majorantes ont porté notre
choix sur l'utilisation de normes vectorielles régulidres n'introduisant aucune

redondance dans les définitions.

Dans ce cas, il est en effet possible de donner une définition systéiaatique

de la matrice pseudo-majorante pour chacune des normes vectorielles usuelles.

Le choix d'une représentation complexe peut permettre de situer le
fonctionnement du processus au voisinage d'un point de 1l'espace d'état pour
lequel la matrice du régime libre admet des racines complexes. Le choix d'une
norme vectorielle p permet alors par l'application p(x) qu'elle définit, de

Pl

ramener 1'étude de la stabilité d'un processus & éléments complexes & celle de

rd

son majorant & éléments réels.

I1 apparait enfin que la notion de N.V permet d'associer & un processus
réel €tudié deux systémes, 1'un majorant 1'autre minorant ; leurs évolutions

respectives encadrent le comportement du systéme réel.
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CHAPITRE 1V

Application des méthodes de majonations vectornielles a L'étude de La

stabilite des systemes continus non Lindaires de grandes dimensions.

Introduction

L'utilisation du concept de norme vectorielle a permis de définir
la notion de processus majorant d'un systéme continu non linéaire de grande
dimension. En application de ces techniques de majoration, nous proposons
maintenant de rechercher de nouvelles conditions suffisantes de stabilité
des systémes continus non lindaires du type S. Bien que les outils employés
soient différents, il convient tout de suite de noter l'analogie de ce point
de vue avec les méthodes vectorielles utilisant 1le concept de
fonction de Ljapunov vectorielle /1/-/10/. Ainsi, la norme vectorielle.du
"vecteur &tat" d'un processus peut €tre considérée comme un vectzur de
comparaison. L'intérét des méthodes basées sur cette idée réside essentielle-
ment dans la possibilité de simplifier une étude de stabilité et par suite de

limiter & priori le volume des calculs.

Au cours de ce chapitre nous présenterons successivement deux fagons
d'aborder 1l'é&tude de la stabilité d'un systdéme continu non linéaire de grande
dimension. Dans un premier temps, en supposant qu'il est possible de tranposer
1'étude initiale de stabilité sur le systéme de comparaison contracté, nous
proposons d'énoncer plusieurs critéres de stabilité exponentielle et asympto-—
tique. En particulier, la conjecture d'Aizerman peut &€tre démontrée pour une

classe de systémes non lin&aires.

Il est également possible, & partir de la notion de norme vectorielle d'élargir
le cheamp d'application du critére généralisé de V.M Popov /11/ au sens des ré-

sultats proposés par L.T Grujié /12/-/13/.



En second lieu, 3 partir des inégalités différentielles introduites
antérieurement dans les définitions des systémes majorants il est possible
d'énoncer plusieurs conditions suffisantes de stabilité asymptotique. Elles
s'expriment généralement sous la forme des conditions de Hurwitz appliquées

a4 une matrice pseudo-majorante.

Pour terminer ce chapitre nous proposons d'une part, d'appliguer les
résultats relatifs & la minoration des systémes aux études d'instabilité et
d'autre part d'aborder le probléme de la stabilité des régimes forcés vis &

vis de perturbations initiales.

V.1 - Efude de stabilité basée sur L'utilisation d'un systeme de comparaison.

En utilisant les résultats du chapitre III et en particulier le lemme
de comparaison 1, nous proposons tout d'abord de montrer que les caractéres de
stabilité du systéme de comparaison impliquent les mémes propriétés pour le
systéme initial. Il convient ensuite de préciser les conditions qui permettent
une utilisation simple, du point de vue de la stabilité, du systéme de compa-—

raison. C'est notamment le cas lorsque le systéme majorant est lin&aire.

IV.1.7. - Stabifite induite par Le sysieme de comparaison

a -  Atabllite

La stabilité au sens de Ljapunov ou O[;tabilité du systéme de comparai-

son (C) peut étre définie par l'ensemble des relations (IV.1) /14/

¥e €>0 et ¥ t €°C ; J 68(t_,e) >0

tel que ¥z : s > z,> 0 => z(t,tozo) < € ¥t € Tf; (v.1)
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compte tenu du lemme de comparaison (III.1) il vient 1'inégalité (IV.2) :
¥ 8°0 . ¥x ,zo € G z[tst sz ] 3 oplx[tst_,x]] (Iv.2)

soit encore en choisissant z, = p(xo) a 1'instant initial to :
I(Vt & T
1Vx,z e &

Lorsque les conditions d'application du lemme de comparaison sont vérifiées,

il découle de la définition (IV.1) et de 1'inggalité (IV.3) que laC[éstabilité

p[x(t;to,xo] § z[t;to,p(xo)] <€ (1Iv.3)

du systéme de comparaison implique celle du systéme initial S.

b - Stabilité asymptotique

La stabilité asymptotique a été définie comme la conjonction des
deux propriétés de d?stabilité d'une part et d'attractivité d'autre part /14/.
I1 reste donc & vérifier maintenant que la propriété d'attractivité d'un sys-
téme peut €tre &tudiée sur le systdme de comparaison. Cette propriété est évi-
dente si 1'on tient compte & la fois du lemme de comparaison (IIL.1) et des

axiomes de définition de la norme vectorielle p(x), il vient en effet

iiﬁ z[t;tozo] =0 => iig p[x(t;t_,x )]= 0 (Iv.L4)

¢ - Stabilité exponentielle

Nous supposerons maintenant le systéme de comparaison exponentiellement

stable i.e /1L4/

a2(t—to)

Ja,a,>0 tlaltst sz )] € op e [1z(s )] (1Iv.5)

1'inégalité suivante (IV.6) est directement déduite du lemme de comparaison

(11I.1)
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Ilp[x(t;to,xo)]|| g [Iz(t;to,zoﬂbyt e“fé, ¥ e% (1v.6)

Dans ce cas I[p(x)]] peut &tre considérée comme une norme scalaire du vecteur x ;
il est donc possible de trouver 2 constantes positives B1 et 82 telles que

1'inégalité suivante soit vérifiée
¥t eCC;, ¥x e’ B1||x|[<]Ip(x)|]<32][x|| (TV.7)

si 1'on choisit X, et z, de telle fagon que z, = p(xo) les inégalités (IV.5)

(IV.6) et (IV.7) impliquent les relations (IV.8) :

a,(t=t ) a,(t-t ) a,(t-t )
2 2 2
B1||x|]<p[x(t;to,xo)]<a1e ° z2(t )] |<a e © |p(x )] ]<o B e © ||xo|i
(1Iv.8)
cette suite d'inégalités conduit ainsi au résultat recherché :
a,(t-t )
lxll € o, g5e 2 x| (1v.9)

1B,

D'ou le théoréme (IV.1) conséquence directe du lemme de comparaison
(111.1).

Théoneme (1IV.1) Lorsque Les conditions d'application du Lemme de comparaison
(III.1) sont vérifiées, Les propniétes de stabilité asymptoiique / exponentielle
et de stabilité au sens de Liapunov du systime de comparaison, impliquent Les
memes proprlétis de stabilité pour Le processus initial.

Ces résultats peuvent &tre généralisés i d'autres formes de stabilité
et en particulier aux études de stabilité  entrée-bornée, sortie—bornée

(stabilité E.B.S.B).
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V.1.2, - Systeme de comparaison Lindaire stationnaire.

Le systéme étudié est représenté par une équation d'état de la forme S.
Nous supposerons que le choix d'une norme vectorielle p(x) permet de définir

un systéme majorant linfaire au sens de la définition (III.1)
+ .
D' p(x) € Mplx) ¥ e%.

Dans ce cas il vient un premier théoréme de stabilité exponentielle

Théoneme (IV.2) Soit un systime continu non Lindoire S auquel peut étre
ass0cLE un systeme de comparaison Linéaire stationnaire de matrice pseudo-
majorante constante M . Si La mathice M est L'oppos@ d'une M- matrnice
alons Le point d'équilibre x = 0 du systeme S est globalement exponentiel-
Lement stable.

Démonstration

Le systéme linéaire de comparaison (C) est défini par 1'équation

d'état suivante
o
z =Mz (Cc)

Puisque la matrice M est l'opposée d'une M-matrice toutes ses valeurs propres
sont 3 parties réelles strictement négatives (théoréme III.L4). Cette condition

implique donc la stabilité exponentielle du systéme de comparaison (C).

D'aprés le théoréme (IV.1) il est alors possible de conclure a le stabilité

exponentielle du systéme S.

Une seule condition est imposée au systéme de comparaison par le théoréme (IV.2) :
La matrice pseudo-majorante M doit en effet appartenir & la classe des (-M) ma-

trices ce qu'expriment les conditions de Kotelyanskii /15/ :

Hqq Hio Hyqeer Wy
> 0 (Iv.10)

Moy Hoo Hat nn
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1V.1.3. - Systéme de comparaison non Lindaire : conjecture d'Adlzenman.

Le systdme de comparaison C obtenu & partir de la définition (III.1)
est maintenant supposé non linéaire. Dans ce cas il convient de considérer
successivement plusieurs formes de systémes de comparaison permettant de con-

clure simplement aux propriétés de stabilité de S.

Dans toutes les &études de stabilité des sections IV.1.3 et IV.1.4, les hypo-

théses suivantes seront vérifiées

-~

(i) La matrice pseudo-majorante M(t,x) appartient & priori & la classe des
(-M) matrices. Notons u(t,x) le vecteur propre associé & la valeur
propre AM(t,x) de plus grande partie réelle de la matrice transposée
MT(t,x). D'aprés le corollaire (III.M)) u(t,x) est un vecteur dont les

composantes sont non négatives.

(ii) La matrice MT(t,x) admet une inverse irréductible. Si cette derniére
propriété n'était pas vérifiée, nous déduirions simplement d= MT(t,x),
par une majoration supplémentaire, une autre matrice pseudo—najorante

x . . P .o .
M (t,x) irréductible et définie de la maniére suivante
*
M (t,x) = M(t,x) + B (Iv.11)

b.; =0 ¥i=1,2,...k
B = {bij} ¥i,j = 1,2,... k

bij >0 W¥iFji=1,2,... k

. . . . *
La matrice B est alors choisie de telle fagon que l'inverse de M (t,x)

soit irréductible.
(iii) Le vecteur propre u(t,x) défini en (i) est choisi de module unité.

Compte tenu du corollaire (III.L4) et puisque la matrice M(t,x) admet une

inverse irréductible, il vient pour u(t,x) les inégalités suivantes

ult,x) 3u, > 0 ¥t e¥., ¥x €%
§ o

T
ug = [8, &,... 8]

(Iv.12)



- la constante § est la limite inférieure des composantes ui(t,x) :
§ = dnf w,(£,x),¥ = 1,2,...k, ¥t €%, ¥x €%

uT(t,x) u(t,x) =1

L'hypothése (i ) conduit & reporter 1'étude de stabilité du processus S

sur son systéme de comparaison C :

(o]

z = M(t,x) z (c)

z >0

° +

Soit v € R une fonction définie positive obtenue par projection
du vecteur majorant =z du systéme de comparaison (C) sur le vecteur propre

u(t,x)
v(z) = zT.u(t,x) (Iv.13)

Pour cette fonction v définie positive, 1l est possible de trouver

deux fonctions de comparaison ¢1 et ¢2 de classe K telles que l'on ait :

o,(11z[]) < v(z) < ¢, (]|z]]) (Iv.1L)

Les fonctiocns ¢1 et ¢2 sont dans ce cas définies de la maniére
suivante :

AUEIIPENEEE

o,z 2 ug (IV.15)
u? = [1,15000s 1]

1 ~ Envisageons dans une premicére étude de stabilité le cas pour lequel le
vecteur propre u(t,x) est supposé de direction fixe lors d'une quelconque

évolution du systéme S :

u({t,x) = cste 3 ug > 0 (1Iv.16)



Dans ce cas par dérivation de v il vient

é% v(z) = [51-Z]T u (Iv.17)

La définition de la matrice pseudo-majorante M et les propriétés de u

conduisent & écrire la relation (IV.17) sous la forme :

d -

3 v(z) =z Mu (1v.18)
soilt encore :

L vz) = 2 v(z) : (IV.19)

at M(t,x) .

nous avons donc défini en (IV.19) un nouveau systéme de comparaison du 1° ordre.
Puisque M(t,x) appartient & la classe des M-matrices et admet une inverse irré-

ductible 11 vient

a1||z||< ug z € v(z)g ot

12 € 0y |]z]] | | (Iv.20)

’

0t2>OL1> 0

il est donc possible au sens du théoréme (IV.1) de conclure i la stabilité

exponentielle du systéme de comparaison (C donc de S :
B(t-t
[pCe(tit,x ] < latesegx )] € o FER) 1 )

¥t €°C

R B = sup{ReAM( (Iv.21)

}
t,x) ¥x € %

d'ou le théoréme

Théoneme (IV.2)

a - Sodit un systéme continu non Linéaire de ghandes dimensions S dont Le
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systeme de comparaison obtenu & partin de La N.V p est de La fonme C.
Si La matiice pseudo-maforante M(t,x)  vérifie Les propriétis sulvantes :

(1) L'opposdede M est une M matrhice
vwwe T,mel= RO
Le point d'équilibre x = 0 e Y RP

(i1) M admet une invernse Lunéductible

(iii) 4Le vecteur propre wu(t,x) ass0cié & La valewr propre de plus
_ grande parntie néelle de MT(t,x) est constant.

Alons, Le point d'Equilibre x=0 du systime S est exponentiellement
stable.

b - Lonsque (a) est venifis poun S = RoP alors La stabilité exponentielle
du point d'équilibre x=0 est globale.

2 - Conjecture d'Adizerman ‘ “"“‘

Avant d'étudier le cas pour lequel le vecteur u(t,x) n'est plus
constant, nous proposons d'introduire une sous section pour démontrer la
conjecture d'Aizerman qui est & la base des développements ultérieurs /16/-
/17/.

Nous allons tout d'abord étudier la stabilité d'un systéme de la
forme S auquel sont associées les hypothdses additionnelles (IV.23) et
(1v.25)

d _ .

3 <= Alt,x) a(t,x) (Iv.22)

alt,x) : TxR ™ > R® (a=n)

(Iv.23)

sign (a(t,x)) = sign x , sign (0) =0
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. < g + PPN oy
La fonction ¥ :  x R0 *fg{ est définie positive

v(t,x) > o(]|x[]), ¥ e T wxed (Tv.2k)

¢ : fonction de classe K.
La matrice carrée A(t,x) d'éléments a.. est telle que l'on ait :

a..(t,x) : ka RE 5 R

1J

<§P£&9 aij(t,x) < 4o ,q%nigfij(t’X) 20 ¥i#j=1,2,...n
~o o (1v.25)

sup _ a..(t,x) < O ¥i=1,2,..., n , A€ 2
ii o
‘%Oxgp

Dans ce cas la conjecture d'Aizerman peut €tre prouvée & partir du théoréme -
suivant pour lequel u(t,x) est le vecteur propre correspondant & la valeur propre

de plus grande partie réelle de A(t,x).

Théoneme (IV.3)

(1) S& La matrice A(t,x)- du systéme (Iv.22) vérnifie d'une part Les contrain-
Les (Iv.23) et (IV.25) et d'autre pant Les conditions de Huwwwitz, 84 de plus
A(t,x) admet une inverse .unéductible Aun°ﬁ; xY ot 5140 existe une gonction
Y(t,x) (Iv.24) telle que £'on ait :

D u(t,x)T.]x! + )\M(A) uT(t,x)la(t,x)l € -P(t,x) ¥t,x e“’C;x S

alons Le point d'équilibre x=0 du systeme (IV.22) est asymplotiquement
stable.

n
(i1) S4 (1) reste véirnigise pou&ﬁp= R La stabilite asymptotique du
point d'équilibre x=0 est globale.

(1ii) S'4L existe un vecteur positif e de dimension n tel que w(t,x)>eT[xI
suk WSOXQQ alons La condition (i) Amplique La stabilité exponentielle de
L£'équilibre x=0.
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(iv) S4 La condition (iii) est vérnifite pour ¥ = QM La stabilité
exponentielle de £'équilibre x=0  est globale.

Démonstrhation

Soit v la fonction définie positive :
v(t,x) = ult,x)T |x] (IV.26)

u(t,x) > 0 ¥t e % , ¥x ey
Par dérivation de v il vient

D'v(t,x) € D" ult,x)|x| + ult,x)T Alt,x) |a(t,x)] (Iv.27)

Si la matrice A vérifie les conditions de Hurwitz et les contraintes (IV.25),

A(t,x) est 1'opposée d'une M-matrice.

En choisissant pour u(t,x) le vecteur propre relatif & la valeur propre AM(A) de

plus grande partie réelle de A(t,x), 1'inégalité (IV.27) s'écrit

D+v(t,x) € D+u(t,x)|x| + KM(A(t,x)) uT(t,x)Ia(t,x)‘ (1Iv.28)

d'ou les énoncés partiels (i) et (ii) du théoréme (IV.3). Les parties (iii)

et (iv) découlent directement du théordme (IV.1) sur la stabilité exponentielle.

Une difficulté apparait ici dans l'application de ce théordme ; en effet il
est nécessaire de calculer le vecteur propre u(t,x) ainsi que sa dérivée

+
temporelle D u(t,x).

Cependant il est possible de démontrer la conjecture d'Aizerman lorsque

A(t,x)ZA et a(t,x) = D[P(t,x)].x

1}

D(¢(t,x)) = diag EPi(t,x)]

(1Iv.29)
@i(t,x) 28>0 ¥t,x € %’OX‘S ¥i=1,2,....n

D(P(t,x)) est une matrice diagonale

d'ou le corollaire
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Conollaine (1V.4)

S La matrice A(t,x)=A satisfait (Iv.25), vérnifie Les condi-
thons de Hwwitz et admet une Anverse .wriéductible, alors Le point d'Zquili-
bre x=0 du systeme (IV.30)

&= D [elt,0)]x (IV.30)

est exponentiellement stable pour toutes Les non LinZarnitis wi(t,x) virnifiant
Les contraintes (IV.29).

La stabilit? est globate Lonsque & =X°

Demonstration

Soit v une fonction définie positive telle que (IV.26), il vient par
dérivation :

+ T

p*v < |x|T p(¥) aTu (Iv.31)

si u est le vecteur propre relatif & la valeur propre de plus grande partie

réelle de A 1'inégalité (IV.31) prend la forme (IV.32)

v < |x|T D(®) A (a)u (Iv.32)
Ecrivons la suite d'inégalités (IV.29) sous forme matricielle :

Dip(t,x)] > &I (1v.33)

n

In : matrice unité de dimension nxn :
L'inégalité (IV.32) peut s'éecrire :
+
D v & A, A6, IXIT-u (Iv.3k)

soit encore :

p'v < AM(A) S.v (1v.35)
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La stabilité exponentielle du systiéme de comparaison du 1° ordre déduit de
1'inégalité (IV.35) est évidente, on peut donc conclure 3 la méme propriété

pour le systéme (IV.30).

La majoration d'un systéme décrit sous la forme S i partir d'une

norme vectorielle p(x) peut conduire 3 la définition d'un systéme de compa-

raison C sous une forme analogue & 1l'équation (IV.30) soit :

dz
= = A D).z (1Iv.36)
La matrice A appartenant i la classe des %)matrices, il vient

le théoréme (IV.5)

Theoneme (IV.5) Si La matrice pseudo-majorante M(t,x) du systéme S peut
etre définie comme Le produit d'une matriice constante A , appartenant &
La classe des (-M) mathices a4 Lnverse {uéductible, par une matrice dia-
gonale D[ @ (t,x)] vérifiant Les contraintes (IV.33) alons Le point d'équi-
Libre x=0 du systime S associl au systime majorant (IV.37) powr S =R,

D'p(x) < A D(®) plx) (Iv.37)

est exponentiellement stable.

La démonstration de ce théoréme est en tout point analogue & celle

du corollaire (IV.L).

IV.1.4. - Stabilité asymptotique du systime de comparaison.

Nous allons supposer maintenant que le vecteur u(t,x) n'est plus

constant et que la matrice M(t,x) ne peut &tre factorisée comme précédemment.

L'utilisation de la fonction d&finie positive (IV.13) conduit & écrire aprés

dérivation :
é%—v(z) = ZT[M(t,X) u{t,x) + é%~u(t,x)] (Iv.38)
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puisque u(t,x) est le vecteur propre de la matrice M(t,x) relatif 3 la valeur

propre de plus grande partie réelle AM il vient :

—v(z) = A, v(z) + z*. 4 ult,x) (1v.39)

Soit DVC.% un domaine fermé connexe, 3 complément connexe dont la frontidre

DV
est définie par la relation (IV.L0)
—
q):{xeﬁ”D s Sutx) =0 we T}
v v (Iv.Lko)
{x = olep,

et soit DLC:z un domaine & 1'intérieur duquel toutes les valeurs propres
de la matrice M(t,x) sct strictement négatives :

D, = {x : max )\M(t,x) & - € < 0} ’ (Iv.41)

Vte?fo,xenz ,e6 Jo, +wf

Notons D, un domaine fermé & l'intérieur duquel 1'inégalité (IV.L2) est vérifiée :
D,: = v(z) = Cv(z) C< O (Tv.h2)
C dat ‘
avec : DC (:IDC<§> C1 < C2
1 2
Lorsque le domaine Dy est inclus dans un domaine DL’ la fonction v est
telle que sur la frontiére de Dy !
g : d
Dy az-v(z) = AM v(z) ¥z GQ;; Co (TV.43)

v

Notons D(.)(t) un domaine dégendant du temps avec : (.)=(v),(R), ou (C).
Lorsgue le point (x=0) ¢ N {D(.)(t), ¥t e‘%;} d condition toutefois que

N { D(.)(t), ¥ eﬁf;} # {0}, D, est inclus dans un domaine D, et la fonction
v(z) est une fonction de Ljapunov a 1l'intérieur de ce domaine.
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Theonéme (IV.6) Soit M(t,x) une matrice pseudo-majornante associée a La
deginition du systeme de comparaison C powr La nomme vectorielle p(x) . S&
La matrice M(t,x) est L'opposée d'une M matrice, admet une {nverse {unéduc-
tibLe pour (t,x) e‘f% x & et vénifie Les conditions suivantes :

(1) Les domaines D, et D, ne sont pas vides, x=0 e ¥

(i1) b€ o €, (x=0) 6N (D |(8), ¥ e} # {0}

(iii) DV est un domaine connexe a complément connexe,
alors Le point d'équilibre x=0 du systime s est asymptotiquement stable et

La gonction viz) définie a La nelation (IV.13) est une fonction de Ljapunov.

La difficulté de mise en oeuvre de ce théoréme général nous conduit
8 envisager une forme simplifiée de systémes pour lesquels il est possible
d'éliminer la contrainte (ii).

En effet il est difficile de vérifier dans une application pratique les
propriétés d'inclusion du domaine DV par rapport a DL .

Envisageons, dans ce sens, une classe particulifére de systémes de la
forme S pour lesquels il est possible de d&finir, aprés majoration par la norme
vectorielle p(x), un systéme de comparaison de matrice pseudo-majorante M(t,x)
Cette matrice est telle que par hypothése les é€léments non linéaires sont isolés
dans une seule ligne ou colonne de M(t,x). Afin de fixer les idées, supposons
les éléments non linéaires isolés dans la derniére ligne de M(t,x) et notons

* 3 P
“nj J=1,2,... n ces &€léments

My eeeones LP

M(t,x) = . (Iv.L4k)

n-1,n

n,l n,n
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si u(t,x) = {ui} (i=1,2,..., n)est le vecteur propre positif relatif 3 la

valeur propre maximale supposée négative de M(t,x) notée AM il vient
HigAys Hygoees M1,n-1 Uy Hin
Mppobpp ™Ay e 2,n-1 Yo Moon
t i
! : = -u (Iv.hs5)
_un—1,1’ un—-1,2"" un—1,n-i_AM_ fﬁ—b _Fn—1q_

De cette relation il découle que lorsque A est constant, le vecteur propre u(t,x)

M
qui lui correspond est de direction fixe. On peut donc affirmer, dans ce cas
particulier, que les frontifres des domaines DV et DL précédemment définies
sont maintenant confondues, d'ou le corollaire (IV.6) déduit du théoréme pré-

cédent /18/.

Conollaine {IV.6)

Soit M(t,x) une matrice pseudo-majorante associée d La déginition
du systeme de comparaison C pout La nonme vectornielle pl(x) . S4 La matrice
M(t,x) est a La fois L'opposie d'une M matrnice et admet une Lnverse {rrdduc-
tibte sun'® x‘ﬁo, 84 de plus Les ELements non constants de M(t,x) Aont
450824 dans une seuwle Ligne ou colonne de cette matrnice, alons Le point d'équi-
Libre x=0 du systeme S est asymptotiquement stable.

1IV.1.5. - Lemme de comparaison et critére de Popov.

]
Les travaux de L.T Grujic /12/ /13/ ont récemment montré la possibi-
1ité d'une application du critére de Popov sur un systdme de comparaison du

type de Popov /11/.

L'utilisation d'une norme vectorielle p(x) peut conduire dans certains
o]
cas aprés majoration du systéme interconnecté Xi=gi(t’xi)+hi(t’x)’ a la défi-

nition d'une inégalité vectorielle différentielle de la forme (IV.L6).
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D'p(x) € M p(x) + B £(r) (IV.L46)
M = {uij} s Wiy 2 0 ¥ifj=1,2,... k
M e RFEE TR R,
¥i=1,2,... k, ¥i=1,2,..,2 € k (Iv.L7) -
B= {B..}, B.. 30
t = i#3
B g R4

£(r)= [2,(r)2,(0) .t (x)] , 2(x) « RF > RE

¢ p(x) c e Yk
r = {pi} : i=1,2,...2

(Iv.k48)

et r

La fonction f peut appartenir soit & la classe g’? soit 4 1la classe plus gén'eraleg’/2

£;(x) ~ %
6;} {f., i=1,2,... ,4, e [0,v[, ¥vr e XM}
: i * (IV.49)
f.(r)
{£., i=1,25.00 42, =— & [0, +=[ , ¥ e RN
1 pi

72

Compte tenu des propriétés particulidres des matrices M et B (IV.4T)
il est possible en se réferrant aux travaux de Wazewski /19/ et de Matrozov /20/
de définir un systéme de comparaison de la forme (IV.50), & condition toutefois

que les contraintes (IV.51) restent vérifiées

4, =Mz + B £(r)
at (1IV.50)
r = Cz
B £(r) :[B f(Cp1)] <€ B f(Cpe)] pour Py Psp
* * (Iv.51)

¥i,5=1,2,...k  i#]
z=0 unique point d'équilibre du  systdme (IV.50)
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La forme de Lur'e Postnikov du systéme de comparaison (IV.50) conduit naturel-
lement & l'application du critére de Popov. Il convient de remarquer que la
forme des équations (IV.50) est tout & fait analogue & celle qui a été obtenue
par M L.T Grujié 3 partir de fonctions de Ljapunov vectorielles. L'application
qu'on peut en faire est donc en tout point analogue & celle qui a été envisagée.
par cet auteur. Nous rappellerons donc bridvement le critdre de stabilité essen-
tiel basé sur la définition d'un systéme de comparaison tel que (IV.50) et dé-

duit des travaux de V.M Popov /11/.

Théoneme (IV.?) Soit p(x) une nowme vectorielle permettant de déginin par
majornation un systeme de comparaison du Zype (IV.50) avec Les contraintes
(Iv.51) . S84 La matrnice M est stable, La paire (M, B)  commandable et La
contrainte (IV.51) venifide,
Re C [M—ijk]_1 B> 0 \
_ (Iv.51)
¥we |-o4+o] , C.M.B définie positive.
alons Le point d'équilibre x=0 du systéme S est asymptotiquement stable

¥ r(r) e g; ou g?

IV.1.6. - Exemples 'd'applbéca,téon.

Nous proposons de traiter maintenant plusieurs exemples permettant
8 la fois d'illustrer les techniques de majoration et d'appliquer les thé&orémes

de stabilité précé&dents.

Application 1

Soit le systdme continu non linéaire d'ordre 5 d'équation d'état

(1v.52)
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IEl } r . L
I x1 -2 5 1 ) 0.2 ) O.T} 2 X,
L 0.2 -1.5,-0.4 , 0.6,-1.5 X
dt 2 3 Vi . /) . J LA . 2
d _ 1 . _ .
x %3| = O.TSlgngle 0.3,-1.3 , 0.3, 0.3 X, (Iv.52)
4 X 0.1 0.4,-1.1, -2 O.bsat x X
at “h . / Tt s e I L
4 0.3 0 0 ,-5.6
at x5 . ’ .T} 0 J ) =5. ] XSJ
. J L
+1 si x.> O xh sl _1<Xh<1
avec : signe X, = -1 si x2< 0 sat x) = 1 s X), 3 1
0 s1 x2 =0 -1 s1 x), < -1

-~

Une premiére solution consite & essayer de définir un systéme majorant
d'ordre 1 & partir par exemple de la norme du max ou de la somme des modules,

il vient dans chacun de ces cas :
+
D p1(x) € + 1.9 p1(X)

p* py(x) & + 0.k pylx) ( )
Iv.53

_‘*d
»
[}

max {|X1|,1X2|alx3lslxhlﬁlx5[}

o]
n

™

|

]X1|+'X2|+lx3l+lxu|+!x5[

-

Dans chacun de ces 2 cas il n'est pas possible de conclure & la stabilité &
partir d'un systéme de comparaison d'ordre 1. Dans ce sens, nous proposons
de définir un systéme majorant d'ordre 3. Ce systéme majorant peut &tre sim-
plement obtenu & partir d'une norme vectorielle réguliére de taille 3 dont

chaque composante est formée d'une norme scalaire du type norme du max :

O PN = [PARPN I REAE (1v.5%)
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il vient ainsi le systéme de comparaison lindaire (IV.55)
— = Mz b M= 0.5 , -0.9 , 0.4 (Iv.55)
1, 0 , -5.6

La matrice M appartient bien & la classe des 7 matrices, ﬁuisque les condi-

tions de Hurwitz (IV.56) sont vérifiées,

-1 1 -1, 1 , 2
(-1)<0 , >Qf 0.5 -0.9 , 0.4] < 0 (Iv.56)
0.5 -Q 1 , 0 » 5.6

D'aprés le théoréme (IV.2),le systdme de comparaison (IV.55) et le systéme ini-

tial (IV.52) sont exponentiellement globalement stables.

Application 2

Le systéme non linéaire &tudié est maintenant décrit par 1'équation

d'état (IV.5T7)

-2 @ t,x) € (t,x) 5 0.28,(x) , 0.TW,(x) , 2 ]
—02*?1(t,x) ) —1.54’1(t,x) , =0.4 @z(x) , 0.6 L?2():) » =1.5
%X,; = —O.1signex2‘()1(t,x), O.3LP1(t,x) s, —1.3 t?e(x) s 0.3 q’)z(x) , 0.3 x
0.1€ (t,x) , o.utﬂ(t,x) s 1. 1,(x) -2 Q,(x) 0. bsatx),
0.3¢,(t,x) > 0.7¢,(¢t,x) , 0 » O » =5.6
(1Iv.57)
avec P, : Cf; x R > R R LPE . ER? > QF
et inf [min q%(t,x) , min*Pz(x)] > & > 0 (Iv.58)

xe€ x8%
teo(?o



-111 -

Ce systéme peut encore s'dcrire sous la forme :

%+ = M. D) . x - (Iv.59
[P (t,x) 0 0]
0 ¢ (6x) ,
ou pf) = | | T W e
| \\g(x) e
I R — . 0 1]

ou M(x) est la matrice du régime libre du systime précédent décrit par

1'équation (IV.52). Le choix de la norme vectorielle (IV.54) permet de

définir le systéme de comparaison (IV.60)

rd

-1 1 2 @, (t,x) o 0

dz _ _

Frale 0.5 -0.9 0.k 0 %é(x) 0 z (IV.60)
1 0 -5.6 0 0 1

Dans ce cas les conditions de Hurwitz (IV.56) étant vérifides et compte

tenu des contraintes (IV.58), le point d'équilibre x=0 du systéme (IV.5T7)
est exponentiellement stable (théoréme IV.5).
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Application 3

Afin d'illustrer une possibilité d'application du corollaire (IV.6),
envisageons le cas d'un processus multivariable correspondant au schéma de

la figure (IV.1).

Les non linéarités inhérentes aux divers sous systdmes élaborent
a4 partir du signal d'erreur €, un signal de commande noté f(ei) e;. Les si-
gnaux de commande €; fonctions du vecteur &tat sont &laborés & partir d'un
réseau correcteur non linéaire permettant de compenser 1l'effet des gains non

linéaires f.(e.).
ivei

I1 vient pour le processus un modéle décrit par 1'équation d'état

sulvante

la
]

A x, + B1u

1 171 1

Mo
i
b3
"

+
o
o

+Cigxg + Cox,

(Iv.61)

€. + C 1x1 + 022x2

ep = aplede; valeye, + g%, + g%, + dye,

2’72

ey = apyley)e, +ay, (e )ey +gnx, + g%, + dye,
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figure TV.1




- 11k -

Le systdme (IV.61) se raméne en régime autonome 3 la forme matricielle

(IV.62) :
o
o ] ) : .
€y a,(e))  og,(ey) €14 €10 €
Q
€2 oy, () assles,) €o1 €op e €5
o | = ¢ (1v.62)
%, B1f1(€1) 0 A+B.C. B.C., %,
Q
*2] 0 Bot,(e,) BoCoy Ao*BoCas *2

Il s'agit donc d'un systéme non linfaire comportant L4 sous systémes
dont 2 sous systémes de vecteurs états respectifs X, et X5 sont commandés par

les 2 sous systémes de vecteursétats €, et €,.

Les éléments non linéaires sont isolés dans les premildres colonnes de la matrice
de régime libre de 1'équation (IV.62). Dans ce sens un partitionnement de type

(0,8) peut conduire & une application directe du corollaire (IV.6).

Afin de préciser l'application de ce corollaire supposons les sous systémes (1)

et (2) d'ordre 1 et 2 respectivement, et les sous systémes de commande du 1° or-

dre soit par exemple :

-1.3 , 0.3 0.3
AtBiCyy = > Bl =

-1.1 , -2 0.4 sat Xg
A +B,C,, = 5.6 » BC,, =[0 , 0]

0
B1f1(€1) = . (o) s Bef2(€2) = f2(82)

B R
—-— = —3 - A e
g11 -[0-2 0-7}, 812 2 H g21 [O'h 0-0] b g22 1'5

1l vient dans ces conditions :
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. _ - o
21 a11(e1) oc12(e1) 0.2 0.7 2 £,
(o]
€, OL21(€2) OL22(€2) -0.h 0.6 -1.5 €,
o = (Iv.63)
X4 0 0 -1.3 0.3 0.3 X4
o]
X0 f1(e1) 0 -1.1 -2 0.bsat %s X5
o]
.XQ ] ] 0 fg(eg) 0 0 -5.6 | _x2 ]
notons %.(e) = maxtOLH(E]) +Iu12(e1)| . 0‘21(82)' + ugg(ez)]

le choix de la norme vectorielle p(x) dé&finie en (IV.54) permet de définir

le systéme de comparaison (IV.6L4)

L (z) = |f1(€1)| , —0.9 , 0.4 z (IV.6k)

|f2(€2)| s 0 ) "5~6

-

e

Le corollaire (IV.6) conduit alors aux conditions de stabilité asymptotique

suivantes

2,(e) <0, - 0.9%, (e} - [f1(€1)| >0,
(IV.65)

5.0b £,(e) + 5.6|f, (e, )] + 2.2 |£,(e,)] < 0

2

Application 4

Nous proposons en derniére application un exemple relatif & la mise

en oeuvre du théoréme (IV.7) utilisant le critdre généralisé de Popov :
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Soit le systéme non linéaire dderit par 1'éguation d'état (IV.66)

- ~ . 1P ~ -
2sat(x11+ax12/ k'xjﬂ+3;“12llx11
d -
a"t" X1— 20{,}{1 + +811
2x g+ b, [ESEIRG RSP 3P
~ - o0 i 7
QSat(X21+2X22) (ﬁl‘11|+3l“121k11
-.d—— X =—2ax + +
at *2 2 P21
2x21 + ux22 (’X11l+2‘x12ik12

T T _
xp = (x5 2y5) x5 = [x515 %]

B

B2

(xpq [+ %on] )2y,

(1xoq 1+ %ap] V%00

([X21i+|x

(|2 [+ %00] %pp

ARESE

(IV.66)

p(x) désignant une norme vectorielle de taille U4 correspondant & la norme du

max, il vient par majoration

4EP

*Bop

" —20+2, 4 2(X11)2+3|X1g!fx11|
= %] < ESTRCET

_2 » ~2qth |x11!]X12}+2[X12’2
" -2042, u | 2lx11!2+3ix12llx11[
% 1%l € %1 #821]

-_2 s —2y+h ‘X12§!X11‘+2‘X12‘2

ix
| x

(1Iv.67)

cette premiére majoration conduit alors & effectuer une contraction au second

ordre 4 partir de la norme vectorielle suivante :

T
p, ()" = [lx11| *lxpls o # ]XQQI]
- -2(a-k), o 2841
o p,(x) < py(x) +
o ,-2(a- 2|84

|B121

Boo

(1Iv.68)

N 2
| %01 "+ %00 %5

MRS

. -
oq | T+ xod bosl

%21 ] |X22|+P‘22’?;

(100l + 122si]

SRS

5

2
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4 partir de cette derniére relation il est possible de définir le systéme

de comparaison d'ordre 2 (IV.69) :

r 1 )
. -2(o~Y) 0 284, |B1gl r]
z = z +
0 -2(a-b) 2|8,,] 8 re
21 22 2
(1Iv.69)
\ T T
r =z = [r1,r2_]
si 1'on rapproche 1'équation (IV.69) de 1'équation (IV.S50) il vient par
identification :
M= -2(a-k) I, I, matrice unité 2x2
2 By 1Bl
(B = LR (IV.70)
2 |821| 822
2
¥y
c=1I , f(r) =
\ 2 r2
2

L'application du théoréme (IV.7) conduit ainsi aux conditions de stabilité

asymptotique suivantes :

(1) C.M.B > © => —2(a-L) B > 0
Ve |~ 400
(2) Re C(M«ijE)—1 B>0 => ~2(o~h) 5 > 0

w2 + h(a—h)2

ces conditions peuvent se réduire sous forme simplifie aux deux contraintes :
oa>L et B<O
une condition suffisante de stabilité asymptotique des systémes (IV.66)

s'exprime donc sous la forme des trois inégalités (IV.T1)

@ < b , B.,B,<0, BB, - 181£|621| > 0 (Iv.71)
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Application 5 : Représentation complexe d'un processus.

Afin de mettre en €vidence 1'intérét d'une éventuelle représentation
des processus sur un espace hermitique, reprenons 1'exemple d'application rela-
tif au critére pratique (II.1) (CH.II). Le processus est décrit par 1l'une ou

1'autre des deux équations suivantes : (II1.27)

[oXe} o

y o+ fT(z],zg,t)y + f2(21,z2,t)y =0

oo ’“o

Y N - f-] 2 - fg

o = A R A=

y y T, Y

. (11.27)

posons " ‘

£,o= 00 = A, = A £, = £ + Ay A,

D V. K

1’

* . P .
Supposons lorsque ft = f2 = 0 que le point de coordonnées f1, f2 se situe
2

dans ce plan au dessus de la parabole P d'équation f1 - 2f2 = 0 (figure

V.2). Le critére pratique (II.1) ne permet plus de conclure a la stabilité

de ce systéme, en effet la caractéristique non lin€aire du processus est dans

ce cas située au dessus de P, cette parabole représentant dans ce cas particulier

la limite de validité du critére II.1. Une solution simple consiste & effectuer

. - . : * *
un changement de base qul diagonaliseralit localement A pour f1 = f2

tenu des hypothéses sur XT et Ag un tel changement de base ne peut étre que

complexe et conduit & une représentation équivalente & celle définie en (II.27)

0. Compte

mais sur Jle corps des complexes

X1 12
P =
K 1
- * £ 3 t 3 *
X SR ACE B SRR i
. 1 xh, = I
A= A frarX A frarr (Tv.74)
171 "2 A+ o711 T2
e ’ —
L X1 X2 2 X1 X2 |
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A= &) 1,§=1,2

Une matrice pseudo-majorante M de dimension 2x2 peut alors €tre obtenue

4 partir de la norme du max :

* %*
Relayy)s B
M(a*) =
* *
lagy| 5 Relay))

Les racines A, et A, étant complexes conjuguées, la matrice M(A¥) est
symétrique. Dans ce cas les conditions de Hurwitz /15/ appliquées a
M(A*) impliquent la stabilité asymptotique du point d'équilibre x=0 du
systéme (II.27).

En posant A1=a+i8, X2=a—i8 ces conditions s'écrivent
*
f1
-—-— <
o 5 0
% 2 2% % *
£ BE, +|f, + af’
e-73 2
4B
Dans le plan des variables f1, f2 il vient par exemple pour o = —B = -

le domaine de stabilité de la figure (IV.2)

- 20

+ a2 + 82

avec f, =7

Hy
1}

£

PR ¥ — ¥

(Iv.75)

(Iv.76)
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1V.2 - Etude de stabilits & partin d'indgalités différentielles.

Au cours du chapitreIll nous avons irsisté sur les raisons qui nous
ont amené & choisir systématiquement les matrices pseudo-majorantes dans la
classe des Zolnatrices. Dans ce sens, l'utilisation du lemme de comparaison

a permis de définir un ensemble de critéres de stabilité asymptotique ou expo-
nentielle.

Toutefois, pour certaines classes de systémes et bien qu'il soit
possible de définir des systémes majorants dont les matrices pseudo-majoran-—
tes sont du type Z matrices ou é&ventuellement(-M) matrices, il n'est pas
toujours évident de définir un systéme de comparaison permettant de conclure

aux propriétés de stabilité.
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Dans ce sens, il peut &tre plus avantageux de partir directement d'inégalités
différentielles sous la forme (IV.77) (d&finition III.6) afin d'étudier la
stabilité d'un processus : /21/,/22/.

+ %
D p(x) € M (t,x) q[a(t,x)l (Iv.77)
Selon la structure de la matrice M*(t,x) il est possible d'obtenir différentes

conditions de stabilité asymptotique du systéme initial.

Au cours de cette partie de 1l'exposé le systéme initial S est suppo-

sé tel que les conditions suivantes restent vérifiées

(1) a{t,x) = 0 <=> x=0 ¥t e%;
(Iv.78)
(2) llalt,x)|] < ¢ (]le] 3 ¥t GCTZ, ¥x e %

fonctlon dePclasse K
*T
De plus nous supposerons ici encore que la matrice M (t,x) admet une inverse

irréductible et appartient & la classe des (-M) matrices.

Comme dans la section précédente, nous allons utiliser une fonction
définie positive v(t,x) obtenue par projection de la norme vectorielle p(x)
sur le vecteur propre uf{t,x) relatif & la valeur propre négative et de plus

grande partie réelle de la matrice Nﬁ%t,x soit

v(t,x) = p(x)T ult,x) (IV.79)

il apparait ainsi de toute &vidence (cf section IV.1.3) que v(t,x) est encadrée

par 2 fonctions scalaires de classe K au sens de la définition de Hahn.
o, ([ x[]) < vlt,x) < ¢, ([x]]) - (1v.80)

1 - Envisageons dans un premier volet le cas pour lequel le vecteur propre

u(t,x) reste de direction fixe.

ult,x) = u ¥t e%’o, ¥x €%
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Dans ces conditions il vient en dérivant v :

Dv(x) € A x qT[a(t,x)]u

M

si 1l'on suppose de plus :

infA _ € -€<0 € € ]0,+0[ (Iv.81)
%It

La condition (IV.78/2) impligue 1l'existence d'une fonction de classe

K : ¢q(||x||) telle que l'on ait :
qT[a(t,x)]u £ qT[a(t,x)]u1 £ ¢q(!|x||) (1v.82)

Les inégalités (IV.81 et (IV.82) permettent donc d'écrire :
ptv(x) < - EQq(llxll) (Iv.83)

d'ou une condition suffisante de stabilité asymptotique :

Theoneme (IV.8) Sodit un systeéme continu non Lintaire S dont Le systeme
maforant obtenu a partin de La N.V p(x) est de La forme S’:D+p(x)€M*CQx)q[a(t,x)]

-S4 Les conditions suivantes sont virnifiées :

(i) L'opposiede M'(t,x) est une M- matrice ¥t €%, ¥x 65 , x=0 ¢ ¥
(ii) M admet une inverse Luéductible

(1i1)  F Lo (|Ix]]) : AR>S} tel que|lalt,x)]] <o (]]x]])

(iv) a(t,x) = 0 <=> x=0 ¥t € G

(v) Le vecteur propre u assocdé & La valeur propre de plus grande partie
néelle de M'T est constant.

Alons Le point d'équilibre x=0 du systéme S est asymptotiquement stable.
Lonsque 5 = RP | ra stabilite asymptotique est globale.
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2 - Supposons maintenant que la matrice M*(t,x) puissé se factoriser sous la
forme d'un produit de 2 matrices, M* constante par D() diagonale. La matrice
D(Q) est définie par la relation (IV.29) et les contraintes associées sont sup-
posées vérifiées.

Soit v(x) une fonction définie positive de la forme (IV.79) dans
laguelle u est le vecteur propre constant de la matrice M* . I1 vient par

dérivation :
p* v(x) <A, dafalt,x)]Tu (Iv.84)
M

lorsque la condition (IV.81) est vérifiée, il vient compte tenu de (IV.82) la

majoration suivante :

D' v(x) < - € & ¢q(||x|l) (Iv.85)

d'ou le théoréme :

Theoneme (IV.9) Soit un systeme continu non Lindaire S dont Le systéme mago-
nant obZtenu a partin de La N.V p(x) est de La forme S,

S{ Les conditions (i) a (iv) du théorneme (IV.8) sont vénifiées et s4 La matrnice
M’(t,x) se gactonise sous La forme du produit d'une matrice constante M*

par une matrice diagonale D(W) vérifiant (IV.29), alorns Le point d'équilibre
x=0 du systime S est asymptotiquement stable.

Lonsque § = R® fa stabilite asymptotique est globale.

3 - Supposons enfin que les &léments non linfairesde M*(t,x) sont isolés dans

une seule ligne ou colonne de cette matrice. Soit U le vecteur propre rela-
. . . . *

tif au maximum C de la valeur propre de plus grande partie réelle de M (t,x)

C=max X, § -e<0 € €]0,+o[
¥t e(fo M (t,x) (Iv.86)
¥x € &
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et soit v(x) une fonction définie positive telle que v(x) = p(x)TuC

En dérivant v 1l vient :

b v(x) < qla(t,)]” ¥ t,x) v, (Iv.87)

notonsE;/ la frontidre du domaine D, tel que A =C< O VxegggéC:fi

Dq C M (4,x)

. PO s L. k3 . e £
Puisque les &léments non linéaires de M (t,x)sont isolés dans une seule rangée
* AN
de M (t,x) le vecteur propre u(t,x) relatif ala valeur propre C est constant.

P

L'inégalité suivante est donc vérifiée sur féD
C

" v(x) ¢ ¢ afalt,x)] ug | (1v.88)

soit compte tenu de la contrainte (IV.82) sur q[a(t,x)]
+ *
D vi(x) € ¢ ¢ (]]x]]) ¥ ed. (Iv.89)
q Do
5i les domaines D, sont emboités et tels que l'on ait :

C. <C._<=> D < D c:t§
veoo2 ¢ s (1IV.90)

et(x=0)CO{D \(+), ¥t 66} # {0}, ()=(v) ou (C)

la fonction v(x) est une fonction de Ljapunov, et le point d'édquilibre x=0

du systéme S est asymptotiquement stable.

Theoneme (IV.10)Sodit M*(t,x) une matrnice pseudo-mafjorante de s définissant
un systeme majorant 8' pour Les nonmes vectoniellespet q ZLel que Les con-
thaintes (IV.82) 4odent verifites. Si M (t,x) virnifie £'ensemble de condi-
tions sulvantes :



—_ ‘]25_

(1) M*(t,x) est R'opposted’une M-matrice et admet une Anvernse Lunéductible
¥t euﬁ; et ¥x e ¥

(i1) Les eléments non Linéaires de La matiice M*(t,x) sont {s0Lés dans
une seule nangée de cette matrice.

(iii) 1€ existe un domaine Dcc:‘é non vide tel que Le point d'équilibre
x=0 € Da

alors , Le point d'équilibre x=0 du systime S est asymptotiquement stable.

Lonsque S =R ka stabilité asymptotique de £'Equilibre est
globale.

Exemple d' llustration 1.

Le systéme non linéaire dont nous proposons d'étudier la stabilité

est décrit par 1'équation d'état (IV.91) :
o]

X, = - ‘%(t,x)x? - ‘f’e(xz)xz + 2 sat Xq
o]
- 3 _ -
x, = 0,5 <P1(t,x)x1 0,9 \4>2(x2)x2 0,4 sat x5 (Iv.91)
X = 3 6
(%3 = 1(t,x)x1 - 5,6 sat X,
-1 - 2 *91(t,x ) 0
A= 0,5 -0,9 -0,k D) = 0 ?z(xg)
1 0 -5,6 0 0 1

inf [0, (t,x), ¢,y(x,)] 386> o0
T 3
a (x) = [x1, X5 saf, x3:]
Les conditions (IV.78) étant vérifiées soient p(x) et p[a(x)] deux normes

vectorielles de taille 3, il est alors possible de définir le systéme majo-
rant (IV.92) :

- - 1T 1T -
|x1|W -1 1 2 Y (tx) 0 0 Ix?|

p* x| € | 0,5-0,9 0,k 0 Py(x) 0 EN (Iv.92)
L.| x3ld | 1 0 —5’6; ] 0 0 1_ _[ sat Xg |
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Puisque les conditions de Hurwitz sont vérifides sur la matrice M(A) le sys-

téme (IV.91) est asymptotiguement stable.

Exemple d'illusthation 2.

Un systéme non linéaire est décrit par 1'équation d'état (IV.93) :

x, = f1(x1) X, = sat x, + 2 g(x3)

[}

X, = f2(x1) x, = 0,9 sat x, + 0,4 g(x3) (Iv.93)
o]

Xy = f3(x1) x, = 5,6 g(x3)

g(x3) fonction croissante de %q

g(x3) = 0 <=> x3=O {
sign g(x3) = sign(x3)

soit p(x) une norme vectorielle de taille 3, il vient aprés majoration :

N |x1| f1(x1) 1 2 |x1]
L s l| < |lee )] -0,9 0,k | sat x| (IV.9k)
JX3L_ ’|f3(x1)l 0 —5,51 ] Ig(xB)L

L'application du théordme (IV.10) conduit aux conditions de stabilité
asymptotique :
£,(x)< 0, -0,9 f,(x) - [f(x)] >0

1 (1v.95)

5,05 £,(x,) + 5,6 |f,(x)|+ 2,2 [£.(x)] < ©
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1V.3 ~ Etude de £'instabilité des systimes continus non Lindaires.

L'étude de 1'instabilité d'un systéme de la forme S peut &tre envisagée
sur un systéme minorant (III.T7) :

D'p(x) > N(t,x) p(x) ¥xeZ , wt e (IV.96)

Cette étude peut &tre abordée tres rapidement si 1l'on impose 3 la ma-—
trice N(t,x) d'appartenir 3 la classe des M-matrices.
Dans ce cas en effet toutes lesvaleurs propres de N(t,x) sont & parties réelles positives.
Il convient cependant de remarquer que la contrainte ainsi imposée & N(t,x) est
particuliérement dure puisqu'il n'est pas possible de conclure & 1'instabilité des
processus non linfaires dont les racines caractéristiques ne sont pas systématique-

ment toutes positives.

1IV.3.1. - Etude de £'instabilit? a partin d'une matrice M pseudo-minorante.

Précisons tout d'abord que la matrice N(t,x) appartient par hypo-
thése 4 la classe des M-matrices. En supposant qu'il soit possible d'inver-
ser le sens d'évolution du temps, 1'étude de 1'instabilité basée sur la rela-
tion minorante (IV.96) se transpose directement en une &tude de stabilité

basée sur la relation majorante (IV.97)

p(x) < - N(t,x) p(x) (Iv.97)
T=-t

Dans ce cas la matrice - N(T,x) est une pseudo-majorante au sens de la défini-

tion 1 et il est possible d'utiliser sur 1'inégalité (IV.97) 1l'ensemble des

théoremes de stabilité présentés dans les sections (IV.1) et (IV.2).

1V.3.2. - Exemple d'application.

Reprenons & titre d'illustration l'exemple 1 du chapitre II, compte
tenu du changement de base défini par la matrice P le systéme &tudié est dé-
crit par 1'équation d'é&tat (IV.98) :

}\—f1 s —)\-i-f.l—-'x—

(1Iv.98)

Ko
]
"

A ’ - A
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il s'en déduit pour la norme vectorielle de taille 2

p(X)T = Ux1i, |x2ﬂ la pseudo—minorante d'expression :
hig
2
>\'f1 » ‘>‘+f1_7—|

"XI s = A

1'étude de 1'instabilit? du systéme (IV.98) peut donc &tre transposée en la
recherche d'une condition de stabilité d'un systéme de matrice pseudo-majo-
rante — N(t,x). Puisque les éléments non lindaires de cette matrice sont
is0lés dans la premiére ligne, il est possible d'appliquer le critére de

stabilité (II.3) d'ou les conditions suffisantes d'instabilité :
A
f1 <

f2
A(f1 -A) = A . ’|>\ - f,t 3 | > o (Iv.99)

I1 en résulte l'instabilité de tout systéme dont les param@tres non linéaires

£, et f, évoluent 3 1'intérieur d'un domaine tel que A.B.C. figure (IV.3)

f
s 4‘2

/ TS CD M W TGN MG N Sen  wwwD ARG Srem  Tw  wvwww W osewy Sy e > e—

7 |

d
Instaéle 0,5 '
G2 10
ml | % ’f1
A<0 A A> o

gigure 1V.3



1V.4. - Stabilite absolue des systimes contimus non Lindaires [14/.

1V.4.1. - Cas des systemes monovariables Lindaires & commande non Lindaire.

d'état de la forme

composante du vecteur x la commande

De tels processus sont généralement définis & partir d'une équation

(IV.100)

(o]

x = Ax + B f£(u)

u=e - CTX

AeR®® , e &

(Iv.100)

, e R p(w)

R+R

. lhniig)
u

u>0

- T _
B = {bi} c™ = {ci} # 0
e € 5%

u € fQ;

vecteur état d'ordre n 3 X g "

entrée du systéme

commande du processus

Soit y wun nouveau vecteur &tat obtenu en substituant & la premidre

scalaire u :

xﬂ] s ¥ e,ﬁbn

y' o= [us %y

il vient pour le régime libre 1l'équation d'état suivante :

o
Yy=Avy colonne j -
- Ve ~
n . a n C
k1 f(u) k
K - D ) smmme— - J == (C.a_.~C.a .)ee - ——-
R LT T %)
; (Iv.101)
t
. C,a -a,* C.
flu) _ i1 1713 47 3 - — == 1} ligne i
hi 5 y m— = - G J &
] 1 1
) |
)
: i
\ i
|
- -
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Les éléments non linfaires de A sont isolés dans la premidre colonne de cette
matrice. Une condition suffisante de stabilité absolue sur la non lindarité
~

f(u) s'exprime simplement 3 partir des conditions de Hurwitz appliquées 3 une

matrice pseudo-majorante de A pour une norme vectorielle p.

1V.4.2. - Cas des systimes internconnectés.

Soit maintenant un ensemble de s systémes interconnectés. Chaque
sous systéme Si est décrit par une équation d'état relative au vecteur X
de la forme (IV.102). L'origine x=0 est par hypothdse le seul point d'dquili-

bre de ce systime.

dxi S Vi .
< T Py ox; o+ £1 Pij %5 ¥ 5.2—4 Tss kpj(zj) ¥i=1,2,..,s (Iv.102)
3#3
H:.an:.L nixn1 nixn.
avec vi £ 8, z; = Rixi’ Ri ng N Pi e R ) Pij €
n. . n.x§.
X, et z. & RH , ;585 o z2; = {zgi}l s =2,y

o M, R : S
Les non linéarités Wi : J -> appartiennent par hypothése a la

classé U

3
Y. . (z.) TR
] 3 D
{ug: %, i=1,2,... 8 : = <k ., ¥2.e R, wi=1,2,... w.} (IV.103)
3 1 zij ij i i
1 - Supposons tout d'abord que les non linéarités LPi(zi) puissent se

mettre sous la forme (IV.10L)

U, S.xu.
¢ .(z,) =9¥(2.).2. , {\P:‘(zi) >R h (IV.10k4)
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dans ce cas l'équation d'état (IV.102) peut s'écrire :

dx =
dﬂ'PX+T(?(Z) > z; = Rex, (1Iv.105)
T _[r T T _ _
avec : z° = [;1, Zosees Zs} , P = {Pij} » Poo =P
_ % o a:
T o= {15} et €(z) = aiag {(z;))

La forme de 1'équation d'état (IV.105) est une généralisation au
domaine multivariable de 1'équation (IV.100). Comme précédemment formons

un nouveau vecteur état y du systéme (IV.102) :

T T T T T
y - [y1’ y2"') ys’ ys+1} . (IV.106)
= R'x ¥i=1,2 =
3 %5 i=1,2500058 LY, 4 =2
(n.-u. )xn. T
» g 1 "1 1 . * T
Ri g X s 1=1,2,...,8 rang R; LR -= n;
il vient :
*
y =R x
R* = {Rtj} §=152,00uss R* ¢ QT
1=1,2,...,28

* (ni—ui)an * :RFan.
R;; © R s Riyg s e Fi,551,2,0 00,53
* * * * % ..

i3 = Ripg,s =0 » Ryg= Rys Ry oo = Ry ¥ifj=1,2,...,8

Puisque le rang de la matrice R* est égal 4 n, il est possible de déduire de

1'équation d'état (IV.105) la nouvelle représentation (IV.107)

-1 '
Hopg*pr* 3+ &)y (1v.107)
s+1

dat
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. d *

solt encore &L= p y.
dt
PR, . . * .. .

Les éléments non linéaires de la matrice P sont ainsl regroupés dans la

derniére colonne de cette matrice. Dans ce sens une norme vectorielle
p(y) de composante {pi(yi)} i=1,2,... s+ipermet de définir une matrice

. * . . .

pseudo-majorante de P dont les &léments non linfaires sont isolés dans
une seule colonne de cette matrice ; d'ou le systéme de comparaison :

[o]
Z

=M [P*] 2 (Iv.108)

z 3 p[x(t)] ¥t 6‘1%

Le corollaire (IV.6) permet alors d'affirmer que les conditions
de Hurwitz appliquées & la matrice M(P*) entrainent la stabilité asymptotique
du point d'équilibre x=0 du systéme (IV.102). Il s'agit bien d'une condition
de stabilité absolue exprimant une contrainte sur les non linéarités %Ej(zj)

de classe U3.

2 - Lorsque les non linéarités (fij(zj) n'appartiennent plus & la classe

U3, il convient d'utiliser une sutre technigue de majoration.

Notons maintenant R = {Rij}’ R.: = R, Rij = 0 ¥i#j=1,2,... s
Sxn S 2
avec ReR §= ) 8 n= ) n.
. i . i
1=1 1=1
o _ T, « _ [T T
il vient : z=Rx et Y (z) = Ef1(z1),... sz(zS{]

soit p(x) une norme vectorielle de taille s il vient aprés majoration de 1'équa-
tion d'état (IV.105) :

D% p(x) < M(P) p(x) + M(T) |[9(2)] (1Iv.109)
M(P) e R pseudo-majorante de P pour la norme vectorielle »(x)
M) e R¥C M) = ) | (IV.110)

1d
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la matrice majorante M peut &tre définie de la maniére suivante :

p.(B..y.)
M(B) = [i..(B)] , u..(B) = Max, —3L  wi, j=1,2,...s (Iv.111)
- “1J 1] o0
YER ijl
Deux cas peuvent alors &tre envisagés :
a) La norme p{(x) peut &tre choisie de telle facon que la relation

suivante soit vérifiée : z = C p(x) C € RO,
Dans ce cas il est possible d'utiliser le théordme (IV.T) basé sur les travaux

1
de M.M Grujic et Popov.
b) Le plus souvent, il ne peut &tre possible de déduire du systéme

(IV.109) un systéme de comparaison de la forme Lur'e Postnikov. Dans ce

cas l'utilisation de la fonction définie positive v(x,z) suivante

Z
v(x,2) = p(x)".p(x) + / ¢ (u) au (1v.112)
0

conduit aprés dérivation & 1'inégalité (IV.113)

p(x)
D" vix,z) € (p(x)T,  Wz)|T) (M)
| @(2)] (IV.113)
we) + ue)’ , ur) + o (D)
u% ) dbe = Kxk (IV.11L)
T _T > +
T T ,RP RT T R
W + ' G, (B

Une condition de stabilité asymptotique du point d'équilibre x=0 du systéme
(IV.102) est simplement déduite des conditions de Hurwitz appliquées & la ma-

trice symétrique Jb : 1a forme quadratique (IV.113) est alors définie négative.
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IV.5. - Application a une 8tude de stabilité du régime forcé des systimes
continus non Lindaines vis a4 vis des perturnbations initiofes.

Nous proposons en derniére application des critéres de stabilité
résentés au cours de ce chapitre, d'étudier la stabilité des régimes forcés
b 1Y s

des systémes continus non linfaires vis 3 vis de perturbations initiales.

D'une maniére générale, 1l'évolution des variables de sortie d'un systme
d'équations différentielles non linéaires dépend non seulement des signaux
d'entrées, mais aussi des conditions initiales. Un tel processus peut &tre
considéré stable en régime forcé par rapport aux perturbations initiales
lorsqu'au bout d'un temps suffisamment long, le comportement de la sortie ne
dépend que des entrées, l'effet des conditions initiales ayant totalement
disparu. Il s'agit donc d'une forme particuliére de stabilité qui traduit
1l'amortissement du régime transitoire pour définir un régime dynamique uni-

que 3 partir des signaux d'entrée /23/, /24/.

Ce probléme est particulidrement délicat puisqu'il n'est pas pos-
sible, compte tenu du caractére i priori non linéaire des systémes que nous
€tudions, d'utiliser le principe de superposition. Le phénoméne transitoire
de stabilisation d'un processus non linéaire sur un régime forcé dépend donc
8 la fois d'une part des perturbations initiales, d'autre part de 1'évolution

des entrées.

IV.5.1. - Position du probleme.

Le processus non linéaire &tudié est régi par 1l'équation d'état

(IV.115)

% = £(x,e,t) (IV.115)

dsigons par x1(O) et x2(0) 2 vecteurs de conditions initiales pour une

méme entrée e(t). L'évolution de 1'écart des solutions x1(t) et x2(t) est
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alors défini par la relation :

(o] [
X, - X, = f(x1,e,t) - f{x,.,e,t) (IV.116)

1 2 2

Cette relation peut assez souvent étre ramenée & la forme matricielle

(Iv.118)

z =1 2z
_ (Iv.118)
z = X,‘ - X2
A.fi
F = —41]———2- i,j=1,2,... n
X.~X.
J 73

2

2 1 1 2 2 1 1
Aj £, = fi(x1,... X5 1 Xjae xn) - fi(x1,.. X35 X )

j+1>°° Xn

Le probléme d'unicité du régime permanent du systéme (IV.115) se raméne donc

a une &tude de stabilité du systéme (IV.118) /25/.

1V.5.2. - Applications

Nous envisagerons 2 exemples, le premier concerne l'étude de stabilité
vis & vis des perturbations initiales des systémes linéaires & commande monova-—
riable non linéaire. Nous avens vu (cf IV.L.1) que de tels systimes peuvent
€tre représentés par une équation d'état de la forme (IV.101). Il est donc
possible en supposant que la non linéarité f(u) vérifie une rela%tion de la
forme : f(u1) - f(u2) = f*(u1u2) (u1—u2), d'obtenir une équation d'état des
écarts de la forme (IV.118).

A titre d'illustration nous proposerons l'exemple d'un systéme non linéaire

correspondant au schéma bloc de la figure (IV.h4)
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1+\p

£ flc
}-—-—-—b- NL Hie R
' p(1+Tp)

' gigure 1V.4
Le fonctionnement d'un systdme de ce type est défini par 1'équation d'état
(Iv.119) :
° A f(e) Al de
€ - € at
= + (Iv.119)
0o 1 £(e) 1 °
y T e 1 y Y
si P désigne une matrice de changement de base telle que
1 0 €
P = x=P
(o]
L 1 Y
il vient :
Ay _Afle) A 2
o w1 T ) T € ° 1 ! €
x = x + (Iv.120)
fle) 1 _ A o2 A A 1 °
= -+ uo (=14 2), W (2 1) ue
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L'étude de la stabilité vis 3 vis des conditions initiales du régime forcé

peut donc s'effectuer sur 1'équation d'état des écarts (IV.121) :

i A A% A )
U(1‘ T) - T £ s T -1
d _
prl i A (Iv.121)
1. Yoo 2 o1y
_f T(1 AL )+ T(1 AU+, T(Xu 1) g

D'ou les conditions de stabilité évidentes compte tenu du critdre pratique (II.3):

(1) u(1—%)—%5f* <0
(2) (1~ %)— % f")(%(lu—ﬂ—u)-!% -1} |f2(1-}\u)+ %(1->\u)+u2| >0  (Iv.122)
f£(e,)-1(e,)
(3) 1=
©17%

Les relations (IV.122) imposent une contrainte sur la variation de £* done
sur les variations de pente de la caractédristique non linéaire f(€). Dans
le plan des coefficients du polynome caractéristique de la matrice M*, i1
vient lorsque £* varie 1'équation d'une droite représentant ainsi la carac-
téristique non linaire du systéme (IV.121)

f; B ij ’ f? = 1/T * Af*/T

.. DU . * *
d'ou les conditions déduites de (IV.122') en fonction de f1 et f2

2 * A 2. % 2  ox

-2 pS-ep[~£7 + 7] + £ £ =z £, >0

*
p+ T = £7 < 0 (Iv.123)
*
>
f,> 0
A
P =‘u[1-“{]

il s'en d8duit le domaine d'unicité de la figure (IV.5)
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Exemple 2.

Les phénoménes de non multiplication de fréquence /26/ des réseaux
/Tﬁ?\ €lectriques peuvent &galement &tre mis en évidence & partir d'une telle &tude.
ii}' Dans ce cas la convergence asymptotique des solutions des équations de fonction-
nement assure, pour toute entrée et des conditions initiales quelconques, 1l'uni-

cité de la réponse du réseau.
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Soit le schéma du réseau &lectrique suivant :

fAgure V.6

Le choix des variables u, et ¢i correspondant respectivement aux tensions
aux bornes impédances Z; et aux flux des selfs Li conduit a 1'équation d'état

suilvante du processus.

- _1 -1 _— ~ — -

d , .
FTAR ~(Ry*R L, - » “Rioh, > 0 ¢y e, |

d 1 -1 1

at™t C1L1 > p,C, ° 0 » 0 Yy 0

= + (Tv.12Y)

_d;¢ -R L-1 0 - (R + )L“1 1 ¢

atve 1271 > ’ 2 M/t 2 €2

a 1 -1 1

— 0 , O , =L y = m— u 0
a2l L c 2 0,0 o] [T

Les inductances L1 sont non linéaires. La recherche d'une condition de non
@®multiplication de fréquence conduit donc & &tudier la stabilité vis & vis des
perturbations initiales du systéme (IV.124). L'équation aux écarts peut alors

s'exprimer sous la forme
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1+p1c1p

1+p2c2p

MQLULQ V.7
R + R
R 1 12
Py
By = By + Ry G
R+ R
0y =14 5 12
Po
By = (R, + Ry,) Cp

o,
/8ISy
kLuLQj

\\‘» -
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[ * *
~(R.+R..) L. R 1
17727 > TRyp Yo
. *_
. - Ryoly 3 (RpR )L,
Z:
*
1 =1
T I » 0 ?
1
0 e
i 2

-1 5,0 ]
» 0 5 =1
z (Iv.125)
- 5?6:7 0
0 7-5é§£

Par contraction au second ordre & partir de la norme vectorielle :

p(Z)T=[ |2+ 12,5 [z3|+lzh|}

il vient :

i -1 -1
max[ -—L1 R1, —L2 Rz:‘ ’
+
a
3¢ P(z) < o1 ]
L L
1 2
max (5= » 5 )
i 1 2

Des

» max ("'

plz) (Tv.126)

S

Polo”

C

contraintes de non démultiplication de fréquences du réseau

(IV.6) sont ainsi définies par les conditions suffisantes suivantes :

i o -1
ma,x_— L1 R1 sy — L2 R2 < 0
i o w 1
max|-— L1 R1, - L2 R2 .max/|- -p?:-;-,— ——

(Iv.127)
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W.6. - Discnetisation d'une équation d'état continue non £inéaire :

stabilits compande du systeme continu et du systéme discret assocsi.

la résolution formelle des systémes continus non liné&aires ne peut
généralement €tre envisagée & partir des méthodes analytiques usuelles. La
recherche des solutions nécessite alors la mise en oeuvre de moyens numéri-
ques. Le traitement de 1'information sous forme discréte implique dans ce
cas la définition d'un modéle de méme nature. Pour terminer ce chapitre,
nous proposons en comparant les propriétés de stabilité d'un processus con-
tinu et d'un modéle discrétisé, de définir une méthode de discrétisation d'un

type particulier.

1V.6.1. - Fonctions de Liapunov déduites de La distance euclidienne :

Associons 3 un processus continu non linéaire décrit sous la
forme de 1l'équation d'état matricielle (IV.128), une fonction v positive

déduite de la distance euclidienne /27/

[o]

x = A(t,x)x (Iv.128)
v = XTX (Iv.129)

Un algorithme de discrétisation spprochée simple peut &tre obtenu pour le pas

de calcul At,oen exprimant la relation qui” lie le vecteur x + At % au

vecteur x -At--)S :

2
o - o
x+42£x=H 1(AAt) (x ——Ag'-x)

(1Vv.130)

-1
aon) - [r o 228z - 2]
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exprimons %% d'une part en fonction de x et d'autre part en fonction de

il vient respectivement :

Q

v

at x (a+aT)x (Iv.131)

[e] (o]

&= (x4 [H‘1(A) )T - I] (x-0%)

dt

Il revient donc au méme de dire que le systéme non linéaire (IV.128)
est asymptotiquement stable si les conditions de stabilité continues appliquées
-~ - ~ . P -~ - =1 P
a A+AT ou discrétes appliquées & H 1(A) H (A)T sont vérifiées.

En conséquence le systéme continu (IV.128) et le systime discrétisé
qui lui est associé par la transformation g ont les mémes propriétés de

stabilité vis & vis de la fonction de Ljapunov de type euclidien (IV.129).

Réciproquement la transformation H_1 étant biunivoque il est possible
d'associer au systéme discret (IV.132) le systéme (IV.133). Dans ce cas encore
les propriétés de stabilité sont conservées pour la fonction de Ljapunov (IV.134)

vis 8 vis de la transformation inverse H.

X 1 =Dd(xn,n)xn (Iv.132)
Rn) =D (L7 y =m0y (1v.133)
x} = X Tx (Iv.13L)

Cette transformation semble donc particuliérement intéressante puis-
qu'elle peut s'interpréter comme une méthode de discrétisation (Annexe 3 )

donnant au modéle discret le méme caractére de stabilité qu'au modeéle continu

/28/,/29/.
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Cette propriété toutefois n'est plus vérifiée en général pour d'autres
types de fonctions de Ljapunov. Envisageons dans ce sens le cas des fonctions

convexes.

IV.6.2. - Fonctions de Ljapunov convexexes.

Soit v(x) une fonction définie positive de type convexe. Dans ce cas
1'inégalité triangulaire est vérifiée & priori et il découle de la définition

des fonctions convexes la relation suivante

. © o o
v(x-bty +tad= v [(X-A%) (1-at) + at(x-At3 + At%}t(—)] |
(IV.135)

o (o] °

X X X dx
- t_ + td - - — —_ — _
v(x~A 5 +A )9< (1-dt) v(x At2) + dt v(x AtS + At 7

Si 1'on fait tendre dt vers zéro sans l'atteindre, 1'inégalité (IV.135)conduit
a écrire

Q - (o] [o]

L v(abtd) ¢ v(ardtd) - v(x-atd) (IV.136)

Ainsi, si l'on choisit une méme fonction convexe v pour étudier la
stabilité du systéme continu (IV.128) et de son transformé discret (IV.130),
les propriétés de stabilité déduites de 1l'utilisation de cette fonction v pour
le systéme discrétisé, seront également vérififes pour le systéme continu ini-

tial.

Les crité@res de stabilité basés sur l'utilisation des normes scalaires
des normes vectorielles ou des distances se raménent généralement & l'utilisa-
tion de fonctions de Ljapunov convexes. C'est en particulier le cas pour les
critéres que nous avons présentés dans ce chapitre. Dans ces conditions, lors-—
qu'un systéme continu est discrétisé en vue d'un traitement numérique par la
transformation H_1, il est possible & partir d'une utilisation de tels critéres

sur la forme discrétisée, de déduire les mémes propriétés de stabilité pour le



systéme continu dont il est issu.
Notons encore une fois les conditions particuliéres requises pour
transposer ainsi du domaine discret au domaine continu les propriétés de sta-

bilité d'un processus.

(i) L'algorithme de discrétisation est impérativement basé sur l'utili-

sation de la transformation homographique H~1.

(i) Le critére utilisé pour 1'étude de la stabilité du systéme discrétisé

revient 4 mettre en oceuvre une fonction de Ljapunov convexe.

Conclusion.

L'utilisation de la notion de norme vectorielle a permis de mettre
en évidence plusieurs critéres de stabilité déduits des nouvelles méthodes
de contraction présentées au chapitre III. L'utilisation de systémesde compa-
raison non linéairesnous-a ainsi amené & élargir sensiblement la classe des
systémes continus non linfaires qu'il est possible d'étudier ainsi. De ce
point de vue, la démonstration de la conjecture d'Aizerman peut €tre considé-

rée comme l'un des principaux apports de ces techniques de majoration.

Une autre contribution importante est relative & la définition
d'un nouveau type de fonction de Ljapunov scalaire. Cette fonction a &té
utilisée d'une fagon presque systématique dans les démonstrations des critéres
de stabilité proposés dans ce chapitre. Ces critéres sont d'une mise en oeuvre
simple mais impliquent toutefois que la matrice pseudo-majorante obtenue par

contraction soit 1'opposée d'une M-matrice.

Enfin, lorsque le systéme de comparaison est décrit sous la forme
de Lur'e Postnikov, le critére de Popov conduit & 1'énoncé de conditions suf-

fisantes de stabilité.
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CHAPITRE V

Présentation d'une commande autoadaptative de La surchaugfe d'une centrale

thermdique

Introduction

Dans ce dernier chapitre nous proposons & titre d'application d'dtudier la
stabilité du systéme de surchauffe d'une centrale thermique et plus précisé-
ment d'un élément de la centrale de Ioire sur Rhdne. De telles unités présen-
tent un intérét particulier du fait de leurs possibilités d'utilisation en
apport variable d'énergie. C'est le cas notamment de la centrale étudide pour
laquelle les puissances fournies peuvent varier de 120 & 250 MW. Une difficul-
té apparait toutefois dans la mise au point des régulations d'un ensemble aussi
complexe. En effet, les paramétres de structure du systémeé&duert enfonction ge 1a
puissance demandée, ce qui conf@re au processus un caractére non linéaire mar-—
qué. Il semble cependant gu'un ensemble de plusieurs études de synthdses loca-
les effectuées pour des régimes de puissances constantes, convenablement choisies
entre 120 et 250 MW, puissent conduire par approximation & d&finir les caracté-

ristiques d'un réglage adapté & de telles variations de structure.

L'utilisation des méthodes d'études présentées antérieurement, et en
particulier des critéres de stabilité, vont permettre d'effectuer & la fois
une étude théorique de la stabilité et la détermination d'un réglage adgtatif d'une
installation de surchauffe. En effet une représentation d'état du surchauf-
feur permet d'étudier globalement les propriétés de stabilité et de définir
un mode de réglage & structure continuement variable avec la puissance deman-

dée 8 l'installation.
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V.1, - Posdition du problime, schima de R'installation.

V.l.1. - Géngrateur de vapeunr.

L'installation de surchauffe peut &tre considérée comme l'un des
€léments essentiels du générateur de vapeur d'une centrale thermique. Afin
de préciser 1l'ensemble des &léments associfs & 1l'installation de surchauffe,
il convient de définir les principales grandeurs d'entrée et sortie d'un géné-

rateur de vapeur : /1/

- OVI : température de la vapeur entre les deux surchauffeurs secondaires
- eVS ! température de la vapeur & la sortie du surchauffeur final

- eVR : température de vapeur & la sortie du résurchauffeur final

- PV : pression de vapeur & 1l'admission de la turbine

- NV : niveau dans le ballon

- Op ! opacité des fumées

Les commandes indépendantes auxquelles ces sorties sont associées

sont respectivement :

- CQd : débit d'eau d'injection de désurchauffe
- CRcy : position des registres de recyclage
- Cp : débit de combustible
- CE : débit d'eau d'alimentation
- . 3 | I
CEX : exces dltair.

La chaudiére alimente en vapeur le corps haute pression d'une turbine.
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Schéma global de la centrale.
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Si 1'on suppose une évolution de faible amplitude autour d'un régime
de charge donné, un tel générateur de vapeur peut 8tre représenté par une matri-
ce de transfert correspondant au modéle d'un systéme lindaire multivariable.

Une telle représentation n'a de sens qu'&a charge constante.

Y(p) = Z(p). E(p)
T_ -
{ Y = [evx’ Sys> Syre By Nyo O QV] o (v.1)
T—
E"= [Caa> Cgey O Cp> Cpys os]

v

La position 0S des soupapes d'admission du corps haute pression fixe le débit

de vapeur Qy injecté.

Les fonctions de tranfert de la matrice Zp ont été déterminées par
analyse indicielle, et linéarisation autour de 3 régimes de fonctionnement par-

ticulier : 120 MW, 180 MW et 250 MW.

Les caractéristiques spécifiques du surchauffeur sont définies dans
le tableau I. Les fonctions de transfert 091(p) ou Gf;(p) n'ont de sens que

. . N
lorsque la puissance fournie Eﬂo reste constante.

Les transmittances 5{1(p) et 5f;(p) seront symbolisées sous la forme :

B (D) 3 |

ROy £\ 01= 5— (v.2)
Qd P +bop +b1p+b2

6. _(p) g

cVI( ) - 552(9)" > :
Qa P p +d . p+d



Tableau 1
@ 120 MW 180 MW 250 MW
VI(P)_ag( ) 0.58 0.38 0.32
Qde)' H\P (1+65p) (1+218p) (1+32p) (1+196p) (1+17p) (1+180p)
vs(P)zog(p) 0.56 0.40 0.33 .
1Qd:p)‘ ! (1+233p)(1+2h2p+1.8810hp2) (1+177p)(1+161p+1.02610hp2) (1+2hp) (1+262p+1.8710 p2)

V.1.2. - Tnsatallation de surchaugfe

L'installation mise en service sur le site de Loire/Rhdne comporte en
plus de la chaine finale de surchauffe, une boucle de température intermédiaire

- (figure v.2).

fLgure V.2
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Dans cet asservissement GVSC représente la température de consigne;

la commande C de débit d'injection de désurchauffe se trouve perturbée par

Qd
les variations de régime de puissance de la centrale.
Les réglages des correcteurs R(p) et R1(p) actuellement mis en oeuvre sur la
centrale ont &té& calculés de la manidre suivante /2/. Autour des 3 régimes
d'identification et pour un choix de correcteurs PID pour R(p) et PD pour
Ry
CR :

(p), le constructeur a calculé 3 réglages de facon a minimiser le critére

o0 [o o]

S [ e

CR-/ Byg dt+a (35Cqa) " @t (v.3)
0 0

Les coefficients ont tout d'abord été déterminés & 120 MW c'est en effet pour

ce régime que l'asservissement est le moins stable.

Sur cette base, la transposition & 250 MW d'un réglage de l'asservissement

calculé pour 120 MW a donné des performances correctes & cette charge. Pour

les 3 régimes particuliers étudiés, les réglages différents  sont adaptés &

la puissance demandée & la centrale . Le controle adaptatif a donc été défini
comme l'interpolation des résultats particuliers obtenus pour l'asservissement

du surchauffeur 3 120, 180 et 250 MW. Cette &tude a &té complétée par une simu~
lation qui a permis de confirmer le bien fondé d'une telle conjecture et de véri-

fier le bon comportement du surchauffeur aux régimes intermédiaires.

Nous proposons dans ce chapitre de présenter une méthode d'étude
théorique de la synthése auto adaptative du surchauffeur en utilisant 1'un

des critéres de stabilité& énoncés aux chapitres précédents.
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V.2. - Réglage auto adaptatif du surchauffeur avec chaine de rdgulation principale.

V.2.1. - Formuwlation et présentation d'une méthode de synthise adapfative.

Dans le schéma de régulation que nous proposons d'étudier, la mesure
de température intermédiaire n'est plus utilisée pour la régulation. Dans ce
cas la température intermédiaire n'est plus régulée ; ceci ne représente pas
un inconvénient majeur puisque l'objectif essentiel dans l'asservissement du
surchauffeur est relatif 3 la régulation de la température finale.
L'asservissement &tudié est représenté par le schéma bloc de la Tigure V.3
et correspond & l'une des solutions de régulation proposée par la direction des

8tudes et recherches 4'EDF.

VS

o}jg(p) ———-—-——-DGVI

pigurne V.3

Afin de comparer les résultats de la méthode de synthése proposée
aux résultats réels déji obtenus sur le site, le réseau correcteur R(p) est
supposé de méme classe. Il s'agit d'un correcteur 3 triple action proportion-—

nelle intégrale et dérivée (P.I.D.).

La fonction de transfert agj(p) représente 3 puissance constante
6ys(P)
la transmittance RO

Qd(p)

Ce type d'installation peut éventuellement fonctionner a puissance
variable dans la gamme 120/250 MW. Au cours des changements de régimes les re-
présentations utilisant la transformée de Laplacé ne sont plus adaptées. Il
convient dans ce cas d'utiliser une représentation d'état telle que (V.U4) per-

mettant de tenir compte du caractére non linéaire de ce processus.
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Pt
o 2@, @), 5@ 2, @
0 =
1 . 0 s 0 o + 0 CQd
0 2 1 H 0 0
€= OB,50 - O
o %
81 €+ B, e+ 83 ‘j; edT = CQﬁ (v.l4)
T _ a2 8
o = |%s": Yys evs]

Une premiére difficulté concerne la définition des conditions de
stabilité du surchauffeur en raison des variations de structure dues égP.La
solution adoptée par EDF d'un réglage P.I.D adaptatif déduit de plusieurs
études ponctuelles en régime statique peut €tre confirmée a priori & partir

d'une étude de stabilité sur la représentation d'état (V.h4).

La stabilité du processus doit en effet &tre assurée pour tout régi-
me de fonctionnement compris entre 120 et 250 MW. De plus s'il est possible
de donner .autour de chaque point de fonctionnement la variation admissible
de puissance du point de vue de la stabilité, on peut envisager un pilotage
des changements de point de fonctionnement minimisant le temps d'une telle

opération tout en assurant & chaque instant la stabilité du surchauffeur.

La consigne eVSC restant constante, 1'étude de stabilité peut &tre

effectuée en régime autonome.

Le systéme bouclé est alors représenté par 1'équation d'état (V.5)

[ (1)] . _ _ ] [, (3) ]
0 CO . C1 . C2 ) C3 6 1
o(3) 1 0 0 0 6(?) 0

(2) ~ o * Ovsc
0 0 1 0] 0 0 0
o
0 0 0 1 0] 6 0
L o - - L - s

(v.5)
T _ .(3) 4(2) (1) -
e = (6 ,6 ,6 ,9) ] evs [Os 2’1813 21823 2‘1833- e
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V.2.2. - Etude de stabl{lité

La forme particuliére de 1l'équation d'état (V.5) conduit & envisager
1l'application du théoréme de stabilité (IV.6).
Les éléments non linéaires sont en effet isolés dans la premiére ligne de la
matrice du régime libre de l'équation (V.5). Toutefois l'application directe
de ce théoréme ne peut conduire & un résultat sous cette forme. Il convient
donc par un changement de base appropriée de donner & 1'équation d'état (V.5)
une structure particuliére permettant une utilisation efficace du théoréme de

stabilité (IV.6).

Notons tout d'abord que ce changement de base (cf CH2,2xemple) doit
laisser les €léments non linéaires dans la premiére ligne de la matrice
transformée et qu'il doit introduire un nombre minimum de paramétres pour assu-
rer l'utilisation efficace du critére. Il convient donc d'utiliser ici un
changement de base qui serait une forme généralisée de celui qui a été décrit
en (II.28). La matrice T{ - doit donc €tre triangulaire supérieure et comporter
au moins 3 paramétres indépendants, afin d'assurer la vérification des 3 premiéres
conditions de Krasovskii.
Dans ce sens, la matrice de changement de base R 1 4éfinie 3 la relation (V.6)permet

de déduire de 1l'équation d'état (V.5) une nouvelle représentation (V.T7) /3/

(D VO SE W 1 -1 0o 0
1 1
Y S WS
-1
R - K= 1 1 (V.6)

0 0 Ay A ° ° X X

1 1

0o A o o o =

LO 0 2 X
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r 1
e(3)
S
. =Y
o
6
-e -
)‘O O,COAO+>\(>\ C),
A
A 1
0° = -2 ,
XO 0
A
1
0 ’ 3 b
)\O
0, 0 ’
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1
(>\ c)+ (A ~C.) 5= = (A,=C,)-
O 1 2 2 K1 2 2
Yo M )
]
A1 AO X1
o M A
1]
A1 AO K1
A2 M
A ’ A

y

(v.7)

En vue de 1l'utilisation du critére (IV.6), il convient de définir & partir

de 1'équation d'état (V.7) le systéme de comparaison (V.8)

N O

: 1 i
207 167" >\ (q=els1- Xoo‘fcﬂ* T1<)‘2'02)|’|"T92"c2
s 2o MERY 12
0 1 %o 1
0 lill 2.1 li?'l
[ b
*o Moo M
A A
0o, o0 I3 -

Les conditions de stabilité exprimées en (V.9) découlent alors

directement de 1'application du critére de stabilité (IV.6)

)

3
XZ

z (V.8)
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A
- - .2 -
bo= ~x;= <0
PR
k1 >\O AT
A =
1
Iigl - ig
A1 >‘1
:}\-l-XO [ l;\—g_;l]: l;\\_?_|
"0 1 0 1
A2= I';J'l s ;\\-g—;\\—l I;gl
0 1 0 2
: B %
] ’
A1 AT
A=C,]CA + 2 (A =c )|, ]- + (A,=C )+ ~ (A-C.) |, ]~ + (A ~C.)-
0 "0'Yo0 "o A 1 71 ° A 1 1 A 2 7212 A e 2
0 0 1 1
O N R
0 1 0 1
on L 2o -
0 1 0 1
A A
2 2
0 0 . |—=] , -==
J X, X,

Les contraintes sur AO, A

constants AO’ A

19

A

2

(v.9)
2
X2
>.0

ne dépendent en fait que du choix des paramétres

1° A2 définissant le changement de base.

La condition sur A3 dépend & la fois du choix des paramétres li mais aussi des

paramétres de régulation B.(@) et de 1a structure du systéme . @).
i i
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L'étude de stabilité peut donc &tre associée & la synthése de l'asser-
vissement puisque la vérification des conditions de stabilité (V.9) conduit &

imposer un réglage particulier des coefficients Bi.

V.2.3. - Synthese d'un rnégulateur adapfatif.

Le choix du réglage Bi(QB peut tout d'abord €tre effectué autour
d'un point de fonctionnement particulier QP . Dans ce sens la condition de

0
stabilité (V.9) définit & la limite la variation admissible Aép autour de

Q..

0

-~ . . . "1
Les parametres Ai introduits dans la matrice de changement de base R
peuvent étre utilisés pour assurer la vérification des conditions sur AO’
A1,

condition sur A3.

Une solution particuliérement simple consiste, compte tenu de la forme de 1'équa-

A2, et les paramétres Bi pour définir le réglage et imposer la derniére

tion d'état (V.7) & annuler 3 des coefficients non linéaires de la matrice du

régime libre du systéme de comparaison soit

a,= co—xo + X—(A1—c1) =0
0
- 1 2 - =
C
1 3
a.= - —(A.~C.) - === 0
3 A1 2 72 xg :

il est alors possible d'exprimer chacun des param@tres A1 et Xe en fonction

de CO et XO.

>
n
Q
et
+
>
(@]
Py
>
OI
(@]

(v.11)

>
]
Q
+
>
=
ol
«Q
(@)
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L'élimination de K1, A2 dans les équations (V.11) permet de montrer
que XO—CO est solution de 1'équation caractéristique de la matrice du régime
livre (V.5)

L 3 2 _
+ CO(AO~CO) + CT(XO—CO) + . (A -C)+C., =0 (v.11')

(Xo'co) 20 0 3

Si AO est choisi de telle maniére que l'on ait AO—CO < 0, les condi-

tions de stabilité (V.9) se réduisent aux trois inégalités (V.12) :

AL=-==<0, A,> 0, A, < 0O (v.12)

-~

il reste donc & étudier les possibilités de choix des paramétres Ai tout en

respectant les contraintes précédentes.

Afin d'une part d'imposer un régime de fonctionnement non oscillant et d'autre
part d'assurer la vérification des contraintes (V.12), les racines de 1'égua-

tion caractéristiques (V.11') seront supposées réelles et multiples.

Dans le cas particulier qui nous intéresse le coefficient Cy est donné, il
est cependant possible d'imposer une racine multiple d'ordre 3 que 1l'on notera .
(-0.) et une racine simple (-B). Les coefficients c; définis & 1l'équation (V.5)

s'expriment ainsi en fonction de oo et PR :

a,B>0

3o+ B = C,

30(0+8) = C (V.13)
o (a+38) = C,

6a3 = C3

Compte tenu des relations (V.11), il vient en fonction de o et B pour 1l'ensem-

ble des paramdtres A



- 164 -

XO,A1,A2 >0

AO = 2048
A1 =0, (0+28) (v.1k4)
- 2

AZ Box

A 0 B+201 A o+28

0 1
Y2 M oPeoapesp®
A1 AO (B+2a) (a+2R)

Les conditions de stabilité (V.12) s'écrivent alors sous la forme suivante :

= . 0B
By = a+2g < ©
- oc2+2u8+3 82 af
(B+2a) (0+2B)* a+2B 5 s o
A = . _97B( a”+28%) S o
1 o __0B (0+28)2(B+20)
o+28 > a+2B
(v.15)
3a2+2a8+62 o a2+2a8+362 aB
B+20, > 7 (B+2a) (0+2B8) * a+2B
A = o a+28 . a2+2a8+382 of < 0
2 B+20 > 7 (B+2a) (a+2B) * a+2B
0 0B __aB
? o+28 > o+28
Les contraintes sur Ao et A, étant toujours vérifiées, il ne reste donc
qu'une seule condition d satisfaire sur A2 :
aB Lo, ok 2
A= 5 5 [— 20 "-28 +aB [U (0+B) —3a8]] < 0 ’ (V.16)
(a+2B)“ (B+20)
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la forme particulidre de cette relation conduit & prendre pour paramétre

u = S-, il vient dans ce cas :
A= 3. “2 5 .[—2—2uh+u[h(1+u)2—3u]] <0 (v.17)
(1+2u) " (2+u)

puisque U et o sont choisis positifs 1'inégalité (V.17) est équivalente &

1'inégalité (V.18)
4 2
—u -2+ [B(1H) 3] < o (v.18)
D'ou les contraintes sur le paramétre

uv > 3.01

ou (v.19)
1

3.01

u <

En conclusion si l'on choisit une valeur du paramétre pu telle que la
contrainte (V.19) soit satisfaite, le systéme &tudié sera asymptotiquement

stable pour un régime de puissance QRJ fixé, dans la gamme 120/250 MW.

Dans ce cas pour toute une gamme de régime de puissance, les paramdtres de

la régulation sont définis par les relations

a > 3.01 B

%o = Cy = 3u4B

b,+L. B8, = C, = 3a( B+a) (v.20)
b+2.8, = C, = o2 (a+38)

byte.B, = O = ga>

1> Pos by étant fonction de gg, une premidre solution

Les paramétres bo, b
consiste & choisir un rapport -% constant pour tous les régimes de puissance.
Dans ces conditions l'installation aura le méme type de comportement quel que
soit le régime de puissance, le temps de réponse &tant toutefois différemment

modulé en fonction de 6:.
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Pour = uo il vient
U = constante
bo=cozabﬂﬂ
b1 + £1B1 =C, =3 a2(1+u) (v.21)
_ _ 3
b2 + 2182 = 02 = o~ (1+3n)
,Q, - _—
183 = C3 = 1o
)\O = a£2+u]
A1 = g [1+2u]
= 3
A2 Ho

pour U donné le réglage adaptatif est donc dé&fini par les relations suivantes :

2
2@
18 = 3. 2% () - b O

(3+u) 0

3
b (gj)
= 0 0. (1431) - bz(ép ) (v.22)

L
(3+1)3

182

bh(g\)
283 =n > Ou
(3+u)

Ce mode de controle assure & qaj donné la stabilité de 1l'installation.:
I1 reste &4 étudier dans quelles conditions il est possible d'admettre autour
de gl)une variation AY du régime de fonctionnement tout en conservant le

caractére de stabilité de 1'installation.

Soit QPO un régime de consigne pour lequel la compensation adoptée
est définie par les relations (V.22) et qui compte tenu de la vérification
des contraintes (V.12) est stable en o DNotons a', B' les valeurs des

racines caractéristiques obtenues pour (P1 = g; + Agﬁ

al = —— B' = pa' ' (v.23)
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dans ces conditions les &léments 31> 855 85 de la premiére ligne de la matrice

(V.7) ne sont plus nuls, et s'expriment & partir des relations (V.2L)

ao(a',oc) = hpla) = Cylar) = al(2+u) - o' (3+u)
' C1(oc‘ >\1(OL)
8.1((1 ,OL) = CO(OL ) - )\O(OC> + }\O(Ct) - Ao(a)
() = o [2(n - (@) 2L, 12w,
arat,a) = o ST o 2+u t o T 2 -u
c,(a") ¢ (a') A (a) A ()
' = ] 2 2 _ 1
ay(a’,a) Aola) A, (a) * )\1(00 )\O(Ot)
ey = [o@2 @y, 1 (v.2%)
aplatsa) =% U130 ) 2~ Q) Teop * Teay 2+u} :
C(a') cC,(a') A (o)
' _ 2 _ 3 __3
(a3(°‘ o) = @ "X T X ()
<
(a',a) -«[(ﬁ')3 I+3p @t Lh_ o
2300 T S ) Tean T ) 1+2uJ
a1(a,a) = az(u,a) = a3(a,a) =0

La contrainte déduite de 1l'utilisation du théoréme de stabilité
(IV.6) conduit alors, compte tenu du choix particulier du paramétre u ,

8 la condition V.25 exprimée & partir du systéme de comparaison.
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(1+2u

Apla) = Cola’) la, (a',0)] la,(a'sa)] ,Ia3(a',a)l
AL, (o) A (a) >\2(oc) Agla)
R W ) B LW ) R ) B W )
Xz(a) k1(a) Xg(a)
by = 0 > Aple) LY R R S CONMN i (v.25)
A (a) A, (o)
2 2
0 > 0 * (o) TR @)
soit encore :
A3 = o U2 [—- 2 - 211)’L + u[:h(1+u)2-—3utl] Ko+u) - Co(a'ﬂ
(142u)“ (2+u)
(v.26)
_ 3 : 0] _ 3 ulea®) o s
o u |layla,a )|+|a3(a,oa) o 2 |a, (0s0")] 0

La limite de validité de cette contrainte conduit alors & définir deux

valeurs particuliéres du rapport 2

9.

sance A

V.3. - Application pratique

o

donc de la variation admissible de puis-—

Dans le cas particulier des valeursdu tableau II obtenues lors de

1'identification, il est possible de donner une loi d'évolution des paramé-

tres bo, b1, b2.
Q 120 MW 180 MW 250 MW
b.{0.01716 0.0213%4 0.0557
0
b{1.084 10'h 1.8612 10“h 6.373 1o'h
b, 5.2829 107 5.5065 1077 2,228 10"6

tableau I1
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Un changement d'échelle des temps correspondant & une accélération par 100

du mod&le initial permet de dé&finir pour Ly bys by et b, les lois :

Rw(g) = L,h75 107" sz - 1,145 10'1<;>+ 1.278 107
bo(g) = 1.705 2 + 0.083 G+ 1.716
b16?) = 2.726@?72-+ 0.029 91-+ 1.084
(v.27)
b2(9) = 3.073 g§/2+ 0,118 9" + 0.208
s .
CQd p3+b Op2+b 1 pt+b 5

Qe [0,1.3] G- pour 120 MW, 9’=1.3 pour 250 MW

Nous avons choisi une valeur de y = 5—%76’ dans ce cas la condition (V.19)
est vérifiée et la stabilité assurée pour tout régime statique de fonction-

nement compris entre 120 et 250 MW.

Il vient :

Cy = 3.276 o Ay = 2.276 o

c, = 3.829 o A, = 1.553 o 2

4
= 3 - 3

C, = 1.829 o Ay = 0.276 A

C; = 0.276 o

M

X; = Ay = - 1.594

A A (v.28)

2 1
T—X—= 0.50k a
ﬁ 1 0
A
- Xg =  0.178 a
1
] .

en notant % =p , le déterminant A5 s'éerit :
Ay 2
—f = - 0.002208 + 0.00318p - |0.L433p- 0.223 p° - 0.211]
a (v.29)

- o.276[]1.682 p2 -1.178 p3»— 0.504| + |1.178'p3 - ph - o.178|]
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ls contrainte de stabilité s'exprime sous la forme de 1'inégalité (V.30) :

A

3
> V.30
= >0 (v.30)
o
]
et conduit & une variation admissible du rapport %'= p
0.916 < p <1.05 (v.31)
la relation X = f(QB peut s'exprimer sous la forme (V.32)
& = 0.520% 9'3 + 0.025 G+ 0.521 (vV.32)

Les diverses possibilités de variation de régime autour d'un point de fonc-
tionnement donné entre 120 et 250 MW, peuvent alors s'exprimer sous la forme
de la figure V.4, Les résultats chiffrés sont donnds dans le tableau III et

- ” Pl
exprimés en temps réel.

120 150 180 220 250

a/s 0.523 102 | 0.545 1072 | 0.651 102 1.069 102 1.70 1072
B/s 0.145 1072 0.151 1072 0.180 102 | 0.296 1072 0.47 1072
A -1 -2 -2 -2 -2 -2
T = Ay/s |-0.835 10 -0.868 10 -1.038 10 -1.703 10 -2.710 10

0
Ao Ay 4 -2 -2 -2 -2 -2
X— --x—/s -2.64 10 -0.275 10 0.32810 -0.538 10 ~-0.857 10

1 0

Ao 4 -2 -2 -2 -2 -2
- ==/s -0.093 10 -0.097 10~ -0.116 10 -0.1910 -0.303 10

]

AéPMW + 32 + 12 + 6 + 3.3 + 2.6
—AQMW, - 60 - 11 - 6.2 -4
.AQ?TMW T2 17 9.5 6.6

Tableauw TIT
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Fw

L

aisse de
ulssance
dmissible

29

moyenne

zone de fogctionnement étable

N
-\

- Exemple d'une caractéristique

de montée de charge ou de baisse

-

de charge de 120 a 250 Mw

=50

{ uie

“aa

Variation de puissance admissible autour d'un régime donné

pigure V. 4 )
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Ce graphigue appelle essentiellement deux remarques.
Tout d'abord il convient de souligner que 1l'évolution de la racine B est crois-
sante avec la puissance de 1l'installation. En conséquence, ce surchauffeur

est sensiblement plus stable & 250 MW qu'a 120 MW.

En outre le caractére non linéaire de la caractéristique (9 expli-
que la possibilité d'uneplus grande variation de puissance a& 120 MW qu'd 250 MW.

Ces deux résultats ne semblent donc pas en contradiction (figure V.5)

120

150 180 220 250 )y

gigure V.5



Ces résultats sont dans l'ensemble en accord avec les résultats expérimentaux
observés sur le site.
Notons tout d'abord qu'au régime de fonctionnement &tabli & 250 MW les réglages
proposés dans ce chapitre et effectués par E D F sont assez proches. L'adapta-
tion des paramétres Bi est cependant différente, toutefois le caractére crois-

sant de B, et B, avec la puissance demandée est bien conservé.
1 2

Réglage ED F Réglage proposé
00/8-1 5.57 10°° 5.57 102
01/3‘2 ) 9.67 107 11.05 107"
Coy -3 7.72 107° 9 107
C3/ -l 2.72 107 2.31 1070
Tqbﬂeau v

Signalons d'autre part que des essais de changement de régime ont été effectués
dans le cas du réglage E D F sur la base d'une variation de 25 MW autour de

120, 180 et 250 MW. Le temps de réponse & une baisse de régime ou & un accrois-
sement de régime est de 1l'ordre de 1000 3 1500 s. L'utilisation du réglage
proposé conduit & des résultats comparables i forte puissance, il semble cepen-
dant possible d'accé¥rer notablement les opérations de changemert de consigne

entre 120 et 180 MW.
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b - Réglage a temps de néponse Ampose.

Une autre méthode de réglage consiste & garder constant le pdle
le moins stable B . Dans ce cas le temps de réponse de 1l'installation,
essentiellement fonction de ce pdle, évolue peu avec la puissance demandée.
Ce point de vue peut conduire 3 une amélioration sensible des limites de
stabilité pour un point de fonctionnement donné.
Si 1'on prend le cas du surchauffeur &tudié ici et en imposant & la racine
la valeur 0.145 10_28_1, il vient pour S) les possibilités de variations sui-
vantes autour d'un point donné de fonctionnement

—12MW<AQ < 12 MW

soit encore : Aé;; = 24 MW (v.33)

D \

Q
A9 MW \ X K \ \ \
+ 120 \ \ X \ \
\ \ \
\ \ \ v\
-+ \ \ \ \ \
\ AT I \
\ \
- \ \ \ \ \\ >@
120 AEE '\ 180\ 200" \
SR v 4 o\ A
| \ | \
y \ \ \\
\ \ \ \
- \ \ \
- 12 MV \‘ \ \ \ \
\
gagure V.6

La variation admissible de puissance est ainsi sensiblement accrue vers la

puissance nominale de 1l'installation.
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V.4. - Présentation d'une méthode d'approche de £'étude de La rapiditi
d'adaptation du régulateur.

Dans 1'étude précédente, nous avons supposé qu'a une évolution
du régime de puissance selon la loi g?(t) correspondait un réglage adaptatif
défini par 1l'ensemble des coefficients Bi(GB. L'adaptation instantannée du
réglage ne peut en fait &tre réalisée en toute rigueur. En effet si 1l'ensem-
ble des paramétrii de structure bi du surchauffeur dépend par construction
de la puissance 1 (t), les paramétres Bi sont calculés en fonction de 1l'es-
timation & 1'instant t de la puissance réelle fournie C?(t). Cette double
opération d'estimation de g?(t) et de calcul des B; n'est pas immédiate,
il convient donc d'admettre que ces coefficients sont fonctions de Q?(t)-AqP.
Le terme AQ? représente la variation maximale de puissance possible de 1l'ins-
tallation en régime dynamique pour un intervalle de temps correspondant au

retard d'adaptation des paramétres Bi.
Nous proposons de montrer dans ce cas qu'il est encore possible

d'adapter la méthode de synthdse précédemment décrite tout en répondant aux

exigences de stabilité de 1l'installation.

V.4.1. - Déteumination du rnéglage adaptotif.

Le réglage adaptatif peut 8tre défini & partir de la méthode présentée
au paragraphe (V.2). En effet si la puissance estimée est noté€e, en raison du
~
retard d'adaptation, G = () - AQP les paramétres de réglage B, peuvent

s'exprimer (equation V.22) sous la forme suivante :

0. (G")
oc(g' =

8, @) = L

1

a'

o 7 Ba®(@)-, (6]

¢

—

£
f

[

' 2 1 3y - '
8,@") L) gy [ @")-,(6")]

t
(oY)

' 3.7 = LIAY
83(9)~ 2@ = mua @) (V.3h)
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V.4.2. - Etude de £a stabilité.

Si 1'on choisit ici encore une matrice de changement de base définie
par ?K(équation V.6) il vient les contraintes de stabilité définies en (V.9).
L'interprétation des coefficients C. est toutefois différente puisqu'ils dépen-

~
dent maintenant de J et gj' soit encore de g? et ACP.

/TN )
G = ¢t = 2(%)
c, =c,(1.8) =5 (9 +2,@). 8,E)
¢, = 0,0.0) = py(9) + 2,61, 8, (Y) (v.35)
= o) = ' Q3
oy = cy(P) = 2,6 8,09)

Les coefficients Ai constants définissant la matrice de changement de base
peuvent 8tre pris a priori dépendants de J . Cette hypothése permet ainsi de
satisfaire les contraintes (V.12) sur AO’ A, et A, compte tenu du réglage dé-

fini en (V.3L4).

Il reste donc & vérifier une dernidre condition d'ordre 4 sur le déterminant

A 3 et dépendant 3 la fois de Q; et de g?:

Aole) = cola),a GO , [a, D], [a 60,9
A (o) A (a) A (a) Ay ()
1 2 1 2
Apla) ’X_O—(.&SKO(OL)’[M(OL)—)\O(OL)I ’ l>\1(a)l
3 = (@A) A (e) A | 70 (36
° - Relrtwnm o e
A (a) A (a)
2 2
O [} O ] !A (d)] s = A1( )




c.(9)
As (o) = 2, (9,i=0,1,2 , a=al) = —”g-#u
c (9' 9Q) A (OL)
o - 4 1 1 _
8.1 (ﬂ sQ) = CO(‘)) - >\O(OL) + }\O(og) )\0(0&)
v &
o (g\' ’@) _ C.‘(@ 9‘5) _ 02(9\' 39\) N >\2(d) _ >\1((x)
2 Agla) Ay e) x @) " X, (@)
L6 . 20D G0 2
307 e >\1(a) )\2(oc) %, @)

La recherche des valeurs de A gj conduisant & la limite de validité de la

.l N . .. ¢ 59) _Q
condition (V.36) conduit & une valeur maximale admissible de A3 = d ax =3-7r,

V.4.3. - Dynamique des changements de négime.

Autour d'un régime donné il est encore possible de donner les limites
de variation admissible de assurant la stabilité du systéme. Il convient
dans ce cas de tenir compte du retard d'adaptation des paramétres de réglage.
Nous proposons pour terminer ce chapitre de formuler ce probléme et ainsi de
montrer la possibilité d'une telle étude.

Notons f;g le régime de puissance initial et €?1 le régime maximal

p

.. D ., - .
admissible en partant de I La recherche d'une condition suffisante de

0

stabilité lors du passage de é? o 5‘5: conduit & vérifier la validité de
la contrainte inégalité suivante :
A
gj : Puissance initiale correspondant & un régime &établi stable

' ¢ Estimation de é;g en vue du réglage adaptatif

Puissance maximale admissible & partir de QPO

'1 : Estimation de €?1 en vue du réglage adaptatif
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, c éﬂ, G’) A (o))
6,5 6)= ¢c(G) - s 1 (a)
&V Y4 Y o'71 Ao (ag) Aolag) 0'%
~ 01«?552) 026?5’6:) Aplag) Ay lay)
%00 9 %) = T T T tTeT T )
1 0'% 1% 1% 0'%
(v.39)
G0 - c,01.9) 6 Apletg)
1?2 >0 A1(ao) A2(ao) X1(ao)
¢ (5)
0'70
% = “(g;) - 3w

Compte tenu de la rapidité d'adaptation du régulateur défini par le
termegw—‘?', il est ainsi possible d'établir un graphe des variations
de régime admissible analogue au graphe de la figure (V.4). Il peut
étre également intéressant de tracer un réseau d'abaques  paramétré
seloné?-g%, permettant d'étudier la possibilité d'une utilisation du
retard 4'adaptation de réglage dans le but d'assurer une plus grande

stabilité ou une meilleure dynamique des changements de régime.

Conclusion

L'utilisation du critére de stabilité (IV.6) basé sur la défi-
nition d'un systéme de comparaison du type (II.1) nous a permis dans un
premier temps de préciser les conditions de stabilité en régime statique

d'une installation de surchauffe de la centrale de Loire/Rhdne.

D'une étude de ce type, il est possible de déduire un mode de réglage

auto adaptatif des processus & structure variable. De plus les résultats
obtenus conduisent & définir pour le processus étudié€ une zone de fonction-
nement stable. La stabilité est assurée & l'instant t et pour la puis-
sance effective délivrée.g(t) si la variation A<P1[g3t] exigée reste en

deca des limites de stabilité calculées.

Si 1'on tient compte du retard d'adaptation des paramétres, essen—

tiellement du au temps nécessaire i l'estimation de la puissance réelle de



1l'installation et au calcul des paramdtres du régulateur, les conditions

de stabilité en régime statique ou dynamique font apparaitre une limite
. . P -

AQ;;(Q:t) représentant 1'écart maximum entre la puissance réelle I de

l'installation et la puissance estimée %?' dans la boucle d'adaptation.

La définition d'une stratégie des changements de régime en temps minimal
peut donc €tre interprétée corme la recherche du signal pilote optimal
IR . . P . .
\ae(t) pour lequel 3 chaque instant la puissance dellvree<?(t) satisfait

une double condition de stabilité

(i) La premiére contrainte conduit & définir une limite supérieure du

retard d'adaptation.

(ii) L'écart instantanné entre la puissance de consigne et la puissance
réelle de 1l'installation doir rester inférieur au maximum admissible

exprimé par la seconde contrainte.
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Conclusion générale

L'analyse des propriétés fondamentales des systdmes continus linéaires
et non linéaires & partir des techniques de majoration constitue 1l'une des orien-—

tations essentielles des travaux présentés dans ce mémoire.

Une premifre approche nous a amen&, dans le cadre des s7stémes asservis
monovariables, & proposer la généralisation des critéres de stabilité présentés
par H.H Rosenbrock d'une part, F. Laurent et F. Lhote d'autre part & partir d'une

représentation sur le corps des réels.

Une approche différente de ce méme probléme a ensuite permis d'associer
au processus étudié, un systéme de comparaison de méme dimension induisant une
étude simplifiée de la stabilité. Ces résultats nous ont conduite 4 étendre ces

notions dans le sens d'une définition plus systématique des systémes majorants.

La mise en oeuvre du concept de norme vectorielle a pu &tre envisagée
simplement lors de 1'étude de la stabilité des systémes de grandes dimensions
dont on connait & priori la décomposition en sous sysémes interconnectés.

Dans ce sens plusieurs théorémes de stabilité exponentielle et asymptotigue ont

€té énoncés.

Pour certaines classes de processus, la validité de la conjecture
linéaire et de la conjecture d'Aizerman a pu &tre démontrée. Ce résultat peut
8tre considéré comme 1l'un des apports essentiels des techniques de majoration
vectorielles. Dans ce cas, il est effectivement possible d'étudier la stabilité
d'un processus & partir d'un systéme de comparaison non linéaire. Toutefois,
les critéres présentés ne peuvent etre efficacement mis en oeuvre que si la ma-
trice du régime libre du systéme de comparaison est 1l'opposée d'une M-matrice,

celui-ci doit donc &tre construit dans ce sens.

L'ensemble de ces travaux contribue ainsi & préciser le concept de
systéme majorant d'un processus continu non linéaire. En particulier, pour

une représentation sous forme matricielle, les matrices pseudo-majorantes sem-—
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blent constituer un moyen d'analyser les propriétés d'un systéme de grandes
dimensions. Ces techniques, élaborées pour les systémes continus non linéaires,
s'interprétent comme une extension de la notion de contraction au premier ordre
généralement utilisée dans la seconde méthode de Ljapunov.

Dans leur mise en oeuvre, elles tendent 3 exprimer les caractéres essentiels de
processus d'origines diverses. En effet, ces méthodes réservées habituellement
a4 1'étude des systémes asservis peuvent s'étendrent & tout systéme physique régi
par des équations de mé@me type et en particulier & la recherche de conditions de

non démultiplication de fréquence dans les réseaux &lectriques.

Le probléme trés général posé par la stabilité d'un systéme n'est en
fait qu'une &tape dans la détermination de la commande d'un processus. Il con-
vient d'ailleurs de constater que certaines méthodes de synthéses ont &té déduites
de techniques nouvelles d'dtude de stabilité. Dans cet esprit, la recherche de
la commande adaptative d'un surchauffeur présentée au chapitre V, illustre bien
les possibilités de synthése d'un processus continu non linéaire & partir du sys-—

téme de comparaison non linéaire qui luil est associé.

C'est dans cette voie que nous proposons de poursulvre ce travail, en
étudiant de maniére systématique les méthodes de synthése basées sur l'utilisation

des processus majorants.
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ANNEXES

Annexe 1

Théonéme : Soit A une matrice d'éliments constants 2555 i,j=1,2...n.
Les solutions de L' inégalite (1) sont minordes par ceﬂﬁeA de £2' equat&on
(2) 84 ZLes ELements non diagonaux de A sont non negatifs :

aij >0 ¥ i#j=1,2...n

Ax

]
W

(1)

»
P
O
~—
n

C

Ay

<o
fl

—~
o
S~
i}
(@}

Démonstration

Soit (3) une équation déduite de (1).

[e]

= Ax + £(t) (3)
£(t) 3 0
La solution de (3) s'exprime sous la forme suivante :
t
x=e' ¢+ jf‘ AT p(yar ()
0

Soit k un scalaire réel positif, il vient

At e(A+kI)t kIt (5)

=

si k est choisi suffisamment grand pour que la matrice A+ kI soit non
négative, alors l'exponentielle de cette matrice est également non négative.
Puisque ekIt 2 0, la matrice eAt est non négative. Dans ces conditions,

compte tenu des hypothéses énoncées, il vient :

t
X =y + f e A(t=T) f(T)dr
0 (6)

soit ¥t 3t : x(t;to,C) 3 y(t3t,C)
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Annexe 2

Soit une matrice A d'ordre n possédant n-1 lignes d'&léments
constants. Dans ce cas le vecteur propre relatif & une valeur propre donnée
A= AO est nécessairement de direction fixe puisque n-1 relations suffisent
4 le déterminer.

Notons

8._].] 12 o600 e 1n

a2] 2D seeeaes n

- .

. . .

-
i}

(1)

. . -

8 a ceren 8 n
n-1,1 n-1,2 n-1’°
a* * a*
a cenne
nt n2 n,n

5%

.  JP
dans cette présentation seuls les ani(1=1,2,...,n) sont non constants.

Si vy présente le vecteur propre de composantes ai(i=1,...,n)

relatif & la valeur propre A > O de la matrice A, il vient

-~ - r - r -

G A 245 ceenna a1,n—1 o, a,
21 Bpp7 Areren 8 g % #2on
. . . . = ~-q . 2
a (2)
a a ceanas -\ o a
n-1,1 n-1,2 n-1,n-1 n-1 n-1,n
L . L N L .
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Lorsque la matrice A est 3

€léments non diagonaux non négatifs

et admet une valeur propre de plus grande partie réelle négative, la matrice

A1(A)

ayq” A Bip eeeees a1,n_]
a, Bop=Aceases &
21 22 2,n-1
AN = | . . (3)
#n-1,1 n-1,2""""" Gpoqn-1” A

est 1l'opposé d'une M matrice, il en résulte que 1l'inverse de —A1(A) existe
et est 34 &léments non négatifs.

I1 vient alors

731 ] ra1,n |
. -1 .
= o[- 2,0] . (1)
_an—1- uan—1 ey

Dans ces conditions le vecteur propre 5\ admet des composantes

toutes de méme signe et correspond & la valeur propre de plus grande partie
réelle.

Si lors d'une é&volution particuliére des coefficients a , i° L8

valeur propre maximale A reste constante et négative alors le vecteur propre
vy reste de direction fixe.
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Annexe 3

- Transformation homographique

Les systémes continus et discrets que nous allons étudier sont

représentés respectivement par les équations d'état (1) et (2)

[o]

X = AX + Bu , 8 = Cx (1)

1

X1 M x + F u , 8_ = Gxn (2)

x/x vecteur état € K{n

n

s/sn vecteur de sortie € Rr
, . m

u/un vecteur d'entrée € 3

A/M € Q™R
B/F e /™™

c/c g RTA

Les systémes continus et discrets ainsi définis peuvent &tre linéaires
stationnaires, linéaires non stationnaires ou non lindaires. Nous envisagerons

principalement le cas des systémes lin&aires.

Les équations (1) et (2) peuvent s'écrire :

-1 ° -1

x+E=(1+3(1-2 x-H+ET-DH B (1I,1a)
X . +X -1
R S e R e TS (11,22)

Associons d ces relations les systémes d'équations (1b) et (2b)

respectivement
-1 -1
- A _A _A
Yoy = (T #3003 -3 v+ (X-%) By (10)
o + + -1
y =m-1 @&y L ry (2b)
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Il apparait alors que si l'on note {H(A) : RS gtnxn} la

transformation matricielle suivante

-1

A A
H(A) = (T + EQ(I - E)

il vient pour la transformation inverse H

M + I)_]

2

B (M) = (M-1) (

Les relations 1b et 2b prennent alors une forme simplifige :
-1

Voo HM) v+ (1-2) Bu (1c)
[e} - -1
y =Hmy+ & ru (2c)

Les relations (1) et (1c) d'une part et (2) et (2¢) d'autre part

se correspondent biunivoquement par la transformation H.

Propriétés de la transformation H/6/

Soit une matrice D constante nous avons H[Hhi(D)] =D ; de plus
les propriétés spectrales de l'opérateur H(D) peuvent se déduire aisément de
celle de D. En effet, lorsque la dérivée de H()) / HnT(X) n'est pas nulle
sur le spectre (Ai) de D, les valeurs propres de H(D)/H—1(D) sont {H(Ai)/H_j(Ai)}.
De plus les matrices constituantes Z; des matrices D, H(D) et H—1(D) sont iden-

tiques 3 un facteur prés.

II.2 - Etude comparative des systémes continus/discrets et de leurs transformés

discrets/continus par homographie.

Stabilité

La stabilité des syst@mes continus (1) et discrets (2) fonctionnant
en régime autonome (u/un = 0) est imposée par les contraintes respectives sui-

vantes :
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max Re(XA) <0 (3)

max [AMI <1

I1 vient pour les transformés par homographie

max | )

H"l(A) (L)
max Re AH(

En effet la transformation H réalise la transformation biunivoque
dans le plan complexe de 1'intérieur du cercle de rayon unité en le demi plan

partie réelle négative.

Dans ce sens 1l'application des conditions de stabilité & un systéme
continu/discret et & son transformé discret/continu conduit nécessairement au

méme résultat.

Nous allons maintenant définir les systémes adjoints des modeles
(1) et (2) et de leurs transformés (1c) et (2c). Le systime adjoint du sys-

téme (1) caractérisé par le vecteur ¢ :

xT Y = constante (5)
vérifie 1'équation
o}
p=-ny (6)
I1 apparailt en représentant par (6a) le transformé discret du systéme (6) :
- T
Vopq = H-AT) 9 (6a)

Compte tenu des relations (7) et (6a)
T, _ -1T
H(-A") = [H(A)] (7)

il vient

V. o= [H(a)] 0 (6b)
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Le systdme (6b) est ainsi le systéme adjoint du systéme (1c)
transformé du systéme (1). Une propriété semblable peut &tre mise en
évidence pour le systéme discret. Les résultats &noncés sont résumés

sur la figure (A1).

Commandabilité - Observabilité

— Commandabilité

La condition de commandabilité d'un systéme lin€aire décrit par
la relation (1)/(2) peut s'exprimer simplement au moyen des composantes Zi

de la matrice A|M, il vient

commandabilité de (1) => rang (Z?B, ZgB, cens ZﬁB) (8)

L}
[n]

(9)

L}
o]

commandabilité de (2) => rang (Z?F, ZgF, cees ZgF)
. . -1 N <
si les matrices A et H(A) M et H (M) ont mémescomposantes 3 un facteur

prés, les conditions nécessaires et suffisantes de commandabilité des systé-

mes (1) et (1c) (2) et (2c) sont respectivement identiques.

- Observabilité

Les propriétés d'observabilité et de commandabilité s'échangent
par dualité. La transformation H étant compatible avec la notion de dualiﬁgf

elle conserve les propriétés d'observabilité du moddle adopté.

PRy

DN
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Systéme H J Systeme

continu | g discret

dualité dualité
A/

Systéme ‘ H Systéme
adjoint du < = adjoint du
systéme continu ’\ H systéme discret

Figure Al
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