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Avant - Propos

Le thavail présents dans ce mémoire a ét¢ effectué au Laboratoine
de Systématique de L'Université des Sciences et Techniques de Lille T sous
La direction de Monsieurn Le Professeur F. Laurent.

Nous Lui exprnimons toute notre gratitude pourn L'enseignement
qu' AL a su nous dispenser et L'accuell qu'il nous a néservé au sein de
son equipe.

Monsdieur Laurent a su tnes nrapidement et efficacement nous initien
a La necherche et nous a guidé durant toute L£'élaboration de cette thise avec
Le senieux et La compétence qui Le caracténisent, tout en nous encourageant
de sa chaude amitié.

Monsieun Le Professeur R. Gabillard nous a grandement hononés en
acceptant de bien vouloin présider notre Jury. C'est avec La plus grande
bienveillance qu'il a accepté de nous conseiller pour La mise au point dég4i-
nitive de nos thavaux et nous sommes hewreux de Lud exprimer Lci notre ires
progonde gratitude.

Nows tenons a exprimer nothe ines vive heconnaissance a Monsieunr
Le Progesseur Lf T Gnujéé pour R'internet qu'il a porté a4 nos trhavaux. 1L
nous a perunis par sa ines haute compétence dans Le domaine de £'étude de La
stabilite de fairne evoluern trhis sensiblement notrhe trhavail et nous a Suivi
et guide thes négulierement malgné Les difficulites dues a L£'éloignement géo-
grhaphique. Nous espérons que Le contact maintenant etabli avec son equipe
de nechenrche se powrsuivia de fagon fructueuse. Nous Lul
adressons nos thes vifs et tnes sincires nemerciements powr avoir bien voulu
jugen notre trhavail et participer au Jury de notre these.
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Monsieurn Le Professewr JL Abatut a bien voulu accepier de nous
conseillen au cowrs de nos nrecherches. L'inténet qu'il a montré pour nos
thavaux nous a permis d'approfondin plusieurns points de ce mémoire. Sa
présence a notne Juny de these nous a progondeément touchZ et nous ud
exprimons toute notre neconnaissance.

12 nous est trnes agréable de remercier Monsieun Le Professeun
Lhote poun L'inténet qu'il a porte & nos recherches en accepiant de nous
alden a La mise au point de ce mémoine. Nous avons et tnés hononés de
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sa parnticipation a nothe Jurny de these.

Nous tenons a exprimer notrhe reconnaissance a Monsdeur £e Profes-
seurn Vidal pour L'enseignement qu'Lil nous a tout d'abord dispense ainsi
que pour Les conseils dont AL a su nous faire profditer au cours de nos tra-
vaux. Nous Le nemercions Egalement d'avoin bien voulu accepter de particdi-
per & notrne Jury.

Monsieun Le Progesseur Bossut, Directeur de £'Institut Indusirniel
du Nord nous a, a tout moment, apporté son soutien et en particulier en
acceptant de participern a notre Jurny de these. Nous Zenons a ce qu'il nre-
golve Ack Le Zémodgnage de notrne thes nespectueuwse et thes vive reconnals-
sance ainsi que L'expression de notre profond dévouement. '

Que Monsieun Miossec, Ingénieur EDF nregodve Lcd nos thés sincéres
nemenciements. IL nous a en egpet permis par son amabilite et sa compétence
de proposer une application de nos thavaux a £'étude d'un processus de carac-
tene industriel. Nous Lul exprimons foute notre gratitude pour sa participa-
Xion & notne Juny.



Nous voudrions 2galement nemenrciern notre collegue et ami
Monsieun JC Gentina, chercheun au Laboratoirne de Systématique, qui a
su etrne a tout moment un interlocuteur inténessé et a L'esprit cuitique
exencé ; Les échanges que nous avons eu concernant nos travaux hespectifs
se sont avénds particulierement progitables. Nous Lul exprimons toute
notre sympathie et Lul témodignons Lici nothe profonde amitig.

Nous tenons engin a exprimer notre reconnaissance a tous Les mem-
bres de £'équipe du Laboratoirne de Systématique pourn L'adide précieuse qu'ils
nous ont apportie tant sun Le plan scientifique que sur Le plan humain.






Introduction générale

Les travaux présentés dans ce mémoire constituent une centribution &
Lanalyse et & la synthése des processus discrets non-linéaires de grande dimension.
Ils concernent plus précisément la détermination de mod€les particuliers associés

2 un processus discret en vue d'en faciliter 1'étude.

A cet effet nous utiliserons deux notions : celle de systéme majorant

et celle de systéme de comparaison.

Ce dernier concept a &té initialement introduit afin de permettre
l'analyse de certains problémes de stabilité. Il consiste & dé&finir une récur-
rence linéaire, d'ordre donné, dont la stabilité implique celle du processus

dont elle est déduite.

D'un point de vue distinet la recherche de conditicons de convergence
des algorithmes itératifs linéaires a conduit en analyse numérique & la défi-
nition de suites récurrentes également linéaires mais de dimensions plus faibles.
Celles ci sont caractérisées par un ensemble d'inégalités et correspondent & la

notion de majorant.

Nous proposons dans ce mémoire une méthode de détermination systéma-
tique de systémes majorants et de comparaison, linéaires et non linaires, asso-
ci€s & un processus discret non linéaire et leur utilisation en vue de 1'étude

de certains problémes particuliers.

Aprés svoir précisé la classe des systémes étudiés ainsi
que la représentation utilisée pour leur description nous rappelerons les défi-
nitions usuellement adoptées relativement & la notion de stabilité. Ce concept,
initialement introduit par les mécaniciens dans le cadre des processus continus
a &té étendu au cas discret par les mathématiciens et en particulier par W Hahn.
La situation des résultats présentés par rapport aux travaux voisins existants
fait 1'objet d'une analyse particuliére. Elle est suivie d'une &tude permettant
la détermination de systémes majorants, linfaires ou non,relatifs & un processus

non linéaire de structure é&ventuellement variable. Ce dernier poiat trouve son



intérét en particulier lors de la recherche de conditions suffisantes de stabi-
1ité connective, c'est-a-dire indépendantes de 1l'évolution des intéractions

entre les divers sous systémes d'un processus multivariable.

La méthode utilisée pour définir un modéle de comparaison discret
est basée sur la notion de majorant et s'étend au cas des processus imparfai-

tement identifiés ou mal définis.

Plusieurs applications de ces travaux sont envisagées dans la suite du mémoire.

La recherche systématique de conditions suffisantes de stabilité qui
tiennent compte de la structure particulidre d'un processus conduit & 1'énoncé
de théorémes d'application simple . Ceux ci concernent selon les cas la sta-
bilité locale ou globale d'un systéme. Une mise en oeuvre des résultats obtenus
est proposée dans 1'analyse du comportement d'un processus de structure variable.
L'utilisation des majorants permet de définir simplement une estimation numérique
de 1'écart entre deux moddles d'ordre éventuellement distincts d'un méme processus.
De plus la sensibilité d'un mod@le aux variations de ses divers paramétres peut

8tre déterminée 3 partir d'un systéme de dimension réduite.

D'un point de vue distinct, la définition de majorants d'une suite
récurrente décrite sur le corps des complexes permet d'envisager 1'€tude de

certains cas critiques de stabilité.

Un avant projet de régulation discréte dtun groupe turbo-alternateur
est proposé dans une dernidre partie. La loi de commande est déterminée en
utilisant un systéme de comparaison indépendant des variations de structure

dues 3 1'évolution du réseau alimenté par le groupe.



CHAPITRE 1

Formulation des processus discrets - stabilité.

Introduction

Ce chapitre a pour but de présenter la classe des processus &tudiés,
de préciser les notations adoptées, et de rappeler les principales définitions

relatives & la stabilité des processus discrets.

La représentation des processus discrets a longtemps été effectuée
en utilisant le symbolisme de la transmittance opérationnelle ou transformée
en Z/1. Ce choix a été justifié par 1'important développement des méthodes

fréquentielles d'analyse et de synthése transposées des techniques continues.

Lorsqu'il s'agit de processus de type multivariable ou fortement non
linéaires il apparait intéressant d'envisager une représentation dans 1'espace

d'état qui s'aveére particulidrement adaptée & un traitement sur calculateur.

Nous avons choisi de représenter 1'évolution d'un processus discret

par une suite récurrente vectorielle définie par une fonction de transition.

Aprés avoir ainsi précisé€ la classe des processus &tudiés, nous rap-
pelerons les principales définitions relatives & la notion de stabilité telles

qu'elles ont &té formulées par W. Hahn /2 /et N. Rouche/3/.

Dans une derniére partie seront présentées les principales méthodes

d'étude de la stabilité que nous aurons & utiliser.



1 - Deginitions rnelatives aux systemes échantillonnés, description des

processus Btudiés.

Les systémes que nous allons &tudier sont caractérisés principalement
par deux ensembles de grandeurs accessibles susceptibles d'évoluer en fonction

du temps.

Il est possible de distinguer p grandeurs d'entrées ui(t)
appartenant 3 un espace de fonctions du temps noté L et qui constituent
les composantes d'un vecteur u(t)

ul(t) = Eu1(t), ug(t), cees up(t)]T (1)

et r grandeurs de sorties si(t) définissant un vecteur s(t)
T T
s (t) = [s1(t), se(t), ey sr(t)] . (2)

Cet ensemble de grandeurs défini par les composantes des vecteurs
u(t) et s(t) s'avére généralement insuffisant pour caractériser sans ambi-
guité l'évolution du processus. Il apparait nécessaire d'introduire un
nouveau vecteur x(t) 3 q composantes
T - T

(8) = [x,(6), %, (8], wons x (8)]

qui constituent les variables, en nombre minimum, telles que leur connais-
sance 4 l'instant t, et la connaissance de 1l'évolution des entrées sur

1'intervalle [to, tyos b2 to] suffisent 4 déterminer 1'&volution des sor-

1
ties sur le méme intervalle.

Ces q variables définissent un vecteur &tat x(t) appartenant &

un espace vectoriel linéaire et normé ‘15 dit espace d'état.

Nous ne retiendrons que les systémes pour lesquels ce vecteur

est réel (sauf dans un cas présenté ultérieurement) et de dimension finie.

Parmi les systémes susceptibles d'etre représentés sur le mode
discret il est possible de distinguer en plus des systémes discrets par
nature les systémes & données échantillonnées. Ces derniers sont essen-
tiellement caractérisés par une transmission de 1l'information & des ins-

tants discrets du temps.



Dans la plupart des cas usuellement rencontrés, chaque fonction
d'entrée ui(t) est €laborée par modulation des valeurs prises & des ins-

tants discrets t (n entier naturel, tﬂ*m<$xrﬂn) d'un signal continu ei(t).

soit
u, (8) = u (e, (¢), t) ¥t oe[t,t [
avec (3)

ther b, T Tn(ei(tn), tn)
Nous n'entrerons pas ici dans le détail des divers types de modu-
lateurs susceptibles d'etre rencontrés leur étude ayant déjad fait 1'objet de

nombreux travaux.

La définition (3) permet d'envisager un fonctionnement totalement asyn-
chrone des divers modulateurs pulsés utilisés dans 1'élaboration des comman-
des ui(t). Toutefols cette hypothése permet difficilement d'aboutir 3 la
définition d'un modéle simple de 1'évolution du processus. Aussi envisage-
rons nous dans toute la suite de notre étude uniquement le cas d'échantillon~
neurs fonctionnant au synchronisme et 3 la méme fréquence pour les divers

modulateurs.
Nous allons maintenant présenter les systdmes dont 1'&volution entre

deux instants d'échantillonnage consécutifs est régie par une équation dif-

férentielle lindaire.

1.1 - Systemes LinZaires

Une classe importante de processus peut €tre caractérisée par un
fonctionnement régi par un ensemble d'équations différentielles linéaires

a coefficients constants.

x(t) = A% x(t) + B* u(t) (%)

[}

s(t) =C x(t) +D u(t)



. * . .
Dans cette &criture A  désigne une matrice carrée d'ordre q
* . . .
d'&léments constants aij caractéristiques de 1'évolution du processus en

1l'absence d'entrées.

. * . . .
Les matrices B et C, de dimensions respectives qp et gr sont

les matrices de commande et d'observation /L/.

L'utilisation d'une représentation dans l'espace d'état permet de
caractériser simplement le processus & un instant t & 1'aide d'une fonction
de transition /5/.

x(t) = ¢ (6, b, x(t)) ¥hsot | (5)

une telle fonction vérifie la relation

¢u(to’ to’ X(to)) = x(to) (6)
Dans 1l'hypothése &chantillonnée et lorsque les divers échantillonneurs fonc-
tionnent au synchronisme il convient de considérer la fonction de transition
entre deux échantillonnages consécutifs.

I1 en résulte une représentation de 1'évolution du processus & 1'aide d'une
équation de récurrence

X(tn+1_) = ¢u <tn+1’ tn’ x(tn)) (7)

w(t) el t S b<t

Une telle relation s'obtient simplement par intégration de 1'équa-

tion différentielle (L) régissant 1'évolution du systéme sur 1'intervalle

[in’ tn+1]
x(£) = A% x(t) + B ult) (4)

* .8 . * . .
En notant Bi la leme colonne de la matrice B il vient :



g
x(t) = exP(A*(t—tn)) x(t ) + .Z [ exp(A¥(t-1)) B? w;(t)at  (8)

=1 t
n
tn £t < tn+1
soit pour t = th+1 s en notant Tn = tn+1 - tn
Tn
x(t_. ) = exp (A" T ) {x(t_ ) + f [ exp(-A%T)BY u, (t_+1) at}  (9)
n+1 n n i=1 0 11 n

Cette relation de récurrence traduit la linéarité du processus a commander.
résulte de la superposition du régime lidre du

et de 1'effet des entrées ui(t)

L'état 4 L'instant t
n+1

systéme entre les instants t_ et t
n n+1

sur le méme intervalle. Compte-tenu de la relation (3), elle peut &tre

réécrite sous la forme simplifide :

‘ _ i
Xppq = A(Tn) x, + i§1 B, (en, tn) (10)

avec les notations

x = x(tn)

A(n) = exp (A* Tn) (11)
Ei = E':i(‘t"n)

N Tn
B, (e, t,) = exp(a* T) é exp(-A%T) Bf u (e, (5 ), v ) ar  (12)

Lorsque la durée Tn entre deux échantillonnages consécutifs dépend du seul
instant tn et que les divers échantillonneurs modulateurs sont linéaires 1l

vient

i
ui(en, t) = ai(t) € ¥. =1, v..,r

Dans ces conditions, avec les hypoth€ses de linéarité du processus, la rela-

tion (10) prend la forme :



Xn+1 = A(n) Xn + B(n) En (13)
avec

el = [81, e, ..., &7 T (14)

n n n n

Cette relation dans laquelle les matrices A(n) et B(n) sont fonc-
tions du seul indice n (du seul instant t ) correspond & la représentation

des systémes lindaires non stationnaires. Si de plus les matrices A{n) et B(n)
sont constantes A(n) = A . B(n) = B

le systéme linéaire est dit stationnaire, c'est-a-dire indépendant du temps.
C'est le cas des systémes échantillonnés linfaires & période d'échantillon-

nage constante.

1.2. - Systemes non Linéaires

Lorsque le processus comporte des non-linéarités, dues par exemple
aux modulateurs, ou est régi par une &quation différentielle non linéaire, il
n'est plus possible de décrire son évolution par une relation telle que (13).
Dans ce cas cependant la description du systéme par une équation de transition
sera conservée. Nous admettrons dans toute la suite de cette étude de nous
limiter aux processus pour lesquels celle-ci peut se réduire en 1l'absence

d'entrées a la forme :

x(t ) = £l x(2)) = ¢t ts x(t))) (15)

n+1 n n+1’> "n n

dans laquelle :
- x(tn) g 9 représente 1'état du systéme & 1l'instant tn 9‘70=(T“, +00)
et n un entier positif tel que tn + 4+ © Jorsque n > 4+ ©

(0,0)

- La fonction f(tn, x(tn)) est de classe C , en t et x, et définit

¥ t_ donné une application ponctuelle & une seule détermination ae T »R 14

n
dans K. De plus la solution ¢(tn, t ., xo) de la récurrence (15)

o



-9_
de condition initiale to’ X vérifie la relation

ot , t

n o? XO) = ¢(tns tm9 X(tm’ tos Xo)) (16)

<
¥ to’ tm, tn 606 avec toé tm tn

~ La fonction f vérifie également la relation
£(t_, 0) =0 vt 60 (17)
n n
et 1'origine x = 0 de l'espace d'état est 1l'unique point d'équilibre

de la récurrence (15) situé dans les domaines ¥ etED , fermés connexes

et & compléments connexes, qui seront définis par la suite.

Afin d'abréger l'écriture nous représenterons parfois 1l'@quation

(15) sous la forme condensée :

x = f(n, xn) = ¢(n+1, X n) (18)

n+1

Compte—tenu des hypothéses faites sur la fonction f, lorsque le

processus est décrit sous la forme :
1
Xn+1 (19)

dans laquelle A(xn, n) est une matrice carrée d'ordre q & coefficients

= X
A(xn, n) 0
non constants, ceux—ci sont bornés en module pour n et X, bornés.

Systemes internconnectds

Un cas important de systémes non linfaires correspond aux systémes
composés, formés de sous systémes plus simples interconnectés selon le mode

d'équations 'suivant

i i
xn+1 = gi(na Xn) + hi(ns xn) (20)

i : P P -~ ~ .
X GQQLrWM%MeP%MduWMSme %alhmMMn

T 1T oT K° ,
x_ =(X_, X, «vas X ) vecteur d'ordre q =
n n’ “n n

o1 %
fle]

i=1

i a3
g; est une application de chszf dans f et

qa:
hi une application de ‘Qfx 9{ 1 dans 5& * .
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11 - Déginitions nelatives a La stabilite

Avant de commencer une étude de la stabilité des processus multiva-
riables, nous allons rappeler les principales définitions trés générales
concernant la stabilité d'un processus discret représenté par son &quation

de transition telles qu'elles ont été énoncées par W. Hahn /2/.

Soit le systéme dont 1l'évolution entre les instants njet nj1 est

donnée par 1l'équation de transition

xn;1 = ¢(ng1, n, xo) (21)'

et dans le cas général

x, = ¢(n, n_, xo) ¥n 3 ng (22)

n désignant 1'indice de 1l'instant initial to-

L'équation (21) admet la solution triviale x, =0 appelée position d'équi-

libre si la relation suivante est vérifiée :

0= ¢(m1, n, 0) ¥n > n (23)

Pour toute la suite de cette étude notons ||x||la norme euclidienne du vecteur x

%1% = xT. x (24)

~

et |x| 1e vecteur obtenu en substituant son module & chacune des composantes
du vecteur x. Les autres normes, scalaires ou vectorielles, utilisées par la

suite seront définies ultérieurement.

2.1. - Stabilite asymptotique

- Degainition 1

L'équilibre de 1'équation aux différences (21) est dit stable au

sens de Lyapunov /6/

si ¥e > 0 et ¥ng g 8(e, n)) >0 tel que (23)



¥ x_ s ]lxoll <8 il vient || ¢(n, n_, xo)H«:Vn >0

Cette définition admet une interprétation géométrique simple. La définition

proposée indique que le point représentatif de 1'état du processus restera

dans la sphdre de centre O et de rayon € pourvu qu'il soit situé dans la sphére

de méme centre et de rayon § & l'instant initial.

L'origine est dite uniformément stable si la quantité § intervenant dans

la définition de la stabilité est indépendante de t

¥e>0 J8(e)>0,¥ X, (]|x0H< §(e)) =>|¢(n, n,s xo)” <e ¥n3 n . (26)

- Définition 2
Le point d'équilibre de 1'équation aux différences (21) est dit
attractif s'il existe un nombre n (no) tel que :
lim ¢(n, n, x ) =0 ¥ x (||x || <n) (27)
n—)OO

Dans ce cas, le point d'équilibre x = O doit nécessairement &tre
iso0lé, c'est-a-dire qu'il existe un voisinage de O ne contenant pas de point

A vérifiant la relation.

A= ¢ (n, n, A) ¥n3 n (28)
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Si de plus n est indépendant de n, le point d'équilibre est unifor-

mément attractif.
Les deux concepts qui viennent d'@tre &noncés sont indépendants.

Tout domaine gb de l1l'espace L te1 que la propriédté (27) soit
vérifiée ¥ X e QD est dit domaine d'attraction pour les solutions de la

récurrence (21).

Déginition 3

Le point d'équilibre de 1'équation aux différences (21) est dit

asymptotiquement stable au sens de Lyapuaov s'il est & la fois stable et

attractif.

Si le point d'équilibre est & la fois uniformément attractif et

uniformément stable il est uniformément asymptotiquement stable.

2.2, - Stabilite globale

Les définitions qui viennent d'8&tre proposées caractérisent des pro-
priétés locales, concernant l'origine. Lorsque les propriétés définies en
2 et 3 sont vérifiées pour toute condition initiale X, nmous pouvons parler

de stabilité asymptotique illimitée définissant ainsi une propriété globale.

De méme, si le systéme converge vers zéro ¥ X ng » le do-

maine&b est dit domaine d'attraction vis & vis des conditions initiales.

- Stabilite absofue

I1 est également intéressant de définir la notion de stabilité absolue

qui a fait l'objet de trés nombreux travaux, en particulier par V.M. Popov /7/,
AM. Aizerman et F.R. Gantmatcher /8/ TILuré /2/ dans le cas des systémes con-—
tinus et Ja Cypin /9/ et Jury et Lee /10/ dans le cas des processus discrets.
La notion de stabilité absolue implique un ensemble de contraintes relatives
aux non-lindarités ou aux paramétres du systéme et qui, lorsqu'elles sont
vérifiées pour toutes valeurs de x et de n, permettent de conclure & la sta-

bilité asymptotique globale du processus.

L'étude de la stabilité absolue des processus discrets & partir des méthodes
fréquentielles a surtout été envisagée pour les systémes décrits par des re-

lations de la forme :
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- cas monodimensionnel

X401 = Ax + B fley) (29)

avec

i i

X o1 = A x + Bi fi (e:n) (30)
avec

et =0, x ¥i=1,..., k

n n

2.3. - Stabilité exponentielle

L'état d'équilibre x = 0 du systéme (15)

x(t ) = fleps x(8))) = ot 15t . x(t)) - (15)

n+1

est globalement et exponentiellement stable s'il existe deux nombres réels

o 3 1 et B>0 tels que
[T ottys tos x )T« allx ]| exp (-8(t, - t)) (31)

onGRq et the%i,“foz[to+°°[

2.4, - StabilLité onbitale

Un ensemble@ C'% est appelé invariant si

¢(m, n_, xo) e @ implique ¢(n, n_s xo) € & ¥n
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La réecurrence (21) est orbitalement stable / attractive si 1'ensemble

invariantgb est stable / attractif.

Lorsque ces deux propriétés sont vérifiées simultanément, la suite

définie en (21) possdde la propriété de stabilité asymptotique orbitale.

11T - Conditions de stabilité des solutions d'une récwirence.

3.1. - Suivant W. Hahn /2/ adoptons les définitions suivantes :

- une fonction a(r) définie sur [O, r1] est dite de classe K si elle
est définie, continue, strictement croissante pour r € [O, r1] et nulle
a4 l'origine

a(0) =0

- Une fonction 0(s) est dite de classe L si elle est définie continue et

strictement décroissante pour

0« s, €& s < @ et vérifie
1lim c(s) = 0
S0

Avec ces notations les définitions proposées peuvent s'énoncer :

~ L'équilibre de 1'équation récurrente est uniformément stable s'il existe

une fonction a de classe K et si il existe p > 0 tels que

|| ¢(n, s xo)ll < a(l[xOH ) ¥n_, ¥n >-ho’ onzl{xoli <o (32)

- L'équilibre est uniformément attractif si H n > 0 tel que
pour llxoll < n il existe une fonction ¢ de classe L telle que
Il ¢(n, 0, x )| < oln-n)) (33)

¥n 3 n
o
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- L'équilibre est asymptotiquement et uniformément stable si 3 a€Ketn>0

tel que si llxoll < n il existe une fonction o de classe L telle que

ll ¢(ns nO’ XO)H £ a(llxoll) U(D - nO) (31‘)

¥ n 2 n, s ¥ g

3.2. - Méthodes d'étude de La stabilité.

L'étude de la stabilité & l'aide de critéres fréquentiels, particu-
liérement développée dans le cas des processus continus a été &tendue au cas
des processus discrets, en particulier dans les travaux de Ja Z Cypkin /9/

et de Jury et Lee /10, 11/.

L'emploi des méthodes fréquentielles s'avére trés intéressante lors
de 1'étude de la stabilité absolue d'un processus, toutefois la complexité
en croit trés vite lorsqu'il s'agit d'étudier un systéme & plusieurs non-
linéarités. Dans ce cas i1l apparait intéressant d'utiliser les méthodes de
comparaison, telles la méthode de Lyapunov /6, 12/ ou les méthodes de con-
traction basées sur les travaux de Banach /13/.
Nous allons rappeler ces méthodes que nous utiliserons pour &tudier la stabi-

1ité des processus.

3.2.1. - Méthode de comparaison.

La méthode de comparaison consiste & d&duire les propriétés d'une
équation de récurrence difficile & étudier de celles d'une récurrence plus
simple définissant un systéme de comparaison. ‘

Ce principe est utilisé dans la méthode de Lyapunov que nous allons
rappeler ici, la méthode de comparaison faisant l'objet d'une présentation

détaillée dans le cas vectoriel au chapitre suivant.
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Méthode de Lyarunov :

.Soit le systéme décrit par la relation de récurrence

= f(x_, n) (18)

x
n+1 n
définie sur un espace euclidien.

S'il existe une fonction scalaire v(xn, n) vérifiant les propriétés suivantes

- il existe une fonction a de classe K telle que

v(xn, n) > a(|]xn||) ¥x € X (35)
=X 4 étant 1ié 3 x, par la relation (18), la différence finie
A v(xn, n) = v(xn+1, n+1) - v(xn, n) est définie négative :

Jcex , bv(x_,n) < - C(||xn||) (36)

Nous pouvons conclure & la stabilité asymptotique globale du systéme /12, 1L4/.

Lorsque la propriété A v(x » n) < 0 n'est pas vérifiée dans tout l'espace
d'état mais seulement dans un domaine entourant l'origine, il n'est plus pos-—
sible de conclure i la stabilité asymptotique globale du processus dans tout
l'espace d'état. Il convient alors de rechercher le domaine de stabilité par

rapport aux conditions initiales /14/ (Domaine d'attractiyvité).

Dans ce cas, si v*(x ) désigne une fonction vérifiant les proprié-
tés (35), (36) et (37) dans un domalne‘gb, un domaine d'attractivité vis 3 vis
des conditions initiales s'obtient en recherchant la plus grande €quipotentielle

*(xn) =c (e> 0)

comprise dans ce domaine

dvex Vi) enllx D vx e D (37)

3.2.2. - Application des méthodes de contraction & £'étude de La stabilite

des suites récwrrentes.

La suite vectorielle X, dont 1'évolution est décrite par la relation
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(18) converge asymptotiquement vers l'origine s'il est possible de définir

sur l'espace’% une norme ¢ telle que

k?(xn+1) < o LP(xn) ¥ x € %% (38)

avec

0 « a, <€ B < 1

Cette propriété résulte de la nullité du produit infini

= 8
Q
"
o

i n
o

Parmi les modes d'études de la stabilité basés sur la méthode de contraction
nous pouvons citer en particulier les travaux de Kalman-Bertram /15/, F. Laurent

/16/ et Wegrzyn-Vidal /17/.

Conclusion

Les hypothéses faites, dans le cas des systémes échantillonnés, sur
le mode de fonctionnement des modulateurs mis en oeuvre conduisent en 1l'ab-
sence d'entrée 3 une représentation des processus par une relation de récur-

rence de la forme x = f(xn, n).

n+1

Les méthodes de Lyapunov et de contraction appliquées & 1'étude
de la stabilité de telles récurrences présentent certaines analogies. En par-
ticulier, lorsque la norme Y utilisée dans la méthode de contraction définit
une fonction de Lyapunov pour la récurrence, elle conduit aux mémes conditions

de stabilité,
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CHAPITRE 11

Systemes Majorants et Minorants d'un Processus discret.

Introduction

L'introduction des méthodes de comparaison utilisant plus d‘une
fonction auxiliaire a permis d'obtenir des résultats intéressants concer-
nant 1'étude de la stabilité des grands systémes. La plupart des travaux

sur ce sujet sont relatifs aux systémes continus.

Nous pouvons citer principalement les travaux de Matrosov /1/
utilisant deux fonctions auxiliaires v(x) et w(x) au lieu d'une seule com-
me dans la méthode de Lyapunov, ainsi que les travaux de N. Rouche /2/
utilisant également deux fonctions auxiliaires, la seconde &tant de type

vectoriel.

L'extension de la méthode de comparaison dé&veloppée par Wazevski
/3/ et en particulier l'introduction de fonctions de Lyapunov de type vec-—
toriel par Bellman /4/ et Matrosov /5/ a permis de simplifier 1'étude des
processus non linéaires, en particulier dans le cas des systémes intercon-

nectés.

Parmi les résultats induits par les travaux de Bellman nous pouvons

citer tout d'abord ceux de F N Bailey /6/.

Bailey envisage 1'étude de systémes de type interconnectés décom-
posés en sous systémes asymptotiquement stables et interconnectés linéai-

rement.
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L'étude s'effectue & partir de fonctions de Lyapunov et d'équations
de comparaison déterminées initialement pour chacun des divers sous systémes.
Les &quations de comparaison ainsi obtenues sont alors interconnectées selon
le méme schéma que pur le processus initial en un systéme d'équations de com-
paraison. Ce systéme est lindaire, & coefficients constants et d'ordre &gal
au nombre des sous systémes intervenant dans l§ définition du prccessus ini-

tial.

La stabilité asymptotique du systéme auxiliaire permet alors de con-

clure & la stabilité asymptotique globale du processus initial.

Etudiant le méme type de processus, A N Michel et D W Porter /T/
ont envisagé une approche de la stabilité utilisant pour le processus com~
plet une fonction de Lyapunov construite par sommation pondérée des fonc—
tions de Lyapunov élémentaires définies sur chacun des sous systémes pris
isolément. Cette méthode permet parfois d'obtenir des conditions de stabi-
1ité moins dures que celles obtenues par Bailey mais la détermination des

coefficients de pondération s'aveére en général assez délicate.

L'extension des résultats de Bailey aux processus interconnectés
non linéairement a été réalisée par Mituhiko Araki et Bunji Kondo /8/
lorsque les gains de non-linéarités intervenant dans les interconnections
sont bornés.
D'un point de vue distinct les résultats de Matrosov /5/ basés &galement
sur la méthode de comparaison ont permis récemment & L T Grujié¢ et D D Siljak
une étude de la stabilité des processus interconnectés qui ne soit plus
nécessairement du type stabilité exponentielle /9/. D D Siljak a également
introduit la notion de stabilité connective /10/, c'est-a-dire insensible
a4 la présence des interconnections lorsque celles—~ci vérifient certaines
conditions. Avec L T Grujié il a étendu aux processus discrets 1'étude de
la stabilité & partir de fonctions de Lyapunov vectorielles /11/ en utili-

sant un systéme de comparaison & coefficients constants.
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Nous pouvons également citer en ce qui concerne l'étude des processus dis-—
crets les travaux de Mituhiko Araki, Kazuaki Ando et Bunji Kondo /12/ qui
s'attachant & une classe trés particuliére de processus discrets recherchent
un systéme de comparaison du processus complet & partir des systémes de com-

paraisons définis sur chaque sous systéme pris isolément.

L'ensemble des méthodes générales concernant 1'étude des grands
systémes qui viennent d'€tre citées possédent certaines caractéristiques

communes.

D'une part elles impliquent la possibilité de décomposer & priori
le processus en sous systémes asymptotiquement ou exponentiellement stables

interconnectés.

D'autre part 1'étude de stabilité s'effectue & partir de sys-

témes de comparaison & coefficients constants.

Dans ce chapitre nous envisageons la détermination de fonctions de comparai-
son vectorielles ne nécessitant pas la décomposition & priori du processus

étudié en sous systémes stables interconnectés. Cette propriété lorsqu'elle
est vérifiée est susceptible de simplifier 1'étude mais n'apparait pas indis-

pensable.

A cette fin, nous utiliserons les normes vectorielles de vecteurs
et de matrices introduites initialement en analyse numérique par F. Robert
/13/ dans le but d'étudier la convergence des récurrences linfaires de gran-

de dimension et &tudiées par F. Robert /14/, J.F.Maitre /15/ et E. Deutch/16/.

La généralisation au cas non-linéaire des normes vectorielles de
matrices va ainsi permettre de définir des systémes de comparaison qui ne

soient plus nécessairement linéaires.

Le choix d'une méme norme vectorielle pour un processus donné per-

met ainsi d'induire de facon systématique deux systémes de comparaison.
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Le premier que nous appelerons majorant et dont la stabilité entraine celle
du systéme initial et le second minorant permettant une &tude de la non attrac-

tivité /17/.

1 - Noumes vectonielles de vecteurs et de matiices /14/.

1.1. - Définition de La norme vectornielle d'un vecteuwn.

Désignons par x et y deux vecteurs définis sur un espace vectoriel

linéaire %t de dimension q.

Soit °% ﬁ?z, ..»¢ un recouvrement de 1l'espace ?? et x' la projection

du vecteur x dans le sous espace??

I1 vient

¢ ‘ﬁu‘?eu...u%k (1)

xt=rg x (2)

Rg matrice & coefficients constants définissant la projection de l'espace‘f

dafis le sous espace “%

Soit p; (i=1,..., k) une norme scalaire définie sur le sous espace %%

avec la notation :
p.(x) = p. (x') _ (3)

. i .
si y  désigne un second vecteur du sous espace Lii' et A un réel, nous

avons ¥i les inégalités

p; (x?) > 0 . ¥x € ﬁ%

p. (x¥) = 0 <=>x" =0 (1)
1 ,4i i i

p, (x'+y") < pi(X)+p(y) ¥, y 6

P; (A x) = A D; (x*) vx 60 et ¥A e R

Dans ces conditions notons p(x) le vecteur de ‘ﬁik de iéme

composante pi(xl). L'ensemble des relations (L4) peut &tre réécrit :



p(x) 3 0 vx ¢ ©

p(x) = 0 (= x=0 (5)
p(x+y) < plx) + p(y) ¥x, vy € €

p(X x) = A p(x) ¥x 6 et WA € R.

Chacune des relations envisagées &tant prise composante & composante.
Un tel vecteur est appelé norme vectorielle du vecteur x.

N N .
Soit par exemple dans 3& le vecteur x de i‘"¢ composante x* 3

le vecteur
ENEEINES

p(x) = Max { x2], |x3|, [xhl } (6)
/1R P

définit une norme vectorielle du vecteur x.
Une telle norme vectorielle semble redondante, en effet, le vecteur obtenu
en supprimant la derniére composante de p(x) reste une norme vectorielle

au sens de la définition (5).

Lorsque dans le recouvrement {%;} de l'espacehé il n'existe pas

de sous espace L%io tel que
j#io
la norme vectorielle est dite surjective 3 c'est le cas, x &tant défini

sur le méme espace de la norme p*(x)
x|+ %%

p(x) = (8)
wax (=3[, |53] , <)

S8i de plus les sous espaces ﬁ?i constituent une partition de h%;

€ NgG = ¢ ¥if (9)

la norme p(x) est dite régulidre, c'est-d-dire sans redondance

o
c'est le cas de la norme p (x)
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| <] + |57
*(x) = (10)

wax{ %3], |x*])

D

Seules les normes vectorielles réguliéres sont utilisées dans la suite de

cette &tude.

1.2, ~ Définition des majorantes d'une matrice.

Soit la relation

y = Ax (1)
y vecteur colonne de dimension q
x vecteur colonne de dimension p

A matrice rectangulaire de dimension qxp

Nous appelons majorante de A relativement aux normes vectorielles p et q,
. . . . * . .
de dimensions respectives k et § , toute matrice M (A) de dimension Exk

telle que 1'inégalité (12) soit vérifiée pour toute valeur de x.

*
q(Ax) < M (A) p(x) (12)
En particulier il est possible de choisir la majorante M(A) d'éléments :
(4) % %) (13)
m; j(A) = sup ———— 13

x#0

La régularité de p implique que M(A) constitue une norme vecto-
rielle de la matrice A, il vient en particulier mij(A) > 0 ¥i, j.
De plus dans ce cas M(A) est la plus petite des majorantes de A relative

d p et g (Annexe I).

1T - Détermination d'une suite majorante d'une suite nécwurente vectornielle
non Linéaine.

Avant d'aborder la détermination d'un systéme majorant d'un processus
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discret, nous allons &tendre au cas d'un systéme de comparaison non linéaire
la version discréte du lemme de Bellman /14/ &tablie par L.T. Grujié et
D.D. Siljak /11/.

Soit p(n, s po) une solution de 1'inéquation aux différences
d'ordre k :

p(n+1) ¢ M(n) p(n) (1k)
avec P, = p(no, s po) et M(n) fonction non linéaire de n et de p(n)

et soit q(n, n_, qo) une solution de 1l'équation de comparaison discrdte :

a(n+1) = M(n) q(n) (15)

telle que 9, = q(no, D qo)
Si q, =P, >0 et si les éléments mij(n) de la matrice M(n) sont non néga-
tifs
mij(n) >0 Vi, § = 1,2,..., k (16)
alors

(@)

La démonstration de cette propriété est simple, en effet les relations ( 1k4)
et (15) et la propriété (16) impliquent le résultat par récurrence sur 1l'in-

dice n.

2.1. - Maforation d'une suite rnécwrrente.

Le systéme étudié est décrit par la relation de récurrence vecto-

rielle :

X 41 = A(tn, xn) X (18)

X, vecteur de dimension q définissant 1'état du systéme & 1'instant n.

A(tn, xn) matrice carrée d'ordre q dont les coefficients non constants

mais bornés caractérisent la récurrence.

Soit p(x) une norme vectorielle réguliére de taille k.

A chaque instant n il est possible de déterminer une majorante de la matrice

A(tn, xnl
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La détermination d'une matrice majorante de A(tn, xn) relative
8 la norme vectorielle réguliére p et telle que l'on ait ¥ n > n et

¥ x ©°C 1'indgalité

plx,,) € M(A(t, x ) plx) (19)

~

peut alors s'effectuer selon une méthode semblable & celle définie en (II.1.2.)

Notons x; la projection du vecteur X, dans le sous espace %ii
i .
x = Pf’ x ¥i=1,2,..., k (20)
i
*

” P . *
et m; 5 (A(tn, xn)) les éléments de la matrice M (A(tn, xn)).
La relation (19) s'écrit alors :

* J
m; (At x,)) pj(xn) (21)

Compte tenu des relations (18)et (20) il vient la majorante locale et instantanée

M(A(tn, xn)) d'é1éments minima
. & q
mij(A(tn, xn)) .’fo R+ R,

Pi(P;ézi A(tn, Xn) X)

my 5 (A %) = Lo, 5, () (22)

x #0

En désignant par Aij (tn, xn) la matrice définie par la relation (23)

i3 (tn, xn) = P_Zi A(tn, xn) Pfj (23)

¥i, J =1, 2,..., k

il vient

-(A- o(t 9 X ) X)
m, . (A(t_, x_)) = sup Pig e T ' (2k4)
J n n b4 e‘f. Pj (x)
J
x#0




I1 est évident que toute matrice M*(A(tn, xn)) obtenue en ajoutant &

M(A(tn, xn)) une matrice & éléments non négatifs est une majorante de

A(tn an)

1] n’ “n ij n® “n ij (25)

En effet, de par la définition des normes vectorielles p(xn) 3> 0, comme
les éléments de la plus petite des majorantes mij(A(tn’ xn)) sont non né-
gatifs il en est de méme de mzj( (tn, xn)), la propriété énoncée en résul-
te immédiatement.

Cette propriété qui conduit & une majoration plus dure pour la
matrice A(tn, xn) présente cependant un intérét non négligeable. Elle peut permettre
d'ure part d'obtenir une majorante d'expression plus simple quecelle définie en(22) et (24),
et d'autre part de déterminer une majorante d'un processus imparfaitement
identifié. Il suffit dans ce cas de remplacer le terme indéterminé par une
majorante de la valeur maximale qu'il est susceptible d'atteindre. Nous

illustrerons cette propriété plus loin sur un exemple.

Montrons maintenant que la majorante ainsi définie permet 1'étude de la
stabilité du processus.

Soit p(n, n_, po) une solution de 1'inéquation

¢}

p(n+1) € M (A(t_, x)) p(n) (26)

telle que ¥n > n_ la suite x_ vérifie la récurrence (18) avec la condi-

tion initiale x et soit le systéme de comparaison régi par 1l'équation :
o

a(nt1) = M (A(t ), x ) aln) (27)
avec
=.p = plx_ ) (28)
I1 vient compte tenu du lemme précédent :

a(n) » p(n) ¥n > n, 4 (29)



La suite récurrente p(xn) vérifie bien 1'inégalité (26) et la condition (28) -

ce qui implique

p(xn) € q(n) ¥n 3 ng (30)

dans ces conditions la stabilité asymptotique du systéme décrit par la rela-

tion (27) implique la méme propriété pour le processus initial.

2.2. - Determination pratique d'une majorante.

2.2.1. - En pratique, on choisit généralement une partition de 1l'espace de
définition du vecteur état déduite d 'une décomposition en blocs de

la matrice A.

A11 ees A, ... A

A= A.. v.. A.. ... A. (31)

Aij représente ici le bloc formé des éléments d'indicesde lignes et colonnes

respectifs Ii et Ij'

Dans ces conditions si §_ (A, J.) désigne la norme scalaire du "bloc"
1] ’
Aij issue des normes de vecteurs p; et Ps /18/ il vient
- .
Sp D (A11 (tn3 Xn)) oo Sp D (A1k<tn’ xn))
1™ 1%k
M(A(ty, x )= : : (32)

(B (65 %))

) (A, (£t ,x)) ...s8
] P, P, Ak1 n’ “n Py Py
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Dans le cas de systémes de type interconnectés, le choix du partitionnement
de l'espace E? peut &tre induit par la structure particuliére du processus.
Il peut alors permettre d'isoler 1l'effet des divers sous systémes sur la

stabilité du processus.

En particulier dans le cas d'un systéme. composé décrit par l'ensemble

des relations (33):

i
R )
. k (33)
é; = ) Css x?
§=1 !
¥i = 1,2, ... k
lorsque chacune des fonctions scalaires fi(a;) est Lipschitzienne et
telle que
i i i .
2.8 & £, (e) & Ly €, ¥i=1, 2,..., k
avec Zi et Li constantes € 8%, nous pouvons définir les fonctions
* 1
. (g
fl( h) telle que
£, (Y = £ (el € (34)
i'n i 'n n
I1 en résulte en notant T
T _ [ 4T 2 k
x, = [%n s X s eees xnf] (35)

la mise en équation

[ *, 1 *, 1, PN
A, + B, C,, f1(e ) » B, Cyp 1, (an), cee s B Coy f1(en)
x 2 >
By Cpy Tp (ey) » Ax*By Cop 2( Jseer s By Oy fz(e )
Xn+1 = : : : *n
* k * k
By Oy Ty (g)) » By Cyp Ty (e)) - Aty Cpx fk(e

(36)



On voit que le choix d'un partitionnement de 1l'espace <% de définition du
vecteur x correspondant aux divers sous systémes décrits par la relation

(33) conduit 3 la définition d'une majorante dans laquelle le 1"®&1ément

~.
. .éme ..
diagonal correspond au i sous systéme pris isolément.

La norme vectorielle p(xn) = {pi (x;)} induit alors la majorante :
- 1 1 A
* *
sp 5 (A1+B1 i\ (en)) s sp 0 (131 C,of, (en)) s eee
171 172

p(x_.) & |s__ (B, c,tr (e2)) s. _ (a+B, C£%(e%)), ... |p(x)
n+1 PP, 2 72172 '"n i PP, 2 72 7eev2*n’’? n

AR R TR TR TR RTERELY

2.2.2. - Mdise en oeuvre.

D'un point de vue pratique, la détermination d'une majorante en
utilisant le méme type de norme sur chacun des sous espaces définissant le

partitionnement permet de simplifier considérablement 1'étude.

Afin de montrer les diverses possibilités offertes pour la majo-—

-~
. . N €me . .
ration, considérons un systéme du 5 ordre décrit par la relation :

a11(tn, xn) - a15(tn, xn)
pet1 . : *n
] a51(tn, xn) cen ass(tn, xn)~
a) I1 est tout d'abord possible de choisir une norme vectorielle de

vecteur X de taille 1 ; on retrouve dans ce cas la définition de la norme

scalaire de matrice /18/.

(37)

(38)
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Il vient par exemple en utilisant la norme du max la majoration :

. 5 .
Max x;+1 € Max ) a;:(t ,x )|. Max x; (39)
i=1,...,5 i=1,...,5 §=1 1 %d i=1,...,5
D) Le choix d'une norme vectorielle de taille égale & l'orire du systéme

N

conduit & une majoration trés simple. En particulier, lorsqu’elle est dé&finie

en remplagant chaque composante du vecteur état par sa valeur absolue il vient

o -1 r -
1 1
xn+1|1 a'11(tn’xn) i : a12(tn’xn) > a15(tn’xn)l *n
X 1 lan, (t %) o (t ,x ) . sty %)) | X2 (40)
n+1 21'"'n*n ’ 22 'n’"n O 25 'n*"n n
x° 8., (t .x ) a_~(t .x ) - a__(t .x )i x°
n+1 51 **n ? 52 "n’"n ? ® 55 'n’'n n J
- - L - -

Ce type de majoration est trds utilisé. La définition du symbolisme particu-
lier des normes vectorielles trouve son intérét dans le type de majoration
suivant qui permet de définir un systéme de comparaison de dimension stric-—

tement comprise entre 1 et g (ordre du systéme).

~

c) Majoration & partir d'une norme vectorielle de taille k inférieure
a8 1l'ordre du systéme.

Nous allons envisager deux modes de majoration conduisant tous deux a4 un
systéme de comparaison de dimension 2.

La norme définie sur chague sous espace &tant la norme du max, définissons

tout d'abord un partitionnement de l'espacef tel que :

Y

, x’} e E

A (81)

x' = {x1, x°} € Z: s X2 = {x3, x

il vient
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o gyl tlagl  [laggl+lagy el
" 1 2
Maxi[xn+1|,|xn+1]} Max »,Max Max{[xn|,lxnl
laz1l+la22| [az3l+la2hl+la‘25]
<
jia31l+]3‘32] l 331 ]a3h]+la ] h
3 5
Maxgixn+1| | x n+1| I n+1% Max‘|ah1‘+lah2| ,Max<]ah3]+|ahh1+]au5| Max{|xn|,[xn|,]xn] (42)
U3‘51‘+la‘52l Ja‘53‘+la‘5h‘+|a55‘
_J - - - —
Un partionnement de l'espace'it défini par exemple par :
x! ={x1, x> } € %1 et X° ={x2, xh, xs} e fz (43)
conduirait & la majoration suivante, obtenue en permutant les indices 2 et
3 dans la relation (42)
— - por -~
oy +lay] |
1 1 3 1 13 1 3
.VIax{|xn+1 ,|xn+1|} Max I+ s ceee Max{|xn|,[xn|}
2311 +]ass]
< (1)
' 2 L
ﬂax{lxn+1|,|xn+1 ,lxiﬂu - , ces Max{!x | 1x |,‘x5|{
= L - A

Dans le cas général les résultats proposés peuvent se résumer comme suit :
g b b

La matrice A é&tant décomposée en blocs Aij’ le choix du méme type de norme

sur chaque sous espace.€; conduit aux majorations simples suivantes :

a) si la norme vectorielle p est de dimension k = 1, on retrouve

la définition d'une norme scalaire de matrice.
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b) dans le cas d'une norme vectorielle de dimension égale & celle du
vecteur état, la majorante M(A(tn,xn)) s'obtient en remplacant chaque é1é-

ment de A(tn,xn)par son module.

- 1 - - - ~ 1-1
lxn+1| Ia11(tn,xn)| . la1q(tn,xn)[ lxn]
L] s z z (s5)
|2 | la_ (t_,x)] la (t_,x )] |3
n+1 1" 'n’"n Tt %9 n’n n
.. - L o L -L
c) Lorsque la norme vectorielle p est de taille k strictement comprise

entre 1 et q, notons Ii et Ij respectivement les ensembles des indices des
lignes et des colonnes du bloc Aij' I1 vient alors selon 1le choix de la norme

scalaire utilisée la majorante d'éléments mij(A(tn,xn)) :

- Norme de matrice deduite de la norme du max :
m..(A(tn,xn)) = max ) lakl(tn’x )| (46)

ij n
keI. 2€eT.
i J

-~ Norme de matrice déduite de la norme duale du max :

)| (L)

mij(A(tn’xn)) = max ) ]akz(tn’xn

26eT. keTI.
3 i
- Norme de matrice ¢éduite de la norme euclidienne :
- T L
mij(A(tn,Xn)) = {p(Aij. Aij)}'E (48)

avec p(M) norme spectrale de la matrice M.

2.3 - Application & £'etude de La stabilité d'un processus en fonction des
non-Linéarites (cette notion est a rapprocher de celle de stabilite
absofue).

Soit & déterminer une condition sur la non-linéarité k(xn) permettant de
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conclure & la stabilité asymptotique globale du systéme discret dont 1'évo-

lution est régie par la relation (49)

0,1 0,05 -0,k 0,3 0,2
0 -0, 1 0,5 -0,15 0,3
X 41 = O,1k(xn) 0,2 -0,2 0,1 0,05 x_ (L9)
0,1 0,1 0,1 -O,1k(xn) 0,1
| 0,05 -0,25 0,1 0,15 0,1 |

L'utilisation des critéres usuels ne permet pas de conclure simplement & la

stabilité du processus.

En particulier la norme du Max et sa duale conduisent 3 des impossibilités.

L'application des fonctions de Lyapunov vectorielles aux systémes discrets
nécessite la décomposition préalable du systéme interconnecté et la détermi-
nation d'un nombre important de paramdtres arbitraires en vue de définir un

systéme de comparaison & coefficients constants.

Cette méthode, en général délicate & mettre en oeuvre s'avére ici difficilement

envisageable.

Nous proposons 1l'étude 3 partir d'un systéme de comparaison non-linéaire d'or-

dre 3 défini & partir de la norme vectorielle :

P1(Xn) = Max{[x:ll s lxil}-
pix) = [py(x) =[x | (50)
L
py(x,) = Max{|x}] , ng]}J

Py ‘o
La décomposition deiﬁ en sous espaces est réalisée de fagon & ce que le partition-
nement de la matrice qui en résulte isole dans un méme bloc les &léments de plus

grand module. La nature de la norme est alors choisie de fagon 3 minimiser la con-

tribution de ces éléments lors de la définition de 1la majorante. Il vient 1'inéga-
1lité :

0,15 0,5 0,5
P(xpq)€ 0,1]k(x )[+0,2 0,2 0,15 p(x ) (51)

O,1|k(xn)|+0,1
0,25

e P~

0,3 0,1 Max




L'application du lemme de comparaison &tabli plus haut montre que la stabilité
asymptotique globale du systéme discret (52)implique la méme propriété pour

le processus initial.

C 0,15 0,5 0,5 i
0,1lk(xn)|+0,2 0,2 0,15
Yoe1 = | 0,3 0,1 Maz| O»11E(x,)[+0,1 Yn (52)
0,25
L. .J

Une seconde majoration utilisant la norme scalaire duale de la précédente
_ 1 2 3
W) = Iyl + Iyl + Iyl (53)

conduit & 1'inégalité
0,15 + O,1|k(xn)|+ 0,2 + 0,3

)€ Max lé,s + 0,2 + 0,1 ]cy(yn) (5k)

0,5 + 0,15 + Max {0a1lk(xn)l+ 0,1
0,25

Py

n+1

une condition suffisante de stabilité asymptotique globale du systéme(52)
s'écrit alors :
0,65 + 0,1]|k(x )| < 1
0,75 + 0,1[k(x )| < 1
Soit
(x| <25 ¥ e T (55)

Cette méme condition implique la stabilité asymptotique globale du systéme
initial (L49).
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IT11 - Géneralisation de La notion de systime majorant.

La notion de systéme majorant qui vient d'@tre définie correspond
essentiellement aux processus pour lesquels il est possible de définir sim-
plement une description de la forme (18). Nous allons ici envisager deux
modes de description plus généraux d'un processus, d'une part le cas d'une

description de la forme (81), qui permet de représenter une classe importante de
systémes non-linéaires qui n'admettent pasnécessairementune description d la forme /18/ :

(81) X gy = A(tn,xn) a(tn,xn) (56)

A:Cijq+ﬂqu;a:cfx@q+g{r , r € q
et d'autre part le cas d'une description de la forme

(s = A(t_,x_,A ,En) a(tn,xn) (57)

n+1 n’n’>n
A :Cx R x@AxE+gqur ;a.:ogx@q L R

o) X

correspondant au cas d'un processus imparfaitement identifié et a structure

variable.

mxm
Dans cette &criture la matrice An € %AC gg
d'éléments Aij caractérise les incertitudes sur la description du processus
étudié et peut dépendre du temps t, et de 1'état X s

Al :cfx 93q+@A
ij

c 9 , ¥i=1,2,...,m et ¥j = 1,2,...,m
j

i

Le domaine de variation admissible&A de An est supposé connu ; il
est en général fonction de la précision obtenue lors de l'identification du

processus.

En : ch gzq - E < rS”S représente la valeur 3 1'instant t, de la matrice
d'interconnection définie par D.D. Siljak /19/. Elle exprime le poids des di-
verses connections intervennant entre les s sous—-systémes constituant le

processus.
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I1 vient eij e {0,1} ¥i, j =15 240.., 8 1la condition eij = 0 impliquant
& J

. . .&me .
la non intéraction du j sous systéme, caractérisé par le vecteur &tat X

-~
.&me i
sur le 1 sous systéme de vecteur état X

3.1. - Systeme majorant défini a partin d'une noame vectorielle p.

3.1.1. - Définition du systéme majorant et Lemme de comparaison.

Définition 1 : Lla matrice M : cf& ~93q-+ SQRXk définit un systéme majorant

———— et

relatif & la norme p : HE g%k+ du systéme S1/S2 (relation (56), ou (57))

si 1'inégalité (58) est vérifide le long des trajectoires de 81/82 pour

chaque composante de p

p(x,,) ¢ M(t,x)plx) ¥ _,x 6 GxR? - (58)

L'existence d'un systéme majorant d'un processus permet lorsque
M= {“ij >0, ¥i,j = 1,2,...,k} de définir pour le systéme s1/s2 un systéme

de comparaison C.

Lemme de comparaison : Si il existe une norme vectorielle p et une

matrice M(tn,xn) d'éléments non négatifs et définissant un systime ma-

jorant de S1/S2 alors le systéme C défini par la relation -

z = M(t_,x )z (59)

n+1 n""n’ n

est un systéme de comparaison de S1/S2, il vient alors lorsque 1'inégalité

2y P(Xno) A (60)

est vérifiée la relation

z 3 p(xn) ¥n > n (61)
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Démonstrnation

Soit € un vecteur d'écart défini par la relation (62)

€, = 2, p(xn) (62)
pour n = n_ (t =1t ) la relation (60) impose € > O les relations
n no no
(58) et (59) impliquent alors :
€41 2 Mt .x ) € (63)

La proposition énoncée se déduit alors immédiatement des relations (62)

et (63).

3.1.2. - Détemination de sysitemes majorants d'un processus.

Plusieurs types de systémes majorants peuvent étre définis & partir
d'un modéle donné d'un processus de la forme S1/82 (relations56 et 57) selon
que 1l'on recherche un systéme de comparaison 3 coefficients constants, fonction

de 1'état ou du temps seul ou fonction de ces deux variables.

Soit JC* =62)r et %’: , *’.__’UZ: une partition de \ﬁ* et 13(;* 1topé-

. . * *
rateur de projection de % dans ”%i
il vient

a.{t_,x ) = B a(t ,x ) ¥i=1,2,...,k
L (64)

A (t ,x )= Py A(tn,xn,An,En) Bp* ¥i,j = 1, 2,..., k
1 J

Ces notations permettent de définir quatre types de matrices majorantes

(4 -~
assoclées au systeme 82

ij(tn’xn))’

Définition 2 : la matrice M(tn,xn) = (M

My :CC; XSR? +-g3+.. est une matrice majorante du systdme S, relative & la



norme P :%q > 911_: si et seulement si

pi(Aij(tn’xn’A’E) %jﬁh&x)))

U.: = Max(§, sup - (65)
d x€¢ p.(x7)
red, J
Eeﬁ
¥ioi = 1, 2,...k, ¥ 6%, Vxne“f:, §6] 0,4[
avec cfo = [to, +oo[

La recherche de systémes majorants fonctions de t, seul (majorant instantan&) ou

de x  seul (majorant local) conduit aux définitions 3 et 4

Déginition 3 : La matrice M(tn) = (ulJ( V), Hij ‘?f+ St est une matrice

majorante du systéme S, relative & la norme p: {R)q +Q.If si et seulement si

pi(Aij(tn’x’A’E) aj(tn’x)

M. :(t ) = Max (&, sup : (66)
ron ¥  p.(x?)
hed, J
EEE
¥i,i =1, 2,...k 5 ¥ 8T, 8 eJo,a]
Définition 4 : La matrice M(x_ ) = ). Ax ), Moo R}q > K+ est_une
n iJ " n iJ
matrice majorante du systéme S, relative 3 la norme D : K2 ">\Q si et
seulement si
p. (A..(t,x_LA,E)a. (t,x)
ui—‘(xn) = Max (8, sup i) 2 ) (67)
J x€ ¢ p.(x9)
teg’ J
Ae
pee D

Vi, § =1, 250000k 3 vXnef , & e7o, [
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Une majorante constante peut @tre obtenue & partir de la définition 5

Definition 5 : 1la matrice M = (uij) est une matrice majorante du systime

82 relative & la norme p : Ra  » 53% si et seulement si
_ Pi(Aij(tastaE)aj(tax)) (68)
TP Max(§,sup - )
J xe ¢ p.(x'])
6T J
red
Eee

¥ij = 1,2,...,k 3 .6 €]0,4[

La recherche de majorants des systémes décrits sous la forme S1 s'effectue

en choisissant An et En constants dans les d&finitions précédentes.

Soit & déterminer une majorante du systéme non linéaire défini par

la relation (69)

0,1 0,05 sin tn -0,UL 0,3 0,2
X 3
0 -0,1 L -0,15 0,3
(x1fi(x3)2
n n
X 4y = O,1k(xn) 0,2 -0,2 0,1cos tn 0,05 X (69)
0,1cos xh 0,1 0,1 -0,1k(x_) 0,1
] n ] b 3 n 9
0,05 -0,25 0,1sin x° 0,15 0,1
— n -d
en posant
1.3
A - xn Xn . 5
n =( s COS X_ , sin x7)
1,2, 3, 2 n
(xn) +(xn)
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ce systéme prend la forme

41 = A<tn’xn’ﬂn) *n

Le choix du vecteur An se déduit de la recherche des éléments de la rela-
tion (f9) admettant une variation bornée ce qui permettra de simplifier 1'ex-
pression du systéme majorant.

L'application de la définition 4 avec la norme p{x) définie en {50} conduit

alors au systéme majorant défini en (51)

p(x)” =[mex (L1213, max(lxhl153))]
r 0,15 0,5 0,5
p(x ) < [ 0,1 k(x ) +0,2 0,2 0,15 |p(x,)
0,3 0,1 h(xn)

( 0,25 si lk(xn)l < 1,5

avec hix ) =
. L 0,1 k(x )|+ 0,1 si [k(x )] > 1,5

3.2, - Systeme majorant défini a partin de deux normes p et q distinctes.

L'utilisation de deux normes distinctes permet de définir un systme
majorant d'un systéme donné. ‘
Ce systéme majorant ne permet pas en général la définition d'un systéme de
comparaison du processus mais permet d'envisager des &tudes particuliéres de

stabilité.

Le processus étant décrit sous la forme S,» notons gq une norme
1]
vectorielle de taille k' du vecteur a(tn xn), q :SLr -%3{f

1l vient

(69)

(50)

(51)
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kxk
Déjinition 6 : La matrice Mpq g 52+ définit un systéme majorant de S1/82

]
relatif aux normes vectorielles p :éKq e -565 et q,:\ﬂbm'+ 335 si et seu-

lement si 1'inégalité (T70) est vérifiée composante & composante le long des

trajectolires de S}/Sg.

3y v { . (o i w3 £ @ <F g 3 :

plx_..) = qu.‘tn,xn) alalt »x ) 5 ¥o_ Gos P, 8 € {70)
A partir de cette définition générale peuvent €tre précisés divers types de
Matrices Majorantes selon gque le systéme est sous la forme 81 ou 82 et que

la majorante recherchée est linéaire ou non linéaire.

Les définitions de matrices majorantes qui viennent d'€tre énoncées dans
cette section nous ont conduit & introduire une classe plus générale de
systémes majorants dont la forme particuliére appelle un certain nombre

de remarques :

-~ Le cheix de & e«§?+ dans les dé&finitions 2-5 permet la déter-
mination d'une majorante au sens des définitions 1 ou 6 en utilisant une
norme vectorielle p non surjective et m&me non régulisre et dont les &1é-

ments sont strictement positifs.

- La définition 1 permet d'envisager des majorantes & coef-
ficients non tous non-négatifs mais elles ne permettent généralement pas la défi-

nition d'un systéme de comparaisomn.

- La majorante de la définition 2 correspond & celle définie 3 la relation
(22) lorsque, le systéme admettant une description de la forme S1 il vient
T =q, a(tn,xn) = x et § =0

~ Lorsque le § choisi est identique dans les définitions 2, 3, L

et 5 il vient les inégalités

Mt .x ) € M(t) , Mx) € M: ¥ e ‘Zfo , ¥x_6F (11)
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IV - Détermination d'une minonante d'une récuwvience vectorndielle non-Linéaire.

La détermination d'un systéme majorant d'un processus donné peut
simplifier de facon sensible 1'étude de la stabilité. De la méme fagon, nous
proposons de définir un systéme dit minorant susceptible de permettre une

étude de 1'instabilité.

Soit p(n, n s po) une solution de 1'inéquation aux différences d'ordre k :
p(n+1) > N(n) p(n) (12)
p(n+t1) > 0

avec
p, = P(n,> n > p)) >0

1'une au moins des composantes de Pq étant non nulle.

”

Si la matrice N(n) admet ¥n une inverse & &léments non négatifs, la stabilité

asymptotique de la récurrence

..1T
(n) ¥ (73)

Y = N n

n+1

permet de conclure & la non-attractivité des inéquations (72).

En effet, supposons la suite p(n) asymptotiquement stable, dans ce cas
¥e >0 JN n3>N = pln) € €

or la relation (72) peut étre réécrite

N;1 p(n+1) > p(n) ¥n 3 n (T4)
il vient

N(al) N (ag+)... N '(n) p(a+1) 3 plny) (75)
d'ou ¥n 3 N> n,

¥ ') ¥ n+D) ¥ (0) £33 pln)

or la stabilité de la récurrence (73) implique

lim N-1(no) N—1(no+1)... N '(n) = o (76)
Il—m .



Dans ces conditions lorsque nous faisons tendre n wvers l'infini la relation

(75) devient

p(no) £ 0
ce qui est contraire & l'hypothése sur p(no)

La suite p(n) ne peut donc &tre attractive.

4.1. -~ Définition et détermination d'une minorante d'un processus discret.

4.1.1. - Déginition
Soit le systéme dont 1'évolution est régie par la relation de récur-

rence

X = A(tn,x ) x (18)

n+1 n n
et p(x) une norme vectorielle régulidre.

P . #* . . .
Par définition la matrice N (A(tn,xn)) est dite minorante de A(tn,xn) relati-

vement & p lorsque la relation suivante est vérifide

p(x,,,) > N (At %)) plx ) ¥t e, ¥ €& (17)

4.1.2. -~ Détermination d'une minorante de A(tn,xn) au sens d'une nomme P.

31 Pzi désigne 1l'opérateur de projection de T dans '{fi, nous avons

vu qu'il est possible de décomposer la matrice A(tn,xn) en blocs Aij(tn,xn)

définis par la relation

A; (e 5x ) = Bo. At ox ) P ¥i, j = 1,2,...,k

ij  n’"n

A(tn,xn)

il
~1

Aij(tn,xn)



-

La relation (18) peut alors s'écrire

k
X = Y As(t_,x ) xJ
n+1 2 13 'n*>n’ "n
J=1
avec i
xn = P‘%i *n

Il en résulte par minoration

. k .
1 d
p;(x )3 j£1 ng s (Ags(t ox ) ps(x) (78)
L'indépendance des sous espaces Jz-(i =1,2,...,k) implique pour les n,.
i ij
la définition :
p. (A, . (t_,x )x)]
n.. (A..(t_,x )) = - sup L 1) .n.n ¥i# ] (79)
ij igvn”n xefﬁ pj(x) J
x#0
LALL(E Lx )x
n.. (A..(t ,x )) = inf [pl( 11( n’ n> )1
11 11 n’ n Xef I (X)
i 1 /
x#0

Désignons par A (tn,xn) la matrice bloc-diagonale extraite de A(tn,xn)

Aii(tn’xn) = Aii (tn’xn) ¥1
(80)
Aij(tn,xn) =0 Vi#]
et notons m(A(tn,xn)) la matrice diagonale minorante de A(tn,xn) relative
a& la norme p.
n11(A(tn’xn)) 0 < t-t; ———————— ?
- ~—~ [}
(A(t_,x_)) = Tl T~ ' (81)
m o2%n)) = ' -~ - o
1 = =
| 0= - - - - - - - =0 n, (Alt ,x))
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D'aprés la définition (79) m(A) représente la plus grande des minorantes
de A relative a p.
Dans ces conditions il résulte des relations précédentes la minorante

de A(tn,xn) d'expression
Na(t ox )) = m(A(t .x ) - M(A(t ,x ) - At x )) (82)

avec M(A(tn,xn) - A(tn,xn)) majorante de A(tn,xn) - A(tn,xn) relative
a p.
Malgré la définition simple de cette minorante, il est parfois nécessaire de lui

préférer une minorante unpeuplsdure mais possédant un ensemble de propriétés

trés particuliéres.

En effet, l'utilisation des minorantes en vue d'une étude de 1l'instabilité

P

impose & celles—ci d'avoir une inverse a éléments non négatifs.

Cette propriété n'étant pas nécessairement vérifiée par N(A), il convient
tout d'abord d'examiner les conditions d'existence d'une minorante relative

a la norme p possédant la propriété souhaitée.

Nous proposons ensuite un mode de détermination systématique de ces matrices.

4.2. - Rechenche de M-minonantes.

4.2.1. - Déginition d'une M-matice /20,21/.

Notons Z_ la classe des matrices réelles de type kxk & &léments hors
diagonaux négatifs ou nuls et 7 la partie de ZO formée des matrices & diagonale
strictement positive. Il est &vident que la minorante N(A) de la matrice A
définie en (79) appartient 3 la classe Z -

P&

Toutefois cette matrice n'admet pas nécessairement une inverse d #léments non

négatifs.
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- * - . - ” P
Pour qu'une minorante N (A) de la matrice A admette une inverse & &léments
non négatifs il faut et il suffit que l'une des propriétés équivalentes sui-

vante soit satisfaite
. *#
- Il existe un vecteur u > 0 tel que N u >0

I1 existe une matrice diagonale positive D telle gue N D soit une matrice

4 diagonale positive dominante

Si BEZ_ et B > N* alors B | existe

. P ¥ P, .
La partie réelle de toute valeur propre de N est positive

. .. * .-
=~ Tous les mineurs principaux de N sont positifs

. *»=1 « .
L'inverse N existe et est 4 €léments non négatifs.

Une matrice Z, vérifiant 1l'une de ces conditions &quivalentegest

appelée M-matrice.

4.2.2. - Détermination d'une M-minorante.

Une condition nécessaire et suffisante d'existence d'une M-minorante
de la matrice A(tn,xn) relative 3 la norme p impose (Annexe 2) & la matrice
A(tn,xn) d'étre réguliére et au rayon spectral de MGI(tn,xn)) de rester infé-

-~

rieur & 1l'unité, avec

T(tsx) = T =87 (6% ) Alt_,x ) (83)

Dans ces conditions, la minorante de A(tn,xn) définie ci-dessous

appartient & la classe Z et est une M-minorante relative & la norme p

N (AGox ) = m(B(t ) (T-M(I(t_,x ) (84)

La minoration est plus stricte que celle définie en (79) on peut montrer

en effet (Annexe 2) que l'on a :

*
(

N A(tn,xn)) < N(A(tn,xn))
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1'égalité étant obtenue pour une norme vectorielle de taille q du type :

p(x) = |x]

I1 vient dans ce cas

X)) =

N(A(t ,x ) = N*(A(tn .

L.

le = oyl
~|321| |8,22|
~laq1l - |a'q2|

ceee =lagl

-Iagq'

lagg!

J

(85)

Une condition pour que cette matrice soit une M-minorante de A(tn,xn) s'écrit

alors :
lagql=lagyl

layq1> 0,

eyl lagylpOs.es

|a11]

_|321l

el _ e

- eyl

cesae —lu1q|

|a22[ ceeen —Iazq]

I

q2

ceees s

l

Qq

>0 (86)

D'une fagon générale lorsque la minorante N(A(tn,xn)) a ses mineurs principaux

successifs positifs, elle appartient & la classe des M-matrices ; elle est alors

susceptible de permettre une étude de l'instabilité.

Conclusion

Le concept de norme vectorielle permet la détermination systématique

de systémes majorants d'un processus. Dans ce cas la stabilité du systéme majo-

rant implique celle du systéme initial.

minorant permet d'envisager une &tude de 1l'instabilité.

De méme, la détermination d'un systéme

I1 est toujours possible de déterminer un majorant d'un processus

de la classe étudiée qui soit & coefficients constants.

Nous obtenons alors des résultats semblables & ceux obtenus au moyen

des fonctions de Lyapunov vectorielles.

Toutefois la détermination d'un systéme de comparaison & coefficients cons-



tants risque de conduire & une majoration tr&s dure et ne s'avére pas nécessaire.
Dans ce sens la définition d'un systéme de comparaison &4 coefficients non cons-

tants parait trés intéressante.

La mise en oeuvre de ce mode de majoration est simple et n'est pas
limitée aux seuls systémes composés.
Elle permet, ainsi que nous 1l'avons montré sur un exemple, 1'étude de la sta-
bilité d'un processus sans nécessairement connaitre & priori une décomposition

de celui-ci en sous systémes stables interconnectés.

Lorsqu'un processus est formé de sous systémes interconnectés et admet une
structure variable il est encore possible de définir un systéme majorant de
structure fixe, la stabilité decedernier implique alors la stabilité connec-

tive de méme type pour le processus initial.
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CHAPITRE II1I

Applicationdes systemes majorants a L'étude de La stabilite

d'un processus

Introduction

Les définitions proposées au chapitre précédent permettent la déter-
mination simple de systémes majorants ou de systémes de comparaison d'un proces-
sus en utilisant la notion de norme vectorielle. Une importante application de
la notion de systéme majorant concerne 1'étude de la stabilité d'un processus

de grande dimension.

De nombreux travaux relatifs a 1'étude de la stabilité des grands
systémes ont été réalisés en particulier dans le cadre de 1'étude des sys-
témes continus /1/-/13/ en utilisant le concept de fonction de Lyapunov vec-
torielle ou les travaux de Popov. L'étude des systémes discrets de grande

dimension /14/~/26/ plus récente a été envisagle par trois approches principales :
- Kalman et Bertram /14/, Bubnicki /15/,/16/ et Rosenvasser /17/ ont

utilisé la notion de contraction.
- Des &tudes ont &té réalisées notamment par Jury et Lee /18/,/19/ et

Tsypkin /20/ & partir des trawuxde Popov.

-~ L'application de la méthode de Lyapunov a été envisagée par de
nombreux auteurs /20/-/27/, en particulier une contribution importante rela-
tive & 1l'utilisation de fonctions de Lyapunov vectorielles dans 1'Ztude des
systémes discrets de grande dimension a été apportée par L T Grujic¢ /23/-/25/

et D D Siljak /23/-/2L/.

L'introduction du concept de norme vectorielle /27/ permet d'envisager une



étude de stabilité en utilisant une fonction de comparaison de type vectoriel
dont chaque composante ne constitue plus nécessairement une fonction de

Lyapunov assocife & un sous syst@me isolé extrait du systéme initial /28/-/31/.

Les méthodes d'étude de la stabilité présentées dans ce chapitre sont définies

& partir d'un systéme majorant du processus initial.

Le choix d'un systéme majorant de structure fixe, linéaire ou non, défini &
partir d'un processus de structure variable permet de définir des conditions
de stabilité indépendantes des variations de structure admissibles. Cette

notion correspond d la stabilité connective introduite par D D Siljak /32/-

/33/.

Ce chapitre comporte quatre parties, les deux premiéres concernent d'une part
1'étude de la stabilité exponentielle et d'autre part 1'étude de la stabilité
asymptotique d'un processus. Divers théorémes relatifs & la stabilité des
grands systémes y sont proposés. La présentation adoptée permet de ne pas
distinguer formellement le cas des processus & structure variable, la diffé-
rence avec les autres processus apparaissant au niveau de la détermination du

systéme majorant.

Une troisiéme partie regroupe sous le titre "stabilité absolue"
une étude de la stabilité des processus & non-linéarités multiples pour les-
quels 1l est possible de définir un systéme majorant ayant la forme de Lur'e
discréte.
Cette représentation particuliére permet de voir le lien existant avec les

travaux d&duits de l'extension au cas discret de la méthode de Popov /18/-~
/19/.

La recherche de conditions permettant de conclure & la stabilité connective
d'un processus particulier & structure variable est envisagée dans une der-

. s .
niere partie.
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I - Stabilité exponentielle

Avant d'aborder la recherche de conditions permettant de conclure &
la stabilité exponentielle d'un processus il convient de montrer que la sta-
bilité exponentielle du systéme majorant implique la méme propriété pour le

processus initial.

1.1. - Systéme majornant et stabilit? exponentieclle

Nous allons tout d'abord supposer que le processus étudié admet un
systéme de comparaison exponentiellement stable déduit de la norme p. Il

est alors possible d'énoncer le théoréme:

Théondme 1 Si _un systéme discret non-linfaire admet un systime de compa~—

raison exponentiellement stable il est lui-méme exponentiellement stable.

Damonstnation
Par hypothése le syst@me de comparaison vérifie la relation (1)
m k
JaeR,, o<p<: oy ipll € @ 0"z, || ¥ma1, va_ eRE (1)
o o )
T L
dans cette &criture ||z|| représente la norme euclidienne (z z)2 .

Une propriété usuelle d'dquivalence des normes scalaires indique que
quelle que soit la norme scalaire § d'un vecteur x, Y :~5Lq —> Eﬁb+ il

vient 1'inégalité
1 o eR, o allxl] < v < aylxl],me (2)

Le systéme de comparaison doit vérifier & 1'instant tn 1'inégalité
o

z, 2 p(xn ) 3 prenons
o o
z = p(xrl ) (3)
k)

n
[¢]
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La quantité ||p(x)l| définit une norme scalaire du vecteur x, le lemme de
comparaison (chapitre II) associ? aux inégalités (2) et (3) implique alors

les inégalités (L)

o1 1y sl 16l p0ey )l 1€lI2, 1€ o oo I2tx, )11< | 5, | (1)

I1 en résulte:

IE <oz x| (5)

n +mII o
(o} 1 o

d'ou la propriété énoncée.

1.2, - Etude de £a stabilite d'un systime admettant un sysiime de comparaison

a coefplclients constants

L'existence d'un systéme majorant & coefficients constants non

négatifs permet simplement de conclure & la stabilité du processus initial.

Théoneme 2 : Supposons gu'il existe une NV p qui induise un systéme de

comparaison, défini par une matrice M & coefficients constants non négatifs,

pour un systéme discret non linéaire S. Si le rayon spectral de M est

strictement inférieur & 1'unité, 1'état d'équilibre x = O du systéme S

est exponentiellement et globalement stable.

Démonsitrnation

Avec 1l'hypothése p(M) £ ¢ <1 le systéme de comparaison du processus
S est exponentiellement et globalement stable. Le théoréme 2 apparait alors com-

me une conséquence directe du théoréme 1.



Si nous reprenons l'exemple défini au chapitre II du processus décrit
par la relation (II,69) avec une non-linéarité k(xn) vérifiant la contrainte
[k(xn)l < 2, le choix de la norme vectorielle (II,50) permet de d&finir un

systéme de comparaison de la forme (6).

0,15 0,5 0,5
Z 41 = 0,4 0,2 0,15 z, (6)
0,3 0,1 0,3

Le rayon spectral de la matrice définissant le systéme (6) étant strictement in-
férieur & 1'unité, l'application du théordme 2 permet de conclure & la stabilité

exponentielle et globale du systéme décrit en (II.69).

1.3. - Systéme de comparaison admettant un vecteur propre possédant certaines

pPrROprLELEs particuliires

Lorsqu'il est possible de trouver un systéme majorant & coefficients
non constants d'un processus tel que la matrice M(tn,xn) qui le dé&finit admette
un vecteur propre, relatif au rayon spectral p(M), de direction fixe il vient

le théordme suivant

Théonime 3 : Soit un systéme discret non linfaire S tel que le systéme de

comparaison, déduit de la norme p, qui lui est associé admette la forme

z = M(tn,xn) z = avec

n+1

pM(t ,x )) & ¢ <1 ¥t ,x € o(; <Y

x=0 ¢ ¥c R et M irréductible & coefficients non négatifs

a) si le vecteur propre de la matrice MT(tn,xn) relatif au rayon spectral p(M)



est de direction fixe u alors 1'état d'équilibre x = O du systéme S

est exponentiellement stable.

b) si la propriété a) est vraie pour &9 =h§&q alors la stabilité exponentielle
de x = 0 est globale.

Démonstration

La matrice MT(tn,xn) étant positive, le vecteur propre u de direc-—
tion fixe, relatif & la valeur propre o, = p(M(tn, xn)) admet des composantes
toutes strictement positives /34/ /35/

i

§ =inf u” > 0 (7)
i
Choisissons le vecteur u de module unité : ||u||= 1

Soit la fonetion v : gzk +£R4 définie par la relation :
T
V(Zn) = Izn[. u
Cette fonction v(zn) est définie positive, décroissante et peut €tre encadrée
par deux fonctions<%, et dé de classe K/36/. Il vient en effet puisque

v(zn) constitue une norme scalaire du vecteur Z,
3 6qCllz 1) v oy(lz D) = 6y (U2 D) € viz) € o,z 0]) (8)

(Le choix de ¢f{z) = v(z) dans la relation (2) permet une définition simple

des fonctions ¢1 et ¢2).

Il vient par différence

) - V(zn) (9)

by = vz,

soit

Av IszT[MT(tn,xn) - 1] u | (10)

I1 en résulte puisque u est vecteur propre de MT(tn,xn) la relation :



T
Avn = (pn—1) Izn| u (11)

d'ol par majoration puisque P, < ¢

av, &le-1) v (12)
I1 apparait que la condition ¢ < 1 implique bien la stabilité exponentielle
de 1'état d'équilibre z, = 0 du systéme de comparaison et donc de 1'état

d'équilibre x = 0 du processus &tudié. ILa stabilité devient globale si

les conditions du théoréme 1 sont vérifiées Vxn e g{q'

1.4. - Systemes discrets non Lindairnes admettant une repriésentation particulidre

1.4.1. - Soit un processus admettant une représentation de la forme (13)
X 41 = A D(¢£) X (13)

-~

avec Aeﬁ%&xq matrice constante & €léments non négatifs et D(%%) matrice

diagonale, D(¢%) = (diag (Pi(tn,xn))

d.. =0 ¥i#J=1,2,...,q9 3 d.. =‘pi(tn,xn) ;ﬂPi fcszERﬂégé

1] 11

¥i = 1,2,.-.,q (1’4)
0 sq)i(tn,xn) < k<o ¥x, ey | ¥t €0

(x =0 e¥)

La valeur limite ki de la fonction kpi est donnée pour toute valeur de

1'indice i. Si nous notons kM e £E+ :

kM =  sup ki
i=1,2,...k (15)

il vient le théoréme 4 :



Théonime 4 : Soit le systéme S décrit par la relation (13) dans laquelle

la matrice A est & coefficients positifs et les non-linéarités LPi vérifient

les relations (14) et (15)

a) si le rayon spectral de la matrice ky A est inférieur 3 1'unité, 1'état

d'équilibre x = 0 du systéme S est exponentiellement stable

b) si a) est vrai pourf§)= g%q la stabilité exvonentielle de x = 0 est globale.

Demonsiration

Soit u le vecteur propre positif relatif & la valeur propre p
de la matrice AT slull= 1 et soit +( X )s Q%Q -+§;L la fonction

v(xn) = XJ - u (16)
il vient avec la notation Av = v(xn+1) - v(xn)

- T T ]

Av = |xn| [PGP(tn,xn)) AT - I u
soit

by = I foete ) 0 - 1w (17)

par majoration de la relation (17) en tenant compte des relations (14), (15) et

(16) il vient
Av < (pkM—1) v,

d'ou la premiére partie du théoréme L la seconde partie de ce théoréme est une

conséquence directe des inégalités (14) lorsque l'on fait &9 =R,

Lorsque le processus n'admet pas directement une description de la forme (13)
le choix d'une norme vectorielle p peut parfois conduire & un systéme de compa-

raison remplissant les conditions d'application du théoréme 4 d'ou le corollaire
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Conollaine 1 Si la matrice majorante M(tn,xn) d'un systéme S, relative &

une norme p, est formée du produit d'une matrice constante A & #1éments non

négatifs par une matrice diagonale DC?(tn,xn)) satisfaisant (14) et (15) la

condition P(a) ky <1 implique que 1'état d'équilibre x = 0 du systéme S

est exponentiellement stable, il est absolument stable pour toute non linfarité

satisfaisant {(14) avec o= giqu

Ce théoréme est une conséquence directe des théordmes 1 et 4 et de la définition

2 de la matrice majorante d'un processus envisagée au chapitre II.

1.4.2. - Systeme de comparaison symétrique

Lorsqu'il est possible de déterminer un systéme de comparaison d'un

systéme S de la forme

z = M(t ’Xn) Z (18)

avec M(tn,xn) symétrique il vient la condition simple de stabilité suivante :

Théoneme 5 : Soit le systéme S pour lequel il est possible de définir un

systéme de comparaison de la forme (18)

a) Si la matrice M(tn,x ) est symétrique et admet un rayon spectral o(t 0%, ) tel
que p(tn,x )<C<1, Vt ecf ¥ x € YR avec =0eY 1'6tat d'equlllbre

= 0 du systéme S est exponentiellement stable.

b) Si la condition du a) est vérifiée pourEg = R 118tat d'équilibre x =0

est exponentiellement et globalement stable.

La démonstration de ce théordme se déduit simplement des proprletgf des matrices
symétriques /37/, en particulier si M est symétrique il vient p(M™M) = pg(M).

Soit le systéme décrit sous la forme (19)



- 6k~

0,1 5 0,2sint 3 0,5 k(x )]
X = | 70525 5 0 b 02 k() | x (19)
] 0 ; O,Sk(xn)astn; -0,2 ]
avec k, € k(xn) < k, ¥x € R3
Le choix de la norme p(xn) de taille 2 :
p(x )" = [Max{lx:ll , lxi!} , lxil] (20)

permet de définir un systdme de comparaison symétrique du systéme (19) en uti-

lisant une majoration selon la définition L4 du chapitre IT :
0,3 0,5|k(x)|
o,slk(xn)l 0,2

L'application du théoréme 5 montre que la condition

lk(x )] <« 1,49 ¥x e 53

n

implique que 1'état d'équilibre x = 0 du systémer(19) est exponentiellement

et globalement stable.

IT - Stabilité asymptotique

Nous allons dans cette partie envisager la détermination de conditions
suffisantes de stabilité d'un processus qui ne soient plus nécessairement de

type exponentiel .
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2.1. - Déternmination d'une condition de stabllit? a partin d'un systime de

comparaison du processus

Soit un systéme S & partir duquel il a &té possible de dé&finir un

systéme majorant de la forme :

plx_..) < M(tn,xn) p(x ) (21)

n+1
Nous proposons d'introduire les notations suivantes :

-Ebg est un domaine tel que l'on ait

9 = (x, lp, €2 thec(?o,wnegb%cg%q) (22)

[ 3 n

—Ebu est un domaine tel que u, vecteur propre de M (t X ) est constant

et égal & u sur la frontidre de gb w, est choisi de module un’té)
T
- v(xn,n) = p(x )u (23)

_Sbc est un domaine tel que

. Avn £ ¢ W(lenll) ¥x € gbc (2k4)

avec ¢ < 0 et y définie positive vérifiant Y(A) = 0 <=>X = 0 et

c, < ¢, <>% c% (25)

- (x = )eﬂ(% )(tn),t el ) etﬂ NERES eC) ¢ {0}

Théordme 6 : Soit M(tn,xn) une matrice majorante pour un systéme S, induite

par la norme vectorielle réguliére p. Si la matrice M(tn,xn) est & coefficients

strictement positifs et vérifie les propriétés suivantes

- les domaines 9) et Eg ne sont pas vides, Cb( )(t ) s t %) # {0}

-3 uet g, 9 @ Cg‘aq,xn=oe9)u the%f

- g%u est connexe ainsi que son complément

alors 1'état d'équilibre x, =0 du systéme S est asymptotiquement stable et

la fonction v(xn,n) définie en (23) est de Lyapunov.
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Dimonstrhation

A partir de (21) et de (23) il vient

- 26
Av, € ﬁ%xn) (o, u ~u _,) (26)
La définition de g)u impose si Jb < gbg que 1l'on ait Avn négatif sur la
frontiére de ubu, dans ces condltlons %bll est inclus dans un domaine o et

la fonction v(xn,n) est de Lyapunov /30/-/31/.

Ce théoréme s'avére généralement d'utilisation délicate, par contre il est

possible d'en déduire un cas d'application simple.

Corollaire 2 Soit M(tn,xn) une matrice majorante pour un systime S,
induite par la N V p.

Si la matrice M(tn,xn) d coefficients strictement positifs a ses éléments

non constants isolés dans une seule rangfe et admet un rayon spectral infé-

rieur & 1'unité pour X, eé? (x =0 659 alors 1'état d'équilibre x, =0

du systéme S est asymptotiquement stable.

Lorsque les éléments non linéairegde M(tn,x ) sont isolés dans une seule rangée,
tout domaine gbg’ est un domaine g) /30/ Ce dernier corollaire apparait alors

comme une conséquence directe du théoréme précédent.

2.2. - Intenprétation du conolhaire ?

Dans les conditiors d' application de ce corollaire, le systéme de

comparaison du processus envisagé admet la forme

les €léments de la matrice M #&tant isolés dans une seule rangée, par exemple

la premiére colonne.



Soit £ 1la plus grande valeur du rayon spectral p de
la matrice M tel que 2 & ¢ < 1 . Pour cette valeur de £ donnée le vec—-
teur propre correspondant de la matrice MT est strictement défini & partir

des k-1 premidres lignes de cette matrice ; soit u = (ui) ce vecteur.

Notons Pu la matrice diagonale et ¥, le vecteur défini par les relations

P
u

Diag (u.) (27)

Yp = Py 2, (28)

il vient alors dans la nouvelle représentation du systéme de comparaison

1'expression:

Yoe1 = Py M(tn,xn) PV, (29)

-~

La matrice M =P M P;1 admet pour éléments :

~ -1 —
i3 = us uij uj ¥i,] = 1,2,...,k (30)

Le choix de la nouvelle base impose

k k
) .. = u. DRV u, ¥i,j = 1,2,... k (31)

V= 2,..0k, ¥ e‘f), vx € Q2 (32)

it 155
il
=
A
—

k
Jon cL<t (33)
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-~

a la matrice M est donc rigoureusement équivalente & la condition

p(M) € 2 <1 soit p(M) g 2 <1,

-~

en effet la matrice MT est pour Py = £ égale au produit de son rayon spectral

par une matrice stochastique /29//35/.

Les conditions du corollaire (2) correspondent alors & la condition S11(M) < 1

ou 811 désigne la norme scalaire de matrice associée & la norme duale du max.
exemple

Soit le systéme décrit par la relation récurrente scalaire de la
forme :

€n * f1(€n+1,tn+1) €aq * f2(€n,tn) e, =0 (34)

Cette forme de relation récurrente se rencontre fréquemment dans 1l'étude des
processus monovariables. Il est possible de lui faire correspondre une repré-

sentation matricielle de la forme

X = X (35)

avec |A| <1 ,A#0 et £, T :Ofo x H)2 +3L  fonctions du méme

instant tn . Le coefficient A ici défini est arbitraire mais fixé.

Le choix de la NV : p(xn) Ixnl conduit pour la matrice majorante & 1l'expres-

sion :

IA f1(tn,xn)| |A]
M(tngxn) = fg (36)
DY f1(tn,xn) + Tr.(tn’xn)‘ By
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L'application du corollaire 2 conduit pour A positif aux conditions suffi-

santes de stabilité :

1 - f1 + f2 > 0

-2 +f -f,> 0 (37)

2
20° - f1(1 - 2} f,> 0

oA+ 202 + (1 - 2)) £,+2,> 0

1

1

Ces inégalités définissent dans le plan £15 o 1l'intérieur d'un parallélogramme
de centre (A, 0) dont les sommets sont situés sur les droites d'équations

1 i_(f1 + f2) =0et 1 -1, + f2 =0

Lorsque les conditions (37) sont vérifiées dans un domaine E}’ contenant le
point d'équilibre x = 0 du processus, ce point d'équilibre est asymptotiquement
stable.

On peut remarquer que pour A + 0 on retrouve les conditions de stabilité

obtenues en appliquant le critdre de Wengzyn-Vidal /38/.



Si nous admettons maintenant que la matrice M(tn,xn) peut & la limite admettre
un rayon spectral €gal & 1'unité il lui correspond le vecteur propre u de direc-
tion fixe :

1 - A
u = (38)
A

dans ces conditions, avec le changement de base défini en (27) le systéme

de comparaison prend la forme :

- -

|£, - Al 1 -2

Yoe1 = y (39)

I1 apparait qu'il est équivalent d'appliquer le corollaire 2 au systéme (35)

et la condition de stabilité déduite de la norme duale du max du systéme (39).

2.3. - Conditions de stabilité déginies a4 partin de systimes majorants du
PrOCessuLs

Le processus étant décrit sous la forme S1/S2 (IT 56 et II 57) il est
possible en utilisant deux NV p et g de lui associer un systéme majorant au

sens de la dé&finition II-6.

Lorsque l'on choisit k = k' la matrice majorante Mpq relative au systéme S

est carrée et permet d'énoncer des conditions de stabilité asymptotique sem-
blables & celles permettant d'étudier la stabilité exponentielle lorsque p

est choisi égal & q.

Théonme 7 Soit un systéme S décrit sous la forme S1/S2 pour lequel

il est possible de définir un systéme majorant associé aux normes p et gq
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de la forme :

p(x_,.) & M_ ., q(a(tn,xn)) (ko)

n+1 jole]

avec les conditions, ¢a étant une fonction de classe K:

[lalate_sx )| |< o_(1x_[1), ¥ €%, ¥x_& R (41)

a(‘tn,xn) =0<=>x =0 ¥t eoé’o (k2)

. * . ~
a) Soit u le vecteur propre relatif & la valeur propre de plus grand module

-~

de la matrice constante et 4 €léments strictement positifs MY . La condi-

tion p,,c<1avec rayon spectral de M et ¢ 9‘5%> constante réelle
- M pa — +

Py

telle que 1l'on aitb

T T

ut. q(a(tn,xn)) <cu® plx ) ¥t € Cﬁ; et ¥x g (43)

n

avec x = 0 € Y implique que le point d'équilibre x = O du systdme S est

asymptotiquement stable.

La. stabilité est globale si =\5&q

L'énoncé du a) reste valable si la condition (L3) est remplacée par la

condition (Ll)

J ce 5?4 et tel que aqla(t »x )) < CP(Xn)thECZ‘z > ¥x, e ()

Démonstration

-~

La démonstration de ce théoréme est semblable & celle des théorémes

énoncés au paragraphe 1 de ce chapitre.

La matrice MPq étant constante, soit v : g&q +€R; la fonction définie par

la relation

vix ) = p(x )T u* (45)



I1 vient

T T * T *
Av € g (a(tn,xn)) Mpq u - p(xn) u (L6)

soit

Avn £p qT(a(tn,xn)) uwo- p(xn)T u* (L1)

dans ces conditions, la vérification de 1l'une des conditions (143) ou (Ll)

implique qu'il existe une fonction w(||xn|]) définie positive avec YP(0) = 0
telle que l'on ait

av & (pe = 1) v (f]x []) (48)

le théoréme 7 en résulte immédiatement.

Il est possible de remarquer que compte-tenu de la relation (41) et des proprié-
tés des normes scalaires, il existe nécessairement une constante c¢ telle que
la condition (43) soit vérifiéesi ¢a est homogéne de degré 1, ce qui n'est pas

toujours le cas pour la condition (LkL).

Nous allons maintenant €noncer un théoréme relatif a certains processus admet-

tant une description particuliére.

théondme § Soit un processus décrit sous la forme S1/S2 pour lequel il

est possible de définir un systéme majorant assccié aux NV p et q de la forme

) &M (¢ .x ) ala(t .x ) (ko)

p<xn+1 Pa n’’'n

avec les conditions

lalate_x NI < o (lx |]) #_ 6T, wx_eR? (41)

a(t_,x ) =0<=>x =0 ¥ € C&i (42)

a) Si la matrice majorante Mpq est formée du produit d'une matrice constante

M* 3 coefficients positifs par une matrice diagonale D(P) vérifiant les
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conditions (14) et (15) 1la condition kM pye=1 < 0 assocife & la condi-

tion (bh) implique que 1'état d'équilibre x = O du systéme S est asymp-

totigquement stable.

Jce 973+ tel que qlalt ,x )) < ¢ plx ) ¥t_ e%;’,v;cn e (L)

Si de plus les relations (1h) et (kL) sont vérifiées pourgp=<;%q' la stabi-

1ité est absolue

b) Si la matrice majorante Mpq & coefficients positifs a ses €léments non-

linéaires isolés dans une seule rangée, la condition Py © 1 <0 asso-

cife 3 la condition (Ll) implique la stabilité asymptotique de 1'état

d'équilibre x = O du systéme S .

Démonstrhation ,

Dans les conditions du a) si o désigne le vecteur propre relatif
T . - ” 3 - » -
au rayon spectral de M*" le choix de la fonction v(xn) définie en (L45) impli-

que la relation

bv, € qT(a(t )) D@?(tn,xn)) T - p(xg)u* (L9)

n*n
les conditions (14), (15) et (4L) impliquent alors l'existence d'une fonction ¥

définie postive telle que

bv, € (k, pc = 1) II)(Han) (50)

d'ou le premier volet du théoréme 8.

Le second volet de ce théordme est une conséquence directe du corollaire (2)

et de la condition (LkL).

11T - Stabilité absolue

Les théordmes €noncés dans les sections 1 et 2 peuvent dans certaines
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conditions permettre de définir des conditions de stabilité absolue d'un

processus.

Nous allons envisager dans cette section 1l'étude de la stabilité
absolue d'un processus dont la deseription, ou celle de son systime de
comparaison admet une représentation correspondant & la forme discrdte de

Lur'e.
Soit le systéme décrit par la relation
41 =ACALE) x + 3B, E)P(0) (51)
avec A :gA x € » g&qxq » B : %A % E*%qxr’ C egz}rxq

g @q _)621‘ ,L?:%r -)-g)r
et les conditions

W.(cY) = 0 <=> orll=0 Vo;e%,vi=1,2,...,r (52)

3.1. - Etude de £a stabilits a partin de nommes vectorielles négulidnes

En utilisant les notations du chapitre II il est possible de définir
un systéme majorant du systéme (51) de la forme (53) et admettant des coeffi-

cients constants

P(x,y) € M(A) p(x) + M (B) [@(0)] (53)

lo ¢ M (CA) p(x;) + 1 (cB)|F (o)

n+1‘

avec pour la norme q 1la d8finition particulidre q(%’(cn)) = ,\P(Gn),



Soit v(xn) la fonction définie par la relation

v(xn) = p(xn)Tp(xn) + GnT o, (54)

Cette fonction est définie positive et ne s'annule gque pour x = 0.
I1 vient par différence :

)T Tg - p(xn)T p(xn) -onT o}

Avn = p(Xn+1 n+1 n+1

p(Xn+1) + 0

soit par majoration & partir des relations (53) :

av(x ) € (pT(xn),(¢(0n)f3UA5(pT(xn),|¢(on)IT )T (55)
en notant |
—MT(A)M(A)+MqPT(CA)MqP(A)—Ik . MT(A)Mpq(B)+M§q(A)qu(CB) |
] Miq(B)M(AHqu(CB)MqP(CA) , ng(B)Mpq(B)+M2q(CB)qu(CB)—Ir (56)

b -

I1 apparait que si la matriceclb est définie négative la fonction v(xn)

est de Lyapunov, d'ol le théoréme 9.

Théordme 9 Si la matrice symétrique(fé définie en (56) est définie négative,

nous pouvons conclure 3 la stabilité absolue de 1'état d'équilibre x, =0du

systéme défini en (51) pour toutes non-linéarités LPi(O;) vérifiant les conditions

(52).

3.2. - Utilisation de nonmes vectornielles non régulidrnes

Soit le systéme décrit en (51) pour lequel les non-linéarités Lpi(oi)

vérifient les relations



9,) = ¥(0) o | (58)
soit p(xn) une norme vectorielle du vecteur x et W(On) une norme scalaire
du vecteur 0 = Cx . La norme p*(xn)

*T T
o (x,) = [p (xn),wT(an)} (59)

constitue une norme vectorielle non réguliére et non surjective du vecteur

X, qui permet de définir un systdme de comparaison (60) du systdme (51).

*
M (8) My (B @ ()

7 . = z (60)

*
wa(CA) MW(CBKP (on))

En effet, la norme vectorielle définie en (59) peut s'interpréter comme une
NV réguliére relativement au systéme décrit par le vecteur état yg = (xi,og)
du systéme (61) qui correspond & une description redondante du systéme si

' -
l'on pose o an

A B X
n
CA CB L?(on)

Le systéme de comparaison (60) ayant ses éléments non linéaires isolés dans

—

n+

On+1

la derniére colonne permet l'application directe du corollaire 2.
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IV - Application, etude de La stabifité connective d'un processus discret.

Soit le systéme représenté figure 2 et décrit par les relations (62)

1 1 o 1 2
Xoe1™ A Xy H A x + BY(0) + e (n) T (0 bR + eyp(n) Ty Plo)).
(62)
x> = A . x +4& x+B (P(crg)+e (@) T P (c') + e, (n)T (0)
n+1 21 "n 22 “n n 21 21 1 'n 22 22 2
1 _ 1
9 = C1 *n
2 _ 2
On = C2 xn
avec x 652:3 . xie%g ,0:1 663, cie@
0,2 -0,3 0,2 e o ]
Ay = [=0,15 0,15 -0,01 A, =| 0,08 - 0,03
0,12 0,05 0,17 -0,01 - 0,07
- . L .
" 0,2 0,3 -0,1 ] [ 0,16 , -0,18]
Ayy = Aoy =
| 0,05 0 -0,15 | | 0,04 , o |
-0,1] 0,05 ] " 0,2 |
B, = 0,2 T, = [-0,1 T,p = |=0,07
-0,15) [-0,06 | [-0,07 |
0,37 0,05 o0 ]
B, = Ty = Top =
|-0,01] |-0,0h | | 0,11 ]
c,= [0,167 ,0,0] c,= [0833,0]

La matrice de connection E, =(eij)’ E :Oﬁox 92;5—> E C 9?) 2x2

n'est pas définie, il vient e;;(n) @ [0,1] ¥i,j = 1,2
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Les non-linéarités L(’1(0:1) et ‘-Pz(oi) sont soumises & la contrainte

tp.(ol) .
kK, < ——2 ¢ g Vorll e 3O et . (0)

]

0 ¥i=1,2 (63)

-

A
e21 12 /
e <¢/
e Asq
2
> -
S’ s
5o Co
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Notons

1 L 1
€. @0) = €6 o

n n
@, (02) = ¥3(o%) o (64)
T T
er1=(X s xi :0:13 Oi)

les relations (62) peuvent &tre réécrites

p- ey

*, 1 %, 2

Ay, , A, ,(B1+e(n)T11)“P1 (Gn) R e1e(n)T1592 (on)

‘ *, 1 ®, 2

Ay R Ay ,e21(n)T21%q(0n) s (B2+622(n)T22k92(0n) (65)
Tar1 = *, 1 *, 2 7n

Cihq4 > CiAy 50 (Brre ()T )000,)5C e, 5 (n)T 500 )

»* 1 *, 2
Cohsy 5 Cohyy  5C,e, (0)T,, 9 (0)) ’Cz(Be“ezz(n)Tzz)q’z(on)J

Le choix de la norme vectorielle p :

T 1 2 1 2

p (y,) = (o 0x ) 5 pylx) 5 py (05 00) ).
avec pi(xl)) i=1, 2, 3 norme scalaire duale du max pour le vecteur x' conduit
au systéme majorant :
¥ * x 1
0,5 0,1 Max(0,51]¢7] ;5 0,34|@,])

plyy,,) € (0.3 0,2 Max(0,09l¢]] ;5 0,41§]) p(y,) (66)

n+1

0,3 0,15 Max(o,0583ltp’:]; o,283l©2|)

e

La forme particulidre du systdme majorant permet 1l'application du corollaire (2)
sur le systéme de comparaison qui s'en déduit. Il vient la condition suffisante

de stabilité absolue :
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1-0,770Max(0.51]¢7 | ,0,3k [¢7)-0,282Max (0,09 | ¢ | 30,1 |@5 | )-Max (0,6847,0,283|¢)]) > ©

(67)
Le systéme (62) sera donc connectivement et absolument stable pour toutes
les non-linéaires vérifiant les inégalités
i
P, (o))
- 1,26 < ——— <+ 1,26 (68)
(07)

Conclusion

Les propriétés particuliéres des systémes majorants définis au
chapitre II ont permis la détermination de conditions de stabilité 4'ap-
plication simple.

P <

L'utilisation des propriétés spectrales particuliéres des matrices a &lé-
ments non négatifs définissant les systémes majorants d'un processus permet

la définition de fonctionSde Lyapunov d'un type nouveau, obtenues par pro-
Jection du vecteur état du systéme majorant sur un vecteur particulier. Un
apport intéressant réside également dans le fait que 1'étude proposée comporte
une démonstration de la conjecture linéaire et de la conjecture d'Aizerman

pour une classe importante de processus discrets non linéaires.

La possibilité de d&finir un systéme de structure fixe, linéaire
ou non, majorant d'un processus de structure variable permet 4'envisager
simplement une étude de stabilité connective & l'aide des divers théorémes

énoncés. L'exemple proposé illustre cette propriété.
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CHAPITRE 1V

Application des Ztechniques de maforation & cerntains problemes parnticuliens

Introduction

L'utilisation des systémes majorants d'un processus peut €tre envi-
sagée pour 1'étude de problémes distincts de celui de la stabilité des grands

-~
systemes.

Dans ce chapitre sont présentées trois applications de la noticn de

majorant.

- Une premiére application concerne le probléme de la comparaison de deux moddles
d'un méme processus. En effet le choix d'un modéle constitue un probléme délicat
lors de 1l'identification d'un processus. Dans ce sens nous proposons une méthode
permettant d'estimer numériquement 1'écart qui apparait dans le comportement dyna-
migque de deux modéles distincts soumis & une entrée variant dans un domaine admis-

sible donné /1/.

- L'étude de certains cas critiques de stabilité est envisagée dans une seconde
partie. Un cas critique au sens de Lyapunov apparait lorsqu'une racine de 1'équa-
tion caractéristique (multiplicateur) /2/ /3/ a son module égal & l'unité,les autres
pouvant €tre de module inférieur ou égal. L'étude présentéde est limitée au second
ordre et deux cas sont envisagés selon que les multiplicateurs sont réels ou com-

plexes.

L'utilisation de systémes majorants définis & partir d'un processus
décrit sur le corps des réels ou des complexes permet dans certains cas d'étudier
la stabilité locale des cas critiques et de dé&finir un domaine suffisant de sta-

bilité dans le plan des conditions initiales.



La détermination du domaine exact de stabilité et de 1'évolution des propriétés
de stabilité d'un processus en fonctiond'unparamétre ont déja fait 1l'objet de
nombreux travaux, en particulier au LAAS /4/-/7/ et ne sont pas envisagés dans

cette partie.

- Une dernidre partie concerne l'application des systémes majorants & l'estima-

tion numérique de la sensibilité /8/ d'un modéle 4'un processus.

I1 est alors possible de distinguer divers cas selon que 1l'on s'attache a 1'étude

de la sensibilité & une variation des paramétres du systéme ou de son état initial

/9/-/10/.
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1 - Majoration de £'écarnt enitrne deux modéles d'un meme processus.

Au cours de cette section nous proposons d'envisager 1l'influence du
choix d'un modéle particulier dans 1'étude d'un processus. En particulier
lorsque la méme commande u évoluant dans un domaine de variation admissible
W est appliquée 3 deux modéles distincts il convient de déterminer une esti-

mation numérique de 1l'Bcart entre les états de ces deux moddles /[1/.

Dans cette étude l'origine est supposée constituer un point d'équilibre stable

pour le processus évoluant en l'absence d'entrée.

Les deux modéles envisagés pour le processus correspondent aux repré-

sentations suivantes :

X 41 A(tn,xn,An,En) a(tn,xn) + B(tn,xn,un) (1)

-~

X 41 = A(tn,xn,An,En) a(tn,xn) + B(tn,xn,un) (2)

avec les propriétés

x e¥c Riu_ellc RP, 4:G xR @Axfﬂqxr, T oxékq_;&r
2L RuURI, % e Je R, 1:TRID R T RaR,
Bﬁfoxggqx%%

3 ¢, définie positive=9f[a(tn,xn)l‘<¢a([fxnll) theﬁﬁg, Vxnegkq

. . R {3}
3 ¢_ définie positive=>|Ia(tn,xn)ll<¢;(|]xn||) theﬁfo, Vxneﬁﬁq

a(t ,x ) =0<=>x =0 the°60
a(tn,xn) =0 <=> x = 0 thecég

- -~

les matrices A, A, B et B sont & coefficients bornés dans leur domaine de
définition

Afin de simplifier les écritures les relations (1) et (2) seront réécrites sous



la forme :

X
n+1 n n n

")

n+1 n n n

1.1. - ModelLes de meme ondre

Dans cette partie les modéles (1) et (2) correspondent & deux repré-
sentations distinctes obtenues en utilisant les vecteurs &tats x et x de méme

dimension et de méme nature : il vient q=gq, r =r, g=9, Q)A-_.%]\ .

L'écart entre ces deux modéles provient de la nature des méthodes d'identifica-
tions mises en oeuvre. Les moddles étant de méme dimension, les relations (1)

et (2) peuvent 8tre réécrites sous la forme

-~

- x = A (an—an) + (An—An) a +B -3B (5)

X . =A a +3B (6)

-~

nous allons maintenant envisager deux cas selon que (an,an) est égal 3

(xn,xn) ou non.

~

J.1.1. - Sysiteme pour Lequel (an,an) =(xn,xn)

Les deux modéles sont de ls forme

* *
Xp1 Ay X P By Yn (7)

Les équations (5) et (6) prennent alors la forme particuliére suivante :
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— - - - + —~
n+1 n+1 An(Xn Xn) M (An An)X (Bn Bn)un (8)
Xoeq = A x + 3B u (9)
soit ys) :ER?+§R$ une NV réguliére définie sur %5 =R

Les propriétés des normes vectorielles définies au chapitre II impliquent les

inégalités ‘
~ * %\ ] * ¥
(x =) + o[ (&%-AT)% | +p((2"-5")u ) (10)

- %
n n n n

Plxppy )< DA

-~ -~

) <pAfx)  +pEu) (1)

n+1 n

A partir des définitions présentées en (II.3) il est possible de définir un
systéme de comparaison du systéme (8),(9) qui généralise la notion de systme

. e . . k -
de comparaison défini au chapitre II. Soit en effet g ;Q%? 4}gh+ une NV régu-

liére du vecteur u , nous pouvons définir le systdme de comparaison :

1 * * T 1 * X
Z M A M A -A M B ~-B
n+1 pp( ) pp( ) z pq( )
= + afu_) (12)
2 A*) 2 M (}g*) n
21 0 Mpp(A z_ g
I1 vient z1 > p(x_, - ; ) et z2 > p(; )
- “n4m n+tm “n+n n+n n+nm

~

o 1 2 _ ‘ ___A
¥ u e U et V(zn, zn) = (p\Xn Xn),P(Xn))

Deux cas sont alors & envisager selon que le systéme de comparaison est linéaire

ou non

a) Dans 1l'hypothése linéaire, la relation

-~

Max{p(Mpp(A*)) , p(Mpp(A*))} <p< 1 (13)

permet de définir une limitation de 1'écart des vecteurs états des deux systimes

initiaux.



En effet, en notant

T T
zT = [21 . 22 ] : z1 , 22 e Ek)k (14)
n n n n n
z = 1lim z_ et q,,= max qfu)
® oo o w ue W (15)

nous avons pour le systéme de comparaison

1 * 1 * T 2 »* T
z =M A z + M A -A z_ + M B -B
o pp( ) oo PP( ) . pq( ) Q1b
(16)
2 “%, 2 ~%
z_ =M A + M B
o pp( ) Z Pq( ) QL

soit pour la valeur limite

~

¥, =1 *
(1 - MPP(A )) Mpq(B )

N
[}

T
(17)

* Sk, “x,~1 “x
+Mpp(A AT)(T MPP(A ) )Mpq(B ):]

o3
]

1 *,\—1 *
(1 - Mpp(A )) [Mpq(B -B")

nous avons donc pour l'écart entre les &tats des deux modeéles soumis & la méme

commande u la majoration :

-~ A

. *y\—1 * T * ¥ ¥yy—1 ok
lim p(x_—x ) < (I-M__(A (M__(B"-B )+M__(A"-A I-M__(A M_ (B") (18
p(x,mx,) € (T (47 0 (8785 e (4%-2%) (T, (%) T (3D q, (18)
I1 est possible de remarquer gque la relation (13)peut stinterpréter & partir

de la relation (18) comme une condition de stabilité entrée-bornée, sortie-

bornée /11/.

La condition (13) est nécessaire, de plus elle implique, les matrices M (a®)

et M (A*) étant & €léments non négatifs que les matrices (I - Mpp(A*))_1 et

Pl

P -~
(1 - MpéAﬁ) ! existent et sdent elles mémes & &léments non négatifs /12/ (inverses

"de M-matrices).

b) Lorsqu'il n'est plus possible de dé&finir un systéme de comparaison & coef-
ficients constants tel que 1'inégalité (13) soit vérifiée nous pouvons définir

simplement un systéme de comparaison d'ordre deux du systéme (5),(6).



Ceci peut s'effectuer soit directement en prenant une norme p scalaire soit
par majoration & partir du systéme (12) en utilisant une norme scalaire ¢ défi-

nie sur'gkk. I1 vient alors le systéme de comparaison de la forme :

A z" + (19)

~

* - . . .
d'ou en notant P (xn~xn) , soit la norme p(xn—xn) si p est une norme scalaire,

soit la norme LP(p(xn—gn)) si p est une norme vectorielle

lim q#(xn—;n) € (1 - m11)—1[£1+m12(1—m22)-1n2 ] (20)
100

1.1.2. - Modeles de Ra fomme générale (1},(2)

Lorsque les équations (5),(6) ne peuvent se ramener & la forme (8),
(9) il est possible de se ramener i 1'étude d'un systdme de comparaison &

coefficients constants de la forme (21)
z = 7+ (21)

avec en utilisant les notations définies au chapitre II

' 11 Kxk
My o= (uy5) 8 30

-~

y pi{Aij(t,X,AE)(aj(t,x)‘;j(t,x))}

u.. = Max(0, sup — ¥i,j = 1,2,...k
d Q pj(xJ-xJ)
_ ¢ 22 kxk
p. (A..(t,x,A,E)a.(t,x))
122 = Max(0, sup ——id — ¥i,j = 1,2,...k
1] J
Q p; (x9)

d



_9)4_

=
i

12 kxk
12 = (Hy5) € 6&+

p.{(Aij (t,%0,E)=8 5 (£,%,0,E) Ja (¢ ,x)}

u?% = Max(0, sup = = ¥i,i=1,2,5...k (22)
1J N p.(XJ)
J
R X
N1"Wﬂ esz‘+
v, = Max(0, sup(p; (B(t,x,u) - B(t,x,u))) ¥i= 1,2,...,k
9]
_ 2 X
2 2 .
v, = Max (O, sup(pi(B(t,x,u)) ¥i=1,2,...,k
1Y)

le sup étant défini sur le domaine §

Q: te"‘@o, xe Y, x—x e:?*,Ae@A,Ae@ ,E6E, Ee€, ue L

Le domaine QQ* n'étant pas connu & ce stade de 1'étude, il est
nécessaire de fixer & priori un majorant ih du vecteur p(xn—xn), ce majorant
étant au plus égal i la valeur maximale de p(xn—xn) pour xn’;n € 8? domaine
de variation admissible pour 1'état du processus. Il convienten fin d'étude
de vérifier si la limitation trouvée pour 1l'écart des vecteurs état est Dbien

compatible avec la majoration fixée & priori :

Lorsque les matrices M11 et M22 sont telles que

max(p(MH), p(Mgg))s p < 1

nous pouvons majorer 1l'écart limite de 1'état défini pour les modéles (1) et (2)



. ~ -1
lim p(x -x_ ) g (I-M,,) (N +M, . (I-M
n n 11 112

)71 N) (23)

22 2

1.2. - Modeles d'ondrne distinets

Lorsque les deux mod@les du processus étudiés sont d'ordre distincts
il vient par exemple q<g, dans ces conditions i1l n'est plus possible d‘utili-
ser directement la méthode présentée en 1.1.
Soit alors y, un vecteur de Slq défini & partir du vecteur X et tel que

1'on ait

x = P Yy (24)
Pe Squq » matrice de rang maximum choisie de facon & faire correspondre

les composantes de méme nature des vecteurs Xy et Vq-

En notant P  un pseudo-inverse /13/ de la matrice P telle que 1l'on ait

PP = Iq (25)

la relation (2) " peut &tre réécrite

-

- o~ -~ -~ — "
P A(tn,P N A En)a(tn,P yn)+ P B(tn,P yn,un) (2")

J n®

n+1

Les relations (2) et (2") sont bien équivalentes lorsque la relation x, =Py,
» o o

est vérifiée 3 1'instant initial tn ; la vérification de cette propriété s'ef-

fectue immédiatement en multipliant®la relation (2%) 3 gauche par la matrice P.

Nous sommes ainsi ramenés au cas du probléme &tudié en 1.1 en remplagant le

modéle défini en (2) par celui défini en (2").

En pratique, il est possible de prendre pour le pseudo-inverse de la matrice P
la définition de Moore et Penrose /14 [/ La matrice P #&tant de rang maximum

il vient dans ce cas :



- +

P =P

la condition (25) se vérifie alors aisément.

Lorsque le systéme (2) admet la forme (T7)

yn+1 =

= pl(p P

T)—1
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+ % + 2
PP AF P.y +P B u
n n n n

11 vient

description qui conserve bien la forme initiale.

1.3, - Application a £'etude de La stabilité d'un processus imparfaitement

Adentifde.

Soit le systéme d'ordre 3 décrit par une relation de la forme

X
n+1

u
n

avec comme informations :

- T p¥ _ *
An = A+ An,Bn = B+An, k(un) =ku + k (un)

(AaB) =

k = 0,8

1 2
ax +bx
n n

0,75

0,2

0,05
0,03
0,01

3

2

0,48
0,3
0,1

0,02
0,02
0,01

A x + B k(u)
n n n n

0,2
0,2
0,1

0,01
0,01
0,01

lK*u )| < 0,2

0,7
0,5
0,1

0,03]
0,02

0,01]

(26)

(271)

(28)

(29)

a et b coefficients de réglage que 1l'on souhaite ajuster de fagon & accroitre

la stabilité du processus c'est-d-dire dans ce cas & limiter 1l'amplitude de

ses oscillations.



Prenons & cet effet un modéle du méme processus de la forme

xn+1 = A X + B u (30)
avec
1 0,48 0,7
A= B = (31)
0,75 0,3 , 0,5
—AA1 AA2 _ A M
un =a X, + b X, = C Xn

Pour le moddle (30) le choix des valeurs

= - 1

=-1,2

[ S 4

permet un amortissement rigoureux du régime transitoire en un temps fini /15/

/16/. Il vient en effet X 4o = 0 ¥x oo

Nous allons utiliser ces valeurs déterminées sur le moddle (30) pour le modéle
(26) qui correspond i une représentation plus exacte, bien qu'imprécise, du

processus et estimer 1l'écart entre les évolutions des deux processus.

Notons & cet effet Yn e fR? un vecteur tel que l1l'on ait
;n =Py, (32)
le choix
1 0 0,1
P = (33)
0 1 0,2

permet de représenter (30) sous la forme :

yn+1

+ ° +
P AP yn + P B un
- (34)

CPx
n n

u

ce qui correspond & un modéle de méme dimension que le modéle initial avec :

} 1,0k -0,02
¥ =1 |-0,02 1,01 (35)
"~ 1,05 ’ ’

0,1 0,2
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Ce choix de P = pr(p )"

conduit & écrire (34) sous la forme

+
Ve = P (A+BC)P Yy,
soit
0,293 -0,352 ~0,041
Y41 = 0,24k -0,282 -0,032 Y,
0,076 ~-0,091 -0,010
Avec le réglage ka = a , kb = b il vient pour le moddle (26) :

0,2 *0,08 -0,36%0,056 0,2+0,01

x = |0,25%0,05 =-0,2 *0,044 0,2%0,01 X,

n+1
0,1 %0,02 -0,02%0,022 0,1%0,01
Pour le choix de la norme scalaire p

1 2 3
p(x) = |x}] + [x2] + |x]

il vient avec les notations définies en (22)

m, 0,802 m, = 0,613 m,, = 0,725

o]
l

= 0,272 n, = 0

soit d'aprés (20) et compte tenu du réglage adopté

lim p(xn) = lim p(xn—yn) < 1,38

n-—>c n->o

+

+0,1L46
0,104
10,022

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)
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11 - Etude de La stabilité Locale de cerntains cas critiques de stabilite

Cette section a pour but de montrer 1'apport possible de 1l'utilisation
des systémes majorants dans 1'étude de la stabilité de certains cas critiques,
1'étude spécifique des cas critiques ayant déji fait l'objet de nombreux tra-

vaux, en particulier au LAAS /4/-/7/.

Afin de simplifier la présentation nous nous limiterons aux cas critiques du

second ordre.

L'étude de la stabilité locale d'un état stationnaire d'un systéme
discret non-lin€aire peut en général se déduire de 1l'approximation linéaire
du modéle récurrent adopté. Supposons & cet effet que, le point d'équilibre

du processus étant ramené i 1l'origine il vienne une équation d'état de la for-

me
x1 = g x1 +D x2 + h1(t ,x1,x2)
n+1 n n n n n ()41)
2 _ 1 2 _ .2 12
X, =cx +dx =h (tn,xn,xn) (E??\
383y
Uue f
x;,xieg%, h1,h2:<60x8{2+824 -j

avec les conditions

1 2
n (t_,0,0) B%(£,,0,0) =0 ¥t ectz

les fonctions h' et h2 n'admettant pas de développement limité en xl et

2 . . . . .
X d'ordre inférieur & 2 au voisinage de l'origine.
Deux cas peuvent €tre considérés. Lorsque le rayon spectral de la matrice A

a b
A= (42)
c d

est strictement inférieur 3 1'unité, le point d'équilibre x, = 0 est localement

stable.
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Dans le cas contraire : p(A) = 1 1l y a cas critique au sens de Lyapunov et
1'étude de la stabilité locale de 1'&tat d'édquilibre x_ = O du processus néces-
site de tenir compte des termes non-linéaires h1(x;,xi) et h2(x;,x§).

Deux cas peuvent se présenter selon que la matrice A admet des valeurs propres
réelles ou complexes. Dans le premier cas l'une des valeurs propres au moins
est de module égal & 1'unité. Dans le second cas les deux valeurs propres,

qui sont alors complexes conjuguées sont de module unité ; ce cas va nous con-
duire & généraliser & une description sur les corps des complexes, les proprié-

tés de majorations qui ont été définies sur le corps des réels.

2.1. - Majoration d'un processus décnit sur Le corps des complexes

Nous noterons ]oc] le module de o € &

lo] = Ya.o (43)
avec c;—(complexe conjugué de &
De la méme fagon nous noterons pour un vecteur x € ‘€q

xl] = /% .x (1)
la. norme hermitienne du vecteur complexe x qui est la généralisation sur le

corps des complexes de la norme euclidienne définie sur le corps des réels.

Avec ces notations les résultats du chapitre II s'étendent ais€ment au corps

des complexes.

o/

Lorsqu'une récurrence du second ordre admet un cas critique de stabilité
-multiplicateurs complexes un simple changement de base permet de domner & la

matrice A (L2) 1la forme

[cos ¥ - sinq]

siny cos

Le systéme (41) s'écrit alors

1 . 1

X o1 cos P+ a11(tn’xn) sin P+ a12(tn,xn) X
= (45)

X2 siny+ a.. (t_,x_) cos ¥+ a,  (t_,x_ ) X2

n+1 21 ’n*"n 22 ' 'n’"n n
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Une description sur le corps des complexes définie & partir de la relation

(45) par le changement de base :

1 1 . 1
¥, J X,
2| T ] : 2 (46)
vy J -
dans lequel j2 = -1, conduit & la relation :
= L
Y1 B(t »y,) v, (L7)
avec
v, (n) = ¢4 La (n)+a, (n)+j(a,  (n)-a, (n) = 5_,(a)
11 2711 22 12 21 22"
=1 - —3 =
b,,(n) = 5(a , (n)-a,,(n) J(a12(n)+a21(n)) b, (n)
La matrice B(tn,yn) est alors diagonale pour yn]xn =0
Soit p(yn) = Iynl une NV de dimension 2 du vecteur ¥y i1 vient le systéme ma-
jorant
lb11(n), o, (n)|
Py ) % ply,) (48)
o, ()] o ()]
d'ol le systéme de comparaison (L49)
a b
n n
zn+1 = zn ()49)
b a
n n
2 2 1
311(n)+a22(n) a21(n)—a12(n) 2
avec a = ((cosy + ) + (sin¢+ )
n
2 2
] 2 2, 1
o =2((a, (m)may, () + (ay,(n)tay, () ) 2
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- La matrice M(B) définissant le systéme majorant admet une forme remarguable :
elle est symétrique et égale au produit de son rayon spectral par une matrice

bistochastique /17/

a b
n n

a +b a +b

n n n n
M(B)= (an+bn) (50)

b a

_n —n_

a +b a +b
n n n n

Dans ces conditions 1'étude de la stabilité du systéme de comparaison & partir
de la norme du max, de sa duale ou de la norme euclidienne conduirait néces-
sairement aux mémes conditions de stabilité locale /18/ de 1'état d'équilibre

x =0 soit a +b £ c < 1.
n n n

2.2. - Application & L'étude Locale de cerntains cas critiques de stabilité

Nous proposons deux exemples d'étude de cas critiques & 1l'aide des
systémes majorants le premier correspondant & des multiplicateurs réels et le

second & des multiplicateurs complexes.

2.2.1. - Cas cnitique a multiplicateurs néels

soit le systéme décrit par la récurrence :

x1 = 1 + 11(x2)2
n+1 X “n
, (51)
2 _ 2 _ 1,2
Xn+1 O’hxn (Xn) *n

Il est possible de lui associer la représentation matricielle &quivalente sui-

vante : o
x1 1 - (x2) 2x1 x2 x1
n+1 n n ' n n
(52)
2 1 2 2
n+1 *n *n 0,k *n



- 103~

Le choix de la NV p

T _ 1 2 '
P (xn) = { |xn] , V2 |xn| ] (53)
conduit au systéme majorant symétrique :
2
11 -(x2) | /2 |x %2
n n' n
plx ) < p(x ) (54)
vz |x x2 0,k
n'n

L'application du théoréme (II.S5) qui correspond & l'utilisation d'une fonction

de Lyapunov de la forme :

v(x ) = plx )" plx ) (55)

permet alors de conclure & la stabilité asymptotique de 1'état d'équilibre

x, = 0 du processus.
I1 vient en effet :

Av = vix
n n

) vl € aD) [P - 1] pix) (56)

La condition Avn < ¢ v, avecc négatif s'exprime sous la forme

2.2 ]
1-(x5) ] -1<0
| ol \ (57)

2 2 2
-(]1 - (xi) | 1) 0,6 - 2(x;) (xi) > oJ

La plus grande &quipotentielle comprise dans le domaine défini par les condi-
tions (57) correspond & v(xn) = 0,3. Il en résulte un domaine de stabilité

- vis & vis des conditions initiales défini  par la contrainte

) £ 0,3 (58)
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2.2.2. - Cas critique a muliiplicateurns complexes

Soit le systéme décrit par la récurrence vectorielle

1 1 2 1,3 1,°2 2
X471 = X, cosy - x sinW+ 8,25 (xn) + O,75(xn) x (59)
3 2
2 _ 1. 2 _ 1 1,° .2
X_,q = X, sin@+ x_ cos® - 3,75 (xn) + 2,25(xn) X
il lui correspond la représentation matricielle
! +82(1)2—'q’+0 (1)2 x!
X 41 cos\P ,25 x ), - sin 515 X, n
2 | 1,2 1,2 2 (<o)
X siny - 3,75(xn), + cosy + 2,25(xn) X

Le changement de vecteur &tat défini par la relation (46) permet de majorer

la suite récurrente ¥, selon la relation :

1 / : 1
Iyn+1| *n bn /Iyn!
< (61)
2 2
&Iyn+1| bn ®n lynI
avec 5 4 5

1
[+4 2 5
a = (1+ ()7 (10,5 cosp- 4,5 sinP+(x]) (122 42 ))?

n
(11,25(;;:1)1‘) %

L}

b
n

D'aprés le théoréme (II.S5) l'existence d'un domaine 4 de R2 tel que
"1l'on ait x=06kg et

a +b_ € c<1 (62)
n n

implique que 1'état d'équilibre x = O du systéme (59) est asymptotiquement
stable.
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la condition (62) donne

(x;) < B'_LS sinq’ - 10,5 COS\-P_ 6,1 (63)
21,51

L'existence d'un domaine Y non vide vérifiant (62) implique la contrainte

4,5 sin@ - 10,5 cosy> 6,7
soit

(o] [o]
103 ¢ WP < 211 (64)

Lorsque cette contrainte est vérifiée nous pouvons donc conclure & la stabi-

1lité locale de 1'état d'équilibre x = O.

Afin d'expliciter les calculs et d'indiquer un domaine certain de stabilité

o]
vis & vis des conditions initiales du processus (59) prenons ¥ = 120 .

Compte-tenu de la relation (46) la NV du vecteur N utilisée en (61) corres-
pond pour le vecteur x a la NV

1 1
2 2= 2 2| =
e = [<x;> + (x0) }2 , [<x;) *-(xi)—] 2‘) (65)

il s'agit en fait d'une NV non régulidre du vecteur x .

La fonction de Lyapunov utilisée dans théoréme (II.5),de la forme (55), corres-

pond alors &

1,2 2,2
vix) = 2|(x]) + () (66)

' o
et pour = 120 1la condition bv < 0 définie en (63) s'exprime sous la
forme

:
|xn| < 0,3k (67)

La définition de v(xn) (66) nous permet alors d'affirmer que le domaine
défini par 1l'inégalité :
2 2
1
(x)) + () £ (0,34)° (68)

n
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est un domaine de stabilité relativement aux conditions initiales de la récur-

rence (59)

111 - Efude de La sensibilité d'un modele d'un processus.

L'étude de la sensibilité /8/,/9/ d'un modéle d'un processus présente
une grande importance tant du point de vue de 1l'analyse (influence des paramé-
tres) que de la synthése (probléme d'optimisation).

Aprés un bref rappel de la notion de sensibilité nous allons indiquer une métho-
de permettant une estimation numérique de la sensibilité d'un processus & ses

divers paramétres.

3.1. - Rappel de fa définition de La sensibilité d'un processus

L'évolution du systdme &tudié est supposée décrite en régime dynamique

par une relation de la forme :

X o f(tn,xn,un,A) (69)

ey = g(tn,xn,un,x) (70)

: ¢
avec u e‘il,(; S%p vecteur de commande et A € ég& C fﬁb vecteur des
paramétres constants caractéristiques du processus par rapport auquel nous

voulons étudier la sensibilité

f : Gﬁ;XERP' X?l be gi)l > gR;q et g : ﬁﬁ;xg{ﬂ leJbex +S;Lm

3.1.1. - Sensibilité de £'état

Considérons 1l'effet sur le systéme d'une variation finie AA de 1l'en-
semble de ses paramétres. Si Axn représente la variation de 1'état X a
1'instant t, consécutive i la variation AX il vient

Axn+1 = f(tn,xn+Axn,un,X+AX)- f(tn’xn’un’k) (71)
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Notons Fx(n) et Fx(n) les matrices d'éléments respectifs

ij(fi)
n
(F}({n) i ij Fi,j = 1,25...,Q (72)
n
B, 3(f;)
(Fxhﬁ)ij=""ff" ¥i = 1,2,...,q et ¥j = 1,2,...2(73)
AX
avec
. - 1.1 Joald L3n a
Axi(fi) fi(tn,xn+Axn,..., xn+Axn,xn .,...xn,un,l)
- f.(t x1+Ax1 x'j—1+ij‘1 xj x2.u L)
i''n’>1n “n’""'" “n n *n’""""n’'n’
et
) _ 1,11 TR 2
AAJ(fi) = fi(tn,xn+Axn,un,A AN o GATHANY XY L AT

1 1 11 1=1 ] A
£, (8, +hx 5u s +A NS ALY ,AJ,...,A )

dans ces conditions la relation (71) peut &tre réécrite

Ax . = Fx(n) hx  + 3A(n) A (T4
Lorsque la fonction f(tn,xn,un,A) est suffisamment continue et dérivable
par rapport & x et A , Fx et FX sont les approximations au premier ordre

des matrices des dérivées partielles par rapport a x et A.

" En particulier, lorsque la fonction vectorielle f admet des déri-

vées partielles premiféres continues, il existe un point de coordonnées X s A

du domaine défini par les contraintes :

* Axn Axn
S AR e
(75)
b AN AN
4 "‘“2)| 12'
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tel que 1l'on ait

_9f * *
F (n) = 5;— (t »x ou sA") ;
" (76)
_of * *
Fl(n) == (tn,xn,un,A )
En posant Ax
o, = (117)
la matrice de sensibilité par rapport aux paramétres A il vient :
0 4 = F (n) o +F(n) (78)

1l'effet d'une variation AA des paramétres & 1l'instant t conduit a une

variation du vecteur état définie par la relation

Ax = 0 AX (79)

O 4k étant solution de la récurrence (78) pour des conditions initiales nulles.

3.1.2. - Sensibilite de La sontie

En définissant Gx(n) et Gk(n) de la méme fagon que Fx(n) et Fx(n)

il vient pour la sortie dans le cas d'une variation AA & 1l'instant t, ¢

AS = Gx(n) Ax n) A\ (80)

n+k n+k + GX(

soit en tenant compte de (79) et (78)

AS . = (G (n) o

Ntk + Gx(n))AX (81)

n+k

3.2, - Estimation numérique de £a sens{bilité

Une étude directe de la sensibilité d'un processus & l'aide des

définitions précédentes peut dans le cas général s'avérer délicate.
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Nous envisagerons le cas pour lequel il est possible de déterminer
des majorantes a coefficients constants au sens des NVp et p, p et g, r et p

r et q respectivement pour les matrices Fx(n), Fx(n), Gx(n), Gk(n).

Ces majorantes sont définies pour tn,xn,un,)ecé;X~6%qx(lb ngA

il vient
M, = MPP(F (n)) H M, = Mpq(Fx(n) (82)
* *
M = rp(Gx(n)) ; \ = qu(GA(n))

3.2.1. - Sensibilité aux variations des paramitres A

avec les notations (82) il vient

p(Axn+1) €M p(Axn) + My q{AX)

Py

?(Asn) £ M p(Axn) + M;_q(AX)

»

1l'estimation numérique de 1'effet d'une perturbation peut alors s'effectuer

simplement & l'aide du systéme de comparaison & coefficients constants :

Z =M z_ + M q(A\)
n+1 X n A (83)
Yy, = M: z + Mf a(AX)

Si la matrice M, est de rayon spectral inférieur 3 1 les trajectoires du systime
(69) avec et sans variation ne divergeront pas indéfiniment pour une commande

et des conditions initiales identiques.
Le systéme de comparaison (83) implique alors en effet
-1
p(ix) ¢ ()7 1, q(o)

(84)
-1

B

r(as ) < (M:(I—Mx) M>\+Mj{) q(AN)
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En pratique il apparait parfois intéressant de choisir q(A)A) = |AA| afin de

distinguer l'effet des diverses composantes du vecteur AA sur le processus.
Les relations (8L) s'interprétent simplement comme une majoration de 1'amplitude

des oscillations limites de 1l'écart entre les trajectoires du systéme perturbé

par rapport au systéme non perturbd.

3.2.2. - Sensibilité aux variations des conditions initiales.

L'étude précédente concerne l'effet d'une variation des paramétres
de structure sur le processus partant de conditions initiales données et

soumis & un vecteur d'entrée déterminé.

L ]
En fait 1'état initial d'un systéme est souvent mal connu, l'imprécision des
. ” P Pd
capteurs mis en oeuvre dans les processus réels ne permet généralement pas

sa détermination exacte.

I1 convient donc d'examiner 1l'effet sur 1l'é&volution ultérieure du systéme d'une
variation Ax de son €tat initial lorsque la commande u  reste dans un domaine

de variations QL.

Le systéme &tant décrit par les relations (69) et (70);en l'abserce de variation

du vecteur A les relations (74) et (80) prennent la forme simple

Ax | = F (n) Ax a
n+ X n (85)

i}

As G_(n) Ax b
n X n
deux cas peuvent se présenter selon que la récurrence définie en (85 a)

est stable ou non, la matrice Gx(n) étant supposée & coefficients bornés.

- Dans le premier cas, le systéme posséde la propriété de stabilité du régime
forcé /9/ /10/ /20/ c'est-3-dire que l'effet des conditions initiales sur le

systéme tend & disparaitre au cours du temps.
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Lorsque cette propriété est vérifiée, le comportement du systéme soumis &
une commande donnéedevient trés rapidement dépendant de cette seule loi

de commande, c'est-d-dire indépendant des conditions initiales.

Le probléme se raméne, M étant une majorante constante ou non induite par
N Ay

une NV p, & un probléme d'étude de stabilité qui a déjd été envisagé au

chapitre III.

~

~ Lorsqu'il n'est pas possible de conclure & la stabilité de la récurrence
(85 a), la matrice FX(n) restant cependant & coefficients bornés, il est
parfois possible de donner une majoration de 1l'écart entre les trajectoires

du systéme &voluant avec et sans perturbation des conditions initiales.

En effet, supposons qu'il soit possible de majorer la relation (85), & l'aide
- des NV p et r, sous la forme (86)

p(Ax_..) € M p(Axn) + N

n+1

(86)
r(Asn) < M p(Axn)

X . ~ . .
dans laguelle DAELE&E k est une matrice & coefficients constants de rayon

spectral inférieur & 1l'unité et N 69&5 est un vecteur constant.
Dans ces conditions il vient :

lim p(Ax_) < (T-M)7' W
Trroo (87)

lim r(As ) < v -M) n

n->oo

On retrouve bien la propriété de stabilité du régime forcé s'il est possible

d'obtenir une majoration de la forme (86) avec N =0 et p(M) < 1. .
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Conclusion

Les diverses applications des normes vectorielles et des
systémes majorants présentés dans ce chapitre montrent que ceux-ci cons-

tituent un outil de calcul d'utilisation simple.

En effet dans le cadre d'un grand systdme il est toujours délicat d'effec-
tuer une comparaison rigoureuse des propriétés de deux modéles d'un proces-
sus en vue de son identification et de sa commande. L'utilisation des sys-
témes majorants permet par une réduction de dimensionnalité de simplifier
1'étude. Elle facilite notamment une majoration numérique de 1'erreur intro-
duite par un changement de modéle compte tenu de la précision connue des
paramétres déterminés lors de l1l'identification. D'autre part elle permet la
détermination de la sensibilité du modéle & une variation de ses divers para-

métres.

D'un point de vue distinct 1l'utilisation des systémes majorants en vue

d'étudier les cas critiques de stabilité peut parfois permettre de détermi-
ner avec un minimum de calculs un domaine fini dans l'espace d'état ou / et
dans l'espace des paramétres du systéme pour lequel on est assuré de la sta-

bilité du processus.
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CHAPITRE V

Essal de synthise d'une négulation d'un ghoupe turbo-alternateur & une

reswchaugfe

Introduction

Nous proposons dans ce chapitre d'appliquer les techniques de
majoration & un avant projet de synthése de la commande d'un processus
industriel. Il s'agit ici d'un groupe turbo-alternateur pour lequel la
structure du modéle et les valeurs des divers paramdtres qui le caracté-

risent ont été déterminées par 1'ED F /1/.

Les groupes turbo alternateurs & une resurchauffe sont appelés

d fonctionner dans des conditions trés variées

(i) alimentation du réseau interconnecté Ouest européen,
(ii) alimentation d'un réseau isclé & la suite de perturbations,
(iii) marche 3 vide

Dans les asservissements envisagés la régulation de la vitesse
du groupe est obtenue par action sur l'ouverture des soupapes d'admission
de vapeur de facon & compenser l'effet des diverses perturbations. L'avant
projet que nous proposons s'attache 3 montrer comment les résultats des
chapitres précédents permettent d'envisager le principe d'une régulation
N

a& caractére discret pour les groupes turbo alternateurs usuellement comman-

dés selon des techniques continues.

Comme il n'est pas toujours possible de détecter & la centrale le passage
pour le groupe d'un fonctionnement sur le réseau interconnecté a un fonc-
tionnement sur réseau isolé, la compensation doit pouvoir convenir quelle que

soit 1l'évolution possible du réseau.
P
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Cette notion est tré&s voisine de celle de stabilité connective
et sera étudiée 3 1'aide des techniques de majoration déja présentées

(chapitre II).

Ce travail est essentiellement unavant projet, en effet, la mise
en oeuvre d'une régulation d'un groupe alternateur par des techniques discré-
tes nécessiterait une &tude complémentaire en particulier 3 propos des sécu-
rités qui en cas d'incident doivent &tre parfaites, le processus mettant en

oeuvre des puissances trés importantes.

- Description du processus StudLe

Nous envisagerons 1'étude correspondant au cas d'exploitation le
plus fréquent, pour lequel la turbine est alimentée par le corps haute pres-—
sion (HP) et les soupapes moyennes pression (MP) sont 3 pleine ouverture.
Certains groupes sont alimentés par le corps moyenne pression lors de la
marche & vide et de prises en charge d'importance trés réduite par rapport
8 leur puissance nominale. A un instant donné, la puissance des groupes qui
alimentent le réseau et dont la turbine recoi. la vapeur exclusivement par
l'admission du corps MP est faible devant celle des groupes recevant la va-
peur par l'admission du corps HP. Leur influence sur la stabilité du réseau
est donc négligeable. Par ailleurs l'apparition d'une marche sur réseau isolé
pendant une période de démarrage est suffisamment peu probable pour qu'elle

ne justifie pas d'étude particuliére.

Le groupe est appelé & fonctionner en asservissement d'ouverture, ou en asser-—
vissement de puissance, pour alimenter ainsi soit le réseau interconnecté,
soit un réseau isolé. Enfin il peut fonctionner en marche & vide en asservis-

sement de puissance.
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Il est généralement admis que pour assurer une bonne stabilité au réseau
interconnecté il est suffisant que chaque groupe soit stable en réseau isolé
et que tous les groupes couplés 3 un méme réseau présentent des réponses
identiques & une m&me perturbation de la consommation. Cette conception

permet en effet d'éviter les transferts de puissance entre groupes.

Nous allons envisager dans cette étude le cas d'un fonctionnement en asser-
vissement de puissance, le groupe pouvant alimenter indifféremment le réseau

interconnecté ou un réseau isolé.

1T - Descrdption des turnbo alternateuns et du réseau

Cette étude concerne dans un premier temps la stabilité des groupes
pour de petites perturbations. Dans ce cas l'hypothése de linéarité peut étre
conservée. L'influence des non-linéarités est envisagfe ensuite apr@s synthd-

se du mode de régulation selon 1l'hypothése linéaire.

Trois sous ensembles caractéristiques permettent de représenter le groupe
~ La turbine qui fournit une puissance motrice fonction de 1l'ouverture des

socupapes du corps haute pression.

~ Les masses tournantes, dont l'accélération angulaire est proportionnelle
8 1l'écart entre le couple moteur de la turbine et le couple résistant cor-

respondant & la puissance électrique fournie par le groupe au réseau.

-~ L'alternateur et le réseau dont la puissance électrique est fonction de

la vitesse du groupe.

2.1. - La turbine

I1 est possible de distinguer trois éléments /1/
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a) - Le corps haute pression (HP)

I1 fournit une puissance motrice proportionnelle dans le rapport o & la

puissance de la turbine qui est elle-m&me fonction de la course des soupapes.
La fonction de transfert liant la puissance fournie par le corps HP &

la position des soupapes s'éerit

Lo (1)
1+4p

En un point de fonctionnement, le gain généralisé G entre les Ecarts
relatifs de débit et les écarts relatifs de position est en général diffé-

rent de 1l'unité.

b) - Le circuit de resurchauffe

La relation liant la pression du circuit de resurchauffe & l'ouverture

des soupapes HP peut s'exprimer par la transmittance

G . — (2)
(1+tp) (1+TRp)

¢) - Les corps moyenne pression (MP) et basse pression (BP)

Ils fournissent une puissance motrice représentant une fraction (1-o)
de la puissance de la turbine, les soupapes d'admission du corps MP &tant 3
pleine ouverture.
Compte tenu des hypothéses généralemeht adoptées, la relation entre la puis-
sance fournie par les corps MP et BP et 1l'ouverture des soupapes HP s'écrit

donc

G 1-a (3)
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7.2. - Les masses touwrnantes

L'accélération angulaire du groupe est proportionnelle d 1l'écart
entre la puissance motrice et la puissance absorbée par l'alternateur et in-
versement proportionnelle au temps de lancer. Celui ci correspond au temps
que la vitesse mettrait pour passer de zéro a4 la vitesse nominale si l'on
appliquait le couple nominal & 1l'ensemble des masses tournantes. La relation

entre la vitesse et 1'€cart s'exprime donc par la relation:

1
_— (L)
po

2.3. - L'alternateun et Le néseau

I1 est possible de distinguer deux cas selon la nature du réseau :

- Réseau interconnecté

La représentation tient compte des puissances échangé&s sous la forme
d'un terme proportionnel et d'un terme intégral de la vitesse, ce qui suppose
que les écarts de puissance du groupe ont une influence négligesble sur la
fréquence du réseau. Dans ces conditions, la relation liant la puissance

€lectrique produite et la vitesse du groupe s'exprime sous la forme:

% (A+Bp) (5)

— Réseau isolé

La représentation tient compte de l'autoréglage en puissance du
réseau supposé égal a4 1. Le couple résistant est constant et la puissance
absorbée est proportionnelle & la fréquence. Les masses tournantes du ré-

seau sont supposées négligeables devant celles du groupe.
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circuit de resurchauffe et
corps MP et BP

’

gain en détit des vitesse v
soupapes -
corps HP
/
commande T o + APT
1 1-
du groupe ——3 G2 + )| W —
T+t 1+4 1+ +Tp)
-P tp (1+gp) (1 I8 T,p
_%,,,.———'”““'P -
EBloc d'asservissement des AP
| servomoteurs commandant ©
| les soupapes d'admission de vapeur :
! ) R(p) oty
N

Puissance absorbée
par le réseau

Lgure 1

figure 1 - schéma bloc du groupe turbo alternateur alimentant un réseau.

I11 - Etude préliminaine et présentation de La négulation proposée

3.1. - Présentation de fLa négulation existante

I1 existe trois constructeurs de turbines en France:Alsthom,
CEM, Jeumont Scheider (RATEAU RIVA). Chacun propose un schéma différent
pour la régulation en vitesse ou puissance. Mr A. Bonnelie /1/ a montré
cependant qu'il existe un schéma suffisamment général pour les représenter
tous.
Afin de décrire la régulation actuellement mise en oeuvre, la régulation

Alsthom sera prise en exemple.
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3.1.1. - Régulation en asservissement d'ouverture

consigne de vitesse

_ ‘ 1
I 1+t1p

tachymétre

1 Turbine ™ Alternateur -J

consigne de 1
puissance asservissement 14+T4D
d'ouverture

” A v
¢! réseau 1solé

P : réseau interconnectéd
A Rem —2°*
A+Bp+TOp

Le régulateur de vitesse est constitué par un gain C%) = 25 pour assurer

un statisme de L4%.

TN
4 g
H i;y_'\)
{ im0
AT ¥
S «
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3.1.2. - Régulation en asservissement de puissance

consigne de vitesse

d'ouverture

" +
p ﬁ
! +
UIQ
s

consigne de
pulssance

Pour obtenir une fermeture plus rapide des soupapes sur incident
une action dérivée de la vitesse (accélé&ctachymétrique)

mateur & travers un seuil et n'intervient donc pas sur la stabilité

Le schéma commun aux trois constructeurs se retrouve sous la

Lgure 3

+
1+t,D B
tachymétre
alternateur
v itesse
1 .
- Turbine -
dp
uissance
alternateur
—3 )
agservissement ~
Wattmétre |q

s'ajoute sur

le som-—

du groupe.

forme :

puissance

consigne
+
1+T1p " :
—
1+T2p / 1+t1p
‘ alternateur
v
1+Tp 1 .
Tp K jppr 1+tpp %  turbine
] alternateur
e
3’
1 ~
+T.p [ vattmdtre e
3
1+Thp
1+Tp consigne

gigure 4
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& condition de prendre

T1 =0 T3 =T
2 a L7 q
T =D—= K =9
Qp 0
= = -9
t2 d § Qp
si Qo = Q._p = 6£6H et q =1 la détermination du régulateur se raméne

a la détermination de D.

3.1.3. - Principe des @tudes de stabilits effectudes aux études et recherches

de L'EDF

Les études ont été faites sur le schéma commun aux trois constructeurs.
Les coefficients suivants sont 8 déterminer:
T

T,, T,, T, K

19 29 3

Ils doivent conduire & la stabilité que le réseau scit isolé ou interconnecté.

Une premiére &tude est faite en supposant le réseau isolé, des coefficients
s'en déduisent. I1 convient alors d'étudier si le réglage reste acceptable en

” . . - .
réseau interconnecté. Dans la négative, 1'opération inverse est & effectuer.

3.2. - Prnésentation de La rnégulation proposiée

Nous proposons d'effectuer ici une étude préliminaire & la synthése
d'une commande de type mixte continu-discret. A cet effet nous allons envisa—
ger une régulation totalement discréte de la turbine afin de mettre en évidence

certaines caractéristiques de ce type de commande et de les comparer avec celles
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des commandes continues actuellement existantes.

Dans le cas de la commande continue, les actions des retoufs en vitesse et
en puissance sont découplées. De fagon semblable, nous envisagerons pour
définir une régulation de type discret une modulation différente des signaux
provenant des boucles de vitesse et de puissance.

I1 en résultera une commande de type multimodulée /2/ définie & partir des
vecteurs de commande caractérisant les actions respectives des retours en
vitesse et en puissance sur chacun des pSles intervenant dans les diverses

fonetions de transfert susceptibles de définir le processus.

La méthode utilisée consistera & déterminer les réglages & adopter de fagon
i accroitre la stabilité du processus, 1'étude étant effectu€e sur un majo-
rant commun aux deux modes de fonctionnement en réseau isolé ou sur réseau

interconnecté.

3.2.1. - Représentation adoptie pour Le ghoupe turbo alternateur et fLe nréseau
dans un fonctionnement en asservissement de puissance

a) groupe turbo alternateur alimentant un réseau isolé.

Dans un fonctionnement sur réseau isolé&, en notant t1 et t, les constantes

3

de temps respectives du tachymétre et du wattmétre il vient pour les boucles

ouvertes de vitesse et de puissance les transmittances respectives :

1= 1 1

L (p) =(1+t2p)(1+;p) (ot 1+TRp) (+T_p) (1+t,p)
(6)
A G 10, 1 1
LQ(p) _(1+t2p)(1+§p) (ot 1+T P (1+T0p) (1+t3p)

La recherche d'une commande de type discret conduit & choisir une
période d'échantillonnage des informations telle que 1l'influence des constantes
de temps t, et t3 des appareils de mesure puisse étre négligée sans erreur

appréciable au niveau d'un avant projet. Fn conséquence, les transmittances
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des chaines de vitesse et de puissance peuvent &tre considérées comme iden-

tiques dans un fonctionnement sur réseau isolé.

I1 vient alors, en utilisant une décomposition de cette fonction de transfert
selon la méthode des modes une représentation du processus sous la forme d'une

équation différentielle du L"° ordre.

Soit :
- L 0 o 0 1]
t
2 1
o 0 = 0 0 1
x = 1 x + u (7)
0 0 - 0 1
T
R
0 0 0 —a; 1
- G—ﬂ e —
xT = (x1, x°, x3, xh)
(7")
v = Cx
35 = Cx

Q
§

= [01, Cps Cy Ch]

avec u signal de commande fonction des écarts de vitesse et de puissance par
rapport aux valeurs de consigne et fonction de la nature de la régulation uti-

lisée.

b) Groupe turbo alternateur alimentant le réseau interconnecté.

Dans ce cas, avec les notations précédemment adoptées les fonctions de trans—
fert en boucle ouverte des boucles de vitesse et de puissance admettent, en

négligeant les constantes de temps des appareils de mesure, les expressions

respectives
1 G 1= D
! -
L v(P) (1+t2p)(1+«_;p) e+ 1+TRp)(A+Bp+TGp?T
(8)
1 G 1- & A+Bp
L} = X+
S)(P) (1+t,p) (1+tp) ( 1+T.p (A+Bp+T,p°)
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En notant A_ et A6 les racines (complexes)de

p)

ABA+ T A2 = o

I1 vient alors le modéle mathématique :

e - -
i 0 0 0 0 1
2
1
° 0 s 0 0 0 1
x' = N x' + u' (9)
0 0 —E 0 0 1
R
0 0 0 A 0 1
>
¢ 0 0 0 >\6 1
avec
va - [xv1, xvg, X'3, xv)"" x'5 x'6]
(9")
v = C'x'
f(j = C" x!

les C'i et C"i représentant les résidus relatifs aux divers pOles des fonctions

de transfert L&(p) et Léj(p) respectivement.

I1 vient

Cl

[c% » Cps €35 CJs c]

C"

[cq » Chs CY, c;, cg]
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3.2.2. - Déginition du mode de négulation et choix de La neprésentation discrite.

3.2.2,a) Princdpe de La rnégulation

Soit T la période d'échantillonnage adoptée. Le choix de cette
période s'avére particuliérement important car elle définit le temps mini-
mum nécessaire de réaction & un incident. Afin de simplifier la présenta-
tion de la méthode de régulation proposée nous n'étudierons pas le critére
de choix de la période d'échantillonnage ; toutefois dans une &tude plus
compléte ce probléme devrait &tre envisagé.

La période d'échantillonnage T étant donc fixée, 1'évolution du processus
en régulateur est régie par une relation récurrente de la forme (10) dans
un fonctionnement sur réseau isolé, et de la forme (11) dans un fonction-

nement sur réseau interconnecté.

X =A. x +B. Cx +B' Cx (10)
n+1 1is n 1s n 1s n
1 - ' 1 1 " 1
xn+1 Aint xn + Bint ¢ xn + Bl nt c xn (1)
avec
D, =e 2, Dyze 5 Dy=e R, Dy=e » Dg=e ~ , D =e
A, = Dlag(D1, D,> Dss Dh)
_ T
Big = [bys by by 1] (12)
B! = [b], b), vL, bf]
A; . = Diag (D1, D,» D3, DS,‘D6)
_ 4T
int = [Pps o b3’ bgs )
Blog = [b]» 235 b4, bL, D J

Dans cette notation les vecteurs lignes C, C', C" ont ét& définis en (7')
et (9'). Les vecteurs Bis et B. d'une part et B! et B! nt d'autre part
caractérisent 1l'effet au bout d'une période d'echantlllonnage de la loi de

commande u(t). (Chapitre I)
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Le signal de commande u dé&fini dans la relation (7) est cons-
titué dans 1'intervalle nT;(n+1)T de la somme de deux signaux u, et u,.
Chacun d'entre eux est constitué d'une impulsion linéairement modulée en
amplitude respectivement par v etézl valeurs de la vitesse et de la puis-
sance mesurées 3 1l'instant nT.
Les vecteurs B, et Bis s'identifient donc & x

1s n+1
ment lorsque 1l'écart de vitesse ou 1l'écart de puissance est égal & 1'unité

lorsque xn=0 respective-

1l'autre grandeur étant nulle /2/. Les vecteurs B, . et B! . sont définis
in in

de la méme fagon.

Les vecteurs de commande étant choisis, il est toujours possible, lorsque
1'hypothése de commandabilité est vérifiée,de déterminer un &lément de com-
mande que nous noterons RC, de nature analogique ou numérique, &laborant la

loi de commande correspondante /3/. Il existe théoriquement une infinité

de solutiors, en pratique le choix de 1'élément RC est guidé par des contraintes
d'ordre technologique ainsi que par des considérations d'optimalité ou de

dynamique du comportement du processus.

I1 vient le schéma de régulation :

consigne de vitesse

tachymeétre o e Y

Alternateur

RC

v

Alternateur

g

wattmétre }t——-——————4

consigne de puissance
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Dans le probléme que nous étudions nous pouvons considérer que le systéme
de commande RC sera d&duit des valeurs déterminées pour les divers vecteurs

de commande qui viennent d'8tre définis.

3.2.2. b) Déteunination d'une représentation discrnéte unique du fonctionne-

ment du groupe

Notons e une variable prenant la valeur 1 si le groupe fonctionne

sur réseau isolé et O dang le cas contraire.
*1  *2 %3 ¥h  *x *6
Notons x_ , X , X 7, %X 4, X 5, X
n n n n n n

des décompositions des fonctions de transferts du processus relatifs aux pdles

les états associés aux éléments simples

. 1 1 1 1
respectifs - —, - 7, ==y = =, Ao, A .
t,' & Tt T U5 U6
L%
Soit X, le vecteur
1 %2 ¥3 5 6T

* * * * * * *

X, = [xn s Xy X T, e X T, (1-en) X ,(T—en) X } (13)
I1 vient la représentation unique :

* * *
X = A (en) X (1h)

. * e el .
avec pour la matrice A (en) la déflnltlon sulvante :
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u

(942 ,049a%0+%a) (Yeo-1)

(fago+%a7 0)("s-1) (%a mo+mpmo+mQVAcw|_v

(¢ado+8a20) (%e-1)

($ago+%ain) (Ma-1)

(ta9,0+ta%0) (%o-1)

Am

(

(

(

Q0+ wn,m

tagoeta$o) (emy)

%a50+%a%0) (%o-1)

LaSo+taSo) (Y-

0)("e- L)

A:9+:pvzo 0+ 0

§

(%a+%q) 5%

Amp+~pv:o

a+q) %

(9a5049450) (Yauy)

(3 p=o+mQWOVA -1)

qu+:pvm

(Eafoe€a®o) (Tomt)+

Amp+mpvmozm+ma

Awpmo+ meVA o-1 )+

u
Amp+m mo 3

Q)

A Q.:O+ Q.mOv Aﬂmlw v+

Awp+_gmo

(7a50+%a50) ("o-1)  (Jatoedaln) (Yenr)

Amm S.C S 1

Quo+ Q.OVA wlwv A.D:O+ Q.OVA wlwv

(Ta+Tq)® (Ta+Tayto
($a%+%a%0) (Po-1)  (Satorfalny(Fe-1)
.p+ gw Amn+mpv
22 232 2 1 u

(Vano+7a70) ( muﬁv* A.p=o+ p.OVA o—1 )+

($a+%q) % e+

u
(+aSo+taS0) (To-1)+

u
Amp+_pvm Amn+_pv_o o+

o
=3
254

R
= (o),

(%a+%q)to"e

u
(tatortatoy (Fe-t)e

'a
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IV - Synthese de L'asservissement

4.1. - Detemination des paramiines

de néglage

Nous avons vu que la détermination de la régulation s'effectue a

partir des composantes bi et bi des

divers vecteurs de commande.

A cet effet nous allons définir un majorant du systéms (15) de

dimension plus faible.

Le processus

0,125 s 3 t =
0,4 3 A

0,1 s 3
200

no

.
?

que nous &tudions correspond sux valeurs

numériques suivantes :

12,5 s ; T

o
16 T

8 s ;G=1,T
1

TR =
B

’ S

I1 vient avec les notations définies en (7') et (9')

c1 = -0,425 204

03 = +0,230 802

C; = -0,366 955

) = +0,319 892

cry = -0,914 055 1077

cl = “g = 0,023 547 -
"o AN oL -

c5 = Ty 1,053 367

D, = 3,3546 10

D3 = 0,92311

Dy = Dg = 0,068245 -

C, = +0,3k0 102

Cy = -0,145 737 (17)
c? = 3,302 614

cg = -1,279 569

'y = 0,227 051

0,031 675 J

1,176 346

D, = 4,539 107

D) = 0,882496

0,361 493 j

Le choix des variables d'état permet alors de distinguer trois sous ensembles

pour lesquels les pOles associds sont de méme ordre et de méme nature soit :

1

et x
n

*3
X
n

x’“1 et x*2

n n °’

x6

et x
n

X*5

? n
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L'influence de chacun de ces ensembles de variables sur les autres peut &tre
particularisée simplement en effectuant un partitionnement en blocs 2-2 de

] *
la matrice A (en) selon le mode

*
Ay A A
* * * *
Av(e ) = | Ay, Aoy Aog (18)
* %* ¥
A3 Bgp Agg

Nous allons déterminer les réglages & effectuer sur le systéme de facgon &
accroitre sa stabilité quelque soit le mode de fonctionnement. A cet effet
nous allons définir un majorant constant de la matrice Mx(en) déduit de la
norme vectorielle p(x: ) qui correspond au partitionnement de la matrice A*(en)
défini en (18) :
pOf) = (] o123 L ) (19)
n n n n n n

-~

La matrice majorante &tant & coefficients non négatifs son rayon spectral est
une fonction croissante de l'ensemble de ses él&ments. En conséquence nous
pourrons accroltre la stabilité du systéme de comparaison en choisissant un
réglage qui minimise les &léments de la matrice majorante.

A cet effet nous allons chercher un réglage, compatible avec les contraintes
physiques imposées au processus qui minimise le rayon spectral de A*(en).

Un changement de représentation défini sur chaque sous espace correspondant
au partitionnement défini en (18) nous conduira alors au résultat recherché

pour la majorante.

. * .
Pour en = 1 la matrice A (1) admet deux valeurs propres nulles, si
nous notons 015 Ops 03, o)+ les fonctions symétriques fondamentales des quatre

autres valeurs propres il vient les relations

L 3
Di - O1Di + 02

jgi (Dj—Di)

2
Di GBDi + 0)4

ci(bi+b§) = ¥i=1,2,3,4 (20)
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8i 1l'on choisit de minimiser le temps de réponse dans un fonctionnement
P

. .. . * .
sur réseau isolé, il convient d'annuler le rayon spectral de A (1) soit
0, =0,=0,=0) =0 (21)

I1 en résulte pour le groupe étudié€ les conditions

C1(b1+b;) = -5,36337 10| => b +b) = 1,26136 10710
. -18 _ _ -17
C2(b2+b2) = 4+5,21496 10 => b2+bé = 1,53334 10 (22)
03(b3+bé) =-20,98737 => b3+bé =-90,9321
ch(bh+b;+) =+19,18130 => bn+bgL =-131,6159

La nécessité d'assurer la prépondérance des coefficients b, sur les b clest-
d-dire de la boucle d'asservissement de vitesse sur celle de puissance ne nous

permet pas d'imposer de la méme fagon les valeurs propres de A*(O).

Le choix des divers vecteurs de commande s'effectuera en vue de minimiser les

coefficients de la majorante de la matrice A*(en).

P P . N . * - ~
Les &léments des blocs de la premiére ligne (A1i) de la matrice A¥ sont a va-

leurs numériques faibles pour en=1.

Afin d'une part de conserver cette propriété et d'autre part d'assurer une
importance prépondérante de la boucle d'asservissement de vitesse sur celle
d'asservissement de puissance nous choisirons les composantes b! et bé faidvles

1
devant by et b2 soit

b} = 0,0k b, et b} = 0,04 b (23)

2
Ce qui équivaudrait au choix d'un statisme de 4% dans une régulation de type
continu.

Le bloc A22 admet des valeurs propres trés faibles pour en=1, afin de conser-
ver cette propriété pour e =0 nous choisirons b3 et bé de facon & vérifier

' LN
D3 + C3b3 + C3b3 0
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I1 vient alors compte tenu des relations 22 et en imposant bﬂ/bh

bﬂ = 0,0hbh
b, = 1,21115 10710 b} = 4,84615 10712
b, = 1,47436 10717 b} = 5,89746 10719
(2k)
b3 = ~79,78712 bé = -11,1L4497
b), =-126,55375 bﬁ = -5,06215

Les quatre premiers paramétres de commande peuvent paraitre faibles, ceci

est en fait du au choix particulier de la représentation qui conduit & un
mauvais conditionnement de la matrice A%. Un simple changement de base de
type diagonal permet de remédier & cet inconvénient.

Le choix des paramétres de commande non encore déterminés nous permet d'annuler
*

a4 la fois le bloc A;Q et les valeurs propres du bloc A33

il vient
by = -4,573791 + 1,167007] b = (-18,13+h,69809j)10-h
(25)

Avec ces réglages 1'équation de fonctionnement du processus prend la forme

X . Ale)
et = ®n’ *n

la matrice A(en) étant définie par le tableau suivant :
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4.2. - Etude de fa stabilit? du réglage.

Afin de vérifier la stabilité du processus nous allons effectuer
un changement de base bloc diagonal permettant d'une part de rendre réels
les &léments de A" et d'autre part d'obtenir un meilleur conditionnement de

cette matrice.

Soit P 1le changement de base :

P = diag (P1, P2, P3)
M1 0] M 100 I -3 1 -0L6TO
_ e
P, = ,P,= 35700 (21)
0 1 0 151, 1 j 0o 1

Les matrices P2 et P3 sont définies en conservant 1l'un des vecteurs de base du
sous espace concerné et en prenant comme second vecteur de base le vecteur rela-
tif & la valeur propre la plus faible en module du bloc correspondant.

I1 en résulte

1 0 1 ~-0,6605 1 +0,L670 1 1
=5 (28)

0 1 0 0,006605 0 1 i)

4.2.1. - Hypothése Lintaire.

Dans le cas de petites perturbations il vient le modéle :

y = Ale) ¥ (29)



139 -

Acmn_vwmomm,o

u “ e
(73=1) gz 0bLs 2~

u o
(73-1)c _0169°L-

b

("o-1)LLLE D

Anmupvm_Nm_.o

u e
(73-1) ;_oren°s

u o e
( muﬁv:_lo_om f-

u

u
=]

u
9

it

u
=

8

E}
ol

:lovm -

_01gE“n~

_uo=»maﬁ

_oreen‘l

Anwuwvo
Aswu_vo

u
29002°0~

u

5, _0U66° 1~

u
AaouﬁVA@_no_vo

3g,016207°€

u
(3=t (oo
u

w .a
__noﬁ_a c

(“o-1)gn¢ Le-
("e-1)gs €91~
a9562-
(“o-1x5292U-"2£09¢ " | -

("o-1), 06685
Yo, oreees

u . ¢

(o-1),  _oveLite

u
° ,_016ge‘n

("a-1)99¢21]
("o-1)251 4181
ammmmm.o

("o-1B6261 5 L00L¢ 1

.HH L]
Y or6Lse
1016159~
Acm-_vg-o_@:mm,m
ﬂH < €
o;-oﬁm:mm €]



- 140 -

Dans ces conditions, en choisissant pour la matrice A(en) un partition-
nement tel que celui défini en (18) et en prenant pour chaque sous espace la
norme obtenue en faisant 1la somme des modules des composantes il vient qelquesoit

e, la majorante a coefficients constants :

3,3610'h 0(107%) 0(10712)
M = 11,6 0,201 0,221 (31)
201 0 0,3177

1 N 6\ T
p(y) = (vl + 1521 193]+ Iyl o 192l + |vol)

L'application du théoréme 2 du chapitre III nous permet alors de
conclure & la stabilité du processus quelque soit le mode de fonctionnement
si le rayon spectral de la matrice Myest inférieur a l'unité. Il est équi-

valent de vérifier les inégalités :

1—3,361o'h ~0(1079 1—3,361o‘h ~0(1079) -0(107'2)
1-3,3610* > 0 , >0,
11,6 1-0,201 -11,6 1-0,201 -0,221 >0
-201 0 1-0,3171
(32)

Le rayon spectral de la matrice majorante reste en fait inférieur & 0,32 ,
cette propriété résulte de la méthode utilisée pour la synthése consistant

& minimiser les &léments de la majorante.

De plus, 1l'écart relatif par rapport 3 la puissance de consigne est inférieur
& 107 au bout de Ts. Cette durée s'avére compatible avec le temps de réponse
imposé par EDF pour la boucle d'asservissement et qui doit &tre compris entre
5s et 20s.
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4.2.2. - Hypothise non Lindaire.

Nous allons maintenant étudier l'effet de non lindarités sur la stabi-

1ité du processus pour le réglage proposé.

Le gain du groupe turbo alternateur n'est plus supposé constant et
égal & Go = 1,7 mais susceptible de varier en fonction du niveau du signal de
commande. Dans ce cas 1l'étude précédente s'avére insuffisante.

Notons B un paramétre tel que les variations admissibles du gain G = Go(1+B)

soilent définies par la double inégalité:
G, (1-By) < G < o (1+f) (33)

Nous allons rechercher une valeur de BM = Max ]BI telle que le processus

soit stable pour toute non linéarité vérifiant la contrainte (33).

Dans le cas d'un fonctionnement sur réseau isolé (en=1), 1'évolution du pro-
cessus peut &tre décrite simplement en substituant au gain G la valeur G(1+8)

dans la représentation (30).

I1 en résulte 1l'équation de fonctionnement

“%
Vis ne1 - Pis Yig D (34)

T _ .1 2 3 L

yiS = (yis’ yis’ yis’ yis)
'3,35&6,10'1‘—5,3633_10'11(8+1); h,289.1o’11(1+B).,2,91.1o'”(1+8) ;1,h33.1o'1°(1+8) '
-6,519107 '8 (148) . 14,5399107°  3,4029107 10(148) ; 1,970 10 (148)

+5,21910™ g ;

1,7007(1+8) . =1,3603(1+8) ;—h,9910"5—o,9e37s; -h,3810_h—1+0,81+8
10,3696(1+B) . =0,2956(1+8)  3-0,2006(1+8) : -h,610"h—0,879h33_

Le choix de la norme vectorielle p
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1 2
|yis' + lyig
ply; ) = [ygs| (35)
L
b’j_s'

-

permet de définir la majorante de la matrice Ai

11(

[3.36107 %k,29107 8 , 2,02107 T(148,) , 1,4410710( 148 )
By M M

Ma; J= [1,701(148)) 5107740,9237 B,  +4,3810" +4,08k B (36)
-L
0,37(1+8),) 0,2006(1+8,,) 4,610 "+0,888,
avec BM valeur maximum admissible par le coefficientlel caractérisant

la non linéarité du groupe.

-~

La matrice M(Ais) étant & coefficients constants nous pouvons appliquer le

théordme 2 du chapitre III.

I1 apparait alors que la contrainte BM € 0,35 permet de conclure & la stabi-
1ité du processus pour le réglage proposé.Le gain G doit donc vérifier 1la

double inégalité :
1,105 < G < 2,295

Cette condition est une condition suffisante de stabilité, il est a noter
toutefois que le temps de réponse du processus majorant est une fonction

croissante de 1'écart du gain G avec sa valeur nominale G = 1,T.

Une &tude semblable montre que la condition de stabilité du groupe fonctionnant
sur réseau isolé implique pour la régulation proposée la stabilité dans un fonc-—
tionnement sur réseau interconnecté. La régulation &tudiée présente donc une
certaine tolérance sur la définition du modéle et en particulier sur les non-

linéarités qu'il est susceptible de comporter.
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Conclusion

L'étude proposée montre comment il est possible d'envisager la syn-
thé&se d'une régulation discréte pour un groupe turbo alternateur & l'aide
des techniques de majoration.

Un certain nombre de caractéristiques semblables & celles qui apparaissent
pour les régulations actuellement utilisées peuvent €tre mises en évidence.
En particulier lacompensation proposé&e montre le découplage des actions sur
la régulation de vitesse des boucles d'asservissement de vitesse et de puis-
sance. D'autre part, la notion de statisme apparait €galement sous la forme
du rapport des gains intervenant dans les deux boucles ainsi que le montre

l'exemple &tudié.

La réalisation d'une régulation telle que celle proposée n'est pas
envisageable directement dans 1'état actuel de la technique en raison de la

nature continue des sécurités relatives & l'asservissement de vitesse.

Les actions des deux boucles, de vitesse et de puissance étant décou-
plées et les rapports des gains &tant de méme ordre quellequesoit la nature
continue ou discréte de la régulation, il est possible d'envisager une régula-
tion de type & boucles superposées /1/ de caractére mixte continu-discret.

Une telle régulation, continue en ce qui concerne la boucle d'asservissement de
vitesse présenterait les garanties de sécurité qui existent actuellement, sans
avoir & intervenir au niveau de la conception de la turbine ce qui est diffi-
cilement envisageable. Par contre une action discréte de type multimodulée
agissant au niveau de la boucle d'asservissement de puissance et se superpo-
sant & la précédente pourrait permettre de diminuer sensiblement le temps de
réponse du groupe en ce qui concerne les changements de régime tout en augmen-—
tant la stabilité du point de vue de la régulation de vitesse et de la sensi-
bilité aux non linéarités.

Une telle méthode de régulation, de caractére hybride, permettrait de concilier
les avantages des régulations actuellement existantes et ceux des compensations

de type discret.
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Conclusion genérnale

L'utilisation de systémes majorants d'un processus discret permet

Ry ey g - R g ey ] R - S
%i}.’”c’ﬁ\f.z_b&g%}ﬁ ag 1agon nouvelle L'&tude de

sion égale au nombre de sous systémes mis en osuvre. La
majorant, indépendant de 1'évolution des intéractions entre ceux—ci, permet

d'aborder simplement les problémes de stabilité connective. De plus les im-
précisions d'identification, lorsqu’'il est possible d'en Avaluer les limites,

ne constituent pas un obstacle & la détermination d'un modéle de comparaison.

Une contributicn esserntielle des travaux présentés réside & notre sens dans
la définition de systémes de comparaison non linéaires pour lesquels une contrainte
sur Lo seul reyon spectrael perad e conclure 4 la stabilitd., Il en résulte un

élargissement de la classe des systémes discrets de grande dimension suscepti-

bles d'8tre &tudids.

Un autre apport important concerne la présentation d'une méthode nouvelle de
construction de fonctions de Lyapunov de type scalaire qui constituent le fon-
dement de critéres de stabilité d'application simple.

L'approche de la stabilité réalisée avec les outils présentés permet leur utili-
sation en vue de la synthése de régulations de type discret. C'est ainsi que nous
avons proposé un avant projet d'une commande discrdte d'un groupe turbo-alterna-

.

teur. '

Deux autres applications importantes des systémes majorants peuvent
€tre envisag€es : d'une part la commande des processus par calculateur en temps
réel avec les problémes de modélisation correspondants,et d'autre part certaines
études de traitement numérique de données relatives aux processus continus ou discres

C'est dans ce sens que nous envisageons maintenant d'orienter nos travaux.
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- ANNEXE 1

Plus petite des majorantes d'une matrice A

relative & une nomme p.

Ia) Une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice A
de dimension finie admette une plus petite majorante relative a la norme p

est que celle-ci soit réguliére.

- La condition est suffisante.

Soit x un vecteur défini sur un espace ﬁ: et /%a, ’%é,..., )%:k

un recouvrement de fﬁ.

Notons M(A) la matrice d'éléments

p, (Ax)
mij(A) = Max —~my—
x€0j pj

Si p est réguliére M(A) est la plus petite des majorantes

relative a p.

En effet, il vient ¥x :

p; (Ax)
Pi(AX) < Z Pj(x) Max ‘I')';’G{-)—-

dJ
b'd G’Z.
J

La régularité de p implique l'indépendance des sous espaces
4fi et 4§j ¥i # j. Il en résulte donc que M(A) est la plus petite des

majorantes relatives & p.
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~ La condition est nécessaire

Supposons que p n'étant pas réguliére induise une plus petite des

majorantes M, pour toute matrice A.

A

Tl existe au moins un couple d'indices 1 et J tel que 1l'on ait

X. A/’(fj= ’Zij# ¢

i
Prenons un vecteur particulier Xy de ﬁﬁaj n'ayant pas de composante
-dans les autres sous espaces.

Il vient par définition de M(A)

p;(Ax) < m.. p.(x)) + m s pj(xo)

Nous constatons qu'il existe une infinité de couples m . mij

vérifiant la contrainte précédente, en particulier il est possible de choisir

1'un de ces éléments égal & zéro l'autre étant alors fixé.

Cette propriété étant contraire i l'hypothése de l'existence d'une

plus petite des majorantes la norme p ne peut donc &tre que réguliére.

Ib) Si la norme est réguliére, la plus petite des majorantes M(A)

qui lui correspond est une norme sous multiplicative de la matrice A.

La propriété de norme est é&vidente, montrons la sous multiplica-
tivité.
Désignons par A et B deux matrices carrées de méme ordre et X un

vecteur de dimension correspondante,

Il vient par définition de la majorante
p(ABx)< M(A) p(Bx)< M(A) M(B) p(x), ¥x 670
d'ou M(AB) < M(A) M(B)

puisque par définition M(AB) est la plus petite des majorantesde AB.



_1h9..

ANNEXE 11

Rechenche de M-minorantes nelatives & une noime

vectornielle néguliihe

IIa) Soit un vecteur défini sur l'espace'€’= 451 @ 452 6... {5k

et X; la projection de x dans l'espace ffi.

Représentons par Z l'ensemble des matrices réelles kx k
dont les €léments diagonaux sont positifs et les éléments hors diagonaux
négatifs ou nuls. Notons de plus Zm l'ensemble des minorantes de A appar-

tenant & Z.

Une condition nécessaire &vidente pour que A admette une M-

minorante est que Zm soit non vide.

Proposition :
Pour que Z, s04% non vide L faut et {L suffit que Ztous Les
blocs diagonaux AL{ sodlent néguliens.

- La condition est nécessaire :

Soit N = (nij) appartenant 3 Z s il vient
N.p(x) < p(Ax) v e ¢

pour tout X; non nul appartenant a é?i il est possible d'écrire

d'ou
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p.(A..x.)

n.. < inf { ; 1L 3 =5,.(A..)

11 (X) 11 11

1 1
xie f%

n.s est positif puisque NGZm, 11l en résulte que Sii(Aii) est lul meme

positif d'ol Aii non singulier
- la condition est suffisante :

8i tous les A;; sont réguliers, la matrice m(A) minoraate de
la matrice bloc-diagonale A extraite de A est réguliére. La minorante

N(A) de diagonale m(A) positive est une Z minorante : Z  est non vide.

IIv) Nous supposerons pour la suite A non singulier.

Notons

N(A) = m(8) - M(87)
La matrice N(A)

N(A) = m(A) (T - M(3))
est minorante de A.

En effet il vient ¥x € ¢

m(A) {p(x) - M(J) p(x)} < m(A) {p(x) -p(Jx} < m(A) p(@-J)x)
soit

N(A) p(x) < p(A(I-J)x) = p(Ax)

Il en résulte de la définition de la minorante N(A) 1'inégalité :

N(A) < N(A)



Théoneme

Une condition nécessaire et suffisante pour que La matrice A
admette une M-minorante relativement & P est que La minorante

N(A) = m{a) (I-M{J))
804t elle-méme une M-matrnice, c'est-a-dire que :
p(M{J)) < 1

Cette condition est suffisante, montrons qu'elle est nécessaire,

Supposons que la minorante N = D - DU
avec

0 <D £ m(A)

0<MU) fU

soit une M-matrice. Le rayon spectral de U est alors inférieur é 1'unité.
I1 en résulte la contrainte
p(M(J)) = p(U) < 1

et par conséquent N(A) est elle-méme une M-matrice.
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ANNEXE 111

Matrnices inndductibles - Matrices non négatives

111a) Définition

Une matrice A d'ordre q, d'éléments a3 est dite réductible
si et seulement si l'opérateur correspondant A a un sous espace de

coordonnées invariant de dimension v avee Vv < q.
Dans le cas contraire la matrice A est dite irré&ductible.

Théoneme de Perron FROBENIUS

Une matrice non négative irréductible. A a toujours une valeur
caractéristique réelle et positive X qui est une racine simple de 1'équation
caractéristique et est supérieure aux modules de toutes les autres valeurs
caractéristiques. A cette valeur caractéristique "maximale" XA il corres-

pond un vecteur caractéristique VA de A de coordonnées strictement positives.

IIIb) Soit une matrice non négative A d'ordre q possédant q-1 lignes
d'é€léments constants. Dans ce cas le vecteur propre relatif 3 une valeur
propre donnée A = AO est nécessairement de direction fixe puisque g-1

relations suffisent 3 la déterminer.

Notons



_15)4_.

ayy 815 e a1q
a4 a5 e a2q
A= . .
a a a
g-1,1 g-1,2 q-1,q
¥ * *
L al Q2 - 7T 1,9

dans cette présentation seuls les

Si vV

(i =1,..., q) relatif & la valeur propre A>0 de la matrice A,

il vient

a11 - A a5 ene
a21 a22 ~ A eee
_?q—1,1 aq_1’2 .o

e

ar. (i=1,2,..., q) sont non constants.

d1

1,q9-1

2,9-1

a
g-1,9~1

%

X représente le vecteur propre de composantes

a
| q-1,9;

Lorsque la matrice A admet un rayon spectral inférieur 3

l'unité, la matrice A1(X)



ayq - A a5 N a1,q_1
asy a5 A aeee a2,q~1
A (A = . . .
_?q—1,1 21,2 ceee & 1,q-1 " %J

est 1'opposé d'une M-matrice, il en résulte que l'inverse de - A1(A)

existe et est & éléments non négatifs.

Il vient alors

- o -
o 1,9
. = a —1 .
a(-A, (1))
o a
] q—t ! q—hg_

La valeur caractéristique de plus grand module de A et la

direction propre correspondante sont donc simultanément invariantes lorsque
sont vérifiées les conditions

~ les éléments de A sont non négatifs,
- A posséde une seule ligne d'éléments non constants,

- les valeurs propres de A sont de module inférieur & 1l'unité,
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