


Le Ritravaie phédenté dam ce mémoihe a é$é eddectud au Labo/rab&e 

de SyatihaZLque de t lUnivmx;té des  Sciences et Techniques de L U e  1 40Ub 

la cheot ion de M o n b i ~  l e  Prrobeaaewr F .  Lawrent. 

Now e x w o n b  Itade noMe g-de poutr C'enbc2gnement 

qu ' i î  a au noud &pensa et L1accucLt qu'AR noua a rrébeirvé au aein de 

' hon équipe. 

M o u i e m  L u e n t  a su h é 4  mpidement et e6bicacemen;t nou4 W e n  
à kk irechache et now a gludé d w n t  toute L'ékkborration de c&e these avec 

t e  s@~Leux 4k la compétence qLU l e  cahactéhibenX, ad en noud encowageant 

de sa chaude amLtLé. 

Momiem Ce P r r o d e 4 4 w ~  R. GabxReahd noud a gmndement hanorré6 en 

a c c e p m  de bien voutoih p h é ~ i d a  noMe Jutry. C'esZ avec la plu6 g d e  
bienvci.Uance qu ' i l  a accepze de noua conbci.Ua p o u  lu d e  au po in t  dédi- 

W v e  de noa Rhavaux et noua aommea hewreux de expnima ici no&e 
I _ 

ptodonde g/rcxitikude. . *,A .. 
21- 1 

. , 

Now tenons a exyuUmm no&e Mèa vive heconMai6aance à Monbiwn 
Le Prrodedaei~ L j T ~ n u j i r  p o u  l ' in téhé t  q u ' a  a pohté a noa Mavaux. IL  

now a p e m i ~  pm aa Rhèa W e  compétence d m  Le domaine de L'étude de la 

a , tabWd de @he évolua Rhèa sensiblement noMe &avait  et now a auivi 

et &dé Rhèa rrégdièrrement mdghé lu did~ic&éa dues 13 C'éloignement géo- 

ghapkcque. Noua upértom que l e  contact maintenant e t a b f i  avec bon eqlupe 

de rrechenche be pomLuvtra de daçon ~ /rucRuue .  NOUA 

adrresaonb noa &èa vida et &éa bincêhes rranaciementb poutr avoih bien voulu 

p;-m \y-- -<:k$\ 
j'$( ' jectinii \cl'\ 

rie i$(. S'.ikhLEC , e) 
.- -- /*! * ,; \: i %,./ 

\--SA' 



. m 

M o n s i u  t e  P/tobedam J L  Ab& a bien volLeu accepXeh de noud 
cons &.ta au c o r n  de noa aechaches. L 'in.t&et q u ' a  a montné pou  noo 

m v a u x  noua a p d  d l  apptro(ondVL p&iew  p o i m  de ce mémohe. Sa M 

pébence à no&e J u l j  de thèae noua a phabondément ;touche et noud 
1 

exphonovu ;toute nohe aeconnahaance. 
. . I  

t C '  
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MOUA o n t  appa/ttée &nt huh Ce plan acientidique que am Ce pLan humain. 





Les travaux présentés  dans c e  mémoire cons t i tuen t  une ccn t r ibu t ion  à 

e t  $ l a  synthèse des  processus d i s c r e t s  non-l inéaires de grande dimension. 

I l s  concernent p lus  précisément l a  détermination de  modèles p a r t i c u l i e r s  a ssoc iés  

à un processus d i s c r e t  en vue d 'en  f a c i l i t e r  l ' é t u d e .  

A c e t  e f f e t  nous u t i l i s e r o n s  deux not ions  : c e l l e  de système majorant 

e t  c e l l e  de  système de comparaison. 

Ce dernier  concept a  é t é  in i t ia lement  i n t r o d u i t  a f i n  de permettre 

l ' a n a l y s e  de  c e r t a i n s  problèmes de s t a b i l i t é .  Il c o n s i s t e  à d é f i n i r  une récur-  

rence l i n é a i r e ,  d 'ordre  donné, dont l a  s t a b i l i t é  implique c e l l e  du. processus 

dont e l l e  e s t  déduite. 

D'un point  de vue d i s t i n c t  l a  recherche de condit ions de convergence 

des algorithmes i t é r a t i f s  l i n é a i r e s  a conduit en analyse numérique à l a  dé f i -  

n i t i o n  de s u i t e s  r écur ren tes  également l i n é a i r e s  mais de dimensions p lus  f a i b l e s .  

Cel les  c i  sont  ca rac t6 r i sées  par  un ensemble d ' i n é g a l i t é s  e t  correspondent à l a  

notion de majorant. 

Nous proposons d.ans ce  mémoire une méthode de détermination systéna- 

t i q u e  de systèmes majorants e t  de comparaison, l i n é a i r e s  e t  non l i n é a i r e s ,  asso- 

c i é s  à un processus d i s c r e t  non l i n k a i r e  e t  l e u r  u t i l i s a t i o n '  en vue de l ' é t u d e  

de c e r t a i n s  problèmes p a r t i c u l i e r s .  

Après avoir  p réc i sé  l a  c l a s s e  des systèmes é tud iés  a i n s i  

que l a  représenta t ion u t i l i s é e  pour l e u r  desc r ip t ion  nous rappelerons l e s  dé f i -  

n i t i o n s  usuellement adoptees relat ivement à l a  notion de s t a b i l i t é .  Ce concept, 

in i t ia lement  i n t r o d u i t  pa r  l e s  mécaniciens dans l e  cadre des  processus continus 

a é t é  étendu au cas  d i s c r e t  par  l e s  mathématiciens e t  en p a r t i c u l i e r  par  W Hahn. 

La s i t u a t i o n  des r é s u l t a t s  présentés  par rapport  aux travaux vois;ns e x i s t a n t s  

f a i t  l ' o b j e t  d'une analyse p a r t i c u l i è r e .  E l l e  e s t  s u i v i e  d'une étude permettant 

l a  détermination de systèmes majorants, l i n é a i r e s  ou n o n , r e l a t i f s  à un processus 

non l i n é a i r e  de s t r u c t u r e  éventuellement var iable .  Ce de rn ie r  poi9t  t rouve son 
t 



i n t é r ê t  en p a r t i c u l i e r  l o r s  de  l a  recherche de condi t ions  s u f f i s a n t e s  de  s t ab i -  

l i t é  conneetive, c 'est-à-dire indépendantes de l ' é v o l u t i o n  des  i n t é r a c t i o n s  

e n t r e  l e s  d ivers  sous systèmes d'un processus mul t ivar iable .  

La méthode u t i l i s é e  pour d é f i n i r  un modèle de comparaison d i s c r e t  

e s t  basée sur  l a  notion de majorant e t  s ' é tend au cas  des processus imparfai- 

tement i d e n t i f i é s  ou mal d é f i n i s .  

P lus ieu r s  app l i ca t ions  de c e s  t ravaux sont envisagées dans l a  s u i t e  du mémoire. 

La recherche systématique de condi t ions  s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t é  qui  

t iennent  compte de l a  s t r u c t u r e  p a r t i c u l i è r e  d'un processus conduit à l 'énoncé 

de théorèmes d 'appl ica t ion  simple . Ceux c i  concernent se lon l e s  cas  l a  s ta-  

b i l i t é  l o c a l e  ou g lobale  d 'un système. Une mise en oeuvre des  r é s u l t a t s  obtenus 

e s t  proposée dans l ' ana lyse  du comportement d'un processus de s t r u c t u r e  va r i ab le .  

L ' u t i l i s a t i o n  des majorants permet de d é f i n i r  simplement une est imation numérique 

de l ' é c a r t  e n t r e  deux modèles d 'o rd re  éventuellement d i s t i n c t s  d'7.m même processus. 

De p lus  l a  s e n s i b i l i t é  d'un modèle aux v a r i a t i o n s  de ses  d i v e r s  paramètres peut 
A 

e t r e  déterminée à p a r t i r  d 'un système de dimension r é d u i t e .  

D'un point  de vue d i s t i n c t ,  l a  d é f i n i t i o n  de majorants  d'une s u i t e  

r écur ren te  d é c r i t e  sur  l e  corps  des  complexes permet d 'envisager l ' é t u d e  de  

c e r t a i n s  cas  c r i t i q u e s  de s t a b i l i t é .  

Un avant p ro je t  de  r égu la t ion  d i s c r è t e d b i i  groupe turbo-a l ternateur  

e s t  proposé dans une derniEre p a r t i e .  La l o i  de conunande e s t  dgterminée en 

u t i l i s a n t  un système de comparaison indépendant des  v a r i a t i o n s  de s t r u c t u r e  

dues à l ' é v o l u t i o n  du réseau al imenté par  l e  groupe. 



CHAPITRE 1 

Ce chapitre a pour but de présenter la classe des processus étudiés, 

de préciser les notations adoptées, et de rappeler les principales définitions 

relatives à la stabilité des processus discrets. 

La représentation des processus discrets a longtemps été effectuée 

en utilisant le symbolisme de la transmittance opérationnelle ou transformée 

en Z/1/. Ce choix a été justifié par l'important développement des méthodes 

fréquentielles d'analyse et de synthèse transposées des techniques continues. 

Lorsqu'il s'agit de processus de type multivariable ou fortement non 

linéaires il apparait intéressant d'envisager une représentation dans l'espace 

d'état qui s'avère particulièrement adaptée à un traitement sur calculateur. 

Nous avons choisi de représenter l'évolution d'un processus discret 

par une suite récurrente vectorielle définie par une fonction de transition. 

Après avoir ainsi précisé la classe des processus étudiés, nous rap- 

pelerons les principales définitions relatives à la notion de stabilité telles 

qu'elles ont été formulées par W. Hahn /2/et N. Rouche/3/. 

Dans une dernière partie seront présentées les principales méthodes 

d'étude de la stabilité que nous aurons à utiliser. 



Les systèmes que nous allons étudier sont caractérisés principalement 

par deux ensembles de grandeurs accessibles susceptibles d'évoluer en fonction 

du temps. 

Il est possible de distinguer p grandeurs d'entrées iii(t) 

appartenant à un espace de fonctions du temps noté a et qui constituent 
les composantes d'un vecteur u(t) : 

T T u (t) = [ul(t), u2(t), . * * Y  up(t)l 

et r grandeurs de sorties si(t) définissant un vecteur s(t) : 

Cet ensemble de grandeurs défini par les composantes des vecteurs 

u(t ) et s (t ) s 'avère généralement insuffisant pour caractériser sans ambi- 

guité l'évolution du processus. Il apparait nécessaire d'introduire un 

nouveau vecteur x(t) à q composantes : 

T 

qui constituent les variables, en nombre minimum, telles que leur connais- 

sance à l'instant to et la connaissance de l'évolution des entrées sur 

l'intervalle Eto, t ; t > t ] suffisent à déterminer l'évolution des sor- 
1 O 

ties sur le même intervalle. 

Ces q variables définissent un vecteur état x(t) appartenant à 

un espace vectoriel linéaire et norme % dit espace d'état. 

Nous ne retiendrons que les systèmes pour lesquels ce vecteur 

est réel (sauf dans un cas présenté ultérieurement) et de dimension finie. 

Parmi les systèmes susceptibles d'être représentés sur le mode 

discret il est possible de distinguer en plus des systèmes discrets par 

nature les systèmes à données échantillonnées. Ces derniers sont essen- 

tiellement caractérisés par une transmission de l'information à des ins- 

tants discrets du temps. 



Dans la plupart des cas usuellement rencontrés, chaque fonction 

d'entrée u. (t) est élaborée par modulation des valeurs prises à des ins- 
1 

tants discrets tn (n entier naturel, t *en-) d'un signal continu ei(t). 
n 

soit 

avec 

Nous n'entrerons pas ici dans le détail des divers types de modu- 

lateurs susceptibles d'être rencontrés leur étude ayant déjà fait l'objet de 

nombreux travaux. 

La définition (3) permet d'envisager un fonctionnement totalement asyn- : 

chrone des divers modulateurs pulsés utilisés d'ans l'élaborati~~ des comman- 

des ui(t ) Toutefois cette hypothèse permet difficilement dl aboutir à la 

définition d'un modèle simple de l'évolution du processus. Aussi envisage- 

rons nous dans toute la suite de notre étude uniquement le cas d1échantillon- 

neurs fonctionnant au synchronisme et à la même fréquence pour les divers 

modulateur S. 

Nous allons maintenant présenter les systèmes dont llévolution entre 

deux instants d'échantillonnage consécutifs est régie par une équation dif- 

férentielle linéaire. 

Une classe importante de processus peut être caractérisée par un 

fonctionnement régi par un ensemble d'équations différentielles linéaires 

à coefficients constants. 



* 
Dans cette écriture A désigne une matrice carrée d'ordre q 

?& 
d'éléments constants aij caractéristiques de l'évolution du processus en 

l'absence d'entrées. 

m 
Les matrices B et C, de dimensions respectives qp et qr sont 

les matrices de commande et d'observation /4/. 

L'utilisation d'une représentation dans l'espace d'état permet de 

caractériser simplement le processus à un instant t à l'aide d'une fonction 

de transition /5/ .  

une telle fonction vérifie la relation 

Dans l'hypothèse échantillonnée et lorsque les divers échantillonneurs fonc- 

tionnent au synchronisme il convient de considérer la fonction de transition 

entre deux échantillonnages consécutifs. 

Il en résulte une représentation de l'évolution du processus à l'aide d'une 

équation de récurrence : 

Une telle relation s'obtient simplement par intégration de l'équa- 

tion différentielle (4) régissant 1' évolution du système sur 1' intervalle 

? ~ f  ème + 
En notant B. la i colonne de la matrice B il vient : 

1 



s o i t  pour t = &n+l , en notant Tn - - tn+l - tn 

Cet te  r e l a t i o n  de récurrence t r a d u i t  l a  l i n é a r i t é  du processus à commander. 

 état à l ' i n s t a n t  t r é s u l t e  de l a  superposit ion du régime l i S r e  du 
n+ 1 

système e n t r e  l e s  i n s t a n t s  tn e t  tn+l e t  de l ' e f f e t  des en t rées  u i ( t )  

su r  l e  merne i n t e r v a l l e .  Comste-tenu de l a  r e l a t i o n  ( 3 ) ,  e l l e  peut ê t r e  

r é é c r i t e  sous l a  forme s impl i f i ée  : 

avec l e s  nota t ions  

x n  = x ( t n )  

~ ( n  = exp (A* T ~ )  

Lorsque l a  durée Tn e n t r e  deux échantillonnages consécut i fs  dépmd du seu l  

i n s t a n t  t e t  que l e s  d i v e r s  échanti l lonneurs modulateurs sont l i n é a i r e s  il n 
v i e n t  : 

Dans ces  condit ions,  avec l e s  hypothèses de l i n é a r i t é  du processus, l a  re la -  

t i o n  (10)  prend l a  forme : 



avec 

Cette  r e l a t i o n  dans l a q u e l l e  l e s  matr ices ~ ( n )  e t  ~ ( n )  sont fonc- 

t i o n s  du seul  ind ice  n  (du s e u l  i n s t a n t  t n )  correspond à l a  représenta t ion  

des systèmes l i n é a i r e s  non s t a t i o n n a i r e s .  S i  de p lus  l e s  matr ices  ~ ( n )  e t  ~ ( n )  

sont  constantes E A , B(n) 5 B 

l e  système l i n é a i r e  e s t  d i t  s t a t i o n n a i r e ,  c 'es t -à-d i re  indépendant du temps. 

C 'es t  l e  cas  des systèmes échant i l lonnés  l i n é a i r e s  à période d 'échant i l lon-  

nage constante. 

1.2. - S y h t h a  non f i néa iha  

Lorsque l e  processus comporte des  non- l inéar i tés ,  dues par  exemple 

aux modulateurs, ou e s t  r é g i  par  une équation d i f f é r e n t i e l l e  non l i n é a i r e ,  il 

n ' e s t  plus poss ib le  de d é c r i r e  son Svolution par  une r e l a t i o n  t e l l e  que (13) .  

Dans ce  cas cependant l a  desc r ip t ion  du système par une équation de t r a n s i t i o n  

s e r a  conservée. Nous admettrons dans t o u t e  l a  s u i t e  de c e t t e  étude de nous 

l i m i t e r  aux processus pour l e sque l s  c e l l e - c i  peut s e  r édu i re  en l 'absence 

d ' e n t r é e s  à l a  forme : 

dans l a q u e l l e  : 

- x ( t n )  e Sq représente  l ' é t a t  du système à l ' i n s t a n t  tn e f = ( ~ ,  *OD) 

e t  n un e n t i e r  p o s i t i f  t e l  que tn -t + w lorsque  n  -t + 

- La fonct ion  f  (tn, x ( t n ) )  e s t  de c l a s s e  C ( O  ' O )  , en t e t  x , e t  d é f i n i t  

Y t donné une app l i ca t ion  ponctuel le  à une seu le  détermination d e y  ha n 
d a n s S q .  De plus l a  so lu t ion  @(tn, toy x ) de l a  récurrence (15) 

O 
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de condition i n i t i a l e  to> xo v é r i f i e  l a  r e l a t i o n  

O h n ,  to, Xo) = O ( t n .  tm> x ( t m >  t 0 Y  x o ) )  

- La fonction f v é r i f i e  également l a  r e l a t i o n  

f ( t n >  O )  = O v t  e %  
n (17) 

e t  l ' o r i g i n e  x = O de l ' e space  d ' é t a t  e s t  l 'unique point d ' équ i l ib re  

de l a  récurrence ( 15) s i t u é  dans l e s  domaines 9 e t 9  , fermés connexes 

e t  à compléments connexes, qui  seront dé f i n i s  par l a  su i t e .  

M i n  d'abréger l ' é c r i t u r e  nous représenterons par fo i s  l 'gquat ion 

(15 )  sous l a  forme condensée : 

Compte-tenu des hypothèses f a i t e s  sur  l a  fonct ion f ,  lorsque l e  

processus e s t  d é c r i t  sous l a  forme : 

Xn+ i = A h n ,  n )  xn (19) 

dans l aque l le  ~ ( x , ,  n )  e s t  une matrice ca r rée  d 'ordre  q à coe f f i c i en t s  

non constants,  ceux-ci sont bornés en module pour n e t  xn bornés. 

Un cas  important de systèmes non l i n é a i r e s  correspond am[ systèmes 

composés, formés de sous systèmes plus  simples interconnectés selon l e  mode 

d' équations "suivant : 

i 
x e a représente  l t é t a t  du sous système j à l l ins l :ant  n n 

l T  2T kT 
k 

xT = (xn,  xn, . . . > x ) vecteur d 'o rdre  q = 1 
n n i= 1 

i 

<R S i  
i e s t  une appl ica t ion de dans f i  e t  

h.  une appl ica t ion de 
1 

exs dans . 



Avant de comme.ncer une étude de l a  s t a b i l i t é  des processus multiva- 

r i ab l e s ,  nous a l l ons  rappeler l e s  pr incipales  déf in i t ions  t r è s  générales 

concernant l a  s t a b i l i t é  d'un processus d i sc re t  représenté par son équation 

de t r ans i t i on  t e l l e s  qu 'e l l es  ont é t é  énoncées par  W. Hahn /2/. 

Soit  l e  système dont l ' évo lu t ion  en t re  l e s  instants % e t  n#1 e s t  

donnée par l 'équation de t r a n s i t i o n  

x'b+l = O(n$l. no. Xo) 

e t  dans l e  cas général 

x = O(n, no, xo) Vn 3 no n 

n désignant l ' i nd i ce  de l ' i n s t a n t  i n i t i a l  to. 
O 

L'équation (21) admet l a  solut ion t r i v i a l e  xn = O appelée posi t ion d'équi- 

l i b r e  s i  l a  r e l a t i o n  suivante e s t  v é r i f i é e  : 

Pour t ou t e  l a  s u i t e  de c e t t e  étude notons 1 1x1 1 l a  norme euclidienne du vecteur x 

T 1 1 x 1 1 ~  = x . x (24) 

e t  1 X I  l e  vecteur obtenu en subst i tuant  son module à chacun6 des composantes 

du vecteur x. Les autres normes, s ca l a i r e s  ou vec to r i e l l e s ,  u t i l i s é e s  par l a  

s u i t e  seront déf in ies  ultérieurement. 

L'équil ibre de l 'équat ion aux différences (21 ) e s t  d i t  s t ab le  au 

sens de Lyapunov /6/ 

3 a(&, no) > O t e l  que 



Cet te  d é f i n i t i o n  admet une i n t e r p r é t a t i o n  géométrique simple. La d é f i n i t i o n  

proposée indique que l e  point  r eprésen ta t i f  de l ' é t a t  du processus r e s t e r a  

dans l a  sphère de cen t re  O e t  de rayon E pourvu q u ' i l  s o i t  s i t u é  dans l a  sphére 

de même cen t re  e t  de rayon 6 à l ' i n s t a n t  i n i t i a l .  

L 'origine e s t  d i t e  uniformément s t a b l e  s i  l a  quan t i t é  6 intervenant  dans 

l a  d é f i n i t i o n  de  l a  s t a b i l i t é  e s t  indépendante de to 

Le point  d ' é q u i l i b r e  de l ' équa t ion  aux di f férences  (21) e s t  d i t  

a t t r a c t i f  s ' i l  e x i s t e  un nombre (no)  t e l  que : 

1 i m  Q ( n ,  no, xo) = O Y xo( 1 lx0I 1 < 
n- 

( 2 7 )  

Dans c e  cas ,  l e  point  d ' équ i l ib re  x = O d o i t  nécessairement ê t r e  

i s o l é ,  c 'est-à-dire q u ' i l  e x i s t e  un voisinage de  O ne contenant p s s  de  point  

A v é r i f i a n t  l a  r e l a t i o n .  



Si  de plus  ?'I e s t  indépendant de no l e  point d ' équ i l ib re  e s t  unifor- 

mément a t t r a c t i f .  

Les deux concepts qui  viennent d ' ê t r e  énoncés sont indépendants. 

Tout domaine 3 de l 'espace % t e l  que l a  propr ié té  (27) s o i t  

v é r i f i é e  Y xo (3 8 es t  d i t  domaine d ' a t t r ac t i on  pour l e s  solutions de l a  

récurrence (21) .  

Dé~LnLtion 3 

Le point  d ' équ i l ib re  de l 'équat ion aux dif férences  (21)  e s t  d i t  

asymptotiquement s table  au sens de Lyapuiov s ' i l  e s t  à l a  f o i s  s tab le  e t  

a t t r a c t i f .  

Si  l e  point  d 'équi l ibre  e s t  à l a  f o i s  uniformément a t t r a c t i f  e t  

uniformément s t a b l e  il e s t  uniformément asmptotisuement s tab le .  

Les déf in i t ions  qui  viennent d ' ê t r e  proposées ca rac té r i sen t  des pro- 

p r i é t é s  locales ,  concernant l ' o r i g ine .  Lorsque l e s  propr ié tés  déf inies  en 

2 e t  3 sont v é r i f i é e s  pour t ou t e  condit ion i n i t i a l e  xo nous pouvons par le r  

de s t a b i l i t é  asymptotique i l l i m i t é e  déf inissant  a i n s i  une propr ié té  globale. 

De même, s i  l e  système converge vers zéro Y xo €Q , l e  do- 

maine3  e s t  d i t  domaine d ' a t t r ac t i on  v i s  à v i s  des conditions i n i t i a l e s .  

- S ; t a b m é  abnolue 

Il e s t  également in té ressan t  de dé f in i r  l a  notion de s t a b i l i t é  absolue 

qui a  f a i t  l ' o b j e t  de t r è s  nombreux travaux, en p a r t i c u l i e r  par V.M. Popov /7/ ,  

AM. Aizerman e t  F.R. Gantmatcher /8/ Luré /2/ dans l e  cas  des systèmes con- 

t inus  e t  J a  Cypin / 9 /  e t  Jury  e t  Lee /IO/ dans l e  cas des processus d i s c r e t s .  

La notion de s t a b i l i t é  absolue implique un ensemble de contra intes  r e l a t i v e s  

aux non-linéari tés ou aux paramètres du système e t  qui ,  lo r squ 'e l l es  sont 

v é r i f i é e s  pour tou tes  valeurs  de xn e t  de n, permettent de conclure à l a  sta-  
1 

b i l i t é  asymptotique globale du processus. 

L'étude de l a  s t a b i l i t é  absolue des processus d i s c r e t s  à p a r t i r  des méthodes 

f réquent ie l l es  a surtout é t é  envisagée pour l e s  systèmes d é c r i t s  par des re- 

l a t i o n s  de l a  forme : 



- cas monodimensionnel 
X 
n+ 1 = A  Xn + B f(€,) 

avec 

- cas multidimensionnel 

avec 
i 

E = C. x n 1 n Yi = 1 ,  ..., k 

-- 

L'état dl équilibre x = O du système ( 15 ) 

x(tn+,) = f(tn. x(tn)) = Ob,+, y tn. x(tn)) (15)  

est globalement et exponentiellement stable s'il existe deux nombres réels 

a 1 et 6 > O tels que 

Un ensemble 9 C 9 est appelé invariant si 
a b ,  no, x0) e 8 implique $(n, no, x,) e 8 Yn 



La récurrence (21) e s t  orbitalement s t ab l e  / a t t r a c t i v e  s i  l 'ensemble 

8 invar iant  e s t  s t ab le  / a t t r a c t i f .  

Lorsque ces deux sont vé r i f i é e s  simultanément, l a  s u i t e  

déf in ie  en (21 ) possède l a  propr ié té  de s t a b i l i t  6 asymptotique o rb i t a l e .  

711 - ConciLtiom de b,tabiLiXé d a  aoCudiom d'une nécmence. 

3.1. - Suivant W. Hahn /2/ adoptons l e s  dé f in i t i ons  suivantes : 

- une fonction a ( r )  dé f in i e  sur  [O, rl] e s t  d i t e  de c l a s se  K s i  e l l e  

e s t  déf inie ,  continue, str ictement croissante  pour r e [O, r,] e t  nu l le  

à l ' o r i g ine  

a ( 0 )  = O 

- Une fonction ~ ( s )  e s t  d i t e  de c lasse  L s i  e l l e  e s t  dé f in i e  continue e t  

str ictement décroissante pour 

0 6 s ~ ~ .  s < e t  v é r i f i e  

l i m  a ( s )  = O 
s- 

Avec ces notations l e s  dé f in i t i ons  proposées peuvent s'énoncer : 

- L'équil ibre de l 'équat ion récurrente  e s t  uniformément s tab le  s ' i l  ex i s t e  

une fonction a de c l a s se  K e t  s i  il ex i s t e  p > O t e l s  que 

- L'équi l ibre  e s t  uniformément a t t r a c t i f  s i  3 ri > O t e l  que 

pour 1 lx 1 1 < q il e x i s t e  une fonction a de c l a s se  L t e l l e  que 
O 

( (  b(n,  no, xo) 1 1  L a ( n  - no) (33)  

Vn 2 no 



-  équilibre e s t  asymptotiquement e t  uniformément s t ab l e  s i  3 a f3 K e t  II > O 

t e l  que s i  1 lxo] 1 < ri il ex i s t e  une fonction o de c lasse  L t e l l e  que 

L'étude de l a  s t a b i l i t é  à l ' a i d e  de c r i t è r e s  f réquent ie l s ,  part icu- 

lièrement développée dans l e  cas  des processus continus a é t é  étendue au cas  

des processus d i s c r e t s ,  en p a r t i c u l i e r  dans l e s  travaux de J a  Z Cypkin / 9 /  

e t  de Jury e t  Lee 110, I l / .  

L'emploi des méthodes f réquent ie l l es  s 'avère  t r è s  in téressante  l o r s  

de l ' é t ude  de l a  s t a b i l i t é  absolue d'un processus, t ou t e fo i s  l a  complexité 

en c r o i t  t rès  v i t e  l o r s q u ' i l  s ' a g i t  d 'é tudier  un système à plusieurs  non- 

l i n é a r i t é s .  Dans ce cas il apparai t  in téressant  d ' u t i l i s e r  l e s  méthodes de 

comparaison, t e l l e s  l a  méthode de Lyapunov / 6 ,  12/ ou l e s  méthodes de con- 

t r a c t i o n  basées sur l e s  travaux de Banach /13/. 

Nous a l lons  rappeler ces méthodes que nous u t i l i s e r o n s  pour é tudier  l a  s tabi-  

l i t é  des processus. 

La méthode de comparaison consis te  8 déduire l e s  propr ié tés  d'une 

équation de récurrence d i f f i c i l e  à é tud ie r  de c e l l e s  d'une récurrence plus 

simple déf inissant  un système de comparaison. 

Ce principe e s t  u t i l i s é  dans l a  méthode de Lyapunov que nous a l lons  

rappeler i c i ,  l a  méthode de comparaison fa i san t  l ' o b j e t  d'une présentation 

d é t a i l l é e  dans l e  cas vec to r i e l  au chap i t re  suivant. 



Méthode d e  Lqa~unov : 

Soit  l e  système d é c r i t  par l a  r e l a t i o n  de récurrence 

X n+ 1  = f (xn, n) (18) 

dé f in i e  sur un espace euclidien.  

S ' i l  ex i s t e  une fonction s c a l a i r e  v(xn,  n)  v é r i f i a n t  l e s  propr ié tés  suivantes : 

- il ex i s t e  une fonction a  de c lasse  K t e l l e  que 

v ( x n , n )  a ( l l x n l l )  ~x  n  e %  (35) 

- x  é tan t  l i é  à xn par l a  r e l a t i o n  ( 1 8 ) ~  l a  d i f fé rence  f i n i e  
n+ 1  

h v(xn9 n )  = V ( X , + ~ ¶  n+1) - v(xn,  n )  e s t  dé f in ie  n6gati.ve : ' 

3 c e K Av(xn,n) < - c ( I  lxn\  1 )  .( 36 ) 

Nous pouvons conclure à l a  s t a b i l i t é  as)nlptotique globale  du système /12, 14/. 

Lorsque l a  propr ié té  A v(x,, n)  < O n ' e s t  pas v é r i f i é e  dans tout  l ' e space  

d ' é t a t  mais seulement dans un domaine entourant l ' o r i g i n e ,  il n ' e s t  p lus  pos- 

s i b l e  de conclure à l a  s t a b i l i t é  asymptotique globale  du processus dans t o u t  

l ' e space  d ' é t a t .  Il convient a l o r s  de rechercher l e  domaine de s t a b i l i t é  par 

rapport  aux conditions i n i t i a l e s  /14/ (~omaine d ' a t t r a c t i v i t é )  . 
* Dans ce cas ,  s i  v  ( x  ) désigne une fonct ion v é r i f i a n t  l e s  proprié- n  

t é s  (35) , (i6) e t  (37) dans un domaine 8 , un domaine d ' a t t r a c t i v i t é  v i s  à v i s  

des conditions i n i t i a l e s  s ' ob t i en t  en recherchant l a  p lus  grande équ ipo ten t ie l l e  
* 

v (xn)  = C (c> 0) 

comprise dans ce domaine 

La s u i t e  v e c t o r i e l l e  xn dont l ' évo lu t ion  e s t  d é c r i t e  par l a  r e l a t i o n  



( 18) converge asymptotiquement v e r s  1' or igine  s  ' il e s t  poss ible  de dé f i n i r  

sur 1' espace 9 une norme cP t e l l e  que 

v ( x n + , )  an @ ( x n )  ~ x n " 8  

avec 

0 6 a n c f 3 < 1  

Cette p ropr ié té  r é su l t e  de l a  n u l l i t é  du produit i n f i n i  

w 

Parmi l e s  modes d 'études de l a  s t a b i l i t é  basés sur l a  méthode de contraction 

nous pouvons c i t e r  en p a r t i c u l i e r  l e s  travaux de Kaiman-Bertram /15/, F. Laurent 

/16/ e t  Wegrzyn-Vidal /17/. 

Les hypothèses f a i t e s ,  dans l e  cas des systèmes échanti l lonnés,  sur  

l e  mode de fonctionnement des modulateurs m i s  en oeuvre conduisent en l ' ab-  

sence d ' en t rée  à une représenta t ion des processus par une r e l a t i o n  de récur- 

rence de l a  forme x n+ 1 
= f ( x n ,  n ) .  

Les méthodes de Lyapunov e t  de contraction appliquées à l ' é tude  

de l a  s t a b i l i t é  de t e l l e s  récurrences présentent  ce r ta ines  analogies. En par- 

t i c u l i e r ,  lorsque l a  norme i, u t i l i s é e  dans l a  méthode de contraction d é f i n i t  

une fonction de Lyapunov pour l a  récurrence,  e l l e  conduit aux mêmes condit ions 

de s t a b i l i t é .  
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Syhitèmen M a j o m m  et MLnohanth d'un P h o c u h w  &chet. 

L'introduction des méthodes de comparaison utilisant plus d'une 

fonction auxiliaire a permis d'obtenir des résultats intéressants concer- 

nant l'étude de la stabilité des grands systèmes. La plupart de:; travaux 

sur ce sujet sont relatifs aux systèmes continus. 

Nous pouvons citer principalement les travaux de Matrosov /1/ 

utilisant deux fonctions auxiliaires v(x) et w(x) au lieu d'une seule com- 

me dans la méthode de Lyapunov, ainsi que les travaux de N. Rouche /2/ 

utilisant également deux fonctions auxiliaires, la seconde étant de type 

vectoriel. 

L'extension de la méthode de comparaison développée par Wazevski 

/3/ et en particulier l'introduction de fonctions de Lyapunov de type vec- 

toriel par Beliman /4/ et Matrosov /5/ a permis de simplifier l'étude des 
processus non linéaires, en particulier dans le cas des systèmes intercon- 

nectés. 

Parmi les résultats induits par les travaux de Beliman nous pouvons 

citer tout d'abord ceux de F N Bailey / 6 / .  

Bailey envisage l'étude de systèmes de type interconnectés décom- 

posés en sous systèmes asynptotiquement stables et interconnectés linéai- 

rement . 



L'étude s ' e f fec tue  à p a r t i r  de fonct ions  de  Lyapunov e t  d 'équations 

de comparaison déterminées in i t i a l ement  pour chacun des d i v e r s  sous systèmes. 

Les équations de comparaison a i n s i  obtenues sont a l o r s  interconnectées se lon 

l e  même schéma q u e p u r  l e  processus i n i t i a l  en un système dléquat.ions de com- 

paraison.  Ce système e s t  l i n é a i r e ,  à c o e f f i c i e n t s  cons tants  e t  d 'ordre éga l  

au nombre des  sous systèmes in tervenant  dans l a  d é f i n i t i o n  du processus i n i -  

t i a l .  

La s t a b i l i t é  asymptotique du système a u x i l i a i r e  permet a l o r s  de con- 

c l u r e  à l a  s t a b i l i t é  asymptotique g lobale  du processus i n i t i a l .  

Etudiant l e  même type  de  processus, A N Michel e t  D W Por ter  / 7 /  

ont envisagé une approche de l a  s t a b i l i t é  u t i l i s a n t  pour l e  processus com- 

p l e t  une fonction de Lyapunov c o n s t r u i t e  par  sommation pondérée des fonc- 

t i o n s  de Lyapunov élémentaires d é f i n i e s  sur  chacun des  sous systèmes p r i s  

isolément. Cette méthode permet p a r f o i s  d 'ob ten i r  des  condi t ions  de s t a b i -  

l i t é  moins dures que c e l l e s  obtenues par  Bailey mais l a  détermination des  

c o e f f i c i e n t s  de pondération s ' avè re  en généra l  a s sez  d é l i c a t e .  

L'extension des r é s u l t a t s  de Bailey aux processus interconnectés 

non l inéairement a  é t é  r é a l i s é e  par  Mituhiko Araki e t  Bunji Konclo /8/ 

lorsque  l e s  gains de non- l inéar i tés  intervenant  dans l e s  interconnections 

sont  bornés. 

D'un point  de vue d i s t i n c t  l e s  r é s u l t a t s  de Matrosov /5/ basés é(:alement 

su r  l a  méthode de comparaison ont  permis récemment à L T ~ r u j i ;  e t  D D S i l j a k  

une étude de l a  s t a b i l i t é  des  processus in terconnectés  qui  ne s o i t  p lus  

nécessairement du type s t a b i l i t é  exponentiel le  / 9 / .  D D S i l j a k  a  également 

i n t r o d u i t  l a  notion de s t a b i l i t é  connective /IO/, c 'est-à-dire insens ib le  

à l a  présence des in terconnect ions  lorsque  ce l l e s -c i  v é r i f i e n t  ce r t a ines  

condi t ions .  Avec L T ~ r u j i c  il a  étendu a u  processus d i s c r e t s  l ' é t u d e  de 

l a  s t a b i l i t é  à p a r t i r  de fonc t ions  de Lyapunov v e c t o r i e l l e s  / I l /  en u t i l i -  

s an t  un système de comparaison à c o e f f i c i e n t s  cons tants .  



Nous pouvons également c i t e r  en ce  qui  concerne l ' é t u d e  des processus d i s -  

c r e t s  l e s  t ravaux de  Mituhiko k a k i ,  Kazuaki Ando e t  Bunji Kondo /12/ qu i  

s ' a t t achan t  à une c l a s s e  t r è s  p a r t i c u l i è r e  de processus d i s c r e t s  recherchent  

un système de comparaison du processus complet à p a r t i r  des systèmes de com- 

paraisons d é f i n i s  sur  chaque sous système p r i s  isolément. 

L'ensemble deméthodes générales concernant l ' é t u d e  des  grands 

systèmes qui viennent d ' ê t r e  c i t é e s  possèdent c e r t a i n e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  

communes. 

D'une p a r t  e l l g i m p l i q u e n t  l a  p o s s i b i l i t é  de décomposer à p r i o r i  

l e  processus en sous systèmes asymptotiquement ou exponentiellement s t a b l e s  

interconnectés.  

D'autre p a r t  l ' é t u d e  de s t a b i l i t é  s ' e f fec tue  à p a r t i r  de  sys- 

tèmes de comparaison à c o e f f i c i e n t s  cons tants .  

Dans ce  chap i t r e  nous envisageons l a  détermination de fonct ions  de comparai- 

son v e c t o r i e l l e s  ne nécess i t an t  pas l a  décomposition à p r i o r i  du processus 

é t u d i é  en sous systèmes s t a b l e s  interconnectés.  Cet te  p ropr ié t é  l o r s q u ' e l l e  

e s t  v é r i f i é e  e s t  suscep t ib le  de s i m p l i f i e r  l ' é t u d e  mais n ' appara i t  pas indis-  

pensable. 

A c e t t e  f i n ,  nous u t i l i s e r o n s  l e s  normes v e c t o r i e l l e s  de  vec teurs  

e t  de matrices i n t r o d u i t e s  in i t ia lement  en analyse  numérique par  F. Robert 

/13/ dans l e  but  d ' é t u d i e r  l a  convergence des  récurrences l i n é a i r e s  de gran- 

de dimension e t  é tudiées  par  F. Robert /14 / ,  J.F.Maitre /15/ e t  E. ~ e u t c h / l 6 / .  

La g é n é r a l i s a t i o n  au cas  non-l inéaire des normes v e c t o r i e l l e s  de 

matr ices  va a i n s i  permettre de d é f i n i r  des systèmes de comparaison qui  ne 

so ien t  pliis nécessairement l i n é a i r e s .  

Le choix d'une même norme v e c t o r i e l l e  pour un processus donné per- 

met a i n s i  d ' indu i re  de façon systèmatique deux systèmes de comparaison. 



Le premier que nous appelerons majorant e t  dont l a  s t a b i l i t é  en t ra ine  c e l l e  

du systèm.e i n i t i a l  e t  l e  secand minorant permettant une é tude  de l a  non a t t r a c -  

t i v i t é  /17/ .  

1 . 1 .  - V é & i W o n  de la nome ueoto/u&e d'un u e c t m .  

Désignons par  x  e t  y  deux vec teurs  d é f i n i s  sur  un espace v e c t o r i e l  

l i n é a i r e  ?C de dimension q. 

i Soi t  9, y f2 >. . . , 'fk un recouvrement de 1 l espace e t  x  l a  projec t ion  

du vecteur x  dans l e  sous espace Ti. 
Il v ien t  

P matrice à c o e f f i c i e n t s  cons tants  d é f i n i s s a n t  l a  p ro jec t ion  de l ' e space  % 
fi 

dans l e  sous espace Yi. 

S o i t  pi 1 . . . , k une norme s c a l a i r e  d é f i n i e  sur  l e  sous espace Yi 
avec l a  nota t ion  : 

i 
s i  y  désigne un second vecteur du sous espace 2 e t  A un r é e l ,  nous i 
avons i l e s  i n é g a l i t é s  

i 
pi (X 1 O YX e 2 
p ( x i )  = O <=> 'X i = 0 ( 4 )  

Dans ces  condit ions notons ~ ( x )  l e  vecteur de ILk de ième 

composante p (x i ) .  L'ensemble des  r e l a t i o n s  (4) peut ê t r e  r é é c r i t  : 
1 



Chacune des r e l a t i ons  envisagées é tan t  p r i s e  composante à composante. 

Un t e l  vecteur e s t  appelé norme v e c t o r i e l l e  du vecteur x. 

Soi t  par exemple dans 
ème g4 l e  vecteur x de i composante xi ; 

d é f i n i t  une norme vec to r i e l l e  du vecteur x. 

Une t e l l e  norme v e c t o r i e l l e  semble redondante, en e f f e t ,  l e  vectetur obtenu 

en supprimant l a  dernière  composante de p (x )  r e s t e  une norme vec:toriel le  

au sens de l a  dé f i n i t i on  ( 5 ) .  

Lorsque dans l e  recouvrement 1 de l ' e space  2 il n ' ex i s t e  pas 
A 

de SOUS espace ceio t e l  que 

l a  norme vec to r i e l l e  e s t  d i t e  su r jec t ive  ; c ' e s t  l e  cas ,  x  é tan t  dé f i n i  
X 

sur l e  même espace de l a  norme p ( x )  

S i  de plus  l e s  sous espaces Ti const i tuent  une p a r t i t i o n  de "t 
zi n.f, = V i  + j 

l a  norme p(x)  e s t  d i t e  régu l iè re ,  c 'est-à-dire sans redondance 
W* 

c ' e s t  l e  cas de l a  norme p  ( x )  



Seules l e s  normes vec to r i e l l e s  régu l iè res  sont u t i l i s é e s  dans l a  s u i t e  de 

c e t t e  étude. 

1.2. - Vé~ini,tLon d u  majohantu d'une rnmkice. 

Soi t  l a  r e l a t i on  

y = A x  

y vecteur colonne de dimension q 

x vecteur colonne de dimension p 

A matrice rec tangula i re  de dimension qxp 

Nous appelons majorante de A relativement aux normes v e c t o r i e l l e s  p e t  q, 
* 

de dimensions respect ives  k e t  2 , t ou t e  matrice M ( A )  de dimension 1 x k 

t e l l e  que l ' i n é g a l i t é  (12) s o i t  v é r i f i é e  pour tou te  valeur de x. 

En pa r t i cu l i e r  il e s t  possible de cho i s i r  l a  majorante M ( A )  d'éléments : 

q: (Ax) 

La r égu l a r i t é  de p implique que M ( A )  const i tue  une norme vecto- 

r i e l l e  de l a  matrice A ,  il v ien t  en p a r t i c u l i e r  m i j ( A )  L O Y i ,  j. 

De plus  dans ce cas  M ( A )  e s t  l a  plus  p e t i t e  des majorantes de A r e l a t i v e  

à e t  q (Annexe 1). 

T I  - V # ~ i n a t i o n  d'une m-i-te rnajomn;te d'une aLLi;te &écumente ~reototU&e 

non LLnéaine. 

Avant d'aborder l a  détermination d'un système majorant d'un processus 



d i s c r e t ,  nous a l lons  étendre au cas  d'un système de comparaison non l i n é a i r e  

l a  vers ion d i s c r è t e  du lemme de Bellman /14/ é t a b l i e  par L.T. ~riljic/ e t  

D.D. S i l j a k  / I I / .  

S o i t  p ( n ,  no, p0 ) une solut ion de l ' i néqua t ion  aux di f férences  

d 'ordre  k  : 

avec - Po - p(nO3 no, P,) e t  ~ ( n )  fonction non l i n é a i r e  de n  e t  de p ( n )  

e t  s o i t  q(n ,  n  
O' qo ) une solut ion de l ' équa t ion  de comparaison d i s c r è t e  : 

q ( n + l )  = ~ ( n )  q ( n )  (15) 

S i  qo = p  > O e t  s i  l e s  éléments mij(n) de l a  matr ice  ~ ( n )  sont non néga- 
O 

t i f s  

a l o r s  

~ ( n ,  no, p0) 5 q(n ,  no, p0) Yn 3 n  O (17) 
+ 

La démonstration de c e t t e  p ropr ié té  e s t  simple, en e f f e t  l e s  r e l a t i o n s  (14) 

e t  (15) e t  l a  p ropr ié té  (16) impliquent l e  r é s u l t a t  par récurrence sur  l ' i n -  

d i c e  n. 

2 .1  . - Ma jotraaXon d 'une d u d e  ~écwrhente. 

Le système é tud ié  e s t  d é c r i t  par  l a  r e l a t i o n  de récurrence vecto- 

r i e l l e  : 

x vecteur de dimension q  dé f in i s san t  l ' é t a t  du système à l ' i n s t a n t  n. 
n  - 

~ ( t , ,  x  ) matrice ca r rée  d lo rdre  q  dont l e s  c o e f f i c i e n t s  non constants  
n  

m a i s  bornés ca rac té r i sen t  l a  récurrence. 

S o i t  p ( x )  une norme v e c t o r i e l l e  r é g u l i è r e  de t a i l l e  k. 

A chaque i n s t a n t  n  il e s t  poss ib le  de déterminer une majorante de l a  matrice 

Ntn ,  xn), 



La détermination d'une matrice majorante de ~ ( t  n,  xn) r e l a t i v e  

à l a  norme vec to r i e l l e  régu l iè re  p e t  t e l l e  que l ' o n  a i t  Y n 2 n e t  
O 

V xn e 2 l ' i n é g a l i t é  

P ( X , ~  L M * ( A ( ~ , ,  x n ) )  P(x,) (19) 

peut a l o r s  s '  effectuer selon une méthode semblable à c e l l e  déf in ie  en (II. 1 .2. ) 

i 
Notons x l a  projection du vecteur xn dans l e  sous espace 

n 
i 

ti 
X = p  x n Y i  = 1 ,  2 , . . . ,  k 

f i  n (20 

!& X 
e t  m i j  ( A ( t n ,  xn ) ) l e s  éléments de l a  matrice M (~ ( t , ,  x,)) . 
La r e l a t i o n  (19) s ' é c r i t  a l o r s  : 

Compte tenu des re la t ions  (18) e t  (20) il v ien t  l a  majorante loca le  e t  instantanée 

M ( A ( ~ ~ ,  x n ) )  d'éléments minima 

En désignant par Ai j  (t,, xn) l a  matrice déf in ie  par l a  r e l a t i o n  (23) 

Y i ,  j = 1 ,  2 , . . . ,  k 
- 

il v ien t  



X 
Il e s t  évident que t o u t e  matrice M ( A ( t n ,  x n ) )  obtenue en a jou tan t  à 

M ( A ( ~ , ,  x,)) une matr ice  à éléments non n é g a t i f s  e s t  une majorante de 

A ( t n  ,x, ) 

En e f f e t ,  de par l a  d é f i n i t i o n  des normes v e c t o r i e l l e s  ~ ( x , )  5 0, comme 

l e s  éléments de l a  p lus  p e t i t e  des majorantes m i j  ( A ( t n ,  x n ) )  sont  non né- 
* 

g a t i f s  il en e s t  de même de m .  . ( A ( t n ,  x,)), l a  ~ r o p r i é t é  énoncée en résul -  
1 J 

t e  immédiatement. 

Cette p ropr ié té  qui conduit à une majoration plus  dure pour l a  

matrice ~ ( t , ,  x présente  cependant un i n t é r ê t  non négligeable. P l e  p e u t p m e t t r e  n 
d ' w  p a r t  d'obtenir une majorante d'expression plus simple que ceïie définie en (22) et (24 ) , 
e t  d ' a u t r e  p a r t  de déterminer une majorante d'un processus imparfaitement 

i d e n t i f i é .  Il s u f f i t  dans ce  cas  de remplacer l e  terme indéterminé par  une 

majorante de l a  valeur  maximale q u ' i l  e s t  suscept ib le  d ' a t t e i n d r e .  Nous 

i l l u s t r e r o n s  c e t t e  p ropr ié té  p lus  l o i n  sur un exemple. 

Montrons maintenant que l a  majorante a i n s i  d é f i n i e  permet l ' é t u d e  de l a  

s t a b i l i t é  du processus. 

s o i t  p ( n ,  no, p0 ) une so lu t ion  de l ' i néqua t ion  

* 
p ( n + i )  c M ( ~ ( t , ,  xn) )  p ( n )  (26 

t e l l e  que Yn > no l a  s u i t e  x v é r i f i e  l a  récurrence (18) avec l a  condi- n 
t i o n  i n i t i a l e  x e t  s o i t  l e  système de comparaison r é g i  par l ' é q u a t i o n  : 

no 

avec 
- 

90 --Po = p(x  no ) 

Il v i e n t  compte tenu du lemme précédent : 



La s u i t e  r écur ren te  P(xn) v é r i f i e  b ien  l ' i n é g a l i t é  (26) e t  l a  condi t ion  (28) 

ce qui implique 

p h n )  c q ( n )  Vn >, no (30 

dans ces condi t ions  l a  s t a b i l i t é  asymptotique du système d é c r i t  par  l a  r e l a -  

t i o n  (27) implique l a  même propr ié t é  pour l e  processus i n i t i a l :  

2.2. - Détumination pfidque d'une majoaante. 

2.2 .1 .  - En pra t ique ,  on c h o i s i t  généralement une p a r t i t i o n  de l ' e space  de 

d é f i n i t i o n  du vecteur  é t a t  déduite  d  ' une  décomposition en b locs  de 

l a  matr ice A. 

Ai j  représente  i c i  l e  bloc formé des  éléments d ' i n d i c e d e  l i g n e s  e t  colonnes 

r e s p e c t i f s  Ii e t  1 
j e  

Dans ces condi t ions  s i  S ( A .  . ) désigne l a  norme s c a l a i r e  du "bloc" 
PiPj  1 , J  

A i s sue  des normes d e v e c t e u r s  pi e t  p j  /18/ i l v i e n t  : 
ij 



Dans l e  cas de systèmes de type interconnectés,  l e  choix du partitionnement 

de l ' espace  peut ê t r e  indu i t  par l a  s t r uc tu r e  pa r t i cu l i è r e  du processus. 

Il  peut a l o r s  permettre d ' i s o l e r  l ' e f f e t  des d ivers  sous systèmes sur  l a  

s t a b i l i t é  du processus. 

En pa r t i cu l i e r  dans l e  cas d'un système composé déc r i t  par l 'ensemble 

des r e l a t i ons  (33) : 

lorsque chacune des fonctions s ca l a i r e s  f i  (<) e s t  Lipschitz ienne e t  

t e l l e  que 

avec ti e t  Li constantes e 3, nous pouvons d é f i n i r  l e s  fonctions 
i 

f i ( , n )  t e l l e  que 

Il en r é s u l t e  en notant 

X 
T 2T 
n 

= , xn , ..., n 

l a  mise en équation 



On v o i t  que l e  choix d'un part i t ionnement de l ' e space  de  d é f i n i t i o n  du 

vecteur xn correspondant a u  d i v e r s  sous systèmes d é c r i t s  par  l a  r e l a t i o n  
ème 

(33) conduit à l a  d é f i n i t i o n  d'une majorante dans l a q u e l l e  l e  i élément 
. ème 

diagonal correspond au 1 sous système p r i s  isolément. 

i 
La norme v e c t o r i e l l e  p(xn)  = {pi ( X  ) ]  i ndu i t  a l o r s  l a  majorante : n 

D'un point  de vue p ra t ique ,  l a  détermination d 'une majorante en 

u t i l i s a n t  l e  même type  de norme su r  chacun des sous espaces dé f in i s san t  l e  

partitionnement permet de s i m p l i f i e r  considérablement l ' é t u d e .  

Afin de montrer l e s  d ive r ses  p o s s i b i l i t é s  o f f e r t e s  pour .la majo- 

r a t i o n ,  considérons un système du 5ème ordre  d é c r i t  par  l a  r e l a t i o n  : 

a 1 Il e s t  t o u t  d'abord poss ib le  de  c h o i s i r  une norme v e c t o r i e l l e  de 

vecteur xn de t a i l l e  1 ; on re t rouve dans ce  cas  l a  d é f i n i t i o n  de l a  norme 

s c a l a i r e  de matr ice  1181. 



Il vient  par exemple en u t i l i s a n t  l a  norme du max l a  majoration : 

5 
Max 1 Iai j( tnyXn)I.  ~ a x  Ix:l (39) 

i = 1 ,  . . . ,5 i = l , .  . . ,5 j=l  i=1,  ...,5 

Le choix d'une norme vec to r i e l l e  de t a i l l e  égale à l ' o r3 r e  du système 

conduit à une majoration t r è s  simple. En p a r t i c u l i e r ,  l o r squ ' e l l e  e s t  dé f in i e  

en remplaçant chaque composante du vecteur é t a t  par sa  valeur absolue il v ien t  : 

Ce type de majoration e s t  t r è s  u t i l i s é .  La dé f in i t i on  du symbolisme part icu- 

l i e r  des normes vec to r i e l l e s  trouve son i n t é r ê t  dans l e  type de majoration 

suivant qui permet de d é f i n i r  un système de comparaison de dimension s t r i c -  

tement comprise en t re  1 e t  q (ordre du système). 

c > Majoration à p a r t i r  d'une norme vec to r i e l l e  de t a i l l e  k in fé r ieure  

à l ' o r d r e  du système. 

Nous a l lons  envisager deux modes de majoration conduisant tous  deux à un 

système de comparaison de dimension 2. 

La  norme déf inie  sur  chaque sous espace é tant  l a  norme du max, définissons 

tou t  d'abord un partitionnement de 1 ' espace P t e l  que : 

il vien t  



- 

1 

- r 

- 
d - 

d 

Un partionnement de l f e space  dé f in i  par exemple par : 

1 x ={x l ,  x 3 )  e f 1  e t  x2 ={x2, x4, x5) e F, (43) 

conduira i t  à l a  majoration suivante,  obtenue en permutant l e s  indices 2 e t  

3 dans l a  re la t ion  (42) 

Dans l e  cas  général l e s  r é s u l t a t s  proposés peuvent s e  résumer comne s u i t  : 

La matrice A é tan t  d6composée en blocs A l e  choix du même ty-pe de norme ij 
sur chaque sous espace P. conduit aux majorations simples suivantes : 

1 

' a) si  l a  norme vec to r i e l l e  p e s t  de dimension k = 1 ,  on retrouve 

l a  déf in i t ion  d'une norme s c a l a i r e  de matrice. 



b dans l e  cas  d'une norme v e c t o r i e l l e  de dimension égale à c e l l e  du 

vecteur  é t a t ,  l a  majorante M(A(~,,x,) ) s 'ob t i en t  en remplaîant chaque é1é- 

ment de ~ ( t  ,xd par  son module. n 

c ) Lorsque l a  norme v e c t o r i e l l e  p e s t  de t a i l l e  k s t r ic tement  comprise 

e n t r e  1 e t  q, notons Ii e t  1. respectivement l e s  ensembles des i n d i c e s  des 
J 

l i g n e s  e t  des colonnes du b loc  Aij .  I l  v i e n t  a l o r s  selon l e  choix de  l a  norme 

s c a l a i r e  u t i l i s é e  l a  majorante d f  éléments m (A( tn  ,xn) ) : i j 

- Norme de matrice deduite  de l a  norme du rnax : 

m i j ( ~ ( t n , x n ) )  = max 1 I&kr(tn,xn) 1 (46 1 

- Norme de matrice déduite  de l a  norme duale du n;ax : 

(A( tn3xn) )  = max 1 1 ake(tn,xn) 1 
aer keIi 

- Norme de matrice Géduite de l a  norme euclidienne : 

avec p ( ~ )  norme s p e c t r a l e  de l a  matr ice  M. 

2.3 - Appficatian à l'étude de la a;tabXLté d'un p k a c a n u  en bancXian d a  

non-finéatLtéh ( c m e  nafion at a nappkochm de c d e  de aitabXLté 

a b ~ o h q .  

S o i t  à déterminer une condi t ion  sur  l a  non- l inéar i té  k(x  ) permettant de n 



conclure à l a  s t a b i l i t é  asymptotique g loba le  du système d i s c r e t  dont l 'évo- 

l u t i o n  e s t  r ég ie  par  l a  r e l a t i o n  (49) 

L ' u t i l i s a t i o n  des  c r i t è r e s  usue l s  ne permet pas de conclure simplement à l a  

s t a b i l i t é  du processus. 

En p a r t i c u l i e r  l a  norme du Max e t  s a  dua le  conduisent à des  imposs ib i l i t é s .  

L 'appl ica t ion  des fonctions de Lyapunov v e c t o r i e l l e s  a u  systèmes d i s c r e t s  

nécess i te  l a  décomposition p réa lab le  du système in terconnecté  e t  l a  détermi- 

nat ion d'un nombre important de paramètres a r b i t r a i r e s  en vue de d é f i n i r  un 

système de comparaison à c o e f f i c i e n t s  cons tants .  

Cette  méthode, en général  d é l i c a t e  & m e t t r e  en oeuvre s ' avè re  i c i  d i f f i c i l ement  

envisageable. 

Nous proposons l ' é t u d e  à p a r t i r  d'un système de comparaison non-l inéaire d'or- 

dre  3 d é f i n i  à p a r t i r  de l a  norme v e c t o r i e l l e  : 

La décomposition de% en sous espaces e s t  r é a l i s é e  de façon à ce que l e  p a r t i t i o n -  

nement de l a  matr ice  qui en r é s u l t e  i s o l e  dans un même bloc l e s  6:Léments de p lus  

grand module. La na tu re  de l a  norme e s t  a l o r s  cho i s i e  de façon à  nin ni miser l a  con- 

t r i b u t i o n  de ces éléments l o r s  de l a  d é f i n i t i o n  de l a  majorante. I l  v ien t  l ' i néga-  

l i t é  : 

095 0 ,5  

k(xn) 1 +O ,2 0 $2 0,15 

0 , l  lk(xn) 
091 Max 1 0925 



L'application du lemme de comparaison établi plus haut montre que la stabilité 

asymptotique globale du système discret (52) implique la même propriété pour 

le processus initial. 

Une seconde majoration utilisant la norme scalaire duale de la précédente 

conduit à l'inégalité 

une condition suffisante de stabilité asymptotique globale du système(52) 

s' écrit alors : 

0,65 + o,1lk(xn)l < 1 

0,75 + O,llk(xn)l < 1 

Soit 

Cette m h e  condition implique la stabilité asymptotique globale du système 

initial (49). 



La notion de système majorant qui vient d'être définie correspond 

essentiellement aux processus pour lesquels il est possible de asfinir sim- 

plement une description de la forme (18) .  Nous allons ici envisager deux 

modes de description plus généraux d'un processus, d'une part le cas d'une 

description de la forme (SI 1, qui permet de représenter une c1as:àe importante de 
systèmes mn-linéaires qui n'admettent p s  nécessairement une description de la forme 1181 : 
(SI X n+ 1 = ~ ( t ~ , x ~ )  a(tn,xn) ( 5 6 )  

et d'autre part le cas d'une description de la forme : 

correspondant au cas d'un processus imparfaitement identifié et a structure 

variable. 

* 
Dans cette écriture la matrice An e aAc mxm 

dtélémentsAij caractérise les incertitudes sur la description du processus 

étudié et peut dépendre du temps tn et de l'état xn, 

Le domaine de variation admissible de A est supposé connu ; il 9, n 
est en général fonction de la précision obtenue lors de l'identification du 

processus. 

q x  aq -+ E C FtSfis représente la valeur à llinstant tn de la matrice En 
d'interconnection définie par D.D. Siljak 1191. Elle exprime le poids des di- 

verses connections intervennant entre les s sous-systèmes constituant le 

processus. 



11 v i e n t  e.  . E? {O, 1 f , j = 1 , 2 . . . , s l a  condit ion e = O impliquant 
1J . ème i j 

j l a  non i n t é r a c t i o n  du J sous système, c a r a c t é r i s é  par l e  vecteur é t a t  xn 
ème i s u r  l e  i sous système de vecteur é t a t  x . 

n 

3.1. - Syatème majananf déainl à p U  d'une nome ve~a/Li&e p. 

3.1.7. - D é d i W a n  du igi;t&me majanant et Lemme de compa/rainan. 

D ~ & ~ & L o R  1 : ~a matr ice  M : gq -+ gkxk d é f i n i t  un système majorant 

r e l a t i f  à l a  norme p : aq +gk+ du système sl/s, ( r e l a t i o n  (561, QU ( 5 7 ) )  

s i  l ' i n é g a l i t é  (58) e s t  v é r i f i é e  l e  long des t r a j e c t o i r e s  de s , / s ~  pour 

chaque composante de p 

L'existence d'un système majorant d'un processus permet lorsque  

M = {/A. . i O s  V i , j  = 1 y2, . .  . ,k} de d é f i n i r  pour l e  système sI/s2 un système 
1J 

de comparaison C. 

Lemme ------------ de campatainan ------- : si il e x i s t e  une norme v e c t o r i e l l e  p e t  une 

matrice ~ ( t  ,xn) d'éléments non n é g a t i f s  e t  d é f i n i s s a n t  un sysl.ème ma- 
n 

j o r a n t  de S,/S:, a l o r s  l e  système C d é f i n i  par l a  r e l a t i o n  : 

Z n+ I = M(tn,xn)zn (59) 

e s t  un système rie comparaison de S1/Sâ, il v i e n t  a l o r s  lorsque l ' i n é g a l i t é  

est v é r i f i é e  l a  r e l a t i o n  

zn) p h n )  Y n > n o  



D é m o n b ~ o n  ------------- 
S o i t  E un vecteur d ' éca r t  d é f i n i  par  l a  r e l a t i o n  (62) n 

- En - Zn - p(xn) 

pour n = no (tn = t ) l a  r e l a t i o n  (60) impose 
n 

> O l e s  r e l a t i o n s  
"O O 

(58) e t  (59) impliquent a l o r s  : 

La proposit ion énoncée s e  dédui t  a l o r s  immédiatement des r e l a t i o n s  ( 62 ) 

e t  (63). 

3.1.2. - D é . t m i W o n  de a ya&&nes majoaah d'un pucesau .  

Plus ieurs  types de systèmes majorants peuvent ê t r e  d é f i n i s  à p a r t i r  

d'un modèle donné d'un processus de l a  forme s I /Sg  ( re la t ions56  e t  57) selon 

que l ' o n  recherche un système de comparaison à c o e f f i c i e n t s  constants ,  fonction 

de l ' é t a t  ou du temps seul  ou fonct ion de ces  deux va r iab les .  

S o i t  ûC* =gr e t  ?; ,%;,... , 7 * une p a r t i t i o n  de % * e t  P * l 'ope- 
k !i 

r a t e u r  de projec t ion de ?* dans ? y  
il v i e n t  

Ces nota t ions  permettent de d é f i n i r  quat re  types de matr ices  majorantes 

associées  au système S2 

D t d i W o n  2 : l a  matrice M(tn,xn) =p. . ( tn ,xn>  > , 
1J 

.$ x g q  + %+ e s t  une matrice majorante du système ç2 r e l a t i v e  à l a  
'ij ' o - 



norme p : Sq + s i  e t  seulement s i  

v i , j  = 1, 2 ,... k, v t  n e%' ,  O v x n e t y  se] O,+,[ 

avec % = [to, +ml  

La recherche de systèmes majorants fonct ions  de tn s e u l  (majorant ins t an tané)  ou 

de xn s e u l  (majorant l o c a l )  conduit aux d é f i n i t i o n s  3 e t  4 

Gj. I2+ e s t  une matr ice  D é d i w o n  3 : La matr ice  ~ ( t , )  = (p .  . ( t n )  1, hi . 
1J  

majorante du système S2 r e l a t i v e  à l a  norme p: aq +.$?$ s i  et; seulement s i  : - 
pi(Ai - (tn,x,A,E) a .  ( t , , ~ )  

p. -(-Ln) = Max(8, sup 
1 J  xe?: P j ( ~ J )  

AeaA 

V é d i W o n  4 : La matr ice  ~ ( x , )  = p. . (x,), h j  : xq -? %+ e s t  une 
1J 

matrice majorante du système S2 r e l a t i v e  à l a  norme p . $Lq-73?: s i  e t  

seulement s i  
pi(A. - ( t , x n 9 A , ~ ) a j  (t 3x1 

x n  = ~ a x ( 6 ,  sup 1J 
1 J  

1 
xe t p . (xJ1  
t e-eo J 
Aea. 



Une majorante constante peut ê t r e  obtenue à p a r t i r  de l a  d é f i n i t i o n  5 

Dl?&ti.Xkon 5 : l a  matrice M = ( v i j )  e s t  une matrice majorante du système 

S r e l a t i v e  à l a  norme p : aq + s i  e t  seulement s i  
2 

pi(ni . ( t , x , A , E ) a . ( t , ~ ) )  
= ~ a x ( 6 , s u p  1 ( 6 8 )  'i j 

xe ? p . ( x J )  
t ecZ J 

O 

~ e 2 ,  
E e 6  

La recherche de majorants des systèmes d é c r i t s  sous l a  forme SI s ' e f fec tue  

en chois issant  An e t  E constants  dans l e s  d é f i n i t i o n s  précédentes. 
n 

en posant 
1 2  

A p p L i c d o n  - -------- 

Soi t  à déterminer une majorante du système non l i n é a i r e  d é f i n i  par  

l a  r e l a t i o n  (69) 

XI x-) " =( n n , COS X 
4 5 

1 2  3 2 n '  s i n  x ) n 
(xn)  +(xn)  

X 
n+ 1 = 

* - 
031 0,05 s i n  tn -0, 4 093 0,2 

X I  x3 
O n n -0,l -0,15 093 

(x l  n T ? + ( X ; ) ~  

O,lk(xn) 032 -0,2 0 , l cos  t n 0,05 

0, lcos X 
4 
n 0,1 091 -O,lk(xn) 031 

0 ,O5 -0925 0 , l s i n  x 0,15 091 5 
-. n 

i 

xn (69) 



c e  système prend l a  forme 

Le choix du vecteur An s e  déduit de l a  recherche des éléments de  l a  r e la -  

t ion(69)  admettact une  va r ia t ion  bornée c e  qui  pe,nettra de s i m p l i f i e r  l ' ex -  

pression du système majorant. 

Elappl ica t ion de 3a o 6 î i n i t i o n  4 avec l a  nome p(x! à é l i n i e  en ( 5 0 ;  cc?r%.~iL 

a l o r s  au système majorant, d é f i n i  en ( 5 1 )  

avec h(x,) = l. o,1lk(xn) l+  0,1 s i  lk(xn)l  a 1,5 

L ' u t i l i s a t i o n  de deux normes d i s t i n c t e s  permet de d é f i n i r  un système 

majorant d'un système donné. 

Ce système majorant ne permet pas en généra l  l a  d e f i n i t i o n  d'un système de 

comparaison du processus mais permet d 'envisager des études p a r t i c u l i è r e s  de 

s t a b i l i t é .  

Le processus é t a n t  d é c r i t  sous l a  forme S I ,  notons q une norme 

v e c t o r i e l l e  de t a i l l e  k t  du vecteur a(t, x,) , q . 
il vien t  : 



kxk 
Dédivition 6 : La matrice M e %+ d é f i n i t  un système majorant de S1/S2 

P9 

r e l a t i f  aux normes vec tor ie l l es  p :RP + -% 4 - e t  q : Rim + 3:' si  e t  seu- 

lement s i  l ' i n é g a l i t é  (70) e s t  v é r i f i é e  composante à composante l e  long des 

t r a j ec to i r e s  de S1/S2. 

A p a r t i r  de c e t t e  déf in i t ion  générale peuvent ê t r e  précisés divers  types de 

Matrices Majorantes selon que l e  système e s t  sous l a  forme 5 ,  ou Ç2 e t  que 

l a  majorante recherchée e s t  l i n é a i r e  ou non l i nga i r e .  

Les déf in i t ions  de matrices majorantes qui viennent d ' ê t r e  énonc6es dans 

c e t t e  section nous ont conduit Èi in t rodui re  une c lasse  plus générale de 

systèmes majorants dont l a  forme pa r t i cu l i è r e  appelle un certaÇn nombre 

de remarques : 

- Le choix de 6 E! &!+ dans l e s  déf in i t ions  2-5 permet l a  déter- 

mination d'une majorante au sens des déf in i t ions  1 ou 6 en u t i l i s a n t  une 

norme vec to r i e l l e  p non sur jec t ive  e t  même non rggul ière  e t  dont l e s  616- 

ments sont str ictement pos i t i f  S. 

- La déf in i t ion  1 permet d'envisager des majorantes à coef- 

f i c i e n t s  non tous  non-négatifs mais e l e s n e  ~ e r m e t t e n t ~ é n é r a l e m e n t  pas l a  défi-  

n i t ion  d'un système de comparaison. 

- La majorantede l a  déf in i t ion  2 correspond & c e l l e  déf in ie  à l a  r e l a t i on  

(22) lorsque, l e  système admettant une descr ipt ion de l a  forme S il v ien t  1 
r = q ,  a ( t  , x ) :  xn e t  6 . 0  

n n 

- Lorsque l e  6 chois i  e s t  identique dans l e s  dé f in i t i ons  2 ,  3 ,  4 

e t  5 il vient  l e s  inéga l i t és  

~(t, .x,) M ( ~ J  , M ( x ~ )  c M vtn e Co , YX n e i- 



I V  - V e t M M a ; t i a n  d'une minanante d'une nécmence  vectotU&e non-Linéahe. 

La détermination d'un système majorant d 'un processus donné peut 

s impl i f i e r  de façon sens ib le  l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é .  De l a  même façon, nous 

proposons de d é f i n i r  un système d i t  minorant suscept ib le  de permc:ttre une 

étude de l ' i n s t a b i l i t é .  

S o i t  no¶ Po ) une so lu t ion  de l ' i n é q u a t i o n  aux d i f fé rences  d 'o rd re  k : 

~ ( n + l )  2 N(n) p ( n )  

p (n+ l )  >, O 

avec 

Po = p(n0, no> Po ) > O  

l ' une  au moins des  composantes de po é t a n t  non nu l l e .  

S i  l a  matrice N(n) admet Vn une inverse  à éléments non n é g a t i f s ,  l a  s t a b i l i t é  

asymptotique de l a  récurrence 

permet de conclure à l a  non-a t t r ac t iv i t é  des  inéquations (72) .  

En e f f e t ,  supposons l a  s u i t e  p ( n )  asymptotiquement s t a b l e ,  dans c e  cas  

o r  l a  r e l a t i o n  ( 7 2 )  peut ê t r e  r é é c r i t e  

- 1 
Nn p < n + l >  . p < n >  5% >, n 

O 

il v i e n t  
- 1 - 1 

N(no) N (no+i) . .  . ~ - l ( n )  p ( n + l )  3 p(no) 

d'  ou V n >  N 2 n  
O 

o r  l a  s t a b i l i t é  de l a  récurrence (73) implique 

l i m  IV-' (no) N-l (no+l ). . . N-l ( n )  = O 
ri-'=' 



Dans ces conditions lorsque nous fa i sons  tendre  n ve rs  l ' i n f i n i  l a  r e l a t i on  

(75) devient 

ce qui e s t  con t ra i re  à l 'hypothèse sur  p(no) 

La s u i t e  ~ ( n )  ne peut donc ê t r e  a t t r a c t i v e .  

4.1. - Dé~inLCton & detehminaR;ion d'une minohante d'un phocabun &ctet. 

4.1.1. - D é ~ i W o n  

Soi t  l e  système dont l ' évo lu t i on  e s t  r ég ie  par l a  r e l a t i o n  de récur- 

rence 

e t  p(x)  une norme vec to r i e l l e  régu l iè re .  

m 
Par dé f in i t ion  l a  matrice N (A(tn.xn) ) e s t  d i t e  minorante de A(tn.xn) r e l a t i -  

vement à p lorsque l a  r e l a t i on  suivante e s t  v é r i f i é e  : 

4.1.2. - Vétmin&on d'une minomnte de A (t,, x,) au hem d'une nome P .  

S i  Pzi désigne l ' opéra teur  de project ion de t dans %i, nous avons 

vu q u ' i l  e s t  poss ible  de décomposer l a  matrice A(tn,xn) en blocs  A .  . ( tn ,xn)  
1 J  

dé f i n i s  pus l a  r e l a t i o n  

A . .  ( tn.xn) = P!i ~A(t,.x,) P 
ej 

Y i .  j = 1,2.....k 
1J 

k 



* 

La r e l a t i on  (18) peut a l o r s  s ' é c r i r e  

avec 
X 
i = P t .  xn n 1 

Il en r é s u l t e  par minoration 

L' indépendance des sous espaces %i(i = 1 2 , .  k implique pour l e s  n i j  

l a  déf in i t ion  : 

Désignons par A ( t  ,xn) l a  matrice bloc-diagonale e x t r a i t e  de A(tn,xn) 
n 

e t  notons m ( A ( t  ,xn) ) l a  matrice diagonale minorante de A ( t  ,xn) r e l a t i v e  n n 
à l a  norme p. 



D'après l a  d é f i n i t i o n  (79) m ( A )  r ep résen te  l a  p lus  grande des  minorantes 

de A r e l a t i v e  à p. 

Dans ces  condit ions il r é s u l t e  des  r e l a t i o n s  précédentes l a  minorante 

de A(t  ,x ) d'expression n n 

avec M(A(~,,x,) - A(tn ,xn))  majorante de A(tn,xn) - ~ ( t  ,x ) r e l a t i v e  n n 
à p.  

Malgré l a  d é f i n i t i o n  simple de c e t t e  minorante, il e s t  p a r f o i s  nécessa i re  de l u i  

p ré fé re r  une minoranteunpeuphdure  mais possédant un ensemble de  p ropr ié t é s  

t r è s  p a r t i c u l i è r e s .  

En e f f e t ,  l ' u t i l i s a t i o n  des  minorantes en vue d'une étude de l ' i r i s t a b i l i t é  

impose à ce l l e s -c i  d 'avoi r  une inverse  à éléments non néga t i f s .  

Cette  p ropr ié t é  n ' é t a n t  pas nécessairement v é r i f i é e  par N ( A ) ,  il convient 

tou t  d'abord d'examiner l e s  condi t ions  d 'exis tence  d'une minorante r e l a t i v e  

à l a  norme p possédant l a  p ropr ié t é  souhaitée.  

Nous proposons e n s u i t e  un mode de détermination systèmatique de c e s  matrices.  

4 . 2 . 1 .  - V é d i W o n  d'une M - m d c e  / 2 0 , 2 1 / .  

Notons Zo l a  c l a s s e  des ma t r i ces  r é e l l e s  de type kxk à éléments hors 

diagonaux néga t i f s  ou nuls  e t  Z l a  p a r t i e  de Z formée des matr ices  à diagonale 
O 

s t r ic tement  p o s i t i v e .  Il e s t  évident  que l a  minorante N ( A )  de l a  matr ice  A 

d é f i n i e  en (79) appar t i en t  à l a  c l a s s e  Zo. 

Toutefois  c e t t e  matr ice  n'admet pas nécessairement une inverse  à éléments non 

n é g a t i f s  . 



;E 
Pour qu'une minorante N ( A )  de l a  matrice A admette une inverse à éléments 

non néga t i f s  il fau t  e t  il s u f f i t  que l ' une  des propr ié tés  équivalentes sui- 

vante s o i t  s a t i s f a i t e  : 

- Il ex i s t e  unvec t eu r  u  > O t e l  que N* u  > O 

* - Il ex i s te  une matrice diagonale pos i t ive  D t e l l e  que N D s o i t  une matrice 

à diagonale pos i t ive  dominante 

- 1 - S i  BeZo e t  B > N* a l o r s  B ex i s t e  

i - La p a r t i e  r é e l l e  de t ou t e  valeur propre de N e s t  pos i t ive  

Wt - Tous l e s  mineurs principaux de N sont p o s i t i f s  

*- 1 - L'inverse N ex i s t e  e t  e s t  à élémentsnon négat i fs .  

Une matrice Z v é r i f i a n t  l ' une  de ces  condit ions équivalentesest  
O 

appelée M-matrice. 

4.2.2. - D & t e h m i W o n  d'une M-rninotrante. 

Une condit ion nécessaire e t  su f f i san te  d 'exis tence  d'une M-minorante 

de l a m a t r i c e A ( t  ,x ) r e l a t i v e  à l anorme p  impose ( ~ n n e x e  2)  à l a m a t r i c e  
n  n 

A(tn,xn) d ' ê t r e  r égu l i è r e  e t  au rayon spec t ra l  de M(J ( t n , xn )  ) de r e s t e r  infé-  

r i e u r  à l ' un i t é ,  avec 

Dans ces condit ions,  l a  minorante de A ( t  ,x ) déf in ie  ci-dessous 
n  n  

appar t ient  à l a  c lasse  Z e t  e s t  une M-minorante r e l a t i v e  à l a  norme p  

La minoration e s t  p lus  s t r i c t e  que c e l l e  dé f i n i e  en (79) on peut montrer 

en e f f e t  (Annexe 2) que l ' o n  a  : 



l ' é g a l i t é  é tant  obtenue pour une norme vec to r i e l l e  de t a i l l e  q du type : 

p(x> = 1x1 

Il v ien t  dans ce  cas 

Une condition pour que c e t t e  matrice s o i t  une M-minorante de A(tn,x ) s ' é c r i t  
n 

D'une façon générale lorsque l a  minorante N ( A ( ~ ,  ,xn) ) a ses  mineurs principaux 

success i fs  p o s i t i f s ,  e l l e  appar t ient  à l a  c lasse  des M-matrices ; e l l e  e s t  a l o r s  

susceptible de permettre une 6tude de l ' i n s t a b i l i t g .  

a l o r s  : 

Conceudion 

Le concept de norme v e c t o r i e l l e  permet l a  détermination systèmatique 

de systèmes majorants d'un processus. Dans ce cas l a  s t a b i l i t é  du système majo- 

ran t  implique c e l l e  du système i n i t i a l .  D e  même, l a  détermination d'un système 

minorant permet d'envisager une .étude de l ' i n s t a b i l i t é .  

Il e s t  toujours poss ible  de déterminer un majorant d'un processus 

de l a  c l a s se  é tudiée  qui s o i t  à coe f f i c i en t s  constants.  

Nous obtenons a lo rs  des r é s u l t a t s  semblables à ceux obtenus au moyen 

des fonctions de Lyapunov vec to r i e l l e s .  

Toutefois l a  détermination d'un système de comparaison à coef f ic ien t s  cons- 

>O ( 8 6 )  bill> 0 9  

l a I l l  - b121 * * . . *  - l tL, q l  
- l a  2q 1 

- I q l l  - laq21 . * * . *  l 



t a n t s  r i sque de conduire à une majoration t r è s  dure e t  ne s 'avère  pas nécessaire.  

Dans ce sens l a  dé f i n i t i on  d'un système de comparaison à coe f f i c i en t s  non cons- 

t a n t s  pa r a i t  t r è s  in téressante .  

La mise en oeuvre de ce mode de majoration e s t  simple e t  n ' e s t  pas 

l imi tée  aux seu l s  systèmes composés. 

E l l e  permet, a i n s i  que nous l 'avons montré sur  un exemple, l ' é t u d e  de l a  sta-  

b i l i t é  d'un processus sans nécessairement connaitre à p r i o r i  une décomposition 

de celui-ci  en sous systèmes s tab les  interconnectés.  

Lorsqulun processus e s t  formé de sous systèmes interconnectés e t  admet une 

s t ruc tu re  va r i ab l e  il e s t  encore poss ible  de dé f i n i r  un système majorant de 

s t ruc tu re  f i x e ,  l a  s t a b i l i t é  decedernier implique a lo r s  l a  s t a b i l i t é  connec- 

t i v e  de même type pour l e  processus i n i t i a l .  
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d 'un p t o c ~ ~ u n  

Les d é f i n i t i o n s  proposées au c h a p i t r e  précédent permettent l a  dé ter -  

mination simple de systèmes majorants  ou de  systèmes de comparaison d'un proces- 

sus  en u t i l i s a n t  l a  notion de norme v e c t o r i e l l e .  Une importante app l i ca t ion  de 

l a  notion de système majorant concerne l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  d 'un  processus 

de grande dimension. 

De nombreux travaux r e l a t i f s  à l t d t u d e  de  l a  s t a b i l i t é  des  grands 

systèmes ont  é t é  r é a l i s é s  en p a r t i c u l i e r  dans l e  cadre de l ' é tudt?  des  sys- 

tèmes continus /1/-/13/ en u t i l i s a n t  l e  concept de fonct ion  de Ljrapunov vec- 

t o r i e l l e  ou l e s  travaux de Popov.  étude des  systèmes d i s c r e t s  de  grande 

dimension /IL/-/26/ p lus  récente  a é t é  envisagge par  t r o i s  approches p r inc ipa les  : 

- Kaiman e t  Bertram /14/, Bubnicki /15/ , /16/  e t  Rosenvasser /17/ ont 

u t i l i s é  l a  notion de cont rac t ion .  

- Des études ont  Et6 r é a l i s é e s  notamment par  J u r y  e t  Lee /18/,/19/ e t  

Tsypkin /20/ à p a r t i r  des  travauxde Popov. 

- L'appl ica t ion  de l a  méthode de Lyapunov a é t é  envisagée par  de 

nombreux au teurs  / 2 0 / - / 2 7 / ,  en p a r t i c u l i e r  une con t r ibu t ion  importante r e l a -  

t i v e  à l ' u t i l i s a t i o n  de fonct ions  de  Lyapunov v e c t o r i e l l e d a n s  116 tude  des 

systèmes d i s c r e t s  de grande dimension a é t é  apportée par  L T Gruji; /23/-/25/ 

e t  D D Si.Ljak /23/-/24/. 

L' in t roduct ion  du concept de norme v e c t o r i e l l e  /27/ permet d 'envisager une 



étude de s t a b i l i t é  en u t i l i s a n t  une fonct ion de comparaison de type vec to r i e l  

dont chaque composante ne cons t i tue  p lus  nécessairement une fonct.ion de 

Lyapunov associée à un sous système i s o l é  e x t r a i t  du système i n i t i a l  /28/-/31/. 

Les méthodes d 'étude de l a  s t a b i l i t é  présentées dans ce  chap i t re  sont dé f in ies  

à p a r t i r  d'un système majorant du processus i n i t i a l .  

Le choix d'un système majorant de s t r uc tu r e  f i x e ,  l i n é a i r e  ou non, d é f i n i  à 

p a r t i r  d'un processus de s t r uc tu r e  va r i ab l e  permet de d é f i n i r  des condit ions 

de s t a b i l i t é  indépendantes des va r i a t i ons  de s t r uc tu r e  admissibles. Cet te  

notion correspond à l a  s t a b i l i t é  connective in t rodu i te  par D D S i l j a k  1321- 

/33/. 

Ce chapi t re  comporte quatre p a r t i e s ,  l e s  deux premières concernent d'une par t  

l ' é tude  de l a  s t a b i l i t é  exponentiel le  e t  d ' au t re  p a r t  l ' é t ude  de l a  s t a b i l i t é  

asymptotique d'un processus. Divers théorèmes r e l a t i f s  à l a  s t a b i l i t é  des 

grands systèmes y sont proposés. La présenta t ion adoptée permet de ne pas 

d is t inguer  formellement l e  cas  des processus à s t r uc tu r e  va r i ab l e ,  l a  d i f fé -  

rence avec l e s  a u t r e s  processus apparaissant  au niveau de l a  détermination du 

système majorant. 

Une troisième p a r t i e  regroupe sous l e  t i t r e  " s t a b i l i t é  absolue" 

une étude de l a  s t a b i l i t é  des processus à non-l inéari tés mul t ip les  pour les-  

quels il e s t  poss ible  de d é f i n i r  un système majorant ayant l a  forme de Lur'e 

d i sc rè te .  

Cette représenta t ion pa r t i cu l i è r e  permet de vo i r  l e  l i e n  ex i s t an t  avec l e s  

travaux déduits  de l ' ex tens ion  au cas d i s c r e t  de l a  méthode de Popov 1181- 

/ 1 9 / *  

La recherche de condit ions permettant de  conclure à l a  s t a b i l i t é  connective 

d'un processus p a r t i c u l i e r  à s t r uc tu r e  va r iab le  e s t  envisagée dails une der- 

n iè re  pa r t i e .  





La quant i té  l lp(x>l l  d é f i n i t  une norme s c a l a i r e  duvec t eu r  x ,  l e  lemme de 

comparaison (chap i t re  II) associé aux i néga l i t é s  ( 2 )  e t  (3 )  implique a l o r s  

l e s  inéga.l i tés ( 4 )  

al  I lxn +ml  IhI lp(xn +,II I I I  I Z  n  +m 1 1 '  a pml ~ P ( x ,  ) 1 I L  ci pma21 lxn I I  ( 4 )  
O O O O O 

Il en r é su l t e  : 

d'ou l a  propr ié té  énoncée. 

1 .2 .  - E.tude d e  la a,iabikLté d'un A y ~ t è m e  admeA/tant un a ya t ème  d e  compatra&on 

L'existence d'un système majorant à coef f ic ien t s  constants  non 

négat i fs  permet simplement de conclure à l a  s t a b i l i t é  du processus i n i t i a l .  

Theohèrne 2 : Supposons q u ' i l  ex i s t e  une NV p  qui  induise un système de 

comparaison, d é f i n i  par une matrice M 5 coe f f i c i en t s  constants non néga t i f s ,  

pour un système d i s c r e t  non l i n é a i r e  S. S i  l e  rayon spec t r a l  de M - e s t  

s tr ictement i n f é r i eu r  à l ' u n i t é ,  l ' é t a t  d ' équ i l i b r e  x  = O du système S 

e s t  exponentiellement e t  globalement s t ab le .  

Avec l 'hypothèse P ( M )  < c  < 1 l e  système de comparaison du processus 

Sestexponentiel lement e t  globalement s t ab le .  Le théorème 2 appwa i t  a l o r s  com- 

me une conséquence d i r ec t e  du théorème 1 .  



Appficakion --  -------- 

S i  nous reprenons l'exemple d é f i n i  au chapi t re  II du processus d é c r i t  

par l a  r e l a t i o n  (11,69) avec une non-l inéari té  k (x  ) v é r i f i a n t  l a  contra inte  n 
1 k(xn)  1 ' 2, l e  choix de l a  norme vec to r i e l l e  (11~50)  permet de d é f i n i r  un 

système de comparaison de l a  forme ( 6 ) .  

Le rayon spec t ra l  de l a  matrice dé f in i s san t  l e  système (6 )  é t an t  s tr ictement in- 

f é r i eu r  à l ' u n i t é ,  l ' app l i c a t i on  du théorème 2 permet de conclure à l a  s t a b i l i t é  

exponentielle e t  g lobale  du système d é c r i t  en (II. 69).  

Lorsqu l i l  e s t  possible de trouver un système majorant à coef f ic ien t s  

non constants d'un processus t e l  que l a  matr ice  M(tnYxn) qui l e  d é f i n i t  admette 

un vecteur propre, r e l a t i f  au rayon spec t r a l  P ( M ) ,  de d i r ec t i on  f i x e  il v ien t  

l e  théorème suivant : 

Théotréme 3 : Soi t  un système d i s c r e t  non i i n k a i r e  S t e l  que l e  système de 

comparaison, déduit  de l a  norme p ,  g u i  l u i  e s t  associé admette l a  forme 

z n+ 1 
= M(tn.xn) Z, avec 

x = O e 4 C aq - e t  M i r r éduc t i b l e  à coef f ic ien t s  non négat i fs  

T a)  s i  l e  vecteur propre de l a  matrice M (t ,xn) r e l a t i f  au rayon spec t ra l  p ( M )  
n  



e s t  de d i rec t ion  f i x e  u a l o r s  l ' é t a t  d ' équ i l ib re  x  = O du système S 

e s t  exponentiellement s table .  

b) s i  l a  propr ié té  a )  e s t  v r a i e  pour g =gq alo r s  l a  s t a b i l i t é  exponentielle 

de x  = O e s t  globale.  - 

T La matrice M ( t  ,x ) é tan t  pos i t i ve ,  l e  vecteur propre u  de direc- 
n  n  

t i o n  f i xe ,  r e l a t i f  à l a  valeur propre p  = p(M(tnY x,)) admet des composantes n  
tou tes  str ictement pos i t ives  /3h/ /35/ 

6 = inf  ui > O 
i 

Choisissons l e  vecteur u  de module un i t é  : 1 lu1 I =  1 

So i t  l a  fonction v  : @ + dé f in i e  par l a  r e l a t i on  : 

Cette fonction v ( z  ) e s t  dé f i n i e  pos i t i ve ,  décroissante e t  peut ê t r e  encadrée n  
par deux fonctions $l , e t  $ de c lasse  ~ / 3 6 / .  11 vien t  en e f f e t  puisque 2  
v (zn)  const i tue  une norme s ca l a i r e  du vecteur zn : 

( ~ e  choix de + ( z )  = v ( z )  dans l a  r e l a t i o n  ( 2 )  permet une dé f i n i t i on  simple 

des fonctions $, e t  m2). 
Il vient  par d i f fé rence  

s o i t  

T Il en r é su l t e  puisque u e s t  vecteur propre de M ( tn ,xn)  l a  r e l a t i o n  : 



T 
Avn = ( ~ ~ - 1 )  Izn/  u 

d'oil par majoration puisque pn < c 

hvn r (c-1)  vn 

I l  apparai t  que l a  condit ion c < 1 implique b ien  l a  s t a b i l i t é  exponentiel le  

de l ' é t a t  d ' équ i l ib re  z = O du système de comparaison e t  donc de l ' é t a t  n 
d ' équ i l ib re  x = O du processus étudié.  La s t a b i l i t é  devient globale s i  n 
l e s  conditions du théorème 1 sont v é r i f i é e s  Vxn e 3.. 

7 . 4 .  - SybZèrne6 dincheA non finéaite6 adrnettavLt une ~ e p é ~ e W o n  paiiticutiSke 

1 . 4 . 1 .  - Soi t  un processus admettant une représenta t ion de l a  forme ( 1  3 )  

avec A€! .$?'L><P + matrice constante à éléments non néga t i f s  e t  ~ ( q ~ )  matrice 

diagonale, D(@,) = (diag g i ( t n , x n )  ) 

La valeur  l im i t e  Bi de l a  fonction q. e s t  donnée pour t ou t e  valeur de 
1 

l ' i n d i c e  5.. S i  nous notons 

il v i en t  l e  théorème 4 : 



Théohème 4 : So i t  l e  système S d é c r i t  par l a  r e l a t i o n  ( 13) dans l aque l l e  

l a  matrice A e s t  à coef f ic ien t s  p o s i t i f s  e t  l e s  non-l inéari tés 0; v é r i f i e n t  

l e s  r e l a t i ons  ( 1 4 )  et ( 1 5 )  

a )  s i  l e  rayon spec t ra l  de l a  matrice % A e s t  i n f é r i eu r  à l ' u n i t é ,  l ' é t a t  

d ' équ i l ib re  x  = O du système S  e s t  exponentiellement s t ab le  

b )  - s i  a) e s t  v r a i  pour 9 = gq la s t a b i l i t é  exponentiel le  de x = O e s t  globale.  

So i t  u l e  vecteur propre p o s i t i f  r e l a t i f  à l a  valeur  propre p 
T de l a  matrice A ,I 1 ul 1 = 1 e t  s o i t  v (xn)  , v : gq -r + la fonction 

il v ien t  avec l a  notat ion - Avn - - v(xn) : 

s o i t  

par majoration de l a  r e l a t i o n  ( 17) en tenant  compte des r e l a t i o n s  ( 1 4 ) ,  (15) e t  

(16)  ii v ien t  

d'ou l a  première p a r t i e  du théorème 4 l a  seconde p a r t i e  de ce  théorème e s t  une 

conséquence d i r ec t e  des i néga l i t é s  (14) lorsque l ' o n  f a i t  = W .  

Lorsque l e  processus n'admet pas directement une desc r ip t ion  de l a  forme (13) 

l e  choix d'une norme vec to r i e l l e  p  peut pa r fo i s  conduire à un système de compa- 

ra i son  remplissant l e s  condit ions d 'appl ica t ion du théorème 4 d'ou l e  co ro l l a i r e  : 



c O f i o ~ d k c !  7 S i  l a  matrice majorante M(tn,xn) d'un système S, r e l a t i v e  à 

une norme p, e s t  formée du produit  d'une matrice constante A à éléments non - 
négat i fs  par une matrice diagonale ~ ( q ( t ~  ,xn) ) s a t i s f a i s a n t  ( 14 )  e t  ( 1 5 )  & - 
condition p ( A )  $ < 1 implique que l ' é t a t  d ' équ i l ib re  x = O du système S 

e s t  exponentiellement s t ab l e ,  il e s t  absolument s t ab le  pour tou te  non l i n é a r i t é  

s a t i s f a i s an t  (14) avec 9 = - 

Ce théorème e s t  une conséquence d i r e c t e  des théorèmes 1 e t  4 e t  de l a  dé f i n i t i on  

2 de l a  matrice majorante d'un processus envisagée au chap i t re  II. 

1 . 4 . 2 .  - Système de campma.&on n q m é f i q u e  

Lorsqu' i l  e s t  poss ible  de déterminer un système de comparaison d'un 

système S de l a  forme 

avec ~ ( t  ,xn) symétrique il v ien t  l a  condit ion simple de s t a b i l i t é  suivante : n 

Théotrêmc! 5 : Soi t  l e  système S pour lequel  il e s t  poss ible  de dé f i n i r  un 

système de comparaison de l a  forme (18) 

a )  S i  l a  matrice ~ ( t , , x , )  e s t  symétrique e t  admet un rayon spec t r a l  p(tn,xn) t e l  - 
que p(tn,xn)CC<l,f t  F< ,Y xn e 9 c . f h q  avec x = O e 9 l 1 6 t a t  d ' équ i l i b r e  - n O - 
x = O du système S e s t  exponentiellenent s t ab le .  

b )  S i  l a  condition du a )  e s t  v é r i f i é e  pour 9 = aq IV é t a t  d ' équ i l ib re  x = O 

e s t  exponentiellement e t  globalement s t ab le .  

La démonstration de ce théorème s e  déduit simplement des propr ié tQ des matr ices  
symétriques /37/, en p a r t i c u l i e r  s i  M e s t  symétrique il v ien t  p(14 M )  = p2(M). 

So i t  l e  système d é c r i t  sous l a  forme (19) 



; 0,2 sin tn ; 0,5 k(xn) 

X n+ 1 i 0,2 k(xn) x 1 n (19) 

O ; 0,5k(xn)mstn; -0,2 

avec kl 5 k(x,) 6 k2 v x  e 93 
n 

Le choix de la norme p(xn) de taille 2 : 

permet de définir un système de comparaison symétrique du système ( 1 9 )  en uti- 

lisant une majoration selon la définition 4 du chapitre II : 

L'application du théorème 5 montre que la condition 

implique que l'état d'équilibre x = O du système (19) est exponentiellement 

et globalement stable. 

Nous allons dans cette partie envisager la détermination de conditions 

suffisantes de stabilité d'un processus qui ne soient plus nécessairement de 

type exponentiel . 



2 .1  . - P ~ ~ ~ o n  d'une con&on de  d , t a b i l L t é  à p W  d 'un 4 ystème de  

So i t  un système S à p a r t i r  duquel il a  é t é  poss ib le  de dé f i n i r  un 

système majorant de l a  forme : 

Nous proposons d ' in t rodu i re  l e s  notat ions suivantes : 

- 9 2  e s t  un domaine t e l  que l ' o n  a i t  

T - e s t  un domaine t e l  que u  vecteur propre de M (t ,x ) e s t  constant u n  n  n  
e t  égal  à u sur  l a  f r on t i è r e  de g U ( u n  e s t  cho i s i  de module un;té) 

-9 e s t  un domaine t e l  que 
C 

avec c < O e t  I) déf in ie  pos i t i ve  v é r i f i a n t  + ( A )  = O <=>A = O e t  

ThéohPrne 6 : - Soi t  M ( t  ,x ) une matrice majorante pour un système S, indu i te  
n n  

pa r  l a  norme vec to r i e l l e  régu l iè re  p. S i  l a  matrice ~ ( t  n 'xn ) e s t  à coe f f i c i en t s  

str ictement p o s i t i f s  e t  v g r i f i e  l e s  propr ié tés  suivantes : 

O - l e s  domaines q -9, ne sont pas v i d e s , n  0 t e%) { O }  n 

- 3  U G R ,  9,c9 c % q , X  = o e  
A II n u  

- 9, e s t  connexe a i n s i  que son complément 

a l o r s  l ' é t a t  d ' équ i l ib re  xn = O du système S e s t  asymptotiquement s t ab l e  e t  

l a  fonction v(xn,n)  dé f in ie  en' (23) e s t  de Lyapunov. 



A p a r t i r  de  (21) e t  de  (23) il v i e n t  

Avn C p?xn) (on  un - un-,) 

9 impose s i  La d é f i n i t i o n  de 9 c 9e que l ' o n  a i t  Av négat i f  sur l a  
u  n  9 e t  f r o n t i è r e  de $hU, dans ces  condi t ions  Q U  e s t  i n c l u s  dans un domaine 

l a  fonction v (xn ,n )  e s t  de Lyapunov 1301-1311. 

Ce théorème s 'avère  généralement d ' u t i l i s a t i o n  d é l i c a t e ,  par  con t re  il e s t  

poss ib le  d'en déduire un cas  d ' app l i ca t ion  simple. 

Coho&khe  2 - S o i t  ~ ( t , , x , )  une matrice majorante pour un système S, 

i n d u i t e  par  l a  N V p. 

S i  l a  matr ice ~ ( t  ,xn) à c o e f f i c i e n t s  s t r ic tement  p o s i t i f s  a  s e s  éléments n  
non constants  i s o l é s  dans une seu le  rangée e t  admet un rayon s p e c t r a l  infé-  

r i e u r  à l ' u n i t é  pour x  €!$? (xn = O e9) a l o r s  l 1 é t a t  d f é q u i l i b r e  xn = O n  
du système S e s t  asymptotiquement s t ab le .  

Lorsque l e s  éléments non l i n g a i r a d e  ~ ( t  ,x ) sont  i s o l é s  dans unle seu le  rangée,  
n  n  

t o u t  domaine G b e  e s t  un domaine 9 //3/.Ce de rn ie r  c o r o l l a i r e  appara i t  a l o r s  u 
comme une conséquence d i r e c t e  du théorème précédent.  

Dans l e s  cond i t io r sd '  app l i ca t ion  de ce  c o r o l l a i r e ,  l e  système de  

comparaison du processus envisagé admet l a  forme 

l e s  éléments de l a  matr ice  M é t a n t  i s o l é s  dans une seu le  rangée, par  exemple 

l a  première colonne. 



So i t  R l a  p lus  grande valeur du rayon spec t r a l  p de 

l a  matrice M t e l  que R 5 e < 1 . Pour c e t t e  valeur de 9, donnée l e  vec- 
T t eu r  propre correspondant de l a  matrice M e s t  str ictement dé f in i  à p a r t i r  

des k-1 premières l ignes  de c e t t e  matrice ; s o i t  u = (ui )  ce vecteur. 

Notons PU l a  matrice diagonale e t  y l e  vecteur dé f in i  par l e s  r e l a t i ons  : n 

Pu = Diag (ui )  (27) 

il v ien t  a l o r s  dans l a  nouvelle représentation du système de comparaison 

1' expression : 

A 

La matrice M = PU M p i1  admet pour éléments : 

A - 1 
'ij 

= u .  u 
1 i j  j  Y i , j  = 1¶2, ..., k 

Le choix de l a  nouvelle base impose 

s o i t  puisque u e s t  vecteur propre de MT, pour pM = !?, : 

l ' app l ica t ion  de l a  condition 



* 

à l a  matr ice  M e s t  donc rigoureusement équivalente à l a  condit ion 

A 

~ ( E . I )  a R < 1 s o i t  p ( ~ )  r; R < 1, 

^T en e f f e t  l a  matr ice M e s t  pour pM = R égale au produi t  de son rayon s p e c t r a l  

par une matrice stochast ique / 2 9 / / 3 5 / .  

* 

Les condit ions du c o r o l l a i r e  ( 2 )  correspondent a l o r s  à l a  condit ion SI (M) < 1 

ou Sll désigne l a  norme s c a l a i r e  de matr ice  associée  à l a  norme duale du max. 

exemple 

Soi t  l e  système d é c r i t  par  l a  r e l a t i o n  récur ren te  s c a l a i r e  de l a  

forme : 

Cet te  forme de r e l a t i o n  récur ren te  s e  rencontre fréquemment dans l ' é t u d e  des  

processus monovariables. Il e s t  poss ib le  de l u i  f a i r e  correspondre une repré-  

sen ta t ion  m a t r i c i e l l e  de l a  forme 

avec I x I  < 1 , h # O  e t  f ,  , f 2  : ? f o x  g2 +% fonct ionsdumême 

i n s t a n t  tn . Le c o e f f i c i e n t  A  i c i  d é f i n i  e s t  a r b i t r a i r e  mais f i x é .  

Le choix de l a  NV i P(xn)  = 1 x 1 conduit pour l a  ma t r i ce  majorante à 1' expres- n 
s ion  : 



L'application du corollaire 2 conduit pour h positif aux conditions suffi- 

santes de stabilité : 

Ces inégalités définissent dans le plan f f2 l'intérieur d'un parallélogramme 
1 ' 

de centre (1, O) dont les sommets sont situés sur les droites d'gquations 

l+(fl +f2) = O e t  1 - f l  + f  = O  2 

Lorsque les conditions (37) sont vérifiées dans un domaine contenant le 

point d'équilibre x = O du processus, ce point d'équilibre est asymptotiquement 

stable. 

On peut remarquer que pour X + O on retrouve les conditions de stabilité 

obtenue en appliquant le critère de Wengzyn-Vidal/38/. 



S i  nous admettons maintenant que l a  matrice ~ ( t  ,xn) peut à l a  l im i t e  admettre 
n 

un rayon spec t ra l  égal  à l ' u n i t é  il l u i  correspond l e  vecteur propre u de di rec-  

t i o n  f i x e  : 

dans ces  conditions, avec l e  changement de base d é f i n i  en (27) l e  système 

de comparaison prend l a  forme : 

Il apparai t  qu' il e s t  équivalent d 'appliquer l e  c o r o l l a i r e  2 au système (35)  

e t  l a  condition de s t a b i l i t é  déduite de l a  norme duale du max du système (39).  

Le processus é tan t  d é c r i t  sous l a  forme s1/s2 (II 56 e t  II 57) il e s t  

poss ible  en u t i l i s a n t  deux NV p e t  q de l u i  associer  un système majorant au 

sens de l a  dé f in i t ion  11-6. 

Lorsque l ' o n  cho i s i t  k = k1  l a  matrice majorante M r e l a t i v e  au système S 
P9 

e s t  ca r rée  e t  permetd'énoncer des condit ions de s t a b i l i t é  asymptotique sem- 

b lab les  à c e l l e s  permettant d ' é tud ie r  l a  s t a b i l i t é  exponentiel le  .lorsque p 

e s t  cho i s i  égal à q. 

ThéokiZme 7 So i t  un système S déc r i t  sous l a  forme s1/s2 pour lequel  

il e s t  possible de dé f i n i r  un système majorant associé  aux normes p e t  q 



de l a  forme : 

p(xn+,)  M ,, . s ( a ( t n . x n ) )  (40) 

avec l e s  condit ions,  0, é t a n t  une fonction de c l a s s e  K: 

a ( t n , x n )  = O <=> x  = O irt e q f '  n  n O (42)  

* 
a )  S o i t  u  l e  vecteur propre r e l a t i f  à l a  va leur  propre de p lus   rand module 

de l a  matr ice  constante e t  à éléments s t r ic tement  p o s i t i f s  M~ La condi- 
PQ ' 

t i o n  p c< 1 avec p rayon s p e c t r a l  de M e t  c  e %+ constante r é e l l e  
M M P9 - 

t e l l e  que l ' o n  a i t  

avec x  = O e 9 implique que l e  point  d ' é q u i l i b r e  x = O du syjtème S  - 
asymptotiquement s t a b l e .  

La s t a b i l i t é  e s t  g lobale  s i  

b )   énoncé du a )  r e s t e  va lab le  s i  l a  condit ion (43)  e s t  remplacée par l a  

condit  ion (44) 

La démonstration de ce  théorème e s t  semblable à c e l l e  des  théorèmes 

énoncés au paragraphe 1 de c e  chap i t r e .  

La matr ice  M é t an t  cons tante ,  s o i t  v  : gq +% l a  fonct ion  d é f i n i e  par 
PQ + 

l a  r e l a t i o n  



Il vien t  

s o i t  

dans ces conditions, l a  vé r i f i c a t i on  de l ' une  des condit ions (43 ) ou (44 

implique q u ' i l  ex i s t e  une fonction $ (  1 Ixlll 1 ) dé f in i e  pos i t i ve  avec $ ( O )  = O 
t e l l e  que l ' on  a i t  

A v n ~  (pc - 1 )  é ( I I x n I I )  (48 

l e  théorème 7 en r é s u l t e  immédiatement. 

Il e s t  possible de remarquer que compte-tenu de l a  r e l a t i o n  (41 ) e t  des proprié- 

t é s  des normes s ca l a i r e s ,  il ex i s t e  nécessairement une constante c t e l l e  que 

l a  condit ion (43) s o i t  vé r i f i é e  s i  @ e s t  homogène de degré 1 ,  ce qui n ' e s t  pas a  
toujours  l e  cas pour l a  condit ion ( 4 4 ) .  

Nous a l lons  maintenant énoncer un théorème r e l a t i f  à ce r t a i n s  processus admet- 

t a n t  une descr ip t ion pa r t i cu l i è r e .  

ithéa~i?me 8 Soi t  un processus d é c r i t  sous l a  forme S1/Sg pour l eque l  il 

e s t  poss ible  de dé f i n i r  un système majorant associé  aux NV p  et q  de l a  forme 

avec l e s  conditions 

a )  S i  l a  matrice majorante M e s t  formée du produit  d'une matr i re  constante 
P9 

M* à coef f ic ien t s  p o s i t i f s  par une matrice diagonale ~ ( 0 )  g r i f i a n t  l e s  



condit ions ( 1 4 )  fi (15) l a  condition % pMc-1 < O associEe à l a  condi- 

t i o n  ( 4 4 )  implique que l ' é t a t  d ' équ i l ib re  x  = O du système S e s t  asymp- 

totiquement s t ab le .  

S i  de plus  l e s  r e l a t i ons  ( 1  4 )  e t  ( 4 4 )  sont v é r i f i é e s  pour q= 3 l a  s t ab i -  - 
l i t 6  e s t  absolue 

b) S i  l a  matrice majorante M à coef f ic ien t s  p o s i t i f s  a  ses  éléments non- 
P9 

l i n é a i r e s  i so l é s  dans une seule  rangée, l a  condit ion pM c  - 1 0 OSSO- 

c i é e  à l a  condition ( 4 4 )  implique l a  s t a b i l i t é  asymptotique de l ' é t a t  

d ' équ i l i b r e  x = O du système S  . 

X Dans l e s  conditions du a )  s i  u  désigne l e  vecteur propre r e l a t i f  

au rayon spec t r a l  de blqT l e  choix de l a  fonction v(xn)  dé f i n i e  eii (45) impli- 

que l a  r e l a t i o n  

l e s  condit ions ( 1 4 ) ,  (15) e t  ( 4 4 )  impliquent a l o r s  l ' ex i s t ence  d'une fonction JI 
dé f in i e  postive t e l l e  que 

d'ou l e  premier vole t  du théorème 8. 

Le second vo le t  de ce théorème e s t  une conséquence d i r e c t e  du co ro l l a i r e  (2)  

e t  de l a  condition ( 4 4 )  . 

Les théorèmes énoncés dans l e s  sections 1 e t  2 peuvent dans ce r ta ines  



condi t ions  permettre de d é f i n i r  des condit ions de s t a b i l i t é  absolue d'un 

processus. 

Nous a l l o n s  envisager dans c e t t e  sec t ion  l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  

absolue d'un processus dont l a  desc r ip t ion ,  ou c e l l e  de son systkme de 

comparaison admet une rep résen ta t ion  correspondant à l a  forme d i s c r è t e  de 

Lur'e. 

So i t  l e  système d é c r i t  par l a  r e l a t i o n  

X n+ 1 = A( hn, E ~ )  xn + N A n ,  E , ) U ( ~ , )  

an = C Xn 

avec h g n "  E +  R q X q  , B :  

a : $Y+&? ,y:%r+%r 
e t  l e s  condit ions 

i i 
q i (On)  = O <=> O n  = O  w i e % , y .  n  1 = I , P  ,..., r (52) 

En u t i l i s a n t  l e s  no ta t ions  du chap i t r e  II il e s t  poss ib le  de d é f i n i r  

un système majorant du système ( 5  1 ) de l a  forme (53)  e t  admettant des coe f f i -  

c i e n t s  constants  : 

p(xn+,)  M ( A )  P(x,) + Mpq(B) l q ( o n )  1 (53) 

Ion+, 1 M 9~ (CA) p(xn) + M ~ ~ ( c B )  I q  (on) \ 

avec pour l a  norme q  l a  d é f i n i t i o n  p a r t i c u l i è r e  q (q (on)  ) = 1 9 ( an )  1 



S o i t  v(xn)  l a  fonction d é f i n i e  par  l a  r e l a t i o n  

Ce t t e  fonct ion  e s t  d é f i n i e  p o s i t i v e  e t  ne s 'annule que pour xn = 0. 

Il v i e n t  par  d i f f é rence  : 

s o i t  par majoration à p a r t i r  des  r e l a t i o n s  (53) : 

en notant  

Il appara i t  que s i  l a  matr ice  & e s t  d é f i n i e  négative l a  fonct ion  v(xn)  

e s t  de Lyapunov, d'où l e  théorème 9.  

Théotrèm~ 9 S i  l a  matr ice  s y m é t r i q u e 4  d é f i n i e  en (56 )  e s t  d é f i n i e  négative,  

nous pouvons conclure b l a  s t a b i l i t é  absolue de 1' é t a t  d ' é q u i l i b r e  x  = O & n  
système d é f i n i  en ( 5 1 )  pour t o u t e s  non- l inéar i tés  Q .  (oi) v é r i f i a n t  l e s  condi t ions  

1 n  
(52) .  

3 .2 .  - U U a L i o n  de n o m u  veoto /u&u non h é g L L e i 2 / ~ ~  

i S o i t  l e  système d é c r i t  en (51 ) pour l eque l  l e s  non- l inéar i tés  q i ( o n )  

v é r i f i e n t  l e s  r e l a t i o n s  : 



e t  sont t e l l e s  que l ' o n  peut é c r i r e  : 

s o i t  p (x  ) une norme v e c t o r i e l l e  du vecteur xn e t  $(on) une norme s c a l a i r e  n  * 
du vecteur on = Cxn. La norme p  (x,) 

cons t i tue  une norme v e c t o r i e l l e  non régu l iè re  e t  non sur jec t ive  clu vecteur 

x  qui  permet de d é f i n i r  un système de comparaison (60) du système (51 1. n 

En e f f e t ,  l a  norme v e c t o r i e l l e  dé f i n i e  en (59) peut s' i n t e rp r é t e r  comme une 
T T T 

NV régu l iè re  relativement au système déc r i t  par l e  vecteur é t a t  yn = < x n Y n >  

du système (61 ) qui correspond à une descr ip t ion redondante du système s i  

l ' o n p o s e  a n -  - Cxn 

Le système de comparaison ( 6 0 )  ayant ses  éléments non l i n é a i r e s  i so l é s  dans 

l a  dernière  colonne permet l ' a p p l i c a t i o n  d i r e c t e  du co ro l l a i r e  2. 



1V - Appficat;ion, é t u d e  d e  la b t a b ~ é  conneca%ve d 'un  pkocesaua cii~we.t. 

S o i t  l e  système représenté  f igure  2 e t  d é c r i t  par  l e s  r e l a t i o n s  (62) 

1  
u n = c  X 

1  
1 n  

2 u n = c  X 
2  

2 n  

avec x 1 e S L 3 ,  n  X 2 e g 2  n  , o l  e . 9 ,  0 2 e %  
n n  

La matr ice  de connection En ( e . . )  E :voxs5-> k c 
1 J  

n ' e s t  pas d é f i n i e ,  il v i e n t  e  ( n )  e [0,1] Y i ,  j = 1,2 i j  



1 2  
Les non- l inéar i tés  (0,) e t  q 2 ( o n )  sont  soumises à l a  c o n t r a i n t e  



Notons 

l e s  r e l a t i o n s  (62) peuvent ê t r e  r é é c r i t e s  

Le choix de l a  norme v e c t o r i e l l e  p  : 

T 1 2  1 2  
P  (Y,) = ( p l (xn )  ' p2(xn) ' P3 (on, on) 
i i 

avec pi(x ), i = 1 ,  2, 3 norme s c a l a i r e  duale du max pour l e  vecteur x conduit 

au système majorant : 

La forme p a r t i c u l i è r e  du système majorant permet l ' app l i c a t i on  du co ro l l a i r e  ( 2 )  

sur  l e  système de comparaison qui  s ' en  déduit .  Il v i en t  l a  condit ion su f f i s an t e  

de s t a b i l i t é  absolue : 



Le système (62)  s e r a  donc connectivement e t  absolument s t a b l e  pour t o u t e s  

l e s  non-l inéaires v é r i f i a n t  l e s  i n é g a l i t é s  : 

Les p ropr ié t é s  p a r t i c u l i è r e s  des systèmes majorants  d é f i n i s  au 

c h a p i t r e  II ont permis l a  détermination de condi t ions  de s t a b i l i t é  d'ap- 

p l i c a t i o n  simple. 

L ' u t i l i s a t i o n  des p ropr ié t é s  s p e c t r a l e s  p a r t i c u l i è r e s  des matr ices  à $16- 

ments non néga t i f s  d é f i n i s s a n t  l e s  systèmes majorants d 'un processus permet 

l a  d é f i n i t i o n  de f o n c t i o ~ d e  Lyapunov d'un type  nouveau, obtenues par  pro- 

j ec t ion  du vecteur é t a t  du système majorant su r  un vecteur p a r t i c u l i e r .  Un 

apport in t é ressan t  r é s i d e  également dans l e  f a i t  que l ' é t u d e  proposée comporte 

une démonstration de l a  conjec ture  l i n é a i r e  e t  de l a  conjecture dlAizerman 

pour une c la s se  importante de processus d i s c r e t s  non l i n é a i r e s .  

La p o s s i b i l i t é  de d é f i n i r  un système de s t r u c t u r e  f i x e ,  l i n é a i r e  

ou non, majorant d 'un processus de s t r u c t u r e  v a r i a b l e  permet d 'envisager 

simplement une étude de s t a b i l i t é  connective à l ' a i d e  des d ive r s  théorèmes 

énoncés. L'exemple proposé i l l u s t r e  c e t t e  p ropr ié t é .  
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CHAPITRE 1 V  

AppLLcaRion des techniqua de  majo~aXion à. cetttaim ptobCèma pahtiCuRjem 

L ' u t i l i s a t i o n  des  systèmes majorants d'un processus peut ê t r e  envi- 

sagée pour l ' é t u d e  de problèmes d i s t i n c t s  de c e l u i  de l a  s t a b i l i t é  des  grands 

systèmes. 

Dans c e  chap i t r e  sont  présentées  t r o i s  app l i ca t ions  de l a  notion de 

ma j orant  . 

- Une première app l i ca t ion  concerne l e  problème de l a  comparaison de  deux modèles 

d'un même processus. En e f f e t  l e  choix d 'un modèle c o n s t i t u e  un problème d é l i c a t  

l o r s  de l ' i d e n t i f i c a t i o n  d'un processus. Dans ce  sens nous proposons une méthode 

permettant d 'es t imer  numériquement l ' é c a r t  qui  appara i t  dans l e  comportement dyna- 

mique de deux modèles d i s t i n c t s  soumis à une en t rée  v a r i a n t  dans un domaine admis- 

s i b l e  donné /1 / .  

- L'étude de c e r t a i n s  cas  c r i t i q u e s  de s t a b i l i t é  e s t  envisagée dans une seconde 

p a r t i e .  Un cas  c r i t i q u e  au sens de Lyapunov appara i t  lorsqu'une rac ine  de l ' équa-  

t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  (mul t ip l i ca teur )  /2 /  /3/ a  son module égal  à l l u n i t é , l e s  a u k e s  

pouvant ê t r e  de module i n f é r i e u r  ou égal .  L'étude présentée  e s t  l i m i t é e  au second 

ordre  e t  deux cas  sont envisagés se lon que l e s  m u l t i p l i c a t e u r s  sont  r é e l s  ou com- 

plexes. 

L ' u t i l i s a t i o n  de systèmes majorants d é f i n i s  à p a r t i r  d'un processus 

d é c r i t  su r  l e  corps des r é e l s  ou des  complexes permet dans c e r t a i n s  cas  d ' é tud ie r  

l a  s t a b i l i t é  l o c a l e  des cas  c r i t i q u e s  e t  de d é f i n i r  un domaine s u f f i s a n t  de sta- 

b i l i t é  dans l e  p lan  des condi t ions  i n i t i a l e s .  



La déterminat ion du domaine exac t  de  s t a b i l i t é  e t  d e  l ' é v o l u t i o n  des  p r o p r i é t é s  

de  s t a b i l i t é  d 'un processus e n  fonc t iond 'unpramètre  ont  d é j à  f a i t  l ' o b j e t  d e  

nombreux t ravaux,  en  p a r t i c u l i e r  a u  LAAS /4/-/7/ e t  ne sont  pas  envisagés dans 

c e t t e  p a r t i e .  

- Une d e r n i è r e  p a r t i e  concerne l ' a p p l i c a t i o n  des  systèmes majorants  à l ' e s t ima-  

t i o n  numérique de l a  s e n s i b i l i t é  /8/ d'un modèle d 'un  processus.  

I l  e s t  a l o r s  p o s s i b l e  de d i s t i n g u e r  d i v e r s  c a s  s e lon  que l ' o n  s ' a t t a c h e  à l ' é t u d e  

de  l a  s e n s i b i l i t é  à une v a r i a t i o n  des  paramètres  du système ou de  son é t a t  i n i t i a l  

/ 9 / - /  1 O/ 



1 - Majo/ta&Lon de llEcan;t e m e  deux modèlu d'un même P~LOCUALL~~. 

Au cours de cette section nous proposons d'envisager l'influence du 

choix d'un modèle particulier dans l'étude d'un processus. En particulier 

lorsque la même commande u évoluant dans un domaine de variation admissible n 
est appliquée à deux modèles distincts il convient de déterminer une esti- 

mation numérique de l'écart entre les états de ces deux modèles 111. 

Dans cette étude l'origine est supposée constituer un point d'équilibre stable 

pour le processus évoluant en l'absence d'entrée. 

Les deux modèles envisagés pour le processus correspondent aux repré- 

sentations suivantes : 

avec les propriétés : 

xne'pc %q,u n ea CLP , ~ : % ~ x ~ q x  QAxfSqxr , a :Y O x%q-Sr 

3 ma définie positive~/ja(tn,xn)Il<~a(I/x 1 1 )  ut e c ,  Vx eRq 
n n O 

A A A 

" 0 )  
3 @: définie positive*/ Ia(tn.xn) 1 IL$:( 1 lxn\ 1 ) Yt e% , v ~ ~ e % ~  n O 

A A 

les matrices A, A, B et B sont & coefficients bornés dans leur domaine de 
définition 

Afin de simplifier les écritures les relations ( 1 )  et (2) seront réécrites sous 



l a  forme : 

Dans c e t t e  p a r t i e  l e s  modèles ( 1 )  e t  ( 2 )  correspondent à deux repré-  
1. 

s e n t a t i o n s  d i s t i n c t e s  obtenues en u t i l i s a n t  l e s  v e c t e u r s  é t a t s  x e t  x de même 
A CI n n 

dimension e t  de même na tu re  : il v i e n t  q = q, r = r, 9 =Gy aA= 8 . 
L ' é c a r t  e n t r e  ce s  deux modèles provien t  de  l a  n a t u r e  des  méthodes d ' i d e n t i f i c a -  

t i o n s  mises  en oeuvre. Les modèles é t a n t  d e  même dimension, l e s  r e l a t i o n s  ( 1 ) 

e t  ( 2 )  peuvent ê t r e  r é é c r i t e s  sous l a  forme 

A 

nous a l l o n s  maintenant envisager  deux c a s  se lon  que (an,an) e s t  é g a l  à 
A 

(x,,x ) OU non. n 

Les deux modèles son t  d e  l a  forme 

Les équat ions  ( 5 )  e t  (6) prennent  a l o r s  l a  forme p a r t i c u l i è r e  su ivan te  : 



s o i t  p  : %%xk une iW r égu l i è r e  dé f in i e  sur % =aq + 

Les propr ié tés  des normes vec to r i e l l e s  dé f in i e s  au chap i t re  II impliquent l e s  

inéga l i t és  

A p a r t i r  des dé f in i t i ons  présentées en (11.3) il e s t  poss ible  de d é f i n i r  un 

système de comparaison du sys.tème (8)  , ( 9 )  qui général ise  l a  notion de système 

de comparaison dé f in i  au chapi t re  II. Soi t  en e f f e t  q :gr +%: une NV régu- 

l i è r e  du vecteur u  , nous pouvons d é f i n i r  l e  système de comparaison : n  

Il v i en t  

Deux cas sont a l o r s  à envisager selon que l e  système de comparaison e s t  l i n é a i r e  

OU non 

a )  Dans l 'hypothèse l i n é a i r e ,  l a  r e l a t i o n  

permet de d é f i n i r  une l imi ta t ion  de l ' é c a r t  des vecteurs é t a t s  des deux systèmes 

in i t i aux .  



En e f f e t ,  en notant 

z m s  l i m  z e t  qU= max q ( u )  n  n-x== ue ?L 
nous avons pour l e  système d e  comparaison 

s o i t  pour l a  valeur l i m i t e  

nous avons donc pour l ' é c a r t  e n t r e  l e s  é t a t s  des deux modèles soumis à l a  même 

commande u  l a  majoration : n 

Il e s t  possible de remarquer que l a  r e l a t i o n  ( 1 3 ) ~ e u t  s ' in terpré ter  à p a r t i r  

de l a  r e l a t i o n  ( 18) comme une condit ion de s t a b i l i t é  entrée-bornée, s o r t i e -  

bornée / I l / .  

La condi t ion  (13) e s t  nécessa i re ,  de p lus  e l l e  implique, l e s  matr ices  M (A*) 
** PP 

e t  M ( A  ) étant  à éléments non néga t i f s  que l e s  matr ices  (1 - M (A*) 1-l e t  
pp -, -1 PP 

(1 - Mpp@ I )  e x i s t e n t  e t  saknt  e l l e s  mêmes à éléments non n é g a t i f s  1121 ( inver ses  

' d e  M-matrices). 

b )  Lorsqu ' i l  n ' e s t  p lus  p o s s i b l e  de d é f i n i r  un système de comparaison à coef- 

f i c i e n t s  constants  t e l  que l ' i n é g a l i t é  (13) s o i t  v é r i f i é e  nous pouvons d é f i n i r  

simplement un système de comparaison d 'o rd re  deux du système ( 5 )  , ( 6 ) .  



Ceci peut s ' e f fec tuer  s o i t  directement en prenant une norme p s c a l a i r e  s o i t  

par majoration à p a r t i r  du système (12) en u t i l i s a n t  une norme s c a l a i r e  y déf i -  

n i e  sur %k. Il v ien t  a l o r s  l e  système de comparaison de l a  forme : 

* * A 

d'ou en notant T (x  -xn) , s o i t  l a  norme p (x  x s i  p e s t  une norme s ca l a i r e ,  

s o i t  l a  norme (p(xn-xn)) s i  p e s t  une norme vec to r i e l l e  : 

* * 

l i m  LP (xn-xn) < ( 1  - m l ,  1-1 [nl+m12(1-m22)-1n2 ] 
I1-M3 

(20) 

Lorsque l e s  équations ( 5 ) ,  (6 )  ne peuvent s e  ramener à l a  forme (81, 

( 9 )  il e s t  poss ible  de s e  ramener à l ' é t ude  d'un système de comparaison à 

coef f ic ien t s  constants de l a  forme (21) : 

avec en u t i l i s a n t  l e s  nota t ions  dé f in ies  au chap i t re  II 

A A. 

1 1  pi{ni . ( t , x J $ )  ( a .  (%,XI-a. ( t , x )  ) }  

'ij = M ~ X ( O ,  sup V i , j  = 1 ,2,...k 
n P . ( X  j-ai x 

J 

A A 

pi(ni . ( t , x , A , ~ ) a . ( t , x ) )  
p:: = Max(0, sup 

n p j  (x j 



A  * * A  * 

I ? ~ { ( A ~ ~ ( ~ , ~ , A , E ) - A . .  ( t , x , A , ~ ) ) a .  ( t , ~ ) }  '* = Max(0, sup 1J 

'i j A? Vi,j=1,2, . .  .k 
(22 

l e  sup é t a n t  d é f i n i  su r  l e  domaine 

Le domaine 9* n ' é t a n t  pas connu à ce s tade  de l ' é t u d e ,  il e s t  
A 

nécessa i re  de f i x e r  à p r i o r i  un majorant a du vecteur P(x~-x , ) ,  c e  majorant m A 
A 

é tan t  au p lus  égal  à l a  va leur  maximale de p(xn-xn) pour xn.xn €? 9 domaine 

de v a r i a t i o n  admissible pour l ' é t a t  du processus. Il convienten f i n  d 'étude 

de v é r i f i e r  s i  l a  l i m i t a t i o n  trouvée pour l ' é c a r t  des vecteurs  é t z t  e s t  bien 

compatible avec l a  majoration f i x é e  à p r i o r i  : 

Lorsque l e s  matr ices  M e t  M22 sont t e l l e s  que 
11  

nous pouvons majorer 1 ' éca r t  l i m i t e  de l ' é t a t  d é f i n i  pour l e s  modèles ( 1  ) e t  ( 2 )  



Lorsque l e s  deux modèles .du processus étudiés sont d 'ordre d i s t i n c t s  
I 

il vien t  par exemple q d q ,  dans ces conditions il n 'es t  p lus  possible d ' u t i l i -  

se r  directement l a  méthode présentée en 1.1. 

A 

Soi t  a l o r s  yn un vecteur de Xq dé f in i  à p a r t i r  du vecteur xn e t  t e l  que 

l ' on  a i t  

P C! Xqxq , matrice de rang maximum chois ie  de fapon à f a i r e  correspondre 

l e s  composantes de même nature des vecteurs x e t  yn. 
n 

En notant P- un pseudo-inverse /13/ de l a  matrice P t e l l e  que l ' o n  a i t  

l a  r e l a t i on  ( 2 )  . peu t  ê t r e  r é é c r i t e  : 

Les r e l a t i ons  ( 2 )  e t  (2")  sont bien équivalentes lorsque l a  r e l a t i o n  xn =P yn 
O O 

e s t  v é r i f i é e  à l ' i n s t a n t  i n i t i a l  t ; l a  vé r i f i c a t i on  de c e t t e  propr ié té  s 'ef-  
n 

O fec tue  immédiatement en mul t ip l iant  l a  r e l a t i o n  (2") à gauche par l a  matrice P. 

Nous sommes a i n s i  ramenés au cas du ~rob lème étudié  en 1 .1  en remplaçant l e  

modèle dé f in i  en ( 2 )  par ce lu i  dé f in i  en (2" ) .  

En pratique,  il e s t  possible de prendre pour l e  pseudo-inverse de l a  matrice P 

l a  déf in i t ion  de Moore e t  Penrose / 14 /. &a matrice P é tan t  de rang maximum 

il vient  dans ce  cas  : 



l a  condition (25) s e  v é r i f i e  a l o r s  aisément. 

Lorsque l e  système ( 2 )  admet l a  forme (7 )  il v i en t  

descr ip t ion qui conserve bien l a  forme i n i t i a l e .  

1.3. - A p p ~ c ~ o n  à. L1éRude de  lu ~ I ~ b i L i t é  d'un p / ~ o c c m u  impm@Ltemeizt 

Soi t  l e  système d 'ordre 3 d é c r i t  par une r e l a t i on  de l a  forme 

avec comme informations : 

a e t  b  coef f i c ien t s  de réglage que l ' o n  souhaite a j u s t e r  de façon à acc ro î t r e  

l a  s t a b i l i t é  du processus c 'est-à-dire dans ce  cas  à l i m i t e r  l 'ampli tude de 

ses  osc i l l a t ions .  



Prenons à c e t  e f f e t  un modèle du même processus de l a  forme 

avec 

Pour l e  modèle (30) l e  choix des valeurs 

permet un amortissement rigoureux du régime t r a n s i t o i r e  en un temps f i n i  /15/ 
A A 

1 .  11 vien t  en e f f e t  x = O yxn . 
n+2 

Nous a l lons  u t i l i s e r  ces  valeurs  déterminées sur l e  modèle (30) pour l e  modèle 

(26) qui  correspond à une représenta t ion p lu s  exacte,  bien qu'imprécise, du 

processus e t  estimer l ' é c a r t  en t r e  l e s  évolutions des deux processus. 

0 3  Notons à ce t  e f f e t  yn €! JI un vecteur t e l  que l ' o n  a i t  

l e  choix 

permet de représenter  (30) sous l a  forme : 

Yn+ I = P+ Â P y, + P+ B un 

A 

u n = C P x n  

ce qui  correspond à un modèle de m h e  dimension que l e  modèle i n i t i a l  avec : 



T T -1 C e  choix de P+ = P (P P ) 

conduit à éc r i r e  (34) sous l a  forme 

- k A  A 

Yn+ 1 
= P  ( A + B C )  P y n  

s o i t  

-0,352 -0,041 

-0, 282 -0,032 

-0,Ogl -0,010 1 
A * 

Avec l e  réglage ka = a , kb = b il v i en t  pour l e  modèle (26) : 

Pour l e  choix de l a  norme s c a l a i r e  p 

1 2 3 
p(xn) = lxnl + IxnI + IxnI 

il v i en t  avec l e s  notat ions dé f in ies  en (22) 

m = 0,802 ; m12 = 0,613 ; me2 = 0,725 
11 

s o i t  d 'après (20) e t  compte tenu du réglage adopté 



Cette sec t ion  a pour but  de montrer l ' appor t  poss ib le  de  l ' u t i l i s a t i o n  

des  systèmes majorants dans l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  de c e r t a i n s  cas  c r i t i q u e s ,  

l ' é t u d e  spécif ique des cas  c r i t i q u e s  ayant d é j à  f a i t  l ' o b j e t  de nombreux t r a -  

vaux, en p a r t i c u l i e r  au LAAS /4/-171. 

Afin de s impl i f i e r  l a  présenta t ion nous nous l imi terons  aux c a s  c r i t i q u e s  du 

second ordre.  

L'étude de l a  s t a b i l i t é  loca le  d'un é t a t  s t a t i o n n a i r e  d'un système 

d i s c r e t  non-linéaire peut en général  se  déduire de l 'approximation l i n é a i r e  

du modèle récurrent  adopté. Supposons à c e t  e f f e t  que, l e  point  d ' é q u i l i b r e  

du processus é tan t  ramené à l ' o r i g i n e  il vienne une équation d ' é t a t  de l a  for-  

, 

avec l e s  condit ions 

1 2 l e s  fonctions h e t  h n'admettant pas de développement l i m i t é  en x: e t  
,-, 
L 

x d 'ordre  i n f é r i e u r  à 2 au voisinage de l ' o r i g i n e .  n 

Deux cas peuvent ê t r e  considérés. Lorsque l e  rayon s p e c t r a l  de  1.a matr ice  A 

e s t  s t r ic tement  i n f é r i e u r  à l ' u n i t é ,  l e  po in t  d ' équ i l ib re  xn = O e s t  localement 

s t ab le .  



Dans l e  cas con t ra i re  : ? ( A )  = 1 il y a cas c r i t i q u e  au sens de Lyapunov e t  

l ' é t ude  de l a  s t a b i l i t é  loca le  de l ' é t a t  d ' équ i l ib re  xn = O du processus néces- 
1 1 2  2 1 2  s i t e  de t e n i r  compte des termes non-linéaires h (x  ,x ) e t  h (xn,xn). n n 

Deux cas peuvent se  présenter  selon que l a  matrice A admet des valeurs propres 

r é e l l e s  ou complexes. Dans l e  premier cas  l ' une  des valeurs  propres au moins 

e s t  de module éga l  à l ' u n i t é .  Dans l e  second cas l e s  deux valeurs  propres, 

qui  sont a l o r s  complexes conjuguées sont  de module u n i t é  ; ce  cas va nous con- 

du i re  à général iser  à une descr ip t ion sur l e s  corps des complexes, l e s  proprié- 

t é s  de majorations qui ont é t é  dé f i n i e s  sur l e  corps des r é e l s .  

2 . 1 .  - M a j ' o t ~ o n  d'un pkocenaua d é d  a w t  L e  coirpd d u  compLexc?b 

Nous noterons Ici1 l e  module de a e 

- 
avec otcomplexe conjugué deff 

De l a  même fapon nous noterons pour un vecteur x e qq 

l a  norme hermitienne du vecteur complexe x qui e s t  l a  généra l i sa t ion  sur l e  

corps des complexes de l a  norme euclidienne déf in ie  sur l e  corps des r é e l s .  

Avec ces notat ions l e s  r é s u l t a t s  du chap i t re  II s 'étendent aisément au corps 

des complexes. 

Lorsqu'une récurrence du second ordre  admet un cas c r i t i q u e  de s t a b i l i t é  à 

mult ip l ica teurs  complexes un simple changement de base permet de donner à l a  

matrice A (42) l a  forme : 

- sincp 

s i n  ros c o s q  1 
Le système ( 4 1  ) s ' é c r i t  a l o r s  



Une desc r ip t ion  su r  l e  corps des complexes d é f i n i e  à p a r t i r  de  l a  r e l a t i o n  

(45) par  l e  changement de base : 

dans l eque l  j2 = -1, conduit à l a  r e l a t i o n  : 

avec 

1 - 
b12(n) = ( a l  (n)-a22(n)-j  (a12(n)+a21 ( n ) )  = bgl ( n )  

La matr ice  ~ ( t ~ , y ~ )  e s t  a l o r s  diagonale pour y n l n  = O 

s o i t  P(Y,) = IYnI une NV de  dimension 2 du vecteur  yn, il v i e n t  l e  système ma- 

j o ran t  

d'où l e  système de comparaison (49)  : 

a 

z 
n+ 1 = 1.1 11 z n (49) 

a 1 1  (n)+a2,(n) 2 a (n)-a12(n) 
a n = ( ( c o s y  + ) + ( s i n y +  2 1 

2 2 
1 avec 



- La matrice M(B) déf inissant  l e  système majorant admet une forme remarquable : 

e l l e  e s t  symétrique e t  égale au produi t  de son rayon spec t r a l  par une matrice 

bistochastique / 17/ 

a n 
b 

n 

M(B)=  (an+bn) 

a +bn 

Dans ces conditions l ' é t ude  de l a  s t a b i l i t é  du système de comparaison à p a r t i r  

de l a  norme du max, de sa  duale ou de l a  norme euclidienne condulrai t  néces- 

sairement aux mêmes conditions de s t a b i l i t é  loca le  /18/ de l ' é t a t ,  d 'équi l ibre  

x = O s o i t  an+bn C c < 1 .  n  

Nous proposons deux exemples d 'é tude de cas c r i t i q u e s  à l ' a i d e  des 

systèmes majorants l e  premier correspondant à des mul t ip l i ca teurs  r é e l s  e t  l e  

second à des mul t ip l i ca teurs  complexes. 

2 . 2 . 1 .  - Cm U q u e  à mWpfica;teum k&& 

s o i t  l e  système déc r i t  par l a  récurrence : 

Il e s t  poss ible  de l u i  associer  l a  représenta t ion m a t r i c i e l l e  équivalente sui-  



Le choix de l a N V  p 

L J 

conduit au système majorant symétrique : 

L'appl ica t ion  du théorème (11.5) qui  correspond à l ' u t i l i s a t i o n  d 'une fonction 

de Lyapunov de l a  forme : 

permet a l o r s  de conclure à l a  s t a b i l i t é  asymptotique de l ' é t a t  d ' é q u i l i b r e  

x = O du processus. n 

Il v i e n t  en e f f e t  : 

La condit ion Av < c v avec c néga t i f  s'exprime sous l a  forme n n 

La p lus 'grande équ ipo ten t i e l l e  comprise dans l e  domaine d é f i n i  par  l e s  condi- 

t i o n s  (57) correspond à v(xn)  = 0,3 .  Il en r é s u l t e  un domaine de s t a b i l i t é  

v i s  à v i s  des  condi t ions  i n i t i a l e s  d é f i n i  par  l a  con t ra in te  



Soi t  l e  système déc r i t  par l a  récurrence vec to r i e l l e  

il l u i  correspond l a  représentat ion m a t r i c i e l l e  

Le changement de vecteur é t a t  dé f i n i  par l a  r e l a t i o n  (46) permet de majorer 

l a  s u i t e  récurrente  yn se lon l a  r e l a t i o n  : 

avec 
2  1 

a  = (i + (x,) ( 1 0 ~ 5  c o s y -  4,5 n  

D'après l e  théorème (11.5) l ' ex i s t ence  d'un domaine 9 d e R 2  t e l  que 

' l ' on  a i t  x = 0 e q  e t  

a  + b n G  c < 1  n  (62) 

implique que l ' é t a t  d ' équ i l ib re  x  = O du système (59) e s t  asymptotiquement 

s table .  



la condition (62) donne 

L'existence d'un domaine 9 non vide vérifiant (62) implique la contrainte 

soit 

103O 4 q ' 211° 

Lorsque cette contrainte est vérifiée nous pouvons donc conclure à la stabi- 

lité locale de l'état d'équilibre x = 0. 

Afin d'expliciter les calculs et d'indiquer un domaine certain de stabilité 
O 

vis à vis des conditions initiales du processus (59) prenons = 120 . 
Compte-tenu de la relation (46) la W du vecteur yn utilisée en (61) corres- 

pond pour le vecteur x à la NV : n 

il s'agit en fait d'une NV non régulière du vecteur xn. 

La fonction de Lyapunov utilisée dans théorème (II. 5) ,de la forme (55), corres- 

pond alors à 

[ 1 2  2'1 
v(xn) = 2 (xn) + (xn) 

O 
et pour (4' = 120 la condition Avn < O définie en (63) s 'exprime sous la 

forme 

La définition de v(xn) (66) nous permet alors d' aff irmer que le domaine 
défini par l'inégalité : 



e s t  un domaine de s t a b i l i t é  relativement aux conditions i n i t i a l e s  de l a  récur- 

rence ( 5 9 )  

111 - €Rude de aevinibLi%té d'un modèle d'un pkocabu.  

L'étude de l a  s e n s i b i l i t é  / 8 / , / 9 /  d'un modèle d 'un processus présente 

une grande importance t a n t  du point de vue de l 'analyse  ( inf luence des paramè- 

t r e s )  que de l a  synthèse (problème d'optimisation).  

Après un bref rappel  de l a  notion de s e n s i b i l i t é  nous a l lons  indiquer une métho- 

de permettant une estimation numérique de l a  s e n s i b i l i t é  d'un processus à ses 

divers paramètres. 

3 . 7 .  - Rapp& de la d é i m a n  de la a e n 6 i b W é  d'un pkocaaua 

L'évolution du système étudié  e s t  supposée d é c r i t e  en régime dynamique 

par une r e l a t i o n  de l a  forme : 

X n+ 1 = f ( t n , x n Y u n J )  (69 

s - 
n+ 1 - g(t,,xn>un,X) (70) 

Q 
avec u e (U. C %p vecteur de commande e t  h e 9X C vecteur des n 
p a r d t r e s  constants ca rac té r i s t iques  du processus par rapport  auquel nous 

voulons é tudier  l a  s e n s i b i l i t é  

3.7.7. - SemibxRi;té de l ' é z a t  

Considérons l ' e f f e t  sur l e  système d'une va r i a t i on  f i n i e  hl\ de l 'en-  

semble de ses  paramètres. S i  dxn  représente l a  var ia t ion  de l ' é t a t  xn à 

l ' i n s t a n t  t consécutive à l a  va r i a t i on  M il vient  n 



Notons F ( n )  e t  FA(n)  l e s  matrices d'éléments r e spec t i f s  
X 

avec 

dans ces condit ions l a  r e l a t i o n  (71) peut ê t r e  r é é c r i t e  

Lorsque l a  fonct ion f ( t  ,x ,u , A )  e s t  suffisamment continue e t  dérivable n  n  n  
par rapport à x  e t  A , F e t  F sont l e s  approximations au p r m i e r  ordre 

X A 
des matrices des dérivées p a r t i e l l e s  par rapport  à x  e t  A .  

En p a r t i c u l i e r ,  lorsque l a  fonction vec to r i e l l e  f  admet des déri-  
* 

vées p a r t i e l l e s  premières continues, il ex i s t e  un point de coordonnées \ , A* 

du domaine d é f i n i  par l e s  con t ra in tes  : 



t e l  que l ' o n  a i t  

En posant 
AXn - -  

On - ~h  

l a  matrice de s e n s i b i l i t é  par  rapport  aux paramètres X il v i e n t  : 

On+ î = F ( n )  a n  + ~ ~ ( n )  
X 

(78 1 

l ' e f f e t  d'une v a r i a t i o n  Ah des paramètres à l ' i n s t a n t  tn conduit à une 

v a r i a t i o n  du vecteur  é t a t  d é f i n i e  par  l a  r e l a t i o n  

- 
hn+k - *n+k (79 

a  é tan t  so lu t ion  de l a  récurrence (78 ) pour des condit ions i n i t i a l e s  nul les .  
n ik  

3.1.2.  - Sen&bii%é de La n a m e  

En déf in i s san t  Gx(n) e t  G~ ( n )  de l a  même façon que ~ ~ ( n )  e t  F~ ( n )  

il v ien t  pour l a  s o r t i e  dans l e  cas  d'une v a r i a t i o n  AX à l ' i n s t a n t  tn : 

ASn+k = Gx(n) Axn+k + GA(")  Ah (80) 

s o i t  en tenant  compte de (79) e t  (78) 

= (Gx(n) + (n  1) A i  (81 1 

Une étude d i r e c t e  de l a  s e n s i b i l i t é  d'un processus à l ' a i d e  des 

d é f i n i t i o n s  précédentes peut dans l e  c a s  généra l  s 'avérer  d é l i c a t e .  



Nous envisagerons l e  c a s  pour l eque l  il e s t  poss ible  de  déterminer 

des majorantes à coef f ic ien t s  constants au sens des NVp e t  p ,  p  e t  q,  r e t  p  

r e t  q  respectivement pour l e s  matrices F ( n ) ,  Fh(n) .  GX(n), ~ ~ ( n ) .  
X 

Ces majorantes sont dé f in ies  pour t n , x n , u n , ~ € ? ~ ~ o ~  

il v ien t  

3 . 2 . 1 .  - SemibXLté a u x  vda t iom de6 p a ~ m è & a  A j  

avec l e s  notat ions (82) il v i e n t  : 

l ' e s t imat ion  numérique de l ' e f f e t  d'une per turbat ion peut a l o r s  s ' e f fec tuer  

simplement à l ' a i d e  du système de comparaison à coe f f i c i en t s  constants : 

S i  l a  matrice M, e s t  de rayon spec t r a l  in fé r ieur  à 1 l e s  t r a j e c t o i r e s  du système 

(69) avec e t  sans va r ia t ion  ne divergeront pas indéfiniment pour une comande 

e t  des condit ions i n i t i a l e s  identiques.  

Le système de comparaison (83) implique a l o r s  en e f f e t  : 

- 1 
l im p(Axn) 6 (I-Mx) MA q(AX) 
rr+oo 



En pratique il apparai t  pa r fo i s  in téressant  de cho is i r  q ( A X )  = I A X ~  a f i n  de 

dis t inguer  l ' e f f e t  des diverses  composantes du vecteur Ah sur l e  processus. 

Les re la t ions  (84 ) s  ' in te rprè ten t  simplement comme une majoration de 1 'amplitude 

des osc i l l a t ions  l imi tes  de l ' é c a r t  en t re  l e s  t r a j e c t o i r e s  du système perturbé 

par rapport au système non perturbé. 

3 . 2 . 2 .  - S e n 6 i b U é  aux v & d o m  d a  c o n ~ o v r a  i-u. 

L'étude précédente concerne l ' e f f e t  d'une var ia t ion  des paramètres 

de s t ruc ture  sur l e  processus par tant  de condit ions i n i t i a l e s  données e t  

soumis à un vecteur d ' en t rée  déterminé. 
b 

En f a i t  l ' é t a t  i n i t i a l  d'un système e s t  souvent mal connu, l ' imprécis ion des 

capteurs mis en oeuvre dans l e s  processus r é e l s  ne permet généralement pas 

s a  détermination exacte . 
Il convient donc d '  examiner 1' e f f e t  sur l ' évo lu t ion  u l t é r i eu re  du système d'une 

va r i a t i on  & x  de son é t a t  i n i t i a l  lorsque l a  commande u  r e s t e  dans un domaine n n 
de var ia t ions  a. 
Le système étant  d é c r i t  par l e s  r e l a t i ons  (69 ) e t  ( 7 0 ) ~  en l 'absence de var ia t ion  

du vecteu.r 1 l e s  r e l a t i ons  (74) e t  (80)  prennent l a  forme simple 

deux cas peuvent s e  présenter selon que l a  récurrence déf inie  en (85 a )  

e s t  s t ab l e  ou non, l a  matrice G ( n )  é tan t  supposée à coef f ic ien t s  bornés. 
X 

- Dans l e  premier cas ,  l e  système possède l a  propr ié té  de s t a b i l i t é  du régime 

fo r cé  / 9 /  /IO/ / 2 0 /  c'est-à-dire que l ' e f f e t  des conditions i n i t i a l e s  sur l e  

système tend à d i spa ra i t r e  au cours du temps. 



Lorsque c e t t e  propr ié té  e s t  v é r i f i é e ,  l e  comportement du système soumis à 

une commande donnéedevient t r è s  rapidement dépendant de c e t t e  seule  l o i  

de commande, c 'est-à-dire indépendant des conditions i n i t i a l e s .  

Le problème s e  ramène, M é tan t  une majorante constante ou non indu i te  par 

une NV p ,  à un problème d 'étude de s t a b i l i t é  qui a dé j à  é t é  envisagé au 

chapi t re  III. 

- Lorsqu' i l  n ' e s t  pas possible de conclure à l a  s t a b i l i t é  de l a  récurrence 

(85 a ) ,  l a  matrice F ( n )  r e s t a n t  cependant à coef f ic ien t s  bornés, il e s t  
X 

pa r fo i s  poss ible  de donner une majoration de l ' é c a r t  e n t r e  l e s  t r a j e c t o i r e s  

du système évoluant avec e t  sans per turbat ion des condit ions i n i t i a l e s .  

En effet,  supposons qu' il s o i t  poss ible  de majorer l a  r e l a t i o n  (85) ,  à l ' a i d e  

des NV p e t  r ,  sous l a  forme (86) 

dans l aque l le  M es yk e s t  une matrice à coe f f i c i en t s  constants  de rayon 

spec t ra l  i n f é r i eu r  à l ' u n i t é  e t  N e s t  un vecteur constant .  

Dans ces  condit ions il v i en t  : 

On retrouve bien l a  propr ié té  de s t a b i l i t é  du régime fo r cé  s ' i l  e s t  possible 

d 'obtenir  une majoration de l a  forme (86) avec N = O e t  p(M) < 1 .  . 



Les diverses applications des normes vec to r i e l l e s  e t  des 

systèmes majorants présentés dans ce chapi t re  montrent que ceux-ci cons- 

t i t u e n t  un o u t i l  de calcul  d ' u t i l i s a t i o n  simple. 

En e f f e t  dans l e  cadre d'un grand système il e s t  toujours dé l i c a t  d 'ef fec-  

t ue r  une comparaison rigoureuse des propr ié tés  de deux modèles d'un proces- 

sus en vue de son i den t i f i c a t i on  e t  de s a  commande. L ' u t i l i s a t i on  des sys- 

tèmes majorants permet par une réduction de dimensionnalité de s impl i f ier  

l ' é tude .  El le  f a c i l i t e  notamment une majoration numérique de l ' e r r e u r  in t ro-  

du i t e  par un changement de modèle compte tenu de l a  précision connue des 

paramètres déterminés l o r s  de 1' iden t i f i ca t ion .  D'autre par t  e l l e  permet l a  

détermination de l a  s e n s i b i l i t é  du modèle à une var ia t ion  de ses  divers  para- 

mètres. 

D'un point de vue d i s t i n c t  l ' u t i l i s a t i o n  des systèmes majorants en vue 

d 'é tudier  l e s  cas  c r i t i ques  de s t a b i l i t é  peut par fo i s  permettre de détermi- 

ner avec un minimum de ca lcu l s  un domaine f i n i  dans l 'espace d ' é t a t  ou / e t  

dans l 'espace des paramètres du système pour lequel  on e s t  assuré de l a  s ta -  

b i l i t é  du processus. 
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CHAPITRE V 

Ennai de ~ y n t h b e  d'une n é g W o n  d'un ghOUpe ;tWLbo-aete?~Matut 21 une 

Nous proposons dans c e  chapi t re  d 'appliquer l e s  techniques de 

majoration à un avant p r o j e t  de synthèse de l a  commande d'un processus 

i n d u s t r i e l .  Il s ' a g i t  i c i  d'un groupe turbo-al ternateur pour l eque l  l a  

s t r u c t u r e  du modèle e t  l e s  va leurs  des d ive rs  paramètres qui l e  caracté-  

r i s e n t  ont é t é  déterminées par 1 'E  D F /1 / .  

Les groupes tu rbo  a l t e r n a t e u r s  à une resurchauffe  sont  appelés 

à fonctionner dans des condi t ions  t r è s  va r iées  : 

( i l  al imentat ion du réseau interconnecté Ouest européen, 

(ii) alimentat ion d 'un réseau i s o l é  à l a  s u i t e  de per turbat ions ,  

(iii) marche à vide  

Dans l e s  asservissements envisagés l a  r égu la t ion  de l a  v i t e s s e  

du groupe e s t  obtenue par ac t ion  sur l ' ouver tu re  des soupapes d'admission 

de vapeur de façon à compenser l ' e f f e t  des d ive rses  per turbat ions .  L'avant 

p r o j e t  que nous proposons s ' a t t a c h e  à montrer comment l e s  r é s u l t a t s  des 

chap i t res  précédents permettent d'envisager l e  p r inc ipe  d'une régula t ion 

à carac tè re  d i s c r e t  pour l e s  groupes turbo a l t e r n a t e u r s  usuellement comman- 

dés selon des techniques continues. 

Comme il n 'es t  pas toujours  poss ib le  de d é t e c t e r  à l a  c e n t r a l e  l e  passage 

pour l e  groupe d'un fonctionnement sur  l e  réseau interconnecté à un fonc- 

tionnement sur réseau i s o l é ,  l a  compensation d o i t  pouvoir convenir quel le  que 

s o i t  l ' évo lu t ion  poss ib le  du réseau.  



Cette notion e s t  t r è s  vo i s ine  de c e l l e  de  s t a b i l i t é  connective 

e t  s e r a  étudiée à l ' a i d e  des  techniques de majoration d é j à  présentées 

( c h a p i t r e  II).  

Ce t r a v a i l  e s t  essent ie l lement  unmant p r o j e t ,  en e f f e t ,  l a  mise 

en oeuvre d'une régula t ion  d 'un groupe a l t e r n a t e u r  par  des  techniques d iscrè-  

t e s  n é c e s s i t e r a i t  une étude complémentaire en p a r t i c u l i e r  à propos des sécu- 

r i t é s  qu i  en cas d ' inc ident  doivent  ê t r e  p a r f a i t e s ,  l e  processus mettant  en 

oeuvre des  puissances t r è s  importantes. 

Nous envisagerons l ' é t u d e  correspondant au cas  d ' exp lo i t a t ion  l e  

p lus  f réquent ,  pour l eque l  l a  tu rb ine  e s t  alimentée par  l e  corps haute pres- 

s ion  (HP) e t  l e s  soupapes moyennes press ion  ( M P )  sont à p l e i n e  ouverture. 

Cer ta ins  groupes sont al imentés par  l e  corps moyenne press ion  l o r s  de l a  

marche à vide e t  de  p r i s e s  en charge d'importance t r è s  r é d u i t e  ;?ar rappor t  

à l e u r  puissance nominale. A un i n s t a n t  donné, l a  puissance des groupes qu i  

al imentent  l e  réseau e t  dont l a  tu rb ine  reço.!, l a  vapeur exclusivement par  

l 'admission du corps i4P e s t  f a i b l e  devant c e l l e  des  groupes recevant l a  va- 

peur par  l 'admission du corps  HP. Leur influence sur  l a  s t a b i l i t é  du réseau 

e s t  donc négligeable. Par a i l l e u r s  l ' a p p a r i t i o n  d 'une marche sur réseau i s o l é  

pendant une période de démarrage e s t  suffisamment peu probable pour q u ' e l l e  

ne j u s t i f i e  pas d 'étude p a r t i c u l i è r e .  

Le groupe e s t  appelé à fonctionner en asservissement d 'ouverture,  ou en asser -  

vissement de puissance, pour al imenter  a i n s i  s o i t  l e  réseau interconnecté,  

s o i t  un réseau i s o l é .  Enfin il peut fonctionner en marche à vide  en asservis -  

sement de puissance. 



Il e s t  généralement admis que pour assurer  une bonne s t a b i l i t é  au réseau 

interconnecté il e s t  su f f i s an t  que chaque groupe s o i t  s t ab le  en réseau i s o l é  

e t  que tous  l e s  groupes couplés à un même réseau présentent  des réponses 

identiques à une même per turbat ion de l a  consommation. Cette conception 

permet en e f f e t  d ' é v i t e r  l e s  t r a n s f e r t s  de puissance en t re  groupes. 

Nous a l lons  envisager dans c e t t e  étude l e  cas d'un fonctionnement en asser-  

vissement de puissance, l e  groupe pouvant alimenter indifféremment l e  réseau 

interconnecté ou un réseau i so l é .  

Cette étude concerne dans un premier temps l a  s t a b i l i t é  des groupes 

pour de p e t i t e s  perturbations.  Dans ce cas l 'hypothèse de l i n é a r i t é  peut ê t r e  

conservée. L'influence des non-l inéari tés e s t  envisagée ensui te  après synthè- 

s e  du mode de régula t ion selon l 'hypothèse l i n é a i r e .  

Trois sous ensembles ca rac té r i s t iques  permettent de représenter  l e  groupe : 

- La tu rb ine  qui f ou rn i t  une puissance motrice fonct ion de l ' ouver tu re  des 

soupapes du corps haute pression.  

- Les masses tournantes,  dont l t accé16ra t ion  angulaire e s t  proport ionnelle 

à l ' é c a r t  ent re  l e  couple moteur de l a  turbine  e t  l e  couple r é s i s t a n t  cor- 

resporidant à l a  puissance é lec t r ique  fournie  par l e  groupe au réseau. 

- L'al ternateur  e t  l e  réseau dont l a  puissance é lec t r ique  e s t  fclnction de 

l a  v i t e s s e  du groupe. 

2 . 1 .  - La ;twLbine 

Il e s t  poss ible  de dis t inguer  t r o i s  éléments / 1 /  



a) - Le corps haute pression (KP) 

Il fournit une puissance motrice proportionnelle dans le rapport a à la 

puissance de la turbine qui est elle-même fonction de la course des soupapes. 

La fonction de transfert liant la puissance fournie par le corps HP à 

la position des soupapes s'écrit 

En un point de fonctionnement, le gain généralisé G entre les écarts 

relatifs de débit et les écarts relatifs de position est en géngral diffé- 

rent de l'unité. 

b) - Le circuit de resurchauffe 
La relation liant la pression du circuit de resurchauffe à l'ouverture 

des soupapes HP peut s'exprimer par la transmittance 

c )  - Les corps moyenne pression (MP) et basse pression (BP) 

Ils fournissent une puissance motrice représentant une fraction ( l e )  

de la puissance de la turbine, les soupapes d'admission du corps MP étant à 

pleine ouverture. 

Compte tenu des hypothèses généralement adoptées, la relation entre la puis- 

sance fournie par les corps MP et BP et l'ouverture des soupapes HP s'écrit 

donc : 



2 . 2 .  - Lea maau touhnanta 

L'accéléra t ion  angula i re  du groupe e s t  propor t ionnel le  à l ' é c a r t  

e n t r e  l a  puissance motrice e t  l a  puissance absorbée par  l ' a l t e r n a t e u r  e t  in-  

versement propor t ionnel le  au temps de l ance r .  Celui c i  correspond au temps 

que l a  v i t e s s e  m e t t r a i t  pour passer  de zéro à l a  v i t e s s e  nomina:Le s i  l ' o n  

app l iqua i t  l e  couple nominal à l 'ensemble des  masses tournantes.  La r e l a t i o n  

e n t r e  l a  v i t e s s e  e t  l ' é c a r t  s'exprime donc pa r  l a  r e l a t i o n :  

2 . 3 .  - L1&ehna.tw eA l e  héneau 

Il e s t  poss ib le  de d i s t inguer  deux c a s  se lon l a  nature du réseau : 

- ~ é s e a u  interconnecté 

La rep résen ta t ion  t i e n t  compte des  puissances échangks sous l a  forme 

d'un terme proport ionnel  e t  d 'un terme i n t é g r a l  de l a  v i t e s s e ,  c e  qui  suppose 

que l e s  é c a r t s  de puissance du groupe ont une inf luence  négligeable sur la  

fréquence du réseau. Dans ces  condi t ions ,  l a  r e l a t i o n  l i a n t  l a  puissance 

é l e c t r i q u e  produite  e t  l a  v i t e s s e  du groupe s'exprime sous l a  forme: 

- Réseau i s o l é  

La rep résen ta t ion  t i e n t  compte de l ' au to rég lage  en puissance du 

réseau supposé égal  à 1 .  Le couple r é s i s t a n t  e s t  cons tant  e t  1 t t  puissance 

absorbée e s t  propor t ionnel le  à l a  fréquence. Les masses tournaiites du ré-  

seau sont supposées négligeables devant c e l l e s  du groupe. 



c i r c u i t  de resurchauffe e t  
corps MP et ,  BP 

8 

c ornrnand e 

/Bloc d ' a  sservissernent des 
i cervomot eurs commandant 
I 
l les soupapes d'admission de vapeur 

Puissance. absorb6e 
par l e  réseau 

&jm.e 1 

f i gu re  1 - schéma bloc du groupe turbo a l t e rna teur  alimentant un réseau. 

3 . 1 .  - Ptéaentation de La kdguRaLian exAltante 

Il ex i s t e  t r o i s  constructeurs de turbines  en France:Alsthom, 

CEM, Jeumont Scheider (RATEAU RIVA).  Chacun propose un schéma d i f f é r en t  

pour l a  régula t ion en v i t e s s e  ou puissance. M r  A. Bonnelie /1/ a montré 

cependant q u ' i l  ex i s te  un schéma suffisamment général pour l e s  représenter  

tous.  

Afin de déc r i r e  l a  régula t ion actuellement mise en oeuvre, l a  régula t ion 

Alsthom se ra  p r i s e  en exemple. 



cons 
pu i s  

consigne de v i t e s s e  

Alternateur 

igne de 1 
sanc e asservissement 1 iT,p : réseau i s o l é  

d' ouverture 

Alternateur 

0- 

igne de 
sanc e asservissement 

d' ouverture 

: réseau i s o l é  

P 
A+Bp+Top2: réseau interconnecté 

Le régula teur  de v i t e s s e  e s t  cons t i tué  par un ga in  Q = 25 pour assurer  
O 



consigne de v i t e s s e  

a l t e rna t  ear 

~ u i  ssancc 

Pour obtenir  une fermeture plus  rapide des  soupapes sur incident  

une ac t ion  dérivée de l a  v i t e s se (~cé l&o 'achym6t r ique )  s ' a j ou t e  sur l e  Som- 

mateur à t r ave r s  un s eu i l  e t  n ' in te rv ien t  donc pas sur  l a  s t a b i l i t é  du groupe. 

Le schéma commun aux t r o i s  constructeurs FE retrouve sous l a  forme : 

1 consigne 

a l t  ernrtt eur 

a l t  erna.t eur 



à condition de prendre 

Tl  = O 

I s iQ,=g= - 
0,04 

e t  q = 1 l a  détermination du régula teur  s e  ramène 

à l a  détermination de D. 

3.1.3. - PtincLpe d a  é l u d a  de a i t a b U é  ebbectLréu aux é t u d u  zLs teche~ches  

Les études ont é t é  f a i t e s  sur l e  schéma commun aux t r o i s  constructeurs.  

Les coef f i c ien t s  suivants  sont à déterminer : 

I l s  doivent conduire à l a  s t a b i l i t é  que l e  réseau s o i t  i s o l é  ou interconnecté.  

Une première étude e s t  f a i t e  en supposant l e  réseau i s o l é ,  des coe f f i c i en t s  

s ' en  déduisent. Il convient a l o r s  d 'é tudier  s i  l e  réglage r e s t e  acceptable en 

réseau interconnecté. Dans l a  négative, l ' opéra t ion  inverse e s t  à ef fec tuer .  

3 . 2 .  - P / r & e W o n  de / r 4 q W o n  pfiopobée 

Nous proposons d 'ef fectuer  i c i  une étude prél iminaire à l a  synthèse 

d'une commande de type mixte cont inu-discre t .  A c e t  e f f e t  nous a l l ons  envisa- 

ger une régula t ion totalement d i s c r è t e  de l a  tu rb ine  a f i n  de met t re  en évidence - 

cer ta ines  c a r ac t é r i s t i ques  de ce type de commande e t  de l e s  comparer avec c e l l e s  



des commandes continues actuellement ex i s t an tes .  

Dans l e  cas  de l a  commande continue,  l e s  ac t ions  des  r e t o u r s  en v i t e s s e  e t  

en puissance sont découplées. De façon semblable, nous envisagerons pour 

d é f i n i r  une régu la t ion  de type  d i s c r e t  une modulation d i f f é r e n t e  des signaux 

provenant des boucles de v i t e s s e  e t  de  puissance. 

Il en r é s u l t e r a  une commande de  type mul t imodul~e  /2/  d é f i n i e  à p a r t i r  des 

vecteurs  de commande ca rac té r i san t  l e s  ac t ions  r e spec t ives  des  r e t o u r s  en 

v i t e s s e  e t  en puissance sur chacun des  pô les  intervenant  dans l e s  d iverses  

fonct ions  de t r a n s f e r t  suscep t ib les  de  d é f i n i r  l e  processus. 

La méthode u t i l i s é e  cons i s t e ra  à déterminer l e s  réglages  à adopter  de façon 

à a c c r o i t r e  l a  s t a b i l i t é  du processus,  l ' é t u d e  é t a n t  effect i iée sur un majo- 

r a n t  commun aux deux modes de fonctionnement en réseau i s o l é  ou sur  réseau 

interconnecté.  

3.2.7. - ReptréaentaLbn adoptée p o w  l e  gtroupe Rutrbo &mnaX~ eX l e  fiébeau 

a )  groupe turbo a l t e r n a t e u r  al imentant  un réseau i s o l é .  

Dans un fonctionnement sur réseau i s o l é ,  en notant  t e t  t l e s  constantes 1 3 
de temps respec t ives  du tachymètre e t  du wattmètre il v i e n t  pour l e s  boucles 

ouvertes de v i t e s s e  e t  de puissance l e s  t ransmit tances r e s p e c t i v e s  : 

La recherche d'une commande de  type  d i s c r e t  conduit  à c h o i s i r  une 

période d 'échanti l lonnage des  informations t e l l e  que l ' i n f l u e n c e  des cons tantes  

de temps t l  e t  t des a p p a r e i l s  de mesure puisse  ê t r e  négl igée  sans e r reur  
3 

appréciable  au niveau d'un avant p r o j e t .  En conséquence, l e s  t ransmit tances 



des chaines de v i t e s s e  e t  de puissance peuvent ê t r e  considérées comme iden- 

t iques  dans un fonctionnement sur réseau i so l é .  

Il vient  a lo rs ,  en u t i l i s a n t  une décomposition de c e t t e  fonction de t r a n s f e r t  

selon l a  méthode des modes une représenta t ion du processus sous l a  forme d'une 
ème équation d i f f é r e n t i e l l e  du 4 ordre. 

So i t  : 

avec u s ignzl  de commande fonction des éca r t s  de v i t e s s e  e t  de puissance par 

rapport aux valeurs de consigne e t  fonction de l a  nature de l a  :régulation u t i -  

l i s é e .  

b )  Groupe turbo a l t e rna teur  alimentant l e  réseau interconnecté. 

Dans ce  cas,  avec l e s  notations précétlemment adoptées l e s  fonctions de trans- 

f e r t  en boucle ouverte des boucles de v i t e s s e  e t  de puissance admettent, en 

négligeant l e s  constantes de temps des apparei ls  de mesure, l e s  expressions 

respectives 



En notant A e t  A l e s  rac ines  (comp1exes)de 
5 6 

A + B X +  T A' = O 
CI 

Il v i en t  a l o r s  l e  modèle mathématique : 

avec 

v = C ' x '  

F = c" 

l e s  C i i  e t  cni représentant  l e s  rés idus  r e l a t i f s  aux d ivers  pôles des fonctions 

de t r a n s f e r t  ~ $ ( p )  e t  L$ ( p )  respectivement. 

Il v i en t  



3 . 2 . 2 .  - Vé&hiAion du mode d e  néguRdtion e,t choix de la t r e p i h e W o n  dinch2Xe. 

Soit T la période d'échantillonnage adoptée. Le choix de cette 

période s'avère particulièrement important car elle définit le temps mini- 

mum nécessaire de réaction à un incident. Afin de simplifier 1s présenta- 

tion de la méthode de régulation proposée nous n'étudierons pas le critère 

de choix de la période d'échantillonnage ; toutefois dans une étude plus 

complète ce problème devrait être envisagé. 

La période d'échantillonnage T étant donc fixée, l'évolution du processus 

en régulateur est régie par une relation récurrente de la forme (10) dans 

un fonctionnement sur réseau isolé, et de la forme (11 )  dans un fonction- 

nement sur réseau interconnecté. 

avec 

Dans cette notation les vecteurs lignes C, C' , C" ont été définis en (7 '  ) 

et (9'). Les vecteurs Bis et Bint d'une part et Bis et Bint d'autre part 

caractérisent l'effet au bout d'une période d'échantillonnage de la loi de 

commande u(t). (chapitre 1) 



L e signal de comande u défini dans la relation ( 7 )  est cons- 

titué dans l'intervalle nT,(n+l)~ de la somme de deux signaux u et u 1 2 ' 
Chacun d'entre eux est constitué d'une impulsion linéairement modulée en 

amplitude respectivement par v et 9 valeurs de la vitesse et de la puis- n n 
sance mesurées à l'instant nT. 

Les vecteurs B. et B! s'identifient donc à x lorsque x =O respective- 
1 s 1 s n+ 1 n 

ment lorsque l'écart de vitesse ou l'écart de puissance est égal à l'unité 

l'autre grandeur étant nulle /2/ .  Les vecteurs B et B' sont définis 
int int 

de la meme façon. 

Les vecteurs de comande étant choisis, il est toujours possible, lorsque 

l'hy-potkièse de commandabilité est vérifiéelde déterminer un élénent de com- 

mande que nous noterons RC, de nature analogique ou numérique, Glaborant la 

loi de commande correspondante / 3 / .  Il existe théoriquement une infinité 

de solutiors,en pratique le choix de l'élément RC est guidé par des contraintes 

d'ordre technologique ainsi que par des considérations d'optimalité ou de 

dynamique du comportement du processus. 

Il vient le schéma de régulation : 

consigne de vitesse 
t 



Dans l e  problème que nous étudions nous pouvons considérer  que l e  système 

de commande RC sera  déduit  des  va leurs  déterminées pour l e s  d ive r s  vecteurs  

de comande qui  v iennen tdGt re  d é f i n i s .  

3 . 2 . 2 .  6) DétminaZLun d'une n e p é s e n t d o n  dhctrète unique du ~oncLionne- 

ment du ghuupe 

Notons e une v a r i a b l e  prenant l a  va leur  1 s i  l e  groupe fonctionne 
n 

sur  réseau i s o l é  e t  O dans l e  cas  con t ra i r e .  
* 1 

Notons xn , xZ2¶ xX3% xX4, xS5, x * ~  l e s  é t a t s  a s soc iés  aux éléments simples n n n n 
des  décompositions des fonct ions  de t r a n s f e r t s  du processus r e l a t i f s  aux pôles  - 

1 1 1 1 r e s p e c t i f s  - - - - - - - - 
t,' f '  TR 

36 
S o i t  xn l e  vecteur 

Il v i e n t  l a  représenta t ion  unique : 

W; 
avec pour l a  matr ice A ( e  ) l a  d é f i n i t i o n  suivante  : n 



'CU 
P 



Nous avons vu que l a  détermination de l a  régula t ion s ' e f fec tue  à 

p a r t i r  des composantes b e t  b! des d ivers  vecteurs  de commande. i 1 

A ce t  e f f e t  nous a l lons  dé f i n i r  un majorant du système (15) de 

dimension plus  f a i b l e .  

Le processus que nous étudions correspond aux valeurs  numériques suivantes : 

Il v ien t  avec l e s  notat ions dé f i n i e s  en (7 '  ) e t  (9 '  ) 

Le choix des var iables  d ' é t a t  permet a l o r s  de d i s t inguer  t r o i s  sous ensembles 

pour l e sque l s  l e s  pôles associés  sont de même ordre e t  de même nature s o i t  : 



L'influence de chacun de ces ensembles de variables sur les autres peut être 

particularisée simplement en effectuant un partitionnement en bl-ocs 2-2 de 
* 

la matrice A (en) selon le mode 

Nous allons déterminer les réglages à effectuer sur le système de façon à 

accroître sa stabilité quelque soit le mode de fonctionnement. A cet effet 

nous allons définir un majorant constant de la matrice ~'(e,) déduit de la 
WC * 

norme vectorielle P(X ) qui correspond au partitionnement de la matrice A (en) 
n 

défini en (18) : 

La matrice majorante étant à coefficients non négatifs son rayon spectral est 

une fonction croissante de l'ensemble de ses éléments. En conséquence nous 

pourrons accroître la stabilité du système de comparaison en choisissant un 

réglage qui minimise les éléments de la matrice majorante. 

A cet effet nous allons chercher un réglage, compatible avec les contraintes 
* 

physiques imposées au processus qui minimise le rayon spectral de A (en). 

Un changement de representation défini sur chaque sous espace correspondant 

au partitionnement d.6fini en (18) nous conduira alors au résultat recherché 

pour la majorante. 

WC 
Pour en = 1 la matrice A (1) admet deux valeurs propres nulles, si 

nous notons O,, 02> o , oh les fonctions symétriques fondamentales des quatre 
3 

autres valeurs propres il vient les relations : 



Si l'on choisit de minimiser le temps de réponse dans un fonctionnement 
* 

sur réseau isolé, il convient d'annuler le rayon spectral de A (1) soit 

Il en résulte pour le groupe étudié les conditions 

La nécessité d'assurer la prépondérance des coefficients bi sur les b! c'est- 
1 

à-dire de la boucle d'asservissement de vitesse sur celle de puissance ne nous 
JI 

permet pas d'imposer de la même façon les valeurs propres de A (O). 

Le choix des divers vecteurs de commande s'effectuera en vue de minimiser les 
* 

coefficients de la majorante de la matrice A (e ) .  
n 

* * 
Les éléments des blocs de la première ligne (A ) de la matrice A sont à va- l i 
leurs numériques faibles pour en=l. 

Afin d'une part de conserver cette propriété et d'autre part d'assurer une 

importance prépondérante de la boucle d'asservissement de vitesse sur celle 

d'asservissement de puissance nous choisirons les composantes b; et b; faibles 

devant bl et b2 soit 

Ce qui équivaudrait au choix d'un statisme de 4% dans une régulation de type 
continu. 

Le bloc Ap2 admet des valeurs propres très faibles pour en=l, afin de conser- 

ver cette propriété pour en=O nous choisirons b et b$ de facon à vérifier 
3 



Il v i e n t  a l o r s  compte tenu des r e l a t i o n s  22 e t  en imposant b i /b4  : 

Les quat re  premiers paramètres de commande peuvent p a r a i t r e  f a i b l e s ,  c e c i  

e s t  en f a i t  dû au choix p a r t i c u l i e r  de l a  r ep résen ta t ion  qui  conduit à un 
# 

mauvais conditionrlement de  l a  matr ice A . Un simple changement de base de 

type  diagonal perrnet de remédier à c e t  inconvénient.  

Le choix des paramètres de commande non encore déterminés nous permet d 'annuler  
* * à l a  f o i s  l e  bloc A e t  l e s  va leurs  propres du bloc A 
32 33 

il v i e n t  

Avec c e s  réglages l ' é q u a t i o n  de fonctionnement du processus prend l a  forme;  

l a  matr ice  ~ ( e  ) 6tant  d é f i n i e  par l e  tableau suivant  : n 



I n  n n n 
C G C  C  i 

a, a, 
I I 

a, a, 
.- 7 

1 
7 

I 
7 

V U  
- 

V V  c CI 
CU 0i.Q ch a3.Q h a, .- 7 .- 7 G I  n n C  a, 

C  
I I  I  
O O 

1 a, 7 
O  O  I - a!? 7' 1 

7- 7 - 7 - .r3 7- I - V 

M - -  ul 
3 P- ut- O w 'Q 'TJ 

7 t- O  O t- M COCU Ln 

Ln M 3 u t--3 M 
CU Ln 

n n t X " Y  5 2  ch "On Ln 
7 

CU Y 

4. n n 
CU ch 

1 + 1 + ch - 
1 

O 0  O  
1 1  + 



Afin de  v é r i f i e r  l a  s t a b i l i t é  du processus  nous a l l o n s  e f f ec tue r  

un changement de  base b loc  d iagonal  permettant  d 'une p a r t  d e  rendre  r é e l s  
31C 

l e s  éléments de  A e t  d k u t r e  p a r t  d ' o b t e n i r  un me i l l eu r  Conditionnement d e  

c e t t e  matr ice.  

S o i t  P l e  changement de base : 

P = d i a g  ( p l ,  Pz, P3) 

Les ma t r i ce s  P e t  P sont  d é f i n i e s  en conservant  l ' u n  des  vec t eu r s  d e  base du 2 3 
sous espace concerné e t  en prenant  comme second vec t eu r  d e  base l e  vec t eu r  r e l a -  

t i f  à l a  va leur  propre  l a  p l u s  f a i b l e  en module du b loc  correspondant.  

Il en r é s u l t e  

Dans l e  c a s  de  p e t i t e s  p e r t u r b a t i o n s  il v i e n t . l e  modèle : 

A 





A 

Dans ces  condit ions,  en chois issant  pour l a  matrice ~ ( e , )  un pa r t i t i on -  

nement t e l  que c e l u i  dé f i n i  en (18) e t  en prenant pour chaque sous espace l a  

norme obtenue en f a i s an t  l a  somme des modules des composantes il vientqnZLquesoit 

e  l a  majorante à coef f ic ien t s  constants : n 

L'applicat ion du théorème 2 du chap i t re  III nous permet a l o r s  de 

conclure à l a  s t a b i l i t é  du processus quelque s o i t  l e  mode de fonctionnement 

s i  l e  rayon spec t r a l  de l a  matrice M,est i n f é r i eu r  à l ' u n i t é .  Il e s t  équi- 

va len t  de v é r i f i e r  l e s  i néga l i t é s  : 

Le rayon spec t ra l  de l a  matrice majorante r e s t e  en f a i t  i n f é r i eu r  à 0,32 , 
c e t t e  propriété r é s u l t e  de l a  méthode u t i l i s é e  pour l a  synthèse consis tant  

à minimiser l e s  éléments de l a  majorante. 

De plus,  l ' é c a r t  r e l a t i f  par rapport 8 l a  puissance de consigne e s t  i n f é r i eu r  

à lom3 au bout de 7s. Cet te  durée s 'avère  compatible avec l e  temps de réponse 

&posé par EDF pour l a  boucle d'asservissement e t  qui d o i t  ê t r e  compris en t re  

5s e t  20s. 



4.2.2. - ff ypoXhèbe non finéaihe. 

Nous a l l o n s  maintenant é tud ie r  l ' e f f e t  de non 1inéar i téssu . r  l a  s t ab i -  

l i t é  du processus pour l e  réglage  proposé. 

Le gain du groupe tu rbo  e l t e r n a t e u r  n ' e s t  p lus  supposé constant  e t  

éga l  à G = 1,7 mais suscep t ib le  de v a r i e r  en fonct ion  du niveau du s i g n a l  de 
O 

commande. Dans ce cas  l ' é t u d e  précédente s ' avè re  i n s u f f i s a n t e .  

Notons f3 un p a r m è t r e  t e l  que l e s  v a r i a t i o n s  admissibles du gain  G = ~ ~ ( 1 + 8 )  

so ien t  d é f i n i e s  par l a  double i n é g a l i t é :  

Nous a l l o n s  rechercher u n e v a l e u r  de $=Max 161 t e l l e  que l e  processus 

s o i t  s t a b l e  pour t o u t e  non l i n é a r i t é  v é r i f i a n t  l a  con t ra in te  ( 3 3 ) .  

Dans l e  cas  d'un fonctionnement sur réseau i s o l é  1  ) l ' évo lu t ion  du pro- 

cessus peut ê t r e  d é c r i t e  simplement en s u b s t i t u a n t  au gain G l a  va leur  G ( ~ + B )  

dans l a  r ep résen ta t ion  (30) .  

Il en r é s u l t e  l ' é q u a t i o n  de fonctionnement : 

Le choix de l a  norme v e c t o r i e l l e  p  



A 

permet de dé f i n i r  l a  majorante de l a  matrice A. 
1 s 

avec BM valeur maximum admissible par l e  coef f i c ien t  1 carac té r i san t  

l a  non l i n é a r i t é  du groupe. 

A 

La matrice M ( A .  ) é tan t  à coe f f i c i en t s  constants nous pouvons appliquer l e  
1 s 

théorème 2 du chap i t re  III. 

Il apparai t  a l o r s  que l a  con t ra in te  f3 C 0,35 permet de conclure à l a  s tabi -  
M 

l i t 6  du processus pour l e  réglage proposé.Le gain G d o i t  donc v é r i f i e r  l a  

double i néga l i t é  : 

Cette condition e s t  une condit ion suf f i san te  de s t a b i l i t é ,  il e s t  a noter  

tou te fo i s  que l e  temps de réponse du processus majorant e s t  une fonct ion 

croissante  de l ' é c a r t  du gain G avec sa  valeur nominale G = 1,7. 

Une étude semblable montre que l a  condition de s t a b i l i t é  du groupe fonctionnant 

sur réseau i s o l é  implique pour l a  régula t ion proposée l a  s t a b i l i t é  dans un fonc- 

tionnement sur réseau interconnecté.  La régula t ion gtudiée donc une 

ce r ta ine  tolérance sur l a  dé f i n i t i on  du modèle e t  en p a r t i c u l i e r  sur  l e s  non- 

l i n é a r i t é s  q u ' i l  e s t  suscept ib le  de comporter. 



L'étude proposée montre comment il e s t  poss ible  d'envisager l a  syn- 

thèse  d'une régulation d i s c r è t e  pour un groupe turbo a l t e rna teur  à l ' a i d e  

des techniques de majoration. 

Un ce r t a in  nombre de ca rac té r i s t iques  semblables à c e l l e s  qui apparaissent  

pour l e s  régulations actuellement u t i l i s é e s  peuvent ê t r e  mises en évidence. 

En pa r t i cu l i e r  larnmpensation proposée montre l e  découplage des act ions  sur  

l a  régula t ion de v i t e s se  des boucles d'asservissement de v i t e s s e  e t  de puis- 

, sance. D'autre pa r t ,  l a  notion de stat isme apparai t  également sous l a  forme 

du rapport des gains intervenant dans l e s  deux boucles a i n s i  que l e  montre 

l'exemple étudié.  

La r éa l i s a t i on  d'une régulat ion t e l l e  que c e l l e  proposée n ' es t  pas 

&sageable directement dans l ' é t a t  ac tue l  de l a  technique en ra ison de l a  

nature  continue des sécur i t és  r e l a t i v e s  à l 'asservissement de v i tesse .  

Les act ions  des deux boucles, de v i t e s s e  e t  de puissance é tan t  décou- 

plées  e t  l e s  rapports  des gains é tan t  de même ordre quellequesoit l a  nature 

continue ou d i s c r è t e  de l a  régula t ion,  il e s t  poss ible  d'envisager une régula- 

t i o n  de type à boucles superposées /1 /  de carac tè re  mixte continu-discret.  

Une t e l l e  régulation,  continue en ce qui concerne l a  boucle d'asservissement de 

v i t e s s e  présentera i t  l e s  garan t ies  de sécur i t é  qui ex i s ten t  actuellement, sans 

avoir  à in tervenir  au niveau de l a  conception de l a  turbine  ce  qui e s t  d i f f i -  

cilement envisageable. Par contre  une act ion d i s c r è t e  de type multimodulée 

agissant  au niveau de l a  boucle d'asservissement de puissance e t  se superpo- 

sant  à l a  précédente pourra i t  permettre de diminuer sensiblement l e  temps de 

réponse du groupe en ce qui concerne l e s  changements de régime tou t  en augmen- 

t a n t  l a  s t a b i l i t é  du point de vue de l a  régula t ion de v i t e s s e  e t  de l a  sensi-  

b i l i t é  aux non l i n é a r i t é s .  

Une t e l l e  méthode de régulat ion,  de caractère  hybride, permet t ra i t  de conc i l i e r  

l e s  avantages des régulat ions  actuellement ex i s tan tes  e t  ceux des compensations 

de type d i s c r e t .  
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L B u t i l i ç a t i o n  de systemes majorants d 'un processus d i s c r e t  permet 

cb8er,v;sag~: ae ., ac3z . ~ ~ : e l i  e S @ $ J ; L Z C  Ce la s:,.~5'- 7 6  i - - s  ,nrari?; s : . ~ ~ ? ~ ~ ~ ~ s ~  21 

cl r ,jar- -=dTi_er 3-3.: - - . c Y;r;;cr:->r c-i_, iûGç. : cnC   me?: , c c -* -> .  ii - 
r' dB$S n i i  des c"~.;, C r  iirgr~paraiuc-r, r s  eo? , , . i t ri31;i 2n:t ~2 . x - ~  :A>- 

s i on  égale  &*, ii.u.~1~l-e dt" BOUS systSmcs m i s  eri o  . : i i r k -e ,  Lu c^~terminatiorr &$un 

majorant,  indépendant de 1' évolilt ion des i n t  é sac t  ions  e n t r e  ceux-ê i , permet 

d'aborder simplement l e s  problSmes de s t a b i l i t e  connective. De p l u s  l e s  im-  

p réc i s ions  d5 lden t i f i ca t ion ,  l o r s q u V i l  e s t  poss ib le  d ' e n  evaluer l e s  l i m i t e s ,  

ne cons t i tuen t  pas Uri obs tac le  à l a  détermination d 'un  modèle de comparaison. 

Une c o n t r i b ~ ~ t i c - 2  e s s e - , i e l l e  des  travaux prgsentés  r é s i d e  5 no t re  sens dans 

l a  d é f i n i t i o n  de systèmes de comparaison non l i n é a i r e s  pour l e sque l s  une con t ra in te  

&*I*n ,b 3X.l  i,,r:. -2-c p z , i i ~ , & ~ -  ccJfic.lLlre a ,;i,aüf ,J - ,s .  Il re su*b  en 
élargissement de l a  c l a s s e  des  systèmes d i s c r e t s  de grande dimension suscept i -  

b l e s  ds t t r e  6tudi 6 s .  

Un a u t r e  apport  important concerne l a  p résen ta t ion  d'une methode nouvelle  de 

cons t ruct ion  de  fonct ions  de Lyapunov de type  s c a l a i r e  qui  cons t i tuen t  l e  fon- 

dement de c r i t è r e s  de s t a b i l i t 6  d ' app l i ca t ion  simple. 

L'approche de l a  s t a b i l i t é  r é a l i s é e  avec l e s  o u t i l s  présentés  permet l e u r  u t i l i -  

s a t i o n  en vue de l a  synthèse de  régu la t ions  de  type  d i s c r e t .  C 'es t  a i n s i  que nous 

avons proposé un avant p r o j e t  d 'une commande d i s c r è t e  d'un groupe turbo-al terna-  

t e u r  . 

Deux a u t r e s  a p p l i c a t i o n s  importantes des systèmes majorants  peuvent 

ê t r e  envisagées : d'une p a r t  l a  commande des  processus par  ca lcu la teu r  en temps 

r é e l  avec l e s  problèmes de  modélisat ion correspondants ,et  d ' a u t r e  p a r t  c e r t a i n e s  

é tudes  de t ra i tement  numérique de  données r e l a t i v e s  aux processus continus oudisicreb; 

C 'es t  dans ce  sens que nous envisageons maintenant d ' o r i e n t e r  nos travaux. 



ANNEXE 1 

Pm p u e  d a  majotranXu d'une mcx;trUce A 

n&cLtive à une nome p. 

I a  Une condition nécessai re  e t  su f f i san te  pour que l a  matrice A 

de dimension f i n i e  admette une plus  p e t i t e  majorante r e l a t i v e  à l a  norme p  

e s t  que ce l l e -c i  s o i t  r égu l iè re .  

- La condit ion e s t  su f f i san te .  

s o i t  x  un vecteur d é f i n i  sur un espace % e t  %, , ,... , 
un recouvrement de t . 

Notons M ( A )  l a  matrice d'éléments 

S i  p e s t  r égu l iè re  M ( A )  e s t  l a  p lus  p e t i t e  des majorantes 

r e l a t i v e  à p. , 

En e f f e t ,  il v ien t  Vx : 

pi (AX) 
p i ( h )  5 1 p j ( x )  Max 

J L. p j  ( X I  

La r égu l a r i t é  de p  implique l'indépendance des sous espaces 

% e t  % Y i  # j .  Il en r é s u l t e  donc que M ( A )  e s t  l a  p lus  p e t i t e  des i j 
majoranteo r e l a t i v e s  à p. 



- La condition est nécessaire 

Supposons que p n'étant pas régulière induise une plus petite des 

majorantes M pour toute matrice A. A 

11 existe au moins 'un couple d'indices i et j tel que l'on ait 

Prenons un vecteur particulier x de &ij n'ayant pas de composante 
O 

dans les autres sous espaces. 

Il vient par définition de M ( A )  

Nous constatons qu'il existe une infinité de couples mii, mij 
vérifiant la contrainte précédente, en particulier il est possible de choisir 

l'un de ces éléments égal à zéro l'autre étant alors fixé. 

Cette propriété étant contraire à l'hy-pothèse de l'existence d'une 

plus petite des majorantes la norme p ne peut donc être que régulière. 

Ib Si la norme est régulière, la plus petite des majorantes M(A) 

qui lui correspond est une norme sous multiplicative de la matrice A. 

La propriété de norme est évidente, montrons la sous nultiplica- 

tivité. 

Désignons par A et B deux matrices carrées de même ordre et X Un 

vecteur de dimension correspondante. 

Il vient par définition de la majorante : 

puisque par définition M(AB) est la plus petite des majorantede AB. 



ANNEXE 77  

Rechmche de M-mLnohanta h d a t i v a  à une notune 

11a) Soit un vecteur défini sur l'espace%= XI @ % 2  @... % k 
et x. la projection de x dans l'espace $i. 

1 

Représentons par Z l'ensemble des matrices réelles kx k 

dont les éléments diagonaux sont positifs et les éléments hors diagonaux 

négatifs ou nuls. Notons de plus Zm l'ensemble des minorantes de A appar- 

tenant à Z. 

Une condition nécessaire évidente pour que A admette une M- 

minorante est que Z soit non vide. m 

P&opobi.Lion : 

Powr que Z, 6 0 a  non vide 2 6au.t et *e sudda  que $OUA l e s  
b l o u  diagonaux A** 60ient hégUeim.  

- La condition est nécessaire : 

Soit N = (n. . )  appartenant à Z il vient 
I J  m ' 

pour tout x non nul appartenant à gi il est possible d'écrire 
i 

n.. 11 pi(xi) 5 pibii xi) 

d'où 



pi(A. 11 . x . )  1 

n. 5 i n f  { ) = s . . ( A . . )  ii pi(xi)  11 11 

x.e $ 
1 i 

n. e s t  p o s i t i f  puisque Nez il en r é s u l t e  que S.  (Ai i )  e s t  l u i  même 
1 i m li 

p o s i t i f  d'où A. non s ingu l i e r  
i i 

- l a  condit ion e s t  s u f f i s a n t e  : 

S i  t o u s  l e s  A. sont  r é g u l i e r s ,  l a  matr ice m(A) minorante de 
i i 

l a  matrice bloc-diagonale A e x t r a i t e  de A e s t  r é g u l i è r e .  La m.inorante 
A 

N ( A )  de diagonale m(A) p o s i t i v e  e s t  une Z minorante : Z e s t  non -ride. 
m 

11b) Nous supposerons pour l a  s u i t e  A non s i n g u l i e r .  

Notons 
- 1 J = I -  A A 

il v i e n t  

La matrice N ( A )  

e s t  minorante de A .  

En e f f e t  il v ien t  Vx €? 

m(A) { p ( x )  - M(J) p ( x ) )  s m(A) {P(x)  -P(JX)) 5 m(A) ~( (1 - J )x )  

s o i t  

N ( A )  P(X) I P(A(I-J)X) = p h )  

Il en r é s u l t e  de l a  d é f i n i t i o n  de l a  minorante N ( A )  l ' i n é g a l i t é  : 



Une canciLCion nécenaain_e et aud ihan te  p o u  que La mdx-ice A 

adm&e une M-minunante hdcrkivcWeI%t a P &!A que la minohante 

N ( A )  = m ( A )  ( 7 - M ( S ) )  

Cette condition est suffisante, montrons qu'elle est nécessaire. 

Supposons que la minorante N = D - DU 

avec 

O < D 5 m(A) 

soit une M-matrice. Le rayon spectral de U est alors inférieur à l'unité. 

Il en résulte la contrainte 

P ( M ( J ) )  5 d u )  < I 

et par conséquent N ( A )  est elle-même une M-matrice. 



A N N E X E  171 

Mat(Lice~ i m . Z d u d b l e ~  - MCUXLC~A non nég&va 

Une matrice A d'ordre q, d'éléments a est dite réductible i j 

si et seulement si l'opérateur correspondant A a un sous espace de 

coordonnées invariant de dimension v avec v < q. 

Dans le cas contraire la matrice A est dite irréductible. 

ThéotrSme de P m o n  FROBENIUS 

Une matrice non négative irréductible A a toujours une valeur 

caractéristique réelle et positive A qui est une racine simple de l'équation 

caractéristique et est supérieure aux modules de toutes les autres valeurs 

caractéristiques. A cette valeur caractéristique "maximale" X il corres- 

pond un vecteur caractéristique V de A de coordonnées strictement positives. X 

IIIb) Soit une matrice non négative A d'ordre q possédant q-1 lignes 

d'éléments constants. Dans ce cas le vecteur propre relatif à une valeur 

propre donnée A = ho est nécessairement de direction fixe puisque q-1 

relations suffisent à la déterminer. 

Notons : 



il6 
dans cette présentation seuls les a (i=1,2, ..., q) sont non constants. 

si 

Si VA représente le vecteur propre de composantes a i 

(i = 1,. . . , q relatif à la valeur propre X > O de la matrice A, 

il vient : 

Lorsque la matrice A admet un rayon spectral inférieur à 

l'unité, la matrice A~ (A) : 



est l'opposé d'une M-matrice, il en résulte que l'inverse de - A, ( A )  

existe et est à éléments non négatifs. 

Il vient alors : 

La valeur caractéristique de plus grand module de A et la 

direction propre correspondante sont donc simultanément invariantes lorsque 

sont vérifiées les conditions : 

- les éléments de A sont non négatifs, 

- A possède une seule ligne d'éléments non constants, 
- les valeurs propres de A sont de module inférieur à l'unité. 
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