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INTRODUCTION,

La théorie des langages consiste en 1'étude des sous-ensembles,
appelés langages, de l'ensemble de tout les mots que l'on peut écrire & l'aide
des lettres d'un alphabet fini.Chomsky dans [1], partant du modéle général des
grammaires & structure de phrases, en imposant différentes contraintes aux
régles de productions, distingue trois grandes classes de langage, ordonnées

par inclusion.

Cette classification est assez grossiére, et de nombreuses
tentatives ont été faites dans le but de l'affiner. C'est ainsi que Havel et
Harrison dans [11] définissent les grammaires strictes déterministes, que
Courcelle dans [16] définit les grammaires complétes déterministes, et qu'en
1968 Floyd [6] imaginait les grammaires opérateurs, reprises et généralisées

par Colmérauer dans [3]. Et cette liste ne prétend pas étre exhaustive.

Nous définissons dans ce travail les automates a deux piles,
que nous appelons autamates & piles communicantes. Ceux-ci vont permettre de
retrouver un grand nombre de familles parmi les principales familles de langa-
ges connues, au travers d'un unique formalisme par restrietions naturelles.

Précisément nous obtenons

les langages récursivement énumérables [17]

-~ les langages & contexte 1lié, ainsi que les langages &
contexte lié déterministes [15]

- les langages algébriques reconnus par les automates a
pile de mémoire, ainsi que les langages algébriques
déterministes [8]

- les langages rationnels [2]

- les langages simples étudiés dans [14]




- les langages reconnus par les autcmates & pile de
mémoire déterministes, par réinitialisation de la pile,
et par pile vide.

Ceci répond 4 une question soulevée par S. Eilenberg [5] qui,
devant la trés grande diversité des autcmates existants demandait s'il
n'était pas possible de faire oeuvre d'unification. C'est ce que nous faisons :
par exemple la suppression d'une seule possibilité de mouvement dans la classe
des autamates 3 piles communicantes reconnaissant les langages & contexte lié,
nous donne la classe reconnaissant les langages algébriques : alors que les
deux sont reconnues respc. par les automates linéairement bornés et les automa-

tes 34 piles de mémoire, fondamentalement différents.

Par ailleurs, on est toujours trés intéressé, étant donné un
automate, par la possibilité de lui associer une grammaire & structure de

phrase, qui engendre le langage reconnu par l'autcmate.

C'est ce qui est fait par Ginsburg dans [8] par les automates &
pile de mémoire, la grammaire, obtenue de maniére relativement simple, n'est
cependant pas trés exploitable. De mé&me Kuroda, [15], exhibe une grammaire
associée aux automates linéairement bornés, mais la maniére de 1l'obtenir est
ici complexe, et la grammaire difficilement utilisable, elle ne fut par la

suite pratiquement jamais reprise.

Nous sommes capablesd'associer aux autcmates & piles communicantes
des grammaires canoniques, ceci tout a4 fait facilement. lLes grammaires obtenues
ont des régles de productions dont en particulier la longueur des parties droi-
tes est toujours inférieureou égalk & deux, cette forme particulié&rement simple,

les rend trés utilisables.

Donc, outre l'intérét d’unifier, nous posséderons, avec ces
automates, une correspondance canonique entre les grammaires et les automates
existants qui doit permettre de retrouver d partir des propriétés des grammaires

celle des automates et réciproquement,

Nous donnons comme exemple d'application une démonstration simple
de l'inclusion de la classe langages déterministes dans la classe des

langages BRC(1,1) définis par Floyd dans [71].




Cecl est une conséquence directe des résultats d'équivalence
de nos automates avec les automates a pile de mémoire et des propriétés de
la grammaire canonique.

Notons que cela fait l'objet d'une démonstration fort complexe dans [12].

Nous pensons de plus, qu'en fournissant un nouveau formalisme,
nous contribuerons peut &tre & résoudre le probléme difficile de l'équiva-
lence de deux langages déterministes dont Courcelle [4] a montré qu'il se
raméne 3 1'équivalence des arbres algébriques. Nous n'avons donné dans ce
travail qu'un seul exemple d'application, application tout & fait non triviale
des automates & piles communicantes, nous sommes convaincus que ceuxe-ci
s'avéreront &tre un outil tréds efficace pour la résolution de beaucoup de
problémes. Gri3ce & eux nous croyons qu'il sera possible de donner une nouvelle
caractérisation des grammaires déterministes. Ils pourraient &galement
permettre une plus grande connaissance des langages situés entre les langages
algébriques et les langages & contexte lié.

Dans une autre direction, il serait intéressant de retrouver sur les automates
a4 piles, la trace des principales propriétés des autamates classiques, en
particulier, retrouver la hiérarchie proposée par Havel et Harrison dans [11],
hiérarchie de langages stricts déterministes. Pour terminer, disons qu'ils

pourraient également permettre la définition de nouvelles classes de langages.
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Nous avons décomposé notre travail en quatre chapitres.

* Dans un premier chapitre nous donnons les définitions concernant

les automates & piles communicantes : apc en abréviation.

A la suite de ces dé&finitions nous indiquons quelques propriétés
vérifiées par divers apc. Propriétésque nous utiliserons dans les chapitres

suivants.

* Dans le deuxiéme chapitre nous établissons les relations existantes
entre les différents apc définis au chapitre I et les principaux automates
connus. Nous partons de la considération du plus général, la machine de

Turing et nous allons jusqu'aux automates d'états finis.

Nous montrons que nous pouvons également atteindre des familles de
langages déterministes, définies & partir des automates & piles de mémoire
déterministes par restriction sur les configurations finales ainsi que les

langages simples.

* L'objet du troisidme chapitre est la construction d'une grammaire

canonique associée aux apc.

En fait dans une premiére partie nous donnons la grammaire & structure
de phrases associée a la plupart des apc.
Puis dans une deuxiéme partie nous construisons la grammaire algébrique

associée & tout automate & pilescommunicantes non expansivesa droite (I.3b)).

* C'est dans le quatriéme chapitre que nous donnons quelques applications

qui peuvent avoir les apc.

En particulier nous envisageons les applications aux grammaires BRC
définies dans [7 ]. Nous montrons tout & fait simplement que les langages
déterministes sont BRC(1,1), donc LR(1). Ce résultat a déja fait 1l'objet de
démonstrations, non correcte, sSelon Havel et Harrison qui en donnent une dont il

est difficile d'aprécier la véracité.
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LE CHAPITRE I.

Disons qu'un automate & piles communicantes est constitué de
deux piles gui peuvent voir leur contenu croltre ou bien décroitre, au
cours des mouvements. D'une maniére tout & fait informelle, on peut imaginer
la possibilité "d'incliner" 1l'automate et de cette maniére de faire passer
les "billes™ de la pile gauche dans la pile droite et inversement. Il n'est pas
exclu qu'au cours d'une telle manoeuvre une bille tombe, ou qu'une bille se
scinde en deux permettant l'augmentation du nombre totale des billes. Le but
€tant de faire tomber toutes les billes sauf 1l'une d‘'entre elle.

Plus formellement :

Nous conviendrons qu'au début de l'analyse d'un mot w de 1l'alphabet I, ce mot
est placé dans la pile droite et que seul un marqueur figure dans la pile
gauche. Nous plagons €galement un marqueur dans le fond de la pile droite.

Nous noterons une telle configuration, dite initiale, de la maniére suivante :

# #
KO= [gr Wd].
Les crochets matérialisant chacune des piles, et la virgule la

séparation entre ces piles.
Soit une configuration quelconque :
K = [oa, BB], A A Aet B # A

aA est le contenu de la pile gauche, BB celui de la pile droite A est l'élément

placé au sommet de la pile gauche,~ B celui placé au sommet de la pile droite.

Pour décider du mouvement qu'effectura 1l‘'autcmate, nous n'avons
accés qu'aux sommets de pile, 3 savoir #g' et la lettre la plus & gauche de w
pour Ko' A et B pour K. De plus, nous nous interdisons la lecture de la
chaine vide A en sommet de pile. En conséquence, un automate ayant vidé tota-
lement l'une de ces piles bloguera. Aucun mouvement n'est possible & partir

des configurations [A,a]l ou [a,Al.

De quelle fagon pouvons nous remplacer A et B en sommet de pile,

et ainsi évoluer vers une nouvelle configuration K' ?
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Nous noterons un mouvement de K vers K' par :
K +— K'.

Nous pouvons remplacer A et B de 8 maniéres différentes donnant

8 mouvements possibles & partir de K = [oA,BB] :
Il 2 mouvements croissants
(m1) (a,B) - (X1'X2x2) K t— [axl, x2x3B]

(m2) (a,B) -~ (xlxz,x3) K P [axlxz,x38]

I 3 mouvements d'analyse

(m3) (a,B) ~ (A'X1X2) K +— o, xlxzsl
(m4) (a,B) ~ (xlxz.A) K +— [“x1x2' Bl
(mS) (AIB) > (Xl' x2) K t-"" [G-xll XZB]

I 3 mouvements de réduction

(m6) (A,B) > (4, Xl) K p— la, XIB]
(m7) (a,B) > (X, ) K p— [oxl, g)
(m8) (a,B) +> (A N) K b [alB]

Bien entendu un méme couple (A,B) pourra donner plusieurs mouve-
ments possibles, c'est le cas le plus général. Lorsque pour tout couple (A,B)
il n'existe qu'un seul mouvement & partir de ce couple, nous dirons que

1'automate est déterministe.
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Un mot w sera dit reconnu pour un apc, s'il existe une suite
de mouvements permettant & partir de [#g' -.w#d] d'atteindre une configuration
finale KF

Une confiquration finale est une configuration dans laquelle une
des deux piles est vide, et l'autre contient un unique élément appartenant &

un ensemble F, dit ensemble des éléments finaux.

K = [A,Xx] ou I[x%,A] pour tout X, X e F

%
Si nous notons T(A), l'ensemble des mots reconnus par A et

la cldture transitive de |— nous obtenons

*
T(A) = {w/ X e F tg [#g, w#d] — [xl,x2] avec X, X, =X}

Puis nous définissons les principaux apc, par restriction sur

les mouvements possibles, on obtient :
I Les apc généraux : apc tout les mouvements sont possibles

I Les apcb : automates 3 piles communicantes bornées tout

mouvements, moins (ml) et (m2)

I Les n.e.d : automateg & piles communicantes non expansives

a droite, tout mouvements, moins (mi), (m2) et (m3).

I Les s.t.d : automatesd piles communicantes strictement

décroissantes, seul mouvement possible (m7).
Notons que nous aurions pu admettre les mouvements de type (m2)
dans le cadre des non expersifs & droite, nous verrons que cette possibilité

n'augmente pas la capacité d'un n.e.d.

Ajoutons qu'en modifiant les configurations initiales, par sup-

pression du marqueur de fond de pile droite :

K = [# ,W]
o g
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et en imposant la pile qui doit &tre vide dans la configuration finale, nous
obtenons deux familles de langagereconnuespar des n.e.d déterministes, mais

distinctesde la famille reconnwepar les n.e.d.d (voir I.3 f)).

Disons pour terminer, qu'en autorisant seulement les mouvements

du type (m5) (mé) et (m7), nous obtenons un a.p.c dit simple, noté a.p.c.s.

le reste du chapitre, &tant consacré & la démonstration de
quelques propriétés utiles dans les chapitres suivants.

Nous montrons notamment que, pour la plupart des a.p.g on peut

se passer des mouvements (m5) et {(m8).

LE CHAPITRE II.,

L'objet de ce chapitre est donc d'établir les relations, entre

les principaux automates connus et les différents a.p.c.

Les méthodes employées pour montrer les équivalences, sont en
fait toujours les mémes. Il s'agit de simuler 1l'un par l'autre : pour cela
nous construisons 1l'un 4 partir de l'autre. Cette construction est plus ou

moins évidente suivant les cas mais jamais trés difficile.

Les résultats d'équivalence sont des conséquences directes
des constructions. En fait, nous définissons des configurations qui se
correspondent dans l'a.p.c et dans l'autamate classique, et nous montrons
que les deux autcmates se "suivent"™ au travers de ces configurations dites

correspondantes.
Nous obtenons les résultats suivants :

I les a.p.c les plus généraux correspondent aux machines de

Turing (II.2). Nous nous contentons de simuler une machine de Turing par

un a.p.c. Lathése de Church ([17] p:7) nous assurant la réciproque, la construdion
d'une machine de Turing associée & un a.p.c ne poserait d'ailleurs aucun

probléme. Cette simulation ne pose que de petites difficultés techniques.
Intuitivement, un élément important est que dans les deux cas la "zone de .

travail" n'est pas bornée. Ceci est assuré dans un a.p.c par les mouvements

du type (ml) et (m2). D'autre part la simulation des déplacements poésibles

vers la gauche ou vers la droite dans une machine de Turing, est assurée




15
dans un a.p.c par (m3) et (m4).

b Les a.p.c (resp. déterministes) correspondent aux autcmates
linéairement bornés (resp. déterministes). La simulation de 1l'un par l'autre
est ici encore, uniquement technique. Constatons que la différence avec les
a.p.c généraux réside en la suppression des mouvements {(ml) et (m2), donc
impossibilité de faire croltre la longueur totale des deux piles, ce qui
correspond bien au fait que dans un automate linéairement borné la bande de
lecture est bornée. Les mouvements vers la gauche ou la droite sont ici

encore assurés par (m3) et (m4).

hu¢ Les n.e.d (resp. déterministes) correspondent aux autcmates &
pile de mémoire (resp. déterministes). Il existe trois différences importantes

entre les n.e.d et les a.p.m :
1 Un a.p.m peut lire la chaline vide
2 Un n.e.d posséde un marqueur de fin de mot

3 bans un a.p.m on a accés a trois éléments pour décider

d'un mouvement, et seulement & deux dans un a.p.cC

la simulation d'un n.e.d par un a.p.m, ne pose de réels problémes ( que dans
le cas déterministe. Nous utilisons le résultat suivant, obtenu par

S. Greibach et Ginsburg dans [10] & savoir : un langage L est déterministe
si et seulement si ILc est déterministe, c étant un symbole n'appartenant pas
4 1l'alphabet de L.

Cette propriété permet d'utiliser la méme construction, que le n.e.d soit ou

non déterministe (III.6 a)). Notons qu'elle concerne la ziéme différence.

Nous montrons la simulation des a.p.m (d) par les n.e.d(d) en
deux temps. Nous séparons le cas non déterministe du cas déterministe. Le
cas non déterministe (II.4) est résolu en utilisant la propriété démont;ée
par Greibach dans [18] & savoir : tout a.p.m est équivalent 3 un a.p.m qui
ne lit jamais la chalne vide. Ceci permet une construction aisée dans le cas
déterministe (II.5), nous utilisons une propriété moins forte que la précé-

dente a savoir :

8§(g,z,a) = (q',y2'") ==> 6(q',z" ) =@




16

lorsque un mouvement a &té fait en empilant, Iyz'l P ;,alors le mouvement
suivant ne peut se faire par lecture de la chalne vide. Ceci permet ici

encore une construction simple.

Nous nous intéressons également, (II.5 et II.6) aux langages
déterministes reconnus par réinitialisation de la pile et par pile vide.
Nous montrons que ces deux familles correspondent exactement aux sous~familles
définies 3 partir du n.e.d.d en limitant les configurations ihitiales et finales.

Ce que nous pouvons schématiser de la maniére suivante :
Soit A un n.e.d.d l'ensemble des mots w tel que :

e
1 [#g, w] FK— [x,x'] avec XX' c F correspond aux langages déterministes

reconnus par réinitialisation, & la chaine vide prés.

*
2 [#g,w] =y [A,s] avec S c F correspond aux langages déterministes

reconnus par pile vide ou langage L = {A} prés

Ceci nous permet de déterminer 1'influence du margqueur #d'
marqueur de fond de pile droite pour les n.e.d. Il est facile de voir que
dans le cas non déterministe, #d peut &tre supprimé sans modifier la

puissance du n.e.d.

I les a.p.m simples correspondent exactement au a.p.c simple,
et les automates d'états finis ou a.p.c strictement décroissants : s.t.d.

Ces deux résultats sont tout 3 fait facilesd montrer.

LE CHAPITRE III.

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux grammaires suscep-

tibles d'étre associées aux différents a.p.c.

Dans une premiére partie, nous construisons & partir de l'a.p.c
le plus général, la grammaire & structure de phmase qui engendre le méme
langage. Nous imposons & l'a.p.c de vérifier quelques propriétés, toutes tri-
viales, afin de rendre plus simple les démonstrations. Cette grammaire se
déduit de 1'a.p.c d'une fagon trés intuitive. La démonstration de 1l'équivalence

est technique, c'est une conséquence directe de la construction, elle est
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basée sur un paralléle entre les mouvements dans l'automate et les dérivations

dans G, par configurations correspondantes.

Cette grammaire permet de retrouver quelques résultats du chapitre
précédent. Par exemple, la grammaire & structure de phrase associée & un a.p.c

borné est 4 contexte lié.

Quant & celle associée & un n;e.d, elle n'est pas & algébri-
que,, & cause de mouvements (m4), mais le langage qu'elle engendre est

cependant algébrique, voir (II1. 1 h).

Dans la deuxiéme partie nous proposons une grammaire 4 contexte
libre associée aux n.e.d. Ici encore nous n'impcsons auxn.e.d de vérifier
quelques propriétés triviales, sauf une que nous montrons dans le chapitre I
( I.3). C'est l'cbtention de cette grammaire qui nous a posé le plus de
problémes. Ces régles de production sont cependant obtenues de maniére
simple. La démonstration de l'équivalence se fait en établissant une
correspondance biunivoque entre les configurations du n.e.d, et les expressions
dites bien formées de G, qui sont des mots obtenus par dérivation la plus &
droite & partir de l'axiome.

Le paralléle entre les mouvements de l'automate et les dérivations dans G,
sera trés utile dans le chapitre IV ou il est question d'analyse "top-down"

c'est~a-dire de famille vers la racine.

LE CHAPITRE IV,

Nous consacrons la premidre partie de ce chapitre & la définition
des grammalres "BRC(1l,k)". La définition donnée dans [12] n'étant pas aisée
4 manier, nous donnons une définition équivalente qui fait apparaitre plus
clairement 1'idée de contexte dans lequel une régle est applicable au cours
d'une analyse "top~down", de gauche & droite, dans le sens d'une "réduction”.
C'est-d-dire remplacement dans le mot en cours d'analyse de la partie droite
de la régle par la partie gauche.
Informellement : & chaque régles nous associons & l'aide d'une applicable c,
le contexte dans lequel elle est applicable (1) .
Nous dirons que G est BRC(1l,k), si l'application ¢ est une application de P

(ensemble des régles de G) dans les parties de Vl X Zk.

(1) applicable dans le sens d'une réduction
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Ce qui signifie que nous avons accés jusqu'd une profondeur de longueur 1
sur la gauche du mot faisant 1l'objet de la réduction par p, et d'une
profondeur k sur la droite. L'application c permettant une analyse détermi-

niste "top-down", de la gauche vers la droite du mot.

Dans une deuxiéme partie nous montrons que la grammaire contexte
libre associée aux n.e.d définie dans le chapitre IV est BRC(1,1), en exhibant
une application c. Intuitivement : nous avons vu dans le chapitre III qu'il
existe un paralléle étroit entre les mouvements de l'automate et les dérivations
dans G. Or l'analyse d'un mot dans un n.e.d,part des "feuilles" c'est-a-dire
du mot lui-mé&me, pour aboutir & une configuration finale réduite & un seul
élément correspondant 3 l'axiome de G. Cette analyse étant faite de la gauche
vers la droite du mot. Nous déduisons de ce mouvement une analyse de tout
mot de L(G), "top-down" correspondante & la dérivation la plus & droite.

La correspondance établie entre les configurations de l'automate et les
expressionsbien formées de G étant biunivogue, le fait que le n.e.d soit
déterministe implique que l'analyse précédente est unique pour tout mot.

Nous montrons trés simplement, qu'ad chague pas de cette analyse, pour lever
une éventuelle ambiguité quant & la régle & appliquer, nous n'avons jamais
besoin de considérer plus d'un élément & droite et plus d'un élément & gauche
du mot faisant 1l'objet de la réduction. Ceci implique que G est BRC(1,1).

Nous indiquons en corollaire que tout langage appartenant & la

formule n.e.d.d1 est BRC(1,0).




CHAPITRE I

DEFINITION DES AUTOMATES

A PILES COMMUNICANTES
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Nous donnons tout d'abord la définition du concept le plus général.
I.1 AUTOMATES A PILES COMMUNICANTES : définition.

a) Deginition.

Un automate & piles communicantes (abréviation : apc) est un

quintuplet : A = (I', £, M, §, F) tel que :

(1) . I et I' deux alphabets finis disjoints. Notons V = T'U %
(II) . M= {#g,#d} ensemble de 2 marqueurs MV =@
# = # #_ = #
notonng VU{g},Vd VU{d}

(III) . § est une application de V# x V#d dans les parties finies de
o o 0 0 0% 4y

(¢]
(v#gv x v#d)(J (v x vV V#d) telle que : si (a,B) € 6(A,B) alors :

#
°)
A ## ===>aé#vo

g g
et

(o]
B# K, =>BLVH,

(IV) . FC V ensemble des &léments finaux.

~

Donnons & présent le formalisme utile & la description des mouvements

dans un a.p.c.
b) Définition.

Une configuration d'un a.p.c sera un élément de la forme : [w,w']

avec w ¢€ V#gv* et w' € V*V#d.

Dans la configuration [w,w'], nous dirons que 1'automate lit les
sommets de pile A et B si A est 1'élément le plus & droitg de w, B 1'élément le
plus & gauche de w'. L'élément A est donc uneolettre de V#g égal 34 Asi et seu-
lement si w=A, et 1'élément B une lettre de V’#d €gal a A si et seulement si

w'=

c) Déginition.

Etant donné un a.p.c. A = (r, ¥, M, §, F) soit 'K_ (ou +—— 1lorsqutl
0 0
n'y a pas de confusion possible sur l'automate) une relation sur vy# v*xv*kvfd
g
définie comme suit.

(1) Pour tout ensemble E nous notons E U {A} par E°C.
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{wA,Bw')] b~ [wa,Bw'] si (a,B) € §(A,B)
A

Pour deux configurations C et C' nous écrivons :

oo
"

L
C F;— C

si Elcl, C,r-.-sC telles que :
vi 1 $i<nC, b—2C

. L'ensemble F des éléments finaux est utilisé pour reconnaitre un

sous-ensemble de I* la maniére suivante :

d) Déginition.

Un mot t € I* est accepté pour un a.p.c A= (I', £, M, §, F) si
wle
# # - ' ]
[ g’ t d] FK— [X, X'] avec XX' ¢ F

ou encore [X, X'] = [y, Alou [A, y] avec y € F.
Notons T(A) l'ensemble des mots acceptés par A.

e) Ces définitions &tant données, nous pouvons répertorier les divers types de

mouvements possibles dans un a.p.c. Soit (a,B) € 8(A,B) :

- Mouvement "croissant"

H'"croissant & droite’ si | |a]l =1 et |B]| = 2 _J

la longueur totale des deux piles augmente

d'un élément placé sur la pile droite

H"croissant & gauchd' si | [a]| = 2 et [8] =1
' méme chose, ici c'est la pile gauche qui augmente d'un.

- Mouvement "constant" ou d'"analyse"

Ces mouvements conservent lalongueur globale des deux piles
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X "analyse droite" si la] =2 et |B] =0

dans ce mouvement cela se passe comme si la virgule se déplagait d'un
cran sur la droite en modifiant éventuellement les sommets de pile

considérés.

I "analyse gauche" si la] = 0 et IBI = 2
ici la virgule se déplace sur la gauche
I "analyse stationnaire" si |a| =1 et |B| =1

en fait il est facile de voir que l'on pourra toujours se passer

de ce type de mouvement

]
—

I "réduction & gauche" la] =0 et |B|

la longueur de la pile gauche diminue de 1

I "réduction & droite" la] =1 et |B] =0
lalongueur de la pile droite diminue de 1
I "réduction totale" la] =0 et [B] =0

la longueur des deux piles diminue de 1.

Nous aurions pu faire un autre choix pour les mouvements croissants

tout en limitant la croissance & 1 élément.

Nous aurions pu opter pour Ial =0 et [BI = 3 pour les croissants a
gauche. Ceci ne modifierai en rien les résultats que nous obtenons ; le seul fait
important pour ce type de mouvement étant qu'il £fasse effectivement croitre

la longueur totale des deux piles.
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1.2

Nous allons au travers de restrictions sucessives sur ces mouvements
définir 3 automates principaux déduits de 1l'automate & piles communicantes le

plus général, et un quatriéme moins important.

a) AUTOMATE A PILES COMMUNICANTES BORNE : abréviations a.p.c.b.
Définition.
a.p.c.b. A= (I, Z, M, §, F)

Un automate & pile communicantes borné est un automate & piles

communicantes dans lequel on a interdit les mouvements croissants :

va,B Va, tels que : (a,B) € 6(A,B) alors IaBI < 2

Remarquons que dans ce cas la pile gauche comme la pile droite
peut croitre d'un élément au cours d'un mouvement, mais leur longueur est

décroissante au sens large.

b) AUTOMATE A PILES COMMUNICANTES NON EXPANSIVES A DROITE

abréviation : n.e.d (comme non expansif & droite)
D ginition.
Un automate & piles communicantes non expansives & droite
a=(, , M, 6, F)

est un automate a& piles communicantes bornées dans lequel on a interdit

les mouvements d'analyse droites :
va,B Va,B tels que : (o,B) € 6(A,B) alors |aB| s 2 et [B] s 1

Ici comme la terminologie 1l'indique la pile droite ne peut jamais

crolitre au cours d'un mouvement.




23
c) AUTOMATE A PILES COMMUNICANTES STRICTEMENT DECROISSANTES
abréviation : s.t.d comme strictement décroissant

Déﬁénétion.

Un automate & piles communicantes strictement décroissantes est un

n.eda=(I', , M, §, F) tel que :

vA,B Vo,B tels que : (a,B) € 6(A,B) alors Ial =1 et IBI =0

Pour un tel automate il n'y a plus gqu'un seul mouvement possible
c'est la réduction droite. En effet les autres mouvements envisageables dans
ce cadre seraient les mouvements de réduction gauche, de réduction totale mais
1'un comme l'autre videraient 1la pile gauche et 1l'automate ne pouvant lire A

en sommet de pile il bloquerait.
d) AUTOMATE A PILES COMMUNICANTES SIMPLE

Dans un tel automate ne sont plus possibles principalement que les
mouvements d'analyse droite, de réduction droite et de réduction totale. En
plus pour aboutir & la configuration finale et seulement dans ce cas on utili-

serxa un mouvement de réduction gauche.
Déginition.
Nous dirons qu'un a.p.c est simple si et seulement si :
v el UZ k){#g}, ael, yeT
1 |8(x,a)| s 1 et 8(X,y) =9
2 §{x,a) = (a,B) ==> (|a| €2et B=A) ou (BeF eta=A\)
3 un mot w sera accepté par un a.p.c.s ssi :

. (#g,w)aF:— (A,s] avec S € F.
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La restriction §(X,Y) = @, signifie qu'on autorise pas la lecture

d'un élément n'appartenant pas & I en sommet de pile droite.
e) A chacun des automates précédents on peut associer un automate déterministe.
Dé ginition.

Nous dirons qu'un a.p.c est déterministe ssi pour tout (A,B),

(1)
|§(n,B)| <1

Nous ajouterons la lettre "d" pour indiguer que 1l'automate est

déterministe. Nous obtenons donc

a.p.c donne a.p.c.d
a.p.c.b donne a.p.c.b.d
n.e.d donne n.e.d.d

s.t.d donne s.t.d.d

Les a.p.c simples étant déterministes, par définition nous ne

parlerons pas d'a.p.c.s.d.

f) A présent mous allons donner la définition de familles de langages obtenues

a4 partir d'un n.e.d.d, en changeant les conditions de reconnaissance d'un mot.

Définition des ensembles T, (A) eX T _(A) pout A n.e.d.d

Pour un n.e.d.d A nous noterons :

TI(A) ={w | X ecF } [#g,w] Ff— [¥,Y'] avec YY' = X}
*
T, @) = {w | X e F ] [#g,m] — [A,X1}
Rema e

Il est facile de voir que 1'on peut sans changer Tl(A)' se limiter

aux configurations finales du type [x,A].

(1) Lorsque &§(A,B) est réduit & un seul élément, soit (u,v) cet élément,

nous noterons souvent §(A,B) = (u,v), au lieu de §(A,B) = {(yv)}
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Notation.
Nous pouvons par extention noter To (A) l'ensemble :
T,(A) ={w | Ix eF ] [#g,w#d] FEQ ¥,¥'] avec YY' = X}

Nous obtenons les familles suivantes

i

n.e.d.di ={L/ Jdan.e.d.d tel que L Ti(A)}

Remargue :

Ces trois familles colncident si A n'est pas déterministe, ceci

est une conséquence des résultats obtenus au chapitre II.

g) Nous allons & présent donner les exemples d'automates A piles communicantes,

et indiquer les langages qu'ils reconnaissent.
Exemple 1.
Nous construisons tout d'abord un a.p.c.b A reconnaissant L tel que :
L={a""c" /n3x1}
Soit : A= (X, ', §, M, F)

= {a, b, ¢} .l = {an, &, X, 5,5}

[
|

=
|

= {#g,#d} .F = {s}

et § est défini comme suit :

1 6(#g,a) = (#g a, ) 2 $§(a,a) = (aa,h) 3 &(a,b) = (A,N)
4 S(a,b) = (A,2A) 5 &§(a,A) = (A,A) 6 6&(A,A) = (aA,N)
7 §(A,c) = (A, X) 8 §(A,X) = (X,A) 9 §(X,c) = (AX)
10 a(#g,x) = (s',N) 11 8(s',#)=(A,S8) 12 &(A,A) = (A,BD)




26

Indiquons & présent la suite des configurations amenant a la
n oo
reconnaissance de a3b3c3 . Convenons que C }-i— C', veut dire que C |—£— c!

grace a la régle i, appliquée n fois.

2
1 2
# # # # #
{ g’ aaabbbcce d] — I ga, aabbbccce d] f— [#gaaa, bbbcce d]

3 4 - 5
# # # # # #
— [ gaaA, bbcce d] — I g2 AAbcce d] — [gaA, Abcce d]

6 4 - 12 -
# # # # # #
— [ gaAA, bcee d] — [ gaA, AAccc d] — g2 AAAccc d]

62

5 7
#
— [#gA, AAccc#d] — [#gAAA, ccc#d] e [#gAA, Xce d]

8 9 8
— [#gAX, cc#d] p— [#gA, Xc;#d] — [#gx, c#d]

9 10 (o, 11

Exemple 2.
Nous allons donner le n.e.d A qui reconnait le langage L
L={aB"/nzo0}U{a /n3ol}.

Soit A= (£, T, §, M, F) telle que :

.z {ab} .F = {c, s, B, E}
. M= {#g,#d} . F = {s}
et 8§ est défini par :
1 6(# () = (# a,h) 2 8§(a,a) = (aa,A) 3 6(al# ) = (A,C)
g g a
4 6§(a,Cc) = (A,C) 5 6(#g,c) = (A,S) 6 8(a,b) = (A, N)
7 §(A,b) = (A,B) 8 6(a,B) = (A,A) 9 8(n, ¥y = (A,C)
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10 s<#g,6) = (A,S) 11 c<#g.#d> = (A,S)
2.2
La reconnaissance de a'b se fait comme suit :

1 2 6
# # # # # # #
[ g,aabb d] = [ ga,abb d] — [ gaa,bb d] P [#gaA,b dl
P [# a,B% ] - ¥ 2,41 =R [ .31 K2 [a,s]
La reconnaissance de arl se faisant comme suit :
n 1 n-1 *2 n 3 -1 *4
[ 2" #g1 b= [ a2 40 = [ a" # 1 = [#ga“ el = T el

ki— [A,s]

remarquons que A est déterministe. Remarquons encore qu'il n'existe pas de

n.e.d A telle que

T1 (a) =L

?
[x,x'] avec XX' e F}

>T 3%

c'est-d-dire : L = {w /] [#g,w]

Ceci est facile & montrer, en effet quand l'autcomate lit les
"a" il faut que d'une part il les compte et que d'autre part, il se trouve
4 chaque pas de la reconnaissance du mot dans un état final, c'est deux

choses sont impossibles & assurer en méme temps.

Exemple 3.

Nous allons dans cette exemple construire un a.p.c qui reconnait
les expressions arithmétiques. Nous avons simplifié au maximum, I est réduit
az=1{(), +, a}. Et T = {E,D}, E comme expression arithmétique. D comme
début d'expression arithmétique. De plus F = {E}. Nous admettrons que ( )

est une expression arithmétique.

Donnons & présent les valeurs de la fonction §

11 6(#q,a) = (E,0) 12 5(#9,() = ((,h)
21 §((,a) = ((&,1) 22 6((, () = (((,A) 23 §((,)) = (,A)
31 8(,+) = (D,10) 32 8(En) = (a))
41 6§(p,a) = (,1) 425, () = (1)
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Remarquons que nous n'avons pas besoin de # a*

le mot ((a+a) + a) + (a) est reconnu de la maniére suivante :

[#g,((a+a) +a) + (a)l

.

{(, (ata) + a) + (a)]

[((, ata) + a) + (a)]

[((E, +a) + a) + (a)]

[(D, a +a) + ()]

[((E, ) +a + (a)l

[cc,) +a + (a)]

[(E, +a) + (a)]

[, a + (a)]

T 17 17T 17T 17T 17T 1T 1

[(E,) + (2]

[(I)+(a)]

[E, + (a)]

D ’ (a)]

[«, al

[ , )]

[c,H1

17T 17T 17T 17T 71

[, Al
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[.3 PROPRIETES CONCERNANT LES A.P.C ET LES AUTOMATES A PILES DE

(1)

MEMOIRES UTILES DANS LES CHAPITRES SUIVANTS :

Cette partie pourra &tre passée en premiére lecture, nous y

faisons référence lorsque cela est nécessaire.

Dans cette partie nous définissons tout d'abord, en a), deux ensembles,
gue ncus utiliserons constamment. Briévement disons que ce sont les ensembles
des é€léments apparaissant aux cours de mouvements d'un a.p.c en fond de pile.
Nous montrons en b) que nous pouvons toujours faire en sorte que ces éléments
soient caractéristiques des fonds de piles, c'est-ad-dire qu'ils ne peuvent

jamais apparaitre ailleurs.

Nous définissons ensuite les a.p.c simplifiés, pour lesquels les
mouvements de réduction totale et d'analyse stationnaires sont supprimés.
Puis nous terminons, par la démonstration d'une propriété concernant les

automates 4 piles de mémoire déterministes.

a) Déﬁﬁn&ixon.

Soit wn a.p.c A= (£, T, §, M, F), posons V = £ UT,.

o
# = # = {# i
Soient Tr( g) {#g} et Tr( d) { d} alors pour tout i, i > 1
soient :
i+l i
T () = {x/3vy'ev v {A}, YYev, 32 ¢ T (# ) tels que :
r g r g

(XY',0) € §(z,9)} y :j(#g)

(1) On trouvera la définition des automates & piles de mémoire au § II.4 a)
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ot (#) = X /¥ e VU (A}, Iy cv, Iz Tir<#d> tels que : (A, ¥'X) e 6(¢,2)}

i
#
U T ( d)
Alors :

. i
T (#) = lim T (# )
r g {20 r g

i
Tr(#d) = 1lim Tr(#d)

i=

les ensembles xr(#g) et Tr(#d) sont appellés respectivement les ensembles

des traces de #g et des traces de #d'

Les limites Tr(#g) et Tr(#d) existent car ces ensembles sont inclus

dans £ UT UM qui sont des ensembles finis.

. Nous énongons maintenant une propriété dite des traces des

marqueurs :

b) Propriété des traces des marqueurs : prop t.d.m

Un a.p.c A vérifiera la propriété t.d.m si et seulement si pour

tout X,X, Y eTUZ UM, ¥ e (rUD® ve(TUrID* #Z

si (X'y',v) € 8§(X,Y) alors :
# —_— ' # ! # -
X # T ( g) > X' ¢ Tr( g) et Y' ¢ Tr( g)
si (v, X'Y') e 6(X,Y) alors :
# —_— v # ' #
Y £ T (#) > X éTr( a ety é'rr(d)
Cette propriété impose aux traces des marqueurs de ne figurer

qu'en fond de pile, ce sont donc deux ensembles d'éléments caractéristiques

des fonds de pile.
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Pro EOM',téon .

A tout a.p.c.(d) A on peut associen un a.p.c.(d) A' du méme type
qud vérnifie La prop t.d.m et quil est Equivalent a A.

Nous laissons le soin au lecteur de démontrer cette proposition.

Remar g ue :

Un méme élément peut appartenir
ceci n'améne aucune ambiguité, si l'élément
le fond de pile gauche, et si il figure sur
de la pile droite.

c) Déginition. a.p.c simplifié

Nous dirons qu'un a.p.c A (z,
1 il vérifie la prop t.d.m

2 il n'effectue jamais de mouvement

3 il n'effectue jamais de mouvement

Propriété.

Tout a.p.c (d) A, dans lequel les mouvements décroissants gauche et
droit sont autorisés est équivalent & un a.p.c (d) simplifi&. Dans le cas des
n.e.d (d) les ensembles Tl(l) et T2(A) sont conservés.

Preuve.

proposition du § b), nous allons construire

Pour cela définissons une relation, noté - entre les €léments de

(VU MX{VuM):

(X,Y) > (X',Y') <=mm==> le

et x',Y") € §(x,Y)

Soit A vérifiant le point 1, nous savons que c'est possible par la

3 # #

4 la fois a Tr( g) et & Tr( d)'
est sur la pile gauche, il marque
la pile droite, il margue le fond

ry 6§, M, F) est simplifié ssi

d'analyse stationnaire

de réduction totale.

A' vérifiant le point 2 & partir A.

- x|
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%
soit » la cldture transitive de -.

ta
Nous dirons que : (X,Y) £ (x',Y') ssi 1 (u,v) tel que :

lul #1 ou |v| #1 et (u,v) e 8(X',¥")

Soit :
sx,¥) = {(u,v) | Jul # tou |v| # tet 1 x',¥"
ﬁelles gue
(x,Y) e (X',¥') et (u,v) € 6§(x',¥")}

et

s'x,y) = {&x'y" | &, > x',¥")}

alors 6' est obtenu & partir de § de la maniére suivante :

§'(X,Y) = 6(X,¥Y) \ S'(X,Y) U S(X,Y) (1)

P
w

sid (X',¥') tel que (X,Y) —f (X',¥'), ceci implique que l'a.p.c A
boucle sur une suite de mouvement d'analyse stationnaire, ceci implique aussi

S(X,Y) =@ et S'(X,Y) = §(X,Y) d'o0 :
8'(X,Y) = 6(X,¥) \S'(X,¥) =9
l'a.p.c A' bloquera donc 1la ou A bouclait.

Notons que cette transformation est telle que si A est déterministe,

il en est de méme pour A'. En effet si A est déterministe on a :

N

|s*x,¥| « et |sSEx,¥]| <1

soit si |s*x,v)| =1, x',¥") €s'X,Y)
et si lsx, )| =1, (uv) e SEX,Y)

il vient :

§'(X,Y) =6,V {X', ¥} v{u,v}= {(u,wv}

(1) Nous conviendrons que 1l'opérateur \ a priorité sur U.




33

A' est donc déterministe.

Par ailleurs : I' =L, ' =T, M' =MetF =F
alors A' = (x',T', 6', M', F') est équivalent 4 A et vérifie 2).

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que T(A) = T(A')
et de constater que A' est nécessairement du méme type que A. De plus les

ensembles TI(A) et T2(A) sont inchangés dans le cas des n.e.d.

o Nous allons & présent construireA' 3 partir de A vérifiant les points 1 et 2,

de maniére & ce que A' vérifie 1, 2 et 3.

Soit A' = (', T'', &', M', F").
Soit N un nouveau symbole N ¢ T U T U M il vient I'* =T U {N} et §' est

obtenu a partir de 8 de la maniére suivante :
o Si (A,A) € 6(X,Y) alors :

§x,¥) \ {(A, 1)} U {(A,N)}
§x,¥) \{(A,N} ulm,N}

1 Si X £ Tr(#g) §'(X,Y)
2 sixeT (#) §'(X,Y)
r g

o si (A,N) £ §(X,Y) alors :
§(X,Y) = 6'(X,Y)
o VX eT UL UM
G'(M,x) = (A,X) et §'(X,N) = (X,A)
par ailleurs I' = I, M' = M.
I1 est immédiat dans ces conditions que si A vérifie 1 et 2 alors A’
vérifiera 1, 2 et 3. De plus T(A) = T(A') et il y a conservation des familles

Tl(A) et TZ(A). Nous laissons le soin au lecteur de le vérifier.

Ici encore A' est du méme type que A.
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Remarque :
On peut falre la remarque suivante si A se trouve dans la configu-
ration K :
K = [y,x]
et si

S (¥,X) = (A, N)

la construction indique alors : 6'(Y,X) = (M,A) car Y € Tr(#g) donc A' blogue

dans la configuration
Ky = M, 7]

alors que A bloque dans la configuration
K, = (A, 0]

KA n'est en aucun cas une configuration finale de A, pas plus que KA.

d) Nous allons maintenant montrer une propriété qui nous sera utile dans le

chapitre III (III.3).

ProEriété.

Tout n.e.d (d) A est équivalent & un n.e.d (d) A' vérifiant :
pour tout X,Y,X',¥' e T'y I'UM'

(X'Y',A) € §(X,Y) ==> X' =X
de plus T (A) =T, (A') et T,(A) =T,(a").

Démonstration.

Nous supposons que A est simplifié. Soit a' = (', T'', M', &', F')
tel que :
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.I'=L, M =M, F'=F
LT =T U UD?
les éléments de (T L)Z)2 seront notés [x,Y].
Alors §' est telle que :

a) si (X'Y',AN) € 6§(X,Y) alors :

at Si X' =X (XY',A) e 8'(X,Y)

a2 Ssi X' #£X (xx',¥'1,0) € §'(xX,Y)

a3 vz eT (lz,x1x',¥'1,A) e &' ([2,x], Y)

a4 VvVZ, 2' €T ([z,z'] [x',¥'1,0n e 8 ([2,2'], [x,Y])
a5 vz erT (zlx',¥'1,N) € 6'(2,[x,¥])

b) si (X',A) € §(X,Y) alors :
b1 (X',A) € §'(X,Y)
b2 VZ e T ([z,x'1,0 € 8'([2,x], Y)
b3 vZ e T (X',A) e 8'(2,[x,¥D)
b4 vz, z' el ~([z,x'},0n) € 6'([z,2'], [x,Y])

c) si (A,X') € 6(X,Y) alors :

cl  (AX') €6 (X,Y)

c2 VZeT (A, [2,x)) e 6([2,x1,)
c3 vVZ eT (AX") e 8(2,[x,YD)
c4d VZ, 2' e T (n[z,x'h e 8§(lz,2'1, [x,Y]D)

Il est immédiat que A' est simplifié et posséde la propriétée.
Notons de plus que si A est déterministe A' l'est aussi. En effet l'existence
d'une quelconque des régles de A' implique l'existence dans A d'une unique

régle, par construction méme de §°'.
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Il nous reste & montrer que T(A) = T(A').
Pour cela nous définissons une correspondance entre les configurations de A

et celle de A'.

Nous dirons que KA correspond a KA" Nous noterons KA <> KA"

Si nous sommes dans un des cas sulvants :

K, = [xlx

.. ..a_ #°
A 2= ¥y 2 3j3,..3, al

pour tout i, X, e TUZ UM, a, e, AelT VL, ZeTVUI'UM

i i

21 31 0<¢<i gn-3et3 <n

o]
' = [] #
Ky = [x,x ..x, & Ix, ,.x; JIx ..x]1 Za..a, o
22 pour 2 £ n
= .. a_#
K, = [X,...x ,alx ,,x1 2a,. a, q)
3 -
31 14 0<4i sn-2etnsy?2
= L} (] #O
Koo = DXy coox o aIx, Loxd 1o Ix o ox! (1 Ix .20 A ... a, a)
32 n =1
= ceoa_ #2
Ko = X coox o2 [x,2] a a, al
¢
De cette définition nous pouvons énoncer les points suivants :
pt 1 Dans K,,, tout élément A de ' U I placé immédiatement a gauche

d'un élément de (I' v 2)2 n'a pas de signification car il n'existe pas dans

la configuration KA correspondante.
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2
L} . [ ]
pt 2 Dans K,' : tout élément [xi,xi] de (T U I) placé sur le pile
gauche, non au sommet, ou au sommet et rencontrant un élément de (I' U I) ,

s'intrépréte comme suit :

X, est en fait 1'élément qui le précéde dans K

i A
Xi n'a pas de signification car il n'existe pas dans la configuration
correspondante KA'
t3 Dans K : tout élément de la forme [X,Y] de (I' U £) 2 placé en som-
Rt 2 Al

met de pile gauche et rencontrant un élément de I' U I' 6 gonne dans KA
X est 1'élément qui précéde

Y est en fait le sommet de.la pile gauche.

pt 4 Dans KA, : tout élément de la forme [X,Y] placé en sommet de pile

droite signifie qu'un fait X et Y sont respectivement les sommets de pile

gauche et droite dans A.

Ces quatre points suffisent partant d'une configuration de A' pour

obtenir une configuration correspondante de A et réciproquement. Notons qu'une

configuration de A' correspond & une seule configuration de A.

ExemEle.

- = #
1 KA { X X, x2 x3 x4 ’ Z a, 3

x K\ X 4

\\ \ [N L]

.4 A B I |

\ \ '
KA,=[ X A [’i'xf] [xz.xél [x3.x4] ’ z a #d

les fléches 1 et 2 indique le respect du point 3.
les fléches 3 et 4 indique le respect du point 2.

A ne correspond a rien dans KA' respect du point 1.
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- = #
2 K, [ x x1 x2’< x3 x4 ’ Z a, q
x \ K\ K\ t
\\ \ \ \‘\ |
\5 v 4 \3 W '
\ \ \ "\ 1
- v ] ; ] - #
L [ x A [xl,xll [xz,le [x3,x3] ' [x4,z] a, 4

les fléches 1 et 2 respectent le point 4.
les fléches 3,4,5 respectent le point 2.

A ne correspond a rien dans KA' respect du point 1.

Le lecteur vérifiera aisément que les régles de A' vérifie les 4
points énoncés plus haut, en effet :
on suppose que le couple auquel s'applique §' vérifie les points 1, 2, 3 et 4,
nous dirons que ce couple (X,Y) est le couple de départ, et on constate alors

que §'(X,Y) vérifie les quatre points.

On peut donner le tableau suivant :

Régle Points vérifiés par Points vérifiés par Q
envisagée le couple de départ (X,Y) e 6'X,Y)

a2 , - v

a3 3 2,3

a4 2,4 ’

a5 1,4 1,

b2 3 3

b3 1,4 -

b4 2,4 | 3

c2 3 ’ 1,4

c3 1,4 -

cd 2,4 1,4
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Ceci nous permet d'affirmer qu'il y a équivalence, pour toutes

configqurationsinitiales identiquesdans A et dans A' K2 < —> K:, entre

_ in . n
1 i (KA)1=1, KA — KA —_ ... b KA
2 - 1 ) K" — K!, b— ... b— K
A''i=1" A A’ tee A'
i i
avec pour tout i, KA > KA"

Il suffit alors de remarquer que les configurations finales de A'

et de A sont les mdmes, en effet les correspondances ne sont définies que pour
nylet?2#A.

Donc si KA = [A,8], la seule configuration qui lui corresponde et

K,' =K, = [A,8] par 1, de méme si K, = [s,Al.

Ceci nous permet de dire que : T(A) = T(A') et que TI(A) = TI(AW
et T2(1) = T2(A').
cqfd.

e) Propriété concernant les automates & piles de mémoire déterministes.

Tout automate 3 pile de mémoire déterministe est équivalent & un
automate 3 pile de mémoire déterministe : M = <, I, Q, §, q, QF' Zo>

1 - pour tout q, q' €Q, 2, 2' €T, ye T*, ae¢ z°
é(q,Z,a) = (q',YZ') ====> G(q'IZ'IA) =¢

3 -Vq ¢ QF' G(qIZoIA) = @ ou {Q':A}

De plus

TO(M) = TO(M'), TI(M) TI(M')

et si

TZ(M) # {7}, TZ(M) TZ(M')
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Démonstration.

Soit 1'a.p.m.d M =<%, T, Q, 6, q QF, Zo>'
Nous allons construire & partir de M, l'a.p.m.d M' = <¢, T, Q', &', qo,Qé, zo>

vérifiant la propriété.

Point 1 de la propriété.

Donnons tout d'abord 1'idée intuitive de la démonstration.
Aprés avoir lu A ou une lettre a ¢ I sur le mot en empilant §2', l'automate M
étant déterministe on peut anticiper les mouvements qui suivent par lecture de
A, jusqu'd ce que soit, on ait idée yZ' de la pile, soit, qu'on ait empilé
;Z en x pouvant dans un &tat q, tel que &(q,Z,A) = @.
De cette maniére on peut toujours s'assurer qu'aprés avoir fait un mouvement
en empilant, il n'y aura pas de mouvement par lecture de A, ces mouvements

ayant &été anticipés.

Un probléme est alors de distinguer les cas ol M dans s mouvements
par lecture de A passe par un état final simplement pour Ao' passe par un état

final avec Zo sur la pile par Al' ou en vidant la pile pour A2.

Un autre probléme est de distinguer les cas ol M boucle par lecture
de A.

Nous présentons A présent la construction des éléments de M' :
Rappelons une notation employée dans [8]
*
(g, vz,w) !d— (@', v'2,A) si et seulement si :
*
(i) (g, vz,w) — 'y v'2',0)

(i1) é8(q, 2',0 = 9.

s
A partir de ceci définissons la relation |—E,-

* ¥*
(q, Yor w) }? (@', vY'Z, A) si et seulement si soit (q, YZ, W) |—d— g',y'2', M)

solt y'2' = A.
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Dans ces conditions soit :
A=1{y/pour a ¢ £° 18(q,z,2) = q', y'z")
. . o
et [q', v'z', A} w5 [q, v,Al}

dl

Q = {lg,vy] / g € Q, vy € A}

nous obtenons alors Q' et Qé ;s pour e £ Q et pt £ Q :

Q' =QU {e,pt} U {qf/q € Q} V Q.

{qf/q e Qlu {e}uy Qn-

%

Cette coﬁstruction de Q' et Qé va trouver sa justification dans

la construction de §°, que nous donnons maintenant :

A -

Al

Soit trs une application de Q@ x I'* » Q' x I'* définie comme suit :

Pour tout (q', v'z') telle que 8(g', z', A) # ¢

* - -
- sid (@q', y'z', N U (qr v, N

‘ *
at1 -si 1 (q', y'z', A) — (qF, Y M)

alors trs (q', v'z') = (e,y)
Al2 - sinon :
trs (q', v'2') = (pt, Z')
* - -
A2 -si ] (q', v'z', A) "ET (g, vo N)

*
A21 -si 1 (q', v'z', A) +— (qF, v, A) alors :

si vy # zo trs (@', y'z") (qf, Y) (1)

([q,v1, zo) (2)

si y = Zo trs (q', v'z')

A22 - Sinon :
trs (@', v'2") = (q,y).
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Alors §' est obtenu & partir § de la maniére suivante :
Si 6(q, z, a) = (q', v'z")
o si §(q', 2, A #9
§(q, z, a) =8'(qe 2z, a) = trs (q', v'Z") (3)

§'(lq,yzl, z_, a) = (@, vy) si tr(@', v'z") = (q,v) (4)

o si §{q', 2', A =9
§'(q, z, a) = 6(gq, 2z, a)

o Si §(q, z, a) = @
8'(q, z, a) =P

Il reste a vérifier que

1 - M' posséde la propriété 1

2 -T (M) =T (M'), T, (M) T.(M') et si
o o 1 2

]

T, (M) # {7} T, (M) T,M") .

Le point 1 est facile & vérifier.

le point 2 se vérifie également facilement. Notons que dans le cas
ou Mboucle, nous faisons passer M' dans un &état final e si M pasée par un état
final au cours de son mouvement (All). Aucun mouvement n'é&tant plus possible &
partir de 1'état e. Si M ne passe pas par un §tat final, nous faisons passer
M' dans 1l'état pt qui est un état puit non final (A12). Dans le cas (All) en
méme temps que nous passons dans l'état e nous empilons vy, de sorte que si
Y = Zo cecl assure Tl(M) = TI(M'). Nécessairement vy # A car

3 @'y vyz', 0 (d,Y), nous préservons donc également T2(M) = T2(M').

ar
Dans le cas ou M ne boucle pas. Si au cours de son mouvement par

lecture de A. M passe par un état final alors : si 3 ce moment la pile est

réduite a zo' i1 faut en tenir compte afin de préserver TI(M) = TI(M')' c'est

ce qui est fait en (2) ou nous mémorisons é&galement dans 1l'état le contenu de la

pile & la fin du mouvement par lecture de A, afin de préserver une éventuelle

suite au cas ou le mot d'entrée ne serait pas entiédrement lu.
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Dans ce cas [q,vy] € Qé. Notons que (4), assure une éventuelle

suite par lecture d'une lettre de I'.

Si maintenant passant par un état final vy # Zo' il suffit de faire
passer M' dans un état final qf, en empilant le contenu de la pile & la fin du
mouvement dans M. La suite éventuelle par lecture de lettre de I est assurée

a la ligne (3).

Ici la présentation de T2(M) est automatique. En effet si M passe
par un état final en vidant la pile, c'est que nécessairement : & =q et

Y = A par définition de LET et étant donné que M ne peut plus faire de
mouvement si sa pile est vide : la ligne (1) suffit donc & assurer

TZ(M) = TZ(M') .

Remarquons enfin qu'd la ligne (3) on ne peut avoir
tr(q', vyz") = ([la,v], Zo) car v € T* tel que z' = Z_v, nous ne pouvons donc
nous trouver dans le cas de la ligne (2). Zo marquant le fond de pile et ne
pouvant se trouver a l'intérieur de la pile. Ceci est trés important car on
aurait

§' (la,yzl, 2, @) = (la, vv1, 2, )

et Q' ne serait pas nécessairement un ensemble fini.

cgfd.




CHAPITRE 11

RELATIONS EXISTANTES ENTRE
LES AUTOMATES A PILES COMMUNICANTES

ET LES PRINCIPAUX AUTOMATES CONNUS
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IT.1 INTRODUCTION

Il s'agit dans ce chapitre de montrer 1l'équivalence qui existe

entre les diverses automates & piles communicantes et les automates classiques.

Nous allons procéder d'une maniére assez analogue pour chacune des

parties de ce chapitre :

- Rappel des définitions concernant 1l'automate classique

- Définition d'automate associé , soit l'a.p.c associé & 1l'automate
classique soit l'inverse

- Définition de ce que nous appellerons les configurations
correspondantes, cette définition met en rapport les configura-
tions des deux automates considérés

- Lemme des "mouvements correspondants™ il montre que les deux
automates peuvent "se suivre" aux travers de configurations
correspondantes

~ Théoréme de "1'inclusion”™

1'élément important est & chaque fois la construction de 1'automate associé,

et les résultats sont toujours des conséquences directes de la construction.
Nous ne ménerons donc pas toujours, les démonstrations a4 leur terme , celles-ci
faisant appel A& des procédés classiques sans intérdts pour eux mémes.

Nous laissons au lecteur le soin et le plaisir de les achever dans leurs

moindres detalls.,

[1.2 AUTOMATES A PILES COMMUNICANTES ET MACHINE DE TURING

a; Donnons tout d'abord la définition d'une machine de Turing : MT
Dé ginition.
Une machine de Turing est un quadruplet <, @, §, qo>

L est un alphabet fini
Q est un ensemble fini appelé ensemble des états




exemp le :

dans chacun
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§ est une application de @ x (£ U {B}) dans les;parties de
Q x (U {BhHUQ x {-1,+1} ou B est un symbole spécial
appelé blanc, on notera : I =1 U {B}

q, € Q, état distingué appelé &tat initial.

Une configuration XK d'une machine de Turing est un mot tel que :
K e (ZI v{Ah @ (I2*T U {A})
K = ugqv

dérive directement de K, nous noterons :

Nous dirons que K2 1

des cas suivants :

= - ) ]
K1 ugav K2 ug'a'v

si (q',a') € S(q,a)

K, = ugav K, = uagqv
si (a%+1) € 6(q,a)

K, = abgav K2 = uq'bav

si (q',-1) e 8(q,a)

K, = qav K2 = q'Bav

si (@',-1) € 6(q,a)

K, = ug K2 = ugq'a

si (g',a) € 6{(q,B)

K, = uag K2 =uq'a

si (g',-1) e 8(q,B)

= = '
K1 ug K2 uBbgq

si (g@',+1) e 6(q,B)
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x

On désigne par +— 1la cldture reflexive et transitive de +—.
Nous pouvons maintenant donner la définition du langage accepté par une machine

de Turing.

De ginition.

Nous noterons T(MT) le langage accepté par une machine de Turing MT :

T™(MT) = {weI*/ IgeQ, u ve Zg, x € I_ tels que

B
qw — ugxv et 8(g,x) = P}

b) Nous allons montrer que l'on peut associer & toute machine de Turing M un

automate 4 piles communicantes qui reconnaisse le méme langage que M'.

Nous donnons d'abord la construction de A & partir de M, nous

commenterons cette construction aprés.

DE finition.

Soit une machine de Turing M = <I, @, §, 9 r QF> nous dirons qu'un

automate & piles communicantes A = <FA, ZA, M_, 6A, FA> est associé a

A
MT si :
1 - r,=e L’{q# /qeQtuix, /xce £} v {B}
2 - £, =1
3 - M, = {#} c'est-a-dire #g = #d = #
4 - F, = {ax}
5 - GA est obtenu A partir de § de la maniére suivante :

pour tout X € ZA U {B}, tout q € Q
a - si (-1,q') € 8(q,X) alors :
al (A,q'x) € 6A(q,x)

a2 (q#,B*) € GA(q',X)
de plus si X = B (B étant le blanc).




a3 (0,q'#) € 6, (qh
a4 (q} , BH € 8,(qpb

b - si (+1,9") € §(q,X)

bl (xq',A) € GA(q,X)
b2 (X#q',A) € GA(q#,X)

De plus si X = B

b3 (q',B#) € SA(q'#)

c - si (x',q") € S6(q,X)

cl (q',X") € 8,(q,X)
c2 (a}s X') € 8,(qy.X)

De plus si X =Db

c3 (g',x'#) € GA(q,#)

c4d (q#, X'#) € (SA(q#r#)

d - VX € S

dl {(q,x)} = 6A(X.q)

e - el si (-1,9') € (qo,x)
€'l de plus si X =B
e2 si (+1,q') ¢ (qo,x)
e2de plus si X =B

e3 si (X',9') € G(qo,X)
€3de plus si X =B
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alors
alors
alors
alors
alors

alors

(q} ,B#)
(x q',A)
(@} +B¥)
(ay X")
(q},Xx'#)

8
8
8
8
$
8

(#,X)
(#,#)
(#,X)
(#,#)
(#,X)
(#,#)

L I

>
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£ Si 8(g,X) =9 alors GA(q,X) = {(AX'A)}

et 8,(quX) ={(AA)]

de plus si X = B alors GA(q,#) = {(A,Ax)}

et 8 (qp,h) = ((A,A))

g’ VX € PA ’ ES‘-.(AX'X) = {(AXIA)}
§(a ,h) = {(A,Ax)}
S(x,A) = {(A,A)}

X X

c) Nous allons & présent donner la définition de ce que nous appellerons des
configurations correspondantes.

Définition qui est cohérente avec la construction.
Définition.

Configurations correspondantes et configurations de transitions.
Nous dirons que deux configurations KM dans M et KA dans A sont corres-
pondantes si 1'on se trouve dans un des cas suivants : Nous noterons

Ky <—> K, pour tout a € I, g € Q/{qo}, wel¥ w e'%,

[#,w#]

o
2"

= W K
A A

1 Ky = o', K, [oywq,w'#]

qv', KA = [q#, w'#]

=

Une configuration de A sera dite de transition si elle est d'une des formes

suivantes pour g € Q, w, w' ¢ Zg

- [w,qw'#] - [waAx,w'] - [W’Ak]

d) Nous avons alors le lemme :

Lemme.

Pour tout couple de configurations correspondantes KA dans A et

KM dans M, il y a équivalence entre
]
1 - ]Kﬁ telle que Ky — Kﬁ ===> !KA tel que

' ' LIS =1 ou n=2.
KA 6¢'KM et KA | KA avec n u
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2 - ]KA tel que KA ne soit pas de transition et

,KA kﬂ- KA n=1 ou 2 =—> 1Ké telle que Kﬁ o> KA

L
et KM — KM
Preuve,

On a fait en sorte que l'a.p.c soit capable de "suivre" dans ses
mouvements la machine de Turing. Dans les deux cas pour décider du mouvement
3 effectuer nous avons la connaissance de 2 éléments qui sont l'état et le
~symbole écrit sur la bande pour la machine de Turing. Nous conviendrons de faire
figurer l'état au sommet de la pile gauche, et le symbole de la bande de lecture
sur la pile droite dans l'a.p.c associé a M.
Nous pouvons alors nous trouver dans les situations que nous schématisons d'une

maniére classique de la fagon suivante.

A-Da.nSM DaIlSA

[T Te=I T 1T [~6q,%0-]

-‘II';-1
+—>

dans M nous avons trois possibilités de mouvement qu'il faut simuler dans A

Al - Mouvement sur la droite avec changement 4'état

Dans M Simulation dans A

[GXq',D-]

o
[T leIx[p] T 11
G donc : (Xq',A) € GA(q,X) (voir (b))

(+1,q") € 8(q,X)

A2 - Mouvement sur la gauche avec changement d'état

Dans M Simulation dans A en 2 temps, en passant
par une configuration de transition.
I [ flefx[o]l [ [ [ [-G,q'xD-] — [',GXD-]
donc (A,g'X) € GA(q,X) (voir(a))
(-1,9") e 6(q,X) pour le premier -mouvement et
g',G) = GA(G,q') (voir(d))

pour le deuxiéme mouvement
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A3 - Pas de mouvement, changement de la lettre sur la bande et de 1l'état.

Dans M Simulation dans A

| | fefx'ip} | | | [-Gq',X'D-]

e donc : (g',X') € 6(q,X) (voir (c))

x',q') e §(g,X)

Nous remarquons que dans aucun de ces trois cas nous avons employé

de mouvements croissants dans A. Nous allons voir deux cas ou ils sont indis-

pensables.
Supposons que M et A se trouvent dans la configuration suivante :
B -
b [b|bll x [py]|Ds] (a4 XD1D2°]
Dans M Configuration associée dans A

Il est facile de voir que de telles configurationssont atteintes par
éventuellement une suite de mouvements (A2)

faisons faire dans M un mouvement sur lagauche il vient :

B [BIIBfIx[pg| (a4, BxD, -]

Dans M Dans A

soit (-1,q') e 8(q,X) ==> par(32)(q} ,BX) € §,(qy,X)
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De méme pour le cas :

[GorlGiffx{[B{B].. [-G2G1q,x#]

Dans M Dans A

Faisons faire ici un mouvement sur la droite.

TGJ] X||BJB l I [-Glxq'#]
soit (+1,q') € §(q,X) soit (Xgq,A) ¢ GA(q,X) (voir (b))

On constate donc que le symbole # doit ici &tre lu comme étant un
symbole blanc B (voir les régles a3, a4, b3, b4, c3, c4, e'l,e'2, e'3).

Si M effectue & nouveau.. un mouvement sur la droite il vient

TxBffelB].. [-GIXq',B#]
ql
soit (+1,q') € §(q,B) soit (', B#) € §Jq,#) (voir b3)

ici encore nous avons utilisé un mouvement croissant.

Nous avons procédé par configurations correspondantes dans M et
dans A, la construction de A est étudiée pour que partant des configurations
initiales A puissent suivre M, les deux automates ayant des évolutions parallé-

les au travers de configurations correspondantes. Plus précisément :

Le schéma de la démonstration, qui ne présente pas de difficultés
mais qui comporte un certains nombre de cas & envisager en plus de ceux déja vus
est le suivant. Nous dirons que deux configurations sont ci,o £ i g 2.

Si l'une dans M et l'autre dans A sont correspondantes d'aprés le point i de la
définition. Nous allons exhiber tous les passages possib;es de 2 configurations
ci vers 2 configurations cj, en indiquant %gs régles ci de la construction qui

. . 1 .
ont permis le passage, nous noterons ci > cj.




52

Pour cela nous écrirons, Cint (configuration intermédiaire) toutes
configurations dans A du type [w,qw'], c'est-d-dire ayant un élément appartenant

4 Q0 au sommet de la pile droite.

Nous obtenons les graphes suivants :

e? c1 bl,c1,b3,c3

ﬁ) > Cl
/ di

CoO c1 c1

el,e'l,e'2,e3,e3 al,a3 .
\ > €2 -, Cint az _c2

>

a2,a4,b4,c2,c4:>C2

C2'\,
b2 c1

constatons que toutes les régles de la construction sauf f et g sont utilisées
en effet ces régles permettent lorsque les deux automates se trouve dans deux
configurations ci, et qu'aucun mouvement n' est plus possible dans M ce qui

veut dire que M se trouve dans une configuration finale, d'amener A dans une

configuration finale.
cqfd.
e) Un corollaire du lemme précédent
Corollaire.
A chague mouvement menant dans M d'une configuration initiale
a une configuration finale correspond dans A un mouvement partant de la

configuration initiale correspondante et menant & une configuration finale

et réciproguement.
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Preuve.

Nous pouvons enoncer, comme une extention du lemme précédent

pour tout w € I* il y a équivalence entre :

1 -1 [qo,w#] — [ug,av] dans M, a ¢ ZBU{A}
2—]anB u' c2§telsqueu=au' et :
[#,w*l +— [a #u'q,av#] dans A ou u
*
[#,w#] p— [q#,av] dans A
En effet si [uq,av] est final dans M, c'est-ad-dire si é6(q,a) = @

nous avons d'aprés les régles (f), qui prévoient tout les cas possibles :

GA(q,a) = (Ax,A).

Ceci plus les régles (g), assure dans A, dans les deux cas de 2,

le cheminement vers la configuration [A,Ax] qui est final dans A.

Réciproquement, il suffit de constater que
¥
1 [#,w#] — [A,Ax]

si et seulement si

g eQ, u, ve Z’g tels que : 6A(q,(1)v )

= (@a,N (1)
X
* by
[#,W#]!-—[uq,v#]l-———[A,Ax]
ce qui assure l'existence dans M du mouvement :

[qo:W#] — [uq,v] avec 8(q, "'v) =9

(1)v est la lettre la plus & gauched v si v # A, et vaut A si v=1.
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- Ce qui nous permet d'énoncer le théoréme, qui en est une

conséquence directe.
Théonéme.

La classe des Langages reconnus par une machine de Turning est
ancluse dans La classe des Langages reconnus par un a.p.c.

f) Nous pourrions aisément montrer, d'une maniére identique la réciproque
du théoréme précédent. Ceci ne présentant aucun intérét, nous évoquerons
la Thése de Church [17], pour affirmer la réciproque du résultat précédent.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme.
Théoneme.

La classe des Langages reconnus pan fLes a.p.c, coincide avec
La classe des Langages rZcunsivement enumérables .

I1.3 AUTOMATE A PILES COMMUNICANTES BORNEES ET AUTOMATES LINAI-
REMENT BORNES

a) Donnons la définition d'un automate & mémoire linéairement borné abrégé

M.L.B.

Dé &'Mltéon .

Un automate linéairement borné M.L.B est un quintuplet

M.L.B = <Z, Q' 5' qo’ QF> Oﬁ H

[y
i

I ensemble fini, alphabet des mots, contenant un symbole distingué #

N
!

Q ensemble fini d'état
3 - § application de : Q x I dans les:parties de Q x I/{#}y Q x {~1,+1}
4 - q, € Q état distingué appelé é&tat final

5 - QF € Q ensemble des états finaux
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Nous avons de plus sur § les deux restrictions suivantes :
Ja €eQ 3q' € Q, 4a € I tels que

(g',-1) e (qo,a)
et (q',+1) € (q,%)

Une configuration 4'un automate & mémoire linéairement bornée K
est un mot de

sigpet® (1)

Nous dirons qu'une configuration K2 dérive directement d'une

configuration X, . Dans les trois cas suivants.

1

- = = ta 0
1 K1 ugav K2 ugq'a'v

si (q',a') € §(g,a)

2 - K, = ubgav K2 = uq'bav

si (q',-1) ¢ 8(g,a)

3 - K, = wav K2 = uaq'v

si (q',+1) € S(qg,a)

Remargue :

D'aprés la ré&gle 3) de la définition nous constations qu'éventuel-
lement le marqueur # peut étre effacé mais qu'il ne peut jamais apparaltre

ailleurs qu'en fin de mot.

De la méme maniére que pour la machine de Turing nous noterons

*
K1 — K2, et b— la cldture reflexive et transitive de ¢—. Nous pouvons

définir le langage reconnu per un M.L.B noté T(M.L.B).

TM.L.B) = {w ¢ £'%/Ju,v,1q ¢ Q' tels que : qow#d — ugqv}

(1) #° = # y {7}
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Un automate & mémoire linéairement borné est une machine de Turing
dont la "téte" est astreinte & se déplacer dans une zone de longueur égale au
mot w qui est analysé, nous pouvons donc lui associer un automate & piles
communicantes bornées, c'est-d-dire dont la largeur globale des 2 piles est
&aroissante au sens large. Notons que cette définition est en tout point
équivalente 3 cette donnée dans [15]).Ilest immédiat'que l'on peut se passer
de marqueur de début de mot dans le cas non déterministe comme dans le cas

déterministe, nous nous passons de ce marqueur pour rendre plus claire la

simulation d'un M.L.B par un a.p.c.b que nous abordons maintenant.
b) Déginition.

Nous dirons qu'un automate & piles communicantes bornées

<r_, ZA, MA’ GA’ FA> est associé a un automate linéairement borné

M.L.B = <Z, Q, §, qO'QF> si

1-T, =0
2 -1, =3

3 -m, = {qo,#d} c'est-a-dire #g =q et #d = #
4 -F, =1{a}

5 - GA est obtenu & partir de § de la maniére suivante :

A - pour tout g £ QF

a) Si (g',+1) € §(g,a) alors :

(aq,N) € GA(q, a)

b) si (q',-1) e 6(qg,a)

(A,qa) € 6A(q.a)

c) si (g',X) € §(q,a)

(g',X) € 8(q,a)
A




d)vg, ¥Ya
§p(a,) = {(g.a)}

B -Sigqe QF alors :

i

(Ax'A) GA(q,x) six ¢ Tr(#d)

(A,A)
X

GA(q,x) six € Tr(#d)

c - G(Ax,x) = (AX,A) si x ¢ Tr(#d)

GA(Ax,x)

(A,Ax) si x e Tr(#d)

L]

GA(x,Ax) (A,Ax) vx

¢) La considération de configurations que nous dirons correspondantes dans A et

M éclairera le pourquoi de cette construction,-
Dé ginition.

Nous dirons que deux configurations KA dans et KM dans M sont

correspondantes si

Ky = [ugq,v] et K, = uqv

nous n rons K, <=——> K .,
oterons A M

Un cas particulier sera le suivant :
# <—>q wh
[qo:w d] qo d
la correspondance est ici particuliérement simple.

les régles a) et c) permettent de maniére tout & fait claire a

l'a.p.c.b de suivre le M.L.B, de méme que les ré&gles b) associées & d).

Les régles B- et C- permettent & l'a.p.c.b de passer dans une
configuration finale lorsque le M.L.B est dans une configuration finale est

ceci d'une maniére simple.
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Il est tout aussi évident qu'il existe une correspondance entre

les mouvements dans A et dans le MLB.
a) D'ol le théoréme :
Théoneme.

A tout automate LinCainement boné on peut associer un a.p.c.b
qui heconnaisse Le méme Langage, de plus AL sena détenmindiste 84 £'automate a

mémoine Linéairement boné L'est.

Démonstration.

Nous laissons au lecteur le soin de constater que dans les

détails la construction précédente convient.

Notons que pour le cas déterministe : nous avons pris le parti,
lorsque M passe par une configuration finale de faire évoluer A vers une
configuration finale ici [A,Ax] par les régles B- et C-. Dans ce cas si
M ne bloque pas ce qui est possible. A ne "suit" plus M. En effet les
cas A- et B- s'excluent si q € QF' nous opérons (Ax,A) € SA(q,x) par B-,

méme si 1(g',e), (g',e) € S§(qg,x).
Par ailleurs il est immédiat que :

|6 (q,x) | = 1 => laA(q,x)l =1,
cgfd.
e) Nous allons & présent &tablir la réciproque de la propriété précédente
4 savoir que l'on peut associérd tout a.p.c.b A un M.L.B qui reconnaisse le

méme langage.

Nous procédons comme pour la propriété directe.

Nous dirons qu'un M.L.B, M = <ZM, QM’ S . qr QA> est associe a

M
un a.p.c.b A =<I, £, M, §, F> simplifié, possédant les propriétés P1

et P2 :




P1 & (X,
P2 §(X,
1 - ZM
2 -9y
3 - qo
4 - QF
5 - GM
a)
b)
c)
4a)
e)
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Y)

il

(u,Ad) ==> Y ¢T (#.) ou (u e FetX eT (¥))
r d r g

Y) (A,u) ==> X ¢ Tr(#g) ou (u e Fet¥Y e Tr(#d))

IVUTuUMUI{¢}

{qa / aecIUuUT}

#
d g

{qF}

est obtenu & partir de § de la maniére suivante :

si (a'b',A) € 8§(a,b) alors :

>

(qb.,a') € GM(qa,b) (al)
et

(qb..+1) = GM(qb',a') (a2)
si (A,a'b') ¢ §(a,b) alors :

< ' 6
et

< “«

(@, ,-1) =8, ,(q',b") (b2)

si (a',A) € §(a,b) alors :
si b ¢ Tr(#d) @,',® € GM(qa,b) (c1)

si b e Tr(#d) (qF.<I>) € GM(qa,b) (c2)

si (A,a') € 6(a,b) alors :

. <
si a ¢ Tr(#g), (qa,,é) € GM(qa,b) (at)
si ace Tr(#g), (q,.®) € SR (a2)
GM(qa,¢) = (qa,+1) (el)
< <
GM(qa.¢) = (qa.-l) (e2)

<
GM(qa,b) (qb,a) (e3)
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le lecteur vérifiera aisément que les propriétés P1 et P2 ne
restreignent pas la généralité de la définition, et conserve éventuellement

le déterminisme.

f) Nous allons & présent donner la définition des configurations correspondantes

dans A et M.

D §inition.

Nous dirons que deux configurations KA dans A et KM dans M sont
correspondantes et nous noterons KA — KM. Si nous nous trouvons

dans un des 4 cas suivants :

- = =g #
Loy = Bowkgl )y = qy vy

pour tout w € IL¥

2 - KA = [ulu2 cee Ups W oees un]

=~
[]

¢*u1 ¢*u2 o* ... ¢*quk 9o ¢*uk+l ox ... ¢*un ¢

0
pour tout u, € (Z VU, u #A w  #A

w
1
~
[

a = fu,Al, Ky Q*qF¢* siuerF

e
[

= [A,ul, K ¢*qF¢* siuePF

M

> “ <
toute configquration de KM pour laquelle l'état est marqué soit qa. qa. qa,
ou pour laquelle des éléments ¢ substistent entre quk, et U g sera dite
intermédiaire.

g) Lemme.
A tout couple de configuration de A, KA et KA, tels que
KA — KA on peut associer dewmaniére unique un couple de configuration dans

M, KM et Kﬁ non intermédiaires telles que :

: ‘ %
Ky <> Kpr Kj <> Ky et Ky b— Ky

et réciproquement.
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Démonstration.

La forme des régles de M, permet de déterminer pour chacune
d'entre elle la régle de A dont elle est issue et ceci de maniére unique,

en effet :
Ya, b, a', b’

(E ,72') € 8(q_,b) ne peut provenir que de (a',b',A) € §(a,b) il en est de
b a

méme pour les (bl), c) et d) de la construction.

Les autres régles de la construction n'étant 13 gque pour assurer
dans M le cheminement vers une configuration qui ne soit pas de transition, et

qui permettent 1'établissement d'une correspondance avec une configuration de A.

Nous traiterons donc la propriété directe et la propriété réciproque

en méme temps, sans le préciser pour chagque cas.

Notons que les cheminements par é&tats marqués sont nécessairement

déterministes.

Soit K, [u1 cee W Wy e un] et la configuration correspondante

Ky, ¢*u1¢* .o ¢*qukuk+1¢* een ¢*un¢*.

Nous allons envisager toutes les possibilités de mouvement &

partir de KA.

H  Regles a) (u£u£+1, ) € (uk’ uk+1)

1 Ce qui nous donne dans A

[} ] 1
KA — K, [ulu2 cee WP UE Ly Weo -es un]

il vient dans M

¢*u, ¢ ... ¢*Zu, ul¢¥ ... ¢%u ¢* par (al)

1
— K
“ M k+1
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1 2 ,
Ky F— M, = — ¢*ukqu£+1¢* ~————— par (a2)
2 %

K= ———— ¢Raletq, u % par (el)
KM KM Yk quk+1uk+2

Nous avons bien K! <—> K'.
A K

2 Dans le cas d'application d'une régle a), si g o Y T A
K, = [u1 eve ui+1,A] configuration dans laquelle A bloque.
Notons qu'alors par les régles (a2) et (el), M évolue vers

........ o*q , configuration dans laquelle M blogque également.
+1 ‘

e

I Régles b) (A, uiui+1) € 6(uk,uk+1)

1 Ce qui nous donne dans A :

. | t
KA KA

[u1 SR Y uiui+1 - un]

il vient dans M :

1

= ¢%y oF *g u' | o¥ * *
KM — KM ¢ u1¢ cee ¢ quiuk+1¢ ees O un ¢ par (pl)
& o—xi s — ¢*q ,0u'  ¢% ———— par (b2)
M M Yk-1 ur ket
2 k% 3 - %5 s * (e2)
Y K # 0 e et ¢ par (e
3
G PR T e, e par (o)
-1
ici encore KA <=—> K',
2 De m@me que précédemment, si ici Uy ey o= A,
1 = ] = % !
Ky [A,uk ces un] et K} quk_1A¢ ... plus aucun mouvement n'est possible ni

dans A ni dans M.
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Régles (cl) (uﬂ,A) € G(uk,uk+1)

ce qui nous donne dans A :

K, — K3 = [u1 cee Wl W e un]
il vient dans M :

Ky — K; = ¢*u1¢* - ¢*uk+2¢* v ¢*un¢* par (c¢)
et KA <C——> Kﬁ

Régles (dl) (A,ui+1) € G(uk,uk+1)

ce qui nous donne dans A :

L]
K — KA

[}
A [u1 e U gr Wpy e un]

il vient dans M :

1 :
K, — K, = ¢%u ¢% ... uk—1¢*é1.1,'( $o*u 4% ... ¢* par (1)
+1
1 &2 *qu! * Ho (e2) *
X Ku = 07U 4y Y1y O 2? par (e
2
K ¢—K'= ¥ Y par (e3)
M quk__luk+1
et KA <> Kﬁ
Régle (d2) Pour |u| = |v| =1 ;
Si K, = [u,v], configuration qui correspond a Ky = ¢*quv¢* dans M.

Alors une régle (d2) est applicable. Notons que si K

A = [u,vvI e vn],

(d2) ne peut se produire, car A possédant la propriété P2 :
] J— '
(A,a") e 6(a,b) > a g Tr(#g) ou {(a' e F et b ¢ Tr(#d)).

Il vient :
si (A,a') € 8(u,v) alors (qF,¢) € G(qu,v)
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donc :

=
[

= [u,vl }— [A,a'] avec a' € F

et

¢*quv¢* — ¢*qF¢* qui est finale

Y

I Régle (c2) Pour |u = |v] = 1.

Si K, = [u,v], configuration qui correspond & Ky = ¢*quv¢* dans M.

Alors une régle (c2) est applicable. Ici encore notons que si

KA = [u1 -eeuu, vl , (c2) ne peut se produire, car A possédant la

propriété P1
[—— L}
(a',A) € 6(a,b) ==> b ¢ Tr(#d) ou (a' ¢ F et a € Tr(#g))

Il vient
si (a',A) € 6(u,v) alors (qF,Q) € G(qu,v)

donc :

a

[u,v] t— [a',A] avec a' ¢ F

Ky ¢*quv¢* — ¢*qF¢? qui est finale

Remarquons que tous les mouvements qui dans M permettent d'atteindre
une configuration qui puisse &tre mise en correspondance avec une configuration
dans A sont déterministes.

Il est immédiat par la construction que l'on a :

|6(a,b) | = 1 ===> ldu(qa,b)l =1

Nous pouvons énoncer le théoréme dont nous laissons au lecteur

le détail de la démonstration.
Théoneme .

A tout a.p.c.b (rnesp. détenministe) on peut associern un M.L.B
(nesp. détenministe) qui reconnaisse Le méme Langage.
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h) Les théorémes énoncés en d) g) peuvent se résumer un seul.
Theondme .

Les automates a piles communicantes bomnnées sont Zquivalents
aux automates Linéainrement boanés .

I1.4 AUTOMATE A PILES COMMUNICANTES NON EXPENSIVES A DROITE
ET AUTOMATE A PILE DE MEMOIRE

Nous commengons par rappeler les définitions des automates 3

pile de mémoire. Définitions que l'on peut trouver dans [8].

a) AUTOMATE A PILE DE MEMOIRE DEFINITION ., PROPRIETES
Definition.
Un automate & pile est un septuplet M = <I, T, Q, &, q_,» Q', 2>

I est un alphabet, alphabet dit d'entrée

I' est un alphabet, alphabet de pile

Q ensemble fini appelé ensemble d'é&tats

§ est une relation finie (@ x T x $%) x (Q x I'*)
nous noterons (q,y) € §(g,2,a) (1)
q, élément distingué de Q, état initial

Q' sous ensemble de Q, ensemble des &tats terminaux

Zo élément distingué de r, appelé borne de la pile.

Une configuration d'un automate & pile sera un triplet

(1)

K = (q,y,x) ! ,qe€Q, xcI¥etyel*

on dit que K2 dérive directement de K1 dans chacun des cas suivants :

nous noterons Kl — K2

1) K1 (q,yZ, ax) K2 = (q',ym,x)

si (q',m) € 6(q,2,a)

(1) Cette disposition des éléments dans le triplet et dans les configurations
a été choisie pour sa plus grande similitude avec les configurations dans les ned
ol le mot d'entrée est sur la pile droite.
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2) Kl = (q,y¥2,ax) K2 = (q',ym, ax)

si (@',m) € &§(q,2,A).

%*
Soit p— la cldture réflexive et transitive de p—.

A un automate on associe le langage dit reconnu par cet automate, nous le note-

rons T (M)
TM) ={w e I* / Ig € Q' et y € I'* telles que :
: *
[qolzorW] +— [q:Y:A]}
A 1l'intérieur de la classe des langages reconnus par un automate
4 pile, de nombreuses sous classes ont &té définies, qui correspondent & des
formes particuliéres de 1l'automate.

On dit qu'un automate est déterministe si :

Vg € Q, VZ e T on a
soit 6(q,2,A)

P et Vael, Ié(q,z,a)f 1

soit 6(q,Z,A) a un élément et Ya € I
G(quZ,a) =@

nous noterons a.p.m.d comme abréviation d'automates & pile de mémoire détermi-

niste.

b) Il s'agit donc de simuler un A.P.M par un n.e.d. Dans un A.P.M nous avons
accés pour déterminer la configuration suivante de 1l'automate & trois €léments
un &état &élément de Q une lettre ou la chaine vide élément de Zo, une lettre

élément de L', dans un n.e.d nous n'avons accés qu'aux deux sommets de piles.

Nous choississons de placer en sommet de pile gauche des éléments
de Q x T'* et en sommet de pile droite des éléments de I , nous aurons donc

les configurations de la forme :

[—(q,vZ) ,a—1 dans le n.e.d
et
[q, — yz,a—1] dans 1'A.P.M.
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Comme précédemment nous allons définir un n.e.d A associé & un
a.p.m, mais nous imposons & l'a.p.m, de ne jamais lire la chaine vide sur le
mot d'entrée, propriété qui ne restreint pas la généralité, et qui est

‘démontrée dans [18].
Définition.

Nous dirons qu'un n.e.d A = <PA, L, MA, GA, FA> est associée &

A
un a.p.m M possédant la propriété suivante :

-vVq, VZ 8(q, Z, N) =@

si M=<f, T, Q, 6, qr Q', Zo> nous avons :

-1, =1
2- Soit :
E=1{v/lq,q' €¢Q, ael, ZeTl, uel* tels que :
(q'.vui € 8(q,2,a)}
Alors :
r,=QxeuUfl(ga /qeQ acl U {#}}
3-M, = {(qo,zo).#} i.e #g = (qo,zo), #d = #

4-F_=1{a}
X

5- §_ est obtenu & partir de § de la maniére suivante :

+
pour tout q', gq¢Q, vy'eTl , ZeT, acl
a) si (q',y"') € (g,2,a) alors :

Yy € E ((y)(q',y"),N) € GA((q.YZ),a)
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b) si (q',A) € (q,Z2,a) alors :
Vy € E ((q',y),D) € GA((q.YZ),a)

c) Vae I U{#} vy € E

cl GA((q,A), a) = (A, (g,a))

c2 (SA(('Y)r(q’a)) = ((g,v).,2a)
d) VquQ' Vy € E
ai GA((qF,YZ),#) = (AA)

da2 GA((Y),AX) = (A,Ax)
Dans ce gqui précéde, nous convenons que (A) = A.

Donnons & présent la définition des configurations correspondantes.

Nous dirons que deux configurations KA dans A et KM dans M sont

correspondantes nous noterons K, <—> KM si et seulement si

avec

l<.M = (q, v, W)
Ky = Llyy) oon (v 4) (q@ry)), wh]

Yg v g =y et yn;éA

Notons que la configuration initiale (qo,zo,w) correspond dans A a

[ (qo,Zo) k],

Toutes configurations de A, ayant un élément de la forme (q,A7)

en somet de pile gauche ou (g,a) en sommet de pile droite sera dite inter-

médiaire.

d) lLemme.

A

Pour tout couple de configurations correspondantes non intermédiaires

K dans A et KM dans M 11 y a équivalence entre.
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1 - ]KA non intermédiaire, et ne contenant pas Ax telle que

p— n L}
pour n =1 ou 2 KA — KA

2 Ik' telle que KM t— K&
de plus Kﬁ <-—> K!

A
Démonstration.

Nous allons envisager les cas possibles de couple de configurations

KA et KM correspondantes et les mouvements possibles & partir de ces configura-

tions.

Nous ne préciserons pas a4 chaque fois que Kﬁ > KA le lecteur

le vérifiera aisément.
Notons que la cas :
K, = (q, Yy e Y2 N, K, = [(yl) (- ynz),#]

M

n'est pas & envisager ici, car il donne naissance dans A & un €lément Ax si

qeQ'.
Cas 1.
K, = (q, Yy ocee Y2 aw), K, = [(Yl) (Yn_l)(Q:YnZ),aw#]
I par a) de la construction :
Ky @'y vy oo v y'e w) =Ky
Ky, — ({v)) ... (v _q) Gy @'oy",wh = KJ
I par b) de la construction :

Ky M @'vy oo v W) =Ky
Ky b= (v)) oo (v M@’y v )ew) =Ky
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CAS 2. KM = (qr Yl .o Ynzl aw) , KA = [(Yl) e (Yn) (q,Z),aw#]

b par a)
KM — (q', YII-" YnY'IW) = Kl:l

KA — ((Yl) ceo (Yn)(q',y'),w#) = KA car (A) = A

ud par b)
Ko @y e v = Ky

K, — ((Yl) .o (Yn)(q',A), wht) = KA

Soit alw1 = W, notons que si w = A, le symbole # figure sur la pile

droite qui donc n'est en aucun cas vide.

Il vient par (cl) et (c2)

I
K, H— [(Yi) cee (v )y (q',al)wl#] — [(Yi) (q',Yn),wl#] = K,

Notons que si Yy ocee Y, A, M bloque dans la configuration :
{q', A, w] et A dans la configuration : [A, (q',al) wl#]

cgfd.

e) Corollaire.

Pour tout mot w € I* on a :

n
I1 existe une suite de configuration (Ki)i=o de M telle que

= [qF, vz, Al et Ko t——lc1 —_ ... y——xn

= L
K [qo, Zo,w] et pour . €Q' K

n
si et seulement si i1l existe une suite de configuration

P
(Ci)i=o, n<p, de A telle que : Co=[(q°,zo), w#] et

c l—-c1 —_ ... |——cp=[A, Ax].

(e}
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Démonstration.

Nous avons comme conséquence du lemme précédent :

*
[qol Zol w]l p— [qFI Y Ze Al = Kn

%*

i # .. #] =
ssi ((qO,ZO), wi] — [(Yl) . (Yk _1) (Yk,-l) (qF,ykz) #1 Cnl
avec q_ € Q'.

Comme q ¢ Q' les régles d) assurent dans A le mouvement
* [ ]
Cn' — A Ax
ceci de maniére déterministe.
La condition est de ce fait suffisante.

La condition est nécessaire en effet :

si ]Co tj— [A, Ax] alors ]Cn telle que :
c, — c, = [v) ... (@ v 2).#] l:~ A, Al
avec q € q
*
donc ]Ko — [qF, vz, Al avec Yy oeee Y, =Y conséquence du lemme

cqfd.

f) Ceci nous permet d'énoncer le théoréme, conséquence immédiat du corollaire

précédent :
Théoneme.

Tout Langage reconnu par un a.p.m est neconnaissable par un n.e.d.
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I1.5 SIMULATION DES A.p.M.D. PAR LES N.E.D.D.

SIMULATION DES FAMILLES a;

a) Nous allons nous intéresser dans cette partie aux langages reconnus par des

a.p.m.d, par réinitialisation de la pile, et par pile vide. Plus précisément

Définition,

Soit M un a.p.m.d : M=<L, T, Q, §, qo, Q', ZO>.
Pour un sous ensemble E, E ¢ I'* nous définissons le langage T(M,E) < ¥

comme suit :

*
T(M,E) = {w e ¥ / (qol Zol w) b— (q, a, h)

pour g € Q' et o € E}

en particulier soit :

TO(M) = T (M, T*

- (1)
TI(M) = T(M,Zo)
T2(M) = T(M,A)

TO(M) correspond pour tout M aux langages déterministes.

Dans les cas non déterministes ces trois familles coincident, il

n'en est pas de méme pour les non~déterministes.

Définition.

Nous définissons trois familles de langage comme suit :

pour i = 0,1,2

A, = {Ti(M) / M est un a.p.m.d}

(1) Notons que l'on a : T(M,I) = T(M,Zo)
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b) Nous allons donner la construction d'un n.e.d.d associé & un a.p.m.d.
Cette construction ne varie que sur des points relatifs aux donfigurations

initiales et finales particuliéres & chacune des familles A_, A, ou A

o 1 2’
nous la donnons une seule fois pour les trois familles en précisant les points

ot elle differe.

Définition.

i ' = < >
Nous dirons qu'un n.e.d.d A ZA, FA' MA' dA' FA est associé

4 u a.p.m.dM=<Z, T, Q, &, q, Q', Z°> vérifiant les propriétés

suivantes :
pour tout g, q' € Q z, z' ¢ T, y' ¢ T*, a € gr©

Pl 6(qlzla) = (CI': Y'Z') ==> G(Q':Z':A) =0

1
L=

P2 & (qo,zo,A)

P3 G(qF,Zo,A) = @ pour tout q € Q' ou
G(qF,ZO,A) = (q',A) pour tout A q' e Q'

sl et seulement si :

A
2-8iE={u/3vel*lq, 2 a q' tqa §(q,2,2) = (q',W)}

alors :

FA =EVQXEVUQ
3 - F, = {s} pour Ao et A2

= [ {
F) {(q,Zo) / 9 € Q'} pour A1
-# =

4 g (qo,zo) pour AO, AI’ A2

#d = A pour A1 et A2




a)

b)

c)

a)

e)

£)
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~

5 - GA est obtenu a partir de § de la maniére suivante :

pour a ¥ A, ly'lz 1
§(q,2z,a) = (q',y') ==>Vy ¢ E GA((q,yz),a) = ((y) (a',v").,N)

pour a # A
bil) S(q,Z,a) = (q',\) ==> Vy € E GA((q,YZ),a) = ((y),@'))
b2) plus dans A2 si Z2 = zo et q' € Q' il vient :
6(q,2_,a) = (q',)) ==> GA((q,Zo),a) = (A,S)
pour [y'] 2 1

8§(q,2z2,0) = (q',y') ==> Vy € E GA((YZ). @) = ((v)@Qq',y"), )

da1) 6(q,2,A) = (q',A) ==>¥y ¢ E GA((YZ),(q)) ((y),(@"))

d2) plus dans A2 si 2 = Zo et q' € Q' il vient :

<5<q,z°.A) = (q',N) ==>§, ((2), (@) = (AS)

8§(q,2,\) =P ==>Vy ¢ E GA((yZ),(q)) = ((q,v2),7N)

pour tout q € Q' et tout ¥y
§(ta, yz), #3) = (A8)

§((y),S) = (A,S)

¢) La définition des configurations correspondantes qui est compatible avec

cette construction est la suivante :
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Dé finition.

Nous dirons que deux configurations KM de M et KA de A sont

correspondantes, nous noterons KM < > KA si :
pour y; € T* pour tout i, 2 ¢ ', w € £%¥, g € Q
Ky = [q’Yin ...ynz,w] alors :

Ccas 1.
O si 8(q,2,A) = 0 alors :

~
[

[(Yl) ee. (q, ynz), w #d] pour A

~
|

O si é6(q,2, ) # 9 alors

. K
A

[(Yl) ve (YnZ),(q) w #d] pour AO

. K
A

= [(Yl) ces (q,ynZ),w] pour Al' A

[(Yl) cen (Ynz), (q)wl pour A, A

2

Remarquons que dans A nous aurons un type de configuration

qui sera dite intermédiaire, ce type correspond au cas 2 avec §(q,Z,\) = @,

en effet dans ce cas la régle e) assure le passage vers

une configuration du

type cas 1, ce mouvement dans A n'ayant pas de correspondans dans M, ceci

justifie 1l'appelation intermédiaire.

d) Lemme "des mouvements correspondants”.

Pour tout couple de configurations correspondantes KA dans A, et

KM non finale dans M on a

1 - JKA telle que K, — KA ou ]KA, iKi configuration intermédiaire de A.

. I ’
telles que : KA — KA +— KA

=== ] r— ]
> iKé unique telle que K, F— K et K} <—> K4
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2 - ]Kﬁ telle que Ky, f——-Kﬁ

= -]KI; unique telle que K <— > Ki et

L}
. soit KA — KA

. soit 3K; configuration intermédiaire de A telle que :

I ]
K, +— K, +— K.

Preuve.

Remarquons tout d'abord que toutes les impliquations de 5) de la

définition sont en fait des équivalences logiques, ceci est dii & la forme
particuliére qu'a chague régle de A, forme variant suivant la régle de M

dont elle est issue.

Nous allons donc mener simultanément les démonstrations des points

1 et 2.

Nous allons envisager les divers cas suivant que l'on applique

une régle de type a) bl) c) dl) ou e) en effet remarquons que b2) c2) et f)

s'appliquant nécessairement & des configurations finales ne sont pas & envi-

sager ici.
A) Soient (qlzl[L) = ¢ et

= #O W—— = .
K, [(Yl) es (Qiy Z), aw d] <—> Ky [q,yl.. ynZ,aw]

I par a) nous avons

§(g,2,a) = (@',y'") <==> Vy ¢ F SA(q,YZ) ) ((Y)(g',y") D)

ce qui permet

] 1 ] o — 1 )
K, +— [(71) (yn) Q@' y'), w #d] = K,

K, +— [q', Yl---YnY':W] = Ky

(1) (2)

nous avons bien K! <——» 13:! car Pl implique S(q', ¥' AN =0

A

(1) #g = {#d, A} (2) Y'(l) vaut 1l'élément le plus & droite de y'
si y' #het A si y' = A.

(1)




76
I par bl) nous avons :
8(q,2,a) = (@',A) <==>Vy ¢ E GA((q: z) ,a) = ((y),(@"))
ce qui permet :
K, b— [y oo (v), (@) wtdl=x et:

[ ] = [
K, +— [q', Yy ee- Yn,w] Ky

Nous avons alors deux cas : si Yn = Yﬁzn'

1 - 6(cl'lanA) =@

alors grace a une régle e) :

8,0(v1Z ), (@)

((q',Y'Zn),A)
ceci correspond au cas ou K; est une configuration intermédiajire il vient :

o
1 ’ [] -
KA — [(Yl) cen (Yn,q ), w #a] =

et on a bien KA <> K!

2 - S(Q'rzn,A) # ¢

alors K; n'est pas une cohfiguration intermédiaire et on a :
< e > !
Ces deux cas, application de a) et bl) sont les seuls & considérer pour KA

B) Soient 8(g,2,A) ;é o et

K, = [(Yl) ces (Y 2),(@Qw #d] <—> K, = [q,y1 cee Y % W #d]
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I par c) nous avons :
|
§(gq,Z2,A) = (@',y') <==>Vy € E GA((YZ),(Q)) = ((y) (@',v").N

ce qui permet :

[¢]

K, — [lvp ... () @,y ,wtdl= K, et

(o}
134 — [q', Yy e yny', w #d] =134'l

(1)

donc KA <> Kﬁ cas P1 implique §(q',v' N =0

I par 41 nous avons :
§(q,2,0) = (@',A) ==> Vye E GA((YZ).(q)) = ((y),(@"))
ce qui permet :

o
K. +— [(y 1) cee (Yn), (g")w #d4] = K; et :

A
' = '
KM ’__ [q r Yl ce s Yn'W] 134
Nous retrouvons ici un cas déja traité précédemment.

Ceci achéve de démontrer le lemme.

e) Lemme 1.

TqM) = T(a).
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Rappellons que :
ax
[q, vz, wl +— [q', v'2', w']

*
ssi [q, v2, wl }— Iq',y'2',w'] et si 6(q*,2', A) = P et qu'un mot n'est d -

accepté ssi
[qo,zo,w] fgz [q',v2,A) et 6(q',2,\) =P et q' € Q'
alors Ta(M) est l'ensemble des mots d ~ acceptés par M.

Preuve.

H Montrons que T&(M) c T(a), soit w ¢ Td(M).

on a [q .2 ,w] — [q,¥Z,A] avec q € Q' et §(q,2, ) = P alors le

lemme des '‘houvements correspondants" étendu & une suite de mouvemerits implique :
371,...,yn\c * telle que Yy --e Y, SYet
] [(qo,zo),w #al +— [(Yl) ee. (g, ynz), #4]
les régles f) de la construction assurent alors :
*
| [(yl) e (Qry 2), #a] +— [(Y1)"'(Yn-1)'5] — [4A,s]
car q ¢ Q' donc w € T(A)
O Montrons que T(A) c Td(M), soit w € T(A)
Nous avons alors nécessairement :
]Yl' e Y € I, qeQ', ZeT

¥* %
[(qorzo)' w #a] |— [(Yl) .o (q,ynz),#d] — [,s]
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En effet e) est la seule régle faisant apparalitre S et elle n'est

applicable que si q € Q'.
Ceci, plus le lemme des mouvements correspondants étendus implique :
*
1 lq_.2_w] +— la,y, ... Y, 2]

¥ par définition des configurations correspondantes

avec q € Q' et §(q,2,N)
donc w ¢ Td(M).

cqfd.
£) Lemme 2.
T, (A) = Tl(M)/{A}
Preuve.
i Montrons que T, (M)/{A} ¢ T, (A). Soit w € T, (M)/{A}, il vient :

Jq € Q' tel que [qo,Zo,w] —_— [q,Zo,A]
Le lemme des mouvements correspondants é&tendu implique
1 [a,,2) W] +— [(@,2 ), A
car P3 implique d(q,ZO;A) = @, q appartenant a Q' ce gqgui montre :
T, () / {A} ¢ T, (B)
Il Réciproquement montrons T, (A) ¢ T, (M) / {A}

+
w € TI(A) ==> ] [(qo,zo),w] — [(q,Zo),A]

En effet les éléments de FA sont nécessairement de la forme (q,2 ),
o

ils ne peuvent donc figurer qu'en sommet de pile gauche.
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Ici encore le lemme des mouvements correspondant étendu

implique :
+
] [qo, zo,w] — [q,Zo,A]

donc w € T, M) / {A}.

T2 (a) = T2 M) .
Preuve.

I  Montrons tout d'abord : TZ(M) c T2 (a) . Soit w ¢ T2 (M), la restriction 2
de la construction G(qo,zo,A) = @, implique w # A il vient :

| [qo, Z s wl }+— [q, A, A) avec q € Q°

comme nous imposons a Zo de marquer le fond de pile la configuration qui
précéde [q, A, A] est nécessairement de la forme [q°, Zo' al] car w # A avec

q' € Q (éventuellement q' = qo) etaecl viAletwe Z+ nous avons

*
[qo,Zo,W] — [q',zo,a] — [q, A,A]

Ceci implique, lemme des mouvements correspondants étendu.

Deux cas :

1 a #Aet G(q',zo,a) = (g,N)

(A,S) et le lemme 4)

alors b2) implique : GA((q',Zo),a)

*
[(qo,Zo).W] }-—[(q',zo),a] donc

¥*
[(q',zo),a] — [4,s]
2 a=A et G(q',zo, My = (q,N) avec q' # q, alors d2 implique

GA(ZO)' (g')) = (A,8) et le lemme 4) [(qolzo)rW] "‘r— [(ZO)’ (Q')]
car (q',2_,M) # ©. Donc [(Zo), (")) +——— [A,s].

Donc w ¢ T2 (A) , dans les deux cas.
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Il Montrons que : T,(A) ¢ T, (M) / {A}

Soit w € TZ(AL La seule configuration finale possible est ici
[A,8], donc w # A.

Nous avons deux cas possibles :

1 la configuration qui précéde [A,S] est de la forme [(q,Zo),a], avec

nécessairement a # A il vient :

[@,z) W] F— [(@2),a] t— [A,S]
avec éventuellement q = q, donc :

*

] [qo,zo,w] k—-[q,zo,a]

[(q,Zo),a] — [A,5] == GA((q.Zo),a) = (A,S)
d'ol nécessairement

5(q,Zo,a) = (q',A) avec q' € Q'
donc nous avons dans M :

[qo,Zo,w] ri— [q,Zo,a] b [q',A,A]
donc w € Tz(M) et w # A.

2 La configuration qui précéde [A,S] est de la forme
[(z)), (@] il vient :

[@,z) vl ¥ (), @71 [As]
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D'ol nécessairement :
GA((ZO).(q)) = (A,S)
ce qui ne peut venir que du fait :
(Q:ZO,A) = (g',\) avec q' € Q'

le lemme des mots correspondants étendu, plus cette derniére régle

permettent d'écrire :

la.zw] +— la,2,A1 = [’ A0
avec g' € Q' donc W € T2(M) et w £ A.
cqfd.
h) Ginsburg et Greibachont montré dans [10] p.628 Lemme 2.2.

Pour tout automate & pile déterministe M, il existe un automate

-

& pile déterministe N tel gue

T(N) .

T(M) = Td(N)

Ce lemme et les lemme 1, 2 et 3 permettent d'énoncer en résumé le
théoréme :

Théoneme.

Pour tout Langage L c I*

L e AO ==> I, ¢ n.e.d.d
Le Al et {A} AL ===> 1L ¢ n.e.d.d1

L e A2 et {A} AL =—=>1Lc¢c n.e.d.dé
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Notons que si L € 4, et {A} e L alors nécessairement L = {A}.

Et que, la chalne vide ne peut ippartenir a un langagé de la famille n.e.d.d1
car pour cela il faudrait que [#g,A] soit une configuration finale or i}

ne peut appartenir & F, pour un a.p.c A. La chalne vide ne peut non plus -
appartenir & un langage de la famille n.e.d.dz, en effet il faudrait que 1le

mouvement :
[#g, Al — [4,s]

soit possible, ce n'est pas le cas.

I1.6 SIMULATION DES n~.e.p () PAR LES aA.p.m (D)

SIMULATION DES FAMILLES N.E.D.%

a) Nous choisissons ici de maniére naturelle de simuler la pile gauche du
n.e.d par la pile de l'a.p.m. Le seul mouvement posant un problémeest celul
de réduction gauche, car dans ce cas il y a transformation du sommet de la
pile droite dans le n.e.d ce qui reviendrai & transformer 1'é€lément pointé
du mot d'entrée dans l'a.p.m ce qui n'est pas possible. Nous mémoriserons

donc cet élément dans l'état de 1'a.p.m, en convenant que dans cet état il

faut lire A. Il vient :
[yzx, aw]l +— [v2,aw]

dans le n.e.d A donne dans l'a.p.m M :

1'état q, indiquant que le mouvement suivant se fera par lecture de A, c'est-a-
dire par considération du triplet (qA, Z,A) dans M qui correspondra & la
considération de (Z,A) dans A. lLe marqueur de fond de pile droite pose un autre
probléme, en effet un tel marqueur ne figure pas dans les configurations initia-
les d'un a.p.m. Nous construirons donc un a.p.m associé qui reconnaitra, pour
tout L reconnu par un n.e.d, L # d. Ceci étant possible car Ginsburg et

Greibach ont montré [10] que L est déterministe si et seulement si Lc est déter-

ministe pour c ¢ Z.
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Les définitions des automates étant données par ailleurs nous
pouvons tout de suite donné la définition de 1l'automate & pile associé a un

automate 3 pile communicantes non expressif & droite.

b) Dé ﬁxln,éuon .

Nous dirons qu'un a.p.m M = <EM, FM' QM, GM'qo' Qﬁ, Z°>
est associé 3 un.n.e.d A = <I', L, M, 6§, F > possédent les :propriétés

suivantes

. (X) © S(ab) =>x £ UG

. Les configurations finales sont de la forme [A,8] pour s ¢ F

si
- == #
1 -z, zU{d}
2 -T =T
n

4 -Q = {qx / 1(a,b) tel que : (A,X) € 8§(a,b)} v {qA}
5-Q'={qS/ScF}

6 - GM est obtenu & partir de § de la maniére suivante

2 .
a) Vb ¢ E; { X € V2 v {A} YeTl uf{Ar}
4
si (X,Y) € 6§(A,b) alors :
(qy.X) € GM(qA. A, b)

b) vB e T XcVZU{A} Y e T u{A}

si (X,Y) € 6(a,B) alors :

(qyX) € GM(qB. A, b

(1) cette restriction qui ne restreint pas la généralité, permet de distinguer
le cas oil nous lisons sur la pile droite une lettre du mot d'entrée ol une

lettre provenant d'une réduction gauche ou d'un mouvement d'analyse stationnaire.

@ Iy =T )
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Redisons ici ce qui a &té dit dans l'introduction & savoir que M
est construit pour reconnaitre L 'd’ si L est le langage reconnu par le n.e.d

A,

Nous pouvons dresser les deux tableaux groupant tout les cas

possibles pour le couple (X,Y) concernant a) et b) de la construction :

§(a,b) | (xy,A) | (x,0) | (A,y) | (x,y) | (A, 0)

GM(qA, A, b) [ (qA, Xy) | (qA, xy) | (qy.A) ! (qy.x) ! (qA, A)
Tableau 1 pour b € * U {#d}

& (a,B) ‘(xy,A) ] (%, ) { (A,y) | x,y) | (A7)

Sy (g A 1) | (q,, xy) l (q,, x) , (‘qy, A) I (@, x) ' (qA. A)

Tableau 2 pour B € T

Si des instructions du type §(a,b) = {(a,N)} avec |al > 3
été autorisées notons que nous pourrions aisément les simuler sur un a.p.m

en écrivant :

ou

GM(qb, a, M) (qA ’0)

ceci reviendrait i empiler un mot de I'* de longueur strictement supérieur a 2.
c) Les configurations correspondantes sont les suivantes :

. initiales :

{dans A : [#g, w #.1
dans M : [q,e #g' w #d]
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. quelconques : il y a deux types :

tl ns A : [ua, bBl, b e T U {#.}

dans M : [qA, oA, bp]

t2 dans A : [aa, BB], B e T

dans M : [qB, ah, B8]

nous laissons le soin au lecteur de constater que se trouvant dans deux configura-
tions correspondantes M et A évoluent grace aux régles a) et b) au travers de

configurations correspondantes.

Notons que A posséde la seule possibilité de configurations finales

suivante :
[A,8] pour tout S € F

ce qui correspond dans M & :

[qS, A, A

ceci cadre avec la construction, qs eQ'

d) Remargue :

La restriction imposée dans la construction concernant la confi-
guration finale vient de ce que si l'on autorise [S,A] alors M se trouve dans
la configuration : [qA, S,Al qui doit &tre finale, c'est-a-dire que q, doit
&tre considéré comme état final possible. Mais alors la configuration
[qA, a,A] dans M est finale pour |a| > 2 alors que la configuration corres-

pondante dans A,[a,A]l,ne 1l'est pas. .

d) Il est immédiat que si A est déterministe il en est de méme pour M. En

effet nous n'avons jamias le choix entre lire une lettre de I ou lire A dans
M car nous ne pouvons lire une lettre que dans 1l'état q, et lire A seulement

dans un é€tat du type q, avec Bell.
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Par ailleurs il est clair que :

L]
-

pour b € £ |§(a,b) | 1 ==> IGM(qA, A, b)|

i
-

pour B¢l |[6(a,B)| =1 ==> |6M(qB, a, 0|

nous pouvons donc €énoncer le lemme.

Lemme.

Pour tout langage L sur I tel gque #d ¢ I et tout n.e.d
{resp. n.e.d det) reconnaissant L, il existe un a.p.m (resp. a.p.m det)

reconnaissant L #d°

Preuve,

les éléments de la démonstration, qui est évidente, ont &té donnés
dans ce § et les précédents. Nous laissons le soin au lecteur de la faire dans
les détails.

e) L'article GG [10] nous permet d'énoncer le lemme :

Lemme .

Tout langage L sur I tel gque ¢ £ I est reconnu par un a.p.m
(resp. déterministe) si et seulement si Lc est reconnu par un a.p.m

(resp. déterministe).

Ces deux lemmes nous permettent d'énoncer le théoréme conséquence

immédiate :
Théondme .

Tout Langage 1, neconnaissable par un n,e.d (resp. déterministe)
est neconnaissable par un a.p.m {(resp. déterministe).
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£f) Montrons maintenant que la famille n.e.d.d., correspond & la famille Al'

1
I1 suffit ici de reprendre exactement la canstruction proposée pour la
démonstration de n.e.d (d) ¢ a.p.m (d).

Le langage L € n.e.d.d, étant reconnu sans marqueur de fond de pile

1
droite nous avons les configurations initiales correspondantes :

dans M : [qA, ¥, wl

dans A : [#,w]

et les configurations finales correspondantes sont :

[A'S] da.ns M : [qS' A, A]

dans A : [s,A] dans M : [qA, s, Al

dans A

mais pour un automate de la famille n.e.d.d 1 nous savons que nous pouvons nous
limiter & la configuration finale [S,A] ce qui démontre l'inclusion, n.e.d.d

n.e.d.d, cA La configuration finale dans M étant [qA, S,Al, M réinitialise

1
sa pile.

1

g) La famille n.e.d.d, correspond & la famille A2. Ceci est immédiat.

2
Reprenons ce qui a été dit pour n.e.d.d1 < Al'

Ici la seule configuration finale possible est :
(A,s] dans A
ce gqui correspond dans M & :
[qs, A, Al

ponc n.e.d.d c A

2 2°
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h) Nous allons résumer en un théoréme les résultats des parties I1I.4, II.5 et II.6

concernant la comparaison des a.p.m-et des n.e.d.
Theonéme.

La famille des Langages heconnus par Les automates & piles de
mémoine (nesp. déterministes) coincide avec La famille des Langages reconnues
par Les automates a piles communicantes non expensives & droite (nesp. détermi-
niste) .

De plus fLes familles 6 et b, déginies § 11.5 a coincident respec-
tivement avec fLes familles n.e.d.d, et n.e.d.d2 définies § 1.2 §, aux Langages

contenant fLa chaine vide pr2s, qui ne peuvent apparienirn aux familles n.e.d.d,
et n.e.d.dz.

1.7 AUTOMATES A PILES COMMUNICANTES ET LANGAGES SIMPLES

Nous allons montrer dans cette partie que moyennant certaines res-
trictions, il existe un a.p.c qui reconnait exactement la famille des langages
simples.

Rappellons d'abord la définition des automates simples.

a) Définition.

Un automate & pile déterministe simple est un a.p.m.d avec les

trois restrictions suivantes :
1 - vq,vZ §(q,Z,A) = @
2 -~ un mot w est accepté si et seulement si
*
3(qolzolw) b— (q, A, A) pour q ¢ Q'

3 - 1'automate n'a qu'un seul état c'est-d-dire

lo| = 1.
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Nous appelerons un tel automate un automate simple.

Un langage est dit langage simple si il est reconnu par un

automate simple.
Nous conviendrons, l'autamate simple n'ayant qu'un seul état

de ne pas le faire figurer dans les configurations, une configuration sera

donc de la forme :

[y,wl]l Yy eTI*etweL¥

une configuration finale sera de la forme :
[A,Ad.

De la mdme maniére dans l'expression des régles de l'automate
simple nous ne ferons pas figurer l'état une ré&gle s'écrira donc ;
l'automate étant déterministe :

§(z,a) = (y)
ce gui est équivalent a :
§(q,z2,a) = (q,Y).

b) Théonéme.

La classe des automates simples est identiques & La classe des
automates d piles communicantes simples.

Preuve.

Nous donnons la construction étant donné un automate simple, qui

permet d'associé un a.p.c.s qui reconnait le méme langage et réciproquement.
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Notons GM lorsqu'il s'agit de 1'application de l'a.p.m et 6A

lorsqu'il s'agit de 1l'application de l'a.p.c.
Soit M = <L, T, GM,zo> et A =<z, T, L GA, A>.

I Donnons tout d'abord A, connaissant M.

Soit E = {v/ Ja e £, 12 ¢ I, Ju el'* tels que (vu) = §(z,a)}

alors pour toutB € E.

1

1 - GM(Z,a) = (y) ===> GA((BZ),a) () (7).,

((B), 0.

2 - GM(Z,a) (y) ===> GA((BZ),a)
Si 2 €T (2 ) alors :
r o
3 - 6y(2,a) = (A) =m==> GA((Z),a) = (AA)
Notons que dans la régle 2 si B = A il vient :

by (Zra) = (A) ==> GA((Z),a) = (A, R)

Les configurations correspondantes sont si # = Z_-

Les configurations initiales dans M : [Zo,w]
dans A : [Zo,w].

Les configurations initiales sont donc absolument identiques si

l'on prend # = Z_ pour l'a.p.c associé.
configurationsquelconquesnon finales correspondantes :

dans M : [y,w]
dans A : [(y;) ... (Yn),w] avec Y,Y, +-- Y, = Y-

Dans ces conditions nous avons :

—ZA=ZM

[
-
]

% =
{(w) / Iv e rM, jz,a tq (y) GM(z,a)} v {Ax}'
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La régle 3 de la construction assure que lorsque M vide sa pile,
c'est-a-dire lorsque : GM(Z,a) = (A) 2 étant un symbole trace de Zo' alors A
passe dans sa configuration finale [A’Ax] de laguelle aucun mouvement n'est

plus possible, conformément & la définition des a.p.c.s. Les configurations

finales sont donc en correspondances :
dans M [A,A]
dans A [A,Ax].
by Partons maintenant d'un a.p.c.s A, et construisons 1l'a.p.m M.

Nous avons

5A(X,a) = (X'Y', D) ==> GM(X,a) = (X'yY")
8, (Xsa) = (X',4) ==> GM(X,a) = (X')
GA(X,a) = (A,A) ==> GM(X,a) = (A)

ce gul peut se résumer en une seule régle

Vy ¢ T%y g% {#3°

1 - GA(x,a) = (y,A) ==> GM(x,a) = (y)
de plus.
2 - 6A(X,a) = (4, Ax) ===> GM(M,a) = (A).

Posons ici Zo = #, il vient pour les configurations :
- les configurations initiales sont les mémes [#,w]
- les configurations gquelcongues non finales sont également identiques

- la régle 2 permet d'établir la correspondance entre les configurations finales.

Nous avons de plus :

cqfd.




94

11,8 AUTOMATES A PILES COMMUNICANTES ET AUTOMATES D’ETATS FINIS

Nous montrons que les automates d'états finis colncident avec

les automates & piles communicantes strictement décroissantes.

a) Rappelons la définition d'un automate d'états fini : a.e.f

Deginition.
Un automate d'états fini est un S5-uple M = (ZM, Q, GM, Qs FM).
1 - Q est un ensemble fini : ensemble des états
2 - I est un alphabet fini : alphabet d'entrée
3 - &, est appelée fonction de transition, c'est une application de

M
Q x I dans Q

4 - q, € Q est dit état initial
5 -~ FM ¢ Q ensemble des états finaux

Le langage T (M) reconnu par M est défini de la maniére suivante :

~ nous noterons pour tout a € I, w € ¥, q € Q [q,aw] }— [g',w] ssi

- ]
GM(q,a) q' (1)
alors
*
™M) = {w/ilg eF ] [qo,w] — [q,Al]
k:— étant la cldture transitive de p— .

b) La simulation des a.e.f par les s.t.d et réciproguement et tout & fait
évidente.
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En effet le seul mouvement autorisé dans un a.p.c strictement

décroissants, et la réduction droite & savoir :
§(X,Y) = (X',A)
le paralléle avec la ligne (1) est évident.
De plus nous pouvons assimiler le marqueur #g avec l'état qg-
Notons que la présence ou non d'un marqueur de fin ne pose pas de probléme.

Les deux possibilités sont équivalentes.,

Nous pouvons énoncer le théoréme, dont nous laissons le soin

de la démonstration au lecteur.
Théonéme .
Les Langages reconnus par Les automates d'états find sont

exactement ceux heconnu par £es automates a piles communicantes strnictement
décrodlssantes.




CHAPITRE I1I

GRAMMAIRES CANONIQUES
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IIT.1 GRAMMAIRES CANONIQUES A STRUCTURE DE PHRASE ASSOCIEES AUX ‘)

AUTOMATES A PILES COMMUNICANTES

a) Dans cette partie nous allons montrer comment partant des régles de
l'a.p.c, nous pouvons définir une grammaire dite canonique qui reconnait

le m&me langage. Ceci nous permettra de retrouver les principales familles de
langages, les résultats venant corroborer ceux de la premiére partie.

Définition.

Soit un a.p.¢c A =<, I', 6§, M, F> simplifié possédant les propriétés
suivantes (qui ne restreignent pas la généralité€).

Pl lLes marqueurs de fond de pile ne sont lus qu'’une seule fois.
P2 L'ensemble F est réduit a4 1 élément noté Ax qui est tel gque
VX 6(Ax,X) = §(X,Ax) = @
aucun mouvement n'est plus possible & partir de Ax.

P3
1. si (u,v) € 6(X,Y) alors Y e Tr(#d) —> [vl 21l ocuus=nx

2. 81 (u,v) € 6(X,Y) alors X € Tr(#:é) > Iul 21 ouv =AXx
S #
3. (A,d® ou (A&x,A) e §(X,Y) >X ¢ Tr(#g) et Y e Tr( d)
P4 V(X,Y) (u,v) € §(X,Y) ==m=> v € I'*

Nous dirons que la grammaire G = <NG, Zg, P_, 0> est la grammaire

G
canonique associée a l'a.p.c A si :

1 EG=Z

2 NG-'{Xe/XchI‘ete=qoue=d}

(1) On trouvera les définitions concernant les grammaires dans [8]. Nous
emploierons les méme notations. En particulier N désignera l'ensemble des non

terminaux, I les terminaux et nous noterons V=N Q L.
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30= Axg est un axiome s8i [Ax,A] est une configuration finale
o = Axd est un axiome si [A,Ax] est une configuration finale.

4 P est cbtenu a partir de § de la manidre suivante : (nous

donnons les régles de P G assortie de quelques remarques)
¥vX, X', ¥', 2’ eI VT, vWwWwel, VvVacecl

a)

fyt g0 — 1yige
x'y',2') e §(x,Y) > XngZd > Xng

(X'Y',Z2") € §(X,a) =w==> X'Y'Z! > X a
' 2") (X, a) g g2d g
1y ] #Y ez ry iz
xX'y',2') ed(x, d) > nggzd > a
(x'y',z") cd(x,#d) > X'Y'Z) > X

ggad g
b) (X',Y'2") € §(X,Y) wm—> x;Y&Zé + xgvd
(xX',Y'2'") € 6(X,a) =——> xéYéZ' + X a

(X',Y'2") €6(¥ ,a) mm=> x'Y.'Z' + a

g9 g

(x',Y'2") cs(x,#-d) —> x&y'z' + X
c) (X'Y',A) ¢ §(X,Y) =mmm> x"JY‘; + XY
(X'Y',A) € §(X,a) =we=> xé!& + X a
X'Y', ) eG(#‘g,a) —> xéYé +> a

x'y',N) edx,¥) cas impossible i cause de P3.1

(1) Les deux cas peuvent se produire simultanément, dans ce cas on admettra

gque 0 »> Axg et ¢ + Axd sont des productions de P, © étant l'axiome de G.

(1)
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a) (A,X'Y") € 6(X,Y) =we=>
(A, X'Y") € §(X,a) =wem>
(AL,X'Y") € &#g,a)
(A,X'Y') ¢ G(X,#d) s>
e) X',0 € 6(X,Y) me=>
x',A) € §(X,a) mme=>
xt,N € 6(#9,3) manss>
(Ax,A) < G(X,#d) —
f) (AX") € 6(X,Y) ===>
(A,X?) € §(X,a) =mm=>
(A,X') e 5(*g,a)
(A,X*") € G(X,#d) —>
g) (A,A) c 6(#9,#3 —>
(Ax,A) € 6(#9,#3 -

Commentaires sur les propriétés imposées

[ 1
Xde > Xg
i >
Xg Xng
X' + X a
g g
X! + a
Ax + X
g g
1]
Xd - Xng
' -+
Xd Xga

L}
Xd -*> Xg
Axd »> A
Ax + A
g
a l'a.p.c.

Nous avons supposé que les marqueurs ne solent lus gu'ume seule
fois, car la lecture de ceci donne lieu dans P & des régles particulidres,

dues au falt que nous nous trouvons en début d'analyse, ou que nous sommes

pour la premiére fois & la fin du mot & analyser.
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En effet si nous autorisons (#g,A) € 6(#g,a), #g ne signifierai plus nécessai-

rement le début de l'analyse.

.La propriété des traces des marqueursglbérifiée par tout a.p.c
simplifié, permet de donner un sens aux contraintes imposées aux ensembles
# #
Tr( g) et Tr( d) , dans les propriétés P3.,

.La propriété : vX §(Ax,X) = §(X,&) =9 et F = {Ay} impose 1l'arrdt
de l'analyse dés que l'unique élément de F, & apparait. La propriété :

(A,Ax) ou (Ax,A) € 6(X,Y) ===> X €T (¥ ) et Y € T_(¥.)
R r g r da

indique que Ax ne peut &tre la réduction que d'éléments, traces des marqueurs,
ce qui est légitime étant donné qu'aucun mouvement n'est plus alors possible,
4 cause de la propriété précédente. Ce sont deux propriétés qui de toute
évidence n'atteignent ni la généralité ni un é&ventuel déterminisme.

.Les propriété P3.1 et P3.2 intéressent respectivement les mouvements

x,y, ... Yn] — [A, Y'Y, ... Yn]

1 2

et

[x1 Xn,Y] — [x1 oo X X',A]

n-1

mouvements qui sont en fait inutiles dans A, car il aboutissent & des blogquages

dans des configurations non finales
.La propriété P4 permet de distinguer le cas ou sur la pile droite
on trouve un élément de I du mot d'entrée ou un &lément venant d'une réduction

car ces deux cas donne lieu dans G a des productions différentes.

Disons enfin que toutes ces propriétés sont triviales & assurer
pour tout a.p.c et qu'elle n'hypothéquent ni la généralité, ni le déterminisme.

(1) voir chapitre I, § 1.3 b).
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b) Nous allons reprendre l'exemple 1 donné au § I.2 g), en modifiant légé-
rement l'a.p.c.b proposé afin qu'il vérifie les propriétés imposées & l'a.p.c
dans la définition, et indiquer la grammaire canonique G associée.
Nous avons
A= (Zl r, 61 M, F)
avec

v - 1 , v
L ={abic}, T = {AIAIXISIS'IM}( )' M= {'gl# }, P = {5}

la construction du § a) nous fourni le tableau :

Régle de A Production de G

1 6('9,&) = (Ma,A) (1) Mgag + a

2 §(a,a) = (aa,A\) agag -+ aga

3 § (a,b) = (A,A) Ag > agb

4 8(a,b) = (A,AR) Ap, > A b

5 §(a,0) = (a0 A, > agf\d

6 §(A,n) = (AA,A) AgAg -+ AgAd

7 §(a,c) = (A,X) xd ad Agc

8 §(A,X) = (X,A) xg > Agxd

9 §(X,0) = (A,X) Xy > xgc

(1) Voir bas de la page suivante.
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(1)

10 §(M,X) (s*,A)

L .
‘S > _ngd

" #y = '

11 s(s’', 3 (A,S) Sq * Sg
12 §(a,a) = (A,ARn) AdAd > AgAd

le lecteur vérifiera aisément que A vérifie toutes les conditions de la
construction de § a).

les autres &léments de la grammaire G sont donc :

):G =L, N_ = {Mg,ag,gg,i A LX X ,s',sd}, o= 8

G d"da 4 g g da

Les dérivations possibles & partir de Sd' qui est l'axiome de G,
et donnant un mot de I¥, sont les suivantes. Nous indiquons au dessus de

la flache ==>, le numéro de la production ayant permi la dérivation.

o‘=Sd&=>S;1&>ngd=a

a, =F X =7—=>FAc—3—>Fabc-£->abc
1 gd gg gg

9 8
a0 =F X =ex=>F X Cc ===>FAX C =
1 gd gg ggd 2

a -FAXc==7—=>FAA00-§=>FAAcc=S—>FaI-\ACC =£-=>>FaAbbcc
2 ggd ggg ggd ggdad ggg

’-3->Fanbbcc =2-=> F a abbcc -1-=> aabbcc
ggg9g gg

9 8
6. = FAX.C mw>FAX Cc ===>FAAX CC =0
2 ggd ggg gggd 3

a =FAAch-7-=>FAAAc0c-§—>FAAAccc—6-=>FAAccc
3 gggad gggayg gggd ggd

5 - 12 = 4
=m=> F_agA_A_ccC s=> F a ALA.ccc ===> F a_A A bccc
g-dad ggdad gfgg

(1) Elément modifié afin de respecter 'la restriction indiquant que les

marqueurs ne doivent &tre lus qu'une seule fois, ici #g'
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—==>FaAAbccc=-s=>Faa£bccc=i=>FaaAbbccc
gggd g d g

==y FF a a a bbbccc ===5 F a aabbbccc =-L=> aaabbbccc
g94g9¢9g g49g

Qa =FAAch=-2==>FAAchc=§=>FAAAXCcc=a
3 gggd 999 gd 4

il est alors facile de montrer que

* 4 4 * 4 4
a4 > as = FgAgxdc et a4 — > a4b c
|

et que pour tout n

* n, n * nn
o wm=> =F AX c et aa —>anbc
n n+l ggd n

donc :

{a™"c" / n 2 1} ¢ L(G)

Il serait un peu long mais pas difficile de démontrer que les

dérivations envisagées sont les seules donnant naissance 3 des mots de I¥*.
Et donc :

L(G) = T(A) = {abc” / n 2 1}

c) Nous amorgons dans ce paragraphe la démonstration de l'équivalence entre
la grammaire canonique et l'a.p.c.

De Con.

Nous dirons qu'un mot o de Wé est une expression bien formée
s'il est d'une des formes suivantes

Yi,xl er/ {Ax} et a, eIpour tout i
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{1 Pourm21,n20,p 2090

| i 1 n
a = Xg o xg seo x; Yd cee Yd a1 ceas ak e ap
avec : . x1 eT (#) et Vi # 1 xt £ T ()
r g r $

n
# — . [P =
.Y € Tr( d) > p=0 (i.e a ap A)

i
.Vi A n Y £ Tr(#d)

2 o= AX a-= AX
g

d'

*
3 ae EG

Donnons & la suite de cette définition deux propriétés et un
corollaire utiles par la suite.

ProEEiété A.
Pour tout u,v € Vé X,X'el'VIL

*
— 9 Y = ] t
(Xgu > X2v) »x =gou (X! eletX e Tr(#g))

Preuve.
Nous allons procéder par récurrence.
La propriété est 'vrale pour une dérivation de longueur nulle.
Supposons la propriété vraie pour une dérivation de longueur n.
Soit :

+
Xu 2—£> X'v.
g x
Nous pouvons décomposer cette dérivation de la fagon suivante :

X u ==> Y u' ’L>X'V
g b4 X
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Deux cas :
1 y=g. Il vient la propriété étant vraie pour n :
X = g ou (x; € Zvet Y € Tr(#g)).

Mais Y ¢ Tr(#g) mm=> X ¢ Tr(#g)' en effet dans la dérivation
xgu > Yéu', soit xg = Yg, soit elle est obtenu en appliquant une régle

provenant de :
(Xa,B) € 8(Y,¥Y")
Donc : soit x =y
soit X: e IetYe Tr(#g) et X ¢ Tr(#g).

2 Y €L, alors Y =X'donc X' e
y Y b4 x

soit Y = a. xgu ===> au' ne peut se faire que par application d'une production

du type
X a »> aa'
g

a savoir type a3, b3, c3 ou e3, dans tout ces cas cela correspond dans A

4 la lecture de # donc X e T (# ).
X g r g

Notons que y # d, c'est une conséquence directe de la forme
des productions de P

v

cqfd.

Progriété B.

Pour tout u, v € Vé, X, X' eT VI

*
(uxd we—> VKJ) me=> x=d oux:;clou (x=g etXeTr(#d)).
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Preuve.

Nous allons ici aussi procéderpar récurrence. La propriété est

vraie pour une dérivation de longueur nulle.
Supposons la vraie pour une dérivation de longueur n.

Soit :
n+1

uxd — vx;‘
Nous pouvons décomposer cette dérivation comme suit :
n
uXq ===> u'y  =s==> vX'
Yy x
Trois cas :
1 y=d. Nous appliquons 1l'hypothése de récurrence. Il vient :

- 3 #
x=d ouxxc I ou (X=g et Y eTr(d))

mais une argumentation semblable a cette employée pour la propriété A,
permet d'affirmer que :

(uxd == > u'Yd) =m> (Y € Tr(#d) ===> X € Tr(#d))
donc si x =*g on a bien X € Tr(#d) .
2 Yy € I. Alors X}" € I de maniére triviale.
3y =g. Mais alars : uxd > u'Yg ne peut &tre obtenu qu'en appliguant
une production du type a4, b4, 44 ou f4, qui sont issues d'un mouvement

par lecture de #d dans A ce qui implique X € Tr(#d) .
Donc, la propriétée est wraie, quelque soit X;{.

cqfd.
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Corollaire A.

Pour u e VG si u est de la forme suivante

. # #
u=u, xd vg v, avec X ¢ 'rr( g) et Y ¢ 'rr( d) _

*
alors Iw ¢ Zé‘ tel que : u ===> y

Preuve.

D'aprés la proposition A :
L — v ' &cessal

> = -
s ng1 —— vil' canme Y ¢ Tr( d) on a nécessairement y g

Et d'aprés la proposition B :

%
: ty? - 4 #
si u1X T—> ulx alors soit x d, soit X € I car X # Tr( ).

Donc :

¥*
Vv tel que : u ==> v

v est de la forme

[ ] 1 ] ] L} L] L} ]
u:l a Yg v1 ou u1 Xd Yg v1

avec Y' # Tr(#g) car Y # Tr(#g) il est immédiat dans ces conditions que :

*
IweZ‘ételque:u=—=>w,

en effet il faudrait résoudre Yc'; en un mot terminal ce qui n'est pas possible
car le symbole immédiatement 3 sa gauche ne pourra jamais &tre de la forme

Zg, ce qui est la seule possibilité de dériver Yé en un mot terminal.

cgfd.
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d) Lemme A.

Pour toute suite (ai)2=1 de mot dE\/é on a :

si Iw e Zé tel que : 0 ===> o, ===> ... ===> o =—> W

alors pour tout 1, 1 €414 < n x, est bien formée.

Preuve.
Nous allons montrer que o, est bien formé, puis nous montrerons
que si o, est bien formée alors o est bien formé.

i i+l

. 0 est bien formée. L'axiome peut &tre de deux formes soit Axg soit Axd

il vient 5 possibilités pour o

1

(1) =
1) par el Axg > xg%a a, gréxe a (A,A) € 8(X,Y)

et P3.3 implique X ¢ Tr(#g) et Y e Tr(#d)’ oy est donc bien formé

4 grace & (A0 € G(X,#d)
et P3.3 implique X ¢ Tr(#g),alest bien formé

2 ar ed &x + X =a
) p g g

3) par fl : méme chose que pour el avec Axd > Xng = a,

4) par f4 : méme chose gque pour e4 avec Axg - xg = a,

5) par g : Ax, - A ou Axg + A, Ae Zé est bien formée.

. Supposons maintenant que oy est bien formée.

Il suffit de répertorier les cas ou oy n'est pas bien formée

+1

et de montrer que dans ces cas, on ne peut aboutir & un mot w de Zé.

(1) el fait référence, & la premiére ligne de e) dans la construction de la

grammaire canonique, § a). De méme par la suite pour e4, fl, ... etc..
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1 i n
Yd cee Yd cee Yd a1 ee ak cen ap

Soit a, = X1 cee Xi ees X
i g g

Qa B

avec
1
#
. X cTr(g) etvi;élxitﬁ'rr(#g)
.Y e Tr(#d) ===> p = O
Vign Y g1 (F))
: r 4

Remarquons que l'application d‘'une des ré&gles issues de a)
ou b) implique que Gi+1 est bien formé.

Qu'il en est de mdme pour les régles c) d) c) ou f) appliquées

respectivement a x:_l,x;, YIYZ, X: ou Y1

a¥a a’ en remarquant que

c3 est applicable si xl...xm’z = A afin que Xm-lcTr(#g)

3 n 2
cee .o.a_= #
d4 est applicable si Yg.--Ysay ép A afin que Y cTr( d)

mé&me chose pour e3 et e4,

Envisageons & présent les cas donnant au ai+1 non bien formée.

Nous distinguons 6 cas :

i i+
1) Nous pouvons alors appliquer a x;x; 1, cl, ou & x;+1, el, soit :

3 L aB uxitlsas
gd g gad
dans ces deux cas ai+1 est de la forme :
a XA B,Y ...

iv1 - "t fgig td g

qui ne peut se dériver en un mot de Zé. (voir le corollaire Aa).
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+
2) Nous pouvons également appliquer a X;X§+1, c2, ou a x; 1, e2, nous nous
trouvons dans les deux cas avec un %41 de la forme :

... Aay ...
g g

*
Or la propriété A indique que Yg ... ==>a ..., seulement si (Propriété A)

Y e Tr(#g) ce qui n'est pas le cas, ceci étant la seule solution pour aboutir

aw, ne peut aboutir a w.

%441

3) Les solutions c3, xng;H -+ a et e3, x; -+ a sont inapplicables si
xi £T (#), et sl a, = xi ... X% c'est-a-dire xi e T (#) alors a
r g g r g

i i+1

est de la forme :

ai+1 = aYg .o

et pour les m@me raison que précédemment & savoir

*
Y ... ===>a ..,
g
si Ye Tr(#q) d'aprés la propriété A a4 De peut se dériver en w.
i i+l
4) Nous pouvons appliquer une régle du type di & Yde ou du type fl &
i+1 .
Yd ce qui nous donne dans les deux cas ai+1 de la forme. :

ces Xd Ag Bd Yd NN

Nous sommes dans le m@me cas que précédemment & savolir xd et Ag

consécutifs. Nous savons que la présence de ce cas ne permet pas la dériva-

tion de ai+1 en w.

i _i+1
5) Nous pouvons appliquer une régle du type 42 a Yd Yd ou du type £2 &
Yé+1 ce qul nous donne dans ces deux cas un ai+1 de la forme :

aee xd Ag a Yd...

méme cas que précédemment, X _ et Ag sont concécutifs.

d
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6) Les régles de type d4 et f4 sont inapplicables car yitl ¢ Tr(#d) .

si o = chll Y;Y;+1, yit! € Tr(#d) alors d4 est applicable
i+1 i+1
a Y‘ctl Yd et f4 a Yd en donnant %41 de la forme
cee XdYg

nous sommes ramener au cas précédent.

cqfd.

e) Nous allons maintenant définir une correspondance entre les expressions

bien formées de G et les configurations dans l'a.p.c.

Définition.

Nous dirons qu'une expression bien formée o de G et une configu-
ration K de 1l'a.p.c sont correspondantes, nous noterons a<—>K, si nous

sommes dans un des cas suivants :(1)

type 1 m21,nz>0,p=zx21

g d d1 P
1 m 1 n
= #
K=[X ...X,Y ...¥% a; ... a d]
type 2 m>=1,nzx1

a=xl YD
g g d

d
n 1 m 1 n
21 Si Y € Tr(#d) K=[X .., X,Y ...Y1]
1 m ! n
= .. #
22 si Y 4 T, (#,) K=Ix ...x% v .. 4]
1
type 3 mz21letsim=1X #Ax
a=x1...xmet x=rx1...xm,#]
g d
i

(1) Rappelons que pour tout i : X ,Yi el / {Ax} et a, € I.




type

type

4

5

41 o

42 a
Tx

a € &
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(A, a1
X

fa , Al
X

[#g, of ]

aux propriétés imposées & l'a.p.c.

Exemgle.

les dérivations dans G et les mouvements dans A.

correspondanges. Nous le faisons pour w =

Dans

i+,

[Fa,

[Fa,

[s',

a,

abc#d]

#
bc d]

Notons que cette correspondance est biunivoque, notamment grace ~
|
|

Nous allons reprendre l'exemple en b), en mettant en paralléle

1
<—>

Les correspondances

Dans A

o
Q ::)42 ::)
Q’ Qm %
o]

]
Q
=

o Q%

Le lecteur constatera les

abc.

Productions Régles employées

10

11

1, 2 et 3 correspondent au type 1.

La correspondance 4 est de type 2.2 car X ¢ Tr(#d)' La correspondance

La correspondance 5 est de type

3, la 6 de type 4, S étant 1l'axiome.




112

Lemme .

Pour toutes expressions blen formées a, o' et toutes configura-
tions K, et K' de 1'a.p.c telles que

K <—> o et K' <—> o
on a
(a ===> ') <m==> (K' }— K)

Preuve.

Ce lemme est une conséquence directe de la construction et
des définitions. Il est évident dans presque tout les cas, en particulier
lorsque K eta d'une part et K', o' d'autre part sont en correspondances

de type 1, ou de type 2 avec n 2 1, nous laissons au lecteur le soin de le
constater.

. Envisageons le cas ou :

grace &
(A,Y) € (X, #d)'
notons que Y ¢ Tr(#d) il vient :
P (Yd > Xg) €P
et
K<—>a=x_—_. 2 avecY eT (%)
g g d r d

K' <—> a' = x; oo szg correspondance de type 3.
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On a bien o ==> o' par la régle p . Réciproquement si
a' ==>apar p, il est facile de voir que nécessairement (A, Y) € a(x,#d),

ceci est di & la forme des régles de P, et donc K' }— K.

Nous avons ici appliquer une production du type £4, nous obtenons
des cas semblables par applications de productions du type a4 b4 c4 d4 ou
e4d,

Tout les autres cas se traitent de la méme maniére, sans

difficultés particuliéres.

cqfd.

f) Nous pouvons énoncé a la suite de cela, le corollaire qui pose 1l'équi-

valence de la grammaire canoniques et de l'automate.
Corollaire.

L(G) = T(A)
Preuve.

Ce théoréme est une conséquence des 2 lemmes précédents.

En effet :
I Montrons que L(G) ¢ T(A)
Soit :

0 ==> a, ==> o, = ... ==>@a =W We€ Eé
nous savons d'aprés le lemme du §c) qu'alors la suite des (ai)?=1

est une suite l'expressions bien formée.

Or la correspondance définie au §d) permet d'associer a cette
suite d'expression (ai)2=1, une suite de configurations (Ki)2=1, configura-
tions de l'a.p.c telles que, pour tout i Ki<——> a, . Enfin le lemme du §4),

nous permet d'écrire pour tout i :

(0 ==>a, ) => (K, F—K)
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- = = = #
ponc : si o = Axg, Ko (Ax,Al, de plus K [ g,w#d] et

donc w € T(A)

I T(A) ¢ L(G), ceci ce fait de la méme manidre.

La correspondance entre les expressions bien formées et les
configurations de l1l'a.p.c étant biunivoque, ceci implique que si l'a.p.c
est déterministe, il sera possible d'analyser tout mot de L(G), par une

analyse des feuille vers la racine, et cette analyse sera unique pour tout mot.

g) Nous concluons cette partie en énongant le théoréme principal, il est une

conséquence directe des § précédents.
Theéoneme .

A tout a.p.c A, on salt assocler une grammaire d strhucture de
phrase, donnge parn La construction en a) quid reconnailt Le méme Langage.

Preuve.
Il suffit de montrer qu'a tout a.p.c on peut associer un a.p.c

équivalent vérifiant les propriétés de la construction du §a). Ceci est

trés facile & faire. Nous laissons du lecteur le soin de la constater.

cgfd.
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h) Remarque :

La suppression des mouvements croissants, suprime de G les
productions pour lesquelles la partie gauche est de longueur strictement
supé;ieure & celle de la partie droite, mis & part les 3iemproduction de c)
et 4lemde d) dont il est facile de voir qu'elles peuvent &tre remplacées.
Cette suppression fait de G une grammaire 3 contexte 1lié, confirmant de cette

fagon le résultat obtenu en II.3 en ce qui concerne le cas non déterministe.

Maintenant si nous supprimons les mouvements croissants & droite
et les mouvements d'analyse droite. Nous savons que l'a.p.c ainsi obtenu
reconnait les langages algébriques (remarque II.6.d) cependant G n'est pas

algébrique . Mais nous pouvons faire la remarque suivante :

tout mot de L(G) est dans ce casgénérable par une dérivation la
plus & droite. En effet il suffit de constater qu'a droite du sommet de
pile droite ne peut figurer qu'un mot de E*,'donc d'aprés la correspondance
énoncer au paragraphe b), ceci implique que la dérivation dans G correspon-
dante au mouvement dans A est la plus & droite. Nous pouvons alors utilisé
le résultat énoncé par Ginsburg et Greibach dans [9] a savoir que 1l'ensem-

ble L tel que

oo
"~

L=1{w/1o=2w}

o] £1=> w étant la dérivation la plus & droite, est algébrique la dérivation

=

&étant opérés dans une grammaire & structure de phrase quelconque.

Ajoutons qu'a l'aide des a.p.c et de leurs grammaires associées
nous pourrions montrer ce résultat. Constatons qu'ils en donnent une

interprétation tout & fait claire.
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ITT. 2 GRAMMAIRE CANONIQUE ALGEBRIQUE ASSOCIEE A TOUT AUTOMATE
A PILES COMMUNICANTES NON EXPENSIVES A DROITE

Nous donnons dans cette partie la construction de la grammaire
canonique algébrique associée & tout n.e.d. Puis nous montrons que la gram-

maire et 1l'automate définissent le méme langage.

Nous menons de front le cas général, dans lequel le margueur #d

est utilisé, cas ou les configurations initiales sont de la forme

[#g' w#d] et le cas ou #d n'est pas utilisé. Ceci afin d'obtenir les grammaires
correspondantes aux familles n.e.d.d1 et n.e.d.dz.

a) Deéfinition.

Soit un n.e.d A =<, I, §, M, F> simplifié (voir I.3.c) possédant en

plus les propriétés suivantes :
Pl Pour tout A, B, X e L'V T YU M
LA € 8B =>x £ U} D
2 (X,)) € 6§(A,B) ==> X # #g
P2 Si le marqueur ﬁi est utilisé :
1F={s})etserT(t)
2siBe Tr(#d), X', YeT, Y' e TU {A} tels que :

(Y'X',A) e 6(Y,B)

P3
(X'¥Y',A) e §(X,¥Y) => X'=X (voir 1.3.4)

(1) si le marqueur #d n'est pas utilisé X ¢ T UV {#d} devient X ¢ I.




associée au n.e.d A si :

1

zl
G

Nous dirons que G = < NG' by

= I
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G

, P, 0> est la grammaire algébrique

2 vo=zylmm /el U {#) YerUih

11

12

13

21

22

23

31

32

33

A

X
g

d

etB =Y ouY !}
g

PG est obtenu & partir de § de la maniére suivante :

(x,A)
(A,X)

(aB', A)

(x, 0
(A,X)

(aB',7)

(X, A)
(A,X)

A
(#gA )

[¥]

(v]

(7]

a

A,X,B'cFUE,BcI‘,an,Ycl"U{A}UM

S (A,B)
6 (A,B)

é (A,B)

§{a,a)
§(A,a)

§{a,a)

st ,
(ga)
6(#13)
g

s (.#g,a)

oD

= >

VY(Y X
YAY X )
VY (Y iXy)

(Ag'Bg)

vY (Y ,X )
A¥gr¥g
VY,(Yg,xd)

A ,B'
(g g)

A,X
( g)
(A,xg)

# ,A
(gg)

>

-

>

>

‘! 'A A 'B
Y 'A A ,B

(B sB,)

(Y ,A)a
g'g

Yy ,A)a
Ygr By
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41 (X, A) c c(#g,B) ==> (A,xg) -+ (#g.Bd)
42 (A,X) € 6(#9,3) —> (A,xd) > (#g.Bd)

43 (#gA‘,A) ¢ 5(#g,3) > (#g'Aé’ > (#g.Bd)

+

5 (A,X) e s (A,#d) > vy,(Yg,xd) (Yg,Ag)
6 (A,X) € 6(#g,# ) =—=> (A,Xd) - A
x,0) € 6(#g,# ) > (xg,A) + A
7 Pour tout X ¢ F
si [A,X] est une configuration finale ¢ + (A, %)

si [X,A] est une configuration finale o -+ (A,xg)

Commentaire sur les propriétés.

. La propriété Pl.1 implique deux choses d'une part que #d ne
soit lu qu'une seule fois, d'autre part que tout terminal au sommet de la
pile droite, n'est pas issu d'une ré&duction, mais est une lettre du mot a
analyser. Ceci car, #d' comme les &léments de I sur la pile droite donne lieu
a4 des productions particuliéres dans G (voir les cas 2i, 5 et 6).

Méme commentaire pour la propriété P2.2, avec les régles 3i et 4i.

. Les propriétés P2 sont évidentes & assurer pour tout n.e.d.
Elles sont souvent utiles dans les démonstrations qui suivent.

Elles permettent d'éviter la forme d'erreur suivante :

Soit tel que :

1 6(#g,a) = (X,A)
2 Sx,#.) = (s,0) ;
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S &tant un &lément unique de F. On constate que T(A) = {a} et que la régle

3 est inutile, car le mouvement suivant est impossible :
[#g,a#db] — [X,#db] t— [s,b] — I[s,A]

en effet [#g,a#db] n'est pas une configuration initiale possible. Cependant

les régles de contruction de G nous donnent :

1 (A,Xg) +> a

2 (A,sg) + (A,xg)

3 (A,Sg) -> (A,Sg)b

[s,A] étant une configuration finale 0 + (A,Sg) il vient la possibilité dans G :
(A'Sg) > (A,Sg)b == (A,Sg)b* ==> (A'xg)b* ===> ab¥

or

¥n # 0 ab” ¢ T(A)

b) A ce stade nous allons reprendre l'exemple donné au § 1.2 g), il
permettra au lecteur de mieux suivre les démarches adoptées par la suite et

justifiera en premiére approximation le choix des régles de PA'

Exemple.
Soit len.ed A= (:, I, §, M, F) telle que :
£ ={ab}, " =1{a B,C C, S}, M= {#g,#d}, F = {s}.
Nous indiquons les valeurs de la fonction pour gque :
T(a) = {a®" /n30}U {a" /n 3 o}

et en mdme temps nous donnons les régles de GA, grammaire issue de A, déduite

des valeurs de §.
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Dans A type Dans GA
33
1 5(#gla) = (#gal A) > (#glag) > a
2 S(a,a) = (aa, AN) 23, (ag.ag) > a
3 §(ab) = (A,A) 2L, ¢ a0 > ( ,a)b
g g

4 §(A,5) = (A,B) 22 . ( ,B) > ( ,A)b

’ 1 ’ d 7 g
5  6(a,B) = (AN 11, ,a) > ( ,a)(a_,B,)

7 4 ’ g 14 g 7 d

- 5 -

6 s(a,¥.) = (A,0) > ( 4Gy > ( ,Ag)
7 s(at) = (A,C) 2> ( ,c) > ( ,a)

¥ d r r d g
8 §(a, ) = {A,Q) 12, { ,C.) > ( a)(a,C.)

’ - t f d ’ g 14 d
9 s§(#* ,C) = (A,S) 42 ., s > (¥ , C)

gr ’ r d g' d
10 &(*,0) = (A,S) 42 . (A, s > (¢, c)

g’ ’ . | g’ a

6

11 6(#9,#d)= (A,S) —> (A, Sd) > A
12 [A,S8] étant la configuration finale o - (A,Sd)

Les endroits laissés sans symboles sont ceux qui correspondent
aux VY apparaissant dans les régles de construction de P_ & savoir pour les

A
types 11 12 21 22 et 51.

Pour ne donner que les régles utiles de GA’ nous allons partir
de (A,Sd), qui valide grdce aux régles 9 et 10 les éléments (#g,éd) et
(#g,Cd), ces éléments sont bien entendus validés en partie gauche. Dececi
il vient :
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# . C #
6 -+ 61 ( glcd) > { gvAg)
7> 71 # ,C.) ~» n
(#FCg) > ¢ m)
8~>81 (¥,c)) (¥ ,a) (a_,C.)
g’'a g'g" g'a
Ces nouvelles régles valident en partie gauche les éléments
(# ,A), (#, a) et (a ,C.)
g'g’" Tg' g g'd
il vient :
3+ 31 (# ,a > (# ,a )b
g’y g3y
5+51 (¥+,a) > (¥ ,a) (a,B)
g'’g g'"g" g'a
7> 72 (ag,cd) > (ag,ag)
8 » 82 a,c) +» (a,a) (a,C))
(gl d gl g gl d
Ces régles valident les éléments nouveaux :
(a ,B.), (a_,a))
g''a’’ "g'’g
il vient :
4 > 41 (a ,B,) - (a ,A )b
g’ a g'’g
Cette régle valide
a ,A
(g, g)
il vient :
3 > 32 (a ,A + (a ,a )b
g'2J g'g

S -+ 52 a,A) ~> (a,a) (a,B))
(q'g g’'%g "g'a
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Examinons les différentes possibilités de dérivation dans GA :

Notons gue conformément & la construction de GA’ 1l'axiome de GA est (A,Sd)

donc :

X (A,Sd) =TT> A 11 indique la régle qui a permis cette dérivation

X (A,85) ==> (#g,Cd) 55=> (#g.ag) > a

¢ (A’Sd) =ﬁ> (#glcd) TT> (#grag) (aglcd)

n n+i n+1
%5 (# ,ad)(a ,a) a ,C.) ==> (¥ ,a)(a ,a) (a ,a)
2 g' g g’ g ( g' d) 72 g' g) g’ g g’ g

=%=> (#g’ag) an+2 =T=> an+3

i (A,Sd) =9=> (#g,Cd) =6=i=> (#g,Ag) =—5=1> (#g,ag) (ag,Bd)

=7 (#g,ag) (ag,Ag)b =5 (#g.ag) (ag,ag) (ag,Bd)b

n+l n+1
m=2> (#g,ag) (ag,ag) (angd)b

n+1 n+1
=7 (#g,ag)(ag,ag) (ag,Ag)bb

—=—> (# ,a)(a ,a )™ ,a )bop™t]
g dg g g g g

32
g§£> * ,a) an+2 bn+3
g
=T=> n+3 bn+3

¢ (A,Sd) 5 ( g,Cd) 1 ( g'Ag) 31 ( g'ag) b T ab
Notons que toutes les régles de GA ont été utilisées.

Nous donnons maintenant en paralléle les mouvements dans A, et

les mouvements d'analyse "top-down" correspondant dans GA'
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Nous choisissons comme mot de I* : a™h

Dans A

# #

[ g,aaabbb d]
T

# #

[ ga,aabbb d]
ZT‘k

[#gaaa,bbb#d]
T

[#gaaA, bb#d]
T

[#g,aa,Bb #d]
T

# #

4 gaA, b d]
T

[#ga, B #d]
T

[#gA, #d]
T

[#g, cl
T

[A,s]

c) Déd&n&t&on.

Nous dirons qu'un mot o de Vé est une expression bien formée

3.3

Dans
GA

aaabbb
1)
(#g,ag)aabbb
Zﬂ*
(#g,ag)(a ,ag)(ag,ag)bbb
32{T
# ' ,A )bb
( g,ag)(ag ag)(ag g)
ulﬂ
(#g,ag)(ag,ag)(ag,Bd)b
szTT
(# ra )(a A )b
g g gg
ulﬂ
(#gtag) (angd)
s}
# ,a
( g’ g)
GITT
(#g,cd)

il

(A,Sd)

si il est d'une des formes suivantes :

.
Vi X e VG, ai el , X eV

G G G

r Z2eV ,n, pz20
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1 o= (#;,x;) (x;,x;) (x;'l,x;) (x;,x;”) o 5K ) aga, .. ap(l)
2 o= (#;,x;) (x;,x;) (x;"l,x;) (x;,x;”) e (0,20 aa, . ap(z)
Si le marqueur #d est utilisé :
Z e Tr(#d) =>a ... ap = A
3 o€ ZG

Nous pouvons énoncer le lemme suivant :
Lemme .

Pour toute suite [ai)2=1 telle que

d d d

==>(],1 =D oy, S=EmmD> === ()

dérivation dans G,, alors pour tout i, o

A est une expression bien formée.

i

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur I. Nous verons que ce
lemme est évident pour les familles n'utilisant pas #d car la condition
Zc Tr(#d) ===> a, ... a =Ane tient plus car #d n'est pas employé pour
ces familles.

Il est une conséquence de la forme des productions de G.

1

o Montrons que le lemme est vrai pour i = 1. On peut avoir

(1) Un cas particulier, pour n = O sera : «
(A,xg).

#°.,Xx )a, ... a_eten

plus si p =0, a = (#g,Xg) ou a

o
(2) Un cas particulier pour n = O sera : a = (#g,Zd)a1 oo Ay
ici aussi si p =0 a = (#g,Zd) ou = (A,Zd)
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soit o » a, = (A,xd),

soit o > a, = (A,xg), (point 6 de la construction de §),

goit 0 - A et a1 est dans tout ces cas bien formée.

Notons que si #d est utilisé par 2.1 on a, X ¢ F, a, = (A,xd), X e Tr(#d) et 1l'on

1
a bien a ... a = A
P

o Supposons le lemme vrai pour i=p et soit :

g -emm> -d=> .o —d=>a > (Y,
p+i
nous avons donc ap est bien formé, montrons que ap+1 est bien formé.

Deux cas pour ap :

ees A

1 n
b ap (Ag,Xg) cee (xg.xg) a, N

4
la dérivation ap > étant la plus & droite, a est obtenu a partir de

a
p+l p+l
ap par dérivation de (Xg,xg). Plusieurs possibilités de dériver (x;,xg)

n n
. Dérivation par (X ,X ) » X ,A)(A ,B issue de (X,A) e §(A,B).
P gl g gr g gl‘d) ¢ K) +B)

Pour que a

o+ soit bien formé il suffit que

«e. @ = A.

B¢ Tr(#d) -_— a o

Supposons que B € Tr(#d), ceci est impossible par P22 car
(x,A) ¢ 6(A,B) et B € Tr(#d)' Donc nécessairement

o

n
= ]
o+l (Ag,xg) (Xg,Ag) (Ag,Bd)a1 cee @

est bien formée,o:.p étant bien formée.
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. Dérivation par (x:,xg) > (xg,x&) issue de (an,A) € d(xn,x'),
ici encore X' ¢ Tr(#d) par P22,
Il en va exactement de la mé@me maniére pour les productions issues de 41 et 43

de la construction.

. Il est immédiat par ailleurs que 1l'application de productions
issues de 21, 23, 31 ou 33 donne un ap+1 bien formé.

1 n
= L e o # LI N 3 =
I ap (Ag,xg) . (xg,zd) a ap avec si Z € Tr( d) alors a ap A

1
n n ] ]
. Dérivation par (xg,zd) > (xg,xg) (xg,Yd) issue de
(A,2) € §(X',Y) ce qui donne

o

- 1 n_, .
o+l (Ag,xg) . (xq,xg) (xg,Yd) a ... ap

de plus Y ¢ Tr(#d) implique Z € Tr(#d) car (A,2) e 8(X,Y) donc dans ce cas
a1 ap = A, ap+1 est bien formée.
. La dérivation par des régles correspondantes a 22, ou 32 ne

pose pas de problémes.

. Application de 42 a savoir (A,zd) > (#g,Ad) issue de
(A,2Z) € 6(#g,A) , n'appelle aucune remarques particuliéres. Si 2 e Tr(#d)
alors A € Tr(#d) 4 cause de la propriété tdm dans ce cas a ... aP = A, 11

vient :
= = (#
ap (A,zd) > ap+1 ( g'Ad)
ap+1 est bien formée. Notons simplement, que ceci n'a un sens que s8i 2 ¢ F

alors o + (A,Zd) .

. Dérivation par 5 (xg,zd) > (Yg,Ag) ce cas ne pose aucun

probléme particulier, cette production est issue de (A,2) € G(A,#d) il vient :
#
zZ ¢ Tr( a

donc a ...an=Aet:

1
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P

a est bien formée.
p+l

n
' e
o= (Ag,xg) cee (Xg,Zd) > a

p+i

= X! ... (¥_,A
(Ag. 5 (g g)

d) Nous définissons a présent une correspondance entre les expressions bien

formées et les configurations du n.e.d A.

DE finition.

Nous dirons qu'une expression bien formée a et une ronfiguration

K de A sont correspondantes nous noterons a <-> X. 51 nous ncus trouvons

dans un des cas suivant :

i

VX €L MT,VYa, e, Yel, XeldUT,n, p2o

i

1 i _1i+1

[
¥

1 1=
= (#2,x) ... (x
( g) ( g

° g 49

K = [#;xl coxE ittt By

i-1 i _i+1

N
e
¥

1
'O

( g'"g
.81 Y ¢ TrG#d)

K = [#;xlx2 .. i lpdydHt

.81 Ye Tr(#d) / {#d} alors a

i

K = [#; L X L Xy

* H = # #o
3 81 ac€ L‘G alors : K [ g,a d]

i
X)) oo. (X 7,X) (X ,X
) (g g)(g.g)

1

a

h n
,Xg) X ,x ) ... (Xg,xg)a1 ve. &

1...8

n
eee (X
g

eee X0, Ya

ee. @
P

P

#O
d]

,Yd) a1 cee ap

#°
MELE ap d]

= A (car a est bien formée).
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‘Lemme.

Pour tout mot w ¢ I%*, i1 y a équivalence sntre :

n o
1 13 (Ki)i=° telle que K [#q,w#d ] st K t+—K t— ... +—K

n , .
2 1 (cxi)i_o suite d'exp. bien formées telle que :

ao =w et [ =a> an &>°’n+1 -‘L>a1 =d—> o
De plus :
Point 1. o Ki est finale ssi oy est 1'axiome de G
Point 2. ovVi, o1 <n Ki <> a,
Preuve.
Dans cette démonstration nous allons utiliser les tableaux a) b) ¢)
d) et e).

Tout les cas possibles de configuration K de A et d'expressions

bien formées o, telles que o <—> K sont présentés divisés en 5 cas, s'excluant

dewx & deux.

Dans chague tableau nous avons envisagé toutes les possibilités de
mouvements & partir de K dans A, et toutes les possibilités de réductions & par-
tir de o dans G donnant o' bien form€e. Nous notons K' et a' la configuration et

l'expression bien formée telle que :
d
K F—-K' et ' ===> q,
nous avons fait figurer K' dans la deuxiéme colonne et o' dans la quatriéme.

les régles de A et la production de G ayant permis ces mouvements
et réductions figurent sur une méme ligne dans la premiére et la troisiéme

colonne. Nous avons la propriété suivante :
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o -
K= :a.nw ves rnuunu a =8 ... uv
Régle de A K = K' K' Production de P p..l&lv al a
o
al X,A) € m.*a;wv Hx.uu uvuau ;.xov > a ;.xavwn nv
a2 (AX) € :uo.-»v Ckxwu ov*mu_ (hixg) + a ;.xuvbm Ay
o
#
a3 :avlc € aﬁn.npv :nnfﬂn cee -b*a“_ A&aLrov ~ a, ( o.’ovnu cee uv
Tableau a) 1 < p.
- [#° 1 n #°© - o 1 1.2
K= (00X .o X'Xoay o8y 3 a = @oX) (XX . cawkovu» ... @
Régle de A K +— K' } & Production de P a' - TN .1 a'
1 n o n n o1 n

[ tO [] # ) # 8 . .

bl X', N ¢ 8(x,a)) Hox S XX A Ay au ﬁxa.xov - Qn,xo;_. ( o.xav..;xa.xa:?»: 3,
b2 X #° u.. n ., . o n,, n PLI no_, .

(A,x') ¢ s(x,a,) [ ox XX'a L, ..»vgau Axn.xav - Eoknvu» ( a.x.v ..;xa.xavuwi ..uw

' 2%,1 Ny o ' #° 1 L '
b3 X', A) ¢ 8ix,a,) [ ax oo X XX .n&&...uv.au cna.xnv > a rc.xnv . ?a.xov Sa.xc:»t 2,

Tableau b) 1 g 1 Mv:v.0m:n»=l0x0|‘M
(L) C'est-adire a _ ,_ a # A .

i

P
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° ’ - :
_nA.. :nkn» s:*uu a= ( mx«nv’» cer &l
Régle de A T X* Production de P o..lalv a a'
)
a1 X', A ¢ 2.n.5 x',a ... -:.nu ;.xa; - :ak% ;.x%J see 8y
a2 (Ax") e 804 ,1) (x'a ... s #] (Axp) > (¥ (xpa ... a
FXx'a ...at t x X ...
a3 A*QX.~>V € QA‘Q-KV h Qx .ﬂﬂ D—w Gu ( Q\*Qv + A%Q~Mﬂv s { Q-Nau.n Db
Tableau d) .
e et - ——— e . _ N - L
1 n . o 1 -1 .n .n
X = [#%" ... x",va, ... 2 #%] ° .
q Ya, L . o = ﬂnLnov .CmM .xav enakby 8 ... ay
Régle de A X — w. X Production de P n.nm-“u a a’ .
_ n o,l n-{ [ n-~1 n-l _n, ,.n 1 n-i
et | (X', 8 ¢ 6x",¥) #°x° .. .x c.ea ¥ X0 LX! #°
i . ‘ e ag.eat,d Xg X+ KX XYY HgrXg) wee (X TXDa .02
2 _ (X" ¢ §(x™,¥) ! ™ xva, e #9) X1 x Nl ofy " ©°,x! n=l g
‘ ’ ’ g [ ﬂH ﬂmv a AQ ] Gv - AXQ ~Kav AXQ~.KQv AQ~Nﬂv cos ~XQ ~x&uﬂm.-.-bv
;
| n n o 1 .
3 x"x*, 0 e 6", ¥) xt X", ...t XX n ©xhy o
“ ' ' ha . LT a xgs cv + Qakav (X)) .o (XX ) a...a
Tableau ©) #°% ... X" 4 ¢
g g
, x = 0% L. x4 o 5 ‘
- ces o= {(#,X7) ... (XX
m g oty e av ( o av
_ Régle de A K e X' X* Production de P . a' -1 a a'
i
m _ o,1 n n 1
el AX' §(x,4.; # ves ¢ "° "
m ‘ (AX") e 6(x, 4 (e x X" x] Qm.x%.v X ) (XD cen (XX
Tableau e),
Dans chaque tableau on a 1
i

Pour tout i 3 1, J. el, X

eI UT et X,X'Ye LT
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Sur une m&me ligne K' <—> o' et la régle de A existe si et

seulement si la production de P existe.

Cette propriété est évidente dans presque tout les cas. Disons que la restric-
tion imposée par P1.1 dans la construction, nous donne dans la ligne el
X' # #d' donc K' <—>a'. Que de méme P1.2 assure & la ligne dl X' # #g' donc

K' <—> a'.

Il est immédiat qu'a toute suite (Ki)2=o' je sais associer grdlce
a4 la correspondance une suite d'expression bien fournies (Oti)z=° et récipro-
quement. De plus la correspondance étant biunivoque, la suite des o est unique

et réciprogquement.
Nous allons montrer par récurrence sur i que :

(Ko | KI _ ... f——Ki) < =m=> (ai — ai—l -—D ,,, === 0,1 praesesys ao)

les @y et les Ki étant en correspondance

L'équivalence est évidente pour i = O.

Le sous-tableau a) représentant tous les cas 3 envisagés pour

i=1, nous montrerons & part le cas i=1.

Puis pour 132 nous emploierons les sous-tableaux b) c) d4) e),

en effet si

alors :

o
R #d]

4 #
32 >l<i;‘[g,a1

ceci est A0 & la propriété P1.2, donc le sous-tableau a) n'est plus & considérer

pour 11z 2.

I Montrons que l'équivalence est vrai pour i=1. (Ko e KI) < —> (a1=—=>0t°)

Nous avons regroupé dans le sous-tableau a) tous les cas possibles

de mouvements & partir de Ko et toutes les réductions possibles & partir de e,
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donnant un a1 bien formé. En effet :

c'est tout & fait évident pour les mouvements & partir de Ko' ces

trois mouvements al a2 a3 sont les seuls possibles dans A.

Pour les réductions & partir de ao, nous aurions pu appliquer a

a = °
o = 34 a une réduction par une production (Ag'Bé) > a, avec Ag # #g

issue nécessairement de (A,B') e §(A,a), qui donnerait
= ]
ay (Ag,Bg)a2 e @y

_et aucune configuration K de A serait telle que

<>
Ko'———KetK 0!.1

carx

a, <—>K = [AB',a
g

P 4
1 and] et K_t— K

2

est faux.

Mais oy n'est pas dans ce cas une expression bien formée car

Ag # #;, ce qui est en contradiction avec 1l'hypothése du lemme. Toutes les autres
réductions sont envisagées dans a), car les ssules autres possibilités sont

l'emploie de 31, 32 ou 33 de la définition.

Nous avons vu que dans une mdme ligne la régle de A implique
l'existence de la production de P et réciproguement ceci nous permet d'affirmer
1'équivalence pour i=1 et le point 2 en constatant la correspondance de K' et al
sur une méme ligne.

Reste le point 1. K, ne peut &tre finale que dans le cas des feuilles

1

A1 ou A2, pour lesquelles on peut avoir

= # t—3
K, [ g'aI] et o = a,

il est évident que par al) pour A1 et a2) pour A2 nous atteignons la configuration

finale dans A et l'axiome dans G et que par 3) de la construction A, sera l'axiome

1
s1 et seulement si A1 est finale.
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De plus si (o+A) € P il vient par 6 que (A,S) € 6(#g,#d)

donc :
(o+A) <=-==>[#g,#d] — [2,8]

I Supposons le lemme vrai pour i=p, montrons qu'alors il est vrai pour i=p+l.

d d d
Soit Ko ... t— I(p t——Kp+1 et ap+1 =-=>ap >, ,, > a.

Le lemme &tant supposé vrai pour n=p nous avons :

d d
1k, +— ... — K, ssi 1 O, > ==a

et
K <—>a .
P o
Il nous faut donc considérer tout les cas Kn  — Kn +1 et
a =d-=>a avec o expression bien formée et K <—>a . C'est ce qui est fait
n+1 n n n n

dans les sous~tableaux b) c¢) d) et e), ou nous précisons & chaque fois
la rédgle qui a permis le mouvement dans A et la production qui a permis la

réduction dans GA' Tout les cas ont été envisagés en effet :

. Pour les configurations de A, c'est tout & fait évident
(les divers cas correspondant en fait aux catégories de régles dans la définition
de GA) .

. Pour les expressions bien formées de G nous avons en plus des cas
envisagés dans le tableau, les cas suivants donnant lieu & un ap+1 qui n'est

pas une expression bien formée.

© Dans le tableau b) on pourraitappliquer a (xn ,xg) une réduction par la

production (xn 'xc'l) > (xn ,Xg) issue de (A,X') s (x,#d) notons que ceci

g g

implique X' € Tr(#d), ce qui donnerait a

= '
o+ (A,x1 ) ... (xn ,xa)ap...ap,

g
qui n'est bien formée que si ap... ap, = A(cas traité dans le sous-tableau

e)) ce qul est faux ici.
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Dans ce cas nous avons :

a . <—=> [AX
g

(o}
' =
o+ eee X X a, .-- 2 #d] L

1 p+1

il est immédiat qu'aucune rédle ne peut assurer le mouvement :

= S o n #o = s e ' eve #o
X, [I\gx1 xnx,ap 3 d] — Ko+ [,Agxl X /X a, 3 pe
ceci montre camme précédemment que
p+l T %
ne correspond & un mouvement Kp — Kp+1 que si ap+1 et ap sont bien formeées.

Toujours dans le sous-tableau b) on pourrait appliquer & ap une réduction

par la production (Ag'xg';) -> ap issue de (AX', M) € G(A,ap) avec A # X ce qui

= 1
donnerait o (.Ag,xl ) ... (xn_1 )(Ag,xg) ap+1

p+l ap, qui n'est pas bien
g g

formée car X #£ A.
Dans ce cas nous avons :

e XnAX', a

p+1

o <-> [A X
gl

p+i

ici encore :

K, = (A% ... xXa...a, #3] S
est impossible car il faudrait que :

(AX',0) € G(X,ap)
ce qui n'est pas possible d'aprés P4 car A # X.

Ces deux cas, plus les trois envisagées dans le sous-tableau sont

les seuls envisageables pour o de cette forme.

o Dans le tableau ¢) il est immé&diat que toutes réductions appliquées & aP

ne peut donner o +

o+l bien formée, de m@me pour le tableau d).
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Tout les cas possibles ont donc &té envisagées. La propriété,

plus le constat de la correspondance sur chague lignes du tableau de K' et

o', démontre 1 <===> 2 pour n=p+l1 et le point 2.

Le point 1 est aisément vérifié. K +

l'axiome de G dans les cas suivants :

~
]

-~
i

ligne bl) pour [x,ap]
ligne b2) pour K = K_ = [x,ap]
ligne cl1) pour K = K_= [Xn,Y]
ligne ¢2) pour K =K _= [xn’Y]
ligne d1) pour K =K = [#g,Y]
ligne d2) pour K = K_= [#g,Y]
ligne e) pour K =K = [X,#d]
cqfd.

e) Nous pouvons donc énancer le

du des lemmes précédents.
Corollaire.
L(G) = T(A)

Preuve.

I L(G) ¢ T(A)

p+1

sera finale ou ¢ sera

pt+l

pour la famille n.e.d.d. 1

pour la famille n;e.d.d. 2

pour la famille n.e.d.d. 1

ou [xn,# ] pour n.e.d.d. ou n.e.d.d. 2

pour la famille n.e.d.d. 1

pour la famille n.e.d.d. ou n.e.d.d. O

pour la famille n.e.d.d.

corollaire qui est une correspondance direct

Soit w ¢ L(G), alors on sait qu'il existe une dérivation la plus

4 droite donnant w soit :

C ====> > () E >4

1

===>

2 oo

=W
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d'aprés le lemme c) les g, sont bien formées, on peut donc leur faire corres-

i
pondre dans A, une suite de configurations (Ki)2=1 telle que :

K K <> w
n n

K = [#g,w#g] —K _, b o K
K1 étant une configuration finale car o + e, et a, <> K, donc W € T(A)
I T(A) c L(G)
ce résultat est une conséquence directe du lemme du §.d.
cgfd.
f) Nous pouvons & présent conclure cette partie en énongant le théoréme.

Théonime.

La construction donnée au §-a) permet d'associen a tout n.e.d,
une grammaine canondique algébrique Zquivalente.

Preuve.
Il suffit de montrer qu'a tout n.e.d, on peut associer un n.e.d
équivalent vérifiant les propriétés imposées dans la construction. C'est ce qui

est fait pour le plus difficile dans la partie I.3 du premier chapitre.

Pour le reste nous laissons au lecteur le soin de le constater.

cgfd.




CHAPTTRE 1V

APPLICATION AUX GRAMMAIRES

BRC (L,x)
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IV.1 PRESENTATION DES GRAMMAIRES BRC(l,k) .

a)

Il s'agit de définir les grammaires, pour lesquelles il est
possible pour tout mot du langage qu'elles engendrent, d'effectuer une
analyse déterministe, c'est-d-dire unique, des feuilles vers la racine.
Cette analyse s'effectuera de la gauche vers la droite du mot, elle cor-

respondra donc dans G & la dérivation la plus a droite.

Pour lever éventuellement une ambiguité & un moment donné de
l'analyse, on pourra considérer le contexte du mot qui fera l'objet de la

réduction. Plus précisément :

Déginition. Dénivation La plus a droite.

(1)

Soit une grammaire G = (I, N, P, o) . Pour o #V*, A € N,

BeV¥et (A~>w €P : nous dinons que anAB engendre awf dans une dérivation
La plus a droite et nous noterons oAB =%=> owB 444 B € L,

DE ginition "poignet".
Soit a € V¥, Toute paire (p,i) dans laquelle p € P et i € N est
appellée poignet de a ssi :
pour A € V/Z, a', BeV¥etwe I¥ on a

*
1s ==2> o'Aw Q;=> a'Bw = a

>
¥
™

2p
341 = |a'g}.

Comnentaires.

1 Dans une analyse "top down", il s'agit partant de a'Bw de

retrouver a'Aw. Il est immédiat qu'il faudra nécessairement que w ¢ I*

(1) Nos notations sont celle utilisées dans [8]. N est 1l'ensemble des non-ter

minaux de G et nous notons : V=N UZ, I étant l'ensemble des terminaux.
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sinon il existerait A' ¢ V / I tel que :

o'AA'W =S==> of BA'wW

ce qui est impossible pour une dérivation la plus & droite

2 La lettre A dans o'Aw est le non terminal le plus & droite,
notons que ¥ le non terminal le plus & droite est nécessairement celui qui

provient de la réduction précédente dans une analyse.

Rappellons la définition, donnée par Havel-Harrison

dans [12], des grammaires B R C (1,k).
De ginition.

Soit G une grammaire algébrique, G = (N, I, P, o), sans dériva-

tions de la forme

d+

Soit 1, k 2 o. Alors G est une grammaire B R C (1,k), ssi les conditions

suivantes sont réalisées, pour tout o, a', B € V¥, w, w' € I*¥, A e N,

p' cPeti' 3z Ig(a’B).

Si (A8, (aB)) et (p',1') sont des poignets de aBw et a'Bw'

respectivement, et si a(D = a'(l) et (k)w' = (k)w' alors p' est la
forme A+B et i' = lg(a'B) . Gest BRC si elle est BR C (1,k) pour

un 1 et un k supérieurs ou égaux a zéro.

Commentaires.

. L'interdiction des dérivations S N S, permet d'assurer que
les grammaires B R C (1,k) sont non-ambigues. En effet la grammaire dont les
seules régles sont S * S et S > a est une grammaire B R C (0,0) ambigue.

. Dans une grammaire B R C (1,k), tout mot est analysable dans une
analyse des feuilles vers la racine, de la gauche vers la droite. La poignet
est & chaque pas unique, la détermination est faite en consultant le contexte

du mot réduit, d'une profondeur 1 sur sa gauche, et d'une profondeur k sur sa

droite.

(1) Pour tout mot w, lg(w) est la longueur de w.
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Nous allons maintenant préciser ces notions. Cette é&tude nous
amménera & poser une nouvelle définition des grammaires BRC (1,k), dont

nous montrerons qu'elle est équivalente A celle que nous venons d'énoncer.

Dé ginition "pointen”,

Pour tout mot w, de la forme a, X Bl' avec o, € V¥, X eV, 81 € I* nous

1
dirons que pointer X c'est chercher s'il existe :

.81 XEAN :a',a'" eV ,p eP tels que
a, =oa'a, p: A > oX
.S1X=A:pePtelque : p: A~>A

Lorsque l'on pointe un élément X on peut se trouver dans un des

4 cas suivants : pour X # A.

. 31p 1o tel que p : A > oX

=

N

.dp, p'tq : p : A > oX, p' : A' > X

3. 3(1: a', B8, B', P, P’ tq : al = Ba = B'a’

P:A>aX p:A' +a'X
4. 4o Aptg : p : A > X

dans le 41éme cas aucune réduction n'est possible, dans la recherche de la
poignet, nous pointerons donc le symbole immédiatement & droite de X

Pointer X c'est donc chercher s'il existe une poignet dont

" 'extrémité"est X.

Cas X = A, si p : A > A, & chaque instant de l'analyse cette
possibilité est envisageable, elle est donc une source de non déterminisme

dans une analyse"top-down"
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b) Exemples.

(nous supposons dans ces exemples que la grammaire est entiérement donnée par

les arbres de dérivation que nous proposons) .

cet exemple correspond au 2e cas, lorsque nous pointons c nous avons soit

B -+ bc soit B' » bc.

Notons que la considération du contexte gauche de bc permet de
lever 1'ambigulté

Ex 2.

—t—

ici nous sommes dans le cas 3 lorsque l1l'on pointe sur d nous avons 2

poignets possibles :

B »> ¢cd B' =+ bed

ici encore le contexte gauche de bcd permet de lever 1'ambiguité

R

|
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dans cette exemple lorsque l'on pointe 4, A' -+ bcd est applicable, pourtant
cette réduction ne doit pas &tre faite si le contexte geh de bed n'est pas a'.

Ex 4.

la seule poignet dans cet exemple est (A -»> ab,2) elle seule correspond &

la dérivation la plus & droite.

c) Ces exemples nous montrent que la détermination de la poignet
permettant la réduction peut se faire dans certains cas, en considérant

le contexte du mot faisant 1'objet de la ré&duction. Nous voyons apparaftre

la notion de contexte dans lequel une régle est applicable, nous allons préci-
ser cette notion en définissant une application ¢ de P dans P(vk x Zﬁ)(l) 1 et
k indiquant respectivement la profondeur du contexte gauche et celle du con-
texte droit qu'il est nécessaire de connaltre pour lever une ambigulté lors

d'un pointage. Soit :

k. (1)

c:p+P(vA1x2A) .

Dans ces conditions lorsque 1l'on pointe un €lément X une régle

P : A > oX sera c-applicable pour w = ala X 81 ssi

(a;l), (k)81) c c(P)(Z).

Plus précisément :

(1) Exeptionnellement nous conviendrons (2) Rappellons que a(e) (resp.(e) o)
des conventions suivantes : est le suffixe (resp. préfixe) de
Vy =V U {A} ce qui est classique mais longueur q, q = inf(lg(a),e)

o . (0) = A
v® = [A} ce qui est différent de la l.e. : 0 = quelque soit oa.

convention du der chapitre.
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d) DEginition.

. c
c-analyse : w <=E= w.

Pour toute grammaire G = (N, I, P, 0) et toute application c

k

1

[o
nous écrirons w' <=E= w ssi

3a1 € V¥, 381 € I*, I(p : A >B) € P tels que :

(1) w' = alAB

1
(i1) w = a, BBy

(iii) (afl), (k)al) e c(p)

Commentaires.

1, Examinons le cas ol 1=0. Ce cas revient lors de l'analyse de w, & ne pas

consulter le contexte gauche de B. En effet, c est alors une application de

P dans P(V° , Zﬁ) or v° = {A}, de plus a(o)
(iii) devient donc :

=\ quelque soit a, la condition

(k)

(A, Bl) ¢ clp) ¢ {A} x £

ceci revient a ne pas consulter le contexte gauche de B.

Le cas ou k=0, revient 3 ne pas consulter le contextedoit de B.

2. Dans le cadre de notre définition, nous pouvons avoir pour un p donné
p:A>8

{A,t) € c(p)
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si 1=0 nous avons vu ce qu'il en était, mais si 1 # O ceci veut dire que
p n'est envisageable pour une réduction que si le contexte gauche de
est vide, car a(l) = A implique a = A si 1 # O.

M&me commentaire pour k=0.

3. Notons enfin que o dans la définition peut &tre de longueur inférieur a
1, en effet les &léments de V1 sont les mots formés sur V, et de longueur
inférieure ou égale a 1.

4. L'intérédt pour nous de la c-dérivation c'est partant de w trouver w'

tel que w' =S=>w.

Il va de soit que nous pourrions considérer > tel que :

(w' <==c= w) < zmmmm= > (w' =c=> w)

la fléche dans un sens ou dans l'autre indiquant la m@me propriété, diffé-
renciant seulement la préoccupation du moment présent. L'application c dans
le sens ===> voudrait signifier le désir de limiter 1'application de cer-

taines régles & un certain contexte, ce n'est pas ici notre préoccupation.

Conséquence du commentaire 1.

Lorsque 1=0, nous dirons quelque fois que c est une application
de P » P(Zi), et lorsque k = O une application de P -+ P(Vk).

Notation.

* c
Nous noterons <=Eg la cl8ture réflexive et transitive de c1;=

Déginition c-analysable, c-d-analysable.

Nous dirons que w est c—analysable dans G ssi :

*c
F:
is s v

*,
et est c-d-analysable si S <=-G-S w est unique.
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4 ﬁ"m'/t(.on . Grammaire c-(1,k)

Nous dirons qu'‘une grammaire G = (N, I, P, o) est c-(1,k) pour

une application ¢ de P dans P(VIJ\' b Z.‘];) ssi tout mot de L(G) est

c—d analysable.

Nous allons donner quelques exemples.

e) Exemple de grammaire c-(1,1) pour deux applications distinctes

Soit G = (V, L, P, S)

P1

.

S + Ba P2 : S + oA
P4 : A > A P5 : A > a.

P3 : B+Db

Nous avons les dérivations les plus a4 droites suivantes :

au dessus des fléches nous indiquons le numéro de la production appliquée :

3

B ==3>Db

A -

=
\ o BP 5 3
/7 =y Ba === ba

S
2
\)e‘q 3> a
\)

aa

de ceci on en déduit une application c, telle que :

1

€ (P1) = {(A, M)} c, (P2) = {(A, N}
c; (P3) = {(A,A), (A,0)}
c, (P4) = c, (P5) = {(B,N), (a,N)}

il suffit pour cela de noter dans quels-sontextes sont dérivées les parties

gauches des régles.
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Les cfanalyses de b, ba, a, et aa sont les suivantes :
les notations sont :
.- oX B ou GXQB la fléche indique le symbole pointé

. G.X¥B =?-=> aX‘\Y =-c—> ax¥3
ceci indique qu'aucune régle n'était c-applicable & X et a A,
on pointe donc Y.

. ao'X B8 = aAB
+
a'X souligné indique le mot qui a été réduit il vient :

c
. Qb =—é> ? en effet p4 n'est pas:applicable dans le contexte (A,b)

C1 C1 (o] C1 01
b=4b==>9_=§>§—=>51_\'=;=4=>§§—ﬁ>s
} 3 *
(o] C1 C1 C Cl C

a=¢a==}=>?—1>a_j\_=p%>:a£_=5%>s
4 4

c c c
1

1 1 1 1
aa = Qaa > ?a == aéa === aa =P?> aA ﬁ> s
4

tout les mots de L(G) sont ¢, analysables donc G est c1(1,1) car :

1

cy : P > P(VAXZA) .

Il y a d'autres applications ¢ pour lesquelles G est c-analysable.

En effet soit : c

2 telle que :

Cz(Pl) = c2(P2) = c2(P3) = VAXEA

cecl veut dire lorsque le membre droit de P1,P2 ou P3 est considéré au cours
d'une c,-analyse, les applications P1, P2 ou P3 sont appliquées pour la réduc-

2
tion, sans considération du contexte.
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Peut-on se limiter pour P4 et P5 afin d'obtenir soit 1=0 soit
k=0.

Si cz(p4) = c2(P5) = {a,b} x ZA c'est-a-dire k=0 il vient :

C C2 C2
Qaa o> ?a s> a&a x> ala

ce qui n'est pas correcte, le mot aa sera refusé.

si c2(P4) = c2(P5) = {A} ¢ ZA c'est-d~dire 1=0 il vient :

analyse qui ne conduit pas 3 l'axiome.
Donc :
c,(P4) = c,(P5) = {(B,N),(a, 1)}

G est c2 - (1,1).

Nous constatons donc ¢y et c, permettent de la méme maniére 1'analyse

"top—dowﬁ'des mots de L(G), et ceci avec la meéme efficacité. Cependant
différent lorsqu'il s'agit d'analyser des mots n'appartenant pas & L(G) et

conséquent de les rejetter.

Exemple :

c c c c
Abb =-1=> Rb =—é> b%b =-1‘=> b? =-]r5> bbﬁ

[of o (o] (o] C (o]
be=—£>llb==?=>§ba=2>34b=-=2 BE=—2>B§=—2>BBQ

*

1 différencie plus les régles de P, et contient donc plus d'information que

Cye elle est donc plus efficace pour 1'analyse.
Exemple

Grammaire pour laquelle Jc, 1, k telles que G est c-(1,k).
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. Donnons 1l'exemple de grammaire citée dans [ 7] montrant une

grammaire pour laquelle il n'existe pas d'application c.
Soit :

Pl : S » ABc

P3 : A+ a
P4 : B »+ (B)
PS5 : B> %
nous obtenons :
4 PN n.n 5 n,n 3 n,.n
y .,  ABc ===> A(B)c ===> A( B) c ===> A( ¥) c ===> a( ¥ ¢
52 n-1
- 4 4

ABd ===> a(B)d ===> a('B)"a =e> a(""a

Soit a analyser a(n*)nd, lorsque l'on pointe a il n'est pas
possible de savoir s'il faut réduire par P3, il faudrait pour décider avoir
accés 4 la fin du mot afin de savoir s'il se termine par c ou 4, les mots

de L(G) n'étant pas de longueur finie, l'application ¢ n'existe pas .

Floyds fait remarquer qu'en analysant les mots de L(G) de la

droite vers la gauche, 1'analyse devient possible.

Exemple de Grammaire c-(2,0).

Soit G = (u, L, S, P)

PL : S » AY

P2 : Y + Ra
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Nous avons une unique dérivation possible dans G
S =me=s AY mmex=> AAQ s> AQ zme=> g

de cette dérivation on peut déduire une application ¢, telle que :

1

¢, (P1) = (A,A) ¢, (P2) = (A,N) c, (P3) = {(a,a),(A,a)}

a n'est pas c, -analysable en effet :

1

Ag =:=> %a =E=> AA; o> A%a =g=> AAAg ===> AAAa =;=>...
P | P | 1 1

on constate donc qu'il n'est pas possible d'aboutir & 1l'axiome.

Soit alors c, telle que :

c2(P1) = c2(P2) = VA X ZA

et
c, (P3) = {(AB), (A} x L,
il vient :
Aa ==> A3 =m=> Aja ===> a ====> AAAa
T°2%°2T°2A%cz

4 ce stade P3 n'est pas applicable, car le contexte gauche de A est AA donc :

donc : G est ¢-(2,0).
f) Montrons & présent l'équivalence des deux définitions :

Proggsition.

Toute grammaire G est BRC(1,k) ssi elle est c-(1,k) pour une
application c.
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Preuve.

I Montrons que si la grammaire G est c-(1,k) alors elle est BRC (1,k).

Nous allons le montrer par l1'absurde.
Supposons donc G non BRC (e,k) ceci veut dire :

w, a 81, ai, Bi, A, A' , B, B' tels que :

1'
*d d
S===>a1A31 —-=>w=a1B81 ()
et
. |
§ ==> of A' 8 > w=ar 8By (8)

ce qui signifie que le mot w a deux poignets :

(A > 8, i (a8))

et
(a' > g*, lg(a_iB')) .
Or toute application c devra &tre telle que :
(al(l). (k)Bl) e c(a » B)
et

(M, ®gy e cmr »pn

sinon il existerait des mots de L(G) qui ne seraient pas c-analysable, ceux qui
utiliseraient 1'une ou l'autre des dérivations (a) ou (B).

I Réciproquement, montrons que toute grammaire BRC (1,k) est c-(1,k) pour une
application c.

I1 nous faut construire cette application soit ¢ définie par :
pour toute production p : A > B




151

c(P) ={(v,t) ! lvl s1 Itl < k, Jvl, t, tels que :

1

s 2,y vate, sy vBtt, }
1 1 1 1

1'ensemble c(P) est fini et constructible. Il est immédiat, par construction

mé@me de l'application ¢, que si G n'était pas c-(Lk), elle ne serait pas

BRC (1,k).

cqfd.

IV.2, APPLICATION,

BRC (1,1) 3 n.e.d.d

BRC (1,0) 2 n.e.d.d1

a) Pour montrer cette propriété il nous suffit de montrer que la grammaire

canonique contexte libre associée A& un n.e.d.d, est une grammaire BRC (1,1).

La propriété d'une telle grammaire est de rendre possible une
analyse des feuilles vers la racine, analyse faite de maniére déterministe

moyennant la considération du contexte du mot réduit par une régle de G.

Or la grammaire canonique d'un n.e.d.d permet d'établir un
paralléle étroit entre les configurations du n.e.d.d et les mots non néces-
sairement terminaux dérivés de l'axiome dans G. Comme la reconnaissance d'un
mot dans le n.e.d.d se fait des feuilles vers la racine, nous allons en dédui-

re dans G une analyse des feuilles vers la racine.

Nous montrerons en méme temps que pour rendre cette analyse dé-
terministe, nous n'aurons jamais besoin de considérer plus d'une lettxe &
gauche et plus d'une lettre & droite du mot réduit par une régle G lors d'une

analyse, (ceci permettant d'affirmer que la grammaire est BRC(1,1).




b)

existe une application

c-d analysable.

Rappellons

Pl

P2

P31

P32

P41

P51

P52

P61

P71

P72

P81

P82

P9

Plo

P11

P12
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Nous allons reprendre l'exemple du § III.2.b et montrer qu'il

0

c: L X r° telle que tout mot de L(GA) soit

les productionsde GA
(¥ ,a) - a
g'"g

(a ,a) > a
9 g

(# ,a > (# a )b
q’ g) ( g%

(a ,A:) > (a_,a )b
g g g g

(a ,B.) - (a ,A )b
g'"a ¢ g'’g

#
( g'Alg) -+ (#glag) (ag'Bd)

(ag'Ad) + (ag,ag) (angd)

# ,c)+ (¥ ,A)
( g’ ¢ g'’g

(#g;Cd)*'(#g,ag)

(ag.Cd)+ (ag,ag)

(#g,Cd)+ (#g,a.)(ag,cd)

g

(ag.cd)+ (ag.ag)(ag.cd)

+

4

(A,S4) (#g.cd)

+
>

(A,sy)

(A'Sd)
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o étant l'axiame de G_ et ZA = {a,b} nous avions :

A

L(G,) = {a"" /n3z0}v{a” /n 3 o0}

A présent nous allons donner les valeurs de c. Nous montrons

dans le § d), que toute production n'exige pas la connaissance du contexte,

nous avons dans ce cas particulier

c(pP31) = C(P32) C(P41) = C(P51) = C(P52) = C(PB1) = C(P82)

= C(P9) = C(P10) = C(P12) = (Z V {A} x (V viAb
GA GA

c'est-a-dire que lorsque nous rencontrons la partie droite d'une de ces
productions au cours d'une analyse, nous pouvons la réduire en la partie

gauche, quelque soit le contexte.

Nous obtenons pour les autres productions :
1~ 1 (¥ ,a) +a c(P1) = {A} x1°
g’ g) (P1) {A} xT
: o (1)
2 (ag,ag) +a c(pP2) = {(..ag)} x T
seul le contexte gauche est utilisé pour lever 1l'indétermination.

- _ w0
2 72 (ag,qd) -+ (ag,ag) c(P72) = 1~ x {A}

cette régle est source d'ambigulté dans une analyse top-down, car lorsque l'on
pointe un élément (ag,ag) nous devons décider entre appliquer cette production
ou bien pointer le symbole suivant. De m&me :

3- 61 ¢t , $, =359 x

( g Ed) +> ( g Ag) c(P61) £” x {A}
- _ 0
4 71 (#g‘:d) > (#g,ag) c(®71) = I x {A}
5~ 11 (A,Sd) > A c(P11) = {A} x {A}

P11 n'est applicable que si le contexte de A est vide.

(1) {(.,ag)} désigne l'ensemble des éléments de la forme (x,ag)
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en fait on montrera dans la section IV.3 que seule les types de construction de
régles 23 31 34 et 44 exigent éventuellement la connaissance du contexte gauche
et que seules 5 et 6 demandent la connaissance du contexte droit. Remarquons
tout de suite l'importance du marqueur #d’ nous montrerons que la suppression

de ee marqueur permettra de construire c telle gque GA soit BRC (1,0).

Dans le cas de notre exemple nous pouvons donc dire que si tout

mot de L(GA) est c-analysable alors GA est BRC (1,1).

La suppression de ce marqueur permettra de construire c telle B

que GA soit BRC(1,0).

Dans le cas de notre exemple nous pouvons donc dire que si
tout mot de L(GA) est c-analysable alors GA est BRC(1,1)

Donnons un exemple de c-analysable dans GA’ Pour simplifier nous
n'envisagerons pas a chaque fois la possibilité d'analyser A par P11 :
(A,Sd) + A, ayant remarqué que cette production n'est applicable que dans le
contexte {A} x {A}.

Soit & analyser a?'b3
aaabbb ===» (# ,a ) aabbb ===> (# ,a ) aabbb
e c g, g c g'"g
¥ 4 ¥
===> (# ,a )(a ,a ) abbb ===> (# ,a )(a ,a ) bbb
c 9’9" Tayg c g'7g" g'g ?’
==> (¥ ,a )(a ,a )(a ,a )bbb ===> (¥ ,a )(a ,a )(a ,a )bbb
g’'g g'g(q'g e Ugrag agr2y g'"g’ "
4 %
=m=> (# ,a )(a ,a )(a ,A )bb ===> (# ,a )(a ,a )(a :A ) bb
g’g "g'g “g'’g c g’ g g'"q gg -

1

> (# ,a y,B.)b ===> (# ,a )(a ,A )b
g’aq)(ag 9) (a, a'P o (qag g’ q)

C
+
w— (#g,ag) (a ,A)b ==-c-=> (#g.ag) (ag.Bd) — (# ,a)
+ + 4

= Ugred = sy
f
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c¢) Nous allons tout d'abord donner deux propriétés qui sont des conséquences

directes des lemmes et définitions donnés dans le chapitre III.

Lemme 4.1.

La grammaire canonique contexte libre G associée & part
n.e.d.d A est telle que tout mot w de L{G) est dérivable de maniére unique
par une dérivation la plus & droite & partir de 1'axiome de G.

Démonstration.

Ce résultat est une conséquence directe des lemmes 1 et 2 et
du fait que la coryespondance défini p du chapitre est biunivoque.
En effet supposons qu'il existe deux dérivation la plus & droite distinct

pour un mot w soit :

d d
g ==> mpm=z> () e o Z=mED( ==mm> W
1 2 n
a_ ,.a_ d a
g ===> ! =m=> ! ... ==> =m=> w
1 2 P

d'aprés le lemme 1 les ay sont bien formées on peut donc leut appliquer
le lemme 2. On peut associer & ces deux dérivations deux analyses dans A.

Si les deux dérivations sont distinctes on a donc ii tel que :

#aj'_

si une seule analyse dans A correspond & ces deux dérivations soit : n=p

(o]

= [# , wt® .
K [g,wd] =X ... =K
mais alors pour i on a :
a, # a' et o, <—> K, et a! <—> K

i i i i i

ceci n'est pas possible car la correspondance est biunivoque.
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Donc aux deux dérivations les plus a droites distinctes dans G
corresponds deux analyse distinctes dans A, ce qui n'est pas possible si
A est déterministe.

cqfd.

Lemme 4.2,

Dans la grammaire canonique contexte libre G associée & un
n.e.d on a : pour tout w € L(G)
%
o s wosst 3 (a

)2= suite d’expressiors bien formées

i 1

tq 0 ===> al -_—> ,, ., =--:='>(§1 =w.

Ce lemme est en fait un corollaire du lemme 4.1. On peut
appliquer ce lemme 4.1 & a, € I* car tout mot de I* est une expression

bien formée.

La condition est suffisante car :

(3o =-2=> w)%) (o ==> a1 >, , —e=> au = w)

n
sulte (ai)i=1 bien formée.

La condition est nécessaire de maniére évidente, elle est due
4 la forme des expressions bien formées, si on n'opdre pas la dérivation la

pPlus & droite l'expression obtenu n'est pas bien formée.
d) Nous allons & présent montrer le lemme le plus important du chapitre.
Lemme 4.3.

A toute grammaire canonique contexte libre G associé a un

n.e.d.d correspond une application c :

c : pG > P(vszA)

telle que tout mot W de L(G) est c-d-analysable.




157

Démonstration.

Rappellons qu'une c-d-analyse est une analyse des feuilles vers
la racine, effectuée de la gauche vers la droite du mot, telle qu'd chaque
pas pour lever une éventuelle ambigulté quant 4 la réduction & appliquer, c
permet de consulter le contexte du mot faisant l'objet de la réduction.

Cette analyse doit &tre unique, pour tout mot du langage, cette

condition est assurée ici par le lemme 4.1.

Nous avons vu d'aprés le lemme 4.2 gqu'étant donnée une expression
bien formée o telle que :

*a *d
o==-=>a=-==>w,wez*

la recherche de o' telle que :

o =-2> o' =d—>,a

répondait & un critére simple a4 savoir : il suffit de déterminer a' telle que

a' soit bien formée (le lemme 4.1 nous assurant que cette analyse sera unique).
Nous savons que les expressions bien formées sont de trois types.

Rappellons les :

i o
vi X eVG,a eZG,XCV

1 G

1 pourn =0

n

1
= X P
a (Agl g) (Xg

-l_n n
xg) (xg.xg) aa, ... ap

2 pournmn 2 O

1 n-1 _n, .n
o= (A ,X eee (X X Z.)a,a, ... a
(g'g) (g 'g)(xg'd)lz o

avec Z ¢ Tr(#d) = aa, ... ap = A
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*
3 ae ZG

pour chacun de ces trois types nous pouvons appliquer dans le sens d'une

réduction les régles de G.
Nous allons donc considérer chacun des types de régle de G

en indiquant & chague fois la valeur de l'application ¢, de maniére & ce que
a' tel que  :

solt bien formée.

La recherche des valeurs de c sur P est tout & fait facile

étant donné ce critdre.
I1 vient :
. L'application des réductions par les types de productions :
11 12 13 21 22 41 42 43
ne demande pas la consultation du contexte du membre droit
de ces productions, dans o, ceci est évident, leur appli-
cation donne automatiquement a' bien formée.
. Pour tout A, Bel'V £, ael tout p € P telles que :
: (A ,B) +>a ( e 23
P 5" Bg typ )
on a :

c(P) = {(Xg,Ag) /VXe TUuzuMm® ) xz°

il s'agit ici de respecter le fait que les é&léments de FG

sont chalnés dans une expression bien formée.
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Notons que pour ce type de production, on ne consulte
qu'un seul élément sur la gauche du mot faisant objet
de la réduction.

Pour tout X e T Y I, tout a ¢ L tout p € P telle que :

P : (A,xg) + a (type 31)

ou

P : (A,xg) + a (type 32)

ou

P : (#g{Ag)-*a (type 33)
ona c(P) = {A} x g°

en effet les &léments telles que (A,Xg), (A,xd) ou (#g'Ag)
ne peuvent &tre placés qu'au début de toutes expressions
bien formées, En effet dans la définition des expressions
bien formées on a X, € TV I donc xi # A. Ici encore seule

i
le contexte gauche est consulté.

Pour tout Y € TUIVMU{A} tout X, A e T U I par p telle que :.
P: (Y ,Xx.)) > (Y ,A) e5
g'%a ( g’ By (type 5)
on-a :
c) =v° x {A}

en effet ce type de régle implique nécessairement que
X e Tr(#d), il faut donc pour que a' soit bien formée que
le contexte droit de (Yg,Ag), a, oo ap soit la chaine vide

1

donc : a ... ap = A, sinon @' n'est pas bien formée.

. Le dernier cas est celui provenant de l'existence
d'une rédgle de type 6, & savoir 6(#9,#d) = (A,X)
ou 6(#g,#d) = (X,A), 11 vient :

P:(A,Xd)-*/\

ou

P : (A,Xg) + A
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on a dans les deux cas :
c(P) = {A} x {A}

Remarque 1.

Ces deux derniers types de régle, 5 et 6 sont les seuls
qui exigent la connaissance du contexte droit.

o]

o

Nous constatons donc que : ¢ : P » P(Vg x I

cqfd.

De ce qui précéde nous déduisons <&tant donnée la remarque 1
précédente : que la supression du marqueur #d amenant la supression du type

de production 5 et 6 rend pour toutes productions la consultation du contexte

droit inutile. Nous pouvons donc énoncer le corollaire.
e) Corollaire 4.1.

A toutes grammaires algébriques canoniques & un n.e.d.d acceptant
un- langage de la famille n.e.d.di, c'est-a-dire sans utilisation du marqueur
droit, correspond une application :

c : Py > PV
telle que tout mot de L(G) soit c-analysable.
f) Nous pouvons & la suite de ces résultats énoncer le théoréme :

Théoneme.

Poun tout Langage de La famille n.e.d.d, <& existe une grammaire
Le neconnaissant qui est BRC (1,1).

Poun tout Langage de La famitle n.e.d.d,, AL exdste une
grammaine Le neconnaissant qud est BRC (1,0).
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