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INTRODUCTION, 

La théorie des langages consiste en l'étude des sous-ensembles, 

appelés langages, de l'ensemble de tout les  mots que l'on peut écr i re  à l 'a ide 

des l e t t res  d'un alphabet fini.Chmsky dans Cl], partant du modèle général des 

grammaires à structure de phrases, en imposant différentes contraintes aux 

règles de productions, distingue t ro i s  grandes classes de langage, ordonnées 

par inclusion. 

Cette classification e s t  assez grossiere, e t  de nombreuses 

tentatives ont été fa i tes  dans l e  but de l 'aff iner .  C'est ainsi que Havel e t  

Harrison dans Cl11 définissent les gramnaires s t r i c tes  déterministes, que 

Courcelle dans 11 61 déf ini t  les  gramnaires canplètes déterministes, e t  qu 'en 

1968 Floyd C61 imaginait les  grammaires opérateurs, reprises e t  généralisées 

par Colmérauer dans C31. E t  ce t te  l i s t e  ne prétend pas ê t r e  exhaustive. 

Nous définissons dans ce t ravai l  l e s  autanates à deux piles, 

que nous appelons autanates à pi les  canmunicantes. Ceux-ci vont permettre de 

retrouver un grand nombre de familles parmi les principales familles de langa- 

ges connues, au travers d'un unique formalisme par r e s t r i ~ t i o n s  naturelles. 

Précisément nous obtenons : 

- les langages récursivement énumérables Cl 71 

- les langages à contexte l iè ,  ainsi que les langages à 

contexte l i è  déterministes 1151 

- les  langages algébriques reconnus par les autanates à 

pile de mémoire, ainsi que les  langages algébriques 

déterministes C81 

- les  langages rationnels 121 

- les  langages simples étudiés dans 1141 



- les  langages reconnus par les autanates à pi le  de 

mémoire déterministes, par réini t ial isat ion de l a  pi le ,  

e t  par p i l e  vide. 

Ceci répond à une question soulevée par S. Eilenberg 151 qui, 

devant l a  t r G s  grande diversité des autanates existants demandait s ' i l  

n ' é t a i t  pas possible de fa i re  oeuvre d'unification. C'est ce que nous faisons : 

par exemple l a  suppression d'une seule possibilité de mouvement dans l a  classe 

des autanates à pi les  caumunicantes reconnaissant l e s  langages a contexte li&, 

nous donne l a  classe reconnaissant les langages algébriques : alors que les  

deux sont reconnues respc. par les autanates linéairement bornés e t  les  autma- 

tes  A pi les  de mémoire, fondanentalement différents.  

Par  ai l leurs,  on e s t  toujours tr5s intéressé, étant donné un 

automate, par la possibi l i té  de l u i  associer une grammaire A structure de 

phrase, qui engendre l e  langage reconnu par l'autanate. 

C'est ce qui e s t  f a i t  par Ginsburg dans C81 par les  autanates à 

pi le  de mémoire, l a  grammaire, obtenue de manière relativement simple, n ' es t  

cependant pas t rès  exploitable. D e  meme Kuroda, C151, exhibe une grammaire 

associée aux autanates linéairement bornés, mais l a  manière de l 'obtenir e s t  

i c i  complexe, e t  l a  grammaire difficilement ut i l isable,  e l l e  ne fu t  par l a  

sui t e  pratiquement jamais reprise . 

Nous sommes capablesd'associer aux autanates à piles canmunicantes 

des grammaires canoniques, ceci tout à f a i t  facilement. Les grammaires obtenues 

ont des rdgles de productions dont en particulier l a  longueur des part ies droi- 

tes  e s t  toujours inférieure ou égak d deux, cette f arme particulièrement simple, 

les  rend t rès  ut i l isables.  

Donc, outre l ' i n t é r ê t  d 'unifier, nous posséderons, avec ces 

automates, une correspondance canonique entre les granmaires e t  l e s  automates 

existants qui do i t  permettre de retrouver à par t i r  des propriétés des grammaires 

cel le  des autanateq e t  réciproquement. 

Nous donnons came exemple d ' application une démonstration simple 

de l'inclusion de l a  classe langages déterministes dans l a  classe des 

langages B E  (1,l) définis par Floyd dans 1 7 1. 



Ceci e s t  une canséquence directe des résultats  d'équivalence 

de nos autauates avec les autanates à pi le  de mémoire e t  des propriétés de 

l a  grammaire canonique. 

Notons que cela f a i t  l 'objet  d'une démonstration fo r t  complexe dans C121.. 

Nous pensons de plus, qu'en fournissant un nouveau formalisme, 

nous contribuerons peut ê t re  à résoudre l e  problème d i f f i c i l e  de l'équiva- 

lence de deux langages déterministes dont Courcelle 141 a montré qu ' i l  se 

ramène a l'équivalence des arbres algébriques. Nous n'avons donné dans ce 

travail  qu'un seul exemple d'application, application tout a f a i t  non tr iviale 

des automates à pi les  ccmmunicantes, nous somnes cmvaincus que ceux-ci 

s'avèreront ê t re  un ou t i l  t rès  efficace pour l a  résolution de beaucoup de 

problèmes. Grace a eux nous croyons qu ' i l  sera possible de domer une nouvelle 

caractérisation des gramnaires déterministes. Ils pourraient également 

permettre une plus grande connaissance des langages situés entre l e s  langages 

algébriques e t  les langages a contexte l i è .  

Dans une autre direction, il se ra i t  intéressant de retrouver sur l e s  automates 

a piles,  l a  trace des principales propriétés des autanates classiques, en 

particulier,  retrouver l a  hièrarchie proposée par Havel e t  Harrison dans [ î l l ,  
hièrarchie de langages s t r i c t s  déterministes. Pour terminer, disons qu ' i l s  

pourraient également permettre l a  définition de nouvelles classes de langages. 



Nous avons décomposé notre travail  en quatre chapitres. 

~x Dans un premier chapitre nous donnons les  définitions concernant 

les autamates à piles canmunicantes : apc en abréviation. 

A l a  suite de ces définitions nous indiquons quelques propriétés 

vérifiées par divers apc. Propriét&que nous utiliserons dans l es  chapitres 

suivants. 

;k Dans l e  deuxième chapitre nous établissons les relations existantes 

entre les  différents apc définis au chapitre 1 e t  les  principaux autunates 

connus. Nous partons de l a  considération du plus général, l a  machine de 

Turing e t  nous allons jusqu'aux autanates d 'é ta ts  f inis .  

Nous montrons que nous pouvons également atteindre des familles de 

langages déterministes, définies a par t i r  des automates à piles de mémoire 

déterministes par restriction sur les configurations finales ainsi que l e s  

langages simples. 

* L'objet du troisième chapitre es t  l a  construction d'une grammaire 

canonique associée aux apc. 

En f a i t  dans une première partie nous donnons l a  grammaire à structure 

de phrases associée a l a  plupart des apc. 

Puis dans une deuxième part ie  nous construisons l a  grammaire algébrique 

associée à tout autanate a piles communicantes non exprisives a droite (I.3b) ) . 

-k C'est dans l e  quatriane chapitre que nous donnons quelques applications 

qui peuvent avoir les  apc. 

En particulier nous envisageons les applications aux grammaires BRC 

définies dans C 7 1 .  Nous montrons tout à f a i t  simplement que les  langages 

déterministes sont BRC(1,1), donc LR(1) . Ce résultat  à déjà f a i t  l ' ob je t  de 

démonstrations, non correcte, selon Havelet Harrison qui en donnent une dont il 

e s t  d i f f i c i l e  d'aprécier l a  véracité. 



LE CHAPITRE I l  

Disons qu'un autanate à piles communicantes e s t  constitué de 

deux piles qui peuvent voir leur contenu croitre ou bien décroître, au 

cours des mouvements. D'une manière tout à f a i t  informelle, on peut imaginer 

l a  possibi l i té  "d'incliner" 1 'autanate e t  de cet te  manière de f a i r e  passer 

les  "billes" de l a  p i l e  gauche dans l a  p i le  droite e t  inversement. I l  n 'es t  pas 

exclu qu'au c a r s  d'une t e l l e  manoeuvre une b i l l e  tombe, ou qu'une b i l l e  se  

scinde en deux permettant l'augmentation du nombre totale des bi l les .  Le but  

étant  de fa i re  tomber toutes les b i l l es  sauf l'une d'entre e l le .  

Plus formellement : 

Nous conviendrons qu'au début de l'analyse d 'un mot w de l'alphabet C, ce mot 

e s t  placé dans l a  p i l e  droite e t  que seul un marqueur figure dans l a  p i le  

gauche. Nous plaçons également un marqueur dans l e  fond de l a  p i l e  droite.  

Nous noterons une t e l l e  configuration, d i t e  in i t i a le ,  de l a  manière suivante : 

Les crochets matérialisant chacune des pi les,  e t  l a  virgule l a  

séparation entre ces p i les .  

Soit  une canfiguration quelconque : 

aA e s t  l e  ccntenu de l a  p i l e  gauche, BB celui de l a  pi le  droite A e s t  l'élépient 

placé au sommet de l a  p i l e  gauche, - B celui placé au somnet de l a  p i l e  droite.  

Pour décider du mouvement qu'effectura l'autanate, nous n'avons 

acces qu'aux sommets de pi le,  à savoir # e t  l a  l e t t r e  l a  plus à gauche de w 
53' 

pour K , A e t  B pour K.  D e  plus, nous nous interdisons l a  lecture de l a  
O 

charne vide A en samnet de pi le .  En conséquence, un automate ayant vidé to ta-  

lement l'une de ces p i les  bloquera. Aucun mouvement n 'est  possible à p a r t i r  

des configurations [Aral ou Ca ,~ l .  

D e  quelle façon pouvons nous remplacer A e t  B en sommet de p i le ,  

e t  ainsi évoluer vers une nouvelle configuration K' ? 



Nous noterons un mouvement de K vers K '  par : 

K + K ' .  

Nous pouvons remplacer A e t  B de  8 manières d i f fé ren tes  donnant 

8 mouvements possibles à p a r t i r  de K = [~A,BBI : 

U 2 mouvements c ro i ssan ts  

( m l  

(m2) 

X 3 mouvements d 'analyse 

U 3 mouvements de réduction 

(A,B) + ( A ,  K + [a, xlBl 

Bien entendu un m h e  couple (A,B) p o u r a  donner plusieurs  mouve- 

ments possibles,  c ' e s t  l e  cas  l e  p lu s  général .  Lorsque pour t ou t  couple (A,B) 

il n 'ex is te  qu'un seu l  mouvement a partir de ce couple, nous dirons que 

1 'automate e s t  d6terministe. 



Un mot w sera d i t  reconnu pour un apc, s ' i l  existe une suite 

de mouvements permettant à par t i r  de [# w# 1 d'atteindre une configuration 
9' d 

finale 5. 

Une configuration finale e s t  une configuration dans laquelle une 

des deux pi les  e s t  vide, e t  l 'autre contient un unique élément appartenant à 

un ensemble F, d i t  ensemble des éléments finaux. 

K~ 
= h , x l  ou k , A l  pour tout X, x e F 

* 
S i  nous notons T(A) , l'ensemble des mots reconnus par A e t  + 

la clôture transitive de + nous obtenons : 

* 
T (A) = (w / 3~ B F tq [# wd1 [xl , X 2 ]  avec X X = X } 

9' 1 1  

Puis nous définissons les  principaux apc, par restriction sur 

les  mouvements possibles, on obtient : 

U Les apc généraux : apc tout les mouvements sont possibles 

II Les apcb : automates à pi les  communicantes bornées tout 

mouvements, moins (ml) e t  (m2) 

U Les n.e.d : autanates à pi les  communicantes non expansives 

à droite, tout mouvements, moins ( m l )  , (m2)  e t  (m3) . 

U Les s .t .d : autanate à pi les  communicantes strictement 

décroissantes, seul mouvement possible (m7) . 

Notons que nous aurions pu admettre les  mouvements de type (m2) 

dans l e  cadre des non e-ifs à droite, nous verrons que cet te possibi l i té  

n'augmente pas l a  capacité d'un n.e.d. 

Ajoutons qu'en modifiant les  configurations in i t i a les ,  par sup- 

pression du marqueur de fond de pi le  droite : 



e t  en imposant l a  p i l e  qui doi t  ê t r e  vide dans l a  configuration finale, nous 

obtenons deux familles de langage reconnuespar des n .e .d déterministes, mais 

d i s t i nc t ede  la  famille reconnuepar les n .e .d .d (voir 1.3 f )  ) . 

Disons pour terminer, @'en autorisant seulement les mouvements 

du type (m5) (m6) e t  (m7) , nous obtenons un a .p .c d i t  simple, noté a .p .c .S. 

Le res te  du chapitre, étant consacré à l a  démonstration de 

quelques propriétés u t i l es  dans les chapitres suivants. 

Nous montrons notamment que, pour l a  plupart des a.p.ç on peut 

se passer des mouvements (m5) e t  4m8) . 

LE CHAPITRE 1 1 , 

L'objet de ce chapitre e s t  donc d 'établir  les  relations, entre 

l es  principaux automates connus e t  les  différents a .p. c . 

Les méthodes employées pour montrer les  équivalences, sont en 

f a i t  toujours les  mêmes. I l  s ' ag i t  de sknuler l'un par l ' aut re  : pour cela 

nous construisons l'un à par t i r  de l 'autre. Cette construction e s t  plus ou 

moins évidente suivant les  cas mais jamais t r8s  d i f f i c i l e .  

Les résultats  d'équivalence sont des conséquences directes 

des constructions. En f a i t ,  nous définissons des configurations qui se 

correspondent dans l ' a  .p.c e t  dans 1' autanate classique, e t  nous montrons 

que les  deux autanates se "suiventn au travers de ces configurations di tes  

correspondantes. 

Nous obtenons les résultats  suivants : 

Ii Les a.p .c l e s  plus généraux correspondent aux machines de 

Turing (11.2) . Nous nous contentons de simuler une machine de Turing par 

un a.p.c. La thèse de Church ( 11 71 p: 7) nous assurant l a  réciproque, l a  constructiop 

d'une machine de Turing associée à un a.p.c ne poserait d 'ai l leurs aucun 

problème. Cette sirmlation ne pose que de pet i tes  d i f f icul tés  techniques. 

Intuitivement un élément important e s t  que dans les  deux cas l a  "zone de 

travail" n 'est  pas bornée. Ceci e s t  assuré dans un a .p .c par l es  mouvements 
/ 

du type ( m l  ) e t  (m2) . D'autre part  l a  simulation des déplacements possibles 

vers la  gauche ou vers l a  droite dans une machine de Turing, e s t  assurée 



dans un a .p .c par (m3) e t  (m4) . 

l3 Les a.p.c (resp. déterministes) correspondent aux autanates 

linéairement barnés (resp. déterministes) . La simulation de l'un par l 'autre 

e s t  i c i  encore, uniquement technique. Constatons que l a  différence avec les  

a.p.e généraux réside en l a  suppression des mouvements ( m l )  e t  ( m 2 ) ,  donc 

impossibilité de fa i re  croztre la  longueur totale des deux piles,  ce qui 

correspond bien au f a i t  que dans un autanate linéairement borné l a  bande de 

lecture e s t  bornée. Les mouvements vers l a  gauche ou l a  droite sont i c i  

encore assurés par (m3) e t  ( m 4 ) .  

l3 Les n .e .d (resp . déterministes) correspondent aux autanates à 

pi le  de mémoire (resp. déterministes) . I l  existe t ro is  différences importantes 

entre les  n.e.d e t  les  a.p.m : 

1 Un a.p.m peut l i r e  l a  chafne vide 

2 Un n .e .d possède un marqueur de f in  de mot 

3 Dans un a.p.m on a accés à t ro is  éléments pour décider 

d'un mouvement, e t  seulement à deux dans un a.p.c 

la  simulation d 'un n .e .d par un a .p .m, ne pose de réels problèmes < que dans 

l e  cas déterministe. Nous utilisons l e  résul ta t  suivant, obtenu par 

S .  Greibach e t  Ginsburg dans 1101 à savoir : un langage L e s t  déterministe 

s i  e t  seulement s i  Lc e s t  déterministe, c étant  un symbole n'appartenant pas 

à l'alphabet de L. 

Cette propriété permet d 'u t i l i se r  l a  même construction, que le  n.e.d so i t  ou 

non déterministe (111.6 a ) ) .  Notons qu'elle concerne l a  2 d i£  férence. 

Nous montrons l a  simulation des a.p.m (dl par les n .e .d (dl en 

deux temps. Rous séparons l e  cas non déterministe du cas déterministe. IR 

cas non déterministe (11.4) e s t  résolu en u t i l i san t  la  propriété démontrée 

par Greibach dans Cl81 à savoir : tout a.p.m e s t  équivalent à un a.p.m qui 

ne lit jamais l a  chafne vide. Ceci permet une construction aisée dans le  cas 

déterministe ( I I .5) ,  nous utilisons une propriété moins forte que l a  précé- 

dente à savoir : 



lorsque un mouvement a été f a i t  en empilant, 1 y z l  1 2 i, alors l e  mouvement 

suivant ne peut se fa i re  par lecture de l a  chafne vide. Ceci permet i c i  

encore une construction simple. 

Nous nous intéressons également, (11.5 e t  11.6) aux langages 

déterministe; reconnus par réini t ial isat ion de l a  p i l a  e t  par p i l e  vide. 

Nous montrons que ces deux familles correspondent exactement aux sous-familles 

définies à par t i r  du n .e .d .d en limitant les  configurations in i t i a les  e t  finales. 

Ce que nous pcuvons schématiser de l a  manière suivante : 

Soit A un n .e .d .d l'ensemble des mots w t e l  que : 

Jr 
1 [#¶, w] CA [x ,x t I  avec XX' c F correspond aux langages déterministes 

reconnus par réini t ial isat ion,  à l a  chaine vide près. 

2 [Xg,wl $ [ A , s ~  avec S c l? correspond aux langages determtnistes 

reconnus par p i l e  vide ou langage L = { A )  prés 

Ceci nous permet de déterminer l 'influence du marqueur # d ' 
marqueur de fond de pi le droite pour les n .e .d. I l  e s t  faci le  de voir que 

dans le  cas non déterministe, Yd peut titre supprimk sans modifier l a  

puissance du n .e .d. 

n Les a .p .m simples correspondent exactement au a .p .c simple, 

e t  les  automates d 'é ta ts  f i n i s  ou a.p.c strictement décroissants r s.t .d. 

Ces deux résultats  sont tout a f a i t  faciles a montrer. 

LE CHAPITRE I I I  ' 

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux grammaires suscep- 

t ib les  d 'être associées aux d i£  férents a .p. c . 

Dans une première partie,  nous construisons à par t i r  de l ' a  .p.c 

l e  plus général, l a  grammaire à structure de phaase qui engendre l e  même 

langage. Nous imposons a 1'a.p.c de vérif ier  quelques propriétés, toutes tri- 

viales, afin de rendre plus simple les démonstrations. Cette grammaire se 

déduit de 1 ' a .p. c d 'une façon t rès  intui t ive . La démonstration de 1 'équivalence 

e s t  technique, c ' e s t  une conséquence directe de l a  construction, e l l e  e s t  



basée sur un parallèle entre les  mouvements dans l'automate e t  l e s  dérivations 

dans G, par configurations correspondantes. 

Cette granmaire pexmet de retrouver quelques résultats  du chapitre 

précédent. Par exemple, l a  grammaire à structure dephrase associée a un a.p.c 

borné e s t  à contex te  l i è  . 

Quant à celle associée à un n;e.d, e l l e  n 'es t  pas à algébri- 

que, , a cause de mouvements (m4) J mais l e  langage qu'elle engendre es t  

cependant algébrique, voir (III. 1 h> . 

Dans l a  deuxième partie nous proposons une grammaire à contexte 

l ibre associée aux n.e.d. I c i  encore nous n'impasons auxn.e.d de vérif ier  

quelques propriétés tr iviales,  sauf une que nous montrons dans l e  chapitre 1 

( 1.3  ) . C'est l'obtention de cette grammaire qui nous a posé l e  plus de 

problèmes. Ces règles de production sont cependant obtenues de manière 

simple. La démonstration de 1 'équivalence se f a i t  en établissant une 

correspondance biunivoque entre les configurations du n.e.d, e t  les  expressions 

d i tes  bien formées de G, qui sont des mots obtenus par dérivation l a  plus à 

droite a par t i r  de 1 ' axiane . 
Le parallèle entre les mouvements de l'autanate e t  les  dérivations dans G, 

sera t rès  u t i l e  dans l e  chapitre I V  ou il es t  question d'analyse "top-down" 

c'est-&-dire de famille vers l a  racine. 

L E  CHAPITRE I V ,  

Nous consacrons l a  premi4re partie de ce chapitre a l a  définition 

des granmaires "BRC (1, k) " . La définition donnée dans CI 2 1 n 'étant pas aisée 

a manier, nous donnons une définition équivalente qui f a i t  apparadtre plus 

clairement l ' idée de contexte dans lequel une règle e s t  applicable au cours 

d'une analyse " to~downn,  de gauche à droite, dans l e  sens d'une "réduction". 

C'est-a-dire remplacement dans l e  mot en cours d'analyse de l a  part ie  droite 

de l a  r Q l e  par l a  part ie  gauche. 

Informellement : a chaque r è g l e  nous associons à l 'aide d 'une applicable c, 
(1 l e  contexte dans lequel e l l e  e s t  applicable . 

Nous dirons que G e s t  B R C ( l , k ) ,  si  l'application c e s t  une application de P 
k 

(ensemble des règles de G) dans l es  parties de v1 x B . 

(1) applicable dans l e  sens d'une réduction 



Ce qui s igni f ie  que nous avons accès jusqu'à une profondeur de longueur 1 

sur l a  gauche du mot fa i sant  l ' o b j e t  de l a  réduction par p, e t  d'une 

profondeur k sur l a  dro i te .  L'application c permettant une analyse détermi- 

n i s t e  " top-down", de l a  gauche vers l a  d ro i t e  du mot. 

Dans une deuxième pa r t i e  nous montrons que l a  grammaire contexte 

l i b re  associée aux n.e.d déf inie  dans l e  chapitre I V  e s t  BRC(1,1), en exhibant 

une application c. Intuitivement : nous avons vu dans l e  chapitre III q u ' i l  

ex is te  un paral le le  é t r o i t  entre  l e s  mouvements de l 'autanate e t  l e s  dérivations 

dans G. Or l 'analyse d'un mot dans un n.e.d,part des "feui l les"  c'est-à-dire 

du mot lui-même, pour aboutir à une configuration f ina le  réduite à un seul 

élément correspondant à l'axiome de G. Cette analyse é t an t  f a i t e  de l a  gauche 

vers l a  dro i te  du mot. Nous déduisons de ce mouvement une analyse de tout  

mot de L (G) , "top-down" correspondante à l a  dérivation la  plus à droi te .  

La correspondance é t ab l i e  entre  l e s  configurations de  l'automate e t  l e s  

expressions bien formées de G é t a n t  biunivoque, l e  f a i t  que l e  n.e .d s o i t  

déterministe implique que l 'analyse précédente e s t  unique pour tout  mot. 

Nous montrons tr&s simplement, qu'à chaque pas de ce t t e  analyse, pour lever 

une éventuelle ambiguité quant a l a  règle à appliquer, nous n 'avons jamais 

besoin de considérer plus d'un élément à d r o i t e  e t  plus d'un él6ment a gauche 

du mot faisant  l ' o b j e t  de l a  réduction. Ceci implique que G e s t  BRC(1,I). 

Nous indiquons en corol la ire  que tout  langage appartenant à l a  

formule n.e.d.dl e s t  BRC(1,O). 



CHAPITRE 1 

DEFI N I T I  ON DES AUTOMATES 

A P I  LES COMMUN 1 CANTES 



Nous donnons tout d'abord l a  définition du concept l e  plus général. 

Un autanate à pi les  camnunicantes (abréviation : apc) es t  un 

quintuplet : A = ( r ,  1, M, 6 ,  F) t e l  que : 

(1) . C e t  r deux alphabets f i n i s  d i s  joints. Notons V = ï' U C 

(II) . M = { %  # 1 ensemble de 2 marqueurs M 0 V = 
q f  d 

notons7v# = v u {t 1, vtd = v C) { td l  
g 9 

(III) . 6 e s t  une application de V# x vYd dans les  parties f inies de 
O O O O O O g 

(V# V x vtd) u (vX x V <7# ) (1 1 
d t e l l e  que : si  (a,@) c 6 (A,B) alors : 

9 g 

( I V )  . F C V ensemble des éléments finaux. 

Donnons à présent l e  formalisme u t i l e  à l a  description des mouvements 

dans un a.p.c. 

b) Vé~.uXZion. 

Une canfiguration d'un a.p.c sera un élément de l a  forme : [w,w' l  
O 

avec w c V# e t  W .  c VW%. 
g 

Dans l a  configuration [w,wvl, nous dirons que l'autanate lit l e s  

somnets de p i le  A e t  B s i  A e s t  l'élément l e  plus à droit8 de w, B l'élément l e  

plus à gauche de w'. L'élément A e s t  donc uneolettre de VI égal à A s i  e t  seu- 
g 

lement si w=A, e t  l'élément B une l e t t r e  de V# égal à A s i  e t  seulement s i  
d 

w'=A. 

Etant donné un a.p.c. A = (r ,  1, M, 6 ,  F) s o i t  ,A (ou , lorsqu%1 
O O 

n'y a pas de confusion possible s u r  l'autanate) une relation sur V# +-xv;:vt 
g d 

définie canme su i t .  

(1) P a r r  tout ensemble E nous notons E U { A  par EO. 



Pour deux configurations C e t  C '  nous écrivons : 

si  ]cl, C 2  ,..., C t e l l e s  que : n 

. L'ensemble F des éléments finaux e s t  u t i l i s é  pour reconnaitre un 

sous-ensemble de C$: l a  manière suivante : 

Un mot t e C *  e s t  accepté pour un a.p.c A = ( r ,  C I  M, 6 ,  F) si  * 
C l g .  t ldl Cji- [x, x ' I  a v e c x x '  c F  

ou encore CX, X I I  = [ y ,  A l  ou CA, y1 avec y c F. 

Notons T ( A )  l'ensemble des mots acceptés par  A. 

e) Ces déf in i t ions  é t a n t  données, nous pouvons réper tor ie r  l e s  divers  types de 

mouvements possibles  dans un a.p.c. S o i t  (a,B) c 6 (A,B) : 

- Mouvement "croissant" .................... 

nlkroissant  L droite" s i  1 l a  1 = 1 e t  1 B ( = 2 1 
l a  longueur t o t a l e  des deux p i l e s  augmente 

d'un élément placé sur  l a  p i l e  d r o i t e  

1 L 
même chose, i c i  c ' e s t  l a  p i l e  gauche qui  augmente d'un. 

- Mouvement "constant" ou d'"analysen 

Ces mouvements conservent lalongueur globale des deux p i l e s  : 



X "analyse droite" s i  

dans ce mouvement cela se passe comme si  l a  virgule se déplaçait d'un 

cran sur l a  droite en modifiant éventuellement l es  sommets de pi le  

considéré s . 

Il "analyse gauche" s i  

i c i  l a  virgule se déplace sur l a  gauche 

n "analyse stationnaire" s i  ( 1 a 1 = 1 e t  1 B 1 -11 
I L 

en f a i t  il e s t  facile de voir que 1 'on pourra toujours se passer 

de ce type de mouvement 

- Mouvement "décroissant" ou de "réduction" ....................................... 

Il "réduction a gauche" 

lalongueurde l a  p i le  gauche diminue de 1 

Il "réduction à droite" 

l a  longueur de l a  p i le  droite diminue de 1 

Il "réduction totale" 

l a  longueur des deux pi les  diminue de 1. 

Nous aurions pu fa i re  un autre choix pour l es  mouvements croissants 

tout en limitant l a  croissance à 1 élément. 

Nous aurions pu opter pour 1 a 1 = O e t  l B  1 = 3 pour les croissants à 

gauche. Ceci ne modifierai en rien les résultats que nous obtenons ; l e  seul f a i t  

important pour ce type de mouvement étant qu ' i l  fasse effectivement croi t re  

l a  longueur totale des deux piles.  



In2 
Nous a l lons  au t ravers  de r e s t r i c t i ons  sucessives sur ces mouvements 

d é f i n i r  3 automates principaux dédui ts  de l'automate à p i l e s  communicantes l e  

plus général, e t  un quatri6me moins important. 

Un automate a p i l e  comnunicantes borné e s t  un automate à p i l e s  

comunicantes dans lequel on a i n t e r d i t  l e s  mouvements croissants  : 

VAIB Va, t e l s  que : (a,B) c 6 ( A , B )  a lors  lafil 6 2 

Remarquons que dans ce cas l a  p i l e  gauche comme l a  p i l e  d r o i t e  

peut c r o î t r e  d'un élément au cours d'un mouvement, mais l e u r  longueur e s t  

décroissante au sens large.  

b) AUTOMATE A P I  LES COMMUN 1 CANTES NCN EXPANSIVES A DROITE 

abréviation : n . e . d  (canme non expansif à dro i t e )  

Un automate à p i l e s  communicantes non expaisives 3 d r o i t e  

e s t  un autanate a p i l e s  communicantes bornées dans lequel  on a i n t e r d i t  

l e s  mouvements d'analyse d ro i t e s  : 

VA,B Va,@ t e l s  que : (a,B) c 6 (A,B) a lors  la6 1 s 2 e t  If3 1 s 1 

I c i  comme l a  terminologie l ' indique l a  p i l e  d r o i t e  ne peut jamais 

c ro r t r e  au cours d'un mouvement. 



C) AUTOMATE A P 1 LES COMMUN 1 CANTES S T R I  CTEMENT DÉCROI SSANTES 

abréviation : s .t .d comme strictement décroissant 

Un automate à p i l e s  communicantes str ictement décroissantes e s t  un 

n.e.d A = (l', C I  M I  8, F) t e l  que : 

V A r B  Va,B t e l s  que : (a,  6) e 6 (A,B) a lo rs  la 1 = 1 e t  1 B 1 = O 

Pour un t e l  automate il n'y a plus  qu'un s eu l  mouvement possible  

c ' e s t  l a  réduction dro i te .  En e f f e t  l e s  autres  mouvements envisageables dans 

ce cadre se ra ien t  l e s  mouvements de réduction gauche, de réduction t o t a l e  mais 

l 'un came l ' au t r e  videraient  l a  p i l e  gauche e t  l ' autanate  ne pouvant l i r e  A 

en sommet de p i l e  il bloquerait .  

Dans un t e l  automate ne sont  plus  possibles principalement que l e s  

mouvements d'analyse d ro i t e ,  de réduction d r o i t e  e t  de réduction t o t a l e .  En 

plus  pour aboutir  à l a  configuration f i na l e  e t  seulement dans ce cas on u t i l i -  

s e r a  un mouvement de réduction gauche. 

Nous dirons qu'un a.p.c e s t  simple s i  e t  seulement s i  : 

v x e I ' U C U ( #  1 ,  a e C ,  y c ï '  
ci 

1 16 ( ~ , a )  1 s 1 e t  6 (X,y) = 

2 6(x,a) = (a,B) -> ( / a l  6 2 e t  B = A)  ou ( B  c F e t a =  A) 

3 un mot w s e r a  accepté par  un a.p.c.s ssi : 

ik 
3 ( # g I ~ )  [ A , s I  avec S e F. 



La r e s t r i c t i o n  6 ( X , Y )  = a, s i g n i f i e  qu'on a u t o r i s e  pas  l a  l e c t u r e  

d 'un élément n'appartenant pas  a C en s o m e t  de p i l e  d r o i t e .  

el A chacun des  automates précédents  on peu t  a s soc ie r  un automate dé terminis te .  

Nous d i r o n s  qu'un a.p.c est déterminis te  ssi pour t o u t  (A ,B) ,  

Nous ajouterons l a  le t t re  "d" pour indiquer  que l 'automate e s t  

dé te rmin i s t e .  Nous obtenons donc 

a.p.c donne a.p.c.d 

a.p.c.b donne a.p.c.b.d 

n.e .d donne n .e.d.d 

S. t .d donne s .t .d .d 

Les a.p.c simples é t a n t  dé terminis tes ,  p a r  d é f i n i t i o n  nous ne 

pa r l e rons  pas d 'a .p .c .s .d . 

f )  A p résen t  nous a l l o n s  donner l a  d e f i n i t i o n  de fami l l e s  de langages obtenues 

à p a r t i r  d'un n.e .d.d, en changeant l e s  condit ions d e  reconnaissance d 'un mot. 

D é ~ U o n  de6 enbembleb T, (A) T ,(A) p o u  A n .e .d.d 
A Li 

Pour un n .e .d .d A nous noterons : 

-ta 

T~ (A) = Io  1 3~ E F 3 C #  , u1  C [Y,Y ' I  avec YY'  = X I  
9 

3; 
T (A) = {o 1 3~ C F 1 [#  , m l  b [AIX]) 
2 g 

Remarque : 

I l  est  f a c i l e  de  v o i r  que l ' o n  peut  sans  changer Tl ( A ) ,  se l i m i t e r  

aux conf igura t ions  f i n a l e s  du type [x, A l  . 

(1)  Lorsque 6 (A,B)  e s t  r é d u i t  à un s e u l  élément, s o i t  (u,v) c e t  élément, 

nous noterons souvent 6 (A,B) = (u,v)  , au l i e u  de 6 (A,B) = { (uy)  } 



Notation. 

Naus pouvons par extention noter T (A) l'ensemble : 
O 

J; 

To(A) = {o 1 l x  e F 1 [#  + [Y,Y' ]  avec YY' = XI  
g 

Nous obtenons l e s  familles suivantes : 

n.e.d .d = C L  / 3~ n.e .d.d t e l  que L = Ti (A) 1 
i 

Remarque : 

Ces t r o i s  familles coincident si A n ' e s t  pas déterministe, ceci  

e s t  une conséquence des r é su l t a t s  obtenus au chapitre II. 

g) Nous al lons  à présent donner l e s  exemples d'automates à p i l e s  communicantes, 

e t  indiquer l e s  langages q u ' i l s  reconnaissent. 

Exemple 1 . 

Nous construisons tou t  d'abord un a.p.c.b A reconnaissant L t e l  que : 

n n n   abc / n > 1 1  

S o i t  : A = (1, r, 6 ,  M, F )  

.C = {a, b, c1 .r = C A ,  A, X, S' ,SI 

.M = ( #  ,# 1 
g d 

.F = CS) 

e t  6 e s t  dé f in i  came s u i t  : 



Indiquons à présent l a  suite des configurations amenant a l a  
in 

reconnaissance de a3b3c3. Convenons que C + C '  , veut dire que C $ C'  

grâce ii l a  règle il appliquée n fois .  

4 5 $- [ t gaa~ .  bbccctdI + [# aa, jiAbccc~~] + [# aA. ~ b c c c # ~ l  
9 9 

Exemple 2.  

Nous allons donner l e  n.e.d A qui reconnait l e  langage L 

s o i t  A = ( C f  I', 6 ,  M. F) t e l l e  que : 

e t  6 e s t  défini par : 

1 6 (#gral = ( #  a.A) 2 6(a,a) = (aa,A) 3 6 (a.#d) = (AfC)  
g 

4 6 (a,C) = ( A r c )  5 6 ( # g l ~ )  = ( A t s )  6 6(a,b) = ( A t h )  

7 6(A,b) = ( h , B )  8 6(a,B) = ( A t h )  9 6 = (A.C) 



La reconnaissance de a2b2 se f a i t  c-e s u i t  : 

n La reconnaissance de a se faisant canme s u i t  : 

remarquons que A e s t  déterministe. Remarquons encore qu ' i l  n'existe pas de 

n.e.d A t e l l e  que 

Tl (A) = L 

>k 
c'est-à-dire : L = I w  / i  [# ,wl [x,x'] avec X X '  e F) 

g 

Ceci e s t  faci le  à montrer, en e f f e t  quand l'autanate lit les  

"a" il faut  que d'une part il les canpte e t  que d'autre part, il se trouve 

à chaque pas de l a  reconnaissance du mot dans un é t a t  final,  c ' e s t  deux 

choses sont impossibles a assurer en même temps. 

Exemple 3. 

Nous allons dans cet te  exemple construire un a.p.c qui reconnait 

les  expressions arithmétiques. Nous avons simplifié au maximum, C e s t  réduit  

à C = ( (,), +, a).  E t  r = {E,D}, E canme expression arithmétique. D comme 

début d'expression arithmétique. De plus F = {E). Nous admettrons que ( 1 

e s t  une expression arithmétique. 

Donnons a présent les valeurs de l a  fonction 6 : 



Remarquons que nous n'avons pas besoin de #d. 

Le mot ((a+a) + a) + (a) e s t  reconnu de l a  manière suivante : 

[# , ( (a+a) + a) + (a) 1 
g 

C (  , (a+a) + a) + ( a ) ]  

C ( ( ,  a+a) + a )  + ( a ) ]  

[ ( ( E  , +a) + a) + (a) 1 

I ( ( D  , a) + a )  + ( a ) ]  

C U E ,  + a )  + ( a ) ]  

C ( ( ,  + a )  + ( a ) ]  

C(E , +a) + (a) 1 

C ( D  , a) + (a ) ]  

C ( E ,  + (a ) ]  

E ( ,  ) + (al1 

CE , + (a) 1 

CD , (a) 1 

C i ,  a ) ]  

C ( E  , 11  

C ( ,  11 

CE , AI 



I , 3  PROPRIÉTÉS CONCERNANT LES A , P , C  ET LES AUTOMATES A PILES DE 

MÉMOI RES U T I L E S  DANS LES CHAPITRES SUIVANTS : 

C e t t e  p a r t i e  pourra être passée en première l e c t u r e ,  nous y 

f a i sons  référence  lorsque c e l a  est  nécessa i re .  

Dans c e t t e  p a r t i e  nous dé f in i s sons  t o u t  d'abord, en a ) ,  deux ensembles, 

y e  cous u t i l i s e r o n s  constamment. Brièvement d i sons  que ce s o n t  les ensembles 

des  éléments appara issant  aux cours de  mouvements d'un a.p.c en fond de p i l e .  

Nous montrons en b) que nous pouvons toujours  f a i r e  en s o r t e  qde ces éléments 

s o i e n t  c a r a c t é r i s t i q u e s  des  fonds de  p i l e s ,  c 'es t -a-d i re  q u ' i l s  ne peuvent 

jamais appara r t r e  a i l l e u r s .  

Mous dé f in i s sons  e n s u i t e  les a.p.c s i m p l i f i é s ,  pour l e sque l s  les 

mcuvements de réduct ion  t o t a l e  e t  d 'analyse  s t a t i o n n a i r e s  s o n t  supprimés. 

Puis  nous terminons, p a r  l a  démonstration d'une p r o p r i é t é  concernant l e s  

autanates  il p i l e s  de  mémoire déterministes .  

S o i t  un a.p.c A = (1, l', 6, M, F), posons V = C U r .  

So ien t  T:(# ) = { #  1 e t  Tr = a l o r s  pour t o u t  i, i a 1 
9 9 

s o i e n t  : 

i T ~ + '  (#  = {X/IY'W V {AI,  IYCV, IZ c T (t  t e l s  que : 
r g r g 

(1) On t rouvera  l a  d é f i n i t i o n  des  automates il p i l e s  de mémoire au 5 11.4 a) 



C) T p d )  

Alors : 

i 
Tr ( X g )  = l i m  Tr ( #  

i* g 

les  ensembles Tr ( #  ) e t  Tr (#d) sont appelles respectivement les  ensembles 
g 

des traces de # e t  des traces de td. 
9 

Les limites Tr ( #  1 e t  Tr ( Y d )  existent car ces ensembles sont inclus 
g 

dans C U r U M qui sont des ensembles f in is .  

. Nous énonçons maintenant une propriété d i te  des traces des 

marqueurs : 

b) Propriété des traces des marqueurs : prop t.d.m 

Un a.p.c A vérif iera l a  propriété t.d.m si e t  seulement s i  pour 

tout x,x: Y'  e r u .x LI M. Y *  c ( r  u .x)O, v e ( r  u z ) *  #a 
si (X'Y',v) c 6 (X,Y)  alors : 

si (v, X ' Y ' )  c 6 ( X , Y )  alors : 

Cette propriété impose aux traces des marqueurs de ne figurer 

qu'en fond de pi le ,  ce sont donc deux ensembles d'élbments caractéristiques 

des fonds de pile.  



A t o u t  a.p.c.(d) A on p e u t  a 6 h o ~ m  un a.p.c.(d) A '  du tr&W t y p e  
q d  v é ~ d i e  la p o p  t.d.m et q u i  e e l t  é q u i v a l e n t  h A. - 

Nous laissons le  soin au lecteur de démontrer cet te  proposition. 

Remarque : 

Un même clément peut appartenir à l a  fois  3 Tr ( #  e t  à Tr , 
g 

ceci n'amène aucune ambiguité, si l'élément e s t  sur l a  p i le  gauche, il marque 

l e  fond de pi le  gauche, e t  s i  il figure sur l a  p i l e  droite,  il marque l e  fond 

de l a  p i l e  droite.  

cl o é & d o n .  a.p.c simplifié 

Nous dirons qu'un a.p.c A = (C ,  r ,  6 ,  M, F) e s t  simplifié ssi 

1 il vérifie l a  prop t.d.m 

2 il n'effectue jamais de mouvement d'analyse stationnaire 

3 il n'effectue jamais de mouvement de réduction totale. 

Tout a .p .c (d) A, dans lequel les mouvements décroissants gauche e t  

d ro i t  sont autorisés e s t  équivalent Zi un a.p.c (d) simplifié. Dans l e  cas des 

n.e .d  (d) les  ensembles Tl (1) e t  T (A) sont conservés. 
2 

Preuve. 

. Soit  A vérif iant  l e  point 1, nous savons que c 'es t  possible par l a  

proposition du § b), nous allons construire A' vérif iant  l e  point 2 à par t i r  A. 

Pour cela définissons une relation, noté -, entre les  éléments de 

(V U M) X ( V  v M ) :  



9: 
s o i t  + l a  cldture t r ans i t i ve  de +. 

9:f 
Nous dirons que : (X,Y) + ( X '  ,Y ' )  ssi 1 (u,v) t e l  que : 

S o i t  : 

t e l l e s  que : 

a lo r s  6 '  e s t  obtenu à p a r t i r  de 6 de l a  manière suivante : 

af 
S i  j ( X ' , Y t )  t e l  que (X,Y)  + ( X V , Y ' ) ,  ceci  implique que 1'a.p.c A 

boucle sur  une s u i t e  de mouvement d'analyse s ta t ionna i re ,  cec i  implique aussi  

S (X,Y)  = e t  S n  ( X , Y )  = 6 ( X , Y )  d'où : 

1'a.p.c A '  bloquera donc l à  ou A bouclai t .  

Notons que c e t t e  transformation e s t  t e l l e  que s i  A e s t  déterministe,  

il en e s t  de même pour A ' .  En e f f e t  si A e s t  déterministe on a : 
\ 

s o i t  s i  

e t  s i  

il v i en t  : 

(1) Nous conviendrons que l 'opérateur  \ a p r i o r i t é  sur U .  



A '  e s t  donc déterministe. 

P a r  ai l leurs : C '  = 1, r = ï l  M '  = M e t  F = F 

alors A '  = (C',I", 6 ' r  M ' r  F ' )  es t  équivalent Zi A e t  vérifie 2 ) .  

Nous laissons l e  soin au lecteur de vérif ier  que T (A) = T (A ' )  

e t  de constater que A' e s t  nécessairement du même type que A. De plus les  

ensembles T (A) e t  T (A) sont inchangés dans l e  cas des n.e.d. 
1 2 

O Nous allons B présent construireA' a par t i r  de A vérifiant les  points 1 e t  2, 

de manière a ce que A '  vérifie 1, 2 e t  3 .  

Soit  A '  = (Cl ,  r u ,  6 ' ,  M l ,  F u ) .  

Soit  N un nouveau symbole N L C U ï' u M il vient ï" = r i IN} e t  6 '  e s t  

obtenu à par t i r  de 6 de l a  maniere suivante : 

0 S i  (AIAI c 6 ( X I Y )  alors : 

O S i  (AIA) b 6(X,Y) alors : 

par ai l leurs C '  = CI M '  = M. 

I l  e s t  immédiat dans ces conditions que si A vérif ie  1 e t  2 alors A '  

vérifiera 1, 2 e t  3. D e  plus T (A) = T (A ' )  e t  il y a conservation des familles 

Tl (A) e t  T Z ( A ) .  Nous laissons l e  soin au lecteur de l e  vérif ier .  

I c i  encore A ' e s t  du même type que A. 



Remarque : 

On peu t  f a i r e  l a  remarque suivante  si A s e  trouve dans l a  configu- 

r a t i o n  K : 

l a  construction indique a l o r s  : 6 '  (Y.X) = (M,A) c a r  Y c ) d ~ n c  A '  bloque 
Q 

dans l a  configurat ion 

K = [M,A] 

a l o r s  que A bloque dans l a  configurat ion 

K n ' e s t  en aucun c a s  une configurat ion f i n a l e  de A, pas p l u s  que K '  
A A' 

d )  Nous a l lons  maintenant montrer une p ropr ié té  q u i  nous s e r a  u t i l e  dans l e  

chap i t re  III (III . 3 )  . 

Propr ié té .  

Tout n .e .d (d) A e s t  équivalent  a un n.e .d (d) A '  v é r i f i a n t  : 

pour t o u t  X , Y , X ' , Y 8  c r t  y C '  U M' 

de plus  T1(A) = Tl (A ' )  e t  T 2 ( A )  = T ~ ( A ' ) .  

Démonstration . 

NOUS supposons que A es t  s impl i f i é .  s o i t  A'  = ( C m ,  r ' ,  M', 6', F') 
1 

t e l  que : 



2 les  éléments de (r  U C )  seront notés [X,Y]. 

Alors 6 '  e s t  t e l l e  que : 

a) Si ( X ' Y ' , A )  e 6 ( X , Y )  alors : 

b) S i  ( X  ' , A )  c 6 (X,Y) alors : 

bl ( X ' , A )  c 6 '  (X,Y) 

b2 m e r  (CZ,x'l,A) e 6'([z,xIf  Y)  

b3 V Z c r  (xl,A) c 6 '  (2, [x,Y]) 

b4 VZ, Z '  c r ([Z,X'],A) c 6 '  ([z,z '] ,  [x,Y]) 

cl ( A , X 8 )  c6' (X,Y) 

~2 vz c r ( A ,  Cz,xl) c 6 ( Cz,xl ,Y) 

~3 v z c r  (A,x') e 6 (z, CX,YI) 
c4 w, Z '  c r ( A ,  CZ,X'I) t~ 6 ( C z , Z 1 1 ,  [ x ~ Y ] )  

I l  e s t  inunédiat que A '  e s t  simplifié e t  possède l a  propriétée. 

Notons de plus que s i  A e s t  déterministe A' l ' e s t  aussi. En e f fe t  l 'existence 

d 'une quelconque des règles de A '  implique 1 'existence dans A d 'une unique 

règle, par construction méme de 6 ' .  



I l  nous r e s t e  a montrer que T (A) = T ( A t )  . 
Pour ce l a  nous déf inissons  une correspondance en t r e  l e s  configurations de A 

e t  c e l l e  de  A ' .  

Nous dirons  que K correspond à K Nous noterons K <d KA,,  
A A'  ' A 

S i  nous sommes dans un des cas suivants : 

pour tou t  i, X c r U C U M, ai i 
~ C , A ~ ~ V C , Z ~ ~ L J C ~ U M  

22 pour 2 s n 

1 

De cette déf in i t ion  nous pouvons Bnoncer l e s  po in t s  suivants : 

l&L Dans K A t '  t ou t  élément A de I' U C placé immédiatement à gauche 

d'un élément de ( r  u C )  n ' a  pas de s ign i f ica t ion  car il n 'exis te  pas dans 

l a  configuration K correspondante. 
A 



2 e oans K ' : tout élément [xi,x;l de ( r  LJ 1) placé sur l e  p i le  
A 2 

gauche, non au sommet,ou au sommet e t  rencontrant un élément de (r  V C) , 
s ' intréprète came s u i t  : 

Xi e s t  en f a i t  l'élément qui l e  précéde dans KA 

X '  n'a pas de signification car il n'existe pas dans l a  configuration 
i 

correspondante K 
A ' 

&L Dans K A '  : tout élément de l a  forme [x,Y] de ( r  LI C) placé en som- 

met de pi le  gauche e t  rencontrant un élément de r u 1 ' , donne dans K 
A 

X e s t  l'élément qui précéde 

Y e s t  en f a i t  l e  sommet de I l a  p i le  gauche. 

 ans K : tout élément de l a  forme P[,Y] placé en sommet de p i le  
A'  

droite signif ie qu'un f a i t  X e t  Y sont respectivement les sommets de p i le  

gauche e t  droite dans A.  

Ces quatre points suffisent partant d'une configuration de A '  pour 

obtenir une cmfiguration correspondante de A e t  réciproquement. Notons qu'une 

configuration de A '  correspond à une seule configuration de A. 

l e s  flèches 1 e t  2 indique l e  respect du point 3. 

les  flèches 3 e t  4 indique l e  respect du point 2.  

A ne correspond à r ien dans K respect du point 1. 
A' 



les  £leches 1 e t  2 respectent l e  point 4. 

les flèches 3,4,5 respectent l e  point 2 .  

A ne correspond à r i en  dans K respect du point 1. 
A' 

Le lecteur vérif iera aisément que les  règles de A' vérif ie  l es  4 

points énoncés plus haut en e f fe t  : 

on suppose que l e  couple auquel s'applique 6 '  vérif ie  l es  points 1, 2,  3 e t  4, 

nous dirons que ce couple (X,Y) e s t  l e  couple de départ, e t  on constate alors 

que 6 ' (X ,Y)  vérif ie  les quatre points. 

On peut damer l e  tableau suivant : 

Points vérifiés par Points vérifiés par fi 

l e  couple de départ (X,Y) fi c 6 (x,Y) 

- 



Ceci nous permet d'affirmer qu ' i l  y a équivalence, pour toutes 
O O 

configuratiominitiales identiquesdans A e t  dans A'  KA < -> K 
A ' entre 

i n 
2 - 1 (KA' ) iz l*  KA' t KA, c ... c K:, 

i 
avecpour tout  i, KA <-> K 

i 
A '  ' 

I l  su f f i t  alors de remarquer que les  configurations finales de A '  

e t  de A sont les  mêmes, en e f fe t  les  correspondances ne sont définies que pour 

n a l e t Z # A .  

Donc s i  K = [A,Ç],  l a  seule configuration qui lu i  corresponde e t  
A 

KA' = KA = [ A r s ]  par 1, de même s i  KA = [S. A l .  

Ceci nous permet de dire que : T (A) = T ( A ' )  e t  que Tl (A) = Tl (A' ) 

e t  T2(1) = T 2 ( A a ) .  

cqfd . 

el Propriété concernant les  autanates 3 piles de mémoire déterministes. 

Tout automate 3 pi le  de mémoire déterministe e s t  équivalent 3 un 

mitomate 3 pi le  de mémoire déterministe : M = CC, r ,  Q, 6 ,  qo, QF' Zo> 

O 
1 -pour  t o u t q ,  q '  C Q ,  2, Z '  c r ,  y c r*, a e 1 

6(q,Z,a) = (qV,yZ') -> 6 (q',Z',A) = @ 

De plus : 



Démonstration . 

s o i t  1'a.p.m.d M = CC,  r, Q, 6 ,  qO, QF, ZO>. 

Nous allons construire a par t i r  de M, 1'a.p.m.d M' = CC, r ,  Q I ,  6 ' ,  qolQFI Zo> 

+r i f iant  l a  propriété. 

Point 1 de l a  propriété. 

Donnons tout d'abord l ' idée intui t ive de l a  démonstration. 

Après avoir l u  A ou une l e t t r e  a c C sur l e  mot en empilant b Z ' ,  l 'autanate M 

&tant  d6terministe on peut anticiper les mouvements qui suivent par lecture de 

A, jusqu'à ce que so i t ,  on a i t  id6e yZ ' de l a  pile,  so i t ,  qu'on a i t  empilé -- 
yZ en x pouvant dans un é t a t  6, t e l  que ~(;,;,II) = 6. 
D e  cet te  manière on peut toujours s'assurer qu'après avoir f a i t  un mouvement 

en empilant, il n 'y aura pas de mouvement par lecture de A, ces mouvements 

ayant été anticipés. 

Un problème e s t  alors de distinguer les  cas oii M dansses mouvements 

par lecture de A passe par un é t a t  f inal  simplement pour A , passe par un é t a t  
O 

f inal  avec 2 sur l a  pile par A l ,  ou en vidant l a  p i l e  pour A2.  
O 

Un autre problème e s t  de distinguer les cas où M boucle par lecture 

de A .  

Nous présentons a présent l a  construction des éléments de M' : 

Rappelons une notation employée dans [81 

* 
(q, yZ,w) @ (q', y l Z , A )  s i  e t  seulement si : 

* 
A par t i r  de ceci définissons l a  relation & * u * 

(q, y2, W) )-g (q', y ' Z ,  A )  s i  e t  seulement s i  s o i t  (q, yZ, w) ,d (qw,y'Z',A1 

so i t  y ' Z '  = A .  



4 1  

Dans ces condit ions s o i t  : 

O 
A = {y / pour a c C 36(q,z,a) = (qi, y ' z ' )  

e t  

QA = { [ q , ~ ]  / 9 C Q, Y A )  

nous obtenons a l o r s  Q '  e t  Q i  ; pour e k Q e t  p t  É Q : 

Cet te  construction de Q '  e t  Q; va trouver sa j u s t i f i c a t i o n  dans 

l a  const ruct ion de 6', que nous donnons maintenant : 

S o i t  trs une app l i ca t ion  de Q x r* -+ Q '  x r* d é f i n i e  c a m e  s u i t  : 

k - Pour t o u t  (q', y ' z ' )  te l le  que 6(q1, z', A) # # 

a l o r s  trs (q', y ' z ' )  = (e,y) 

A12 - Sinon : 

trs (q', y ' z ' )  = (p t ,  2')  

* - -  - , Y ,  A (q, y, A) 

4 
~ 2 1  - S i  3 (q', y 'z ' .  A) b cg, y, A) a l o r s  : 

- - 
si y  # Zo trs q ,  y ' z ' )  = (qf, Y) (1 

si y  = Zo trs q ,  y ' z ' )  = ([:,y], zo) (2) 

A22 - Sinon : 

trs (q', y ' z ' )  = (i,;). 



Alors 6 '  e s t  obtenu d par t i r  6 de l a  manière suivante : 

O si 6 (q ' ,  z * ,  A )  # 6 

6*(q, z, a) = 6 '  (qfr Z ,  a) = trs (q', y ' z*)  (3 

6'([q,yzl. zo, a) = (9, y;) s i  t r ( q l ,  y ' z t )  = (:.Y) (4)  

I l  reste d vérif ier  que 

1 - M g  possède l a  propriété 1 

Le point 1 e s t  facile à vérif ier .  

ïe point 2 se vérif ie  également facilement, Notons que dans l e  cas 

ou Mboucle,nous faisons passer M '  dans un é t a t  f inal  e s i  M passe par un é t a t  

f ina l  au cours de son mouvement ( A l i ) .  Aucun mouvement n'étant plus possible à 

par t i r  de l ' é t a t  e.  S i  M ne passe pas par un é t a t  f inal ,  nous faisons passer 

M' dans l ' é t a t  p t  qui e s t  un é t a t  puit non f inal  (A12) . Dans le  cas ( A l i )  en 

même temps que nous passons dans l ' é t a t  e nous empilons y ,  de sorte que si 

y = Z ceci assure Tl (M) = Tl ( M I )  . Nécessairement y # A car 
O * 

1 (4't l z ' ,  A )  7 (9 , 7)  , nous préservons donc également T2 (M) = T2 (M ' . 

Dans l e  cas ou M ne boucle pas. S i  au cours de son mouvement par 

lecture de A. M passe par un é t a t  f inal  alors : s i  à ce moment l a  p i le  e s t  

réduite d Z , il faut en tenir  compte afin de préserver Ti (M) = Ti ( M ' )  , c 'es t  
O 

ce qui e s t  f a i t  en ( 2 )  ou nous mémorisons également dans l ' é t a t  l e  contenu de l a  

p i l e  à l a  f in  du mouvement par lecture de A, afin de préserver une é'ventuelle 

sui te  au cas oii l e  mot d'entrde ne se ra i t  pas entièrement lu. 



D a n s  ce cas [q, y 1 e G.  Notons que (4) , assure une éventuelle 

s u i t e  par l ec ture  d 'une l e t t r e  de C ' . 

S i  maintenant passant par un é t a t  f i n a l  y # Z , il s u f f i t  de f a i r e  
O 

passer M '  dans un é t a t  f i n a l  Gf, en empilant l e  contenu de l a  p i l e  à l a  f i n  du 

mouvement dans M .  La s u i t e  éventuelle par  l ec ture  de l e t t r e  de C e s t  assurée 

à l a  l igne (3 ) .  

I c i  l a  présentation de T (M) e s t  automatique. En e f f e t  si M passe 2 - 
par un é t a t  f i n a l  en vidant  l a  p i l e ,  c ' e s t  que nécessairement : q = qF e t  - 
y = A par déf in i t ion  de e-;. e t  é t a n t  donné que M ne peut plus f a i r e  de 

d 
mouvement si s a  p i l e  e s t  vide : l a  l igne (1) s u f f i t  donc à assurer 

T2(M) = T2(M1) .  

Remarquons enf in  qu 'à  l a  l igne  (3 )  on ne peut avoir 

t r ( q 8 ,  yz ')  = ( [G,Yl ,  Zo) c a r  3 v e I'* t e l  que z '  = Z v, nous ne pouvons donc 
O 

nous trouver dans l e  cas de l a  l igne (2) .  Z marquant l e  fond de p i l e  e t  ne 
O 

pouvant s e  trouver à l ' i n t é r i e u r  de l a  p i l e .  Ceci e s t  très important car on 

aurai  t 

e t  Q' ne s e r a i t  pas nécessairement un ensemble f i n i .  

cqfd . 



CHAPITRE II 

RELATIONS E X l S T A N T t S  ENTRE 

LES AUTOMATES A P 1 LES COMMUN 1 CANTES 

ET LES PRINCIPAUX AUTOMATES CONNUS 



1 NTRODUCTION 

I l  s ' ag i t  dans ce chapitre de montrer l'équivalence qui existe 

entre l es  diverses automates à piles comnunicantes e t  les  autcaates classiques. 

Nous allons procéder d'une manière assez analogue pour chacune des 

parties de ce chapitre : 

- Rappel des définitions concernant l'autanate classique 

- Définition d'automate associé , s o i t  1'a.p.c associé à l'autanate 

classique s o i t  1' inverse 

- Définition de ce que nous appellerons les configurations 

correspondantes, cette définition met en rapport l es  configura- 

tions des deux automates considérés 

- Lenme des "mouvements correspondants" il montre que les  deux 

autanates peuvent "se suivre" aux travers de configurations 

correspondantes 

- Théorème de "1' inclusion1' 

18616ment important e s t  a chaque fois  l a  construction de l'autanate associé, 

e t  les  r6sultats sont toujours des conséquences directes de l a  construction. 

. Nous ne dneronç donc pas toujours, les  d6monstrations à leur terme , celles-ci 

faisant appel a des procédés classiques sans in térê ts  pour eux mêmes. 

Nous laissons au lecteur l e  soin e t  l e  p la is i r  de les achever dans leurs 

m~j .nd res  d r tn l l s .  

1 1 ,2 AUTOMATES A P I  L E S  COMMUN1 CANTES E T  MACH I NE D E  TURING 

al ;>oscnons tout d'abord l a  définition d'une machine de Turing : M T  

Une machine de Turing e s t  un quadruplet < C f  Q, 6, qo> 

C  e s t  un alphabet f i n i  

Q e s t  un ensemble f i n i  appelé ensemble des é ta t s  



exemple : 

6 est une appl ica t ion de Q x ( C  U (BI)  dans l e s ~ p a r t i e s  de 

Q x ( C  LJ {BI) CI Q x (-1,+1) ou B est  un symbole s p é c i a l  

appelé blanc, on notera  : BB = E U {BI 

qo c Q, é t a t  d i s t ingué  appelé é t a t  i n i t i a l .  

Une configurat ion K d'une machine de  Turing e s t  un mot te l  que : 

K = uqv 

Nous di rons  que K d é r i v e  directement de K nous noterons : 
2 1 

dans chacun des c a s  suivants  : 

1 - Ki = uqav K2 = uq 'a 'v  

S i  ( q l , a ' )  c 6(q ,a)  

Ki = uqav K2 = u&v 

s i  (q',+l) e 6 (q,a) 

3 - ,  KI = abqav K2 = uq'bav 

s i  (ql,-1) c 6(q,a)  

Ki = qav Ks = qlBav 

s i  (ql,-1) c 6(q,a)  

Ki = uq K2 = uq'a 

s i  ( q l , a )  c 6(q,B) 

K1 = uaq K2 = uq'a 

s i  (ql ,-1)  c 6(q,B) 



>k 
On désigne par c- l a  c lature  reflexive e t  t r ans i t ive  de -. 

Nous pouvons maintenant donner l a  déf ini t ion du langage accepté par une machine 

de Turing. 

Nous noterons T(MT) l e  langage accepté par une machine de Turing MT : 

T(MT) = (w c C* / 3q c: Q, u, v c B x c c B t e l s  que 
3; 

qow k- u q v  e t  6 (q.x) = 0) <. 

b) Nous allons montrer que l 'on peut associer à toute machine de Turing M un 

automate à p i l e s  canmunicantes qui reconnaisse l e  même langage que Ml. 

Nous donnons d'abord l a  construction de A à p a r t i r  de M I  nous 

cornenterons ce t t e  construction après. 

So i t  une machine de Turing M = < C f  QI  6. qol QF> nous dirons qu'un 

automate à p i l e s  connnunicantes A = <rA, CA, MAI F > e s t  associé à 
6A' A 

MT s i  : 

3 - 
M~ 

= } c 'est-à-dire Ig = Id = # 

5 - 6 e s t  obtenu a p a r t i r  de 6 de l a  manière suivante : 
A 

pour tout  X c C '  U {BI, tou t  q e Q 
A 

a - S i  (-1.q') c 6 (q,X) alors : 

al (A,qrx) c 6A(q,X) 

a2 (q# ,Bx) c 6A(q,rX) 

de p l u s e s i  X = B (B é tan t  l e  blanc).  



D e  plus si X = B 

De plus si X = b 

e - e l  s i  ( - l I q l )  e (qoIX) alors (qitBX) e 6 A ( X ~ ~ )  

e'l de plus s i  X = B alors (4; .B#) E S A ( # # # )  

e2 s i  (+l ,qS)  e (qo,X) alors (X ~ ' I A )  c d A ( # . X )  

e '2  de plus s i  X = B alors (q; ,BI) c 6 A ( # t # )  

e3 s i  (xV,q ' )  c 6 (qoIX) alors (q/ I X ' )  f 6 A ( # ~ X )  

e83de plus s i  X = B alors ( q j , ~ ' # )  c 6A(#t#) 



f si S ( q , x )  = 6 a l o r s  6 (q,X) = { (Ax, A) 1 
A 

e t  6A(q#,X)  = { (A,Ax) 1 

de plus  si X = B a l o r s  6 (q,  # )  = { (A <Ax) 1 
A 

e t  6A(qy ,#) = { (A,AX) 1 

c) Nous a l lons  à présent  donner l a  dé f in i t i on  de ce que nous appellerons des 

configurations correspondantes, 

Définit ion qui e s t  cohèrente avec l a  construction. 

Configurations correspondantes e t  configurations de t r ans i t i ons .  

Nous dirons que deux configurations K dans M e t  K dans A sont  corres-  
M A 

pondantes s i  l ' on  s e  trouve dans un des  cas suivants : Nous noterons 

- K pour t o u t  a c L ,  q e ~ / { q ~ 1 ,  w c t*, w 1  e L'*. 
A 

Une configuration de A se ra  d i t e  de t r ans i t i on  s i  e l l e  e s t  d'une des foraies 

suivantes pour q r Q, W. w '  e $ 

- [ w , ~ v ' # ]  - [WAU,W'] - [w,AxI 

d) Nous avons a l o r s  l e  lemme : 

Pour tou t  couple de configurations correspondantes K A dans A e t  

li, dans M, i l  y a équivalence en t r e  

1 - 3% t e l l e  que li, + 5 -> ]KA t e l  que 

n 
K' u e t  KA +- K i  avec n=l ou n=2. 

A 



2 - 3 t e l  que K' ne s o i t  pas de t r an s i t i on  e t  
A 

n + K 1 ou 2 - 3 ~ '  t e l l e  que K i  <-> K '  
M A 

Preuve. 

On a f a i t  en so r t e  que 1'a.p.c s o i t  capable de "suivre" dans s e s  

mouvements l a  machine de Turing. Dans l e s  deux cas pour décider du mouvement 

à effectuer  nous avons l a  connaissance de 2 éléments qui son t  l ' é t a t  e t  l e  

symbole é c r i t  sur l a  bande pour l a  machine de Turing. Nous conviendrons de f a i r e  

f igurer  l ' é t a t  au sommet de  l a  p i l e  gauche, e t  l e  symbole de  l a  bande de lecture  

sur  l a  p i l e  d r o i t e  dans 1'a.p.c associé à M. 

Nous pouvons a lors  nous trouver dans l e s  s i t ua t i ons  que nous sch6matisons d'une 

manière classique de l a  façdn suivante.  

Dans A 

C-G~,XD-J 

TY 
dans M nous avons t r o i s  p o s s i b i l i t é s  de mouvement q u ' i l  f a u t  simuler dans A 

A l  - Mouvement sur l a  d ro i t e  avec changement d ' é t a t  

Dans M Simulation dans A 

I-GXQ' , D-1 

donc : (Xqf,A) e âA(q,x) (voir  (b) 

(+ l , q ' )  c 6(qrX) 

A2 - Mouvement su r  l a  gauche avec changement d ' é t a t  

Dans M Simulation dans A en 2 temps, en passant 
par une configuration de t rans i t ion .  

[ -c ,q lx~- l  I- C q '  ,GXD-1 
donc (A,q'X) c ôA(q,X) (voir  (a) ) 

pour l e  premier ;mouvement e t  

pour l e  deuxième mouvement 



A3 - Pas de mouvement, changement de l a  l e t t r e  sur l a  bande e t  de l ' é t a t .  

Dans M Simulation dans A 

C-w' ,x'D-1 

donc : (q' , X 1 )  e 6 (q,X) (voir (c) ) 

Nous remarquons que dans aucun de ces t ro is  cas nous avons emplqé 

de mouvements croissants dans A. Nous allons voir deux cas où. i ls  sont indis- 

pensables. 

Supposons que M e t  A se trouvent dans l a  configuration suivante : 

Dans M Configuration associée dans A 

I l  e s t  f ac i l e  de voir que de t e l l e s  configuratiomsont a t te in tes  par 

éventuellement une sui te  de mouvements (A21 

faisons fa i re  dans M un mouvement sur lagauche il vient : 

Dans M 

s o i t  - 1  c 6 (q,X) => par (a2)  (q; ,BX) e 6 (q 
A # 



De même pour l e  cas : 

Dans M 

[ - G 2 G 1 ~ i x # l  

Dans A 

Faisons f a i r e  i c i  un mouvement sur l a  dro i te .  

s o i t  (+l ,q ' )  c 6 (qIX) s o i t  (Xq,A) c 6 A (q,X) (voir (b) )  

On constate donc que l e  symbole # do i t  i c i  ê t r e  l u  comme é tan t  un 

symbole blanc B (voi r  les  règles a3, a4, b3, b4, c3, c4, e ' l ,  e'2, e'3) . 

S i  M effectue à nouveau.. un mouvement sur l a  dro i te  il vient  

s o i t  (+ l ,q ' )  c 6(q1B) 

[ - G ~ X ~ '  .B#I 

s o i t  (q' , B#) c $(q,#) (voir b3) 

i c i  encore nous avons u t i l i s é  un mouvement croissant.  

Nous avons procédé par configurations correspondantes dans M e t  

dans A, l a  construction de A e s t  étudiée pour que partant  des configurations 

i n i t i a l e s  A puissent suivre M I  l e s  deux automates ayant des évolutions paral lè-  

l e s  au travers de configurations correspondantes. Plus précisément : 

Le sch6ma de l a  démonstration, qui ne présente pas de d i f f i cu l t é s  

mais qui comporte un cer tains  nombre de cas a envisager en plus de ceux déjà vus 

e s t  l e  suivant. Nous dirons que deux configurations sont c i , o  6 i < 2. 
Si l 'une dans M e t  l ' au t r e  dans A sont correspondantes d'après l e  point i de l a  

déf ini t ion.  Nous allons exhmer tous l e s  passages possibles de 2 configurations 

c i  vers 2 configurations c j ,  en indiquant x l e s  règles c i  de l a  construction qui 
i 

ont  permis l e  passage, nous noterons c i  - > c j .  



Pour cela  nous écrirons, Cint (configuration intermédiaire) toutes 

configurations dans A du type [w,qwll, c'est-à-dire ayant un élément appartenant 

à Q au sommet de l a  p i l e  dro i te .  

Nous obtenons l e s  graphes suivants : 

constatons que toutes l e s  règles de l a  construction sauf f e t  g ~ o n t  u t i l i s é e s  

en e f f e t  ces règles permettent lorsque l e s  deux automates se  trouve dans deux 

configurations c i ,  e t  qu'aucun mouvement n' e s t  plus possible dans M ce qui 

veut d i r e  que M s e  trouve dans une configuration f ina le ,  d '  amener A dans une 

configuration f ina le .  

cqfd . 

e) U n  corol la ire  du lemme précédent 

C o r o l l a i r e .  

A c h a q u e  mouvement m e n a n t  d a n s  M d ' u n e  c o n f i g u r a t i o n  i n i t i a l e  

à u n e  c o n f i g u r a t i o n  f i n a l e  c o r r e s p o n d  d a n s  A un mouvement p a r t a n t  d e  l a  

c o n f i g u r a t i o n  i n i t i a l e  c o r r e s p o n d a n t e  e t  m e n a n t  à u n e  c o n f i g u r a t i o n  f i n a l e  

e t  r é c i p r o q u e m e n t .  



Preuve. 

Nous pouvons enoncer, comme une extention du lemme précédent 

pour t ou t  w c il y a équivalence en t re  : 

* 
1 - 3 Cqo,w#l C [uq,avl dans M, a c Z B U  { A )  

2 - l a  c LB U '  c I* t e l s  que u = au' e t  : B * 
C#,w#l + [a #uuq,av#1 dans A ou u = A e t  : 

i'c 
C#,w#l + Cq#,avl dans A 

En e f f e t  si Cuq, avl e s t  f i n a l  dans M, c ' e s t - a d i r e  si 6 (q, a) = fi 
nous avons d'après l e s  règles  (f) , qui prévoient tou t  l e s  cas  p o s s i b l e  : 

Ceci plus  l e s  reg les  (g) ,  assure dans A, dans les deux cas de 2, 

l e  cheminement vers  l a  configuration [A,Ax1 qu i  e s t  f i n a l  dans A. 

Réciproquement, il s u f f i t  de constater que : 

si  e t  seulement si 

l q  e Q, u, v e E>k t e l s  que : 6A(q, "'Y ) = (Ax, N (1) 
B 

ce qui  assure l 'exis tence dans M du mouvement : 

>k 
[qo,w#l î-- [uq,vl avec 6(q,(11v) = 4 

cgfa. 

(1) ( ' I V  e s t  l a  l e t t r e  l a  plus  à gauche& v s i  v # fi, e t  vaut A s i  v=l. 



Ce qui nous permet d'énoncer l e  théorème, qui en e s t  une 

conséquence directe. 

La &aae des langages heconnus patr une machine de T d n g  at 
i n m e  d m  l a  dabae des  langages heCOnYLub pdrr un a.p.  c .  

f )  Nous pourrions aisément montrer, d'une manière identique l a  réciproque 

du théorème précédent. Ceci ne présentant aucun intérêt ,  nous évoquerons 

l a  Thase de Church 1171, pour affirmer l a  réciproque du résultat  précédent. 

Nous pouvons donc énoncer l e  théorème. 

Théohème . 

La & a h  e de6 langages teconnu patr les a.p.  c, cohaide avec 
la &adde des langages hécumivement énwnéhabl~.  

1 1 , 3  AUTOMATE A P I  LES COMPUN 1 CANTES BORNEES ET AUTOPATES L I  NA1 - 
REFIENT BORNES, 

a) Donnons l a  définition d'un automate 3 mémoire linéairement borné abrégé 

M.L.B.  

Un automate linéairement borné M .L.B e s t  un quintuplet 

M.L.B = <C, Q, 6 ,  qo, QF> où : 

1 - C ensemble f in i ,  alphabet des mots, contenant un symbole distingu6 # 

2 - Q ensemble f i n i  d 'é ta t  

3 - 6 application de : Q x C dans les; parties de Q x C/{# U Q x (-1 , + I l  

4 - qo e Q é t a t  distingué appelé é t a t  f inal  

5 - QF 5 Q ensemble des é ta ts  finaux 



Nous avons de p l u s  s u r  6 les deux r e s t r i c t i o n s  su ivantes  : 

$q e Q Jq '  c Q I  3 a  c C t e l s  que : 

Une conf igura t ion  d'un autcmnate a mémoire l inéairement bornde K 

est un mot de 

c*~c*#O (1) 

Nous d i r o n s  qu'une configurat ion K dér ive  directement d'une 
2 

configÙration K Dans l e s  t r o i s  cas  suivants .  : 
1 ' 

1 - K~ = uqav K2 = uq 'a 'v  

s i  ( q ' , a t )  c 6 ( q I a )  

2 - K1 = ubqav K2 = uq'bav 

si (q',-1) c 6 ( q I a )  

3 - K1 = uqav K = uaq'v 
2 

si  ( q l , + l )  c 6 ( q I a )  

Remarque : 

D'après l a  règle 3) de l a  d é f i n i t i o n  nous cons ta t ions  qu'éventuel-  

lement l e  marqueur # peut  être e f f a c é  m a i s  q u ' i l  ne p e u t  jamais appara î t r e  

a i l l e u r s  qu'en f i n  de mot. 

De l a  même manière que pour l a  machine de Turing nous noterons * 
KI + K2< e t  + l a  c l d t u r e  r e f l e x i v e  e t  t r a n s i t i v e  de  +. Nous pouvons 

d é f i n i r  le langage reconnu par un M.L.B no té  T(M.L.B). 

:t 
T(M.L.B) = {w c E '*/3uIvI i q  E Q' t e l s  que : qow#d i- -VI 



Un automate à mémoire linéairement borné e s t  une machine de Turing 

dont l a  "tête" e s t  as treinte  à se déplacer dans une zone de longueur égale au 

mot w qui e s t  analysé, nous pouvons donc l u i  associer un automate à pi les  

communicantes bornées, c'est-à-dire dont l a  largeur globale des 2 p i l e s  e s t  

décroissante au sens large. Notons que ce t t e  déf ini t ion e s t  en tou t  point 

équivalente à ce t t e  donnée dans [151 . I l  e s t  immédiat que 1 'on peut se  passer 

de marqueur de debut de mot dans l e  cas non déterministe comme dans le  cas 

déterministe, nous nous passons de ce marqueur pour rendre plus c l a i r e  l a  

simulation d'un M.L.B par un a.p.c.b que nous abordons maintenant. 

Nous dirons qu'un automate à p i l e s  communicantes bornées 

A = < T  A t  CA' MAI 6AI F > e s t  associé à un automate linéairement borné 
A 

M.L.B = < C ,  Q I  6 ,  qoIQF> si 

3 - MA = {qoI#dl c 'est-à-dire # = qo e t  # = # 
4 d 

5 - 6 e s t  obtenu à p a r t i r  de 6 de l a  manière suivante : 
A 

A - pour tout  q b Q F 

a) S i  ( q l , + l )  c 6 (q,a) alors : 



B - S i  q c QF alors : 

(Ax.A) = 6 A ( q , x )  si  x / Tr (Yd) 

c) L a  considération de configurations que nous dirons correspondantes dans A e t  

M éclairera l e  pourquoi de cet te  canstruction,- 

Nous dirons que deux configurations KA dans e t  KM dans M sont 

correspondantes si : 

nous noterons K <--> K 
A M. 

Un cas part iculier  sera l e  suivant : 

l a  correspondance e s t  i c i  particulièrement simple. 

Les règles a) e t  c) permettent de manière tout a f a i t  c la i re  à 

1'a.p.c.b de suivre l e  M.L.B, de même que les  regles b) associées à d l .  

Les règles B- e t  C- permettent 1'a.p.c.b de passer dans une 

configuration finale lorsque l e  M .L.B es t  dans une configuration finale es t  

ceci d'une mani&re simple. 



I l  e s t  tout aussi évident qu ' i l  existe une correspondance entre 

les mouvements dans A e t  dans l e  MLB. 

d 1 D'où l e  théorème : 

A $O& ~ o m ~ e  k!inéaihement borné on pe& a ~ ~ o & e / r  un a.p. c .  b  
q u i  k e c o n n d h e  l e  même h g a g e ,  d e  p l u  il h m  d é t e m i n h X e  h i  4 'autamlrite à 

mémaite finéaihemenX borné l '  ~ A X .  

Démonstration. 

Nous laissons au lecteur l e  soin de constater que dans les 

déta i ls  l a  construction précédente convient. 

Notons que pour l e  cas déterministe : nous avons pr is  l e  part i ,  

lorsque M passe par une configuration finale de fa i re  évoluer A vers une 

configuration f inale i c i  C A , A  ] par les règles B- e t  C-.  ans ce cas si 
X 

M ne bloque pas ce qui e s t  possible. A ne " s u i t "  plus M .  En e f fe t  .les 

cas A- e t  B- s'excluent s i  q c Q , nous opérons (A ,A) c 6 (q,x) par B-, 
F x A 

même si 1 (q' ,e) , (q' ,e) c 6 (q,x) . 

Par ai l leurs il e s t  immédiat que : 

16 (q,x) 1 = 1 -> I ~ ~ ( q , x )  1 = 1. 
cqf d . - 

e) Nous allons 3 présent é tabl i r  l a  réciproque de l a  propriété précédente 

3 savoir que l'on peut associéri3 tout a.p.c.b A un M.L.B qui reconnaisse l e  

même langage. 

Nous procédons comme pour l a  propriété directe. 

NOUS dirons qu'un M.L.B, M = <CM, QM, dM, qo, QA> e s t  associe i3 

un a.p.c.b A = <r ,  C ,  M I  6 ,  F> simplifié, possédant les propriétés Pl 

e t  P2 : 



5 - 6 e s t  obtenu à partir de 6 de l a  mani6re suivante : 
M 

b) S i  (A,atb') c 6(a,b) alors : 

C )  S i  (a'  , A )  c 6 (a,b) alors : 

s i  b b Tr(Xd) (qa' , @ )  e R(qafb)  (c i  

si b e T r ( l d )  (qFf@) E \(qa.b) (c2) 

d) S i  (A,at)  e 6(a,b) alors : 

< 
si a d  T ~ ( #  1 ,  (qa t ,@)  e 6M(qa,b) (dl 

g 

s i  a e T, ( #  1 , (s, @) c GM (qarb) (d2 
Q 



Le l e c t e u r  v é r i f i e r a  aisément que les p r o p r i é t é s  P l  e t  P2 ne 

r e s t r e i g n e n t  pas l a  g é n é r a l i t é  de la d é f i n i t i o n  , e t  conserve éventuellement 

le  déterminisme. 

f )  Nous a l l o n s  à prdsent  donner l a  d é f i n i t i o n  des  configurat ions correspondantes 

l dans A e t  M.  

Nous d i rons  que deux conf igura t ions  KA dans A e t  I(M dans M s o n t  

correspondantes e t  nous noterons K 
A 

KM. S i  nous nous trouvons 

dans un des 4 cas su ivan t s  : 

1 - K1 = [ X g f ~ X d l #  % = q #  wXd 

pour t o u t  w c 'Y* 

+ f <  
tou te  conf igura t ion de K pour l aque l l e  l ' b t a t  e s t  marqué s o i t  qai  qai q , 

M a 
o u p o u r  l a q u e l l e d e s  éléments @ s u b s t i s t e n t e n t r e  , e t u  s e r a d i t e  

't, k+ 1 in termédia i re .  

Lemme. 9) - 
A tout  couple de configuration de A, K e t  K i ,  t e l s  que 

A 

KA KA on peut associer  derimanière unique u n  couple d e  configuration dans 

M, KM e t  non intermédiaires t e l l e s  que : 

e t  réciproquement. 



Démonstration. 

La forme des règ les  de  M ,  permet de déterminer pour chacune 

d ' en t r e  e l l e  l a  règ le  de A dont e l l e  e s t  i s sue  e t  cec i  de manière unique, 

en e f f e t  : 

Va, b, a ' ,  b '  

-h 
(qbl , a ' )  c 6 (q ,b) ne peut provenir que de (a' ,bg,A) e 6 (a,b) il en e s t  de  a 

même pour l e s  ( b l ) ,  c) e t  dl de l a  construction. 

Les autres  règles  de l a  construction n ' é t an t  l à  que pour assurer  

dans M l e  cheminement vers une configuration qui ne s o i t  pas de  t r ans i t i on ,  e t  

qu i  permettent l 'établissement d'une correspondance avec une configuration de A .  

Nous t r a i t e rons  donc l a  propriétd d i r e c t e  e t  l a  propr ié té  réciproque 

en meme temps, sans l e  p réc i se r  pour chaque cas. 

Notons que l e s  cheminements par  é t a t s  marqués son t  nécessairement 

déterministes.  

S o i t  KA = ru1 ... uk, u,+~ ... u 1 e t  l a  configuration correspondante 
n 

KM = +*u1 +* . . . +*q u , + ~  O* . . . +*un+*. 
'=k 

Nous al lons  envisager toutes  les poss ib i l i t é s  de  mouvement a 
p a r t i r  de K 

A'  

Règles a)  (~$u;+~. ) E (uk. \+l) 

1 Ce qu i  nous donne dans A : 

KA 
b KA = [u1u2 . . . uI; 1$+1, u,+~ . . . un] 

il v i en t  dans M 

1 
% t- = Pu1(* . . . +%, ui+* . . . +*un+* par ( a l )  

k+l 



1 2 
K~ + M~ = 4 * $ 4 ~ ; + ~  O* par (a21 

Nous avons bien K i  <-> S. 

2 Dans l e  cas d 'application d'une règle  a ) ,  s i  \+l ... \ = A 

K i  = rul . . . U '  , A l  configuration dans laquel le  A bloque. 
k+ 1 

Notons qu 'a lors  par  l e s  règles  (a2) e t  ( e l )  , M évolue vers  

I j ; = ........ configuration dans laquel le  M bloque également. 

X Règles b) (A,  5 u '  E G ( % , u ~ + ~ )  
k+ 1 

1 Ce qu i  nous donne dans A : 

KA 
+ KA = ru1 . . . \-l, $%+1 Un] 

I il vien t  dans M : l 
+- K: = +*ul+* ... ... o* un on par (b1) 

1 
KM + K: - u ~ - ~  $*: QU;+, m* par (b2) - -  

"k 

4*\uk-l 07k$+1 4* par (e2) 

par (e3) 

i c i  encore KA <-> S. 

2 De &e que préc6demment, s i  i c i  u ... \-l = A, 1 
K i  = [A,ui ... uni e t  KA = 

%-1 
A *  ... plus aucun mouvement n ' e s t  possible  n i  

dans A n i  dans M. 



Règles (c l )  ($,A) c 6 ( u ~ , \ + ~ )  

ce qu i  nous donne dans A : 

il vien t  dans M : 

U Règles (d l )  c 6 ( ~ ~ , \ + ~ )  

ce qu i  nous donne dans A : 

il vien t  dans M : 

1 % + 5 = m*u1 m* . . . uk-l m*k om*%+2m* . 
+ 1 

par ic) 

par (e3)* 

6 & < =  m*&$+luk-i m'YI*2 m* pa r  (e2)* 

2 
K~ +- K; = (*\ 1Uk+~4* par (e3) - 

Règle (d2) Pour lu1 = Ivl = 1 

S i  KA = [u,v], configuration qu i  correspond B K = (*puvmn dans M. 
M 

Alors une r èg l e  (d2) e s t  applicable. Notons que si K = [u ,wl  . . . vnl , 
A 

(d2) ne peut s e  produire, c a r  A possèdant l a  propr ié té  P2 : 

A ,  c 6(a,b) -> a l T ( #  ou ( a *  e I? e t  b c T , ( # ~ ) )  . 
r g  

Il vien t  : 

si (A,a1) c 6 (u,v) a lo r s  (qF,@) c 6 (x,v) 



.. 
donc : 

KA = [u,vl + [A,a'l avec a '  c F 

e t  

= =(*%Y$* C $r%$* qui e s t  f inale 

U R%le (c2) Pour I d =  Ivl = 1. 

S i  KA = [u,vl, configuration qui correspond a K = $*SV$* dans M. 
M 

Alors une règle (c2) e s t  applicable. I c i  encore notons que s i  

KA = ru1 ... u u. VI , (c2) ne peut se produire, car A possédant l a  n 
propriété Pl 

I l  vient 

si a '  c 6 (u,v) alors  (qF,@) e 6 (<t,v) 

donc : 

KA = CU,V] t-- Ia1,A1 avec a '  c F 

= $*SV$* F $*%$? qui e s t  finale 

Remarquons que tous les  mouvements qui dans M permettent d'atteindre 

une configuration qui puisse ê t re  mise en correspondance avec une configuration 

dans A sont déterministes. 

11 e s t  immédiat par l a  construction que l'on a : 

Nous pouvons énoncer l e  théorème dont nous laissons au lecteur 

l e  dé t a i l  de l a  démonstration. 

A t a &  a.p.c.6 ( J L ~ A ~ .  déte tunidte)  on peut asbocia un M. L.8 

( t re~p .  d&tetuninibte) q u i  aeconnahae Ce même Langage. 



h) Les théorGmes énoncés en d) g) peuvent se résumer un seul. 

Le6 aLLtomateb à p i l e 6  comndcavLte.6 bornée6 b o n t  é q u i v d h  

aux aLLtomate6 finéahetnent b o r n a .  

II ,4 AUTOMATE A P I  LES COMMUN1 CANTES NON EXPENSIVES A DROITE 

ET AUTOMATE A P 1 LE DE MEMO 1 RE 

Nous commençons par rappeler l es  définitions des automates à 

pi le  de mémoire. Définitions que l 'on peut trouver dans C81. 

a) AUTOMATE A PILE DE MEMOIRE DEFINITION , PROPRIETES 

Un automate a pi le  e s t  un septuplet M = < C f  ï ,  Q ,  6 ,  qor Q ' ,  Zo> 

C e s t  un alphabet, alphabet d i t  d'entrée 

r e s t  un alphabet, alphabet de pi le  

Q ensemble f i n i  appelé ensemble deétats 

6 e s t  une relation f inie (Q x r x CO) x (Q x r*) 
nous noterons (q,y) c G(q,Z,a) (1 1 

qo élément distingué de Q, é t a t  i n i t i a l  

Q' sous ensemble de QI ensemble des é ta t s  terminaux 

Zo élément distingué de r , appel6 borne de l a  pi le .  

Une configuration d'un autanate a pi le  sera un t r i p l e t  

on d i t  que K2 dérive directement de K dans chacun des cas suivants : 
1 

nous noterons K K2 1 

(1) Cette disposition des éléments dans l e  t r i p l e t  e t  dans les  configurations 

a é té  choisie pour sa  plus grande similitude avec les  configurations dans les  ned 

où le  mot d'entrée e s t  sur l a  p i l e  droite.  



* 
Soit )- l a  clôture réflexive e t  transitive de +. 

A un automate on associe l e  langage d i t  reconnu par ce t  automate, nous l e  note- 

rons T(M) : 

T(M) = (w e C* / jq e Q' e t  y c r* t e l l es  que : 

A l ' intérieur de l a  classe des langages reconnus par un autanate 

à pile,  de nombreuses sous classes ont é té  définies, qui correspondent à des 

formes particulieres de 1 'autanate. 

On d i t  qu'un autanate e s t  déterministe s i  : 

so i t  6 (q,Z,A) a un élément e t  Va o C 

6 (q,Z, a) = @ 

nous noterons a .p .m .d comme abréviation d '  automates à pi le  de mémoire détermi- 

niste. 

b) I l  s 'agi t  donc de simuler un A.P .M par un n.e .d. Dans un A.P.M nous avons 

accès pour déterminer l a  configuration suivante de 1' automate à t ro is  éléments : 

un é t a t  élément de Q une l e t t r e  ou l a  chaine vide élément de C o ,  une l e t t r e  

élément de C' ,  dans un n .e .d nous n'avons acces qu' aux deux sommets de pi les .  

Nous choississons de placer en sommet de p i le  gauche des éléments 

de Q x r* e t  en somet de p i le  droite des éléments de C , nous aurons donc 

les  configurations de l a  forme : 

C-(q,yz),a-1 dans l e  n.e.d 

[q, - y~,a-l  dans 1'A.P.M. 



Came précédemment nous a l l o n s  d é f i n i r  un n.e.d A associé  à un 

a.p.m, m a i s  nous imposons à 1 'a .p  .m, de  ne jamais l ire l a  charne v ide  s u r  l e  

mot d ' en t rée ,  p r o p r i é t é  q u i  ne r e s t r e i n t  pas l a  g é n é r a l i t é ,  e t  q u i  e s t  

démontrée dans FI81 . 

Nous d i rons  qu'un n.e.d A = <FA, CA, MA, 6*, F  > est associée  à 
A 

un a.p .m M possédant l a  p r o p r i é t é  su ivante  : 

si  M = < C l  r, QI  6, qo, Q ' ,  Z > nous avons : 
O 

1- CA = C 

2- S o i t  : 

E = iv/3q,qg c Q I  a  e C l  Z s i', u  c I'* tels que : 

(qu1vu)  c 6(q,Z,a)  1 

Alors : 

3- MA = {(qO,Zo),#? i .e # = (qo,Zo), #d = # 
g 

4- F~ = { A ~ I  

5- 6  est  obtenu à p a r t i r  de 6  de l a  manière su ivante  : 
A 

+ 
pour t o u t  q ' ,  q  cQ,  y '  c r , Z c i', a  c C 

a )  S i  ( q ' , y ' )  c (q,Z,a) a l o r s  : 



b) S i  (ql,A) e (q,Z,a) alors : 

VY c E ( ( q ' , ~ )  , A )  e 6A((q i~Z) ,a )  

cl & A (  (q, A)  , a) = ( A ,  (q, a) 

c2 6 A ( ( y ) ,  (q,a)) = ((q,y) ,a) 

Dans ce qui précéde, nous convenons que ( A )  = A. 

C) Donnons à présent l a  définition des configurations correspondantes. 

Nous dirons que deux configurations K dans A e t  K dans M sont 
A M 

correspondantes nars noterons K A  <-> K s i  e t  seulement s i  
M 

avec Y1 - * -  Y,  et y, # A 

Notons que l a  configuration i n i t i a l e  (q , Z  ,w) correspond dans A à 
O O 

[(qO,zo) . w # l .  

Toutes configurations de A I  ayant un élément de l a  forme (q,A) 

en sonnet de p i le  gauche ou (q,a) en somnet de p i le  droite sera d i t e  inter- 

médiaire. 

Pour tout  couple de configurations correspondantes non in te rmédia i re  

K dans A e t  KM dans M i l  y a  équivalence en t re .  
A 



1 - IK' non intermédiaire, e t  ne contenant pas A t e l l e  que 
A x 

pour n = I ou 2 K~ + KA 

2 3 ~ '  t e l l e  que K~ I K i  

de plus 
A s <-' 

Démonstration. 

Nous allons envisager l es  cas possibles de couple de configurations 

K e t  5 correspondantes e t  les  mouvements possibles à par t i r  de ces configura- 
A 

tions . 

Nous ne préciserons pas à chaque fois  que K' <-> KA l e  lecteur M 
l e  vérif iera aisément. 

Notons que l a  cas : 

KM = (qi Y1 . . . ynZ, A ) ,  KA = [ ( y I )  . . . (9, ynz) ,#] 

n'est pas à envisager i c i ,  car il donne naissance dans A à un élément A si 
X 

q '% Q ' .  

CAS 1. - 

a par a) de l a  construction : 

ri par b) de l a  construction : 



CAS 2 .  5 = (q, y1 . . . ynZ, aw) , KA = [(yI)  . . . (Y,) (q,Z) ,aw#l 

3 par a) 

* (9'1 Y1 --  Y n Y 1 r w )  
= r; 

( (y1 )  ... y , y ,  = K '  car ( A )  = A A 

Il par b) 

5 . (q', y1 0 . .  Yn,w) = 

Soit a w = w, notons que si w = A, l e  symbole # figure sur l a  p i l e  
1 1  

droi te  qui dmc n 'es t  en aucun cas vide. 

11 vient par (cl)  e t  (122) 

Notons que si yl . . . yn = A, M bloque dans l a  configuration : 

[q', A, w l  e t  A dans l a  configuration : [A, (q' ,a l)  w l # l  

cqfd . 

el Corol la i re .  

Pour tout  mot w c C* on a  : 

I l  ex i s t e  une s u i t e  de configuration ( ~ . ) i = o  de M t e l l e  que 
1 

K = [qo, z , w l  e t  pour g +z Q' Kn = [qp, YZ, A l  e t  Ko t- K1 i-- . O -  + K n  
O O 

s i  e t  seulement s i  i l  e x i s t e  une s u i t e  de configuration 
P 

C i  O ,  n de A t e l l e  que : c0=r (qo,Z,), w#l e t  



Démonstration . 

Nous avons came conséquence du lemme précédent : 

* 
[qo, zo, WI e [qF, Y %  A l  = K~ 

* 
s s i  [ (qo,zo) , w#I +- [(y1) . . . (yk . . . (qF,yk d ,#l = Cn, 

avec q c Q ' .  
F 

Comme q c Q' l e s  règles d) assurent dans A l e  mouvement 
F 

;k 
c ,  + [ A #  AX1 

ceci de manière déterministe . 

La condition e s t  de ce f a i t  suffisante. 

La condition e s t  nécessaire en e f fe t  : 

* 
si 1co t-- [A, Ax1 alors 1cn t e l l e  que : 

* 
Co + c n = [(y1) ... (ql yn Z) ,#l [A, Ax1 

avec q c gF ~ 
* 

donc + [%, yz, A l  avec y l * * -  Yn = y conséquence du lemme 

f) Ceci nous permet d'énoncer l e  th6orème, conséquence i d d i a t  du corollaire 

précéden t : 

T o u t  tangage heconnu pair un a.p.m MX m w n n a i d ~ a b l e  pair un n . e . d .  
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II '5 SIMULATION DES A , P , M , D ,  PAR LES N,E,D,D, 

SIMULATION DES FAMI LLES 

a) Nous al lons  nous i n t é r e s se r  dans c e t t e  p a r t i e  aux langages reconnus par  des 

a.p.m.d, par r é i n i t i a l i s a t i o n  de l a  p i l e ,  e t  par  p i l e  vide. Plus précisément : 

S o i t  M un a.p.m.d : M = < C ,  r ,  Q, 6 ,  qo, Q ' ,  Z >. 
O 

Pour un sous ensemble E,  E c r* nous définissons l e  langage T(M,E) c C* - - 
corne s u i t  : 

;k 
T(M,E) = {W a 1" / (qo, Zo, w) + (q, a,  A )  

pour q a Q '  e t  a c E) 

en p a r t i c u l i e r  s o i t  : 

To(M) correspond pour tou t  M aux langages déterministes.  

Dans l e s  cas non déterministes ces t r o i s  familles corncident, il 

n'en e s t  pas de même pour l e s  non-déterministes. 

Nous déf inissons  t r o i s  familles de langage comme s u i t  : 

pour i = 0,1,2 

A = {T (M) / M est un a.p.m.d} 
i 

(1) Notons que l 'on a : T(M,r)  = T(M,Zo) 



b) Nous a l lons  donner l a  construction d'un n.e.d.d associé à un a.p.m.d. 

Cette construction ne va r i e  que s u r  des po in t s  r e l a t i f s  aux aonfigurations 

i n i t i a l e s  e t  f i na l e s  par t i cu l iè res  Zi chacune des familles Ao, A l  OU A 2 '  

nous l a  donnons une seule f o i s  pour l e s  t r o i s  familles en préc i san t  l e s  po in t s  

où e l l e  d i f f8re .  

Nous dirons qu'un n .e .d .d A = <,TA, rA, MA, dA, F > e s t  associé A 
a un a.p.m.d M = < C ,  i', Q I  6, qo, QI ,  Zo> vérf f i a n t  les proprié tés  

suivantes : 

O 
pour tou t  q ,  q 1  c Q z, z t  c r ,  y '  c P':, a c C' 

~3 6(q  ,z , A )  = b pour tout qF c Q' ou 
F O 

6(qF,Zo,A) = (q',A) pour t o u t  qF, q '  c Q '  

s i  e t  seulement s i  : 

2 - S i  E = {u / IV c r* Iq ,  2, a, q '  tq G(q,Z,a) = (q8,w) 1 
a lors  : 

r~ = E V Q x E U Q  

3 - F~ = Is} pour A e t  A2 
O 

= I ( q , a )  / q e Q'} pour Al 

4 - # = (qo,Zo) pour A 
g 0' Alr  A2 

Xd = A pour Ai  e t  A2  
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5 - 6 e s t  obtenu à partir de 6 de l a  manière suivante : 
A 

a )  pour a # A, l y ' l  2 1 

G(q,Z,a) = ( q ' , y ' )  => Vy  c E 6 ( ( q , y z ) , a )  = ( ( y )  ( q ' , y ' ) , A )  
A 

b) pour a # A 

bl) 6(q ,Z ,a )  = (q ' ,A)  -> Vy 6 E GA((q ,yZ)  ,a) = ( ( Y ) ,  (c l ' ) )  

b 2 )  plus dans A 2  si Z = Z e t  q' c Q' il vient : 
O 

d 

d l )  6 (q,Z,A) = ( q '  ,A) =>Vy s E GA( ( y Z ) ,  (q) = ( ( y ) ,  ( q ' )  

d2)  plus dans A si Z = Z e t  q' c Q'  il vient : 2 O 

f) pour tout q e Q '  e t  tout y 

E) La definition des cosifigurations correspondantes qui e s t  compatible avec 

cette  construction e s t  l a  suivante : 



Nous dirons que deux configurations \ de M e t  K de A sont 
A 

correspondantes, nous noterons KM <-> K si : 
A 

pour yi c rf: pour tout i, Z e r ,  w c C*, q e Q 

= [q,yly2 ...y Z , w l  alors : 
n 

CAS 1. - 
X si  G(q,Z,A) = @ alors : 

. K~ = [(y1) . . . (q, ynz) ,  w #dl pour Po 

. KA = [(yl) ... (qrynz) ,wI pour Air A2 

CAS 2 .  

X s i  6(q,Z, ) # 6 alors : 

. KA = [ (y1) . . . (ynZ) , (4) w #dl pour do 

. KA = [ (y1) . . . (ynZ) , (q) wl pour A 1' 

-marquons que dans A nous aurons un type de configuration 

qui sera d i  te  intermédiaire, ce type correspond au cas 2 avec 6 (q, Z,  A)  = 6, 

en e f f e t  dans ce cas l a  règle e) assure l e  passage vers une configuration du 

type cas 1, ce mouvement dans A n'ayant pas de correspondans dans M ,  ceci 

jus t i f ie  l'appelation intermédiaire. 

d) Lemne "des mouvements correspondants" . 

P w r  t ou t  couple de  configurations correspondantes K dans A, e t  
A 

KM 
non f i n a l e  dans M on a 

1 
1 -  KA t e l l e  que K +- KA ou i~;. IK* configuration intermédiaire de A. 

A 
1 

t e l l e s  que : KA + KA + KA 

-> j ~ '  unique t e l l e  que KM k- i$ e t  KA <-> 
M 



2 - 1s t e l l e  que % t K i  

-> 3 ~ '  unique t e l l e  que KA <- > e t  
A 

. s o i t  KA + KA 
1 . s o i t  ]KA configuration intermédiaire de A t e l l e  que : 

Preuve . 

Remarquais t o u t  d'abord que toutes  l e s  impliquations de 5) de l a  

d é f i n i t i o n  sont en f a i t  des équivalences logiques, cec i  est dû d l a  forme 

pa r t i cu l i è r e  qu 'a  chaque règle  de  A, forme va r i an t  suivant l a  règ le  de M 

dont e l l e  e s t  i s sue .  

Nous a l lons  donc mener simultanément l e s  démonstrations des po in t s  

1 e t  2 .  

Nous a l lons  envisager l e s  divers  cas suivant que l ' on  applique 

une r èg l e  de type a) b l l  c) d l )  ou e)  en e f f e t  remarquons que b2) c2) e t  f) 

s 'appliquant nécessairement à des configurations f ina les  ne sont pas envi- 

sager i c i .  

A Soient (q,Z,)-1 = @ e t  

ri par  a)  nous avons 

6(q,Z,a) = (q ' , y l )  <-> vy e F 6 (q,yZ) ,a) . ( ( Y )  (q' ,y'I , A )  
A 

ce q u i  permet 

O 

K~ + ( y 1  . (Y,) ( q ' , y l ) ,  w #dl = Ki 

ï, + [q',  Y t - . . Y n Y ' , w l  = s 
nous avons bien K ' <-> s car Pl implique 6 (q ' , y ' ( I l  , A )  = 0 (2) 

A 

(2) y '  ( l )  vaut l 'élement l e  plus  d dro i t e  de y ' 
si  y '  Z h e t  A  si  y '  = A .  



par b l )  nous avons : 

6 (q,Z,a) = (q',A) <-> Vy c E 6A(  (q, Z)  ,a) = ( ( y ) ,  (q')  

ce qui permet : 

Nous avons alors deux cas : si yn = yAZn. 

1 - 6(q1,Zn,A) = fi 

alors grace à une règle e) : 

1 
ceci correspond au cas ou K e s t  une configuration intermédiaire il vient : 

A 

e t  on a bien 

2 - 6(q1,Zn,A) # 6 
1 alors K n 'es t  pas une cohfiguration intermédiaire e t  on a : 
A 

Ces deux cas, application de a) e t  b l )  sont les seuls a considérer pour K 
A 

B Soient 6 (q,Z, A) # fi e t  
O O 

KA = [ ( y l )  ... (ynZ),(q)w #dl <-> % = [q,yl ... y Z, w #dl n 



par c) nous avons : 

6(q,Z,A) = (q1 ,y ' )  <=> V Y  c E 6 A ( ( ~ Z ) I ( q ) )  = ( ( Y )  (q ' ,y l ) ,A)  

ce qui permet : 

donc K I  - cas P l  implique 6 q t , y t 1 , ~  = 4 
A 

par dl nous avons : 

ce qui permet : 

yh + rql, YI ... yn,wl = r ;  

Nous retrouvons i c i  un cas déja tra i té  précédemment. 

Ceci ach&ve de démontrer l e  lemne. 

el Lemme 1 . 

Td (M) = T(A) . 



Rappellons que : 

d>k 
Iq, yz, w l  C- Iq' ,  y 'Z ' ,  w ' l  

* 
ssi [q. yZI w l  + [q' ,y'Z',w'l  e t  si 6 ( q ' , Z n ,  A) = e t  qu'un mot n ' e s t  d - 
accepté ssi : 

a l o r s  T (M) e s t  l 'ensemble des mots d - acceptés p a r  M .  
d 

Preuve . 

Montrons que Td (M) c T (A) , s o i t  w e Td (M) . - 
-1. 

ni a [qorZoIwl Iq,yZf A l  avec q e Q '  e t  6(q,Z, A) = 0 a l o r s  le 

lemme des  'fnouvements correspondants" étendu à une s u i t e  de  mouvemerits implique : 

f . . . ,y , c r* t e l l e  que y , . . . yn = y e t  
n 

1 [ ( q  .Zo) .w #dl  & [ (y1) . . . (q. ynZ) t #dl 
O 

les règ les  f) de l a  construction assurent  a l o r s  : 

car  q c Q' donc w c T ( A )  

Montrons que T (A) c Td (M) , s o i t  w e T (A) - 

Nous avons alors nécessairement : 



En ef fe t  e) e s t  l a  seule regle faisant apparaître S e t  e l l e  n 'est  

applicable que s i  q c Q ' . 

Ceci, plus l e  lemme des mouvements carrespondants étendus implique : 

avec q c Q I  e t  6 (q, 2, A )  = par définition des configurations correspondantes 

donc w c T (M) . 
d 

cqfd . 

f) Lemme 2. 

T ~ ( A )  = T ~ ( M ) / { A }  

Preuve. 

II Montrons que Tl (Ml  /{A 1 - c Tl (A) . Soit  w e Tl (M) /{A}, il vient : 

+ 
lq c Q '  t e l  que [q .Z , w l  i- [q . ,~~ ,Al  

O O 

Le lemme des mouvements correspondants étendu implique 

car P3 implique 6 (q, Z A)  = @, q appartenant a Q ' ce qui montre : 
0 

Iàéciproquement montrons T (A) c T (M) / { A )  1 - 1 

En e f fe t  les  Glgments de F sont nécessairement de l a  forme (q. Z ) . A O i ls  ne peuvent donc figurer qu 'en sommet de p i le  gauche. 



I c i  encore l e  lemne des mouvements correspondant étendu 

implique : 

donc w E T~ (M) / {AI.  

Preuve. 

Montrons tout  d'abord : T2 (M) c T2 (A) . Soit w c T2 (M) , l a  res t r ic t ion  2 - 
de l a  construction 6 (qo, Zof A )  = f2ii implique w # A il vient : 

+ 
1 [qoi Zo, w l  [q. A,  AI avec q E Q '  

comme nous imposons à Z de marquer l e  fond de p i l e  l a  configuration qui 
O 

précéde [q, A,  A l  e s t  nécessairement de l a  forme rq', Z a l  car w # A avec 
0' + 

q '  e Q (éventuellement q '  = qo) e t  a E I: v {A) e t  w e I: nous avons 

Ceci implique, lemme des mouvements correspondants étendu. 

Deux cas : 

1 a PAet  6(q',Zo,a) = (q,A) 

alors b2) implique : GA((q',Zo) ,a) = (A,S) e t  l e  lemne d) 

* 
[(q , Z  ) , w I  + [(q' ,zo).al donc : 

O O 

* 
[(q',z0) ,al  + [ I f s ]  

2 a=A e t  6 (q' , ZO, A) = (q, A)  avec q '  # q alors 62 implique 
O 

+ 
6 (z ) . ( q v ) )  = (A,S) e t  l e  l e m e  d) [ (qo,zo) [ (ZO)  , (q')  1 

A O 

car (q'.Zo,A) # O. Donc [(zo) ,  (4'11 [Ars]. 

Donc w e T2 (A) , dans l e s  deux cas. 



l3 Montrons que : T2 (A) c TÎ (M) / { A l  - 

Soit w c T (A), La seule configuration finale possible est  i c i  
2 

[A,s], donc w # A .  

N m ç  avons deux cas possibles : 

1 l a  configuration qui précéde [A,s] e s t  de l a  forme [(qIZO) ,a l ,  avec 

n6cessairement a # A il vient : 

avec éventuellement q = q donc : 
O 

d 'où nécessairement 

6(q1Z O 14 = (ql,A) avec q '  c Q I  

donc nous avons dans M : 

donc w c T2(M) e t  w # A .  

2 La configuration qui précéde [AIS] e s t  de l a  forme 

[ (Zo) .  (q) 1 il vient : 



D ' oiî nécessairement : 

ce qui ne peut venir que du f a i t  : 

(q,Zo,A) = (q',A) avec q' c Q' 

l e  lennne des mots correspondants étendu, plus cet te  dernière règle 

permettent d'écrire : 

avec q' c Q' donc w e T 2 ( M )  e t  w # A .  

cqfd . 

h) Ginsburg e t  Greibachont montré dans cl01 p.628 Lemme 2.2. 

Pour tout  automate à p i l e  déterminis te  M, i l  e x i s t e  un automate 

à p i l e  déterministe N t e l  que : 

T (M) = Td (N)  = T (N) . 

Ce lemme e t  les  lemme 1, 2 e t  3 permettent d'énoncer en résumé l e  

théorème : 



Notons que si L c A e t  {A) c L alors nécessairement L = { A ) .  
2 

E t  que, l a  chaine vide ne peut appartenir à un langage de l a  famille n.e.d.d 
1 

car pour cela il faudrait que [# , A l  s o i t  une configuration finale or # 
g g 

ne peut appartenir à F, pour un a.p.c A. La charne vide ne peut non plus 

appartenir à un langage de l a  famille n.e.d.d en e f fe t  il f a d r a i t  que l e  
2 ' 

mouvement : 

s o i t  possible, ce n 'est  pas l e  cas. 

LES 

a )  Nous choisissons~ici  de manière naturelle de simuler l a  p i l e  gauche du 

n .e .d par l a  p i l e  de 1 'a.p .m. Le seul mouvement posant un problèm es t  celui 

de réduction gauche, car dans ce cas il y a transformation du sommet de l a  

p i l e  droite dans l e  n .e .d ce qui reviendrai à transformer 1 'élément pointé 

du mot d'entrée dans 1'a.p.m ce qui n'est pas possible. Nous mémoriserons 

donc cet  élément dans l ' é t a t  de lla.p.m, en convenant que dans cet  é t a t  il 

faut  l i r e  A .  I l  vient : 

CYZX, awl )-T Cyz, AWI 

dans l e  n.e.d A donne dans 1'a.p.m M : 

l ' é t a t  qA indiquant que l e  mouvement suivant se fera par lecture de A, c'est-à- 

d i re  par considération du t r i p l e t  (qA, Z,A) dans M qui correspondra à l a  

considération de (2 ,A)  dans A. Le marqueur de fond de pi le  droite pose un autre 

problème, en e f f e t  un t e l  marqueur ne figure pas dans les configurations in i t ia-  

l es  d 'un a.p.m. Nous construirons donc un a.p.m associé qui reconnaitra , pour 

tout L reconnu par un n.e.d, L # d.  Ceci étant  possible car Ginsburg e t  

Greibach ont montré [IO] .que L e s t  déterministe si e t  seulement s i  Lc e s t  déter- 

ministe pour c b C . 



L e s  déf in i t ions  des autanates é t an t  données par a i l l e u r s  nous 

pouvons tou t  d e  s u i t e  donné l a  déf in i t ion  de l'automate à p i l e  associé à un 

autanate à p i l e  connnunicantes non expressif  à dro i t e .  

Nous dirons qu'un a.p.m M = <CM, rMI QMt 6Mrqot Qk Zo> 

e s t  associé à un n.e.d A = < r ,  1, M, 6 ,  F > possédent l e s   propriétés 

suivantes : 

. Les configurations f i n a l e s  sont de  l a  forme [A,s] pour S c F 

s i  : 

i - e, = e 

4 - Q =  Iqx / 1 (a,b) t e l  que : ( L X )  c 6 (a,b) u {qA) 

6 - 6 e s t  obtenu à p a r t i r  de 6 de  l a  manière suivante : 
M 

s i  (X,Y)  c 6 (A,b) a lo rs  : 

(qy,X) c 6M(q r A,  b) 
A 

s i  (X,Y)  c ~ ( A , B )  a lo rs  : 

(qyIx> e 6M (qB, A, A) 

(1) c e t t e  r e s t r i c t i o n  qui  ne r e s t r e i n t  pas l a  général i té ,  permet de dis t inguer  

l e  cas où nous l isons  sur  l a  p i l e  d r o i t e  une l e t t r e  du mot d 'entrée  où une 

l e t t r e  prwenant  d'une réduction gauche ou d'un mouvement d'analyse s ta t ionna i re .  



Redisons i c i  ce qu i  a é t é  d i t  dans l ' in t roduct ion a savoir que M 

e s t  cons t ru i t  pour reconnaitre L # , si L e s t  l e  langage reconnu par l e  n.e.d 
d 

A .  

Nous pouvons dresser  l e s  deux tableaux groupant t o u t  l e s  cas  

possibles  pour l e  couple (X,Y) concernant a)  e t  b) de l a  construction : 

Tableau 1 poux b e ,Z U 

Tableau 2 pour B c i" 

Remarque : 

S i  des ins t ruc t ions  du type 6 (a,b) = ( ( c r ,A)  avec 1 a 1 3 3 

été autor isées  notons que nous pourrions aisément l e s  simuler sur un a.p.m 

en écr ivan t  : 

ceci  reviendrai t  a empiler un mot de r* de longueur s t r ic tement  supérieur à 2. 

c)  Les configurations correspondantes sont  l e s  suivantes : 

. i n i t i a l e s  : 

dans A : [Ig, W #dl 

dans M : [qA! # 
g' 



. quelconques : il y a deux types : 

t2 dans A : [ a ~ ,  BB], B s r 

dans M : [qB, , $1 

nous laissons l e  soin au lecteur de constater que se trouvant dans deux configura- 

tions correspondantes M e t  A évoluent grace aux règles a) e t  b) au travers de 

configurations correspondantes. 

Notons que A possède l a  seuie poss ib i l i té  de configurations finales 

suivante : 

[A , .S l  pour tout  S c F 

ce qui correspond dans M à : 

ceci cadre avec l a  construction, qS c Q '  

d) Remarque : 

La res t r ic t ion  imposée dans l a  construction concernant l a  confi- 

guration finale vient de ce que si l'on autorise CS,AI alors M se trouve dans 

l a  ccdfiguration : [qA, S. A l  qui do i t  ê t r e  finale,  c'est-à-dire que q A do i t  

ê t re  considéré comme é t a t  f inal  possible. Mais alors l a  configuration 

[q,. a.Al dans M e s t  finale pour 1 al 5 2 alors que l a  configuration corres- 

pondante dans AI Ca,Al,ne l ' e s t  pas. 

d) I l  e s t  immédiat que s i  A e s t  deterministe il en e s t  de même pour M. En 

e f f e t  nous n'avons jamias l e  choix entre l i r e  une l e t t r e  de C ou l i r e  A dans 

M car nous ne pouvons l i r e  une l e t t r e  que dans l ' é t a t  q A e t  l i r e  A seulement 

dans un é ta t  du type q B avec B s T. 
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P a r  ai l leurs il e s t  c la i r  que : 

pourb r E 16(A,b)I = 1 -> 16M(qA, AI  b ) I  = 1 

pour B e 1. ~ ~ ( A , B ) I  = 1 -> 16M(qBI At = 1 

nous pouvons donc énoncer l e  lemme. 

Lemme . 

Pour t o u t  langage L su r  C t e l  que # $ C e t  t o u t  n.e.d d 
(resp. n.8.d d e t l  reconnaissant L, il e x i s t e  un a.p.m (resp. a.p.m d e t l  

reconnaissant  L # d '  

Preuve. 

Les éléments de l a  démonstration, qui e s t  évidente, ont été donnés 

dans ce § e t  les  précédents. Nous laissons le  soin au lecteur de l a  faire dans 

les déta i ls .  

e) L'article GG 1101 nais permet d 'énoncer l e  lemme : 

Lemme. - 
Tout langage L sur  C t e l  que c $ C e s t  reconnu par  un a.p.m 

(resp. dé te rm in i s te )  s i  e t  seulement s i  Lc e s t  reconnu pa r  un a.p.m 

(resp. d é t e r m i n i s t e l  . 

Ces deux lemmes nous permettent d'énoncer l e  théorème conséquence 

immédiate : 

Thêotr2me. 



f Montrons maintenant que l a  famil le  n .e .d .d .1 correspond a l a  famil le  A l  . 
I l  s u f f i t  i c i  de reprendre exactement l a  const ruct ion proposée pour l a  

démonstration de n.e .d (d) 5 a.p.m (dl . 

Le langage L c n.e.d.d é t a n t  reconnu sans  marqueur de fond de p i l e  
1 

d r o i t e  nous avons les configurat ions i n i t i a l e s  correspondantes : 

dans M : [qAr # <  w l  

dans A : [#1w1 

e t  les configurat ions f i n a l e s  correspondantes sont  : 

d a n s A :  [AIS] d a n s M :  [qSI A, A] 

dans A :  [S.AI dansM : [qA, S I  A] 

m a i s  pour un autanate de  la  famil le  n.e .d .dl, nous w o n s  que nous pouvons nous 

l i m i t e r  à l a  configurat ion f i n a l e  CS, A l  ce q u i  démontre l ' i nc lus ion ,  n .e .d .d 

n .e .d .d c A La configurat ion f i n a l e  dans M & t a n t  [qA. S I  A l  , M r é i n i t i a l i s e  1 - 1 '  
s a  p i l e .  

g) La famil le  n.e.d.d2 correspond à l a  f ami l l e  A2. Ceci est  immédiat. 

Reprenons ce q u i  a été d i t  pour n .e .d .dl 5 A l  . 

I c i  l a  seule  configurat ion f i n a l e  poss ib le  est  : 

ce  q u i  correspond dans M à : 

Donc n.e .d.d2 5 A2.  



h) Nous allons résumer en un théorème les résultats  des parties 11.4, 11.5 e t  11.6 

concernant l a  canparaison des a.p.m-et des n.e.d. 

La &uni.-Ue de6 tangages aconnus pah l es  aLLtomated a de 

krnohe ( t a p .  détmninLhte6) cohcide avec l a  @ntiXe des langages heconnues 

pan. la automates à p i l e 6  cotnmnicantes non expenbives d diLade (au p. déRe&- 

n h t e ) .  

Ve p u  tes  &xnLUe6 et dé&oues ô I I .  5 a coîncident aapec-  

Zivement avec l e s  &.unXtes n.e.d.d, et n.e.d.di d E ~ u r i e s  § 1.2 6 ,  aux langages 

contenant ik fhaoie vide phi%, q u i  ne peuvent app&enin aux { a n t i a a  n.e.d.d, 

ex n.e.d.d2. 

1 1 '7 AUTOMATES A P 1 LES COMMUN 1 CANTES ET LANGAGES SIMPLES 

Nous allons montrer dans cette partie que moyennant certaines res- 

t r ict ions,  il existe un a.p.c qui reconnaît exactement la  famille des langages 

simples. 

Rappellons d ' abord l a  définition des autanates simples. 

Un autanate 3 pi le  déterministe simple e s t  un a.p.m.d avec les  

t ro i s  restrictions suivantes : 

2 - un mot w e s t  accepté s i  e t  seulement si : 

3 - l'autanate n'a qu'un seul é t a t  c'est-a-dire 

IQI = 1. 



Nous appelerons un t e l  automate un automate s i n p b .  

Un langage e s t  d i t  i ~ d a g e  si& si il e s t  reconnu pax un 

automate simple. 

Nous conviendrons, l ' autanate  simple n'ayant qu'un s eu l  é t a t  

de ne pas l e  f a i r e  f igurer  dans l e s  configurations, une configuration s e r a  
1 

i donc de l a  forme : 

une configuration f i na l e  se ra  de  l a  forme : 

De l a  mhe  manière dans l 'expression des règles  de 1 'autanate 

simple nous ne ferons pas f i gu re r  l ' é t a t  une règle  s ' é c r i r a  donc i 

l ' autanate  é t an t  déterministe : 

ce qui  e s t  équivalent à : 

I 
I La d a a e  des au;tomate6 bimpeed e s t  i d e n t i q u e s  à la d a b e  de6 

Preuve. 

Nous donnons l a  construction é t a n t  donné un automate simple, qui 

permet d 'associé un a .p .c .s qui reconnaft l e  même langage e t  réciproquement. 



Notons 6 lorsqu' i l  s ' ag i t  de l 'application de 1'a.p.m e t  6 
M A 

lorsqu' i l  s ' agi t  de 1' application de 1' a.p .c . 

SoitM = < C  rH, 6M,Z0> e t  A = <CA, rAf #, SA, Ax>. 
M ' 

U Donnons tout d'abord A, connaissant M. 

Soi t  E = (v/ ja c C f  32 c r, lu C ~ J ;  t e l s  que (vu) = 6 (z,a) ) 

alors pour tout 6 c E . 

1 - 6 M ( ~ , a )  = ( Y )  -> 6 ( (BZ)  ,a) = ( ( 6 )  (Y) th) 
A 

2 - 6 M ( ~ , a )  = (y)  -> 6 ( (BZ) ,a) = ( ( B )  , A )  
A 

S i  Z c Tr (Zo) alors : 

3 - Gw(Z,a) = (A )  -> 6 ( (2) ,a) = (A,Ax) 
A 

Notons que dans l a  règle 2 si 6 = A il vient : 

Les configurations correspondantes s m t  s i  # = Z . 
O 

Les configurations i n i t i a l e s  dans M : [Zo,wl 

dans A : [ Z ~ , W ] .  

Les configurations i n i t i a l e s  sont donc absolument identiques si 

l 'on prend # = Z pour 1'a.p.c associé. 
O 

configuration3 quelconqufs non finales correspondantes : 

dans M : [y,wl 

dans A : [(yi) ... ( y n ) , w l  avec ylyâ ... yn = y .  

Dans ces conditions nous avons : 



La r e g l e  3 de  l a  construction assure  que lorsque M v ide  s a  p i l e ,  

c 'est-b-dire lorsque : 6M (2, a) = ( A )  Z é t a n t  un symbole t r a c e  de  Z a l o r s  A 
O' 

passe dans s a  configurat ion f i n a l e  C A , A  1 de  l q u e l l e  aucun mouvement n ' e s t  
X 

p l u s  poss ib le ,  con£ ormément b l a  d é f i n i t i o n  des a.p.c .S. Les  configurat ions 

f i n a l e s  s o n t  donc en correspondances : 

dans M [A, A l  

dans A I A , A ~ ] .  

Il Partons maintenant d'un a.p.c.s A ,  e t  construisons 1'a.p.m M. 

Nous avons : 

ce qu i  peu t  s e  r é s m e r  en une seu le  règle  

1 - 6 A ( ~ , a )  = (yrA) =I> 6M(X,a) = ( Y )  

de p lus .  

2 - 15~(x,a)  = ( A ,  Ax) => 6 (M,a) = ( A )  . 
M 

Posons i c i  Z = #, il v ien t  pour l e s  configurat ions : 
O 

- l e s  configurat ions i n i t i a l e s  smt  l e s  m ê m e s  [ # , w l  

- les configurat ions quelconques non f i n a l e s  son t  également ident iques  

- l a  r èg le  2 permet d ' é t a b l i r  l a  correspondance e n t r e  l e s  conf igura t ions  f i n a l e s .  

Nous avons de p lus  : 
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1 1 '8 AUTOMATES A P 1 LES COMMUN 1 CANTES ET AUTOMATES D 'ETATS F 1 N 1 S 

Nous montrons que les automates d 'é ta ts  f in i s  cofncident avec 

les  autanates à piles camnunicantes strictement décroissantes. 

a) Rappelons l a  définition d'un autanate d 'états  f i n i  : a.e .f 

Un autamate d 'états  f i n i  e s t  un 5-uple M = ( Z M t  Q I  & M I  q0t FM) 

1 - Q e s t  un ensemble f i n i  : ensemble des é ta t s  

2 - C e s t  un alphabet f i n i  : alphabet d '  entrée 

3 - 6 e s t  appelée fonction de transition, c ' e s t  une application de 
M 

Q x C dans Q 

4 - qo c Q e s t  d i t  é t a t  i n i t i a l  

5 - F c Q ensemble des é ta t s  finaux 
M - 

Le langage T (Ml reconnu par M e s t  défini de l a  maniére suivante : 

- nous noterons pour tout a e C I  w c c*, q e Q CqIawl + Cq',wl s s i  

6M(qIa) = q' (1) 

alors : 

J- 

étant l a  clôture transitive de + . 



En e f fe t  l e  seul mouvement autorisé dans un a.p.c strictement 

décroissants, e t  l a  réductian droite a savoir : 

l e  parallèle avec la  ligne (1) e s t  évident. 

De plus nous pouvons assimiler l e  marqueur # avec 1 'état  qo. 
g 

Notons que la  présence ou non d'un marqueur de f in  ne pose pas de problème. 

Les deux possibilités sont équivalentes. 

Nous pouvons énoncer l e  théorème, dont nous laissons l e  soin 

de l a  démonstration au lecteur. 

L e b  khngagu mconnu6 p m  L u  aü/tomdtu d'étdtb d i n i  d o n t  

exactement ceux @connu patr L u  aLLtamatu à p i l e s  communicante6 d - t x i c t e m e n t  
d é ~ h o ~ ~ a n t u .  





I I  1 .1  GRAMMAIRES C ~ O N I Q U E S  A STRUCTURE DE PHRASE ASSOCI EES AUX 

AUTOMATES A P 1 LES COMMUN 1 CANTES 

a) Dans cette part ie nous allons montrer canment partant des regles de 

lla.p.c, nous pouvons définir une granmiaire d i te  canonique qui recannait 

l e  mbe langage. Ceci nous permettra de retrouver lesprincipales f d l l e s  de 

langages, les résultats  venant corroborer ceux de la  première partie. 

Dé ,(.a& 
. . .  

on. 

Soit un a.p.c A < C ,  l', 6,  M, F> simplifie possédant les propriétés 

suivantes (qui ne restreignent pas l a  genéralité) . 

Pl Les marqueurs de fond de pi le  ne sont lus qu'une seule fois .  

P2 L'ensenble F e s t  réduit 1 élément not4 Ax qui es t  t e l  que 

aucun mouvement n'est plus possible 2i  par t i r  de Ax. 

P3 

1. si (u,v) c 6fx.Y) alors Y e T - I v I  2 1 ou u - W r 

2.  S i  (u,v) e 6 (x,Y) alors x e T (#:  ) -> lu 1 à 1 ou v = AX 
r g 

Ncnis dirons que l a  grammaire G = bJGf CG, PG, a> e s t  l a  gramnaire 

canonique associ4e 8 1'a.p .c A si : 

(1) On trouvera les  définitions concernant les granmaires dans 181. Nous 

emploierons les  méme notationn. En particulier N désignera l'ensemble des non 

terminaux, C les  terminaux e t  naus noterons V = N U C .  



3 a 5 Ax e s t  un crxiome si h x , A l  e s t  une configuration f i n a l e  
g 

a G Ax e s t  un wiane  si [A,AX] e s t  une configuration f ina le .  
(1) 

d 

4 P e s t  obtenu à p a r t i r  de  6 de l a  maniere suivante : (nous 
G 

donnons l e s  règ les  de P a s so r t i e  de quelques remarques) 
G 

Y ,  c ~ ( x , # ~ )  cas impossible à cause de P3.1 

(1) Les deux cas  peuvent s e  produire simultanément, dans ce cas  on admettra 

que a + Axg e t  a + Axd sont des  productions de P, a é t a n t  l t ax iane  de G. 



( A , X V Y ' )  c 6 ( x , a )  -> X ' Y I  + x a 
d d 9 

( A , X ' Y 8 )  c 6(# 9 ,a) cas ioipossible par P3. 2 

( A , X 1 Y ' )  c 6 ( x , t d )  -> X ' Y '  + x 
d d 9 

(X' ,A)  c 6 (X ,Y)  -> X' - + X Y  
9 9 

A c 6 ( X , a )  - > X I  * X  a 
g 9 

( X g , A )  E: 6 ( #  , a )  -> X I  -+ a 
g 9 

(Ax,Al s 6 ( x , d )  -> Ax -+ X  
9 4 

(A ,X1)  e ~ ( X , Y )  -> X *  d - + X Y  
9 

(A ,X ' )  c 6 ( X , a )  -> X I  d * x a  
4 

( h , X ' )  e &# ,a) est i m p o s s i b l e  à cause de P3.2 
g 

( A , x ' )  e 6 ( ~ , f ~ )  -> x 8  d -+ x 
g 

(A,Ax) c 6(1 ,#d-> lu d + A 
Q 

(Ax," c 66(f , I d  -> U + A  
4 Q 

Canmentaires sur les propsri6tés i m p o s Q a s  à 1'a.p.c. 

N a u s  avons suppose que les m a r q u e u r s  ne soient l u s  qu'une seule 

fois, car la lecture de ceci donne l ieu dans P h des regles p a r t i c u l i & r e s ,  

dues au f a i t  que nous nous trouvons en debut d'analyse, ou que nous sommes 

pour la  premiere fois à l a  f i n  du m o t  à analyser. 



En e f f e t  si nous au tor i sas  ( #  ,A)  c 6 (# ,a ) ,  # ne signifierai plus nécessai- 
Q 9 g 

rement l e  début de l ' ana l~se .  

.La propriaté des traces des marqueurs!' l é r i f i  ée par tout ..p. c 

simplifié, permet de donner un sens aux c a t r a l n t e s  imposees aux ensembles 

T ( 1 e t  T,((J , dans les  propriétés P3. 
r g 

.La propriét6 : vx ~ ( A x , x )  = G ( x , ~ )  = fi e t  F = E A ~ )  impose l ' a r r é t  

de l'analyse dès que l'unique élément de F, Ar apparait. La propriété : 

indique que Ax ne peut e t re  l a  réduction que d'éléments, traces des marqueurs, 

ce qui e s t  légitime Btant donné qu'aucun mouvement n 'est  plus alors possible, 

à cause de l a  propriété précédente. Ce sont deux propriétés qui de toute 

évidence n'atteignent n i  l a  géneralité n i  un éventuel déterminisme. 

.Les propriété P3.1 e t  P3.2 intéressent respectivement l es  mouvements 

mouvements qui sont en f a i t  inuti les dans A, car il aboutissent b des bloquages 

dans des configurations non finales 

.La propriété P4 permet de distinguer l e  cas ou sur l a  p i le  droite 

on trouve un 6 l a e n t  de C du mot d'entrée ou un élément venant d'une réduction 

car ces deux cas donne l ieu dans G a des productions différentes. 

Disons enfin que tautes ces propriétés sont t r iv ia les  à assurer 

pour tait a.p .c e t  qu'elle n'hypothéquent n i  l a  génGralité, n i  l e  déterminisme. 

(1) voir chapitre 1, 5 1.3 b). 



b) Nous allons reprendre l'exemple 1 donné au 5 1 . 2  g), en modifiant 1 4 6 -  

rement 1'a.p.c.b proposé afin qu ' i l  vérifie les  paopri6tés imposées a 18a.p.c 

dans l a  definition, e t  indiquer l a  gramnaire canonique G associée. ~ 
NOUS avons 

avec 

11) E = (a,b,c}, r = E A , ~ , X , S , S ' , M I  , M = { #  # 1 ,  F = {SI 
Q' d 

l a  construction du § a) nais fourni l e  tableau : 

Règle de A Production de G 

(1) Voir bas de l a  page suivante. 

A A  + A A  
g g  g d  

X d + A c  
g 

X ' A X  
B g d  

X + X c  
d 9 



le  lecteur  v é r i f i e r a  aisément que A  vérifie toutes l e s  conditions de l a  

construction de § a) . 

Les autres  éléments de l a  grammaire G sont  d m c  : 

Les dérivat ions  possibles B p a r t i r  de Sd, gu i  est l'axiome de G, 

e t  donnant un mot de c*, sont les suivantes.  Nous indiquons au dessus de 

la flgche ==>, le  n d r o  de l a  production ayant permi l a  dérivation.  

7 3 1 = F x -> F A c -> F a bc -> abc 
"1 g d g g g g 

2 1 A> F a a bbcc -> F a abbcc -> aabbcc 
g g g  g g 

9 8 
a = F A X c - > F A X c c - >  F A A X  c c =  

2 g g d  g g g g g g d  a3 

7 6 6 F A A X C C - > F A A A C C C - > F A A A C C C - > F A A C C C  
a3 g g g d  g g g g  g g  g d  g g d  

5 1 2  4 -> F agi A ccc -> F a A A ccc -> F a A A bccc 
g d d  g g d d  g f g g  

(1) Eltirnent modifié a f i n  de respecter l a  r e s t r i c t i o n  indiquant que les 

marqueurs ne doivent &tre lus  qu'une seu le  fo i s ,  i c i  # . g 



6 5 4 
-> F a A A bccc -> F a a À bccc -> F a a A bbccc 

g g g d  9 g g d  g g g g  

-k2 1 
-"~h F a a a bbbccc -> F a aabbbccc -> aaabbbccc 

g g g g  '3 9 

il e s t  alors faci le  de montrer que 

* 4 4 
a - > a  = F A X c  e t a  =-=>a 4 5 g g d  * 4 

* S 4 C 4  

e t  que pour tout n 

dr n n ~t 
a -> a = F A X  c e t  a -> anbncn n n+l g g d  n 

n n n  
( a b c  / n z  11c L(G) 

I l  s e r a i t  un peu long mais pas d i f f i c i l e  de démontrer que les  

dérivations envisagées sont les  saules donnant naissance a des mots  de C*. 

E t  donc : 

L(G) = T (A) = {anbncn / n 2 11 

c) Nous amorçons dans ce paragraphe l a  démonstration de l'équivalence entre 

Pa gramnaire canonique e t  1'a.p.c. 

N a i s  dirons qu'un mot a de V* e s t  une expression bien formée 
G 

s ' i l  e s t  d'une des formes suivantes : 

i i 
Y ,X e r/ (A x 1 e t  ai ezpour tout i 
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1 P o u r m > , l , n 3 0 , p Z O  

1 1 n 
a = X ... X i Y ... Y, a 

"' g d 
... 9( ... 

Q Q P 

i 
avec : . x1 r T ( #  ) e t  ~i + 1 x 1 T , ( # ~ )  

r g 

n . y e T ~ ( # ~ )  -' p=O (i .e .  al .. . a -A) 
P 

i . v i  + n Y L T,(ld) 

2 u = Md, a - =  AX 
4 

Domons l a  suite de cette définition deux propriétes e t  un 

corollaire u t i l e s  par l a  suite.  

P reue  . 

Nous allons procéder pax r8currence. 

La prop.ri&té e s t  .vraie pour une dérivation de longueur nulle. 

Supposons l a  proprieté vraie pour une dérivation de longueur n. 

Soit  : 

Nous pouvons décomposer cet te  derivation de l a  façon suivante : 



Deux cas : 

1 y=g . 11 vient l a  propriété étant vraie pour n : 

Mais Y c Tr ( Y  ) -> X e Tr (# 1, en e f fe t  dans la  dérivation 
9 Q 

X u -> Y u ' ,  s o i t  X = Y s o i t  e l l e  e s t  obtenu en appliquant une règle 
9 9 9 9' 

provenant de : 

Donc : so i t  x = y 

s o i t  X *  E C e t  Y e T (# 1 e t  X c T,(# 1 .  
X r 9 9 

2 Y c C, alors Y = X *  donc X' c C 
Y Y X  X 

s o i t  Y = a. X u -> au' ne peut se fa i re  que par application d'une production 
Y 9 

du type 

a savoir type a3, b3, c3 ou e3, dans tout ces cas cela correspond dans A 

a l a  lecture de # donc X r T ~ ( #  ) . 
9 9 

Notons que y # d, c ' e s t  une conséquence directe de l a  forme 

des productions de P 

cqfd . 

propriété B. 



Preuve. 

Nous a l lons  i c i  auss i  procéderpar récurrence. La propridté e s t  

v ra ie  pour une dér ivat ion de longueur nu l le .  

Supposons l a  v ra ie  pour une dér ivat ion de longueur n.  

S o i t  : 

Nous pouvons décanposer c e t t e  dér ivat ion corne s u i t  : 

Trois cas : 

1 y=d. Nous appliquons l'hypothèse de récurrence. I l  v i e n t  : 

m a l s  une argumentation semblable a c e t t e  employée pour l a  propr ié té  A, 

permet d 'affirmer que : 

donc si x =*g on a bien X c T (# 1 .  r d 

2 Y c C .  Alors X '  c C de  maniere t r i v i a l e .  
Y X 

3 y = g. Mais a lo r s  : -* u'Y ne peut é t r e  obtenu qu'en appliquant 
9 

une production du type a4, b4, d4 au f4, qui son t  issues  d'un mouvement 

par  l e c b r e  de #d dans A ce qu i  implique X c Tr( td)  . 
1 

Donc, l a  prapr ié tée  e s t  vraie ,  quelque s o i t  Xi. 



Corollaire A. 

Pour u c V si  u e s t  de l a  forme suivante 
G 

u=u X Y v avec X C Tr(#  e t  Y d T , ( # ~ )  
l d g l  g 

* 
alors jw c C* t e l  que : u -> w 

G 

Preuve. 

D 'après l a  proposition A : 

* 
si  Y v -> Y 'v' came Y 6 T (# ) on a nécessairement y = g. 

g 1  Y 1' r d 

E t  d'après l a  proposition B : 

* 
si  u X -> u'X' alors so i t  x = d, s o i t  X E P car X # Tr ( #  1 . 

1 d 1 x x Q 

Donc : 

9: 
Vv t e l  que : u => v 

v e s t  de l a  forme : 

avec Y ' f Tr ( #  car Y Tr (#  1 il e s t  immédiat dans ces conditions que : 
g g 

* 
dw c T E  t e l  que : u -> w, 

en e f f e t  il fardrai t  résoudre Y '  en un mot terminal ce qui n 'est  pas possible 
9 

car l e  symbole inmédiatement d sa  gauche ne pourra jamais &tre de l a  forme 

ce qui e s t  l a  seule possibilité de dériver Y '  en un mot terminal. 
g , 9 



d) Lemne A. 

P o u r  tait. s u i t e  <ai)f=l d e  mot de" '  on e : 
G 

si 3w e E g  tel que : o -> a -> ... -> a -> w 
1 n 

a l o r s  pour t o u t  i, 1 & i ,< n x ies t  b i e n  formée.  

Preuve . 

Nous allons montrer que ai e s t  bien formé, puis nous montrerons 

que si a e s t  bien formée alors a e s t  bien formé. 
i i+l 

. al e s t  bien formée. L'axiome peut ê t re  de deux formes s o i t  Ax s o i t  Ax 
g d 

il vient 5 pos4ibilités pour al : 

1)  par el(lllul + x  Y = a l  grâxe à (A,A) e ~ ( X , Y )  
g g d  

e t  P3.3 implique X c T r ( #  e t  Y r Tr(#d) ,  al e s t  donc bien f~rmé 
g 

+ X = a g r k e  d (A,A) E 6 ( ~ , # ~ )  2) Par a4 Mg 

e t  P3.3 implique X c Tl(# ) ,al e s t  bien formé 
g 

3) par f l  : même chose que pour e l  avec Ax + X Y = a d g d  1 

4) par £4 : même chose que pour e4 avec Ax 
s + = "1 

5)  par g : rxd + A ou rn + A ,  A e Z* e s t  bien formée. 
g G 

. Supposons maintenant que a e s t  bien fomée. 
i 

f 1 s u f f i t  de répertarier l es  cas CU ai+l n ' es t  pas bien formee 

e t  de montrer que dans ces cas, on ne peut aboutir à un mot w de C* G ' 

(1 1 el f a i t  référence, a l a  première ligne de e) dans l a  construction de l a  

grammaire canonique, a). De même par l a  suite pour e4, f l ,  ... etc . .  



1 i m 1 i n 
Soit  ai = X ... X ... X Y ... Yd ... Y a 

Q g Q d d 1 P 

avec 

Remarquons que l'application d'une des règles issues de a) 

ou b) implique que a e s t  bien formé. 
i + l  

Qu ' i l  en e s t  de même pour les règles c) d) c) ou f )  appliquées 
1 2  m 1 

respectivement à xm-' ,xm YdYdl x ou Y , en remarquant que 
g g' 9 d 

c3 e s t  applicable s i  X' . . .>(m-* = A afin que >(mP1cT (# 1 
r g 

3 n 2 d4 e s t  applicable si Yd. . .Ydal . . .a = A afin que Y mr (#dl 
P 

même chose pour e3 e t  e4. 

Envisageons à présent les cas donnant au a non bien formée. 
i+l 

Nous distinguons 6 cas : 

i+1 
1) ~ o u s  pouvons alors appliquer a xixi+', c l .  ou à x . e l ,  s o i t  : 

g g g 

dans ces deux cas a e s t  de l a  forme : i+ l  

a 
i+ 1 = ... X A B Y ... 

g g  d g 

qui ne peut se dériver en un mot de C*. (voir l e  corollaire A ) .  
G 



2) NOUS pouvons egaiement appliquer à xixi+'. c2, ou à xi+'. e2. nous nous 
9 9 g 

trouvons dans l e s  deux cas avec un a de l a  fozme : i+l  

* 
O r  l a  propriété A indique que Y ... -> a ..., seulement s i  (Propriété A) 

g 
Y c T (#  ) ce qui n 'es t  pas l e  cas, ceci étant l a  seule solution pour aboutir 

r g 
àw,  a n e p e u t a b o u t i r a w .  i+1 

3) 18s solutions ~ 3 ,  ~f '+' + a  e t  e3, xi + a sont inapplicables s i  
i gig g i 

X 1 T ( #  1, e t  si ai = X ... xmu c'est-&Aire X e T (# ) alors a 
r 9 9 r g i+ l  

e s t  de l a  forme : 

e t  pour les même raison que précédenment a savoir 

si Y c T (#  ) d'après l a  proprieté A ai+l ne peut se dériver en W. 
r g 

4) Nous pouvons appliquer une regle du type d l  à yiyi*' d d ou du type f l  à 

yi+' ce qui nous donne dans l es  deux cas a de l a  forme : 
d i+ l  

Nous somnes dans l e  même cas que précédemment a savoir X e t  A 
d Q 

consécutifs. Nous savons que l a  présence de ce cas ne permet pas l a  dériva- 

tion de a en W. i+ l  

5 )  Nous pouvons appliquer une d g l e  du type d2 à Y yi+' ou du type f2 d d d 
yi+' ce qui nous donne dans ces deux cas un a de l a  forme : 
d i+ 1 

même cas que précédemment, X e t  A sont concécutifs. d 9 



i+ 1 6)  Les règles de type 64 e t  f4 sont inapplicables car Y 1 Tr . 

1 
S i  ai = uYd ... i i + 1  i+l 

YdYd , Y  a l o r s d 4 e s t  applicable 

&<Y:+' e t f 4 1 y i + l  endonnanta de l a  fome d i+ 1 

nous sonines ramener au cas précédent. 

e )  Nous allons maintenant définir  une correspondance entre les expressions 

bien formées de G e t  les  configurations dans 1 'a.p.c. 

DE w o n .  

Nous dirons qu'une expression bien formée a de G e t  une configu- 

ration K de 1'a.p.c sont correspondantes, nous noterons a+>K, s i  nous 

somnes dans un des cas suivants : (1) 

type 1 

type 2 

type 3 

a = x ... P e t  
9 9 

K = [xl ... xm, 
d l 

i i 
(1) Rappelons que pour tout i : X ,Y a ï' / { A ~ }  e t  ai s L. 



type 4 

41 a = A X ~  K = [A, A 1 
X 

type 5 

Notons que cet te  correspondance e s t  biunivoque, notamment gram 

aux propriétés imposées a 1' a.p .c. 

Exemple. 

Nous allons reprendre l'exemple en b ) ,  en mettant en parallèle 

les  dérivations dans G e t  les  mauvements dans A, Le lecteur constatera les  

correspondan@es. Nous l e  faisons pour w = abc. 

Dans G Dans A Productions Règles empl0yées 

1 [tg, <-> abc 

T- R 

Les correspondances 1, 2 e t  3 correspondent au type 1. 

La correspondance 4 e s t  de type 2.2 car X 1 T , ( # ~ ) .  La correspondance 

La correspondance 5 e s t  de type 3, l a  6 de type 4, S étant l'axiome. 



Lemme. 

Pour toutes expressions bien formées a ,  a' et toutes configura- 

tions K, et K '  de l'a . p  .c telles que : 

( a  -> a ' )  <-> ( K t  K)  

Preuve. 

Ce lemme est une conséquence d i r e c t e  de  l a  cons t ruct ion  e t  

d e s  d é f i n i t i o n s .  I l  est  évident  dans presque t o u t  les cas, en p a r t i c u l i e r  

lorsque K e t  a d 'une p a r t  e t  K r ,  a' d ' a u t r e  p a r t  s o n t  en correspondances 

de type 1, ou de  type 2 avec n 3 1, n a i s  l a i s s o n s  au l e c t e u r  l e  soin  d e  l e  

c o n s t a t e r .  

. Envisageons le  c a s  ou : 

g r â c e  Zi 

( A , Y )  r 6 (X, td), 

notons que Y c Tr ( #  ) il v i e n t  : 
d 

p :  ( Y d + X )  C P  
9 

K - a = fi avec Y E T  
Q g d r 

1 K'  <-> a '  = X ... fi correspondance de  type 3. 
g g g 



On a bien a -> a '  par l a  règle p .  Réciproquement si 

a '  -> apar p, il e s t  faci le  de voir que nécessairement ( A ,  Y )  o s ( x , # ~ ) ,  
ceci e s t  dQ a l a  forme des regles de P,  e t  donc K '  )- K.  

Nous avons i c i  appliquer une production du type f4, nous obtenons 

des cas semblables par applications de productions du type a4 b4 c4 d4 ou 

e4. 

Tout les  autres cas se t ra i tent  de l a  même manière, sans 

diff icultés particulières. 

cqfd . 

f )  Nous pouvons énoncé a l a  suite de cela, l e  corollaire qui pose l 'équi- 

v9lence de l a  gramnaire canoniques e t  de 1 'automate. 

Corollaire. 

Preuve. 

Ce théorème e s t  une conséquence des 2 lemmes précédents. 

En e f f e t  : 

Montrons que L (G) c - T (A) 

Soit  : 

O nous savons d'après l e  lemme du Sc) qu'alors l a  suite des (ai) i=l  

e s t  une suite l'expressions bien formée. 

O r  l a  correspondance définie au gd) permet d'associer a cette 

suite d 'expression (ai) ?=l , une suite de configurations K 1 ,  configura- 

tions de 1'a.p.c t e l l e s  que, pour tout i K <-> a Enfin l e  lemne du §dl, 
i i ' 

nous permet d 'écrire pour tout i : 



11 4 

Donc : si a E Ax g1 
= [ax,Al, de plus Kn = [# , w # ~ ]  e t  

g 

Kn + Kn-l + . . . + Ko = [ ~ x , A l  

donc w c T(A)  

ri T (A) c L (G)  , ceci ce f a i t  de l a  même manigre . - 

cqfd . 

Remarque : 

La correspondance entre les expressions bien formées e t  les  

configurations de l la .p.c étant biunivoque, ceci implique que si lla.p.c 

e s t  déterministe, il sera possible d'analyser tout mot de L(G) , par une 

analyse des feui l le  vers l a  racine, e t  ce t te  analyse sera unique pour tout  mot. 

g) Nous concluons cette part ie  en dnonçant l e  théorème principal, il e s t  une 

cansdquence directe des § précédents. 

A &~u;t a.p.c  A, on a& asaoderr une g~amnahe h afiuctuhe de 

phase, donn6e p m  î a  c o n s ~ d o n  en a)  q u i  /~econn& l e  même langage. 

Preuve . 

I l  s u f f i t  de montrer qu'il tout a.p.c on peut associer un a.p.c 

équivalent vérif iant  les  propriétés de l a  construction du s a ) .  Ceci e s t  

t r ès  faci le  a fa i re .  Nous laissons du lecteur l e  soin de l a  constater. 



h) Remarque : 

La suppression des mouvements croissants, suprime de G les  

productions pour lesquelles l a  part ie  gauche e s t  de longueur strictement 
iem 

supérieure à celle de l a  par t ie  droite,  m i s  à part  les  3 production de c) ' 
iem 

e t  4 de d) dont il e s t  fac i le  de voir qu'elles peuvent e t re  remplacées. 

Cettesuppressionfait de G une grammaire à contexte l i é ,  confirmant de cet te  

façon l e  résul ta t  obtenu en II .3 en ce qui concerne l e  cas non déterministe. 

Maintenant si nous supprimons les  mouvements croissants à droite 

e t  les  mouvements d'analyse droite.  Nous savons que 1 'a.p .c ainsi obtenu 

reconnait les  langages algébriques (remarque II .6 d) cependant G n 'es t  pas 

algébrique . Mais nous pouvons f a i r e  l a  remarque suivante : 

tout mot de L(G)  e s t  dans ce casgénérable par une dérivation l a  

plus a droite.  En e f fe t  il s u f f i t  de constater qu'à droite du sommet de 

p i le  droite ne peut figurer qu'm mot de C*, donc d'après l a  correspondance 

énoncer au paragraphe b) , ceci implique que l a  dérivation dans G correspon- 

dante au mouvement dans A e s t  l a  plus à droite. Nous pouvons alors u t i l i s é  

l e  résul ta t  énoncé par Ginsburg e t  Greibach dans b1 à savoir que l'ensem- 

ble L t e l  que 

d o -> w étant  l a  dérivation l a  plus à droite,  e s t  algébrique l a  dérivation 

étant  opérés dans une grammaire à structure de phrase quelconque. 

Ajoutons qu'à l 'a ide des a.p .c e t  de leurs grammaires associéos 

nous pourrions montrer ce résultat .  Constatons qu ' i l s  en donnent une 

interprétation tout a f a i t  claire.  



1 1 1 , 2 GRAMMAI RE CANONIQUE ALGEBRIQUE ASSOCI EE A TOUT AUTOMATE 

A P I L E S  COMMUNICANTES NON EXPENSIVES A DROITE 

Nous donnons dans cette part ie  l a  construction de l a  grammaire 

canonique algebrique associee d tout n.e.d. Puis nais montrons que .la gram- 

maire e t  l'automate définissent l e  même langage. 

Nous menons de front l e  cas général, dans lequel l e  marqueur # 
d 

e s t  u t i l i se ,  cas où les configurations in i t i a les  sont de l a  forme 

[XgP w l d 1  e t  l e  cas ou # n'est  pas u t i l i s e .  Ceci afin d'obtenir les  grammaires 
d 

carrespondantes aux familles n .e .d .d e t  n .e .d .d 
1 2 ' 

Soit un n.e .d A = CC, r ,  6 ,  M,  F> simplifié (voir 1.3 .c) possédant en 

plus les propri6tés suivantes : 

P l  Pour tout A, B, X c C '  V r U M 

P2 S i  l e  marqueur e s t  u t i l i s é  : 
#d 

2 si B c Tr(Xd), l x ' ,  Y e ï', Y '  e r V {A} t e l s  que : 

( X ' Y ' , A )  c 6 ( X , Y )  -> X'=X (voir 1.3 .d) 

(1) s i  l e  marqueur # n 'es t  pas u t i l i s6  X k C U { #  devient X b C .  
d d 



NOUS dirons que G = EGf P.  o> est  la gramnaire algébrique 

associée au n.e.d A  s i  : 

A I X   et^=^ O U Y  1 
g d 4 

P es t  obtenu à partir de 6  de la manière suivante : 
G 

A , X , B *  c r U C ,  B r .  a s  C ,  Y e r U I A ~ U M  

1 1  ( x , A )  c ~ ( A , B )  -> VYJY g tX g ' I Y  r A  ) (A i B  ) 
g g  g d  

1 2  (A,x)  c 6 ( A t B )  -> W,(Yg,Xd) + (Y A (A tB ) 4 g  g d  

1 3  (AB1,A)  c 6 ( A , B )  - >  . B I )  + (A . B  ) 'Ag g 4 d 



5 (A,x) e a ( A , # ~ )  -> VYJY ,X ) + ( Y  ,A ) 
9 d 9 9 

6 (A,X) C S ( #  X )  -> 
9' d 

(A,Xd) + A 

(X,A) c d ( #  , # )  -> 
9 d (Xg,A) + A 

7 Pour tout X c F 

si  [A,x] e s t  une configuration finale a + (AIXd)  

s i  LX, A] e s t  une configuration finale a + (A,X 
9 

Commentaire sur l es  propriétés. 

. La proprieté P l . 1  implique deux choses d'une par t  que td ne 

s o i t  lu qu'une seule fois ,  d 'autre part  que tout terminal au sommet de l a  

p i l e  droite,  n 'es t  pas i ssu  d'une réduction, mais e s t  une l e t t r e  du mot a 
analyser. Ceci car, # , corne les  éléments de C sur l a  p i l e  droi te  donne l i eu  d 
a des productions particulières dans G (voir l es  cas 21, 5 e t  6 ) .  

Même commentaire pour l a  propriété P2.2, avec les  règles 31 e t  4 i .  

. Les propri6tés P2 sont dvidentes a assurer pour tout  n.e.d. 

Elles sont souvent u t i l es  dans les  démonstrations qui suivent. 

Elles permettent d'éviter l a  forme d'erreur suivante : 

Soi t  t e l q u e  : 



S é t a n t  un élément unique de F. On constate que T(A) = {a)  e t  que l a  r èg l e  

3 e s t  i n u t i l e ,  c a r  l e  mouvement suivant e s t  impossible : 

en e f f e t  [# ,a# b l  n ' e s t  pas une configuration i n i t i a l e  possible.  Cependant 
g d 

l e s  règ les  de contruction de G nous donnent : 

1 (A ,Xg) -+ a 

2 (A,Sg) -+ ("x 1 
9 

3 ( A , s g )  -+ (A,sg)b 

[S,A] é t a n t  une configuration f i n a l e  0 -+ (A,S ) il vien t  l a  p o s s i b i l i t é  dans G : 
9 

b) A ce stade nous a l lons  reprendre l'exemple donné au § 1 .2  g) , il 
permettra au lec teur  de mieux su ivre  l e s  démarches adoptées par l a  s u i t e  e t  

j u s t i f i e r a  en première approximation l e  choix des  règ les  de  P 
A ' 

Exemple. 

S o i t  l e  n.e .d A = ( C ,  r ,  6 ,  M, F) t e l l e  que : 

C = {a,b),  r = {A, B, Ct SI ,  M = (#  ,# ) ,  F = ES). 
g d 

Nous indiquons l e s  valeurs de l a  fonction pour que : 

e t  en même temps nous donnons les règles  de  GA, g r ama i r e  issue de A, déduite 

des  valeurs de  6 .  



Dans A type Dans G 
A 

7 
5 

6 (a, td) = ( A  tc) g - ( -> ( f a  ) 

12 [A,s] é tant  l a  configuration finale a + (A,Sd) 

Les endroits laissés sans symboles sont ceux qui correspondent 

aux VY apparaissant dans les  règles de construction de P a savoir pour les A 
S p e s  1 1  12 2 1  22  e t  51.  

Pour ne donner que les  règles u t i les  de GA, nous allons pa r t i r  

de ( A f S d )  , qui valide grace aux regles 9 e t  10 les  Bléments ( #  ,C ) e t  
9 d 

( #  , C ) , ces éléments sont bien entendus validés en part ie  gauche. Dececi 
9 d 

il vient : 



Ces nouvelles r6gles valident en par t ie  gauche l e s  éléments 

( #  , A  1 ,  ( # '  , a 1 e t  ( a  , C  
g g Q g g d 

il vient : 

3 - 31 ( #  ,A  ) -+ (tg,ag)b 
g g 

5 + 5 1  ( # , A )  -+ ( #  , a )  (a B ) 
9 9 g g g ' d  

7 -+ 72 (ag,Cd) -+ (a  , a  ) 
g g 

8 -+ 82 (a  ,C 1 -+ (a  ,a (a  ,C ) 
g d g g  g d  

Ces r6gles valident les  éléments nouveaux : 

(a  ,B  1 ,  (a , a  1 
g d g g 

il vient : 

4 -+ 41 (a ,B ) -+ (a , A  ) b  
g d g g 

Cette règle valide 

(a  ,A  ) 
g g 

il vient : 

3 -+ 32 (a  ,A ) -+ (a  , a  ) b  
g g 9 g 

5 -+ 52 (a , A  ) -+ (a , a )  (a  ,B ) 
g g g g  g d  

l ~ 



Examinons les  différentes possibilités de dérivation dans G : 
A 

Notons que conformément à l a  construction de GA, l'axiome de es t  (A,sd) 
A 

donc : 

(Arsd) 7' A l  1 indique l a  regle qui a permis cet te  dérivation 

Notons que toutes les règles de GA ont é té  u t i l i sées .  

Nous donnons maintenant en parall6le les mouvements dans A, e t  

l es  muuvements d'analyse "topilownn correspondant dans G 
A'  



Dans A 

3 3 
NOUS choisissons came mot de C* : a h 

Dans G 
A 

[# aaa, bbb#dl 
9 

3T 

aaabbb 

Nous dirons qu'un mot a de @ e s t  une expression bien formée 
G 

si il  e s t  d'une des formes suivantes : 



0 1  1 2  i-1 i i i + l  1 a = ( # g , ~ g )  (X ,X ) . . . (Xg ,xg) (xg,xg ... ($,xg) ala2 ... a (1 ) 
9 9 P 

1 1 1  
2 a = (#O,X (X ,X . . . i-1 i i i+l n 

(Xg ,X  ) ( X  , X  1 ... (X , Z )  a a  ... a (2) 
9 9  9 9  9 9 9  g d 1 2  P 

S i  le marqueur # est u t i l i s é  : 
d 

z 6 T ~ ( # ~ )  ->al  ... a = A 
P 

3 a e C  
G 

Nous pouvons énoncer l e  lemme suivant : 

Lemme.  - 
n P o u r  t o u t e  s u i t e  (ailill t e l l e  que  : 

d d d ->a -> a -> .. . -> a 
1 2 n ' 

d e r i v a t i o n  d a n s  GA, a l o r s  p o u r  t o u t  i 
ai 

est une e x p r e s s i o n  b i e n  formée.  

Dbnonstration . 

Montrons ce lemne par récurrence su r  1. Nous verons que ce 

lemme e s t  évident pour l e s  famil les  n ' u t i l i s a n t  pas # c a r  l a  condition 
d 

Z c Tr (Xd)  -> al . . . a = A ne t i e n t  plus ca r  n ' e s t  pas emplayé pour n 
ces famil les .  

I l  e s t  une conséquence de l a  forme des productions de G.  

O Montrons que l e  lemme e s t  vrai  pour i = 1.  On peut avoir 

(1) Un cas pa r t i cu l i e r ,  pour n = O se ra  : a = (#O,X ) a l  . .. a e t  en 
9 9 P 

plus si p - O, a = ( #  ,X ) ou a = ( A , x ~ ) .  
9 9 

(2 )  Un cas p a r t i c u l i e r  pour n - O se ra  : a = (#O,Z ) a l  . . . a 
9 d P 

i c i  aussi  s i  p = O a = (#  , Z  1 OU = (A,zd) 
g d 



s o i t  a -t al = (A ,Xd) ,  

s o i t  o -+ al = (AIX ) , (point 6 de l a  construction de 6 ) ,  
g 

s o i t  o -+ A e t  al e s t  dans tout ces cas bien formée. 

Notons que s i  #d e s t  u t i l i s é  par 2.1 on a, x e F, a (d,xd) ,  x c f ( td )  e t  l'on 1 
a bien al . . . a = A 

P 

O Supposons l e  lemne vrai  pour i=p e t  s o i t  : 

nous avons donc a e s t  bien formé, montrons que a e s t  bien formé. 
P p+l 

Deux cas pour a : 
P 

d 
la dérivation a -> a étant  l a  plus à droite,  a e s t  obtenu à par t i r  de 

P P+1 p+1 
a P a  dérivation de (Xn,x ) . Plusieurs possibi l i tés  de deriver (xn,X 
P 9 9 Fi g 

. Dérivation par (xn,x ) + (xn,A ) (A ,B ) issue de e 6 . 
g g g g  g d  

Pourque a s o i t b i e n  formé il s u f f i t q u e  
P+I 

Supposons que B r Tr ( % ) ,  ceci e s t  impossible par P22 car 

(x ,A)  e 6 (A,B) e t  B c T ~ ( # ~ )  . Donc nécessairement 

e s t  bien formée, a étant  bien formée. 
P 



. Dérivation par (xn,x ) , X I )  i s suede  (x%,A) c6(X",x1), 
9 9 - @; d 

i c i  encore X '  # Tr (td) par P22. 

Il en va exactement de l a  même manière pour les  productions issues de 41 e t  43 

de l a  cmstruction. 

. 11 es t  immédiat par ai l leurs que l'application de productions 

issues de 21, 23, 31 ou 33 donne un a bien formé. 
P+1 

il a 
1 n 

P 
= (Ag,xg) . . . (x , Z  ) a 

g d l " ' a  avec si Z e T ( Y  ) alors ai . .. a = A 
P r d P 

n . Dérivation par (X , Z ) + (xn,x ' 1  (X1 ,Y issue de 
9 d 9 9  9 d  

(A,Z) c 6 ( X ' , Y )  ce qui donne 

de plus Y r T ~ ( # ~ )  implique Z e Tr(%) car (A$) e 6 (X,Y) donc dans ce cas 

al ... a = A ,  a e s t b i e n  formée. 
P p+l 

. La ddrivation par des rsgles correspondantes 2i 22, ou 32 ne 

pose pas de problèmes. 

. Application de 42 a savoir (A,Zd) + (# ,A ) issue de 
9 d 

( A . 2 )  e 6 ( X  A )  , n'appelle aucune remarques particulières. S i  Z c Tr 
9 

alors A e T (# ) à cause de l a  propri6té tdm dans ce cas al . . . a = A, il r d - P 
vient : 

a e s t  bien formée. Notons simplement, que ceci n'a un sens que si Z c F 
Pl 

alors a + (A,Zd).  

. Dérivation par 5 (xn ,Z  ) + (Y ,A ) ce cas ne pose aucun 
9 d 9 9 

problème particulier,  ce t te  production e s t  issue de (A,Z) c 6 ( A , # ~ )  il vient : 



a e s t  bien fonnée. 
P+ 1 

d) Nous definissons 2i présent une correspondance entre l e s  expressions bien 

formées e t  l e s  configurations du n.e .d A. 

Nous dirons qu'une expression bien formée a e t  \me r=a?fiqtratfan 

K de A sont cor~espdrmnt-2s nous noterons a <-+ IC. S i  nous nous txouamas 

dans un des cas suivant : 

. si Y E Tr( ld)  / alors al ... a - Accar a est bien formde). 
P 

O 3 si a e L; alors : K = ,aldl  
g 



Lemme. - 
Pour t o u t  mot w c C*, i l  y a  6quivalence e n t r e  : 

I 3 ( K , ) ; ~  t e l l e  que a - CI .w#d01 ~t K~ + K + ... 
Q + n 

n 
2 4 (ai)ig s u i t e  d'exp. bien f o r d e s  t e l l e  que : 

De plus  : 

Poin t  1 . O K e s t  f i n a l e  ssi ai e s t  l'axiome de G i 

Poin t  2 .  

Preuve. 

Dans cet te  démonstration nous allons u t i l i s e r  les  tableaux a) b) c) 

dl e t  e l .  

Tout les  cas possibles de configuration K de A e t  d'expressions 

bien formées a, t e l l es  que a <-> K sont présentes divises en 5 cas, s'excluant 

deux i3 dewt. 

Dans chaque tableau nous avons envisagé toutes les possibi l i tés  de 

mouvements i3 par t i r  de K dans A, e t  toutes les  possibilités de réductions a par- 

tir de a dans G donnant a '  bien formée. Nous notons K' e t  a '  l a  configuration e t  

l'expression bien formée t e l l e  que : 

nous avons f a i t  figurer K'  dans l a  deuxième colonne e t  a '  dans l a  quatrième. 

Les r&gles de A e t  l a  production de G ayant permis ces mouvements 

e t  réductions figurent sur une même ligne dans l a  première e t  l a  troisième 

colonne. Nous avons l a  propriété suivante : 
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Sur une i d m e  ligne K s  <-r, a' e t  l a  d g l e  de A existe si e t  

seulement r i  l a  production de P existe. 

Ott. proprlltd e s t  bvldente dans p n q u e  tout les CM. Dison$ que l a  restric- 

tion imaporie par P l  ,1 dans l a  c o n s ~ c t i o n ,  nous donne dans l a  ligne e l  

X 8  # td, donc K s  <->a8. Q u  de P1.2 &sure a l a  ligne dl X 8  # 9 , donc 

K 8  2-> a'. 

n 
11 e s t  i i n a i a t  susa tout. suite (4) i9t je sais aesocier grâce 

n 
8pOnnance uns suite d'expression bien fournies (ailiy, e t  rbcipro- 

3-t. m plus l a  correspadance dtant biunivoque, l a  suita Bas as e s t  mique 

e t  rdciproquement . 

Nous allons montrer par rlcurrence sur i que : 

4, 
' LslSquivalence e s t  6 1 1 ~ 1 , ( ~ ~ 1 : 1 - 0 .  

- ,  . . 
j ' i  

i a  ! .  L 
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ceci e t &à a l a  prapri&té P l  -2, cime l e  sou-tableau a) n * e s t  plus a considbrer $4 
$ 

i 
1 

i X ; * a i n t r e m  que 1 *squlvaluiaa ead v& pour 1-1. ( K ~  K ~ )  <-> (a 1 ->a O 

;. ! ,  , . -  
A . 7 -  - "a' 

Now avons regroupe dans l e  sous-tableau a) tow les cas possiblm 

de mouvanent8 a partir  de K e t  tcrutes les reductions possibles a partir  de a. 
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donnant un al bien formé. En ef fe t  : 

c 'es t  tout a f a i t  évident pour les  mouvements d par t i r  de Kof ces 

t rois  mouvements al a2 a3 sont les seuls possibles dans A. 

Pour les réductions Z i  par t i r  de a nous aurions pu appliquer 
0 

a = al .. . an une réâuction par une prduction (A , B ' )  + a avec A # #O O g g 1 g g 
issue nécessairement de (A,B' ) e 6 (Ara) , qui donnerait 

- e t  aucune configuration K de A sera i t  t e l l e  que 

Ko 
)- K e t  K <-->a 

1 

car 

e s t  faux. 

Mais a n 'es t  pas dans ce cas une expression bien formée car 
1 

A # #O, ce qili e s t  en contradiction avec l'hypothèse du 1-e. Toutes l e s  autres 
g g 

réàuctions sont envisagées dans a ) ,  car les  seules autres possibilitds sont 

1 l'emploie de 31, 32 ou 33 de l a  définition. 

Nous avons vu que dans une même ligne l a  regle de A implique 

l'existence de l a  production de P e t  réciproquement ceci nous permet d'affirmer 

1'4quivalence pour i=1 e t  le  point 2 en constatant l a  correspondance de K t  e t  a '  

sur une méme ligne. 

Wste le  point 1. K~ ne peut etre f inale que dans l e  cas des feuil les 

Al  ou A*, p o u  lesquelles on peut avoir 

il e s t  @vident que par ai) pour A e t  a2) pourA2nous atteignons l a  configuration 
1 

finale dans A e t  l'axiome dans G e t  que par 3) de l a  construction A l  sera  l'axiome 

s i  e t  seulement s i  Al  e s t  finale. 



D e  plus s i  (a+A) c P il vient par 6 que ( A , S )  c & ( #  ,# ) 
9 d 

donc : 

tl Supposons l e  lemme vra i  pour i=p, montrons qu'alors il e s t  vrai pour iup+l. 

d d d 
Soit  Ko +-- ... + Kp + Kp+l e t  a -+a -> ... -> a. 

p+l P 

Le leme étant supposé vrai pour n=p nous avons : 

d d 3 K~ +- ... + K ssi 1 a ->... ->a 
P P O 

I l  nous faut  donc considérer tout l es  cas Kn - Kn+i e t  

a 
d 

n+ 1 ->a avec a expression bien formée e t  Kn c-B a . C'est ce qui e s t  f a i t  
n n n 

dans les  sous-tableaux b) c) d) e t  e) ,  ou nous précisons à chaque fois  

l a  règle qui a permis l e  mouvement dans A e t  l a  production qui a permis l a  

réduction dans GA. Tout l es  cas ont é té  envisagés en e f f e t  : 

. Pour les configurations de A, c ' e s t  tout à f a i t  évident 

( les  divers cas correspondant en f a i t  aux catégories de règles dans l a  définition 

de GA) . 

. Pour les  expressions bien formées de G nous avons en plus des cas 

envisag6s dans l e  tableau, les  cas suivants donnant l ieu à un a qui n 'est  
p+l 

pas une expression bien formée. 

0 Dans l e  tableau b) on pairraitappliquer à (Xn , X  ) une réduction par l a  
9 

production (Xn , X i )  + (Xn ,X ) issue de (A,X1)  cg6 ( x , # ~ )  notons que ceci 
9 g 

g 

impliqueX1 c Tr(#d),  cequidonnerai t  a = (A,X1 ) ... (Xn ,X1)a ... a 
P+ 1 9 g 

% P P' 

qui n 'es t  bien formée que si a . . . a = A(cas t r a i t é  dans l e  sous-tableau 
P P ' 

e ) )  ce qui e s t  faux i c i .  



Dans ce cas nous avons : 

il e s t  inmédiat qu'aucune r-ene peut assurer l e  mouvement : 

K = [Ax  ... x x , a  
1 "' "PI 

#:I + K ~ + ~  = [A x . . . a . . . a #O] 
P n P  Q 1  P P '  d 

cec i  montre came précédemment que 

a p+l -> a P 

ne correspond à un mouvement K + Kp+l que s i  a e t  a son t  bien form6es. 
P P+ 1 P 

Toujours dans le sous-tableau b) on pour ra i t  appliquer à a une réduction 
P 

par l a  production (A , X I )  -+ a i s sue  de (AX1,A)  c 6 (A,a ) avec A # X ce qui 
9 g P P 

d o n n e r a i t a  = ( A  ,X 1 ... (Xn-l )(Ag,Xi)ap+l ... a q d n ' e s t p - b i e n  
p+l l g  9 P ' 

fom6e car x # A. 

Dans ce cas nous avons : 

O a 
P+% 

<-> [A X ... XnAX1, a 
p+l 

... a #dl = K 
9 1  P ' p+l 

i c i  encore : 

e s t  impossible ca r  il f a i d r a i t  que : 

ce qu i  n ' e s t  pas possible  d 'après P4 car A # X. 

C e s  deux cas, p lus  l e s  t r o i s  envisagées dans l e  sous-tableau son t  

l e s  s eu l s  envisageables pour a de  c e t t e  forme. 

O Dans l e  tableau c)  il e s t  immediat que toutes  réductions appliquées 8i a 
P 

ne peut donner a bien formge, de  même pour l e  tableau d) . 
p+l 



Tout les  cas possibles ont donc é té  envisqées . La propriété, 

plus l e  conetat de l a  correspondance sur chaque lignes du tableau de K '  e t  

a', démontre 1 4-> 2 pour n==p+l e t  l e  point 2. 

Le point 1 e s t  aisément vérif ié  . K sera finale ou a sera 
P+ 1 p+l 

l 'w iane  de G dans l es  cas suivants : 

ligne bl )  pour K = K = [x,a 1 pour l a  famille n.e.d.d. 1 
P P 

ligne b2) pour K = K = [x,a 1 pour l a  famille n;e.d.d. 2 
P P 

ligne c l )  pour K = K = [X ,Y]  pour l a  famille n.e.d.d. 1 
P II 

ligne c2) p a r  K = K = [X ,Y] au lxn,# 1 pour n.e.d.d. ou n.e.d.di 2 
P n d 

ligne dl )  pour K = K = [# , Y ]  pour l a  famille n.e.d.d. 1 
P g 

ligne d2) pour K = K = [# ,Y]  pour l a  famille n.e.d.d. ou n.e.d.d. O 
P g 

ligne e) pour K = K = [x,# 1 pour l a  famille n.e.d.d. 
P d 

e) Nous pouvons donc énoncer l e  corollaire qui e s t  une correspondance di rect  

du des lemmes précédents. 

Corollaire. 

L(G) = T(A)  

Preuve. 

Soit  w c L(G) , alors  on s a i t  q u ' i l  existe une dérivation l a  plus 

à droite donnant w s o i t  : 



d'après l e  lemme c) les a sont bien formées, on peut donc leur fa i re  corres- 
i n 

pondre dans A, une suite de configurations (Ki)i=l t e l l e  que : 

K étant une configuration finale car a + a e t  a 1 1 1 <-> K1 donc w c T(A)  

T ( A )  5 L(G) 

ce résul ta t  e s t  une conséquence directe du lemme du 5 .d. 

cqfd . 

f )  Nous pouvons à présent conclure cette part ie  en énonçant l e  théorème. 

La conb&u&Zon donnée au §-a) petunet d'abaocieh h t o u t  n.e .  ci, 

une gtuunmde canonique d g é b ~ q u e  é q u i v d w t e .  

I l  s u f f i t  de montrer qu'à tout n.e.d, on peut associer un n.e.d 

équivalent vérifiant les propriétés imposées dans l a  canstruction. C'est ce qui 

e s t  f a i t  pour l e  plus d i f f i c i l e  dans l a  par t ie  1 .3  du premier chapitre. 

Pour l e  reste nous laissons au lecteur l e  soin de l e  constater. 

cqfd . 





IV.1 PRESENTATION DES GRAMMAIRES BRC(1,k)  

I l  s ' ag i t  de définir  les  graxaaires, pour lesquelles il e s t  

possible pour tout mot du langage qu'elles engendrent, d'effectuer une 

analyse déterministe, c'est-a-dire unique, des feuil les vers l a  racine. 

Cette analyse s'effectuera de l a  gauche vers l a  droite du mot, e l l e  cor- 

respondra donc dans G Zi l a  dérivation l a  plus Zi droite. 

Pour lever éventuellement une ambiguité a un moment donné de 

l'analyse, on pourra considérer l e  contexte du mot qui fera 1 'objet de l a  

réduction. Plus précisément : 

Dé@nLtion. Dé&iva&Lon La plu6 a d h o a e .  

S O ~  Une @mm-e G = (1, N I  P I  1 .  Pouh a r v * ,  A e N I  

B c wk e t  (A -+ w) c P : nou6 ckhona que  aAB engendhe awB danb une d é h i v d o n  
d la peuh à d h o a e  e t  n o u  notea0n.ô  AB WB d 6 i  B c L*. 

Soit  a c vik. Toute paire (p,i) dans laquelle p c P e t  i c N e s t  

appellée poignet de a ssi : 

pour A c V/CI a ' ,  B e v *  e t  w e C* on a 

1 Dans une analyse "top down", il s ' ag i t  partant de a '  Bw de 

retrouver a'Aw. I l  e s t  immédiat qu ' i l  faudra nécessairement que w c C* 

(1) Nos notations sont celle u t i l i sées  dans C81. N e s t  l'ensemble des non-ter 

minaux de G e t  nous notons : V = N U 1, C étant l'ensemble des terminaux. 
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sinon il e x i s t e r e t  A '  c V / C t e l  que : 

d 
a'AA'w -> a' BA'w 

ce qui e s t  i m p o ~ s i b l e p ~ ~  une dérivation l a  plus à droite 

2 La le t t re  A dans a ' A ~  e s t  l e  non terminal l e  plus à droite, 

notons que % l e  non terminal l e  plus à droite e s t  nécessairement celui qui 

provientde l a  réduction précédente dans une analyse. 

Rappelions l a  définition, doainée par Havel-Harrison 

dans 21, des gramnaires B R C ( 1,k) . 

Soi t  G une grammaire algébrique, G = (N, C f  P ,  a ) ,  sans d6riva- 

tions de l a  forme 

Soit  1, k 2 o. Alors G e s t  une grammaire B R C ( 1,k) , ssi les  conditions 

suivantes scmt réalisées, pour tait a, a ' ,  f3 c v*, w, w '  e C*, A 6 N, 

p '  c P e t  i '  2 lc j  (alB). 
(1) 

S i  (A+B,$ (af3)) e t  ( p t , i t )  sont des poignets de af3w e t  a'Bw' 
( 1) respectivement, e t  s i  a = a'  e t  w = ( k ) w '  alors pl e s t  l a  

forme A+@ e t  i '  = 1 (a'f3) . G e s t  B R C s i  e l l e  e s t  B R C (1,k) pour 
g 

un 1 e t  un k supérieurs ou égaux h zéro. 

+d . L'interdiction des dérivations S -> S, permet d'assurer que 

les  granmiaires B R C (1,k) sont non-ambigues . En e f fe t  l a  grammaire dant les  

seules règles sont S + S e t  S -+ a e s t  une grammaire B R C (0,O) d i g u e .  

Dans une gratmnaire B R C (1,k) , tout mot e s t  analysable dans une 

analyse des feuil les vers l a  racine, de l a  gauche vers l a  droite.  La poignet 

e s t  à chaque pas unique, l a  détermination e s t  f a i t e  en consultant l e  contexte 

du mot réduit, d'une profondeur 1 sur s a  gauche, e t  d'une profondeur k sur sa  

droite.  

(1) Pour tout mot w, lg (w) e s t  l a  longueur de W .  



Nous al lons  maintenant préciser  ces notions. Cette étude nous 

aimménera a poser une nouvelle déf in i t ion  des grammaires BRC ( l , k ) ,  dont 

nous montrerons q u ' e l l e  e s t  equivalente a c e l l e  que nous venons d18noncer. 

pour t o u t  mot W. de l a  forme a X 6 avec ai r v*, X r V, B1 e I* nous 
1 1' 

dirons que pointer X c ' e s t  chercher s ' i l  ex i s t e  : 

. S i  X # A : a ' ,  a '  c V , p s P t e l s  que 

Lorsque l 'on  pointe un élément X on peut s e  trouver dans un des 

4 cas suivants : pour X # A.  

1 . 31p 3!a t e l  que p : A + u X  - 

3. la ,  a ' ,  B r  B ' ,  p, p'  tq : a = B a  = B'a' 
1 

p : A + a X  p : A 1 + a ' X  

dans l e  4 ieme cas aucune réduction n ' e s t  possible,  dans la  recherche de l a  

poignet, n.ms pointerons donc Le symbole immédiatement a dro i t e  de X 

Pointer X c ' e s t  donc chercher s 'il exis te  une poignet dont 

"1' extrémité" e s t  X . 

Cas X = A, si p : A -+ A, a chaque in s t an t  de l 'analyse c e t t e  

p o s s i b i l i t é  e s t  envisageable, e l l e  e s t  donc une source de  non déterminisme 

dans une analyse "top-down'! 



b) Exemples. 

(nous supposons dans ces exemples que l a  gramnaire e s t  entièrement donnée par 

l e s  arbres de dérivation que nous proposons). 

c e t  exemple correspond au 2e cas, lorsque nous pointons c nous avons s o i t  

B -+ bc s o i t  B' + bc. 

Notons que l a  considération du contexte gauche de bc permet de 

lever 1' ambigufté 

i c i  nous sommes dans l e  cas 3 lorsque l'on pointe sur d nous avons 2 

poignets possibles : 

B + cd B' + bcd 

i c i  encore le contexte gauche de bcd permet de lever 1' ambiguité 



dans cet te  exemple lorsque l'on pointe d, A '  -+ bcd e s t  applicable, pourtant 

ce t te  réduction ne do i t  pas é t re  f a i t e  s i  l e  contexte geh de bed n' e s t  pas a '  . 

l a  seule poignet dans cet  exemple e s t  (A -+ ab,2) e l l e  seule correspond à 

l a  dérivation l a  plus a droite.  

c) Ces exemples nous montrent que l a  détermination de l a  poignet 

permettant l a  réduction peut se fa i re  dans certains cas, en considérant 

l e  contexte du mot faisant  l 'objet  de l a  réduction. Nous voyons apparaftre 

l a  notion de contexte dans lequel une règle e s t  applicable, nous allons préci- 

ser  cet te  notion en définissant une application c de P dans P ( v i  x $1 1 e t  

k indiquant respectivement l a  profondeur du contexte gauche e t  celle du con- 

texte d ro i t  qu ' il e s t  nécessaire de connaf t r e  pour lever une ambigufté lors  

d 'un pointage. Soit  : 

Dans ces conditions lorsque l'on pointe un élément X une règle 

p : A -t aX sera c-applicable pour w = a a x B1 ssi 
1 

Plus précisément : 

(1 ) Exeptionnellemen t nous conviendrons (2)  Rappellons que a (el (resp . (el a 1 
des conventions suivantes : e s t  l e  suffixe (resp. préfixe) de 

VA = V ll {A) ce qui e s t  classique mais longueur q, q = in£ (1 (a) ,e) 
g 

VO = {A) ce qui e s t  différent de l a  i . e .  : a (O) = A quelque s o i t  a, 

convention du 4er chapitre. 



C 
c-analyse : w '  <- W. 

G 

Pour taute grammaire G = (N, 1, P, a )  e t  toute application c 

C 
nous écrimns w '  <- w ssi 

G 

(i) w '  = a A f 3  
1 1  

1. Examinons l e  cas ofi 14. Ce cas revient lors de 1 'analyse de w, a ne pas 

consulter l e  contexte gauche de B .  En ef fe t ,  c e s t  alors une application de 
o k  O 

P dans . B A )  or V = (AI, de plus a(0) = A  quelque s o i t  a, l a  condition 

(iii) devient donc : 

ceci revient a ne pas consulter l e  contexte gauche de B .  

Le cas ofi k=û, revient a ne pas consulter l e  contexte droit de B .  

2. Dans l e  cadre de notre définition, nous pouvons avoir pour un p donné : 

p :  A + B  



si  14 nous avons vu ce q u ' i l  en é t a i t ,  m a i s  s i  1 # O ceci veut dire que 

p n 'es t  envisageable pour une réduction que si l e  contexte gauche de 

e s tv ide ,  car a(" = A implique a = A s i  1 # O. 

Méme ccannentaire pour k=O. 

3. Notans enfin que a dans l a  définition peut e t r e  de longueur inférieur 3 
1' 

1, en e f f e t  les  éléments de Vl sont les mots formés sur V, e t  de longueur 

inférieure ou égale 3 1. 

4. L ' intérêt  pour nous de l a  c-dérivation c ' es t  partant de w trouver w '  
C t e l  que w '  ->W. 

C 
I l  va de s o i t  que nous pourrions considérer -> t e l  que : 

l a  flèche dans un sens ou dans l 'autre indiquint l a  même propriété, d i f fé-  

renciant seulement l a  préoccupation du mment présent. L'application c dans 

l e  sens A> voudrait s ignif ier  l e  désir de limiter l 'application de cer- 

taines regles a un certain contexte, ce n ' es t  pas i c i  notre préoccupation. 

Consé~uence du commentaire 1. ----- ..................... 

Lorsque 130, nous dirons quelque fois  que c e s t  une application 
k 

de P + P(EA) ,  e t  lorsque k = O une application de P -+ ~ ( 4 ) .  
Notation. 

D é d u o n  c-analysable, c-d-analysable. 

Nous dirons que w e s t  c-analysable dans G ssi : 

*c e t  e s t  c-d-analysable s i  S c=-= w e s t  unique. 
G 



DE &lniZ ion.  Gramnaire c- ( 1, k) 

Nous dirons  qu'une gramnaire G = (N, C I  P, a)  e s t  c - ( l Ik )  pur  
1 k  une application c de P dans P(v x C ) ssi t o u t  mot de L(G) est 
A A 

c d  analysable. 

Nous al lons  donner quelques exemples. 

e) Ex-le de grammaire c-(111) x o u r  deux aepl icat ions  d i s t i n c t e s  --- ------ --------------- ---------- ------------------- 

S o i t  G = (VI 1, PI S) 

Nous avons l e s  dér ivat ions  l e s  plus  à d r o i t e s  suivantes : 

au dessus des f leches  nous indiquons l e  numéro de l a  production appliquée : 

de c e c i  on en dédui t  une appl icat ion cl t e l l e  que : 

.cl (Pl  1 = ( ( A ,  A) 1 cl (PZ) = ( A ,  A) 1 

il s u f f i t  pour ce l a  de noter  dans quels a m t e x t e s  son t  dérivées l e s  p a r t i e s  

gauches des règles .  



Les c-analyses de b, ba, a, e t  aa sont les  suivantes : 
1 

les  notations sont : 

. B au aX$B l a  flèche indique l e  symbole pointé 

ceci indique qu'aucune règle n ' é ta i t  c-applicable Zî X e t  Zî A ,  

on pointe donc Y. 

a'X souligné indique l e  mot qui a é té  réduit il vient : 

C 1 . -> p en e f fe t  p4 n 'es t  pas. applicable dans l e  contexte (h,b) : 

tout les  mots de L(G)  sont c analysables donc G e s t  c (1, l)  car : 
1 1 

11 y a d'autres applications c pour lesquelles G e s t  c-analysable. 

En e f f e t  s o i t  : c2 t e l l e  que : 

c* (Pl) = c2 (P2) = c2 (P3) = v xc 
A A 

ceci veut d i re  lorsque l e  membre droi t  de Pl,P2 ou P3 e s t  considéré au c a r s  

d'une c -analyse, l e s  applications P l ,  P2 ou P3 sont appliquées pour l a  réduc- 
2 

tion, sans cansidération du contexte. 



Peut-on se limiter pour P4 e t  P5 afin d'obtenir s o i t  14 s o i t  

k*. 

S i  c2 (p4) = c2 (P5) = {a,b) x Z c'est-&-dire k=û il vient : 

ce qui n 'est  pas correcte, l e  mot aa sera refusé. 

S i  c2 (P4) - c2 (P5) = {A} c - L A  c ' e s t -à4 i re  14 il vient : 

analyse qui ne conduit pas a l'axiome. 

Donc : 

G e s t  c2 - (1 , l ) .  

NOUS constatone donc cl e t  c2 permettent de l a  même maniere l'analyse 

"top-dowk8 des mots de L(G), e t  ceci avec l a  même efficacité.  Cependant 

différent  lorsqu'il  s ' ag i t  d'analyser des mots n'appartenant pas à L(G) e t  

conséquent de l es  re je t ter .  

Exemple : 

c differencie plus les règles de P, e t  contient donc plus d'information que 1 
c2, e l l e  e s t  donc plus efficace pour l'analyse. 

Exemple 

Gramnaire pour laquelle ]c, 1, k t e l l e s  que G e s t  c-(1 ,k) . 



. Donnons l'exemple de grammaire ci tée dans 1 71 montrant une 

grammairepour l a p e l l e  il n'existe pas d'application c. 

Soit : 

P3 : A - t a  

nais obtenons : 

n, n Soit a analyser a (  fi) d, lorsque l'on pointe a il n 'es t  pas 

possible de savoir s ' i l  faut  réduire par P3, il faudrait pour décider avoir 

actes b l a  f in  du mot afin de savoir s ' i l  se termine par c ou d, les mots 

de L(G)  n'étant pas de longueur f in ie ,  l 'application c n'existe pas . 

Floyds fait remarquer qu'en analysant l es  mots de L ( G )  de l a  

droite vers l a  gauche, l'analyse devient possible. 

Exemple de G r m i r e  c- (2,O) . 

Soit G = (u, C, S, P) 

Pl : S + AY 

P2 : Y + -  

P3 : A + A  



Nous avons une unique dérivation possible dans G 

de cette dérivation on peut déduire une application cl t e l l e  que : 

Cl (Pl) = (A ,  A)  cl (Pz) = (A.A) cl (P3) = { (A, a) , (A ,  a) 1 

a n 'es t  pas c -analysable en e f fe t  : 
1 

on constate donc qu ' i l  n 'es t  pas possible d'aboutir a l'axiane. 

Soit alors c2 t e l l e  que : 

c2 ( P l )  = c2 (P2) = VA x CA 

il vient : 

Aa -> $a -> ALa -> - v a  y=> AAAa 
4 C 2 C 2 4 2 2 

h ce stade P3 n ' e s t  pas applicable, car l e  contexte gauche de A e s t  AA donc : 

donc : G e s t  c-(2,O) . 

f )  Montrons a présent l'équivalence des deux définitions : 

Proposition. 

Toute gramnaire G e s t  BRC(l,k) ssi e l l e  e s t  c-(1,k) pour une 

application c. 



Preuve. 

II Montrons que s i  l a  grammaire G e s t  c-(1 ,k) alors e l l e  e s t  BRC (1,k) . 
Nous allons l e  montrer par l'absurde. 

Supposons donc G non BRC (e,k) ceci veut dire : 

ce qui s ignif ie que le  mot w a dew poignets : 

(A' + B ' r  1g(a;B1)). 

Or toute application c devra étre t e l l e  que : 

(al('), (k)81) c C U L  + 8) 

sinon il exis tera i t  des mots de L(G) qui ne seraient pas c-analysable, ceux qui 

u t i l i sera ient  l'une ou l ' aut re  des dérivations (a) ou (8) . 

U Réciproquement, montrons que toute grammaire RRC ( 1, k) e s t  c- ( 1, k)  p a ~ r  une 

application c.  

11 nous faut ccmstruire cet te  application s o i t  c definie par : 

pour toute production p : A + B 



=(PI =I(v, t)  I Jvl s 1 ItJ r k, Ivl, t t e l s  que : 1 

l'ensemble c(P) e s t  f i n i  e t  constructible. I l  e s t  imnédiat, par construction 

méme de l'application c, que si G n ' é ta i t  pas c- ( l,k) , e l l e  ne se ra i t  pas 

BRC (1,k).  

BRC (1, l)  3 n.e.d.d 

BRC (1,Q) 2 n.e.d.d 1 

a) Pour montrer cette propriété il nous su f f i t  de montrer que l a  gramnaire 

canonique contexte l ibre  associée a un n .e .d .d, e s t  une grammaire BRC (1 ,i) . 

La propriété d'une t e l l e  grammaire e s t  de rendre possible une 

analyse des feuil les vers l a  racine, analyse fa i t e  de manière déterministe 

moyennant l a  considération du contexte du mot réduit par une règle de G. 

O r  l a  grammaire canonique d'un n.e.d.d permet d 'établir  un 

parallèle é t r o i t  entre les  configurations du n.e.d.d e t  les  mots non néces- 

sairement terminaux dérivés de l'axiome dans G. Corne l a  reconnaissance d'un 

mot dans l e  n.e.d.d se  f a i t  des feuilles vers l a  racine, nous allons en dédui- 

re dans G une analyse des feui l les  vers l a  racine. 

Nous montrerons en même temps que pour rendre cette analyse dé- 

terministe, nous n'aurons jamais besoin de considérer plus d'une l e t t r e  a 
gauche e t  plus d'une l e t t r e  a droite du mot réduit par une règle G lors  d'une 

analyse, tceci permettant d' affirmer que l a  grammaire e s t  BRC(1,l) . 



b) Nous al lons reprendre l'exemple du 5 III .2 .b  e t  montrer qu ' i l  
O exis te  une application c : ,Y x l''O t e l l e  que tout mot de L(GA) s a i t  

cil analysable. 

Rappelions l e s  prductioni de GA 



u é t a n t  l l u i aue  de G e t  ZA = {a,b] nais  avions : 
A 

L ( G ~ )  = {a%" / n 2 01 U{an / n 2 01 

A présen t  nous a l l o n s  donner l e s  valeurs  de  c .  Nous montrons 

dans l e  5 d)  , que tou te  production n 'exige  pas l a  connaissance du contexte, 

nous avons dans ce cas p a r t i c u l i e r  : 

c 'est-b-dire que lorsque nous rencontrons l a  p a r t i e  d r o i t e  d'une de  ces 

productions au cours d'une analyse,  nous pouvons l a  r édu i re  en l a  p a r t i e  

gauche, quelque s o i t  le  cantexte .  

Nous obtenons pour les a u t r e s  productions : 

s e u l  le  contexte gauche est u t i l i s é  pour l e v e r  l ' indéterminat ion.  

2 - 72 ( a  ,C + ( a  ,a ) c(P72) = C O  x {A) 
9 d 9 cl 

cette r è g l e  e s t  source d'aPnbiguTté dans une analyse top-dom, car lorsque l ' o n  

pointe  un Alément ( a  , a ) nous devons déc ide r  e n t r e  appliquer cette production 
9 Q 

ou b ien  p o i n t e r  l e  symbole suivant .  De meme : 

Pl 1 n ' e s t  appl icable  que s i  l e  contexte d e  A e s t  vide. 

(1) {( . , a  11  désigne l'ensemble des éléments de l a  forme (X,a 
9 9 



~ 
en f a i t  on montrera dans l a  section IV.3 que seule les  types de constructian de 

règles 23 31 34 e t  44 exigent éventuellement l a  connaissance du contexte gauche 

e t  que seules 5 e t  6 demandent l a  connaissance du contexte d ro i t .  Remarquons 

tout de suite l'importance du marqueur #d, nous montrerons que l a  suppression 

de ee marqueur permettra de construire c t e l l e  que GA s o i t  BRC ( 1 ,O) . 

Dans l e  cas de notre exemple nous pouvons donc dire  que si tout 

m o t  de L(G ) es t  c-analysable alors GA e s t  BRC (1 ,l) . 
A 

La suppression de ce marqueur permettra de construire c t e l l e  

que GA s o i t  BRC(1,O). 

Dans l e  cas de notre exemple nous pouvons donc d i r e  que s i  

tout mot de L(G ) e s t  c-analysable alors G e s t  BRC(1,l) A A 

Donnons un exemple de c-analysable dans G Pour simplifier nous 
A ' 

n'envisagerons pas d chaque fo i s  l a  possibi l i té  d'analyser A par Pl 1 : 

(A,Sd) + A, ayant remarque que cet te  production n 'est  applicable que dans l e  

contexte {A) x { A ) .  

3 3 Soit  a analyser a b 

-> ( #  a a a 1 abbb y=> 
C g g CJ+g 



c) Nous allons tout  d'abord donner deux propriétt5s qui smt des conséquences 

directes des lemmes e t  définitions donnés dans l e  chapitre III. 

Lemme 4.1. 

La gramnaire  canonique con tex t e  l i b r e  G assoc ige  à p a r t  

n.e.d.d A e s t  t e l l e  que t o u t  mot w de L(G) e s t  d g r i v a b l e  d e  manière unique 

p a r  une d g r i v a t l o n  l a  p l u s  à d r o i t e  à p a r t i r  d e  I.'axiome d e  G .  

Démonstration . 

Ce résultat  e s t  une conséquence directe des lemmes 1 e t  2 e t  

du f a i t  que l a  cornespondance défini  p du chapitre e s t  biunivoque. 

En e f fe t  supposons qu ' i l  existe deux dérivation l a  plus a droite d i s t inc t  

pour un mot w s o i t  : 

d '  après l e  lemne 1 les  ai sont bien formées on peut donc leur appliquer 

l e  lemme 2. ûn peut associer à ces deux derivations deux analyses dans A. 

S i  les deux dérivations sont dist inctes on a donc g i  t e l  que : 

si  une seule analyse dans A correspond h ces deux derivations so i t  : n=p 

mais alors pour i on a : 

ceci n 'es t  pas possible car l a  correspondance e s t  biunivoque. 



Donc aux deux dérivations les plus h droites distinctes dans G 

corresponds deux analyse distinctes dans A, ce qui n'est  pas possible si 

A e s t  déterministe. 

Lemme 4.2. 

Dans l a  grammaire canonique contexte l i b r e  G associ6e ZI un 

n.e.d on a : pour tou t  w c L(G) 

*d n la  -> w ssi l(ai)i=l s u i t e  d 'expressiors bien formées 

Ce lemme e s t  en f a i t  un carollaire du lemne 4.1. On peut 

appliquer ce lemme 4.1 h a, e C* car tout m o t  de C* e s t  une expression 

bien formée. 

La condition e s t  suffisante car : 

n 
suite (ai)ixI bien formée. 

La condition e s t  nécessaire de manière évidente, e l l e  est. due 

a l a  forme des expressions bien formées, s i  on n'op3re pas l a  dérivation la  

plus a droite l'expression obtenu n 'est  pas bien forinée. 

d) Nous allons a présent montrer l e  lemme l e  plus important du chapitre. 

L e m  4.3. 

A toute  grammaire canonique contexte l i b r e  G associ6 à un 

n .e .d .d correspond une application c : 

t e l l e  que tou t  mot w de L ( G )  e s t  c-d-analysable. 



Démonstration. 

Rappellons qu'une c-d-analyse es t  une analyse des feuilles vers 

l a  racine, effectuée de l a  gauche vers l a  droite du mot, te l le  qu'a chaque 

pas pour lever une éventuelle ambiguIté quant à l a  réduction a appliquer, c 

permet de consulter l e  contexte du mot faisant l 'objet de l a  réduction. 

Cette analyse doit é t re  unique, pour tout mot du langage, cette 

condition est  assurée i c i  par l e  lemne 4.1. 

Nous avons vu dlapr&s le  lemme 4.2 qu'étant donnéeune expression 

l bien formée a te l le  que : 

l a  recherche de a' t e l le  que : 

répondait à un critiire simple à savoir : il suff i t  de déterminer a '  t e l le  que 

a '  so i t  bien formée (le lemme 4.1 nous assurant que cette analyse sera unique). 

Nous savons que les expressions bien formées sont de trois types. 

Rappellons les : 

1 pour n 3 O 

2 pour n 3 O 

avec Z c T (ld) r 



pour chacun de ces t ro i s  types nous pouvons appliquer dans l e  sens d'une 

réduction les  règles de G. 

Nous allons donc considérer chacun des types de règle de G 

en indiquant à chwue fois  l a  valeur de l 'application c, de maniere à ce que 

a '  t e l  que : 

s o i t  bien formée. 

La recherche des valeurs de c sur P e s t  tout à f a i t  fac i le  

é tant  donné ce cr i tère .  

I l  vient : 

. L'application des réductions par les  types de prodtuctions : 

ne demande pas l a  consultation du contexte du membre d r o i t  

de ces productions, dans a, ceci e s t  évident, leur appli- 

cation donne automatiquement a '  bien formée. 

. Pour tout A, B e r U C, a e C tout p s P t e l l e s  que : 

p : (A ,B ) -t a (type 23) 
g g 

il s ' ag i t  i c i  de respecter l e  f a i t  que les  éléments de r 
G 

sont charnés dans une expression bien formée. 



Notons que pour ce type de production, on ne consulte 

qu'un seul élément sur l a  gauche du mot faisant &je t  

de l a  réduction. 

. Pour tout X c r U C f  tout a c C tout p a P t e l l e  que : 

P : (A,xg) + a (type 31) 

OU 

P : ( L X g )  + a (type 32) 

OU 

P : (#  ,A ) + a  (type 33) 
9 9 

an e f fe t  les  6léments t e l l es  que (A,X 1 ,  (Atxd) OU ( #  .A ) 
9 9 9 

ne peuvent Btre placés qu'au début de toutes expressions 

bien formées. En e f f e t  dans l a  définition des expressions 

bien formées on a X e  ri^ C donc X # A. I c i  encore seule i i 
l e  contexte gauche e s t  consulté. 

. pour tout Y c. ~ ~ c u M L J ~ A  1 tqut X, A e r LI C par p t e l l e  que :. 

(type 5)  

en e f fe t  ce type de règle implique nécessairemePt que 

X c T ( #  ) ,  il faut donc pour que a' s o i t  bien formée que r d 
l e  contexte d ro i t  de (Y ,A 1, al ... a s o i t  l a  chaine vide 

9 9 P 
donc : "1 - O -  a 

= A ,  sinon a ' n'est  pas bien formée. 
P 

. Le dernier cas e s t  celui provenant de l 'existence 

d'une règle de type 6, à savoir ô ( #  ,# ) = ( A , X )  
9 d 

au ô ( #  ,# ) = (x ,h ) ,  il vient : 
9 d 



on a dans les  deux cas : 

C(P)  = ( A I  x 

Remarque 1. 

Ces deux derniers types de rggle, 5 e t  6 sont l es  seuls 

qi exigent l a  connaissance du contexte droi t .  

O O Nous constatons donc que : c : P + P(v, x E,) . 

De ce qui précéde nous déduisons é tant  donnée l a  remarque 1 

précédente : que l a  supression du marqueur # amenant l a  supression du type 
d 

de production 5 e t  6 rend pour toutes productions l a  consultation du contexte 

d ro i t  inuti le .  Nous pouvons donc énoncer l e  corollaire. 

e) Corollaire 4.1. 

A toutes grammaires algébriques canoniques a un n.e.d.d acceptant 

un-  langagede l a  famille n.e.d.d c'est-A-dire sans ut i l isat ion du marqueur 1 ' 
droit ,  correspond une application : 

t e l l e  que tout mot de L(G) s o i t  c-analysable. 

f) Nous pouvons 3 l a  suite de ces résultats énoncer l e  théorème : 

Powr Xout tangage de .ta @nLtXe n.e.d.d, il exibte une gnammaine 

Ce hecolI.t'tdb& q L  e b t  BRC (1,1). 

Pouil tout langage de t a  &zni.tte n.e.d.d,, il exi-hte une 
gktmmahe t e  mwnndbant  q u i  ut BEEC (1 ,O) . 
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