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I l  arr ive  quelquefois qu'on ne peut r i en  répondre, e t  

qu'on n ' e s t  pas persuadé. On e s t  a t t e r r é  sans pouvoir ê t r e  con- 

vaincu. On sent  dans l e  fond de son âme un scrupule, une répu- 

gnance qui nous empêche de croire ce qu'on nous a prouvé. Un 

géomètre vous démontre qu'entre un cercle  e t  une tangente vous 

pouvez faire passer une i n f i n i t é  de l ignes  courbes, e t  que vous 

n'en pouvez fa ire  passer une droi te .  Vos yeux, votre raison,  vous 

disent  l e  contraire.  Le géomètre vous répond gravement que c ' e s t  

Zà un i n f i n i  du second ordre. Vous vous t a i s e z ,  e t  vous vous en 

retournez tou t  s tupé fa i t ,  sans avoir aucune idée  ne t t e ,  sans r i en  

comprendre, e t  sans r i en  répliquer.  

Vous consultez un géomètre de meilleure fo i ,  qui  vous 

explique l e  mystère. 'Wous supposons, d i t - i l ,  ce qui ne peut ê t re  

dans Za nature, des l ignes  qui ont  de l a  longueur sans largeur ; i l  

e s t  impossible, physiquement parlant, qu'une l igne r ée l l e  en pénètre 

une autre. Nulle courbe n i  nul le  d ro i t e  r ée l l e  ne peut passer entre 

deux l ignes  r é e l l e s  qui se touchent : ce ne sont l à  que des jeux 

de l'entendement, des chimères idéa les  ; e t  l a  vér i table  géométrie 

e s t  1 ' a r t  de mesurer l e s  choses ex is tantes" .  

Je fus t r è s  content de Z'aveu de ce sage mathématicien, 

e t  je me mis à r i r e ,  dans mon malheur, d'apprendre qu ' i l  y ava i t  de 

Za charlatanerie jusque dans la  science qu'on appelle l a  haute 

science. 

Vol ta ire ,  

2 'homme aux quarante écus. 
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Monaiewr Le Pho~eaaewr Rodeau qui  n ' a  ceanE de m'encou4ugeh e A  m'a U h ~ $ i  

pmmh de p~éhenlteh ce;tte ZhQae. 

Ce &Lavail &Louve powr une pçVtt ilon ohigine dana l eb  Rnuvcrux 

du PtroOçinae~h L .  Céaah.. Qu ' i l  me b o i t  pmmh de l e  teme.trciet p u u t  Lu 

bienveilLanZe a2Xen;tian q u ' i l  a pohXEe à mon t t a v a i l  e t  d e  l u i  e x p t i r n ~ 4  

,toute mon adm&don. 

Que Monaieut Le Pitéaident Pme-au qui commença ma dofimation 

mc&hémaLique e,t qui a bien voulu me ptopoaeit Le aecond auje.2 Lhouve ici 
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ERRATA DE LA PREMIERE PARTIE 

2  1 2  
page (1.2),  (I.A. 12) l i r e  t / (x ,y )  c i~~ : 1 IY ~ ~ ( s , y ) d s l  : - L A  (x ,Y)  

' X 

2  2  1 2  
Page ( I . 3 ) ,  ( I .A .  12b i s )  l i r e  V(x,y)  c iR : 1 ~ ~ ( x , t ) d t  1 5 - Li ( x , Y )  ' x  \"FA 

au l i e u  de  
1 2  

( x , t ) d t  / n - L i ( x , y )  
X J2X 

- 
Page ( I . 4 ) ,  l i g n e  6. l i r e  + A 2 ( , y ) x , t ) d t  + u 2 }  

X ' x  Y 

au l i e u  de  + A2(x,y){  1 
X 

u  ( x , t ) d t /  1 
X 

Page ( I . 1 9 ) ,  l i g n e  7 ,  l i r e  a v a n t  l ' h y p o t h è s e  ( h . C . l )  v , u 
4 P 

au l i e u  de  

Page ( 1 . 2 2 ) ,  l i g n e  6 ,  l i r e  (1 )  x ( t ,O)  = O s i  t > O 

au l i e u  de  (1 )  x ( t , O )  s i  t > O 



7 - -.- 

a X 
-2 Page ( I I . 6 ) ,  l i g n e  10, l i r e  A2(x,y)  = 1 - q ( x , y )  1 + /i lY d t  1 d ( r , x + t - r ,  l ) d r /  

2 x  J , o  ' o 

- - -  ---.-.____ _ _  _*___ 

f X  - 
au l i e u  de  A2(x,y)  = 1 -  a q ( x , y )  / + lllY d t  / J ( r , x + t - r ,  I I d r ,  

a x r O  ' O 

Page ( I I . 9 ) ,  l i g n e  1 suppr imer  ( I I . A . 2 5 )  

Page ( I I . 9 ) ,  l i g n e  13, l i r e  

j, 

au l i e u  d e  

Page ( I I . 3 1 ) ,  l i g n e  7 ,  l i r e  - - -  
2  4 6Xy 4  A6x 

{ 6 6 X y - L h ( y , ~ ) - - e  + - e  1 
8~~  6  6 

au l i e u  d e  - 1 - -  2  4  6Xy 4  X6x 
166hy - L (y ,x )  - - e  + - 

8X2 6  6 

Page ( I I . 4 4 ) ,  l i g n e  3 ,  l i r e  

au l i e u  de  
2  

a X CO 

-- ( ~ , y )  = / F(t ,x+y-t ,U)dS - ): -&- m(x.+y . ,x .+y . ,U)  1 1 1 1  

axay J x+y i = 2  2  - 
2  

Page ( I I . 4 9 ) ,  l i g n e  8 ,  l i r e  

Xk Xk X k  X k  
fi ( Y )  = Efax{ak (yx) ,uk  (yx) , ak  
k X Y 

au l i e u  de  



CHAPITRE 1 i_i 
ETWE DE QUELQUES PROBLEMES AUX LIMITES RELATIFS A 



Le problème de l'existence des solutions d'équations aux dérivées par- 

tielles de type hyperbolique a préoccupé de nombreux mathématiciens depuis la 

fin du siècle dernier (E. Picard, Goursat,...). Les livres de M. Cinquini - 
Cibrario e Cinquini [l] et de W. Walter [II ,  entre autres, donnent de nom- 

breuses references bibliographiques sur cette question. Mais il faut bien 

reconnaître que la plupart de ces articles se limitent à l'étude de l'existence 

locale d'une solution. Il faut attendre les années 1950 pour que les questions 

d'existence globale commencent à se résoudre (encore s'agit-il de solutions 

definies sur un compact : Kisynski [4] - Shanahan [2], . . .) . Dix ans plus tard 
A.K. Aziz, J.P. Meloney [1] et B. ~alczewskill] examinent le problème de Goursat : 

2 
pour en rechercher une solution définie sur {(x,y) E IR : x 2 3 ,  Y I 0 ) -  

Plus récement encore Georgeta Teoduru [II s'intéressa à l'existence et à 

2 
l'unicité d'une solution définie sur tout IR de l'équation u = f(x,y,u) 

XY 
soumise aux mêmes conditions initiales. 

Leur étude repose essentiellement sur le théorème de Tychonoff (dont on 

trouvera une démonstration dans le livre de Dunford et Schwartz [l] ) . "Soit 

E un espace vectoriel complet, localement convexe et A une partie convexe 

fermée de E.. Si T désigne une application continue de E dans E telle 

- 
que T(A) soit un çompact de A, T possède un point fixe dans A". 

L'étude entreprise dans cette première partie concerne les deux 

equations : 



auxquelles nous imposerons diverses conditions initiales. 

Le chapitre 1 dëbute par l'examen du second problème de Picard : 

et se poursuit par l'ëtude des trois problèmes aux limites associés à l'équa- 

tion (1) : 

Nous supposerons que les données initiales sont compatibles entre 

m elles et que la fonction f de C ( W  ,IR) m = 1 + (r+l) (ç+l) verifie sur  IR^ 

la relation : 



dans laquelle qx désigne une application sous-additive de IR+. 
8 Y 

Le principal résultat obtenu dans le chapitre 1 est que si la fonctiun 

f est iipschitzienne sur tout compact de !Rm par rapport aux r+s variables 

z (O 5 p < r) et z (O 6 q < s) les problèmes (1-B - C et D) possèdent 
P s r q 

2 une solution dé£ inie sur le plan ai tout entier. (G. HECQUET [l] 1. 

 équation (2) fut examinée par M. Winants durant les années 1930- 

1936 dans une série d'articles, Son étude ne concerne que l'existence locale 

et suppose que la fonction f : f(x,y,u,p,q,z) est lipschitzienne par rapport 

aux quatre variables u, p, q, z. Dans ce second chapitre, j'examine quatre 

problèmes aux limites relatifs à cette équation (2). 

u(x,O) = o(x) u(O,y) = T(Y) au - (0,~) = T l  ( Y )  
a x 

(II - A) 

au au - (x,x> = !J(x) 
a', -(x,x) = v ( x )  - (x,x> = X (x) 

ax ay axay 
(II - B) 

u(0,O) = uo xc!R 

u(x,O) = o(x) au 
u(x,x) = Y(X) - (x,O) = a (x) 

ay 
(II - C) 

u(x,O) = U(X) u(O,y) = ~ ( y )  U(X,X) " Y(X) 

(II - D) 

~(0) = r (O) = y (O) ~'(0) = ol(0) + ~'(0) x, y & @ .  

Comme précédemment, nous supposerons que les données sont compatibles 

6 entre elles et que la fonction £ vérifie sur IR une relation du type : 



Moyennant une condition supplémentaire de Lipschitz par rapport 

à p, q et z les quatre problèmes admettent une solution définie sur tout 

2 
I R .  

Malgré tous mes efforts, je n'ai pu éviter le caractère répétitif 
I 

des démonstrations causé par la succession des problèmes étudiés. 



/ A - R E S O L U T I O N  DU S E C O N D  PROBLEME DE E .  P I C A R D  ' 

Nous considérons tout d'abord le problème 

dans lequel la fonction f vérifie l'hypothèse suivante : 

HypoXh&e (~.A.I) : 

I 
5 La fonction f de C ( W  ,IR) satisfait pour tout (x,y,u,p,q) 

5 
de R la relation : 

avec dXy y fonction de C(IR+,R+) sous-additive quels que soient x 

Soit la fonction sous-additive de C(R+,R+) croissante 

definie à partir de $ par 

Cette fonction satisfait l'inégalité 

(I.A. 3) $(x,~,t) 6 ?(x,Y,~) 6 $(x,Y,l)(l+t) t > O  

de sorte que l'hypothèse (I.A. 1 )  permet d'écrire : 

 u un autre côté, la continuité de la fonction f permet de définir 

des fonctions continues croissantes non négatives sous-additives et nulles à 

l'origine telles que : 



- - - - -  
pourvu que x,x9y,y ' [-k,k] ,u,u,p¶p,q~q ' [-N~,N~] (Nk' O)' 

Nous noterons plus brièvement 

Avec cette notation, nous pouvons écrire l'équivalence entre les 

solutions de ce problème et les points fixes de l'opérateur 
: 

X Y 
(I.A.?) (TIu)(x,y) = ~g + 1 o(s)ds + j i(t)dt - 

O O 

d'où nous déduisons : 

a Y 
(I.A. 9) - T u  y = y - F(S?Y,U)~S 

ay X 

L Soit L la fonction de C(R ,R) définie pour tout A a O par A 

(I.A. IO) 

Cette fonction satisfait aux propriétés suivantes : 

Lemme I . A .  7 .  - 

r 2 2 (I.A.11) Y(X,~) D I R  : LA(x,y) = A [ LA(syt)ds dt + 1 
X' X 



2 (I.A. 12 bis) V(xpy) E IR : L 1 2 .  t)dt 1 5 - 
X 

LA(x,y). m 

2 2 2 ay aiy Sur C(R ,IR) et Hl(R ,îR) = { Y  c C(R ,R) : - , - e C(iR 2 ,IR)) 
ax ay 

nous définissons la topologie induite respectivement par les semi-normes 

a 
Ak 
k et B:k (k E 8) 

(I.A. 13) 

(I.A. 14) 

2 
Qk={(x,y) : 1x1 s k, ]y/ s ki. 

2 Avec cette topologie H (IR ,R) devient un espace vectoriel complet 
1 

localement convexe auquel s'applique le théorème de Tychonoff. 

Afin de définir l'ensemble A qui contiendra un point fixe de 
1 y 

introduisons les fonctions de c (!R2 ,R) 

AI (x,Y) ' Max{Ao(x,y), (s,t,l)ds dtl de sorte que 

Ak 
3L,4 (x>Y) 

IT~u(x,Y) 1 i ak(Al) + (u) k 

Ak 

c 'est-8-dire 

(I.A. 15) 



Définissons ensuite les fonctions 
A2' A3 

( I A 6 )  A2(xyy) =Max{jo(x)I 
' Y 

(I.A. lbbis) Aj(xyy) = Max{ 1 r (y) 1 

qui nous permettent d'écrire : 

c'est-à-dire : 

En choisissant A4 = MaxiA A A 1 et en posant Nk = a k ( ~ ~ )  1' 2' 3 

on peut écrire : 

(I.A. 19) 



Le choix 

(I.A. 20) 
2 

Xk 
= Max{ 6Nk, 18dF Nkr) 

permet alors d'établir la relation : 

Dans la suite nous supposerons les Xk ainsi définis (de sorte que 

la relation (I.A.21) est satisfaite) et ferons l'hypothèse : 

Hypothè~e  (h.A. 2) : 

Les fonctions a et T appartiennent à C(W,IR). 

Il sera possible de déterminer des fonctions continues réelles 

croissantes, non négatives, sous-additives et nulles à l'origine telles que : 

(I.A. 22) 

Soient Dk = {(x9~,zi~,q) : 1x1 S k, / Y I  4 k, 121 6 Nk, [ p l  :: Nk, I q j  i. N ~ }  

5 - 
un compact de R , = sup /f(x,y,~,p,q) 1 9 Nk = (k,k) et 

Dk Ak 

(I.A. 23) = w (6) + Mk6 + 2k{w (6) + @3,k(2ik6) + ~~,~(%6) I 
6 ,k 1 ,k 

Ces fonctions nous permettent d'introduire la dernière hypothèse 

necessaire l'établissement du théorème d'existence. 



Hypothèse (h.A.3) : 

I Les équations intégrales : 

P (~96) = (6) + lx ~ ~ , ~ ~ ~ , ~ ( s , 6 ) l d s  
2,k 2,k - ' -k 

(I.A. 24) 
?& X 
p2,k(~S6) = fi (&) + /k W5,k[,2,k(s,6)]d~ 2,k X 

sont supposees admettre des solutions positives tendant vers O avec 6 uni- 

Lform5ment par rapport à x ou y sur [-k,k]. 

Cette hypothèse est automatiquement satisfaite dès que les fonctions 

W 
4,k 

et w 
5,k 

sont linéaires. 

Thêohème (1 .A. 1) : 

r Sous les hypothèses 

(h . A .  3) 
?k * 

lim Pl ( ~ ~ 6 )  = lim p l  (~'6) = lim p2(6,y) = lim p (6 ,y) = O 
6 M  6-10 6 4  &-+O 2 

I uniformément sur [-k, k] . 

= f (x,Y,u,u~,u~) 
L'équation 

2 admet une solution définie sur tout IR . 

Il nous faut établir que l'opérateur Tl a un point fixe dans 

2 Hl(" ,IR). Désignons par Al la partie convexe et compacte de Hl (R 2 ,a) : 



2 
TI  e s t  un o p é r a t e u r  c o n t i n u  de  HI(R ,El) .  En e f f e t  

pour  (x ,y)  ic [-k,k12. 

X k  2 - - 
On a donc ak  (T,U - T~;) s 4k lu-UI 1 )  + ~ ~ , ~ ( l  /ux-uxl 1 )  

e t  de  même pour  

On o b t i e n t  a i n s i  

Cette d e r n i è r e  r e l a t i o n  é t a b l i t  n o t r e  a s s e r t i o n  puisque 



Notre théorème s e r a  prouvé s i  T , ( A l ) c  A l .  Conme nous avons d é j à  

hk é t a b l i  que Bk (u) 6 ZNk => Bk A k  (TI U) s 2Nk e t  que 

1 ( T l ~ ) y ( ~ , ~ )  - ( T ~ U ) ~ ( ; , Y ) I  S %lx-XI , il s u f f i t  d ' éva luer  

Nous avons 

+ l ~ ( x , t , u )  - ~ ( i , t , u ) l d t l  s u r  qk. 
X 

de s o r t e  que 

+ W  5,k(%Ix-'1) 

- * s i  x ,x  6 t, ( x , t )  c Qk, (X, t )  E Q ~ ,  ( s inon  5 , k  e s t  remplacé pa r  

- 
On en dédu i t  a l o r s  pour (x,y) , (;,y) E Qk, X , X  6 y 



* - - 
6 P (lx-x(,y) pour x,x b y. 

1 ,k 

Ce qui établit que T](A]) C Al, puisque par raison de symétrie 

- - 1 (Tl~)y(~.~) - (T~u)~(x,;) 1 6 P~,~(x, !Y-Y/) si x,x s y 

Ce théorème n'implique pas l'unicité comme le montre l'exemple 

suivant dû à Conlan Cl]. L'équation : 

4 
possède les deux solutions uI : uI (x,y) 5 O et u : u2(x,y) = -kL , 2 

2 
144 

définies toutes deux sur IR . 



1 8 - RESOLUTION DU PROBLEME ( 1  - BI 1 

@ Nous examinons dans cette section l'équation 

a r+s u au au aP+q u O s p s r  
(1.B. 1) = f(x,y,u, - , - 9 * * . s  ,...) O ,< q ,< s 

axrayS ax ay axPayq p + q < r + s  

soumise aux conditions initiales : u(0,O) = u 
O 

au 
Nous continuerons à définir F(x,y,U) = f(x,y,u, - > ' " ¶  

aP+q u 
, a . . >  

ax axPayq 

pour u appartenant à l'ensemble fl(lR2 ,R) 

2 
La topologie de U(R ,(R) sera définied'une manière analogue 

L 
à celle de ff (R ,R) (voir la partie 1.A) à partir des semi-normes notées 

1 

encore . Bk 

UypuXhèbe (h.B.1) : 

r ,+La fonction f de c(R~,R) m = 1 + (r+l(+l) vérifie pour tout 

(x,y, (zpq)), (O p p 6 r, O 6 q E s, p+q c r+s) la relation 

(I. B. 4 )  If(x,y,(zPq))I s Q(X,Y,E/~ 1) = 9x,,~LI~pqI> 
P4 

dans laquelle 3 est une fonction de C(IR+,IR+) SOUS-additive. 
x* Y 



Cette hypothèse de continuité permet de définir sur des compacts 

du type ~ k , k . ~  x [-N~,N~]~-~ des fonctions w (k) de C(R + ,R + ) non décrois- 
P q 

santes, nulles à l'origine sous-additives telles que : 

@ désignera la solution de l'équation ar+s IS 
= O soumise aux 

r S 
ax ay 

2 
conditions initiales (I.B.2). Cette fonction sera définie sur tout IR pourvu 

que toutes les fonctions a et T soient définies sur R. 
P 4 

En particulier si r = 2, s = 1 nous avons 

2 
a, est derivable : - a @(x,x) = a: (x) 

a 2@' soit : - (Y,Y) = 0; (Y) - 02(y) 
axay 

11 en résulte que 



Cet exemple introduit en fait l'hypothèse suivante : 

r .  Les fonctions a E C~-~(R,IR), T E c'-~(R,R) définissent une 
P 4 

a r+ s 
fonction solution de u 2 

= O appartenant à H(R ,IR). 
r s ax ay 

La continuité de et de ses dérivées permet de définir sur des 

compacts de la forme [-k,k12 des fonctions w -(k) non décroissantes réelles, 
P 4 

nulles à l'origine et sous-additives telles que : 

0 Afin de définir l'opérateur 
2 TI de H(R ,R) dans H(R~,R) 

dont les points fixes coïncident avec les solutions de l'équation (1.B.I et 2) 

nous sommes amenés à considérer les applications S, SI et S2 de C(IR2 ,IR) 

dans lui-même, 

- Nous remarquons que S O S = S2 O S = S de sorte que les opé- 
1 2 1 

rateurs S, S I  et S2 permutent entre eux. Ceci nous permet d'écrire : 



ou suivant les cas : 

2 
On vérifie aisément que 7-1 est une application de ( I R  IR) dans 

lui-même. Voulant évaluer les semi-normes de T u à partir de celles de u, 1 
2 

nous utiliserons les applications linéaires de H(R ,R) dans lui-même S: S; 

S: dëfinies par : 

* 
Pour x, y fixés, S est une application linéaire, continue 

pour la norme v -+ I \ V Y  / desorteque 

(I.B. IO) 

D'un autre côté avec 



on pourra ecrire : 

IP~V(X.Y) I 6 JjY ~ ~ ( s , y ,  I I I V ,  1 ,  (x,Y) 
X 

(I.B. I I )  

S2v(x,Y) 1 6 b-1 V I  2(x,y) 

c'est-à-dire 

Plus généralement nous voyons la possibilité d'introduire des 

fonctions A de c(R',R) p c {O, 1 , .  . , et q E {O, 1 , *  0 -  ,s-I} 
P4 

que : 

Soient alors les fonctions 8 et 8 : 
P 4 

Nous écrirons connne dans la partie (1.A) 



c'est-à-dire 

'k m-2 'k 
( 1 )  ak (TIu) c Nk{l + - Bk (u) 1 avec Nk = ak O (8) . 

hk 

De la même façon si p E {O,l, ...,r-l}, q E {O,l,...,s-I} 

Le choix : 

(1.B. 17) 

( I . B .  18) 

Ak 
2 = Max{2(m-2)Nk, 2fi(m-2) N } permet d'écrire la relation 
k 

'k 'k 
Bk (u) S ZN => Bk (TIu) S ZNk* k 

L'introduction des fonctions pk 1 et pk 2 majorantes : 

permet avec la continuité des fonctions f et cl 'obtenir les majorations 

suivantes : 



(x-c) r- ' -p 2 - 
~ ~ ( 6 .  I Y - Y I ) ~ s I  ) 

(r- 1 -p) ! 

( x - E r - -  2 - P ~ ( E , I Y - Y I ) ~ E I )  
(r-1-p) ! 

Ces relations conduisent tout naturellement à formuler l'hypothèse 

(h.B.3) analogue à l'hypothèse (h.A.3). 

r Les équations intégrales 

admettent des solutions positives tendant vers O avec 6 uniformément 

par rapport à x ou y sur [-k,+k] . L 



Cette hypothèse sera automatiquement satisfaite dès que les r+s 

fonctions o (k) et w (k) p E {O,I,..,,~-I}~ q E {O,ls+-+,~-l} seront 
r q P s 

linéaires. 

7 
Sous les hypothèses : 

* !i! 
(h.~.3) : lim ~,~(x,6) = lim plk(x,6) = lim pZk(6,y) = lim pZk(6,y) = O 

6 4  6+0 6+0 

uniformément sur [-k,k] . 
ar+s O 5 p s r  

L 'équation U 
= f(x,y,U ,..., aP+4 u , . . . >  o z q s s  

axrayS axPayq 
p+q < r+s 

2 
admet une solution définie sur tout W . 
- 

La demonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème 

(I.A.I), elle consiste à définir une partie convexe compacte A l  de 

2 ff(R ,R) puis à vérifier la continuité de l'opérateur . 
1 

Remcurque : 

Le theorème qui vient d'être établi nous suggère de généraliser 

le résultat de A.K. Aziz et J.P. Maloney 111 ou celui de B. Palczewski [l] 

en examinant l'équation : (I.B.1) soumise cette fois aux conditions initiales : 



Ce problème désigné par (1.C) fera l'objet de la section suivante. 

 u un autre côté en nous inspirant des articles de Jan Kisynski et 

Adam Bielecki nous en viendrons à examiner (dans la section D) une autre 

généralisation. 



C - RESULUT70N DU PRUBLEME ( 7  - C )  

Soit l'équation : 

avec les conditions initiales : 

dans laquelle la fonction f vérifie l'hypothèse (h.B.l) et les fonctions 

v v l'hypothèse suivante : 
qY P 

r Les fonctions v de c~-~(IR,R) et v de C'-~(R,IR) satisfont 
P 4 

, r+s 
d aux relations de compatibilité suffisantes pour que l'équation u = O r s 
ax ay 

I soumise aux données (I.C.2) admette une solution dé£ inie sur tout B 
2 

et appartenant à H(R~.R). 

I 

2 
H (R ,R) désigneka encore le nous-espace de c ( R ~  ,R) 

2 2 
H(R ,Bi) = (Y s C(R ,R) : 

aP+4 Y 
c c(R~,R) : p+q < r+s) et sera muni de la 

axPayq 

topologie induite par les semi-normes 

Xk 'k aP+q Y Bk (Y) = MaxCa ( ) 1,  k E N i  hk L O avec 
axPayq 



Z 
S, S 1  et S2 désigneront maintenant les applications de C(R ,IR) dans 

lui-même : 

de sorte que 

La demarche suivie est alors la même que dans la partie précédente, 

en particulier l'introduction des fonctions majorantes : 

permet d'écrire : 

et de supposer : 



I Les équations intégrales : 

I admettent des solutions positives tendant vers O avec 6 uniformément par 

1 rapport à x ou y sur [-k,k]. 

Nous avons alors le 

ThéutrZme (1 .c. 1) : 

r Avec les hypothèses : 

(h-C.2) lim p (6,~) = lim p (x.6) = O uniformément sur [-k,k] 
6+0 1 ,k 6+0 2,k 

a r+s u -  - f (x,y,u, . , aP+4 u , * >  
axrays axpayq 

Le problème (1.C) 

a qu P - (x,O) = vq(x) - a u (0,~) = pp(y) 
ayq axP 

2 possède au moins une solution définie sur tout IR . 

Mgme dans le cas où r = s=1 ce théorème n'implique pas l'unicité. 

Par exemple, A. Alexiewicz et W. Orlicz il] indiquèrent que l'équation 

u = 9/uI 2'3 u(x,O) = u(0,y) = O admet les deux solutions u i O et 
XY 1 

3 3 u2 : u2(x,y) = X y . 



B. Palczewski [II et J.P. Shanahan [l] ont examiné le problème 

d'unicité pour l'équation u = f(x,y,u,ux,uy). En particulier, le théorème 
XY 

de B. Palczewski fait intervenir l'hypothèse suivante : 

2 x E C(R+,R+) désigne une fonction continue, non négative telle que 

(2) r -+ X(t,r) est non décroissante pour t O fixé. 

(3) quel que soit p 2 O, t -+ x(t,pt) est non décrois- 

+ 
sante sur W . 

(4) quel que soit t > O le problème de Cauchy 
O 

pV(t)'x(t,p(t)), i3(0)=0, O 5 t 6 t admet pour unique solution 
O 

la fonction identiquement nulle. 

Il nous est possible de généraliser le résultat de B. Palczewski 

en considérant : 

HypoXhèse (h.C.4) : 

11 existe pour tout entier k, m-2 fonctions (k) définies 
Y ~ q  

sur Q ~ ,  non négatives telles que (k) : 1 et E 
- P q 

/ f (x,y, Crpq)) - f (x,~, (zpq)) 1 6 
P4 

Cette dernière hypothèse conduit au : 

Théokème (I.C.2) : 

r- Sous les hypothèses : 

( ( B .  1 ,  (h.C. 1, 2, 3 et 4) le problème (1.C) admet une et une seule s o l u t i o i i  

pouvant être obtenue par approximations successives. 1- 



La démonstration de ce théorème est calquée sur celle de 

B. Palczewski Cl p. 30 à 331 ; elle repose essentiellement sur l'inégalité 

dans laquelle At = {(x,~) F Qk : lxlrlvlS 6 t} t 2 0 (,,y) E Qk 

et Y c C(Qk,B) ; SI et S2 dé£ inies par (I.C.3). 

Les considérations développées dans cette partie peuvent se trans- 

poser sans difficulté à l'équation plus générale : 

soumise aux conditions initiales : 

Nous ferons les hypothèses suivantes : 



dans laquelle $ r C (R" x R+,R+) est pour (x, . . . . ,X ) fixé une fonction n 
+ 

sous-additive de tR . 

I D'autre part, f est supposée lipschitzienne par rapport aux variables 

I dès que l'une des n égalités pi = r. est satisfaite. 
Pl* * 9P 1 n 

r Les fonctions ori de c(R"-' ,IR) sont suf f isarument di£ férentiables 
1 

r +. . .+r 
a 1 n 

pour que la solution @ de l'équation c= O soumise aux 
1 n ax ... axn 

1 

données (I.C.9) appartienne à : 

ThEonème (I.C.3) : 

Avec les hypothèses (h.C.5 et 6), le problème (I.C.8 et 9) admet 

une solution définie sur tout R ~ .  C 
La demonstration de ce théorème est calquée sur celle du théorème 

(I.C. 1). 

Rmahyue : 

Le résultat précédent généralise ceux obtenus par 1.1. Glick [l] , 

J. Conlan et J.B. Diaz [1] qui supposent des conditions de Lipschitz par 

rapport à toutes les dérivées u et ceux de V. Durikovic [1] 
P]>"*sPn 

qui n'exigent ces conditions de régularité que pour les dérivées d'ordre 

supérieur ou égal à min(rl,r 2,...,r ) .  
n 

D'un autre côté, le théorème d'unicité (I.C.2) peut aussi se 

géneraliser à l'équation (I.C.8 et 9) avec l'hypothèse (h.C.7). 



Il existe pour tout entier k, ml-n fonctions (k) définies 
Y ~ l , * . - ¶ ~ n  

l sur Qk, non négatives telles que : 

pour tout (xl, ..., x ) ç Q~ 
Ak 

n Bk (u) 6.2Nk 

(X satisfaisant l'hypothèse (h.C.3). 1- 

t-- Sous les hypothèses (h.C.3, 5, 6, 7) le problème (I.C.8 et 9) 

I admet une et une seule solution définie sur tout 

RemAhque : Ce théorème est à rapprocher de ceux de V. Durikovic [2]. 



0 - R E S O L U T l O N  DU PROBLEME (1 - p )  

En 1959, Jan Kisynski [4] examina l'équation 

soumise aux conditions initiales 

z(x,g(x)> = a(x) x 'z [&al 
(I.D.2) 

z(09y) = T(Y) pour y E: [-b, +b] . 

Moyennant certaines hypothèses de régularité il donna un théorème 

d'existence globale d'une solution par l'introduction d'une fonction M 

définie sur : 

I (x,y) : O 5 x d a, l y I  s b )  vérifiant une relation de la forme : 

Modifiant légèrement cette fonction, il est alors possible de 

déterminer une famille de semi-normes a hk Ak 
k et Bk jouant le même rôle 

que prëcédemment. Précisons les hypothèses : 

Hyp04hèae (h.~.i) : 

La fonction g de C(R,IR) admet une dérivée continue sur tout R 

: vérifie g(0) = 0. 

On notera c = in£ g(x) c sup g(x) = dk. 
Ixldk lxjsk 

HypuXhèae (h.D.2) : 

Les fonctions p c C ~ ~ ( R , ) ,  y e c~-~(R,IR) vérifient les 
P 9 



l 
a r+s 

u relations de compatibilité suffisantes pour que l'équation = O 
axrays 

l soumise aux conditions 

I 2 
admet une solution définie sur tout IR et appartenant à 

I 

S, S, et S2 désigneront cette fois les applications de c(fR2 ,Et) 

dans lui-même : 

de sorte que (T3u)(x,~) = (%,Y) + S; O S;F(X,~,U). 

Après avoir introduit les fonctions majorantes : 

nous pouvons grâce à la continuité des fonctions f et @: déterminer 

des fonctions Rk 1 et Rk 2 de C(IR+,~R+) telles que : 



puis 

I Les équations intégrales : 

1 "l (k) ( jy (y-q) P (&,y) = q ( 6 )  + 1 w 
1 ,k r q Pl ,k(6>"d?I) 

q-0 Ck (s-1-q) ! 
(I.D.5) 

!& s- 1 d 1 (k) (y-q).s-l-q 
Pl ,k(6.~) = \(6) + 1 P (6,~)d~l) 

q=o @rq ('Jy (s-l-q)! 1 ,k 

2 (I.D.6) P2,k(~,6) = %(6) + 1 p2,k(~,'3)d5 1 ) 
p=o 

admettent des solutions positives tendant vers O avec 6 uniformément 

par rapport à x ou y sur [-k,k] . 

Ces hypothèses conduisent au thèorème suivant : 



Théotr2me (1.11.1) : - 
Sous les hypothèses : 

* (h,~.3) lim p (6,y) = lim p (6,~) = lim P (~96) = O 
6+0 1 ,k 6+0 Is k  &-+O 2 ,k 

uniformément sur Ek,k]. 

L 
possède au moins une solution définie sur tout !R . 

D'après notre étude, nous constatons que les trois problèmes examinés, 
a r+s 

u relatifs à l'équation - = f (x,~,u, , aP+4 u ,...) admettent une 
axrayS axPayQ 

solution si la fonction f de c(@?,R) est lipschitzienne par rapport aux 

seules variables z et z q E {O,l,...,s-11, p E {O,l ,... ,r-11. 
r q P s 

Ce résultat doit pouvoir se transposer sans difficulté aux équations : 

examinée par Vera  ado oc ho va LI] sous une forme simplifiée et 



considérée par Paolo de Lucia [II. Au lieu d'approfondir l'étude de ces 
problèmes, il nous est apparu intéressant de reprendre l'étude de M. Winants 

3 a 3 a u 2 
1 ,  . . 1 1 concernant l'équation : - - - 2 = f(x,~,u, - au , - au 

a 
2 Y- 

ax ay axay ax ay axay > 
et de montrer que le théorème de Tychonoff permet encore d'obtenir des 

2 solutions globales définies sur tout IR . Le prochain chapitre sera consacré 

à ce sujet. 



CHAPITRE II r 
ETüDE DE QUELQUES PROBLENES D'EXISTENCE GLOBALE RELATIFS A 



Lors de son étude sur l'équation : 

M. Winants a remarqué tout d'abord que l'équation 

3 a u 3 a u (11.0.2) - - 2 2 = O u(x,O) = u(0,y) = u(x,-x) = O 
ax ay axay 

admettait une infinité de solutions : I(x) + I(y) - I(x + y) (1 impaire 

3 
appartenant à C (IR,R)) tandis que l'équation : 

3 a u 3 a u (11.0.3) - - - = x sin y soumise aux mêmes données initiales 

n'en avait aucune. 

Les problèmes aux limites qu'il étudia ensuite, ne présentèrent 

pas cette particularité. Pour les quatre problèmes examinés dans ce chapitre, 

nous ferons les hypothèses suivantes : 

Hypothèse (11.0.1) : 

- 6 La fonction f de C(R ,R) satisfait pour tout (x,y,u,p,q,z) 

6 
de iR la relation : 

avec $x,y fonction de C(R+,R+) sous-additive quels que soient x et y : 

- 
Notons comme dans le chapitre 1, i) la fonction définie à partir 

de 3 par 



.- II. 2 

$(x,y,t) = sup $(x,y,*). 
Os~st 

c'est-à-dire 

2 H(R ,IR) sera le sous-espace de c(R~,R) 

La continuité de la fonction f permet de définir des fonctions 

continues croissantes, non négatives sous-additives et s'annulant à l'origine 

telles que : 

- - 
Toutes ces relations sont satisfaites pour x, x, y, y E [-k,k] 

- - - - 
u¶ p¶ p, q, q¶ ' 9  ' [-2Nk*2NJ Nk > O' 

On notera : 

% = SUP f (x,Y,u,P,~,z) avec 

Dk 



La procèdure utilisée pour l'étude des 4 problèmes aux limites 

(II, A. B. C. D) est la même. Elle peut se résumer ainsi : 

1") définition de l'équation intégrale dont les solutions coïncident 

avec celles du problème examiné. 

2") définition de la fonction 
LA 

et par suite de la topologie 

3') évaluation des quantités 

intervenant dans la définition du sous-ensemble convexe compact du théorème 

de Tychonof f . 
4") Enoncé du theorème d'existence globale. 



A - RESOLUTION VU PROBLEME ( I I  - A )  

@ Remarquons tout d'abord l'analogie entre les solutions du 

problème : 

1 3 a u 3 a u 2 
- - - =  au au 

2 2 a 1 f(x,ysu, - ,  - 9  - 
ax ay axay ax ay ax ay 

(II. A) 

et les points fixes de l'opérateur TI. 

avec 

X 
1 .  q(x,y) = o(x) + r (y) - o(0) + j [r , (S+~)-T, (s)] ds. 

O 

Nous en déduisons 

@ Désignons par L X  la fonction de C ( W  2 ,R) dé£ inie pour 

tout X 5 O par 



II. 5 

Cette fonction admet les propriétés suivantes dont les démonstrations 

élémentaires pourront être admises : 

(II .A. 7) 

(II .A. 8) 

(1I.A. IO) 

2 
Soit Qk le compact de IR = {(x,y) : 1x1 S k, /y1 S k} (k E N )  

2 nous définissons sur c(R~,B) et H(R ,iR) la topologie induite par les 

semi-normes a Ak 
k 

Ak . et Bk 

Xntroduisons les fonctions de c(IR2 $2) 

r Y 
(1I.A. 13) Al (x, y) = Max{Ao(x,y), -2 (r,s+t-r,l)drI 1 

O 'O O 

de sorte que 



2 + A l  (x, y) (/l (X ds (Y dt 1 u (r, s+t-r)dr/ 
'O 'O J O  Y 

Pour (x,y) a Qk, on peut écrire 

c'est-à-dire 

Définissons maintenant les fonctions : 

X 

(I.A. 7 )  A7(x,y> = Max{A6(x.y) ,l/ j ~~(r,x+y-r,l)dr\ 1 . 
O 



Ces fonctions nous permettent d'écrire : 

En choisissant pour A la fonction MaxiAl, A3, Ag, A7} et 

O 
(II.A.21) Nk = a (A) nous écrirons : 

k 

et nous concluerons que le choix : 

(II.A.22) 2 Xk = Max { 3 h 2  2': 8Nk, 64N 1 implique la relation : k k  

@ Formulons 1 'hypothèse 

HypuXhèae (11.~. 1) : 

r Les fonctions O, T, T de C(IR.R) admettent des dérivées 

( 0 ,  T ,  T continues. 

On pose alors 



Il résulte de la continuité des fonctions a' ,  T', T sur [-k,k] 

l'existence de fonctions continues, croissantes, non négatives sous-additives 

nulles à l'origine w telles que : 
7 7k 

la'(x) - a'(X)l 5 w~,~(~x-XI) 

1 'C ' (x) - 'C ' (XI 1 E W7,k( lx - G /  
Ir;(x) - ';(')I s w7,k(lx-XI) 

(II .A. 24) 

- - 
Nous en déduisons pour x, x, y et y de module inférieur à k : 

- 
En tenant compte des relations (11.0.7) avec 



nous écrirons : 

- 
de sorte que pour x, y, x tels que x + y, X + y E [-2k,2k1 et r c [-k,k] - 

- 1 ~(r,x+y-r,~) - ~(r,:+~-r,~) 1 É W2,2k(lx-x/) + W3,2k(2ik l x - X / )  

Irl 
+ 4,2k (2 i 2 k I x - X I )  + W5,2k(~/ (s, lx-:l)dsl) 

O 

Posons : 



Nous trouvons facilement que 

D'un autre côté, nous pouvons évaluer 

et trouver : 

@ Nous sommes maintenant en mesure de dëmontrer le théorème 

suivant : 

r Sous les hypothèses : 

1 (h.A.1) Les fonctions O, T T de C (R.8) definissent une fonction 

de H(R~,@) 
1 

(11.A.2)  L'equation intégrale : 

admet une solution positive tendant vers O avec 6 uniformément par rapport 

à x sur L-k,k]. 



2  
Le problème (1I .A)  admet une solution définie sur IR . 

Elle ressemble à celle des théorèmes d'existence établis dans le 

premier chapitre. On définit le sous-ensemble convexe compact pour la topologie 

2  
de ff(R ,IR). 

La compacité de A ,  résulte en fait de celle du sous-ensemble A '  

défini comme dans le chapitre 1 à savoir : 

?i 2i 
(les fonctions p et P 

2,k 
sont des primitives des fonctions 

1 ~ k  '1,k 
et 

T l  est un opérateur continu de A l  dans A l  de sorte que le 

theorème de Tychonoff peut s'appliquer. 

Rematrque (A . 1 )  : 

~'hy~othèse (h .A.2)  est automatiquement satisfaite dès que les 

fonctions w w 
5,2k'  6 ,2k  

sont linéaires (c'est-à-dire dès que la fonction f 

est lipschitzienne sur tout compact par rapport aux variables. q et 2). 



Rernmque (A . 2) : 
On peut écrire la relation (II.A.4) sous la forme : 

de sorte que l'hypothèse 

2 2 [ Y ,  6 k 
(II .A. 28) 

a u a u - I- (x,Y> - - (X,~)l I P ~ , ~ ( / X - X  ,Y) 
axay axay 

];+y/ r 2k 

nous conduit à évaluer 

puis comme dans (II.A.24 et 25) à poser 

Nous obtenons comme précédemment : 



- - 
11 nous faut alors distinguer les cas x ,  x < O et x, x > O : 

2 a T,U a 2 T ~ U  - 
dans le premier cas 1- (x,Y) - - (x,y) 1 est majoré par 

ax ay ax ay 

tandis que dans le second cas, nous obtenons : 

- 
1 ¶k 

- 
"lx-;~) + (X I Ir s d s d r  + (; ,rldr. 

'Y 
4,2k 

'O 
' Y 

6,Zk 1,k 

Cette remarque conduit au théorème d'existence : 

TCtéuhème (II.A.2) : 

Avec les hypothèses : 

1 (11.A.l) Les fonctions o, r .  T~ de C (@,IR) définissent une fonction 

2 
1 

de H(R ,IR). 

(h.A.3) Les équations intégrales : 

admettent utle solution positive tendant vers O avec 6 uniformément par 

rapport à y sur [-k,k] . 
2 Le problème (1I.A) admet une solution définie sur W . 



Naturellement l'hypothèse (h.A.3) est satisfaite dès que les 

fonctions w 
4,2k 

et w 
6,2k 

sont linéaires (c'est-à-dire dès que la fonction 

f est lipschitzienne en p et z sur tout compact). 

Dans [10], M. Winants appliqua la méthode des approximations suc- 

cessives, en supposant que la fonction f était lipschitzienne par rapport 

aux quatre dernières variables u, p, q et z .  Il montra par cette méthode 

l'existence d'une solution (nécessairement unique) à l'intérieur du domaine 

2 
{(x,y) C R  : O S  x , <  a, O S  y s a, x + y  < bl enaffirmant même l'impos- 

sibilité de la prolonger à l'extérieur. 

en unicité de la solution peut être facilement obtenue en supposant 

que la fonction f est lipschitzienne en u, p, q et z, il suffit de 

suivre pas a pas A. Bielecki [l] pour constater que,dans ce cas, T l  est une 

contraction. 



B - R E S O L U T I O N  VU PROBLEME ( 11 - 8 )  

@ Recherchons corne M. Winants [9 - p. 2871 l'opgrateur 
2 

permettant d'écrire sous forme intégrale les solutions du problème 

3 a u 3 a u La solution générale de l'équation - - - = 
2 2 g(x,y) 

ax ay axay 

etant : u(x,y) = p(x) + q(y) + (x [y m(s,t)ds dt + jX IY P(s+t)ds dt 
'O 'O 'O 'O 

avec m(s,t) = 1 g(c,s+t-c)dc, il nous faut déterminer les fonctions p, q 
' O 

Nous avons : u(0,O) = p(0) + q (0) = u 
O 

X X de sorte que : P(x) = x(~) - m(- , -) 
2 2 2 



II. 16 

Soit alqrs : 

La solution du problème (1I.B. 1) s'écrira 

X Y  s+t 1 . 3  u x y  = X - { /  [mm(-, -) -n(s,t)]dt)ds 
' y . s  2 2 

ou encore compte tenu de lg relation : 

Il nous est possible, dès lors, de définir l'opérgteur 
T2 : 

qqi est la repr6sentation intégrale des solutions du problcme (II. B). 

On peut éçrire : 

a Y .+t ry rx - (T~u)(x.Y) e(x) + 1 ~ ( ~ ) d t  + ?(r,x+t-r,U)dr)dt 
ax x jx{Jx+t - 

2 

a X 
(TI.B.5) 

rX rs - (T2u)(x9~) ' V(Y) * X(2)dS + { F(r,~+~-r,~)d~)d~ 
ay Y 'y Jy+s 

2 

a - 
axay 

(T2u)(x,~) - x(=) + lx F(r,~+~~r,U)dr. 
2 'T+Y 

2 

@ Désignons par LA la fonction de C(R 2 ,R) définie pour tout 

A > O par 



Cette fonction admet les propriétés suivantes dont les démonstrations 

peuvent être admises. 

2 2 1 2  
I I B  v(x,y) E R  : 1 IX ~~(s,x+y-s)ds :.-LA(x,y) 

'x+y A 
2 

s L; (x,y) 
( I I B  Y(X,~) E tR2 : / L:(r,s+y-r)dr}dsl s 

'y 'y+s A 
2 

Nous conservons les mêmes notations que dans la partie 1I.A à savoir 

Q k =  i(x,y) : 1x1 s k, / y  r kl et les semi-normes ci 
Ak Ak 
k Y B k  . 

Xk Ak Xk lk Xk (II.B.12) Bk ( Y )  = Max{ak (Y),ak (Yx),ak (y ),cik (Yxy)}. 
Y 

Introduisons les fonctions de c (R~,R)  

de sorte que (comme pour II.A.13) 



+ - 
'-4 

A 
CC) 

œ 
w 

O 44 
O 

v/ 

n 

n 
X 

5 
C\I 

V 
w 

4! 
4 2.4 

O 

n 
b - 

n 
h 

.3 

X 
w 

CC) 
œ 



et concluerons que le choix 

implique la relation : 

@ Formulons maintenant 1 'hypothèse 

ffypoXhèae (II.B. 1) : 

Les fonctions ' P ,  v et x appartiennent à C ( R , R ) .  

On pose alors : a = sup I v ( x ) I ,  
lxlsk 

D'un autre côtë, la continuité de ces fonctions entraîne sur r-k,k] - 
l'existence de fonctions continues, croissantes, non négatives sous-additives 

W 
7 Yk 

telles que : 

f 

- 
pour x, x t 1--k,k. - 



Nous en déduisons : 

puis tenant compte des relations (11.0.7) avec N = N L ( k , k )  et 
k k A k  

2 a u - 
1 - -  ( ~ y ? )  1 5 P., , . (xY / ~ - Y I )  x IZ /-k,kÏ 

nous écrirons : 



Posons comme dans  l a  p a r t i e  1I.A 

Nous t rouvons  f a c i l e m e n t  que 

D'un a u t r e  c ô t é ,  nous a u r o n s  : 

s o i t  pour  x < y,  x < y 

- 
e t  pour  x > y,  x > y 



@ Nous sommes maintenant en mesure de formuler le théorème : 

Thiatème (II.B.~) : - 
Avec les hypothèses : 

(h.B.1) les fonctions i:, v et i: appartiennent à C(BZ,R) 

(h.B.2) les équations i.ntélgrales : 

admettent des solutions positives tendant vers O avec ô uniformément sur 

le compact r-k, k] . 

Le problème (1I.B) admet une solution définie sur R ~ .  

La démonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème 

(II.A.1). Le sous-ensemble 
f 

2 Xk - - 2 a 2 a 
u c  H(R , I R ) : R k  (u) < 2 N  1 -  (x,Y) - - (x,Y) 1 C P, p, i Y-Y : 

k'  2 x 3 ~  axay - 3 

est convexe et compact pour I I  ropologie de H(R~,R). T2 est un opérateur 

continu de A2 dans Ap de sorte que le théorème de Tychonoff peut s'appliquer. 
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Remmque ( B  . 1 )  : 

Dès que la fonction f est lipschitzienne sur tout compact, par 

rapport aux variables q et z l'hypothèse (h.B.2) est satisfaite. 

Retnahque (B . 2) : 

En écrivant la dernière relation de II.B.5 sous la forme : 

(II. B. 28) a - (T,u) (x,y) = y (- 
+ ! F(x+y-<, S,U)dS 

nous aurons l'analogue dii théorSine (II.A.2) et concluerons en l'existence 

d'une solution du probleme (1I.B) sous les hypothèses (h.0.1), (h.B.l) et si la 

fonction f est lipschitzienne en p et z sur tout compact. 

Le théorème qui vient d'être établi ne concerne nullement l'unicité 

comme le montre l'exemple suivant : u 
2 

- U 
2 

= 15(y-x) lu) Il3 qui admet 
x Y XY 

Dans [8 - 91 , M. Winants a en fait examine 1 'équation 

L au a soumise aux conditions initiales : u(x,x) = - (x,x) = - (x,x) = 0. 
a x a x 

2 

Moyennant une condition de Lipschitz portant sur les variables 

U, p, q, z il montra l'existence d'une soliition (unique) dans le domai-ne 

V =  {(x,y) : O $ x 5 a, O ,< y r a, : c). 

Ainsi que nous le ~ i g ~ , , i l i c i t i ~  dans la partie précédente l'unicité 

de la solution du problème (L1.B) sera obtenue si la fonction f est 

lipschitzienne sur tout compact par rapport à ses 4 dernières variables. 



C - RESOLUTlON OU PROBLEME ( I l  - C) 

Nous poursuivons notre étude sur l'équation de M. Winants : 

3 a u 3 a u 2 
- - =  au au a u 

2 2 ~ ( x Y Y , ~ ,  - y - , -) avec les conditions initiales : 
ax ay axay ax ay axay 

a Nous commencerons par definir l'opérateur T 3  permettant 

dlEcrire sous forme intégrale les solutions du problème 

Suivant la procédure du paragraphe précédent, nous écrirons la 

solution générale du probleme (II.C.2) sous la forme : 

3 ~(XYY) = p(x) + q ( y )  + H(x+y) + IY i lx m(s,t)ds)dt 
'O 'y 

X 

avec *(O) = ~(0) = O et m(x,y) = / g(<,x+y-<)de. 
J O  

Pour déterminer les fonctions p, q et H nous uti-liserons les 

conditions aux limites ; c'est-à-dire : 



X 

de sorte que H1(x) = ul(x) - / m(s,O)ds - @(O) 
' O 

ry ( 2 ~  
- 1 (y-s)m(s,O)ds - 1 [O, (s) - q )  (o)]~s + [2Y(2y-s)ni(s,0)dS . 

La relation (II.C.3) s'écrira, compte tenu des relations précédentes : 

Définissons : 

et l'opérateur 
2 Z3 de C(R ,IR) 

rx 
(m est toujours la fonction m(x,y) = / g(<,x+y-6)d~). 

'O 



En remarquant que 13g(y, y) = O et 

s 
nous avons (13g) (x,y) = 

rX 

{ / g(t,s+t-t)d<}dt]ds. 

L'opérateur T3 est défini par : 

d'où l'on déduit 

d 
1 1 )  - (T3u) (x.y) = Y'(Y) - .'(y) + o l  (y) - 2u1 (2y) + a l  (x+y) + 

a Y 



2 @ Désignons par L la fonction de C(R ,R) définie pour 
A 

tout A > O par 

(1I.C. IO) LA(x,y) = expIh(3yl + lx-y!)}. 

Cette fonction vérifie différentes propriétés : 

Lemme (C . 1) : - 

En raison de la symétrie présentée par la fonction 
LA, 

nous 

pouvons nous limiter au cas x $ 0. 

L ler cas : O s  x s  y. LX(x,y) =expi(8y-2x). 

fX+Y 
exP h(8x + 8y - 10E)dg + jXtY exp A(4x + 4y - 25)dc 

'x+y 
2 

1 
6 - 1 

~ X P  A(8y - 2x) + - exp ~ ( 3 x  + 3y) 
10A 2 X 

mais dans ce cas 3x + 3y s 8y - 2x de sorte que : 

L 2ème cas : O s y s x. LA(x,y) = exp 1 ( 4 y  + 2x) 

IX+Y 2 f X + Y  1 
L~(S,X+Y-S)~S = 1 exp A(4x + 4y - 2S)dS 6 - exp A(4y + 2x) 

' X ' X 2 A 

c'est-à-dire : 



2 
3ème cas : -x 6 Y 6 0 .  LA(x,y) = exp h(2x - 8y) 

mais dans ce cas -3x - 3y $ 2x - 8y de sorte que 

Le lemme est entièrement prouvé. 



On peut s e  l i m i t e r  en  r a i son  de l a  symét r ie  a u c a s  y  2 0. 

l e r  cas  : x  c O.  

2ème cas  : O < x  y .  

X f Y  
= exP ) ( 4 t  + 2x)d t  + 1 exp h (8 t  - 2x)d t  

' O  ' X 

1 1 
S - exp(6Xx) + - exp A(8y - 2x) 

4h 8  A 

1 1 2  s - exp A (8y - 2x) = - L A  (x,  y) . 
2h 2  A 

3ème cas  : y  5 X .  

Lemme (C . 3) : 



Toujours pour y 3 0, examinons les deux cas x < y et x 3 y. 

ler cas : x 5 y. 

2ème cas : y 5 x. 

Lemme (c . 4) : 

2 
LX ( ~ Y Y )  

(1I.C. 15) ff(xYy) E W C I ly{ lx ~:(s,t)ds~dt/ 
'O 'y 8h 

Toujours pour y 2 O, nous examinerons les cas : 

a pour lesquels - 2 2 2 LA (xYy) est respectivement égal à 81 LA (x,y) ou à 
axay 

le r  cas : (x, y) E (1). 

- 1 - - {exp h(4y + 2x) - exp 2hx - exp 61y + exp 2,yi 
8X 



2ème cas : O s x < y. 

(2) 2 
avec - 6A t a L, (t,t) = 4 h e  . 

de même : 
2 1 P r i t  a /I L (s,t)ds dt = - - 2 
X I i l  - LX(", t)ds]dt 

, ( 3 )  1 6 h 2  .. .. axay 
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(3 )  2 6xt a Lh(t,t) = 8he . avec - 
a Y 

Par suite : 

3ème cas : x < O < y. 

Maintenant que ces différents lemmes viennent d'être prouvés, il 

est possible de définir la topologie sur H ( R ~ , R )  utile pour ce problème. 

Nous adoptons les mêmes notations que précédemment : 



et introduisons les fonctions de c(fRL,!R) : 

de sorte que 

puis les fonctions : 

II .  33 



Comme pour les parties précédentes, nous pouvons écrire avec 

O c = Max(C C C C ) et Nk = ak(C) 
1' 3' 5' 7 

Le choix 

(II.C.22) hk = Max f3fi6 8>/2 Nk, 6 4 ~ ~ 1  2 

implique la relation 

@ Introduisons 1' hypothèse concernant les conditions initiales : 

f f ypaXh2~e  (11.c.1) : 

Les fonctions a, o et y de C(IR,IR) admettent des d6r ivGes  
1 

y ui et y' continues et vérifient : o(0) = y(0) 

~'(0) + o;(o) = yl(0). 

On pose alors pour k E N. 

a = sup Iul(x)l k b k = sup /a;(x)l dk = sup 1 Y' (x) 1 . 
/xli-k Ix/$k lxl~k 
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La continuité des fonctions o', a' et Y '  1 
sur [-k,k] donne 

l'existence de fonctions continues croissantes non-négatives sous-additives 

W 
7 ,k 

telles que : w~,~(O) = O 

Nous en déduisons : 

puis 

enfin a 2 2 
1- a 

3 , ~  - -- c3(;'y) 1 < .7,2k(lx-Y/) 
axay axay 

Tenant compte des relations (11.0.7) avec Nk = N L ( k , k )  e t  
Ak 

aLu 1- a 
(x,Y> - ---- (~,y)/ s P2,k(x,/~-;) Pour 

axa y axay 



X E  [-k,k] et x+y, x+; de [-k,k] 

nous écrirons l'estimation 

puis 

On trouvera facilement que 

D'un autre côté 

- 
soit pour y < O et y < O 



- 
et pour y > O ,  y 2 O 

@ Enonçons le théorème d'existence 

r Avec les hypothèses 

1 (h .C.1)  Les fonctions o ,  o et y de C(iR,B) définissent une fonction 1 

2  
3 a u 3 

de H(R ,iR) solution de 7 - a u - =  
n o. 

(h.C.2) Les équations intégrales : 

admettent des solutions positives tendant vers O uniformément sur le compact 

E-k,kl. . 

2 Le problème (1I.C) admet une solution définie sur IR . 

La démonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème 

( I I . A . 1 )  et en écrivant la relation ( I I . C . 9 )  sous la forme 



nous aurons l'analogue du théorème ( I I . A . 2 ) .  

Le problème que nous venons d'étudier nla,en fait,pas été examiné 

par M. Winants. Toutefois M. Winants [l l] a considéré les conditions aux 

limites suivantes : 

ce qui l'a conduit, comme dans le prochain problème, à une formulation compliquée 

de l'opérateur T. Il en a conclu l'existence d'une solution dans le domaine 

A = {(x,~) : O s  Y s  x, O < x s  a, x + y s  b , lorsque la fonction 

f : f(x,y,u) est lipschitzienne par rapport à u. 



r 
D - RESOLUTTON DU PROBLEME ( 1 7  - D )  

Signalons pour terminer ce chapitre le quatrième problème relatif 

à l'équation : 

soumise cette fois aux conditions initiales 

Nous cherchons tout d'abord comme M. Winants [ I l ]  l'opérateur 
T4 

permettant d'écrire sous forme intégrale les solutions du problème 

Suivant le procédé, désormais classique, la solution générale de : 

U 
2 - u = g(x,y) s'écrira : 

x Y XY 

avec q(0) = H ( 0 )  = O et 
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Pour déterminer les fonctions p, et H nous avons les relations : 

d'où l'on tire 

X c'est-à-dire, en posant x. = - pour i > 1 
1 

2 

(sous réserve évidemment que ces séries convergent). 

NOUS aurons alors : ~ ( x )  = u(x) - H(x) i q(y) = ~(y) - ~(0) - H(y). 

Définissons : 

w 

(II.D.4) r4(x,y) = o(x) - 2i-1iy(xi) - .(xi) - T(x~) + o(o)} 
i= l 

et d'opérateur l4 de c(R~,R) 



X 

(m désigne toujours la fonction m(x,y) = / g(S,x+y-S)d<. 
'O 

La remarque suivante permettra d'affirmer que l'opérateur 
4 

2 est bien défini sur C(IR ,IR). 

Rcmmque (D . 1 )  : 
X 

Soit h la fonction définie sur IR par h(x) = 1: 1 m(s,t)ds dt 
O 

nous pouvons écrire 

a a 
Mais - m(x,y) - - m(x,y) = g(x,y), de sorte que 

a x a Y 

L'existence de la dérivée seconde de h permet de majorer h ( x )  

2 sur tout compact par une expression de la forme 1 h(x) ( < A x et donc 

d'assurer la définition de 
l 4  ' 



Rmmyue (D . 2) : 

L'hypothêse que les fonctions a, T et y admettent des dérivées 

premières et secondes continues est suffisante pour assurer la définition 

de la fonction @'4 

En effet, la fonction x -+ y(x) - ~ ( x )  - ~(x) + a(0) est majorée 

sur tout compact par une expression de la forme 

de sorte que i / Y (xi) - o (xi) - T (xi) + o (O) 1 : A' x2 (A' est indé- 
1 

pendant de i). Les séries définissant la fonction e4 sont convergentes 
et la convergence est même uniforme sur tout compact. 

Ces remarques permettent de définir l'opérateur T A  

avec la précision que m désigne cette fois la fonction 

Avec cette définition, on a les expressions des dérivées : 

avec 
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puis 

avec 

avec 

On peut exprimer d'une autre manière la relation (1I.D.I 1 )  

en remarquant que : 



@ Désignons maintenant par LX la fonction de C(R 2 ,IR) dé£ inie 

pour tout A & O par 

---- 
3 

(II.D.14) L~(x,Y) = J c h ~ { 2 j x + y l  + + - i n f ( / ~ / , / ~ l ) }  et quivérifie 
2 

les propriétés suivantes : 

Lemme 0.7. 

Par symétrie, on peut se limiter au cas x+y 2 O sans restreindre 

la généralité. 

5 5 
X 

3 I.?-L~(X,~) puisque 3x + - y  > O et - y i y + -  
A 2 2 2 
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2 3 
2ème cas  : x 1 0, y 2 x. Li(x,y) = ch h(x + 3y + - 1x1) 

2  

,x+Y-S)dS = 
3 

ch X { ~ ( X + ~ )  + x + y - 25 + - < I d <  
2 

3ème cas  : x 5 0, y 2  X 
2 -x x. Lh(x,y) = c h  A(- - + 3y) 

2  

Lemme D. 2. 

On peu t  t o u j o u r s  supposer x + y > O e t  é c r i r e  : 

Pour i > 2  nous aurons 



La démonstration est analogue à celle du lemme précédent : 

x.+y. 

soit pour i 3 1 : L~(s.x~+Y~-~)~E 2 1 s - 4 ch h(xl + Y]). 
X 

3 Mais conmie ch A(xI+yI) 6 chh{2(~+y) + lx-y1 + - inf(lxl,ly/)), 
x. +y 2 

Co 

nous avons 1 - 2 4 2 
i+ i LA(EYxi+yi-S)dSI I - Lh(x,y) 

i=I 2 A 

Lemme 0.4. -- 

Supposons toujours x + y O 

3 3 Ilais comme -(x+y) s 1 X-y 1 + - inf ( 1 x 1 , 1 y 1 ) on a 
4 2 



De la même façon, on aura la relation symétrique 

Lemme 2 ) .  5. -- 
7 

Nous nous limitons encore à x + y 2 O 

3ème cas : x 2 y 2 O, 
2 5 

L (x,y) = ch ~ ( 3 x  + - y) A 
2 



2 3 
4ème cas : O 2 y :: -x. L (x ,y)  = ch A(2x + 2y + x - y - - y )  A 

2 

Ainsi dans tous les cas 

On montrerait de la même façon que 

( I I  . D .  22)  YI R 2 / :. - 9 L 2 ( x , ~ ) .  
i2 

D'une manière plus précise, on peut établir que 
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il suffit en effet d'écrire pour x > O 

Nous conservons une dernière fois les mêmes notations que dans 

les parties (1I.A.B.C) à savoir 

D'autre part, si lioiis désignons par I 4  l'opérateur de c(R~,R) 

2 
qui n'est autre que - a (l4y) (x,Y). 

axay 

Nous voyons la ~ossibilité d'écrire les relations (II.D.6), 

(II.D.7.9.11.) sous la forme : 



Sous cette forme et sans entrer dans plus de détails nous concevons 

la possibilité de définir des fonctions Di i = O, 1 ,  . 7) et 

D = Max Di sur les compacts Qk et d'obtenir grâce aux lemmes précédents 

les majorations suivantes : 

Le choix : 

(II.D.27) hk = Max 1 4  3 ~ ~ i ' 3 ,  8 6 Ô N k ,  640  Nk) 2 

implique la relation : 

A 

(II .~.28) 
k 

B k  (u) 6 2N => 
Ak 

k B k  (T,u) 6 2Nk. 

@ Rappelons l'hypothèse concernant les fonctions ' o , r et y 

qui a déjà servi à définir la fonction @' 
4 ' 



l Les fonctions o, T et y admettent des dérivées premières 

I et secondes continues sur R. 

on pose alors a = sup ( 1 o ' (x) 1 + Iol'(x) 1 ) 
k 

lxlsk 

D'autre part, la continuité des fonctions O", T" et y" permet 

d'avoir une fonction w 
7,k 

continue, croissante, non négative nulle à ltori- 

gine telle que 

pour x, x o [-k,k]. 

On écrira comme précédemment 



Pour simplifier la fin de ce chapitre nous supposerons la fonction f 

lipschitzienne. 

ffypozhèbe (II.D.2) : 

La fonction f de c(g6,k3) est lipschitzienne sur tout compact 

rapport aux variables p, q et z. 

- - -  - 
pour (x, y) E Q~ et u,p,p,q,q,z,z r [-2ik,2Nk] avec N~ = N 

En utilisant les relations (11.0.7) et les relations 

pour x+S, x r [-k,k], y et y+6 E r-k,k] , nous obtenons 

et donc une expression de la forme : 



2 
Nous allons écrire que pk(S,x,y) est proportionnel à LA.(x,y) 

et déterminer le nombre A' et le coefficient de proportionnalité pour que 

2 2 a T ~ U  a T ~ U  
1 -  (x,Y+~ -- (x~Y) 1 s u~(~,x,Y). 
axay ax ay 

2 
Soit donc pk(S,x,y) = R(6)L ,(x,y) ; il vient en tenant compte 

X 

On prendra X' positif tel que 27  10  
+ - = 1 ,  ce choix 

k 

25x1' fait on aura R(6) = ---- Qk(6) de sorte que 
4 

Nous établirons de la même façon que 

que nous pouvons énoncer le théorème d'existence 



ThéokQrne (II.D.1) : 

Avec les hypothèses : 

(h.0.1) f E C(R',R) I f  ( X ~ Y ~ U , P ~ ~ , Z )  I < $(X,Y, lul + l ~ l + j q l + l ~ [ )  

(h.11.1) Les fonctions O, r et y appartiennent à c2(/R,!R) 

6 
(h.D.2) La fonction f est lipschitzienne sur tout compact de IR par 

rapport aux variables py q et z, 

2 
Le problème (I1.D) admet une solution définie sur IR . 

Rmaque (D . 3) : 
3 a u 3 a u 

Dans [II] M. Winants n'a examiné que 1' équation - - -- = 
2 2 f (x,y,u) 

ax ay axay 

en voulant déterminer une solution s'annulant sur les deux axes de coordonnées 

et la pcemière bissectrice. Il a naturellement supposé que la fonction f 

était lipschitzienne en u et a montré l'existence d'une solution à l'intérieur 

du domaine 



Dans tout ce chapitre, nous nous sommes attachés à prouver l'existence 

2 
d'une solution (définie sur tout W ) de quelques problèmes relatifs à l'équa- 

tion de M. Winants. Mais nous pouvons sans difficulté étendre ce résultat à 

des équations d'ordre plus élevé. Par exemple, si nous considérons l'équation 

avec O p 6 r et O c q $ s et si nous la soumettons aux conditions ini- 

tiales suivantes (supposées compatibles) 

nous obtiendrons facilement le théorème d'existence suivant : 



Avec les hypothèses 

I (h.E.2) Les conditions initiales sont suffisamment régulières pour que la 

ar+s 
solution de l'équation 

a a 
(- - -)u = O soumise à ces 

axrayS ax ay 

2 
données appartienne à H ( R  ,IR). 

(h.E.3) La fonction f est lipschitzienne par rapport aux r+s+2 variables 

1 Les 4 problèmes précédents (1I.E.I 2, 3, 4, 5) admettent une 
2 

solution définie sur tout W . 
I 

Rmmque : 

On peut concevoir d'autres conditions initiales faisant intervenir 

les droites x = O, x = y et y = O. D'un autre côté, on peut s'intéresser 
3 a u 3 a u 2 

a-- au au a u 
à l'équation du troisième ordre : - ,l - r, - f(x,y,u, - , - , -1 

dont les caractéristiques sont x = O, y = O, x + ay =O, ou même à celle du 

quatrième ordre : 

étudiée par Colombo [ l  1 mais il ne faut pas perdre de vue que la principale 
difficulté à résoudre pour obtenir cette existence globale dans IJZ2 est la 

détermination de la fonction LA permettant de définir la topologie de H ( R ~ , R )  

et d'appliquer le théorème de Tychonoff. 
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2ème PARTIE 

SOLUTIONS PERIODIQUES D'EQUATIONS 

DE TYPE HYPERBOLIQUE 
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CHAPITRE III 1 
SOLUTIONS PERIODIQUES DE L'EQUATION 



Dans plusieurs articles L. Cesari C l . .  .6] a étudié le problème de 

l'existence de solutions périodiques du problème de Darboux 

U = f(x,y,u,ux,u 
XY Y 

(III. O) 

U(X,O) = o ( x ) ,  u(0,y) = ~(y), a(O) = ~(0) . 

Il s'est d'abord proposé de trouver, sachant que la fonction f est 

périodique en x de période T, des conditions suffisantes assurant l'existence, 

l'unicité et la périodicité en x de la solution dans une bande 

B = {(x,y) .: x E: IR, l y l  s a}. 

La méthode élaborée à cette occasion par L. Cesari est appelée 

depuis méthode de l'équation "modifiée" : 

- 
Remarquant que toute solution u périodique en x de période T 

dans la bande B vérifie la relation : 

L. Cesari a d'abord examiné le problème : 

(III. 1) 

et a donné quelques résultats concernant l'existence l'unicité et la dépendance 

continue de ses solutions par rapport aux données a et T. Une fois ce pro- 

blème résolu L. Cesari s'est efforcé de déterminer la fonction T assurant 

la nullité de la fonction m du problème (111.1.). 



Parallèlement à cette étude L. Césari a examiné le problème de la 

périodicité en x et y et a donné un critère d'existence de solutions pério- 

diques pour l'équation : 

Peu de temps après A.K. Aziz Cl] reprenait son étude et sirnplif iait 

les démonstrations conduisant à l'existence des solutions du problème modifié. 

Jack K. Hale [l] considéra tout d'abord l'équation des ondes 

(III. 3 )  u - u = E f (x,Y,u,u~,u~) 
xx YY 

et déduisit de son étude (inspirée par L. Cesari) quelques résultats concernant 

l'équation (111.2). 

Dans cette partie je me propose d'appliquer la méthode de l'équation 

modifiée pour le problème aux limites de 1.1. Glick 

U = ~(x~,~..,X~,U,U ,...,LI ,..., u 
X X X2,. . . ,X ) 

X ~ .  .X n 1 n n 

(III. 4) i 
u(xl, ..., X. = O, ..., X ) = O (x~,...,X~~~,X~+~,...,X ) 

1 n n 

j 
0 (x],,..,~ = O, ..., x ) = a (xI, ..., X. = O,. ..,x ) i # j 

j n 1 n 

Dan Petrovanu [l] examina ce problème mais n'aborda pas la recherche des solu- 

tions (si ce n'est que dans des cas triviaux). Je suivrai presque 

pas à pas la démarche de L. Césari en tenant compte des amélioration de 

A.K. Aziz et j'obtiendrai des résultats très semblables. En ~articulier dans 

l'hypothèse de la périodicité par rapport à une seule variable : x on 
1 

constate que l'existence d'une solution périodique en x de (111.4) est liée : 
1 

I o )  A l'existence d'une solution périodique d'une équation différen- 

tielle construite à partir de la fonction f et des ,(n-1) données initiales 

i 
0 i > 2. 



2 " )  A l'existence de solutions non périodiques de l'équations aux 

variations associée à la précédente. 

Cette deuxième condition provient de l'utilisation du théorème des 

fonctions implicites de L. Césari . Nous poursuivons notre étude en examinant 
le cas où la fonction f est périodique en X, et xZ et obtenons des résul- 

tats analogues, ce qui nous permet d'indiquer ce qui se passe lorsque la 

fonction f est périodique par rapport aux p premières variables. 

La dernière partie de ce travail sera consacrée à l'étude des solutions 

périodiques de l'équation : 

(III. 5) 

et conduira aux mêmes résultats. 

Pour la clarté de l'exposé, je me limiterai le plus souvent, comme 

Dan Petrovanu, au cas n = 3. 



A - PERIOVlCITE PAR RAPPORT A UNE VARIABLE 

O D é d i n i L i o n  du pmblèrne modkdié .  

Considérons l'équation 

soumise aux conditions initiales 

1 2 ~ ( 0 , ~ ~ ~ ~ ~ )  = 0 (~29~3) U(X~ ,0,x3) = 0 (x13x3) 

(III .A. 2) 
3 

u(x1,x2,0) = 0 (x ,x 1 2  

Dans cette partie A l  désignera le sous-ensemble de iR 3 

A l  = ix = (x x ) E R' : x1 E R, lx2[ < a2, lx3/ I a3} avec 
1 ~ ~ 2 '  3 a2'a3 

des constantes positives. 

C(AI) sera l'ensemble des fonctions définies et continues sur , 
m 

A 1 

périodiques en x de période T, à valeurs dans E = IR , muni de la norme 
1 

de la convergence uniforme 1 0 1 = sup 1 8 (x) 1 . 
Faisons l'hypothèse : 

.A. 1) Les fonctions al, u2, a3 définies respectivement sur les ensembles 

{(x29x3) : lx2/ 1 a2, lx3/ s a3), t(x1,x3) : x 1  € 8 ,  1x31 s a3} 

et {(xl,x2) : x1 t R,  lxZ[ a2} sont continues ainsi que leurs 

1 
dérivées partielles u2, 

1 1 2 2 2 3 3 
CI 
3 

03, a2,3> Y "3' 01,3> "1' 02' 
172 

à valeurs dans E et périodiques de période T en x 
1 ' 

1 2 De plus, les fonctions o , o , a3 uérif ient les relations 



Cette hypothèse définit une fonction de c(A1) solution de 

1' équation @ = O et satisfaisant : 
X X X  
1 2 3  

1 2 3 
G(0,x2 ,x3) = 0 (x2 ,y3), G x l  ,0,x3) = 0 (xl ,x3), enfin @xI,x2,0) = 0 (xI,x2). 

Désignons alors par N, NI, N2, N3, N12, Nl3,NZ3 des constantes positives 

ou nulles telles que 1 c N ,  I l  I s N], 1e21 s N ~ ,  W31 s N ~ ,  

La continuité de la fonction et de ses dérivées permet de définir 

des fonctions a, a' et a" numériques continues non décroissantes, sous- 

additives et nulles à l'origine telles que : 

- 
pour g ,  x E. A l  et 

Voulant utiliser le théorème de Schaüder nous allons rechercher un sous- 

ensemble S de c (A l) convexe et compact ; nous introduisons pour cela 

des fonctions P ], p2, p3 numériques explicitées dans la suite et définis- 

sons S à partir des fonctions e de C (Al) telles que : 

Soient les opérateurs de S 

(III . A .  5)  

(III .A. 6) 

(III . A .  7)  



(III .A. 8) 

qui vérifient les propriétés suivantes : 

I B e ( x 1 , ~ 2 y ~ 3 )  - 1 2 3  ,x ,x ) / r Ie/a 2 3  a lx 1 -G 1 ( + a ( ( ~ I - a l  1 )  
- T - - I B @ ( x ~ , x ~ ~ x ~ )  - BO(X~,X~,X~)I r / e 1 2 a 3 1 ~ 2 - ~ 2 /  + a(/x2-x21) 

(III .A. J 2) 
T 

l ~ e ( x ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ )  - Be(xl.~2.G3)1 s 101-a lx -G 1 + ~ ( J x  -G 1 )  
2 2  3 3 3 3 

T 
I~e(x)/ r le1 7 a2a3 + N 

f 



Nous pouvons maintenant introduire l'hypothèse concernant la 

fonction f. 

Soit B le sous-ensemble de IR 3c7m défini à partir des constantes 

positives Mi, Mij i, j e {l, 2, 31 

(h.A.2) La fonction f : f(xl,x2,~3,y,zl,z2,z3y~12,~13,~23) est définie 

et continue sur 8 à valeurs dans E et périodique en x 
1 

de période T. 

Cette hypothèse entraîne l'existence de fonctions w, w ;> w i j 

numériques continues, non décroissantes, nulles à l'origine et sous-additives 



telles que : (III.A.19) 

- _ - - - -  - - 
Ifhl y x 2 9 x 3 ~ ~ > z l ~ z 2 ~ z 3 9 z 1 2 , z 1 3 9 Z 2 3 )  - f (X 1 ,X 2 >X 39Y,z1 ~ z 2 ~ ~ 3 ~ z 1 2 , z 1 3 ~ z 2 3 )  1 

- - - - 
< dix-XI) + wo(ly-~/) + w1(Iz1-z1I) + + w3(z3-z31) 

- - - 
+ w12(1z12-z12 1 )  + u]3(1z]3-z131) + w23(z23-z23/). 

D'autre part soit 

(III.A.20) L = SUP If(x,y,z) 1 .  
B 

Avec l'hypothèse : 

l (h.A.3) Les constantes L, M, Mi, Mij, N, Ni' Nij 
vérifient les inégalités : 

LTa + N2 s M2 l 
il est possibie de définir pour 0 c C ( A , )  

1 2 3 12 13 2 3 (III.A.22) F(x,@) = f (xl ,x2,x3,B@(x) ,B B(x) ,B @(XI ,B  B(x) , B  O(x) , B  B(x) ,B B(x)) 

Les relations (III.A.12...18,19) permettent d'évaluer les diffé- 

rences suivantes : 



Posons alors : 



(III-A.28) et pour g z O E C(A1) plg(x) = g(x) + - e(s1 .x2 ,x3)ds1 
T 

Nous sommes en mesure maintenant d'établir le théorème : 

Thémeme (III. A. I ) ( ex i~Zence)  : -- 

r Avec les hypothèses (h.A.1.2 et 3) et (h.A.4) 

I (h.A.4) Les équations intégrales : 

X 1 
{ 1 lx2 p3(x1 9s296)ds2 1  1 + 1 ./ p3('] <x296)ds] 1 )  * 

O 

admettent des solutions positives tendant vers O avec 6 uniformement 

par rapport à x sur 
A l .  

L'équation 0 = F(x,e) - ml(x2,x3.0) possède au moins une solution 

dans C(AI). - 



ûémons&ation : -- 

Soit 

- ( e r C(A,) : ]el a 2~ et pour lx-xl < 6 

dans lequel les fonctions p i  sont définies par (III.A.29,30,31). 

SI est un convexe, compact pour la topologie de C(AI) il suffit 

d'établir que 

et que l'application 

(III.A.33) 0 + F(x,e) - ml (x2,x3, e) de SI dans SI 

est continue. 

Comme 1 F(x,0) 1 c L = l m l  (x2,x3,0) 1 6 L on voit que 

IF(xy~) - ml(x2,x3,~)I s ZL. 

De plus (III.A.24 - 27 et 29) impliquent 

- - 
1 F(xI ,x2,x3,e) - F(xl ,x2,x3,8) 1 6 P I  ( lxI-xl 1 ,X2,X3) 

puis (III.A.25,27 et 30) donnent 

- - 
lF(x1 y~2,~3,0) - ml (x2,x3,0) - F(x 1 2 3  ,X ,X '8) + ml(x2yx3~0) 1 

- 
c p2(x1 3 lx2-x2 1 9 ~ ~ )  

enfin (III.A.26,27 et 31) 



c'est-à-dire (III.A.32). 

Quant à la continuité de l'application (III.A.33) elle résulte de 

l'estimation de 

IF(x,e) - F(X,;)( pour 0 et c SI. 

Le théorème de Schaüder permet de conclure en l'existence d'un 

élément tel que 

et donc en l'existence d'une solution de l'équation modifiée : 

U X X X  = f(x1,x2,x3,U,ux YU ,U ,u YU ,u 1 - 
1 2 3  1 X2 X3 X1X2 X1X3 X2X3 

soumise aux conditions initiales (III.A.2). 

Remahque : 

Si les hypothèses (h.A. 1, 2' et 3) paraissent très naturelles pour 

ce genre de problème, l'hypothèse (h.A.4) est plus obscure, pour l'interpréter 

nous allons supposer que la fonction f est lipschitzienne et examiner la 

limitation de ses constantes de lipschitz. 



r Sous les hypothèses (h.A.l., 2 bis, 3 et 4 bis), 

I (h.A.2 bis) : En plus de l'hypothèse (h.A.2) la fonction f est lipschitzienne 

par rapport aux variables zi et z ij ' 

(III.A.34) 3 - 
1 kilzi-zil + 2 k..Izij-zij 

i= i i<j lJ 
- I 

(h.A.3) et (h.A.4 bis) : La constante k23 vérifie la relation 

k23 TI2 
(III.A.35) e c k23T + 1 

 équation 0 = F(x,B) - ml(x2,x3,8) admet au moins une solution 1 dans .(Al). 

La démonstration de ce théorème repose sur l'explicitation des 

relations (III.A.29, 30 et 31) qui résulte des lemmes suivants : 

Lemme (III.A.1) : - 
r- L'équation : 

2 
admet une solution continue, positive définie sur tout IR . 

Ce lemme n'est autre que celui étudié par J. Conlan et J.B. Diaz Il] 

(p. 279) ou si l'on veut une application du théorème (1.C.I) avec 



Lemme (III.A.2) : - 
L'équation 

X X 
(1II.A. 37) p(x) = 1 + k2.3 /j ~(s)dsl + - k23 jTl2 i P ( S ) ~ S ~ ~ X  

O T -TI2 ' 0 
admet une solution continue positive définie sur [- -, T -1 f pourvu 

T 2 2 
que exp(kZ3 -1 < kî3T + 1 .  

2 

k Z 3 / ~ I  
En cherchant une solution proportionnelle à e , par exemple 

k 2 3 / ~ l  
p(x) = Xe nous avons successivement : 

et constatons que A > 1 pour 
k23 ' O 



Cette relation e ~ p ( k ~ ~  T/2) < 1 + k T est en fait vérifiée pour : 2 3 

r L'équation 

admet une solution continue positive définie sur tout compact de la forme 

[- 5 , :] x ~ c , c l  dgs que 

T 
Soit pour c > O le compact A = {(xI.x3) : l x l /  i - , lx2/ i c i  

C 2 
et C(Ac) l'ensemble des fonctions continues définies sur A et positives. 

C 

Soit l'application G : C(Ac) - C(A ) définie par 
C 

Pour établir que G est une contraction, nous allons munir C(A ) 
C 

de la topologie suivante. Prenons 
k > kZ3 tel que exp(k T/2) < 1 + k ~ ,  

désignons par p e k l X l  la solution de l'équation 



et considérons pour $ E C(Ac) 

Nous avons alors 

soit 1 Y (x 1 9 ~ 3 )  - Y(xI>x3)1 s - k2 / 1$'-$) lue kIxl I +a I x3 I 
ka 

k2 k23 ou encore 1 1 Y-! 1 1 < (- + - + -1 k12 I Id-$) I .  
ka k a 

k2 k23 Il suffit alors de choisir a tel que - + - + - k12 < 1 pour que 
ka k ci 

l'application G soit une contraction, ou ce qui revient au même que l'équation 

(III.A.40) admet une solution dans C(Ac). 

Avec ce lemme se termine la démonstration du théorème (A.2) puisque 

l'hypothèse (h.A.4bis) implique l'hypothèse (h.A.4). 



Lemme (III.A.4) : 

r L'équation 

admet une solution continue positive définie sur tout compact de la forme 

La démonstration de ce lemme est la même que celle du lemme (III.A.3). 

Grâce à ce lemme nous pouvons énoncer maintenant le théorème d'unicité suivant : 

TheahErne (~.3) : 

Sous les hypothèses du théorème (A.2) et si la fonction f est 

lipschitzienne par rapport à la variable y : r 
I l'équation 0 = F(x,0) - m,(x2,x3,0) admet une et une seule solution. De 

I 1 2  plus cette solution est continue par rapport aux données initiales a , a 



-1 -2 -3 
Désignons par (a1 ,02,03), (o ,o ,a ) deux triplets de fonctions 

vérifiant l'hypothèse (h.A.1) et désignons par & et @" les solutions cor- 

respondantes de l'équation = O qui sont manifestement continues par 
X X X  1 2 3  

rapport à ces données initiales. Plus exactement si 

nous pouvons trouver une constante K telle que 

I ~ X )  - x 1 c KE 

Il(x) - ~ ( x ) I  1 ( KE 

Iqj(x) @ 1 J X )  1 c KE Sur A 1 

- 
Par suite, si nous désignons par 0 et 8 les solutions corres- 

pondantes de l'équation 

et posons 

ifj j #i 

puis 

de sorte que 

La fonction P l  ( 1 10-8 1 1 ) sera notée x pour simplifier 



Nous avons 

et ainsi de suite.. . jusque 

O n  multiplie chacune de ces relations par k ou k l  OU ... 
O k2 3 

et on en fait la somme membre à membre. 

En appliquant l'opérateur P l  on voit apparaître alors 

Le lemme ( I I I . A . 4 )  permet d'écrire ~ ( x )  6 KEV(X)  (V désignant 

la fonction solution de l'équation ( I I I . A . 4 1 ) .  Cette relation entraîne l'uni- 

cité pour E = O et la continuité si E est différent de O. 

Q @ b t e n e e  de ao~u;tionn pé~~Lociique~ - du ------ ptoblerne i n h 5 . d .  - - - - 

La recherche des solutions périodiques de l'équation ( I I I . A . 1 )  

revient à choisir les conditions initiales assurant une solution O du 

problème modifié 



telle que ml(x2,x3y e )  soit nulle. Une réponse à ce problème peut être donnée 

en fixant les 2 fonctions o2 et o3 périodiques en x, et en déterminant 

1 
la fonction a , ou compte tenu des relations de compatibilité, la fonction 

Pour cela nous utiliserons un théorème de fonctions implicites établi 

par L. Césari [4] et que nous écrirons sous La forme suivante ; 

Considérons H(x2,x3,v,z(t2,t3), O s t2 < x2, O < t < x3) 3 
m 

une fonctionnelle à valeurs dans IR dépendant des variables r6elles 

t2,t3, des vecteurs de CRm : v.z(t2 ,tg) définis pour O 5 t < x 
2 2' 

0 4 < t 3 < X  3 ' 

2 
Soient d'autre part 1 = {(x2,x3) L IR : O 5 x2 < a2, O : x3 r a i, 3 

p un vecteur de  IR^, Y la boule de Rrn définie par 
O 

rn 
Y = {v c IR : v -  } et Z l'ensemble des fonctions continues définies 
O O 

sur 1 à valeurs dans Yo, muni de la convergence uniforme. 

H peut dès lors être considérée comme une application de 

I X Y  x z o  
O dans lRrn : H(x2,x3,v,z). 

Théuaème (A.4) (L. Césari) : 

- 
Avec les hypothèses : 

(h.A.5) La fonctionnelle H = {Hi(x2,x3,v,z)1 est continue, bornée sur 

1 x Y. x Zo, continûment différentiable par rapport à v = ( v . )  
1 

On pose aij(xZ,x3y~,~) = 2 (x2,x3,vY~). 
a v 

j 

(h.A.6) Pour x = x3 = O, H ne dépend pas de z : H(O,O,v,-). De plus, 
2 

il existe p E 8 pour lequel W(O,O,p,*) = 0 et 

dét{a..(O,O,u,-)l # 0. 
1 J  



On peut dès lors trouver des nombres positifs a' I a2, a; 6 a3 2 

O 
< B et une fonction Y e Zo telle que : 

Pour mieux comprendre l'utilisation de ce théorème, faisons la re- 

1 2 
marque suivante : soient a , a , a3 des conditions initiales vérifiant 

(h.A.l) et 0 et ml(x2,x3,0) la solution correspondante du problème modi- 

O O 
fié. Si pour (x2.x3) point de i (x2,x3) O I x2 sa2, O s x3 C a3} nous 

O O 
modifions la fonction al au point 2 3 (x2,x3) en lui attribuant une nouvelle 

O 
valeur v, cette modification ne change pas 0 ni m pour O c x2 < x 

1 2 
O 

et O < x < x mais nous obtenons une nouvelle expression pour 
3 3 

2 3 O O B 0 (xl .x2 ,x3) = q(xl) et pour ml (xi,*;) = m. Ces nouveaux éléments q et 

m sont alors solutions du problème : 

dans lequel 

avec 

Ce problème fera l'objet des pages qui suivent (Propositions III.A.1, 

2 et 3). Conjointement à cette étude nous pouvons examiner ce qui deviennent 



les fonctions B(x x x ) et ml(x2,x3,0) solutions du problème modifié 
1 '  2' 3 

lorsqu'on introduit certaines discontinuités dans la fonction 1 Plus 

exactement considi5rons l'hypothèse : 

- 
1 2  (h.A.7) Les fonctions o , o , o3 définies respectivement sur les ensembles 

I(x2,x3) : /x21 r a2, /x31 u 3 1 ,  {(xI,x3): xI , lx3/ u a 3 1  

et { (xI ,x2) : xI t Ri, lx2 / < a2} sont continues ainsi que leurs 

dérivées partielles a 1 1 2 2 2  3 3 3  
2, 03, ol, a3, qI3, O], O?, o12 à valeurs dans E 

et périodiques de période T en x 
1 ' 

De plus, ces fonctions vérifient : 

1 Enfin la fonction o présente des points de discantinuité 
9, 9, 

2 3 
L 

(t2 en nombre fini pour lesquels : 

(les inégalités peuvent très bien ne pas avoir toutes lieu). 

Enfin, il existe des constantes e l ,  e;, e2, e;, e3, 1; positives 

ou nulles telles que : 



1 + etlx -x 1 pour 
1 3 3  

3 3 - -  - 
lb]2(xI.x2) - "12(xI,x2) / s 13/x1-X] / + 4' ( x  -x 1 pour 

3 2 2  

Comme l'hypothèse (h.A. 1 )  cette hypothèse dé£ init une fonction @ 

de C(A l )  solution de l'équation (? = O. 
X X X 
1 2 3  

Soient N, NI , N2, N3, NI2, N13, N23 des constantes positives ou 

nulles telles que 

(h.A.8) La fonction f : f ( ~ ~ , x ~ , x ~ , y , z ~ , z ~ , z ~ , Z ~ ~ , Z ~ ~ ~ Z ~ ~ )  est définie 

et continue sur B = i(x,y,z) : x e Al, ly/ : Pl, z i  s Mi, 17 1 :M.. t 
i j  1 .1 

à valeurs dans E et période en x de période T. De p l u s  f 
1 

est lipschitzienne : 

Cette hypothèse entraîne l'existence de L = sup 1 f (x,y,z) 1 
8 

(h.A.9) Les constantes L, M, Mi, 
i j  N9 

i, Nij vérifient les 

inégalités : 



ThZokèrne (A.5) : 

r Sous les hypothèses (h.A.7, 8, 9) et 

L'équation 8 = F(x,9) - ml(x2,x3,8) admet au moins une solution 

dans C ( A  ) lipschitzienne. (La constante de lipschitz est indépendante du 1 

nombre des points de discontinuité et de leur position). L 

Nous nous limitons à la bande : 

O 1 2 Pz pz+-] 
et désignons par t2 = O <  t2 < t2 < . . .  < E2 < t2 = a2 

les projections sur les axes Ox2, Ox des points de discontinuité de la 
3 

fonction a l Nous allons appliquer le théorème (A.2) successivement dans 
23 ' 

chacune des bandes A 
q2q3 

Ce théorème s'applique évidemment dans la bande A pour 
O O 

l'appliquer par exemple dans la bande 
AIO ou A il nous faut regarder 

q2q3 
ce que deviennent les conditions initiales. 



III. 25 

1 
Dans A 

00' 
nous avons dao (O ,x2, x3) = O (x2 ,x3) 

2 
do0(x1 ,0,x3) = 0 (xl ,x3) 

3 
$ (x,,x2,0) = 0 (X ,x et 
O O 1 2  

1 
donc dans AIO, Q I O ( ~ , ~ 2 , ~ 3 )  = 0 (~29x3) 

Nous trouvons alors 

De plus si N q2q3 q2q3 ... N23 désignent les majorations analogues 

à N, ... 
N2 3 

sur A nous pouvons écrire : 
q2q3 

et de proche en proche : 



D'un autre côté, les relations (III.A.3) peuvent s'écrire dans le 

cas présent : 

pour i valant 1, 2 ou 3. 

Avec ces notations, les relations (III.A.27) s'écrivent : 

O0 100 
Désignons par (1 (6)pl(x2,x3), fil (6)p2(~I,~3) et 

1 

a"oo O O 

1 
( 6 ) ~ ~  (x1,x2) les solutions des équations (III.A.29, 30, 31) les 

1 1  différentes constantes , L (Y. deviennent par (III.A.43) 



1 
Ecrivant Qy0(6) sous la forme 1 ; ~  + k1c26 avec 

nous constatons que 

1 
10 2 5 ((6 = + k1S26 + Qy0(6)lp (S1,cl)-1-k 1 

1 2 3  2 ./r3 p l  (S29s3)ds31 

1 1  
L'évaluation de l'expression p (5 ,S )-1-klp [ c; 1 

1 2 3  P (C2,s3)ds3 
' O 

se fait à partir du leme (1II.A.I) dont la solution de l'équation (III.A.36) 

est expikI2/x3/ + kI3/x21 + (kl+kI2kl3) lx2/ lx3[ 1 on trouve alors 



III. 2 8  

Moyennant l'hypothèse 

équivalente à +k k 15 1 6 k 1 2 { e  (kl 12 13 2 

nous aurons 

1 O n l  ( a )  r ka + k'c2s + no0(6){e 
2  1 

Le processus ainsi engagé peut se poursuivre et nous aurons suc- 

cessivement j > 1 

ce qui implique 

moyennant l'hypothèse 

De la même façon, nous pourrons écrire 



pourvu que pour tout (i,j) 

 un autre côté, n'jo(6) reste égal à ~'l~(6) et 
1 

peut se faire en remarquant que cette fonction de 5 est dérivable, de 2 

dérivée à l'origine égale à 

et donc pour 1 
t2 assez petit on gura : 

1 2 1 4kx6 
1 '100 - ny1O(6) I (kOLT+2klL)6(C2-t2) + - Q I  e 

2 2 

2 1 
et pour t 2  - 5 assez petit 



d'où 

i+ 1 i j+l j 
moyennant l'hypothèse que F3 - E3 ou E2 - E2 soient assez petits pour 

assurer la condition : 

Le théoreme sera prouvé dès que nous prendrons une subdivision 

( ~ 3 )  et (5:) suff isamment fine pour assurer les conditions (III .A. 46). 

Nous remarquons aussi que les constantes de Lipschitz sont indépendantes du 

nombre des points de discontinuité et de leur position. 

Théonème (A. 6) (uni&é) : ----- - ---- 

Sous les hypothèses du théorème (A.5) la solution de l'équation 

- F(x,0) - ml(x2,x3) est unique et dépend continûment des conditions 

initiales. E- 
Il suffit d'appliquer le théorème (A.3) dans chacune des bandes 



Après cette étude, nous pouvons entreprendre l'examen du problème 

(III.A.42) différentiel associé pour lequel on a les propositions suivantes : 

Avec les hypothèses suivantes : 

(h.A.10) Les constantes positives N23, L, M23, T satisfont à la relation 

(h.A.1) La fonction F : F(xl,q) définie et continue sur la bande 

m 
A = IR x [-M~~,M~~] à valeurs dans E = IR est périodique en x 1 

de période T. 

L'équation 

admet pour tout v : I V /  6 NZ3 une solution < dé£ inie sur iR et périodique 

de période T. 

DC!rnonclhation : ----- 
Soit C l'ensemble d e ~  fonctions T périodiques définies sur IR 

On définit l'application g : 4 - t  Vi 

et on vérifie que cette application transforme C en lui-même. Comme Y(0) = v, 

il suffit de remarquer que g est continue. La fonction P est continue, on 



peut donc trouver une fonction uZ3 
continue croissante, nulle à l'origine 

telle que : 

et donc 

Le théorème de Schaüder appliqué à C permet de conclure en 

l'existence d'une fonction 6 telle que 

P t ~ o p o a W o n  (III.A.~) : - 
- Avec les hypothèses suivantes : 

(h.A. 10) et 

(h.A.llbis) En plus de l'hypothèse (h.A.ll) la fonction F est lipschitzienne 

par rapport à q : 

T 
avec k23T + 1 > exp(k13 -1 

2 

L'équation (III.A.47) possède une et une seule solution dépendant 

continûment de v sur /-=N~~,N~~]. 

- - 
Soient v et v deux conditions initiales et q, q deux solutions 

correspondantes. On peut écrire : 

en notant 



III. 33 

Nous en déduisons : 

soit Iq(x) - + 1q-qll s 2lv-vl A e k23 1x1 en utilisant le lemme 

(III.A.2). 

Remmque 7 . -  -- 
La solution de l'équqtion précédente peut être obtenue par la méthode 

des approximations successives avec 

et qn (n > O) solution de 1 'équation 

En effet, 

X 

lqn+l(x) - qn(~)I k23~/ Iqn(s) - qn-] (s)lds/ + k - T 
O 23 2 

I n n  1 

avec h = k23T 
T 

> 1 
2k T + 2 - 2 e ~ p ( k ~ ~  -) 
2 3 

2 

c'est-à-dire 1 T 
Iqn+] ‘ qnl 1 - - qol 1 k23 - 

An 
et 



Remmque 2. -  
- ,  

- 
La fonction v -t m = m(q) = - F(s,q(s))ds est continue 

T 

sur [-N~~.N~J et même : 

P 4 u p a h ~ u n  (III .A. 3) : 

Avec les hypothèses de la proposition (III.A.21, si la fonction F 

est continûment différentiable par rapport à q sur A la fonction v -+ m 

est différentiable et 

La conclusion de cette proposition se traduit par 

am.  1 
1 - exp(-j ' F. (xyql (XI ,c~2(x)> ,qm(x))dx) 

a a - =  
-T/2 lqj 

i j a v 
j (x,ql (XI ,q2(x), . . . .qm(x))dx)dt 

si on désigne par Fi les m composantes de F et par ' i celles de q. 

Au lieu de la démonstration de L. Cesari [II page 47, nous établirons 
le résultat de la manière suivante. 

Désignons par (q,m) la solution correspondante à v et 

(q+~q,m+~m) celle correspondante à v+av. 

On peut écrire : 



S o i t  a ( t )  = F ( t , q ( t ) ) ,  nous avons : 
q  

e t  donc 
x T l 2  

Aq(x) = Av + ,/ & ( t ) ~ q ( t )  - 1 a ( r ) d q ( r ) d g d t  
O T -T/2  

S o i t  l ' équa t ion  obtenue à p a r t i r  de l a  précédente par  l i n e a r i s a t i o n .  

La r é s o l u t i o n  de ce  système condui t  à A$(x) = g(x)Av 

1 - e x -  a ( t ) d t )  
% 
Am = 

-T/2 

r T 
av . 

rx 

 autre p a r t ,  en posant w(x) = Aq(x) - A;(x) on a 

avec w(O) = 0. 



'L 

Lorsque Av tend vers O, il en est de même pour Aq et Aq. 

On peut donc écrire grâce à la continuité de la fonctian F : 
q 

'L 'L 
v a  > 0,3n > O tel que : IAq( + Iwl S ri => \c(t,bq(t)+w(t))/ s n(lhq\+1wl) 

c'est-à-dire encare : 

4ah' 
IwI l g l ~ v  pour a assez petit. 

1 - 4ah1 

Cette relation permet de conclure, puisque pour tout a' > O 

il existe r i '  > O tel que : 

Ainsi l'application v -+ m est différentiable et sa différentielle 

est donnée par la formule (III.A.49). 

~emanque : La continuité de cette différentielle résulte immédiatement --- 

de la formule (III.A.49). 

Ce problème étant examiné, il nous est possible d'énoncer le théorème 

d'existence d'une solution périodique de l'équation (1II.A.I et 2) après avoir 

remarqué que la fonction m s'écrivait en fait 
1 



2 3 (h.A. 12) Les fonctions a2, o3 : o (xl ,x3) ,a (x1 ,x2) définies respectivement 

sur les ensembles : 

sont périodiques de période T en x continues ainsi que leurs dérivées 
1 ' 

2 2 2  3 3 3  partielles al, a3, aI3, o o a  
1' 2' 12' à valeurs dans E et vérifient : 

2 .  3 
o (xl,O) = o  (x ,O) pour x E I R  

1 1 

Cette hypothèse permet de déterminer des constantes positives ou 

nulles telles que : si x E 1R 
1 

(h.A. 13) La fonction f : f (xl ,x2 ,x3,y,zl ,z2 ,z3,zI2 ,z13,z23) est dé£ inie 

3+7m etcontinuesur ~ = I ( x , ~ , z ) B I R  , X C A ~ , / ~ I  < M , ( z ~ ~  S M ~ , ~ Z . . ~ S P I  1 
1 J  i j 

à valeurs dans E et piriodique en x, de période T. De plus, f est 

l lipschitzienne : 

- - - 
If(x,Y,z) - f (x,~,z) 1 < k/x-xl+k /y-y/+l kiIz.-zil+l k.. l z  O 

i 1 ij IJ ijVzij - I 

Posons L = sup 1 f (x,y,z) 1 et faisons l'hypothèse : 
B 

I (h.~.14) Les constantes L, M, Mi, Mij, n, n 
i ' n i j  ' k23 vérifient 

I les inégalités : 



Soit F la fonction définie par 

m (h.A. 15) Il existe v r Bi tel que I V /  C M23 -LT pour lequel l'équation 

d q - (x) = F(x,q(x)), q(0) = v admet une solution périodique de période T 
dx 
pour laquelle la matrice jacobienne 

est inversible. 

Remutpue : Dans le cas où m = 1, cette hypothèse se traduit par 
----A- 

- 
(x,q(x))dx # O ou par le fait que l'équation aux variations 

n'a pas toutes ses solutions périodiques. 

Avec les hypothèses (h.A.12, 13, 14, 15), on peut trouver un nombre 

a > O unensemble A' = { X E  A l  : lx2/ 1 a, lx3/ : a} une fonction r définie 1 

et continue sur l'ensemble {(x2,x3) : lx2/ s a , lx3/ s a} ainsi que ses 

dérivées r2,~3,r23 vérifiant r(0,O) = v, r(x2,0) = a 3 (0,x2) et 

2 i(0,x3) = a (0,x ) et une fonction @ définie et continue sur 
3 A; périodique 

en x de période T telle que : 
1 



I De plus, la fonction T est définie d'une manière unique et dépend 

I 2 3 
continûment des conditions initiales 0 et 0 . 

La démonstration de ce théorème suit le même schéma que celle de 

L. Cesari [31 - (théorème V, page 113). Choisissant NZ3 = M23 - LT il n'est 

pas difficile de voir la possibilité de déterminer un nombre positif a 

assurant sur A ;  l'hypothèse (h.A.3). Les différentes propriétés obtenues 

sur la fonctionnelle H permettent d'appliquer le théorème ( I I I . A . 4 )  et donc 

d'établir ce théorème. 

Remuhque : 
- - - - - - - - - 

Nous donnerons dans la partie D de ce chapitre des exemples d'ap- 

plications de ce théorème. 

D'un autre côté, l'existence d'une solutiori périodique de l'équation 

- =  dq F(x,q(x)) est nécessaire puisqu'en fait si $ est solution périodique 
dx 

de 1' équation 

la fonction qui est elle aussi périodique vérifie 
' ~ 2 ~ 3  

c'est-à-dire 1 
$x (x1,O,O) = 

+ F(s,$~ , (s,O,O))ds. 
2 3 2 3 
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7 " 1  DZdiniLLan du paubRErnc rnudidiQ. -- - - - -- - - - - - - - - -- -- - - -- - 
3 

Dans cette partie A2 désignera le sous-ensemble de R : 

A = { x =  (X 3 
2 x ) P IR : xI t IR, x c R, lx3( s a31 avec 19~2' 3 2 

a3 constante 

positive. 

C(A2) sera l'ensemble des fonctions définies et continues sur A 2 
M 

périodiques en x et x2 de même période T, à valeurs dans E = IR , muni 
1 

de la norme de la convergence unif orme : H / = sup 1 B (x) 1 . 

Faisons l'hypothèse : 

1 2  1 (h.B.1) Les fonctions o , o , o3 définies respectivement sur les ensembles 

l 
{ (x2,x3) : x2 

l 
c IR, lx3] < a31, {(xI,x3) : x1 c IR, lx3( s a31 

I et {(xI,x2) : x1 E R, x2 E R) sont continues ainsi que leurs 

1 1  1 2 2 2  3 3 3 à  
dérivées partielles 02, u3, oZ3, al, 03, oI3, ol, 02, oI2 

valeurs dans E et périodiques de période T en x et x 
1 1 2 ' 

1 2  
l De plus les fonctions o , a , o3 vérifient les relations : 

Cette hypothèse définit comme l'hypothèse (h.A.1) de l a  partie 

précédente une fonction @ de C(A2) vérifiant : @ = O, 
x, XnX, 

et nous noterons par les mêmes constantes Ni, N.. les bornes de (? et de 
1 3  

ses dérivées : 



De même la continuité de la fonction et de ses dérivées permet 

de définir des fonctions q ,  a' et a", numériques, continues, non décrois- 

santes, sous-qdditives telles que : 

Comme précédemment nous introduisons un sous-ensemble s2 de C(A2) 

de fonçéions 8 satisfaisant les relations (III.A.4) sur , 
A2 

i Les opérateurs B, B et B~' gardent la même signification 
* 

(III.A.5, ..., 1 1 )  et les propriétés (III.A.12, ..., 18) se transforment en : 

T - - 
I~e(x~,x~,x~) -Be(; ,x ,x)I s 181 - a  lx-x 1 +a(lxl-x 1 )  1 2 3  2 3 1 1  1 

T - B~(X~,X~,X~)I :. 181 - a lx -Z 1 + ~ ( I x  -X 1 )  
(III. B. 2) 3 2 2 2 2 - T 22 IB@(X~ ixZ,x3) - Be(xl ,x2,x3) 1 s 1 e / - lx3 -X 1 + a(x3-X31) 

4 
T 

Ise(x)I :. 1 0 1  - a3 + N 
4 



Soit B le sous-ensemble de R 
2 3+7m défini à partir des constantes 

positives M y  M .  i e  ( 1 ,  2 , 3 ) ,  
1 Mi j  i #  j e  { l ,  2 ,  31 : 



Introduisons les hypothèses : 

(h.B.2) La fonction f : f (xl ,x2 ,x3 ,y.z ,z2, z3 ,z ,z ,zZ3) est définie 

e t  continue sur B2 à valeurs dans E et périodique en x et 
1 

I X~ de période T. 

Avec cette hyp~thèse, la fonction f vérifie les propriétés 

(111.A.19 et 20). 

Les constantes L, M, Mi, Mij, N, Ni 
et Nij 

inégalités : 

vérifient les 

qui permettent de définir pour û c C(A2) 

(111.B. I I )  

enfin 

(III.B.14) F12(x90) ' F(x,B) - m (x 1 2yX39 @)-m2(xI .bg,@)+m12(~3,0). 

Les relations (III.B.2, ..., 8) permettent d'évaluer les différences 
analogues aux relations (III . A .  24,. . . , 2 6 )  (il suif it de remplacer dans ces 

rn 

dernières 1 
a2 par -), et nous poserons 

2 
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' ~(6)+~o{2~~a36+a(6)}+wl{a' ( S ) } + ~ ~ { ~ L ~  3 (6) 1 

1 ( I I B  1 4 - ni(&) = w(6)+w {2b~a~6+a(6) )+wl {4La36+a1 (6) }+w2iat (6) i 
1 2  

O 

e t  pour g 2 O de C(A2) 

ou si l'on veut P12g(x) = Pl{P2g(x)} = p21plg(x)}. 

Naus sommes en mesure d'établir le théorème : 

Théoheme (III.B.I) (exd2ence)  : ------ 

r Avec les hypothèses (h.B.l, 2, 3, 4) 

(h.B.4) : Les 6quatioms intégrales : 

(III.B.19) (6,x2,x3) f12(6) + P2w1{ 1 (6,s2,s3)ds2ds31 1 



I admettent des solutions positives qui tendent vers O avec 6 uniformément 

sur A 2 .  L L'équation 0 = FI2(xy@) admet au moins une solution dans C(A2). 

La démonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème 

(III.A.1). 

Traduisons comme précédemment l'hypothèse (h.B.4) dans le cas 

lipschitzien. 

Saus les hypothèses : 

En plus de l'hypothèse (h.B.2) la fonction f est lipschitzienne 

pqr rappQrt aux variables zi 
et 'ij 

Leq copstantes k3> kI3 et k23 positives ou nulles assurent 
- 

T l'existence d'une solution continue et positive sur [- y ~1 x [- - y 21 
1- 2 2J L 2 2J 

de 1' êquation 



~ ' é ~ ~ ~ t i ~ n  0 = F (x,0) admet au moins une solution dans C(A2). 12 

Nous savons en vertu des lemmes (III.A.2 et 3) que les relations 

(1II.B. 19 et 20) sont satisfaites pour 

Quant à (III.B.23) qui n'est autre que la traduction de (III.B.21) 

on peut l'illustrer de la manière suivante : 

1 T/2 T/2 
Posons pour g 2 O, py2g = p12g - - g(sl ,s2)dslds2 

T2 -TI2 -Tl2 

et isolons dans (III.B.23) les termes constants de sorte que 

Considérons l'équation 

nous sommes sûrs, tout au moins pour des petites valeurs de k et k23, 13 

de l'existence d'une solution de cette équation. En écrivant que p est pro- 

* 1 * 
portionnel à p nous sommes amenés à écrire p = p de sorte que 

I-A(p-1 
la relation (III.B.23) sera satisfaite pour ~(p*) 1. 

Avec l'aide d'un ordinateur, il nous a été possible de déterminer 

une condition suffisante portant sur les constantes k3~-', k I 3 ~  et k 2 3 ~  

certifiant l'existence d'une solution de (III.B.23) à savoir 



Cette dernière condition implique évidemment k13T < 2,5 et 

k23T < 2,5. 

Lemme (III.B.1) : - 
r L'  équation 

1 admet une solution continue positive définie sur tout compact de la forme 

[- , 9.r- , :lx[-.,a] d5s que llhypothSse ( h 4 b i s )  est satisfaite. 

La démonstration de ce lemme est la même que celle du lemme (III.A.3). 

Théoeème (III. B, 3) : 

Sous les hypothèses du théorème (III.B.2) et si la fonction f est 

lipschitzienne par rapport à la variable y : r 
1' équation 

tion est con L 0 = FI2(x,0) admet une et une seule solution. De plus, cette solu- 

1 2  3 
.tinue par rapport aux données initiales o , o et u . 

1 2 3  -1 -2 -3 Si (a , o , o ) et (a , a , o ) désignent deux triplets de 

fonctions vérifiant l'hypothèse (h.B. 1) , @ et les solutions corres- 



pondantes de ux = O, on peut écrire comme dans le théorème (III.A.3) 
1 2 3  

- 
Et si 0 et 0 sont deux solutions de l'équation 0 = FI2(x,0) 

nous poserons encore 

Nous avons alors : 

Multipliant chacune de ces relations par 
ko kl . ,k23 et 

appliquant l'opérateur PI2 nous constatons que 

Le leme (III.B.1) permet alors de conclure l'unicité si E = O 

et la continuité par rapport aux conditions initiales pour E > 0. 
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3 " )  E y h X e n c e  d e  a o l u A i o n a  p & ~ L o d i y u u  , - d u  p f i o b R è m ~  L n A i d .  

La recherche des solutions périodiques en x 1 et x2 de l'équation 

(TII.B.1) revient à choisir les conditions initiales assurant une solution 

de l'équation modifiée 

telle que ml2(xY0) soit nulle. Une réponse à ce problème peut être donnée en 

fixant la fonction a3 périodique en x et x de périodique T, et en 1 2 

déterminant les 2 autres fonctions al et cr2 (compte tenu des relations de 

1 
compatibilité crZ3 1. et 9 3  

Pour cela nous utiliserons une généralisation du théorème des fonctions 

implicites de L. Cesari rappelé dans la partie précédente (th. III.A.4). 

Considérons 

H(x3,a(x2) + f3(x1) - a(O) ,zl(x2,t3) + z2(xl ,f3) - ~~(0.t~) O -' t3 ' x3) 

une fonctionnelle à valeurs dans Etm = E dépendant de la variable réelle 

m 
des fonctions vectorielles de IR 

x37 

t + z2(x1,t3) - ZI(07t3) a(x2) + B(xl) - a(0) (a(0) = B(0)) et zl(x2. 

(avec zl (07t3) = z2(0,t3)) sur O r t3 < x 3 ' 

Soient 1 = 1x3 e R : O $ x3 < a3}, dx2) + v(xI) - ~(0) 

(avec ~ ( 0 )  = v(0)) un élément de R ~ ,  périodique de période T en x et 1 
m 

Y la boule de IR définie par les fonctions a, B périodiques elles 
x27 

aussi de période T telles que a(0) = B(0) et 

Soit enfin Z l'ensemble des fonctions z définies pour 
O t 9 

O $ t3 c a sur R', à valeurs dans Y : 
3 O 
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H peut dès lors être considérée comme une fonctionnelle 

H(x3,a(x2) + B(xl) - a(0) ,z) pour laquelle on a : 

r Avec les hypothèses 

(h.B.5) La fonctionnelle H(x ,a(x2) + B(xl) - a(O),z) est continue bornée 
3 

sur 1 x Y x Zo et c~ntinûment différentiable par rapport à a(x2) + B(xI) - "(0). 
O 

I On notera L(x3,a,@,z) sa différentielle. 

1 (h.B.6) Pour x = O ,  H nedépendpasde z :  H(0,a(x2) +B(X,) - " ( O ) , . )  
3 

il existe de plus v ) ,  p(x2) + v(xI) - p(0) E  IR^ tel que 

L(O,p,v,.) inversible dans L(Yo,E). 

On peut dès lors trouver des nombres a' < a et 6 < d positifs, 
3 3 O 

et une fonction z de Zo telle que : 

Ce théorème ressemble au théorème (III.A.4) établi par L. Cesari 

et se démontre de la même façon. 

Comme nous l'avons remarqué dans la partie précédente : 

si nous désignons par 8 et m = m + m - m la solution correspondante du 1 2 12 
O O 

problème modifié relatif aux données al, a2, o3 et si pour x (O < x3 < aj) 3 

nous modifions les fonctions 023 2 
et o en leur attribuant une nouvelle 

13 

expression v et p nous constatons que 8 et m ne sont pas modifiés sur 

O 3 O O 6 x3 < x mais que par contre B 8(xI,x2,x3) = q(xI,x2) est solution d'un 3 

problème du type : 



Ce problème sera examiné ultérieurement, nous allons tout de suite 

examiner ce que deviennent les solutions O,m du problème modifié 0 = FI2(x,0) 

(III.B.14) lorsqu'on introduit certaines discontinuités dans les fonctions 

o 
1 2 
2 3 

et o13. Pour plus de précision, soit : 

1 2  
(h.B. 17) Les fonctions o y o , o3 définies respectivement sur les ensembles 

i(x2,x3) : x2€", lx3/ sa3), I(xI,x3) : xI E R  lx3] sa3} 

et {(x1,x2) : x1 E IR, x2 e R I  sont continues ainsi que leurs 

1 
dérivées partielles o o1 o2 o2 o3 o3 a3 à valeurs dans E 2' 3' 1' 3' 1' 2' 12 

et ~ériodiques de période T en x 1 et x2* 

De plus, ces fonctions vérifient : 

' et o2 présentent des points de discon- Enfin les dérivées 023 
13 

1 tinuité de première espèce avec 



1 1 - -  - - 
o ~ ~ ( x ~ , x ~ )  - O (X x ) I 1 I X  -X / + l'lx -X 1 pour 

23 2' 3 1 2 2  1 3 3  

q3 - q3+ 1 
x E R  t3 YX3, X 3 1  c3 2 

Comme l'hypothèse (h.B. 1) cette hypothèse définit une fonction (S/ 

de C(A2) solution de < = O. Soient N, N 1 ,  N3, N12, N13, NZ3 des 
1 2 3  

constantes positives ou nulles telles que : 

IF; I y 1 l N, l l r N? 

(h.B.8) La fonction f : f(xl,x2,x3,y,zl,z2,z3,z12,z13,z23) est définie 

et continue sur 

à valeurs dans E et périodique en x et x de période T. 
1 2 

De plus, f est lipschitzienne : 

Cette hypothèse entraîne l'existence de L = sup I£(X,~,Z)~. 
B 

(h.B.9) Les constantes L, M, Mi, 
'ij N9 Ni et Nij 

vérifient 1,es 

inégalités : 
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ThZoxèrne (III .B. 5) : 

r Sous les hypothèses (h.B.4bis, 7, 8, 9) l'équation 

l admet au moins une solution dans C(A2) lipschitzienne. (La constante de 

I Lipschitz est indépendante du nombre des points de discontinuité et de leur 
I position). Cette solution est unique et dépend continûment des conditions 

initiales. L 
La démonstration de ce théorème suit le schéma de celle de L. Cesari 

[3] ou du théorème (III.A.5,6). 

Ce résultat étant acquis, nous entreprenons l'examen du problème 

aux dérivées partielles associé (III.B.27). 

Cette étude améliorera les résultats de L. Cesari [2] et complète 

ceux de A.K. Aziz et J.P. Maloney cl]. 

Pt~opohLtLon (1II.B. 1) : 

1- Avec les hypothèses suivantes : 

I (h.B.lO) Les constantes positives NI3, NZ3> N33 LY T Y  M3, MI39 MZ3 

k13 et k23 
vérifient les relations : 

I (hB.1) Les fonctions a, 6 : a(x2),B(xl) sont définies et continues sur 

I IR, à valeurs dans E ,  ainsi que leurs dérivées a' et 6' et 

sont de plus périodiques de même période T, avec 



La fonction F : F ( ~ ~ , x ~ ~ q , q ~ , q ~ )  est définie et continue sur , A; 

à valeurs dans E, périodique de période T en x et x2, 1 
bornée 

par L et vérifiant sur 

2 
L'équation (III.B.27) admet une solution définie sur W , à valeurs 

dans E, périodique en x et x de période T. 1 2 

La démonstration est analogue à celle de A.K. Aziz et J.P. Pialoney Cl] . 

Sous les hypothèses de la proposition (III.B.1). si la fonction F 

I vérifie la condition supplémentaire : 

I et si les constantes k3' k13 et k23 vérifient l'hypothèse (h.B.4bi.s). 

l L'équation (III.B.27) possède une et une seule solution 

dépendant continûment des conditions initiales et v. L 

DEmonnktraAion : ---- 

Elle est calquée sur celle de la proposition (III.A.2) et repose 

sur l'hypothèse (h.B.4bis) plus précisément sur la relation (III.B.23) satis- 

faite pour 0,163 k T~ + 0,88(k13+k23) T < 1. 
3 



Remmyue -- : -- 
La solution de l'équation précédente peut être obtenue par approxi- 

mations successives. Posons : 

pour n > O avec 

Soit 
n la fonction définie par : 

nous en déduisons tout d'abord : 

puis 

Multipliant ces trois inégalités respectivement par 
k3> kI3 et k23 e t  

appliquant l'opérateur P I 2  nous pouvons écrire : 
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Il nous reste à choisir une norme assurant la convergence de la 

sui te 'n ' 
k' k' k '  ) Pour cela nous considérons la fonction p : p(xl,x2, 3 ,  13, 23 

solution de l'équation semblable à (III.B.23) 

dans laquelle les constantes k;, ki3 et ki3 sont respectivement égales à 

k3(l+y), k13(liy) et kZ3(l+y). En prenant y suffisamment petit mais 

positif pour assurer la définition de la fonction p et en posant 

1 
nous obtenons 1 1 xnl 1 s - 1 1 xn-l 

1 +Y 
I I 

P 

1 n 
c'est-à-dire 1 1 x nt1 1 Ip s (-1 I X I  I et lim l x nl l p  = 0 .  

1 +Y n-fm 

r Pt~apohiLLon (III.B.3) : 

Avec les hypothèses de la proposition (III.B.2), si la fonction 

F est continûment différentiable par rapport à q, ql et q2 la fonction 

(a,@) + ml + m - m est différentiable au sens de Fréchet. 
2 12 
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DémonaRhaLion : 
- 

Désignons par (q,m) m = m + m - m le couple solution 1 2 12 

(ITI.B.28) de (III.B.27) correspondant aux conditions initiales (a,@) et 

- 
(q + Aq,m + Am) celui correspondan: au couple (a + Aa, B + AB). 

Nous avons : 

A ~ ( x ~ , x ~ )  = aa(x2) + AB(X~) - + 

avec Am = Am + Am2 - Am 
1 12 

La fonction F étant de classe Cl on peut écrire : 

avec 
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'L 
En désignant par F(x x ,q,ql,q2) la fonction définie à partir 1' 2 

de l'expression linéaire : 

'L 
nous voyons que F vérifie les conditions de la proposition (III.B.1) de 

'L 

sorte que l'on peut affirmer l'existence d'une solution Aq linéaire et continue 

par rapport aux conditions initiales (Aa,Ag) Aa(O) = AB(O) 

avec 

Pour établir que (A~,AB) + (~3~~2) est la différentielle cherchée 

il suffit de montrer que A? - ~q tend vers O plus vite que p a Y n ~  . 
'L 

Posons w(xlyx2) = Aq(xIYx2) - Aq(x x ) 
1' 2 

[Aq : (III.B.28) A; : 111.~.29)] 

Nous aurons w(xl,O) = w(Oyx2) = O et 
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Majorant E (par l'utilisation du fait que F est différestiable), 

nous pourrons en déduire une majoration de w grâce à l'hypothèse 
lX2 

(h.8.4bis) de la fornie 

(p solption de III.B.23). Cette dernière relation permet d'établir que w 

tend vers O plus vite que A: et donc que Aa,AB. 

r P & a p o a ~ o n  (III. B. 4 )  : 

I Moyennant les hypothèses de la proposition (III.B.3) la différentielle 

de la fonction (a,@) -+ ml + m - m est en fait continue par rapport aux 
2 12 

conditions initiales a,@. 

Soient (a,B) et (a,;) des conditions ipitiales voisines (q,m) 

et (q,;) les solutions de l'équation (1II.B. 27) correspondantes, nous posons 

alors 

- 
puis des expressions analogues pour B, B, c et ë. 

Qn aura : 



III. 60 

% % - 'L, - 2 
d'où  AG^ - = A(AG - + B(A~ - ~ q ) ~  + C(A~ - ~ q )  

1 2  1 2 

% - 'L 
+ Am - Am. 

- 
On utilise alors le fait que si a et a sont suffisamment proches 

- 
ainsi que B et 6, A et A, B et Ë, C et C sont peu différents. 

'L 2 
On obtient alors une majoration pour 

Aqx x - Aqx x et donc pour 
% 2 1 2  1 2  
Aq - Aq, ceci montre la continuité de la différentielle ( a , B )  -+ A; et donc 

% 
celle de (a,@) + Am. 

Remmque : 

Dans le cas où E est de dimension 1, on peut essayer de traduire 

la nullité de la différentielle (ce qui correspond au fait que toutes 

les solutions de = AAq + B(Aq)x + C(Aq)x sont périodiques). 
1 'X3 1 2 

On écrit que pour tout couple (a,B) la solution du problème 

z(x,O) = ~(x), z(O,y) = a(y), a(O) = B(O) 
(1II.B. 30) 

est périodique en 

Désignons par R la fonction de Riemann associée à l'équation 

On peut écrire 

La condition que z est périodique en 5 de période T s'écrit 



S +T 
+ 1 R(s,O,S+T,ri) [a' (s)-c(s,o)a(s)]ds - R(s,O,E,n) b' (s)-~(s,~)a(s)]ds. 

O 

Ceci ayant lieu pour toutes les données initiales, d'où 

R(OytyS+T, ri) : R(O,t,<,ri) sur t E [o,r;l. 

Mais comme R(O,n,S,q) = exp(- C(s,n)ds), on voit que 1" 

La condition de périodicité en y s'écrit de la même manière et 

on est amené aux conditions : C(s,n)ds : - B(<,t)dt 5 O 
T 

puis à 

Les deux dernières relations peuvent s'interpréter comme suit : 

En désignant par l'ensemble des fonctions périodiques de période T définies 

et continues ainsi que leurs dérivées. L'équation al(s) - C(S,O)~(S) = y(s) 

admet une solution dans X pourvu que y vérifie 
S+T s 1 y(s)exp(- C(s',O)ds')ds = O, d'où l'on déduit que 
5 O 

O 

c'est-à-dire compte tenu de R([,O,S,n) = expi- ( B(~,t)dt) 
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L'égalité 

R(O,O,<,n) = R(O,O,S,n) conduit à 

C(s,n) = C(s,O) pour tout n 

B(S,t) = B(0,t) pour tout 5. 

Un raisonnement fait à partir d'un point (x,y) quelconque donne 

et comme R désigne une fonction de Riemann 

on a R +  BR)^ + (CR) - A R  = O c'est-à-dire 
x Y Y 

La différentielle est nulle lorsque les fonctions A, B, C 

vérifient les relations 

C(x,y) = C(x,O) avec - l rI2 C(x,O)dx = 0 

Pour conclure cette partie, nous allons énoncer le théorème d'existence 

des solutions pêriodiques : 

3 2 (h.B. 12) La fonction o3 : 0 (x1 ,x2) dé£ inie sur R , à valeurs dans E 

est périodique en xl et x de période T, continue ainsi que 
2 

3 3 3 ses dérivées partielles o o et o12 avec en plus 
1, 2 



Cette hypothèse permet de définir des constantes positives ou nulles 

telles que si 
2 

(XI 9x2) " R 

I (h.B.13) La fonctian f : f ( ~ ~ , x ~ , x ~ , y , z ~ , z ~ . z ~ , z ~ ~ , z ~ ~ , z ~ ~  ) est définie 

I et continue gur 

I à valeurs dans E et périodique en x et x2 de période T. 1 

I De plus 5 est lipschitzienne 

I (h.B.14) Les constantes L, M, Mi, Mij, n, n. n satisfont les relations 
i ij 

0 

Les constantes kZj ,  kI3 et k3 vérifient l'hypothèse (h.B.4bis). 

Soit alqr~ la fonction construite à partir des fonctions f et n3 : 

(h.B.15) Il existe deux fonctions IJ et v définies sur R, à valeurs 

dans E periodiques de période T telles que 



I admette une solution périodique en x et x de période T, De plus, 1 2 

I la différentielle de l'application (a ,B)  -+ m relative à l'équation aux 

variations 

est supposée inversible. L 
Théahème (III.B.6) : 

Avec les hypothèses (h.B.12, 13, 14, 15) on peut trouver un nombre 

a > O, un ensemble A' = {x E A2 : 1 x3 1 5 a} deux fonctions zl (x2 ,x3) 2 

et z (x x ) périodiques en x et x telles que : 
2 1' 3 1 2 

et une fonction @ définie et continue sur A; périodique en x et x2 
1 

de période T telle que 

I De plus, les fonctions z et z sont définies d'une manière 
1 2 

3 unique et dépendent continûment de la candition initiale a . L 
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La d6monstration de ce théorème ressemble à celle du théorème 

(III.A.7). Elle repose sur les propriétés de la fonctionnelle 

H(x3,@(x2) + B b l )  - a ( O ) , z ) .  
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C - PERIODlCITE PAR RAPPORT AUX TROIS VARIABLES. 

Dans cette partie A3 désignera en fait IR3 et C(A ) l'ensemble 
3 

des fonctions définies et continues sur A3 périodiques en X I >  X2 et X3 

m 
de même période T, à valeurs dans E = R muni de la norme de la convergence 

uniforme : 
lel = suple<x>l. 

Faisons l'hypothèse : 

1 2 1 (h.C. 1 )  Les fonctions 0 , a2, a3 définies sur W sont continues ainsi 

que leurs dérivées a 1 a 1 a ' a a a3 et a 
2 

0 
2 3 

2' 3' 23' 1' 3 '  '13' 1' 2 12 y 

à valeurs dans E et périodiques de même période T en x 1 y X2 

et x3. 
1 2 

De plus, sur R les fonctions a , a , a3 satisfont 

aux relations : 

Cette hypothèse définit comme l'hypothèse (h.A.l ou B.l) une foncti~n 

de c(R~) vérifiant (? = O 
X X X 1 2 3  

et nous noterons encore par N, Ni, Nij les bornes de @? et de ses dérivées : 

FI 6 NY i # j E {1,2,3}. 

Soit B le sous-ensemble de IR 
3 3+7m défini à partir des constantes 

positives M, Mi, Mi j 



(h.C.2) La fonction f : f(xl,x2,x3,y,zl,z2,z3,~12,~13y~23) est définie 

et continue sur B3 à valeurs dans E et périodique en x x 1' 2 

L et x de période T. 
3 

(h.C.3) Les constantes L, M, Mi, Mijy Ny Ni, 
Nij 

, T vérifient les 

inégalités : 

Cette hypothèse permet de définir pour 0 s C ( A  ) la fonction F : 3 

i 
où les B, B et ont la même signification que dans les relations 

(III.A.5.6, ..., 11). 

De même que dans les relations (III.B.11, 12, 13, 14) nous pouvons 

écrire : 

Tl2 
(III. C. 4) F(sl >x2,s3,e)dslds3 

T -T/2 

(III. C. 5) 

(III.C.6) 



Avec les mêmes notations w que dans les parties précédentes, nous 

poserons : 

et Pour g z O c C(A3) nous définirons comme dans ( I I I .B .16 ,18)  

(1 I I .C .  I I )  PE3g(x) = P3{P2g(x) 1 

- Théohème ( I I I .  c . 1 ) ( exAZence) : 

Sous les hypothèses (h.C.1, 2 ,  3) et (h .C.4) ,  

(h.C.4) Les solutions positives ou nulles p l ,  p 2 ,  p 3  des équations 



vérifient lim p (6 ,x  ,x  ) = lim p 2  (x I  , 6  ,x3) = lim p3(xI ,x2 ,  6) = 0 
6+0 1 6+0 6+0 

- 3 
uniformément par rapport à x c 1- 5 , i] . 

L'équation 0 = F (x ,0)  admet au moins une solution dans 
123 

Remmque C . 1 .  : 

Dans le cas lipschitzien c'est-à-dire : 

I (h.C.2bis) En plus de l'hypothèse (h.C.2)' la fonction f est lipschitzienne 

par rapport aux variables z z 
' ij' 

~ ' h ~ ~ o t h è s e  (h.C.4) est alors satisfaite pour 

2 
0,163klT + 0,88 (k12 + k13)T < 1 

2 
0,163k2T + 0,88 (k12 + k23)T < 1 

2 
0,163k3T + 0,88 (k13 + k23)T < 1 

Remmque C . 2 .  : 

L'unicité et la continuité de la solution par rapport aux conditions 

initiales font intervenir l'équation : 



pour laquelle on peut affirmer l'existence d'une solution dès que : 

(condition permettant de résoudre (III.C.17) par la méthode des approximations 

successives) . 
Néanmoins, une étude analogue à celle faite pour illustrer l'équation 

(III.B.23) permettrait d'élargir cette condition (III.C.18). 
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D - EXTENS70N AU CAS DE n VARIABLES 

Considérons pour terminer ce chapitre l'équation 

et énonçons les principaux théorèmes analogues à ceux obtenus dans les parties 

A, B et C pour n = 3. 

m 
E désignera toujours l'ensemble IR . 
J sera l'ensemble des multi-indices d'entiers a = (a ,,- . ,ak) 

avec 1 6 a 1 < a2 < ... < a k s n  et 1 < k - 1 ,  dont le nombre total 

n 
est p = 2 - 2. 

J. (indice variant de 1 à n) sera le sous-ensemble de J 
1 

{ a e J I I s a  < a  1 2...<a.<....< ak 6 n avec 1 6 k ,< n-l et a # i l  
J j 

Les dérivées successives de u intervenant dans l'équation (III.D.1) 

s'écriront D u (a E J). 
a 

1 O ) P é ~ u c L c i t é  pm xappatLt à une vcuUabLe. 

Les n-l constantes positives a. (i variant de 2 à n) 
1 

définissent 

et ses projections canoniques sur les hyperplans x. = O 
1 

Les p+l constantes Mo, Ma (a e J) positives ou nulles définissent le 

compact 



(III .D .4) 

Formulons les hypothèses : 

1 2  n 
(h.D.l) Les n fonctions a , a ,..., a définies respectivement sur les 

ensembles sont continues ainsi que toutes leurs dérivées 

i D a (a E Ji), à valeurs dans E et sont périodiques en 
a 1 

d e  

période T. De plus ces fonctions vérifient les relations 

Cette hypothèse permet de définir une fonction définie sur 
y 

solution de @ = O et vérifiant les conditions initiales 
x~9..*9x n 

n n [ G x  ],-., x n- 1 ,O) = a ( X I  

Désignons alors par No ' N des constantes positives ou nulles 
a 

telles que : 

ID~CI s N~ pour a c J 

(h.D.2) La fonction f : f(xl, ..., x ,z,zl,...,zn,z12,...,z 
n 23, ..., n 1 

ou f(x,z,(~~)~~~) est définie et continue sur A , x B  à 

valeurs dans E, périodique en xI de période T, lipschitzienne 

par rapport aux variables za(a E J) : 

Nous pouvons définir 



Avec la définition des B~ analogues aux relations (III.A.5.. . I l )  

puis de F(x,6) et m (III.A.22, 23) nous aurons le problème modifié 1 

(1II.D. 7) 
1 e = FI (x,e) = F(x,e) - ml (x ,O), 

pour lequel les théorèmes suivants seront valables (w  désignera l'indice 

7 

Thévkème 1II.D. I (cf. III.A.2) : 

Avec les hypothèses (h.D.l), (h.D.2) et (h.D.3), 

I (h.D.3) Les constantes No, Na, O, May L, T, k satisfont les inégalités 
W 

Nu + LT i M 
T 

w kWT + 1 > exp (k -) . 2 

On peut trouver un nombre a > O, un voisinage tubulaire A ;  de 

l'axedes xl : 

et une fonction 0 définie sur A ;  solution du problème modifié 6 = F (x,O). 
1 

Théanëme III.D.2 (Cf. III.A.3) : 

Si en plus des hypothèses du théorème (III.D.1) la fonction f est 

lipschitziennne par rapport à z le problème modifié 6 = F (x,6) admet 
0 ' 1 

une et une solution continue par rapport aux conditions initiales. 

Remmque D. 7 : 

Ces théorèmes améliorent par leur simplicité les théorèmes analogues 

de L. Cesari (n = 2) et de Dan Petrovanu (n = 3) p. 3311. 

T La condition kWT + 1 > exp k , -  satisfaite pour k T < 2,5 disparait 
2 W 

si nous supposons comme Dan Petrovanu [l] qu'en plus des hypothèses (h.D. 1 et 2) 



i 
les fonctions f et a satisfont pour i b 2 les relations de parité : 

i i i 
0 (-XI ,x2 ,x3 ,.. . ,x n ) = -O (x ) 

Mais de plus on constate l'existence des fonctions 8 pour lesquelles les 

1 fonctions m(x ,O) correspondantes sont nulles (il suffit pour cela de 

considérer des fonctions 0 de C(AI) telles que 8(-x x x ) = 0(xl,x2,x3)). 1' 2' 3 

 une manière plus générale en fixant les (n-1) les fonctions 

a 
i i 2 2, il nous est possible de déterminer la fonction o 1  et d'établir 

ainsi l'existence de solutions périodiques en x de période T de l'équation 
1 

(III.D.1). 

i (h.D.4) Les (n-1) fonctions a i 2 2 définies respectivement sur les 

ensembles A:~) sont périodiques en x de période T à valeurs 
1 

i dans E lipschitziennes ainsi que toutes leurs dérivées D a (a e J.) 
a 1 

et vérifient les relations 

Cette hypothèse permet de définir des fonctions (SV solutions sur 

Al de l'équation $ = O et vérifiant pour i 2 2 
x ~ y * m o y x  n 

Toutes ces fonctions et leurs dérivées D (a E J - Cu)) coïnci- 
01 

dent entre elles aux points ( x Y O  O de Al de sorte que l'on peut 

définir des constantes no, na 



D'autre part avec l'hypothèse : 

(h.D.5) La fonction f : f(xl, ..., xn,y,zl, ...,Zn,..., zw) est définie 

continue sur 8 =  {(x,y,(~~)~~~) : X E  AI, / Y /  a Mo, z a /  Ma} 

à valeurs dans E, périodique en x de période T et lipschitzienne 1 

nous pouvons définir une fonction F périodique en x de 1 

période T lipschitzienne 

% 
L = S U ~ F ( X ~ , ~ ) ~  (pour x E IR /q1 a W). 

1 

QJ 

( (h.D.6) Il existe un vecteur v de E tel que I V /  < M - LT pour lequel - 
l'équation - dq -- - F(xl ,q(xl)), q(0) = v admet une solution q pério- 

dx 
1 

dique de période T pour laquelle la matrice jacobienne 

dm - - - (111.D. 8) L est inversible. 
t 

dv ]Y exp;- 1 F~(S,:(SI)~S}~~ 
O 

r Théohème III.D.~ (cf. III.A.~) : 

T Avec les hypothèses (h.D.4, 5 et 6) si kWT + 1 > exp(k -) 
2 

1 n < Mo et na < IIa pour a E J - Iwl, on peut trouver un nombre a > 0, 
O 

un ensemble A; 



et une fonction T définie sur 
1 A(') = {x : /xi[ a si i 2 2} telle que 

1 

Dur(O,O, ..., O) = v 

et une fonction 3 solution de l'équation (1II.D. 1) périodique en x de 1 

période T et vérifiant : 

i 
La fonction T est de plus unique et dépend continûment des a . - 
Rappelons pour conclure les exemples de L. Cesari qui dans le cas m = 1 ,  

n = 2 étudie les équations : 

(III. D. 9) 

X 

(pour laquelle il détermine la fonction T(x~) = o(0) - 2 
2 assurant 

1 + X  

l'existence d'une solution périodique) 

u = sin x + X ux + x2B(xl,x2,u,ux ,ux 
X X 1 1 
1 2  2 1 2  

Ces équations conduisent toutes trois à l'équation différentielle 

d q - (xl) = F(xl,q(xl)) = sin x1 + hq(xl), pour laquelle on trouve 

dx 1 
1 - 

V"- 1 
et q(xl) = -7 (-A sin x - COS x ) .  

1+X2 i+X 1 1 

Quant à l'équation aux variations elle s'écrit : 



dont les solutions C exp(Xx,) ne sont pas toutes périodiques de période 2 ~ .  

L'équation (III.D.11) montre que la solution périodique de période 

2~ ne peut exister que sur une bande ne contenant pas la droite x2 = 1 

puisque l'équation 

n'a aucune solution périodique en 
X 1  ' 

Toujours dans le cas n = 2, nous avons donné une autre démonstra- 

tion du théorème (III.D.1 et 2), G. Hecquet [II et qui permet de donner une 
estimation numérique de la solution du problème modifié. Nous pensons poursui- 

vre dans cette voie et donner un algorithme déterminant effectivement la 

fonction T. 

La méthode précédente s'applique à l'équation 

où L est un opérateur de type hyperbolique d'ordre n dont l'une des sur- 

i faces caractéristiques est l'hyperplan x = O. Les données 0 seront 1 

définies sur les autres caractéristiques et un changement de variables pré- 

servant x ramènera l'équation LU = f(x,U,(D U) ) sous la forme (III.D.1). 1 cl clcJ 

2 ) P e ~ o d i L t é  -- - p a h  kappoht  à deux v a h i a b l u .  - 

Les n-2 constantes positives a: (i variant de 3 à n) 
1 

définissent 
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et ses projections canoniques sur les hyperplans x. = O 
1 

Les p+l constantes Mo, P a  (a r J) positives ou nulles défi- 

nissent le compact 8 de EP+' : 

Formulons les hypothèses : 

1 2  n 
(h.D.7) Les n fonctions o , o ,..., o définies respectivement sur les 

ensembles Aii) sont continues ainsi que toutes leurs dérivées 
i 

Daa 
(a c Ji), à valeurs dans E et sont périodiques en x l  et 

x2 de période T. De plus ces fonctions vérifient les relations 

Cette hypothèse définit comme l'hypothèse (h.D. 1) une fonction @ 
solution de = O et vérifiant (III.D.5). Les constantes N N 

XI,...,X n O' a 

gardent la même signification 

161 5 No et IDFI s N~ pour ci r J. 

(h.D.8) La fonction f : f(xl, ..., xn,z,zl,...,zn,z12,...,z 
23.. .n > ou 

f(x,~,(z~)~~~) est définie et continue sur A2 x l3 à valeurs 

dans E, périodique en x et x2 de même ~ériode T, 
1 

lipschitzienne par rapport aux variables (z ) a E J : 
ci 



Soit L = sup 1 f (x,z, (za)aEJI et définissons avec les B~ 
A2xB 

analogues aux relations (III.A.5, ..., 1 1 )  et F(x,e), ml, m2, m12 

(III.B.10, 11, 12, 13) le problème modifié 

pour lequel les théorèmes suivants seront valables. 

Les multi-indices 2,3,...,n 3 n )  et (3,4, ..., n) 
seront désignés respectivement par A, u et v. 

ThZaki?me (III .D. 4 )  : 

Avec les hypothèses (h.D.7), (h.D.8) et (h.D.9), 

.D.9) Les constantes No, Na, Mo, Ma, L, T, ky, kA et k satisfont 
IJ 

les inégalités 

On peut trouver un nombre a > O, un voisinage tubulaire de iRL, 

une fonction 8 définie sur A; solution du problème modifié 8 = F (x,B). 
12 

Si en plus des hypothèses du théorème (III.D.4) la fonction f 

est lipschitzienne par rapport à z le problème modifié 8 = F (x,B) 
O ' 12 

admet une et une seule solution continue par rapport aux données initiales. 
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Même dans le cas n = 2 ce théorème améliore les théorèmes analogues 

de L. Cesari @ pages 177-174 et complète les résultats de Dan Petrovanu [II. 

Remahque D. 6 : 

2 
La condition 0,163kvT + 0,88(kA + k )T < 1 disparaît si nous 

1-i 

supposons comme Dan Petrovanu rl - , page 3451 qu'en plus des hypothèses 

i 
(h.D.7) et (h.D.8) les fonctions f et a satisfont pour i 2 1 les relations 

de parité : 

Mais de plus on constate l'existence de fonctions 0 pour lesquelles 

2 12 
la fonction ml (xl,O) + mZ(x ,0) - ml2(x $0) s'annule. 

 une manière plus générale en fixant les (n-2) fonctions a 
i 

i a 3 il nous est possible de montrer l'existence des fonctions u1 et a 
2 

assurant celle de solution périodique en x et x de l'équation (III.D.1). 1 2 

Les (n-2) fonctions a 
i i 5 3 définies respectivement sur les 

ensembles A:~) sont périodiques en x et x2 de même période T à 
1 

i 
valeurs dans E lipschitziennes ainsi que toutes leurs dérivées Dao ( c x c J , )  

1 

et vérifient les relations : 

I 

Cette hypothèse permet de définir des fonctions (? solutions sur 

A2 de l'équation = O et vérifiant pour i > 3 ,  
x ~ y ~ ~ g y x  n 



Toutes ces fonctions et leurs dérivées D (a # v, A, p) a 

coïncident entre elles aux points (xl,x2,0, ..., 0) de A2 de sorte que 

l'on peut définir des constantes 

De plus avec l'hypothèse suivante : 

iiypuXh2se ( h . P .  I I )  : 

I La fonction f : f(xl, ..., x z,zl, ..., zn, ..., zh) est définie n' 

I et continue sur B = C(X,Z,(Z,)~~~, x E A2, / z 1 s >jo, 1 Z, / s Y 1 à valeurs 
a 

l dans E, périodique en x et x de période T et lipschitzienne 
1 2 

nous pouvons définir une fonction F : F(xl,x2,q,ql,q2) obtenue à partir 

de f(x,~,(D~u)~~~) par le remplacement de u et D u pour a E J - (A,p,v) 
a 

par m x I  ,x2 ,O,. . . ,O) et DaGx, ,x2 ,O,. . . ,O) ; q, q1 et q2 désignent alors 

les valeurs inconnues de D D @ et D A C  aux points (xl ,x2 ,O,. . . ,O). 
V 1i 

Il existe deux fonctions Y et x définies, dérivables sur R 

à valeurs dans E, périodiques de période T telles que : 

1 O) $(O) = ~(0) /y(x2) + x(x1) - x(~)l < n V 6 M" - Z T ~  
% 'L 

< M  - L T  /x'(x~)/ < nA < MA - LT. 

1 2') Le problème 

l 
- 

admet une solution q périodique en x et x2 de période T. 
1 
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3') De plus, la différentielle de l'application (a ,B)  -+ m relative à l'équation 

aux variations 

est inversible. 1- 

Avec les hypothèses (h.D.lO, 11, 12) si 

n < M o ,  n < Mu pour u E J - {v,~,h), on peut trouver un nombre a > 0, 
O u 

un ensemble A 2 

et deux fonctions T T définies respectivement sur 1' 2 

telles que 
D r (X ,O,. . . ,O) = Y(x2) 
P l 2  

i 
TI(x2, a . . ,  X = O, B . . ,  X ) = U (0,x2, ..., X i n 

i pour i > 3 
r2(x1 ,..., X. = O ,..., x ) = o (xl,O ,..., x ) 

1 n n 

et une fonction 4 solution de l'équation (1II.D. 1) périodique en x et x2 
1 

de période T telle que 

Les fonctions r et T sont de plus définies d'une manière 
1 2 

unique et dépendent continûment des (n-2) conditions initiales. 
- 
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Exemple (m = 1 ,  n = 3). 

Considérons l'équation 

u = E{-1 +-sin x cos x - u + u 
X X X  1 2 

+Y(x)u 1 
1 2 3  X3 ' X2X3 

dans laquelle $ et sont des fonctions continues et périodiques de période 

2~ et c assez petit pour assurer les conditions du théorème (III.D.6). 

3 
On se donne 0 (xI,x2) = sin x cos x dz sorte que de problème 

1 2 

différentiel associé s'écrit : 

L. Cesari [ 2  - 5 1 a examiné cette équation dont la solution est 

q = 1. De plus les conditions 

suffisent à établir que la différentielle de l'application (a,@) -+ m relative 

à l'équation aux variations 

est inversible. 5) L. Césari (pages 330-331) . Cc 1 
Dans ces conditions, l'équation examinée possédera une solution 

périodique en x et x2 telle que : 1 

u(xl,x2,0) = sin x cos x 
1 2 

u(xl ,x2,x3) = x3 + sin x 
1 

u(0,x2,x3) = x3. 

On peut compliquer cet exemple en considérant des fonctions £ : 

) qui vérifient pour x = O la 
3 

relation : 
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D'autre part, on peut encore remarquer que cette méthode s'applique 

à des équations de la forme Lu = f(x,u(D,u)) avec L opérateur hyperbolique 

admettant x et x = O corne surfaces caractéristiques. 1 2 

3 ) P é ~ a c k L t é  p m  happ0h.t à p l u n  de 2 - u d a b l a  . 
La procédure utilisée jusque maintenant peut se généraliser dans le 

cas où la fonction f est périodique par rapport aux p premières variables 

(P > 2). 

La définition du problème modifié associé à l'équation (III.D.1) 

ne posera aucun problème et son étude nécessitera d'examen de l'équation 

intégrale 

qui donne une limitation des constantes de Lipschitz. 

Je n'insisterai pas sur cette question car on conçoit très bien 

que les résultats acquis lorsque p = 1, p = 2 se transposent au cas 

p > 2 ; en particulier, on revoit une nouvelle fois que la recherche des 

solutions périodiques de l'équation (1II.D.I) se ramène d'une part à l'existence 

d'une solution périodique d'une équation aux dérivées partielles 

u = g(x1. ..., x ,U,U ,...yu 
XI,. . . >X X2>. . . ,X ) ; d'autre part, à l'examen de 

P P x 1 P 

l'équation aux variations qui lui est associée. 
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4" ) C a n d ~ i o n .  - 
Si dans le cas p = 1, c'est-à--dire dans le cas d'une équation 

différentielle il existe de nombreux critères d'existence de solutions 

périodiques (on pourra consulter par exemple les ouvrages de L. Cesari 171, 
J. Mawhin [l] , M. Roseau [l-21 etc. . .) , il n' en existe que très peu pour 
les équations aux dérivées partiel1es.L. Cesari [q a considéré les équations 

(en supposant que pour E = O les équations admettent une solution périodique 

en x et y). 

J.K. Hale reprit cette étude à partir de l'équation des ondes 

u - u = ~f(x,y,u,u~,u~) tandis que A.K. Aziz et M.G. Horak (considérant 
xx YY 

la transformation de Picone) traitaient l'équation 

u + a(x,y)ux + b(x,y)uy + C(x,y)u = f(x,y,u,ux,u 1. 
XY Y 

Signalons d'autre part les travaux de plusieurs auteurs soviétiques 

(Mitropolski - B .P. Tkach Cl] . . . ) consacrés essentiellement aux équations à 

argunents retardés. Les résultats obtenus sont comparables à ceux donnés par 

la méthode du problème modifié. 



CHAPITRE IV D 
SOLUTIONS PERIODIQUES DE L'EQUATION 



A - SOLUTIONS PERIODIQUES EN x 1 

Considérons maintenant l'équation : 

(que nous avons examinée dans le chapitre 1) soumise aux conditions initiales : 

u(x,O) = al (x) ux(O,y) = B2(y) 

(1V.A. 2) 
u(O,Y) = B I  (Y) ~~(x.0) = a2(x) satisfaisant : 

(h.A.l) Les fonctions a a définies et continues sur tR à valeurs dans 
1 '  2 

m 
E = IR ainsi que leurs dérivées a' a" a;, a" sont périodiques 1' 1' 2 

de même période T. Les fonctions BI et B2 sont définies et con- 

tinues sur [-a,a] à valeurs dans E ainsi que leurs dérivées 

Bi, B'i, Bi et Bq sur 1-a,a[. 

De plus, ces fonctions satisfont les relations : 

Soient Al = {(x,y) : x o 8, l y  1 r al et C(AI) l'ensemble des 

fonctions définies et continues sur Al, périodiques en x de période T, 

à valeurs dans E, muni de la norme de la convergence uniforme : 

( 8 1  = SUP I@(x,y)l 

A 1 
Avec l'hypothèse (h.A.l) on définit une fonction & 

solution de l'équation a 41 
2 2 = O, e(x,o) = a,<x), ~(o,Y) = (Y). 

ax ay 

al al - (0.y) = @*(y) et - (x,O) = a (x) qui n'appartiendra à C(AI) que si 
ax 2 

ay 



~ ~ ( y )  = a;(O)y + a;(O) ; quoiqu'il en soit on peut définir sur 

T T [- - , -1 x [-asal des constantes Ni j telles que 
2 2 

La continuité de la fonction 1 et de ses dérivées permet de définir 

des fonctions n, n l y  n2, n3 numériques, continues, nulles à l'origine et 

non décroissantes telles que : 

Voulant utiliser comme dans le chapitre III, le théorème de Schaüder, 

nous devons rechercher un sous-ensemble S de C(AI) convexe et compact. 

Pour cela nous introduisons des fonctions numériques P l  et P 2 ,  explicitées 

dans la suite, et définissons S à partir des fonctions 0 de C(Al) telles 

que : 

(IV. A. 7) 

Soient les opérateurs de S 

O 0 
B @(X,Y) = \o(xy~) + (x-s) (y-t) 0 (s, t)ds dt 

(1V.A. 9) ~O'e(x,y) = eOl(x,y) + (x-s)e(s,t)ds dt 

(1V.A. IO) 20 
B e(x,y) = e20(~,~) + /Y (y-t)e(x,t)dt 

J O  



T T 
qui vérifient les propriétés suivantes sur - , -1 x [-asal 

2 2 
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Introduisons maintenant l'hypothèse concernant la fonction f .  

Soit 8 le sous-ensemble de R 2+8m 
défini à partir des constantes positives 

Mij, i,j c 10, 1 ,  2 1  

(h.A.2) La fonction f : f ( x , y , z o o y z l o y z o l y z 2 0 y ~ 1 1 y ~ 0 2 y ~ 2 1 y ~ 1 2 )  est 

définie et continue sur 8 à valeurs dans E et périodique 

en x de période T. 



Cette hypothèse entraîne l'existence de fonctions o, wij numériques, 

continues, nulles à l'origine et non décroissantes telles que : 

D'autre part soit L = sup 1 f (xYY, (zij)) / 
B 

Avec l'hypothèse : 

1 (h.A.3) Les constantes positives 
L, Nij , Mij vérifient les inégalités : 

T il est possible de définir pour 0 E C(AI) et (x,y) : 1x1 f - , l y l  s a 
2 

00 1 O 12 
(IV.A.24) F(xYyyB) = f (x,yYB 0(xYy) ,B 0(xYy) . . . . yB 0(xYy)) 

Comme dans le chapitre précédent, il nous faut "modifier" cette 

équation (1V.A.I et 2) sous la forme 

de telle sorte que toute solution vérifie 

ij T ij T 
B O(- Y) - B e(- - , y) pour l y l  s a. 

2 2 

Si nous écrivons ces différentes formules nous avons tout d'abord : 



Cette expression sera nulle pourvu que : 

le soit, ce qui sera réalisé pourvu que : 

soit nulle elle-aussi. 

~ésignons alors par a la fonction définie sur R, à valeurs 

dans CR, périodique de période T valant 



T T La condition BO~B(- , y) - BO'B(- - , y) = O se traduit alors par : 
2 2 

D'un autre côté : 

sera nulle pourvu que 

1 1  T 1 1  T le sera. Mais B 8(- , y) - B B(- - , y) sera nulle dès que nous aurons 
2 2 

12 T 12 T 
B B(-, y) = B O(--, y) c'est-à-dire 

2 2 

(IV.A.28 bis) [F(s,Y,~) - ml(s,y,~)]ds = O 
T 

20 T 20 T Les autres relations B B(- , y) = B O(- - , y) et 
2 2 

21 T 2 1  T B O(- , y) = B 8(- - , y) sont 
2 2 

automatiquement satisfaites. 

Avec les définitions de 
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les relations (IV.A.28 et 28bis) deviennent 

+ 
Définissant alors 2ml(s,y,8) = ml(s,y,O) + ml(-s,y,e) et 

2m~(syYy8) = ml (s,y,8) - ml (-s,y,0), nous écrirons (~V.A. 30) sous la forme : 

+ - 
Il est naturel alors d'imposer à m et à m d'être respectivement 1 1 

proportionnelles à p(y,B) et 6; (y) + v(y,8) et de norme moindre (au sens 

de la convergence uniforme). 

+ - 
Nous voyons que ml(s,y,8) = u(y,0) et que ml(y.B) devrait 

4 1 1  s'écrire - [62 (y) + v(y,8)lsign(s) 
T 

avec sign(s) = 

4 
En fait nous choisirons une fonction voisine de - sign(x) mais 

T 
continue. Plus exactement, faisons l'hypothèse : 

(h.A.4) E étant positif, A désigne une fonction numérique définie et 

continue sur IR, éventuellement lipschitzienne, impaire périodique 

en x de période T et vérifiant les relations 
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Dans ces conditions, nous définissons 

Il nouifaut étudier l'équation 

qui est l'équation modifiée du problème (IV.A.1 et 2). 

Avec ce choix nous avons évidement 

soit 

(1V.A. 35) 

Les relations (1V.A. 15, 16.. . 22) jointes à IX(x) - A(;) 1 s W(lx-xl) 

permettent d'évaluer les quantités suivantes : 



IV. 10 

Posons alors : 

et Pour g > O appartenant à C(AI) 



Choisissons E positif et donc la fonction h de sorte que l'hypothèse 

l (h.A. 3bis) Les constantes E, L, m, mijy Mij vérifient les inégalités : 

soit satisfaite. 

Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théorème suivant : 

Théotrème 1v.A.1. : 

r Avec les hypothèses h.A.1, 2, 3bis, 4 et 5 

( (h.A.5) Les équations : 

admettent des solutions positives ou nulles convergentes vers O uniformément 

T par rapport à x sur [- - , et y sur [-a,aJ . 
2 2 

L L'équation 8 = F I  (x,y,~) admet au moins une solution dans C(AI). 

La démonstration se fait de la même manière que dans les théorèmes 

d'existence précédents. 

* - 
~ o i t  sI = ie E c(AI) le1 r L <E> et pour lx-xl + /y-?/ s 6 

- - 
le(x,y) - e(xYY)l s P](Ix-;l,y) + P2(X,(y-YI)} 

dans lequel les fonctions 
i sont définies par (IV.A.~~ et 43). 



S I  
est convexe compact, il suffit d'établir que 

0 + F1(x,y,@) est continue de SI dan:; SI. 

Ce qui ne pose aucune difficulté. 

2" m. 
Comme dans le chapitre précédent, nous essayons d'interpréter 

l'hypothèse (h.A.5) dans le cas où la fonction f est lipschitzienne. 

Avec les hypothèses : 

I (h.A.2bis) En plus de (h.A.2) la fonction f est lipschitzienne par rapport 

z aux variables zo2, 20, z2] et z 12 ' 

w (8) = k..161 pour ij e {o2, 20, 21, 12) i j iJ 

(h.A. 3) 

l (h. A. 4) 

(h.A.5bis) Les constantes E et KI, K2 solutions de l'équation 

1 satisfont la relation 

I L'équation 0 = Fl(x,y,f3) admet au moins une solution dans C(AI). 



La démonstration de ce théorème repose sur l'explicitation des 

relations (IV.A.42, 43) ; c'est l'objet des deux lemmes : 

Lemme 1V.A.I : 

L' équation 

admet une solution continue positive définie sur tout R. 

Nous avons évidemment p(y) = p(-y) et pour y > O 

La solution de cette équation est positive définie et continue 

sur IR+. 

Lemme IV.A.2 : 

l- L'équation 

T T admet une solution continue positive dé£ inie sur 1 - T , - 1 2 
pourvu que les constantes c ,  ko2 et k 1 2  vérifient (IV.A.44). - 

Comme dans le lemme précédent on a p(x) = p(-x) et 

avec 

et ~'(0) = k12~(0). 

Si nous désignons par K, '< O '< K2 les solutions de 



2 r - kI2r - ko2 = O,' nous avons : 

KI ~11x1 
P (XI = ~(0) - e + -  e pour x E R. 

[K -K 
1 2  

K -K 
2 1 

Le lemme sera prouvé si l'équation (IV.A.46) définit p(0) comme 

une quantité positive, c'est-à-dire si 

Cette dernière relation, après intégration donne (IV.A.44). 

On peut rechercher les valeurs de ko2~2 et k T assurant cette 12 

condition. On remarque alors que 

est une condition suffisante pour déterminer E et assurer (IV.A.44). 

Dans la lignée du lemme précédent, on peut établir le lemme suivant : 

Lemme IV.A.3 : - 
r L'équation : 

+ klo~~ljX~(y-t)~(s,t)ds dtl + kol (x-S) p (s, t) CILS d t  
O 0 

(III.A.48) 

P o  jY (y-t)P(x,t)dt + XI IP~~jYr(s,t)ds d t ~  + +k20 1 
0 0 



1 admet une solution continue, positive définie sur tout ensemble de la forme 

- T  T 1 -  - , -1 x a dès que la relation (IV.A.44) est satisfaite. 
2 2 

La démonstration de ce lemme est identique à celle du lemme (III.A.3). 

Ce lemme permet d'établir le théorème d'unicité suivant : 

r Avec les hypothèses du théorème (IV.A.2), si la fonction f est 

lipschitzienne par rapport aux variables (zij) 

If(xYy,(zij)) - (x,Y,(~. IJ .) 1 s 1 k.. 1 3  lzij - Zij 1 

l'équation : 

0 = F1 (x,y,e) 

admet une et une seule solution. De plus, cette solution est continue par 

rapport aux données initiales a, 6, y, 6. L 
- - - -  

Désignons par (al, BI, ci2, B2). (aI, BI, a2, B2) deux quadruplets 

de fonctions vérifiant l'hypothèse (h.A.1) et désignons par 1 et zoo 
0 0 

a .U 
les solutions correspondantes de l'équation 

2 2 = o. 
ax ay 

Si x désigne la quantité 

nous pouvons trouver une constante K telle que 



si nous désignerons par 8 et les solutions correspondantes de l'équation 

e FI(x,y,e), nous pouvons poser 

Nous avons alors 

Multipliant chacune de ces Bquations par koo, ..., k et 12 

appliquant l'opérateur P; nous constatons que 

qui d'après le lemme (IV.A.3) montre que x(x,y) est bornge par K , x  

T T sur [- - , -1 x [-a,a]. 
2 2 

Le théorème (IV.A.3) est ainsi établi. 

3' ) - E&;tence de d a l W a v i n  p ë ~ o d i q u u  du t;mb&rne iWd.  

Comme précédemment, nous allons montrer la possibilité de déterminer 

les fonctions B I  et B2 de façon à assurer la nullité du terme m,(x,y,û) 

Considérons 



m 
une fonctionnelle à valeurs dans E x E (E = IR ) dépendant de la variable 

t réelle, des vecteurs v = (vlYv2) et z(t) = (zl (t),z2(t)) de E E 

définis pour O < t < y. 

Soient 1 = [0,a] , w un vecteur de E x E. 

et Z6 = C(I,Y ) ensemble des fonctions continues définies sur 1, à valeurs 
6 

dans Y6 muni de la convergence uniforme. H peut dès lors être considérée 

comme une application de 1 x Y6 x Z6 dans E x E pour laquelle on a le 

théorème suivant (qui se démontre comme le théorème (III.A.4) de L. Césari). 

r Avec les hypothèses : 

(h.A.6) La fonctionnelle H : H(y,v,z) est continue bornée sur 

1 x Ys x Z et continûment différentiable par rapport à v 
6 

v - (vlYv2). Soit L(y,v,z) sa différentielle. 

I (h.A.7) Pour y = O, H ne dépend pas de z : H(O,v,.) il existe de plus 

w = (wIYw2) E E x E tel que 

(i) H1(O,w,.) = O, H (O,w,.) + w2 = O 
2 

(ii) L(O,w,.) + (0,i ) est inversible dans L(E x E,E x E) E 

((O,iE) désignant la différentielle de v -t v ) .  
2 

On peut trouver des nombres positifs a' s a, 6 s ô et 
O 

une fonction b = (b, ,b2) de Z6 telle que : 
O 
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b(0) = w 1 Ib(y) - wl 1 É 60 sur [oYa1] 

(IV. A. 4 9 )  HI(y ,b(y),b(t), O :I t < Y) = O 

~~(y,b(y),b(t), O t < y) + b2(y) = 0 pour Y fi [o~a'I* 

Comme dans la partie (III.A), nous allons examiner ce qu'il se passe 

lorsque la fonction fi'' = (~',',02) présente des discontinuités. Plus exactement : 

(h.A.8) Les fonctions al ,a2 définies et continues sur R à valeurs dans E 

ainsiqueleursdérivées a l ,  ' al, " a , a2 " sont périodiques de même 
2 

période T. Les fonctions B~ , p2 sont définies et continues sur [-a,a] 

à valeurs dans E ainsi que leurs dérivées 8; et 6; sur 1-a,a[ et 

vérifient 

(O) = (O), a2 (0) = a ;  (O), B2 (0) = 6; (O), 6; (0) = a; (0) 

 a autre part, les dérivées By et By présentent sur 1-a,a[ 

des discontinuités de première espèce en nombre fini 

- a $ t  1 
< t2 < ... < t 5 a avec 

P 

- - IB;(~) - B;(E)~ <.tilt - tl pour i =  1, 2 t < t < t r t 
j j+i ' 

Comme l'hypothèse (h.A.1) cette hypothèse définit une fonction 1 
0 O 

de C(AI) solution de u 
2 2 

= O et nous désignerons encore 
Ni j 

les 
X Y  

constantes positives ou nulles majorant 1 et ses dérivées sur 
O O 

- , ] x [-:-.,a]. 
2 2 

De même 8 = { ( x , y , ( z .  .)) : x E IR, l y /  r a lzij 1 < ~ 1 ~ ~ 1 .  
1 J 



(h.A.9) La fonction f : f(x,y,(zij)f est définie sur 8, à valeurs dans 

E périodique en x de période T et lipschitzienne. 

(h.A.10) Les constantes positives E, L, Nijy 
"i j 

, a, T satisfont les 

relations : 

Rappelons que le choix de E conditionne celui de la fonction A 

(voir l'hypothèse h.A.4). 

l Avec les hypothèses (h.A.8, 9, 10, 4 bis) l'équation : 

e = Fl  (x,Y,~) 

admet une et une seule solution dans C ( A  ) lipschitzienne. (La constante de 
1 

Lipschitz est alors indépendante du nombre des points de discontinuith i: de 

leur position). L 
La démonstration de ce théorème est calquée sur celle du 

théorème (III.A.5). 



Comme dans le chapitre précédent, nous avons établi ce dernier 

théorème après avoir remarqué qu'avec les fonctions al, a2, fi1, e2 vérifiant 

l'hypothèse (h.A.1) la solution 0 de l'équation (IV.A.34) : 0 = Fl(x,y,O) 

n'est pas perturbée sur iR x [0,y[ lorsqu'on remplace Y Y Par 

(vl,v2). Par contre nous obtenons une nouvelle expression pour 

20 2 1 B a(x,y) = q(x) et B 0(x,y) = q'(x) et donc pour et u satisfaisant : 

Pour le problème que l'on peut appeler problème différentiel 

associé à l'équation (IV.A.l), on a les propositions suivantes : 

PkupaaiaXan IV.A. 1 : 

Avec les hypothèses suivantes : 

h.A.11 Les constantes positives ou nulles E ,  T > 0, Mo29 M12' No2' N12 

et L :  ' 

(h.A.12) La fonction F : F(x,q,ql) définie et continue sur l'ensemble 

A = R x L-M~~,M~,J x [-Fll2,MIS à valeurs dans E = R~ est 

périodique en x de période T, et bornée par L. 
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(h.A.4) (définition de A) 

L'équation (IV.A.52) admet pour tous les couples (vIYv2) tels 

T - 
que 1 v 1 + - 1 v2 / 6 N02, / v2 / '( N une solution q périodique en x 

2 

de période T. 

T 
comme I~(x~q,q~) 1 s L ,  / V I  s - L et [ P I  s L .  

4 

Soit C ( A )  l'ensemble des fonctions T périodiques définies sur 

R à valeurs dans E telles que : 

On définit l'application g : $ -+ Y 

X 

P(X)  = V] + v x + j (x-s){F(s~$(s) > B 1  (s)) - ~(9) - + v2)lds 2 
O 

avec ~ ( i p )  = - I /Tl2 ~(s,~(s),$~(s))ds 

On vérifie que g définit bien une application de C(A) dans 

C(A) et grâce au théorème de ~chaüder on montre que cette application admet 

au moins un point fixe.' 

1 Avec les hypothèses suivantes : 

(h.A. I l )  

(h.A.12bi.s) En plus de l'hypothèse (h.A.12) la fonctim F est lipschitzienne 

par rapport à q et 
41 : 

I (les constantes ko2 et k12 vérifiant le lemme (IV.A.2). 



va équation (IV.A.52) admet alors une et une seule solution continue 

par rapport aux données (vl,v2). - 
P & m a n a ~ ~ a n  : 

Elle est analogue à la proposition (III.A.2). Les relations : 

donnent 

c'est-à-dire en posant : 

. En vertu du lermne (IV.A.2) le résultat est acquis. 

La solution de l'équation (1V.~.52) peut être obtenue par approxima- 

tions successives. Partant de q (x) = v + v x et pour n > 0 
O 1 2 

avec 
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On obtient : 

c'est-à-dire avec E~(x) = / qn+l - qn(x) 1 

En désignant par KI et K2 les solutions de l'équation 

2 
r - k12r - ko2 = O nous voyons que 

puisque 

de sorte que 

an 5 " 4 K I  K] 1x1 K2 K2Ixl 
n-l ' { l  + - (l+~)~o(x)~}{- e + -  e 

T 
- 1 3  

T K -K 
1 2  K2 -K 1 



expression que l'on peut écrire a h A a avec A < 1 .  (cf. Lemme IV.A.2). 
n n- 1 

Ceci établit que la série de terme général a et donc E~(x) est convergente 
n 

ou encore que la suite 4n converge uniformément vers la solution de (IV.A.52). 

I Avec les hypothèses de la proposition (IV.A.2) si la fonction F 

est continûment différentiable par rapport à q et ql, la fonction 

1 (vl ,v2) + (p,v) de E x E dans lui-même est différentiable. 

X 

(x-s) {F(s,q(s) ,~q(s) ,ql (s)+nq' (s)) - u  - A ~ J  - h (s) (u+av+v2+nv2) )ds 
O 

les solutions correspondantes aux valeurs (vl,v2) et (v, + AV ] ,  v2 + Av) 
2 .  

Posons A(x) = F (x,q(x),ql(x)) et 
9 

Nous écrirons alors 

(ou plus simplement n ( x ) ) .  

Nous avons 

- (x-s) { A u  + h (s) (Av + Au2) )ds 

avec 



Soit l'équation obtenue par linéarisation : 

Cette équation possède évidemment une solution (puisque la fonction 

A(x)A~(x) + B(X)A; (x) vérifie les conditions de la proposition ( 1 V . A .  1 )  mais 
1 

cette solution est en fait une application linéaire de AV, et AV 
2 ' 

'L 
D'autre part en posant w(x) = Aq(x) - Aq(x), il nous est possible 

par une procédure analogue à celie utilisée dans la proposition (III.A.3) de 

montrer que w tend vers O plus vite que Avl et Av2. En effet : 

ou w(0) = w1(0) = O 

!Tl2 n(t)dt-i(x)-!- \:::2n(~)u(~)ds. W" (x) = A(x)w(x) + B(x)wl (x) + ~ ( x )  - - 
T -Tl2 T 

On écrit alors que tend vers O avec A V ~  et nv2 ou n$ 

A:' , Aq, A q ' ,  c'est-à-dire 

' V a  > O  - 7 y > O tel que 

de sorte que 



c' est-à-dire 

avec p(x) solution de l'équation (IV.A.45). 

La proposition résulte de cette dernière relation puisque l ' o n  

pourra écrire : 

J. 

% 3(l+C)c<($ + %)P(~) I w ~  + Iw'l $a(1691 + 1~9'1) avec a =  '7 

i- Avec les hypothèses de la proposition (IV.A.3) la fonction 

dans lui-même est continûment différentiable. 

Désignons par (vI,v2), des conditions initiales voisines 
- - -  

(q,p,v) et (q,p,v) les solutions correspondantes nous poserons : 

% 

Les différentielles L I  : (hl ,h2) -+ (A;(X), ;(x)) seront 

définies par : 



I 
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'L 
'-b 

Il suffira d'exprimer Aq(x) - A;(X) pour les mêmes valeurs de 
- T T 

hl et h2 ; après avoir major6 ~ ( x )  - A(x), ~ ( x )  - ~ ( x )  sur [- - , -1 
3 7 

2 
puis Aq(x) par 1 ( c l  1 1 1 (hl ,h2) 1 1 il nous sera possible par un calcul 

"" 
'-b 

semblable à ceux qui précédent d'établir que Aq(x) - A~(X) tend vers O 
- 

avec A(x) - A(x) et B(x) - B(x) . 

Avec cette proposition se termine l'étude du problème différentiel 

associé à l'équation (IV.A.l), nous poiivons alors énoncer le théorème d'exis- 

tence des solutions périodiques suivant : 

(h.A.13) Les fonctions a1,a2 définies et continues sur R à valeurs dans 

I I  1 ' 1  E = R* ainsi que leurs dérivées a;, al, a2, a2 sont périodiques 

de même période T avec 

Cette hypothèse définit des constantes positives ou nulles nij 

telles que pour x s IR 

I 
- - -  

If(x,~,z) - f(x,y,z)l 6 k(lx-X/ + ly-iI) + 1 k.. /zij - ; 1 1 3  i j 

, 

Soit L = sup)f(xYy,z)). 
B 

(h.A.14) La fonction f : f(x,y,zoo~zlo,zol,z20>z11,~02,z11,~12) est définie 

et continue sur (h.A.2) à valeurs dans E périodique en x 

de période T > O et lipschitzienne : 
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(h.A.15) Les constantes E, L, Mij, n.., L, ko29 k12 
satisfont les relations : 

et l'hypothèse (h.l.5bis). i 
Désignons alors par F la fonction : 

F(x,q,ql) r f(x,O,ol (X) ,&' (x) ,02(x) ,o;(x) 9q,a2(x)yq1) 1 

et supposons l'existence de 

(h.A. 16) Il existe (v, ,v2) E E x E tel que + /v21 < nO2 

pour lesquels l'équation : 

- 
admet une solution q périodique de période T. De plus la différentielle de 

l'application (vI,v2) + (,,, v + v2) relative à l'équation aux variations : 

wt'(x) = F~(x,~(x),~'(x))w(x) + Fq (x,~(x),<L'(x))w'(x) est inversible. 
1 

ThdakEme 1 V . A .  6 : 

r Avec les hypothèses (h.A.13, 14, 15, 16) on peut trouver un nombre 

I à positif et donc un ensemble A' = {(x,y) : x c IR, < a ' }  et deux fonctions 

BI, B 2  définies sur [-a,a] à valeurs dans E telles que : 



et une fonction 4 : $(x,y) définie sur A' périodique de période T en x 

telle que : 

De plus, les fonctions B I  et B2 sont définies d'une manière 

unique et dépendent continûment des conditions initiales L al' a 2 .  

La démonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème (III.A.7) 

il suffit d'étudier les équations 

sachant que H1(~,vI,v2,.) = O et 

H2(~.~,>v2,*) + v = 0. 2 
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8 - PERlOQ7ClTE PAR RAPPORT AUX PEUX VARlABLES 

Considérons toujours 1 ' équation 

soumise aux conditions initiales 

(IV. B. 2) u(x,O) = al (x) u(0,y) = B I  (Y) 

uy(xyO) = a2(x) ux(O,y) = B2 (y) satisfaisant 

l'hypothèse : 

(h.B.l) Les fonctions al, a2, et O 2  définies et continues sur (R 

II 1 II à valeurs dans E = LRm ainsi que leurs dérivées a;, al, a 2 ,  u 2 ,  

O ; ,  BI, 6; et 6; sont périodiques de même période T. De plus, ces fonctions 

vérifient : 

2 
Soit C(W ) l'ensemble des fonctions définies et continiies sur 

fR2 périodiques en x et y de période T, à valeurs dans E et muni 

de la convergence uniforme. 

L'hypothèse (h.B.l) définit la fonction L (IV.A.4) 

l(x,y) = x[~~(Y)- 2(0)] + y[a2(x)-a2(0)] - a;(o)xy + aI(x) + B~(Y) - " ( 0 )  

2 qui n'appartiendra à C(R ) que si 

B2 (y) = a; (0)~ + a; (0) 

Les contanteç Nij joueront le même râle que dans le paragraphe 

précédent : 



Les fonctions rl (IV.A.5) et les opérateurs BO', . . . ,B 12 
définis par (IV.A.5), (IV.A.7.8 ... 14) gardent aussi la même signification. 

Introduisons l'hypothèse concernant la fonction f 

(h.B.2) La fonction f : f ( ~ , y , z ~ ~ , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ~ , ~ ~ ~ , ~ ~ ~  ,zI2) est définie 

et continue sur B à valeurs dans E et périodique en x et y 

de période T. I- 
On écrira encore (IV.A.23) et L = sup I f ( ~ , ~ ,  (2. . ))  l 

8 1 J  

1 (h.B.3) Les constantes L, N, Nij, 
"i j 

vérifient les inégalités : 

I 

Pour 0 E c(iR2) nous pouvons définir : 

et rechercher la fonction m12 (x,y, 8) qui "modifie" 1 'équation ( 1 V . B .  I )  

sous la forme 



D'après l'étude faite précédemment nous avons le système : 

o étant toujours la fonction (IV.A.27). 

Introduisons les fonctions ui et v. 
1 

Ces définitions permettent d'écrire (IV.B.7) sous la forme : 



IV. 3 3  

Recherchons m sous la forme 
12 

Le système (IV.B.9) devient alors 

* 
En choisissant m12(x,y,8) sous la forme 

le système (IV.B.10) sera vérifié si 

c'est-à-dire en fait si 



Nous choisirons pour fonction m12(x,y,0) la fonction 

(A définie comme dans la partie A) 

et poserons 

En utilisant la majoration 1 F(xYyyû) / s L nous voyons que 

4 Avec 1 A x 1 - ( + , nous trouvons 
T 

de sorte que 

Avec les opérateurs ~~j (1V.A. 7.8. . . 14)  nous pouvons comme 

dans (IV.A.36,37) évaluer 



et écrire : 

Y 
(1~~3.15) IF(x,Y,~) - ~(X,Y,CJ)I c n;(jx-XI) + .  (y-t)pl(/X-;,t)dt~} 20 

O 

Choisissons dès lors E positif et donc la fonction A tels 

que l'hypothèse (h.B.3bis) soit satisfaite. 

I 3bis) 

Les constantes L, N, Nij, Mij, c ,  vérifient les inégalités 

Nous sommes en mesure d'établir le théorème suivant analogue aux 

différents théorèmes d'existence précédents. 

Théatème IV. B. 1 , : 

Avec les hypothèses (h.B.I., 2, 3bis, 5) et ( h . A . 4 )  

(h.B.5) Les solutions positives r p ,  et p2 des équations 



vérifient lim p (6,~) = lim p (~'6) = O uniformément par rapport à x ou y 
6+0 6+0 

2 ( sur [- ; 3 . 
L'équation 6 = F12(x,y, 0) admet au moins une solution dans c(w2). 

, Avec les hypothèses : 

(h.B.2bis) En plus de l'hypothèse (h.B.2) la fonction f est lipschitzienne 

par rapport aux variables z z z Z 02' 20' 12' 21 

(h.B.3bis) 

 équation 8 = F (x,y,8) admet au moins une solution dans c ( R ~ )  
12 

Dans ce cas, nous pouvons aussi écrire : 

Théonème IV.  B. 3 : 
i- 

l Avec les hypothèses du théorème (IV.B.2), si les constanie,; K 
i j 

1 vérifient de plus 

I Pour E assez petit l'application 6 + FI2(x,y,~) est une cnntractiun 



(ce qui implique l'unicité et la dépendance continue de la solution par rapport 

aux données initiales). 

Nous nous sommes restreints dans le théorème précédent à écrire que 

la fonction 9 -+ F12(x,y,B) est une contraction mais il est très possible 

d'écrire ce théorème suivant la démarche utilisée dans les théorèmes d'unicité 

analogues. Sans entrer dans plus de détails, nous pouvons affirmer que l'étude 

faite dans cette partie B permet d'examiner les solutions périodiques en x 
1 

et x2 de période T de l'équation : 



Indiquons dans cette dernière partie la marche à suivre pour rechercher 

les solutions périodiques en xl, en (xl et x2) ou en (x1,xZ, ... et 
xP) 

de l'équation : 

avec q entier et p entier plus petit que n. 

1 - - Pé/Uadi&é pm 4appotL;t à ufie vahiable. - --- 
D'après ce que nous avons vu, le nombre de variables influe en fait 

peu l'existence des solutions périodiques, aussi pouvons-nous nous limiter 

au cas de deux variables notées x et y. Considérons donc l'équation 

soumise aux conditions initiales : 

avec les conditions de compatibilité généralisant naturellement les relations 

j a a 
O (IV.A.3) (par exemple : - (0) = fij (0)) 

axJ 

Ces conditions initiales définiront corne dans le cas q = 1 - i *  

T T q = 2, une fonction continue sur [- - , -1 x [-a,a] solution A r  

2 2 
2 q a u 

= O et notée l? . 
axqayq 00 



Pour i, j e tO,l,.. . , q }  i + j c 2q, nous noterons encore 

et introduirons les opérateurs analogues à ceux définis par (IV.A.7, ..., 1 4 )  

Ce qui nous incite à introduire les fonctions o i E {O ,...,q-1) i 

périodiques de période T définies sur R par 

Avec cette définition o I  est en fait la fonction a introduite 

par la relation (IV.A.27). 

Pour écrire le problème modifié associé à l'équation (1V.L.I) 

sous la forme 

il nous faut tout d'abord définir les fonctions 



(IV. C. 8) 

2 2 
(Pour q = 2, v = p et v = v (IV.A.29)) et d'écrire le 

O 1 
4 système généralisant (IV.A.31) qui doit être satisfait par ml, 

et qu'on peut écrire, avec des notations évi d entes : 

La recherche d'une fonction mq satisfaisant aux relations pr6cé- 1 

dentes (IV.C.10) peut se faire de la manière suivante : on écrira 

(1v.c. II )  ml(x,y,e) q = Y~(Y,~)A~(X) + ~~(~.e)h~(x) + ... + Y~-,(Y,~J); 
q- 1 

(4 

où les fonctions A. sont des fonctions continues définies sur IR, périodiques 
1 

de période T satisfaisant aux relations suivantes : 

Comme précédemment on s'arrangera pour que ces fonctions i 

soient de norme minimale (au sens de la convergence uniforme). 



IV. 41 

Rappelons que si q = 1, ho (x) a 1 

4 
A = - s i n  x sur 1- t , ;[. 

T 

Examinons les cas q = 3 et q = 4. 

Exemple (q = 3). 

Nous choisirons pour 
A 2  une fonction paire, de sorte q u ' i l  faut 

réaliser : 

On déterminera 
x2 

suivant le graphe ci-contre 

(constante par morceaux donc) donnant intuitivement une norme moindre. 

On trouvera alors 

x (x) - 2 

Exe-mple ( q  = 4 ) .  --- 

X3 sera une fonction impaire et devra tgaliser : 



en considérant une fonction de la 

forme ci-contre. 

On trouvera alors f 

avec 

- -  64  si 0 < x < 6  
T~ 1 

A (x) = T 3 0 si x = Q ,  s 1  OU - 2 
6 4 a - T si < x < -  

- ,  

T 
T 

2 
- - -6 1 2 

T 1 
A l  - (1 - -1. 

2 J2 

Pour des valeurs plus élevées de q on introduira d'autres discon- 

tinuités sur le segment [O, . 
2 

A b 

1 
T -- 
2 

Quoiqu'il en soit nous pouvons conclure en l'existence de fonctions 

xi, OU ce qui revient au même, en l'existence d'une fonction ml modifiant 

l'équation (IV.C.1). 

Nous ne détaillerons pas tous les résultats qui peuvent être o b t e n u s ,  

néanmoins en supposant la fonction f lipschitzienne 

nous serons amenés à introduire des relations analogues à ( I V . A . 4 5 )  pour G i n t l j  i- 

l'existence l'unicité et la continuité de la solution par rappol~ &or conditions 

initiales. Par exemple si q = 3 nous devrons examiner 1'Pquation : 



1 r(x-s)~(s) (ds + kZ3 1 
+ k23 

Il naus faudra ensuite poursuivre par l'étude du problème diffé- 

rentiel asgocié et déterminer une solution périodique de période T d'une 

équatioq différentielle d'ordre q. 

17 - Pétt iadAcLté p m  trappatd à pl l~bAeuhh v&abLu. - 

La procédure utilisée dans la partie B peut se poursuivre dans le 

cas de 2 variables et même dans le cas de plusieurs variables. Il est à retenir 

que pour rechercher les solutionp périodiques de 1'Qquation (1V.C.I) en 

x,,...,x il convient tout d'abord de définir les conditions initiales : 
P 

j a u 1 - (0,x2, ..., x ) = a.(x2,...,x ) 
a xi n 3 n 

qui seront supposées périodiques de période T en x,, x2, ,..,x et 
P 

vérifieront en plus des conditions de compatibilité des conditi;.,; de 

régularité. 

11 nous faut en outre définir et Citudier le problème modifi\: d s g n c i é  

s'écrivant sous la forme 



La dernière étape consiste à se donner les conditions initiales 

relatives aux p-premières variables plus exactement 

R 
p- 1 9Xp+ 1 

,..., x )... e,(xl, .... x ) et d'essayer de déterminer n J n- 1 

les autres fonctions 1 
' j ' * * *  * 

aP en utilisant le théorème des fonctions 
j 

implicites. 

Le principal résultat obtenu par L. Césari est en fait un theorème 

de réduction (rentrant dans le cadre plus général de la théorie de la b i f ü r -  

cation). La bibliographie non exhaustive que nous donnons à la fin de cette 

seconde partie donne une idée des travaux faits suivant le schéma de L. Césari. 

Citons en particulier l'article de A. Haimovici [IJ qui étudie les équations 

aux dérivées partielles de type hyperbolique admettant des solutions périodiques 

par rapport à l'une de ses variables mais dont la période dépend des autres 

variables. Mentionnons aussi l'article de Dan Petrovanu [2] concernant les 

solutions périodiques du problème de Tricomi. 
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