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A Josette,



Il arrive quelquefois qu'on ne peut rien répondre, et
qu'on n'est pas persuadé. On est atterré sans powvoir €tre con-
vaincu. On sent dans le fond de son dme un scrupule, une répu-—
gnance qui nous empéche de croire ce qu'on nous a prouvé. Un
géométre vous démontre qu'entre un cercle et une tangente vous
pouvesz faire passer une infinité de lignes courbes, et que vous
n'en pouvez faire passer une droite. Vos yeux, votre raison, vous
disent le contraire. Le géométre vous répond gravement que c'est
14 un infini du second ordre. Vous vous taisez, et vVous VOUs en
retournez tout stupéfait, sans avoir aucune idée nette, sans rien

comprendre, et sans rien répliquer.

Vous consultez un géométre de meilleure for, qui vous
explique le mystére. '"Nous supposons, dit-il, ce qui ne peut Etre
dans la nature, des lignes qui ont de la longueur sans largeur ; il
est impossible, physiquement parlant, qu'une ligne réelle en pénétre
une autre. Nulle courbe ni nulle droite réelle ne peut passer entre
deux lignes réelles qui se touchent : ce ne sont ld que des jeux
de l'entendement, des chiméres idéales ; et la véritable géométrie

est L'art de mesurer les choses existantes'.

Je fus trés content de l'aveu de ce sage mathématicien,
et je me mis d rire, dans mon malheur, d'apprendre qu'il y avait de
la charlatanerie jusque dans la science qu'on appelle la haute

science.

Voltaire,

L "homme aux quarante écus.
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bienveillante attention qu'il a portée A mon thavall et de Lul exprimer
toute mon admiration.

Que Monsieur Le Présdident Parreau qud commenga ma formation
mathématique et qui a blen voulu me proposern Le second sujet trouve Lcd
Le temodignage de ma profonde gratitude.
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Le probléme de l'existence des solutions d'é@quations aux dérivées par-
tielles de type hyperbolique a préoccupé de nombreux mathématiciens depuis la
fin du siécle dernier (E. Picard, Goursat,...). Les livres de M. Cinquini -
Cibrario e Cinquini [1] et de W, Walter [I}, entre autres, donnent de nom—
breuses références bibliographiques sur cette question. Mais il faut bien
reconnaitre que la plupart de ces articles se limitent a4 1'étude de 1l'existence
locale d'une solution. I1 faut attendre les années 1950 pour que les questions
d'existence globale commencent 3 se résoudre (encore s'agit-il de solutions

définies sur un compact : Kisynski [4] -~ Shanahan [2],...). Dix ans plus tard

A.X., Aziz, J.P. Maloney [1] et B. Palczewski[{} examinent le probléme de Goursat

uxy = f(x,y,u,ux,uy)

u(x,0) = o(x) u(0,y) = t(y) 0(0) = 1(0)

. e 2
pour en rechercher une solution définie sur {(x,y) € R™ : x 2 0, y > O}.

Plus récemment encore Georgeta Teoduru [1] s'intéressa a 1'existence et a
. e . fer 2 - .
1'unicité d'une solution définie sur tout R~ de 1'équation uxy = f(x,y,u)

soumise aux mémes conditions initiales.

Leur étude repose essentiellement sur le théordme de Tychonoff (dont on
trouvera une démonstration dans le livre de Dunford et Schwartz [(]). "Soit
E un espace vectoriel complet, localement convexe et A une partie convexe

fermée de E. Si T désigne une application continue de E dans E telle

que T(A) soit un compact de A, T posséde un point fixe dans A".

L'étude entreprise dans cette premidre partie concerne les deux

equations
r+s p+q O<psr
3 u au au d U
(1) — = f(x,y,u, — s T aesey ——Er'Ti yor) 0 <qz<s
dx Jy X oy X" 3y P+tq<r+s



I1

et
3 3 2
3 0 ) 3 9
(2) 2u - e = f(X,Y,u, = s = s U)
0X 9y X0y 9xX oy 9X3y

auxquelles nous imposerons diverses conditions initiales.

Le chapitre 1 débute par l'examen du second probléme de Picard

uxy = f(Xsy,U,UX,Uy)

(I - 4)
ux(x,X) = g(x) uy(y,y) = 1(y) u(0,0) = u

et se poursuit par 1'étude des trois problémes aux limites associés a 1'équa-
P P

tion (1)
p .
apu
—= (%,x) = 0_(x) l <psr, xeR
axp P
(I - B) ) ( u(0,0) = u,
q
]
—%(y,y)=rq(y) lsqsgs, yeR
]
L y
(
apu
-——p-(O,y)=up(y> Osp<r, yeR
ox
(I -0) {
aqu
— (x,0) = v (%) 0Osq<s, xe€eR
( Bpu
-5'(O,y) = up(y) Osp<r, yeR
ax
(I -D) 4
aqu
— (x,g(x)) =y (X) 0gq<s, x€eR.
3y q
Nous supposerons que les données initiales sont compatibles entre
elles et que la fonction £ de C(Rm,R) m= 1+ (r+1)(s+1) vérifie sur R

la relation :



II1

=9 _Clz. D

v s fxy, ]2 X,y

Pq

If(x,y,zoo,...,z

z
pdq Pd Pq

dans laquelle &x y désigne une application sous—additive de R, .
L)

Le principal résultat obtenu dans le chapitre | est que si la fonction
f est lipschitzienne sur tout compact de R par rapport aux r+s variables
zps (0O < p <) gt zrq (0 £ g < s) les problémes (I~-B -~ C et D) possé&dent
une solution définie sur le plan Rz tout entier. (G. HECQUET [ﬂ)-

L'équation (2) fut examinée par M. Winants durant les années 1930-
1936 dans une série d'articles. Son étude ne concerne que l'existence locale
et suppose que la fonction f : f(x,y,u,p,q,2z) est lipschitzienne par rapport
aux quatre variables wu, p, q, z. Dans ce second chapitre, j'examine quatre

-~

problémes aux limites relatifs & cette équation (2).

ux,0 =o(x) w0y =» =20,y =1,
oxX
(II - A)
a(0) = 1(0) g'(0) = TI(O) X, v € R. '
P Ju g
= (x,%) = u(x) — (%x,x%) = v(x) = (%,x) =X (x)
X Yy X3y
(II - B)
u(0,0) = u Xx e R
Q
u(x,0) = o(x) u@E,x) = v@ 22 (x,0) = o, ()
oy
(II - C)
g(0) = y(0) ¢'(0) + 01(0) = v'(0) X € R
u(x,0) = o(x) u(0,y) = 1(y) u(x,x) = v(x)
(I1 - D)
0(0) = 1(0) = y(0) Y'(0) = o' (0) + 1'(0) X, yeR .

Comme précédemment, nous supposerons que les données sont compatibles

entre elles et que la fonction f vérifie sur R6 une relation du type :



IV

If(an’u’P’Qsz)l g lﬂ(X,y,IUJ""P|+IQI+lz’) V

Moyennant une condition supplémentaire de Lipschitz par rapport

d p, q et z les quatre problémes admettent une solution définie sur tout

Malgré tous mes efforts, je n'ai pu &viter le caractére répétitif

des démonstrations causé par la succession des problémes étudiés.



A - RESOLUTION DU SECOND PROBLEME DE E. PICARD

Nous considérons tout d'abord le probléme

uXy = f(x,y,u,ux,uy)

ux(X.X) = o(x) uy(y,y) = 1(y) u(0,0) = u_

(1.8)

dans lequel la fonction £ vérifie l'hypothése suivante :

Hypothese (h.A.1) @

EE— La fonction £ de C(RS,R) satisfait pour tout (x,y,u,p,q)

de Rs la relation :
(I.A.1) {f(x:Y:u:PsQ)( < @(X,Y:|u[+!Pl+{Q[) = 0x’y(|u*+'P‘+\Ql)

avec @x v fonction de C(R+,R+) sous—additive quels que soient x
R ,

WV

et y de R: ) (D) < () +d (B & oExo0

Soit @ la fonction sous—additive de C(R+,R+) croissante

définie i partir de { par

(I.A.Z) a(x)y’t) = S8sup &(X,Y,T).
Ogtgt

Cette fonction @ satisfait 1'inégalité

(1.4.3) B(x,5,t) s B(x,¥,t) s P(x,y,1) (1+t) t

\Y
o

de sorte que l'hypothése (I.A.1) permet d'écrire :

(I.A.4) ]f(X,quaPsq)] < a(x:y,l){]+lul+lPI+IQI}-

D'un autre coté, la continuité de la fonction f permet de définir
des fonctions continues croissantes non négatives sous—additives et nulles 3

1'origine telles que :



[ £x,y,0,0,0) = £(X,y,u,p,@) | s 0y ([x-x])
[£Cx,y,u,p,0) = £G6Y,up D) | 50y ([y-y])

(1.A.5) J |£(x,y,u,0,2) = £C6,7,0,000) | < wy 1{u=u]) k e N
[£G6,y,0,0,0) = £ y,up,@) | s oy (fp-pD)
L [EGay,up.a) - £Gay,up@) | s g ((a-q))

pourvu que x,g,y,§ € [}k,kj,u,a,p,g,q,a € [—Nk’Nk] (Nk> 0).

Nous noterons plus briévement

] u
(I.A.6) F(x,y,U) = £(x,y,u,p,q) quand p =<=, gq iy =

9X ) oy

Avec cette notation, nous pouvons &crire l'équivalence entre les

solutions de ce probléme et les points fixes de 1'opérateur T]

X y 'y t
(I.A.7) (T]u)(x,y) = ug + J oc(s)ds + J T(t)dt - J {{ F(s,t,U)ds}dt
o o

X X

d'ol nous déduisons :

[y
(I.A.8) 2 (T (y) = 0G0 + | Flx,e,wae
90X X
a y
(1.4.9) L @y = 1) - | Flsuyuds .
oy X
Soit LA la fonction de C(RZ,R) définie pour tout X > O par
(I.A.10) L, (x,) = /eh W2(x - y)

Cette fonction satisfait aux propriétés suivantes :

Lemme T.A.1T.

2

yry
(I.A.1D) V(x,y) € R Li(x,y) = Az [ ( Li(s,t)ds dt + 1

XX

2 y 2 1 2
(I.A.12) VY(x,y) e R" : [J L (s,y)ds| § — L% (x,
p:< A l /_ZT AXY)



: 2 y :
(I.A.12 bis) VY(x,y) e &% ;J e, 00at] € - 120x,9)
X Vo
Sur C(RZ,R) et H](RZ,R) = {V e C(RZ,R) : o . ¥ € C(RZ,R)}
IxX 3y
nous définissons la topologie induite respectivement par les semi-normes
A A
k k
o et Bk (k € N)
e -1
(I.A.13) o (¥) = sup{ [¥(x,y) [L, " (x,y)}
Qk k
2
Qk = {(x,y) e R” : |x| < k, |yl s k}.
A A A A
k k k k
(1.A.14) Bk ¥y = Max{ock (W),ak (Wx),uk (Wy)}.

Avec cette topologie HIGRZ,R) devient un espace vectoriel complet
localement convexe auquel s'applique le théoréme de Tychonoff.

Afin de définir 1l'ensemble A  qui contiendra un point fixe de T

1 1°?

introduisons les fonctions de C(RZ,R)

X y Yoy -
A (x,y) = Iuo[ + {J lo(s)|ds| + IJ [T(t) |de] + [ [ J(s,t,1)ds dt
o} o ‘x “‘x

Yy y _
Al(x,y) = Max{Ao(x,y), //J [ &z(s,t,l)ds dt} de sorte que
X ’x

Vry vy 4
|T1u(x,y)} £ A (x,y) + A (x,y) J J u“(s,t)ds dt
(o} 1 x Jx
y ry y ry
+ A (x,y){//j J uz(s,t)ds dt + //T ( uz(s,t)ds dt}
! X "X X X ’X y

et pour (x,y) € Qk

N 3L, (x,y)
o o k A
lTlu(x,y)I g0, (B + o (A8, (u)
by
k
c'est-a-~dire
A
Xk 0 o 3Bkk(u)
(I.A.15) Qe (Tlu) < ak(A]) + ak(Al) )



Définissons ensuite les fonctions AZ’ A3

(I.A.16) Az(x,y)

(I.A.16bis) A3(x,y)

qui nous permettent d'écrire :

X X
= Max{|o(x)]| + [J @(x,t,l)dtl,/{( Gz(x,t,l)dtl}

y "y

X _ (x
= Max{|t(y)| + !J W(s,y,l)dSI,Vfa 7 (s,y, 1)ds])

y Yy

ry
IJL (T]u)(x,y)l < Az(x,y) + Az(x,y)/(f u2(x,t)dt]
90X ‘X

i y
+A2<x,y>{/4j W, 0)de +

y
/{} ui(x,t)dtf}

X x
c'est-3-dire :
Ak
A, 3T . u 38, "(u)
(1.A.17) akk(——l—o S aﬁ(Az) + aE(Az) Z—5-———
9xX V2 /X£
et Ak
A, 9T u 38, (u)
(T.A18) o) < afay) + ad(a,) o .
oy V2 /X#
o . - = o
En choisissant A4 = Max{Al,Az,A3} et en posant Nk ak(A4)

on peut écrire :

A
k
o (T]u)

A

IA

A
(1.A.19) ¢ o ((T,u) )

A
k
o ((Tlu)y)

A

N T+ ———}

38kk(u)

e Ry
2 A -

A
3Bkk(u)
N {1 +

ot

Nk{l +

}



Le choix

-2
(1.A.20) xk = Max{GNk,IS\/Z Nk}

permet alors d'établir la relation :

A A

k k
(I.A.21) Bk (u) < 2Nk == Bk (Tlu) < 2N

Dans la suite nous supposerons les

K

A ainsi définis (de sorte que

k

la relation (I.A.21) est satisfaite) et ferons 1'hypothése :

Hypothese (h.A.2) :

s ——
et—

Il sera possible de déterminer des

Les fonctions ¢ et T appartiennent 3 C(R,R).

fonctions continues réelles

croissantes, non négatives, sous—additives et nulles & l'origine telles que :

lo(x) ~ o(x)]| s w6’k([x~;[), X,

(I.A.22)

[T(Y) - T(;)’ < w7’k(ly_§‘): Vs

Soient Dk = {(X,Y,Z,P:q) : [XI $ k, [yl N

5

sk, lz[ s N, [pleN, lof s M)

»l

e [-k,k]
€ Ek,kj

<

k

un compact de R”, Mk = sup |£(x,¥,2,p,q)]| » Nk = NkLA'(k,k) et
D k
k
(I.A.23) Ql’k(d) = w6’k(6) + Mk6 + 2k{w1’k(6) + w3,k(2Nk6) + ms’k(Mk6)}

(I.A.23bis) Qz’k(6) = w7’k(é) + Mkd + 2k{w2’

k(5) + w3’k(2Nk<S) + wa,k(Mké)}

Ces fonctions nous permettent d'introduire la derniére hypothése

nécessaire 4 1'établissement du théoréme d'existence.



Hypothese (h.A.3)

Les équations intégrales :

[y
(P =8 O ] AR
(1.A.23) {
¥ oS,y) =a (8) + (k Y (s,0)]at
S B A R ]
X
0o, k(K28 = 0y (8) + I ws’k[bz,k(s,d)]ds
(I.A.24) < K
* %
L Pg, (%08 = Qz,k(é) + Jx ws’k[oz’k(s,S)]ds

sont supposées admettre des solutions positives tendant vers 0O avec & uni-

formément par rapport & x ou y sur [—k,k].

m——

Cette hypothése est automatiquement satisfaite dé&s que les fonctions

w4,k et‘ wS,k sont linéaires.
Théoneme (I.A.1)
| Sous les hypothéses
5
(h.A.1) fe CR,R),|E£(X,y,u,p,q)| s §(x,y, ul+|p|+|q])
(h.A.2) o, T € C(R,R)
(h.A.3) Lim p (x,6) = lim pT(x,é) = Lim 0,(6,y) = lim p;(a,y) =0

§-0 §-0 §-+0 §>0

uniformément sur [-k,k].

. . uxy = f(x,y,u,ux,uy) u(0,0) = u
equation

ux(x,X) = o(x) uy(y,y) = t(y)

. P 2
admet une solution définie sur tout R°.

Preuve :

I1 nous faut établir que 1l'opérateur T1 a un point fixe dans

HI(RZ,R). Désignons par A] la partie convexe et compacte de HI(RZ,R)



A

( ue HI(RZ,R) : Bkk(u) s 2N,
e 6y - u Guw | s o) (xxly) %X <y,
\ - o, (x,) = ux<§,i)| s pT,k(I-x-;il ) xx > i, _
lugGay) = u Gon) [ s M ly=yls fu Gay) = u Gy s 1 [xx]
ug Ge,) = uy(x,§)l S oz’k(x,IY'§l) X £ 5,Y,
L Ju Gy - uy(x3§)] S o;’k(x,ly—§]) X > y,¥,

pour X, E, Vs ; € [—k,k].

T] est un opérateur continu de HI(RZ,R). En effet

- - ]
I(T]u) (X’Y) - (Tlu)(x,Y)( ) IJ J F(S’t!u) - F(S,t,u)ds dtl
X X
Yy oy _ _
S JX Jx{ws’k(’u(s,t)—u(s,t)]) + w4,k(]ux(s’t)-ux(s’t)l) +

+ ms,k(luy(s,t)—ﬁy<s,c)|>}ds dt

pour (X,y) € [-k,k]z.

A
k - 2 - -
On a dome o (Tju - T u) 5 4k {w3,k(|]u—u[]) + w4,k(llux—uxl{)

+ ws’k(fluy—ayll)}
\ -
k -_— — —-— -—
o (Tyw)y = (T ) s 2klug  ([lumal D+ oy (Hu-a (1) + wg 1 (ugmu [DY,
A
et de méme pour ockk(('l‘lu)y - (Tla)y).

On obtient ainsi

Ak

- - 2 __ __ ] _— 1t
B, (Tlu Tlu) < (4k +4k){w3’k(]|u u’l)+w4’k(’]ux uxl|)+w5,k(l(uy uy;l).
Cette derniére relation &tablit notre assertion puisque

A
[Tull = 8, (u).ka(k.k).



Notre théoréme sera prouvé si T](Al)c: Al' Comme nous avons dé&ja
A A

. k _ k
établi que Bk (u) < 2Nk => Bk (Tlu) < 2N, et que

k

- ry -
(1w (x,y) = (T)0)_(x,9)] = lJy Fx,t,WDdt] < M |y-y| et

l(Tlu)y(x,y) - (T]u)y(g,y)l < MkJXj§[ , il suffit d'évaluer
(T W, (x6y) = (T, Goy) et (T (x,y) = (Tjw) (x,5) -

Nous avons

- - y y -
(T,w (xy) = (T W (X,y) = 0(x) - o(x) + f Fotywde = |- Fx, e

X X

- - (
,(Tlu)x(X»Y) - (Tlu)x(X,y)l < w6,k(|x—x|) + [Jx F(x,t,U)dt
y —
+ IJ_ |F(x,t,u) - F(x,t,u)|dt| sur Qk.
X

Mais |F(x,t,U) - F(x,t,U)| < (|x-x|)+w u(x,t)=u(x,t)|)

“1,k 3,k(l
+ w4,k(lux(x,t) - ux(g,t)l) + w5’k(luy(x,t) ~ uy(g,t)D

de sorte que

[Fae,l) = Faue,W] < wp  (x=x]) + ug | R [x-x]) + w10y g (Ix=x],0)

+ wg ) 0 [x=x])

si x,x g t, (x,t) e Qk,(i,t) € Qk’ (sinon Py est remplacé par
’

*
pl,k).

-~

On en déduit alors pour (x,y),(g,y) € Qk’ X,X £ ¥

- y -
I(Tlu)x(x,y) - (Tlu)x(x,y)l g Ql’k(é) + J_k w4’k{pl,k([x-x(,t)}dt

< pl’k('x_;'sY)



k -—
ou [ (Tw, (xy) = (T, Goy)| €0, L (6) + jy oy d0] Lkl 0 bae

s o  (Jxx|,y) pour =x,x :y.
1,k

Ce qui établit que Tl(Al) c Al’ puisque par raison de symétrie

A

[(Tjw)  (6,9) = (Tjw) 63| 5 0y (G ly=y]) si %X sy

* — N -—
< oz’k(x,ly-yl> si x,x 3 y.

Remarque :

Ce théoréme n'implique pas l'unicité comme le montre 1'exemple

suivant di & Conlan [1] L'équation :

(I.A.25) Uy = -|u] u =0 o(x) = 1(y) =0
( -X)4
posséde les deux solutions u s u](x,y) =0 et u, uZ(X,y) = TEL
144

définies toutes deux sur IRZ.



B - RESOLUTION DU PROBLEME (I - B)

(:) Nous examinons dans cette section 1l'équation
T+s p+q Ogpsr
d 3 Ju 3 u
(I.B.1) - : = f(x,y,u, —E-, — ey ——;*—E-,...) 0 cqcgs
. 3X 9y X 3y X" 3y ptagq<r+s
soumise aux conditions initiales : u(0,0) = u
p q
(I.B.2) S ) =0 () lspsr, 2,y =1G) lsaqss
3P P ayd q
+
. s qege_ s Jdu 3P 4 u
Nous continuerons & définir F(x,y,U) = £(x,y,u, — ,..., Tt
' Ix X Byq
pour u appartenant & 1'ensemble HGRZ,R)
+
2 2 sP7d 2
HR,R) = {u e C(R",R) :—'—"""P"EC(R sR) » PE{O,I,---sr},qe{O,],...,s},
ox” dy

p+q < r+s}.

La topologie de H(RZ,R) sera définie d'une maniére analogue

3 celle de HI(RZ,R) (voir la partie I.A) 3 partir des semi-normes notées

encore Skk :
° Kk
A A APtq
(1.B.3) B k(‘F) = Max{a k(g——-gé} A, >0, keN
k P.. 4 k
P>q 9X" dy

Hypothese (h.B.1) :

~La fonction f de C(R@,R)} m= 1+ (r+1)(s+1) vérifie pour tout

(X’y’(zpq>)’(o <psr, 0g5q< 38, p+tq < r+s) 1la relation

(1.B.4) |£Geys 2o D | s JeysJlz D =0 Gz D

dans laquelle Jx y est une fonction de COR+,R+) sous—additive.
s




Cette hypothése de continuité permet de définir sur des compacts
2 -2 .
du type [}k,kj X [%Nk’Nkjm des fonctions wéz) de C(R+,R+) non décrois-—
santes, nulles 3 l'origine sous—additives telles que :

(1.B.5)  |£(X,¥22Zsrverz 1o )=E(,¥0eeesz 2ead | s J 0z -2 1),

pPq P
q P.q Pq Pd P9

R G

sx " ay°

(EJ désignera la solution de 1'équation = 0 soumise aux

.. . .. . e 2
conditions initiales (I.B.2). Cette fonction sera définie sur tout R pourvu

que toutes les fonctions Op et Tq soient définies sur [R.

En particulier si r = 2, s =1 nous avons
s 3
—(x,x) = 0,(x), —5(x,%x) = 0,(x), §£§E;,y) =1 (x) et si
5 1 2 2 1
X X oy
2
o, est dérivable : aﬁgb(x,x) + —ils>kx,x) = g!(x)
X 9XJy 1
2
: 3°€Y
soit : (ys3) = 01 () = 0,(y)
dXdy
K x y
et ~— (X,y) = o, (0) + J o.(x) + [g'(t) -0 (t)]dt
- 1 o 2 o 1 2

, rx ry
ol(y) + Jo oz(s)ds - Jo oz(t)dt.

]

Il en résulte que

ry y
@V(x,y) =u, *x °1(Y) -y ol(y) + J c](t)dt + j Tl(t)dt
[o] [o]

X

y
J t oz(t)dt + J 7
(o] (o]

p
(x-s)oz(s)ds - X JO cz(t)dt

<+

y y
Gf(x,y) u * (x-y)ol(y) + f o](t)dt + J Tl(t)dt

(o] (¢}

y
[ (x-t)cz(t)dt.
‘X



y (x
@J(x,y) =u  + (xy)o,(y) + J [o, () + Tl(t)]dt + | (x=t)o,(t)dt
o 'y

Cet exemple introduit en fait 1'hypoth&se suivante :

Hypothese (h.B.2) :

Les fonctions Op € Cr_p(R,R), Tq € Cs—q(R,R) définissent une

A 2
fonction G solution de ‘“;T”§'= 0 appartenant & H@R ,R).

90X 3y

La continuité de & et de ses dérivées permet de définir sur des

compacts de la forme [}k,k]z des fonctions 5;2)

nulles 34 l'origine et sous—additives telles que :

non décroissantes réelles,

ptq p+q
3 ] - - -(k - -
(I.B.6) Clxy) - — G5 | s a8 (x| + |y=y]).
Bxpayq axpayq pd
(:) Afin de définir 1'opérateur Tl de H(RZ,R) dans H(RZ,R)

dont les points fixes coincident avec les solutions de 1'équation (I.B.l et 2)

nous sommes amenés 3 considérer les applications S, S1 et 82 de CGRZJR)

dans lui-méme.

y (X ]
(1.B.7) SY(x,y) = J {J ¥(s,t)ds}tdt = J {J ¥(s,t)dtl}ds
X t X y
X
(1.B.8) S]W(x,y) = J ¥(x,t)dt
y
ry
(I.B.9) 8,¥(x,y) = J ¥(s,y)ds.
X
Nous remarquons que S, o S, =S5 0 S =S de sorte que les opé-

1 2 2 1

rateurs S, S1 et 82 permutent entre eux. Ceci nous permet d'écrire :



(T, 1) () = €lxuy) + 85 0 85 Flaxyy,l)

ou suivant les cas :

r =8 (Tlu) (x,y) =@(X,y) + st F(x,y,U)
r> s (T]u)(x,y)==@%x,y) + SZ_S{SS F(x,y,U)}
r < S : (Tlu)(x,y) =C§fx,y) + s?-r{sr Fix,y,W)} .

On vérifie aisément que T  est une application de H(RZ,R) dans

1

lui-méme. Voulant évaluer les semi-normes de T]u 3d partir de celles de u,

cq e .. e s . oA *
nous utiliserons les applications linéaires de HGRZ,R) dans lui-méme S, S

*
S2 définies par :

* iy v
Sv(x,y) J J m(s,t,l)v(s,t)ds dt
X 'X

* y o
Sv(x,y) = J J(x,t,Dv(x,t)dt
X

* ry
Szv(x,y) = J &(s,y,l)v(s,y)ds .
X

.o * . . . .
Pour x, y fixés, S est une application linéaire, continue

Yy (¥
pour la norme v - {lv‘l(x,y) = ///] J vz(s,t)ds dt de sorte que
X 'x

* Yoy 2
(I.B.10) [Sv(x,y)‘ < { J @ (s,t,1)ds dt. . l‘v]'(x,y)

‘x ‘X

D'un autre cOté avec

ry
vl Goy) = /IJ v* (s,y)ds|

X

y
Vi), (xy) = flj v (x, t)dt |

13

*
1



on pourra écrire :

)

'Slv(x’y)l N ]J ) (S:Y9])d3] . HVIII(X»Y)
X
)

18,0y | € |J Poxesnyacl « 1 lv] ]y
X

(I.B.11)

c'est-a-dire
| (80w) (o) | 5 |13]] o) e | o] ] (xy9)
(8,0 ) | < 1131 Gy vl )

[ (8,09 =) | s 11011, Gy) o[ vl ], Gruy) s

Plus généralement nous voyons la possibilité& d'introduire des
fonctions qu de C(RZ,R) pe {0,l,...,x=1} et qe {0,1,...,8~1} telles

que :

(877 0 85 PIN G | g A Gyl vl Gy
(1.B.12) (TP VG| s A Gy lvl] Gy

(8577 vy | s A Gw .l Iv] |,y

Soient alors les fonctions qu et B

(I.B.13) B_ (x,y) = Max{|8p+q E=J(x Y|+ |8%798I7P Dix,y, 1) [,A__(x,y)}
+ B pq X - Bxpayq Y 1 2 'Y, ""pq 2y

(I.B.14) B(x,y) = Max{B_ (x,y)}
Psq Pd

Nous écrirons comme dans la partie (I.A)

(T (x,9) | 5 Blx,y) + B(x,y) ] || At i\<x,y>
Psq axpay



c'est-3~dire
Ak o] o]
o (T u) s op(B) + o (B) *=

ou

A A
k m~2
oy (Tlu) < Nk{l + —X*' Bk

k

(I.B.15)

De la méme fagon si p e {0,I,..

Ptqr

r A u _ A

akk(é————l—ﬂ Nk{l + %rg‘ Bkk(U)}
3xPayd k

A

M oP*ST o A
(————) <

PayS

(I.B.16) ¢ o

~ |

Le choix

(1.B.17) Xk
A A

k
(I.B.18) 8, (W) s 2N

L'introduction des fonctions et

1
Pk
( r r

22 oy - 22 Gyl
ax

A

axr

(I.B.19) ﬁ

]
lﬁLfi (x,y) - EL{; (x,¥) |
\ 3y 9y

N,

permet avec la continuité des fonctions f et

suivantes :

k(u)} avec N

-1},

=> skk(Tlu) < 2N

= u§<B).

qe {0,1,...

k.
2 .

Ok ma_]orantes .
1 -

pk(lx_x!QY)

SHERPEID

&~ d 'obtenir les

,5—11}

= Max{2(m—2)Nk, 2/5(m—2)2Nk} permet d'écrire la relation

majorations



__\8=1—q -
Q (lx-x|)+ z w(z)(l( Gn) - - pi([x-x[,n)dn[)

|

q=0 =k (s-1-q)!
3T u SrTlu _
(x,y) - ‘ (xsy)l N ﬂ 7
ax" %" I _  s-l (k) rk (y- )s-l-q 1 _
My (xex)+ [ o 2(]] S o, ([x=x[,n)dn)|)
=0 "4 (s=1-q)!
q y q

\

( 2 X _r-1-p _
a2 (|y-y )+ Z w(g)(lf =8 02(e, |y-y])ag))
p=0 P -k (r-1-p)!

asTlu ) T u
S (X)Y) -
ay ay°

| x| < ﬁ

_yE-1-p _
Byihe ] Wl a0 2 e
X (r=1-p)!

-

Ces relations conduisent tout naturellement 3 formuler 1'hypothése

(h.B.3) analogue & 1l'hypothé&se (h.A.3).

Hypothese (h.B.3) :

Les équations intégrales

( | U Y et
p, (&) =80, (&) + ) w <{j —lllL—————-p (5,n)dn])
1,k 1,k =0 ¥4 “k  (s-1-q)! 1,k
(1.B.20) <
’ s-1 rk - s-l-q
oY S =2 0+ §ow|) BT eimyan))
» s q=0 q y (s=1-q)! s

r—1 X r=1=-p
w(k>(;J (x-£)

(0, (x,8) =q, (&) + ] 0, (£,8)de])
2,k 2,k L & (eologyr (2K

(I.B.21
r-1 k _aI-1-p
ﬁ p; k(x’é) = 2, k(@) + w;i)(]J =) 7
s » X

MNGOLED
p:O ’

(r-1-p)!

\

admettent des solutions positives tendant vers 0O avec & uniformément

par rapport & X ou y sur [}k,+k].




Cette hypothé&se sera automatiquement satisfaite dé&s que les r+s

fonctions wék) et (k) pe {0,1,...,r=-1}, q € {0,1,...,8-1} seront

w
q ps
linéaires.
Théonéme (I.B.1) :
Sous les hypothéses :
h.B.1) : £ e CR™,R £(x,y, (z < 0(x,y,2]z
( ) E ( ’ ) l ( ,}’,( Pq)), lﬂ( Y ’ PQ')

(h.B.2) : Op € Cr—p(R,R), Tq € Cs—q(R,R)

. . * , . *
(h.B.3) : lim plk(x,é) = lim plk(x,é) = lim p2k(6,y) = 1lim ka(é,y) =0
§->0 §-0 §->0

uniformément sur E—k,k].

r+s p+q Ospsxr
' . u _ ) u
L'équation = f(X,¥sUyreey =—— ,...) 0 <q¢c<s
r..s P, 4
9xX 0y X" 3y
p*tq < rts
P q
9 3
U(0,0) = uo , ..__..9. (x’x) =g (x) R ....-_lél. (y,y) = T (y)
3XP P Syq q
2

admet une solution définie sur tout R”.

La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du théoréme
(I.A.1), elle consiste i définir une partie convexe compacte Al de

H(RZ,R) puis & vérifier la continuité de 1'opérateur Tl'

Remarque :
Le théoréme qui vient d'€tre &tabli nous suggére de généraliser

le résultat de A.K. Aziz et J.P. Maloney [[] ou celui de B. Palczewski [C

en examinant 1'équation : (I.B.1) soumise cette fois aux conditions initiales



—~— (%x,0) = vq(x) 0sqsgsl, xeR

(I.B.22) <
— (0,y) = up(y) Osps<rl, yeR.

Ce probléme désigné par (I.C) fera l'objet de la section suivante.
D'un autre cOté en nous inspirant des articles de Jan Kisynski et

Adam Bielecki nous en viendrons 3 examiner (dans la section D) wune autre

généralisation.,



C - RESOLUTION DU PROBLEME (I - C)

Soit 1'Equation :

r+s p*q pe {0,I,...,r}
(I.C.1) i————g = F(xyy,uy <2 ,..., 9—;—-% ,oo) dqge (0,1,...,8)
3% dy oX 3x" 3y p+q < r+s
avec les conditions initiales :
(g
2—2-(x,0) =y (x) 0 < q g sl
ayd q
(I.C.2) %
Spu
— (0,y) = u_(y) 0 spsg r-l
K BXP p

dans laquelle la fonction £ vérifie l'hypothése (h.B.1) et les fonctions

vq, vp 1'hypothése suivante :

Hypothese (h.C.1)

Les fonctions u_ de Cr-p(R,R) et v de Cs_q(R,R) satisfont
P q r+s
aux relations de compatibilité suffisantes pour que 1l'équation ——;——% =0
: 3X 9y
. L . QY szfin: 2
soumise aux données (I1.C.2) admette une solution définie sur tout R

et appartenant a H(RZ,R).

L
H(RZ,R) désigne}a encore le sous-espace de C(RZ,R)

sP* y

H(RZ,R) = {VY e C(RZ,R) : € CGRZ,R) : ptq < r+s} et sera muni de la

3xPoy

topologie induite par les semi~normes

A A ptq
Bkk(W) = Max{akk(é————li)},k € N, Ak 2 0 avec
3xPay
A =2 Uxl+ly D)
ockk(‘l’) = sup {|¥(x,y)|e k }
(x,y)EQk

avec Qk = {x,y) ¢ R2 2 x| < Kk, Iyl < k}



S, S, et S, désigneront

. . . ’ 2
maintenant les applications de C(R",R) dans

1 2
lui-méme :
X ry
SY(x,y) = [ J ¥(s,t)ds dt
‘o0 ‘o
y
SIW(x,y) = J yv(x,t)dt
o
X
SZW(x,y) = J ¥(s,y)ds
o
de sorte que
(1.C.4) (T,0) (x,5) =6lx,y) + 57 o STF(x,y,).

La démarche suivie est alors la méme que dans la partie précédente,

en particulier 1l'introduction des fonctions majorantes :

r

ox 9x

IB u ( Bru = 1 _
28 ey - L8 G| < ol il )

S s
=2 Gy - 22 @GP < op e |y

Ay Yy

permet d'écrire :

SrTzu arTzu _ 1 _  s-l ), (7 (y- )s-l-q 0 -
— (xy) - x,y)| = Qk(]x-XI)*F ¥ w. (]J ) (]x=x],n)dn])
% ox q=0 4 o (s~1-g)! k
3°T.u 35T u r—-1 X r-1-
2 - 2, = (), ¥ (x-t) P ~
et | (x,y) - x| g o (y-yD+ ) o (]| = (g, |y-y])dc])
3y ay° > p=0 P° Jo (x-1-p)! k |

et de supposer :
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Hypothese (h.C.2) :

Les équations intégrales :

s—1 oty 4. (s—l—-q
(1.€.5) o, (8o =al(e) + 7 o8 &l = o (5,n)dn])
1,k k q=0 ¢ Jo (s-1-q) ! 1,k
r—1 X _I-1-p
1.0.6) 5, 6 = ar(e) + [l LB o e na))
’ ‘ p=0 pS o (r-1-p)! ’

admettent des solutions positives tendant vers O avec & uniformément par

rapport & X ou y sur [—k,k].

Nous avons alors le

Théoreme (I.C.1) :

Avec les hypothéses :

(h.B.1) £ ¢ C(Rm,RLlf(x,y,(zpq))l s §xoy, ) 2 DD

P4

(BeCol) e cFPR,R) vy € T IR,R).

(h.C.2) lim pl’k(é,y) = lim pz,k(x,a) = 0 uniformément sur [-k,k]

§~->0 §>0
( r+s p+q
3 u ) u
T S=f(x,y,u,...,—-};—-——a-,...)
9X 9y 0xX 3y
Le probléme (I.C) <
5%y 5Py
""'El' (x,0) = v (%) ——'5 (09}') =yu (y)
\ 3y . q 9% P
posséde au moins une solution définie sur tout RZ.
Méme dans le cas oli r = s=1 ce théoréme n'implique pas 1'unicité.

Par exemple, A. Alexiewicz et W. Orlicz [l] indiquérent que 1'équation

uxy = 9]u[2/3 u(x,0) = u(0,y) = 0 admet les deux solutions u, 0 et
33

uy 1 uy(x,y) = X7y,



B. Palczewski [{] et J.P. Shanahan [{] ont examiné le probléme
d'unicité pour 1'équation uxy = f(x,y,u,ux,uy). En particulier, le théoréme

de B. Palczewski fait intervenir 1'hypoth&se suivante :

) Hypothese (h.C.3)

X € C(RE,R+) désigne une fonction continue, non négative telle que

(1 X(t,O) si t 20
(2) r - x(t,r) est non décroissante pour t > 0 fixé.
(3) quel que soit o 2 0, t > yx(t,pt) est non décrois-
+
sante sur R .
(4) quel que soit t, > O le probléme de Cauchy
p'(t) = x(t,o(t)), p(0) =0, 0 gtxs t0 admet pour unique solution

la fonction identiquement nulle.

e

I1 nous est possible de généraliser le résultat de B. Palczewski

en considérant :

Hypothese (h.C.4) :

" (k)

Il existe pour tout entier k, m-2 fonctions YPE définies

(k) _
Pq

sur Qk’ non négatives telles que z % et

pq
- = (k) r |8 P14 -
[£Cys (2 0)) f(x,y,(zpq))! < g%YPq GLYx x|y, x| Fly] 12, zpq|)

A
k
pour tout (X,y) € Qk et Bk (u) ¢ 2Nk.

Cette derniére hypothése conduit au :

Théoreme (I.C.2) :
Sous les hypothéses :
(h.B.1), (h.C.1, 2, 3 et 4) le probléme (I.C) admet une et une seule solution

pouvant €tre obtenue par approximations successives.




La démonstration de ce théoréme est calquée sur celle de

B. Palczewski [1 p. 30 a 33] ; elle repose essentiellement sur l'inégalité

. - x| ]y|®
(1.c.7) leplquIST 95 Sg p‘P(x,y)[ < J sup {|¥(&,n)|}dt
) At
dans laquelle A = {(x,y) € Q_ : x| "1y]® < &) t >0 (x,7) € Q

et VY e C(Qk,R) H S] et 82 définies par (I.C.3).

Les considérations développées dans cette partie peuvent se trans-—

poser sans difficulté 3 1'équation plus générale : .

+vuo+ +.c-+
T rn Pl P

5 | u du 9 %y
(1.C.8) = - = f(xl,...,xn,u, —— ey > > soos)
5 1 5 n ax1 3 1 5 n
R X seeesd%
P, € {O,l,...,rl} seees P € {O,l,...,rn]», p1+...+pn < T Haitr
soumise aux conditions initiales :
r Bpl 1
u
-w;:-(O,xz,...,xn) =0, (x2,...,xn) 0 g P, s rl—l
Bxl
< ceeen e
Bpnu n
- (xl""’xn-l’o) =0 (xl""’xn-l) 0 < p ST -1
n
X

Nous ferons les hypothé&ses suivantes

Hypothese (h.C.5) :

t
La fonction f de C(Rm ,R) m' = n-1 + (r]+l)(r2+l),...,(rn+1)

f : f(xl,...,xn,(zpl,."’Pn)) satisfait la relation :

(1.C.10) [f(xl,...,xn,(zp N s &(xl,...,xn, ) §

12°° 2Py Py+--P



dans laquelle 9 € C(Rn x R+,R+) est pour (xl,...,xn) fixé une fonction

. +
sous—additive de R .

D'autre part, f est supposée lipschitzienne par rapport aux variables

z dés que l'une des n @&galités p, = r, est satisfaite.
Pl,.--,Pn 1 1

Hggothéée (h.C.6) :

Les fonctions oil de C(Rn_],R) sont suffisamment différentiables
r.+...+r
3 1 n
pour que la solution G?J de 1'équation — §”= 0 soumise aux
1 n
axl ...axn
données (I1.C.9) appartienne & :
+ooe
n n apl +Pn n
K®B®RV,R) ={¥ e CR ,R) : —————— V¥ e C(R ,R)} .
Pl Pn
09X, +..0X
1 n

Théondme (I1.C.3) :

Avec les hypothéses (h.C.5 et 6), le probléme (I.C.8 et 9) admet

. e n
une solution définie sur tout R .

La démonstration de ce théoréme est calquée sur celle du théoréme

(I.Cc.1).
Remarque :
Le résultat précédent généralise ceux obtenus par I.I. Glick [I],

J. Conlan et J.B. Diaz [L] qui supposent des conditions de Lipschitz par

-~

rapport a4 toutes les dérivées u ,» et ceux de V. Durikovic [E
pl""’pn

qui n'exigent ces conditions de régularité que pour les dérivées d'ordre

supérieur ou égal 3 min(rl,rz,...,rn).

D'un autre cdté, le théoréme d'unicité (I.C.2) peut aussi se

généraliser a 1'équation (I.C.8 et 9) avec l'hypothese (h.C.7).



Hypothese (h.C.7) :

Il existe pour tout entier k, m'-n fonctions yék) > définies
177" n
sur Q, non négatives telles que :
) ;k? . (x], X ) =1 et
Pyee+Py 1 n
f(x P z - f(x 4 z <
| £¢ 1? sX_y ( " "pn)) ( T , n’( pyses ’pn))(
k
ZP Y;) p(xlx' sX )
PpevePy Prec-Py
r r P,
1 n 1 n =
xClx, b ooz | ] s x| e -z 1)
1 n 1 n Py P, Pye-«Py
k A
pour tout (x],...,xn) € Qk Bk (u).s 2Nk .

(x satisfaisant 1'hypothése (h.C.3).

Théonéme (I.C.4)
Sous les hypothéses (h.C.3, 5, 6, 7) le probléme (I.C.8 et 9)

. e n
admet une et une seule solution définie sur tout R .

Remarque : Ce théoréme est a rapprocher de ceux de V. Durikovic Dﬂ.



D - RESOLUTION DU PROBLEME (I - D)

En 1959, Jan Kisynski [4] examina 1'équation

(I.D.1) Zey = f(x,y,Z.zx,zy)

soumise aux conditions initiales

z(x,g(x)) = o(x) X € [b,a]

. 26

(I.D.2)

z(0,y) = t(y) pour V € [—b,+b].

Moyennant certaines hypothé&ses de régularité il donna un théoréme

d'existence globale d'une solution par 1l'introduction d'une fonction M

définie su

déterminer une famille de semi-normes o et B

r

{(x,y) : 0 s x5 a, lyl < b} vérifiant une relation de la forme
(X ry X
K(1 + J IJ M(u,v)dv|du) + ‘g'(X)lJ M(u,g(x))du
o ‘g(x) o
(X
+ }J M(x,v)dv| + J M(u,y)du) g M(x,y).
g(x) o

Modifiant 1é

gérement cette fonction, il est alors possible de
A A
k

K jouant le méme rdle

k

que précédemment. Précisons les hypothéses :

Hypothese (h.D.1)

et vérifie

]

-

La fonction

g(0) = 0.

On notera ¢

g de C(R,R) admet une dérivée continue sur tout

= inf g(x) £ sup g(x) = dk.

k |x|sk |x|sk

Hypothese (h.D.2)

Les fonctions up € Cr_p(R,R), Yq € Cs_q(R,R) vérifient les

R



) r+s
relations de compatibilité suffisantes pour que 1l'équation ——?——§-= 0
0xX dy
soumise aux conditions
Bqu 8pu
(1.D.3) — (X,g(x)) =y (x) 0O0sqg<s —(0,y) =u(y) Osgp<r
3yd q 2P P

. et 2 -
admet une solution définie sur tout R~ et appartenant a
4P+q

HR®?,R) = (Ye C@RZ,R), "p v e CRZ,R)D.

X 3y

S, S1 et S2 désigneront cette fois les applications de C(RZ,R)

dans lui-méme :

Xy
( SY(x,y) = ( {( ¥(s,t)dt}ds
‘o “g(x)
y X
(I.D.4) { S]W(x,y) = J ¥(x,t)dt ~ g'(x) j ¥(s,g(x))ds
g(x) o
X
\ SZ‘{/(x,y) = [ ¥(s,y)ds

)
de sorte que (T3u) (x,y) =@"(x,y) + S? o S;F(x,y,U).

Aprés avoir introduit les fonctions majorantes :

2%y R 1 -
’—'—E (X,y) - -'"'r_ (X,y)l N pk(lx-xl SY)
X ax

S S

3 9 - 2 -
[~ =,y - ] s 0, (%, [y=y )
oy 3y

nous pouvons grace 3 la continuité des fonctions £ et @t déterminer

. 1 2
des fonctions Qk et Qk de C(R+,R+) telles que :



. 28

3'T . u 3 T.u _ _y8-1-q -
F ) == Gl < (e ] WO I g )y
er oxX Ck (s-l-q) !
si g(x) sy et gXx) sy
35T u | 3 T.u s—-1 dk s=1-q
| 3 (x,y) - Gy s @ (lx‘xl)+ J Wk (l( e o, (Ix=x[,m)dn])
3% 3%~ q—O Y (s-1-q)!
si g(x) 2y et g(x) =
ﬁuis
0" "Tye PR e LA PR
| (x,y) - @ l<o ply3D + [l LR 2 15,
3y Sy p= =0 P o (r-1-p)!
Hypothése (h.D.3) :
Les &quations intégrales :
- 5-1-q
o, (B =al@ v T (k)(lf G )
’ q=0 e (s=1-q)!
(1.D.5) 4, o-1=q
o Gy =l T m(:} Gend o s,mydn))
’ q=0 y (s=1-q)! ’
2 r-1 K x _nI=1-p
@26 oy o) =i+ [ W[ BT e sa)
p=0 o (r=1-p)!
admettent des solutions positives tendant vers O avec 6 uniformément

par rapport & X sur [;k,kﬂ.

ou y

Ces hypothéses conduisent au théoréme suivant :



Théoneéme (1.D.1)

Sous les hypothéses :
(h.B.1) fe C®RLR) [£Gy, (2, N € Jy,]lz )
(h.D.1) ge CR,R), g(0) =0
(0.0.2) u e CTP@®RR), v, e CTHR,R)

. ‘ .k s -
(h.D.3) 1lim pl’k(ﬁ,y) = lim p]’k(é,y) = 1lim pz’k(x,é) 0

-0 &0 §->0
uniformément sur [:—k,k] .
L'équation
( r+s p+q
3 u 9 u
— = £(X,¥sUyeeey o)
9% 3y sxPayd
(I.D) <

Bqu Epu
— (x,g(x)) = v (x), 0 s q <8, — (0,y) =u_(y), 0<pc<
ayd q 3P P

\

- . . P 2
posséde au moins une solution définie sur tout R".

Conclusdon.

D'aprés notre &tude, nous constatons que les trois problémes examinés,

r+s P+q
relatifs 3 1'équation — = f(X,¥,Uy0eey R s++.) admettent une
%" dy sxPay?

solution si la fonction £ de C(Rm,R) est lipschitzienne par rapport aux
seules variables zrq et zps ge {0,1,...y8=1}, pe {0,1,.0.,r~1}.

Ce résultat doit pouvoir se transposer sans difficulté@ aux €quations

u,, = f(x,y,u,ux,uy,u 2,uxy,u gl su 2)

X X
(1.D.7) y X y %Yy Xy

u(0,y) = A(y), uX(O,y) = B(y), u(x,0) = C(X),uy(x,yo) = D(x),

examinée par Vera Radochova [1] sous une forme simplifiée et



( aZmu du  du 32pu 32p+]u 82p+1u
—_— = f(X,Y,u, Ty T ( ) > ( p+1 p)y( P P+1))
axmaym 9xX oy axpayp X 3y ax" oy
(1.D.8) ¢
2p 2p
u

ap Up (X,O) =Yy (X), —'%_'—; (03}7) =4 (Y) P € {031"°'sm_]}

sx ay 3% oy P

considérée par Paolo de Lucia [l]. Au lieu d'approfondir 1'&tude de ces

problémes, il nous est apparu int@ressant de reprendre l'@tude de M. Winants

3 3 2
[l,...,ll] concernant 1'équation : azu -2 . f(x,y,u, 24 ’ ou ’ A )
39X dy 9Xoy X oy %3y

et de montrer que le théoréme de Tychonoff permet encore d'obtenir des
. PP 2 . . -
solutions globales définies sur tout R~. Le prochain chapitre sera consacré

a ce sujet.



CHAPITRE II

ETUDE DE QUELQUES PROBLEMES D'EXISTENCE GLOBALE RELATIFS A

3 3 2
au—au':f(xsy’u’—a"i!'a'li: au)

szay X0y ox oy 90Xy




IT. 1

Lors de son &tude sur 1'équation :

3 3 2
(II.O.]) 321.1 - o u = f(X,Y:Us _a-ll ’ _@_Ll s —'a'_l'l.—)
ax 3y  9xdy dx 3y ox3dy

M. Winants a remarqué tout d'abord que 1l'équation

22u 3

(1I1.0.2) =0 u(x,0) = u(0,y) = u(x,~x) =0

9X dy 3x3y2

admettait une infinité de solutions : I(x) + I(y) - I(x+* y) (I impaire

-~

appartenant & C3GR,R)) tandis que 1'é€quation :

3 3

) 3 . . - ~ o e

(11.0.3) 2u - - = x sin y soumise aux mémes données initiales
9x dy  Ixdy

n'en avait aucune.
Les problémes aux limites qu'il &tudia ensuite, ne présentdrent
pas cette particularité. Pour les quatre probl&mes examinés dans ce chapitre,

nous ferons les hypothéses suivantes :

Hypothese (II.0.1) :

La fonction £ de C(R6,R) satisfait pour tout (%,y,u,p,q,z)

de R6 la relation :
(I1.0.4) !f(anﬂ-‘:P’Qaz)I s ‘g(an9lUl+)p]+lql+}Zl) =

- 9, ul+lpl+lal+ 2D

avec Jx y fonction de CQR+,R+) sous—additive quels que soient x et y
3

Doy 0 <8 @+ ® ot tzo0.

Notons comme dans le chapitre 1, a la fonction définie a partir

de § par



W I

no

P(x,y,t) = sup J(x,¥,1).
Osgtst

On a

(11.0.5) P(x,7,t) s P(x,y, D I+t)  si ¢

W
(@)

c'est-a-dire
|£(x,y,0,2,0,2) | s $Cx,y,1) {1+|u]+|p|+|q|+|z]}

H(RZ,R) sera le sous—espace de C(RZ,R)

2
22 L cwiR)

X oy 0%y

HRAR) = {ve CRER) : v ,

et
ou ou 82u

(II1.0.6) F(x,y,U) = £(x,y,u(x,y), — (x,¥), — (X,y), (x,¥)).
' 9xX Ay X0y

La continuité de la fonction f permet de définir des fonctions
continues croissantes, non négatives sous-additives et s'annulant 3 1'origine

telles que :

r If(stsusP9q’z) - f(;sYau,P’q’z)l N wl’k(|x-§l)
lf(XsY:U’PstZ) - f(x,§,u,p,q,z)| N wZ,k('y—§,)
]f(x:Y:u»P’q’z) - f(x,Y;;’P’q’z)l N w3 k(lu_al)

(I1.0.7) ﬁ _ ’ _ keNlN
]f(x,y,u,p,q,z) - f(x,y,u,p,q,z)[ < w4,k(lp_pl)
lf(x:Y9usp9Q9z) = f(X,Y,u,P,a,Z)f N ws’k(IQ‘al)
lf(x!y,u!P:Q:z) - f(xsy’u:psqyz)l £ w6 k(lz_zl)

\ ’

Toutes ces relations sont satisfaites pour x, x, v, ; € [}k,kJ
U, U, P, Py 9y g4y Z, Z € [-ZNk,ZNk] Nk > 0,
On notera :

Mk = sup f(x,y,u,p,q,2) avec

Dy



II. 3

Dk = {(x,y,u,p,q,2) : IXHY’ < k, ’uls ]P' ’ Iq", }Zl BS ﬁk}-

La procédure utilis@e pour l'étude des 4 problémes aux limites

(II. A. B. C. D) est la méme. Elle peut se résumer ainsi :

1°) définition de 1'E@quation intégrale dont les solutions coincident
avec celles du probléme examiné.

2°) définition de la fomctiom L. et par suite de la topologie

A
2
de H®",R).
3°) évaluation des quantités
32T1u BZT-u - azTiu' azTiu _
k (x,y) - (x,9)| et |—— (x,y) - (%,y) |
X0y X3y X0y 9x 0y

intervenant dans la définition du sous-ensemble convexe compact du théoréme

de Tychonoff.

4°) Enoncé du théoréme d'existence globale.
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‘_f - RESOLUTION

DU PROBLEME (11 - A)

<:) Remarquons tout d'abord 1l'analogie entre les solutions du

probléme :

p
33u 83u = £(x,y,u du  Ju Bzu )
axzay 9X 3y ax 3y 90X 3y
(II. A) 4 ,
u,0) = o), u0,y) =t » & O,y =1,
3xX
L g (0) = 1(0) s'(0) = 11(0)

et les points fixes de 1l'opérateur Tl'

X
I1.A.D (T &y =@'1'(x,y) * J ds
o]

avec

(I1.A.2)

(§:(X,Y) = g(x)

Nous en déduisons

(II.A.3) 2 (T,w (x,5)
ax
a
(II.A.4) — (T, (x,y)
oy
a2
(II.A.5) (Tyu) (x,y
dXay
(:) Désignons par
tout X > O par

y

|

s
dt J F(r,s+t~r,U)dr
o o

X
+ 1(y) = o(0) + J [Tl(s+y)-r](s)]d3-
(o]

y X
o' (x) + Tl(x+y) - Tl(x) + J dt J F(r,x+t-r,U)dr
o )

s
[ F(r,s+y-r,U)dr
‘o

X
' (y) + Tl(x+y) - Tl(y) + J ds
)

x
) = ' (xty) + J F(r,x+y-r,U)dr.

(¢}

L la fonction de C(RZ,R) définie pour

A
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(I1.A.6) LA(x,y) = exp{A(|x| + L ly[)}.
2

Cette fonction admet les propriétés suivantes dont les démonstrations

élémentaires pourront &tre admises :

L) 1.2
(I1.A.7) ]J Lx(t,x+y—t)dt| < _LA(X’Y)
o) A
: xrr o2 1.2
(I1.A.8) |J {J LA(t,r+y-t)dt}dr| < 5 Lx(x,y)
o o 2
Yy o® 2 1 .2
(I1.A.9) ]J {J Lo(t,x+s-t)dt}ds| g — LI(x,y)
A 2 A
0 o A
X ry o 1.2
(I1.A.10) IJ dr J ds J LA(t,r+s—t)dt' § —3 LA(x,y)
o) o 0 2\

Soit Qk le compact de Rz = {(x,y) : [xl <k, |yl sk} (ket)

nous définissons sur C(RZ,R) et H(Rz,m) la topologie induite par les
A A

. k k
semi~normes ak et Bk :
Ak -1
(II.A.11) o (¥) = sup{|¥(x,y)]| L, (x,y)}
Qy k
A A A A A
k _ k k k k
(I1.A.12) ek ¥) = Max{ak (W),ak (\yx),ak (Wy),ak (wxy)}.

Introduisons les fonctions de CORZ,R)

X y s_
A (x,y) = I@T(x,y>| + !f ds f de J #(r,s+t-r,1)dr]
o o

o

ry

x s
(II.A.13) Al(x,y) = Max{Ao(x,y),MJ- ds dt J mz(r,5+t-r,l)dr[ }
o )

‘o

de sorte que
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| (T, 9| u? (r,s+t-1) dr|

A

V X ry (8
A (x,y) + AI(X,Y) [( ds | dt |
° ‘o ‘o ‘o

b

y s 9
‘ dt [ u_ (r,s+t-r)dr|
/ ; X

o o

+

A1 (x,y) l/][ ds
J

(o]

+
b

Al(x,y)Vq( ds [y dt [S ui(r,s+t—r)dr|

JO ‘0 -/o

+

y s 2
[ dt { u (r,s+t—r)dr[ .
' o Xy

A] (X’Y)/‘ [x ds
JO e

Pour (x,y) € Qk’ on peut écrire

\ ALAQx,Y)
°a) + a8, K(u) —Kee
(T u)y,y| s a
|, Nl s a @) K17k N S
k' "k
c'est~3~dire
A . 4e;k<u>
(11.A.14) o (Tlu) < ak(Al) {1+ }
xk/zxk

Définissons maintenant les fonctions :

y (X _
AZ(X’Y) = I‘é' @:kx,y)l +V|J dt J $(r,x+t-r,1)dr|
oxX o]

(o}

Tl 7
(I1.A.15) A, (x,y) = Max{Az(x,y),[J dt ( P (r,x+t=r,)dr|}

o] ‘0
rx [s
A ny) = | =66y |+ || ds | Bex,sey-r,Dar]
oy o ‘o
X 3 -2
(II.A.16) As(x,y) = Max{AA(x,y),V [ ds J 0 (r,s+y-r,1)dr|}
) )

X
A6(x,y) = \T;(x+y)\ + SJ @(r,x+y—r,1)dr\
)

G
(IL.A.17) A7(x,y) = Max{A6(x,y), IJ P (r,x+y=-r,1)dr| }
)
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Ces fonctions nous permettent d'écrire :

A

A . 48, (@)
(I1.A.18) o ((Tjw) ) 5 o (A7) {1 + ———)}
e
A
Ak 0 4Bkk(“)
(IT1.A.19) o ((T‘u)y) € ak(AS) {1+ }
V2 Mo
A
M ' o 48kk(u)
(I1.A.20) oy ((Tlu)xy)s ak(A7) {1 + = }
k
En choisissant pour A 1la fonction Max{Al, A3, AS’ A7} et
(I1.A.21) Nk = a;(A) nous écrirons :
Me i
Ak 4Bk (uw) A 4Sk (u)
OLk (T]u) < Nk{l + W} OLk ((Tlu)x) < Nk{l + }
k "k kk
A A
A 48, () A 48, (w)
N ((Tlu) )g Nk{l + e} oy ((Tlu)x ) < Nk{l + —————}
4 A Y o

et nous concluerons que le choix :

(IT.A.22) Ak = Max {3/§é Ni(% 8Nk’ 64Ni} implique la relation :
N N
(I1.A.23) B (W) s 2N => By (T\w s 2N .

(:) Formulons 1'hypothése

Hypothese (II.A.1)

Les fonctions o, T, T de C(R,R) admettent des dérivées

'

Oy Ty T continues.

On pose alors
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a, = sup lc'(x)[ bk = sup |T'(X)| ey =  sup fIi(x)l.
x| <k |x| sk x| sk

Il résulte de la continuité des fonctions g¢', 7', r; sur [}k,k]
1l'existence de fonctions continues, croissantes, non négatives sous-additives

nulles 3 1l'origine o telles que :

7,k
- - _
|o' () = o"(®)]| 5 v, L (xx])
(II.A.24) { 7@ = ] 5wy (X))
\ [T = @ 5wy (xx])

Nous en déduisons pour %, x, y et y de module inférieur 3 k :

| €y = G/Guy)| s a|xx| + k ¢ [xx]

| G (x,y) - G x| s by ly=y| + k ¢ |y-y|

Ia @T 28, _ _ _
(x,y) - &,y)| s w (|x=-x|) + 2¢, |x=x
3% 3% 75k === k]
2 G » & _
| (x,9) - )| < e ly-yl
9x oxX
» & 5 G, _
|—— (x,y) - x| s ¢ |x-x]
oy oy
S S el vy ;
x,y) - x,¥) s 0;  (ly=y]D) + 2¢ |y=y])
oy 5y 7,k k
o2 S SN _
I (x,y) - 7] s w ({x-x])
X dy X 9y 752k l
132 s 52 o l _
(x,y) - (Xs}’) S w (IY‘}’ ).
3x 3y 3% 9y 752k l

En tenant compte des relations (II.0.7) avec ﬁk = Nk LX (k,k)
k

et de :
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2

| o u 82u

(1I.4.25) N <0y (Uxl vy xe [H6K]

X+y, x+ye [-2k,2K ,

(x,y) -
X0y X3y

nous écrirons

|F(r,x+y=-1r,U) = F(r,x+y-r,W)]

(|x-x|) + w (Ju(r,x+y=r)-u(r,x+y-1) |)

“2, 2K 3,2k

+ w4’2k{]ux(r,x+y-r) - ux(r,§+y-r)!}
+ w5,2k{|uy(r,x+y-r) - uy(r,§+y—r)l}

+ w6’2k{|uxy(r,x+y-r) - uxy(r,§+y—r)]}

de sorte que pour X, y, X tels que x + y, X + ¥y € [}Zk,Zk] et r e [fk,k]

|F(ryx+y-x,U) = F(r,x+y-r,U)| £ w (|x=x]) + (Zﬁk |x-x|)

2,2k 3,2k

(s,|x-x|)ds]|)

- - r|
(2N, [x=x[) + wS,Zk(!JO P2k

T W, 2k
* g oxlPo k Urls [x=xD 3.

Posons :

(I1.A.25) Ql’k(é) = {w2,2k(6) + w3,2k(2N2k ) + w4’2k(2N2k6)} k + w7’2k(6)
k s
(II.A.26) pl’k(é) = Ql’k(é) + Mz’kd + Jo w5,2k(lJo pz’k(r,d)dr[)ds +
rk
+ (r,8))dr.

J e 2k P2,k
o



Nous trouvons facilement que

BZT u BZT u
(X, y) -
9xX0y %3y

)| 0 (Uxx]).

D'un autre cdoté, nous pouvons évaluer

Y u 32T u
- (X,y) -
9xXoy 0X3y

|

(x,¥) ] ¢ w7,2k(lY‘§|) +

X
l[ F(r,x+y-r,0) - F(r,x+y-r,U)dr]|
‘o

et trouver :

BZT u BZT u _ _ X _
(x,3) - G | s 9 vy + l[ wg g 109 1 (5 [y=y [ 3dr]
9x3y 9xXJy e

|
b4 s -
. yjo o5, ai(l] 99y (e lyFarDas

(:) Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme

suivant

Théoneme (II.A.1) (existence) :

-~

Sous les hypothéses :

6
(h.0.1) fe CR,R) |f(x,y,u,p,q,2)] s J(x,y, ul+|p[+|a|+|z])
(h.A. 1) Les fonctions o, T, T de C](R,R) définissent une fonction
€ de HE R

(h.A.2) L'équation intégrale :

X (S
L op (x,8)drl) + w (o, (5,8))1ds]

P(:8) = 2y L (6) + No{w5,2k<

.

k 6,2k

o

admet une solution positive tendant vers O avec & uniformément par rapport

4 X sur [jk,k].
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. PR : 2
l Le probléme (IL.A) admet une solution définie sur R .

Vémonsthation :

Elle ressemble & celle des théorémes d'existence établis dans le

premier chapitre. On définit le sous-ensemble convexe compact pour la topologie

de H®RZ,R).
, A 2 2 - -
(e HEELR) &8 (0 s 2N, |2 oy - 2GR e, (5 1yeYD)
3x dy 3x oy ’
A= S x|, %] < K
2 - -
L 25 R,y - 2 x| < o, xx]) pour{ |x—=x|,|y=y| < 8
39X 3y 9xX 93y i

ey | fery | [ty )< 2k

La compacité de A, résulte en fait de celle du sous—ensemble A’

défini comme dans le chapitre 1| & savoir :

e A

2 k 3 3 - " -
ue HIR™,R),B, -~ (0) 5 2N ,| = (x,9) - == (x,9)| s 0, , (Ix=x],y)
k k 1,k
90X 90X
L d 3 - oY -
A s 2 (k) - 22 ()] < 0y k(x,Iy—yl) et
‘ oy oy ’
3 d - = =2 du = ==
R O R IR A e R RO RN RO BT
3x 3% oy dy
(les fonctioms S et 8 sont des primitives des fonctions p et
1,k 2,k I,k

pz,k)’

T1 est un opérateur continu de Al dans A1 de sorte que le

théoréme de Tychonoff peut s'appliquer.

Remarque (A . 1) :

L'hypothése (h,A.2) est automatiquement satisfaite dés que les
. .. ' s - .
fonctions w5’2k, w6,2k sont linéaires (c'est-3d-dire dés que la fonction £

est lipschitzienne sur tout compact par rapport aux variables q et z).
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Remanguz (A . 2)
On peut &crire la relation (II.A.4) sous la forme :
52 ry
(II.A.27) T wxy) =y"(x+y) - | F(xty-r,r,l)dr
3xdy CX+y
de sorte que 1'hypothése
Bzu 82u - - sk
(I1.A.28) l (x,y) - (x,7)]| ¢ 0, k((x—x{,y) x+y| < 2k
X3y axay ’§+y[ < 2k
nous conduit & &valuer
| F(x+y-1,r,U) - F(;+y—r,r,u)l $ v, 2k(|x—§]) +
?
+ w3,2k(2N2k'|x—x]) + w5,2k(2N2k,’X_Xf)
r —— — — —
¥ wa,zk(‘JO Pyl dsy +ug o oy (xmx]o)
puis comme dans (II.A.24 et 25) 3 poser
(I1.A.29) ﬂ],k(é) = w7’2k(6)+k{w],Zk(6)+w3’2k(2N2k 6)+w5,2k(2N2k6)}

et
- - k (ro_
(II.A.30) Qz’k(é) = Q]’k(é) +2M, 6+ 2 Jo w4,2k(|[ o1k (8,8)ds]|)dr

J

h 5
+ ) Vg ox {pl,k (8,r) }dr.

Nous obtenons comme précédemment :

BZT u BZT u _ _ _
| (x,y) = 9] s o, L y=y D)
9K 3y X 3y *
BZT u BZT u
et ! (er) -

(;,y)l < w ([x-gl) + M fx~§l +
X 3y X dy 7’2k 2k

12
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y -
[ [Faeymr e ) = FGay=r,r ] dr]
J x+y

I1 nous faut alors distinguer les cas x, x <0 et x, x > 0 :

82T u azT u
dans le premier cas | (x,y) - (x,y)| est majoré par
3xX 3y d% dy
(Y rr _
Z -x - ds|)dr +
Q]’k(lx Xl)*"—k w4’2k(‘;o pl,k(IX Xl,s) s!) r

y

+ { ([x—gl,r)dr.

w6,2k(pl,k
ek

tandis que dans le second cas, nous obtenons :

- - k r _ _ k
Ql’k(1x—x|) + Jy w4,2k(lJo o]’k(|x-x|,s)ds])dr + fy w6’2k(pl’k(§x—x!,r)dr.

Cette remarque conduit au théoréme d'existence :

Théonéme (II.A.2)
Avec les hypothéses :

(h.0.1) f € CCRé,R) : )f(x,y,u,p,q,z)] < @(x,y,]u]+]p]+]q\+]z[)

(h.A.1) Les fonctions g, T, 3 de C‘(R,R) définissent une fonction Gi
de H®%,R).

(h.A.3) Les équations intégrales :

_ y %5
(ILA3D - 5, (8,3) = 2, |, (8) + '(—k{%’zk['}o 0 (8,9)ds] + wg o (o, (8,0)) 1dr

- rk (r
(I1.A.32) o (§,y) = 2 . (8) + Jy {“4,2kEJO ok(s,s)ds] g 9 (0 (6,1)) Hdr

admettent une solution positive tendant vers O avec & uniformément par

rapport 4 y sur [fk,k}.

Le probléme (II1.A) admet une solution définie sur Rz.
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Naturellement 1'hypothése (h.A.3) est satisfaite das que les
fonctions m4,2k et w6,2k sont linéaires (c'est-d~dire dé&s que la fonction

f est lipschitzienne en p et 2z sur tout compact).

Conclusion.

Dans [ld], M. Winants appliqua la méthode des approximations suc—
cessives, en supposant que la fonction f #&tait lipschitzienne par rapport
aux quatre derniéres variables wu, p, ¢ et z. Il montra par cette méthode
1l'existence d'une solution (nécessairement unique) a4 1'intérieur du domaine
{(x,y) € Rz t:0sxga O0Og<ys<a x+y<bl en affirmant méme 1'impos-

sibilité de la prolonger & 1'extérieur.

L'unicité de la solution peut &tre facilement obtenue en supposant
que la fonction f est lipschitzienne en u, p, @ et =z, il suffit de
suivre pas 4 pas A. Bielecki [l] pour constater que,dans ce cas, I, est une

1

contraction.



IT. 15

B - RESOLUTION DU PROBLEME (II - B) ,

(:) Recherchons comme M. Winants [9 - p. 287] 1'opérateur T2

permettant d'écrire sous forme intégrale les solutions du probléme

3 3
) ]
r 2” -2 u2 = g(x,y) = (x,%) = p(x)
9x Jy 9X3y 0xX
(II1.B.1) <
au J u
— (x,%x) = v(x) (x,%x) = x(x) u(0,0) =u
ay Bxay o
\
83u 33u
La solution générale de 1'équation - 5 = g(x,y)
9X Jy 3X3y
' Xy Xy
étant : u(x,y) = p(x) + q(y) + [ ! m(s,t)ds dt + ( | P(s+t)ds dt
‘0 ‘0o "O ‘o
s
avec m(s,t) = ( g(g,s+t-£)de, 1l nous faut déterminer les fonctions Ps ¢
‘0
et P.
Nous avons : u(0,0) = p(0) + g(0) = u
S X X
— (%,x) = p'(x) + ( m(x,t)dt + ( P(x+t)dt
ax ‘o ‘o
u ry ry
— ) = ¢'(» + | m(s,y)ds + | P(s+y)ds
oy ‘0 ‘0
et S _u (x,%x) = m(x,x) + P(2x)
9x 93y
de sorte que : P(x) = X(ED - m(§', 25
2 2 2
rx ] X s
p(x) = p(0) = | {u(s) - [ x(EEydt}as + J (| mEEE, 225 (s, )]delds
‘o ‘0 2 o ‘o 2 2
et
ry t y gt
q(y) = qC0) = | {v(t) - [ x5y dsde + [ {[ En(—S-tE , 25 - m(s,t)]ds}dt.
‘o ‘0 2 ‘o0 -0 2 2
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Soit alors :

X Yy X ¥y
(I1.B.2) @z(x,y) =u + | u(s)ds + | v(t)dt + ( {[ x(-s-:f'-)dt}ds .
° o ‘o 'y s 2

La solution du probléme (IT.B.1) s'écrira

s+t s+t

X (Y
(I1.B.3) u(x,y) = G:(x,y) - [ {[ [m(=— , =) - m(s,t)]dt}ds
. ‘y -s 2 2

ou encore compte tenu de la relation 3

8

+ +

m(§~£ , §~£) - m(s,t) ='J g(r,s+t-r)dr
s+t

2 2

B

2

X ¢y 8
(I1.B.3bis) u(x,y) =<§;(x,y) + J {f (( g{r ,s+t-v)dr)dtlds
y's ‘st
2

I1 nous est possible, dés lors, de définir l'opérateur T2 :
'8

X [y ¢
(1I1.B.4) T2u(x,y) =(§;(x,y) + J {J (| F(r,s+t~-r,U)dr)dt}ds
y s srt -

qui est la représentation intégrale des solutions du probléme (II. B).

On peut écrire :
, ,

16

3 7o x+t (y X
— (Tyu)(x,y) = u(x) + J x(=5)de + J {J F(r,x+t-r,U)dr}dt
ox b 4 7YX x4t
2
3 X s+ rx rS
(I1.B.5) ¢ —_ (Tzu)(X.y) = v(y) + J x("'z'z)ds + | {| F(r,s+y-r,U)dr}ds
3y y Y Cyrs
2
82 + X
(T?_u)(x,y) = &Ly + " F(r,x+y-r,U)dr.
Bxay 2 Jm
~ 2

C) Désignons par LA la fonction de C(RZ.R) définie pour tout

A >0 par

(11.B.6) LA(x,y) = vch A(x~y).
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Cette fonction admet les propriétés suivantes dont les démonstrations

peuvent étre admises.

2 (X 2 12
(1I1.B.7) VY(x,y) e R : | | L) (s,x+y=s)ds| s = LI (x,y)
* Xty A
2
2
9 X s, Ly (x,y)
(11.B.8) ‘V(x,y) e R™ : } [ {[ Lk(r,s+y—r)dr}ds]s 5
Yy ‘yts A
2
2
2 rx (y 2 L)\(XQY)
(I1.B.9) V(x,y) € R™ : | { {( Lo (r,x+t-r)dr}dt!| <
! A 2
‘y ‘ytt A
2
2
2 (X 1y s 2 L)\(X’y)
(I1.B.10) VY(x,y) € R® : | | ds | dt(/ Ly (v,s+t-r)dr) | § ———
‘y ‘s - s+t by

2

Nous conservons les mé€mes notations que dans la partie II.A 3 savoir

Ak Ak
Qk = {(x%,y) : |x| sk, |y| sk} et les semi-normes o s Bk :
" -1 2
(II.B.11) o vy = sup{[?(x,y)lLA (x,v)} ¥ e C(R,R)
Q k
A A A A A

(1.8.12) 8 (¥) = Max{akk(W),ak () o (wy),ukk(wxy)}.

Introduisons les fonctions de C(RZ,R)

X 8 ¢8
B (x,y) = l@;?x,y)l + l( {[ ([ ¥(g,s+t-g,1)dg)dt}ds |
./'y Jy J_S__t‘_:'_
2

// (X ¢S s =2
(II.B.13) Bl(x,Y) = Max{Bo(X,Y), II {[ ({ J (E,S+t‘€,1)d€)dt}d5|}

.’y 1'y Js+t
2
de sorte que (comme pour II.A.13)
A
A o 48 k(u)
a, (Tou) € a, (B ){1 + ————r}
k 2 k1 oo

k 'k
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A A
k
" 4, () e 4
a, (Tou) ¢ N {1 + ——1} a ((Tow) ) ¢ N {1 + }
k 2 k A k 2% k )
k k k
A A
k
A 4Bkk(u) K ABk (u)1
O ((Tzu)y)s N 1+ ¥ o ((TZU>Xy) sN {1+ =
X
k k
et concluerons que le choix
_ 3 2/3 2
(II.B.21) A, = Max{ /E/INk » 8N, 64N}
implique la relation :
"k N
(1I1.B.22) Bk (u) « ZNk ==> Bk (Tzu) < 2Nk.
(:) Formulons maintenant 1'hypothése
Hypothese (II.B.1)
Les fonctions 'u, v et y appartiennent & C((R,R).
On pose alors : a = sup ]u(x)l, b, = sup {v(x)l s
k k
x| sk Ix|sk
c, = sup [x(x) |-
x| sk

D'un autre coté, la

continuité de ces fonctions entraine sur

19

i

1'existence de fonctions continues, croissantes, non négatives sous—additives

w7’k telles que : .
[0GO = v | s 0y (xx])
(II.B.23) \ lv(x) = v(x)| g w7,k({x %)
Ix(x) = x(x)] < w7"(lx-§!) pour x, X € |-
L ‘”7,k(0) =0

l-k,ki
- ~
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Nous en déduisons :

‘G;;(X,y) - <§;(§,y)l s (a + 2k ck))x—E]

| @;(x,y) - GZ(X,§)I s (b + 2k ck)\y~§\

l4i-(§;(x,y) -2 G;;(E,y)t < w7,k(lx-§l) + 2k w7,k(15151) + ck{x—;
9X P:¢ 2

2 Gy -2 G| s o ly-y|

X 2 ox 2 k

= @;(x,y) - ~a“§Z(§,y)! S ck]x—§|

oy 3y

"g' @;(XSY) - _2’ @;(Xs§);

IN

=z ¥y, =
w7,k(|y vl) + 2k w7’k((—-ﬂ) * e ly y!

3y 3y 2
22 G 32 G -
2 2 = X=X
l (x,y) = G| s wy  (5=D
3X3y 3Xdy ? 2
% Gi; 32 Gi; _ -
| (x,y) - Y| < v, ()
9x3y Ix0y > 2
puis tenant compte des relations (II.0.7) avec ﬁk = Nk LA (k,k) et
k
Bzu 82u - - -
(II.B.24) l (x,y) - x| 0, (& ]y=y]) x € [~k,Kk]
x93y X0y ? B _ _
X +y, x +ye€ [-2k,2k]
nous écrirons :
- - - | [ = _=
| F(r,x+y-r,U) F(r,x+y-r,l)| < w2’2k(]x x|) + w3,2k(2N2k1X x|)
- - (T .
+ w4,2k(2N2k|X—X!) + w5’2k(§}7 wz’k(s,[x~X|)ds[)

, o O R ES!
+ w6,2k{“2,k(r’*x XD,
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Posons comme dans la partie II.A

(I1.B.25) Q]’k(é) = {w

2,2k(8) F wg g (N5 80 + w0 (2N ) Jk + w

7,269
et
rk
2 = .
(I1.B.26) ”1,k(5> Q]’k(é) + M, 8+ 2k w5’2k(1}_k pz’k(s,é)ds[)

k

+ w (p (r,8))dr.
J 6,2k772,k

Nous trouvons facilement que

82T u SZT u
|2

(X3Y) -

X3y X3y

(%,y)] < 0, k(ix—i]).

D'un autre c6té, nous aurons :

2°T, u S T )
| —— (x,y) - oy | s wg o (ly-yl) +
%9y oxaIy ’

x X
" IJ Fr,x+y,r,dr - J _ Flr,x+y,r,U)dr|
X_+.Z X+y
2 2
soit pour x <y, x < ;
BZT u 32T u _ . )
|—— (x,y) - —— 0| e, Uy-y)+ |y-y +J N (J (e 193y dryds
dx3y sxdy 1,k L vyl 05 1] g (ol 5|
rk
w6,2k{pz,k(f,?y-yl)}dr
et pour x >y, X > ;
azT u WZT u

2 ’ - - -
| Ty (x,y) - oy GV L8 Uy M {y-yl +
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X

X s _ i
+ J_k w5,2k(f_k Oz’k(r,]Y'Yl)dr)ds + j_k w6,2k(02’k(r,)y—y]))dr,

() Nous sommes maintenant en mesure de formuler le théoréme :

Théoréme (II.B.1) :

—
Avec les hypothéses :

(h.0.1) fecmﬂa)lf&dnhquﬂ < 0Cx,y, |ul+|pl+lal+|z])
(h.B. 1) les fonctions yu, v et y appartiennent & C(R,R)

(h.B.2) les équations intégrales :

k k k
_ [
(11.B8.27) pk(x,é) = Qz,k(é) + JX wb,Zk(J pk(r,d)dr)ds + waé,Zk(pk(r,S))dr
° rx (S rx
. = I's i
(II.B.27bis) ok(x,ﬁ) Qz’k(é) + J_ka’Zk\J*kok(r,é)dr)ds +J_km6’2k(pk(r,6))dr

admettent des solutions positives tendant vers (0 avec ¢§ uniformément sur

le compact I:—k,k] .

Le probléme (I1.B) admet une solution définie sur Rz.

La démonstration de ce théoréme est analogue d celle du théoréme

(I1.A.1). Le sous—-ensemble

-
A 2 2
2 k 8 8 - 4 i}
ue HRO,R): B, (u) € 2N, | —— (x,y) - ——— x,9)| € 0,  (x,]y=y
k k 2,k
9%y X3y i
Ay =
2 lxl, Ix] « &, [x-x! <
3 u - . | - '
| (x,y) - x5 oy k(&X*XI) pour o
9%x3y 9x3y g [ty by [xry ], [xvy | ¢ 2k

est convexe et compact pour la topologie de H(Rz,R). T2 est un opérateur

continu de A2 dans AZ de sorte que le thé&oréme de Tychonoff peut s'appliquer.
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Remarque (B . 1) :
Dés que la fonction f est lipschitzienne sur tout compact, par

rapport aux variables q et 2z 1'hypothése (h.B.2) est satisfaite.

Remarque (B . 2) :

En écrivant la derniére relation de II.B.5 sous la forme

2 {-——l’”
(I1.B.28) 3 (Tzu)(x,y) = X(Eil )+ 2 F(x+y-g,g,U)ds
X3y 2 'y

nous aurons l'analogue du théoréme (II.A.2) et concluerons en 1l'existence
d'une solution du probléme (II.B) sous les hypothéses (h.0.1), (h.B.1) et si la

fonction £ est lipschitzienne en p et =z sur tout compact.

Remarque (B . 3)
Le théoréme qui vient d'&tre établi ne concerne nullement 1'unicité

comme le montre 1'exemple suivant : u , T U, = 15(y—x)|u||/3 qui admet
x7y Xy
les deux solutions u, =z 0 et u, = -L-(y—x)6.
: 2 6

Dans [8 - Q], M. Winants a en fait examiné 1'équation

83u 83u Ju au 82u
2 - = f(X’Y)u’ - 2 e ] — )
dx dy 3xoy X dy dx dy
3 82
soumise aux conditions initiales : u(x,x) = & (x,x) = —~% (x,x) = 0.
Ix 3x

Moyennant une condition de Lipschitz portant sur les variables
u, p, 4, z 1l montra l'existence d'une solution (unique) dans le domaine

V={(x,5): 0Osx5a 0<g5yc<a, |xvylsct.

Ainsi que nous le sigualions dans la partie précédente 1'unicité
de la solution du probléme (II.B) sera obtenue si la fonction f est

lipschitzienne sur tout compact par rapport 3 ses 4 dernidres variables.
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C - RESOLUTION DU PROBLEME (11 - C)

Nous poursuivons notre &tude sur l'@quation de M. Winants

33 83 d 9 82
2u - == £(x,y,u, = , 2, 2% avec les conditions initiales
X 3y 0Xay X oy X0y
u(x,0) = o(x), <2 (x,0) = 0, (2, ulx,x) = v(x)
oy
(I11.C. 1)
5(0) = ¥(0) 5" (0) + 5, (0) = ¥'(0).

C) Nous commencerons par définir l'opérateur 7T, permettant

3

d'écrire sous forme intégrale les solutions du probléme

3 3
( 2w 2 5 s ) ¢ e CRl.p
9X ody X3y
(II.C.2) 4
1,0 = 0t 2 (x,00 =0 (0wl = v
dy
\

Suivant la procé&dure du paragraphe précédent, nous écrirons la

solution générale du probléme (II1.C.2) sous la forme :

y X
(II.C.3) u(x,y) = p(x) + q(y) + H(x+y) + [ {] m(s,t)dsl}dt
5 Jy
X
avec q(0) = H(0) = 0 et m(x,y) = J g(&,x+y-£)deg.
o

Pour déterminer les fonctions p, ¢ et H nous utiliserons les

conditions aux limites ; c'est-i-dire :

o(x) = p(x) + H(x)
fX
(o &) =" 0) + B G0 + | m(s,0)ds
e
y(x) = p(x) + q(x) + H(2x)

\

24
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X
de sorte que H'(x) = 0,(x) - ( m(s,0)ds - ¢'(0)
‘o

X X
H(x) = [ [01(3) - q'(O)]ds - ( (x-s)m(s,0)ds
‘0 e
X X
p(x) = o(x) - { [61(3) - q'(O)]ds + [ (x~-s)m(s,0)ds
‘0 0
y
q(¥y) = y() - o(y) + [ {OI(S) - ¢'(0)}ds -
‘0
ry r2y 2y
- ’ (y-s)m(s,0)ds - } [61(5) - q'(O)]ds + ( (2y-s)m(s,0)ds .
‘0 ‘o ‘o

La relation (II.C.3) s'écrira, compte tenu des relations précédentes :

y 2y
(II.C.3bis) u(x,y) = o(x) = o(y) + v(y) + { o](s)ds - J ol(s)ds
‘X X+y

Yy ¥ X y
+ J { J m(s,t)ds}dt + J (x~s)m(s,0)ds - [ (y=s)m(s,0)ds
o y o -0
2y x+y
+ ( (2y-s)m(s,0)ds - [
‘o ‘0

(x+y-s)m(s,0)ds.

Définissons :

y
(11.C.4) (§;(x,y) =o(x) - ao(y) + v(y) + ( fo,(s) - o (s+y)}ds

‘X

et 1'opérateur 1, de CGRZ,R)

3
vy X X
(1I.C.5) (13g)(X,y) = { {{ m(s,t)ds}dt + [ (x~s)m(s,0)ds
'}O .)y ‘0
4 2y (x+y
- (y-s)m(s,0)ds + { + (2y=-s)m(s,0)ds - ’ {z+y~5)m(s,0)ds
) ‘o )

X
g (&, x+y~£)dg).

{
(m est toujours la founction m(x,y) = |
‘o
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En remarquant que 13g(y,y) =0 et

3 ry X Xty
= (L ey = | mGrode + | n(s,00ds - | m(s,0)ds
X o ‘o ‘0
ry Xty
= | m(x,t)dt - | m(s,0)ds
‘o Ix

y
= ( En(x,t) - m(t+x,0)]dt

X
{ j g(E,x+s-£)dg}ds

‘o sS+x

[

(XY s
nous avons (13g)(x,y) = J [ ‘ {( g(E,s+t—£)d£}dﬁ]ds.
y ‘0 “‘t+s

L'opérateur T3 est défini par :

X ry
(1II.C.6) (T3u)(x,y) ==@;(x,y) + [ {J

Y

]
[[ F(g,s+t-g,U)de]dt}ds

0 ’s+t

d'od 1l'on déduit

3

26

y s
(11.C.7) ——-(T3u)(x,y) =o'(x) + ol(x+y) - UI(X) + [ {( F(g,s+x-£,U)dg}ds

X ‘o0 ’s+x

(I1.cC.8) ——-(T3u)(x,y) Y'(y) - o' (y) + o](y) - 201(2y) + 01(x+y) +

X ¢S ty vy
L resmsmacias - [ Feigrecunasiac
‘y sty o - t+y

et

2

3 T, u X

) (x,y) = oy (x+y) + | F(&,x+y-£,U)dE.
09Xy I x+y

(1I1.C.9) (
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(:) Désignons par LA la fonction de C(RZ,R)' définie pour

tout A > O par
(II.C.10) L, (x,y) = exp{aQ3[y| + |x-y[)}.

Cette fonction vérifie différentes propriétés

Lemme (C . 1)

2 X 2 1.2
(II.C.11) Yix,y) e R ! Ly (€sxty=£)de] = L (x,y).
“xty by

En raison de la symétrie présentée par la fonction LA’ nous

pouvons nous limiter au cas x > O.

2
ler cas : 0 < x g y. LA(x,y) = expi(8y-2x).

Xty 2 X+
J L) (g, x+y=-g)de = [ exp A(6|x+y-g| + 2|x+y-2¢])de
X ‘X
(Xry Xty
= J 2 exp A (8x + 8y - 10£)dg + [ - exp A(4x + 4y - 28)de
x ‘xty
2

exp A(8y - 2x) + —L-exp A(3x + 3y)
10X 2x

I

mais dans ce cas 3x + 3y g 8y = 2x de sorte que :

[

2
LX(E,X+y-€)d€I < 3 Li(x,y)-
‘x 5X

28me cas : 0 < y £ x. Li(x,y) = exp A(4y + 2x%)

X+y 2 rxty ,
( Ly (&, x+y-£)de = | exp A(4x + 4y = 26)dE s — exp A(4y + 2x)
X “ ‘x 2)

c'est-d~dire

27
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X+
2
[ eyl « 212y

‘X 2
o 2
3éme cas : -x £y g O. Lx(x,y) = exp A{(2x - 8y)
X 2 X
Lx(g,x+y—g)d£ = ( exp A(10f - 8x - 8y)dg
Jx+y ;X+Y
< exp 2(2x -~ 8y)
10X
X
2 1 2
| Ly (E,x+y-£)de] s L (x,y)
T Xty 10X

4éme cas : y £ - x g 0, Li(x,y) = exp A (2x - 8y)

Xty
X 2 2 2 X 2
J Ly (€,x+y-£)de = J L2(c,xey-e)de + | L3 (€, x+y=£)dg
Xty xX+y 'X+Z

2

x+
(X
= 2 exp A(=4x - 4y + 2g)dE + exp A2(10g - 8x - 8y)de¢

’ X+y J X+X
2

< L exp 2 (=3x - 3y) + 1 exp A (2x - 8y)
2 10X v

mais dans ce cas -3x - 3y < 2x - 8y de sorte que

rX
1 eyod] < 2 ey

‘x+y 5A

Le lemme est entiérement prouvé.

Lemme (C . 2)

y Lz(x ¥)

3 ~ ’

(I1.C.12) ka,y) € Rz | L:(x,t)dt1 < A
‘o 2

28
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On peut se limiter en raison de la symétrie au cas y 3z O.

ler cas : x < 0.
y y - -7
( Lf(x,t)dt = exp(- 2)x + 8)t)dt = —L-{e 2hx+8ly _ e ZNX}
o Jo 8
¢ L TM2x8y) 1 Lf(x,y).
8 8y
2éme cas : 0 < x £ y.

X y
[ Li(x,t)dt + ( Li(x,t)dt

—
=
> N
~
»
t
N
(o9
ct
it

) e - X
X ry
= ( exp M(4t + 2x)dt + | exp 2 (8t - 2x)dt
‘o ‘X

—L-exp(6kx) + ~L-exp A(8y - 2x)

4. 8A

N

—L-exp A8y - 2x) = —L—Li(x,y).

2 2X

A

3éme cas : y £ x
ry ) y ]
| L) (x,t)dt = ( exp A(4t + 2x)dt § — exp A(4y + 2x)
"O /O 4)\
s - L‘:'(x,y).
4r 7
Remarque :
2
(y 2 LX(X,Y) 2
(I1.C.13) | Lk(y,t)dt] < pour tout (x,y) € R™.
e 2
Lemme (C . 3)
— 2
y LT (x,y)
(II.C.14) V(ix,y) € R2 : I[ Li(s,y)dsf < 2

*X 2X

29
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Toujours pour y > O, examinons les deux cas X <y et x 3 y.

ler cas ¢ x < y.

Y I 1.2

( exp(8iy - 2Xis)ds ¢ — exp(8iy - 2ix) = — Lx(x,y).

‘X 2 2)
2éme cas : y £ X.

x 1 1.2

{ exp(4\y + 2Xis)ds < — exp(4iy + 2Xx) = — L)(x,y).

‘y 2% 2 X '

Lemme (C . 4)
2
2 Yy (X 2 L)\(X,Y)
(I1.c.15) Y(x,y) e R ]( {| LA(s,t)ds}dt] < 5
‘0 ‘y 8)\

pour lesquels

Toujours pour y > 0O, nous examinerons les cas

(x,9) € (I) = {(x,y) =y20 x>y}
(%,7) € (II) = {(x,y) : y2 0 x5y}

2

2 . -
Lx(x,y) est respectivement égal 3 8x2L2(X,y) ou &
9x3y A

-16x2Lf(x,y).

ler cas : (x,y) € (I).

Y IY 1 2 2 2 2
f {}x L (s,t)ds}dt = g;i-{LA(X,y) - LA(X,O) - Lk(y,y) + Lx(y’o)}

‘0

1
== {exp A4y + 2x) - exp 2)x - exp b6iy + exp 2:y}

81

1 2
-7 L/\ (%,¥) .
8)\ )

"m
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2éme cas : 0 £ x < y.

[[ Li(sst)ds dt = —5 {Li(y,X) - MY L O, 2

4 (1) 8\

[

}

Yy 42
([ Lf(s,t)ds dt -—15 [ {f Lf(s,t)ds}dt
*(2) 8x" -x -t 93xdy

y (2)
- L 2 - 2 e
8.7 -x 3y oy 4
(2)
avec Li(t,t) = 4Ae6xt.
3y
’
(x,y) (v,y)
(:> (3)
(2)
(x,%) (y,x%)
(N ©)
X X y >

2
([ Lx(s,t)ds dt 5

1 2 2 )
3 (L) - Ly - 2 (8 - )

1 6 2 A ‘
=—5{e 7 - L(y,x) - T
8X 6 6

R ry t 2
de méme : {[ Li(s,t)ds dt = = —bee | {{ 2
;1 (3) 16X ‘x  «x 9xXdy

Li(s,t)ds}dt

31
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y @) .
= "'"172 [ Ei——- Li(t,t) - ii-Li(x,t)]dt
16X X

3y ay
(3)
avec Li(t,t) = 8Xe6Xt.

3y
JJ Li(s,t)ds dt = - —~L§-{é-e6xy _ 4 e6>\x - Li(x,y) + Li(x,x)}.

3) 160 3 3

Par suite :

y 7 o2 1 Li(x’Y) 1 6xx 1 6iy . 2xx 2y
J {J Lx(s,t)ds}dt = 5 { - —e - = e + e - e }

o X 83X 2 6 3

3éme cas : x < 0 £ v.

y (v y o 5 Yy (Y
J {J Lx(s,t)ds}dt = J {J Lk(s,t)ds}dt + J {J Lx(s,t)ds}dt
0] (] o] (o]

X x
1 2 2 2 2 Li(o’y)
-1 t200,y) - Lo(x,y) - LS(0,0) + Li(x,0)0} +
NEPRY: (07 =T A A 1622
RS —l§~L§(x,y).
82

Maintenant que ces différents lemmes viennent d'€tre prouvés, il
est possible de définir la topologie sur H(RZ,R) utile pour ce probléme,

Nous adoptons les mémes notations que précédemment :
Q = tx,y) : x| <k, |y| £k}

[ % -1 2
ay (v) = sup{lW(x,y)tLA (x,y)} si1i ¥ e CR™,R)
k

(I1.C.16) { N N ) ; \

B (¥) = Max{akk(W),ak ()0, (wy),akk(wxy)}

\
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et introduisons les fonctions de CGRZ,R) :

Yy (x _rs
CO(X,Y)_=’1@U3(X,Y)I + ‘[ {J E[ P(r,s+t-r,1)dr]ds}dt|

o'y s+t

y X S
C,(x,y) = Max{C_(x,y), V}J {J ﬁ[ @z(r,s+t—r,1)dr]ds}dt]}
© o y ‘s+t

de sorte que

A

e 0 46, (@)
(I1.Cc.17) o (T3u) < ak(Cl) {r+ ——1,
21, V2A
k k
puis les fonctions :
5 yorr o
CZ(X,Y) = ]——~@\5(X,y)l + IJ {J #(r,x+t-r,1)dr}dt|
' 9x o x+t

(I1.C.18)  Cy(x,y)

Vi 7
Max{Cz(x,y), i[ {J 7 (r,x+t-r,1)dridt|}

Jo X+t

C4(x,y)

y oy _
lii- G?g(x,y)| + \{ [J @(r,y+t—r,l)dr]dtl
Iy o y+t

X s _
+ IJ {f P(r,s+y-r,1)dr}ds]|
y s+y

A
(11.C.19) Cs(x,y) = Max{CA(x,y), IJ {j J (r,y+t-r,1)dr}dt),
o ‘y+t

[ X S -2
qu {[ 0" (r,s+y-r,1)drlds|}
y

sty
2 x
Co i) = | e |+ || B eyr, e
3% 9y x+y

x
MaX{C6(X’y)’V1J az(r,x+y—r,l)dr'}

X+y

i

(I1.C.20) C7(x,y)
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Comme pour les parties précé@dentes, nous pouvons &écrire avec

__O
C = Max(C],CB,CS,C7) et Nk = ak(C)
A
f A 4Bkk(u)
o (T3u) < Nk{l + e}
22, V24,
A
M 46, ()
a ((T,u). ) s N {1 + —}
k 377 x k /Z_Xk
(I1.C.21) 4
)\
A 8, (u)
ak ((T3u) ) < Nk {1 + }
Y V2 2
k
A
A ABkk(u)
o ((T3u)xy) < Nk {1 + e }
\. k
Le choix
_ 3 = 2/3 2
(I1.C.22) A, = Max { /16 N 8/E'Nk, 64N, }
implique la relation
A Me
(I1.C.23) Bk (u) < 2Nk => Bk (T3u) < ZNk.

34

C) Introduisons 1'hypothése concernant les conditions initiales :

Hypothese (I1.C.1)

Les fonctions o, o, et y de C(R,R) admettent des dérivées

o', o! et ' continues et vérifient : o(0) = v(0)

5'(0) + 91(0) = ¥'(0).

On pose alors pour k & W,

a, = sup lo' (x)] b. = sup !Oi(x)\ d, = sup |v'(x)|.

x| gk x| gk x| sk



II. 35

La continuité des fonctions o', oi et y' sur [}k,k] donne

1'existence de fonctions continues croissantes non-négatives sous—additives

w7 % telles que : w7,k(0) =0
‘ ( IG'(X) - 0'(;)1 < w7’k([x—§|)
(11.C.24) { [o;(x) - 0;(§)| g g k([x—§|)
| e - v ] 5wy, (xx)).
Nous en déduisons :
'@V3(X,y) - @~3(§,y)] S aklx—g‘ + 2k deIX—;‘
I@J:,’(x,y) —@\'3(x,§)! S (ak+bk)’y-}_’1 + 6k defy-ﬂ
puis |éi-@v3(x,y) - ji—@\g(g,y)| < w7,k(|x—;l) + (dk+d2k) ‘x—;)
X ox
3 - —
=6,y - =676 < dy [yl
90X X
3y Yy
6,00y = 26760, < 20, (yF]) + (4 +hdy) vy
3y oy ’ .
enfin 82 82 _
!axay Gy - ;};@yx,yw < wy g (%)
| 82 @~ 82
(X9Y) - @\’ ( ’_) < ( -~y )-
0x3y 3 x93y 3%y | “7,2k |y-y]
Tenant compte des relations (II1.0.7) avec N, = N, L (k,k) et
k k Ak
azu 3 u - -
(I1.C.25) l (x,y) - G| s e, (6 [y-y])  pour

X0y X3y
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X E [—k,k] et x+y, x+§ de [—k,k]
nous écrirons l'estimation
|F(x,x+y-r,U) - F(r,x+y-r,0)| ¢ w2’2k(|x-§|) + w3,2k(2ﬁ2k;x—§|)

+ W

r
4,2k(2N2kIX—X!) + w5’2k(|Jy pz,k(s,]x—x[)ds!)

+ w6,2k{pz,k(r’lx—§l)}’

puis

(I1.C.27) nl’k(a) = {w (8) + w (2ﬁ2k5) + W (2ﬁ2k5)}k + w

2,2k 3,2k 4,2k 7,2k (%)

k
(I1.C.28) p],k(d) = Q]’k(é) + M, 8 + 2k w5,2k(fj_k pz’k(s,é)ds])

k
+ [—k w6,2k{pz’k(r,6)}dr.
On trouvera facilement que
¥ 2 *Tu )
] (x,y) - 7] = 0, k(]x—xl).
9xX 3y X3y i
D'un autre cdté
22T u 52T u _ _
| (x,y) = G| 8wy g Uy=y]) +
X0y 9X0y .
X X
+ )J F(Q,X+Y"€,U)di - f _ F(g,x+§—E,U)d£]
Xty X+y

soit pour y < 0 et y < O

- _ X s _
S Ql’k(fy-YI) + M |y-y| + J_ka,ZR{[J_k pz’k(r,\y-y|)dr|}ds +
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+ (X w6,2k {pz’k(r,]y—§])}dr

et pour y 20, yv =20
k k

S0y D+ M ly-y| + JX m5,2k{iJs 0y 1 (T» 7y ]Ddr|1ds
k -
+ J Ye 2k{°2 k(r,IY‘yD}dr
X ’ ’

C) Enongons le théoréme d'existence

Theoneme (III.C.1)

Avec les hypothéses

(h.0.1) f£e CROR) ¢ |E(x,y,u,p,q,2) | < JC,y, Jul+{pl+]q|+]z])

(h.C.1) Les fonctions o, o, et vy de C(R,R) définissent une fonction

1
3 3
de H(RZ,R) solution de su _ _9u _ 0.

szay axay2

(h.C.2) Les équations intégrales :

k k k
(11.C.28) pk(x,é) = Qz k(6) + J W oy {[ pk(r,G)dr}ds + J we 2k{pk(r,é)}dr
b ] X s s X s

s

{pk(r,é)}dr

X S
(II.C.29) pk(x,é) = Qz,k(d) + J-k w5,2k {J—k pk(r,s)dr}ds + J w6,2k

-k

admettent des solutions positives tendant vers O uniformément sur le compact

[~k,k] .

Le probléme (II.C) admet une solution définie sur RZ.

La démonstration de ce théordme est analogue 3 celle du théoréme

(IT.A.1) et en écrivant la relation (II.C.9) sous la forme
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2
) T3u

y ,
(x,y) = 0;(x+y) - J F(x+y-g,g,lU)dg

8X8y fo)

nous aurons 1'analogue du théoréme (II.A.2).

Remarque (C . 1)

Le probléme que nous venons d'é@tudier n'a,en fait, pas &té examiné
par M. Winants. Toutefois M. Winants {]1] a considéré les conditions aux
limites suivantes

u(x,0) = o(x), u(x,x) = y(x), EE-(X,X) = n(x),
X

ce qui 1'a conduit, comme dans le prochain probléme, & une formulation compliquée
de l'opérateur T. Il en a conclu l'existence d'une solution dans le domaine
A={(x,y) : 0gygsx, Ogxga, x+ygb, lorsque la fonction

f : f(x,y,u) est lipschitzienne par rapport 3 u.
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D - RESOLUTION DU PROBLEME (11 - D)

(:) Signalons pour terminer ce chapitre le quatriéme probléme relatif

a 1'équation :

3 3 2
(I1.D.1) - A sy, 2B, B2
X 3y 3X3y 39X oy X3y

soumise cette fols aux conditions initiales

u(x,0) = o(x), u(0,y) = 1(y), ulx,x) = y(x)

(11.D.2)
0(0) = 1(0) = y(0), o¢'(0) + 1'(0) = v'(0).

Nous cherchons tout d'abord comme M. Winants [11] 1'opérateur T4

permettant d'écrire sous forme intégrale les solutions du probléme

’ 3 3
ou _ 39 u2 = g(x,y) avec ge C(R?,R)

szay Xy

(I1.D.3) {
u(x,0) = o(x), u(0,y) = 1(y), u(x,x) = y(x).

\

Suivant le procédé, désormais classique, la solution générale de :

u, -u , = g(x,y) s'écrira :
Xy Xy '

Xy
u(x,y) = p(x) + q(y) + H(x+y) + J ({ m(s,t)dt)ds
(o] (o]

avec ¢(0) = H(0) = 0 et

X
m(x,y) = J g(r,x+y-r)dr.
o}
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Pour déterminer les fonctions p, ¢ et H nous avons les relations :

o(x) = p(x) + H(x)
(y) = p(0) + q(y) + H(y)
X X
y(x) = p(x) + ¢(x) + H(2x) + J (J m(s,t)dt)ds

o] (0]

d'ot 1'on tire

X (X
H(2x) - 2H(x) = y(x) - o(x) - 1(x) + o(0) - J J m(s,t)ds dt
o ‘o

X
)1

c'est-d-dire, en posant X, = pour 1 2 1

H(x) =

Il ~18

2"y (x,) - o(x;) = T(x) + 0(0))

i=1

© -1 X. Xi
- ) 2t f t [ m(s,t)ds dt
=1 (o]

(sous réserve évidemment que ces séries convergent).

Nous aurons alors : pP(x) o(x) - H(x)

q(y) = t(y) = o(0) - H(y).

Définissons :

(11.D.4) G?;(x,y) = g(x) - L 2i—l{y(xi) - O(Xi) - T(Xi) + o(0)}

1

0no~138

1
1

+

(y) = o(0) -

Io~18

I 27y - ot - 1) + (o))
1

zl—l{Y(Xi+Yi) -0 (xi+yi) - t(xity) + 0(0) )

+
i~ 8

i=1

et d'opérateur 14 de C(Rz,ﬁ)
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X ¢y :
(I1.D.5) I4g(x,y) = J (J m(s,t)dt)ds +
o ‘o

o~18

._I X. . Xi
2t [ . ([ m(s,t)dt)ds
J

i=1 Jo o

., (XLtY. (XLtY.,
g3 [1 l(( o in(s,t)dt)ds

. y. y.
i1 J I(J 1 on(s,t)dt)ds -
1 ‘o ‘o

1 o o i

+
fho~18
o~ 8

i

x
(m désigne toujours la fonction m(x,y) = [ g(&,x+y—£)d¢g.
, ‘o

La remarque suivante permettra d'affirmer que 1'opérateur I

4
est bien défini sur C(RzJR).
Remarque (D . 1)
X (X
Soit h 1la fonction définie sur R par h(x) = J [ m(s,t)ds dt
o ‘o

nous pouvons &crire

X
h'(x) = f [m(x,t) + m(t,x)]dt

O

et h' (%)

X
om(x,x) + f 2 Im(x,t) + m(t,x)ldt.
0O 0X

Mais ii-m(x,y) - iL~m(x,y) = g(x,y), de sorte que
ax Ay

X
h'"(x) = [ 2 [m(x,t) + m(t,x)] - g(t,x) + g(x,t)}dt + 2m(x,x)
o ot

x
bm(x,x) - m(x,0) - m{(0,x) + J [g(x,t) - g(t,x)]dt
o

X

X
4 J g(t,2x~t)dt + f {g(x,t) - g(t,x) - g(t,x-t)}dt.
) o

L'existence de la dérivée seconde de h permet de majorer h(x)
. 2
sur tout compact par une expression de la forme |h(x)| £ A x~ et donc

d'assurer la définition de 14.
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Remarque (D . 2)

L'hypothése que les fonctions ¢, t et vy admettent des dérivées
premiéres et secondes continues est suffisante pour assurer la définition

de la fonction @?ﬂw

En effet, la fonction X » y(x) - o(x) = 1(x) + ¢(0) est majorée

sur tout compact par une expression de la forme

[y(x) = o(x) = 1(x) + c(0)| < A’ X

de sorte que\V i ]y(xi) - O(Xi) - T(Xi) + 0(0)\ < A' x? (A" est indé-
pendant de 1i). Les séries définissant la fonction G?“4 sont convergentes

et la convergence est méme uniforme sur tout compact.
Ces remarques permettent de définir 1'opérateur T4
G ’
(I1.D.6) Tau(x,y) = 4(x,y) + IAF(x,y,U) u e H(R™,R)

avec la précision que m désigne cette fois la fonction

X
n(x,y,U) = [ F(e,xty¢,U)de .
(o}

Avec cette définition, on a les expressions des dérivées

y
(I1.D.7) - (T, (x,5) —a—@\,&(x,y) +J m(x,t,U)dt
X 9xX o

© X,
z J t Bn(xi,t,U) + m(t,x.,Uj]dt
2 ) i

X.+y,
[ Lot En(xi+yi,t,U)+m(t,xi+yi,U)]dt

N =
H

avec
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IWe~18

(r.0.8) 267,y =o' -+ [ - o' () =1 (x))]

X 2 i=l
] o 1 - \] - 1 7|
" iZIEY Geityp) =o' Gegryg) = o' Gty

puils

' X
(11.D.9) 2 Tau(x,y) = Ji-@?l(x,y) + [ m(s,y,U) ds
3y oy o

+
| =
ne~18

Y.
[ 1 [m(yi,t,U) + m(t,‘]isuﬂdt
2 i=1 Yo

I 01 8

X.ty.
J tot En(xi+yi,t,u) + m(t,xi+yi,u)]dt
1 ‘o

N e

1

avec

(I1.D.10) ii—@‘;(x,y) = ' (y) -1 ) [Y'(Yi) - o' (y;) - T'(yi)]
3y 2 i=1

] o0
' ;'-XIEY'(Xi+yi) oty ) =t (xty )]
1=

enfin
5 (T, 0) 26, “
(II.D.11) ————— (x,y) = Goy) + mGoy,l) - ) oy mGegtypx by, 0
3%y xdy i=1 2
. E L k.t .0.0) - f I (Xi+yi [F(x, + Uy = F(t,x,+y.,W]d
Lo TTEr YO LTI Xty ©xiry g0 de
i=1 2 i=1 2 0
avec
52 G~ v
_ " I e
(11.D.12) L O6Y) = )y Gy ) - oM (xry ) — Tty O

3xdy i=1 2

On peut exprimer d'une autre maniére la relation (II.D.11)

en remarquant que :
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X
m(x,y,U) = J F(g,x+y-g,U)dE.
o

XYy
m(X]+Y1,X1+y],U) = J F(E,X+Y‘€,U)d€
o

82T u

(II.D.13)

X oo
(x,y) = J F(g,x+y-g,U)ds - iZZ m(Xi+yi,Xi+yi,U)

9Ky xX+y 21.1
2

1

2i+1

@ o X.+y.
1 i7i
+ Z e m(xi+yi,O,U) - E [0 [F(xi+yi,t,u) - F(t’xi+yi’u)]dt

i=1 2 i=1

. . . . 2 e .
() Désignons maintenant par LA la fonction de C(R ,R) définie

pour tout A 20 par

(IT.D.14) LA(x,y) = //ch>\{2!x+y| + |x-y| + g-inf(\x],iy\)} et qui vérifie
2

les propriétés suivantes :

Lemme D.17,
2 X 9 3.2
(II.D.15) ¥(x,y) ¢ R ij Ll (e, x+y=£)de| ¢ = LI (x,y).
xty A
2

Par symétrie, on peut se limiter au cas x+y 2 O sans restreindre

la généralité.

ler cas : x > 0, =X £y g X. Li(x,y)=ch A(3x+y+§(y!)
2

x 9 X 3
J Lx(g,x+y—£)d£ J chA{2(x+y) + 26 = x -y + = (x+y=£) }d¢
Xty Xty 2

2 2

X
j chJ\{é{x+y) + l—i}dé < 2 sh 2 (3x + 2 y)
X+y 2 2 A 2

2

A

2 .2 .
- LA(X,y) pulsque 3x +-2 y > 0 et é.y <y + §,|y[
A 2 ' 2 2
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2 3 .
2eme cas : x 3 0, yzx. Ly(x,y)=chai(x+3y+ = |x])

2
Xty X+y
2 .2 2 3
LX(E,x+y—€)d£ = ch M2(x+y) + x +y - 28 + = £}d¢g
X X 2
Xty
= j 2 ch A{3x + 3y - l-é} d& < g-sh A(é-x + 3y)
X 2 A 2

g g-ch A(x + 3y + é-X) = Z-Li(x,y)
A 2 p\

38me cas : x < 0, y 3 -X 3 X. Li(x,y) = ¢ch a(- X, 3y)

2
X+y X+y
2 2 2 3
L™ (g,x+y-g)de = ch A(2x + 2y + x + y - 2¢ + = £)de
X A o 2
© 3 3 X
+ f ch A2(2x + 2y + x + y - 26 = = £)dg ¢ = ch 23y - 9)
X 2 A 2
Lemme D. 2.
X.ty.
2 o1 171, 2 2
(I1.D.16)  V(x,y) e R ) == | Ly(E,x,_ +y._ =€)de| < = LI(x,y)
522 21—1 o A i~1 “1-1 N A

On peut toujours supposer x + y > O et écrire :

.+y. +y.
X, +y X.*y

1 2 1 1 1
Jo L)\(E’xi—]-'-yi-].‘g)dg JO Ch >\{3(Xi_]+y:’L_l) - —2— E} dg

N

2
=~ sh A{B(xi_1+yi_l)}.

A

Pour 1 = 2 nous aurons

i 2 2 2

IJ LiCEsx; 4y, _=8)de| < = Li(x,y)

o A

o Xty
et N L | Lz(g X, +y. =£)de| < 2 L2(x )

L -1 R T AR s A E2YI
1=2 2 o) A
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Lemme D. 3,

X, +y,
R 4 2
IR £ 10y

(11.D.17)  V(x,y) € R T+

i e
o~ 8

La démonstration est analogue 3 celle du lemme précédent :

X.ty.
;7Y

1
JO ch A{Z(Xi+yi) + ‘Xi+yi—2£’ + s'inf(|g|,lxi+yi_€|)}dg

ECIREETY | XYYy 1
= J ch X{B(xi+yi) - ;~€} dg  + J . ChA{S(Xi+l+yi+])+ ;'ﬁ}di
° X417 141
2 2
£ = cha{3(x,+y.)} + = chA {3(x.+y.)}
i’i i7i
A A
: R 4
soit pour iz [J Ly(E,x,+y.~£)de| < = ch A(x, + V).
A 171 1 1
o A
Mais comme ch A(x]+y1) $ cha{2(x+y) + |x-y| + é-inf(lxl,]yl)},
- X 4y, 2
nous avons X -vL——IJ L2(£,x.+y.—£)d£[ < é-Lz(x,y)
. 1+1 A 171 A
i=1 2 o A
Lemme D.4.
o Xi+yi
(11.D.18)  Y(x,y) e R? ) ! |[ L2(x.+y.,£)d€| ¢« L 12x,y)
. 1+1 AL i A
i=1 2 ‘o0 2x

Supposons toujours x + y > O

X.+y. X,+y,

1 1 2 1 1 5
JO LA(Xi"'Yi’t)dt = JO chA{3(Xi+Yi) + _2"' g}di

2 11 2
£ — ch A{— (xi+yi)} § — chi{2(x+y) + é'(X+Y)} si 1z 1.
5x 2 5A 4

Mais comme é-(x+y) s |x-y| + 3 inf(x[,[y]) on a
2
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X, +y
[ 1o 2 2 12
Li(x.+y.,8)dg ¢ — LI(x,y) s — L (x,y)
] 171 A A
o] 5X A
et
T ERE b1 2
Z ] , ( L)\(Xi+yi’£)d€ S—‘LA(X,Y).
i=] 21 J0 2x
De la méme fagon, on aura la relation symétrique
o xi+y1
2 1 2
(11.0.19)  WY(x,y) e R ) ! l( Ly(&,x.+y.)dg| ¢ — L (x,y)
. 1+] A 171 A
i=1 2 o 2
Lemme D.5.
2 2 3.2
(I1.D.20) Yix,y) e R IJ LA(an)dil < -Lx(x,y).
o A

.

Nous nous limitons encore 3 x +y 2 0

ch x(x + 3y - §~x) = ch A(- Xy 3y)

ler cas : Xx <0, y > -x. Li(x,y)
2 2

© 3 © £ 2 X
f ch A(2g + 2y +y - £ - = g)dg = f ch x(- =+ 3y)dg < = ch (- = + 3y)
X 2 X 2 A 2

28me cas : x 30, y 3 x. Li(x,y) = ch )»(x + 3y + E_X)
2

Lij

X y) X 3 X 5
[ e [enn@erayry-erd - [“enac e amac
o o o 2

2

< '—2- ch )\(;5' X + 3y) = i‘ Li(X,Y) .
5 2 5
- 2 5
3éme cas : x >y » O. LA(x,y) =ch \(3x + = y)

2

) y 3
J Lx(é,y)di J ch M2g + 2y +y - £ + = g)dg +
[e] O

2

+

X
( ch A(2¢ + 2y + ¢ - y + i y)dg
Jy 2
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y 5 X 5
J ch A(= ¢ + 3y)dg + J ch A (3¢ + = y)dg
o 2 y 2

< ié.ch A(é-y + 3y) + —L-ch A(3x + é-y)
5\ 2 3A 2
< AL ch X(3x + 2 y) <€ g-Li(x,y).
15X 2 A
. 2 3
4éme cas : 0 2 y > -X. Lx(x,y) =ch »(2x + 2y +x -~y - = y)

2

J ch A(~28 - 2y + & -y + = g)dg +

X 2
J LA(E,y)dE
e} o 2

x 3
J ch 2(2g + 2y + £ -y -~ = y)dg

v 2
-y . x |
= J ch A (= - 3y)dg + [ ch A (38 - — y)dg
o 2 -y 2
2 y 1 y 3 y
¢ Zchx(-<£-3y) + — ch A(3x -~ L) < =ch A»(3x - £ ).
A 2 RN 2 A 2
Ainsi dans tous les cas
X
2 2
lj Ly (g,y)de] <2 Ly (x,5).
o A

On montrerait de la méme fagon que

y

(I1.D.21) ‘V(x,y) € ﬁ? ‘J Li(x,t)dt] < é.Li(x,y)
o A

et

X ¢y

(I1.0.22)  Y(x,y) e R® ;J J Li(s,00dsat| ¢ 5 120oy) .
0 ‘o A

D'une maniére plus précise, on peut &tablir que
X (8
(11.D.23) VxeRr : IJ (J L2 (z,%)dE)ds]| -:ii. L2 (x,x) = 1}

0o -0 25X
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il suffit en effet d'écrire pour x > 0O

S
J Li(i,x)di < ia—sh A(é-s + 3x)
o 5X 2
X S
et J (f L§<a,x>da>ds < 2 > {ch YARESNNRE
o o 25X 2

Nous conservons une derniére fois les mémes notations que dans

les parties (II.A.B.C) & savoir

Q = {Gy) =[x sk, |y| s &

(11.D.24) akk(W)

supl [¥Cx,y) | L] (x,3))
Q K
A A A A

k k k k
B () = Max{oy (9,0 (¥, )0, (¥ ) oy

(‘ny)}-

D'autre part, si uous dé&signons par I4 1'opérateur de C(RZ,R)

x e *i"Yi
1
(II-D-ZS) Il}\y(xs)’) = 4( W(g,x"'}"‘i)di - E, i-1 J \V(E,Xi_l*‘yi_}-g)dg
X+y i=2 2 o
2
- | X4y, - 1 X 4y,
+ E I+1 J W(E,Xi*'yi‘i)dﬁ - Z i+ J W(Xi'*yi,i) - ‘V(E,,Xi‘Fyi)dE
i=1 2 o i=1 2
2

qui n'est autre que

(1,9 (x,3).
IX3y

Nous voyons la possibilité d'écrire les relations (II.D.6),

(I1.D.7.9.11.) sous la forme :
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X ry
4 (T4u)(x,y) =<§J4(x,y) + J J 14F (s,t,U)ds dt
0’0

3 a@g y
= (T, (x,y) = — (x,¥) = J 1,F(x,t,0)dt
X oxX o]
(I1.D.26) < 5 a@z x
—-—(T4u)(x,y) = — (X,y) +,[ I4F(s,y,U)ds
oy 3y 0
(szU) (X’Y) = - (XsY) + IaF(S9y’U) .
9xdy ' 9X3y
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Sous cette forme et sans entrer dans plus de détails nous concevons

la possibilité de définir des fonctions Di (i=0,1, ..., 7) et

D = Max D, sur les compacts Qk et d'obtenir grice aux lemmes précédents

les majorations suivantes :

Ak
Me 4/90 By (w)
o (TAU) $ N {1 + ———}
Me /ﬁ"
Ak
M 8T,u & 8T,u 4V/30 B, (u)
o (=0 By N, {1+ —— 8 T
k k k
IX y Ak
2 Ak
A, 3°T,u 4/10 g, “(u)
et k( 4 ) k fo)
o < Nk {1 + } avec Nk = ak(D).
9XJy /ﬂ:
Le choix :
(I1.D.27) A = Max {4 3 /50 Nf‘(/y3, 8/30 N, , 640 Ni}
implique la relation :
" "k
(1I1.D.28) Bk (u) ¢ 2Nk => Bk (TAu) < 2Nk'

(:) Rappelons 1'hypoth&se concernant les fonctions o, 1 et

qui a déji servi & définir la fonction G??f
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Hypothese (I1.D.1)

Les fonctions o, T et vy admettent des dérivées premidres

et secondes continues sur R.

On pose alors a, = sup (lo'(x)l +|0"(x)])
x| gk
b, = sup ([t' (M| + [("(DMD e = sup ([y'G)] + [¥")])
x|<k xigk

D'autre part, la continuité des fonctions o¢", 1" et <" permet

d'avoir une fonction Wy 3 continue, croissante, non négative nulle 3 1'ori-
’
gine telle que
Y'G) = 0" ) - ) - @)+ ")+ @) < ey (xex])
pour X, X € [—k,k].

On écrira comme précédemment

226 28 _
| (x,y) - )| s v, (Jxx])

X3y X3y >

32@[: FROA _
‘ (X,Y) - (X9Y)' < (*37 k(ly—Y‘)

OXoy X9y i
l @Z(X,y)'-@Z(g,y)l s {ay + 2(a + b + ¢ )klk[xx]
| 8,y =8 | s {a + 2(a + b, + ¢ klk|y-y]
s, 8, _
li;:'(x,y) - 7;: (x,7)]| < {ak + Z(ak + bk + ck)k}lx—x‘
o8, aéz _ _
|— Gy = — LY < (g * b + ¢ )k|y-y]

X 90X

8, L, _

— (x,5) - — 9] £ (g + b + ¢ Ik|x=x|

ay oy

S 8 _
[*_ (X,Y) - (X$y)[ N {ak + 2(ak + bk + Ck)k}‘y_y‘

3y oy
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Pour simplifier la fin de ce chapitre nous supposerons la fonction f

lipschitzienne.

Hypothese (11.D.2)

La fonction f de C(Ré,R) est lipschitzienne sur tout compact

par rapport aux variables p, q et z.
If(X’Ysu’p’q,z) - f(X,Y,U,I—J,a,E)l < Kk(lp—i:;’ + ‘Q‘al + IZ_EI)

pour (x,y) € Qk et u,p,E,q,a,z,E € [}ZEk,Zﬁk] avec ﬁk = Nka (k,k).
k

En utilisant les relations (II1.0.7) et les relations

( 32u 82x1
l (x,y) -~ (x+8,y) | 5 0, (8,%,7)
0X3y X3y
<
0
= (%,y) - = (,y+) | £ 0y (8,%,¥)
dXay IX3y

pour x+§, x € -k,k], y et y+d € [;k,k], nous obtenons

[F (g, x+y+8-8,U) ~ F(g,x+y-E,U)] < wz’k(é) + w3,2k(2ﬁ2k5)

- £
+ Zk(ZNZkS) + £k l!o pk(é,t,x+y-€)dt[ + Ek pk(E,X+Y*€)

et donc une expression de la forme :

BZT u 32T4u X 3
| (x,y+8) - G| = 208) + \J ﬁklf Py (8, t,x+y=£)dr|dE|
0Xay 0Xay x]+y1 (o}
x w N AR T
+ 'e‘kIJ Dk(G,S,X*‘Y"S)dE"* .X i-1 IJ [ ( Dk(6,t,xi+yi-£)dtld£\
X4y, i=2 2 o o}
£ XitY4 £ Xty

v k 1 o K i
+ Z T IJO P k(@,g,xi_l‘i-yi—g)dgl + iz] -2—1:—]—- 'J pk(é,g,xiﬁ-yi—a)dgl +
= = [
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® Yk
+ iZ] 2i+1 Ifo IJO Dk(éytyxi+yi_g)dt’dgl
° A e . -
Yl IJ IJ lo (8,x 4y ,t) + 0, (8,t,x +y )} dt|de]
i=1 2 o o
e Kk Xi+y1
+ igl ST+ IJO {ok(é,xi+yi,€) + pk(ﬁ,a,xi+yi)}dgl

. . 2
Nous allons écrire que pk(é,x,y) est proportionnel 3 LA‘(x,y)
et déterminer le nombre A' et le coefficient de proportionnalité pour que
2 2
37T ,u 3 T,u

(Xsy+6 ) -
oxdy 39X Jy

(x,y) ] ¢ pk(é,x,y).

Soit donc pk(é,x,y) = R(G)Lz,(x,y) ;3 1l vient en tenant compte
A

de L '(Eil s EIX) £ L ,(x,y) sur mz.

A 2 2 A
82T4u BZT u 27 10. .2
|—*— G,y - v+ | € 9,(8) + LR Eo + L2, ()
x93y 9%y A! A
- —— R(9).
25"
' - 27 10 .
On prendra X' positif tel que (== + —)L =1, ce choix
A'z A k
25112
fait on aura R(S§) = Qk(é) de sorte que
4
82T4u SZTAU
(%,y) = ——— (x,y+8)] = 0, (8,x,y).
9X3y 9X3y

Nous établirons de la méme fagon que

3°T,u 22T u
(X3Y) -
X3y 0X3y

(x+6,5)| < 0, (8,x,y), de sorte

que nous pouvons énoncer le théoréme d'existence
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Théoneme (II.D.1)

(h.0.1)

(h.D.1)

(h.D.2)

Avec les hypothéses :

£ e C®O,R) |£(x,y,u,p,q,2) | ¢ J(x,y, ul+|pl+]|q]+]z])

-~

Les fonctions g, T et vy appartiennent 3 CZOR,R)

. . . 6
La fonction f est lipschitzienne sur tout compact de IR~ par

rapport aux variables p, q et =z,

Le probléme (II.D) admet une solution définie sur RZ.

Remarque (D . 3)

83u 83u

Dans [lﬂ M. Winants n'a examiné que 1'E&quation - 5 = £(x,y,u)

90X 3y 9Xoy

en voulant déterminer une solution s'annulant sur les deux axes de coordonnées

et la premiére bissectrice. Il a naturellement supposé que la fonction f

€tait lipschitzienne en u et a montré l'existence d'une solution a l'intérieur

du domaine

A={(x,y) :0sx<a, O0<5yz¢<a, x+ty <bl}.



E - CONCLUSTION

Dans tout ce chapitre, nous

. PR 2

d'une solution (définie sur tout R7)
tion de M. Winants. Mais nous pouvons

des équations d'ordre plus &levé. Par
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nous sommes attachés 3 prouver l'existence
de quelques problémes relatifs & l'équa-
sans difficulté étendre ce résultat 3

exemple, si nous considérons 1'équation

T+s p+q
d 3 a du 3 u
(I1.E.1) — (— = —u = f(X,¥,u, — 4 ceey ——— 5...)
ox 3y 8x 3y ax 5xPayd
avec O ¢ pgsrT et 0 < q g s et sinous la soumettons aux conditions ini-

tiales suivantes

(0,y) TP(Y)

(11.E.2)

22 (x,x) by ()

(I1.E.3) <
(0,y) = Tp(y)
(I1.E.4) <

p ¢ r2

AN

(I1.E.5)

r-1

nous obtiliendrons facilement

(supposées compatibles)

q
2% (x,0) = 0 ()
sy
05 qg sl
q r+s
P )
G R N ORI SCRITLRNC)
oy axX 3y
l s qx<s u(0,0) = u_
q
2 (x,00 = 0 (x), u(x,x) = y(x)
oy a
O<qgs
q
u
28 (%,00 = 0 (X)) u(x,x) = v(x)
3y 4
0 <gq g s-l

le théoréme d'existence suivant
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Théoneme (ITI.E.1) :

Avec les hypothéses

(h.E.1) fe CR,R) HCHACINIINE ﬂ(x,y,ilzpql>
n= (r+1)(s+1) + 2

(h.E.2) Les conditions initiales sont suffisamment réguliéres pour que la

r+s

solution de 1'équation ——————-(ii-—-ii)u =0 soumise a ces
r. s
9x 9y 90X oy

données appartienne 3 H(RZ,R).

(h.E.3) La fonction f est lipschitzienne par rapport aux r+s+2 variables
Zyq > 0<qgs et Zhs? Ogpcgr.
Les 4 problémes précédents (II.E.1, 2, 3, 4, 5) admettent une

. me . 2
solution définie sur tout R".

Remcutgue :

On peut concevoir d'autres conditions initiales faisant intervenir

les droites x =0, x =y et y = 0. D'un autre cdté, on peut s'intéresser

33u 83u au 3u 82u
a 1'équation du troisiéme ordre : - a = f(x,y,u, — , — , )

9x28y oX0y 0xX oy 0X9y

dont les caractéristiques sont x = 0, y = 0, X + ay =0, ou méme 3 celle du

quatriéme ordre :

82

3 3 3 0
(—'_ ——) (""' - a _—) = f(X,y,U)
IxJdy 9x dy ox oy
étudiée par Colombo [l] mais il ne faut pas perdre de vue que la principale
difficulté & résoudre pour obtenir cette existence globale dans le est la
détermination de la fonction L permettant de définir la topologie de H(RZ,R)

A

et d'appliquer le théoréme de Tychonoff.
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ERRATA DE LA SECONDE PARTIE

. . 2 .
Page (III.4), derniére ligne lire o (xl,O) =g (xl,O) si x, € R

1 .
au lieu de OZ(XI,O) =g (XI,O) si x, € R

Page (II1.6), ligne 16 lire

2 2 - T - =
|B e(x],xz,x3) - B 6(x],X2,X3)l < 18] ;'\X3-x3} + (x'(\x3 XBI)
au lieu de
2 = 2 T ~ _
|B 9(x1,x2;X3) - B 6(x1,x2,x3)! < i@' ; Ix —x3} + a'(|x3 x3{)

i

i

Page (II1.12), ligne 7 lire

T/2
|ml(x2,x3,6) - ml(xz,x3,6)l < ;—j—T/le(s],xz,x3,6) - F(sl,xz,XB,G){dsl

au lieu de

(T/Z

- 6 - |
lm](xz,x3,6) m](xz,x3,6)' S |F(s1,x2,x3,6) F(s ,x 50 [ds,

I
1 x
T I-1/2 2

Page (III.21), ligne 8 lire (h.A.1) , @

au lieu de (h.A.1) et 8

Page (III1.38), ligne 6 lire

2 2 3 2 3 2
F b = f ] ] ] bl L]
(x,q) (%,,0,0,0 (x,,0) o](xl,O),OZ(x],O),O (Sl’O)’OIZ(XI’O)’OI3(X1’O)’q)
au lieu de
_ 2 2 3 3 2
F(XSq) = f(X],0,0,0 (X] QO)QOI(X]90)QOZ(XI30)9012()(190)9(513(}(],O)$q)
Page (III1.42), ligne 11 lire
13 13 - %2 - o : -
‘B @(X],X2,X3)—B e(xl,xz,x3)[ < i[o p3(x],sz,]x3—x3})a52] + a'(!xS—x3|)
au lieu de
13 13 - (Xz - : -
| B 6(x],x2,x3) B e(xl,xz,x3)| < pB(XI,sz,Ix3~x3[)ds2 + u'(’x2~x2})



Page (III.48), ligne 2 lire

m
[}

I lotey-5ieol+ [ loj, G0 = 5500

sup (] ol -5t] + ik
i

.

1,] i,3,k

au lieu de

i -1 1 -1 - i -1i
£ = i?p {Z {o (x)-g¢ (x)| + .Z'lcj(x)-oj(x) +' Z h[ojk(x) - ojk(x)|}
2 1 1,] 1:39

Page (I11.52), ligne 9 lire

Page (III1.63), ligne 3 lire
3
]0 (xl,x2)| <n

au lieu de

|":1J'2(X1’X2)l £ o

Page (IIL.69), derniére ligne lire

+

X% (x3
+ P123k3’( J p(sl’SZ’XB)dS]dSZ| + P]23k]2\ p(xl,xz,s3)ds3‘

o) (o] JO

au lieu de

*11%2 (X3
+ P123k3'JO JO p(xl’SZ’X3)dSIdSZI + P123k12’J0 p(xl,x2,53)ds3]

Page (IIT.76), ligne 16 lire

(III.D.11) u = x, + (l-xz)(sin X+ Au ).

au lieu de



Page (II11.79), lire

au lieu de

Page (ITII.81), lire ligne 6

)( - -—
|f(X’y’ (ZOL)OLCJ)_f(X’y’ (ZO(.)OLEJ|

£y, (2)  P-E(x,5,(Z)

Page

Page

Page

Page

Page

au lieu de

lire ligne

au lieu de

12

(I11.83), lire ligne 19

(I11.84),

(IV.10),

(Iv.13),

(Iv.14),

au lieu de

lire ligne

au lieu de

lire ligne

au lieu de

lire ligne

au lieu de

lire ligne

au lieu de

17

aed

o
|Du8(xl,x2,0,.

o~
}DJS(X],XZ,O,..

| < k x—g}

u(xl,O,x3) =

u(x],xz,x3) =

+

N + LT2 <M

H 2

N + LT2 M

v v
.,O)’ <n a€e J = {v,h,u}
SO <n o e J = {v, ,ul

= e{-1 +q + ﬁ(xz)q] + W(x])qz}
= v g+ JG)a; + v(x)a,
oy, ) + LY (e)abt + w_ I, (8) + L*(0) g-a}
+ wll{nz(é) + L*(e)as} + woz{nz(é) + L*(g) % 8}
X (X
_ (¢} a
p(x) =1 + koZPI!J (x~s)p(s)ds| + klzpl'J p(s)ds
(o] [
o {X s, (™
o(x) =1 + kozPlijo (x-s)p(s)ds| + k12P1|JO@(s)ds
g xry
o(x,y) =1 + ko P]‘J ( (x=s) (y-t)p (s,t)ds dt’
© OJO
r
o(x,y) =1 +k P | ( (x~s) (y=t)o(s,t)ds dt|
oo 1 JO‘/O ]



Page (IV.15),

Page (IV.20),

Page (IV.23),

Page (IV.25),

Page (IV.26),

lire ligne

au lieu de

lire ligne

au lieu de

lire ligne

au lieu

lire ligne

au lieu de

lire ligne

au lieu de

lire ligne

au lieu de

lire ligne

au lieu de

lire ligne

au lieu de

lire ligne

au lieu de

O[X O{y |
1+ kozP]’jo (x-s)o(s,y)ds| + k21P1*;0“<X’t>dt'

o, (X o [7
+ k P ‘ (x—s)p(s,y)ds‘ + k,. P [[ o(x,t)dt]
02 1] 2011 ]

- . -
10 |f(x,y,(zij)) - f(x,y,(zij)l < ) k..]z.. z..|

‘f(x,y,(zij)) - (x,y,(gij)! < X k..|lz.. - z..

14wy Bys gy 8y

de o, B, Y, 6

I T/2
10 v =-— ( F(s,q(s),q'(s))o(s)ds
T /-T/2
I T/2
v o= — J F(s,q(v),q'(s))o(s)ds

-T/2

21 A =R x [—MOz,MOZ_ x [-M]Z,M12

A= R o [2M 0 ,M ] o (20,0 ]

. T/2
2 v.oo= —-j F(x,q (x),q' (x))o(x)dx
R 5 n
| JT/Z
Vo= — F(x,q_(x),q' (x))o(x)ds
no g n n
6 en(x) = 1qn+l(x) - qn(X)|
En(x) = ‘qn+1 - qn(x)l

T/2
I Av = lf A(s) q(s) + B(s)Aq'(s) + n(s)]o(s)ds
T ‘-T/2

Av = l.JT/z [5(5) q(s) + B(s)aq'(s) + H(A)]o(s)ds
T

-T/2

16 (L,D) ¢ (h,hy) > (460, q(0)

(L0 (hpahy) > (4G, 1G0)



Page (IV.27), 1lire ligne 18 f : f(X’y’ZOO’ZIO’ZOI’220,211’202’221’212)

au lieu de f : f(x’y’zoo’zlo’zol’z2o’zl1’Zoz’zll’zlz)

lire ligne 19 B(h.A.2))

au lieu de (h.A.2)

Page (IV.28), 1lire ligne 3 n < M

“au lieu de n < m

A lire ligne 6  (h.A.5bis)

au lieu de (h.1.5bis)

lire ligne 19 un nombre a' positif

au lieu de wun nombre 3 positif

Page (IV.30), lire ligne 17

£(x,y) = x[B,(3) = 8,(0] + y[a,(x)=0,(0)] = @} (O)xy + o (x)+8, (y)=a(0)

au lieu de

L(x,y) = x[B,(x) - 2(O):I + y[oc?_(X)-oaz(O)] = ay(0)xy + a (x)+8 (y)-a(0)

T/2
Page (IV.32), 1lire ligne 11 v](y,e) = — ( F(s,y,0)0(s)ds
T /=T/2
. T/2
au lieu de vl(y,e) = —-J F(s,v,8) (s)ds
T /'=-T/2
Page (IV.36), lire ligne 20
4
k T k +k k +2k . +k k.. +k
9 f 00 + ol lo T3 . 02 11 20 T2 + 21 712 T} < 1
64 16 8 2
au lieu de
A
k T k . +k k . +2k_ . +k k. +k
9 { 00 + ol lo + 02 11 2o TZ . 21 712 T < 1

64 16 8 2



pPage (IV.40), 1lire ligne

au lieu

Page (IV.43), lire ligne

au lieu

14

de

de

ces fonctions Ai

les fonctions Ai

X rx -
+ k23|J[O(X_S)O(S)‘dS + k23 ’io Q(S)dSUdX
X X
+ k23)] (x=s)p(s)|ds + k23|J p(s)ds] dx

‘o



CHAPITRE III

SOLUTIONS PERIODIQUES DE L'EQUATION

= f(xl,...
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g3
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I11. 1

Dans plusieurs articles L. Cesari [l...6] a étudié le probléme de

1'existence de solutions périodiques du probléme de Darboux

uxy = f(x,y,u,ux,uy)

(I11.0)
u(x,0) = o(x), u(0,y) = (y), c(0) = 1(0)

I1 s'est d'abord proposé de trouver, sachant que la fonction f est
périodique en x de période T, des conditions suffisantes assurant 1l'existence,
1l'unicité et la périodicité en x de la solution dans une bande
B = {(x,y) + x e R,|y| < a}.

La méthode €laborée a cette occasion par L. Cesari est appelée
depuis méthode de 1l'équation '"modifiée"

Remarquant que toute solution u périodique en x de période T

dans la bande B vérifie la relation :
T — — —
f £0e,y,ux,y),u (5,7),u (x,y))dx = 0 pour |y| < a
o

L. Cesari a d'abord examiné le probléme :

( uxy = f(x,y,u,ux,uy) - m(y,u)

T
1 J f(x,y,U(X,y),ux(x,y),uy(x,y))dx

T o)
a(x), u(0,y) = 1(y), o(0) = 1(0)

(I11.1) ﬁ m(y,u)

u(x,0)

et a donné quelques résultats concernant l'existence l'unicité et la dépendance
continue de ses solutions par rapport aux données o et T. Une fois ce pro-
bléme résolu L. Cesari s'est efforcé de déterminer la fonction 1t assurant

la nullité de la fonction m du probléme (III.I.).
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Parallé&lement 3 cette &tude L. Césari a examiné le probléme de la
périodicité en x et y et a donné un crit@re d'existence de solutions pério-

diques pour 1'équation

2
(IT1.2) Uy = elVGuy) + Cu v ¥ (u + LU T+ g, y,uu,u ).

Peu de temps aprés A.K. Aziz [IJ reprenait son étude et simplifiait

les démonstrations conduisant & 1'existence des solutions du probléme modifié.

Jack K. Hale [{] considéra tout d'abord 1'équation des ondes

(I11.3) Ul T uyy = € f(x,y,u,ux,uy)

et déduisit de son &tude (inspirée par L. Cesari) quelques résultats concernant
1'équation (ITI1.2).

Dans cette partie je me propose d'appliquer la méthode de 1'équation

modifiée pour le probléme aux limites de I.I. Glick

X X X

r u = F(X, 3000 ,X_sUsU. 4e0u,yU 4000, )
Xl...X 1 n i 0 gsee -

i
(I11.4) < u(x],...,xi = O,...,xn) =g (x],...,xi_],xi+l,...,xn)

i i , .
\ o (x],...,xj = 0,...,xn) = oJ(x],...,xi = O""’Xn) i# ]

Dan Petrovanu [1} examina ce probléme mais n'aborda pas la recherche des solu-

tions périodiques (si ce n'est que dans des cas triviaux). Je suivrai presque

pas 3 pas la démarche de L. Césari en tenant compte des amélioration de

A.X. Aziz et j'obtiendrai des résultats trés semblables. En particulier dans

1'hypothése de la périodicité par rapport i une seule variable : x, on

constate que l'existence d'une solution périodique en X, de (I1I.4) est liée:
1°) A 1'existence d'une solution périodique d'une équation différen-

tielle construite a partir de la fonction f et des (n-1) données initiales

i .
o iz 2.
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2°) A l'existence de solutions non périodiques de 1'équations aux

variations associe 3 la précédente.

Cette deuxiéme condition provient de l'utilisation du théoréme des
fonctions implicites de L. Césari [ﬁ}. Nous poursuivons notre &tude en examinant

le cas ol la fonction f est périodique en x, et x

1 et obtenons des résul-

2
tats analogues, ce qui nous permet d'indiquer ce qui se passe lorsque la

fonction f est périodique par rapport aux p premiéres variables.

La dernidre partie de ce travail sera consacrée a l'étude des solutions

périodiques de 1'é&quation :

(I11.5) U, 9 = f(x],...,xn,u,uX sreeslsenesU 9 2)
X seeesX 1 n X Koyess X
| n 172 n

et conduira aux mémes résultats,

Pour la clarté de 1'expos&, je me limiterai le plus souvent, comme

Dan Petrovanu, au cas n = 3,
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A - PERIODICITE PAR RAPPORT A UNE VARTABLE

(:) Dé ginition du probleme modigLe.

Considérons 1'équation

(II1.A.1) u = f(x,,x,,X,,u,u_ ,U0_  ,u_ ,u ,u ,u )
x]x2x3 1272273 X x2 x3 XIXZ X1X3 xzx3
soumise aux conditions initiales
u(0,x,,x.) = Gl(x x.) ul(x,,0,x.,) = 02(X X.,)
*72°73 2°73 1°7°73 1°73

(III.A.2) 3
u(xl,xz,O) =g (x],xz)

Dans cette partie A] désignera le sous-ensemble de R3

3
A] = {x = (x,,%,,%5) € R” : x, € R, !x2| S a,, |x,| < a,} avec a,,a

1 2’73

des constantes positives.

C(A]) sera l'ensemble des fonctions définies et continues sur Al’

P o . - m .
périodiques en X de période T, 3 valeurs dans E =R, muni de la norme

1

de la convergence uniforme |68] = sup |6(x)].

Faisons 1'hypothése

(h.A.1) Les fonctions ol, oz, 03 définies respectivement sur les ensembles
{(xz,x3) : [x2| S a,, |x3| < a3}, {(xl,x3) DX e R, |x3| s ag)

et {(xl,xz) : x, € R, [le < a sont continues ainsi que leurs

2}
dérivées partielles ] I 1 2 2 2 3 3 3
P 92> 93> 92,30 9p» O3> Oy 3> Ops Oy Iy

a valeurs dans E et périodiques de période T en x,.

1
. 1 2 3 s .
De plus, les fonctions ¢ , o, o vérifient les relations

1 2 .
0 (0,x5) = 07(0,x5) si ‘x3| 5 ag
Gl(x 0) = 03(0 x,) si |x | g a
2’ 72 2"~ 72
2 1 .
g (x],O) =g (XI’O) si  x, e R.
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Cette hypothése définit une fonction S de C(Al) solution de

1'équation (e = 0 et satisfaisant :
X X, X
17273
1 2 3
@?O,Xz,XB) =g (XZ’XB)’ @?x],o,x3) =g (x], 3), enfin Gﬁxl,x ,0) = ¢ (Xl’XZ)'

Désignons alors par N, N], N2, N3, le, N13,N23 des constantes positives

ou nulles telles que l@?i < N, {6?} | < Nl’ ‘G?;‘ N N2’ \5?31

&1« x 1675 6531 = Ny

12° Ni3»

La continuité de la fonction ¥ et de ses dérivées permet de définir
des fonctions a, o' et a" numériques continues non décroissantes, sous-

additives et nulles d 1'origine telles que :

p
Ex) -S| < a(|x-x])

(II1.A.3) ¢ 87 -Gl < o' (|x=x)

pour X, X € A1 et

i# 3 i, je {1,2,3}

| 183500 - 875001 < a"(xx)

Voulant utiliser le théoréme de Schaiider nous allons rechercher un sous-
ensemble S de C(Al) convexe et compact ; nous introduisons pour cela
des fonctions Pis Pys 04 numériques explicitées dans la suite et définis-

sons S & partir des fonctions o de C(A]) telles que :

|6(x1,x2,x3) - e(xl,xz,x3)| < p](]xl—x]|,x2,x3)

(II1.A.4) ﬁ l@(xl,xz,x - e(x1,§2,x3)[ < pz(X],lXZ‘;z',XB)

3)
l@(xl,xz,x3) - G(X],XZ,XS)' < p3(X],X2,'X3—X3!)

\

Soient les opérateurs de §

X X X

i 2 3
(III.A.5) BO(x) =J J J e(sl,s )ds 1ds,ds, +§(x)
o 0 o
, Xy %3
= (

(I1T1.A.6) B o(x) J [ e‘xl’52’53)d52ds3 +@?; (XI’XZ’X3)

o o 1

X X,
(II11.A.7) Bze(x) = [ J 5(s,,x.,,8.)ds ds. + (&~ (k X,y 3Xa)

o o 1272273 1773 X, 1272273
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l .
3
(I11.A.8) B 8 (x) = JO J e(sl,sz,x3)ds]dsz +(§;3(x],x2,x3)
12 3
(II1.A.9) B 7o(x) = J a(x,,x 284 )ds +-G}' (%X, ,%,,%,)
1°72 [272°73
o) ] )
X
2
13
(III.A.10) B "8(x) = j 289 s%4 )ds +-Gy (X, ,%X,,%,)
1 1°72°73
o l 3
X
23 !
(ITI.A.11) B "7e(x) = J e(s],xz,x )ds + @b’ (XI’XZ’X3)

o 2 3

qui vérifient les propriétés suivantes :

!Be(x],xz,x3) - Be(§],x2,x3)| < 19|a2a3lx]-§ll + a(]x]—gll)

it T - -
(II1.A.12) { [BOGx)s%)5%0) = BO(x ,%,,%,) | 5 [08] Faglx,=x, | + al|x,=x,[)
IBe(Xl,Xst3) - Be(xl,xz,§3)! S [91%1a2|x3—§3[ + u(|x3—§3|)
|Bo(x)| < |o] :Jziaza3 + N
(

IN

X, (g _ _
- 1 _
‘JO Jo D](lx] x]l,sz,s3)ds2d53|+a (Ix, x]])
!e|a3]x2—§2| + a'(lxz-gzl)

1 . 1, -
[B 6(x],x2,x3) - B 6(x],x2,x3)|

1
(III.A.]S){]B 0(x,,x,,%,) = B e(xl,x

IN

2”‘3)I

A

] - -
1/ 6(x,,%,,%x,) ~ B e(x],xz,XB)l |e|a2[x3—x3| + a'(le—x3|)

|B'e(x)} s |6laja, + N,

\. 273

4

"N

2 -— - -
|B e(x],xz,x3) - Bze(xl,xz,XB)l 16|a3lxl—x]i + a'(lx]-xll)

A

2 2 - 1 (*3 - . -
(ITI.A.14)<|B 8(x|,%,,%5) = B e(xl,xz,x3)[ |JO J pz(s],lxz—x2 Ls3)ds1ds31+a (Ixy-%, )

o

A

2 - 2 - T - -
|B e(xl,xz,x3) - B e(x],xz,x3)| Kl §-|x3—x3l + a'(le—XBI)

\ (Bze(x)| <

+

T
o] 7 a5 + N,

(
3 3.,-
]B e(xl,xz,x3) -~ B e(x‘,xz,x3)|

N

[elazlx1—§1] + a'(lx]—gll)

3 3 - T - =
(III.A.15)¢|B e(xl,xz,x3) - B e(x],xz,x3)’ [o] E-IXZ-X2| + a'(]xz—xzf)

N

3 3 =
|B 6(x1,x2,x3) - B 8(x],x2,x3))

28

Xl X2 _ _
'Jo J 0308158, x3-x30)ds ds, | +a(x =%, ])

o}

+

N

3 T
\ |B6(x)]| < |6 5 3 3



/

(I11.A.16) {

(III.A.17)ﬁ

4

(IIT.A.18) {

\

fonction

positives

(h.A.2)

lBlZ
IB]Z

IBIZ

’B‘3

lB13

IB23

IBZ3

!B23

IIT. 7

L4aN

X
12, - 3 = : " =
0(x,,%x,,%) ~ B 6(x],x2,x3)l [JO pl(lx]—xll,xz,s3)ds3l+a (lx]—xll)

WA

P
3 - 1" =
’Jo 0o Cxpalxyxy a8 g)ds g +ar ([x,x, )

. 12 -
e(xl,xz,x3) - B e(xl,xz,XB)[

o] |xy-x

12 -
e(x],xz,x3) ~ B e(x],xz,x3)[ 37X

A

12
|B “6(x)| s lela3 + le

N

x, _ _
IJO pl(’xl—xll’SZ’X3)dSZ\ * a"(ixl_xll)

' 13, =
e(x],xz,x3) - B 8(x],x2,x3)|

13 = =
G(X],XZ,XB) - B e(x],xz,x3)I < ‘ellxz—xzi

13 - *2 ~ -
e(x],xz,x3) - B e(x],xz,x3)| < IJO p3(x1,32,[x3—x3')dsz[ + u"(lx3—x3l)

13
B 00| ¢ |ola, + N4

23 = =
G(XI,xz,x3) - B e(x],xz,x3)| < |8le]—xll
23 - ) - -
e(xl,xz,x3) - B e(xl,xz,x3)[ < ]Jo pz(sl,lxz—xzi,x3)ds]| + a”(‘XZ_x2‘)
23 - * - -
(x,5%,,%,) = BT0(x ,x,,%) | s IJO 0408, 2%y, [xg=x,[)ds, | + o' ([xy=x,])

8200 < [0 =+ Ny

Nous pouvons maintenant introduire 1'hypothése concernant la

£f.
. 3+7Tm .. s .
Soit B 1le sous—ensemble de R défini a partir des constantes
M, Mij i, j e {1, 2, 3}
3+7m
B = {(x,y,2) ¢ R P X € A], lyl < M, !zil < Mg, , |

z..| £ M..
1] 1]
La fonction f : f(x],xz,x3,y,zl,22,23,212,213,223) est définie
et continue sur B & valeurs dans E et périodique en x

1

de période T.

Cette hypothése entralne 1'existence de fonctions w, Wis o 055

numériques continues, non décroissantes, nulles 3 1l'origine et sous-additives
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telles que : (III.A.19)

k) 0%, %5052 52,525521 552 352p5) = f(xl’XZ’XB’y’zl’22’23’212’213’223)\

s w(]x=x|) + wO(IY‘§’) + w](lz]—zll) + wz(lz f) +ow (1z3 3))

oo, (zymz, D ez gz gD + u)23("7‘23';231)'

D'autre part soit

(I1T.A.20) ' L = sup |f(x,y,2)}|.
B

Avec 1'hypothése :

(h.A.3) Les constantes L, M, Mi’ Mij’ N, Ni’ Nij vérifient les inégalités

( LTa,a, + N s M 2Lag + N, s M),
) 2Laza3 + N < M] 2La2 + N]3 S M]3

LTa, + N, £ M, LT + Nyy § Myq
\ LTa2 + N3 < M3

il est possible de définir pour 9 ¢ C(A‘)

(I11.A.22) F(x,8) = f(x],x 3,Be(x),Ble(X),Bze(X),BBe(x),Blze(x),B139(x),B2
et
, | T/2
IIT.A.23) m, (x ,X,,0) = = J F(x,,%x,,%X,,0)dx, .
3 R 127273 ]

Les relations (III.A.12...18,19) permettent d'évaluer les diffé~

rences suivantes :

36(x))

(‘F(xl,xz,x3,9) - F(§1,x2,x3,6)| < w(ixl—il\) + wo{lelazaSle—E]} +allx—x Do+
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+ wl{a'(lxl—gll)} + w2{16[a3|x1—§1[ + a'(lxl-gll)} + wj{leiazlx]—;]( + a'([x1-§]D

ol Cxp=x DY+ u’2:3{“’“?‘1';1“ + wpgta(lx=x, D)
[1.A.24) 4

2 (% X Yds.ds, |} + (] E (]x,~%,],x%,,8,)ds, |}
+ ot o o o (k=% [,5,,85)ds,ds, “12°] OpUIE TR 15Xy 84/053

X, _
L+ w13{i(0 ol(lx]—x]l,sz,x3)dszl}.

[F(x],xz,xs,e) - F(X],EZ,XB,G)’ < m([xz—gz‘) + w0{|6!a3 §-|x2—§2l + u(lxz—gz‘)}
-— - - T - ' -
+ w]{}e!a3‘x2—x21 + u'(ixz—le)} + wz{a'(lxz_xz‘)} + (*)3{\6"2_‘}(2_)(2\ +a (ixz—xz\)}

[T.A.25)% + wlz{a"(]xz—gzl)} + w23{a"(|x2—§2|)} + w13{|6]lx2-§2|} +
X

*1(*3 - 3 - ds 1
+ ] 0o (815 [xy=xy [583)ds dsg |} + wip ]| Top(xyy [x)7x, | s54)ds,]
(o] (o] (o]

T w23{'le 0o (s s %y7x, [, )ds [

et

[Foxxy3,8) = Fxyomyigu8) | € wllxg=iy 1) + u tlo] D aylxg |+ oty
+wCl0]a, =%, | + o' (lxg-ky DY + wyt]o] _Z. g%, | + 0" (=%, 1))

[I.A.26)W + wB{a'(|x3—§3})} + wlz{ie|ix3-§3|} + w23{u"(|x3v§3])} + wlB{a"()x3—£3\)}

X1 [*2 - * -
+ wB{]Jo JO 03(51,52,]x3—x3f)dsld52|} + w23{|Jo p3(s,x2,]x3—x3|)ds]}

X
2 —_
L + w13{IJO 03(x1,sz,’x3—x3|)dsz}.

Posons alors :
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([ 9,(8) = w(®) +u {2laya;8 + a(8)} + wla' ()} + w,y{2Lags + o' (&)
»ug{2Lays + o' (8)) + wp,{a"(8)) + wyy(2L8} + wj4la"(8))
L21(8) = w(6) + u {LTazs + a(6)} + u {2lass + a' ()} + wyla' (6))

(III.A.27) { 2 ' " " {
+ w3{LT6 + o' (8)} + wlz{a (s8)}) + w23{d (&)1 + w]3\2L6)

[—

QY(S) = w(8) + w {LTa25 + a(8)} + wl{ZLaZS +0'(8)}) + w3{d'(5)}
9 o
L + wZ{LT6 + o' (8)} + wlz{ZLG} + w23{a"(6)} + w]3{a"(6)}.
| T/2
(I11.A.28) et pour g > 0 € C(A]) Plg(x) = g(x) + — [ g(sl,xz,x3)ds1
T ~-T/2

Nous sommes en mesure maintenant d'établir le théoréme :

Théoneme (III.A.1) (exdstence)

| Avec les hypothéses (h.A.1,2 et 3) et (h.A.4)

(h.A.4) Les équations intégrales :

X3

x
_ 2
(II1.A.29) pl(é,xz,XB) = Ql(d) + w1{|fo J 01(6,52,33)dszds3l}

o
Xg X,y
+ wlZ{'Jo 01(5,X2,33)d53|} + w]3{]Jo pl(d,sz,x3)dszi}

X3

x
- o 1
(IIT.A.30) pz(x],S,XB) = 91(6) + P] wz{ljo J pz(sl,6,33)ds]ds3|}

[0}
%3 X
+ P,wlz{lfo py(x,,8,85)ds [} + P]w23{’jo p,(s,58,%,)ds |}

X

X
2
— "
(IIT.A.31)  p,(x,x,,8) = QJ(8) + PIMB{IJ JO 03(s,,8,,8)ds ds, |}

1
o

X, X,

+ leZB{IJO p3(sl,x2,6)ds]|} + P]w]3{|JO QB(XI,SZ,d)dszl}

-

admettent des solutions positives tendant vers O avec & uniformément
par rapport 3 x sur Al'
L'équation 6 = F(x,8) - ml(xz,x3,8) posséde au moins une solution

dans C(Al)'
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Démonsitrnation :

Soit
B e C(Al) : |8] g 2L et pour |x-x| ¢ ¢

dans lequel les fonctions o, sont définies par (III.A.29,30,31).

S1 est un convexe, compact pour la topologie de C(A]) il suffit

d'établir que
(III.A.32) ‘ 8 € Sl => F(x,8) - ml(xz,XB,e) € S1
et que 1'application

(111.A.33) o -> F(x,8) - m](xz,x3,e) de S dans S,

est continue.

Comme |F(x,8)| s L ==> ]ml(xz,x3,6)[ < L on voit que
|F(x,8) - ml(xz,x3,6)| < 2L.
De plus (III.A.24 - 27 et 29) impliquent
|F(X],X2,X3,e) = F(X]’XZ’X3’8)I < pl(lx]—xli’XZ’XB)
puis. (ITI.A.25,27 et 30) donnent

IF(XI’X23x3’6) - ml(XZ,X3,6) - F(Xl’gz,x3’6) + ml(;2’x3:8)1

A

0y (Xps %y, | ,%5)
enfin (III.A.26,27 et 31)

IF(xl,xz,X3,9) - omy (%) ,%5,0) = F(x,%,,%,4,0) + ml(xz,x3,e)[

78
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c'est-3-dire (III.A.32).

Quant & la continuité de 1l'application (III.A.33) elle résulte de

1'estimation de

]F(x,@) - F(x,g)l pour 6 et 8 e S].

|F(x,8) - F(x,0)] < w, {g-a |6-6[} + w {a,a,[6-8]} + w, % a3|6—§[}

243 283

— - - T -
+ 0, {g-azfe—e]} + wlz{a3|8—e!} + w]3{azle-6[} + w23{-g |e-6|}

et de

(T/Z

lm] (XZ’X3’e) B m] (XZ,XS,O)’ N IF(SI,XZQX:;’G) - F(Sl’xzax3se)ldsl

1
T /=1/2

Le théoréme de Schauder permet de conclure en 1l'existence d'un

élément 6] tel que

91 = F(x,el) - ml(xz,x3,9])

et donc en 1l'existence d'une solution de 1'équation modifiée :

1 T/2
- ;. [ f(x,,x,,x sUL U LU LU LU ,u ,u )dx1

soumise aux conditions initiales (III.A.2).

Remarque :

Si les hypothé&ses (h.A.l, 2 et 3) paraissent trés naturelles pour
ce genre de probléme, 1'hypothése (h.A.4) est plus obscure, pour l'interpréter
nous allons supposer que la fonction f est lipschitzienne et examiner la

limitation de ses constantes de lipschitz.
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@ Cas Lipschitzien.

Théoneme A.2 (existence) ;:

r“—' Sous les hypothéses (h.A.1., 2 bis, 3 et 4 bis),

(h.A.2 bis) : En plus de l'hypothé&se (h.A.2) la fonction f est lipschitzienne

par rapport aux variables z; et zij :

lf(x’y9zl,z2’239212’zl3’223) - f(X’Y9zl922)23921252139223)] S
(III.A.34) 3

Lokglzimzgfe
1=1 1<]

k..iz..—g.q!
1] 1) 1]

(h.A.3) et (h.A.4 bis) : La constante k vérifie la relation

(IT1I.A.35) e < k,, T +1

L'équation 6 = F(x,8) - m (xz,x3,6) admet au moins une solution

dans C(Al)'

La démonstration de ce théoréme repose sur l'explicitation des

relations (ITI.A.29, 30 et 31) qui résulte des lemmes suivants

Lemme (III.A.1)
L'équation :

' *2 (%3 *3
(TIT.A.36) o, (x,,%x) = 1 + kl‘JO Jo pl(sz,SB)dszdSBI + klzljo p](x2,83)d83|+

*2
k13‘[O 0y (sy,x5)ds, |

. . . P 2
admet une solution continue, positive définie sur tout R .
I

Ce lemme n'est autre que celui étudié par J. Conlan et J.B. Diaz [C
(p. 279) ou si 1l'on veut une application du théoréme (I.C.1) avec

k ‘x I
_ 13172
pI(XZ’O) = e

Ko |%a]
02(0,x3) =e 12773
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et (o0,) =kop, +k, () = (G I
1 XyXq 171 1271 X, 131 Xy
Lemme (III.A.2)
L'équation
X k23 T/2 b
(II1.A.37) p(x) =1 + ko s [J p(s)ds| + == J l( o (s)ds]|dx
o T -T/2 ‘o
. . - e T T
admet une solution continue positive définie sur [} - ~J pourvu
2 2
T
que exp(k23 ;J < k23T + 1,
ko3l
En cherchant une solution proportionnelle & e s Ppar exemple
kyqlx|
23 .
p(x) = le nous avons successivement :
k, . |x]| k.. |x]| 2exp(k,., T/2) - kT ~ 2
re 23 =1 + e 23 -+ é_{ 23 23 }
T k23
2exp(k,,T/2) - k.. T - 2
M1 - 23 2NN Y
k23T
2k, T + 2 - 2exp(k,.,T/2)
A 23 23 } o= 1
k23T

8i donc k23T + 1> exp(k23 T/2) nous avons :

KosT

2k23T + 2 - 2exp(k

(III.A.38) A= 7
23 7

et constatons que XA > 1 pour k23 #0
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Remarque :

Cette relation exp(k23 T/2) < 1 + k23T est en fait vérifiée pour :

(IT1.A.39) k23T < 2,50.

Lemme (III.A.3)
L'équation
X

1 (%3
(III.A.40) pZ(Xl’x3) =1 + Plkzljo J

X
py(s)s8y)ds dss| + Pk, J 392(X1’S3)ds3}
(e} o

X
!
* P1k23]Jo py(sysxy)ds,|

admet une solution continue positive définie sur tout compact de la forme

[— T . 2:' X r-c,c-l dés que
) — !

2

k23T + 1 > exp(kZST/Z).

S

Soit pour c¢ > 0 le compact A = {(x,,x,) : |x, | s E', |x, | < c}
c 1°73 1 2 2

et C(AC) 1'ensemble des fonctions continues définies sur Ac et positives.

Soit 1'application G : C(Ac) - C(AC) définie par

1 (%3 X
W(x],x3) =1+ k,P, JO Jo ﬂ(sl,s3)dslds3l + k23P1|JO ﬂ(sl,x3)[ds

3
MLIPRS [O DGepas3)ds, |

Gﬂ(xl,x3).

Pour établir que G est une contraction, nous allons munir C(AC)
de la topologie suivante. Prenons k > k23 tel que exp(k T/2) < 1 + kT,
.. k . .
désignons par ye x| la solution de 1'équation

X K T/2 X
o(x) =1+ k|J o(s)ds| + = I IJ o(s)ds|dx
o T /-T/2 o
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et considérons pour { e C(AC)

1 —klxl!—a|x3|
T = supl[d(x,x,)] — e } a > 0.
u

Nous avons alors
, a X (Xq _
[¥(xpxg) = ¥(x,xp) | < kzP,!JO JO [0Cs,.85) - (s ,s,) [ds,ds,|
X, ‘
+ P]k23,Jo ]‘ﬁ(S],X3) - J)(S],X?’)]ds]l
*3
+ PlkIZIJO Id(xl,s3) - @(xl,s3)|ds3]

_ k2 k[x]!+u‘x3|
soit IW(xl,x3) - W(X],X3)] s == [[J-0] |ue
ka

k - k|x, |+a|x,]
¢ 22 e 3
k
Ky, o klxlealx
¢ 2Bl ee
a
k k k
ou encore IIW~W[[ < C—% + 23 +._l%)||¢”@[|-
ka o
kZ k23 k12
I1 suffit alors de choisir o tel que -— + ~—= + < 1 pour que
ka k o

1'application G soit une contraction, ou ce qui revient au méme que 1'équation

(I11.A.40) admet une solution dans C(AC).

Avec ce lemme se termine la démonstration du théoréme (A.2) puisque

1'hypothése (h.A.4bis) implique 1'hypothése (h.A.4).
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Lemme (ITIL.A.4)

L'équation

X2 [x3
| O(SI’SZ’SB)dS]dSZdS
(o] (o]

X
T
(I1I1.A.41) p(x),%,,%5) = 1 + Plkol[o [ 3|

*2 [*3 {x] [x3
+ Plk]IJO JO p(x],sz,s3)dszds3\ + PlkZi,O . p(sl,xz,s3)dslds3‘

X X

X
2 3
Jo p(sl,sz,XB)dsldsz\ + P]klz\[o p(x],xz,s3)ds3|

I
+ P]k3|J
(o]
)| 2o s, |+ 2 il o s, |
AN LIRS R A 1231 PR R2e®3008

admet une solution continue positive définie sur tout compact de la forme

-% s -E] x [—az,azj x [—a3,a3] dés que

k23T + 1> exp(k23 T/2).

La démonstration de ce lemme est la méme que celle du lemme (III.A.3).

Grdce a ce lemme nous pouvons énoncer maintenant le théoréme d'unicité suivant

Theondme (A.3)
Sous les hypothéses du théoréme (A.2) et si la fonction f est

lipschitzienne par rapport d la variable y :
[£(x,y,2) - £(x,5,2)| < k_|y=y|

1'équation 6 = F(x,8) - ml(xz,xs,e) admet une et une seule solution, De

. . . s e ]
plus cette solution est continue par rapport aux données initiales o', 02

3

et ag .
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Démonstrhation :

-1

Désignons par (0],02,03), (o 2

,5 ,53) deux triplets de fonctions

vérifiant 1'hypothése (h.A.1) et désignons par S et & 1les solutions cor-

respondantes de 1'équation Gr’x.x = 0 qui sont manifestement continues par
17273

rapport d ces données initiales. Plus exactement si

€ = sup E [oi(x) - Ei(x)] + ‘ Io%(x) - 5%(x)[ + Z [o%‘(x) - E% (x)[}
A, i1 igej ] ] im0 3K Jk
i#k

nous pouvons trouver une constante K telle que

Gtx) - 8| s ke
‘@’i(x) -é;(x)] < Ke
]@Ej(x) -éqj(x)| < Ke sur A

Par suite, si nous désignons par 6 et 8 les solutions corres-
pondantes de 1'&quation
9 = F(x,8) - ml(xz,x3,6)
et posons

_ _ 3 . . 3 . .
[le=8]1G) = k_|BOGx) = BE(x)| + ] ki[Ble(x) -Be(x)| + T kij|BlJe(x)—BlJe(x)}
L

i,j=1
i#] j#i
puis
o-5 [
| le-8]], (x,,x.) = —-[ |[6-8]](s,,x.,,x,)ds
A e 1°%2°%3798,

de sorte que
[FGe,0) = myGeyoxg,0) = FGx,8) + my(xy0x5,8) | € B ([ {0-5] ) ()

La fonction Pl([le—gll) sera notée ¥ pour simplifier
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Nous avons

X

- 1 (%2 (%3
IBe(x) - Be(x)] < Ke + lJ [O Jo x(s],sz,s3)dsldszds3

0
{Ble( ) - B15(X)| < Ke + | 2 X3X(x s, ,5,)ds, ds,|
x < 1°5227379529%3
0o
et ainsi de suite... jusque
X
|BZ36(X) - B235(x)| < Ke + lJ lX(sl,xz,x3)dsl\
)

On multiplie chacune de ces relations par k0 ou kl ou ... k23
et on en fait la somme membre i membre.

En appliquant 1'opérateur P] on voit apparaltre alors

X (xz %3
x(x) € Ke + PlkoIJ | J x(sl,sz,s3)ds]dszdsgl
o ‘o Jo
X, (X
2 3
+ Plk]]f J X(XI’SZ’SB)dSZd83| + ...
o ‘o
+ Pk I[x] (( )ds, |
193 x(s|5%,,%,)ds, |

Jo

Le lemme (III.A.4) permet d'écrire x(x) £ Kev(x) (v désignant
la fonction solution de 1'@quation (III.A.41). Cette relation entraine 1'uni-

cité pour e = O et la continuité si ¢ est différent de O.

® Existence de sokutions pérniodiques du probleme initial.

La recherche des solutions périodiques de l'équation (III.A.1)
revient & choisir les conditions initiales assurant une solution 6 du

probléme modifié

8 = F(x,0) - ml(xz,x3,e)
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telle que m](xz,x3,e) soit nulle., Une réponse d ce probléme peut €tre donnée
. . 2 3 L. ~ .
en fixant les 2 fonctions o et o périodiques en X, et en déterminant
la fonction ol, ou compte tenu des relations de compatibilité, la fonction
23°
Pour cela nous utiliserons un théoréme de fonctions implicites établi

par L. Césari [ﬂ] et que nous écrirons sous la forme suivante ;

Considérons H(xz,x3,v,z(t2,t3), 0 < ty < X, 0 ¢ t3 < x3)

m
une fonctionnelle & valeurs dans R  dépendant des variables réelles

m PO

st des vecteurs de R v,z(tz,t3) définis pour O < £, < Xy
0 < t3 < x3.

Soient d'autre part I = {(x,,x,) e|R2 : 0<%, <a,, 0 ¢x, < a,l

2°73 2 2° =73 37

u  un vecteur de Rm, Yo la boule de mm définie par

m . . ..
Yo = {veR : ‘v—u| < B} et ZO 1'ensemble des fonctions continues définies

sur I & valeurs dans Yo’ muni de la convergence uniforme.

H peut dés lors €tre considérée comme une application de

I x YO x Z0 dans ®R" : H(xz,x3,v,z).

Théeonéme (A.4) (L. Césari)

Avec les hypothéses

(h.A.5) La fonctionnelle H = {Hi(xz,x3,v,z)} est continue, bornée sur

I x Y0 x Zo’ continiiment différentiable par rapport &3 v = (Vi)

oH,
i
On pose aij(xz,x3,v,z) = —= (x2,x3,v,z).

AN
J

(h.A.6) Pour x, = x

9 37 0, H ne dépend pas de =z : H(0,0,v,:). De plus,

il existe 1y € ]" pour lequel H(0,0,u,*) = 0 et

det{aij(O,O,u,')} # 0.



On peut d&s lors trouver des nombres positifs aé < a,s a3 < a3
Bo < B et une fonction V¥ € Zo telle que :
¥(0,0) = u [¥(x,,x3) = ul < B et
H(xz,x3,w(t2,t3), 0 < £y < Xy, 0 < t3 < x3) =0
pour (x,,%xy) € I' = {(x,,%x3) € T : 05 %, <ay, 0s<x,;<ail.

Pour mieux comprendre l'utilisation de ce théoréme, faisons la re-

2 3

marque suivante : soient o, o, © des conditions initiales vérifiant

(h.A.1) et 6 et m](xz,x3,6) la solution correspondante du probléme modi-

fié. Si pour (x;,xg) point de {(xz,x3) 0 <x, £ a

2 3

modifions la fonction 0;3 au point (xg,xg) en lul attribuant une nouvelle

gs 0 € X5 5 a3} nous

(¢]

valeur v, cette modification ne change pas ® ni m 2

pour O £ x, < X

1 2

0 . .
et O g X4 < X5 mals nous obtenons une nouvelle expression pour

BZBG(XI,Xg,Xg) = q(x]) et pour ml(xg,xg) = m. Ces nouveaux &léments q et

m sont alors solutions du probléme

.
99 (%) = F(x,q(x)) - m a(0) = v
dx
(IIT.A.42) ﬁ
T/2
m = 1 J F(x,q(x))dx
L T /-T/2

dans lequel

F(x],q(xl)) = f{xl,x;,xg,fg(x),Bie(x),Bze(X),B36(X),;Tié(x),;T§é(X),q(xl)}

avec

i . i
B7o(x) = 1im B e(xl,xz,x3)

Q (]
(xz,x3)+(x2,x3)

Ce probléme fera l'objet des pages qui suivent (Propositions III.A.1,

2 et 3). Conjointement 3 cette &tude nous pouvons examiner ce qui deviennent
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les fonctions e(xl,xz,x3 et ml(xz,x3,e) solutions du probléme modifié

6 = F(x,8) - m](xz,x3,8)

. . . . b . 1
lorsqu'on introduit certaines discontinuités dans la fonction Opge

exactement considérons 1l'hypothése :

Txysxy) 3 x| 5 3y, |%4] s a3}, {(x,x5) % x; € R, |x,]

Plus

. 2 U .
(h.A.7) Les fonctions o], o 03 définies respectivement sur les ensembles

< a3}

et {(xl,xz) P X € R, 1x2‘ < az} sont continues ainsi que leurs

P . 1 1 2 2 2 3 3 3 -
dérivées partielles Oys g5 05 Tgs Oyg, Oy Oy, O, @
et périodiques de période T en X

De plus, ces founctions vérifient :

1 2 .
o (O,x3) =0 (O,x3) si [x3] § ag
o’ (x,,0) = o> (x,,0) si |x,| eR
03(0 X,) = o](x 0) si ]x [ < a
*72 2° 2t 8 T2

valeurs dans

. . 1 - . . .
Enfin la fonction Oy présente des points de discontinuité

9 93
(gz ,£3 ) en nombre fini pour lesquels :

q

q q
1 1 2 1 2

2
Op3(6, —0,x

)

3

| (06,20 = 0b (0800 £ 0) x00040)
T93{%y584 = 0y3(%ys85 Op3(%ys8,

q q 4, 49 q q
1 2_ 3.4y _ 1,2 73 ] 2
O23(52 O’53 0) = 9338, »€3 ) # G23“2 0,64

(les inégalités peuvent tré&s bien ne pas avoir toutes lieu).

. . . ] 1] 1
Enfin, il existe des constantes E]’ 21, 22 EZ’ 23, 23

ou nulles telles que :

3+O)

positives

E



et

de C(A])
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— 1 - % —— ' _— -
lo 23(x2 X.,) 023(x2,x3)| g flixz x2| + 311x3 X4y} pour
q q,+1 q q.,+1
2 - 2 3 - 3

2 2 - - . -
\013(x1,x3) - 013(x1,x3)| < Zz\xl—xlf + Zé‘x3—x3 pour

x. € R €

X%

L lx -x [ + E [x -x

pour

A

3 3 - -
l012("1”‘2) = 05 (x %)) | 2{
) q2+1.

q
2
20Xy § &y

e R €2 < X

X, X

1°71

Comme 1'hypothése (h.A.1) cette hypothése définit une fonction Qd

solution de 1'équation (Gt = 0.
X Xp%y

Soient N, N], NZ’ N3, le, NIB’ N23 des constantes positives ou

nulles telles que

(h.A.8)

|£(x,y,2)

bt

(h.A.9)

IR O IS A I S ORI A
r\/
PRI P l@i,3v‘ L ‘@;,3‘ § Nose

La fonction f : f(x],x2,x3,y,z],22,23,212,213,223) est définie

et continue sur B = {(x,y,2) : x € A, Iyl s M, Jz.| s M, [a..lcM, .

d valeurs dans E et période en X, de période T. De plus f

est lipschitzienne :

- £(x,y,2)| s k]x-x| + ko\y—§] + 7 k. ]z —z z
i=1 <

i

Cette hypothé&se entraine 1l'existence de L = sup |f(x,y,z)]|

Les constantes L, M, M., M.., N, N., N.. vérifient les
i’ Tij i’ 1]

inégalités :
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( N + 2LTa2a3 <M
N + 4la, £ M
N, + 4La,a, < M 12 3 12
1 273 % 1
N + 4La, < M
N2 + 2LTa3 < M2 13 2 13
N + LT <M
. N3 + ZLTa2 < M3 23 23
Theoreme (A.5)
Sous les hypothéses (h.A.7, 8, 9) et
T
k23T + 1> exp(k23 ;J
L'équation 6 = F(x,8) - ml(xz,x3,e) admet au moins une solution

lipschitzienne. (La constante de

dans C(A])

nombre des points de discontinuité et de leur

Démonstration {malheureusement tres
Nous nous limitons & la bande :
{(x],xz,x3) : %, eR, 05x, < a,
p
et désignons par E; = 0< g; < g; < < 522
o _ 1 2 P3
3 70985 © 53 % vee < 8y
les projections sur les axes 0x2, Ox3 des p

1
o

fonction 23 Nous allons appliquer le théor
chacune des bandes A :
9243
)
Aq2q3 = {<X1axzsx3) Xl e R ’ gz < Xz

Ce théoréme s'applique évidemment dans la bande

AIO

ce que deviennent les conditions initiales.

1'appliquer par exemple dans la bande ou

lipschitz est indépendante du

position).

technique)
0 < x3 FS a,
p,+1
2
<8 = a
p,t+l
3 _
< Ey =3y

oints de discontinuité de la

éme (A.2) successivement dans

q,*1 q qq*!
2 : 3
$hy 5 £y € X5 0% €33 }
AOO pour
A il nous faut regarder
9p43



I11. 25
l .
Dans Aoo’ nous avons @OO(O,XZ,XB) =g (x2,x3)
2
Voo (xp50,x,) = o7 (x,x,)
_ 3
@OO(XI’XZ,O) =0 (X]QXZ) et
donc dans A J (0,x,,x ) = c](x X.)
10° 1077772273 2°73
x. € R 0 < x, ¢ gl : ﬂ (x a] x.,) = & (x EI*O X, )
1 i 7373 10°71°7°2°73 oo 1’72 7’73
X €R, £, < X £ d (x,,x,,0) = 02(x X,)
1 > r2 0t T2 s P2 107717722 12727
Nous trouvons alors
1
o o RN
(ITI.A.43) lO(X]’XZ’XB) = oo(xl’x2’x3) + J J J F(s],sz,SS,e)ds]dszds
o o o)
4293 4293 .
De plus si N . N23 désignent les majorations analogues
i N, . N23 sur 4.q nous pouvons &crire :
2713
10 00 1 1 10 _ o0
N <N + LT5253 le = le
10 00 11 10 00 1
N1 < N1 + 2L£2g3 N]3 < N13 + 2L£2
10 _ o0 10 00
Nym =N, Nyg € Moy
10 1
Ny s Ngo + LTg,
et de proche en proche :
4,9 q, q,+! q,*1 q 4,9
273 2.3 2 3 273
N <N+ LTE2 53 ou N + LT(E2 £3 > N < N+LTaza3
9,95 9, q4*! 9+l g4 qy95
N] < N] + ZLg2 g3 ou N] + 2L£2 £3 ==> Nl < N1+2La2a3
9,9 qatl 9,9
233 3
N2 < N2 + LT&3 ==> N 273 S N2+LTa3
q2q3 q2+] q7q3
N3 < N3 + LTg2 =1 N3 < N3+LTa2
SUL qq*i 905
\) - — . \
N12 < hlZ + 2L,3 == N]2 < 1\412+2La3
959 q,+*1 9,9
2713 Loy 2 . 23 ,
Nig o« Nyg + 2ks, => Ny s Nygrila,
9,9 9,9
N 273 <N . 273 _ N
23 23 23 23

3
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D'un autre cdté, les relations (ITI.A.3) peuvent s'écrire dans le

cas présent

57X

'@OO(XI,XZ,X3) - @oo(§],§2,§3){ < ulix x| + a,|x 2[ + u3’x3—;3f

+ ui]x -x, |
2 72

o Y - = i ' X
I@f (x),%,,%,) '@(i)o(xl’XZ’)%)l < oy xgx * a§[x3—x3‘

pour i wvalant 1, 2 ou 3.

Avec ces notations, les relations (III.A.27) s'écrivent

00 _ AR U . o1 2 1.
277(8) = k6 + k 210,008 + 6] + k) [2LE56 + o8] + koo

1 3 .
+ kg [202,8 + 8]+ k008 + 2k, L8 + k000

1 o0 _ i 1 - oy I 1
9 (6) = k8 + k [T, + a 6] + ky 2Legs + 0,8] + ky0,0
' 3 '
é
+ g (118 + 0js] + k008 + kol 5+ Ky 2L,
I 00, oy | 1 1 2
; 2°°(8) =k + ko[:Lngé + a36] + kl[:Zngé *agd] + k,[LTs + a3@]
3 t 1
+ k3u36 + k122L6 + kzgelé + k31£25-
. . 00, 00
¢ '

Désignons par 2, (é)pl(xz,x3), Q] (6)pz(x],x3) et
QYOO(é)pgo(xl,xz) les solutions des équations (III.A.29, 30, 31) les
différentes constantes {, {' « deviennent par (III.A.43)

b - 4 I

L.+ £+ 0°9(s) E (s.,¢)yd

2 2 T . 1%2rm300

b > 4

o o, + ZLFIQ]

1 " 372

(Xz -> (12

o b

O, > + LL)N



el el
1 1 2 [°3 oo
a, > o, + Jo. j 2, (6)91(32,33)dszds3

o >

+ 2L£;

1
T/2 &
3 3 2 .00
o - oy + Jo JO Q] (6)03(sl,sz)dslds2

g1
| ] 2 "00 T
£2 - £ {o Q] (6)03(2 s sz)ds2

Ecrivant 9?0(6) sous la forme k& + ﬁ'i;G

._' _ ]
k' =. kOZLE3 + k2L < 2L(koa

3 ky)

3 * K3

nous constatons que

ITI.

avec

1
3

£
10 _ T =y .2 00 | 1
th (8) = kS + k Ey8 + 0 (6){01(52,63) 1 k12 JO o](£2,53)ds3}

1

£
- . . 1 1 3 1
L' ! P
évaluation de 1'expression p](£2,€3) 1 k]2 {O 91(22,53)d33

27

se fait a partir du lemme (III.A.1) dont la solution de 1'équation (III.A.36)

est

explky ) [yl + kyglag [+ ey ok ) x, [ xg 1)

on trouve alors



(k,+k )E k12€
Os) < k6 + E'€§6 + MPISE 1 ?0(6){e 3
k12+(k1+k )5

12713

Moyennant 1'hypothése

1
kg (k1+k12k13)52

(IIT.A.44) e 1273 <1

]
PRALIRR S PLIE LS

équivalente 3 (kl+k )g {e

12713 12

nous aurons
O < ko + E'ggé + 9?0(6){

< B (g-5)6 + 9%° 13

°(8)e

41
ey g* Gy #ke ok p)eq] e,

+(k +k +k13)£3]£

I1I. 28

| I
thyqfyt(k vk k 13)52@3

-1}

Le processus ainsi engagé peut se poursuivre et nous aurons suc—

cessivement j 3 I

QJO(G) ¢ & (gJ+1

h] j-1
52) *+Q (8)e

ce qui implique

jo
2y (8) ¢ (k 12813

[} 3+ (i, +k12k13)53]

i+l 3
o33 * k)2Lsey exp[k]3 + (k+k ok )g3]g

(e - el

2

00 14 ]
(8) explk) g + (& +k K, )eq]e)

moyennant 1'hypothé&se

Iy cx e

(III.A.45) (ky + K,k ) (6D ) . -1}

De la méme fagon, nous pourrons écrire

-1},
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ji j+1 i+tl7.]
31(8) & (kjag+ky)2Le)" 6 explk 4 + (k +kpk )87 ]€)

i+l - jv i+l
+ (k_a,+k,)2LE," 8 exkalz + (k1+k12k13)£2]£3

00 i j j. i
+ 9]7(8) explk), 84 + k485 + (k vk k )E5E0
pourvu que pour tout (i,j)
1+1 i
. . k. (67 - £
vl _ ] 1273 3 -1
(ky ey k3D (85 £)) € kyyte 1
(III.1.46) ey kl3(€§+l - £3) !
1*Ryaky3) (5 t3) T kgt

D'un autre coté, 9'10(6) reste égal a Q'?O(G) et

1
T/2 (£
1 .ulO _ 2 1 1 woo n00 2
) 2" (8) = (koLT+2k]L)5(£2 Ez) + ) 2 (8) + k3Q I (8) JO j ] p3(sl,sz)dslds

1

3
noo 2 T
+ k31§21 (S)JO p3(2 . Sz)dSZ'

2

1

T/20t, &2 1
1z : c —
L'évaluation de k3 [o JO p3(s],sz)dslds2 + k3] JO p3(2 . sz)ds2

. . 1 ..
peut se faire en remarquant que cette fonction de &2 est dérivable, de

dérivée a 1'origine égale 3

T/2 T .
o 2
et donc pour E; assez petit on aura :
*, 1
4k ¢
Loanl%) ¢ (e rmeok s e 2-g)y + Lguoe 72
2 1 o] 1 2 72 2 1

et pour g, - g; assez petit
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*, 2 1
, 4k (E,-5,)
L gn20sy ¢ (koLT+2k]L)6(£g - gg) + 1 Q":O(é)e 272
2 2
i +1 4k*€% 00 4k*£%
d'od Q"{O(a) < (2k_LT+4k L)GgJ +"1%(8)e
* 3 *j
ji j+l ik g2 100 4k E"2
Q"] (8) < (2kOLT+4k]L)6€2 e + (8)e
N A AN
WJi 1+l 3 y 00
et 'y (8) < (2k LT+4k L)ég + 0 (8)e
. - i+l i j+1 j ) .
moyennant 1'hypothése que £3 - 53 ou gz - 52 soient assez petits pour
assurer la condition :
j+1 j+l
( e [ e 3)ds, ds vk 2 & e hyas, ¢ ateitoed)
3 o gj 3v°12527 2 13 gj 3 2 *72 72 2 " 2 2
2 2
(111.A.46) ﬁ
/2 i+1 gi+1
3 i 3 T i+l _ i
ky JO J i p2<51’S3"53)d51ds3*k12Li p2(2 284~ 3)ds < 2K (23" ~ey)
\ 3 3

Le théoréme sera prouvé dé&s que nous prendrons une subdivision

(53) et (El suffisamment fine pour assurer les conditions (III.A.46).

3)
Nous remarquons aussi que les constantes de Lipschitz sont indépendantes du

nombre des points de discontinuité et de leur position,

Theonzme (A.6) (unicite)
Sous les hypothéses du théoréme (A.5) la solution de 1'équation
= F(x,9) - ml(xz,x3) est unique et dépend continiment des conditions

initiales.

cmp———

I1 suffit d'appliquer le théoréme (A.3) dans chacune des bandes

A X
qp93
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Aprés cette étude, nous pouvons entreprendre 1'examen du probléme

(I1I.A.42) différentiel associé pour lequel on a les propositions suivantes

(h.A.10)

(h.A.11)

(II1.A.47)

de période

telles que

et on veéeri

¥ (x) = ¥(

il suffit

Proposition (II1.A.1)

Avec les hypothéses suivantes :

Les constantes positives L, M23, T satisfont & la relation

No3»

N + LT £ M

23 23°

La fonction F : F(Xl’q) définie et continue sur la bande

N _om L s
A =R x [7M23,M23] d valeurs dans E =R est périodique en X

de période T.
L = sup IF(xl,q)l
A
L'équation

X, | T/2
q(x,) = v+ J [F(s,q(s)) - — J F(x,q(x))dx]ds
o T /=T/2

T.

Demonstration :

Soit C 1'ensemble des fonctions T périodiques définies sur R

00 = v, e - PG| < 2Lfx=x| et [J] <M,

On définit 1'application g : - v

* (T2
¥(x) = v+ J [F(s,0(s)) - — J F(x,¥(x))dx]ds
) T ‘-T/2

fie que cette application transforme C en lui-méme. Comme ¥(0) =
| g 2L)xx| et xe [-L, EJ v s |vl o+ 2L]x] < Nya+2LT ¢
2 2

de remarquer que g est continue. La fonction F est continue, on

admet pour tout v : lvl < N23 une solution a définie sur R et périodique

Vi,

M

23
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peut donc trouver une fonction w continue croissante, nulle & 1'origine

23
telle que :

[F(x,9) = FGx,@) | 5 wyy(lg-a]) pour (x,9),(x,q) e A

et donc

- T
v -¥l s 2w23flv-$l)-; = T w,, ([-0]).

Le théoréme de Schalider appliqué a8 C permet de conclure en

1'existence d'une fonction q telle que

40 = v et q'(x) = FG,,ax,) =+ | ¥(s,3(s))ds

fT/Z
T

-T/2

Proposition (II1.A.2) :

[ Avec les hypothéses suivantes

(h.A.10) et
(h.A.11bis) En plus de 1'hypothése (h.A.11) la fonction F est lipschitzienne

par rapport 3 (¢

[F(x,q) - F(x,)| s ky,la=q] x e R, laf,la] <y,

avec k2

T
3T + 1 > exp(k23 ;).

L'équation (III.A.47) posséde une et une seule solution dépendant

continliment de v sur [}N23,N23 .

hermtep——

Demonstrnation :

Soient v et v deux conditions initiales et gq, q deux solutions

correspondantes. On peut &crire :

— - x —
laG) = aG)| < |v=v| + koq J tla(s)=a(s) | + fg-al 1ds
(e]

en notant
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T/2

la-al, -1 J / la(s) - q(s)|ds .
T J-1/2

Nous en déduisons :

X
0G0 = 3| + laal, € 2v=7l + 2yl [ (o) = 3| + o] s
(o}

k23‘x|

soit lq(x) - q(x)]| + [q-qf1 < 2|v-v] x e en utilisant le lemme

(I11.A.2).

Remarque 1.~
La solution de 1'équation précédente peut &tre obtenue par la méthode

des approximations successives avec

et q, (n > 0) solution de 1l'équation

X
(IIT.A.48) 9,(x) = v + J {F(s,qn(s)) -1

T/2
J F(x,qn_l(x))dx}ds.
o T

~T/2
En effet,

X
lap ®) = ()| < k23ijo la,(8) = a (&) ]ds] + Ky, g"q !

kyqlx]
T 23
|90, &) = a0 ] < kg o |90 = 4ol o "D
« T
d'ol ’qn+1 - qnII $ k23 ;'lqn - qn—l’]
k,, T
avec A = 23 T > 1
2k23T + 2-—2exp(k23 ;)
' esttiodi _ I T
c'est-a-dire ]qn+] qnl1 s = (q1 - qol] ky, = et
A 2
1 T T
'an+l - an g )\_'I'{ 'q] - qo]] k23 — exp(k23 =) .
2 2
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Remarque 7.-

T/2
La fonction v » m = m(q) = 1 J F(s,q(s))ds est continue
T ‘-T/2

sur ]:—N23,N23] et méme :

Proposition (111.A.3)

Avec les hypothéses de la proposition (III.A.2), si la fonction F
est continliment différentiable par rapport 4 q sur A 1la fonction v - m
est différentiable et
t

T
F (X,q(x))dx)}{{ eXp(-J F (x,q(x))dx)dt}
q o o d

dm JT/Z 1

(I11.A.49) — = {1 - exp(~
dv ~T/2

Démonstration :

La conclusion de cette proposition se traduit par

T/2
I - eXp(—J Foo 60,0054, (%) 5005 qp(x) ) dx)

om, ~T/2 1qj

1

a.. = =

1]

ij T t
JO eXP(—JO Fiqj(x,ql(X),qz(X),-,-,qm(XDdX)dt

si on désigne par Fi les M composantes de F et par q celles de q.

Au lieu de la démonstration de L. Cesari D] page 47, nous établirons

le résultat de la manidre suivante.

Désignons par (q,m) la solution correspondante 4 v et

(q+Aq,m+Am) celle correspondante & v+Av.

On peut écrire :

X
Aq(x) = Av + J [F(t,q(t) + aq(t)) - F(t,q(t)) - bm]dt
(o)

et

. T/2
Am = — J ]:F(t,q(t) + Aq(t)) - F(t,q(t))]dt-
T /~=T/2
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Soit a(t) = Fq(t,q(t)), nous avons :

F(t,q(t) + Aq(t)) = a(t).Aq(t) + e(t,Aq(t))

et donc
X I T/2
Aq(x) = Av + J [é(t)Aq(t) - = J a(T)Aq(T)d@]dt
o T /-T/2
X 1 T/2
+ J {e(t,Aq(t)) - — J e(t,Aq(T))dt}dt.
o T -T/2
Soit 1'équation obtenue 3 partir de la précédente par linéarisation.
N x N L
Aq(x) = Av + J [a(t)aq(t) - am]dt
o
(III.A.50)
N ! T/2 N
Am = — J a(t)Aq(t)dt.
T /-T/2
La résolution de ce systéme conduit i Aa(x) = g(x)Av
T/2
1 - exp(—J a(t)dt)
et A% = T ~1/2 - Av.
X
J exp(-J a(t)dt)dx
o o
D'autre part, en posant w(x) = Aq(x) - Aa(x) on a
w(x) = J [a(t)w(t) - -J a(T)w(T)dt]dt +
o T /'-1/2
X N 1 T/2 n
J Eit,Aq(t)+w(t)) -— [ E(T,Aq(r)+w(r»dﬂ]dt
o T /=T/2
ou
T/2 N , T/2 N
w'(x) = a(®x)w(x) - —-[ a(t)w(t)dt + e(x,Aq(R)+w(x)) - -[ e(t,0q(t)+w(1))dT
T J-T/2 T /-T/2

avec w(0) = 0.
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- V)
Lorsque Av tend vers O, il en est de méme pour Aq et Aq.
On peut donc écrire gridce 3 la continuité de la fonction Fq :

Yo>03n >0 tel que : |ag| + [l < n => |e(e,69(e)+w(e))| s al]agl+|w])

c'est-3-dire encore :

. X k23 T/2 X
lw' (x) | € 20]aq| + 2aw] + k231J lw' (e) [de| + == J IJ [w' (t) [de]dx]
o T -T/2 ‘o
koo lx|
W' () | < 200(]ag] + w22 -
T
ou |wl ¢ bar(lag] + [wyte 2% -k, T - 1) = han'(Jag] + |w))
2
|w| < bod_ lg| Av pour o assez petit.
1 - 4ar'

Cette relation permet de conclure, puisque pour tout o' > O

il existe n' > 0 tel que :

[av] < n' => |w| < a'|av] ou

lav] <n' => |am - am| g k23a'[Av|.

Ainsi 1'application v » m est différentiable et sa différentielle

est donnée par la formule (III.A.49).

Remarque : La continuité de cette différentielle r&sulte immédiatement

de la formule (III.A.49).

Ce probléme étant examiné, il nous est possible d'énoncer le théoréme
d'existence d'une solution périodique de 1'équation (III.A.1 et 2) aprés avoir

remarqué que la fonction m, s'@crivait en fait

1

1
m](xz,x3) = H{x2,x3,v,023(t2,t3), 0 < £ty < X, 0 <t, < x.,}
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(h.A.12) Les fonctions 02, 03 : oz(x],x3),03(xl,x2) définies respectivement

sur les ensembles :

Tx,%5) @ x| € R, Ix3[ s agd, {(x,%) @ x| eR, ‘le $ a,}

1

sont périodiques de période T en x continues ainsi que leurs dérivées

. 2 2 2 3 3 3 N e )
partielles 9y Q3, O3> 97> 02, O1ps 2 valeurs dans E et vérifient :

]9

oz(xl;o) = 03(x1,0) pour X, € R

2 2 - - - I
073 0xpaxg) = 073 Cxuxg) [ 5 £y =y |+ 25 [xymx,

3 3 - - - , -
072 (xpoxg) = 07, (e puxp) | s Lylx x| + £y [x,x, |

Cette hypothése permet de déterminer des constantes positives ou

nulles telles que : si x| € R

2 2 '
|0%(x,0)| s n |07 (x,,0)] s n lcg(xl,o)l s n,

2 3 2
o3G0 | < ny o720 s mpz Joy3(xp,00] < npy

(h.A.13) La fonction f : f(x],xz,x3,y,z],z2,z3,212,z13,zz3) est définie
3+7m

M.}

et continue sur B = {(x,y,z) € R ZijI i

»X € AI,lYl < M’lzi‘ ES Mi’!
a valeurs dans FE et périodique en x, de période T. De plus, f est

lipschitzienne :

[f(x,y,2) - £(x,y,2)] < klx-§|+koly-§l+§ kilzi_;i“iijkij‘zij_;ij

Posons L = sup |f(x,y,z)| et faisons 1'hypothése :
B

(h.A.14) Les constantes L, M, M.,

; M.., n, n,, n.., k vérifient

ij i 1] 23

les inégalités :
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n <M
nyp < My
n1 < M]
n13 < M]3
n2 < MZ T
k,.,T + 1 > exp(k,, =)
<M 23 23 2
B T

Soit F 1la fonction définie par

2 2 3 3 2
F(X,q) = f<X1,O’o,o (Xlso)!ol(XIQO)agz(X]’O)9012(X190)3013(X1’0),q)

(h.A.15) Il existe v € R tel que |v]| s M23—LT pour lequel 1'équation

gﬂv(x) = F(x,q(x)), q(0) = v admet une solution q périodique de période T
dx
pour laquelle la matrice jacobienne

t
1 - exp(—( Fq(x,a(x))dx)

J . .
dm _ o - est inversible.

dv T t _
J exp(—J F (x,q(x))dx)dt
0 o 9

Remarque : Dans le cas oi M = 1, cette hypothése se traduit par

T
f 9F (x,q(x))dx # 0 ou par le fait que 1'équation aux variations

0o 3¢q
dw(x) _ F L 3 )w(x)
dx aq

n'a pas toutes ses solutions périodiques.
Théorneme (TII.A.7)
Avec les hypothéses (h.A.12, 13, 14, 15), on peut trouver un nombre

a > 0 un ensemble A; = {x € A1 : [x2[ £ a, |x,] < a} une fonction 1 définie

N

et continue sur 1'ensemble {(XZ,XB) : |x2] < a, |x3]

A

a}l ainsi que ses
e e 3
dérivées TysT3sTyg vérifiant 1(0,0) = v, T(XZ,O) = g (0,x2) et
2 . e . P
T(O,X3) =0 (O,x3) et une fonction ¢ définie et continue sur A; périodique

en  x, de période T telle que :

o = f(X 1 XH,X ,(baq) aq) ,d) ,(1) s‘b ’¢’ )
X ¥9%q D273 Ry R T k) T TR X TR Xy
o (x,,x,,0) = 63(X X,) d(x,,0,x,) = oz(x X,)
12722 1°72 1°7°73 1’73
t : =
e ¢(O,x2,x3) T(xz,x3).
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De plus, la fonction 1 est définie d'une maniére unique et dépend

. A .. . .. 2 3
contindment des conditions initiales o et o .

La démonstration de ce théoréme suit le méme schéma que celle de

L. Cesari Eﬂ (théoréme V, page 113). Choisissant - LT il n'est

Nyg = Mys

pas difficile de voir la possibilité de déterminer un nombre positif a
assurant sur A; 1'hypothése (h.A.3). Les différentes propriétés obtenues
sur la fonctionnelle H permettent d'appliquer le théoréme (III.A.4) et donc

d'établir ce théoréme.

Remarque :

Nous donnerons dans la partie D de ce chapitre des exemples d'ap-
plications de ce théoréme.
D'un autre cOté, l'existence d'une solution périodique de 1l'équation

d . . . . . . e
— = F(x,q(x)) est nécessaire puisqu'en fait si ¢ est solution pé&riodique

dx

fa

de 1'équation

u = f(x,,X,,X,,u,u_ ,u_ ,u_ ,u ,u ,u )
1%2%3 17273 X %o Ry XXy X X3 XXy

- 3 _ 2 1
U(X]’XZ’O) =40 (x]sX2)9 u(X],O,X3) =0 (X13X3)9 u(OsX25X3) =0 (Xzaxa)

la fonction ¢X . qui est elle aussi périodique vérifie

273
) (x,,0,0) = 01 (0,0) + “ f(s,,0,0 02(5 0) 02(5 0) 03(3 0) 02(s 0)
X2X3 15 b 23 ’ o ]’ b ’ 1) 3 ] 19 32 ]) ’3 19 3
o3 (s.,0),5%.(s,0),4. _ (s ,0,0))ds
1271277271371 *Tx.x 1°7? 1

273

X

s s o 1

c'est-a-dire ¢X < (xl,0,0) = 023(0,0) + [ F(s,qbX . (s,0,0))ds.
273 o 273
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PERIODICITE PAR RAPPORT A DEUX VARIABLES.

1°) Définition du probleme modifde.
3

Dans cette partie A2 désignera le sous—-ensemble de R

< a,} avec a constante

€ R, {x3§ 3

A, = {x = (X]’X2’X3) eiR3 1 x, € R, x,

2 1 3

positive.

C(Az) sera 1l'ensemble des fonctions définies et continues sur AZ’

P ~ . - m .
périodiques en X et x de méme période T, & valeurs dans E =R , muni

1 2

de la norme de la convergence uniforme : |6] = sup|e(x)].
Faisons 1'hypothése

. 1 2 e s .
(h.B.1) Les fonctions o, o , 03 définies respectivement sur les ensembles

{(xz,x3) P x, € R, lx3l < a3}, {(xl,x3) : x e R, |x }

i 3l € ay

et {(x],xz) : X, € R, X, € R} sont continues ainsi que leurs

dérivées rtielles o1 o1 ol 2 2 2 3 3 3 a
vees pa 2> 93> Y23 912 93> 930 90 920 Iq2

valeurs dans E et périodiques de période T en x et x

1 2°
. 1 2 3 DU .
De plus les fonctions o , ¢, o vérifient les relations

1 2 .
a (0,x3) = g (O,x3) si ix3\ $ a,

oz(xl,O) = os(xl,O) si x. € R

03(O,x2) = cl(xz,O) si X

Cette hypothése définit comme 1'hypothése (h.A.I) de la partie

précédente une fonction K ge C(AZ) vérifiant : @; < x. = 0,
17273

_ 3 X 2 1

Blx,1x,,0) = 07 (x,x,), Blx 0, = 0 (x %), 610,x,,%0) = o (xyrx,)

et nous noterons par les mémes constantes N,, Nii les bornes de G?/ et de
1 ]

ses dérivées

18] < n & < N & <

3

‘@1,2‘ N &?],3]
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De méme la continuité de la fonction & et de ses dérivées permet
de définir des fonctions o, o' et a'", numériques, continues, non décrois-

santes, sous-additives telles que :

e

l@l(x) —@‘()—()| <o (|x=x]) X, X € A2
(III.B.1) ¢ B[ -8 ] < a'(x-x])  i,j e {1,2,3) i#j
\ l@§j<x> -@ﬁj(x)l s o"(|x-x])

Comme précédemment nous introduisons un sous—ensemble 52 de C(AZ)

de fonctions 6 satisfaisant les relations (III.A.4) sur Az.
i ij ~ . e .
et B gardent la méme signification

Les opérateurs B, B

(I1I.A.5,...,11) et les propriétés (III.A.12,...,18) se transforment en :

- T — —
|B6(x],x2,x3) - Be(xl,xz,x3)| < |o] ;-a3|x1-x]| + a(]xl—xl‘)
|B6(x,,%,,%,) - BO(xX,,X,,x )| < |8 I-a |x.-x.| + a(]x,-x%,])
(ITI.B.2) * 1°72°73 1°72°73 22 3'72 72 2 72
- > T —— _—
|B6(x],x2,x3) Be(xl,xz,x3)| < |of 7r-|x3 x3| + a(lx3 x3|)
2
T
L |Bo(x)| < |6 n a; + N
(1800 xyx B0ty | < 1] 2% (x5 sy 0)ds, s, 4 (x5, |
Xy 2,x3 ],XZ,XB < A pyCix, xl,sz,s3 s,ds, +a ( X 7%, )
! I - - -
(III.B.3) { B0 Gx)my %) -B 0 Cxpuxy %) | € [8laglxymx, | + o (Jx,x, )
1 1 = T - -
|B 8(x1,x2,x3)-B e(xl,xz,x3)| < ]6|~; |x3—x3| + av(|x3-x3])
\ |ymm|sm[§%+N]

2 2 - - -
|B e(x],xz,XB)—B e(x],xz,x3)| < Ie‘a3|xl—x1| + a'(lxl-xll)

|B26(x],XZ,XB)—BZG(XI,§2,X3)‘ < |(X]JXZQZ(SI,]XZ—QZ\,s3)ds ds,, +o'(|x ~;21)
(I11.B.4) ﬁ Jo Jo 1773 2

2 2 -
lB e(x],x )-B e(x],xz,x3)[

A

T -— i
2°%3 o] E"x3'x3] + o' (xgmx,))

IBZe(x)) < |o] Ta, +x
L
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4
3 3,,= T - .-
|B 8(%%,,%5) =B 0(x,,x),%5) | 5 [6] " lx=x [ + o' (Jx-x
8% (e 3y )80 (xR x| 6 o] T fxy=k, | + o' (Jx,%, )
(111.B.5) J 1°%2°%3 %2 s , 27 27%2
iB36(x %,,%.)-B26 (x,x. ,% o< | 1% 008,58, |x,~x,])ds ds +a' (|x,-%.])
17273 1°72°73 h o ‘o 3771722173 73 1772 373
2
180 (x) | ¢ o] -+ N
\ 3
4
’ X
12 12 - 3 - i T
B 70 Gey 0%,y x )BT (x %) x9) | s ’Jo oy (xy=x; 11255890 ds [ +a" () =x )
18126 ey B 200 Ty ) |6 [ 2 0, G Iy m5y 5,0 [t [, -
(111.8.6) 4 XX \x],xz,x3 | < X)s x2 X, ,s3 33} a''( X, xzt)
12 12 - -
[B S(X],xz,XB)—B 6(xl,x2,x3)l < Iellx3—x3|
12
B “0(x)]| < |6]a3 + N,
(IB136(X X, ,X )-B]36(£ X, ,x.)| < | *2 (|x -x l,s,,x.)ds |+ o' (]x -% D)
1°72°73 125227371 S SO RS TS R A T T
13 13 -
ﬁ IB G(XI,XZ,X3)"B e(xlaxzsx3)[ IGHX ’_le
(I1I1.B.7) X
2 - -
!B 8(x],x X4) -g! e(x ,xz,x )| < Ijo IR 2,]x x3])ds2 + (]xz—xzt)
! e(x)l lo] L+ n
\ S, 13
(1223 23, - _
|B 8(x,,%,,%,)-B e(xl,xz,x3)| < ]e||x}—x1l
23 23 - 1 "
(111.3.8) i |B 6(x],x2,x3) B e(x],xz,x3)| < ]fo oz(sl,lx ],x )ds | +a (]x2 2])
IB238(X X, X )—B23e(x X, ,X )| < ](x] ( ~x.|)ds. +a" | x,-x
l’ 2’ 3 1) 29 3 ~ JO 03 S],X2,|X3 XBI S] Qa ( X3 X3|)
[B B(X)l lel-g + Ny,
. 3+7m P .
Soit 82 le sous—ensemble de R défini a partir des constantes
positives M, M, ie {1, 2,3}, Mij i#jed{l, 2, 3}
2 {(x,y,z) € R X € A IYI N M’ l21’ N M:'L’ yzlj’ < Mij}
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Introduisons les hypothéses :

(h.B.2) La fonction £ : f(xl,xz,x3,y,z],22,23,212,213,223) est définie
et continue sur 82 d valeurs dans E et périodique en X, et

X, de période T.

Avec cette hypothése, la fonction f vérifie les propriétés

(ITII.A.19 et 20).

Fh.B.B) Les constantes L, M, Mi’ Mij’ N, Ni et Nij vérifient les

inégalités :

( LT2a3 + Ng M
41 a, + N < M
2LT a, + N1 < Ml 3 12 12
(I1I1.B.9) { 2LT + N23 < M23
2LT a3 + N2 < M2
2 2LT + N13 < M13
LT + N3 < M3

qui permettent de définir pour 6 € C(AZ)

B6(x),B'8(x),B%6(x),B36(x),B 26(x),B 20(x) 8236 (x))

(I11.B.10) F(x,0) = Ex)a%y,x%,,
et
(ITII1.B,11) m, (x,,x,,0) = 1 (T/z F(x,,x,,x.,0)dx
P 1772073 T oiopgg 1723
. (/2
(I11.B.12) mz(x],XB,e) = ;— J_T/z F(x],xz,x3,6)dx2
I T/2 T/2
(II1.B.13) mlz(x3,6) = ;E- J_T/z J_T/z F(xl,xz,x3,8)dxldx2
enfin
(I1I.B.14) Flz(x,e) = F(x,08) - m](xz,x3,6)~m2(x],x3,6)+m12(x3,0).

Les relations (III.B.2,...,8) permettent d'évaluer les différences
analogues aux relations (IIT.A.24,...,26) (il suffit de remplacer dans ces

. T
derniéres a, par =), et nous poserons
2



ITI. 44

92(6) = w(6)+wo{2LTa36+a(6)}+w1{a'(6)}+w2{§La36+a'(6)}

N =

+w3{2LT6+a'(6)}+w]2{a"(6)}+w23{4L6}+w13{a"(6)}

(ITI.B.15) ¢ 95(6) = w(6)+w0{2LTa 6+u(6)}+w1{4La 6+a'(6)}+w2{a'(6)}

3 3

N |

+w3{2LT6+u'(6)}+w]2{a"(6)}+w23{a"(6)}+w]3{4L6}

—

—-Q;(S) = w(6)+wo{LT26+a(6) +w1{2LT6+a'(6)}+w2{2LT6+a'(5)}
4

X +w3{a'(6)}+w12{4L6}+w13{a”(6)}+w23{a"(6)},

et pour g z 0 de C(AZ)

(I11.B,16) Plg(x) = g(x) + 1 JT/Z g(sl,xz,x3)ds]
T -T/2
] T/2
(II1.B.17) Pzg(x) = g(x) + E— J_T/z g(x],sz,XB)ds2
1 T/2 1 [T/Z
(I1I1.B.18) . Plzg(x) = g(x) + ;~ j_T/Zg(Sl’XZ’X3)dSI + ;—J—T/Zg(x],sz,x3)ds2
1 T/2 (T/2
+ EE-J_T/z J—T/zg(sl,sz,x?))ds]ds2

. Y = = .
ou si 1'on weut Plzg(x) PI{PZg(X)} Pz{Plg(x)}.
Nous sommes en mesure d'établir le théoréme :

Theoname (I11.B.1) (existence)

Avec les hypothéses (h.B.1, 2, 3, 4)

(h.B.4) : Les équations intégrales :

X

3

e}

X
_ 2
(IT1.B.19) p1(8,%,,%,) = 0,(8) + Pzw]{ljo J 01(6,82,53)dszds3l}

g x,
+ P2w12{]JO p](é,xz,SB)dSBI} + P2w13{|f0 pl(ﬁ,sz,x3)ds2|}

X, X
= O 1(73
(ITII.B.20) pz(x],é,x3) 92(6) + P]wZ{IJO JO pz(sl,d,SB)dsldSBI} +
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P {l(x3 (x,,6,8,)d $} + P {] s (s,,8 as. |}
R PALE 83)ds “a3tl]  Palepsixglds

X
2
_an
(I11.B.21) pz(xl,xz,é) = 92(5) + P12 3{|[ Jo 03(81,52,5)d81d52|}
*2
+ P12w13{|J0 p3(x1,52,6)d52|} + P12w23{lJ 03(s],x2,6)ds B

admettent des solutions positives qui tendent vers O avec § uniformément

sur A2.

L'équation ¢ = Flz(x,e) admet au moins une solution dans C(AZ).

La démonstration de ce théoréme est analogue i celle du théoréme

(III.A.1).

Traduisons comme précédemment 1'hypothése (h.B.4) dans le cas

lipschitzien.

2°) Cas Lipschitzien.

Theoneme (B.2) existence :

Sous les hypothéses :

(h.B.1)

(h.B.2bis) En plus de l'hypoth&se (h.B.2) la fonction f est lipschitzienne

par rapport aux variables z, et zij

(III.B.22) |f(x,y,z],22,23,z12,z13,z23) - f(x,y,zl,;2,23,;]2,213,223)l

Z kilz;-z, ] + ] k z; .|

e ij7%4j

(h.B.3)

(h.B.4bis) Les constantes k3, k]3 et k23 positives ou nulles assurent

1l'existence d'une solution continue et positive sur (— I~, Eq X[: I-,
- 2 2 2
de 1'équation
*2
I1I.B. =
(I11.B.23) p(x ,x)) =1+ Pk 3|[ { ,sz)dsldszl + Plzk13[Jo p(x],sz)dszl

X
+ P12k23|J o(s,,x,)ds, ]|



ITII. 46
L'équation 6 = Flz(x,e) admet au moins une solution dans C(Az).

Nous savons en vertu des lemmes (III.A.2 et 3) que les relations

(II1.B.19 et 20) sont satisfaites pour

k]3T < 2,5 et k23T < 2,5.

Quant 3 (III.B.23) qui n'est autre que la traduction de (III.B.21)
on peut 1'illustrer de la mani&re suivante :

T/2 JT/Z

* 1
Posons pour g 3z O, Plzg = P12g - ~§~J g(sl,sz)ds]ds

2

~T/2/-T/2

et isplons dans (III.B.23) les termes constants de sorte que
*2
p(x]9 2) =1+ A(p) + P12 3|J JO O(S],Sz)dsldszi

*2 * X
+ P 2k13[JO p(xl,sz)dszl + P12k23|J0 p(sl, 2)ds I.

Considérons 1'équation

X
*
(I1T.B.24) »p (xl,x Y =1+ P12 3}J J o (s],sz)ds]dszl

x x
2 ¥ 1 *
+ P12k13|J o (xl,sz)dsz| + P]2k23|J o) (s],xz)dsll

nous sommes slirs, tout au moins pour des petites valeurs de k3, k13 et k23,

de 1'existence d'une solution de cette é&quation. En écrivant que p est pro-

. - * s o s , 1 *
portionnel & p - nous sommes amenés i écrire p = ———— de sorte que

1-A(p™)
la relation (ITI,B.23) sera satisfaite pour A(p ) < 1.

Avec 1'aide d'un ordinateur, il nous a été possible de déterminer

une condition suffisante portant sur les constantes k3T2, k]3T et k23T

certifiant 1'existence d'une solution de (III.B.23) & savoir
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2
(I1I.B.25) 0,163k, T + 0,88 (k;, + k, )T < 1.

Cette derniére condition implique &videmment k13T < 2,5 et

k23T < 2,5,

Lemme (III.B.1)

L'équation

X1 *2(*3
(I11.B.26) (% ,%,,%,) = 1 + Plsz]J [ J p(sl,sz,s3)ds]dszds

|
o /0 /0 3

P12k J J o (xy589,85)ds ds [ +P )k 2’J JO p(sy,%;,85)ds ds,|
X, X,
J J p(s],sz,x3)ds]ds3l+P12k12'J (x »Xy 584 Yds

12 3 3I

(o}

X X
2 1
+ P12k13|fO p(xl,sz,x3)dszl + P]2k231[o p(s],xz,x3)ds]|

admet une solution continue positive définie sur tout compact de la forme

[— I-, I}X[l I-, E]X[;a,a] dés que l'hypothése (h.B.4bis) est satisfaite,
2 28 - 2 2

La démonstration de ce lemme est la méme que celle du lemme (III.A.3).

Thegnéme (I1II.B.3)
Sous les hypothéses du théoréme (III.B.2) et si la fonction f est

lipschitzienne par rapport 3 la variable y
[£GLy, () - £y, @) ] < k |y-y]

1'équation 6 = Flz(x,e) admet une et une seule solution. De plus, cette solu-

. . . P e 1 3
tion est continue par rapport aux données initiales o , 02 et o,

L

Demonstration :

. | - - - P .
Si (o, 02, 03) et (ol, 02, 03) désignent deux triplets de

fonctions vérifiant 1'hypothése (h.B.1), Gy‘et GT les solutions corres-
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pondantes de U xx 0, on peut écrire comme dans le théor&me (III.A.3)

17273

£ = sup{2|oi(x)—5i(x)| + Z|o§(x)—8§(x)| + X|0§k(x) - E;k(x)|}
Ay i i,] i,j,h

|@(x) —@—J(x)| < Ke

|G§;(X) - Gf (x)|

Et si 6 et 6 sont deux solutions de 1'équation 6 = Flz(x,e)

nous poserons encore

|le - 5||(x) k, ]Be(x)—Be(x)|+§k |8Y6 (x)-B e(x)|+§k 1886 () -85 (x) |
ij

et x(x) = P,|l6e=6]](x).
Nous avons alors :
- 1{%2
|BO(x) - BO(x)| < Ke + |J f J x(s],s2,53)ds1dszd53l

X
|Ble(x) - B]e(x)| < Ke + |J02J x(x,,8,,5,)ds, ds3)

X
|B238(x) - BZ3B(X)‘ < Ke + \J ! X(sl,xz,XB)ds]].
o

Multipliant chacune de ces relations par ko’ kl""’k23 et

appliquant 1'opérateur P12 nous constatons que

X| (%) [Xg
x(x) < Ke + P k ]J J J x(sl,sz,s3)ds]d52ds3‘
oo

o

X,
+ o0t P12k23|J x(sl,xz,x3)ds]|.

Le lemme (III.B.1) permet alors de conclure 1l'unicité si e = 0

et la continuité par rapport aux conditions initiales pour & > O.
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3°) Exdstence de solutions périodiques du probleme initiak.

La recherche des solutions périodiques en X, et x, de 1'équation
(II1.B.1) revient & choisir les conditions initiales assurant une solution

de 1'8quation modifiée
o = F(x,98) - mlz(x,e)

telle que mlz(x,e)’ soit nulle. Une réponse d ce probléme peut @tre donnée en

fixant la fonction 03 périodique en x, et x, de périodique T, et en

1 2
déterminant les 2 autres fonctions ol et 02 (compte tenu des relations de
ey sq 1 2
compatibilité O3 et 013).

Pour cela nous utiliserons une généralisation du théoréme des fonctions

implicites de L. Cesari rappelé dans la partie précédente (th. IIT.A.4).
Considérons
H(x3,a(x2) + B(xl) - a(O),zl(xz,t3) + zz(xl,t3) - zl(O,t3), 0 < t3 < x3)

une fonctionnelle i valeurs dans mm = E dépendant de la variable réelle X35 <:§?E>
LIikg

. . m
des fonctions vectorielles de R

a(xz) + B(xl) - a(0) (af0) = R(0)) et ZI(XZ’t3) + zz(xl,t3) - zl(O,t )

(avec zl(O,t3) = zz(O,t )) sur O g t_, < x,.

Soient I = {x3 e R:0<x, <a

3 35, By ¥ v(x)) - u(0)

ot M e 4. .
(avec 1u(0) = v(0)) un élément de R , périodique de période T en X, et

X,, Y la boule de mm définie par les fonctions o, B périodiques elles
2 o

aussi de période T telles que af(0) = B(0) et
lax,) + B(x;) - a(0) - ulx,)) - v(x)) + u(0)] s 6.

Soit enfin ZO 1'ensemble des fonctions z, définies pour
3

0 <t, <a sur Rz, 3 valeurs dans Y
3 3 o

zt3(xl’x2) = z](X2’t3) + Zz(xl,tS) - z,] (09t3)
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H peut dés lors &tre considérée comme une fonctionnelle

H(xB,u(xz) + B(xl) ~ a(0),z) pour laquelle on a :

Theoneme (III.B.4)

Avec les hypothéses

(h.B.5) La fonctionnelle H(x (XZ) + B(Xl) - a(0),z) est continue bornée

3>
sur I x Yo X Zo et continfiment différentiable par rapport a a(xz) + B(xl) - a(0).

On notera L(x3,a,8,z) sa différentielle.

(h.B.6) Pour Xy = 0, H ne dépend pas de =z : H(O,a(xz) + 8(x1) - a(0),.)

il existe de plus (u,v), u(xz) + v(x]) - n(0) € R"  tel que

H(O,u(xz) + V(xl) - uw(),.) =0

L{O,u,v,.) 1inversible dans L(YO,E).

On peut dés lors trouver des nombres aé < a, et 60 < & positifs,

et une fonction z de Zo telle que :
2, (x5%,) = 2,(%,,0) + 2,(x,,0) = 2,(0,0) = u(x,) + vi(x;) - u(0)
|2 (xg5t5) + z(x ,t) = 2,(0,t5) = u(x,) - v(x)) + u(0)| < 8

et H(x3,zx3(x],x2),zt3(x],xz), 05ty < x3) =0

Ce théoréme ressemble au théoréme (III.A.4) &tabli par L. Cesari
et se démontre de la méme fagon.

Comme nous 1'avons remarqué dans la partie précédente :

si nous désignons par 6 et m = m o+ m, - m, la solution correspondante du
N c e . _ 1 2 3 . o o
probléme modifié relatif aux données ¢ , ¢ , © et si pour x3 (0 < x3 < a3)
s . 2 ,
nous modifions les fonctions 053 et 013 en leur attribuant une nouvelle

expression v et 1y mnous constatons que 0 et m ne sont pas modifiés sur

0 < Xq < xg mais que par contre B3e(x1,x2,x§) = q(x],xz) est solution d'un

probléme du type :
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2 .
r ~39 (x,,%,) = F(x,,X,,9q, iEL-, JELO -m, (x,) ~m,(x,) +m
TN 1°72 1°72 - 9% 172 21 12
X19% 1 2
q(xl,O) = v(xl), q(O,xz) = u(xz), u(0) = v(0)
T/2
(1II.B.27) { m (x,) =+ f F(s ,x,,0, ~% , <yds
T ~T/2 ox X
1 2
T/2
T -T/2 ox h:e
1 2
T/2
et m, == f F(sl,sz,q, J%l-, iﬁl&dsldsz.
L T ~T/2 Bxl sz

Ce probléme sera examiné ultérieurement, nous allons tout de suite
examiner ce que deviennent les solutions 6,m du probléme modifié 6 = Flz(x,e)
(ITI.B.14) lorsqu'on introduit certaines discontinuités dans les fonctions

2 PR .
o et 93 Pour plus de précision, soit :

(h.B.17) Les fonctions 01, 02, 03 définies respectivement sur les ensembles
{(xy,%5) & %, € R, ‘xBl s ag), ((x,%xp) 2 x eR [x31 g a5}

et {(XI’XZ) : X, € R, %X, € R} sont continues ainsi que leurs

2

e . 1 1 2 2 3 3 3 <

dérivées partielles 02, 03, ol 03, 0ys 05, 0y, 4 valeurs dans E
et périodiques de période T en X, et Xy
De plus, ces fonctions vérifient :

ol(O x,)) = 02(0 x,) si ]x | < a

>3 73 3" 73
oz(xl,o) = 03(x1,0) si X, € R
3 1 .
o (O,XZ) =0 (xz,O) si  x, € R.

. e 1
Enfin les dérivées o et o

23 présentent des points de discon-

tinuité de premiére espéce avec
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a5

q
1 3
093(x;:857 = 0) *

D k603 £ o) 0)
093{%ys84 993(Xy584

b

q

q q
2 3 2 3 2 3
I I o= = - ~
et |623(X2,X3) - 023(x2,x3)| < £]|x2—x2} + £;|x3—x3] pour
q q,+1
3 - 3
X, € R €3 < X3, X3 ES 53

[053(x],x3) - 633(§1,§3)[ < Zzlxl—ill + ﬁélx3—x3( pour

q q,+1
3 = 3
X, € R 53 $ X3, Xg £ g
et )03 (x,,x,) - o (x,,%.)] s £,]x -x | + £ ]x,-x,| sur RZ.
12°71°72 12°71°72 G S B | 372 72

Comme 1'hypothése (h.B.1!) cette hypothése définit une fonction G

de C(AZ) solution de GT;IXZXB = 0, Soient N, Nl’ N3, le, N13, N23 des

constantes positives ou nulles telles que :

€] < N €1 < w, €, 1 s, 6,1 < n,
’6?1,2 =Ny, 1651,3 [ €Ny ‘655,3 | 5Ny

(h.B.8) La fonction f : f(xl,xz,x3,y,zl,22,23,212,213,223) est définie

et continue sur

3+7m

B = {(x,y,z) € R x e A, Iyl €M, |z.] s M., |z..| s M,

d valeurs dans E et périodique en x., et x, de période T.

De plus, f est lipschitzienne :

1
f

+ ) k -z,

{f(x,y,z) - f(;,;,;)[ < klx—§[ + koly—§[ + ; kilzi—; L ij‘zij 1j‘
J

i

Cette hypothése entralne l'existence de L = sup |f(x,y,z)l.

(h.B.9) Les constantes L, M, M., M.., N, N. et Nij vérifient les

inégalités :

( 2LT2a3 + N <M
) 8La, + N.. ¢ M
4LT33 + N1 < M1 3 12 12
4 2LT + N.. g M
4LTay + N, g M, - N23 23
+ < M
L1? + N < M I3 I3
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Théoreme (II1I.B.5) :

Sous les hypothéses (h.B.4bis, 7, 8, 9) l'équation

6 = Flz(x,e) = F(x,8) = ml(xz,x3,8) - mz(xl,x3,9) + mlz(x3,6)

admet au moins une solution dans C(AZ) lipschitzienne. (La constante de
Lipschitz est indépendante du nombre des points de discontinuité et de leur
position). Cette solution est unique et dépend continiment des conditions

initiales.

La démonstration de ce théoréme suit le schéma de celle de L. Cesari

[3] ou du théoréme (III.A.5,6).

Ce résultat étant acquis, nous entreprenons 1'examen du probléme
aux dérivées partielles associé (III.B.27).

Cette étude améliorera les résultats de L. Cesari [2] et compléte

ceux de A.K. Aziz et J.P. Maloney [1].

Proposition (IIL.B.1)

Avec les hypothéses suivantes

(h.B.10) Les constantes positives N]3, N23, N3, L, T, M3, M]3, M23

k13 et k23 vérifient les relations
LT2+N <M 2LT + N <M 2LT + N <M
373 13 ° 713 23 © 723
2Tk23 < 5,02 2Tk13 < 5,02

(h.B.11) Les fonctions a, B a(xz),B(xl) sont définies et continues sur
R, & valeurs dans E, ainsi que leurs dérivées o' et pB' et

sont de plus périodiques de méme période T, avec

a(0) = B(0) latx,) + B(x;) - a(®)] <N

lot (x,) ] < Ny 18' (x| € N, .
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(h.B.12) La fonction F : F(x],xz,q,q],qz) est définie et continue sur Aé,
a valeurs dans E, périodique de période T en X, et x,, bornée

par L et vérifiant sur

- - 2

]F(XI’XZ’q’q]’qz) = F(Xl:xzsq9a]362)‘ g kl3[q1‘all + k23|q2—621'

L'équation (III.B.27) admet une solution définie sur Rz, a valeurs

dans E, périodique en X, et x, de période T.

Démonstration :

La démonstration est analogue d celle de A.K. Aziz et J.P. Maloney [ﬂ.

Proposition (I11.B.2)
Sous les hypothé&ses de la proposition (III.B.1), si la fonction F

vérifie la condition supplémentaire
IF(Xlaxz’q’q]sq2) - F(X]sXZ’asqlsqz)] S k3IQ“a!

et si les constantes k3, k13 et k23 vérifient 1'hypothése (h.B.4bis).

L'équation (III.B.27) possé&de une et une seule solution

dépendant continiiment des conditions initiales u et v.

e

Démonstrhation :

Elle est calquée sur celle de la proposition (III.A.2) et repose
sur 1'hypothése (h.B.4bis) plus précisément sur la relation (III.B.23) satis-

. 2
faite pour 0,163 k3T + O,88(k13+k23) T < 1.
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Remarque :

La solution de 1'équation précédente peut €tre obtenue par approxi-

mations successives. Posons :

fl

qo(xl,xz) a(xz) + B(x]) - a(0)

X
!
a, (xs%)) = q (x,,%,) + Jo

X
2
fo [Py Gpo8) - m(n—l)(sl’szﬂ ds|ds,

pour n > 0 avec

_ n-i n—1
Fam1(81289) = Fsyysp,q, 1 (s)5s,), o (515855 — (s,5,))
b:4 ax
1 2
T,T

T T
1 1 !
Min-1)(S1282) = J Fa-1(8y58p)dsy + = J Fam1(8182)d8; = = J [ Fo-(®159ds s
T ‘o T “o T ‘o'o

Soit Xn la fonction définie par :

aqn aqn aqn Sqn
Xp(X>%y) = PIZ{kSan—qn—ll(xl’XZ) + kg | - | Gepaxy) + kol - | Gy s
ax] ax] ax2 sz

nous en déduisons tout d'abord :
Falsyasy) = mey(syhsy) = F (s pusy) + om0 (spys))| s x(syhs,)
puis

*1 (%2
la,Grpaxy) =y (xpuxp) | s |JO JO Xp-1(81285)ds ds, |

aqn n-1 (XZ
| — (xl’x2) - —— (XI’X2)| < | xn_l(x],sz)ds2
axl 8x] o
aq aq X
n n—1 |
’ ———'(xl,xz) — 5= (xl,xz)‘ < [J Xn_l(s],xz)dslt.
8x2 ox o

Multipliant ces trois inégalités respectivement par k3, k]3 et k23 et

appliquant 1'opérateur P]2 nous pouvons écrire :
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*1(*2
Xp (X po%y) S kg P]Zl[ J Xpoy (81585045 ds, |
)
* lePIZ‘JO Xpot (%p58,)ds, |

X
i
¥ k23P121J0 Xnoy (515%)ds [

Il nous reste & choisir une norme assurant la convergence de la
suite Xp* Pour cela nous considérons la fonction p : p(x],xz,ké,k;3,k53)

solution de 1'@quation semblable a (III.B.23)

*1[*2
= '
p(xl,xz) L+ P, k3;[o {0 p(sl,sz)dsldszl

X2 , [Xl
1
+ P, k13]JO p(xl,sz)dsz| * P, k23|Jo p(sl,xz)dsll

dans laquelle les constantes ké, k;3 et k§3 sont respectivement Egales &
k3(l+y), k]3(l+y) et k23(1+y). En prenant v suffisamment petit mais

positif pour assurer la définition de la fonction p et en posant

-1
Ixll o= sup {Ix(x;sx)|p  (x,,%,))}
e IXIIST/Z 12 12
]XZIST/Z
nous obtenons ]]xn[fp g ]iy llxn-l"p
. 1 \n

' t-3-d < (—— 11 = .

c'est-3-dire llxn+lllp < (1+Y) lelilp et niz I‘XnIIQ 0

Proposition (I1I1.B.3)
Avec les hypothéses de la proposition (III.B.2), si la fonction
F est continiiment différentiable par rapport i g, q, et q, la fonction

(a,B) ~ m +m, - m., est différentiable au sens de Fréchet.
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Demonsthation :

Désignons par (¢ym) m= mo+tm, - m, le couple solution

(ITI.B.28) de (III.B.27) correspondant aux conditions initiales (a,B) et

(q + Aq,m + Am) celui correspondant au couple (o + Do, B + AB).
Nous avons
Aq(xl,xz) = Aa(xz) + AB(xl) - Aa(0) +
X (% - - -
JO JO [F(sl,82,q+Aq,qX+(Aq)x,qy+(Aq)y) F(sl,sz,q, ,q )

- Am(sl,sz)]ds]ds2

avec Am = Mm, + Am, - Am

T/2
J_T/Z{F(sl,xz,q + Aq,qx+(Aq)X,q+(Aq)y)-F(s1,xz,q,qx,qy)}dsl

o>
=}
~
X
~
|
|

T/2
] - -— - - - -
Amz(xl) = J {F(XI,SZ,Q"'AQ, qx+(AQ)x,q+(AQ)y)‘F(X1,SZ,Qaqx,qy)}dSZ

T ~T/2
. T/2 1 T/2
Am = —-f M, (s,)ds, = — f Am, (s, )ds..
1270 gy 2% T TR

La fonction F  &tant de classe C] on peut écrire :

F(x],xz,q + 40q,q + (Aq)x,qy + (Aq)y) F(X,,xz,q, ,q ) =

A(x],xz,q)Aq + B(xl,xz,q)(Aq)l + C(xl,xz,q)(Aq)2 + e(xl,xz,q,Aq),

avec
A(xl,xz,a) = (xl,xz,q(xl,x ), —— (x],x ), — (x],x )D)
9q X ox
1 2
-~ _3F 3q 3q
B(XI,XZ,CI) = (XI,XZ,Q(X ,X )s "'"—"' (XI’XZ)’ . (XI’XZ))
aq1 ax] 0%,
Clx %0 @) = = (x),%,,3064%,) s =L Gxpxp), 2L (x,,x)))
qu Bxl 3X2
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Y]
En désignant par F(x],xz,q,q],qz) la fonction définie 3 partir

de l'expression linéaire :
AV} — - -
F(x;5%,,9,4,59,) = A(x,%,,q)q + B(x,%,,9)q; *+ C(x,,x,,q)q,

" ‘o o .
nous voyons que F vérifie les conditions de la proposition (III.B.1) de
Y
sorte que l'on peut affirmer 1'existence d'une solution Aq 1linéaire et continue

par rapport aux conditions initiales (Aa,AR) Aa(0) = AB(O)

(I11.B.29) Aa(x],xz) = ha(x,) + BB(x)) = Aa(0) +

X X
1 2y N v N n,
Jo Jo [F(sl,sz,Aq(s],sz),(Aq)xl(sl,sz),(Aq)xz(sl,sz)) - Am(s],sz)]dslds2

avec
v V] v v
Am(xl,xz) = Aml(xz) + Am(x]) - Amlz
N 1 T/2 n N n, n
Am](xz) = - {F(S]’XZ’Aq(S]’XZ)’(Aq)X (S]’xz)’(AQ)x (SI’XZ)}dsl
T '~-T/2 1 2
(III.B.29bis /2 .,
b, (x) =L {F( 3¢ q q
9 (%, X1589,404(x,8,),(8q) (x],sz),(Aq)x (xl,sz)}ds2
T '-T/2 ] 2
Am ! JT/Z M. (s.)d
= = m, (s S..
1270 gy 12095

Pour établir que (Ag,AR) - (A&,Aﬁ) est la différentielle cherchée
. . v .
il suffit de montrer que Aq - pq tend vers O plus vite que  Agq,ABR -
n
Posons w(xl,xz) = Aq(X],Xz) - AQ(XI,XZ)

[Aq : (III.B.28) 4q : III.B.29)]

Nous aurons w(xl,O) = w(O,x2) =0 et

(T/2
- av]
W = Aw + Bw_ + Cw t e(x,,x,,9,Aq + W) — — Aw + Bw  + Cw_  + e( )ds
xlx2 Xl x2 1°72 T J—T/Z xl x2 1
 (T/2 (T2 [T/Z
- - Aw + Bw_ + Cw_ + €( )ds, + — Aw + Bw + Cw + ¢( )ds. ds
T J-T/2 % % 2 ? oppierya * %2 1

2
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Majorant ¢ (par l'utilisation du fait que F est différentiable),
nous pourrons en déduire une majoration de Ve % gridce & 1'hypothése
172
(h.B.4bis) de la forme

v
WXIXZ(X],XZ) < |laq + wln p(xl,xz)

(p solution de III.B.23). Cette derni&re relation permet d'établir que w

. "
tend vers O plus vite que Aq et donc que Aa,AB.

Proposition (III.B.4) :

Moyennant les hypoth&ses de la proposition (III.B.3) la différentielle

de la fonetion (a,B) - m +m, -m, esten fait continue par rapport aux

conditions initiales o,B.

Demonsthation :

Soient (a,R) et (E,E) des conditions ipitiales voisines (q,m)

et (a,ﬁ) les solutions de 1'équation (III.B.27) correspondantes, nous posons

alors
_ 3q 9q
A(xl,xz,q) = Fq(x],xz,q(xl,xz), 5;-(xl,x2), 5;—(x1,x2))
A(x 3) = p 29 éé
A(xl.xz,q) Fq(xl,xz,q(xl,xz), . (%,5%,), 3y (xl,xz))

puis des expressions analogues pour B, B, C et C.

On aura :

84 (x,,%,)) = Ba(x,) + 8B(x)) = 88(0)

X, (X
+ J IJ 2 EAAH + B(Aa)x + C(Aa)x - A&ﬂdsldsz
o0 1 2
Y
Aq(xl,xz) = Ba(x,) + AB(x,) - Ag(0)
X2 pr= > - w - N
+ J J [:AAq + B(AQ)X + C(Aq)x - Am ds]ds2
o ‘o0 1 2
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" v " un "N v N
d'oli Aq - Aq = A(Aq = Aq) + B(Aq - Aq)_ + C(Aq — Aq)
X, X X . X X X
172 172 1 2
- n - v - >
+ (A - A)bdg + (B - B)(ag)  + (C - C)(bq)

1 2
n
- ny
+ Am - Am.

On utilise alors le fait que si o et o sont suffisamment proches

aingsi que B et B, A et A, B et B, C et C sont peu différents.

u
On obtient alors une majoration pour Aa - Aq et donc pour
X X, X %,
"\ = . e . .
Aq - Aq, cecl montre la continuité de la différentielle (a,B) - A& et donc

celle de (a,B) ~ Am.

Remarque :

Dans le cas oi E est de dimension 1, on peut essayer de traduire

la nullité de la différentielle (ce qui correspond au fait que toutes

les solutions de Aq = AAq + B(Aq) + C(AqQ) sont périodiques).
X19%9 % )

On écrit que pour tout couple (a,B) 1la solution du probléme

z(x,0) = 8(x), z(0,y) = a(y), a(0) = B(0)
(1I1.B.30)

zxy = A(x,y)z + B(x,y)zX + C(x,y)zy est périodique en

Désignons par R 1la fonction de Riemann associée a 1'équation

(ITI.B.30) z -Bz ~Cz_ -Az=20
Xy X y

On peut écrire

n
z(&,n) = a(0) R(0,0,&,n) + J R(0,t,£,n) [B' (£)-B(0,t)p(t)]dt

o]

£
+ J R(s,0,£,n) [a'(s) = C(s,0)a(s)]ds.
(o}

La condition que z est périodique en ¢ de période T g'écrit
z(¢ + T,n) = z(&,n) soit :

n -
0 = a(0)[R(0,0,£+T,n) - R(0,0,£,n)] + J [R(0,t,e+T,n)=R(0,t,&,n)]

(o]

[B'(t) - B(0,t)B(t)]de +
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g£+T £
+ J R(s,0,£+T,n) [a' (s)-C(s,0)a(s)]ds - [ R(s,0,&,n) [a'(s)-C(s,0)a(s)]ds.
(o]

0
Ceci ayant lieu pour toutes les données initiales, d'ol

R(0,t,£+T,n) = R(0,t,,n) sur te [0,n].

)
Mais comme R(O,n,&,n) = exp(- J C(s,n)ds), on voit que
£

1

i T/2
- J C(s,n)ds = 0.
T ~T/2

La condition de périodicité em y s'écrit de la mme manidre et

1 T/2 1 T/2
on est amené aux conditions : ~— J C(s,n)ds = — f B(g,t)dt = O
T =T/2 T -T/2
puis 3
R(0,t,£,n+T) = R(O,t,E+T,n) = R(0,t,&,n) si te [0,n)
R(S,Osi,n+T) = R(S,O,E,n+T) = R(S,O,i,ﬂ) si s € [p,g]
E+T
J R(S,O,E,H)El'(s) - C(S,O)G(S)]ds =0
£
g£+T _
J R(0,t,g,n) [B'(t) - B(0,t)g(t)]dt = O.

n

Les deux dernieres relations peuvent s'interpréter comme suit :

61

En désignant par 1l'ensemble des fonctions périodiques de période T définies

et continues ainsi que leurs dérivées. L'équation ¢'(s) - C(s5,0)a(s) = y(s)

admet une solution dans X pourvu que vy vérifie

g+T ]
J y(s)exp(~ f C(s',0)ds')ds = 0, d'ol 1'on déduit que
£ o

s

R(S,O,Em) = )\(c‘,,n)EXP(- J C(S',O)dS')
(o]

o
c'est-3~dire compte tenu de R(£,0,£,n) = exp{- J B(g,t)dt}
n

n £
R(s,0,&,n) = exp{J B(g,t)dt + J

C(s',0)ds'}
o s :
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et
n

g
R(O,t,E,n) = eXP{J C(s,n)ds + J B(O,t')dt"}.
o t

L'égalité

R(0,0,&,n) = R(0,0,£,n) conduit &
C(s,n) = C(s,0) pour tout n

-B(g,t) = B(0O,t) pour tout g,

Un raisonnement fait & partir d'un point (x,y) quelconque donne

n g
R(x,y,E,n) = exp{f B(O,t)dt + [ C(s,0)ds}
y X

et comme R désigne une fonction de Riemann

- = ! —5-di
on a ny + (BR)x + (CR)y AR = 0 c'est-d-dire

[
(@)

A(x,y) + B(0,y) . C(x,0) =

La différentielle est nulle lorsque les fonctions A, B, C

vérifient les relations

( AGx,y) + B(0,y) + C(x,0) = 0
e
J B(x,y) = B(0,y) avec - J B(0,y)dy = 0
(III.B.31) T /-T/2
. (/2
C(x,y) = C(x,0) avec - J C(x,0)dx = 0
\ T /-T/2

Pour conclure cette partie, nous allons énoncer le théoréme d'existence

des solutions périodiques :

(h.B.12) La fonction 03 : 03(x1,x2) définie sur RZ, a valeurs dans E

est périodique en x, et x, de période T, continue ainsi que
g et 03

ses dérivées partielles 03 12

1> °

avec en plus

3 3 - = - -
|012(x1,x2) - olz(xl,x2)| < £3lxl—x1| + ﬁélxz—x2|.
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Cette hypothé&se permet de définir des constantes positives ou nulles
2

telles que si (x],xz) € R”,

(h.B.13)

(h.B.14)

3 3
|0']2(X],X2)1 s£n loz(xl’x?_)l N n2

3 3
o7y |5 my |07 Ge o) | gy

La fonction f : f(x],xz,x3,y,z],22,23,212,213,223) est définie

et continue sur

3+7m

B = {(x,y,2) € R : X € A2, lyl s M, |z.] s M

34 valeurs dans E et périodique en x et Xy de période T,

De plus f est lipschitzienne
[£(x,y,2) = £(x,5,2)| < klx=x| + k_|y-y| + ] k. |z;-z;| +)k
i 1<j

P
13" 13 1]

et L = sup|f(x,y,2)|.
B

Les constantes L, M, Mi’ Mij’ n, n, nij satisfont les relations

n. < M LT? < M

n <M, np< M 2 < My 3

1!

n < M

LT < M LT < M 12 12°

13 23°

Les constantes k23, kl3 et k3 vérifient 1'hypothése (h.B.4bis).

. . . - . , 3
Soit alors la fonction construite & partir des fonctions f et ¢

- 3 3 3 3
F(xl,xz,q,ql,qz) = f(xl,xz,O,c (%,5%,) ,ol(x],xz),oz(xl,xz),q,olz(xl,xz),q],qz).

(h.B.15)

I1 existe deux fonctions p et v définies sur R, 3 valeurs

dans E periodiques de période T telles que

u(0) = v(0) b)) + v0x) = w(0)] < by - 117

|u'(X2)| § N 4-LT |v'(x1)] § Nyg=LT



q = F(XI’XZ’q’le’qxz)

X, X

172

la différentielle de 1'application

variations

W = Fq(xl,xz,q,qx sq, W+ Ty

1 2 1

est supposée inversible.

Théonéme (III.B.6)

a > 0, un ensemble Aé = {x e A2 :

1

|zz(x],x3)

de période T telle que

¢

X1¥9%,

¢(O,X2 ’x3)

De plus, les fonctions z,

S

q(x,,0) = v(x;),

admette une solution q périodique en X, et x,

(x5%,59,9, »q, W,

et zz(x],x3) périodiques en x, et X,

= f(x ’x X 9¢9¢ ’¢ ’¢ 9¢
17277377 T T, T TRy
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q(OsXZ) =' U(Xz)

de période T,

(¢,8) + m relative & 1'équation aux

+ F
q

1 2 1 2 1

|x3| s a} deux fonctions 1z, (x,,x,)

telles que :

zl(x2,0) = u(xz) zz(xl,O) = v(x])
z](O,x3) = z2(0,x3)
|zl(x2,x3) - z1(§2,§3)| < £(|x2—§2| + ]x3-§3|)

- 22(§],§3)| < £(|x]—§]| + lx3—§3|)

et une fonction ¢ définie et continue sur Aé périodique en x, et

1

> 9 )
X Xy TR X TR X

3 -
¢(X]’x2’0) Olz(xl sxz)’ ¢(x190’x3) = zz(xl’x3)

= ZI(XZ’X3)'

et z
2

unique et dépendent continliment de la condition initiale 03.

sont définies d'une maniére

De plus,

(xl,xz,q,qx >4, )wx

2

Avec les hypothé&ses (h.B.12, 13, 14, 15) on peut trouver un nombre

2



La démonstration de ce théoréme ressemble # celle du théoréme
(III.A.7). Elle repose sur les propriétés de la fonctionnelle

H(x3,a(x2) + B(x]) - a(0),z).

III.

65
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C - PERIODICITE PAR RAPPORT AUX TROIS VARIABLES.

Dans cette partie A3 désignera en fait R3 et C(A3) 1'ensemble

des fonctions définies et continues sur A3 périodiques en x.,, %, et X

1 72 3

~ .. N m .
de méme période T, & valeurs dans E = R muni de la norme de la convergence
uniforme :

8] = suplo(x)].

Faisons 1'hypothése :

(h.C.1) Les fonctions 01, 02, 03 définies sur Rz sont continues ainsi
el dérivées 01 01 ol 02 02 02 03 03 et 03
que eurs v 2> %30 %230 %1 %30 Y130 p 7 12°
d valeurs dans E et périodiques de méme période T en R
et Xqe De plus, sur R 1les fonctions 0], 02, 03 satisfont
aux relations :
1 2 1 3
o (0,x3) =g (O,x3) o (xz,O) =0 (0,x2)

02(x1,0) - 03(x],0).

Cette hypothé&se définit comme 1'hypoth&se (h.A.l1 ou B.1) une fonction

S de C(IRB) vérifiant &7 =0
X, X, X
17273
3 2
G;le,xz,o) =g (x],xz) G?ix],o,x3) =g (xl,x3)

@fO,XZ,X:;) = ol(xz,x3)

et nous noterons encore par N, Ni’ Nij les bornes de G et de ses dérivées

, 3+7m L. . s .
Soit 53 le sous-ensemble de R définli a partir des constantes
positives M, Mi’ Mij

33 = {(x,y,2) € R3+7m, X € R3, lyl < M, |z,




(h.C.2)

(h.C.3)

(I1I.C.

(I1I.C.

od les

(I1I.A.
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La fonction £ : f(xl,xz,x3,y,z1,zz,z3,zlz,zl3,223) est définie

X

et continue sur 53 d valeurs dans E et périodique en X 9

1’

et x, de période T.

3

Les constantes L, M, Mi’ M.., N, N., N, T vérifient les

ij i i’

13

inégalités :

LT™ + N g

~

M

D) 2
2LT + N2

2

2LT” + N s M, s My, LT

<

41T + N

13 4LT + N

4LT + N 23

12 M <M <M

12° 13 23

F

Cette hypothése permet de définir pour 6 € C(AB) la fonction

2) F(x,6) = £(x,5%,,% BG(X),Ble(x),Bze(x),BBG(x),Blze(x),Bl3e(x),323e(x))

3,

i ij n Py . .
B, B" et B J ont 1la méme signification que dans les relations

5.6,...,11).

De méme que dans les relations (II1I.B.11, 12, 13, 14) nous pouvons

écrire :

(I11.cC.

(I1I.C.

(I1I.cC.

(I1I.C.

(I1I.C.

T/2

3) m3(x1,x2,e) = F(x],xz,s3,6)ds3

F(xl,s

L

T/2

1
T J-1/2

T/2 T/2

4) F(s

-T/2
T/2

m,.,(x,,0) 3%, ,5.,,60)ds ds
13'%2 /2 1°%2°%3 19°3

T/2

5) m23(x1,6) 2,s3,e)dszds3

-T/2

T/2 T/2

6) ds

|
|
|
tye ) oare ) :

m]23(6) F(sl,s

s,,0)ds, ds
~1/2 3 1

2? 3

=

-T/2 '-T/2

enfin

7) F123(x,6) = F(x,8) - m](xz,x3,e) - mz(x],x3,e) - m3(x],x2,6)

*mya(xy,8) + myg(x),0) + mp,(x5,8) = myyq(0).
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et pour
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(111.

(III.
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(111

(11I.

C.8)

c.9)

C.10)

c.11)

C.12)

4)

.C.13)

C.14)
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Avec les mémes notations w que dans les parties précédentes, nous

<

.

et

&~ =

1 24 (8)

= 25(8)

93(6) w(8) + wO{ZLT26 + a(8)) + w]{a'(é)} + w, [4LTS + o' (8)}

+ w3{4LT6 + a'(§)} + wlz{a"(é)} + w23(8L6) + w13{a"(6)}

w(s) + wo{ZLTZ + 0(8)} + w1{4LT6 + o' (8)} + wz{u'(6)}

+ w3{4LT6 + a'(8)} + wlz{u"(é)} + w23{u"(6)} + w]3(8L6)

—

w(§) + wo{ZLT2 + a(8)} + wl{4LT6 +a'(8)} + w2{4LT6+u'(5)}

+

w3{a'(6)} + wlz(SLS)'+ w]3{d"(6)} + m23{u"(5)}

g3 0¢ C(A3) nous définirons comme dans (III.B.16,18)

fl

1 T/2
Pag(x) = g(x) + = J g(s,%,,%;)ds,

T -T/2
Plsg(x) = PB{Plg(x)} = PI{P38(X)}

P,.g(x) = P3{P2g(X)}

P]23g(x) = P3{P12g(x)} = P]{P23g(x)}.

Théoneme (III.C.1) (exdstence)

Sous les hypothéses (h.C.1, 2, 3) et (h.C.4),

Les solutions positives ou nulles Pls Pps Py des équations

% (%3
p](é,xz,x3) = 93(6) + P23w]{|JO JO pl(é,sz,s3)d52ds3l}

23 IZ{IJ P, (s, X, )ds3]} + P23 13{]J p](é,sz,x3)dsz,}

. X
3
= 1]
pz(x],d,x3) 93(6) + P13 2{|J JO pz(sl,é,s3)dslds3]}
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Xy X,
+ P13w]2{]Jo pz(x],é,s3)d33]} + P]3w23{ljo pz(sl,é,x3)dsl|}

}

X)X
2
— 1"
(I1I.C.15) p3(x1,x2,6) = 93(6) + P]2 3{|J Jo 03(S]s52,5)d31d32l

X
1
P v 13{|J p4(x),8,,8)ds, |} + P12‘*’23“[O p(s)sx,,8)ds, |}
vérifient lim o, (8,%,,%x.) = lim p (x x,) = 1lim p,(x,,%x,,8) =0
o 1) T P IS e R

- 3
. _ - L T T ]
uniformément par rapport & x € (- — , — .
2 2

L'équation 6 = F123(x,6) admet au moins une solution dans

C(AB)'

Remarque C.1.

Dans le cas lipschitzien c'est-a-dire :
(h.C.2bis) En plus de 1'hypothése (h.C.2), la fonction f est lipschitzienne

par rapport aux variables Zss Zij'

L'hypothése (h.C.4) est alors satisfaite pour

0 163# T2 + 0,88 (k + k)T < 1
’ 1 ? 12 13
2

(III.C.16) 0,163k,T" + 0,88 (k;, + k, )T < I

2
0,163k3T + 0,88 (k]3 + k23)T < 1

Remarque C.2.
L'unicit@ et la continuité de la solution par rapport aux conditions

initiales font intervenir 1'&quation :

*1[*2(*3
(I11.C.17) p(x;,%,,%) = 1 + P,k JO Jo fo p(sl,sz,SB)dsldszds3{

X2 X3 X
123 1'J [o p(xy585,89)ds dsg| + Py, 2‘J j o(s)%),5,)ds ds,|

Pi23 3IJ L) p(xy,85,x5)ds ds, | + P123k12|JO o (x)5%,,85)ds 4] +
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X X
2 I -
* P123k13l[0 p(xysy,x3)ds, | + P123k23[J0 p(sysxy,%,)ds, |

pour laquelle on peut affirmer 1'existence d'une solution dés que :

3

2
(I11.C.18) koT + 2(k] + k. + k3)T + 4(k13 + k.. + klZ)T < 1

2 23

(condition permettant de résoudre (III.C.17) par la méthode des approximations

successives).

Néanmoins, une &tude analogue 2 celle faite pour illustrer 1'équation

(III.B.23) permettrait d'élargir cette condition (ILI.C.18).



D - EXTENSION AU CAS DE n VARIABLES

Considérons pour terminer ce chapitre 1'équation

(III,D,l) UX e X =f(X],...9Xn,u9ux ’°'°’ux a'°'3uX ,...,X)
1 n o n 2 n

et énongons les principaux théorémes analogues & ceux obtenus dans les parties

A, Bet C pour n = 3,

m
E désignera toujours l'ensemble R .

J sera l'ensemble des multi-~indices d'entiers o = (a

e k)

K <n et 1 £k ¢ n~-1, dont le nombre total
Ji (indice variant de 1 3 n) sera le sous—ensemble de J

{o€J |1 €0, € 0y00.<0.<4...< 0, <N avec 1 <k ¢n-1 et a. #1i}
1 2 ] k J

Les dérivées successives de u intervenant dans 1'@quation (III.D.1)

s'écriront Dau (c e J).

1°)  Pérndodicits parn rapport a une variable.

Les n-1 constantes positives a, (i wvariant de 2 3 n)

définissent

(ITI.D.2) Al ={x = (Xl""’xn) e R® @ x

et ses projections canoniques sur les hyperplans X, = 0

A =l s geox) e 7wy ] ey, i 2)

(I11.D.3)

n—1

Agi) = .,xn) e R

I
—~
kel

i

(x],...,x. ,X

i-1°7i+17 "

x, eR, {xj‘ < as, jo# i),

Les p+] constantes Mo’ Ma (o € J) positives ou nulles dé&finissent le

compact
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B de Ep+]

(111.D.4) B={z=1(z,(z) ;) : lz | sM, |z | sM ; ac J}

a€eJ o o}

Formulons les hypothé&ses :
. 1 2 n PR .
(h.D.1) Les n fonctions ¢, 0 ,...,0 définies respectivement sur les

i . . .
ensembles Af ) sont continues ainsi que toutes leurs dérivées

i - e 1
Dao (a e Ji)’ a valeurs dans E et sont périodiques en X de

période T. De plus ces fonctions vérifient les relations

i j . .
o (x],...,xj = 0,...,xn) =g (Xl""’xi = O""’Xn) i# 3

Cette hypothése permet de définir une fonction S~ définie sur Al’

solution de (§; = 0 et vérifiant les conditions initiales
EEREFE
GRO X X ) = c](x])
sXps ooy X
(II1.D.5) <

120 = o)

Désignons alors par NO, Nu des constantes positives ou nulles

telles que :

l@ll <N |DG[ < N pour o € J
o a a

.D.2 i : v “e ce
(h.D.2) La fonction f f(x], X 5252 5 325295 ’223,...,n)

) est définie et continue sur A, x B 3

ou f(x’z’(zu)an |

valeurs dans E, périodique en x, de période T, lipschitzienne

1

par rapport aux variables za(a e J)

‘f(x,z,(z )

o aeJ) - f(x’z’(za)aeJ)l s X kalza L
a

Nous pouvons définir

(IT1.D.6) L = sup lf(x,z,(z

AxB u)aeJ)\'
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Avec la définition des B® analogues aux relations (III.A.5...11)

puis de F(x,0) et m, (III.A.22, 23) nous aurons le probléme modifié

1
(II1.D.7) o = F (x,8) = F(x,0) - ml(x‘,e),

pour lequel les théorémes suivants seront valables (w dé&signera l'indice

23...n).

Théonéme III.D.1 (cf. TIII.A.2) :

Avec les hypothéses (h.D.1), (h.D.2) et (h.D.3),

(h.D.3) Les constantes No’ N, Mo, M, L, T, kw satisfont les inégalités

a a
N <M N <M si aceJ-w
o o o ")
T
N + LT ¢ M k T+ 1> exp(k =).
w w w w 5

On peut trouver un nombre a > 0, un voisinage tubulaire Ai de

1'axe des X,

eR, |x.|] ca, i3z 2}

A; = {x € A]:x1 ;

et une fonction 6 définie sur Ai solution du probléme modifié 6 = F](x,e).

rrema——

Théoneme II1.D.2 (Cf. III.A.3)
Si en plus des hypothéses du théoréme (III.D.1) la fonction f est
lipschitziennne par rapport a z_ s le probléme modifié 6 = Fl(x,e) admet

une et une solution continue par rapport aux conditions initiales.

e ]

Remarque D. 1

Ces théorémes améliorent par leur simplicité les théorémes analogues

de L. Cesari (n = 2) et de Dan Petrovanu (n = 3) ]] p. 331].

Remarque D, 2 :
La condition ka + 1 > exp ku)z satisfaite pour kwT < 2,5 disparait

si nous supposons comme Dan Petrovanu [ﬂ qu'en plus des hypothéses (h.D.1 et 2)
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. i . . . ..
les fonctions f et o satisfont pour i 2> 2 les relations de parité
i i, i
o (_X]’XZ’XB""’Xn) = =g (x)

sZ_ "2

PIREREEN .

f(-xl,xz,...,xn,z,—zl,z 192 ln""’_zl3...n""’zw)

= - f(x,z,(z ) ).

o’ aed

Mais de plus on constate l'existence des fonctions © pour lesquelles les

fonctions m(xl,e) correspondantes sont nulles (il suffit pour cela de

considérer des fonctions 6 de C(Al) telles que e(_xl’XZ’X3) = e(xl,xz,x3)).
D'une maniére plus générale en fixant les (n-1) les fonctions

g i 2 2, il nous est possible de déterminer la fonction ol et d'établir

ainsi 1l'existence de solutions périodiques en x, de période T de 1'équation

1
(I11.D.1).

(h.D.4) Les (n~1) fonctions ot i > 2 définies respectivement sur les

ensembles Afl) sont périodiques en x, de période T 3 valeurs

i
. .. .. . i
dans E lipschitziennes ainsi que toutes leurs dérivées Dac (a € Ji)

et vérifient les relations

. . i i
i<j, o (x],...,xi+],...,xj=0,.....,xn) = GJ(XI""’xi=0"""’xj—1""’xn)

Cette hypothése permet de définir des fonctions G~ solutions sur
A, de 1l'équation @;{ = 0 et vérifiant pour i > 2

1 ' 0

@?x],...,xi = O,...,xn) = oi(xi).

Toutes ces fonctions et leurs dérivées Dégu (a € J - {w}) coinci-

dent entre elles aux points (x],O,...,O) de A] de sorte que l'on peut

définir des constantes no, 0,
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’@?xl,o,...,O)[ < n

o]

|D§§?x],0,...,0)1 s o a e J - {w}.

D'autre part avec l'hypothése

(h.D.5) La fonction f : f(xl,...,xn,y,zl,...,zn,...,zw) est définie

) 1 x € Al’ lyl s M, |z | < Ma}

continue sur B = {(X,Y,(Za) o o

aeJ

a valeurs dans E, périodique en x, de période T et lipschitzienne

1
[£Gx,y, (2 ) ~£(x,y, (2 )| € k|x=x|+k ly-y|+ ] & [z -z |

a
nous pouvons définir une fonction F périodique en x, de

1

période T 1lipschitzienne
F(x,,q) = f{x],O,...,O,@?x],O,...,O),(Dégixl,O,...,O) .,

et

f = sup]F(x],q)| (pour X, € R ]q| < Mw)'

n
(h.D.6) I1 existe un vecteur v de E tel que |v\ <M - LT pour lequel
1'équation §£== F(x],q(xl)), q(0) = v admet une solution a pério-
X
] . . .
dique de période T pour laquelle la matrice jacobienne

t -
1 - exp{~- J Fq(s,q(s))ds}

(111.D,8) dm _ Q ' est inversible.

T £ B
dv J exp{- J F (s,q(s))dsldt
o o ¢

Théonéme 111.D.3 (cf. IIL.A.7)

Avec les hypothéses (h.D.4, 5 et 6) si kwT + 1 > exp(kw IJ
2

n < MO et n, < Ma pour o € J - {w}, on peut trouver un nombre a > O,

un ensemble A;

eR, |x.| sasga, si i3z 2}

- .
A] {x e A1 Pox : :
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. P 1 c
et une fonction <t définie sur Agl) = {x : Ixi| <a si i3z 2} telle que

v, 0) =
DwT(0,0, ,0) v

i
T(Xz,...,X. = O,...,Xn) =g (O’XZ""

LX) si 13z 2
i n

X. ..
b 1+13

et une fonction  solution de 1'équation (III.D.1) périodique en X, de

période T et vérifiant :

J(O,xz,...,xn) = T(xz,...,xn)

i, i
lﬂ(x],...,xi = O,...,xn) =g (x7).

, . - A i
La fonction 1 est de plus unique et dépend continiiment des o

Rappelons pour conclure les exemples de L. Cesari qui dans le cas m = [,

n = 2 &tudie les équations :

(I11I.D.9) u = sin x + A u A#EO
172 2
*2
(pour laquelle il détermine la fonction r(xz) = g(0) - — assurant
1 +

1'existence d'une solution périodique)
(I11.D.10) u . = sinx, + X u, o+ XZB(XI’XZ’u’ux U )

172 2 1 2
et
(ITII.D.11) uxlux2 =x, *+ (l—xz)(31n X+ A uxz).

Ces &quations conduisent toutes trois & 1'équation différentielle

dq (xl) =.F(x1,q(x1)) = sin X, * Aq(xl), pour laquelle on trouve
dx
1

1 - 1 .
v = - > et q(xl) = ——-§~(—A sin x

- cos Xl)'
1+ 1+)

1

Quant 3 1'équation aux variations elle s'écrit
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) = )

dxl

dont les solutions C exp(Axl) ne sont pas toutes périodiques de période 2w,

L'équation (III.D.11) montre que la solution périodique de période
27 ne peut exister que sur une bande ne contenant pas la droite Xy = 1

puisque 1'équation

(III.D.12) u = 1]
n'a aucune solution pé&riodique en X,
Remarque D. 3
Toujours dans le cas n = 2, nous avons donné une autre démonstra-
tion du théoréme (III.D.1 et 2), G. Hecquet [ﬂ et qui permet de donner une
estimation numérique de la solution du probléme modifié. Nous pensons poursui-

vre dans cette voie et donner un algorithme déterminant effectivement la

fonction T.

Remarque D. 4

La méthode précédente s'applique & 1'8quation
p ppLiqg q

LU = £f(x,U,(D U) )
o o€

J
oi L est un opérateur de type hyperbolique d'ordre n dont 1'une des sur-
faces caractéristiques est 1'hyperplan X, = 0. Les données o~ seront

définies sur les autres caractéristiques et un changement de variables pré-

servant X, raménera l'équation LU = f(X’U’(DaU)u ) sous la forme (IIL.D.1).

cJ

2°) Périodicitl par napport & deux variables.

Les n-2 constantes positives ai (i wvariant de 3 & n)

définissent

n 2 .
A2 = {x = (x],...,xn) e R (XI’XZ) e R ,flxil ga, iz 3}
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et ses projections canoniques sur les hyperplans xi =0
(1) 1 n-1
( A2 = {x = (xz,...,xn) € R 1 X, € R, |x.| < a, iz 3}
2y _ ;.2 _ n-1
< A2 = {x = (XI’XB""’Xn) e R PX, € R |Xi| $ ag i > 3}
(i) _ .1 _ n-1
A2 = {x = (X]’XZ""’Xi+1""’Xn) e R
N 2
X, ,x,) € R™: |x.| < a. i # 1}
(x,,%,) !JI 5o

nissent le compact B de

Les p+! constantes Mo, Ma (o € J) positives ou nulles défi-

gP*!

.

n
=
"

B = {z = (Zo’(za)aeJ) : lz | |zu| < Mu}.

Formulons les hypothéses

(h.D.7) Les n fonctions ol, 02,...,on définies respectivement sur les
ensembles Aél) sont continues ainsi que toutes leurs dérivées
Dac1 (a € Ji)’ a8 valeurs dans E et sont périodiques en X, et
%, de période T. De plus ces fonctions vérifient les relations
ci(x veesX.=0,.0000,X ) = cj(x veesX.=0, 00000, %) i# 3.
1, ’J s ,n l’ ’1 b 2 .. ’n
Cette hypothése définit comme 1'hypothése (h.D.1) une fonction Q
solution de @; x = 0 et vérifiant (III.D.5). Les constantes No’ N
1"'-,n o)

gardent la méme signification

(h.D.8)

|@ﬂ < NO et lDégl < Na pour o € J.

La fonction £ : f(xl,...,xn,z,zl,...,z 4

n*%12°° 0 %3,

) est définie et continue sur A, x B

f(x’z’(za>aeJ 2

dans E, périodique en x, et X

| 9 de méme période

lipschitzienne par rapport aux variables (za) a e J:

|f(x’z’(za)aeJ) " f(x’z’(zu)aeJ)l g g kalzd - zu’

ou
.I'l)

d valeurs

T,
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Soit L = sup If(x’z’(za)aeJ| et définissons avec les B”

AZXB
analogues aux relations (III.A.5,...,11) et F(x,9), My, My, W,

(III.B.10, 11, 12, 13) le probléme modifié

B = F,(x,0) = F(x,0) - m (x',60) = m,(x*,0) + m ,(x',0)

pour lequel les théorémes suivants seront valables.

Les multi-indices (2,3,...,n) (1,3,...,n) et (3,4,...,n)

seront désignés respectivement par A, u et .

" 2
L = supIF(x],xz,q,ql,qzl (pour (x],xz) e R™, |qi < Mv

N

lapl s M, oyl < M.

Theoreme (I11.D.4) :
Avec les hypothéses (h.D.7), (h.D.8) et (h.D.9),

(h.D.9) Les constantes No’ N, M, M, L, T, k, k., et ku satisfont

les inégalités

2
0’163k\),r + o,88(kA + ku)T < 1.

. . . 2
On peut trouver un nombre a > 0, un voisinage tubulaire de R",

N

n 2 .
Aé = {x e R (XI’XZ) e R™, [xi[ asa ,iz 3}

et une fonction 6 définie sur Aé solution du probléme modifié ¢ = Flz(x,e).

Théorgme (III.D.5) :
Si en plus des hypothéses du théoréme (III.D.4) la fonction f
est lipschitzienne par rapport 3 z s le probléme modifié 6 = Flz(x,e)

admet une et une seule solution continue par rapport aux données initiales.

S



ITII. €0

Remarque D. 5 :

Méme dans le cas n = 2 ce théoréme améliore les théorémes analogues

de L. Cesari [2 pages 177-178] et compléte les résultats de Dan Petrovanu [Ll.

Remarque D. 6 :

La condition O,l63va2

+ O,88(kA + ku)T < 1 disparait si nous
supposons comme Dan Petrovanu [j, page 345] qu'en plus des hypothéses
(h.D.7) et (h.D.8) les fonctions f et 01 satisfont pour 1 > 1 1les relations

de parité :

f(—xl’XZ""’xn’z’_zl’ZZ""’Zn’_ZIZ""’_Zln""’zz3...n) = —f(x,zo,(za))

)

= f(X]’_XZ""’Xn’z’zl’_zz""’—212""’22...n

1 1
o (-xz,x3,...,xn) =g (xz,...,xn)

2 2
) (—xl,x3,...,xn) =0 (xl,...,xn)

. i .. '
cl(-xl,xz,...,xn) o (x],—xz,...,xn) = cl(xl) iz 3.

Mais de plus on constate l'existence de fonctions 6 pour lesquelles

12

la fonction m](xl,e) + mz(xz,e) - mlz(x ,6) s'annule.

LY - - . . l
D'une mani8re plus générale en fixant les (n-2) fonctions o

i > 3 il nous est possible de montrer l'existence des fonctions cI et 02

assurant celle de solution périodique en X et x, de 1l'équation (III.D.1).

Hypothese (h.D.10) :

.

. 1 . P .
Les (n-2) fonctions o i3 définies respectivement sur les

sont périodiques en x, et %, de méme période T &

ensembles 1

(1)
AZ
valeurs dans E lipschitziennes ainsi que toutes leurs dérivées D@cl (a € Ji)

et vérifient les relations :

,X, = O...xn) = oJ(xl,...,x. = 0,...,x._1,...,x )

. . i
i <3 o (xl""’xi+l"" 3 : ; n

Cette hypothé&se permet de définir des fonctions S solutions sur

A, de 1'équation O = 0 et vérifiant pour i = 3
X ee s X ?

2 1’ n
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@J(xl o X

i, i
2,...,xi=0,...'..,xn) = g (x7).

Toutes ces fonctions et leurs dérivées DJ§J (o # v, A, u)
coincident entre elles aux points (XI’XZ’O""’O) de A2 de sorte que

1'on peut définir des constantes

]@Jx],xz,o,...,o)l < n

Dégfxl,xz,o,...,o)l <n ae J = {v,Ar,ul

De plus avec 1l'hypoth&se suivante :

Hypothese (h.D.17)

La fonction f : f(xl,...,xn,z,z],...,zn,...,zx) est définie

et continue sur B = {(x,z,(za) xc:AZ, lz| < M, izal < Mu} i valeurs

oeld’

dans E, périodique en X, et x, de période T et lipschitzienne

[£Ge,y,(2)) PTGy, (2) o] € klx=x| + & [y-y| + L1z, = 2]

nous pouvons définir une fonction F : F(xl,xz,q,ql,qz) obtenue i partir
de f(x,u,(Dau)aeJ) par le remplacement de u et Dau pour a e J = (A,u,v)
par (xl,xz,O,...,O) et Da (xl’XZ’O""’O) 5 4, 4 et g, désignent alors

les valeurs inconnues de D}gj DJ?J et D)\@V aux points (x],xz,O,...,O).

Hypothese (h.D.12) :
I1 existe deux fonctions ¥ et Y définies, dérivables sur R

d valeurs dans E, périodiques de période T telles que :

1) PO = x@ ey + xx) - x(O] <n < - LT
]W'(xz)i sm < Mu - IT IX'(x])l <m <M o~ ET.
2°) Le probléme
| G o = FG %500, »q )y a(x,0) = x(x), a(0,x,) = ¥(x,)

172 1 2

admet une solution q périodique en x, et X, de période T.
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3°) De plus, la différentielle de 1l'application (o,B8) » m relative a 1'équation

aux variations

oF - - - oF - - - . + oF ( - - - Y
w = — (X X,59,9 q )W + - (X 3y X559,9 »q )"7 Xlax 4,4 »q *
X%, 3q 1°72° xl’ X, aql 1°72 X, 7R, K aqz 2 x, 7%, %,

est inversible.

Théoréme IIL1.D.6 :

Avec les hypothéses (h.D.10, 11, 12) si
2
0,163k T + (0,88) (k) + k)T < 1

no < Mo’ n, < Ma pour o € J - {v,u,A}, on peut trouver un nombre a > O,

un ensemble A2

Aé = {xe A : X € R, x, € R, |xi| £ a g a, iz 3}

T, définies respectivement sur

et deux fonctions Tl, 2

Aél) ={x':x e R, |x, |

2 i al et Aéz) = {x2 : X

N

| € R, lxi| < al iz3

telles que
DU Tl(xz,O,...,O) = W(xz)

D, rz(xl,o,...,o) = x(xl)

i
o (O,xz,...,x )

T](XZ,...,Xi = O,...,xn) 0

pour i 3 3

i
TZ(X],...,Xi = O,...,xn) o (xl,O,...,xn)

et une fonction  solution de 1'équation (III.D.1) périodique en x, et x
de période T telle que
J(o,x X ) =1 (xl) dix, ,0 X ) =1 (Xz)
i R 1 1272000y 2

i, i .
tﬂ(x],xz,...,xi = O""’Xn) = o (x) i 3.

Les fonctions T et Ty sont de plus définies d'une maniére

unique et dépendent continiment des (n-2) conditions initiales.
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Exemple (m = 1, n = 3).
Considérons 1'équation

u = e{~1 + sin x, cos X, - u + u + ﬂ(x Ju + ¥(x, )u }
X1X2X3 1 2 Xy 2 %, 3 1 X2X3

dans laquelle { et v sont des fonctions continues et périodiques de période
2m et ¢ assez petit pour assurer les conditions du théoréme (III.D.6).

On se donne 03(x1,x2) = gin x, cos X, de sorte que de probléme

1 2
différentiel associé s'écrit :
0y * 1 %4 dOa, e, )
172 1 2
L. Cesari EZ -5 J a examiné cette équation dont la solution est

q = 1. De plus les conditions

[ZW 21
J \ﬂ(xz)dx2 #0 et J ‘{J(xl)dxl #0
o o

~

suffisent & &tablir que la différentielle de 1'application (a,B) > m relative

4 l'équation aux variations

w = w + ﬂ(x Jw_ o+ ﬂ(x Yw
X%, 2 % 1 X,

est inversible. [Eﬂ L. Césari (pages 330—331;].

Dans ces conditions, l'équation examinée possédera une solution

périodique en x, et x

1 telle que :

2

0) = sin x, cos x

u(x,,x i 2

2’

u(xl,xz,x3) = X, + sin X

u(O,xz,x3) = X,

On peut compliquer cet exemple en considérant des fonctions f

f(x,,x,,%x,,u,u_,u_ ,u_ ,u ,u ,u ) qui vérifient pour x., =0 la
1°72°73 Xl x2 x3 XIXZ x]x3 X2X3 3

relation :
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3 3 3 .
£, ,50,07 (K 55,0507 (X 5%5) 505 (%) 3%,) 10,07, (% 1%,) 41 5d)
= -1 +q+Px)q + ¥(x)a,-

D'autre part, on peut encore remarquer que cette méthode s'applique
d des &quations de la forme Lu = f(x,u(Dyu)) avec L opérateur hyperbolique
admettant x, et x, = O comme surfaces caractéristiques.

1 2

3°) Periodicdt? pan rappornt @ plus de 2 variables.

La procédure utilisée jusque maintenant peut se généraliser dans le
cas oll la fonction f est périodique par rapport aux p premid@res variables
(p > 2).

La définition du probléme modifié associé a 1'équation (III.D.I)

ne posera aucun probléme et son &tude nécessitera 1'examen de 1'équation

intégrale
X 1 .Xp ,
v(x],...,xp) =1 + kp+1,...,nP12...p Jo e Jo V(Sl’sz""’sp)dsl""’dsp
*1
+ ... 0+ k23...nP12...p JO v(sl,xz,...,xp?ds‘,

qui donne une limitation des constantes de Lipschitz.

Je n'insisterai pas sur cette question car on congoit trés bien
que les résultats acquis lorsque p =1, p = 2 se transposent au cas
P > 2 ; en particulier, on revoit une nouvelle fois que la recherche des
solutions périodiques de 1'équétion (III.D.1) se ramdne d'une part & l'existence
d'une solution périodique d'une équation aux dérivées partielles

u = g(Xl,---,Xp,u,ux sreesl ) ; d'autre part, i l'examen de

E PR X yX

1 /RRREELN

'« . . . . . .
1'équation aux variations qui lui est associée.
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4°) Conclusion.

Si dans le cas p =1, c'est-a-dire dans le cas d'une équation
différentielle il existe de nombreux critéres d'existence de solutions
périodiques (on pourra consulter par exemple les ouvrages de L. Cesari []],
J. Mawhin [}], M. Roseau [Lﬁﬂ etc...), il n'en existe que tré&s peu pour

les équations aux dérivées partielles.L. Cesari [2] a considéré les équations

2
‘uxy e{¥(x,y) + Cu + ‘Pl(y)ux + WZ(X)uy} + € g(x,y,u,ux,uy)

et

u

<y W(x,y) + Cu+ ¥ (yu + wz(x)uy + eg(x,y,u,ux,uy>

(en supposant que pour € = 0 les équations admettent une solution périodique

en x et y).

-~

J.K. Hale reprit cette &tude 3 partir de 1'&quation des ondes
U T uyy = sf(x,y,u,ux,uy) tandis que A.K. Aziz et M.G. Horak (considérant
la transformation de Picone) traitaient 1'équation

uxy + a(x,y)ux + b(x,y)uy + C(x,y)u = f(x,y,u,ux,uy).

Signalons d'autre part les travaux de plusieurs auteurs soviétiques
(Mitropolski - B.P. Tkach [1] ...) consacrés essentiellement aux &quations a

arguments retardés. Les résultats obtenus sont comparables 3 ceux donnés par

la méthode du probléme modifié.



CHAPITRE IV

SOLUTIONS PERIODIQUES DE L'EQUATION

u u

27 = f(x,y,u,ux,uy,u 9 Xy,u gol 5 U )
X'y X yv' X'y Xy
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A - SOLUTIONS PERIODIQUES EN x

1°) Equation modifiée.

Considérons maintenant l'&quation :

(IV.A. 1) U, o, = f(x,y,u,ux,uy,u 2,uxy,u 9ol U )

2
XYy X y XYy Xy

(que nous avons examinée dans le chapitre 1) soumise aux conditions initiales

u(x,0) = a,(x) u (0,y) = 8,(y)

(IV.A.2)
u(0,y) = B](y) uy(x,O) = az(x) satisfaisant :

(h.A. 1) Les fonctions al, az définies et continues sur R & valeurs dans

m .. e
E =R ainsi que leurs dérivées ai, uY, ) "

s On SO périodiques

de méme période T. Les fonctions 81 et 82 sont définies et con-—

tinues sur [-a,a] & valeurs dans E ainsi que leurs dérivées

B'

1 BT, B! et B; sur ]—a,a[.

2

De plus, ces fonctions satisfont les relations :

(IV.A.3) %,(0) = 8,(0), B,(0) = 81(0), B,(0) = ay(0), £,(0) = a; (0).

Soient Al = {(x,y) : x e R, |y| s a} et C(Al) 1'ensemble des
fonctions définies et continues sur Al’ périodiques en x de période T,
d& valeurs dans E, muni de la norme de la convergence uniforme :

lo| = sup |8(x,y)].

A
1
Avec 1'hypoth&se (h.A.1) on définit une fonction £
(IV.A.4) L(x,y) = x[ﬁz(y) - 82(0)] + y[@z(x)-az(O)]-aé(o)xy+a](x)+81(y)—a1(o)
2"e
solution de 1'équation axzayz =0, £(x,0) = al(x), £(0,y) = Bl(y),

3L (0,y) = Bz(y) et éé-(x,O) = uz(x) qui n'appartiendra a C(Al) que si
0xX Jy :
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Bz(y) = aé(o)y + a;(o) ; quoiqu'il en soit on peut définir sur

E; I s EJ x [;a,é] des constantes N,. telles que
2 2 1]

LG | = 1L, G| s N
i+]
|’eij(xs}7)‘ = ‘_3___._'%_ (X,y)l N Nij i,j € {0,1,2}
9X 93X

La continuité de la fonction £ et de ses dérivées permet de définir
des fonctions 1, Nys Np» Mg numériques, continues, nulles & l'origine et

non décroissantes telles que :

(18,9 - Koo(§,§)| s n(lx=x| + |y-y|)

A
]
—

12, . (x,y) = £,.(x,7) ] s n (Ix=x| + |y-y|) i+
(IV.A.5) H 1 1

-

L]
N

255669 = LGy | s ny(x=x] + y-y]) i+

L]
(98]

L 18y = 2 G € ngei] + [y5) i3

Voulant utiliser comme dans le chapitre III, le théoréme de Schauder,
nous devons rechercher un sous-ensemble S de C(A]) convexe et compact.
Pour cela nous introduisons des fonctions numériques P, et P, explicitées

dans la suite, et définissons S & partir des fonctions © de C(Al) telles

que :
(IV.A.6) [8(x,7) = 0C,3)| < o (|5%[,¥) *+ 0, (x,|y=y|).
Soient les opérateurs de §
00 | (% [y
(IV.A.7) B 8(x,y) = ﬁoo(x,y) + J (x-s) (y~t)6(s,t)ds dt
lo Jo
lo (Y
(IV.A.8) B Ta(x,y) = Zlo(x,y) + J (y-t)e(s,t)ds dt
o ‘0
ol X y
(IV.A.9) B a(x,y) = Kol(x,y) + j {x-s)6(s,t)ds dt
Jo Jo
20 Y
(IV.A.10) B0 (x,y) = £, (x,y) + (y-t)e(x,t)dt
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(1v.

(1v.

(1v.

qui

(1v.

(1V.

(1Iv.

(1v.

A.11)

A.12)

A.13)

A.14)

vérifient les propriétés

A.15)

A.16)

A.17)

A.18)

Bl]e(x,y) = le(x,y) +
o2 _

B 70(x,s) = Zoz(x,S) +
BZle(x,y) = ﬂzl(x,y) +
Blze(x,y) = ﬂlz(x,y) +

186 (x,y) - B°®0(x,y)|
|8°6(x,y) - B°%6(x,y) ]

1B%0(x,3) | < N + -

8% x,y) - 8'%x, )]
151% (x,) - 3'°%(x,7)|

bmﬂ&wlst+lﬂ

8% (x,y) - 8°le(x,y)]
|B°]e(st) = BO]G(";;)I

ol

37 xym | s N+ o]

|B206(x,y) - B206(§,y)l
18%% (x,y) - B2°8(x,7) |

]Bzoe(x,y)] $ N, + Kl

suivantes sur

T2a2

Iv. 3

X ry )
J 8(s,t)ds dt
)

® O

(x,8)8(s,y)ds

< 0

p(x,t)dt

x 0

6(s,y)ds
o

EI, Y s e
2 2

2
< n(x-x|) + |o] 22 |x—x|
-— T az -
¢ nlly-y[) + [e] ly=y]
o]
¢ ny(x=x]) + [o] ry |x-x|
- Ta -
< nl(ly—y|) + |e| :; ly=v|
T a2
4
< Cxx)+ Jo] 22 x=x]

A

< ny vy« fof = |y

'a

8

N

- y -
< nz(lx-x[) + [J (y-t)pl({x~x[,t)dt(
o ,

A

< ny(ly=y) + |8]aly-y]

a
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(I8 e,y - B eGx, | < ny(xx]) + |6]alx~x]
(IV.A.19) ﬁ 1B o @x,y) - B lox, )| < n,(y=y|) + [e] E‘ly-§|
3oy | en, + o] B2
2
(1B%%0Gx,y) - B0y | < ny(x-x]) + [o] T [x-x]
' 2

(v.2.20) { [B°%6(x,y) - B%6 G, )| < n,(ly-3]) (x-8)p, (s, |y-y|)ds]

+
N
o X

| 3%y ] e N, + [o] I

(18 oG,y - B ey | € ng(lxx) o, (Ix=x],t)at|

+
-
(o] ~<

[Za
@
<
{
<

(IV.A.21) 4 IBZIG(x,y) - BZ]G(x,§)l

L B e(x,y)| € N, + |o]a

18 %00,y - 8120,y | < |o] |x-%]

1/aY

(IV.A.22) 8% (x,y) - B'%0(x,9)]

A

X
gy 3D + 1] oytoly5las)

=

LIRS AT

Introduisons maintenant 1'hypothé&se concernant la fonction f.

R2+8m «

Soit B 1le sous-ensemble de défini 3 partir des constantes positives

Mij’ i’j < {O’ 1, 2}

2+8m :xeR, |y|] < a, |lz..] «M.., 1, je {0,1,2}}

B = {(XQY9(zij)) e R 1] 1]

(h.A.2) La fonction f : f(x’y’zoo’z]o’zol’ZZO’z]1’202’221’212) est
définie et continue sur B & valeurs dans E et périodique

en x de période T.
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Cette hypothése entraine l'existence de fonctions w, wij numériques,

continues, nulles 3 l'origine et non décroissantes telles que :

(IV.A.23) lf(x,Y,(zij))-f(x,y,(zij))| s w(|x=x|+|y-y|) + iijij(lzij-zijl)
H]
D'autre part soit L = sup ,f(x,y,(zij))|.
B

Avec 1l'hypothése :

(h.A.3) Les constantes positives L, Nij’ Mij vérifient les inégalités :
4 2 2 4
N+ (3L + é-le) al _y N, ot L+ é-le) LI M
oo T 16 oo T 2
2 2
4 aT 4 T
Nlo + (3L + ;'NIZ) 4 < Mlo N02 * (L + ;'NIZ) ;;-< M02
(IV.A.26) X ) ) .
4 aT
Nog * BL +=Ny5) <M Nyp # BL+ —Nypla < My,
T 4 T
N +(3L+£N)3-2—<M 5N,, + 3LT < M
20 12 20 12 12
\ T 2 L
il est possible de définir pour 6 e C(A)) et (x,y) : x| < L ly| < a
2
1 12
(IV.A.24) F(x,y,0) = f(x,y,Booe(x,y),B oe(x,y), ...... »B T0(x,y)).

Comme dans le chapitre précédent, il nous faut "modifier" cette

gquation (IV.A.l1 et 2) sous la forme
(IV.A.26) 6 = F(x,y,6) - m (x,y,6)
de telle sorte que toute solution vérifie

. T ¢ T
BYe(=, y) -BYe(-=, y) pour |y| s a.
2 2

Si nous &crivons ces différentes formules nous avons tout d'abord :

8% , y) - B8 (- I,y - T{6,(y) = 8,(0) - a}(O)y} +
9 2 2 2
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T/2 vy o :
+ J { (= - 8)(y-t) [F(s,t,8) - ml(s,t,e)]ds dt
) o 2

~T/2 ,y T
- J J (- = = s)(y-t) [F(s,t,8) - ml(s,t,e)]ds dt.
0 2

o

Cette expression sera nulle pourvu que :

1., T 1 T -, .
B° 0 V) - B 6 (- PRI IO

T/2 .,y T
+ J J - S)[F(S,t,e) - m](s,t,e)]ds dt
o 2

(o}

-T/2 ¢y T
- J 5 J (" ; -~ 8) I:F(S,t,e) - m](s,y,e):]ds

)
le soit, ce qui sera réalisé pourvu que :

8%, ) - %% (-, ) =T gy +
2 2

T/2 .
+ J (= - s) [F(s,y,0) - m](s,y,e)]ds
o 2

-T/2 . -
J (- ; - s) [F(s,y,8) - m](s,y,e)]ds
o

soit nulle elle~aussi.

Désignons alors par o la fonction définie sur R, & valeurs

dans R, périodique de période T wvalant

= -

- = X s1 E-s X <0

2 2
(IV.A.27) ag(x) = < 0 si Xx =0

I. x si 0 < x g I

2 2
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La condition BOJB(I-, y) - BOJO(- I-, y) = 0 8se traduit alors par :
2 2

T/2
(1V.A.28) By (¥) +<i f " o(s) [F(s,y,0) - m,(s,y,8)]ds = 0
-T

D'un autre cOté :

, T/2 vy
3%, y) - 8% -1,y - j J (y-t) [F(s,t,8) = m (s,£,6)]ds dt
2 2 o o

-T/2y
J J [F(s,t,0) - m (s,t,0)]ds dt
[0}

(e}

sera nulle pourvu que

T/2 ¢y _
slle, v -8'e- 2, » f f [F(s,t,6) = m (s,t,0)]ds dt
2 2 )

(o)

~T/2¢y .
- ( F(s,t,0) - m (s,t,8)]|ds dt
J 1

(o) o

le sera. Mais B”G(-I-Il s ¥) - Blle(— I—, y) sera nulle dé&s que nous aurons

2 2
BIZG(I-, y) = Blze(--z » ¥) c'est-3-dire
2 2
(172
(IV.A.28 bis) —f [F(s,y,8) - m (s,y,6)]ds = 0
T /=T/2
Les autres relations BZoe(E_, y) = 3209(_ E-, y) et
2 2
BZIG(E , y) = B2]e(- I » ¥) sont
2 2
automatiquement satisfaites.
Avec les définitions de
| T/2
u(y,e) = — J F(s,y,8)ds
T ~T/2
(IV.A.29) | T/2
v(y,8) =~ J o(s)F(s,y,0)ds
T /-T/2
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les relations (IV.A.28 et 28bis) deviennent

B; (y) + v(y,0) ml(s,y,e)o(s)ds

]
= -
;ﬁ
1 —
= ~
~ N
[

(IV.A.30) T/2

u(y,e) = ml(s,y,e)dS-

I
H o=
[
=)
~
N

Définissant alors Zm?(s,y,e) = ml(s,y,e) + m](—s,y,G) et

ZmT(s,y,e) = ml(s,y,e) - ml(—s,y,e), nous écrirons (IV.A.30) sous la forme :

L (T2 L
- J m (s,y,06)0(s)ds

T ey !

B; (y) + v(y,8)
(IV.A.31)
1 T/2 +
U(y,e) = - J ml (S’y’e)ds
T /-T/2

Il est naturel alors d'imposer a m? et & m; d'@tre respectivement
proportionnelles & u(y,6) et Bg (y) + v(y,08) et de norme moindre (au sens
de la convergence uniforme).

Nous voyons que m?(s,y,@) = u(y,8) et que m;(y,e) devrait

s'écrire ﬁ-[ﬁ;](y) + v(y,8)]sign(s)
T

avec sign(s) = £ 0 si s=0 ou

k -1 si - I < s <0

. . . . . 4 . .
En fait nous choisirons une fonction voisine de — sign(x) mais
T

continue. Plus exactement, faisons 1'hypothése :
(h.A.4) ¢ @&tant positif, ) désigne une fonction numérique définie et
continue sur R, éventuellement lipschitzienne, impaire périodique

en x de période T et vérifiant les relations

4 T/2 :
(1IV.A.32) \A\ < = (1+¢) ( A(s)o(s)ds = 1,
T

L
T J-T/2
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Dans ces conditions, nous définissons

(IV.A.33) m, (x,5,8) = u(y,0) + A(x)v(y,0)

et

(IV.A.34) F](X,y,e) = F(X,y,e) - U(Y,e) - A(X)V(Y,e)-
Il nous faut &tudier 1'é&quation
g = F](XQYse)

qui est l'&quation modifiée du probléme (IV.A.l1 et 2).

Avec ce choix nous avons évidemment

|u(y,6)| <L et fv(y,e)] < I-L donc
4

m, (x,y,6)] € L +2 (1+e){N . + %L}
1 T 12 2

< (2+e)L + 2 (14e)

T
< (+e) (2L + 2 N..)
s 12
T
soit
(IV.A.35) F Guy,0)] € U+ GL + 28 ) = L*(e)
T

Les relations (IV.A.15, 16... 22) jointes &3 |A(x) - A(x)| £ &(|x-x]|)

permettent d'évaluer les quantités suivantes :

2
Ta |x~x|}

(Fxy,8)-F(x,y,0) | s w(lx—x|) + w__{n(]x-x]) + |

+woln Qux) + Jo] 2 [x=x]} + w_ {n (|x-x]) + |6] 221 |x~% |}

- y -
(IV.A.36) 4 + wzo{n2(|x—xl) + |J (y—t)p](|x—x|,t)dt|}

(e}

+ o n, (x=x) + [o]alx-x|} + w_{n, (Jx=x|) + |5] E | x-x |}
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- y - -
+uy (g (|x5]) + |[opl<1x-x|,t)dt|} v ile] x5}

. _ _ _ 2 _
[ [Feuy,0)-Fx,5,0) | < w(ly=5]) + wgotnCly=51) + [o] =2 |y-3|3
: 8

+u o Uy=5D + Jof 22 |y503 + w1 y .
160 Uy-y > Iyl e, n Uy=y ) + o] " ly-y 13

+

(IV-4.37) 4+ 0y tnyCly=y D+ folaly=y[3 + u) {0, (y=y[) + o] E‘ly-§|}

+

— x -
wop{ny (y=y[) + IJO (x-s)p, (s, |y-y|)ds|}

+

- - X —
wy Lol y=y[} + w,ingCly=y]) + lj 0, (s, [y=y[)ds|}.
(o]

Posons alors :

_ * T a2 * a2
2,(8) = w(s) + w o (n(8) + L (e) . 8+ w {n,(8) + L' (e) — 6}
2
7835 +w_ {n (8) + L¥(e) %} 8} + w, {n,(8)}
+uny(8) + LM ()ash + w_,(ny () + L*(e) L o)
2
*
+uy g ()} + 0, (15 ()8} + a(e) TLed
4
et
1 ' * Tza *
Tor O 70 u @)+ 1) =R 6 v () ¢ L) H )
2
2
+ o Tn (8) + L) ﬁ; 6} + w, {n,(8) + L¥(e)as)
(1V.A.39)
. * T
+ wll{nz(é) + L (e) ; 8} +ow n, @)}
+ wz‘{L*(e)é} + wlz{n3(6)}
et pour g > O appartenant 3 C(A])
T/2
(I1I.A.40) P?g(x,y) = g(x,y) + l-(1+€) J (1 + 4 |0(x)i)g(x,y)dx
T -T/2 T
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Choisissons € positif et donc la fonction A de sorte que l'hypothése

(h.A.3bis) Les constantes ¢, L, m, mij’ Mij vérifient les inégalités :
4 2.2
N+ L) 2L cm (5 + 1% £ ou
00 00 11 11
16 2
2 2
* a’T * T
Nlo * L) —Z_ g Mlo J N02 * Li(e) 8 g MoZ
(IV.A.41) < 2
* aT *
Nol + L () ; < M01 N21 + L (e)a ¢ M21
N, +L¥ a’ M N, +1¥%e) e
20 (e) =« 20 12 € s 12
\ 2 \ 2

soit satisfaite.

Nous sommes maintenant en mesure d'é&tablir le théoréme suivant :

Théoneme IV.A.1.

Avec les hypothé&ses h.A.1, 2, 3bis, 4 et 5
(h.A.5) Les &quations
y y
(IV.A.42) 0, (8,y) = Q,(8) + w2°<lj (y=t)p (8,6)dt]) + w, (] p,(8,8)dt])
o) ‘0
o X
(IV.A.43) pz(x,d) = 92(6) + Pl w02(|jo (x-t)pz(t,S)dtl)

. y
+ Py mlz(lfo pz(t,S)dtl)

admettent des solutions positives ou nulles convergentes vers O uniformément

par rapport &8 x sur E--?-,—T-] et y sur [—a,a].
2

L'équation 6 = F](x,y,e) admet au moins une solution dans C(A]).

La démonstration se fait de la méme maniére que dans les théorémes
d'existence précédents.
Soit §, = {e € C(Al) lo| < L*(e) et pour |x—§’ + ly-yl < s
[0Ge,3) = 0G| < o) (Uxx|,y) + 0, (x, |y-3])}

dans lequel les fonctions o; sont définies par (IV.A.42 et 43).
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==

0 € S]

et

6 >~ F (x,y,0)

Fl(x,7,0) €8

est continue de Sl dans S,.
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S, est convexe compact, il suffit d'établir que

1

Ce qui ne pose aucune difficulté.

2°) Cas Ripschitzien.

Comme dans le chapitre précédent, nous essayons d'interpréter

1'hypothése (h.A.5) dans le cas oli la fonction £

Théondme IV.A.2 :

' Avec les hypothéses :

(h.A.1)

aux variables

(h.A.3)

(h.A.4)

satisfont la relation

2(1+¢) (e
(KI_KZ)T

(IV.A.44) (3+2¢) -

L'équation 6 = Fl(x,y,e)

(h.A.2bis) En plus de (h.A.2) la fonction £
Z02° %207 %21

.| 8]

(h.A.5bis) Les constantes ¢ et K

K]T/Z

est lipschitzienne.

est lipschitzienne par rapport

et le H

pour 1ij € {02, 20, 21, 12}

K solutions de 1'équation

T/2 T/2
K, / K, /

+ _.(e -1 _e - 1)} > 0

T KIT K2T

2/
e

admet au moins une solution dans C(A]).
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La démonstration de ce théoréme repose sur l'explicitation des

relations (IV.A.42, 43) ; c'est l'objet des deux lemmes :

Lemme 1IV.A.1

L'équation
y y
ply) =1+ kzo[JO (y-t)p(t)de| + kZIlJoo(t)dt!

admet une solution continue positive dé&finie sur tout R.

Nous avons évidemment o(y) = p(-y) et pour y 2 O
1" _ ' - = = 1 =
p"(y) = ky0'(y) -k, p(y) =0, p(0) =1, p'(0) = k,,.

La solution de cette &quation est positive définie et continue

sur R+.
Lemme IV.A.2 :
r L'équation

o, [* o f*

(IV.A.45) p(x) =1 +k02P1|J (x-s)p(s)dsl +k]2PI!J p(s)ds
) )

admet une solution continue positive définie sur |- % s %I
pourvu que les constantes g, k02 et k12 vérifient (IV.A.44).

Comme dans le lemme précédent on a p(x) = p(-x) et

" - ' - = :
0" (x) klzp (x) kozp(x) 0 si x>0
avec

. T/2 4 x
(IV.A.46) 0(0) + 1 + = (14¢) J (1+ = Jox) | (k 2|f (x=s)p(s)ds| +
T -T/2 T %< o

X
+ k12|[o p(s)ds|) dx

et p'(0) = klZp(O)'

Si nous désignons par K, < 0 £ K, les solutions de
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2 ‘ .
r - klzr - k02 0, nous avons :

K, K |x| K, K |x|
p(x) = p(0) [ e + —— e ‘J pour X € R.
K175 AR

Le lemme sera prouvé si 1l'équation (IV.A.46) définit o(0) comme

une quantité positive, c'est-3-dire si

(3 --=x){ e + 2 e - 1}dx > 0

T KI—K2 KZ—K

1 - 2z (1+¢)

jT/Z 4 R, K [x] K K, |x|
T o

1

ou

T/2 K K, |x| K K, |x|
gﬁliil J (3 - 4 x) { ! e ! + Z e 2 }dx > O.
(o}

T T K]—K2 K2—K]

(3+2¢) -

Cette derniére relation, aprés intégration donne (IV.A.44).

Remarque :

On peut rechercher les valeurs de koZTZ et k12T assurant cette

condition. On remarque alors que

2
k T k,.T
(IV.A.47) 02,12
13,5 1,8

est une condition suffisante pour d&terminer ¢ et assurer (IV.A.44).

Dans la lignée du lemme précédent, on peut établir le lemme suivant :

Lemme IV.A.3 :

L'équation :

Xry
p(x,y) =1 + kooP? J [ (x-s) (y-t)p(s,t)ds dt|
o’o

o Xy Xry
+ k]oPIIJ J (y=-t)po(s,t)ds dt| + kolelJ I (x-s)p(s,t)ds dt!
0’0 o’o

(III.A.48)

ar (¥ o (XY
+ kzoPllf (y-t)p(x,t)dt] + kllPIIJ J p(s,t)ds dt[ +
[e] 0“0
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X y
o}
* PozP1|fo (x~8)o(s,y)ds| + szP?IJop(x’t’dt‘

X
boj
+ klZPl Jop(s,y)dd

admet une solution continue, positive définie sur tout ensemble de la forme

[— I IJ x [}a,a] dés que la relation (IV.A.44) est satisfaite.

b
2
La démonstration de ce lemme est identique & celle du lemme (III.A.3).

Ce lemme permet d'établir le théoréme d'unicité suivant :

Théoneme IV.A.3. :

: Avec les hypothéses du théoréme (IV.A.2), si la fonction £ est

lipschitzienne par rapport aux variables (zij)
lf(x’y’(zij)) - (x,y,(zij)l s ) ki z -z

1'équation :

8 = F](x,y,e)

admet une et une seule solution. De plus, cette solution est continue par

rapport aux données initiales o, B8, vy, §.

Démonathation :

Désignons par (al, BI’ % 62), (51, él’ &2, Ez) deux quadruplets

de fonctions vérifiant 1'hypothése (h.A.1) et désignons par KOO et Zoo

4
. . ad
les solutions correspondantes de 1l'équation ——EE—E = 0,
X 9y

Si x désigne la quantité

2 . . . . . . . .
N AR AN N PP
1=

nous pouvons trouver une constante K telle que
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255 xy) = Zij(x,y)I $ Kx

si nous désignerons par & et § les solutions correspondantes de 1'&quation

g = Fl(x,y,e), nous pouvons poser

B g (x,y) - 3135(x,y)!

e - &[] (x,y) = ,X, kij
, 1,]

et

x(x,y) = B{l]e - 8]|(x,y).

Nous avons alors

, Xy
|B%®6 (x,y) - B8 (x,y)| ¢ Ky + \f J (x-8) (y-t)x(s,t)ds dt|
o] (o]

X

|Blze(x9Y) - 3125<x’Y)| s Ky + lJ x(s,y)ds
(6]

Multipliant chacune de ces &quations par koo""'klz et

o}

appliquant 1'opérateur P

nous constatons que

Xy X
X(x,y) s Kx + PfkoolJ J (x-8) (y-t)x(s,t)ds dt| + ... + P7k12|J x(s,y)ds|
0’0 (o}

qui d'aprés le lemme (IV.A.3) montre que x(x,y) est bornée par le

sur [- I E] x [~a,a].
2 2
Le th&oréme (IV.A.3) est ainsi é&tabli.

3°) Existence de solutions périodiqued du problime initial.

Comme préc&demment, nous allons montrer la possibilité de déterminer

~

les fonctions 81 et 62 de fagon & assurer la nullité du terme m](x,y,e)

Considérons
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H (y,v,2(t), O s t <vy)

H(y,vsz(t), 0 gt < y) =
Hz(y,v,z(t), 0 <t < y)

une fonctionnelle 3 valeurs dans E x E (E =lRm) dépendant de la variable
t réelle, des vecteurs v = (vl,vz) et z(t) = (z](t),z (t)) de E x E

définis pour 0 <t < vy,

Soient I = [0,a], w un vecteur de E x E.

Yo = {veEXxE |v-w| < 6}

et 26 = C(I,Ya) ensemble des fonctions continues définies sur I, & valeurs
dans Y6 muni de la convergence uniforme. H peut dés lors €tre considérée

comme une application de I x Yé X Zd dans E x E pour laquelle on a le

théoréme suivant (qui se démontre comme le théoréme (III.A.4) de L. Césari).

Théoneme IV.A.4. :

Avec les hypothéses :

(h.A.6) La fonctionnelle H : H(y,v,z) est continue bornée sur
I x YG X Z§ et continiiment différentiable par rapport & v
v = (v],vz). Soit L(y,v,2z) sa différentielle.

(h.A,7) Pour y = 0, H ne dépend pas de =z : H(O,v,.) il existe de plus

w o= (WI’WZ) e ExE tel que

"

(i) H](O,w,.) = 0, H2(O,w,.) + w 0

2
(ii) LO,w,.) + (O,iE) est inversible dans L(E x E,E x E)

((O,iE) désignant la différentielle de v - v2).

On peut trouver des nombres positifs a' < a, 60 < 6 et

une fonction b = (b],bz) de Z(S telle que :
o
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b(0) = w lb(y) - w|]| < §, sur [0,a"]
(1IV.A.49) H (,b(y),b(t), 0= t<y)=0

Hz(y,b(y),b(t), 0st<y)+ bz(y) = (0 pour vy € [b,a'].

Comme dans la partie (III.A), nous allons examiner ce qu'il se passe

lorsque la fonction g'" = (BY’BE) présente des discontinuités. Plus exactement

(h.A.8) Les fonctions agsay définies et continues sur R & valeurs dans E
ainsi que leurs dérivées q;, a?, aé, ag sont périodiques de méme

période T. Les fonctions Bys By sont définies et continues sur [Fa,é]

a valeurs dans E ainsi que leurs dérivées 3} et Bé sur J-a,al et

vérifient

3,(0) = 8,(0),  ay(0) = al(0),  B,(0) = 8}(0),  8H(0) = a5 (0)

D'autre part, les dérivées BT et Bg présentent sur |-a,al

des discontinuités de premiére espéce en nombre fini

-—agt <t, < ... <t < a avec
1 2 )

" - = pt "
Bl(tj 0) Bl(tj) # Bl(tj + 0)
11
et |8l (t) - BZ(E)I s Lt - t] pour i=1, 2 £, <t < t < Eippe

Comme 1'hypothése (h.A.1) cette hypothé&se définit une fonction Koo

de C(A]) solution de u 9 9 = 0 et nous désignerons encore Nij les

Xy

constantes positives ou nulles majorant 200 et ses dérivées sur

E’ I ’ E] x [—a,a].
2 2

De méme B = {(x,y,(zij)) : x€eR, |yl ca lz..] <M.
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(h.A.9) La fonction f : f(x,y,(zij)} est définie sur B, & valeurs dans

E périodique en x de période T et lipschitzienne,

|z

(IV.A.50)  |£(x,y,(25,0) = £G6,5, (2500 |« k((x=x|+]y=y]) + [ k; 4

1] 1]

L ——

. L¥Ge) = (3L + ile)(1+a)

L = sup |f(x,y,(z,.))
. B ij T

(h.A.10) Les constantes positives ¢, L, Nij’ Mij’ a, T satisfont les

relations :

( * 332T2 * 3a2
Noo *L(e) g Moo ( N20 *L(e) g M20
16 2
* 3 2T *
N, + L) 2 M N,, +L () aT < M
1o 4 1 11 11
(IV.A.51) 9 <
* a T2 * aT2
No] + L7 (¢) < Mo] N02 + L (e) < MoZ
4 8
* * T
k NZ] + 2L (e) a < M21 . le + L (g) ;‘S M12

Rappelons que le choix de ¢ conditionne celui de la fonction A

(voir 1'hypothése h.A.4).

Théonéme 1IV.A.5 :

Avec les hypothéses (h.A.8, 9, 10, 4 bis) 1'@quation :
g = F](x,y,e)

admet une et une seule solution dans C(Al) lipschitzienne. (La constante de
Lipschitz est alors indépendante du nombre des points de discontinuité et de

leur position).

La démonstration de ce théoréme est calquée sur celle du

théor&me (III.A.5).
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Comme dans le chapitre précédent, nous avons &tabli ce dernier
théoréme apré&s avoir remarqué qu'avec les fonctions Gps Gy Bys 62 vérifiant
1'hypothése (h.A.1) la solution 6 de 1'équation (IV.A.34) : ¢ = Fl(x,y,e)
n'est pas perturbée sur R x [p,y[ lorsqu'on remplace (BY(y),B"(Y)) par
(v],vz). Par contre nous obtenons une nouvelle expression pour
Bzoe(x,y) = q(x) et B2]e(x,y) = q'(x) et donc pour u et v satisfaisant :

F(x,q(x),q" (%)) = £(x,5,B°%6(%,¥),...,q(x),...,q"(x))

("0 = F,a(0,4" (@) = u =A@ O + vy
T/2
po=— J F(s,q(s),q'(s))ds
T /-T/2
(IV.A.52) < /2
v o= - J - F(s,q(v),q'(s))o(s)ds
T /-T/2
. q(0) = v, q'(0) = vy

Pour le probléme que l'on peut appeler probléme différentiel

associé 3 1'équation (IV.A.1), on a les propositions suivantes :

Pnogobition IV.A.1

Avec les hypothé&ses suivantes :

(h.A.11) Les constantes positives ou nulles ¢, T > 0O, M02’ M12’ NoZ’ le
et L :

2
4 T

N, + BL+— (+e)N, ] — <M,
T 8

N+ BL+ 2 ron,.] L ocn
12 T 12 =2

(h.A.12) La fonction F : F(x,q,ql) définie et continue sur 1'ensemble

— - - 3 = m
A = R x [MOZ’MIZ] x ]:MlZ’M]2] a valeurs dans E R" est

périodique en x de période T, et bornée par L.
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(h.A.4) (définition de X)
L'équation (IV.A,52) admet pour tous les couples (vl,vz) tels

que |v1| + I-lvzi $ N 5 |v2| § N,, une solution q périodique en x

de période T.

Démonstrnation :

Comme JF(x,q,q])| < L, Iv] < I-L et |u] < L.

4

Soit C(A) 1'ensemble des fonctions T périodiques définies sur

R & valeurs dans E telles que :

[0 - 9" @] ¢ BL+ 2 Qren ] k]
T

N

M et |o"| s M,

Joy = v, B0 =v, el em,

On définit 1'application g : ¢ - V

X
K6 = vy vpxt | e B0, 0 () = k() = A() () + vy has
(o}

1 T/2
avec (@) == j F(s,{(s), ' (s))ds
T ~T/2
’ I T/2 ‘
et vilh = - [ o (s)F(s,P(s),f'(s))ds.
T -T/2

On vérifie que g définit bien une application de C(A) dans
C(A) et grace au théoréme de Schatider on montre que cette application admet

au moins un point fixe.'

Proposition IV.A.2.

Avec les hypothéses suivantes :
(h.A.11)
(h.A.12bis) En plus de l'hypothése (h.A.12) la fonction F est lipschitzienne

par rapport & q et 9
IF(X’q,ql) - F(Xsa’al)l < kozlq—c-ll + klzlq}—a][

(les constantes k02 et klZ vérifiant le lemme (IV.A;Z).
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L'équation (IV.A.52) admet alors une et une seule solution continue

par rapport aux données (VI’VZ)'

Demonstrhation :

Elle est analogue 3 la proposition (III.A.2). Les relations :

X
q(x) = v, + v,x + J (x-s){F(s,q(s),q'(8)) = u = A(s)(v + vz)}ds

li
<
+
<1
»
+
S
»

ax) = v, +v, (x-8){F(s,q(s),q'(s)) = 1 = A(s)(v + v,)}ds

donnent

- - T -
IQ(X) - q(x)[ g [V]-Vll + ; |v2—V2[ +

X - -
I (X‘S){kozlq(s)-a(s)| + klzlq'(s)—q'(s)| + |u~ul L (1+¢) |v=v| }ds
o} T

c'est-3d-dire en posant :

- - - 4 -
x(®) =k _,lq(x)~q(x)| + k., |q" (X)~q"(x)| + |u-u| + = (1+e)|v-v|
o2 12 T
- T = o] X
x{x) < 4k02(1+s){]v]—vl| + ;-Ivz-vzl} + Plkozlfo (x—s)x(s)dsl
T x
- - o]
+ 4k]2(]+g){|vl—vll + ——[vz-vzl} + Plklz[J x(s)ds]|.
2 o
. En vertu du lemme (IV.A.2) le résultat est acquis.
Remarque :
La solution de 1'&quation (IV.A.52) peut &tre obtenue par approxima-
tions successives. Partant de qo(x) = Vv, *v,x etpour n >0
be
= - ' -— —
qn(x) Vot Vx4 JO (x s){F(s,qn(s),qn(s)) Mo A(s)(vn_l+v2)}ds

avec



po= l-[T/z F(x,q_(x),q'(x))dx nxo0
n T -T/2 n n
vo=21 JT/Z F(x,q_(x),q' (x))o(x)ds n 3z 0.
n T -T/2 n n

On obtient :
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) X
]qn+l(x) B qn(x)| S JO(X—S){kOZlqn+1(S)_qn(s)[ * k]2|q5+](s)~q;(s)|}ds

X
v [ thym |+ B v, s
(o]

1 —_ e = -—
c'est-3~-dire avec en(x) an+] qn(X)l

4
et a _, = {lun -w =y

n-1

1" 1
,an(x) < k02 en(x) + klzen(x) + a1

En désignant par K, et K, les solutions de 1'équation

1 2
2 -
r - k]Zr k02 = 0 nous voyons que
, a__ K K, |x]| K K, |x]|

(IV.A.53) en(x) < n-1 { Z e I + 1 e 2 -1}

ko2 KKy 5%
puisque

Kl K]le K2 KZ‘XI
kozen(x) + k]2€;(x) o, { e + e -1}
K. -K K,-K

de sorte que

: T/2 4
_j {1+ 2 (re) o) |1k ye (0 + ke’ (x) }dx

a_ <
R P ) T
T/2 K K |x| K K
o sa__ 1—[ H+2 ey o i—m e I 4 22
T J-1/2 T K, -K K, K

1 2 , 2

x|
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expression que l'on peut écrire a € A a _y avec A <1 (cf. Lemme IV.A.2).
Ceci établit que la série de terme général o et donc En(X) est convergente

ou encore que la suite q, converge uniformément vers la solution de (IV.A.52).

Pn0204£tion IV.A.3

Avec les hypothéses de la proposition (IV.A.2) si la fonction F
est continliment différentiable par rapport 3 q et ;> la fonction

(v],vz) > (4,v) de E x E dans lui-méme est différentiable.

Demonstrhation :

X
Soient q(x) = vt v,x o+ J (x=8){F(s,q9(8),q"'(8)) = u = x(s)(v + v,)}ds
o

et q(x) + Aq(x) = vyt Avl + (v2 + sz)x +

X
J (x=s){F(s,q(s),Aq(8),q' (s)+Aq'(s)) - u - Ay - A(s)(v+Av+v2+Av2)}ds
o

les solutiops correspondantes aux valeurs (VI’VZ) et (v1 + Av], vy + sz).

Posons A(x) Fq(x,q(x),q'(x)) et

B(x) Fq (x,q9(x),q'(x)).

1

Nous écrirons alors
F(x,q(x) + 8q(x),q"(x) + Aq' (%)) - F(x,q(x),q'(x)) =

A(x)aq(x) + B(x)Aaq'(x) + n(x,q9,9',0q9,Aq").

(ou plus simplement n(x)).
Nous avons

X
AqQ(X) = AV,X + AV, + f (x-s) {A(s)aq(s) + B(s)aq'(s) + n(s)}
(o]

2 1

- (x-s){Au + A(s)(Av + sz)}ds

T/2
avec Ay = ( [A(S)Aq(s) + B(s)Aq' (s) + n(s)]ds

1
T J-T/2
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T/2 _ A
et Av = 1 { Lé(s)Aq(s) + B(s)Aq'(s) + n(Af]o(s)ds.
T “~T/2

Soit 1'équation obtenue par linéarisation :

x
(AE(X) = vt ov,x +J (x—s){A<s)A5(s)+B(s)Aq'(s)—AS-x(s)(A$+Av2>}ds

o

v T/Z v av)

(IV.A.54) { Ay = — J / {A(s)Aq(s) + B(s)Aq'(s)lds
T ~-T/2
N ] T/2 N N
Av = - J {A(s)Aq(s) + B(s)aq'(s)lo(s)ds.

Cette équation posséde évidemment une solution (puisque la fonction
A(x)Aa(x) + B(x)AH](x) vérifie les conditions de la proposition (IV.A.1) mais

cette solution est en fait une application lin&aire de ov, et sz.

D'autre part en posant w(x) = Aq(x) - Aa(x), il nous est possible
par une procédure analogue & celie utilis@e dans la proposition (III.A.3) de

montrer que w tend vers O plus vite que Av, et Av,. En effet
| 2

X 1 T/2 l T/2
w(x) = J (x~s){A(s)w(s)+B(s)w' (s)+n(s) - — ( n(t)dt-A(S)—J o(t)n(t)dtlds
0] T /-T/2 T /-1/2
ou w(0) =w' () =0
1 T/2 ) T/2
wi(x) = A(X)w(x) + B(x)w'(x) + n(x) - —~J n(t)dt—x(x)—-[ n(s)o(s)ds.
T /=T/2 T /=T/2

On écrit alors que n tend vers O avec Av] et sz ou Ag

Yy 1 ' s s
AQ', Aq, Aq', c'est—-a-dire
Ya>o0 :-I Yy > 0 tel que

laa] + Jwl + fag'] + W' <y = Ines)] < a(fad] + [aq'| + Jw| o+ [w'])

de sorte que
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W) | 3C+e)al]ag] + [ad"| + vl + W)+ ke ]+ kw4

p (T/2 4
. _f (1 + 4 () [0t (kW] + kW) |dx

T '-T/2 T
c'est-3~dire
w0 < 30+e)ac]agl + fagl + wl + [w' DeGo
avec p(x) solution de 1'équation (IV.A.45).

La proposition résulte de cette derniére relation puisque 1'on
pourra écrire :

2
3(1+0)a(z + T

2
1-301+e)a G+ Loy
2 8 2

lw| + |w'| € a(|aq] + |8q"|) avec o =

Propodition IV.A.4 :

.

Avec les hypothéses de la proposition (IV.A.3) la fonction

(Vl’v2) + (u,v) de E x E dans lui-méme est continliment différentiable,

Désignons par (v],vz), (31,;2) des conditions initiales voisines

(q,u,v) et (a,ﬁ,;) les solutions correspondantes nous poserons :

A(x)

Fq(x,q(X),q'(x)) B(x) Fq (x,q(x),q' (x))
1

K(x)

Fq<x,5<x>,€1'<x>> B(x) Fy (x,9(x),q" (x)).

1
- " Y
Les différentielles (LI’L) : (h],hz) + (Aq(x%), q(x)) seront

définies par :

n X v ¥ a¥ , v
Aq(x) h]+h2x + I (x-s){A(s)Aq(s) + B(s)Aq'(s) - Au = x(S)(av + hz)}ds

o

- X - v - N Y X
Aq(x) = h1+h2x + J (x-s){A(s)Aq(s) + B(s)4q'(s) - Au = A(s)(av + hz)}ds.
o



v, 27
" X
I1 suffira d'exprimer A4q(x) - Aq(x) pour les mémes valeurs de

- - T T
h et h2 ; aprés avoir majoré A(x) - A(x), B(x) - B(x) sur [-=, =]
2 2

B -
puis Aq(x) par ||L}| I((h],hz)ll il nous sera possible par un calcul
v
n, -
gsemblable & ceux qui précédent d'@tablir que Aq(x) - Aq(x) tend vers O

avec A(x) - A(x) et B(x) - B(x).

Avec cette proposition se termine l'étude du probléme différentiel
associé & 1'équation (IV.A.l1), nous pouvons alors énoncer le théoréme d'exis-

tence des solutions périodiques suivant :

(h.A.13) Les fonctions 4500 définies et continues sur R & valeurs dans
1

E = R ainsi que leurs dérivées a;, u?, ué, ay sont périodiques

de méme période T avec

‘aY(x) - a;<§>| < zllx-zl

.

o (x) - ag(i)l < zzlx-i

Cette hypothése définit des constantes positives ou nulles n; s

telles que pour x € R

|u](x)) $ noo Iai(x)l g nlo [a?(x)‘ g n20

{az(x)l s 0, Iaé(x)l § g, Iag(x)l € nyys

(h.A.14) La fonction f : f(x,y,zoo,zlo,zol,zzo,zll,zoz,zll,zlz) est définie
et continue sur (h.A.2) & valeurs dans E périodique en x

de période T > 0 et lipschitzienne :

|£(x,y,2) - £(x,y,2)| ¢ k(|x=x| + |y=y|) + kyslegs - 2]

Soit L = suplf(x,y,z)’.
B
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(h.A.15) Les constantes ¢, L, Mij’ nij’ koz’ k12 satisfont les relations :
noo < Moo n20 < M20
Plo < Mg "1 S M
4 12
nol < Mbl n02 + (1+e) (3L + ;'nIZ) ;;. g M02
+ (14e) (3L + 4 ) T < M
nyy < My, 2 € L2l s

et 1'hypothé&se (h.l.5bis).

Désignons alors par F la fonction :
F(x,q,ql) = f(x,O,a](x),d;(x),az(x),a?(x),aé(x),q,a;(X),ql)
et supposons l'existence de

(h.A.16) Il existe (v],vz) € E xE tel que |V1| §-+ [vzl <n,
vyl < my,

pour lesquels 1l'équation :
q"(X) = F(x,q(x),q'(x)), Q(O> = Vla q'(o) = V2

admet une solution q périodique de période T. De plus la différentielle de

~

1'application (vl’VZ) > (s v #+ Vz) relative 3 1'&quation aux variations :

w'(x) = Fq<x,a<x>,a'<x>>w<x> +F (x,9(x),q' (x))w'(x) est inversible.

S 1

Théordme IV.A.6 :
Avec les hypothéses (h.A.13, 14, 15, 16) on peut trouver un nombre
a positif et donc un ensemble A' = {(x,y) : x € R, |y| < a'} et deux fonctions

Bl, 82 définies sur [}a,a] d valeurs dans E telles que :

Bl(o) - a](O), B;(O) = az(o), 82(0) = u;(O), Bé(o) = ué(O)
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et une fonction ¢ : ¢(x,y) définie sur A' périodique de période T en x
telle que :

¢ 2 2 = f(x’y,¢,¢x’¢y’¢ 2’¢xy’¢ 2’¢ 2 ’¢ 2)
X"y X yo Xy xy

¢(X,O) = GI(X), ¢(0sY) = B](Y)’ ¢x(0,}’) = 82(}’) et ¢y(x;0) = az(x)-

De plus, les fonctions Bl et 82 sont définies d'une maniére

unique et dépendent continliment des conditions initiales 4y, Oy

~

La démonstration de ce théoréme est analogue 3 celle du théoréme (III.A.7)

il suffit d'étudier les équations

"
(@)

H, (7,87(5),8) (5),81(),85(t), 05t <y

Hz(y,BY(y),Bg(y),B?(t),Bg(t), 0ct<y) + Bg(y) =0

sachant que H](y,v],vz,.) =0 et

Hz(y,vl,vz,.) + v, = 0.
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B - PERIODICITE PAR RAPPORT AUX DEUX VARIABLES

Considérons toujours 1'équation

(1IV.B.1) ux2 ) = f(x,y,u,ux,uy,u 2,uxy,u P U )
y X y Xy Xy

soumise aux conditions initiales

(IV.B.2) u(x,0) = al(x) u(0,y) = 8,(y)

[

uy(x,O) az(x) uX(O,y) = Bz(y) satisfaisant

1'hypothése :

(h.B. 1) Les fonctions Gys Ons 81 et 82 définies et continues sur R

. mo .. e
d valeurs dans E =R ainsi que leurs dérivées ai, aY, ué, ug,

B;, Bq, Bé et Bg sont périodiques de mé€me période T. De plus, ces fonctions

vérifient :

(IV.B.3) a](O) = 31(0), 52(0) = B;(o), Bé(O) = ué(O), uz(O) = ai(O).

. 2 . P .
Soit C(R") 1'ensemble des fonctions définies et continues sur
2 . s < .
R~ périodiques en x et y de période T, & valeurs dans FE et muni
de la convergence uniforme.

L'hypothése (h.B.1) définit la fonction £ (IV.A.4)
L(x,y) = XEbz(y)- 2(O)] + y[bz(X)-az(O)] - ay(0)xy + a (x) + 8,(y) - a(0)

qui n'appartiendra 3 C(RZ) que si

[

Bz(y) aé(O)y + a;(O)

]

et az(x) Bé(O)X + B;(O)-

Les contantes Nij joueront le méme rSle que dans le paragraphe

précédent :



LG, | = 2 (=) ] s N
a1t
et |£ij(x’Y)| = |m'e’(x’y)|

< N,.
1]
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i,j € {0,1,2}

00 12

Les fonctions n (IV.A.5) et lesopérateurs. B ,...,B

définis par (IV.A.5), (IV.A.7.8...14) gardent aussi la m@me signification.

Introduisons 1'hypoth&se concernant la fonction f

2+8m

= E(X’Y9 (zij)) € R (X,Y)

(h.B.2) La fonction f : f(x,y,zoo z

1020172207211 2027221 °%12)

€ Rz , lzo.l s M., i,je {0,1,2}]

1] 1]

et continue sur B 3 valeurs dans E et périodique en x et
de période T.
On écrira encore (IV.A.23) et L = sup ]f(x,y,(zij))|
B
(h.B.3) Les constantes L, N, Nij’ Mij vérifient les inégalités :
] 4 4 2
Mgy + OL+ 200 e gy oL e 2 ey S
T 64 T 4
Woe oL+ b ) D an N, o+ (9L + 2 (N ¢ vy L
lo 12 21 lo 02 21
T 16 T 8
(IV.B.4) ﬁ 4 T3 ) 4 T
Nop ¥ O+ = (NpNp ) = < My f Ny + O+ = (N 4Ny ) =
T 16 T 2
N N TR G N+ 9L+ d v en, ) I
20 12 21 20 12 12 21
k T 8 \. T 2
Pour 0 € C(Rz) nous pouvons dé&finir :

(IV.B.5) F(x,y,0) = f(x,y,Booe(x,y),Bloe(x,y),...,Blze(x,y))

et rechercher la fonction mlz(x,y,e) qui

sous la forme

"modifie" 1'équation (IV.B.1)

y

A

est définie

M

M

11

02

21
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(1IV.B.6) 8 = F(x,y,8) - m,(x,y,6).
D'aprés 1l'étude faite précédemment nous avons le systéme :

T/2
J EF(SsYse) - mlz(SsY9e)]C(S)dS =0

SUIGEE .

T

T/2
1 J [F(S,y,e) - mlz(s,y,ej]ds 0

T -T/2
(IV.B.7) < '
T/2
"l- J [F(X,t,e) - mlz(x,t,e)]dt =0
T -T/2
T/2
ug(x) + 1 J [F(x,t,0) - mlz(x,t,ei]o(t)dt =0
.~ S T Je1/2

o étant toujours la fonction (IV.A.27).

Introduisons les fonctions My et Vs

i T/2 | T/2
Ul(ype) = - J F(Ss}’)e)ds Uz(x,e) = - [ F(X,t,e)dt
T /=-T/2 T /~-T/2
] T/2 1 T/2
Hyp(8) = ~J u(y,0)dy = — J Wy (x,8)dx
: T /=T/2 T /~T/2
T/2 T/2
(1v..8) { v (y,0) -1 J F(s,y,0) (s)ds v, (x,0) = 37 ke eaeyoceyat
T /-T/2 T /-1/2
, (T/2 (172
vlz(e) = —-J J F(s,t,8)0(s)o(t)ds dt.
T /=T/2 ‘-T/2
: | (172 9 (172
v (8) = -J v](y,e)dy v(B) = — J vz(x,e)dx.
\ T /=T/2 T /=T/2

Ces définitions permettent d'écrire (IV.B.7) sous la forme :

T/2

(L m,Geotds = 800 ¢ v (5,9)
T J-1/2
T/2
- m (S’Yae)ds = u (y,e)
T [—T/2 12 1
(IV.B.9) ¢ /2
1
- m (X,t,e)dt = (X,@)
T J—T/Z 12 H2
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! fT/Z ( (x) + v,(x,8)
- m,,(x,t,8)c(t)dt = all(x) + v,(x,6).
T '~-T/2 12 2 2

Recherchons m ., sous la forme
m, (6,7,8) = 1, (y,8) + AR [BY(y) + v (v,8)] +

+uy(x,0) + A(y)[}E(X) + vz(x,e)] + mTz(x,y,e)-

Le systéme (1IV.B.9) devient alors

(] 1 (T2 .
vio(9) + A(Y)Vlz(e) + —-J mlz(s,y,e)o(s)ds =0
T /=T/2
2 1 T/2
ulz(e) + A(y) v (8) + — J mlz(s,y,e)ds =0
T /-T/2
(IV.B.10) ¢ 1 I T/2 «
ulz(e) + A(x) v(8) + —-J m]2(x,t,e)dt =0
‘ T /-T/2
2 1 /2 * i
v (8) + A(x)vlz(e) + —-J mlz(x,t,e)o(t)dt = 0,
T /-T/2

\

En choisissant mTz(x,y,B) sous la forme
*
m12(x,y,6) = Y](G) + Yz(e)A(X) + Y3(9)K(y) + YQ(G)K(X)X(Y)

le systéme (IV.B.10) sera vérifié si

[ 91(8) + A1)y, () + v,(8) + v, (0)A(y) = 0
11200 + A V@) + v, (8) + v (O)AG) = 0
(IV.B.11) ﬁ |
b8 + AG) v () + v, (8) + v, ()A(x) = 0
\ vz(e) + A(x)vlz(e) + Y3(9) + ya(e)k(x) =0

c'est-a-dire en fait si

(v (8) = -y, (®)
v, () = = ()
(IV.B.12) ﬁ 2
v5(8) = =% (0)

\\ Ya(e) = —Vlz(e)-

33



Iv. 34

Nous choisirons pour fonction mlz(x,y,e) la fonction

m,(%,y,0) = 1 (y,8) + u,(x,8) = u ,(8)

+

A By () + v (7,8) = v! (@)

+

@) (o) + v, (x,0) = VI (9))

GO (), (0)

(A définie comme dans la partie A)

et poserons

FIZ(X’Y96) = F(X’Y9e) - mlz(x’y’e)'

En utilisant la majoration IF(x,y,e)\ < L nous voyons que

|U](y,e)| L, Juy(x,0)| s L, |u,®] st
2
v, @0 € T, v, sIL, v, ] < ZL
4 4 16
et ' fvl(e)I L, yvz(e)l <L

N
|3
-~

Avec |A(x)]| < é--(H-g), nous trouvons
2 4 " "
[my,(%,7,8) | g (B+6e+e™)L + . (+ed(]gy] + [af])

de sorte que

|F. (x,¥,8)| < (9+6s+ez)L + (1+g)2L + (1+g) i-{N + N, .}
12 T 12 21

ou

(IV.B. 14) IFL,y,0)] < L.

Avec les opérateurs Bt (IV.A.7.8...14) nous pouvons comme

dans (IV.A.36,37) &valuer
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|F(x,y,0) - F(x,y,8)| et |F(x,y,8) - F(x,y,8)]

et écrire :

y -
(y=t)p, ([x=x|,t)dt|}

+

(1v.B.15) |F(x,y,08) - F(x,y,0)| < Q;(lx~§|) {|

“20

o]

«

(o}

+
b

(1V.B.16) [F(x,5,0) - F(x,5,0)| < 05(|y=y])

|
+ {IJ p](lx-El,t)dt|}
o1l

(x—s)pz(s,ly-§\)dSI}
[o]

+

(x -
wiptl] eylss[y-yDds|}.
o}

Choisissons dés lors ¢ positif et donc la fonction ) tels

que l'hypothése (h.B.3bis) soit satisfaite.

(h.B.3bis) Les constantes L, N, Nij’ Mij’ e, vérifient les inégalités
4 2
(
N+ *e) L < M erl s¥e Lo« M,
° 64 4
3 2
* T * T
Nlo + L (g) — < Mlo N02 + L7 () ~ < M02
16 J 4
(IV.B.17) 3
ﬁ N+ L o< N+ %) I o<w
ol ‘ ol 21 21
16 2
* 72 * T
LNzo *1(e) 5 Y \ Nig ¥+ L (&) 5 Mo

Nous sommes en mesure d'&tablir le th@or&me suivant analogue aux

différents théorémes d'existence précédents.

Théonéme IV.B.1.

Avec les hypothéses (h.B.1l., 2, 3bis, 5) et (h.A.4)

(h.B.5) Les solutions positives oy et o, des Equations



Iv. 36

y y
(IV.B.18) o, (8,y) = (&) + Pngo{ljo(y—t)pl(é,t)dt\} + PngI{IJOpl(S,t)dtJ}

X X
(IV.B.19) p,(x,6) = R)(8) + Powoz{IJ (x-8)p,(s,8)ds|} + POMIZ{IJ p,(s,8)ds |}
o}

| 1
o

vérifient 1lim pl(é,y) = lim pz(x,G) = 0 uniformément par rapport & X ou vy
§»o §-»o

-3
sur - =, =
2 2

. . 2
L'équation 6 = Flz(x,y,e) admet au moins une solution dans C(@R").

2°) Cas Lipschitzien.

Théoneme IV.B.2 :
Avec les hypothéses :
(h.B.1)

(h.B.2bis) En plus de l'hypothése (h.B.2) la fonction f est lipschitzienne

par rapport aux variables 2o Zyos Z1ps %9
(h.B.3bis)
(h.B.4) 2 2
k 2T klZT k2 T kZIT
(h.B.5bis) SR <1 — < 1.
13,5 1,8 13,5 1,8

L'équation 6 = Flz(x,y,e) admet au moins une solution dans C(Rz)‘

Dans ce cas, nous pouvons aussi écrire :

Théoneme IV.B.3 :

Avec les hypothéses du théoréme (IV.B.2), si les constantes Rij

vérifient de plus
+k k ,+2k 1+k ) k., +k

k k
(IV.B.20) 9 { 00 + ol 1o + o2 i 20 Tl " 21 712 T} < 1.

64 16 8 2

Pour ¢ assez petit 1'application 9 - Flz(x,y,@)_ est une contraction
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(ce qui implique l'unicité et la dépendance continue de la solution par rapport

aux données initiales).

Remarque :

Nous nous sommes restreints dans le théor&me précédent 3 écrire que
la fonction 6 - Flz(x,y,e) est une contraction mais il est tré&s possible
d'écrire ce théoréme suivant la démarche utilisée dans les théordmes d'unicité
analogues. Sans entrer dans plus de détails, nous pouvons affirmer que 1'étude

faite dans cette partie B permet d'examiner les solutions périodiques en X,

et x, de période T de 1'équation :

2

uX2 2 x2 = f(x],...,xn,u,uxl,”"Xn,...,uX2 x2 . ).
I STRERTE R T
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C - CONCLUSTION

-

Indiquons dans cette derniére partie la marche 3 suivre pour rechercher

les solutions périodiques en x en (x, et x2) ou en (xl,x

I grree

; et xp)

de 1'équation :

(1v.c.1) u , q = f(x],...,xn,u,ux seeesl 5enesU q-1 q
x],...,xn 1 e

avec q entier et p entier plus petit que n.

I - Perniodicite par happornt a une variable.

D'apré@s ce que nous avons vu, le nombre de variables influe en fait
peu 1l'existence des solutions périodiques, aussi pouvons-nous nous limiter

au cas de deux variables notées x et y. Considérons donc 1'équation

(1Iv.C.2) u = £(X,¥,U,U ,U ,U ,,...,U _aau o)
x%yd Xyl 2 x3yd717 am1oq
soumise aux conditions initiales :
ou Bqulu
u(x,0) = ao(x) — (x%,0) = ul(x) ey (x,0) = uqnl(y)
(IV.C.3) 9y oy
ou aq-lu
u(0,y) =8 (¥y) — (0,y) = B, (y) — (0,y) = B__ . (y)
: o % 1 axq i g-1

avec les conditions de compatibilité généralisant naturellement les relations

j
3~ a
(IV.A.3) (par exemple : —2 (0) = g.(0)).
3% ]
Ces conditions initiales définiront comme dans le cas q = 1 ou

. . T .
q = 2, une fonction continue sur [— - Eq X E—a,é] solution de
2 2 ‘

2q
] .
Y =0 et notée £ .

00

quayq
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Pour i, j € {0,1,...,q} i+ j < 2q, nous noterons encore
i+j
. ) 3 Zoo
i-(X,Y) = ""T"'—JT"" (X,Y)
J X" dy

et introduirons les opérateurs analogues & ceux définis par (IV.A.7,...,14)

1—i e
Y x=s) Tt ()3T

.o X
(Iv.c.4) B e(x,y) = £..(x,y) + J [ 6(s,t)dsdt
] o’o (g-1-i)! (g-1-j)!
. y _ya-1-]
BY (x,y) = £ .(x,y) + J G=t) o(x,t)dt
J o (g-1-j)!
(1Iv.C.5)
i (x—s)q—]—i
st (x,y) = £. (x,y) + J g(s,y)ds.
19 o (g-1-i)!

Ce qui nous incite 3 introduire les fonctions S ie {0,...,q-1}

périodiques de période T définies sur R par

(LIS SN
i! 2 2
(IV.C.6) gi(X) = { 0 si x =0

L ( I. )T si 0<x <

\. 1! 2

IR

Avec cette définition o, est en fait la fonction ¢ introduite
par la relation (IV.A.27).
Pour écrire le probléme modifié associé& & 1'é@quation (IV.C.1})

sous la forme
(Iv.C.7) 0 = F(x,y,0) - m?(x,y,@)

il nous faut tout d'abord définir les fonctions
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I T/2
(1Iv.C.8) vg(y,e) = — J F(x,y,e)oi(x)dx
T /-T/2
2 2
(Pour q = 2, v, =M et vy =V (IV.A.29)) et d'écrire le

systéme généralisant (IV.A.31) qui doit &tre satisfait par m?,

T/2

T - _T q - q
(£o,q-1G 9 " Lo g1 59 F T v 009 J_T/zml(s,y,(ﬁ)oq_](S)ds
T T q A
Kl,q—l(;-’y) - El,q—l(— 5',Y) + T vq_z(y,d) - J-T/zm](s’y’”)UQ“Z(S)dS
(1v.€.9) {
T/2
T T q q
" -2 - - T , - ,v,0)ds = 0
Kq—l,q—1(2 »Y) q-l,q—l( ; ¥) + T vy, ) J—T/z m(s,y,%)ds
\

et qu'on peut écrire, avec des notations éviéentes :

fl T/2
;'J—T/Z m?(s,y,e)oq_](s)ds = Yq_l(y,e)

(IV.C.]O)ﬁ Tt

i T/2
; j—T/Z m?(s,y,e)oo(s)ds = Yo(y,e)-

\

satisfaisant aux relations précé-

La recherche d'une fonction m?

dentes (IV.C.10) peut se faire de la mani&re suivante : on 8crira

(Iv.C.11) m?(x,y,e) = v, (8 () + vy (y,004 () + ...+ LPRRS SLORINPICY

ol les fonctions Ai sont des fonctions continues définies sur R, périodiques

de période T satisfaisant aux relations suivantes

T/2
(Iv.C.12) é f " Oi(x)xj(x)dx = 6ij pour i, j € {0,1,...,q~1},
~-T

Comme précédemment on s'arrangera pour que ces fonctions rs

soient de norme minimale (au sens de la convergence uniforme).

]

]



Rappelons que si q = 1, Ao(x) = ]
et si q =2, X (x) =1
T T
Al(x) = é-sign X  sur }- - ,-—['
T 2 2
Examinons les cas q =3 et q =4

Exemple (q = 3).
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Nous choisirons pour A, une fonction paire, de sorte qu'il faut

2

réaliser :

i T/2
—vI Az(x)c (x)dx 0
T /-T/2 ©

1
s
¢

: T/2
et -—[ Az(x)oz(x)dx =
T '-T/2

On déterminera Az
suivant le graphe ci-contre
(constante par morceaux donc) donnant intuitivement

On trouvera alors

( 16 .
-5 s1 O
T
Ay (x) = ¢ 0 si x
L
T2 4
\

Exemple (q = 4).

une norme moindre.

T
< X < w-
4
= 0 ou I ou E
4 2
T
< X < -
2

AB sera une fonction impaire et devra réaliser :

) T/2 \ T/2
; f AB(x)o](x)dx = 0 et ;-J X3(x)o3(x)dx f 1

~-T/2 -T/2

N[ -3 9
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en considérant une fonction de la

forme ci-~contre.

On trouvera alors

- — s§1 0 < x < 61

A (x) = J 0 si x=0, § ou I
3 2

é% s1 61 <X <= _ gf;— :51 E] & i
L T 2 2 ‘
avec 61 =-z (1 - —LJ.
2 V2

Pour des valeurs plus €levées de q on introduira d'autres discon-

tinuités sur le segment [0, Iﬂ .
2

Quoiqu'il en soit nous pouvons conclure en 1'existence de fonctions

, ou ce qui revient au méme, en 1'existence d'une fonction mY modifiant

A' 1

i
1'équation (IV.C.1).
Nous ne détaillerons pas tous les résultats qui peuvent &tre obtenus,

néanmoins en supposant la fonction £ 1lipschitzienne

) - f(x,Y9avG ,"'a;

ff(x,y,u,u yU_seessU0 su _ _
X x4 lyq x9yd~! X q_9q-1

nous serons amenés 3 introduire des relations analogues a (IV.A.45) pour 8tabliv
1'existence 1l'unicité et la continuité de la solution par rapport sux conditions

initiales. Par exemple si q = 3 nous devrons examiner 1'équation
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5*:211 l k I{x( do( )d'! k IJX (s)d l
= k d + - +
p(x) 1 + 03|jo ” p(s)ds 13 . x-s8)p(s)ds 23 . p(s)ds

T/2 x 32
+ l.J M + 4 (1+e)[01(x)| + lg-(l+e){02(x)[]. [ko3l( (x=s) p(s)ds|
T T

~T/2 T ‘0 2!

X X
+ k23|JO(X~S)o(S) lds + k23|Joo(s)ds]dx.

Tl nous faudra ensuite poursuivre par 1'&tude du probléme diffé-
rentiel associé et déterminer ume solution périodique de période T d'une

équation différentielle d'ordre q.

11 - Périodicité par rapport & plusieurs variables.

La procédure utilisée dans la partie B peut se poursuivre danms le
cas de 2 variables et méme dans le cas de plusieurs variables. Il est & retenir
que pour rechercher les solutions périodiques de 1'équation (IV.C.I1) en

XpseresXy il convient tout d'abord de définir les conditions initiales :

j

[s%)
=

|

1
(0,x2,...,xn) = aj(xz,...,xn)

>
»
— i

2 .
— (xl,O,...,xn) = aj(xl’XB""’xn) pour j = 0,...,q-1]

)

n
0) = oaj(xl,xz,...,xn?1

\

qui seront supposées périodiques de péripode T en X xz,...,xp et
vérifieront en plus des conditions de compatibilité des conditisns de
régularité,

I1 nous faut en outre définir et &tudier le probléme medifié associé

s'écrivant sous la forme
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6 = F(x,6) - m?z"“’p(x,e).

~

La dernidre étape consiste & se donner les conditions initiales

relatives aux p-premiéres variables plus exactement

oB*!

; ) et d'essayer de déterminer

n
(X],...,X l’occ,xn)--- Ocj(xl,...,x

p-l’xp+ n-l
les autres fonctions a;,...,ag en utilisant le théoréme des fonctions

implicites,

Le principal résultat obtenu par L. Césari est en fait un théoréme
de réduction (rentrant dans le cadre plus général de la théorie de la bifur-
cation). La bibliographie non exhaustive que nous donnons & la fin de cette
seconde partie donne une idée des travaux faits suivant le schéma de L. Césari.
Citons en particulier 1'article de A, Haimovici D] qui étudie les équations
aux dérivées partielles de type hyperbolique admettant des solutions périodiques
par rapport 3 1'une de ses variables mais dont la période dépend des autres
variables. Mentionnons aussi l'article de Dan Petrovanu [21 concernant les

solutions périodiques du probléme de Tricomi,
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