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INTRODUCTION

Un des objectifs de ce travail est d'établir un certain nombre
de résultats du type suivant dont plusieurs ont &té conjecturés par J.P. Serre
dans "Cohomologie Galoisienne" [28] et qui sont liés & la notion de dimen-
sion cohomologique < 2
av]
A) Soient G un groupe semi-simple simplement connexe défini sur
un corps K complet pour une valuation discréte dont le corps résiduel k

est de dimension cohomologique < 1, u le centre de G, alors l'application

1l (k&) - HEK,W)

.

est surjective

B) Soient k wun corps fini, K = k((T)), G un K-groupe réductif,

1'ensemble H](K,G) est fini.

C) Méme résultat qu'en A), K é&tant cette fois un corps global
(i.e. un corps de fonctions en une variable sur un corps fini ou un corps

de nombres).

D) Soient A 1'anneau des entiers d'un corps de nombres, X son
spectre ; toute X-gerbe localement (pour la topologie &tale) liée par un X-

groupe semi-simple simplement connexe est triviale.

(*) Dans le cas oi k est un corps fini, Tits m'a indiqué qu'il connaissait
déja A).
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Pour établir A), B), C) nous avons évidemment besoin de la théorie
du H2 galoisien non abélien de T.A. Springer [32]. Cependant, comme il
est bien connu (de Shatz [30], par exemple, pour le cas abélien), une telle
théorie ne rend pas compte des phénoménes infinité&simaux. Pour y remédier,
on munit le spectre des corps K de topologies plus fines que la topologie
gtale (cette dermiére correspondant au cas galoisien), par exemple les topolo-
gies f.p.p.f ou f.p.q.c. Méme dans le cas des corps, nous sommes donc obligés
de travailler sur un site et par conséquent d'utiliser les Hi(i = 0,1,2)
décrits par J. Giraud dans [16]. Or, dans le cas du Hz, J. Giraud ne cal-
cule pas véritablement la 2-cohomologie des groupes mais celle des liems.
D'autre part, si u : L > L' est un morphisme de liens, u n'induit pas en
général une application de H2(L) dans HZ(L') mais seulement une relation
HZ(L) —o—> HZ(L'), un élément de HZ(L) pouvant n'@tre relié & aucun &lé&ment
de HZ(L'). Si ceci ne constitue pas & proprement parler un inconvénient pour
1'étude des classes triviales, c'en est un cependant quand on veut établir
la finitude de certains ensembles de 2-cohomologie. Enfin la théorie de [16],
dans le cas non abélien, ne permet pas une description en termes de 2-cocycles.
Tout en utilisant [16], nous avons donc &té amenés & établir parallélement
une théorie fonctorielle pour le H2 substituant & la notion de lien la notion
de systéme de coefficients. Notre th@orie trouve sa motivation dans les pro-

priétés (Pl) et (P suivantes valables pour une gerbe C quelconque : L

2)
désigne le lien de (, G wun faisceau de groupes représentant localement L,

U un objet quelconque du site de base, x un U-objet quelconque de C,

(Pl) : le faisceau p(x) = Autc(x) des U-morphismes de x dans C

est localement isomorphe 2 G, 1i.e. est une U-forme de G.

(r si y est un deuxiéme U-objet de C, 1le faisceau
Homc(x,y) des U-morphismes de x vers y dans C est un

U-torseur sous p(x).
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Nous sommes naturellement conduits 3 considérer a'abord a cause de
(P]) le faisceau TI(G) de groupoides ayant pour U-objets les U-formes de
G et pour U-morphismes les U-isomorphismes entre U-formes, puis remarquant
que T(G) s'enrichit naturellement d'une structure de faisceau de 2-groupoides
E(G) tel que E(G)O] = EKG), 3 traduire la propriété (P2) en termes d'action

de (G) sur (. Plus généralement, nous sommes conduits & considérer cer-—

N

tains faisceaux de 2-groupoides [ appelés systémes de coefficients et i les
faire opérer sur les gerbes ; de 13, la notion de Lfobjets, puis les défini-
tions de HZ(L) et HHZ(L) correspondant respectivement 3 des relations
d'équivalence forte et faible. Evidemment 1'introduction des 2-groupoides ne
se justifie que dans la mesure oli elle permet d'exprimer proprement (Pz).

Voici deux cas oli 1'utilisation des systémes de coefficients s'impose

1) Calcul du H2 (E(G)) quand G est un groupe unipotent défini

sur un corps parfait et de manire plus générale quand G admet une suite

de composition 3 quotients simples.

2) Soient G wun groupe réductif sur un préschéma quelconque, B
un sous—groupe de Borel de G. Reprenant un argument de conjugaison de Springer,
A. Grothendieck a montré que pour toute gerbe C a lien localemené*%eprésen—

#
table par G, il existe une gerbe C(_ & lien 1oca1ement(rgprésentable par B

-B
*
et un morphisme QB + C de gerbes 1oca1emené iié par l'injection B - G.
Nous obtenons ici un résultat plus précis : au couple (B,G), nous associons
de maniére naturelle un systéme [I'(G,B) [1e faisceau de groupoides (F(G,B))Ol

est déja suggéré dans le § 6 - S.G.A.D. - chap. XXIV] et 3 (G,B) >~ G

un morphisme 6 de TI(G,B) dans TI(G). Nous montrons alors que 8 1induit

un isomorphisme (d'ensembles) de HH2(F(G,B)) sur HHZ(E(G)). Si G est
semi-simple, on peut montrer qu'il y a en plus équivalence entre I(G,B) et

F(B), d'ol une chafne d'isomorphismes :

(*) pour la topologie étale.
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B (1(B)) —— BHO(I(C,B) —— M’ (1 (6)),

qui réduit complétement la 2-cohomologie de G & celle de B. Le fait d'avoir

de tels isomorphismes nous sera utile pour la finitude de certaines classes.

Nous sommes maintenant en mesure d'établir A) et B). Nous avons
. s ~ 2 .
a notre disposition deux méthodes de calcul du H a4 valeurs dans un groupe
réductif valables indifféremment que 1l'on utilise les liens de [1@ ou les

systémes de coefficients précédents :

1) La premi&re consiste & passer par l'intermédiaire des tores maximaux

. . . . P . 1
dont on sait qu'ils constituent les ingrédients essentiels pour le calcul du H
galoisien : on réduit ainsi complétement la 2-cohomologie (Etale, f.p.p.f.,

f.p.q.c...) des groupes réductifs sur un préschéma quelconque & celle des tores

maximaux ; en particulier, nous obtenons :

Théoneme.~ Soient K un corps local a corps résiduel fini, G un

K-groupe semi-simple, T un K-tore maximal compact de G (il en existe
d'aprés un résultat de M. Kneser &noncé pour K de caractéristique O mais
valable plus généralement en caractéristique p). Alors toute K-gerbe loca-
lement (pour la topologie étale, f.p.p.f, f.p.q.c) liée par G est triviale.
De plus, toute classe de HZ(G) (= Hz(ligE(G)) contient une gerbe de la

forme Tors G' ot G' est une forme intérieure de G admettant un K-tore

maximal isomorphe & T.

. Ce théoréme admet la traduction suivante : toute catégorie tanna-
kienne sur K 1localement de la forme BEBKG) est globalement de la forme
Rep(G') ot G' est une K-forme de G. De plus, toute catégorie tannakienne
sur K définissant une classe de HZ(G) admet un foncteur fibre possédant

une graduation du type M ol M est le groupe des caractéres de T.



2) Dans le cas ol le corps résiduel k du corps K est seulement
de dimension cohomologique < 1, le résultat de M. Kneser mentionné ci-dessus
n'est plus valable. Il nous faut utiliser une autre méthode basée sur les
résultats de Bruhat-Tits [8 ] qui éonsiste d descendre toute K-gerbe sur
le corps résiduel k et & la remonter ensuite. Les ingrédients essentiels
employés sont ici les sous-groupes d'Iwahori, substituts naturels des sous-
groupes de Borel et auxquels on peut appliquer la technique donnée plus haut

pour les sous-groupes de Borel.

. Compte tenu des résultats précédents, nous pouvons reformuler

ainsi la conjecture II p. III, 23 de Serre [28] :

Conjecture : "Soient K un corps tel que Gal(KS/K) soit de dimen-

sion cohomologique < 2 (resp. de type (CZ)’ resp. de type (Cé)), G un

K-groupe semi-simple simplement connexe, alors H](G) = 0 et toute K-gerbe

localement liée par G est triviale".

. Dans la derniére partie de ce travail, par une technique purement
non abélienne,nous globalisons A) é&tablissant ainsi C). Conjuguant C)
et un résultat de T. Ono, nous pouvons en déduire la relation précise entre
le nombre de Tamagawa d'un groupe semi~simple G dé&fini sur un corps de nom—
bres et la validité du Principe de Hasse en dimension | pour G (cf. Remarque
n® 2, p. III, 44 de [281). Nous terminons enfin en étudiant la 2-cohomologie
des groupes semi~simples définis sur les anneaux de Dedekind, &tablissant en
particulier D). D) permet de retrouver par voie purement cohomologique les

résultats de Harder (n° 4.2 de [18 ]).



CHAPITRE 1

SYSTEMES DE COEFFICIENTS.

§ 1 - Rappels et notations.

1.1. - Soient B une catégorie, C une B-catégorie fibrée scindée,
U un objet de B, x, y des U-objets de (. On définit (E6]-chap. I, n® 2.6.2)
le préfaisceau d'ensembles Eggg(x,y) (noté encore EEEU(X’Y)) sur U par

(u : U" > 1) A~ Homg(x,y)(U') = HomU,(xu,yu)
ol x- et yu représentent les images inverses de x et y par u et

HomU,(xu,yu) l'ensemble des U'-morphismes de C de x"  vers yu.

1.2. - De maniére immédiate, on définit aussi le préfaisceau

Autc(x) (noté encore AutU(x)) des U-automorphismes d'un U-objet x de C,

U € ob(B).

1.3. - Proposition.- Soient B wun site, C un B-préchamp scindé.

Pour tout objet U de B et tout couple (x,y) de U-objets de C, les

préfaisceaux Homc(x,y) et Autc(x) sont des faisceaux.

On se raméne au cas C scindé par la technique décrite en 3.5.2.,

chap. II de [16].

1.4. - Pour tout site B, nous notons FAGR(B) 1le champ de groupoides
sous-jacents {cf, [16], chap. II, n° 3.5.1.) au champ scindé des faisceaux sur
B 3 valeurs dans les groupes (cf. [16], chap. II, prop. 3.4.4.).

Pour tout U € ob(B), 1les U-objets de FAGR(B) sont donc les U-fais-
ceaux de groupes et les U-morphismes les U-isomorphismes entre faisceaux de

groupes.



1.5. - Sous les hypothéses de la proposition 1.3., on notera

Autc(.) le B-morphisme de préchamp de C dans FAGR(B) qui, & chaque

U—objet. x de C, Ue ob(B), associeAle U-faisceau Autc(x) ( = AutU(x))

et 4 chaque U-morphisme f : x >y le U-morphisme
Int(f) : Aut:(x) — Autc(y) défini par Int(f)(o) = £ 0 a © f_]. si C

est un B-champ, Aut,(.) est &videmment un B-morphisme de champs. Si

Aute

¢ : C»C'" est un morphisme de champs, on notera Aut, 1le B-morphisme
P —0

fonctoriel de Au?g,(.) vers Aut:,(.) o ¢ dont la valeur en un U-objet
x quelconque de ( est le U-morphisme Aut:(x) - Autg,(g(x)) induit

par o.

1.6, - Quelques notations

- Si (€ est une 2-catégorie quelconque, nous désignerons resp. par
c.,C.., i,j =0,1,2, i < j, 1'ensemble des objets, des 1~-fléches, des

2-fléches de

e

et la catégorie ayant Ei pour ensemble d'objets et (. pour
ensemble de flé&ches. Si ¢ : C - g' est un 2-foncteur, nous noterons ¢.. la
restriction de ¢ a gij'

—~ Etant donné un préfaisceau QT de 2-catégories sur une catégorie B,

nous noterons g. le préfaisceau de catégories sur B dont la fibre au-dessus

d'un objet quelconque de B est QYU) = (gYU))Ol.

Dans toute la suite, sauf mention expresse, B désignera un site

quelconque.

§ 2 - B-systeme de coefficients.

2.1. - Déginition.- Un 2-groupoide est une 2-catégorie dans laquelle

les 1-fléches et les 2-fléches sont inversibles.

2.2. - Définition.- Nous dirons qu'un 2-groupoide G satisfait i la
condition (I) si le foncteur source s : goZ - Qo] est fibrant.



2.3. - La condition (I) est équivalente a la condition (I)' suivante
qui exprime que id

£ est cartésienne pour tout f € FF_(Go

P
"Pour tout couple (x,y) d'objets et toute 2-fléche
g h
X ——*ig—*+ y de g, il existe une unique 2-fléche X —=g X
telle que f * v = o (en particulier f o h = g)'".

I1 est clair qu'un 2-groupoide ne satisfait pas en général 3 la
condition (I) (prendre par exemple le 2-groupoide TopiSO des espaces topo-

logiques avec pour morphisme les homéomorphismes et pour 2-morphismes les
homotopies).

2.4. - Observons que si G

G satisfait & la condition (I)', pour tout
objet x de G,

le monoide (pour la composition * de Godement)

QQ(X)
constitué des 2-fléches de G de source l'identité de x est un groﬁpe ;
R N v
si x o , X% est une 2-fl&che de G, 1'inverse o de
id

o pour la loi
o est § = o—] * f ¥! -

ol o est 1'inverse de o pour la loi *.

2.5. = Si la condition (I) est satisfaite, s admet un scindage
naturel, celui qui & chaque 1-fléche

f de G fait correspondre la 2-fléche

identité de source f.

Lemme.- Soient © : G > G'

un 2-foncteur entre 2-groupoldes satis-—
faisant a

la condition (I), !

s' 1le foncteur source Q;2+> Q'1

901 transforme un morphisme cartésien relativement 2

§ €n un mor-
'

S .

phisme cartésien relativement i

Immédiat puisque les morphismes cartésiens de

S

sont précisément
les 2-fléches identités de

G associées aux 1-flaches.

2.6. - Déginition.- On appelle

B-systéme de coefficients (et on note,

en général, par la lettre T[) tout

B-faisceau de 2-groupoides satisfaisant



d la condition (I).

2.7. - Proposition.- Soit

=

un B-systéme de coefficients. Pour

tout couple (x,x') de U-objets de T, Ue ob(B), le U-préfaisceau de

catégories HomU(x,x') est un faisceau.

2.8, - Déginition.- Un B-morphisme de B-systémes de coefficients

est simplement un B-morphisme entre les faisceaux de 2-groupoides corres-—

pondants.

2.9. - Un exemple de B-systeme de coefficients : FAGR(B).

Soient U e ob(B), F e ob(EéggﬂB)U), o une U-section de F.
o induit un automorphisme interne igg(a) de F et une 2-transformation
naturelle de source l'identité de F et de but igg(a) (2~transformation
naturelle que, par abus de langage, on pourra confondre avec la section

elle-méme). Ceci conduit & la construction du 2-groupoide suivant FAGR(B)U,

U € ob(B)

Objets de FAGR(B)U = {UFfaisceaux de groupes F,G,...} .
I-morphismes de " = U-isomorphismes entre U-faisceaux de groupes
précédents

Pour tout U-diagramme F 7;+ G, une
2-morphismes de " = { 2-fléche de f wvers g est une U-section

o de F telle que int(a) o £ = g.

. Le 2~-groupoide FAGR(B)U ainsi obtenu satisfait évidemment i la

condition (I)'.

. FAGR(B)U est la fibre au-dessus de U d'un préfaisceau de

2-groupoides FAGR(B).



2.10. - Proposition.- FAGR(B) est un B-systéme' de coefficients.

. FAGR(B) est un B-champ de groupoides, donc un B-préchamp.
FAGR(B) est aussi un B-faisceau de catégories. Pour voir ce dernier point
directement, puisque FAGR(B) est déja un B-préchamp, il suffit de vérifier
que si U est un objet de B, R wun raffinement de U, pour tout faisceau
de groupes F sur R, F'(U) = liE(F/R) est un U-faisceau de groupes, ce
qui est, par exemple, vérifiés dans la démonstration de la proposition 3.4.4.,
chap. II de E16]. La proposition 2.10 s'ensuit alors, puisque, par cons-—

truction méme, les 2~fléches se recollent dans TFAGR(B).

L —

2.11. - Définition.~ Soient [ un B-faisceau de 2-groupoides, U

un objet de B, x un U-objet de [. On notera QF(X) le U~faisceau

qui d tout u : U' > U g ob(B/U) associe le monoide pour la composition #*

. . - R . u
de Godement constitué des 2-fléches de T dont la source est 1'identité de X.

2.12. - Proposition.- Soient T un B-systéme de coefficients, U

un objet de B. Pour tout U-objet x de [, le U-faisceau de monoides

QF(X) est un U-faisceau de groupes ( Cf. n°® 2.4.),

. On dira qui QF(X) est le "faisceau des lacets de I en x'",

appellation qui sera justifiée par le chapitre II.

2,13, ~ La proposition 2,10 permet de définir un 2-foncteur de repré-

sentation QI de I dans FAGR(B) comme suit :

= ————



[ Ue ob(B),

- U-objet x de T nn———s  U-faisceau des lacets de I en x.

- (x+y)e l—Fﬂ(ZU) wnn———s - U-morphisme §_(f) : Qr(x)—>QF(y) dont

L
la valeur en U

Qz(f)(U) : QE(X)(U) > QE(Y)(U)
S

est définie par
Qr(f)(U)(o) = 1'unique &lément T de
Qr(y)(U) tel que f_1 * T =0 % f—1

(cf. condition (I)'). En particulier,

QF <
= si f = but(a) , a € QF(X)(U)’QF(f)
s'identifie 3 1’automor;hisme inzérieur
de QF(X) induit par «a.
24 =
- x —75167 y e'Z—Fﬂ(gU) A > la 2-transformation naturelle de QF(f)
vers Qr(g) = int(1) o QF(f) définze
par l'u;ique é€lément T -de Qr(y)(U)
tel que o =1 * i
\
Observons que QF est un B-morphisme de systémes de coefficients.
2.14. - Proposition.- La représentation 2. est 2-pleine i.e. pour
g =
tout U-diagramme x y dans I, U e ob(B), 1l'application
£
HomE(f,g) HO?EéEB(B)(QE(f),QE(g))

est bijective.

§ 3 - Deuxieme déginition d'un systeme de coefficients.

3.1. - Déginition (deuxiéme définition d'un B-systéme de coefficients)

Un B-systéme de coefficients est un triple (I',,b) constitué :




a) d'un B-faisceau de groupoides T,
b) d'un B-morphisme de préchamps £ : [ — FAGR(B),

c) d'un B-morphisme fonctoriel b : @ — AutT(.),

ces données étant assujetties 3 satisfaire la condition suivante

(* Y Ue ob(B), Vxeobz

g’ Ppour toute U section a de {(x),

1'image par © du U~automorphisme bx(u) de x coincide avec le U-auto-

morphisme interne de Q(x) induit par o, autrement dit le diagramme

Q
Int
b
Aut_(.) Aut ()
—T Aut

est commutatif.

. La notion de B-morphisme de systéme de coefficients (cf. définition
2.8.) se traduit ainsi : un B-morphisme de (I,2,b) wvers (I'',2',b') est un
couple (8,w) constitué d'un B-morphisme de faisceaux 6 : I -~ I'' et d'un

B-morphisme fonctoriel w : i.Q + 1.Q'. 8 (1 tels que la relation

(b' * 8) o w = Aut_ob

soit vérifiée, Eégge est le B-morphisme fonctoriel de Aut,(.) vers
éEEp'(') . 9§ dont la valeur en U-objet x quelconque de z_ est le U-mor-
phisme éEEF(x) > .éEEp'(Q(X)) induit par g]. Le calcul suivant montre que
deux B-mor;hismes (6,;) : (I,0Q,b) — (E',Q',b'),(g',m')

(E',Q',b') ——9»(£f,ﬂ”,b") se composent par la formule (8',w').(8,w) =

(8" . 8,(w"*6) o w)

B * (@ - o) [ *8) ow] = [0"*x8") *xg] o [(w *Dou =

([Kb" * 8') o wf] ¥ 0) ow = (éEE@' * 8) o (b' * 8) o w =

(Aute, * 0) o Aute ob = Aute,_9

(1) i désigne 1'injection de FAGR(B) dans le B-champ scindé des B-faisceaux
a valeurs dans les groupes ; nous nous permettrons de 1'omettre dans la suite.



. La définition 3.1. est expliquée par le théoréme suivant

3.2, - Theoneme - Tout B- systéme de coefficients dans le sens de

la définition 2.4. détermine un unique . B- -systéme de coeff1c1ents dans le

sens précedent. Rec1proquement étant donné un B- systéme de coeff1c1ents

dans 1e _sens de 1a deflnltlon 3.1., il ex1ste, a 1somorphlsme unlque pres,

un B-faisceau de 2- group01des I satisfaisant a (I) tel que

Q= () et b &gal au B-morphisme fonctoriel dont la valeur

ol —= 2T T SRR e LT LT UL

L= Lo]’

en un U—ghigg

quelconque de T, U e ob(B), est le U-homomorphisme

but QF(X) > Autr(x),

—_—

1) Soit T wun B-faisceau de 2-groupoides satisfaisant a (I).

On associe & I le triple ((E)ol’Qr’b) oi b est le B-morphisme fonctoriel

dont la valeur en 1'objet x de EU’ U e ob(B), est le U-homomorphisme qui

4 une 2-flé&che de source idx’associe son but.

2) Réciproquement, donnons-nous un triple (I,2,b) pour lequel
la condition (%) est satisfaite. Définissons alors le B-faisceau de 2-groupoides
T par

D go] = L

ii) Pour tout U e ob(B), 1les U-2-fléches de I sont les
couples (f,a) ol f : x>y est un U-morphisme de T et
a une U-section du faisceau Q(y). La source de (f,a)
est £, son but le U-morphisme [@y(uij o £. On identifiera
un couple de la forme (idx,a), x € ob(I), & la U-section
correspondant de Q(x). Le composé % de Godement de deux

U-fléches (g,B), (f,a) est défini, chaque fois que f ., g

1'est, par

(f,0) * (g,8) = (f. g,a.Q(£)(8)).



Si x et y sont deux U-objets quelconques de T,

U e ob(B), 1la composition o dans I(x,y) est défini par :
(f',8) o (f,0) = (f,8.0)

chaque fois que f' = but(f,a) = by(a) o f, le . dans 8.a

désignant la composition dans Q(y) (U).

. Avec les définitions précédentes, pour tout U-diagramme, U € ob(B),

g'_ fv-
X 8 y Mo z
g f
ot 1'on a posé B = (g,8), a = (f,a), on a la chaine suivante d'égalités

(£" % 8) o (o * g = (£ . g,2(H)(B)) o (f . g,a)

(f-g,a-ﬂ(f)(B)) = (f-g',a) 0o (f'gaQ(f)(B))

(o * g') o (£ * B), qui implique

(f' B8) o (a* g) = (a % g') o (f *R).

. I' satisfait & la condition (I), car, pour tout U-morphisme

f:x>y, Ue ob(B), quelle que soit la U-section o de §(y),

£xa(E )@ = (F,id) * ({d 006 (@)

(f’a)y

par la définition de la composition #*

. Montrons maintenant que (QF)01 = Q. 1I1 est clair que 1'égalité

est vraie sur les objets. Reste alors 3 montrer que, pour tout U-morphisme

f: x>y dans gol =T, (QF)(f) = Q(f). Or, Ve £2 de source idx,
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f % o % f--1 (cf. n° 2.13)
1

Qg(f)(a)

(£,9(6) (@) * (£ ,id )

(idy,Q(f)(u)) = (£} (o),
compte tenu de 1'identification faite plus haut. D'ol 1'égalité cherchée.

Pour terminer la démonstration du théoréme 3.2., remarquons que

Q = (QF)01 se prolonge en le 2-foncteur représentation QF : I > FAGR(B)

si et seulement si, YV 1e U-objet x de T, U e ob(B), Vg e r

2

de source 1l'identité de x et de but f, Qf(f) s'identifie 3 1'automorphisme
intérieur de QP(X) = Q(x) induit par B8. Or, c'est précisément ce que

garantit la condition (%).

§ 4 - Systemes de coefficients 1-complets.

4.1. - Depinifion.- Nous dirons qu'un B-systéme de coefficients T

est l-complet si le faisceau I est un B-champ.

. La définition précédente revient & dire que dans le triple (E,Qr,b)

déterminé par I (Théoréme 3.2.), I est un B-champ. Des résultats standard

de E16J, chap. II, § 2, p. 176, il résulte immédiatement

4.2. - Proposition.- Soit T un B-systéme de coefficients. Il existe

un couple universel (dans un sens évident) (I,A) constitué d'un B-systéme de

coefficients l-complet dont la restriction

1=
H

et d'un B-morphisme A : I -

1)

A D

ol T est bicouvrante.

. En effet, il suffit de prendre pour

=

le B-systéme de coefficients

EPN ~

correspondant au triple (E,Qr,b) ol I,2.,b sont respectivement le B-champ

associé & I, le B-morphisme de champs associé a QF’ le B-morphisme foncto-

riel associé 3a b.
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§ 5 - Quelques systeémes de coefficients.

5.1. - Supposons le site de base B ré&duit a un point avec une seule
fléche, 1'identité. Un "module croisé" (H,p,l,8) au sens de [11 ] définit

un B-systéme de coefficients (T,0,b) ot

- I est le groupoide & un unique objet e dont I est 1l'ensemble

des morphismes,

- Q est le foncteur de T dans FAGR(B) défini par

a) o(e) H

Il

b) Q(f) o(f), £ e .

- b est 1'homomorphisme p : H -~ 1 = Aut(e).

La premiére condition de '"module croisé'" est &quivalente a la
condition (%) de 3.1., la deuxiéme revient 3 exprimer que b est un morphisme

fonctoriel.

Réciproquement, un systéme de coefficients (I,%,b) sur I,
possédant un seul objet e, détermine un module croisé (H,p,l,0) pour lequel

H=oq(e), I =Aut(e), p = be': H->0I, ¢ : IxH~>H, (f,a) vvr Q(f)(a).

. Dans les exemples qui suivent, B désignera de nouveau un site

quelconque.

5.2. - T(G).

5.2.1. - Définition.- Soient G un B-faisceau de groupes, Aut G
son B-faisceau d'automorphismes. I(G) est le B-systéme de coefficients
défini par

dont le fibre, au-dessus de U e ob(B), est le 2~groupoide E(G)U

a) Ses objets sont les U-formes de G.
b) Ses l-morphismes les U-isomorphismes entre U-formes de [ F(G)U

coincide donc avec le groupoide Zl(U,Aut ¢ ].
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\\~EL_/”'G; oi G', G! sont

deux U-formes de G, f, g deux U-isomorphismes, les

c) Pour tout diagramme G'

2-morphismes de f vers g sont les U-sections o de G; telles que

int(a) o £ = g.

Par construction méme des 2-morphismes, Z(G)U satisfait 3 la

condition (I)'.

Sous la traduction du § 3, T(G) correspond au triple (I(G),q,b)
oi & est l'injection de T(G) dans FAGR(B) et oi b est le B-morphisme

fonctoriel qui 8 la U-section o de G, U e ob(B), associe int(a).

5.2.2. - Proposition.- T(G) est un B-systéme de coefficients
l-complet.

5.2.3. - Nous pouvons aussi obtenir [(G) par la construction sui-
vante ; définissons le B-faisceau de 2-groupoides Z(G) par : U e ob(B),

a)’ E(G)(U%) se ré8duit 3 l'unique objet G/U.

b)' 1les l-morphismes de E(G)(U) sont les U-sections du faisceau
Aut G, 1i.e. les &léments de (éEE G)(U) = éEE(G/U)'

¢)' les 2-morphismes de E(G)(U) de f wvers g, f, g e E(G)(U)l’

sont les U-sections o de G pour lesquelles int(a) o f = g.

5.2.4, - E&gggéition.— I'(G) est B-équivalent a E(G).
5.3. = T(G,H).
5.3.1. - Soit H wun sous—-faisceau de G (non nécessairement inva-

riant dans G). Associons au couple (G,H) 1le B-faisceau E(G,H) de 2-grou-

poides déterminé par : U e ob(B),

les U-objets de TI(G,H) sont les couples (G',H') de
E(G,H)O U-faisceaux, H' sous-faisceau de G', localement isomorphes

au couple (G,H)/U.
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( &étant donné (G',H'), (G',H;) deux U-objéts de £(G,H),

J les U=~l-morphismes de source (G',H') et de but (G',H;)

(G,H) .
] sont les U-isomorphismes de G' wvers G; transformant
t t
\ H en H].
g
——
( Pour tout U-diagramme (G',H') —5 (G',Hi) dans TI(G,H),
les U=2-morphismes o de source f et de but g sont les
(G’H)Z ﬁ
U-sections o de G; normalisant H; et telles que
\ int(a) o f = g.

. Vu la forme des l-morphismes, chaque 2-groupoide fibre de T(G,H)
satisfait 3 la condition (I)'. I(G,H) constitue donc un B-systéme de
coefficients. Le foncteur QF(G 1) n'est pas, en général, fidéle ; cependant,

5.3.2. - il 1'est dans les deux cas importants suivants

1°Y H est invariant dans G,
2°) B est le site &étale X, d'un préschéma X,

G un X-groupe semi-simple, H = B un sous—groupe de Borel de G.

En effet, dans ce cas, pour tout objet U de X par le corollaire

et ’
6.4. de 1'exposé XXIV de [13], on sait que le foncteur (G,B) nv— B
de la catégorie des couples (U-groupes semi-simples, groupe de Borel) dans

la catégorie des U-préschémas en groupes (les morphismes sont les isomor-—

phismes) est pleinement fidéle.

5.3.3. - Notons Aut(G,H) 1le sous-faisceau de Aut G des auto-
morphismes préservant H. Pour tout U € ob(B), la U-fibre de I'(G,H)
coincide précisément avec le groupoide ZI(U,Aut(G,H)). On en déduit que

I'(G,H) est l-complet.
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CHAPITRE 11

r-0BJETS PRINCIPAUX.

. Dans toute la suite, le site de base B sera supposé quelconque.
Nous ne considérons plus que des B-systémes de coefficients (I',2,b) pour
lesquels [ est une gerbe (donc l-complet) auxquels cas @ est un morphisme
de champs. Cette condition est satisfaite pour les systémes de coefficients

décrits dans le § 5 du chapitre I.

§ 17 - r-objets.
1.1. - Déginition.- Soit (I,Q,b) wun B-systéme de coefficients.

Un T-objet (resp. [-champs) est un triple (Q,p,g) constitué

i) d'une B-gerbe (resp. en B-champ de groupoides) C,

ii) d'un  B-morphisme de gerbes (resp. champs) p : C -~ T,
iii) d'un  B-morphisme fonctoriel b : £.p - Aut:(.), ces données

devant rendre commutatif le diagramme

o'l
o

*
J

Aut .
Autc(r) P —> AutF(.) o p

. Au lieu de T-objet (resp. [I-champ), on dira aussi B-objet (resp.

B-champ) avec opérateur .

1.2. - Soient C wun B-champ, I un B-systéme de coefficients
p:C ~» I, un B-morphisme de champs. Par la condition (I) du chapitre I,
on sait que le foncteur s : 202 - Eo] est une fibration. Considérons alors

le diagramme
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10!
o
—

—02

1o ~——
1

ol § est le produit fibré de C et de 202 au-dessus de Eol' Les objets
de C coincident avec ceux de C, ses morphismes sont les couples

(f,0) € FE(C) x T tels que s(a) = p(f) et sa loi de composition notée U

est donnée par :

(f,a) O (g,B) = (g - £,B * o)

chaque fois g . f existe dans (C et B8 * a dans 202.

1.3. = Proposition.- § est un B-préchamp.

C est B-fibrée comme composée de deux fibrations. Le fait que les

morphismes se recollent dans C résulte alors du fait qu'ils se recollent

dans C et dans Lo (pour 202, cf. prop. 2.7., chap. I).

. Nous pouvons maintenant traduire en termes de 2-groupoides la

notion de TI-objet (cf. définition 1.1.)

1.4, = Definition.~ Soient I un B-systéme de coefficients. Un

I-objet (resp. [I-champ) est un tripie (Q,p,g) constitué :
i)' d'une B-gerbe (resp. d'un B-champ) C,
ii)" d'un  B-morphisme de champ p : C =~ Tor

iii)' d'un  B-morphisme de préchamp b

1l

+ C wvalant 1'identité
sur les objets de C (= ob(C)) et tel que

iii); b rend commutatif le diagramme
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e
b}

=02

iii)g si 1'on pose &f = b(f,a), chaque fois que (f,a) (donc
aussi (af,u') par iii)a) définit un morphisme de Q,

1'égalité
]
o (af) - @ .o
est vérifiée.

1.5. - Un T-objet (Q,p,g) détermine un 2-groupoide C par

a) @, = C

b) pour tout U-diagramme X - v dans C, U e ob(B), wune

2-flé&che dans g de source f et de but g est un &€lément o de r,
tel que g = “f.

Comme le triple (Q,QF ) p,g) satisfait 3 la condition (%)
de la définition 3.1. du chapif;e I, par le théoréme 3.2. de ce méme chapitre,
on sait qu'il existe alors un B-faisceau de 2-groupoides satisfaisant a (I)
et induisant le triple (C, QF o p,g). Ce dernier coincide, & isomorphisme

unique prés, avec C.

1.6. - Remarque.~- Dans la traduction de la définition 1.1. sous la
forme de la définition 1.4., la commutativité de (:> ' correspond & la
commutativité de (:) ; la donnée de b dans la définition 1.4. satisfaisant
a iii)é correspond a la donnée du B-morphisme fonctoriel b de la définition

1.1. (compte tenu évidemment de la condition (I) du chapitre I).
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§ 2 - T-objets principaux.

2.1. - Définition.- Nous dirons que le [-objet (resp. [-champ)

(Q,p,g) est principal si b est un isomorphisme.

. En termes de T-objet, ceci revient & dire que le B-morphisme de

préchamp bt é - C de la définition 1.4., iii)' est une &quivalence.

2.2. - Exemples de Tr-0bjets pruincipaux.

2.2.1. - Toute B-gerbe ( est munie canoniquement d'une structure

de FAGR(B)-objet (g’éEEC(')’g) oi b est le B-morphisme fonctoriel identité.(])

2.2.2. - Proposition.- Soient C une B-gerbe dont le lien est loca-

lement représentable par un groupe G, (I(G),Q,b) le B-systéme de coefficients

introduit en 5.2.1., chap. I. ( est munie canoniquement d'une structure de

I(G)-objet principal (Q,p,g) ol p associe 3 chaque U-objet x de C,

U ¢ ob(B), li U~forme Aut:(x) gg G/U et ol b est le B~morphisme fonc-

toriel identité Q o p => Autc(.).

. Soit x un U-objet de C, Ue€ ob(B). Pour tout U-automorphisme

f de x dams (, Autp(f) = Int(f), d'ol la commutativité du diagramme (:)

Qop

id, b * p
Aut é
P

Aut (L) Aut, o () 0 p

C L

§ 3 - Morphismes de r-objets.

3.1. = Deginition.~ Soient ({,Q,b), (r',',b') deux B-systémes

de coefficients, (8,w) un B-morphisme de (r,e,b) vers (I',Q',b")
(1) On fait évidemment ici une exception 3 notre convention de mne prendre
pour [ que des gerbes.
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(cf. n® 3.1., chap. 1), (Q,p,g), (9',p',5') respectivement des I et I'-
objets (resp. I et TI'-champs). Nous appellerons B-morphisme de (g,p,g)
vers (g',p',g') (ou plus simplement de C vers C(C') un couple (9,q)

constitué

i

1°) d'un B-morphisme de gerbes (resp. de champs) ¢ : C - (',
2°) d'un B-morphisme fonctoriel q : 6 op => p' o @,

le couple (¢,q) étant soumis 3 la condition (C) de rendre commutatif le

diagramme suivant, pour tout U-objet x, de C, Y U € ob(B)

b
2(p(x)) = > Aut, (%)
lwp(X)
® 2" (6(p(x))) (Aut,)
Q'(q ) Tt
l p. o8 bg(x)
Q' (p'(2(x))) Aut._(2(x)

ol 4 représente la valeur en l'objet x du morphisme fonctoriel gq.

Dans la définition précédente, supposons que w soit un isomorphisme,
alors :
1°) si Q' est fidéle, la condition (C) détermine q:;

2°) si Q' est pleinement fidéle, ¢ : C > C' &tant donné, il

existe toujours un et un seul q tel que, pour tout U-objet x de C,

4, rende commutatif le diagramme (:)

3.2. = (£) exprime la compatibilité de (9,q) avec les "actions"

respectives de T et I' sur (g,p,g) et (C',p',b").
Dans le cas ot (I,0,b) = (I',q',b'), 6 = morphisme identité,

w= morphisme fonctoriel identité, un L B-morphisme de (Q,p,g) vers (C',p',b")

sera appelé un TI'-morphisme.
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. Si 1'on exprime la notion de T -objet en termes de 2-groupoide
comme il est fait dans la définition 1.4., la notion de B-morphisme d'objets

avec opérateurs se traduit ainsi de maniére plus agréable :

(3.1.)" - Déginition.- Soient T, I' deux B-systémes de coefficients,

g : T >I' un B-morphisme de systémes de coefficients, (C,p,b), (C',p',b")

respectivement des [ et ['-objets (resp. et ['-champs). Un B-morphisme

L
de (Q,p,g) vers (C',p',b') est un couple (¢,q) constitué

1°) d'un B-morphisme ¢ : C » C' de gerbes (resp. champs),

2°) d'un B-morphisme fonctoriel q : 8,0°p => p' o2,

(2,q) é&tant soumis & la condition suivante :

(C)' : Pour tout U-morphisme f : x >y dans C, YV U e ob(B),

et toute 2-fléche o de source p(f) dans T, "1'égalité
— -] -—
| ==
B' (a0, q, * g, * q.) = gh(£,)
est vérifiée.

. Si B = 2-foncteur identité, on dira &videmment que (¢,q) est

un [-morphisme.

3.3. - Proposition.- Soient I, I'', I'" des B-systémes de coefficients,

'+ TI'" >TI" des B-morphismes de systémes de coefficients,

o

: L>1',

1o

(g,p,g), (Q',p',g'), (9",p",5") respectivement des Ty I'', I'-objets
(resp. I, ', ["-champs), (&,9) : (C,p,b) » (C',p',b"),

(¢',q") = (C',p',b") » (C",p",b") des B-morphismes. Le couple

(2' . o,q" . g'o](q)) oll q'.g'ol(q) désigne le B-morphisme fonctoriel

gé] « 8,y +P => p" .2 . ¢ dont la valeur en le U-objet x de C,

U e ob(B), est qé(x) . Q'ol(qx) "est un B-morphisme de (Q,p,g) vers

(g",p",g"). En d'autres termes, les B-objets (resp. B-~champs) avec

opérateurs constituent une catégorie.
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. Pour montrer la proposition 3.3., il suffit d'établir que le
couple (&' + 9, q' - g;](q)) satisfait & (C)', ce qui résulte de la chalne
suivante d'égalités dans laquelle f : x >y est un U-morphisme quelconque

de C, Ueg ob(B), et o wune 2-fléche de T de source p(f)

2 - afBE,ad] = 2 (B ) ay % gy (o) * @ )]

-— _1 o
="' L (), a9 (a) * (@) ¢ 8,0 (@) * [gg(a)] qg(f&'

3.4. - Proposifion.- Tout T-morphisme de T-objets principaux est

une [-équivalence.

. Soit (%,q) : (g,p,S) > (Q',p',g') un T -morphisme de [-objets
principaux. Il résulte du diagramme (:) que pour tout U-objet x de C,
VY ue ob(B), (éEEQ)x : éEEU(X) > AEEU(Q(X)) est un U-isomorphisme. Comme,
pour tout autre U—objet‘ y de 9, Eggu(x,y) est un U-pseudo-torseur
sans égsu(x) (cf. Théoréme 2.5.1., chap. III, p. 151 de [}6]), $ est
localement bijectif sur les fléches. Comme, en outre, C et (' sont des
gerbes, ¢ est aussi localement surjectif sur les objets. Donc ¢ est

bicouvrant, donc une &quivalence par la proposition 1.4.5., chap. II de [16 ],

i.e. (2,q) est une TI-équivalence.

§ 4 - Deginition des 2-morphismes dans La catégorie des B-objets (resp. B-

champs) a opérateurs.

4.1. - Soient (I,Q,b), (I',2',b') deux B-systémes de coefficients
(6,w) un B-morphisme du premier dans le second, (Q,p,g), (Q',p',g')
respectivement des I et TI'-objets (resp. I et [I'—-champs), (2,9),

(g],q]) deux B-morphismes de (Q,p,ﬁ) vers (Q',p',g').

Dégfinition.- Nous appellerons 2-morphisme de (¢,q) vers (gl,ql)

un B-morphisme fonctoriel m : ¢ - 91 qui, pour tout U-objet x de (,
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Vue ob(B), rend commutatif le diagramme :

8 p(x)

| (:> q://// ' \\\\\\iil)!{ |

p'o o(x) p' o QI(X)

p'(mx)

. Un 2-morphisme est &évidemment inversible. Remarquons que si Q' est

fidéle et w un isomorphisme, la condition (:) -est automatiquement satisfaite.

4.2, - Proposition.- Les B-objets (resp. B-champs) 2 opérateurs

constituent une 2-catégorie dont les l1-fléches sont les B-morphismes définies

en 3.1, et les 2-fléches les 2-morphismes précé&dents.

4.3. - Exemple.- Le B-morphisme (Q,p,g) + C de la 2-catégorie
des TI(G)-objets dans la 2-catégorie des gerbes dont le lien est localement

représentable par G est une &quivalence de 2-caté&gories.

Son inverse se construit grdce & la proposition 2.2.2.

§ 5 - Lo champ Hom_(C,C').

5.1. - Soient (Q,p,g), (Q',p',g') deux T-objets principaux.

Posons, pour tout U € ob(B),

Hom (C,C"); = HomF(Q/U,Q'/U) = groupoide des [I/U-morphismes

de (Q/U,p/U,B/U) vers (g'/U,p'/U',E'/U) (par la proposition 3.4., nous

savons qu'un tel morphisme est une T[/U-équivalence).

HomF(Q,Q')U est la fibre au-dessus de U d'un B-groupoide fibré

scindé que nous noterons Homr(g,g').
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5.2. — Proposition.- HomF(C,C') est un B—champ;(canoniquement scindé).

. On sait déja que CART(C,C') est un B-champ (n° 2.1.5 - chap. II

E16]). Appelons p; le morphisme de champ
CART(C,C') ~  CART(C,I)

défini par

ter
¥

i~
o

1o

Homr(g,g') est une sous-—catégorie pleine de la catégorie fibrée des
relévements de p relativement & p;. C'est donc un préchamp. Mais d'autre
part, la condition (C) du n° 3.1 [bommutativité du diagramme (:) 1 est

clairement de nature locale. Donc Homr(g,g') est un champ.

5.3. - Déginition.- Soit (r,Q,b) un B-systéme de coefficients,
nous appellerons Q. le ’B-morphisme de T dans FACR(B) qui associe &
chaque U-objet x de [, U e ob(B), EEE(bx) et i chaque U-morphisme
f: x>y de I le U-morphisme Ker bx + Ker by déduit de Q(f) par la

propriété universelle du noyau.

. Observons que Ker bx est toujours inclus dans le centre de Q(x),
mais, en général différent. Cependant dans le cas oi { est fid&le, les
deux coincident ; en effet, pour tout objet x de [s nous avons le diagramme

suivant (cf. définition 3.1., chap. I, diagramme de la condition (%))

2(x)

M
»

Aut_ (x) Aut (2(x))

et (Autg) injectif => Ker b = Ker Int .
% — x —x
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. La proposition suivante est l'&quivalent du thépréme 2.3.2., chap. IV

de [16].

5.4. ~ Proposition.~ Supposons que C admette une section o. Alors

le U-faisceau Aut110 (o q,)(<I>,q) des automorphismes d'un U-objet quelconque
1 il

(¢,q) de Homr(g,g'), U € ob(B), est U-isomorphe & Qc(p' o ¢(a(U))), cela

de maniére fonctorielle en (Q,q).

. Soit m un U-automorphisme de ($,q). Pour toute U-section f

de Autg(o(U)), nous avons 1'égalité suivante dans Autg,(®(c(U))(U)
(1) g(f) . mo(U) = mo(U) . g(f).

Puisque (Autg)c(U) : Autg — Autg,( (U)) est un U-isomorphisme
(cf. prop. 3.4.), quand £ décrit toutes les U-sections de Aﬁtc(c(U)),
®(f) décrit toutes les U-sections de Autc,(Q(O(U)). Si 1'on transporte

alors 1'égalité (1) dans Q(p' o ¢(o(U)) au moyen de 1l'isomorphisme

=1
¢(O(U))’

de Q(p' o 9(c(U)), i.e. appartient au centre de Q(p' o ®(c(U)).

on en dé&duit que Eéz;/U))(mb(U)) commute avec toute U-section

Mais la commutativité de (:) n° 4.2, implique que p'(mo(U)) p "0t (o (U))

d'ol il résulte par la commutativité de (:) n° 1.1. que b' @(c(U))(mo(U))

tient fait :
appartient en fait au noyau de la valeur de U de bp'o@(o(U))

le . U-morphisme fonctoriel de Aut

Notons m (C C )

“(e,q)

dans Ker b dont la valeur en U fait correspondre au U-automor-

p'od(c(U))
phisme m de (¢,q) la U-section b@(o(U))(mo(U))’c(Q,q) est un U-iso-

morphisme ; montrons qu'il est inversible. Une U-section quelconque de

Ker b ' détermine une U-section du centre de Q(p'o®(c(U)) puisque

02 (o (U))

Ker b_(: centre (Q2(-)), donc un U-section du centralisateur de

.

Q(qO(U)) : Q(p(o(U)) 3 Q(p'o2(c(U)), 1i.e. une U-section du centralisateur

2V} .
de Aut;(o(U) .+ Autg,(g(o(U)), donc une U-section de AUtZART(C C'

[}ar le corollaire 2.2.3., chap. III de [16]] qui est, en fait, une U-section

)(2)



- 24 -

de AutHo (g’g,)(Q,q) car la condition de commutativité& du diagramme (:)

de 4.1. se trouve alors trivialement satisfaite pour tout U-objet x de C

(cependant, nous n'avons pas supposé Q fidéle).

5.5. - Supposons maintenant ( fidéle, mais ( quelconque.
C posséde localement unme section et deux telles sections sont localement
isomorphes. Pour tout objet U de B, il existe donc une famille couvrante

{0, > U}, dans B telle que (/U., admette une section o..
1 1el ‘ =1 1

Par 5.4., le faisceau AUtlomT(g,Q')(g’q) est alors Ui—lsomorphe

a Qc(p‘o®(gi(Ui)). Or, @ @&tant fidéle, ce dernier faisceau s'identifie

au centre de Q(p' o@(oi(Ui)). Il en résulte d'une part que si ci est

une autre Ui—section de C (nécessairement localement isomorphe 3 oi),
Qc(p'og(ci(Ui)) = Qc(p;oé(oi(Ui)), d'autre part, compte tenu de la propo-
sition 1.2.3., chap. IV, p. 192 de [16] que les faisceaux abéliens
Qc(p'qg(ci(Ui)) se recollent définissant ainsi un unique U-faisceau F

(¢,9)

de groupes abéliens.

Proposition.~ Q Etant supposé fidéle, mais C quelconque, pour

tout U-objet (¢,q), U e ob(B), AutHom

(Q’Q')(?,q) est U—lsomorphe ag

faisceau F précédent.

(Q’q)

§ 6 - Extension strwcturale.

. Nous adopterons ici le point de vue des 2-groupoides pour les

systémes de coefficients. Soient [, I'' deux B-systémes de coefficients,

o

: I >I'" un B-morphisme.

6.1. - Théondme.- Pour tout Tr-objet principal (C,p,b), il existe

un T'-objet principal (Cé,pé,gé) et un B-morphisme (eg,id) : (Q,p,E) -
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(Qé,pé,gé) satisfaisant 3 la propriété universelle suivarnte :

“"Soit (Q;,p},gl) n -objet principal quelconque. Tout B-mor-

1-||
phisme (¢,q) : (g,p,g) > (g;,p;,gi) se factorise de maniére unique par

(e,id) comme suit :

_ (2,9 _
(C,p,b) (C}>pysb))

(e,1d) (a",q")

' LA
(Qe,pg,bg)

oi (¢',q') est une I'-Eéquivalence.

. Le théoréme est encore vrai si (Q,p,g) (resp. (Qi,p;,bi)) est
seulement un [-champ (resp. g'-champ) i ceci prés que (¢',q') n'est plus

alors une ['-Equivalence.

. Construisons d'abord le B-préchamp intermédiaire éé comme suit :

a) ob(ay) = ob(0)

b) Pour X,y e ob(CU), U € ob(B),

HomAé(x,y) = {(f,0), f € Hom,(x,y)(U), ae['} telle que
s(a) = 8,1 © p(f), 2 couples (f,a) et (g,B) #&tant identifiés s'il existe

une 2-fléche y de [ telle que 8,0(Y) + £ => g, a= Bo Qoz(y)}.

Le composé de deux morphismes de A définis par des représentants

8

(f,0),(f',a"') est naturellement défini par : ([(f,ai] signifie classe

.

de (f,a))

[Ce,0)] . [(£,a)] = [(£' .« £, o % )]
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(on voit immédiatement aue ceci a bien un sens). Le morphisme gol op se

rolonge en un morphisme 4£' : A!' > T! associant 3 toute classe (f,a)
P & P =6 Zol

le but de o dans T',, opération qui est indé&pendante du représentant
=ol’ ' :

(f,0) choisi, cela par la définition méme de la relation d'équivalence.

On définit alors Qé comme étant le champ associé i éé, puis
pé comme le B-morphisme de champs associé 3 £'. ¢ wvaut 1'identité sur
les objets de (C et envoie toute fléche f de C( sur la classe de

(f,ide Etablissons maintenant la propriété universelle. Soit

).
ol 'P(f)
(Qi,P},E;) un I''-objet principal quelconque et (?’Q) un  B-morphisme

de (Q,p,g) vers (gi,p;,gi). Construisons le .I''-morphisme (2',q') ainsi :

a) ¢' = 9 sur les objets,

b) sur les morphismes, @' : [(f,a)] > g;(@(f),qy*a*q;l)

(x = source de f, y = but de f)

Vérifions que b) a un sens : soit (g,R) un autre représentant
de [Kf,ai], il existe une 2-~fléche y de T telle que goz(y) : £ => g,

o = Bgeoz(y). D'od :

- -1 - - -1
b;(é(g),qy*s*qx ) b;(é(b(f,Y)),qy*B*qX )

= -1
B} (2(6),q %808 5 (v)*q, )

par la compatibilité de ¢ avec les actions respectives de T et T'

= E;(@(f),qy*a*q;]).

c) q¢' est le B-morphisme fonctoriel.qui & chaque objet x de

C! (donc de () fait correspondre le morphisme q; = q_.

X

Par la proposition 3.4., (¢',q') est une TI'-Equivalence.
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6.2. -~ Remarque.- Soient (T,0,b), (I',2',b') -les triples déter-
minés respectivement par I et [' (théoréme 3.2., chap. I), (8,w) le B-

morphisme du premier vers le second associ& a2 6. Alors éé correspond au
B-préchamp éze ) qui a les mémes objets que C et dont les U-morphismes
Yo

de x vers y, pour tout couple (x,y) de U-objets de C, Y U e ob(B),

sont les U-sections du torseur HomA,(g’w)(x,y) ol HomA,(e,w)(x,y) est

le £'(8 op(x))-torseur déduit du §&(x)-torseur Homc(x,y) par 1l'extension

structurale w_ Q(x) = Q'(Q o p(x)).
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CHAPITRE 111

COHOMOLOGIE A VALEURS DANS UN SYSTEME DE COEFFICIENTS.

. Comme dans le chapitre 1II, B désignera un site quelconque et
nous ne considérerons que des systémes de coefficients (I',,b) pour lesquels
I'  est une gerbe. Dans toute la suite, si (I,2,b) est un B-systéme de coef-
ficients, I dé&signera le B-faisceau de 2-groupoides associé a (I,Q,b)

(cf. théoréme 3.2. chap. I).

§71 - HZ(E) (resp. HZ(Z)).

1.1. - Definitions.- Soit (I,Q,b) un B-systéme de coefficients.
Nous noterons ZZ(L) (resp. 22(2)) le 2-groupoide des I'-objets principaux

(resp. T -objets principaux) [?f. déf. 2.1. (resp. dé&f.(2.1.)"), chap. Ij].

. Les 1-morphismes de ZZ(L) (resp. ZZ(L)) ont été définis

en 3.1. (resp. (3.1.)'), chap. II, les 2-morphismes en 4.1. du méme chapitre.

. - 2 2 N
. Evidemment, les 2-groupoides Z7(I) et Z7(I) sont les mémes.
On utilisera 1'une ou 1'autre notation suivant le point de vue choisi pour

le B-systéme de coefficients.

. Nous noterons HZ(L) (resp. Hz(g)) 1l'ensemble des classes
d'équivalence de [-objets (resp. I -objets) principaux pour la relation
"il existe un TI-morphisme (resp. un g-morphisme)" i.e. 1l'ensemble des
composantes connexes de ZZ(E)O] (resp. zz(g)ol) [?ar la proposition 3.4,

du chapitre II, on sait qu'un [-morphisme (resp. T[-morphisme) est une

I-équivalence (resp. Z—équivalencei].

hd 2
1.2. - Le groupoide Z (_1:)ol (resp. ZZ(L)O]) posséde une sous-—

famille d'objets triviaux, ceux qui admettent une section. HZ(L) (resp. HZ(L))
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~ e eqa e - 2 ' : 2 '
posséde donc un sous—ensemble privilégié noté H (I) (resp. H7(I)') cons-
titué des classes qui contiennent un [-~objet (resp. [-objet) trivial.
1.3. - Du théoréme 6.1., chap. II, on déduit immédiatement :

Proposition.- Soient (8,w) : (L,0,b) - (T',Q,b') (resp.

8 :T > ') un B-morphisme de systémes de coefficients. Il existe une

. , . 2 2
unique application HZ(Q,w) : Hz(z) > Hz(z') (resp. Hz(g) : H°(D) ~» HO(L"))

induite par (8,w) (resp. 2). Hz(g,w) (resp. Hz(g)) transforme une

classe triviale en une classe triviale.

. L'application Hz(g,m) (resp. Hz(g)) fait correspondre i la
classe d'un T-objet (C,p,b) 1la classe du I''-objet (Qébpé,gé) (resp.
['-objet (gé,pé,gé)) du théoréme 6.1., chap. II. On dira encore que

(Qé,pé,gé) (resp. gé,pé,gé) est le TI'-objet (resp. ['-objet) obtenu

A

a4 partir de (Q,p,g) par 1l'extension structurale (g,w) : I - T' (resp.

gL ~» I'') de systémes de coefficients.

§ 2

Calcul de HZ(E)' (resp. Hz(g)').

2.1. = Proposition.- Une condition nécessaire et suffisante pour

que Hz(z) (resp. Hz(g)) posséde une classe triviale est que T (resp. [)

admette une section.

La condition est nécessaire : une classe triviale de Hz(g) est
représentée par un [-objet (Q,p,g) pour lequel (C admet une section o ;

p o 0 est alors une section de T.

La condition est suffisante : soit T wune section de T ; montrons
que la gerbe Tors(fit) des torseurs sans Q1 admet une structure canonique

de TI-objet principal définissant ainsi une classe de Hz(z)'. Pour cela,
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remarquons d'abord qu'il existe un B-morphisme d'extension structurale

(br)* : Tors(Qt) - Tors(Aut(t)) induit par bT : QT —  Aut(r).

Comme I est une B-gerbe munie d'une section T, il existe une

B-équivalence m de T sur Tors(Aut(t)) (corollaire 2.2.6, IIT - [16]).

- - -1
Soit k 1le B-morphisme de Tors(Qt) dans I égal a (bT)* m .

Pour tout U-objet x de Tors(Qt), U € ob(B), posons X = k(x). Lla

condition (%) sur ([,Q,b) (cf. chap. I) implique alors la relation

X

X . ‘e o . X - . .
Q1) = "9t (ce qui justifie l'@criture “T1) o, suivant la notation du

chapitre III, n° 2.3 de E16], Xt signifie "faisceau Q1 tordu par x".
D'autre part, par la proposition 2.3.7. chap. III de loc. citado, on sait

que, pour tout U~torseur xX de IEEE(QT), 1l existe un U—isomorphisme,
fonctoriel en x : éEEU(X) ~ *Qr. On en déduit 1'existence d'un U-isomorphisme
aussi fonctoriel en x, Ex~1 : éEEU(X) = Q(XT) = Q(k(x)). D'ol le caractére
principal du [I-objet (Igzgﬁﬂr),k,z). Dans la suite, quand on parlera du

I-objet Tors(Qr), il s'agira de celui-ci.

§ 3 - Application : Determination de H2(D(G))', H (D(C,H))'.

. Reprenons les systémes de coefficients [(G) et [(G,H)

introduits aux n® 5.2.1. et 5.3.1. du chapitre I.

3.1, - Lemme.~ Soient G wun faisceau de groupes, H un sous-faisceau

de G (non nécessairement invariant). Supposons que [ soit de la forme

r(G) ou de la forme [(G,H). Tout [-objet principal (g,p,g) pour lequel
C admet une section ¢ est T-€quivalent au [-objet (Tors (9po) ,k,c) ol
Q = QF et k et c sont définis en 2.1.

Soit x un U-objet quelconque de (, U e ob(B). Associons-lui

le U-faisceau d'ensembles d(x) = HOEU(X,G(U)).
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d(x) est un U-torseur sous on/U par 1'intermédiaire de

b ¢ définit donc un B-morphisme de C dans Tors(fpo) qui est

o/U°
une B-&quivalence. D'autre part, par définition k(e(x)) = xp.g, et vu

la forme de T, p(x) coincide avec Xp.o [Dans le cas o T = E(G,H), la
notation (C',H') signifie évidemment "couple (G',H') tordu par x'",
cecl ayant un sens quand x est un U-torseur sous le normalisateur de H'
dans (f]. Soit alors gq : p => k.9 le morphisme fonctoriel identité.

Vérifions que (¢,q) = (¢,id) est un [-morphisme ; pour cela il suffit de

vérifier que pour tout U-objet x de Tors(Qpo), U e ob(B), le diagramme

b
2(p(x)) = 2("p.0) x Aut, (x)
'Q(qx) (ét.l_t‘.@)x
*2(p.0) = 2(%p.0) x , Aur(eo)

est commutatif. Or,localement, c'est vrai car Qpc  opére respectivement sur

X et &(x) évidemment de maniére compatible avec ¢.

3.2. - Proposition.- Soient G un B-faisceau de groupes. Il existe
une application surjective J de Hl(Aut G) sur HZ(E(G))'. Deux formes

G' et G" définissent des classes appartenant 3 une méme fibre de J si

et seulement si il existe un G'-torseur t tel que G' = tan.

. En particulier, la classe nulle de H](Aut G) détermine dans
2 . . ..
H (I(G))' 1la classe de Tors G munie de sa structure de I'(G)-objet principal
que 1l'on appellera "classe unité'" de H2(£(G)).
. En vertu du lemme 3.1., un représentant d'une classe triviale de

2 . . ..
H(I'(G)) est Ir{G)-équivalent a un Ir(G)-objet principal Tors C' ou G'

est une forme de G. De plus si G' et G" sont isomorphes, Tors G' et
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Tors G" sont évidemment [(G)-équivalentes d’oi 1'application surjective J.
Supposons maintenant que Tors G' et Tors G" définissent la méme classe

triviale dans HZ(L(G)) ; 11 existe alors une T(G)—équivalence (¢,q)

Tors G' - Tors G". Soit t 1'image par ¢ du G'~torseur trivial (iden-
tifié & G') ; t est un G"-torseur et qgr un isomorphisme de G’

. . . t
sur Cg" Réciproquement, si G' et G" sont tels que G' = G", on

prend pour ¢ le foncteur "torsion par t" et on détermine q par la con-
. . P . . t P
dition que y soit précisément 1l'isomorphisme G' = G" donné. Compte-
q qG P
tenu de la proposition 2.6.1., chap. III de []6], on voit que (¢,q) est

une T (G)-&quivalence.

. De maniére similaire, nous obtenons :

3.3. - Proposition.- Soient G un faisceau de groupes, H un sous-

. . . . . 2 .
faisceau de G (non nécessairement invariant). H (I(G,H))' est un quotient

de Hl(Aut(G,H)). Deux couples (G',H'), (G",H") définissent des classes

appartenant & une méme fibre de Hl(Aut(G,H)) - HZ(E(G,H))' si et seulement

si il existe un objet t de Zl(NormG"(H")) tel que (G',H') = t(G",H").

. En particulier, la classe nulle de H](Aut(G,H)) détermine une
classe triviale privilégiée, la classe de Tors(Norm.(H)) munie de sa struc-

ture de T(G,H)-objet principal, que 1l'on appellera classe "unité".

§ 4 - Caleul de HZ(E(G)) . 2-cohomologie maighe.

4.1. - Par la proposition 2.2.2, du chapitre II, on saig déji que
toute B-gerbe C dont le lien est localement représentable par un groupe G
est munie canoniquement d'une structure de Ir'(G)-objet principal (g,p,idp)
oi p associe & chaque U-objet x de C, Ue ob(B), la U-forme éEEC(X)

de G/U. Dans la suite de ce paragraphe, p (resp. p') désignera toujours

ce morphismes
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4.2. - Proposition.- Soit G un B-faisceau de groupes. Deux B-gerbes

C et (' & liens localement représentables par G sont B-équivalentes si

et seulement si les TI(G)-objets principaux correspondants (g,p,idp),

«, P',idpv) sont- T(G)-équivalents.

I1 est clair que toute [r(G)-équivalence est une B-Equivalence.
Réciproquement, soit ¢ : ( > (' wune B-équivalence. Pour tout U-objet

x de (C, Ue ob(B), ¢ dinduit un I-morphisme (Autq))X : Aut;(x) - Aut_.(@(x))

de T(G). La famille des (Aut )X, x € ob(C), définit un B-morphisme

fonctoriel ¢ de Aut:(.) vers ‘Autc,(.)oé. En effet, pour tout U-morphisme

f: x>y de (C, le diagramme :

Int(f)
Aut;(x) — > Autg(y)
9y qy
Int(2(£f))
Aut_:. (o(x)) Aut_c, (e(y))

est commutatif, comme il ré&sulte des &galités suivantes valables pour toute

U-section o de Aut;(x) :

a (- a . fhy s ot Lo £ = e . q, (o) - o1

= a(f) . q (o) . ace) L.

4.3. - Conollaire.- Soit G un B-faisceau de groupes. Il existe

2
une bijection de HZ(E(G)) sur B L) , L décrivant un systéme de
L Aut L

représentants de classes de liens localement représentables par G (i.e.

un systéme de représentants des classes de Hl(Autext G) [?orollaire 1.1.7.3,

chap. IV de D6]]). Cette bijection ainsi que son inverse respecte les ensem—

bles de classes triviales.




_34_

(D
. Le HZ(L) qui apparalt ici est celui de [161 : 1l représente
H (L)
Aut L

1'ensemble des classes & L-&quivalence prés de L-gerbes. représente

l'ensemble des classes de L-gerbes qui sont congrues modulo Aut L, c'est-i-

dire qui sont seulement B~&quivalentes (non plus L-&quivalentes).

Si (Q,p,g) et (C',p',b') sont r(G)-équivalentes, les gerbes
sous~jacentes (C et (' sont B-équivalentes. Si L est le lien de (,

C et (' définissent donc dans HZ(L) des classes qui sont congrues modulo

l'action de Aut L. R&ciproquement, si deux B-gerbes ( et (' définissent
. 1% (L) . .
la méme classe dans ——= , c'est qu'elles sont B-8quivalentes (proposition
Aut L

2.2.6., chap. IV de []6]). Les [(G)-objets correspondants sont alors

r(G)-équivalents par la proposition 4.2. D'ol le corollaire 4.3.

4.4, - Conokllaine.- 8Si G est un B-faisceau de groupes abéliens,

2,
il y a une bijection de 1'ensemble HZ(E(G)) sur 1l'ensemble L) s
G Aut C'

G' décrivant un systéme de représentants de classes de formes de G.

4.5. = 2-cohomofoglie maigre.- Examinons les résultats précédents

quand B = Bg est le topos des g-ensembles & gauche, g désignant un
groupe quelconque. Soient G un faisceau de groupes sur Bg’ G 1l'objet

de Bg représentant G. Selon les résultats de [16] - chap. VIII,

n® 7.4., 4 toute B-gerbe ( dont le lien est localement représentable par

G correspond une extension EC de g par G et récigroquement. Soient

C' une autre B-gerbe et (@,;) une [(G)-équivalence entre les -T(G)-objets
(g,p,idp), ', p',idp,) ; 4 ¢ correspond un isomorphisme d'extensions

¢ ¢+ E + E

K lequel induit un automorphisme ¢ de G qui correspond

@]

précisément au morphisme fonctoriel q. Dire que (Q,p,idp), (Q',p',idp,)

sont T(G)-E&quivalents signifie donc que les extensions EC et EC’ s'insérent

dans le diagramme suivant o ¢ est un isomorphisme et oili tous les carrés

sont commutatifs

(1) comme dans toute la suite de ce travail.
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On reconnait 13 la relation d'@quivalence associée d& la 2-cohomologie

maigre introduite par Dedecker dans [12]. D'od

4.6. - Proposition.- Soient B = Bg’ G un B-faisceau de groupes,

)]

1'objet de B qui représente G. Alors 1l'ensemble HZ(E(G)) est isomorphe

Qo

1l'ensemble des classes d'extensions de g par G pour la relation d'équi-

valence qui identifie deux extensions quand elles s'insérent comme précédem-—

ment dans un diagramme du type (*) (i.e. pour la relation d'équivalence

associée 3 la 2-cohomologie maigre). Les classes triviales se correspondent

par 1'isomorphisme en question.

4.7. - Application.- Le cas que nous avons en vue est celui ol

g = Gal(ks/k) est le groupe de Galois de la cloture séparable ks d'un

corps k quelconque. Par le théoréme fondamental de la théorie de Galois
(cf. exposé VII - n° 2 - fascicule 2 de [lj), nous savons que le topos
étale k de speck est équivalent au topos des ensembles sur lesquels

et

g opére continlment & gauche. Dans 1'équivalence précédente, a un faisceau
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F de ket correspond le Gal(ks/k)—ensemble F(ks). En particulier, au

faisceau d'automorphismes Aut G d'un ket-faisceau de groupe G correspond

le Gal(ks/k)-groupe (Aut G)(ks) desA ks/k—automorphismes de G.
. Considérons alors le 2-groupoide suivant Aut G d&fini par :
(- un unique objet, le groupe G(ks).
- les 1-fléches sont les kS/k—automorphismes de G.
Aut G ¢ - les 2-fléches sont les transformations naturelles

entre ks/k-automorphismes de G induites par les &léments

de G(ks).

Soient € wune gerbe dont le lien est localement représentable par

G, munie de sa structure de T(G)-objet principal (C,p,idp), EC 1'extension

de Gal(kslk) par G(ks) correspondante. EC détermine un 2-cocycle

(fs’gs,t) de Gal(ks/k) d valeurs dans Aut G et réciproquement :

fst
/_ﬁ__g\s
] s,t
. : . . s, te Gal(ks/k).
S t

L'opération de I(G) sur C (cf. définition 1.4., chap. II)
correspond & une opération de méme nature de Aut G sur EC (cf. [33]).
Dire que des [(G)-objets principaux (g,p,idp), (Q',p',idp,) correspondant
-~ - ] 1] ]

a des 2-cocycles respectifs (fs’gs,t)’ (fs’gs,t)’ s, te Gal(ks/k) sont

I(G)-équivalents revient & dire que (fs,gS ), (fé,g; ) sont Aut G-équi-
’ ’ -

t t

valents, i.e. qu'il existe :
i) une 1-fléche q de Aut G,
11) une fonction m de Eﬂl(ks/k) dans (égg G)2 dont
la valeur en s a pour source q 0 fs o q—] et pour
but f;,

le tout soumis & la relation :
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-1 -1 ' :
= * .
q * gs,t * q m. o*gs,to (mS mt)

), (£ )

. ' . _ 1 ' '
Si c'est le cas, on dira que les 2-cocycles (fs’gs,t s’gs,t

E——

. ' 2
sont €quivalents au sens ''maigre'. Notons H (Gal(ks/k),égg G) 1l'ensemble
des classes d'é&quivalence '"maigre' de 2-cocycles de Gal(ks/k) a valeurs

dans le 2-groupoide Aut G.

4.8, - P&OpOALILOQ.- HZ(E(G)) = HZ(Gal(ks/k),égg G), 1les ensembles

de classes triviales se correspondant par 1'isomorphisme.

. On pourrait exprimer le résultat précédent en disant que le
2-groupoide Aut G 'représente' le systéme de coefficients L(G). De maniére

1"
strictement analogue, si H est un sous-faisceau de G, [(G,H) est repré-

"t
senté par le 2-groupoide Aut(G,H) construit comme le 2-groupoide Aut G,

—automorphismes de G qui préservent H et

mais en se restreignant aux ks/k

en prenant donc pour 2-flé&ches celles qui sont induites par les &€léments de

(Norm:H)(kS).

4.9, - Si dans 1'équivalence maigre entre deux cocycles (fs,gs t)’
b

1 ! = [ ¢ =
(fs,gs’t) de Gal(ks/k) d valeurs dans Aut G, q est l'identité de

l'objet de Aut G, on dira que (f ,g .) et (f',g' ) sont &quivalents
= s’ s, s’ 7s,t

t

au sens "&pais". Ceci signifie qu'entre les [(G)-objets principaux (Q,p,idp),
(Q',p',idp,) correspondants, il existe un [(G)morphisme (¢,q) pour lequel
q est 1ié par 1'identité (autrement dit, les gerbes (. et (' définissent

le méme lien 1 ‘et sont L-&quivalentes). Nous noterons HHZ(L(G)),

2 . RN ,
HH™ (Gal(k Aut G) les ensembles de 2-cohomologie associés 3 la relation

s/k’
d'équivalence "épaisse'". On voit que HHZ(F(G)) (resp. HHZ(Gal(k ) ,Aut G))
= — gk’ ==

est isomorphe 3 la somme directe [ H2(L), L décrivant l'ensemble des liens
L

(et non plus seulement des classes de liens) localement représentables par G.
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§ 5 - Caloul de H(I(G,H)).
Soient G un B-faisceau de groupes, H wun sous-faisceau de G.

La proposition suivante est 1'équivalent du corollaire 4.3,

5.1. = Proposition.- Supposons H invariant dans G. Il existe

alors une bijection respectant les ensembles de classes triviales de

2
HZ(E(G,H)) sur H (L) , L décrivant un systéme de représentants des
L AutHL

. . . - 1 o .
classes d'isomorphie d'objets du groupoide Z (Autext(G,H)), AutHL désignant

. _ 1
le groupe des automorphismes de L calculé dans Z (Autext(G,H)).

. Autext(G,H) désigne le faisceau Aut(G,H) des automorphismes
de G préservant H divisé par les automorphismes intérieurs de G induits

par les é€léments du normalisateur de H dans G.

e 2 B2 (L) L
a) L'application H (I'(G,H)) -~ _LL_ est injective.
L _AEEHL
Soient (g,p,g), (Q',p',g,) deux TI(G,H)-objets principaux tels que C et
C' tombent dans une méme classe de JJ__HZ(L) ; 1l existe alors une B-
L A_ut_HL
équivalence ¢ : (C -+ (' telle que l'isomorphisme j = lien(o)

lien(C) ~+  lien(C') induit par ¢ soit une fl&che du groupoide

1
Z (Autext(G,H)). Il nous faut construire sur r(G,H)-8quivalence (2,9) de

C vers ('. Construisons q 3 il suffit de le faire localement. Or, soient
x € ob(0), (g*)x = (A“tg)x : Autg(x)—a.Autg'(®(x)), ?ire que (<I>*)X est

l1ié par j revient précisément & dire qu'il existe localement des couples
(¢',H"), (G6",H") [zsomorphes a (G,H{] tels que

_ 2Y

bX : Autg(x) + Norm_.,(H') = G'

by(xy t Auto, (2(0) ¥ Norm.,(H") = ¢

et un morphisme q (¢',H') > (G",H") tel que
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- Rt -1
Q(qx) = bg(x) o} (9*)X o bx .

Observons que si (q])x est un autre morphisme satisfaisant 3 la méme con-

dition, la fidelité de & implique (ql)x = q,.

2
b) L'application HZ(L(G,H)) - ll-E—SEZ- est surjective
L éEEHL

en effet, soient ( une gerbe représentant une classe de 1'ensemble but,
L = lien(C), L e ob Z](Autext(G,H)) ; la difficulté est de construire
le morphisme p : C - I'(G,H) permettant de définir la structure de [(G,H)-

objet de (. Pour cela, considérons les deux gerbes suivantes

g

K(L) : gerbe des relévements de L relativement au morphisme
composé T(G,H) LU FAGR(B) ——— LIEN(B) (avec les notations

du n° 3.2., chap. IV de [16])

K(L) : gerbe des relévements de L relativement au morphisme

FAGR(B) ——— LIEN(B).

. I1 existe un morphisme naturel de K(L) dont on constate immédiate-

ment, compte tenu de l'invariance de H dans G, qu'il est 1ié par 1'identité

~

de Int L. K(L) est donc Int L-équivalente & K(L). Or, par la proposition

3.2.2. (iii), chap. IV de [16 ], on sait qu'il existe un B-morphisme de

gerbes C - K(L), donc aussi un B-morphisme ¢ - K(L) qui par composi-
tion avec le morphisme canonique K(L) - r(G,H) fournit p. On conclut

alors immédiatement.

§ 6 - Cohomologie de Clch.

Soient B un site admettant un objet final e et oii les produits
fibrés finis existent, [ un B-systéme de coefficients, (Q,p,g) un -

objet principal. Soient U = {Ui > e}iEI une famille couvrante de e,
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U le complexe simplicial associé, {xi}iel une famille d'objets telle que,
pour chaque 1 e I, X appartienne 3 la fibre de ( au-dessus de Ui' -
Supposons d'abord la famille {xi}ieI munie d'une donnée de recollement

relativement 3 U, c'est-a-dire d'une famille d'isomorphismes

€55 xi = x; ol xi (resp. x;) désigne 1'image inverse de x; (resp. xj)
par Uij > Ui (resp. Uij > Uj) suivant les notations usuelles. Désignons
' ' ) . . .
par Eij’ Ejk, €in les 1mages inverses de €ij’ ejk’ i1 respectivement
] \] 1] W ~
par Uijk - Uij’ Uijk ——> Ujk’ Uijk — Uik' Eij’ Ejk’ € 8 insérent
dans un Uijk—dlagramme
. el .
x3 K 8 IENE
1 ]
(%, %) ' '
ik ik
ij
*x
dans lequel xgk désigne par exemple 1'image inverse de xi par Uijk > Uij'

(*,%¥) n'est pas, en général, commutatif, sauf si la donnée de recollement

dont nous sommes partis est déja une donnée de descente, Mais, par la structure

de [-objet principal de C, il existe une unique Uijk-sectlon aijk de
jk Y aijk t 1 _1 . a
Qz(p(xi )) telle que Eip = (Ejk . Eij) L_a notation f est celle du
e ' _ -
n- 1.4, chap. Ii]. Le couple (eij’aijk) est un 2-cocycle de U i valeurs

dans [, définissant ainsi une classe de HZ(U,L) Eéotation usuellél.

. Mais, en général, il n'existe pas de donnée de recollement sur

les X., car il n'existe pas nécessairement de Uij—isomorphismes €43 Poxy o= X

Cependant, par la propriété de gerbe, on sait que deux objets d'une méme fibre

de C sont toujours localement isomorphes. Il existe donc un raffinement

. i ] .

.. d .. . . .

1Ja)a e UlJ tel que les restrictions x .U.. et Xy, . sont 1somorphes
ija ija

, K =HR@{@) associé

(U
Ceci signifie précisément qu'il existe un hyperecouvrement

a U (i.e. tel que @5 = cosk] (K)2, @% = cosk2 (K)B,...) au~dessus des
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objets duquel la famille {Xi}ieI admet une donnée de recollement. A partir

de cette donnée de recollement, par la méthode décrite précédemment, on

.. . ik .
construit une section de Qr(p(xi [} )) au-dessus des petits ouverts

ijka

de U.

du raffinement (U, o1 s
ijk

1jk)a =

d'ol une Kz—section de T. Cette section

est un 2-cocycle de K 3a valeurs dans [.

. On a ainsi montré qu'id tout représentant d'une classe o de
2 . . .
H" (L), il est possible d'associer un hyperecouvrement Ku de e et un

2-cocycle de Ku a valeurs dans [ tel que o appartienne 3 1l'image de

HZ(KQ,L) - H2(£). On en déduit :

6.1. - Proposition.- Hz(g) = lim Hz(K,L), K décrivant les hyper—

-

recouvrements de e.

On comparera avec le corollaire 3.5.2., chap. IV, p. 269 de [16]

pour lequel les gerbes considér&es ont dii €tre supposées ab&liennes.

§ 7 - Le T-objet principal des reldvements d'un tornseunr.

7.1. - Déginition.- Soit (I,2,b) (resp. I',2',b')) un B-systéme

de coefficients. Nous dirons que (I'',2',b') est un sous-B-systéme de

(r,a,b) si

(i) ' =7,
(ii) Q' est un sous-B-morphisme de ¢,

(iii) 1le diagramme

o — > Q

() b' b

commute.
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I1 revient au méme de dire que [' est un sous-faisceau de [ tel

que T'. =

7.2. = Dé4inition.- Un sous—B-systéme (r',a',b') (resp. I') de
(r,e,b) (resp. z) est dit invariant dans (r,q,b) (resp. L) si pour
tout U-objet x de T = F',‘V U e ob(B), Q'(x) est un sous—-faisceau

invariant dans §(x).

7.3 - Soient (I'',Q',b') un sous-B-systéme invariant de ([,Q,b),
8§ 1l'injection de [' dans [. Appelons Q" 1le B-morphisme dont la

valeur o) en un U-objet x de T, Ue€ ob(B), est Q"(x) = 2x) ,

Q' (x)

B) en un U-morphisme f : x>y de T, est le U-morphisme
Q"(f) déduit de Q(f) par un passage au quotient rendu possible par le fait

que Q'(f) transforme Q'(x) en '(y).

Construisons alors le morphisme fonctoriel b" & partir de b
par passage au quotient dans le diagramme (*,%,%) en tuant 1'image Im(b')

de ©b'

Q' & Q Q"

(%, %, %, %) b’ b b"

Aut () C— Autp () ———— Au_tg(.)/

Im b' -
ceci n'est possible que si nous vérifions l'invariance de 1Im b' dans AutF(.).

Or, soit f : x > x un U-automorphisme quelconque de I ; le diagramme

Q' (£)
Q' (x) ————— Q2'(x)

b' b’
X X
Aut

E(x) i) Autz(x)
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est commutatif. Pour toute U~section o de Q(x), nous avons donc 1'égalité

'= b [0 (@] qui implique £.Im(b!).£ | = In(b!).

£.b](a) £
Im(b') ‘est donc invariante dans AEET(')' Nous pouvons alors

identifier dans I deux U-morphisme;v f,g : x >y, quand ils différent
d'un &lément de lg(b;) (i.e. g = £, Je lg(b;)). On obtient ainsi un
B-groupoide fibré dont on prendra le B-champ associé T". TI" est une B-
gerbe et (I',2",b") (resp. L") un B-systéme de coefficients. Il existe

un morphisme naturel pu de T sur I".

7.4. - T" ainsi construit, nous dirons que la suite de systémes

de coefficients

»* > T' —=—» T __%_u& ™ —— s X%
est exacte.
7.5. - Soient 1 > H > G 1 F > 1 une suite exacte de B-faisceaux

de groupes, I = I'(G,H) (n° 5.3.1., chap. I), (L,9p,b) le triple déterminé

par I'. Puisque H est un sous-faisceau invariant de G, le foncteur

&= r, & un U-objet quelconque (G',H') de [, U ¢ ob(B), fait correspon-
dre Q(G',H') = G' [én particulier (cf. n= 5.3.2., chap. I), @ est fidél{].
Soit @' : T =T(G,H) - FAGR(B) 1le sous-foncteur de g qui, 3 un U-objet
quelconque (G',H'), Ue ob(B), fait correspondre le U-faisceau H' et 2

un U-morphisme f : (G',H') - (G",H") le U-morphisme restriction de f

& H'. Désignons par b' la restriction & ' de b. (,g',b') constitue
alors un sous-systéme invariant de ([,Q,b) (n® 7.2). Soit I' le B-faisceau
de 2-groupoides correspondant & (I',Q',b') (théoréme 3.2., chap. I) ;

conformément au n° 7.3 précédent, 1'injection 8 de [' dans [ conduit

3 une sulte exacte dans le sens de 7.4.

5]
(n * > I —_—

=
==}
A
l =
U}
*

r(e,
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7.6. — Gardons les notations de 7.5. et désignans par ,j* le

morphisme d'extension structurale Tors G - Tors F. Un F-torseur ¢t

détermine une section o, de IgggﬁF) et la donnée de t est Equivalente

a celle de O, Montrons que la gerbe Rt des relévements de o, relati-
vement 3 j* admet une structure de ;'—objet principal. Rappelons (chap. IV,
n® 2.5., [16]) que les objets de Rt de projection U, U e ob(B), sont

les couples (x,a) constitués d'un U-objet x de Tors G et d'un U-
isomorphisme a : j*(x) = ot(U), les U-morphismes dans Rt de source

(x,a) et de but (x',a') étant précisément les U-morphismes f : x - x'

de Tors G tels que a'.j*(f) = a. Définissons dans ces conditions le

morphisme

sur les objets en posant, pour tout U-objet (x,a) , p(x,a) =

(AutTo

rs G(X)’AutR (x,a)). Comme ce dernier couple est localement isomorphe
t

au couple (G,H), p(x,a) définit bien un objet de TI(G,H) donc de T'.

On définit maintenant p sur les U-morphismes de Rt en posant, pour tout

U-morphisme f : (x,a) - (x',a') correspondant i un U-morphisme f : x » x'

de Tors G, p(f) = Int(f).Int(f), étant intérieur, transforme AutR (x,a)
t

en Aut, (x',a') et définit de ce fait un I-morphisme de T' = T.

R, L =1

7.7. - Proposition.- Utilisons les notations précédentes de 7.5.

et 7.6, Soient 1 >H-> G- F > 1 une suite exacte de faisceaux de groupes

t un F-torseur, Rt la gerbe des relévements de t relativement au mor-

phisme Tors G - Tors F. Alors le triple (Rt,p,id) constitue un TI''-objet

principal.

I1 suffit de remarquer que Q'(p(x,a)) =

v —_—
Q (éEETors G(x), Auth(x,a)) = Auth(x,a).
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7.8. - Remanrques.-

1°) Par 1'extension structurale £' —r L(G,H) «— I(6), la
classe.de (Rt,p,id) dans Hz(g') est transformée en la classe de Tors G
dans H2(£(G)) munie de sa structure de L(G)-objet principal (Prop. 2.2.2.

chap. II).

2°) Il existe un morphisme naturel 2-plein v L' - £(H) (cf.
la définition de Q' en 7.5.). Hz(g) envoie la classe de (Rt,p,id) dans
H2(£,) sur la classe de la gerbe Ro munie de sa structure de L(H)—objet
principal dans HZ(E(H)). Si cette derni&re est triviale, c'est que

(Ro,p,id) est déja triviale.

§ § - Suite exacte de 2-cohomologie.

" 5> % une suite

lMD
~llh:

8.1. - Lemme.— Soient * - ;' r

exacte (dans le sens de 7.4.) quelconque de B-systémes de coefficients,

(g,p,g) un objet de Zz(g), (QH’pH’EE) le I'"-objet principal obtenu de

(Q,p,g) par 1l'extension structurale . Supposons que Qu possé&de une

section o¢. Alors la catégorie fibrée Ro des relévements de ¢ relativement

au morphisme C -+ C . posséde une structure de ['-objet principal définis-

. . 2 P
sant ainsi une classe dans HZ(E') dont 1'image par H (2) est précisément

la classe de (g,p,g).

La démonstration est trés voisine de celle de 7.7. : on définit

d'abord p' : Ro > I' =T sur les objets (x,a) par p'(x,a) = p(x)

et sur les morphismes de maniére immédiate. Pour tout objet (x,a) de RG

N

b(x,a) est alors uniquement déterminée par la condition de boucler le
diagramme :
Bx
' (x,2) = 2Ap(x)) ——> Aut,(x)
PR
Q'p' (x,a) T T o Aug (x,a)
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- . L . - 2
.(Ro,p‘,b') est un ['-objet principal qui détermine une classe dans H (g')

dont 1'image par Hz(g) dans HZ(L) est évidemment la classe de (Q,p,g).

N )

4=

! r'" - * une suite

8.2. - Proposition.- Soit * > T I

exacte quelconque de B-systémes de coefficients. Alors la suite d'ensembles

, H@  ,  Hw

B (L") — > () —— (™)

pointés par les classes triviales est exacte.

. Supposons que B posséde un objet final e. Compte tenu du
lemme 8.1., il reste & montrer que si (C',p',b') est un ['-objet principal,

le ["-objet principal (C" _,p" ) étendue 3 1l'aide de [ o § admet

1"
“wo 8 Eog’béoi

une section. Pour cela, remarquons d'abord que toute donnée de recollement

dans (' relative 3 un hyperecouvrement K de e (cf. § 6) se transforme

par passage & (" en une donnée de descente. En effet, 3 une telle donnée,

on sait associer, par le paragraphe 6, un 2-cocycle de K & valeurs dans [’

dont 1'image par p o § dans [" est évidemment triviale ; la donnée de

est donc de descente. Puisque (" est un

Lof

recollement image dans C; g
2o

champ, toute donnée de descente y est effective. La fibre finale de Q:oe

est donc non vide. i. admet une section. On vérifie immédiatement

e. "
Cgo@

que la classe d'isomorphie de ¢ est indépendante de la donnée de recollement

de départ dans ('.

8.3. ~ Remarque.- Si, dans la démonstration précédente, (Ce,pe,be)

désigne le TI-objet principal obtenu de (C',p,b') par 1'extension structurale

8, (C',p',b") est ['-équivalent au ['-objet principal des relévements de
o relativement au morphisme Qe -> g:o@' On remarque, en effet, que le
morphisme C' —> C  —— (C" se factorise par la section ¢ de (" |

- -8 —po8 —yof

(corollaire 2.3.16, chap. 1V de []6 ]), d'oll un morphisme C(C' - Ro qui

est une ['-&quivalence.
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8.4. ~ Appliquant 8.2. & la suite exacte (1) particulidre de 7.5.,

on obtient :

Conollairne.- La suite d'ensembles

2
) T C I B,
(2) B (') —— H(I(G,H)) —— H ("M
pointés par les classes triviales est exacte.
§ 9 - Suite exacte Longue de cohomologle.
9.1. - Soient G un B-faisceau de groupes, H un sous-faisceau
invariant de G, 1 > H -» G =~ F-b> 1 la suite exacte correspondante,

Nous avons & notre disposition la suite ci-dessous (3) de groupoides munis

de leurs objets triviaux, exacte en un sens évident :
1 * ;
3 ZH — Z(G — 7 (F).

D'autre part, par 7.6. et 7.7., nous savons que si t est un F-torseur, la gerbe
RO des relévements de 9, relativement 3 j* posséde une structure de T['~

t
objet principal définissant ainsi une classe de Hz(g'). D'ol une application

sl sobz'(®) —  HA(

reliant (3) et (2). Si 1'on remplace t par un F-torseur équivalent t'

(i.e. si t et t' sont 1liés par un morphisme dans ZI(F)), Ro se change

t
en Ro et 1'on constate immédiatement (c'est d'ailleurs 1'un des avantages
t' :
de la 2-cohomologie maigre) que Ro et Rc - sont ['-&quivalents. Ra
t t' t
P N 2 - . .
et Ro définissent donc la méme classe dans H (['), d'od une application

t'
{encore notée 5]) de HI(F) dans Hz(g').

9.2. - Théonéme.- Soit 1 - F > G - H - 1 une suite exacte

de B-faisceaux de groupes. La suite ci-dessous d'ensembles pointés par les

classes triviales
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i) 1 |
4) o B - wle 2L i S ety
2 2
_ PO waem AW W

est G-exacte, i.e.

a) Une classe a de HI(F) appartient 3 1'image de (j*)l si et

. 1 . .
seulement si & (a) est triviale,

b) Une classe a de Hz(g') appartient 3 1'image de 61 si et

seulement si Hz(g)(u) est la classe unité de HZ(L(G,H)) (cf. 3.3.),

c) Une classe o de HZ(L(G,H)) appartient 3 1'image de Hz(g)

. . 2 . .
sl et seulement si H (E)(a) est triviale.

. ¢) n'est pas autre chose que la répétition du corollaire 8.4.
I1 suffit d'établir b). Si o appartient & 1l'image de 61, alors il existe
un représentant de o qui est le 2'—objet principal des relévements d'un
F-torseur. Soit ((C',p',id) wun tel représentant ; par construction méme,
(Qé,pé,id.) est alors [(G,H)-&équivalente a la gerbe Tors G muni de sa
st;uc;ure de L(G,H)-objet principal (en fait Qé est méme lig&(G)—équi—

valente & Tors G).

Réciproquement, soit (C',p',b') un ['-objet principal ; supposons

-~

que (gé,pé,bé) soit [(G,H)-&quivalent 3 Tors G muni de sa structure de

I(G,H)-objet principal. Nous avons alors des morphismes

j 4
C' Y Tors ¢ —*. Tors F d'objets a opérateurs

tels que le composéj*o‘y se factorise par une section ¢ de Tors F
(corollaire 2.3.16 — chap. IVde [16]) 3 (C',p',b") est alors ['-équi-
valent au L'—objet principal des relévements de ¢ relativement 3 j* (cf.

la remarque 8.3). La classe de (C',p',b') appartient donc & 1'image de 6].
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9.3. - Remarque.- Si H n'est plus supposé invariant dans G,
utilisant la méthode décrite par T.A. Springer dans [?2.] -§ 1, il est
possible de définir un ensemble H](G,H) et une relation Hl(G) o HI(G,H)
substituts naturels respectivement detl'ensemble H](G/H) et de 1'application
HI(G) > Hl(G/H) du cas invariant de telle maniére que la suite

1
(5) a'@ — v @) - 8l,m 2> w@H — v o)

soit encore exacte.
Ici I' est construit exactement comme en 7.5 3 ceci prés que l'on

remplacera 1'égalité Q(G',H') = G' par Q(G',H') = Norm:,(H').

Appendice 1 : Une condition nécessaire et suffisante pour que deux

classes soient en relation (déf. 3.1.4., chap. IV de []6]).

. Soient G un B-faisceau de groupes, H un sous-faisceau non
nécessairement invariant de G, C, C' deux B-gerbes dont les liens
sont localement représentables respectivement par H,  G. Supposons qu'il
existe un B-morphisme V : Q' -~ C tel que ligg(w) soit localement repré-
sentable par 1l'injection H > G. Pour tout U-morphisme f : x > y dans

C', Ue ob(B), nous avons le diagramme commutatif

(V)

Autl(x) AutU(W(X))

(%, %,%,%,%)  Int(£) ! Int (¥(£))
(\P*)y

AutU(y) AutU(w(y))

Considérons de nouveau le sous-systéme [' .de I'(G,H) (cf.

remarque 9.3.) et définissons le morphisme p : C' - I'' en faisant

correspondre 8 un U-objet x le couple (AutU(W(x»,AutU(x)) localement
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isomorphe au couple (G,H) et & une U-fléche £ : x - y . le U-morphisme
Int(¥(f)) qui par la commutativité de (%,%,%,%,%) transforme éEEU(X)
en .éggﬁ(y). A 1'aide de p, on munit C' d'une structure de T['-objet
principal. Par ailleurs, C posséde une structure de TI(G)-objet (cf.
prop. 2.2.2., chap. II) dont la classe dans IIZ(L(G)) est 1'image par
le morphisme composé

B2 ()

2., = 2 2
(') ———— H (L(G,H) — H| “(I(e)

de la classe de C(' (§ est l'inclusion de T' dams [(G,H)). D'od

Proposition.- Désignons par V (resp. 1) le morphisme naturel

I

' L(H) (resp. £(G,H) > L(G)). Une condition nécessaire et suffisante

pour qu'il existe un morphisme de liens L' = L localement représentable

par H > G et des classes o' € HZ(L'), o € HZ(L) telles que a' —o— a

est qu'il existe des représentants C' et C de a' et o dont les

classes dans H!Z(L(H)) et H 2(L(G)) se remontent en des classes B et

Y appartenant respectivement i le(g') et MH 2(L(G,H)) telles que

2 .
vy =H (Q)(B), en d'autres termes tels que nous ayons le diagramme

, B @) ,
5 e BT ® 2 ((e,1)) oy
Hz(g) smz(;)
'] e m @) 1 2(r (o) 3 [C]

~ . 2 ~ . . .

Dans cet énoncé, M “(.) dénote l'ensemble de 2-cohomologie associé

d la relation d'équivalence épaisse, c'est-d-dire correspondant 3 la structure
de catégorie pour laquelle les morphismes (%,q) sont tels que q est lié

par une identité (cf. n° 4.9).
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. . : 1
Appendice 11 : Comparaison des applications cobord 6 du § 9

et d de [16] p. 283.

Soit 1+H»G¥F 1 une suite exacte de B-faisceaux de
groupes. Dans [1@, J. Giraud construit un ensemble O0(j) d'obstruction

au relévement d'un F-torseur en un G-torseur. Rappelons la construction

de 0(j) : 0(3) = ﬁiil ol

- N(j) est 1l'ensemble des triples (K,L,u) comprenant une gerbe

K, L son lien, u : L~ lien(G) un morphisme de liens tel que la suite
! — L —— 1lien(G) — lien(F) — 1

solt exacte.

- R(K,L,u)(K',L',u') est la relation : "il existe un morphisme

de gerbes a : K > K' tel que le morphisme a : L > L' qui lie a vérifie

Lemme.- Soient (K,L,u), (K',L',u') deux triples tels que

R(K,L,u)(K',L",u"), a et o comme précédemment. Alors o est un isomorphisme

de liens et a une B-équivalence de gerbes.

[16] - chap. 1V, n°® 4.2.4.2., p. 281.

. Considérons maintenant le sous-ensemble N'(j) de N(j) constitué
des triples (K,L,u) pour lesquels K est muni d'un morphisme
Y : K +»Tors G 1ié par wu. Alors, par la proposition 4.2.8., chap. IV de E16]
p. 283, K est la gerbe des reldvements d'un certain F-torseur et (cf.
n® 7.6. ou encore 1'appendice I) possdde une structure de [ '-objet principal,
[' désignant le sous-systéme de I (G,H) défini en 7.5. d'ol une application
. 2, = . o . .
de N'(j) dans H ©) 1([TOrs Q]) qui, par le lemme précédent est compatible
avec la relation induite par R sur N'(j) définissant ainsi une application
N'(3) 2. \~1 ' . 1 .
de ——E—- dans H Gi) ([iors(G)]). Comme 1'application d : H (F) > 0(3)
N'(§) '

de Eléj se factorise évidemment par , nous obtenons :

R
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Proposition.~ Avec les notations précédentes, le diagramme :

H](F) d NG 0(3)
o :

82(8) "' ([Tors(®)]) ¢——— HA(r")

. . 1 .
est commutatif, i.e. § se factorise par d.

Remarque.- L'application ¢ ne s'étend pas en une application de
0(j) wvers Hz(g') car un représentant d'une classe de 0(j) ne posséde

pas nécessairement de structure de ['-objet principal.
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CHAPITRE 1TV

APPLICATIONS : 2-cohomologie galoisienne des groupes algébriques

définies sur un corps de base parfait.

. Seule la topologie étale interviendra dans ce chapitre et on écrira
i . i . 2
H (.) au lieu de Het(.). La notation H (L) est celle de [16]. Quand

un ensemble de 2-cohomologie a toutes ses classes triviales, on dira encore

qu'il est "inessentiel".

§ 1 - Groupes undpotents.

1.1. - Lemme.- Soit K wun corps parfait ; tout K-groupe algébrique

G qui est une forme de (Ga)r est isomorphe a (Ga)r (r entier > 0).

Cf. Lemme 4.1.5. - exposé XVII de S.G.A.D. [13].

Le lemme 1.1. implique H](Aut(GZ)) = 0, Il en résulte que le Ket_
systéme de coefficients L(Ga) a la forme suivante trés simple : pour un

objet V quelconque de K la V-fibre de L(Ga) posséde un unique objet,

et’

Ga’ et ses l-morphismes sont les &léments de Gm(V).

1.2. -~ Proposdtion.- HZ(L(Ga)) = 0.
I1 est, en effet, bien connu que Ga est cohomologiquement trivial,
Comme H2(£(Ga)) s'identifie & un quotient de HZ(Ga) (corollaire 4.4.,

chap. IIT), H2(£(Ga)) = 0.

1.3. - Théoneme.- Soient K wun corps parfait, U un K-groupe

algébrique, connexe, unipotent. L'ensemble H2(£(U)) se réduit 3 un seule

classe et celle-ci est triviale,

. On exprimera ce fait en &crivant H2(£(U)) = 0.
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Posons [ = I'(U), @ = Qr ; rappelons (cf. n° 5.2.1., cﬁap. I) que dans le

triple (I,Q,b) associé & [, b est le B-morphisme fonctoriel qui 3 toute

V~section o de U', Ve Ob(Ket)’ U' V-forme de U, associe int(a).
U &tant unipotent et K parfait, il existe (cf. prop. 4.1. - exposé XVII
de [13]) une suite finie de composition {Ui}iSOsn constituée de sous—-groupes
Ui de U tels que :
a) Uo = U, Un = e = élément neutre de U,
b) Ui est caractéristique dans Ui—]’ iz
Yioi
c) les quotients - sont isomorphes sur K 3 Ga’ ix1.
U,
i

Définissons alors la chafne {E’Qi’bi}0<i de sous-systémes de

n

<

(I,2,b) par :
1°) (I,8,,b) = (I,9,b)

2°) Pour tout objet V de Ket’ Qi/V est le sous-foncteur de &/V

défini par : o) sur les V-objets U', Qi(U') = Ui oll Ui est la V-forme

de Ui associée & U' par 1l'extension structurale Zl(V,Aut(U)) > Zl(V,Aut(Ui))

induite par le V-morphisme restriction Aut(U) - Aut(Ui) D%_ est caractéris-

tique dans Ui—]""’ donc dans U ; &videmment Ui est aussi caractéristique
] 1 T
dans Ui—]’Ui—Z""’U ].
B) sur les V-morphismes f : U' » U", Qi(f) = fi ol
fi : Ui > Uz est le V-morphisme image de f par 1l'extension structurale
précédente.
39) bi = restriction de b 3 Qi.
Pour tout 1 g i ¢ n, Qi est un sous-foncteur invariant de Qi-l
dans le sens du n° 7.2., chap. III. Pour tout 1 g i g n, nous pouvons
Q.
alors considérer le systéme quotient (LE,QZ - _1-1 ’ bg) rendant exacte
Q.
i

(cf. n°® 7.4., chap. III) la suite de systémes de coefficients, 1 < i < n,



(1)
(1) ¥ — I, —— T — I ,
Par la proposition 8.2. chap. III, on en déduit la suite exacte

d'ensembles (pointés par les classes triviales)

W) — BN ) — B, L <icn.

Or, il résulte de 1.2. que tout gg—objet principal, 1! £ i £ n, est trivial ;
. 2
pour tout 1 < 1 < n, toute classe de H (gi_l) se remonte donc en une
L. o 2 .
classe de Hz(gi). Mais évidemment Hz(gn) =0, d'oi H (Li) =0, 0g<1icgn,

et W) = B = EX(D) =o0.

1.4. = Conollaire.- Hl(Autext U) = 0. En particulier, il y a une

unique classe de liens localement représentable par U, celle de lien(U).

Se déduit du corollaire 4.3., chap. III.

1.5. - Conollaire.- H'(Aut U) = O.

En effet, par la proposition 3.2., chap. III, HZ(L(U))' est un
quotient de Hl(éEE U). Or, il est immédiat que la relation d'équivalence
correspondante est triviale, Ceci implique que HZ(L(U))' est en bijection
avec H](égg U), d'ou H](éBE U) = 0. On aurait pu aussi utiliser la suite
exacte :

1 - Int U -> Aut U > Autext U - 1.

§ 2 - Calculs galoisiens.

. Nous avons indiqué en 4.7., chap. III qu'3d un faisceau G de Ket
correspondait un Gal(KS/K)—ensemble G(KS). De la méme fagon (n° 7.4.,
chap. VIII de EIGJ), tout Ket-lien L 1localement représentable par

un groupe (disons algébrique, affine) G définit un KS/K—noyau A a

valeurs dans G ([32] -~ § 2 ~p. 176). En outre, il existe une correspondance

(1) L, ,0s1isgn, désigne évidemment le faisceau de 2-groupoides correspon-

dant au triple (T, Qi,bi) par le théoréme 3.2, du chap. I.
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biunivoque respectant les sous-ensembles de classes triviales entre le
HZ(KS/K,G,A) défini en [32] et le HZ(L) de [16]. Le corollaire 4.3.

du chapitre III s'écrit alors

2.1. - Proposition.- Il existe une bijection respectant les ensembles

de classes triviales de H2(£(G)) (2~ H2(Ga1(KS/K), Aut G) par le n®° 4.7.-
p KS/K,G,A) —
chap. TIII) sur { H (——— ), X décrivant un systéme de représen-—
Aut X
A 8=t

tants des classes de ‘KS/K—noyaux dans G.

2.2. - Supposons a partir de maintenant K parfait. G(KS)
s'identifie alors & G(K). Soit (B(K), T(K)) un couple (dit de Killing)
constitué d'un sous-groupe de Borel B(K) de G(E) et d'un tore maximal
T(E)‘ de B(K). Sur K, on sait qu'il en existe toujours et T(K) est
aussi un tore maximal de G(K). Si a = (fs’gs, ) (notations de 4.7.- chap. III)

t

1 _ . _
est un 2-cocycle de é )é valeurs dans G(K) (n° 1.14 - L32:]) de g-noyau A,
pouf tout s € g, l'automorphisme fS transforme B(K) en un
sous~groupe de Borel fs(B(ﬁ)) de G(K) ; 1l existe donc une application

h : g~ G(E) telle que fS(B(E)) = hS.B(i).h;]. Le cocycle o est équiva-

_1 —
. ‘o
t) pour lequel fS hs .fs.hs stabilise B(K).

t z 1 v
'fst(B(K))'gs,t que gs’t

lent au cocycle g' = (f;,g;
b

I1 résulte alors de 1'égalité £'(f'(B(K))) = g'
st s,t

normalise B(K), donc appartient 3 B(K). Cet argument est dd & T.A. Springer

( [32] - § 3). Appelons g le g-noyau i valeurs dans B(K) induit par

1'automorphisme s - f; 3 %, dépend non seulement de ) mais aussi de o,

B

La classe o appartient 3 1'image de Hz(g,B(ﬁ),AB) par la relation

1 (g,G(K),1) .

o

B (g,3(R), 1)

Or, si Bu(ﬁ) désigne la partie unipotente de B(K), Bu(i) est caractéris-—

tique dans B(K). Le g-noyau AB définit donc une action XT de g sur

(1) & = Gal(X /)
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T(K). En particulier, si T est défini sur K et si A = y = g-noyau défini
par 1'action naturelle de g sur G(K), Ap = Mg n'est autre que 1l'action

naturelle de g sur T(E) et

Hz(g,T(E) ) = Hz(g,T(E)) = HZ(K,T).

’UT

Du théoréme 1.3., nous déduisons alors

2.3 - Théonéme.- Soient K un corps parfait, G un K-groupe algé-

brique, affine, connexe, (B(R),T(ﬁ)) un couple de Killing de G(K), Aooun

KS/K—noyau dans G, o wune classe de Hz(K,G,A), a' wune classe de Hz(g,B(i),AB)

en relation avec o (une telle classe existe toujours d'aprés ce que 1l'on vient

de dire). Si 1'image de o' dans Hz(g,T(R),kT) est triviale, alors la classe

o elle-méme 1l'est.

2.4. - Conollaire.- Soient K un corps parfait de dimension cohomo-

logique < 1, G. un K-groupe algébrique, affine, connexe. Toutes les classes

2 .. .o P
de H7(I(G)) sont triviales et correspondent biunivoquement aux &léments de

Hl (Aut G).

La premiére assertion découle du corollaire & la proposition 1.1.,
chap. X - § 7 de [27] - p. 170, 1la deuxiéme de la proposition 3.2. du chap. III,
1'hypothése dim K ¢ 1 impliquant en particulier que la fibre de J se réduit

<

a4 un unique &lément (n° 2.3 - p. III - 14 de [28] ou n® 2.4 de [2?]).

2.5. = Le corollaire 2.4. précédent contient en particulier le théoré&me

de Grothendieck (Théoréme 3.5. de [3@).

2.6. - Conollatne.- Soient K un corps parfait, G un K-groupe

algébrique, affine, connexe, T un K-tore maximal de G (il en existe toujours

d'aprés un théoréme bien connu de Grothendieck). Supposons HZ(K,T) = 0,

2 . . .
alors H7(G) = Hz(llen(G)) est inessentiel.
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. Dans le chapitre suivant, pour G réductif, T K-tore maximal

' . 2 2
quelconque de G, nous &tudierons complétement la relation H (K,T) -—e> H (G).

§ 3 - Un premien nsultat surn Les corps Locaux.

3.1. = Proposition.- Soient K un corps parfait de dimension coho-

mologique < 2, G un K-groupe algébrique, affine, connexe. Supposons que

G posséde un K-tore maximal T qui se déploie sur une extension (néces-

. . . . . 2
sairement galoisienne finie) K' pour laquelle Br(K') = 0. Alors H (G)

est inessentiel.

En effet, montrons que HZ(K,T) = 0 et l'on appliquera le corollaire
2.6. Soit n 1le degré de K' ; comme HZ(K',Gm) = 0, HZ(K',T) =0 et
toute classe de HZ(K,T) est annulé&e par n. Considérons alors la suite

exacte de cohomologie

HZ(K,Tn) > BT S BT - H3(K,Tn)

déduite de O -~ Tn > T2 T > o. L'application HZ(K,Tn) > HZ(K,T)

est surjective ; comme d'autre part, dim K g 2, H3(K,Tn) = 0. On en tire

H2(K,T) = 0.

. La proposition 3.1. s'applique, en particulier, quand K = k((T))
avec k de caractéristique O, non algébriquement clos, de dimension 1 et
n'admettant aucune extension abélienne non triviale. K est alors un corps
local & corps résiduel quasi-fini. J.P. Serre a montré 6[28 ] p. S.2) que

Br (K)

]

0, dim K =2 et qu'il existe des extensions galoisiennes finies K'
telles que Br(K') = 0 (si toutes satisfaisaient 3 cette propriété, K
serait de dimension cohomologique g | et on retomberait dans le cadre du

corollaire 2.4.).
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3.2. - Corollaine.- Soient K wun corps local du type k((T)), k

satisfaisant aux conditions précédentes, G un K-groupe algébrique, affine,

connexe. Supposons que G posséde un K-tore maximal T qui se déploie

sur une extension (galoisienne, finie) K' our laquelle Br(K') =0 (ce
g p q ce

qui est le cas, par exemple, si G est déployé sur K). Alors 1'ensemble

HZ(G) est inessentiel.

. Dans le cas oi G est semi-simple, nous obtiendrons au chapitre VII

un résultat beaucoup plus général.
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CHAPITRE V

2-COHOMOLOGIE DES GROUPES REDUCTIFS - THEOREMES DE REbUCTION.

. Dans ce chapitre, X désigne un préschéma quelconque, Xet’

Xf.p.p.f s Xf.p.q.c. les sites étale, f.p.p.f, f.p.q.c. correspondants.

On écrira Hl(X) , H

l l .
f.p.p.f(x)’ Hf-p.q.c.(x) selon que le site de base

est Xet’ Xf.p.p.f’ Xf.p.q.c.

§ 1 - Réduction a un sous-groupe de Borel.

1.1. - Rappelons d'abord le résultat suivant de D@, corollaire

5.5.5 - exposé XXII :

1.1.1. - Proposition.- Soient X un préschéma, G un X-groupe

réductif, alors G posséde localement pour la topologie &tale (donc aussi

pour les topologies f.p.p.f, f.p.q.c) des groupes de Borel (resp. des tores

maximaux, des couples de Killing)., Si T est un tore maximal de G, il existe

localement pour la topologie étale (donc aussi pour les topologies f.p.p.f,

f.p.q.c) des groupes de Borel contemant T.

+ A un X-groupe réductif G, nous pouvons associer une gerbe B

dite "gerbe des sous-groupes de Borel de G" sur le site étale Xet

(resp. f.p.p.f, f.p.q.c) de X : pour Ue€ ob X (resp.

et ? Xf.p.p.f ’

Xf.p.q.c) les U-objets de B sont lessous—groupes de Borel B de G/U ;

les U-morphismes entre deux tels B et B' sont les U-autombrphismes

intérieurs de G/U transformant B en B', Il s'agit bien d'une gerbe car :
1°) les fibres sont localement non vides ;

2°) deux B et B' sont localement isomorphes (car localement

conjugués pour la topologie étale, donc £.p.p.f et £f.p.q.c).
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. On construit de maniére analogue les gerbes T et k associées

respectivement aux tores maximaux et couples de Killing.

1.1.2. - Corollaisre.- Une condition nécessaire et suffisante

d'existence d'un sous-groupe de Borel (resp. d'un tore maximal, d'un couple

de Killing) dans un X-groupe réductif est que la gerbe B (resp.T ,K) soit

triviale.
1.2.

1.2.1. -~ Soient X wun préschéma muni de la topologie &tale,
(resp. f.p.p.f., f.p.q.c.), G un ZX-groupe réductif. Nous définissons
le X-systéme de coefficents £B (resp. £K) déduit de la gerbe B8 (resp. k)
de -1a maniére suivaﬁte :

Pour tout objet U de Xet (resp. ),

Xf.p.p.f’ Xf.p.q.c

- les U-objets de [ (resp. QK) sont les couples (G',B')

B

(resp. (G',B',T;)) constitués d'une U-forme G' de G et d'un sous-groupe

de Borel B' (resp. d'un couple de Killing (B',T')) de G'.

—~ les U-l-morphismes de £B (resp. EK) de (G',B') vwvers
(G',B;) (resp. (G',B',T') wvers (G',B{,T;)) sont les U~isomorphismes
f de G' vers G; transformant B' en B; (resp. (B',T') en (B',T;)).

— &tant donné deux U-1-morphismes
g ' g

N S
©',8") = (@1,B]) (resp. (¢',87,1) T3 (61,B!,1))
f f

de £6 (resp. LK) s un U-2-morphisme de f vers g est une U-section
o de G; normalisant B; (resp. (B;,T;)), o étant soumis 3 la condition
int(a) . £ = g . Dans le premier cas, les U-2-morphismes sont donc les
U-sections de B{ lui~méme, dans le cas resp. ce sont les U-sections

de T{ puisque le normalisateur de T; dans B; se réduit & T;, G;

étant réductif.
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1.2.2. - Rem@iue/s.—

1°) Si G posséde un X-groupe de Borel B (resp. un X-couple
de Killing (8,T)), £B (resp. LK) n'est autre que le X-systéme de

coefficients TI(G,B) (resp. I (G,B,T)) construit en 5,3.1. chap. I.

2°) Nous avons déji observé en 5.3.2. - chap. I que dans le cas
oi G est un Xet—groupe semi-simple et B un X-Borel de G , le

foncteur édtait pleinement fidéle. Or ce dernier se factorise

“r(c,8)
précisément par le plongement de [I(G,B) dans L(B). De plus, si U est

un objet quelconque du site étale de X, B' une

U-forme de B, d'aprés le corollaire 6.5. - chap. XXIV de S.G.A.D, il existe
une U-forme G' de G dont B' soit un groupe de Borel, G' étant
unique & un unique isomorphisme pré&s induisant 1l'identité sur B'.

I1 en résulte qu'alors I(G,B) et [I(B) sont des systémes de coefficients

X =-équivalents.
et o4

. La proposition suivante est une forme de 1'argument de conjugaison

de T.A. Springer (cf. chap. IV - n° 2.2).

1.2.3. - Proposiiion.- Soient X un préschéma muni de la topologie

étale (resp. f.p.p.f, f.p.q.c), G un X-groupe réductif, BB (resp. 8 )
————— - = =K

le ZX-morphisme &vident de EB (resp. I ) wvers T =T(G) qui envoie 1l'objet
= =) —= = =

(G',B') (resp. (G',B',T')) sur l'objet G'. Alors QB (resp. ...) 1induit

une application surjective Hz(glg) (resp. ... ) de HZ(EB) (resp. ...)

sur Hz(g).

. Faisons la démonstration pour QB' Montrons que toute classe
2 . .
oo de H (£) provient d'une classe de HZ(EB). Appliquons, pour cela, la

technique donnée par A. Grothendieck. Soit C 1la gerbe sous-jacente 3 un
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représentant de ao. Associons 2 ( 1la gerbe gﬁ définie comme suit : ses

U-objets, U € Ob Xet (resp. Ob X Ob ) sont les couples (x,B)

f.p.p.£’ Xf.p.q.c

constitués d'un U-objet x de C et d'un sous—groupe de Borel B de
Aut:(x) ; les U-morphismes de (x,B) vers (x],Bl) sont les U-morphismes

f de x vers x, de C tels que A

, Auto () () = B,

. Il existe un morphisme naturel p de gﬁ vers (ZB)OI qui
associe d chaque U-objet (x,B) 1le U-objet (AEEC(X)’B)° Comme tout
U-automorphisme de (x,B) dans g% définit une seZtion de B, i.e. une
2-fléche de LB de source 1'identité de l'objet (AEEC(X),B), et réciproquement,
on voit que EB opére sur gﬁ 3 l'aide de p et en fait un [ -objet
principal. Il est alors immédiat que la classe de Eﬁ dans HZ(LB) a
précisément pour image dans HZ(L) la classe o de départ. HZQ?B) est
donc surjective.

1.2.4. - Conoflainre.- Supposons que G admette un sous—groupe

de Borel B (resp. un couple de Killing KX = (B,T)), alors 1l'application

W (9,) : H(I(6,B)) — H(D) (resp. H(§,) : H (L(G,B,T)) — B ()

est surjective.

1.2.5., - Conollaire.- Le résultat du corollaire 2.4. chap. IV, et,

en particulier, le théoréme de Grothendieck (cf. 2.5 chap. IV) est

encore valable si l'on retire 1'hypothése K parfait et ajoute celle

G réductif.

~

. En effet, puisque dim K g 1, le corollaire 3 la proposition 1.1
du chapitre X - § 7 de [2{} p. 170 s'applique encore. On en déduit que toutes
les classes de HZ(EK) donc de HZ(L(G)) sont triviales:_On applique alors
le résultat de la remarque 2 - n° 2.4 de Serre p. 58 de [2?] selon lequel,

. - . 1 . . -
pour tout K-groupe réductif G , H (G) = 0 , ce dernier point entralnant

1'injectivité de 1'application J : H](Aut G) —*ﬁ-Hz(L(G))'.
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1.2.6. - Corollaire.- Soient X le spectre d'un anneau A de

valuation discréte hensélien 4 corps résiduel k parfait et quasi-fini,

G un X-groupe réductif. Alors toutes les classes de HZ(E(G)) sont triviales

et en correspondance biunivoque avec les E€léments de H](Aut G).

. Remarquons d'abord que puisque k est parfait et de dimension
cohomologique < 1 , G admet sur k wun groupe de Borel. Or, par application
du~critére valuatif de propreté ([?3] - Mumford - prop. 3 - p. 240 - chap. 1I)
au schéma des groupes de Borel de G, on en déduit 1'existence d'un X-groupe
de Borel B dans G et par le corollaire 5.9.8 - chap. XXII de S.G.A.D. [Ki
1'existence d'un ZX-couple de Killing (B,T) dans G. Or, par 2.6. de Br III
[35], nous savons que, pour tout X-groupe commutatif lisse H,
ni(X,H) = ui (ko) , 1 >0 . Comme dimk £ 1 , on en tire que toutes les
classes de nz(g(G,B,T)) , donc de HZ(L(G)), sont triviales. D'autre part,
par la proposition 8.1 — chap. XXIV de $.G.A.D, on sait que pour tout
groupe algébrique, affine, lisse, connexe H, Hl(X,H) = Hl(k,H) = 0., On

conclut alors comme précédemment dans le corollaire 1.2.5.

1.3, - Utilisation de La cohomologie Epaisse. Le théoxreme principal.-

1.3.1. - Dans le chapitre III, nous avons introduit 1'ensemble
de 2-cohoimmologie &pais WM 2(£) , ensemble des classes d'isomorphie d'objets
de Zz(g) ol Zz(g) a mémes objets que Z2(£) , mais pour morphismes les
I-morphismes (@,q) pour lesquels q est lié par une identité. Nous avons

le théoréme suivant qui précise le corollaire 1.2.4.

Théoreme.~ Soient X un préschéma quelconque, G un X-groupe

réductif. Supposons que G admette un sous-groupe de Borel B (resp. un

couple de xilling K = (B,T)). Le morphisme @ r(G,B) ~ L(G) .

B :
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(resp. QK : I(G,B,T) > [(G)) induit une bijection Z(QB)

(resp. &112( Q&)) de MZ(L(G,B))‘(resp. IHJZ(L(G,B,T) sur [Hi 2(g(c)) .

. Par les bijections précédentes, une classe triviale est envoyée
sur une classe triviale, mais 1'image inverse d'une classe triviale n'est pas

nécessairement triviale.

. Montrons le théoréme pour IHIZ(QB) ; la démonstration serait
similaire pour HZ(QK). Montrons—le dans le cas particulier od
X = Spec K, K corps quelconque ; représentant tout [-objet principal
(I = I(G,8) ou [(G)) par un 2-cocycle de C¥ch i valeurs dans r
suivant la méthoce du § 6 - chap. IIL, on montrerait le théoréme dans

toute sa généralité. Compte tenu de la proposition 1.2.3, fﬂlz(@ B) est

)

clairement surjective. Soient alors c = (fs,g ¢

' . '
S,t) s C (fsa

|

Ss,
deux 2-cocycles de Gjl_l(Ks/K) i valeurs dans le 2-groupoide Aut (G,B)
(cf. chap. IIL. § n° 4.7) ; établir 1'injectivité de tle(QB) revient 3

montrer que, si, aprés avoir injecté Aut(G,B) dans AutG, ¢ et <c'

deviennent équivalents (au sens de la cohomologie épaisse), alors ¢ et

C‘

sont déja équivalents (au sens épais) dans A=9£(G,B). Or dire que ¢
et c¢' sont équivalents dans AutG signifie que, pour tout s € Gal(KS/K)
il existe un 2-morphisme m fs ==> fé dans AutG tel que

~1
£' = . Mai : ;
s,t mst o fs,t o(ms * mt) Mais fs et fS provenant de Aut(G,B)

sont des automorphismes de G qui stabilisent B. La suite exacte

(prop. 2.1 - S.G.A.D. - XXIV)

] —> B , —> Aut(G,B) —> Autext G —> |

ad

montre alors que, pour tout s € g_a_l_l(Ks/K) , l'automorphisme intérieur de

G défini par m appartient i Bad s, l.e. c et c' sont déja équivalents

dans é___u.l_g(G,B).
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1.3.2. - Conollaine.~ Soient G un X-groupe réductif, B et
x

B' deux X-Borel de G, il existe alors un B-torseur x tel que "B = B',

la classe de X appartenant au noyau de l‘'application

wl (8) —> 6 (Int 8) — H' (Int G).

Se déduit de la proposition 3.3 - chap. III. Par les résultats
du § 2 - chap. XXIV de []3], on savait déja que B et B' &taient des formes
intérieures 1'un de 1'autre (dans le cas oi X = spec K, K corps quelconque ,
B et B' sont méme conjugués par le théoreéme de conjugaison des  K—sous—

groupes paraboliques minimaux (Borel — Tits — Théoréme 4.13 - b) de [4])).

1.3.3. - Corollaire.- Sous les hypothéses du théoréme 1.3.1

si G est en outre supposé semi-simple, nous avons la chalne d'isomorphismes

B (R )

o (1(8)) Lo 1 (1(G,B)) 2> v (1(G))

En effet, sous 1l'hypothése G semi~-simple, on sait que

I(G,8) et TI(B) sont X-&quivalents (remarque 2°) de 1.2.2.).

§ 2 - Réduction a un tore maximal. Etude de fLa relfation u? (1) - W ().

2.1.

. De la proposition 1.2.3, on tire l'existence d'une X-gerbe QK
localement (pour la topologie étale, f.p.p.f, f.p.q.c) liée par un tore maximal
de G et d'un X-morphisme QK —> C de gerbes localement (pour la topologie
étale, ...... ) lié par l'injection de ce dernier dans G. Dans le cas ol
il existe globalement un tore maximal dans G, nous obtenons le résultat

plus précis suivant :

Z2.1.1. - Proposition.- Soient X un préschéma muni de la topologie

étale (resp. f.p.p.f, f.p.q.c), G un X-groupe réductif. Supposons que G

posséde un X-tore maximal T. Pour toute X-gerbe _g localement pour la

topologie étale (resp. f.p.p.f, f.p.q.c) liée par G, il existe une X-gerbe
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C; localement li€e par T et un X-morphisme QT —> C de gerbes localement

1ié par 1'inclusion T < G.

. On construit la catégorie fibrée ET ad partir de C comme

suit :

- les U-objets de C( ),

oo Ue ob(Xet) (resp. ob(X

f.p.p.f

ob (X )) , sont les triples (x',B',1) constitués

f.p.q.c
i) d'un U-objet x' de C,

1ii) d'un Borel B' de Auti(x) contenant T.

- les U-morphismes de QT de source (x',B',T) et de but
(x",8",T) sont les U-morphismes f de C tels que Aut (f) transforme

(8',T) en (B",T).

. Par la proposition 1.1.l, on sait que, dans G, localement pour la
topologie étale (resp. f.p.p.f, f£f.p.q.c), il existe des sous—groupes de Borel
B contenant T. Ainsi ET est une gerbe et comme pour tout objet (x',B',T)
le normalisateur de T dans B' se réduit a T, ET est localement

1ié par T et le morphisme naturel de QT dans C par 1l'injection de T

dans G.

2.1.2. - La proposition 2.1.1. s'applique, en particulier, quand
X = spec K, K corps quelconque ; on sait qu'alors G posséde un X-tore

maximal (exposé& XIV -~ théoréme 1.1 de Eﬂ).

2.1.3. - 8i, dans la proposition 2.1.1, ( est globalement

liée par G, QT est globalement liée par T. D'ol :

Corollaitre.- Soient X un préschéma muni de la topologie &tale

(resp. f.p.p.f, f.p.q.c), G wun X-groupe réductif admettant un tore

maximal 7T, toute classe de HZ(G) = Hz(lien(G)) (resp. H% pep f(G) .

2 2

o) T
f.p.q.c f.p.q.c( )

2 2
. . ~ 1 | = =
(G)) appartient 3 1'image de H (T) ( Hf.p.p.f(T) H
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cf. n° 5 de Groupe de Brauer III de [13] et 3.1.3 - chap. III de [26])

par la relation HZ(T) e HZ(G) (resp. +evees).

2.2. - Etude de La nelation. HZ(T) -S> HZ(G).

2.2.1. - Nous la ménerons pour la topologie étale. Puisque G
est réductif, ses sous—groupes de Cartan sont ré&duits aux tores maximaux
eux-mémes. En particulier, tout tore maximal T coincide avec son centra-
lisateur ZG(T) dans G. De plus le centre Z(G) de G coincide avec
1l'intersection des tores maximaux de G (S8.G.A.D. - [13] - exposé XXII -
corollaire 4.1.7. p. 173). Dans ces conditions, l'accouplement décrit dans

la proposition 3.3.8. -~ chap. IV de [lé] fournit une application.
Acc. HZ(T) x HZ(G) — HZ(T)

satisfaisant aux conditions suivantes : p € H2(T), q € HZ(G) R

i) p et gq sont reliés par la relation HZ(T) S HZ(G)
si et seulement si Acc.p,q) est la classe nulle de HZ(T).
.(2)
Ly

ii) Désignons par 1"homomorphisme HZ(Z(G)) —_ HZ(T)

induit par 1'inclusion Z(G) “— T . Alors pour tout o € HZ(Z(G)), on a :
- :(2)
Acc. (p,a.q) =i ""(a) * Acc. (p,q)
.. 2
iii) Pour tout B e H(T) ,

Acc. (B + p,q) = - B + Acc (p,q)

2.2.2. - La classe unité e de HZ(G) définie par Tors G
étant évidemment reliée 4 la classe nulle de HZ(T) , Mous avons
Acc.(0,e) = 0. Or, toute classe q de HZ(G) est de la forme a.e ,

i.e. transformée de e par 1'action d'un élément unique ¢ de HZ(Z(G)),

d'oi

Acc.(0,) = Ace.(0,q-6) = il (a) + Acc.(0,e) par ii)
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D'autre part, par iii),

égg.(iiz)(a),a.e) = - iiz)(a) + Acc. (0,a.¢€)
D'od : .égg.(iiz)(a), q) = égg.(iiz)(a),a.e) = Acc.(0,e) =0

, . . (2
qui montre que ¢ est en relation avec la classe 1£ )(a).

P s 4z . P, 2
. Réciproquement, cherchons 3 déterminer les éléments p de H (T)

qui sont en relation avec une classe q de H2(G) :

.(2)

L

Acc.(p,q) = 0 = Acc.(p,a.€) (a) + Acc.(p,€)

Or, par iii), Acc.(p,e) = ~p . D'ol :
hce. (pra) = 0 = il (o) - p
et p = iiz)(a)
2.2.3. - On obtient en résumé :

Proposifion.- Soient G un X-groupe réductif, T un X-tore

maximal de G. Toute classe q de HZ(G)v est en relation avec une classe

2. . P .
p de H'(T) : si nous écrivons q sous la forme q = a.e pour un certain

o € HZ(Z(G)), q est en relation avec la classe p = 152)(a) de HZ(T)‘

o . 42 P . s
Réciproquement, si une classe p de H (T) est reliée a3 1'8lément a.c

de (@ , p=iPw.

(En particulier, le domaine de la relation H?(T)-f}+ HZ(G) est

précisément 1l'image de iiz), i.e. le noyau de HZ(T) —— HZ(Tad)) .
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2.2.4. - Remarques .-
1°) Le diagramme

;(2)

*

HZ(Z(G)) ~ H2(T)

N
H2 (G)
n'est pas nécessairement commutatif. Par exemple O dans HZ(Z(G)) est
en relation avec toute classe triviale de HZ(G) par le corollaire 3.3.7

(i) - chap. IV de [jﬁ] , mais clairement il n'en est pas de méme du O

dans HZ(T).

2°) Dans le cas od X = spec K avec K corps parfait et oi G
admet un couple de Killing (B,T), le § 2 du chap. IV permettait d'associer
i toute classe de HZ(G) une classe o' de HZ(B) et ensuite une classe
de H2(T) en prenant l'image o" de o' par 1'application HZ(B)~——+ HZ(T).
Cbmme cette derniére est compatible avec lfaction de HZ(Z(B)) = HZ(Z(G))
sur Hz(B) (corollaire 3.3.4. - chap. IV - [16]), on voit immédiatement que

"

v . ' . (2 . .
o colincide avec la classe 1£ )(a) introduite plus haut.

2.2.5. - Conollaire.- Si o appartient 3 1'image de 1'homomor-

phisme H](Tad) -—»~H2(Z(G)), la classe q = a.c de HZ(G) est triviale.

2.2.6. - Corollaine.- Soit G un X-groupe réductif. S'il existe

dans G un tore maximal T pour lequel 1'homomorphisme iiz) : HZ(Z(G)) — HZ(T)

2 ..
est nul, alors toute classe de H (G) est triviale. Nous avons, en outre,

le diagramme suivant dans lequel tous les carrés et triangles sont commutatifs :




...7]...

.(2)
1
(n H](T) ———— H](Tad) —_— HZ(Z(G)) 0 0
1 1 st 2 2 2
(2) H (G) ———— H (IntG) — H"(2(6)) —©— H (G) —> H (IntG)

De plus, l'application 5! de (2) est surjective et toute classe de H2(G)

contient une gerbe de la forme Tors G' ou G' est une forme intérieure

de G admettant un tore maximal isomorphe & T.

(Dans ce diagramme, (2) est exacte dans le sens de la proposition

4.2.8. - chap. IV de [16]).

. En effet toute classe de HZ(G) est triviale par le corollaire
2.2.5. Donc toute classe de HZ(G) contient une gerbe de la forme Tors G'
oi G' est une forme intérieure de G. D'autre part, puisque le O de
hz(T) est en relation avec toute classe de HZ(G) , le morphisme de
gerbes Tors T — Tors G' représente 1l'inclusion T <> lien(G), i.e. G’

contient un tore maximal isomorphe & T.

2.3. - Applications.

2.3.1. - Soit G un X-groupe semi-simple.
Notons HZ(G)' le sous—ensemble de HZ(G) constitué des classes
triviales et HZ(Z(G))' le sous—ensemble de HZ(Z(G)) constitué des «

pour lesquels la classe a.e appartient a HZ(G)' . La suite exacte
(3) u' (@) —— ! (Inte) —— B Q)" — 1

(cf. prop. 3.2.6. (iii) - chap. IV de [1@) est équivalente &

) 1! (6) —— ' (Int6) —— HA(2(6))' — |

Toute classe de HZ(Z(G))' se reléve donc en une classe de Hl(IntG). Par

la proposition 4.2.8. (ii) - chap. IV de [1@ , on en déduit que toute
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: . .z 2
classe de HZ(Z(G))' est en relation avec la classe unité e de H(G).

Cela &tant, considérons le cas oi X est le spectre d'un corps
parfait K, hypothése de perfection sans doute superflue, G contenant
un sous-groupe de Borel. Soient a une classe de HZ(Z(G))', B une classe
de HI(EEEG) relevant o. Par le théoréme 11.1.. de Steinberg '"Regular
elements of semi-simple algebraic groups" I.H.E.S. n° 25 [31] il existe dans
Int G un K-tore maximal T& tel que B appartienne & l'image de

H](T&) — H](IntG).‘Par la commutativité du diagramme

ul(r?) - 2 (2(Q))

Hl(l:_l:l_t_G) - K (2(6)

on en déduit que o appartient & 1'image de 1'homomorphisme
il (r!y — u(z(0).

. . o -1
. Soit ﬁ 1'isogénie G — IntG ; posons Ta =1 (T&). On
obtient alors la proposition ci~dessous qui constitue en quelque sorte une

réciproque au corollaire 2.2.5.

Proposition.- Soient K un corps parfait, G un K-groupe

semi-simple contenant un K-sous-groupe de Borel. Pour toute classe o de

2 . . . . .
H (Z(G))' , il existe un X-tore maximal Ta dans G +tel que 1'image de

a par 1'homomorphisme iiz) : HZ(Z(G))-——+ HZ(Ta) soit nul. De plus,

la classe o.¢ contient une gerbe de la forme Tors G' ol G' est une forme

intérieure de G contenant un tore maximal isomorphe 3 Ta'

. L'hypothése "G contient un Borel'" peut facilement €tre
levée. I1 suffira de remplacer G par sa forme intérieure quasi-déployée

C . ool 2, 2
Gq.ép puisqu'alors H (IntG) = H (lg;(Gq.ép)) , H(G) =H (Gq.ép) .
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2.3.2. - Application a La 2-cohomologle des extensions radicielles.-

. - . . f\)
Soient K un corps de caractéristique p, G un K-groupe
n "
semi-simple simplement connexe déployé, T un K-tore maximal déployé de G.
. . 2, " 2,00 .. . .

L'application H (K,Z(G)) —> H (K,T) est injective et, par la proposition

. 2,V 2 .. . . c .
2.2.3, la relation H (T) 6> H (G) est bijective. Supposons, pour simplifier,

Y MY n

que T soit de rang 1 3 T est alors isomorphe a Gm et Z(G) & un

groupe de racines de l'unité. Considérons maintenant une extension radicielle

K' = K(a) engendrée par un élément a tel que aP e Kk , aP ¢ KP.

2.3.2.1. - Lemme.~ Sous les hypothéses précédentes, 1'application

2 i 2, 0N . .
H"(K,G) — H (K',G) est surjective.

En effet, on a le diagramme suivant :

0 0
| |
(1) H (K,2(G)) ————— HE2(K',Z(8))
| l
(2) HZ(K,Gm) HZ(K',Gm) —_——0
% R
(3) H% (K, G) » HA(K', Q)

dans lequel la ligne (2) est exacte @ cause de la surjectivité bien connue
de Br(K) — Br(K') démontrée par Albert-Hochschild. On en dé&duit 1la

surjectivité de (1) et par conséquent celle de (3).

2.3.2.2. - Soient N 1le noyau de 1'application HZ(K,Gm) — HZ(K',Gm)
n n
et M celui de HZ(K,Z(G)) — HZ(K',Z(G)). M s'identifie 3 un sous-groupe

de N. Par Hochsehild [lé], th. 6, N (resp. M) s'identifie & un sous—groupe
(1) A
de Ext (T, Lie(Gm) ® K') (resp. Ext(T, Lie (Z(G)) ® K')). Or on sait que
K K
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]

[a¥} avi ny
Lie(G) = Lie(;G)) et Lie(Z(®)) = Lie((Z(€))= 0 o@ G désigne le groupe de

hauteur 1 associé 3 G (cf. notation de 1.4 - II - § 7 n° 1 de

G=u=

Gabriel - Demazure [14; en particulier si G =G, >

m° F
-1

. ¢

Spec (ELEL—;—j)). D'oi M =0 et

(t-1)P

Proposition.- L'application HZ(K,E) —_— HZ(K',E) est bijective.

§ 3 - Réduction au cas quasi-déploye.

3.1. - Le but de ce paragraphe est de montrer que le calcul
de HZ(L) oi L est un lien locélement (pour la topologie &étale, f.p.p.f,
f.p.q.c.) représentable par un X~-groupe réductif se raméne au calcul
de Hz(lisg(G)) avec G réductif, quasi-déployé. Par le fait méme, on

-~ . . o
sera ramené i la situation du n° 2.2.

Soient X un préschéma quelconque, G un X-groupe réductif,
L un lien localement (pour la topologie &tale, .... , .... ) représentable
par G. L est aussi localement représentable par un X-groupe ré&ductif

déployé G0 de méme type que G. L définit donc un élément BJ de

1

1 1
H (Autext Go) (resp. H f.p.q

f.p. ‘C(Autext Go)). Or 1la

p.f(Autext Go), H

suite exacte
s

¢

] = (G ) ~——> Aut G_ —> Autext G —— 1
0o’ ad - "0 — O

sur le site f.p.q.c de X posséde un scindage s dont 1'image dans Aut G0
est précisément constitué des &léments qui laissent invariant le quasi-

épinglage sous—-jacent de G, (cf., S.G.A.D. — exposé XXIV n° 3.10). La classe
1
f.p.q

GL sous Aut GO » pour la topologie f.p.q.c. Par construction méme, GL

ﬁJ de H C(Autext Go) définit donc par 1l'intermédiaire de s un torseur

est quasi-déployé. Ce qui précéde est encore vrai pour les topologies é&tales

et f.p.p.f, car nous avons les diagrammes commutatifs :
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B 1 ' I
Qi C—————s H G
H (Autext Go) Hf.p.p.f(Autext Go) f‘p.q.C(Autext o)
(1)
1 ¢ ol ¢ 1
H (Aut Go) > Hf.p.p.f(Aut Go) Hf.p.q.c(Aut Go)
Les deux inclusions horizontales de gauche résultent de S.G.A.D. ~ exposé XXIV

p. 324, celles de droite de la proposition 3.1.2. - chap. III de [26].

3.2. - Proposition.- Tout X-lien L localement représentable

pour la topologie étale (resp. f.p.p.f, f.p.q.c) par un X-groupe réductif

est représentable par un X-groupe réductif quasi-déployé GL.

3.3. - Une application : Soient X un schéma semi-local,

connexe, G .un X-groupe réductif, L wun lien localement représentable

par G , (B,T) wun couple de Killing du groupe quasi-déployé GL. Par

le corollaire 6.11 p. 499 de S.G.A.D. - exposé XXVI, T qui est un sous—groupe
de Lévi de B est le centralisateur dans GL d'un tore maximal déployé

S, T-= ZG (8) , et 1'accouplement de la proposition 3.3.8 — chap. IV de

-~

[1@ conduit & une application
Acc. : H*(S) x HZ(GL) —> H2(T)
permettant d'Gtudier la relation K (S) —e— K (G) = H'(L) (d =
|
Br(X)d
dimension du tore S). Acc. se factorise par 1'application

B2 (T) HZ(GL) — B2(T)

de 2.2.1,
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§ 4 - X est une courbe algébrique, affine, définie sun un COnpPs

algébriquement clos.

. Soient X wune courbe algébrique définie sur un corps K
algébriquement clos de caractéristique p, G un X-groupe réductif. Par

le corollaire 1.2. = p. 89 de Br. III - Groth. [li], on sait que Br(X) = 0.

a) G est déployé sur X : on peut prendre pour T le tore

maximal trivial et appliquer les résultats de 2.2. Comme Br(X) =0 ,
HZ(T) = 0 ; toutes les classes de HZ(G) sont donc triviales. Le centre
Z(G) de G est extension du tore rad(G) par un groupe fini F.
HZ(EEQ(G)) = 0, D'autre part, F est sans p-torsion et dans le cas ou X
est, en plus, affine, le corollaire 5.9 - exposé IX de S.G.A.A implique

que HZ(F) = 0. Finalement HZ(Z(G)) =0 et 1'on a :

4.1. - Proposition.- Soient X une courbe algébrique, affine,

définie sur un corps algébriquement clos, G un X-groupe réductif,

déployé. Alors H2(G) = O.

. S1i X n'est plus affine (par exemple si X est compléte),
HZ(Z(G)) n'est plus nécessairement nulle (cf. le corollaire 4.7 - exposé IX
de [1] ol 1'on montre que Hz(u ) est # 0). HZ(G) contient alors

x

plusieurs classes triviales.

b) Cas général : Soit L wun lien sur X localement, (pour la
topologie étale disons) représentable par G.

Par la proposition 3.2, il existe un groupe quasi-déployé GL

qui représente L : HZ(L) = HZ(GL). G, contient un couple de Killing

L
(B,T). Il existe un recouvrement &tale de X de degré n (n premier i p)

sur lequel T se déploie. Toutes les classes de HZ(T) sont donc de

n~torsion. Or, nous avons la suite exacte :
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0 > T > T » T » O

de faisceaux pour la topologie &tale ol Tn est le noyau de la multiplication
. . iéme . s
par n. On sait, en effet, que la puissance n (n premiér 3d p) est
un morphisme surjectif en topologie &tale (cf. n° 3.1 - exposé IX de Artin - D]

$.G.A.A.). Si X est une courbe affine, par le corollaire 5.9 - exposé IX
de loc-citado, HZ(X,Tn) = 0. De l'exactitude de la suite
L@
2 2 fd 2
() — H @) — H(D) ,

on déduit alors la nullité de HZ(T). D'od :

4.2, - Proposition.- Soient X une courbe algébrique, affine,

définie sur un corps algébriquement clos, G un X-groupe réductif. Alors

1'ensemble H2(£(G)) est inessentiel. De plus, pour tout lien L localement

(pour la topologie étale) représentable par G , H2(L) = 0,

. Reste 3 8tablir la deuxiéme assertion. Pour cela, il suffit de

montre que si C_.  est le centre de G

2 _ .
L Lo H (CL) = 0. Or CL est extension

du tore rad(GL) par un groupe fini F sans p-torsion. HZ(F) est nul
pour la raison indiquée en a). On démontre alors Hz(rad(GL)) de la méme

maniére que 1l'on a démontré en b) 1l'égalité HZ(T) = 0.

-~

. Si, dans la proposition 4.2, on susbtitue & 1l'hypothése
"K algébriquement clos'" l'hypothése "K séparablement clos", HZ(T) est
seulement nul modulo la p-torsion ; le résultat n'est donc pas valable.
On peut seulement dire que toute classe de Hg(L) trivialisée par une extension

de degré premier 4 p est déja triviale.
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CHAPITRE VI

2-COHOMOLOGIE DES GROUPES SEMI-SIMPLES DEFINIS SUR LES CORPS

LOCAUX A CORPS RESIDUELS FINIS. GLOBALISATION.

§ 1 - Dans tout ce paragraphe, sauf mention, K désignera un corps complet

pour une valuation discréte, non archimédienne, & corps résiduel fini. En

particulier, K est localement compact.

1.1. - Proposition.- Tout K-groupe semi-simple simplement connexe

contient un K-tore maximal compact.

. Dans le cas d'un corps local de caractéristique 0, cette propo-
sition est contenue dans l'article [2]] de M. Kneser p. 271. Mais on constate

(%)

immédiatement que la démonstration est indépendante de la caractéristique
de K. Elle montre méme que si K =R, donc K archimédien, tout K-groupe

semi-simple simplement connexe de l'un des types

n® n® Pons Doneyr Fgo Egs Egy Fiy Gy

contient un K~tore maximal compact. Ceci est encore vrai si G est seulement

semi-simple.

1.2, - Soit L wun lien localement [pour la topologie &tale (resp.
f.p.p.f., f.p.q.c.)] représentable par un groupe semi-simple G. Par la pro-
position 3.2., chap. V, L est représentable par un groupe semi-simple GL'

a) K est de caractéristique O.

3 ’\/ 3 L4 -~
- 81 G =G est simplement connexe, il en est de méme de GL ;

en vertu de la proposition 1.1., GL contient donc un tore maximal anisotrope

(*) La démonstration de M. Kneser utilise de théoréme 9.8 de [31], dans lequel
on suppose K parfait. Mais compte tenu de 1'observation qui le précéde, on
peut retirer cette hypothése.
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v
T. Par application du théoréme de dualité de Tate-Nakayama sous la forme

. 2 0
donnée par Serre dans [28] - Théoréme 6, p. 1I, 40, on obtient H (T) = O.

- Si GL n'est plus simplement connexe, on considére un revétement

Y
universel GL de GL ;3 soit M le noyau de 1l'isogénie > T ol T est
T
Vv

y
1'image de T par l'isogénie G ~G . La suite

I — U% — % —> T — 1

est exacte. Puisque la dimension cohomologique stricte de K est égale & 2,

2 N . . 2 :
H'(T) = 0 implique H (T) = O.

Par application du corollaire 2.2.6. du chapitre V, on en déduit

2 G

L)’ Hf.p.q.c )

alors que toutes les classes de H2(GL) (resp. (G

2
Hf.p.p.f L

sont triviales, quelque soit le lien L 1localement représentable par G

pour la topologie étale (resp. f.p.p.f, f.p.q.c.).

1.3. — Désignons par E 1le groupe des automorphismes extérieurs du
groupe GO déployé qui a méme type que G ; on sait que E s'identifie
a un sous-groupe du groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin de Go
(resp. s'identifie 3 ce dernier quand Go = Eo est simplement connexe).

Puisque K est un corps de type (F) (cf. Ezsj, p. IIT - 29 - n° 4.2),

: Hom(K_/K,E)
Hom(K_/K,E) et H (Autext G) = ——®-—
conjugaison

sont finis. Sur K, il n'y a donc qu'un nombre fini de liens (resp. de classes
de liens) localement représentables par G pour la topologie étale.

' o] . -
D autre part la caractéristique de K &tant nulle, nous avons 1'égalité

1, 1 .. .,
H (Autext G) = Hf p.p f(Autext G) qui implique par 3.1.2., chap. III, b)

de [26] la chaine d'égalités
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1 . . =
H (Autext G) = Hf.p_P_f(Autext Q) = Hf'p.q.C(Autext G).

Enfin, la proposition 14, p. II - 21 de EZBJ donne la finitude de

; , 1i L(]{C tre de L)
= centre de
f.p.p.f (C.) pour tout lien L = centr

2
i (CL) = H f.p.q.c” L

(CL) =H

et la remarque 3.1.4.3., chap. III de [26] les isomorphismes

~ = t L
é}H:etL éil-—':—f.p.p.f.L ég—f.p.q.c

Regroupant les renseignements précédents de 1.2. et 1.3., nous obtenons

1.4. - Théon2me.- Soient K un corps de caractéristique 0, complet

pour une valuation discréte, non archimédienne, & corps résiduel fini, G un
2
f.p

K-groupe semi-simple. Alors les trois ensembles HZ(E(G)), H

2 . . .. - P
Hf > q C(_1:(G)) sont inessentiels, finis et ont méme nombre d'éléments. De plus,
2

les trois ensembles HJZ(Z(G), H £

g, (O,

2 .
p.p.f(z(c))’ 21 f.p.q.c(L(G)) sont ines-

sentiels, le premier &tant fini.

b) K est de caractéristique p > O.

v
1.5. = I1 résulte toujours de la proposition 1.1. que si GL = GL
Y
est un K-groupe semi~simple simplement connexe, GL posséde un K-tore

Y
maximal T. Seulement, le théordme de dualité de Tate-Nakayama sous la
forme donnée par Serre et utilisé en a) n'est plus applicable. Suivant SHATZ
[30] - Théoréme 4.5., il le redevient si on substitue 4 la topologie étale

la topologie f.p.p.f. On en déduit encore :

2

- — 2 =
He 5.p.p(® =0 =H(D =1

Si GL n'est plus simplement connexe, on procéde évidemment comme

(1) localement représentable par G,
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1.6, — ThéorZme.- Soient K un corps de caractéristique p > O,

complet pour une valuation discréte, non archimédienne, i corps résiduel

: 2 2 ‘
fini, G un K-groupe semi-simple. Les ensembles H (1@, Hf p.p f(E(G)),

2 2 2 2
. ( T(G t
He [ q.c(L(®) (resp. MO(I(6), my  (X(E), Wy (I(6)) son
inessentiels.
1.7. - Sous les hypothéses du théoréme 1.6., les ensembles
HZ(Z(G)),..., ne sont pas nécessairement finis. Nous sommes donc amenés &

considérer 1'hypothé&se supplémentaire suivante :

/ p premier 3 2 si G est de type An (nz1), Dn (n > 4),

E6.
(H) <
p premier 3 2 et 3 si G est de type D4.
1.8. - Pour tout lien L 1localement (pour la topologie &tale,

f.p.p.f, f.p.q.€.) représentable par G, CL est sans p-torsion, donc lisse,

d'oli les &galités :

2 2 2
H (CL) - Hf.p.p.f(CL) - Hf.p.q.c(CL)'
Or, en vertu de la proposition 80 de Shatz [30], H% p.p.f (CL) est fini.

2

2 . .
f.p.p.f<GL)’ Hf.p.q.c(GL) sont donc finis et ont

Les ensembles Hz(GL), H

méme cardinalité.

1.9. - Il ré&sulte de la proposition 45 de loc. citado, appliquant
la méthode standard de la proposition 8 p. III - 27 de [28], que le H1
calculé dans la topologie étale (donc aussi dans la topologie f.p.p.f. et
f.p.q.c.) d'un groupe fini défini sur un corps local K de caractéristique
p est fini quand son ordre est premier 3 la caractéristique p. Sous 1'hy-

pothése (H) précédente, les ensembles
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Hl(Autext G), Hl

1
H
£.p p.f(Autext G,

£.p.q C(Autext G)

sont donc finis et ont méme cardinalité. 1.8. et 1.9. permettent d'énoncer :

1.10. - Conollaine.- Sous les hypothéses du théoréme 1.6., si,

en plus, la condition (H) est satisfaite, les trois ensembles

2 2
f.p.p.f(E(G))’ Hf.p

inessentiels HZ(E(G)), H q C(E(G)) sont finis et ont

méme nombre d'éléments.

1.11. - Conollaife.- Soient K un corps complet pour une valuation

. " . . .
discréte 3 corps résiduel fini, G = G un K-groupe semi-simple simplement

]
connexe., Alors 1'application surjective J : Hl(Aut G) ~ HZ(E(G))' du n° 3.2,

chap. III est un isomorphisme. ‘2
2
H™(T(G))

Méme résultat si 1'on remplace la topologie &tale par la topologie

f;p.p.f. ou f.p.q.c.

Soit R 1la relation d'équivalence définie par J. Suivant le résultat
du corollaire 2 de [ 7 | de Bruhat-Tits généralisant un résultat de M. Kneser
3 . . . ,\}
dans le cas p-adique, pour tout K-groupe semi~simple simplement connexe G',
)

Y ~
H](G') = 0. Appliquant ceci 3 toutes les formes G' de G, on voit que la

relation d'équivalence R est triviale. J est donc un isomorphisme.

1.12, - Conollaine.- Soient K un corps complet pour une valuation

. - ~ P .. Y .. .
discréte a corps résiduel fini, G = G un K-groupe semi-simple simplement

connexe. Supposons l'une des conditions suivantes satisfaite

- ou K est de caractéristique O,

- ou K est de caractéristique P et la condition (H) est

satisfaite.
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1 ‘ i
Alors les trois ensembles H](Aut G), B f(Aut G, Hf >

Aut G
f.p.p .q.c(———- )

sont finis et isomorphes entre eux.

Dans le cas oi K est de caractéristique O, le corollaire précédent

est vrai tout simplement parce que K est de type (F).

Sous les hypothéses du corollaire 1.12. précédent, on peut déja
déduire la finitude de H](IEE.E)' Nous obtiendrons plus loin (proposition 1.19.)
un résultat plus général. En effet, nous avons la suite exacte de faisceaux de
groupes :

’hi v
1 — Int G — Aut G — E —> 1

qui donne la suite exacte d'ensembles

(1)

o 1 ~, Iy 1 N,
H (E) — H (Int G) —————— H (Aut G).

La finitude-de H](Int &) s'ensuit alors de la finitude.é&vidente de HO(E)

v}
et de celle de H](Aut G) (on passe de la fibre de iil)

au—dessus de O
- . (D v ' P 1 v
3 la fibre de i, au-deéssus d'un &lément quelconque « de H (Aut G)

n .
en tordant, suivant la technique usuelle, G par un cocycle appartenant

précisément 34 la classe de o ).

1.13. - La trivialité de toute classe de HZ(G) pour G semi-simple

a les conséquences suivantes

Proposition.- Soient K un corps complet pour une valuation discréte

v
a corps résiduel fini, G un K-groupe semi-simple, G un revétement univer-

Ny . i
selde G, ¢ : G~>¢C 1'isogénie correspondante, . son noyau, T un K-

tore maximal compact de G (il en existe par la proposition 1.1), T son

image par | dans G. Supposons 1'isogénie 1 centrale (ce qui est toujours

le cas si p=1 ousi p >3 et si G ne posséde pas de sous—groupes dis—
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tingués de type A avec pln+l - cf. [ 5], n® 9.2.).

Nous avons le diagramme suivant dans lequel tous les carrés sont

commutatifs.
.(2)
1o ! 2 T ——

(1) H(T) — H(T) — H (W) —8— 0 ————y 0 — 0
o ] i S
‘ 1 ﬂ(z)

@ o — '@ W) —e— #(Q)' —— wE(@)' — o0

cf. le corollaire 2.2.6., chap. V. L'isogénie étant supposée

v
centrale, la relation Hz(u) > HZ(G)' se factorise comme suit :
2 2 v
H™ (1) H (Z(G))
v
H(G)"

V] v
Or, toute classe de HZ(Z(G)) = HZ(Z(G))' est en relation avec la classe
v
unité € de HZ(G) (n® 2.3.1., chap. V). Donc toute classe de Hz(u) est
v
en relation avec la classe unité de H2(G). D'autre part, l'application

037

est un morphisme d'espaces homogénes compatibles avec les actions res-

n
pectives de HZ(Z(G)) et HZ(G) et il résulte de la suite exacte :

B2 — BE©) — HX(Z(®) — H(W) =0

@) =0 car scd(K) = 2) que 1'homomorphisme H2(Z(G)) - H2(2(Q))
B

est surjectif, donc aussi 1l'application La ligne (2) du diagramme

(¥) est donc exacte (dans le sens de la proposition 4.2.8., chap. IV de |16 |).
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1.14, - gpnotﬂaéna.- Sous les hypothéses et notations de la propo-

.. . . 1 1 . .
sition 1.13., 1'application H (T) - H (G) est surjective. De plus, toute
2. 2., . . ~
classe de H7(G) = H(G)' contient un représentant de la forme Tors G
¥ ~ ‘
ol la forme intérieure G' de G contient un K-tore maximal isomorphe i
V)

T (donc compact).

1.15. - Remarque.- Dans la proposition 1.13., on peut facilement Oter
1'hypothése que ,@ est centrale. Pour cela, on remarque que par le corollaire
4.2.8. exposé XXII, p. 180 de S.G.A.D., le noyau u de ¢ se décompose en un

o U . T o ot les r sont les exposants radiciels
. q(r) " PT BERTO q(r) p

produit I
re

LY

de J et ol désigne la partie’centrale de p. On en tire immédiatement,

My
compte tenu du corollaire 3 1la proposition 77 de [§Q]’ que Hz(u) = HZ(UT).

Dans les corollaires suivants, 1'isogénie { n'est plus nécessai-

rement supposée centrale.

1.16. - Corollaire.~ L'application 61 : H](G) > Hz(u) est bijective.

v}
(Dans le cas o@ G = Int G, 1l'application 61 fait correspondre
v av} 2
a la classe d'une forme intérieure G' de G 1'élément o de H (y) définie

n ) v
Par q = a.ec ol q est dans H2(G) la classe de la gerbe Tors G').

. Le corollaire 1.16. apporte ainsi une réponse affirmative 3 la
question 3.3. a) - III p. 26 de C.G. de Serre [:28]. Dans le chapitre suivant,

nous établirons un résultat plus général.

. 1 . .
1.17. - Corollaire.- H (G) est fini.
. Le diagramme (*) &écrit pour la topologie étale peut aussi s'écrire

pour la topologie f.p.p.f ; en particulier, la ligne (2) reste exacte

st 2 2
_—

] v
Hf.p.p.f(U) o> H .p.f(G)

. av]
(2) Hf.p.p.f(G)

1 V]
H
f.p.p.f(G) f.p
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m ) . .
Comme toutes les classeés de Hi p.p f(G) sont aussi triviales, 1'application
. n 1.~
6] de (2)' est surjective. Or H; p.p f(G) = H (G) = 0, Donc,
6] : H;.p.p.f(G) > Hi.p.p,f(U) est bijective. Mais, par la proposition 80
de Shatz Eﬁﬂ, Hi p.p f(u) est fini et, par conséquent, il en est de mé€me
1 1
de H (G) = Hf.p.p.f(G)‘

. Chemin faisant, nous avons d'ailleurs obtenu :

1.18. - Conollaire.- H°(y) = HZ

-
f.p.p.f(U)(_ Hf.p.q.c(u))'

1.19. - Proposition.- Soient K un corps complet pour une valuation

discréte a corps résiduel fini, G un K-groupe réductif. Alors 1l'ensemble

H](G) est fini.

. Nous avons, en effet, la suite exacte

] — rad(G) — G — Gfrad(G) — 1

ol Eggjc) est le tore maximal contenu dans Z(G). Par le corollaire 1.17.
HI(G/rad(G)) est fini ; par le théoréme 45, b) de Shatz [jBQ], H](EEQ G)
1'est. D'oli la finitude de HI(G) (pour obtenir la finitude de la fibre de

v o H](G) - HI(G/rad(G)) au—-dessus d'un élément o de H](G/rad(G)), on
choisira un élément B dans H](G) tel que v(B) = o et on tordra G

par B suivant la méthode bien connue). En particulier, la proposition 1.19.

établit le résultat conjecturé par Serre dans la remarque 2°), p. IIT - 32,

de [287].

1.20. - Traduction en termes de catdgories Tannakiennes [26 ] :

La trivialité de toute classe du HZ(E(G)) dans les théorémes 1.4.

et 1.6. admet la traduction suivante



- 87 -

"Toute catégorie Tannakienne sur K localement de la formé Rep(G) est glo-
balement de la forme BEB(G') ol G' est une K-forme de G". Si T est un
K-tore maximal compact de G, 1le corollaire !.14. nous dit alors que toute
catégorie Tannakienne sur K définissant une classe de HZ(G) admet un
foncteur fibre possédant une graduation de type M oii M est le groupe des

caractéres de T.

§ 72 - Dans le cas ol le corps de base est R, donc archimédien, nous avons le

résultat suivant :

2.1. - Théoreme.- Soit G un R-groupe algébrique semi-simple. Sup-

posons que G satisfasse 1'une des conditions suivantes

2 i 2

. t

(i) ou G est de 1'un des types An’ Bn’ Cn, D2n’ D2n+]’
2

E, E

;s Egs Fiy Gy
. N
(ii) ou G = G est simplement connexe.

Alors toutes les classes de H2(F(G)) sont triviales et &videmment

en nombre fini.

. Dans le cas (i), nous avons en effet observé i la suite de la
proposition 1.1. que si G est de 1'un des types indiqués, G possé&de un
R-tore maximal compact T, donc tel que HZ(T) = 0. Ceci s'applique, en
particulier, & toutes les formes quasi-déployées GL de G (§ 3 - chap. V).

Dans le cas (ii), la démonstration 4.2.3. de Harder [lsi] établit 1'existence

' . N v 2 n N o
d'un R-tore maximal T dans G tel que H (T) =0 [I =BN B, B
v}
C-Borel de G, o é&lément non trivial de Gal(C/R)] 3 comme précédemment,

on applique ceci & toutes les formes quasi-déployées GL de G. Dans les

deux cas, on conclut comme pour les théorémes 1.4. et 1.6. 3 1'aide corollaire

2.2.6. du chap. V.
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2.2. —- Nous obtenons sur R des résultats analogues a ceux de la

proposition 1.13, et du corollaire 1.14,

v
Propositdion.- Soient G un R-groupe semi-simple, G un rev@tement
r\l r\l 13 »
universel de G, ¢ : G -+ G 1'isogénie (centrale) correspondante,  son
Y]
noyau, T le R-tore maximal de la démonstration du théoréme 2.1., T son

image par ﬁ dans G. Nous avons alors le diagramme suivant dans lequel tous

les carrés sont commutatifs :

i (@)
) — vl — e 24— 0 —— o

(@ — #l@ S wa) —— #© — B0

1 (c)"

61 est surjective (on retrouve ainsi le lemme de Harder 4.2.3. de [:18]).

Y v
De plus, toute classe de HZ(G) contient une gerbe de la forme Tors G'

av] v
oi G' est une forme intérieure de G admettant un (R—-tore maximal iso-
v
morphe a T,

§ 3 - Globalisation.

3.1. - Soient K un corps de nombres, G un K-groupe semi-simple.
Par la proposition 1.1., nous savons que dans le localisé GV de G en une

place finie v quelconque, il existe un Kv-tore maximal compact.

Y
Lemme.- Soient K un corps de nombres, G un K-groupe semi-simple

simplement connexe, {v],...,vm} un ensemble fini de places de K (non toutes
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v n .
infinies). Il existe dans G un K-tore maximal T satisfaisant aux condi-

tions suivantes

v
i) sur K.v s, 1=1,...,my T est compact quand v, est finie,

i
v
isomorphe au tore T de la démonstration du théoréme 2.1. quand v, est

infinie.

N
ii) T satisfait au principe de Hasse pour la dimension 2, i.e.

V) ¥
1'homomorphisme HZ(K,T) > I HZ(KV,T) est injectif.
tous v

i) est démontré dans le lemme 5.5.3. de 1l'article E]7] "uber
die Galois Kohomologie Halbenifacher Matrizgruppen II" de G. Harder, ii)

est une conséquence de 1'appendice 1 du méme article.
L q PP

3.2. - Par la proposition 21 - p, II - 45 de C.G de Serre, 1'homo-

. 2 N 2 v . 2 v
morphisme H (K,Z(G)) - toug v H (KV,Z(G)) applique H (K,Z(G)) dans

n
—l—L- HZ(KV,Z(G)). I1 s'ensuit que les localisés a de o sont nuls
tous v

pour presque tous v. Soit V = {vl,v ..,Vm} un ensemble fini de places

27

v contenant toutes les places v en lesquelles a, est non nul et au moins

une place non archimédienne. Par le lemme 3.1., il existe un K-tore maximal

N n, v

Ta dans G tel que HZ(KV’Ta) =0 pour tout veV ; a, sV € V, est donc
» . 3 /\I r\l /\I I3
tué par l'injection de Z(G) dans Tu' Comme Tu satisfait, en outre,

principe de Hasse, 1'image iiz)(a) de o par 1'homomorphisme
. (2) 2 v 2, N L.
i, : H(X,2(G)) -~ H (K’Ta) est donc nulle. Par la proposition 2.2.3.

du chap. V, on en déduit que la classe q = a.¢ (¢ = classe unité& de

2. 2. P 2 i
H (G)) de H (G) est relide & la classe nulle de H (K’Tu)' q est donc
N v
triviale et sa classe contient une gerbe de la forme Tors G', G'

1Y
. . s 2.~
admettant un tore maximal isomorphe 3 Ta' Comme toute classe de H (G)

est de la forme q = a.e , on a ainsi démontré :
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. N
Théoheme 3.2. - Soient K un corps de nombres, G un K-groupe

2, . .
semi-simple simplement connexe. L'ensemble H (L(G)) est inessentiel. En

. . 2 v . .
particulier, toutes les classes de H (G) sont triviales.

Coroflaire 3.3. - Soient K un corps de nombres, G un K-groupe

“
semi-simple, G un revétement universel de G, u le noyau de 1'isogénie

. {\J 3
(évidemment centrale)  : G » G. Nous avons alors la suite exacte

1
n,
B (K,6) — H(K,6) —— w(K,y) —e— O

1

qui_implique la surjectivité de 6 . Si, en plus, K est purement imaginaire
et G sans facteur de type E8’ 61 est bijective.
Conollaine 3.4, - Soient K un corps de nombres purement imaginaire,

G un K-groupe semi-simple (non nécessairement simplement connexe). Alors

1'ensemble HZ(L(G)) est inessentiel. En particulier, toutes les classes de

HZ(G) sont triviales.

. I1 suffit d'établir la deuxilme partie du corollaire. Pour cela,
considérons & nouveau la suite exacte (dans le sens de la prop. 4.2.8, chap. IV
de|16]) :

0(2)
2 2 * 2 3
H' (W) —e— H(G) —— H(G) — H (1.

SV a . ' . . (2) .
oi G est un revétement universel de G. L'application ﬂ* est un morphisme
d'espaces homogénes principaux compatible avec les actions respectives de

2, N 2 2,V 2 '

H7(Z(G)) et H"(Z(G)) sur H (G) et H"(G). D'autre part, nous avons
1'autre suite exacte

12z (&) /1)
|

B () —— BE@®) —— 520) — 8530)
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et cd(k) £ 2 implique H3(u) =0, d'ol la surjectivité de 1'homomorphisme
2, .0 2 . (2)
H(Z(G)) -» H"(Z(G)) et, par conséquent, de ﬂ* . Comme toute classe

de HZ(G) est triviale, il en est de méme pour H2(G).
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CHAPITRE VIT

UTTLISATION DES RESULTATS DE BRUHAT-TITS.

. L'objet de ce chapitre est d'étudier les conséquences de la théorie
de Bruhat-Tits sur la 2-cohomologie galoisienne des groupes semi-simples. En
particulier, les résultats de E? :l , [8:], [ 9] permettent de montrer
que si K est un cofps local & corps résiduel k de dimension cohomologique
< 1 (par exemple k quasi—fiﬁi), E un K-groupe semi-simple, simplement

n
connexe, alors 1'ensemble HZ(E(G)) est inessentiel.

. Dans ce chapitre, sauf mention expresse, seule la topologie &tale

interviendra.

§ 7 - Rappels.

1.1. - Pour la définition des (B,N)-systémes de Tits dans un
groupe abstrait, nous renvoyons & ES ] et a [9 ], ainsi que pour
les définitions des sous-groupes d'Iwahori et parahoriques. Les exemples

suivants de (B,N)-systémes de Tits interviendront directement dans la

suite.

i) Un exemple standard : Soient K un corps quelconque, G un

K-groupe algébrique, réductif, B un sous—groupe de Borel du groupe G(KS)

des Ks—points rationnels de G, N 1le normalisateur d'un tore maximal contenu

dans B de G(Ks)' (B,N) constitue un systéme de Tits dans G(KS). Posons

g = Gal (KS/K) ; g opére sur G(Ks).

1.1.1. - Proposifion.- g opére sur G(KS) en respectant la borno-

logie, i.e. 1'homomorphisme ﬂ : g - (Aut G)(KS) se factorise par
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g - (AutBG)(KS) ol AutBG est le sous—faisceau de Aut G des automorphismes

préservant la bornologie.

. Pour tout s € g, #(s)(B) et B sont conjugués ; les systdmes

de Tits (B,N) et (ﬂ(s)(B),J(s)(N)) sont donc équivalents.

En vertu du théoréme 3.5.1 de [ 9 ], ils définissent donc la méme
bornologie,
On déduit, en particulier, de la proposition précédente le fait que

g opére sur l'immeuble de Tits associé au (B,N)-pair.

ii) Soient K wun corps fini, G un K-groupe algébrique réductif.
Puisque G est affine, G se réalise comme sous-groupe fermé d'un groupe
linéaire GL(n,ﬁ) pour un certain entier n. On obtient un (B,N)-systéme

de Tits dans le groupe G(K) des K-points rationnels de G en prenant

~ pour sous-groupe d'Iwahori B : le sous-groupe des éléments de

G(K) représentés par des matrices dont les &léments en dessous de la diagonale

sont tous nuls.

- pour N, le normalisateur dans G(K) de l'ensemble des matrices
diagonales de G(K), 1i.e. l'ensemble des matrices monomiales de G(K).

B est l'ensemble des points K-rationnels d'un K-sous-groupe de
Borel de G dont l'existence est assurée par le fait que K est fini,
donc de dimension cohomologique < 1 E28j. Le sous-groupe U de B constitud
des matrices n'ayant que des 1 sur la diagonale c'est-ia-dire le sous-groupe
unipotent maximal de B (donc de G(K)) est alors un p-sous—groupe de Sylow
de G(K) ol p est le nombre d'éléments de K. B est précisément le norma-

lisateur de U dans G(K).

iii) Soient K un corps complet pour une valuation discréte, non

P N P . 1 - . ..
archimédienne, & corps résiduel parfait (1 k (non nécessairement fini),

(1) Cette hypothése est mineure. Il est possible de la lever.
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r\J 3 -
G = G un K-groupe semi-simple, simplement connexe. Par descente galoisienne
a partir de la donnée radicielle affine construite dans le n° 1 de [8_]
du cas déployé (le groupe de Galois sur K de la plus petite extension galoi-

V)
sienmne de K qui déploie G opére sur 1'immeuble de Tits du cas déployé),

o

on montre ([ 8] - n° 4) 1'existence d'une donnée radicielle affine bien

A"
déterminée ; cette derniére est associée 3 une (B,N)-pair dans G(K). Ceci
permet de définir les sous—groupes d'Iwahori et les sous-groupes parahoriques

Y
de G(K). Deux sous-groupes d'Iwahori quelconques sont toujours conjugués ;

deux sous—groupes parahoriques le sont si et seulement si ils sont de méme type.

Si K' est une extension galoisienne finie de K, 1le groupe de
Y
Galois Gal(K'/K) opére sur G(K') en respectant la bornologie associée

v v
au (B,N)-systéme de Tits de G(K'), donc sur 1'immeuble de Tits de G(K').

1.2. - Continuons 1l'exemple (iii) Drécédent. Soient maintenant K.
1'extension maximale non ramifiée de K, (B,N) le systéme de Tits de g(Knr)
obtenu par la méthode précédente (iii), P wun k-groupe parahorique maximal
relatif a (B,N) [Hans le n° 5 de [:8 ], on montre comment en obtenif].

P est une limite projective de groupes algébriques Pn’ n z 0, connexes,
définis sur k, les morphismes de transition Pn+1 > Pn étant définis sur

k & noyaux connexes, unipotents, caractéristiques (n® 5 de loc. citado). P
posséde ainsi une structure naturelle de k-groupe pro-algébrique extension
d'un k-groupe réductif par un k-groupe pronilpotent (n° 4, § 6 de Bﬂ).

Cette derniére propriété est d'ailleurs valable quelque soit le k-sous-groupe
parahorique considéré. Soient P Lle quotient de PO par son radical unipotent

et p :P->P 1'application canonique.

.. . =1
1.2.1. - Proposition.- I1 y a une bijection Q - p (Q) de 1'ensemble

des sous-groupes paraboliques (resp. des sous-groupes de Borel) définis sur k

de P sur l'ensemble des sous—-groupes parahoriques (resp. des sous-groupes

V)
d'Iwahori) définis sur k de G(Knr) contenus dans P.
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Y .
1.2,2. - Déginition.~ On dira que G est résiduellement quasi-déployé

sur K si E(Knr) posséde un sous—groupe d'Iwahori défini sur k.

1.2.3. - Cornollaire (cf. prop. 2 de E7‘]).- Supposons dim k £ 1

v
alors G est résiduellement quasi-déployé sur k.

. En effet, 5, qui est défini sur k, posséde des sous—groupes
de Borel B dé&finis sur k, en vertu de 1'hypothése dim k < 1. Par la
proposition 1.2.1., 1'image réciproque par p d'un tel sous-groupe de Borel

. N
est précisément un sous—groupe d'Iwahori de G(Knr) défini sur k.

1.2.4, - Si c'est le cas, B posséde une structure de groupe pro-

algébrique, pro-résoluble, connexe défini sur k.

1.2.5. - Supposons le corps résiduel k fini, c'est-d-dire K

localement compact. Ecrivons B sous la forme B = U.T oii U est un p-
groupe de Sylow de B (p = nombre d'éléments de k ; cf. (ii) du n® 1.1.)

o 1(U) est un p-groupe de Sylow de P et B est précisément le normali-
sateur de p_l(U) dans P, On peut montrer ([?d] ~- proposition du § 3) que

- oY oy
B est aussi le normalisateur de o l(U) dans G(Knr) au moins quand G

est déployé sur K.

n
Proposition.- Supposons le corps résiduel k fini et G déployé

"
sur K. Alors le sous—groupe d'Iwahori B est le normalisateur dans G(Knr)

N
d'un  p-groupe de Sylow de G(Knr)'

. Remarquons que, k &tant supposé fini, un p-sous-groupe de Sylow
V]
de G(Knr) est compact, donc borné et par conséquent contenu dans un sous-

groupe parahorique maximal.

Y v
1.2.6. -~ Indiquons, enfin, que le sous-groupe G(D) de G(Knr) ol

D est 1l'anneau des entiers de Knr est précisément un sous-groupe parahorique
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Y N , - ~ <]
maximal de G(Knr)’ cela quand G se déploie sur K. (Théoréme 5 - n° 5,
de [ 8]). 11 s'identifie au stabilisateur du réseau 8, = 8, de

Y
Chevalley dans 1'algébre de Lie g de G (cf. notations de [3],

ct. [20] n° 2).

§ 7 - Quelques consiquences immédiates.

2.1. - Reprenons le k-sous-groupe parahorique du n° 1.2.

P=Lim P, n > O. ‘Pour tout n 3 0, nous avons une suite exacte
(1) 1 = U - P .. > P - 1

définie sur k de k-groupes algébriques, dans laquelle U est unipotent

).

et caractéristique dans P . Ce dernier point implique [(P U) =1I(P

n+l n+!’'n n+1

Appliquons & (1) les résultats du n° 7.5. du chapitre III, avec les notations

qui y sont employées ; pour tout mn > O, nous avons une suite exacte

n+l’Un)

qui conduit 3 la suite exacte :

W) — BQE, ) — 5.

n+l

Si k est parfait, il résulte presque immédiatement du théoréme 1.3.

. 2 P .
du chapitre IV que H (LA) se réduit a une seule classe triviale.
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. : 2
2.1.1. - Proposition.- Si k est parfait, toute classe de H (I(P__ ))

n+ |

. . .. 2 . .
qul est envoyée sur une classe triviale de H (g;) est triviale.

2.1.2. - Corolhaire.- Si k ‘est parfait tel que dim k < 1,

alors, YV 0, toutes les classes de H2(£(Pn)) sont triviales et

2 2
B (L(P)) = ... = BO(L(P)) = K (L(2)).
En effet, par le corollaire 2.4. du chapitre IV, toutes les classes

de Hz(lg) sont triviales.

2.1.3. - Proposition.- Soient K un corps local de corps résiduel k,

r\/ - 3 . - -
G un K-groupe semi-simple simplement connexe résiduellement quasi-déployé,

Y]
B un k-sous-groupe d'Iwahori de G(Knr)’ P un k-sous-groupe parahorique

v
de G(Kh ) contenant B. Il existe une bijection de &HZ(E(P,B)) sur MJZ(E(P)),
= / Lontenant = bt =

cf. le théoréme 1.3.1., chap. V.

2.2. - Reduction & un sous-groupe d'lwahord.

2.2.1. - Soient g wun groupe profini, G un g-groupe i.e. un
groupe du topos Bg des ensembles munis de la topologie discréte sur lesquels
g opére continiment & gauche. Supposons G muni d'un (B,N)-systéme de Tits.
Désigunons par AutextB(G) le sous-faisceau image de éEEB(G) par 1'homomor-

phisme Aut(G) - Autext(G).

Définition.- On dira qu'un lien L de Bg localement représentable

par G respecte la bornologie de G associée au systéme de Tits (B,N) si

la classe de L appartient 3 1'image de Hl(AutextB(G)) dans Hl(Autext G).

. Nous savons ([16], p. 452 -~ chap. VIII - N° 7.4) que la donnée
d'un lien L sur Bg localement représentable par G revient a celle d'un
homomorphisme de g dans Autext G. Dans ces conditions, la donnée d'un lien
L sur Bg localement représentable par G et respectant la bornologie de G

revient a celle d'un homomorphisme de g dans AutextBG.
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2.2.2. - Proposdition.- Avec les notations précédentes, soit L un

lien de Bg localement représentable par G et respectant la bornologie de

: 2 . . . -
G. Alors, pour toute classe o de H (L), 1il existe un lien LB a valeurs

dans B, un morphisme de liens LB + L localement représentable par 1'in-

' . - . 2 2
jection B G tel que o appartienne 3 l'image de H (LB) —e> H7(L).

On reprend la méthode du n° 2.2, - chap. IV : il existe un repré-
sentant (fs,gS t),s,t € g, de o pour lequel fS respecte la bornologie ;
b
fS(B) et B sont alors conjugués. Comme dans loc. citado, on conclut en

utilisant le fait que B est &gal 3 son propre normalisateur.

2,2.3. - Revenons 4 la situation du début de iii) n°® 1.1.
si K' est une extension galoisienne finie du corps local K, le groupe de
Galois g = Gal(K'/K) opére sur E(K') en respectant la bornologie ; la
proposition précédente s'applique donc si 1'on prend pour L 1le lien repré-

")
sentable sur Bg défini par le g-groupe G(K') lui-méme.

2.2.4, - Un autre cas d'application de la proposition 2.2.2. est le
suivant : soit g un groupe profini opérant sur un groupe fini G continfiment.
Supposons G muni d'un (B,N)-pair scindé ([IOJ) ; alors g opére sur G
en respectant la bornoiogie. En effet, B se décompose sous la forme B = U.H ;
en vertu du corollaire 3.5. - B - 14 de []O], U est un p-groupe de Sylow
de G. On déduit de 13 que B est le normalisateur de U dans G. Soient
s e g, fs 1'automorphisme de G déterminé par s, (BS,NS) 1'image par fS
du pair (8,M). B® = U°.H%. U® et U sont des p-sous—groupes de Sylow de

G, donc nécessairement conjugués et il en est de méme de leurs normalisateurs

i.e. B® = fS(B) et B sont conjugués.

2.2.5. - Nous avons 3 notre disposition deux méthodes de réduction ;

une, c'est la précédente, qui consiste en une réduction de la cohomologie
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galoisienne de E(Knr) 3 celle d'un sous-groupe d'Iwahori. Une autre consis-
terait 3 passer l'intermédiaire des p-sous—groupes de Sylow de 8(Knr)

(p = nombre d'éléments de k) et & réduire la 2-cohomologie en question

au normalisateur d'un tel p-groupe dé Sylow. La proposition 1.2.5. nous dit

alors que les deux méthodes coincident,

§ 3 - Le théoréeme gondamental.

. Dans toute la suite de ce chapitre, K désignera un corps complet

pour une valuation discréte, non archimédienne, 3 corps résiduel k.

3.1. = Théondme.- Supposons que k soit parfait et de dimension

v
cohomologique < 1. Soit G un K-groupe semi-simple simplement connexe.

Alors 1'en§gﬁ51e ’Hz(g(G)) est inessentiel. En particulier, toutes les

A
classes de HZ(G) sont triviales,

3us
.. ) Iy
. Par la proposition 3.2., chap. V, nous sommes, comme toujours,

ramenés au cas représentable, c'est-i-dire, en fait, 3 démontrer la dernidre
partie du théoréme. Dans un premier temps, nous allons montrer que
2 v ey s = 2 N ' A,
H (KS/K,G(KS)) se réduit 3 H (Knr/K’G(Knr))' Pour cela, considérons le
A%

Y]
diagramme commutatif suivant dans lequel T désigne un K-tore maximal de G.

(2 2 v Inf 2 "\ v 9 "
) H (Knr/K’G(Knr)) O H (KS/K,G(KS)) — H (Ks/Knr’G(Ks))

2 v 2 " 2 O
(3) H (Knr/K’T(Knr)) H (KS/K,T(KS)) —— H (KS/Knr,T(KS))

Or, il est bien connu que le corps Knr est (Cl)’ bien que non complet,
(Théoréme de Lang - théoréme 27 p. 116 de [30]), donc de dimension coho-

mologique < 1. D'ol
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n .
(1) HZ(KS/Knr,T(KS)) =0 par l'application de la page 170 -
. 1 - _ chap. X - § 7 de [27].
i1) H (K /K ,T(K)) =0
n
iii) HZ(KS/Knr,G(KS)) =0 par le théoréme de Grothendieck

(cf. n?® 2.4. et 2.5. du chap. IV).

Par ii), la ligne (3) s'insére dans :

2 v —_— 2 "
0 ——H (Knr/K’T(Knr)) —— H (KS/K,T(KS)) — 0

(qui est d'ailleurs un morceau de la suite spectrale de groupes - voir prop. 5 -

chap. VIL -~ § 6 - p. 126 de [27]), ce qui donne le diagramme commutatif

2 v Inf 2 "N '
H (Knr/K,G(Knr)) o H (KS/K,G(KS)) —_ 0
| |
2 v Ve V4 2 L
H (Knr/K’T(Knr)) H (KS/K,T(KS)) _ 0

"Par le corollaire 2.1.3. ou la proposition 2.2.3 du chapitre V, toute classe
de HZ(KS/K,E(KS)) est en relation avec une classe'de HZ(KS/K,%(KS)), donc
avec une classe de Hz(Knr/K,¥(Knr)). Du diagramme (%), il résulte alors

que toute classe de HZ(KS/K,E(KS)) est reliée & une classe de
HZ(Knr/K,E(Knr)) par 1'Inflation. Le théoréme 3.1. résultera alors la

proposition suivante :

3.2. - Proposition.- Gardons les hypoth&ses du théoréme 3.1. Pour

v AV
tout K-groupe semi-simple simplement connexe G, 1'ensemble H2(Knr/K,G(Knr))

est inessentiel.

. Puisque la dimension cohomologique du corps résiduel k est < 1,

n Y
G est résiduellement quasi-déployé sur K (corollaire 1.2.3.). G(Knr)

posséde donc des k-sous-groupes d'lIwahori dont on sait (1.2.4.) qu'ils peuvent



- 101 -

8tre considérés comme des groupes pro-algébriques pro-résolubles sur k. Soit
Y]
B 1'un d'eux ; puisque Gal(Knr/K) opére sur G(Knr) en respectant la
bornologie, la proposition 2.2.2. s'applique, ce qui prouve que toute classe
n : 2

de H2(K /K,G(K_)) est reliée a au moins une classe de H (K__/K,B) par

nr nr nr

")
la relation HZ(K /K,B) —e— HZ(K /K,G(K_)) induite par 1l'inclusion
nr nr nr
r\l I3 3

B % G(K__ ). Mais B = Lim B , chaque B_ &tant résoluble et défini sur

nr ~— n n
k, 1les morphismes de transition Bn+ - Bn définis sur k, & noyaux connexes

1

2 . 2 . 2 -
. LI = F3 .
unipotents (1.2.). D'od : H (Knr/K,B) L;m H (Knr/K’Bn) L;m H (k/k,Bn)

Une nouvelle application du théoréme de Grothendieck (cf. aussi le corollaire

2.1.2.) assure alors que, pour chaque n, HZ(E/k,Bn) = 0. On en déduit que
2 ~ . . -

toutes les classes de H (Knr/K’G(Knr)> sont triviales. La proposition 3.2.

est donc établie et par conséquent le théoréme 3.1,

3.3. - ReMa&gue.— Dans le cas ol le corps résiduel k n'est plus
de dimension cohomologique < 1, E n'est plus résiduellement quasi-déployé ;
la proposition 3.2. n'est plus vraie. On peut cependant sauver de la situation
précédente les &léments suivants : on considére dans E(Knr) un k-sous-groupe
parahorique minimal P (qui n'est donc plus un k-sous-groupe d'Iwahori). Uti-
lisant la conjugaison des k-sous-groupes parahoriques minimaux (proposition 7) -

C.R. Acad. Sci. Paris t. 263 (28 nov. 1966) de Bruhat-Tits [ 6 ]), on

aV]
obtient : "Toute classe de HZ(K,G) appartient 3 1'image de

B (R _/K,P) —o— HO(K__/K,G(K_)) —o—> HE(K,0)".
nr ny nr

3.4. - Le théoréme 3.1. permet de compléter la conjecture II,

p. ITII. 23 de [28] comme suit :

Conjecture : "Soient K un corps tel que Gal(KS/K) soit de dimen-

Y
sion cohomologique < 1 (resp. de type (Cz), resp. de type (Cé)), G un

v
K-groupe semi-simple simplement connexe, alors H1(G) = 0 et toute K-gerbe

v
localement 1iée par G est triviale.
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. En tout cas, nous avons vu au chapitre précédent que cette con-

jecture &tait vraiepour les corps de nombres purement imaginaire.

3.5. - Gardons les hypothéses du théoréme 3.1., mais ne supposons
v
plus G simplement connexe. Soient G un revétement universel de G,

V)
$f : G~ G 1'isogénie correspondante, u son noyau, Mo la partie centrale

de ypu. La suite :

@ By — B — EEE) — B
| ]
3

12 (1) o (1)

est exacte, Comme cd(K) < 2, HB(UT) = 0, d'ol la surjectivité de

HZ(Z(E)) > HZ(Z(G)) et par conséquent celle de ﬁiz) : HZ(E) -> HZ(G)
qui implique la trivialité de toute classe de H2(G) compte tenu du théoréme
3.1. En appliquant ceci 3 tous les groupes GL associés aux liens L loca-

lement (pour la topologie étale) représentable par G, on obtient

(3.1.)"' = Théonéme.- Soient K un corps complet pour une valuation

discréte non archimédienne, & corps résiduel parfait de dimension cohomologi-

que <1, G un K-groupe semi-simple. Alors 1'ensemble H2(£(G)) est

. . . . 2 . .
inessentiel., En particulier, toutes les classes de H (G) sont triviales.

3.6. ~ Dans l'esprit de la proposition 3.2. utilisant la structure

pro—algébrique de P, on obtient encore :

Proposition.- Supposons k parfait et de dimension cohomologique g 1.

» . . . . . 3 ¢ - r\J
Soient K' une extension galoisienne finie non ramifiée de K, G un K-groupe

3 . 3 > "\4
semi-simple simplement connexe, P un sous—groupe parahorique de G(Knr)'

Alors, pour tout lien L 1localement représentable par P, HZ(K'/K,L) = 0.

En particulier si P est défini sur Kk, HZ(K‘/K,P(K')) = 0,

cf. le corollaire 2.1.2.
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§ 4 - Applications - Théorndmes de ginitude.

4.1. - Proposition.- Soient K un corps complet pour une valuation

discréte, non archimédienne, & corps résiduel parfait de dimension cohomolo-

N ~ .
gique <1, G un K-groupe semi-simple, G un revetement universel de G,

u le noyau de 1'isogénie 1 correspondante. La suite

(2)
1 J
m  w@ — 8l 4 H) o B —— #@) — |

[ . [ [

0 2 (1) ' 12 (G)"

est exacte (toujours dans le sens de la proposition 4.2.8., chap. IV de [16]).

L'application 61 est bijective.

(Hz(u)' désigne, comme il se doit, 1'ensemble des éléments o de

Hz(u) tels que oa.c € HZ(G)‘).

. On répond ainsi affirmativement & la question 3.3. a) p. 26 - III -
de C.G que Serre pose & la suite de sa conjecture II, p. III - 23, au moins
pour les corps du type précédent, donc dans une situation plus générale qu'au
chapitre précédent.

L'injectivité de 6] résulte de 1'égalité Hl(z) = 0 (cf. Corollaire
2 de [ 7]) 3 sa surjectivité vient du fait que toute classe de Hz(u) est
en relation avec la classe unité ¢ de Hz(u) (cf. la démonstration de 1la

proposition 1.13. du chap. VI).

4.2, - Conollaine.- Sous les hypothéses de la proposition 4.1.,

2 -H ()
f.p.p.£f f.p.q.c "

4.3. - Un exemple : Soient K un corps local, de caractéristique # 2, k

de dimension cohomologique < 1, £ wune forme quadratique sur K non dégénérée



- 104 -

en n variables, n x 3, S0(n) le groupe orhtogonal unimodulaire corres-

pondant, Spin(n) sur rev@tement universel. Nous avons la suite exacte :

1l — y, —> Spin(n) — S0(n) — 1

2

qui conduit 3 la suite exacte :

6]

o — u'®,som)) -2 HZ(K,uz) o ¢

oi € désigne la clasée unité de H2(K,Spin(n)).

. Pour toute forme quadratique en n variables sur k, f', de
~ . 1, ~, - . .
méme discriminant que f, on sait que § ([% J) = WZ(EL ]) = w2(f ) n'est
autre que la deuxidéme classe de Stiefel-Whitney de f' ou, si 1'on veut encore,

l'invariant de Hasse-Witt de la forme quadratique f',

Comme H2(K,u2) = Br(K)2 posséde seulement deux léments, il en

est de méme de H](K,SO(n)).

Supposons maintenant K de caractéristique O (hypothése non
indispensable). Le résultat de Steinberg rappelé én 2.3.1. = chap. V - s'applique.
Il existe donc dans $S0(n) un K-~tore maximal T tel que l'application
H](T) - HI(SO(n)) soit surjective. L'homomorphisme cobord 6] : H](T) - Br(K)2
est donc surjectif. Soit T 1'image réciproque de T dans Spin(n). L'homo-~
morphisme HZ(K,pz) - Hz(%) est nul. Nous nous trouvons ainsi dans la
situation du corollaire 2.2.6. du chap. V, i.e. tous les carrés et triangles

de

V]
o' (K,T) — wl@®,7) — Br(K), —> 0 0

0o ——— u'(K,s0(n)) — Br(K), —e— H (Spin(m))' — . H2(S0(n))
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" .
sont commutatifs ; la forme intérieure G' de Spin(n) non triviale contient

Y

un tore X —isomorphe T et la classe différente de la classe Tors(Spin(n))

est de la forme Tors

4.4, - Proposition.- Sous les hypoth@ses de la proposition 3.6., si P

’\) . .
est supposé, en outre, défini sur Kk, HI(K'/K,G(K'),P(K')) = 0. En particulier,

v . . .
si B est un k-sous~groupe d'Iwahori de G(Knr) (il en existe toujours puisque

dim k ¢ 1), H (K'/K,G(K'),B(K')) = 0.

‘ N o

. Pour les définitions de H](K'/K,G(K'),P(K')), on renvoie 3 [ 32 ].
(1) ’
Par 1l'exactitude de 1.28. [32], compte tenu du résultat de la proposition 3.6.,
A, N o 1 A
tout élément de H](K'/K,G(K'),P(K')) est relié i un élément de H (K'/K,G(K"))
av}
donc & 0O puisque H](K,E) = 0, HI(K'/K,G(K'),P(K')) s'identifie donc a
1 ] ] ~ . . .

1'ensemble p*(O) de [32]. Or, d'aprés la proposition 1.8. de E32], il

existe une application surjective de HI(K'/K,P(K')) vers pi(O). Mais, toujours

puisque dim k € 1,, HI(K'/K,P(K')) = Lim H'(k'/k,P_(k')) = 0. D'od p.(0) = 0,

Pa— n *

. n
c.q.f.d.

- . "\
4.5. - Proposition.- Soient K un corps de nombres, G un K-groupe

semi-simple simplement connexe, K' une extension galoisienne finie de K

Y
suffisamment grande pour que G se déploie sur K'. Désignons par D'

v
1'anneau des entiers algébriques de K'. Alors 1l'ensemble HI(K'/K,G(K'),G(D'))

est fini.

. En effet, désignons par S (resp. A) 1l'ensemble fini des places
v de K en lesquelles K' se ramifie (resp. des places archimédiennes de K).
E(D') est un sous—groupe arithmétique de E(K'). Soit v ¢ S UA ; choisis~
sons une place w qui prolonge v 3 K' (clairement ce qui suit est indépen-
dant du prolongement w choisi). Le localisé E(D')w est un sous-groupe
parahorique maximal de E(K')w défini sur le corps résiduel de KV
(cf. n° 1.2.6. ; on a supposé E déployé sur K'). Pour tout

e e it e o . e e e

(1) ou encore par 1l'exactitude de (5) remarque 9.3. - chap. III.
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v ¢S UA, puisque K‘:’/KV est non ramifiée, la proposifion 4.4, donne :

V] -
HI(K&/KV,E(K'),G(D')) = 0. Or, en vertu du n° 4.4. p. 182 de L_32 ],

our tout ensemble S' fini 1'application
p ’ PpL]

B @ 8@, 600 — 11 R a/,6@n,600)

ve §'

est propre. Faisant S' =S U A, on en déduit la finitude de

1 N v
H (K'/K,G(X'"),G(D")).

4.6, - Proposition.- Soient K un corps complet pour une valuation

discréte non archimédienne & corps résiduel k parfait de dimension cohomo-—

logique < 1, G un K-groupe semi-simple, B un  K-sous-groupe de Borel de

G. Tout espace homogéne sous G de groupe d'isotropie B est dominé par un

Y
espace principal homogéne sous G donc est trivial si G = G est

simplement connexe . Si, de plus, k est fini, 1'ensemble H](K,G,B) est fini.

. Par la remarque 9.3. - chap. III, nous savons qu'il existe une

application cobord 6] : HI(K,G,B) - HZ(L(G,B)). 11 résulte de la construction

de 61 dans le § 9 du chapitre III que 61 provient d'une application (encore
notée 61) 6] : Z](K,G,B) -> &DZ(L(G,B)) qui 3 chaque objet t de

Z](K,G,B) associe la classe d'équivalence (au sens &pais) dans HIZ(Q(G,B))

du £(G,B)—champ principal Rt des rel&vements de t. Par construction méme

de R il existe un morphisme de R_ dans Tors G compatible avec les

t’ t

actions respectives de I(G,B) et I(G). Or, puisque, par le théoréme 1.3.1.
du chapitre V, 1'application MIZ(L(G,B)) +»ﬁl2(£(G)) est une bijection,
la classe de Rt dans ﬁlz(g(G,B)) coincide avec la classe triviale définie

par le couple (G,B) lui-méme (cette derniére &tant aussi d'ailleurs la

classe de Tors B ; cf. 1'équivalence ;(G,B) =~ [(B), remarque 1.2.2. 2°)
et corollaire 1.3.3. - chap. V). Ainsi, le champ Ry est trivial et 1'appli-
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cation 61 : HI(K,G,B) - HZ(L(G,B)) fait correspondre & toute classe de

HI(K,G,B) la classe triviale de HZ(E(G,B)) défini par Tors B. Par

l'exactitude de (5) - remarque 9.3. - chap. III, il en résulte que toute
classe de HI(K,G,B) est reliée 3 une classe de HI(K,G) d'od la
(n

premiére partie de la proposition 4.6. Supposons maintenant k fini,

Soient alors o un Elément de H](K,G) représenté par un cocycle a,

pi(a) 1'ensemble des éléments de H](K,G,B) qui sont reliés 3 a. Il
existe une application surjective de EEE(HI(K,Ba) > HI(K,Ga)) sur pi(u)
(prop. 1.8. de [32]). Mais HI(K,Ba) = HI(K,Ta) est fini par le théoréme 45,
b) de [30] 5 11 en est de méme de pl(a). Comme par le corollaire 1.17.,

chap. VI, H](K,G) est fini, HI(K,G,B) 1l'est aussi, c.q.f.d.

(1) ce fait est d'ailleurs général et pourrait figurer comme corollaire au

théoréme 1.3.1. du chapitre V.
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CHAPITRE VIII

GLOBALISATION

. Dans la suite, on entendra par ''corps global" un corps de nombres

ou un corps de fonctions en une variable sur un corps fini.

§ 1 - Dans ce paragraphe, nous &tendrons au cas d'un corps de fonctions sur un
corps fini les résultats du § 3 du chapitre VI obtenus dans le cas d'un corps

de nombres.

1.1. - Lemme.- Soient X un préschéma, G un X-groupe réductif.

. . . 2
Toute classe triviale de HZ(G) est en relation avec la classe 0 de H (Z(G)).

. On sait, en effet, par le corollaire 3.3.7. (i) ~ chap. IV de E16 ]
que si q € HZ(G)', quelque soit o € HZ(Z(G)), @ —e——r a.q par la

relation HZ(Z(G)) —o—> HZ(G). En particulier, 0 -e> ¢q, c.q.f.d.

N
1.2, - Théoreme.- Soient K un corps global, G un K-groupe semi-

2
f.p.q.

v
simple simplement connexe. Les ensembles Hz(g(G)), H (L(E)), H C(;(&))

2
f.p.p.f

sont inessentiels.

2.V . .
Montrons-le pour H ([(G)). Chemin faisant, on se rendra compte que

2
f.p.q

dans les chapitres précédents, on est ramené i montrer que toutes les classes

v
n
le résultat est aussi vrai pour Hﬁ p.p f(l_“(G)) et H C(Z(G)). Comme

N Y
de H2(G) sont triviales, G pouvant méme &tre supposé quasi-déployé (cf.

AY
prop.3.2. - chap. V). Soit (B,%) un couple de Killing de G. Par la propo-
"

sition 3.13. - exposé XXIV de [13], on sait que T est isomorphe i une tore

induit : il existe une extension galoisienne finie K] de K telle que

2, Mo 2 e e 2 2. M L
H™(K,T) = H (Kl,qn). L'application H (K,T) — 1 H (KV,T) s'identifie
tous v

< . . 2 . .. .
alors a 1'application H (Kl’G ) — I Hz((K G ) qui est injective
b tous v 'm ’
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puisque l'application Br(Kl) — i Br((Kl)v) 1'est (ce dernier point
tous v

étant une conséquence de 1'@galité H](CK ) = 0, C, désignant le groupe des

i k

" .
classes d'idéles de K]). T satisfait donc au principe de Hasse. De plus,

v n, Y Y
1'image T de T par l'isogénie "normale" ¢ : G~ G (cf. par exemple

ad ad
Halbenifache gruppenschenata iber Dedekindringen 1:18] p. 173) est aussi un

tore induit. On en dé&duit le diagramme suivant ol tous les carrés sont com~

mutatifs, toutes les lignes et colonnes exactes

0 ‘ Ker j(zi 0
[ [ - J
1,0 61 2 v 2 N
H' (T ) 1 (z()) B (T)
(1 . .
B b 5
ad | Z(G) ) T
n{s")
1 v 2 v 2.
I v D)) —— 1 H(@ZG ) — n H(T)
tous v ad’v tous v v tous v v
D'oli Ker j(zi =0 i.e. 1l'homomorphisme j(zi est injectif (cf. aussi
Z(G) z(c)

1'article de T. ONO sur le "nombre de Tawagawa' n°® 2.3. - f24j).

Soit maintenant ¢q une classe quelconque de HZ(E), q, son
localisé en la place v. Par les résultats du chapitre VI (Théoréme 1.4.
pour les places v non archimédiennes et Théoréme 2.1. (ii) pour les places
archimédiennes), on sait que q, est trivialé pour toute place wv. Par le

Y
lemme 1.1., q, est donc en relation avec la classe O de HZ(Z(G)V) pour

toute place wv. Puisque j(zi est injectif, il résulte immédiatement du
z(6)

diagramme
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12 (2(3)) o w2 (&)
i@
7(8)
1 H2<2(3)V) o - HZ(EV)
tous v tous v

avi
que q est en relation avec le 0 de HZ(Z(G)), donc est triviale.

1.3. - Remarque.- 11 ressort de la démonstration précédente que le
théoréme 1.2. est encore valable quand K est un corps de nombres et G

semi-simple (non nécessairement simplement connexe) de 1'un des types

E G

E, E g> Fu» Gy

6> "7’
On sait, en effet, que, si c'est le cas, par le théoréme 2.1. (i) du chapitre VI,

pour toute place archimédienne v, donc pour toute place v (compte tenu du

théoré&me 1.4. de loc. citado), q, est triviale.

1.4, - Conollaine.- Supposons que K désigne ou un corps de nombres

purement imaginaire ou un corps de fonctions en une variable sur un corps fini.

Soit G un K-groupe semi-simple. Alors toutes les classes de HZ(K,G) sont

triviales (par conséquent 1'ensemble HZ(L(G)) est inessentiel).

v v
Soient G un revétement universel de G et J 1'isogénie G ~ G.

Comme dans la proposition 1.13. du chapitre VI, compte tenu de la remarque 1.15
N . - 2) 2, 2. . .
du méme chapitre, on démontre que ﬁ* : H(G) » H"(G) est surjective

[Ed(K) < 2], ce qui implique la trivialité de toute classe de HZ(G).

. Dans le cas oi K est un corps de nombres purement imaginaire,

on réobtient le corollaire 3.4. du chapitre VI.
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1.5. - Conollaire.- Soient K un corps global, G un K-groupe

" .
semi-simple, G un revétement universel de G, 1 le noyau de 1l'isogénie

' 1 2
correspondante. Alors l'application cobord 6] : H (K,G) » H (K,u) est sur-

jective. MEme résultat si 1'on substitue 3 la topologie étale la topologie

2 - H2
f.p.p.f f.p.q.c

f.p.p.f ou f.p.q.c. De plus, Hz(u) = H

La derniére partie du corollaire résulte de 1l'exactitude de

B &8 — 8@ — B0 — o

. 1,8 v v 1 o ~
et du fait que H (G) = Hf.p.p.f(G) = Hf,p.q.c(G) (resp. H (G) Hf,p.p.f(G)
1
Hf.p.q.c(G))'
1.6. -~ Considérons maintenant le diagramme suivant dans lequel
toutes les lignes et colonnes sont exactes :
0 0] 0
M N P —_— 0
l1 iy l1 lz 5!
(1) (1) .(2
Ja, J’\; Jlfl )
G G
1 P 1 2
T H (KV,G) I H (KV,G) - I H (Kv,u) —_ 0
tous v tous v tous v

- 8i K est un corps de nombres et G sans facteur de type E on sait que

8’
M=o0 [22].

- Si K est un corps de fonction en une variable sur un corps fini, un récent

résultat de G. Harder nous dit que M est encore nul.

Dans chacun des deux cas, on a donc N = P. D'ol
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1.6. - Proposition.- Soient K un corps global, G un K-groupe

semi-simple. Supposons 1'une des conditions suivantes satisfaites

(i) ou K est un corps de nombres de G sans facteur de type E8.

(ii) ou K est un corps de fonctions en une variable sur un corps

fini.

Alors, la validité du principe de Hasse pour G (en dimension 1) est équiva-

lente 3 sa validité& pour p (en dimension 2).

1.7. - Remarques .-

1°) La proposition 1.6.'pourrait servir & démontrer la finitude
de N puisque, en vertu d'un résultat bien connu de Tate-Poitou, P 1l'est
[éf. proposition 3 - exposé XV de [?5] pour le cas des corps de nombreé] .

Si K est un corps de nombres, la finitude de N résulte du théoréme 6.8. de Eﬂ.

2°) Si K est un corps de nombres, dans [24], T. ONO a relié
le nombre de Tamagawa 1(G) de G au nombre d'éléments de P par la formule

) - aml
1(G)

Si G ne contient pas de facteur du type E on obtient donc

8’

o )
7(G)

Ce résultat est & rapprocher de la question posée par J.P. Serre dans la remar-
que 2 du n°® 4.7. - chap. III de [28 ] : y-a~t-il une relation entre le nombre

de Tamagawa de G et la validité du principe de Hasse (pour G) ?

§ 2 - Le schéma de base est le spectre de 1l'anneau A des entiers d'un corps

de nombres ou de 1'anneau des fonctions régulidres d'une courbe lisse,

irréductible, compléte, définie sur un corps fini.
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2.1, - On pose X = spec A,

Proposition 2.1. (cf. prop. 2.1. — exposé Br III de [15])

Soient A un anneau de 1'un des deux types précédents, K 1le corps des

fractions de A. La suite

2 2 ( ‘ 3
QD) 0O - H (X,GHR -~ H (K,qn) > — Br(KX) — H (X,Gm)

points x
fermés de X

est exacte.

. Dans cet énoncé, Kx désigne le corps local complété de K en

la place x.

2.2. - Conofhaire.- Si T est un X-tore induit, 1'homomorphisme

HZ(X,T) > HZ(K,T) induit par Spec K - Spec A est injectif,

2.3. - Conollaine.- Soient A 1'anneau des entiers d'um corps de

nombres, G un X-groupe réductif admettant un tore maximal T induit :

T= 1 ¢°. Si le corps des fractions K, de A, est purement imaginaire

m 1 — 1
A]/A

ou n'a qu'une seule place réelle, toutes les classes de HZ(X,G) (resp.

2 2
Hf.p.p.f(X’G)’ Hf.p

q C(X,G)) sont triviales.

. En effet, sous les hypothéses du corollaire 2.3., HZ(X,T) =

2 2
f.p.p.f.(X’T) - Hf.p.q.c

Br(Al) = 0 provenant de l'exactitude de (1) appliquée 3 A

2 .
H (AI,G;) = Br(Al)r =0 (=H (X,T)), l'égalité

E On conclut
d 1'aide du corollaire 2.2.6. du chapitre V.

2.4. - Th@oreme.- Supposons que A soit a) 1'anneau des entiers

d'un corps de nombres ou b) 1l'anneau des fonctions régulidres d'une courbe

n
lisse, irré&ductible, compléte, définie sur un corps fini. Soit G un A-

3 - . '\/
groupe semi—simple simplement connexe. Alors les ensembles Hz(E(G)),

2 ~ 2 v . ,
Hf.p.p.f(E(G)), Hf.p.q.c(E(G)) sont inessentiels.
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N .
. Montrons~le pour HZ(E(G)). Par notre réduction standard (§ 3 -
e e e 2.
chap. V), on est ramené i montrer la trivialité de toute classe de H (G)

A"}
pour G semi-simple, simplement connexe, quasi-déployé.

A) Pour commencer, établissons ce dernier point dans le cas parti-

culier oi A est soit 1'anneau des entiers d'un corps de nombres purement
o
imaginaire soit un anneau du type b). Soit (B,T) un couple de Killing de
Y] N
G 3 T est alors isomorphe & un tore induit. Donc, par le corollaire 2.2.,
. 2 i~ 2 N .. . P

1'homomorphisme H"(A,T) - H (K,T) est injectif. Notons AX le complété

local de A en la place x, x € X. Le diagramme :

5 _

H2(A,T) €— ——  H(K,T)
v (2

i B (A_,T) i
points x T

fermés de X

T #e,D TT  #®,D

tous points tous points
x de X de X
est commutatif. Or, en vertu de la proposition 8.1. - exposé XXIV de [ 13 J

ou encore par (2.6.) de Br III - Groth. [13], HZ(AX,%) = Hz(kx,%) o kx
désigne le corps résiduel de l;anneau local hensélien AX 5 kx est un

corps fini, donc de dimension cohomologique < 1. D'od HZ(AX,%) =0

pour tout x € X. H2(A,%) est donc inclus dans le noyau de j(z). Or

ce dernier est nul puisque % est induit (cf. démonstration duTthéoréme 1.2.).
HZ(A,%) est donc nul et toutes les classes de HZ(A,E) triviales (corollaire
2.2.6. - chap. V). De plus toute classe de H2(A,E) contient une gerbe de la

" . "
forme Tors G' ol G' admet un tore maximal isomorphe & T.



- 115 -

B) A est 1'anneau des entiers d'un corps de nombres gquelcongque

(donc un anneau de Dedekind). Considérons le diagramme suivant dans lequel les

deux lignes et la 3&me colonne sont exactes :

0
1 N 51 2 v 2 v
B (a,T ) 2 (4,2(0)) w2 (a,T)
ad A
B (R, T ) 2 (K,Z(6)) X )
ad
0

[aY)
On en tire immédiatement que le quotient de HZ(A,Z(G)) par Im 6‘ s'injecte

2 n N
dans H (K,Z(G)). Or, par le théoréme !.2., toute classe de HZ(K,G) est
n
12 (4,0

Im 6!

ny
relige a8 la classe 0O de HZ(K,Z(G)). Si nous notons 1'ensemble

4
obtenu en identifiant dans HZ(A,G) deux classes quand on passe de 1'une

-

4"
a 1'autre par 1l'action d'un élément de HZ(A,Z(G)) appartenant 3 1'image
n,

2
de 6], il en résulte que toutes les classes de E.ﬁé;%l

Im §

sont triviales.

Mais par le corollaire 2.2.5. du chapitre V, on sait que toute classe de
v
HZ(A,G) qui est reliée 3 une classe de Im 5] est triviale. On en déduit

V]
facilement que toutes les classes de H2(A,G) le sont aussi, c.q.f.d.

2,5. - Conollainre.- Soient A un anneau de 1'un des types a) ou b),

Y v
G un A-groupe semi-simple, G un recouvrement universel de G, d:¢c+0

1'isogénie correspondante, y son noyau. Alors 1'application

2
Hf.p.p.f

B (A,6) - H2(A,u) (resp. (A,G) Ay Vyuvnnnn ) est sur-

1
Hf.p.p.f

jective,

. On retrouve ainsi par voie purement cohomologique le résultat de

Harder (prop. 4.2.2. de EJSJ



[1]

2]

[4]

5]

[6]

(8]

1]
[10]

g

>

=

i

BOREL
. BOREL
. BOREL et J. TITS
. BOREL et J. TITS
. BRUHAT et J. TITS
. BRUHAT et J. TITS
. BRUHAT et J. TITS
. BRUHAT et J. TITS
.W. CURTIS

- 116 -

BIBLIOGRAPHIE

ARTIN et A. GROTHENDIECK - Cohomolfogie étale des schémas,

Séminaire de Géométrie algébrique, 1963-1964,

cité S.G.A.A.

Some Finditeness Properties of Adels Groups over
Number F.ields,
I.H.E.S., n° 16.

Propenties and Linean Representations,

p. A~ 143aA~55,

Seminar on Algebraic Groups and Related Finite
Groups, Lecture Notes in Math., n° 131,

Springer-Verlag.

Groupes reductifs,
I.H.E.S., n° 27.

Homomorphismes "abstraits" de ghroupes algébriques
sdmples ,
Annals of Math., 97 (1973), p. 499-571.

C.R. Acad. Sc. Paris, t. 263 (28 nov. 1966)
série A, p. 822-825.

C.R. Acad. Sc. Paris, t. 263 (7 décembre 1966),
série A, p. 867-869.

Groupes algébriques simples sur un corps Local,
Proceedings of a conference on local fields,

Springer-Verlag, 1967, p. 23-36.
1.H.E.S., n° 41, 1972,

Groups with (B,N)-Pains, p. B-1 a B-39,
Seminar on Algebraic Groups and Related Finite
Groups,

Q

Lecture Notes in Math., n® 131, Springer-Vérlag.



- 117 -

[11] P. DEDECKER - CohomoRogie non abélienne,
Séminaire de 1'Institut Mathématique de Lille,
1963-1964.

[12] P. DEDECKER ~ C.R. Acad. Sc. Paris, t. 258 (20 mai 1964).

Groupe 1, p. 4.891 - 4,894,

[13] M. DEMAZURE et A. GROTHENDIECK - Schémas en groupes,
Séminaire de Géométrie algébrique du Bois Marie,

1963-1964, cité S.G.A.D.

[14] M. DEMAZURE et P. GABRIEL - Groupes algébriques,
‘Tome I, Masson and North-Holland, 1970.

[(15] A. GROTHENDIECK - Groupe de Brauer 111,
Dix exposés sur la Cohomologie des Schémas,

Masson and North-Holland, 1968.

[16] J. GIRAUD - Cohomologie non Abélienne,
Springer-Verlag (Grundlheren), 1971.
(17] c. HARDER - Math. Zeitschr. 92 (1966), 396-415.
[18] G. HARDER - Inv. Math., 4, 1967, p. 165-191.
[19] G. HOCHSCHILD ~ Simple Algebras with purely inseparable Aplitting
§ields,
Trans. Amer. Math. Soc., 79, 1955, p. 477-489.
[20] N. IWAHORT - Amer. Math. Soc., IX, 1966, p. 71-83.
[21] M. KNESER - Math. Zeitschr. 89, p. 250-272 (1965).
[22] M. RNESER ~ Amer. Math. Soc., IX, 1966, p. 159-163.
[23] D. MUMFORD - Introduction to afgebraic topology,

Preliminary version of first 3 chapters.

[24] T. oNO - Ann. of Math., 82, 1965, p. 88-111.



- 118 -

[25] 6. poITOU - Cohomologie galoisienne des modules §inis,
Dunod, 1967.

[26] SAAVEDRA Néantro Rivamo - Catégories Tannakiennes,
Lecture Notes in Math., Springer-Verlag, n° 265,

1972.

[27] J.P. SERRE - Conps Locaux,

Hermann, 1968.

[28] J.P. SERRE ' ~ Cohomologie galoisdienne,
Lectures Notes in Math., Springer-Verlag, n° 5,

1965, cité C.G.

[29] J.P. SERRE - CohomoLogie galoisienne des groupes algébriques
Lindaines, p. 53,
Colloque sur la théorie des groupes algébriques

(Bruxelles - 1962).

[30] s.s. suHaTZ - anoﬁim;te Groups Anithmetic and Geometry,

n® 67, Princeton University Press.

[31] R. STEINBERG - Regulan ELements of semi-simple algebraic Groups,
I.H.E.S. - n° 25.

[32] T.A. SPRINGER - Amer. Math. Soc., IX, 1966, p. 164~182,

[33] J. VALDERRAMA et J.C. DOUAI - C.R. Acad. Sc. Paris, t. 271, (5 oct. 1970)
p. 632-634,

[34] La Condition (1) apparaitra dans un article en collaboration avee
P. DEDECKER et J. VALDERRAMA,



DEUXTEME THESE :

"MODELES MINIMAUX ET HOMOTOPIE RATIONNELLE"




