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. Un des objectifs de ce travail est d'établir un certain nombre 
de résultats du type suivant dont plusieurs ont été conjecturés par J.P. Serre 

dans "Cohomologie Galoisienne" [28]  et qui sont liés à la notion de dimen- 

sion cohomologique s 2 : 

% 

A) Soient G un groupe semi-simple simplement connexe défini sur 

un corps K complet pour une valuation discrète dont le corps résiduel k 

est de dimension cohomologique s 1 ,  le centre de G, alors l'application 

est surjective (*) 

B) Soient k un corps fini, K = k((T)), G un K-groupe réductif, 

1 
l'ensemble H (K,G) est fini. 

C) Même résultat qu'en A), K étant cette fois un corps global 

(i.e. un corps de fonctions en une variable sur un corps fini ou un corps 

de nombres). 

D) Soient A l'anneau des entiers d'un corps de nombres, X son 

spectre ; toute X-gerbe localement (pour la topologie étale) liée par un X- 

groupe semi-simple simplement connexe est triviale. 

(*) Dans le cas où k est un corps fini, Tits m'a indiqué qu'il connaissait 

déjà A). 



Pour établir A), B), C) nous avons évidement besoin de la théorie 

du H~ galoisien non abélien de T .A. S~ringer [32] . Cependant, comme il 

est bien connu (de Shatz (303, par exemple, pour le cas abélien), une telle 

théorie ne rend pas compte des phénomènes infinitésimaux. Pour y remédier, 

on munit le spectre des corps K de topologies plus fines que la topologie 

étale (cette dernière correspondant au cas galoisien), par exemple les topolo- 

gies £.p.p.£ ou f.p.q.c. Même dans le cas des corps, nous sommes donc obligés 

i 
de travailler sur un site et par conséquent d'utiliser les H (i = 0,1,2) 

2 
décrits par J. Giraud dans [ 163 . Or, dans le cas du H , J .  Giraud ne cal- 

cule pas véritablement la 2-cohomologie des groupes mais celle des liens. 

 autre part, si u : L -+ L' est un morphisme de liens, u n'induit pas en 

2 2 
général une application de H (L) dans H (L') mais seulement une relation 

2 
H~(L) --Q+ H~(L' ) , un élément de H (L) pouvant n'être relié à aucun élément 

2 
de H (L'). Si ceci ne constitue pas à proprement parler un inconvénient pour 

l'étude des classes triviales, c'en est un cependant quand on veut établir 

la finitude de certains ensembles de 2-cohomologie. Enfin la théorie de [ 161, 

dans le cas non abélien, ne permet pas une description en termes de 2-cocycles. 

Tout en utilisant 1161, nous avons donc été amenés à établir parallèlement 

2 
une théorie fonctorielle pour le H substituant à la notion de lien la notion 

de système de coefficients. Notre théorie trouve sa motivation dans les pro- 

priétés (Pl) et (P2) suivantes valables pour une gerbe C quelconque : L 

désigne le lien de C, G un faisceau de groupes représentant localement L, 

U un objet quelconque du site de base, x un U-objet quelconque de C, - 

(Pl) : le faisceau p(x) = Aut,(x) des U-morphismes de x dans C 
- 

est localement isomorphe à G, i.e. est une U-forme de G. 

(P2) : si y est un deuxième U-objet de C, le faisceau - 

Hom (x,y) des U-morphismes de x vers y dans C est un 4 - - 
U-torseur sous p (x) . 



Nous sommes naturellement conduits à considérer d'abord à cause de 

(Pl) le faisceau - r(G) de groupoïdes ayant pour U-objets les U-formes de 

G et pour U-morphismes les U-isomorphismes entre U-formes, puis remarquant 

que r(G) s'enrichit naturellement d'une structure de faisceau de 2-g,roupoïdes 

r(G) tel que r(G)oI = r(G), à traduire la propriété (p2) en termes d'action - - - 
S 

de r(G) sur C. Plus généralement, nous sommes conduits à considérer cer- - - - 

tains faisceaux de 2-groupoïdes r - appelés systèmes de coefficients et à les - 
faire opérer sur les gerbes ; de là, la notion de - r-objets, puis les défini- - 

2 2 
tions de H (r) - et iiH (r) correspondant respectivement à des relations - - - 
d'équivalence forte et faible. Evidemment l'introduction des 2-groupoïdes ne 

se justifie que dans la mesure où elle permet d'exprimer proprement (Pa). 

Voici deux cas où l'utilisation des systèmes de coefficients s'impose : 

2 
1) Calcul du H (r(G)) quand G est un groupe unipotent défini - - 

sur un corps parfait et de manière plus générale quand G admet une suite 

de composition à quotients simples. 

2) Soient G un groupe réductif sur un préschéma quelconque, B 

un sous-groupe de Borel de G. Reprenant un argument de conjugaison de Springer, 

A. Grothendieck a montré que pour toute gerbe Ç à lien localemenC*$eprésen- 

table par Gy il existe une gerbe 
("1 

B à lien localement représentable par B 

et un morphisme C B + C - de gerbes localemenSf?ié par l'injection B + G. 

Nous obtenons ici un résultat plus précis : au couple (B,G), nous associons . 
de manière naturelle un système T - (G,B) [le faisceau de groupoïdes (P (GyB))o, - - - 

- 
est déjà suggéré dans le 1 6 - S.G.A.D. - chap. XXIV] et à (G,B) -t G 

un morphisme 8 de T(G,B) dans r(G). Nous montrons alors que 2 induit - - - - - - - 
un isomorphisme (d'ensembles) de HH2(r(6,8)) sur JM2(r(~)). Si G est - - - - 

semi-simple, on peut montrer qu'il y a en plus équivalence entre L(G,B) et - 

T(B), d'où une chaîne d'isomorphismes : - - 
- - - -. - --- 

(*) pour la topologie étale. 



qui réduit complètement la 2-cohomologie de G à celle de B .  Le fait d'avoir 

de tels isomorphismes nous sera utile pour la finitude de certaines classes. 

Nous sommes maintenant en mesure d'établir A) et B ) .  Nous avons 

à notre disposition deux méthodes de calcul du H2 à valeurs dans un groupe 

réductif valables indifféremment que l'on utilise les liens de ou les 
z, 

systèmes de coefficients précédents : 

1 )  La première consiste à passer par l'intermédiaire des tores maximaux 

dont on sait qu'ils constituent les ingrédients essentiels pour le calcul du H 
1  

galoisien : on réduit ainsi complètement la 2-cohomologie (étale, f .p.p.£., 

f.p.q.c ...) des groupes réductifs sur un préschéma quelconque à celle des tores 

maximaux ; en particulier, nous obtenons : 

ThéofiQme.- soient K un corps local à corps résiduel fini, G un --- 

K-groupe semi-simple, T un K-tore maximal compact de G (il en existe 

d'après un résultat de M. Kneser énoncé pour K de caractéristique O mais 

valable plus généralement en caractéristique p). Alors toute K-gerbe loca- 

lement (pour la topologie étale, £.p.p.£, f.p.q.c) liée par G est triviale. 

2 De plus, toute classe de H*(G) (= H  lien(^)) contient une gerbe de la - 
forme Tors G' où G' est une forme intérieure de G admettant un K-tore - 
maximal isomorphe à T. 

. Ce théorème admet la traduction suivante : toute catégorie tanna- 
kienne sur K localement de la forme Rep(G) est globalement de la forme - 
Rep(G1) où G' est une K-forme de G. De plus, toute catégorie tannakienne - 

2 sur K définissant une classe de H (G) admet un foncteur fibre possédant 

une graduation du type M où M est le groupe des caractères de T. 



2) Dans le cas où le corps résiduel k du corps K est seulement 

de dimension cohomologique 1, le résultat de M. Kneser mentionné ci-dessus 

n'est plus valable. Il nous faut utiliser une autre méthode basée sur les 

résultats de Bruhat-Tits [8 ] qui consiste â descendre toute K-gerbe siir 

le corps résiduel k et à la remonter ensuite. Les ingrédients essentiels 

employés sont ici les sous-groupes dfIwahori, substituts naturels des sous- 

groupes de Borel et auxquels on peut appliquer la technique donnée plus haut 

pour les sous-groupes de Borel. 

. Compte tenu des résultats précédents, nous pouvons reformuler 
ainsi la conjecture II p. III, 23 de Serre [28 ] : 

Canjectuk~ : "Soient K un corps tel que Gal(K /K) soit de dimz- ---- s 

sion cohomologique s 2 (resp. de type (C2), resp. de type , G un - 
1 K-groupe semi-simple simplement connexe, alors H (G) = O et toute K-gerbe 

localement liée par G est triviale1'. 

. Dans la dernière partie de ce travail, par une technique purement 
non abélienne,nous globalisons A) établissant ainsi C). Conjuguant C) 

et un résultat de T. Ono, nous pouvons en déduire la relation précise entre 

le nombre de Tamagawa d'un groupe semi-simple G défini sur un corps de nom- 

bres et la validité du Principe de Hasse en dimension 1 pour G (cf. Remarque 

no 2, p. III, 44 de [28]). Nous terminons enfin en étudiant la 2-cohomologie 

des groupes semi-simples définis sur les anneaux de Dedekind, établissant en 

particulier D). D) permet de retrouver par voie purement cohomologique les 

résultats de Harder (no 4.2 de Cl8 1 ) . 



CHAPZTRE 7  

SYSTEMES DE COEFFZCZENTS. 

1.1. - Soient B une catégorie, C - une &catégorie fibrée scindée, 

U un objet de 8, x, y des U-objets de C. On définit (go]-chape 1, no 2.6.2) 

le préfaisceau d'ensembles Hom,(x,y) (noté encore s(x,y)) sur U par : 
- 

u 
où x et représentent les images inverses de x et y par u et 

U 
H O % ~ ( X ~ , ~ )  l'ensemble des Ut-morphismes de ç de xU vers y . 

1.2. - De manière immédiate, on définit aussi le préfaisceau 

Aut (x) (noté encore Aut (x)) des U-automorphismes d'un U-objet x de C, 4 - -U - 

U € ob(B). 

1.3. - P4opoa&on.- Soient 8 un site, C un B-préchamp scindé. 
-- - - 

Pour tout objet U de B et tout couple (x,y) de U-objets de C, - - les 

préfaisceaux Hom,(x,y) - et Aut,(x) sont des faisceaux. 
- - 

On se ramène au cas C scindé par la technique décrite en 3 . 5 . 2 . ,  

chap. II de [ 161  . 

1.4. - Pour tout site B,  nous notons FAGR@) le champ de groupoïdes 

sous-jacents (cf. [16], chap. II, no 3.5.1 .) au champ scindé des faisceaux sur 

B à valeurs dans les groupes (cf. [16], chap. II, prop. 3.4.4.). 

Pour tout U e ob(B), les U-objets de FAGR@) sont donc les U-fais- - 
ceaux de groupes et les U-morphismes les U-isomorphismes entre faisceaux de 

groupes. 



1.5. - Sous les hypothèses de la proposition 1.3.., on notera 

Aut (.) le B-morphisme de préchamp de C dans FAGR@) qui, à chaque 4 ---- 

U-objet x de C, - Ue ob(8), associe le U-faisceau Aut (x) ( = ~ut,,(~)) 4 - 

et à chaque U-morphisme f : x + y le U-morphisme 

Int (f) : Aut,(x) - AutC(y) déf ini par Int(f) (a) = f o a o f - I  . Si C - - 
est un B-champ, Aut (.) est évidemment un B-morphisme de champs. Si -4 

CJ - - -  : C -+ C' est un morphisme de champs, on notera AutQ le B-morphisme - - 
fonctoriel de Aut . vers Aut ( )  O dont la valeur en un U-objet r1  _ _ C l  

x quelconque de - C est le U-morphisme Aut (x) + Aut,,(-(x)) induit 4 - - 
par t .  

1.6. - Quelques notations : 

- Si C est une 2-catégorie quelconque, nous désignerons resp. par - - 
C., çij9 i,j = 0,1,2, i < j, =1 - l'ensemble des objets, des 1-flèches, des 

2-flèches de C et la catégorie ayant C. pour ensemble d'objets et C .  pour - - =1 =J 

ensemble de flèches. Si @ : C + C' est un 2-foncteur, nous noterons CJ - - -  - - -  =i j la 

restriction de - 0 à Cij. - 

- Etant donné un préfaisceau de 2-catégories sur une catégorie B, - 
nous noterons le préfaisceau de catcgories sur B dont la fibre au-dessus 

d'un objet quelconque de B est - C(U) = (C(U))~]. - 
Dans toute la suite, sauf mention expresse, 8 désignera un site 

quelconque. 

2.1. - V G ! ~ i W o n . -  Un 2-groupoIde est une 2-catégorie dans laquelle - 

les 1-flèches et les 2-flèches sont inversibles. 

2.2. - VéO&&on.- Nous dirons qu'un 2-groupoïde G satisfait à la 
- - 

condition (1) si le foncteur source s : G + G est fibrant. - =02 =O l 



2.3. - La condition (1) est équivalente à la condition (1)' suivante 

qui exprime que id est cartésienne pour tout f c FL(G~,) : f 

"Pour tout couple (x,y) d'objets et toute 2-flèche 

A 
f - - A x ----  y de G y  il existe une unique 2-flèche x ---.;--. x 

1 d 

telle que f * T = a (en particulier f O h = g)". 

11 est clair qu'un 2-groupoïde ne satisfait pas en général à la 

condition (1) (prendre par exemple le 2-groupoïde Topiso des espaces topo- - - 
logiques avec pour morphisme les homéomorphismes et pour 2-morphismes les 

homotopies). 

2.4. - Observons que si G satisfait à la condition (I)', pour tout - - 
objet x de G, le monoide (~our la composition + de Godement) nG(x) 

.- 

. - 
constitué des 2-flèches de G de source l'identité de x est un groupe ; - - 

f 
Y 

si x o x est une 2-flèche de Gy l'inverse a de a pour la loi 

id -1 
V - 1 

O est a = a u f où o est l'inverse de o pour la loi u. 

2.5. - Si la condition (1) est satisfaite, s admet un scindage - 

naturel, celui qui à chaque 1-flèche f de G fait correspondre la 2-flèche - - 

identité de source f. 

Lemme.- Soient 8 : G + G' un 2-foncteur entre 2-groupoides satis- - 
faisant à la condition (1), s' le foncteur source EL2+ E L 1 .  

0 transforme un morphisme cartésien relativement à s en un mor- 
=O l - 

phisme cartésien relativement à s'. - 

Immédiat puisque les morphismes cartésiens de s sont précisément 

les 2-flèches identités de G associées aux 1-flèches. 

2.6. - Dé&i.n&Lon.- On appelle B-système de coefficients (et on note, -- 
en général, par la lettre r )  tout B-faisceau de 2-groupoïdes satisfaisant - - 



à la condition (1). 

2.7. - P&upubMun.- Soit r un B-système de coefficients. Pour - - - - -- 
tout couple (x,xl) de U-objets de - T, U E ob(B) , le U-préfaisceau -- de - - 
catégories - ~o~(x,x') est un faisceau. 

2.8. - ûediniAion.- Un B-morphisme de B-systèmes de coefficients 
.----- 

est simplement un B-morphisme entre les faisceaux de 2-groupoïdes corres- 

pondant S. 

2.9. - Un exemple de 8-~ybRQme de cuehdicienth : FAGR(@. - -- --- - 
Soient U s ob(B) , F e o~(FAGR(B)~), n une U-section de F. 

a induit un automorphisme interne int(n) de F et une 2-transformation - 
naturelle de source l'identité de F et de but int(a) (2-transformation - 
naturelle que, par abus de langage, on pourra confondre avec la section u 

elle-même). Ceci conduit à la construction du 2-groupoïde suivant FAGR(B)~, 

U € ob(B) : 

Objets de - FAGR(&)U = de groupes F,G, ... - 

1-morphismes de I I 

= i U-isomorphismes entre U-faisceaux de groupes 

précédents . 
Ph 

Pour tout U-diagramme F --+ G, une 
f 

= ( 2-flèche de f vers g est une U-section 

a de F telle que -- int(a) O f = g. 

. Le 2-groupoïde - FAGR(B)U ainsi obtenu satisfait évidemment à la 

condition (1) ' . 

. FAGR(B),T est la fibre au-dessus de U d'un préfaisceail de - 



2.10. - PhopoaLc%an.- - FAGR@) est un B-système' de coefficients. -- -- ----- ---  --- 

. - FAGR(B) est un B-champ de groupoïdes, donc un B-préchamp. 

FAGR(B) est aussi un B-faisceau de catégories. Pour voir ce dernier point - 
directement, puisque - FAGR(B) est déjà un B-préchamp, il suffit de vérifier 

que si U est un objet de B, R un raffinement de U, pour tout faisceau 

de groupes F sur R, F1(U) = *(F/R) est un U-faisceau de groupes, ce 

qui est, par exemple, vérifiés dans la démonstration de la proposition 3 .4 .4 . ,  

chap. II de [16 1 . La proposition 2.10 s'ensuit alors, puisque, par cons- - 
truction même, les 2-flèches se recollent dans FAGR(B). - - 

2.1 1 .  - Dé~&Lt-Lun.- Soient r un B-faisceau de 2-groupoïdes, U - - 
un objet de B ,  x un U-objet de i. On notera nr(x) le U-faisceau - - 

I 

qui à tout u : U' -+ U c ob(B/U) associe le monoïde pour la composition * 
u 

de Godement constitué des 2-flèches de r dont la source est l'identité de x. - - 

2.12. - P 4 u p o b ~ ~ n . -  Soient r un B-système de coefficients, U - - - - 
un objet de B. Pour tout U-objet x de r ,  le U-faisceau de monoides - -  - 
fi (x) est un U-faisceau de groupes ( Cf. no 2.4. ) . r - - 

. On dira qui R (x) est le "faisceau des lacets de r en x", r - - - - - 
appellation qui sera justifiée par le chapitre II. 

2.13. - La proposition 2.10 permet de définir un 2-foncteur de repré- 
sentation de r dans FAGR(B) comme suit : - - - r 



- U-objet x de r %%CU- U-faisceau des lacets de r en x. - - - - 

- (x -t y) e l-FL(r ) wm+--+ U-morphisme fir (f) : Dr (x) + Qr (y) dont 
=U - - - - - - 

la valeur en U 

f ( )  : x ( 1  - G , ( Y )  (U) 
- - - - - - 
est définie par : 

RF(£) (U) (a) = l'unique élément T de 
- - 

- 1 - 1 
R,(y) (U) tel que f x T = a x f 

1 - - 
(cf. condition (1) ') .  En particulier, 

si f = but(û) , û c Rr (x) (U) ,Qr (f) 
- - - - 

s'identifie à l'automorphisme intérieur 

de ar (x) induit par a. 

g - - 

- x y E 2-Fl(~ ) CU- la 2-transformation naturelle de Qr ( f )  
f =U - - 

vers fi ( g )  = int(7) O fir(£) définie r - - - - - 
par l'unique élément r de Qr(y)(U) 

- - 
tel que 5 = T + f .  

Observons que Rr est un B-morphisme de systèmes de coefficients. 
- - 

2.14. - -- PttopohiXian. - - - - La représentat* " r 2-pleine i .e. pour - - 

est bijective. 

§ 3 - DeuxiZme dGdin&ion ---- d'un hyh,tQm~ -- de coed6icicn-t~. 

3 . 1 .  - O--- DZ6iniAian (deuxième définition d'un B-système de coefficients) : 

Un B-système de coefficients est un triple (r,R,b) constitué : 



a) d'un 8-f aisceau de grouPoides r, 
b) d'un 8-morphisme de préchamps R : - r FA GR(^), 

c) d'un 8-morphisme fonctoriel b : R ---+ -. Autr(.), - 
ces données étant assujetties à satisfaire la condition suivante : 

(*) U E ob(B) , t/ x E ob T pour toute U section a de ~ 2 ( x ) ,  -u ' 
l'image par R du U-automorphisme bx(a) de x coïncide avec le U-auto- 

morphisme interne de R(x) induit par a, autrement dit le diagramme 

est commutatif. 

. La notion de 8-morphisme -- de système de coefficients (cf. définition 

2.8.) se traduit ainsi : un 8-morphisme -- de (i,R,b) vers , ' , b l )  - est un 

couple (8,~) constitué d'un 8-morphisme de faisceaux - - -  0 : r + r' et d'un 

8-morphisme fonctoriel u : i .  + i l .  CI - ( ' )  tels que la relation 

soit vérifiée,  ut^ est le B-morphisme fonctoriel de Aut (.) vers 
- -r - 

Autrl(.) . 8 dont la valeur en U-objet x quelconque de r est le U-mor- - - - - 
phisme Aut (x) + Autrl (e(x)) induit par 01 . Le calcul suivant montre que -r - - - - 
deux B-morphismes (8,w) : (L,R,b) - (r',R',b1),(g',u') - : 

(Tl ,R' ,bl) - (rl',R" ,bl ') se composent par la formule (cl , w l ) .  (8 ,w) = - - - 

(Aut * j3) O Aut O b = Autel .eob. 
-0 ' - -8 - - - 

(1) i désigne l'injection de FAGR(8) dans le 8-champ scindé des 8-faisceaux 
à valeurs dans les groupes ; nous nous permettrons de l'omettre dans la suite. 



. La définition 3.1. est expliquée par le théorème suivant : 

3.2. - ThQoh2mc.- Tout B-système de coefficients dans le sens de - -- - -- - - - - -- -. - - - - -- - - - - - - - - -- - - . - - - - - - - - - - 

la définition 2.4. détermine un unique 8-système de coefficients dans le - - --- --A-- - - - - - - - - - - - - - - -- -- -- - - - A - - - -  - - -  - - -  . -  

sens précédent. Réciproquement, étant donné un 8-système de coefficients 
------------A-- -- - - - - - - - - -. . - - - - - - - - - - 

dans le sens de la définition 3.1., il existe, à isomorphisme unique près, - ------ - - -  - - -- ---- - - - - - -- - - -. - - - - - . - - - - - - 

un - - 8-faisceau de 2-groupoïdes r satisfaisant à (1) tel que - -----A------- - - . -- - --- 

r = fol' fi = -- et b égal .- ---- au B-morphisme fonctoriel dont la valeur - - 
en un U-ob jet x quelconque de r, U E ob (8) , est le U-homomorphisme --- - - a---- - --A --- - - - - - - - - - - - - 

but flr(x) -+ Autr(x). 
- - -, - 

1) Soit - r un 8-faisceau de 2-groupoïdes satisfaisant à (1). - 
On associe à - r le triple ((r)ol,Rr,b) où b est le €3-morphisme fonctoriel - - - - 
dont la valeur en l'objet x de Lu, U E ob(8) , est le U-homomorphisme qui 

à une 2-flèche de source id associe son but. 
X 

2) Réciproquement, donnons-nous un triple (~,fl,b) pour lequel 

la condition (+) est satisfaite. Définissons alors le 8-faisceau de 2-groupoïdes 

r par : - - 

ii) Pour tout U c ob(8) , les U-2-flèches de r sont les - - 
couples (f,a) où f : x -+ y est un U-morphisme de r et - 

w une U-section du faisceau fi(y). La source de (£,a) 

est f, son but le U-morphisme [by(a)] o f. On identifiera 

un couple de la forme (id ,a), x E ob(r), à la U-section 
X - 

correspondant de ~(x). Le composé + de Godement de deux 

U-flèches (g,~), (f,a) est défini, chaque fois que f . g 
l'est, par 



Si x et y sont deux U-objets quelconques de - T, 

U e ob(B), la composition O dans - T(x,y) est défini par : - 

(£',BI o (f,a) = (f,B.a) 

chaque fois que f' = but(f,a) = b (a) O f, le . dans P.a 
Y 

désignant la composition dans Q(y)(U). 

. Avec les définitions précédentes, pour tout U-diagramme, U c ob(8), 

- - 
où l'on a posé 6 = (g,~), a = (f,a), on a la chaîne suivante d'égalités : 

- 
(f' * 6) O (a  * g )  = ( f l  . g,~(f)(~)) ( f  . g,a) 

= (f.g,a.~(f)(B)) = (f.g1,a) O (f.g,Q(f)(~)) 

= (i * g' ) o (f * B) , qui implique 

- - - 
(f' * B) O (a* g) = (a* g') ( f x  g) 

. r satisfait à la condition (I), car, pour tout U-morphisme - - 
f : x -+ y, U e ob(B) , quelle que soit la U-section a de Q(y) , 

f * n(f-')(a) = (£,idf) * (idx,n(f-')(a)) 

= (f,a), 

par la définition de la composition x . 

. Montrons maintenant que = Q. Il est clair que l'égalité 
- - - 

est vraie sur les objets. Reste alors à montrer que, pour tout U-morphisme 

f : x - + y  dans r = r, (Qp)(f) =fi(f). Or,t/at I' de source id 
=O1 - - 2 - x ' 



- 1 
Rr(f)(a) = f * a + f (cf. no 2.13) . 
- - 

= (f,R(f)(a)) + (£-',idx) 

= (id , Q ( f )  (a)) = Q(f) (a), 
Y 

compte tenu de l'identification faite plus haut. D'où lVég?lité cherchée. 

. Pour terminer la démonstration du théorème 3.2., remarquons que 
R = (R ) se prolonge en le 2-foncteur représentation Or: r -+ FAGR(8) r 01 - - - - - - 
si et seulement si, le U-objet x de - r, U E ob(B), tf B c: r - =2 

de source l'identité de x et de but f, Gr(£) s'identifie à l'automorphisme 
- - 

intérieur de R (x) = R(x) induit par B. Or, c'est précisément ce que r - - 
garantit la condition (*). 

§ 4 - -- S q ~ ; t P r n ~ n  de. cue.ddicLe.wLh 1 - c o m p t m .  

4.1. - Dé&iWon.-  Nous dirons qu'un 8-système de coefficients - r - 
est 1-complet si le faisceau - r est un 8-champ. - 

. La définition précédente revient à dire que dans le triple ([,Rr,b) 
- - 

déterminé par - r (Théorème 3.2.), r est un 8-champ. Des résultats standard - - 
de 1163, chap. II, 5 2, p. 176, il résulte immédiatement : 

4.2. - P 4 o p o A ~ o n . -  Soit r un 8-système de coefficients. Il existe = -  .. 
un couple universel (dans un sens évident) (:,A) constitué d'un 8-système de - .. .. 
coefficients 1-complet i et d'un 8-morphisme A : r -t r dont la restriction - - - - - ,. 
no, : - r + - r est bicouvrante. 

.. . En effet, il suffit de prendre pour le &système de coefficients - 
e,. .. . . A  .. 

correspondant au triple ( R b )  où [,R ,b sont respectivement le 8-champ 
- - r - - 

associé à - r, le 8-morphisme de champs associé à Rr, le 8-morphisme foncto- 
- - 

rie1 associé à b. 



§ 5 - 2ueXqueh --- nyn;tèmu de cueddicLentb. -- 

5.1. - Supposons le site de base 8 réduit à un point avec une seule 

flèche, 1' identité. Un "module croisé" (H,p , r i ,  O )  au sens de cl 1 1 définit 
un B-système de coefficients (r,R,b) où 

- - r est le groupoïde à un unique objet e dont II est l'ensemble 

des morphismes, 

- R est le foncteur de r dans FAGR(8) défini par : - 

- b est l'hom~mor~hisme p : H + II =Aut(e). - 

La première condition de "module croisé" est équivalente à la 

condition (u) de 3.1., la deuxième revient à exprimer que b est un morphisme 

fonctoriel. 

Réciproquement, un système de coefficients ( r , ~ , b )  sur r ,  

possédant un seul objet e, détermine un module croisé ( H P )  pour lequel 

H = ~(e), = Aut(e), p = b : H +II, O : x H -t H, (£,a) "J++ Q(f)(a). e 

. Dans les exemples qui suivent, B désignera de nouveau un site 

quelconque. - 

5.2. - r(G). - - 

5.2.1. - Dé~inLCLvn.- Soient G un B-faisceau de groupes, Aut G - - 

son B-faisceau d'automorphismes. r(G) est le B-système de coefficients - - 
dont le fibre, au-dessus de U E ob(B), est le 2-groupoide T(G)* défini par : - - 

a) Ses objets sont les U-formes de G. 

b) Ses 1-morphismes les U-isomorphismes entre U-formes de [ T(G)U 
1 coïncide donc avec le grouPoide Z (U,Aut C.) ] . - 



A 
c) Pour tout diagramme G' G; où G', G; sont 

deux U-formes de G, f ,  g deux U-isomorphismes, les 

2-morphismes de f vers g sont les U-sections a de G' telles que 
1 

int(a) O f = g. - 

. Par construction même des 2-morphismes, - T(G)U satisfait à la - 
condition (1) ' . 

. Sous la traduction du 9 3, r(G) correspond au triple (r(G),~,b) - - 
où R est l'injection de - r(G) dans FAGR@) et où b est le &morphisme - 
fonctoriel qui à la U-section a de G, U E ob(B), associe int(a). - 

5.2.2. - P t r V p V b u 0 n . -  - r(G) est un B-système de coefficients - 

5.2.3. - Nous pouvons aussi obtenir T(G) par la construction sui- - - 
vante ; définissons le 8-faisceau de 2-groupoïdes - C(G) par : U E ob(B), - 

a) ' - C (G) (U), se réduit à 1 'unique objet Glu. - 
b)' les 1-morphismes de C(G)(U) sont les U-sections du faisceau - - 

Aut G, i.e. les éléments de (Aut G)(U) = Aut(G/U). - - - 
c)' les 2-morphismes de - L(G)(U) de f vers g, f, g o L(G) (U) I ,  - - 

sont les U-sections a de G pour lesquelles int(a) O f = g. 

.. 
5.2.4. - P t r o p 0 h ~ a n . -  r(G) est B-équivalent à C(G). ----- - - - - - 

5.3. - - r(G,H). - 
5.3.1. - Soit H un sous-faisceau de G (non nécessairement inva- 

riant dans G). Associons au couple (G,H) le B-faisceau T(G,H) de 2-grou- - - 
poïdes déterminé par : U c ob(B), 

les U-objets de I'(G,H) sont les couples (G1,H') de - - 
U-faisceaux, H' sous-faisceau de G', localement isomorphes 

au couple (G,H)/U. 



étant donné (G',H1), (G;,H;) deux U-objets de - ~(G,H), - 
les U-1-morphismes de source (G1,H') et de but (G;,H;) 

(GYHI 1 
sont les U-isomorphismes de G' vers G; transformant 

g 

f 
- 

Pour tout U-diagramme (G',H') ---t (G;,H;) dans T(G,H), f - - 

les U-2-morphismes a de source f et de but g sont les 
(G,H) 

U-sections a de G; normalisant Hi et telles que 

. Vu la forme des 1-morphismes, chaque 2-grouPoide fibre de - I'(G,H) - 
satisfait à la condition (1)'. - r(G,H) constitue donc un B-système de - 
coefficients. Le foncteur R 

r(G,H) 
n'est pas, en général, fidèle ; cependant, 

- - 

5.3.2. - il l'est dans les deux cas importants suivants : 

1 " )  H est invariant dans Gy 

2") B est le site étale Xet d'un préschéma X, 

G un X-groupe semi-simple, H = B un sous-groupe de Borel de G. 

En effet, dans ce cas, pour tout objet U de Xet , par le corollaire 

6.4. de l'exposé XXIV de [ 131 , on sait que le foncteur (G,B) ".m-+ B 

de la catégorie des couples (U-groupes semi-simples, groupe de Borel) dans 

la catégorie des U-préschémas en groupes (les morphismes sont les isomor- 

phismes) est pleinement fidèle. 

5.3.3. - Notons &(G,H) le sous-faisceau de && G des auto- 

morphismes préservant H. Pour tout U E ob(B), la U-fibre de T(G,H) - - 
1 coïncide précisément avec le groupoïde Z (u,&(G,H)). On en déduit que 

r(G,H) est 1-complet. - - 



CHAPITRE I l  

. Dans toute la suite, le site de base 8 sera supposé quelconque. 

Nous ne considérons plus que des 8-systèmes de coefficients (c,R,b) pour 

lesquels - r est une gerbe (donc 1-complet) auxquels cas R est un morphisme 

de champs. Cette condition est satisfaite pour les systèmes de coefficients 

décrits dans le 9 5 du chapitre 1. 

1.1. - DG~ivition.- Soit (r,R,b) un B-système de coefficients. 

Un - -  '-objet (resp. - r-champs) -- est un triple (C,p,L) constitué : 

i) d'une &gerbe (resp. en 8-champ de groupoïdes) C, 
ii) d'un B-morphisme de gerbes (resp. champs) p : C + - r 7 

- 
iii) d'un 8-morphisme fonct6riel b : L2.p -t Aut (.), ces données 

-4 - 

devant rendre commutatif le diagramme 

. Au lieu de r-objet (resp. - r-champ), on dira aussi &objet (resp. 

%champ) avec opérateur - r. 

1.2. - Soient C un 8-champ, - r un 8-système de coefficients - 
C - t r  P : -  =O 1 un 8-morphisme de champs. Par la condition (1) du chapitre 1, 

on sait que le foncteur s : r -+ r est une fibration. Considérons alors - =02 =ol 

le diagramme : 



où - est le produit fibré de C - et de LO2 au-dessus de r . Les objets 
=O 1 

de ? coincident avec ceux de - C, ses morphismes sont les couples 

(£,ci) F FR(c) x g2 tels que ? ( a )  = p(f) et sa loi de composirion notée 13 - 
est donnée par : 

chaque fois g . f existe dans C et 6 * a dans r 
=oz ' 

1.3. - PkupasMon.- C - est un B-préchamp. 

? est B-fibrée cormne composée de deux fibrations. Le fait que les 

morphismes se recollent dans C résulte alors du fait qu'ils se recollent 

dans - C et dans fo2 (pour gO2, cf. prop. 2.7., chap. 1 ) .  

. Nous pouvons maintenant traduire en termes de 2-groupoïdes la 
notion de :-objet (cf. définition 1.1.) : 

1.4. - Dédin&on.- Soient - r un B-système de coefficients. Un - 
r-objet (resp. r-champ) est un triple (c,~,;) constitué : - - - - - 

i)' d'une B-gerbe (resp. d'un B-champ) C, - 

ii) ' d'un B-morphisme de champ p : C - -t r , 
=O l 

- - 
iii)' d'un B-morphisme de préchamp b : C - -t - C valant l'identité 

- 
sur les objets de C (= ob(C)) et tel que 
- 

iii)' b rend commutatif le diagramme : 
a 



a iii)' si ifon pose f = b(f ,a), chaque fois que (f ,a) (donc 
b 

aussi par iii) ) définit un morphisme de ?, 
a - 

l'égalité 

est vérifiée. 

1.5. - Un r-objet (c,P,~) détermine un 2-groupoïde C par : - - - - 
a) = C ; 

b) pour tout U-diagramme x 
A 
f Y dans C, U e  ob(B), une 

2-flèche dans C de source f et de but g est un élément a de r2 - - 
C1 tel que g = f. 

Comme le triple (C,Qr O Pyb) satisfait à la condition (*) - - 
de la définition 3.1. du chapitre 1, par le théorème 3.2. de ce même chapitre, 

on sait qu'il existe alors un B-faisceau de 2-groupoïdes satisfaisant à (1) 

et induisant le triple (C, Qr O p,b). Ce dernier coïncide, à isomorphisme 
- - 

unique près, avec C. - - 

1.6. - Rematique.- Dans la traduction de la définition 1. 1 .  sous la 

forme de la définition 1.4., la commutativité de @ ' correspond à la 

commutativité de a ; la donnée de b dans la définition 1.4. satisfaisant 

à iii) ' correspond à la donnée du B-morphisme fonctoriel b de la dé£ inition 
b 

1.1. (compte tenu évidemment de la condition (1) du chapitre 1). 



2.1. - Véd&iLLan.- Nous dirons que le r-objet (resp. 1-champ) 

(gyp,b) est principal si est un isomorphisme. 

I l . En termes de - r-objet, ceci revient à dire que le B-morphisme de - 
- - 

préchamp b : C -t C de la définition 1.4., iii)' est une équivalence. 

2.2.1. - Toute 8-gerbe C - est munie canoniquement d'une structure 

de - FAGR(8)-objet (~,~ut~(.),b) où b est le 8-morphisme fonctoriel identité. ( 1 )  - 

2 .2 .2 .  - PtrapoaiLLan.- Soient C une 8-gerbe dont le lien est loca- - - 
lement représentable par un groupe Gy (r G )  b le 8-système de coefficients - - 
introduit en 5.2.1., chap. 1. C est munie canoniquement d'une structure de - 
r(G)-objet principal (c,~,;) où p associe à chaque U-objet x de C, - - - - 
U E ob(B), 2 U-forme Aut (x) de G/U et où b est le B-morphisme fonc- 

-3 - 
toriel identité fi O p ==> Aut (.). 

C - 

. Soit x un U-objet de C, U e ob(B). Pour tout U-automorphisme - 
f de x dans C, Aut (f) = Int(f), d'où la commutativité du diagramme @ - -P - 

Aut (.) - 
C - 

Aut (.) 0 p -E (G) 

3.1 . - Pédhk t ion .  - Soient b )  , (1' fi' b deux 8-systèmes 

de coefficients, ( 2 , ~ )  un B-morphisme de (r,fi,b) vers (rl,Q',b') --------- - 
( 1 )  On fait évidemment ici une exception à notre convention de ne prendre 

pour r que des gerbes. - 



(cf. ne 3. l . ,  chap. 1), (~,~,b), (C'  ,b') respectivement des - r et L I -  

objets (resp. et - rl-champs). Nous appellerons 8-morphisme de ( g y p , b )  

vers (C' ,p' ,b') (ou plus simplement de C - vers c) un couple (@,q) 

constitué 

1") d'un 8-morphisme de gerbes (resp. de champs) g : C -+ C', 

2") d'un B-morphisme fonctoriel q : 8 O p ==> p1 O 2, 

le couple (@,q) étant soumis à la condition (C) de rendre commutatif le - 
diagramme suivant, pour tout U-objet x, de C, U c ob (8) : 

- 
Q(p(x)) 

bx * Aut (x) -u 

où 
qx représente la valeur en l'objet x du morphisme fonctoriel q. 

Dans la définition précédente, supposons que w soit un isomorphisme, 

alors : 

I o )  si R' est fidèle, la condition (C) détermine q ; 

2")  si RI est pleinement fidèle, @ : C -+ C' étant donné, il - - -  
existe toujours un et un seul q tel que, pour tout U-objet x de C, 

x rende commutatif le diagramme @ . 

3.2. - ( )  exprime la compatibilité de (@,q) avec les "actions" 

respectives de - T et - r' sur (gyp,b) et (~'yp'yb'). 

Dans le cas où (r,R,b) = (r',fi',bl), 8 = morphisme identité, 

w = morphisme f onctoriel identité, un , B-morphisme de (C ,p ,b) vers (C '  ,pl ,bl) 
sera appelé un l-morphisme. 



. Si l'on exprime la notion de - r -objet en termes de 2-grouporde 
corne il est fait dans la définition 1.4., la notion de B-morphisme d'objets 

avec opérateurs se traduit ainsi de manière plus agréable : 

(3.1.)' - Dé&Lni;tion.- Soient L, 1' deux B-systèmes de coefficients, - - 
+- ' un 8-morphisme de systèmes de coefficients, (cYp ,b) , (C'  ,pl ,bl ) - - 

respectivement des 1 et rl-objets (resp. r et :'-champs). Un B-morphisme - - - - - 
de (c,P,~) - vers (~',~',b') est un couple ( q )  constitué 

1") d'un B-morphisme 2 : C + C' - de gerbes (resp. champs), 

2') d'un 6-morphisme fonctoriel q : 0 O p => p' O 2 ,  
=O 1 

q étant soumis à la condition suivante : 

$1' : Pour tout U-morphisme f : x + y dans C, t/ U e ob(B), 

et toute 2-flèche a de source p(f) dans r ,  ,l'égalité - 

est vérifiée. 

. Si - 0 = 2-foncteur identité, on dira évidement que (@,q) est - 

3.3. - Ptropoa~on . -  Soient - , , ' des 8-systèmes de coefficients, - -  - - 
0 : 1 + - l 1 ,  - 0' : r' -+ r" des B-morphismes de systèmes de coefficients, - - -  - - - - - - - 
(syp ,b) , ( p ) , (c",~" - ,bl') respectivement des Z, r' , rl'-objets - 
(resp. 1, 1' , rl'-champs), (0,q) : (c,P,~) + (C' YP' Yb') 9 - 
(0' ,ql) : (c' ,bl ) + (c'',~" - ,bl') des B-morphismes. Le couple - 
(2' @,ql - O f o l  (q)) 03 q'  .0' (q) désigne le B-morphisme fonctoriel - 01 

8' . 8 . p => pl' . ' . @ dont la valeur en le U-objet x de C, 
=a1 =01 - 
U e  ob(B), est ' - qm(x) . !loi (qx) ' est un B-morphisme de (gyp,b) vers 

(~",~",b"). - En d' autres termes, les B-objets (resp. 8-champs) avec - - 
opérateurs constituent une catégorie. 



. Pour montrer la proposition 3.3., il suffit d'établir que le 

couple (Q' Q, q' &(q)) satisfait à (C)', ce qui résulte de la chaîne 

suivante d'égalités dans laquelle f : x + y e s t  un U-morphisme quelconque 

de C, U E ob(B), et a une 2-flèche de - r de source p(f) : - 

3.4. - PhopaaiLion.- - Tout ;-morphisme de 1-objets principaux est 

une r-équivalence. - - 
- . Soit (2,) : ( p b )  + ( - p ) un - r -morphisme de r-objets 

principaux. 11 résulte du diagramme @ que pour tout U-objet x de ç, 

U E ob(B), : %(X) -+ Aut (m(x)) est un U-isomorphisme. Comme, - __U 

pour tout autre U-objet y de C, s ( x , y )  est un U-pseudo-torseur - 
sans Aut (x) (cf. Théorème 2.5. l., chap. III, p. 151 de [16]), @ est -u - 

localement bijectif sur les flèches. Corne, en outre, C et C'  sont des 

gerbes, Q est aussi localement surjectif sur les objets. Donc est 

bicouvrant , donc une équivalence par La proposition 1.4.5., chap. II de [16 ] , 

i.e. q )  est une - r-équivalence. 

§ 4 - Vé~hLCLan d u  2-mohpkinmu danb La catégo~e d u  8-obj& (hap. -- B- 

champ~ ) à 0 p é h d e ~ .  

4.1. - Soient ( b )  - ( b )  - deux 8-systèmes de coefficients 

( 2 , ~ )  un 8-morphisme du premier dans le second, (~,~,b), (C'  ,pt ,b') 

respectivement des - r et - r'-objets (resp. - r et - r'-champs), (9,q), 

(ml ,ql) deux 8-morphismes de (cYp,B) vers (c' ,p' ,bl). 

Vé~hition. - Nous appellerons 2-morphisme de (2,q) vers (ml ,q ]) 
un 8-morphisme fonctoriel m : 2 + -1 qui, pour tout U-objet x de C, 



t( U E ob(B), rend commutatif le diagramme : 

. Un 21norphisme est évidemment inversible. Remarquons que si R' est 

fidèle et w un isomorphisme, la condition @ est automatiquement satisfaite. 

4.2. - Pt~apah&bn.-  B-objets (resp. &champs) à opérateurs 

constituent une 2-catégorie dont les 1-flèches sont les B-morphismes définies 

en 3.1. et les 2-flèches les 2-morphismes précédents. - 

4 .3 .  - E x e m p l e .  - Le B-morphisme (~,~,b) + C de la 2-catégorie - 
des r(G)-objets dans la 2-catégorie des gerbes dont le lien est localement 

représentable par G est une équivalence de 2-catégories. 

Son inverse se construit grâce à la proposition 2.2.2. 

§ 5 - Le champ -r Hom (C,C1). - - - 
5.1. - Soient (~,~,b), (C' ,pl ,bl) deux r-objets principaux. - 

Posons, pour tout U e ob (BI, 

Hom (C,C')U = Hom (C/U,C1 IU) = grou~oïde des Y/U-morphismes -r -r - - 

de (cIu,~/u,B/u) vers (Cl IU,pl lu' ,b' lu) (par la proposition 3.4., nous - 
savons qu'un tel morphisme est une r/U-équivalence). - 

Hom (C,C')U est la fibre au-dessus de U d'un B-groupoïde fibré -r - - - 
scindé que nous noterons Hom (C,C1). -r - 



5 .2 .  - Phapaa&on.- Hom (C,C1) est un B-champ.(canoniquement scindé). -r 

. On sait déjà que CART(C,C') est un 8-cham? (no 2.1.5 -. chap. II - - -  
C l 6 1  ) . Appelons PL le morphisme de champ 

défini par 

Hom (C,C1) est une sous-catégorie pleine de la catégorie fibrée des - r - -  - 
relèvements de p relativement à p;. C'est donc un préchamp. Nais d'autre 

part, la condition (C) du no 3.1 rcomutativité - du diagramme @ est 

clairement de nature locale. Donc Hom (C,C1) est un champ. -r - - - 

5.3. - Dé~in&ian.- Soit ( b )  un B-système de coefficients, 

nous appellerons fiC le B-morphisme de - r  dans FACR(B) qui associe à - 
chaque U-objet x de c, U e ob(B), E ( b  ) et à chaque U-morphisme 

X 

f : x -+ y de r  le U-morphisme Ker bx + Ker b déduit de a(£) par la - - - Y 
propriété universelle du noyau. 

. Observons que Ker bx est toujours inclus dans le centre de O(x), - 
mais, en général différent. Cependant dans le cas où R est fidèle, les 

deux coïncident ; en effet, pour tout objet x de c, nous avons le diagramme 

suivant (cf. définition 3 . 1 . ,  chap. 1, diagramme de la condition (*)) : 

et injectif = Ker bx = Ker Int . - - X 



. La proposition suivante est l'équivalent du théprème 2.3.2., chap. IV 

5.4. - PhopoaiAion.- Supposons que C - admette une section a. Alors 

le U-faisceau Aut ..- --+my(?,q1) (@,q) des automorphismes d'un U-objet quelconque 
- 

(m,q) ~orn~(C,C'), - - u E ob(B), est U-isomorphe à Qc(pl 0 @(n(u))) , cela - - - 
de manière fonctorielle en ($,q). 

. Soit m un U-automorphisme de (q). Pour toute U-section f 

de Aut,(o(U)), nous avons 1' égalité suivante dans % ( 0  (n ( l ? )  ( U )  : 
- - 

Puisque (Aut ) : Aut -+ AutCl( (U)) est un U-isomorphisme 
-0 - a u -4 - - 

(cf. prop. 3.4.), quand f décrit toutes les U-sections de   ut (o(U)), 4 - 
@(f) décrit toutes les U-sections de *,(@(o(U)). Si l'on transporte - 
alors l'égalité (1) dans L?(pl O @(a(U)) au moyen de llisomorphisme 

- -1 
(U) ) , on en déduit que b; (Glu) ) (u) ) commute avec. toute U-section 

de R(~' O @(a(U)), i.e. appartient au centre de ~ ( p '  O @(a(U)) 

Mais la comnutativité de @ no 4.2. implique que p' = id 
P'o@(~(~> 1 

d' où il résulte par la commutativité de no 1 . 1 .  que - 1 
b'@(o(u))   ma(^)) 

appartient en fait au noyau de la valeur de U de b 
p1o@(a(U)) ' - 

Notons c 
(@ Y q) 

le U-morphisme fonctoriel de Aut 
-Homr(C,C1) - - -  

dans Ker b - ~'o@(cf(U>> dont la valeur en U fait correspondre au Ü-automor- 

- -1 - 
phisme m de (@,q) la U-section 

bk(~(~))(mo(~))*c(~,s) est un U-iso- 

morphisme ; montrons qu'il est inversible. Une U-section quelconque de 

Ker b - plo@(a(U)> détermine une U-section du centre de Q(plo@(o(u)) puisque 

Ker b - C  centre (a(-)), donc un U-section du centralisateur de - 
% 

"(90 (u) ) : fi(p(a(U)) + n(plog(a(u)), i.e. une U-section du centralisateur 

% 
de Aut,(o(U) -+ Aut (k(o(U)), donc une U-section de Aut 

- -4' - ---CART(C,C~ - - -  ) ( 2 )  
Cpar le corollaire 2.2.3., chap. III de Cl6 ]] qui est, en fait, une U-section 



de %.H(C,C') 
(@,q) car la condition de conmnitativité' du diagramme @ 

- - - 
de 4.1. se trouve alors trivialement satisfaite pour tout U-objet x de C - 

(cependant, nous n'avons pas supposé ' R  fidèle). 

5.5. - Supposons maintenant R fidèle, mais C quelconque. 

C - possède localement une section et deux telles sections sont localement 

isomorphes. Pour tout objet U de 8, il existe donc une famille couvrante 

{ui + wiEI dans B telle que C/Ui admette une section o i ' 

Par 5 . 4 . ,  le faisceau Aut 
---Ho (C,C') ( 2 ,  q est alors U. -isomorphe 

1 -Y 
à ~~(p'o@(~~(U~)). Or, R étant fidèle, ce dernier faisceau s'identifie - 
au centre de Q(P' o@(oi(Ui)). Il en résulte d'une part que si o' est - i 

une autre U.-section de C (nécessairement localement isomorphe à ai), 
1 - 

Q (oi(~i)) = (0 :(tri)), d'autre part, compte tenu de la proPo- 
C - 
sition 1.2.3., chap. IV, p. 192 de Cl61 que les faisceaux abéliens 

Rc(pto@(oi(Ui)) se recollent définissant ainsi un unique U-faisceau F - (0,q) - 
de groupes abéliens. 

Phvpvs-i,tion.- ll étant supposé fidèle, mais C quelconque, pour - - 
- est U-isomorphe au tout U-objet (g,q), IJ E ob(8), Som (C,Ct)(~,q) - 

-r - - - 
faisceau F précédent. 

(2,q) 

. Nous adopterons ici le point de vue des 2-groupoïdes pour les 
systèmes de coefficients. Soient r ,  c' deux B-systèmes de coefficients, - - 

6.1. - ThZoxème.- Pour tout - r-objet principal (~,~,b), il existe - 
r'-objet principal - B-morphisme 



(C;I ,&A) satisfaisant à la propriété universelle suivante : - - - - - - 
"Soit - r ' -objet principal qiielconque . Tout - - - 

b') se factorise de manière unique par phisrne (P,q) : (c,P,~) -+ (C; ,pi, 1 
(&,id) corne suit : 

où ( q )  est une ;'-équivalence. 
7 - 

Le théorème est encore vrai si (~,~,c) (resp. (C.;,p;,b;)) est 

seulement un 1-champ (resp. ;'-champ) à ceci près que ( q )  n'est plus - 
alors une 1'-équivalence. - 

. Construisons d'abord le B-préchamp intermédiaire A;I comme suit : 
- - 

b) Pour x,y e ob(CU), U ob(8)~ 

Hom (x,y) = I(f ,a), f c %(x,y) (U), u c T'} telle que *;, - - 
~(a) = Bol O pff). 2 couples (f ,a) et (g,8) étant identifiés s'il existe - 
une 2-flèche y de r telle que 9 (y) : f => g, - - =02 a = 6 0 go2(y)}. 

Le composé de deux morphismes de 4; définis par des représentants 
- - 

(f ,a), (f' ,a') est naturellement défini par : ([(f , a f l  signifie classe 

de (f,a)) 



(on voit immédiatement aue ceci a bien un sens). Le morphisme iol O p se 

prolonge en un morphisme 1' : 4; + i' associant à toute classe [(f ,a)] - =O 1 - 
le but de a dans T' opération qui est indégendante du représentant 

=01 y 

(£,a) choisi, cela par la définition même de la relation d'équivalence. 

On définit alors comme étant le champ associé à A;, puis 
= - - 

pé corne le 8-morphisme de champs associé à L ' .  E vaut l'identité sur 
- - 
les objets de C et envoie toute flèche f de C - sur la classe de 

.p(f) 
) Etablissons maintenant la propriété universelle. Soit 

=O 1 

( C '  ,pi ,b;) un r'-objet principal quelconque et (@,q) un B-morphisme - 1 - - - 
de (cYp,b) - vers ( p ) . Construisons le c'-morphisme (2'  ,ql ) ainsi : - 

a) 2' = - 0 sur les objets, 

- 1 b) sur les morphismes, 2' : [(f ,a)] (@(f) ,q *a*q ) 
Y X  

(x = source de f, y = but de f) 

Vérifions que b) a un sens : soit (g,f3) un autre représentant 

de [(£,a)], il existe une 2-flèche y de - r telle que 0 (y) : f => g, - =O 2 

a = (y) . D'où : 

par la compatibilité de Q avec les actions respectives de r et T' - - - - 
- 1 

= b;(@(f),qy*a+qx . 

c) q' est le B-morphisme fonctoriel.qui à chaque objet x de 

CA (donc de C) fait correspondre le morphisme q' = qx. - 
- - X 

Par la proposition 3 . 4 . ,  ( @ ' , q l )  est une il-équivalence. - - 



6.2. - Remattque.- Soient (fi,) , (I" - ,fi' ,bl) 'les triples déter- 
minés respectivement par - r et r' (théorème 3 . 2 . ,  chap. 1), - - - (e,w> le B- 

morphisme du premier vers le second associé à 0 .  Alors A' correspond au - - -8 - - 
B-préchamp A' qui a les mêmes objets que C et dont les U-morphismes 

-Q,4 - 
de x vers y, pour tout couple (x,y) de U-objets de C, ff U e ob(B), - 

sont les U-sections du torseur Hom (x,y) où Hom -A' (5,w) -4' (5,~) (x ,y )  est 

le R' (8 - O (x) ) -torseur déduit du Q(x) -torseur Homy(x, y) par 1' extension - 
structurale w : R(x) + Q' (e O p(x)) . 

X 



COHOMOLOGZE A VALEURS DANS UN SYSTEME DE CUEFFlCZENTS. 

. Comme dans le chapitre II, 8 désignera un site quelconque et 

nous ne considérerons que des systèmes de coefficients (r,R,b) - pour lesquels 

r est une gerbe. Dans toute la suite, si (r,R,b) est un 8-système de coef- - 

ficients, - r désignera le £3-faisceau de 2-groupoïdes associé à (r,R,b) - 
(cf. théorème 3.2. chap. 1). 

2 P I - H ( r )  - (resp. ~ ~ ( ~ 1 ) .  - 

1.1 . - ~ C ? @ M ~ % O M ~ .  - Soit (r,R,b) un 8-système de coefficients . 
2 2 

NOUS noterons z (r) (resp. Z (r)) le 2-groupoïde des r-objets prirlcipaux - - 
(resp. - -objets principaux) pf. déf . 2.1. (resp. déf . (2.1 .) ' ) , chap. II] . - 

2 . Les 1-morphismes de Z (r) (resp. z ~ ( ~ ) )  ont été définis - 
en 3.1. (resp. (3.1.)'), chap. II, les 2-morphismes en 4.1. du même chapitre. 

2 2 . Evidemment, les 2-groupoïdes Z ( r )  et Z (r) sont les mêmes. - - - 
On utilisera l'une ou l'autre notation suivant le point de vue choisi pour 

le B-système de coefficients. 

2 2 . NOUS noterons H (r) (resp. H (r)) l'ensemble des classes - - 
d'équivalence de - r-objets (resp. - r -objets) principaux pour la relation - 
"il existe un r-morphisme - (resp. un r-morphisme)" i.e. l'ensemble des - - 

2 
composantes connexes de Z (r)ol 2 

(resp. Z ( r )  ) par la proposition 3.4. = 01 
du chapitre II, on sait qu'un r-morphisme (resp. r-morphisme) est une - - 
r-équivalence (resp. r-équivalence)] . - - - 

2 
1.2. - Le groupoïde Z (2) (resp. Z 2 (L)~,) possède une sous- 

2 2 famille d'objets triviaux, ceux qui admettent une section. H (r) (resp. H (C)) 



2  
possède donc un sous-ensemble p r i v i l é g i é  n o t é  H (1) ' ( r e s p .  H~ (L) - l ) cons- 

t i t u é  d e s  c l a s s e s  q u i  c o n t i e n n e n t  un c -ob je t  ( r e s p .  1 - o b j e t )  - t r i v i a l .  

1 . 3 .  - Du théorème 6 . 1 . ,  chap. II, on d é d u i t  immédiatement : 

P h o p o h ~ o n . -  S o i e n t  (g,w) : ( r ,R ,b )  -. , , b l  - ( r e s p .  

0 : 1 + r l )  un B-morphisme de  sys tèmes de  c o e f f i c i e n t s .  Il e x i s t e  une - - - - - - 
2  2  2  

unique a p p l i c a t i o n  H ~ ( ; , u )  : H (l) + H ( r ' )  - ( r e s p .  H ~ ( ~ )  - : M (1) - + H~(~')) - 
2 2  

i n d u i t e  p a r  (g,  w) ( r e s p .  - 8) . H ( 2 , ~ )  ( r e s p .  H ((3) - ) t r a a s f  orme une 

c l a s s e  t r i v i a l e  e n  une c l a s s e  t r i v i a l e .  

2  2  . L ' a p p l i c a t i o n  H ( 2 , ~ )  ( r e s p .  H ( 8 ) )  f a i t  c o r r e s p o n d r e  à l a  - 
c l a s s e  d ' u n  - r - o b j e t  ( c Y p , b )  l a  c l a s s e  du - r l - o b j e t  ( C 1 , p '  , b l )  ( r e s p .  

-8 8 e - - -  
r ' - o b j e t  ( C ' p 1 , ' ) )  du théorème 6.1., chap. II. On d i r a  e n c o r e  que - - -e E - - -  
(ch , P h  ,BA) ('esp. ce , p h  ,Bi)  est  l e  - ~ ' - o b j e t  ( r e s p .  - r '  - o b j e t )  obtenu 

- - -  - - - - - - 
à ~ a r t i r  d e  (clpl;) - p a r  l ' e x t e n s i o n  s t r u c t u r a l e  ( 8 , ~ )  : + - r 1  ( r e s p .  

0 : 1 -t r ' )  de  systèmes de  c o e f f i c i e n t s .  - - - - - 

1 2 - Calcul de H~ ( r )  ' ( r e s p  . H2 (1 )  ' . - 
2.1.  - P 4 . o p a a ~ a n . -  Une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour 

2  2  
que H (1) ( r e s p .  H (1)) - possède une c l a s s e  t r i v i a l e  e s t  que - r ( r e s p .  r) - 
admet te  une s e c t i o n .  

La c o n d i t i o n  e s t  n é c e s s a i r e  : une c l a s s e  t r i v i a l e  de  e s t  

r e p r é s e n t é e  p a r  un - r - o b j e t  ( c , ~ , ; )  - pour l e q u e l  C admet une s e c t i o n  o ; 

p  O o e s t  a l o r s  une s e c t i o n  d e  r .  - 

La c o n d i t i o n  e s t  s u f f i s a n t e  : s o i t  T une s e c t i o n  de  r ; montrons - 
que l a  ge rbe  T o r s ( R ~ )  des  t o r s e u r s  s a n s  RT admet une s t r u c t u r e  canonique - 
de - r-ob j e t  p r i n c i p a l  dé£ i n i s s a n t  a i n s i  une c l a s s e  de  H2 (r) . Pour c e l a ,  



remarquons d'abord qu'il existe un B-morphisme d'extension structurale 

(br), : - Tors(Rr) + -- Tors(Aut(r)) induit par b : Rr 4 - Aut(r) . 

Comme - r est une B-gerbe munie d'une section T, il existe une 

B-équivalence m de - r sur -- Tors(Aut (T)) (corollaire 2.2.6, III - 6 1  ) . 
- 1 

Soit k le B-mor~hisme de - Tors(i2.r) dans - r égal à (bT), rn . 
L X Pour tout U-objet x de Tors(R~), U e ob(8), posons T = k(x). La 

condition ( )  sur (r,R,b) (cf. chap. 1) implique alors la relation 

X X 
R(X~) = T (ce qui justifie l'écriture T) où, suivant la notation du 

X 
chapitre III, no 2.3 de [ 161, RT signifie "faisceau RT tordu par x" . 
D'autre part, par la proposition 2.3.7. chap. III de loc. citado, on sait 

que, pour tout U-torseur x de  tors(^^), il existe un U-isomorphisme, - 
X fonctoriel en x : Aut (x) - RT. On en déduit l'existence d'un U-isomorphisme 

__U 

- -1 
aussi fonctoriel en x, c : Aut (x) = R(~T) = R(k(x)) . D'où le caractère 

X -u 
principal du - r-objet (Tors (RT) ,k,C) . Dans la suite, quand on parlera du 

r-objet Tors(R~), il s'agira de celui-ci. - - 

. Reprenons les systèmes de coefficients r(G) et f(G,H) - 
OS introduits aux n- 5.2.1. et 5.3.1. du chapitre 1. 

3.1. - Lemme.- Soient G un faisceau de groupes, H un sous-faisceau -- 

de G (non nécessairement invariant). Supposons que 1 soit de la forme - - 
r(G) ou de la forme l(G,H). Tout r-objet principal (cYp,b) pour lequel - - - 
C admet une section o est r-équivalent au r-objet (Tors(Rp0) ,k,C) où - - - - -  - - 

R = Rr et k et sont définis en 2.1. - - - - 
. Soit x un U-objet quelconque de C ,  U E ob(B). Associons-lui 

le U-faisceau d'ensembles @(x) = s(x,o(U)). 



. O(x) est un U-torseur sous fiPo /U 
par l'intermédiaire de 

- 
b,/~ 

. @ définit donc un B-morphisme de C - dans - Tors(S2pa) qui est 

A 

une B-équivalence. D'autre part, par définition k(o(x)) = p . 0 ,  et vu 

X 
la forme de - r , p (x) coïncide avec p. 0  ans le cas où - r = - r (G,H) , la 

X 
notation (Cl ,Hf ) signifie évidemment "couple (Cf H f )  tordu par x" , 

ceci ayant un sens quand x est un U-torseur sous le normalisateur de H' 

dans G Soit alors q : p => k,Q le morphisme fonctoriel identité. 

Vérifions que q )  = i d )  est un - r-morphisme ; pour cela sufiit de 

vérifier que pour tout U-objet x de Tors(fipa), U E ob(B), le diagramme - 

C 
X X 
n(p.0) = fi( p.a) x Aut (@(XI) 

+ -u 

est commutatif. Or,localement, c'est vrai car Rpa opère respectivement sur 

x et ~(x) évidemment de manière compatible avec @. 

3.2. - P h a p o d h t i a n .  - Soient G un B-faisceau de groupes. Il existe - 
1 

une application surjective J de H (Aut G) sur H~(~(G)) ' . Deux formes - - - 
G' et G" définissent des classes appartenant à une même fibre de J si - - 

t et seulement si il existe un G"-torseur t tel que G' = Clt. 

1 . En particulier, la classe nulle de H (Aut G) détermine dans - 
H~(-(G)) ' la classe de Tors G munie de sa structure de r(G)-objet principal - 

2 que l'on appellera "classe unité" de H (T(G)). - 

. En vertu du lemme 3.1., un représentant d'une classe triviale de 
H~(~(G)) est - r(C)-équivalent à un i(G)-objet principal Tors C' où 6' - - 
est une forme de G. De plus si G' et G" sont isomorphes, Tors G' et - 



Tors G" sont évidement (G)-équivalentes d'oc 1 ' applica.tion surjective J. - - 

Supposons maintenant que Tors Gr et Tors G" définissent la même classe - - 
triviale dans H~(~(G)) ; il existe alors une ~(6)-équivalence (0,q) : 

Tors G' -t Tors G". Soit t l'image par 0 du G'-torseur trivial (iden- - - 
tifié à G') ; t est un G"-torseur et 

9 ~ '  
un isomorphisme de G' 

sur t ~ ~ t .  
t 

Réciproquement, si G' et G" sont tels que G' - Gr' ,  on 

prend pour 0 le foncteur "torsion par t" et on détermine q par la con- 

- dition que 
t 

qGl soit précisément l'isomorphisme G' - G" dutxrié. Compte- 

tenu de la proposition 2.6.1., chap. III de 1161, on voit que (0,q) est 

une r (G) -équivalence. - 

. De manière similaire, nous obtenons : 

3.3. - P R u ~ o ~ ~ . - ~ ~ o H .  - Soient G un faisceau de groupes, II un sous- 

faisceau de G (non nécessairement invariant). H~ (1(~,~)) ' est un quotient 

1 de H (Aut(G,H)). - Deux couples G , H  (Gw,H") définissent des classes 

1 2 appartenant à une même fibre de H (Aut(C,H)) -+ H G H  si et seulement - 
1 si il existe un objet t - de Z (NormGIt(H1')) tel que (Gt,H') y t(~",~"). 

1 . En particulier, la classe nulle de H (Aut(G,H)) détermine une - 
classe triviale privilégiée, la classe de Tors(Norm (H)) munie de sa struc- 

___G 

ture de - I'(G,Hj-objet principal, que l'on appellera classe "unité". 

4.1. - Par la proposition 2.2.2. du chapitre II, on sait déjà que 
toute 8-gerbe C dont le lien est localement représentable par un groupe G - 
est munie canoniquement d'une structure de I'(6)-objet principal (C,p,id ) - P 
où p associe à chaque U-objet x de C, U E ob (B) , la U-forme ~ut,(x) - - 
de G/U.  Dans la suite de ce paragraphe, p (resp. p') désignera toujours 

ce morphismei 



4 .2 .  - P4opob~on.- Soit G un 8-faisceau de groupes. Deux 6-gerbes - - - -- 
C et - - C1 à liens localement représentables par G - sont 8-équivalentes si 

et seulement si les - r(G)-objets principaux correspondants (~,p, idp), 

( C l  , pl, idpl) sont L(G)-équivalents. 

Il est clair que toute r(G)-équivalence est une B-équivalence. - 
Réciproquement, soit @ : - C + C1 une 8-équivalence. Pour tout U-objet 

x de C, U e ob(B), O induit un 1-morphisme (Aut ) : Aut (x) + Aut (B(~)) -0 x _% ------cl - 
de r (G) . La famille des (%)x, x E ob (C) , dé£ init un B-morphisme - 
fonctoriel q de %(.) vers Aut o .  En effet, pour tout U-morphisme 

- c1 
f : x + y de - C, le diagramme : 

Int ( f )  -- - (XI * - ( Y )  

x 

Y Int((a(f)> - 
Aut,, (@(XI) 

lqy 
Aut,, (@(Y)) - - 

est commutatif, comme il résulte des égalités suivantes valables pour toute 

U-section a de Aut (x) : 4 - 

4.3. - ~v~v~U,&Q.- Soit G un 8-faisceau de groupes. 11 existe --- - 
2- 

une bijection de ~~(~(6)) sur - - , L décrivant un système de 
L AutL - 

représentants de classes de liens localement représentables par G (i.e. 

1 un système de représentants des classes de H (Autext G) rcorollaire 1.1.7.3, - 
chap. IV de p6]]). Cette bijection ainsi que son inverse respecte les ensem- 

bles de classes triviales. 



2 ( 1 )  . Le H (L) qui apparaît ici est celui de r16 1 : il représente 
rn 

représente l'ensemble des classes à L-équivalence près de L-gerbes. - 
Aut L - 

l'ensemble des classes de L-gerbes qui sont congrues modulo - Aut L, c'est-à- 

dire qui sont seulement B-équivalentes (non plus L-équivalentes). 

. Si (~,p,b) et (C' ,p' , b l )  sont - r(C)-équivalentes, les gerbes 

sous-jacentes - C et C' - sont B-équivalentes. Si L est le lien de C, 
2 C et C' définissent donc dans H (L) des classes qui sont congrues modulo - - 

l'action de - Aut L. Réciproquement, si deux B-gerbes - C et C' définissent - 
A 

, c'est qu'elles sont B-équivalentes (proposition la même classe dans - - .  
Aut L 

2.2.6., chap. IV de 1161 ) . Les r(G)-objets correspondants sont alors - 
r(G)-équivalents par la proposition 4.2. D'où le corollaire 4.3. - 

4.4. - Cotoflaihe.- Si G est un B-faisceau de groupes abéliens, - ----- 

il y a une bijection de l'ensemble H~(~(G)) sur l'ensemble 
H' (G'  ) 

-- Gc *ut c' * 

G' décrivant un système de représentants de classes de formes de G. 

4.5. - 2-cohornologie maigte.- Examinons les résultats précédents 

quand B = B est le topos des g-ensembles à gauche, g désignant un 
g 

groupe quelconque. Soient G un faisceau de groupes sur Bg, G l'objet 

de B représentant G. Selon les résultats de C l 6 1  - chap. VIII, 
g 

no 7.4., à toute 8-gerbe C dont le lien est localement représentable par - 
G correspond une extension EC de g par G et réciproquement. Soient - - 
C '  une autre &gerbe et (@,q) une r(G)-équivalence entre les .L(G)-objets - - 

(C,p, idp), ( C '  , p' , idpl ) ; à m correspond un isomorphisme d'extensions 

@ : EC - -+ E C' y 
lequel induit un automorphisme q de G qui correspond 

- - 
précisément au morphisme fonctoriel q. Dire que (C,p,id ), (Ç',p1,idp1) 

P 
sont r(G)-équivalents signifie donc que les extensions E et EC, s'insèrent - C - 
dans le diagramme suivant où est un isomorphisme et où tous les carrés 

sont commutatifs : --------_ 
(1) corne dans toute la suite de ce travail. 



On reconnaît là la relation d'équivalence associée à la 2-cohomologie 

maigre introduite par Dedecker dans [ 1 2 1  . D'où 

4 . 6 .  - Phapoai.2ian.- Soient B = B G un B-faisceau de groupes, 
g ' - 

G l'objet de B qui représente G. Alors l'ensemble H~(~(G)) est isomorphe - - ----- 

à l'ensemble des classes d'extensions de g par G pour la relation d'équi- -- - 

valence aui identifie deux extensions auand elles s'insèrent comme ~récédem- 

ment dans un diagramne du type (*) (i.e. pour la relation d'équivalence 

associée à la 2-cohomologie maigre). Les classes triviales se correspondent 

par l'isomorphisme en question. 

4 . 7 .  - Ap@ica;tion.- Le cas que nous avons en vue est celui où 

g = - Gal(ksik) est le groupe de Galois de la clôture séparable k d'un 
S 

corps k quelconque. Par le théorème fondamental de la théorie de Galois 

(cf. exposé VI1 - no 2 - fascicule 2 de [II), nous savons que le topos 

étale ket de speck est équivalent au topos des ensembles sur lesquels 

g opére continûment à gauche. Dans l'équivalence précédente; à un faisceau 



F de ket correspond le - Gal(k )-ensemble F(ks). En particulier, au 
slk 

faisceau dlautomorphismes - Aut G d'un ket-faisceau de groupe G correspond 

le - Gal(kslk)-groupe (Aut - G)(ks) des k -automorphismes de G. slk 

. Considérons alors le 2-groupoide suivant A s  C défini par : - 

- un unique objet, le groupe G(ks). 

- les 1-flèches sont les kslk-automorphismes de G. 

- les 2-flèches sont les transformations naturelles 
entre kslk -automorphismes de G induites par les éléments 

de G(ks). 

Soient C une gerbe dont le lien est localement représentable par - 
G, munie de sa structure de r(G)-objet principal (C,p,id ), EC l'extension - - P - 
de - Gal(kslk) par G(ks) correspondante. EC détermine un 2-cocycle 

- 

(£dgs,t ) de - Gal(kslk) 
à valeurs dans A 2  G et réciproquement : 

~'o~ération de r(G) sur C (cf. définition 1 .4 . ,  chap. II) - - 
correspond à une opération de même nature de A& G sur - EC (cf. C33-J). - 
Dire que des l(G)-objets principaux (C ,p, id 1, (C'  ,pl, id , ) correspondant - - P P 

à des 2-cocycles respectifs 
(fs.gs,t 9 (f;,g;,t), '9 Gal(ks/k) 'Ont 

r(G)-équivalents revient à dire que - - (fs,gs, t), (f; ,g;,t) sont A& - 6-équi- 
valents, i.e. qu'il existe : 

i) une 1-flèche q de A& G, 

ii) une fonction m de Gal(ks,k) dans (Ad G)2 dont - 
- 1 

la valeur en s a pour source q O fs O q et pour 

but fi, 

le tout soumis à la relation : 



Si c'est le cas, on dira que les 2-cocycles (fs9gs,t 1, (f;.g;,t) 
2 

sont équivalents au sens "maigrew. Notons H (~al(k~/~),A& - - G) l'ensemble 

des classes d'équivalence "maigre" de 2-cocycles de - Gal(kslk) à valeurs 

dans le 2-groupoïde &t G. - 
2 2 

4 . 8 .  - Ph~pVd&%Vn. - H (l(G)) - = H (Gal(kslk) - ,A& 6) , les ensembles 

de classes triviales se correspondant par l'isomorphisme. 

. On pourrait exprimer le résultat précédent en disant que le 
2-groupoïde A* - G "représente" le système de coefficients l(G). - De manière 

II 

strictement analogue, si H est un sous-faisceau de G, L(G,H) - est repré- 
11 

senté par le 2-groupo?de A&(G,H) construit comme le 2-groupoïde A s  G, - 
mais en se restreignant aux kslk-automorphismes de G qui préservent H et 

en prenant donc pour 2-flèches celles qui sont induites par les éléments de 

4.9. - Si dans l'équivalence maigre entre deux cocycles (£s,gs,t 1, 
I I  (ks/k) (fS,gs,&) de - à valeurs dans A s  G, q est l'identité de 

l'objet de A& G, on dira que (fs,gs,t) et (fi,gi,t) sont équivalents 

au sens "épaisv. Ceci signifie qu'entre les r(G)-objets principaux (C,p,id ) ,  - P 

(Ç1,p',idp1) correspondants, il existe un ~(G)morphisme - (@,q) pour lequel 

q est lié par l'identité (autrement dit, les gerbes C. et C' définissent - - 
le même lien L e t  sont L-équivalentes) . Nous noterons HH2(r(~)), - 
nti2(~al(k - ,Aut G) les ensembles de 2-cohomologie associés à la relation 

s/k - 
2 2 

d'équivalence "épaisse". On voit que W1 (1(G)) (resp. HH (Gal(kslk) , A s  G)) - - - 
est isomorphe à la somme directe H~ (L) , L décrivant l'ensemble des liens 

L 

(et non plus seulement des classes de liens) localement représentables par G. 



. Soient G un B-faisceau de groupes, H un sous-faisceau de G. 

La proposition suivante est l'équivalent du corollaire 4.3. 

5.1. - P k o p o b U o n . -  Supposons H invariant dans G. 11 existe 

alors une bijection respectant les ensembles de classes triviales de 
9 

H~(~(c,H)) - sur , L décrivant un système de représentants des 
L Aut,,L 

1 
classes d' isomorphie d'objets du groupoïde Z (~utext(G,H)), AutHL désignant 

1 
le groupe des automorphismes de L calculé dans Z (Autext(~,H)). 

. Autext(G,H) désigne le faisceau Aut(G,H) des automorphismes - 
de G préservant H divisé par les automorphismes intérieurs de G induits 

par les éléments du normalisateur de H dans G. 

2 
a) L'application H (L(G,H)) + est injective. 

L Aut--L 
- 

Soient (C,p,b), (Cl ,b,) deux x(G,H)-objets ~rinci~aux tels que et - - 
n 

- HL (LI C' tombent dans une même classe de L- , il existe alors une 8- 

équivalence 0 - : - C + - C' telle que l'isomorphisme j = lien(@) : - 
lien(C) + lien(C1) induit par 2 soit une flèche du groupoïde - -- 

1 z (Autext(G,H)). 11 nous faut construire sur r-(G,H)-équivalence (2,q) de - 
C vers C'. Construisons q ; il suffit de le faire localement. Or, soient - - 

lié par j revient précisément à dire qu'il existe localement des couples 

(G' ,H' ) , (G",H") Esomorphes à ( G , H ~  tels que 

- 'L b : Aut,(x) * N o m  ,(Hl) = G' 
X - 4 

- 

'L : Aut (-(x)) + N o m  (H") = G" bk(x) - 4' ---G1' 

et un morphisme (G',H') + (G",HU) tel que 
4, . 



Observons que si (ql)x 
est un autre morphisme satisfaisant à la même con- 

- dition, la fidèlité de Q implique (ql)x - qx. 

2 
b)  application H (f (G,H)) + l&Q- est surjective : 

en effet, soient - C une gerbe représentant une classe de l'ensemble but, 

1 
L = lien(C), L c ob Z (Autext(G,~)) ; la difficulté est de construire - 
le morphisme p : C + T(G,H) permettant de définir la structure de r(G,H)- - 
objet de C. - Pour cela, considérons les deux gerbes suivantes : 

- 
K(L) : gerbe des relèvements de L relativement au morphisme 

R 
composé - r (G,H) ---+ FAGR@) - ---t LIEN(B) (avec les notations 

du no 3.2., chap. IV de [16]) 

K(L) : gerbe des relèvements de L relativement au morphisme 

FAGR(B) ---+ LIEN (B) . - - 
- . Il existe un morphisme naturel de K(L) dont on constate immédiate- 

ment, compte tenu de l'invariance de H dans Gy qu'il est lié par l'identité 

- 
de Int L. K(L) est donc Int L-équivalente à K(L). Or, par la proposition - - 
3.2.2. (iii) , chap. IV de 6 1 , on sait qu' il existe un B-morphisme de 

- 
gerbes - C -+ K(L), donc aussi un B-morphisme C -+ K(L) qui par composi- 

tien avec le morphisme canonique K(L) -, L(G,H) fournit p. On conclut 

alors immédiatement. 

§ 6 - - Cohornutogie de c lch.  

. Soient 8 un site admettant un objet final e et où les produits 

fibrés finis existent, un B-système de coefficients, (cYp,b) un 1- - - 
objet principal. Soient U = {Ui + eliEI une famille couvrante de e, 



1 le complexe simplicial associé, Ixi}ip~ 
une famille d'pbjets telle que, 

pour chaque i c 1, x. appartienne à la fibre de C au-dessus de U.. - 
1 1 

Supposons d'abord la famille iXi'icI 
munie d'une donnée de recollement 

relativement à U ,  c'est-à-dire d'une famille d'isomorphismes 

j i i 
E : X. x où XI (resp. x.) désigne l'image inverse de x. (resp. x.) i j 1 j 1 J 1 J 

(resp. Uij + U.) suivant les notations usuelles. Désignons 
1 par 'ij + U. J 

par E! E' E' les images inverses de E E E respectivement 
1 '  jk' ik i jk' ik 

par Uijk --+ Uij, Uijk -4 U jk, Uijk - Uik. E' E' E '  ijy jky ik 
s' insèrent 

dans un Ui k-diagramne 

dans lequel xIk désigne par exemple l'image inverse de xj par Uijk + Uij . 
1 i 

(*,*) n'est pas, en général, commutatif, sauf si la donnée de recollement 

dont nous sommes partis est déjà une donnée de descente, Mais, par la structure 

de :-objet - principal de C, il existe une unique - Uijk-section a ijk de 

j k 
a 

Rr(p(x. ) )  telle que E! = ijk a 
1 lk ( E ; ~  . E' ) [la notation f est celle du 

- - i j 

no 1.4, chap. II] . Le couple (cij ,aijk ) est un 2-cocycle de U à valeurs 

2 
dans r, définissant ainsi une classe de H ( U , x )  botation usuel14 . - - 

. Mais, en général, il n'existe pas de donnée de recollement sur 
j i les xi, car il n'existe pas nécessairement de Uij-isomorphismes E : x. - x 

i j 1 j 

Cependant, par la propriété de gerbe, on sait que deux objets d'une même fibre 

de - C sont toujours localement isomorphes. Il existe donc un raffinement 

i 
U i j  de Uij tel que les restrictions x et x sont isomorphes. 

j luija 
Ceci signifie précisément qu'il existe un hyperecouvrement , (K = H R ( m  associé 

à ( e .  tel que @12 = cosk (K)2, u3 = cosk (K))3,.. .) au-dessus des 
1 2 



objets duquel la famille 'Xi'ir~ 
admet une donnée de recoilement. A partir 

de cette donnée de recollement, par la méthode décrite précédemment, on 

j k construit une section de Rr (p(xi 1 uijka)) au-dessus des petits ouverts 
- - 

du raffinement (Uijk)a de Uijk, d'où une lK -section de 1. Cette section 2 - 

est un 2-cocycle de K à valeurs dans r. - 

. On a ainsi montré qu'à tout représentant d'une classe a de 

H~(~), il est possible d'associer un hyperecouvrement M de e et un - ,. ci 

2-cocycle de K à valeurs dans 1 tel que a appartienne à l'image de 
a - 

2 2 
H ([Ka, f) + H (r) . On en déduit : - 

2 2 
6 . 1 .  - P4opoaXon.- H (r) = a m  H (M,r), K décrivant les hyper- - - - 

recouvrements de e. 

On comparera avec le corollaire 3.5.2., chap. IV, p. 269 de Cl61 

pour lequel les gerbes considérées ont dû être supposées abéliennes. 

§ 7 - -- Le. r-obj& p ~ n c i p d  den trelèvemen& d'un t o m e u t .  

7 . 1 .  - Dé&LWon . -  Soit (g,R,b) (resp. ' , ' , b l )  un B-système - 
de coefficients. Nous dirons que (',',bl) est un sous-8-système de - 
(r,R,b) si 

(i) i' = r - 9 

(ii) R' est un sous-B-morphisme de R, 

(iii) le diagramme 

Aut (.)- Aut (.) -rl - -r - 

cornu te. 



Il revient au même de dire que ;' est un sous-faisceau de 1 tel - - 

que r '  = r . 
=O l =O l 

7.2. - Dé&L&on.- Un sous-&système ( - ' b (resp. 1') - de 

(L,R,b) (resp. r)  - est dit invariant dans ( R b )  (resp. f )  si pour 

tout U-objet x de = r' , U E ob(B), R' (x) est un sous-f aisceau 

invariant dans R(x). 

7.3 - Soient (rl,Q',b') - un sous-B-système invariant de (r-yRyb), 

8 l'injection de r '  dans 1. Appelons R" le 8-morphisme dont la - - - - 
(x) valeur a) en un U-objet x de r, U e ob(B), est R"(x) = - , 

fi' (x) 

6 )  en un U-morphisme f : x -+ y de i', est le U-morphisme 

CLf'(£) déduit de R(f) par un passage au quotient rendu possible par le fait 

que Q' (f) transforme R' (x) en R' (y). 

Construisons alors le morphisme fonctoriel b" à partir de b 

par passage au quotient dans le diagramme (*,*,*) en tuant l'image Im(br) - 
de b': 

ceci n'est possible que si nous vérifions l'invariance de Im b' dans Aut (.). - - r - 
Or, soit f : x + x un U-automorphisme quelconque de r ; le diagramme - 

Aut (x) -r >. Aut (x) - - Int (f) -I' - 



est commutatif. Pour toute U-section a de R(x) , nous avons donc l'égalité : 

f .b~(a). f-l = b' (f) (a)] qui implique f . lm(bl ) . f-' = lm(bl ) . 
X - X - X 

lm(bl) est donc invariante dans Aut (.). Nous pouvons alors - -r - ,  

identifier dans r deux U-morphismes f,g : x -+ y, quand ils diffèrent - 

d'un élément de Im(bk) (i.e. g = f .$, I$ E ~m(bk)). On obtient ainsi un - - 
B-groupoïde fibré dont on prendra le %champ associé - r". - r" est une B- 

gerbe et ( l y y b l ' )  - (resp. r") un B-système de coefficients. Il existe - 
un morphisme naturel p de r sur LI'. - - - - 

7.4. - - Tt' ainsi construit, nous dirons que la suite de systèmes - 
de coefficients 

est exacte. 

7.5. - Soient 1 + H -+ G i F -+ I une suite exacte de B-faisceaux 

de groupes, 1 = f (G,H) (no 5.3.1 ., chap. 11, - - - ( b )  le triple déterminé 
- - 

par f. Puisque H est un sous-faisceau invariant de Gy le foncteur - 
R = Gy, à un U-objet quelconque (G' ,Hl) de c, U ob(B), fait correspon- - - 
dre I~(G' ,H') = G' p n  particulier (cf. ng 5.3.2., chap. 1), 62 est fidèle]. 

Soit R' : r = c(G,H) -+ FAGR(B) le sous-foncteur de Q qui, à un U-objet - - 
quelconque ( G H )  U E ob(g), fait correspondre le U-faisceau H' et à 

un U-morphisme f : (G' ,Hf) + (G",H1') le U-morphisme restriction de f 

à H'. Désignons par b' la restriction à Q' de b. ( ï ' b ' )  constitue - 

alors un sous-système invariant de (~,Q,b) (no 7.2). Soit 1' le 8-faisceau - 
de 2-grouPoides correspondant à ( Q  b (théorème 3.2., chap. 1) ; - 

conformément au no 7.3 précédent, l'injection 5 de 1' dans conduit - - - 
à une suite exacte dans le sens de 7.4. 



7.6. - Gardons les notations de 7.5. et désign~ns par j* le 

morphisme d'extension structurale Tors G + Tors F. Un F-torseur t - 
détermine une section o de Tors(F) et la donnée de t est équivalente t 

à celle de a Montrons que la gerbe 
t' 

Rt des relèvements de 0 relati- 
t 

vement à j* admet une structure de l'-objet principal. Rappelons (chap. IV, - 

no 2.5 . ,  [16J) que les objets de Rt de projection U, U E ob(B), sont 

les couples (x,a) constitués d'un U-objet x de Tors G et d'un U- - 
isomorphisme a : j*(x) = ot(U), les U-morphismes dans Rt de source 

(x,a) et de but (x',al) étant précisément les U-morphismes f : x + x' 

de Tors G tels que al.j*(f) = a. Définissons dans ces conditions le 

morphisme 

sur les objets en posant, pour tout U-objet (x,a) , p(x,a) = 

(x),Aut (x,a)). Comme ce dernier couple est localement isomorphe 
(=,ors - G -R 

t 

au couple (G,H) , p (x,a) définit bien un objet de r (G,H) donc de r' . - - 
On définit maintenant p sur les U-morphismes de Rt en posant, pour tout 

- 
U-morphisme f : (x,a) -t (xl,a') correspondant à un U-morphisme f : x + x' 

- 
de Tors G, p(f) = Int(f).Int(f), étant intérieur, transforme Aut (x,a) - - - 

-t 
en Aut (x',al) et définit de ce fait un Imorphisme de r' = r .  -R - - 

t 

Utilisons les notations précédentes de 

et 7.6. Soient 1 -+ H -+ G -t F -t 1 une suite exacte de faisceaux de groupes - 
t un F-torseur, Rt la gerbe des relèvements de t relativement au mor- - 
phisme Tors G + Tors F. Alors le triple - (Rt,p,id) constitue un r'-objet 

. Il suffit de remarquer que R1(p(x,a)) = 

R' (Aut 
-Tors G (x,a>> = Aut (x,a). - -t 



1 O )  Par l'extension structurale 1' C+ r(G,H) 4 l ( G ) ,  la - - - - 
2 

classe de (Rt,p,id) dans H (L') - est transformée en la classe de - Tors G 

2 
dans H (r(G)) - munie de sa structure de L(G)-objet - principal (Prop. 2.2.2. 

chap. II). 

2O) Il existe un morphisme naturel 2-plein - v : r' + S(H) (cf. - - - - - 

la définition de a' en 7.5.). H'(?) envoie la classe de (Rt,~,id) dans - 
L 
H ( r ' )  - sur la classe de la gerbe R munie de sa structure de r(H)-objet a - 

principal dans H~(~(H)). - Si cette dernière est triviale, c'est que 

(Ru,p,id) est déjà triviale. 

- 
8.1. - Lemme.- Soient * -+ T' '-t r % r'' -t * une suite -- - - - - - - -- - - 

exacte (dans le sens de 7.4.) quelconque de 8-systèmes de coefficients, 

2 
(~,~,b) un objet de Z (r), (C ,p ,b ) le 1"-objet principal obtenu de - - k g  - -  
(~,~,b) par l'extension structurale , Supposons que C possède une - - -1i - - 
section a. Alors la catégorie fibrée R des relèvements de a relativement 

a 

au morphisme C + C possède une structure de c'-objet principal définis- 
- E  ' 

- 
2 2 

sant ainsi une classe dans H (S') - dont l'image par H (g) est précisément - 
la classe de (~,~,b). 

La démonstration est très voisine de celle de 7.7. : on définit 

d'abord : R + r' = r sur les objets (x,a) par p'(x,a) = p(x) 
u - - 

et sur les morphismes de manière immédiate. Pour tout objet (x,a) de Ru 
- 
b ' est alors uniquement déterminée par la condition de boucler le 
(x, a) 

diagramme : 



.(R,,p' , b ' )  est un - T''-objet principal qui détermine une classe dans ~ ~ ( ~ ' 1  
2 2 

dont l'image par H (8) - dans H (c) - est évidemment la classe de (C,p,g). 

8 - - k! 
8.2. - - P & u ~ o . s ~ o M . -  Soit * -t r' -t 1 -+ r" -t * une suite - - =I - - - 

exacte quelconque de B-systèmes de coefficients. Alors la suite d'ensembles 

~ointés par les classes triviales est exacte. 

. Supposons que B possède un objet final e. Compte tenu du 

lemme 8.1., il reste à montrer que si (C',p',bl) est un 1'-objet principal, - 

le LI'-objet - principal (C" ,pl' ,bl' ) étendue à l'aide de O admet -gag -0g go 2 - - 
une section. Pour cela, remarquons d'abord que toute donnée de recollement 

dans C' relative à un hyperecouvrement M de e (cf. 5 6) se transforme - 

par passage à C" en une donnée de descente. En effet, à une telle donnée, 
-go: 

on sait associer, par le paragraphe 6, un 2-cocycle de iK à valeurs dans i' - 
dont l'image par - O - 8 dans 1" est évidemment triviale ; la donnée de - - - 
recollement image dans C" est donc de descente. puisque CC oe est un 

-go g - - - - - - 
champ, toute donnée de descente y est effective. La fibre finale de C" 

-&O - - 
est donc non vide. i.e. C" admet une section. On vérifie immédiatement 

-0: 

que la classe d'isomorphie de a est indépendante de la donnée de recollement 

de départ dans Cl. - 

8.3. - - R ~ m a t ~ q u ~ . -  Si, dans la démonstration précédente, 
- - - 

désigne le :-objet principal obtenu de (',p,') par l'extension striicturale - 
, (Cl ,p' ,b' ) est r '  -équivalent au l'-objet principal des relèvements de - - - 
a relativement au morphisme C -t Cr' 

-0 On remarque, en effet, que l e  
- - - - - 

morphisme C' --+ C --r C" - -0 se factorise par la section a de Cl1 - - -go!? - - -g O! 
(corollaire 2.3.16, chap. IV de F 6  1 ) , d'où un morphisme C' -t R qui - 0 

est une l'-équivalence. - 



8.4. - Appliquant 8.2. à la suite exacte (1) particulière de 7.5., 

on obtient : 

ConoU&e.- La suite d'ensembles 
n m 

oointés Dar les classes triviales est exacte. 

§ 9 - SuA;te exacte longue de cahomologie. 

9.1. - Soient G un B-faisceau de groupes, H un sous-faisceau 

invariant de Gy 1 -t H -+ G -t F A 1 la suite exacte correspondante. 

Nous avons à notre disposition la suite ci-dessous (3) de groupoïdes munis 

de leurs objets triviaux, exacte en un sens évident : 

D'autre part, par 7.6. et 7.7., nous savons que si t est un F-torseur, la gerbe 

R des relèvements de 
Ot 

relativement à j* possède une structure de r l -  
0 = 
t 

objet principal définissant ainsi une classe de H~(~'). D'où une application - 

1 
6 '  : ob(Z (F)) --+ H~(~') - 

reliant (3) et (2). Si l'on remplace t par un F-torseur équivalent t' 

1 (i.e. si t et t' sont liés par un morphisme dans Z (F)), Ru se change 
t 

en R et l'on constate immédiatement (c'est d'ailleurs l'un des avantages u t' 
de la 2-cohomologie maigre) que R et R sont L'-équivalents. R 

O 0 - 
t t ' O t 

et R définissent donc la même classe dans H~(~'), d'où une application 
u - t ' 

1 1 (encore notée S ) de H (F) dans H'(~'). - 

9.2. - Théon2me.- soit - une suite exacte 

de B-faisceaux de groupes. La suite ci-dessous d'ensembles pointés par les -- 
classes triviales 



1 1  1  6 l  2 ... -+ H (H) + H (G) ---+ H (F) --+ H (r'j - 

~ ~ ( e )  2 H 2 (!J) 2 
.=, H ( g ( G y H ) ) . ~ +  H (1") - 

est G-exacte, i.e. - 
1 - si et a) Une classe a de H (F) appartient à l'image de (j*) 

1  
seulement si 6 (a) est triviale, 

2 1 b) Une classe a de H (1') appartient à l'image de 6 si et - - 
2 seulement si H (8) (u) est la classe unité de H~(~(G,H)) (cf. 3.3.), - 

C) Une classe u de - H~(~(G,H)) - appartient à l'image de H2(!) 

2 
si et seulement si H (~)(a) est triviale. - 

. c) n'est pas autre chose que la répétition du corollaire 8.4. 
1 

Il suffit d'établir b). Si a appartient à l'image de 6  , alors il existe 

un représentant de a qui est le r'-objet principal des relèvements d'un - 
F-torseur. Soit (C1,p',id) un tel représentant ; par construction même, 

( C P i d . )  est alors l(G,H)-équivalente à la gerbe Tors G muni de sa -e 8 - - - - 
structure de I(G,H)-objet principal (en fait C' est même lien(G)-équi- - -FI - 
valente à Tors G). - 

Réciproquement, soit (C' ,p' ,b') un 1'-ob jet principal ; supposons - 
que (C1,p',b') soit l(G,H)-équivalent à Tors G muni de sa structure de 

-8 e e - - - - -  
~(G,H)-objet ~rinci~al. Nous avons alors des morphismes - - 

j * Y C' ---+ Tors G ---+ Tors F d'objets à opérateurs - - 

tels que le composéj o Y  se factorise par une section o de Tors F * 
(corollaire 2.3.16 - chap. IV de [161)  ; (C' ,p' ,bl) est alors 1'-équi- - 

valent au 1'-objet principal des relèvements de o relativement à jl (cf. - 
1  la remarque 8.3). La classe de (C' ,p' , b i )  appartient donc à l'image de 6 . - 



9.3. - Remahque.- Si H n'est plus supposé invariant dans G, 

utilisant la méthode décrite par T.A. Springer dans [32 1 - 1  1, il est 

1 1 1 
possible de définir un ensemble H (G,H) et une relation H (G) -"-f H (G,H) 

1 substituts naturels respectivement de l'ensemble H (G/H) et de l'application 

1 1 
H (G) -t H (G/H) du cas invariant de telle manière que la suite 

soit encore exacte. 

Ici g' est construit exactement comme en 7.5 à ceci près que l'on - 
remplacera l'égalité R(G' ,Hl) = G' par R(G' ,Hl) = Norm ,(Hl). 

__G 

Appendice 1 : Une condition nécessaire et suffisante pour que deux 

classes soient en relation (dé£ . 3.1.4., chap. IV de 61 ) . 

. Soient G un B-faisceau de groupes, H un sous-faisceau non 

nécessairement invariant de G, C, C' deux B-gerbes dont les liens 

sont localement représentables respectivement par H;G. Supposons qu'il 

existe un B-morphisme Y : C' -+ C tel que  lien(^) soit localement repré- - - - 
sentable par l'injection H + G. Pour tout Umorphisme f : x + y dans 

C', U s ob(B), nous avons le diagramme commutatif 

Considérons de nouveau le sous-système z' de I(G,H) (cf. - - 

remarque 9.3.) et dé£ inissons le morphisme p : C' + P'  en faisant 

correspondre à un U-objet x le couple (Aut (Y(x)),Aut (x)) localement 
-4 - 4 J  



isomorphe au couple (G,H) et à une U-flèche f : x -t y .  le U-morphisme 

Int(~(f)) qui par la commutativité de ( , , )  transforme -U Aut (x) 

en Aut (y). A l'aide de p, on munit C' d'une structure de r'-objet -u - - 

principal. Par ailleurs, C - possède une structure de - r(G)-objet (cf. 

2 
prop. 2.2.2., chap. II) dont la classe dans H (l(G)) est l'image par - 
le morphisme composé 

de laclassede C' - (p est l'inclusionde r '  dans G , ) )  D ' O Ù :  - - - 

P&Op06h%On.- Désignons par - (resp. ;) le morphisme naturel - 
r' -+ I'(H) (resp. ( G , )  -+ (G)). Une condition nécessaire et suffisante - - - - - 
Tour qu'il existe un morphisme de liens L' -+ L localement représentable 

2 2 par H -+ G et des classes a' E H (L') , a E H (L) telles que a' -e+ a 

est qu'il existe des représentants C' et C de a' et a dont les - - - -  - 
2 2 

classes dans W (f(H)) et RD (r(G)) se remontent en des classes B et - - 
2 2 

y appartenant respectivement à RI1 (1') et IHi (L(G,H)) telles que - - - 
r> 

y = H (g) (8) , en d'autres termes tels que nous ayons le diagramme - 

2 
Dans cet énoncé, M . dénote L'ensemble de 2-cohomologie associé 

à la relation d'équivalence épaisse, c'est-à-dire correspondant à la structure 

de catégorie pour laquelle les morphismes (@,q) - sont tels que q est lié 

par une identité (cf. no 4.9). 



Appendice II : Comparaison des applications cobord 6 '  du 1 9 

. Soit 1 + H -t G 4 F + 1 une suite exacte de 8-faisceaux de 

groupes. Dans [16] , J . Giraud construit un ensemble O( j ) d' obstruction 

au relèvement d'un F-torseur en un G-corseur. Rappelons la construction 

- N(j) est l'ensemble des triples (K,L,u) comprenant une gerbe 

K, L son lien, u : L -t lien(G) un morphisme de liens tel que la suite - 

1 ien (G) - 

soit exacte. 

- R(K,L,u)(K',L',u') est la relation : "il existe un morphisme 

de gerbes 5 : K -t K' tel que le morphisme a : L -t L' qui lie 2 vérifie 

u'a = u. 

Lemme.- Soient (K,L,u), (K',L',u') deux triples tels que 

et a comme précédemment. Alors a est un isomorphisme R(KyL,u) (K' ,L1 ,ul), 5 - 
de liens et 2 - une B-équivalence de gerbes. 

f i61  - chap. IV, no 4.2.4.2., p. 281. 

. Considérons maintenant le sous-ensemble N1(j) de N(j) constitué 

des triples (K,L,u) pour lesquels K est muni d'un mQrphisme 

Y : K + Tors G lié par u. Alors, par la proposition 4.2.8., chap. IV de 1 1 6 1  - 
p. 283, K est la gerbe des relèvements d'un certain F-torseur et (cf. 

no 7 .6 .  ou encore l'appendice 1) possède une structure de c'-objet principal, - 
r '  - - désignant le sous-système de L(G,H) défini en 7.5.  d'où une application - 

2 -1 de N1(j) dans H (8)  ors 9 ) qui, par le lemme précédent est compatible - - 
avec la relation induite par R sur ~'(j) définissant ainsi une application 

1 (j) dans ~~(~)-l([~ors(~)]). Comme l'application d : H (F) -+ O(j) c de - 
R - - 

N' (j) de C l 6 1  se factorise évidemment par - , nous obtenons : 
R 



Pkapaai.Zian.- Avec les notations précédentes, le diagramme : 

1 
est commutatif, i.e. 6 se factorise par d. - 

Remanque.- L'application c ne s'étend pas en une application de 

2 
O ( j )  vers H (11) car un représentant d'une classe de O ( j )  ne possède - 
pas nécessairement de structure de r'-objet principal. = 



CHAPITRE Z V  

APPLZCATlUNS : 2-cohomologie galoisienne des groupes algebriques 

définies sur un corps de base parfait. 

. Seule la topologie étale interviendra dans ce chapitre et on écrira 
i i 2 H (.) au lieu de Het(.). La notation H (L) est celle de C 1 6 1 .  Quand 

un ensemble de 2-cohomologie a toutes ses classes triviales, on dira encore 

qu'il est "inessentiel". 

§ 1 - Ghoupu unipo;tentn. 

1.1. - Lemme.- Soit K un corps parfait ; tout K-groupe algébrique - - - 
r r G quiest une formede (Ga) est isomorphe à (Ga) (r entier > 0). 

Cf. Lemme 4.1.5. - exposé XVII de S. G.A.D. 31 . 
1 

Le leme 1.1. implique H (AU~(G:)) = O. Il en résulte que le - Ke t- 

système de coefficients r(G 1 a la forme suivante très simple : pour un - a 

objet V quelconque de 
Ket9 

la V-fibre de c(G ) possède un unique objet, - a 

Ga, et ses l-morphismes sont les éléments de G (V). 
m 

2 
1.2. - Phapod*tion.- H (r(G,)) = = O. 

Il est, en effet, bien connu que Ga 
est cohomologiquement trivial. 

2 2 
Comme H (r(G - ) )  s'identifie à un quotient de H (G ) (corollaire 4 . 4 . ,  

a a 
2 

chap . III) , H (z (Ga) ) = 0. * - 

1.3. - Théahème. - Soient K un corps par£ ait, U un K-groupe - 
2 

algébrique, connexe, unipotent. L'ensemble H ( r ( U ) )  se réduit à un seule - 
classe et celle-ci est triviale. 

2 . On exprimera ce fait en écrivant H ( r ( U ) )  = 0. - 



Posons = r(U), n = R ; rappelons (cf. no 5.2.1 ., chap. 1) que dans le - - r = 

triple (r,R,b) associé à r, b est le B-morphisme fonctoriel qui à toute 

V-section cc de U' , V c ob(Ket), U' V-forme de U, associe - int(a). 

U étant unipotent et K parfait, il existe (cf. prop. 4.1. - exposé X V I I  

de p37) une suite finie de composition {U 1 constituée de sous-groupes i isOsn 

U. de U tels que : 
1 

a) U = U, U = e = élément neutre de U, 
O n 

b) Ui est caractéristique dans Uiml, i 'z 1 

'i-1 
c) les quotients - sont isomorphes sur K à Ca, i 3 1 

i 

Définissons alors la chaîne {T.,Ri,b - 1 de sous-systèmes de i O,<isn 

([,fi,b) par : 

2") Pour tout objet V de Kety n./V est le sous-foncteur de RlV 
1 

défini par : a) sur les V-objets U', ni(U1) = U: où Uf est la V-forme 

1 1 de Ui associée à U' par l'extension structurale Z (V,e(U)) -+ Z (V,Aut(Ui)) - 
induite par le V-morphisme restriction Aut(U) + Aut(Ui) Cui est caractéris- - - 
tique dans Ui,I,...y donc dans U ; évidemment U! est aussi caractéristique 

1 

dans Ui- , ~ i - ~  , . . . ,u'] . 

B)  sur les V-morphismes f : U' -+ Ut', ni(£) = fi où 

. f .  : U; -+ U; est le V-morphisme image de f par l'extension structurale 
1 

précédente. 

3") bi = restriction de b à Ri. 

Pour tout 1 i n ni est un sous-foncteur invariant de "- 1 

dans le sens du no 7.2., chap. III. Pour tout 1 6 i s n, nous pouvons 
S 1 i- 1 alors considérer le système quotient (gy,a1! = - 

1 
, bl!) rendant exacte 

1 
0: 

L 

(cf. no 7.4., chap. III) la suite de systèmes de coefficients, 1 5 i s n, 



--+ r'! --+ * (1) (1 1 * - r .  -+ 
=1 Li-] =1 

Par la proposition 8.2. chap. III, on en déduit la suite exacte 

d'ensembles (pointés par les classes triviales) : 

Or, il résulte de 1.2. que tout T'!-objet principal, 1 s i s n, est trivial ; 
= 1 

2 
pour tout 1 ,< i ?: n, toute classe de H (fi-]) se remonte donc en une 

2 2 2 
classe de H . Mais évidemment H ( r  ) = O, d'où H (r.) = 0, O ?: i n, 

=1 =n =1 

2 2 2 
et H ( r  ) = H (l(U)) = H (f)  = 0 .  

=O - 
1 1.4. - Co4o~ahe. -  H (Autext U) = O. En particulier, il y a une 

unique classe de liens localement représentable par U, celle de lien(U). - 

Se déduit du corollaire 4.3., chap. III. 

1 
1.5. - c040,&h,e.-  H (Aut U) = 0. - 
En effet, par la proposition 3.2., chap. III, H~(I'(u))' est un - 

1 quotient de H (Aut U). Or, il est immédiat que la relation d'équivalence - 
correspondante est triviale. Ceci implique que H~ (:(u)) ' est en bijection 

1 1 avec H (Aut U), d'où H (Aut U) = O. On aurait pu aussi utiliser la suite - - 
exacte : 

1 + Int U + Aut U + Autext U + 1. - - 

5 2 - Calcul2 gdohiem.  

. Nous avons indiqué en 4.7., chap. III qu'à un faisceau G de Ket 

correspondait un   al (KS/K) -ensemble G(K~) . De la même façon (no 7 . 4 . ,  - 
chap. VI11 de [16]), tout Ket -lien L localement représentable par 

un groupe (disons algébrique, affine) G définit un K /K-noyau X à 
s 

valeurs dans G ( C32 ] - § 2 - p. 176). En outre, il existe une correspondance 

.............................. 
(1) ri , O 6 i r< n , désigne évidemment le faisceau de 2-groupo'ides correspon- 

dant au triple , . b . ) par le théorème 3.2. du chap. 1. 
1 1  



biunivoque respectant les sous-ensembles de classes triviales entre le 

2 2 
H (K /K,G, A) défini en [32] et le H (L) de 6 Le corollaire 4 . 3 .  

S 

du chapitre III s'écrit alors : 

2.1. - P/topudi,tiun.- Il existe une bijection respectant les ensembles 

de classes triviales de H~ (X(G)) (?  H~(G~~(K~/K), - - Aut 6) par le no 4 . 7 .  - 
K&G, A) - 

chap. III) - sur 1 H~ ( ) ,  X décrivant un système de représen- 

X Aut A -- 

tants des classes de K /K-noyaux dans G. 
S 

2.2. - Supposons à partir de maintenant K parfait. G(Ks) 

s'identifie alors à G(K). Soit (B(;), T(K)) un couple (dit de Killing) 

constitué d'un sous-groupe de Borel B(K) de ~(2) et d'un tore maximal 

T(K) de B(Ü). Sur k, on sait qu'il en existe toujours et ~(k) est 

aussi un tore maximal de G(K). Si a = (fs ,gs, ) (notations de 4 . 7 .  - chap. I I I )  

(1) est un 2-cocycle de g à valeurs dans G(K) (no 1.14 - 1 3 2 3 )  de g-noyau A, 

pour tout s e g, ltautomorphisme f transforme B(K) en un 
s 

sous-groupe de Borel fs(~(K)) de G(K) ; il existe donc une application 

h : g + G(R) telle que fs(~(K)) = hs .B(K) .hi1 . Le cocycle a est équiva- 

- 1 ' ) pour lequel f' = h .f .h stabilise B(K). lent au cocycle a' = (f;,gs, s S S S  

Il résulte alors de l'égalité f;(f;(~(K))) = ' i ' 1 
gs,t que t3; ,t 

normalise B(E), donc appartient à B(K). Cet argument est dû à T.A. ~pringer 

( [32 1 - 5 3) . Appelons iB le g-noyau à valeurs dans B(K) induit par 

l'automorphisme s - f: ; hg dépend non seulement de X mais aussi de a .  

2 La classe a appartient à l'image de H (g,~(t) ,hg) par la relation 

Or, si B~(K) désigne la partie unipotente de B(Ü), Bu(K) est caractéris- 

tique dans B(K) . Le g-noyau hg définit donc une action AT de g sur 

.............................. 
(1) g =%(KsjK) 



T(K). En particulier, si T est défini sur K et si X = p = g-noyau défini 

- par l'action naturelle de g sur G(K), AT - uT n'est autre que l'action 

naturelle de g sur T(K) et 

Du théorème 1.3., nous déduisons alors : 

2 . 3  - - ThEuhème.- Soient K un corps parfait, G - un K-groupe algé- 

brique, affine, connexe, ( B ( K )  ,T(K)) un couple de Killing de G(K), X - un 

2  2 K /K-noyau dans G, a une classe de H (K,G,h), a' une classe de H (g,B(K) ,Ag) 
s 

en relation avec a (une telle classe existe toujours d'après ce que l'on vient 

2 
de dire). Si l'image de a' dans H (g,~(E) ,AT) est triviale, alors la classe 

a elle-même l'est. 

2 . 4 .  - c ~ t O . & k h ~ . -  Soient K un corps parfait de dimension cohomo- 

logique 1 G un K-groupe algébrique, affine, connexe. Toutes les classes - 
2 

de H (f(G)) sont triviales et correspondent biunivoquement aux éléments de - - 
1 

H (Aut G). - 

La ~remière assertion découle du corollaire à la proposition 1.1., 

chap. X - 5 7 de [ 2 7 ]  - p. 170, la deuxième de la proposition 3.2. du chap. III, 

l'hypothèse dim K 1 impliquant en particulier que la fibre de J se réduit 

à un unique élément (no 2 . 3  - p. I I I  - 14 de [28] ou no 2.4 de [29] ) . 

2 . 5 .  - Le corollaire 2.4. précédent contient en particulier le théorème 

de Grothendieck (Théorème 3.5. de 134 ) . 

2 . 6 .  - Cuhu~&e.-  Soient K un corps parfait, G un K-groupe --- - 
algébrique, affine, connexe, T un K-tore maximal de G (il en existe toujours - 

L d'après un théorème bien connu de Grothendieck). Supposons H (K,T) = 0, 

2  2  
alors H (G) = H (lien(G)) est inessentiel. 



. Dans le chapitre suivant, pour G réductif, T K-tore maximal 

2 
quelconque de G, nous étudierons complètement la relation H~ (K,T) a H (G) . 

§ 3 - Un pherniu hQ~uRtat  am L a  catLpa Locaux. -- 

3 . 1 .  - PhapvA&an.- Soient K un corps parfait de dimension coho- 

mologique i 2, G - un K-groupe algébrique, affine, connexe. Supposons que 

G possède un K-tore maximal T qui se déploie sur une extension (néces- - 
sairement galoisienne finie) K' pour laquelle Br(K1) = O. Alors ~ ~ ( 6 )  

est inessentiel. 

2 
En effet, montrons que H (K,T) = O et l'on appliquera le corollaire 

2 2 
2.6. Soit n le degré de K' ; comme H (K1,G) = O, H (K1,T) = O et 

m 
2 

toute classe de H (K,T) est annulée par n. Considérons alors la suite 

exacte de cohomologie 

n 2 déduite de O -+ T + T-+T -+ O. L'application H (K,T,) -+ H~(K,T) 
n 

est surjective ; comme d'autre part, dim K 4 2, H'(K,T~) = O. On en tire 

2 
H (K,T) = 0. 

. La proposition 3.1. s'applique, en particulier, quand K = k((T)) 

avec k de caractéristique 0, non algébriquement clos, de dimension 1 et 

n'admettant aucune extension abélienne non triviale. K est alors un corps 

local à corps résiduel quasi-fini. J.P. Serre a montré ([28 ] p. S.2) que 

Br(K) = 0, dim K = 2 et qu'il existe des extensions galoisiennes finies K' 

telles que B~(K') = O (si toutes satisfaisaient à cette propriété, K 

serait de dimension cohomologique s 1 et on retomberait dans le cadre du 

corollaire 2.4.). 



3.2. - Cotroi!hxhe.- Soient K un corps local du type k((T)), k 

satisfaisant aux conditions précédentes, G un K-groupe algébrique, affine, - 
connexe. Supposons que G possède un K-tore maximal T qui se déploie 

sur une extension (galoisienne, finie) K' pour laquelle Br(K1) = O (ce - 
qui est le cas, par exemple, si G est déployé sur K). Alors l'ensemble - 
H~(G) est inessentiel. 

. Dans le cas où G est semi-simple, nous obtiendrons au chapitre VI1 

un résultat beaucoup,plus général. 



CHAPITRE V 

2-COHOMOLOGIE DES GROUPES REDUCTlFS - THEOREMES DE REDUCTION, 

. Dans ce chapitre, X désigne un préschéma quelconque, Xetv 

Xf.p.p.f > Xf.p.q.c. 
les sites étale, £.p.p.£, f.p.q.c. correspondants. 

On écrira H~(x) , H~ ~;*p.~.cr (X) selon que le site de base 
f .p.p.£ 

est X X X et' £.p.p.£' f.p.q.c. ' 

7.1. - Rappelons d'abord le résultat suivant de 113, corollaire 
5.5.5 - exposé XXII : 

7 . 1 . 1 .  - PnopobiLLon. - Soient X un préschéma, G un X-groupe 

réductif, alors G possède localement pour la topologie étale (donc aussi 

pour les topologies £.p.p.£, f.p.q,c) des groupes de Borel (resp. des tores 

maximaux, des couples de Killing). 2 T est un tore maximal de G, il existe 

localement pour la topologie étale (donc aussi pour les topologies £.p.p.£, 

f.p.q.c) des groupes de Borel contenant T. 

. A un X-groupe réductif G, nous pouvons associer une gerbe fi 

dite ''gerbe des sous-groupes de Borel de G" sur le site étale 
'et 

(resp. £.p.p.£, f.p.q.c) de X : pour U c ob Xet , 
(resp- Xf.p.p.f 

Xf. p. q. c ) les U-objets de 6 sont lessous-groupes de Borel B de G/U ; 

les U-morphismes entre deux tels B et B' sont les U-automorphismes 

intérieurs de G/U transformant B en B'. Il s'agit bien d'une gerbe car : 

1 O )  les fibres sont localement non vides ; 

2') deux B et B' sont localement isomorphes (car localement 

conjugués pour la topologie étale, donc £.p.p.£ et f.p.q.c). 



. On construit de manière analogue les gerbes T et K associées 

respectivement aux tores maximaux et couples de Killing. 

7.7.2. - C o h ~ & d k & . -  Une condition nécessaire et suffisante 

d'existence d'un sous-groupe de Borel (resp. d'un tore maximal, d'un couple 

de Killing) dans un X-groupe réductif est que la gerbe B (resp.~ ,K) soit 

triviale. 

1 . 2 . 1 .  - Soient X un préschéma muni de la topologie étale, 

(resp. £.p.p.£., f.p.q.c.), G un X-groupe réductif. Nous définissons 

le X-systène de coefficents r (resp. r ) déduit de la gerbe 6 (resp. K) 
= B =K 

de -la manière suivante : 

Pour tout objet U de Xet (resp. X Xf £.p.q.c Y 

- les U-objets de r (resp. ï' ) sont les couples (G1,B') 
=B = K  

( p .  ( G ' T ) )  constitués d'une U-forme G' de G et d'un sous-groupe 

de bore1 6' (resp. d'un couple de Killing ( B T  de G ' .  

- les U-1-morphismes de I' (resp. r ) de (G' , B r )  vers 
=B = K  

(G;,B;) (resp. (G1,B',T') vers G , ) )  sont les U-isomorphismes 

f de G' vers G; transformant B' en B' (resp. (B1,T') en ( B ; , T ; ) ) .  
1 

- étant donné deux U-1-morphismes 

A g 
n 

(G1,a') - (Gi,B;) (resp. (G',8',T1) - (Gi?Bi,Ti)) 
f f 

de (resp. r ) , un U-2-morphisme de f vers g est une U-section - B = K 

a de G' normalisant B' (resp. ( B '  T')), a étant soumis à la condition 
1 1 1' 1 

i . ( a )  . f = g . Dans le premier cas, les U-2-morphismes sont donc les 

U-sections de Bi lui-même, dans le cas resp. ce sont les U-sections 

de ï '  puisque le normalisateur de T' dans ' se réduit à 
1 1 1 Tiy G; 

étant réductif. 



1 .2 .2 .  - R e ~ a ~ q u a . -  

1 ' )  S i  G possède un X-groupe de  Borel  B ( r e s p .  un X-couple 

de K i l l i n g  ( B , T ) ) ,  cg ( resp .  I'') n ' e s t  a u t r e  que l e  X-système de 

c o e f f i c i e n t s  L(G,B) ( r e s p .  r (G,B,T)) c o n s t r u i t  en 5.3.1. chap.  1. - - 

2")  Nous avons d é j à  o b s e r v é  e n  5 .3 .2 .  - chap. 1 que dans l e  c a s  

où G e s t  un Xet-groupe semi-simple e t  B un X-Borel d e  G , l e  

f o n c t e u r  R é t a i t  p le inement  f i d è l e .  O r  c e  d e r n i e r  s e  f a c t o r i s e  
- 1 (G, 6) 

préc i sément  p a r  l e  plongement de I ( G , B )  dans  r ( b ) .  De p l u s ,  s i  U e s t  - - - 
un o b j e t  quelconque du s i t e  é t a l e  d e  X ,  B '  une 

U-forme de B, d ' a p r è s  l e  c o r o l l a i r e  6.5. - chap. XXIV d e  S.G.A.D, il e x i s t e  

une U-forme G '  de G dont  B '  s o i t  un groupe de  B o r e l ,  G '  é t a n t  

unique à un unique isomorphisme p r è s  i n d u i s a n t  1' i d e n t i t é  s u r  B' , 

Il e n  r é s u l t e  q u ' a l o r s  X(G,B) e t  r ( B )  s o n t  des s y s t è n e s  de c o e f f i c i e n t s  - - 
X - é q u i v a l e n t s .  

e t  

. La p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  e s t  une forme de l ' a rgument  de  c o n j u g a i s o n  

de  T.A. S p r i n g e r  ( c f .  chap. I V  - n o  2 . 2 ) .  

7 . 2 . 3 .  - PhupoaiXian.- S o i e n t  X un préschéma muni de  l a  t o p o l o g i e  

é t a l e  ( r e s p .  f . p . p . f ,  f . p . q . c ) ,  G un X-proupe r ê d u c t i f ,  OB ( r e s p .  e ) - = = K 

l e  X-morphisme é v i d e n t  de r ( r e s p .  1 ) v e r s  r = r(G) q u i  e n v o i e  l ' o b j e t  - = B  -K - =  = 

(G1,B')  ( r e s p .  (G',Bf,T')) s u r  l ' o b j e t  G ' .  A lors  (3 ( r e s p .  ...) i n d u i t  
= 8 

2 2 
une a p p l i c a t i o n  s u r j e c t i v e  H ( g  B)  ( r e s p  . . . ) H ( c g )  ( r e s p .  . . .) - - 

2 
s u r  H ( f ) .  - 

. F a i s o n s  l a  démons t ra t ion  pour @ . Montrons que t o u t e  c l a s s e  
= B 

2 2 
a de H (r) p r o v i e n t  d 'une  c l a s s e  d e  H ( r  ). Appliquons ,  pour  c e l a ,  l a  - = B  

t echn ique  donnée p a r  A. Grothendieck.  S o i t  C l a  ge rbe  s o u s - j a c e n t e  à un 



r ep ré sen t an t  de a .  Associons à C l a  gerbe câ d é f i n i e  comme s u i t  : s e s  

U-objets,  U c Ob Xet ( r e sp .  
Ob X f . p . p . f 9  Ob Xf 

) son t  l e s  couples  (x,B) 
.p .q .c  

c o n s t i t u é s  d'un U-objet x  de - C e t  d 'un sous-groupe de Borel B d e  

Aut (x)  ; l e s  U-morphismes de (x,B) v e r s  -4 
( x l , B  ) son t  l e s  U-morphismes 

- 1 

f  de x  ve r s  x  de C t e l s  que Aut ( f )  (B)  = B I  . 
1 -4 - 

. Il e x i s t e  un morphisme n a t u r e l  p  de C ve r s  (I'B)Ol 
-f3 

q u i  

a s s o c i e  à chaque U-objet (x,B) l e  U-objet , B ) .  C~mme t o u t  
- 

U-automorphisme de (x,B) dans Cg d é f i n i t  une s e c t i o n  de B , i . e .  une 

2-f lèche de de sou rce  l ' i d e n t i t é  de l ' o b j e t  (Aut , (x) ,B) ,  e t  réciproquement ,  
= B - 

on v o i t  que r opè re  s u r  r, à l ' a i d e  de p  e t  en f a i t  un I' - o b j e t  
= B =B 

p r i n c i p a l .  II e s t  a l o r s  immédiat que l a  c l a s s e  de % dans H ~ ( E ~ )  a  
2  

précisément  pour image dans H (c )  - l a  c l a s s e  a de dépa r t .  ~ ~ ( 0 ~ )  - est  - 

donc s u r j e c t i v e .  

7 . 2 . 4 .  - C o / t o U e . -  Supposons que G admette un sous-groupe 

de Borel  B ( r e sp .  un couple de K i l l i n g  R = ( B , T ) )  , a l o r s  l ' a p p l i c a t i o n  

2  2  2  2  2  2  
H (gp) : H (P(G,B)) - -+ H (C) ( resp .  H ( B K )  : H (C(G,B,T)) - - r H  (LI)  

e s t  s u r i e c t i v e .  

7.2.5. - Cotol?.l!d4e.- Le r é s u l t a t  du c o r o l l a i r e  2.4. chap. I V ,  e t ,  

en p a r t i c u l i e r ,  l e  théorème de Grothendieck (cf .  2.5 chap. I V )  est  - 
encore v a l a b l e  s i  l ' o n  r e t i r e  l ' hypothèse  K p a r f a i t  e t  a j o u t e  c e l l e  

G r é d u c t i f .  

. En e f f e t ,  puisque dim K 1 ,  l e  c o r o l l a i r e  à l a  p r o p o s i t i o n  1 . 1  

du c h a p i t r e  X - 5 7  de 1271 p. 170 s ' app l ique  encore.  On en dédu i t  que t o u t e s  
- 

2  
l e s  c l a s s e s  de H ( r  ) donc de H ~ ( ~ ( G ) )  s o n t  t r i v i a l e s .  On appl ique  a l o r s  

=IC 

l e  r é s u l t a t  de l a  remarque 2  - no 2.4 de S e r r e  p. 58 de [29] s e l o n  l e q u e l ,  

1 
pour t o u t  K-groupe r é d u c t i f  G , H (G) = O , ce  d e r n i e r  po in t  e n t r a î n a n t  

2  
l ' i n j e c t i v i t é  de l ' a p p l i c a t i o n  J : ~ ' ( A u t  - G) 4 H ([(G)) ' .  - 



1.2 .6 .  - C o h o U a h e . -  So ien t  X l e  s p e c t r e  d 'un anneau A de - 
v a l u a t i o n  d i s c r è t e  n e n s é l i e n  à corps r é s i d u e l  k p a r f a i t  e t  q u a s i - f i n i ,  

2 
G un X-groupe r é d u c t i f .  Alors  t o u t e s  les c l a s s e s  de H ( r (G))  s o n t  t r i v i a l e s  - 

e t  en correspondance biuni.voque avec les éléments  de ~ ' ( A u t  G). - 

. Remarquons d 'abord  que puisque k e s t  p a r f a i t  e t  de dimension 

cohomologique ,< 1 , G admet s u r  k un groupe de i5orel. O r ,  p a r  a p p l i c a t i o n  

du -c r i t è r e  v a l u a t i f  de p rop re t é  ([23] - Mumford - prop. 3 - p. 240 - chap. I I )  

au  schéma des groupes de 8 o r e l  de G, on en d é d u i t  l ' e x i s t e n c e  d'un X-groupe 

de bore1 LI dans G e t  p a r  le  c o r o l l a i r e  5.9.8 - chap. X X I I  de S.G.A.D. [13] 

l ' e x i s t e n c e  d 'un X-couple de  K i l l i n g  (B,T) dans G. O r ,  par  2.6.  de B r  III 

[15], nous savons que, pour t o u t  X-groupe commutatif l i s s e  H ,  

i ni(x,ii) = ii (k , i î )  , i > O . Comme dim k 6 1 , on en t i r e  que t o u t e s  l e s  

2 2 
c l a s s e s  de .ti ( r (G,b,T))  , donc de H (I'(G)), s o n t  t r i v i a l e s .  D 'au t re  p a r t ,  - 

pa r  l a  p ropos i t i on  8.1 - chap. XXIV de S.G.A.D, on s a i t  que pour t o u t  

1 1 
groupe a lgébr ique ,  a f f i n e ,  l isse,  connexe H, H (X,H) = H (k,H) = O. On 

conc lu t  a l o r s  comme précédemment dans l e  c o r o l l a i r e  1 .2 .5 .  

7 . 3 . 7 .  - Dans l e  c h a p i t r e  III, nous avons i n t r o d u i t  l 'ensemble 

2 de 2-cohouologie épa i s  fhi (1) - , ensemble des c l a s s e s  d' isomorphie d ' o b j e t s  

2 2 2 
de L ( r )  - oh Z (1) a mêmes o b j e t s  que Z (r) , mais pour morphismes les - - 
I'-niorphismes (2,q) pour l e sque l s  q e s t  l i é  p a r  une i d e n t i t é .  Nous avons - - 

l e  théorème su ivan t  qu i  p r é c i s e  l e  c o r o l l a i r e  1 .2 .4 .  : 

ThCohème.- So ien t  X un préschéma quelconque, G un X-groupe - 
r é d u c t i f .  Supposons que G admette un sous-groupe de Borel  B ( r e s p .  un 

couple de h i l l i n g  K = ( B , T ) ) .  Le morphisme 8 : Z(G,B) + L(G) . 



2 
(resp.  g K  : C(G,fi,T) + I'(G)) i n d u i t  une b i j e c t i o n  ( g g )  - - 

( r e sp .  d( - el()) .& 2 ( ~ ( ~ , ~ ) )  - (resp.  D ~ ( ~ ( G , B , T )  - s u r  - fi0 2 ( K ( G ) )  - . 

. P a r  l e s  b i j e c t i o n s  précédentes ,  une c l a s s e  t r i v i a l e  e s t  envoyée 

s u r  une c l a s s e  t r i v i a l e ,  mais l ' image inve r se  d'une c l a s s e  t r i v i a l e  n ' e s t  pas  

nécessairement  t r i v i a l e .  

2 . Montrons l e  théorème pour W (0,) ; l a  démonstrat ion s e r a i t  

s i m i l a i r e  pour d ( ~  ). l4ontrons-le dans l e  cas p a r t i c u l i e r  où - K 

X = Spec K, K corps quelconque ; r ep ré sen tan t  t o u t  c-objet ~ r i n c i p a l  - 
(1 = r (G,b)  ou r(G))  p a r  un 2-cocycle de ~ ë c h  à va leu r s  dans - - - - 
su ivan t  l a  méthode du 5 6 - chap. III, on mon t re ra i t  l e  théorème dans 

2 
t o u t e  s a  g é n é r a l i t é .  Compte tenu de l a  p ropos i t i on  1.2.3,  W (O  ) e s t  B 

c la i rement  s u r j e c t i v e .  Soien t  a l o r s  c = ( f s , g s , t  , C '  = ( f i ,  g' 1 
s ,  t 

deux 2-cocycles de Gal(K /K) à va leu r s  dans l e  2-groupoTde &(G,B)  
s 

( c f .  chap. III. § no 4 .7 )  ; é t a b l i r  l ' i n j e c t i v i t é  de d( 0 ) r e v i e n t  à =B 

montrer que, s i ,  après  a v o i r  i n j e c t é  A&(G,Ij) dans A A G ,  c e t  c '  - 
deviennent équ iva l en t s  (au  sens de l a  cohomologie é p a i s s e ) ,  a l o r s  c e t  

c '  son t  d é j à  équ iva l en t s  (au sens  épa i s )  dans A&(G,B). O r  d i r e  que c 

e t  c '  s o n t  équ iva l en t s  dans AgfG s i g n i f i e  que, pour t o u t  s E G a l ( K s / ~ )  - 
il e x i s t e  un 2-morphisme m : f  => f '  dans A Z G  t e l  que 

S S S 

f '  
- 1 

= m  o f  o(ms "mt ) .  Mais f e t  f '  provenant de A&(G,n) 
s , t  s t  s ,  t S S 

son t  des autoniorphismes de G qu i  s t a b i l i s e n t  B. La s u i t e  exac t e  

(prop. 2.1 - S.G.A.D. - XXIV) : 

montre a l o r s  que, pour t o u t  s E GA~(K~/K) , l'automorphisme i n t é r i e u r  de 

G d é f i n i  pa r  m a p p a r t i e n t  à Bad , i . e .  c e t  c '  s o n t  d é j à  équ iva l en t s  
s 

dans As(G,f i ) .  - 



7 . 3 . 2 .  - Caho.Uaine.- S o i e n t  G un X-groupe r é d u c t i f ,  B e t  - 
X ' - deux X-6orel de G ,  il e x i s t e  a l o r s  un B- to rseur  x t e l  que B = B ' ,  

l a  c l a s s e  de  x a p p a r t e n a n t  au  noyau de l ' a p p l i c a t i o n  

1 1 1 
ri (6) 1-3 Fi ( I n t  d) -4 h ( I n t  G). - - 

. Se d é d u i t  de l a  p r o p o s i t i o n  3 .3  - chap. III. P a r  l e s  r é s u l t a t s  

du § 2 - chap. X X I V  de  [13], on s a v a i t  d é j à  que  B e t  B' é t a i e n t  des  formes 

i n t é r i e u r e s  l ' u n  de l ' a u t r e  (dans l e  c a s  où X = s p e c  K,  K corps  quelconque , 

b e t  ' s o n t  même conjugués  p a r  l e  théorème de  c o n j u g a i s o n  des K-sous- 

g roupes  p a r a b o l i q u e s  niinirnaux ( B o r e l  - T i t s  - Théorème 4.13 - b )  de  [4])) 

7 . 3 . 3 .  - Cana&aihe.- Sous l e s  hypothèses  du théorème 1.3.1 

s i  G est  e n  o u t r e  supposé semi-simple,  nous avons l a  c h a î n e  d ' isomorphismes : - 
m 

En e f f e t ,  sous l ' h y p o t h è s e  G semi-simple,  on s a i t  que 

r(G,b) e t  r ( B )  s o n t  X-équivalents  (remarque 2") de  1.2.2.) .  - - - 

1 2 - Réduot ion à un Zone maximaL. EXude de la nheeation H ~ ( T )  -w H ~ ( G ) .  

2 . 1 .  

. De l a  p r o p o s i t i o n  1.2.3,  on t i r e  l ' e x i s t e n c e  d 'une  X-gerbe C 
-K 

loca lement  (pour  l a  t o p o l o g i e  é t a l e ,  f . p . p . f ,  f . p . q . c )  l iée  p a r  un t o r e  maximal 

de G e t  d 'un X-morphisme $ -c C de g e r b e s  loca lement  (pour  l a  t o p o l o g i e  - 
é t a l e ,  . . . . . . ) l i é  p a r  l ' i n j e c t i o n  d e  c e  d e r n i e r  dans G. Dans l e  c a s  où 

il e x i s t e  g lobalement  un t o r e  maximal dans G, nous obtenons  l e  r é s u l t a t  

p l u s  p r é c i s  s u i v a n t  : 

2 . 1 . 7 .  - Pttapaa,&!ion.- S o i e n t  X un préschéma muni de l a  t o p o l o f f i e  

é t a l e  ( r e s p .  f . p . p . f ,  f . p . q . c ) ,  G u n  X-groupe r é d u c t i f .  Supposons que G 

possède un X-tore maximal T.  Pour  t o u t e  X-gerbe loca lement  pour  l a  

. C t o p o l o g i e  é t a l e  ( r e s p .  f . p . p . f ,  f . p . q . c )  b e e  Dar G,  il e x i s t e  une Y,-~erbe 



C localement l i é e  pa r  T  e t  un X-morphisme C -+ C de gerbes  localement  -T - -T - 
l i é  pa r  1' i n c l u s i o n  T  * G. 

. On c o n s t r u i t  l a  c a t é g o r i e  f i b r é e  sT à ~ a r t i r  de C comme - 

s u i t  : 

- l e s  U-objets de CT , U e ob(X ) ( r e sp .  ob (X e t  f .p .p . f  ) 3 

ob (X f .p .q .c  ) )  , son t  l e s  t r i p l e s  ( x l , B )  c o n s t i t u é s  

i )  d'un U-objet X' de C ,  - 
i i )  d'un Borel  8' de &(x) contenant  T. 

- 

- l e s  U-morphismes de C de source  ( x ' , B r Y T )  e t  de bu t  -T 

(x",bt',T) s o n t  l e s  U-morphismes f  de C t e l s  que & (£1 t ransforme - 
(b l ,T )  en  (Bt',T). 

. Par  l a  p r o p o s i t i o n  I . l . l , o n  s a i t  que, dans G,  localement pour l a  

t opo log ie  é t a l e  ( resp .  f . p . p . f ,  f . p . q . c ) ,  il e x i s t e  des sous-groupes de Bore l  

b contenant  T.  Ains i  C e s t  une gerbe e t  comme pour t o u t  o b j e t  (x ' ,B1 ,T)  
-T 

l e  no rma l i s a t eu r  de T  dans 8' s e  r é d u i t  à T, CT est  localement 

l i é  pa r  T e t  l e  morphisme n a t u r e l  de CT dans C p a r  1' i n j e c t i o n  de T  - 
dans G. 

2 . 7 . 2 .  - La p r o p o s i t i o n  2.1.1. s ' a p p l i q u e ,  e n  ~ a r t i c u l i e r ,  quand 

X = spec  L, K corps quelconque ; on s a i t  q u ' a l o r s  G possède un X-tore 

maximal (exposé X I V  - théorème 1 . 1  de E3] ) . 

2 . 1 . 3 .  - S i ,  dans l a  p r o p o s i t i o n  2.1.1,  C est globalement 

l iée pa r  G y  C, e s t  globalement l i é e  par  T.  où : 
-1 

CatroLt&e,- So ien t  X un préschéma muni de  l a  topologie  é t a l e  

( r e sp .  £.p.p.£,  f . p .q . c ) ,  G X-groupe r é d u c t i f  admettant  un t o r e  

2  2 
maxinial T ,  t o u t e  c l a s s e  de H (G) = B ( l i en (G) )  ( r e sp .  H 2 - f .p .p . f  ( G )  y 

- - 

ri 
2 2 2  

(G)) a p p a r t i e n t  à l ' image de H (T) (= Hf 2  f . p . q . c  .p. p.£ (Tl = Hf .p.  q. c  (Tl 



c f .  no 5 de Groupe de Brauer III de [15] e t  3.1.3 - chap. III de [ 2 q  ) 

2 2 
p a r  l a  r e l a t i o n  H (T) -gt H (G) ( resp .  . . . . . .). 

2 . 2 . 1 .  - Nous l a  ménerons pour l a  topologie  é t a l e .  Puisque G 

e s t  r é d u c t i f ,  s e s  sous-groupes de Car tan  s o n t  r é d u i t s  aux t o r e s  maximaux 

eux-mêmes. En p a r t i c u l i e r ,  t o u t  t o r e  maximal T co ïnc ide  avec son  cent ra -  

l i s a t e u r  ZG(T) dans G. D e  p lus  l e  c e n t r e  Z(G) de G co ïnc ide  avec 

l ' i n t e r s e c t i o n  des t o r e s  maximaux de G (S.G.A.D. - [131 - exposé X X I I  - 

c o r o l l a i r e  4.1.7.  p. 173). Dans ces  cond i t i ons ,  l 'accouplement d é c r i t  dans 

l a  p ropos i t i on  3.3.8.  - chap. I V  de [16] f o u r n i t  une a p p l i c a t i o n .  

2 2 2 
Acc. : H ((T x H (G) --+ H (T) - 

2 2  
s a t i s f a i s a n t  aux condi t ions  su ivan te s  : p c H (T),  q s H (G) , 

i )  p  e t  q sont  r e l i é s  p a r  l a  r e l a t i o n  H ~ ( T )  -0+ H ~ ( G )  

s i  e t  seulement s i  &(p,q) e s t  l a  c l a s s e  n u l l e  de H'(T). 

i i )  Désignons par  
2  

' (2)  1 'homomorphisme H ( Z  (G) ) - Ii2 (T) l* 

2 
i n d u i t  par  1' i n c l u s i o n  Z(G) T . Alors pour t ou t  cc e H ( 2  (G)) , on a  : 

Acc. (p,a.q) = i - * (2)(U) + &. ( ~ 3 4 )  

i i i )  Pour t o u t  B E H ~ ( T )  , 

2 . 2 . 2 .  - La c l a s s e  u n i t é  E de  H ~ ( G )  d é f i n i e  par  Tors G - 
é t a n t  évidemment r e l i é e  à l a  c l a s s e  n u l l e  de H ~ ( T )  , nous avons 

2  A c c . ( O , ~ ) = O . O r , t o u t e c l a s s e  q  de H ( G )  e s t d e l a f o r m e  a . € ,  

i . e .  transformée de E par  l ' a c t i o n  d 'un élément unique ci de H ~ ( z ( G ) ) ,  

Acc . (O,~)  = &.(O,,.&) = i - x (2) (a) + A-. (O,  E )  par  i i )  



D'autre par t ,  par i i i ) ,  

D'où : - ~ c c . ( i i ~ ) ( a ) ,  q = . i 2 ( ) , . )  = ACC.(O,E)  - = O 

qui montre que q e s t  en re la t ion  avec l a  c lasse  ik2)  ( c i ) .  

. Réciproquement, cherchons à déterminer l e s  éléments p de H ~ ( T )  

qui sont en re la t ion  avec une c lasse  q de ~ ~ ( 6 )  : 

Or, par i )  , &. (p, E) = - p . D'où : 

~ c c . ( p , q )  = O = 1* * (2) (a)  - p 

2 . 2 . 3 .  - On obt ient  en résumé : 

PkopodiLLon.- Soient G un X-groupe réduc t i f ,  T un X-tore - - 
2 maximal de G. Toute c lasse  q & H (G) e s t  en r e l a t i on  avec une c lasse  

p C& H ~ ( T )  : s i  nous écrivons q sous l a  for- q = a.& pour un ce r ta in  

2 2 
a E fi (Z(G)), q e s t  en re la t ion  avec l a  c lasse  p = i i 2 ) ( a )  de H (Tl. - 
Réciproquement, s i  une c lasse  p - de H 2 (T) e s t  r e l i é e  à l 'élément a .& 

de ~ ~ ( 6 )  , p = ii2) (a ) .  - 
(En pa r t i cu l i e r ,  l e  domaine de l a  re la t ion  H'(T) ~ ~ ( 6 )  e s t  

. (2) 2 2 précisément l'image de 1 , i . e .  l e  noyau de H (T) --+ H (Tad)) . 



1 O) Le diagramme 

n ' e s t  pas nécessairement  conmutat i f .  Pa r  exemple O dans H ~ ( z ( G ) )  e s t  

2 en r e l a t i o n  avec t o u t e  c l a s s e  t r i v i a l e  de H (G) p a r  l e  c o r o l l a i r e  3.3.7 

(i) - chap. I V  de [16] , mais c la i rement  il n 'en  e s t  pas de même du O 

dans r i 2 ( ~ ) .  

2') Dans l e  cas où X = spec  K avec K corps p a r f a i t  e t  où G 

admet un couple de K i l l i n g  (B,T), l e  5 2 du chap. I V  p e r m e t t a i t  d ' a s s o c i e r  

2 
à t o u t e  c l a s s e  de H ~ ( G )  une c l a s s e  a '  de H (B) e t  e n s u i t e  une c l a s s e  

2  2 2 
de d (T)  en  prenant  l ' image a" de a '  par  l ' a p p l i c a t i o n  H (B)  --t H (T) . 
Comme c e t t e  d e r n i è r e  e s t  compatible avec l ' a c t i o n  de H ~ ( z ( B ) )  = H ~ ( z ( G ) )  

2  
s u r  H (6) ( c o r o l l a i r e  3 . 3 . 4 .  - chap. I V  - C l - ) ,  on v o i t  immédiatement que 

a" co inc ide  avec l a  c l a s s e  i ( 2 ) ( a )  i n t r o d u i t e  plus  hau t .  

2 .2 .5 .  - C o k o U e . -  S i  a  a p p a r t i e n t  à l ' image de l'homomor- - 
1 2 2 

phisme H (Sad) I-t H (Z(G)),  l a  c l a s s e  q  = a . €  H (G) e s t  t r i v i a l e .  

I 

2.2.6 .  - C o h o ~ a i k e . -  S o i t  G G X-kroupe r é d u c t i f .  S ' i l  e x i s t e  

- 2 2 
dans G un t o r e  maximal T pour  l e q u e l  l'hornontorphisme i!2) : H (Z(G)) - H (T)  

2 e s t  n u l ,  a l o r s  t o u t e  c l a s s e  de H (G) e s t  t r i v i a l e .  Nous avons, en o u t r e ,  

l e  diagramme su ivan t  dans l eque l  tous l e s  c a r r é s  e t  t r i a n g l e s  s o n t  commutatifs : 



(2)  
1 1 2 i* 

(1)  H (T) - H (Tad) - H (Z(G)) - O - O P 

De p lus ,  l ' a p p l i c a t i o n  6 '  de (2) e s t  s u r j e c t i v e  e t  t o u t e  c l a s s e  de H ~ ( G )  

c o n t i e n t  une gerbe de l a  forme Tors G '  ou G '  e s t  une forme i n t é r i e u r e  - - 
de G admettant un t o r e  maximal isomorphe à T. - 

(Dans ce diagramme, (2)  e s t  exac t e  dans l e  sens  de l a  p ropos i t i on  

4.2.8. - chap. I V  de [16J). 

2 . En e f f e t  t o u t e  c l a s s e  de H (G) e s t  t r i v i a l e  par l e  c o r o l l a i r e  

2 
2.2.5. Donc t o u t e  c l a s s e  de H (G) c o n t i e n t  une gerbe  de l a  forme Tors G' 

où G '  e s t  une forme i n t é r i e u r e  de G. D 'au t re  p a r t ,  puisque l e  O de 

2 
ki (T) e s t  en r e l a t i o n  avec t o u t e  c l a s s e  de H ~ ( G )  , l e  morphisme de 

gerbes - Tors T --+ Tors G '  r ep ré sen te  l ' i n c l u s i o n  T C-+ , l ien(G) , i . e .  G '  

c o n t i e n t  un t o r e  maximal isomorphe à T. 

2 . 3 . 7 .  - S o i t  G un X-groupe semi-simple. 

2 
Notons H'(G) ' l e  sous-ensemble de k ( 6 )  c o n s t i t u é  des c l a s s e s  

2 t r i v i a l e s  e t  H ~ ( z ( G ) ) '  l e  sous-ensemble de H (Z(G)) c o n s t i t u é  des a 

pour l e sque l s  l a  c l a s s e  a . E  a p p a r t i e n t  à H~ (G) ' . La s u i t e  exac t e  

(3) 
1 1 2 

H (G) - H (IntG) ----t H (G) '  - 1 - 

( c f .  prop. 3.2.6. ( i i i )  - chep. I V  de [ l q )  e s t  équiva len te  à 

(4) 
1 1 2 

h (G) - H ( I n t ~ )  - Ii ( Z  (G) ) ' - 1 - 
1 Toute c l a s s e  de H ~ ( z ( G ) )  ' s e  r e l ève  donc en  une c l a s s e  de h ( I n t ü )  . Par  - 

l a  p ropos i t i on  4.2.8. ( i i )  - chap. I V  de [lq , on en  dédui t  que t o u t e  



2 
c l a s s e  de I i 2 ( 2 ( ~ ) )  ' e s t  en  r e l a t i o n  avec l a  c l a s s e  u n i t é  E de H (G) . 

Cela é t a n t ,  considérons l e  cas  où X e s t  l e  s p e c t r e  d 'un corps 

p a r f a i t  K,  hypothèse de p e r f e c t i o n  s ans  doute  supe r f lue ,  G contenant  

un sous-groupe de Borel .  So ien t  a une c l a s s e  de H~ (z(G))  ' , B une c l a s s e  

1 
de H ( S G )  r e l e v a n t  a. Pa r  l e  théorème I I .  1..  de S te inberg  "Regular 

elements of semi-simple a l g e b r a i c  groups" I.H.E.S. no 25 1311 il e x i s t e  dans 

I n t  G un k- tore  maximal T ' t e l  que appar t ienne  à 1' image de - a 
1 1 

H (Y') --+ H ( Z C ) .  Par  l a  commutativité du diagramme 
a 

on en dédu i t  que a a p p a r t i e n t  à l ' image de l'homomorphisme 

iil (T:) -+ hZ ( Z  (G) ) . 
, S o i t  J) l ' i s o g é n i e  G 3 I&G ; posons T = (J- ' (T ' ) .  On 

a a 

o b t i e n t  a l o r s  l a  p r o p o s i t i o n  ci-dessous q u i  c o n s t i t u e  en quelque s o r t e  une 

réc iproque  a u  c o r o l l a i r e  2.2.5. : 

P / ~ O P O A ~ O M . -  Soien t  K un corps p a r f a i t ,  G un K-groupe 

semi-simple contenant  un K-sous-groupe de Borel .  Pour t o u t e  c l a s s e  a de 

2 
H (Z(G)) '  , il e x i s t e  un K-tore maximal T dans G t e l  que l ' image de 

a - 
2 2 

a p a r  1 ' homomorphisme iL2) : H (Z (G) ) - H (Ta) s o i t  nu l .  De p lus  , 

l a  c l a s s e  a.€ c o n t i e n t  une gerbe de l a  forme Tors G '  & G' e s t  une forme 

i n t é r i e u r e  de G contenant  un t o r e  maximal isomorphe à T . 
a 

, L'hypothèse "G c o n t i e n t  un Borel"  peut  fac i lement  ê t r e  

levée .  Il  s u f f i r a  de remplacer G par  s a  forme i n t é r i e u r e  quasi-déployée 



'-b 
Soient  K un corps de c a r a c t é r i s t i q u e  p, G un K-groupe 

'-b % 

serni-simple simplement connexe déployé, T un K-tore maximal déployé d e  G.  
'-b 2 . "  

L ' a p p l i c a t i o n  h 2 ( i < , z ( ~ ) )  -+ H  (K,T) e s t  i n j e c t i v e  e t ,  par  l a  p ropos i t i on  

2 %  2 "  
2.2.3, l a  r e l a t i o n  H (T)  -gt H (G) e s t  b i j e c t i v e .  Supposons, pour s i m p l i f i e r ,  

'-b '-b % 

que T s o i t  de rang 1 ; T e s t  a l o r s  isomorphe à Gm e t  Z(G) à un 

groupe de r a c i n e s  de  l ' u n i t é .  Considérons maintenant une ex tens ion  r a d i c i e l l e  

K '  = K ( a )  engendrée par  un élément a  t e l  que aP s K , aP 4 K'. 

2 . 3 . 2 . 7 .  - Lemme.- Sous l e s  hypothèses précédentes ,  l ' a p p l i c a t i o n  

2  % 2 .  % 
H (K,G) -+ H (K1,G) e s t  s u r j e c t i v e .  

En e f f e t ,  on a  l e  diagramme s u i v a n t  : 

2 2  
H (K*Gm) >. H (K' ,G,) - 0 

dans l eque l  l a  l i g n e  (2) e s t  exac t e  à cause de l a  s u r j e c t i v i t é  b i e n  connue 

de Br(K) --+ Br(K1) démontrée pa r  Albert-Hochschild. On e n  d é d u i t  l a  

s u r j e c t i v i t é  de ( 1 )  e t  par  conséquent c e l l e  de ( 3 ) .  

2  2 . 3 . 2 . 2 .  - Soient  N l e  noyau de l ' a p p l i c a t i o n  H (K,G,) ---+ H~ (K'  ,G ) 
m 

2  'Il 2  'L 
e t  M c e l u i  de H (K,Z(G)) --t H (K' ,Z(G)) . M s ' i d e n t i f i e  à un sous-groupe 

de N. Par  Hochsehild [19] , th.  6 ,  N ( r e sp .  M) s  ' i d e n t i f i e  à un sous-groupe 

( 1  1 '-b 

de - Ext (T ,  Lie(Gm) O K ' )  ( resp .  %(T, L i e  (Z(G)) 8 K') ) .  O r  on s a i t  que 
K K 

......................... 
( 1 )  T = p-algèbre de L i e  des d é r i v a t i o n s  de . 



"" 'L 'L 'L 

Lie(Gm) = Lie( \) et Lie(Z(G)) = Lie( Z(G))= O où G désigne le groupe de - F - F F 
hauteur 1 associé à G (cf. notation de 1.4 - II - § 7 no 1 de 

Gabriel - Demazure [lg; en particulier si - 
= m s  F~ = .P 

- 

Spec ( 
art, t-'1 

) ) .   où M = O et 
( t - ~ ) ~  

L f  application est bijective. 

3.1. - Le but de ce paragraphe est de montrer que le calcul 

2 
de H (L) où L est un lien localement (pour la topologie étale, £.p.p.£, 

f.p.q.c.) représentable par un X-groupe réductif se ramène au calcul 

2 
de H (lien(G)) avec G réductif, quasi-déployé. Par le fait même, on 

sera ramené à la situation du no 2.2. 

. Soient X un préschéma quelconque, G un X-groupe réductif, 

L un lien localement (pour la topologie étale, .... , .... ) représentable 
par G. L est aussi localement représentable par un X-groupe réductif 

déployé Go de même type que G. L définit donc un élément [L] de 

1 1 1 
ii (Autext Go) (resp. Hf.p.p,f (Autext Go) 9 Hf. p. q. (Autext Go)) . Or la 
suite exacte 

sur le site f.p.q.c de X possède un scindage s dont l'image dans Go 

est précisément constitué des éléments qui laissent invariant le quasi- 

épinglage sf>us-jacent de G (cf, S.G.A.D. - exposé XXIV no 3.10). La classe 
O 

[LI de iil 
f.p.q.c 

(Autext G ) définit donc par l'intermédiaire de s un torseur 
O 

G~ AUt GO pour la topologie f.p.q.c. Par construction même, 
G~ 

est quasi-déployé. Ce qui précède est encore vrai pour les topologies étales 

et f .p.p.£, car nous avons les diagrammes commutatifs : 



1 H (Autext Go) 
1 - (Autext Go) - HI f.p.q.c (Autext G ) 

O 

u HI (Aut Go) H 
1 

f .p.p.£ - f .p.q.c (Aut - Go) 

Les deux inclusions horizontales de gauche résultent de S.G.A.D. - exposé XXIV 
p. 324, celles de droite de la proposition 3.1.2. - chap. III de [26]. 

3 . 2 .  - Phopoa&an, - Tout X-lien L localement représentab le - 
pour la topologie étale (resp. f.p.p.f, f.p.q.c) par un X-groupe réductif 

est représentable par un X-groupe réductif quasi-déployé G ~ *  

3 . 3 .  - Une a p p l i c a t i o n  : Soient X un schéma semi-local, 

connexe, G un X-groupe réductif, L un lien localement représentable 

par G , ( T )  un couple de Killing du groupe quasi-déployé GL. Par 

le corollaire 6.11 p. 499 de S.G.A.D. - exposé XXVI,  T qui est un sous-groupe 

de Lévi de B est le centralisateur dans GL d'un tore maximal déployé 

S , T = Z (S) , et l'accouplement de la proposition 3.3.8 - chap. IV de 
G~ 

[ l a  conduit à une application 

2 2 2 
Acc. : H (S) x H (GL) - H (T) - 

dimension du tore S). &. se factorise par l'application 



§ 4 - x ut une couhbe dgébniyue, addkne, dédinie am un cotrph 

. Soient  X une courbe a lgébr ique  d é f i n i e  s u r  un corps K 

algébriquement c lo s  de c a r a c t é r i s t i q u e  p, G un X-groupe r é d u c t i f .  Pa r  

l e  c o r o l l a i r e  1 .2 .  - p. 89 de B r .  III - Groth. [15) , on s a i t  que Br(X) = 0 .  

a) G e s t  déployé s u r  X : on peut  prendre pour T l e  t o r e  

maximal t r i v i a l  e t  app l ique r  l e s  r é s u l t a t s  de 2 .2 .  Comme Br(X) = O , 
2 2  

H (T) = O ; t ou t e s  l e s  c l a s s e s  de H (G) s o n t  donc t r i v i a l e s .  Le c e n t r e  

Z(G) de G e s t  ex tens ion  du t o r e  r&(G) par  un groupe f i n i  F. 

HL(rad(c) )  - = O. D'autre  p a r t ,  F  e s t  sans p- tors ion  e t  dans l e  cas où X 

e s t ,  en  p l u s ,  a f f i n e ,  l e  c o r o l l a i r e  5.9 - exposé I X  de S.G.A.A implique 

2 2 
que H (F) = O. Finalement H (Z(G)) = O e t  l ' o n  a  : 

4 . 7 .  - PhopoaiZLon. - Soient  X une courbe a lgéb r ique ,  a£ f i n e ,  - 
d é f i n i e  s u r  un corps algébriquement c l o s ,  G un X-groupe r é d u c t i f ,  

déployé. Alors k i L ( ~ )  = 0. 

. S i  X n ' e s t  p l u s  a f f i n e  (par  exemple s i  X e s t  complète),  

2 
fi (Z(G) )  n ' e s t  p lus  nécessairement  n u l l e  ( c f .  l e  c o r o l l a i r e  4.7 - exposé I X  

2 de [l] où l ' o n  montre que H ~ ( V  ) e s t  # O ) .  H (G) c o n t i e n t  a l o r s  
"x 

p l u s i e u r s  c l a s s e s  t r i v i a l e s .  

b )  Cas géné ra l  : S o i t  L un l i e n  s u r  X localement ,  (pour l a  

topologie  é t a l e  d isons)  r ep ré sen tab le  par  G. 

Par  l a  p ropos i t i on  3 .2 ,  i l  e x i s t e  un groupe quasi-déployé 
G~ 

2 2 q u i  r ep ré sen te  L  : H (L) = H (GL). G c o n t i e n t  un couple de K i l l i n g  

(B,T). Il e x i s t e  un recouvrement é t a l e  de X de degré n  (n premier à p) 

2 s u r  l eque l  T  s e  déplo ie .  Toutes l e s  c l a s s e s  de H (T) s o n t  donc de 

n- tors ion.  O r ,  nous avons l a  s u i t e  exac t e  : 



n 
O-T - - - + - T - - + T - - 0  

n 

de  f a i s ceaux  pour l a  topologie  é t a l e  où T e s t  l e  noyau de l a  m u l t i p l i c a t i o n  n 
ième 

pa r  n. On s a i t ,  en e f f e t ,  que l a  puissance n (n premièr à p) e s t  

un morphisme s u r j e c t i f  en  topologie  é t a l e  ( c f .  no  3.1 - exposé I X  de A r t i n  - [II 
S . G . A . A . ) .  S i  X e s t  une courbe a f f i n e ,  pa r  l e  c o r o l l a i r e  5 . 9  - exposé I X  

2  
de loc-ci tado,  H (X,Tn) = O.  De l ' e x a c t i t u d e  de l a  s u i t e  

2  
on dédu i t  a l o r s  l a  n u l l i t é  de  H (T). D'où : 

4 . 2 ,  - P&upobifion.- Soient  X une courbe a lgébr ique ,  a f f i n e ,  

d é f i n i e  s u r  un corps algébriquement c l o s ,  G un X-groupe r é d u c t i f .  Alors  - 
,-, 

l 'ensemble H ~ ( ~ ( G ) )  e s t  i n e s s e n t i e l .  De p l u s ,  pour t o u t  l i e n  L localement - 
(pour l a  topologie  é t a l e )  r ep ré sen tab le  par  G , HL(L) = O.  

. Reste à é t a b l i r  l a  deuxième a s s e r t i o n .  Pour c e l a ,  il s u f f i t  de 

montre que s i  CL e s t  l e  c e n t r e  de G L ,  H ~ ( c ~ )  = O .  O r  C e s t  ex t ens ion  L 

du t o r e  =(G ) par  un groupe f i n i  F sans  p- tors ion .  HL(F) e s t  nul 
L 

2 pour l a  r a i s o n  ind iquée  e n  a ) .  On démontre a l o r s  H (rad(G ) )  de l a  même - L 
manière que l ' o n  a  démontré e n  b )  l ' é g a l i t é  H ~ ( T )  = 0 .  

. Si ,  dans l a  p ropos i t i on  4 . 2 ,  on s u s b t i t u e  à l ' hypothèse  

" K  algébriquement c lo s"  l 'hypothèse  " K  séparablement clos1' ,  H2 (T) e s t  

seulement nul  modulo l a  p- tors ion  ; l e  r é s u l t a t  n ' e s t  donc pas va l ab le .  

2  
On peut  seulement d i r e  que t o u t e  c l a s s e  de H (L) t r i v i a l i s é e  par  une ex tens ion  

de degré premier à p e s t  d é j à  t r i v i a l e .  



C H A P I T R E  V I  

2-COffOhlOLOGIE D E S  GROUPES SEh11-SIMPLES D E F I N T S  ------ -------.--------- 
S U R  L E S  - --- - - - CORPS 

LOCAUX A CORPS R E S I D U E L S  F I N I S .  - GLOBALISATION.  

5 7 - Dans tout ce paragraphe, sauf mention, K désignera un corps complet 

pour une valuation discrète, non archimédienne, à corps résiduel fini. En 

particulier, K est localement compact. 

1.1. - - P h o p o 6 ~ u n . -  Tout K-groupe semi-simple simplement connexe - 
contient un K-tore maximal compact. 

. Dans le cas d'un corps local de caractéristique 0, cette propo- 

sition est contenue dans l'article @II de M. Kneser p. 271. Plais on constate 
immédiatement (*) que la démonstration est indépendante de la caractéristique 

de K. Elle montre même que si K = IR, donc K archimédien, tout K-groupe 

semi-simple simplement connexe de l'un des types 

contient un K-tore maximal compact. Ceci est encore vrai si G est seulement 

semi-simple. 

1.2. - Soit L un lien localement rpour la topologie étale (resp. - 
£ .p.p.£. , f .p.q.c.)] représentable par un groupe semi-simple G. Par la pro- 

position 3 . 2 . ,  chap. V, L est représentable par un groupe semi-simple . 
G~ 

a) K est de caractéristique 0. 

'L - Si G = G est simplement connexe, il en est de même de 
G~ ; 

en vertu de la proposition I.I., 
GL 

contient donc un tore maximal anisotrope 
.......................... 
(*) La démonstration de M. Kneser utilise de théorème 9.8 de [~II, dans lequel 

on suppose K parfait. Mais compte tenu de l'observation qui le précède, on 
peut retirer cette hypothèse. 



% 

T. Par application du théorème de dualité de Tate-Nakayama sous la forme 

2 ri. 
donnée par Serre dans [28] - Théorème 6, p. II, 40, on obtient H (T) = 0. 

- Si 
GL 

n'est plus simplement connexe, on considère un revêtement 

5 
universel 

G~ 
de GL ; soit 

l-i% 
le noyau de llisogénie i T où T est 

"J % T 
l'image de T par l'isogénie GL -+ GL. La suite 

est exacte. Puisque la dimension cohomologique stricte de K est égale à 2, 

2 %  2 
H (T) = O implique H (T) = 0. 

Par application du corollaire 2.2.6. du chapitre V, on en déduit 

2 
alors que toutes les classes de H (GL) (resp. H~ 

2 
£.P.~.£(~L)' (GL) 

sont triviales, quelque soit le lien L localement représentable par G 

pour la topologie étale (resp. £.p.p.£, f.p.q.c.). 

1.3. - Désignons par E le groupe des automorphismes extérieurs du 

groupe C déployé qui a même type que G ; on sait que E s'identifie 
O 

à un sous-groupe du groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin de G 
O 

% 
(resp. s'identifie à ce dernier quand G = G est simplement connexe). 

O O 

Puisque K est un corps de type (F) (cf. C28J, p. III - 29 - no 4.2), 

1 - HO~(K~/K,E) 
Hom(K /K,E) et H (Autext G) = - s conjugaison 

sont finis. Sur K, il nfy a donc qu'un nombre fini de liens (resp. de classes 

de liens) localement re~résentables par G pour la topologie étale. 

D'autre part la caractéristique de K étant nulle, nous avons l'égalité 

1 1 
H (Autext G) = H (Autext G) qui implique par 3.1.2., chap. III, b) 

£.p.p.£ 

de 1126 ] la chaîne d'égalités : 



1 
H  (Autext G) = H 

1 (Autext G) = H  1 
(Autext G). 

f.p.p.f - f.p.q.c 

Enfin, la proposition 14, p. II - 21 de [28]  donne la finitude de 

2  2  2 ( 1  > 
H (CL) = H ( C ) = H  ( C  ) pour tout lien L (CL = centre de L) 

f.p.p.f L f.p.q.c L 

et la remarque 3.1.4.3. , chap. III de [ 2 6 ]  les isomorphismes 

Aut L = Aut L = Aut L. 
--et -f .p. p. f. -f.p.q.c 

Regroupant les renseignements précédents de 1.2 .  et 1.3., nous obtenons : 

1.4 .  - ThéoxQme.- Soient K un corps de caractéristique 0 ,  complet 
a---- -- 

pour une valuation discrète, non archimédienne, à corps résiduel fini, G - un 

L 
K-groupe semi-simple. Alors les trois ensembles H~ (1 ( G )  ) , Hf .p f. (@) , 

(l(G)) sont inessentiels, finis et ont même nombre d'élGments. De plus, f.p.q.c 
2  2  2  

les trois ensembles W ( l ( G ) y  W f,p.p.f (UG)) 9 f .p.qaC ( ~ ( c ) )  sont ines- 

sentiels, le premier étant fini. 

b) K est de caractéristique p > 0. 

'L 

1.5. - Il résulte toujours de la proposition 1.1 .  que si GL = GL 
'L 

est un K-groupe semi-simple simplement connexe, GL possède un K-tore 
'L 

maximal T. Seulement, le théorème de dualité de Tate-Nakayama sous la 

forme donnée par Serre et utilisé en a) n'est plus applicable. Suivant SHATZ 

[30 1 - Théorème 4 . 5 . ,  il le redevient si on substitue à la topologie étale 

la topologie £.p.p.£. On en déduit encore : 

H~ (G) = O = H 2 (T) = H 
2  

f.p.p.f f.p.q.c (5 . 

Si GL n'est plus simplement connexe, on procède évidement comme 

dans a). -------------- 
(1) localement représentable par G, 



1.6. - TkéokCme.- Soient K un corps de caractéristique p > 0, --- 

complet pour une valuation discrète, non archimédienne, à corps résiduel - 
2 2 

fini, G un K-groupe semi-simple. Les ensembles H (i(G)), Hf.p.p.f - - ( [ ( G ) ) ,  

H~ 
f .p.q.c ( ~ ( ~ 1 1  (resp. ffn 2(r(~)), M £.p.p.£ ( C ( G ) ) ,  W f.p.q.c (r(G))) sont 

inessentiels. 

1.7. - Sous les hypothèses du théorème 1.6., les ensembles 
2 
H (r(G)), ..., ne sont pas nécessairement finis. Nous sommes donc amenés à . 
considérer l'hypothèse supplémentaire suivante : 

f p premier à 2 si G est de type An (n 2 I), Dn (n > 41, 

p premier à 2 et 3 si G est de type . 4 

1.8. - Pour tout lien L localement (pour la topologie étale, 

£.p.p.f, £.p.q.c.) représentable par 6, CL est sans p.-torsion, donc lisse, 

d'où les égalités : 

Or, en vertu de la proposition 80 de Shatz [30] , H~ (CL) est fini. 
f .p.p.£. 

2 2 
(G ) ,  H2 Les ensembles H (CL) y Hf . p . p ,  f L f ,p . q  (GL) sont donc finis et ont 

même cardinalité. 

1.9. - Il résulte de la proposition 45 de loc. citado, appliquant 
la méthode standard de la proposition 8 p. III - 27 de [28], que le H 1 

calculé dans la topologie étale (donc aussi dans la topologie £.p.p.£. et 

f.p.q.c,) d'un groupe fini défini sur un corps local K de caractéristique 

p est fini quand son ordre est premier à la caractéristique p. Sous l'hy- 

pothèse (H) ~récédente, les ensembles 



1 
H (Autext G), H 1 (Autext G) , H 1 

f .p.q.c (Autext G) £.p.p.£ 

sont donc finis et ont même cardinalité. 1.8. et 1.9. permettent d'énoncer : 

1.10. - - Cohofi&e.- Sous les hypothèses du théorème 1.6., - si, 

en plus, la condition (H) est satisfaite, les trois ensembles 
0 r, 

inessentiels HL(~(~)), H:.~.~,~ (r(G)) sont finis et ont 
d 

même nombre d'éléments. 

1 . 1  1 .  - Cuhofi&e.- Soient K un corps complet pour une valuation 

% 

discrète à corps résiduel fini, G = G - un K-groape semi-simple simplement 

1 2 
connexe. Alors l'application surjective J : H (Aut - 5 )  -+ H (L(G)) ' du no 3.2, 

chap. III est un isomorphisme. 

Même résultat si l'on remplace la topologie étale par la topologie 

Soit R la relation d'équivalence définie par J. Suivant le résultat 

du corollaire 2 de [ 7  3 de Bruhat-Tits généralisant un résultat de M. Kneser 

% 

dans le cas p-adique, pour tout K-groupe semi-simple simplement connexe G', 

1 %  13 hJ H (G') = O. Appliquant ceci à toutes les formes G' de G, on voit que la 

relation d'équivalence R est triviale. J est donc un isomorphisme. 

1.12. - cohoU&e.- Soient K un corps complet pour une valuation 

% 
discrète à corps résiduel fini, G = G un K-groupe semi-simple simplement -- .--- - --- ---- 

connexe. Supposons l'une des conditions suivantes satisfaite : 

- ou - K est de caractéristique 0, 

est de caractéristique et la condition est - 

satisfaite. 



1 
Alors les trois ensembles H (Aut G), H 

1 1 
- (Aut G), H 

f .p.p.£ - f.p.q.c (Aut - G) 
sont finis et isomor~hes entre eux. 

Dans le cas où. K est de caractéristique 0, le corollaire précédent 

est vrai tout simplement parce que K est de type ( F ) .  

. Sous les hypothèses du corollaire 1.12. précédent, on peut déjà 
1 

déduire la finitude de H (Int - ?!) . Nous obtiendrons plus loin (proposition 1.19.) 

un résultat plus général. En effet, nous avons la suite exacte de faisceaux de 

groupes : 

" ' i  'L 

1 --+ IntG --t AutG -t E --t 1 - 

qui donne la suite exacte d'ensembles : 

i (1) 
HO(E) -+ H' (Int 

* 1 
- 4 H (Aut $1). - 

.- 1 
La finitude- de H (Int 2)  s'ensuit alors de la f initude-évidente de H'(E) 

1 'L 

- (') au-dessus de O et de celle de H (Aut G) (on passe de la fibre de i* 

1 % 

à la fibre de i* ' (') au-dessus d'un élément quelconque a de H (Aut G) - 
'L 

en tordant, suivant la technique usuelle, G par un cocycle appartenant 

précisément à la classe de a ) .  

2 1.13. - La trivialité de toute classe de H (G) pour G semi-simple 

a les conséquences suivantes : 

P h a p a d ~ a n . -  Soient K un corps complet pour une valuation discrète -- 
% 

à corps résiduel fini, G un K-groupe semi-simple, G un revêtement univer- - 
% 'L 

sel de G, I) : G + G 1' isogénie correspondante, v son noyau, T un K- 
u 

tore maximal compact de G (il en existe par la proposition 1.1), T son - 
image par dans G. Supposons l'isogénie 4 centrale (ce qui est toujours - 
le cas si p = 1 ou si p > 3 et si G ne possède pas de sous-groupes dis- 



tingués de type 'a ayec pln+l - cf. 1 5  1, no 9.2.). 

Nous avons le diagramme suivant dans lequel tous les carrés sont 

commutatifs. 

. cf. le corollaire 2.2.6., chap. V. L'isogénie étant supposée 
2 % 

centrale, la relation H2(1i) ++ H (G) ' se factorise comme suit : 

% 2 %  
Or, toute classe de H'(z(G)) = H (Z(G)) ' e s t  en relation avec la classe 

2 %  2 unité & de H (G) (no 2.3. l., chap. V). Donc toute classe de H (u) est 

2 %  
en relation avec la classe unité de H (G). D'autre part, l'application 

'(') est un morphisme d'espaces homogènes compatibles avec les actions res- Jin 

pectives de ~'(~(21) et H~(G) et il résulte de la suite exacte : 

3 % 
(H (LA) = O car scd(K) = 2) que l'homomorphisme H~(z(G)) -r H~(z(G)) 

est surjectif, donc aussi l'application $+ A(2). La ligne (2) du diagramme 

(*) est donc exacte (dans le sens de la proposition 4.2.8., chap. IV de (16 -7 ) .  



1.14. - C o k o & % A ~ . -  Sous les hypothèses et notations de la propo- -- - -- 

1 1 
sition 1.13., l'application H (T) -+ H (G) est surjective. De plus, toute 

2"" 2"" '+ 1 
classe de H (G) = H (G)' contient un représentant de la forme Tors G 

% % 

où la forme intérieure G' de G contient un K-tore maximal isomorphe à - 
"" 

T (donc compact). 

1 . 1 5 . - R ~ m a t ~ q u e . -  Dans la proposition 1.13., on peut facilement ôter 

llhypothèse que 3 est centrale. Pour cela, on remarque que par le corollaire 

4.2.8. exposé XXII, p. 180 de S.G.A.D., le noyau de se décompose en un 

produit a n a où les q(r) sont les exposants radiciels 
TER- q + q(r) 

de $ et où pT désigne la partie'centrale de p. On en tire immédiatement, 

2 2 compte tenu du corollaire à la proposition 77 de GO], que H ( u )  = H (ilT). 

Dans les corollaires suivants, l'isogénie 3 n'est plus nécessai- 

rement supposée centrale. 

1 1 2 
1.16. - Co&o&k&e.- -- L'application 6 : H ( G )  + H (p) est bijective. 

"" 
(Dans le cas où G = Int G, l'application 6' fait correspondre - 

"" % 2 
à la classe d'une forme intérieure G' de G l'élément a de H (p) définie 

2"" % par q = a.€ où q est dans H (G) la classe de la gerbe Tors Gr). 

. Le corollaire 1.16. apporte ainsi une réponse affirmative à la 

question 3.3. a) - III p. 26 de C.G. de Serre [28]. Dans le chapitre suivant, 

nous établirons un résultat plus général. 

1 1.17. - c o t l o U a i n e . -  H (G) est fini. 

. Le diagramme (*) écrit pour la topologie étale peut aussi s'écrire 

pour la topologie £.p.p.£ ; en particulier, la ligne (2) reste exacte : 



Comme t o u t e s  l e s  c l a s s e s  de H~ (8) s o n t  a u s s i  t r i v i a l e s ,  i l a p p i i c a t i o n  f . p . p . f  

6 '  de  ( 2 ) '  e s t  s u r j e c t i v e .  O r  H 
1 1 %  (8) = H (G) = O. Donc, 
f .p .p .£  

6 '  : H 
1 2 

(G) -+ 
)  e s t  b i j e c t i v e .  Mais, p a r  l a  p r o p o s i t i o n  80 

£ .p .p .£  

de S h a t r  1301 , H~ (u)  e s t  f i n i  e t ,  p a r  conséquen t ,  il en e s t  de même 
f  .p .p .£  

1 
de H ( G )  = H 1 

£ .p .p .£  (G) . 

. Chemin f a i s a n t ,  nous avons d ' a i l l e u r s  ob tenu  : 

1.19. - ~hopo6&on.- S o i e n t  K un c o r p s  complet  pour  une v a l u a t i o n  - - - -- -- 
d i s c r è t e  à c o r p s  r é s i d u e l  f i n i ,  G un K-groupe r é d u c t i f .  A l o r s  l ' ensemble  - 

1 
H (C) e s t  f i n i .  

. Nous avons ,  e n  e f f e t ,  l a  s u i t e  e x a c t e  

où rad(G) e s t  l e  t o r e  maximal con tenu  dans  z ( G ) .  P a r  l e  c o r o l l a i r e  1.17. - 
1 1 

H (G/rad(G)) e s t  f i n i  ; p a r  l e  théorème 45,  b)  de Sha tz  C30], H ( r a d  G) - 
1 l ' e s t .  D'où l a  f i n i t u d e  de  H (G) (pour  o b t e n i r  l a  f i n i t u d e  de  l a  f i b r e  de 

1 1 1 
v : H (G) + H ( ~ / r a d ( G ) )  au-dessus d ' u n  é lément  a de H ( ~ / r a d ( G ) )  , on 

1 c h o i s i r a  un é lément  6 dans  H (G) t e l  que v(B) = CY e t  on t o r d r a  G 

p a r  P s u i v a n t  l a  méthode b i e n  connue) .  En p a r t i c u l i e r ,  l a  p r o p o s i t i o n  1.19. 

é t a b l i t  l e  r é s u l t a t  c o n j e c t u r é  p a r  S e r r e  dans  l a  remarque 2 " ) ,  p .  III - 32, 

de ['L28]. 

Z La t r i v i a l i t é  d e  t o u t e  c l a s s e  du H ( r ( G ) )  dans  l e s  théorèmes 1.4.  - 
e t  1.6.  admet l a  t r a d u c t i o n  s u i v a n t e  : 



"Toute catégorie Tannakienne sur K localement de la forme Rep(G) est glo- 

balement de la forme Rep(G1) où G' est une K-forme de G". Si T est un - 
K-tore maximal compact de G, le corollaire 1.14. nous dit alors que toute 

2 
catégorie Tannakienne sur K définissant une classe de H ( G )  admet un 

foncteur fibre possédant une graduation de type M où M est le groupe des 

caractères de T. 

5 2 - Dans le cas où le corps debase est R, donc archimédien, nous avons le 

résultat suivant : 

2.1. - Théatème.- - Soit G un R-groupe algébrique semi-simple. Sup- - - 
posons que G satisfasse l'une des conditions suivantes : 

(i) ou G est de l'un des types 
2 1 

- An, Bn, Cn> Dzn3 2n+ 1 '  

"v 

(ii) ou G = G est simplement connexe. - 

Alors toutes les classes de H'(~(G)) sont triviales et évidemment - 
en nombre fini. 

, Dans le cas (i), nous avons en effet observé à la suite de la 

proposition 1.1. que si G est de l'un des types indiqués, G possède un 

2 iR-tore maximal compact T, donc tel que H (T) = O. Ceci s'applique, en 

~articulier, à toutes les formes quasi-déployées GL de G (5 3 - chap. V). 
Dans le cas (ii), la démonstration 4.2.3. de Harder [18J établit l'existence 

"v % 2 %  % d'un IR-tore maximal T dans G tel que H (T) = O [T = B n OB, B 
'-L 

C-Borel de G, a élément non trivial de G~~(c/R)] ; comme précédemment, - 
on applique ceci à toutes les formes quasi-déployées GL de G. Dansles 

deux cas, on conclut comme pour les théorèmes 1.4. et 1.6. à l'aide corollaire 

2.2.6. du chap. V. 



2.2. - Nous obtenons sur ai des résultats analogues à ceux de la 

proposition 1.13. et du corollaire 1.14. 

% 

Pkopohi,tian.- Soient G - un R-groupe semi-simple, G un revêtement 
% % 

universel de G ,  8 : G + G l'isogénie (centrale) correspondante, son - 
"v 

noyau, T le R-tore maximal de la démonstration du théorème 2.1., T son - 
image par 3 dans G. Nous avons alors le diagramme suivant dans lequel tous - 
les carrés sont commutatifs : 

(2) 
1 %  1 iz 

H (T) - H (Tl - H2(li) - O - O 

6' est surjective (on retrouve ainsi le lemme de Harder 4.2.3. de [lg]). 

2 %  % 
De plus, toute classe de H (G) contient une gerbe de la forme Tors G' - 

% % 

où G' est une forme intérieure de G admettant un IR-tore maximal iso- - 
% 

morphe à T. 

§ 3 - GlobalhaZion .  - 

3.1. - Soient K un corps de nombres, G un K-groupe semi-simple. 

Par la proposition 1.1., nous savons que dans le localisé G de G en une 
v 

place finie v quelconque, il existe un K -tore maximal compact. 
v 

% 

Lemme.- Soient K un corps de nombres, G un K-groupe semi-simple -- - 
simplement connexe, {vI,...,v ]. un ensemble fini de places de K (non toutes 

m 



in£ inies) . Il existe dans 
tions suivantes : 

K-tore maximal satisfaisant aux condi- 

% 

i) sur K i = 1 . m T est compact quand v. est finie, v. ' 1 
%l 

isomorphe au tore T de la démonstration du théorème 2.1. quand v est i - 
infinie. 

% 

ii) T satisfait au principe de Hasse pour la dimension 2, i.e. 
% 2 'L 

l'homomorphisme H~(K,T) + Il H (K ,T) est injectif. . v 
tous v 

' 1  i) est démontré dans le lemme 5.5.3. de l'article 1 1 7 1  uber 

die Galois Kohomologie Halbenifacher Matrizgruppen II'' de G. Harder, ii) 

est une conséquence de l'appendice 1 du même article. 

3.2. - Par la proposition 21 - p. II - 45 de C.G de Serre, l'homo- 
2 % 

morphisme H~ (K,Z (2)) -+ n H~(K~,Z(G)) applique H(K,Z(G)) dans 
. . tous v 

% fi H~(K~,Z(G)). Il s'ensuit que les localisés ai de ai sont nuls 
v tous v 

pour presque tous v. Soit V = Ivl,v2, ..., v 1 un ensemble fini de places 
m 

v contenant toutes les places v en lesquelles a est non nul et au moins 
v 

une place non archimédienne. Par le lemme 3.1., il existe un K-tore maximal 
% % 2 'L T dans G tel que H (KV,Ta) = O pour tout v E V ; ai ,v E V, est donc 
ai v 

% % % 

tué par l'injection de Z(G) dans T . Comme T satisfait, en outre, 
ai ai 

principe de Hasse, 1' image i*2) (a) de a par l'homomorphismr 

2 %  '(2) : H~(K,z(~)) -+ H (K,T ) est donc nulle. Par la proposition 2.2.3. 
1* a 

du chap. V, on en déduit que la classe q = a .€  ( E  = classe unité de 

2 %  2 QJ 2 %  H (G)) de H (G) est reliée à la classe nulle de H (K,T ) ,  q est donc 
ai 

% % 

triviale et sa classe contient une gerbe de la forme Tors G', G' 
% 2 %  admettant un tore maximal isomorphe à T . Comme toute classe de H (G) 
ci 

est de la forme q = a.€ , on a ainsi démontré : 



Théokème 3.2. - Soient K un corps de nombres, G - un K-groupe 

L "  
semi-simple simplement connexe.  e ensemble H (r(G)) est inessentiel. En - - 

2 %  
particulier, toutes les classes de H ( G )  sont triviales. 

C o k o U h e  3.3. - Soient K un corps de nombres, G un K-groupe - 

semi-simple, G un revêtement universel de Gy p le noyau de l'isogénie 

rL 
(évidemment centrale) 4 : G -t G. Nous avons alors la suite exacte 

1 
qui implique la surjectivité de 6 . Si, en plus, K est purement imaginaire - 
et G sans facteur de type - E8, 6 '  est bijective. 

CokoAY.?he 3.4. - Soient K un corps de nombres purement imaginaire, -- 
G - un K-~roupe semi-simple (non nécessairement simplement connexe). Alors 

L 
l'ensemble H (r(G)) est inessentiel. En particulier, toutes les classes de - 

2 
H (G) sont triviales. 

. Il suffit d'établir la deuxième partie du corollaire. Pour cela, 
considérons à nouveau la suite exacte (dans le sens de la prop. 4.2.8, chap. IV 

de & 6 ] )  : 

N 
où G est un revêtement universel de G. L'application di2) est un morphisme 

d'espaces homogènes principaux compatible avec les actions respectives de 

2 2 2 %  2 
H (z(:)) et H (Z(G)) sur H (G) et H (G). D'autre part, nous avons 

l'autre suite exacte 



3 
et cd(k) 2  implique H  ( p )  = O ,  d'où la surjectivité de l'homomorphisme 

2 
H ~ ( z ( ~ ) )  + H (z(G)) et, par conséquent, de $ A 2 ) .  Comme toute classe 

2  'L 
de H  ( G )  est triviale, il en est de même pour H ~ ( G ) .  



CHAPITRE VI1 

UTILISATlUN DES RESULTATS DE BRUHAT-717s. 

. L'objet de ce chapitre est d'étudier les conséquences de la théorie 
de Bruhat-Tits sur la 2-cohomologie galoisienne des groupes semi-simples. En 

particulier, les résultats de [ 7 1, [ 8 3, [ 9 1 permettent de montrer 

que si K est un corps local à corps résiduel k de dimension cohomologique 
% 

s 1 (par exemple k quasi-fini), G un K-groupe semi-simple, simplement 

2 
connexe, alors l'ensemble H (r(G)) - est inessentiel. 

. Dans ce chapitre, sauf mention expresse, seule la topologie étale 
interviendra. 

5 7 - Rapp&. 

1.1. - Pour la définition des (B,N)-systèmes de Tits dans un 

groupe abstrait, nous renvoyons à [ 8  ] et à 1 9  1 , ainsi que pour 

les définitions des sous-groupes dlIwahori et parahoriques. Les exemples 

suivants de (B,N)-systèmes de Tits interviendront directement dans la 

suite. 

i) Un exemple standard : Soient K un corps quelconque, G un 

K-groupe algébrique, réductif, B un sous-groupe de Borel du groupe G(Ks) 

des K -points rationnels de G, N le normalisateur d'un tore maximal contenu s 

dans B de G(Ks). (B,N) constitue un système de Tits dans G(Ks). Posons 

g = (K~/K) ; g opëre sur G(Ks). 

1 . 1 . 1 .  - Ptr~p~bLtion.- g opère sur G(K ) en respectant la borno- 
S 

logie, i.e. llhomomorphisme $ : g -+ (Aut G) (Ks) se factorise par - 



g + (Aut G)(Ks) où Aut G est le sous-faisceau de Aut G des automorphismes -B - -B - 
préservant la bornologie. 

. Pour tout s E g, $(s) (B) ' et B sont conjugués ; les systèmes 

de Tits (B,N) et ($(s)(B),d(s)(~)) sont donc équivalents. 

En vertu du théorème 3.5.1 de r 9 ] , ils dé£ inissent donc la même 

bornologie. 

On déduit, en particulier, de la proposition précédente le fait que 

g opère sur l'immeuble de Tits associé au (B,N)-pair. 

ii) Soient K un corps fini, G un K-groupe algébrique réductif. 

Puisque G est affine, G se réalise comme sous-groupe fermé d'un groupe 

linéaire GL(~,Ï?) pour un certain entier n. On obtient un (B,N)-système 

de Tits dans le groupe G(K) des K-points rationnels de G en prenant 

- pour sous-groupe dlIwahori B : le sous-groupe des éléments de 

G(K) représentés par des matrices dont les éléments en dessous de la diagonale 

sont tous nuls, 

- pour N, le normalisateur dans G(K) de l'ensemble des matrices - 
diagonales de G(K), i.e. l'ensemble des matrices monomiales de G(K). 

B est l'ensemble des points K-rationnels d'un K-sous-groupe de 

Borel de G dont l'existence est assurée par le fait que K est fini, 

donc de dimension cohomologique i 1 L28-J. Le sous-groupe U de B constitué 

des matrices n'ayant que des 1 sur la diagonale c'est-à-dire le sous-groupe 

unipotent maximal de B (donc de G(K)) est alors un p-sous-groupe de Sylow 

de G(K) où p est le nombre d'éléments de K. B est précisément le norma- 

lisateur de U dans G(K). 

iii) Soient K un corps complet pour une valuation discrète, non 

archimédienne, à corps résiduel parfait k (non nécessairement fini), ----------- 
(1) Cette hypothèse est mineure. Il est possible de la lever. 



% 

G = G un K-groupe semi-simple, simplement connexe. Par descente galoisienne 

à partir de la donnée radicielle affine construite dans le no 1 de [ 8  1 
du cas déployé (le groupe de Galois sur K de la plus petite extension galoi- 

% 

sienne de K qui déploie G opère sur l'immeuble de Tits du cas déployé), 

on montre ([ 81 - no 4) l'existence d'une donnée radicielle affine bien 

% 

déterminée ; cette dernière est associée à une (B,N)-pair dans G(K). Ceci 

permet de définir les sous-groupes dlIwahori et les sous-groupes parahoriques 
'L 

de G(K). Deux sous-groupes dlIwahori quelconques sont toujours conjugués ; 

deux sous-groupes parahoriques le sont si et seulement si ils sont de même type. 

. Si K' est une extension galoisienne finie de Ky le groupe de 

% 
Galois .--- ~al(Kl/K) opère sur G(K') en respectant la bornologie associée 

rl, % 

au (B,N)-système de Tits de G(K'), donc sur l'immeuble de Tits de G(K1). 

1.2. - Continuons i'exem~le (iii) ~récédent. Soient maintenant ylr 
rl, 

l'extension maximale non ramifiée de K, (B ,N)  le système de Tits de G(Knr) 

obtenu par la méthode précédente (iii), P un k-groupe parahorique maximal 

relatif à (B,N) [dans le no 5 de [ 8 1, on montre connnent en obtenir]. 

P est une limite projective de groupes algébriques Pn, n a 0, connexes, 

définis sur k, les morphismes de transition 
'n+ I -t P étant définis sur 

n 

k à noyaux connexes, unipotents, caractéristiques (no 5 de loc. citado). P 

possède ainsi une structure naturelle de k-groupe pro-algébrique extension 

d'un k-groupe réductif par un k-groupe pronilpotent (no 4, § 6 de 191) .  
Cette dernière propriété est d'ailleurs valable quelque soit le k-sous-groupe 

parahorique considéré. Soient P le quotient de Po par son radical unipotent 

et p : P - t P  l'application canonique. 

- 1 
1.2.1. - ------- P i ~ u p o a a a n .  - 11 y a une bijection Q + p (Q) de l'ensemble 

des sous-groupes paraboliques (resp. des sous-groupes de Borel) définis sur k 

- 
de P sur l'ensemble des sous-groupes parahoriques (resp. des sous-groupes - 

'IJ 

dlIwahori) définis sur k - de G(Knr) contenus dans P. 



% 

1.2.2, - D é a i d o n . -  On dira que G est résiduellement quasi-déployé 

% 
sur K si G(K ) possède un sous-groupe dlIwahori défini sur k. - - nr 

1.2.3. - Co/tqU&e (cf. prop. 2 de [ 7 ] ) . - Supposons dim k 6 1 ; 
,% 

alors G est résiduellement quasi-déployé sur k. 

- . En effet, P, qui est défini sur k, possède des sous-groupes 
* 

de Borel Ë définis sur k, en vertu de l'hypothèse dim k 6 1 .  Par la 

proposition 1.2.1., l'image réciproque par p d'un tel sous-groupe de Borel 
'L 

est précisément un sous-groupe dlIwahori de G(K ) défini sur k. nr 

1.2.4. - Si c'est le cas, B possède une structure de groupe pro- 

algébrique, pro-résoluble, connexe défini sur k. 

1.2.5. - Supposons le corps résiduel k fini, c'est-à-dire K 
- 

localement compact. Ecrivons sous la forme B = U.T où U est un p- 

groupe de Sylow de Ë (p = nombre d'éléments de k ; cf. (ii) du no l .  1 .) 

- 1 
p (U) est un p-groupe de Sylow de P et B est précisément le normali- 

- 1 sateur de p (U) dans P. On peut montrer (PO:( - proposition du 5 3) que 

- 1 "., % 

B est aussi le normalisateur de p (U) dans G(K ) au moins quand G 
nr 

est déployé sur K. 

% 

P ~ o p o 6 ~ 0 n . -  Supposons le corps résiduel k fini et G déployé 

"., 

sur K. Alors le sous-groupe dlIwahori B est le normalisateur dans G(Knr) - 
"., 

d'un p-groupe de Sylow de G(Knr). 

. Remarquons que, k étant supposé fini, un p-sous-groupe de Sylow 
% 

de G(K ) est compact, donc borné et par conséquent contenu dans un sous- 
nr 

groupe parahorique maximal. 

'L 'L 

1.2.6. - Indiquons, enfin, que le sous-groupe G ( 0 )  de G(Knr) où 

D est l'anneau des entiers de Knr est précisément un sous-groupe parahorique 



'L 'L 

maximal de G(Knr), cela quand G se déploie sur Knr (Théorème 5 - no 5, 
de r 8  ] ) . Il s' identifie au stabilisateur du réseau - - 

gz 8s.c 
de 

'L 
Chevalley dans l'algèbre de Lie g de G (cf. notations de [ 3 1, 
cf. 

§ 2 - Q-udyuen conbéquencu h r n é d i d t e ~ .  

2.1. - Reprenons le k-sous-groupe parahorique du no 1.2. : 

P = Lim P n $ O. Pour tout n O, nous avons une suite exacte : - n' 

définie sur k de k-groupes algébriques, dans laquelle U est unipotent 
n 

et caractéristique dans 'n+ 1 
. Ce dernier point implique C(P~+~,U~) = C(Pn+]). 

Appliquons à (1) les résultats du no 7.5, du chapitre III, avec les notations 

qui y sont employées ; pour tout n 2 O, nous avons une suite exacte 

qui conduit à la suite exacte : 

Si k est parfait, il résulte presque immédiatement du théorème 1.3. 

2 du chapitre IV que H (r') se réduit à une seule classe triviale. 
=n 



2 
2.1.1. - ----- P h a p o n a o n . -  - Si k est parfait, toute classe de H (f(Pn+,)) 

2 
qui est envoyée sur une classe triviale de H (r") est triviale. =n 

2.1.2. - C o k o U d e . -  Si k est parfait tel que dim k s 1, - 
2 

alors, n > O, toutes les classes de H (r(P ) )  sont triviales et - = n 
2 

H ( z ( P ) )  = ... 2 2 
- = H (c(P1)) - = H (!(Po)). - 

En effet, par le corollaire 2.4. du chapitreIV, toutes les classes 

2 
de H (Y") sont triviales. 

=O 

2.1.3. - P t t o p o b a o n . -  Soient K un corps local de corps résiduel k, 
-- - -A -- 

'L 
G - un K-groupe semi-simple simplement connexe résiduellement quasi-déployé, 

Q ,  

B - un k-sous-groupe dlIwahori de G(Knr), P - un k-sous-groupe parahorique 
% 2 2 

de G(Knr) contenant B. Il existe une bijection de LW ( ( P B ) )  sur W ( ~ ( p ) ) .  - - - - 

cf. le théorème 1.3.1., chap. V. 

2.2.1. - Soient g un groupe profini, G un 8-groupe i.e. un 

groupe du topos 8 des ensembles munis de la topologie discrète sur lesquels 
g 

g opère continûment à gauche. Supposons G muni d'un (B,N)-système de Tits. 

Désignons par AutextB(G) le sous-faisceau image de Aut (G) par l'homomor- 
-B 

phisme - Aut(G) + Autext(G). 

Dé(jin&on.- - On dira qu'un lien L de B localement représentable 
g 

par G respecte la bornologie de G associée au système de Tits (B,N) si 

1 1 la classe de L appartient à l'image de H (AutextB(G)) dans H (Autext 6). 

. Nous savons ( Cl6 ] , p. 452 - chap. VI11 - NO 7.4) que la donnée 
d'un lien L sur 8 localement représentable par G revient à celle d'un 

e 
homomorphisme de g dans Autext G. Dans ces conditions, la donnée d'un lien 

L sur 8 localement représentable par G et respectant la bornologie de G 
g 

revient à celle d'un homomorphisme de g dans AutextBG. 



2 .2 .2 .  - Ptrapuls&on.- Avec les notations précédentes, - soit L - un 

lien de B localement représentable par G et respectant la bornologie de 
g 

G. Alors, pour toute classe a de H~(L), il existe un lien - LB à valeurs 

dans B, un morphisme de liens - LB -+ L localement représentable par l'in- 
2  2  

jection B '+ G tel que a appartienne à 1' image de H (LB) -e-f H (L) . 

On reprend la méthode du no 2 . 2 .  - chap. I V  : il existe un repré- 

sentant 
(fs,gs,t ),s,t s g, de a pour lequel f respecte la bornologie ; s 

f (B) et B sont alors conjugués. Conune dans loc. citado, on conclut en 
S 

utilisant le fait que B est égal à son propre normalisateur. 

2 . 2 . 3 .  - Revenons à la situation du début de iii) no 1 . 1 .  : 

si K' est une extension galoisienne finie du corps local K, le groupe de 
% 

Galois g = =(K1/K) opère sur G(K') en respectant la bornologie ; la 

proposition précédente s'applique donc si l'on prend pour L le lien repré- 
% 

sentable sur B défini par le g-groupe G(K1) lui-même. 
g 

2 . 2 . 4 .  - Un autre cas d'application de la proposition 2 . 2 . 2 .  est le 

suivant : soit g un groupe profini opérant sur un groupe fini G continûment. 

Supposons G muni d'un (B,N)-pair scindé ([IO]) ; alors g opère sur G 

en respectant la bornologie. En effet, B se décompose sous la forme B = U.H ; 

en vertu du corollaire 3.5. - B - 14 de 11 0 1 , U est un p-groupe de Sylow 

de G. On déduit de là que B est le normalisateur de U dans G ,  Soient 

s c g, f l'automorphisme de G déterminé par s, (B',N') 1 ' image par f 
S 

du pair (B,N). BS = u'.H'. us et U sont des p-sous-groupes de Sylow de 

G, donc nécessairement conjugués et il en est de même de leurs normalisateurs 

i.e. B'= f (8) et B sont conjugués. 
s 

2 . 2 . 5 .  - Nous avons à notre disposition deux méthodes de réduction ; 

une, c'est la précédente, qui consiste en une réduction de la cohomologie 



'L 
galoisienne de G(Knr) à celle d'un sous-groupe dlIwahori. Une autre consis- 

terait à passer l'intermédiaire des p-sous-groupes de Sylow de E(K~~) 
(p = nombre d'éléments de k) et à réduire la 2-cohomologie en question 

au normalisateur d'un tel p-groupe de Sylow. La proposition 1 . 2 . 5 .  nous dit 

alors que les deux méthodes coïncident. 

§ 3 - Le Xhéuhème ~ondamentd .  

. Dans toute la suite de ce chapitre, K désignera un corps complet 

pour une valuation discrète, non archimédienne, à corps résiduel k. 

3 . 1 .  - Thduhème.- Supposons que k soit parfait et de dimension 
'L 

cohomologique 1 .  Soit G un K-groupe semi-simple simplement connexe. - 
.C ç 2 

Alors 1 ' enj&fmbie H  ( r  = (G) ) est inessentiel. En particulier, toutes les 

2 %  
classes de H (G) sont triviales. 

. Par la proposition 3.2., chap. V, nous sommes, comme toujours, 
ramenés au cas ?eprésentable, c'est-à-dire, en fait, à démontrer la dernière 

partie du théorème. Dans un premier temps, nous allons montrer que 

2 'L 
H' (K~/K,;(K~)) se réduit à H (Knr/K,G(Knr)). Pour cela, considérons le 

% 'L 

diagramme commutatif suivant dans lequel T désigne un K-tore maximal de G .  

2 'L Inf 'L 2 % (2) H (Knr/K,G(Knr)) _-p_. H~(K~/K,G(K~)) ---+ H  (Ks/Knr,G(KS)) 

Or, il est bien connu que le corps K est ( c l ) ,  bien que non complet, 
nr 

(Théorème de Lang - théorème 27 p. 1  1 6  de [ 3 0 ]  ) , donc de dimension coho- 

mologique 1 .  D'où 



2 'L 

(il H (KS/Knr,T(Ks)) = 0 ) par l'application de la page 170 - 

i chap. X - 5 7 de [27]. 

2 'L 

iii) H (Ks/Knr, G(KS) ) = D par le théorème de Grothendieck 

(cf. ne 2.4. et 2.5. du chap. IV). 

Par ii), la ligne (3) s'insère dans : 

(qui est d'ailleurs un morceau de la suite spectrale de groupes - voir prop. 5 - 
chap. VI1 - 5 6 - p. 126 de [27]), ce qui donne le diagramme commutatif 

Par le corollaire 2.1.3. ou la proposition 2.2.3 du chapitre V, toute classe 
% 

de H~(K~/K,~(K ) )  est en relation avec une classe de H~(K~/K,T(K~)), donc s 
2 'L 

avec une classe de H (Knr/K,T(Knr)). Du diagramme (*), il résulte alors 

2 'L 

que toute classe de H (K /K,G(K ) )  est reliée à une classe de 
S S 

2 'L 
H (Knr/K,G(Knr)) par l'Inflation. Le théorème 3.1. résultera alors la 

proposition suivante : 

Gardons les hypothèses du théorème 3.1 . Pour 
% 2 'L 

tout K-groupe semi-simple simplement connexe G, l'ensemble H (Knr/K,c(Knr)) - 
est inessentiel. 

. Puisque la dimension cohomologique du corps résiduel k est s 1, 
% '-L 

G est résiduellement quasi-déployé sur K (corollaire 1.2.3.). G(Knr) 

possède donc des k-sous-groupes dlIwahori dont on sait (1.2.4.) qu'ils peuvent 



être considérés comme des groupes pro-algébriques pro-résolubles sur k. Soit 
'L 

B l'un d'eux ; puisque - Gal(Knr/K) opère sur G(K ) en respectant la nr 

bornologie, la proposition 2.2.2. s'applique, ce qui prouve que toute classe 

2 % 2 
de H (K,,/K,G(K~,)) est reliée à au moins une classe de H (Knr/K,B) par 

2 2 % 

la relation H (Knr/K,B) -tc H (Knr/K,G(Knr)) induite par l'inclusion 
'L 

B " G(Knr). Mais B = $& Bn, chaque B étant résoluble et défini sur n 

k, les morphismes de transition Bn+ 1 
t B définis sur k, à noyaux connexes 

n 
2 2 2 - 

unipotents (1.2.). D'où : H (Knr/K,B) = Lim H (Knr/K,Bn) = 9 H (k/k,Bn). 
f-- 
n n 

Une nouvelle application du théorème de Grothendieck (cf. aussi le corollaire 

2 - 2.1.2.) assure alors que, pour chaque n, H (k/k,Bn) = O. On en déduit que 

2 "u toutes les classes de H (Knr/K,G(Knr)) sont triviales. La proposition 3.2. 

est donc établie et par conséquent le théorème 3.1. 

3.3. - Remahque.- Dans le cas où le corps résiduel k n'est plus 
% 

de dimension cohomologique < 1, G n'est plus résiduellement quasi-déployé ; 

la proposition 3.2. n'est plus vraie. On peut cependant sauver de la situation 

'-L 
précédente les éléments suivants : on considère dans G(Knr) un k-sous-groupe 

parahorique minimal P (qui n'est donc plus un k-sous-groupe dfIwahori). Uti- 

lisant la conjugaison des k-sous-groupes parahoriques minimaux (proposition 7) - 
C.R. Acad. Sci. Paris t. 263 (28 nov. 1966) de Bruhat-Tits 1 6  ]), on 

2 %  obtient : "Toute classe de H (K,G) appartient à l'image de 

3.4. - Le théorème 3.1. permet de compléter la conjecture II, 

p. III. 23 de [28]  comme suit : 

Conjectme : "soient K un corps tel que ~al(K~lK) soit de dimen- - - 
% 

sion cohomologique d 1 (resp. de type (C2), resp. de type C ,  G un - 
1 %  K-groupe semi-simple simplement connexe, alors H (G) = O et toute K-gerbe 

% 

localement liée par G est triviale. 



. En tout cas, nous avons vu au chapitre précédent que cette con- 
jecture était vraiepour les corps de nombres purement imaginaire. 

3.5. - Gardons les hypothèses du théorème 3 . 1  . , mais ne supposons 
'L 

plus G simplement connexe. Soient G un revêtement universel de G, 
'L 4 : G -+ G l'isogénie correspondante, son noyau, la partie centrale 

de u. La suite : 

3 
est exacte. Comme cd(K) 6 2, H = 0, d'où la surjectivité de 

2 %  li2(2(2)) + H~(z(G)) et par conséquent celle de e2) : H (6) + H~(G) 

2 
qui implique la trivialité de toute classe de H (G) compte Fenu du théorème 

3 . 1 .  En appliquant ceci à tous les groupes GL associés aux liens L loca- 

lement (pour la topologie étale) représentable par G, on obtient : 

(3.1 .) ' - Théakème. - Soient K un corps complet pour une valuation 

discrète non archimédienne, à corps résiduel parfait de dimension cohomologi- 

que 5 1, G un K-groupe semi-simple. Alors l'ensemble H~(~(G)) est - - - - 
2 

inessentiel. En particulier, toutes les classes de H (G) sont triviales. 

3 . 6 .  - Dans l'esprit de la proposition 3 . 2 .  utilisant la structure 

pro-algébrique de P, on obtient encore : 

P h u p o h ~ o n . -  Supposons k parfait et de dimension cohomologique 1. -- 
'L 

Soient K' une extension galoisienne finie non ramifiée de K, G un K-groupe - 
'L 

semi-simple simplement connexe, P un sous-groupe parahorique de G(Kn,). 

2 Alors, pour tout lien L localement représentable par P, H (K1/K,L) = 0. - 
En particulier si P est défini sur k, H~(K'/K,P(K')) = 0. 

cf. le corollaire 2.1.2. 



4 .1 .  - Pnaposi%i.on.- Soient K un corps complet pour une valuation 

discrète, non archimedienne, a corps résiduel parfait de dimension cohomolo- 

% 
gique < 1, G un K-groupe semi-simple, G un revêtement universel de G, 

p le noyau de l'isogénie 3 correspondante. La suite 

est exacte (toujours dans le sens de la proposition 4.2.8., chap. IV de [ 1 6 1 ) .  

1 
L'application 6 est bijective. 

(~~(p)' désigne, corne il se doit, l'ensemble des éléments u de 

2 2 
H (p) tels que a.€ E H (G)'). 

. On répond ainsi affirmativement à la question 3.3. a) p. 26 - III - 
de C.G que Serre pose à la suite de sa conjecture II, p. III - 23, au moins 

pour les corps du type précédent, donc dans une situation plus générale qu'au 

chapitre precedent . 
1 %  L'injectivitë de 6' résulte de l'égalité H (G) = O (cf. Corollaire 

2 de [ 7 1) ; sa surjectivitr vient du fait que toute classe de ~ ~ ( p )  est 

2 
en relation avec la classe unite E de H (p) (cf. la demonstration de la 

proposition 1.13. du chap. VI). 

4 . 2 .  - C ~ t u U a h e . -  Sous les hypothèses de la proposition 4.1., 
2 .- 2 

ii (p) = n 2 
f .p.p.f (P) = fi f.p.q.c 

4.3. - Un exemple : Soient K un corps local, de caractéristique # 2, k 

de dimension co'liornologique 1, f une forne quadratique sur K non dégënërée 





% 

sont commutatifs ; la forme intérieure G' de Spin(n) non triviale contient 
% 

un tore K-isomorphe à T et la classe différente de la classe Tors(Spin(n)) 
-I_ 

% 

est de la forme Tors G' - 

4.4. - P/ropaniAian.- Sous les hypothèses de la proposition 3.6., si P - 
1 % 

est supposé, en outre, défini sur k, H (K1/K,~(K'),p(K')) = O. En particulier, 

% 

si B est un k-sous-groupe dllwahori de G(K ) (il en existe toujours ~uisque - nr 

b dim k s l), H'(K'/K,;(K'),B(K')) = 0. 

1 . Pour les définitions de H (K~/K,G(KI) ,P(K1)), on renvoie à [ 32 1. 
(1) 

Par 1 'exactitude de 1.28. [ 3 2 )  , compte tenu du résultat de la proposition 3.6., 
1 % 1 

tout élément de H (K1/K,G(K'),P(K')) est relié à un élément de H (KV/K,&K')) 

1 % 1 
donc à O puisque H (K,G) = O. H (K'/K,E(K') ,P(K')) s' identifie donc à 

1 
l'ensemble pl;(0) de 1 3 2 1 .  Or, d'après la proposition 1.8. de [32], il 

1 1 existe une application surjective de H (K1/K,P(K')) vers p*(O). Mais, toujours 

1 1 1 
puisque dim k s 1,, H (K1/K,P(K')) = Lim H (kl/k,Pn(k')) = O. D'où p*(O) = 0, 

.c- n 
c.q.f.d. 

% 

4.5. - P ~ a p a 6 i A i a n . -  Soient K un corps de nombres, G un K-zroupe - 
semi-simple simplement connexe, K' une extension galoisienne finie de K 

% 
suffisamment grande pour que G se déploie sur K'. Désignons par 0' 

1 % l'anneau des entiers algébriques de KT. Alors l'ensemble H (K'/K,G(K'),G(V')) 

est fini. 

. En effet, désignons par S (resp. A) l'ensemble fini des places 

v de K en lesquelles K' se ramifie (resp. des places archimédiennes de K). 

% % 
~(0') est un sous-groupe arithmétique de G(K'). Soit v i S U A ; choisis- 

sons une place w qui prolonge v à K1 (clairement ce qui suit est indépen- 

% dant du prolongement w choisi). Le localisé G(D')w est un sous-groupe 
% 

parahorique maximal de G(K')w défini sur le corps résiduel de K 
v 

% 
(cf. no 1.2.6. ; on a supposé G déployé sur K .  Pour tout ----------- 
(1) ou encore par l'exactitude de (5) remarque 9 . 3 .  - chap. III. 



v g! S U A, puisque K1/K est non ramifiée, la proposition 4 . 4 ,  donne : 
W v 

1 % 

H (K1/K ,;(K'),G(v')) = O. Or, en vertu du no 4 . 4 .  p. 182 de [32 1, W v 

pour tout ensemble S' fini, l'application 

est propre. Faisant S' = S U A ,  on en déduit la finitude de 

H' (K*/K,G(K') , & I I ' ) ) .  

4 .6 .  - PkopoaiLion.- Soient K un corps complet pour une valuation 

discrète non archimédienne à corps résiduel k parfait de dimension cohomo- 

logique 1, G - un K-groupe semi-simple, B un K-sous-groupe de Borel de - 
G. Tout espace homogène sous G de groupe d'isotropie B est dominé par un -- 

'-lJ 

espace principal homogène sous G donc est trivial si G = G est - 
1 simplement connexe . Si, de plus, k est fini, l'ensemble H (K,G,B) est fini. - 

. Par la remarque 9.3. - chap. III, nous savons qu'il existe une 
1 2 application cobord 6' : H (K,G,B) -r H (r(G,B)). Il résulte de la construction - 

de 6' dans le 5 9 du chapitre III que 6' provient d'une application (encore 

1 notée 6 ' )  6' : Z (K,G,B) + @2(L(~y~)) - quiàchaqueobjet t de 

1 2 Z (K,G,B) associe la classe d'équivalence (au sens épais) dans !Hl (r(C,B)) - 
du r(G,B)-champ principal Ut des relèvements de t. Par construction même - 

de Rt, il existe un morphisme de Rt dans Tors G compatible avec les - 
actions respectives de L(G,B) et r(G). Or, puisque, par le théorème 1.3.1. - - 

2 du chapitre V, l'application W (I(G,B)) -r !Hl 2(L(~)) est une bijection, - - 
2 la classe de Rt dans Hi (r(G,B)) coyncide avec la classe triviale définie - 

par le couple (G,B) lui-même (cette dernière &tant aussi d'ailleurs la 

classe de Tors B ; cf. l'équivalence I(G,B) l(B), remarque 1.2.2. 2") - - - 

et corollaire 1.3.3. - chap. V). Ainsi, le champ Ut est trivial et l'appli- 



1 1 2 
cation ô : H (K,G,B) -+ H (l(G,B)) - fait correspondre à toute classe de 

1 2 
H (K,G,B) la classe triviale de H (L(G,B)) - défini par - Tors B. Par 

l'exactitude de (5) - remarque 9.3. - chap. III, il en résulte que toute 
1 1 

classe de H (K,G,B) est reliée à une classe de H (K,G) d'où la 
( 1 )  

première partie de la proposition 4.6. Supposons maintenant k fini. 

1 
Soient alors a un élément de H (K,G) représenté par un cocycle a, 

1 
p,(a) l'ensemble des éléments de X](K,G,B) qui sont reliés à o. Il 

1 1 1 
existe une application surjective de - Ker(H (K,B ) -+ H (K,Ca)) sur p*(a) 

a 
1 1 (prop. 1. S. de [32] ) . Hais H (K,Ba) = H (K,T ) est fini par le théorème 45, 

a 
1 b) de [ 3 0 ]  ; il en est de même de p*(a). Comme par le corollaire 1 .17., 

1 1 chap. VI, H (K,G) est fini, H (K,G,B) l'est aussi, c.q.f.d. 

(1) ce fait est d'ailleurs général et pourrait figurer comme corollaire au 

théorème 1.3.1. du chapitre V. 
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C H A P I T R E  V I I I  

GLOBALZSATZON 

. Dans la suite, on entendra par "corps global" un corps de nombres 
ou un corps de fonctions en une variable sur un corps fini. 

§ 7 - Dans ce paragraphe, nous étendrons au cas d'un corps de fonctions sur un 

corps fini les résultats du 5 3 du chapitre VI obtenus dans le cas d'un corps 

de nombres. 

1.1. - Lcrnrne.- Soient X un préschéma, G un X-groupe réductif. - 
2 2 

Toute classe triviale de H (G) est en relation avec la classe O de H (Z (G) ) .  - 

. On sait, en effet, par le corollaire 3.3.7. (i) - chap. IV de Cl 6 1 
que si q E H2(G) ' , quelque soit a c H~(z(G)), a -tr+ a.q par la 

relation H~(z(G)) +++ ~~(6). En ~articulier, O -e~-+ q ,  c.q.f.d. 

% 

1.2. - ThQuhème. - Soient K un corps global, G un K-groupe semi- - 
2 %  simple simplement connexe. Les ensembles H (g(G)), H~ 

f.p.p.f - 
sont inessentiels. 

2 %  
Montrons-le pour H (r(G)). Chemin faisant, on se rendra compte que - 

'L 

le résultat est aussi vrai pour H2 (?(CI) et H~ 
f.p.p.f - (:(G)). Comme 

f.p.q.c - 
dans les chapitres précédents, on est ramené à montrer que toutes les classes 

2 %  % 
e de H (G) sont triviales, G pouvant même être supposé quasi-déployé (cf. 

% % 
prop.3.2. - chap. V). Soit (B,T)  un couple de Killing de G. Par la propo- 

Y. 
sition 3.13. - exposé XXIV de [13], on sait que T est isomorphe à une tore 

induit : il existe une extension galoisienne finie KI de K telle que 

2 % 2 Y. 2 % 

H (K,T) = H  (K,,Cm). L'application H~(K,T) -+ Ii H (K ,T) s'identifie 
v 

tous v 
2 2 alors à l'application H (Kl,Gm) - Ji H ( ( K  ,G ) qui est injective 

tous v 1 m 



puisque l'application Br(Kl) Br((K ) ) l'est (ce dernier point 
tous v 

1 v 

1 étant une consëquence de l'égalité H (CK ) = O, Ck désignant le groupe des 
1 

% 

classes d'idèles de K ) .  T satisfait donc au principe de Hasse. De plus, 
% 

1 
% % % 

1 ' image Tad de T par 1' isogénie "normale11 d : G + Gad (cf. par exemple 

Balbenifache gruppenschenata Über ~edekindringen [18] p. 173) est aussi un 

tore induit. On en déduit le diagramme suivant où tous les carrés sont com- 

mutatifs, toutes les lignes et colonnes exactes : 

V U S  V tous v v tous v 
v 

D'où Ker j (2) = O i. e. l'homomorphisme j (2) est injectif (cf. aussi 
z ($1 z 

l'article de T. ON0 sur le "nombre de ~awagawa" no 2.3. - 124 ] ) . 

2 %  . Soit maintenant q une classe quelconque de H (G), 9, son 

localisé en la place v. Par les résultats du chapitre VI (Théorème 1.4. 

pour les places v non archimédiennes et Théorème 2.1. (ii) pour les places . 
archimédiennes), on sait que qv est triviale pour toute place v. Par le 

lemme I.I., 2 %  qV est donc en relation avec la classe O de H (Z(G)v) pour 

toute place v. Puisque j(2) est injectif, il résulte immédiatement du 

z (5 
diagramme 



tous v tous v 

% 

que q est en relation avec le O de H~(z(G)), donc est triviale. 

1.3. - Remahque.- 11 ressort de la dgmonstration précédente que le 

théorème 1.2. est encore valable quand K est un corps de nombres et G 

semi-simple (non nécessairement simplement connexe) de l'un des types 

On sait, en effet, que, si c'est le cas, par le théorème 2.1. (i) du chapitre VI, 

pour toute place archimédienne v, donc pour toute place v (compte tenu du 

théorème 1.4. de loc. citado), qv est triviale. 

1.4. - Cohol?Xa&e.- Supposons que K désigne ou un corps de nombres 

purement imaginaire ou un corps de fonctions en une variable sur un corps fini. 

Soit G - un K-groupe semi-simple. Alors toutes les classes de H'(K,G) sont 

2 
triviales (par conséquent l'ensemble H ( i ( G ) )  est inessentiel). 

2. % . Soient G un revêtement universel de G et d l'isogénie G -t G. 

Comme dans la proposition 1.13. du chapitre VI, compte tenu de la remarque 1.15 

du même chapitre, on démontre que $i2) : H~ (z) + H~ (6) est surjective 
E~(K) 5 21 , ce qui implique la trivialité de toute classe de H2(6). 

. Dans le cas où K est un corps de nombres purement imaginaire, 

on réobtient le corollaire 3.4. du chapitre VI. 



1.5. - ~ako-e.- - Soient K un corps global, G un K-groupe - 
% 

semi-simple, G un revêtement universel de G, P le noyau de l'isogénie 

1 1 2 
correspondante. Alors l'application cobord 6 : H (K,G) + H (K,P) est sur- 

jective. Même résultat si l'on substitue à la topologie étale la topologie 

2 2 
£.p.p.£ ou f.p.q.c. De plus, H (u) = Hf.p.p.f 

2 
= H£.p.q.c (u). 

La dernière partie du corollaire résulte de l'exactitude de 

1 'L 1 IL 1 Q, 

et du fait que H (G) = H 
1 

(G) (resp. H (G) = H 
1 

£ .p.p.f ( G )  = Hf.p.q.c £.p.p.£ (G) = 

1.6. - Considérons maintenant le diagramme suivant dans lequel 

toutes les lignes et colonnes sont exactes : 

1 'L n H(KVyG) t H 1 (KvyC) - n H  2 (Kv,u) - 0 
tcrus v tous v tous v 

- Si K est un corps de nombres et G sans facteur de type E8, on sait que 

M =  0 C 2 2 J .  

- Si K est un corps de fonction en une variable sur un corps fini, un récent 

résultat de G. Harder nous dit que 1 3 1  est encore nul. 

Dans chacun des deux cas, on a donc N = P. D'où : 



1 .6 .  - Pkopobi-tion.- Soient K un corps global, G - un K-groupe 

semi-simple. Supposons l'une des conditions suivantes satisfaites : 

(i) ou K est un corps de nombres de G sans facteur de type . - 8 

(ii) ou K est un corps de fonctions en une variable sur un corps - 
fini. - 
Alors, la validité du principe de Hasse pour G (en dimension 1 )  est équiva- 

lente à sa validité pour p (en dimension 2). 

1") La proposition 1.6. pourrait servir à démontrer la finitude 

de N puisque, en vertu d'un résultat bien connu de Tate-Poitou, P l'est 

kf. proposition 3 - exposé XV de [25] pour le cas des corps de nombres] . 
Si K est un corps de nombres, la finitude de N résulte du théorème 6.8. de [2] . 

2") Si K est un corps de nombres, dans [ 2 4 ]  , T. ON0 a relié 

le nombre de Tamagawa T(G) de G au nombre d'éléments de P par la formule 

Si G ne contient pas de facteur du type E8, on obtient donc 

Ce résultat est à rapprocher de la question posée par J.P. Serre dans la remar- 

que 2 du no 4.7. - chap. III de [28 1 : y-a-t-il une relation entre le nombre 
de Tamagawa de G et la validité du principe de Hasse (pour C) ? 

5 2 - Le schéma de base est le spectre de l'anneau A des entiers d'un corps 

de nombres ou de l'anneau des fonctions régulières d'une courbe lisse, 

irréductible, complète, définie sur un corps fini. 



2.1. - On pose X = spec A, - 

P h ~ p ~ b ~ o n  2.1.  (cf. prop. 2.1. - exposé Br III de [ 15 1 ) : 

Soient A un anneau de l'un des deux types précédents, K le corps des 

fractions de A. La suite 

(1) 
2 2 

O + H (X,Gm) -+ H (K,Gm) + - 3 LL Br(Kx) --+ H (X,Gm) points x 
fermés de X 

est exacte. 

. Dans cet énoncé, K désigne le corps local complété de K en 
X 

la place x. 

2.2. - C~h~.Ua, ihe.-  Si T est un X-tore induit, l'homomorphisme - 
2 H~(x,T) + H (K,T) induit par Spec K + Spec A est injectif. - - 

2.3. - CotroLta,ihe.- Soient A l'anneau des entiers d'un corps de 

nombres, G un X-groupe réductif admettant un tore maximal T induit : - 
T = Ti cr. Si le corps des fractions KI de Al est purement imaginaire 

Al/A 
- 

2 
ou n'a qu'une seule place réelle, toutes les classes de H (X,G) (resp. 

H~ 2 
f .p.p.£ (X*G), Hf.p.q.c (X,G)) sont triviales. 

2 . En effet, sous' les hypothèses du corollaire 2.3., H (X,T) = 

2 r 
H (A~,G:) = Br(AI) = O (= H 2 (X,T) = H 2 5.p.p.f. f .p.q.c (X,T)), l'égalité 

Br(AI) = O provenant de l'exactitude de (1) appliquée à . On conclut 
A 1 

à l'aide du corollaire 2.2.6. du chapitre V. 

2.4. - Théotrème.- Supposons que A soit a) l'anneau des entiers - 
d'un corps de nombres ou b) l'anneau des fonctions régulières d'une courbe 

2' 

lisse, irréductible, complète, définie sur un corps fini. Soit G un A- - 
2 2 '  groupe semi-simple simplement connexe. Alors les ensembles H (r(G)), - 

H 
'L 2 

f.p.p.f(L(G))' Hf.p.q.c (~(2)) sont inessentiels. 



2 %  . Montrons-le pour H (E(G)). Par notre réduction standard ( 5  3 - - 
2 %  chap. V), on est ramené à montrer la trivialité de toute classe de H (G) 

% 

pour G semi-simple, simplement connexe, quasi-déployé. 

A) Pour commencer, établissons ce dernier point dans le cas parti- 

culier où A est soit l'anneau des entiers d'un corps de nombres purement 

% % 

imaginaire soit un anneau du type b). Soit (B,T) un couple de Killing de 
% % 

G ; T est alors isomorphe à un tore induit. Donc, par le corollaire 2.2., 
% 2 %  

l'homomorphisme H~(A,T) + H (K,T) est injectif. Notons A le complété 
X 

local de A en la place x, x E X. Le diagrannie : 

TT 2 n" 
H (Ax.T) 

points x 
fermés de X 

2 'L TT H + 2 'L 

tous points 
TT HCK~,T) 

tous points 
x de X de X 

est commutatif. Or, en vertu de la proposition 8.1. - exposé XXIV de [ 13 ] 
- 

ou encore par (2.6.) de Br III - Groth. [15], H~(A~,?) = ~ ~ ( k ~ , ? )  où k 

i( X 
désigne le corps résiduel de l'anneau local hensélien A . k est un 

X X 

2 % corps fini, donc de dimension cohomologique 1 .  D'où H (Ax,T) = O 
v 

2 %  pour tout x s X. H (A,T) est donc inclus dans le noyau de j (2). Or 
% T 

ce dernier est nul puisque T est induit (cf. démonstration du théorème 1.2.). 

2 %  2 %  H (A,T) est donc nul et toutes les classes de H (A,G) triviales (corollaire 

2 %  2.2.6. - chap. V). De plus toute classe de H (A,G) contient une gerbe de la 

% % 'L 
forme Tors G' où G' admet un tore maximal isomorphe à T. - 



B) A est l'anneau des entiers d'un corps de nombres quelconqque 

(donc un anneau de Dedekind). Considérons le diagramme suivant dans lequel les 

deux lignes et la 3ème colonne sont exactes : 

'L 1 
On en tire immédiatement que le quotient de H~(A,z(G)) par Im 6 s'injecte - 

2 'L 2 %  
dans H (K,Z(G)). Or, par le théorème 1.2,, toute classe de H (K,G) est 

2 'L 

reliée à la classe O de H (K,Z(G)). Si nous notons H~"") 1' ensemble 
Im 6 

1 

2 %  obtenu en identifiant dans H (A,G) deux classes quand on passe de l'une 
% 

à l'autre par l'action d'un élément de H~(A,z(G)) appartenant à l'image 
0 ?, 

1 
de 6 , il en résulte que toutes les classes de "'A'') sont triviales. 

Im 6 1 

Mais par le corollaire 2.2.5. du chapitre V, on sait que toute classe de 

2 %  1 
H (A,G) qui est reliée à une classe de Im 6 est triviale. On en déduit 

2 %  
facilement que toutes les classes de H (A,G) le sont aussi, c.q.f.d. 

2.5. - C o h o f i d e . -  Soient A un anneau de l'un des types a) ou b ) ,  - 
% % 

G - un A-groupe semi-simple, G un recouvrement universel de Gy d : G -t G 

l'isogénie correspondante, son noyau. Alors l'application 

2 1 
H'(A,G) -+ H (A,P) (resp. H ~ . ~ , ~ . ~  (A,G) -r- H~ (A, ) ,  . . . . . .) est sur- 

f.p.p.f 

jective. 

. On retrouve ainsi par voie purement cohomologique le résultat de 
Harder (prop. 4.2.2. de r18] 
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