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Introduction Générale : 

Les travaux présentés dans ce mémoire concernent la détermination 

d'une condition suffisante, permettant l'application de la méthode du pre- 

mier harmonique aux processus continus non linéaires de grande dimension 

en régime forcé. 

AprSs avoir montré sur un exemple simple relatif au circuit ferro- 

résomant série, qu'il est parfois possible de mettre en défaut la méthode 

du premier harmonique, nous avons recherché, dans le premier chapitre, des 

conditions permettant de conclure à l'unicité de réponse, condition néces- 

saire à la validité de cette méthode en vue de l'étude du régime forcé d'un 

processus. 

Les travaux de Ljapunov /40/ ,  Kotelyanski / 3 0 / ,  Laurent et ~aizières 

/ 7 / ,  Gentina et Borne /15 /  nous ont permis, dans le deuxième chapitre, de 

mettre en évidence des conditions suffisantes d'unicité. 

La recherche systématique de conditions qui tiennent compte des caracté- 

ristiques linéaire et non linéaire d'un processus, conduit à l'énoncé de 

théorèmes d'application simple. 

Une troisième partie concerne l'extension des résultats obtenus aux 

systèmes interconnectés. Le rôle des intéractions entre les divers sous sys- 

tèmes dans l'analyse de la propriété d'unicité est ainsi mis en évidence par 

le choix d'une représentation particulière. Celle-ci permet une généralisa- 

tion au cas des circuits couplés des résultats présentés au chapitre II et ce 

qu'elle que soit la nature, linéaire ou non linéaire, des intéractions. 

 étude de la stabilité et son application à la synthsse des systèmes 

asservis ainsi que l'amélioration des caractéristiques dynamiques d'un pro- 

cessus, sont envisagées d m s  un quatrième chapitre. 





CHAPITRE 7 

S$~&que et Dynamique d u  dydZèmu a n d m u i ~  non f i n é d u .  

1 - Introduction 

Les méthodes d'étude des systèmes linéaires à partir de la notion 

de fonction de transfert et de ses représentations constituent un outil 

puissant pour l'analyse et la synthèse des systèmes asservis. L'extension 

de ces méthodes aux processus présentant des organes non-linéaires pose 

souvent des problèmes concernant la validité de leur application. 

Ce chapitre a pour but d'étudier les limitations de l'approximation 

du premier harmonique, qui constitue une méthode très utilisée dans les 

bureaux d'étude pour l'analyse et la synthèse des systèmes non-linéaires 

 idée de base de cette méthode consiste à représenter une non- 

linéarité par une fonction de transfert définie comme le rapport entre le 

fondamental du développement en série de Fourier du signal de sortie et le 

signal d'entrée de la non-linéarité. L'analyse des processus non-linéaires 

peut donc être effectuée en remplaçant chaque non-linéarité par une approche 

linéaire et en étudiant le système linéaire résultant. Ainsi les effets des 

harmoniques supérieurs et des sous harmoniques du signal extérieur sont 

supposés négligeables. Cette méthode peut donc s'appliquer lorsque les 

amplitudes des harmoniques sont relativement petites en comparaison de celles 

du fondmenta1,ou encore lorsque le systèmeproduit une atténuation suffisante 

des harmoniques. les résultats obtenus,évaluation des fréquences et des mp- 

litudes des oscillations,sont estimés par cette méthode à 5% prés 1221. 

Toutefois la relation entre les performances du système non-linéaire et du 

système linéarisé depend de la validité de lfapproximation. En effet, plu- 

sieurs exemples / 3/41 10/20/ ont illust&que les résultats obtenus peu- 

vent être totalement erronés. En fait, il est difficile de préciser une jus- 



tification à priori des hypothèses validant une telle approximation, en 

effet les utilisateurs de l'approximation du premier harmonique n'en véri- 

fient généralement pas la validité. 

Pour Gilles, Decaulnes, Pelegrin la raison essentielle est à 

rechercher dans l'énergique filtrage des hautes fréquences que réalise 

l'étage de puissance de tout servomécanisme / 22 / 
 étude de l'exemple de Dewey / 5 /  a montré que dans la justification de la 

méthode, il faut tenir compte à la fois des caractéristiques des non-linéa- 

rités et du filtre linéaire. 

Kon & Han proposent /5/  d'effectuer dans un premier temps une analyse pré- 

liminaire de Fourier du signal de sortie de la non-linéarité et une analyse 
l 

du filtre linéaire à partir des diagrammes de Bode dans un deuxième temps, 

pour que la méthode du premier harmonique conduise à des résultats valables. 

C'est dans cet esprit que nous avons orienté notre travail : en 

recherchant en particulier des conditions suffisantes d'expression simple 

permettant de conclure à la validité de la méthode du premier harmonique. 

La condition obtenue que nous appellerons condition d'unicité s'exprimera 

directement à partir d'un modèle du processus défini dans l'espace d'éta~. 



2 - Condition d'unicité des systèmes continus non linéaires. 

2.1. Mise en éguation -------------- ------ 

Le processus étudié est décrit par l'équation d'état non-linéaire : 
O 

( 1 )  x = a(x,e,t) 

t : variable qui évolue à partir de l'instant initial t O 

avec 

e : vecteur d'entrée de dimension r défini dans l'espace vectoriel b 
des entrées admissibles, r.< q 

x : vecteur définissant l'état du système à l'instant t 

ut e x +  ~ ( t )  = {x,(t), ..., xq(t)} e 

a(x,e,t) : vecteur d'éléments ai(x,e,t) qui dépendent à tout instant t k3 % , 
du vecteur état x, de l'entrée e et de t, Yi € {l, 2 ,... ,.q1. 

1 2 Nous désignons par x (t ) et x (t ) deux vecteurs conditions initiales O O 

(~our t = t ) auxquels correspondent pour la même loi d'entrée e(t), les O 1 
solutions respectives de l'équation (1) : x (t, tO, x(tO), e(t)) et 
2 
x (t, tO, x(tO), e(t)). 

L'évolution de l'écart de ces réponses peut être définie par la 

relation suivante : 

O O 

(2) 
1 2 

xl(t) - x2(t) = a(x , e, t) - a(x , e, t) 

Dans certains cas la relation (2) peut se ramener à la forme matricielle 

(31, 1241 
O 

(3 )  
* ;Y 

y = B  Y 



dans laquelle nous noterons : 

y : le vecteur écart 

'bt e 1 S - y = x  (t) - x  (t) e ii 
B* : la matrice d'éléments bij,[vi €{1,. .., q+r}, 
j € 1  , . , ] , définis à partir de (2) : 

2.2. Définition de la notion d'unicité ...................................... 

L'état de sortie d'un système asservi dépend à l'instant t € 'ip7 
de deux grandeurs : 

- le signal d'entrée auquel le servomécanisme est soumis 

- l'ensemble des conditions initiales à l'instant t = t0 



P c ! & i W o n  : 

La réponse d'un système asservi  présente l a  propr ié té  d 'un ic i t é  

lo r squ lau  bout d'un temps su f f i s an t  l e  s igna l  de s o r t i e  ne dépend plus 

que de l ' e n t r é e ,  l ' e f f e t  des conditions i n i t i a l e s  é t a n t  devenu négligea- 

b l e  

La notion d 'un ic i t é  exprime donc que l ' e f f e t  des condit ions i n i t i a l e s  

su r  l e  comportement du processus soumis à une en t rée  donnée devient de 

moins en moins sensible  avec l e  temps. Le problème i n i t i a l  d 'un ic i t é  

peut donc s e  ramener à l ' é t ude  de l a  s t a b i l i t é  d'un système de l a  forme 

( 3 )  avec Ae=O * 

La s t a b i l i t é  du système a i n s i  dé f i n i ,  à en t rée  f i xée ,  ent ra ine  l ' un i -  

c i t é  des réponses du processus dont l ' évolut ion e s t  dé f i n i e  à p a r t i r  de 

l a  r e l a t i o n  ( 1 ) .  

3 - Application aux systèmes asse rv i s  non l i n é a i r e s  usuels : 

3.1. Descrietion du s ~ s t è m e  ----------- --------- ----- 

De t e l s  processus sont en général dé f i n i s  à p a r t i r  de l ' équat ion 

d ' é t a t  t e l l e  que : 

x : vecteur appartenant à % dont l e s  q composantes xi déf in issent  l ' é t a t  

du système à t ou t  i n s t an t  t e & 
e : en t rée  du processus dé f i n i  sur% pour t ou t  t f3 ri 



b : vecteur constant d'ordre q d'éléments b. 
1 

& : variable de commande 

f(&) : non-linéarité inhérente au processus étudié 

A : matrice carrée q x q, à éléments constants caractérisant le régime 

libre de la partie linéaire du système à asservir. 

C : vecteur constant d'ordre q définissant les paramètres de la régulation 

intervenant dans la chaine de retour 

3.2. Choix d'une re~résentation matricielle ___---_____________ __________--__________-  

L'étude de l'unicité, dans le cas des systèmes monovariables 

peut être simplifiée en adoptant une représentation dans laquelle les 

éléments non linéaires sont isolés dans une seule rangée de la matrice 

définissant l'évolution du système en boucle fermée. 

Système 
E ., linéaire 

t 

Une nouvelle représentation peut être obtenue en substituant à 

la première composante du vecteur état la commande scalaire E / 2 /  , 
on localise ainsi les éléments non linéaires dans la première colonne. 

> 



Un simple changement de base conduit alors à une représentation 

de la forme : 

O 

( 5 )  u = B u + h(e) 

h : vecteur d'ordre q, fonction de l'entrée 

a et pi, Yi : constantes ne dépendant que des caractéristiques linéaires 
1 i 

du système et de la représentation adoptée. 

Celle-ci est choisie telle que l'on ait : 

a 2 O Yj = {2¶ . . . ¶  q} 
1 j 

3.3. Détermination d'une condition suffisante d'unicité ....................................................... 

a) Méthode 

Soit y le vecteur définissant l'écart entre deux solutions 

de l'équation (41.. évoluant pour une entrée donnée à partir de conditions 

initiales distinctes, il vient : 



avec : y = u - u 
1 2 

lorsque l a  fonction f ( & )  e s t  dér ivable ,  l e  coef f i c ien t  

* 
f l o t t a n t  f  prend ses  valeurs parmi ce l l e s  de l a  dérivée de l a  carac- 

t é r i s t i q u e  de l a  non-l inéari té .  

En e f f e t , s i  c e l a  e s t  poss ible ,d 'aprés  l e  théorème des accroissements 

f i n i s  , il vient  : 

Y 
f  peut donc ê t r e  i n t e rp r é t é ,  dans ce r ta ins  cas ,  comme é t an t  l e  gain 

ins tantané en t ou t  point de l a  ca rac té r i s t ique  de l a  non-l inéari té  



La convergence asymptotique des solutions de (6) est assurée v~(o), 
T 

si la fonction V = y y est de Ljapunov c'est-à-dire si l'inégalité 

(7) est vérifiée yy € 9 

b) Mise en oeuvre : 

1 T 
La matrice -(M+M ) est symétrique, il suffit donc que les 

2 
valeurs propres de cette matrice soient à partie réelle 

négative pour conclure à la stabilité du système (6). De plus 

les éléments hors diagonaux étant positifs ou nuls /1/15/1/ ces con- 

ditions prennent la forme-suivante qui correspond aux conditions de Kotelyanski : 

ou encore plus simplement : 



En développant cette dernière relation on obtient : 

c )  Condition suffisante d'unicité de la réponse : 

Un processus régi par une équation d'état du type (4) qui admet 

une équation aux écarts de la forme : 

possède la propriété d'unicité de la réponse si : 



1 
2 

avec : ( ~ l i  
)H nombre r é e l  ou complexe t e l  que : ((aliail 1;) =a l i  a i l  

démonstration : 

La r e l a t i o n  ( 12) e s t  obtenue à p a r t i r  de ( 10) en remarquant que : 

9 a a l i  i l  
d o r s  1 

i=2 i=2 
' i 

La formulation de l a  condition d 'un ic i t é  (12) général ise  a i n s i  

c e l l e  proposée en (10) 

d )  exemple 

Le système asservi  é tudié  e s t  à re tour  tachymétrique r éa l i s an t  

l a  régula t ion d'un f i l t r e  l i n é a i r e  du second ordre cons t i tué  d'une double 

in tégra t ion  ( f i gu re  3 )  . /2  -O/ 

L'écart  en t re  deux réponses du système proposé, continu non-linéaire 

a non l i n é a r i t é  séparable, e s t  ca rac té r i sé  pour une entrée  donnée e t  des 

condit ions i n i t i a l e s  d i s t i n c t e s  par l e  vecteur y( t )  d'ordre 2 ,  t e l  que : 



L'application de la condition définie en (12) donne : 

x2f* 
avec 5*2 = - coefficient qui peut s'interpréter comme un coefficient 

4 
d'amortissement instantané. 

Ainsi un amortissement instantané suffisant, supérieur à 0.5, garantit 

l'unicité de la réponse du processus. 

4 - Analyse des réponses d'un système asservi du second ordre à une entrée 

sinusoïdale 

4.1. Modèle mathématique du circuit ferrorémmant série étudié : .............................................................. 

Des travaux antérieurs 1.201 ont montré que l'on peut assimiler le 

circuit ferrorésonnant série (figure 4) à un système asservi. 



Le circuit RLC à inductance non linéaire régi par les équations : 

peut donc être étudié comme un système asservi à retour tachymétrique 

réalisant la régulation d'un filtre linéaire du second ordre constitué 

d'une double intégration et précédé d'une non-linéarité (figure 6). 

Cette représentation correspond au schéma bloc de la figure 3 en posant : 

1 
e = J u d t  , c = q  , A = R C  , et f(~) =Cg($). 

Ainsi le coefficient d'amortissement instantané 5* / 2 0 /  qui vaut : 

R2c2 % E*2 = - f dans le premier cas de figure s'exprime par 
s** = - 12f* 

4 
* 

dans le deuxième cas de figure ; f désignant le gain instantané de la 

caractéristique de la non-linéarité qui est dans ce cas du type dure (figure 5). 



1 + R C p  1 



4.2. Méthode d'estimation de la régonse du grocessus gar la méthode .................................. -------- --------- ------------ 

Le système étant soumis à une entrée sinusoïdale e = e sin ut, h 
la méthode du premier harmonique permet une détermination simple de la 

sortie s ou encore plus simplement, du signal E de commande du processus 

non linéaire : E = ch sin(ut-4). 

La méthode suppose que la réponse du processus à un signal sinu- 

soïdal est un signal sinusoïdal de même fréquence dont l'amplitude Eh est 

définie de la façon suivante : /16/22/ . 

K(Eh)= " i * 

si a 3 Eh 

2 a 
w a J F l + ~ s i  a < i  (15) K*(E~) = -(a+) arc sin(E)+ E 

h h  
h 

~ ( j w )  étant : 
î+X( ju) 

( ju)2 

a,@, f3, X,uet E étant connues, est telque Eh 

OU encore E = m2 

(16) 
h J(K*(E~)-u*)~ + (xK*(E~)w)~ 

Pour résoudre cette dernière équation en E il suffit /22/ 
h 

de tracer la courbe E = g(~h). Ainsi pour chaque amplitude de l'entrée 

du système, on pourra aisément déterminer l'amplitude correspondante de 

l'entrée de la non-linéarité. 



Une ambiguité, concernant le choix de la réponse du système, 

apparait dans le cas où plusieurs amplitudes E sont possibles. h 

4.3. Détermination de la régonse gar simulation du Frocessus ...................... ----- ----------------- -------- 
sur calculateur. --------------- 

Le processus a été simulé sur un calculateur hybride AD 32 

(figure 7). Une exploration paramétrique dans l'espace des condi- 

tions initiales nous a permis de mettre en évidence plusieurs ré- 

gimes permanents notamment celui qui a lieu à la fréquence fonda- 

mentale /17/18/19/. La fréquence et l'amplitude de la sortie (dans 

le cas de synchronisme) sont comparées avec celles obtenues par le 

calcul conformément à l'approximation du premier harmonique. 

Dans l'application de la méthode du premier harmonique en 

régime forcé on néglige les termes correspondants aux harmoniques 

supérieurs de plus on ne tient pas compte des oscillations sous- 

harmoniques qui ont été observées expérimentalement, dans le cas 

d'un amortissement instantané de faible valeur (t0.25). Pour une 

certaine condition initiale nous avons pu enregistrer le sous-harmo- 

nique 2 (figure 8/b) ; une simple exploration paramétrique dans 

l'espace des conditions initiales permettrait l'observation de tout 

sous-harmonique, pour la même entrée sinuso~dale. 149 1 

De même que précédemment, c'est-à-dire, dans le cas où une 
n 

condition suffisante d'unicité n'est pas vérifiée ( 5  6 0 . 5 ) ,  l'an- 

plitude de la sortie dans le cas de synchronisme, pour une entrée 

d'amplitude 6.25 volts, est de 1 1 volts alors que la méthode du pre- 

mier harmonique donne une amplitude estimée à 7.79 volts. 

L'erreur relative ainsi mise en évidence dans le calcul de l'ampli- 

tude par l'application abusive de l'approximation proposée est de 

29 $ (figure 8/a). 
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6 - Conclusion 

La m6thod.e du premier harmonique, pour certains systèmes continus 

non-linéaires, prévoit des réponses, dans certains cas, très erronées 

tant au point de vue fréquence qu'su point de vue amplitude. 

Vérifier une condition suffisante d'unicité de la réponse garan- 

tit d'une part l'absence de tout sous harmonique du signal d'entrée 

et permet d'autre part de déterminer le régime permanent du système 

lorsque l'application de l'approximation du premier harmonique indi- 

que plusieurs régimes possibles. 

Si, dans le cas du circuit ferrorésnnantsérie, elle s'inter- 

prète aisément par une condition d'amortissement, la recherche d'in- 

terprétations physiques des conditions d'unicité dans le cas de pro- 

cessus définis par un modèle plus complexe s'avère nettement plus 

délicate. 

Nous envisage ons, dans la suite de ce travail, de mettre 

en évidence une condition suffisante de validité de la méthode du 

premier harmonique qui se rattache directement aux caractéristiques 

du processus non-linéaire ou linéarisé. 





Introduction 

Une contribution à l'étude de la dynamique des systèmes 

asservis en régime forcé est proposée dans ce chapitre. 

La recherche de conditions suffisantes d'unicité obtenues 

directement à partir des caractéristiques fréquentielles de la partie 

linéaire du processus nous a conduit à distinguer divers cas selon la 

disposition relative des pôles et des zéros de sa fonction de transfert. 

L'étude de l'unicité a été abordée en utilisant la deuxième 

méthode de Ljapunov / 2 /  ; ce qui nous a permis d'énoncer plusieurs 

critères d'unicité d'utilisation simple. 

La seconde méthode de Ljapunov conduit le plus souvent à 

reporter l'étude de la stabilité d'un système sur celle d'un système 

de comparaison du premier ordre 1311. D'un point de vue distinct, 

le choix d'un système de comparaison d'ordre égal à celui du système, 

élargit la classe des systèmes concernés 1151. 

Ces résultats sont étendus aux systèmes définis sur le corps des com- 

plexes. Une méthode de recherche systématique de conditions suffisan- 

tes en utilisant les résultats trouvés sous forme numérique est propo- 

sée dans un dernier temps. 



2 - Condition s u f f i s a n t e  d ' u n i c i t é  de l a  réponse de c e r t a i n e s  c l a s s e s  de 

processus  non l i n é a i r e s  

2.1.  Sxstème à d é ~ h a s a g e  minimal - ---------- ---- --------- 
La recherche de cond i t i ons  s u f f i s a n t e s  d ' u n i c i t é  d'un processus  

admettant une r e p r é s e n t a t i o n  m a t r i c i e l l e  symétrique nous a  condu i t ,  dans 

l e  c a s  de processus dont l a  p a r t i e  l i n é a i r e  ~ ( p )  = e s t  à déphasage 
Q ( p )  

minimal, à une c o n t r a i n t e  qu i  s 'exprime simplement en fonc t ion  des  r é s i d u s  

r e l a t i f s  aux d i v e r s  p ô l e s  de e(p) R ( p )  , cons idéré  comme une f r a c t i o n  r a t i o n -  

n e l l e  en p. 

Première condi t ion  d ' u n i c i t é  

Un syhXQme continu non f inéahe  à non finéa,tLté ~EpmabLe d'okdtre q 
R( ) d o n t  l a  pantie finéaite en t  dédinie pair au donction de aurudent  ~ ( p ) d  , 
Q ( P >  

pasaède &a phop~&;té  dluvLic.Lté de La héparne s i  l en  concihXom auivavtta 

sont v f id i éen  : 

1 )  L e n  polynâmu R ( P )  cd ~ ( p )  de degkés hapectivement égcrux à 

q  & ( q - ~  ) , o n t  d a  hacinen h é e l l a  eA didfinclten. 

2 )  Le &LLtte f inéaite ~ ( p )  ut entièhement dédini pah au combe 

de gain d o n t  Le diag~amme anpptofique c o n n m é  pair d u  aegmem de 

peutta a u c c a a i v u  O ,  -20, O ,  -20,. . . dbld~cade 

3 )  Le gaol &.tantané de l a  non-euié&é f*  ut supéhiem à 

L ' i n v m e  de gain csaiztique de W(P)  chungL de signe. 

En e f f e t ,  l e  système é t u d i é  ( f i g u r e  2-1) e s t  r é g i  p a r  une équat ion  d ' é t a t  non 

l i n é a i r e  d é c r i t e  par  l a  r e l a t i o n  (2-1) 



(figure 2-1 ) 

 écart entre deux réponses du processus soumis à une entrée 

donnée est caractérisé à l'instant t B 'i: par le vecteur y(t), 
d'ordre q, dont l'évolution est régie par le système différen- 

tiel (2-2) i 

Le choix d'une représentation ~articulière (Annexe 1) permet de 

décrire le système (2-2) sous la forme : 

S 
f* - Q( -Ai 1 -Q(-A -1 

avec : 
S " '  S . . . S 

9 9 9 9 iul- " - - 1 

~ ( p )  et ~ ( p )  sont (1) des polynômes en p de degrés respectivement 

égaux à (q) et (q-1) et dont les racines sont réelles et distinctes 



La fonction de transfert du filtre linéaire étant entièrement 

définie par sa courbe de gain (lieu de   ode) (2) ses pôles et 
ses zéros sont tous négatifs. 

Si cette courbe de gain est constituée dans le diagramme de Bode 

(2) par des segments de pentes successives 0, -20, 0, -20,... 

les pôles et les zéros de ~ ( p )  sont donc disposés comme suit : 

c'est-à-dire que les deux polynômes R(~) et Q (p) forment une 
paire positive /30/. Il en résulte les inégalités : 

-(p+hi) Q ( P )  
(2-7) ( R(p) ) p = -A. > O i e { l ,  ..., q-1) 

1 

L'unicité de la réponse du processus initial (2-1) est assurée si 

l'équation aux écarts définie en (2-3) correspond à un système stable. 

Nous avons vu au chapitre 1 qu'il suffit pour cela que la forme qua- 
T T dratique y (M+M )y soit définie négative. 

Or, la matrice M peut être rendue (2-7) symétrique et à éléments 

non diagonaux positifs à partir d'un simple changement de base 

de type diagonal. L'application de la condition de Kotelyanski 

sur la nouvelle représentation ainsi définie donne alors la condi- 

tion suffisante d'unicité : 



D'autre p a r t  s i  nous considérons rn comme une f r a c t i o n  ra t ion-  
R ( p )  

n e l l e  en p, l a  décomposition en éléments simples de ce l l e -c i  donne : 

En remarquant que : 

l a  condit ion (2-8) s e  r édu i t  à l ' i n é g a l i t é  : 

l e s  quan t i t é s  : S = T ~ T ~ . . . T  ad - - 1 

9 9  et [ R ( p )  )p=O hlh2..h q-1 

é t a n t  (3 )pos i t ives ,  s i  en plus f*(x) > O ,  x e b ' ,  l a  r e l a t i o n  
( 2  - 11) e s t  a l o r s  toujours  v é r i f i é e .  

Exemple d  ' appl ica t ion  ---- ------ -------- 

S o i t  l e  système continu ( f i g u r e  2-2) r é g i  par  une équation aux 

é c a r t s  non l i n é a i r e  d é c r i t e  par  l a  r e l a t i o n  : 



Les conditions de ~otelyanski appliquées à la matrice régissant 

l'évolution du vecteur écart y s'expriment sous la forme : 

ou plus simplement : 

Le processus considéré possède donc la propriété d'unicité si le gain 

instantané (la pente en tout point de la non linéarité) reste supérieur 

à (-0.125) 



h Diagramme asymptotique de 

(0) 
Iw(p> 1 = 

(0) 

( 0  

. 

1 2 3 4 5 3 
W 

(figure 2-2) - Système à déphasage minimal 



2.2. S~stème à dé~hasage non minimal : - --____---- ---- ____-_-____-- 

Le résultat précédent suppose que les polynômes ~ ( p )  et ~ ( p )  

forment une paire positive /30/. Nous proposons dans la suite de cet 

exposé une condition suffisante d'unicité, qui s'applique à une classe 

plus large de processus. 

Théorème 1 : _--------- 

Un agaXème con;tinu non-finéaihe à non finécüzLté aépmabte 

( b i g m e  2 - 3 )  d'ondtre q dont la pahtie finéaihe U X  dédinie p c v ~  ha 
poansde t a  p o p t i é t é  dluniw*é donotion de 27~an66eht ~ ( p )  = Q(p) 

de la heponne a i  tes  c o n ~ o n n  a u i v a n t u  hont v é t i a i é u  : 

( 1 ) Le polynôme R ( p ) a d m d  ( q- 1 m d n u  c f h f i n d u  

négatives. 
1 

( 2  ) L u  hénidun & d a t i d a  aux d i v m  p Ô l u  de - 
w(p) 

n é g d d a .  

( 3 )  La nomme du gain innAantan2 de l a  non-Lineule&i? et de (h) 
P p=O 

(figure 2-3) Sq > O , A. > O Yi € { l  ¶ . . . ¶  q-1) 
1 



Le théorème 1 généralise la première condition d'unicité. Il pro- 

pose une condition pour les systèmes dont la partie linéaire peut être à 

déphasage non minimal. 

En effet, l'équation aux écarts du processus consioèré admet m e  repré- 

sentation matricielle symétrique et à élé~e~ts non diagonaux positifs si 
1 

les résidus relatifs aux divers pôles de - w( p sont négatifs : 

Comme précédemment, en appliquant la condition de Kotelyanski à la matrice 

définissant l'évolution du vecteur écart, il vient la contrainte : 

ce qui démontre le théorème 1. 

Remargues : ----- --- 

a) Le théorème 1 ne précise aucune condition sur les pôles de ~(p). 

Ils peuvent être aussi bien positifs que négatifs, réels ou imaginaires. 

b) Si nous disposons d'intégrateurs purs dans la chaine d'action du 

servomécanisme, l'application du théorème 1 précise une contrainte 

sur le gain instantané d'expression simple. 

En effet le processus à retour unitaire, par exemple, dont la 
+0.5 

partie linéaire est définie par sa fonction de transfert w(~) = -E-- 
P( l+p) 

possède la propriété d'unicité de la réponse si le gain instantané de la 

non linéarité est positif. 



Afin de préciser le mode d'utilisation de ce deuxième théorème, 

envisageons le cas d'un système asservi du second ordre (figure 2-4) 

dont ltévolution du vecteur écart est régi par l'équation différentielle 

vectorielle du deuxième ordre : 

l'application du théorème 1 conduit à la condition suffisante d'unicité : 

Soit 

Le système étudié possède donc la propriété d'unicité si la pente 

en tout point de la non-linéarité reste supérieure à 2. 



CSU : fin > 2 

(figure 2-4) Système à déphasage non minimal 



Cas des sxstèmes asse rv i s  admettant une représenta t ion ma t r i c i e l l e  2.3. --------- ------------,,,,,,,------------- ------------------LI 

a r t i c u l i è r e  : E---------- 

Nous al lons d'abord envisager l e  cas pour l eque l  l a  p a r t i e  l i n é a i r e  

du f i l t r e  admet un nombre de zéros i n f é r i eu r  au nombre de pôles. 

Théorème II ---------- 
Un dghtgn~e continu (diguhe 2 - 1 )  non einéaifie à non Uné&é 

sépmable dtoh&e q dorit kk pahtie & n é d e  e a X  déi inie  pah da donotion 

de Ztanb6ek.t : 

DGmonst r a t  ion ----_- ---- --- 
L'évolution de l ' é c a r t  en t r e  deux réponses du processus é tudié  

e s t  caractér isée  2 1' ins t an t  t € Z par l e  vecteur y(t) qui v é r i f i e  

( ~ n n e x e  1) 1' équat ion vec to r i e l l e  : 



la matrice représentative du système asservi non linéaire (2-13) a ses 

éléments non diagonaux positifs. Nous pouvons donc appliquer le critère 

de stabilité pratique de J.C Gentina et P. Borne / 2 8 / 2 9 /  pour vérifier 

la convergence asymptotique du système aux écarts (2-13). 

Les pôles de ~ ( p )  étant négatifs, une condition suffisante d'unicité 

de réponse du processus - 
1 ( -  - - 
'I 
9 

1 
O 

O 

1 

C . 
O 

1 
- 

étudié s'écrit sous la forme : 



En développant l e  déterminant précédent, l a  re la t ion  (2-15) 

devient : 

Ce qui démontre l e  théorsme II. 

I l  e s t  possible de remarquer que l e s  conditions suf f i san tes  

précédentes s e  s impl i f ient  considérablement dans l e  cas d'un système 

à déphasage minimal. 

Théorème III ------------ 

Un hq~tiirne con& non f inéa ike  à non L i n C d é  a é p a m b l e  
dlok&e dont  la p&e f i n é a h e  es t  dé6inLe pah a a  6oncAAon de ' 

pohhède la p/rophiéXé d1uru&E de  La képonse a i  l ' u n e  des deux 
c o n ~ o n d  A ~ V U & & ~  e s t  v é ~ d i é e  : 

. ~ ( p )  e s t  un polynânie d e  degt~6 rn = (1-2 

1 . O < -  
1 

< A l  < - < ..... < X 
1 < -  

1 T 2 q-2 T 
q- 1 . l e  g a i n  u26.0uLtan2 de la non eOté&é f*ut t c î  pue : 



A~elication - -------- : 

Le théorème II est illustré sur le servomécanisme du second ordre 

de la ( figure 2-5 ) . 

cas 1 : T , =  1 , -r2 = 2 , A = 0 . 5  , CSU : f* > O 

W 
cas 2 : T = 1 , T~ = -2 , A = 0.5 , CSU : f  < -2 

c a s 3 :  = 1 , T2 = 2 , =-0.5 C S U : O < ~ * < ~  
1 

(figure 2-5) 

Diverses conditions suffisantes d'unicité (CSU) peuvent être 

proposées selon les signes et la disposition relative des pôles et 

des zéros de W (p) . 

Trois cas sont étudiés : 

- cas 1 : système à déphasage minimal 

- 
w\p/- ( l+p) ( 1+3p) 

par exemple 
r o r r  : f * >  O 



Nous retrouvons l a  condition suf f i san te  correspondante de 

l 'énoncé de l a  première condition d 'un ic i t é .  

- cas  2 : système à déphasage non minimal - pôle ins tab le .  
/ 

par exemple 

* csu : f  < -2 

- cas  3 : Système à déphasage non minimal - zéro ins tab le  

par exemple 

CSU : O < f X  < 2 

2.3.2. Cas où tous l e s  rgsidus r e l a t i f s  aux pôles de o n t  p o s i t i f s  : 
R ( P )  

Le système é tudié  ( f i gu re  2-1) e s t  r é g i  par  une équation d ' é t a t  

non l i n é a i r e  déc r i t e  par l a  r e l a t i on  (2-1). L'évolution de l ' é c a r t  en t r e  

deux réponses du processus e s t  dé f in ie  par l e  système d i f f é r e n t i e l  (2-3). 

Nous avons v u  au chapi t re  1 que l ' u n i c i t é  de l a  réponse du système i n i t i a l  
1 T  T 

(2-1 ) e s t  assurée s i  l a  forme quadratique 7 y (M+M ) Y  e s t  dé f in ie  négative. 
C 

1 T  
Pour cer ta ines  c lasses  de systèmes asse rv i s  non l i n é a i r e s ,  -(M+M ) e s t  une 2 
matrice diagonale ; l a  vé r i f i c a t i on  de l a  condit ion suf f i san te  d ' u n i c i t é  

devient  a i n s i  immédiate. 



En e f f e t  s i  : 

1 T 
a l o r s  l a  matrice - ~ ( M + M  ) prend l a  forme : 

avec : ~ ( p )  = (p+Al 1 (p+A2) ( . (p+Aq-, ) 

Q(P)  = sq q-l+. . .+slp+l e t  s > O  
9 

A > 0 Y i  e {1,2, . . . ,q-  1 1  

1 T  T La forme quadratique (M+M )y e s t  a l o r s  d é f i n i e  négative s i  : 

Le second membre de l ' i n é g a l i t é  (2-18) appara i t  , d 'après  (2-1 0 )  comme 

l e  terme constant  de l a  p a r t i e  e n t i è r e  de l a  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  9.u NP) ' 
changé de signe.  

D'où l e  théorème I V  : 

Théorème I V  ----------- 

Un aya;tème con;tinu non & n é d e  à non finéa&,té aépanable d1a4&e q 

d o n t  p e e  &né&e u;t dédinie pan aa doncLLan de akavudat w(P)=  R ( P )  
Q(P> 

poaa2de k?.a phophié;té dluni&é de La r~épowe a i  lu condikiavu nuivantes 

h o n t  vétt iaiéu : 

1 ) Le polynôme ~ ( p )  admd (q-1 )hacinu  hé&u dinfinotes et négatives. 

2 ) L e s  héaidu  4&atidh aux d i v m ~  pôles de 
( p )  

h o n t  pob*.ti66. 

3 )  Le gain ivu;tantané de h non f i n é d é  e6.t aupétuewi au . t m e  conbtunt 



Cette étude est illustrée sur un système du troisième ordre 

comportant deux pôles instables ( figure 2-7) . 

(figure 2-7)  Système à déphasage non minimal 



( p + l )  ( ~ + 3 )  
w ( ~ )  = ( , -o. sp) ( 1 -Lp) ( 1 +o. 5p) l a  fonction de t r a n s f e r t  de l a  

p a r t i e  l i n é a i r e  ; l e  processus admet a l o r s  l ' équat ion aux é c a r t s  : 

y ( t )  é t a n t  un vecteur ca rac té r i san t  l ' évo lu t ion  de l ' é c a r t  en t r e  deux 

réponses du processus pour une en t rée  donnée. 

La forme quadratique : 

e s t  dé f i n i e  négative s i  fX  > 4.25. 

Le système proposé possède donc l a  p ropr ié té  d ' un i c i t é  s i  l e  gain 

ins tantané r e s t e  supérieur au terme constant de l a  p a r t i e  en t i è r e  

de ~ ( p )  , changé de signe. 

3 - Cas général  - Représentation complexe d'un processus 

L'étude de l ' u n i c i t é  des processus de grande dimension a é t é  

abordée de deux façons : 

- à p a r t i r  du deuxième théorème de Ljapunov 

- à p a r t i r  des techniques de majoration ( t ranspos i t ion  de l ' é tude  



i n i t i a l e  de s t a b i l i t é  su r  l e  système de comparaison). L'ensemble des 

r é su l t a t s  é tud iés  e s t  donc basé sur  l ' u t i l i s a t i o n  des matrices à éléments 

non négatif S .  

Ces r é su l t a t s  peuvent ê t r e  étendus, sans d i f f i c u l t é s ,  aux systèmes dé f i n i s  

su r  l e  corps des complexes. 

3.1. Etude de l ' u n i c i t é  à ~ a r t i r  d'une fonction de LJagunov _---____________-____ -__________________------ _ ____ 

Théorème V : ---------- 

Lu ayh;t2mu c o ~ ~  non f i n é d m  à non fin&&E aépmable 

d l  a&e dont l a  p&e finéaine ut déainie  pm aa donctian de -txans- 

6 m . t  w(~)= , poaaèdent ,o,été d ' un i c i t é  de iléponse h i  le6  

cancfdiovin aLUvavLtu 6 0 a  v e h i 6 i é u  : 

1 ) Le polynôme R ( ~ )  admet (q-1 ) ""ne6 cibfinotpn h é f i e s  ( ou l e t  - i na inu )  

& n é g d v u  (ou/e;t à p W e  &é&e négaLive) 

2 )  Le gain uLI*antané de l a  non f i n é u é  f* véhidie l a  contnMnte : 
2 

avec : s > O 1 

démonstration ------------- 

Le système é tud ié  e s t  r é g i  par une équation d ' é t a t  non l i n é a i r e  

décr i t e  par l a  r e l a t i on  (2-1 ) L'évolution de l ' é c a r t  en t r e  deux réponses 

pour une en t rée  donnée, e s t  dé f in ie  par (2-2). 

Une tranformation l i n é a i r e  sur  l e  corps des complexes nous 

conduit ( ~ n n e x e  1) à .une équation aux é c a r t s  de l a  forme : 



2 (p+A - )&(pl 
(2-21 ) a; > O Uj €J={ 1,. . ,n) tel que : (ci;) = ( ) 

~ ( p )  p=-A 
j 

2 -(p+Ak)Q(p) (2-22) a{ O V k  €K.{ 1,. . ,A} tel que : ( a 9 i g )  = ( ) 
NP) P=' 'h k 



La convergence asymptotique de la solution de l'équation aux écarts 
-T 

est assurée si la norme hermitienne v = y y est une fonction de Ljapunov, 

c'est-à-dire lorsque l'inégalité (2-24) est vérifiée, la fonction C étant 

de classe K /ho/. 

1 -T 
Nous constatons qu'il suffit que -(M+M ) ait ses éléments non 

2 
diagonaux (2-19) positifs ou nuls. 

Si les racines de R ( ~ )  sont à parties réelles négatives, l'application 
., ..,e coridition de stabilitg linéaire /28/29/ montre que la condi- 

tion suffisante d'unicité de la réponse se réduit à une seule contrainte 

portant sur le gain instantané : 

-T 
M+M 

(2 -25)  ( - I ) ~  déterminant (T) > O 

avec : 

+ 
M+M 

d t(l)= det 



En développant le premier membre de l'inégalité (2-25) ci-dessus, 

comme nous l'avons vu au chapitre 1, il vient : 

a S (a 
2 

(2-26) - +  S (+)+E ( -  
l S q  sq i=l i Réel ( hk) 

1) 
q k= 1 

cette dernière relation peut s'écrire sous la forme condensée : 

-(p+A;)Q(p) 1 2  
S q-' {Réel [( R( ) 2) 

(2-27) ç &+-L S S 1 
i= 1 Réel( Ai ) 

9 9 9 

d'où le théorème V 

cas particuliers ---- ----------- 

Trois cas particuliers du théorème V ont été envisagés : 

a) m = q-1 : les conditions d'unicité du système non linéaire correspondent 

aux conditions de Kotelyanski appliquées à la matrice définissant l'évolution 

du vecteur écart ; 

ce qui correspond aux conditions d'application du théorème 1. 

b) n = q-1 : pour assurer l'unicité de la réponse, il suffit que les 

éléments diagonaux de la matrice représentative du système écart, soient 

à parties réelles négatives ; 

D'où la contrainte : 

ce qui correspond aux conditions d'application du théorème IV. 



c) m+n = q-1 : la condition (2-27) devient : 

Exem~le d'application ---- ---------------- 

Afin d'illustrer cette étude nous allons étudier divers cas sus- 

ceptibles de se présenter pour un processus du troisième ordre. 

1) Soit le système à déphasage non minimal représenté ci-dessous : 

(figure 2-8) CSU : f* > 4 

Il admet l'équation aux écarts : 

La propriété d'unicité est assurée si la forme quadratique : 

W 
est définie négative c'est-à-dire que si le gain instantané f est 



supérieur à 4 (2-28). 

2) Le cas où W(p) admet des zéros complexes est étudié sur le processus 

du troisième ordre défini par le schéma bloc de la figure (2-8) 

(P-j)(p-J ) 
.2 

(figure 2-8) ~ ( p )  = 
( 1+0-5p) (l+p) (1+2p) 

Pour analyser la propriété d'unicité, l'application du théorème V nous 

amène à l'étude de la forme hennitienne : 

Celle-ci est définie négative si le gain instantané est supérieur à 

(-O .768) 

3.2. Etude de l'unicité à partir d'un s~stème majorant : ..................... ------------ -------- ----- 

En application des techniques de majoration, /21/28/29/31/ ou de 

transposition de l'étude initiale de stabilité sur un système de comparai- 



son contracté,  il e s t  poss ible  de proposer une condition suf f i san te  d 'uni-  

c i t é  des systèmes asse rv i s  non l i néa i r e s .  Celle-ci s'exprime sous l a  for-  

me des conditions deKotelyanski appliquées à une matrice pseudo-majorante. 

I l  vient  l e  théorème : 

Théorème V I  ----------- 

Un aya.tGme continu non finéaihe h non finéatLi;té clépanable dloa&e 
R( ) q dont l a  p d e  L inéahe  4n.t dédinie parr na dancLion de &amO& ~ ( p ) =  2 
Q(P) 

paaaède La phophie;té d ' u n i c i t é  a i  lu c o n ~ a n s  aon;t v é h i b i é u  : 

1 
( 1 ) W(P) admct q pâle6 c i d d n c î 2  : - - - -  

Tl '"" 
l d o n t l e ~  (q-1) phPm*re&b T 

a a n t  à pahxXe &é&e n é g d v e .  q 

Nous a l lons  t r a i t e r  maintenant un exemple permettant à l a  f o i s  

d ' i l l u s t r e r  l e s  techniques de majoration e t  d 'appliquer l e  théorème pré- 

cédent. 

Soi t  l e  système continu non l i n é a i r e  du second ordre dont l '6volut ion 

du vecteur é c a r t  y = [yl,  y2]T e s t  dé f in ie  par l ' équat ion d i f f é r e n t i e l l e  



T 
Le choix du vecteur de comparaison z : z = [ I  y1 1 , 1 y2 l] , nous 

conduit au système majorant : 

D'où les contraintes : 

d 
-z 6 
dt 

4 - Méthode d'exploitation systématique des résultats précédents sous forme 

- 
m 1 
f (1- 

- - -  1 f* ~éel(-) 
v 2  T2 1 - T1T2 ' 1  

. z 

1 
1 Réel(- -) 
1 - - 

d'un algorithme numérique : 

La stabilité asymptotique du système initial est assurée si les 

conditions de Kotelyanski appliquées à la matrice pseudo-majorante sont 

vérifiées. 

Les théorèmes précédents sont d'application particulièrement 

simple dans le cas des systèmes de dimensions réduites. 

Nous allons maintenant, afin de faciliter l'approche des processus de 

grandes dimensions, envisager une méthode de recherche systématique de 

conditions suffisantes d'unicité en utilisant les résultats précédents 

sous forme numérique. 



L'algorithme proposé correspond aux organigrammes représentés sur 

les figures (2-10-a) et (2-10-b) . Il analyse l'unicité successivement à 

partir des deux modes de représentation utilisés précédemment. 

Le premier test, issu de la diagonalisation partielle de la partie 

linéaire de la matrice régissant llévolution du vecteur écart, par rapport 

aux zéros (-hi), Yi = 1,q-, de la fonction de transfert ~ ( p )  = trai- 
Q(P) ' 

te les trois cas correspondant à la première condition suffisante d'unicité 

et des théorèmes IV et V. 

1 
La diagonalisation partielle par rapport aux pôles de w(~), - r ,  

j = 1 ,  est appliquée (théorème III) chaque fois que le premier test j 

ne permet pas de conclure relativement à llunieité. 



Notations 

SOMME 11)  = - (U) NP) p=O 

1 2  \+ ( ~ 6 . 1  (COND ( 1) 1.1 
Réel Ai 

i= 1 



i 

L e c t u r e  d e s  données Q(P) , R ( P )  

minimum fR = CEiliiL 

& - 
C a l c u l  d e s  r a c i n e s  de Ii(p) 

LSlhiüM (1) , 1 = 1 ,  q-1 

Y 1 = 1, q-1 

COÀiD (1) 



& 
[ Calcul  des racines de ~ ( p )  1 

figure (2-10-b) 



Conclusion 

La définition de deux modes de représentation particuliers 

nous a conduit à présenter un certain nombre de résultats concer- 

nant l'étude de l'indépendance du régime forcé du processus vis à 

vis des conditionsinitiales. 

L'utilisation des travaux de Laurent et Maizières / 7 1 ,  
Ljapunov / h o /  et Kotelyanski /30/ nous a permis de mettre en &i- 

dence plusieurs conditions suffisantes d'unicité qui s'expriment 

à partir des caractéristiques de transfert linéaires et non linéai- 

res d'un processus. Parfois, ces conditions s'interprètent simple- 

ment sur le diagramme de Bode de la partie linéaire du système. 

Les résultats obtenus s'étendent, sans difficulté, à une classe 

plus vaste de systèmes en utilisant la notion de système majorant 

/ m g /  

Afin de faciliter l'approche des processus de grandes dimen- 

sions, nous avons présenté une méthode d'exploitation systématique 

des résultats précédents sous forme d'un algorithme numérique. 

L'algorithme proposé permet, en plus, d'envisager l'étude 

des variations des performances des systèmes asservis en fonction 

des  aram mètres de correction. 



CHAPITRE 171 

Extension aux C~)LCU& couptéb. 

In t roduct ion  

ûes condit ions de s t a b i l i t é  d'expressions simples ont  

d6Jà é t é  é t a b l i e s  en ce q u i  concerne l e  cas de p lus ieu r s  sous 

systèmes couplés. Les travaux qui  ont  é t é  e f fec tués  s u r  ce s u j e t  

/ 5 ~ / 5 1 /  sont  basé  s ,  pour l a  p l u p a r t ,  s u r  l ' u t i l i s a t i o n  de l a  

mzthode d i r e c t e  de Ljapunov. Les  p lus  récentes  /52/53/ , seulement, 

aéveloppent des condit ions por tan t  s u r  l a  s t r u c t u r e  de couplage 

e t  des p r o p r i é t é s  des sous systèmes. 

Dans ce  chap i t r e  nous conçid6rerons un couplage p a r t i c u l i e r  

de deux sous systèmes continus non l inGaires  a f i n  de déterminer des 

condit ions d ' u n i c i t é  qu i  dépendent, d'une façon e x p l i c i t e ,  des 

p ropr ié t é s  des sous systèmes e t  des paramètres de couplage. 

Celles-ci  son t  généralement de v é r i f i c a t i o n  a i s é e ,  en 

p a r t i c u l i e r  l o r s q u ' e l l e s  s e  ramènent 2 un des cas é tudiés  dans l e  

cnapi t re  II ; e l l e s  cons t i tuen t  a i n s i  un o u t i l  i n tg ressan t  à u t i l i s e r  

l o r s  de l a  synthèse des asservissements de ce type. 



2 - Descri2tion du processus é tudié .  

Le système p a r t i c u l i e r  qui  nous i n t é r e s se  e s t  représenté pa r  

l e  schèma bloc de l a  f igure  (3-1). Des systèmes s im i l a i r e s  orit déjà é té  

étudiés par  Harris  e t  Clamrocki /27/. Il cm2or te  deux en t rées  u 1 e t  u 2 

e t  deux s o r t i e s  y l  e t  y ; l e s  fonctions de t r a n s f e r t  de l a  p a r t i e  2 
l i n é a i r e  sont  définies par K ~ ( ~ )  e t  w 2 ( ~ ) ;  l e s  pnrmBtres b12 e t  ù 2 1 sont  

deux constantes; 4 ( e  ) e t  O ( e  ) représentent  deux non l i n é a r i t é s  sans 1 1  2 ,2  
mémoire, fonctions des va r iab les  respectives e 1 e t  e  2 ' e t  ne dépendent 

pas explicitement du temps. 

e s t  une représentat ion minimale de W .  1 ( p ) ,  i = 1 ,  2, une descr ip t ion 

mathématique du système (s) e s t  donnée par : 



(figure 4-1 ) Systèmes couplés 



3 - Etude de l ' u n i c i t é  dans l e  cas d'un couplage l i n é a i r e .  

3.1. Général i tés .  ----------------- 
Nous développerons dans ce chap i t r e  des condi t ions  s u f f i s a n t e s  

d 'un ic i t é  de l a  réponse du système d é c r i t  par  ( 3  - 1 ) .  

Notons d'abord que t o u t  système admettant une desc r ip t ion  par 

un schèma b l o c  semblable 2 ( 3  - 1 )  peut  ê t r e  considéré comme formé de 

deux systèmes monovariables. 

Ains i  s i  b12 = b2, = O l e s  sous systèmes (S . )  : 
1 

ne sont  p lus  couplés e t  peuvent ê t r e  analysés séparèment e t  simplement 

en u t i l i s a n t  l e s  6noncés dans l e  chapi t re  II. Dans l e  cas 

généra l ,  pour é t u d i e r  l ' u n i c i t é ,  nous associerons 2 (S) l e  système 

é c a r t  (AS) d é c r i t  par  un modsle mathématique également non l i n é a i r e  e t  
1 1 T  

d é f i n i  à p a r t i r  de deux réponses quelconques de (s)  , s o i e n t  ( x l ,  x2 )  
2 2 T  

e t  ( x l ,  x2)  

L a  conver(rence asymptotique du système aux é c a r t s  (AS), dont 
1 

l ' é t a t  e s t  d é f i n i  par  y = ( x ,  
2 1 

- X I  9 X 2  - x : ) ~ ,  implique l ' u n i c i t é  de l a  
1' 

reponse pour (s )  dont l ' é t a t  e s t  d é f i n i  p a r  l e  vecteur ( x , ,  x2)  . 
Les r é s u l t a t s  obtenus dans l e  chapi t re  II concernant l ' ana lyse  

des systèmes monovariables appliqués à (S ) e t  (S  ), assoc iés  & un choix 
1 2 

adéquat d'une représenta t ion  d ' é t a t  du système aux é c a r t s  (AS) nous ont  

conduit l o r s  de l a  recherche de condi t ions  s u f f i s a n t e s  d 'un ic i t6  de l a  

réponse du système (s )  à d i s t inguer  l e s  con t ra in tes  s u r  l e  couplage, des 

condit ions d é f i n i e s  sur l e s  sous systèmes ( s l  ) e t  (S2) p r i s  isol iment .  



Il  e s t  i n t é r e s s a n t  de no te r  que l e s  paramètres de couplage 

n 'appara issent  dans l a  reciierckie de condit ions s u f f i s a n t e s  d ' u n i c i t é  

que p a r  l e  produi t  des c o e f f i c i e n t s  de couplage ( b  
12 

S i  dans l e  premier r é s u l t a t ,  qu i  v a  ê t r e  présenté ,  l a  

condi t ion  de couplage s e  ramène à l ' é t u d e  du signe de ce p rodu i t ,  l e  

second r é s u l t a t  montre que l ' u n i c i t é  du système e s t  fonct ion  de l a  
tt t o t a l i t é "  des i n t e r a c t i o n s ,  e t  donc de l a  s t r u c t u r e  g lobale  des deux 

sous systèmes couplés. 

Des exemples avec va leurs  n u ~ é r i q u e s  p a r t i c u l i è r e s  son t  

p résen tés  ?Our i l l u s t r e r  l e s  r é s u l t a t s  obtenus. 

3.2. Sxstsme formé de deux sous systèmes à d é ~ h a s a g e  minimal ------ ...................................... -------------- 

Les condit ions s u f f i s a n t e s  de non démul t i? l ica t ion  de 

fréquence obtenues au chap i t r e  II, 2 p a r t i r  des c a r a c t é r i s t i q u e s  

f r é q u e n t i e l l e s  de l a  p a r t i e  l i n g a i r e  du processus,  dans l e  cas des 

systèmes monovariables, nous ont  conduit dans l e  cas des systèmes 

mul t iva r i ab les ,  e t  p lus  pa r t i cu l i s rement  , des systèmes admettant 

une desc r ip t ion  pa r  un schéma b loc  semblable à ( 3  - l ) ,  2 des 

r é s u l t a t s  analogues. 

3.2.1 . Le produi t  de couplage 

S o L t  un sy&tbie (S),  d i c m 2  p a h  l e  bdzénia bloc de lu aigutre 
( 3  - l ) ,  jomi de deux  h o u  hghtliiie~ ( s , )  et ( s a )  cour~lE6 -tee6 pue : 

- i = 1 ,  2 l e h o t ~ b  s y & t C ~ ~ e ( s . )  e s t  d 'o f ihe  qi(s  > O )  
1 9 .  

- l a  pahtie anéa ike  de ( s i )  ut dé&inie p m  sa  jonctcon 
de & a > ~ ~ $ e h t  w ~ ( P )  = R ~ ( P ) / Q . ( P )  t&e que les  ciwx poeijnÔrnes R ~ ( P )  

1 

et Q. ( p )  6orn1en.t wle paihe posi-tive ho l .  
1 

Le j~mck.& de6 c o e d d i ~ e d  de coupLuge étcuz;t nEgaxXd, 
l'unLcLté de fiéponse du A y4 tkmc~  ( s )  e s t  v&@e 6 i  les  deux h o u  

h y s r è ~ ~  ( s ,  ) et (s , )  , phid i ~ o l é m e n t ,  vércidient le6  concLCior~ de 

v&dLté du thiiofiErne 1. 



~émonst  r a t  ion : 

T Le systsme é tudié  (s) dEfini pa r  l e  vecteur é t a t  ( x l ,  x2) , 
e s t  décr i t  par  l a  r e l a t i o n  (3  - 1 ) .  Le système aux Scar ts  (AS)  

correspondant e s t  r ég i  pa r  l e  système d i f f é r e n t i e l  suivant  : 

O1 O 2  1 2 1 2 
x. 1 - x .  1 = Ai (xi - xi)  + bi (vi - vi) 

1 2 T l  2 
Yi - yi = ci (xi - xi)  

1 2 1 2 1 2 
v.  - v.  
1 

1 = Qi(ei)  - Ci(ei) + b  i j  ( e j  - e . )  J 

( 3  - 2)  1 2 1 2 e - e = - (yi - yi )  i i 

i = l = = > j = 2  

En posant : 

il vient  une représentatiori ma t r i c i e l l e  M de (AS) ( 3  - 3)  qui  f a i t  

apparaître l e s  équations aux Scar ts  r e l a t i v e s  aux sous systèmes ( S  1 ) 

Le couplage en t re  (sl ) e t  ( s ~ )  e s t  a l o r s  dé f i n i  par l e s  matrices 

M12(qlxq2) e t  ~ ~ ~ ( 9 ~ x 9 , )  : 

I l  vient  : 

[ , = w  



Dans ce cas précis ,  l e s  éléments de l a  matrice  m m. . )  sont 
1J 

définis par : 



 unicité de l a  réponse du processus i n i t i a l  (3-2) e s t  assurée 

s i  l ' équat ion  aux é c a r t s  (3-3)  correspond à un systeme s t a b l e .  Bous avons 
1 vu au chap i t r e  1 q u ' i l  s u f f i t  pour c e l a  que l a  forme quadrat ique 5 y T ( ~ + ~ T ) ~  

s o i t  dé f in ie  négative. 

L 'appl ica t ion  de l a  condi t ion  de Kotebansk i  s u r  l a  matr ice 
1  - (~+Elf),  diagonale pa r  b locs ,  symétrique e t  à éléments non diagonaux 
2 
p o s i t i f s ,  donne l a  condition s u f f i s a n t e  d 'un ic i t é  (3-6) : 

déterminant ( M ~ * )  > O 

Ce q u i  correspond aux condit ions d 'appl ica t ion  du théorème 1 

aux sous systèmes ( s l )  e t  ( s 2 ) .  

Ains i  l a  p ropr ié t é  d ' u n i c i t é  de ( s l )  associée 2 c e l l e  de ( s 2 ) ,  

assure l a  p r o p r i é t é  d ' u n i c i t é  pour l e  système (s) l a  seu le  condi t ion  : 

Ce qu i  démontre l e  théorème VII. 



3.2.2. Le produi t  des coe f f i c i en t s  de couplage b12bgl 

e s t  p o s i t i f .  - 
Le théorème qui  v ien t  d ' ê t r e  ne s 'avère  p lus  appl icable  

lorsque l e  p rodu i t  des coe f f i c i en t s  de couplage e s t  p o s i t i f .  I l  convient 

a l o r s  d 'envisager l ' a p p l i c a t i o n  du théorème suivant  : 

S o i 2  (s )  l e  aybtiiwie c o n t i n u  non f ini iaihe de La 64me ( 3 - 1 ) .  

cornpoh8 de deux s o u  hqat2we6 inoiiov-abla non .& n é d u  ( S i  ) et (s,) 

c o u p l i 9  a v e c  le6  pahcvnCthe6 b ' , e,t b ' 2 1 .  

p d e  &nZ&e es t  d é d i n i e  pçvr h a  dotzc t ion de &ansdo..t : 
Rl ( p )  

* 
t eb  deux pobjjnôrnw R. ( p )  et Q. ( p )  6 o m a n t  u n e  pde p 0 6 & ~ e  - (S > 0) 

1 1 ' i 

Démonstration : 

La démonstration du théorème VI11 e s t  analogue 2 c e l l e  du 

théorème V I 1  . 
En e f f e t ,  l ' é t u d e  de l ' u n i c i t é  se ramène c e l l e  du cas gré- 

cédent en posant  : 



I l  v i e n t  a l o r s  l e s  c o n t r a i n t e s  : 

( 3  - 8)  { 2O. (- 1 )ql déterminant  (bI1 ) > O 

En développant l e s  d i f f é r e n t s  déterminants ,  l e s  i n é g a l i t é s  

(3-8) deviennent : 

C e  qu i  démontre l e  tikborème V I I I .  

Exenïple d ' a p p l i c a t i o n  : 

Cas de deux systèmes du second o rd re  couE16s ------------- .......................... --- 

Afin d ' i l l u s t r e r  l a  mise en oeuvre des théorèmes V I 1 1  e t  I X ,  

envisageons l e  cas d'un processus m u l t i v a r i a b l e  correspondant  au schéma 

de l a  f i g u r e  (3-2) : 



Il vient  une représentation mat r ic ie l le  M du système aux 

&ar t s  de l a  forme : 



a) b21 b12 > O : 

Les matrices M 
11 M12 M21 

e t  M22 s 'expriment a lo rs  par : 

L a  matrice M e s t  symétrique e t  & élèments non diagonaux 

p o s i t i f s  

L'unicité de l a  réponse du processus ( f igure  ( 3  - 2 ) )  e s t  

assurée s i  l a  condition de Kotel;ranski appliquée à l a  matrice 

1 T - (M + M ), égale & M, e s t  v é r i f i é e ,  s o i t  : 
2 



b, b12 b21 
< O 

Il  v ien t  l a  nouvelle représenta t ion ma t r i c i e l l e  Mt du système 

aux éca r t s  : 

avec : 

1 T La matrice 5 (M + M ) e s t  a l o r s  de l a  forme : 

L'unic i té  de réponse du système global  e s t  assurée s i  

chacun des deux sous systèmes composants poskède c e t t e  même propr ié té ;  

c ' e s t  5 d i r e  s i  : 

Il e s t  & noter  que dans l e s  deux exemples qui  viennent d ' ê t re  

présentés ,  l ' app l i c a t i on  des théorèmes V I 1  e t  V I 1 1  ne nécess i t e  pas l a  



déterminat ion e x p l i c i t e  des mat r ices  M d'où l ' i n t é r ê t  de la  
i j  

métllode . 

3.2.3. I n t e r p r é t a t i o n s  graphiques : 

Les deux de rn i è re s  cond i t i ons  s u f f i s a n t e s  (théorème V I 1  e t  VIII) 

r e l a t i v e s  à l ' é t u d e  de l ' u n i c i t é  des  systèmes couplés peuvent edmet t re  

ime i n t e r p r é t a t i o n  graphique simple. 

En e f f e t ,  pour que l e s  cond i t i ons  d ' app l i ca t ion  du 

théorème V I 1  s o i e n t  v é r i f i é e s ,  il s u f f i t  ( f i g u r e  ( 3  - 3  - a ) )  que * l e s  a r ros  de w ~ ( ~ ) ,  Y i = 1,2, s o i e n t  n é g a t i f s  e t  que e t  

r e s t e n t  à t o u t  i n s t a n t  dans l e  domaine (a) (non hachuré)  
* d é f i n i  dans l e  p l an  ( 0, , 

' 1  Figuhe ( 3  - 3 - a) 

De même, pour  l e  tnéorème V I I I ,  l a  p r o p r i é t é  d ' u n i c i t é  e s t  

assurée ( f i g u r e  ( 3  - 3 - b)) s i  l e s  zéros  de W .  ( p ) ,  Y i = 1 ,  2  s o n t  
R 

1 

n é g a t i f s  e t  s i  4): e t  P2 r e s t e n t  2 t o u t  i n s t a n t  dans l e  domaine (8') 

(non hachurg)  d é f i n i  dans l e  même système de coordonnées que (a) 



Les r é s u l t a t s  précédents concernant l ' é tude de l ' u n i c i t é  

de deux systèmes 2 déphasage minimal couplés, peuvent ê t r e  étendus 

au cas où l e s  systsmes admettent des représentations complexes. 

Le processus non l i néa i r e  e s t  déc r i t  par  l 'équation 

d ' é t a t  (3 - 3) : 

M = (m. .)  
1 J 

Les é~bments  de l a  matrice ca rac té r i s t ique  du système 

peuvent ê t r e  r ée l s  ou imsginaires. 

Dans l e  cas de couplage de deux systèmes (s,) e t  (S 2 ) 

qui  sont rég i s  par des équations d i f f é r e n t i e l l e s  du t j p e  dé f in i  

au paragraphe (2.19), chapi t re  II, l e s  éléments de l a  matrice 

-IT 1 2 (M + M ) : m l i j  , sont a lo r s  dgf inis  par l e s  expressions : 





L'application du théorème V, indique que l'unicité de 

réponse du système (S. ) , i = 1, 2, est assurée si : 
1 

(- A!) < O Y j = 1 ,  qi-1 
J 

'i 1 ( 3  - 12) (-1) Aqi > O qi- 1 - i -(p+I.)~~(p) 2 2 
(néel ( 

RJP)  
) 2 )  

i 
p=- . 

avec (-1) A ~ ~ = @ ; + S  - S  o1 
qi-1 qi 

j -1  
néel( A!) 

J 

Cette étude de l'unicité pour les systèmes composants (S ) et 1 
(s2) nous conduit & lt6noncé du théorème I X  établissant une condition 

suffisante d'unicité pour le processus constitué par (sl) et ( s a )  
couplés : 

Théorème IX 

Le poceaduo  ( s )  c o m & & . ~ é  de  deux b g b t k m u  (sl ) et (s*) 

dé6irLib au j x , v ~ a g q ~ h e  3 - 1 ( d ~ a p m e  I l ) ,  couplé6 a v e c  les  pahamkb~eb 

12 
e t  bal pobbede k phopniété d ' u b u d é  b i  l ' u n e  d u  deux c o n f i o n û  

b u i v a n t e s  e s t  v é n i d i i e  : 

( 1  - 2)  L e s  b g s t e n ~ e s  (s,) et(s,), phib d o l b e n t .  v é h i h i e n t  
tes con&om d ' a p p l i c a t i o n  du tiréohèmc! V 

( 2  - 2 )  L e s  p a h t i e û  n é e u e s  d u  z&os - A* Y j = 1 , q2- 1, d e  
j ' 

la dovrotion d e  -0an~deht d e  l a  p&e einéaMe d e  (s,) 
40n.t n é g d v e s  



~émons t r a t  ion : 

La méthode u t i l i s é e  pour dé f i n i r  l e s  deux conditions 

suf f i san tes  d 'un ic i t é  proposées par l e  théorème I X  e s t  semblable & 

c e l l e s  u t i l i s é e s  pour d6montrer l e s  théorèmes V I 1  e t  V I I I .  

En e f f e t ,  dans l e  cas où l e  produi t  des coef f i c ien t s  de 

couplage e s t  p o s i t i f ,  l a  p ropr ié té  d 'un ic i t é  e s t  assurée s i  l a  matrice 

1  4 - (M + M ) e s t  déf in ie  négative. L'applicat ion des conditions de Kotelyanski, 
2 

1 -3. 
ce qui  e s t  poss ible  c a r  l a  matrice 5 (I + M ) e s t  à éléiuents non 

diagonaux p o s i t i f s ,  donne d o r s  l e s  contra intes  : 

Un système d ' i néga l i t é  équivalent 2 ( 3  - 13) e s t  obtenu en 

développant l e s  d i f f é r en t s  déterminants : 

~ é e l  (- A f )  < C Y i = 1 , 2  , Y J =  
J 1 ,  Qi-1 

1 
(-1) A > O 

1 



Ce qui démontre l e  premier vole t  du t h 6 o r h e  I X .  

Dans l e  cas où l e  produit des coeff ic ients  de couplage e s t  

néga t i f ,  il vient  l e s  contra intes  : 

Réel - A < O 
J 

Ainsi, pour assurer  l ' u n i c i t é  du système (s) il s u f f i t ,  dans 

ce cas,  que ( E ~ )  e t  (S sa t i s f a s sen t  l e s  condit ions d 'application du 2 
théorème V ,  

Exemple d' application : 

Cas d'un moteur cougl6 à un s ~ s t h e  du troisième ordre ------------------- --------- ........................ 

i t ou~  proposons de t r a i t e r  l e  cas d'un moteur (sp) coup16 à 
- 

un système monovariable non l inGaire (S ) qui admet un modèle mathSInatique 
1 

( f i gu re  3 - 4) 

du troisième ordre ( f i ~ u r e  ( 3 - 4 )  ) . 
u 1 + e - ' '171 

p 2 + 3 ? + 1  

'o(l+p)(1+2D) - 

b2 1 b12 

l 
> 

2 
e 
2 ,  

I 

r 

P + 2  

rn 



Deux cas son t  étudiés : 

- S i  l e  p rodu i t  des c o e f f i c i e n t s  de couplage e s t  p o s i t i f ,  

par app l i ca t ion  du théoreme I X  il v ien t  l e s  condit ions su ivantes  d ' u n i c i t é  : 

C 

- S i  ce produi t  e s t  n b g a t i f ,  l e s  condit ions deviennent : 

4 - Etude de l t u n i c i t 6  dans l e  cas d'un couplwe non l i n 6 a i r e .  

Nous avons reclierch6 jusqu'ii p résen t ,  dans ce c'riapitre, des 

condit iocs s u f f i s a n t e s  d ' u n i c i t é  dans l e  cas de couplage l i n é a i r e  de 

deux sous systèmes monovariables non l i n é a i r e s .  Pour compléter c e t t e  

é tude ,  nous proposons un de rn ie r  r é s u l t a t  r e l a t i f  2 l ' ana lyse  de 

l ' u n i c i t é  d 'un processus correspondant au schéma bloc  de l a  f i g u r e  ( 3  - 5) 
dbf in i  par l e  couplage non l i n é a i r e  de deux systèmes continus non 

l i n é a i r e s  (S 1 ) e t  (s*) qu i  admettent une r ep résen ta t ion  complexe 

, (paragraphe 3 - 3 - Chapitre IV) 
20.; 



( f igure  3 - 5 )  

en posant : 

( 3  - 16) 

il v ien t  l 'équation aux Gcerts en t r e  deux reponses : 



y ( t )  é t a n t  un vecteur dé f in i s san t  l ' évo lu t ion  de l ' é c a r t  de ces deux 

réponses 

Les élèments de l a  matr ice N : n , peuvent ê t r e  r é e l s  ou i j  
imaginaires. - 

1 -3' 
La matrice - (N + b ) , d'élèments n i j  , peut ê t r e  di-duitc 2 

1 4' 
simplement de l a  matr ice 2 ( M  + M ) d é f i n i e  au paragraphe(3 - 3 ) 
( chap i t r e  III) en prenant  : 

Nous remarquons que tous  l e s  élèrnents non d iqonaux  de 

e t  n t  , sont  non néga t i f s .  Les 
q1+q2,q1 

propr ib tés  des matrices pseudo - majorantes nous permettent a l o r s  

d' énoncer l e  thgorème suivant  : 

Théorème X 

Le pkOCedbU6 (s )  COIL~Z&L~ de deux oyatènies ( S I  ) et (S2),  

coupléd avec les  pmiè*>reo b, ( eg ) et b2 ( e  ) non L n é a h e 6 ,  pubdade 

h phophiété d'uL&C de l a  hgpolibk? 4i l e b  c o n u o i z b  bLUvante6 oont 

vii)LiOiSu : 



Démonstration : 

Une condit ion s u f f i s a n t e  d ' u n i c i t é  de l a  réponse du processus 
1 -T (s) e s t  que l a  matr ice - (N + 1V ) s o i t  d é f i n i e  négative. 2  

O r ,  une condition s u f f i s a n t e  pour que c e t t e  matr ice  a i t  t o u t e s  

s e s  va leurs  ca rac té r i s t iques  à p a r t i e s  r é e l l e s  négat ives ,  e s t  que l a  
1 4' 

matrice pseudo-majorante (? (N + N ) ) , r e l a t i v e  l a  nor;-,e p d6f i n i e  

par  p ( z )  = 11.1 avec lzl  = [  l z , l ,  ........, T T 
IzqU 9 2 = [ z , ,  - * * * ,  zq] , 

d'élèments nl' , Y i, j = 1 , ql+q , s o i t  d é f i n i e  négative ( 3  - 20) i j 2 
r 

Les condit ions de Kotelyanski appliquées 2 c e t t e  matr ice 

pseudo-najorante, dont l e s  élèments non diagonaux son t  rendus non 

n é g a t i f s ,  comme précédemment, s'exprime par : 

Remarque : 

Le choix d'une rep résen ta t ion  convenable, dans l e  

cas d ' i n t e r a c t i o n  de type l i n g a i r e ,  permet par  ce théorème de re t rouver  

l e s  r é s u l t a t s  des théorèmes énoncés en début de ce chapi t re .  



5 - Conclusion 

Les méthodes proposées dans ce chap i t r e  pour l ' g tude  

de l ' u n i c i t é  des processus in terconnectés  permettent de met t re  

en évidence l e  r ô l e  des i n t e r a c t i o n s  dé f in ies  e n t r e  l e s  d ivers  

sous systèmes. 

Dans l e  cas &e sous systèmes à déphasage ninimal,  

l ' a p l i c a t i o n  de l a  seconde méthode de Ljapunov nous a  conduit 

à des condit ions qui  s'expriment simplement en fonction des 

c a r a c t é r i s t i q u e s  de t r a n s f e r t  l inCa i res  e t  non l i n é a i r e s  de 

chacun des sous systèmes. 

L ' u t i l i s a t i o n  des p r o p r i é t é s  des matr ices  pseudo- 

majorantes nous a  permis en f in ,  d ' é l a r g i r  l a  c l a s se  des systèmes 

concerngs, en p a r t i c u l i e r  dans l e  cas d ' i n t e r a c t i o n s  de type  non 

l i n é a i r e  . 



ERude cie la aiabdS.té de ce&taia phoce~hud non L i n C a h a .  

1 - In t roduc t ion  

Les c h a p i t r e s  précédents  ava i en t  pour o b j e t  l a  déterminat ion 

d'une condi t ion  s u f f i s a n t e  g a r a n t i s s a n t  l a  v a l i d i t é  de l a  rr6thode du 

premier  harmonique dans l e  cas  de processus évoluant  en  régime forcé.  

Tou te fo i s ,  l e s  c o n d i t i o r * ~  mises en évidence ne f o n t  i n t e r v e n i r  l e s  

c a r a c t é r i s t i q u e s  du rég ine  permanent, en p a r t i c u l i e r ,  e l l e s  ne donnent 

aucune i n d i c a t i o n  concernant l e s  p r o p r i é t é s  de s t a b i l i t 6  d'un procep-  daus 

fonc t iocnant  en r égu la t eu r .  Dans ce sens  ce c h a p i t r e  concerne l a  déter-  

mination de condi t ions  p a r t i c u l i è r e s  de s t a b i l i t é  e t  l e u r  a p p l i c a t i o n  

à l a  synthese  d'un système a s s e r v i ,  a i n s i  que i ' am6i io ra t ion  des perfor- 

mances d'un processus.  



2 - Etude de l a  s t a b i l i t é  des systsmes continus non l i n e a i r e s .  

2.1. Céf in i t ions  : ------------------ 

Les systèmes que nous nous proposons d ' é tud ie r  peuvent ê t r e  

ra t tachés  & l a  c lasse  des processus non l i n é a i r e s  fonctionnant  en 

régime autonome e t  d é c r i t s  par  l ' équa t ion  d l Q t a t  v e c t o r i e l l e  

(Chapitre 1, ( 1 ) ) .  

a ( x , t )  : vecteur d 'é lénents  a .  ( x , t )  . 
1 . R q x t  + 

Nous a l l o n s  t o u t  d'abord rappe le r  l e s  p r inc ipa les  

dgf in i t ions  que nous sommes aznenés u t i l i s e r ,  l e  point  x = O 

é t a n t  su?posé l e  s e u l  point  d ' equ i l ib re  du système : 

s t a b i l i t é  asymptotique 

L 'gqui l ibre  du système d é c r i t  par  1'Squation 

( 4  - 1)  e s t  d i t  s t a b l e  au sens de Ljapunov 

~ S f i n i t i o n  2 ------------ 
' Le point  d ' é q u i l i b r e  x = O de l ' équa t ion  



( 4  - 1 ) e s t  d i t  &ac.tid  il e x i s t e  un 

nombre ri t e l  que : 

Le p o i n t  d ' é q u i l i b r e  de l ' i q u a t i o n  ( 4  - 1 ) 

e s t  d i t  u y n ~ p t o A k . q u e u  b h b &  au sens de 

Ljapunov s ' i l  e s t  à l a  f o i s  s t a b l e  e t  a t t r a c t i f .  

S t a b i l i t é  absolue 

Les d é f i n i t i o n s  q u i  viennent d ' ê t r e  proposées ca rac t6 r i sen t  

des p r o p r i é t é s  l o c a l e s ,  concernant l ' o r i g i n e .  Lorsque l e s  p r o ~ r i é t 6 s  

d é f i n i e s  en 2 e t  3 sont  v é r i f i 6 e s  pour t o u t e  condit ion i n i t i a l e  x  
O 

nous pouvons p a r l e r  de s t a b i l i t é  asymptotique i l l i m i t é e  dé f in i s san t  

a i n s i  une p ropr ié t é  g lobale .  
(I 

S i  l e  système converge v e r s  zéro Y xg € z j )~ , l e  

domaine e s t  d i t  domaine d ' a t t r a c t i o n  v i s  à v i s  des condit ions 

i n i t i a l e s .  

En p lus  s i  = R' l l ; qu i l ib re  e s t  a l > a o h e w X  b.tniiLe. 

La notion de s t a b i l i t é  absolue implique donc un ensemble 

de con t ra in tes  r e l a t i v e s  aux non l i i l 6 a r i t é s  e t  aux paramètres du 

système e t  q u i ,  l o r s y u ' e l l e s  sont  v 6 r i f i é e s  pour t o u t e s  l e s  va leurs  

de x e t  de t ,  permettent de conclure 2 l a  s t a b i l i t é  asymptotique 

g lobale  du processus. 

2.2. @.-stèmes continus non l i n é a i r e s  2 non l i n é a r i t g  s&arable  ---,-2d,-------,---------------------------------------------- 

L'étude de l a  s t a b i l i t é  e s t  dans un premier temps l i m i t é e  

aux systèmes monovariables, l ' ex tens ion  à c e r t a i n s  processus 



m u l t i v a r i a b l e s ,  de t y p e  in te rconnecté  e s t  e n s u i t e  envisagée. 

S o i t  l e  processus  de type  ( 4 )  ( c h a p i t r e  1, ( 3  - 1 ) )  

d é f i n i  p a r  l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  : 

L a  recherche de condi t ions  s u f f i s a n t e s  d ' u n i c i t é ,  enviçagge 

a u  c h a 2 i t r e s  précédents ,  f a i t  i n t e r v e n i r  l e s  p r o p r i é t é s  Qe la  m a t r i c e  
'i' T * 

(14 + M ) avec 14 = ( A  - bC f , f* Gtant l e  g a i n  i n s t a n t a n é  de l a  non 

l i n é a r i t é .  D'une manière semblable,  l ' g t u d e  de l a  s t a b i l i t G  f a i t  
T + + 

i n t e r v e n i r  l a m a t r i c e  I ( t , x )  = ( A  - bC f  ) avec f = I ( E ) / E  

repr6sentant , lorsque c e t t e  express ion  e s t  d S f i n i e ,  l e  ga in  équ iva l en t  

de l a  non l i n é a r i t é .  

Les condi t ions  de s t a b i l i t é  iinposent a i n s i  des c o n t r a i n t e s  

s u r  l e  g a i n  Gquivalent de l a  non l i n é a r i t é ,  a l o r s  que l e s  cond i t i ons  

d ' u n i c i t é  l i m i t e n t  l e s  v a r i a t i o n s  du g a i n  i n s t a n t a n é .  

I l  e s t  donc p o s s i b l e  b p a r t i r  des  énoncés des théorèmes 

r e l a t i f s  2 l ' u n i c i t é  d' exprimer des cond i t i ons  s u f f i s a n t e s  de 

s t a b i l i t é .  

2.3. Condit ions s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t . 6  ........................................ 

Théorème 1 

S a d  Le dgh.t;nic? C~I~A%TU non fin<&e rrionovatiable d' oame 
(i , à noil finGahit(i A épahable (Chaj~&e 1 1 ,  ( 2 - 3 )  ) dont La p u e  
non Uneaiire ut cahacC&dke pm bon g&n équivalent f* et La 
p u e  &néaitLe driiinie pair au jorzdon de . O L ~ ~ A ~ U L ~  w ( ~ )  = R(P)/Q(P) 

et XeUe que : 

( I ] Le polyntme R (p  ) adr~eX (Q- 1 ) 4ao ine~  diA&nC;tc~ /tEeUeA 

e t  nigativeb. 

( 2 )  Les hkAidw & c & ~ A  aux d i v m  j3ÔbZA de l /w(p)  dov& i z ~ g & ~ d .  



q 
ut vrhi j iée  Y x B 2 c $,  do^ l'dat d1Cquce*6he x = O 

du 6y6t2rne (Clraj~&e 11, ( 2  - 3 )  ) es t  a6ynytofiqucuri~~;te 6tuf.de. 

- S i  l ' inégatLté p4icédeiLtite ut v M ; i i e  Y x e & = RU a l o u  eUl 
6 t a U W é  cw ytnpto&que du pai~Lt d' écjLULib4e e s t  gluLaLe. 

Théorème 2 

S o L t  l e  6g6tki?ie cavu%nu non f inéahe ,  r f~onovdali le  ci' o4&e 

q à non &niahi;ti b2j~mabk?e ( C h a y a e  11, ( 2  - 3 )  ) d o n t  & p m a e  

non h é a i n e  es t  c a h a o t U é e  p a n  son gain éylLivdoLt f* et l a  p W e  

finlai4)re ciïidinie p m  4a ionotiovi de Rhm 6m.t : 

t e U e  que R ( ? )  adrit& (<;-1) 4ncines d*is&ncteû k é & ~  (ou/& brnugibraikeb) 

et n r i g d v a  (oule t  à ~~a&fXe kG&e nggative).  

- S i  l ' i n é g W k  : 
1 

2 
q- 1 q- 1 

+ ( R é e l  ( o i ) 2  ) 
f ( X I  > Sq 

i= 1 R 6 e l  ( A . )  
1 - (p+A. 1 G(P) 

avec a = ( 1 
I 0 i = 1 ,  q-1 i 

R ( P )  p= - X i  

véhiéiée S+ e C 2' d o a  t' é ra t  d t  éqrrilllitre, = O ,  du 

sgdtEriie (CCrq&te 11, ( 2 - 3 )  ) es t  a ~ ~ j m r o q u e  6tcLule 

- S i  l ' in6galXS ptécédente es t  vC.xigiée u x e = sq d o u  l a  

h$ub-é asgmp.tu.tique du pain2 dléqui&bae es t  globale. 



La démonstration de ces thborènes s ' e f f e c t u e  s e l o n  un 

schéma semblable ?i c e l u i  u t i l i s é  pour démontrer l e s  thborènes 

r e l a t i f s  à l ' u n i c i t é .  

Le passage de i1énoncE des condi t ions  s u f f i s a n t e s  d ' u n i c i t é  

à l 'énoncé correspondant concernant l a  s t a b i l i t b ,  r e s t e  v a l a b l e  

dans l e  cas des c i r c u i t s  couplés a é f i n i s  au c h a p i t r e  111 : l e s  

ga ins  i n s t an t anés  des non l i n é a r i t é s  des deux sous systèmes O* e t  
* 1 +  

O étant reniplacés respect ivement  par l e s  g a i n s  gqu iva l en t s  
+ @ 1  

e t  O corres?ondants , 

Afin de met t re  en évidence l ' i n t é r ê t  de  l a  cond i t i on  s u f f i s a n t e  

de s t a b i l i t é  u t i l i s é e  nous proposons son i n t e r p r é t a t i o n  re la t ivement  

à l a  conjecture dtAizerman, a i n s i  que s e s  l i e n s  avec l e  c r i t è r e  de 

Popov. 

a )  I n t e r p r é t a t i o n  r e l a t i v e  à l a  con jec tu re  d'Aizerman. 

S o i t  l e  système d é f i n i  au théorème 1 ; l e  choix de l a  

r e p r é s e n t a t i o n  peut  ê t r e  conduit  de façon à ce que l e  système 

i n i t i a l  e t  l e  système de comparaison d é f i n i  au sens  de l a  norme 

v e c t o r i e l l e  p ( x )  = 1 xl / 15/ adinettent ( ~ n n e x e  1) une 

d e s c r i p t i o n  à p a r t i r  de l a  même ma t r i ce  c a r a c t é r i s t i q u e  ~ ( x )  : 

1- - I 



- (p+Ai) Q(P)  
avec : a. = ( ) U i = 1,  q-1 

1 ~ C , R ( P )  p= 'A. 
1 

Cette matrice 6 t a n t  symétrique e t  à éléments non diagonaux 

p o s i t i f s ,  nous pouvons appliquer l e s  condit ions l i n é a i r e s  de 

s t a b i l i t é  s u r  l e  processus a i n s i  d é f i n i ,  ce qu i  démontre l a  

v a l i d i t é  de l a  conjec ture  dlAizerman pour c e t t e  c l a s se  de 

processus. Les condit ions s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t é  s1 expriment 

a l o r s  simplernent en fonction des seu les  c a r a c t é r i s t i q u e s  l i n é a i r e  

(gain s t a t i q u e )  e t  non l i n é a i r e  (ga in  équivalent  de l a  non 

l i n é a r i t é )  du processus. 

La c l a s s e  des systèmes concernés p a r  c e t t e  i n t e r p r é t a t i o n  

peut ê t r e  é l a r g i e  en considérant  l e s  systèmes mul t ivar iables  

d é f i n i s  au c h a p i t r e  III, ( 2  - 2 ) .  

Pour i l l u s t r e r  ce point  de vue, prenons l 'exemple du 

processus d é f i n i ,  en u t i l i s a n t  l e s  no ta t ions  du c h a s i t r e  III, 

p a r  l e s  expressions : 

Le p rodu i t  de couplage b 12 . bpl é t a n t  p o s i t i f ,  l e  processus 

admet une rep résen ta t ion  t e l l e  que l a  matr ice  c a r a c t é r i s t i q u e  du 

régime l i b r e  a i t  pour expression : 



Celle-ci  é t a n t  symétrique e t  à éléments non diagonaux 

p o s i t i f s ,  nous pouvons appliquer l e s  condit ions de Kotelyanski qui  

cons t i tuen t  des conditions s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t é .  La conjecture 

dtAizerman e s t  donc v é r i f i é e  dans ce cas ; il v i e n t  d o r s  l e s  

con t ra in tes  : 

Ces conditions peuvent admettre une i n t e r p r é t a t i o n  

graphique simple. En e f f e t  l e  système e s t  s t a b l e  s i  l e s  ga ins  - + + 
équivalents  des non l i n é a r i t é s  @ 1 e t  @ 2 r e s t e n t  ii t o u t  i n s t a n t  

dans l e  domaine (d"), non hactluré, ( f i g u r e  4 - l ) ,  d é f i n i  dans l e  
+ + 

plan ( @  , 9 

( f i g u r e  4 - 1 )  



b) Rela t ion  avec l e  c r i t s r e  de Popov. 

Le c r i t è r e  de Popov /41/  correspond 2 une analyse 

f r é q u e n t i e l l e  de l a  s t a b i l i t é  r e l a t i v e  à une ce r t a ine  c l a s s e  

de processus monovariables pour l e s q u e l s ,  en p a r t i c u l i e r ,  l a  

p a r t i e  l i n é a i r e  e s t  supposée admettre des pôles  s t a b l e s .  

L 'appl ica t ion  du théorème 1 que nous proposcns f a i t  

i n t e r v e n i r  une condit ion de l a  forme : 

seablaole  2 c e l l e  fournie  par  l e  c r i t è r e  de Popov ; c e t t e  

condit ion é t a n t  v é r i f i é e  pour l a  seu le  pu l sa t ibn  w &ale  à 

zéro. 

Toutefois ,  il e s t  nécessa i re  d ' e f fec tue r  une 

l o c a l i s a t i o n  r e l a t i v e  prgalable  des pô les  e t  des zéros de l a  

fonct ion  de t r a n s f e r t  W(p). Lorsque c e l l e - c i  n ' e s t  pas 

f a c t o r i s é e  à p r i o r i ,  il s u f f i t  de v é r i f i e r  que l e s  p o l y n h e s  ~ ( p )  

e t  ~ ( p ) ,  numérateur e t  dgnominateur de ~ ( p ) ,  forment une p a i r e  

p o s i t i v e  /30/. 

Il convient de p r é c i s e r  que l e s  deux hypothèses de 

s t a b i l i t é  e t  de compl-;te cornrn&ndabilitb e t  obse rvab i l i t é  de l a  

p a r t i e  l i n é a i r e  requise  par  l e  c r i tGre  de Popov ne doivent p l u s  

nécessairement ê t r e  v 6 r i f i é e s  dans l ' a p p l i c a t i o n  du théorème 1 

a i n s i  que l ' i l l u s t r e  l 'exemple suivant .  

En e f f e t ,  consid6rons l e  processus repr6senté f i g u r e  ( 4  - 2)  



S a  c a r a c t é r i s t i q u e  l i n é a i r e ,  d é f i n i e  p a r  sa fonc t ion  

p + 0.5  
de t r a n s f e r t  ~ ( 2 )  = é t a n t  i n s t a b l e ,  nous ne pouvons 

P  - 1  

conclure en  ce  qui  concerne l a  s t a b i l i t é  du processus en  u t i l i s a n t  

l e  c r i t è r e  de Popov. 

P a r  con t r e ,  i l  r é s u l t e  de l ' a p p l i c a t i o n  du théorème 1 l a  

condi t ion  s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  absolue : 



2.3. Agelicat ion à l a  s ln thèse  des asservissements : ------ --------------- ............................ 

Les p ropr ié t é s  djrnerniques de s t a b i l i t é  e t  d'amortissement 

des systèmes a s s e r v i s  peuvent ê t r e  modifiées au moyen d'une r é a c t i o n  

d ' é t a t .  Nous envisageons dans ce paragraphe, l 'b tude  d'une m6thode 

de recherche d'une chaîne de co r rec t ion  adaptée 2 ce r t a ines  c l a s s e s  

de processus s t a b i l i s a n t  un système monovariable non l i n é a i r e  à 

non l i n é a r i t é  séparable  ( f i g u r e  4 - 3 )  pour l e q u e l  nous supposerons 

que l a  fonct ion  de t r a n s f e r t  l /Q1  ( p )  peut comporter des pô les  

ins tab les .  

( f i g u r e  4 - 3)  

Processus non l i n é a i r e  à a s s e r v i r  

I 
---------------------  

Processus à r 6 g l e r  I 
I I 
1 1 

I 
I 
I 

X I > 
I 
1 
1 
1 

I 
I 
1 

-1 
/I 
I 
1 
i 
I I 
I I 

1 - 
Q' (P)  



( f i gu re  4 - 4 )  

S i  nous introduisons des réact ions  à p a r t i r  des q 

variables d ' é t a t  e t  une var iable  de commande E, nous obtenons 

l e  système de l a  f igure  ( 4  - 4 )  : ,- - - - - - - - - - - - - - 
I 

Ainsi nous pouvons modifier l e s  ca rac té r i s t iques  du 

système & a s se rv i r  par  un choix convenable des (q  - 1)  

e = O  
I 

+ - ' 1 I a. 

coef f ic ien t s  Ai , Y i = 1 - 1  , déf inissant  ~ ( p )  : 

L- --- -, , , , , ,L, I 

- 
R ( P )  ' 

1 - -  
a' (Pl 

t 
X I . 

1)  S ' i l  ex i s t e  A i = 1 - 1  , t e l  que : i ' 
- (p  + A i )  P (p )  

( 4  - 4 )  ( 
R(P)  

) > O  ~ i = l , q - 1  
p= - A .  

1 

I 

I 

2 )  S i  de plus  il e s t  poss ib le  de déterminer parmi l e s  

/ 

pa rmè t r e s  A i  d i s t i n c t s  s a t i s f a i s a n t  l e s  contra intes  précgdentes, 

e t  t e l s  que. : 



l e  processus bouclé dé f in i  f igure  ( 4  - 4) e s t  absolument s t ab l e .  

Cette p ropr ié té  s e  déduit directement des théorèmes de 

s t a b i l i t é  précédemment énoncgs. 

Exemple : 

Afin d ' i l l u s t r e r  l a  technique à u t i l i s e r  pour dé t emine r  

l e s  paramètres de correction i = 1 ,  - 1 ,  considérons l e  cas i ' 
où l / Q t ( p )  admet un s e u l  pôle p o s i t i f  ; s o i t  (- 1 / ~  ) ce  pôle  

1 
ins tab le  ( < O )  

Nous avons déj3  démontré au chapi t re  1 qu'une condit ion 

suf f i san te  pour que l e s  (q-1) i néga l i t é s  ( 4  - 4) so ien t  v é r i f i é e s  

e s t  que : 

Iious choisirons donc, dans un premier temps, l e  

paramètre A . dé f in i  sur  l e  segment 
A [ , 

i = 1 ,  q-1. 
1 ] i +  1 

Pour s a t i s f a i r e  l a  dernière i néga l i t é  ( 4  - 5)  il 

convient de déterminer parmi l e s  paramètres X i admissibles, 

c ' e s t  à d i r e ,  ceux pour lesquels  e s t  v é r i f i é e  l ' i n é g a l i t é  : 

Il  convient dans ce cas que l e  gain  équivalent de l a  

non l i n é a r i t é  s o i t  s t r ic tement  p o s i t i f  : 

f+(X) 3 C > O o x e  Rq 



3 - Etude des performances dynamiques du processus : 

Le carac tère  non l i n é a i r e  a i n s i  que l e s  e r r e u r s  de 

mesure dues eux capteurs e t  aux b r u i t s ,  induisent  souvent des 

imperfections dans l a  r é a l i s a t i o n  p ra t ique  d'une étude. 

Il convient donc d ' é t u d i e r  l ' i n f luence  des v a r i a t i o n s  

des paramètres de 1-églage s u r  l e s  performances du système l o r s  

de l a  synthèse des zsservissements. 

La détermination d'une chaîne de correc t ion  d'un 

système fonctionnant  en régu la teu r  t e l l e  que l e  processus 

co r r igé  s a t i s f a s s e  2 une con t ra in te  s u r  l e  c o e f f i c i e n t  

d'amortissement f i x é  à l 'avance,  peut  cons t i tue r  en ce sens 

un problème e s s e n t i e l  du point  de vue de l ' u t i l i s a t e u r .  

3.1. AnaQse des gerformances d'un Erocessus non --------- ------- ----------------- ------------ 
l i n é a i r e  fonctionnant  en régula teur .  ........................... -------- 

G a n ~  l e  cas de fonctionnement en régu la teu r ,  il e s t  

poss ib le  d 'est imer 1201 l 'amortissement de l ' e f f e t  des condit ions 

i n i t i a l e s  d'un systsme, en é tud ian t  l e  convergence de l a  d is tance  
T 

euclidienne x x qui  cons t i tue  une mesure de l ' é c a r t  de l ' é t a t  

de l 'asservissement p a r  rapport  2 s a  pos i t ion  d ' équ i l ib re .  

A c e t t e  f i n  , il s ' avè re  i n t é r e s s a n t  de d é t e m i n e r  une 

équation de comparaison du premier ordre  2 convergence de type  

exsonent ie l  /28 / . 

Dynamique de l a  convergence 

S o i t  

avec q : c o e f f i c i e n t  constant  p o s i t i f  

u,n système majorant de l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  ( 4  - 2) et : 



l e  système de comparaison qui  s 'en  déduit.  

I l  v ien t  après in tégra t ion  : 

1 
l e  coef f i c ien t  T = - const i tue  donc une est imation par  excés n 
du temss de réponse du système. 

3.1.2. Evaluation du "coeff ic ient  d'amortissement" 

So i t  l e  système déf in i  par l t équa t i on  d ' é t a t  : 

t e l  que l a  decroissance du vecteur é t a t  s o i t  majorée par une l o i  

de l a  forme : 

dans l aque l le  Ji désigne une mesure de l ' é c a r t  de l ' é t a t  du 

système avec s a  pos i t ion  d 'équi l ibre .  

Par analogie avec l a  terminologie u t i l i s é e  pour l e  

processus du second ordre ,  nous appellerons coef f i c ien t  

d'amortissement q l e  coef f i c ien t  qui  ca rac té r i se  l a  dynamique de 

l a  convergence. 

S ' i l  ex i s t e  q ,  q > O ,  t e l  que l a  forme quadratique : 

O T 1 T (4 - 6) v + qv = x (? ( ~ ( x )  + A (x )  ) + n ~ )  x  

s o i t  déf in ie  négative,  c ' e s t  à d i r e  t e l  que l a  p a r t i e  r é e l l e  de l a  

valeur  ca rac té r i s t ique  de l a  p lus  grande p a r t i e  r é e l l e  de l a  
1 T 

matrice (- ( A  + A ) + q ~ )  s o i t  nrgative Y x t? zq , l e  coef f i c ien t  
2 

d'amortissement du système e s t  minoré par q.  



I l  e s t  équivalent  de v é r i f i e r  que l a  forme (4 - 8 )  e s t  

d é f i n i e  négative e t  que l a  matr ice (~(x) + n1) v é r i f i e  l e s  

condit ions d 'appl ica t ion  des th6orSmes de s t a b i l i t é  1 ou 2. 

I l  v i e n t ,  par  exemple dans le cas d ' app l i ca t ion  du 

théorème 1,  les condit ions s u f f i s a n t e s  : 

qu i  im2liquent pour l e  système un amortissement s u p i r i e u r  à n. 

Ces r e l a t i o n s  sont  d ' e x p l o i t a t i o n  simple l o r s q u ' i l  

s ' a g i t  de déterminer un c o e f f i c i e n t  d' amortissement pour un 

processus dont l a  r égu la t ion  e s t  donnée p r i o r i .  

Toutefois  dans l e  problème de l a  synthsse il peut 

sembler p ré fé rab le  d ' u t i l i s e r  l e s  r e l a t i o n s  obtenues p a r  

majoration à p a r t i r  de l a  forme quadratique. 

En e f f e t ,  il v i e n t  : 

s i  l ' o n  d6signe par r une majorante de l a  p a r t i e  r é e l l e  de l a  - 

1 T 
v a l e u r  ca rac té r i s t ique  de p lus  grande p a r t i e  r é e l l e  de - ( A ( x ) -  + A (x)) ; 2 
une condition s u f f i s a n t e  pour que l a  forme quadrat ique é tudiée  

s o i t  dé f in ie  négative, c ' e s t  à d i r e  pour que l e  c o e f f i c i e n t  

d'amortissement du système s o i t  supér ieur  à s'exprime a l o r s  : 

Compte t e n u  de l a  formulation adoptée, il v i e n t  pour 



l a  valeur  maxi de r : 

9 
1 ( 4  - 12) r = wax [aii(x) + - 2 1 la. . ( x )  + a . .  (x) 

i 1.J 3 = 
j = 1  

11 résu l t e  de l a  général isa t ion des r é s u l t a t s  présentes 
* précédemment (Chapitre II, ( 3  - 1 ) ( )) que l e  coef f i c ien t  ri pour 

un t e l  processus e s t  déterininé par l a  r e l a t i o n  : 

- (p+hi> Q(P) 
avec 

'i sq R(P)  p=-hi 

Nous en déduisons deux cas p a r t i c u l i e r s  lorsque ~ ( p )  

admet (q-1) racines r é e l l e s  e t  nggatives : 

Q(P)  - S i  l e s  rés idus  a r e l a t i f s  aux divers  pôles de i 
sont néga t i f s ,  l a  r e l a t i o n  ( 4  - 13) devient : 

m 
q- 1 

S 1 ,+ ( - ( P + A ~ )  7 q - l - +  
i= 1 1 

S 
ci (.1 

Sq R(p) p=- 
(4 - 14) ri = - 'i 

1 
- ( P + A ~ )  Q(P)  - 

V i = 1 ,  9-1 
S ~ ( p )  I 2  
9 p=- 1. 

1 

* 
( ) Système continu non l i n é a i r e  2 non l i n é a r i t é  sgyarable 

d'ordre q dont l a  p a r t i e  l i néa i r e  e s t  déf in ie  par s a  fonction 

de t r a n s f e r t  ~ ( p )  = ~ ( p ) / Q ( p )  t e l l e  que l e  polynôme ~ ( p )  admette 

(q-1 ) rac ines  d i s t i nc t e s  &e l l e s  (ou/et  imaginaires) e t  négatives 

(ou/e t  à p a r t i e  r é e l l e  negative) 



- S i  l e s  rés idus  a. sont  p o s i t i f s ,  il v i e n t  : 
1 

/ 

Remarques : 

+ 
a )  La connaissance à p r i o r i  du domaine de v a r i a t i o n  de f 

d é f i n i t  . l a  va leur  l a  plus sévère du gain  équivalent ,  
+ 

par  exemple s i  f e s t  s i t u 6  dans l e  premier e t  l e  

t roisième quadrant ,  du système de coordonnées ( f ( € )  ,€) 
+ 

l a  va leur  de f l a  plus  r e s t r i c t i v e ,  en ce qui  concerne 

l e  ca lcu l  du c o e f f i c i e n t  d'amortissement q e s t  zéro. 

b )  Le temps de réponse e s t  directement l i 6  au c o e f f i c i e n t  

d'amortissement. Ce terme s u f f i t  pour c a r a c t é r i s e r  l a  

dynamique du système asse rv i  fonctionnant  en régulateur.  

3.2. ~ m é l i o r a t i o n  des eer fomances  d'un Erocessus. ...................... ----------------- --------- 

Posi t ion  du problème : 

S o i t  l e  système continu non l i n é a i r e  à non 

l i n é a r i t é  separable dont l a  p a r t i e  non l inGaire  e s t  dé f in ie  par  
+ 

son gain  équivalent f e t  l a  p a r t i e  l i n é a i r e  par  l e s  matr ices A 

e t  b (Chapitre I V ,  3.1.3.). 

Parmi l e s  chaînes de co r rec t ion  poss ib les  qui  

s t a b i l i s e n t  un t e l  système, nous recherchons c e l l e  d é f i n i e  pa r  l e  

vecteur  C t e l l e  que l e  processus en boucle fermée : 



admette l e  c o e f f i c i e n t  d'amortissement n f i x é  à l 'avance.  

Ce problème rev ien t  en f a i t  à d é t e m i n e r  l e  vecteur C 

t e l  que l e  système correspondant de f in i  p a r  sa matr ice  caracté- 

r i s t i q u e  : 
1 T - 2 ( ~ ( x )  + A (x)) + n~ 

s o i t  s t a b l e .  

L'approche de l a  so lu t ion  de ce problème a dé jà  f a i t  

l ' o b j e t  de nombreux travaux /Lur'e/Popov/, e t  e s t  génbralement 

d é l i c a t e  ; il s'egit i c i  de rechercher l e s  paramètres X i '  
i = 1 ,  0-1 , t e l s  que l a  r e l a t i o n  (4 - 13) s o i t  v é r i f i é e .  

Nous avons proposé (Annexe III) un algorithme 

numérique permettant de f a c i l i t e r  l e  choix d'une chaîne de 

régu la t ion  C qui  assure  l a  s t a b i l i t é  du processus e t  l 'amortissement 

des condit ions i n i t i a l e s  se lon un taux de décroissance 0 f i x é  à 

1' avance. 

Cette étude e s t  i l l u s t r é e  pour un processus du sixisme 

ordre. 

3.3. Mise en oeuvre : ..................... 

La technique d 'améliorat ion des performances d'un 

système asservi  e s t  i l l u s t r é e  s u r  un système monovariable non 

l i n é a i r e  à non ï i n é a r i t 6  séparable d 'ordre 6,  f i g u r e  ( 4  - 5 ) ,  

fonctionnant en régula teur  : 



( f i g u r e  4 - 6)  

a )  Estimation du coef f i c ien t  d'amortissement n pour ~ ( p )  f i x é e  : 

Pour une chaîne de re tour  ~ ( p )  dé f in ie  pa r  : 

e t  un gain équivalent  f + ( c )  > - 0.003 Y E e l e  processus 

fonctionnant en régula teur ,  admet (Annexe III) un coef f i c ien t  

d' amortissement supérieur à 0.7 15 

b) ~ é t e m i n a t i o n  de ~ ( p )  pour n f i x é  : 

Recherchons maintenant une chaîne de re tour  R ( P )  dgf in ie  

pa r  : 

R(p) = p5 + .,P 
4 + u p 3 + u p 2 + a 4 p + o  

2 3 5 

e t  t e l l e  que l e  processus admette un coef f i c ien t  d ' m o r t  issement 



+ 
n 2 1 , l a  non l i n é a r i t é  f  s a t i s f a i s a n t  l a  con t ra in te  : 

 étude par  l e  théorème 1 de l a  s t a b i l i t é  du système 

asse rv i  permet de l o c a l i s e r  l e s  zéros (-A.) , Y i = 1 ,  5 de ~ ( p ) .  
1 

En e f f e t  l e s  conditions s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t é  qu i  en découlent 

s 'expriment sous l a  forme : 

L'étude de l ' i n f l u e n c e  de l a  v a r i a t i o n  des paramètres 

de réglage ,  s u r  l e s  performances du processus, e t  p lus  

par t icul ièrement  s u r  l e  c o e f f i c i e n t  d'amortissement permet l a  

détermination des c o e f f i c i e n t s  h .  t e l s  que rl 5 1 ; ceux-ci 
1 

doivent v é r i f i e r  l a  condition supplémentaire : 
5 1 

f  + 
2 (- (p+Ai) Q(P)  ? 

0 - - -  s5 - + 
S 1 

' 6  5 i = l  ' 6  '(pl p= -A 
1 = -  i 

i 
1 - (p+hi) Q(p)  - - A .  + ( 1 V i = 1 , 5  

1 S6 R ( P )  p= - A .  
1 

S i  nous imposons au système d 'avoi r  un amortissement 

supér i eu r  ou égal à 1 ,  il appara î t  qu'une ac t ion  s u r  l e  s e u l  

c o e f f i c i e n t  h 
1 '  

l e s  au t res  r e s t a n t  s i t u é s  au mi l ieu  du segment 

représentant  l e u r  v a r i a t i o n  admissible,  s u f f i t  à assure r  c e t t e  

p ropr ié t é .  



I l  v i e n t  pour l'exemple proposé : 

s o i t  ~ ( p )  = ( p + l  .8)(~+2.5)(~+3.5)(~+4.5)(~+5- 

Une démarche semblable en ag i s san t  s u r  l a  t o t a l i t e  ., ; 

A. permet t r a i t  une détermination de l a  chaîne de re tour  en vuc 
1 

d 'assurer  un amortissement maximum. 



4 - Conclusion 

 étude de l a  s t a b i l i t é  2 p a r t i r  des r é s u l t a t s  obtenus 

antérieurement e t  présentés au cours des chapitres précédents, nous 

a permis de démontrer pour une c lasse  pa r t i cu l i è r e  de systGmeç l a  

v a l i d i t é  de l a  conjecture dtAizerman e t ,  également, d 'ef fectuer  une 

comparaison de l a  condition proposée avec l e  c r i t è r e  f r équen t i e l  de 

Popov. 

Nous avons ensui te  envisagé dans ce t  e s p r i t  l a  synthèse des 

asservissenents ,   étude e s t  ensu i te  menée en vue de l ' amél iora t ion 

des performances d'un processus fonctionnant en régulateur.  I l  en 

r é su l t e  une méthode adaptée 2 une l a rge  c lasse  de processus qui  permet 

de l o c a l i s e r  l e s  paramztres poss ibles  de réglage e t  de l e s  déterminer 

de façon à répondre aux exigences de l ' u t i l i s a t e u r ,  e t  p lus  pa r t i cu l i è -  

rement lorsque celui-ci  s'impose une contra inte  à p r i o r i  s u r  l e  coeffi- 

c i en t  d'amortissement. 





Conclusion Générale 

La définition d'une représentation matricielle particulière, nous a 

conduit à présenter un certain nombre de résultats concernant l'étude de 

l'indépendance vis à vis des conditions initiales du régime forcé d'un 

processus. 

Il résulte d'une étude de la méthode du premier hannonique la mise 

en évidence d'une condition nécessaire à la validité de cette méthode : 

condition d'"unicité". 

Celle-ci garantit que la réponse du système à une sollicitation sinu- 

.soidale donnée est un signal périodique de même fréquence, l'amplitude du 

fondamental pouvant être déterminée avec une approximation satisfaisante 

par la méthode du premier harmonique. 

Ce résultat constitue à notre sens une contribution essentielle de 

nos travaux. 

La recherche systématique de conditions qui tiennent compte des carac- 

téristiques lingaire et non linéaire d'un processus, a conduit 2 l'énoncé 

de théorèmes d'application simple. 

Un autre apport important concerne une approche de la stabilité des 

systèmes à non linéarité séparable. La forme particulière des conditions 

de stabilité présentées permet leur utilisation en vue de la synthèse de 

régulation de type continu. 

La mise en oeuvre des résultats obtenus est facilitée par la ~;rBsenta- 

tion d'un algorithme permettant une exploitation sous forme numérique. 

Nous avons suppose, dans ce mémoire que la matrice caractéristi;.ie 
des systèmes étudiés r.e dépend pas explicitement du temps et que le:; non 

linéarités sont séparables. Il conviendrait d'étendre les  résultat^ 

obtenus à une classe plus générale de processus. C'est dans cette voie 

que nous envisageons de poursuivre nos travaux. 





REPRESkNTATI ONS PARTI CUL1 t RtS VLS SYSTELitS CONTINUS 

iJON LlrdcAl KLS A NO;i L I  N t  ARlT t  SEPARALLL 

Un processus dynamique é t a n t  supposé parfaitement i d e n t i f i é ,  

une représenta t ion  dans l ' espace  d '6 ta t  permet de l e  déc r i r e  com2iétement. 

L a  représenta t ion  d' é t  a t  a2para issant  comme un out il mathématique 

part icul ièrement i n t é r e s s a n t ,  nous a l lons  d é f i n i r  un systGme d i f f é r e n t i e l ,  

de forrne p a r t i c u l i è r e ,  que r 6 g i t  1 'évolut ion du système continu non l i n é -  

a i r e  de l a  f igure  1 : 

( f igure  1 )  



Le système monovar ia~~le  dont l a  s t r u c t u r e  e s t  dgfinie p a r  un 

t e l  schéma admet comme équation de fonctionnement en régime auTonorne : 

d'où l a  r e l a t i o n  : 

T 
S i  l e  vecteur a t a t  x = { x l ,  x2, ......, xq} e s t  cho i s i  t e l  que : 

Les matrices A ,  b e t  C ,  b c o e f f i c i e n t s  constants ,  admettent Les 

expressions : 

O 1 O 

A = -. 

- - - ----  S S -A -& 
S S S 

9 Y 



1 - F a c t o r i s a t i o n  p a r  rappor t  aux zéros de ~ ( p )  : 

Les r ep ré sen ta t ions  m a t r i c i e l l e s  des processus  EtudiGs son t  

d é f i n i e s  à Urie t r a n s f o m a t i o n  l i n é a i r e  près .  

IJous a l l o n s  c h o i s i r  un criangement de base  p a r t i c u l i e r ,  P ,  qu i  

i s o l e  l a  non - l i n é a r i t é  dans l a  d e r n i s r e  l i g n e ,  derniGre colonne de l a  
T 

mat r i ce  : M = ( A  - bC f ( E )  ) 

Deux hypothÉ.ses s o n t  à cons idé re r  : 

- 0 = l  
O 

- ~ ( p )  admet (q - 1 ) r ac ines  d i s t i n c t e s  r é e l l e s  ou 

c o m ~ l e x e s  ( - A .  ) 
1 1 

S i  l a  mat r ice  de passage P e s t  composée p a r  l e s  deux 

t r ans fo rma t ions  l i n é a i r e s  Y e t  P su ivan te s  : 
1 2 



La matrice M s'exprime dans l a  nouvelle base p a r  M t e l l e  que : 1 

(1 - 7 )  

Soi t  

Aussi nous pouvons cf-ioisir une rep résen ta t ion  du 2rocessus : 

Symétrique ou aritisymétrique, selori l e  s igne  de a conformément aux 
j 

r e l a t ions  (1 - 8 ) ,  (1 - 9 )  e t  (1 - 10). 





L'extension de ces rés  u l t a t s  au cas oc l e s  racines sont  

complexes, à pa r t i e s  r é e l l e s  négatives,  peut ê t r e  étudiée,  sans res t re indre  

à l a  généra l i t é  du problème su r  l e  processus d'ordre 3 suivant  : 



Q ( p l  (p+A) 
A é t a n t  l e  conjuguE de A ,  s i  ( - s'&rit (y + i d )  

2 
S 3  ~ ( p )  ) p = - ~  

Q(P) (p+A) 
a l o r s  (- ) e s t  éea l  ii (y  - i d )  

2 
S3 ~ ( p )  p=-A 

Remarque : 
O 

Si x = M.x e s t  l e  systzme d i f f e r e n t i e l  d 6 f i n i s s a n t  

l t 6 v o l u t i o n  de l a  s o r t i e  dans l e  temps, nous remarquons que ,  dans 

tous  l e s  c a s ,  l ' c t u d e  de l a  stabi1it .G peut  ê t r e  e f f ec tuce  e n  

appl iquant  des condi t ions  l i n é a i r e s  de s t a b i l i t é  s u r  l a  r ep rgsen ta t ion  : 
1 4' - (M + M ) ,  mat r i ce  r é e l l e  dorit l e s  éléments non diagonaux s o n t  
2 
p o s i t i f s  ou nu l s .  

a s c a l a i r e  dependant de l a  non l i n é a r i t é  r 4C.l 

( a . . )  = 
1J 



2 - Factor isa t ion par rapport aux pôles  de w ( ~ )  : 

La représentat ion précédente des processus monovariables 

e s t  in té ressan te  pour l ' é tude  de l a  s t a b i l i t é  asymptotique dans l e  

cas où l e s  zéros de l a  fonction de t r a n s f e r t  w ( ~ )  sont 2 p a r t i e s  

r é e l l e s  négatives. O r  une large c l a s s e  de processus présente des 

chaînes de r e tou r  Ra(p) d'ordre quelconque m ( O  6 m 6 q-1). 

Oans ce paragraphe nous proposons une nouvelle représentat ion 

mat r ic ie l l e  déduite de (1 - 1 )  en chois issant  un vecteur é t a t  du 

processus, dont l e s  composantes, Y i = 1, q , xi, v é r i f i e n t  l e  système 

l i néa i r e  *suivant : 

1 1 q- 1 1 (2-1 1 q- 1 
(q-1) = x l  + (-y) X + (-7) 

X3 + +  x 1 
2 

2 CL-1 
( 1 )  s , s  ,....., s : s o r t i e  du systrme e t  ses  

dérivées successives. 
1 

(- -) T .  : V i  = 1,  , . . . , q : pôles de ~ ( p j  supposés 
1 f i n i s  e t  d i s t i n c t s  (pour 

i = 1,  ....., q-1) 

Il v ien t  l a  représenta t ion : 



- - 
1 1 1 1 

(P+ ;-) (p+ -)R ( p )  
Q 

' I ~  m (P+ (P+ r ) R n ( p )  1 f  - - - -  - 5 f  ( 9 q- 1 
- f  ( S ) .... 

T 
q q Q(p) P=' T &(O) 

1 

1 P=- 7 
cl- 1 

Nous avons f a c t o r i s é  l a  p a r t i e  l i n é a i r e  de l a  matrice 

représenta t ive  du système en boucle fermée par rapport  à ( q  - 1) 

pôles parmi l e s  q pôles poss ibles ;  q repr6sentat ionç d i f fé ren tes  

de ce type peuvent donc ê t r e  e n v i s g & e s  lorsque l e s  q pôles de l a  

fonction de t r a n s f e r t  sont d i s t i n c t s .  





A N N E X E  I I  

C O N D I T I O N  S U F F I S A N T E  D I U N i C I T E  DE LA R t Y O i . J S E  

D'UN R E S E A U  L L E C T R I W E  

Les va r i ab les  chois ies  dé f in i s san t  l ' é t a t  du s y s t h e  de l a  

f igure  (II - 1 )  sont  m l  e t  m 2  l e s  f l u x  des s e l f s  L e t  L 
1 2' 

e t  u l e s  
2 

tens ions  aux bornes des imphdances Z e t  Z2. 1 
R e t  R sont  deux fonct ions  non l i n é a i r e s  dépendant 

1 2  
respectivement de @ e t  Q2. 

1 

( f i g u r e  II - 1 )  



L16quation d' é t a t  r ég i s san t  1' évolut ion de ce réseau / 3/28/ 

e s t  de la forme : 

La d i f  f r rence  e n t r e  deux r6ponseç x 1 = 

et x2 = 2 une même e n t r é e ,  correspondant 2 des 

condit ions i n i t i a l e s  d i f f é r e n t e s  s ' é c r i t  : 

avec y = y l  - y2 



La convergence asymptotique des so lu t ions  üe ( II  - 2)  e s t  assurée 
T V y ( 0 )  s i  l a  fonct ion  v  = ÿ y e s t  de Ljapunov c ' e s t  2 d i r e  s i  l ' i n é g a l i t é  

su ivante  e s t  v é r i f i é e  : 



L a  matr ice  2 élénents  non diagonaux p o s i t i f s  : 

e s t  dé f in ie  négative s i  l e s  condit ions de Kotélymski  sont  v c r i f i é e s .  

Il vient  l e s  con t ra in tes  : 

* X 
Ainsi ,  s i  R e t  R, r e s t e n t  dans l e  domaine (D), f i g u r e  (II  - 2) 

1 L 

V y , g ~ ~  a l o r s  l e  systàxie possade l a  p r o p r i é t é  d t u n i c i t 6 .  

( f i g u r e  II - 2) 
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