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Introduction Générale :

Les travaux présentés dans ce mémoire concernent la détermination
d'une condition suffisante, permettant l'application de la méthode du pre-
mier harmonique aux processus continus non lin€aires de grande dimension

rd L P4
en réegime force.

Apfés avolr montré sur un exemple simple relatif au circuit ferro-
résomant série, qu'il est parfois possible de mettre en défaut la méthode
du premier harmonique, nous avons recherché, dans le premier chapitre, des
conditions permettant de conclure & 1l'unicité de réponse, condition néces-
saire & la validité de cette méthode en vue de 1'étude du régime forcé d'un

processus.

Les travaux de Ljapunov /L40/, Kotelyanski /30/, Laurent et Maizidres
/T7/, Gentina et Borne /15/ nous ont permis, dans le deuxiéme chapitre, de
mettre en évidence des conditions suffisantes d'unicité.
La recherche systématique de conditions qui tiennent compte des caracté-
ristiques linfaire et non linfaire d'un processus, conduit a 1l‘'énoncé de

théorémes d'application simple.

Une troisiéme partie concerne l'extension des résultats obtenus aux
systémes interconnectés. Le rdle des intéractions entre les divers sous sys-
témes dans l'analyse de la propriété d'unicité est ainsi mis en évidence par
le choix d'une représentation particulidre. Celle-ci permet une généralisa-
tion au cas des circuits couplés des résultats présentés au chapitre II et ce

qu'elle que soit la nature, linfaire ou non linéaire, des intéractions.

L'étude de la stabilité et son application & la synthése des systémes
asservis ainsi que 1'amélioration des caractéristiques dynamiques d'un pro-

cessus, sont envisagées dans un quatridme chapitre.






CHAPITRE 1

- Statique et Dynamique des systimes asservis non Lindaires.

1 - Introduction

Les méthodes d'étude des systémes lindaires & partir de la notion
de fonction de transfert et de ses représentations constituent un outil
puissant pour l'analyse et la synthése des systémes asservis. L'extension
de ces méthodes aux processus présentant des organes non-linéaires pose

souvent des problémes concernant la validité de leur application.

Ce chapitre a pour but d'étudier les limitations de 1'approximation
du premier harmonique, qui constitue une méthode trés utilisée dans les

bureaux d'étude pour l'analyse et la synthése des systémes non-linéaires

L'idée de base de cette méthode consiste & représenter une non-
linéarité par une fonction de transfert définie comme le rapport entre le
fondamental du développement en série de Fourier du signal de sortie et le
signal d'entrée de la non-linéarité. L'analyse des processus non-linéaires
peut donc &tre effectuée en remplacant chaque non-linéarité par une approche

linéaire et en &tudiant le systéme linéaire résultant. Ainsi les effets des

hermoniques supfrieurs et des sous harmoniques du signal extérieur sont
supposés négligeables. Cette méthode peut donc s'appliquer lorsque les
amplitudes des harmoniques sont relativement petites en comparaison de celles
du fondamental,ou encore lorsque le systémeproduit une atténuation suffisante
des harmoniques. les résultats obtenus,évaluation des fréquences et des amp-
litudes des oscillations,sont estimés par cette méthode & 5% prés /22/.
Toutefois la relation entre les performances du systéme non-linéaire et du
systéme lin€arisé dépend de la validité de 1'spproximation. En effet, plu-
sieurs exemples /3/4/10/20/ ont illustréque les résultats obtenus peu-

vent &tre totalement erronés. En fait, il est difficile de préciser une jus-



tification 3 priori des hypothéses validant une telle approximation, en
effet les utilisateurs de 1l'approximation du premier harmonique n'en véri-

fient généralement pas la validité.

Pour Gilles, Decaulnes, Pelegrin la raison essentielle est a
rechercher dans 1'énergique filtrage des hautes fréquences que réalise
1'étage de puissance de tout servomécanisme / 22 /

L'étude de 1l'exemple de Dewey /5/ a montré que dans la justification de la

‘méthode, il faut tenir compte & la fois des caractéristiques des non-linéa-
rités et du filtre linéaire.

Kon & Han proposent /5/ d'effectuer dans un premier temps une analyse pré-

liminaire de Fourier du signal de sortie de la non-linéarité et une analyse
du filtre linéaire & partir des diagrammes de Bode dans un deuxi€me temps,

pour que la méthode du premier harmonique conduise & des résultats valables.

C'est dans cet esprit que nous avons orienté& notre travail : en
recherchant en particulier des conditions suffisantes d'expression simple
permettant de conclure & la validité de la méthode du premier harmonique.
La condition obtenue que nous appellerons condition d'unicité s'exprimera

directement 3 partir d'un mod@le du processus défini dans l'espace d'état.



2 = Condition d'unicité des systémes continus non linfaires,

2.1. Mise en équation

Le processus étudié est décrit par 1l'équation d'état non-linéaire :

o]
(1) x = a(x,e,t)
t : variable qui évolue 3 partir de 1l'instant initial to
t e 2: = [to, +“ﬂ avec to € ]—m,+w[

e : vecteur d'entrée de dimension r défini dans l'espace vectoriel ?J,

des entrées admissibles, r.< g

vwe G > et) = {e,(8)serns e (8),enn, e (8)) W ocRT

k

X : vecteur définissant 1'état du systéme & l'instant t
¥t ef+ x(t) = x ()., x (£)) efc%q

a(x,e,t) : vecteur d'éléments ai(x,e,t) qui dépendent & tout instant t € Y;,

du vecteur état x, de l'entrée e et de t, ¥i e {1, 2,...,_q}.

O) et x2(to) deux vecteurs conditions initiales

(pour t = to) auxquels correspondent pour la méme loi d'entrée e(t), les
solutions respectives de 1'équation (1) : x1(t, tO’ x(to), e(t)) et

x(6, ty, x(ty), e(t)).

Nous désignons par x1(t

L'évolution de l'écart de ces réponses peut &tre définie par la

relation suivante

(2) x1(t) - %2(t) = a(x', e, t) - a(x2, e, t)

Dans certains cas la relation (2) peut se ramener & la forme matricielle
(3), /2k/

o]
(3) y = B* y



dans laguelle nous noterons :

y : le vecteur écart

¥t € '6 >y o= x (4) - x2(t) ef
B* : la matrice d'éléments bij,[Vi e{1,..., q+r},

¥j e{1,..., q}] , définis 3 partir de (2)

. Ai(éj) Ak(aj)
) xi-xe | el-e?
J 7 k 'k
2 2 1 1
Ai(aj) = J aj[x1,...,xi_1,xi,...,xq,eq+1,...,eq+r]
- e[ 2 1 1 1
e X S FRTTEEt AL WP TRE L

¥vie {1, 2,..., q}
¥je {1, 2,..., q}

¥k € {gq+1,..., g+r}

T
y* = [yT, AeT] GS?J arr

L'état de sortie d'un systéme asservi dépend & 1l'instant t € ﬁz;
de deux grandeurs
- le signal d'entrée auquel le servomécanisme est soumis

— 1'ensemble des conditions initiales & l'instant t = to



Déginition
La réponse d'un systéme asservi présente la propriété d'unicitd
lorsqu'au bout d'un temps suffisant le signal de sortie ne dépend plus
que de l'entrée, 1l'effet des conditions initiales &tant devenu négligea-
ble
;
) e‘??c€iiq et ¥e> 0 Jt. e,

1 2
¥x (to), X (to

2

V>t = ||x(t,to,x1(to), e(t)) - x(t,5,,x"(ty), e(t)| <

La notion d'unicité exprime donc que l'effet des conditions initiales

sur le comportement du processus soumis 4 une entrée donnée devient de
moins en moins sensible avec le temps. Le probléme initial d'unicité

peut donc se ramener & 1l'€tude de la stabilité d'un systéme de la forme
(3) avec Ae=0 .

La stabilité du systéme ainsi défini, & entrée fixée, entraine 1l'uni-
cité des réponses du processus dont 1'évolution est définie & partir de

la relation (1).

3 - Application aux systémes asservis non lindaires usuels

3.1. Description du systéme

De tels processus sont en général définis & partir de 1'équation
d'état telle que

Ax + b f(g)

"
i

(4)

£ =e - CTx
X : vecteur appartenant é‘fé dont les g composantes Xs définissent 1'état
du systéme & tout instant t € Z;

e : entrée du processus défini surga pour tout t € 73



b : vecteur constant d'ordre g d'éléments by

£ : variable de commande

f(e) : non-linéarité inhérente au processus étudié

A : matrice carrée q x g, 4 éléments constants caractérisant le régime
libre de la partie linéaire du systéme & asservir.

C : vecteur constant d'ordre q définissant les paramdtres de la régulation

intervenant dans la chaine de retour

Systéme
NL £(e) linéaire >
CT
' fdgune 1

L'étude de l'unicité, dans le cas des systémes monovariables
peut &tre simplifiée en adoptant une représentation dans laquelle les
éléments non linlaires sont isolés dans une seule rangée de la matrice

définissant 1'évolution du systéme en boucle fermée.

Une nouvelle représentation peut &tre obtenue en substituant &
la premidre composante du vecteur état la commande scalaire € /2/

on localise ainsi les éléments non linfaires dans la premiére colonne.



Un simple changement de base conduit alors & une représentation

de la forme :

(5) %=3Bu+hle)

1q

a4*Byy g %o Gq3 oo Oyt

h : vecteur d'ordre q, fonction de l'entrée

o et My ¥i : constantes ne dépendant que des caractéristiques linfaires

du systéme et de la représentation adoptée.
Celle-ci est choisie telle que 1l'on ait

o 30 ¥j=A{2,..., q}

1

3.3. Détermination d'une condition suffisante d'unicité

a) Méthode

Soit y le vecteur définissant 1l'écart entre deux solutions

de 1'équation (L)..&voluant pour une entrée donnée 3 partir de conditions

initiales distinctes, il vient



(6) y =My
avec @y =u - u,
my = bgs ¥,
M=
W
my = o v BT
& o f(€2)—f(€1)
82-81

lorsque 1la fonction f(g) est dérivable, le coefficient

flottant £ prend ses valeurs parmi celles de la dérivée de la carac-—
téristique de la non-linéarité. |

En effet,si cela est possible,d'aprés le théoréme des accroissements

finis,il vient

) £ ()

de

' f(€2) - fle,) = (82—81

e < <
2 €&

L ~ . oz . , .
f peut donc etre interprété, dans certains cas, comme &tant le gain

instantané en tout point de la caractéristique de la non-linéarité
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La convergence asymptotique des solutions de (6) est assurée ¥y(0),
si la fonction V = yTy est de Ljapunov c'est-a-dire si 1'inégalité
(7) est vérifide ¥y 6309
T T
(1) y(M#M™) y <0

b) Mise en oceuvre :

La matrice %(M+MT) est symétrique, il suffit donc que les

valeurs propres de cette matrice soient & partie réelle
négative pour conclure & la stabilité du systéme (6). De plus
les éléments hors diagonaux étant positifs ou nuls /1/15/14/ ces con-
ditions prennent la forme suivante qui correspond aux conditions de Kotelyanski :
( *
<
(0 +B,4E7) <0
*

a11+611f o

%51 %on

(8) J

»*
a11+811f a12..... a]r 0 0
%12 Mo
(-0)% = (-0 \ >0
OL]:r' ‘ur
0 ur+1
K 0 Ma

ou encore plus simplement :



_12_

Wy <0 ¥ie {2,...,q}

(9)
(-1)¢ b,> 0

En développant cette derniére relation on obtient :

M. <O ¥i e {2,...,q}

E (a,.)°
11 *
i=2 " . %9 Byt >0
1

c) Condition suffisante d'unicité de la réponse :

Un processus régi par une équation d'état du type (4) qui admet

une équation aux écarts de la forme

*
Oy q*8qyF Opp  Ogq s+ Oy
%12 Ho 0 0
(o]
(11) y = y
%13 0 H3
N
\ 0
AN
. \\
AN
0 u

posséde la propriété d'unicité de la réponse si

My < 0 ¥ie {2,..., q}

1 2 iy
S 2

Z: Reel(a]i aij) — -B s 0

i=0 My ST



2

1 1
avec : (a1i ai1)2 nombre réel ou complexe tel que : ((a1iai1)2) =a,;0.,

démonstration :

La relation (12) est obtenue & partir de (10) en remarquant que

172
si a0, < 0 = [Reel((aTlai1)2)} =0
! 2
si a0 > 0 = Reel((a11ai1)2) R
- 1 - 2
g Réel((ayj0;,)3) T %%,y
alors ) =
. Hi : My
1=2 1=

La formulation de la condition d'unicité (12) généralise ainsi

celle proposée en (10)

d) exemple
Le systéme asservi étudié est & retour tachymétrique réalisant
la régulation d'un filtre linéaire du second ordre constitué d'une double

intégration (figure 3)./20/

L'écart entre deux réponses du systéme proposé, continu non-linéaire
a non linéarité séparable, est caractérisé pour une entrée donnée et des

conditions initiales distinctes par le vecteur y(t) d'ordre 2, tel que :

1-22e* 1
o 2 x
(13) vy = A y

> =

1
y
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L'application de la condition définie en (12) donne

1

- = >
N < 0 A 0

(1k4) Soit (15)
1-2%8% < o £* > o.s
*2 Agf*
avec & = coefficient qui peut s'interpréter comme un coefficient
L

d'amortissement instantané.
Ainsi un amortissement instantané suffisant, supérieur & 0.5, garantit

1'unicité de la réponse du processus.

\

4 -~ Analyse des réponses d'un systéme asservi du second ordre & une entrée

sinusoidale

Des travaux antérieurs /20/ ont montré que l'on peut assimiler le

circuit ferrorésonnant série (figure 4) & un systéme asservi.



Le circuit RLC & inductance non linéaire régi par les équations

R,i+%%+ %fid‘c=u

(13)
¢ = ¢(i)
peut donc &tre étudié comme un systéme asservi & retour tachymétrique
réalisant la régulation d'un filtre lin&aire du second ordre constitué
d'une double intégration et précédé d'une non-lindarité (figure 6).
Cette représentation correspond au schéma bloc de la figure 3 en posant
e=fudt,€=“P , A=RC, et f(€)=%g(¢).

. . .. . . P * .
Ainsi le coefficient d'amortissement instantané & /20/ qui vaut

*2 _ R°C° _x . : N *2 _ A°e*
£ = - f dans le premier cas de figure s'exprime par § =73

. s . * . . . P
dans le deuxiéme cas de figure ; f désignant le galn instantané de la

caractéristique de la non-linéarité qui est dans ce cas du type dure (figure 5).
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4L.2. Méthode d'estimation de la réponse du processus par la méthode

Le systéme &tant soumis & une entrée sinusoidale e = ey sin wt,
la méthode du premier harmonique permet une détermination simple de la
sortie s ou encore plus simplement, du signal € de commande du processus

non linéaire : € = Ep sin(wt-¢).

La méthode suppose que la réponse du processus 4 un signal sinu-
sofdal est un signal sinusoidal de méme fréquence dont 1l'amplitude Eh est

définie de la fagon suivante : /16/22/ .

Sn_ 1|
E 1+K*(eh>w(jw)|
(1h)3
1
W = arg "
14K (eh)w(jw)
* .
K (eh) = q si & 3 g
(15) | K*(e,) = g(a—B)[arc sin(2)+ = 1—(51)%]+ Bsi ac<ce
h T € € € h
h h h
W(jw) étant : li&il%l
(Jw)
a, &, B, A,wuet E &tant connues, €y est tel que
2
= * 1 _ L A
E= g K (sh) ( : 2) + (=)
K (eh) w w
we

ou encore £, =

(16) (e, )0%)% + Ok* (e, )

Pour résoudre cette derniére équation en € _, il suffit /22/

h
de tracer la courbe E = g(eh). Ainsi pour chaque amplitude de l'entrée
du systéme, on pourra aisément déterminer 1'amplitude correspondante de

ltentrée de la non-linéarité.



—18_

Une ambiguité, concernant le choix de la réponse du systéme,

apparait dans le cas ol plusieurs amplitudes €, sont possibles.
h 1Y

4.3. Détermination de la réponse par simulation du processus

sur calculateur.

Le processus a &té simulé sur un calculateur hybride AD 32
(figure 7). Une exploration paramétrique dans 1l'espace des condi-
tions initiales nous a permis de mettre en évidence plusieurs ré-
gimes permanents notamment celui qui a lieu & la fréquence fonda-
mentale /17/18/19/. La fréquence et l'amplitude de la sortie (dans
le cas de synchronisme) sont comparées avec celles obtenues par le

calcul conformément a4 l'approximation du premier harmonique.

Dans l'application de la méthode du premier harmonique en
régime forcé on néglige les termes correspondants aux harmoniques
supérieurs de plus on ne tient pas compte des oscillations sous-
harmoniques qui ont été observées expérimentalement, dans le cas
d'un amortissement instantané de faible valeur (<0.25). Pour une
certaine condition initiale nous avons pu enregistrer le sous-harmo-
nique 2 (figure 8/b) ; une simple exploration paramétrique dans
1l'espace des conditions initiales permettrait 1l'observation de tout

sous~harmonique, pour la méme entrée sinusoidale.[&49]

De méme que précédemment, c'est-d-dire, dans le cas ol une
condition suffisante d'unicité n'’est pas vérifiée (C» € 0.5), 1l'am-
plitude de la sortie dans le cas de synchronisme, pour une entrée
d'amplitude 6.25 volts, est de 11 volts alors que la méthode du pre-
mier harmonique donne une amplitude estimée & T7.T79 volts.

L'erreur relative ainsi mise en évidence dans le calcul de 1'ampli-
.tude par l'application abusive de l'approximation proposée est de

29 % (figure 8/a).
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6 - Conclusion

La méthode du premier harmonique, pour certains systémes continus
‘non-linéaires, prévoit des réponses, dans certains cas, trds erronées

tant au point de vue fréquence qu'au point de vue amplitude.

Vérifier une condition suffisante d'unicité de la réponse garan-
tit d'une part 1l'absence de tout sous harmonique du signal d'entrée
et permet d'autre part de déterminer le régime permanent du systéme
lorsque l'application de 1l'approximation du premier harmonique indi-

que plusieurs régimes possibles.

Si, dans le cas du circuit ferrorésnnant série, elle s'inter-
préte aisément par une condition d'amortissement, la recherche d'in-
terprétations physiques des conditions d'unicité dans le cas de pro-
cessus définis par un mod&le plus complexe s'avére nettement plus

délicate.

Nous envisage ons, dans la suite de ce travail, de mettre
en évidence une condition suffisante de validité de la méthode du
premier harmonique qui se rattache directement aux caractéristiques

du processus non-linéaire ou linéarisé.
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CHAPITRE 11

Condition sugfisante de validite de La méthode

du premier hanmonique

1 - Introduction

Une contribution & 1'étude de la dynamique des systémes

. - e . P ” hd
asservis en régime forcé est proposée dans ce chapitre.

La recherche de conditions suffisantes d'unicité obtenues
directement & partir des caractéristiques fréquentielles de la partie
linéaire du processus nous a conduit a4 distinguer divers cas selon la

disposition relative des pSles et des zéros de sa fonction de transfert.

L'étude de 1'unicité a été abordée en utilisant la deuxiéme
méthode de Ljapunov /2/ ; ce qui nous a permis d'énoncer plusieurs

critéres d'unicité d'utilisation simple.

La seconde méthode de Ljapunov conduit le plus souvent &
reporter 1'étude de la stabilité d'un systéme sur celle d'un systéme
de comparaison du premier ordre /31/. D'un point de vue distinct,
le choix d'un systéme de comparaison d'ordre &gal & celui du systéme,
élargit la classe des systémes concernés /15/.

Ces résultats sont étendus aux systémes définis sur le corps des com-
plexes. Une méthode de recherche systématique de conditions suffisan-
tes en utilisant les résultats trouvés sous forme numérique est propo-

sée dans un dernier temps.
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2 - Condition suffisante d'unicité de la réponse de certaines classes de

processus non linéaires

2.1. Systéme 3 déphasage minimal

La recherche de conditions suffisantes d'unicité d'un processus
admettant une représentation matricielle symétrique nous a conduit, dans

le cas de processus dont la partie lindaire W(p) = g%ﬁ% est & déphasage

minimal, & une contrainte qui s'exprime simplement en fonction des résidus
relatifs aux divers pdles de %%%;, considéré comme une fraction ration-
nelle en p.

Premiére condition d'unicité

Un systeme continu non Lindaire a non Lindarnité séparable d'ondre q
dont La partie Lintaire est définie parn sa gonction de trhansfert W(p)=§%§% s
possede La propnidte d'unicité de La niponse 84 Les conditions suivantes
sont vernigiees :

1} Les polynimes R(p) et Q(p) de degnis nespectivement égaux &
q et (q-1) , ont des nacines néelles et distinctes.

7) Le §iltrne Linaine W(p) est entiernement défini par sa courbe
de gain dont Le diaghamme asymptotique est constitué par des segments de
pentes successives 0, -20, 0, -20,... db/décade

3) Le gain instantant de La non-Linfanite £ est supirieur &
L' inverse de gain statique de W(p) changé de signe.

En effet, le systéme étudié (figure 2-1) est régi par une &quation d'état non

linéaire décrite par la relation (2-1)

T

(2-1) {; Ax + b f(g)
ce=¢e -C" x
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e +>®e O 203 E x

(figure 2-1)

L'écart entre deux réponses du processus soumis & une entrée
donnée est caractériséd 3 1l'instant t € G par le vecteur y(t),
d'ordre q, dont 1l'évolution est régie par le systéme différen-
tiel (2-2):

° *
(2-2) v = (A-b CTt%).y
Le choix d'une représentation particuliére (Annexe I) permet de

décrire le systéme (2-2) sous la forme

o]
(2-3) y = M. y.

: B S _ * -Q(-X.) --x ) T
S S N s U i S L
aq q q q
PHA;
M= (R(p) ) P,
pHA
( R(p) Zﬁlq_

Q(p) et R(p) sont (1) des polyndmes en p de degrés respectivement

égaux & (q) et (g-1) et dont les racines sont réelles et distinctes



- 26 -

- = q q-1
(2-4) Q (p) Sy P * 8P * ...+ 5p¥]

(1+11p)(1+T2p)(...)(1+qu)

_1 —_
(2-5) R(p) = p¥ " + o1pq e +...+0q_2p +0

(p+k1)(p+A2)(...)(p+xq_1)

g-1

La fonction de transfert du filtre linéaire étant entidrement
définie par sa courbe de gain (lieu de Bode) (2) ses pdles et

ses zéros sont tous négatifs,

Si cette courbe de gain est constituée dans le diagramme de Bode

(2) par des segments de pentes successives 0, -20, 0, -20,...

les pdles et les zéros de W(p) sont done disposés comme suit :
1 cese 1

(2~6) 0 < — < A1 < — < <\ _1< -

1 2 d q

c'est-3-dire que les deux polyndmes R(p) et Q (p) forment une

paire positive /30/. Il en résulte les inégalités

~(p+2;) @ (p)
R(p) p=-A

(2-7) ( > 0 ¥ie {1,..., q-1}
L'unicité de la réponse du processus initial (2-1) est assurée
1'équation aux écarts définie en (2-3) correspond & un systéme
Nous avons vu au chapitre I qu'il suffit pour cela que la forme
dratique yT(M+MT)y soit définie négative.

Or la matrice M peut &tre rendue (2-T7) symétrique et d éléments
non diagonaux positifs & partir d'un simple changement de base

de type diagonal. L'application de la condition de Kotelyanski

si
stable.

qua-

sur la nouvelle représentation ainsi définie donne alors la condi-

tion suffisante d'unicité
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(2-8)

D'autre part si nous considérons ng% comme une fraction ration-

nelle en p, la décomposition en éléments simples de celle-ci donne :

-1 (p+r.)a(p)
} alp) _ } 1 [ PThRP
(2-9) R(p) qu * Sq—1 01Sq * i§1 D+A, ( R(p) P__A

En remarquant que :

T (per.)alp)
(p) _ p+};)alp
(2-10) ( R(p) )p=0_ Sq—1_01sq * z ( AiR(p) ) P=_Ai
i=1

la condition (2-8) se réduit a4 1'inégalité :
1 * (Q(p)

2-11) 7 |f + 2 ¢ >0

( ) Sq [ (R(p) )p=é}

1

=0 A A...A

les quantités : S = T1.1,...T_ et (QLRl.)
q qQ R(p) b 12 g-1

12

étant (3)positives, si en plus =*(x) > 0, ¥ x eRY, la relation
(2 = 11) est alors toujours vérifiée.

Exemple d'application

Soit le systéme continu (figure 2-2) régi par une équation aux

écarts non linéaire décrite par la relation :

-3 - 15¢" /3 /3

2 2

y= | /2 -2 0| v
R 0 -

2
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Les conditions de Kotelyanski appliquées 4 la matrice régissant

1'évolution du vecteur écart y s'expriment sous la forme :

-3 =15 £* /3 /3

2 2

ou plus simplement

1 * 1
—_— + = 2 >
T [f 2)&] c >0
15

Le processus considéré posséde donc la propriété d'unicité si le gain
instantané (la pente en tout point de la non linéarité) reste supérieur
& (~0.125)
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e + £ ML fle) 1

. (1+p) (1+ 3p) (1+ 3p)

(p+2) (p+k)

£(e)

Csu ¢ £ > -0.125

Diagramme asymptotique de

(p+2) (p+h)
wip)| =
[te)] (1+p) (1+ g)(wg)

(figure 2-2) - Systéme & déphasage minimal

WS

-



_30_

2.2. Systlme & déphasage non minimal :

Le résultat précédent suppose que les polyndmes R(p) et Q(p)
forment une paire positive /30/. Nous proposons dans la suite de cet
exposé une condition suffisante d'unicité, qui s'applique & une classe

plus large de processus.

Théoréme I :

Un systime continu non-Linéaire a non Lindarnite séparable
(f4igure 2-3) d'ondre q dont La partie Lintaire est déginie par sa
gonction de trhansgert W(p) = BLEL, possede La propriete d'unicite

Q(p)
de La néponse &4 Les conditions sudivantes sont venigites

(1) Le polyndme R(p) admet (q-1) nracines distinctes rielles
négatives.
1

(2) Les nésidus nelatifs aux diverns poles de

W(p) éont
négatigs.
. . o 1
(3) La somme du gain instantani de La non-Linéanite et de (WTET
est positive.
x
e @ £ NL f(€) 3 q—1 1 5 ~
_ qu +Sq_1p +...+82p +S1p+1

(p+k1)(p+X2)(...)(p+kq_1)

(figure 2-3) sq >0 , A > owie {1,..., g-1}

)

p=0
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Le théoréme I généralise la premidre condition d'unicité. Il pro-
pose une condition pour les systémes dont la partie linaire peut &tre &

déphasage non minimal.

En effet, 1'équation aux écarts du processus considéré admet ure repré-
] P

sentation matricielle symétrique et & &lémerts non diagonaux positifs si

les résidus relatifs aux divers pdles de W(;) sont négatifs

(p+1,)a(p)

(2-12) (u—_§757_—-)p=-ki

<owvie{1,...,q-1}.
Comme précédemment, en appliquant la condition de Kotelyanski & la matrice

défrinissant 1'évolution du vecteur écart, il vient la contrainte :

(2-11) [f* + (Qip-)—)p:O] 3 ¢ > 0.

1
q R(p)

ce qui démontre le théoréme I.

a) Le théoréme I ne précise aucune condition sur les pdles de W(p).

Ils peuvent &tre aussi bien positifs que négatifs, réels ou imaginaires.

b) Si nous disposons d'intégrateurs purs dans la chaine d'action du
servomécanisme, 1l'application du théoréme I précise une contrainte

sur le gain instantané d'expression simple.

En effet le processus & retour unitaire, par exemple, dont la

- _p*0.5
p(1+p)

possé&de la propriété d'unicité de la réponse si le gain instantané de la

pértie linéaire est définie par sa fonction de transfert W(p)

non linéarité est positif.
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Exemple d'application

Afin de préciser le mode d'utilisation de ce deuxiéme théoréme,
envisageons le cas d'un syst@me asservi du second ordre (figure 2-4)
dont 1'évolution du vecteur écart est régi par 1l'équation différentielle

vectorielle du deuxiéme ordre :

[ 0.5-5* /3

L

[o]

/3 s

. -

l'application du théoréme I conduit & la condition suffisante d'unicité

0.5-¢" /_% ]
(-1)2 3 ¢ >0
Soit [f* + Lé%%l by c >0

Le systéme &tudié posséde donc la propriété d'unicité si la pente

en tout point de la non-linéarité reste supérieure a 2.
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x
£ ML f(e) 21 5
p -1
p+0.5
f(e)
A
=~
”
csu s 2

(figure 2-h)

Systéme & déphasage non minimal
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2.3. Cas_des systémes_asservis_admettant une représentation matricielle

2.3.1, a° R(g) < g3° q :

Nous allons d'abord envisager le cas pour lequel la partie linéaire

du filtre admet un nombre de zéros inférieur au nombre de poles.

Théoréme II

Un systeme continu (figune 2-1) non €inlaine & non Lin€anite
s8parable d'ondre g dont La pantie Linéaire est défjinie parn sa fonction
de thanspent :

R(p) R(p) .
W) =gy = Grrip) Oerge) ooeoe OeTp) 2 a E(p)] <4

possede La propriézé d'unicité de La néponse 84 Les conditions sulvantes
sont vendiqdies :

(1) 1y >0 ¥i=1, g1

(2) + (1+ <-<173“’> %) > 0
% WP) peo

-t*(p+ L) (p+ TIR(p)

(3) = = ) >0 ¥i=1,q1
Qlp) p= - —

Démonstration

L'évolution de 1'écart entre deux réponses du processus &tudié
est caractérisée 4 l'instant t € 2: par le vecteur y(t) qui vérifie

(Annexe I) 1'équation vectorielle :



[ 1 1 7
;P x (p* 75) (p+ 77)R(p) B
(-=—-=) ... =-f£( )
T S 1
Q q Q(p) p=- =T
1
1
1 -—_— 0 0
Ti \_\\ .
. 0 .
(2-13) ; = 1 \\ - T_1-
\\\ i
. T 0
1
1 e o S — ———
I 0 0 T3

Si
¥ie {1,...,q9-1}
(2-1k) (p+ =) (p+ ==)R(p)
EY 1 q
-t Q(p) )p= - -T1— ? 0
1

la matrice représentative du systéme asservi non linaire (2-13) a ses
é1éments non diagonaux positifs. Nous pouvons donc appliquer le critére
de stabilité pratique de J.C Gentina et P. Borne /28/29/ pour vérifier

la convergence asymptotique du systéme aux écarts (2-13).

Les pbles de W(p) étant négatifs, une condition suffisante d'unicité

de réponse du processus étudié s'écrit sous la forme
e ‘] -

(p+ ) (p+ Tp)R(p)
Q(p) )p=

o
v%-iu.-#(
q

0
2

-
L

(2-15) (-1)2 1 > 0

[ B J
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En développant le déterminant précédent, la relation (2-15)

devient :
R(p)
(2-16) l—<1+f*<—ﬁ> ) >0
®q WP p=o

Ce qui démontre le théoréme II.
I1 est possible de remarquer gue les conditions suffisantes
précédentes se simplifient considérablement dans le cas d'un systéme

& déphasage minimal.

Théoréme III

. s i o s S e S e S

Un systeme continu non Linéaire & non Lintanite séparable
d'ondre  dont La partie LinZaire esi définie par sa fonction de
transgent :

Rm(p) (p+r,) (p+x2) (pﬂm)
W(P)= 7t = m g q-1
Q(p) (1+T1P) (1+12p) ceses (1+qu)

possede La propriété d'unicité de La néponse s4 L'une des deux
conditions sudlvantes est vénifile :

(1} . w(p) admet q poles réels distincts et négatiis
. R(p) est un polynome de deghé m = g-1

.
i

1 Ce
. 0« - < A1 < T < A2 ceees < Aq_1 < .
. Le gain Lnstantané % est POSLELE .

q-1

(2) . w(p) admet q poles réels et négatifs (distincts)
. R(p) est un polynime de degné m = g-2

1

.0<'1""<)\ <"1""<.....<)\

T4 1 Ts q-2 < Tq_1
. Le gain instantan? de La non Lindarnité tXest tel que :
Q(p)

- (=) <t¥ <o

R(p) p=0
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Le théoréme II est illustré sur le servomécanisme du second ordre

de la (figure 2-5).

e + € f(e) 1 X '
:{5§;> NL (1+T1P)(1+T2p) -

P+ A
*
cas 1 : T1 = 1 T, = 2 s, A = 0.5 , CBU : £ >0
*
cas 2 : T, = 1, T, = -2 , A = 0.5 , CSU : f < -2
cas 3: T, = 1 T, = 2 A =-0.5 , CSU:0<f <2

(figure 2-5)

Diverses conditions suffisantes d'unicité (CSU) peuvent &tre
proposées selon les signes et la disposition relative des pdles et

des zéros de W(p).

Trois cas sont &tudiés :

- cas 1 : systéme 3 déphasage minimal
1
0 < —
T1 = p+0.5
1 Wip) (1+p) (1+3p)
0 <KX ?— par exemple ¥
« csu: £ > 0
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Nous retrouvons la condition suffisante correspondante de

1'énoncé de la premidre condition d'unicité.

- cas 2 : systéme & déphasage non minimal - pdle instable,

f1
—_— < O
T = p+0,5
2 W) = ) (1-39)
ﬁ 0 < X . par exemple
1 cSU £ <2
0 <-—
. T1
.
- cas 3 : Systéme & déphasage non minimal - zéro instable
(
0 <
1 _ p-0.5
W= ) (1+3p)
40 <-l— par exemple
T2 ' *
C8U : 0<f <2
kx < 0

2.3.2. Cas ou tous les résidus relatifs aux pOles de %%g%-sont positifs

Le systéme étudié (figure 2-1) est régi par une &quation d'état
non linéaire décrite par la relation (2-1). L'évolution de l'écart entre
deux réponses du processus est définie par le systéme différentiel (2-3).
Nous avons vu au chapitre I que l'unicité de la réponse du systéme initial
T
)

(2-1) est assurée si la forme quadratique l-yT(M+M y est définie négative.

2
. . . . 1 T
Pour certaines classes de systémes asservis non linéaires, §(M+M } est une
matrice diagonale ; la vérification de la condition suffisante d'unicité

devient ainsi immédiate.
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En effet si :
o = = (RZé)+A.>)p=—x. » 03 <0 ¥ e {001
i

alors la matrice %(M+MT) prend la forme :

[ S ¥
g - -1 _f
] o 1 sq sq
(2-7) §(M+M ) =
0
0

avec : R(p) (p+X1)(p+A2)(-.-)(p+Xq_1)

o
S
0

q q-1
S p+S +...+S ptl et S >0
q ® Ug-1P 1P Q

vie {1,2,...,9-1}

>
A%
O

La forme quadratique %yT(M+MT)y est alors définie négative si :

*
- > - S
(2 18) f 01 S 1

Le second membre de 1'inégalité (2-18) apparait, d'aprés (2-10) comme
(

le terme constant de la partie entiére de la fraction rationnelle %Tgy,

changé de signe.
D'ol le théoréme IV :

Théoréme IV

Un systeme continu non Lindaire a non LinBarnité séparable d'orndre q
dont La partie Lindaire est définie par sa gonction de thansfgert W(p)= %%%%
possede La propritt?e d'unicité de La rlponse 84 Les conditions suivantes
sont venigdiies :

1) Le polynime R(p) admet (q-1)nacines néelles distinctes et négatives.
2) Les niésdidus nelatifs aux divers piles de %%%% sont Positigs.

3) Le gain instantani de La non Lindanité est suprieur au terme constant
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de La partie entiere de %%i;% , changé de sdigne.

Cette 8tude est illustrée sur un systéme du troisidme ordre

comportant deux pdles instables (figure 2-7).

£(e) 1 x
(1-0.5p) (1-bp) (1+0.5p)

NL

v

(p+1)(p*3)

lp) _ __ 10p+13.75
R(p) - P7*25 * Torn) (p¥3)

£S5 L.25
£ (8)

(figure 2-7) Systéme & déphasage non minimal
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(p+1) (p+3)
1-0.5p) (1-Lp) (1+0.5p)

Soit W(p) = { la fonction de transfert de la

partie linéaire ; le processus admet alors l'équation aux écarts

(o5 - 7 - /1{; - /%_
/—1-_% -1 0 -y
73 : -3

< 0
"

y(t) étant un vecteur caractérisant 1l'évolution de 1l'écart entre deux
réponses du processus pour une entrée donnée.

La forme quadratique

_ -
§.25 - £¥ 0 0
T
y y
0 1 0
0 0 -3

P . N ” - . *
est définie négative si f > L.25.

- 10p+13.75
Oor W(p) = p - k.25 + (o 1) (5+3)

Le systéme proposé posséde donc la propriété d'unicité si le gain
instantané reste supérieur au terme constant de la partie entiére

de W(p), changé de signe.

3 - Cas général — Représentation complexe d'un processus

L'étude de 1'unicité des processus de grande dimension a &été
abordée de deux fagons

- & partir du deuxiéme théoréme de Ljapunov

- & partir des techniques de majoration (transposition de 1l'étude
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initiale de stabilité sur le systéme de comparaison). L'ensemble des
résultats étudiés est donc basé sur l'utilisation des matrices & &léments
non négatifs.

Ces résultats peuvent &tre étendus, sans difficultés, aux systémes définis

sur le corps des complexes.

3.1. Etude de l'unicité & partir d'une fonction_de_Ljapunov

Les systemes continus non Linéaires a non Lindarnité séparable
d'ondre g dont La pantie Lindaire est définie parn sa gonction de trhans-
fernt wW(p)= R(p) , possédent La propriéts d'unicité de néponse s4 Les

Qlp)
conditions sulvantes sont vernifiees

1) Le polyndme R(p) admet (q-1) racines distinctes nielles (ou/et imaginaiies)
et négatives (ou/et a partie néelle négative)

2) Le gain instantant de fa non LinBanits f£* vérnifie La contrainte :

2
(p+X.)Q(p) i
q-1 a-1 {(Réel[(- —————) _ 1%}
* R(p) p=—X
£ > =81 % 5 121(Ki) ¥ 121 Reel(},)
avee @ S> 0
q
R(p) = (p+x1)(p+k2)(..-)(p+Kq_1)
Q(p) = quq+sq_1pq"1+...+s1p+1

Le systlme étudié est régi par une équation d'état non linéaire
décrite par la relation (2-1) L'évolution de 1'écart entre deux réponses

pour une entrée donnée, est définie par (2-2).

Une tranformation lindaire sur le corps des complexes (€ nous

conduit (Annexe I) & une équation aux écarts de la forme



L

la matrice M . est définie dans ce cas par :
S -1 fx
(01_5_3_"_8;)(0‘1)'"(%) ..(otm)(oc;) (aj)-.-(ar'l)...(a£+i8{;)(aﬁ-isﬁ)...(akisg)(az—isg)
(o)) .
(o) Ty
(o) s
(-oy) .
(<a3) =,
(<o) ‘
(a +ig" ) A
(a", +iB,) -Ak
(a" +igy) Ty
(a"'iBE) ;X@
Q(p) = SqPq+Sq_1pq—1+...+S1p+1
avec
R(p) = (p+>\1)(--)(p+>\i)(..)(p+>\j)(..)<p+fk)(p+>\k)(..)(p+Aq_1)
5 -(p*a;)a(p)
(2-20) a; > 0¥ e1={1,..,m} tel que : (ai = (——)
R(p) p=");
. > (p¥h.)alp)
(2-21) o} > 0 ¥j €J={1,..,n} tel que : (aj) = ( ) g=—lj
‘ -(p+x, )Q(p)
(2-22) dﬁ 0 ¥k ek={1,..,2} tel que : (u£+iﬁ£)2 = ( P80
R(p) p=-A
(2-23) q = m+n+ 20+1

[o]
(2-19) y=My

-3 -
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La convergence asymptotique de la solution de 1'équation aux écarts
est assurée si la norme hermitienne v = }Ty est une fonction de Ljapunov,
c'est-a-dire lorsque 1'indgalité (2-2L4) est vérifiée, la fonction C étant
de classe K /40/.

(2-2L) %ET(MJMT)y <-c(llylD

. . 1 . P
Nous constatons qu'il suffit que §(M+MT) alt ses &€léments non

diagonaux (2-19) positifs ou nuls.

-~

Si les racines de R(p) sont & parties réelles négatives, 1l'application
¢ .e condition de stabilité linéaire /28/29/ montre que la condi-
tion suffisante d'unicité de la réponse se réduit & une seule contrainte

portant sur le gain instantané

e
(2-25) (-1)? Qéterminant ( =) >0
avece S *
o _Za=1 _ _f£ Joge0.e0 | 0—=0 Y.
1 8 S
a q
a1 \
. \
: \
o -A.
1 1
M+M™, ' \
a t( 5 )= det a N

o |8
s,

=X,
J
0 \\\
1] \RA —
oy’ Réel( Xk)
o ’ R??l(—kk)
~



En développant le premier membre de 1'inégalité (2-25) ci-dessus,
comme nous l'avons vu au chapitre I, il vient

A Iil ()3 &
(2-26) = - ot——'> —— {

S 18 S . AL

q q q 1=1 1 k=1

cette dernidre relation peut s'écrire sous la forme condensée
p%) 2

-1
* S 4 {Réel [( ]
- Eall _Cgzt, b A

(2-27) §=> oy -5~ +*3 .
q q 1=1

p=

Reel(kl)
d'ol le théoréme V

cas particuliers

Trois cas particuliers du théoréme V ont &té envisagés

a) m = q-1 : les conditions d'unicité du systéme non linéaire correspondent
aux conditions de Kotelyenski appliquées & la matrice définissant 1'évolution

du vecteur écart ;

T e (&r)y g5

S R =0
. (p)'p

ce qui correspond aux conditions d'application du thé&oréme I.

b) n = g-1 : pour assurer l'unicité de la réponse, il suffit que les
éléments diagonaux de la matrice représentative du systéme écart, soient

a parties réelles négatives ;
D'ol la contrainte

1 *
Sq(f - 01Sq + Sq_1) » 0

ce qui correspond aux conditions d'application du théoréme IV.
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¢) mn = g-1 : la condition (2-27) devient :
n
1 * (p) Q(P)(P+>\i)
(2-28) 55+ GoYp=o) * L G FEE ey

i=1

Afin d'illustrer cette &tude nous allons étudier divers cas sus-

ceptibles de se présenter pour un processus du troisiéme ordre.

1) Soit le systdme 3 déphasage non minimal représenté ci-dessous :

e € £(e) - X

p3

(p+1) (p+2)

(figure 2-8) csu : f > L

I1 admet 1l'équation aux écarts :

3 - 1 2 /2
o
y = 1 -1 0 Y
-2/2 0 -2

3-f 1 0

T

y 1 -1 0 y
0 0 -2

est définie négative c'est-d-dire que si le gain instantané f est
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supérieur 3 4 (2-28).

2) Le cas ol W(p) admet des zéros complexes est &tudié sur le processus

du troisidme ordre défini par le schéma bloc de la figure (2-8)

e + £ £(e) 1 x
7 NL (1%0.5p) (1+p) (1+2p) >
p2+p+1
(£i 2-8) W(p) = (p=J)(p- je)
2igure =2 WiP) = T930.5p) (1+p) (1+2p)

Pour analyser la propriété d'unicité, l'application du théoréme V nous

améne 8 l'étude de la forme hermitienne :

¥ @ -0.5 0 y
/3
I - 0 —0.5‘

Celle-ci est définie négative si le gain instantané est supérieur &

(-0.768)

En application des techniques de majoration, /21/28/29/31/ ou de

transposition de 1'étude initiale de stabilité sur un systdme de comparai-
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son contracté, il est possible de proposer une condition suffisante d'uni-
cité des systémes asservis non lin€aires. Celle-ci s'exprime sous la for-

me des conditions deKotelyanski appliquées & une matrice pseudo-majorante.
I1 vient le théoreéme :

Théoréme VI~

Un systeme continu non Lindaire & non Lindarnité séparable d'ordre
q dont fa partie Lindaine est définie par sa fonction de transfert W(p)= %—Eg—;—
possede La proprlete d'unicité s4i Les conditions sont vénigiies :

(1) W(p) admet q polesdistinets : - TcL - 4 dont Les (q-1) premiens

sont a pantie néelle négative. ! 4

* 1 1
) -1 _(fIP +E)(p+}—i)R(p))

: = -
(2) & > meer(- 1) + I Q(p) B2
q qQ i=1 Réel ( )

£
T.

i
Nous allons traiter maintenant un exemple permettant a la fois

d'illustrer les techniques de majoration et d'appliquer le théoréme pré-

cédent.

Soit le systéme continu non linéaire du second ordre dont 1l'évolution
du vecteur écart y = Ey1, yQ}T est définie par 1'équation différentielle

- e

£* (- -11—1)
L 3
1 __£ -
o T2 T‘]TQ T1 T2
y = ¥
1 -
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Le choix du vecteur de comparaison z : z = [ly1|, IyQIJT, nous
conduit au systéme majorant

—

*
. ¥ (a- _1_)
£ 1 T
~ - Réel(;—ﬁ ‘- P a—
T1To 2 T1To
a
at? < e
. 1
1 Réel(- —)
kS

La stabilité asymptotique du systéme initial est assurée si les
conditions de Kotelyanski appliquées & la matrice pseudo-majorante sont
vérifiées.

D'ou les contraintes :

Réel (- —) < 0

\ T]
* T,T
-[f'r > Réel(— ?1_) + ______1_21—_
L Tt 2 Réel(+ —)

4 - Méthode d'exploitation systématique des résultats précédents sous forme

d'un algorithme numérique

Les théordmes précédents sont d'application particuliérement
simple dans le cas des systdmes de dimensions réduites.
Nous allons maintenant, afin de faciliter l'approche des processus de
grandes dimensions, envisager une méthode de recherche systématique de
conditions suffisantes d'unicité en utilisant les résultats précédents

sous forme numérigue.
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L'algorithme proposé correspond aux organigrammes représentés sur
les figures (2-10-a) et (2-10-b). Il analyse l'unicité successivement &

partir des deux modes de représentation utilisés précédemment.

Le premier test, issu de la diagonalisation partielle de la partie
linéaire de la matrice régissant 1l'évolution du vecteur écart, par rapport
aux zéros (—Ai), ¥i = 1,q~1, de la fonction de transfert W(p) = %?%%, trai-

te les trois cas correspondant & la premiére condition suffisante d'unicité

et des théorémes IV et V.

La diagonalisation partielle par rapport aux pSles de W(p), - —Ly

T
¥j = 1,0, est appliquée (théoréme III) chaque fois que le premier test?

ne permet pas de conclure relativement & 1l'unicité.
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Notations

-A.

i
_ 4

T.

J

Q(p)(p+ki)
() ___A

R(p) p=-

i

(p+ 13) (p+ Tp)R(p)

- (@lp)y

R{p

r
P
. (- COND(I)) _ (Q(P))

1=1

GTSq

q-1

s L

i=1

)

) e L

p=0

-S

s R(p)
q-1

1

(Réel(COND(1I))2)

p=0

2

Réel X.
i

e



Lecture des données Q{p) , R{p)
minimum £* = DERNL

N

Calcul des racines de R(p)
LaMBDA (I) , 1= 1, g-1

¥I=1, q1
LAMEDA (1) réels

non

¥ I=1, g1
Réel (LALBDA(I)) < O

non

non

coup (1) <

(DERKL = SO123:(3))> ©

Luon

non non

Ok

Le processus posscde la

prepriété dtunicité

LILLE
N -
Pipure {(0=10-n)
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Calcul des racines de Q(p)
UN/TO(J) , Jd=1,q

cas IV
UN/TO (J) > O
¥Jd =1, g

(DERNL % COND2 (J)) > 0

nen

figure (2-10-b)




5 - Conclusion

La définition de deux modes de représentation particuliers
nous a conduit & présenter un certain nombre de résultats concer-
nent 1'étude de l'indépendance du régime forcé du processus vis &

vis des conditions initiales.

L'utilisation des travaux de Laurent et Maizidres /7 /,
Ljapunov /40/ et Kotelyanski /30/ nous a permis de mettre en évi-
dence plusieurs conditions suffisantes d'unicité qui s'expriment
3 partir des caractéristiques de transfert linéaires et non linéai-
res d'un processus. Parfois, ces conditions s'interprétent simple-
ment sur le diagramme de Bode de la partie linéaire du systéme.

Les résultats obtenus s'étendent, sans difficulté, & une classe

plus vaste de systdmes en utilisant la notion de systéme majorant

/2897 .

Afin de faciliter 1'approche des processus de grandes dimen-
sions, nous avons présenté une méthode d'exploitation systématique

des résultats précédents sous forme d'un algorithme numérique.

L'algorithme proposé permet, en plus, d'envisager 1l'étude
des variations des performances des systémes asservis en fonction

des paramétres de correction.
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CHAPITRE 111

Extension aux cireudts couplés.

1 - Introduction

Des conditions de stabilité d'expressions simples ont
déja été établies en ce qui concerne le cas de plusieurs sous.
systémes couplés. Les travaux qui ont &té effectu€s sur ce sujet
/5¢/51/ sont bas€ s, pour la plupart, sur l'utilisation de la
méthode directe de Ljapunov. Les plus récentes /52/53/ , seulement,
développent des conditions portant sur la structure de couplage

et des propriétés des sous systcmes.

Dans ce chapitre nous considérerons un couplage particulier
- . - . 7 .
de deux sous systémes continus non lin€aires afin de determiner des
conditions d'unicité qui dépendent, d'une fagon explicite, des

propriétés des sous systémes et des paramétrés de couplage.

Celles-ci sont généralement de vérification aisée, en
particulier lorsqu'elles se raménent & un des cas étudiés dans le
- . . - - . . i . .
chapitre II ; elles constituent ainsi un outil interessant & utiliser

lors de la synthése des asservissements de ce type.
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2 - Description du processus &étudié.

; f’;’ b

Le systéme particulier qui nous intéresse est représenté par

P

le schima bloc de la figure (3-1). Des systémes similaires ont déja &té

étudiés par Harris et Clamroch /27/. Il comporte deux entrées u, et u

1 2
et deux sorties Y, et Yob les fonctions de transfert de la partie
linéaire sont définies par W1(p) et We(p); les paramétres b,, et b, sont

deux constantes; ¢1(e1) et ¢2(e2) représentent deux non linéarités sens
mémoire, fonctions des variables respectives e, et e,, et ne dépendent

pas explicitement du temps.
° T
i = A. .+ . . .= C.
51 X A1 X, b1 v, , Y Cl b

est une représentation minimale de Wi(p), i =1, 2, une description

mathématique du systéme (S) est donnée par :

T
¥y = € oxy
vy = o,(e)) + by, e
€ = 4 TV

(3 -1) (s) <
[+]
X, =A_ _X_.+ Db,V
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NL

W, (p) Y4

Y

21

NL

$,(e,) v
é 2 2 W2(p)

Y

(figure M-1) Systémes couplés
s
uue
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3 - Etude de l'unicité dans le cas d'un couplage linéaire.

3.1. Généralités.

Nous développerons dans ce chapitre des conditions suffisantes
d'unicité de la réponse du systéme décrit par (3 = 1).
Notons d'abord que tout systéme admettant une description per

un schéma bloc semblable & (3 - 1) peut 8tre considéré comme formé de

deux systeémes monovariables.

Ainsi si b12 = b21 = 0 les sous systémes (Si) :
(O
x.= A. x. + b, v.
i i'i
y. = CT X
(si) : 1 : i = 1' 2
Vi = egleg)
\_el YT

ne sont plus couplés et peuvent €tre analysés séparément et simplement
en utilisant les €noncés proposés dans le chapitre II. Dans le cas
général, pour étudier l'unicité, nous associerons & (S) le systéme
écart (4S) décrit par un modéle mathématique également non linéaire et

défini & partir de deux réponses quelcongues de (S), soient (x}, x;)T
2.7
2)

et (x?, X

La converrence asymptotique du systéme aux écarts (4S), dont
2 1 2.\T
1 s Xp T Xp) _
réponse pour (S) dont 1l'état est défini par le vecteur (x1, xe)l.

1'état est défini pary = (xl - x , implique l'unicité de la
Les résultats obtenus dans le chapitre II concernant l'analyse
des systémes monovariables appliqués & (Sl) et (82), associés 4 un choix
adéquat d'une représentation d'état du systéme aux €carts (AS) nous ont
conduit lors de la recherche de conditions suffisantes d'unicité de la
réponse du systéme (S) & distinguer les contraintes sur le couplage, des

conditions définies sur les sous systémes (81) et (82) pris isolement.
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Il est intéressant de noter que les parametres de couplage

n'apparaissent dans la recherche de conditions suffisantes d'unicité

12 ° b21)'
Si dans le premier résultat, qui va &tre présenté, la

que par le produit des coefficients de couplage (b

condition de couplage se raméne & l'étude du signe de ce produit, le
second résultat montre que l'unicité du systéme est fonction de la
"totalité" des interactions, et donc de la structure globale des deux
sous systémes couplés.

Des exemples avec valeurs numériques particuliéres sont

présentés pour illustrer les résultats obtenus.

3.2. Systéme formé de deux sous sysiémes & déphasage minimal

Les conditions suffisantes de non démultiplication de
fréquence obtenues au chapitre II, & partir des caractéristiques
fréquentielles de la partie lin€aire du processus, dans le cas des
systdémes monovariables, nous ont conduit dans le cas des systeémes
multivariables, et plus particuliérement, des systémes admettant
une description par un schéma bloc semblable & (3 - 1), & des

résultats analogues.

3.2.1. Le produit de couplage bjobpjy est négatif :

Théoréme VII

Soit un systeme (8), décnit pan Le schéma bloc de La gigure
(3 - 1), forme de deux sous systames (5.) et (s,)

- ¥i=1, 2 Le sous systeme (Si) esz d'ondre g (Sq. > 0)

- La partie Linéaire de (Si) est définie pan sa fonction
de transfent Wi(p) = Ri(p)/Qi(p) telle que Les deux podynomes Ri(p)
et Qi(p) fomment une paire posditive /30/.

Le produit des coefficients de couplage étant négatif,
L'unicite de néponse du systeme (S) est vénigiee 84 Les deux soud
systemes (s,) ek (S,), pris isolément, verifient Les conditions de

validite du théoneme 1.

couplis tels que :
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Démonstration :

)T

Le systéme étudié (S) défini par le vecteur &état (x1, X ,

2
est décrit par la relation (3 - 1). Le systéme aux &carts (AS)

correspondant est régi par le systé€me différentiel suivant :

/
[+] [+
x - x° = A. (x? - x7) + b, (v1 - v?)
i i i 71 i YVl 1
1_.2_ 7,1
vi vy = ey (g ooxg)
v? - v? = ¢ (e1) - ¢ (e?) +b.. ( 1. 92)
4 i 1 i 11 ij J J
(3 - 2) 1 2 _ 1 2
ei ei" (Ji yi)
1i=1=2 3 =2
1=2==>J=‘]
"
En posant :
1 2
o.(e.) - ¢.(e%)
+ iti il .
¢i = 3 3 ¥i=1, 2
e. - e
i i

il vient une représentation matricielle M de (AS) (3 - 3) qui fait
apparaltre les équations aux €carts relatives aux sous systémes (S1)

et (82)

it

M
M

11 = A -0 C
op = Ay 7B, C

¢
®

il
N Hs 13
N -

Le couplage entre (81) et (82) est alors défini par les matrices
My,(qxq,) et M, (axq,)

T
My, == by, (v, 02)

12
- _ T
Myy = = by (b, C7)
Il vient : r
[
Yy = M
G- < - _
M M
M = 11 12
M21 M22




..6]-

0 0
0 0
0 m .
(3-3)
’ Q——0 m
Q,+1,a,%q,
I
i
!
0 i
]
I
I
~,
m
\\\ q1+q2_19q1+q2
\\
~
0 Om m veoell m
+ -
44%9559y 24*d,>a,H! Qta,q tam Ta,te,5,0,%,
Dans ce cas précis, les &léments de la matrice M(mij) sont
définis par :
(. A ¥i=1,q,-1
i 1= 1,
S %
01 - q1 1 - .?-1_ 1=
q,-1 5 S 4
1 44 44
(3-1) m; o= J e
- )‘i-q1 ¥i= q1+1, q_1+q2—‘|
S -1 ot
e _ %' %L,
% -1 S S 4174
2 4 4
.
z'/ ’6\\3* \:Z

ae

T
R
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4 1 1
(p+ki) Q,(p) >
(- =% (p) ) 1 J=aqp, ¥1=1,q,7-]
q, 1 p=-A,
1 1
mji J = a5 ¥1=1, q1—1
]
(12 "21,7 - .
1 12
(3-5) mij= <-—m 1 = ] = +
2
- (p+A% ' 1
P 1—q1) G, (p) 1 | .
(—s5 R,(3) ) 2 1=qtg,, V) = q 1, g +q,1
T 129yt 5 ¥ 0= gty gptgmd

L'unicité de la réponse du processus initial (3-2) est assurée
si 1'&quation aux écarts (3-3) correspond & un systéme stable. Nous avons
vu au chapitre I qu'il suffit pour cela que la forme quadratique %-yT(M+MTYy
soit définie négative.
L'application de la condition de Kotelyanski sur la matrice
% (M+MT), diagonale par blocs, symétrique et & &éléments non diagonaux

positifs, donne la condition suffisante d'unicité (3~6) :

= _1
(Vi 1, 4,

= qqtl, g+,

.

ii

/\
(____.
<
e
L

(3 - 6)
(-1)%1 Géterminant (M11) >0

(-1)%2 déterminant (M22) >0

Ce qui correspond aux conditions d'epplication du théoréme I
aux sous systémes (S1) et (82).
Ainsi la propriété d'unicité de (S1) associée & celle de (82),

assure la propriété d'unicité pour le systéme (S) & la seule condition :

b12 b21 <0

Ce qui démontre le théoréme VII,
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3.2.2. Le produit des coefficients de couplage b12b21

est Positif.

Le théoréme qui vient d'@tre présenté ne s'avére plus applicable
lorsque le produit des coefficients de couplage est positif. Il convient

alors d'envisager l'application du théoréme suivant :

Théoréme VIII

Soit (8) Le systeme continu non Linéairne de La figure (3-1},
composé de deux dous systemes monovariables non €L neaines (81) et(sg)
couplés avec Les parameines b'.., et P'sq-

Le systeme (S) possede £a propriéte d'unicdté 84 Les conditions
sudvantes sont vérdigiées

(1) ¥. =1, 2 £e sous systeme (8:), d'ondre q; , est tel que sa
partie Linlaine est définie parn sa fonction de transgent :

R; (p)
W, (p) = 5:-(-1;; s
Les deux poliynomes Ri(p) et Q, (p) fonmant une pae positive - (sq' > 0)
' 1
N Q,(p)
(2) (e, +§'1‘(p—5' _)>o
p=0
x %) . (D) ‘
(3) (e," + (ﬁ—l—@-)p:()) (o," + (W)pm) - b, b, >0

Démonstration :

La démonstration du th@oréme VIII est analogue & celle du

théoréme VII.
En effet, 1'€tude de l'unicité se raméne & celle du cas pré-

cédent en posant :

(3-1)
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I1 vient alors les contraintes :

¥. =1, ¢q-I
(1°. m, < 0 . !

¥iT a4yt

(3 -8) <2° (- 1)% aéterminant (M..) > O
11

+ . ;
39, (- 1)%17% géterminant (M) > O

L ,

En développant les différents déterminants, les inégalités

(3-8) deviennent :

- ¥, =1, q -1
v mii “° {Vl =9q +?1 q,*q
i 7 4T
(3-9) (2% ¢ * 4 (Q1(p)) >0
1 mp=o
. (0%« (51;2;) ) (0.% + (Q2(P)) ) =b' b'.. >0
L R 0 2 R, o) o 12° 21

Ce qui démontre le théoreme VIII,

Exemple d'application :

Cas de_deux systémes_du second ordre couplés

Afin d'illustrer la mise en oceuvre des théorémes VIII et IX,
envisageons le cas d'un processus multivariable correspondant au schéma

de la figure (3-2) :
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+ 1 1 P+ A Iq
g < N L > (1+’clp) (1+2,p) >
sy b
| |
|
Pp+tu Yo
N L
O | (1+T,p) (1+Tp)
R, (p)
1 P+A
W, = = 0 < =< A < =
(81) 1 Q1(p) (1+11p) (1+12p) < T <A< 1,
R, (p) .
. - _2 P+p 1 1
(s.) W, = = 0 < =<y <=
2 2 Qz(p) (‘I+T1p) (1+Tp) T, T,
Fiqure (3-2)

I1 vient une représentation matricielle M du systeme aux

ééarts de la forme :

(%)

s



> .
a) b21 b12 0 :

Les matrices M11 M

La matrice M est symétrique et a

- A
Mg =
- Q,(=2)
( 1
T
_
0
Myy =
0
positifs
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=

= bC

T
= by, (b))

12 M21

et M

Ao N

€léments non diagonaux

L'unicité de la réponse du processus (figure (3 - 2)) est

assurée si la condition de Kotelyanski appliquée & la matrice

1

5-(M + MT)

1+2 0550

1

(1 + 2 ¢f) (14 0

N

*
2

) s

p

b

, égale & M, est vérifiée, soit :

b12>0

T % T
1 P b1C2)
T %
A, = b Co00
s'expriment alors par
1 i
-Q,(=2) =
2, oo
12 o
12
% 1
o % o L12b21)2
2 172 T,
et L e et
B 1
. Qg( u))2
I,
M
22 1 ‘ *
-— - — ‘+1
: Qz( u))2 T *T, o,
T2 R T,T
L
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<
b) b12 b21 0
I1 vient la nouvelle représentation matricielle M' du systéme

”
aux écarts :

— ——y
L

My M2
M! =

M! M

21 22 _J

avec

0 0 0 0
' = '
Mo I | Mot o e b 1

10T, _J 1,701,

La matrice % (M + MT) est alors de la forme :

K -

11
1 T
5 M+ M) =

22

L'unicité de réponse du systéme global est assurée si
chacun des deux sous systémes composants posséde cette m@me propriété;

clest & dire si :
1+>\o’1:>0

L1+u¢;>o

-~

I1 est 4 noter que dans les deux exemples qui viennent d'€tre

présentés, 1'application des théorémes VII et VIII ne nécessite pas la
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détermination explicite des matrices Mij d'old 1l'intérét de la

méthode.

3.2.3. Interprétations graphigues :

Les deux derniéres conditions suffisantes (théoréme VII et VIII)
relatives & 1'étude de 1'unicité des systémes couplés peuvent admettre
une interprétation graphique simple.

En effet, pour que les conditions d'application du
théoréme VII soient vérifiées, il suffit (figure (3 - 3 - a)) que
les zéros de wi(p), ¥ i = 1,2, solent négatifs et que ¢f et ¢;

restent & tout instant dans le domaine GO) (non hachuré)
b 4
).

défini dans le plan (4>f, o

N

v &1 >
.
/ -

// /

Figure (3 - 3 - a

De méme, pour le tnéoréme VIII, la propriété d'unicité est
assurée (figure (3 = 3 - b)) si les zéros de Wi(p), ¥ i=1, 2 sont
négatifs et si o* et ¢* restent 3 tout instant dans le domaine (J')

1 2
(non hachuré) défini dens le méme systéme de coordonnées que ()
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Figure (3 - 3 - b)

3.3. Représentation complexe de deux_circuits couplés.,

Les résultats précédents concernant 1l'étude de 1'unicitéd
de deux systémes & déphasage minimal couplés, peuvent €tre étendus
au cas ou les systémes admettent des représentations complexes.

Le processus non lin€aire est d€crit par 1'équation

d'état (3 - 3) :

[+
Ng M.y

M

(mij)

P

Les €léments de la matrice caractéristique du systéme
peuvent etre ré€els ou imaginaires.

Dans le cas de couplage de deux systémes (SI) et (82)
qui sont régis par des &quations différentielles du type défini

au paragraphe (2.19), chapitre II, les &léments de la matrice

%-(M + ﬁT) : m'ij , sont alors définis par les expressions ;



(3 - 10)

(3 =11)

n.

m'..
ii
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(Reel (- x;) ¥yis=
S *
S 1Y -
q.~1 '8 S 4
! 9 94
ﬁ Réel (- Af) ¥ i
S *
2 L' % :
g 1 S S
L 2 9 4p
1
( - (p+ 1)) () 1
P 1 .
(Reel ( S R1(P) P = =) 2
a4
m..
ji
MRS PICY ';f
(=% 81 by, by >0
4 9
;
b, b, =
12 %21, 2 X
( S5 ) si b,, by, <0
4 9
mji s1 b12 b21 >0
| - mji s1 b12 b21 <0
E
-(p +A )Q2(p)
1
(Réel - 2
S R.(p) P =-A_
q2 2 1 q1
m..
Ji
\\

[ VY

J=q,, ¥i=1, g~
Jo=a,, ¥ =1, q.-1
i ; Q1’ j = Q1+q2
1= q" J = q1+Q2
1= At

¥j = q+, g te,

i=q*q;

¥J o= qqtl, gt
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L'application du théoréme V, indique que l'unicité de

réponse du systéme (Si)’ i=1, 2, est assurée si :

d .
Réel (- A7) <0 ¥i=1, 971
l a ) 1
(3-12)9(-1) * 8g; > 0 G -eelge) 22
ql . s (Reel( R,(P) )p=__>§])
avec (~1) " Aq, = ¢, + Sqi-1- sqi°1 - i
e T Réel(xj)

Cette étude de 1l'unicité pour les systeémes composants (51) et
(82) nous conduit & 1l'énoncé du théoréme IX établissant une condition
suffisante d'unicité pour le processus constitué par (S1) et (82)

couplés :
Théoréme IX

Le processus (S) constitue de deux systemes (5.) et (S,),
définis au paraghaphe 3 - 1 (chapitre 11), couples avec Les paramelres
b‘gu b, possede La propriéte d'unicité 8i L'une des deux conditions
sulvantes est venigiée

(1) (1-1 v <0

12 b21

(1 -2) Les systemes (S,) et (S,), pris isofément, verifient
Les conditions d'application du théoneme V

(2) {2 -1) Le systeme (s
du théoneme V

) venifie Les conaitions d'application

{2 - 2) Les panties néetles des zénos - A?:,,v j=1, a1 de
La gonction de transfent de La partie Lindaine de (S,)
sont negatives
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9%, A A
(2 -3 o0c¢< b, b, < (=1) 1, q,

Démonstration :

La méthode utilisée pour définir les deux conditions
suffisantes d'unicité proposées par le théoréme IX est semblable &
celles utilisées pour démontrer les théorémes VII et VIII.

En effet, dans le cas ol le produit des coefficients de

couplage est positif, la propriété d'unicité est assurée si la matrice

1
2

- - - 1 —JI| ~. ” ”
ce qul est possible car la matrice 5’(M + M) est & éléments non

disgonaux positifs, donne alors les contraintes

. ,
Réel(-x3)<o ¥i=1,2 , ¥j=1,q-1
P q1
(3 - 13)| (=1) a >0
44
q,tg Pvis

=T e e s . . L. .
(M + M) est définie négative. L'application des conditions de Kotelyanski,

Un systéme d'inégalité é&quivalent & (3 -~ 13) est obtenu en

développant les différents déterminants :

Réel (- AE) <0 ¥i=1,2 , ¥j=1,q-"
4
(3-1)<¢(=1) "a >0
4
a,*q
1742
(=1) 8, " P12 P2 7O
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Ce qui démontre le premier volet du théoréme IX.

Dans le cas ou le produit des coefficients de couplage est

négatif, il vient les contraintes

Réel (- A}) < 0 ¥i=1,2 ¥§=1,q-
EX
(3 - 15) (-1) " aa, > 0
q
2
(=1) ag, > 0

Ainsi, pour assurer l'unicité du systéme (S) il suffit, dans

ce cas, que (81) et (82) satisfassent les conditions d'application du

théoreéme V.

Exemple d'application :

Cas d'un moteur couplé 4 un systéme du troisiéme ordre

Nous proposons de traiter le cas d'un moteur (82) couplé &
) qui admet un mod&le mathématique

un systéme monovariable non linéaire (S1

du troisiéme ordre (figure (3 = 4)).
2
. e, — <b1(e]) + v, pe +p + 1 )
(1+0.5p) (1+p) (1+2p)[ T
- +
bs, LeP
|
1
2 + Vo pt+2
€ p (1 + p) ~

(figure 3 - 4)
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R, (p) (p=3) (p=3°)
(5,) 1% T T10.5p) (1) (1+2p)
R{p)  p*2
(52) o = g0 T B

Deux cas sont &tudiés

~ 8i le produit des coefficients de couplage est positif,

par application du théoréme IX il vient les conditions suivantes d'unicité :
¢} + 0.768 > 0

0 <t < (¢f + o.768)(¢§ - 1)

12 b21

~ Si ce produit est négatif, les conditions deviennent :
-

¢f + 0.768 > 0

%
02-1>0

-~

L - Etude de 1l'unicité dans le cas d'un couplage non linéaire.

Nous avons recherché jusqu'd présent, dans ce chapitre, des

conditions suffisantes d'unicité dans le cas de couplage linéaire de
deux sous systémes monovariables non linéaires. Pour compléter cette
étude, nous proposons un dernier résultat relatif a4 1'analyse de
1'unicité d'un processus correspondant au schéma bloc de la figure (3 -~ 5)
défini par le couplage non linéaire de deux systémes continus non
linéaires (81) et (82) qui admettent une représentation complexe

,févé" (paragraphe 3 = 3 - Chapitre IV)

[ ;
4‘3"‘;“ £
: I3

> e
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+ 1 1
)@ N L w1(p) I
-A
l N L N L
by, (ey)
+ <p2(e2)+ N Y
NL ..ég)____, z
e W2(P) >
y 2 .
(figure 3 = 5)
en posant :
1 2
(3 - 16) ot - byoley) = by,ley)
12 " T2
€ T &
1 2
oo 5 Szaley) = by (D)
21 1 2

il vient 1l'équation aux écarts entre deux réponses :

(3 - 18)

° -
Yy = Wy ’

Nayray x ay%ap)
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y(t) étant un vecteur définissant 1'&volution de l'écart de ces deux

réponses

Les éléments de la matrice N : n; s peuvent €tre réels ou
imsginaires.
. 1 . d - Ll ” e
La matrice 5-(N + KT) , d'€léments nij , beut €tre déduite

. . =Ty e
simplement de la matrlce<% (M + M") définie au paragraphe(3 - 3)

(chapitre III) en prenant :

o~

Co . .
ni, =mi ¥ (i,3) » (J,1) # (a5 qq%a))
(3 -19) <
% *
\ _ P tby
n G.*q,. B +q,,4
%2 2 /5 s 4174204,
L 41 9

Nous remarquons que tous les &léments non diagonaux de

1 el §
= (N +N"), sauf n' et n'
2 qy597%, 44%2,,9,

propriétés des matrices pseudo — majorantes nous permettent alors

, sont non négatifs. Les

d'énoncer le théoréme suivant :

Théoréme X

Le processus (S) constitué de deux sysitemes (s1) et (82).
couplés avec Les parametinres b1?(e2) et b21(e}) non Linaines, posséde
La propriéte d'undiedte de La réponse s4 Les conditions sudlvantes sont

vanigiées :

(1) Le systeme (S,) verifie Les conditions d' application
du théoneme V

(2) Les panties néelfes des zénos, =\E, yj = i, 4t
de La gonction de transfert de La partie dnéainre
de (Sg) sont négatives.

v+ X | 2

(._.12_.2_.21_) < (=1)

q.+q
172 4 a

(3) 0%,
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Démonstration :

Une condition suffisante d'unicité de la réponse du processus
(s) est que la matrice %-(N + NT) soit définie négative.

Or, une condition suffisante pour que cette matrice ait toutes
ses valeurs caractéristiques @ parties réelles négatives, est que la
matrice pseudo-majorante C% (N + ﬁT)), relative & la norme p définie
pm~Mz)=Izlmmc|z|=[|y[,.n.u.” thT,¥z==(%,..“,z¢F,
d'éléments n;j » ¥ 1, j =1, q*q,, soit dérinie négative (3 - 20)

-
" = ' . 3 - - )
"o =l ¥ (i,3), (j,i) # (q1. q1+q2)
(3 - 20) 9 +
v, + b, |
o - J e Pl
ETRL TS G*dpsdy 5 /58
. a, e

Les conditions de Kotelyanski appliquées & cette matrice
pseudo-majorante, dont les €léments non diagonaux sont rendus non

négatifs, comme précédemment, s'exprime par :

Réel (- A7) < 0 ¥i=1,2 ¥j=1,q-1

4
(3 - 20) ) (1) 7 8gy > 0
2
* *

44%; (Joy, * o5y )

(-1) bqy bq, T - > @

! 4

Remargue :
Le choix d'une représentation convenable, dans le
cas d'interaction de type linéaire, permet par ce théoréme de retrouver

les résultats des théorémes €noncés en début de ce chapitre.
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5 « Conclusicn

Les méthodes proposées dans ce chapitre pour 1'étude
de l'unicité des processus interconnectés permettent de mettre
en évidence le r8le des interactions définies entre les divers

sous systémes.

Dans le cas de sous systémes & déphasage minimal,
1l'spplication de la seconde méthode de Ljapunov nous a conduit
4 des conditions qui s'expriment simplement en fonction des
caractéristiques de transfert linéaires et non linéaires de

chacun des sous systémes.

L'utilisation des propriétés des matrices pseudo-
majorantes nous a permis enfin, d'€largir la classe des systémes
concernés, en particulier dans le cas d'interactions de type non

linéaire .
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CHAPITRE v

Etude de La stabilité de centains processus non Linéaines.

1 = Introduction

Les chapitres précédents avaient pour objet la détermination
d'une condition suffisante garantiscant la validité de la méthode du
premier harmonique dans le cas de processus évoluant en régimé forcé.
Toutefois, les conditions mises en &vidence ne font intervenir les
caractéristiques du régime permanent, en particulier, elles ne donnent
aucune indication concernant les propriétés de stabilité d'un processus
fonctionnant en régulateur. Dans ce sens ce chapitre concerne la déter-
mination de conditions particuliéres de stsbilité et leur application
8 la synthése d'un systéme asservi, ainsi que l'amélioration des perfor—

mances d'un processus.
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2 - Etude de la stabilité des systémes continus non lin€aires.

2.1. Définitions :

Les systémes que nous nous proposons d'étudier peuvent etre
rattachés 4 la classe des processus non linéaires fonctionnant en
régime autonome et décrits par l'@quation d'état vectorielle
(Chapitre I, (1)).

(o]
(4~ 1) x = a (x,t) \ q
Vte‘ﬁx(xo,t,to)e% c R
q q
a (x,t) : vecteur d'éléments &, (x,t) : ffl, x G - ~£ﬁL

Nous allons tout d'abord rappeler les principales

définitions que nous sommes amenés & utiliser, le point x = 0

étant supposé le seul point d'équilibre du systéme :
a (x,t) =0 = x =20 ¥t € e

Stabilité asymptotique

Définition 1

L'équilibre du systeéme décrit par 1l'€quation

(4L - 1) est dit stable au sens de Ljapunov

JL0/ si : .

Ve>0etVtoe‘Zf , s (e,t,) > O tel gue

¥ Xy []xoll < ¢ il vient ||x(t, tyo xo)ll <e
¥t>to

Définition 2

* Le point d'équilibre x = 0 de 1l'équation
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(4L ~ 1) est dit atthactif s'il existe un

nombre n tel que :

lim x (xo, t, to) =0 ¥ Xq (!Ixoll <n)
t > -
Vtoe‘i‘;’

Définition 3

—— iy s it e S e S e

Le point d'équilibre de l'équation (4 - 1)
est dit adymploiquement stable au sens de

Ljapunov s'il est &4 la fois stable et attractif.

Stabilité absolue

Les définitions qui viennent d'€tre proposées caractérisent
des propriétés locales, concernant l'origine. Lorsque les propriétés
définies en 2 et 3 sont vérifiées pour toute condition initiale X4
nous pouvons parler de stabilité asymptotique illimitée définissant
ainsi une propriété globale.

Si le systéme converge vers zéro ¥ x € %C :R‘
dcmaine éf est dit domaine d'attraction vis & vis des conditions
initiales, a

En plus si 2? = £RL 1'¢quilibre est absolument stable.

La notion de stabilité absolue implique donc un ensemble
de contraintes relatives aux non linéarités et aux paramétres du
systéme et qui, lorsqu'elles sont vérifiées pour toutes les valeurs

de x et de t, permettent de conclure & la stabilité asymptotique

globale du processus.

2.2. Systémes continus non linéaires & non linéarité séparable

L'€tude de la stabilité est dans un premier temps limitée

aux syst€mes monovariables, l'extension & certains processus
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multivariables, de type interconnecté est ensuite envisagée.
Soit le prccessus de type (4) (Chapitre I, (3 -~ 1))
défini par 1'équation a'état :

o]
X

Ax + b f(€)
(4 - 2)

m
]
!

«

"

La recherche de conditions suffisantes d'unicité, envisagée
aux chapitres précédents, fait intervenir les propriétés de la matrice
(M + MT) avec M = (A - bCfo), f* étant le gain instantané de la non
linéarité. D'une maniére semblable, 1'étude de la stabilité fait
intervenir la matrice £ (t,x) = (& - bCTf+) avec f' = fle)/e
représentant/lorsque cette expression est définie, le gain équivalent
de la non linéarité.

Les conditions de stabilité imposent ainsi des contraintes
sur le gain équivalent de la non linéarité, alors gque les conditions
d'unicité limitent les variations du gain instantané.

Il est donc possible & partir des énoncés des théorémes

relatifs & 1l'unicité d'exprimer des conditions suffisantes de

stabilité.

2.3. Conditions suffisantes de stabilité

Théoréme 1

Soit Le systeme continu non Linéaire monovariable d'ondre
g, & non Lindanite séparable (Chapitre 11, (2 - 3)) dent La partie
non Lineaine est caractinisee porn sdon gain equivalent £ et ta
pantie Linéaire déjindie pan sa gonction de transgert wip) = Rip)/Qlp)
et telle que :

(1)  Le polynime R(p) admet (gq-1) hacines distinctes néelles
et negatives.
(2) Les nésddus nelatigs aux diverns poles de 1/W(p) sont négatifs.
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- S{ E'inegatite :
f+ + ﬁ%—o-y > 0
ey / q . - e p .
est vernijiée ¥ x € 2? c u;l alons £'état d'équilibre x =0
du systeme (Chapitrne 11, (2 - 3)) est asymptotiquement stable.

o e A g_ R
- S{ R'inégalite précédente est venigiée ¥ x € = alons La
stabilite asymptotique du point d'équilibre est globale.

Théoréme 2

Sodt Le systeme continu non Lintaine, monovariable d'ondre
q & non Linéanité sépanable (Chapitrne 11, (2 - 3}) dont La parntie
non Linéaine est caracténisée par son gain équivalent £t et La pantie
Lintaine déjinie pan sa jonction de trhansfent :

Rip) (p+Ar,) (p+2a) (.ove ) (p+2r__ )
W(p) = 2. 1 2 P g , S >0

Q(p) S, pt + S4-1 L +8,p+ 1

telle que R(p) aduet (g-1) racines distinctes neelles (ou/et Lmaginaires)
et négatives (ou/et a parntie néelle negative),

- S4 L'inegalite

2
g-1 q-1 a1
(Réel (a.)2 )
flos s, 2 ) -5 v :
4i5=7 7 ¢ i=1 Réel (A.)
- (p+x.) G(p)
avee © _ = ( = ) ¥i=1, g1
. R(p) p= -A.

1
est venigite ¥ x € é; c RY atons L'etat d'équilibre, x = 0, du
systeme (Chapitne 11, (2 - 3)) est asympioidiquement 8table

b s P P q
- S{ £'inégaliti priécldente est vénifiee ¥ x € 8’ = R atorns La
stabilite asymprtotique du point d'equilibre est globale.
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La démonstration de ces théordémes s'effectue selon un
schéma semblable & celui utilisé pour démontrer les théoreémes
relatifs & 1l'unicité.

Le passage de 1l'énoncé des conditions suffisantes d'unicité
& 1'énoncé correspondant concernant la stabilité, reste valable

dans le cas des circuits couplés définis au chapitre III : les
b 4

gains instantanés des non linéarité€s des deux sous systémes ¢ et
x . . . +
¢~ étant remplacés respectivement par les gains équivalents ¢
s P 1Y

2 1
et ¢2 correspondants,

Afin de mettre en évidence 1l'intérét de la condition suffisante
de stabilité utilisée nous proposons son interprétation relativement
& la conjecture d'Aizermsn, ainsi que ses liens avec le critére de

Porov.
a) Interprétation relative & la conjecture d'Aizerman.

Soit le systéme défini au théoréme 1 ; le choix de la
représentation peut €tre conduit de fagon & ce que le systéme
initial et le systéme de comparaison défini au sens de la norme
vectorielle p(x) = |x| /15/ admettent (Annexe I) une

description & partir de la méme matrice caractéristique A(x)

(L -3) Alx) =

o
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- (p+2;) Qlp)
avec : a. = ( SqR(P)

¥i=1, q-1
p= —A.

Cette matrice étant symétriquelet a4 €léments non diagonaux
positifs, nous pouvons appliguer les conditions linéaires de
stabilité sur le processus ainsi défini, ce qui démontre la
validité de la conjecture d'Aizerman pour cette classe de
processus. Les conditions suffisantes de stabilité s'expriment
alors simplement en fonction des seules caractéristiques lin&aire
(gain statique) et non linéaire (gain équivalent de la non
linéarité) du processus.

La classe des systémes concernés par cette interprétation
peut €tre élargie en considérant les systémes multivariables
définis au chapitre III, (2 - 2).

Pour illustrer ce point de vue, prenons l'exemple du

processus défini, en utilisant les notations du chapitre III,

par les expressions :

pt1.5
(s)) = W.(p)= (1+p) (1+0.5p)
p*3
(s,) : W,(p) = (1+1.25p) (1+40.25p)
b, = 0.1 et oy = 0.5

Le produit de couplage b12 . b21 étant positif, le processus

admet une représentation telle que la matrice caractéristique du

£ . . .
régime libre alt pour expression :

. 0.5 0 0
0.5 -1.5-207 0 /0.32
0 0 -3 V2.2
0 /0.32 /2.2 - 1.8 - 3.2¢;
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Celle-ci étant symétrique et 4 €léments non diagonaux

positifs, nous pouvons appliquer les conditions de Kotelyanski qui
constituent des conditions suffisantes de stabilité. La conjecture
d'Aizerman est donc vérifiée dans ce cas ; 1l vient alors les

contraintes :

+
<1>1 > - 0,33

9 ¢

+ .+ + +
1<l>‘,2+3<1>1+64>2+1.55>O

Ces conditions peuvent admettre une interprétation

graphique simple. En effet le systéme est stable si les gains
+ + - .
1 et ¢2 restent 4 tout instant

dans le domaine ("), non hachuré, (figure 4 - 1), défini dans le
+ +
plan (¢1 . ¢2)

équivalents des non linéarités ¢

/
A
4 ) (m")
e -
e -
e 1
1 r—
Z @%TBT
//// d 0.05
.m«//,
/
/ /

(figure L - 1)
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b) Relation avec le critére de Popov.

Le critére de Popov /41/ correspond & une enalyse
fréquentielle de la stabilité relative & une certaine classe
de processus monovariables pour lesquels, en particulier, la
partie lin€aire est supposée admettre des pdles stables.

L'application du théoréme 1 que nous proposcns fait

intervenir une condition de la forme

+ 1
f + WTBT > 0

semblable 4 celle fournie par le crit€re de Popov ; cette
condition &tant vérifiée pour la seule pulsation w €gale &
zéro.

Toutefois, il est nécessaire d'effectuer une
localisation relative préalable des pOles et des zéros de la
fonction de transfert W(p). Lorsque celle-ci n'est pas
factorisée & priori, il suffit de vérifier que les polyndmes R(p)
et Q(p), numérateur et dénominateur de W(p), forment une paire
positive /30/.

I1 convient de préciser que les deux hypothéses de
stabilité et de compléte commandabilité et observabilité de la
partie linéaire requise par le critcre de Popov ne doivent plus
nécessairement €tre vérifiées dans l'application du théoréme 1
ainsi que 1'illustre 1l'exemple suivant.

En effet, considérons le processus représenté figure (4 - 2)

e =0 € f(e) 1 x
N L

p + 0.5
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~— \N\ £(e)

(figure L - 2)

Sa caractéristique linéaire, définie par sa fonction
’ p

p + 0.5
de transfert W(p) = > €tant instable, nous ne pouvons

p -1

conclure en ce qui concerne la stabilité du processus en utilisant

le critére de Popov.
Par contre, il résulte de l'application du théoréme 1 la

condition suffisante de stabilité absolue :

q
F el >0 yxel o R
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2.3. Application & la synthése des asservissements

Les propriétés dynemiques de stabilité et d'amortissement
des systémes asservis peuvent €tre modifiées au moyen d'une réaction
d'état. Nous envisageons dans ce paragraphe, 1'é€tude d'une méthode
de recherche d'une chalne de correction adaptée & certaines classes
de processus stabilisant un systéme monovarisble non linéaire &
non linéarité séparable (figure 4 - 3) pour lequel nous supposerons
que la fonction de transfert 1/Q'(p) peut comporter des pdles
instables.

— —— e v ——— — — RN — - — — ——— —— it mma  wwmm  ewme e o c—

Processus & régler

Q' (p)

U@ = (p+=) () (.. .) (p+)

1 T2 Tq

(figure 4 - 3)

Processus non linéaire & asservir
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Si nous introduisons des réactions & partir des ¢
variables d'état et une variable de commande €, nous obtenons

le systéme de la figure (L - L)

|
!

l .

, N L
|

|

R(p)

(figure 4 = L)

Ainsi nous pouvons modifier les caractéristiques du
systéme & asservir par un choix convenable des (q - 1)
coefficients A, , ¥ i = 1, q-1, définissant R(p) :

R(p) =(p+2) (p+2) ( ... )Dp+a_,)

q-1

1) 8'il existe Ai’ ¥i=1,g1, tel que :

- (p + Xi) a(p)
R(p)

(b= 1) ) >0 ¥i=1, g

P= —Ai

2) Si de plus il est possible de déterminer parmi les
paramétres A distincts satisfaisant les contraintes précédentes,
et tels que::

1

+
(b -5) £(x) + 1112 o TqA1A2 ees A >0

, a1 q
¥ x € é? =-5K
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le processus bouclé défini figure (4 - 4) est absolument stable.
Cette propriété se déduit directement des théorémes de

stabilité précédemment €noncés.

Exemple :

Afin d'illustrer la technique & utiliser pour déterminer
les paremdtres de correction Ai’ ¥ i =1, g-1, considérons le cas
od 1/Q'(p) admet un seul pdle positif ; soit (- 1/T1) ce pole
instable (T1 < 0)

Nous avons déjd démontré au chapitre I qu'une condition

suffisante pour que les (q-1) inégalités (L - k4) soient vérifiées

est que :
?l.< 0< A < ;J. < .. <A : < ?l
1 ! 2 - q

Nous choisirons donc, dans un premier temps, le
paramétre Ai défini sur le segment J—- . ;—l— [: , ¥1i=1, g1,
b i+1
Pour satisfaire la derniére inégalité (4 - 5) il
convient de déterminer parmi les paramétres Ai admissibles,

c'est & dire, ceux pour lesquels est vérifi€e 1'inégalité :

A A A 12 °*°°

1% e q ' .
¥ x € é? =f}{

I1 convient dans ce cas que le gain équivalent de la

! < T T T f+(x)
q

non linéarité soit strictement positif :

q
ff(x)2c> 0 vxe R
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3 - Etude des performances dynamigues du processus

Le caractére non linéaire ainsl que les erreurs de
mesure dues aux capteurs et aux bruits, induisent souvent des
imperfections dans la réalisation pratique d'une &tude.

'I1 convient donc d'étudier 1l'influence des variations
des paramétres de réglage sur les performances du systéme lors
de la synthése des asservissements.

La détermination d'une chalne de correction d'un
systéme fonctionnant en régulateur telle que le processus
corrigé satisfasse & une contrainte sur le coefficient

d'amortissement fixé 4 l'avance, peut constituer en ce sens

un probléme essentiel du point de vue de 1l'utilisateur,

3.1. Analyse des performances d'un processus_non

——— e e

Dans le cas de fonctionnement en régulateur, il est
possible d'estimer /20/ 1'amortissement de l'effet des conditions
initiales d'un systéme, en €tudiant la convergence de la distance
euclidienne xTx qui constitue une mesure de 1'écart de 1'état
de l'asservissement par rapport & sa position d4'équilibre.

A cette fin , il s'avére intéressant de déterminer une
équation de comparaison du premier ordre & convergence de type

exponentiel /28/.

3.1.1, Dynamigue de la convergence

Soit

[o]
(4 - 6) vV & - nv

avec n : coefficient constant positif
un systéme majorant de 1'équation différentielle (4 ~ 2) et’

o)
(4 - 7) W= - oaw
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le systéme de comparaison qui s'en déduit.
I1 vient aprés intégration :
- nlt = )

WwEwW.e
0

le coefficient 1 = constitue donc une estimation par excés

3]

du temps de réponse du systéme.

3.1.,2. Evaluation du "coefficient d'amortissement"

Soit le systeéme défini par 1'équation d'état :
o
(b - 17) x = A(x) . x

tel que la décroissance du vecteur état soit majorée par une loi
de la forme :

- n(t1 - to) w(x.to)

p(x,t) g e
dans laguelle y désigne une mesure de 1l'é€cart de 1l'état du
systéme avec sa position d'équilibre.

Par analogie avec la terminologie utilisée pour le
processus du second ordre, nous appellerons coefficient
d'amortissement n le coefficient qui caractérise la dynamique de
la convergence.

S'il existe n, n > 0, tel que la forme quadratique :
° T 1 T
(4 - 8) v+nv=x(-2-(A(X)+A(X))+nI)x

soit définie négative, c'est 4 dire tel que la partie réelle de la
valeur caractéristique de la plus grande partie réslle de la
matrice (% (A + AT) + nlI) soit négative ¥ x € :;{ , le coefficient

d'emortissement du systéme est minoré par n.
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I1 est équivalent de vérifier que la forme (4 - 8) est
définie négative et que la matrice (A(x) + nI) vérifie les
conditions d'application des théorémes de stabilité 1 ou 2.

Il vient, par exemple dans le cas d'application du
théoreéme 1, les conditions suffisantes

(
A, = n>0 ¥i=1, g1

(4 - 9)

qui impliquent pour le systéme un amortissement supérieur a n.

Ces relations sont d'exploitation simple lorsqu'il
s'agit de déterminer un coefficient @d'amortissement pour un
processus dont la régulation est donnée & priori.

Toutefois dans le probléme de la syntheése il peut
sembler préférable d'utiliser les relations obtenues par
majoration & partir de la forme quadratique.

En effet, il vient :

T ] T

1)+ aT)) + D x =1 (G (A + A ()))x + '

(h - 10) x 5

si 1l'on désigne par r une majorante de la partie réelle de la

valeur caractéristique de plus grande partie réelle de %(A(x)'+ AT(k)) 3
une condition suffisante pour que la forme gquadratique é&tudiée

soit définie négative, c'est 4 dire pour que le coefficient

d'amortissement du systéme soit supérieur & n s'exprime alors :
(L - 11) r+n <0

Compte tenu de la formulation adoptée, il vient pour
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la valeur maxi de r :
q
1
(4 - 12) r = Max [aii(X) + 3 E ]aij(x) + aji(x) |:|
i 5=
J#i

Il résulte de la généralisation des résultats présentés
précédemment (Chapitre II, (3 - 1) (x))que le coefficient n pour

un tel processus est déterminé par la relation :

S._1 o

= Rand b &.— - ————— + .

n Max % S S 2 B;
i q q

é - a.) + B, i = -
Réel ( Al) B ¥i=1, q1

[j( - (p+2;) Qlp) )1_ :1
Réel 2
5, R(p)

(b - 13)

avec .
Bl

Nous en déduisons deux cas particuliers lorsque R(p)

admet (g-1) racines réelles et négatives :

Q(p)
C s P . . o
51 les résidus a; relatifs aux divers poles de ﬁTET
sont négatifs, la relation (L4 - 13) devient :
q—-1
1
g + ={p+x. Pl =
(S S Zemy) s g
1 5, 5, =1 s, R(p) p== 1,
(b = 14) =~ Max - ¢
i 1
(-(P+Ai) Q(p) 5
-x. * ¥i=1, q-1
J )\l SR(p)-)__ 1 » €
\_ q = xi

(x) Systéme continu non lin€aire 4 non linéarité séparable
d'ordre g dont la partie linéaire est définie par sa fonction

de transfert W(p) = R(p)/Q(p) telle que le polyndme R(p) admette

(q=1) racines distinctes réelles (ou/et imaginaires) et négatives

(ou/et & partie réelle négative)
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- 81 les résidus a sont positifs, il vient :

s +
g, - =3zt _ L
1 S S
q q
(4 - 15) n = = Max
- A ¥i=1, g1
Remarques :

a) La connaissance & priori du domaine de variation de £
définit la valeur la plus sévére du gain éguivalent,
par exemple si £ est situé dans le premier et le
troisidme quadrant, du systéme de coordonnées (f(e¢),e)
la valeur de f+ la plus restrictive, en ce gui concerne

le calcul du coefficient d'amortissement n est zéro.
b) Le temps de réponse est directement 1i€ au coefficient
d'amortissement., Ce terme suffit pour caractériser la

dynamique du systéme asservi fonctionnant en régulateur.

3.2, Amélioration des performances d'un processus.

Position du probléme

Soit le systéme continu non linéaire & non
linéarité séparable dont la partie non lin€aire est définie par
son gain équivalent f+ et la partie linéaire par les matrices A
et b (Chapitre IV, 3.1.3.).

Parmi les chalnes de correction possibles qui
stabilisent un tel systéme, nous recherchons celle définie par le

vecteur C telle que le processus en boucle fermée :
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Alx) = (A - bcTe")

admette le coefficient d'amortissement n fix&é & 1l'avance.

Ce probléme revient en fait & déterminer le vecteur C
tel que le systéme correspondant défini par sa matrice caracté-
ristique :

2 (AGx) + A7 (x)) + n1
soit stable.

L'approche de la solution de ce probléme a déja fait
1'cbjet de nombreux travaux, /Lur'e/Popov/, et est généralement
délicate ; il s'egit ici de rechercher les paramétres Al
¥i=1, g-1, tels que la relation (L - 13) soit vérifiée.

Nous avons proposé (Annexe III) un algorithme
numérique permettant de faciliter le choix d'une chalne de
régulation C qui assure la stabilité du processus et l'amortissement
des conditions initiales selon un taux de décroissance n fixé &
1'avance.

Cette étude est illustrée pour un processus du sixi€me

ordre.

3.3. Mise en oeuvre :

La technique d'amélioration des performances d'un
systéme asservi est illustrée sur un systéme monovariable non
linéaire & non linéarité sépearable d'ordre 6, figure (4 - 5),

fonctionnant en régulateur :
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e=0 + € f(e) ] X

alp) = =35 (p+1) (p#2) (p¥3) (p+h) (p*5) (p*6)

5 L 3 2
p” +o,p +op” 4 4P +o,p+ 05

R(p)

(figure 4 - 6)

a) Estimation du coefficient d'amortissement n pour R(p) fixée :
Pour une chaine de retour R(p) définie par :
R(p) = (p + 1.5) (p + 2.5) (p + 3.5) (p + 4.5) (p+5.5)

. Pd - +
et un gain équivalent f (€) > - 0.003 ¥ € € f;Z,le processus
fonctionnant en régulateur, admet (Annexe III) un coefficient

d'amortissement supérieur a 0.T715
b) Détermination de R(p) pour n fixé :

Recherchons maintenant une chaine de retour R(p) définie

par :
>

L 2
R(p) =p” + op + 02p3 + 03p +0)p + o5

et telle que le processus admette un coefficient d'amortissement



s a2 ot . . .
n 21, lanon lineéarité f satisfaisant la contrainte :
f+(e) >0 ¥ece€ :7?;

L'étude par le théoréme 1 de la stabilité du systéme
asservi permet de localiser les zéros (-Ai) ,¥1i=1,5 de R(p).
En effet les conditions suffisantes de stabilité qui en découlent

s'expriment sous la forme :

A € Jiin] ¥i=1,5

f+ + 1
A1x2A3AhA5

2C>0

L'étude de l'influence de la variation des paramétres
de réglage, sur les performances du processus, et plus
particuliérement sur le coefficient d'amortissement permet la
détermination des coefficients Ai tels que n 2 1 § ceux-ci

doivent vérifier la condition supplémentaire :

5
/'
S5 ¢ - (p+3)) Qo) 3
O, = == = == ¢
1 6 S5 io1 S¢ R(p) _—

1 = - Max ﬁ 1

i - (pra) qlp) 3

- A+ { ) ¥i=1,5

Si nous imposons au systéme d'avoir un amortissement
supérieur ou égal 4 1, il apparalt qu'une action sur le seul
coefficient A1 , les autres restant situés au milieu du segment
représentant leur variation admissible, suffit & assurer cette

”

propriété.
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I1 vient pour l'exemple proposé :

>
1}

P
i

Soit R(p) =(p+1.8)(p+2

Une démarche semblable en
Ai permettrait une détermination de

d'assurer un amortissement maximum.

1.8
2.5
3.2
4.5
2.5

5)(p+3.5) (p+h.5) (p+5.

agissant sur la totalité

la chalne de retour en vuc

Lk

3
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4 - Conclusion

L'étude de la stabilité & partir des résultats obtenus
antérieurement et présentés au cours des chapitres précédents, nous
a permis de démontrer pour une classe particuliére de systémes la
validité de la conjecture d'Aizerman et, €galement, d'effectuer une
comparaison de la condition proposée avec le critére fréquentiel de

Popov,

Nous avons ensuite envisagé dans cet esprit la synthése des
asservissements. L'étude est ensuite menée en vue de 1l'amélioration
des performances d'un processus fonctionnant en régulateur. Il en
résulte une méthode adaptée & une large classe de processus qui permet
de localiser les paramétres possibles de réglage et de les déterminer
de fagon 3 répondre aux exigences de l'utilisateur, et plus particulie-
rement lorsque celui~ci s'impose une contrainte & priori sur le coeffi-

cient d'amortissement.
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Conclusion Générale

La définition d'une représentation matricielle particuliére, nous a
‘conduit & présenter un certain nombre de résultats concernant 1'étude de
1'indépendance vis 4 vis des eonditions initiales du régime forcé d'un

processus.

I1 résulte d'une étude de la méthode du premier harmonique la mise
en évidence d'une condition nécessaire 3 la validité de cette méthode :

condition 4'"unicité".

Celle-ci garantit que la réponse du systéme & une sollicitation sinu-
‘soldale donnée est un signal périodique de méme fréquence, l'amplitude du
fondamental pouvant €tre déterminée avec une approximation satisfaisante

par la méthode du premier harmonique.

Ce résultat constitue 3 notre sens une contribution essentielle de

nos travaux.

La recherche systématique de conditions qui tiennent compte des carac—
téristiques linéaire et non linéaire d'un processus, a conduit a 1'&noncé

de théorémes d'application simple.

Un autre apport important concerne une approche de la stabilité des
systémes & non linéarité séparable. La forme particuliére des conditions
de stabilité présentées permet leur utilisation en vue de la synthése de

régulation de type continu.

La mise en oeuvre des résultats obtenus est facilitée par la présenta-

tion d'un algorithme permettant une exploitation sous forme numérique.

Nous avons suppos? dans ce mémoire que la matrice caractéristizie
des systémes €tudiés re dépend pas explicitement du temps et que les non
linéarités sont séparables. Il conviendrait d'étendre les résultatc ‘
obtenus & une classe plus générale de processus. C'est dans cette voie

que nous envisageons de poursuivre nos travaux.
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ANNEXE 1

REPRESENTATIONS PARTICULTERES DLS SYSTEMES CONTINUS
NON LINCAIRES A NON LINEARITE SEPARABLE

Un processus dynamique &tant supposé parfaitement identifié,

une représentation dans l'espace d'état permet de le décrire complétement.

La représentation d'é€tat apparaissant comme un outil mathématique
particuliérement intéressant, nous allons définir un systéme différentiel,
de forme particuliére, que régit 1'évolution du systéme continu non liné-

aire de la figure 1

1
e + € VL f(E) X >

- ‘ Q(p)
R (p)
_ Qq, q- 1

Q(p)—qu * 844 P ..+ 5p+
g-1 q-

R(p) =A P FTA P e FAPR

Wip) = sjf;);

(figure 1)
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Le systéme monovariable dont la structure est définie par un

tel schéma admet comme équation de fonctionnement en régime autonome :

x = Ax +b fle) €
(I - 1)
£ = = CTx
d'ou la relation :
[o) T
(I - 2) x = (A - bCT)x

Si le vecteur état xT = {x,, X ceeseey X} est choilsi tel que :
1 q

2’

(1_3) x.=s(i-1) ¥i€{1, cess ey (1}

Les matrices A, b et C, & coefficients constants, admettent les

expressions :

A =

— o
0 Oﬁl"‘
0 cq_z

b = C = :

0 g,]
N o,
S e —
q
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1 - Factorisation par rapport aux zéros de W(p)

Les représentations matricielles des processus étudiés sont
définies & une transformation linéaire prés.

Nous allons choisir un cnangement de base particulier, P, qui
isole la non - linéarité dans la derniére ligne, derniére colonne de la
matrice : M= (A - bCT £(e) )

Deux hypothéses sont 4 considérer :

_OO=“
- R(p) admet (¢ - 1) racines distinctesréelles ou
complexes (-Ai)

1
Si la matrice de passage P est composée par les deux

transformations linéaires 1)1 et P2 suivantes

r’1 =
L. —
1 . 1 0
(-2) , (hp) O
) 1 . [ ] L ] -*
e | ) L
1 . "1
(-3 )% (-x )% o0
. q—1
0 . 0 1
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La matrice M s'exprime dans la nouvelle base par M1 telle gue :
(p + 1))
4 ( )p = -\
R(p)
0 : .
Pt A)
( J )
(1 -5) My o= —_ p = =X
R(p)
Y .
O O q_‘l .
S Y
-Q(p) -Qp) - o
( Dpr L | ) i o,
1o - . . o s
5 “q J “q q
1.7 1 1
(x')" = {x1, Cheiesasenaney xq}
¥i=0,q2 O e N Ly,
(1 - 6) LA g-1 -1
((‘1‘1) - q—1 1 q—] 1
et s = (=x;) x1+...+(>\4q_1) X -1
o]
(r-1) x1=M1.x1
-dp) (P + A:)
Soit o = ( “L)

s R(p)
q B

=) .
P J

Aussi nous pouvons choisir une représentation du processus :

Symétrique ou antisymétrique, selon le signe de aj, conformément aux

relations (I - 8), (I - 9) et (I - 10).

X



(1-28)

(I1-9)

=
[
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Q

e )

g=1"

1] ecceccecccsncsee /ajj. esscnve aq—‘l 01 - —ﬂh-—]——-——

/":\
A

\ -.Ju:;j
s

f
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<+
[
"
L2
+
-
Ne)
I
—r
R
A
o

(I - 10) Vo
r
M1 = (_ar+1)
‘(—@q_1)
JSgn T
S S
q q

L'extension de ces rés ultats au cas oU les racines sont
complexes, 4 parties réelles négatives, peut &tre étudiée, sans restreindre

8 la généralité du probléme sur le processus d'ordre 3 suivant :
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- a(p) (p+2)
_A O -
55 R(p) p=-A
(<) - Q(P) (P+T)
(1 - 11) x = M3x = 0 - (= —— _
S, R(p) p=—X
52 T
1 1 0, -~ =— - —
1 S3 S3
Q (p) (p*+)) 5
. . . ‘o .
A étant le conjugué de A, si ( -E;;7¥CET__)p=-X s'écrit (y + i§)
Qlp) (p+r)
alors (- W)IF-)‘ est égal a (y - i6)
Remarque :
]

Si x = M.x est le systeme différentiel définissant

1'évolution de la sortie dans le temps, nous remarquons que, dans

tous les cas, l'€tude de la stubilité peut &tre effectuée en

appliquant des conditions lin€aires de stabilité sur la représentation

%-(M + ﬁq), matrice réelle dont les &léments non diagonaux sont

positifs ou nuls.

1 -t
M) =

o

<+
[
-
o
i
-
No)
-
'.-l
h S
.
WV
o

a. .
1J
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2 - Factorisation par rapport aux pdles de W(p) :

La représentation précédente des processus monovariables
est intéressante pour 1'étude de la stabilité asymptotique dans le
cas ol les zéros de la fonction de transfert W(p) sont a parties
réelles négatives. Or une large classe de processus présente des
chaines de retour Rm(p) d'ordre quelcongue m (0 g m < g-1).

Dans ce paragraphe nous proposons une nouvelle représentation
matricielle déduite de (I - 1) en choisissant un vecteur &tat du
processus, dont les composantes, ¥ 1 =1, q , X5, vérifient le systéme

linéaire *suivant :

s = x2 + x3 S xq
‘! .
(1)=(-T-)x2+(——:—)x3+....+(-_: ) x
1 . 1 2 Tg-1 ¢
(1~ 13) (a1) 1,4 1,97 1,9
s =x, + (- ;rﬂ x, * (- ;—) Xg ¥ e ¥ (= —) x
L 1 2 g-1
s, 5(1), ceeney s(q§1) : sortie du systéme et ses

dérivées successives.,
(=~ —) ¥i =1, ¢v.ee, Q : poles de W(p) supposés
finis et distincts (pour

i=1’ s e sy q"])

Il vient la représentation :



-t o0 0SOOGOGOGST _.
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(I - 1%)

Nous avons factorisé la partie linéaire de la matrice
représentative du systéme en boucle fermée par rapport a (q - 1)
poles parmi les q pdles possibles; q représentations différentes
de ce type peuvent donc €tre envisagées lorsque les q pdles de la

fonction de transfert sont distincts.

-
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ANNEXE 11

CONDITION SUFFISANTE D'UNICITE DE LA REPONSE

D'UN RESEAU ELECTRIQUE

Les variables choisies définissant 1'état du systéme de la
figure (II - 1) sont v, et ¢, les flux des selfs L1 et L

tensions aux bornes des impédances Z1 et 22.

R, et R, sont deux fonctions non linéaires dépendant

respectivement de ¢1 et ¢2.

X u1 et u2 les

(figure II - 1)
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L'équation d'état régissant 1'évolution de ce réseau / 3/28/

est de la forme :

- T
X = [u.I' ¢‘, u2, ®2]
T
e = [@, e, 0, eé]

-1 1
——— 0 0
D1C1 L‘C1
- (R+R,)) “Rio
-1 7 0 T
o 1 2
(IT - 1) x =
- 1 1
0 0 —_ o
Pty L;Co
- Rpp - (Ry*Ryp)
0 L - L
1 2
e s . 11 1 ]
La différence entre deux réponses x, =| u., ¢, u,, ¢
; 1 1» 10 Y2 T2
2 2 2 1 -~ ~ » -~ -
et X, =1uqg, ¢1, us, %, a4 une méme entrée, correspondant & des
conditions initiales différentes s'écrit :
[+]
(11 - 2) y = M.y
avec y =¥, "V,
1
Vot 0 0 0
4 L1C1
0 1 0 0
yl = 1 xl ¥ i
0 0 —_— 0
" LGy
0 0] 0 -1

+
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Y4 Mo
M =
Moy Moo
-1 1
—_— —_ 0 0
?1% L.C
M = [ M =
1 . 12
-1 - (B + Ryp) 0 B2
L *
:['.:101 1 14 L1u2
2% L.C
M = M = 272
21 : ‘22 .
o B2 -1 - (R; + Ryp)
LI /L.C Ly
1°2 2t
1 2 1 2
o'y - R (o o'y - R (0
2 R1( 1) R4( 1) ' A Rz( 2) R2( 2)
1 ol _ o2 ? 2 ol _ 92

1 4 2 2

La convergence asymptotique des solutions de (II - 2) est assurée
¥ y(0) si la fonction v = yTy est de Ljapunov c'est & dire si 1'inégalité

suivante est vérifiée :

! 4
yT %(M+M'l)y<o Vyeﬂ
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La matrice & éléments non diagonaux positifs

1
- — 0 0 0
P14
%
- Ry + Ry,) Rip
0 - 0 —l=
1 /TL,
1 T,
= M+ M) =
1
0 0 - 0
Po¥2
*
0 Rio o (R, + R,,)
/T L,

est définie négative si les conditions de Koté€lyanski sont vérifiges.

I1 vient les contraintes
%
+
R1 R

R

— %

Ainsi, si R’:

12>O

b JE *
R2 + (R1 + R

9

2R > 0

12

)4 -~ ~ ., « e,
¥y efﬁ, alors le systeéme poss€de la propriété d'unicité.

—

A
A

\

=

%
R2

et R: restent dans le domaine (D), figure (II - 2)

// D)
Pl B Ri
/ / —-
L _,BZT///V -~
(figure II - 2)
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