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.IX 

I N T R O D U C T I O N  

De nombreux problèmes de couche l im i t e  ont é t é  i n t rodu i t s  par 

l ' é tude des phénomènes déduits de l a  technologie. On peut c i t e r  en 

exemple l e  cas  de 1 'écoulement en t re  deux dents d'engrenage ( / 1 /  e t  / 3 / )  

ou l'écoulement dans une butée f lu ide  ( /18 / )  . Les travaux que nous présen- 

tons  dans ce mémoire por tent  su r  un écoulement ins ta t ionnaire  d'un f lu ide  

visqueux en t r e  deux paro i s  pa r a l l è l e s  dont 1 'une e s t  animée d'un mouvement 

dans une d i rec t ion  normale à son plan. Cette étude f a i t  s u i t e  aux travaux 

de ARIURA ( / 1 / ) .  

Chronologiquement, l e  problème a é t é  étudié en deux phases. 

Tout d'abord, sur l e  d i s p o s i t i f  expérimental que nous avons cons t ru i t  au 

département de Génie Mécanique de 1 ' ~ n i v e r s i t é  Laval, nous avons exploré 

finement, en mesures moyennes, l a  couche l i m i t e  qui se développe au-dessus 

de l a  plaque f ixe .  Nous a,vons ensui te  mis au point  une méthode de mesure 

pour répondre à nos besoins : l e s  v i t esses ,  su r  l a  paroi  considérée, sont 

infer ieures  à 40 cm/s e t  l e s  mesures ne doivent pas va r i e r  avec l a  tempe- 

ra ture  de 1 'eau, f lu ide  que nous avons u t i l i s 6  dans notre  modèle. Cette 

étude e s t  un complément aux travaux en t repr i s  sur  1 'étude systématique 

des t r a n s f e r t s  de chaleur paras i t es  en angrnomgtrie ( / 2 6 / )  e t  a fai t  

l ' o b j e t  d'une publication pa-r t ie l le  ( / 13/) . 
La seconde phase de ce problème a consis té  en l a  recherche de 

solutions analytiques e t  numériques que nous présentons aux chapi t res  

II e t  III. 



Les exemples l e s  p lus  communs de couches l im i t e s  ins ta-  

t ionna i res  sont ceux indu i t s  pa r  des écoulements ou périodiques ou 

ini t ialement au repos. Nous nous sommes in té ressés  à l a  seconde de 

ces c lasses  e t  nous avons cherché, dans notre  cas p a r t i c u l i e r ,  une 

solution semi-similaire : l a  v i t e s s e  normale à l a  paroi  ne devant 

dépendre que d'une seule var iable  spa t i a l e .  Cette hypothèse de départ 

permet, par  ext rapola t ion,  sans hypothèses abusives de connaître e t  

v é r i f i e r  l e s  écoulements, dans l e  même modèle, des types l ub r i f i c a t i on  

( / I l )  ou f lu ide  p a r f a i t  (/3/). La résolut ion analytique a f a i t  appel 

à l a  méthode "des premiers i n s t an t s "  t and i s  que pour l a  résolut ion 
r 

numérique, nous avons employé l a  méthode de NETdTON. Dans l tW e t  

l ' a u t r e  cas ,  l e s  r é s u l t a t s  au chapi t re  I V  montrent une bonne 

concordance avec l e s  r é s u l t a t s  expérimentaux e t  prouvent, de ce f a i t ,  

l a  véraci té  de notre  hypothèse de semi-similarité. 



CHAPITRE 1 

TRAVAUX ANTERIEURS ET DUNNEES THEORIQUES 

1 . 1 .  TRAVAUX ANTER1 EURS 

Considérons un parsl lélépipède rectangle fermé sur quatre côtés ,  

t e l  que l e  plan de symétrie longi tudinal  por te  l e s  axes de référence Ox 
1 

e t  Ox ( f i g .  1 ) .  Par raison de symétrie, nous n ' u t i l i s e rons  que l e  domaine D 3 

(xi 3 0, i = 1, 2 ,  3)  en remplasant l e  plan Ox 
c 2 X3 

par  une paroi  f i xe .  Lors 

du déplacement de l a  surface x = 1 ( t ) ,  l e  f lu ide  e s t  é j ec t é  au t r ave r s  
3 3 

de l a  surface x = el . 
1 

Notre but e s t  de: donner l e s  ca rac té r i s t iques  de l a  couche l im i t e  

qui se développe sur l e  plancher 
X3 

= O en nous l imi tan t  à l a  zone 

II ( f i g .  2)  où l ' in f luence  des parois  x2 = 2 $ peut ê t r e  supposee négli- 

geable. 

Nous trouvons en /1/ une étude de l a  pe r t e  de puissance dans l e s  

engrenages. Recherchant à décr i re  analytiqusment ces per tes  Y .ARIURA e t  d. 

Ont schématisé l e s  deux dents d'engrenage en p r i s e  par  une forme para l lé lé -  

~ i p é d i q u e  . A p a r t i r  des équations de NAVIER : 

e t  de 1 'Gquation de cont inui té  



ARIURA considère un écoulemnt  laminaire,  permanent, t e l  que l e s  forces 

d ' i n e r t i e  e t  de gravi té  soient  négligeables vis-&-vis des forces de 

pression e t  de c e l l e s  dues à 1 a v i s c o s i t é ~ e c i  permet de négl iger  l e  

premier membre des équations de NAVIER. Les auteurs négligent en plus  

u devant u e t  u a i n s i  que l e s  va r ia t ions  de ces dernières composantes 
3 1 2 

sauf l e s  gradients  dans l a  di rect ion normale (Ox ) Ainsi ,  en appliquant 
3 

t ou t e s  l e s  s impl i f i ca t ions  de l a  théor ie  de l a  l ub r i f i c a t i on ,  dont l a  

quasi -s ta t ionnar i té  , 1 'on abouti t  aux equations de REYNOLDS /2/ 

Avec des hypothèses compl6mentaires, ARIURA s e  s e r t  de l a  

première équation uniquement e t  remplace l e  gradient 
PY1 

par l a  d é r i G e  

t o t a l e  dp/dx (écoulement unidi rect ionnel ;  l a  pression e s t  invar ian te  
1 

au t r ave r s  du f i lm  visqueux). 

On remarquera que l ' on  obtient  auss i  ces Bquations de REYNOLDS 

en supportant simplement que l e  champ de v i t e s s e  bidimensionnel ne dépend 

que de l a  var iable  x 
3 

.+ -f -f 

u = u  ( u l .  u2) = u ( u  (x 1; u ( x )  ) 1 3  2 3  

Alors l a  résolut ion de 116quation (1;01) permet de ca l cu l e r  l a  

force t o t a l e  qui s 'exerce s u r  l a  moitié du canai  



En considérant  l e  problème sous l ' a n g l e  de l a  quasi-s tat ionna- 

r i t é ,  on en dédui t  1 'énergie nécessa i r e  à 1 'évacuation du l u b r i f i a n t  : 

Considérant l e  même modèle géométrique, DESSEAUX-LABOISSE sous 

l a  d i r e c t i o n  de Monsieur l e  Professeur  EICHELBRENNER, a proposé une expression 

pour l a  v i t e s s e  dans l e  c a s  où l e s  phénomènes l i é s  à l a  l u b r i f i c a t i o n  sont 
' 

i nex i s t an t s .  Celà s e  t r a d u i t  p a r  l e  f a i t  que t o u s  l e s  g rad ien t s  de v i t e s s e  

sont cons tants  ou, à l a  r igueur ,  dépendent du temps. On peut en deduire 

ensu i t e  l a  p res s ion  par  1 ' in termédia i re  des équations d'EULER. 

Dans C F  rapport de m a i t r i s e ,  il e s t  mont.ré qu 'à  p a r t i r  de l a  

seule  équation de con t inu i t é  e t  d'hypothèses déduites  1 l a  conf igura t ion  

du domaine , l e  p o t e n t i e l  des v i t e s s e s  s ' é c r i t  sous l a  forme 

OR suppose q u ' i l  e x i s t e  un système de separa t ion  des v a r i a b l e s ,  pue l ' o n  

peut é c r i r e  

dans l eque l  l e s  fonct ions inconnues a . ( t ) ,  M.(x.) e t  
1 1 1  

7 ( t )  sont  à déterminer 

a i n s i  que l a  va leu r  des r é e l s  m e t  n  . Les condi t ions  i n i t i a l e s  e t  aux 

l i m i t e s  sont  : 



( p a r  ra ison de symétrie) c  x 2 = o = = + u 2 = 0  

d  1 x = O - u  = O  
3  3  

e  1 
3 

x  = 13(t) 3 u = - =  u ( v i t e s s e  du p i s ton) .  
3 d t  3p 

On en déduit que l e s  composantes de l a  v i t e sse  ont pour formes générales 

kn 
kn x  

1 
kn x2 

u  1 = - 2  a 2 ( t )  x + 1 ( e k ( t ) .  - . ~ h  - . COS - 
l k  .e, l 2  l 2  

1 

-kn kn x 
1 kn x2 9 = I: ( e , ( t ) .  T .ch - . s i n  - 

k l 2  

Ces composantes sont s impl i f iées  en imposant l e s  hypothèses complementaires 

-?- 
suivant  l e s q u e l l e s  l e  vecteur v i t e s s e  U e s t  indépendant de l a  var iable  xg 

dans l e s  zones I e t  II ( f i g .  2 ) ,  e t  l e  plan de s o r t i e  dépourvu d fobs tac les  

( ce  qui  imposerait des condit ions p a r t i c u l i è r e s ) .  En r é a l i t 6 ,  l a  première 
au. 
1 hypothèse e s t  inc luse  dans l e  f a i t  que, au dépar t ,  l e s  gradients  - 

axj 

sont imposés constants  ou fonctions du temps. Les composantes s  >écr ivent  

a l o r s  

Une v i s u a l i s a t i o n  (131) confirme ce  r é s u l t a t  dans l a  zone 1 du domaine 0 . 
Les é g a l i t é s  (1.08) sont a l o r s  i n t r o d u i t e s  dans l e s  équations dfEUiTR. 

La composante u  é tan t  indépendante de x  , on a  pour première équation 
3  1 



Une simple quadrature donne 

où a  ( t )  e s t  une fonct ion  déduite  de l a  l o i  de déplacement du p i s t o n  
2 

mobile e t  a 2 ( t )  s a  dér ivée  pa r  rapport au  temps. D'après (1~06 c )  e t  

La détermination du champ des v i t e s s e s e t  de l a  press ion  indiquée 
I 

s 'applique au cas  d'un f l u i d e  p a r f a i t .  Une manière de se  rapprocher des 

t ravaux précédents e t  d 'en  f a i r e  l a  jonction s e r a i t  de consi&érer dans l e  

même modèle l 'écoulement d'un f l u i d e  &e l .  

1.2. ECOULEMENT EN F L U l D E  R E E L  

Dans l e  cas  d'un écoulement laminai re  d'un f l u i d e  incompressible, 

de v i s c o s i t é  cons tante ,  l e s  équations à employer sont c e l l e s  de NAVIER-STOKES 

que l ' o n  peut é c r i r e  sous l a  forme 

3 - 3 
p y = - grad p  + ~i l a p  u  

3 
e t  de con t inu i t é  : d i v  u  = O 

Du f a i t  du mouvement du p i s ton ,  il se  développe une couche l i m i t e  

l e  long des p a r o i s ,  f i l m  dont l ' gpa i s seur  v a r i e  avec l e  temps. S i  l e  domaine 



d'influence du régime visqueux e s t  relativement r e s t r e i n t  comparé aux 

dimensions de l a  cuve d ' e s s a i ,  il e x i s t e  dans l a  p a r t i e  cen t ra le  de 

l 'écoulement, une zone dans l aque l l e  l e s  gradients  de v i t e sse  sont indé- 

pendants &es coordonnées ( f l u i d e  p a r f a i t ) .  Dans ce noyau c e n t r a l  1 ( f ig .  2) 

l a  solut ion e s t  connue ( §  1.1.3) .  Par l a  s u i t e ,  nous serons en mesure de 

déterminer 1 'étendue de 1 ' influence du frottement au  voisinage des pa ro i s ,  

c e t t e  influence cessant au moment où l e s  r é s u l t a t s  que nous obtiendrons 

seront  comparables à ceux exposés en 131, à savoir  : 

2 . 2 . 2 .  Remmquu AUA. Le domaine D ........................... 

Le domaine D peut se  scinder en c inq ensembles : 

- I - un noyau c e n t r a l  où l'écoulement e s t  du type  f lu ide  p a r f a i t .  

- II e t  III - deux nappes voisines des pa ro i s  x  = O e t  x2 = 
3 

L2 où l ' o n  

doit  t e n i r  compte de l ' i n f l u e n c e  de l a  v i s c o s i t é  e t  du frot tement.  

- I V  e t  I V '  - l e s  6 ièdres  aux in te r sec t ions  des d i f fé ren tes  pa ro i s  où, 

en p lus ,  1 'on d o i t  t e n i r  compte des écoulements l imitrophes e t  où 

les d é f i n i t i o n s  c lass iques  d16paisseur de l a  couche l i m i t e  sont  

caduques dans l e  système c lass ique  des coordonnées. 

Les écoulements dans l e s  deux nappes II e t  III sont d i f f é r e n t s .  

Le long des pa ro i s  v e r t i c a l e s  , l 'écoulement à l a  f r o n t i è r e  de l a  couche 

l i m i t e  dépend des deux va r iab les  x  e t  x  e t  l 'écoulement 5 l ' i n t é r i e u r  
1 3 

de l a  couche l i m i t e  dépend a l o r s ,  out re  du temps, des t r o i s  composantes x 
i 

A l a  f ron t i è re  de l a  couche l i m i t e  qui se  développe su r  l e  plancher,  dans 

l e  noyau c e n t r a l  1, llécoul.ement e s t ,  en première approximation unidirec-  

t i o n n e l  ( l e  module de l a  v i t e s s e  e s t ,  à t o u t e  f i n  pra t ique ,  égal  à l a  

valeur de l a  composante ul  ) . Le problème, dans c e t t e  couche l i m i t e ,  e s t  



d é c r i t  seulement par  deux des t r o i s  équations de quan t i t é  de mouvement : 

C, e s t  supposé identiquement nu l  ( ce  qui  e s t  convenablement v é r i f i é  

pa r  1 'expérience).  La second équation de quan t i t é  de mouvement se  r édu i t  

Nous noterons que l e  cas  de l a  paroi  mobile revient  à c e l u i  

de l a  pa ro i  f ixe  pa r  un changement convenable des var iables .  Nous l imi te rons ,  

a l o r s ,  no t re  étude au seu l  cas de l a  p a r o i  f ixe  x = 0. 
3 

Quand on suppose q u ' i l  n ' y  a  aucun e f f e t  de temperature e t  que 

l ' o n  s ' i n t é r e s s e  aux premiers i n s t a n t s  du mouvement ( l e  p i s t o n  é t a n t  
c 

proche de s a  pos i t ion  d ' é q u i l i b r e ) ,  il e s t  raisonnable de penser  que l e s  

6coulements au contact  des deux pa ro i s  hor i zon ta les  n'ont aucune influence 

mutuelle. Ceci ne peut ê t r e  l e  cas  dans l e  cadre de l a  t h é o r i e  de l a  l u b r i -  

f i c a t i o n  oh il e s t  supposé que l a  d i s t ance  e n t r e  ces  deux pa ro i s  e s t  p e t i t e  

devant l a  quan t i t é  v / U  . Il e x i s t e  donc un fac teur  d ' éche l l e  e n t r e  ces  

deux phénomènes. 

Le point  O (xi = O) de c e t t e  face  i n f é r i e u r e e s t  pa r  r a i son  de 

symgtrie, un point  d ' a r r ê t  de l 'écoulement. Cer ta ines  hypothèses seront  

formulées dans c e t t e  optique au vu de c e r t a i n s  t ravaux an té r i eu r s  dont 

/4 / ,  / 5 /  e t  / 6 / .  On supposera que ces  hypothèses formulées autour de ce 

point  d ' a r r ê t  r e s t e ron t  va lables  jusqu'à  1 'endroi t  des mesures exp6rimentales. 

1 . 2 . 3 .  HypoZh2se-4 - ------- 

Dans l e  domaine d 'é tude ,  nous fa isons  l e s  hypothèses su ivantes  ; 

- l 'écoùlement e s t  laminaire;  

- l e s  p ropr ié t é s  physiques du f l u i d e  sont inva r i ab les ;  

- on néglige t o u t  t r a n s f e r t  de chaleur ;  
1 



- on néglige l a  composant u2 de l a  v i t e s s e  ( u2 5 O )  e t ,  t o u t  comme 

3 
pour l a  v i t e s s e  ex té r i eu re  Ue , on é c r i t  l a  v i t e s s e  sous l a  f o r ~ e  

3 + 
u ( p ; t )  = U  ( x l , x  t )  ; 

3; 

- l ' équa t ion  de con t inu i t é  e s t  v é r i f i é e  dans t o u t  l e  domaine . 
Dans l e s  cas p a r t i c u l i e r s  exposés précédemment, on remarque 

q u ' i l  e s t  poss ib le  de pose r  à p r i o r i ,  une forme pour l e  champ des 

v i t e s s e s .  

c e t t e  formulation s 'appl ique  à de nombreux cas : 

- ' lorsque l 'écoulement e s t  s t a t i o n n a i r e ,  pour un f l u i d e  i d é a l ,  aux 

abords d'un point  d ' a r r ê t  /7 / ,  /8/ ; 

- dans l e  cas d'un écoulement i n s t a t i o n n a i r e  de f l u i d e  visqueux / 1 / ,  aux 

abords d'un point  d ' a r r ê t ,  amont ou aval  /4/, / 6 / .  

Nous a l lons  u t i l i s e r  c e t t e  r e l a t i o n  (1; 13) préconisée pour 

l a  première f o i s  par  K. HIEMENZ /9/ pour s i m p l i f i e r  l e s  équations de 

quan t i t é  de mouvement. En e f f e t ,  l ' équa t ion  de con t inu i t é  montre ( 1 . 2 2 )  

que l ' o n  pourra é c r i r e  u  = - 
1 

x  af . Cela e n t r a î n e  que c e r t a i n e s  
1 /ax3 

2  
dér ivées  p a r t i e l l e s  ( au /ax  a u  / a  x2 . . . ) d i s p a r a i t r o n t  des équations 

3  1 '  1 1 

de NAVIER. Par  l a  s u i t e ,  1 'on s e r a  amené à n  ' u t i l i s e r  dans l e s  équations 

qu'une seule var iable  s p a t i a l e  . 

Bien que nous ayons supposé l a  v i t e s s e  indépendante de l a  

coordonnée x  , r ien  ne nous indique l ' i n f l u e n c e  que peuvent avo i r  l e s  2  

p a r o i s  l a t é r a l e s .  Sur l e s  p lans  ver t icaux x2 = 2 e2 , l e s  condit ions de 

non glissement imposent 
1 = " 3  = O . O r ,  ces  composantes ne sont pas 

n u l l e s  à l a  f r o n t i è r e  de l a  couche l i m i t e  (dans l a  zone 1 ) .  Tout au moins 

aux abords de c e s  pa ro i s ,  l e s  g rad ien t s  au /ax2 e t  au /ax2 e x i s t e n t .  
1 3 



Aussi, dans un but de s impl i f i ca t ions ,  nous a l lons  supposer en plus que 

l e s  dimensions l a t é r a l e s  de l a  cuve ( 2 % )  sont suffisamment grandes pour 

qu'aux approximations de l a  couche l imi te  p rès ,  il s o i t  possible de négl iger  

1 ' influence des parois l a t é r a l e s .   expérience montre qu'à une distance 

supérieure à 40 mm des paro i s  l a  v i t esse  u demeure constante ( f i g .  3 ) .  
1 

La solution exposée se ra  donc c e l l e  du seul  cas  où l 'hypothèse (1;13) e s t  

valable. 

1 . 2 . 4 .  ConWom ---------- 

Introduisons l 'hypothèse (1.13) dans l 'équat ion de cont inui té  

< 3 
( d i v  u = 0 ) .  Il vient : 

1.14 u = - x f ' ( x  ;t) + g (x3;t)  
1 1 3 

La symétrie par  rapport au ,plan x = O montre que l a  fonction g doi t  
1 

ê t r e  identiquement nul le  : 

x3 u ( x  ) = - ul ( -x l )  => 
1 1  

1.15 u = -  
1 x 1 f 1 ( x 3 ; t )  

Connaissant l a  forme des v i tesses ,  l e s  conditions se t rans-  

forment comme s u i t  

Nous verroiis ultérieurement que ces deux conditions seront vér i f i ées .  



Comme il e s t  d i t  précédemment, nous nous intéressons à l a  

couche l i m i t e  su r  l e  plancher. Viennent a l o r s  l e s  deux conditions de 

non glissement à l a  paroi  : 

Il vient  à l ' e s p r i t  de d i r e  ensu i t e  que l a  composante u  
1 

tend asympt otiquement vers l a  valeur de l a  v i t  esse de 1 'écoulement 

ex té r i eur  u au f u r  e t  à mesure que 1 'on s 'éloigne du plan x = 0. 
1 e  3 

C'est  l a  notion même de couche l i m i t e .  Cet te  formulation amène p lus ieurs  

c 
remarques : 

- l e  damaine e s t  un domaine borné, va r i ab le  dans l e  temps e t  on ne 

peut formuler de condit ion à 1 ' i n f i n i .  

- nous sommes en présence d'*un écoulement in te rne  e t  à chaque i n s t a n t  

l ' i n f luence  de l a  couche l i m i t e  (diminution de l a  v i t e s s e )  impose une 

accgléra t ion du f l u i d e  a f i n  de v é r i f i e r  l ' équa t ion  de conservation de 

l a  masse. 

Ut i l i sons  c e t t e  équation de conservation de l a  masse en 

considérant une ce r t a ine  quant i té  de f lu ide  é j e c t é e  à un ins tan t  donné. 

A l ' i n s t a n t  t , l e  p i s ton  se trouve à l a  cote ( t)  e t  à l ' i n s t a n t  u l t é -  
3 

r i e u r  à l a  co te  l (t +At ). Le f lu ide  étant incompressible, l e  volume 
3 

e s t  é j e c t é  pendant l ' i n t e r v a l l e  de temps A t . On retrouve ce volume 

dans l e  plan de s o r t i e  de l'écoulement (supposé indépendant de x ) .  2 



comme u s ' é c r i t  u  = - 
1 1  x 1  f f ( x 3 ; t )  (1.15) 

O r  f ( 0 ; t )  e s t  une de nos condit ions conn7Jes e t  il vient  l ' é g a l i t é  

En passant 2 l a  l i m i t e ,  nous obtenons la .  condi t ion  

1 . 3 .  EOUATlONS GENERALES 

Dans l a  t h é o r i e  exposée p a r  ARIURA/~/ e t  d'une façon 

dans c e l l e  de l a  l u b r i f i c a t i o n  / 2 / ,  l ' o n  suppose des écodements  unidirec- 

t i o n n e l s  e t  l ' o n  ignore l a  composante 
u3 

de l a  v i t e s s e  dans l a  d i r e c t i o n  

normaie à l 'écoulenlent généra l  e t  à l a  sur face  l u b r i f i é e .  

Dans no t re  c a s ,  nous devons chercher l a  so lu t ion  ( u l  ,u3,p) 

bidimensionnelle ,  v é r i f i a n t  l e s  qua t re  équations su ivan tes  : 

- équations de quan t i t é  de mouvement 

l a  t ro i s i ème  se  réduisant  à PY2 = 0 



- équation de conservation de l a  masse 

1.21 u + u  = O  
1,1 3,3 

compte tenu des hypothèses e t  des conditions exprimées auparavant ( 1 .16 ; 17 ; 18) 

L'on peut adopter  l a  convention d ' é c r i t u r e  

t 

Avec (1.13) e t  (1.15) l e s  équations (1.19) e t  (1.20) s ' éc r iven t  respective- 

ment : 

2 1 a P f '  - f '  + f.f" - v f" '  = - - 
P X l  ' axl 

7 . 3 . 2 .  Dé;teruninaAlan du secand membtte de 1.2 3  ...................................... 

~ é r i v o n s  l ' équa t ion  (1.24) par rapport à x . Le premier membre 
1 

s 'annule identiquement compte tenu de (1.13) . I l  en r é su l t e  que 1 'on peut 

é c r i r e  l a  pression sous l a  forme 

Le second membre de (1.23) s 'écr ivant  a l o r s  

représente une fonction indépendante de l a  var iable  
X3 ' 



En comparant (1.26) e t  (1.23) il en r é s u l t e  que l e  second membre 

(1.26) ne peut ê t r e  égal  qu ' à  une fonction dépendant uniquement du temps; 

s o i t  ~ ( t ) .  Alors,  nous pouvons déterminer son expression en considérant  

un po in t  en dehors de " l a  couche l imi t e" .  D'après /3 / ,  nous connaissons 

une expression de l a  press ion  dans l e  "corps p o t e n t i e l "  1 ( f i g .  2 ) .  

D'où, l e s  formes équivalentes  du second membre de l ' é q u a t i o n  (1.27) 

T-*27 

t 

sont  

avec 

b 

avec (1.12) 

1.4.  CAS LIMITES 

Il e s t  poss ib le  de ne pas u t i l i s e r  l a  connaissance du second 

membre de (1 .27) .  Par  1 ' in te rmédia i re  de (1.25)  , on v o i t  que l a  

2 a p /axl  ax d o i t  ê t r e  n u l l e  puisque u (donc f )  e s t  indépendant de 
3 3 

X, (1 .13) .   écrivons a l o r s  l ' équa t ion  1.23 e t  analysons ses  d i f f é r e n t s  

termes. 

1.4.1. CG de La "vhcac lk té  indinie" --------------_---_---- ---- (Re  = O) 

Considérons 1 '6quation déduite  de (1.23) p a r  dér iva t ion .  S o i t  : 



lorsque l ' o n  f a i t  tendre v vers l ' i n f i n i ,  il e s t  nécessaire que f  ( I V )  

tende vers O 

Les condit ions r e l a t i v e s  à ce cas devront ê t r e  

complétées p a r  une condition de non glissement s u r  l a  surface du p i s ton  

On peut essayer une so lu t ion  de 1.31 sous l a  forme d'un poly- 

nome du t ro is ième degré : f ( x  ;t) = f o  + f  x + f  x2 + f  x3 dans 
3  1 3  2 3  3 3  

lequel  l e s  
fk représentent  des fonctions du temps que nous a l lons  déter-  

miner. Les deux condit ions su r  l e  plancher annulent l e s  deux premiers 

termes fk . En d é f i n i t i v e ,  on obt ient  à l ' a i d e  des au t res  condit ions : 

. 
2  X3 

f ( x  ;t) = 1 3 ( 3  - 25)5 avec 5 = -  
3  l 2  

e t  l ' o n  en déduit l a  composante u de La v i t e s s e  non indiquée en /1 /  
1 

1.33 u 1 = 4 12.x1.5(5-l) .a2(t)  

On remarquera que l e s  deux conditions (1.16) sont  i c i  v é r i f i i e s .  

Dans l e s  références / 1 / ,  / 2 /  e t  171, on trouve l ' équa t ion  de 

REYNOLDS s 'appliquant à l a  théor ie  de l a  l u b r i f i c a t i o n  (1.01 ) . Elle e s t  

sounise aux hypothèses exposés précédemment e t  on remarquera p1u.s p a r t i -  

culièrement l 'indépendance de l a  pression aii regard de x . Le chmp des 
3 



v i t e s s e s  e s t  a l o r s  connu p a r  une double quadra ture .  En u t i l i s a n t  l e s  

condi t ions  ( 1 . 1 7 ) ~  on o b t i e n t  

Il e s t  a i s é  d ' é l i m i n e r  l a  p re s s ion  e t  l a  v i s c o s i t é  dynamique 

en  u t i l i s a n t  l ' é q u a t i o n  de c o n t i n u i t é .  En e f f e t  

donc 

s o i t  

a p r è s  i n t é g r a t i o n  e t  t r ans fo rma t ion ,  on re t rouve  1 'express ion  (1.34) . Cela 

veut  d i r e  que l a  so lu t ion  proposée en / 1 / ,  p a r  l e  b i a i s  de l a  t h é o r i e  de 

l a  l u b r i f i c a t i o n  e s t  analogue à une s o l u t i o n  l i m i t e  de n o t r e  équat ion  du 

type "couche l i m i t e  ". 

Ce second cas  l i m l t e  a é t é  exposé en /3 / .  On t rouve  notanment . 



S i  l a  v i s c o s i t é  e s t  n u l l e ,  l e  premier  membre de l ' é q u a t i o n  

(1. IO) doi t  l ' ê t r e  a u s s i .  On cherche une s o l u t i o n  sous l a  forme du déve- 

loppement 

I. 36 f  ( x 3 ; t )  = 1 f  ( x )  tk 
k  3  

qui  de-ma v é r i f i e r  l e s  cond i t ions  (1.16) , ( I .17b) e t  (1.18) . Nous u t i l i s e -  

rons comme t ro is ième condi t ion  l i m i t e  l e  f a i t  que, l e  frottement e t a n t  

i n e x i s t a n t ,  l a  composante u e s t  constante d m s  un p lan  x  = c s t .  
1 1 

On remarquera, avec l a  seconde condi t ion  i n i t i a l e ,  que l a  

< 
première fonct ion f  d o i t  ê t r e  n u l l e  a i n s i  que t o u t e s  ses  dérivées.  Il en 

O 

r é s u l t e ,  par  i d e n t i f i c a t i o n  des termes de même puissance en teirps que 

f l  e s t  nul  e t  que f l  s ' é c r i t  a l o r s  sous l a  forme d'un polynome du premier 

degré en x  De proche en proche, il en e s t  de même pour t o u t e s  l e s  au t re s  
3 .  

fonct ions  f  (x ) .  Cel les-c i  v g r i f i a n t  l a  condi t ion  r e l a t i v e  à u  c a r  
k 3 1 

fi e t  fk sont respectivement une constante e t  une fonct ion du premier 

degré en x  A p a r t i r  des deux condit ions l i m i t e s  s u r  l a  fonct ion f , 
3  

il v ien t  

On t rouve  donc comme so lu t ion .  



Cet t e  s o l u t i o n  (1.38) v é r i f i e  l a  cond i t i on  de symétr ie  dans 

l e  p lan  x, = O . E l l e  e s t  une s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  de l ' é q u a t i o n  (1.27). 

Encore une f o i s  l e s  deux condi t ions  i n i t i a l e s  sont  v é r i f i é e s .  La connaissance 

de 1 'écoillement e x t é r i e u r  (zone 1) nous permet,  ou d ' appréc ie r  1 'étendue 

de l a  couche l i m i t e ,  ou de formuler une cond i t i on  l i m i t e  d i f f é r e n t e  de 

(1.18)  dans l e  c a s  d'une malyse  numérique aux abords du p lancher  x = 0. 
3 

Nous voulons mainten'mt résoudre l e  problème en dehors  de deux 

c a s  l i m i t e s  ( f l u i d e  inf in iment  visqueux / 1/ e t  f l u i d e  p a r f a i t  /3 / )  dont 

l e s  r é s u l t a t s  ont  é t é  retrouvgs sous une p r é s e n t a t i o n  moins r e s t r i c t i v e .  



- 18 - 

CHAPITRE II 

DETERMINATION DE LA VITESSE PAR 

LA METHODE DES PREMIERS INSTANTS 

17.1.  METHODE D ' APPROXI AIATI ON - 
2. 7 . 1 . L i n é d  d a n  ------------- 

NOUS devons résoudre  l ' é q u a t i o n  ( 1 . 2 7 ) ~  aux dérixrées p a r t i e l l e s ,  

avec second membre. Ce d e r n i e r  e s t  déterminé p a r  l a  connaissance d'une 

s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  c a r a c t é r i s a n t  1 'écoulement à 1 ' e x t é r i e u r  de l a  

couche l i m i t e  (1.08, 1 .12 ,  1.28). Notre but  e s t  d ' u t i l i s e r  simultanément 

c e t t e  s o l u t i o n  e t  une méthode d'approximations success ives  pour pouvoir  

s e  d é p a r t i r  du second membre e t  rechercher  des s o l u t i o n s  d 'équat ions  

l i n é a i r e s  dédu i t e  de (1.27). 

S o i t  fe  l a  s o l u t i o n  de  I écoulement e x t é r i e u r  ( f l u i d e  p a r f a i t ) ,  

Nous pouvons i n t r o d u i r e  l e  changement de fonct,ion d é f i n i  p a r  

L 'équat ion r é s u l t a n t e  (1.27, 1 .29 ,  2.01 ) peut ê t r e  l i n é a r i s é e  en u t i l i s a n t  

l a  méthode d i t e  des premiers  i n s t a n t s  ( /10 / , /11 / )  : à p a r t i r  du repos,  

cons idéré  corne i n s t a n t  i n i t i a l ,  l a  couche l i m i t e  e s t  t r è s  f i n e  e t  l e  terme 

visqueux y e s t  d'un o rd re  de grandeur supé r i eu r  à c e l u i  des  termes convec t i f s ,  

Ce terme visqueux d o i t  ê t r e  cont reba lancé ,  dans l e  cad re  des hypothèses 

avancées,  p a r  l e  terme provenant de 1 ' accé l é ra t ion  i n s t a t i o n n a i r e .  Alors ,  

- 
en négl igeant  l e s  termes convec t i f s  en fe  e t  f  (hypothèse que l ' expé r i ence  

g  

permet t ra  de v a l i d e r )  nous devrons résoudre l ' é q u a t i o n  



avec l e s  condi t ions  

- - 
2.03 a )  t = O 3 fg(x3; O )  = f 1  (x3;0) = O ; 

g x3 

On remarquera que deux condi t ions  i n i t i a l e s  sont  données. Toutes 

l e s  deux correspondent à des  r e a l i t é s  physiques ( n u l l i t é  des composantes 
c 

u1 e t  u  à l ' i n s t a n t  i n i t i a l ) .  Le choix  e n t r e  l ' u n e  e t  l l a u t r e  s e r a  
3 

f a i t  u l té r ieurement .  Ne cherchant  qu'une approximation de l a  v i t e s s e  u  
1 ' 

l a  condi t ion  (2.03 c )  , t r a d u i s a n t  un r a t t r a p a g e  asymptotique au  l o i n  du 

p lancher ,  s e r a  f i xée  moins a rb i t r a i r emen t  dans l a  s u i t e  de c e t  exposé. 

Nous pouvons e s s a y e r  d ' éva lue r  1 ' e r r e u r  commise p a r  1 ' app l i ca t ion  

de l a  mgthode précédente en i n t r o d u i s a n t  dans l ' é q u a t i o n  de dépar t  un deve- 

loppement de fonc t ions  fi de t e l l e  manière que 

b )  cond i t i ons  s u r  f  = condi t ions  s u r  
O e (1.06) 

C) condi t ions  sur 
f l  t = o  f l  = f i  = O 

t 
x = O  

3 
. ,  = - ~ ( u )  du 

O I (2.09)  
2 a2 t f i  = - 



d )  cond i t i ons  s a r  f .  (i 1 2 )  t = 3 f .  = f! = O 
1 1 1 

Il v i e n t  a l o r s  avec (1.27) e t  (1.29) 

O 
2.05 [ c - f t 2 - ? :  O 

+ r;; - v f " ' ]  
1 

I t 1  + ( -  f 1 2  - 2 f '  f '  + f f "  + fo  f;  + { f l  fa: } ]  + If; - v f2 
1 O 1 1 1  

+ rf; - v f t l l  + (- 2 f t  f; - 2 f '  f '  - f;2 + f 2  f',' + f f" + f f n  
3 O 1 2  1 2  O L 

On remarquera que 

- l a  s o l u t i o n  proposée précédemment e s t  i n c l u s e  dm-s l e s  deux premiers  

termes fo  e t  f l  . 
- l e s  q u a n t i t é s  e n t r e  c roche t s  sont  n u l l e s  s i  f = fe ( c f .  1 .12) 

O 

- l e s  termes e n t r e  parenthèses  sont  des termes quadra t iques  n6gl iges  

d ' i t é r a t i o n s  s i iccéssives.  

Dès l o r s ,  i nous s u f f i t  de résoudre  l e s  equat ions l i n G a i r e s  

c 1 
. 
f; - V f;" = f i  f 2  + 2 ffo f i  - f f " -  f o  f',' 

1 1  
e t c .  

avec l e s  condi t ions  exprimées précédemment. On remarquera que l e s  seconas 

membres de ces  d i v e r s e s  équat ions  sont  ou n u l s  ou connus l o r s  d t i t e r a t i o n s  

précédentes .  



Cet t e  méthode de recherche des approximations complément a i r e s  

nous e s t  d i c t é e  par  ASKOVIC en / 1 0 /  où 1 'on t r o u v e  l a  remarque su ivan te  : 

" Bien qu'une démonstrat ion généra le  de convergence de ce  procédé, pour 

N - n ' e x i s t e  p a s ,  on peut e spé re r  que pour  t suffisamment 

p e t i t  f 2  , f 3  , . . . deviennent rapidement nég l igeab le s ,  non seulement 

à cause de l a  p e t i t e s s e  des termes convec t i f s  dont une p e t i t e  e r r e u r  

n ' a f f e c t e r a  que peu l e s  seconds membres, mais a u s s i  en  r a i son  du choix 

des  condi t ions  aux l i m i t e s  identiquement n u l l e s  à p a r t i r  de 
f2 " .  

Dans une a u t r e  remarque ASKOVIC présage l e  f a i t  que l ' o n  pourra  
f 

se l i m i t e r  à l a  prerniere i t é r a t i o n .  Ce résultat s e r a  corrobore en comparant 

n o t r e  approximation aux r é s u l t a t s  expérimentaux. 

On peut  aisément a b a i s s e r  l ' o r d r e  de l ' é q u a t i o n  (2.02) .  Une 

quadrature i n t r o d u i t  l a  fonc t ion  ~ ( t  ) , cons t an te  d ' in t6gra . t ion .  Cela  s e  

p rodu i t  également l o r s  de  l a  recherche de l a  s o l u t i o n  g6nérale  des  gquat ions  

(2.06) .  In t roduisons  l e  changement de fonc t ion .  

2.07 

on ob t i en t  

L a  so lu t ion  de c e t t e  équa t ion  d o i t  v é r i f i e r  des  cond i t i ons  dédui tes  de 2.03 



a )  t = O  f  ( X  ;O)  = f '  (x3;0) = O ( cond i t i ons  l i g e s )  
g 3  g 

e t  a i n s i  une cond i t i on  ( en  x ) e s t  excédenta i re .  
3 

Alors ,  s i  l ' o n  i n t r o d u i t  l a  v a r i a b l e  de s i m i l i t u d e  rl 

oh o b t i e n t  pour s o l u t i o n  de (2.08)  l a  fonc t ion  d ' e r r e u r  (11 1 1 )  q u i  ne peut 

v é r i f i e r  simultanément l e s  condi t ions  (2 .09 ) .  Nous a l l o n s  donc dgvelopper 

-..me s o l u t i o n  de t y p e  po lynomid  en rl . 
In t roduisons  dans l ' é q u a t i o n  (2.08)  l e  changement de fonc t ion  

é t a n t  d é f i n i  par  ( 2 .  I O ) ,  ~ ( t )  e t  G ( ~ )  ne pouvant ê t r e  identiquement nul. 

Alors ,  ap rè s  réarrangement e t  s i m p l i f i c a t i o n s ,  on o b t i e n t  

2.12 
k t  T G" - -= - 2q G '  - 2  G 

T G 

Les deux membres de c e t t e  é g a l i t é  dépendent de v a r i a b l e s  indepen- 

d a t e s  e t  nous l e s  éga lons  à une cons tan te  numérique m à determiner .  D 'OÙ 

l e  système des deux équa t i cns  d i f f é r e n t i e l l e s .  



La s o l u t i o n  de l a  première e s t  

2 
e t  v é r i f i e  l e s  condi t ions  (2.09 a) s i  G ( ~ )  e s t  borné p a r  e q  e t  s i  m 

e s t  p o s i t i f .  On reconnai t  dans l a  seconde équat ion  d i f f g r e n t i e l l e  une 

ana logie  avec l ' équat ion des polynomes d'HERMITE-TCHEBICHEFF ( /  1 2 / ~ n n e x e )  . 

77.3. D E T E R M I N A T I O N  D E  LA FONCT I O N  ~ ( n )  

Cherchons une s o l u t i o n  sous l a  forme d'une s é r i e  polynomiale 

que nous in t rodu i sons  dans (2 .14) .  On o b t i e n t  d o r s  l e  système d ' é g a l i t é s  

su ivant  

qu i  permet de c a l c u l e r  chaque c o e f f i c i e n t  2 p a r t i r  des préc6dents  : 

2.18 r - - r 2 + 2 k + r n  

k+2 ( k + l ) ( k + 2 )  k  

P a r  un c a l c u l  de proche en proche (annexe A )  on peut  é c r i r e  l a  

fonct ion G sous l a  forme 



2.19 a 
m 

b 
2k zk(l0)=' 0 ( 1 ' 1  p k q  ) 

k ?  1 

n-2+4k - r 
c 1 - 2k - -  

'k - k < l  2k(2k-1) r 
O 

d )  
2k 

p 2 k + 1 ( r 1 )  = ' 1 ( 1  + k'l 1 qk n 

n-4k - r 
e - 2k+ 1 

'k - 2k(2k+l - I- 
k> l  r 

1 

e t  il v i e n t  a l o r s  pour  l a  première approximation de l a  fonc t ion  f 

11.4. DETERMINATION D E S  INCONNUES AUXILIAZRES - 

A l ' a i d e  de (2.16)  ou  (2.20) l a  composante u de l a  v i t e s s e  1 

s ' é c r i t ,  en i n t é g r a n t  l a  cons tan te  o dans l e s  cons t an te s  r d g f i n i e s  p a r  
k 

(2 .18) .  

l e  terme e n t r e  parenthèses  ayant L a  forme s u i v a n t e -  (grâce à (2.16)  ) 

a - k+ 1 m 
8, (r,,, ) - 2 rl (rkv1 rlk-l) = - r 

k 
k k-1 r l .  



La s o l u t i o n  (2 .21)  n ' e s t  va l ab le  que dans l e s  t o u t  premiers  

i n s t a n t s  du mouvement. En s e  l i m i t a n t  à une c e r t a i n e  i n c e r t i t u d e  f i r e e  

à l ' a v a n c e ,  il e s t  p o s s i b l e  de développer l e  terme 1 T' sous l a  forme 
3 3 

d'une s é r i e .  A p a r t i r  de (1 .11 )  e t  des cond i t i ons  expgrimentales ,  l ' o n  

o b t i e n t  

Compte t e n u  des remarques du paragraphe 11.2 , l a  cond i t i on  

temporel le  s u r  u  s e r a  encore v é r i f i e e  dans l e s  proches i n s t a n t s  du 
1 

mouvement en é c r i v a n t  

c 

Il n ' e x i s t e  pas  de  va leur  de r t e l l e  que c e t t e  somme s o i t  
1 

n u l l e  pour t o u t e s  l e s  v a l e u r s  du temps. Néanmoins, en u t i l i s a n t  l e  p r inc ipe  

des premiers i n s t a n t s  e t  l a  r e l a t i o n  (2.22)  on o b t i e n t  : 

Il nous r e s t e  à déterminer  l a  fonc t ion  ~ ( t ) .  Ne pas cons ide re r  

c e t t e  fonct ion ~ ( t )  e s t  en cont rad ic t ior i  avec l a  t h g o r i e  (annexe B)  e t  

avec 1 'expgrience . Pour l a  c a l c u l e r ,  on i n t r o d u i t  dans 1 'expression de f 

l a  condi t ion  li,t,e s u r  l e  p lancher  (x3 = n = 0 ) .  A lo r s ,  il v i e n t  

0 
Nous en  déduisons immédiatement l ' e x p r e s s i o n  de 1.a cons t an te  



expression dans l a q u e l l e  l a  cons t an te  m a é t e  determinée auparavant .  

On remarquera que l e s  cond i t i ons  aux l i m i t e s  sont  t o u t e s  v é r i f i é e s  

e t  que, néanmoins l a  cons t an te  r n ' e s t  pas  déterminee. Par  des  considéra- 
O 

t i o n s  d ' o rd re  de grandeur nous a l l o n s  s i m p l i f i e r  l ' e x p r e s s i o n  (2.21)  e t  en 

déduire  l a  va l eu r  du c o e f f i c i e n t  r . Le f ro t tement  p a r i é t a l  é t a n t  d é f i n i  
O 

p o s i t i f ,  l ' o n  peut  marquer 

c 

P a r  s u i t e ,  l e  c o e f f i c i e n t  r e s t  s t r i c t emen t  n é g a t i f .  La va leur  
O 

de r s e r a  déterminée u l té r ieurement  p a r  comparaison avec c e r t a i n s  r é s u l t z t s  
O 

expériment aux. 

Les deux polynomes ' peuvent ê t r e  comparé au  développement de 
2 

en . Du f a i t  du  p r i n c i p e  des premiers  i n s t a n t s ,  en notan t  l a  convergence du 

développement de u ( s é r i e  a l t e r n é e  de terme .genéral &quiva len t  2 I/k ! ) ,  
1 

l a  va leur  de u t end  asymptotiquement ve r s  c e l l e  qu i  f u t  trou-<Ge en f l u i d e  
1 

p a r f a i t  pour l e s  grandes va l eu r s  de l a  var iab le  rl . Ceci n ' a  guère d ' i n t é r ê t  

e t  nous devons chercher  une approximation va l ab le  pour des  f a i b l e s  va leurs  

de x (domaine de l a  couche l i m i t e ) .  On t rouve  en annexe que l e  developpemerit 
3 

considéré à p a r t i r  du second terme e s t  m8joré p a r  .ri2 . On t ronque  a l o r s  

l e  développement dès  l e  second terme e t  l ' o n  a 

avec . 



Après déterminat ion de r p a r  des  cons ide ra t ions  expérimentales  
O 

(chap.  nous présenterons  l e s  r é s u l t a t s  (chap. IV)  obtenus p a r  c e t t e  appro- 

ximation des premiers  i n s t a n t s  en  comparaison avec l e ' t r a i t e m e n t  d i r e c t  de 

l ' é q u a t i o n  (1.27) par  une mgthode n d r i q u e  que nous a l l o n s  p re sen te r .  
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CIII?PITRE III 

Nous étudions i c i  1 'écoulement laminaire i n s t a t i o n n a i r e  d'un 

f lu ide  visqueux incompressible dans l a  zone II ( f i g .  2 )  comprise e n t r e  

une pa ro i  imperméable (x  = O )  e t  une region 1 où l e  f l u i d e  peut ê t r e  
3 

considéré comme p a r f a i t  e t  où l 'écoulement a  é t é  déterminé e t  v é r i f i é  

expérimentalement. Nous résolvons num6riquement l e  problème dans l e  cas 

d'une v a r i a t i o n  s inusoïdale  du p i s t o n  (1.11 b )  . Bien que l a  période 

du mouvement puisse v a r i e r ,  nous nous sommes l i m i t é s  au s e u l  cas  

T = 16,8 S .  

171.7. REMARWES SUR LES CONDITIONS LIMITES - 

3. 7 . 1 .  Fan~zLeatiofi du pna bL2me --------------- ------- 

Rappelons 1 'équation à r6soud.re 

dans l a q u e l l e  ~ ( t )  e s t  une fonction connue e t  donnée p a r  (1.29). Les condi- 

t i o n s  auxquelles  doivent s a t i s f a i r e  l e s  quan t i t e s  f ( x  ; t )  e t  f 1 ( x 3 ; t )  sont 
3 

l e s  su ivantes  : 

- condit ions de paroi  



1 texpérience /13/ montre q u ' à  aucun moment, l e s  couches l i m i t e s  qu i  s e  

développent s u r  l e  p lancher  (x = O) e t  s u r  l e  p i s t o n  ( x  = L g ( t ) )  3 3 

n l i n t e r f é r e n t  e n t r e  e l l e s .  Ceci s e  t r a d u i t  pa r  l ' e x i s t e n c e  r é e l l e  de l a  

zone 1 ( f i g .  2 )  à t o u t  i n s t a n t  e t  en p a r t i c u l i e r  au  moment où l e  p i s t o n  

a t t e i n t  sa c o t e  minimum : 

3.01 a. = b - a = 2 c m  3 min 

Nous pouvons donc changer l a  condi t ion  i n f i n i e  (2.03) au  

p r o f i t  d 'une condi t ion  à d i s t a n c e  f i n i e  dédu i t e  de l a  présence d lun  6cou- 

lement e x t é r i e u r  de f l u i d e  non visqueux : 

< 
- condi t ion  e x t é r i e u r e  

(e3 é t a n t  t o u j o u r s  supé r i eu r  à 
6 ,  + 6, , épa i s seu r s  r e s p e c t i v e s  des 

couches l i m i t e s  qu i  s e  développent s u r  l e  plancher  e t  s u r  l e  p i s t o n ) .  

- condi t ion  i n i t i a l e  

ce q u i ,  nous l e  savons, e n t r a i n e  f  ' ( x  ;O) = O 
3 

3 .1 .2 .  R Q ~ o ~ u t i o n  MUYMZLL~LLQ de. 1.27 ----------------- ---------- 

In t roduisons  t o u t  d 'abord  l e s  deux v a r i a b l e s  r e d u i t e s  su ivan te s  : 

X3 X 
z = - 3 - -  

(b-a} / 2  1 

 ons sidérons l e  g r i l l a g e  ( f i g .  4 )  l i m i t é  à l ' i n t é r i e u r  d'un c a r r e  de cô t é  

un i t é .  On dés ignera  par  A Z e t  A M l e s  dimensions des  ma i l l e s  de  ce 

g r i l l a g e  su ivant  l e s  axes s p a t i a l  Z e t  temporel M . 



A p a r t i r  du  système (1.27, 1.16, 1 .17,  3.02) il s ' a g i t  de c a l c u l e r  l e s  

va l eu r s  f .  (z;M) au  p o i n t  Z = Z .  = i A Z  e t  M = M .  =  AM . Pour c a l c u l e r  
lj 1 J 

c e s  va leurs  d i s c r è t e s  f .  nous devons t r a d u i r e  l e s  dér ivées  p a r t i e l l e s  
l j  

sous forme de d i f f é r e n c e s  f i n i e s .  Dans l e  cas  des  dér ivées  s p a t i a l e s ,  

d ' o rd re  supé r i eu r  , n o t r e  choix s ' e s t  ~ o r t 6  s u r  l e s  d i f f é r e n c e s  c e n t r a l e s .  

On peut  é c r i r e  / 14 /  

Quant aux d é r i v é e s  ~ r e m i è r e s  nous avons u t i l i s é  des  formules 

à qua t r e  p o i n t s  : / 151 

Des re.isons qui nous ont  poussé à ne pas  u t i l i s e r  l e s  formules 

c e n t r a l e s  pour  f '  s e r o n t  exposés dans l a  s u i t e  de ce c h a p i t r e  (&thode 

c l a s s i q u e  l o r s  du t r a i t e m e n t  des  couches l i m i t e s ) .  Quant à l a  de r ivee  

tempore l le ,  nous employerons l a  n o t a t i o n  

où pi r ep ré sen te  l a  v a l e u r  de l a  fonct ion ca l cu l6e  à l ' i n s t a n t  précgdent .  



Nous pouvons a l o r s  en l eve r ,  sans aucune ambiguité,  l e  second 

ind ice  e t  é c r i r e  l ' é y u a t l o n  (1.27) sous l a  forme (avec 3.06 a ) .  

Quant aux cond i t i ons ,  nous obtenons pour 

- Le non gl issement  à l a  pa ro i  (1.17)  



- Le r a t t r a p a g e  à l a  f r o n t i è r e  de l a  couche l i m i t e  (3 .02)  

s i n  -rr M. 
f - 2 .rr - - -- L- 
~ + l  ,j T l7 

. , 

- La condi t ion  i n i t i a l e  

Les équat ions  (3.08) peuvent prendre l a  forme su ivan te  : 

A chaque i n s t a n t ,  1 'on d o i t  v é r i f i e r  N 6quat ions  

O. = O (i C [l ,NI ) . ~ a ' m é t h o d e  numérique c h o i s i e  n é c e s s i t e  l ' i n t r o d u c t i o n  
1 

de deux axes imagina i res  Z = ( - l ) ~  Z e t  Z = (21 + 2 ) ~  Z . Les N équat ions 

O. dépendent donc en p r i n c i p e  de (TLT + L I )  f onc t ions  inconnues f . 
1 i 

Deux de ces  q u a t r e  fonc t ions  surabondantes s o n t  connues p a r  l ' i n -  

t e rméd ia i r e  des cond i t i ons  (3 .09)  e t  (3 .10)  e t  s e ron t  i n t r o d u i t e s  dans l e s  

équat ions  correspondantes .  D u  au choix des formules numériques, la seconde con- 

dition à la paroi ne détermine pas complétement f-1. Nous léverons le problème 

en introduisant une condition physique. 

Il n 'en  r e s t e  pas  moins que nous devons formuler encore une hypotlhèse eom- 

plément a i r e  pour 1 'inconnue excédent a i r e  . Ce s e r a  p a r  exemple une 

cond i t i on  de r a t t r a p a g e  à l a  f r o n t i è r e  de l a  couche l i m i t e  

A chaque i n s t a n t  nous avons un ensemble de N inconnues 

( f , ,  f 2 ,  .. ., fN) dans l e s  N équat ions  ( B  O p ,  . . ., Q ~ ) .  On peut  d o r s ,  à 
1 ' 



p a r t i r  des va l eu r s  des fonc t ions  p .  1 au temps M = M connues, c a l c u l e r  
j ' 

l e s  va leurs  des  fonc t ions  î i au temps M = M j + ]  = M. + ii M. L e  système J 

a i n s i  obtenu é t a n t  non l i n é a i r e ,  on peut  s ' a t t e n d r e  à p l u s i e u r s  so lu t ions  

poss ib l e s  e t  nous adoptons l a  méthode i t é r a t i v e  su ivan te  : 

111.2. METHODE NUMERIQUE 

N e  pouvmt u t i l i s e r  une méthode du type  RUlVGE-KüTTA, en nous 

i n s p i r a n t  de /17/ e t  de /14/  a i n s i  que des r e s u l t a t s  de FLOREdT e t  âL / l a / ,  

nous employerons l a  méthode i t é r a t i v e  de NEWTON /19/ ,  /20/ pour resoildre l e  

système s formé p a r  l e s  équat ions  Q. . En t e n a n t  compte des remarques 
c 1 1 

précédentes  nous avons rem2lacé dans ces  equa t ions ,  l e s  fonc t ions  connues 

p a r  l e u r  v a l e u r .  Le système S s ' é c r i t  a l o r s  
1 

On suppose a u  dépa r t  que l e s  v a r i a b l e s  f .  sont  connues comme 
1 

première approximation de l a  s o l u t i o n  du système S e t  que c e t t e  ap&roxima- 
1 

tien e s t  s i t u g e  à une d i s t a n c e  ( 6 f l ,  6 f 2 ,  . . . , 6 fN)  de l a  s o l u t i o n  exac te  

- 
3.15 f .  = f .  + 6 f .  l s i < R  

1 ' 1 1 

Er1 éc r ivan t  l e s  développements en s e r i e  de TAY1,OH des fonc t ions  

mi l e s  d i s t a n c e s  6 f i  peuvent ê t r e  obtenues approximativement p a r  l a  

r é s o l u t i o n  d 'un  systsme l i n é a i r e  2 . Les va l eu r s  a i n s i  c d , c u l e e s  p a r  2 



(3 .15)  sont  une me i l l eu re  approximation que 1 'approximation o r i g i n a l e .  

On u t i l i s e  ce s  nouvel les  va l eu r s  e t  on r é p è t e  ce  p r o ~ é d d  jusqu 'à  ce  que 

t o u t e s  l e s  fonc t ions  O .  deviennent individuel lement  p lus  f a i b l e s ,  en 
1 

va leu r s  absolue,  qu 'un c e r t a i n  E f i x é  à l ' avance .  

Le système l i n é a i r e  S2 permettant  de c a l c u l e r  l e s  d i s t a n c e s  

b f .  s ' é c r i t  : 
1 

Les c a l c u l s  r e l a t i f s  à l a  mat r ice  ( O .  . )  s e  t rouvent  regroupés 
1 ,J 

dans 1 ' annexe C . 

7 7 7 . 3 .  - REMARQUES 

Avant de comparer l e s  d i f f é r e n t s  r é s u l t a t s  ( ana ly t iques ,nmér iques  

e t  expérimentaux) obtenus ,  nous avons à e x p l i c i t e r  l e s  d i f f é r e n t s  choix  

exposés précédemment. 

Avant de comparer l e s  d i f f é r e n t s  r é s u l t a t s  (ana ly t iques ,  numériques 

e t  expérimentaux) obtenues,  nous avons à e x p l i c i t e r  l e s  d i f f é r e n t s  choix ex- 

posés précédemment. 

L'organigramme du c a l c u l  e s t  exposé s u r  l a  f i g u r e  3 .  Les r g s u l t a t s  

p ré sen té s  ont  e t 6  obtenus avec des o r d i n a t e u r s  H.P e t  C . I . 1 ,  Sur l e s  f i g u r e s ,  

l e s  r é s u l t a t s  déc r iven t  l e  p r o g i l  de  l a  v i t e s s e  l ong i tud ina l e  u = x f' (x3; C)  
1 1 

(équat ion 1-15) dans l e  p lan  de  s o r t i e  de  l 'écoulement  (s = 100 cm) 
1 



Le choix du pas dc calcul temporel est le suivant : les deux coefficients 

G1 et G2 ( formules C.O1 ) ,  provenat des termes dus à l'accélération instation- 

naire et à la viscosité, ont été supposés dü même ordre de grandeur. Ainsi, 

pour décrire une demi-période du mouvement ( phase descendante du piston cor- 

respondant à l'expulsion du fluide ), nous nous sommes limité à 170 pas de 

calculs temporels pour 25 points d'intégration spatiaux. 

Dans le paragraphe 3.13, nous avons remarqué l'introduction de points 

imaginaires. A l'origine, une formule centrale à trois points a été choisie 

pour la dérivée f', quantité proportionnelle à la composante longitudinale 

a U I  
u et à sa dérivée a . La condition de non glissement à la paroi permet 

1 

d'éliminer 1' inconnue f qui est introduite dans le terme visqueux - 1 

de l'équation 4, = O . Si l'on a 

- - - x . f' = O 
'1, paroi 1 paroi 

f' 
1 = f' (<=O) = - 

paroi 2 .hL  

Au départ, les résultats apparaissent plausibles. Mais, rapidement, les 

calculs divergent et laissent présager un manque de finesse des formules 

employées. Nous avons recherché d'autres formules aux différences finies pour 

la dérivée première f '  qui semble primordiale pour l'évolution du calcul. 

Il est possible d'utiliser la formule à quatre points ( 3.OGb ) .  Les 

conditions d'adhérence à la paroi ( 1.17 ) donnent, pour la fonction 
f-, 

exédentaire 

Avec cette c~ndition ( 3.17 ), nous avons obtenu une boni~e convergence des 



résultats. Les valeurs sont plus faibles que Celles trouvées avec la méthode 

des premiers instants. Nous allons faire apparaitre maintenant l'influence 

de la viscrisité aux abords de la paroi. 

On peut utiliser enfin, la relation ( 3.06a ) .  Cette dernière a permis 

l'écriture de la condition d'adhérence à la paroi ( u = O ) introduisant 1 

une inconnue numérique f . Nous avons alors besoin d'une condition numé- 
-2 

rique supplémentaire. Considérons l'équation de quantité de mouvement 

selon l'axe Ox . A la paroi, les composantes u et u s'annulent et l'on 
1 1 3 

en déduit 

Cette égalité s'écrit, après introduction de 1.a formule centrale ( 3.05b ) 

Si on lui ajoute l'equation de non glissement 

l'on obtient 

Nous avons également résolu l'équation 1.27 en utilisant cette relation. 

Les figures 5, 6 et 7 représentent des résultats obtenus avec chacune des 

expressions ( 3.17 ) et ( 3.18 ) qui encadrent, à chaque fois, les résultats 

obtenus avec la méthode des premiers instants. Nous remarquerons que ces 

deux forniulations, toutes deux nilmériqiiernent valables, présentent de notables 

différences surtout aux faibles valeurs de x . D'autre part, elles néces- 
3 

sitent un nombre élevé d'itérations. L'influence de la viscosité est évoqué 



dans l a  d e r n i è r e  expression de f  . Nous avons r é s o l u  n o t r e  problème en consi- - 1 

dérant  d i f f é r e n t e s  va l eu r s  pour l a  u i s c o s i t é  ~ i n é m ~ i t i q u e .  L'on retouve rapidement 

l a  s o l u t i o n  l i m i t e  ( " f l u i d e  p a r f a i t "  ) exposée au premier c h a p i t r e .  Les r é su l -  

t a t s  son t  exposés su r  l a  f i g u r e  8 

Les  remarques su ivan te s  concernent l e s  d i f f é r e n t e s  op t imi sa t ions  

opér6es pour pa rven i r  aux r 6 s u l t a t s  exposés au  clle,pitre I V .  Il s ' a g i t  t o u t  

d 'abord de l ' i n i t i a l i s a t i o n  de dépar t .  D a n s  l e  t a b l e a u  su ivant  sont  r6sum6s 

quelques r é s u l t a t s  r e l a t i f s  à c e s  i n i t i a l i s a t i o n s .  

Tableau 1 : d i f f é r e n t e s  i n i t i a l i s a t i o n s  

- 

t = 0,5 s i n i t  

L'on remarquera que ces  i n i t i a l i s a t i o n s  deviennent sans importance 

au bout de d i x  i n t e r v a l l e s  de temps. Nous n 'avons pu u t i l i s e r  1' 

i n i t i a l i s a t i o n  dedu i t e  de l ' e x p r e s s i o n  ( 2.28  ) : pour des  temps 

t r è s  f a i b l e s ,  l ' e x p o ~ ~ e n t i e l l e  néga t ive  r é d u i t  l ' i n i t i a l i s a t i o n  s u r  

f '  à l a  va l eu r  f '  t a n d i s  que pour des  temps é l evés ,  l e s  e r r e u r s  e '  



spécifiques au calcul ne permettent pas de retrouver les résultats obtenus 

avec d'autres initialisations 

Un point important est celui du pas de calcul ( Z 1  ) ou du nombre 

de pas d'intégration ( N ) . Le temps de calcul étant d'autant plus long 
que ce nombre est élevé, et n'ayant pu trouver de relation entre ce 

dernier et les oscillations rencontrées dans les calculs à partir de 1' 

ordonnée réduite Z = 0,5 , nous avons limité nos investigations 

ultérieures au seul cas b Z  = 0,04 . La figure 9 montre néanmoins la 
faible incidence du pas de calcul sur le profil des vitesses. 

Enfin, l'équation ( 3.12 ) ne peur être vérifiée exactement. Iï 

a fallu se fixer une incertitude & arbitrairement petite, in£ luençant 

le nombre d'itérations. Cette incertitude a été prise, après différents 

- 6 essais, égale à 10 . 



C H A P I T R E  I V  

ANALYSE D E S  B1FFEREi'ST.S RESULTATS 

Les d i f f é r e n t e s  s o l u t i o n s  à n o t r e  problènle ont  é t e  obtenues 

p a r  l e s  méthodes su ivan te s  : 

- méthode des premiers  i n s t a n t s .  

- méthode numérique. 

- méthode expérimentale  (anémométrie 2 f i l m  chaud).  

IV. 7. L,Z METHÙDE DES PREEVTERS l!JSTAi'JTS - 
< 

Nous avons vu a u  cours  du second c h a p i t r e  q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  

de d é c r i r e  l e  p r o f i l  de l a  composante u  aux abords du p l an  de ré fe-  
1 

rence  x = O pa r  une r e l a t i o n  tronquge (2.28; 2 .24)  t e l l e  que 
3 

dans l a q u e l l e  l e  c o e f f i c i e n t  X e s t  c a r a c t é r i s t i q u e  du frot tement  à l a  

p a r o i  (annexe B)  e t  ne peu t  donc pas ê t r e  nu l .  

Dans une premikre é t a p e ,  en s e  l i m i t a n t  à des temps inf imes 

( p a r  rapport  à l a  pér iode  du mouvement du p i s t o n ) ,  l a  s o l u t i o n  obtenue 

en négl igeant  l e  f rot tement  peut, s ' é c r i r e  (B.o~) 

C e t t e  s o l u t i o n  e s t  assez proche des  r 6 s u l t a t s  expérimentaux s u r  l a  

f i g u r e  1 1 .  C e t t e  s o l u t i o n  ~ o u . r r a i t  ê t r e  i n t é r e s s a n t e  l o r s  de l a  recherche 

d'une i n i t i a l i s a t i o n  pour  une méthode numérique. Son i n t é r g t  s e r a  évoque 
e 

dans un paragraphe u l t é r i . eu r .  Il f a u t  remarquer que c e t t e  s i m p l i f i c a t i o n  



a p o u  conséquence de ne pas v é r i f i e r  c e r t a i n e s  condi t ions  l i m i t e s  

( en  p a r t i c u l i e r  l e  non gl issement  à l a  p a r o i ) .  I l  ne fau t  donc pas 

s ' é t o n n e r  des divergences avec l e s  a u t r e s  r é s u l t a t s  dès l e  temps 

t = l s .  

On peut remarquer que l e  paramètre A e s t  c a r a c t é r i s t i q u e  du 

p r o f i l  de u  . En e f f e t ,  à l ' a i d e  de (2.28)  e t  de (2 .24)  l ' o n  o b t i e n t  : 
1 

a x 
3 

A .. - . . 
u - u  

1 1 e Jvctl 
pa ro i  

c 

e t  c e l à  montre l ' impor tance  r e l a t i v e  de A avec l e  temps (fig. 11  e t  12).  

Les condi t ions  imposées pendant l ' é t u d e  de l a  méthode des 

premiers  i n s t a n t s  ne permyttent pas  de c a l c u l e r ,  à chaque i n s t a n t ,  l a  

va l eu r  du paramètre A . Compte t e n u  de l a  p ropor t ion  (4.01 ) e t  des 

e r r e u r s  inh6rentes  à l a  méthode expérinlentale , pour pouvoir ob ten i r  m e  

r é fé rence  p l a u s i b l e  nous n  'avons e u  d ' a u t r e  a l t e r n a t i v e  que de rechercher  

une valeiir  moyenne de A . La f i g u r e  10 montre que pour t = 1 $5 secondes 

c e t t e  va l eu r  e s t  proche de - 0,2  e t ,  avec c e t t e  v a l e u r ,  l e s  r é s u l t a t s  

dédu i t s  de l a  méthode des premiers  i n s t an t s  sont  comparables aux r é s u l t a t s  

anémométriques jusqu 'à  des temps r é d u i t s  2  t = 0,6 ( c f .  (5.41) ) .  
/ T  

I V .  2. 'LA AiETffODE NUMERTQUE 

Ce t t e  méthode a  é t é  d é c r i t e  au chap i t r e  t r o i s .  Le problème Ze 

p l u s  imporVant a  é t é  de d é f i n i r  un choix de formules a w  d i f f é rences  

f i n i e s .  La t r a d u c t i o n  de 1 'équat ion  (1 .27)  



à l ' a i d e  d e  d i f f é r e n c e s  f i n i e s  i n t r o d u i t  un système S d e  f o n c t i o n s  
1 

Qii (3.14) dépendant  d c  v a r i a b l e s  d i s c r è t e s  f  Noiis avons vu que t o u t e s  i ' 

c e s  v a r i a b l e s  f .  s o n t  connues e n  u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  (3.06b) e t  que 
1 

l a  r é s o l u t i o n  du problème n é c e s s i t e  une c o n d i t i o n  supp lémenta i re  s i  l ' o n  c h o i s i t  

l a  formule  3 .06a ,  pour l a  d é r i v é e  f ' ,  q u i  i n t r o d u i t  l ' i n c o n n u  f -2 .  L e  dou te  

e s t  l e v é  e n  c o n s i d é r a n t  l e s  c o n d i t i o n s  d e  p a r o i  

f ( O ;  t )  = f l  ( O ;  t )  = O  

+ v f " '  ( O ; t )  + A  ( t )  = O 

t 

La m a j o r i t é  d e  nos r é s u l t a t s  numériques o n t  é t é  ob tenus  e n  u t i l i s a n t  c e t t e  

c o n d i t i o n .  Il r e s t e r a i t  à conf i rmer  n o t r e  c h o i x  de  fo rmules  aux d i f f é r e n c e s  f i n i e s  

p a r  l ' u t i l i s a t i o n  d e  fo rmules  p l u s  é l a b o r é e s  e t  l ' o b t e n t i o n  d e  r é s u l t a t s  homologues. 

Considérons  l a  r e l a t i o n  (4 .01) .  E l l e  nous apprend que l e  paramètre  A ,  

donc l e  f r o t t e m e n t  à l a  p a r o i ,  e s t  e n  r e l a t i o n  d i r e c t e  avec  l e  temps e t  l a  

v i s c o s i t é .  La f i g u r e  9 corifirme c e  d e r n i e r  r é s u l t a t .  Considérons  main tenan t  

l e s  courbes  1 1 ,  12 e t  13. Il f a u t  t e n i r  compte des  e r r e u r s  expér imenta les  q u i  

se s i t u e n t  aux niveaux d e  l a  mesure e x a c t e  d e  l a  p o s i t i o n  d e  l a  sonde par  

r a p p o r t  à l a  p a r o i ,  d e  l ' i n f l u e n c e  d e  l a  p a r o i  s u r  l e  t r a n s f e r t  thermique e t  d e  

l a  c a l i b r a t i o n  ( v o i r  c h a p î t r e  5 ) .  C e t t e  p r é c i s i o n  é t a n t  f a i t e ,  l ' o n  p e u t  d i r e  

que l a  correspondance e n t r e  l e s  r é s u l t a t s  numériques e t  anémornétriques e s t  

bonne. 

On remarquera que  l ' u t i l i s a t i o n  de  l a  c o n d i t i o n  d e  p a r o i  dédu i te  d e  

l ' é q u a t i o n  5 .27 permet a l o r s  d ' i n t r o d u i r e  uniquement d e s  fo rmules  c e n t r a l e s  

pour  t o u t e s  l e s  d é r i v é e s  s p a t i a l e s .  S o i t ,  p a r  exemple, pour  l a  p remière  d g r i v é e ,  

une r e l a t i o n  t e l l e  que : 



Nous obt iendrons  a l o r s  
6f + C ( t )  

f - - - 1 

au l i e u  de l ' e x p r e s s i o n  (3.18) 

£2 + C  ( t )  
f-1 = 

En complément à ce r a p p o r t ,  nous nous propo:-,ons d ' é t u d i e r  u l té r ieurement  

t 

c e t t e  nouvel le  formulat ion.  

C e t t e  methode a  ? t é  n é c e s s a i r e  pour  déterminer  l e  paramètre 

A ( 2 .24 ) .  Nous d é t a i l l e r o n s ,  dans l e  c h a p i t r e  s u i v a n t ,  l e s  d i f f é r e n t s  

problèmes que nous avons dû résoudre  : méthode de c o r r e c t i o n  des mesüres, 

c a l i b r a t i o n  e t c  . . . 
Dans l e  cadre d'une comparaison des d i f f é r e n t s  r 6 s u l t a t s  pré- 

s en té s  nous devons me t t r e  l ' a c c e n t  s u r  l a  l i m i t a t i o n  de c e t t e  mgthode. 

Cer ta ines  limitations se ron t  d é c r i t e s  u l té r ieurement .  Les p l u s  importantes  

sont dues : 

- à l a  c a l i b r a t i o n  d i r e c t e  dans l a  cuve d ' e s s a i  ( f i g .  28) l o r sque  l e  

p i s t o n  a t t e i n t  l a  phase d e  d é c é l é r a t i o n .  Alors ,  on ne re t rouve  p l u s  

l a  v i t e s s e  dédui te  de l ' é q u a t i o n  (1.38) ( c a s  du f l u i d e  p a r f a i t ) .  

- à l a  dégradat ion de l a  sur face  de l'clément sens ib l e  ce qu i  pe r tv rbe  

son t r a n s f e r t  thermique. 

A u x  e r r e u r s  ci-dessus mentionnées,  s  ' a jou ten t  1.c-s e r r e u r s  de 

positionnement de 1.a sonde ( v i b r a t i o n s  causées par  l e  déplacement du 

p i s t o n  e t  1'6co~iLement du  r1.uide; ( f i g .  20), d i f f i c u l t é s  des mesures de 

d i s t ance  dans l ' e a u )  e t  I r  t r ~ n s r e r t  therrniqiie perli irb6 p a r  l a  présence 



de l a  p a r o i .  Pour t o u t e s  ce s  r a i s o n s ,  nous considerons que l e  domaine 

d ' e r r e u r  des  p o i n t s  expérimentaux p ré sen té s  s u r  l e s  f i g u r e s  su ivantes  

peut  ê t r e  éva lué  à 0,2 mm dans l e  positionnernent e t  1 cm/s dans l e s  

valeurs des v i t e s s e s .  

En conclusion,  c e l à  nous permet de d i r e  que no t r e  hypothèse 

de dépa r t  (1.12) e s t  raisonnableuient v é r i f i é e  p a r  t o u s  l e s  r é s u l t a t s  

qui en sont  dé d u i t  S .  



V .  1. - THEURZE DES MESURES Ai\JEA.lÛA{ETR7~UE.S 

5.1 . 7 . GQnéfid+LtQd ----------- 

De nombreux ouvrages généraux t r a i t e n t  de l a  ques t ion  des mesures 

m?émornétriques / 7 / ,  /8/. Le p r i n c i p e  de base de c e t t e  méthode e s t  de chau f fe r  

un f i l  ou un f i l m  condilcteur p a r  passage d 'un  courant é l e c t r i q u e .  Celà 

r e v i e n t  à un problème de t r e n s f e r t  do cha leu r  e n t r e  11616nerit chauffé  e t  l e  

f l u i d e  environnant .  

r 
L a  sonde es% c o n s t i t u é e  p a r  un f i l  t r è s  f i n  a s s i n i l a b l e  à un 

cy l ind re  de longueur " inf i r i ie"  ( r a p p c r t  de l a  longueur a u  diarnstre très 

grand) .  Le f l u i d e  qui l a  baigne e s t  souvent de l ' a i r .  Le th6orSne de VASCWY 

sur l a  s i m i l i t u d e  physique /21/ permet de t r a d u i r e  l a  l o i  de re f ro id issement  

du  f i l  pa r  une r e l a t i o n  du type  

5.01 Nu = Nu ( ~ e ,  P r ,  ~ r )  

où l e s  Nu, Xe, P r  e t  G r  sont  l e s  nombres sans  dimension de 

NUSSELT , FEYNOLDS , PRnNDTL e t  GRASHOF. 

Ces nombres sans  dimension sont c a r a c t 6 r i s t i q u e s  des  p r o p r i é t 6 s  

pliysiques de l a  sonde, du f l u i d e  ( f i g .  16 ) e t  de l'écod-e1r:cnt. I l s  

s ' é c r iven t  



( v o i r  dans l a  t a b l e  des n o t a t i o n s  pour l a  s i g n i f i c a t i o n  des d ive r se s  quan- 

t i t é s ) .  

Lo rçqu ' i l  e s t  p o s s i b l e  de nég l ige r  l e s  e f f e t s  de l a  convection 

n a t u r e l l e ,  on u t i l i s e  l a  r e l a t i o n  empirique due à KRAMERS ( / 2 2 / )  s ' é c r i v a n t  

où l e s  cons t an te s  A ,  E e t  C e t  l e s  exposants  a son t  généralement dé te r -  

minés p a r  i 1exp6r i ence ,  pour  une sonde donnée. FXSCH e t  COANTIC en /23/ 

o h  c a l c u l é  c e s  cons tan tes  dans l e  cas  d'une sonde "conique" (/24/). La 

dé termina t ion  de l a  l o i  de KRAMERS n ' e s t  va l ab le  que pour une sonde b i en  

d é f i n i e .  Comme e l l e  d o i t  ê t r e  v é r i f i é e  pour deux sond-es de même type  e t  

r e c a l c u l é c  pour  deux sondès de  types  d i f f é r e n t s  e t  que l e s  au t eu r s  

n1emp3.0ient pas  l e s  mêmes grandeurs  de r é f é rence ,  il n ' e x i s t e  guère 

d'homogénéité dans l e s  r é s u l t a t s .  

Les q u a n t i t é s  h ,  d  e t  k qu i  i n t e rv i ennen t  dans l e  nombre de 

NUSSELT (5 .02)  représenten t  respect ivement  l e  c o e f f i c i e n t  de t r a n s f e r t  

de c h a l e u r ,  une longueur c a r a c t é r i s t i q u e  e t  l a  conduc t iv i t é  thermique. 

C e t t e  de rn i è re  q u a n t i t é  e s t  donnge dans l e s  t a b l e s  ( f i g .  16 ) .  Nous 

prendrons conune longueur c a r a c t é r i s t i q u e  l a  l a r g e u r  p ro j e tSe  de l ' é lément  

s e n s i b l e  de l a  sonde s u r  un. p l a n  normal à l 'écoulement  (1241).  Mais comme 

l e  c o e f f i c i e n t  h  ne peut  être aisément ddterminé, l ' o n  c a l c u l e r a  l e  

nombre de NTJSSELT par  1 ' i n t e rméd ia i r e  du t r a n s f e r t  thermique. S o i t  

1 
N u =  R ( T - T ) ~  1 

f f a  m 



Dans c e t t e  express ion ,  l a  t ens ion  . Vf e t  l a  r é s i s t a n c e  
Rf 

sont  données p a r  lfan6mométre.  On détermine l a  temperature T p a r  une 
f  

ca l i ' o r a t ion  ( fig. 17 ) e t  1 'on mesure l a  1-origueur s e n s i b l e  de 12  sonde 1. 

Quant à l a  conduc t iv i t é  thermique k , l ' o n  cons idè re ra  l a  température 
m 

moyenne ( d i t e  de f i lm)  

La r e l a t i o n  (5 .07)  montre l ' inf luence  du c o e f f i c i e n t  de 

surchauffe  
a 

Pour des  r a i s o n s  de s e n s i b i l i t é ,  d ' e r r e u r  de mesures,  de dé r ive  e t c . .  . 
or, d o i t  s e  f i x e r  un c e r t a i n  é c a r t  de temp6ra0ture AT = T - T (dcnc Urie 

f a  

c e r t a i n e  surchauffe  
'la ) en fonc t ion  de l a  gainme des v i t e s s e s .  Dans l e  

c a s  d 'un l i q u i d e  ( l ' e a u  p a r  exemple) l e  c o e f f i c i e n t  ne peut  ê t r e  t rop  

é lev6  au r i s q u e  d'un dégazage e t  d'une vapor i sa t ion  s u r  l a  su r f ace  de l a  

sonde ( /  25 / )  . Dans n o t r e  c a s ,  nous nous sommes l i m i t é s  à des surchauffes  

de d i x  pour c e n t .  

Nous nous sommes penchés s u r  l a  façon de pouvoir  c o r r i g e r  l e s  

e r r e u r s  dues à un t r a n s î e r t  de cha l eu r  p a r a s i t e ,  provenant d'une var ia -  

t i o n  de l a  température ambiante. Mous avons rema,rqu6 que 

- l e  réseau  des c a r a c t é r i s t i q u e s  Vf = V ( v , n  ) demeure un 
f a  

f a i s c e a u  de p a r a l l ? l e  ( f i g .  18 ) e t  que l e  nombre de IVUSSELT a  une 

v i t e s s e  donnée (123,' f i g .  13) ne v a r i e  pas  l o r s  de v a r i a t i o n s  de la 

température am'oimte du f l u i d e .  

- l e  ilonbre d e  NUSSEI.,T ne v a r i e  pas  (1241) f i g .  4.22 A-) n 

f a i s a n t  v a r i e r  l e  c o e f f i c i e n t  de surchaufÎe  p a r  L ' i n t e rméd ia i r e  de l a  

r é s i s t a n c e  de fonctionnement. 



A i n s i ,  pour f a i r e  s u i t e  aux t ravaux de FLOREiiT e t  BGUYEB DUY V I N H  

(/26/), BEARMAIL' (/27/) e t  KANEVCE e t  OKA. (/28/) nous avons e x p l i c i t e  l e s  

termes in t e rvenan t  dans %a l o i  de KING. 

5 .  1 . 3 .  La l o i  de KING -------------- 

On peut  f a i r e  i n t e r v e n i r  dans i a  r e l a t i o n  (5 .06)  c e r t a i n e s  

connues. La q u a n t i t é  de cha leur  t r a n s f é r é e  à un écoulement 

( température rl' ) par  une sonde an6mométrique ( longueur  1 ,  diamètre  d ,  a 

tempéra,ture Tf ) e s t  

A 1 ' é q u i l i b r e  thermique,  pour un f i l  de r é s i s t a n c e  é l e c t r i q u e  

Ba , e t  un rappor t  de chauffage n a  l a  puissance d.e chauffage e s t  ceale  

Qa Ra I~ . Alors ,  eq f a i s a n t  i n t e r v e n i r  l e  c a r r é  dans l a  t e c s i o n  

aux bornes de l t6 l6ment  s e n s i b l e  on o b t i e n t  l a  r e l a t i o n  c l a s s i q u e  : 

l o i  de K I N G  

5 . 1 1  

dans l a q u e l l e  l e s  q u z n t i t é s  A e t  B va l en t  respectivement 

I s o l o n s  l e s  grandeurs  où i n t e r v i e n t  t o u t e  v a r i a t i o n  de 

température : 



Comme nous adopterons l e  mode d70p6rati .on d i t  "à température 

cons tan te" ,  ce qu i  s i g n i f i e  que l a  temp&rature de fonctionnement s e r a  

i n v a r i a b l e  quel-que s o i e n t  l e s  phénomènes e x t é r i e u r s ,  comme une v a r i a t i o n  

de température correspond 2 une v a r i a t i o n  du c o e f f i c i e n t  de surchauffe  

l ' o n  peut & r i r e  l e s  c o e f f i c i e n t s  A e-i; B sous l a  forme 

où, A e t  R I  sont des  cons t an te s  numériques b ien  d e f i n i e s ,  pour  une 
1 

sonde p a r t i c u l i è r e  e t  une exp6rience donnée. 

S i  l ' o n  conna i t  :la t e n s i o n  à v i t e s s e  n u l l e  V , c a r a c t e r i s t i q u e  
O 

d'une sonde, dépendant des  températures  ambiante e t  de fonctionnement,  

l ' o n  o b t i e n t  à l ' a i d e  de (5 .11)  

S i  l ' o n  nég l ige  le terme e n t r e  pa ren thèses ,  ce  qu i  e s t  une 

façon courante  de procéder  (dans l e  cas de l ' a i r  c e t t e  approximation e s t  

v é r i f i é e  en /26/) on o b t i e n t ,  a l o r s ,  l a  r e p r é s e n t a t i o n  l i n é a i r e  su ivante  

( f i e .  19 ) .  

2 1 
Log (v* - v0) = - Log U + Log B 

n 

V . 2 .  €TITO€ DU FILAI CHAUD DAIJS' L'EAU 

Le  but  de c e t t e  écude e s t  de p o w o i r  a n a l y s e r  correctement l e s  

ré su^-tats de 11an6mornétrie à r i l m  chaud en a p p l i c a t i o n  au  problèine th6oriquc. 

exposé précéderment. Pour ce f a i r e ,  nous nous sommes s e r v i s  dps r e s u l t a t s  

que 1 'on peut  t rouver  dans l a  l i t t é r a t u r e  e t  p l u s  p a r t i c ~ l i è ~ e r n e n t  C ~ L I X  



de MORHOW e t  KLINE /24/ e t  de RESCH e t  COnlVTlC / 2 3 / .  Celà nous a  permis 

d ' é t a b l i r  une c e r t a i n e  marche à s u i v r e  dans l e  ca s  où l e  f l u i d e  u t i l i s e  

e s t  de l ' e a u .  

~ é a n m o i n s ,  c e t t e  u t i l i s a t i o n  ne va pas  sans  poser  quelques 

problèmes. Ceux--ci sont  décr i t .  s  , e n t r e  a u t r e s ,  dans l a  ré férence  /24/ 

e t  y sont  groupés de l a  façon su ivante  : 

- l a  dé r ive  

- l a  s e n s i b i l i t é  

- l a  c a l i b r a t i o n  de l a  v i t e s s e  moyenne, des i ' luctuat ions 

- l e  b r u i t .  

Bien qu.e n o t r e  problème envisagé s o i t  un problème i n s t a t i o n n a i r e ,  

nous passerons sous s i l e n c e  l e s  deux d e r n i e r s  p o i n t s  c i t e s  a i n s i  que c e l u i  

du temps de réponse des a ~ p a r e i l s .  L'on n o t e r a  quand rnêaie que l a  bande 

des fréquences dans l a q u e l l e  s e  produisent  l e s  f luc t i ra t  ions  e s t  p l u s  

é t r o i t e  dans l e  c a s  de l ' e a u  que dans c e l u i  de l ' a i r .  Quant & l ' o r i g i n e  

du b r u i t ,  e l l e  provien t  de l ' é l e c t r o n i q u e  des a p p a r e i l s  e t  des v j b r a t i o n s  

mécaniques de l a  sonde. C e t t e  de rn i è re  remarque s ' appl-ique p l u s  p a r t i c u l i è -  

rement dans no t r e  c a s ,  s u r t o u t  aux basses  v i t e s s e s  : l e s  f l u c t u a t i o i ~ s  

apparentes  sur  l a  fig. ( 20 ) sont  sans contexte  causées par  l e  mécanisme 

d'entrainement du p i s t o n  (fig. 3  / 3 / ) .  

5 .2 .1 .  Lu dEhLue - - - - - - - - - 

Les phénomsnes de d é ~ i v e  sont importants  Cians l a  rgponse à 

l a  ques t ion  : comment o b t e n i r  des  r é s u l t a t s  r ep roduc t ib l e s  ? Les causes 

de c e t t e  &r ive  s e  s i t u e n t  dans t r o i s  catCgories .  



a )  l ' i n s t a b i l i t é  é l ec t ron ique  des instruments .  Ceci peut  e t r e  

é v i t é  cn permettant  aux a p p a r e i l s  de mesure de chauffer. quelques i n s t a n t s  

a ~ r a n t  l a  mise en rou te  de l ' expé r i ence  e t  a i n s i  de s e  s t a b i l i s e r .  

b )  l e s  t r a n s p o r t s  p a r a s i t e s .  I l s  peuvent ê t r e  d ' o r ig ines  é l e c t r i q u e  

ou chimique. Les f a b r i c a n t s  ont p e r n i s  de diminuer c e t t e  cause d ' e r r e u r  

en  employant un mêne métal  noble pour t o u t e  l a  sonde. De p l u s ,  dans l e  

c a s  de l ' e a u ,  il e s t  n l c e s s a i r e  d ' i s o l e r  l ' é l émen t  s e n s i b l e  pa r  un 

revetemcnt ( p e l l i c u l e  de quar tz  pa r  exemple),  que l e  f l u i d e  s o i t  à l a  

masse e t  que,  dans l a  mesure du. p o s s i b l e ,  ce  f l u i d e  s o i t  p u r i f i é  (chimi- 

quement e t  physiquement ) . 
r 

c )  l e s  mat iè res  d i s sou te s  ou en suspension. Durant l ' e x p é r i e n c e  

e l l e s  viennent s e  dGposer s u r  l a  su r f ace  de l a  sonde e t  pe r tu rban t  son 

t r a n s f e d  de cha l eu r  (d ' où  % l a  n é c e s s i t e  clluile p u r i f i c a t i o n ) .  Ce r t a ines  

géométries de sonde s e  p r ê t e n t  mal 2 ces  dépôts ;  c ' e s t  l e  cas  des sondes 

coniques e t  c ' e s t  une des r a i s o n s  pour 1-aquelle on t rouve  de iioi~ibreuses 

é tudes  avec ce t y p e  de sonde /29/, /30/ e t  / 2 3 / .  

~ é a n m o i n s ,  avec t o u t e s  ces p récau t ions  p r i s e s ,  une d e r i v e  

a p p a r a î t  encore.  Il semble a l o r s  que l ' o n  s o i t  en face d 'une  f a t i g u e  du 

matér iau.  

Comme l a  "dérive" qu i  a  t r a i t  au  t r a n s Î e r t  de cha leur  e s t  pri.- 

mordiale ,  permettons-nous de nous y a t t a r d e r  en l a  d é t a i l l a r l t  encore.  

En u t i l i s a n t  l e s  d i scuss ions  des r é s u l t a t s  dans l e  cas  de l ' a i r  /26/, 

rious a l l o n s  ana lyse r  compar'a"civenient l e s  causes d ' e r r e u r s  dans l e  c a s  

de 1 ' eau. 



5.2.2. l a  n Q h h k a ~ c c  d u  ho~dch 

' Dans l e  cas de l ' é q u i l i b r e  thermique, nous avons vu, en 

considéra,rit l a  puissance de chauffage fourn ie ,  que l e s  c o e f f i c i e n t s  

A e t  B de l a  l o i  de KING (5 .11)  dépendent d'une température e t  de l a  

r é s i s t a n c e  du conducteur ( 5 . 1 4 ) ~  (5 .15 ) .  En su ivant  l e s  i n d i c a t i o n s  de 

BOUVAHD e t  DU!.IIIS ( / 3 1 / ) ,  nous avons empl-oy6 l a  méthode d i t e  "à tempéra- 

t u r e  cons tan te" ,  Il e s t  a l o r s  néces sa i r e  de conna i t r e  l a  v a r i a t i o n  de 

r é s i s t a n c e  de l a  sonde en fonc t ion  de l a '  température ( f i g .  17 ) qu i  

peut  s  'exprirner , au d é p a r t ,  avec un développement t e l  que 

Ce développement s e  r é d u i t  aux deux premiers  termes lorsque  l a  

tempéra ture  de fonctionnement r e s t e  f a i b l e  ( su rchauf fe  i n f é r i e u r e  à dix  

pour  c e n t ) .  O r  dans l e  c a s  de l ' e a u ,  c e t t e  température T ne depasse 
f  

l a  teiiipérature ambiante que de quelques d i za ines  de d.egr6s e t  l a  surchauffe  

(ou é c a r t  rel .a,t if  de température)  u t i l i s é e  e s t  q u a t r e  ou c inq  f o i s  p lus  

f a i b l e  que dans l e  cas  de l ' a i r .  D ' O Ù  l ' 6 g a l i t 6  

obtenue après  a v o i r  v é r i f i é  l a  r e l a t i o n  (fig. 21 ) 

L'importance de l a  r é s i s t a n c e  s e  s ikue  Ggal.ement au  n iveau  de 

l a  c o r r e c t i o n  de l a  d é r i v e ,  KICIUKDSON e t  Iilc QTJIVEY / 3 2 /  ont en e f f e t  

61iiis 1 'kiypothèse su ivant  l a q u e l l e  l a  dé r ive  causée p a r  1 'encrassement de l a  

sonde équivaut  & me dimrinution du t r a n s f e r t  de cha l eu r  donc de l a  sur- 

chauffe  e t  p a r  voie  de cons6quence l a  r é s i s t a n c e .  L a  v 6 r i f i c a ~ i o n  de 

c e t t e  hypothèse a  6t6 f a i t e  en /23/ pa r  l ' é t u d e  des réseaux  de carac té -  



r i s t i q u e s  v f (na )  e t  v î ( V )  . 
Enf in ,  L'on a remarqué une v a r i a t i o n  de 1.a r e s i s t a n c e  de l a  

sonde ( f i g .  17 ) quand c e l l e - c i  s e  t rouve  en permanence dans Le f l u i d e .  

On ne peut  imputer ce phénomène de "v i e i l l i s semen t "  à l ' oxyda t ion  du metal 

puisque 1 'é~éiilent s e n s i b l e  e s t  ~ r o t é ~ 6 .  P a r  con t r e  c e l à  peut ê-Lre du & 

des  f i s s u r e s  impercept ib les  ( / 3 1 / ,  p. 226) q u i  peuvent provoquer une 

é ros ion  du f i l m  mé ta l l i que  e t  l e  b r i s  u l t e r i e u r  de l a  sonde ( f i g .  17 ) .  

V ,  3 .  CORRECTlON DES AlESURES 

Reprenons l e  l o i  de KING (5.11 ) avec l e s  expressions (5.16)  e t  

(5.17) .  

Dans l e  cas  d.'un an6mornètre non l i n é a r i s é ,  pour  une expérience 

cons idérée  cornie un é ta lonnage  immuable, où l a  tempéra ture  ambiante e s t  

connue ( é g a l e  à T ) ,  l a  l o i  de KING devient  : ae 

Considérons une teinpérat ul-e ambiante di. f f e r e n t e  t e l l e  que 

pour  la. même v i t e s s e ,  l e  vo l tmèt re  branché sur l a  sonde i n d i q u e r a i t  (fig. 22) 

Il nous f a u d r a i t  pouvoir c o r r i g e r  c e t t e  indicart ion pour pou-voir p r o f i t e r  

de2 courbes de c a l i b r a t i o n  ( 23 ) ou ( 24 ) .  Notons que l e  changement 

de température (5.214) i n f l u e  s u r  l e s  p r o p r i é t e s  physiques du f l u i d e  e t  

que ces  p r o p r l 6 t é s  sonic déterminées à l a  température moyenne d i t e  de f i lm  

(5.08).  



En convenant que 1 ' ind ice  "m" r ep ré sen te  une "mesure" 

pendant l a q u e l l e  l a  tenip6~-at,ure du f l u i d e  e s t  d i f f e r e i l t e  de c e l l e  d e  

1 1 6 t d o n n a g e  ( i n d i c e  "e" ) ,  en i n t r o d u i s a n t  l e s  v a r i a b l e s  r é d u i t e s  

su ivantes  

r 

en u t i l i s a n t  1 'express ion  

Les é g a l i t é s  (5 .16)  e t  (5 .17)  deviennent : 

S i  on reprend l e s  méthodes employ6es dans l e  cas  02 l e  f l u i d e  es-t  de l ' a i r  

e t  ~ r 6 c o n i s é e s  p a r  FLOREIIT (/26/) e t  BEARIWi ( / 2 7 / )  > en t e n a n t  compt'e 

de t o u t e s  l e s  v a r i a t i o n s ,  l a  c o r r e c t i o n  appor-tée à l a  tens ion  mesurGe 

Vm d o i t  s e  rapprocher  de l a  v a l e u r  de l a  t e n s i o n  d t6 ta ionnage .  D ' O Ù  : 

ou encore,  en remplaçant l e  premier f a c t e u r  calil-u par 1 ' 6  tal.onnage 



La formulat ion g6n6râle (5 .31 ) admet des s in lp l i f i ca t ions  

dans l e  cas  de f l u i d e s  p a r t i c u l i e r s .  

Examinons l e  c a s  de 1 ' a i r .  Quoique l ' exposan t  du nombre de 

REYNOLDS dans l a  l o i  de K I N G  s o i t  considéré comne une cons tan te  

u n i v e r s e l l e ,  il ne t e n d  vers  c e t t e  va l eu r  ( n  = 2 )  a-u1avec des 

I 

coi12itions p a r t i c u l i è r e s  ( / 3 3 / ) .  A ins i ,  c e t t e  va leur  peut  v a r i e r  avec 

l a  v i t e s s e  de l16coulement  (/34/) e t  l a  tempera ture  de réfiiireïice, dans 

l a  garnn?? de l / n  = 0,4-5 ( / 3 5 / )  à l / n  = 0,52 (/36/). Avec l a  va l eu r  

moyenne c i t é e ,  on remarque s u r  1.a f i gu re  ( 16 ) que 

- l a  vari.a;tion du noml~re de PHANDTL e s t  négl igeable  v i s  2 

v i s  des  e r r e u r s  de mesure e t  donc 

- 1/2 
- l a  v a r i a t i o n  du rappor t  x r; (correspondant  au  rappor t  

de l a  conduc t iv i t é  thermique e t  de l a  v i s c o s i t é )  o s c i l l e  t r è s  fa ib le - -  

ment au tour  de 1 , ce qu i  donne a l o r s  

a i n s i ,  on re t rouve  lz formule de c o r r e c t i o n  doririée en (/%6/), formule q u i  

peut  s e  r édu i r e  5 c e l l e  de BEARWJ (/27/) quand on ne t i e n t  pas  corfipte 

des  effet : :  de l a  co: lduct ivi té .  



Examinons l e  c a s  de l ' e a u .  L'exposant n de 116qimt ion  (5.11)  

v a r i e  notablenient avec l a  &ornétrie : l /n  = 0,26 en 1231, 0,19 en /24/ 

e t  0,36 en 1291. On d o i t  en p lus  t e n i r  compte de l a  valeur  c l a s s i q u e  

= 1 / ,  de l a  l o i  de K I N G .  Alors ,  on remarquera q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  de 
2 

s i m p l i f i e r  1 'express ion  (5 .31)  dans l e  cas  où l a  c a l i b r a t i o n  

détermine une va leur  de n proche de c e l l e  de BOIJIS 1291. En e f f e t ,  dans 

l a  gamme des  te inpératures  moyennes r encon t r ées ,  Le nombre de PRANDSL a 

une v a r i a t i o n  t r è s  importante  (du  simple au  quadruple) t a n d i s  que l a  

q u a n t i t é  y 511297 ( l ' exposan t  0 ,33  provenant de l a  l o i  de 

KEiP-MERS 137) e t  peut ê t r e  remplacé r a i  sonnablement pa r  1. La r e l a t i o r i  

(5.31) devient  a l o r s  

Dans l e  cas  où. l e s  v a r i a t i o n s  de température (T  - T ) r e s t e n t  î a i b l c s  
am ae 

en comparaison de l a  surcl.iauffe ( T  - T ) ,  on au ra  une f a i b l e  v a r i a t i o n  
f a 

de y c t  on pour ra  n é g l i g e r  l a  t e n s i o n  $ v i t e s s e  n u l l e  ( A  #= v2 ) 
e oe 

2 
devant V . Alor s ,  il v i e n t ,  à p a r t i r  de l a  r e l a t i o n  précédente 

m 

5 . 3 . 3 .  A!'ldLJbi? d ~ l l  c C J ~ ~ Q ~ ~ V M ~  ---- - ------ - ---------- 

P a r  l e  b i a i s  de 1 'expér ience ,  KANEVCE e t  OKA /28/ montrent 

l ' importance d'me c o r r e c t i o n  suppl6rrient a i r e  2 c e l l e  de BiZARbNN /27/ 

dans l e  cas  des  f a i b l e s  v i t e s s e s .  Dans l e  cas  de l ' a i r ,  c e t t e  c o r r e c t i o n  

repose su r  l e s  hypothèses su ivantes  : 



- une f a i b l e  v a r i a t i o n  du nombre de PWi6DTL 

- c e r t a i n s  r appor t s  de tempéra ture ,  de viscosi t ,é  e t  de 

conduet < v i t  6 therinique peuvent ê t r e  nég l igés .  

L a  première hypotlîèse e s t  totalement &ri f i é e  ( f i g .  16 ) 

mais l a  seconde ne l ' e s t  que s i  l ' o n  cons idère  l a  quan t i t g  g loba le  

De t o u t e s  l e s  forinules de c o r r e c t i o n  p r6sen tees ,  il r e s t e  a 

en c h o i s i r  l a  p l u s  simple e t  la,  p1u.s f i a b l e  d ' u t i l i ç a t i o r i  en éga rd  aux 

e r r e u r s  de mesures systématiques,  Pour une sonde u t i l i s é e  dans l ' e a u ,  

dans l e  c a s  courant  d '~uze  augmentation de tempéra ture ,  on remarquera 
1 

sur l a  f i g u r e  ( 25 ) que la c o r r e c t i o n  de BEARP.UPT 

apportée 5 une mesure, ne r e j o i n t  l e s  va l eu r s  d 'é talonnage q u ' &  p a r t i r  

d ' é c a r t s  de temperature i nconpa t ib l e s  avec la rnajor i te  des exp6r iences .  

Il en r é s u l t e ,  au  vu des  t r o i s  a u t r e s  t ypes  de c o r r e c t i o n ,  1'i.mportance 

fondamentale des  v a r i a t i o n s  d-e l a  conduc t iv i t e  thermi.que e t  c e ,  indé- 

pendament  des  a u t r e s  q u a n t i t é s  i n t e rvenan t  dans l e  t r r r i s f e r t  de 

cha leur  ( t e n s i o n  à v i t e s s e  n u l l e ,  nombre de f2RriiiDTL, e t c . .  . ).  Nous 

fe rons  remarquer que c e t t e  cond.ucti.vité thermique a pour ternperature de 

ré férence  c e l l e  exprimée pa r  la r e l a t i o n  (5 .08)  e t  que,  du aux f a i b l e s  

é c a r t s  eritre l e s  terf ipiratures  Tf e t  T , nous nta.vons pu d é c e l e r ,  
a. 

comme en 1261, d 'amél iora t ions  s e n s i b l e s  des co r rec t ions  en clriangcan?~ 

c e t t e  r6f'grence. A i n s i ,  pour une augmentation de l a .  tcnipez.ature ambiante,  

nous ne cons idérerons  que l a  forriie 1% p l u s  simple de ces  co i - res t ions ,  2 

savo i r  (5 .35 ) ,  toict en é t a n t  assur6  de nc commettre adu pJ.us que quelques 

pour cent  d ' e r r ew- .  

Quant 2. I 'expressioii  (5 .19)  e l l e  nous a permis de si.mpl.iÎier 

l a  r e l a t i o n  (5 .31)  e t  d ' en  déduire  l a  formide de cor-rect ion ( 5 . 3 4 ) .  



Un a u t r e  avantage de c e t t e  r e s r é s e n t a t i o n  s e  s i t u e  au  niveau de s a  

s in ip l i c i t é  d ' u t i l j s a t i o n  lo r sque  l e s  v a r i a t i o n s  de t enp6ra tu re s  sont  né-  

g l igeab le s  a u  regard de l a  v i t e s s e  ( f i g .  1 ,  /26/). Enf in ,  il semble que 

i a  l i n é a r i t é  rencontrGe ( f i g .  23 e t  24 ) d e v r a i t  permet t re  une v é r i f i -  

c a t i o n  de n o t r e  c o r r e c t i o n  proposée,  en s e  basnnt  a l o r s  s u r  m e  v a r i a t i o n  

de l a  r é s i s t a n c e .  En e f f e t ,  en operant  d 'une  façon analogue à c e l l e  

err:pl oyée pour  é c r j  r e  1 'équatiori  (5 .34)  , mais en notan t  que l a  rSs i s t ance  

i n f l u e  s u r  l a  température de fonctionnement e t  que l a  température ambiante 

r e s t e  cons t an te ,  on o b t i e n t  

s i  l ' o n  s e  r é f è r e  au  premier  t a b l e a u  de 1 'annexe D ,  dont l e s  va l eu r s  

sont  i s s u e s  de l a  f i g .  ( 1 9  ) , on reinarquera que l ' e x p r e s s i o n  (5 .37)  e s t  

par fa i tement  v é r i î i é e  s i  . 

- l a  température de r6férence  e s t  l a  te i r~pera ture  d é f i n i e  en 

(5 .08 )  pour l e  terme dependant du nombre de PRAlIDTL (y). 

- l ' o n  prend l a  tempéra ture  du f l u i d e  ambiant corne re férence  

pour l e  térine dépendant de l a  conduc t iv i t é  thermique (X). 

C e t t e  dern ière  cond i t i on  e n t r a î n e  a l o r s  que l l & q u a t i o n  (5.37) 

V. 4. ThrfRODI1CTTON D' llhF NOLIVELLI:  AiETIIODE DE CAL 773RATlOiV 
_11---- 11- -.-.---L----l --- --- 

Nou-s t-enoris de v o i r  q-uê dans de ncinbreux c a s ,  il e s t  poss ib l e  

de c o r r i g e r  c e r t a i n e s  r e s u r e s  faussées  pa r  des é c a r t s  de ten126rature. Ces 

e r r e u r s  ne proviennent ,  ~ S n é r a l e m e n t  , que p a r  ul changenent d e  mi l i eu  d c  

l a  sonde. Le c a s  l e  plu:: f réquent  e:,t c e l u i  d u  Cléplacerneni, de La sonde 



de  l a  s o u f f l e r i e  c a l i b r é e  où l ' o n  procède à l ' é t a l o n n a g e  a l a  veine de 

mesures, ce s  deux endroi Ls appor tan t  des e r r e u r s  causées pa r  l e s  var ia -  

t i o n s  des c a r ~ c t 6 r i ç t i q u c s  du f l u i d e .  D 'au t re  p a r t ,  il e s t  & reinarquer 

que ces  co r r ec t ions  deviennent i n u t i l e s  l o r sq i l ' au  moins, l a  ter,ipGrature 

du f l u i d e  e s t  maintenue cons t an te  ou v a r i e  dans des propor t ions  in f imes ,  

e t  d ' au t an t  p l u s  i nd i spensab le s  que l e s  v i t e s s e s  diniinuerit. 

Nous avons donc é t é  amené, dans no t r e  cas  où il s ' a g i s s a i t  d 'un phénomène 

i n s t a t i o n n a i r e  e t  où l e s  v i t e s s e s  sont g6néralement p e t i t e s ,  à c a l i b r e r  

l e s  sondes an6mométriques dans un mi l ieu  p l u s  proche de c e l u i  où se 

p ra t iquen t  l e s  mesures. 

Il e s t  à remarquer que l ' e x p r e s s i o n  de l a  v i t e s s e  t r o u v i e  en 

/ 3 /  d o i t  St,re va lab le  en dehors de l a  couche l i m i t e  qu i  se  développe 

sur l e s  p a r o i s  de l a  cuve.  I l  e s t  normal de p ré sage r  que l a  v i t e s s e  

u , dans la ,  couche limite, dépende, pour un n;ê,-rie po in t  de l ' e s p a c e ,  de 1 

l a  v i t e s s e  de descente  du p i s t o n ,  donc de l a  pér iode  T de son mouvement. 

Iilversemen.t, s i  nous nous plaçons en dehors de l a  zone p r e c i t g e ,  l a  

t h é o r i e  du f l u i d e  p a r f a i t  d o i t  z t t re  app l i cab le ,  mêrfie lo rsque  l a  pér iode  T 

v a r i e  . 
considérons une s 6 r i e  d '  enregis treinents  ariénioiii6-trig.u.es où l a  

sonde r e s t e  2 une co te  x ( f i g .  26 ) . Auparavant, il f'aut lr6rifi .er que 3 

l a  v i t e s s e  ne va r i e  p l u s  ( f i g .  20 ) e t  p a r  rriesure de s6curi t8i ' ,  nous nous 

solmes plac6 au-dessus de  c e t t e  c o t e  c r i t i q u e  s o i t  en x = 35 mm. Alors  
3  

I t o n  peut f o i r e  v a r i e r  l e  pér iode  du mouvement (111s ,< T ,i 59,Zs) .  Ceci 

nous a  donné p l u s i e ~ r s  p r o f i l s  de v i t e s s e  ( d l a i l l c u r s  j.nversenent propor- 

t i o n n e l s  aux pé r iodes )  sijperpot.a.bles ( f i e ,  27 ) .  



a )  v é r i f i c a t i o n  du inaxiixum de l a  v i t e s s e .  

S i  ce que nous supposons es-l; vra:i, c ' e s t - à -d i r e  que l a  I.oi de 

vciriation de l a  v i t e s s e  en dehors de l a  couche l i m i t e  e s t  donn6e p a r  

( 1.08) d o r s  l e  in:%ximm de c e t t e  vitesc;e ::'obtient pour (avec ( 1 . 1 1  ) ) 

donc au temps c a r a c t é r i s t i q u e  ( v o i r  f i g .  2 6 )  

T = - a 
t c  2:n 

Arc cos ( -  - ) . 
b  

Il d o i t  en ê t r e  de meme pour l a  t e n s i o n  aux bornes de l a  sonde. 
c 

L a  f i g u r e  e t  l e  t ab l ea i l  mis en annexe I) v g r i f i e n t  n o t r e  hypoJhèse. 

b )  Correspondailce de 1s r e l a t i o n  vj tessc-teris.ion 

Lorsque Ia période T v a r i e ,  il e s t  a i s é  de vo i r  que l e s  o r d r e s  

de grandeur de l a  v i t e s s e  e x t é r i e u r e  s e  chevauchent. Si donc, n o t r e  hypo- 

t h è s e  e s t  v é r i l i é e ,  leu courbes t ens ion -v j t e s se  doivent  s e  correspondre 

1 2  où l e s  v i t e s s e s  s e  chevauchent. La courbe que nous présentons (fig. 2 7 )  

montre b i e n  c e t t e  correspondence. 

c )  Limi ta t ion  

NÊanrnoins , l 'on rerriarquera s u r  l e s  d.eux p r o f i l s  de v i t e s s e  

de l a  f i e u r e  (T = 39 e t  59 s )  que c e t t e  m6thode e s t  l i m i t é e .  Nous 

apercevons une divergence des courbes dans l a  phase f i n a l e  du p i s t o n .  

n'otre h2pothèse e s t  que l e s  appi?arrei.ls an&noni6triques deviennent "ii-isen- 

s i b l e s "  après  une b a i s s e  de l tacc61.6rat ion e t  ce  d ' au t an t  p l u s  que l e s  

v i t e s s e s  sont  fz ib l i - .~ . .  Ce-Lte suppos i t ion  e s t  corrob6e pa:r l e  der1ii.c.r 

t z b l e a u  de 1 'annexe Tl. Cal.cillon:; 1 , ' ins tunt  O; débute La d6cZléi-a!. ion : 



C e t t e  de rn i è re  vn1ev.r correspond assez fi.dèlement aux valeu-rs experimen- 

t a l e s .  E l l e  c o n s t i t u e  l e  temps l i m i t e  2 ne pas dépasser  pour pouvoir  pro- 

f i t e r  du mouvement i n s t a t i o n n a i r e  du p i s ton  pour l a  ca l ib ra t j -on  des sondes 

anémoinétriques ( f i g .  2 8 ) .  

d) i4éthode 

Avec l e s  deux v é r i f i c a t i o n s  =précédentes, nous en déduisons une 

nouvel le  méthode de c a l i b r a t i o n  des sondes ané1~om6triques va1abl.e p lus  

p&rt icu l iè rement  aux bas ses  v i t e s s e s  ( u l  6 50 cni/s). C e t t e  méthode e s t  

ba.sée s u r  l a  connaissance d 'un écoulement i n s t x t i o n n a i r e  d'~:n f l u i d e  

p a r f a i t .  Pour l e s  j -nvest igat ions de l a  couche l i m i t e ,  nous avons procedé 

de l a  manière s - ~ i v a n t e  : ' 

- on p l ace  l a  sonde & une co te  où l ' o n  s o i t  s u r  d ' ê t r e  en 

dehcrs  de L a  couche l i m i t e ,  

- on procède à un enregistreii lent de 18 tensi.on; ].a périocle S 

du mouvement 6ta,n-t. c h o i s i e  de t e l l e  manière que l a  gm11e des v i t e s s e s  

s o i t  s i m i l a i r e  2 c e l l e  que l ' o n  t rouve  dans l a  zone é t u d i é e ,  

- on procède 2 un enregistrerfient de l a  t e n s i o n  dans l a  zone 

é t u d i é e ,  

- grgce  à l a  s o l c t i o n  en f l u i d e  p a r f a i t ,  l a  r e l a t i o n  v i t e s se -  

tensi .on du premier enregistueinect ilous permet d 'en  dedui re  l a  r e l a t i o n  

t e n s i  on-vi tesse du second. 

V .  5. CONCLIISZOI'JS ---- 
I l  â & t é  mis 1 ' a ccen t  sur l e s  d i f f i c u i t é ç  de mesure :m.&~- 

m6triqües dalls l ' e a u .  L1é+-ude syst6matique du problsme à p a r t i r  d'hypo- 

t h è s e s  vér i f i6eo  nous a permis de riSgctLer des c r i t è r c s  de rnc-siires f i a b l e s .  



La bonne concordance e n t r e  l e s  d i v e r s  r é s u l t a t s  liouç a  permis 

d 'envisager  une nouvel-le méthode de cal . ibrat  ion  basée  s u r  l e  mouvement 

i n s t a t i o n n a i r e  du p i s t o n .  Ce t t e  méthode cumule l e s  avantages su ivan t s  : 

l i b r e  choix de l a  gamme des  vitesse:;, diminution des e r r e u r s  causees 

p a r  l e s  v a r i a t i o n s  de tempéra ture  e t  diminution de l a  dér ive  due aux 

mat iè res  en suspension ( l e  mouverrient a l t e r n a t i f  du p i s t o n  n  'avantage pas  

l e  dépot des impure tés ) .  



CONCLUSION 

~ 'g t in t ie  des problèines de couche li.rrj.te i r is taLionnaire  peu t  

s ' e f f e c t u e r  au  moyen de l a  methode i-LGrative appelee "m6thode des 

premiers  i n s t a n t s " .  Les condi t ions  aux l i m i t e s  dédui tes  du p r o b l - è ~ e  

physique rie permettent  pas  de d6termi.rler un paramètre A c a r a c t 6 r i s t i q u e  

du. p r o f i l  de v i t e s s e .  Une va leur  moyenne de ce pal-a,rnètre peut ê t r e  

&&terminée p a r  cornparaison a-qec c e r t a i n s  r6sultat;ts a,nérnornétriques. 

Avec ce  paramètre moyen l a  methode des premiers  i n s t a n t s  v e i i f i e  

ra,isonnablernent l 'ensenible des r é s u l t a t s  expérinentaux.  

f A é t &  envisagée l a  r e s o l u t i o n  de ce problème sxr ordina-Leu.r. 

Le c a l c a l  nous enseigne l a  mgfiarrce vis-à-vis des rngthodes aux c i i ~ f g r e n c e s  

f i n i  e s ;  1 'emploi de d i f f é r e n t e s  forrnules d.onnart des r é s u k t a t s  assez  

d i f f é r e n t s .  La. t echnique  f i i l a le  que nous avons u t i l i s é e  f u t  d 'a i la lyser  

l e s  termes in te rvenant  dans l e s  équat ions e t  de s e  r é f é r e r  sans ' . C S S ~  

à l ' e x p i r i e n c e .  

Les r é s u l t a t s  expérimentaux ont é t é  obtenus pa r  l ' u t i l i s a t i o n  

de l 'anémornétrie à f i l m  chaud. Une étude d é t a i l l g e  du t r a n s f e r t  thermique 

e n t r e  l a  sonde e t  l e  f l u i d e  ar!ibiant nous a permis d'en dégager l e s  causes 

u s u e l l e s  d ' e r r e u r ,  une m6t'ilode de co r r ec t ion  des rnesures dzns Le c a s  

d'une v a r i a t i o n  de ternpérzture du f l u i d e  e t  d ' innover  une méthode de 

c a l i b r a t i o n  basCe s u r  l ' e x i s t e n c e  d'un écoulement à p o t e n t i e l .  Ce t t e  

noilvelle méthoac e s t  ljr:iit&e aux basses  v i t e s s e s  e t  e s t ,  d ' au t an t  p l u s  

approprige à 1 ' é tude  des couches l i rn i tp s .  

La coilcor.d~nce t r s s  s a t i s î a i s z n t e  e n t r e  c e s  d i f f ë r e ~ t s  r&siiLtcts 

col robore l '~i,qpolllèçe de d é l a r t  . Cet te  de rn i è re  iTpécFîie  que, au  s e i n  de 

l a  couclie l i n i t e  su r  l e  plai lcher ,  1 '6ci>ul einent, e:,t d c c r i t  , pour l a  coi~po- 

s,ante normale, p a r  urle fonct  i on d'une seu le  v a r i a b l e  s p a t i a l e .  
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ANNEXE A 

CALCULS ANNEXES A LA DETERMINATION D E  LA VITESSE 

La formule (2.18) permet de ca icu le r  tous l e s  coeff ic ients  rk : 

=2k En notant - = pk , on montre par  récurrence l ' é g a l i t é  (2.19). Nous avons 
rn u - 2+m déjà - p l  - - 

2 . Supposons l a  re la t ion  (2.19 c )  vra ie  jusqu'à l ' o r d r e  k. 

Alors 

k X 

La s é r i e  G (T-,) = m rk 1i avec v = -  e s t  absolument convergente. 
2 Jut 

A p a r t i r  d'un ce r ta in  ordre  ko (nous verrons par  l a  s u i t e  que k vaut 1 
O 

l o r s q u e  m e s t  ggai à 6 ) ,  l e  facteur (m-2+4k)/(2k [2k-11) peut ê t r e  majoré 

par 1/2k e t  l ' o n  obt ient  



Ce qui pour ko = .1 e t  m = 6 donne 

e t  une formule analogue pour qk . Nous pouvons d o r s  réarranger l e s  

termes de l a  s é r i e  G ( r l )  e t  e c r i r e  m 

Du f a i t  de l a  convergence pour t o u t  ri des polynomes d nous 
k 

pouvons, dans un but de ~ i & ~ l i f i c a t i o n ,  tronquer ces polynomes dans l e s  

l im i t e s  des condit ions imposées e t  d'une correspondance acceptable avec 

l 'expérience. Comme nous nous intéressons à l a  composante u , nous 
1 

écrivons, à l ' a i d e  de ( I . 2 2 ) ,  (2.21) e t  ( A . O I )  

La  s é r i e  ( en t r e  parenthèses) e s t  absolument convergente e t  peut ê t r e  regroupée 

en deux polynomes 

Introduisons dans ces expressions l a  valeur de m(2.24) e t  comparons ces 
2 

expressions au développement de en : 



4 
On remarque que - > - 

3 
. Supposons que l e s  au t res  re la t ions  homologues 

1! 

soient vé r i f i é e s  jusqu'à l ' o rdre  k : 

c 
Il vient pour l e  terme suivant : 

Pour v é r i f i e r  l a  dernière i néga l i t é ,  il e s t  nécessaire de remarquer que 

l ' é g a l i t é  

1 8+4k 1 - 'O! = (2k+2) (2k+3) k! 
n ' e s t  v ra i  que pour k =- 1.  

Comme nous nous intéressons à une approximation de u dans une zone où 
1 

X3 
e s t  t r è s  p e t i t ,  en analysant également l e  second polynome Q2k nous 

pouvons tronquer l e  développement (~.03j pour ne garder que l e s  deux 

premiers termes. Soit  : 
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ANNEXE B 

XAS PARTICULIER POUR LA COMPOSANTE U3 

Supposons que l a  fonction ~ ( t )  in t rodui te  en (2.07) s o i t  

identiquement nul le .  Celà découlerait  de l ' u n  des deux conditions 

déduite de (2.26) . 

c 

Dans l e  premier cas ,  c e l à  revient  à di re  que l a  fonction 

~ ( t )  (2.13) s e  réduit  à une constante numérique, donc que l ' o n  trouve 

à 1 'aide des équations ( 2.08 ) e t  (2.1 1 ) une solut ion dépendant de l a  

fonction d 'er reur .  O r ,  nous' avons v u  que c e t t e  solution ne peut véri- 

f i e r  simultanément l e s  conditions (2.09) e t  do i t  ê t r e  a l o r s  re je tée .  

considérons l e  frottement à l a  paro i  : 

B.02 T = 1-i 
) (ax 3 x3=o 

c e t t e  r e l a t i on  s e  transforme à l ' a i d e  des re la t ions  (1.22) e t  (2.10) e t  

devient proportionnelle à l a  dérivée seconde de f par rapport à n (pour n= 0 )  

s o i t  : 

' ~ u e  1 'on considère l 'une ou 1 'autre  des conditions (B. 01 ) , il e s t  v i s i b l e  

qu 'e l les  annulent en t o u t  temps l e  frottement pa r i é t a l .  Comme celà  e s t  

physiquement impossible, nous devons encore une fo i s  r e j e t e r  l e  cas 



p a r t i c u l i e r  ca rac té r i sé  par  l a  n u l l i t 6  de l a  fonction ~ ( t ) .  

Dans une première é tape,  nous avons comparé un r é s u l t a t  

déduit de ce cas p a r t i c u l i e r  avec deux des p r o f i l s  de vi tesse  experimen- 

taux. En négligeant l e s  termes de puissance supërieure à 3 en. Q . La 

formule d'approximation analogue à (2.28) s ' é c r i t  : 

Il ex i s t e ,  aux abords de l a  pa ro i ,  une légère  concordance dans l e  cas 

de l a  première courbe expérimentale (t = 0,5s; T = 1 6 ~ 8 ~ ) .  Cette c o n c o r  

dance e s t  due au f a i t  que l e  frottement p a r i é t a l  do i t  e t r e  négligeable 

à l ' i n s t a n t  i n i t i a l  e t  l e  r e s t e  durant l e s  tou t  premiers i n s t an t s  du 

mouvement. Ces premiers i n s t a n t s ,  nous l e  constatons su r  l a  seconde 

courbe expérimentale (t = 1s)  sont  l im i t é s  à bien moins de 1 seconde. 

Pour toutes  ces ra isons ,  nous devions t e n i r  compte des 

termes en r ; nous avons a lo r s  cherché une au t re  approximation. 
O 

FOFMULE B.04 FORMULE 2.28 ou A . 0 8  

xj (mm) 
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ANNEXE C 

1 PETERMINATIUN DE LA MATRICE - a f, 

On remarquera que dans l e  système S2 , compte tenu de (3.14) que 

l a  matrice en question e s t  pentadiagonale. Si  nous introduisons l e s  

coeff ic ients  

l e s  termes de c e t t e  matrice pentadiagonale s 'écrivent 

e )  a@i - _ - -  u 1 

afi+2 2 

puisqu'à p a r t i r  de (3.12) nous pouvons éc r i r e  

C.03 mi = ~ 2 ( f ~ - ~  - 6fi-1 + 3fi + 2fi+l - 'i-2 + 6 ~ ~ - ~  - 3pi 

Certains termes ne peuvent s'exprimer par  ces formules. Dans l e  cas des 



des deux preniières équations nous avons à l ' a i d e  de (3.09) 

t and i s  que l e s  deux au t r e s  termes n 'exis tent  pas. Pour l a  seconde Squation : 

l e s  dérivées p a r t i e l l e s  deviennent 



Quant aux deux dernières  équations, nous sommes amenes a 

ca lcu le r  à chaque i n s t a n t ,  l e s  fonctions connues f 
N+ 1 et f~i+2 

(3.10 e t  3.13). Soient Y 1  l a  valeur de l a  fonction fN+l d un 

i n s t a n t  donne e t  Y3 l a  vaïeur  de c e t t e  même fonction à l ' i n s t a n t  

an té r i eur  ( s o i t  p ) . Alors l e s  deux dernières  équations $ N+ 1 i 

deviennent 

Par  rapport aux é g a l i t é s  (c.02) l e s  seules  d i f férences  sont : 

L ' inversion de c e t t e  matrice pentadiagonale ne pose aucun 

problème. Le schéma du c a l c u l  que l ' o n  trouve dans l e  programme a i n s i  

que l e s  algorithmes nécessa i res  proviennent de Von ROSENBERG /17/ 



ANNEXE D 

TABLEAU DES MESURES R E L A T I F  A LA FIGURE ( 19 ) 

CORRECTION DES IiESURES 

D E  LA REPRESEh'TATl ON LOGARITbil QUE 

R ~ ( Q )  Tf - Ta(O Cl V mes ( V I  V (v)  erreur  cor r e l a t ive  

c 

32,30 5 7 2 8  8,19 ~ é f é r e n c e  8,19 O 

31,80 49,85 7,765 8,36 2 x  IO-^ 
31,3 42,56 7 ,O1 8,196 7 

31 ,O3 38,4 6,635 8,182 1 1 0 - ~  

30,75 34 $4 6,275 8,212 3  IO-^ 
30,47 30 ,O7 5 ,86 8,199 1 1 0 - ~  

I 

30,18 25,76 5,425 8,218 3,s  IO-^ 
29,go 21,6 4,935 8,186 5  IO-^ 
29,62 17,44 4 ,43 8,189 1 x  IO-^ 
29,34 1 3 ~ 2 8  3 $5 8,158 4 1 0 - ~  

29 ,O5 8,96 3,155 8,163 3 1 0 - ~  

i i 

Formule de Correction (5.38) 

Vo ( r e f )  = 5,08 V 
e 



Vérif icat ion du maximum de l a  v i t esse  



TABLEAU D E S  MESURES R E L A T I F  A LA F l G U R t  26 

COMPARAISON D E  LA V I T E S S E  

ENTRE LA T H E O R I E  ET LA CALIBRATlOrJ  

t / ~  0,65 1 0,745 O ,840 0,934 

u, ( r é e l )  38,96 48,68 55,55 39,44 

ul (ca i .  ) 3 9 8  49 56,4 22,6 

T = 30,2s 

t / ~  0,669 0,735 O ,801 0,867 0,934 

ul ( r é e l  

T = 59s 

t /T 

ul ( r é e l )  





ALCUL DES QUANTITES JUX, 
Gi ,G2 ,G3 

Y1 ,Y2 ,Y3 h 
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t 1 095 B O  

METHODE DES PREMIERS INSTANTS 

Equation 2.28 - .. - .. - 
METHODES NUMERIQUES 

- "Backwardtt + cond. paroi 

Formule 3.18 

- wForwarà" sans condition 

Formule 3-17 . . - 
* 



t = I a .  = 6,6 cm/s 

METHODE DES PREMIERS INSTANTS 

- ~ ~ u a t i o n  2.28 . .  . .  .II 
METHODES - NUMERIQUES 

- "Backward" + cond; paroi 
Formule 3.18 .- 

- "Forwardfl sans condition 
F 

Formule 3.17 - . - . -  



t = 1,Te 

METHODE DE6 PREMIERS INSTANTS 

Equation 2.28 - .. - .. - 
METHODES NUMERIQUES 

- "BackwardW + cond, paroi  

Formi~le 3,18 

- 'ForwardW sans condit ion 

Formule 3317 - . - . - 

Fig. 7 METHODES NiJMERIQUES ET METHODE DES PREMIERS INSTANTS: RESULTATS 
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Période T = i6,8 s 

Temps t = 1,5 s 

Po in t s  ~ x p é r i m e n t  aux : 

o ( f i l m  chaud) 

--- a= - 0 ~ 1 5 ;  - 0 ~ 2 5  

A= -0,2 (equa :2.28) 

h 

- - 

f iq .  ( 10 )  Profil de la vitesse U, 







6 ,. 
t = 2,5 s 

' 1  - \ 
x3 ( mm 1 \ t = 3 e  \ 

- 

METHODE DES PREMIERS INSTANTS; Equation 2.28 
1 . METHODE NUMERIQUE ( formule quatre pointa 

pour la  dérivée première e t  condition de 
9 paroi: 3.18 ) 

- 

. 

Fige 14 VARIATION DU PROFIL DE U I e  t 2,5 et 3 sa 













Fig ( 20 ) Var ia t ions  de 1.a Tension aux Bornes 
aiis 
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13 l i g n e  7 ( 1 . 2 3  ) a u  l i e u  d e  ( 1 . 2 7  ) 
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